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SO‘ZBOSHI

Ushbu «Algebra va matematik analiz asoslari (II qism)»
darsligi shu nomli kitob 1 qgismining uzviy davomi bo‘lib,
akademik litseylar va kasb-hunar kollejlari uchun mo‘l-
jallangan hamda shu fan bo‘yicha akademik litseylar va kasb-
hunar kollejlari o‘quv rejasiga asosan aniq fanlar yo‘nalishi,
tabiiy fanlar yo‘nalishi, shuningdek, matematika umumta’lim
fani sifatida o‘rganiladigan guruhlarining algebra va matematik
analiz asoslari kursining o‘quv dasturidagi barcha materiallarni
o‘z ichiga oladi.

Mualliflarning SamDU qoshidagi akademik litseyda to‘pla-
gan ish tajribalari asosida yaratilgan va o‘n bobdan iborat
bo‘lgan ushbu darslikda quyidagi mavzular yoritilgan:

e Trigonometrik funksiyalar.

e Nostandart tenglamalar, tengsizliklar va sistemalar.
Sonli ketma-ketliklar va ularning limiti.

Funksiyaning limiti va uzluksizligi.
Hosila.

Integral.

Differensial tenglamalar.
Kombinatorika elementlari.

¢ Ehtimollik nazariyasi va matematik statistika
elementlari.

e Chiziqli algebra elementlari.

Har bir bob paragraflarga, paragraflar esa bandlarga bo‘lin-
gan.

Darslikning yaratilish jarayonida o‘zlarining gimmatli mas-
lahatlarini ayamagan SamDU qoshidagi akademik litsey-
ning oliy toifali matematika o‘gituvchilari B.I. Usmonov va
7. A.Pashayevga, shuningdek, kitob qo‘lyozmasini kompyuter-
da sahifalagan I.Nasimov va A. Siddiqovga o‘z minnat-
dorchiligimizni bildiramiz.

Aynigsa, kitobni digqat bilan o‘qib chiqib, uning sifatini
yaxshilash bo‘yicha gimmatli maslahatlar bergan Samargand
viloyati Ishtixon tumanidagi 21- o‘rta maktabning oliy toifali
matematika o‘qituvchisi, O‘zbekiston Respublikasida xizmat
ko‘rsatgan Xalq ta’limi xodimi A.A.Nasimovga samimiy
tashakkur izhor etishni o‘z burchimiz deb bilamiz.

Mualliflar

3
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I B OB

TRIGONOMETRIK
FUNKSIYALAR

1-§. Sonli argumentning trigonometrik
funksiyalari

1. Burchaklar va yoylar. Markazi O nuqtada bo‘lgan R
radiusli aylanadagi 4 va B nuqtalar uni ikki gismga — yoylarga
ajratadi (I.1-rasm). Yoyning A va B nuqtalari yoyning uchlari,
golgan nuqtalari esa yoyning ichki nugtalari deyiladi.

Uchlari 4 va B nugqtalar bo‘lgan yoy uning faqat uchlarini
ko‘rsatish orgali WAB ko‘rinishda yoki uchlari A va B nugqtalar
bo‘lgan yoylarni bir-biridan farglash uchun yoyning uchlari va
yoyning biror ichki K nugqtasini ko‘rsatish orqali WAKB
ko‘rinishda belgilanadi (I.2-rasm).

Agar AB kesma aylananing diametri bo‘lsa, AB yoy yarim
aylana deyiladi. Agar AB kesma aylananing diametri bo‘lmasa
va AB yoyning har qanday ichki nuqtasini aylananing markazi
bilan tutashtiruvchi kesma AB kesmani kesib o‘tsa (kesib
o‘tmasa), AB yoy yarim aylanadan kichik (mos ravishda yarim
aylanadan katta) deyiladi.

Aylananing markazidan chiquvchi va berilgan yoyni kesib
o‘tuvchi barcha nurlardan tashkil topgan yassi burchakni
berilgan yoyga mos markaziy burchak, berilgan yoyni esa shu
markaziy burchakka mos yoy deb ataymiz (I.3-rasm).

Yoy uzunligi metr (m) va uning ulushlarida, shuningdek,
fut, duym, angstrem, mikronlarda ham o‘lchanadi (1 fut =
=12 duym =~ 30,479 sm, 1 angstrem = 1 - 10°® sm, 1 mikron=
=1 - 103 mm).

B B UAKB
K
UAB
A
A
I.1-rasm. I.2-rasm. 1.3-rasm.
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B

180°

I.4-rasm. I.5-rasm. 1.6-rasm.

Geometriya kursidan ma’lumki, markaziy burchakning gra-
dus o‘Ichovi va yoyning gradus o‘lchovi quyidagicha aniglanadi:

1) yarim aylanaga mos markaziy burchak 180° ga teng (1.4-
rasm);

2) yarim aylanadan kichik AB yoyga mos markaziy
burchakning gradus o‘lchovi OA va OB nurlar hosil qilgan
odatdagi burchakning gradus o‘lchoviga teng (bu yerda O —
aylana markazi, I.5-rasm);

3) yarim aylanadan katta yoyga mos markaziy burchakning
gradus o‘lchovi 360° — a ga teng, bu yerda o — to‘ldiruvchi
burchak (yarim aylanadan kichik yoyga mos markaziy
burchak)ning gradus o‘lchovi (I.6-rasm).

4) yoyning gradus o‘lchovi shu yoyga mos markaziy
burchakning gradus o‘lchoviga teng (I.7-rasm).

Burchak va yoylarning burchak kattaligini o‘lchashda gradus-
ning ulushlaridan ham foydalanishga to‘g‘ri keladi. Gradus va
uning ayrim ulushlari orasidagi bog‘lanishlarni keltiramiz:

1° = 60’ (minut, dagiqa), 1' = 60" (sekund, soniya).
Buyuk o‘zbek olimi Mirzo Ulug‘bek oz asarlarida sekundning
% ulushi solisa(tersiy)dan ham foydalangan. Uning asarlarida
1 daraja = 60 dagiga, 1 dagiga = 60 soniya,
1 soniya = 60 solisa(tersiy)
ekanligi keltiriladi.

360° - o

YAy

I.7-rasm. I.8-rasm.
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Y,
/@D\ﬁ 5% 0 4 X
k 360°-2 B /

1.9-rasm. 1.10-rasm.

Tekislikda to‘g‘ri burchakli XOY Dekart koordinatalari siste-
masi kiritilgan bo‘lsin. Markazi koordinatalar boshida bo‘lgan
R radiusli aylanani qaraymiz (I.8-rasm). Bu aylana OX o‘gning
musbat yarim o‘qini 4 nuqtada kessin. OA radius boshlang ‘ich
radius, A nuqta esa boshlang‘ich nuqta deb ataladi.

OX o‘gning musbat yarim o‘qini koordinatalar boshi (qo‘z-
g‘almas nuqta) atrofida musbat yo‘nalish(soat strelkasining
harakat yo‘nalishiga garama-qarshi yo‘nalish)da va manfiy
yo‘nalish (soat strelkasining harakat yo‘nalishi)da istalgancha
uzluksiz siljitish (harakatlantirish) mumkin deb hisoblaymiz.

OX musbat yarim o‘q qo‘zg‘almas O nuqta atrofida musbat
yo‘nalishda siljitilsa, OA radius biror OB radiusga o‘tadi. Agar
OA va OB radiuslar ustma-ust tushsa (I.9-rasm), siljitish
natijasida 4 nuqta aylanani bir yoki bir necha marta to‘liq aylanib
chiggqan bo‘ladi. Bu holda biz boshlang‘ich tomoni OA va oxirgi
tomoni OB bo‘lgan aylanish burchagiga ega bo‘lamiz. Uning gradus
o‘lchovi 360°-k ga teng, bu yerda k& — aylanishlar soni.

Agar OA va OB radiuslar ustma-ust tushmasa, A nuqta
aylanani to‘liq aylanib chigmagan yoki aylanani bir yoki bir necha
marta aylanib chiqib, yana AB yoyni
bosib o‘tgan bo‘ladi. Bu holda boshlan-
g‘ich tomoni OA va oxirgi tomoni OB
bo‘lgan burish burchagiga ega bo‘lamiz.
Bu burish burchagining gradus o‘lchovi
quyidagicha aniqglanadi:

1) A nuqgta aylanani to‘liq aylanib
chigmagan bo‘lsa (I.10-rasm), burish
burchagining gradus o‘lchovi AB yoy-
I.11-rasm. ning gradus o‘lchoviga teng;
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0 X Y,
—a (af> 0)

1.12-rasm. 1.13-rasm.

UAB = a (a > 0),
B=-360°2-a

2) A nuqta aylanani k (ke N) marta aylanib chiqib, yana
AB yoyni bosib o‘tgan bo‘lsa (I.11-rasm), burish burchagining
gradus o‘lchovi 360°-k + o ga teng, bu yerda oo — shu AB
yoyning gradus o‘lchovi.

Endi OX musbat yarim o‘gqni qo‘zg‘almas O nuqta atrofida
manfiy yo‘nalishda siljitamiz. Xuddi yuqoridagi kabi muloha-
zalar yuritib, gradus o‘lchovlari —360°  k (k — aylanishlar soni)
bo‘lgan aylanish burchaklariga hamda gradus o‘lchovlari -
360°+k — a (bu yerda ke{0; 1; 2; 3; ...}) ga teng bo‘lgan
burish burchaklariga ega bo‘lamiz (I.12- va I.13-rasmlar).

Gradus o‘lchovi 0° ga teng burchakni ham qaraymiz. Bu
burchak boshlang‘ich nuqta o‘z o‘rnida harakatsiz turgan
holatga mos keladi. Shu sababli uni burish burchagi sifatida
ham, aylanish burchagi sifatida ham garash mumkin.

(%‘% Mashgqlar

1.1. 1) Markaziy burchak 18° ga teng. Gradus o‘lchovi shu
markaziy burchakning gradus o‘lchovidan 3% marta katta bo‘lgan
markaziy burchakka mos yoyning gradus o‘lchovini toping;

2) Gradus o‘lchovi 54° 1li yoyga mos markaziy burchakning
gradus o‘lchovidan 3 marta kichik bo‘lgan markaziy burchak-
ning gradus o‘lchovini toping.

1.2. 1) 3600° 1li burchak aylanish burchagi bo‘la oladimi?

2) -3600° 1li burchak 0° li burchakka tengmi?
3) —542° li burish burchagida nechta aylanish burchagi
bor?
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1.3. 1) Markazi koordinatalar boshida bo‘lgan R = 3 sm
radiusli aylana chizing. Boshlang‘ich radiusni 540° buring va
hosil bo‘lgan yoy uzunligini toping;

2) Markazi koordinatalar boshida bo‘lgan R = 3 sm radiusli
aylana chizing. Boshlang‘ich radiusni —270° buring va hosil
bo‘lgan yoyning uzunligini toping.

2. Burchak va yoylarning radian o‘lchovi. Koordinatali
aylana. Burchak va yoylarning burchak kattaliklarini o‘lchash-
ning yana bir sistemasi — radian o‘lchovi sistemasi bilan
tanishamiz.

R radiusli aylanani qaraylik (I.14-rasm). Uzunligi 2z R bo‘lgan
bu aylanada umumiy ichki nuqtaga ega bo‘lmagan va har
birining uzunligi R ga teng bo‘lgan 2n ta yoy mavjud. Bu
yoylardan har birining, shuningdek ularga mos har bir

markaziy burchakning burchak kattaligi % :% ga tengdir.

Demak, uzunligi aylana radiusiga teng yoyning va unga mos
markaziy burchakning burchak kattaligi aylana radiusiga bog‘liq
emas. Shu sababli, uzunligi aylana radiusiga teng bo‘lgan yoy-
ning burchak kattaligini shu aylana yoylarini o‘lchashda o‘lchov
birligi sifatida, unga mos markaziy burchak kattaligini esa
burchaklarni o‘lchashda o‘lchov birligi sifatida olish mumkin.

Uzunligi aylana radiusiga teng yoy [ radianli yoy, unga mos
markaziy burchak esa [ radianli burchak deyiladi (I.15-rasm).

Yuqoridagi mulohazalardan quyidagi bog‘lanishlarni olamiz:

1 radian =180 | 1° = = radian.
b 180

Bu ikki tenglik yordamida radian o‘lchovidan gradus
o‘lchoviga o‘tish va gradus o‘lchovidan radian o‘lchoviga o‘tish
formulalari hosil bo‘ladi:

R 1 rad
/O

R R

1.14-rasm. I.15-rasm.
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I-misol. 120° ni radianlarda, %T“ va 5 (rad)larni esa gradu-
slarda ifodalang.
Yechish. «° ==2 (rad) formulaga ko‘ra

~ 180
n-120

om0 _2n
120° = 2= (rad) = &

tenglikni, g, :(ﬁ)o formulaga ko‘ra

T

i

3 :{ISOE'%TRT ~135° va 52(@)0 =(20y

tengliklarni hosil gilamiz.

2-misol. Radiusi R =35 (uzun. birl.) bo‘lgan aylananing
uzunligi / = 10 (uzun. birl.)ga teng yoyini graduslarda va
radianlarda ifodalang.

Yechish. 1=10(uzun. birl.) = % (rad) =2 (rad) va
/=2 (rad) = (%)O = (%)O ~114°19'52" tengliklarga egamiz.
3-misol. Agar radiusi R=4 bo‘lgan doiraviy sektorning
yoyi 3 rad ga teng bo‘lsa, shu sektorning S yuzini toping.
Yechish. Yoyi n rad ga teng doiraviy sektor (yarim
doira)ning yuzi %2 (bu yerda R — radius) ga teng bo‘lgani

uchun, yoyi 1 rad bo‘lgan doiraviy sektorning yuzi R ga,

2
2
yoyi a rad ga teng bo‘lgan doiraviy sektorning yuzi esa a-R

2
ga teng. Shu sababli § = 3%2 ~24 kv. birlik.

900)

Eslatma. 5 ning graduslarda ifodalangan aniq qiymati ga

T
teng. Uning graduslarda ifodalangan taqribiy giymatini hosil qilish uchun
n ni uning kerakli aniqlikdagi taqribiy giymati bilan almashtirish kerak

bo‘ladi. Masalan, n ~ 3 deb olinsa, 5= (w)o ~ (%0)0 =300° ga ega bo‘la-
T

miz. Xuddi shu kabi, 1°=—2— rad~0,017 (rad), 1 (rad) :(@)O ~
180° n

~57°17'44" munosabatlar hosil gilinadi.
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Y\ Tekislikda XOY Dekart koor-
C dinatalari sistemasi Kkiritilgan

y___2)B(x;y) bo‘lsin. Markazi koordinatalar
\B(@) boshi O (0; 0) da bolgan R = I
|
|

a radiusli aylananing A (1;0)

=) Ol ¥ J4(1;0)x nuqtasini boshlang‘ich nugta, OA
radiusini esa boshlang ‘ich radius

deb ataymiz (I.16-rasm) va shu
-1 aylanada koordinatalar sistemasini
quyidagi tartibda kiritamiz.
Boshlang‘ich nuqta A4 (1; 0) ni
yangi koordinatalar sistemasining koordinatalar boshi (sanoq
boshi) sifatida olamiz. Uning yangi koordinatalar sistemasidagi
koordinatasi 0 ga teng. Boshlang‘ich radiusni O (0; 0) nuqta
atrofida o radianli burchakka buramiz (bu yerda va bundan
keyin aylanish burchagi burish burchagining xususiy holi si-
fatida qaraladi). Natijada A4 nuqta aylananing biror B (x; y)
nuqtasiga o‘tadi (I.16-rasm). B(x; y) nuqtaning yangi koor-
dinatasi (aylanadagi koordinatasi) o ga teng deb gabul gilamiz
va B (o) ko‘rinishda belgilaymiz.
Masalan, C (0; 1) nuqta boshlang‘ich radiusni O (0; 0)
nuqta atrofida % rad burchakka burishdan hosil gilinadi. Shu

sababli, uning yangi koordinatalar sistemasidagi koordinatasi
T

7 e tengdir (I.16-rasm).

Aylananing har bir nuqtasi aylanadagi koordinatalar siste-
masida cheksiz ko‘p koordinatalarga ega, chunki boshlang‘ich
radiusni O (0; 0) nuqgta atrofida o, o + 2w, o *+ 4n, ..., ya’'ni
o + 2kn, keZ burchaklarga burish natijasida boshlang‘ich
nuqgta aylananing ayni bir B nuqtasiga o‘tadi va o * 2kn, keZ
sonlarning har biri B nuqtaning koordinatasi (aylanadagi
koordinatasi!) bo‘ladi.

Yugqoridagi usul bilan koordinatalar sistemasi kiritilgan birlik
aylana koordinatali aylana (yoki koordinatalar aylanasi) deb
ataladi.

4-misol. Koordinatali aylanada M(S%n), N(—S%n)
nuqtalarni belgilang.

Yechish. 1) 5%n=2-2n+(n+%) bo‘lgani uchun

M (5%75) va M 1(7t + %) nuqtalar koordinatali aylanada ustma-

I.16-rasm.

10
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Y
N(S%T?/\ \\‘“\\ R
| \
D[l \
-
I//
M(S%n}\

I.17-rasm. 1.18-rasm.

ust tushadi. D(m) nuqtani (I.17-rasm) musbat yo‘nalish
bo‘yicha §=45O burchakka burib, M(S%n) nuqgtani hosil
gilamiz;

2) N va M nuqtalar AD diametrga nisbatan simmetrik
nuqgtalar bo‘lgani uchun M nuqtani shu diametrga nisbatan
simmetrik almashtirib, N(—S%n) nuqtani hosil gilamiz (I.17-
rasm).

S-misol. Koordinatali aylanada 2 va —3 sonlarini belgilang.

Yechish. 2 sonining koordinatali aylanadagi tasviri (koor-
dinatasi 2 ga teng bo‘lgan nuqgta)ni topish uchun uzunligi 1
radian (aylana radiusi)ga teng bo‘lgan yoyni boshlang‘ich A
nuqtadan boshlab, musbat yo‘nalishda ketma-ket ikki marta
go‘yamiz (I.18-rasm).

-3 sonining koordinatali aylanadagi tasvirini topish uchun
uzunligi 1 radianga teng bo‘lgan yoyni boshlang‘ich 4 nugtadan
boshlab, manfiy yo‘nalishda ketma-ket uch marta qo‘yish
yetarli (I.18-rasm).

{g‘% Mashgqlar

1.4. Aylana radiusi R = 10 sm, yoyi / (sm), yoki a (rad),
yoki a° birliklarning birida berilgan. Yoy qolgan ikki birlikda
ifodalansin:

1) [/ =1; 2; 5; 10; 20; 30;

2) o = 2° 10°; 10°30; 60°; 90°; 180°; 350°; —-30°; —45°;

3) a = 360°; 540°; 700°; 720°30’; 750,5°; 1000,5°; —450°;
-660°;

4) a =2; 5; 10; 20=; 50,57x; -5; —-=m; -S5n (rad).

11
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1.5. Quyidagi nuqtalar birlik aylanada belgilansin hamda
ularga aylana markaziga, gorizontal va vertikal diametrlarga
nisbatan simmetrik joylashgan nuqtalar topilsin:

A (n/8), B (2n/3), C (5n/8), D (36°), E (220°), F (-75°),
G 4), H (-5).

1.6. Muntazam sakkizburchakning ikki qo‘shni tomoni
orasidagi burchagini graduslar va radianlarda ifodalang.

1.7. Aylana radiusi R = 6 dm. Yoylar o° kattalikda berilgan.
Ularni radianlarda ifodalang va mos sektorlarning yuzini
toping:

a = 12°; 15°; 22°30’; 24°; 30°; 45°; 60°; 72°; 90°; 120°
180°; 225°;

270°; 315°; 330°.

T

1.8. Jism o= rad/s burchak tezlik bilan aylanmogda. U
t = 10 s da ganday burchakka buriladi? 2 min da-chi?

3. Sonli argumentning sinusi, kosinusi, tangensi va
kotangensi. Tekislikda XOY Dekart koordinatalar sistemasi
kiritilgan va ¢ haqiqiy son berilgan bo‘lsin. 7 haqigiy songa
koordinatali aylananing koordinatasi ¢ ga teng bo‘lgan B(7)
nuqgtasini mos qo‘yamiz (I.19-rasm).

B(f) nuqtaning abssissasi ¢ sonning kosinusi, ordinatasi esa
t sonning sinusi deyiladi va mos ravishda cost, sinf orqali belgi-
lanadi.

B(f) nuqta ordinatasining shu nuqta abssissasiga nisbati
(agar bu nisbat mavjud bo‘lsa) ¢ sonning tangensi deyiladi va
Y tgt orqali belgilanadi.

A . . .
c E) B(f) nuqta abssissasining shu
1 2 B nuqta ordinatasiga nisbati (agar bu
| nisbat mavjud bo‘lsa) ¢ sonning
D (R)K - kota.ngensi‘ deyiladi va ctgr orqgali

0 A(O):Y belgllangdl. o o
Sonning sinusi, kosinusi, tan-
1 gensi va kotangensi tushunchalari-

F g) ning aniglanishidan ko‘rinadiki,

2 .
t
1.19-rasm. tgt =200 (cost#0), (1)

12
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ctgt = &;t’ (sint = 0) (2)

S1

munosabatlar o‘rinli va koordinatali aylananing B(f) nugqtasi
XOY koordinatalar sistemasidagi B(cosf; sinf) nuqta bilan
ustma-ust tushadi. B(cost; sinf) nuqta birlik aylanada yotgani
sababli, uning koordinatalari shu birlik aylana tenglamasi x2

+ 3% = 1 ni qanoatlantiradi:

cos’t +sin’t =1. (3)

Sonning sinusi va kosinusi tushunchalarining aniqlanishidan
ko‘rinadiki, ixtiyoriy ¢ haqigiy son uchun B(cosf; sinf) nuqta
birlik aylanada yotadi. Shu sababli, (3) tenglik 7 ning har qanday
haqiqiy giymatida o‘rinli.

3n

l-misol. O, %, m, = sonlarining sinusi, kosinusi, tan-

gensi va kotangensini toping.

Yechish. 0, Z, =, 3z sonlariga koordinatali aylananing

1207 2
A©0), (%), D(n), F(3) nugtalari mos keladi (I.19-rasm).

Bu nugqtalar XOY koordinatalar sistemasida mos ravishda
quyidagi koordinatalarga ega: 4 (1; 0), C (0; 1), D (-1; 0),
F (0; -1).

Sonning sinusi, kosinusi, tangensi va kotangensi tushun-
chalarining aniqlanishiga ko‘ra, quyidagi tengliklarga ega
bo‘lamiz:

cos 0 = 1; cosZ =0; cos © = —1; cos3Z =0;

) 53
sin 0 = 1; sin%:l; sin © = 0; sin%’“:—l;
tg 0 =0; tg% — mavjud emas; tg n=0; tgﬁ — mavjud
emas;
ctg 0 — mavjud emas; ctggzo; ctg = — mavjud

emas; ctg%’c =0.

2-misol. sing, cosy, tg7, ctg7 larni hisoblang.

Yechish. Koordinatali aylanada B (%) nuqgtani yasaymiz

(I.20-rasm) va bu nuqtaning XOY koordinatalar tekisligidagi
koordinatalarini aniglaymiz.
13
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OBC teng yonli to‘g‘ri burchakli uchburchakda OB? =
=0C? + BC? = 2BC? bo‘lgani uchun 2BC? = 1 yoki BC =2

ga ega bo‘lamiz. B (%) nugtaning abssissasi ham, ordinatasi ham

musbatdir. Demak, B (%) nuqta B (‘/_ L) nugta bilan ustma-
ust tushadi. sina, coso, tgo, ctgoa larning aniqglanishiga ko‘ra,

2

singzg, cos %:iizl’ ctgZ =
tengliklarga ega bo‘lamiz. ?

3-misol. Z va -% ning sinusi, kosinusi, tangensi va
kotangensini toping.

Yechish. B (%) nuqtani yasaymiz (I.21-rasm) va bu
nuqtaning dekart koordinatalarini topamiz. B (%) nuqgtaning
dekart koordinatalari musbat sonlardir. OBC to‘g‘ri burchakli

uchburchakda B¢ = %03 = % 1= % bo‘lgani uchun Pifagor

teoremasiga ko‘ra 0C = ,[12 _(%)2 = g bo‘ladi. Demak, B (%)

nuqta B (J—, 2) nuqta bilan ustma-ust tushadi. Son argument-

ning sinusi, kosinusi, tangensi va kotangensining aniqglanishiga
ko‘ra

1
. 1 \/g TE_2_1 T
sinZ == Y tgo=—F=—F, ctg-=+/3
6 =2 COS¢ 2>g6£\/§’ gG\f.
2
Y, Y
1 n
L 20
4£}
-1 44 |1
cjA X
-1
1.20-rasm. I.21-rasm.
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T

D (— 3) va B (%) nuqtalar OX o‘gga nisbatan simmetrik

bo‘lgani uchun D (— E) nuqta D (% ;- %) nuqta bilan ustma-

6
ust tushadi. Shu sababli
sin(~)=-4, cos(-§) =2,
_1
o[ iFh el

y =sint, y =cost, y =tgt va y = ctgt formulalar bilan aniq-
langan funksiyalar asosiy trigonometrik funksiyalar deyiladi.
Ularning ayrim asosiy xossalarini keltiramiz.

1°. y = sint funksiya chegaralangan funksiya va barcha te R
lar uchun [sint|<1 munosabat o'rinli.

Isbot. Biror 7€ R uchun |sin#|>1 bo‘lsin. U holda |sin2 t| =
=|sin t|2 >1 bo‘lgani uchun sin’ 7+ cos’# =|sin t|2 +|cos t|2 >

> |sin t|2 + 0=lsin t|2 >1, ya’ni sin? r+cos’ # > 1 tengsizlikka ega
bo‘lamiz. Bu esa (3) ga ziddir.

Demak, barcha feR sonlar uchun [sin7|<1

munosabat
o‘rinli va sint

funksiya chegaralangan funksiyadir.
2°. y =cost funksiya chegaralangan va barcha te R lar uchun
|cos?|<1 munosabat o ‘rinli.

I z z 3n
o 0 6 7 3 > T 5 2n
i 1 22| 3
sina, = V2 VS 1 0 - 0
0 3 5 > 1
cosal 1 ? g % 0 1 0 1
1 Mavjud Mavjud
8 0 V3 1 3 emas 0 emas 0
Mavjud 1 Mavjud Mavjud
clgo emas 3 1 J3 0 emas 0 emas
15
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Isbot. VeR da 0 <sin? <1 bo‘lgani uchun cos’ = 1 —
—sin’f < 1 bo‘ladi. Oxirgi tengsizlikdan, V7e R da |cos?|<1 ekani
ko‘rinadi. Demak, cost funksiya chegaralangan funksiya va V¢e R
da |cost|<1.

1°, 2°- xossalardan, y = sinx va y = cosx funksiyalardan har
birining giymatlar sohasi [-1; 1] kesmadan iborat ekanligi
kelib chigadi.

Trigonometrik funksiyalarning ayrim burchaklardagi giymat-

lari jadvalini keltiramiz:
.

‘é\% Mashgqlar
1.9. Ushbu sonli giymatlarga kosinus teng bo‘la oladimi? Sinus-
chi?
1) 0,562; 2) -0,562; 3) 1,002; 4) -1,002;
a__ . a : . )
3) sk 6) m,a>0,b>l, 7) N 8) m;
3l

9 Z: 100 LB 1y B-25 12) La+l) as1,

1.10. 1) Agar o = 0% 90° %; 1,57 bo‘lsa, sino+
+ cosa va 2(1 — cosa) ni toping;

2) y =sinZa + 2cos?a ifoda qabul giladigan eng katta giymatni
toping.

1.11. R radiusli halga OX o‘qining musbat yo‘nalishi
bo‘yicha yumalab bormoqda (I.22-rasm). O‘gning 1 birlik kesma
uzunligi R ga teng. Harakat boshida aylananing M nuqtasi O
nuqtada turgan bo‘lsin.

Yy
Ry
OI
N
0 ON-UMN X
1.22-rasm. 1.23-rasm.
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1) Agar M nugta o rad ga burilsa, aylananing O, markazi
ganchaga siljiydi?

2) O, markaz (x = 3; y = 1) nuqtaga kelishi uchun M
nugta gancha burilishi kerak?

3) O, nugta 5 birlik/s tezlik bilan siljimogda. M nuqtaning
burchak tezligini toping.

4) O, nuqta sekundiga R masofaga siljisa, M nuqtaning
t momentdagi o‘rnining koordinatalarini toping.

1.12. Geografik kengligi 6 ga teng bo‘lgan parallelda geografik
uzunliklarining farqi ¢ ga teng bo‘lgan ikki 4 va B nuqta olingan
(I.23-rasm). Yer shari radiusi R ga teng. UAB =1 ni toping.

1.13. A nuqtaga 120° burchak ostida qo‘yilgan 10 N va
12 N Kkattalikdagi ikki kuchning teng ta’sir etuvchisini toping.

1.14. Daryo qirg‘og‘idagi tepalikdan shu qirg‘oq gorizontal
yo‘nalishga nisbatan 30°, narigi qirg‘'oq 15° burchak ostida
ko‘rinadi. Daryoning kengligi 100 m. Tepalikning balandligi va
uning uchidan daryo qirg‘og‘igacha bo‘lgan masofani toping.

1.15. Yer radiusi R ga teng. Shimoliy yarim sharda geografik
uzunligi A ga, kengligi ¢ ga teng bo‘lgan B nuqta olingan.
Toping:

1) B nuqtadan ekvator tekisligigacha bo‘lgan masofa;

2) B nuqtaning ekvator tekisligidagi proyeksiyasining koordi-
natalari (abssissalar o‘qi ekvator bilan nolinchi meridian kesi-
shuvidagi nuqgta ustidan o‘tadi). Hisoblashlarni R = 6367 km,
A = 30" va ¢ = 60° uchun ham bajaring.

1.16. ABOA da OA = OB = R, MA = R(1 - cost ), BM=
= Rsint, OM = Rcost (I.24-rasm). Isbot qiling:

sint = J_r\/(l —cost)(l+cost); AB=R\2(1-cost).

Y

A
E
NN
N80
R
t >
(0] MIA X h
D
E
1.24-rasm. 1.25-rasm. 1.26-rasm.
2 Aungebra, Il gism 17
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1.17. Teng yonli AOB uchburchak yuzi 64, MA=8 (1.24-rasm).
AB —?

1.18. Yer sathidan EK = h (I1.25-rasm) balandlikda
joylashgan E kuzatuv punktidan gorizont chizig‘idagi L nuqta
gorizontal yo‘nalishga nisbatan ZNFEL = o burchak ostida
ko‘rinadi (Abu Rayhon Beruniyning «Qonuni Ma’sudiy» asari-
dan). Agar A ~3 km va R ~ 6367 km bo‘lsa, o ni toping.

1.19. 1.26-rasmda V Venera va E Yer orbitalari aylana
ko‘rinishida tasvirlangan, Yerning S Quyoshdan uzogligi r, =
=149500000 km.

Oddiy kuzatishda Venera Quyoshga nisbatan o ~ 46° burchak
ostida chetlashgan ko‘rinadi. Bu chetlanish ko‘pi bilan qancha
bo‘lishi mumkin?

1) Veneraning Quyoshdan r, uzogligini hisoblang.

2) Venera sutkalik harakati davomida Quyoshdan o qadar
ortda golishi mumkin. U holda u kechasi ko‘rinadi. Aksincha,
o gadar oldin o‘tgan bo‘lsa, ertalab, Quyosh chigmasdan oldin
ko‘rinadi. Nima uchun, tushuntiring.

1.20. 1.24-rasmda tasvirlangan koordinatali aylanada UAB = t.

1) ¢, 360° + ¢, 360° — ¢, -360° + t, 2nk + t, keZ yoylarga
mos nuqtalar ustma-ust tushadimi? Agar ular ustma-ust
tushsa, bu nuqtalarga mos trigonometrik funksiyalar o‘rtasida
ganday bog‘lanishlar mavjud bo‘ladi? Misollar keltiring. Shu

ishni nk + ¢, keZ va %th, keZ nugqtalar uchun takrorlang;

2) yuqoridagi ishni B(f) nuqtaga O markazga nisbatan
simmetrik bo‘lgan E(n + ) nuqtaga nisbatan ham bajaring.

4. Trigonometrik funksiyalarning davriyligi. Trigonometrik
funksiyalarning davriyligi haqidagi teoremalarni keltiramiz.

l-teorema. cost va sint funksiyalarning har biri davriy
funksiya va ularning asosiy davri 2n ga teng.

Isbot. Ixtiyoriy teR son uchun K(7), L(t + 2x), M(t -
—2n) nugqtalar koordinatali aylanada ustma-ust tushadi. Shu
sababli ularning Dekart koordinatalari bir xil:

X = cost = cos(t — 2n) = cos(t + 2m),
y = sint = sin(t — 2n) = sin(¢ + 2n). (D)
18
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Demak, cost va sinf funk- Y,
siyalar davriy funksiyalar va 2n cz)
soni ulardan har birining biror 2
davridir. 2n soni ulardan har biri K4 |
uchun asosiy davr bo‘lishligini = p ./ | L\ 40)
ko‘rsatamiz. |

0 < 7, < 2n soni cost ning davri !
deb faraz qilaylik. U holda, masa- ‘(W17
lan, =0 da cosO = cos(0 + T))= F(3_n)
=1, ya’ni cosT; = 1 bo‘lishi kerak. 2
Koordinatali aylanada abssissasi 1 1.27-rasm.
ga teng bo‘lgan faqgat bitta (1; 0) nuqta mavjud va unga
t = 2nk, keZ sonlari mos keladi. 7| son esa bu sonlar orasida
mavjud emas. Demak, farazimiz noto‘g‘ri, kosinus funksiyaning

asosiy davri 2n sonidan iborat. Shu kabi, masalan, t:% da

sin% =sin (% + T ) =1 tenglikni ganoatlantiradigan va 2n dan
kichik bo‘lgan 7, musbat son yo‘q. Demak, 7'=2n soni sinus
funksiyaning asosiy davri.

2-teorema. tgt davriy funksiya va uning asosiy davri n

ga teng.

Isbot. t¢§+nk, keZ bo‘lsin. K(7), L(t + n), M(t — r)
nuqtalarni qaraymiz. L(t + n), M(t — =) nuqtalar ayni bir
xil Dekart koordinatalariga ega, ya’ni ular ustma-ust tushadi.
Shu nuqtalarning umumiy abssissasi x, umumiy ordinatasi esa
y bo‘lsin (1.27-rasm). U holda, tg(f + n) = tg(f — =) = % bo‘ladi.
K(f) va L(t + n) nuqtalar diametral garama-garshi nugqtalar
bo‘lgani uchun K(f) nuqgtaning abssissasi —x ga, ordinatasi
esa —y ga tengdir (I.27-rasm). Shu sababli,

tgt—_x < tg(t+mn)=tg(t—n).

Demak, tgr funksiya davriy funksiya va ¢ = soni uning biror
davridir. Bu son tgf ning asosiy davri ekanini ko‘rsatamiz. 7 son
tgt ning asosiy davri, ya’ni barcha 7 # % + 1k , keZ sonlari uchun
tg(t + T) =tgt tenglik o‘rinli bo‘lsin. Oxirgi tenglik # = 0 da ham
bajariladi: tg7 = 0. Bu yerdan 7 = nk, keZ ekanini ko‘ramiz.
Shunday qilib, tgf ning asosiy davri mk, keZ sonlari orasidagi
eng kichik musbat son, ya’ni r sonidir. Demak, 7 = m.

19
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3-teorema. ctgt davriy funksiya va uning asosiy davri
n ga teng (mustaqil isbotlang).

(EA\% Mashgqlar

1.21. y = 1 — cost funksiyaning davriyligini isbot qiling va
asosiy davrini toping.

1.22. 1) f(x) =sinx, g(x) =L, x =0 bo‘lsa, g°f kompozitsiya

X b
davriy funksiya bo‘la oladimi? f ° g -chi? Agar shunday bo‘lsa,
davrini toping.
2) Agar % va % sonlari f funksiyaning davrlari bo‘lsa,

17 soni ham uning davri bo‘lishini isbot giling.

1
2 3) y = cos(ax) ning asosiy davrini toping.
4) ¥y =~cosx ning aniqglanish sohasini toping va davriylikka
tekshiring.
5)Quyidagi funksiyalarning davriy emasligini isbot qiling:
y = cosx?; y:sin\/|¥; y = sinx3;
y = sin x + cos(x+/3).

1.23. Funksiyalarning davrini toping:
I) y = sindx + cosdx; 2) y=cosx + 2sin4,9x;

3) y=,sin43x-sinl0x+3 .

5. Sinus va kosinus funksiyalarning xossalari. Sinus va
kosinus funksiyalarning xossalari bilan tanishishni davom
ettiramiz.

Y, Yy
C
1
I 1
A‘V
1 (0] 1 X
I v
F
-1
1.28-rasm. 1.29-rasm.
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1) sint funksiya argumentning ¢ = nk, keZ qiymatlaridagina,

cost funksiya esa argumentning ¢ = % + nk, keZ qiymatlaridagina

nolga aylanadi. Haqgigatan, koordinatali aylanada fagat ikki
A(0) = A(1; 0) va D(n) = D(-1; 0) nuqtaning ordinatasi nolga
teng, ya'ni y =sinf = 0 (I.27-rasm). Bu nuqtalarga 2nk, keZ
va m + 2nk, keZ sonlar to‘plamlari mos. Bu ikkala to‘plamni
bitta {nk, keZ} to‘plamga birlashtirib yozamiz. Shu kabi

koordinatali aylanada faqat ikki C(§)=C(0; 1) va F (%“)z
= F(0; —1) nuqta abssissasi nolga teng (I.27-rasm), ya’ni

x = cost = 0. Bu nugtalarga %+ 2k, 37“+27tk =2+ (2k+ 1)z,

keZ sonlar to‘plamlari yoki {%-ﬁ-ﬂ, keZ} to‘plam mos;

2) cost — juft funksiya, sint — toq funksiya. Hagigatan, B(?)
va B,(-7) nuqtalar abssissalar o‘giga nisbatan simmetrik joy-
lashganligidan (I.28-rasm) ularning abssissalari teng, ordina-
talari esa faqat ishoralari bilan farq giladi. Demak, cos(-f) =
=cost, ya’ni cost juft funksiya, sin(-7f) = —sin#, ya’ni sin ¢ toq
funksiya;

3) agar B(Y) nuqta koordinatali aylana bo‘ylab = gqadar
siljitilsa, cost va sint funksiyalar o‘z ishoralarini o‘zgartiradi:

cos(f + m) = —cost, (1)
sin(f + ) = —sint. (2)

Hagqgiqatan, B(?) va E(n + f) nuqtalar koordinatalar boshiga
nisbatan simmetrik joylashganligidan (I.28-rasm) ularning
koordinatalari garama-qarshi ishorali bo‘ladi;

4) A (1; 0), C (0; 1), D (-1; 0), F (0; —1) nuqtalar
koordinatali aylanani to‘rt chorakka ajratadi (1.29-rasm). Agar
A(0) nugta A dan C gacha siljitilsa, 4 nuqta abssissasi 1 dan
0 gacha kamayadi, ordinatasi esa 0 dan 1 gacha o‘sadi. Demak,

Ostsg oraligda (I chorakda) sinf funksiya nomanfiy va 0
dan 1 gacha o‘sadi, cosf ham nomanfiy, lekin 1 dan 0 gacha
kamayadi. Qolgan choraklarda ham shu kabi ma’lumotlarni
to‘plab, quyidagi jadvalni tuzamiz:
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Funksiya 0<t<% §<;<n 11:<I<37n 37”<t<27t
musbat, musbat, musbat, musbat,
sint 0 dan 1 gacha| 1 dan 0 gacha [0 dan -1 gacha|-1 dan 0 gach4
o‘sadi kamayadi kamayadi o‘sadi
musbat, musbat, musbat, musbat,
cost 0 dan 1 gacha| 1 dan 0 gacha |0 dan -1 gacha|-1 dan 0 gachg
o‘sadi kamayadi kamayadi o‘sadi
‘g‘% Mashgqlar

1.24. 1 — cost funksiya (Mirzo Ulug‘bek bu funksiyani sahm
t funksiya deb atagan) ishoralarining saqlanish oraliglarini,
nollarini, juft-toqligini aniglang, 180° = o yoy sahmining 1 +
+cosa.  ga tengligini tekshiring, o« yoy sahmi 1 — coso. ga teng.

1.25. sin#, cost va 1 — cost mos ravishda:

1) @; %; % ga teng bo‘lishi mumkinmi?

?

a . b . b .
- ) 9 1- -

2) Ja*+b?  Ja? +b? va? +b? ga-chi

1.26. Quyida ¢ ning giymatlari ko‘rsatilgan. B(f) nuqta gaysi
chorakda joylashgan, sin#, cos ¢ lar ganday ishoraga ega
bo‘ladi?

D 3m:2) §x: 3) 504 Fio5) 3 6) 3,13
7y 1,7n; 8) 1,78xn; 9) -1,78xn; 10) -2,8; 11) -4;
12) -1,31; 13) 49600; 14) 356°; 15) 247°36'42'";
16) 34680°;17) —-674°; 18) —107°13'55".

1.27. Ayniyatlarni isbot qiling:

[) 3nX , COSX _ l_ bunda sinx = 0, cosx = 0;
COS X S x cosxsinx

%Jr%:%; 3) sin’x - cos’x + cos’x + sin*x = I;
cos30°  sin30 3

4) sin2x — cos2x = sin*x - cos*x;

5) sin’x — sin?xcos’x — cos*x = 1 — 2cos’x;

6) cos’x + sin?x - cos*x — sin®x = 1 — 2sin‘x;

7) 6(sin*x + cos*x) — 4(cos®x + sin®x) = 2.
22
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1.28. sinx — cosx = m bo‘lsin. sinx va cosx ni hisoblamay,
quyidagilarni toping:

1) sin®x — cos’x; 2) sin*x — cos*x.

1.29. Tenglamalarni yeching:

1) sinl0x = 0; 2) cos5x = 0; 3) sin%:O; 4) cos%:O;

5) sin(2x—%):0; 6) sin(6x+%):0; 7) cos(%—%)zo;

8) sin %+% =0.

1.30. Ifodalarni soddalashtiring:

1) 2cos(n + x) + 3cos(—x) + cos(nm — Xx);

2) sin(m + x) — 2sin(x — x) — 3sin(-x);

3) 4cos(—x) + Ssin(m + x) — 2sin(n — x) — 6cos(n + Xx).
1.31. a) Quyidagi funksiyalarni juft-toqlikka tekshiring:

1) sin’x;  2) cos’x;  3) sindx; 4) 5cos’x + 6costx;
. . . 02 5

5) 3sindx — 2sin2x;  6) 3sindx + 4cosdx; 7) 4sin 4208 x+2
sin- x

b) Ifodalarning ishoralarini aniqlang:

in8r-cosln: in3n-sinZr-cosLmn:
1) Sins7-Coszm; 2) SinZ m-Sin37-COS 4 7

3) sin 0,9 cos(-1) cos 4.

1.32. Sinus va kosinus funksiyalar gaysi choraklarda bir xil
ishoraga ega?

1.33. Agar:

1) cost = 3sint; 2) cost = sin?t, 3) sint = 2cos’t; 4) cost=
= sin*t bo‘lsa, ¢ qaysi chorakka tegishli bo‘ladi?

1.34. Agar: 1) ¢ burchak ikkinchi chorakka tegishli va
cost = —% bo‘lsa, sinf nimaga teng bo‘ladi?

2) t burchak uchinchi chorakka tegishli va sinf = —% bo‘lsa,
cost nimaga teng bo‘ladi?

1.35. Qaysi biri katta:

1) sind5° yoki sinZ; 2) cos45° yoki cos%; 3) sin50°
yoki c0s50°?

1.36. Ifodalarning qiymatlarini hisoblang:

1) sin240%  2) cos240% 3) sin®E: 4) sin(-Ls);
23
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) COS( 73n)’ 6) cos’ (—13T’T)+sin2 (_UT’T);
7) OS 72+ C0s 900 — SCos(=180)°

cos 180°
Sn
sin2Z s
8) cosm- sin3% 42 1 9 cos2 30 _sm2 45°
2 cosO COS( 5”) sin® 30°  sin” 45°
4

1.37. f(x) = 6sindx — 3cosdx funksiyaning £(0), f(%), f(_ %)

giymatlarini hisoblang.

24

1.38. Ayirmalarning ishoralarini aniglang:

1) sin38° — sin40°;  2) cos51° — so0s21°; 3) sing—sinﬂ;

4) sin48° — sin52°; 5) cos——cos— 6) sinl132° — sin152°;

7) cos* TR 20 ;0 8) sm —sm 20 ; 9) sinl2° — cos732°.
1.39. Funksiyalarning o‘sish va kamayish oraliglarini toping:

1) y—smg, 2) y=cosX; 3)y=sindx; 4)y=cosdx;

3’
S) y:sin(x+§); 6) y=cos(x+§); 7)y=4sin(x—§);
8) y:sin(ﬁ+3); 9) y =cosxx; 10) y=sin2§;

11) y——3cos ; 12) y =cos(5x + 60°); 13) y =sin(2x — 60°).

1.40. Funksiyalarnmg o‘sish va kamayish oraliglarini toping:
1

1) y = 2sin3x — 3cos2x; 2) y = 2cosx 3) y= cos2xi D)
4) y=Jlsinx]; 5) y=sin®x + 2sin’xcos?x + cos*x ;

6) y =cos2x +sin®x; 7) y =cosx +sin2x;
- in(Lx+Z
8) y_\/§51n(2x+4).
1.41. Funksiyalarni o‘sish va kamayishga tekshiring:
1) y =sin?x + 1; 2) y =cos3x — cos5x + 6x ;

1

3) y = (cos2x + 3)(1 — 4sinx); 4) y=cos§x—sin%x+3x—7.
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1.42. Funksiya X ning qaysi qiymatlarida aniglanmagan?

~ _ . _cosx_ -

1) y= sinx ’ 2) y= cosx’ 3) v= T-sinx’
B 2 . _ 2sinx+1

4) y = 0,8sin%x - 0,75; ) V= S osnd

1.43. Quyidagi funksiyalarning eng kichik musbat davrini
toping;:

1) y = cosdx; 2) y=10co0s0,5x ;

3) y=2cos(3x-%); 4) y =9cos(ot +¢), © % 0;
5)y=—30sin(5x+g); 6) y = Lsin(z - 2x);

7 y= —sm(4nx+ 3) 8) y=Asin(wt + @), Ac R, » #0;
9) y= 1000s4x—8sin(5x+%); 10) y = —IOcosg + 4sin§ ;
11) y = 5cosx sin2x; 12) y:%.

1.44. Funksiyalarning aniglanish sohasini toping, maksimal
va minimal giymatlarini hisoblang; agar x ning qgiymati n/6
dan r/3 gacha ortsa, funksiya qanday o‘zgaradi?

1y y=sin(Z-x); 2y = cosds® - x).

6. Tangens va kotangens funksiyalarning xossalari.

1) Tangens va kotangens davriy funksiyalardir va ularning
asosiy davri T = n (4- band, 2, 3- teoremalar);

2) tgt va ctgt — toq funksiyalar. Haqiqatan, cosa = 0 da

_ sin(=1) _ —sint _ _
tg(-1) = cos(=1) — cos? —tgt ga, sint =0 da ctg(—f) =—ctgr ga ega

bo‘lamiz. Tangens va kotangenslarning davri = ga teng va ular
toq funksiyalar bo‘lgani uchun tg(n — ) = tg(n +(-1)) = tg(-?) =
= —tgt, ctg(n + (-1)) = —ctgt, ya’'ni
tg(n— 1) =—tgt, (1)
ctg(n—f)=—ctgt. (2)
tengliklar o‘rinli bo‘ladi;

3) (0; %) oraligda tgt funksiya 0 dan +oo gacha o‘sadi, ctgt

esa +wo dan 0 gacha kamayadi.
Haqiqatan, (0; %) da sint va cost musbat, sinus o‘suvchi,
kosinus kamayuvchi, demak, tgf o‘suvchi, xususan, ¢ = 0 da
25
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sin ¢

tgl == = % =0 bo‘ladi, ¢ burchak “ ga yaqginlashganda sin#

cost
giymati 1 gacha o‘sadi, cost esa 0 gacha kamayadi, natijada
ilor;tt = tgf funksiya +oo gacha o‘sadi, aksincha Cons t’ = ctgs funksiya

0 gacha kamayadi.
Olingan xulosalar hamda tangens va kotangensning toq

funksiyaligidan foydalanib, (—%; O) oraligda ularning manfiy

ekanligini, tgf funksiyaning —o dan 0 gacha o‘sishini hamda ctg ¢
ning 0 dan — gacha kamayishini aniglaymiz. Uchinchi va
to‘rtinchi choraklardagi holatlarini aniglashda ularning xossalari

T = n davr bilan takrorlanishidan foydalanamiz. Xususan,
(n' ) dagi holat ( ) dagiga, (% n) dagi holat (—%; 0)
dagiga o‘xshash.

4) t ning tgt, ctgt funksiyalar aniglangan giymatlarida quyidagi
ayniyatlar o ‘rinli:

tgretgt =1, ¢ » kn , keZ, 3)
1+tglt = —L—, t¢£+kn, keZ, C
cos” t 2
I+etg’t=—L—, t#kn, keZ, )
sin” ¢
(3) ayniyat tgf = Sl—mt va Ctgr = Zio_nstt tengliklarni ko‘paytirish

orqali, (4) va (5) ayniyatlar esa sin?f + cos?f = 1 tenglikning har
ikkala gismini avval cos?z ga, so‘ng sin?f ga bo‘lish orgali hosil
bo‘ladi.

Misol. Agar tgf:—% va IE(%; TE) bo‘lsa, sint, cost, ctgt
ning qiymatini topamiz.

Yechish. II chorakda sint> 0, cost< 0, u holda ctgf< 0. (3)

ayniyat bo‘yicha ctgs ——5 ; (4) ayniyat bo‘yicha:
2y__ 1 _9 __3 __ 33 -
cos’t = 1+(_2)2 =33 Cost=-—= 3~ Shu kabi (5)
3
bo‘yicha sinf = % ni topamiz.
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=5

1.45. Ifodalarning qiymatini toping:

1) (@g30°) - (betgd5)% 2) (acte §)3  (bete g)3;

3) dlctg? X +b2ctg2 %—czctg2 % .

4) asinntgl,2n—bcosl,5n + ctgnsinl,8n;

5) & [l—cosg}2 +bzcos2(—31,lrc)ctg§; 6) a tg bzctg

1.46. Quyidagi giymatni asosiy trigonometrik funks1yalarn1ng
gaysi biri gabul qila oladi:

2 2
) &, a>0; 2) 2l 45 0; 3)% a>0;
a

4) @ 0 550, axb; ) P 450,550, a%b.

1.47. Ayniyatlarni isbot qiling:

) S5X _ginx; 2) cosxtgx =sinx; 3) 1=sin’ x+m;
tgx tg®x
4) @Jrcoﬁx: 1 5) (1 - cos?x)(1 + ctg2x) = 1;
ctgx
6) cos2x tg2x + cos’x = 1; 7) (1 + tg2x)(1 - sin%x) = 1;
2
8) (tgx+1)2 + (tgr— 1) = —2; 9 L. Lex_y;
CcOs“Xx 1+ctg2x tgzx

10) (1 - cosa + sina)? = 2(1 — cosa)(1 + sina);

2
11 L 8o elp=1;
) sin2asin2[3 sin2[3 &P

12) ctg’actg’p+ctglo+——=—1
) 8 gp 8 sinZB sinzocsinzﬁ

1.48. sina = 2"[1’)2 ,a>0,b>0,0<a<Z bolsa, cosa va
tgo ni toping.

™|

_ ; ’ 8sina—6cosa ; ; _

‘ .1.49.. ctga = —1 ekani ma’lum. oo kasrning qiyma
tini toping.
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1.50. cosa =-0,5, 90° < o < 180° bo‘lsa, sina, tga va ctga ni
toping.

1.51. sina =—%, 37“< a<2n bo‘lsa, cosa, tga, ctgo ni
toping.

1.52. Ifodalarni soddalashtiring:

1) ctg?o — cos?a + cos?actg?a;  2) cosla + sinZatglo — tgla;

3) sin?a - —1 4) cos?a - —1

l+ctg’o 1+tga

1.53. Barcha trigonometrik funksiyalarni
1) sina; 2) cosa;  3) tga; 4) ctga. orqali ifodalang.

1.54. Isbot qiling:
1) tgo + ctga > 2, bunda tga > 0;

2) (sin x—cos x)> -1 - ctg’x;
tgx—sin x cos x ’
2 2 . .
3) sitx_cosx, 1 _ ooy 4) sm3x—sm6x§%,

tgdx  ctgdx  sinxcosx

1.55. Agar sinx + cosx = 1,5 bo‘lsa, quyidagilarni hisoblang:

1) tg2x + ctgx; 2) tgdx+ ctglx; 3) tg*x+ctgtx.

1.56. Agar cos®x + sinx = g bo‘lsa, cos*x + sin“x ni toping.

1.57. y = Sme funksiya (O; %) oraligda kamayuvchi funksiya
ekanligini isbot qiling.

1.58. y = t%x funksiya (0; %) oraligda o‘suvchi funksiya ekan-
ligini isbot qiling.

1.59. Ayirmalar ishorasini aniglang:

1) tgl64e — tg165°; 2) tg379° — tgl0°; 3) ctgl87° — ctgb°;

4) tg(S%n) - tg(S%n) ;5 otgEotgk.

1.60. xe(m; 2n) oraligda quyidagi funksiyalarning monoton
o‘sish va monoton kamayish oraliglarini aniglang:

1) y=tex; 2) y=ctex; 3) y =—1—;4) y = —L_; 5) y=cte'x.
l+ctg”x 1+tg°x
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1.61. y = tg(sin x) funksiyaning aniglanish sohasini toping,
bu funksiya qabul qiladigan eng kichik va eng katta giymatlarni

hisoblang, agar x ning giymati % dan %

ganday o‘zgaradi?

gacha ortsa, y funksiya

2-§. Trigonometrik funksiyalarning
grafiklari

1. Sinus va kosinus funksiyalarning grafigi. y = sinx funksiya
grafigi sinusoida, y = cosx funksiyaning grafigi esa kosinusoida deb
ataladi. Ularni yasashda trigonometrik funksiyalarning xossa-
laridan foydalanamiz.

sinx — davriy funksiya va uning asosiy davri 7= 2z bo‘lgani
uchun, OX o‘qida uzunligi 2n ga teng bo‘lgan biror oraligni,
masalan, [-w; n] oraligni ajratamiz (I.30-rasm) va unda
grafikning mos qgismini yasaymiz. Agar sinusning toq funksiya
ekani e’tiborga olinsa, [-n; n] oraligning yarmi [0; =] bilan
chegaralanish, sinx = sin(x — x) ekani, ya’ni x va n — x nuqtalar

% ga nisbatan simmetrik joylashganliklari ham nazarda tutilsa, [0;
%] oraliq bilan chegaralanish yetarli. Shu oraligda yasalgan gismi
X = % to‘g‘ri chizigga nisbatan simmetrik akslantirilsa, grafikning
[%; n] dagi qismi hosil qilinadi, natijada grafikning [0; =] dagi

qgismi chizilgan bo‘ladi. Bu gism (0; 0) koordinatalar boshiga
nisbatan simmetrik akslantirilsa, [-n; n] oraligdagi qismi hosil
bo‘ladi. Endi uni 2rn davr bilan son o‘qi bo‘yicha davom ettirish
goldi. Grafikni [0; %] oraligda geometrik yasash uchun
koordinatali aylananing I choragini (AC yoyni, [.30-rasm)

Y
A
e b
NACH I
B,(n/6)
o A0) O = n z n 3n 2n X
6 3 2 2
1.30-rasm.
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1.32-rasm.

B,, B,, ... nuqtalar bilan teng bo‘laklarga ajratamiz. OX o‘gining
shu oralig‘i ham shuncha teng bo‘lakka ajratiladi. Agar aylanadagi
bo‘linish nuqtalaridan OX o‘qiga parallel va OX o‘qidagi bo‘linish
nugtalardan OY o‘qgiga parallel to‘g‘ri chiziglar o‘tkazsak, ularning
kesishish nuqtalari izlanayotgan sinusoidada yotgan bo‘ladi.
Nugtalar ustidan uzluksiz chiziq chizamiz. U sinusoidaning eskizi
bo‘ladi.

y = cosx kosinusoidani ham yuqorida ko‘rsatilgan tartibda
yasash mumkin. Funksiyaning asosiy davri T = 2n. Demak,
grafikni uzunligi 2n ga teng biror oraliqda, masalan, [-=n; =]
oraligda yasash, so‘ng uni son o‘qi bo‘yicha 2z davr bilan ikki
tomonga davom ettirish kerak. cosx juft funksiya bo‘lganidan bu

oraligning [0; =] gismini, cos(m — x) = —cosx munosabatga ko‘ra
esa yanada kichik [0; £ ] oraligni tanlaymiz. Unda yasalgan grafik

Ox o‘qidagi x = % nuqtaga nisbatan simmetrik almashtirilsa,
grafikning x = n gacha qismi hosil bo‘ladi. Bu gism ordinatalar

o‘giga nisbatan simmetrik almashtirilsa, grafikning [-=; =] dagi
gismi hosil qilinadi. Grafikning [0; %] dagi gismi yuqorida
sinusoidani yasashda ko‘rsatilgandek hosil qilinadi. Lekin bunda
grafikdagi nuqta ordinatasi koordinatali aylanada unga mos nuqta

abssissasiga teng bo‘lishi kerak.
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Kosinusoidani yasashning boshqga yo‘li sinusoidani % gadar
chapga parallel ko‘chirishdan iborat.

1.31, 1.32-rasmlarda mos ravishda sinusoida va kosinusoida
tasvirlangan.

{%4\‘% Mashgqlar

1.62. y = cosx funksiya grafigi (I.32-rasm) bo‘yicha shu
funksiyaning monotonlik oraliglarini ko‘rsating.

1.63. Funksiyalarning grafiklarini yasang:

1)y =3cosx; 2) y = -2sinx; 3) y=| cosx|;

4) y =cos x |; 5))’:5111(X—%); 6) y:sin|x—%;
7) y = [cosx]; 8) y ={cosx}; 9) y= 3sin{x + %} ,
1.64. Grafiklarni chizing:

1) |y| = cosx; 2) |y|=cos|x|; 3) |y|=]sinx|;
4) |y =|cos|x—g ; 5) y=1-cos| x]|.

1.65. Funksiyalarning aniqlanish sohasini, giymatlari soha-
larini, o‘sish, kamayish va ishoralarining saqglanish oraliglarini,
maksimum va minimum nugqtalarini ko‘rsating, grafiklarini
yasang:

1) y=cosx+ 3; 2) y=251n(%—2x);

3

3) y=3cos(n — 2x); 4) y = |cosx+— ;5 y=-(1-cosx).

2

1.66. 1) y = sinx funksiyaning grafigini yasang. Sinusoidani
siljitish yordamida kosinusoidani hosil qiling;

2) sinusoidani 2 birlik yuqoriga va 1 birlik chapga surish nati-
jasida ganday funksiyaning grafigi hosil bo‘ladi? Shu funk-
siyaning xossalarini uning grafigi bo‘yicha aniglang.

1.67. Quyidagi funksiyalarni juft-toqglikka, davriylikka tekshi-
ring va grafiklarini yasang;:

1) y=sin3x; 2) y=cos3x; 3 y= %sinx;
4) y= %cosx ; 5) y=3sinx; 6) y=3cosx;
7) y=sinx+ 3; 8) y=cosx—3; 9) y=3sin 0,5x + 1;

10) y=2cos3x — 1.
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1.33-rasm.

2. Sinusoidal tebranishlar. Tebranma harakat trigonometrik
funksiyalar orqali ifodalanadi. Matematik mayatnikning harakat
tenglamasi, o‘zgaruvchan elektr toki kuchi yoki kuchlanishining
o‘zgarish gonuniyatlari bunga misol bo‘la oladi. Eng sodda
tebranma harakat sinusoidal (yoki garmonik) tebranishlardir.

Biror nuqta radiusi 4 ga teng aylana bo‘yicha o rad/s burchak
tezlik bilan harakat gilayotgan bo‘lsin. Nuqta ¢ s da wf radianga
teng yoy chizadi. Agar aylananing markazi koordinatalar bo-
shida joylashtirilgan va f=0 vaqt momentida nuqta biror B,(a)
nuqtada turgan bo‘lsa, ¢ vaqtdan so‘ng u B(of + o) ga keladi.
B nuqta koordinatalari:

x=A cos(wf+a) (1)
va
u=Asin(ot+a). ?2)

Bunga garaganda B nugqtaning ¢ ga bog‘liq ravishda harakati
davomida uning x va y koordinatalari OX va OY o‘qlari bo‘yicha
ko‘pi bilan | 4| qadar oldinga-keyinga siljiydi, tebranadi va
o‘tilgan masofa (1) va (2) munosabatlardagi sinus va kosinus
giymatiga bog‘liq bo‘ladi. Bu harakat sinusoidal tebranishdir. (1)
va (2) tenglikdagi A son tebranishning qulochini ifodalaydi va
tebranish amplitudasi deyiladi, o esa 2n vaqt birligi ichidagi to‘liq
tebranishlar soni bo‘lib, burchak chastotasi deyiladi. o son
nuqtaning aylanadagi boshlang‘ich o‘rni, ya’ni boshlang ‘ich faza.
(1) va (2) funksiyalarning asosiy davri T = %" (isbot qiling!).

(1) yoki (2) garmonik tebranishlar grafigini sinusoidadan foy-
dalanib yasash maqgsadida (2) funksiya ifodasini y = 4sin (7 + %
ko‘rinishda yozamiz. Bunga garaganda grafikni yasash uchun sin?
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sinusoidani OX o‘qi bo‘yicha A koeffitsiyent bilan cho‘zish, OY
o‘qi bo‘yicha o koeffitsiyent bilan qisish va koordinatalar boshini

L(— %; O) nuqtaga akslantiruvchi parallel ko‘chirishni bajarish
kerak.
Misol. y=2sin (t + %) funksiya grafigini yasaymiz.
Yechish. y=sint sinusoidani OY o‘qi yo‘nalishida 2 marta

cho‘zishni va Of o‘qi bo‘yicha % gadar chapga parallel

ko‘chirishni bajaramiz (I.33-rasm).

‘é\% Mashgqlar

1.68. Formulalar bilan berilgan garmonik tebranishlarning
amplitudasi, davri, boshlang‘ich fazasini toping va grafigini
yasang:

1)y :3sin(2t+g); 2) y :0,8sim(t+§); 3) y=2,5sin(0,5¢ + 1);

4)y = 3,5sin(0,5m_g); 5) y = 2 sindr, 6) y=3sin(2r - 1).

3. Tangens va kotangens funksiyalarning grafigi. tgx toq

funksiya, davri T == bo‘lganidan uning grafigini |0; %] oraligda

yasash, so‘ng uni koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik
akslantirish va abssissalar o‘qi bo‘yicha nk, keZ lar qadar
surish kerak bo‘ladi.

Markazi O, (-1; 0)
nuqtada bo‘lgan birlik / 7
aylananing VAC = % yoyi
teng uzoglikda olingan B,

B,,... nuqtalar bilan bir 7
necha teng bo‘lakka cB/|’
bo‘lingan bo‘lsin (1.34- 2

rasm). Bu nugqtalar va O, BY ‘i

nuqtadan o‘tkazilgan
0,B,, 0,B,, ... to‘g’ri
chiziglar A/ tangenslar
chizigi bilan T, T,, ...
3 Algebra, II gism 33
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_ 377t —T —% % T 377t X
1.35-rasm.
y=1gx
| I Y | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | \p=ctex | |
| I | | |
$ N $ N i
I 2n i 0 In 121 30 X
| | | | |
1.36-rasm. i i } i i
| | | | |
| | | | |
| | | | |

T

nugqtalarda kesishsin. Chizmaga garaganda A7, = tg%, AT, = g3
va hokazo. T|, T,, ... nuqtalardan OX o‘qiga parallel va
X =%, 3» - nugtalardan OY o‘qiga parallel o‘tkazilgan to‘g‘ri
chiziglarning kesishish nuqtalari belgilanadi. Ular ustidan
o‘tadigan egri chiziq tgx funksiyaning grafigi (tangensoida)
bo‘ladi.

Grafik x = % to‘g‘ri chizigga tomon yaqinlashganida yuqoriga
cheksiz ko‘tariladi. Endi koordinatalar boshiga nisbatan markaziy
simmetriya, so‘ng abssissalar o‘qi bo‘yicha nk, keZ davrlar
bilan parallel ko‘chirishlarni bajarish grafikning kattaroq oraliq-
dagi davomini beradi (I.35-rasm).

ctgx funksiyaning grafigi (kotangensoida) ham shu kabi
yasaladi (I.36-rasm).

r—

(g\% Mashqlar

1.69. Quyidagi funksiyalarning xossalarini tekshiring va
grafiklarini yasang;:

1) y = ctg2x; ) y= ctg(2x — %); 3) y= ctg3;
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4) y=2ctgx; 5) y=| ctgx|; 6) y = 5 tg2x;
7) y=|1g2x|; 8) y=tg2(>C+§); 9) y=ctg|x|;
10) y=tepx-%; 1) y=[etexl; 12) = {ctex);
13) y = [tgg].

3-§. Qo‘shish formulalari

1. Ikki burchak ayirmasining va yig‘indisining kosinusi va
sinusi. Chizmada (1.37- rasm) ZBOA=a, ZCOA=B, 0=p-a,
BD1CE, CQLOB, DE = BF, DB = EF = OF — OE = coso. — cosp,
OB=0B-0Q =1 -cosp, CQ =sinp, CD = CE — BF =sin —
—sina,, CDB va CQB to‘g‘ri burchakli uchburchaklar umumiy
CB gipotenuzaga ega. Pifagor teoremasi bo‘yicha:

BC?2=CQ?+Q0B?=CD?+ DB?
yoki
sinZp + (1 — cosp)? = (sinf — sina)? + (coso — cosP)?,
sinZp + 1 — 2cosg + cos?p =
= sin?B — 2sinBsina + sin%a + cos2a — 2¢0S0COSP + COS%P,
(sinZ¢ + cos?p) + 1 — 2cose = (sin?p + cos?P) + (cos?a + sina) —
— 2(sinasinf — cosacosB), 2 — 2sose = 2 — 2(sinasinf —

—CoSacosp)
yoki

cos(B — o) = cosacosp + sinasing. (D)
(1) munosabat bo‘yicha va funksiyalarning xossalaridan foy-
dalanib, yana boshqa formulalarni topish mumkin:
cos(a + B) = cos(a— (-p)) =
= cosacos(—P) + sinasin(—f),
cos(a+ ) = cosacosp — sinasinB. (2)
Xususan:

a) cos(%—a) =cos%cosoc+

+sin%sinoc=0-cosoc+

+1-sina =sina »
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cos(%— ):sinoc; 3)

— —sina. )

sm(%ﬂx) =cos(§— §+oc ) cos(—a.) = cosa
Demak,
sin(%—oc) =Ccosa; ®)
sin (% + oc) =cosa. (6)

o + B burchak sinusi uchun formulalar yuqorida topilgan
formulalardan foydalanib chiqariladi:

sin(a. +p) = cos(%—(a - [3)) cos((i—a) [3) -

= cos(g—oc)cos[3+sin (g—a)sinﬁ =sin o cos + cosa sin
yoki

sin(a.+ B) = sinacosP + cosasing. (7)
Agar (7) formuladagi p o‘rniga —p qo‘yilsa, natijada:

sin(o.— ) = sina.cospP — cosasing. ®)
Misol. cos150° va sin150° ni topamiz.

Yechish. (4) va (6) formulalar bo‘yicha:

cos150° = cos(90° + 60°) = —sin60° = —

IS

sin150° = sin(90° + 60°) = cos60° = =

{g‘% Mashgqlar

4r

1.70. Hisoblang: 1) sin 3 3) cos 2% '4) sm—

12; 2) cos—-
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1.71. Agar sinng; sintzg; O<x<%; %<t<n bo‘lsa,
quyidagilarni toping;:
1) sin(x - #); 2) sin(x + ?); 3) cos(x —1); 4)cos(x+7).

1.72. Agar cosx = -0,8; siny =0,4; n<x <37”; §<y< n
bo‘lsa, quyidagilarni toping:
1) cos(x +y); 2)cos(x-y); 3)sin(x+y); 4)sin(x-y).

1.73. Ifodalarni soddalashtiring:

1) cos(x + f)sin(x — 7) + sin(x + f)cos(x — 7);

2) cos(a + B)cos(a — B ) — sin(a + B)sin(a — B);

3) cos(45° + a)cos(45° — a) + sin(45° + a)sin(45° — a);

) cos(a—B)-sinasinf | ) sin(B+a)—2sina cosP |
sin(a—p)+sino cosp ’ cos(a+B)+2sinasinfB’
6) cos(a+B)+sinasinp | ) cos(a—PB)-sin a sin

cos(a+p)—cosacosp ’ cos(a—B)—cosocosP *

1.74. Ayniyatlarni isbot qiling:
) ) cos(a—B)

o_ \_2 SN _ :
1) cos(45 —oc)—T(cosowsmoc), Smasmﬁ—ctgoccthJrl,

3) sin(a — B)sin(a + B) = cos?P — cos?a;
4) sin2x cosx + cos2x sinx = sin3x;
5) sin(a + B) + cos(a — B) = (sina + cosa)(sinP + cosP);

6) sin(a—P) N sin(B—y) N sin(y—a) _0
COSaCOSP  CcosPcosy  COSycosa

1.75. Funksiyalarning juft-toqligi va davriyligini tekshiring
hamda grafiklarini yasang:

1) y=cosxcos§+sinxsin§; 2) y=sinxcos%—sin§cosx.

2. Ikki burchak yig‘indisi va ayirmasining tangensi va
kotangensi. 1-banddagi formulalardan foydalanamiz. Buning uchun
cos(ae+ B) = 0, ya’ni o+ ¢§+nk, keZ va cosa. = 0, cosp = 0
bo‘lishi, ya’ni o va B lar %Jr nk , ke Z ga teng bo‘lmasligi kerak.
Shu shartlardan quyidagilarga ega bo‘lamiz:
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sina+SinB
sin(a+B) sinacosp+cosasinp  cosa cosP  tga+tgp

tg(a+p)= cos(a+B) ~ cosacosB-sinasinp |_Sina Sinp - I-tgatgp”
cosa cosp
Bundan:
t t
tg(a+p) = fﬁg;tgg%. (D
Xuddi shunday,
tgo—t;
te(a—p) = oot )

Quyidagi formulalar ham shu kabi hosil gilinadi:
ctgactgp-1

ctg(a+p) = clgorotgh (3)
tgoctgp+1
ctg(a—B) = —:ggzc_ifg} . @)
Misol. ctgZZ ni hisoblaymiz.
NE
ctglctgT-1 X211
Yechish. Ctg%:ctg(’_3‘+£): 3 4 _3 V33 143

ctg§+ctg§ W3 1 B3 13
q

+
(%‘% Mashqlar

1.76. Agar sin(2a + ) = 2sinp bo‘lsa, tg(a + ) = 3tga bo‘lishini
isbot qiling, bunda B = kn, keZ.

1.77. (1)—(4) formulalarning chap qismlarini uning o‘ng
gismlaridan hosil giling.

1.78. Hisoblang:

1) tg75% 2) ctg32; 3) ctgl05’; 4) tgl5*; 5) ctgls”.

1.79. Berilgan: 1) tgx=1,5, tgy=-0,5; 2) ctgx=1,5, ctgy=-0,5.
Toping: 1) tg(x—y); 2) tg(x+y); 3)ctg(x-y); 4) ctg(x+y).

1.80. Berilgan: tgo = %, ctgP = % , tgy =1. Hisoblang:

D tg(a+B+y);  2)ctgla+B+y);  3)tgla+B-y).
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On

o o CthCtg—+1
1.81. Hisoblang: 1) 220 1&3 . 5) 3 20
1—tg26°tg34° Ctg%_ctgz_g

1.82. Ayniyatlarni isbot qiling:

R R

" Trige ctgx+1’ 2ctgo
4 ctg(7—3t+a).ctg(7—3t—oc)—l A, 1  tg(o+) N
Ctg(%+a)+ctg(§—a) R ctga -ctgf —1  tgo+tgP

1.83. Ifodalarni soddalashtiring:
) ctg(a—B)-ctgp-1 2) tg(a—p)-tga
ctgB+ctg(a—p) ’ 1+tg(a—p)-tga ’
tgSx—tg2x | ctgdx-ctgdx+1
3) I+tg5x-tg2x° 4) ctgdx—ctgdx °
1.84. Ikki egri chiziq orasidagi burchak shu chiziglarning kesi-
shish (umumiy) nuqtasidan o‘tkazilgan ikki urinma orasidagi
burchakka teng. Quyida ko‘rsatilgan funksiyalar grafiklari
orasidagi burchak tangensini toping:

1) y=x?va y=+x; 2) y= 26lvay:x2;
X"+

2
S

1.85. ABC uchburchakda tg4 : tgB : tgC=1: 2 : 3. Shu
burchaklarning tangenslari va sinuslarini toping.

D y=3x2+4x-6vay=x*+x+3; 4)y=xtva y=-

3. Keltirish formulalari. Oldingi bandlarda = — o, © + a, % -,

2 +a burchaklar sinusi, kosinusi, tangensi, kotangensi uchun

2
formulalar chiqgarilgan edi. Ulardan hamda ikki burchak yig‘indisi

va ayirmasi formulalaridan foydalanib, 37“ + o, 2n £ a burchaklar

uchun formulalarni chigara olamiz. Bu formulalar bir burchak
funksiyasini boshqa burchak funksiyalari orqali ifodalashga,
xususan, o‘tmas burchak funksiyalarini o‘tkir burchak funksiya-
lariga keltirishga imkon beradi. Masalan,

cos(%n+a)=cos(§+(n+a)) =—sin(n+a)=sina. (1)

Shu kabi,
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sm(% T+ oc) —cosa; 2

3 (%THOL) —Cos o
tg(gn + a) oo mra) ~ sina = O Q)
ctg(3 T+ a) = —tga. “)

Keltirish formulalari ko‘p, ularni esda saglash magsadida
ushbu mnemonik qoidadan ham foydalanamiz (yunoncha
mnemonikon — ko‘p qoidalar majmuasini yodda saqlashni
yengillashtiruvchi usul):

1) agar argument 2n + o ko ‘rinishda bo ‘Isa, trigonometrik
Sfunksiyaning nomi o ‘zgarmaydi;

2) agar argument %J_r a, 37” +a ko'rinishda bo‘lsa, funksiya-
ning nomi o ‘zgaradi (sinus kosinusga va aksincha, tangens
kotangensga va aksincha);

3) berilgan trigonometrik funksiya argumenti qaysi chorakda
yotgan bo ‘Isa, funksiyaning o ‘sha chorakdagi ishorasi izlanayotgan
funksiya oldiga qo ‘yiladi.

Keltirish formulalarini quyidagi jadval ko‘rinishida umum-
lashtiramiz:

T ol ialn—a|ln+o|3Z_a|raRr-af2n+a

2 2 2 2
sina | cosa [cosa | sina [-sino |—cosa | —cosa|—sina | sina

cosa | sina |-sina|-cosa| —cosa| —sina | sina | cosa | cosa

tga ctgo |-ctga| —tga | tga | ctgo | —ctga | —tga | tga

ctga | tga | —tgo [—ctgo| ctga | tga —tga |—-ctga | ctga

Misol. a) cos(15n + a); b) tg(n + a) ifodalarni o‘tkir

burchak trigonometrik funksiya ko‘rinishiga keltiramiz, 0 < o < % .

Yechish. a) cos( 7+ 2n+n+ a) =cos(r+ o). Bunda 7 + a
burchak, demak, 157 + o burchak ham, uchinchi chorakka
garashli. Bu chorakda kosinusning ishorasi manfiy, hosil
bo‘ladigan funksiyaning nomi kosinusligicha goladi. Demak,
cos(15m + o) = — cosa;

b) uchinchi chorakda tangens musbat. Natijada tg(n + o) = tga
hosil bo‘ladi.
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‘% Mashgqlar

=>
1.86. Bir necha keltirish formulasini geometrik usulda isbot-
lang.
1.87. Ifodaning giymatini toping:
1 )sin1080°; 2) cos1080°; 3) tgl1080°;
4) ctgl080°; 5) 1080° li yoy sahmini; 6) sin(7§n);
7) cos(-Ln); 8) tg(-2n); 9) ctg(-2x).

1.88. Ifodalarni soddalashtiring:

1) sin(—%‘)cos(%‘) - sin(%“)COS(%“) ;0 2)

1.89. Ayniyatlarni isbot qiling:

0 25in(57“+oc)cos(l6n+[3) ’l+tg2(n+cx+[3)
cos(a—B)+2cos(57“+a)cos(77“+[3) 1-tg (rc a+[3)

sin(92—n+a) +cos(11—“+a)

2) SeosAnT o) s e -(sin(57 + a) + cos(9n — o)) = _%;
sin(11n—x)cos Tm tg x_19m
, fegelty)

cos(197T )005(157E )tg(x—l In)

4. Ikkilangan va uchlangan argumentning trigonometrik
funksiyalari. Agar o + B burchak trigonometrik funksiyalari
formulalarida .= deyilsa, 2a burchak trigonometrik funksiyalari
formulalari hosil qilinadi. Ular 2o argument funksiyasini o
argument funksiyasi orqali ifodalashga imkon beradi:

sin2a = 2sinacosa; (1) cos2a =cos?a —sina;  (2)
2tga 261
teo = . _ctgta
goa 1-tg?a’ ) ctg2a = 2ctgo )

Aksincha, o argument funksiyasini 2o funksiyasi orqgali ham
berish mumkin. Chunonchi, 1 = sina + cos?o. ayniyat va (2)
formula bo‘yicha 1 + cos2a = 2cos?a va 1 — cos2a = 2sin2a. yoki
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cos2o.=2cos?o— 1 (5)
va

cos2o.= 1 - 2sin%o. (6)
hosil qilinadi. (5) va (6) formulalarni quyidagi ko‘rinishda ham
yozish mumkin;

2 .
cos’a, = % (7

b

. 2 _
sinlq = 1 0(2)52(x ) ®)

Agar coso = 0 bo‘lsa, (1) tenglikning o‘ng gismini sinZo +
+cos?a ga, ya’ni 1 ga, so‘ng surat va maxrajni coso ga bo‘lsak,
quyidagini hosil gilamiz:

H.sinocosa
sin2o = 2sinacosa — cos“a

. . )
SIN~a+Cos™ a Sll’120L+COS2 03
COS2 a

bundan:

2tga

sin2o = .
1+tg“a

)
Shu kabi:

2
coso # 0 ma cos2a = H—g;‘. (10)
1+tga

Shuningdek, ctg2o = tnga va (3) formula bo‘yicha:

2
ctg2a:15tt§a°‘, a;t%k, keZ. (11)

Uchlangan argument 3o ning trigonometrik funksiyalarini
yuqgorida topilgan formulalardan foydalanib topish mumkin.
Masalan,

sin3a = sin(2a + o) = sin2acosa + cos2asino =
= 2sinacos?a + (1 — 2sin2a)sina = sina(2(cos?a — sinZa) + 1) =
= sina(2(1 - 2sina) + 1) = sina(3 — 4sinZa),
sin3o = sinay(3 — 4sina). (12)
Shu kabi: cos3a = cosa(4cos?a — 3).
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Mashgqlar

1.90. sina =-0,83, n<a< 37“ bo‘yicha sin2a, cos2a, tg2a ni

toping.

1.91. cosa = —0,4, sina < 0 bo‘yicha sin2a, cos2a, tg2a ni
toping.

1.92. tga.= -3 bo‘yicha ctg2a ni toping.

1.93. Agar 0 < a < E bo‘lsa, sin2a < 2sina bo‘lishini isbot qiling.

1.94. ctgo.=-1,2, < a < bo‘yicha sin3a, cos3a, cosda, tgdo
ni toping.

1.95. Agar tga = 0,3, tgB = 0,4 bo‘lsa, tg(2a — B) ni toping.

1.96. Ayniyatlarni isbot qiling:

1)

3)

S)

7)

9)

cos2t+l-cos’*t _ 1 . 2sin2¢—sin 4t
R sin27-sin4s _
COS(7+2Z‘) 2 & 2) sin4#+2 sin 2¢ = g'r;
: 2
SIN211g2l_ 5 o2y 4) 1=2c08721 _ ors _ ctor;
tg2t Lsinas
2
2
SNl 4 gin s 6) — ==
2ctg(z—t) sin (Z_t)
. . 2
1+COSt=M; 8 w:singt;
tgr 1+ctg2(%+2t)

COSAU4ICOSIITCOSAL _ ¢rg3r;  ]() tg55°g65°tg7S5” = tg85".

sin 2745 sin 3¢+sin 4¢

1.97. Ifodalarni soddalashtiring:

1)
2)

3)

4)

2n 3n 4 6n

COSEcosﬁcosﬁcosﬁcosﬁcosﬁcosﬁ ;
sm(oc—%“)cosoc sin” (St—a)sin? a—cos’ (5t — o) cos’ (“2“ oc),

2sin(17n-a)

sm(lszrE )+tg(xsin(—cx)
2 coso—sin2a . 5) sin* 2¢+2 cos 2¢sin 2¢—cos* 2t

. . b
sin? 3a.—sin a.+cos’ 3a 2cos? 2¢-1

2ctg(137“—20c)+
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6) 1+ 2cos2a + 2cosdo + 2c0s6a;
(l+tg2a)cos(%+2a)

7) COS(%—ZQ) tg(Sn—oc)+sin(177“+2a); 8) tedo

5. Yarim argumentning trigonometrik funksiyalari. Bu formu-

lalar oldingi bandda berilgan (4)—(11) formulalardagi o 0‘rniga %
ni qo‘yish orqgali hosil qilinadi. Jumladan,(7),(8) formulalar bo‘-

y T

ol _ [l+cosa .
‘cos 2‘ = 4/—2 ; (@)
- ol |1-cosa
‘sm 2‘ = 4/—2 . 2

Agar (2) tenglik (1) ga hadma-had bo‘linsa:
ol _ |1-cosa
‘tg 5‘ “ Vl+cosa &)

tenglik hosil bo‘ladi. ctga = é bo‘lgani uchun
(03

al _ /1+cos o
|ctg 5| “ Vl-cosa” )
tenglik ham o‘rinlidir.

(1)—(4) formulalar trigonometrik funksiyalar giymatlarining

modulini topishga imkon beradi. Ularning ishoralari esa %
argumentning gaysi chorakka tegishli ekaniga bog‘liq.

¥5
3 bl

yicha cos yoki

2 o _ l+cosa 2 & _ 1=cosa
=T =LA

<o<m ekani ma’lum. sin%, cosZ

Misol. sina= X ok

(ST

tg3 ni topamiz.

Yechish. Shartdan foydalanib %s%s% bo‘lishini aniq-
laymiz. Bu oraligda barcha trigonometrik funksiyalar musbat.
Yuqorida topilgan formulalardan foydalanamiz. Oldin cosa ni

topaylik:
cosa =+1—-sin* o = — | —% :—%.
U holda:

f _2 (-2
cos%z l+(2 3) =%, sin%: : (2 3) =\/§, tg%=\/§.
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Yarim argumentning tangensi uchun yana bir formula hosil
sin%
qilish magsadida tg%:

o
cos>
2

surat va maxrajini 2sin% ga ko‘paytiramiz:

tenglikning o‘ng qismidagi kasr

L2 1-cosa
tgd = 2sin 2 _ 2 2 _l-cosa
2 2cos% sin% sin(Z-Q) sina.

tg% _ l-=cosa

sino. )

Agar surat va maxraj 2cos% ga ko‘paytirilsa,

o _ _Sina
tgf ~ l+cosa ©)
(5) va (6) formulalar bo‘yicha:
o _ _Sina 1+cosa
Ctgf " l-cosa  sina )
‘%\% Mashgqlar

1.98. Berilgan: 1)a=%;2) oc=% 3) cosa=-0,4, —<oc<n

4) ctga=4, t<a<3m; ) sina= 0,8 450° < a < 540°.

Toping: sin%; cos<;

: a
2’ > 85

1.99. sinl5°, cosl5°®, sinl8°, cosl8°, sinl2°
hisoblansin.

1.100. Ifodalarni soddalashtiring:

1) [%; 2) Jl+coslOx;  3) 2cos’Z —cosa;

, cosl2® lar

5l
4) l+cos4a . 5) sm( 2 * +1
“sindo sin(57n+oc)+1

1.101. Ayniyatlarni isbot qiling:
— 2 al.
1) 1—cos(§+a)—2cos (%—5),

www.ziyouz.com kutubxonasi
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tg n-2)-ctgl
g(“ 2) )

2) 1+cos(57"+a):251n2 (%—%); 3) =—cosa;
tgﬁ+ctg(n—ﬁ)
2 2
4) tg(ﬂ - %) +ctgd =2ctga;  5) sin* o+ cos* o = _3+C2840c :

6) cosa — sin“o = cos2a.
6. Trigonometrik funksiyalarni yarim argument tangensi orqali

ifodalash. sina va cosa ni tgg orqali ifodalashda sina =

=2sin%.cos & 22 _gipn? & 20 20 _
> >, COSa=COs" 5 sin 5 va sin 5 +cos” 3 |
2sinZ.cos&
formulalardan foydalanamiz. sino = ——=——= tenglikka ega-
o, .20
COs 5+Sll’1 E

miz. Bu tenglikdagi kasrning surat va maxrajini cos’ % #0 ga

bo‘lib,

2tgd
sin o = —2 (1)
1+tg? %
cos? £—sin? &
tenglikni hosil gilamiz. Xuddi shu kabi, cosa = —2 teng-
cos %+sng
lik yordamida quyidagi tenglik hosil gilinadi:
l—tg2 &
cosa = z 2
1+tg? %

tgo va ctgo ni tg% orqali ifodalash uchun (1) ni (2) ga va
aksincha, (2) ni (1) ga hadma-had bo‘lish yetarli. Natijada
quyidagi tengliklarga ega bo‘lamiz:

2tg<

tgo = —=, 3
1-tg 3
1-tg2 &

ctgo = —=. (4)

Misol. Agar tg% 2 bo‘lsa, %:35& ni hisoblang.
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Yechish. (1) va (2) formulalarga ko‘ra,

2 (—2) -4
O 3 __12 - _9_5
sina. = > =13 Cosa=—r==
1+(—2) I+3
3

2+3cosa _ 2 13 41

Bundan 2755 = 4,60 112
13
N
‘E\% Mashgqlar

1.102. Ifodani soddalashtiring:
1) tga-cos 2o |

b

1 2 )
tg a

1+tg20c
1.103. tg% =% bo‘lsa, sinx, cosx, tgx, ctgx ni toping.
1.104. sin x + cos x = % bo‘lsa, tg% ni toping.

1.105. Ayniyatni isbotlang:

+tgd ctg%—1
) cosa _ 2. 2) cosa _ _ 2 .
I-sina 1-tg% ’ I+sin o ctgS1 ’
2 2
o 2
3 tg5+1 _ l4sina . 4 1+sin o+coso _ to & -
) = sino ) Tisina—cosa Y g3 >
tg 1 —sin a +sin a—cosa
2 o 1 o 2 —1+si . .2 o 2 .
5)cos” S({I+1tg5) =l+sina; 6) sin 5(ctg5—l) =]-sina.

7. Trigonometrik funksiyalar yig‘indisini ko‘paytmaga va
ko‘paytmasini yig‘indiga aylantirish. Ikki burchak yig‘indisi va
ayirmasi sinusi munosabatlarini hadma-had qo‘shaylik:

sin(a. + B) = sinacosp + cosoasinp
sin(a. — B) = sinacosp — cososinf

sin(a + B) + sin(a - B) = 2sinacosp,

bundan:
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sinacosf =~ (51n(a+B)+51n(a B)) (§))

Shu kabi ikki burchak kosinusi yig‘indisi va ayirmasi munosa-
batlarini hadma-had qo‘shsak va ayirsak, quyidagi formulalar
hosil bo‘ladi:

Ccosa Cosf = (cos(oc +B)+cos(a — B)) 2)

sinasinp = (cos(oc B)—cos(a+p)). €))

Trigonometrik funk51ya1ar ko‘paytmasini yig‘indi yoki ayirma
ko‘rinishiga keltirish magsadida o+ = 4, o — B = v deb olamiz.

Bulardan o = ”T“’, B= % larni topib, (1) formulaga qo‘ysak,
natijada:
sinu +sinv = 2sin ”;v cos% . )

(4) formulada v ni —v ga almashtirsak,
sinu—sinv=2sin%cos%. (5)
(2) va (3) formulalar bo‘yicha quyidagi tengliklar hosil
bo‘ladi:

COSU +COSV = 2 COS ”;” cos %, (6)
Cosu —Ccosv = -2sin ”5” sin ”—5” (7)

I-misol. cos45°+cosl5° ni hisoblaymiz.
Yechish. (6) formula bo‘yicha:

(0] (0] (0] (0]
cos 45° + cos15° = 2 cos & ;15 cos® 515 =
:200360°cos30°:2-%-§:§.

Tangens va kotangensga taallugli formulalarni chigaraylik:

siny , sinv _ sinucosv+cosusinv _ Sin(u+v)

tgu + tgu = + = = ,
cosu COosv COSuUcCosv cosucosv
bundan
_sin(u+v) I

tgu+tgv——cosucosv, u, v¢2+nk, keZ. ®)

Quyidagi formulalar ham shu tartibda keltirib chiqariladi:

B _ sin(u-v) T

tgu tgv——cosucosv, u, v¢2+nk, keZ, 9)
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_sin(u+v)
Clgu + Ctgu = ===, U, v # nk, k eZ, (10)

sin(u—v)

ctgu — ctgv = — -
g g sinusinv’

u, v-rnk, keZ. (11)

2-misol. Agar u+ v + w=r bo‘lsa, ctgu + ctgv — tgw =
= —ctgu ctgv tgw bo‘lishini isbot gilamiz.

Yechish.

ctgu+ctg v—tgw=ctgu + ctgv —tg(r— (1 +v)) =ctgu+ctgy +tg(u+v)=
_ sin(u+v) + sin(u+v) _ sin(u+v)(cos(u+v)+sinusinv) _ sin(u+v) cosucosv _

sinusinv  cos(u+v) sin usin v cos(u+v) sin usin v cos(u+v)

= ctgu ctgv tg(u +v) = ctgu ctgv tg(n — w) = —ctgu ctgv tgw

—

‘é\% Mashgqlar
1.106. Trigonometrik funksiyalar yig‘indisi ko‘rinishida
yozing:
1) 2sin22°cos12°; 2) sinxsin(x — 1);
3) 4sin35°co0s25°sinl5°; 4) 8co0s3°cos6b’cosl2°cos24’.
1.107. Hisoblang:
1) cos80°cos40°cos20°; 2) tg35°tgss°.

O O
3) —2C0$89 ;82520 : 4) c0s20°cos40°cos80°;
Sin

5) c0s9°cos27°cos63°cos81°; 6) sin20°sin40°sin60°sin80°.
1.108. Ko‘paytma yoki ko‘paytmalar ko‘rinishida tasvirlang:

1) cos43° + cos37°; 2) sin76° — sin26°;

3) sin57° — cos64°; 4) sinl8° + cosl5°;

5) sinf-cos%; 6) cosbx + cosdx;

7) cos?a — cos2p; 8) cosa — cosp;

9) ctg?a — ctg?p; 10) cosx + cos3x + coS5x + COS7x;

11) sinx + sin2x + sin3x + sindx ;
12) sin20° + sin10° + sin30°;

13) cosa+cosp+sin O‘;B ; 14) sin2x — cosx — sinSx;
15) cos(m+x) cos(m—x)—sinx;
4 Algebra, II gism 49
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16) sin(5a + B) + sin(3a + B) + sin2a;

17) +Jctgo +cosa + y/ctga —cosa, 0 <o <X

18) 1 - ctga; 19) 1 + ctgo;

20) 1 -tga; 21) 1 - sin(n — x) + cos(n — X);
22) ctga + ctg2a — tg3ao.

1.109. Ayniyatni isbot qiling:

) sin(z+s)—sin(f-s)
sin(z+s)+sin(7-s)
2) 2(1+sinfsins+costcoss) = 4 cos’

= ctgretgs ;

1-s
5
3) (sin37 + sin57)? + (cos3t + cos57)? = 4cos?t;

4) tg20° + tg40° + tg80° — tg60° = 8cos50°;
5) ctg® 20° —9ctg* 20° + 11ctg? 20° = % :
6) cos 9°cos 27°cos 63°cos 81° +cos 12°cos 24°cos 48°cos 96° = 0;

. . (n+)a
sin 2% smg

7) sino+sin2a+sin3a +...+sin no = 2 :
sin&
2
. +1
8) cosa+cos2a+cos3o+...+CoSna = ;
sin&
2
. . . +
9) Agar sina + sinp = 2sin(a + B) va aTﬁ;tkn bo‘lsa,

%4 toP Z L hodladic
‘[g2+tg2—3 bo‘ladi;

10) Agar 0<x< % bo‘lsa, V1+sinx—+1-sinx = 2sin§
bo‘ladi.
1.110. Yig‘indini hisoblang:
1) cosa + 2cos2o + 3cos3a + ... + 1 COSHQL,

1 1 1 .
) cos o cos2a + cos2a cos3a Tt cos9a coslla

3) sina — sin2o + sin3a — ... + (=1)"sin 7 a.
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8. Garmonik tebranishlarni qo‘shish. 1) y = 4 sin(of + )
garmonik tebranishni ikki garmonik tebranish yig‘indisi ko‘ri-
nishida yozishda sin(x + z) = sinxcosz + cosxsinz formuladan
foydalanamiz:

y = A sin(of + o) = A cosasino? + A sinacoswt,

bunga C, = A cosa, C, = A4 sina belgilash kiritsak:
y = Asin(ot + a) = Csinot + C,cosot, A= \/Cf + C22 ; (1)

2) ikkita garmonik tebranishning C, sin ot + C, cosof yig‘in-

. q . G e . . G \2
disini A4 — Sin mt+7(:os o?| ko‘rinishda yozib olaylik. (71) +

2
+(%) =1 Dbo‘lgani uchun % =cosa, % =sino tengliklar
o‘rinli bo‘ladigan «e[0; 2n] son mavjuddir.

Bu yerdan ikkita garmonik tebranishning C; sin of + C, cos ot
yig‘indisini C; sin ot + C, cos ot = Asin(of+a) ko‘rinishda yozish
mumKkinligi va garmonik tebranishlarning yig‘indisi ham garmonik
tebranish bo‘lishini ko‘ramiz;

3) bir xil o chastotali ikki C;sino? + C, cosof va a sinof +
+b coswt garmonik tebranish yig‘indisi (C, + a)sinof + (C, +
+b)coswt bo‘ladi, bunda ® - yig‘indining chastotasi, 4 -
amplitudasi, 4= \/(Cl +a) + G+ by’ .

Yig‘indining amplitudasi va boshlang‘ich fazasini qo‘shiluvchi
tebranishlar amplitudalari va boshlang‘ich fazalari orqali ifoda-
laylik:

C,=Acosa,, C,=A,cosa,, a = Acosa,, b = A,sina, bolsin. U
holda:

A% =(Cy +a)?® +(Cy +b)? =(A; cosa + Ay cosa,)? +
+(A; sinay + A, sina, )? = A12 cos? oy +2A; Ay cosa; cosa, +
20, +A12 sin? oy +2 A, Ay sin o sin o, +A22 sin? o, =
= A2 + 24,4y cos(a; —ay)+ A5 )

Yig‘indi tebranishning o boshlang‘ich fazasi quyidagi tenglik-
lardan biri bo‘yicha topiladi:

+A22 cos

cosa = Ci+a =
== =

%(Al cosa;y + Ay cosay ), (3)
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C2+b 1

sina 1 4

(A sina, + 4, sina,), 4)

Ap sinay+A4p sinay
Aj cosa+Ay cosay

tgo = ©)

Har xil chastotali garmonik tebranishlarni qo‘shish masalalari
oliy matematika kurslarida qaraladi.

Misol. y=5sin9x++/75cos9x funksiyaning eng katta va
eng kichik giymatlarini toping.

Yechish. Funksiyani y = Asin(of+ o) ko‘rinishda tasvir-
laymiz:

y—\/52 +(\/7 Sin9x + —2— cos9x | =
[\/5%( V52 +(J75)?

—10( s1n9x+§cos9x) 105in(9x+%).

Bu yerdan, —10 <10sin (9x + %) <10 tengsizlikka ega bo‘lamiz.

y (7) -10, y( )— 10 tengliklar o‘rinli va barcha xeR larda

-10<y(x)<10 bo‘lgani uchun y(x) funksiyaning eng kichik
giymati —10 ga, eng katta qiymati esa 10 ga teng bo‘ladi.

(%‘% Mashgqlar

1.111. Ifodalarni A4 sin(of + o) ko‘rinishga keltiring:

1) 3sin5¢+ 4cos5¢, 2) 1lsin(3t—%)+ 23 cos(3t—%);

: T T
3) 12sin (2t +§) +SCos(2t +§).
1.112. Quyida berilgan funksiyalarning eng katta va eng ki-
chik qiymatlarini toping:
1) 60sin3x — 11cos3x; 2) —12sindx + 5cos4x;

4 4
1.113. Garmonik tebranishlar yig‘indisini toping:

3) 251nx+\/§cosx; 4)4s1n(3x——) 3cos(3x——)

1) y =4sin3t va y =551n(3t—§);

2) y:6sin(21+%) va y:sin(Zt—%);
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3) y:ZSin(St—g) va

Y,
K
y=55in(5t+§); K\
4)y=3sin6tvay:25in(6t—ﬂ). N x \M__
0
\_
L

6

1.114. O‘zgaruvchan tok tarmo-
g‘ida 7 tok kuchi va 7 vaqt orasidagi
bog‘lanish /= I sin(wt + ¢) orqali
beriladi, bunda /,, — tok kuchining
amplitudaviy qgiymati, o — teb- L.38-rasm.
ranishning doimiy chastotasi, ¢ —
tok kuchi bilan kuchlanishning fazaviy farqi. Agar /,, =3, ® =600,
¢ = 1,2 bo‘lsa, boshlang‘ich fazadagi tok kuchining maksimal
giymatini va sekundiga davrlar sonini toping.

1.115. Boshlang‘ich #, vaqt momentida R = |OM| radiusli
aylanadagi M nuqta o‘zi turgan gism aylana bo‘ylab » burchak
tezlik bilan harakat qilmoqda (I.38-rasm). U ¢ vaqtda
¢ = ZMOM, burchakka burilgan, ¢ = of va M,(x; y) nugtaga
yetgan. Harakat davomida OX o‘gidagi x nuqta MN diametr
bo‘yicha, OY o‘qidagi y nuqta KL diametr bo‘yicha borib-
gaytadi va bu harakat garmonik tebranish qonuniyati bo‘yicha
o‘tadi.

1) Koordinatalari shakli o‘zgaruvchan to‘g‘ri burchakli uch-
burchak OxM, ning Katetlari ekanidan foydalanib, x va y
nuqtalarning garmonik tebranishlari tenglamalarini tuzing;

2) bunday tenglamalarni ¢, # 0 va burilish burchagi ¢ + ¢, ga
teng bo‘lgan hol uchun ham tuzing;

3) R=10 sm, ¢,=0, ¢ =30° 60°; 90°; 180°; 270°; 450° da
jism ganchaga siljiydi?

4) o =2n/T va t =10 s bo‘lsa, bir to‘liq tebranish uchun keta-
digan 7 vaqtni hisoblang, ¢ ning giymatlarini 3- savoldan oling.

4- §. Trigonometrik tenglamalar
va tengsizliklar

Noma’lum son fagat trigonometrik funksiyalarning argumenti
sifatida gatnashgan tenglama (tengsizlik) trigonometrik tenglama
(trigonometrik tengsizlik) deyiladi.
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sino = m, coso = m, tga = m, ctga = m ko‘rinishdagi
tenglamalar eng sodda trigonometrik tenglamalardir. Bu
tenglamalarda tenglik belgisi tengsizlik belgisi bilan almashtirilsa,
eng sodda trigonometrik tengsizliklar hosil bo‘ladi.

Odatda trigonometrik tenglamalarni (tengsizliklarni) yechish
bitta yoki bir nechta eng sodda trigonometrik tenglamalarni
(tengsizliklarni) yechishga keltiriladi.

1. sina = m ko‘rinishdagi eng sodda tenglama. Arksinus. sino.=m
tenglamani yechish birlik aylanadagi shunday B(a) nuqtani
topishdan iboratki, uning y = sina. ordinatasi m ga teng bo‘lishi
kerak. Buning uchun gorizontal diametrga parallel bo‘lgan y =m
to‘g‘ri chiziq bilan birlik aylananing kesishish nuqtalarini topish
kerak. Uch hol bo‘lishi mumkin:

a) agar |m| > 1 bo‘lsa, y = m to‘g‘ri chiziq aylanani kesmay,
undan yuqori yoki quyidan o‘tadi (1.39-a rasm). Demak, bu
holda tenglama yechimga ega emas;

b) agar |m| = 1 bo‘lsa, to‘g‘ri chiziq aylanaga yo yuqoridagi
T
2
(I.39-b rasm). Bu holda tenglama yagona ildizga ega: o = % yoki

B, (%) nuqgtada yoki quyidagi B, (— ) nuqtada urinib o‘tadi

o= —%. Agar funksiyaning T = 2rn asosiy davri ham e’tiborga

olinsa, yechimni o =§+2nk, keZ (a = —§+ 2nk, k e Z)
ko‘rinishda yozish mumkin;

d) |m| < 1 bo‘lsa, y = m to‘g'ri chiziq aylanani B,(o,) va
B,(n — a,) nuqtalarda kesadi(1.39-d rasm). Demak, tengla-
maning yechimi shu nuqtalarning koordinatalari bo‘lgan barcha

sonlar to‘plamlarining birlashmasi bo‘ladi:

Y\ Y 7)
|m|>1
|m|=1 B,
/‘ B, —T~B, Iml<1
TIZ—OL0
X%
\yA X ky/l X DkyA X
___________ B,
a) b) d)
1.39-rasm.
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{ay + 2kn, keZyo{n — o, + 2kn, keZ}.

Yechimni x = oy + 2kn, keZ; x =n — a, + 2kn, keZ
ko‘rinishda ham yozish mumkin.

Yechimning geometrik tahlilida y = m to‘g‘ri chiziq bilan
sinusoidaning kesishish nuqtasi hagida ham gapirilishi mumkin.

I-misol. sina= g tenglamani yechamiz.
Yechish. y= ? (y < 1) to‘g‘ri chiziq koordinatali aylanani

B, (%) va B, (2—3") nugtalarda kesadi (I.39-d rasm). B, nuqta

s

barcha 3

+2kn, k eZ sonlar to‘plamiga, B, nuqta esa barcha

2n

3 +2kn, k€ Z ko‘rinishdagi sonlar to‘plamiga mos. Barcha

yechimlar to‘plamini o = % +2kn, keZ;, o= 2—3“ +2kn, keZ
yoki {§+2kn, keZ}u {2—3“+2kn, keZ} ko‘rinishda yozish

mumkin.

2-misol. a) sina = 1; b) sina = -1; d) sina = 0
tenglamalarni yechamiz.

Yechish. a) Koordinatali aylanada faqat bitta B (%)
nuqtaning ordinatasi 1 ga teng (1.39-6 rasm). Yechim:

a=§+2nk, keZ;
b) B, (—§)=Bz (0; 1) nugta bo‘yicha a=-J+2nk, ke Z;

d) ordinatasi 0 bo‘lgan nuqta ikkita: A(0) va D(n) (1.39-d
rasm). A nuqtaga 2kr, keZ, D nuqtaga esa n + 2kn, ke/Z sonlar
mos keladi.

Javob: a=2kr, keZ, o = n + 2kn, keZ.

|m| <1 da y=mto‘g‘ri chiziq va o‘ng yarim birlik aylana yagona
umumiy nuqtaga ega bo‘ladi. Shu sababli sina=m (| m | < 1)

tenglama |- %; %] oraliqga tegishli bo‘lgan yagona x,, yechimga
ega. sino.= m tenglamani qanoatlantiruvchi o € [—%; %J soni m

sonning arksinusi deyiladi va arcsinm orqali belgilanadi. Ta’rifga
ko‘ra
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Y, sin(arcsinm) = m (1)
va
T
B (arcsinm) ) L<arcsinm<Z 5 ()

a bo‘ladi. Aksincha, sina = m va —%g

X <a<% bo'lsa, o= arcsinm bo‘ladi.

N

B/(arcsin(-m)) ~ 3-misol. a) arcsm—, b) arcsm(—%)

d) arcsin[—gj ifodalarni hisoblay-
1.40-rasm. :

miz
Yechish. a) sinxzﬁ bo‘yicha X =%, Xy =E.Arksinus-

ning ta’rifi bo‘yicha —% % bo‘lishi kerak. Bu shartga x; = 3
to‘g‘ri keladi. Demak, arcsin g = % .
b) sin (— E) =1 _z._2.2 pogani uchun arcsin (— l) =
6 2727 672 2
=—¢ bo‘ladi.
d) Sm(_ﬂ):_ﬁ _E<_T<X Demak, arcsm[—ﬁj:—£
3 2° 27 37 2° 2 3

[.40-rasmdan y = m va o = arcsinm sonlari orasidagi bog‘lanish
ayon bo‘ladi. Chizmada o = arcsinm va —o. = arcsin(—m). Demak,

arcsin(—m) = —arcsinm. 3)

Shunday qilib, |m| < 1 bo‘lgan holda sina. = m tenglamaning o
yechimi {arcsinm + 2kn, keZ}u{n — arcsinm + 2kn, keZ}
to‘plamlar birlashmasi ko‘rinishida yoki o = arcsinm + 2kn, keZ;
o = — arcsinm + 2kn, keZ ko‘rinishda yoki bu keyingi ikki
formulani birlashtirib,

a=(-1)¥ arcsinm+ kn, ke Z 4

ko‘rinishda yozish mumkin.

1

4-misol. a) sina= b) sinoc=—§ tenglamalarni

yechamiz.

\]|,_.

Yechish. a) sina= % tenglama yechimini (4) formula

bo‘yicha o = (-1)¥ arcsin % +kn, k € Z ko‘rinishda yozamiz;
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b) (3) munosabatga ko‘ra arcsin (— l) = arcsin L .

9 9

Yechim: {—arcsin%+2kn, keZ}u{n+arcsin%+2kn, keZ}

yoki o = (=1)**! arcsin % +kn, k e Z ekanligi kelib chigadi.

{%4\% Mashqlar

1.116. Tenglamalarni yeching va grafik yordamida tushun-

tiring:

8)

1) sinx = -0,5; 2) sinx = —-0,75; 3) sinx = 0,2; 4) sinx :% :
S)sinx =42; 6) Visinx+3=0;7) 5 sinx—7=0; 8) 6 sinx—2=0.
1.117. Tenglamalarni yeching:

1) 4 sin2x - 1=0; 2) -2 sin%x + sinx + 1 = 0;
3) 3 sin2x —dsinx - 0,75=0;  4) 3sinx-2sin’> x=0.
1.118. Qiymatini toping:

1) arcsin[—%j; 2) arcsin(gj; 3) arcsin0,5.
1.119. Hisoblang:

1) arcsin(sin30°); 2) arcsin(sin%);

3) arcsin(sin2); 4) arcsin(sinl0).

1.120. arcsina quyidagi giymatlarni gqabul gila oladimi?
D5 D3m 3 -F 955 -5 6B D) om
445 .

2. cosa = m ko‘rinishdagi eng sodda tenglama. Arkkosinus.

Koordinatali aylanada olingan har qaysi B(a) nuqtaning

YA Y YA

| m|>1 |m|=1 |m|<1

: C |

| x=-] \le | TN\B,(a,)

: A©) _D(r) | A©0)  D(m) ([ ! \A(OL
_mi QJ1 X v X e X

|
| | / N [B,(a,)
| I |
a) b) d) m

1.41-rasm.
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abssissasi  x = cosa ga teng. Shunga ko‘ra berilgan m bo‘yicha
cosa = m tenglamani yechish nuqgtaning x = m abssissasi bo‘yicha
unga mos o = a, yoy kattaligini topishdan iborat. Uch holni
garaymiz:

I1-hol. |m| >1 da x = m vertikal to‘g‘ri chiziq aylanani
kesmaydi (I.41-a rasm). Bu holda tenglama yechimga ega emas.
Masalan, cosa = 2,8 tenglama yechimga ega emas, chunki
m=2,8>1.

2-hol. Agar |m| =1 bo‘lsa, to‘g‘ri chiziq aylanani fagat bir
nuqgtada, ya’ni yo A(1; 0) nuqtada, yoki D(-1; 0) nuqtada kesadi
(I.41-b rasm). A nuqgtaning aylana bo‘yicha koordinatasi o = 2nk,
keZ. Shunga ko‘ra cosa = 1 ning yechimi o = 2nk, keZ sonlar
to‘plami bo‘ladi. D(-1; 0) = D(n + 2nk) ekani e’tiborga olinsa,
cosa. = —1 ning yechimi a = n + 2k sonlar to‘plami bo‘ladi.

3-hol. |ml<1 bo‘lsa, x=m to‘g‘ri chiziq aylanani ikki nuq-
tada kesadi (I1.41-d rasm). Ulardan biri B,(a;) nuqta 0 < o, < =
yuqori yarim aylanada joylashadi. o, son m sonning arkkosinusi
deyiladi va o, = arccosm orqgali belgilanadi. Ta’rifga ko‘ra cosa =
=cos(arccosm) = m va 0 < arccosm < bo‘ladi.

Shu kabi B,(-a,) nuqta uchun: cos(-a,) = cosa, = m. Bundan
—a,, = arccosm yoki a, = —arccosm. Demak, |m| < 1, keZ da
cosa = m tenglamaning yechimi {arccosm + 2nk, keZ}u
w{-arccosm+ 2nk, ke Z} sonlarto‘plamlari birlashmasi bo‘ladi. Uni

{xarccosm + 2nk, ke Z} (1)
yoki

tarccosm +2nk, ke Z 2)
ko‘rinishda ham yozish mumkin. [.42-rasmdan, OY o‘qiga
nisbatan simmetrik joylashgan B,(arccosm) = B(a) va
B,(arccos(-m)) = B,(n — o) nuqtalar bo‘yicha a = arccosm va
7 — o = arccos(—m) bo‘lishini aniqlaymiz. Undan:

arccos(—m) = ©— arccosm 3)
hosil qgilinadi, bunda 0 < a < =.
I-misol. cosa = g tenglamani yechamiz.

Yechish. cosﬂ:cos(_ﬂ)zi bo‘ladi. Demak, x =33
6 6 2 A 2

to‘g‘ri chiziq koordinatali aylanani B (arCCOS 5 ) B (%) nuqtada
va abssissalar o‘qiga nisbatan B, ga simmetrik joylashgan
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B, (— arccos g) =B (— %) nuqtada ke-

sadi. Yechim B, nuqta bo‘yicha Bm-o) ——~ 5@
%+2nk, k e Z sonlar to‘plami va B, i
|

|
|
|
nuqta bo‘yicha —%+2nk, ke”Z —m 0O m X
sonlar to‘plami birlashmasi bo‘ladi:
CoS o :g; {%+2kn, k e Z}u
1.42-rasm.

u{—%+2kn, k EZ} yoki

oc=i%+2k7t, keZ.

_1

2-misol. arccos( ) ni hisoblang.

2
Yechish. (3) formulaga ko‘ra, quyidagini topamiz:
1) _ 1_,_zn_2=n
arccos(—z) =Tm—arccos s =m-3 =5¢.

3-misol. cosx = —% tenglamani yeching.

_3
7

ko‘ra x == (n —arccos %) +2nk, k e Z bo‘ladi.

Yechish. x=iarccos(

4-misol. cosx:%

yordamida yeching.

)+2nk, keZ gaegamiz. (3) ga

tenglamani y = cosx funksiya grafigi

Yechish. Ayni bir XOY koordinatalar sistemasida y = cosx

va y =% funksiyalar grafiklarini yasaymiz (I.43-rasm).

Bu grafiklar cheksiz ko‘p nuqtalarda kesishadi. y = cosx
funksiya davri 2n bo‘lgan davriy funksiya bo‘lgani uchun berilgan

Z o\ /. S\ /.
3 -7 /T X| 0 Xy I b 3n
o 2.~ 22N~ 2
y =COSX -1
1.43-rasm.
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tenglamaning [-n; =] kesmadagi barcha yechimlarini topish va
golgan yechimlarni shu yechimlar orqali aniglash mumkin.

[-m; =] oraligda y = cosx funksiya grafigi y =% funksiya grafigi
bilan ikkita kesishish nuqtasiga ega. Kesishish nuqtalarining
X| = —arccos %, Xy = arccos% abssissalari berilgan tenglamaning
[-m; =] dagi barcha yechimlaridir. Shu sababli barcha yechimlar
quyidagicha aniglanadi: x = tarccos % +2nk, ke Z.

5-misol. arccos(cos53°) ni toping.
Yechish. arccos(cosm) = m, (0 < m < n) ayniyatdan foy-

dalanamiz. 53° = ?gg va 0< ?gg <1 bo‘lgani uchun bu ayniyatga
ko‘ra
arccos(cos 53°) = arccos (cos ?g—g) ?g—g .
‘é\% Mashgqlar
1.121. Tenglamani y = cosx funksiya grafigi yordamida yeching:
1) cosx = 0; 2) cosx=0,5; 3) cosxz—%;
4) cosxz—g; 5) cosx = 2,4; 6) 2cosx ++/3=0.

1.122. Ifodaning giymatini toping:

1) arccos —% 2) arccos(-0,5); 3) arccos(cos30°);

4) arccos(cos(-30°)); 5) arccos(sin30°); 6) arccos(cos2);
7) arccos(cos(-2)); 8) arccos(sin2)); 9) arccos(sin(-2));
10) arccos(cos88); 11) arccos(sin86).

1.123. Tengliklarning to‘g‘riligini tekshiring:

1) arccosx = —arcsinx; 2) —arccosx = 1 + arccosx.
1.124. Ifodaning qiymatini toping:

1) cos [arccos g —arcsin gj ; 2) sin [arccos% + arcsin %) .

1.125. Tenglamani yeching:

)cosx—3=0; 2 cos2x:[—gj; 3) 6cosx+ 3 = 0;

4) 3cos’x - 5=0; 5) 2cos’x—1=0; 6) 4cos’x—1=0.
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1.126. Tenglamani yeching:

1) cos?x — 2cosx = 0; 2) 2cos2x — cosx = 0;

3) 2cos®x — cosx — 1 =0; 4) 2cos2x — 3cosx + 1 = 0.

3. tga = m va ctga = m ko‘rinishdagi eng sodda tenglamalar.
Arktangens va arkkotangens. Koordinatali aylananing har bir
B(a) nuqtasi Dekart koordinatalar sistemasidagi biror B (x, y)

nuqta bilan ustma-ust tushishini va x = cosa, y = sina. ekanini
bilamiz. Shunga ko‘ra, noma’lum o qatnashayotgan tgo = m yoki
Sin o
cosa
bilan %z m, ya’ni y = mx to‘g‘ri chiziqning kesishish nuqtalari
yordamida aniglash mumkin. m ning har ganday giymatida
y = mx to‘g‘ri chiziq aylanani O (0; 0) nuqtaga nisbatan sim-
metrik bo‘lgan B, va B, nuqtalarda kesadi (1.44-rasm). Ulardan

= m tenglamaning barcha yechimlarini koordinatali aylana

biri —5 <o <7 o‘ng yarim aylanada yotadi. Bu nuqta B(a)

bo‘lsin. Ikkinchi nugta B,(ay, + m) bo‘ladi. Demak, tgo. = m teng-
lamaning barcha yechimlari to‘plami o = oy, + 2kn, keZ va o =
= (o + m) +2kn, keZ sonlar to‘plamlari birlashmasidan iborat.
Barcha yechimlar

a=oy+kn, keZ (1)
formula bilan aniglanadi.

m sonning arktangensi deb (—%; %) oraligda yotadigan
shunday o songa aytiladiki, uning uchun tga = m bo‘ladi. m
sonning arktangensi o = arctgm orqali belgilanadi. Ta’rifga asosan,
har gqanday m son uchun quyidagi munosabatlar o‘rinli bo‘ladi:

tg(arctgm) =m, —3 < arctgm < 7., Q)
Y
Aksincha, tgo = m, _% <o < % )
bo‘lsa, o = arctgm bo‘ladi. / B(a,)
Yuqoridagi shartlardan va tan-
gens toq funksiyaligidan tg(-a) = D(m) A0)
=—tga.=—m bo‘lgani uchun quyidagi 0 X
tenglik o‘rinli bo‘ladi:
arctg(—m) = —arctgm 3) D(-/2)
Arkkotangens tushunchasi ham
shu kabi kiritiladi. L.44-rasm.
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m sonning arkkotangensi deb (0; n) oraligda yotadigan
shunday o songa aytiladiki, uning uchun ctga = m bo‘ladi. m
sonning arkkotangensi o = arcctgm orqali belgilanadi. Uning uchun
quyidagi tenglik o‘rinli:

arcctg(-m) = n — arcctgm. (4)

l1-misol. a) tgx=—+/3; b) ctgx= -3 tenglamalarni
yechamiz.

Yechish. a) tg(—%):—\/g, demak, x=-Z+nk, keZ.

b) ctg%’c =3, demak, x:%’wnk, keZ.

2-misol. a) arctg(—\/g) ; b) arcctg(—\/g) sonlarni topamiz.

Yechish. a) (3) formula bo‘yicha arctg(—/3)=
= —arctg /3 = -5

b) (4) formula bo‘yicha arcctg (—\/5) =q-Z=2

6 6
(ET‘% Mashqlar

1.127. Tenglamani yeching (grafikdan ham foydalaning):

1) tgx=—§; 2) ctgxz—x/g; 3) ctgx=0,2.
1.128. Ifodaning giymatini toping:

1) arcctg (— g), 2) arcctgl; 3) arctg(-1); 4) arctg0;
5) arcctg0.

1.129. Hisoblang:

1) tg [arcsing ; 2) ctg(arcsin0,5);

3) tg(arccos0,5); 4) ctg(arctg(-1));

5) tg(arcctg(—%)); 6) sin (arcctg(«/g));

7) cos [arctg (— %)) ; 8) cos(arcctg(-0,8)).

1.130. arcctgx = % —arctgx tenglikning to‘g‘riligini tekshiring.
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1.131. Hisoblang:

1) sin (arctg % —arcctg g) ;o 2)tg [arcsin g —arctg~/3 ) )
1.132. arctgx quyidagi giymatlarni gabul gila oladimi? arcctgx-chi:
1) 0; 2) -0,01; 3) -m; 4) n/2;

5) 3n/2; 6) V2; 7) -1; 8) n?

4. Tenglamalarni yechishning asosiy usullari. Trigonometrik
tenglama noma’lum argumentning trigonometrik funksiyalariga
nisbatan

R()=ayi"+a, 2" ' +...+a, z+a,=0 (1)

ko‘rinishdagi algebraik tenglamaga keltirilishi mumkin, bunda z
orqali sinix, cosix, tghx, ctghx funksiyalardan biri ifodalangan.
Algebraik tenglama kabi (1) trigonometrik tenglamalarni yechish-
da yangi noma’lum Kkiritish, ko‘paytuvchilarga ajratish va hokazo
usullar qo‘llaniladi. Jarayon eng sodda trigonometrik tengla-
malardan birini yechishgacha boradi. Trigonometrik tenglamalarni
yechishda asosan quyidagi hollar uchraydi:

1) R(f (x)) = 0 tenglamada R trigonometrik funksiya belgisi
ostida x ga bog‘liq bo‘lgan f(x) ifoda turibdi. f(x) = z almashtirish
orqali tenglama eng sodda R(z) = 0 trigonometrik tenglamalardan
biriga keltirilishi mumkin. Uning z= z; ildizlari birma-bir f (x) =z
ga qo‘yiladi va x ning qiymatlari topiladi.

l-misol. sin (10X + %) = g tenglamani yechamiz.

Yechish. Misolimizda f(x)= 10x+§ . Tenglamaga

10x +§ =z almashtirish kiritsak, sinz= g

bo‘ladi. Uning yechimi: z = (-1 %4— kn, ke Z.Bu 10x+§ =7 ga

tenglama hosil

go‘yiladi va javob topiladi:

x=%(—§+(—1)k§+kn), keZ

2-misol. tg (x2 +6x + ﬂ) = g tenglamani yechamiz.

6
Yechish. z=x*+6x+ % almashtirish kiritamiz. Tenglama
tgz = g ko‘rinishga keladi. Undan z = % +kmn, k e Z ni topamiz.
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U holda x° +6x+%=%+kn, keZ yoki x*+6x—kn=0, keZ.
Kvadrat tenglamaning ildizlari x =-3++9+kn, ke Z, bunda
94 kn>0yoki k>-2=-2,86.... ya'ni k=-2; —1; 0; ;... .

T

Javob: x=-3+\9+kn, keZ, k>-2.

2) sinx = sina, cosx = coso. va tgx = tga tenglamalar. Bu
tenglamalar mos ravishda x = (-1)%o + kn, keZ, x = +o. + 2nn,
neZ, x = o + mn, meZ formulalar yordamida yechilishi mum-
kin.

3-misol. cos(5x—45°) =cos(2x + 60°) tenglamani yeching.

Yechish. 5x—45°=+(2x+60°) + 360°k, ke Z tenglamalarni
yechamiz. 5x—45°=+(2x+ 60°) + 360°k, ke Z tenglikdan x=35°+
+120°k, keZ yechimlar guruhini, 5x — 45° = —-(2x + 60°) + 360°k,

keZ tenglikdan esa x =%(—15° +360°k), keZ yechimlar
guruhini topamiz.

Shunday gqilib, x = 35° + 120°, keZ x= %(—150 +360°k),
keZ.

4-misol. sinx?=sin(6x - 5) tenglamani yechamiz.

Yechish. x2=(-1)%(6x - 5) + kn, ke Ztenglama hosil bo‘ladi.

Agar k juft bo‘lsa, ya’ni k =2n, neZda x>=6x-5+2nn, neZ
kvadrat tenglama kelib chigadi. Uning yechimi
X5 =3+\9-(5-2nm), neZ, n z[-%]
Agar k toq bo‘lsa, ya'ni k =2m + 1, meZda x> =—6x+5 + 2m +
+1)n, meZ ko‘rinishda bo‘ladi va bundan

X1, =3+ 9+G+2(m+ D), meZ, mz[—l%]

3) f(R(x)) = 0 tenglamada R trigonometrik funksiya boshqa
f funksiya belgisi ostida turadi. R(x) = z almashtirish masalani
J(2) =0 tenglamani yechishga keltiradi. Bu tenglamaning z;, z,, ...
ildizlari bo‘yicha R(x) = z;, R(x) =z,, ... tenglamalar majmuasini
hosil gilamiz. Uni yechish bilan masala hal qilinadi.

5-misol. sin?x + 3sinx + 1,25 = 0 tenglamani yechamiz.
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Yechish. sinx = z almashtirish natijasida z2 + 37+ 1,25 =0
kvadrat tenglama hosil bo‘ladi. Uning ildizlari z; = -5, z, = 1.
sinx =-3 tenglama yechimga ega emas. sinx =—1 tenglama x =-90°+
+ 360°k, keZ yechimlarga ega.

4) Ba’zan berilgan tenglamani ko ‘paytuvchilarga ajratish
usulidan trigonometrik funksiyalar yig‘indisini ko‘paytma ko‘ri-
nishiga keltirishda foydalaniladi.

6-misol. 2cosx—2sin2x-2+2sinx++2 =0 tenglamani
yechamiz.

Yechish. sin2x=2sinx cosx almashtirish tenglamani 2 cos x —
—4sinxcosx—22sinx++2 =0 ko‘rinishga keltiradi. Uning
chap qismini ko‘paytuvchilarga ajratamiz:

2cosx(1-2sinx)+~/2(1-2sinx) =0,
(1-2sinx)(2cosx ++2) =0,
bundan: {1 -2sinx =0, {sinx =0,5,

=
2cosx+\/§:0, cosxzﬁ.

2

Javob: {(—1)k30°+180°k, keZ}u{il35°+360°k, kez},

7-misol. 1+ % sin x = cos x tenglamani yeching.

cosx >0,

Yechish. Bu tenglama {1+%Sinx:coszx yoki
cosx >0, . ‘ o
{sinx (sinx+ % ) _0 tenglamalar sistemasiga teng kuchlidir (VI
_{cosx >0,
cosx >0, sinx =0;
bob, 7-§; 1-band). {sinx(sinx + %) =0, = | (cosx >0, bo‘lgani
{sin X = —%

uchun berilgan tenglamaning barcha yechimlari x = 2kr, keZ

I

va X =-—c+ 2kn, k € Z formulalar bilan aniglanadi.
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Javob: {2k, k eZ}u-Z+2n, keZ|.

r—

(%\% Mashqlar
1.133. Tenglamani yeching:
D) sinl0x=-%; 2) cos10x =2,
_A: £

3) tglox=+/3; 4) ctglOx =
5) sin(6x—-60°)=—1; 6) cos(4x+ 30°) =0;
7) tg(5x—45°) =0; 8) sin’ % = % :

2 oy _ 1. 2 _7.
9) cos? (2x-45°) =1 10) tg [6x—%]_3,
11) sin [7X—%j=3; 12) cosz(4x+§):—%;
13) tg? [Sx— ] 14) sin(4x2) =0,5;
15) cos26x? = 0,25; 16) tg% = -1.
1.134. Tenglamani yeching:
1) sindx cos3x tg8x = 0; 2) cos4x=—cos5x;
3) tg5x = —tg% ; 4) sinl 1x=-sin15x;
5) cos4x = cosx; 6) tg3x=—ctg5x;
7) sinZ 3= cosz ; 8) tg(5n - x) = —ctg(2x + %) ;
9) sin%:sin%; 10) sin(x2—%)=—cosx3;
11) ctg7 = —ctg3; 12) ctgvx = tg2x ;
13) cos?2x + 3cos2x+2=0; 14) tg25x — 3tg5x—4=0;
15) sinx?=—sin3x?; 16) sin?x+sin?2x +2=0;

17) ~2(cos® x +sin’ x) =sin 2x .

5. Xususiy usullar. 1) Agar tenglama tarkibida har xil trigono-
metrik funksiyalar qatnashsa, ularni bir ismli funksiyaga kelti-
rish, so‘ngra almashtirishlarni bajarish kerak.
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l1-misol. 3sin?x+4sinx+ 2cos2x — 7 = 0 tenglamani yechamiz.

Yechish. cos?x = 1 — sin?x almashtirish berilgan tengla-
mani 3sin?x + 4sinx + 2 — 2sin?x — 7 = 0 yoki sin?x + 4sinx — 5=0
ko‘rinishga keltiradi. Oxirgi tenglamadan sinx = z almashtirish
bajarsak, 72+ 4z—5=0 kvadrat tenglama hosil bo‘ladi. Bu kvadrat
tenglama z, =-5, z, =1 ildizlarga ega. z=sinx ekanligini e’tiborga
olsak, sinx = -5 va sinx =1 tenglamalar hosil bo‘ladi. Ularning
birinchisi yechimga ega emas, ikkinchisi esa x = % +2kn, keZ
yechimlarga ega.

2) Chap qismi sinx va cosx ga nisbatan ratsional funksiya
bo‘lgan R(sinx, cosx) = 0 tenglama. Oldingi bandlarda ko‘rsatib
o‘tilganidek, u va v ga nisbatan ratsional funksiya deb, qiymatlari
u va v larni qo‘shish, ko‘paytirish va bo‘lish orqali hosil bo‘la-
digan funksiyaga aytiladi. R(sinx, cosx) =0 tenglamada:

a) agar sinx (yoki cosx) faqat juft daraja bilan gatnashayotgan
bo‘lsa, cosx = u (mos ravishda sinx = u) almashtirish bajariladi;

b) agar bir vaqtda sinx ifoda —-sinx ga, cosx esa —cosx ga
almashtirilganda R(sinx; cosx) funksiya o‘zgarmasa, ya’ni R(sinx;
cosx) = R(-sinx; —cosx) bo‘lsa, tgu = z almashtirish bajariladi.

2-misol. cos*x + 3sinx —sin*x — 2 = 0 tenglamani yechamiz.

Yechish. cosxfunksiya fagat juft daraja bilan gatnashmoqda.
cos*x = (1 —sin%x)2 = 1 — 2sin%x + sin*x bo‘lganidan tenglama faqat
sinusga bog‘liq: 2sin2x — 3sinx + 1 = 0; endi bu tenglama sinx = u
almashtirish bilan 2u? — 3u + 1 = 0 ko‘rinishga keladi. Buning
ildizlari: u; = % , U= 1. Shu tariga masala sin x =% vasinx=1 eng
sodda trigonometrik tenglamalarni yechishga keladi. Bu tengla-
malar berilgan tenglamaning barcha yechimlarini beradi:

x:(—l)k%+nk, keZ; x=2+2nk, keZ.

3-misol. sin?x + 2sin2x + 5cos’x— 4 = 0 tenglamani yechamiz.

Yechish. Tenglamani sin?x + 4sinx cosx + 5cos?x — 4 =0
ko‘rinishda yozib olaylik. Bu tenglamani x ning cosx ni nolga
aylantiradigan hech ganday giymati ganoatlantirmaydi, chunki
cosx =0 bo‘lganda sin2x =1 bo‘lib, tenglamadan -3 = 0 noto‘g‘ri
tenglik hosil bo‘ladi. Bundan tashgari, sinx va cosx oldidagi
ishoralar bir vaqtda o‘zgartirilganda, tenglikning chap qismi
o‘zgarmaydi. Demak, tgx = u almashtirishni bajarish mumkin.
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Tenglamaning ikkala gismini cos®x ga bo‘lamiz:

:0.

4
cos? x

tg?x +4tgx +5-

12 =1+tg?x bo‘lgani uchun

s 3tg2x — dtgx — 1 =0
tenglama hosil bo‘ladi. Bu tenglamada tgx = ¢ almashtirish
bajarsak, 372 — 47 — 1 =0 tenglamaga ega bo‘lamiz. Bu kvadrat
tenglama =—— 2 \/— ildizlarga ega. Topilgan ildizlar yordamida berilgan
tenglamanmg barcha ildizlarini aniglaymiz:

X = arctgz\/—+nk keZ; x= arctg2+f+nk keZ.

3) R(sinx; cosx) = 0 tenglamaning chap gismi sinus va
kosinusga nisbatan bir jinsli funksiya, ya’ni, agar sinx va cosx bir
vaqtda biror A ga ko‘paytirilsa, tenglamaning chap qismi A" ga
ko‘paytirilgan bo‘ladi: R(Asinx; Acosx) = A"R(sinx; cosx), bunda
n — funksiyaning bir jinslilik darajasi, o‘zgarmas miqdor. Bu
holda tenglikning ikkala qismi cos”x ga bo‘linadi va tgx = u
almashtirish bajariladi. Agar tenglikning barcha hadlari cos”x
ga bo‘linadigan bo‘lsa, u holda cos”x qavsdan tashqari chiqgarilsa,
berilgan tenglama ikki tenglamaga ajraladi.

4-misol. 9cos®x —4sin’xcos’x = 0 tenglamani yechamiz.
Yechish. Tenglamaning barcha hadlari cos’x ga bo‘linadi.
cos3x ni gavsdan tashqariga chigaramiz:
cos’ x = 0,

9cos’ x —4sin> x =0.

cosx = 0 tenglama izlanayotgan yechimning bir turkumini

cos’ x(9cos3 x—4sin® Xx) = O:{

beradi: x=§+nk, k € Z . Ikkinchi tenglama cosx va sinx ga
nisbatan bir jinsli. Uning ikkala gismini cos3x ga bo‘lamiz (cosx #
#0, ya’ni x # i% +nk, k € Z hol qaralyapti). Natijada: 9 — 4tg3x =
=0 tenglamaga ega bo‘lamiz. Bu tenglama yechimning yana bir

turkumini beradi: x = arctg %/% +nk, ke Z.

Ba’zan oddiy almashtirishlar tenglamani unga teng kuchli bir
jinsli tenglamaga keltirishi mumkin. Masalan, cos?x —6sinx cosx =4
ning o‘ng gismini sin?x + cos®x ga (ya’ni 1 ga) ko‘paytirish
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tenglamani cos’x — 6sinxcosx = 4(cos’x + sin®x) yoki 3cosZx+
+6sinx cosx + 4sin’x = 0 bir jinsli tenglamaga aylantiradi.
3- misolda ham shunday yo‘l tutish mumkin edi.

4) Agar trigonometrik tenglamada x dan boshqga yana 2x, 3x
va hokazo argumentning ko‘p karrali trigonometrik funksiyalari
ham qgatnashayotgan bo‘lsa, ular ikkilangan, uchlangan argu-
ment trigonometrik funksiyalari yordamida faqat bir argumentga
bog‘liq trigonometrik funksiya orqali ifodalanishi mumkin.

5-misol. sin3xsinx — sin?2x + sinx — 0,25 = 0 tenglamani
yechamiz.

Yechish. sin2¢ = 2sing cosp, sin3¢ = 3sing — 4sin’p, cos?p =
= 1 —sin?p formulalardan foydalanib, tenglamani ushbu ko‘ri-
nishga keltiramiz:

3sinZx — 4sin*x — 4sin%x * (1 — sinx) + sinx — 0,25 =0
yoki ixchamlashtirishlardan so‘ng: sin2x — sinx + 0,25 = 0.

Yechimi: x =(=1)k-30° + 180°, keZ.

6-misol. cos3tsin6r — cos4zsin5t = 0 tenglamani yechamiz.

Yechish. Karrali argument trigonometrik funksiyalari formu-
lalaridan foydalansak, ifoda ancha murakkab ko‘rinishga keladi.
Bu o‘rinda ko‘paytmani yig‘indiga aylantirish formulalaridan
kelib chigadigan quyidagi tengliklardan foydalanish qulay:

1 1
2sm9t+2

cos4zrsin St = %sin 9¢ +%sin t.

Bu ifodalar berilgan tenglamaga tatbiq etilsa va shakl almash-
tirishlar bajarilsa, sin3¢ — sinf = 0 yoki 2sinf cos2f = 0 tenglama

cos37sin 67 = sin 37,

hosil bo‘ladi. Uning yechimlari ¢ =mk; f= % +%, keZ son-
lardan iborat. Bu sonlar berilgan tenglamaning barcha yechim-
laridir.

5) a sinx + b cosx = ¢ ko‘rinishdagi tenglamalarni yechishning
eng qulay usuli yordamchi burchak kiritish usulidir.

Agar ¢ =0 bo‘lsa, yechish usuli bizga tanish bo‘lgan bir jinsli
tenglama hosil bo‘ladi.

c#0, a® + b?> #0 bo‘lsin. Tenglamaning ikkala tomonini ham

Va® + b? ga bo‘lamiz:

4 cosx+—L—ginx = —F

a’ +b? a’ +b? Va2 +p? -
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2 2
[ a j +( 2” J =1 bo‘lgani uchun 2a = =sine
a

Va? +b? +b? a“+b

va 2b 5 = OS¢ tengliklar o‘rinli bo‘ladigan ¢ son mavjuddir.
va“©+b

Bu yerda,
C C
\/(12+b2 Va? +b?

tenglama hosil bo‘ladi. Hosil bo‘lgan bu tenglama ZC > <1 bo'l-
a“+b

COS X sin @ + sin x cos ¢ =

yoki sin(x + o) =

c
\/a2 +b2

7-misol. +/3cosx+sinx =2 tenglamani yechamiz.

gandagina yechimga ega: x = —¢+ (—1)" arcsin +nn, neZ.

Yechish. Tenglamaning ikkala tomonini \/(\/5 Y +12 =2
V3 1

ga bo‘lsak, TCosx+§sinx=1 hosil bo‘ladi. 7=sin§,
1

5= cos% bo‘lganligi uchun

sin%cosx+cos§sinx=l:>sin(x+§)=1:>

:>x+%=%+2kn:>x=%+2kn, keZ.

8-misol. 2sinx+3cosx=4 tenglamani yechamiz.

Yechish. 4
22+3

>1 bo‘lgani uchun tenglama yechimga ega
emas.

6) Ba’zi trigonometrik tenglamalar chap yoki o‘ng tomonini
baholash yo‘li bilan oson yechiladi.

9-misol. cos2x +cos3x + cosdx = 3 tenglamani yechamiz.

Yechish. Tenglamaning chap tomonidagi yig‘indi cos2x =1,
cos3x =1, cosdx = 1 tengliklar bir vaqtda bajarilgandagina 3 ga
teng bo‘ladi. Bu tengliklar bir vaqgtda bajarila olmaydi. Demak,
tenglama yechimga ega emas.

10-misol. 1 —cos?3x +sin?2x = 0 tenglamani yechamiz.

Yechish. Tenglamani quyidagicha yozib olamiz: sin?2x +
+sin?3x = 0. Bundan, sin?2x = sin?3x =0 sistema hosil bo‘ladi.
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I I
2 2
n e 7 sonlari sin?3x =0 tenglamani qanoatlantirmaydi. x = nk ildiz

sin2x =0 tenglama x =nk, x ==+ nn ildizlarga ega. x = = + nn,

esa sin?3x = 0 tenglamani ganoatlantiradi. Demak, berilgan
tenglama x = nk, keZ ildizlarga ega.

7) P(sinx * cosx, sinxcosx) = 0 ko‘rinishdagi tenglamalar (bu
yerda P bilan sinx *+ cosx ga nisbatan ratsional funksiya
belgilangan). Bu kabi tenglamalar sinx + cosx = ¢ almashtirish
yo‘li bilan yechiladi.

I1-misol. sinx+cosx =1 — 2sinx cosx tenglamani yechamiz.

Yechish. sinx + cosx = ¢ almashtirish kiritsak, sin?x +
+2sinxcosx + cos2x =t 2 yoki 2sinx cosx =72 — 1 bo‘ladi va tenglama
t=1-(t%-1) ko‘rinishga keladi. Bu tenglamaning 7, = 1; t, =-2
ildizlari yordamida sinx + cosx = 1; cosx + sinx =—2 tenglamalarni
hosil gilamiz.

sinx + cosx = | tenglama x = (-1)¥ %—%-{- kn, k € Z ildizlarga

ega.
cosx + sinx = -2 tenglama esa yechimga ega emas. Demak,

berilgan tenglama x = (~1)* %— % +kn, k e Z ildizlarga ega.

{%T‘% Mashgqlar

1.135. Tenglamani yeching:

1) 2sin?x + cos’x -2 =0; 2) 2sin%x + cosx = 0;
3) sinxcosx = 0; 4) sin?x + sinx — cos’x + 1 = 0;
5) sinxcosx = % ; 6) cos?2x + sin2x = 2.

1.136. Bir jinsli va unga keltiriladigan tenglamani yeching:
1) sinx — 2sinxcosx + cos2x = 0;
2) 7cosix — 3sinx = 0;
3) cos?2x — 10sin2xcos2x + 21sin?2x = 0;
4) 8sinx — cos?x = 0;
5) cosix — 2¢o0s2x — 4sinx = 0;
6) sin?3x + 7cos?3x = 6sin3xcos3x;
7) cosbx + cos*x sinZx = cos3x sin3x + cos2x sin‘x;
8) 2sin*x — 6sin3x cosx — 23cos2x sinx = 0;
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9) 100052§—3sinx—5=0; 11) sin6x+cos6x=%;
10) cos*x —sin*x = 2sin2x; 12) sin®x + cos®x = cos?2x.
1.137. O‘rniga qo‘yish usulidan foydalanib yeching:
1) cos’x + 1 = 2cosx;
2) 3cos?x sinx + 1 = 3cosx + sinx;
3) 6¢cos3x + 6sin?x — 3cosx — 3 =0;
4) 5sin?x cosx + 6¢os2x — 10cosx + 6 = 0;
5) 1 +sin?2x = (1 — cos2x)2.
1.138. Tenglamalarni yeching:
1) cos2x+ cosx=0; 2) cos3x=2cos2x —1;
3) 2cosix =4sinxcosx — 1; 4) cos2x— 3sinxcosx=—1;
5) (sinx—.L)2 +(cosx— ! )2 =1;
Sin X COS X

6) 2cos(%+\/;)+1=0;

7) (cos5x + cos7x)? = (sin5x + sin7x)?;
8) sin24x — cos2x = 2sindx cos*x;
9) sin32x — 5sin?2x + 4 = 0.

1.139. Tenglamani sinx + cosx = ¢ almashtirish yordamida

yeching:
1) 2(sinx + cosx) +sin2x+ 1=0; 2) sinx+cosx =1 +%;
3) sin*2x + cos*2x = sin2xcos2x.
1.140. Tenglamani baholash usuli bilan yeching:
1) 2sinx + 3cosdx = 53; 2) (cos2x —cosdx)? =4 + cos?3x;

3) sin3x + cos2x + 2 = 0.

1.141. Tenglamani yordamchi burchak kiritish usuli bilan

yeching:

1) 12cosx — Ssinx = —13; 2) sinx+cosx=+2;
3) J3sinx—cosx=1.
6. Universal almashtirish. 3-§ ning 4-bandidagi (9) va (10)

formulalardan foydalanib, x # (2k + 1), keZ qiymatlar uchun
quyidagi munosabatlarni hosil gilamiz:
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sin x = . (D
2x°
1 X
+tg )
L%gzg
COSX = . 2
1+tg2§

Agar R(sinx;cosx) = 0 tenglamada (1) va (2) almashtirishlar
bajarilib, tg% =Z o‘rniga qo‘yish tatbiq etilsa, chap tomoni z ga
nisbatan ratsional funksiya bo‘lgan tenglama hosil bo‘ladi:

R( 212; l_ZzJ:O' (3)

1+z 1+z

(3) tenglama ildizlarini (agar bu ildizlar mavjud bo‘lsa)
birma-bir tg§=z ga qo‘yib, x ning izlanayotgan qiymatlari

T
2
sababli x ning x= (2k + 1)r, ke Z giymatlari alohida tekshiriladi.

topiladi. tga ifoda o = = + kn, k € Z giymatlarda aniglanmaganligi

Misol. 3sinf-cost =3 tenglamani yechamiz.
Yechish. (1) va (2) formulalardan foydalanib, sinf va cost

ni tg% orqali ifodalaymiz, so‘ng tg% = Z almashtirishni kiritamiz.

6z _ 212 +4

1+z2 l+z2

ildizlari z; = 1, z,= 2. Ularni ketma-ket tg% =2 ga go‘yamiz.

Natijada,

ratsional tenglama hosil bo‘ladi. Uning

tg% =1 tenglamadan f= % +2nk, ke Z ni, tg% =2 tengla-

madan esa = 2arctg2 + 2nk, keZ ni hosil gilamiz.

{g‘% Mashgqlar

1.142. asinx + bcosx = ¢ tenglamani yeching. Tenglama a, b, ¢
larga nisbatan qanday shartlarda yechimga ega bo‘ladi?

1.143. Tenglamalarni yeching:
: _ . l-cosx _ 1.
1) 4sinx — 7cosx = 7; 2) Treiny =2
73
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3) V3cosx—sinx=1; 4)2sin(x+§)—sin(x—§):\/§;

5) cosx —cos(m—2x) —2=0; 6) 2sinb6x=2(1-cos4x) ;
7) ctg(2x+%)—ctg(2x—%)=0; 8) sinxcosxsin2x =
9) sin(x + 20°) + sin(2x + 40°) + sin(3x + 60°) = 0;

b

0 |—

10) V3 cos? x+(+/3-1)sinxcosx —sin’ x =0;
11) V3cosx+sinx=0;
12) 3+2(2sinx-cos2x) ++3-2(2sinx+cos2x) =2

1.144. Grafik yordamida taqribiy yeching:
1) sinx=x-0,5; 2)sinx=x+1; 3) x=1+ 0,5sinx.

7. Trigonometrik tenglamalar sistemasi. Trigonometrik tengla-
malar sistemasini yechishda yuqorida ko‘rilgan tenglamalarni
yechish usullaridan va trigonometrik formulalardan foydalaniladi.

Quyida tenglamalar sistemasini yechishning o‘ziga xos
xususiyatlari bilan tanishamiz.

Ssinx =sin y,

l-misol. { tenglamalar sistemasini yecha-

miz.

3cosx=2-cosy

. . . . |5sinx =siny, .
Yechish. Berilgan sistemani ko‘rinishda
2-3cosx=cosy

yozib olamiz. Bu sistemaning kvadratga ko‘tarilgan tenglamalarini
hadma-had qo‘shsak,

25sin?x + 4 — 12cosx + 9cos?x = 1
yoki

16cos2x+ 12cosx — 28 =0
tenglama hosil bo‘ladi. Hosil bo‘lgan bu tenglamani cosx ga

nisbatan yechib, cosx=1, cosx = —% tenglamalarga ega bo‘lamiz.

COS X = —% tenglama yechimga ega emas. Demak, cosx = 1 bo‘lishi

zarur. cosx = 1, ya’ni x = 2nn, neZ da sinx = 0 bo‘lgani uchun
74
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5-0=siny, ) . . .
sistemaga ega bo‘lamiz. Bu sistemadan, y =

2-3.-1=cosy
= (2k + 1) n, keZ ekanligi topiladi.
Javob: x=2nn, neZ, y = 2k + 1)n, keZ.

sinx+siny:%,
2-misol. tenglamalar sistemasini yecha-
x+y=§
miz.
Yechish:
sinx+siny=%, 2sin%cos%:%,
= =
_x _z
X+y=3 X+y =3
25in%cos¥:%, cos%:%,
= =
x+y=§ x+y:§.

‘cos %‘ <1 shart bajarilmaganligi uchun sistema yechimga ega

cémas.

(ET‘% Mashgqlar

1.145. Trigonometrik tenglamalar sistemasini yeching;:

sinx+siny =1, 4sinxcosy =1,

) x+y:§; Jtgx —tgy =0;
4cosxcosy =3, cosx+cosy =-1,6,
4sin xsin y = —1; ) x+y:%.

8. Trigonometrik tengsizliklarni isbotlash. Trigonometrik teng-
sizliklarni isbotlash masalasi ba’zan algebraik tengsizliklarni
isbotlash masalasiga keltiriladi.

I-misol. 4cosx —3sinx <5 tengsizlikni isbot gilamiz.

Yechish. tg% =2, x# n + 2nk, keZ universal o‘rniga
go‘yish tengsizlikni quyidagi ko‘rinishga keltiradi:
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4(1-2%)
B 1+Z2

+6z+120= 3z+D?> >0 (1)
> (1) tengsizlik z ning har qanday

Y
0 X . . . :
\ giymatida o‘rinli. Demak, berilgan

6—z2§5:>9z2+,
1+7

tengsizlik barcha x # n + 2nk, keZ
! larda bajariladi. Tekshirish tengsiz-
likning x = n + 2nk, keZ uchun ham

o‘rinli ekanini ko‘rsatadi.
2-misol. ABC uchburchakda

1.45-rasm.

tg? % +tg? g +tg? % >1  tengsizlikning bajarilishini isbot
gilamiz.
Isbot. ABC uchburchakning 4, B va C burchaklari uchun

(124-122) +(e4-w$) +(22-1§) =0
yoki

2 ¢

g’ 4+1g’ S’ &

At B A C B C
ztgztg2+tg2tg2+tg2tg2
munosabat o‘rinli ekanligi ravshan. Bu yerda geometriya kursida
ma’lum bo‘lgan

Cc

tg%tgg:% p—a

Al _Pb B C_pa
, tgztgz— 5 Vatgztgz— ’

tengliklardan foydalansak (bu yerda a, b, ¢ — uchburchakning
mos ravishda A, B, C burchaklari qarshisidagi tomonlar,

p= %b*c ), isbotlanishi kerak bo‘lgan tengsizlikni hosil gilamiz.
3-misol. O<a<nbo‘lsin. U holda sina < a < tga bo‘lishini
isbot gilamiz.

Isbot. Birlik aylanada (I.45-rasm) B,OB va OEE,
uchburchaklarni yasaymiz, UB,AB = 2a, UAB = o bo‘lsin. 1-§
ning 1-bandida keltirilgan mulohazalarga ko‘ra BL < UAB < AE
bo‘ladi. Bundan

sina. < o< tgat (1)
bo‘ladi.
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‘é\% Mashgqlar

1.146. Tengsizlikni isbotlang:
1) ctg2o < 0,5¢ctga, 0 < o < 7;
2) sinda — sina < 0,25;

3) —J3 < 3sine 3sina <J3;

= 2+cosa

4) cos Acos BcosC < 8’ A+ B+ C=180°;

5) cos(cosx) > 0, bunda xeR;

6) cosx — sinx — cos2x > 0;

7) N5-2sinx >6sinx-1;

8) aniglanish sohasidan olingan ixtiyoriy x da [tgx + ctgx] > 2;
9) |3sinx — 4cosx | < 5;

10) o va B o‘tkir burchaklar uchun sin(a + B) < 2sina + sinf;

11) agar a va B o‘tkir burchaklar uchun sin(a. + p) = 2sina
o‘rinli bo‘lsa, u holda o < B;

12) a ning barcha qgiymatlarida sinacosa < 0,5 bo‘ladi;

13) +—L >4, 14) r—L >3
Sll’l a COS™ sm (0} COS o

9. Eng sodda trigonometrik tengsizliklarni yechish. sinx > m,
cosx > m, tgx > m, ctgx > m kabi ko‘rinishdagi tengsizliklarni
yechishda koordinatali aylanadan yoki trigonometrik funksiya-
larning grafiklaridan foydalanamiz.

I-misol. a) sina>0; b)sina>m, 1 <m<1; B) sina<m
tengsizliklarni yechamiz.

Yechish. a) sina > 0 ning yechimlar to‘plami sinu-
soidaning abssissalar o‘qidan yuqorida joylashgan bo‘laklari bilan
aniglanadi (1.46-a rasm). Bu bo‘laklardan biri abssissalar o‘qining
(0; =) oralig‘iga, qolganlari undan 2nk, keZ uzoqliklarda
joylashgan oraliglarga mos keladi. Demak, 2nk < o < (2k + 1)m,
keZ ko‘rinishdagi oraliglarda yotuvchi o sonlargina yechim
bo‘ladi.

b) sina > m tengsizlikni yechamiz, bunda -1 < m < 1. Birlik
aylananing ordinatalari m dan katta bo‘lgan nuqtalari y =m to‘g‘ri
chizigdan yuqorida joylashadi. Ular MBN yoyni hosil qiladi
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(1.46-b rasm). Bu yoyga M(a,) va N(n — a,) nuqtalar kirmaydi.
Shunday qilib, sina > m tengsizlikning yechimi (oy; © — o)
interval yordamida aniglanadi. o, = arcsinm va y = sinx funksiya
davriy funksiya bo‘lgani uchun berilgan tengsizlikning barcha
yechimlar to‘plamini

U (arcsinm+2kmn; n—arcsinm+2kmn)

yoki kez

arcsinm + 2kn < o < © — arcsinm + 2kn, keZ
ko‘rinishda yozamiz.

sina, > m tengsizlik m > 1 da bajarilmaydi, m < -1 da esa barcha
o larda bajariladi.

d) sina < m tengsizlikni yechish o = —z o‘rniga qo‘yish orqali
yugorida qaralgan holga keladi: sinz>-m. Uning barcha yechimlarini
yozamiz:

arcsin(-m) + 2nk < 7 < n — arcsin(-m) + 2nk, keZ.
arcsin(-m) = —arcsinm va z = —a bo‘lgani uchun berilgan
tengsizlikning barcha yechimlari quyidagicha bo‘ladi:
—n — arcsinm + 2kn < o < arcsinm + 2kn, keZ.
2-misol. a) cosa > m; b) cosa < m tengsizliklarni
yechamiz.

Yechish. a) m > 1 da tengsizlik yechimga ega emas,
m<—1 da esa o ning barcha qiymatlari tengsizlikni qanoatlantiradi.
Biz -1 <m <1 bo‘lgan holni qaraymiz. 1.41-d rasmga garalganda
m < cosa < 1 ga B,AB, yoy mos keladi, bunda B,(a,) va B,(-a,)
lar x = m to‘g‘ri chiziq bilan koordinatali aylananing kesishish
nuqtalari, A(0) —hisob boshi nuqtasi. Demak, cosa > m teng-
sizlikning yechimi —a,< a < a,, yoki —arccosm < a < arccosm, yoki
funksiya davri e’tiborga olinsa, —arccosm + 2nk < o < arccosm +
+2nk, keZ bo‘ladi. Y,

A
B

Y,
IV\ N n—%‘l
- —— 7777777 7777777777777777 y:
y=sinx /\ o
0 = T 3n 3 Cc 0 A X
*2 ,,,,,,,, I T \\/

1.46-rasm.

m
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b) cosa < m tengsizligini yechish Y
o = © — Z almashtirish orgali yuqorida C
garalgan tengsizlikka Kkeltiriladi: Y =mx
cosz>—m. Bundan —arccos(-m) + 2kr < B
< z<arccos(—m) + 2kn, ke Z ni topamiz. b
Z=m - a va arccos(-m) = © — arccosm D 0 A X
bo‘lgani uchun
arccosm + 2kn < a < 2(k+ 1)n - B,
—arccosm, keZ E
bo‘ladi. 1.47-rasm.

3-misol. tga<mvatga>m tengsizliklar yechimini topamiz.

Yechish. arctgm ta’rifidan foydalanamiz (1.47-rasm).
B|(a,) nuqta EAC yarim aylanani EAB, va B,C yoylarga
ajratadi, bunda £ (— %) va C (%) . Undan E, B,, C nuqtalar
chiqariladi. EAB, yoyda tga <m, B, Cyoyda esa tga. > m tengsizlik
bajariladi. Demak, tga < m tengsizlikning yechimi

_n

2
tgo > m tengsizlik yechimi esa

+kn<a<arctgm+kn, ke Z,

arctgm+kn<oc<%+kn, keZ

bo‘ladi.

Shu kabi ctga < m, ctga > m tengsizliklar yechimi mos
ravishda arcctgm + kn < o< n + kn, keZ va kr < o < arcctgm + kn,
ke Z bo‘ladi.

| | )y | | |

| | | | |

| | y=ctegx | | |

| | | | |

' I l i I

|

| Ao | |A1 Az | A3 | A4 y=1

) N N I

2 T Ox K | 2m "3 X

| | 4 | | |

| | | | |

| | | | |

| | | I |

| | | | |

| | | | |

| | | | |
1.48-rasm.
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4-misol. ctgx <1 tengsizlikni yechamiz.
Yechish. y=1to‘g‘ri chiziq y = ctgx kotangensoidani cheksiz
ko‘p A, A, A,, ... nuqtalarda kesadi (I1.48-rasm). Hosil bo‘ladigan

oraliglardan biri H; n] Kotangensning davrini ham e’tiborga

olib, yechimni %+ nk < x <n+rnk, k e Z ko‘rinishda yozamiz.

r—

‘é\% Mashgqlar

1.147. Tengsizlikni yeching:

1) sinx < 0,5, bunda xe[—%; %J, 2) sinx < 1;

3) s1nx<\/2§,xe[—n; n); 4) sinxz—g,xe[o; 27] ;
5) sinx>£,xe[—n; n]; 6) sinxﬁ—g,xe[o; 27];
7) sinx>—g, x e[0; 2n].

1.148. Tengsizlikni yeching:

1) cosxsi, x e[0; 2x]; 2) cosx>—, xe[0; 2n];
3) cosng,xe[ m; m; 4) cosx<§,xe[ m; 7
5) cosx_*/;,xe[ 3 ﬂ 6) cosx<*/_,xe[0 n];
7) cosxﬁ—g,xe[o; 2n];  8) cosx<—§,xe[—n; n].

1.149. Tengsizlikni yeching:
1) tex<+3, XE( 33 g) 2) tgx >+/3, xe(

ola l\)l:l
[SIERNSIE
N— S —

3) tex<l, xe[0; n]; 4) tgng,xe(— ;I);
5) ctgx <1, xe( 33 ;) 6) ctgx>-1, xe[0; n];
7) tgx < 2; 8) tg2x > 2; 9) ctgx < -1.

1.150. Tengsizlikni yeching:
1) V3cos2x+1>0, xe[0; n];
2)\/3sin2x+120, xe[ 3 2]
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3) —g<cosx<g, xe[0; 2n];

4) 0<sinx<g, x e[-n; n];

) 1 T. T|.
5) sin x>Z,xe[—§, ﬂ,
6) 4sin’ x-1<0, x e[0; 2n].
1.151. Tengsizlikni yeching:

1) sinx>-0,80, XE[%; 37“},

Ik

SIE]

2) sinx <-0,80, xe[—g;
3) cosx 20,6, xe[0; n];

4) cosx<0,7, x e[n; 2n].

10. Trigonometrik tengsizliklarni intervallar usuli bilan yechish.
f(t) > 0 yoki f () < 0 trigonometrik tengsizliklarni yechishda
intervallar usulidan foydalanamiz. Shu magqgsadda oldin f ()
funksiyaning T, asosiy davri, f (f) = 0 tenglamaning [0; T7)
oraligda yotgan ildizlari va uzilish nuqtalari topiladi. Ular [0; 7))
oraligni bir necha intervalga ajratadi. Sinash nuqtalari usuli
go‘llanilib, funksiyaning intervallardagi ishoralari aniglanadi.
Funksiyaning xossalaridan, jumladan, juft-toqgligidan foyda-
lanish ishni osonlashtiradi.

I-misol. f(a)=cos2a — cos3a < 0 tengsizlikni yechamiz.

Yechish. 1) cos2a ning davri: cos(2a + 2m) = cos2(a + 7)),
bundan 2o + 2n = 2(a + 7T}), T, = n; shu kabi cos3a ning davri
T = 2—3“ Bu sonlarning eng kichik umumiy bo‘linuvchisi , ya’ni
T, =2n soni f (x) funksiyaning asosiy davri bo‘ladi;

2) f (o) = 0 tenglama ildizlari 2o = +3a + 21k, keZ munosabat
bo‘yicha aniqglanadi. Bizga ular ichidan (0; 7;) oraliqgda yotganlarini
aniglash yetarli, qolganlari 7, davr bilan takrorlanadi. Oraligning
a =0 chap uchida f(0) =0, ya’ni f (x) < 0 tengsizlik bajarilmaydi.
Demak, oraligning chap uchi ochiq qoladi. Oraligning ichida yotgan
ildizlarni topamiz. Shu magsadda munosabatdagi k ga ketma-ket 0,
1, 2, ... giymatlar berish va o ning giymatlari ichidan (0; 2r)
intervalda yotganlarini ajratish kerak. Ular: 2?“, 45—“, %", %

6 Algebra, II gism 81

www.ziyouz.com kutubxonasi



3) f funksiya son o‘qida uzluksiz;
b 0520 onta (1, %], [3: 41 [%: %], [ %],
[%“; 27t) intervallarga ajraladi;

5) (0; 2?”

oraligdan sinash nugqtasi sifatida % ni olaylik. Unda

f (%) = Cos 27” —Cos 37“ -— % +1>0. Demak, bu oraligda berilgan

tengsizlik bajarilmaydi. Tekshirish tengsizlik | 2%; 45, [ S2; 8]

oraliglarda bajarilishini ko‘rsatadi. Yechim ushbu oraliglar bir-
lashmasidan iborat:

(B2 + 2k A2+ 2kn) U (SE+2kn; 824 2kn), keZ.

2-misol. f(a)=tga— tg% > 0 tengsizligini yechamiz.

Yechish. 1) tga ning davri 7} =, tg% ning davri 7, = 3.

T, va T, ning eng kichik umumiy bo‘linuvchisi, ya’ni f ning
asosiy davri T, = 3rn. Tengsizlikning [0; 3n] oraliqdagi yechimini
topish yetarli. Qolganlari son o‘qida 3= davr bilan takrorlanadi;

2) tga— tg% =0 tenglamaning ildizlari: o=3nk, ke Z.
Ulardan [0; 3n] oraligda yotgani 0 va 3m;

a

3) f funksiya cosa = 0 va cos 3

=0 da, ya’ni oc=§+nk,

k e Z nuqtalarda uzilishga ega. Shu jumladan %, %, 57“
nuqtalar qaralayotgan [0; 3xn] oraligda joylashgan;
. . . .T n. 37
4) topilgan nuqtalar [0; 3x] oraligni [0, ﬂ, [5, J,

2
[37”; 5771} [5771, 371} gismlarga ajratadi;

5) sinash nuqtalari yordamida berilgan tengsizlik yechimi
ushbu intervallardan tuzilganligini aniglaymiz:

(3nk; g+3nk), (37“+3nk; 52—“+3nk), keZ.
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f— toq funksiya. Shunga ko‘ra hisoblashlarni [0; 3] da emas,

balki [— 3 ; ﬁ} da bajarish ma’qul. Haqgiqatan, f (o) > 0 tengsizlik
[0, 2} da bajarilsa, [—%; OJ da f'(a) < 0 tengsizlik bajariladi.
Yechish: (—7“+3nk; —§+3nk), (3nk T4 3nk; ) keZ.

{%4\% Mashgqlar

1.152. Tengsizliklarni yeching:

1) sin3x<—-cos3x;  2) sin3x< cos3x; 3) sin3x cos3x > 0;
4) cos3xtg3x> 0; 5) sin2x+tg2x<0; 6) tg2x > /3 ;

7) ctg 3 ( 2 3 < l; 8) cosxcos3x < cos2xcos4x;

9 sin* x —cos* x<1; 10) (1 —ctgx)sin2x> 1;

11) 3sin2x — 1 > sinx + cosx.
11. Trigonometrik funksiya qiymatini taqribiy hisoblash.

0<x< ﬂ da sinx < x <tgx bo‘lishini bilamiz. Ikkinchi tomondan

2
sin X = ,/1"% ekanligidan cosx=1—251n21>1—2‘(§) =

2

_ox _ sinx
=1 ni olamiz. Bu tengsizlik va (gx ="~ munosabatdan

2
foydalanib, ixchamlashtirishlardan so‘ng ushbu qo‘sh tengsizlik

hosil bo‘ladi:

3
x—xT<sinx<x<tgx. (D)

I-misol. sin0,05 giymatini 0,01 gacha aniqglikda topamiz.
Yechish. (1) bo‘yicha:

0,05 0’00,5125 <sin 0,05 < 0,05; 0,0499 < sin 0,05 < 0,05,

bundan sin0,05x ~ w = 0,050.

Yugqori aniqlik talab gilingan hollarda ushbu formulalardan
foydalanish mumkin (isboti oliy matematika kursida o‘rganiladi):
sinx=x———§—...; (2)
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2
cosx=1—x—'—x——.... 3)

2-misol. a) sin0,15; b) cos0,15 ni 10~* gacha aniglikda
topamiz.

Yechish. Talab etilayotgan aniglikka erishish uchun (2) va
(3) formulalarni ganday darajali hadgacha olishni bilish kerak:

3 4
21 = 0,00056 > 0,0001, 2> =0,000021 < 0,001.

Demak, (2) formula beshinchi darajali hadgacha, (3)
formula esa to‘rtinchi darajali hadgacha olinishi yetarli.
Hisoblashlarga o‘tamiz:

3 5
a) sin0,15~ 0,15 - 21— 11 < 0,14948;
2 4
b) cos 0,15~ 120 — 21 < 0,98876.
‘é\% Mashgqlar
1.153. Ifodaning giymatini 0,0001 gacha aniqglikda toping:
1) sin0,24; 2) cos0,18; 3) tg0,15;
4) sin31°; 5) cos23°; 6) tgl6e.

5-§. Teskari trigonometrik funksiyalar

1. Arkfunksiyalar va ularning asosiy xossalari. Ushbu
y = sinx, _%SXS% (1)
funksiyani garaymiz.

X argumentning qiymatlari —% dan % gacha o‘sib borganda y

ning qiymatlari —1 dan 1 gacha o‘sib borishi va [-1; 1] kesmani
to‘ldirishi bizga ma’lum (I.31-rasm). Bu yerdan, y ning [-1; 1]
kesmadagi har bir giymatiga sinx =y, - % <X s% shartlarni
ganoatlantiruvchi birgina x sonni, ya’ni x = arcsin y sonni mos
go‘yish mumkinligi kelib chigadi.

Har bir ye[-1; 1] songa uning arksinusini mos qo‘yib,
quyidagi funksiyaga ega bo‘lamiz:
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www.ziyouz.com kutubxonasi



x=arcsiny, —1<y<1I. ?2)

x va y o‘zgaruvchilarning (1) shartni ganoatlantiruvchi har
ganday qiymatlari jufti (2) shartni ham qanoatlantiradi va
aksincha, shu juftlik uchun (2) shart bajarilsa, u holda x va y
uchun (1) shart ham bajariladi (isbotlang). Demak, (1) va (2)
funksiyalar o‘zaro teskari funksiyalardir.

Odatda funksiyaning argumenti x bilan, funksiyaning o‘zi esa
y bilan belgilangani uchun (2) da x ni y bilan, y ni esa x bilan
almashtirib, quyidagi funksiyaga ega bo‘lamiz:

y=arcsinx, -1 <x<1. (3)

y = arcsinx funksiya y = sinx, x e [— %; %] funksiyaga teskari
funksiya bo‘lgani uchun uning ayrim xossalarini y = sinx,

X e —%; %] funksiyaning xossalaridan hosil gilish mumkin.

1°. y = arcsinx funksiyaning aniglanish sohasi [-1; 1| kesmadan
iborat, chunki y = sinx funksiyaning giymatlari sohasi [-1; 1]
kesmadan iborat.

2°. y = arcsinx funksiyaning qiymatlari sohasi [— L. Z| kesma-

2° 2
dan iborat, chunki y = sinx, - % <x< % funksiyaning aniqlanish

sohasi [— T. I kesmadan iborat.

2’2

Eslatma.y = sinx funksiya (—o0; +w) oraligda teskarilanuvchi emas,
chunki har gqanday ye[-1; 1] songa sinx = y shartni ganoatlantiruvchi
cheksiz ko‘p xe(—w; +o) sonlar mos keladi. y = sinx funksiyaning
teskarilanuvchi bo‘lishligini ta’minlash uchun uning aniqlanish sohasi
sun’iy ravishda toraytiriladi va aniglanish sohasi sifatida [— %; g] kesma

olinadi.

3°. y =arcsinx funksiya |-1; 1] kesmada o ‘sadi, chunki y = sinx
555 kesmada o‘suvchi funksiyadir.

4°. y = arcsinx funksiya toq funksiya, ya’ni arcsin(—x) = —arcsinx
tenglik barcha xe[-1; 1] lar uchun o‘rinli (qarang, 4- § ning
1-bandi).

5°. y = arcsinx funksiya davriy funksiya emas.

Hagiqatan ham, y = arcsinx funksiya davriy funksiya va 7= 0
son y = arcsinx funksiyaning biror davri, ya’ni barcha xe[-1; 1]
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lar uchun arcsin(x + 7) = arcsinx tenglik bajariladi deb faraz
gilaylik. U holda bu tenglikdan x =0<[-1; 1] da arcsin7'=0 ga ega
bo‘lamiz. Demak, 7=0. Bu esa 7'# 0 ekanligiga zid. Shunday qilib,
y = arcsinx funksiya davriy funksiya emas.

y = arcsinx funksiya y = sinx, —7<x<% funksiyaga teskari

funksiya bo‘lgani uchun, uning grafigini y = sinx, -3<x<%

funksiya grafigini y = x to‘g‘ri chiziqga nisbatan simmetrik almash-
tirish bilan hosil gilish mumkin (1.49-a rasm).

Tarixiy ma’lumot

Mirzo Ulug‘bek o‘zining «Zij» asarida sinusni jayb, 1 — cosx ni
sahm (x), arksinusni esa jaybi ma’kus (teskari sinus) deb atagan.
Bu funksiyalarni doiraviy segmentda tasvirlagan (1.49-b/ rasm,
hozirgi yozuvlar bizniki) va ularning ayrim xossalaridan
foydalangan.

y =cosx, 0 < x < r funksiya teskarilanuvchi va unga teskari
funksiya y = arccosx, —1 <x <1 funksiyadan iborat ekanligi xuddi
yuqoridagi kabi mulohazalar yuritib hosil gilinadi.

y = arccosx funksiyaning asosiy xossalarini keltiramiz:

1°. y = arccosx funksiyaning aniglanish sohasi |-1; 1| kesmadan
iborat.

2°. y = arccosx funksiyaning giymatlari sohasi [0; =] kesmadan
iborat.

3°. y=arccosx funksiya [-1; 1] kesmada kamayadi.

4°. y = arccosx funksiya juft funksiya ham emas, toq funksiya
ham emas (4-§, 2-band.).

Y

y = arcsinx

s
2 I Sy=Xx jaybi ma’kus
1 ly =sinx .
jayb

vatar

il
2 a) b) 1.49-rasm.
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5°. y =arccosx funksiya davriy emas. ¥y

y = arccosx funksiyaning grafigi
y =cosx, 0 < x < r funksiya grafigini
y =Xxto‘g‘ri chiziqga nisbatan simmetrik
almashtirish bilan hosil qilinadi (I1.50-

|
|
|
|
|
i oK) =arccos x
rasm). | 2
y = arcsinx va y = arccosx funk- |
siyalarning asosiy xossalarini jadvalda |
. .. |
keltiramiz: 1 0 1 x
1.50-rasm.
Xossalar Funksiya
y =arcsinx y =arccosx
Aniqlanish sohasi [-1; 1] [-1; 1]
; ; n. R .
Qiymatlar sohasi [— x 2] [0; =]
Monotonligi [-1; 1] oraligda [-1; 1] oraligda
o‘suvchi kamayuvchi
Juft-toqgligi toq funksiya juft emas, toq emas
Davriyligi davriy emas davriy emas
y = arctgx, xeR funksiya y = tgx, —§< X <§ funksiyaga,

y = arcctgx, xe R funksiya esa y = ctgx, 0 < x < = funksiyaga teskari
funksiyadir. Ularning asosiy xossalarini jadval ko‘rinishida keltiramiz:

Xossalar Funksiya
y =arctgx y =arcctgx
Aniqglanish sohasi (—o0; +o0) (—o0; +00)
i i L. X .
Qiymatlar sohasi (— x 2) (0; m)
o (—o0; +o0) oraligda (—o0; +o0) oraligda
Monotonligi o‘suvchi kamayuvchi
Juft-toqligi toq funksiya juft emas, toq emas
Davriyligi davriy emas davriy emas
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y = arctgx va y = arcctgx funksiyalarning grafiklari mos
ravishda I.51-rasm va 1.52-rasmlarda tasvirlangan.

y = arcsinx, y = arccosx, y = arctgx va y = arcctgx funksiyalar
teskari trigonometrik funksiyalar deb ataladi. Boshqa funksiyalar
kabi, bu funksiyalarning ham ba’zi nuqtalardagi aniq giymat-

V2 _=x

larini, masalan, arcsinl:% , arccosl =0, arctg%zz,

arcctg+/3 =% ekanligini ko‘rsatish mumkin. Umumiy holda esa

turli hisoblash vositalari (grafiklar, jadvallar, kalkulatorlar va
h.k.) yordamida bu funksiyalarning taqribiy qiymatlari kerakli
aniqlikda hisoblanadi.

l-misol. Kalkulator yordamida arcsin0,5773 ~ 0,615,
arccos0,5773 ~ 0,836 ekanligini topish mumkin.

2-misol. y =arcsin(x? + 1) funksiyaning aniglanish soha-
sini va giymatlari sohasini topamiz.

Yechish. y=arcsinx funksiyaning aniglanish sohasi [-1; 1]
kesmadan iborat. Shu sababli, y = arcsin(x % + 1) funksiya x ning
-1 <x? +1 <1 shart bajariladigan barcha giymatlaridagina
aniglangandir. -1 <x? + 1 <1 tengsizlik x = 0 bo‘lganda va faqat
shu holda bajariladi.

x =0 bo‘lganda, y(0) = arcsin(0? +1) = arcsin1 = % . Shunday
qilib, berilgan funksiyaning aniqlanish sohasi {0} to‘plamdan,
giymatlar sohasi esa {%} to‘plamdan iborat.

3-misol. y= %xz“) funksiyaning aniglanish sohasi va

giymatlari sohasini topamiz.

Yechish. Bu funksiya x ning x#0 va -1 <x? + 1 <1
shartlarni ganoatlantiradigan barcha giymatlaridagina aniglangan.

f Y,
_______ [ —T e e
> y = arctgx \
______ B >
> (0] X
1.51-rasm. 1.52-rasm.
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xning x#0, —1 <x? + 1 <1 shartlar bir vaqtda o‘rinli bo‘ladigan
giymati mavjud emas. Shunday qilib, berilgan funksiyaning
aniglanish sohasi, shuningdek, giymatlar sohasi ham bo‘sh
to‘plamdir.

4-misol. y = arcsinx, - % < x <0 funksiyaning aniqglanish
sohasini va giymatlar sohasini topamiz.

Yechish. Funksiyaning berilishidan ko‘rinadiki, uning
aniqlanish sohasi (—%; O] oraligdan, giymatlar sohasi esa y =
=arcsinx funksiya [-1; 1] kesmada o‘suvchi va y(- 1) = -Z, 1(0) =

=0 bo‘lgani uchun |- %; 0) oraligdan iborat bo‘ladi.

—

{é\% Mashgqlar

1.154. a) Quyidagi funksiyaning aniglanish sohasini toping:

1) y=arcsin(x+1); 2) y=arccoslgx;  3) y=arccos 2.

b) y = arcctg®x — 3 funksiya son o‘qi bo‘yicha chegaralan-
ganmi?

d) y =1 - cosx (sahm)ga teskari funksiyani ta’riflang, ifodasini
yozing, aniqlanish va o‘zgarish sohalarini toping, monotonlikka
tekshiring, grafigini yasang.

1.155. Jadvaldagi bo‘sh kataklarni to‘ldiring (hisoblashlarni
EHM yoki mikrokalkulatordan foydalanib bajaring):

X 0,7

arcsinx 0,85 (rad)

arccosx 0,9 (rad)

arctgx -1/6 (rad)

arcctgx 0,3

2. Arkfunksiyalar qatnashgan ayrim ayniyatlar. Teskari trigo-
nometrik funksiyalarga berilgan ta’riflarga ko‘ra, masalan,
y =sinx, —% < x <Z vax=arcsiny, -1 <y<1 bir ma’noli muno-
sabatlardir. Agar y = sinx tenglikda x o‘rniga arcsiny qo‘yilsa,
ushbu ayniyat hosil bo‘ladi:

sin(arcsiny) =y, -1 <y<1. (1)

Shu tariga quyidagi ayniyatlarni ham olish mumkin:
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cos(arccosy) =y, -1 <y<1, 2)

tg(arctgy) =y, —oo<y<+o, 3)
ctg(arcctgy) =y, —0o<y<+o. 4)
Agar x = arcsiny tenglikda y o‘rniga sinx qo‘yilsa:
arcsin(sinx) = x, — % <x< % . (5
Shu kabi:
arccos(cosx) =x, 0 <x<m, (6)
arctg(tgx) =x, - % <x< % , (7)
arcctg(ctgx) =x, 0 <x <m. (8)

l-misol. arcsinx+arccosx=% (bu yerda, | x | < 1)
ayniyatni isbot gilamiz.

Isbot. |x|<1bo‘lsin. U holda arcsinx va Z - arccos x ifodalar

2
ma’noga ega. arcsinx, %—arccosx sonlarining har biri y =
=sinx funksiyaning o‘sish oraliglaridan biriga, xususan, |- %; %]
oraligqa tegishli va sin(arcsinx) = x, sin(%—arccosx)zx
tengliklar o‘rinli. Shu sababli arcsin x = Z —arccos x .

2
2-misol. arcsin(sinx) ifodani hisoblaymiz.

Yechish. Har qanday xe R son uchun sinxe[-1; 1] bo‘lgani

sababli arcsin(sinx) ifoda barcha xe R sonlar uchun ma’noga ega
va arcsina ning ta’rifiga ko‘ra, arcsin(sinx)e [— %; % .
arcsin(sinx) = y bo‘lsin. U holda siny = sinx, ye [—%; ﬂ

shartlar bajariladi. siny = sinx bo‘lgani uchun, x = (-1)%y + kn
_ ~1)(kn- _

2k U = (D (krmx) (bu yerda ke2)

bo‘ladi. Bu yerdan ko‘rinadiki, |y| < Z bo‘lishi uchun |kn—x|<7

bo‘lishi yetarlidir.
Shunday qilib, arcsin(sinx) = (-1)"*(k — =), bu yerda k son

yoki V=

|k U X| < % tengsizlikni ganoatlantiradigan butun son.
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{g‘% Mashgqlar

1.156. Ayniyatni isbotlang:

1) cos(arcsin x) =1 —x? ;

2) arccos x = arcctg \/x—z ,—l<x<1;
1-x
3) arcctgx = arccos —X— ;
l+x2
: X
4) arctgx = arcsin , —0<X<+400;
I+x

5) 2arcsin x = arcsin(Zxx/l—x2 ), 0<x< % ;

6) arctg(tgx) = x —km, n—§<x< kn+Z:
7) cos(arctgx) = 1 ; 8) sin(arctgx) = L.
) \/l+x2 ) 1-x2
1.157. Ifodaning giymatini toping:
1) arctg(tg3); 2) arcsin(sing);
3) arccos (cos %) ; 4) arcctg (ctg %) ;
5) arccos [sin (—%)} ; 6) arcsin (cos% );
7) arctg (ctg 37“) ;
8) 2 [arcsin (— gﬂ +3arccos (— %) —arcctgl ;
9) cos(2arccosx); 10) cos(3arccosx);
11) cos (arctg (— %)) ; 12) arcsin(sin100);

13) sin(3 arcsinx).

3. Teskari trigonometrik funksiyalar qatnashgan tenglamalar
va tengsizliklar. Teskari trigonometrik funksiyalar qatnashgan
tenglamalarni yechishda teng argumentlarda bir xil ismli trigono-
metrik funksiyalarning giymatlari ham teng bo‘lishidan, ya’ni

91

www.ziyouz.com kutubxonasi



trigonometrik funksiyalarning bir giymatlilik xossasidan foyda-
laniladi.

Ko‘pchilik hollarda arkfunksiyalar ko‘rinishida berilgan teng
argumentlarning bir xil ismli trigonometrik funksiyalarini
tenglashtirib, berilgan tenglamaga nisbatan soddaroq tenglama
(masalan, algebraik tenglama) hosil gilish mumkin bo‘ladi. Hosil
gilingan tenglama berilgan tenglamaga umuman olganda teng
kuchli emas, chunki bir xil ismli trigonometrik funksiya
giymatlarining tengligidan shu funksiya argumentlarining tengligi
kelib chigmaydi.

I-misol. arcsin%x + arcsin%x =arcsin x tenglamani yecha-
miz.

Yechish. Tenglamaning aniglanish sohasi x ning |%x| <1,

|%x| <1, | x| < 1 tengsizliklar bir vaqtda bajariladigan giymat-

lari to‘plami {x: | x| < 1} dan iborat.
Berilgan tenglama chap va o‘ng tomonlarining sinuslarini
tenglashtiramiz:

sin ( arcsin % X +arcsin % b ) =sin(arcsin x) .

Yig‘indining sinusi formulasidan va sin(arcsina) = a,
cos(arcsina ) = Vl—o? (buyerda|a|< 1) ayniyatlardan foyda-

lanib,
3. 1=1652 045, 1952 =
2 X 1 PBX+ZX 1 55X =X.

tenglamaga ega bo‘lamiz. Bu tenglama x, = 0, X3 ==%1 ildizlarga
ega. Ularning har birini tenglamaga bevosita qo‘yib ko‘rib, bu
ildizlar tenglamani ganoatlantirishini ko‘ramiz. Masalan, x = 1
uchun

arcsin % + arcsin% = arcsin% + arccos% = % .

2-misol. (arcsinx)3 + (arccosx)’ = n? tenglamani yechamiz.
Yechish. @ + b® = (a + b)3 - 3ab(a + b) ayniyatdan
foydalanib va arcsin x +arccosx = 5 ekanligini nazarda tutib,
quyidagi tenglamaga ega bo‘lamiz:
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3
(%) —3-Z.arcsin x - arccos x =

[\

yoki

arcsin x -arccos x = — 5T

Yy = arccos x, (|y| < %) desak, y2 —%y — % =(0 kvadrat teng-
lama hosil bo‘ladi. Bu kvadrat tenglamaning ildizlari absolut
giymati jihatidan % dan katta bo‘lgani uchun berilgan tenglama
yechimga ega emas.
3-misol. 2arcsin®x — 5arcsinx + 2 = 0 tenglamani yechamiz.
Yechish. arcsinx = z almashtirish berilgan tenglamani
27 2 — 57+ 2 =0 kvadrat tenglamaga keltiradi. Uning ildizlari

7, =0,5, z, = 2. Lekin gz, ildiz —% <arcsin x g% bo‘lish shartini
ganoatlantirmaydi. z, ildiz bo‘yicha arcsinx =% tenglamani
tuzamiz. Bu tenglamaning yechimi x=sin0,3.

Endi arkfunksiyalar gatnashgan tengsizliklarga doir misollar
garaymiz.

4-misol. arctg?x—4arctgx + 3 > 0 tengsizlikni yechamiz.

Yechish. arctgx =y deb olsak, berilgan tengsizlik quyidagi
ko‘rinishni oladi:

y2-4y +3>0.

Bu tengsizlik y < 1 yoki y > 3 bo‘lganda bajariladi. Eski
o‘zgaruvchiga gaytib, arctgx < 1 va arctgx > 3 tengsizliklarga ega
bo‘lamiz. arctgx < 1 tengsizlik xe(—w; tgl) yechimlarga, arctgx > 3
tengsizlik esa xe(tg3; +w) yechimlarga ega.

Javob: (—owo; tgl)u(tg3; +x).

S-misol. arcsinx >arccosx tengsizlikni yeching.

Yechish. Tengsizlikning aniglanish sohasi [-1; 1] kes-
madan iborat.

x < 0 bo‘lganda arcsinx < 0, arccosx > 0 bo‘lgani uchun
berilgan tengsizlik manfiy yechimlarga ega emas. 0 <x <1 bo‘lsin.

U holda arcsinxe[O; %] va arccosxe[O; ﬂ bo‘ladi. [O; %]
oraligda sinx funksiya o‘suvchi bo‘lgani uchun, x<[0; 1] bo‘l-
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ganda berilgan tengsizlik sin(arcsinx) > sin(arccosx) tengsizlikka
teng kuchlidir. Bu yerdan x > v1- x? tengsizlikni hosil gilamiz.

x >1-x? tengsizlikni [0; 1] oraligda yechib, xe[ﬁ 1} ni

2 b
olamiz.
N
Mashql

(é‘% ashqlar

1.158. Tenglamani yeching:

1) arcsin? x — 32 arcsin x + 5% =0;

2
2) arccos® x— % arccos x + ﬁ =0;
3) arctg?x -1t > arctgx+ =0;

in(x? - A
4) arcsm(x 5x+4) ¢

; 2 _ my_m.
5) arcsm(x 3x+4) 55

6) arcsin x + arcsin x+/3 = 2 ;
7) sin(2arcsinx)+ cos(2arcsinx)=1;

8) sin (% arccos x) =1.

1.159. Tengsizlikni yeching:
1) ——< arcsin(x? —4) < ;“ ;

2) % < arctg? 3x - 2arctg3x < 3;

3) arccosx < arcsinx; 4) arctgx < arcctgx.
1.160. 1) Agar:

tgoc—sJ”F tgﬁ_i, a+p =45
bo‘lsa, x ni toping;
2) ABC uchburchakda:
ZA=a, ZB=PB, Z/C=y,a:B:y=1:2:3, BC=2J3
bo‘lsa, uning perimetrini toping.
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I bob bo‘yicha topshiriq

1—6- topshiriglar hamma uchun, 7—8- topshiriglar variant-
lar bo‘yicha bajariladi. Hisoblashlarda EHM, mikrokalkulator
va jadvaldan foydalanish ma’qul.

Topshirigning mazmuni. Jism O nuqtadan (I1.53-
rasm) gorizontga nisbatan o burchak ostida v, boshlang‘ich tezlik
bilan otilgan. Tashqi kuchlar ta’sir etmaganda u s = vt to‘g‘ri
chizigli tekis harakat qilgan va ¢ vaqtdan so‘ng biror B(x, )')
nuqtaga kelgan bo‘lar edi, nuqta koordinatalari x = vyt cosa, y ' =

=v, f sina.. Lekin jism Yerning tortish kuchi ta’siri ostida harakat

2
chizig‘idan chetga chigadi va ¢ vaqtdan so‘ng % gadar quyida

joylashgan A(x, y) nuqtaga keladi (havo qarshiligi hisobga
olinmagan holda):

X=v, coSaL; (1)
2

y=votsina—£-. 2)

Qolgan vaqt momentlarida ham harakat shu tarzda davom
etadi.

(2) munosabat bosh had koeffitsiyenti ishorasi manfiy, ozod
hadi nolga teng bo‘lgan kvadrat uchhad. Demak, jism parabolik
trayektoriya bo‘yicha harakat qgiladi.

Shu kabi, v, boshlang‘ich tezlikning tashkil etuvchilari v, =
=0,COSQL, U, = Uyt sina.. Lekin gravitatsiya ta’siri ostida jismning ¢
vaqt paytidagi v tezligi

v, =D,CosaL, (3)
Y)
Y B, C
| gt —
L ___Uot_ > L
vt k
|
[
[
o [
Sl Y >
0 x M X 1.53-rasm.
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v, =0 sina.— gt 4)
tashkil etuvchilarga (koordinata o‘glaridagi proeksiyalarga) ega
bo‘ladi.

Toping:
1) jismning ¢ vaqt momentidagi v tezligi;
2) jismning y = f (x) ko‘rinishdagi harakat tenglamasi;

3) gancha vaqtdan so‘ng jismning eng yuqoriga (C nuqta)
ko‘tarilishi, 7= 7. ;

4) eng yuqori ganday balandlikkacha ko‘tarilishi (y,);
5) jism borib tushadigan masofa (x,,);

6) jism eng uzoqga borib tushishi uchun u O nuqtadan
gorizontga nisbatan ganday o burchak ostida otilishi kerakligi;

7) v, =10 km/s tezlik va gorizontga nisbatan o = 10° + 5°k,
k=0; 30 burchak ostida otilgan jism ganday balandlikkacha
ko‘tariladi va qanday masofaga borib tushadi?

8) ganday o burchak ostida otilgan jism s=1 + 0,1k (km),
k =0; 30 uzoqlikka borib tushadi?

9) ikkinchi jism H = 0,5 + 0,05k (km) balandlikdagi L
nugtadan o‘ng tomonga garab y = 1 + 0,05k (km/s) tezlik bilan
to‘g‘ri chiziqli tekis harakat gilib bormoqda. O nuqgtadagi birinchi

jism gorizontga nisbatan qanday burchak ostida otilsa, u ikkinchi
jismga borib tegadi va bu gancha vaqtdan so‘ng sodir boladi?

k=0; 30.

Ko‘rsatma: 1) v= v§+v§. (3) va (4) munosabatlardan

2
foydalanilsa, natijada v = \/ vy -2 ( vpf sina — %j ;

2) (1) munosabat bo‘yicha f=—2= ni topib, (2) ga

vp cosa
qo‘ysak:

8 2.
2 X’

= xtga. —
Y 8 2v§c0s o
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3) harakat boshida v = v, bo‘lgan tezlik harakat davomida
kamayib borib, C nuqtada nolga teng bo‘ladi: 0 = v sina - g,

Vo sina
bundan 7 = -2 )

4) (2) parabola C uchining ordinatasi ifodasidan foydalanilsa,

2 2 2 a2

y :_vosin a:vosin o
¢ 4| _& 2
2

5) (1) munosabat va ¢, giymatidan foydalanilsa,

in2 2 sin2a
s=(0OM(=2x¢ =20y -2 2 coso = L
g g
. . . v2 sin2a
6) oldingi savol bo‘yicha topilgan ¢=-0 "~ munosabatga
g

garaganda s masofa sin2a = 1, ya’ni o = 45° da eng katta
giymatga erishadi.
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II BOB

NOSTANDART TENGLAMALAR,
TENGSIZLIKLAR VA ULARNING
SISTEMALARI

1-§. Nostandart tenglamalar

Tashqi ko‘rinishi odatdagi tenglamalardan keskin farq giladigan
tenglamalar (masalan, 2! ¥ | = cosx, x2 + 4xcos(xy) + 4 = 0),
shuningdek, tashqi ko‘rinishi odatdagi tenglamalarga o‘xshaydigan,
lekin odatdagi usullar bilan yechish mumkin bo‘lmaydigan
tenglamalar (masalan, sin7x + cos2x = -2, sin*x - cos’x =1 va
hokazo) ham uchraydi. Bunday tenglamalarni nostandar
t tenglamalar deb ataymiz.

Nostandart tenglamalarni yechishning umumiy usuli mavjud
emas. Shu sababli bunday tenglamalarni yechishda funksiyalar-
ning grafiklaridan, turli xossalaridan, tengsizliklardan va hoka-
zolardan foydalanishga to‘g‘ri keladi. Buni misollarda qarab
chigamiz.

l1-misol.2*I=cosx tenglamani yechamiz.

Yechish. x=0 son tenglamaning yechimi ekanini ko‘ramiz
(II.1-rasm).

Barcha x 0 sonlar uchun 2/ *I> 13 cosx bo‘lgani uchun
berilgan tenglama x =0 dan boshga yechimlarga ega emas.

2-misol. sinx=x%+x+ 1 tenglamani yechamiz.

Yechish. II.2-rasmda y =sinx va y=x?+ x+ 1 funksiyalarning
grafiklari tasvirlangan.

xl [-1; 0] bolsa, sinx £0, x>+ x + 1 >0 bo‘lgani uchun
tenglamaning [- 1; 0] oraligga tegishli yechimi mavjud emas.

Y

II.1-rasm.
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xi [-1; 0] lar uchun sinx £ 1, X2+ x + 1 >0 bo‘lgani sababli
tenglama [- 1; 0] dan tashgarida ham yechimga ega emas. Demak,
berilgan tenglama yechimga ega emas.

Eslatma. 1-misoldagi tenglamaning (shuningdek, 2-misoldagi teng-
lamaning ham) yechilishini bayon etishda grafiklarni chizish shart emas
edi. Grafiklarni chizish esa tenglamani yechish usulini topish imkonini
berdi. Quyida keltiriladigan misollarda u yoki bu funksiyaning grafigini
chizish katta qiyinchiliklar tug‘diradi. Shu sababli, bu misollarning
yechilishini grafik chizish bilan bog‘lash magsadga muvofig emas.

3-misol. 2005% =3 +37* tenglamani yechamiz.

Yechish. Barcha xi R lar uchun

2005§£2, 3¥*+3° %32

}2cosX =2,
tengsizliklarga egamiz. Shu sababli, berilgan tenglama |
3 +3 % =2
tenglamalar sistemasiga teng kuchlidir. Bu sistemaning ikkinchi
tenglamasi x =0 dan iborat yagona yechimga ega. x =0 son sis-
temaning birinchi tenglamasini ham qanoatlantiradi. Shuning
uchun, x =0 sistemaning va berilgan tenglamaning ham yagona
yechimi bo‘ladi.
4-misol. 2v2(sinx+cosx)cosy =3+cos2y tenglamani
yechamiz.
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Yechish. sinx+cosx =+/2sin (% + x) bo‘lgani uchun berilgan
tenglamani 2 sin ({41 + x) cosy=1+ cos? vy ko‘rinishda yozib olish
mumkin. Oxirgi tenglama (cos y - sin (E + x))2 + (1 - sin? (E + x)) =0
yoki (cosy - sin (% + x))2 +cos? (E + x) =0 tenglamaga teng
kuchlidir. Hosil qilingan tenglama cosy =sin (E + x),

cos (%fo) =0 tengliklar o‘rinli bo‘lgandagina to‘g‘ri tenglikka
aylanadi, boshgacha qilib aytganda, u
i —<in (P
.%.cosy sm(4 +x),

¥cos(%+x) =0

tenglamalar sistemasiga teng kuchlidir.

Sistemaning ikkinchi tenglamasi x; = % +2mp va X, = —49 +2np
(m, nl Z) yechimlarga ega. Birinchi tenglamadan Y, =2kp, y, =
=(2p +1)p larni topamiz (bu yerda k, pl Z).

Shunday qilib, berilgan tenglama x, :%+2mp,y1 =2kp,
(m, Kl Z) va x, :—49+2np, y, =(2p+1)p, (n, pl Z) yechim-
larga ega.

5-misol. sin7x+cos2x=-2 tenglamani yechamiz.

Yechish. Barcha xI R lar uchun sin7x3 -1, cos2x 3 -1
isin7x =-1,

bo‘lgani sababli berilgan tenglama i

sistemaga teng
jcos2x =-1

kuchlidir. Birinchi tenglama X =- ]%"‘%P—k, k1 Z yechimlar

guruhiga, ikkinchi tenglama esa x :4§—+pn, nl Z yechimlar
guruhiga ega. Har ikki guruhga tegishli x largina sistemaning
yechimi bo‘la oladi. Ularni aniglaymiz:
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_ b 2pk _p 7
14+ 7 2+pn (ka nl Z).

Bundan, & =,2 + 3,51 ekanligini topib, kI Z ekanini e’tiborga
olsak, n =2p (pl Z) bo‘lishi kelib chigadi.

Demak, x = 123 +2pp (pl Z) sonlargina sistemaning, binobarin,
berilgan tenglamaning ham yechimlari bo‘ladi.

6-misol. log% x+(x-1)logy, x- 6+2x =0 tenglamani

yechamiz.

Yechish. Tenglamaning chap tomonini 7 = log,x ga nisba-
tan kvadrat uchhad sifatida qarab, odatdagi standart usulda ko‘-
paytuvchilarga ajratamiz:

(logyx +2)(log,x +x- 3)=0.
Bu tenglama log,x=-2 va log,x =3 - x tenglamalarga ajraladi.
Ularning birinchisi x :% dan iborat yagona yechimga ega. log,x =

=3- x tenglama esa x =2 dan iborat yagona yechimga ega.

Hagigatan ham, x>2 bo‘lganda log,x>log,2 =1>3 - x teng-
sizlikka, 0 <x <2 bo‘lganda esa log,x <log,2 =1 <3 - x tengsiz-
likka egamiz. x £ 0 da esa tenglama ma’noga ega emas.

1
4

{%\% Mashqlar

Tenglamani yeching.

Demak, berilgan tenglama x = - va x=2 yechimlarga ega.

2.1. 2" =sin x. 2.2. 253 =2cos £,
2.3. 2sinx = 5x2 + 2x +3. 2.4. 450K 1 = gin(pyx) +4.
2.5. cosx +cosy - cos(x +y) =1,5.
2 2
2.6.6"3in2x+ L 9 &0 x+—L 2 =12+lsiny.
8 sin“ x @ cos2 x9 2

2.7. tg*x +tgty + 2ctg?x xctg?y = 3 +sin?(x +y).
2.8.8- xx2x+23-x. x=0.
2.9. x- 26 =x(3 - x) +2(2* - 1).
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1
coszxyg y 2y+2

Sll’l X
sin x

15

2.10. log, g%osz xy+—L 0=

2.12. sin* x +cos

2.13. \/sin3 X +\/cos3 by =x/5.

2.14. V2 +cos® 2x =sin3x - cos3x.
2.15. V5 +sin? 3x =sin x +2cos x .

2-§. Nostandart tengsizliklar

Oldingi bandda nostandart tenglamalar garaldi. Nostandart
tenglamada tenglik belgisi tengsizlik belgisi bilan almashtirilsa,
nostandart tengsizlik deb ataluvchi tengsizlik hosil bo‘ladi.

Nostandart tenglamalarni yechishning umumiy usuli mavjud
bo‘lmagani kabi, nostandart tengsizliklarni yechishning ham
umumiy usuli mavjud emas. Shu sababli, nostandart tengsizliklarni
yechishda ham shu tengsizlikka xos bo‘lgan chuqur mantiqiy
fikr yuritishga to‘g‘ri keladi.

Nostandart tengsizliklarni yechishga doir ayrim misollar bilan
tanishaylik.

1-misol. cosx3 y* +yy- x? - 1 tengsizlikni yechamiz.

Yechish. x=u, y =v sonlaridan tuzilgan (u; v) juftlik
berilgan tengsizlikning yechimi bo‘lsin. U holda quyidagi to‘g‘ri
sonli tengsizlikka ega bo‘lamiz:

cosud V2 +v-u? - 1 N
(1) tengsizlikda ildiz ostidagi ifoda nomanfiy sondir, ya’ni
v - u?- 13 0 dir. Shu sababli,
v3ul+1, )
va 1, ©))
tengsizliklar to‘g‘ridir.
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W-u?-130 ekanligini e’tiborga olib, (1) va (3) tengsizlik-

lardan
cosud v? +4/V - w13y

tengsizlikni hosil gilamiz. Biroq cosu £ 1. Shu sababli quyidagi
munosabatlar o‘rinlidir:

13 cosud v? +ylv-u? -13v? 31, 4

Buesa l =cosu =v? +yv- u? - 1 =v? =1 ekanligini ko‘rsatadi.

Oxirgi tenglikdan, (3) tengsizlikni e’tiborga olsak, v =1, u =0
ekanligi kelib chiqadi.

Yugqgoridagi mulohazalar, (0; 1) juftlikdan boshqga juftliklar
berilgan tengsizlikning yechimi bo‘la olmasligini va (0; 1) juft-
likgina berilgan tengsizlikning yechimi bo ‘lishi mumkinligini ko‘rsa-
tadi.

(0; 1) juftlik, hagigatan ham, berilgan tengsizlikning yechimi
bo‘lishligini ko‘rish qiyin emas. Demak, berilgan tengsizlik yagona
yechimga ega: x =0, y = 1.

x .
2-misol. sin2p <285 tengsizlikni yechamiz.

Yechish. Tengsizlikning aniglanish sohasi R dan iborat va
har ganday xI R son uchun quyidagi tengsizliklar o‘rinlidir:

x
sin2p £1, )

obin¥l 5 q ©6)

x :
Bu tengsizliklardan, barcha X Ruchun sin 2P £ 25" tengsizlik
bajarilishi kelib chigadi. Oxirgi tengsizlikning barcha yechimlari

X :
to‘plami R dan sin2p =25"¥ tenglamaning barcha yechimlari
chigarib tashlansa, berilgan tengsizlikning yechimlari to‘plami hosil
bo‘ladi.
X :
(5) va (6) munosabatlardan ko‘rinadiki, sin2p = 28" teng-
lama quyidagi sistemaga teng kuchli:
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1 X
Ilsin2p =1,

b 7
{2|smx| -1 (7)

(7) sistemaning birinchi tenglamasi x =plog, (g— +2pk),
k=0, 1, 2, ... yechimlarga, ikkinchi tenglamasi esa x =pn, n =0,
+1, +2, ... yechimlarga ega. (7) sistemaning yechimlarini topish
uchun

p10g2 (§+2pk)=pn: (k:O, 1, 2,..; n=0; =1; +£2; )
yoki
j22'*'2[31622”, (k=0,1, 2,...; n=0; £1; +2; ..)

tenglamani qaraymiz. Oxirgi tenglikning chap tomoni irratsional
son, 0‘ng tomoni esa ratsional sondir. Shuning uchun bu tenglama

x .
va (7) sistema yechimga ega emas. Demak, sin2p = 285"

tenglama yechimga ega emas. Bu yerdan, berilgan tengsizlik barcha
xl R sonlarida bajarilishi kelib chigadi.

3-misol. arcsin% ++x- 1 >1 tengsizlikni yechamiz.

12
= £1,
Yechish. 1||x| sistemani yechib, tengsizlikning aniq-
fx-130

lanish sohasi [2; +¥) dan iborat ekanligini ko‘ramiz.

Barcha x3 2 larda Vx- 131 va arcsin% >0 tengsizliklar to‘g‘ri

bo‘lishini ko‘rish qiyin emas. Bu tengsizliklardan ko‘rinadiki,
berilgan tengsizlik o‘zining aniqlanish sohasidagi barcha x lar
uchun, ya’ni barcha xI [2; +¥) lar uchun o‘rinli bo‘ladi.

2

4-misol. min{2x- x“, x-1}>- % tengsizlikni yechamiz.

2 x- 1} ni topib olamiz. Buning uchun,

2x - x23 x- 1 tengsizlikning yechimlari to‘plami ﬁl'—\/g; 1+£/§ E

g 2

Yechish. min{2x- x

oraligdan iborat ekanligidan foydalanamiz.

x1 9&; 1+50 larda 2x - x23 x- 1 bo‘lgani uchun

g2 2 H
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min  {2x- x>, x- 1} =x-1,
él- 5. 1+\/§l;l
g2 2 4f

x1

2 2

min  {2x- x
<) 1++/50
x| 9'¥; 2\/—1;]
e a

, x-1}=2x-x" va

min  {2x- x2, x- 1} =2x- x?
XTM; +¥2
é 2 [

munosabatlar o‘rinlidir (I1. 3-rasmga garang).

}.2x- x?, x£# da,

min{2x- x%, x- 1}=1|’-x— 1, 1-\/§£x£1+x/§ da,
xI R ¥ 2 P

1Dx-x?, x3 1+5 da
T 2

munosabatdan foydalansak, berilgan tengsizlik quyidagi majmua-
ga teng kuchli ekanligini ko‘ramiz:

82x-x2>- l,

a 2

é )

dre s

é Y

8x-1>-1,

gll 2 2 /

€ 1-5 1445 . /

9[ ) £ExE 5 1L__ /y:x_ 1

& ) 1 15 |

%‘.Zx- x°>- 7, 2 Il

A T

N -1 O /1 1+53\2

L1+ WAV X
A X . | (_1
gl 2 1/,
174 ) )
. . . =4X- X

Bu majmuani yechib, s -2 Y
berilgan tengsizlikning bar- /
cha yechimlarini topamiz: 4 3
% <x<l+ \/% I1.3-rasm.
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r—

‘é\% Mashgqlar

Tengsizlikni yeching:

2.16. - (y(+x3 P +y? - 1+1.

2.17. -x-y2-m3 -1.

2.18. Vsin x +/cosx >1. 2.19. [+ - 13 1.

2.20. lgx +Vx2- 13 0. 2.21. log, (x> +3)+x? - 12 2.
2.22. x+2X£-/1- x+3. 2.23. x+2¥ +Jx- 13 2+x.
2.24. 2% 3 & 2.25. 2% _ x1gx > 0.

2.26. Jx- 1++4- x? +ig B>

2.27. Jlgsinx <x- 13p.
2.28. BXPD | [2 gy

Ig(x|- 1)
2.29. cos® (x +1)¥g(9- 2x- x?)3 132
2.30. (4x - x? - 3)log, (cos2 px+1)3 1.

2.31. cos(x +3tgx) + (tgx - tg?x)> £-1.

2.32. sin(sin x) £ @ .

2.33. [sinx +cos x] £ pleos x|

2.34. 3sin’ {5x} £217F"

2.35. sin{x} <sin({x} +1).

2.36. /x-1+2% +logy x3 2.  2.37.x- 1+2* +log, x<6.
2.38. J1- x +33 x+2%. 2.39. {x} >{2x}.

240, max{x? - 2x, £-1}<- 1

106

www.ziyouz.com kutubxonasi



3-§. Nostandart sistemalar

Nostandart sistema deyilganda ganday sistemalar nazarda
tutilishi quyidagi misollardan oydinlashadi.

]2 =4y? +1
l-misol. ? . y > sistemani yechamiz.
2% £2y

Yechish. Sistemadagi tenglamadan 2* = 2> +% tenglamani
hosil qgilib, sistemadagi tengsizlikda 2¥ ni 2y” + bilan
almashtiramiz:

12¥ =242 4+ 1

Il2 2y° +3,

207 +1£2y.
2

Bu sistemadagi tengsizlik (y - %) £ 0 tengsizlikka teng kuchli
1
2
giymatni sistemadagi tenglamaga qo‘yib, x =0 ni topamiz. Demak,

bo‘lgani uchun y =% dan iborat yagona yechimga egadir. y =

berilgan sistema (0; %) dan iborat yagona yechimga ega.

ix2-2xy+12=0,

!

2-misol. | x* +4y* £60,  sistemani yechamiz.
'x1 7
T

Yechish. Agar (x; y) juftlik sistemaning yechimi bo‘lsa, u
holda (- x; - y) juftlik ham sistemaning yechimi bo‘lishligini ko‘rish
giyin emas. Shu sababli, x 3 0 holni qarash yetarli.

Agar x =0 bo‘lsa, sistemadagi tenglama noto‘g‘ri tenglikka
aylanadi. Demak, x > 0 bo‘lishi zarur (x 3 0 bo‘lgan hol
garalmoqda!).

2

Sistemadagi tenglamadan y ni topaylik: y = & 2;12 = % + % O‘rta

arifmetik va o‘rta geometrik miqdorlar orasidagi munosabatni
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ifodalovchi a+ b3 2+/ab (a® 0, b3 0) tengsizlikdan foydalanib,

y3 2, % X = 2+/3 yoki y 23 12 ekanligini ko‘ramiz. Bunga ko‘ra,

sistemadagi tengsizlikdan, x 2 £60 - 4y 2 £60 - 4 x12 =12 ni,
ya’ni x2 £12 ni olamiz. x >0, xI Z ekanligini e’tiborga olsak, x =1,
x =2, x =3 bo‘lishi zarurligini ko‘ramiz.

x =1 bo‘lsin. U holda, tenglamadan y =12 ekanligini topamiz.
Lekin (1; 12) juftlik uchun x 2 + 4y 2 £ 60 shart bajarilmaydi.
Demak, x = 1 soni sistemaning yechimini aniglamaydi.

x =3 soni sistemaning yechimini aniglamasligi shunga o‘xshash
ko‘rsatiladi.

x =2 bo‘lgan holni garaymiz. Tenglamadan y =9 ekanligi topiladi.
(2; 9) juftlik sistemadagi qolgan shartlarni ham ganoatlantiradi.
Demak, (2; 9) — yechim.

Yuqoridagi eslatilganiga asosan, (- 2; - 9) juftlik ham sistema-
ning yechimi bo‘ladi.

Shunday qilib, sistema (2; 9) va (-2; -9) dan iborat ikkita
yechimga ega.

_ ftg?x +ctg?x = 2sin? y,
3-misol. | 5

‘ sistemani yechamiz.
Tsin

y+coszz:1

Yechish. tg2x+ctg2x3 2, 25in2y£2 bo‘lgani uchun

¥ o2 2
tg-x+ctg x =2,
sistemadagi birinchi tenglama } 8 5 f
y =

sin
kuchlidir. Shu sababli, berilgan sistema quyidagi sistemaga teng
kuchli bo‘ladi:

sistemaga teng

1tg?x +ctg’x =2,
i sin’ y =1,
%sin2 y+cos® z=1.

Bu sistemani quyidagicha yozib olish mumkin:
108

www.ziyouz.com kutubxonasi



ltg’x =1,
J|[sin2 y =1,
%cos2 z=0.
Oxirgi sistemadan x =5+ 8k, y=5+pl, z=8+pm bolishli-
gini topamiz (bu yerda kI Z, i Z, mi 2).
byS 434252 = \xp - X2,
4-misol. |

*)
}4xy3 +)° +%3 2x° +41+(2x- y)?

sistemani yechamiz.
Yechish. f(z)=+z- z* funksiyani garaymiz. Bu funksiya

% ga teng eng katta giymatga ega, ya’ni ixtiyoriy z haqiqiy son

uchun f(z)=+z- 22 E% munosabat o‘rinlidir.
(x*; y*) juftlik berilgan sistemaning yechimi bo‘lsin. U holda
(7 + (7 +2(x%? =\x*y*- ()2 (v £1 gaegaborlamiz.

Demak, berilgan sistemaning har gqanday (x*; y*) yechimi
quyidagi sistemaning ham yechimi bo‘ladi:

L") +(p*) +2(x*) £,

I
pax*yr () + 12 20 1+ x4

Bu sistemaning birinchi tengsizligidan ikkinchi tengsizligini
ayirsak,

(90 +2(x*? - dx*(p*)P - Le Lo - 1+ @2x -y

tengsizlik va shakl almashtirishlardan so‘ng

() - 2x%? £1- 1 +Qx*- y*)?
tengsizlikni hosil gilamiz. Bu tengsizlikning chap tomoni 3 0,
o‘ng tomoni esa £ 0 ekanini ko‘rish giyin emas. Demak, bu
tengsizlik
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Hom? - 2x7 =0,

|
fyl+Qx*- y*)? =1
sistemaga teng kuchlidir. Oxirgi sistema quyidagi yechimlarga ega:

X =0, yf =0; x§k=-%, 3 =-1; x§k=%, y; =1

Demak, (0; 0), ( %; - 1), (%, 1) juftliklargina (*) sis-
temaning yechimi bo‘lishi mumkin. Bu juftliklarni (*) sistemaga
go‘yib ko‘rish bilan, ( %; - 1) juftlikgina (*) sistemaning yechimi

bo‘lishiga ishonch hosil gilamiz.

(EA\% Mashqlar

Sistemani yeching:

].3X+4 :y2+1, i-x+y+z:2,

2.41. | 2.42.
i 3% 5%, 'If2xy-z,2=4.
1'x+y+zz4, 1 2 _ 2=4
2.43. | ) 2.44. 17 TV
12xy- z° =16. fx+5y=8.
ix?-2yz=-1 jlogy (u+v)- logy (u-v) =1,
245, T FT0 2460 5 ’
fy+z-x=1L fu” - vo =2.
j3lex = 4qley j cosx- cosy =sin(x+y),
2.47. 1 2.48. |
F(4x)2* = (3y)e3. flxl+[y =8
12x% - xy+10=0, 12x2 - xy+9=0,
2.49. ?xz +y* £90, 2.50. }2x2 +y? £81,
'x1 Z. 'x1 Z.
T f
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III BOB

SONLI KETMA-KETLIKLAR VA
ULARNING LIMITI

1-§. Cheksiz sonli ketma-ketliklar

1. Ketma-ketlik tushunchasi. Har bir natural son n (nl N) ga
biror goida bo‘yicha x, haqiqiy son mos go‘yilgan bo‘Isin. U holda

X5 X0 X350 v a5 Xy, (1)
sonli ketma-ketlik berilgan deyiladi va bu ketma-ketlik {x,} ko‘ri-
nishda belgilanadi.

X,, X,, x, sonlar, mos ravishda, (1) ketma-ketlikning birinchi
hadi, ikkinchi hadi va n- hadi deyiladi.

x, ketma-ketlikning umumiy hadi deb ataladi.

Ketma-ketlikning aniqlanishidan ko‘rinadiki, ketma-ketlik
natural sonlar to‘plamida berilgan y =f (n) funksiyadir. Shuning
uchun ketma-ketlik natural argumentli funksiya deb ham yuriti-
ladi.

l-misol. Umumiy hadi X, = Lz bo‘yicha sonli ketma-ketlik
n

tuzish uchun unga tartib bilan n = 1; 2; 3; ... qo‘yamiz. Natijada
quyidagi ketma-ketlik hosil bo‘ladi:

TR U U IR B

B 4’ 99 16’ cees n2 5 (n+1)2 5 et

2-misol. Har bir toq natural songa 3 ni, har bir juft natural
songa esa 5 ni mos keltiramiz:

n 1 2 3 4 5 6 7 8
x 3 5 3 5 3 5 3 5

n

Natijada 3; 5; 3; 5; 3; 5; 3; 5; ... cheksiz sonli ketma-ketlikka
ega bo‘lamiz. Uning umumiy hadini bir necha formula bilan,
masalan, a,=4 + (- 1)" yoki a,=4 + (- 1)" + sinpn formula bilan
berish mumkin.

Cheksiz sonli ketma-ketliklar turli xil usullarda berilishi
mumkin. Shu usullardan ayrimlarini keltiramiz.
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1. Ketma-ketlikning umumiy had formulasi bilan berilishi. Bu
usulda n-hadning qiymatini shu hadning tartib nomeri bilan
bog‘lovchi formula beriladi (1-misol). Umumiy had formulasi
yordamida ketma-ketlikning istalgan hadini topish mumkin, ya’ni
bu formula ketma-ketlikni to‘la aniglaydi.

2. Ketma-ketlik oz hadining tartib nomeri bilan shu hadning
giymati orasidagi moslikni so‘zlar orqali ifodalash yordamida
berilishi mumkin (2-misol).

3. Ketma-ketlikning rekurrent usulda berilishi. Agar ketma-
ketlikning dastlabki bitta yoki bir nechta hadlari berilgan bo‘lib,
keyingi hadlarni shu berilgan hadlar yordamida topish imkonini
beruvchi formula (rekurrent formula) ko‘rsatilgan bo‘lsa, ketma-
ketlik rekurrent usulda berilgan deyiladi. (Rekurrent so‘zi lotin
tilida qaytish degan ma’noni beradi.)

3-misol. a,=3,a,=2"xa, - 4 (n3 2) bo‘lsa, {a,} ketma-
ketlikning a,, a,, a, hadlarini topamiz.

Yechish. Bu yerda {a,} ketma - ketlik rekurrent usulda
berilgan. a;=3 bo‘lgani uchun rekurrent formula a,=2"xa, - 4
ga asosan

a,=22xa;- 4=4x3 - 4 =8,
a;=23xa,- 4 =8 x8 - 4=60,
a, =24 xa;- 4 =860 - 4 =476
ekanligini topamiz.

Ketma-ketlik jadval yoki grafik ko‘rinishida berilishi ham mumkin.
Ketma-ketlikning grafigi diskret nuqtalar to‘plamidan iborat bo‘ladi
(lotincha — discretus — uzlukli, alohida qgismlardan iborat).

Agar ketma-ketlikning dastlabki bir nechta hadlari berilgan
bo‘lib, keyingi hadlarni berilgan hadlar orqali ifodalash usuli
aytilmagan bo‘lsa, bu hadlarning berilishi ketma-ketlikning to‘liq
aniglanishi uchun yetarli bo‘lmaydi. Masalan, 3; 5; 7; . . . ketma-
ketlikni 2 dan katta toq sonlar yoki 2 dan katta tub sonlar ketma-
ketligi sifatida, shuningdek, x, = 2n + 1 + sinpn formula bilan
berilgan ketma-ketlik sifatida ham qarash mumkindir.

Dastlabki hadlariga ko‘ra ketma-ketlik uchun biror umumiy
had tanlash usullaridan birini keltiramiz.

4 -misol. Ushbu jadval bilan berilgan sonli ketma-ketlikning
umumiy hadini topamiz:
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n 2 4 6 8
a -6 |6 26 |54

n

Jadvalda ketma-ketlikning 2, 4, 6, 8- hadlari berilgan.

Yechish. Bu holda jadvalni oddiy kuzatishning o°zi yetarli
emas.

Shuning uchun chekli ayirmalar usuli, ya’ni Da, =a,,, - a
dan foydalanamiz:

n

n 2 4 6 8

a -6 6 26 | 54
Da 12 |1 20 28
Dla, | 8 8

Birinchi Da, chekli ayirmalar a, ning ketma-ket joylashgan
giymatlari ayirmasidan iborat: 6 - (-6) =12, 26 - 6 =20, 54 -
- 26 =28.

Shu kabi, Dzan ikkinchi ayirmalar Da, ning ketma-ket joy-
lashgan giymatlaridan iborat: 20 - 12 =8, 28 - 20 =8.

Dzan ayirmalar bir xil. Demak, (a,) ketma-ketlik y = ax? +
+ bx + ¢ kvadrat funksiya giymatlaridan iborat. Formulada a, b,
¢ — noma’lum. Ularni topish uchun jadvaldan ixtiyoriy (n, a,)
juftlik bo‘yicha tenglamalar sistemasini tuzamiz. Masalan,
(2; -6), (4; 6), (6; 26) juftliklar bo‘yicha:

1_6=ax? +bR +c,

J|[6:a><42 +bhxd+c,

%26:ax62 th6+e,

bundan a =1, =0, ¢ =-10.
Demak, izlanayotgan umumiy had formulasi a, = n?- 10 dan
iborat bo‘ladi.

—

‘é\% Mashgqlar

3.1. Umumiy hadi formulasi bilan berilgan ketma-ketlikning
dastlabki bir nechta hadlarini toping:

1) x, =2n +1; 2) x, =2" +3;
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3) x, =Vn® +1; 4) xn:sinpz_";

5) x,,=lnn+sin(pn+%); 6) xn:cosnz;

7) X, =tgn+sin(pn) ; 8) x, =1- sin® pn- cos® pn.

3.2. Rekurrent formula bilan berilgan ketma-ketlikning dastlabki
5 ta hadini toping.

1) a =1, a,,, =3a, -1, (m31);

2) @ =2, Gy =a, +n, (n31);

3) g =-1, a,=3"1, (n32);

4) a =2, @y =3, a,, =a, - a,.1 ta,a, ,(n%2).

3.3. Ketma-ketlikning berilgan dastlabki hadlariga ko‘ra, uning
n-hadi uchun mumkin bo‘lgan biror formula tanlang:

1) %; 2%; 2%; 2i4; S 5) %; %; 2—97; é—?; e
2
D O s o b B e
3) L3 07 300 s DRI T SR
4) Lo gl e 80, 1; 8 Loy &y

3.4. a, = 3" +5 x2" ketma-ketlik quyidagi rekurrent formula
yordamida berilishi mumkinligini isbotlang:

a, =13;a,=29; a,,=5a,,, - 6a, (n3 1).

35.4,=0,a,=1,a,=a,, +a,  (n? 3) rekurrent formula
bilan berilgan ketma-ketlik Fibonachchi ketma-ketligi, uning hadlari
esa Fibonachchi sonlari deyiladi. Fibonachchi ketma-ketligining
dastlabki bir nechta hadlarini toping. Fibonachchi ketma-ketligining
n-hadi uchun formula toping.

2. Chegaralangan ketma-ketliklar. {x } cheksiz ketma-ketlik
berilgan bo‘lsin.

Agar {x,} ketma-ketlik uchun shunday bir a haqiqiy son topilib,
barcha n natural sonlar uchun x,® a, (x, £ a) tengsizlik bajarilsa,
{x,} ketma-ketlik quyidan (yuqoridan) chegaralangan deyiladi.
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Agar {x,} ketma-ketlik uchun ikkita a va b haqiqiy sonlar topilib,
barcha n natural sonlar uchun a £ x, £ b tengsizlik bajarilsa, {x,}
ketma-ketlik chegaralangan ketma-ketlik deyiladi.

Bunda a son {x,} ketma-ketlikning quyi chegarasi, b son esa
yuqori chegarasi deyiladi.

l-misol. x, = Z—J ketma-ketlik chegaralangan ketma-ketlik

ekanligini isbot gilamiz.

Isbot. Barcha n natural sonlar uchun quyidagi tengsizliklar
to‘g‘ridir:

—n-lgn-n_yg.
*n n+l  n+l 0;
—n-1pgn+l _
x”_n+1£n+1 L.

Demak, 0 £ x, £ 1 tengsizlik barcha n natural sonlarda o‘rinli.
Bu esa {x,} ketma-ketlikning chegaralanganligini ko‘rsatadi.

Teorema. Agar {x,} ketma-ketlik chegaralangan bo‘lsa, u
holda shunday M3 0 son topiladiki, barcha n natural sonlar uchun
| x| £ M tengsizlik bajariladi va aksincha, {x,} ketma-ketlik uchun
shunday bir M 3 0 son topilib, barcha n natural sonlarda | x,| £ M
tengsizlik bajarilsa, {x,} ketma-ketlik chegaralangan bo ‘ladi.

Isbot. {x,} ketma-ketlik chegaralangan bo‘lsin. U holda
shunday a va b haqiqiy sonlar topiladiki, barcha » natural sonlarda
a £ x, £ b tengsizlik bajariladi. | @ | va| 5| sonlarning eng kattasini
M bilan belgilaymiz: M =max(| a |; | b |).

U holdaa3-|al|3-M,bE|b|£E Mbo‘lgani uchun barcha n
natural sonlarda - M £ x, £ M yoki | x, | £ M bo‘ladi.

Endi {x,} ketma-ketlik uchun shunday bir M3 0 son topilib,
barcha n natural sonlarda | x, | £ M tengsizlik o‘rinli bo‘lsin. U
holda, - M £ x, £ M tengsizlikka ega bo‘lamiz. a=- M, b= M deb
olsak, {x,} ketma-ketlikning chegaralangan bo‘lishligini ko‘ra-
miz.

2
2-misol. x, =(-1)" + ;H ketma-ketlikning chegaralangan
n

ketma-ketlik ekanligini isbotlang.
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Isbot.

|n2 |_ n2 n2_ —
+ =1+ El+==1+1=2
|n2+l| n* +1 n?

i

Ixn|=‘<-1>" + ‘£|<-1)”

n2 +1

munosabatlardan ko‘rinadiki, barcha » natural sonlarda | x, | £ 2
tengsizlik o‘rinli. Demak, isbotlangan teoremaga ko‘ra {x,} chega-
ralangan ketma-ketlikdir.

Ketma-ketliklar orasida chegaralanganlik sharti bajarilmaydigan
ketma-ketliklar ham mavjuddir. Ular chegaralanmagan ketma-
ketliklar deyiladi. Quyida biz chegaralanmagan ketma-ketlikning
gat’iy matematik ta’rifini beramiz.

Ta’rif. Agar ixtiyoriy M >0 son uchun, shunday bir N natural
son topilib, | x| > M tengsizlik bajarilsa, {x,} ketma-ketlik chegara-
lanmagan ketma-ketlik deyiladi.

3-misol. x,=n?ketma-ketlik chegaralanmagan ketma-ketlik
ekanligini isbotlaymiz.

Isbot. M ixtiyoriy musbat son bo‘lsin. | x| > M tengsizlikni
natural son n ga nisbatan yechamiz:

| n2|>M0 n2>MU0 n>vM , (n— natural son).
Oxirgi tengsizlikdan ko‘rinadiki, ta’rifda so‘z borgan N natural

son sifatida ¥vM dan katta bo‘lgan har ganday natural sonni
olish mumkin. Biz N~ :[W ] +1 natural sonni olamiz. Bu son

. N 2 . N 2 2
uchun [xy|= N =(&/MQ+1)" > (eeng+{W}) =(VM) =m
ya’'ni | x| > M bo‘ladi.

Demak, {x,} ketma-ketlik chegaralanmagan ketma-ketlikdir.
Agar ketma-ketlikning hadlarini to‘g‘ri chiziqdagi nuqtalar bilan
tasvirlasak, chegaralangan ketma-ketlikning hamma hadlari biror

b

oraligda yotishini ko‘ramiz. Masalan, X, = % ketma-ketlik chegara-

langan va uning hamma hadlari [0; 1] oraligda yotadi.
Chegaralanmagan ketma-ketliklar uchun esa buning aksidir

ya’ni, har gqanday oraligni olmaylik, chegaralanmagan ketma-

ketlikning bu oraligda yotmaydigan hadlari albatta mavjud

bo‘ladi.
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‘% Mashgqlar

-"
3.6. Ketma-ketlikning chegaralanganligini isbotlang:
_2nt-1 — _1-n
1 X = . X, = .
) n 241’ 3) 2+l
_n+(-D)" _ (D"
2) Xn = 3n-1 ° 4) Xp = }’12 + .

3.7. Ketma-ketlikning chegaralanmaganligini isbotlang.

_1
1) a,=(-1)"x1; 2) a, =n*-n; 3) a, ik

4) a, =n+(-1)"»xn; 5) a, —n>sm : 6) a =n’ cosp—
3.8. {x,} va {y,} ketma-ketliklar chegaralangan ketma-ketliklar

bo‘lsa, quyidagi ketma-ketlikni chegaralangan yoki chegaralan-
maganligi hagida nima deyish mumkin:

1) XnVn s 2)%: 3) Xp ¥ Vns 4) xn'yn?
39.1)Agarx,£y,(n=1,2,3,...)bo‘lib, {y,} chegaralangan
ketma-ketlik bo‘lsa, {x,} ketma-ketlik chegaralangan bo‘lishi

shartmi?
2)|x,|£]y,|bo‘lsa-chi?

310. 1) ¢ =1, &, =2, a,,, = a’(’l*l , (n31) rekurrent formu-
n

lalar bilan berilgan ketma-ketliklarning chegaralanganligini
isbotlang;

2) a) yuqoridan chegaralangan, lekin quyidan chegara-
lanmagan;

b) quyidan chegaralangan, lekin yugoridan chegaralanmagan;

d) quyidan ham, yuqoridan ham chegaralanmagan ketma-

ketlik tuzing.

3) a, =1 +% + % +.. +% ketma-ketlikning chegaralanmaganli-

gini isbotlang.

3. Monoton ketma-ketliklar. {x,} ketma-ketlik berilgan bo‘Isin.
Agar ketma-ketlikning ikkinchi hadidan boshlab, har bir hadi
o‘zidan oldingi haddan katta (kichik) bo‘lsa, ya’ni x,,, > x,
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(x,,; < x,) shart barcha natural »n sonlar uchun bajarilsa, {x,}

ketma-ketlik o ‘suvchi (kamayuvchi) ketma-ketlik deyiladi.
l-misol. x,= 3n3 ketma-ketlik o‘suvchi ekanini isbotlang.
Isbot. x,,, - x, ayirmani qaraymiz:

X - X,=3(n+1)3- 3m3=3(r*+3n+3n+1)- 3n3=3(3n>+3n +1).

Bu ayirma » ning istalgan natural gqiymatida musbatdir. Shu sababli,
barcha n natural sonlarda x,,, > x,, ya’ni {x,} ketma-ketlik
o‘suvchidir.

2-misol. x, = % ketma-ketlikning kamayuvchi ekanligini
isbotlang. "
Isbot. Bu ketma-ketlikning hamma hadlari bir xil ishorali

X,
bo‘lgani uchun Z—” nisbatni baholaymiz:

n 1
Xn+l = (I’l+1)2 = nz <1
Xn L2 (n+1)?

x,>0 bo‘lgani uchun, barcha natural » larda X, <x, tengsizlikka
egamiz. Demak, {x,} kamayuvchi ketma-ketlikdir.

Agar {x,} ketma-ketlikning ikkinchi hadidan boshlab, har
bir hadi o‘zidan oldingi haddan kichik (katta) bo‘lmasa, ya’ni

X, %x, (x, £x,) tengsizlik barcha n natural sonlarda bajarilsa,

{x,} ketma-ketlik kamaymaydigan (o ‘smaydigan) ketma-ketlik
deyiladi.

Masalan, 1; 2; 2; 2; 3; 3; 3; 4; 4; 4; . . . ketma-ketlik kamay-
1. 1. 1.1.1.1.1.1.

maydigan, 1; ; ... ketma-ketlik esa

BT Tttt
o‘smaydigan ketma-ketlikdir.

Har qanday o‘suvchi ketma-ketlik kamaymaydigan ketma-ketlik
bo‘lishini, har ganday kamayuvchi ketma-ketlik esa o‘smaydigan
ketma-ketlik bo‘lishini eslatib o‘tamiz.

O‘smaydigan ketma-ketliklar va kamaymaydigan ketma-
ketliklar (umumiy nom bilan) monofon ketma-ketliklar deb
ataladi.
n+l

] ketma-ketlikni monotonlikka tekshi-

3-misol. x, =
ramiz.
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Yechish. Xpu1 - X, = 2”,;21 - 2”;_11 =- 4’;_1 <0 tengsizlik n
ning barcha natural giymatlarida o‘rinli. Demak, ixtiyoriy # natural
son uchun x,,, <x, tengsizlik to‘g‘ridir. Bu yerdan, {x,} ketma-

ketlikning monotonligi kelib chigadi.
n+l
4-misol. n 3 2 bo‘lsa, X, :(1+%) ketma-ketlikni

monotonlikka tekshiramiz.

Yechish.
+lon
g1+n ><1+)
nlﬂ
_® 106 [ 1 & 10 ﬁJrlo”__lo”<1
"& ,725*( ) 2o & 25 & i

tengsizlikdan, {x,} ketma-ketlikning kamayuvchi ekanligi kelib

LN
chiqadi (Eslatma: 1+ <l+nxl+ =F+ 10
n2 8 2@

Demak, {x,} ketma-ketlik monoton ketma-ketlikdir.

_1-(2k-1), agarn=2k-1, k=1, 2, 3,
"T12, agar n=2k, k=1, 2, 3,
ketma-ketlikni monotonlikka tekshiring.

5-misol. x

Yechish. Ketma-ketlikni, uning hadlarini ko‘rsatish orqali
beraylik:
-152; -3; 25 -45 2
Bu ketma-ketlik monoton ketma-ketlik emas, chunki juft

nomerli har ganday hadi o‘zidan oldingi haddan ham, shuningdek
o‘zidan keyingi haddan ham katta.

{%4\‘% Mashgqlar

3.11. a, =Jn+1- Jn ketma-ketlik kamayuvchi ekanligini isbot-

lang.
3.12. Ketma-ketlik monoton ekanligini isbotlang:
1) a, =Lz, 2) a,=2"-1.

In’
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3.13. a, b, ¢ va d sonlar orasida qanday munosabat bajarilsa,

g, =98 yetma-ketlik: 1) o'suvchi; 2) kamayuvehi bo‘ladi?

4. Progressiyalar. Ketma-ketliklarning muhim xususiy holi
bo‘lgan progressiyalarni qaraymiz. {x,} cheksiz sonli ketma-ketlik
berilgan bo‘lsin.

Agar {x,} ketma-ketlik uchun shunday o‘zgarmas d son topilib,
barcha n natural sonlar uchun x,,, = x, + d tenglik o‘rinli bo‘lsa,
{x,} ketma-ketlik arifmetik progressiya deyiladi.

Agar {x,} ketma-ketlik uchun shunday ¢ * 0 o‘zgarmas son
topilib, barcha n natural sonlarda x,,, = x, Xg tenglik bajarilsa
va x;* 0 bo‘lsa, {x,} ketma-ketlik geometrik progressiya deyiladi.

d son arifmetik progressiyaning ayirmasi, g son esa geometrik
progressiyaning maxraji deyiladi.

l-misol. a,=kn +m (bu yerda k, m — o‘zgarmas haqiqiy
sonlar) ketma-ketlikning arifmetik progressiya, b, = cakmm (bu
yerdac! 0, a>0, k3 0, m3 0) ketma-ketlikning esa geometrik
progressiya bo‘lishligini isbotlang.

Isbot. nning istalgan natural giymatida

buvl _ ogklmDrm

9
by kan+m

Ay, - a, =(k(n+1)+m)- (kn+m) =k va

ya'nia,, =a,+k, b,, =b a*tengliklar o‘rinli. Demak, {a,} ketma-
ketlik ayirmasi d = k bo‘lgan arifmetik progressiya, {b,} ketma-
ketlik esa maxraji g = a* bo‘lgan geometrik progressiyadir.
I -teorema. Ayirmasi d ga teng bo ‘lgan {a,} arifmetik progres-
siyaning umumiy hadi uchun
a,=a, +(n- 1)d, (1)
maxraji q ga teng bo‘lgan {b,} geometrik progressiyaning umumiy
hadi uchun esa
b,=b,q"! )
tenglik o ‘rinlidir.
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Isbot. Arifmetik va geometrik progressiyalarning ta’rifidan
quyidagilarga ega bo‘lamiz:

16 =a +d, by =b xq,
| |

(B =0 +d, .I.b3 :@ xq,
Tay =a; +d, Thy =byxq,

(n-Dta fag=a,+d, () (n-Dta (b =bq, (4
| |

i e
: a, 1 =4, +d: : bn-l :bn-2 xqd,
Tan:an-l+d’ Tbnzbn-1XQ-

(3) dagi tengliklarni hadma-had qo‘shib, (4) dagi tengliklarni
esa hadma-had ko‘paytirib,
(ay+ay+a,+as+..+a, )+a,=a +(a,+ra;+a,+..+a,,+
+a, ) +(n-1)d
va

(by xby x...xb, |) xb, = b, x(by xbyx ... xb, ) xq"!
tengliklarni hosil gilamiz. Bu tengliklardan teoremaning tasdig‘i
o‘rinli ekanligi kelib chigadi.

2-misol. (a,) ketma-ketlik ayirmasi d bo‘lgan arifmetik
progressiya, (b,) ketma-ketlik esa maxraji g bo‘lgan geometrik
progressiya bo‘lsin. U holda ixtiyoriy # va k natural sonlar uchun,

a,=a,+(n- kyd (5)
b,=b,xqmk (6)
tengliklar o‘rinli bo‘lishini isbotlaymiz.
Isbot. 1-teoremaga ko‘ra, a,=a, +(n- 1)d va aq, = a, +
+ (k- 1)d tengliklar o‘rinli. Bu tengliklarning ikkinchisidan, a, =
=a,-(k - 1)d ni topib, birinchisiga qo‘ysak va ixchamlashni
bajarsak, isbotlanishi kerak bo‘lgan (5) tenglik hosil bo‘ladi.
(6) tenglik ham shu tarzda isbotlanadi.
Natija. (a,) arifmetik progressiyaning ayirmasi d uchun

d= a'; Zk , (n k) tenglik, (b,) geometrik progressiya maxraji q
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1{bn

il

uchun esa |q|=1i
:':n-k‘/b—”,agarn-k32
foVib

(Mustagqil isbotlang).

,agarn=k+1,

munosabat o ‘rinli

2-teorema. {a,} ketma-ketlik ayirmasi d bo‘lgan arifmetik
progressiya, {b,} ketma-ketlik esa maxraji q bo‘lgan geometrik
progressiya bo ‘Isin. Agar m, n, p, k natural sonlar uchun m+n =p
+ k tenglik bajarilsa,
a,*a,=a+a, (7
b, *b,= bp b, 8)
tengliklar o ‘rinli bo ‘ladi.
Isbot. m, n, p, k natural sonlar uchun m +n = p + k bo‘lsin.
U holda, 1-teoremaga ko‘ra
a,+a,=2a,+(m+n-2)d=2a,+(p+k-2)d= a,+ a;
va

by *b, = b xq™* "2 = b xqP*R 2 = b,

tengliklarga ega bo‘lamiz.

3-misol. (a,) arifmetik progressiyada a,; = 310, a,; = 418
bo‘lsa:

a) progressiya ayirmasi d ni; b) a,; ni; d) ay + a;; ni; €)a,,
ni; f) ay ni topamiz.

. _@3-4q7 _ 418-310 _ 108 _ .
Yechish. a) d =55 =""— ="~ =18;
b) a,, =a; + (41 - 17)d =310 + 24 x18 = 742;

d) 9+ 31 =17+ 23 bo‘lgani uchun 2-teoremaga ko‘ra

g+ a3 = ay; + ay; =728,

e) 20 + 20 = 17 + 23 bo‘lgani uchun 2a,, = a,; + a,; = 728,
a,, = 364.

f) ag=a,,+(5- 17)d =310 - 12 x18 = 94,
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4-misol. Barcha hadlari musbat bo‘lgan (b,) geometrik
progressiyada by = 320, b, = 5120 bo‘lsa, quyidagilarni topamiz:

a) geometrik progressiya maxraji ¢ ni; b) b, ni; d) b, ni;
e) b,by ni; f) by ni.

1 : —10'6b1—0: 5120 _4 =
Yechish: a) |q|= ’bé 350 Yi6=2, b,>0

(n=1, 2, 3, ...) bo‘lgani uchun ¢>0 va, demak, ¢g=2;

b) b ;= by xq'3-6 =320 x27 =320 x128 =40960;

d) by =bs " =320 =320 =80,

e) 7+9 =6+ 10 bo‘lgani uchun b xk =b xh =
= 3205120 =1638400 5

f) 8 +8 =6+ 10 bo‘lgani uchun bg2 = by xbg = bg xbyy =1638400 ,
| by | =1280. by >0 bo‘lgani uchun by = 1280 ga ega bo‘lamiz.

Endi arifmetik progressiya dastlabki » ta hadlarining yig‘in-

disi S, =a,+a,+a;+..+a,,+a,, +a, uchun formula hosil

gilamiz:
285, =(a;+a)+(a,+a, )+(a;+a,,)+..+(a,,+a)+
+(a,  +tay)+(a,+a).
Bu tenglikning o‘ng tomonida » ta qo‘shiluvchi mavjud bo‘lib,
l+n=2+m-1)=3+(m-2)=...=(n-2)+3=(n- 1)+2=n+1

tengliklar o‘rinli. Shu sababli 2-teoremaga ko‘ra qo‘shiluvchilarning
hammasi a, +a, ga tengdir.

28, =(q +a,)n tenglikka ega bo‘ldik. Bundan,

_ a1 tay

S, = 5

formula hosil bo‘ladi.

5-misol. (a,) arifmetik progressiyada a,, = 364 bo‘lsa, Sy, ni
toping.

Yechish. Sy =9552 39 = 20700 .39 = 36439 =14196.

Geometrik progressiya dastlabki » ta hadining yig‘indisi uchun
formula chiqaramiz. (b,) geometrik progressiya, g esa uning max-
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raji bo‘lsin. (b,) geometrik progressiya dastlabki » ta hadining
yig‘indisini S, bilan belgilaymiz.

Agar g = 1 bo‘lsa, §, = nb, bo‘ladi.

g ' 1 holni qaraymiz.

Sn - an :(bl +b2 +"'+bn-l +bn)' (bl +b2 +"'+bn-l +bn)q =

= bl - bnq
tenglikdan S, ni topamiz:

- b
, =2 (g 1),

6-misol. (b,) geometrik progressiyada b, =3, ¢ =2 bo‘lsa,
S|, ni toping.

Yechish. b, =b xg'""! =3x!% =3x1024 =3072 bo‘lgani
uchun

S, = 3-?97229 _ 3-_6144 6141

(EA\% Mashgqlar

3.14. (a,) arifmetik progressiyaning ayirmasi d bo‘lsin.

1) Agar d >0 bo‘lsa, (a,) ning o‘suvchi;

2) agar d <0 bo‘lsa, (a,) ning kamayuvchi;

3) agar d =0 bo‘lsa, (a,) ning o‘smaydigan ketma-ketlik
bo‘lishini isbotlang.

3.15. Arifmetik progressiyaning 2- hadidan boshlab, har bir
hadi o‘zidan oldingi va keyingi hadlarning o‘rta arifmetigi bo‘lishini
isbotlang.

3.16. 1) Ayirmasi noldan farqli bo‘lgan arifmetik progressiya-
ning chegaralanmagan ketma-ketlik ekanligini isbotlang.

_2aq+(n-1)d . o
2) Sy = — 5 ¥ formulani mustaqil isbotlang.

3.17. {b,} ketma-ketlik maxraji g bo‘lgan geometrik progressiya
bo‘lsin. Quyidagilarni isbotlang:

1) ¢<0 bo‘lsa, {b,} ketma-ketlik monoton bo‘lmaydi.

2) b, >0, g>1bo‘lsa, {b,} ketma-ketlik o‘suvchi bo‘ladi.

3) b;>0,0<g<1bo'lsa, {b,} ketma-ketlik kamayuvchi bo‘ladi.

4) b, <0, g>1 bo'lsa, {b,} ketma-ketlik kamayuvchi bo‘ladi.
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5) b;<0,0<g<1 bo'lsa, {b,} ketma-ketlik o‘suvchi bo‘ladi.

— 1- q}’l 1

6) Sn_ﬁxbl)(q 1)

3.18. 1) (b,) geometrik progressiyaning ikkinchi hadidan
boshlab, har bir hadining kvadrati qo‘shni hadlar ko‘paytmasiga
tengligini isbotlang:

bl% =0p-1q ><bn+la (}13 2)

2) (a,) ketma-ketlik arifmetik progressiya ekanligini bilgan holda
har qaysi satrdagi berilgan uchta ma’lumotga ko‘ra qolgan
noma’lum miqgdorlar giymati topilsin:

N la |d |n|a]|S§, Nifa [d|n|a|S,
1 (110 (-10 | 11 710 ]05 5
1 1
2 4 1-4113 81-91 5 -75
3 5 26 [ 105 9 [-28 9 0
3 7

4 15 26 |35 10 10,2 5,2 |1137,2
3 1

5 3112 210 11 30 (155 [1465

6 2 |15 (-10 12 0,3 50,312551,3

3) (b,) ketma-ketlik geometrik progressiya bo‘lsa, har qaysi
satrdagi berilgan uchta ma’lumotga ko‘ra qolgan noma’lum
miqdorlar qiymati topilsin.

N b, q n b, S,
1 1 3 10
1
2 5 8 2
3 2 7 1458
4 3 567 847
5 T 1 |17
2 128 128
1 1 1
6 3| 3 5361
7 -2 19 [262144
8 -3 4 30
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2-§. Ketma-Kketlikning limiti

Limit tushunchasi matematik analiz fanining muhim tushun-
chalaridan biridir. Biz dastlab ketma-ketlikning limiti tushunchasi
bilan tanishib chigamiz.

1. Ketma-ketlikning qirqimi. Cheksiz kichik ketma-ketliklar.
{x,} cheksiz ketma-ketlik berilgan bo‘lsin. Uning dastlabki N- 1 ta
hadini tashlab yuborishdan hosil bo‘ladigan x,, Xy,;, Xy, -
cheksiz sonli ketma-ketlik {x,} ketma-ketlikning N- girgimi deb
ataladi va {X,,}j= ~ ko‘rinishda belgilanadi.

{x,} ketma-ketlikning dastlabki bir nechta qirgimlarini kel-
tiraylik:

- ¥

X\, X, X3, X4y Xs, . (1-qirgim, {x,} _);
.. ¥

Xy, X3, Xg, Xs, .. (2-qirgim, {x,} _);
. ¥

X3, X4, X5, ... (3-qirqim, {xn}n:3 ).

Agar barcha n 3 N natural sonlar uchun | x,| < e tengsizlik
bajarilsa, {x,,}j: N qirgim 0 ning e - atrofida yotadi deyiladi.

I-misol. Xx, =% ketma-ketlik berilgan. a = 0 sonning

e= 0,01 - atrofi uchun {x,} ketma-ketlikning shu atrofda yotadigan
biror girgimi mavjud yoki mavjud emasligini aniqglaymiz.

Yechish. Bunday girgimning mavjud yoki mavjud emasligi
| x,| <0,01 tengsizlikning biror N natural sondan boshlab, barcha
natural sonlar uchun bajarilishi yoki bajarilmasligiga bog‘liqdir.
Shu sababli, |x,| < 0,01 tengsizlikni # natural songa nisbatan
yechib olishimiz tabiiydir:

xal <0,01, [H<0,010 L <0,010 n>100.
N =101 sonini olamiz. U holda barcha n 3 101 natural sonlari

uchun, |x,|= % £ ﬁ <0,01 bo‘ladi.
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Demak, a = 0 sonning e= 0,01 - atrofi uchun X, =% ketma-

ketlikning shu atrofda yotadigan girqgimi mavjud. Bunday qirgim

sifatida, masalan, {x,,} »=101 dirgimni olish mumkin. Bu girgimdan

keyingi qirgimlar ham shu atrofda yotishini eslatib o‘tamiz.
Ma’lum bo‘lishicha, a = 0 sonning ixtiyoriy e - atrofini olmay-

lik, x, =% ketma-ketlikning shu atrofga tegishli bo ‘ladigan biror

qirgimi mavjud bo ‘ladi, ya’ni ixtiyoriy e >0 son uchun shunday N
natural son mavjudki, barcha n 3 N natural sonlar uchun | x,| <e
tengsizlik bajariladi.

2-misol. a = 0 sonning ixtiyoriy e-atrofi uchun Xx, =%
ketma-ketlikning shu atrofga tegishli bo‘ladigan biror qirqimi
mavjudligini isbotlang.

Isbot. e — ixtiyoriy musbat son bo‘lsin. | x,| < e tengsizlikni n
natural songa nisbatan yechib olaylik:
|l|<e0 lceQ n>l.
n n e

é dan katta biror natural son N ni, masalan, N = gle H+1 natural

sonni olamiz. U holda barcha »n 3 N natural sonlar uchun

— 1
x|=lgl=_1 <
|n| n- N elu, glu+[3
el el

=€

) |»—|»—

bo‘ladi, ya'ni {x,} ketma-ketlikning {xn}jz y dirgimi 0 sonining
e - atrofida yotadi.

{x,} ketma-ketlik berilgan bo‘lsin. Agar a = 0 nuqgtaning ixtiyoriy
e - atrofi uchun, {x,} ketma-ketlikning shu atrofda yotuvchi biror
{x,,}j= v dirgimi mavjud bo‘lsa, {x,} ketma-ketlik cheksiz kichik
ketma-ketlik deyiladi.

{x”}:ézN

A~

X X 0 Xy.p X%

II1.1-rasm.
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2-misoldan, X, =% ketma-ketlikning cheksiz kichik ketma-

ketlik ekanligi kelib chigadi.

Cheksiz kichik ketma-ketlikning aniglanishidan ko‘rinadiki,
agar {x,} ketma-ketlik cheksiz kichik ketma-ketlik bo‘lsa, u holda
0 ning har qanday atrofini olmaylik, bu atrofda ketma-ketlikning
biror hadidan boshlab barcha hadlari yotadi (111.1-rasm).
Atrofdan tashqarida esa ko ‘pi bilan chekli sondagi hadlar qolishi
mumkin.

Agar 0 nuqta atrofining radiusini kattalashtirib boraversak,
cheksiz kichik ketma-ketlikning hamma hadlari nolning biror
atrofiga tushib qoladi. Bundan, cheksiz kichik ketma-ketlik chegara-
langan ketma-ketlikdir, degan xulosa kelib chiqadi.

r—

‘%\% Mashgqlar

3.19. Ketma-ketlikning cheksiz kichik ketma-ketlik ekanligini
isbotlang:

-1 _ 3n+l

D ox =t ) X =0 3) X =
- |1 " 3

4) X —\/:; 5) x, = : 6 =_n_
) n n ) n \/7 )xn I’l4+l

3.20. Ketma-ketlikning cheksiz kichik ketma-ketlik emasligini
isbotlang.

PR DTV RS (PP 1n?+10,
1) 1) 29 2) 27 3) 29 49 29 59 M) 2) } 2n Ej
3) x,=n+l; 4) x,=1-n; 5) x,=n*-1.
3.21. Ketma-ketlik cheksiz kichik ketma-ketlik bo‘ladimi:
_ 1 _
D 2) x, =1+(-1)"; 3) Xn ==
- 13 . — n
4) xn a 13n-17° 5) xn (_ l)n n2 +1 ?

2. Cheksiz kichik ketma-ketliklar haqidagi asosiy teoremalar.
Cheksiz kichik ketma-ketliklarni grek alifbosi harflaridan foydalanib,
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a,, b,, g, ... kabi belgilash qulaydir. Cheksiz kichik ketma-ketliklar
haqidagi teoremalarni shu belgilashlarda bayon etamiz.
l-teorema. a,, b, ketma-ketliklar cheksiz kichik ketma-

ketliklar bo Isa, g,=a, + b, ketma-ketlik ham cheksiz kichik ketma-
ketlik bo ‘ladi.

Isbot. e ixtiyoriy musbat son bo‘lsin. 0 ning g-atroﬁni

garaymiz. a, cheksiz kichik ketma-ketlik bo‘lgani uchun shunday
N, natural son topiladiki, uning a y, hadidan boshlab barcha hadlari

qaralayotgan atrofda yotadi, ya’ni barcha n3 N, lar uchun [a,| < §
tengsizlik bajariladi. Xuddi shu kabi b, cheksiz kichik ketma-ketlik
bo‘lgani uchun shunday AN, natural son topiladiki, uning b,
hadidan boshlab barcha hadlari garalayotgan atrofda yotadi, ya’ni
barcha n ® N, natural sonlar uchun |b,|<Z bo‘ladi.

N, va N, sonlaridan katta bo‘lgan ixtiyoriy N natural sonni

olib, {a n}jz v va {b,,}j= v dirgimlarni garaylik. Ularning har biri
0 sonining garalayotgan § - atrofida yotadi:
[anl <5, (13 N); |pu|<3, (n3 N).

Shu sababli g, ketma-ketlikning {g,,}j= y dirgimi 0 sonining
e - atrofida yotadi:

9./ = |2, +bn|£|an|+|bn|<§+§:e, (buyerda n3 N).

Demak, ixtiyoriy e > 0 son uchun shunday N natural son
mavjudki, barcha n 3 N natural sonlarda g, <e tengsizlik o‘rinli,
ya’ni g, cheksiz kichik ketma-ketlik.

2-teorema. {x,} chegaralangan ketma-ketlik, a, esa cheksiz
kichik ketma-ketlik bo‘lsa, g,= x, xa, ketma-ketlik cheksiz kichik
ketma-ketlik bo ‘ladi.

Isbot. {x,} ketma-ketlik chegaralangan ketma-ketlik bo‘lgani
uchun, shunday M > 0 son mavjudki, barcha » natural sonlar
uchun

|x,| £ M
tengsizlik bajariladi.
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e ixtiyoriy musbat son bo‘lsin. 0 sonining ﬁ - atrofini olamiz.

a, cheksiz kichik bo‘lgani uchun, shunday N natural son
mavjudki, uning a , hadidan boshlab barcha hadlari olingan atrofda

yotadi, ya’ni barcha n3 N da |a,,| < ﬁ bo‘ladi.

{gn}j: y dirgimni garaymiz. n3 Nlarda
|gn| :|xn >ﬁn| :|xn|>1an| < Mx% =e

bo‘lgani uchun, bu qirgim 0 sonining e - atrofida yotadi. Demak,
g, cheksiz kichik ketma-ketlik.

3J-teorema. Agar a,, b, ketma-ketliklar cheksiz kichik
ketma-ketliklar bo‘lsa, a, - b, ketma-ketlik ham cheksiz kichik
ketma-ketlik bo ‘ladi.

Isbot. x, =-1 chegaralangan ketma-ketlik, b, esa cheksiz
kichik ketma-ketlik bo‘lgani uchun {x, xb } ketma-ketlik cheksiz
kichik ketma-ketlikdir (2-teorema). Shu sababli,

O =a, - bn =a, +('1)an =a, tXx, >‘bn

ketma-ketlik cheksiz kichikdir (1-teorema).
Isbotlangan teoremalardan quyidagi natijalar kelib chigadi.

1-natija. Chekli sondagi cheksiz kichik ketma-ketliklarning
algebraik yig‘indisi ham cheksiz kichik ketma-ketlik bo ‘ladi
(Isbotlang).

2-natija. Cheksiz kichik ketma-ketliklarning ko ‘paytmasi ham
cheksiz kichik ketma-ketlikdir.

3-natija. a, cheksiz kichik ketma-ketlik bo‘lsa, ¢ xa, (¢ =

=const) va a’,j (k — natural son) ketma-ketliklar ham cheksiz

kichik ketma-ketlik bo ladi.

(%‘% Mashgqlar

3.22. Cheksiz kichik ketma-ketlik bo‘ladigan bir nechta ketma-
ketlik tuzing.

3.23. Ketma-ketlikning cheksiz kichik ketma-ketlik ekanligini
isbotlang:
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3.2
_ n gk _ n_ 2n*-1.
Do = 1841546 ° 2) % = 3n+l g2y’
n n2
(- 1) sin(gn)
3) Xu _1'3n+5> 4) Xn = 3 :

n

3.24. x, = i"g ketma-ketlikni o‘zgarmas son bilan cheksiz

kichik ketma-ketlikning yig‘indisi ko‘rinishida tasvirlang.

3. Cheksiz katta ketma-ketliklar. {x } ketma-ketlik berilgan
bo‘lsin. Agar ixtiyoriy £ > 0 son uchun, unga bog‘lig bo‘lgan
shunday bir N = N(E) natural son topilib, barcha n 3 N natural
sonlarda | x |3 E tengsizlik bajarilsa, {x } ketma-ketlik cheksiz katta
ketma-ketlik deyiladi.

1-misol. x, = n? ketma-ketlik cheksiz katta ketma-ketlik
bo‘lishligini isbotlaymiz.

Isbot. Eixtiyoriy musbat son bolsin. |x,| = |n2| =n’ 3 F teng-
sizlikni natural son »n ga nisbatan yechib, n3 vE ni olamiz.

:[JF] +1 sonni garaylik. U holda barcha » 3 N natural sonlar
uchun

= * N7 =(§Ege 1] > (8/E g {VE)] =(VE) = £,

ya'ni |x,| > E tengsizlik bajariladi. Demak, x, = n> ketma-ketlik
cheksiz katta ketma-ketlik.

Cheksiz katta ketma-ketlikning aniglanishidan ko‘rinadiki, agar
{x,} cheksiz katta ketma-ketlik bo‘lsa, u holda nolning har ganday
atrofini olmaylik, {x } ketma-ketlikning biror x, hadidan boshlab
barcha hadlari shu atrofdan tashgarida yotadi.

Cheksiz katta ketma-ketlik bilan cheksiz kichik ketma-ketlik
orasidagi munosabatni ifodalovchi teoremani isbotlaymiz.

Teorema. a) Agar {x,} ketma-ketlik cheksiz katta ketma-

ketlik bo‘lib, x,* 0 (n =1, 2, 3, ...) bo'lsa, y, =— ketma-ketlik
cheksiz kichik ketma ketlik bo ‘ladl
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b) {y,} ketma-ketlik cheksiz kichik ketma-ketlik bo‘lib, y,* 0
(n=1,2,3,..)bo'lsa, x, = ﬁ ketma-ketlik cheksiz katta ketma-
ketlik bo ‘ladi.

Isbot. a) e — ixtiyoriy musbat son, {x,} esa cheksiz katta
ketma-ketlik bo‘lsin. Nolning %—atroﬁni olamiz. {x,} ketma-ketlik

cheksiz katta ketma-ketlik bo‘lgani uchun shunday N =N (é)

natural son topiladiki, barcha » 3 N natural sonlar uchun

x| = > % , ya’'ni |y,| < e tengsizlik bajariladi.

Demak, ixtiyoriy e > 0 son uchun shunday N natural son
topiladiki, barcha n 2 N lar uchun |y,|<e bo‘ladi. Bu esa {y,}
ning cheksiz kichikligini bildiradi.

b) E — ixtiyoriy musbat son, {y,} esa cheksiz kichik ketma-
ketlik bo‘lsin. {y,} ketma-ketlik cheksiz kichik ketma-ketlik bo‘lgani
uchun % >0 songa bogliq bo‘lgan shunday N = N (%) natural

son topiladiki, barcha n 3 N natural sonlarda |y,|= |xl_| < % yoki
n
|x,| > E tengsizlik bajariladi. Bu esa {x,} ketma-ketlikning cheksiz

katta ketma-ketlik ekanini bildiradi.

2-misol. x, = La >( (buyerda a >0) ketma-ketlik cheksiz
n

kichik ketma-ketlik ekanligini isbotlaymiz.
Isbot. y, = n? (a > 0) ketma-ketlikning cheksiz katta ketma-
ketlik ekanligini isbotlaymiz. E ixtiyoriy musbat son bo‘lsin.

é 1Ly
ly.| =n® 3 E tengsizlikdan n 2 E* ni topamiz. N = éEa +1 deb
g d
olsak, barcha n 3 N larda
% 1y 0 & lu i g8 =18
ol = N° =GEERUrIZ > BER G| FOy =g s =
& 8 5 & 81 bo o

tengsizlik bajariladi. Demak, {y,} cheksiz katta ketma-ketlik. U
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holda isbotlangan teoremaga ko‘ra X, = La ketma-ketlik cheksiz
n

kichik ketma-ketlikdir.

Cheksiz katta ketma-ketlikning aniqlanishidan uning
chegaralanmaganligi kelib chigadi. Chegaralanmagan ketma-ketlik
cheksiz katta ketma-ketlik bo‘lishi shart emas. Masalan, 1, 0, 2,
0, 3,0,4,0,5,0,6,0, 7, .. ketma-ketlik chegaralanmagan
ketma-ketlik bo‘lib, u cheksiz katta ketma-ketlik bo‘la olmaydi.

{x,} ketma-ketlikning cheksiz katta ketma-ketlik ekanligini
x,® ¥ ko‘rinishida belgilaymiz.

Agar {x,} cheksiz katta ketma-ketlikning biror hadidan boshlab
barcha hadlari musbat (manfiy) bo‘lsa, buni x, ® +¥ (mos ravishda
x,® -¥) ko‘rinishda belgilaymiz.

I-misolda va 2-misolda qaralgan {x,} ketma-ketliklar uchun
x,® +¥ munosabat bajariladi. x, = - n ketma-ketlik uchun esa
x,® -¥ munosabatga ega bo‘lamiz.

z, = (- 1)" xn ketma-ketlik uchun z,® ¥ bo‘lib, z,® +¥,
7,® -¥ larning hech biri o‘rinli emas.

>

‘g\% Mashgqlar

3.25. Ketma-ketlikning cheksiz katta ketma-ketlik ekanligini
isbotlang;:

1) x,=n*+1; 2) x,=n- 1;
_ . _nt+l
3) x,=3n- 4 4) x, =22
3.26. Ketma-ketlik +¥, - ¥ va ¥ lardan qgaysi biriga intiladi:
1) x,=1- n% 2) x,=n’+3n+1;
3) x,= (D" 4 %, =

4. Ketma-ketlikning limiti. {x,} ketma-ketlik va a haqiqiy son
berilgan bo‘lsin. Agar a, =x, - a ketma-ketlik cheksiz kichik ketma-
ketlik bo‘lsa, a son {x,} ketma-ketlikning /imifi deyiladi va

I%ngé X, = a ko‘rinishida belgilanadi.
n

2n+l _ )
n

l-misol. lgg ekanligini isbotlaymiz.
n
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Isbot. a, = 2”—’:1 -2= % ketma-ketlik cheksiz kichik ketma-

ketlikdir (garang, 1-band). Ta’rifga ko‘r. 2'::1 =2,

l-teorema. Agar lgri X, =a bo'lsa, u holda {x,} ketma-
n

ketlik a son bilan cheksiz kichik ketma-ketlikning yig ‘indisi
ko ‘rinishida tasvirlanadi va aksincha, agar x, ketma-ketlikni a
soni bilan cheksiz ketma-ketlikning yig ‘indisi ko ‘rinishida tasvirlash
mumkin bo‘lsa, u holda rllgg X, =a boladi.

Isbot. lgri X, =a bolsin. U holda a, = x, - a ketma-ketlik
n
cheksiz kichik ketma-ketlikdir. a, = x, - a tenglikdan x, =a +a,
tenglikni hosil gilamiz. Demak, agar lgri X, =a bo‘lsa, {x,}
n

ketma-ketlikni a son bilan cheksiz kichik ketma-ketlikning yig‘indisi
ko‘rinishida tasvirlash mumkin.

Endi x, =a +a, bolsin, bu yerda a, — cheksiz kichik ketma-
ketlik. U holda a, =x, - a tenglikka ega bo‘lamiz. Ketma-ketlik

limitining ta’rifiga ko‘ra lim X, = a tenglik o‘rinlidir.

I-natija. a, ketma-ketlik cheksiz kichik bo Isa, hm a, =0
bo ‘ladi.
2-natija. O‘zgarmas ketma-ketlikning limiti o‘ziga teng:

lima=a,
n® ¥

Isbot. a=a+0bolgani uchun 1-teoremaga ko‘ra, lgri a=a,
n

2-misol. lim 22 =2 opaning isbotlang.
@y 3n 3
2+l _ 2, : : _1,0 Letl:
Isbot. A =3 3n tenglikka egamiz. a,, 3% ketma-ketlik

o‘zgarmas son bilan cheksiz kichik ketma-ketlikning ko‘paytmasi
sifatida cheksiz kichik ketma-ketlikdir. Shu sababli isbotlangan 1-
2n+l _ 2
“3n
2-teorema. Agar {xn} ketma-ketlik limitga ega bo‘lsa, bu
limit yagonadir.
134
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Xy, (n3 N)
;XN N
\

AY
a-e a aie X

X, X

1 3 N-1

II1.2-rasm.
Isbot. limx, =a, limx, =b bo‘lsin. 1-teoremaga ko‘ra
n® ¥ n® ¥

x,=a+a, (a, — cheksiz kichik ketma-ketlik), x,=b +b, (b, —
cheksiz kichik ketma-ketlik) tengliklar o‘rinli.

Bulardan, 0 =x, - x,=a- b+ (a,- b, tenglikka ega
bo‘lamiz. a, - b, ketma-ketlik cheksiz kichikdir. 1-teoremaga ko‘ra

oxirgi tenglikdan lim 0 = ¢ - o munosabatni hosil gilamiz. 2-natijaga
n® ¥

ko‘raa- b=0, ya’ni a = b.

3-teorema. Agar ketma-ketlik limitga ega bo‘Isa, u holda u
chegaralangan ketma-ketlik bo ‘ladi.

Isbot. rllgr; X, =a bo‘lsin. U holda e =1 son uchun shunday
N natural son topiladiki, barcha n 3 N lar uchun |x,|- |a|£
£|x, - a|<1 yoki |x,| <1+|a| tengsizlik bajariladi.
x|, |x X,.1| sonlarning eng kattasini m bilan, 1+|a| va

m sonlarning eng kattasini esa M bilan belgilaymiz. U holda
quyidagilarga ega bo‘lamiz:

| |EmEM,
| EmEM,

9 eeey

X, (| EmEM,
|x,|<1+|g|EM (n3 N).
Demak, barcha n natural sonlar uchun |x,| < M tengsizlik
bajariladi, ya’ni {x,} chegaralangan ketma-ketlikdir.
a,=x, - a ketma-ketlikning cheksiz kichik bo‘lishligi ta’rifini
yozib, ketma-ketlik limiti ta’rifining boshgacha ko‘rinishiga kelamiz:
Agar ixtiyoriy e >0 son uchun, shunday bir N = N(E) natural
son topilib, barcha n 3 N natural sonlarda |x, - 4| <e tengsizlik
bajarilsa, a son {x,} ketma-ketlikning /imiti deyiladi.
135
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|x, - g <e tengsizlikni a - e <x, < a + e ko‘rinishda yozib
olish mumkin. Bu yerdan ko‘rinadiki, agar lé)n}é X, =a bo‘lsa, a
n

ning ixtiyoriy e-atrofini olmaylik, {x,} ketma-ketlikning biror x,
hadidan boshlab barcha hadlari shu atrofda yotadi (II1.2-rasm).

‘%\% Mashgqlar

3.27. Ketma-ketlikni o‘zgarmas son bilan cheksiz kichik ketma-
ketlikning yig‘indisi shaklida tasvirlang va limitini toping:

2
— 2n+5. —hn-n,
1) xn - n+l 2) xﬂ I’l3 )
_3n*-4 _ et
3) x, = ; 4) x, =L =0
) X w1 ) % (R +1)(n - 1)
3.28. Isbotlang:
2
lim 22+ = 1. lim 3n-1 =3,
D% i 2 D) 8% a2 T
3) lim o1y, 4y lim -2_=1
n® ¥ n2 +1 ’ ne® ¥ 2n+1 27
n
lim 2_n:2 . 1-(-1) -0 -
3) n® ¥ n+ ’ 6) ,}%@Hi n 0;
- 2
lim 32 = (. lim 2= =_1
7) n®¥ n ’ 8) n®¥ 22 +3 2"

5. Limitlar haqida asosiy teoremalar. Oldingi bandlarda ketma-
ketlikning limitini hisoblash haqgidagi masala ochiq qolgan edi. Endi
shu masalaga qaytamiz.

l-teorema. Agar lim x, =a, lim y, =b bo‘lsa, u holda
n® ¥ n® ¥

{x, +y,} ketma-ketlik ham limitga ega va lim (x, +y,)=
n® ¥

=atb= ,}g@ Xn +nlgr§é Yn tenglik o ‘rinli.
Isbot. lim x, =a, lim = b bo‘lgani uchun a, =x_- a va
ney " no% " & nn

b,=y,- b ketma-ketliklar cheksiz kichik ketma-ketlikdir. U holda
136
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cheksiz kichik a, va b, ketma-ketliklarning yig‘indisi sifatida g, =
=(x,+y,) - (a+b) ketma-ketlik ham cheksiz kichik ketma-ketlikdir.
Shu sababli,

Sy (s #9) =+l 3+l 3,
2-teorema. Agar lim x, =a, lim y, =b bo‘lsa, u holda
n® ¥ n® ¥
{x,y,} ketma-ketlik limitga ega va l(i@ni (x,y,)=ab=
n

- nl%@n}; Xn thm Yn tenglik bajariladi.

I . lim x, =a, lim y, =b bo‘lgani uchun a, =x -
sbot lim x, =a, lm y, bolgani uchun a, =x, - a va

b,=y,- b ketma-ketliklar cheksiz kichik ketma-ketliklardir. Shu
sababli cheksiz kichik ketma-ketliklar yig‘indisi bo‘lgan x,y, - ab=
=ab, + ba, + a b, ketma-ketlik cheksiz kichik ketma-ketlikdir.

Demak,
Jiy Gii) = b = iy 521 3
3-teorema. Agar lg@rrix,, =a, lim Yo =b bolib, b1 0
n

bo‘lsa, u holda { } ketma-ketlik n ning biror giymatidan boshlab

Yn

. X, .
ma’noga ega va lim =2 =42 boladi.
ne®¥ yy, b

Bu teoremaning isboti oldingi teoremalarning isbotiga garaganda
giyinroq bo‘lgani uchun uni keltirmaymiz, lekin limitlarni
hisoblash jarayonida undan keng foydalanamiz.

Keltirilgan teoremalardan quyidagi natijalar kelib chigadi.

i o i ) _ i i .
-natija. fim (-0 =l o i
- ija. lim (¢x,)=cxlim x,, (c=const).
2-natija n®¥( n) lim x, ( )
k
3-natija. lim (x kz(limx) , (k — natural son).
] n®¥( n) ney " ( )

4-teorema. Agar x, £y, £ z, bo'lib, llmx —lgrizn—a

bo‘lsa, ’}%@rri ¥, =a bo‘ladi.
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Isbot. lim =a va lim z, =a bo‘lgani uchun x =g +a
n®¥y” ney " le n "

z,=a+b, tengliklar bajariladi, bu yerda a,, b, — cheksiz kichik
ketma-ketliklardir. Shu sababli, a +a,£ y, £ a+b,yokia, £ y, -
- a£ b, tengsizlik o‘rinlidir.

e ixtiyoriy musbat son bo‘lsin. a, cheksiz kichik ketma-ketlik
bo‘lgani uchun shunday N, natural son topiladiki, barcha n 3 N,
natural sonlar uchun a, > - e tengsizlik bajariladi.

b, cheksiz kichik ketma-ketlik bo‘lgani uchun shunday N,
natural son topiladiki, barcha n ® N, natural sonlar uchun b, <e
tengsizlik bajariladi.

N, va N, natural sonlardan katta bo‘lgan N natural son olaylik.
U holda barcha n® N lar uchun a, > -e, b, <e tengsizliklar bir
vaqtda bajariladi. Aynan shu » 3 N lar uchun -e<a, £y, - a £
£ b, < e tengsizlikka ega bo‘lamiz. Demak, ixtiyoriy e > 0 son
uchun, shunday N natural son topiladiki, barcha n 3 N lar uchun
-e<y,- a<eyoki baribir |y, - a| <e tengsizlik bajariladi. Bu esa

lim y, =a ekanligini tasdiglaydi.
n® ¥ )

. : 2n-+3n-1
1-misol. nl%@n;lg I Sned
Yechish. Keltirilgan teoremalardan va natijalardan foydalana-

miz:

ni hisoblang.

) 2+§-L2 1(1@m¥§+i-%2
. _ . n n ,
lim 2n2 +3n-1 _ 1im - n4 _n no_
nO¥ 3n°-Sn+d nO¥ 3242 B 5,40
7 aex§ n 2 g
lim 2+ lim 3- lim -~ 2+3 lim 1- lim L
_n®Y¥ n®¥n n®Y¥ 2 _ n®¥N n®¥ 2 _ 2439-0 _2
lim 3- lim 2+ lim & 3-5 lim L+4 im L 3-30+40 3
neY¥ n®¥N n®¥ ,2 ne¥Nn n® ¥ ,2

2-misol. nl%@ngé (Vn+1- \/;) ni hisoblaymiz.

(n+1-Nn)(n+1+n) _
Vn+l+/n

Yechish. lim&n+1-+n)=Ilim
n® ¥ n® ¥
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— lim —

Jn o _ n®¥\/—

= |im -atl-n _lim ——— = lim = =

T 8% Intlivn ”®¥V”+1+f n®¥ il dim 1+l +dim 1
n n® ¥ n n®¥

= 0 =0
V1+0+1

3-misol. lim (n®+2n° +3n% +1)=
n® ¥

= lim 558 +24+3 4 180_ 1y
n¥E & n 4 5 ey :

4-misol. lgr;é q" =0, (|g|<1) ekanini isbotlaymiz.
n

Isbot. |g/=r- bo'lsin, bu yerda a >0. x, =0, y, =|q|"

b

Ty = 1 s ketma-ketliklarni garaymiz. Ular uchun x, £ y, £ z,

tengsizlik o‘rinlidir. Haqlqatan ham,

_ 1 | -
< < =
0 | | (1+a)” " l+na+(musbat qo‘sh.)  1+na Zn.

lim x, = lim z, =0 bo‘lgani uchun hm lq|"=
n® ¥ n® ¥

Demak, ixtiyoriy e >0 son uchun shunday N = N(e) natural

" < e tengsizlik bajariladi. Bu esa lg@n}é q" =0
n
ekanligini bildiradi.

Mashgqlar

3.29. {a,} va {b,} ketma-ketliklar uchun| a,|£]b,| (n=1,2,3,...)
va lim b, =0 bo‘lsin. U holda lim a, =0 bo‘lishini isbotlang.
n® ¥ n® ¥

3.30. Limitni hisoblang:

; 3 2
1) lim M; 2) lim -2 -3n”+2 :
n®y n+l n®¥—3n4 S 318
. 3
3) lim (#° - 21n* +3n- 4); 4) lim —o*tn_ .
ne¥ n® ¥ 22 - 2n+l
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5 . 2 _ 2 . 6 1 3n
>nlg®rg<Jn +1-n*-1); )né“ismnz’

3n+l

7 7 02 g
) n®¥ 9p% _10n?-8

8) lim
n® ¥

3.31. Ketma-ketlikning limitini toping:
2

_ l+a+a” +..+d"
x, =474 7..7d_ (|g] <1, <1):
D T SR - (d );
_ nf143+5+.+(2n-1)
2) In = 2n% +n+l ’
n n
3) 2, =43 +5"; H =g
— N+l . — 1+2+3+...+n .
5) Xn _\/;_'_19 6) Yn n2 s
3.3
7) X, = Z;{n; 8) y, =V1+2" .
3.32. Limitlarni toping.
1
1 . s 2n-1
1) hm 1>Q 2)3 ...+m), 2) ’%Hi T
2n +]1
3) lim (¥n+2- ¥n); 4) lg@rri(\4/n2 +3n-3n-3).
n® ¥ n

6. Monoton ketma-ketlikning limiti haqidagi teorema. Matema-
tik analizning muhim teoremalaridan birini keltiramiz.

Veyershtrass teoremasi. Agar kamaymaydigan
(o ‘smaydigan) {x,} ketma-ketlik yugoridan (quyidan) chegaralangan
bo‘lsa, u holda bu ketma-ketlik limitga ega bo ‘ladi.

Bu teorema oliy matematika kursida isbotlanadi. Biz bu teore-
maning tatbiqiga doir ayrim misollar garash bilan chegarala-
namiz.
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n
l-misol. y, = (1 + %) ketma-ketlikning limiti mavjudligini
n+l
ko‘rsatamiz. Shu maqgsadda x, = (1 +%) ketma-ketlikni garay-

miz. x, ketma-ketlik quyidan chegaralangan ketma-ketlikdir:
x, > 0. Uning o‘smaydigan ketma-ketlik ekanligi 1-§, 3-band,
4-misolda ko‘rsatilgan.

Veyershtrass teoremasiga ko‘ra {x,} ketma-ketlik limitga ega:

n+l
(1 +l)n lim (1 +l)

n n+l
lim (1 +l) = lim 1 = n®¥L 1l iy (1 +l)
n® ¥ n ne¥ 141 lim (1+l) n® ¥ h
n n® ¥ n

n
tenglikdan, lim (1 + %) limitning ham mavjudligi kelib chigadi.
n

Bu limit e harfi orqali belgilanadi:

. 1 h
lim (1+n) =e, (e»2,71828) )

(e=2,7182818284...).

e son irratsional son ekanligi, shuningdek, uning hech bir
butun koeffitsiyentli algebraik tenglamaning ildizi bo‘la olmasligi,
ya’ni transsentdent son ekanligi isbotlangan. (1) limit ko‘pgina
matematik tadqiqotlarning asosida yotuvchi ajoyib limitlarning
biridir. e son matematikada alohida ahamiyatga egadir. Bunga siz
oliy matematika bilan shug‘ullanganingizda ishonch hosil gilasiz.

2-misol. Mamlakat aholisi yiliga 2 % o‘sadi. 100 yilda mamla-
kat aholisi necha marta ortadi?
Yechish. Abilan mamlakat aholisining dastlabki sonini belgi-

lasak, bir yildan keyin aholi soni A4 + (]00) X2 = (1 + )XA ga teng

bo‘ladi. 1kki yildan keyin aholi soni 4 >‘(1 + 50) ga, yuz yildan
100

keyin esa 4 ><(1 +—) ga teng bo‘ladi, ya’ni yuz yildan keyin

aholi soni 4 ><(1 + —) v = gl + %)50 g marta ortadi.

lim (1+1)" = ¢ ekanligini e’tiborga olib (1+L)50 »e deb
0¥ al ¢kanligini ¢ tioorga olb, 350 v

hisoblashimiz mumkin. Demak, mamlakat aholisi soni yuz yildan
keyin taxminan e? » 7,89 marta ortadi.
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‘% Mashgqlar

N

=
3.33. 4, = \/2 + \/2 ++42+...++2 ketma-ketlikning limitini
n ta ildiz
toping.

3.34. Rekurrent usulda berilgan ketma-ketlikning limitga ega
ekanligini isbotlang va limitini toping:

) & =%, G+ =ﬁ; 2) 9 =%, G =ﬁ.
3.35. Ketma-ketlik # - hadining formulasini toping va shu ketma-
ketlikning limitini hisoblang:

a, +1

1) a1:35 Ay = D) 5(”32);

— _5 _3 1
2) al —1, 612 ==, an —Ean_l - Ean_2, (n3 3)
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IV BOB

FUNKSIYANING LIMITI VA
UZLUKSIZLIGI

1-§. Funksiyaning limiti

1. Funksiyaning nuqtadagi bir tomonlama limiti.

~1)* +0,5, <1 bo‘lsa,
(=17 + agar X o funksiya berilgan

y=f(x)={

3-x, agar x > 1 bo‘lsa,

bo‘lsin. Bu funksiyaning giymatlar jadvalini tuzamiz va uning
grafigini (IV.1-rasm) yasaymiz:

x| 0105106071081 09] 1 (1,1]L,2]1,3|1,5[2]3
vy 11,51]0,75(0,66]0,59 (0,540,511 0,5({1,9 | 1,8 1,7|1,5[1 |0

Jadval va grafikni kuzatib, x argument 1 soniga chapdan yaqin-
lashganda funksiyaning giymatlari 0,5 sonidan, o‘ng tomondan
yaqinlashganda esa 2 sonidan istalgancha kam farq qiladi deb
tasdiglash mumkin.

0,5 soni berilgan y = f(x) funksiyaning x = 1 nuqtadagi chap
limiti, 2 soni esa berilgan y = f(x) funksiyaning x = 1 nuqtadagi
o‘ng limiti deyiladi.

Funksiya chap va o‘ng limitlarining qat’iy matematik ta’rifini
beramiz. Dastlab, chap limit ta’rifini keltiraylik.

y =f(x) funksiya va x = @ nuqta berilgan bo‘lsin. Agar ixtiyoriy
¢ >0 son uchun a dan kichik bo‘lgan
shunday bir N haqiqiy son topilib,
N va a sonlar orasida yotuvchi bar-
chaxlaruchun (N<x<a)|f(x)-b|< \2

|

<e tengsizlik bajarilsa, beR son y= 5 \: Y=/
) |
|

!

= f(x) funksiyaning x = a nuqtadagi
(yoki x—a dagi) chap limiti deyiladi. 0,5

—_—

|
.. ) ; ! . .
Funksiyaning x—a dagi chap li- 0 ; 2 Y
miti lim f(x)=5b ko‘rinishda
x—a-0 IV.1-rasm.
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belgilanadi. x—>a — 0 belgisi x ning a ga chapdan intilishini, ya’ni x
argument a ga a dan kichik bo‘lib intilishini bildiradi.

Yugqorida keltirilgan misoldan, lim f(x)=0,5 ekanligi kelib
chigadi. ol

Funksiyaning x—a dagi o‘ng limiti tushunchasi ham x—a dagi
chap limiti tushunchasi kabi ta’riflanadi.

Agar ¢ > 0 son uchun a dan katta bo‘lgan shunday M haqiqiy
son topilib, a va M sonlar orasida yotuvchi barcha x lar (a< x <
< M) uchun |f(x) — b| < ¢ tengsizlik bajarilsa, b son y = f(x)
funksiyaning x = a nuqtadagi (yoki x—a dagi) o ‘ng limiti deyiladi

va lim f(x)= b ko‘rinishda belgilanadi.

x—a+0
Yugqorida garalgan misoldan hr]n 0 f(x)=2 gaegabo‘lamiz.
x—1+

Funksiyaning x—a dagi chap limitining geometrik ma’nosi
quyidagicha:

har gqanday ¢ > 0 son uchun a dan kichik shunday N son
topiladiki, N va a sonlari orasida yotuvchi barcha x lar uchun
funksiyaning grafigi y = b —¢ va y = b + ¢ to‘g‘ri chiziglar bilan
chegaralangan yo ‘lakda yotadi (IV.2-a rasm).

Agar f (x) funksiyaning x—a dagi o‘ng limiti b songa teng
bo‘lsa, u holda uning geometrik ma’nosi quyidagicha bo‘ladi:

har ganday ¢ > 0 son uchun a dan katta shunday M son
topiladiki, a va M sonlar orasida joylashgan barcha x lar uchun
funksiyaning grafigi y = b — ¢ va y = b + ¢ to‘g‘ri chiziglar bilan
chegaralangan yo ‘lakda yotadi (IV.2-b rasm).

Y,
. j\y—f(x) . “ [ y=F®)
b& N S
e[ 7‘*77? . W
o N a Ty o a i X
» ! IV.2-rasm. 7
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\

’,//::, y=Xx+ 1 Y

i y=x

]

] I +¢

| 1 /W//

i 1-¢ W( ]

] o JE >
Z1 0 2-eN2 X 0 I M 2e+1 X

IV.3-rasm. 1V.4-rasm.

Funksiyaning x = a nuqtadagi chap va o‘ng limitlari uning shu
nuqtadagi bir tomonlama limitlari deyiladi.

I-misol. lim (x+1)=3 ekanliginiisbotlang.
x—2-0

Isbot. ¢ ixtiyoriy musbat son va x < 2 bo‘lsin. U holda
| f(x) -3|=|x+1-3|=|x-2]=2-x<ebo‘lishi uchun 2 —¢ <
< x< 2 bo‘lishi yetarlidir. Demak, ta’rifdagi N son sifatida 2 — ¢ sonni
yoki 2 — ¢ dan katta, lekin 2 dan kichik bo‘lgan har ganday sonni

olish mumkin. Buesa lim (x +1) = 3 ekanligini ko‘rsatadi (IV.3-

x—2-
rasm).
2-misol. 111}1 Jx =1 ekanligini isbotlaymiz.
x—>1+0
Isbot. ¢ixtiyoriy musbat son va x> 1 bo‘lsin. U holda
—1( x -1 x-1 _x-1
( (x) |\/7 | f+1 \/§+1

tengsizlik bajariladi. Bu yerdan ko‘rinadiki, | f(x) -1 | <& bo‘lishi
uchun XT‘I <e va x> 1 bo'lishi, ya’ni 1 < x < 2¢ + 1 bo‘lishi
yetarlidir. Demak, ta’rifdagi M son sifatida (1; 2¢ + 1) oraliqdagi
har ganday sonni olish mumkin. Bu esa lim +/x =1 ekanligini

ko‘rsatadi (IV.4-rasm). x-1+0
— < ¢
3-misol. f(x)= 2x+3, agarx <1 bo'lsa, funksiyaning
3x -5, agar x >1 bo‘lsa
x—1 dagi bir tomonlama limitlarini topamiz.
10 Algebra, II gism 145
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Y, Yechish. x<1 bo‘lsin. U holda,
3 f(x) = -2x+ 3. Demak, lim f(x)=
x—1-0
2 = lim (2x+3)=2.1+3=1.
o x—1-0
! Agar x > 1 bo‘lsa, f(x) = 3x - 5 bo‘lib,
| li = lim 3x-5)=3-1-5=-2
0 w 3 4yxiﬂ0fu) ﬁgb(x )
| (IV.5-rasm).
|
24—~ IV.6- rasmda y = % funksiyaning grafigi

IV.5-rasm. tasvirlangan. Grafikni kuzatib, x argument

0 soniga chapdan (o‘ngdan) yaqginlash-
ganda funksiya giymatlari —o ga (mos ravishda +o ga) yaqinla-
shadi deb tasdiglash mumkin: lim Lo %, lim i=4w.

x—0-0 X x—0-0X

Cheksiz chap limit va cheksiz o‘ng limit tushunchalarining
gat’iy matematik ta’rifini keltiramiz.

Agar ixtiyoriy £< 0 (£ > 0) haqigiy son uchun shunday N< a
haqiqiy son topilib, barcha xe(N; a) lar uchun f(x) < £ (mos
ravishda, f(x) > F) tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiyaning a nuqtadagi
chap limiti - (mos ravishda +w) ga teng deyiladi va

lim f(x)=-o (mos ravishda lim f(x)=+w) ko‘rinishda
x—a—-0 x—a-0

belgilanadi.
Agar ixtiyoriy £< 0 (£> 0) haqiqiy son uchun, shunday M < a
haqiqiy son topilib, barcha xe(a; M) lar uchun f (x) < £ (mos
ravishda f (x) > E) tengsizlik bajarilsa,

o f (x) funksiya ning a nuqtadagi o‘ng
limiti —o (mos ravishda +w) ga teng
| deyiladi va lim f(x)=-o (mos
= x—a+0
N |0 X ravishda, Ilim f(x)=+w) ko‘ri-
x—a+0
E nishda belgilanadi.
“mi lim L-— ikni
4-misol. om o tenglikni
IV.6-rasm. isbotlang.
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Isb ot FE ixtiyoriy manﬁy son va x < 0 bo‘lsin. U holda
f(x)== < < E tengs1zhk — < x <0 tengsizlikka teng kuchlidir. Bu

yerdan ko rinadiki, ta rlfda so‘z borgan N son sifatida ( 5> 0)
oraligdagi har qanday sonni olish mumkin.

L lim L— o
5-misol. x—%iro + = T tenglikni isbotlang.

Isbot. FE ixtiyoriy musbat son va x > 0 bo‘lsin. U holda

f(x)= % > E tengsizlik 0 < x < % tengsizlikka teng kuchlidir. Bu

yerdan ko‘rinadiki, ta’rifda so‘z borgan M son sifatida (0; %)
oraligdagi har gqanday sonni olish mumkin.

Haqigatan ham, Me (0; %) bo‘lsin. U holda, barcha

xe(0; M) lar uchun f(x)= % ﬁ > % = E tengsizlik bajariladi.
E
Demak, lim 1o,
x—0+0 X
‘%4\‘% Mashgqlar
4.1. lim f (x) = b ekanligini isbotlang, bunda:
x—a+0

D f)=dx-2,a=1,b=2; 2)f(x)=vx, a=0, b=0;
3 f(x)=+x, a=9, b=3; 4 f)=x-1,a=1,b=0.
4.2. lim f (x) = b ekanligini isbotlang, bunda:

x—a-0

-1, agar x > a bo‘lsa, a=2. b=3:

1 f(x)= {

x+1, agar x < a bo‘lsa,

2) F(x)= x2 -1, agar x < a bo‘lsa, a=2. b=1.
x+1, agar x > a bo‘lsa,

4.3. f(x) funksiyaning x= a nuqtadagi bir tomonlama limitlarini
toping;:

Jx agar x > a bo‘lsa

1) f<x>={ | oa-4

x+4, agar x <a bo‘lsa,
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cos x, agar x > a bo‘lsa

2) f(x):{. ! ' a=T

sin x, agar x < a bo‘lsa,

2. Funksiyaning nuqtadagi limiti. /(x) = x — 2 funksiyaning x=2
nuqtadagi bir tomonlama limitini hisoblaymiz:

lim f(x)_ hm (x 2)=2-2=0;

x—2-0
hm f(x)— lim (x-2)=2-2=0.
x—>2+0 —2+0

Buyerda lim f(x)= lim f(x) ekanini ko‘ramiz.
x—2-0 x—2+0

Agar lim f(x)= lim f(x) b bo‘lsa, b son f (x) funk-

X—>a— x—a+0
siyaning x—a dagi limiti deyiladi va lim f(x) =0 ko‘rinishda
X—>a

belgilanadi.

Shunday qilib, agar ixtiyoriy € > 0 son uchun shunday M va
N sonlar topilib (bunda N < a < M), (N; M) oraligda yotuvchi
barcha x lar uchun (a nuqta bundan mustasno bo‘lishi mumkin)
| f(x) — b| < ¢ tengsizlik bajarilsa, beR son y = f(x) funksiyaning
x—a dagi limiti deyiladi.

1-misol. lim(x?+2)=2 ekanini isbotlang.
x—0

Isbot. lim (x> +2)=0>+2=2va lim (x*+2)=0%>+2=2

x—0-0 x—0+0

bo‘lgani uchun lim (x* +2)=2.
x—0

2-misol. lim +/x =2 ekanligini isbotlang.

x—4
Isbot. ¢ ixtiyoriy musbat son bo‘lsin. x > 0 bo‘lgani uchun,

-2 = -2 =t < A < B g

|\/;+2| - x+2

tengsizlik o‘rinli. Demak, | f(x) — 2| < e bo‘lishi uchun | x —4| <& va
x >0 bo‘lishi, ya’ni 4 —e<x<4+¢, x >0 bo'lishi yetarli. Bu
yerdan ko‘rinadiki, ta’rifdagi N son sifatida (4 — ¢; 4) oraligdagi
har ganday musbat sonni, M son sifatida esa (4; 4 + ¢) oraliq-
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Yy
v, y=f®
b+g ) /
y=f(x) A7
4ie — 5 /ﬁ;i;ﬁl e
4 A AN
dop A boefr
- S >
Ol N4 M X Of N a M X
IV.7- rasm. IV.8- rasm.

dagi har ganday sonni olish mumkin. Bu esa hm Jx =2 ekanligini
bildiradi (IV.7- rasm)

a nugtani o‘z ichiga olgan har qanday ochiq oraligni uning
atrofi deb ataymiz. (a-3§; a + 8) oraliq (bu yerda 6 > 0) a nugtaning
d - atrofi, 8 >0 son esa atrofning radiusi deb ataladi.

Agar b son y = f (x) funksiyaning x—a dagi limiti bo‘lsa, u
holda |f(x) — b| < ¢ tengsizlik a nuqta biror atrofining barcha
nuqtalari uchun (¢ nuqta bundan mustasno bo‘lishi mumkin)

bajarilishini ko‘rish giyin emas. lim f(x)=0 ning geometrik
X—a

ma’nosi IV.8-rasmdan ko‘rinib turibdi:
3-misol. [0; 4] kesmada quyidagicha aniglangan y = f(x)
funksiyani garaymiz:
x—1, agar 0 < x <3 bo‘lsa,
3-x, agar 3<x <4 bo‘lsa.

f(X)={

Bu funksiyaning grafigi IV.9-rasmda tasvirlangan.

lim /(0= lim (x-1)=3-1-2, £

x—3-0

lim (3—x)—3—0—3

x—3+0

tengliklardan ko‘rinadiki, lim3 f(x)
xX—>
limit mavjud emas. 0

Endi funksiyaning nuqtadagi -1
cheksiz limitini qaraymiz. Agar
y = f(x) funksiyaning x = @ nug- IV.9- rasm.
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YA Yﬂ
: lim f(x)=-w
X—>a
| w
| ~ | .
! f@p~+
0 Ta g }
lim f(x) =+
X—>a
a) b)

1V.10- rasm.

tadagi chap limiti ham, o‘ng limiti ham +o (—0) ga teng bo‘lsa,
f(x) funksiyaning x = a nugtadagi limiti +o (mos ravishda —w) ga

feng deyiladi va lim f(x)=+w (mos ravishda lim f(x)=-o)
X—a X—>a
ko‘rinishda belgilanadi (IV.10-rasm).
Agar lim f(x) =+ bo‘lsa, ixtiyoriy £>0 son uchun shunday
X—>a

(N; a) va (a; M) intervallar topiladiki, bu intervallardagi barcha x
lar uchun f(x) > E tengsizlik bajariladi.
Agar lim f(x)= - bo‘lsa, ixtiyoriy £ < 0 son uchun shunday
X—a
(N; a) va (a; M) intervallar topiladiki, bu intervaldagi barcha x
lar uchun f(x) < E tengsizlik bajariladi.

4-misol. lim L=
x—>0|x|

Isbot. FE ixtiyoriy musbat son va x # 0 bo‘lsin. U holda

+o0 ekanligini isbotlang.

—i<x<Q

f(x)= LS F tengsizlik E tengsizliklar sistemasiga

| 1
O<x<E

teng kuchlidir. Bu yerdan ko‘rinadiki, ta’rifda so‘z borgan N son
sifatida (—%; O) oraliqdagi, M son sifatida esa (O; %
har gqanday sonni olish mumkin. U holda (N; M) oraliqdagi
barcha x # 0 sonlar uchun f(x) > F tengsizlik bajariladi. Demak,

lim L = +00,
x—0 |x|
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Agar hm f(x)=+0 vyoki hm f(x)=-o bo‘lsa, f (x)
funksiya x a nuqgtada (x—a da) amq ishorali cheksiz limitga ega
deyiladi.

Agar f(x) funksiyaning x = a nuqtadagi bir tomonlama limit-
larining biri +oo ga, ikkinchisi esa —oo ga teng bo‘lsa, f(x) funksiya
Xx = a nuqtada anigmas ishorali cheksiz limitga ega deyiladi.

y =|17| funksiya x = 0 nuqtada aniq ishorali cheksiz limitga

(4-misol) ega, y = i funksiya esa x = 0 nuqtada anigmas ishorali

cheksiz limitga ega (1-band, 4—5-misollar).
X = a nuqtada aniq ishorali yoki anigmas ishorali cheksiz li-
mitga ega bo‘lgan f(x) funksiya shu nuqtada cheksiz katta funksiya

deyiladi va lim f(x) = ko‘rinishda belgilanadi.
X—>da

y =% funksiyalarning har biri x =0 nuqtada cheksiz

katta funksiyalardir lim L =+, limLl=00].
xX—a |x| x—aX

1, agar x <0 bo‘lsa,
5-misol. f(x)=1, funksiyaning gra-
~» agar x> 0 bo‘lsa

figi IV.11-rasmda tasvirlangan. hm f(x)— 11%101:1 va

lim f(x)= Ilim Lot tenghklarga egamiz. Bu yerdan
—0+0 x—0+0 X

ko‘rinadiki, f(x) funksiya x = 0 nuqtada cheksiz katta funksiya
ham emas, shuningdek chekli limitga ham ega emas.

Agar hm f(x)=0 bo'lsa, f(x) funk81ya X = a nuqtada cheksiz

kichik funkszya deyiladi. Masalan, y=vx-4, y = Jx -2 funk-
siyalarning har biri x = 4 nuqtada cheksiz k1ch1kd1r.

Cheksiz kichik va cheksiz katta funk- Yy
siyalar orasidagi munosabatni ifodalovchi
teoremani isbotsiz keltiramiz. I

Teorema. Agarf(X) funksiya x=a 21
nuqtada cheksiz katta (cheksiz kichik) Y=Ll

41
3

. . 1 . 3 —
funksiya bo‘lsa, 7 Junksiya x =a -10|

nuqtada cheksiz kichik (cheksiz katta) i
Sfunksiya bo ‘ladi. IV.11-rasm.
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l-eslatma. Funksiyaning x—a dagi (yoki x»>a — 0, yoki x—»>a + 0
dagi) limitining ta’rifida x # a qiymatlar qaraldi, a nuqtaning o‘zida
funksiya aniglanmagan bo‘lishi ham mumkin.

2-eslatma. Funksiyaning x—a dagi (yoki x»>a — 0 dagi, yoki
x—a + 0 dagi) limitining ta’rifida ta’kidlanayotgan M va N sonlar ¢ va
a ga bog‘liqdir.

‘é\% Mashgqlar
4.4. Tenglikni isbotlang:
. x2-025
D limGx+35)=5;  2) limIx=2; 3 lim =% =1,
x—8 1 x-Y,
A li x-2 _1. liml=1.
4) 11 4{_ =4; 5) 1_15—x iRk 6) xlgllx

4.5. Limitlarni hisoblang:

1) lim(4x-5); 2 hm\/x +7; 3) 1in§\/x2+36;
xX—> xX—>

-9
_3’

6) lim =

x50 2x+1 "

4) lim(x* -5);
x—9

3. Funksiyaning nuqtadagi limiti haqidagi asosiy teoremalar.

Oldingi bandlarda funksiyaning nuqtadagi limiti tushunchasini
garadik. Bu bandda funksiyaning nuqtadagi limiti haqidagi asosiy
teoremalarni keltiramiz va limitni hisoblash masalasi bilan
shug‘ullanamiz.

lI-teorema. f(x) funksiva x—>a da ko ‘pi bilan bitta limitga
ega bo ‘lishi mumkin.

2-teorema. Agar lim f(x)=b (beR) bo‘lsa, x = a
X—>a
nuqtaning biror atrofida f(x) funksiya chegaralangan bo ‘ladi.
3-teorema. Agar lim f(x)=0b bolib, b#0 bo‘lsa, x = a
X—>a

nuqtaning shunday bir atrofi topiladiki, bu atrofdagi barcha x lar
uchun (x = a bundan mustasno bo ‘lishi mumkin) f(x) ning ishorasi
b ning ishorasi bilan bir xil bo ‘ladi.
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4-teorema. Agar lim f(x)="b boib, x=a nuqtaning biror
X—a

atrofidagi barcha x # a lar uchun f(x) >0 (f(x) <0) bo‘lsa, b>0
(mos ravishda, b <0) bo‘ladi.

S-teorema. Agar x = a nuqtaning biror atrofidagi barcha
x # a larda ¢(x) <f(x) <g(x) bolib, lim ¢(x)=1im g(x) =50 bosa,
X—>a X—>a
lim f(x)=b bo‘ladi.
X—a
6-teorema. OZgarmasning limiti o Ziga teng: limc=c.
X—>a
7-teorema. O ‘zgarmas ko ‘paytuvchini limit belgisidan
tashqariga chigarish mumkin: lim (k- f(x)) =k -lim f(x).
X—a X—>a
8-teorema. Agar f(x), g (x) funksiyalar x—a da chekli

limitga ega bolsa, f(x) + g (x), f(x)-g (x) funksiyalar ham x—a
da chekli limitga ega va

lim (/(x) £g(x)) = lim /(x) £ lim g(x),
lim (f (x)-g(x)) = lim £ (x). lim g(x)

tengliklar o‘rinlidir.
9-teorema. Agar f (x), g(x) funksiyalar x—>a da chekli
i
£ _ame?
g(x)  lim g(x)
X—a

limitga ega va hm g(x)#0 bolsa, 1lm tenglik

o‘rinli bo ‘ladi.

Bu teoremalarning isboti oliy matematika kursida qaraladi.Biz
shu teoremalarning tatbiqi yordamida limitlarni hisoblaymiz.

l1-misol. ling (x2 +4Xx —5) limitni hisoblaymiz.
x—

Yechish. Yuqoridagi teoremalarga asosan

11m(x +4x - 5)_11m3x +11m(4x)—11m35_

x—3
=limx-limx+4limx-5=3-3+4-3-5=16.
x—3 x—3 x—3
2-misol lim-Z2X2 limitni hisoblaymiz.
5 1042 x
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hm(10+2x) 10+2-5=20+0 bo‘lgani uchun

Yechish.
9-teoremani beV0s1ta go‘llash mumkin:
11m5(7x—5)
7x-5 _ x> _ 75-5 _
im 152 x = T (1072 ~ 10+25 =p=Ls.
x5
3-misol. lim 2=} [imitni hisoblaymiz.
x—=2 X-

Yechish. lim(x-2)=0, lim x> =4=0 bo‘lgani uchun
x—2 x—2
0

9-teoremani bevosita qo‘llash mumkin emas (bu holda 0

ko‘rinishdagi anigmaslikka ega bo‘lamiz). x—2 bo‘lgani uchun
x # 2 deb hisoblash mumkin. Shu sababli:

G D) i (x+2) =4
x—2 )

x -4
lim 2= = lim )

x—2 X~ x-2 x—2

3
4-misol. lim M limitni hisoblaymiz.
x—2 x° —-x-6

Yechish. Bevosita limitga o‘tish natuas1da

anigmaslik hosil bo‘ladi. x= 2 lar uchun
(x-2)(x+5x+1) _ x245x+1
x2+2x+3

ko‘rinishdagi

X +3x2-9x+2 _
X —x-6
tenglik o‘rinli bo‘lgani sababli

x343x% -9x42 _
3 _x-6 x—>2 x2 +2x+3

(x=2)(x%+2x+3)

x2+5x+l _ 2245241 _ | 4
S 2242243

lim
x—2 X

S-misol. lim
x—0 1+
Yechish. Bevosita limitga o‘tsak, % ko‘rinishdagi anigmas-

limitni hisoblaymiz.

likka ega bo‘lamiz. Anigmaslikni ochish uchun kasrning surat va
maxrajini 1+ x +1 = 0 ga (maxrajining qo‘shmasiga) ko‘paytirib

olamiz: i e
lim _ fim —XOe) p XGTexD)
xéom 1 x50 (V1+x-D)(1+x+1) x50 X

=lim(Vl+x+1)=2
x—0 ’
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6-misol. lim —2X=2

x—1 \/26+x—

Yechish. Buyerda ham % ko‘rinishdagi anigmaslikni ochish
kerak. 26 + x = ¢t 3 deb olamiz (o ‘rniga qo yish usuli). x—1 da

t =326+ x — 3 bo‘lgani uchun

limitni hisoblaymiz.

3 _ _ 2
lim 252 _ i 20022002 _ o 2(-3)(P43149) _ 5y
xo1326+x-3 -3 -3 >3 -3

10-teorema. Agar lim g(x)=0 vyg lim f(x)=b=0
X—>a X—>a
(beR) bo'lib, x = a nuqtaning biror atrofida (x = a nuqtaning o ‘Zi
bundan mustasno bo ‘lishi mumkin) g(x) # 0 bo ‘Isa, hm ACI

—>a 8 (X)
bo ‘ladi.

lim g(x)

g(x) X—>a
Isbot. il_%f(x) Jim 7 b

=0 bo‘lgani uchun 2-band-

dagi teoremaga ko‘ra, lim SO _ bo‘ladi.

x—a 8(x)

7-misol. lim =Xt4

S i
Yechish. lim(x-1-1)=0, lim(3x+4)=10 bo‘lgani
x—2 x—2

limitni hisoblang.

uchun 10- teoremaga ko‘ra, hm M = bo‘ladi. Hisoblashni

quyidagicha rasmiylashtirish mumkln.

lim 3x+4 _ 32+4 _10
xo23x-1-1 P2-1-1 0

= 0.

‘é\% Mashgqlar
4.6. Limitlarni hisoblang:
2
lim (4x% —3x+5): lim 2x43 lim X=4
l)xi)nlz(x X+), 2) 2x4a 3)12x23
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x2-5x+6 .

lim Jx+1-2 lim YX+3-v2x-3
4) x>2 x2-4 3) )lclin x-3 7 6) xILn} Yx+3-2

4.7. Tengliklar to‘g‘rimi:

4 .3, .2
D lim£=% 0, 2) lim X 5x7+6x" _ 4.
X2 x0-14 x>-2 x2-3x-10 7
3) lim (1+x)(1+2x)(1+3x) _ s, 4) hmf 1 L;
x—0 x x>l x2o1 4
5) llm \/3X—2 :l : 6) 11 \/1+2x i;
X2 x*-4 8 —4 Jx-2 3
3
7) lim Y3 - 8) lim¥>12_ L,
x—>-8 243x x->9 X9 12
\/——2 1. 10 limm _9.
x»16\/— 49’ ) x>0 YMax—M-x 2’
-1
11) lim 4 _ 1-3x+x? +3. x*-1 -3
x|\ x2 _x! 1-%° X —x7 ’

. x3_4x ! x+\/§ \/5 - _1
= 1‘35{[ ) (2525 }‘5'

4. Funksiyaning cheksizlikdagi limiti. Biz natural argumentli
funksiya (sonli ketma-ketlik)ning limiti tushunchasi bilan tanishmiz.
Bu limitni natural argumentli funksiyaning +oo dagi limiti sifatida
talgin etish mumkin.

Bu bandda uzluksiz argumentli y = f(x) funksiyaning +oo dagi,
—oo dagi va oo dagi limiti tushunchasi bilan tanishamiz.

Dastlab, funksiyaning cheksizlikdagi chekli limiti tushunchasini
qaraylik.

(T; +x) oraligda aniglangan (bu yerda 7" — biror haqiqiy son)
y=f(x) funksiya va Ae R son berilgan bo‘lsin. Agar Ve > 0 son
uchun, shunday Me(T;, +») son mavjud bo‘lib, Vxe(M; +ox)
sonlar uchun |f(x) — 4 | < ¢ tengsizlik bajarilsa, 4 son f (x)
funksiyaning +o dagi limiti deyiladi va
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lim f(x)=A 1)

X —>+00

ko‘rinishda belgilanadi.

| f(x) — A| < ¢ tengsizlik 4 — e < f(x) < A +¢ tengsizlikka teng
kuchli bo‘lgani uchun (1) tenglikning o‘rinli bo‘lishi geometrik
jihatdan quyidagini anglatadi:

agar lim f(x)=A bo‘lsa, Ve > 0 son uchun shunday M
X—>+0
son topiladiki, y = f(x) funksiyaning (M; +w) oraliqdagi grafigi
y=A-evay=A+e¢to‘gri chiziglar bilan chegaralangan yo‘lakda
yotadi (IV.12-rasm).

l-misol. lim §= 0 tenglikni isbotlaymiz.

X—>+0

Isbot. y= % funksiya (0; +o0) oraligda aniglangan funksiyadir.
Uning +oo dagi limiti 0 ga tengligini isbotlaymiz. ¢ ixtiyoriy musbat

son bo‘lsin. |f(x) — 4 | < ¢ tengsizlikni tuzamiz: |%—0| <& yoki
1
€
hosil gilamiz. Bundan, ta’rifdagi M son sifatida % dan katta bo‘lgan

har ganday son olish mumkinligi ko‘rinadi. Demak, lir£1 %= 0
X—>+00

tenglik o‘rinlidir.
Endi y = f(x) funksiya berilgan bo‘lib, y = f(—x) funksiyaning
x—+oo dagi limiti haqida gapirish mumkin bo‘lsin.
Agar lim f(-x)=A bolsa (bu yerda AcR), A son f(x)
X—>+0

|%| <&, x>0 ekanligini e’tiborga olib, oxirgi tengsizlikdan x > = ni

funksiyaning x——-o dagi limiti deyiladi va lim f(x)=A4

X—>—0

ko‘rinishda belgilanadi.

T N9 m X

157

IV.12-rasm.

www.ziyouz.com kutubxonasi



2-misol. lim (— %) = 0 tenglikni isbotlaymiz.

X—>—00
1

Isbot. f(x)= —%, f(=x)=—funksiyalarni qaraymiz.

f(—x) funksiyaning x—+oo dagi limiti mavjud va 0 soniga teng

(1-misol) bo‘lgani uchun lim f(x)=0 tenglik o‘rinlidir.
X—>—0

Agar lim f(x)=A4 va lim f(x)= A tengliklar bir vaqtda
X—>—00 X—>+00
o‘rinli bo‘lsa (bu yerda AcR), A son y = f (x) funksiyaning x—o»
dagi limiti deyiladi va lim f(x) = A ko‘rinishda belgilanadi.
X—>0

3-misol. lim % =0 ekanligini isbotlaymiz.
X—>0

Isbot. lim 1=0, lim %=0 bo‘lgani uchun (1- va 2-

X400 X X——0

misollar), lim % =0 tenglik o‘rinlidir.
X—>0

lim L =0 ( lim L= 0) ekanligi, geometrik jihatdan, x ning
X—+00 X X——w X

yetarlicha katta musbat giymatlarida (yetarlicha kichik manfiy qiy-
matlarida) y = % funksiyaning grafigi y = 0 to‘g‘ri chizigqa yetar-
licha yaginlashib kelishini, lim % =0 ekanligi esa x ning moduli
X—>0
1

yetarlicha katta bo‘lgan giymatlarida y = p funksiyaning grafigi

y =0 to‘g‘ri chiziqqa yetarlicha yaqin bo‘lishini bildiradi (IV.13-
rasm).

Agar lim f(x)=0 bo‘lsa, f (x) funksiva x—>+w da cheksiz
o kichik funksiya deyiladi.
I-misolda y =% funksiyaning x—+oo
da cheksiz kichik ekanligi isbotlandi.
Funksiyaning x—+c da, shuning-
ol oy dek, x—>o da cheksiz kichik funksiya
bo‘lishligi yuqoridagiga o‘xshash ta’rif-
lanadi.
Funksiyaning nuqtadagi limitining
xossalari bu bandda qaralgan limitlar
IV.13-rasm. uchun ham o‘z kuchini saqglaydi.

H

—0
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. 2 e

4-misol. lim 5L jimitni hisoblaymiz.
X—>+0 x _O,9

Y echish. Bulimitni sonli ketma-ketlikning limitini hisoblash-

da tutilgan yo‘ldan foydalanib hisoblaymiz:

11
X x2 _6+0-0 ¢

6+
lim M_ lim X
X—>+00  x _0’9 X—>+0 1 0’9 1_0
2

Endi funksiyaning cheksizlikdagi cheksiz limiti tushunchasini
garaymiz.
f(x) funksiya biror (7T; +w) oraliqgda (bu yerda TeR)

aniglangan funksiya va lim —L_ =0 bolsin. U holda, f(x)
X —>+00 f( )

funksiyaning x—+o dagi limiti «© ga teng deyiladi va
lim f(x)=o0 ko‘rinishda belgilanadi.

X—>+0

5-misol. lim (x> +35)=w ekanligini isbotlaymiz.

X—>+00
1
. . 2 .
Isbot. lim 21 = lim X-=9 -9 bo‘lgani uchun yuqo-
X—+0 x4 4+5 X+ 1+i 1+0
X

ridagi ta’rifga ko‘ra lim (x? +35) =% bo‘ladi.
X—>+0

Agar lim f(x)=o bo‘lib, f(x) funksiya biror (M; +w)
X—>+0
oraligdagi barcha x larda fagat musbat (fagat manfiy) giymatlar

gabul gilsa, lim f(x)=+% (mos ravishda lim f(x)=-x)
X—>+00 gt

deyiladi.
6-misol. lim (5-x?)=—w ekanligini isbotlaymiz.
X—>+0
Isbot. lim (5—x%)=o ekanligi 5-misoldagidek ko‘rsatiladi.

X—>+00

(3; +0) oraligdagi barcha x sonlar uchun, 5 -x2<0 ekanligini
ko‘rish giyin emas. Demak, lim (5- x2 ) = -0

X—>+0

Agar lim f(x)=o tenglik bajarilsa, f(x) funksiya x—+w da
X—>+w0

cheksiz katta funksiya deyiladi. Masalan, y =x?+5va y=5 - x2
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funksiyalarning har biri x>+ da cheksiz katta funksiyalardir
(5- va 6-misollar).

Xx——oo va x—oo dagi cheksiz limit va cheksiz katta funksiya
tushunchalari yuqoridagiga o‘xshash aniglanadi.

‘é\% Mashqlar
4.8. Limitlarni hisoblang:

(2x 3)(3x+5)(4x-6) X

1 . 2) lim ——.
) x—>°0 3x% 4x-1 ) X—>® V3x3+10
2 2
. (x+1) s x“=5x+1
3) lim : 4) lim &—=—2Z*.
) X—> x2+] > ) X—>0 3x+7 ’
. 2_
5) lim 10200x : 6) lim 2;c x+3;
x—o x=_] x—0 x° -8 x+5
3 _9\2 2
7) lim (2x+3)” (3x-2) ; 8) lim —X
X—0 x5 +5 X—>0 10+X\/7
. 2x2_3x_4 3x2 +1
9) lim =——=—; 10) lim X
X—>0 PN xow X+
11) lim 2= L2 : 12) lim L
x—® x+3x x—o [ ,x+\/;

5. Funksiya grafigining asimptotasi. y =/ (x) funksiya va uning
grafigi " berilgan bo‘lsin. Agar I' chizigning shunday bir
M(x,; f (x;)) nugtasi va shunday bir / to‘g‘ri chiziq mavjud bo‘lib,
M nuqgtadan boshlab hisoblanganda, I' chizigning va [/ to‘g‘ri
chizigning mos nuqtalari orasidagi masofa x—a (x—a + 0,
x—a — 0, x>+wo, x—>—w) da cheksiz kichraysa, [/ fo‘g‘ri chizig
I grafikning asimptotasi deyiladi.

Funksiya grafigining vertikal, gorizontal va og‘ma asimptotalari
mavjud bo‘lishi mumkin. Ularni alohida-alohida qarab chigamiz.

Agar lim f(x) yoki lim f(x) limitlarning aqalli birortasi
x—>a+0 x—>a-0
+o0 yoki —oo ga teng bo‘lsa, x=a to‘g‘ri chiziq ffunksiya grafigining
vertikal asimptotasi deyiladi.
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X=-

4
31 y=log,(x+3)
2

4 -3

)
T aQ

N}

w
'

1
_1 . - ) .\._.' _
24 4 3 2-70 1 2%
—3' I T —1
4
IV.14-rasm. IV.15-rasm.

I-misol. y=Ilog,(x+3) funksiya x=-3 vertikal asimptotaga

ega, chunki lim log, (x+3)=- (IV.14-rasm).
x—>-3+0

2-misol. x=-1 to‘g‘ri chiziq y = ﬁ funksiya grafigining
vertikal asimptotasidir, chunki i |x 1 =+ (IV. 15-rasm).

Agar lim f(x)=b, lim f(x)=»5b shartlarning aqalli biror-

X—>—0 X—>+0

tasi bajarilsa, y = b to‘g‘ri chiziq y = f(x) funksiya grafigining
gorizontal asimptotasi deyiladi.

3-misol. lim —l—O bo‘lgani uchun y =0 to‘g‘ri chiziq

X—>+o0 |
=% +1| funksiya grafigining x—+o0 dagi gorizontal asimptotasi
bo ladi. Bu to‘g‘ri chiziq shu funksiya grafigining x——c dagi
gorizontal asimptotasi hamdir (IV. 15-rasm).

4-misol. lim (2+3*)=2 bo‘lgani uchun x=2 to‘g‘ri chiziq

y=2+3 funk)gglawgraﬁgining gorizontal asimptotasidir (IV.16-
rasm).

Agar lim [f(x)-(kx+b)]=0, lim [f(x)-(kx+b)]=0
X—>+o0 X—>—©
tengliklarning aqalli birortasi bajarilsa, y = kx + b to‘gri chizig
f (x) funksiya grafigining og ‘ma asimptotasi deyiladi, bunda k = 0.
5-misol. y= x+%—l funksiya y =x — 1 og‘ma asimptotaga
ega (IV.17-rasm).
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y=x-1

[11:2:32:5)(

IV.16-rasm. IV.17-rasm.

Agar lim L2 — ke (k20) va lim (f(x)~kx)=b chekli

X —>+00

limitlar mavjud bo‘lsa, y=kx+b to‘gri chiziq f (x) funksiya
grafigining x—+oo dagi og ‘ma asipmtotasi bo ‘lishligi, shuningdek,

lim L&)
X—>-o X
bo‘lsa, y=kx+b togri chiziq f(x) funksiya grafigining x——oo
dagi og ‘ma asimptotasi bo ‘lishligi oliy matematika kursida isbotlanadi.
Biz funksiyaning og‘ma asimptotasini izlashda shu tasdiglardan

foydalanamiz.

=kva lim (f(x)-kx)=b chekli limitlar mavjud
X—>—0

4
6-misol. f(x)= x3 L funksiya grafigining og‘ma asimpto-
tasini topamiz. X" +6

Yechish.
k=lim L9 gim 22l _y b= lim (f(x)-1-x)=
X+ X x—>+°0x(x3+6) X—>+00

. 4_
= lim (x—l—xj =0 bo‘lgani uchun y = x to‘g‘ri chiziq f(x)

x—+0 x> 16
funksiya grafigining x—+o0 dagi og‘ma asimptotasi bo‘ladi. y = x
to‘g‘ri chiziq shu funksiya grafigining x——oo dagi og‘ma asimptotasi
bo‘lishligini ham ko‘rsatish mumkin.

Kasr-ratsional funksiya grafigining asimptotasini topishning yana
bir usulini keltiramiz.
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f(x)= é funksiya berllgan bo‘lsin. Suratdagi ko‘phadni

)C +
maxrajdagi ko‘phadga bo‘lib, =X~ 6§C+1 ekanligini ko‘ramiz.
6l X +6 A x”+6
X+

22— — 0 bo‘lgani uchun = 3 =L _x > 0 boladi. Bu esa
x” +6 x” +6

y = x to‘g‘ri chiziq y = x3 1 funksiyaning asimptotasi bo‘lishini
x° +6

bildiradi (6-misol bilan solishtiring).

x—+oo da

—

( é\% Mashqlar

4.9. f(x)= ~1 funksiya grafigining gorizontal asimptotalarini
toping. xtel

4.10. f(x)=ZX ! funksiya grafigining vertikal asimptotalarini
toping. rr

4.11. f(x)=x- cos% funksiya grafigining og‘ma asimptotalarini
toping.
4.12. Funksiya grafigining asimtotalarini toping:

2
1) y=—1 ; 2 = ;
T ) V=2
3) y=x?-4; 4) y=—
x“+9
x2+1 . _sinx .
5 y=iL 6) y=snx;
7) y = xarctgx ; 8) y=x(2+sin£);
_ inl- - 1
9) y =aresin—; 10) y =arccos .

2-§. Funksiyaning uzluksizligi

1. Funksiyaning nuqtada uzluksizligi va uzilishi. Funksiyaning
nuqtadagi limiti tushunchasini o‘rganganimizda, funksiya
garalayotgan nuqtada aniglanmagan bo‘lishi ham mumkinligi aytildi.

Endi y =f (x) funksiya x = @ nuqtaning fagat o‘zidagina emas,
balki uning biror atrofida ham aniqlangan bo‘lIsin.

Agar lim f(x) = f(a) tenglik bajarilsa, y = f (x) funksiya x = a
X—>a

nuqtada uzluksiz deyiladi.
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I-misol. f(x)=2x+1 funksiyani
x = 1 nuqtada uzluksizlikka tekshiramiz.

Yechish. Barcha haqiqiy sonlar to‘p-
lamida aniglangan bu funksiyaning grafigi
IV.18-rasmda tasvirlangan.

F)=2-1+1=3 va limf(x)=

=1lim(2x+1)=2-1+1=3 bo‘lgani uchun
x—1

lim f(x)= f(1) tenglik o‘rinlidir. Demak,
1V.18-rasm. x_)l' ) o
berilgan funksiya x = 1 nuqtada uzluksizdir.

2-misol. @o(x)=< x-1’
4, agar x =1 bo‘lsa,

2
{x T agar x # 1 bo'lsa, funksiyani x = 1

nuqtada uzluksizlikka tekshiramiz.

2
Yechish. (1) =4 va limX=L—lim(x+1)=1+1=2
x>l x-1 x—1

munosabatlardan lim1 o(x) # o(1) ekanligini ko‘ramiz. Demak,
xX—>

berilgan ¢(x) funksiya x = 1 nuqtada uzluksiz emas (IV.19-rasm).

x = a nuqtada uzluksiz bo‘lgan funksiyalarning uzluksizlik ta’ri-

fidan va funksiyaning nuqtadagi limitining mos xossalaridan kelib
chiqadigan asosiy xossalarini keltiramiz:

1°. Agar y = f(x) va y = g(x) funksiyalar x = a nuqtada uzluksiz

bolsa, f(x) £ g (x), f(x)- g (x) va % (g (@) # 0) funksiyalar
ham x = a nuqtada uzluksiz bo ‘ladi.

2°. Agar f(x) funksiya x = a nuqtada uzluksiz bo‘lsa, u holda
X = a nuqtaning shunday bir 5-atrofi topiladiki, f(x) funksiya bu
atrofda chegaralangan bo ‘ladi va agar f(a) =0 bo ‘Isa, bu atrofda
f(x) ning ishorasi f (a) ishorasi bilan bir xil bo ‘ladi (IV.20-rasm).

Endi funksiyaning nuqtada chapdan va o‘ngdan uzluksizligi
tushunchalarini ta’riflaymiz.

Agar limof(x) = f(a) ( limof(x) = f(a)) tenglik bajarilsa,
X—>a— X—>a+
y=f(x) funksiya x = a nuqtada chapdan (o ‘ngdan) uzluksiz deyiladi.
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Y, Y, y=M
44— _
: f(a _____ : —f(X)
| /\ I:[ E T
: Y = o(x) : | I Y
2 Lo R
: O| a-6a a+d X
1 I
/ :
| m<f(x)<M, xe(a-38; a+39)
/(1 0 1 X f()>0, xe(a-38; a+3d)
IV.19-rasm. IV.20-rasm.

X2, agar x >0 bo‘lsa

3-misol. yz{ > funksiyani va x = 0

3, agar x <0 bo‘lsa
nuqtani qaraymiz. Bu funksiya x = 0 nuqtada aniglangan va bu
nugtada f(0) = 02 = 0 ga teng giymat gabul giladi.

x1—1>r0n—0f(x) x1—1>r({1—03 3 va x—1>r0r}r0f(X) x—1>I(E—Ox

tengliklardan ko‘rinadiki, lim f(x)= f(0), lim f(x)= f(0)
x—>0-0 x—>0+0

munosabatlar bajariladi. Demak, qaralayotgan funksiya x = 0
nuqtada o‘ngdan uzluksiz, lekin chapdan uzluksiz emas (IV.21-
rasm).

x = a nuqtada chapdan ham, o‘ngdan ham uzluksiz bo‘lgan
funksiya shu nuqtada uzluksiz bo‘ladi va,

aksincha, x = ¢ nuqtada uzluksiz bo‘lgan Y

funksiya shu nuqtada chapdan ham, o‘ng-

dan ham uzluksiz bo‘ladi (isbotlang). Bu 41 5
yerdan, 3-misoldagi y(x) funksiyaning Y =3, y=x
x = 0 nuqtada uzluksiz emasligi kelib N

chigadi.

Agar lim f(x)= f(a) tenglik ma’noga

ega bo‘lmasa yoki bajarilmasa, f(x) funksiya -rol 1 2 X
X = a nuqtada uzilishga ega (uzluksiz emas) [
deyiladi va x = a nuqta funksiyaning uzilish
nuqtasi deb ataladi. IV.21-rasm.
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2-misoldagi ¢(x) funksiya x = 1 nuqtada, 3-misoldagi y(x)
funksiya esa x = 0 nuqtada uzilishga egadir.

Agar f(x) funksiya o‘zining uzilish nuqtasi x = a da chekli bir
tomonli limitlarga ega bo‘lsa, x = @ nuqta f (x) funksiyaning birinchi
tur uzilish nugtasi deyiladi. Birinchi tur uzilish nuqtasi x = a dagi
chekli bir tomonli limitlar teng, ya’ni hm f (x)= hm f (x)
bo‘lsa, x = a nuqta tuzatib (yo ‘qotib) bo ‘ladzgan uzzlzsh nuqtasz deylladl

2-misoldagi ¢(x) funksiya x = 1 nuqtada tuzatib bo‘ladigan
uzilishga ega. Funksiyaning x = 1 nuqtadagi giymati sifatida 4 ni

emas, balki limo(x)= lim o(x)= lim o(x)=2 niolsak, ¢(x)
x—l x—1-0 x—1+0

funksiya x = 1 nuqtada uzluksiz bo‘lib qoladi (IV.19-rasm).
Agar x = a nuqtada f (x) funksiya birinchi tur uzilishga ega
bo‘lib, lim f(x)= lim f(x) munosabat bajarilsa, f(x)
x—a-0 x—a+0

funksiya x = a nuqtada «sakrashga» ega deyiladi va

hm f (x)— hm f (x) ayirma funksiyaning x = a nugqtadagi
X—a

sakrashl deylladl.
3-misoldagi y(x) funksiya x = 0 nuqtada birinchi tur

uzilishga ega va lim y(x)=3, lim y(x)=0 munosabatlar
x—0-0 x—0+0

o‘rinli. liron0 y(x)# lirglo y(x) boflgani uchun y(x) funksiya
x—0- x—0+
nuqtada x = 0 nuqtada sakrashga ega va bu sakrash 0 —3=-3 ga
teng (sakrash pastga garab sodir bo‘ldi!) (IV.21-rasm).
Agar y = f (x) funksiya x = a nuqtada uzilishga ega bo‘lsa va
x = a nuqta funksiyaning birinchi tur uzilish nuqtasi bo‘lmasa,
x = a nuqta funksiyaning ikkinchi tur uzilish nugtasi deyiladi.

1, agar x <0 bo‘lsa,
4-misol. f(x)= funksiya x =0

%, agar x >0 bo‘lsa
nuqtada ikkinchi tur tuzilishga ega, chunki lilg)n0 f(x)=1,
x—0-
liron0 f(x)=+o (1-§, 2- band, 5-misol) bo‘lgani uchun berilgan
x—0+

funksiya x = 0 nuqtada uzilishga ega va bu uzilish birinchi tur
uzilish emas (IV.11-rasm).
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‘% Mashgqlar

=
4.13. Funksiyani x = 0 nuqtada uzluksizlikka tekshiring:
3 I+x, x>0,
1) y=x7; 2) y=1,
x“, x<0;
—x? +1, x <0,
-x, x>0,
3) y=<x+1, x>0, 4)y:{
3 x =0 x+2, x<0;
L x=20 x? =2x, x>0
5) y=1%’ ’ 6) y= ’ ’
2, x=0; 3-x, x<0.
4.14. y = f(x) funksiyalar berilgan:
1 . 1. x2
D T ) 25 Ol Tt
4) 3. 5) X242x-8
x2+2x-8" x+3

Funksiyalarning uzilish nuqtalarini toping.

4.15. 1V.22-rasmda tasvirlangan grafik bo‘yicha, grafigi
tasvirlangan funksiyaning (a; b) oraligqa tegishli bo‘lgan uzilish
nugqtalarini toping.

Y, Y,
a) | ! b) f i
| | | .
O| a b X Ol a b X
Y, Y,

d) e)

N\

1

|

|

: I
b X a

S
iy

1V.22- rasm.
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4.16. Funksiyaning uzilish nuqtalarini ko‘rsating (isbotini
keltirish shart emas):

_ 1. — oy - __1 . _ x-l

1) y_x’ 2)y tgxa 3)y X2 ’ 4)y 2

-1 x —1

5) y=Ix]; 6) y=tegx+ctgx; 7) y={x}; 8) y=tglx.

4.17. Butun son to‘g‘ri chizig‘ida aniglangan va

1) 0; 1 va 2; 2) —1; 0 va 3;

3) nn, ne”Z; 4) %+2Tm,neZ
nuqtalardan farqli bo‘lgan barcha nuqtalarda uzluksiz bo‘lgan
funksiya quring.

4.18. Funksiyaning uzilish nugqtalarini va uzilish turlarini
aniglang:

l)f(){

x> -4, agar x <2 bo‘lsa,
6-2x, agar x > 2 bo‘lsa;

2) Fx)= { , agar x <1 bo‘lsa,
2x+3, agar x > 1 bo‘lsa;
x+4, agar x <-1 bo‘lsa,

3) f(x)=4x?+2, agar —1<x <1 bo‘lsa,
2x, agar x > 1 bo‘lsa;

4) f)=2505) f(0) =525

4.19. y = f (x) funksiya berilgan. Funksiyaning uzilish nuqtala-
ridagi bir tomonli limitlarni, sakrashlarni va [-4; 4] kesmadagi
grafigini yasang:

4x+5, agar x <-1 bo‘lsa,
1) f(x)=
x? —4x, agar x > —1 bo‘lsa;
2 ‘
2) fx)= X~ +2, agar x <2 boglsa,
x+1, agar x >2 bo‘lsa;
-X, agar x <0 bo‘lsa,
3) f(x)={-x(x-1)*, agar 0 < x <2 bo‘lsa,
x-3, agar x > 2 bo‘lsa;
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—2x, agar x <0 bo‘lsa,

4) f(x)={vx, agar 0<x<4 bo‘lsa,
1, agar x >4 bo‘lsa.
4.20. Agar:

1) f(x):(x2+1)5’x0:0; 2) f(x)= x+4x 5,X0=—5;

3) f(0)=322, x = 4)f<x)=j;—-_ll, Xy =1
bo‘lsa, 4 ning qanday qumatlda

Fx) f(x), agar x # x, bo‘lsa,
X)=
A,  agar x =X, bo‘lsa

funksiya x = x, nuqtada uzluksiz bo‘ladi?

2. Funksiyaning oraliqda uzluksizligi. Agar y = f(x) funksiya X
oraligdagi barcha nuqtalarda uzluksiz bo‘lsa, f(x) funksiya shu
oraligda uzluksiz deyiladi.

I-misol. y=x2+x+1 funksiya X = (—oo; +00) oraliqda
uzluksizmi?

Yechish. (—«;+o0) oraligdagi barcha x = a nuqta uchun
lim y(x)=lim (x> +x+1)=d* +a+1= f(a)
X—>a X—>a

tenglik o‘rinli bo‘lgani sababli, y(x) funksiya X = (—o0; +o0) oraliqda
uzluksizdir.

2-misol. y= ﬁ funksiya x = (0; 5) oraligda uzluksizmi?

Yechish. Berilgan funksiya x = 3¢(0; 5) nuqgtada aniq-
lanmagan. Shu sababli, u x = 3 nuqtada uzilishga ega. Demak,
berilgan funksiya x = (0; 5) oraliqda uzluksiz emas.

Kesmada uzluksiz bo‘lgan funksiya bir qator ajoyib xossalarga
ega. Shu sababli X =[a; b] bo‘lgan holga alohida to‘xtalamiz.

Agar y = f(x) funksiya barcha xe(a; b) nuqtalarda uzluksiz
bo‘lsa va x = a nuqgtada o‘ngdan, x = b nuqtada esa chapdan uzluksiz
bo‘lsa, f (x) funksiya |a; b] kesmada uzluksiz deyiladi.

Endi kesmada uzluksiz bo‘lgan funksiyaning xossalarini ifoda-
lovchi teoremalarni va ularning geometrik talginini keltiramiz.
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1V.23-rasm. 1V.24-rasm.

l-teorema. Agar f(x) funksiya |a; b] kesmada uzluksiz
bo‘lsa, bu funksiya |a; b| oraligda chegaralangan bo ‘ladi, ya’ni
shunday o ‘zgarmas M >0 son topiladiki, barcha xe|a; b] lar uchun

lf ()l <M

tengsizlik bajariladi (IV.23-rasm).

vy =f(x) funksiyaning [a; b] kesmadagi grafigi [-M; M] yo‘lakda
joylashgan.

2-teorema. [a; b] kesmada uzluksiz bo‘lgan f(x) funksiya
shu oraligda o‘zining eng katta va eng kichik qiymatlariga ega
bo‘ladi (IV.24-rasmga qarang: f(c) = a — eng kichik giymat,
f(d) =B — eng katta giymat).

3-teorema. [a; b] kesmada uzluksiz f(x) funksiya uchun
f(a)-f(b) <0 bo'lsa, funksiya nolga teng giymat qabul giladigan,
ya'ni f(c) =0 bo‘ladigan kamida bitta cc(a; b) nugta mavjud bo ‘ladi
(IV.25-rasm).

4-teorema. f(x) funksiya |a; b] kesmada uzluksiz va min

{f (a), f(b)} = A, max{f (a), f(b)}= B bolsa, f(x) funksiya A va B
orasidagi har qanday C qiymatni qabul giladi (IV.26-rasm).

fle)=C, f(c))=C, f(c))=C
IV.25-rasm. IV.26-rasm.
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Y, Y
y=f(®
/\/\ a b
| 0 T
a) | | b) |

| | Y=/

O'a b X
f(x) >0, xe(a, b) f(x) <0, xe(a, b)
IV.27-rasm.

S-teorema. Agar f (x) funksiya |a; b| kesmada uzluksiz va
(a; b) intervalda nolga aylanmasa, u shu oraligning barcha ichki
nuqtalarida bir xil ishorali bo ‘ladi (IV.27-rasm).

y=c(c=const), y=x", y=a* (a >0, a=0), y=logx (a>0,
a=0), y=sinx, y =cosx, y =tgx, y=ctgx, y = arcsinx, y = arccosx,
y =arctgx va y = arcctgx funksiyalar eng sodda elementar funksiya-
lar, ular ustida chekli marta arifmetik amallar, shuningdek
funksiyadan funksiya olish (funksiyalar superpozitsiyasi) amalla-
rini bajarishdan hosil bo‘lgan funksiyalar esa elementar funksiya-
lar deb atalishini eslatib o‘tamiz.

Masalan, y = sin(In2x + cosx — x2 + arctg(cosx?) + 1) funksiya
elementar funksiya, 1-bandda keltirilgan 2-misoldagi funksiya esa
elementar funksiya emas.

Oliy matematika kursida quyidagi teorema isbotlanadi.

Teorema. Barcha elementar funksiyalar o Zining aniqlanish
sohasida uzluksizdir.

3-misol. y=— ; c funksiya uzluksiz bo‘ladigan barcha
X =X+
nugtalar to‘plamini topamiz.
Yechish. Berilgan funksiya elementar funksiya va uning
aniglanish sohasi (-oo; 2)u(2; 3)u(3; +w) to‘plamdan iborat.
Yuqorida keltirilgan teoremaga ko‘ra bu to‘plam izlangan

to‘plamdir. :

4-misol. y= (1+x); funksiya uzluksiz bo‘ladigan barcha
nuqtalar to‘plamini toping.

Yechish. Bu funksiya darajali-ko‘rsatkichli y = u(x)?™®
funksiyaning xususiy holi bo‘lib, darajali-ko‘rsatkichli funksiya
= 1

= In(1
en+)% _ ox nil+) tenglik o‘rin-
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lidir. Bundan garalayotgan funksiya elementar funksiya ekanligi
va uning aniqlanish sohasi (-1; 0)u(0; +w) to‘plamdan
iboratligini ko‘ramiz.
Yugorida keltirilgan teoremaga ko‘ra, (—1; 0)u(0; +o0) to‘plam
izlangan to‘plamdir.
N

(é\% Mashgqlar

4.21. Funksiyalarning uzluksizlik oraliglarini toping:
1

— X . —
DY =tmes 2 r=

¥ +2x-3"
x> 42x-8 . 1 1
3)y_x3 2 12y 4) y= 3 4
) %,xSZ,x;tO,
- ’ Oa
5) f(x)={x’il o 6) f(x)=10, x=0,
’ ’ X, x>2.

4.22. f(x) funksiyaning x = k, [, m, n dagi gqiymatlarini
hisoblang, ishoralarining saglanish va nollari mavjud bo‘lgan
intervallarini aniglang, [a; b] oraligdagi nolini € gacha aniqlikda
toping («kesmani teng ikkiga bo‘lish» va al-Koshiy usullarini tatbiq
eting, mikrokalkulator yoki EHM dan foydalaning):

Df(x)=x3-6x+5 k=-3,1=-2, m=1,5 n=2, a=1,
b=m, £¢=0,001;

) f(x)=x3-4x-3, k=-1,5,1=-1,2, m=0, n=4, a=-1,5,
b=-1,2, £¢=0,001;

) f(x)=x3-3x+2=0,k=-3,1=-1,m=2,n=3, a=-3,
b=0, ¢=0,01.

4.23. x* +x-2=0 tenglama [0,5; 1,5] kesmada ildizga ega
ekanini isbot qlhng va shu ildizni 0,01 gacha aniqlik bilan toping.

4.24. Tengsizlikni yeching:
1) (x+5)x-4)>0; 2) (x+4)(x-3)<0;

3) (x +2)(x + 4)(x + 5) > 0; 4) (x 2 = 1)(x +6) <0.
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4.25. Tengsizlikni yeching:
D (x-1D"(x+2)(x+4)19>0; ) x3-4x2-x+4>0.
4.26. Tengsizlikni yeching:
1 x4 0: ) _x*9 >0,
A o16)(x2-25) - ¥ 2x% +4x

3. Ajoyib limitlar. Ko‘pchilik hollarda limitlarni hisoblash masalasi

im Sinx _

lim ===1, ey
1

Iim(l+x)x =e )

0
formulalar yordamidaqual etilishi mumkin. Ulardan birini,

sin(-x) _ sinx

masalan, (1) tenglikni isbotlash bilan cheklanamiz. — o

tenglik barcha x # 0 sonlari uchun o‘rinli bo‘lgani sababli, (1)
tenglikni x—0 + 0 bo‘lgan hol uchun isbotlash yetarlidir.

x—0+ 0 bo‘lsin. U holda x e (0 ; %) va sinx > 0 deb hisoblash

mumKkin.
Birlik aylananing 2x radianli MN yoyini qaraymiz (IV.28-
rasm). U holda M N =2x va MN =2sinx, 2MK = 2tgx tengliklar

o‘rinli bo‘ladi, chunki M nuqgtaning ordinatasi sinx ga, MK uzunlik
esa tgx ga tengdir.

MN < M N < 2MK yoki 2sinx < 2x < 2tgx, ya’ni sinx < x < tgx
ekanligini ko‘ramiz. Bu tengsizlikning hamma hadlarini sinx > 0

ga bo'lib, 1 <=*— < —L_ va demak,
Sin x COS X

cosx<SinTx<1 (3)

tengsizlikka ega bo‘lamiz.
y = cosx funksiya uzluksiz bo‘l-

gani uchun limcosx= cos0=1 0 WK X
x—0
tenglik o‘rinli bo‘ladi.
1-§, 3-band, 5-teoremaga ko‘ra, N
sinx _

(3) tengsizlikdan liné "
x—
ekanligi kelib chigadi.

1V.28-rasm.
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l-misol. lim32&X jimien hisoblaymiz (k= 0, m = 0).
x—0 mx

Yechish. kx=rtdeb olamiz. x>0 da r—0 va, aksincha, >0
da x—0 ekanini ko‘rish qiyin emas. U holda (1) tenglikka ko‘ra

lim Sinkx sinkx _ 1 lim ksinkx _ k lim SinAx sinkx _ k lim Sinz sin ¢ ﬁ.]:ﬁ
x—0 mx mx—0 myx_0 kx mx—0 1 m m
bo‘ladi.
2-misol. lim 1 ;12 KX Jimitni hisoblaymiz (k 0, m # 0).
X—>
Yechish, S0 _m sinkc _kx _m sinkc. 1 poqeqp;
sinmx k mx sinmx k mx sinmx
kx
uchun 1-misolga ko‘ra
msmkx_l1 ﬂ.sinkx..l _ M |im SNAX  [im .1 _
xo0sinmx 0| Kk mx  sinmx X0 mMX  x_50 sinmx
kx
_m k 1 _k
k m m m
. k
bo‘ladi.
3-misol. lim M limitni hisoblaymiz.
x—0 X
. cos5x—cos9x _ 2sin7xsin2x _» sin7x  sin2x
Yechish. 2 = 2 =2 S .
bo‘lgani uchun lim S083X=COS9X _ 9 Jjy SINTx iy sin2x _

x—0 x2 x—0 X x—>0 X

=2. % % =28 tenglikka egamiz.

(1) tenglik birinchi ajoyib limit, (2) tenglik ikkinchi ajoyib limit
deb yuritiladi.

L (a>0, a#1) limitni hisoblaymiz.

. a
4-misol.
X—>

Yechish. y =a — 1 tenglik yordamida yangi o‘zgaruvchi
kiritamiz. U holda, x =log (1 + y) bo‘lgani uchun

x— . x_
a ]= Jy YOkl a 1: Y — 1

X logg (1+y) X lloga (1+y)
Yy

1

log, (1+y)”
tenglik o‘rinli bo‘ladi. ¢
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x—0 da y—0 ekanini va, aksincha, y—0 da x—0 ekanini

ko‘rish giyin emas.
1

log, (1+y)” uzluksiz funksiya bo‘lgani uchun (2) tenglikka

1 1
¢ 1 __ H 0 _ 1
ko‘ra lim log, (1+y)” = log, {yg%)(lw)y}—loga €=1, teng-

likka egamiz. U holda

1 1

lim &= = lim =
x—>0 X y—0

log, (1+y)Y lim log, (1+y)”
y—0

log, (l+y)

4-misolni yechish jarayonida lim 1
y—0 n
isbotlanganligini eslatib o‘tamiz.

—

‘é‘% Mashqlar
4.27. Hisoblang:

1) lim Sin3x sin3x | 2) lim $in6x 51n6x

x>0 3x ° x—0 “4X
tgdx . in 5
lim sin5x |
3) 1 x>0 3x ° 4) )ICIB}) sin6x >
5) lim g8x ; 6) lim xctgbx.
x—0 t87x x—0

4.28. Limitlarni hisoblang:

1) lim Sinl3x sinl3x ., 2) 1 sin3x ,

x—0 13x 2 50 sin6x
sinl6x . tgdx |
3) h 0 12x 4) h 0tg6x
5) 11 lg8x . ; 6) lim xctg3x.
0 Ix x—0

4.29. Limitlarni hisoblang:

tg3x sindx .
1) xﬁosm3x’ 2)1 502xcos3x’
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3) lim xtg3x

x—>0sin? 2x

. 3xcosSx .
S) ,lcl_r{(l) sin3x

I-cosx

7) lim 5>

x—0 S5x

9) lim N1-cos2x |

x—0 |x| ’
COS X— COS3 X
11) lim SOSX=C05" X .
x—0 X

l1-cosbx .
0 l-cos2x>

13)

15) lim 5x - ctg3x;
x—0

. TEx .
17) }Clir}(l—x)tgy,

19) )lcl_l’)l’; sin 2 xctgx ;

4.30. Limitlarni hisoblang:

1
1) lim(1+3x)~;

x—0
3) lim In(1+4x) :
x—0 X

sin S5xtg3x

4)1 > 5

x—0 x

2xtgdx

6) lim ;
) x—0 sin? 6x

lim arcsin 3x .
8) x—0 5x ’

10) SX

x—>0 arctgx ’

2
. 1,
12) lim = 28X,
x—0 sin3x

c1-cos4x .
14) )lclir(l) 2x-tg2x°

sm6xtg2x_

16) lim —=

x—0 X

18) lim —Sm(%_x) :

x_>z sm(3 4n x)

) lim sin(z;x).
x—>5 )

-1
2) lim(1+7x)%*
x—0

4) lim In(1+9x) .

x>0 Tx
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V BOB
HOSILA

1-§. Funksiyaning hosilasi va
differensiali

1. Funksiya orttirmasi. Biz funksiyalar giymatlari jadvallarini
tuzish jarayonida funksiyaning Df(x) = f(x,,) - f(x;) chekli
ayirmasi bilan tanishganmiz. Unda funksiya argumentning diskret
giymatlarida qaraldi, funksiya o‘zining bir f(x,) qiymatidan ikkinchi
f(x, + Dx) giymatiga sakrab o‘tgandek bo‘ladi, bunda Dx = /4 —
jadval gadami. Endi biz argumentning uzluksiz o‘zgarishiga bog‘liq
masalalarga o‘tamiz.

To‘g‘ri chizigli harakat gilayotgan nuqtaning x vaqt momentidagi
koordinatasi (o‘tilgan masofa) f(x) bo‘lsin. Nuqta Dx=5- a vaqt
oraligiida |Df(a)| =|f(b) - f(a)| qadar ko‘chadi. Agar bunda
Df>0 bo‘lsa, ko‘chish musbat yo‘nalishda, Df<0 bo‘lsa, ko‘chish
manfiy yo‘nalishda bajarilgan bo‘ladi.

X, =a dan x ga ko‘chishdagi Dx=/=Xx- a ayirma argumentning
a nuqtadagi orttirmasi, Df (a) = f(x) - f(a) ayirma funksiyaning
shu nuqtadagi orttirmasi deyiladi.

I-misol. Argumentning boshlang‘ich qiymati a = 35,
orttirmasi 2 =0,1. f (x) = x? funksiya orttirmasini topamiz.

Yechish. Argument a=5 dan 4 =0,1 ga ortgan: a + h =5,1.
U holda Df (5) =f(5,1) - f(5) =5,12- 52=1,01.

2-misol. Argument orttirmasi /4 ga teng. f(x) = kx + [ chiziqli
funksiya orttirmasini topamiz.

Yechish. f(a+h) =k(a+h)+]

Df(a) =f(a+h) - f(a) =k(a+h) +1- ka- [ = kh.

3-misol. Kubning tomoni a ga teng. Agar tomonlar 4 gadar
orttirilsa, uning hajmi ganday o‘zgaradi?

Yechish. Tomonlar 4 ga orttirilgandan so‘ng uning hajmi
(a + h)? ga teng bo‘ladi. Natijada kubning hajmi
12 Algebra, II gism 177
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DV =(a+h)? - @ =3a%h +3ah* + h®
ga ortadi.

r—

(é‘% Mashgqlar

5.1. x =a dan x = b ga o‘tishda f funksiya gabul giladigan
orttirmaning fizik, geometrik ma’nosini tushuntiring, berilgan sonli
ma’lumot bo‘yicha orttirmani toping:

1) f(x) — o‘tkazgichning ko‘ndalang kesimidan x vaqtda
o‘tadigan elektr miqdori (a =4 s, b =7 s, f(x) = 5x Kl, Kulon);

2) f(x) — to‘g‘ri chizigli harakat gilayotgan jismning x vaqt
ichida o‘tgan yo‘li (a =0, b =2's, f(x) =x? + 18x m);

3) f(x) — bir jinsli bo‘lmagan sterjenning bir uchidan boshlab
x uzunlikdagi gismining massasi (¢ =0, b =0,35 m, f(x) =2x? +
+3xkg).

5.2. Kubning qirrasi 1 sm (5 sm; 10 sm). Agar girra 1 sm ga,
0,5 sm ga, 0,2 sm ga orttirilsa, kubning hajmi ganchaga ortadi ?

5.3. [a; b] kesmada Df (x) orttirma va Dx orttirmaning ishoralari
bir xil. Shu kesmada funksiya o‘suvchimi (kamayuvchimi)?
Ishoralar har xil bo‘lsa-chi?

5.4. Funksiyaning a nuqtadagi orttirmasini toping;:

) f(x)=2x2-x,a=4, h=0,1;

2) f(x) =-4+3x+x2, a=-2,h=0,01;

) f(x)=x-2x3,a=1, h=-0,2.

5.5. Funksiya argumenti 4 orttirmani gabul qilib, x = b giymatga
erishgan. ffunksiya orttirmasini toping, bunda:

1) f(x)=vx-1, h =1,65, b =9,41;

2) f(x)=~x+1, h =265, b =7,41.

5.6. Doira radiusi R =6 sm, u 4 sm ga uzaytirilsa, doiraning
yuzi ganchaga o‘zgaradi? Bunda: 1) 2 =0,3 sm; 2) A =-0,3 sm.
Chizmada tasvirlang.

2. Funksiya hosilasi. y = x? funksiya grafigining (1; 1) nuqta
yaqinidagi holatini kuzataylik. V.1-a rasmda parabolaning /4 =2
uzunlikdagi [0; 2] kesma ustidagi qismi tasvirlangan. Chiziq oz
egriligi bilan shu nuqtadan o‘tuvchi y = kx + / urinuvchi to‘g‘ri
chizigdan keskin farq giladi. Shu nuqta atrofini kattaroq tasvirlaylik
(V.1-b rasm). Parabolaning nisbatan kichik 4 = 0,2 uzunlikka ega
178
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4__
y:
y=hx+l - (1,1; 1,1)
2_
7 2 (1; 1)
a) 2 0 2 X b)
(0,9; 0,9)
V.1-rasm.

bo‘lgan [0,9; 1,1] kesmadagi qismi uncha egri emas. Dx = 4 ning
yanada kichik giymatlarida parabola va to‘g‘ri chiziq kesmalari
deyarli ustma-ust tushadi, ya’ni parabola (1; 1) nuqta yaginida
«chiziqli kichik» holatida bo‘ladi. U boshqa nuqtalar yaginida ham
shunday «chiziqli kichik» xossasiga ega bo‘ladi. Fizika nugqtayi
nazaridan «chiziqgli kichiklik» xossasi mos fizik jarayon deyarli tekis,
deyarli doimiy tezlik bilan ro‘y berayotganini anglatadi.
Matematikada «chiziqgli kichik holatdagi funksiya» tushunchasi
differensiallanuvchi nomi bilan ataladi (lot.: differentia — ayirma).
Holatni matematik jihatdan tushuntiramiz.
Agar x =a dan x = a + h ga o‘tishda f funksiya orttirmasini

Df=f(a+h)- f(a)=(k+a)h (1)

ko‘rinishda berish mumkin bo‘lsa, f funksiya x = a da differensial-
lanuvchi funksiya deyiladi, bunda k — son, a(x) funksiya

Dx = 4® 0 da cheksiz kichik, }li®rr(1)a(x) =0.

Masalan, f(x) = kx + [ chiziqli funksiya orttirmasi
Df=f(a+h)- f(a)=k(a+h)+1- ka- [=kh,

ya’ni a(x) =0 bo‘lishini ko‘ramiz. Demak, chizigli funksiya x ning
barcha giymatlarida differensiallanadi.

Boshqga differensiallanuvchi funksiyalar uchun Dx va Df
orttirmalarning faqat taqribiy proporsionalligi o‘rinli bo‘ladi:

fla+h)- f(a)» kh,
bundagi chetlanish a(x) ga teng.
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l1-misol. x* funksiya x ning istalgan giymatida differensial-
lanadi. Haqiqgatan, funksiya x dan x + /4 ga o‘tishda
Df=(x+h)?-x2=2x+h)h
orttirmaga ega, undagi 2x ta’rif bo‘yicha k ni, /4 esa a funksiyani
ifodalaydi, lim 2 =0.
h® 0

S (x+ h) f(x) _

(1) tenglikdan: k+a bunda h=(x+h) -

=Dx, lima(x)=0. Bularga ko‘ra:
h® 0

lim L& () _
h® 0 h

2
va
lima(x) =lim
h® 0 h® 0
Aksincha, bu limitli ifodadan (1) tenglikni hosil gilish mumkin.
Shu tariga ushbu teorema isbot qilinadi.
k = lim f(x"'h})l' f(x)

h® 0
f(x) funksiya differensiallanadi va uning orttirmasi

Df=f(x+h)- f(x) = =(k+a)h
bo‘ladi, bunda }li(él}) a(x)=0.

Lxeh /) ) .

Teorema. limit mavjud bo ‘Igandagina

Df = (k + a)h tenglik funksiyaning differensiallanishini xarak-
terlaydi. Masalan, v doimiy tezlik bilan to‘g‘ri chiziqli tekis hara-
kat gilayotgan jism f vaqtda s = v7 + s, masofani bosib o‘tsin,
bunda s, — harakat boshlanguncha o‘tilgan masofa, s bog‘lanish
¥ = kx + [ funksiyaning o‘zi, k =v, x =1, [ =s, y =s. Mexanika
nuqtayi nazaridan k son harakat tezligi, geometr’ik jihatdan to‘g‘ri
chiziqning burchak koeffitsiyenti miqdorini ifodalaydi. k£ ning giymati
x ga bog‘liq. Demak, k son biror funksiyaning xususiy giymatidan
iborat. Bu funksiya f(x) funksiyaning hosilasi deb ataladi va f €x)
orqali belgilanadi.

f&x) ning x nuqtadagi qiymati ushbu formula bo‘yicha topiladi:

_ S(x+h)- f(x) _ Df
S &) = lim ST = Tim = 3)
bunda Dx = 2 — argument orttirmasi.
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Shunday qilib, funksiya orttirmasi f(x + 4) - f(x) = (k + a)h
ko‘rinishda berilgan bo‘lsa, k£ son hosilaning giymatini beradi.

Jism t = #, boshlang‘ich vaqt momentida f(f,) koordinatali
nugtada, 7= f, + Dt momentda f(f, + Df) koordinatali nuqtada
bo‘lsin. [£,; #, + Df] vaqt oralig‘ida Df = f (¢, + D) - f(#,) masofani

D
o‘rtacha Vo () = Ffz tezlik bilan o‘tadi, bunda Dr= (1, +Dr) - 1,—

o‘tgan vaqt. O‘rtacha tezlikning Di® 0 dagi limiti, ya’ni /&%)
hosila to‘g‘ri chizigli harakatning 4, momentdagi oniy (bir lahzadagi)
tezligini ifodalaydi:

. D
Voniy (19) = lim L= )

Bir jinsli sterjenning x uzunlikdagi qismining massasi f(x) =
=kx, bunda k son — sterjenning chizigli zichligi. Agar sterjen bir
jinsli bo‘lmasa, uning /# uzunlikdagi AB gismining massasi f (x, +
+ h) - f(x,) bo‘ladi, bunda x, giymat sterjenning A boshlang‘ich
uchining koordinatasi. AB qismning o‘rtacha zichligi:

ko‘n(t):wzfq_xo)+a,

bunda x, nuqtadagi chizigli zichlik k(xy) = }liér(l) ko (1) = fXxy)

bo‘ladi.

Har ganday / doimiy sonning hosilasi nolga teng. Chunki,
/=0 xx+ [ yozuvi bo‘yicha k =/¢=0 ni olamiz. Demak, (kx + /)¢=k.
Lekin (x2)¢=2xbo‘ladi. Chunki f(x+h) - f(x) =(x+h)? - 2 =(2x+
+h)h bo‘lganidan, (k + a)h yozuv bo‘yicha k = 2x olinadi.

[a; b] yopiq kesmaning a nuqtasida f funksiyaning o‘ng tomonli,
b nuqtasida esa chap tomonli differensiallanish i hagida so‘z borishi
mumkin:

— i Llath)-f(a) SO = li LO-1)- ()
fXa+0)= lim . , f&b-0) = lim 7 :

2-misol. (3) formuladan foydalanib, f(x) Z% funksiya

hosilasini topamiz, bunda a — biror doimiy son, Dx = 4, Dy =f(x +
+Dx) - f(x), x* 0.
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— a _ ax-ax- abx _— aDx .
Yechish. Dy = x+Dx—;— ~Or+Dr) ——x(x+Dx),uholda.

¢
al’ — 1; a —_ a
(;) - Dl;glo(- x(x+Dx)) - x_2

3-misol. ) y=x;2)y=x:3)y=ax*+bx+c, 4) y=x
funksiyalarning hosilalarini topamiz.

Yechish. 1) y=x=1xx+0, bundan k=y¢=1, ya’ni x¢=1
bo‘lishini aniglaymiz. Bu misolda (3) kabi limit formulalardan
foydalanishga hojat bo‘lmadi;

2) (1) formula bo‘yicha:
Dy = (x + Dx)% - x2 =x2 + 2x xDx + (Dx)% - (Dx)? = (2x + Dx) xDx.

Orttirma Dy = (k + a) xDx ko‘rinishda tasvirlandi. Unda
lima =0, k =2x. Demak, (x?)¢= 2x;
x®0

3) funksiya orttirmasi:
Dy=a(x+Dx)2 +b(x+Dx) +c- (ax?2+bx+c) =

= 2ax xDx + a(Dx)? + b xDx.
Funksiya orttirmasining argument orttirmasiga nisbati:

Dy _ (2ax+aDx+b)Dx
Dx Dx

topilgan nisbatning Dx® 0 dagi limiti:

=2ax+axDx+b;

y¢= lim (2ax+axDx+b)=2ax+b.
Dx® 0

Demak, (ax? + bx + ¢)¢=2ax + b;
4) D(x 3) = (x + Dx)? - x 3 =(3x? + 3x xDx + (Dx)?2) xDx,

ye= g;go%-g;‘gl (3x% +3xDx +(Dx)? ) =3x2
(%\% Mashgqlar
5.7. Funksiyalarning differensiallanishini isbot qiling:
1) Jx, x>0; 2) -1, x10; 3) Lo, xts;
H-Eox>00 5 X006 i
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5.8. 5.4-mashqda keltirilgan funksiyalar hosilalarini toping.
5.9. Funksiyalarning hosilalarini toping:

1) %x-l; 2) 5-7x2; 3) V7x;
4y 2+7x ; 5) x> +3; 6) 5x?;
7)-%; 8) -x+7; 9) Vx;
10) Vx+1; 11) (x?- x+1)2,

5.10. f(x) funksiya f €x) hosilasining x = a nuqtadagi qiymatini
toping:

1) 4-5x%, a=1;
2) 4+6x, a=%;

8.
3
3) X, a=-1,a=3, a=-0,5.
5.11. f(x)=x3-%x2+10x 2, f0)=? f&-1)=? f&1)="?

5.12.x, x2, x3, 1, Vx funksiyalar hosilalarini kuzating, ular-
ning tuzilishida qanday umumiylik bor ?

5.13. y=3/x funksiya hosilasini toping.

5.14. Jismning aylanma harakatida w burchak tezligi va v chiziqli

tezligi orasidagi bog‘lanish w = % munosabat orqali ifodalanadi, R —
aylana radiusi. Oniy burchak tezlik tushunchasini ta’riflang va uning
ifodasini hosila orqgali bering.

5.15. Qattiq jismning issiglikdan chizigli kengayishi /, - [, =
= aly(t - 1,), bog‘lanish orqali ifodalanadi, bunda /, va /, jismning
f, va t temperaturalardagi uzunligi, a — jismning issiglikdan chizigli
kengayish koeffitsiyenti (jism moddasining tabiatiga va turiga bog‘liq

kattalik). Oniy chiziqgli kengayish tushunchasini ta’riflang va uning
ifodasini hosila orgali bering.

5.16. h,balandlikdan v,, boshlang‘ich tezlik bilan yuqoriga tik

otilgan jism h(z) = hy +vgt - % gonun bo‘yicha harakat qil-
moqda. Agar h,=5m, v,=2,5m/s, g» 10 m/s? bo‘lsa, jismning
tezligi uning v,, tezligidan 5 marta kichik bo‘lgan vaqt momentidagi

balandligini toping.
5.17. t =0 momentdan boshlab o‘tkazgich orqali o‘tgan elektr
miqdori g(7) = 2,5¢ % - 3¢ formula bo‘yicha hisoblanadi. Ixtiyoriy
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vaqt momentidagi tok kuchini hisoblash uchun formula chigaring va
5-sekund oxiridagi tok kuchini hisoblang.

3. Funksiya differensiali. Agar y =f(x) funksiya orttirmasi uchun
tuzilgan Dy = f(x + Dx) - f(x) = (k + a) XDx formulaga k =f&x) giymat
go‘yilsa, so‘ng lim a =0 bo‘lgani uchun f(x + Dx) - f(x) »
» &) <Dx yoki

S(x+Dx) » f(x) +f&x) xDx (1)

taqribiy formulaga ega bo‘lamiz. Bu munosabatdagi f €x) xDx
go‘shiluvchi y = f(x) funksiyaning berilgan x qiymatdagi
differensiali deyiladi va dy yoki d f(x) orqali belgilanadi, ya’ni

dy =f&x) XDx. )

x erkli o‘zgaruvchining dx differensialini topaylik. x ¢=1va y=x
bo‘lishini nazarda tutib, (2) munosabat bo‘yicha dx = f &x) xDx =
=x¢xDx =1 xDx = Dx, ya’ni dx =Dx ni olamiz. (2) munosabat

df () =f&x)dx (€)

ko‘rinishga keladi. Shu kabi, (1) munosabatga muvofiq f(x)
funksiyaning x = a nuqta yaqinidagi giymati uning shu nuqtadagi
f(a) qiymati bilan f €a) xh differensialining yig‘indisiga teng,
bunda Dx = A.

y =f (x) funksiya biror oraligda uzluksiz va gat’iy monoton
bo‘lsin. U holda unga teskari x =j (y) funksiya mavjud, Dy =
=f(x+Dx)- f(x)* 0daDx=j(y+Dy)-j(y)*0vaDx®0da

Dy® 0, Dy® 0 da Dx® 0 bo‘ladi. Natijada: Dlyl{@n Dr - 1 yoki

oby oy,
Dx® 0 Dx
) =7 )
va
dx=dj (y) =] €y)dy ©)

munosabatlarga ega bo‘lamiz.

(1) formula taqgribiy hisoblashlarda keng qo‘llaniladi.

Misol. y = x3 funksiyaning x = 3,0184 dagi qiymatini
e=0,005 gacha aniqglikda topamiz.

Yechish. 3,0184 =3 +0,0184. Shunga ko‘ra, a =3, h =
=0,0184 deb olishimiz mumkin. £ (3) =33 =27, f&3) =3x* =27.
(1) munosabat bo‘yicha f(x + Dx) = (3 +0,0184)3 » 27 +
+27 x0,0184 =27,4968. Vujudga keladigan xatolik:
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(c+Dx)3 - (x3 +3x2 xDx) = 3x(D0)? + (D)} =3 53 »0,01842 +0,01843 =
=0,01842 x9,0184 < 0,022 x9,02 = 0,003608 < 0,004 <e.

>

‘é\% Mashqlar

5.18. f(x) funksiyaning x = a dan x = b ga o‘tishdagi chekli
ayirmasi, orttirmasi, hosilasi, differensiali tushunchalarining
ma’nosini fizik va geometrik misollar yordamida tushuntiring.

5.19. Differensiallarni toping:
Dd(Ex): 2) avx: 3) d5x?); 4) d@X); ) diker ).
5.20. Tagribiy hisoblang:

) J79;  2) J3; 3) Ya6;  4) 247
4. Funksiya grafigiga urinuvchi to‘g‘ri chiziq. y =f (x) funksiya
grafigida yotgan M(x,; y,) va N(x; y,) nuqtalar ustidan kesuvchi
(a) to‘g‘ri chizigni o‘tkazaylik (V.2-rasm). Uning tenglamasi:
Y-Yo _ X-Xo
Yi-y0  X1-x0
yoki

_Ji-Yo - 1
y X1-XO(x x0)+y09 ()

bo‘ladi, bunda Dx=x, - xy=h, dy =y, - y,=/f (X, + h) - f(x)), N
nuqtani qo‘zg‘almas M nuqta tomon f(x) chiziq bo‘yicha siljitsak,
(a) kesuvchi M nuqta atrofida burilib harakatlanadi va M nuqtadan
o‘tuvchi (b) urinmaga yaqinlashadi. Urinma esa og‘ma bo‘lsin, u
holda Dx = x, - x, oraliq gisqaradi. Bunga garaganda ENM® 0
yoki Dx® 0 da (a) kesuvchi (b) urinma holatida bo‘ladi.
Natijada (a) to‘g‘ri chiziq k,, burchak koeffitsiyentining
NM® 0 dagi limiti (b) urinmaning k. = tgj burchak koef-

fitsiyentiga teng bo‘ladi. Kyes. = /(X0 +h]z_ J(x) bo‘lganidan quyi-

dagilarga ega bo‘lamiz:

i S (X0 +h)- f(xp) _
—}ll(g}) - =f®xg)

kurin.
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va

Y= (x) +/ &xp)(x - xp). (2)

Bu mulohazalarda urinma og‘ma, ya’nij * 90° deb olindi. Urinma
vertikal bo‘lgan holda tgj aniglanmagan bo‘ladi (tg90° = +¥).

Misol. Abssissasi x=- 3 bo‘lgan nuqgtada y =9- x? egri chizigqa
urinuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzamiz.

Yechish. (2) formuladan foydalanamiz. Bizda f €x) = (9 -
-x)C=-2x, k=f&-3)=-2x(-3)=6. U holda y =(9- (-3)?) +
+6 x(x- -(-3))=6x +18.

r—

‘é\% Mashqlar

5.21. Abssissasi x, = 1 bo‘lgan nuqtada y = 2x? egri chiziqqa
urinuvchi to‘g‘ri chizigning tenglamasini tuzing.

5.22. Ordinatasi y, = - 2 bo‘lgan nuqtada y = x? - 4x + 1 egri
chizigga urinuvchi to‘g‘ri chizigning tenglamasini tuzing.

5.23. y=-2x+6 to‘g‘ri chiziqga parallel bo‘lgan va y=x*- 6x +
+5 parabolaga urinuvchi to‘g‘ri chizigning tenglamasini tuzing.

5.24. B(2; -5) nuqtadan o‘tib, y = x* - 6x + 5 parabolaga
urinuvchi to‘gri chiziglar tenglamalarini tuzing.

5. Differensiallanuvchi funksiyaning uzluksizligi. Oldingi
boblardan funksiyaning uzluksizligi hagida bir qadar ma’lumotga
egamiz. f(x) funksiyaning x = a nuqtada uzluksiz bo‘lishi uchun:

1) f(a) = b, unda b — aniq giymat; 2) li(én f(x)=>b bo‘lishi
X® a
kerak. Bu shartlardan aqalli biri bajarilmay qolsa, funksiya x=a
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nugtada uziladi. Masalan, f(x) =ﬁ funksiya x = 2 nuqtada
uzluksiz. Chunki f(2) =1, li®rr5 f(x)=1. Lekin u x =1 da uziladi:
P

1-shart bajarilmaydi (funksiya aniq giymatga ega emas). Uning
grafigiga, masalan, (1; 3) nuqta Kkiritilishi bilan tuziladigan ushbu

1L, agar x ! 1 bo‘lsa,
glx)=yx1
13, agarx =1 bo‘lsa

funksiya ham uzilishga ega: endi 1-shart bajariladi, 2-shart esa

bajarilmaydi: hml— ¥ (cheksiz limit). Masalani oydinlashtirish
magsadida ushbu teoremadan foydalanamiz:

Teorema. Agar f(x) funksiva x=a nuqtada differensiallan-
sa, u shu nuqtada uzluksizdir.

Isbot. anuqtada f funksiya differensiallansin: f(a+ h) - f(a)=
= (k+a)h. Lekin h® 0 da a® 0 va }liér(l)(k+a)h =(k+0)x0=0.

Bundan lim (f(a+#)- f(a)) =0 yoki lim (f(a+h))=f(a).

Bu esa f funksiyaning x = a nuqtada uzluksizligini bildiradi.
Teskari fikr noto‘g‘ri, funksiya biror nuqtada uzluksiz bo‘lsa-
da unda differensiallanmasligi ham mumkin. Masalan, | x| funksiya
barcha nuqtalarda uzluksiz, lekin x =0 da differensiallanmaydi.
|x agar x 3 0 bo‘lsa,
,-x agar x <0 bo‘lsa

Hagqiqatan, funksiya ifodasini |x| = ko‘ri-

nishda yozaylik. Funksiyaning x = 0 nuqtadagi o‘ng tomonli va
chap tomonli limitlari teng:

lim |x| = lim x=0, lim |x|= lim (- x)=0.
x® +0 x® +0 x® -0 x® -0

Demak, |x| funksiya x = 0 nuqtada uzluksiz. Lekin u shu
nuqtada differensiallanadimi? Ixtiyoriy x =4 da y =|x|=|h],
= =|x|= llmll—hmh—,lim—:—l ni i
x=0day=|x|=0 » Mm 5= lim 5 Jim = , ya’ni hosila
giymatini berishi kerak bo‘lgan o‘ng va chap tomonli limitlar
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teng emas. Demak, x =0 nuqtada | x | funksiyaning hosilasi mavjud
emas, funksiya bu nuqtada differensiallanmaydi, grafigi o‘z
yo‘nalishini o‘zgartiradi.

N

‘é\% Mashqlar

5.25. Quyidagi funksiyalarning x = @ nuqtada uzluksizligi, lekin
unda differensiallanmasligini isbot qiling:

D f()=|x-3],a=3; ) f)=x+|x-2|,a=2;

3) f(x)=3x%, a=0.

5.26. Quyidagi funksiyalar x = 0 nuqtada differensiallanadimi?

D ro=H ) =k 3 f0=5
s 9 ‘
4) f(x):%; 5) f(x):}x , agar x £0 bo‘lsa,

fx, agar x >0 bo‘lsa.
5.27. Funksiyalarning qaysi biri sonlar o‘qida uzluksiz?
D S =4 D) fx=-H,

Cjx- 2, agar x £ 0 bo‘lsa,

3) f(x)

_+x2 - 2, agar x >0 bo‘lsa;

jx- 2, agar x £0 bo‘lsa,
4 f(x)=],

fx“, agar x >0 bo‘lsa.

- ‘
5.8, f(x)=1* »agarx£lbolsa,

funksiya a va b ning
fax +b, agar x >1 bo‘lsa

ganday giymatlarida x = 1 nuqtada differensiallanadi?

2-§. Funksiyani differensiallash qoidalari

1. Chiziqli kombinatsiyalarni differensiallash. f funksiyaning

biror x nuqtada differensiallanishi uchun f®x) = ﬁmw
h®0

limitning albatta mavjud bo‘lishi zarur ekanligini bilamiz. f&x)
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hosilani topish f(x) funksiyani differensiallash deyiladi. Funksiya
differensiali df (x) = f «x)dx ko‘paytmaga tengligini bilamiz.
Differensiallash masalasi f €x) hosilani topishga keladi. Quyida
biz differensiallash qoidalari bilan tanishar ekanmiz, unda
garalayotgan funksiya hosilaga ega deb gabul qilinadi.

l-teorema. C doimiy ko‘paytuvchini hosila belgisi ostidan
chiqarish mumkin:

(Cf ())e= (f k). (D)
Isbot. XCf () =Cf (x+h) - Cf () =Cf (x+h)- f(x)=

_ . OB _ e Df
= i : == = =~ =(f¢.
C xDf. Bundan }ll®1’1’(1) Z C}llél’(l) . cf

2-teorema. f va g funksiyalar differensiallanadigan
nuqtalarda f + g funksiya ham differensiallanadi va

(f (x) +8(x))¢=f&x) +g &x) (2)
bo‘ladi.
Isbot. f(x) + g(x) funksiyaning [x; x + h] kesmada qgabul
giladigan orttirmasi:
D(f (x) +g(x)) =(f(x +h) +g(x +h)) - (f(x) +gx)) =
=(flx+ h) - f(X) +(g(x +h) - g(x)) =Df (x) +Dg(x),

D(f(x)+g(x)) _ Df(x) , Dg(x) g
P =t . Tenglikning ikkala tomo-

nida A® 0 da limitga o‘tsak,

lim 2L+ ()) _ o DGO
h® 0 h o h o h

bundan

Dg(x) .

chap tomondagi limit (f (x) + g(x))¢ ga, o‘ng tomondagi limit
Jf&x) + g &x) ga teng. Demak, (f(x) + g(x))¢=/f&x) + g €x).

l-misol. f(x)=- X - 5x2 +%x +7 funksiyaning hosilasini
topamiz.

Yechish. fQx)=(-x*)or(-5x)er (4x)547¢; ()0 =

¢
=-3x2,(-5x%¢=-5x2x=-10x,(gx) =4, 7¢=0. Bundan,

f«x)=-3x2-10x+g,
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2-misol. Abssissasi x;, = 1 bo‘lgan nuqtada f (x) = 2x 2. 3x
funksiya grafigiga urinuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzamiz.

Yechish. Bizda f(1)=2x12- 3x1 =-1, f&x) = (2x? - 3x)¢=
=2 x2x- 3=4x - 3, bundan f 1) =4 x1 - 3 =1. Bu qgiymatlar
urinmaning y = f(x,) +/®&x,)(x - x,) tenglamasiga qo‘yilsa, y=-1+
+1x(x- 1)=x- 2 yoki y =x- 2 hosil qgilinadi.

3-misol. Jismning erkin tushishda o‘tadigan masofasi s = gT

formula bo‘yicha topiladi. Tushishning #,=1s; 2 s dagi oniy tezligini
topamiz (g » 10 m/s?).
Yechish. Oniy tezlik v(4)) = s&%,) ga teng, bunda

scl(t)—a%” 0 E?ye=Exr=gr,
%]

U holda v(1) =g x1 » 10 m/s, v(2) » 10 x2 =20 m/s.

(%4\% Mashgqlar
.29. f funksiya uchun [a - h; a + h] kesmada tuzilgan
f(a+h) f(a) f(a)- f(a-h)  f(a+h)- f(a-h) va  fda)

h ’ 2h
1foda1arn1ng q1ymatlar1n1 (mikrokalkulator yoki EHM yordamlda)
hisoblang, bunda uchinchi kasr ifodaning giymati, ya’ni birinchi
va ikkinchi kasrlarning o‘rta arifmetigi f&a) uchun yaxshiroq
yaqinlashish bo‘lishini tekshirib ko‘ring (4 =0,1; 0,01; 0,001):

D) =x3-232+4, a=3; 2) f(x)=3Jx-6x, a=9.
5.30. Funksiyalarning hosilalarini toping:

1) x*-4Jx+x-5; 2) -2x3 +3x% +4;
3) 5x? +3x - 4; 4) 3+x.

5.31. x, = | nuqtada y = 2x3 egri chiziqqa urinuvchi to‘g‘ri
chiziq tenglamasini tuzing va uning shu urinish nuqtasidan
abssissalar o‘qi bilan kesishuvigacha uzunligini toping.

5.32. Abssissasi x, = 2 bo‘lgan nuqtada y =3x3 - 6x2 - 4 egri
chizigqa o‘tkazilgan urinmaning tenglamasini tuzing.

5.33. Ordinatasi y, = -2 bo‘lgan nuqtada y = x3 - l%x— 1%
egri chizigqa o‘tkazilgan urinuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzing.
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5.34. x, =-3 nuqtada y =x? + 6x + 5 parabolaga urinuvchi
to‘g‘ri chizigning burchak koeffitsiyenti va OX o‘qi bilan kesishish
nugtasini toping.

5.35. y =x* - 9 parabolaga uning abssissalar o‘qi bilan kesishish
nuqtalarida urinuvchi to‘g‘ri chiziglarning burchak koeffitsiyentlari
va ordinatalar o‘qi bilan kesishish nuqtalarini toping.

5.36. Jism A balandlikdan v,, boshlang‘ich tezlik bilan yuqoriga
tik otilgan. Uning ¢ vaqt momentidagi oniy tezligini toping.

5.37. 60 sm uzunlikdagi bir jinsli yupga AB sterjenning
massasi m = 4x? (g larda) qonun bo‘yicha tagsimlangan.
Sterjenning A uchidan x;, =20 sm va x, = 50 sm uzoqlikda turgan
nugqtalardagi chiziqli zichlikni toping.

5.38. O‘tkazgich orqali =0 vaqt momentidan boshlab o‘tadigan
elektr miqdori ¢(7) = 5¢3 - 1 formula bo‘yicha topiladi. ¢ vaqt
momentidagi tok kuchining kattaligini toping.

5.39. Jism s(7) = 107 + t2 qonun bo‘yicha to‘g‘ri chiziqgli harakat
gilmoqgda. Uning ¢ =2; 5; 7 (s) vaqgt momentidagi oniy tezligini
toping.

5.40. y =1 - 1,5x - x? parabola bilan OY o‘qining kesishish
nuqtasida shu parabolaga urinuvchi to‘g‘ri chizigning tenglamasini
tuzing.

5.41. Nuqtaning koordinatalar to‘g‘ri chizig‘i bo‘ylab harakat
gonuni x =2 + 107 - 0,372 (m) tenglama bilan ifodalanadi.
Nugtaning #, =6 (s) momentdagi tezligini toping. Harakat gachon
to‘xtaydi?

5.42. Nuqtaning koordinatalar to‘g‘ri chizig‘i bo‘yicha harakat
gonuni x =73 - 672 +4(m) tenglama bilan ifodalanadi. Qaysi vaqt
momentida tezlik 0 ga, 5 ga, 6 ga teng bo‘ladi?

2. Darajali funksiyani va funksiyalar ko‘paytmasini differen-
siallash. Agar geometrik progressiya hadlari yig‘indisi uchun ushbu

1+ + 2+ + n-l_x"-l 11 . _é e .
X+XT+o X =T, X tenglikka X = qo‘yilsa, nati-
jada
bl’l
2 k n-1 _n_l n__n
I+ g 4By 4D _-a - _ba
a 02 ak ai’l-l %_1 al’l-l(b_ a) ’
yoki
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n n
a" ' +a" b+ a2 hd

yoki
bi-a"=(b- a) (@' +arb+.. +ar kL + b)) (D
ayniyat hosil bo‘ladi. Hisoblashlarda undan foydalanamiz.

lI-teorema. f(x) funksiya differensiallanadigan nuqtalarda
uning f"(x), nl N, darajasi ham differensiallanadi va

(F(0)) &= nf™ 1(x) 5 €x), (2)
d(f"(x)) =nf" 1 (x) »f @ix (3)

munosabatlar o‘rinli bo‘ladi.
Isbot. Df(x)=f"(x+h)- f*(x) bo‘lsin. (1) ayniyat bo‘yicha
DF "(x) = (f (x + h) - fF O (x +h) +f () X" 2x +h) + ... +

+fELOf M+ ) + o+ (X))
(ikkinchi qo‘shiluvchi »n ta qo‘shiluvchidan iborat) yoki

Dfnh(x) - f(x+hh)-f(X) gf”'l (x+h)+..+

FELEf T  (x by + o+ 0O,

Keyingi tenglikda #® 0 bo‘lganda limitga o‘tamiz. Teorema sharti
bo‘yicha f(x) funksiya differensiallanuvchi, demak, u uzluksiz

Sf(xth)- f(x) _

funksiya va shunga ko‘ra },l(él’(l)f(x+h) = f(x) va }llér(l) -

= f®x). Kvadrat qavslar ichidagi » ta qo‘shiluvchining har biri-

ning A® 0 dagi limiti /7 1(x) ga, jami yig‘indi nf™1(x) ga teng.

Shu tariga (2) va (3) tengliklar hosil bo‘ladi. Teorema isbotlandi.
Xususan, f(x) =x" uchun:

(xMe=nx"1xx ¢=nxm1 xl =pxn!
va
d(x") =nx"ldx. 4)

Keyinroq, (2) formula daraja ko‘rsatkichning har ganday
giymatida o‘rinli ekani isbotlanadi. Buning uchun daraja asosining
musbat bo‘lishi, » butun son bo‘lganda esa asosning fagat noldan
fargli bo‘lishi talab qilinadi.

l1-misol. n=1;0; -m (bunda ml N) va x* 0 uchun f(x) =
=x " funksiya hosilasini topamiz.
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Yechish. 1) n=1 da (x)¢=1xxI"1=1xx0 =1x1 =1, ya’ni
x ¢=1;
2)n=0da (xX¢=0xx1=0, ya’ni (x°)¢=0;
3) n=-m, ml Nda (x ")¢=-mx "1 =-mx (mD,
2-misol. (6x? - 5x +7)3 funksiyaning hosilasi va differen-
sialini topamiz.
Yechish. Bizda f(x) =6x2 - 5x +7, f&x) =12x - 5, n = 3.
(2) va (3) formulalar bo‘yicha:
((6x% - 5x +7)3)¢=3(6x% - 5x +7)? x(12x - 5)
va
d(6x% - 5x +7)3=3(6x% - 5x +7)2 x(12x - 5)dx.

3-misol. Yx* , x>0 funksiya hosilasini topamiz.
4
Yechish. ¥x* ifodani x5 ko‘rinishda yozamiz. Daraja ko‘rsat-

kichi natural son emas, lekin asos musbat son. (2) formuladan

foydalanamiz: R

Y s[4 )¢ ® % 9¢ 4
X = gx T =3x

o

4-misol. ﬁ funksiyaning hosilasini topamiz.
x -

Yechish. — L =@3x2-4)2, f(x)=3x%- 4, f€x)=6x, n=-2,
(3x2-4)2

¢
LT =((B3x7-4)2)6=-2x3x2 - 4) ¥ ex = 12X
&3x2-4)? g (3x2-4)3

5-misol. vx? +9 funksiya hosilasini topamiz.
Yechish. f(x) = x2 + 9, fdx) = 2x, n

1 I
(Vx2 +9)8= ((x2 +9)2)6= Lx(x? +9)? 'ox = x
x“+9

2-teorema. f vag funksiyalar differensiallanadigan x nugtada
ularning f g ko ‘paytmasi ham differensiallanadi va bu ko ‘paytmaning
hosilasi va differensiali

(fOt=r&+fg4 “4)
d(fg)=fdg+gdf 3
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Jformulalar bo ‘yicha hisoblanadi, bunda f = f (x), g = g (x).
Isbot. D(fg) =/ (x+Dx) xg(x +Dx) - f(x)g (x) yoki f(x +Dx) =
=f(x) + Df (x), g(x + Dx) = g(x) + Dg(x) bo‘lgani uchun,
D(fg) =(f+DN(g +Dg) - fg =fg +f>xDg +gxDf + Df xDg - fg =
=/ *Dg + g xDf + Df xDg.

Shartga ko‘ra fva g funksiyalar x nuqtada differensiallanuvchi
bo‘lganidan

lim 2L =r¢ lim X =g¢

Dx® 0 Dx Dx® 0 Dx
lim Dg = lim (Dng )= lim 2 xlim Dx = gt =0,
Dx® 0 Dx® 0\ D Dx® 0 DX px®0
U holda:

S D_fng = £ xlim 2+

— D(R) _
(fg)e= hm = lim (fX—+g o lim =

®0 Dx Dx® 0
A A ¢+ of ¢ ¢+ gf ¢
e o+ A0y o, O =R 00 T
Shu kabi g¢=% re=9 (fr)e= L) poiganidan dif g) =
= fdg + gdf bo‘lad1

6-misol. f (x) =(x 3+ 6x- 3)(x 2+ 4x +5) funksiya
differensialini topamiz.

Yechish. (4) va (5) formulalar bo‘yicha:
SE&x) = (x3+6x- 32 +4x+5) + (x3+6x- 3)(x2+4x +5)¢=
=(3x2+6)(x2+4x+5)+(x3+6x- 3)(2x+4) =54+ 16x3+33x 2+
+42x+ 18,

df = (5x*+16x 3+ 33x2+42x + 18)dx.

(ET‘% Mashgqlar

5.43. Funksiyalarning hosilalari va differensiallarini toping:
1) (x3- 5Sx +1)(x2- 5x +1);
2) (x4- 6x+ 1)(x3+x2-2);

3) (x-DRx+4); 4) Jx(x - 2x+2);
14
5) (% - 4x+2)3 6) (8x- 3)'2 7) (\/;_'_%)
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5.44. (uvw)thosila uchun formula chiqaring.

5.45.y=3x-1 egri chizigning gaysi nuqgtasida unga o‘tkazilgan
urinma abssissalar o‘qi bilan 456 li burchak tashkil etadi?

5.46. y =x3+x- 7 chizigning qaysi nuqtalarida unga o‘tkazilgan
urinma y =13x - 4 to‘g‘ri chiziqqa parallel bo‘ladi?

547. f(x)= ; - 2x +1 funksiyaning f(a + h) giymatlarini

taqribiy hisoblash uchun formula tuzing, uning yordamida
quyidagi ma’lumotlar bo‘yicha hisoblashlarni bajaring va hisoblash
xatoligini baholang;:

1) a=3, h =0,01; 2)a=4, h=0,1.
3. Kasrni differensiallash.
lI-teorema. f(x) funksiya differensiallanadigan va noldan

farqli bo ‘lgan nugqtalarda funksiya ham differensiallanadi va

f( )
ushbu tenglik o ‘rinli bo ‘ladi:
¢
1 \¢_ f8x)
(f(X)) Tl M
Isbot. Oldin == f( ) funksiyaning orttirmasini topamiz:
D( 1 )= L1 [ f(x)
f(x)) f(x+h)  f(x) S x+h)ysf(x)
ae1 o]
Endi 8{); o orttirmalar nisbatining # = Dx ® 0 dagi limitiga
o‘tamiz:
1 \¢_ S (x+h)- f(x) 1
(f(x)) B T T e R A s v fz( .-
.S
S

Teorema isbot qilindi.
2-teorema. fva gfunksiyalar differensiallanadigan va g* 0

bo ‘lgan nuqtalarda % Sfunksiya ham differensiallanadi va ular uchun
ushbu tenglik o ‘rinli bo ‘ladi:

(§)¢ = 4 @)

g
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Isbot. é funksiyaning differensiallanishi uning f va é

funksiyalar ko‘paytmasidan iboratligidan kelib chigadi. (1) formu-
ladan foydalanamiz:

(L) =(r ) = rods pofd]P= Lo Lo g0 R,

g &

3
l-misol. & T z funksiyaning hosilasini topamiz.
X +

Yechish. Bizda f=x3-5, g=x*+3, f¢=3x2, g¢=4x3va
(2) formula bo‘yicha:

a5 0% (1 +3)8x2- (- 5)dxd | 642053 492

&x*+3p (x*+3)2 (x4 +3)2

(ET‘% Mashgqlar

5.48. Funksiyalarning hosilasini toping:

2 3
1 x_+4x; ) x_; 3 x/;-4;
) x3+5 ) (x-3)% ) i +5

(1+x3)10 453 4352 - 5x41
4) R 5) T

5.49. Hosilalarning ko‘rsatilgan nuqtalardagi qiymatlarini toping:

D f(x >-2+x f%0), f%2);
2) f(x)=x'x—53x'7, f&-1), £40,2).

4x-5
Ix+5

grafigiga urinuvchi to‘g‘ri chizigning tenglamasini tuzing.

5.50. Abssissasi 2 ga teng bo‘lgan nuqtada y = funksiya

4. Trigonometrik funksiyalarni differensiallash.
1) f (x) = sinx funksiya hosilasini topamiz:

Df (x) =sin(x + &) - sinx =2cos (x g’)smﬁ

sin(x+4)- sin x =2cos(x+ﬁ) D)
h 2
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lekin kosinus uzluksiz funksiya, shunga ko‘ra }lié% Ccos (x + g) =COoSX,

sinﬁ

2 =1 po'lishi oldingi boblarda isbot

. . 1‘
Ikkinchi tomondan, hl@% g
qilingan edi. Shunday qilib,

sin(x+h)- sin x

. o= 1i _
(sin x) hl(;l}) 7 COS X
yoki
(sinx)¢=cosx (1)
va sinus funksiya differensiali:
d (sinx) = cosxdx. 2)
2) cos(x+h)- cosx =-2sin (x + g) sing orttirmaning 4 ga

nisbatining A® 0 dagi limiti yuqoridagi kabi almashtirishlardan
so‘ng quyidagini beradi:
(cosx)¢=- sinx, (3)
d(cosx) =- sinxdx. @)
3) bo‘linma, sinus va kosinusning hosilalari formulalaridan
foydalansak, quyidagilarni hosil gilamiz:

(tgx)¢= (sin x)¢: cos xXsin x )¢ sin x>(cosx)¢=

COS X 2

cos” x
- €OS X>0S X - sin x> - sin x) -1
cos? x cos? x
yoki

(tgx)e=—L— Q)

cos” x

d(tgx) = —&—
(1gv) =4 ©)

4) Shu kabi:

ctex)t=- —L

(ctgx) I (7)
d(ct = L

(ctgx) R ®)
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1-misol. Sinusoida va tangensoida koordinatalar boshida
0OX o‘qini ganday burchak ostida kesishini aniglaymiz.

Yechish. O (0; 0) nugtada sinusoidaga urinuvchi y = kx
to‘g‘ri chizigning k = tga burchak koeffitsiyentini topishimiz
kerak, bunda a — izlanayotgan burchak. k = (sinx)¢= cosx. Lekin
O (0; 0) nuqtada cosO = 1. Demak, k =tga =1, bundan a = p/4.

Shu kabi k& = (tgx)¢= =1, bu safar

ham bundan a =p/4 bo‘lishi aniglanadi.

2-misol. Abssissasi X :42— bo‘lgan nuqtada kosinusoidaga
urinuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzamiz.
Yechish. Urinmaning y - y, = k(x - x;) tenglamasiga

Yo :cosg— :%) k =(cosx()¢=-sinx, =- % qo‘yilsa,

\/g— 1 i ¢ i =_1 b ﬁ
y'T_'E(x'%) hosil bo‘ladi. Bu yerdan y X+t 5

3-misol. ctg (E +0, 001) ning taqribiy qiymatini topamiz.
Yechish. f(x,+ h) » f (x)) +f &x,) xh formuladan

foydalanamiz. Bizda f(x) = ctgx, f¥x)=- — 12 » X0 :%, h=

sin- x
=0,001. Misolda izlanayotgan qiymatning ganday aniglikda bo‘lishi
aytilmagan. Bu aniqlik 0,001 gacha kattalikda bo‘lsin, deylik. U
holda

x0,001 =1 - 22
sin2 R aa/’ o
4 g 23
Agar burchak graduslarda berilgan bo‘lsa, formulalardan foyda-
lanishda radian o‘Ichoviga o‘tiladi. Masalan,

ctg(§+0,oo1) »ctg - L =0,998.

0_ 0_190y = b_ B P_qnPx-P|=
c0s28~ =cos(307 - 2%) cos( )»cos6 sm6>< 90)

6 90
=33+ 1 xB. 20,8660 +0,540,0349 » 0,883,
Shu magsadda tayyor jadvallardan yoki mikrokalkulator va
EHMning imkoniyatidan ham foydalanish mumkin.
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5. Murakkab funksiya hosilasi. Oldingi bandlarda funksiyalarni
differensiallash jarayonida biz hosilaning ta’rifidan foydalandik.
Agar murakkab funksiyalarni differensiallash zarur bo‘lsa, maxsus
goidalardan foydalanish qulayroq.

Teorema. f(x) funksiya x nuqtada, g(t) funksiya t = f(x)
nuqtada differensiallansin. U holda g(f (x)) murakkab funksiya
ham x nuqtada differensiallanadi va ushbu tenglik o ‘rinli bo ‘ladi:

(8(f () &g &f (x)) 5 &x). (1)

Isbot. t=f(x), t+v=f(x+h) bo‘lsin. g(f) funksiya orttirmasi:

D(g(f(x))) = g(f(x + h)) - g(f(x)) = g(t +v) - g(r). Shart

bo‘yicha g funksiya 7= f(x) nuqtada differensiallanadi. Shunga
ko‘ra:

D(g(f (%)) = (&N +a)v = (g&n +a)(f(x+ h) - f(x)), (2)
bunda a migdor v® 0 da cheksiz kichrayadi. Bizv=0daa =0
deb gabul gilamiz. (2) tenglikning ikkala qismini /4 ga bo‘lib, #® 0
bo‘yicha limitga o‘tamiz. U holda v® 0 bo‘lganidan a® 0 bo‘ladi.
Natijada:

lim ELED = lim (41) +a) im & = g41) %/ qx) =
=gWf(x))*xf«x).
Isbot bo‘ldi.
l-misol. Agar g(r) =t", t=f(x) bolsa, g «r) = (¢t ")¢=
=nt "1 xt ¢= n(f (x))" ! xf&€x) bo‘ladi.
2-misol. cos(x3- x2- 2) funksiyaning hosilasini topamiz.
Yechish. t=x3- x2- 2, g(f) = cost bo‘lsin. U holda: g €7) =
=- sint, f&x)=3x2- 2x. U holda: (cos(x3- x 2- 2))¢=-sin(x3 -
- x2- 2)x(3x2%- 2x).

{%4\% Mashgqlar

5.51. Hosilalari va differensiallarini toping:

1) cos* x; 2) -, 3) tgx +ctgx ;
COS X

4) sin® x- cos® x; 3) 13 ; 6) (x3 - 4)cos? x;
COS™ X

7) 3x2 cosx+ (x> +5)sinx; 8) ifgz)’z
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1+sinx . -3 5
9) e 10) 6sin” x +4tg”x .

5.52. Hosilaning ta’rifidan foydalanib isbot qiling‘
1) (1g2x)6=—2—. 2) (ctgx)t=- —L

cos“ 2x sin“ x
3) (cos2x)¢= - 2sin2x; 4)(sin3x)¢= 3cos3x.
5.53. Ifodalarning taqribiy giymatlarini toping:

1 sin(g-+o,02); 2) cos(J§-+o,001); 3) tg(g!+o,001);

3

4 tg(32-0,02); 5) ctg(22-0,003); 6) sin74°;
7) cos31°30¢;  8) ctg59°30¢,

5.54. x; nugtada f funksiya grafigiga urinuvchi to‘g‘ri chiziq
tenglamasini tuzing:

1) f(x)=sin’ x, xo—%‘z, 2) f(x)=xcosx, xoz%ﬂ;
3) f(x)=tg’x, xg =&; 4) f(x)=3etex, xy =3P
5.55. Funksiyaning hosilasini toping:
16 .
R . p).

1 (5x-1)7; 2) s1n(5x+ 3),

3) sin® (7x? - 2); 4) 3x? - — .

: ( 6) ) sin? 3x
5) 4sin’x-1; 6) cos/x ;
7) ~sin2x ; 8) \/cos3 7x +sin’ Tx;
9) Jtgx - Jctgx ; 10) y :sin%;

11) y =sin(sinx); 12) y = tg%;

13) y=sinvl+x?; 14) y= 1+(tgx+%);

2 1-Jx
1+J/x

15) y =cos
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5.56. x, nugtada f funksiya grafigiga urinuvchi to‘g‘ri chizigning
tenglamasini tuzing:

1) f(x)=cosx, x =§/§; 2)f(x):sir1(x2 - 3x+1), xg :g;

3) f(x)=te¥x), xo =p°; 4)f(X)‘Ctg( ) E)’ xp =4,

5.57. f(a + h) » f(a) + f ®a) xh formuladan foydalanib,
funksiyalarning giymatini 0,001 gacha aniqglikda toping:

in(2- . . .
1y sin(2-0,003); 2 cos(2+0,002);  3) tg(2+0,003);
4) sin61°;  5) c0s30°30¢ 6) tg59°30¢
5.58. Quyidagi funksiyalarni tekshiring va grafigini yasang:

1) f(x) :sinx+%sin3x+%sin5x;

2) f(x):cosx+%cos3x+%cos5x,

5.59. Tekislikda olingan O va A nuqtalar orasidagi masofa
s ga teng. A nuqtadagi F yoritilganlik eng katta bo‘lishi uchun
B lampochka shu tekislikdan gqanday balandlikda ilinishi kerak?

sin j

(OB — ?) A nuqtadagi yoritilganlik £ =/ *>——- formula bo‘yicha

hisoblanadi, bunda r = AB, | = DBAO,; argument sifatida j
burchakni oling; / — yorug‘lik kuchi (V.3-rasm).

6. Teskari trigonometrik funksiyalarni differensiallash.

Agar y =j (x) va y =y (x) funksiyalar o‘zaro teskari bo‘lsa,
ularning grafiklari # = x bissektrisaga nisbatan simmetrik joyla-

Y
B y=y
A y=(x)
y=j (%)
Wy X,
ll
]
A Vl 0 / Alxy; )
(0] X
V.3-rasm. V.4-rasm.
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shishini bilamiz. Shunga ko‘ra, biror A(x,; y,) nuqtada j grafikka
urinuvchi /; to‘g‘ri chiziqga y = x to‘g‘ri chiziqqa nisbatan simmetrik
B(yy; x,) nuqtada y grafikka urinuvchi /, to‘g‘ri chiziq mavjud
(V.4-rasm).

Demak, x, nuqtada j funksiyaning differensiallanishidan y,
nuqtada y funksiyaning differensiallanishi kelib chigadi (gat’iy
isboti oliy matematikada beriladi). Xususan, trigonometrik
funksiyalarning differensiallanishidan teskari trigonometrik
funksiyalarning differensiallanishi kelib chigadi. Bundan foyda-
lanamiz:

1) Agar y = arcsinx bo‘lsa, siny = x bo‘lishini bilamiz, bunda
- £ <y <% Uholda (siny)¢=x ¢= 1 yoki murakkab funksiya hosilasi

formulasi bo‘yicha cosy xy ¢=1 yoki y¢= $ ga ega bo‘lamiz.

Lekin - §<y<§ da cosy >0, cosy =\/l- sin? y =\/l- x?,
natijada:

(arcsin x)¢= —L s (x(<1, (1)

1- x

dx
V1- x2

2) Shu kabi quyidagilarni hosil gilamiz (unda | x| < 1):

d(arcsin x) =

x| <1. Q)

(arccos x)¢= - —L— (3)
1- x2
d(arccos x) = - —&_ (C))
V1- x2
3) y =arctgx bo‘yicha tgy = x, lekin (tgy)¢= 12 xpC=1 edi.
cos“ y

Bu tenglikka cos’ y= 1+tl — = 1+l 5 go‘yilsa, natijada:
g7y x
(arcign)6= —, 5)
+X
d(arctgx) = & (6)
1+x2
4) Shu kabi:
(arcctgx)¢= - %, @)
1+x
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d(arcctgx) = - -2 (8)
1+x
1 -misol. Quyidagi funksiyalarning hosilalarini topamiz:
24 1 3 03
a) 2x x arctg#4x; b) x ° xarcsin3x; d) arcstX

Yechish.
a) (2x xarctg?4x)¢=2x ¢xarctg?4x + 2x x(arctg?4x)¢=

= 2(arctg?4x + x X2arctgdx ><1 116 5 X(4x)9 = 2arctgdx x(arctgdx +
+16x

—==);

1+16x

b) (x3 xarcsin 3x)¢= (x3 )Carcsin 3x + X3 (arcsin 3x)¢=

1.2 - 3, 1 _a. 2% . x 9
=3x“ »arcsin 3x + x° x——X3x)¢=3x~“ garcsin 3x + 5

V1- 9x2 1- 9x2 1]

( 2 )¢: 2((arcsin2x)"1)¢=-2x—1_ xarcsin 2x)¢=

9) \arcsinax arcsin? 2x
-2 X(2x)¢=- 4
arcsin? 2x /|- (2x)2 arcsin? 2xx/1- 4x?
2-misol. xy = % nuqtada y =arcctg3x funksiya grafigiga uri-

nuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzamiz.
Yechish. Tenglamani y =y, + k(x - x,) ko‘rinishda izlaymiz.

Masala shartiga ko‘ra x( = %, Yo = arcctg (3 X—) arcctgl = 4,

k = y¢=(arcctg3x)¢ =- 3
1+9x
=Db_ 1
V=472 (x 3)'
3-misol. a)arcsin 0,48; b) arctg 0,96 ifodalar giymatlarini
0,001 gacha aniqlikda topamiz.
Yechish. a) f(x + h) » f(x) + f&x)h taqribiy formuladan

foydalanamiz. Bizda
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arcsin 0,48 = arcsin(0,5- 0,02) » arcsin 0,5 + 1 X-0,02) =

J1-0,52

=J63- =0,5236- 0,0231 =0,5005 » 0,501;

0,04
V3

b) arctg0,96 = arctg(l - 0,04) » arctgl + ; 112 x(- 0,04) =
+

= {‘% - 0,02 »0,765. |x|<1bolganda arctgx va arcctx ni aniqroq

hisoblash magsadida quyidagi taqribiy tengliklardan foydalanish
mumkin:

arctgx:x-ﬁ+ﬁ+ +(-1)”xﬂ+ nl N ©9)
Tt T ,
arcctgx :}2’—— arctgx . 99

4-misol. arctg 0,3 giymatini 1 x10-# gacha aniqlikda topamiz.
Yechish. Shunday natural » sonni topish kerakki, unda
0 ’32 n+l

5
=5 <0,0001 bo'lsin. n=2 da %2 =0,00048 > 0,0001, lekin

7
n=3da %=0,00003<0,0001. Shuning uchun # = 3 deb

olinishi kifoya. U holda:

3 5 7
arctg0,3» 0,3~ 25—+ 22~ 225 0,2958.
N\
Mashgqlar
E q
5.60. Funksiyalarning hosilalarini toping:
1) y= arcsin? 3x; 2) y =arccos’ Jx ;
3) y= arctg3x4; 4) y = arcctg(ctgx);
5) y =arcsin x - arccos x ; 6) y = arccos —*;
1+x2
— - XOArccos X . _ arcsinx .
N oy= -2 8y arccos x ’
9) y=xarcsinx ++v1- x? 10) ¥ = x xsin x xarctgx ;
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11) y =~/x arctgx ; 12) y:arcsin%;
_ . 1- x
13) y =arcsin Tos -

5.61. 0,001 gacha aniqglikda hisoblang:
1) arcsin(-0,47); 2) arctg(+/3 - 0,003); 3) arccos0,52.
5.62. Funksiyalarning grafiklarini yasang:

1) y:arcctg};—i; 2) y:3x—arctg§; 3) y = x +arctgx .

7. Yuqori tartibli hosilalar. / €x) hosila x ning funksiyasidan
iborat. Uning (f €x))¢hosilasi (albatta, u mavjud bo‘lsa) f funksiya-
ning ikkinchi hosilasi yoki ikkinchi tartibli hosilasi deyiladi va f ®&x)
orqali belgilanadi. Ta’rif bo‘yicha (f€x))¢=f®x). Shu kabi (f &)¢=
=fa (fame=/1V va hokazo. Masalan, f(x)=x? funksiya uchun
fe=3x2, f®=3 x2x, fa=3 x2 x1 =6, fIV=6¢=0.

To‘g‘ri chizigli harakat gilayotgan nugqta 7 vaqt ichida s masofani

o‘tgan va Vv :% tezlikka erishgan bo‘lsin. Agar tezlik (f; ¢ + Dr)

vaqt oralig‘ida Dv orttirma olgan bo‘lsa, % nisbat tezlikning vaqt

birligi ichida o‘rtacha o‘zgarishini ko‘rsatadi va o ‘rtacha tezlanish

deb ataladi. ¥ momentdagi tezlanish sifatida v&z) = % hosila gabul

qilinadi. Lekin v tezlikning o‘zi s&#) = % birinchi tartibli hosila.
Demak, tezlanish s kattalikning ikkinchi tartibli hosilasi bo‘ladi:
a=s4&7). Shu kabi (n- 1)- tartibli hosiladan olingan hosila funk-
siyaning n- tartibli hosilasi bo‘ladi:
(F i Dyg= £,
Hosilaning tartibini ko‘rsatuvchi » sonni daraja ko‘rsatkichidan
farq qilib, rim ragamlarida yoki kichik qavslar ichiga olib yoziladi:
vy YV, pV, O, ym va hokazo.
f(x)=x™ ml N funksiyadan olinadigan »n- tartibli hosila
(™) = (mxm 1)1 = (m(m - 1)x™2)2 | umuman,
MM =m(m - 1)(m- 2)...(m- n+1)x"" m3 n (1)

ko‘rinishda bo‘ladi.
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Xususan, m = n bo‘lganda (x")" =m(m - 1)(m- 2) x... ... x3 7
" 2 x1 =m! ga ega bo‘lamiz. Masalan, (x %)!V=4 x3 x2 x| =4! =24,
m<nda (x")® =0 bo‘ladi. Haqgigatan, (x ©)™ = ((x*)V)¢= (24)¢=0.

I-misol. (x3+3)% x(x?- 5)% funksiyaning n = 24- tartibli
hosilasini topamiz.

Yechish. Qavslar ochilib, ixchamlashtirishlar bajarilsa, bosh
hadi x2* bo‘lgan, ya’ni m = 24-darajali ko‘phad hosil bo‘ladi. m =n
bo‘lmoqda. Shunga ko‘ra ((x3+3)0 x(x? - 5)3)@H = (x 24 + 4 xx 23 +
+B xx2+ .. + M) = ((1) formula) 24 x23 x... x(24- 24 +
+1)x2424+0+ 0+ ... + 0 =24!, bunda A4, B, ..., M —
ixchamlashtirishlar natijasida hosil bo‘ladigan sonlar.

r—

‘é\% Mashgqlar

5.63. Hosilalarni toping:

D (x?+3x-1)7; 2) (x2 +3x- &
.2
5 A2 L an(4). J3+40 X3 6%,
3)(3x7 - 2x7 +3)W; e Tz 5) 55
2.2 .2
60 BT DEEL: 8 (-4 1)),

9) ((x? - 4)> x(x> + 119U 10) (x* - 2x3)D);
. c-)(48)

1) o -
€2 1951205

®ea O(n) : .
5.64. &%= uchun formula chiqgaring.
8X+aﬂ

5.65. So‘nmas tebranma harakat s = 4 sinl;i tenglama bilan

ifodalanadi, bunda 7 — tebranish davri, 4 — amplitudasi, s —
turg‘unlik holatidan og‘ish. Harakatning v = s ¢tezligi va v ¢= s@
tezlanishini toping.

8. Ko‘rsatkichli, logarifmik va darajali funksiyalarning hosilasi.

Dastlab y = ¢* funksiyaning hosilasini hisoblaymiz:
_x+th _ x _x o h 1y DV _ o x el
Dy =e e’ =e’(e" - 1) S = et o
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¢ .« . lmzz X 9 X — X
Iganligi uchun h1®0 €, yani (e7 )b=e.

y = e“*) funksiya berilgan bo‘lsa, murakkab funksiyani diffe-
rensiallash qoidasiga ko‘ra

(eu(x) )¢: eu(x) qu)
bo‘ladi.

y =a” funksiyani differensiallash uchun g* =¢*"? muno-
sabatdan foydalanamiz:

(a*)t=(e*M9)¢= X" xxX¥na)=a* Hna.
Demak, (a*)¢=a" xna.
1-misol. (e3%)¢=e3* x3x)t=3e3*.
2-misol. y =3 hosilasini hisoblaymiz.

Yechish. y¢=3* xn3.
Umuman,
(a“¥))e= g“) xyq(x)¥na.

3-misol. (35"%)¢=3%"% xcos x xIn 3.

y =log, x logarifmik funksiya x = ¢” funksiyaga nisbatan tes-
kari funksiya bo‘lgani uchun teskari funksiyani differensiallash
goidasiga ko‘ra

S U R e
W‘E‘m‘mﬁ
bo‘ladi. Demak, (log, x)¢ . Xususan, (lnx)tll—1

Agar y =log, u(x) funks1yam differensiallash talab etilsa,

(log, u(x))¢=—

)lnaxuq(x)

bo‘ladi.
4-misol. a) y=log; x; b) y=log, 5x funksiyalar hosi-
lalarini hisoblaymiz.

Yechish. a) y¢ 1

xIn4”

—5; b) ye=

207

www.ziyouz.com kutubxonasi



Biz (x")¢=nx""1, n1 N ekanligini ko‘rgan edik. Endi y = x?
al R funksiyani differensiallash qoidasini keltiramiz. y =x% =
= pnx bo‘lganligi uchun

yt=(e2n¥)¢=¢2IN¥ (41n x)¢= x? xa X% =ax?!
Demak, (x?)¢=ax? !. Funksiya murakkab bo‘lgan holda,

(u(x))?)8=a(u(x)* ' wulx)
bo‘ladi.
3
5-misol. y=5xx 4 funksiyaning hosilasini hisoblaymiz.

3\l s -1
i = -2 4 .15 4
Yechish. y¢ 5><( 4)xx X
(ET‘% Mashgqlar
5.66. Funksiyalarning hosilasini toping:
) y=2%; 2) y=4ix; 3) y=xx0";
4) y=e*cosx; 5) y=2, 6) y=—1'10i ;
o e 1+10
7 Y=L 8) y=sin(2%).
5.67. Funksiyalarning hosilasini toping:
1) y=10g3x; 2) y=In?x; 3) y=xlgx;
4) y= logzx’ 5) y=xsinxInx; 6)y:ﬁ;
7) y:%;%—ﬁi; 8) y=Insinx.
5.68. Funksiyalarning hosilasini toping:
_(xerd)? x> _A+x
1 = 2 = 3 =
) VE ) y= (1x)2’ ) VI
_1-3hx . _ 2 . _{ x\".
4) y_1+§/§9 5) y = l‘x ) 6) y—(m) )
— f 1 — l+x
= 3}— =
Y 1+x2 8y Ji-x©
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3-§. Hosilaning tatbiqi

1. Funksiyaning ekstremumlarini aniqlash. Agar [a; b] kesmada
f(x) funksiya o‘suvchi bo‘lsa (V.5-rasm) shu kesmaga tegishli
ixtiyoriy x=x, abssissali nuqtada f'(x) grafigiga o‘tkazilgan urinma
OX o‘qining musbat yo‘nalishi bilan j o‘tkir burchak tashkil etadi.
O‘tkir burchak tangensi esa musbat, tgj >0, bundan & = f&x,) > 0
ni aniglaymiz.

Shu kabi [d; e] da f funksiya kamayuvchi bo‘lsa, j o‘tmas
burchak va k =tgj =f4&x) <0 bo‘ladi.

S funksiya o‘suvchi, ya’ni x,; <x, + A bo‘lganda f(x,) <f(x, + h)
bo‘lib, argumentning Dx = (x; + h) - x, = h orttirmasi va
funksiyaning unga mos Dy = f(x, + h) - f(x,) orttirmasi bir xil
ishorali, funksiya kamayuvchi bo‘lganda esa garama-qgarshi ishorali
bo‘ladi.

l-teorema. Agar x, nugtada f funksiyaning hosilasi f €x,) >
>0 bo ‘Isa, shu nuqta yaqginida argumentning Dx = h va funksiyaning
Dy =f(x, + h) - f (xy) orttirmalari bir xil ishorali, f&x;) <0
bo‘lganda bu orttirmalar qarama-qarshi ishorali bo ‘ladi.

Isbot. Shartga ko‘ra x, nugtada f ¢hosila mavjud. U holda
x =X, dan x = x, + h ga o‘tishdagi funksiya orttirmasini

Df =f(x; +h) - f(x)) =(f&x)) +a) xh
ko‘paytma ko‘rinishida yozish mumkin. a funksiya #® 0 da cheksiz

kichik, %r(l) a =0. Shunga ko‘ra #/® 0 da f¢va f¢+a lar x, nugta

I
I
I
fe=(
|
L '
| | |
| | |
| | |
L ! I
Ox,axbx, x;d eX [0, a b c d X
V.5-rasm. V.6-rasm.
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yaginida bir xil ishoraga ega bo‘ladi. Demak, ikki hol bo‘lishi
mumkin:

1) yo f¢> 0, u holda ko‘paytmadagi Df va 4 orttirmalar bir xil
ishorali;

2) yoki f¢< 0, bu holda Df va A orttirmalar har xil ishorali. Isbot
bo‘ldi.

X, nuqtaning (V.5-rasm) chap yaqinida f&x, - 4) <0, o‘zida
JS&x,) =0 (chunki (x,, f(x,)) nugtadan o‘tuvchi urinma OX o‘qiga
parallel, j =0, tgj =0), o‘ng yaqinida f &x, + #) > 0. Shu bilan
birga f ning x, nuqta atrofidagi giymatlari x, dagi giymatidan
kichik emas, f(x, + h) ® f(x,), yani f (x) funksiya x, nuqtada
minimumga erishadi. Aksincha, f(x; * h) £ f(x;), ya’'ni funksiya x;,
nuqtada maksimumga erishadi. Maksimum va minimum nuqtalarini
birgalikda funksiyaning ekstremum nugqtalari deb ataladi.

Shunday qilib, funksiyaning nuqtada ekstremumga (ekstremal
giymatga) ega bo‘lishi uning shu nuqtada va uning atrofida ganday
giymat gabul qilishiga bog‘liq. Ekstremum nuqtasida f'¢=0 bo‘lib,
unda f grafigiga urinma OX o‘qiga parallel bo‘ladi. Lekin hosila
mavjud bo‘lmagan (funksiya differensiallanmaydigan) nuqtalarda
ham funksiya ekstremumga ega bo‘lishi mumkin. V.6-rasmda A
maksimum nugqtasidan o‘tgan urinma OY o‘qiga parallel (j =90°),
f&x =a) =tg90° =¥. Chizmadagi C maksimum nuqtasidan esa
bittadan ortiq (chizmada ikkita) urinma o‘tayotganligidan bu holda
ham hosila mavjud emas.

2-teorema. f funksiyaning hosilasi x, ekstremum nugqtada
Yo nolga teng, yoki mavjud emas.

Isbot. Tort hol bo‘lishi mumkin: 1) f&x,) >0; 2) f&x,) <0;
3) f&xy) =0; 4) f&x,) hosila mavjud emas.

Agar f &x,) >0 bo‘lsa, 1-teoremaga muvofiq x, nuqta yaqinida
Df va Dx orttirmalar bir xil ishoraga ega bo‘ladi:

[x, - h; x,] kesmada Dx =x;- (x,- h) =h >0 va Df = f(x,) -
- f(x- h)>0;

[xp; Xp+hl daDx=(x,+h)- x,=h >0, Df=f(x,+h) - f(x,)>0.

Bunga qaraganda [x, - h; x, + 4] kesmada f(x, - h) <f(x) <
< f(x, + h) ofrinli, ya’ni x, — ekstremum nugqtasi emas.

Shu kabi, agar f &x,) <0 bo‘lsa, f funksiya x, nuqtada ekstre-
mumga ega bo‘lmasligi isbotlanadi. Demak, f&x) = 0 bo‘ladigan
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yoki f&x) mavjud bo‘lmagan nuqtalar ekstremum nugqtalari
bo‘lishi mumkin.

Bu teorema ekstremumlikka «shubhali» nuqtalarni aniglashga
imkon beradi. Ular orasidan hagigatan ham ekstremum nugqtalari
ajratib olinishi kerak. Masalan, f'(x) = (x - 2)3 funksiyaning hosilasi
f&x) =3(x - 2)2 va o‘zi x =2 da nolga aylanadi. Lekin bu nuqta
ekstremum nugqtasi emas. Chunki x=2 dan chapda (x- 2)3 funksiya
manfiy, o‘ngda musbat, ya’ni funksiya grafigi bu nuqtada buriladi.

V.6-rasmda funksiya B nuqtada bukiladi, x = d da vuziladi, uning
chap va o‘ng tomonlarida hosila mavjud va turli ishoralarga ega,
nugtaning o‘zida ekstremumga ega emas. V.5-rasmda garchi x,
nuqtada f¢= 0 bo‘lsa-da, bu nuqtada ekstremum yo‘q, grafik
bukilishga ega.

l-misol. y =x3- x?- x funksiyaning maksimum va
minimumini topamiz.

Yechish. Ekstremumga ,shubhali“ nuqtalarni topamiz.
Buning uchun y ¢=0 tenglamani yechamiz. y¢=3x2- 2x- 1=0

1

tenglamaning ildizlari - 3 va 1. Funksiyaning x:-% nuqta

atrofidagi holatini tekshiramiz:

1 1
gda x>-§da

ye>0 y =0 y <0

x<-%da x=-

Bu nuqtada y ¢ ning ishorasi «+» dan «» ga o‘zgarmoqda.

Demak, funksiya x = - % da maksimumga erishadi, funksiyaning

bu giymatini topish uchun x = - % ni funksiya ifodasiga qo‘yamiz:

S R R = R

x =1 nuqta ham shu kabi tekshiriladi:

x<1da x=1da x>1da

y <0 ye=1 y¢>0
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Funksiya x = 1 da minimumga erishadi. Uni hisoblaymiz:

f(1)=13- 12- 1=-1. Shunday qilib, (- 1; =) — funksiyaning

maksimum nugqtasi, (1; - 1) — minimum nugqtasi.

2-misol. 3x? funksiya ekstremumga ega bo‘lishi mumkin
bo‘lgan nuqtalarni aniglaymiz va ekstremumlarni hisoblaymiz.

2
3 1

P D(y9=

® 24
Yechish. y¢=(v3x2)¢=§x3i=%x 2
- W

a
= R\ {0}.
Barcha x* 0 nuqtalarda y ¢! 0. Demak, x* 0 da hosila mavjud,
lekin u nolga teng emas, funksiya ekstremumga erishmaydi.
x =0 da esa hosilaning ta’rifi bo‘yicha:

£40) = fim L0 O _ i I = lim - =
h® 0 h 0 h  h@0Yn
Hosilaning x = 0 nuqta atrofidagi ishoralarini aniglaymiz:
hosilaning ishorasi manfiy, ¥ orqali musbatga o‘zgarmoqda. x =0
nuqtada funksiya hosilasi mavjud emas, lekin unda funksiya

minimumga erishadi (V.7-rasm). Uni topamiz: y =302 =0.
Shunday qilib, (0; 0) — minimum nugqtasi, unda funksiya grafigi
sinadi.

x<0da]lx=0da x>0da
ye<0 ¥ ye>0

V.7-rasm.
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5.69. Funksiyalarni ekstremumga tekshiring:
1) x3+x2+6; 2) x3 +x%-x+3;

x3  x2 . x-4
3) - X2+l 4 S

2

5) < 6) 3Ix% (x+9);

1+x
7) ffll; 8) J(x-2)? +Y(x+2)%;
9) ax?+bx+c, a>0, a<0; 10)X+%,0>0,X>0.

2. Funksiyaning kesmadagi eng katta va eng kichik qiymatlarini
topish. Bu turdagi masalalar bilan oldin ham shug‘ullanganmiz
(Koshi tengsizligi va hokazo). Endi ularda hosilaning tatbiqgi bilan
tanishamiz. V.8-rasmda f(x) uzluksiz funksiyaning [a; b] kesmaga
mos qiymatlari to‘plami [m; M] kesmadan iboratligi tasvirlangan.
Bu qiymatlardan eng kichigi y, .., =m ga, eng kattasi y,,,, =M
ga teng.Ular [a; b] kesmaning uchlariga (masalan, chizmada
x = b ga), ekstremum beradigan, ya’ni hosila nolga aylanadigan
nuqtalarga (B, D minimum nugqtalariga, £ maksimum nugqtasiga),
V.7-rasmda tasvirlanganidek hosila cheksizlikka aylanadigan
nuqtalarga (O nuqta — minimum nuqtasi, eng kichik qiymat
nuqtasi), V.9-rasmda tasvirlangandek x = c uzilish nuqtasiga to‘g‘ri
kelishi mumkin. Keyingi holda funksiyaning eng katta giymati
f(c) =M, eng kichik giymati f(c) =0.

Uzluksiz funksiyaning [a; b] kesmadagi eng katta va eng kichik
giymatlarini izlash tartibi quyidagicha:

M

V.8-rasm. V.9-rasm.
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a) funksiyaning kesma uchlaridagi f(a) va f(b) qiymatlarini
fopish;

b) hosila f¢=0 bo ‘ladigan nuqtalarda funksiyaning giymatlarini
topish;

d) hosila mavjud bo ‘lmagan nugqtalardagi funksiyaning
giymatlarini topish;

e) bu topilgan barcha qgiymatlardan eng katta va eng kichigini
aniglash kerak.

Ba’zan quyidagi hollardan foydalanish ishni yengillashtiradi:

1) agar f(x) funksiya x, nuqtada o‘zining eng katta (eng
kichik) giymatini qabul qilsa, f(x) + A4, f(x) xB (bunda B > 0)
funksiyalar ham, shuningdek, f(x) 3 0 bo‘lganda (f(x))", nl N
ham shu nuqtada o‘zining eng katta (eng kichik) giymatini gabul
qgiladi. Fagat B <0 bo‘lganda f(x) xB funksiya, aksincha, eng kichik
(eng katta) giymatga erishishi mumkin. Masalan, y = x2 kabi y =
=3x2+5, y=(x?)?%, y=3x* - 5 funksiyalar ham [- I; 2] kesmada eng
katta giymatni x =2 da, eng kichik giymatni x =0 da gabul qiladi;

2) agar ffunksiya x; nugtada eng katta (eng kichik) giymatni
gabul qgilgan bo‘lsa, shu nuqgtada - f va % funksiyalar o‘zlarining
eng kichik (mos ravishda eng katta) giymatini qabul qiladi.

I-misol. 12 sonini shunday ikki qo‘shiluvchiga ajrataylikki,
ularning ko‘paytmasi eng katta bo‘lsin.

Y e c hish. Birinchi go‘shiluvchi x, ikkinchisi 12 - x bo‘lsin.
Masala y =x(12 - x) ning 0 £ x £ 12 kesmadagi eng katta gqiymatini
topishga keladi. y¢=12 - 2x =0 bo‘yicha x = 6 ni topamiz.
Funksiyaning [0; 12] kesmaning uchlaridagi va x = 6 dagi
giymatlarini topish, so‘ng ulardan eng kattasini aniglash kerak:

f(@0)=0, f(12)=0, f(6)=36.

Demak, 12 soni 6 va 6 dan iborat qo‘shiluvchilarga ajratilsa,
ko‘paytma eng katta bo‘ladi.

2-misol. Kesimi to‘g‘ri to‘rtburchak shaklida bo‘lgan sterjen-
ning bukilishga qarshiligi Q = kxy?

munosabat bo‘yicha hisoblanadi, bunda
d Yk — proporsionallik koeffitsiyenti. Kesim
ganday bo‘lganda sterjen eng katta
X garshilikka ega bo‘ladi?
V.10-rasm. Yechish. V.10-rasmdan
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y2=d?-x3, Q=kx(d?-x?),0£x£d
larni aniglaymiz. Q ¢=kd ? - 3kx? =0 tenglamaning ildizlari: - %
a % . Ulardan % ildiz [0; d] kesmada joylashgan. Q = kx(d 2 -

%; x3 =d lardagi qiymatlarini

topish va ulardan giymati eng kattasini aniqlash kerak. x, =0va

- x2) funksiyaning x; = 0; x, =

= =4
X=dda Q =0, x 5 da esa Q=kx*x% I f , bundan
_ N2d

=5 Shunday qilib, kesimning bo‘yi va eni ; =2 »% nis-

batda olinishi kerak.

3-misol. x +z = C bo‘lsin, x, z — o‘zgaruvchi kattaliklar,
C — doimiy son. x =z bo‘lsagina, x z ko‘paytma eng katta bo‘lishini
isbot gilamiz.

Isbot. I-misol natijalaridan foydalanamiz. y = x(C - x) yoki
y = Cx - x? funksiyaning (- ¥; +¥) intervaldagi eng katta giymatini
topishimiz kerak. Funksiya intervalning uchlarida - ¥ ga aylanadi.

Ekstremum beradigan nuqtalarini aniglaymiz: y ¢= C - 2x =0,

bundan x, = % Unda:

X X<X0 X=X, X>X0

ye - 0 +

X = Q da funksiya maksimumga erishadi. Bu z =C- x =C -
ga to g‘ri keladi. Demak, funksiya x = z da eng katta qiymatga
bo‘ladi.

4-misol. y =x%27 - x*) funksiyaning [-2; 2] dagi eng
katta giymatini topamiz.

Yechish. 3-misol xulosasidan foydalanamiz. Funksiya x ning
ixtiyoriy giymatida aniglangan va juft ekanidan uni [0; 2] kesmada
garash kifoya. Topilgan natija (simmetriyaga ko‘ra) barcha [- 2; 2]
kesmaga nisbatan umumlashtiriladi. Funksiya ifodasi x ning har
ganday giymatida musbat bo‘lgan x4 va 32 - x* ko‘paytuvchilar
ko‘paytmasidan iborat, ularning yig‘indisi x4 + (32 - x%4) =32 —
o‘zgarmas. Demak, x =2 da funksiya x ning x4 =32 - x 4 tenglikni
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ganoatlantiruvchi giymatlarida eng katta giymat-

R ga erishadi. Eng katta qiymat y=24%x(32- 2%) =
y o :256
5-misol. Radiusi R bo‘lgan doira ichiga

\x_/ chizilgan to‘g‘ri to‘rtburchaklardan yuzi eng
kattasini topamiz.

V.11-rasm. Yechish. Chizmadan yzm,

to‘rtburchak yuzi S =xv4R?- x? , bunda x
va V4R? - x? ko‘paytuvchilar musbat, demak, S >0. S va S?2
funksiyalar o‘zlarining eng katta giymatlarini bitta x nuqtada qabul
giladi. Bu nugtani topamiz (V.11-rasm):

(§2)¢=(xV4R? - x?)¢=(4R*x? - x*)¢=
=8R’x- 4x> =0.
Buning ildizlari: 0, R+2, - Rv2. Lekin 01 [0; 2R], R21 [O;
2R]. Endi S2=x2(4R? - x?) funksiyaning 0; R~/2 ; 2R nuqtalardagi
giymatlarini hisoblaymiz. x =0 va x =2 R da funksiya nolga aylanadi.
S va S ? funksiyalar eng katta giymatni x = R\2 da gabul qiladi.

Bu holda y =\/4R2 - (RV2)? =RV2, yani x = y bo‘lmoqda.
Demak, doira ichiga chiziladigan to‘g‘ri to‘rtburchaklardan yuzi
eng kattasi kvadrat bo‘lar ekan.

(%‘% Mashgqlar
5.70. Funksiyalarning eng katta va eng kichik giymatlarini toping:
1) x+3vx, « [0; 9]; 2) ¥3- 6x4 +9x3 + 1, A [-3; 3];
3) B+ x+2, 4 [ 1; 1]; 4) 2% 51 [0; 6].

x+1°

5.71. 5.53-mashqda keltirilgan trigonometrik ifodali funksiya-
larning eng katta va eng kichik qiymatlarini toping.

5.72. Funksiyalarning eng kichik qiymatlarini toping:

1) y:x+i x>2; 2) y=5x+m x>1;

x-2° x-1’

4) y - (2x+5);5x+14) ,

x>0.

3) y:w’ x>0;
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5.73. Ko‘ndalang kesimi to‘g‘ri
to‘rtburchak shaklida kanal gazilmoqda X
(V.12-rasm). Uning x chuqurligi va y
kengligi 2x + y = 3 (m) shart bo‘yicha y
aniglanadi, bunda kesim perimetri R
berilgan. x va y ning qanday giymatlarida
kesimning yuzi eng katta bo‘ladi?

V.12-rasm.

5.74. To‘g‘ri to‘rtburchakli parallelepipedning balandligi asosi-
ning diagonaliga teng va asosining yuzi 4 m2. Asosining tomonlari
va balandligi ganday uzunlikda tanlansa, parallelepipedning hajmi
eng kichik bo‘ladi?

5.75. O‘tkazgichning har kilometr uzunligiga sarf bo‘ladigan
O quvvat O =9x +%+ 2 formula bo‘yicha hisoblanadi, x — har
kilometrga to‘g‘ri keladigan qarshilik. x ning qanday qiymatida Q
eng kichik giymatga ega bo‘ladi?

E%x
(r+x)?
bo‘yicha hisoblanadi, bunda E£ — doimiy elektr yurituvchi kuch,

5.76. Elektr elementi beradigan energiya W = formula

r — doimiy ichki qarshilik. x ning ganday qiymatida W energiya
eng katta giymatga ega bo‘ladi?

5.77. Tomoni a ga teng kvadrat shaklidagi tunukaning burchak-
laridan shunday bir xil kvadratchalar kesib olinishi kerakki,
natijada chekkalari bukilsa, hajmi eng katta bo‘lgan quti hosil bo‘lsin
(V.13-a rasm). Kvadratchalarning tomoni ganday bo‘lishi kerak?

5.78. Jx - 2 +4/16 - x funksiyaning eng katta giymatini toping.

5.79. Ko‘rsatilgan kesmada f (x) funksiya gabul giladigan eng
katta qiymatni toping:

a) - 7xt + 100x 3, @; 1424 b) -x* +4x 3, [0; 4].

% L b A/N M B

V.13-rasm.
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5.80. f(x) =| x- 1| +|x- 2|+]| x- 3| +| x - 4] funksiyaning eng
kichik giymatini toping.

5.81. ABC uchburchakda (V.13-b rasm) AB asosga parallel
qilib shunday KL to‘g‘ri chiziq o‘tkazingki, hosil bo‘ladigan KLMN
to‘g‘ri to‘rtburchakning yuzi eng katta bo‘lsin.

5.82. Radiusi a ga teng bo‘lgan yarim shar atrofiga hajmi eng
kichik bo‘ladigan konus chizing.

5.83. Balandligi 4 ga, asosining radiusi r ga teng bo‘lgan konus
ichiga hajmi eng katta bo‘lgan silindr chizing.

5.84. Transport xarajati f (v) = a + bv 3 formula bo‘yicha hisob-
lanadi, bunda a va b — o‘zgarmas sonlar, v — transport harakat
tezligi, a — amortizatsiya xarajatlari, bv 3 — yonilg‘i haqi. Qanday
tezlik bilan harakat gilinsa, s masofani o‘tishdagi xarajat eng kam
bo‘ladi?

3. Lagranj teoremasi. Funksiyaning o‘sishi va kamayishi.
(Lagranj Jozef Lui, 1736—1813, fransuz matematigi va
mexanigi). Biz oldingi bandlarda funksiyaning nuqtadagi holatini
tekshirish bilan shug‘ullandik. Funksiyaning butun bir oraliqgdagi
holatini o‘rganishda bir qator teoremalarga tayaniladi. Ulardan
biri Lagranj teoremasi bo‘lib, u ko‘rsatilgan oraligda funksiya
orttirmasi bilan hosilasi o‘rtasidagi bog‘lanishga bag‘ishlanadi.

f(x) funksiya [a; b] kesmada uzluksiz bo‘lsin. / to‘g‘ri chiziq
ffunksiyaga uringan holda A nugta tomon to‘xtovsiz burilib borsin
(demak, funksiya uzluksiz hosilaga ega, V.14-rasm). U holda A4 va
B nuqtalar orasida shunday C nuqta topiladiki, unda urinma AB
vatarga parallel bo‘lib qoladi. Bu holda urinmaning f&c) = tgj

burchak koeffitsiyenti vatarning W burchak koeffitsiyentiga
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teng bo‘ladi, bunda a < ¢ < b. Bunday xossaga ega bo‘lgan C
nuqgtaning mavjudligini Lagranj teoremasi ta’kidlaydi:

1 -teorema (Lagranjteoremasi). f(x) funksiya [a, b] kesmada
uzluksiz va uning ichki nugqtalarida differensiallanuvchi bo ‘Isin.
U holda bu kesmada shunday x = ¢ nugqta topiladiki, unda ushbu
tenglik o ‘rinli bo ‘ladi:

f(b)-f(a) _
— -/ %0). (1)

l-xulosa. Agar f(x) funksiya [a; b] kesmada uzluksiz,
kesmaning ichida funksiya hosilasi nolga teng bo ‘Isa, f(x) funksiya
[a; b] kesmada o ‘zgarmas funksiya bo ‘ladi.

Isbot. Shart bo‘yicha f&c) = 0. U holda ixtiyoriy xI (a; b)
uchun:

f)-f@)=f&)(x- a)P f(x)- f(@=00 f(x)=f(a)=const.
2-xulosa. [a; b] kesmada uzluksiz bo ‘lgan f(x) va g(x) funk-
siyalar kesmaning ichida bir xil hosilaga ega bo‘lsa (ya’ni f&x) =
=g &x)), bu funksiyalar o ‘zgarmas qo ‘shiluvchi bilangina farq qgiladi.
Isbot. Istalgan xI (a; b) uchun
f)=f(a) +f&)(x - a) va g(x)=ga) +g&o)(x - a)
bo‘lsin. Shartga ko‘ra f €c) =g &c). Shunga ko‘ra

f&)(x - a) =g&o)(x - @) P f(x) - g(x) =f(a) - gla) = A= const.
Demak, f- g=Ayoki f=g + A.
2-teorema. Agarf(x) funksiya X oraligda uzluksiz, hosilasi

esa shu oraligda musbat (yoki manfiy) bo ‘lsa, funksiya oraligning
ichki nugtalarida o‘sadi (mos ravishda kamayadi).

Isbot. x, vax, nuqtalar X oraligdan olingan va x, <Xx, bo‘Isin.
Shartga ko‘ra oraliq ichida f¢> 0, jumladan cl (x;; x,) nuqtada
f®&c) > 0. Lagranj teoremasiga muvofiq f(x,) - f (x,) = f&c)(x, -
-X;), bunda f&c) x(x, - x;) >0. Bunga garaganda f(x,) > f(x,),
ya’ni X oraligda f(x) funksiya o‘sadi.

X da f&x) <0 bo‘lgan hol ham shu kabi garaladi.

Teoremaning kuchaytirilgan ko‘rinishi: Agarffunksiya
X oraligda uzluksiz, hosilasi nomanfiy (nomusbat) va faqat ichki
nuqtalarning chekli to ‘plamida nolga teng bo‘lsa, f funksiya shu
oraligda o ‘sadi (kamayadi).
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V.5-rasmda tasvirlanishicha [x;; x;] kesmaning ichki x, nuqtasi-
dagina f ¢nolga teng (unda funksiya grafigi bukiladi), qolgan nuqta-
larda funksiyaning hosilasi musbat va funksiya o‘sadi.

3-teorema. Agarffunksiya x, nugtada uzluksiz, hosilasi shu
nuqtaning chap yagqinida musbat (mos ravishda manfiy), o‘ng
yaqinida manfiy (musbat) bo ‘Isa, f funksiya x, nugtada maksimumga
(minimumga) erishadi.

Isbot. x, dan chapda f ¢>0 bo‘lsa, unda funksiya o‘sadi, x,
dan o‘ngda f'¢< 0 bo‘lsa, bu tomonda funksiya kamayadi. U holda
funksiya x, nugtaning o‘zida nuqtaning chap va o‘ng yaqinidagiga
nisbatan kattaroq giymatni gabul giladi. Demak, x, nugta —
funksiya maksimum nugqtasining abssissasi.

Teoremaning funksiya minimumiga oid qismi ham shu kabi
isbotlanadi.

‘g‘% Mashgqlar
5.85. Quyidagi funksiyalar va kesmalar uchun Lagranj teore-
masida ko‘rsatilgan x = ¢ ning giymatini toping:

1) x3+2x- 1, [1; 2]; 2) x*+4x- 1, [-1; 1];

3) (x- 2)(x2+9), [-2; 2]; 4) (x2+4)(x2+9), [-4; 4].

5.86. f/(x) =x%- px- g funksiya va istalgan [a; b] kesma uchun
c= ”TJ'b (5.85-mashqqga qarang) tenglikning bajarilishini isbot qi-
ling.

4 Y=/ &)

V.15-rasm.
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5.87. Funksiyalarni o‘sish-kamayishga tekshiring va grafiklarini
sxematik tasvirlang:

1) y=x3- 3x3- 5; 2) y =2eX
3) y=5(x°- 15x2+ 36x- 1.

5.88. 1) 5.69-mashqda keltirilgan funksiyalarni o‘sish va kama-
yishga tekshiring;

2) V.15-rasmda f &x) va g €x) hosila funksiyalarning grafiklari
tasvirlangan. fva g funksiyalarning grafiklarini sxematik tasvirlang:

3) y = x* + 7 funksiyaning o‘zgarishini tekshiring.

4. Funksiya grafigining qavariqligi. Biz quyi sinflardanoq
y = Ax?2 + Bx + C kvadrat funksiya grafigi (parabola) 4> 0 da
gavariqligi bilan pastga, A < 0 da qavariqligi bilan yuqoriga
yo‘nalganligini bilamiz. A sonning ishorasi shu funksiyadan olingan
y @hosilaning ishorasi bilan bir xil: y @= (Ax? + Bx + C)®= (24x +
+B)¢=2A. Bu ta’kid har qanday funksiya uchun o‘rinlidir (bunda
botiglik qavariglikka nisbatan garama-qarshi yo‘nalish deb garalishi
kerak).

l-teorema. Agar f (x) funksiya [a; b] kesmada uzluksiz,
kesmaning ichida f ®x) >0 (mos ravishda f ®< 0) bo Isa, f funksiya
grafigi shu kesmada qavariqligi bilan pastga (mos ravishda yuqoriga)
tomon yo ‘nalgan bo ‘ladi.

Isbot. (a; b) da f ®&x) >0 bo‘lgan holni qaraylik (V.16-a
rasm). Ixtiyoriy cl (a; b) nuqtani tanlab, M(c; f(c)) nuqtadan f
grafigiga urinma o‘tkazamiz. Urinma to‘liq grafikning ostiga
joylanishini, ya’ni

bo‘lishini isbot qilishimiz kerak. x < ¢ nuqgtani olaylik (x < ¢ holi
ham shu tariga qaraladi). [c¢; x] kesmaga nisbatan Lagranj
teoremasini qo‘llaymiz: f(x) - f(¢) =f&c,)(x- ¢), bunda c<c¢, <x.
U holda
Yeg.chiz. = Yurin. = () +f&e)(x- )] - If () +f&o)(x - )] =
=(f&c)) - f&O))(x- o). (1)
Shu kabi f&x) funksiya va [c; ¢;] kesmaga nisbatan Lagranj
teoremasi qo‘llanilsa: f&€c,) - f&c) =f®c,)(c, - ¢), bunda c<c, <
<c,. U holda (1) munosabat quyidagi ko‘rinishga keladi:
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|
|
|
|
|
I
b X o

X
V.16-rasm.
):\ YA
B B
% %
| |
A | A |
| | | [
| | | |
| | | |
0 a b X 0 a b X
V.17-rasm.

Yeg chiz. = Vurin. =f¢(62)(cl - 0x- o), c< <

¢, va x nuqtalar ¢ nuqtaning bir tomonida yotganligidan
(¢, - o)(x- ¢) >0, shart bo‘yicha esa f®> 0. Demak, keyingi
tenglikdan Yeg.chiz.~ Vurin. > 0 bo‘lishi ma’lum bo‘ladi.

[a; b] kesma ichida f ®x) <0 bo‘lgan hol ham shu kabi garaladi
(V.16-b rasm).

2-teorema. Agar |a; b] kesmada f(x) funksiya grafigi
qavariqligi bilan pastga (mos ravishda yuqoriga) tomon yo ‘nalgan
bo‘lsa, [a; b] kesmaning ichida bu grafik AB vatarning ostiga (mos
ravishda ustiga) joylashadi, bunda A(a;
f(b)), B(b; f(b)) (V.17-a, b rasm).

Isbot. Funksiya grafigi gavarigligi
bilan pastga yo‘nalgan bo‘lsin (V.18-
rasm). Bu holda grafik uning ixtiyoriy
nuqtasidan o‘tkazilgan urinmaning

Y,

|
|
o| a ustiga joylashadi. Xususan, A nuqta
'A¢ A ¢nugtadan, B esa B ¢dan yuqorida,
C urinish nuqtasi AB vatardan quyi-
V.18-rasm. da joylashgan bo‘ladi. Bu hol AB
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yoyning barcha C nugqtalari uchun o‘rinli. Bu hol 4B yoyning
barcha C nugqtalari uchun o‘rinli bo‘lganidan yoy to‘laligicha AB
vatarning ostiga joylashadi.

Grafik qavariqligi bilan yuqoriga qaragan hol ham shu kabi
isbotlanadi.

l1-misol. f(x)=x%funksiya grafigi qavariqligi bilan gaysi
tomonga yo‘nalganligini aniglaymiz.

Yechish. f&x) = (x ®)@= (6x 7)¢=30x* Bunda 30x 43 0 va
faqat x = 0 da nolga aylanadi. Demak, f (x) = x® funksiya grafigi
barcha nuqtalarda gavarigligi bilan quyi tomonga yo‘nalgan.

2-misol. f(x)=x%- 6x2+5 funksiya grafigi qavariqligi bilan
yugoriga va quyiga tomon yo‘naladigan oraliglarni topamiz.

Yechish. f&x)=4x3- 12x, f®x)=12x2- 12=12(x- 1)(x+1).
Bu tenglik x=- 1 va x=1 da nolga aylanadi. Intervallar usuli bilan f&x)
ifoda ishoralari saglanadigan oraliglarni aniglaymiz (jadvalga
garang).

C¥:-D LD [ +¥%)
x-1 - - +
x+1 - + +
fa + - +

(-¥;-1]va[l; +¥) intervallarda f (x) funksiya grafigi qavariqgligi
bilan quyiga, [- 1; 1] da esa yuqgoriga yo‘nalgan.

{%\% Mashqlar

5.89. Quyidagi funksiyalarning grafiklari qavariqligi bilan
yugoriga va quyiga tomon yo‘nalgan oraliglarni toping:

1) 3x - 4x 3; 2) x3-3x2+8x+1;

x4-2
3) (x- 4)% 4) 7 -
X

5. Funksiya grafigining bukilish nuqtalari. V.5-rasmda tasvir-
lanishicha, f funksiya x, nuqtada f¢= 0 hosilaga ega bo‘lsa-da,
funksiya unda ekstremumga erishmaydi: grafigi bukilib, urinma-
ning bir tomonidan ikkinchi tomoniga (chizmada urinmaning
ostidan ustiga) o‘tadi. Bunday nuqtalar f(x) egri chiziqning bukilish
nugqtalari deyiladi.
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l-teorema. Agar c nuqtada f funksiyaning ikkinchi tartibli
hosilasi uzluksiz va noldan farqli bo‘lsa, C(c; f(c)) nuqtada f
Sfunksiya grafigi bukilmaydi.

Isbot. Shart bo‘yicha f®c) * 0 edi. f&c) > 0 bo‘lsin. f&
funksiya uzluksiz bo‘lganligidan ¢ nuqta yaqinida ham musbat.
Bunga garaganda fgrafik qavariqligi bilan pastga yo‘nalgan bo‘lib,
C nugtadan o‘tuvchi urinmadan yuqorida joylashadi, demak, grafik
urinmani kesib o‘tmaydi, bu nuqtada bukilmaydi.

f®c) <0 bo‘lgan hol ham shu kabi isbotlanadi.

Xulosa. f(x) funksiya grafigi C(c; f(c)) nugtada bukilishi
uchun yo ¢ nuqtada f ®=0 bo lishi, yoki ¢ nuqta f & funksiya uchun
uzilish nugqtasi bo ‘lishi, yoki c nugtada f &€ hosila mavjud bo ‘Imasligi
kerak.

Bayon qilingan xulosa bukilish nuqtasi bo‘lish uchun zaruriy
shartni beradi, lekin bu yetarlilik sharti emas. Masalan, y = x*
funksiyaning y @= 12x? ikkinchi tartibli hosilasi x = 0 da nolga
aylanadi, lekin bu nuqtada grafik bukilmaydi (V.19-rasm).

2-teorema. f(x) funksiya c nugtada differensiallanuvchi va
¢ nuqtaning h radiusli teshilgan atrofida f ® hosilaga ega bo ‘Isin.
Agar ¢ nuqtadan o ‘tishda f ® hosila ishorasi o ‘zgarsa, C(c; f(c))
nuqta f funksiya grafigining bukilish nuqtasi bo ‘ladi.

Isbot. ¢ nugtadan chapdan o‘ngga o‘tishda f &ishorasi «- »
dan «+» ga o‘zgarsin. Bu holda f funksiya grafigi [c- h; c] chap
kesmada qavariqligi bilan yuqoriga garagan va ¢ nuqtadan o‘tuvchi

urinmadan quyida joylashgan bo‘ladi,

A [c; ¢ + h] o‘ng kesmada esa qavariqligi

107 bilan quyiga garagan bo‘lib, o‘sha urinma-

ning ustiga joylashadi. Demak, ¢ nugtada f(x)

egri chiziq urinmaning ostki tomonidan ustki
tomoniga o‘tadi.

Shu kabi ¢ nuqtada f&ishorasi «+» dan
y=x* «» ga o‘zgarsa, f egri chiziq urinmaning
ustki tomonidan ostki tomoniga o‘tadi.
Demak, ikkala holda ham ¢ nuqta funksiya
bukilish nuqtasining abssissasi bo‘ladi.

Bukilish nuqtalari funksiya grafigining
gavariq va botiq gismlarini bir-biridan ajratib
V.19-rasm. turadi.
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Misol. f(x)= %x“ - 12x* + 6 funksiya grafigi bukilishga

egaligini tekshiramiz.

Yechish. fdl(x):(%x“ - 12X +6)8= (2x° - 24x)¢=6x - 24 =0.

Tenglamaning ildizlari: x =-2, x =2. Bu giymatlarda /(- 2) =f(2) =
=-34. Grafik (- 2; - 34) va (2; - 34) nuqtalarda bukilishi mumkin.
x =-2 nugtaning x >- 2 yaqinida f®&=6x? - 24 >0, x<-2 da f®>0,
ya’ni x =-2 da f& ning ishorasi o‘zgarmoqda. Demak,
C,(- 2; 34) — bukilish nugtasi. Shu kabi C,(2; - 34) ham bukilish
nugqtasi ekani aniglanadi.

{g‘% Mashgqlar

5.90. 1) 5.89-mashqda keltirilgan funksiyalar grafiklarining
bukilish nugqtalarini toping;
2) y =-x 13 funksiya grafigining bukilish nuqtasini toping.

6. Funksiya grafiklarini yasash tartibi. Funksiya grafigini
(x; f(x)) nugtalar bo‘yicha yasashdan oldin funksiya va uning
grafigining xususiyatlari o‘rganilishi kerak. Bunda quyidagi
ma’lumotlar to‘planadi:

1) f(x) funksiyaning D(f) aniqglanish sohasi, E(f) giymatlar
sohasi, uzluksizligi;

2) funksiyaning juft-toqligi;

3) grafigining OX o‘qi bilan kesishish nuqtalari (funksiyaning
nollari). Buning uchun f(x) =0 tenglama yechilishi kerak;

4) funksiyaning nollari va uzilish nuqtalari abssissalar o‘qini
funksiya ishoralari saglanadigan oraliglarga ajratadi. Bu oraliglarda
funksiyaning ishoralari;

5) uzilish nugtalari yaginida va cheksizlikda funksiyaning holati
va asimptotalari;

6) funksiyaning o‘sish va kamayish oraliglari;

7) maksimum va minimumi;

8) grafigining qavariqligi, bukilish nuqtalari;

9) funksiya va uning hosilalari qiymatlari jadvali tuziladi (bunga
oldin topilgan va boshqa kerakli nuqtalar ham kiritilishi mumkin);

10) funksiya grafigining eskizini chizish va xulosalar.

I-misol. f(x) =x3 +6x 2 + 8x funksiyani tekshiramiz va
grafigini yasaymiz.
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2_
+ +
j -2\/0 X I x -\ =x [o X

V.20-rasm. V.21-rasm.

Yechish. 1) Funksiya x ning har qanday giymatida aniglan-
gan, ya’ni D(f') = (-¥; +¥);

2) f(-x) =(-xP +6(-x)2+8(-x) =-x 3+ 6x 2- 8x. Bunga
garaganda f(-x) * f(x) va f(-x) ' -f(-x), ya’ni garalayotgan
f(x) funksiya juft ham emas (OY o‘qiga nisbatan simmetrik emas),
toq ham emas (koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik emas);

3) grafikning abssissalar o‘qini kesish nuqtalarini topamiz.
Buning uchun x 3 + 6x? + 8x = 0 tenglamani yechamiz. Uning
ildizlari: 0; -4; - 2. Kesishish nuqtalari: A(-4; 0); B(-2; 0);
0(0; 0) (V.20, V.21-rasmlar);

4) f (x) funksiya son o‘qining barcha nuqtalarida uzluksiz.
Uning nollari son o‘qini to‘rtta ishora saglanadigan intervalga
ajratadi (V.20-rasm). Tasvir bo‘yicha funksiya (-4; -2) da
maksimumga, (-2; 0) da minimumga ega bo‘lishi kerak;

5) lim (x> +6x? +8x) = lim x> (1+ +—)—
X® +¥ x® +¥ x

= lim x3 xlim (1+%& +8) +¥ X = +¥.
x® +¥ x® +¥ X x
Shu kabi hm (x +6x2 +8x) =-¥. Demak, asimptotalarga
ega emas, u21hsh nuqtalari yo‘q;

6)—7) funksiyaning o‘sishi, kamayishi va ekstremum nugqtalari:
f&x)=(x3+6x2+8x)¢=3x>+12x +8=0.

Bu tenglamaning ildizlari x;, » -2 +%\/§ yoki taqgriban x,; »
» - 3,155 va x,» -0,845. Funksiya x, nuqtada maksimumga,
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x, nugtada minimumga erishadi, bunda x,1 (-4; - 2), x,I (-2; 0).
Ularda funksiya qiymatlari f(x,) » 2,996, f(x,) » - 3,079.

(-¥; x,] kesmada f &x) ® 0. Demak, unda funksiya o‘sadi; [x,;
x,] da f¢£ 0, unda funksiya kamayadi,

[x,; +¥) da f ¢2 0, funksiya o‘sadi,

8) f®x) = (x3+6x2+8x)®=(3x*+ 12x +8)¢=6x + 12. f®=0
tenglamaning ildizi x = -2. Grafikning bukilishini tekshiramiz.
x<-2dafa@<0, x>-2 daesaf&>0, ya’ni x=-2 dan o‘tishda
f& hosila o‘z ishorasini o‘zgartirmoqda. Demak, bu nuqtada
f(x) egri chiziq bukiladi. Bu nuqtadan chap tomonda grafik
gavariqgligi bilan yuqgoriga, o‘'ng tomonda esa gavarigligi bilan pastga
garaydi. Bukilish nuqtasidan o‘tuvchi urinuvchi to‘g‘ri chizigning
burchak koeffitsiyenti £k =f &-2) » - 1,301;

9) to‘plangan ma’lumotlarni quyidagi jadvalga joylashtiramiz:

x |(-¥;-4)| -4 (-4, x)) [x;»-3,15 (x5 -2) -2 (-2, x,)
fx) - 0 + » 2,9 + 0
f&x) + + + 0 »-1,301
Fo| - - - - - 0 +
Funk-{ manfiy, | OX | musbat, | maksi- | musbat, oX manfiy,
siya | o‘sadi, |o‘qini| o‘sadi, mum |kamayadi,| o‘qini | kamayadi,
qavarigligi|kesadi | gavariqgligi qavariqligi | kesadi, | qavariqligi
yugoriga yugoriga yuqoriga | bukilish| pastga
yo‘nalgan yo‘nalgan yo‘nalgan | nuqtasi | yo‘nalgan
davomi
X x,»-0,845 (x,; 0) 0 0; +¥)
f(x) -3,079 - 0 +
f&x) 0 + + +
f&x) + + + +
Funksiya minimum manfiy, OX o‘qini musbat,
o‘sadi, kesadi o‘sadi,
gavariqligi qavariqligi
pastga yo‘nalgan pastga yo‘nalgan

10) tekshirish natijalari bo‘yicha funksiya grafigini yasaymiz
(V.21-rasm).

2-misol. f(x)=

(x-1)°
(x+1)?

www.ziyouz.com kutubxonasi
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Yechish. Funksiya ifodasini f(x)=x- 5+4(3X+)2 sodda

ifodalar yig‘indisi ko‘rinishiga keltiramiz va tekshirishni bajaramiz:

1) funksiya x=- 1 dan tashqari hamma joyda aniqglangan, x=- 1

da lim f(x)=-¥, lim f(x)=-¥, ya’ni bu nuqtada grafik
x® -1 x® +1

cheksiz uzilishga ega va x=- 1 to‘g‘ri chiziq — vertikal asimptota.
Tarmogqlarning ikkalasi ham quyi tomonga cheksiz yo‘nalgan
(V.22-rasm);

2) funksiya toq ham emas, juft ham emas (tekshirib ko‘ring);

3) funksiya grafigi OX o‘qini B(1; 0) nuqtada kesib o‘tadi;

4) x=-1 va x =1 nuqtalar OX o‘qini (-¥; -1), (-1; 1),
(1; +¥) intervallarga ajratadi. Funksiya (- ¥; - 1) va (- 1; 1) da manfiy,
(1; +¥) da musbat;

5) og‘ma asimptotalarini aniglaymiz:

3+l
lim 23X+ = [im X =0
X®¥ (x+1)2 x®¥ x(1+1)2
x
x-5+4ﬂ 3+_ O
k= lim pACI lim ﬁzlimgl- +4x—X_T=],
x® +¥ X X® +¥ X x®¥g X (x+1)2_
e
- - o 3x+l O_
b= hm (f(x)- kx) = hm Q—5+4 >+ -5.
(x+1) g
n
Nugqta| x y |yet|lye
F
— s/ .
-1 -¥ uzilish 11, 5 x
A -5 |-13,5] +0- maksimum| /
B 1 0 | +0+[-0+ | bukilish 1-5
c |-7]-142
Do -l A -13
E 1-0,5]-13,5 C -14
F 5| 1,78
¥ | -y
+¥ [ o+

V.22-rasm.
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Demak, og‘ma asimptota # =x - 5 to‘g‘ri chizigdan iborat;

2
CeDZOHS) 0 ¢= 24 %21 Ikkala hosila ham x =- 1
(x+1)? (x+1)?*

nuqtadan boshqa hamma joyda aniglangan. y ¢=0 tenglama x;, =-5
va Xx, =1 ildizlarga ega. Ularda y, =f(-5) =- 13,5, y, =f(1) =0.
Birinchi hosila (x,; y,) nuqta atrofida va o‘zida «+», 0, «»
tartibda ishora almashtiradi, (x,; y,) atrofida «+», 0, «» ga, y®
esa «», 0, «+» ga ega. Demak, (-5; - 13,5) nuqgta funksiyaning
maksimum nugqtasi (chizmada A nuqta), B(1; 0) — bukilish
nuqtasi. B nuqgtadan chapda grafik gavarigligi bilan yuqoriga, o‘ngda
esa quyi tomonga yo‘nalgan;

7) lim (f(x)-(x-35))>0, Ilim (f(x)- (x-35))<0. Demak,
X® +¥ X® -¥

6) ye=

grafikning o‘ng tarmog‘ining 4 % >0 bo‘lgan, ya’ni x > - %
X+

dagi qgismi va grafikning chap qismi shu asimptotadan quyida
joylashadi. O‘ng tarmoq ( %; - 5%) nuqtada y = x - 5 to‘g‘ri
chizigni (asimptotani) kesib o‘tadi va quyi tomonga cheksiz
yo‘naladi: x® - 1 da y® - ¥ ;

8) olingan natijalarni jadvalga to‘ldiramiz va grafik eskizini
chizamiz:

{%4\‘% Mashgqlar

5.91. Funksiyalarni tekshiring va grafiklarini yasang:

x2-4. x242x-2.
) 1-x2° 4) x-1

1) (x- Dx(x+1);  2) xff_-x“z);

5) Ya-x7; 6 Va- x5 1) -1y - Yx+1)7; 8) xﬁ;

9) x*-6x*+2x-4.

5.92. 5.69 va 5.89-mashqglarda keltirilgan funksiyalarning
grafiklarini yasang.

7. Hosila yordamida tengsizliklarni isbotlash. x = ¢ nuqtada
f(x) funksiya uzluksiz va f(a) =0 bo‘lsin. Agar [a; ¥) kesmada
f¢> 0 bo‘lsa, shu kesmada funksiya o‘suvchi va x > a larda
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f(x)>f(a), ya’ni f(x) >0 bo‘ladi. Aksincha, f¢<0 bo‘lsa, funksiya
kamayadi va x > a larda f(x) < f(a), ya’ni f(x) <0 bo‘ladi. Bu
ta’kidlar bizga ma’lum. Ulardan tengsizliklarni isbotlashda
foydalanamiz.

l-misol. x>1da 1+x > x tengsizlikning bajarilishini isbot
gilamiz.

Isbot. f(x)= 1+x - Jx bo‘lsin. Bundan: f&x) = —5- 2\F
x=1daf() =0, (1; +¥) da f¢>0. Demak, x > 1 da f(x) >f(1),
ya’ni f(x) >0. U holda

x>1da %> Vx (1)
bo‘lishi ma’lum bo‘ladi.

Bu misolni biz Koshi tengsizligidan foydalanib, osonroq hal
qilishimiz mumkin edi. Lekin har vaqt ham shunday bo‘lavermaydi.

2-misol. Agar a >0, x >0, n > 1 bo‘lsa, (a +x)" >a" +
+ na™ 1x tengsizlikning o‘rinli bo‘lishini isbot gilamiz.

Isbot. f(x)=(a+x)"- (a"+na"'x)bolsin. x =0 da f(0) =0.
Ikkinchi tomondan, f €x) = n(a + x)" ! - na™!. Agar n > 1, x>0,
a >0 boflsa, n(a +x)"! > na™!, ya’ni f&€x) >0 bo‘ladi. Demak,
(0; +¥) da f(x) >0 va

(a +x)">a" + na™'x 2
o‘rinli bo‘lar ekan.

3-misol. Agara>0, x>0, n >2 bo‘lsa,

(a+x)" >a" +na™ x+n(ln>21) 2x? 3)

tengsizlikning o‘rinli bo‘lishini isbot qilamiz.

n(n-1) a" 252
12

Isbot. f(x)=(a+x)"-|a" +na™'x+

bunda f (0) = 0.
f&x) =n(a+x)"1 - na"' - n(n- Na*?x =
=n((a+x)"1- av!- (n- 1)a™2x);

agar x >0 va n > 2 bo‘lsa, f€x) >0 bo‘ladi. Bunga garaganda
(0; +¥) da f(x) >0, demak, (3) tengsizlik ixtiyoriy a > 0 va
x>0, n>2 da o‘rinli.

Endi ikkinchi tartibli hosiladan foydalanib, muhim tengsizlik-

lardan yana birini isbot gilamiz.
230

bo‘lsin,

www.ziyouz.com kutubxonasi



Agar [a; b] kesmada f®x) 3 0 bo‘lsa, har qanday |, 0 £1 £ 1
son uchun

fAb+(1-1)a)E1f(b)+(1-1)f(a) 4)
tengsizlik va shu shartlarda f ®&x) <0 bo‘lsa,

SAb+(-1)a)31f(b)+(1-1)f(a) (5)
tengsizlik bajariladi.

Isbot. [a; b] kesmada f ®x) 3 0 bo‘lsa (V.18-rasm), f (x)
grafikning shu kesmadagi qismi AB vatardan quyida joylashgan
bo‘ladi. Shunga ko‘ra ixtiyoriy x = ¢l [a; b] nuqtada c¢C ordinata
cC, ordinatadan katta bo‘la olmaydi: ¢C < ¢C,. Ordinatalarni f(x)
egri chiziq va AB vatar tenglamalaridan foydalanib topamiz. Agar
Yvatar = f(@) +3=2(f(a)- f(a)) tenglamaga x = ¢ va $=2 =
almashtirish kiritsak, ¢C, = f(a) + |1 (f(b) - f(a)) =1 f(b) +
+ (1 - 1)f(a) ni hosil gilamiz, bunda 0 £1 £ 1 bo‘ladi.

Shu kabi ¢C =f (s) ga 3= =| bo‘yicha ¢ =15+ (1 - |) topib
qo‘yilsa, ¢cC =f(1 b + (1 - | )a) bo‘ladi. Agar topilgan natijalar
cC £ ¢C, ga qo‘yilsa, (4) tengsizlik hosil gilinadi.

fa&< 0 bo‘lgan hol ham shunday isbotlanadi. | Z% bo‘lgan
xususiy hol uchun (4) bo‘yicha

b
£ (a2t) g L2/ ) ©

ga ham ega bo‘lamiz.

a__'_b)s £ aS+b5

3 3 ni isbot gilamiz, bunda a3 0, >0.

4-misol. (

Isbot. Bizda f(C)=f(aT+b)=(aT+b)5, | =%=%=%,

f¢>0. (6) munosabatdan foydalanamiz. f (a) = &>, f (b) = b>
bo‘layotganidan, bular (6) ga qo‘yilsa, berilgan tengsizlik hosil
bo‘ladi.

é\% Mashqlar
5.93. Tengsizliklarni isbot qiling:
4 4,4
a+b a’+b .
1) (T) E4IT 430, b3 0;
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1+l 1+’

[a+1b 5 Ya+1 Wb
)4"1+I 3 T a0, b30II[0 1];

4) (a+b) £ 470 430, 530, p3 1

2 ~
2) (‘”'b) £ @b a0 pag, v i1 (0: 1]

8 _

5)a®+b%3 m, a0, 630, a+tb=1.

8. Nyuton binomi. (lot. i — ikki, yunoncha nomos — qism,
had). Isaak Nyuton (1643—1727) — buyuk ingliz olimi. Nyuton
binomi formulasi Nyuton ijodidan ancha oldin, xususan,
samarqandlik olimlar G‘iyosiddin Jamshid al-Koshiy, Ali bin
Muhammad Qushchining asarlarida uchraydi.

(a + x) binom o‘z-o‘ziga n marta ko‘paytirilgach, natijada

(a+x)"=Ty+ Tyx+ Tox2+ Tyx3+ ... + T x" (D

ko‘phad hosil bo‘ladi. Tenglikning o‘ng qismini binom yoyilmasi
deb ataymiz. Noma’lum T, T}, ... , T larni topamiz. Shu magsadda
(1) tenglikka x =0 ni qo‘yamiz, 7}, = a” hosil bo‘ladi. 7} ni topish
uchun (1) tenglikni differensiallaymiz:
((a +x)"¢=n(a +x)" 1 x(a + x)¢=n(a + x)" !,
(Ty+Tix+Tox?2+ ..+ Tx"e=T, +2Tx+... +nTx" !,
yoki
T, +20x+...+nTx™ ! =n(a+x)"! ?2)

(2) tenglikka x =0 qo‘yilsa, 7} = —a” ! hosil bo‘ladi.

T, ni topish uchun (2) tenghkm differensiallaymiz va hosil
bo‘ladigan

2T, +3x2xTyx + ... +n(n - 1) xT x"2 =n(n - 1)(a + x)2
_ n(n- 1)
12
Shu kabi takror differensiallashlar va natijalarga x = 0 ni
go‘yishlardan so‘ng
_n(n-1)(n-2) pn-3 _ n(n-1)(n-2)(n-3)
L="ms ¢ ha=s"ge ¢
umuman, k-gadamdan so‘ng
_n(n-1)...(n- (k-1))
Ty = 12%. %

tenglikka x =0 ni gqo‘yamiz. Natijada: 7, =
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ni topamiz. " ¥ ning oldida turgan kasrni C ,f orqali belgilaylik, u
holda ifoda

T, =Ckqgn*k ?3)

ko‘rinishga keladi. C* kasr son (1) binom yoyilmasining (k + 1)-
hadi koeffitsiyenti, qisqacha, binomial koeffitsiyent deyiladi. (1)
munosabatni quyidagi ko‘rinishda yozamiz:

(a+x)"=Cla" +Cla"™ 'x+. . +Cka™F*xk + . +C'x", (4)
bunda C,? =C, =1 deb qabul gilinadi. (4) formula Nyuton binomi
Sformulasidan iborat. Agar 1 x2 x3 x... xn ko‘paytma n! (n-faktorial)
orqali almashtirilsa, C ,’f ni topish formulasi yanada ixcham ko‘ri-
nishga keladi:

ck = n(n-1)x.Xn- k+1)(n- k)(n- k-1)x. 324 _ p| ko (s
1% X n- k)(n- k- 1)x. 24 K\(n-k)!” " T k(n-k)!

Hisoblashlarda 0! =1 deb gabul qilinadi.

Binomial koeffitsiyentlarning ayrim xossalari:

1) koeffitsiyentlarning yuqori indekslari 0 dan »n gacha o‘zgarib
boradi; yoyilmada jami » + 1 ta had bor. Ixtiyoriy (k + 1)- hadi

C,lfa”'kxk (6)

ko‘rinishga ega;
2) agar (4) formulaga a =x =1 qo‘yilsa,

2" =Ccl+Cl+Ct+. . +C )
hosil bo‘ladi, ya’ni n-darajali binom yoyilmasidagi koeffitsiyentlar
yig‘indisi 2" ga teng;

3) agar (4) formulaga a =1, x =-1 qo‘yilsa:

0=c?-cl+c?-c3- ..,

yani C) +C2+C}+...=Cl+C} +C> +.... Bunga qaraganda toq
o‘rinda turgan binomial koeffitsiyentlar yig‘indisi juft o‘rinda
turgan koeffitsiyentlar yig‘indisiga teng;

4) agar (5) formulada k o‘rniga n - k qo‘yilsa,

ck=cnrk ®)

formula hosil bo‘ladi;
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k-1, ok _ (n-1)! (- _

5) € +C = (k-D)(n-1- (k-1))!  kNn-1-k)! ~
_ k+(n-k) _  nl  _ o~k
=(n- Dl o Tt =€

Demak,
ckl+ck =cy. )

: 998 2 1000999 _
I-misol. Ci =Clyy =190099 = 499500,

2-misol. (a+x)°binom darajasini yoyamiz.
Yechish. Bizda n =6, binomial koeffitsiyentlar soni yettita.
Ularni topamiz:

0 _ 1_6_ 2_6>5_ 3 _ 6654 _
Cs =1, Cg=7=06, Cg 15, C¢ =152 =20,

4 _ 2 _ 5 _ 1 _ 6 _
C,=C; =15, C. =C, —6, C; =1
(4) formula bo‘yicha:
(a+x)°=a®+6a3x+15a%2+20a3x3+15a x4 +6ax’ +x°.
3-misol. (a- x)° binom darajasi yoyilmasini topamiz.
Yechish. Masala 1-misolda x o‘rniga - x ni qo‘yish bilan hal
qgilinadi:
(a-x)°=a- 6a3x+15a%?2-20a3x3+15a% 4 - 6ax > +x°.
Shu misolni (a + x) binomni 0‘z-o0°ziga olti marta ko‘paytirish,

so‘ng ixchamlashtirishlarni bajarish orqali ham yechgan bo‘lardik.
Lekin bu ish nisbatan mushkul ekani tushunarli.

4-misol. (a? +v/x)° binom darajasini yoyamiz.
Yechish. n=5. (4) munosabatda a o‘rniga a 2 ni, x o‘rniga
Jx ni qo‘yish kerak. Binomial koeffitsiyentlar:

C) =1, C;=2=5, C; =24=10, C] =C; =10,
4 _ 1 _ 5 _
C; =C5 =5, C; =1.
U holda:
2 +\/;)5 :(0-2)5_'_5(‘2-2)4 x\/;+10(a-2)3(\/;)2 +
+10(a?)? (Vx)? +5a 2 (V)  +(Vx) =a 0 +5a7 5 Jx +
+10a 0x +10a *xvx +5a72x? + x> Jx.
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‘é‘% Mashqlar
5.94. Hisoblang:
1) C;. €3, Cy, CF.CF, Cg. G, Gy CF
1 1 995 996
2) ClOOO’ CIOOO’ CIOOO’ ClOOO :
5.95. CJoo = Cion boclishini tekshiring.

5.96. (4) formuladan foydalanib, binomlarni yoying:

1) (a + % 2) (3 - m 3) (x- D

4) (x + 2% 5) (a - 36)% 6 (La+2)",
6 &l 1§

7 (Va-2)'s 8) (Vm-n)'s 9 gxP+yli;

5 6 2
10) H-4x5: 1) (V5-46) 1 12) (3-1).
5.97. 5.96- mashqda keltirilgan binomlar yoyilmalarida
ganchadan had bor?

5.98. (4) formulani matematik induksiya metodi yordamida isbot
qiling.
5.99. Hisoblang:

3 3,3 0 w3 sl w2 2l L3 0
D) Cip + Gy +C532) €y Cg +C Cg +Cjy Cg +C XCy

2 2 2 2 2

3 (c9) +(ci) +(c2) +(c3) +(ci)

9. Nyuton binomidan taqribiy hisoblashlarda foydalanish.

Bu haqda gisman ushbu darslikning 1-qismi, V bobida
ma’lumot berilgan edi. Endi hisoblashlarni bajarishda oldingi
bandlarda berilgan yangi ma’lumotlardan ham foydalanamiz.

x? son yetarlicha kichik bo‘lganidan, u tashlangan va (1 +x)? =
=1+ 2x + x? bo‘yicha (1 + x)? » 1 + 2x taqribiy formula tuzilgan
bo‘lsin. Vujudga keladigan chetlanish (formula xatoligi) e = x?
bo‘ladi. e xatolik x ning kattaligiga bog‘liq. Hisoblashlarda bu
e’tiborga olinishi kerak. Masalan, x ning ganday giymatlarida e
xatolik 0,005 dan ortmasligini bilish talab gilinsin. e=x 2 £ 0,005
tengsizlikni yechish kerak bo‘ladi. Undan | x| £ 0,07 ni topamiz.
Demak, | x| ning 0,07 dan kichik giymatlarida formula beradigan
xatolik 0,005 dan ortmaydi.
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Shu kabi formula yordamida topiladigan taqribiy son xatoligi
e £ 0,0005 chegarasida bo‘lishi uchun x2 £ 0,0005, ya’ni |x| £
£0,022 bo‘lishi, aksincha, binomda | x| £ 0,022 bo‘lsa, (1 +x)%»
1 +2x taqribiy formula bo‘yicha topilgan natijadagi xatolik 0,0005
dan ortmaydi. Shu tartibda amalda ko‘p ishlatiladigan (1 + x)3 »
» 1 + 3x va boshga formulalarni tuzib olish mumkin (jadvalga
garang; ichki kataklarda | x | giymatlari keltirilgan).

Formula e=0,005 | e=0,0005 | e=0,00005
(1+x)2» 1 +2x 0,07 0,022 0,007
(1+x)*» 1 +3x 0,04 0,012 0,004

Tl x 0,06 0,022 0,007
JIx » 1+ %x 0,19 0,062 0,020
Ylex » 1 +1x 0,20 0,065 0,021

l1-misol. 1,0383 ni hisoblaymiz.
Yechish. (1 +x)®» 1+ 3xformula bo‘yicha:
1,0383» 1 +3x0,038 =0,114.
Bizda x = 0,038 < 0,04. Jadvaldan e < 0,005 bo‘lishini o‘qib
olamiz. Demak, 1,0383» 0,114, e< 0,005.
2-misol. 1,0018% ni e=0,0001 gacha aniglikda hisoblaymiz.
Yechish. Nyuton binomi formulasidan foydalanaylik:

1,0018% =(1+0,0018)" =1+8>0,0018+%>0,00182 +...+0,00188.

Yoyilmada shunday hadni topishimiz kerakki, u va undan
keyingi barcha hadlar birgalikda e dan kichik bo‘lsin. Ikkinchi
hadning e dan katta ekani uning yozuvidan ko‘rinib turibdi.
Uchinchi had:

% x0,0018 =28x0,00000324 » 0,000091 < 0,0001 .

Keyingi hadlar yanada kichrayib boradi. Uchinchi va keyingi
hadlarni tashlaymiz. Natijada: 1,0018% » 1 + 8 x0,0018 = 1,0144.

Yuqorida keltirilgan misollarda natural ko‘rsatkichli binom
formulalaridan foydalanildi. Lekin bu formula istalgan haqiqiy
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ko‘rsatkichli daraja uchun bajariladi. Faqat |[x| < |a| bo‘lishi shart.
Yoyilmada cheksiz ko‘p qo‘shiluvchilardan iborat yig‘indi hosil
bo‘lishi mumkin. Yoyilmada qancha had goldirilganda izlanayotgan
natijada zarur aniglikda bo‘lishini bilish uchun qo‘shimcha tek-
shirishlar bajarilishi zarur.

3-misol. 30,98 nie=0,001 aniglikda hisoblaymiz.
Yechish. 30,98 =31+(-0,02) =(1+(-0,02))"/3, bunda

n —%, a =1, x =-0,02 bo‘lmogda. Nyuton binomi formulasi

bo‘yicha:

14(-0,02)7 =1+ - 002)+1{1 )x( 0,02)2 + %x

X-0,02)% +...=1- 0,07 - 0,004 - 0,000044 - ...
Talab etilayotgan aniglikni oldingi ikki had ta’minlay oladi.
Javob: 30,98 » 0,993

>

‘é\% Mashqlar

5.100. Yuqorida keltirilgan jadvaldagi barcha formulalarning
aniqligini tekshiring.
5.101. x ning kichik giymatlari uchun

(1+x)" »1+nx+@><x2
formulaning o‘rinli bo‘lishini tekshiring.
5.102. 1) (1 +0,05)% 2) 1,0034 3) 0,9957; 4) 1,0003%8;

5) 31,005 ni 0,001; 0,0005; 0,0001 gacha aniqlikda hisoblang.

10. Tenglamalarni taqribiy yechish (Vatarlar va urinmalar
usullari). Biz tenglamalarni taqribiy yechishning ikki usuli — ildiz
yotgan oraligni ketma-ket ikkiga bo‘lish va al-Koshiy usuli bilan
tanishmiz. Ularda [a; b] kesmada qaralayotgan f (x) funksiyaning
uzluksiz, monoton bo‘lishi va f(a) ¥ (b) <0 tengsizlikning bajari-
lishi talab etiladi, chunki shu holdagina [a; b] da yagona ildiz
mavjud bo‘ladi. Shu shartlarning bajarilishi talab qgilinadigan yana
ikki muhim usul bilan tanishamiz.
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y 1) Vatarlar usuli. f(x)=0
tenglamaning shu oraligda yotgan
x" ildizini e aniqlikda topish kerak
bo‘lsin. A(a; f(a)) va B(b; f(b))
nuqtalardan o‘tkazilgan AB vatar OX
o‘gini x; nuqtada kessin, y, =0
(V.23-rasm).

a nuqtada f (a) xf ®Wa) <0
bo‘lsa, x, = a va x, nuqtalar izlanayotgan x" ildizga boshlang‘ich
va birinchi yaqinlashish bo‘ladi (aks holda, f(b) xf ®5b) <0 bo‘lsa,
X, = b, x; lar yaqinlashish bo‘ladi). Agar e £ |x; - x,| bo‘lsa,
masala hal qgilindi va x" » x, deb gabul gilinadi. Aks holda shu
kabi hisoblashlar [x,; b] kesma va A,B vatarga nisbatan
takrorlanadi va hokazo. x, yaginlashishni aniqlash uchun AB

V.23- rasm.

vatarning y = f(a) + %ﬁvw) Xx - a) tenglamasiga x=x,, y =0
qo'‘yilib, x, topiladi:

Xy =a- bl xf (). )
Shu kabi, x, yaqinlashishni topishda (1) dagi a o‘rniga x,
go‘yiladi:
b- x1
RONICIRARE
va hokazo, har qaysi x, yaqinlashish oldin topilgan x, , bo‘yicha
aniglanadi:

Xy =X -

b- xg-1
UDTEETCANSES @

Bu jarayonda B nuqta qo‘zg‘almas bo‘lishini, x, yaqinlashishlar
X" aniq yechimga quyi tomondan yaginlashib borishini ko‘ramiz.
Agar f(b) xf®&b) <0 bo‘lsa, A nugta qo‘zg‘almas bo‘ladi va x" ga
yaginlashishlar

X =Xk-1 -

_ Xg-1-4a
Xk = Xk-1 - mxf(xk-l) 3

munosabat bo‘yicha aniglanadi. Bu holda x, yaginlashishlar x" ga
o‘ng tomondan yaginlashadi.

I-misol. x*- 5x2+8x - 8 =0 tenglamani e = 0,0001 gacha
aniqlikda yechamiz.
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Yechish. Ixtiyoriy tartibda a = -3, b =-2,9 nuqtalarni
tanlaymiz. Ularda f(-2,9) =-2,52... <0, f(-3) =4 >0, demak,
f(-2,9)% (- 3) <0 bo‘lishini ko‘ramiz. Funksiya (- 3; - 2,9) intervalda
uzluksiz, monoton, demak, yagona ildizga ega. Uni topishda
vatarlar usuli qo‘llanilganda, oldin x;, boshlang‘ich yaqinlashish
aniglanadi.

f®=(4x3 - 5x+8)¢&-12x%2- 5, f&-2,9)>0, f&-3)>0;
f(-2,9) xf&- 2,9) <0.
Demak, x,=-2,9. U holda:

-2,9-(-3)

X =-2,9- S99

x(-2,5219) » - 2,93867, £(x,)»-0,11166.

b, - x,|=0,0386 > e, ya’ni hali talab gilingan aniqglik ta’minlangan
emas va hisoblashlar davom ettirilishi kerak:
-2,93867- (-3
X, =-2,93867 - T66f4)><-0,11166) »-2,94033, £(x,) »
»-0,0473.
Lekin [x, - x,|=0,0017 > e; hisoblashlar yana davom ettiriladi:
N -2,94033- (- 3)
X3 - 2,94033 = m ><' 0,00473) » - 2,94040 5
by - x| = |- 2,94040 - (-2,94033)] = 0,00007 < e.
Talab qilingan aniqlikka erishildi. Javob: x"» - 2,94040.

2) Urinmalar usuli. Agar f(x) funksiya [a; b] kesmada
uzluksiz, differensiallanuvchi va f(a) xf(b) <0 bo‘lsa, kesmaning
uchlaridan birida f(x) grafigiga o‘tkaziladigan urinma OX o‘qini
albatta kesadi (V.24-rasm). Kesishish nuqtasi f(x) = 0 tenglama

N Y

a) b)
V.24-rasm.
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ildizining biror yaginlashishini beradi. Boshlang‘ich yaqinlashish
sifatida [a; b] kesmaning shunday uchi (V.24-a rasmda B nuqta,
V.24-b chizmada A nuqta) tanlanadiki, unda f funksiya va uning
S ®hosilasi bir xil ishoraga ega bo‘lsin. Undan o‘tkaziladigan urinma
OX o‘qini albatta kesadi va x, yaginlashishni beradi. Bu holda
boshga uchidan o‘tkaziladigan urinma OX o‘qini [a; b] kesmada
kesmasligi mumkin. Barcha x, yaqinlashishlar uchun yuqoridagi
kabi rekurrent formulani tuzish magsadida A(a; f(a)) yoki B(b;
f (b)) dan o‘tuvchi urinma tenglamasiga y =0 qo‘yiladi. Jumladan,
A nuqgtadan o‘tuvchi urinmaning y =f(a) +f€a)(x - a) tenglamasi
bo‘yicha
0=7(a) +f&ka)(x - a),

yoki

f(a) 4
f®a) @
rekurrent munosabatni, B nuqgta bo‘yicha esa

X=a-

_ )
x=b- S G)

ni hosil gilamiz. Agar boshlang‘ich yaginlashish sifatida x, = a
yoki X, = b tanlangan bo‘lsa, qolgan x, yaqinlashishlar ushbu
rekurrent formula bo‘yicha topiladi:

S (Xk-1)

Y =Xk LT Ty ) ©

2-misol. x*- 5x2+8x- 8 =0 tenglamani urinmalar usulini
go‘llab yechamiz. 1-misolda ko‘rsatilganidek, e =0,0001 bo‘lsin.
Yechish. f(x) funksiya [- 3; - 2,9] kesmada differensiallanadi.
Unda
fo®=(x*- 5x2+8x - Q)@= (4x3- 10x +8)¢=12x2- 10 >0,
f(-3)>0, f(-2,9) <0.

Bu kesmada f @ va f(-3) larning ishoralari bir xil musbat.
Boshlang‘ich yaqinlashish sifatida x, =- 3 ni olamiz. (6) formuladan
foydalanamiz:

f(3)=(3)- 5X(-3)? +8 x(-3) - 8=4,
f&3)=4x(-3)3- 10 x(- 3) +8 =-70.

U holda
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x| =-3- % =-2,942857... » - 2,94286,

e =|-2,94286- (-3)| > e,
hisoblashlar davom ettirilishi kerak:
f(x)) »0,15777, f &x,) » - 64,5168; x, » - 2,94041,
e, = [-2,94041 - (-2,94286)| = 0,00044 > ¢,
f(x,) » 0,0002809 » 0,00028, f&x,) » - 64,2873,

X;»-2,94041; e =];- x|»0<e
bo‘lmoqgda. Zarur aniqglikka erishildi, hisoblashlar to‘xtatiladi. 1zla-
nayotgan ildiz: - 2,9404.

—

‘é\% Mashqlar

5.103. f(x) =0 tenglamaning ildizlarini 0,01 aniglikda toping:
1) 2x3-6x+5=0;2) x*+4x- 1=0;3) x*+x2+6x- 8=0.
5.104. Ildizlarni 0,0001 aniglikda toping:

1) J139; 2) 3231; 3) ¥34; 4) ¥56,4; 5) ¥544.
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VI BOB
INTEGRAL

1-§. Anigmas integral

1. Integrallash amali. Boshlang‘ich funksiya. Biz F(x)
funksiyaning F'(x) hosilasini topish zarur bo‘lsa, funksiyalarni
differensiallash qoidalaridan foydalanganmiz. Agar hosila
x argumentning funksiyasi bo‘lib, uni f(x) orqali belgilasak,
F'(x)=f(x) bo‘ladi va F(x) funksiya differensialini dF(x) = F'(x)dx
yoki dF(x) = f (x)dx ko‘rinishda yozish mumkin bo‘ladi. Aksincha,
funksiyaning biror X oraliqda berilgan f(x) hosilasi bo‘yicha shu
oraligda aniglangan F{(x) funksiyaning o‘zini topish talab etilsa,
f(x) funksiyani integrallash amalidan, ya’ni integrallash nomi
bilan ataluvchi maxsus qoidalar va formulalardan foydalaniladi.
Izlanayotgan F(x) funksiya f(x) uchun boshlang‘ich funksiya
vazifasini o‘taydi. Integrallash amali | belgisi bilan belgilanadi
(lotincha untegrare — tiklash).

Shunday qilib, biror X oraligdagi barcha x lar uchun F'(x) =
=f(x) o‘rinli bo‘lsa, F(x) funksiya shu oraliqda f(x) funksiyaning
boshlang ‘ich funksiyasi deyiladi.

Matematikaga integral atamasini shveysariyalik matematik
logann Bernulli (1667—1748) kiritgan va integral hisobdan
birinchi sistematik kurs tayyorlagan. Uning shogirdi Peterburg
fanlar akademiyasining haqiqiy a’zosi Leonard Eyler (1707—
1783) integrallashni [ fdx belgisi orqali belgilagan. Hozirgi zamon
belgilashlarini esa fransuz matematigi J.Furye (1768—1860)
kiritgan.

I1-misol. Agar F'(x) = f(x) =4x3, xe R bo‘lsa, boshlang‘ich
funksiya F(x) =x * va umuman, F(x) + C =x* + C bo‘ladi, bunda
C — ixtiyoriy o‘zgarmas son. Chunki (F(x) + C) =(x**+ C)' =
=4x3 + 0 =4x3.

Differensiallash va integrallash amallari o‘zaro teskari
amallardir. F(x) funksiyani integrallash I fdx = F(x)+C ko‘ri-
nishda yoziladi. Xususan, yuqoridagi misol bo‘yicha biz
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j4x3dx=x4+C ga ega bo‘lamiz,

bunda C = const. / y=Fx)
Teorema. Agar f(x) funksiya X
oraligda F(x) boshlang‘ich funksiyaga /
ega bo‘lsa, F(x) + C funksiya ham f(x) 70
uchun boshlang ‘ich funksiya bo‘ladi, /

0

bunda C — ixtiyoriy o ‘zgarmas son. X da
f(x) funksiya boshqa ko ‘rinishdagi
boshlang ‘ich funksiyaga ega emas. VI.1-rasm.

Isbot. Barcha xeX lar uchun F '(x) = f(x), chunki shu
oraligda F(x) funksiya f(x) funksiya uchun boshlang‘ich funksiya.
Lekin ixtiyoriy C hagiqiy son uchun (Fx) + C)' = f(x). Demak,
j f(x)dx = F(x)+C . Shu bilan birga f(x) funksiya X da boshqa
ko‘rinishidagi boshlang‘ich funksiyaga ega bo‘la olmaydi.
Hagqiqatan, biror ®(x) ham f(x) ning boshlang‘ich funksiyasi
bo‘lsin, deb faraz qilaylik: ®'(x) = f(x). U holda har bir xeX
uchun ¢'(x) = ®'(x) — F'(x) =0 bo‘ladi. ¢'(x) =0 bo‘lgani uchun
¢(x) = C bo‘ladi. Demak, ®(x) — F(x) = C. Bundan ®(x) = F(x) +
+ C, ya’ni ixtiyoriy boshlang‘ich funksiya Fx) + C ko‘rinishiga ega
bo‘ladi.

Shunday qilib, f(x) funksiyaning barcha F(x)+ C boshlang‘ich
funksiyalarini topish uchun avval ulardan birini, masalan, F(x)
ni topish, so‘ngra unga istalgan CeR o‘zgarmas sonni qo‘shish
kifoya. C ixtiyoriy bo‘lgani uchun funksiyaning boshlang‘ich
funksiyalari cheksiz ko‘p bo‘ladi.

Qo‘shiluvchi C son integrallash doimiysi, F(x) + C boshlang‘ich
funksiyalar to‘plami f(x) funksiyaning [ f(x)dx anigmas integrali
deyiladi.

Berilgan f (x) funksiyaning barcha boshlang‘ich funksiyalari
grafiklari y = F(x) funksiya grafigini OY o‘qi bo‘yicha C gadar
siljitishdan hosil qilinadi va shu yo‘l bilan boshlang‘ich funksiya
grafigini berilgan nuqta orqali o‘tishiga erishiladi (VI.1-rasm).

2-misol. y = x? funksiyaning grafigi A(1; 2) nuqtadan
o‘tuvchi boshlang‘ich funksiyasini topamiz.

3
Yechish. f(x) = x? funksiya uchun F(x) =XT+C, chunki

3
F'(x) = x%. Shunday C sonni topamizki, y =XT funksiyaning
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grafigi A(1; 2) nuqta orqali o‘tsin. Oxirgi tenglikka x =1; y =2
3

giymatlarni qo‘yib, 2 :%+C ni hosil gilamiz. Bundan C =

w

3
Demak, F(x) =XT+%.

Anigmas integralning xossalari:
1) Ixtiyoriy C son uchun ushbu tenglik o‘rinli:

d([ f(x)dx) = f(x)dx, (1)

Hagqiqatan, J'f(x)dx =F(x)+C va F'(x) = f(x) bo‘lgan-
ligidan:

d([ f(x)dx) = (F(x)+C)dx = F'(x)dx = f(x)dx-
3-misol. jcosxdx = sin x + C bo‘ladi. Chunki (sinx + C)' =
=CosXx va d(.[cosxdx) =dGinx +C) =d(sin x) = cos xdx .
2) Ushbu tenglik o‘rinli:
[F'(x)dx = F(x)+C. Q)
Chunki [ F'(x)dx)=[ f(x)dx = F(x)+C-.
4-misol. [cosxdx = [(sinx)'dx =sinx+C.
3) Ushbu tenglik o‘rinli:
[(o(x)+y(x))dx = [(x)dx +[y(x)dx. )
Hagiqatan, [@(x)dx=®(x)+C va [w(x)dx =¥ (x)+C,
bo‘lsin. U holda ®'(x) = @(x), ¥'(x) = y(x) va shunga ko‘ra
[ (0(x) +w(x))dx = [(@'(x) +9'(x))dx = [ (@(x) + ¥ (x))"dx =
=®(x)+¥P(x)+C = jcp(x)dx+jw(x)dx,

bunda C=C, + C,.
4) O‘zgarmas ko‘paytuvchini integral belgisi ostidan chigarish
mumkin:
jkf(x)dxzkjf(x)dx,k—o‘zgarmas son. 4)
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Haqiqatan, F'(x)=f(x) va (kF(x))' = kF '(x) = kf (x)
bo‘lganidan,
[Kf (x)dx = kF (x)+C =k [ f(x)dx
Jumladan, 2 va 4-xossalar va o # —1 uchun (x0L+1 ) =(a+1)x*

bo‘yicha darajali funksiya uchun

xo+l
[x¢dx=—=[(a+Dx®dx =X—+C )

hosil gilinadi.
5-misol. [ =I(4x3 ~9x? +6x —8)dx ni hisoblaymiz.

Yechish. 3 va4-xossalarga asosan:
I:4jx3dx—9Jx2dx+6jxdx—8v[dx,

(5) formula bo‘yicha:
33 2
jx3dx— +C J.x dx =2 +C, J'xdxszJrC, jdx=x+C.
2
I =4'XT‘9'XT 6-£--8x+C=x*-3x" +3x? -8x+C.
Biz C ni bir marta yozdik, chunki o‘zgarmaslar yig‘indisini
bitta o‘zgarmas bilan almashtirish mumkin.

6-misol. I = J(x“ x - %) dx integralni hisoblaymiz.
X

2 Z+1 -3+1
Yechish. [-= I x4 —8x73 dx=%—-8. 2 —+C=
=+1 B
4

24
_Axt Y +4x2 +C.

9
(5

6.1. F(x) funksiyaning f(x) funksiya uchun boshlang‘ich

Mashgqlar

funksiya bo‘lishini isbot qiling:

6
—+2cos3x F(x)=x>-6sin3x;
4arctg2x

b

1) F(x)=
2) F(x)=arctg?2x, f(x)= :
1+4x
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9tg23x

cos2 3x

3) F(x)=tg*3x—sin5x, f(x)=

-5cosS5x;

4) F(x)=arcsin(x®), f(x)=

)
1—x16

5) F(x)=sin x—cos(xz),f(x):%+2xsin(x2);
5 o 8cosx.

6) F(x)=x> cosx—.i,f(x)=5x4 COsSX—X> sin x +
Sin x sin® x

6.2. Integrallarni hisoblang:

1) jx(’dx; 2) Ixz Uxdx ;
X —2x —f+l -9
3) [T 4) j’; .

6.3. (x) funk51ya uchun A(x,; y,) nuqtadan o‘tuvchi bosh-
lang‘ich funksiyani toping:

1) f(x) =3x -1, A(1, 3); 2) f(x)=4x+3, A(l, 2);

3) f(x)=+x, A9, 10).

2. Integrallash formulalari. Funksiyalarni integrallashda ularning
differensiallash natijalariga asoslaniladi. Differensiallashning har
bir F'(x)= f(x) formulasidan integrallashning unga mos
If (x)dx = F(x)+C formulasi hosil bo‘ladi. Integrallash jadvalini
keltiramiz:

Ne | [f(x)dx=F(x)+C F'(x) = f(x)

1 Ix“dx +C o # -1 [XQ+I+C) e N . |
a+l a+l

2 Icosxdx:sinx+C (sinx + C)" = cosx

3 jsinxdx:—cosx+C (-cosx + C) = —(—sinx) + 0 = sinx

4| [E—tgerC | (0t 0) =5, x4 2kn, keZ]
X

COS X COS'
dx _ C) =— 1 __1
> sin? x & sin? x sin? x
xznk, ke”Z
dx : o ’ 1
6 X _ —arcsinx +C (arcsinx + C)' = , x| <1
J‘\/l—xz 1-x?

246

www.ziyouz.com kutubxonasi



d. r_ 1
7 X =arctgx +C (arctgx +C)' = —

1+x2 I+x
2 ’
8 I\/az —xzdx:%“\/ —x? + %x/az—xz +“7arcsin§+C) =
+@ aresin® + C =Va*-x?, |a| = |x|
2 a
9 jexdx:ex +C (e +C) =¢"
X
10| [a'dx=L+C (¢ +C) =a*Ina

x>0da j% =Inx+C, (Inx+C)' =
dx 1.

1] [&=nxd+C :;,x<0daj%=ln(—x)+C

(In(-x)+C)'=—L(-1)=1

N )
l-misol. l=j2(l+x )NVIXT e
(1+x3)W1-x2

x| <1.

integralni hisoblaymiz,

Yechish. Dastlab integral ostidagi ifodani soddalashtiramiz:

f(x):2(l+x2)—\/1—x2: 204x%)  N1ex?
(+x2)Wi=x2  (+x?)Wi=x?  (1+x?)1-x2

2 1
Jiox2  14x2

Jadvaldagi 6, 7- formulalar bo‘yicha:

L =2arcsin x — arctgx + C ,

]:2'[\/7_ l+x

2-misol. I= _[ +—5 |dx ni hisoblaymiz, bunda
Slrl X C052 X

x # nk, x¢%+2nk, keZ.
Yechish. Jadvaldagi 5, 4 - formulalar bo‘yicha:

I = SJ. dx +6J. dx = Sctgx +6tgx + C .

Sll’l X COS X
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3-misol. {=[(7cosx—6sinx)dx njhisoblaymiz:
Yechish. Jadvaldagi 2, 3 - formulalar bo‘yicha:

1 =7jcosxdx—6jsinxdx=7sinx+6cosx+C,

: de  _ 1 al _1( du _1 _
4-misol. ja2 2—aj = —aarctgu+C_

1+(1)2 as qiy?
a

= %arctg % +C, (u= % almashtirish va jadvaldagi 7- formuladan
foydalandik).

5-misol. |€*dx njhisoblaymiz.

. 3x _1 3x _1 3x
Yechish. je dx—gje d(3x)—§-e +C.
6-misol. I% (x # -2) ni hisoblaymiz.

Yechish. de —jd(“z) =In(x+2)+C.

X+2
(g‘% Mashgqlar

6.4. Integrallarni hisoblang:
1) [@¥x+2x)dx;  2)[(Teosx-—0ydx, x2nk, keZ;

Sln X
3) I( l+x jdx
<1; 6).[Sln S xHl g xxnk, ke Z;

5)J‘(COS X \/7de SlIl X

(x> -1)dx 4_ | )
7) IW’ 8) j%dx x#1; 9) [tg?3xdx.

6.5. y = e funksiya y ' = -3¢ tenglikni ganoatlantiradimi?

<I; 4) j(4sinx— 3 jdx;

l+x2

6.6. y = ¢*/3 funksiya y'= % y tenglamani ganoatlantirishini
isbot qiling.
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6.7. Integrallarni hisoblang:
1) j‘3x dx: 2) jezxdx : 0 3) je‘Sxdx; 4)jex cos(e™ )dx .
6.8. Integrallarni hisoblang:

. . x4dx.
b 5% ) [&5 » [%
3
4) X 5) [teSxdx;  6) [tg(4x-2)dx;
) J‘l+x2 ) '[ ® : I . )
dx

7) 8) | ———.

J‘(1+x )arctgx '[\/1+x2arctgx

3. O‘zgaruvchini almashtirish usuli. Ushbu usul (boshgacha
aytganda, o‘rniga qo‘yish usuli) jadvalda ko‘rsatilmagan
integrallarni jadvaldagi biror ko‘rinishga keltirib hisoblash
magqgsadida qo‘llaniladi. Usulning asosida murakkab funksiyani
differensiallash qoidasi yotadi: F(¢(7)) funksiya berilgan va
x = @(?) almashtirish kiritilgan bo‘lsin. U holda:

(F(o(1)' =F'(x)e'(t) = f(x)o'(t) = f(¢(1))¢'() va
[f(x)dx=F(x)+C
bo‘lganidan quyidagiga ega bo‘lamiz:
If(cp(f))cp'(t)dt =F(o(1))+C (1)
yoki
[ f(o())do(1) = F(o(1))+C. )
Demak, F(o(7)) funksiya f(o(?))e'(f) funksiyaning bosh-
lang‘ich funksiyasi ekan. Xususan, ¢(#) =k +b bo‘lsin. U holda:
0'(t) =k yoki do(f) = kdt va (2) bo‘yicha
If(kt+b)kdt = F(kt+b)+C
yoki
J.f(kt+b)dt=%-F(kt+b)+C. (3)
I-misol. [Ij=[sin(10x+8)dx va I, =[(7x-8)"dx

integrallarni hisoblaymiz.
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Yechish. Integrallash jadvalidagi 1 va 3- formulalarga muvofiq:
I, =—%cos(10x+8)+C, I, =;—7(7x—8)5 +C =%(7x—8)5,
2-misol. I = IX 3 cos(x*)dx integralni hisoblaymiz.
Yechish. (x*)' =4x* bo‘lganligidan, x* = almashtirish
kiritamiz. U holda d(x*)=dr yoki 4x3dx=dr va bundan
x3dx =%, u holda

_1 _1lg —Lgin(x?
1—4jcostdt 4smt+C 4sm(x )+C.

3-misol. 1= jCOS3 xsin xdx integralni hisoblaymiz.

Yechish. (cosx) =-sinx bo‘lganligidan cosx = ¢ almashtirish
kiritamiz. U holda df = d(cosx) = (cosx) 'dx = —sinxdx va

4 4
I=[f(-d=--+C=-2X.C.

4-misol. IM integralni hisoblaymiz (x # £+ kn, ke Z).
COS4 X 2

Yechish. sinxdx=-d(cosx); cosx=1t almashtirish kiritamiz.

J‘sinxdx:_J‘d(COSX):_J%:_Il«—4d¢=_%+czl. L _.C.
; -

COS4 X COS4 X 3 COS3 X

S-misol. I\la2 ~x%dx ni hisoblaymiz, bunda a > x.

Yechish. x = ¢() = a sinf bo‘lsin,bunda re[—g; g] U

holda:
¢ '(f) =acost, dx=acostdt va

IVa2 —x2dx = a? J‘\/l—sin2 t costdt = a* jcosz tdt,

Lekin cos® ¢ = ”C—(z’szt. Shunga ko‘ra

[Va? —xzdx:%j(ucoszr)dr:%jdn%jcoszrdt:

2, 2
_UT’+“7$intcost+C.
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: 2
Bizda a sinr = x, sinf=2, cost =1-sin’ ¢ = /1_X_2:
a

2_,2
- |a-x — arecin X
= ; —, t=arcsin:-,

a
2 - 2 22
J\/az —x2dx =% arcsin X + 4. X . Na" X", O
2 a 2 a a

2
=2 arcsin® + X+a? —x? +C.

2 a 2
2
6-misol. Gdex integralni hisoblaymiz, bunda x > %/% .
2x” -1

Yechish. (2x3-1)"=6x? bo‘ladi. 2x3 — 1 =¢ almashtirish
kiritamiz. U holda 6x 2dx = dt,

. 6x 1arx jdf_lnt+C—1n(2x ~1+C.
X

Misol natijasiga ko‘ra ixtiyoriy differensiallanuvchi funksiya

uchun ushbu tenglik o‘rinli bo‘ladi: S1dx |f(x)|+C.

f(x)
‘ET‘% Mashqlar
6.9. Integrallarni hisoblang:
x8 633 1x+1 . _dx .
N [eereelae )[Rl 3 [

5) jcos4xdx; 6) j—cosz(;‘x_6),

4 dx ’
) j\/1—25x2

6.10. Integrallarni algebraik yig‘indiga ajratish yo‘li bilan toping:

1) J‘x8—6x§+x+1 dx; 2) J’x +7x4 5x +4\/7

X
3) J‘sin2 Sxdx ; 4) Jcos Sxdx;
5) jsin3xcos3xdx; 6) Icoslesin16xdx;
7) jsin22xsin2xdx; 8) jcos6xcos3xdx,
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6.11. Integrallarni o‘zgaruvchilarning almashtirish usulini
go‘llab, hisoblang:

) [(5x-6)Tdx; 2 [Vi6x+T1dx ; 3)I 5xa’x

4) [sindxdx; 5) [cos2xdx;

)j51n 8xcos 8x

dx dx
_— 10) | ————.
9)"‘\/16—6x—7x2 ’ ) J‘x2 —6x+17

6.12. Integrallarni hisoblang:

dx .
6) '[ sin? (6x-1)’

g)j(sin X —COS x)2 dx ;

X dx _xbdx 2 3N g
1) _[ 2) jm, 3) Jx sin(x> )dx :
4) j(3x +1)cos(x® +x —1)dx 5) J‘afCSln xdx .
, V1- x2 :
6) Jarctg 3xdx J‘ctg49xdx, 8) j‘SII’lg)C‘COS S xdx
1+9x 2 sin? 9x :

4. Bo‘laklab integrallash. u = u(x) va v = v(x) funksiyalar
differensiallanuvchi funksiyalar bo‘lsin. Bizga ma’lumki,

d(uv) = udv + vdu (D)
bo‘ladi. (1) ni integrallab,
uv = judv+jvdu

yoki
judv:uv—jvdu Q)

ni hosil gilamiz.

(2) formula bo ‘laklab integrallash formulasi deyiladi.

(2) formula IUdU integralni undan soddaroq bo‘lgan .[Udu
integralni integrallashga keltiradi

l-misol. _[X sin xdx integralni hisoblaymiz.

Yechish. u =x, dv =sinxdx deb faraz qilsak, u = x ning
differensiali du = dx ga, dv =sinxdx ning ikkala tomonini integrallasak
v =—cosx ga ega bo‘lamiz. Topilganlarni (2) formulaga qo‘ysak:

Ixsinxdx :—xcosx+jcosxdx:—xcosx+sinx+C,
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2-misol. Ixexdx integralni hisoblaymiz.
Yechish. u=x, dv=edxdeb olamiz. Bundan du = dx, v = ¢~.
(2) formulaga asosan

Ixexdxzxex —Iexdxzxex —e* +C.

Bo‘laklab integrallash usuli o‘zgaruvchilarni almashtirish usuliga
nisbatan go‘llash sohasi torroq bo‘lsa-da, lekin shu usul yordami
bilan hisoblanadigan ko‘plab integrallar mavjud. Masalan:

jxke“‘xdx; jxklnm dx; [arcsin xdx; [x* cosaxdx.

{g‘% Mashgqlar

6.13. Integrallarni hisoblang:

1) jxsin2xdx; 2) jxcosxdx; 3) Jxe‘xdx;
4) jx3xdx; 5) Ilnxdx; 6) lenxdx;
7) jex cosxdx; 8) szexdx; 9) jlnz xdx ;

10) j arcsin xdx

2-§. Aniq integral

1. Egri chizigli trapetsiya yuzi. Boshlang‘ich funksiya orttirmasi.
Aniq integral. Ko‘p masalalar, jumladan, yassi shakllarning
yuzlarini hisoblash masalasi integral hisobi orqali hal etiladi.

Geometriya kursidan bizga quyidagi aksiomalar ma’lum:

1) har gqanday F shakl nomanfiy S(F) yuzga ega;

2) tomoni 1 ga teng kvadratning yuzi 1 ga teng;

3) teng shakllarning yuzlari teng, ya'ni F, = F, bo‘lsa, S(F)) =
=S(F,) bo‘ladi;

4) shaklning yuzi uning barcha kesishmas qismlari yuzlarining
yig‘indisiga teng.

Quyidan OX o‘qi, yugoridan nomanfiy y = f(x) funksiya grafigi,
yon tomonlaridan x = a, x = b to‘g‘ri chiziqglar bilan chegaralangan
shakl egri chizigli trapetsiya deyiladi (V1.2-rasm).

l-teorema. Agarffunksiya |a, b] oraligda monoton bo ‘Isa,
F egri chizigli trapetsiya kvadraturalanadi (yuzini hisoblab bo‘ladi).
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y=/() /
®

F,

0

VI.2-rasm. 0 a=x X X% X X X, x=b X

Isbot. f (x) funksiya [a, b] kesmada o‘suvchi, deylik.
Istalgancha kichik & > 0 son uchun har doim shunday ®, va @,
ko‘pburchaklar topiladiki, ®, shakl F ning ichida yotadi, @, esa
Fni o‘z ichiga oladi va ikkala ko‘pburchak yuzlari ayirmasi uchun
S(®,) - S(,) < & bo‘ladi. Ko‘pburchaklarni yasash magsadida
la; b] kesmani a=Xx,<x, <..< X, <x,=b nuqtalar bilan » ta
teng gismga ajratamiz va bu nuqtalardan OY o‘qiga parallel to‘g‘ri
chiziglar o‘tkazamiz. Ular Fegri chiziqli trapetsiyani F,, F), ...,
F, , qismlarga ajratadi. Har qaysi [x,, x,,,] kesmada birining
balandligi f(x,), ikkinchisiniki f(x,,,) bo‘lgan ikkita to‘g‘ri
to‘rtburchak yasaymiz. f(x) funksiya o‘suvchi bo‘lganidan birinchi
to‘rtburchak Ftrapetsiyaning F) gismi ichiga joylashadi, ikkinchisi
F, ni o'z ichiga oladi. Barcha 0 < k< n -1 lar uchun birinchi
to‘rtburchaklar birlashmasi (®, pog‘onali shakl) F ichiga
joylashadi, ikkinchi to‘rtburchaklar birlashmasi (@, pog‘onali
shakl) F ni oz ichiga oladi. Yetarlicha katta » larda S(®,) -
- 5(®,) <& bo‘ladi. Hagigatan,

(@)= S(@) = L[ 1)+t F (3 0)+ (6]
_b%a[f(xo)Jrf(xl)+...+f(x,,_1 )] =
=54 f(x,)- f(x0)]= L[ £ (B) - £ (a)].

n
Bu ayirma » ning yetarlicha katta giymatlarida ¢ dan kichik
bo‘ladi.
f (x) funksiya nomonoton bo‘lganda [a, b] kesmani f (x)
funksiya monoton bo‘ladigan gismlarga ajratiladi va har bir qism
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uchun teorema alohida go‘llaniladi.

f (x) funksiyaning boshlang‘ich funksiyalari to‘plami F(x) + C
bo‘lsin. F(x) + C funksiyalarning [a, b] kesmadagi orttirmasini
topamiz:

AF =(F(b)+C)—(F(a)+C)=F(b)- F(a), AF=F(b)-F(a).(1)

Bundan ko‘rinadiki, f (x) funksiya F(x) boshlang‘ich
funksiyaning [a; b] kesmadagi A F orttirmasi C sonning tanlanishiga
bog‘liq emas.

l-misol. y =3x? funksiya boshlang‘ich funksiyalarining
[1; 2] va [10; 20] kesmalardagi orttirmalarini topamiz.

Yechish. F(x) =j’3xzabc=x3 +C, C— ixtiyoriy o‘zgarmas.
(1) munosabat bo‘yicha: [1; 2] da AF =23 -1° =7, [10; 20] da
AF =20° -10° =7000.

f(x) funksiya ixtiyoriy F(x) boshlang‘ich funksiyasining
[a; b] kesmadagi AF(x)= F(b)—- F(a) orttirmasi funksiyaning

b

shu kesmadagi aniq integrali deyiladi va f f(x)dx orqgali belgilanadi:

a

b
[ f(x)dx = F(b)-F(a).

F(b)- Fa) ayirmani F (x)|[; bilan belgilaymiz. U holda quyidagi
tenglik hosil bo‘ladi:

b
[/ (x)dx = F(x)). )

(2) tenglik Nyuton—Leybnis formulasi deb ataladi, a va b integ-
rallash chegaralari deyiladi.

Y
2-misol. 1) _[cosxdx:sinx|g =sinnt—sin0=0,
0
b

b 2 5005
2) ‘f\3/x2dx=3% =§[b3 —a3J.
a

5

a

Quyida aniq integral xossalarini isbotlashda Nyuton—Leybnis
formulasidan foydalaniladi.
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1-xossa. Funksiyalar yig‘indisining aniq integrali shu
funksiyalar aniq integrallarining yig‘indisiga, o‘7garmas son va
funksiya ko ‘paytmasining aniq integrali esa shu funksiya aniq
integralining 0 ‘Zgarmas songa ko ‘paytirilganiga teng:

j (f1 (xX)+ [ (x))dx = j fi(x)dx + j fr(x)dx; 3)

jAf(x)dx Ajf(x)dx @)

Hagqiqatan, J.fl(x)dx F (b)-F, (a), J.fz(x)dx F, (b)-
—Fz(a) bo‘lsm U holda
j(fl(x)+f2(x))dx_(F1(b)+F2(b))—(F1(a)+F2(a))=

b b
= (F (b)= B () +(Fy (b))~ (@) = [ fi (x)dx+ [ f5 (x)dx.

a a
2-xossa. Agar integrallash chegaralari almashtirilsa, aniq
integral 07 ishorasini o ‘zgartiradi:

j f(x)dx = - j f(x)dx. )
b
Hagigatan, jf<x>afx F(b)~F(a)=—(F(a)-F(b)) = jf(x)dx

3-xo0ssa.

j f(x)dx=0. ©)

a
Chunki [ f(x)dx = F(a)-F(a)=0.
a
4-xo0ssa. Ixtiyoriy a, b, c sonlar uchun ushbu tenglik o ‘rinli:

jf(x)dx jf(x)dx+jf<x>dx )
Haqlqatan
jf(x)dx+ jf(x)dx (F(e)= @)+ (F(b)=F(0)=
= F(b)-F(a)= jf(x)dx
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S-xossa. Agar |a; b] kesmada f(x) >0 (yoki f(x) <0 bolsa)

b
uning shu kesmadagi If (x)dx aniq integrali ham shunday ishoraga
a

ega boladi.
Hagiqatan f(x) = F(x) >0, ya’ni F(x) funksiya o‘suvchi bo‘lsin.

U holda b > a bo‘lganidan F(b) > F(a) ya’ni Kb) - F(a) > 0,
b
[ £(x)dx >0 boladi (£ (x) <0 holi ham shu kabi isbotlanadi).

a
3-misol. [ﬂ; 37”} kesmada sinx < 0, uning shu kesmadagi
aniq integrali ham manfiy bo‘lishini ko‘rsatamiz.
3n/2
j sin xdx = —cos x
T

T

3“/2:—(00837“—00811) =—(0-(-1))=-1.

>

‘é\% Mashqlar

6.14. [0; 4] kesma necha gismga bo‘linsa, x=0, x=4, y=0,
y = x? chiziglar bilan chegaralangan shakl uchun S(@,) - S(@)) <
<0,1 bo‘ladi?

6.15. Doiraning yuzga egaligini isbotlang.

6.16. Integrallarni hisoblang:

2 4 3
6 25 x8-9
1) |x°dx: 2) [x2xdx: 3 dx
) £ b ) .([ bl ) £x4+3 bl
T 8 n/3.
4y [ sinxax; s5) [(4dx+2x)dx;  6) [ sSnxtlgy,
n/2 0 76 sin“ x
6 8
7) [V2x=3dx; 8) [4 %(1—i)dx,
2 1
i 9
9)](2cos2 x—1)dx; 10) [Vx—Tldx.
T 2
6
6.17. Integrallarni hisoblang:
3 2 s
) [(x?-4+5)dx; z)j@dx;
—1 1
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3 n/3
3) I (6x% —2x)dx; 4) I (sin 2x — cos x)dx ;
-2 0
n/2 T
5) [ sin? xdx; 6) [ (1-cosx)” dx;
-n/2 0
2 ¢ 8
7) [52dx; 8) [(4/x+2x)dx;
1 X +3 0
n/3 .3 1
9) [ 5ldx, 10 [,
n/4 sin” x 0]+x
n/3 J
11 2
) '([ cos2x

2. Nyuton—Leybnis teoremasi. Matematik analizning muhim
go‘llanishlarga ega bo‘lgan asosiy natijalaridan biri ingliz mate-
matigi Barrou (1630—1677) tomonidan geometrik shaklda bayon
gilingan, Isaak Nyuton (1643—1727) va Leybnis (1646—
1716) tomonidan bir-birlaridan mustaqil ravishda uzil-kesil
isbotlangan ushbu teoremadir.

Teorema. (Nyuton—Leybnis teoremasi). f (X) funksiya |a; b]
kesmada nomanfiy, uzluksiz va unda chekli sonda ekstremumlarga
ega bolsin. Shu a < x < b kesma ustida joylashgan va yuqoridan
f(x) funksiya grafigi bilan chegaralangan egri chizigli trapetsiyaning
yuzini S(x) orgali belgilaylik. U holda S(x) funksiya f(x) ning
boshlang ‘ich funksiyasi bo ‘ladi, ya’ni [a; b] kesmada S '(x) =f (x)
tenglik bajariladi (V1.3-rasm).

Y,
o C
N |
Dey=f 777
| / VAR A
I
e
I
Aj
VI.3-rasm. O| a
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Isbot. Biz ixtiyoriy xe[a, b] nuqta uchun §'(x) = f (x)
tenglikning bajarilishini isbot qilishimiz kerak, bunda
S(x+h)-S(x)

h b

Aniglik uchun 4> 0 deb olamiz. S(x+ &) — S(x) ayirma PTQN
egri chiziqgli trapetsiyaning yuziga teng. f(x) funksiyaning [x; x +
+ h] dagi eng katta giymati M ga, eng kichik giymati m ga teng bo‘Isin.
U holda PTQON egri chiziqli trapetsiya umumiy asosi [x; x + 4],
balandliklari mos ravishda m va M ga teng ikki to‘g‘ri to‘rtbur-
chakning o‘rtasida joylashadi. Ularning yuzlari:

§'(x) = lim h=Ax
n—

m-h<S(x+h)-S(x)<M-h, h>0 (1
yoki

m<

S(x+h,2—S(x) < M,

bunda m va M lar h ning tanlanishiga bog‘liq. f(x) funksiya x
nuqtada uzluksiz bo‘lganidan, A—0 da uning [x; x + /4] kesmadagi
m va M qgiymatlari birgalikda umumiy f(x) limitga intiladi:

. . , . S(x+h)-S(x)

| =lim M = S = lim =/

lim. = him f(x), S'(x) lim , f(x).

Xulosa: y=f(x) (a < x < b) egri chiziq ostida joylashgan
egri chiziqli trapetsiyaning S' yuzi f(x) funksiyaning |a; b]

b
kesmadagi aniq integraliga teng: S = [ f(x)dx.
a

Isbot. ABCD shaklning Syuzi (VI.3-rasm) S(x) funksiyaning
[a; b] kesmadagi .5 = S(b) — S(a) orttirmasiga teng. Lekin S(x)
ning o‘zi f (x) ning boshlang‘ich funksiyasi. Shunday qilib,

S=S(b)—S(a)=lff(X)dX.

l-misol. OXo‘qi, x =2, x =6 to‘g‘ri chiziglar va f(x) = x>
funksiyaning grafigi bilan chegaralangan egri chizigli trapetsiyaning
S(x) yuzini topamiz.

Yechish. x3 funksiyaning boshlang‘ich funksiyalaridan biri

4
F(x)= XT +C bo‘lsin. Nyuton—Leybnits formulasi bo‘yicha:
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64 2% 1, 4 A4y
=6 -2 -1t -2%)=320.

R
2-misol. J. VR? —x?dx integralning giymatini hisoblaymiz.

-R
Yechish. y=+R? -x? tenglikni X2 +y 2= R® ko‘rinishda
yozish mumkin. Bu esa har qanday M(x; y) nuqta radiusi R
bo‘lgan va markazi (0; 0) nuqtada joylashgan aylanada yotishini
bildiradi. Egri chiziqli trapetsiyaning [-R; R] kesma ustida
joylashgan qismi yarim doiradan iborat va uning yuzi %RRZ ga

teng:

R
J. VR? —x?dx :%nRz,
-R

Integrallash formulasi ham shu natijani beradi:

R
j VR? —x?%dx :(%arcsini+§x/R2 —xzj
“R

R

-R

R

_R? : - _ R (x_(_x)|_zR2
_T(arcsml—arcsm(—l))—7(5_(_5))_ 2

Agar [a; b] kesmada f (x) funksiya musbat va manfiy qiymat-
b
larni gabul qilsa, _[f (x)dx ning qiymati egri chiziqli trapetsiya-

ning abssissalar o‘qaidan yuqgorida va quyida yotgan gismlarining
ayirmasiga teng bo‘ladi. Umuman, y = f,(x) va y, = /,(x) (/,(x) >
>f,(x)) uzluksiz funksiyalar grafiklari va x =a, x = b, (a < b)
to‘g‘ri chiziqglar bilan chegaralangan shaklning yuzi /(x) = f,(x) —
—f,(x) funksiyaning [a; b] kesmadagi aniq integraliga teng:

b
S = J'l(x)dx, Q)

Isbot. Shaklni OX o‘gidan yuqoriga joylashadigan qilib, &
birlik yuqgoriga parallel ko‘chiramiz (bu bilan shaklning yuzi
o‘zgarmaydi). f,(x) funksiya f,(x) + k ga, f,(x) esa f,(x) + k ga

almashadi. U holda:
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b b b b
8= [(fo(x)+kydx — [ (fi (x)+ K)dx = [ (f (x)dx + k[ dx -

b b b b b
~[ fi(x)dx—k[dx = [ f, (x)dx — [ f; (x)dx = [ 1 (x)dx.

Ta’kid isbotlandi.
Xususan, agar f (x) uzluksiz funksiya [a; b] kesmada manfiy
bo‘lsa, y = fix) egri chiziq, OX o‘qi, x=a va x=b (a< b) to‘g‘ri

b
chiziglar bilan chegaralangan shaklning yuzi _[(—f (x))dx aniq
a

integralga teng bo‘ladi.

3-misol. y=x2+2vay=x+3x parabolalar va x=1, x =2
to‘g‘ri chiziqglar bilan chegaralangan shaklning yuzini topamiz
(VI.4-rasm).

Yechish. [1; 2] kesmada y = x2 + 3x parabola y = x2 + 2
paraboladan yugqori joylashadi. /(x) = (2 + 3x) — (X2 + 2) = 3x - 2.
(2) formula bo‘yicha:

S=J?(3x—2)dx=(%x2 —2x)‘f —6-4-3+2=21

Y

y=x+3x 0
9,
8 | [ y=x+2 Y,
71 /] 21
61 /ji ,
5, 7 1 1 y:x
41 J)
3 1

-2 1 X
1 4
_5-4_3\2\_/1'[1 01 2 X
2 [
-3
VI.4-rasm. VI.5-rasm.
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4-misol. y=x3kub parabola, y =—1 to‘g‘ri chiziq, OY o‘qi
bilan chegaralangan shaklning yuzini topamiz (VI.5-rasm).

Yechish. Misolda fagat bitta x = 0 integrallash chegarasi
ko‘rsatilgan. Ikkinchi integrallash chegarasini limitni y=x3va y=-1
chiziglarning kesishish nugqtasi beradi: x3 = -1, bundan x = —1.
(2) formuladan foydalanamiz. [-1; 0] kesmada kub parabola y = -1
to‘g‘ri chizigdan yuqori joylashgan%igini ham e’tiborga olsak:

Ix) =x3 - (1) =x3+1va S:j(x3 +1)dx:(ﬁ+xj
.|

4 -1

-1 _1_-_3.
=g 1=-%

14

S-misol. x =0, y =0, x =2 to‘g’ri chiziglar va yzﬁ

funksiya grafigi bilan chegaralangan shaklning yuzini topamiz.

2
Yechish. Izlanayotgan yuz J.% integral bilan ifodalanadi.
0

x +7 =t almashtirish kiritamiz. U holda:

2
2
%z]%:m|t|=ln|x+7|, £%=1n|x+7||0 =1n9—1n7:1n%,

r—

(g\% Mashgqlar
6.18. Agar:
1) a=1, b=3, f(x)=x>-1;

a=0, b==2, f(x)=—1—.
%) /0=

3) a=0, b=mn, f(x)=—5—;

COS™ X

4) a=0, 5=, f(x)=—-—;

\/1—x2

5) a=-1, b=3, f(x)=x+2;
6) a=1, b=8, f(x)=3x

bo‘lsa, yuqgoridan f(x) funksiya grafigi, yon tomonlaridan x = a
va x = b to‘g‘ri chiziqglar bilan chegaralangan egri chiziqli
trapetsiyaning yuzini toping.
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6.19. Quyidagi chiziglar bilan chegaralangan shaklning yuzini
toping:

1
1) y X
2) y=Xx
3) y=x?-6x+9, y=x>+4x+4, y=0;
4) y=x
5) y=x
6) y=+x, y=v4-3x, y=0.

6.20. V= ﬁ giperbola, x=3, y=0, x=6 to‘g‘ri chiziglar
bilan chegaralangan shaklning yuzini toping.

6.21. Erkin tushayotgan jismning dastlabki to‘rt sekundda
o‘tadigan masofani toping.

2 2
6.22. A va B ni [ (Ax+B)>dx=0, [(Ax+B)xdx=16
-2 -2

tengliklar bajariladigan qilib tanlang.

6.23. Balandligi H m, asos radiusi R m bo‘lgan silindr shaklidagi
idishdan solishtirma og‘irligi = 78 - 10° N/m?3 bo‘lgan benzinni
so‘rib chiqgarish uchun sarf bo‘ladigan ishni hisoblang.

6.24. Yuqori asosi 50 m, balandligi 16 m, quyi asosi 28 m
bo‘lgan trapetsiya shaklidagi vertikal to‘g‘onga suv gqanday kuch
bilan bosadi?

3. Geometrik va fizik kattaliklarni aniq integral yordamida
hisoblash. Aniq integral yordamida o‘zgaruvchan harakat jarayo-
nida o‘tilgan yo‘lni, egri chizigli shakllarning yuzini topish
mumkinligini ko‘rdik. Umuman, aniq integral yordamida geometrik
va fizik kattaliklarning o‘lchamini topish uchun: 1) noma’lum
kattalik o‘lchami F(b) giymat ko‘rinishda izlanadi; 2) buning
uchun F'(x) = f(x) hosila topiladi; 3) F(x) funksiya f(x) ning
aniq integrali sifatida hisoblanadi; 4) topilgan natijaga x = b qiymat
go‘yiladi va javob topiladi.

I-misol. YOZ tekislikdan x birlik uzoqlikda unga parallel
bo‘lgan a tekislik (A) shaklni kessin (VI.6-rasm). Kesim yuzini
S(x) orqali belgilaylik. Shakl x=a va x= b (0 < a < b) tekisliklar
oralig‘ida joylashgan bo‘lsin. Shaklning ¥ hajmini topamiz (hajm
tushunchasi geometriya kursida beriladi).
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Yechish. Shaklning x = x, tekislik bilan kesimini ®(x,), uning
yuzini S(x;) orqali belgilaylik. y =.5 '(x) funksiya uzluksiz va x, <
<X, da ®(x,) kesimning YOZ tekislikdagi proeksiyasi @(x,) ning
proeksiyasi ichida yotsin, ya’ni shakl a dan b ga tomon kengaysin
(S(x) funksiya o‘suvchi ma’nosida). Shaklning [a; b] kesmaga
mos qismining hajmi V(x) bo‘lsin. V' '(x) hosilani topamiz. Shu
magsadda biror x;, qiymatni olib, unga /2 > 0 orttirma beramiz.
Shaklning o, va a, tekisliklar orasidagi qismining hajmi M, + /)
- Mx,) bo‘ladi va ushbu qo‘sh tengsizlik bajariladi:

hS(x,) < V(x,+h) — V(x,)) < hS(x, + h), (1)
bunda AS5(x;) — shu gismning ichiga to‘liq joylashadigan silindrik
shaklning hajmi, AS(x, + h) — o‘sha gismni o‘z ichiga olgan
silindrik shaklning hajmi. Qo‘sh tengsizlikni quyidagi ko‘rinishda
yozamiz:

S(xp) < <S(xg+h).

¥y = 8(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz, ~—0 da S(x, + 4) ning
Vi(xg+h)-V(x9)

V(xg+h)-V(xq)
h

giymati ham, ning giymati ham S(x,) ga intiladi:

4 h)-vV

(xp + })l (x0) —S(xp).
Demak, y = M(x) funksiya y = S(x) funksiyaning boshlang‘ich
funksiyasidan iborat. Nyuton—Leybnis formulasi bo‘yicha:

V'(xg) = lim

b
jS(x)dx:V(b)—V(a):V—on,
a b

V=[S(x)dx. ?)

Umuman, [a; b] kesmada’ uzluksiz va nomanfiy bo ‘lgan f(x)
Sfunksiya grafigi bilan chegaralangan egri chizigli trapetsiyaning OX
0 ‘qi atrofida aylanishidan hosil bo ‘ladigan jismning hajmi (V1.7-
rasm) ushbu formula bo ‘yicha hisoblanadi:

b
V=n|f*(x)dx, )

2-misol. Asosining yuzai S va balandligi H ga teng bo‘lgan
piramidaning hajmi V' ni topamiz.

Yechish. Piramida uchini koordinatalar boshi sifatida gabul
gilaylik, OX o‘qi esa balandlik bo‘yicha pastga yo‘nalgan bo‘lsin.
O uchdan x uzoglikda o‘tkazilgan ko‘ndalang kesim yuzi Q(x)
bo‘lsin. U holda
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A Y“
A o (A)
% | y=/(x)
: |
[t I >
Yol ol 1z X o X
Y J
b
ol a /x / x, V x,+h X
VI.6-rasm. VI.7-rasm.

2
0t =5 bundan 000 ==2-x7 xc[0; H].

O(x) — uzluksiz, o‘suvchi funksiya, uning ko‘ndalang
kesimining asosdagi proyeksiyalari ichma-ich joylashadi. Bunga
garaganda piramida shunday shaklki, uning istalgan x ga to‘g‘ri
keladigan ko‘ndalang kesimi boshgalari bilan qo‘shilib ketmaydi,
demak, uning hajmini (2) formula bo‘yicha topish mumkin:

V= I—xzdx— Sz-x3
H

3-misol. Rradiusli sharning hajmini topamiz.

Yechish. Sharyarim doiraning OX o‘qi atrofida aylanishidan
hosil bo‘ladi. Yarim aylananing tenglamasi y =vR? —x? .
formula bo‘yicha:

R 3 R
V=] (R? —x2)dx:n(k2x_x_j
“R

3 =inR3.
_R

3

Fizikada yuqorida bayon qilingan hisoblash sxemasi nisbatan
sodda ko‘rinishda qo‘llaniladi. Izlanayotgan kattalik «cheksiz ko‘p
sonli cheksiz kichik miqdorlar yig‘indisi» sifatida, aniq integral
esa shunday yig‘indining o‘zi deb garaladi.

Misollar.

1) To‘g‘ri chiziq bo‘ylab v(f) tezlik bilan harakat gilayotgan
jismning [7,; #,] vaqt oralig‘ida o‘tgan masofasi:
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1)

s:juoyﬁ. A3)
t

2) Tok kuchi vaqt bo‘yicha] elektr migdorining hosilasiga teng,

ya’ni

5

0= [Inar @
t

3) Sterjenning massasi m,]uzunligi [, chiziqli zichligi &(/)

bo‘lsa, 3(/) = m'(/) bo‘ladi. U holda /=/, dan /=, gacha oraliqdagi
sterjen massasi:

)

m=[8(l)dl, ©)
7
bunda 8(/) — shu / ning uzluksiz funksiyasi.
‘é\% Mashgqlar

6.25. Jism v(7) =3¢+ C (m/s) tezlik bilan to‘g‘ri chiziqgli harakat
gilmoqgda. U #,=0 dan #,=3 (s) gacha vaqt oralig‘ida 30 m o‘tgan.
C ni toping.

6.26. Asosining radiusi R =4 m, balandligi H=5 m bo‘lgan,
vertikal o‘rnatilgan silindrik idishdan suvni so‘rib olish uchun
sarf bo‘ladigan ish migdorini hisoblang.

6.27. I(f) tok kuchi 7 vaqtning uzluksiz funksiyasidan iborat.
f,=0 dan £, =20 ¢ gacha vaqt oralig‘ida Q =10 K elektr migdori
o‘tgan. Tok kuchini toping.

6.28. Dastlabki 10 sekund davomida o‘tkazgichdan o‘tayotgan
tok /(7) =873 -1 gqonun bo‘yicha o‘zgargan. Shu vaqt ichida o‘tkaz-
gichdan gancha tok o‘tgan?

6.29. x2 = 6y va y? = 6x egri chiziglar bilan chegaralangan
shaklning OX o‘qi atrofida aylanishidan hosil bo‘ladigan jismning
hajmini toping.

6.30. y=—x+2,5to‘g‘ri chiziq va xy = 1 giperbola bilan chega-
ralangan shaklning OX o‘qi atrofida aylanishidan hosil bo‘ladigan
jismning hajmini toping.

4. Aniq integralning giymatini taqribiy hisoblash. Agar integral
ostidagi f(x) funksiyaning F(x) boshlang‘ich funksiyasi elementar
funksiyalar orqali ifodalanmasa, yoki nisbatan murakkab tuzilishga
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b
ega bo‘lsa, yoki aniq javobga ehtiyoj bo‘lmasa, j S (x)dx integral
tagribiy hisoblanadi. Shu maqgsadda oldingi bandlarda keltirilgan
ma’lumotlardan ham foydalanamiz. ,
1) agar a < b va [a; b] kesmada f (x) > 0 bo‘lsa, J'f(x)dx >0
bo‘ladi; “
b b
2) agar [a, b] kesmada ¢(x) < y(x) bo‘lsa, j o(x)dx < j\v(x)dx
bo‘ladi; a a
3) agar [a, b] kesmada m < f (x) < M bo‘lsa,
b

m(b-a)< | f(x)dx < M(b-a) (1)
bo‘ladi. ‘
Hagqiqatan, qo‘yil%an sharglarga asosa?:
jmdx < jf(x)dx < jde,

a a a
Bundan (1) qo‘sh tengsizlik kelib chiqgadi.

2
l-misol. 1< J.dex <4 bo‘lishini isbot gilamiz.
1
Yechish. x? funksiya [1; 2] kesmada o‘suvchi, shunga ko‘ra
uning shu kesmadagi eng kichik giymati m = 12 =1 ga, eng katta
giymati esa M =22 =4 ga teng. (1) tengsizliklar bo‘yicha:
2

1.(2—1)ij2dxs4-(2—1)
yoki :

1< xzdxs4,

—_——

Albatta, yuqorida keltirilgan misolda olingan natijaning aniqligi
past. Aniqroq natijani olish uchun [a; b] kesmani qgismlarga
ajratamiz. Bu qgismlar yetarlicha kichik va f(x) funksiya uzluksiz
bo‘lsa, f(x) ning har qaysi gismdagi eng kichik va eng katta
giymatlari o‘rtasidagi farq ham yetarlicha kichik bo‘lishi mumkin.
Har bir gism uchun integral qiymati nisbatan aniq bo‘ladi, u
holda ularning yig‘indisi [a; b] kesma bo‘yicha olinadigan integral
giymatiga istalgan aniglikda teng bo‘la oladi. Xususan, integral
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giymati yotgan chegaralarni yetarlicha aniglikda hisoblash mumkin.
Shu magqgsadda turli taqribiy formulalardan ham foydalanish
mumkin.

f(x) funksiya [a; b] kesmada monoton o‘suvchi bo‘lsin. Kesmani
a=Xx,<x,<..<x,=bnuqtalar bilan teng n qismga ajratamiz. Har
qaysi [x;; x;, ] kesmada funksiyaning eng kichik giymati f'(x,),

eng katta giymati f(x,,,), kesmaning uzunligi Xx+1 =X = %
ga teng bo‘ladi. U holda
b ’ b
bt o) < [ fOodx <22 f(xp). )
a

[a, b] kesmaga tegishli gqolgan gism kesmalar uchun shunday
go‘sh tengsizliklar tuziladi va ular jamlanadi:

n-1 b u
%Zf(xk)ﬁjf(x)dXS%zf(xk)- 3
k=0 a k=1

b
Bu tengsizliklar jf (x)dx integralni quyidan va yuqoridan
a

baholaydi, integralni hisoblash masalasini f(x) funksiyaning
X,=a, X, ..., X, = b nuqtalardagi giymatlarini hisoblashga keltiradi.
[a; b] kesma gancha kichik bo‘laklarga bo‘linsa, integral giymati
shuncha aniq baholanadi.

Hisoblashlarda (3) dagi quyi va yuqori chegaralarning o‘rta
arifmetigidan foydalanish mumkin:

b
[ £ o (LT O f e £ 0)). @)

Bu munosabat trapetsiyalar formulasi nomi bilan ataladi. Bunday
atalishining sababi formula bo‘yicha hisoblashlarda [x,; x, ] kesma-

lardagi egri chiziqli trapetsiyalar odatdagi trapetsiyalarga almashgan
bo‘ladi.

2
2-misol. jx2dx integralning qiymatini 0,01 gacha aniqglikda

1
hisoblash uchun [1; 2] kesma necha gismga bo‘linishi kerak?
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Yechish. Masalaning shartiga ko‘ra %(4—1)£0,01,

bundan » > 300 ni topamiz. Kesma 300 gismga ajratilishi kerak.

2
3-misol. 1-misolda biz jx 2 dx integralning 1 va 4 dan iborat

1
chegaralarini olgan edik. Agar [1; 2] kesma teng o‘n bo‘lakka
ajratilsa, (3) bo‘yicha baho quyidagicha bo‘lar edi:

2
0,1-(12 +1,17 +...+1,92)ij2abcso,1-(1,12 +1,2% +...+2%),
1

2
2,185£jx2dx£2,485.
1

Topilgan chegaralarning o‘rta arifmetigi integralning aniqroq
giymatini beradi: (2,185 + 2,485)/2 = 2,335. Integralning aniq
giymati:

2

3 3 43
[xPax=2 =21-2,333...
1 1
‘%\% Mashgqlar
6.31. Integrallar giymatini baholang:
[ dx w2 2 ; 2
1 xax .9 sin® 0,5xdx;  3) [(x —2x+2)dx.
)!(x+3)2 ) !; )£

1

1

6.32. % = arcsin 5 = dx _ tenglikdan foydalanib, « < 33

VI-x 2
bo‘lishini isbotlang.

6.33. Integrallarni trapetsiyalar formulasi bo‘yicha hisoblang
(n=10):

2

o~

1 3 3
1) [x*dx; 2) [ 3) [ =
£ £1+x2 £ I-x
n/3 n/3 n/3
4) j cos® xdx ; 5) j sin? xdx ; 6) j tgxdx .
0 0 0

Bunda funksiyalar giymatini 0,001 gacha aniqlikda oling.
Hisoblashlarda mikrokalkulatordan foydalaning.
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VII BOB

DIFFERENSIAL
TENGLAMALAR

1-§. Eng sodda differensial tenglamalar

1. Differensial tenglama haqida tushuncha. Differensial tengla-
malarga olib keluvchi masalalar. Biz shu paytgacha noma’lum-
larning giymati sonlar bo‘lgan tenglamalar bilan ish ko‘rgan
edik. Matematikaning ko‘pgina tatbiqiy masalalari o‘rganilayotgan
jarayonlarni ifodalovchi noma’lum funksiyalar va ularning hosila-
larini bog‘lovchi munosabatlarga keladi.

Bunday munosabatlarni ifodalovchi tenglamalar differensial tengla-
malar deyiladi. Agar bunday tenglamadagi noma’lum funksiya bir
argumentli bo‘lsa, tenglamani oddiy differensial tenglama deb ataymiz.
Biz asosan oddiy differensial tenglamalar bilan shug‘ullanamiz.

Misol. Agar v(f) tezlik ma’lum bo‘lsa, s(#) yo‘lni topish
masalasi s €7) = v() differensial tenglamani yechishga keladi.

Jumladan, v(¢) = 8¢- 5 bo‘lsa, u holda s(#) ni topish masalasi
s €f) =8¢ - 5 differensial tenglamani yechishga keltiriladi.

Umuman, fizika, texnika, biologiya, kimyo, tibbiyot va iqtiso-
diyotning ko‘pgina amaliy masalalari

Y &) =k>y(1) (1)
differensial tenglamani ganoatlantiruvchi y(#) funksiyani topish-
ga keladi, bu yerda k& — berilgan biror o‘zgarmas son. (1) teng-
lamaning yechimlari esa y (#) = ce® ko‘rinishdagi har qanday
funksiyadan iborat ekanligini ko‘rish giyin emas. ¢ o‘zgarmas
ixtiyoriy son, shunga ko‘ra (1) differensial tenglamaning yechimi
cheksiz ko‘p.

Misollar:

1. Boshlang‘ich temperaturasi 7' ga teng bo‘lgan jism temperatu-
rasi 0 ga teng bo‘lgan muhitga joylashtirilgan bo‘lsin. Tempe-
raturaning Df vaqt ichida DT qadar pasayishi D7 =- kT xD¢ bilan

ifodalanadi, bunda k = const, DT = T(¢ + DY) - T(?). gti(f@no% =T¢

munosabatdan, 7 «7) =- k7(f) tenglama hosil bo‘ladi, unda 7 &)
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hosila temperatura pasayishining oniy tezligini ifodalaydi. Birinchi
tartibli differensial tenglama hosil bo‘ldi.

2. Nyutonning ikkinchi qonuni bo‘yicha moddiy nuqtaning

tvaqt momentidagi tezlanishi @ = % ga teng, bunda F'— nuqtaga

ta’sir etayotgan kuch, m — nuqta massasi. a tezlanish x nuqta
koordinatasining vaqt bo‘yicha olingan ikkinchi tartibli hosilasiga
teng ekanligidan ushbu ikkinchi tartibli differensial tenglamaga
ega bo‘lamiz:

F(t) = mx &) 2

3. Muhitning unda harakat qgilayotgan nuqtaga F qarshilik kuchi
nuqgtaning v tezligiga proporsional va shu tezlikka garshi yo‘nalgan,
ya’ni F(f) = - kv(f) yoki (2) tenglikka asosan mx &) = - kv(?),
yoki Vv(#) =x €7) bo‘lganligidan mx &7) = - kx €7) va shu kabi x &) =
=(x €7))¢=v &7 bo‘lganligidan mv«r) = - kv(?).

4. m massali nuqta F tortilish kuchining ta’siri ostida yerga
tushmoqda, ya’ni

F=-g422,

bunda g — gravitatsiya doimiysi, M — Yer massasi, x — nuqtadan
Yer markazigacha masofa (tenglikdagi ,,minus“ ishorasi F kuch
koordinatalar o‘qida manfiy yo‘nalganligi sababli qo‘yilgan).

Tenglikni (2) munosabatdan foydalanib, me(z)z-gf‘g—(*")
x= (t

ko‘rinishda, yoki x= R va F=- mg ekanligidan g% =mg yoki

2
gM = R*>g bo‘lgani uchun x2(¢)=- R2 (’g) ko‘rinishda yozish
x“(t

mumkin.

5. Nugta uning muvozanat holatidan chetlanishiga proporsional
va shu holat tomon yo‘nalgan kuch ta’siri ostida harakat gilmoqda.
Muvozanat holatini koordinatalar boshi sifatida gabul gilamiz. U
holda F(f) = - kx(f) bo‘ladi va (2) tenglik mx(¢) = - kx(¢)
ko‘rinishga keladi.

6. Radioaktiv parchalanish masalasi. Radioaktiv modda massasi
o‘zgarishining oniy tezligi berilgan vaqt momentida shu massaga
proporsional, ya’ni v(f) = - km(#) (minus ishorasining qo‘yilishi
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massaning kamayib borishi sababidan). Lekin v(¢) = m¥)
bo‘lganligi uchun tenglama quyidagicha yoziladi: m «7) =- km(?).
Bu yerda k£ — moddaning radioaktivligiga bog‘liq o‘zgarmas son.

Bu tenglamaning yechimlari m(?) = ce ¥ funksiyalardan iborat
bo‘ladi.

Agar vaqtning boshlang‘ich # = 0 momentida radioaktiv
moddaning massasi m(0) = m, bo‘lsa, u holda m(0) = cel =¢
bo‘ladi.

Bundan:

m(f) = mye K 3)
ekanligi kelib chiqadi.

Radioaktiv moddaning massasi ikki marta kamayadigan vaqt
oraligi T radioaktiv moddaning yarim yemirilish davri deyiladi.
Agar bizga T ma’lum bo‘lsa, k ni topish mumkin. Hagigatan,
In2 .
T bl
topilgan qgiymatini (3) ga qo‘ysak, u quyidagi ko‘rinishni oladi:

t=Tda (3) dan @ =mge " ni olamiz. Bundan k = k ning

L
m(t)y=my =2 T.

Masalan, radiy uchun 7" » 1550 yil. Shunga ko‘ra

_ In2
k= 1550 ” 0,000447 .

Million yildan keyin radiyning boshlang‘ich massasidan

m(10%) » mge 7 » 0,640 xm,
goladi.

Ko‘pgina amaliy masalalar davriy jarayonlarni o‘rganishga
keladi. Masalan, matematik mayatnik yoki torning harakati,
o‘zgaruvchan tok, magnit maydon bilan bog‘liq bo‘lgan jarayonlar.
Bunday jarayonlar garmonik tebranishlar deyiladi. Garmonik
tebranishlar

y2() =wy (1) )

differensial tenglamani yechishga keltiriladi, bu yerda w — berilgan
musbat son. Bu tenglamaning yechimlari

y(t)=Acos(wr+j) (6)

ko‘rinishdagi funksiyalardan iborat, A va j o‘zgarmas sonlar
masalaning shartlari bo‘yicha aniglanadi.
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Masalan, agar y(f) erkin tebranayotgan tor nuqtasining ¢
momentdagi muvozanat holatidan chetlanishi bo‘lsa, u holda
W(t) = Acos(wr +j ) bo‘ladi, bu yerda A — tebranish amplitudasi,
w — chastota, ] — boshlang‘ich faza.

Garmonik tebranishlarning grafiklari sinusoida ko‘rinishida
bo‘ladi.

Yugorida garalgan misollar mazmunida nuqta koordinatasidan
iborat x(f) kabi noma’lum (izlanayotgan) funksiyalar, ularning
x €7, x &) kabi hosilalari va ¢ erkli o‘zgaruvchilar qatnashadi.
Demak, ulardan tuzilgan tenglamalar differensial tenglamalardir.
Tenglama tarkibidagi hosilaning eng yuqori tartibi shu tenglama-
ning tartibi deyiladi. 2—5- misollarda ikkinchi tartibli, 1, 6- mi-
sollarda birinchi tartibli differensial tenglamalar qaraldi.

{g‘% Mashgqlar

7.1. y =3¢ 7 funksiya y ¢=- 7y tenglamani ganoatlantirishini
isbotlang.

7.2. To‘g‘ri chizigli harakat qilayotgan jismning tezligi
v(?) =37 - 2t? ga teng. Harakat boshlangandan to to‘xtaguncha
o‘tgan yo‘Ini toping.

7.3. Quyidagilardan qgaysilari differensial tenglama va ganday
tartibli:

) (y®*=p> +x-3; 2) y¢=%;
3) tgy =sinx+1; 4) y®- S5y@®+4 =cosx?

7.4. Massasi m bo‘lgan moddiy nuqta og‘irlik kuchi ta’sirida
erkin tushmoqgda. Havo qarshiligini hisobga olmasdan nuqtaning
harakat qonunini toping.

7.5. Qarshilik ko‘rsatuvchi muhitda jismning erkin tushish
differensial tenglamasini tuzing, bunda muhitning garshiligi jism
tezligi kvadratiga proporsional.

7.6. y = F(x) egri chiziq A(0; 1) nugtadan o‘tib, uning har bir
nuqtasidan o‘tgan urinmaning burchak koeffitsiyenti urinish nuqta-
sining koordinatalari ko‘paytmasining ikkilanganiga teng. Shu egri
chizigni toping.

2. Eng sodda differensial tenglamalarni yechish. Differensial
tenglamaning yechimi deb, shu tenglamaga qo‘yilganda uni
ayniyatga aylantiruvchi ixtiyoriy funksiyaga aytiladi. Yechimning
18 Algebra, II gism 273
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Y, grafigi tenglamaning integral egri
chizig i deyiladi.
Biz 1-bandda differensial teng-

// y=x
/ / lamani cheksiz ko‘p funksiyalar
/ ganoatlantirishi haqgida fikr yuritgan

7 / %
7

y=x+C

X edik. Bu yechimlar majmuasi umumiy
yechim deyiladi. Umumiy yechimdan
birortasini ajratib ko‘rsatish uchun
funksiyaning argumentni birorta qiy-
matiga mos keladigan qiymatini
ko‘rsatish lozim, ya’ni x=x,da y =y,
bo‘ladigan shart berilishi kerak. Bu

shart boshlang ‘ich shart deyiladi va y(x,) =y, ko‘rinishida yoziladi.
Differensial tenglamaning boshlang‘ich shartni gqanoatlan-

tiruvchi yechimi uning xususiy yechimi deb ataladi.

I-misol. y¢=1 differensial tenglamaning umumiy yechimi
y = x + C funksiyadan iborat, bunda C — ixtiyoriy son. Buni
tekshiramiz.

Yechish. y¢=(x + C )¢ =1. Topilgan natija berilgan
tenglamaga qo‘yilsa, 1 =1 ayniyat hosil bo‘ladi. C ning turli
giymatlariga tenglamaning turli xususiy yechimlari mos keladi.
Ular koordinatalar tekisligida y = x bissektrisaga (C = 0 holi)
parallel to‘g‘ri chiziglar to‘plamini tashkil etadi (VII.1- rasm).

Umuman, y¢= F(x) (1) ko‘rinishdagi
Yy tenglamalar eng sodda differensial tengla-
y=x+C  malardir. (1) tenglamani yechish uchun uni
dy _
==
ko‘rinishga keltiramiz. Endi tenglikning ikkala
qismini integrallasak ody = af (x)dx yoki
y = O0f (x)dx ga ega bo‘lamiz. Agar F(x) funk-
siya f(x) funksiyaning boshlang‘ich funk-
siyalaridan biri bo‘lsa, izlanayotgan umumiy
yechim quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

y=of(x)dx =F(x)+C. )

Differensial tenglamani yechish uni
integrallash deyiladi. Odatda differensial
VIL.2-rasm. tenglamaga o‘zgarmas C ni aniqlaydigan
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boshlang‘ich shartlar qo‘yiladi. Y

y=x

2-misol. y¢=2x differensial Y=
tenglamaning y(1) = -2 shartni
ganoatlantiruvchi xususiy yechi-
mini topamiz.

Yechish. Dastlab umumiy O X
yechimini topamiz:

dy =2 xdx,

2
(‘szdx:QxxT+C =x?+C. VIL.3-rasm.

Bu yechim y = x2 + C parabolalar oilasini ifodalaydi (VII.2-
rasm). C ni y(1) = -2 shartdan foydalanib topamiz: -2 =12+ C,
bundan C = - 3. Demak, izlanayotgan xususiy yechim y =x2- 3
ekan.

y ¢= F(x; y) ko‘rinishdagi differensial tenglama ham y ¢=f (x)
tenglama kabi tahlil gilinadi.

3-misol. y¢= % tenglamaning umumiy yechimi y = Cx (C —
ixtiyoriy doimiy) funksiyadan iboratligini tekshiramiz va (x =1,
y =1), (x =0, y =0) giymatlarga mos xususiy yechimlarini
topamiz.

Yechish. y = Cx va y¢= C ifodalarni berilgan tenglamaga
go‘ysak, tenglama ayniyatga aylanadi: C = C. Demak, y = Cx
umumiy yechim. Xususiy yechimni topish uchun y = Cx ga oldin
x=1, y=1niqo‘yamiz: C =1. Bunga mos xususiy yechim y =x
bo‘ladi (VII.3-rasm).

Endi y=Cxga x=0, y =0 ni qgo‘yamiz: 0 = Cx0. Bu tenglik C
ning bitta emas, balki har qanday giymatida bajariladi, ya’ni (0;
0) nuqgtadan cheksiz ko‘p y = Cx to‘g‘ri chiziglar o‘tadi (VII.3-
rasm). (0; 0) nuqta y¢:% differensial tenglamaning maxsus
nuqtasidan iborat.

4-misol. y¢=- < tenglamani yechamiz.

Yechish. Tenglama ifodasi ustida zarur almashtirishlarni
bajarib, yechimni topamiz:

dy _

X
X y

, ydy =- xdx, ¢ydy = - oxdx,
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Y, yo_ X2 C = 2 2 _ 2

T =- T T CKHN y +x° = C ,
C — ixtiyoriy son. Tenglamaning integral
f x chiziglari umumiy markazi O (0; 0)
koordinatalar boshida joylashgan

EJ/ X konsentrik aylanalardan iborat (VII.4-

rasm). Bu holda O(0; 0) nugta undan
»+x=C  bpirorta ham aylana (integral chiziq)
o‘tmaydigan maxsus nuqta. Demak,
yechim markazi teshilgan nuqta bo‘lgan
aylanalar oilasidan iborat.
Eng sodda ikkinchi tartibli y @= f (x) differensial tenglama
z=ytva z¢= (y 9¢= y & almashtirish orqali z¢= f (x) birinchi
tartibli tenglama ko‘rinishiga keltirib yechiladi:

2=of(x)dx=F(x)+C,

bunda F funksiya f ning boshlang‘ich funksiyalaridan biri,
C — ixtiyoriy son. y ¢=z bo‘lgani uchun:

y=gFx)+C)dx=F(x)+Cix+C;

VII.4-rasm.

bunda F funksiya F ning boshlang‘ich funksiyalaridan biri,
C, — ikkinchi ixtiyoriy son.

5-misol. y ®=x?tenglamani yechamiz.

Yechish. Berilgan tenglama ikki marta integrallanadi:

6= Oy @lx = yr2dx = X
ye=Qylix = gx dx = -+ Cy,
y = Oé—+C10dX:x—+C1x+C2 ——+C1X+C2

Birinchi tartibli tenglamaning umumiy yechimida bitta, ikkinchi
tartibli tenglamada esa ikKkita ixtiyoriy o‘zgarmas gatnashayotganini
ko‘rdik. Umuman, n-tartibli differensial tenglamaning yechimi »
ta ixtiyoriy songa bog‘liq bo‘ladi.

6-misol. Moddiy nuqta a(f) = 10 m/min? tezlanish bilan
to‘g‘ri chiziqgli harakat gilmoqgda. =3 min da .5 =52 m masofani
o‘tgan va 47 m/min tezlikka erishgan. Harakat tenglamasini tuzamiz.

Yechish. Tezlikni x €7), tezlanishni x &) orqali belgilaylik.
Quyidagilarni hosil gilamiz:
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xC=v=qp@lt =0dr =107 +C; =47 va r=3 da 10 x3 + C, =47,
bundan C, =17,
S =x= et = Y101 +C))dt =51 +171+C,

5x32+17x3+C,=52, C,=-44.
Izlanayotgan tenglama: x = 5¢2 + 177 - 44.

7-misol. x &7 +wA(#)x =0, bunda W (¢) = % , differensial
tenglamaning yechimi x = C,coswt + C,sinwf ko‘rinishda
ifodalanishini ko‘rsatamiz, bunda C, va C, — ixtiyoriy o‘zgar-
maslar, va x(0) = x,, x&0) = v, shartlarni ganoatlantiruvchi
xususiy yechimni topamiz.

Yechish. xyechim ifodasi bo‘yicha x ¢=- C,wsinws + C,wcoswf
va x €=- C,w’coswr - C,w’sinwr hosilalarni topib, berilgan teng-
lamaga qo‘yilsa, ushbu ayniyat hosil bo‘ladi:

- C,w2coswr - Cow?sinwez +w?( C cosw? + Cysinwf) =0.
Endi 7 =0 bo‘lgan holga mos xususiy yechimni topamiz:
x(0) = C,cos0 + C,sin0, C; =Xx,,

X §0) =- Cwsin0 + Cweos0 = Cw =v,, Cy ==L

U holda umumiy yechim munosabati bo‘yicha:

\Y .
X =Xy COSWt+WOSII’1WI.

{%‘% Mashgqlar

7.7. f funksiya ko‘rsatilgan differensial tenglamaning yechimi
bo‘lishini tekshiring:
5 2
1 ¢:x'1, :_+L+C;
)V x4 4 2 353

2) xy¢- 2y =2x4, f=Cx? +x4;
3) y¢=1+cosy, f =2arctg(x+C);

2 2
4) (x2+y?)ye=2xy, f=EEHT
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— 4 — 1
5) ye=y ,f—'3—m-

7.8. C,, C,, C; ning ixtiyoriy giymatlarida F funksiya quyidagi
differensial tenglamaning yechimi bo‘lishini isbot qiling:
1) yae=2(y ®- I)ctgx, 2FAx) = C,cos2x +x> + C,x + Cj;

2
2) ()2 +yct=xy@ y=C <-- Clx+C;.

7.9. (3 - x)y > =8(x + 2) funksiya yy @ = 0,4(x + 2)(y 92
differensial tenglamani va y(2) = 32, y€2) =40 boshlang‘ich
shartlarni ganoatlantirishini tekshiring.

7.10. y(x +2) =-x - 6 funksiya 2y @- 3(y §2 =0 differensial
tenglamani va y(0) =-31, y«€0) =1, yd&0) = -1 boshlang‘ich
shartlarni qanoatlantirishini tekshiring.

7.11. Jism x &) =2 tenglama bo‘yicha to‘g‘ri chiziqli harakat
gilmogda. Tenglamaning umumiy yechimini va x(2) =6, x €2) =4
boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi xususiy yechimini toping.

2-§. Birinchi tartibli oddiy differensial
tenglamalar

1. O‘zgaruvchilari ajraladigan tenglamalar. Agar differensial

tenglama
ye&j (y ) (1

ko‘rinishda, ya’ni chap gismida y ¢hosila, o‘ng gismida biri x ga,
ikkinchisi y ga bog‘liq bo‘lgan ikki funksiyaning ko‘paytmasi turgan
bo‘lsa, bunday differensial tenglamani yechishda x va y ga bog‘liq
ifodalar bir-birlaridan ajratiladi. Ikki hol uchraydi:

1) agar y =y, da y(y,) =0 bo‘lsa, y, — yechimlardan biri bo‘ladi.
Hagigatan, y, o‘zgarmas sonligidan (y,)¢=0 va j (x) xy(y,) =
=j (x) x0=0, ya’ni (1) tenglama 0 =0 dan iborat ayniyatga aylanadi;

2)y (y) 1 0 bo‘lgan sohada (1) munosabat Zy =j (x)y (y)

yoki y(— = (x)dx ko‘rinishga keladi va
. dy
O_y ) a (x)dx )

integral olinadi. Demak, y(y) * 0 da (1) differensial tenglama
(2) munosabatni ganoatlantiruvchi yechimga ega. Shuningdek,
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y (¥y) = 0 ni ganoatlantiruvchi y = y, funksiyalar ham (1)
tenglamaning yechimlari bo‘ladi.

Misol. y¢=(1 +y?)(x + 1) differensial tenglamaning umu-
miy yechimini va y(0) = 1 boshlang‘ich shartni qanoatlantiruvchi
xususiy yechimini topamiz.

Yechish. 1+y?funksiya hech qanday y, da nolga aylanmaydi.
Tenglamadagi o‘zgaruvchilarni ajratamiz, so‘ng integrallashni baja-
ramiz:

dy—(1+y )x +1), = (x+1)dx, o2 = §1+x)dx,
+y? I+y

2 2 .

arctgy =x+%-+C, y=tg ¥ +x+C9%,

2 &2 o

bunda C ixtiyoriy son ( 123; 123) oraligdan olinadi (argumentga p
ning qo‘shilishi tangens qiymatini o‘zgartirmaydi). Xususiy yechimni
topish uchun oldin C ni topish magsadida umumiy yechimga
x =0, y =1 larni qo‘yib, arctgl = C yoki C =£ ni olamiz, so‘ng
2 I

C =P nj umumiy yechimga qo‘yamiz: y = tg &~ + x + 22,
4 &2 4y

{g‘% Mashgqlar
7.12. Differensial tenglamalarni yeching:
1
D) ye=9+y%; 2) ye=xpd; 3 ye=- 12

4
4) o _COSS ;d) y¢=x5\]1'y2; 6) V1- x? xy¢:2\/;-

7.13. y¢=x7y 2 differensial tenglamaning y(1) =2 boshlang‘ich
shartni qanoatlantiruvchi yechimini toping.

7.14. Differensial tenglamalarni yeching:

D) yye=1; ) yw=2yyc
2. Birinchi tartibli chiziqli differensial tenglamalar.
d —
- Ta(x)y =b(x) (1)

ko‘rinishdagi tenglamalar birinchi tartibli chizigli differensial
tenglamalar deyiladi. Bu tenglamalarni yechishning bir necha
usullari mavjud. Biz quyida ixtiyoriy o ‘Zgarmasni variatsiyalash
usuli (Lagranj usuli) bilan tanishamiz.
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Buning uchun (1) tenglamadagi b(x) = 0 bo‘lgan quyidagi

@

dx

bir jinsli tenglamani garaymiz. Bu tenglamani yechish uchun uni
quyidagi ko‘rinishda yozib olamiz:

Y
) a(x)dx.

+a(x)y=0

Bundan bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi y = Ce” 0a(x)dx

bo‘ladi. Berilgan (1) tenglamaning umumiy yechimini topish
uchun C ni C(x) deb hisoblab,

y =C(x)e 9 Q)
dan y ¢ni topamiz:
ye=Chx)e PXE _ C(x)e (X)X (xy

C(x) ni topish uchun y va y¢ni topilgan ifodalarini (1) ga
go‘yib, C(x) ga nisbatan quyidagi tenglamaga ega bo‘lamiz:

Cqx) = b(x)e¥ )%,
Bundan
C(x)=C+pp(x)eX % 3
bu yerda C — ixtiyoriy o‘zgarmas. (3) munosabatdagi C(x) ni
(2) ga qo‘yib, (1) tenglamaning umumiy yechimini topamiz:

y= e’ oa(x)dx é%v_i_ c\)b(X)e(\ﬂ(X)dxdxg. (4)

(1) tenglamaning y(x,) = », boshlang‘ich shartni qanoatlan-
tiruvchi xususiy yechimi quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

X X
- oa()dt ¥ oa(t)dt
y=e™ Yo + Ob(t)e! dt )
X

l-misol. y¢+ycosx = 5 sin 2x tenglamani yechamiz.

Yechish. Berilgan tenglamada a(x) = cosx, b(x) = %sin 2x.

y¢+ycosx =0 tenglamaning umumiy yechimini topamiz:
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Z—y:-ysmx yoki y—-cosxdx. Bundan Iny=-sinx+InC,

y=Ce" sinx - Topilgan umumiy yechimdan C= C(x) deb hisoblab,
uning hosilasini topamiz:
y¢=Cqx)e S"¥ - C(x)e S"* cosx.
yeva y =C(x)e S ifodalarni berilgan tenglamaga qo‘ysak,
C&x) = e*™* sin x cos x ni olamiz. Bundan

sin x sin x sin x
-enn T+ Gy

sin x cos xdx = sin x xe

C(x)=¢y

-sinx

C(x) ning topilgan giymatini y = C(x)e ifodaga qo‘ysak,
chizigli tenglamaning umumiy yechimi quyidagicha bo‘ladi:
y= gesmx (sinx- 1)+C; er SN =sinx - 1+Cp %™ 3

2-misol. y¢ 2xy = e’ tenglamani yechamiz.

Yechish. Tenglamani yechishda (4) formuladan
foydalanamiz. a(x) =-2x, b(x) = e’ bo‘lganligi uchun berilgan
tenglamaning umumiy yechimi quyidagicha topiladi:

u

y= dzx)dxéC+oez><e 02xabcclxu ex eC+oe ><exdu
<

EZ

2 2

=e* gC+@dxg=ex2 gC+x+Clﬂ=ex (C+x)=x+Cx*
{g‘% Mashgqlar

7.15. Differensial tenglamalarning umumiy yechimini toping:

1) y¢+——x 2) xy¢ 3y =-x?%; 3)y¢—ﬁ=cosx—l.

7.16. y& ytgx = ﬁ differensial tenglamaning y(0) =1 shartni
ganoatlantiradigan xususiy yechimini toping.

7.17. xy¢- ﬁ = x differensial tenglamaning y(0) =1 shartni

ganoatlantiradigan xususiy yechimini toping.
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VIII BOB

KOMBINATORIKA
ELEMENTLARI

1-§. Kombinatorikaning asosiy qoidalari

1. Kombinatorikada nima o‘rganiladi? A= {1, 2, 3} va B{a, b}
to‘plamlar elementlaridan shunday juftliklar tuzaylikki, ulardagi
birinchi o‘rinda A ning tartib bilan olingan elementi, ikkinchi
o‘rinda B ning tartib bo‘yicha olingan elementi yoziladigan bo‘lsin.
Hosil bo‘ladigan juftliklar to‘plamini A" B orqali belgilasak,

A B={1, a), (1, b), (2, a), (2, b), 3, a), (3, b)}.

Agar birinchi o‘ringa B elementlari qo‘yiladigan bo‘lsa, yozilish

tartibi bilan oldingisidan farq giladigan
B A={(a, 1), (a, 2), (a, 3), (b, 1), (b, 2), (b, 3)}
to‘plam hosil bo‘ladi.

(1, a), (1, b), ... juftliklar (ikkitaliklar) tarkibidagi elementlar
shu juftlikning komponentalari yoki koordinatalari deyiladi
(lotincha componentis — tashkil etuvchi).

Shu kabi berilgan A, B, C to‘plamlar elementlaridan
tartiblangan uchtaliklar, umuman, k ta to‘plam elementlaridan
tartiblangan k taliklar to‘plami tuziladi. £ ta har xil elementli
to‘plam uzunligi n = k ga teng deyiladi. Masalan, (1, 9, 25) va
(J1, 81, V/625) uchliklar teng va bir xil uzunlikda (n = 3),
komponentalari: 1= J1 , 9=481 , 25= J625 . Lekin (a, b, ¢) va
(¢, a, b) uchliklarning uzunliklari va koordinatalari bir xil bo‘lsa-
da, lekin ular teng emas, chunki koordinatalar turli tartibda
joylashgan. (1, 2, 3) va (1, 2, 3, 4) lar uzunligi har xil, demak
o‘zlari ham teng emas.

k talikda komponentalar to‘plamlardan va boshga narsalardan iborat
bo‘lishi ham mumkin. Shunga ko‘ra ({a, b}, ¢) va ({b, a}, c)
ikkitaliklar teng, chunki {a, b} va {b, a} bitta to‘plam. Lekin ((a, b),
¢) va ((b, a), ¢) ikkitaliklar teng emas, chunki (a, b) juftlik (b, a)
juftlikka teng emas. (a, b, c), ((a, b), ¢), (a, (b, ¢)) lar ham har xil:
birinchisi uchtalik, ikkinchi va uchinchisi har xil ikkitaliklar.

Birorta ham komponentaga ega bo‘lmagan (ya’ni 0 uzunlikdagi)
k talik bo ‘sh k talik deyiladi. To‘plamda elementlarning tartibi rol
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o‘ynamaydi, k talikda rol o‘ynaydi, to‘plamda elementlar takrorlan-
masligi kerak, k talikda koordinatalar takrorlanishi mumkin.

I-misol. A={l1, 2}, B ={a, b, c} to‘plamlardan quyidagi
ikkitaliklar to‘plamlarini tuzish mumkin:

{1, o, (1, b), (1, 0, 2, @), (2, b), 2, o},
{(a, D, (a, 2), (b, 1), (b, 2), (c, 1), (c, 2)},
{1, D, d, 2), 2, 1), @2, 2)}.

2-misol. 1) 40 xil bolt va 13 xil gaykadan bittadan olinib
necha xil juftlik tuzish mumkin?

2) 1 dan 150 gacha natural sonlar orasida 2, 5, 7 sonlaridan
hech biriga bo‘linmaydigani gancha?

3) 1, 2, ..., 9 ragamlaridan nechta uch xonali nomerlar tuzish
mumkin?

Bu tur masalalar fan, texnika va ishlab chiqgarishda ko‘plab
uchraydi. Ular bilan matematikaning sohalaridan biri —
kombinatorika shug‘ullanadi. Yuqoridagi kabi masalalarni yechish
hagida 2-§ da alohida to‘xtalamiz.

—

‘é‘% Mashgqlar

8.1. A =12, 3, 4, 1} to‘plam elementlaridan ikki xonali sonlar
tuzing. Qanday £ taliklar hosil bo‘ladi? Ularning komponentalarini
ko‘rsating.

8.2. Uchtaliklar tengmi?

1) (1, {1, 2, 3}, 2, 3), (1, {1, 2, 3}, {2, 3});

2) (1, {1, 2, 3}, 2, 3), (1, {2, 1, 3}, 2, 3).

2. Ko‘paytmani topish qoidasi. Ushbu masalani qaraylik:

I-misol. Birinchi elementi A = {a, b, ¢} to‘plamdan,
ikkinchi elementi esa B = {2, 3} to‘plamdan olingan juftliklar
tuzamiz. Bunday juftliklar oltita bo‘ladi:

i(a, 2), (a, 3),
3tasatr {(b, 2), (b, 3),
(e, 2), (c, 3),
2 ta ustun
A va B to‘plamlar elementlari sonini mos ravishda n(A4), n(B)
orqali, juftliklar sonini esa n(A" B) orqali belgilasak, n(4" B) =
= n(A) xn(B) ekanligini ko‘ramiz.
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Bu tur masalalarni yechishda quyidagi teoremadan foydalanamiz.
Teorema. A va B chekli to‘plamlar elementlaridan tuzilgan
Juftliklar soni shu to ‘plamlar elementlari sonlarining ko ‘paytmasiga
teng:
n(A" B) =n(A) xn(B). (1)
Isbot. A={ay, ..., a,} va B={b,, ..., b} bo‘lsin. Ular bo‘yicha
quyidagi juftliklarni tuzish mumkin:

iay, by), ..., (ar, bg),
IR IY:15 o DO

ilam, by), ..., (am, bi)
k ta ustun
jami mk = n(A) xn(B) ta juftlik tuziladi.
Umuman, m ta A4, ..., A, chekli to‘plamlardan tuziladigan m
taliklar soni jami
n(A,” ..." A,) = n(A,)) x..xn(4,) 2)

ta bo‘ladi.

2-masala. 32 har xil harf va 10 ta turli raqamdan tarkibida
oldin uch harf, ulardan keyin ikki ragam bo‘ladigan nomerlardan
gancha tuzish mumkin?

Yechish. Harflar to‘plamini 4, ragamlar to‘plamini B orgali
belgilaylik. Ulardagi elementlar soni n(A) = 32, n(B) = 10. Talab
gilinayotgan har bir nomer A~ A~ A~ B~ B beshtalik bo‘ladi.
(2) formula bo‘yicha ularning soni

nA° A" A° B’ B)=32 x32 x32 x10 x10 = 3276800 ta.

Umuman, agar [ talikning birinchi komponentasi n, usul bilan
tanlanishi mumkin bo ‘Isa, uning ixtiyoriy tanlanishida ikkinchi kom-
ponenta n, usul bilan tanlansa, oldingi ikki komponentaning ixtiyo-
riy tanlanishida uchinchi komponenta ny xil usul bilan tanlansa,
umuman, to I-komponentagacha shunday qilinsa, hosil bo ‘ladigan
[ taliklar soni n; xn, x... xn; ta bo‘ladi.

3-masala. Nechta har xil raqamli uchtalik tuzish mumkin?

Yechish. Har xil ragamli uchtaliklarni tuzishda birinchi
komponentani 10 xil usul bilan, har bir shunday tanlashda
ikkinchi komponentani 9 xil usul bilan, oldingi ikki raqamning
har bir shunday tanlashda uchinchi ragam ham 9 xil usul bilan
tanlanadi. Jami bunday uchtaliklar soni 10 x9 x9 = 810 ta bo‘ladi.
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‘é\% Mashgqlar

8.3. To‘rt xil bolt va uch xil gaykadan bittadan olib necha xil
juftliklar tuzish mumkin?

8.4. «Daftar» so‘zidan undosh va unli harflarni necha xil usul
bilan tanlab olish mumkin? «Qalam» so‘zidan-chi?

8.5. 2 kitob, 3 daftar va 4 galam bor. Ulardan bittadan olinib
komplektlar tuzilmoqchi. Bu ishni necha xil usul bilan qilish
mumkin?

8.6. Savatda 10 dona olma va 8 dona nok bor. Vali undan yo
olmani, yo nokni oladi, shundan so‘ng Noila qolgan mevalardan
ham olma, ham nokni oladi. Bunday tanlashlar soni gancha
bo‘lishi mumkin? Valining qaysi tanlashida Noilaning tanlash
imkoni katta bo‘ladi?

2-§. Kombinatorikaning asosiy formulalari

1. O‘rinlashtirishlar. m = 4 ta elementli X= {1,3,5,7} to‘plam
elementlaridan ikki xonali sonlar, ya’ni juftliklar tuzaylik: 13,
15, 17, 35, 37, 57, 31, 51, 71, 53, 73, 75. Bu sonlar tartiblangan
gism-to‘plamlardan iborat. Ular jamining sonini 4; ta deb
belgilaymiz (o‘qilishi: «4 elementdan 2 tadan olib tuzilgan

o‘rinlashtirishlar soni»). Bizda AZ =12 bo‘lmogda. Ixtiyoriy m

uchun bu sonni hisoblash formulasini topaylik. Har qaysi
juftlikning birinchi komponentasi yo 1, yo 3, yo 5, yo 7, ya’ni
uni m = 4 ta ixtiyoriy tanlash imkoni bor. Agar birinchi kompo-
nenta tanlangan bo‘lsa, ikkinchi komponentani tanlash uchun
m - 1= 3 xil tanlash imkoni goladi. Demak, jami juftliklar soni
A? =4x4-1) ta, ya'ni A2 =43=12 ta bo‘ladi.

m ta elementli X to‘plam elementlaridan k tadan olib tuzilgan
o ‘rinlashtirishlar deb, X to‘plamning k uzunlikdagi tartiblangan
gism-to‘plamlariga aytiladi, bunda k £ m. Ularning soni:

AL =m(m-1)..(m- (k- 1)). (1)

Hagiqgatan, 1- komponenta ixtiyoriy tartibda m xil tanlanadi.

U holda 2- komponenta uchun m - 1 xil tanlanish va hokazo
oxirgi k- komponenta uchun m - (k- 1) tanlanish imkoni goladi
va bunda hech qaysi komponenta takror tanlanmaydi. Barcha &
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uzunlikdagi o‘rinlashtirishlar soni ko‘paytmani hisoblash qoidasiga
muvofiq (1) formula bo‘yicha topiladi.

Yuqorida qaralgan misolga gaytaylik. Lekin endi berilgan m = 4
ta elementli X = {1, 3, 5, 7} to‘plam elementlaridan komponen-
talari takrorlanadigan juftliklarni ham tuzish talab qilinsin. Ular:

ill 13 15 17

1223 53 jami 44=4=160jutik

177 75 73 71

Umuman, m ta elementli X to‘plam elementlaridan tuzilgan
tak-rorlanadigan k£ ta komponentali k£ taliklar soni k ta bir xil
to‘plam  to‘plam X~ X~ ...~ X elementlarining soniga teng
(2-§, 2-band, 2-teorema). Bu son k& ta n(X) ko‘paytuvchi
ko‘paytmasidan iborat:

n(X)xn(X) x...xn(X) = (n(X))* =m*.
m elementli X to‘plamning elementlaridan tuzilgan va kompo-
nentalari takrorlanadigan k£ taliklar m elementdan k tadan olib

tuzilgan takrorli o ‘rinlashtirishliar deyiladi. Ularning sonini A,,’Z
orgali belgilaymiz (A harfi ustidagi chiziqcha elementlar tak-
rorlanishi mumkinligini ko‘rsatadi). Ushbu formula isbot qilindi:

Ak = m*, )
I-misol. 30 o‘quvchisi bo‘lgan sinfdan boshliq, yordamchi

va kotib necha xil usul bilan saylanishi mumkin?
Yechish. Bunday ixtiyoriy saylash 30 elementdan 3 tadan

olinib tuziladigan takrorsiz o‘rinlashtirish, ya’ni komponentalari
takrorlanmaydigan uchtalik bo‘ladi. Bundagi tanlash usullari soni:

A3y =30x29>28 =24360 ta.

2-misol. 1,2, 3,4, 5,6, 7, 8,9 ragamlaridan nechta uch
xonali nomerlar tuzish mumkin?

Yechish. Bunday nomerlar X = {1, 2, 3, 4, 5,6, 7, 8, 9}
to‘plam elementlari gatnashadigan uchtaliklardan iborat. Ularning
soni (2) formula bo‘yicha 43 =9° =729 ga teng.

3-misol. n(X)=kvan(Y)=1bolsin. Xto‘plamni Yto‘plamga
akslantirishlar sonini topamiz.

Yechish. X to‘plam elementlarini nomerlaymiz: X= {x,, ...,

X,}. Xto‘plamni Y ga o‘tkazuvchi har qaysi /" akslantirishga o‘sha
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elementlarning obrazlari (nusxalari)dan tuzilgan
(f (xp)s wes S (X))

k talik mos. Va, aksincha, Y to‘plam elementlaridan tuzilgan (y,, ...,
y,) k talikning berilishi f akslantirishni bir giymatli aniglaydi: X;
element y,ga o‘tadi. Demak, X to‘plamni Y to‘plamga akslantirish-
lar soni Y to‘plam elementlaridan tuzilgan k taliklar soniga teng.
n(Y)=1[bo‘lganidan (2) formula bo‘yicha bu son / ¥ ga teng.

4-misol. 5 ta har xil daftarni uch bola o‘rtasida necha xil
usul bilan tagsimlash mumkin?

Yechish. Tagsimlashning har bir usuli daftarlar to‘plamini
bolalar to‘plamiga akslantirishdan iborat. Bunday akslantirishlar
soni 35 =243.

Umuman, k ta elementli Xto‘plamni m ta elementli Yto‘plamga
akslantirishni k ta elementni m quti bo‘yicha joylashtirilishi deb
tushuntirish mumkin. Bunday joylashtirishlar soni m* ga teng bo‘ladi.

S-misol. {a, b, c, d} to‘plamning barcha gism to‘plamlarini
yozamiz.

Yechish. A& {a}, {b}, {c}, {d}, {a, b}, {a, ¢}, {a, d}, {b,
ct, {b, d}, {c, d}, {a, b, ¢}, {a, b, d}, {a, ¢, d}, {b, ¢, d}, {a, b,
¢, d}, jami 16 ta.

Bu misolda 24 = 16 bo‘lmogda. Umuman, k ta elementli
to‘plamning gism to‘plamlari soni 2% ta bo‘lishini matematik
induksiya bo‘yicha isbot qilish giyin emas.

‘%\% Mashqlar

8.7. a, b, d, e, f harflaridan qancha uch harfli so‘z tuzish
mumkin? Har gaysi so‘zda albatta b harfi bo‘lishi talab qilinsa-
chi?

8.8. Sexda 6 ishchi ishlaydi. Ulardan uch kishiga uch turli,
ya’ni har bir kishiga bir xildan buyum tayyorlashni necha usul
bilan topshirish mumkin?

8.9. 8 ta har xil kitobdan 3 tasi necha xil usul bilan tanlanishi
mumkin?

8.10. Qo‘mitaga 7 kishi saylangan. Ular orasidan rais,
yordamchi, kotib necha usul bilan tanlanishi mumkin?

8.11. Agar har bir o‘quvchiga bittadan ortiq kitob berilmasa,
6 ta kitobni 10 o‘quvchiga necha xil usul bilan targatish mumkin?
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8.12. 6 ragamiga ega bo‘lmagan besh xonali nomerlardan gancha
bo‘ladi? 0 va 6 ragamiga ega bo‘lmaganlari-chi?

8.13. 10 ta har xil detalni 3 ta qutiga necha xil usul bilan
joylashtirish mumkin?

8.14. Komplektdagi 14 ta detaldan 4 tasida «1», 4 tasida «2»,
3 tasida «3» va qolgan 3 tasida «4» belgi qo‘yilgan. Komplektdan 4
ta detalni tanlab olish va ularni biror tartibda joylashtirish yo‘li
bilan belgilarning nechta har xil kombinatsiyasini tuzish mumkin?

2. Takrorsiz o‘rin almashtirishlar. X={1, 3, 5} to‘plam bo‘yicha
135, 315, 351, 153, 531, 513 of‘rinlashtirishlar tuzilgan bo‘lsin.
Bu uchtaliklarda komponentalar takrorlanmagan, bir martadan
kelgan, yozilish tartibi bilangina farq qiladi. Umuman, takrorsiz
o‘rinlashtirishlarda komponentalar soni & shu X to‘plamning jami
elementlari soni m ga teng, ya’ni m = k bo‘lsa, o‘rinlashtirishlar
bir xil elementli bo‘lib, elementlarning yozilish tartibi bilan farq
gilinadigan bo‘ladi. Bizning misolda ularning soni A;:’ =3X2x=6
ta. Ularda elementlar takrorlanmaydi, fagat o‘rinlari almashadi.

m ta elementdan fuzilgan takrorsiz o ‘rin almashtirish deb, shu
elementlardan m tadan olib tuzilgan o‘rin almashtirishlarga ayti-
ladi. Ularning soni R, orqali belgilanadi (fransuzcha permutation —
o‘rin almashtirish). Ta’rif bo‘yicha

P,=A,,yoki P, =m(m- 1)..(m- m +1)=m(m- 1) x... x] =

=ml, yoki P, =ml (1)

1-misol. 3 detalni 3 qutiga necha xil tartibda joylashtirish
mumkin?

Yechish. Detallarni x,, x,, x; orqali, qutilarni 1, 2, 3 orqali
belgilaylik. Natijada (x;, x,, X3), (X}, X3, X,), (X5, X, X3), (X5, X5,
x,), (X3, X;, X,), (X3, X,, x;) o‘rin almashtirishlar olinadi. Ularning
soni Ry =3 x2 x1 =6 ta.

(EA\% Mashqlar

8.15. 7 xil kitobni 7 o‘quvchiga necha usul bilan tarqgatish
mumkin?

8.16. Hech gqanday ikki komanda bir xil ochko olmagan bo‘lsa,
8 komandani turnir jadvaliga necha usul bilan joylashtirish
mumKkin?
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8.17. Qutiga 6 xil A, B, D, E, F, G detal ketma-ket joylash-
tirilishi kerak. Agar B ning A dan oldin joylashtirilishi mumkin
bo‘lmasa, unda detallar necha xil usul bilan joylashtirilishi
mumkin? Agar B detal 4 dan keyin joylashtirilishi talab qilinsa-
chi?

3. Takrorsiz kombinatsiyalar. Endi X to‘plam elementlaridan
k taliklar emas, balki qism-to‘plamlar tuzaylik. Ular o‘z
tarkiblaridagi elementlari bilan bir-birlaridan farq giladi. Masalan,
X=A{a, b, d, e, f} to‘plam bo‘yicha tuzilgan k = 3 ta elementli
{a, d, f}, {a, e, f}, {b, d, e} uchtaliklar biz aytayotgan qism
to‘plamlardandir.

m ta elementli X to‘plamning & ta elementli qism to‘plamlari
shu elementlardan k tadan olib tuzilgan takrorsiz kombinatsiyalar
deyiladi. Ularning sonini C,’,ﬁ orqgali ko‘rsatamiz (fransuzcha
combination — kombinatsiya).

I-misol. {a, b, d,e, f} to‘plam bo‘yicha har birida uchtadan
har xil element bo‘lgan 10 ta kombinatsiya tuzish mumkin:
{a, b, d}, {a, b, e}, {a, b, 1}, {a, d, e}, {a, d, f}, {a, e, f}, {b, d,
e}, {b, e, f}, {b, d, f}, {d, e, f}.

Kombinatsiyalar sonini hisoblash formulasini chigaraylik.
Yugoridagi misolda ko‘rsatilganicha berilgan 5 elementdan 3 tadan
olib jami 10 kombinatsiya hosil qgilinadi. Lekin har bir kombi-
natsiyadan oltitadan o‘rin almashtirish tuzish mumkin. Masalan,
bitta {a, b, d} kombinatsiyadan (a, b, d), (a, d, b), (b, a, d), (b,
d, a), (d, a, b), (d, b, a), jami oltita o‘rin almashtirish hosil
bo‘ladi. Bunga garaganda jami 5 elementdan uchtadan olib tuzilgan
takrorsiz o‘rinlashtirishlar soni 6 x10 = 60 ta, ya’ni VIII bob,
2-§, (1) formulaga asosan A53 =54x3=60 ta bo‘ladi. Biz

A3 =C2 3! ga ega bo‘lamiz. Bundan C? topiladi.
Umuman, m elementdan k tadan olib tuzilgan o‘rinlashtirishlar

soni AX =k!Ck bo‘ladi, bundan kombinatsiyalar soni uchun
ushbu formulalar olinadi:

ok _ Ap _ m(m-1)...(m- k+1) {
m ! 128%..5% (1)
yoki
A c D E B
VIII.1-rasm.
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k — m!
Cn = Tom o1 @
2-misol. 20 o‘quvchidan 3 kishilik go‘mitani necha usul
bilan tanlash mumkin?
3 204948

Yechish. Tanlashlar soni: C5, = 28 =1140.

3-misol. kta aharfiga va n ta b harfiga ega bo‘ladigan k+n
taliklar sonini topamiz.

Yechish. k+ntaliklar tarkibi ma’lum. Ular harflarning tartibi
bilangina bir-biridan farq qiladi. Bu tartib « harflari turgan o‘rinlarni
ko‘rsatish bilan bir qiymatli aniglanadi (chunki qolgan o‘rinlarni
b lar egallaydi). Boshgacha aytganda, o‘rinlarning (k + n) ta
elementli to‘plamida & ta elementh (k uzunlikdagi) gism to‘plam
tanlanishi kerak. Bu esa Cj «+1 usul bilan gilinish mumkin.

4-misol. AB kesmada C, D, E nuqtalar belgilangan (VIII.1-
rasm). Jami nechta kesma hosil bo‘ladi? (bunga AB kesma ham
kiradi).

Yechish. Nugqtalar soni 5 ta. Har ikki nuqta izlanayotgan
kesmalardan birini beradi. Bunda ikki nuqtaning yozilish tartibi
rol o‘ynamaydi. Masalan, AC va CA — bitta kesma. Shunday
qilib, {4, B, C, D, E} to‘plamning ikki elementli qism to‘plamlari

sonini aniglashimiz kerak. Ular C; = M =10 ta.

Binomial koeffitsiyentlarning ayrim xossalarlm keltiramiz:

1) (x +a)™ binom yoyilmasida har qaysi ¥ ke ifoda oldida
turgan Kkoeffitsiyent C ,’,‘1 kombinatsiyalar soniga teng. Hagiqgatan,
agar (x+a)"==(x+ a)(x + a) x... x(x + a) (m ta ko‘paytuvchi)
ko‘paytmadagi gavslar daraja ko‘rsatkichlaridan foydalanilmay va
ko‘paytuvchilarni o‘rin almashtirmay ochilsa, natijada x va a
harflaridan tuzilgan m uzunlikdagi barcha m taliklarning yig‘indisi
hosil bo‘lar edi. Masalan,

(x+a)P=(x+a)(x+a)(x+a) =
= XXX + xXxa + xax + xaa + axx + axa + aax + aaa.

Qo‘shiluvchilardan, masalan, k£ =2 ta a harfiga va m - k =
=3 - 2 =1 ta x harfiga ega bo‘ladiganlarini sanasak, ular 3 ta. Bu

esa (1) formula bo‘yicha hisoblab topilganiga teng: C32 = % =

Umuman, yoyilma tarkibida x™ %ak ga ega bo‘lgan hadiga
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o‘xshash, ya’ n1 m- ktax harﬁga va k ta a harfiga ega bo‘lgan m
taliklar soni C( m- ky+k 83, ya’'ni Ck ga teng. Shunday qilib,

(x+a)™ =COox™ +Clx™Va+ . +CEx™ ¥ gk + _+CMag™ (3)
bo‘ladi.
2) Agar (3) yoyilmaga x = a ni qo‘ysak, quyidagi hosil bo‘ladi:
Cl+Ch+.  +Ck+  +Cm=2m, )
3) Agar (2) tenglikdan foydalansak'
m-k _ m! — —rk m- k k
o = ot ot~ o = Cne C = Cn )
‘%\% Mashgqlar

8.18. 20 kishi ichidan 4 vakilni necha usul bilan saylash
mumkin?

8.19. Bir aylanada yotgan 5 ta nuqta ustidan nechta vatar
o‘tkazish mumkin?

8.20. Bir kishida 10 ta kitob, ikkinchisida 12 ta kitob bor.
Almashtirish uchun ularning har biri necha usul bilan 3 tadan
kitob tanlashlari mumkin?

8.21. Lotereya biletidagi 49 nomerdan 5 tasini necha xil usul
bilan o‘chirish mumkin? Necha holda tanlangan 5 ta nomerdan
uchtasi tirajdan keyin topilgan bo‘ladi? Necha holda 5 ta nomer
to‘g‘ri topilgan bo‘ladi?

8.22. Binom yoyilmasi va Muavr formulalaridan foydalanib,
ayniyatlar isbot qilinsin:

S=cl-3c3+32C)-33C] +

-1 _ 2 4 _ 3
2" =1+C; +C, +...=C, +C;, +
3)CY +CLcosj +C2 cos2j +...+C/" cosnj =2" cos” JEcos%.
4. Takrorli o‘rin almashtirishlar. Jami k=3 ta a,, a,, a,
elementdan P, =P =3!=6 ta o‘rin almashtirishlar tuzish
mumkinligini bilamiz:
(ala aza a3)9 (ala a39 az): (aza a]) 03)3
(02’ a3’ a1)9 (613, a]: az)’ (03, aZ’ a])'
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Bu uchtaliklarda har bir element fagat bir martadan gatnash-
moqda: k, = k, = k; = 1. Endi shu elementlardan (a,, a,, q,, a,,
a,, ay), (a,, a,, a5, a,, a,, a;) oltiliklar tuzilgan bo‘lsin. Bular
ham faqat elementlarning tartibi bilangina farq qiluvchi o‘rin
almashtirishlardan iborat. Lekin bu holda g, element k, =3 marta,
a, element k, =1 marta, a, element k, =2 marta takrorlanmoqda
va k=k, +k,+ky;=6. Orin almashtirishlarni yozishni yana davom
ettirish mumkin. Ularning sonini Pk, k,, k;), ya’ni R(3, 1, 2)
orqali belgilaylik, bunda (3, 1, 2) yozuv oltitaliklar tarkibida q,
element 3 marta, a, element 1 marta, a, element 2 marta
takrorlanishini ko‘rsatadi. P(3, 2, 1) takrorli o‘rin almashtirishlar
sonini topish talab qilinsin.

Ta’rif. Takrorli o‘rin almashtirish deb, tarkibida a, harfi
k, marta, ..., a, harfi k, marta qatnashuvchi k =k, +k,+...+k
uzunlikdagi har qanday k talikka aytiladi. Takrorli o‘rin almash-
tirishlar sonini P(k,, ..., k,) orqali belgilanadi.

P(3, 1, 2) sonini topishning yo‘llaridan biri o‘sha oltitalik-
larning hammasini tuzish va sanash. Lekin g, komponentalar soni
va kj takrorlanishlar ko‘p bo‘lsa, bu yo‘l noqulaydir. Umuman, P(k,,
..., k,) ni hisoblash uchun formula kerak bo‘ladi.

k talik tarkibida k, ta o‘ringa a, harfini C ,fl usul bilan o‘rin
almashtirish orqali yozish mumkin. U holda qolgan k - k, ta

o‘ringa a,ni C lfz k usul bilan o‘rin almashtirib yoziladi. Shu kabi,

. k3 . k3 . [P
a;ni C.3 Ky ky > s Ay N C,’ K- ek usul bilan o‘rin almash-

tirib yozish mumkin.
Jami o‘rin almashtirishlar soni ko‘paytirish qoidasiga muvofiq,

_ ~k k, km
Pk, ..., km)—Ck1 >Ck-k1 X... XCk-k]-.v.-km.]

ta bo‘ladi. Topilgan munosabatni soddalashtiraylik. Shu magsadda

Cc /{ = (/f-!j)! formuladan foydalanamiz. Natijada

(k-kD)! o ko ki e 1)

P(ky, .., k) =—K _x

Tk k- k) ky Wk Ky k) kg Wk Ky - kg )L
bunda (k- k; - ...- k,,)! =0!=1! yoki qgisqartirishlardan so‘ng
- k!
Plhys s k) = o e s (1)
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bunda k =k +k, +...+k,,.
Takrorsiz o‘rin almashtirishlar (1) formulaning k; =k, =... =
= k,, =1 bo‘lgan xususiy holidir.

I -misol. Bandning boshida garalgan misolda talab gilingan
barcha oltiliklar soni:
- 6! -
P@3, 1, 2)—m—60.
2-misol. 30 ta detalni 5 ta har xil qutiga 6 tadan necha xil
usul bilan joylashtirish mumkin?

Yechish. Masalaning shartiga ko‘ra k=30, k; =k, =... = ks =
=6, m = 5. (1) formula bo‘yicha usullar soni:
_ 30!
P(6, 6, 6,6, 6)_6!><6!><6!><6!><6!'

3-misol. Yuqoridagi misolda qutilar bir xil bo‘lsa-chi?
Yechish. Qutilar har xil bo‘lganda oldingi misol natijasiga

ko‘ra jami o‘rin almashtirishlar soni P(6, 6, 6, 6, 6) = % ta
edi. Qutilar bir xil bo‘lsa, qutilarni almashtirish detallarni joylash-
tirish usullari soniga ta’sir qilmaydi. Bunga qaraganda joylash-
tirish usullari soni 5! marta kamayadi.

Javob: = P(6, 6, 6,6,6) =2

>! 5(61)°

4-misol. «Raketa» so‘zida harflar o‘rni almashtirilsa, nechta

«s0‘z» hosil bo‘lishi mumkin?

Yechish. Ikki hol bo‘lishi mumkin:

I-hol. «a» harfi k, =2 marta takrorlanmogda. Ulardan biri
ikkinchisi bilan o‘rin almashganda «so‘z» o‘zgarmay golaveradi. Shu
sababli hosil bo‘ladigan «so‘z»lar soni takrorli o‘rin almashtirishlar
soni uchun yuqorida chiqarilgan (1) formula bo‘yicha topiladi:

!
P, 2, 1,1, 1)=m=360.

2-hol. Hosil bo‘ladigan «so‘z»larda harflar fagat bir martadan
gatnashsa, ya’ni takrorlanmasa, buning uchun, masalan, ikkala
,»a‘“ harfi ikkita alohida olingan element deb gabul qgilinsa, takrorsiz
o‘rin almashtirishlarga ega bo‘lamiz. Bu holda ularning soni 2-
band, (1) formula bo‘yicha hisoblanadi:

P=6!=1x2 x3 x4 x5 x6 =720.
293

www.ziyouz.com kutubxonasi



Izlanayotgan sonni (1) formula bo‘yicha ham topish mumkin edi:
PO, 1, 1, 1,1, 1)= 6! =1720.

!X ]! 1! x1! ]!

Takrorsiz o‘rin almashtirishlar soni uchun 2-band, (1) formula
ushbu bandda chiqgarilgan (1) formulaning xususiy holidan iborat.

(1) formula bo‘yicha P(m- k, k) = W = CkK bo‘ladi. Bu
tenglikdan foydalanib, Nyuton binomi formulasini quyidagicha

yozamiz:
(x+a)™ =P(m, O)x™ +P(m-1, Dx™'a+..+P(0, m)a"™,
yoki

m
(x+a)" = & P(m- k, k)x" *a* ?)
k=0
yoki, umuman:
(1 +23 +o 4 X)) 28 Plky, ey )X X 3)

P

bunda k va ¢ — ixtiyoriy sonlar, k, +, ... , + k, = kK — nomanfiy

butun sonlar yig‘indisi, xususan, x, = x, = ... =1 da
k=& Pk, ..., k,) boladi.

5-misol. 1) (a+b+0¢)%2) (a+b+c¢)3 3) (a+b+c)t
ifodalarni (3) formuladan foydalanib yoyamiz.

1) (a+b+c)? =& P(ky, ky, k3)a* b*2¢% | bunda yig‘indi
barcha (k,, k,, k;) uchtaliklarga nisbatan tuziladi va k =k, + k, +
+ k; =2. Uchtaliklar:

(2, 0, 0), (0, 2, 0), (0, 0, 2), (1, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 1, 1).

Ulardagi takrorlanishlar soni:

P(0, 0, 2)=P(0, 2, 0)=P(2, 0, 0) =, =1,

le2|

P, 1, 0)=P(, 0, 1)=P(0, 1, 1) = 1|x12|'x()l_2'

Natijada ifoda ushbu ko‘rinishga keladi:
(a+b+c)2=a*>+ b2+ c*+2ab+2ac+ 2bc.

2) Yechish yuqorida ko‘rsatilganidek. Bunda k= k| + k, + k; =
=3. Uchtaliklar:

(3,0,0), (0,3,0), (0,0,3), (2,1,0), (2,0,1), (1,2,0), (1,0,2),
(0,1,2), (0,2,1), (1,L,1).
294

www.ziyouz.com kutubxonasi



Ulardagi takrorlanishlar soni:
P00, 0, 3)=P(0, 3, 0)=P(3, 0, 0) —m
P2, 1, 0)=P2, 0, 1)=P(1, 2, 0) =P(1, 0, 2)=
=P, 1, 2)=P(0, 2, 1)= =3,

:l,

m
P(L, 1, =3 =6
Natijada:
(a+b+c)=a®+b3+c3+3a2b+3ac+3ab? +3ac’ +3bA + 3b%c+6abce.
3) k= k, + ky+ ky = 4. Uchtaliklar:
40,00, o Go1,0), s 22,00, s 2 1 1), s (1, 1, 2),

Uchtaliklarning takrorlanishlari soni:

P4, 0, 0)=..=P(0, 0, 4)= 4l><0|><0'_1 PG, 1, 0)=. '_3'><41"!><0':4’
P2, 2, 0)=. .—m—6 P2, 1, 1)=. '_2'x1'><1'_12

va natijada:
(a+b+o)*=a*+b*+c*+4a3b+4a3c +4b3a +4b3c +4ac’ +
+4bc3 + 6a2b? + 6a%c? + 6b%c2 + 12a2be + 12ab*c + 12abc.

‘ET‘% Mashqlar

8.23. «Uchburchak» so‘zidagi harflarni o‘rin almashtirib, nechta
s0°z hosil gilish mumkin? «Almashtirish» so‘zidagini-chi? «Kombi-
natorika» so‘zidagini-chi?

8.24. O‘quvchining 3 ta ko‘k, 4 ta qora, 5 ta qizil galami bor.
Ulardan fagat bittasini necha xil usul bilan tanlashi mumkin?

8.25. Mukofot uchun bir kitobdan 4 dona, ikkinchisidan 3
dona, uchinchisidan 6 dona ajratilgan. Agar har kishiga bittadan
ortiq kitob berilmaydigan bo‘lsa, bu mukofotni 30 kishi o‘rtasida
necha xil usul bilan tagsimlash mumkin?

8.26. «Aylana» so‘zidagi «a» harfi qatorasiga uch marta kelmay-
digan qilinib, necha xil usul bilan o‘rin almashtirish mumkin?

8.27. «Trigonometriya» so‘zidagi harflarni «o» harfi qatorasiga
ikki marta kelmaydigan qilib, necha xil usul bilan o‘rin almash-
tirish mumkin?
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8.28. 1) (a+b+c)* 2) (a+b+c+d)° yoyilmasidagi hadlar
sonini toping va biror hadini yozing.

8.29.1) (a+b+0)? 2) (a+b+c+d'0 yoyilmasidagi eng
katta koeffitsiyentni toping.

8.30. (1 +x+2x2)8 yoyilmasida x ¢ oldidagi koeffitsiyentni toping.

5. Takrorli kombinatsiyalar. Elementlari soni m =2 ta bo‘lgan
M{a, b} to‘plam berilgan. a dan k| ta, b dan k, ta, jami k =k, + k,=
=4 ta olinib, elementlari bilan farq giluvchi to‘rttaliklar tuzaylik:

(a, a, a, a), bunda k, =4, k, =0, ya'ni tarkibi (4;0) ikkilik,

(a, a, a, b), bunda k, =3, k, =1, ya’ni tarkibi (3;1) ikkilik,

(a, a, b, b), bunda k, =2, k, =2, ya’ni tarkibi (2;2) ikkilik,

(a, b, b, b), bunda k, =1, k, =3, ya’ni tarkibi (1;3) ikkilik,

(b, b, b, b), bunda k, =0, k, =4, ya’ni tarkibi (0;4) ikkilik,
bunda elementlar tartibi rol o‘ynamasin. Shunga ko‘ra, masalan,
(a, a, a, a)=(a, a, a, b) = ... deb gabul qilinadi. Biz elementlari
takrorlangan kombinatsiyalarga ega bo‘lamiz. Ularning sonini C ,ﬁ

orqali belgilaylik. Bizda C24 =5 bo‘lmogda. Bu sonni hisoblash
yo‘lini topish magsadida to‘rttalik tarkibidagi k, va k, sonlarini I,
vergullarni 0 orgali almashtiraylik. Masalan, tarkibi (3; 1) bo‘lgan
ikkitalik bo‘yicha (1, 1, 1, 0, 1) beshtalikni hosil gilamiz, unda
k=4tal, m-1=2-1=1 ta0 ishtirok etadi. Har qaysi beshta-
likka aynan bitta ikkitalik mos va, aksincha, har qaysi ikkitalikka
bitta beshtalik mos. Shunga ko‘ra izlanayotgan ikkitaliklar soni
k=4tallarvam- 1=1 ta 0 dan tuzilgan beshtaliklar soniga
teng. Takrorli o‘rin almashtirishlar formulasi bo‘yicha bunday

kerak bo‘lsin-ki, ular hech bo‘lmasa bir elementi bilan farq qilsin,
bir xil elementlardan tuzilganlari esa teng hisoblansin (element-
larning tartibi ahamiyatsizdir). Bunday £ taliklarga m elementdan &
tadan olib tuzilgan takrorli kombinatsiyalar deyiladi. Ularning soni
Ck orqali belgilanadi. Shu sonni topaylik.

Kombinatsiyaning har ganday tarkibi nomanfiy butun son-
lardan tuzilgan m talik (k,, k,, ..., k,)) bilan beriladi va bundagi k,
son kombinatsiyadagi birinchi xil elementning, &, ikkinchi xil
clementning, ..., k,, m- xil elementning sonini ko‘rsatadi. Shunday
qilib, 5,,1; son m uzunlikdagi (k, k,, ..., k,) sonli m talikdagi
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har qaysi k; sonni k; ta 1 lar ketma-ketligi bilan, har qaysi
vergulni 0 bilan almashtiramiz (agar k;, = 0 bo‘lsa, 1 lar
yozilmaydi). Natijada k, +k,+...+k,=ktallarvam- 1ta(dan
iborat k+m- 1 talik hosil bo‘ladi (bundagi barcha k; lar nomanfiy
butun sonlardan iborat). Ularning har birida vergullar sonlarga
nisbatan bitta kam bo‘lishi tushunarli. Masalan, (4, 1, 0, 2)
to‘rttalikka (1, 1, 1, 1, 0, 1, 0, 0, 1, 1) o‘ntalik mos. Shunday
qilib, izlanayotgan m talik (k, k,, ..., k,) lar soni k ta 1 lar va
m- 1 ta 0 dan tuzilgan k + m - 1 liklar soniga teng bo‘ladi.
Takrorli o‘rin almashtirishlar formulasi bo‘yicha bunday k+m - 1
taliklar soni

_ (k+m-1)!
Pk, m-1) =50
ga teng, ya’ni
Co =Chimr. (1)

Misol. 4 xil kitobdan necha usul bilan 7 kitobdan iborat
to‘plam yozish mumkin?

7

Yechish. Izlanayotgan son C Z gayoki C, , | gateng. Jami

7+4-
7 3 1098 _ ‘
Cio =Cip =155 ~ 120 to'p.
‘%4\% Mashgqlar

8.31. Savdoda 5 xil galam bor. Ulardan 8 ta galamni necha xil
usul bilan olish mumkin? 6 tasini-chi? 4 tasini-chi?

8.32. Tomonlari 3, 4, 5, 6 sm bo‘la oladigan uchburchaklardan
nechta yasash mumkin?

Takrorlashga doir mashqlar

8.33. 8 olma, 4 ta nok va 8 ta shaftolidan necha xil usul bilan
bir necha meva tanlab olinishi mumkin (bir turdagi mevalar bir-
biridan farq qilinmaydi)?

8.34. Ikkita «a», uchta «o» va sakkizta «v» harfidan nechta
bittadan kam bo‘lmagan harfga ega «so‘z»lar tuzish mumkin?

8.35. 12 ta har xil detalni uch qutiga joylashtirmoqdalar. Bunda
birinchi qutiga 3 ta detal, ikkinchisiga 5 ta detal, uchinchisiga
golgan detallarning hammasi joylashtirilishi kerak. Bu ishni necha
usul bilan qilish mumkin?
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8.36. 16 o‘quvchiga kitob tarqgatilishi kerak. 10 ta birinchi xil, 6
ta ikkinchi xil kitob bor. Lekin o‘quvchilardan 4 tasiga 1-xil kitob,
5 tasiga 2-xil kitob kerak emas. Agar: 1) o‘quvchilarga kitoblarning
ganday xilini berish tartibi e’tiborga olinmasa; 2) ham 1-xil,
ham 2-xil kitobni berish tartibi e’tiborga olinsa; 3) faqat 1-xil
kitobni berish tartibi e’tiborga olinsa, o‘quvchilarga kitob necha
xil usul bilan berilishi mumkin?

8.37. Agar har qaysi son ikkita juft va uchta toq ragamdan
iborat bo‘lib, unda hech qaysi ikki ragam takrorlanmasa, 1, 2,
3, 4,5, 6, 7,8, 9 ragamlaridan gancha besh xonali sonlarni
tuzish mumkin?

8.38. 5 kishi ingliz tilini, 6 kishi fransuz tilini biladi. Ulardan
birinchi guruhga 3 ingliz, ikkinchisiga 4 fransuz tilini biluvchi
kirishi kerak, uchinchi guruh esa uch kishidan iborat bo‘lib,
ular ingliz tilini ham, fransuz tilini ham biluvchi bo‘lishi mumkin.
Bunday guruhlar necha turli usul bilan tuzilishi mumkin?

8.39. O‘n qutiga 10 detal bittadan, shu jumladan 1-xil
detallardan 2 ta joylashtirilishi kerak. Joylashtirishlarni necha turli
usul bilan 1-xil detallar ketma-ket kelmaydigan qilib bajarish
mumkin?

8.40. 6 ta oq va 9 ta ko‘’k marka bor. Necha turli usul bilan 3 ta
oq va 3 ta ko’k markani 6 ta nomerlangan joyga yopishtirish
mumkin?

8.41. Qavariq n burchakda diagonallarining hech ganday uchtasi
bir nuqtada kesishmasa, qolgan hollarda diagonallar gancha
nuqtada kesishadi?

8.42. 1, 3, 5, 7, 9 toq raqamlardan tuziladigan va har birida
bu ragamlar takrorlanmaydigan to‘rt xonali sonlardan nechta
tuzish mumkin?

8.43. 8.42-mashqda ragamlarning takrorlanishi mumkin bo‘lsa-
chi?

8.44. 8.42-mashqda agar tuziladigan to‘rt xonali sonda ikkitadan
ortiq bir xil raqam bo‘lmasligi talab etilsa-chi?

8.45. 8.42-mashqda tuziladigan to‘rt xonali son 2000 dan katta
bo‘lmasligi talab gilinsa-chi?

8.46. «Rohat» so‘zi harflaridan besh harfli nechta har xil «so‘z»
tuzish mumkin («so‘z» deganda harflarning istalgan ketma-ketligi
tushuniladi)?
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8.47. «Traktor» so‘zining harflaridan yetti harfli nechta har xil
«s0‘z» tuzish mumkin?

8.48. Birinchi o‘rinda 3 raqami, ikkinchi, uchinchi, to‘rtinchi
va beshinchi o‘rinlarda 0, 1, 2, 3, ..., 9 ragamlaridan istalgan
biri turadigan telefon nomerlaridan nechta tuzish mumkin?

8.49. To‘rt qutiga 4 tadan detal va bir qutiga 5 detal tushadigan
qilinib, 21 ta detalni 5 qutiga necha turli xil usul bilan joylashtirish
mumkin?

8.50. «Beshburchak» so‘zidagi harflarni necha usul bilan o‘rin
almashtirib, unli harflarni alfavit tartibida joylashtirish mumkin?

8.51. «Cho‘pon» so‘zidagi harflar necha xil o‘rin almashtirilib,
ikki unli harf o‘rtasiga ikki undosh harf kelishi mumkin?

8.52. «Topologiya» so‘zidagi harflarni necha usul bilan o‘rin
almashtirib, ikkita «o» harfi qatorasiga (yonma-yon) turmaydigan
qilish mumkin?

8.53. «Marmar» so‘zidagi harflarni necha usul bilan almash-
tirilib, ikkita bir xil harf ketma-ket kelmaydigan gilish mumkin?

8.54. 8 ta «a» va 8 ta «b» harfini necha usul bilan bir gqatorga
joylashtirib, ixtiyoriy k£ £16 uchun oldingi k ta harflar orasida «b»
harfiga qaraganda kam bo‘lmaydigan qilish mumkin?

8.55. 33 ta harfli alifboda to‘rttadan har xil harf olinib, gancha
«s0‘z» tuzish mumkin?

8.56. Tenglamalarni yeching:

by A2, -Cy =79, xI N.

8.57. Tenglamani yeching: 3C§+1 -242=1,5x, xT N.

8.58. Tengsizlikni yeching: C[3 <C2*2, m1 N

8.59. Tengsizlikni yeching: 5C; <C:+2, nl N .

8.60.a) x, <C 3,,5 - 194_63x§,:_:§’ nl N ketma-ketlikning manfiy

hadlari nechta?

3

A -
b) x, = 195 143 p1 N ketma-ketlikning musbat hadlari
4Pf’l P}’l+1

nechta?
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IX BOB

EHTIMOLLIK NAZARIYASI VA
MATEMATIK STATISTIKA
ELEMENTLARI

1-§. Ehtimollikni hisoblash

1. Ehtimollik nazariyasi nimani o‘rganadi? Kishi moddiy
dunyoda ro‘y beradigan hodisalarni kuzatar ekan, ko‘pincha uni
shu hodisalarning ro‘y berish-bermasligi ham giziqtiradi. Biz hozircha
natijasini oldindan aytish mumkin bo‘lgan tabiiy va ishlab
chiqarishga oid turli jarayonlar, holatlar va ularning ro‘y berish
gonuniyatlari bilan tanishib keldik. Hayotda esa ro‘y berish-
bermasligini oldindan aytib bo‘lmaydigan, ya’ni tasodifan ro‘y
beradigan hodisalar, qisqacha, tasodifiy hodisalar ham uchraydi.
Lotereya o‘yinida yutuq chiqishi, bir marta otilgan o‘gning
nishonga tegishi, tayyorlangan buyum sinalganda standartli bo‘lib
chiqishi — eng sodda tasodifiy hodisalar. Shu bilan birga amaliyot
nuqtayi nazaridan alohida olingan hodisalar emas, balki yetarlicha
ko‘p sonli, ommaviy xarakterga ega hodisalarning umumiy
gonuniyatlarini o‘rganish muhimroq. Masalan, korxona uchun
bitta-ikkita buyum emas, balki ko‘plab tayyorlangan buyumlardan
ganchasi yaroqli yoki yaroqsiz bo‘lishini, bir va bir necha urug’
emas, balki katta maydonlardagi ekinning gancha gismi unib
chiqishini bilish muhim.

Yuqorida ko‘rsatilgani kabi aniq shartlar qo‘yilib, sifatini tekshi-
rishlar, sodir bo‘lish-bo‘lmaslikni sinab-hisoblab ko‘rishlar, o‘yin
o‘tkazishlar, o‘q otilishi va hokazo qisqacha tajriba o‘tkazildi,
sinaldi deyiladi. Tajriba natijasi esa hodisadir. Odatda katta hajmdagi
masalalarni yechish kerak bo‘lsa, ma’lum shartlar qo‘yilib, bir
xil tajriba, sinashlar o‘tkaziladi va ularning natijalari o‘rganiladi.
Tajribalar soni mumkin gadar ko‘p bo‘lishi kerak. Shu holdagina
topilgan natijalarning o ‘rtacha giymati haqiqatga yaqin, ishonchli
bo‘ladi.

Uch turkum hodisa ro‘y berishi mumkin: ishonchli, ya’ni ro‘y
berishi mugqarrar, ro‘y bermaydigan va tasodifiy. Tanga bir marta
tashlanganda uning bir tomoni bilan tushishi turgan gap,
ishonchli, bir vaqtda ham ragamli, ham gerbli tomoni bilan tushishi
mumkin bo‘lmagan, ya’ni ro‘y bermaydigan hodisa, gaysi tomoni
bilan tushishini esa oldindan aytib bo‘lmaydi, tasodifan gerbli
tomoni bilan tushishi mumkin. Ragamli tomoni bilan tushishi
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ham — tasodifiy. Fizika kursidan ma’lumki, 760 mm sim. ust.
atmosfera bosimi va 100 °C temperaturada (bu shart) suv
gaynaydi (hodisa). Lekin aslida suvdagi turli aralashmalar ta’sirida
ko‘rsatilgan shartlarda gaynash nuqtasining o‘zgarib turishi
kuzatiladi.

Matematikaning tasodifiy hodisalarni o‘rganadigan bo‘limi
ehtimollik nazariyasi deb ataladi. Bu nazariya yetarlicha ko‘p sonli
sinashlar natijasi, ya’ni ommaviy tasodifiy hodisalarning qonu-
niyatlarini o‘rganish bilan shug‘ullanadi.

Ehtimollik nazariyasi alohida soha sifatida XVII asr o‘rtalarida
vujudga kelgan. Uning rivoj topishiga ko‘p olimlarning, jumladan,
G. Gyuygens, B. Paskal, Ferma, Yakov Bernulli, Muavr, Laplas,
Gauss, Puasson, P. G. Chebishev, A. N. Kolmogorovning ishlari
alohida o‘rin tutadi. Uning taraqqiyotiga o‘zbek olimlaridan
S. H. Sirojiddinov (1921—1988), T. A. Azlarov ham o‘z hissalarini
go‘shgan va qo‘shib kelmoqdalar.

{g‘% Mashgqlar

9.1. 1) Ishonchli hodisalarga; 2) mumkin bo‘lmagan (ro‘y
bermasligi aniq) hodisalarga; 3) tasodifiy hodisalarga misollar
keltiring.

9.2. Qaysi biri ehtimollikroq — yoqlari tartib bilan 1 dan 6
gacha ragamlar bilan belgilangan o‘yin soqqasini (kubchasini)
tashlaganda toq sonning tushishimi yoki juft sonnimi?

9.3. Ikkita o‘yin kubchasi tashlangan. Nimaning chiqish
ehtimolligi kattaroq — ikkalasining ham toq raqamli tarafi bilan
tushishimi yoki biri toq, ikkinchisi juft ragam bilan tushishimi?

9.4. Sinash: ikki o‘yin kubchasini 50 marta tashlang va har
gaysi tashlashda chigadigan ochkolarni (hollar, ragamlarni) yozib
boring. Qaysi ochkolar boshgalariga nisbatan ko‘proq, kamroq
tushgan? Ikkala kubchaning har safar tushgan ochkolari yig‘indisi
4, 0, 12 bo‘lgan hollaridan gaysi biri ko‘proq sodir bo‘lgan?

9.5. Bukilmagan tanga 20 marta tashlansa-da, faqat gerbli
tomoni bilan tushgan. Keyingi tashlashda ragamli tomoni bilan
tushishi ehtimolga yaqinmi yoki gerbli tomoni bilan tushishimi?

2. Boshlang‘ich tushunchalar. Biz geometriya kursida asosiy
tushunchalar sifatida nuqta, kesma, tekislik olinishini bilamiz.
Ular ta’riflanmay gabul qilinadi. Qolgan tushunchalar shu
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boshlang‘ich tushunchalar yordamida ta’riflanadi, so‘ng xossalari
o‘rganiladi. Shu kabi ehtimollik nazariyasida elementar hodisa,
hodisa va ehtimollik — boshlang‘ich tushunchalardir.

Buyum biror shart qo‘yilib bir marta tekshirilganda uning yo
yaroqli, yoki yaroqsiz chiqishi, boshga tur hodisaning ro‘y
bermasligi ayon bo‘lsin. E; — «buyum yaroqli chigdi», £, — «buyum
yarogsiz chiqdi» belgilashlarini kiritaylik. £, va E, — nazoratda
aniglangan, umuman, shu kabi tajribada ro‘y beradigan ikki eng
sodda, ya’ni elementar hodisa, chunki shu tajriba natijasida
ulardan ham soddaroq hodisa ro‘y bermaydi, natija £, va E,
elementar hodisalar to ‘plamidan iborat. Elementar hodisani nugta,
ularning to‘plamini sinov sxemasi deb ham ataydilar. Sinov
sxemasini to‘la-to‘kis aniqlay olish juda muhim, aks holda
hisoblashlarda xatoliklarga yo‘l qo‘yilishi mumkin.

Shunday qilib, hodisa — elementar hodisalarning biror shart
asosida tuzilgan to‘plami. Agar bu to‘plam bir yoki bir necha
(fagat hammasi emas) elementar hodisadan iborat bo‘lsa, u
tasodifiy hodisa, elementar hodisalarning hammasidan iborat
bo‘lsa, u muqgarrar hodisa (chunki bu holda elementar
hodisalardan kamida bittasi ro‘y bergan bo‘ladi), birorta ham
elementar hodisaga ega bo‘lmasa, u ishonchsiz, mumkin
bo ‘Imagan, ro‘y bermaydigan hodisa deyiladi. Tasodifiy hodisalarni
A, B, C, ..., X, ..., muqgarrar hodisani U, mumkin bo‘lmagan
hodisani Z harfi bilan belgilaymiz.

Tajriba natijasida har bir hodisaning ro‘y berish imkoni qolgan
hodisalarniki bilan bir xil va bunday hodisalar soni chekli bo‘lgan
holni klassik sxema nomi bilan ataydilar. Bu holda har bir tasodi-
fiy hodisaning ro‘y berishini sonli baholash mumkin. Bu son shu
tasodifiy hodisaning ro‘y berish ehtimolligi deyiladi. Uni P harfi
bilan belgilaymiz.

I-misol. Simmetrik, ya’ni zichligi tekis tagsimlangan
kubchaning yoglari 1 dan 6 gacha ragamlar bilan ketma-ket
belgilangan bo‘lsin. Kubcha bir marta tashlanganda £, — «1» ragami
bilan tushdi», ..., E; — «6» ragami bilan tushdi», jami n = 6
elementar hodisadan faqat biri tasodifan ro‘y beradi. n=6 — klassik
sxema nugqtalari (elementar hodisalar) soni. Nuqtalarning
U={E,, ..., Eg} chekli to‘plamiga ega bo‘lamiz.

3. Ehtimollikni bevosita hisoblash. Tajriba «klassik sxema»
shartlari bo‘yicha o‘tkazilayotgan, shu jarayonda ro‘y berishi
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mumkin bo‘lgan barcha elementar hodisalar soni » ta, shu
jumladan biror 4 hodisa m marta ro‘y beradigan bo‘lsin. U holda
A hodisaning ro‘y berish ehtimolligi ushbu nisbatga teng bo‘ladi:

P(A)="1, (1)

bunda 0 £ m £ n.
l-misol. Kub bir marta tashlanca, u tasodifan faqat bir
yog‘i bilan tushadi, ikki yog‘i bilan emas, ya'ni E, k=1; 6
elementar hodisalar juft-jufti bilan birgalikda ro‘y bermaydi:
E,NE; =£, i,j=1; 6,itj Demak, U= E UE,UE,UE,U
UE;UE, yani U to‘plam yo E|, yo E,, ..., yo E ro‘y berishi
mumkin bo‘lgan jami #» =6 ta teng imKkoniyatli elementar hodisalar

to‘plamidan iborat. Har gaysi elementar hodisaning ro‘y berish
ehtimolligi bir xil:

P(Ey)= P(Ey)=..= P(Ey) =1,

2-misol. O‘in kubi bir marta tashlanganda juft yoki toq
ragam bilan tushish hodisalari garaladigan bo‘lsa, B — «juft raqamli
tomoni bilan tushdi», C — «toq ragamli tomoni bilan tushdi»
hodisalari qaraladi. Ular kubning olti yog‘ini to‘liq o‘z ichiga
oladi. Demak, n =2 ta elementar hodisa ro‘y beradi. Ularning
ro‘y berish imkoniyati bir xil, chunki 1, 2, 3, 4, 5, 6 ragqam-
larining yarmi toq, yarmi juft. Natijalar to‘plami U = {B, C},
n =1, 2. Har qaysi hodisaning ro‘y berish ehtimolligi bir xil:
P(B) =P(C)=%.

3-misol. Natijada D — «tushgan raqamlar 3 dan kichik yoki
3 ga teng», £ — «tushgan ragamlar 4 ga teng yoki undan katta»
hodisalari kubning barcha yoglarini o‘z ichiga oladi. Demak, D va
FE ham elementar hodisalar, birgalikda U chekli to‘plamni tashkil

etadi: U={D, E}, P(D)=P(E)=1.

4-misol. {E;, Eg to‘plam (1-misol) 6 marta o‘tkazilgan
sinashlar ketma-ketligi uchun barcha natijalar to‘plami bo‘la
olmaydi, chunki bu to‘plamga sinashda ro‘y berishi mumkin
bo‘lgan E|, E,, E;, E, natijalar tegishli emas.

Ko‘p marta takrorlangan sinashlarda har qaysi natija biror
son marta takror ro‘y bera boshlashi kuzatiladi. Bu holat har
gaysi natija ehtimolligini sonli ifodalash uchun «o‘lchov birligi»
kiritishga imkon beradi. Shu magsadda garalayotgan sinashda ro‘y
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beradigan barcha natijalarning ro‘y berish ehtimolliklari yig indisi
1 ga teng, deb olinadi, u holda har gaysi X, natijaga uning ro‘y
berish ehtimolligini ifodalovchi biror nomanfiy A(X,)=p, (0£r £
£1, k=1, n) son mos keladi. Shart bo‘yicha: p, +p,+...+p, = 1.

Ko‘rsatilgan shartlarda birgalikda ro‘y bermaydigan n ta X, , ...,

X, natijalardan (elementar hodisalardan) har biri bir xil p =%

ga teng ehtimollikka ega bo‘lsin. Agar jami M marta o‘tkazilgan
sinashda X, natija m, marta ro‘y bergan bo‘lsa, uning p, ehtimolligi
giymati uchun X, elementar hodisa ro‘y bergan hollarning nisbiy

takrorligi (chastotasi), ya’ni p = qabul gilinadi. Ehtimollikni

bunday hisoblash tartibi ehtlmolhk tushunchasiga statistik
yondoshish bo‘ladi. Masalan, nishonga otilgan M =200 ta o‘qdan
= 150 tasi nishonga tekkan bo‘lsa, o‘gqning nishonga tegish

eht1molhg1 p= % =0,75 ga teng bo‘ladi.

S-misol. Ikkita tanga tashlansa, ushbu natijalardan biri ro‘y
berishi mumkin: 4, , — «Ikkala tanga gerb tomoni bilan tushdi»,
Ay — «Tangalardan biri gerbli tomoni, ikkinchisi ragamli tomoni
bilan tushdi», A, — «Ikkala tanga ragamli tomoni bilan tushdi».
GG — «Gerb—gerb tushdi», GR — «Gerb—ragam tushdi», RG
— «Ragam—gerb tushdi», RR — «Ragam-ragam tushdi» natijalarni
ham qaraylik. Misol shartlarida GG, GR, RG, RR natijalar bir

xil 1 7 gateng chtimollikka ega. 4,  natija GG bilan, A4, natija
RR b1lan bir xil, lekin A1,1 natijaga GR va RG natljalar mos.

Ularning ro‘y berish ehtimolliklari P(A2 0)=P(Ay,) = l,
P(A,;) =2 ularning yig'indisi + + + =1. Demak, bu hodi-

4
salar chekh to‘plamni tashkil etad1
‘%% Mashqlar

=>

9.6. Quyida keltirilgan sinashlarda ganday elementar hodisalar
ro‘y berishini ayting va natijalar to‘plamlarini tuzing:

1) nishon 10 ta ichma-ich joylashgan doiradan iborat bo‘lib,
ular 1, 2, 3, ..., 10 sonlari bilan ragamlangan. Nishonga qarata
o‘q uzildi;

2) ikki jamoa o‘rtasida voleybol o‘yini o‘tkaziladi;

3) domino donalaridan bittasi tavakkaliga olindi;
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4) tanga 10 marta tashlanadi.

9.7. 20 ta bir xil sharcha 1,2, ..., 20 sonlari bilan ragamlanib,
xaltaga solingan.Tavakkaliga bitta sharcha olinadi. Quyidagi
yozuvlardan qaysi biri natijalar to‘plamini ifodalaydi va nima
uchun?

1) juft son chiqdi, toq son chiqdi;

2 ) juft son chiqdi, 8 ga bo‘linuvchi son chiqdi;

3 ) toq son chiqdi, 8 ga bo‘linadigan son chiqdi;

4) olingan son 8 dan katta emas, olingan son 9 dan kichik
emas.

9.8. Tangani 10 marta tashlashdan iborat sinashda ro‘y berishi
mumkin bo‘ladigan barcha natijalar to‘plamini quyidagilar
bo‘yicha tuzing: 1) har bir tashlash natijasi; 2) gerb tomoni
bilan tushishlar soni; 3) tanga gaysi tomoni bilan ko‘proq tushgani.

9.9. Quyidagi misollarning qaysi birida ro‘y berishi mumkin
bo‘lgan natijalar to‘lig ko‘rsatilgan? 1) molni sotishdan foyda,
zarar; 2) basketbol o‘yinida yutish, yutqazish; 3) tanga uch
marta tashlanganda GGG, GGR, GRR, RRG, RRR, RGR
ning tushishi (bunda G — gerb tomoni bilan tushish, R — ragamli
tomoni bilan tushishi).

9.10. Qutida 4 ta oq va 6 ta qora shar bor. Undan tavakkaliga 2
shar olinadi. «Olingan sharlarning ikkalasi ham oq», «olingan
sharlarning ikkalasi ham qora» hodisalari natijalar to‘la to‘plamini
tashkil giladimi? Agar shunday bo‘lmasa, bu ikki hodisaga yana
ganday hodisa qo‘shilsa, natijalarning to‘liq to‘plami hosil bo‘ladi?

9.11. Nishonga garata to‘rt marta o‘q otilgan. Quyidagi hodisalar
natijalar to‘plamini tashkil etadimi: «o‘glardan birortasi ham teg-
madi», «bitta o‘q tegdi», «birorta ham o‘q xato otilmadi», «kamida
bitta o‘q tegdi»?

9.12. Uch natijali sinashga misol keltiring.

9.13. Quyidagi tasodifiy hodisalar gancha nuqtaga (elementar
hodisaga) egaligini ayting: 1) tavakkaliga olingan ikkita bir xonali
sonning yig‘indisi 10 ga teng; 2) ularning ko‘paytmasi 64 ga
teng.

9.14. Shunday sinashga misol keltiringki, unda uch elementar
hodisadan biri sinash natijasida albatta ro‘y beradigan bo‘lsin.

9.15. Bukilgan tanganing ragamli tomoni bilan tushish ehti-
molligi gerbli tomoni bilan tushish ehtimolligidan 5 marta katta.
Bu ehtimollik nimaga teng?
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9.16. Yashikda 7 ta oq va 15 ta qora shar bor. Tavakkaliga
olingan bitta sharning qora shar bo‘lish ehtimolligini toping.

9.17. Quyidagi jadval elementar hodisalar chekli to‘plamini
beradimi?

Natija X X, X | X
Ehtimollik | 0,24 {0,39(0,26(0,21

9.18. Natijalar to‘plami quyidagi jadval bilan berilgan:

Natija Xl x|l x| x| x
Ehtimollik |0,15]| 0,3 10,15]0,22]0,18

X, natija x, natijaga nisbatan necha marta ehtimolliroq?

4. Hodisalar algebrasi. Agar elementar hodisalar ehtimolliklari
ma’lum bo‘lsa, ro‘y berishi mumkin bo‘lgan turli natijalar, ularning
birlashmasi va ko‘paytmasi ehtimolligini topish mumkin.

X va Y hodisalarning birlashmasi (yig ‘indisi) deb, shu hodisa-
larning kamida bittasiga qulaylik tug‘diruvchi barcha natijalardan
iborat hodisaga aytiladi, uni XU Y orqali belgilaymiz.

X va Y hodisalar kesishmasi (ko ‘paytmasi) deb shu
hodisalarning ikkalasiga ham bir vaqtda qulaylik tug‘diruvchi barcha
natijalardan iborat hodisaga aytiladi, uni X\ Y orqali belgilaymiz.

1-misol. A — «qizil shar chiqdi», B — «oq shar chiqdi»
hodisalarining birlashmasi (yig‘indisi) AU B — «qizil yoki oq shar
chigdi», kesishmasi (ko‘paytmasi) A\ B — «ham oq shar, ham
qizil shar chiqdi» hodisalari bo‘ladi. Shu kabi A={a, b, c, d} va B=
={b, d, f} uchun AUB={a, b, c, d, f} va AN B=1{b, d} bo‘ladi.

Xva Yhodisalar ayirmasi deb, X hodisaga qulaylik tug‘diruvchi,
lekin Y hodisaga qulaylik tug‘dirmaydigan barcha natijalardan iborat
hodisaga aytiladi va u C= X\ Y orqali belgilanadi.

Agar X va Y hodisalar birgalikda ro‘y bermasa, XN Y = A&
bo‘ladi. Agar n ta hodisadan iborat {X|, ..., X} to‘plamda ixtiyoriy
ikki hodisa birgalikda ro‘y bermasa, bu hodisalar juft-jufti bilan
birgalikda bo‘lmaydigan (kesishmaydigan), bog ligmas deyiladi.
Masalan, «komanda yutdi», «komanda yutgazdi», «komanda
durang qildi» hodisalari juft-jufti bilan birgalikda ro‘y bermaydi.

Juft-jufti bilan birgalikda bo‘lmaydigan X,, X,, ..., X, hodisa-
lar birlashmasi natijalarning U to‘liq to‘plamini tashkil etsin. Bu
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holda U to‘plamni X, ..., X, hodisalarning juft-jufti bilan kesish-
maydigan gism to‘plamlariga ajratish mumkin.

X hodisa ro‘y bermaganidagina ro‘y beradigan hodisa X ga
garama-qarshi hodisa deyiladi va X («X emas») orqali belgilanadi.
Masalan, X — «juft sonli ochko tushdi» va X — «toq sonli ochko
tushdi» hodisalari garama-qgarshi hodisalardir.

Agar X hodisa uchun qulaylik tug‘diruvchi har ganday natija
Y hodisa uchun ham qulaylik tug‘dirsa, Y hodisa X hodisaning
natijasi deyiladi. Masalan, uchta kubcha tashlanganda «juft
ochkolar chiqdi» hodisasi 2, 4, 6 ragamli tomonlari bilan
tushganligining natijasidir.

—

‘ %\% Mashgqlar
9.19. Quyidagi tengliklar 4 va B hodisalarga nisbatan qanday
shartlar qo‘yilsa to‘g‘ri bo‘ladi?
1) B=(AUB)\4; 2) AU(C\B) = (AU O)\B;
3) B\A=B; 4) A\B=F, 5) A\B=B.
Javoblarni rasmlarda tushuntiring.

9.20. Agar AUB = C bo‘lsa, B = C\A4 bo‘ladi. Shu ta’kid
to‘g‘rimi?

9.21. Isbotlang: agar Bl A bo‘lsa, B = A\(A\B) bo‘ladi.

9.22. Yozuvlarning ma’nosini tushuntiring:

5 8 4 6
) Udis  2) NA4;; 3) UAyrs 4 N Ay
i=3 k=1 k=1

j=2
9.23. Hodisalar ifodasini gisgaroq yozing:

1) A,UA,U...UAg; 2) A\NA,N...NAsp;
3) A,UAU...UAss ; 4) A\NA;N...NA4,;

9.24. Ikkita o‘yin kubi tashlanib, quyidagi hodisalar qaralgan:
A — <«birinchi kub juft raqamli tomoni bilan tushdi», B — «birinchi
kub toq ragamli tomoni bilan tushdi», C — «ikkinchi kub juft
ragamli tomoni bilan tushdi», D — «kkinchi kub toq ragamli
tomoni bilan tushdi», M — «hech bo‘lmasa bittasi juft raqamli
tomoni bilan tushdi», F — <«hech bo‘lmasa bittasi toq raqamli
tomoni bilan tushdi», G — «bittasi juft va bittasi toq ragamli
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tomoni bilan tushdi», N — «birortasi ham juft ragamli tomoni
bilan tushmadi», K — «ikkalasi ham juft ragamli tomoni bilan
tushdi». Bu hodisalar ushbu hodisalarning qaysi biriga teng?

1) AUC; 2) ANC; 3) MNF, 4) GUM,

5) GNM; 6) BND; 7) MUK .

9.25. Kub uch marta tashlangan. A, — «k raqamli tomoni bilan
tushdi», bunda k£ =1; 6, hodisasi bo‘lsin. 4, va A, hodisalar ustida
U va N belgilardan foydalanib, quyidagi amallarni yozing: A —
«uch marta «2» chigqan», B — «uch marta ham «2» chigmagany»,
C — <«hech bo‘lmasa «2» chiggan», D — «hech bo‘lmasa «2»
bo‘lmagan», M — «kamida «2» chiqgan», F — «ko‘pi bilan «2»
chiggan».

9.26. Besh turdagi mikrobning ayni bir xil eritmada halok
bo‘lish-bo‘lmasligi kuzatilgan. Kuzatuvchini quyidagi hodisalar
qiziqtirgan: A — «bir turdagi mikrob halok bo‘ldi», B — «hech
bo‘lmasa bitta turdagi mikrob halok bo‘ldi», C — «kamida ikkita
turdagi mikrob halok bo‘ldi», D — «rosa ikkita turdagi mikrob
halok bo‘ldi», M — «rosa uchta turdagi mikrob halok bo‘ldi», F'—
«besh turdagi mikrobning hammasi halok bo‘ldi». Quyidagi 1—7-
hodisalar nimadan iborat, 8—9-tengliklar to‘g‘rimi? Javoblarni
so‘z bilan yozing.

1) F; 2) AUB; 3) ANB; 4) AUC; 5) BNC;

6) (DUM)UF;, 7) BNF, 8) BNF=CNF, 9) BNC=D.

9.27. Quyida ko‘rsatilgan hodisalarga qarama-qarshi hodisalarni
toping:

1) ikki kub tashlangan, A — «ikkita «6» tushdi»;

2) ichida 2 ta oq, 2 ta qizil va 1 ta ko‘k shar bo‘lgan qutidan
tavakkaliga bir shar olinsa, B — «oq shar chiqdi»;

3) nishonga garatib uch marta o‘q otilsa, C — «uchalasi ham
tegdi»; D — «hech bo‘lmasa bitta o‘q tegdi»; M — «ko*pi bilan ikki
0‘q tegdi»;

4) shaxmat bo‘yicha Murodov—Rahimov o‘yinida F'— «Muro-
dovning yutishi».

9.28. Elektr zanjiri ikki gismdan iborat (IX.1-rasm). 1-qism
ikkita bir xil elementdan iborat bo‘lib, ulardan hech bo‘lmaganda
bittasi yaroqli bo‘lsa, ishlaydi. 2-gism ham ikkita bir xil elementdan
iborat, lekin ularning ikkalasi ham yaroqli bo‘lsa, ishlaydi.

Zanjirdan tok o‘tishi uchun ikkala qgism ishlab turishi kerak. 4, —
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«l-gismning k- elementi yaroqli»
(k=1; 2).B,— <<2-qiﬁning n- ele-
menti yarogli», # = (1; 2). Quyidagi

hodisalarni 4, , B, hodisalar orqali

ifodalang: K — «1-qgism ishlayapti»,
L — «2-qism ishlayapti», M — «I-
gism ishlamayapti», N — «2-qism ishlamayapti».

9.29. A — «tavakkaliga olingan shar — oq shar», B — «tavakkaliga
olingan shar — qora shar», C — «tavakkaliga olingan shar — ko‘k
shar» hodisalarini qaraymiz. Quyidagi hodisalar nimadan iboratligini
so‘z bilan yozing:

1) AUB; 2) AUB;  3) AUG; 4) AUBUC.

9.30. Ikki mergan nishonga garata o‘q uzmoqda. A — «birinchi
mergan nishonga tekkizdi», B — «ikkinchi mergan nishonga
tekkizdi» hodisasi bo‘lsa, quyidagi hodisalar nimadan iborat
ekanligini so‘z bilan yozing:

1) AUB;  2) AUB; 3) ANC, 4) ANB.

5. Hodisalar yig‘indisining ehtimolligi.

I-misol. 50 ta sharcha 1 dan 50 gacha ragamlanib,

xaltachaga solingan. Tavakkaliga olingan sharcha nomerining 3 ga
yoki 19 ga karrali bo‘lish ehtimolligini topamiz.

Yechish. A — «olingan sharchaning nomeri 3 ga karrali»,
B — «olingan sharchaning nomeri 19 ga karrali» hodisalari bo‘Isin.
Biz AU B hodisaning ro‘y berish ehtimolini topishimiz kerak. 50
gacha bo‘lgan sonlar orasida 3 ga bo‘linuvchilar 16 ta, 19 ga
bo‘linuvchilar 2 ta. A va B hodisalar birgalikda ro‘y bermaydi,
ya’ni AN B= A Shunday qilib, jami 50 ta sondan 16 + 2 = 18 tasi

yo 3 ga, yoki 19 ga bo‘linadi. Demak, P(AUB) = % = 2% .Ava B

IX.1-rasm.

hodisalarning ro‘y berish ehtimolliklari esa P(A) =35

P(A) = % = 2—15 Xulosa: agar ANB = AEbo‘lsa, P(AUB) = P(A) +
+P(B) bo‘ladi. Umuman, quyidagi teorema o‘rinli.
l-teorema. Birgalikda ro‘y bermaydigan A va B hodisalar
AUB yig‘indisining ehtimolligi shu hodisalar ehtimolliklarining
yig ‘indisiga teng:
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P(AUB) = P(A) + P(B), bunda ANB=A (D)

Isbot. Sinash jarayonida 4 hodisa uchun a,, ..., a, natijalar,
B uchun b,, ..., b, natijalar qulaylik tug‘dirsin. 4 va B birgalikda
ro‘y bermaganligidan bu natijalarning hammasi AU B hodisa uchun
qulaylik tug‘diradi va ular orasida takrorlanadiganlari yo‘q. Bu
natijalarning ehtimolliklarini mos tartibda p,, ..., p,, va q,, ..., g,
orqali belgilaylik. AU B hodisaning ehtimolligi m + » ta natijaning
ehtimolliklari yig‘indisiga teng, ya’ni P(AUB) = p, +...+ p, + q,+
+...+¢,bo‘ladi. Lekin p, +...+p, = P(A), g, + ... + q,= P(B). Demak,

P(AUB) = P(A) + P(B).

2-misol. Mergan nishonga garata o‘q uzdi. Uning «10» likni
urish ehtimolligi 0,2 ga, «9» likni urish ehtimolligi 0,3 ga va «8»
likni urish ehtimolligi 0,4 ga teng. Kamida «8» likni urish ehtimolligi
nimaga teng?

Yechish. A — «kamida «8» likni urish» hodisasi, B —
«o‘nlikni urish», C — «to‘qqizlikni urish», D — «sakkizlikni urish»
hodisalarining birlashmasidan iborat. Bir otishda ham «8» ni, ham
«9» ni, ham «10» ni urish mumkin emas. Shunga ko‘ra B, C, D
hodisalar bir vaqtda ro‘y bermaydi: 4 = BUCUD, BNC = A&
BND 1 &£ CND = /A 1-teoremaga asosan va BUCUD =
= (BUCO)UD ligidan
P(A) = P(BUCO)UD) = A(BUC) + P(D) = P(B) + P(C) + P(D) =

=0,2+0,3+0,4=0,9
ga ega bo‘lamiz. Bu misoldan ushbu xulosaga kelamiz:

Xulosa. Agar A,, ..., A, hodisalar juft-jufti bilan birgalikda
roy bermasa, shu hodisalar birlashmasining ehtimolligi ularning
ehtimolliklari yig ‘indisiga teng:

P(A,U...UA,) = P(A) +...+ P(4). (2)
2-teorema. Harqanday A hodisa uchun ushbu tenglik o ‘rinli:
P(A)=1- P(A). A3

Isbot. ANA=/&, AUA=U va P(U)=1 bo‘lgani uchun 1-
teoremaga asosan P(U) = P(AUA) = P(A) + P(A) = 1. Bundan
(3) formula kelib chigadi.

3-misol. Ulanadigan telefon nomerlarining oxirgisi 3 ga
karrali yoki juft ragam bo‘lish ehtimolligini topamiz.
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Yechish. Umuman oxirgi ragam yo 0, yoki 1, ..., yoki 9
bo‘ladi. Ulardan har biri — elementar tasodifiy hodisa, har birining
ehtimolligi 1—10 ga teng. Ehtimolligi topilayotgan hodisani A4, oxirgi
nomerining k (k =0; 9) bo‘lish hodisasini A, desak, A=(4,, 4,, 4,
Ay, Ag, Ay, Ay) va

P(A)=P(Ay)+ P(Ay)+ P(A3)+ P(Ay)+ P(Ag) +
— 1 _7
+P(A8)+P(A9)—7xm—m

bo‘ladi.
R(A) ehtimollik bevosita 2-teorema bo‘yicha hisoblanishi ham

mumkin. A = (4,, A5, A;) bo‘lganidan P(A) = % + % + % = % :

2- teoremaga asosan P(A)=1- P(A)=1- % = % . Misolimizda

A ning ehtimolligini A4 ning ehtimolligi orqali hisoblash qulayroq

bo‘lib chiqdi.
3-teorema. Ixtiyoriy ikki hodisa uchun ushbu tenglik o ‘rinli:
P(AUB) = P(A) + P(B) - P(AN B). 4)

Isbot*. A hodisa birgalikda bo‘lmagan AN B va AN B hodi-
salardan, B hodisa esa birgalikda bo‘lmagan AN Bva A4 N B hodisa-
lardan iborat, ya’ni

A=(ANBU(ANB); B=(ANB)U(A4 NB).

Bundan:

AU B = (ANB)U(AN B)U(ANB)U(A NB) =
= (ANB)U(AN B)U(4 NB).
Bu yoyilmadagi hodisalar juft-jufti kesishmaganligidan:
P(AUB) = P(ANB) + P(AN B ) + P(A N B). (5)

Ikkinchi tomondan,

P(A) = P(ANB) + P(ANB) va P(B) = P(ANB) + P(A NB).

Shunga ko‘ra: P(4A) + P(B) = 2P(ANB) + P(ANB) +
+ P(A N B) yoki (5) tenglikka asosan, P(A) + P(B) = 2P(ANB)+
+ P(ANB) - P(ANB) bo‘ladi, bundan (4) kelib chigadi.

3-teoremani uch va undan ortiq hodisa uchun umumlashtirish
mumkin:
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P(AUBUC) = P(A) + P(B) + P(B) -

- P(ANB)- P(ANC)- P(BNC)+ P(ANBNC) (6)
va hokazo.
(g‘% Mashgqlar

9.31. Tarozida tortilayotgan lavlagining 3 kg chiqish ehtimolligi
0,46 ga, 4 kg chiqish ehtimolligi 0,31 ga, 5 kg chigish ehtimolligi
esa 0,23 ga teng. Tavakkaliga olingan lavlagining 3 yoki 4 kg chigish
ehtimolligini toping.

9.32. Ixtiyoriy to‘rtta A, B, C, D hodisa uchun P(AUBUCUD)
formulasini keltirib chiqaring.

9.33. 1- buyumning sotilish ehtimolligi 0,5 ga, 2- buyumniki 0,3
ga, 3- buyumniki 0,2 ga teng. 1) Kamida bir buyumning sotilish
ehtimolligi nimaga teng? 2) 2- yoki 3- buyumni sotish ehtimolligi-
chi?

9.34. Uch buyumdan birinchisiga talab bo‘lish ehtimolligi 0,19
ga, ikkinchisiga 0,17 ga, uchinchisiga esa 0,2 ga teng. Kamida bir
buyumga talab bo‘lish ehtimolligini toping.

9.35. P(A) va P(A NB) ehtimolliklar ma’lum. P(ANB) ni
toping.

2-§. Bog‘ligmas hodisalar

1. Bog‘ligmas tasodifiy hodisalar. Sinashlar ushbu shartlar
bilan takror o‘tkazilayotgan bo‘lsin:

1) bir sinash natijasi ikkinchisiga bog‘liq emas (erkli), ya’ni
sinashda biror 4 hodisaning ro‘y berish-bermasligi uning boshqga
sinashlarda ro‘y bergan-bermaganligiga bog‘liq emas;

2) har qaysi sinash ikki natijaga ega: A hodisa yo ro‘y beradi,
yoki ro‘y bermaydi;

3) agar sinashda A4 hodisaning ro‘y berish ehtimolligi o‘zgarmas
p songa teng bo‘lsa, ro‘y bermaslik ehtimolligi g =1 - p bo‘ladi.

Oldingi misollarda takroriy erkli sinashlar garalgan edi.
Jumladan, nishonga bir necha marta o‘q otish (bunda ikki
natijadan biri o‘rinli bo‘ladi — 0°q nishonga tegadi yoki tegmaydi);
detallarni yaroqli yoki yarogsizligi bo‘yicha takror nazoratdan
o‘tkazish; tanganing ko‘p marta tashlanishi (har tashlashda gerb
tomoni bilan tushishi yoki tushmasligi).
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Agar birinchi sinash m ta teng ehtimolli natijalarga, ikkinchi
sinash # ta shunday natijalarga ega bo‘lsa, bunday natijalardan
jami mn ta juftlik tuzish mumkin. Jumladan, 4 hodisaga birinchi
sinashning k ta a,, ..., a;, natijalari, B ga ikkinchi sinashning / ta
b,, by, ..., b, natijalari qulaylik tug‘dirsin. U holda AN B hodisaga

barcha (a;, b), i =1; k, j =1; [ juftliklar qulaylik tug‘diradi. Ular

klta. Shunga ko‘ra AN B hodisaning ehtimolligi P(A1 B) = % ga
i =k =L ya kl_ kL =
teng. Lekin P(A o P(B) = va - demak, P(AN B)

= P(A) xP(B), ya’'ni ikki A va B erkli tasodifiy hodisaning
birgalikda ro‘y berish ehtimolligi ularning har birining ro‘y berish
ehtimolliklarining ko ‘paytmasiga teng:

P(AN B) = P(A) xP(B). (1)

Agar A va B hodisalar bog‘ligmas bo‘lsa, A bilan B, A bilan

B, A bilan B hodisalar ham bog‘ligmas bo‘ladi va ushbu tenglikka
ega bo‘lamiz:

P(AU B) = P(A) + P(B) - P(A) xP(B). (2)

l-misol. Kub tashlanganda A — «uft son tushdi» va B —

«tushgan son 3 ga bo‘linadi» hodisalari bog‘ligmas ekanini isbot

gilamiz.
Yechish. Juft sonli ochkolar uchta (2, 4, 6). Demak,

P(A) :% = % Barcha ochkolar ichida 3 ga bo‘linuvchilar ikkita

(3va 6). Demak, P(B) = % = % . Juft va 3 ga bo‘linuvchi son bitta,

bu 6 soni. Demak, P(AI B):%. Natijalarga qaraganda

P(Al B) :% = % % = P(A) xP(B) tenglik bajarilmogda. Demak,

Ava B — bog‘ligmas hodisalar.

2-misol. Birinchi brigadaning rejani bajarish ehtimolligi 0,9
ga, ikkinchisiniki 0,92 ga teng. Birining rejani bajarishi ikkinchi-
sinikiga bog‘liq emas. Ulardan hech bo‘lmasa birining rejani bajarish
ehtimolligini topamiz.

Yechish. A — «l-brigada rejani bajardi», B — «2-brigada
rejani bajardi» hodisalari bo‘lsin. Rejalarni bajarishda ular o‘rtasida
bog‘liglik yo‘q. Shunga ko‘ra:

P(AUB) = P(A) + P(B) - P(A) xP(B)=0,9+0,92- 0,9 x0,92 =0,992.
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Agar A, B, C, ... hodisalar ixtiyoriy qism-to‘plami uchun uni
tashkil qiluvchi hodisalar kesishmasining ehtimolligi ularning
ehtimolliklari ko‘paytmasiga teng bo‘lsa, bu hodisalar fo ‘plam
bo‘yicha bog‘liq emas (erkli) deyiladi.

3-misol. Uch ovchi bir vaqtda va bir-birlaridan mustaqil
ravishda bir quyonga qaratib fagat bittadan o‘q uzishgan. Agar
ovchilardan aqgalli bittasi quyonga o‘q tekkizgan bo‘lsa, quyon
otilgan bo‘ladi. Har gaysi ovchining nishonga o‘q tekkizish
ehtimolligi 0,4 ga teng. Quyonning otilish ehtimolligini topamiz.

Yechish. Haqgigatda uchta erkli sinash o‘tkazilmoqgda. Har
gaysi sinash ikki natijali: quyonga o‘q tegdi, o‘q tegmadi. A, — «k-
ovchi tekkizdi», A4, — «k-ovchi tekkiza olmadi» hodisalari bo Isin,
bunda k =1; 3. Masalaning sharti bo‘yicha P(4,) = P(4,) = P(A)
=0,4. U holda P(Zl):P(Zz)zP(Z3)=1- 0,4=0,6. Biz
A,UA,UA; — «quyonga yo l-ovchi, yoki 2-ovchi, yoki 3-ovchi
0‘q tekkizdi» hodisasining ehtimolligini topishimiz kerak:

P(A4 UA UAy)=1- P(A4 UAUA;)=1- P(A NA; NA3) =
=1- P(A))xP(Ay)xP(Ay)=1-0,60,60,6 =0,784.

3-misolni yechishda garama-qgarshi hodisalarning ehtimolligidan

foydalanildi. Ba’zan bu usul hisoblashlarni nisbatan yengil

bajarishga imkon beradi. Umuman, A hodisasining » marta takror-
langan erkli sinashlarda aqgalli bir marta ro‘y berish ehtimolligini,

ya’ni PaeL’j Ay 2 ehtimollikni quyidagicha topish mumkin:

(%]
PanAk_ 1- P UAk——l PEA 74, 0=
k=1 Ek &=1 " 5

=1- P(Al)xP(AZ)X...XP(An)=1- q",

bunda har qaysi 4,, k= 1; n, hodisa uchun P(4,) = p, u holda
g=1- p.

Lekin shuni unutmaslik kerakki, hodisalarning juft-jufti bilan
bog‘liq emasligidan ularning to‘plam bo‘yicha bog‘liq emasligi kelib
chigmaydi.

r—

‘é‘% Mashgqlar

9.36. Bir qutida oq va qora sharlar, ikkinchisida ko‘k va qizil
sharlar bor. Qutilardan tavakkaliga bittadan shar olingan. A —
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«birinchi qutidan oq shar olingan» va B — «ikkinchi qutidan ko‘k
shar olingan» hodisalarning o‘zaro bog‘liq emasligini tushuntiring.

9.37. Bir vaqtda tanga va o‘yin kubchasi tashlandi. «Tanga gerb
tomoni bilan tushdi» va «Kubda «2» ochko chiqdi» hodisalarining
o‘zaro bog‘liq emasligini tushuntiring.

9.38. Ikki detal bir-birlaridan mustaqil holatda nazoratdan
o‘tkazilmoqda. Birinchi detalning yarogsiz chigmaslik ehtimolligi
0,7 ga, ikkinchisiniki 0,8 ga teng. A — «detallarning ikkovi ham
yarogsiz chigmadi», B — «ikkovi ham yarogsiz chiqdi» hodisalarining
ehtimolligini toping.

9.39. A va B hodisalar o‘zaro bog‘liq emas. 4 va B lar ham
o‘zaro bog‘liq emasligini tushuntiring.

9.40. A, B, C hodisalar o‘zaro bog‘liq emas. a) 4, B, C ;
b) 4, B, C; d) A, B, C hodisalarning ham o‘zaro bog‘liq
emasligini tushuntiring.

9.41. Bir nishonga garata uch marta o‘q uzilgan. Birinchi o‘qning
tegish ehtimolligi 0,7 ga, ikkinchi va uchinchiniki 0,6 ga teng.

1 ) Hech bo‘lmasa bitta o‘q tegishining;

2 ) rosa bitta o‘q tegishining;

3 ) rosa ikkita o‘q tegishining;

4) uchta o‘gqning ham tegishining ehtimolligini toping.

9.42. To‘plam bo‘yicha birgalikda bo‘lmaydigan ikki hodisa
o‘zaro erkli bo‘la oladimi?

9.43. Uch marta o‘q uzilganda hech bo‘Imasa birining nishonga
tegish ehtimolligi 0,992 ga teng. Bitta o‘q uzilganda uning nishonga
tegish ehtimolligini toping.

2. Shartli ehtimollik. 4 hodisa B hodisa ro‘y bergandagina ro‘y
bersin. A hodisaning B hodisaning ro‘y berishi shartida ro‘y berishini
A | B orqali belgilaymiz. 4 | B hodisa ro‘y berishining ehtimolligi
shartli ehtimollik deyiladi va u ushbu formula bo‘yicha hisoblanadi:

P(AUB)
P(B) °

P(A| B) = (P(B)>0). (D

O‘yin kubi tashlangan bo‘lsin. Har bir «1», «2», ..., «6» ragam-
ning tushish ehtimolligi % ga teng va P(«1») + ... + P(«6») =1
tenglik o‘rinlidir. U holda B — «juft ragam tushish» hodisasi

ehtimolligi P(B) =% =% bo‘ladi. Faqat juft ragam tushadigan
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bo‘lsa, u holda toq ragamlarning tushish ehtimolligi nolga aylanadi:
P(A)) =P(4;) = P(A5) =0 . Shunga ko‘ra juft ragamlar tushish
ehtimolligi biror | son marta ortadi. Masalan, «2» ochko tushish
ehtimolligi oldin P(«2») =% edi, endi | P(«2») =1 x% bo‘ladi.
Bizda R(A,) + P(A,) + ... + P(A;) =1 bo‘lganidan | R(«2») +
+ 1 R(«d») +1 P(«6») =1, yoki | (P(«2») +1 P(«4») + | P(«6»)) =
=| P(B) =1, bundan:
— 1
| = B )

Endi biror A hodisaning B hodisaning ro‘y berishi shartida
ro‘y berish ehtimolligini hisoblash masalasiga o‘tamiz. 4 hodisaga
qulaylik tug‘diruvchi natijalardan ba’zilari B ga ham qulaylik

tug‘dirishi mumkin va shunga ko‘ra ularning ehtimolligi | = 5 (1 B

marta ortadi. A ga qulaylik tug‘dirsa-da, B ga noqulay bo‘lgan
natijalar ehtimolligi nolga aylanadi. Birinchi tur natijalar AN B
hodisani tashkil giladi. U holda P(4 | B) =1 P(ANB) ga, ya’ni
(1) munosabatga ega bo‘lamiz.

1-misol. 15 yigit va 10 gizdan iborat guruhda sportchilar

8 kishi, shundan 3 tasi giz bola. Tavakkaliga bir o‘quvchi tanlangan.
B — «tanlangan o‘quvchi — sportchi», A — «qiz bola tanlangan»,

AN B — «sport bilan shug‘ullanuvchi giz bola tanlangan» hodisalari

uchun P(B) = 2%, P(A)= %, P(ANB) = 2% bo‘ladi. 4 hodisa
ro‘y bergan bo‘lsin. Bu sinashdagi barcha natijalar soni 8 ta,
lekin A uchun 3 ta natija qulaylik tug‘diradi. Demak, P(A | B) = %
(B hodisaning ro‘y berish shartida A hodisaning ro‘y berish
ehtimolligi). Kasrning surat va maxrajini 25 ga bo‘lsak:
_3_3/25_ P(ANB)
P(A|B)_§_8/25 ~ P(B)

Lekin, (1) munosabat bo‘yicha ushbu ko ‘paytirish formulasini

hosil gilamiz:

P(ANB)=P(B)xP(A|B). ©)

(3) formulani bog‘ligmas hodisalar uchun to‘g‘ri bo‘lgan
P(ANB)=P(B)xP(A) formula bilan solishtirib, bu holda
P(A|B)=P(A) bo‘lishini aniglaymiz. Shunga ko‘ra bog‘liq
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bo‘lmagan hodisalardan birining ro‘y berishi ikkinchisining
ehtimolligiga ta’sir ko‘rsatmaydi.

2-misol. Quyidagi jadvalda ikki omborga ikki sexdan
keltirilgan buyumlar miqdori ko‘rsatilgan:

1-sex 2-sex | Jami
1-ombor 1000 2000 3000
2-ombor 2000 3000 5000
Hammasi 3000 5000 8000

Tavakkaliga omborlardan biri, so‘ng shu ombordagi buyum-
lardan tanlangan. Buyumning a) 1, 2- ombordan olinganligi (4,,
A, hodisalar) va bu shartlarda 1- sexda, 2- sexda tayyorlanganligi
(B,, B, hodisalar) ehtimolliklarini; b) aynan 1-sexda tayyor-
langanlik ehtimolligi P(B,) ni topamiz.

Yechish.
000 -3, 5000 _
a) P(A1) =550 = 5> P(A2) =500 8’
P(BllAn—;ggg—l,P(BllA2>—§ggg z.

b) Tavakkaliga 1-omborni tanlash va undan olingan buyumning
1-sexda tayyorlangan bo‘lishi 4, B, hodisa, 2-omborni tanlash
va undan olingan buyumning 1-sexda tayyorlangan bo‘lishi esa
A,N B, hodisa bo‘ladi. U holda «tavakkaliga tanlangan ombordan
olingan buyumning 1l-sexda tayyorlangan bo‘lish» hodisasi B,
birgalikda bo‘lmagan A4,N B, va A,N B, hodisalar birlashmasidan
iborat bo‘ladi va

P(B))=P(A NB)+P(A,NB)=P(A)XP(B, | A4)+

+ P(Ay)*P (B | 4). “4)
Bunga ko‘ra P(Bl)-3 Ly §%=§.

2-misolning tahlilida ohngan (4) munosabat to‘la ehtimollik
Jformulasi deb ataluvchi ushbu umumiy formulaning xususiy ko‘ri-
nishidan iborat:

P(A)= P(X)xP(A| X})+..+ P(X,)xP(A| X,), (5)

bunda U=X,U..UX,, X;NX; =/ i
317

www.ziyouz.com kutubxonasi



To‘la ehtimollik formulasi ko‘rinishlardan biri ushbu Bayes
Jformulasidir:

P(Xy )P (AlXy) ' ©)
P(X))P(AIX] )+ +P(X, )P (AX,)
(6) munosabatni isbot gilish uchun
P(ANX,) = P(X)xP(A] X)) = P(A)xP(X, | A)
bo‘lishini e’tiborga olish yetarli.
3-misol. Omborga 1- sexdan 2000 ta detal, 2- sexdan 3000
ta detal kelgan. Lekin 1- sex o‘rta hisobda 0,2% yarogsiz, 2- sex
esa 0,1% yarogsiz detal beradi. Tasodifan olingan bir detalning
yaroqgsiz bo‘lish ehtimolligini topamiz.
Yechish. A, — «asodifan 1- sex detali olingan», A4, —

«tasodifan 2- sex detali olingan», B — «yaroqgsiz detal olingan»
hodisalarining ehtimolliklarini topamiz:

P(A)=308=0,4, P(4)=30=0,6,

P(B|A1)—100—0 002, P(B|A2)—100 0,001,

P(Xy|A)=

(5) formulaga ko‘ra

P(B)=P(A))xP(B|A))+P(Ay)xP(B|4y) =
=0,4>0,002 +0,6>0,001 =0,0014.
4-misol. 3-misolda tasodifan olingan buzuq detal 1- sexda
tayyorlangan (A4,| B hodisa) va 2- sexda tayyorlangan (4,| B
hodisa) bo‘lishi ehtimolliklarini topamiz.
Yechish. Bayes formulasidan foydalanamiz:

PCA | B) = 5 )xpf)z;fjl)>xfz()fj4él>)xP<BlAz) P(AI;’X(P;;M -
:% » 0,57,
P(Ay | By = ZRLE) - D00, 0,43
‘%\% Mashgqlar

9.44. 100 ta elektr lampochkasidan 4 tasi nostandart ekani
ma’lum. Bir vaqtda tavakkaliga olingan 2 ta lampochkaning
nostandart bo‘lib chiqgish ehtimolligini toping.
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9.45. n = 50 ta tayoqchaning har biri kalta-yu-uzun ikkiga
bo‘linadi. Hosil bo‘ladigan 27 = 100 bo‘lakdan ikkitasi olinib, yangi
tayoqcha tayyorlanadi. Yangi tayoqchaning xuddi avvalgining o‘zidek
bo‘lish ehtimolligini toping.

9.46. Qutida 10 ta qizil, 6 ta yashil, 14 ta ko‘k shar bor.
Tavakkaliga ikkita shar olinadi. 1) A, — «qizil shar olinmagani
ma’lum, olingan ikkala shar ko‘k» bo‘lishining; 2) A, — «ko‘k shar
olinmagani ma’lum, olingan ikkala shar qizil» bo‘lishining; 3) A; —
«yashil shar olinmagani ma’lum, olingan sharlar har xil rangda»
bo‘lishining ehtimolligini toping.

9.47. Birinchi qutida 30 ta, ikkinchisida 50 ta, uchinchisida 20
ta konfet bor. Birinchi qutidagilarning 80% i, ikkinchi qutidagilarning
70% i, uchinchi qutidagilarning 50% i yumshoq. Tavakkaliga olingan
bitta konfetning yumshoq bo‘lib chiqgish ehtimolligini toping.

9.48. Birinchi dastgohda 0,2%, ikkinchisida 0,3%, uchinchisida
0,5% yarogsiz detal tayyorlanishi ma’lum. Birinchi dastgohdan
4000 ta, ikkinchisidan 8000 ta, uchinchisida 3000 ta detal kelgan
va aralashtirilgan. Ulardan tavakkaliga olingan detallarning yaroqsiz
bo‘lib chiqish ehtimolligini toping.

9.49. Nishonga bog‘ligsiz ravishda to‘rt marta o‘q uzilgan.
Otuvchining har otishida nishonga tegish ehtimolligi 0,6 ga teng.
Oldingi uch otishdan nishonga tekkiza olmaslik va to‘rtinchi otishda
nishonga tekkizish ehtimolligini toping.

9.50. Motor ulanganda p ehtimollik bilan ishlay boshlaydi:
1) ikkinchi ulashda motor ishlay boshlashining; 2) motorni ishga
tushirish uchun ikkitadan ortiq ulashlar talab gilinmasligining
ehtimolligini toping.

9.51. Hodisaning shartli ehtimolligi hodisa ehtimolligi kabi
quyidagi xossaga ega ekanini isbot qiling: ixtiyoriy A va B
hodisalar uchun 0 £ P(A | B) £ 1.

9.52. Ko‘paytirish teoremasini (1- teoremani) uchta, to‘rtta,
..., k ta hodisa uchun umumlashtiring.

9.53. Agar P(A | B) = P(A) bo‘lsa, P(A) x P(B | A) = P(A) x
P(B) bo‘lishini tushuntiring.

9.54. 1- omborda 1- buyumdan 20 ta, 2- buyumdan 12
ta, 2- omborda 1-buyumdan 30 ta, 2- buyumdan 10 ta bor.
Ixtiyoriy tartibda ikki ombordan biri tanlangan va undan tavakkaliga
bir buyum olingan. Uning 1- buyum bo‘lish ehtimolligini toping.
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9.55. Birinchi dastgohning yarogsiz detalni tayyorlash ehti-
molligi 0,01 ga, ikkinchisiniki 0,02 ga, uchinchisiniki 0,03 ga
teng. Dastgohlarda ishlangan detallar bir qutiga solinadi. Birinchi
dastgohning unumdorligi ikkinchisinikidan 3 marta Kkatta,
uchinchiniki ikkinchisinikidan ikki marta kam. Tavakkaliga olingan
detalning yarogsiz bo‘lib chiqish ehtimolligini toping.

3. Bernulli formulasi. A hodisaning ehtimolligi » ga teng bo‘lsin.
Agar sinash ma’lum shartlar asosida » marta erkli takrorlangan
va ulardan m martasida 4 hodisa ro‘y bergan bo‘lsa, m/n nisbat
A hodisaning ro‘y berish chastotasi (takrorlanishi) deyiladi.
Kuzatishlar shuni ko‘rsatadiki, agar sinash ko‘p marta takrorlansa
chastota n ga bog‘liq bo‘lmagan holda p ga yaginlashadi. Masalan,
o‘yin kubi ko‘p marta tashlansa, «3» ochkoning tushish ehtimolligi
deyarli 1/6 ga teng bo‘ladi. Umuman, ehtimollik tushunchasi
chastotaning bargarorligi qonuniyatlariga asoslanadi. Bu masala
oliy matematika kurslarida batafsil o‘rganiladi.

l1-misol. n =235 marta erkli sinash o‘tkazilgan va unda A
hodisaning ro‘y berish ehtimolligi p = 0,6 bo‘lsin. Natija A A44 A
tartiblangan to‘plam ko‘rinishda bo‘lish ehtimolligini topamiz.

Yechish. O‘rin almashtirishda A hodisa m =2 marta, 4 esa
n - m =3 marta takrorlanmoqda. Har qaysi 4 harfini 0,6 bilan, A
harfini 1 - 0,6 = 0,4 bilan almashtiramiz. Izlanayotgan ehtimollik
g™ =0,62x0,4%» 0,02 bo‘ladi.

Umuman, ehtimolligi p ga teng A hodisaning n marta o ‘tkazilgan
erkli sinashda m marta ro‘y berish ehtimolligi p™q™ ™ ga teng bo ‘ladi,
bunda g =1 - p.

Teorema. A hodisaning ehtimolligi p ga teng va bu
hodisaning n marta takrorlangan erkli sinashda m marta ro‘y berish
ehtimolligi P, . bo‘lsin. U holda

’ Pun =Ci'p"q" " (1)
Bernulli formulasi o ‘rinli bo ‘ladi.

Isbot. » marta o‘tkazilgan erkli sinashlardan m tasida A
hodisa ro‘y bersin. Sinashlarning har bir shunday natijasi m ta A
harfi va n - mta A harfidan tuzilgan takrorli o‘rin almashtirishlar
bo‘ladi. Lekin ularning umumiy soni
P _(mtn-m)! _  nl  _ ~m

(mn=m) ="y \(n-m)! ~ m\(n-m)! "
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ga, bitta o‘rin almashtirishning ehtimolligi esa p™g™ ™ ga teng
bo‘ladi. Shunga ko‘ra va bunday o‘rin almashtirishlar juft-jufti
bilan birgalikda bo‘lmaganligidan izlanayotgan ehtimollik (1) tenglik
ko‘rinishida bo‘ladi.
2-misol. Tanga n = 100 marta tashlanganda «G» (gerb)
tomoni bilan m =8 marta tushish ehtimolligini topamiz.
Yechish. Bir marta tashlanganda «G» tomoni bilan tushish

ehtimolligi p :% ga teng. U holda ¢=1- p :% boladi va (1)
formula bo‘yicha

8 [1)\8
_ 8 (1) 1)} _ 100999807:96:959493 ., 1 -2
Fs: 100 = Cio0 (E) x(i) T 185698 5100 25407,

{g‘% Mashgqlar

9.56. 1) (1) formuladan foydalanib, n =5, m=2 va p=0,2
holi uchun P, ehtimollik giymatini toping.

2) O‘yin kubi 20 marta tashlanganda «1» ochkoning 5 martadan
ortiq tushmaslik ehtimolligini toping.

9.57. O‘yin kubi 12 marta tashlanganda 3 ga karrali ochkolarning
(ragamlarning) uch martadan ko‘p, lekin 6 martadan kam tushish
ehtimolligini toping.

9.58. Sakkiz asbobdan har birining buzilish ehtimolligi 0,7 ga
teng:

1) rosa uch asbobning buzilish ehtimolligini toping;

2) asboblarning hammasining buzilish ehtimolligini toping;

3) hech bir asbobning buzilmaslik ehtimolligini toping.

9.59. Sinashda A hodisaning ro‘y berish ehtimolligi 0,2 ga teng.
Sinash 6 marta takrorlangan. 4 hodisaning ko‘pi bilan uch marta
ro‘y berish ehtimolligini toping.

9.60. A hodisa 0,2 ehtimollik bilan ro‘y beradi. Sinash 10 marta
mustaqil ravishda takrorlangan. Shu jarayonda A4 hodisaning;:

1) rosa uch marta;

2 ) ko‘pi bilan uch marta;

3) uchtadan ko‘p marta;

4) hech bo‘lmasa 1 marta, lekin ko‘pi bilan 5 marta ro‘y
berishining ehtimolliklarini toping.

4. Geometrik ehtimolliklar. Ehtimollik nazariyasida shunday
masalalar uchraydiki, ular hatto mazmunan sodda bo‘lsa-da,
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ularni yechishda yuqorida keltirilgan mulohazalar va formulalardan
foydalanish yo noqulay, yoki uning iloji bo‘lmaydi. Kvadratga
tashlangan nuqtaning unga ichki chizilgan doiraga tasodifan
tushish ehtimolligini topish bunga oddiy bir misol. Bunday hollarda
ba’zan ehtimollikning geometrik ta rifi, ya’ni hodisa ehtimolligini
hisoblashning geometrik usulidan foydalanish mumkin. Geometrik
ehtimollik quyidagicha ta’riflanadi: biror kesmaga (yuzaga yoki
hajmga ega bo‘lgan biror geometrik shakl ichiga) nuqta tasodifan
tashlangan. Shu nuqta kesmaning (geometrik shaklning) biror
qismiga tushish ehtimolligi deb, qism uzunligining (yuzining,
hajmining) kesma uzunligiga (shakl yuziga, hajmiga) nisbatiga
aytiladi. Agar gism bir necha bo‘lakdan iborat bo‘lsa, bu bo‘laklar
uzunliklarining (yuzlarining, hajmlarining) yig‘indisi olinadi.
Geometrik ehtimollik oldingi bandlarda kiritilgan ehtimollikka
o‘xshash. Masalan, 1) nuqtaning berilgan geometrik shakl ichiga
tushish ehtimolligi 1 ga teng, uning qismi uchun esa bu ehtimollik
1 dan kichik; 2) agar X va Y gismlar umumiy nuqtalarga ega
bo‘lmasa (kesishmasa), P(XUY) = P(X) + P(Y) bo‘ladi. Shuning-
dek, boshqga tushunchalar, qo‘shish va ko‘paytirish, to‘la ehtimollik
va Bayes formulalari geometrik ehtimollik uchun ham o‘rinli.

1-misol. Radiusi R bo‘lgan doira ichiga radiusi » bo‘lgan
kichik doira chizilgan. Katta doiraga tasodifan tashlangan nuqtaning
kichik doiraga tushish ehtimolligini topamiz.

Yechish. A — «tasodifan tashlangan nuqta kichik doiraga
tushdi» hodisasining ehtimolligi kichik va katta doiralar yuzlari
nisbatiga teng:

o -2 -(af

2-misol. Nuqgta o‘lchamlari 3 dm, 4 dm, 5 dm bo‘lgan to‘g‘ri
parallelepi ped ichiga tashlangan.Nuqtaning parallelepiped ichidagi
tomonlari 1 dm bo‘lgan kub ichiga tasodifan tushish ehtimolligini
topamiz.

Yechish. A4 — «nuqta kub ichiga tushdi» hodisasi bo‘lsin.
Sinash natijalariga mos nuqtalar parallelepiped ichida tekis
tagsimlangan bo‘lsin. U holda A4 hodisaning ro‘y berish ehtimolligi

kubning o‘lchamiga proporsional va P(A4) = VVk—“bl bo‘ladi. Bizda
paral.
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Vi =1dm?, ¥, =3%4x5=60 dm’. U holda P(4) =2 » 0,017
bo‘ladi.
‘g‘% Mashqlar

9.61. Geometrik ehtimollik hodisa ehtimolligining ushbu asosiy
xossalariga ega ekanini tushuntiring: 1) har ganday A4 hodisa
uchun 0 £ P(A) £ 1 bo‘ladi; 2) P(U) =1, P(&E) =0; 3) agar ANB=
= /£ bo‘lsa, P(AUB) = P(A) + P(B) bo‘ladi.

9.62. Minalar to‘g‘ri chiziq bo‘ylab har 10 m da qo‘yib chigqilgan.
Kengligi 3 m bo‘lgan tank shu to‘g‘ri chiziqqa perpendikular
kelmoqgda. Uning portlab ketish ehtimolligi ganday?

9.63. R radiusli aylanada A nuqta belgilangan. Aylanaga
tavakkaliga tashlangan B nuqta uchun AB = R/2 bo‘lib qolish
ehtimolligini toping.

9.64. Doira ichiga teng yonli to‘g‘ri burchakli uchburchak
chizilgan. Doiraga tavakkaliga tashlangan nugtaning uchburchakka
tushish ehtimolligini toping.

9.65. 9.64-masalani doira ichiga muntazam uchburchak chizilgan
hol uchun yeching.

9.66. Radiusi R ga teng doira ichiga kvadrat chizilgan. Doiraga
tavakkaliga tashlangan ikki nuqtaning kvadratga tushish ehtimol-
ligini toping.

9.67. x va y haqiqiy sonlar | x | <4, | y | <6 bo‘lish sharti bilan
tavakkaliga tanlandi. Bu ikkala sonning musbat bo‘lish ehtimol-
ligini toping.

9.68. Kub ichiga shar chizilgan. Kubga tavakkaliga tashlangan
nuqgtaning sharga tushish ehtimolligini toping.

9.69. Shar ichiga tetraedr chizilgan. Tavakkaliga shar ichiga
tashlangan nuqtaning tetraedr ichiga tushish ehtimolligini toping.

3-§. Matematik statistika elementlari

1. Boshlang‘ich ma’lumotlar. Birgina kuzatish (tajriba, sinash)
ham tekshirilayotgan obyekt hagida bir gancha ma’lumot berishi
mumkin. Lekin u ko‘p sonli hodisalarning tabiatini to‘laroq ochish
va xulosalar chiqarishga yetarli bo‘la olmaydi: tajriba bir xil sharoit
va shartlarda ko‘p marta takror o‘tkazilishi kerak. So‘ng topilgan
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natijalarning o ‘rfacha giymati hisoblanadi, o‘rtacha qiymatning
hagiqgatga qanchalik yaqinligi, ya’ni anigligi garalayotgan obyektdagi
ayrim belgilarning o ‘zgaruvchanlik darajasi va boshqa belgilar bilan
aniglanadi. Endi to‘plangan sonli ma’lumotni matematik ishlash
zarur bo‘ladi. Uning umumiy usullarini matematikaning sohalaridan
matematik statistika beradi (inglizcha statistic, lotincha status — holat).
Undan fizika, kimyo, biologiya, muhandislik, astronomiya,
igtisodiyot va boshqa sohalarda, xususan, detallarni ishlashda
texnologik jarayon rejimini aniqglash, ishlab chigarishni rejalash-
tirish, miqdoriy belgilar orasida mavjud bog‘lanishlarning ifodalarini
(empirik formulalarni) tuzish kabilarda foydalaniladi. Matematik
statistika hisoblashlarida ehtimollik nazariyasi keng qo‘llaniladi.

2. Arifmetik o‘rtacha giymat va o‘rta kvadratik chetlanish. Mate-
matik statistika hodisalarni fagat ma’lumotlar orqali izohlaydi. Ma’lu-
motni matematik ishlashdan kuzatilgan asosiy magsad
o‘lchanayotgan X kattalik gabul gilgan x; tasodifiy (empirik)
giymatlarning x arifmetik o‘rtacha qiymati va s o‘rta kvadratik
chetlanishni (xatolikni), shuningdek, boshqa zarur belgilarni, jum-
ladan, har qaysi x; giymatning nisbiy takrorlanishini aniglashdan
iborat. O‘rta kvadratik chetlanish tajribada topilgan x, giymatlarning
o‘rtacha giymatdan qanchalik yagin-uzoq, uning atrofida ganchalik
zich joylashganligini xarakterlaydi. Masalan, s qancha kichik bo‘lsa,
x,qiymatlar X o‘rtacha giymat atrofida shunchalik zich joylashgan
bo‘ladi, bu esa x; giymatlar x izlanayotgan aniq giymatga yaqin
ekanini, o‘lchashlar aniqroq bajarilganini ko‘rsatadi. Demak, s =0
da x;= a arifmetik o‘rtacha qiymat X ning aniq giymati bo‘ladi.

X migdor » marta mustagqil ravishda o‘lchangan, natijada uning
X, giymati n, marta, x, giymati n, marta, ..., x, qiymati n, marta,
Jjami & xil empirik giymati n; + n,+...+n,=n, k£ n marta ro‘y bergan
bo’lsin, bunda #; son x; qiymatning fakrorlanish soni. U holda:

1) arifmetik o‘rtacha giymat:

— _ mxyptmxyt..tnp Xy
i " ; (D

2) x; qiymatlarning x arifmetik o‘rtacha giymatdan e, = x, -
- X, =X- X, .., =X, - x chetlanishlari, so‘ng s o‘rta
kvadratik chetlanish tagriban hisoblanadi, bunda agar o‘lchashlar
bir necha marta takrorlangan, ya’ni » qiymati kichik bo‘lsa,

2 2 2
) nlel +n1e2 +...+n,ey
» 2 , (29
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ko‘p sonli takror o‘lchashlarda, ya’ni » ning katta qiymatlarida:

2 2 2
nie; +nie; +...+n,€e
2,1 2 iy %

n(n-1)

3) x; giymatning nisbiy takrorlanishi (kasr son yoki % larda):

W(x) =7 3)

Tajriba jarayonida biror x; giymat ro‘y bergan bo‘lmasa, ya’ni

n,;=0 bo‘lsa, uning takrorlanishi W(x,) =0, barcha natijalar faqat

shu giymatdan iborat bo‘lsa, uning takrorlanishi W, =1 bo‘ladi,

shu jarayonda x; dan boshqa giymatlar ham hosil bo‘lgan bo‘lsa,
0 < Mx,) <1 bo‘ladi. Umuman, 0 £ W(x,) £ 1 ga ega bo‘lamiz.

3. Taqsimot jadvali, gistogramma, poligon. Ko‘pincha tajriba
jarayonida turli giymatga ega sonlar ketma-ketligi hosil bo‘ladi.
Hisoblashlarni ixcham va tartib bilan bajarish maqgsadida
giymatlarni o‘sib borish tartibida joylashtiriladi, ya’ni empirik
tagsimot ko‘rinishida yoziladi. Bu # son katta bo‘lganda juda qulay
bo‘ladi. Shu magsadda:

1) barcha x; giymatlar o‘sib borish tartibida joylashtiriladi. Bu
giymatlar juda ko‘p bo‘lsa, ular ichidan ixtiyoriy ajratib olinganlari
— variantalar tartiblanadi. Variantalar » ta bo‘lsin;

2) tagsimot kengligi, ya’ni eng katta va eng kichik qiymatli
variantalar x,_ . - X, ayirmasi topiladi, ularning oralig‘i teng
uzunlikka ega bo‘lgan N ta intervalga ajratiladi va intervallarning
| uzunligi hisoblanadi:

— *max -~ *min
| = o Tnin (1

Jami variantalar soni # ta bo‘lsa, intervallar soni NV quyidagicha
olinishi mumkin:

n N

25—40 5-6

40—60 6—7
60—100 7—10
100—200 10—12
200 va undan ortiq 12—20;
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3) har bir intervalga nechta (n;) varianta to‘g‘ri kelishi (ya’ni
x; hodisaning ro‘y berishlar soni) aniglanadi va W; = %’ nisbiy
takrorlanish hisoblanadi. Barcha ma’lumot jadvalga yozib boriladi.
Bu jadval intervallar uzunligi bilan takrorlanishlar orasidagi bog‘-
lanish, ya’ni tasodifiy miqdorning empirik tagsimotini ifodalaydi.

4) ayoniylik uchun jadval grafik usulda, jumladan, poligon
yoki gistogramma ko‘rinishida beriladi.

Poligon: abssissa (tasodifiy giymatlar) o‘qining (X,; Xpin)
gismi uzunliklari bir xil ( | ) bo‘lgan N ta intervalga ajratiladi,
intervallarning o‘rtalarida n, yoki W, ga proporsional ordinatalar
o‘tkaziladi va uchlari to‘g‘ri chiziglar bilan tutashtiriladi. Siniq
chiziq hosil bo‘ladi (IX.2-rasm).

Gistogramma: absissa o‘qida ajratilgan har bir interval ustiga

. . . W .
balandliklari n,, W, yoki I—’ bo‘lgan to‘g‘ri to‘rtburchaklar yasa-

ladi. (yunoncha histos — mato, polygonos — ko‘pburchak) (IX.3-
rasm).

l-misol. Uyumdan tavakkaliga ketma-ket 30 gism paxta
olinib, ulardagi tolaning X uzunligi o‘lchangan va ushbu x,,
i=1; 30, (sm larda) giymatlar topilgan: 2,11; 2,10; 2,12; 2,13;
2,09; 2,18; 2,10; 2,20; 2,11; 2,26; 2,17; 2,26; 2,10; 2,24; 2,13;
2,12; 2,27; 2,12; 2,16; 2,19; 2,26; 2,25; 2,18; 2,22; 2,24; 2,28;
2,17; 2,21; 2,23; 2,21. Tolaning X uzunligi o‘rtacha giymatini
topamiz va uning aniqligini baholaymiz.

1-misolga qaytaylik. Unda x_. =2,28, x_. =2,09, n =30, N=

max > “'min

=5, 1 =(2,28 - 2,09) : 5=0,038, | uchun 0,03 ni olamiz.

Inter- Interval Hodisalar Nisbiy takrorlanish,
val Ne chegaralari soni, n; W,=n, /n
1 2,09—2,12 9 9/30=0,3
2 2,13—2,16 3 0,1
3 2,17-2,20 6 0,2
4 2,21-2,24 6 0,2
5 2,25—2,28 6 0,2
Jami: 30 1,0
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2-misol. Tayyorlangan ko‘p sonli valiklardan ixtiyoriy 200
tasi olinib, diametrlarining belgilangan o‘lchamdan e, chetlanishlari
tekshirilgan va bu chetlanishlar - 20 mk dan +30 mk gacha jami
78 xil qiymatga ega ekanligi aniglangan. Chetlanishlarning empirik
jadvalini tuzamiz, poligon va gistogrammasini yasaymiz (chetla-
nishlar intervallarga tagsimlangan holda jadvalda keltirilgan).

Yechish: 1) e, chetlanishlar tagsimot jadvali quyidagicha bo‘ladi:

|
|
|
(|
[
(|
(|
1|

-20-15-10-50] 5 1

IX.2-rasm. 200 valikning tashqi

L1,
15202530 ¢ mk

Inter- Interval Interval Takror- Nisbiy
val chegaralari o‘rtasi lanish takrorlanish

1 -20 dan - 15 gacha -17,5 7 0,035

2 -15dan - 10 gacha -12,5 11 0,055

3 - 10 dan - 5 gacha -7,5 15 0,075

4 -5 dan 0 gacha -2,5 24 0,120

5 0 dan 5 gacha +2,5 49 0,245

6 5 dan 10 gacha +7.,5 41 0,205

7 10 dan 15 gacha +12,5 26 0,130

8 15 dan 20 gacha +17,5 17 0,035

9 20 dan 25 gacha +22,5 7 0,035

10 25 dan 30 gacha +27,5 3 0,015

Jami: 200 1,000

A W(ei) 1
W,- " n O mk 4
005~ {—

-20-15-10-5

510 1520 2530 e,mk

IX.3-rasm. 200 valikning diametrlari
bo‘yicha tagsimot gistogrammasi.

diametrlari bo‘yicha tagsimot poligoni.
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2) 200 valikning tashqi diametrlari chetlanishlari bo‘yicha
tagsimlanish poligoni va gistogrammasi quyidagi chizmalarda
tasvirlangan (IX.2-rasm, IX.3-rasm):

4. Bosh to‘plam, tanlanma to‘plam. x ning gabul qilishi mumkin
bo‘lgan barcha qiymatlari to‘plami bosh fo ‘plam, bosh to‘plamdan
ixtiyoriy tartibda ajratib olingan » ta giymatdan iborat to‘plamni
tanlanma to ‘plam deb ataladi.

Ko‘p sonli tajribalarda olingan sonli ma’lumotlar bosh to‘plami
va tanlanmaning arifmetik o‘rtacha giymati hagiqatda bir xil bo‘ladi.

Arifmetik o‘rtacha giymatdan e; chetlanishlarning algebraik
yig‘indisi nolga teng va istalgan x; sonning a; chetlanishlari algebraik
yig‘indisining absolut giymatidan kichik:

de =a(x;-x)=0, ée,-£|é1(x—x0)|=|éa,-|. 2)
Hagigatan ham:
€ :Xl-)_C a; =X - Xy
€ =Xy - X ay; =Xy - X
22 2 L2 2~ Xo
e, =Xx,-X ay =X, - Xg

de =nx-nx=0; &a; =nX-nxg=n(x-xq), [a;30;
Se; £(Sa ;|

(2) tenglikka garaganda arifmetik o‘rtacha qgiymatning @
o‘rtacha xatoligi nolga tengdir. Bu tenglik eng kichik chetlanishlar
prinsipini ifodalaydi.Undan amaliy hisoblashlarda keng foydalaniladi.

3-misol. Bir maydondagi ekin tuplarining X soni besh marta
takror sanalib, birinchi marta 7706 ta, so‘ng 7721, 7687, 7688,
7718 ta hisoblangan. X ning x taqribiy giymati va undan e,
chetlanishlarni topamiz.

Yechish. X =(7706+7721 + 7687 + 7688 + 7718) : 5=7704;
e, =7706 - 7704 = +2; e, = 7721 - 7704 = +17; e, = 7687 -
-7704 =-17;
e, = 7688 - 7704 =-16; e,= 7718 - 7704 = +14;

2+417-17- 16414 _
=0

Agar x ning giymati sifatida x emas, balki x; lardan ixtiyoriy
biri olinganda, chetlanishlar (xatolik) ko‘payib ketadi. Masalan,
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shu magsadda x, gabul gilinsa, chetlanishlar va o‘rtacha xatolik

quyidagicha bo‘ladi:

a,=7706 - 7721=-15; a,=7721- 7721=0; a,=7687- 7721 =-34;
a,=7688 - 7721 = -33; a;=7718 - 7721 =-3;

Eng kichik kvadratlar prinsipi: x arifmetik o‘rta giymatdan e,
chetlanishlar kvadratlarining yig‘indisi ixtiyoriy x, qiymatdan a,
chetlanishlar kvadratlarining yig‘indisidan kichik:

ae’<ga’. ©)

Bu prinsip amaliy hisoblashlarda keng qo‘llaniladi.
4-misol. 3-misol shartlaridan foydalanib, x va x, larga nis-
batan (3) tengsizlikning to‘griligini tekshirib ko‘ramiz.

Yechish. ge =(+2)% +(+17)? +(-17)% +(- 15)? +(+14)* =1034;
ga? =(-15)% +0? +(-34)2 +(-33)2 +(-3)2 =2479; ael <aal

O‘rtacha kvadratik xatolikning % larda hisoblangan

w = i: x100% 4)

nisbiy kattaligi X tasodifiy miqdorning variatsiya koeffitsiyenti
deyiladi.

S-misol. Bir detalning / (sm) uzunligi ikki xil asbob bilan
besh martadan o‘lchanib, quyidagi natijalar olingan:

I asbob bilan: / =12,9; 12,8; 12,9; 12,9; 12,8;

II asbob bilan: / =12,6; 12,8; 13,1; 12,8; 13,2.

Detalning / taqribiy uzunligi, o‘rtacha va o‘rta kvadratik xato-
ligi hisoblansin. Qaysi asbob bilan anigroq natija olingan?

* -
° . / I asbob bilan topilgan natijalar-
12,8 12,9 ning joylanishi.
° ! II asbob bilan topilgan natijalar-
12,6 12,8 13,1 13,2 ning joylanishi.

IX.4-rasm.
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Yechish. Iasbob bilan:

7 =64,3:5=12,86 (sm), & = 30.04+2%-0,06) _

5 0,

5-1 12,86
II asbob bilan:

[ =64,5:5=12,9 (sm), &= '0’3'2>0’;+0’2+0’3 =0,

2 2
s7, :\/3>0,04 +2x-0,06) » 0,057, Wy :mxloo% »0,43%.

2 2 2
- 2%,1+0,2
ST =\/( 097201027403 0 236, wyy » 1,8%.

Birinchi asbob bilan topilgan giymatlar o‘rtacha giymat atrofida
zichroq joylashgan (IX.4-rasm). Demak, I asbobning aniqligi katta.

r—

‘é\% Mashgqlar

9.70. 60 ta zotli sovligning har biridan (3 yilda) quyidagicha
qo‘zi olingan:

54624633545 452 454264
4 3543544547645435443
45544345416547546456
Tasodifiy miqdorning tagsimot jadvalini, tagsimot gistogrammasi
va poligonini yasang.
9.71. b burchak 10 marta takror o‘lchanib, quyidagi natijalar
olingan:
65°360¢12d 65°36006; 65°356G86 65°36046 65°36064

65°3609¢ 65°3603d 65°3608d& 65°35G4% 65°36024¢

b o‘rtacha giymatni va uning s(b) o‘rta kvadratik xatoligini
toping.

9.72. Zarrachaning m massasini aniglash magsadida u 20 marta
takror o‘lchangan va ushbu natijalar olingan:

4,781 4,779 4,782 4,771 4,764 4,795 4,775 4,7674,7894,778

4,769 4,772 4,764 4,772 4,791 4,792 4,791 4,7744,7894,776
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Massaning taqribiy giymatini toping va aniqligini baholang.

9.73. Tekshirishda 18 ta kasallangan qo‘ylar qonida leykotsitlar
soni (I mm3 da ming dona) quyidagicha bo‘lgan:

14,4; 16,8; 16,4; 22,1; 15,2; 23,8; 15,4; 18,9; 24,6;

11,8; 15,6; 17,8; 16,8; 19,6; 22,8; 17,2; 20,6; 18,8.
Qo‘ylarda o‘rta hisobda leykotsitlar soni gancha bo‘lgan va uning
aniqgligini baholang, grafik tasvirini bering.

Takrorlashga doir mashqlar

9.74. Ikkita o‘yin kubi tashlangan. Tushgan ochkolar (sonlar)
yig‘indisining 8 ga teng bo‘lishi ehtimollirogmi yoki 10 ga teng
bo‘lishimi?

9.75. Xaltada 1, 2, 3, ..., 9 sonlari bilan belgilangan 9 ta bir
xil shar bor. Xaltadan tavakkaliga uchta shar ketma-ket olinadi va
sharchalarning nomeri tartib bilan yozib qo‘yiladi (olingan
sharchalar xaltaga qaytarilmaydi). Shu jarayonda 171 va 197
sonlarining paydo bo‘lish ehtimolliklarini toping.

9.76. Xaltada 1 dan 9 gacha sonlar bilan ragamlangan 9 ta bir
xil sharcha bor. Tavakkaliga 6 sharcha olingan va olinish tartibida
tizilgan. Agar: 1) sharchalar olingandan so‘ng yana xaltachaga
gaytarib solinsa; 2) qaytarib solinmasa, 374521 sonining tizilish
ehtimolligini toping.

9.717. «Parallelogramm» so‘zidagi harflar qirqib olinib, har gaysi
harf bitta sharchaga yopishtirilgan va bu sharchalar bir xaltaga
solib aralashtirilgan. So‘ng xaltadan sharchalar tavakkaliga ketma-
ket olindi. O‘sha so‘zning qaytadan paydo bo‘lish ehtimolligini
toping.

9.78. Xaltada «a», «b», «d», «e», «f> harflari bilan belgilangan 5
ta sharcha bor. Unda tavakkaliga ketma-ket uch sharcha olinib,
har safar ularning harfi yozib olingandan so‘ng xaltaga gaytarib
solinadi. Shu jarayonda birorta ham harfning ikki marta takror-
lanmaslik ehtimolligini toping.

9.79. 9.78-mashq shartlarida tuzilayotgan yozuvda hech qaysi
ikki go‘shni o‘rinda bir xil harf bo‘Imaslik ehtimolligini toping.

9.80. Qutidagi jami 11 ta lotereya biletidan 6 tasi yutugli. Qutidan
tavakkaliga olingan 3 ta biletning yutugli bo‘lish ehtimolligini toping.

9.81. «Matematika» so‘zining harflari yozilgan kartochkalar
ixtiyoriy tartibda tizilgan. Bunda uchta «a» harfining qatorasiga
joylashish ehtimolligini toping.
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9.82. «Lola» so‘zidagi harflar oldin girgilgan, so‘ng ular tavak-
kaliga bir qatorga tizilgan. Shu so‘zning gaytadan hosil bo‘lish
ehtimolligini toping.

9.83. Qutida 30 ta shar bo‘lib, ulardan 20 tasi oq, 10 tasi
gora. Tavakkaliga: 1) oq sharni; 2) qora sharni; 3) har xil rangli
ikki sharni qutidan chigarish ehtimolliklarini toping.

9.84. Qutida 15 ta yashil, 12 ta qizil va 8 ta ko‘k shar bor. Ular
ichidan tavakkaliga: 1) 3 ta yashil, 2 ta qizil, 3 ta ko‘k sharni
olish; 2) 1 ta yashil, 5 ta qizil va 2 ta ko‘k sharni olish
ehtimolliklarini toping.

9.85. Uch otishdan hech bo‘lmasa birining nishonga tegish
ehtimolligi p =0,8. Bir otishda nishonga tegish ehtimolligini toping.

9.86. Obyektni yo‘q qilish uchun bir bombaning nishonga
tegishi yetarli. To‘rt bombadan har birining obyektga tegish
ehtimolligi mos ravishda 0,2; 0,3; 0,4; 0,5 ga teng. Hech bo‘lmasa
bitta bombaning obyektga tegish ehtimolligini toping.

9.87. Bir otishda nishonga tegish ehtimolligi 0,6 ga teng. Besh
marta bog‘ligsiz ravishda otish bo‘lgan. Hech bo‘lmasa ikkita
o‘gning nishonga tegish ehtimolligini toping.

9.88. Do‘konda to‘rt turdagi a, b, d, e nomli konfetlar sotiladi.
O‘nta konfetni necha xil usul bilan tanlash mumkin? Tanlangan
o‘nta konfetning hammasi 1-tur bo‘lishi ehtimolligini toping.

9.89. Bemorda ikkita H, va H, kasallikdan biri bo‘lishi mumkin,
deb gumon qilinadi. Gumonlarning o‘rinli bo‘lish ehtimolliklari
p(H,)=0,6, p(H,) =0,4. Tashxis qo‘yish magsadida gilingan analiz
natijasida reaksiya ijobiy yoki salbiy bo‘lishi mumkin. H, holda
reaksiya ijobiy bo‘lish ehtimolligi 0,9 ga, H, uchun esa 0,5 ga teng.
Analiz ikki marta o‘tkazilgan va ikki marta ham reaksiya salbiy
bo‘lib chiggan (4 hodisa). Har bir kasallikning ehtimolligini toping.

9.90. Telefon orqali so‘zlashuv navbatida 5 chaqiriq bor. Har
bir chaqirigda so‘zlashuv ehtimolligi 0,8 ga teng. Ikkitadan ortiq
so‘zlashuv bo‘lish ehtimolligini toping.

9.91. 770 soni 2, 5, 7, 11 dan iborat tub bo‘luvchilarga ega.
770 soni 1 va 770 ning o‘zi bilan birgalikda qancha bo‘luvchiga
ega? 770 sonining tavakkaliga olingan bo‘luvchisi tub sondan iborat
bo‘lish ehtimolligini toping.

9.92. 9.91-masalada garalayotgan son 2210 bo‘lsa-chi?
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X BOB

CHIZIQLI ALGEBRA
ELEMENTLARI

1-§. Matritsalar va determinantlar

1. Matritsalar. Hozirgi paytda fanning ko‘plab sohalari
(hisoblash matematikasi, fizika, iqtisodiyot va h. k.) da o‘zining
keng tatbiglarini topayotgan matritsalar nazariyasi elementlari bilan
tanishamiz.

Matritsa deb, biror tartibda joylashtirilgan sonlarning to‘g‘ri
to‘rtburchak ko‘rinishidagi jadvaliga aytiladi. Bu sonlar shu
matritsaning elementlari deyiladi. Odatda matritsalar gavs yoki ikkita
vertikal chiziq ichiga olib yoziladi. Masalan, 20 dan kichik barcha
tub sonlardan quyidagi matritsani tuzish mumkin:

& 3 5 76 H
&1 13 17 199 11 13 17 19

Bu matritsa 2 ta satr va 4 ta ustundan iborat bo‘lganligi uchun
2" 4 o‘lchamli matritsa deyiladi.

Umuman, m ta satr va »n ta ustunli to‘g‘ri to‘rtburchakli
matritsa m ta satr va n ta ustunli matritsa yoki m’ n o ‘lchamli matritsa
deb ataladi.

n" n o‘lchamli matritsa kvadrat matritsa, n son esa shu kvadrat
matritsaning fartibi deyiladi. Masalan, bir xonali natural sonlardan
tuzilgan 3" 3 o‘lchamli

yoki

d 2 36
9456%
§789B

matritsa uchinchi tartibli kvadrat matritsa, bir xonali juft natural
sonlardan tuzilgan 2" 2 o‘lchamli

a 40
& 8o
matritsa ikkinchi tartibli kvadrat matritsa, bitta sondan tuzilgan
(15) matritsa esa birinchi tartibli kvadrat matritsadir.
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Ba’zan faqat bitta satrga (ustunga) ega bo‘lgan matritsalar
bilan ham ish ko‘rishga to‘g‘ri keladi. Bunday matritsalar satr-
matritsalar (ustun-matritsalar) deyiladi. Masalan, 1" 5 o‘lchamli

(3 V2 7 0 J2)

matritsa satr-matritsa, 3" 1 o‘Ilchamli

®&/50
(; -
¢ 78j
&%
matritsa esa ustun-matritsa bo‘ladi.

Matritsani umumiy holda yozish uchun uning elementlari ikkita
indeksli biror harf bilan, masalan, a; j bilan belgilanadi; bunda
birinchi indeks mazkur element turgan satr nomerini, ikkinchi
indeks esa ustun nomerini ko‘rsatadi. Masalan, 4" 5 o‘lchamli
matritsa umumiy holda quyidagicha yoziladi:

&y dp a3 dig 450
gaﬂ Ay Gy Ay G :

a3y 43z 43z d3q d3s+
§a41 Ay Qg3 A4y Q59

Ba’zan matritsa bitta harf orqali belgilanadi. Masalan, elementlari

ai=1,2,j=1,2)bo‘lgan @1 92 2 matritsani A harfi bilan,
20 42g

@ by b0
elementlari b;; bo‘lgan %b,; b,, b,; matritsani esa B harfi

by by by

bilan belgilasak:
. @ by b;36
_a& apo -
4= 8021 an ;’ b= 9b21 by bx :
gbﬂ by by
ko‘rinishda bo‘ladi.

m’ n o‘lchamli ikkita 4 va B matritsaning mos elementlari teng,
ya’ni a;; = bl.j (i=1,2, .., m j=1, 2, .., n) bo‘lsa, 4 va B
matritsalar teng deyiladi va A = B ko‘rinishda belgilanadi. Masalan,
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. J25 30
1 2 8, 24-'
e g gl 2 35

Har ganday matritsalar uchun «kichik», «katta» munosabatlari,
shuningdek, har xil o‘lchamli matritsalar uchun «tenglik»
munosabati ma’noga ega emas.

Umuman, matritsalardan turli hisoblashlarni bajarishda foydala-
niladi. Xususan, ular ustida turli almashtirishlarni bajarish orqali
tenglamalar sistemalarini nisbatan oson yechish mumkin. Bu hagda
keyinroq to‘xtalamiz.

Endi matritsalar ustida bajariladigan amallar bilan tanishamiz.

Matritsalarni qo ‘shish. Har xil o‘lchamli matritsalar uchun
go‘shish amali aniglanmaydi. Bir xil m” n o‘lchamli ikkita A va B
matritsalarning yig‘indisi deb, elementlari A va B matritsalar mos
elementlari yig‘indisiga teng bo‘lgan m” n o‘lchamli matritsaga
aytiladi.

I-misol. A= ge ; 4212 va B = (51 jﬁ) matritsalar yig‘indi-

sini topamiz.
Yechish.A+B=(_1 2)+('1 ) (2+()+1% 33

5 4
_(0 0
0 0/
A va B matritsalarni qo‘shish natijasida barcha elementlari 0
ga teng bo‘lgan matritsa hosil bo‘ldi.

Barcha elementlari nollardan iborat bo‘lgan matritsa nol-matritsa
deyiladi va O harfi bilan belgilanadi:

a 0 0 . 0

S0 0 0 .. 0-
(; 0
0= .
€ 0 0 .. 0p

m’ n o‘lchamli nol-matritsa bilan m n o‘lchamli har qanday
A matritsaning yig‘indisi 4 matritsaga teng:

A+O=A.

m’ n o‘lchamli har qanday 4 matritsaning har bir elementini
unga garama-qarshi songa almashtirishdan hosil bo‘lgan matritsa
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- A bilan belgilanadi. A va - A matritsalar garama-qarshi matritsalar
deyiladi. Ular uchun A4 + (- A) = O tenglik o‘rinlidir.

Bir xil m" n o‘lchamli A, B va C matritsalar uchun quyidagi
tasdiglar o‘rinli:

1) A+ B= B+ 4;

2)A+(B+(C)=(A+ B) +C.

Matritsalarni qo‘shish amaliga nisbatan teskari amal — matritsa-
larni ayirishni qaraymiz. Har biri m" n o‘lchamli bo‘lgan 4 va B
matritsalar uchun B + C = A tenglik o‘rinli bo‘lsa, C matritsaning
¢ elementlari ¢, =4a- b, ; tenglik bo‘yicha aniglanadi. C matritsa
A va B matritsalarning ayirmasi deyiladi va A - B ko‘rinishda
belgilanadi.

@B 45 & 106_a-24-15-06_esel 3 506
&1 235 83 4 55 &1-32-43-55 &2 -2 -2

Matritsani songa ko ‘paytirish. m" n o‘lchamli A matritsaning
hamma elementlarini al R songa ko‘paytirishdan hosil bo‘ladigan
matritsa A matritsaning a songa ko ‘paytmasi deyiladi va ad yoki
Aa ko‘rinishda belgilanadi.
@ 20_a8x 3x206_a8 606
o4 B3 34 9 125

Matritsani songa ko‘paytirish ta’rifidan va sonlar ustidagi
tegishli amallar xossalaridan har biri m" n o‘lchamli bo‘lgan A4 va
B matritsalar hamda har ganday a, b haqiqiy sonlar uchun
quyidagi tengliklar o‘rinli bo‘lishi kelib chigadi:

3) (a +b)A=aAd + b4,

4) (ab)A = a(bA);

5) a(4A + B) =aA + aB;

6) 1 x4 = A.

Matritsalarni ko ‘paytirish. 1" k o‘lchamli 4 satr-matritsa va k" 1
o‘lchamli B ustun-matritsa berilgan bo‘lsin:

&by 6

A=(ay ap .. ay), B=nT

&1 o
1" k o‘lchamli A satr-matritsaning k" 1 o‘lchamli B ustun-
matritsaga ko‘paytmasi deb, shu matritsalar mos elementlari
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ko‘paytmalarining yig‘indisiga teng bo‘lgan 11 o‘lchamli
matritsaga, ya’ni

AB=a by +apb,y, +... +a,by,

songa aytiladi:

@110

(a;; ap .. alk)”? ;—011b11+012b21 ~Fapb
bklﬂ
x40

4-misol. (2 -3 1)x§3:=2><(—4)+(—3)x3+1x1:_16,
15

m’ k o‘lchamli A matritsa va kK n o‘lchamli B matritsaning,
ya’ni birinchisining ustunlari soni ikkinchisining satrlari soniga
teng bo‘lgan A va B matritsalarning ko ‘payfmasi deb, har bir ¢, ;
elementi birinchi ko‘paytuvchining i-satrini ikkinchi ko‘pay-
tuvchining j-ustuniga ko‘paytirishdan hosil qilinadigan m" n
o‘lchamli C'=AB matritsaga aytiladi.

Ao
5-misol. A=%27, B=(7 3 9) bo‘lsa, A Bva BA matritsa-
5
larni topamiz.
aslo ax] 1x3 196 & 3 96
Yechish. AB=55x7 3 9=0x7 253 2x9-=214 6 18-.
312) §3><7 3x3 3><9t21 19 27(2!
o
BA=(7 3 9)827=7x+32+93=40.
35

6-misol] & 20zl -20_ax+2X-3) Tx-+2x75_ad 09
83 1@%—3 o 83x1+1>< 3) 3x- 2)+1><7g 80 o
7-misol.

ad 2 306 ad 30 aé><1+2><5+3><0 X3 +2x7+3x16 aél 206
1 3 2 ><5 7_— 1><1+3><5+2><0 1><3+3><7+2><1_ 16 26_.
éO 1 25 &0 1p éOXI+1><5+2><O 0x3+1x7+2xlg éS 9%
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m n o‘lchamli A va k" p o‘lchamli B matritsa uchun n! k
bo‘lsa, AB ko‘paytma ma’noga ega bo‘lmaydi.

Matritsalarni ko‘paytirish amali o‘rin almashtirish xossasiga
ega emas (5-misol), lekin guruhlash va tagsimot xossalariga ega:

1) A(BC) = (AB)C;

2) (A+ B)C=AC+ BC.

Matritsalarni ko‘paytirish amali bir nechta ko‘paytuvchilar
bo‘lgan hol uchun ham of‘rinli bo‘lishi mumkin. Masalan,
o‘lchamlari mos ravishda m" n, n k, k" ¢ bo‘lgan A, B, C
matritsalar uchun ABC ko‘paytma quyidagicha aniglanadi:

ABC = (AB)C.

Matritsalarni ko‘paytirish amalining aniqlanishidan ko‘rina-
diki, A matritsani o‘z-o°ziga ko‘paytirish amali kvadrat matritsalar
uchungina bajarilishi mumkin.

A matritsa n-tartibli kvadrat matritsa bo‘lsin. A4 %4 X..x4
k marta
ko‘paytma (bu yerda kI N, k > 1) A matritsaning k-darajasi
deyiladi va A bilan belgilanadi:

AF = AxAx..xA.
k marta

Bundan tashgari, har ganday A matritsaning 1-darajasi o‘ziga
teng deb qgabul qilinadi, ya’'ni

A'=A.

I 1
-1 1

si) va kubi (uchinchi darajasi)ni topamiz.
Yechish. A? =( 1 l)x( 1 1) :( I - 1 1x1+1x1) -

8§-misol. 4= matritsaning kvadrati (ikkinchi daraja-

1 L ST Rl T B I P
_{0 2).
=\-2 0/
3_ 42,40 2 I 11_(0-2 0+2)\_(-2 2
AT = AT A= 0)*(-1 1)‘(-2-0 -2+o)—(-2 -2)-

Agar ko‘paytuvchilardan biri nol-matritsa bo‘lib, ko‘paytma
ma’noga ega bo‘lsa, ko‘paytirish natijasida nol-matritsa hosil
bo‘ladi, lekin ko‘paytmada nol-matritsa hosil bo‘lishi uchun
ko‘paytuvchilar orasida albatta nol-matritsa mavjud bo‘lishi shart
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emas. Masalan, nolmas A:aE1 09 va B:a@ Og matritsalar
& o9 & 1z

uchun AB= O tenglik o‘rinli.

Matritsalarni ko‘paytirish amaliga nisbatan teskari amal mavjud
emasligini, ya’ni matritsalar uchun bo‘lish amali qaralmasligini
eslatib o‘tamiz.

Matritsani transponirlash (lotincha — transponere — o ‘rin almash-
tirib qo ‘yish). m” n o‘lchamli A matritsa berilgan bo‘lsin:

A aj . Ay O
A=%90 an .. 4y 7
gaml A2 - Aung

A matritsani transponirlash deb, uning satr va ustunlari nomer-
larini o‘zgartirmay, satrlari va ustunlarining o‘rnini almashtirib
yozishga aytiladi.

A matritsani transponirlash natijasida #” m o‘lchamli matritsa
hosil bo‘ladi. Uni 47 bilan belgilaymiz:

&y dy .. 4y 0
AT = galz ay - Amy T
galn yp - A B

. 1 4 3 a -lo .
9-misol. A= bo‘lsa, 47 =¢c4 5 +bo‘ladi.
@
Matritsani transponirlash amalining xossalarini keltiramiz:
ANT=A; (A+B)T=AT+BT, (1 AT=1AT, (AB)T=BTxAT,

—

‘é‘% Mashqlar

10.1. Uchta zavodning har biri beshta har xil turdagi mahsulot
ishlab chigarayotgan bo‘lsin. i-zavod (i =1, 2, 3) tomonidan yil
davomida ishlab chiqarilgan j-tur (j = 1, 2, 3, 4, 5) mahsulot
miqgdorini g, ; bilan belgilaymiz. Zavodlarning yillik ishlab chigarishi
haqgidagi hisobotni 3" 5 o‘lchamli matritsa ko‘rinishda yozing.

10.2. Barcha elementlari 1 ga teng bo‘lgan 1" 4 o‘lchamli 4
satr matritsani va barcha elementlari 0 ga teng bo‘lgan 4" 1
o‘lchamli B ustun matritsani yozing.
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10.3. Birinchi satrida faqat 3 lar, ikkinchi satrida esa faqat 4
lar turadigan 2° 5 o‘lchamli C matritsani yozing.

10.4. Amallarni bajaring:

I) (03 45+3214);

2) 2189)-( 45 30);

3) 34 5 6 7)+4x48 9 10 11);
4) 2x1 3 2 8)-3x2 3 9 11).

10.5. Barcha elementlari - 3 ga teng bo‘lgan uchinchi tartibli
kvadrat matritsa bilan barcha elementlari 4 ga teng bo‘lgan uchinchi
tartibli kvadrat matritsaning yig‘indisini toping.

10.6. Qo‘shishni bajaring:

a2 lo, a -106,

Vg ooty 1

ad 2 30 a8 2 1o
2) 4 5 62+% 5 47,
& 8 oF & 38 73

@ 00 1loa 3 4 56
3) 8120 1;36 7 8 97

345 6. g0 11 12 132

§7 8 9 105 &4 15 16 174

& 000 05a@ 000 06

0 0 00076 100 07
4) €0 0 4 0 0I+0 0 1 0 O

0 00 0 0-¢O 00 1 0+

0 0 0 0 45 & 0 0 0 1
10.7.AgarA=§ 2 _zgvaBzgﬁ’ ? igbo‘lsa,

1) A+B; 2)B-A;, 3)2A+4B; 4)3A- 2B ni toping.

16, ) zel 3 46, 222 3 49

10.8. Amallarni bajaring: 3>§§ 1= ><8 29 1 ><8 12 1=
a a - 2
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10.9. Agar

@® 1 26 el 2 36
1) A=€3 0 2%, B=S-1 0 0% vaA+3C=5B;
13; &0 o0 45

el 1 26 ad -1 1o
2) A=¢0 0 37, B=% 0 27 va24+5C=4B5B,
104; &1 345

a 2 306 & -2 06
3) A=0 0 07, B=S3 0 03 va34+4C=5Bbo‘lsa,
& 145 &0 1 23
C matritsani toping.
Yechish. 3) 34 +4C = 5B matritsaviy tenglamaning har ikki

tomoniga - 34 matritsani qo‘shib, 4C = 5B - 34 tenglamaga va
bundan,

el _4 .96
@7 -16 -96 c 4 4=
4C=815 0 O0IgayokiC=¢L 0 07 gaegabola-
§9 2 .25 £9 1 1z
g 4 2 20
miz.
0
10.10. Agar A=(1 3 5) va B=2" bo‘lsa, AB va BA
matritsalarni toping. 2
o
10.11. Agar A=%27va B=(2 3 10) bolsa, AB= BAtenglikni
tekshiring. 2
) &2 00
1012, 4=3 0 180 0 B_¢'3 2% bo'lsa, AB va BA
& 1 03

115
matritsalarni toping.
_[cosa sina _([cosb sinb
10.13. A_(sina cosa) va B_(sinb cosb) (bu yerda

al R) matritsalar uchun AB = BA tenglik bajarilishini ko‘rsating.
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10.14. Ko‘paytirishni bajaring:

@ log 0o, y B So@ 20
&4 3580 25° 86 15 & - 45’
a 2 3bel -2 -36 aélloadOOo
3)9451;x9-1-3-4_ 4 @ 1 250 1 1Z;
§1215§:1 2 §123z§001g
a@bc?aéac? 880612603800}’6—;0
5y Se b asl b bi:6) € (f 0 e b
él 1 15@1 ¢ ap g-b-d 0 f+ge ¢ 0 -a
ec -e -f Oged -b a Og
N )
a@llogé 2 8 2 2 29
N o 3@ s B g | ek
§1 05 o &

a0 16

10.15. 4= S 05 va E = g(i) Og matritsalar berilgan. 42=- E,

E? = F tengliklar o‘rinli ekanligini isbotlang.
10.16. Amallarni bajaring:

2

aé 1 16 By 5 1 ;
1) &0 0I; 2 25 3) 5 4
éo igpe & 1 &1 2g 83 4@

10.17. 4 -3 12 va B -2 02 bo‘lsa, A 3 + B 3 matritsani
& 0p & 1

toping.
el 1o .
10.18. 1) P(x) = 2x2 - 5x ko‘phad va 4 S5 matritsa
berilgan. P(A) =2A4%- 5A ni toping;

2) P(x) =7 - 5x +6 ko'phad, A=¢ (1)0 va E = g?;

matritsalar berilgan. P(A) = A% -
342

54 + 6 E ni toping.
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10.19. A T matritsani toping, bunda

A6
. _C .+ aé) lo
7]
® 10 0
a 0 26 c =
K = B 2 1o 0 01 0
4)A_§21 i iI N A= 345 O A7 o 1=
e €001 0g
a 23 76 8% f ; 22
7) A:§4 5685 8 A= V4
b2 0o ga b g d;

10.20. Matritsani transponirlash amalining xossalarini

2¢ 36
A= @ 20 va B = 5 + matritsalar misolida tekshirib ko‘ring.
& 4g & 4g

2. Kvadrat matritsaning determinanti (/ofincha «determinans»
— aniglovchi). Biz ikkinchi va uchinchi tartibli determinantlar
hamda ularning asosiy xossalari bilan tanishmiz.

Bu bandda ixtiyoriy # natural son uchun #- tartibli determinant
tushunchasini aniglash usulini garab chigamiz.

n- tartibli 4 kvadrat matritsa berilgan bo‘lsin:

&l dpp .. 41,0
A= (}azl ay ... azn: (1)
ganl py - Au g

n=1,n=2, n=3 va n=4 bo‘lgan hollarni alohida-alohida
garab chiqaylik:

a) n=1 bo‘lsin. U holda birinchi tartibli kvadrat matritsaga,
ya’ni a,, songa egamiz. Bu matritsaning determinanti g, songa
teng deb hisoblanadi;

b) n =2 bo‘lsa, ikkinchi tartibli

a8 ap0 Q)
20 A0 g
kvadrat matritsa hosil bo‘ladi. (2) matritsaning determinanti deb,
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ap ap

=apay - aya
ay  ay|” A9 4214

songa aytiladi;
d) n =3 bo‘lsa, uchinchi tartibli

o a;p a0

éaﬂ dyp a7 Q)
a3 43y 4y g

kvadrat matritsa hosil bo‘ladi. (3) matritsaning determinanti deb,
a4 a3

ayy 4y 4
az; 4z 4z

- a11ayassy +apa)as ta)aya; -
- a3axd3) - dp1dppdzz - dzpd)dy

soniga aytiladi;
g) n =4 bo‘lsin. U holda to‘rtinchi tartibli

& A a3 4140

A=80n dyn a3 ayT @)
a3 axp a3 a3

g A4y Q43 Ay g

kvadrat matritsaga ega bo‘lamiz.

Uchinchi tartibli determinantlar yordamida, (4) matritsaga
to‘la aniglangan son — to‘rtinchi tartibli determinant mos qo‘yilishi
mumkin. Bu quyidagicha amalga oshiriladi.

(4) matritsada ixtiyoriy bir elementni tanlab, shu element
turgan satrni va ustunni o‘chiramiz. O‘chirilmay qolgan elementlar
0‘z joylashuvini saglagan holda, uchinchi tartibli kvadrat matritsa
hosil giladi. Shu kvadrat matritsaning determinanti tanlangan
elementning minori deyiladi. g, ; elementning minori M, ; ko‘rinishida
belgilanadi.

M;; sonini (- 1)™ soniga ko‘paytirishdan hosil bo‘lgan son q;
elementning algebraik fo ‘ldiruvchisi deyiladi va A, ; bilan belgilanadi.
Ta’rifga ko‘ra

A= 1)"+fMl.j .

& 20 5 15
1-misol 82 4 4 8: matritsa berilgan. M,, va A,, ni
S ¢l 43 7% gan. My 4
& -39 3
topamiz.
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Yechish. a;; =9 elementning minorini va algebraik to‘l-
diruvchisini topish talab gilinmoqda. M,; ni topish uchun
matritsadagi to‘rtinchi satrni va uchinchi ustunni o‘chiramiz:

B 20 5 150
Q 44 8
G1 4 3 7%
& .39 3

O‘chirilmay qolgan elementlardan hosil bo‘ladigan uchinchi
tartibli kvadrat matritsaning determinanti:

5 20 15
2 4 8|=-80.
1 4 7

Bundan M,; =-80 va A,; = (- )*** M, = 80 hosil qilinadi.
(4) matritsal’ling determinanti deb, anAll + 012A12 + a13A13 +

+a,4 A;4 songa aytiladi. (4) matritsaning determinantini

apn ap 413 4
4| = azy dyp 4y dp
azp a4z dzz Az
aq dgy 443 Ay

ko‘rinishda belgilaymiz. U fo rtinchi tartibli determinant deb ataladi.

Ixtiyoriy A kvadrat matritsaning determinanti | 4| yoki detA
ko‘rinishda belgilanishini eslatib o‘tamiz.

Ikkinchi tartibli determinantlar xossalari ixtiyoriy n-tartibli
(n 3 3) determinantlar uchun ham o‘rinlidir. Shu xossalarni
keltiramiz.

1. Agar determinantda satrlari mos ustunlari bilan o ‘rin
almashtirilsa, uning giymati o ‘zgarmaydi, ya’ni

ay ap e Ayy apy ajy e Ay
azy Ay ... Gyp| |92 Ay - dpp|,
a,1 4y ... Quu ay, a4y, ... 4y,

2. Ikki satr (yoki ustun)ning o ‘rnini almashtirish natijasida
determinantning ishorasi qarama-qarshi ishoraga o ‘7garadi, absolut
qgiymati esa o ‘zgarmaydi, ya’ni
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ap apn e Adip [4U) ap e Adipy
azy 4y .. Ayp|-_|d22 431 ... dppf.
ay1 4y2 ... Quy ay,1 4y2 ... Quy

3. Ikkita bir xil satrli (yoki ustunli) determinant nolga teng.

4. Satrdagi (yoki ustundagi) barcha elementlarning umumiy
ko ‘paytuvchisini determinant belgisidan tashqariga chiqarish mumkin:

| ap | aypp ... [ a]n ap [4U) aln
ar  4xn - Gp| =) x921 4922 - A2pf,
apl Apy - Apy Ay Aup2 - dpy

5. Agar biror satrning (yoki ustunning) barcha elementlari nolga
teng bo‘Isa, determinant nolga teng bo ‘ladi.

6. Agar determinantning biror satri (yoki ustuni) elementlariga
boshqa satrning (boshqa ustunning) bir xil | songa ko ‘paytirilgan
mos elementlari qo ‘shilsa, determinant o 7 qgiymatini o ‘zgartirmaydi:

ap app ... 4y ap +| ay, Q... A,
ay ayp .. Gy|-|ay *tlay, ay . ay|
a,| Quy ... Ay, a, tla,, a,, .. a,,

7. Determinantni o Zining ixtiyoriy i- satri elementlari bo ‘yicha
yoyish mumkin:
D=aj A tapdipp .. tauAy.

520515
2-misol. ? j g g determinantni hisoblaymiz.
0090

Yechish. To‘rtinchi satrda noldan fargli bo‘lgan bitta son
turibdi. Shu sababli determinantni hisoblashda to‘rtinchi satrdan
va 7- xossadan foydalanamiz:

—_—
()]

520 5

20 5 15 55 15
2.4 4 Blogx-* |4 4 §|+0x-D*2|2 4 §|+
14 37 4 3 7 1 3 7
00 9 0
346
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5 20 15 52 5
Ox-D*32 4 g|+0x-DMH[2 4 4=
1 4 7 1 4 3

=0+0+9x-1)x-80)+0=720.

To‘rtinchi tartibli determinant tushunchasi uchinchi tartibli
determinant tushunchasi orgali aniglandi. Xuddi shu kabi,
beshinchi tartibli determinant tushunchasi to‘rtinchi tartibli
determinant orqgali, oltinchi tartibli determinant esa beshinchi
tartibli determinant orqali va umuman #- tartibli determinant (#n-
1)- tartibli determinant orqali aniglanadi. Bunda elementning
minori va algebraik to‘ldiruvchisi tushunchalari xuddi n=4 bo‘lgan
holdagidek ta’riflanadi.

520 5 15 1
2 4 4 8 3
3-misol. |1 4 3 7 2| determinantni hisoblaymiz.
0 0 9 0 1
0O 0 0 0 2

Y echish. Beshinchi satrda nollar va 2 soni turibdi. Shu sababli
beshinchi tartibli determinantni hisoblashda aynan shu satrdan
foydalanish qulaydir:

A0 520 5 15
L4 3 7 2[=2x-D"42 7 3 B1=2:020=1440.
0 0 0 0 2
4-misol. Quyidagi determinantni hisoblaymiz:
-1 -2 1 461
{1 3 0
D=l 2 1 4
31 -2 -1

Yechish. Birinchi satrga - 1 ga ko‘paytirilgan uchinchi satrni
go‘shamiz (6- xossa):

S14(-2) =242 1+(-1) 4+(-4)| |-3 0 0 0
o=| 1 3 0 6 [_|1T 3 0 6
2 2 1 4 2 -2 1 4
3 1 -2 -1 301 -2 -1
347
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Oxirgi determinantning birinchi satrida uchta nol mavjud, shu
sababli determinantni hisoblashda shu satrdan foydalanish ishni

osonlashtiradi:

30 6
21 4
1 -2 -1

D=(-3)x- !

Mashgqlar

E

10.21. Determinantni hisoblang:

1)‘38
49

1 sin a
sin a 1

3

; 3)

—_—O =

a 4 9

-3x39=-117.

2 3 1 11
4 1|15 4 (2 4 6|
21 3 58

10.22. A=60 3 27 matritsa berilgan.|A|, M,, va A, ni toping.

& 4 55
10.23. Determinantni hisoblang:

2 -1 3 -1
I -2 4

Do 2 -1 3 2)

3)

5)

10.24. A=¢,

satridan foydalanib, detA ni hisoblang.

348
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a 2 36
10.25. det(AB)=detA xdetB tenglik o‘rinli ekanligiga 4 = EO 5 0

7 0 9
a 3 06 ?
va B=20 0 3. matritsalar misolida ishonch hosil qgiling.
12 35

am+bp an+bq
cm+dp cn+dg

yoyish bilan soddalashtiring.

10.26. determinantni qo‘shiluvchilarga

3. Teskari matritsa. n-tartibli kvadrat matritsa

&l 4 ... 4y, 0
QCIZI ay ... a2n_
ganl dpy - Ayy ﬂ

ning bosh diagonali a,,, a,,, ..., a,, dagi barcha elementlar 1 ga,
golgan elementlar esa 0 ga teng bo‘lsa, bu matritsa birlik matritsa
deyiladi va F harfi bilan belgilanadi. Ushbu

A 0 06
Ezg(l) (1)°vaE 60 1 0%
0 0 1y

matritsalar mos ravishda ikkinchi va uchinchi tartibli birlik
matritsalardir.

Birlik matritsa alohida ahamiyatga ega: istalgan n- tartibli 4
kvadrat matritsani » tartibli £ birlik matritsaga ko‘paytirish natijasida
A matritsaning o‘zi hosil bo‘ladi, ya’ni AE = A.

Agar n-tartibli 4 va B kvadrat matritsalar uchun 4B = E tenglik
o‘rinli bo‘lsa, B matritsa A4 matritsaga feskari matritsa deyiladi.

Agar B matritsa A matritsaga teskari matritsa bo‘lsa, A matritsa
B matritsaga teskari matritsa bo‘lishini, ya’ni B4 = E tenglik ham
bajarilishini isbotlash mumkin.

A matritsaga teskari matritsani 4 ! bilan belgilash gabul gilingan.

A= o 29 matritsa uchun A~ = ( L- 2) matritsa teskari

83 15 -3 7
matritsadir (qarang, 1-band, 6-misol).
349
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Boshlanishi

agy dap 0130
A=6ay ay ay~
31 43 A3 g

&l Ap A130
B= 9A21 Azz A23
eA31 Az g

A ! mavjud emas l
&l Ay Az 0
B"=CA,, Ay, A7)
&A13 Ay, Az

l

Al =L xpT
A

Ha Yo‘q

X.1-rasm.

Berilgan kvadrat matritsaga teskari matritsani topish algoritmini
quyidagi sxema ko‘rinishida ifodalaymiz (misol sifatida, uchinchi
tartibli kvadrat matritsani qaraymiz, X.1-rasmga qarang).

a 1 -lo

l-misol. A4=% 1 07 matritsaga teskari matritsani
. & -1 15

topamiz.

Yechish. Berilgan matritsaning determinantini topamiz:

11 -1
|AI=[2 1 0|=1+2+1-2=2.
1-11

| A | =2 bo‘lganidan A matritsaga A ! teskari matritsa mavjud.
Uni tuzish magsadida A4 matritsa elementlarining algebraik
to‘ldiruvchilarini topamiz:
350
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+ 1 O . + 1 ‘1 .
All :(-1)1 1{_1 l‘zla A2] =(-1)2 1){_1 1‘:0,

PR RS TR e 20l
Ay =(-1) {10‘—% Ap =(-1) {11‘—-%
w2 Jl-1 . _ 21 -1{_ 4.
,422=(-1)22{1 1‘:2, ,432_(-1)32{2 0‘_-2,
3421 ) 3 J1 1 :
A13=('1)13>{1_1‘=-3, A23=(—1)23>{1_1‘=—2,

Endi A matritsadagi har bir elementni uning algebraik to‘ldi-

&l -2-39
ruvchisi bilan almashtirishdan hosil bo‘ladigan B=¢0 2 -2~
§1-2 -1

el 0 106

matritsani tuzamiz va uni transponirlaymiz: B” =¢-2 2 -2,
€-3-2-14

1 1 g

el 0 16 g3 9 3%

Uholda, A'=LxBT =1x¢.2 2 -2+=d-1 1 -1+

I 283215 g-3-1-12

2 29

al 206

2-misol. A= €245 matrltsaga teskari matritsani topamiz.
Yechish. |A|=‘;i =4-4=0 bo‘lgani uchun berilgan

matritsaga teskari matritsa mavjud emas.

{%‘% Mashqlar

10.27. Agar A4 _8 2_ matritsa uchun | A |=ad - bc® 0 bo‘lsa,

uholda 4! = ﬁged bo = bo‘lishiga ishonch hosil qiling.
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&l 2306
10.28. €2 4 6 ~ matritsaga teskari matritsa mavjudmi?

§135,
10.29. Matritsaga teskari matritsani toping:
9 66 34106
n @30 g &00 3) §23 17,
&4 75 &3 45 €522
) el 3-570 a1l 1 1595
a 2-30 = =
4) ¢01 27 5 ggéf';a 6)811'1'1+.
800 | x - L-11-1_
8 €000 15 §1-1-115
10.30. Matritsaviy tenglamadan X matritsani toping (AB* BA'):
& 50, _at-60. & 30_ee320.
Digi3:47¢) 15 D) XeSg=7¢ 43
a3 4106 el 236 &l 2-36 341606
3) €231 X=¢-101%;, 4) XCG01 2+ =6231+.
€522, &002y, §00 1 45 §5225
_ael 16 el 006

= : = _ 1 -1 =
10.31. 4 S0 15 va B €215 matritsalar uchun (4B

=A"1-B 1 bo‘lishini isbotlang.
4. n noma’lumli n ta chiziqli tenglamalar sistemasini matritsalar
yordamida yechish.

&l a, ... a;,0 X 0 &0

4=S01 apn . GpT y_GOT ~_CF

O ¢..7 C..T

8an1 ayy - Auu g gxn %] 8Cn o
matritsalarni garaymiz. Matritsalarni ko‘paytirish qoidasiga ko‘ra,
& ap ... 4,080 8\ X| tapXx, +...ta,x, 0
AX =S92 Gy . Gy TEX) T_Cay Xy tanXy t.tay, X, T
G TR T
ganl Ay - Ay g 8xn @ ganl'xl tapnx, t..ta,,x, g

matritsaviy tenglik o‘rinlidir. Bu yerdan, » noma’lumli » ta
Lapxy rapx; +..+a,x, =¢
=. ar Xy + ar Xy +...+ AypnXy =€
[ s _ (1
1A X] YAy Xy +o.va,, X, =¢,
chiziqli tenglama sistemasini yuqoridagi 4, X, C matritsalar yorda-
mida
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AX=C 2)
ko‘rinishda yozish mumkinligini ko‘ramiz.

(2) tenglama (1) tenglamalar sistemasining matritsaviy yozuvi
deyiladi. Agar | A | =0 bo‘lsa, (1) tenglamalar sistemasini
matritsaviy usulda yechib bo‘Imaydi.

|A|t 0 bo‘lsin. U holda A-! matritsa mavjuddir. (2)
tenglamaning har ikki tomonini 4-! ga ko‘paytirib,

A Y AX)=A"1C yoki (A 'AH)X=A4"'C
ni olamiz. A-'4 = E va EX = X bo‘lgani uchun matritsaviy
tenglamaning yechimini quyidagi ko‘rinishda hosil gilamiz:
X=A4"1C. (3)

Bu esa chiziqli tenglamalar sistemasini yechishning yana bir

usulidir. Shu usulning tatbigiga doir misol garaymiz.

i7x+2y+37=13,

Misol. |l 9x +3y +4z =15, tenglamalar sistemasini yechamiz.
¥5x +y+3z=14

Yechish. Berilgan sistemani matritsaviy shaklda yozib olamiz:

& 2 30m0 @30
é9 3 4:§y:=é15:.
4 2 36 5 1 3gezg gldg
A=%9 3 47 matritsaning determinanti |4| = % 1 0 bo‘lgani
& 1 33
uchun A4 -! matritsa mavjud. Uni tuzamiz:

@2 .1 -lo

g 3 3=
-1 -G 7 1+
A =& 3 2 3+
g-z |
a
U holda (3) tenglikka ko‘ra
@3 .1 -lo
&0 ¢ 3 3+ 30 &20
¢, =6¢ 7 158157 =6
el R e
g g-z 1 1z &4y &35
a
tenglikni olamiz. Demak, x=2, y=-5, z=3
23 Algebra, II gism 353
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r—

&5

Mashgqlar

10.32. Tenglamalar sistemasini matritsaviy usulda yeching:

13X, - X, =5, iSx+4y+3z=0,
[2x, - x, +4x3 =15; Lx+3y-z=0;
12x) - x5 - x3 =4, i4x+5y-2=0,
3) 13x, +4x, - 2x3 =11,  4) {x-3y+22=0,
13x, - 2x, +4x; =15; $2x-9y+32=0;
i12x-3y+z=7, idx) - 3x; +x3 =0,
5) |lx+y—z=2, 6) |15x1—x2+x3=0,
Lx+2y-3z=-1; b +2x; - 3x3 = 0;
12X +X; - Sx3 +x4 =8, 1X) +x; +x3 +x4 =0,
{xl— 3%, - 6x4 =9, 'I[X1+2x2 +3x3 +4xy =0,
7 -:-2x2 - x3+4x4 =-5, 8) ':'X1 +3x) +6x3 +10x4 =0,
tx) +4xy - Tx3 +6x4 =0; tx; +4x; +10x3 +20x4 =0;
.‘|.x1 Xy +X3 X4 T X5 =0,
.':x1 - Xy +2x3-2x4 +3x5 =0,
9) X +Xy +4x3 +4xy +9x5 =0,

X1 - Xy +8X3 - 8X4 +27X5 :O,

fx; +xy +16x3 +16x, +81x5 =0;
1x) +2x) - 3x3 +4x4 - x5 =-1,
-I-2X1 - X +3X3 - 4X4 +25X5 :8,

10) 13% + X - X3 +2x4 - X5 =3,

.:.4x1 +3x2 +4X3 +2X4 +2X5 =-2,
fxl - Xy - X3 +2X4 - 3X5 =-3.

2-§. Chiziqgli fazo

1. Chizigli fazo tushunchasi. Matematika, fizika, mexanikada
shunday obyektlar uchraydiki, ular bir yoki bir nechta haqiqiy
sonlarning tartiblangan sistemasi bilan aniglanadi. Masalan,
tekislikdagi har qanday nuqta o‘zining ikkita koordinatasi bilan,
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har gqanday vektor o‘zining ikkita tashkil etuvchisi (koordinatalari)
bilan aniglanadi. Agar vektor fazoda berilgan bo‘lsa, u o‘zining
uchta tashkil etuvchisi (koordinatalari) bilan xarakterlanadi.

Tekislikdagi vektorlarning eng sodda umumlashmasi # o ‘Ichovli
vektordir.

Tartib bilan yozilgan » ta haqiqiy sonlar sistemasi, ya’ni
a=(a, ay, ..., a,) n o‘lchovli vektor deyiladi. Bu yerda q,, a,,
..., a, sonlar vektorning koordinatalari deyiladi.

Tekislikdagi barcha vektor (yo‘naltirilgan kesma)lar to‘plamini
V2 bilan va m" n o‘lchamli barcha matritsalar to‘plamini R, ,
bilan belgilaymiz. Bu to‘plamlarning har birida elementlarni
go‘shish va elementni haqiqiy songa ko‘paytirish amallari
kiritilgandir.

Elementlarni qo‘shish va elementni haqiqiy songa ko‘paytirish
amallarining V2 to‘plamdagi bajarilishi shu amallarning R, ,
to‘plamdagi bajarilishiga mutlago o‘xshamasa-da, bu amallarning
umumiy xossalari mavjud:

Tartib V2 to‘plamda R, , to‘plamda
ragami
1 | " a, b1V’ vektorlar uchun|" A, Bi R, , matritsalar uchun
a+b=b+a A+B=B+A4
2 " @, b, clV? vektorlar " A, B, (1 R, . matritsalar
uchun uchun
(@+b)y+c=a+(b+¢) (A+B)+ C=A+(B+ ()
3 " alV? vektor uchun " Al R, matritsa uchun
a+0=a (buyerda A+0=A4
0 — nol-vektor) (bu yerda
@ 0 0 .. 06
go 0 0 ... 0
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" @l V? vektor uchun
unga qarama-qarshi

-a vektor mavjud:

" Al R, matritsa uchun
unga garama-qarshi

- A matritsa mavjud:

& 0 0 .. 06
(; -
A+(_A):0:go 0 0 .0
€00 0 .. 0

" a1 V? vektor uchun
1x@=a (11 R)

" Al R, ., matritsa uchun
1xA=AQA1 R)

" al V? vektor va
" a, b1 R sonlar uchun

a(ba) = (ab)a

" Al R, ., matritsa va
" a, b1 R sonlari uchun

a(bA4) = (ab)4

" al V? vektor va
" a, b1 R sonlar uchun

(a+b)a =aa +ba

" Al R, , matritsa va
" a, b1 R sonlari uchun

(a+b)A=aAd +bA

" @, b1V? vektorlar va
" al R son uchun

a(@+b)=aa+ab

" A, Bl R, , matritsa va
" al R sonlari uchun
a(A+B)=aAd+aB

Elementlarni qo‘shish va elementlarni songa ko‘paytirish
amallari xossalaridagi bu umumiylik tabiatan bir-biriga
o‘xshamaydigan to‘plamlarni umumiy nuqtayi nazardan o‘rganish
imkonini beradi va chiziqli fazo tushunchasiga olib keladi.

Bo‘sh bo‘lmagan L to‘plam berilgan bo‘lsin va bu to‘plamda
elementlarni qo‘shish va elementni haqiqiy songa ko‘paytirish
amallari kiritilgan bo‘lsin. Agar "x, y, zl L; a, bl R uchun
quyidagi 8 ta xossa o‘rinli bo‘lsa, bu amallarni chizigli amallar
deb ataymiz:

l.x+y=y +x.

2.(x+y) +z=x+(y+2).

3. L to‘plamda shunday bir q element mavjudki, ixtiyoriy xI L
element uchun x + q = x tenglik o‘rinli bo‘ladi. q elementni nol-
element deb ataymiz.

4. Ixtiyoriy xI L element uchun x + (-x) = q tenglik o‘rinli
bo‘ladigan -x1 L element (x ga qarama-qarshi element) mavjud.
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S. 1 xx=x.

6. a(bx) =(ab)x.

7. (a +b)x =ax +bx.

8.a(x- y) =ax - ay.

Chiziqli amallar kiritilgan L to‘plam chizigli fazo (yoki vektor
fazo), uning elementlari esa vektorlar deb ataladi. Chiziqli fazo
odatdagi uch o‘Ichovli fazoning umumlashmasidan iborat ekan.

R, , va V' 2 to‘plamlarning har biri chizigli fazodir. Chizigli
fazoga doir boshga misol qarashdan oldin, har ganday L chiziqli
fazoda o‘rinli bo‘ladigan quyidagi xossalarni keltiramiz:

1.0 xx=q.

2.-x=(-1) xx.

3.x-y=x+(-Yy).

4. (a- b)x=ax- bx.

5.a(x-y)=ax- ay.

6.a xg=q.

7. a xx =g bo‘lsa, a =0 yoki x =q bo‘ladi.

Bu xossalarning o‘rinli ekanligi chizigli fazo aksiomalari (1—8-
xossalar) dan kelib chigadi.

Misol. (n o‘lchovli arifmetik fazo.) a = ( ay, a,, ..., a,)
vektor berilgan bo‘lsin. Barcha » o‘Ichovli vektorlar to‘plamini R"
bilan belgilaymiz. Bu to‘plamdagi ikkita element ularning mos
koordinatalari teng bo‘lgandagina teng deb hisoblanadi:

a=b0 a,=b (i=1,2,.. n a R, bl R".

R" to‘plamda elementlarni qo‘shish va elementni songa
ko‘paytirish amallari quyidagicha aniqlanadi:

a+b=(a +b; a,+by, ...;a,+b),;
la=(la;lay..;la).

R" to‘plamning chiziqli fazo bo‘lishligini, ya’ni Kkiritilgan bu
amallarning chizigli amallar ekanligini ko‘rsatamiz. al R", bl R",
c R al R, bl Rbo‘lsin. U holda:
l.a+b=(a,+b; a,+b,; ..;a,+b)=(b +a;; b,+a,; ..; b, +a,)=b+a.

2.(a+b)+c=(ay+b;ay+ by .5 a,+b)+(c; ¢p5 .05 ¢) =

=(a,+b +c,a,+by+cy; . a,+b, +c,) =
=(a; + (b +¢); ay+(by+¢y); ...;a,+(b,+c)) =
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=(ay; ay, .5 a)+(by+c; by+cy .5 b, +c)=a+(b+o).

3.9=0,0, ..., 0 elementni qaraymiz. Ixtiyoriy al R" element
uchun nta
a+q=(a;+0,a,+0; ...; a,+0)=(a; ay; ...; a,)=a
tenglik o‘rinli.
4. al R"bolsin. -a=(-1) xa = (-a;; -ay; ...; -a,) elementni
garaymiz.
at(-a)=(a,+(-a); a,*(-a,); ..; a,+(-a,))=(0, 0, .., 0) =q
tenglik o‘rinli. nta
S.Ixa=(1xa;; 1 xay; ...; 1 xa,)=(a; ay; ...; a,) = a.
6. axb>xa) =axb>a; b>a,; ... ;bxa)=(@%q;a*,; .. ;a*a,)=
=((@xb)a;; (@xb)a,; ... ;(@xb)a,) =(axb) x(a,; a,; ... ; a,).
7.(a+b)a=((a+b)a;; (a+b)a, ...; (@a+b)a,) =
=(aa, +ba; aa, +bay; ...; aa, +ba,) =
=(aa,; aay, ...; aa,) + (ba;; bay; ...; ba,) =aa+ba.
8.a(a+b)=a(a, +b; ay+by ...;a,+b) =
=(a(a, +b)); a(ay + b,); ...; a(a, +b,)) =
=(aa, +ab,; aa, +ab,; ...; aa, +ab,) =
=(aa;; aay; ...; aa,) + (ab,; ab,; ...; ab,) =aa + ab.
Demak, R” to‘plam chizigli fazo ekan. Bu chizigli fazo »
o ‘Ichovli arifmetik fazo deb yuritiladi.
Teorema. Chizigli fazo bo ‘ladigan to ‘plamlar cheksiz ko ‘pdir.
Isbot. Ixtiyoriy » natural son uchun R” to‘plam chiziqli
fazodir. Natural sonlar cheksiz ko‘p bo‘lganligi uchun chiziqgli
fazo bo‘ladigan cheksiz ko‘p to‘plamlar mavjuddir.

EA\% Mashqlar

10.33. Quyidagi to‘plam chiziqli fazo bo‘ladimi:

1) Bo‘sh to‘plam; 2) {1}?

10.34. Barcha haqiqiy sonlar to‘plami chiziqli fazo tashkil
etishini isbotlang.

10.35. L ={0} to‘plamning chiziqgli fazo tashkil etishini isbotlang.

10.36. Darajasi » natural sondan oshmaydigan hamda qo‘shish
va ko‘paytirish amallari odatdagicha bajariladigan barcha

ko‘phadlar to‘plamining chiziqli fazo bo‘lishini isbotlang.
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10.37. R da aniglangan barcha funksiyalar L = {f(x)} to‘plami
funksiyalarni qo‘shish va songa ko‘paytirishning odatdagi aniqla-
nishiga ko‘ra chiziqli fazo hosil qilishini isbotlang.

10.38. L = {a xe* + b e¥ixl R} to‘plam chiziqli fazo tashkil
etishini isbotlang.

10.39. [0; 1] kesmada uzluksiz bo‘lgan barcha f(x) funksiyalar
to‘plami funksiyalarni qo‘shish va songa ko‘paytirishning odatdagi
aniqlanishiga ko‘ra chiziqli fazo tashkil etishini isbotlang.

10.40. Darajasi n ga teng bo‘lgan barcha ko‘phadlar to‘plami
chiziqli fazo tashkil etmasligini isbotlang.

2. Chiziqli erkli va chiziqli bog‘liq vektorlar. L chizigli fazoning
Xy, Xy, ..., X, vektorlarini qaraymiz. Ushbu

ax tax,+ ... tax, (1

ifoda x;, x,, ..., x, vektorlarning koeffitsiyentlari a, a,, ..., a,
bo‘lgan chizigli kombinatsiyasi deyiladi (bu yerda a, a,, ..., a, —
haqiqiy sonlar).

X}, X,, ..., X, vektorlarning har ganday chiziqli kombinatsiyasi
L to‘plamning elementi bo‘ladi, chunki elementlar ustida chiziqgli
amallar bajarish natijasida shu chiziqli fazoga tegishli bo‘lgan
element hosil bo‘ladi.

1-misol. R* fazodagi x,=(1; 0; 0; 0), x,=(0; 1; 0; 0), x,=(0; 0;
1; 0), x, =(0; 0; 0; 1) vektorlarning koeffitsiyentlari a,, a,, as,
a, bo‘lgan chiziqli kombinatsiyasi R* fazoning ganday vektoriga
teng bo‘lishini aniglaymiz.

Yechish.

ax; +a,x, +ax; +aux, =a,(1; 0; 0; 0) +a,(0; 1; 0; 0) +
+a3(0; 0; 1; 0) +a,(0; 0; 0; 1) =(a;; 0; 0; 0) +(0; a,; 0; 0) +
+(0; 0; a3 0) +(0; 0; 05 &) =(a;; a, az; ay).

Shunday qilib, x, =(1; 0; 0; 0), x, =(0; 1; 0; 0), x5 =(0; 0; 1;
0), x, =(0; 0; 0; 1) vektorlarning koeffitsiyentlari a,, a,, a,,
a, bo‘lgan chizigli kombinatsiyasi koordinatalari a, a,, a,, a,
bo‘lgan to‘rt o‘lchovli (a;, a,, a;, a,) vektorga teng ekan.

Agar yl L vektor L chizigli fazodagi X, Xy, ..., X, vektorlarning
chizigli kombinatsiyasi ko‘rinishda, ya’ni

y=ax tay, t..tax, (2)
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ko‘rinishda tasvirlangan bo‘lsa, y vektor x;, x,, ..., x;, vektorlar
bo‘yicha yoyilgan deyiladi.

I-misolda (a; a,; a;; a,) =a,x; +a,x, +a,;x; +a,x, ekanligini,
ya’ni to‘rt o‘lchovli (a,; a,; a,; a,) vektor x;, x,, x5, x, vektorlar
bo‘yicha yoyilganligini ko‘ramiz.

L chiziqli fazodagi har ganday x,, x,, x;, ..., x, vektorlar
sistemasi uchun quyidagi hollar ro‘y berishi mumkin:

1) L chizigli fazoning har ganday vektorini x;, x,, X5, ..., X,
vektorlar bo‘yicha yoyish mumkin;

2) L chizigli fazoning x;, x,, x5, ..., X, vektorlar bo‘yicha
yoyilmaydigan biror vektori mavjud.

2-misol. R’ fazoning x, =(1; 05 0; 0; 0), x, =(0; 1; 0; 05 0),

. X5 =(0; 0; 0; 0; 1) vektorlarini qaraymiz. y = (y,, 5, V3, Vus
ys) vektor shu fazoning ixtiyoriy vektori bo‘lsin. U holda
YEVX) F X T Y3X5 T YgXy t YsXs
tenglikning to‘g‘ri ekanligini bevosita tekshirib ko‘rish mumkin.

R’ fazoning har ganday y vektorini X;, Xy, X3, X4, X5 vektorlar
bo‘yicha yoyish mumkin.

3-misol. R? fazodagi x, =(1; 2; 0), x, =(2; 3; 0) vektorlar
sistemasini qaraymiz. y = (1; 1; 2)I R® vektorni X, x, vektorlar
bo‘yicha yoyish mumkin emasligini aniglaymiz.

Yechish. yvektorni x,, x, vektorlar bo‘yicha yoyish mumkin
va yoyilmaning koeffitsiyentlari a,, a, sonlardan iborat deb faraz
gilaylik. U holda y =ax; +a,x, yoki (I; 1; 2) =(a, +2a,; 2a, +
+3a,; 0) tenglik o‘rinli bo‘ladi. Oxirgi tenglikdan, n oflchovli
vektorlarning tengligi ta’rifiga ko‘ra

_i'al +2az =1,
}Zal +3a, =1,
fo=2

sistemani hosil gilamiz. Bu sistema ziddiyatlidir. Demak, farazimiz
noto‘g‘ri, ya’ni y vektorni x;, x, vektorlar bo‘yicha yoyish mumkin
emas.

Endi chiziqli fazo nol-vektori q ni berilgan x,, x,, ..., x, vektorlar
bo‘yicha yoyish masalasini qaraymiz.

X, Xy, ..., X; lar L chizigli fazoning ixtiyoriy vektorlari bo‘lsin.
g vektorni shu vektorlar bo‘yicha hamma vaqt yoyish mumkin:
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q=0x, +0x, +... +0x,. 3)

q vektorni berilgan x,, x,, ..., x, vektorlar bo‘yicha yoyish
fagat bir xil usulda (ya’ni faqat (3) ko‘rinishda) yoki bittadan
ortiq usulda bajarilishi mumkin.

4-misol. q=(0; 0; 0) R® vektorni x;, =(2; 05 0), x, =(0; 2;
0), x; = (0; 0; 2) vektorlar bo‘yicha necha xil usulda yoyish
mumkinligini aniglaymiz.

Yechish. g =a;x; +a,x, +a,;x; yoyilmani garaymiz. Bu
yoyilma o‘rinli bo‘lishi uchun

(05 0; 0) =a,(2; 0; 0;) +a,(0; 2; 0) +a,(0; 0; 2) =
=(2a;; 0; 0;) +(0; 2a,;, 0) +(0; 0; 2a5)
yoki
(0; 0; 0) = (2a,; 2a,; 2a,)

tenglik o‘rinli bo‘lishi kerak. n o‘lchovli vektorlar tengligining
ta’rifiga ko‘ra, oxirgi tenglik a, =0, a, =0, a; =0 tengliklar
o‘rinli bo‘lganda va fagat shu holda o‘rinlidir. Bu yerdan ko‘rinadiki,
q vektorni x,, x,, x; vektorlar bo‘yicha q = 0x; + Ox, + 0x;
ko‘rinishdagina, ya’ni fagat bir xil usulda yoyish mumkin.

5-misol. g =(0; 0)I R 2 vektorni x; = (1; 2), x, = (2; 4)
vektorlar bo‘yicha necha xil usulda yoyish mumkinligini
aniglaymiz.

Yechish. q=ax; +a,x, yoyilmani qaraymiz. Bu yoyilma
o‘rinli bo‘lishi uchun
0; 0) =a;x, +ayx, =a,(1; 2) +a,(2; 4 =(a; 2a,) +(2a;; 4a,)
yoki

(0; 0) =(a, +2a, 2(a, +2a,)

tenglik o‘rinli bo‘lishi kerak. Oxirgi tenglik a, + 2a, = 0 shartni
ganoatlantiruvchi har ganday a,, a, sonlar uchun bajariladi.
Bunday a,, a, sonlar esa cheksiz ko‘pdir: a, =¢, a, = - Ly @ R).
Bu yerdan ko‘rinadiki, g vektorni x,, x, vektorlar bo‘yicha cheksiz
ko‘p usullar bilan yoyish mumkin ekan.

6-misol. y=(0; 2; 41 R? vektorni x, =(5;0; 0), x, =(0; 5;
0), x; =(0; 0; 5) vektorlar bo‘yicha yoyamiz.

Yechish. y=ax, +ax, +a,x; izlangan yoyilma bolsin. U holda

(0; 2; 4) =(5a,; 0; 0) +(0; 5a,; 0) +(0; 0; 5a,)
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yoki
(5a,; 5a,; 5a;) =(0;2;4)

1531 =O,

tenglik o*rinli bo‘ladi. Bu tenglik 152, =2, yokia, =0, a,=0,4, a,=
{50, =4
1523

=0,8 bo‘lgandagina bajariladi. Demak, y =0 xx, +0,4 xx, +0,8 xx;.

7-misol. L chiziqli fazoning nol-vektori g ni x;; x,; ..., X,_{;
vektorlar bo‘yicha necha xil usulda yoyish mumkinligini
aniglaymiz.

Yechish. q=0 xx; +0 xx, +... +0 xx,_, +a xq yoyilmani
kuzatib, bu yoyilma a ning har ganday haqiqiy giymati uchun
o‘rinli bo‘lishini ko‘ramiz. Demak, ¢ vektorni berilgan x,; x,; ...,
X, 1> g vektorlar bo‘yicha cheksiz ko‘p usulda yoyish mumkin.

L chiziqli fazoning x;, x,, ..., x, vektorlari uchun
ax; +ax, +..+ax =q 4)
tenglik a, =a, =... =a, =0 bo‘lgan holdagina bajarilsa, ya’ni nol-
vektor g ni x,, x,, ..., x, vektorlar bo‘yicha fagat bir xil usulda

yoyish mumkin bo‘lsa, x;, x,, ..., x, vektorlar sistemasi chizigli
erkli deyiladi. Agar (4) tenglik kamida bittasi nolga teng bo‘lmagan
a,, a,, ..., a, sonlar uchun bajarilsa, ya’ni nol-vektor q ni
X, X, ..., X, vektorlar bo‘yicha bittadan ortiq usulda yoyish
mumkin bo‘lsa, x;, x,, ..., x, vektorlar sistemasi chizigli bogliq
deyiladi.

4-misoldagi x,, x,, x; vektorlar chizigli erkli, 5-misoldagi x,,
x, vektorlar esa chizigli bog‘liq vektorlar sistemasidir.

7-misoldan ko‘rinadiki, har ganday L chiziqli fazoning tarkibida
nol-vektor gatnashgan har ganday x,, x,, ..., x,_ |, X, vektorlar
sistemasi chiziqli bog‘ligdir.

8-misol. x;, =(2; 4, 1), x, =(; 3; 6), x; =(5; 3; 1)
vektorlarning chiziqli erkli ekanligini isbotlaymiz.

Yechish. g=a,x, +a,x, +a,x; tenglikni tuzamiz:

(0; 0; 0) =(2a, +a, +5a,; 4a, +3a, +3a;; a, +6a, +a,).

Oxirgi tenglik quyidagi tengliklar o‘rinli bo‘lgandagina bajariladi:
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12a; +a, +5a;3 =0,
:’4a1 +3a, +3a; =0,
{al +6az +aj =0.

Bu sistemani yechib, a, =0, a, =0, a; =0 ekanligini topamiz.
Demak, q vektorni x,, x,, x; vektorlar bo‘yicha faqat bir xil
usulda yoyish mumkin. Bu esa X, x,, x; vektorlarning chizigli
erkli ekanligini ko‘rsatadi.

Teorema. L chizigli fazoning x,, x,, ..., x, (k> 1) vektorlar
sistemasi chizigli bog‘lig bo‘lsa, u holda bu vektorlarning hech
bo ‘Imaganda bittasi qolganlari orgali yoyiladi va, aksincha, L chizigli
Jazoning x,, x,, ..., x, (k > 1) vektorlaridan birortasi qolganlari
orqali yoyilsa, bu vektorlar chiziqli bog liq sistema hosil qiladi.

Isbot. x;, x,, ..., x, (k>1) vektorlar sistemasi chizigli bog‘liq
bo‘lsin. U holda, a,x, +a,x, +...+a,x, =qtenglik o‘rinliva a, a,,
..., &, sonlardan kamida bittasi noldan fargli bo‘ladi. Umumiylikni
saglagan holda, a, * 0 deb hisoblaymiz.

a; * 0 bo‘lgani uchun

a a a
X1 :a—2X2 - a—3X3 - a—kxk
1 1 1

tenglikka ega bo‘lamiz. Demak, x, vektor golgan vektorlar bo‘yicha
yoyiladi.

Endi x|, x,, ..., x, (k> 1) vektorlarning birortasi, masalan, x,
vektor golganlari orqgali yoyilsin:

X =a tagx, t..tax,.

U holda, -x; +a,x, +ax; + ... + a,x, = q tenglik hosil bo‘ladi,
ya’'ni (4) tenglik a, =-1* 0 da o‘rinli bo‘ladi. Demak, x,, x,, ...,
x, vektorlar chizigli bog‘lig bo‘ladi.

9-misol. x,=(1; 2; 3), x,=(3; 4, 5), x;=(5, 6; 7)
vektorlarning chiziqgli bog‘liq ekanligini isbotlaymiz.

Yechish. g=ax, +a,x, +a,x; yoyilmani garaymiz.

a,;x, +ayx, +a;x; = (a, +3a, + 5a,; 2a, +4a, + 6a,; 3a, +
+ 5a, + 7a,)
bo‘lgani uchun, garalayotgan yoyilma a,, a,, a, ning
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_i_al +3a2 +5a3 = O,

%2a1 +4a2 +6a3 = O,

}3&1 +53.2 +7a3 =0
sistemani ganoatlantiruvchi giymatlaridagina o‘rinli bo‘ladi.
Sistemaning asosiy determinanti nolga teng:

1 35
=2 4 6
3 57

=0.

Shuning uchun sistema cheksiz ko‘p yechimga ega. Bu
yerdan, q vektorni x,, x,, x; vektorlar bo‘yicha cheksiz ko‘p
usullar bilan yoyish mumkinligi, ya’ni x;, x,, x; vektorlarning
chiziqli bog‘ligligi kelib chigadi.

10-misol. x,=(-2; 3), x,=(-8;12) vektorlarning chiziqli
bog‘liq ekanligini isbotlaymiz.

Yechish. x, vektorni x, vektor orqali yoyish mumkin:
x, = 4x,. Isbotlangan teoremaga ko‘ra, x;, x, vektorlar chizigli
bog‘ligdir.

(%‘% Mashqlar

10.41. 1) R fazodagi x, = (1; 2; 3), x,=(0; 2; 3), x;=(0; 0; 1)
vektorlarning koeffitsiyentlari 1; 5; - 2 bo‘lgan chiziqli kombina-
tsiyasi R 3 fazoning ganday vektoriga teng bo‘lishini aniglang.

2) R* fazodagi x, = (1; 2; 3; 0), x, = (0; 1; 4; 0) vektorlarning
koeffitsiyentlari 1, 0 bo‘lgan chiziqli komblnat51yas1 R3 fazoning
ganday vektoriga teng bo‘lishini aniglang.

10.42. 1) y=(1; 2; 3)1 R3 vektorni x,=(1;0; 0), x,=(0; 1; 0),
x; =(0; 0; 1) vektorlar bo‘yicha;

2) y=(0; 1; 3)I R3 vektorni x; =(3; 0; 0), x,=(0; 3; 0), x;=(0;
0; 3) vektorlar bo‘yicha yoying.

10.43. 1) y = (1; - 1; 0) vektorni x, = (0; 0; 1), x, =(0; 1; 0)
vektorlar bo‘yicha;

2) y=(;-1; - 1) vektorni x, = (3; 0; 0), x, =(0; 3; 0), x;=(0; 0;
3) vektorlar bo‘yicha yoyish mumkinmi?
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10.44. 1) g=(0; 0; 0) vektorni x, = (- 1; 0; 0), x, =(0; - 1; 0),
x; =(0; 0; - 1) vektorlar bo‘yicha;

2) q=(0; 0; 0; 0) vektorni x; =(-1; 0; 0; 0), x,=(0; -1; 0
0), x;=1(0; 0;-1;0), x,=(0; 0; 0; - 1) vektorlar bo‘yicha necha
xil usulda yoyish mumkin?

10.45. x;, x,, x;l R3 vektorlarning chiziqli erkli ekanligini
isbotlang, bunda:

D) x;=(15 25 3), x,=(-1; 3, 2), x3=(7; - 3; 5);

2) x; =475 8), x,=(9; 15 3), x;=(2; - 4; 1);

3) x,=(8; 2; 3), x,=(4; 6; 10), x;=(3;-2; 1);

4) x,=(10; 3; 1), x,=(1; 4; 2), x;=(3; 9; 2).

10.46. x,, x,, x;l R® vektorlarning chizigli bog‘liq ekanligini
isbotlang, bunda:

) x,=(1;2; 3), x,=(2; 4, 6), x;,=(0; 1; 2);

2) x;=(1; 15 2), x,=(0; 1; 3), x;=(2; 2; 4);

3) x,=(1; 25 3), x, =(8; 13; 18), x;=(2; 3; 4);

Hhx=CG-11;3),x=02;-3; 1), x=(-4, 5, 5).

10.47. x,, xzi R 2 vektorlarning chiziqli bog‘liq ekanligini
isbotlang, bunda:

1) x, =(1; 2), x, =(2; 4), 2) x,=(0; 1), x, =(0; 3);

3) x,=(-2; 4), x, =(-6; 12); 4) x, =(1; 3), x, = (4; 12);

5) x; =15 2), x, = (-2;4); 6) x; =(-3; 2), x;=(-9; 6).

10.48. L chizigli fazoning x,, x,, ..., X;, X, ..., X, vektorlari
sistemasining biror qismi chizigli bog‘liq bo‘lsa, sistemaning o‘zi
ham chizigli bog‘liq bo‘lishini isbotlang.

3. Chiziqli fazoning o‘lchovi va bazisi. R ! = R chizigli fazoning

=5 vektorini qaraymiz. Bu vektor uning bitta vektoridan tuzilgan
chizigli erkli sistemasi bo‘ladi, chunki a,x, = q yoki a,; x5 =0
tenglik a, =0 bo‘lgandagina bajariladi.

Endi R!= R fazoning ixtiyoriy ikkita x,, x, vektorlarini olib,
ularning chiziqli bog‘liq yoki chiziqli erkli ekanligini tekshiraylik.

Agar x, =0 yoki x, =0 bo‘lsa, x;, x, sistema chizigli bog‘liqdir
(2-band).

x; 1 0vax,* 0bolsin. U holda a,x, +a,x, =0 tenglik a, a,
larning cheksiz ko‘p giymatlarida bajariladi, chunki ixtiyoriy A R
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haqiqiy son olmaylik, a; =¢, a, =- z—;t sonlar qaralayotgan

tenglikni ganoatlantiradi. Bu yerdan, x,* 0, x,* 0 bo‘lganda ham
X, X, sistema chiziqli bog‘liq ekanligini ko‘ramiz.

Shunday qilib, R' = R fazoning har ganday ikkita x,, x, vektori
chiziqli bog‘liq sistema hosil qgiladi.

Yugoridagi mulohazalardan ko‘rinadiki, R! dagi har ganday
nolmas vektor chizigli erkli sistema hosil giladi va har ganday
ikkita vektor chiziqli bog‘liq bo‘ladi.

Agar L chizigli fazoda chizigli erkli sistema hosil giluvchi biror #
ta vektor topish mumkin bo‘lib, L chiziqli fazoning har ganday
n + 1 ta vektori chizigli bog‘liq sistema hosil qilsa, L chiziqli fazo
n o ‘lchovli fazo deyiladi.

R = R chizigli fazo (to‘g‘ri chiziq) bir o‘Ichovii chizigli fazo
ekanligi yuqorida isbotlandi.

Chizigli algebra kursida R " arifmetik chizigli fazoning » o‘Ichovli
chiziqli fazo ekanligi isbotlanadi. Shunga ko‘ra R? chiziqli fazo
(tekislik) ikki o ‘Ichovli chizigli fazo, R> fazo (biz yashab turgan
fazo) uch o‘lchovli chizigli fazodir.

n o‘lchovli L chizigli fazoning chiziqli erkli » ta vektorlar
sistemasi uning bazisi deyiladi.

Teorema. n o‘lchovli chizigli fazoning har qanday vektorini
uning bazis vektorlari bo‘yicha yoyish mumkin va bu yoyilma
yagonadir.

Isbot. x|, x,, ..., X, vektorlar sistemasi n o‘lchovli L chiziqli
fazoning biror bazisi, y esa shu fazoning ixtiyoriy vektori bo‘lsin.

X;, Xy, ..., X,, ¥ vektorlar sistemasi n + 1 ta vektordan iborat va,
demak, chiziqgli bog‘liqdir, ya’ni
ax; +ax,+..+a,x,+a, y=4q (1)

tenglik orasida nolga teng bo‘lmaganlari ham mavjud bo‘lgan a,,
a,, ..., a,, a,,, koeffitsiyentlar uchun bajariladi. a,,, son nolga
teng bo‘Imagan koeffitsiyentlar safiga albatta kiradi, chunkia,, =0
bo‘lsa, koeffitsiyentlari orasida noldan farqglilari mavjud bo‘lgan va
X5 Xy, ..., X; vektorlarning chiziqli erkliligini inkor etadigan

a;x +tax,+..+a,x,=q

tenglikka ega bo‘lamiz. Demak, (1) tenglikdan
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aj ar ay
X| - Xy = .-
apn+l an+l an+l

y= Xn

tenglikni yoki
y=lhx +lx+..+1 x, (2)
tenglikni yozish mumkin. (2) tenglik y vektorning bazis vektorlar
bo‘yicha yoyilmasidan iboratdir. Bu yoyilmaning yagonaligini
isbotlaymiz.
y vektor (2) dan boshqga, yana bir
y=16x, +1 ¢x,+...+1 ¢x, 3)
yoyilmaga ega bo‘lsin. (2) va (3) tengliklardan quyidagiga ega
bo‘lamiz:
y-y=q=(,-1®x;+(,-1¢x,+...+( - 1¢)x,
X}, Xy, ..., X, vektorlar sistemasi chizigli erkli bo‘lgani uchun
oxirgi tenglikdan
L-1¢=0,1,-1¢=0,..,1,-1¢=0

Lo=1g, 1,=1¢, .., 1, ,=1¢
ekanligi, ya’ni y vektorning x,, x,, ..., X, bazis vektorlar bo‘yicha
har qanday yoyilmasi (2) yoyilma bilan ustma-ust tushishi kelib
chigadi. Demak, y vektorni x;, x,, ..., X, bazis vektorlar bo‘yicha
yoyish mumkin va bu yoyilma yagonadir.

n o‘lchovli chiziqli fazo vektorining berilgan bazis vektorlari
bo‘yicha yoyilmasidagi koeffitsiyentlar shu vektorning berilgan
bazisdagi koordinatalari deyiladi.

Chizigli algebra kursida R" fazodagi x, = (a,,, a5, ..., a;,),
X, = (), Gy ooy @), ooy X, = (a,,, a,, ..., a,) vektorlarning
shu fazoda bazis tashkil etishi uchun

yoki

a4 .- Ay
D=|%1 42 - dyp|1 “4)
a,1 Quy ... 4y

determinantning noldan farqli bo‘lishligi zarur va yetarli ekanligi

isbotlanadi.
Misol. R3fazoning x=01;-2;3),x,=4,7,2), x3=(6; 4; 2)
va y=(-9; 0; 1) vektorlari berilgan. x,, x,, x; vektorlarning bazis
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tashkil etishini isbotlaymiz va y vektorning shu bazisdagi koordina-
talarini topamiz.

Yechish. x,, x,, x; vektorlarning berilgan koordinatalaridan
tuzilgan determinantni hisoblaymiz:

1 -2 3
D=|4 7 2|=14-24+48-126- 8+16=-80.
6 4 2

D=-80* 0 bo‘lgani uchun, x,, x,, x; vektorlar bazis tashkil
etadi. y vektorning shu bazisdagi koordinatalari a, a,, a;, ya'ni
y=a;x; + x,a, +x;a; bo‘lsin. U holda (-9; 0; 1) =(a, +4a, + 6a,;

_i'al +4az +6a3 =9,

-2a, + 7a, + 4a,; 3a, + 2a, + 2a,) yoki _|l_-2a1 +7a, +4a; =0,
13a, +2a, +2a; =1

bo‘ladi. Bu sistemani yechib, a, =1, a, =2, a; = -3 ekanligini
topamiz. Demak, y vektorning izlangan koordinatalari (1; 2; - 3)
ekan: y =(1; 2; - 3).

(%‘% Mashgqlar

10.49. R3 fazoning x,, X,, x; va y vektorlari berilgan. x,, x,, x;
vektorlarining bazis tashkil etishini isbotlang va y vektorning shu

bazisdagi koordinatalarini toping.

D) x;=(1; 2;3), x,=(-1;3;52),
x;=(7;3;5),  y=(8 4 13);

2) x,=(8; 2; 3), x,=(4; 6;10),
x,=3;-2; 1), y=(7; 4 11);

) x =254 1), x=(1;3;6),
x=(5 3 1), y=(6;12; 3);

4 x=(1;-2;3), x,=47; 2),
x;=(6;4;2), y=(14; 18; 6);

) x =752, 1), x=(43;5),

x,=03;4;-2), y=(24;20;-5).

10.50. Tekislikdagi barcha vektorlar (yo‘naltirilgan kesmalar)dan
tuzilgan chiziqli fazodagi har qanday ikkita nokollinear vektor
shu fazoning bazisini tashkil etishini isbotlang.
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TEST SAVOLLARIDAN
NAMUNALAR

1. b soni f(x) funksiyaning x® +¥ dagi limiti deyiladi, agar har
ganday e> 0 son uchun shunday:

A) (M; +¥) oraliq topilsaki, unda f'(x) - b <etengsizlik bajarilsa;

B) (M; +¥) oraliq topilsaki, unda | /(x) - b| <e tengsizlik bajarilsa;

D) (M; - ¥) oraliq topilsaki, unda | f(x) - b| <etengsizlik bajarilsa;

E) (M; -¥) oraliq topilsaki, unda f(x) - b <e tengsizlik bajarilsa;

F) (M; +¥) oraliq topilsaki, unda | f(x) - b|> etengsizlik bajarilsa.

2. Agar f(x) va j (x) funksiyalar x® ¢ da mos ravishda b va ¢ ga
teng limitlarga ega bo‘lsa, ularning f(x) + g(x) yig‘indisi

A) x® +¥ da b + ¢ limitga ega bo‘ladi;

B) x®-¥ da b + ¢ limitga ega bo‘ladi;

D) x® ¥ da b + ¢ limitga ega bo‘ladi;

E) x® a da b + ¢ limitga ega bo‘ladi;

F) x® a da | b + ¢| limitga ega bo‘ladi.

3. f(x) funksiya x = a nuqtada uzluksiz deyiladi,

A) agar f(x) = f(a) bo‘lsa;
B) agar f(a - 0) * f(a +0) bo‘lsa;

D) agar li(én f(x)=¥ Dbo‘lsa;
xX® a

E) agar lim f(x)=- f(x) bo‘lsa;
x® a

F) agar f(x) funksiya x = a nuqtada aniglangan va f(x) - f(a)
ayirma x® a da cheksiz kichik bo‘lsa.

4. Agar f(x) va g(x) funksiyalar x = ¢ nuqtada aniglangan bo‘lsa,
u holda

A) ularning faqat yig‘indisi (ayirmasi va ko‘paytmasi emas) shu
nuqtada uzluksiz bo‘lishi mumkin;

B) ularning yig‘indisi va ayirmasi (ko‘paytmasi emas) shu nuqtada
uzluksiz bo‘lishi mumkin;

D) ularning yig‘indisi, ayirmasi, ko‘paytmasi ham shu nuqtada
uzluksiz bo‘ladi;

E) ularning yig‘indisi, ayirmasi, ko‘paytmasi ham shu nuqtada
uzluksiz bo‘lishi mumkin;

F) ularning yig‘indisi, ayirmasi, ko‘paytmasi shu nuqta yotgan
oraligda uzluksiz bo‘ladi.
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5. Agar f (x) va g (x) funksiyalar x = @ nuqtada uzluksiz bo‘lsa,
u holda

A) % funksiya ham shu nuqtada uzluksiz bo‘ladi;

B) M g(x)

va

g(x) f(x)

funksiyalar ham shu nuqtada uzluksiz bo‘ladi;

D) funksiya ham shu nuqtada uzluksiz bo‘ladi;

f(X) g( )

E) g(x)* 0 bo‘lganda g Eg funksiya ham shu nuqtada uzluksiz
bo‘ladi;

F) f(x)* 0 bo‘lganda % funksiya ham shu nuqtada uzluksiz
bo‘ladi.

6. Oraligning (intervalning) barcha nuqtalarida uzluksiz bo‘lgan
funksiya

A) shu oraligning (intervalning) ayrim nuqtalarida uzluksiz
deyiladi;

B) shu oraligning (intervalning) fagat nuqtalarida uzluksiz
deyiladi;

D) shu oraligning (intervalning) fagat o‘rtasida uzluksiz deyiladi;

E) shu oraligda (intervalda) uzluksiz deyiladi;

F) shu oraligning faqat ko‘rsatilgan gismida uzluksiz bo‘ladi,

deyiladi.
7. Agar x radianlarda berilgan bo‘lsa, u holda llél’lo S”;x =
X
A) 0; B) 1; D) -1; E) -¥; F) +¥.

8. Agar x radianlarda berilgan bo‘lsa, u holda lién sinx =
xX® a

A) a; B) sing; D) Sme E) a sinx; F) sinZ

>
9. Agar a(x) o‘zgarmas funksiya x® +¥ da cheksiz kichik bo‘lsa,
A) x ning barcha giymatlarida a(x) = 0 bo‘ladi;
B) x ning barcha giymatlari a(x) = +¥ bo‘ladi;
D) x =0 da a(x) =0 bo‘ladi;
E) x=0 da a(x) =-¥ bo‘ladi;
F) x=0 da a(x) = 1 bo‘ladi.
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10. Agar P(x) = a,x™ +a, x ™! + .. +a, va Q(x)=bx" +
+b, \x mly o+ by, a,* 0, b,* 0 va ko‘phadlarning darajalari m <n

bo‘lsa, u holda lim 2% = botladi.
x®@¥ 0(x)
m. 0 . m .
NmB R D) B B

11. a ning A radiusli teshilgan (o‘yilgan) atrofi

A) shu nugtaning o°zi chiqarib tashlangan atrofidan iborat;

B) (a - h; a) va (a; a + h) oraliglarning birlashmasidan iborat;
D) (-¥; a) va (a; +¥) oraliglarning birlashmasidan iborat;

E) (-¥;h) va (h; +¥) oraliglarning birlashmasidan iborat;

F) (- h; a) va (a; h) oraliglarning birlashmasidan iborat.

12. Agar [a; b) yarim intervalda berilgan f(x) funksiya uchun

(grgl 0 f(x)=+¥ bo‘lsa, x = b to‘g‘ri chiziq f(x) funksiya grafigi
X® b-

uchun:
A) gorizontal asimptota; B) vertikal asimptota;
D) gorizontal urinma; E) vertikal urinma;

F) og‘ma asimptota.

13. Agar f funksiya [a; b] kesmada o‘suvchi (kamayuvchi) va
uzluksiz bo‘lsa, u holda shu funksiyaga

A) [a; b] kesmada (mos ravishda [b; a] kesmada) aniglangan f !
teskari funksiya mavjud;

B) [a; b] kesmada aniglangan /! teskari funksiya mavjud;

D) [f(a); f(b)] kesmada (mos ravishda [f(b); f(a)] kesmada)
aniglangan ! teskari funksiya mavjud bo‘ladi;

E) [f(b); f(a)] kesmada (mos ravishda [f(a); f(b)] kesmada)
aniglangan /! teskari funksiya mavjud;

F) [f(a); f(b)] kesmada aniglangan /! teskari funksiya mavjud.

6
lim =1 =
14. xl®1x3-1
A) 0: B) 2: D) 3:  E) +¥: F) -¥.

15. f(x) = kx + b to‘g‘ri chiziq f funksiya grafigining x® ¥ dagi
og‘ma asimptotasi bo‘lishi uchun ... bo‘lishi zarur va yetarli.

A) k=)§i@g1§4f(X), b=)}gr§(f(x)-k);
B) k=x, b:)}glgéf(x);
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D) k =)§g@n§£(f(x)- b), b=)§%@m (f(x)- kx);
D) k= lim (f(x) b), b= 1lim LX),
X® ¥ X X®¥ X
B) k= lim f( ) b= lim (f(x)- kx).
X® ¥

16. f(x) funksiyaning x = a nuqtada chapdan (shu kabi o‘ngdan)

uzluksiz bo‘lishi uchun ... bo‘lishi zarur.

A) f(a- 0) =f(0) (mos ravishda f(a + 0) = f(0);
B) f(a- 0) =0 (mos ravishda f(a + 0) = 0);

C) fla- 0)* f(a+0);

D) f(a- 0) =f(a+0);

E) f(a- 0) =f(a) (mos ravishda f(a + 0) = f(a)).

17. Agar f(x) funksiya [a; b] kesmada uzluksiz, monoton va

f(a) f(b) <0 bo‘lsa, funksiya shu oraligning ... nuqtasida nolga ayla-
nadi.

A) fagat bir;

B) tasodifan bir;

D) hech bir nuqtasida nolga aylanmaydi;
E) f(a) f(b) > 0 bo‘lsa, bir;

F) kamida bir.

18. y = f(x) funksiyada x = x, nuqtada olingan f&x,) hosila deb

A) har ganday DI;IG};O% limitga aytiladi, bunda Dy = f(x + Dx) —

—f(x) funksiya orttirmasi, Dx — argument orttirmasi;

B) % nisbatga aytiladi, bunda Dy — funksiya orttirmasi, Dx —

argument orttirmasi;

D) chekli Dlir(go% limitga aytiladi, bunda Dy — funksiya orttir-
masi, Dx — argument orttirmasi;

E) chekli xlgl; (Dy - Dx) limitga aytiladi, bunda Dy — funksiya

orttirmasi, Dx — argument orttirmasi;

F) )}%@rli % limitga aytiladi, bunda Dy — funksiya orttirmasi, Dx —
argument orttirmasi.

19. Agar biror y kattalik y = f(x) qonun bo‘yicha o‘zgarayotgan

bo‘lsa, bu Kattalikning x = x,, dagi o‘zgarish oniy tezligi ... ga teng.
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Df (xo)

A) £(x,); B) . D) £ax,); E) f(x,+Dv) - £(x,); F) L (x“

20. A(xy; ¥p) nuqtada y =f(x) egri chiziqqa o‘tkazilgan unnmamng
k burchak koeffitsiyenti ... ga teng.

A) fix), B) f(x+Dx) - f(xp); D) f(xp); E)f&x); F)
X0

21. Agar f(x) va g(x) funksiyalar f&x), g&x) hosilalari maVJud
bo‘lsa, u holda (f(x) = g(x))¢=

A) f&x) xg8x); B) f&x) £ gkx); D) f&x £ y); E) ghx £ y); F) f(x) £g(x).

22. Agar f&x) va g €x) hosilalar mavjud bo‘lsa, (f(x)g (x))¢=

A) fEx)g &x); B) f&x)g&x) + C, C — o‘zgarmas;
D) f&0)f (x) + g Kx)g(x); E) f&x)g(x) + ghx)f (x);
F) f&0)g &x) + f(x)g(x).

23. Agar f&x) va g&x) hosilalar mavjud va g(x) * 0 bo‘lsa, o (6% _

Df(xo)

g(x)o
Sax) . fax) .
AR B) e
D) fﬂ(x)g(x) f(x)gﬂ(x) E) FUx)g(x)- f(x)gd(x)
g2 (x) g(x)
F) fﬁ(x)g(x)+f(x)gd(x)
g2 (x)

24. Berilgan f(x) =x 9, al R funksiyaning f&x) hosilasi ifodasini
ko‘rsating:

A) axx*; B) I; D) 0; E) axx?1; F) fa(x).
25. f(x) funksiyalarning f&x) hosilalari ifodasini ko‘rsating:
fx) = f&x) =

1) sinx; 2) cosx; K) sinx; L) -sinx; M) cosx;

) . 1. 1. 1
3) g5 4) clex; N) cos? x’ P) cos? x’ Q) sin? x
A) 1K, 4P, 3M, 2N; B) 1M, 4Q, 3P, 2L;
D) 2L, 4K, 3Q, IN; E) 3R, 4K, 2M, 1Q;

F) 4Q, 3N, 2K, 1L.
26. f(x) funksiyalarning f&x) hosilalari ifodasini ko‘rsating:
fx) = f&x) =
1) €5 2) ¢ (a>0, at 1); K) ﬁ; L) &5 M) Ind";
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3) Inx (x> 0);

N) d¥lna; P) %logax; Q) %

4) log,x (@>0, a* 1, x>0);

A) 1K, 2P, 3M, 4Q;
D) IL, 2N, 3Q, 4K;
F) 1Q, 2K, 3M, 4N.

B) IM, 2Q, 3P, 4N;
E) IN, 2M, 3K, 4L;

27. f(x) funksiyalarning f&x) hosilalari ifodasini ko‘rsating:

fx) =
1) arcsinx; 2) arccosx;
3) arctgx; 4) arcctgx;

A) 1L, 2N, 3Q, 4P;
D) IM, 2K, 3P, 4Q:;

S&x) =
1. 1. 1.
Kz D= M =
I S R 1
N == P Q oy

B) 1K, 2Q, 3M, 4N;
E) IN, 2P, 3M, 4Q;

F) 1Q, 2L, 3K, 4M.

28. Agar u=j (x), y=f(u) bolsa va j €x), f&€u) hosilalar mavjud
bo‘lsa, u holda y =f (j (x)) murakkab funksiya hosilasi y ¢=... bo‘ladi.

dy _ fax) .
A& Tm

E) 2= fqwj €0 F) 2= £ (wy ).

B) 2= fqjdx); D) L= fawy@:;

29. Agar y =f(u), u=j (9, t=y(x) bo‘lsa, y¢=... bo‘ladi.

&y _ S
A E Ty

O L= rqwyj qoy ();
E) 2 = £4j )y (x)).

30. Agar y = f{x) va x = (y) o‘zaro teskari funksiyalar hosilalari
mavjud va fx)! 0 bo‘lsa, u holda j €y) = ... bo‘ladi.

F) f&x).

B) 2= fdj an)y 4x):;

D) 2= £( (y dx));

S(x) . x_ . .
A Ty O RRAT DR
31. Agar (a; b) intervalda uzluksiz bo‘lgan fix) funksiyaning
f&x) hosilasi shu intervalda musbat bo‘lsa, funksiya unda ... .
B) ofsadi;
F) monoton emas.

B) L2; D) E)

A) kamaymaydi;
E) o‘smaydi;
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32. Differensiallanuvchi funksiya x = ¢ nuqtada ekstremumga ega
bo‘lishi uchun f c) =0 bo‘lishi ... .

A) yetarli; B) zarur va yetarli; D) zarur;

E) vyetarli, lekin zaruriy emas; F) shart emas.

33. Funksiya hosilasi mavjud bo‘lmagan nuqtada funksiya
ekstremumga ...

A) ega bo‘lmaydi; B) har vaqt ega bo‘ladi;
D) fagat minimumga ega bo‘ladi; E) ega bo‘lishi mumkin;
F) fagat maksimumga ega bo‘ladi.

34. f(x) funksiya cl (a; b) nuqtada hosilaga ega bo‘lsin. Agar
f&c) =0 va ¢ nugtadan chapda f¢> 0, nugtadan o‘ng tomonda f¢< 0
bo‘lsa, funksiya x = ¢ nuqtada ... ga erishadi.

A) lokal minimum;

B) maksimum yoki minimum ;
D) lokal maksimum;

E) intervaldagi eng kichik giymat;
F) intervaldagi eng katta qgiymat.

35. f®x) hosila x = ¢ nuqtada Oga teng. Bu nuqta f(x) funksiya
uchun ganday nuqtadan iborat?

A) minimum; B) bukilish; D) maksimum;

E) ekstremum,; F) uzilish.

36. Lagranj teoremasi: agar f (x) funksiya [a; b] kesmada uzluksiz

va oraligning ichki nuqtalarida differensiallansa, bu kesmada shunday
x = s nuqta topiladiki, unda ... tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Ay LBL9 < rqe): B) LA - rqe);
- . S(x)- f(b) _ .
C) ()~ fane- a=7a); D) LB fao);

E) J)+f(b) _ = fdc).

x+a

37. Agar [a; b] kesmada f(x) funksiya uzluksiz va f&> 0 bo‘lsa,
funksiya grafigi gavariqligi bilan ... qaragan bo‘ladi.

A) yuqoriga; B) o‘ngga; D) pastga; E) har tomonga; F) chapga.
38. (x+a)" Nyuton binomi yoyilmasidagi (k + 1)- hadi ... ko‘rinishda
bo‘ladi.
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A) Ckxnak, B) Ck x"ka". Dy Cn+kx a™ k.
E) Ckxmkqk, F) C;’Hlfx”ak
39. Har qaysi f(x) funksiyaning F(x) boshlang‘ich funksiyasini
ko‘rsating:
fx) = F(x) =
Re_ - 2 2 3x2_ . 2 [iav_9)3 -
A) J3x 2’B)\/3x—-2’ X>3 K) Nk L) 9 3x-2)";

P) %\/3x— 2 N)(3x-2)V3x-2;
1) AK, BL; 2) AP, BK; 3) AL, BP; 4) AN, BP; 5) AL, BN.
40. of (x)dx=F(x)+C, (1 Rbo‘yicha har qgaysi f(x) funksiyaga

gaysi F(x) funksiya mos?

fx) = Fx) =

K) —5; L) cosx; M)

2,2
) A) (+x?) ; B) sinx;
1+x sin“ x 2
D) -sinx; E) -tgx; F) -ctgx;
G) arctgx; H) arcsinx.
1) KA, LD, ME; 2) KG, LB, MF; 3) KA, LF, MG;
4) KE, LG, MH; 5) KD, LB, MB.

41. (E _dx integralni toping:
2x2-L2
A) x3 - arctg(x- H+C; B) 2x +C;
3
D) 2x3-Inx2+C; E) 2%+§+c;

F) 2x3-2Inx+C.

) 2
42, LOsin_ x-4€0S” X v integralni hisoblang.
sin“ xcos” x

A) 10tgx +4ctgx +C; B) 6tgx - 8sin2x +C;
D) -0+ 1 4, E) 10In(cos> x)- ——+C;
cosx sinx

F) 6ctgx - 8cos2x +C.
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43. O‘zgaruvchini almashtirishdan foydalanib hisoblang:

3
.ctg” 4 xdx < d
J = va K= -2
sin? 4x xIn x

A) J—tg 2, K=x"* B) J=- S8, K=ln(lnx)+C:

D) J =cos4x, K:ﬁ; E) J=sindx, K=e *;

F) J=tg4x, K=In? x.

44. O‘zgaruvchilarni ajratishdan foydalanib, y ¢=x3y3 differensial
tenglamaning y(1) =- 4 boshlang‘ich shartni ganoatlantiruvchi yechi-

mini toping.
A) 16x3; B)-4x4% D)-4x-% E)-16x3 F)-16x-3.

45. S; = ox2\/1+x dx-? S2= C‘)% ?
X

A) S| = 52, S, =2arcsin 2 B) S, =52, §, =arccos4;
D) § = ,S2 =2arccos4; E) §; =25, =y1-x*
F) S$; = -52 , O =%arcsin4.

(35 \ XL
46. xl(éng¥( 3t ) ni hisoblang.

14
A)15; By e3; D) +; B e’ PL

47. Bir aylanada yotgan besh nuqta ustidan gancha vatar o‘tkazish
mumkin?

A) C2; B) 43; D) P; E) 4; F)C;.

48. Cheksiz kamayuvchi geometrik progressiyada:
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49. y=x3- 3x chiziq va uning X, =- 1 abssissali nuqtadagi urinmasi
bilan chegaralangan shaklning yuzini toping.

A) 5,25; B) 6,75; D) 6,25; E) 4,75; F) 5,75.
50. I integraldan har biri gaysi K ifodaga tengligini va ... nuqtalar
o‘rnida turgan ifodani ko‘rsating.

b b
I: A) of (x)dx; B) of (x)dx;
a b

d d b
D) &f (x)dx=...+3f (X)dx; E) S (x)+q(x)ldx;

b e b
Kil) -of (x)dx; 2) of (x)dx; 3) -f(x)dx; 4) 0;

a a

b b b b
5) of ()dx+y(x)dx; 6) f (x)dx- ¢y(x)dx;
a a a a
d-e 2b 2b
7y of(x)dx; 8) f(x)dx; 9) C; 10) f(x)dx.
c b 2a
A) A3, Bl, D7, E4; B) Al, B4, D2, ES;
D) A5, B8, D6, E9; E) A10, B9, D4, Eo6;

F) A8, B6, D9, E10.
51. Agar [a; b] kesmada f(x) 3 0 funksiya uchun k £ f(x) £ K
b
tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, ?(b- a)£ f (x)dx£ K'? bo‘ladi. ? belgilar
a
o‘rniga mos ifodalarni tartibi bo‘yicha yozing:
A) (k- a), (k- b); B) (K- k), (K+k); D)k, (b- a);
E) (k- b), (k+b); F) (K- a), (k+D).
52. f (x) funksiya [a; b] kesmada monoton o‘suvchi. Agar [a; b]

kesma teng n bo‘lakka bo‘lingan va bo‘linish nuqtalari @ =x,<x, <...
<x,=b bo‘lsa, u holda

n-1 b n
9 9
=34 2£Qf(x)dx£5 3 ?
k=0 " k=1
bo‘ladi. ? belgilari o‘rniga mos ifodalarni tartibi bilan yozing.
A) X, f(X), x, 1, n- 1, X B) Xo, X X, - 2, f(x,));

D) b+a, f(x,. ), b+a, n- 1, f(x,_)); E)b-a,f(x),b-a, nfx),
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F) Xy X 1o f(xk_z)a Xy X 1o 2, f(xk_z)-

53. Trapetsiyalar formulasi:

f

b
o/ (x)

dx»l(
n

WO 4 (x4t £O)

? belgilar o‘rniga mos ifodalarni kelish tartibida yozing.

A) b- a, b, x,; B) b+ a, na, x,; D) ab, x, |, x, 5
. b
E) Jab, b- a, nxy;; F) ‘/;, nb, nx.
54. x>0, a >0 uchun
Topilsin: Javob variantlari:
(1) (2) (3) 4) 5)
1 1 a
(In(ax))¢ pees < £ | na+lnx | e~
=L palnx| 2 -2 e e? 1
e
lim Inx 0 +¥ -¥ 1 e
X® +¥
lim In x +¥ -¥ -1 e 0
X® +0
55. a>0, >0 uchun:
Topilsin: Javob variantlari:
(1) (2) (3) 4) 5)
a* X7 a”¥ a+d@ ay a”y arxy
= 17 ew] o || ©
ay "4 a Yy
(@Y &y | @ @ Ya¥ | (@)*
(ab)* a+ b ab* &b ab (a+b)*
a)” < a a*
(b) @- b b* | @
56. Kombinatorika elementlari:
Asosiy Javob variantlari:
formulalar (D) 2) 3) 4) ®)
Ak = (mDO = | mxk | mxk! k™ mk
Ak = k! m! (m-k)! (m+k)! m!
m = m! k! m+k)! | ol | m- k)
379
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davomi

= m!(m- D1 (m-1)! (m+1)! | m(m-1) m!
Cck= _ k! k+1 k-1 (m+1)! k!
m (m+k)! m! m! ml(m+k)! | k!(m-k)!
k=ky ety , (kD! k e K
Pk ky o k)=| K g ko K TRy Lok | K Ty Lo Ky Ty L
Ch= Coil Ci Clim Ceim Clom
57. Ehtimollik nazariyasi elementlari:
Qo‘shish Javob variantlari:
teoremalari (D) 2) 3) 4) &)
AU B = /& uchun
P(AUB)= [P(AUP(B)| P(A)+ P(B)|P(A)- P(B)|P(A)NP(B)(P(A- B)
P(A) = P(A) 1- P(A) | 1+P(A) [1- P(A) |1+ P(A)

58. Bitta ehtimollik fazosidan olingan erkli 4 va B tasodifiy hodisalar

uchun:
Javob variantlari:
) (2) 3) 4) 5
P(ANB)= [ P(A)xP(B)|P(A)+ P(B)| P(ANB) | P(ANB) |P(ANB)
P(A)+ P(B)- | P(4+B)- |P(A+B)+ | PA+PB+|PA)- PB+
PCANBY= | payxp(B) |- P(4)<P(B) |+ P(A)xP(B)| + PAYPB) |+ PUA)PLA)

59. X hodisa ro‘y bergandagina A hodisaning ro‘y berish ehtimolligi

PA|X) =

A) P(X)

E) P(A)

P(AUX) |

5

P(ANX) |

5

60. Bernulli formulasi P
E) Cm n- m n
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P(ANX) P(AUX) |
Do P
P(X)
) P(ANX) "
B) Ci’l i’l m- i’l D) C m- n
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JAVOBLAR

I bob

1.9. |sinx | £ 1,|cosx|£1,0£ 1 - cosx £ 2 ekanligidan, foydalaning. 1.11. 4)
x = R(t - sint), y= R(1 - cost). 1.16. Ko‘rsatma: BM?= OB? - OM? =
= OB? - (0OA- MA)* = MA(20A - MA), bundan izlanayotgan munosabat
chiqarib olinadi. 1.19. 1) to‘g‘ri burchakli EVS uchburchak
bo‘yicha r, = r;sina, endi hisoblashlarni bajaring. 1.23. 1) sin5x ning T,

1

asosiy davrini sin(5x + 2p) = sir15(x + T)) bo‘yicha topamiz: 7, = ll:3; shu kabi

cosdx ning asosiy davri T, = 4 ; T, va T, ning eng kichik umumiy bo‘linuvchisi

javobni beradi: T = 2p; 2) 20p; 3) 20p. 1.24. 1 - cost sahm funksiya
t =p da 0 ga teng, juft funksiya, ixtiyoriy ¢ da nomanfiy, 0 £ t £ p da
0 dan 2 gacha monoton o‘sadi, p£ ¢ £ 2p da 2 dan 0 gacha monoton kamayadi;
1-cos(180°+f)=1+cost=2- (1- cost). 1.25. 1) mumkin; 2) mumkin, chunki

2 2
a9 , b9 =1, 1-cost=1--——=L_  1.28. 1) mx%;

ge_ Ja’+b’ o 3Ja +b’ @ a® +b?

2) md2 - m* . 1.31. a) 1), 7) lar toq, 2), 3), 4) lar juft, 5), 6) lar toq ham

emas, juft ham emas. 1.34. 1) g; 2) -0,6. 1.36. 6) 0,5; 7) -3. 1.42. 1) x =pk,

Kl Z; 2) x=§+pk, Kl Z; 3) 122+2pk, Kl Z; 4) A& 5) 2cosx - 110,

x1 ig— +2pk , ki Z 1.43.1) Ko‘rsatma: cosd(x + T) = cos(4x +2p), bundan
=p/2; 2) T =4p; 3) 2p/3; 4) Ko‘rsatma: cos(w(¢ + T)+j )=cos(wr+j + 2p),

bundan wt +wT +j =wt +w +2p, T:%NE; 5) T=2p/5;6) T=p;7) T=1/2;

8 T :%NQ; 9) Yechilishi: cos4x bo‘yicha 7, =%, sin(Sx +%) bo‘yicha
T, = 239; 122, ;39 larning eng kichik umumiy bo‘linuvchisi 7 ni beradi, 7' =2p;

10) T =4p; 11) T =2p; 12) T =2p. 1.45. 3) a* +3b” - %; 4) 0; 5) a% 6)

a,+a, +..+a

n 3
taa,...a,

tengsizlikdan foydalaning, bunda a, a, .., a, — musbat sonlar. Masalan,

J3a? - %bz. 1.46. 1)—5) mashgqlarni yechishda

2
Ja? xI = a, bundan ‘12;1 3 1. Bunday giymatlarni tangens va kotangens gabul

a’+l _

2 1 bo‘ladi va berilgan giymatni

qgila oladi va fagat a = 1 bo‘lgandagina

2
sinus va kosinus ham gabul giladi. 1.48. cosa = +g tga = 2"[’ .1.49.-2.
a a
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1.52. 1) 0; 3) 0; 4) 0. 1.56. cos*x + sin*x = (cos’x+sin’x)? - 2cos?xsin’x =
=1 - 2cos’x sin’x. Ikkinchi tomondan cos®x + sinx = (cosx)’ + (sin’x)’ = ... =

=1- 3cos’xsin’x=q. Bundan cos’x smzx-l'3 . Javob: cos*x+sin*x=1 - ZXI'TQ :1+—32q.
f 1.57. Agar O<x<122,h>0,x+h<}2 deb qo*-
A
yilsa, masalani hal qilish uchun %)r;h) 51£1Cx
3 bo‘lishini isbot qilish yetarli (geometrik
isbotida 1-§, 1-banddagi ma’lumotlarga tayanish

O| 4 B/DC X mumkin). Markazi koordinatalar boshida
joylashtirilgan birlik aylanada A(x + h) va
B(x) nuqtalar belgilangan bo‘lsin (I.54-rasm).

| sinGeth) _ Ad _ AC _ BC+AB
1.54-rasm. EAB=h, EBD=x Snx BBI =REE TRl =

—l+BC<l ﬁ=—h . Bundan W<Si%.l.63.1{0‘rsatma: 1), 3),

4) larda y = cosx funks1ya grafigini almashtirishdan, 2), 5), 6), 9) larda
y = sinx funksiya grafigini almashtirishdan, 7), 8) larda esa [a], {a}
larning ta’rifidan foydalaning. 1.64. Ko‘rsatma: 1), 2), 4), 5) larda y =
=cosx funksiya grafigini almashtirishdan, 3) da y = sinx funksiya gra-
figini almashtirishdan foydalaning. 1.69. Ko‘rsatma: y = tgx, y = ctgx
funksiyalarning grafigini almashtirishdan va |a|, [a], {a} larning

ta’rifidan o‘z o‘rnida foydalaning. 1.70. 1) Siln2 —sm(}2 i9) =cos2 =

2 12 12
—coglR e R) = V2B V2,1 _2(B-D. - 72

COS(4+6) 272 729 T2 333 -S4 - 51T,
Ko‘rsatma: 1) Funksiyalar ifodasini y =cos(x- %) yoki y=cos% ko*-

rinishiga keltiring, cos< ;T = cos( + 2p) bo‘yicha T'=4p. 1.84. f,(x) va f,(x)

chiziglarga ularning M(x;; y,) kesishish nuqtasi orqali o‘tkazilgan / va [,
urinmalar OX o‘gining musbat yo‘nalishi bilan a, va a, burchak tashkil
qilsin (I.55-rasm). Kesishuvda hosil bo‘ladigan b burchak b =a, - a, bo‘ladi.

tgb =tg(a,- a,) = 1k2 ky bo‘ladi, bunda k, = tga,, k, = tga, urinuvchi to‘g‘ri

Y chiziglarning burchak koeffitsiyentlari. 1) %; 2)

% . 1.85. tgA = x deb belgilaylik. U holda

tgB=2x, tgC=3x; tgC=tg(p- (4+ B))=-tg(4 +B) =
x+2x
1- x2x
x,=1, x,=-1 ni topamiz. Uchburchak burchaklari
0 ga, yoki hammalari o‘tmas, yoki 180° ga teng
L.55-rasm. bolishlari mumkin emas. Shunga ko‘ra masala

=3xyoki - 3x = . Tenglamani yechib, x, =0,
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shartini fagat x = 1 qanoatlantiradi. Javob: tgA =1, th =2, tgC =3,
V2 ZJ_ sinC = SJ_

smA——, sin B = s . 1.88. 1) 2)l J_ 1.96. 10) tg55° x

tg6so:tg(6oo_ 5°) )¢g(600+50) - tg60° - tg5° _ tg60° +tg5° _ 3- tg 5° , 1g75° =
1+tg60° tg5° 1-tg60° tg5°  1-3tg? 5°

3 zo ) 2 zo

tg” 5° - 3ctg5 1-3tg= 5

cte cte = g 3 ; tg55°>¢g65°>¢g75° = L =
3ctg5°-1 3tg5° - tg° 5° tg5°

= ctg3® = tg85°. 1.97. 1) ﬁ; 2) - 1; 3) 3tg2a; 4) 2cosa; 6) S;j‘% 7) 1; 8)

=ctgl5° = ctg3 x° =

cos(% - Za). 1.99. sin15° :—‘2;/5, sin18° =@ . 1.100. 1) |sin3a ; 2) v2|cos5x|;

3) 1; 4) ctg2a; 5) ‘tg%‘, 1.101. 5) Ko‘rsatma: sin*a+cos*a = (sin’a+cos’a)’ -

sin35° _sin 55°

X =

- 2sin’acos’a dan foydalaning. 1.107. 1) %; 2) Yechilishi:
cos35° cos55°

%(cos 20° - cos90°)
=——————=1;3) 1- J3; 4) 0,25; 5) 11_6 Ko‘rsatma: dastlab
E(cos 20° +c0s90°)

c089°cos81° va cos27°cos63° ko‘paytmalarni yig‘indiga keltiring. 1.109. 5)

3900 o
i=ctg600 :ctg(3><20°)=Ctg 202 3ctg20
V3 3ctg?20°-1

- 6¢tg*20° + 9ctg?20° = 3ctg?20° - 2ctg?20° + % va hokazo; 6) cos9°cos81° =

yoki kvadratga ko‘tarilsa, ctgé20° -

=5 (cos90° + c0s72°) = cos72° shu kabi c0s27°c0s63° = %cos36°. U holda

c0s9°co0s27°cos63°cos81° = c0s72 cos36° :—cos72 Xzsm—igmos%" =
sm

_ sinl144°

= 5= %, cos12°cos24°cos48°c0s96°=... = 16’ 7) tenglikning chap qis-
16sin 36

mini 2 sin% ga ko‘paytiramiz va bo‘lamiz: (sina ><2$in% +sin2a ><2$in% +

2sin&
sm2
3a 5

28 ps22
COS =" - COs=5

+

+...+sinna ><2$ing) =1 ?cos§ - cos2
2 ZSin% 2 2

15 - cos2ntl i
+...+(COS 5 a- Ccos 3 aﬂ

cosna- 1+2nsin@ sm@a

1 a . 2n+l 2 2 2sin%a
" Jsind (COS 27T ) - 1.110. 1) 4sin? @ +2) Shacosita
2 2

1.111. 1) 5sin(5¢ + a), a = arccos0,6; 2) 12sin(37+a), a = arccos% -£2:.3)

13sin(2t +a), a = arccos% + 533 . 1.115. 1) j ;- #=0 vaqt momentidagi bosh-

lang‘ich faza, X = X cosj yoki X = X coswt, Y = ¥;sinj yoki Y = ¥sinwz;
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3) X=X,cos(wt +j ), ¥Y=Ygsin(wr+j ). 1.116. 7) sinx = % >1 bo‘lgani uchun
tenglamaning yechimi yo‘q. 1.119. 4) 3p-10. 1.122. 1) + 349 +2kp; 8) 2- 122
1.125. 4) Yechimi yo‘q. 1.127. 3) arcctg 0,2 + kp, Kl Z. 1.129. 1) J/3; 5)

A (o . 2) - . 2y} 1L __3
tg@rcctg( 3)ﬂ tg(p arcctg 3) tg(arcctg 3) clareagd] 2 1.133.

L+E@A.L(E )‘.L(E)*.

D hCDe B g1z 0) Le2roko) ki Z 3) L(2+ko), ki Z )
S50+ 60°%k, K Z 9) 22°306+ 306+ 180°k, K Z 11) &£ 1.134. Ko“rsatma: 3)
5x:-%+pk,kTZ;6) 3x:%+5x+pk,kTZ;8) tg(Sp- x) =tg(p - x) = - tgx;
i ctg(2x+l62) =tg(232+2x); 12) VX =2 - 2x+pk, k1 Z; ..; 13) kvadrat teng-
Jamani yeching: 15) 2 = (- 1Y(- 3x2) + pk, ki Z: 17) J2(sinx + cos x)(l : %sin2x) -
=sin2x. 1.136. 1) (sinx- cosx)?>=0, ...; 3) tg2x=3; tg2x="7;... 8) 2tg’x - 6tgx-

- 23 =0; 10) cos*x - sin*x = (cos’x - sin’x)(cos?x + sin’x) = cos’x - sin’x=...; 11)
x:%+ﬁ29, nl Z; 12) x:ﬂ29, m Z 1.137. 1) }22+kp, K Z 2) sinx =1,

coszx:%; 3) x, =20k, K Z, x, =+B+2pk, M Z, x, :i3J43+2pk, Kb Z4) E
5) 2+ pk, K Z 1.138.2) x,=2pk, [ Z, x, = 2 +2pk , Kl Z, x, =+ +2pk,,

K Z 3) %+ pk, arctg3 + pk, kKl Z 4) %+ pk, arctg2 + pk, ki Z; 5) %"' %k,
Kkl Z; 7) berilgan tenglama cos5x + cos7x = #(sin5x + sin7x) tenglamaga teng
kuchli; 8) tenglamani sin4x - 2sin4xcos*x + cos®x = cos®x - cos’x yoki (sin4x -
- cos*x)? = - cos’x(1 - cos®x) ko‘rinishda qaytadan yozamiz. (sindx - cos*x)?>3 0,
-cos?x(1 - cos®x) £ 0 bo‘lganiga ko‘ra tenglik cos’x(1 - cos®x) = 0 bo‘lganda
o‘rinli bo‘ladi. Bu tenglama ikki tenglamaga ajraladi: cosx=0, 1- cos®x=0. Javob:
X = 122 +pk, k=0, 1, 2, ...; 9) Yechilishi: sin2x = 1 tenglamani ganoat-
lantirmoqda. Shunga ko‘ra (sin2x - 1)(sin?2x - 4sin2x - 4)= 0b

in 2 , éin2x =1,

&smlx =1, é

: b & ++v2 >1 bo‘lmogda b {x1 = 45° +180° k,

P é
gsin2x =2(1%£+/2 A
&sin2x =2(1+£+/2) &in2x = 2(1- \2)

X3 :%(- 1)* arcsin2(1 - ‘/7)+J22k, k1 Z].1.139.1) x=-§+np; 2) x=g+2np;
D x=0+8n a1 7. 1140.1) £ 2) x=5+pk; 3) x=- 2+ 2kn k1 Z;

x=8+np, nl Z. 1141, 1) x = - arccos(12) + B+ 2p; 2) x =2 +2mp, n1 Z
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3) x=(- 1)"2—+ %+ pk, k1 Z.1.143. 12) Ko‘rsatma: ildiz ostidagi ifo-

dalar soddalashtirilsin. Natijada: yQsinx+1y +{@sinx- 1y’ =2, 2sinx+1|+
+|2sinx - 1| =2. Tenglama faqat |sinx] E% da o‘rinli. Undan: - %’+pn£x£%’+pn,

n=0, 1, +2, ....1.144. Yechish. Tenglamani sinx = 2x - 2 ko‘rinishda

yozib olamiz va y =sinx, y =2x - 2 funksiyalar grafiklarini bitta koordinatalar
tekisligida yasaymiz (I.56-rasm).

1.56-rasm.

Grafiklar bitta nuqtada kesishadi. Bu nuqtaning abssissasi berilgan
tenglamaning yagona ildizidir. Grafiklar kesishish nuqtasining abssissasi

»1,5 ga teng. Shunday qilib, x » 1,5. 1.145. 1) x=163+2np, ni Z,

y=R-2mp, nl Z; 2) x=-Bapk+n), y=Lepk-0, k 07 3)

= T _ ctg?a-1
x-i%+p(m+n), y= i% +p(n- m), m,nl Z, 4) /£ 1.146. 1) ctg2a = ot
2
<jet=letga; 2) sinfa - sina + 0,5 = (sima - 0,52 0; 3) Har doim

2 + cosa > 0. Tengsizlik - y3(2 +cosa) £ 3sina £ ¥3(2 +cosa), bundan
3| sina| £ 2 + cosa, yoki 4cos’a + 4cosa + 13 0, yoki (2cosa + 1)23 0; 4)

cosA xcosB xcosC = %[cos(A - B)+cos(A + B)]cosC = %[COS(A - B)- cosC]cosC =
L[ ) 120 g my . 16~ cos(A- B

= 2[cos C - cos(A4 B)cosC] =gcos (A- B) 2écosC 3 Q £

£ %cosz(A - B el 9) | asinx + bcosx| £ va’ + b? bo‘lganiga ko‘ra | 3sinx -
- 4cosx| £ /32 +4% =5 10) sina > sinacosb, sinb > sinbcosa ekani ma’lum.
Ular hadlab qo‘shilsa: sina + sinb > sinacosb + cosasinb = sin(a + b); 11)
oldingi misolga asoslanilsa, 2sina = sin(a + b) < sina + sinb, sina < sinb,

demak, a <b. 1.153. 1) 0,2376; 2) 0,9832; 3) 0,1510; 4) 0,5150, darajalarni
radianlarga o‘tkazing. 1.157. 1) tg(arctg3) = 3 bo‘lishini bilamiz. Lekin

arctg(tg3) =3 deyilishi qo‘pol xatolik bo‘ladi, chunki - }23<arctgm<}23.

25 Algebra, II gism 385

www.ziyouz.com kutubxonasi



Demak, arctg(tg3)i ( %; 122) bo‘lishi kerak: tga =tg(arctg(tg3)) =tg3. Tangenslar-

ning tenglik shartiga ko‘ra a =3 + pk. Lekin shart bo‘yicha - 9 <3+kp <9 yoki

_9_3 9_3
p <k<— yoki -1,43... <k <-0,45..., bundan k =-1. Demak, arctg(tg3) =

=3- p; 2) a =arcsin(sin4), sina =sin4, a = (- 1)* x4 + pk, - gE(- ) sd+kp£2

bundan k£ = 1. Demak, a=-4+p; 5) arccosgcos(g + §JS= arccos’cos%] = 4897 [0; pl;

iné 20Uz 2] = arcsinin[2 - 2p|U= 349):
6) arcsmgcos(4p+7p)g arcsin| cos p] arcsm%m( 7p) i arcsm(sm 7

=3bjl. R bf. B Jl) =
14I[ 2£x£ = arctg

; 7) arctggl; g( tgl4] ﬁ; 9) cos2a =cos’a- 1,

g
al ( }22; }22) bo‘yicha ayniyat 2cos’(arccos)- 1=2x*-1; 10) cos3a =

=cosa(4cos’a - 3) bo‘yicha: cos(arccosx) x(4 cos’(arccos x) - 3) = x(4x> - 3),
- 1£x£1;12) Ko‘rsatma: arcsin(sin100) = (- 1¥)(kp - 100), bunda k bunday
i i - b - p 100 _1 100 4 1 =
aniqlandi: 2£kp 100£2, 0 2£k£ 0 +2 , 31.3E£ELKE323, k=32.
arcsin(sin100) = 32p - 100; 13) sin3a = 3sina - 4sin*a, bunda a = arcsinx,
bundan sin(3arcsinx) = 3x - 4x 3. 1.158. 1) g; 2)0;3) J31;7)Ko‘rsatma:
y=2arcsinx almashtirish kiritilgandan so‘ng siny+cosy=1;
8/2 iy 4 Y2 cos 0 = - 9) - - KRB
ﬁga/;smy+ 5-cosyz=1p \/fsm(y+ &/=1,bundan y =kp+(- D <4 - §.
Ikki holni qarang: k =2m, k =2m - 1. 8) Ko‘rsatma: arccosx = —29 +10kp,

x= cos(ifl +10kp) =0, k=0,£1,22, .5 x=0. 1159, 1) - 2 £ 4xe B

arctg0,5() U garctg2,5 . arctg3y)

2) ;- ; 3) sin(arcsinx - arccosx) > sin0 = 0

12’ 3 g & 3 » T3 8
ni 1sb0t qilish kerak. sin(arcsinx - arccosx) = sin(arcsinx) xcos(arccosx) -
- sin(arccosx)cos(arcsinx) = x> - (Y1- x2)2 =2x*- 1>0p |x|>% yoki x < - g,
X >§ lekin tengsizlik | x| £ 1 da ma’noga ega. Demak, % <xE£l.
4) § ; Y20 5. 1.160.2) 6(J3 +1).

ITbob

21.£22.x=0.23. £24.x=1.25. x = 1132+2pn, y= iE+2(n- k)p,n K Z

25 4006 XY xoos XY

3 3 3 +1=0 ko‘rinishga

Ko‘rsatma: tenglamani 4cos
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keltirib, chap tomonda to‘la kvadrat ajrating. 2.6. x =2 + 42 = 8— +2pn,

4" 2
N . ) S 1., _16 8 .
n, kIl Z. Ko‘rsatma: tenglamani smy—2(1 - 5sin 2x)><§+Sin4 o 16 ko‘ri-
isin?2x =
nishga keltiring va -1£siny£1 ekanligidan foydalanib, j sgq 2x1 L siste-
isiny =

mani hosil giling. 2.7. x =%(2k +1). Ko‘rsatma: tenglamani (igx- tgy)+

+2(tgx xtgy - ctgx xctgy)® + 1 =sin?(x + y) ko‘rinishga keltiring. 2.8. x = 2.
Ko‘rsatma: tenglamani x x2* =8. ko‘rinishga keltiring. 2.9. x, =0, x, = 2.
Ko‘rsatma: tenglamani (x- 2)(2*+x - 1) =0 ko‘rinishga keltiring. 2.10.

x=kp,y=1,k Z 2.11. £ 2.12. x :%+ kp, x =2kp, ki Z 2.13. /E 2.14.
x:—49+2kp, KZ 215. £ 216. x =1, y =0. 2.17. x =1, y = 0. 2.18.
2kp<x< % +2kp, Kl Z. 2.19. (-¥; - 1]E[l; +¥).Ko‘rsatma: tengsizlik-
ning aniqglanish sohasini toping va unda Jx? - 13 0 bo‘lishini e’tiborga oling.
2.20. [1; +¥).2.21. (-¥; -1]E[l; +¥). 2.22. (-¥; 1]. 2.23. [I; +¥).
Ko‘rsatma: x3 1bolsa, +/x £ x va 2* 3 2 bo‘ladi. 2.24. (-¥; 1]. Ko‘rsatma:
x£1bo‘lganda 2¥7 3 2° =13 x bo‘ladi. 2.26. [1; 2). 2.27. x :5—’ +2pk, k=7,8,
9, ... . Yechilishi. Tengsizlik sinx = 1 bo‘ladigan x larda aniglangan, ya’ni
tengsizlikning aniqlanish sohasi x = % +2pk, kI Z lardan tashkil topadi.
Bu x lar ichidan tengsizlikning yechimi bo‘ladiganlarini bevosita qo‘yib
ko‘rish bilan aniglaymiz: 0<(g-+2pk)-13p,M‘Z. Bundan, k 3 7 ekani
kelib chiqadi. 2.28. (-¥; -2)E(2; +¥). 2.29. x =-1. 2.30. x =2. 2.32. (- ¥; +¥).
Ko‘rsatma: sin(sinx) <sinl < sir1132 :g. 2.33. (-¥; +¥). Ko‘rsatma:
[sinx +cosx)| £1£ 2leosxl 2 34, (-¥; +¥). Ko‘rsatma: %Sinz{Sx} £ %sin2 1£
£ %Sinzg2 =1.2.35. (- ¥; +¥). Ko‘rsatma: sin({x} +1) - sin{x} = 25in%cos({x} + %) >
> 2cos(1 +%)sin% >2cosBsing =0.2.36. [1; +¥). Ko‘rsatma: y=vx-1+2" +log,x,
-.2.37.(1;2).2.38.(-¥;1]. Ko‘rsatma: y=+I- x +3- x- 2" funksiya D(y)

=(-¥:1]da " vay(1)=0. 2.39. k+%;k+q,k72240.1-%?<x<1.L4L

x=log;2-4;,y=1.242. x =y =2, z =-2. Ko‘rsatma: Tenglamalar

. X +z=2-y
sistemasini % Jyx- 72 =4
garang yoki berilgan sistemaning birinchi tenglamasini kvadratga
ko‘tarishdan hosil bo‘lgan tenglamadan sistemaning ikkinchi tenglamasini
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ayiring. 2.43. x =y =4,7=-4.244. x=3,y=1,7z=0.245. x=y=z7=1.

2.46. (1.5: 0.5). 2.47. (% §) 2.48. x=+0; y=ml. 2.49. (29 va(-2-9).
.17 . 17
2.50. (,7)va( 2 -7)

IIT bob

311)317552)\/‘\/‘\/_\/_35f?+‘/_°- 4-/50'0 3¢ 1)

2 6,
chegaralanmagan; 2), 3), 4) chegaralangan bo‘lishi ham, chegaralanmagan
bo‘lishi ham mumkin. 3.9. 1) Yo‘q (Masalan x, =-n; y =1 ketma-ketliklarni

qarang); 2) Ha. 3.13. Ko‘rsatma: a, - a =___ad-bc __ ekanidan
(cn+d)? +c(cn+d)
foydalaning.1) ad > bc; 2) ad < bc. 3.21. 1) Yo‘q; 2) Yo‘q; 3) Ha; 4) Ha. 3.23.

1
18+134 6
n o pn

1) Ko‘rsatma. x, = ketma-ketlikning chegaralanganligidan

n

[S]

1 l 5 = 5 -l =7
foydalaning. 3.24. 2+2(4n_3). 3.27. 1) x,=2+.35; £1®1£1xn 2

2)x, =0+ n%g, limx, =0.3.28. 1) 2; 2) 0; 3) 3; 4) 0. 3.30. 1) 2; 2) 0;

3)+¥; 4) +%;5) 0;6) 0;7) 0; 8) 1. 3.31. 1) 1=b; )% 3)5:4)1.3.34. 1) 1.
IVbob
43. 1) lim f(x)=8, lim f(x)=2:;2) lim f(x)=1, lim f(x)=0. 4.5.
x®4-0 x® 4+0 x®}23-0 x®}23+0
1)3; 2) 4; 3) 10; 4) 724; 5) 6; 6) 1. 4.6. 1) 15; 3) 4; 5) %. 4.7. 1) Ha; 2) Ha;

3) Yo‘q; 4) Ha; 5) Yo‘q; 6) Ha; 7) Ha; 8) Ha; 9) Yo‘q; 10) Yo‘q; 11) Ha; 12) Ha.
48.1)8;2)1;3)1;4)¥;5)0;6)0;7) 72; 8) ¥;9) 2; 10) 0; 11) 2; 12) 1. 4.9.
y=1.410. x=-36.411. y=x.4.12. 1) x=2,y=0;2) y=x;3) y=-Xx,y =X,
4hyy=-1,y=1;5x=-1,x=1,y=-x,6) y=0; 7)y—-9x-l y= Ex-l
8)y=2x+1;9)y=0;10) y = g— . 4.13. 1) uzluksiz; 2) uzluksiz emas; 3) uzluksiz

emas; 4) uzluksiz emas; 5) uzluksiz emas; 6) uzluksiz emas. 4.16. 1) x = 0;

2) x:J22+pk,kTZ;3)x:i1;4)x:i1; 5) x =n, nl Z. 6) %,nTZ.

4.17. 1) Masalan, y = ; 3) Masalan, y = ——.4.20. 1) 4=1; 2)

x(x- l)(x 2)’

=% 3)A=-6;4) A=2.423.x=1.428.1) 1;2) 1,5; 3) )%;5)%;
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6) %.4.29. 1 %;2) 2; 3) %;4) 15; 5) 1; 6) %; 7) %; 8) %;9) J2;10) 5;
1) 1; 12) %; 13) 3; 16) 12; 17) %; 18) 1. 4.30. 1) &% 2) & 3) 4; 4) %

Vbob

5.2. Ko‘rsatma: qgirraning x uzunligi va Dx
orttirmaga muvofiq hajmning DV o‘zgarishi
jadvalda ko‘rsatilgan.

Dx | 1 0,5 0,2

—| =

7 | 2,375 | 0,728
5.11. fax)=3x"- $x+10, f40) =10, | 5 91 | 41,375 | 15,608
10 [331 |157,625 | 61,218

fG-D=142, f€1)=118.5.13.Ko rsatma:

Dx = p = xth-Yx i Y3) G (xrh) +3rx +x7) I
> h h h({/(x+h)2 +3/(x+h)x+\/_) \/(x+h)2 +§/(x+—h)x+‘/_
Javob: y¢= 3%/1x_2 .5.16. Ko‘rsatma: hd¢) =v(t) =v, - gt, VTO =v, - gf,bundan

t aniglanib, A(?) ifodaga qo‘yiladi. Javob: 5,234375 » 5,234 m. 5.22. Ko ‘rsatma:
x? - 4x+1=-2 bo‘yicha x, =1 va x, =3 aniglanadi. (1; -2) va (3; - 2) nuqta-
larda berilgan egri chizigga urinuvchi to‘g‘ri chiziglar y=-2xva y =2x- 8. 5.31.
y=6x-4,d="7 532 y=12c- 28.5.33. Ko‘rsatma: x- Bx-1l=2p
b x’- 1- 12x+13 =0. Endi ko‘paytuvchilarga ajrating. Javob: y=1,25x- 3,25,
y=5x+5,5,y=-x- 1,5.5.41. v(f) =x&#) = 10 - 0,6¢, v(6) =10- 3,6 =6,4 (m/s);
10 - 0,6¢=0, bundan ¢ = 16% (s). 5.44. (uvw)¢= =ulvw + uvw + uvw ¢ 5.45.

2
Ko‘rsatma: k=tg45°=1, y¢= ¥x - 1)¢=8 - 1— = §x3 =k =1, bundan
x =+3J3. Endi y =¥x - 1 munosabatdan foydalamng. 5.47. Ko‘rsatma:
f(a+h)» f(a)+ f€a)h dan foydalaning. Chetlanish ak# ga teng, bunda

f%- f4@). 551 1) - 4cos’ xsinx: 2) 551 3) - HEX 7y (¢ +6x+5)cosx.

sin2x’
COSl
5.55. 2) 5cos(5x+9) 3) 42xsm( 162) (7x2- Jg—); 10) - —X; 11)
X
cos(sinx)cosx; 12) +2 13) Xoosvltx® .y x-1
4‘}%%()905 3 Viex? 2x? cosz§’+ g\/1+tg§c+
1- /X6
15) Sm?“_ﬁa 5.59 Js 5.60. 8 ——P - 9) arcsinx; 10)
x(I+dx) - T 2 T 2(arccos x)?v1- x2 ’
sinx xarctgx + x xcosx xarctgx + )iil)rclz ; 11) a;f/tgx 1;/; ; 12) - Mﬁ;
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.48 48
I SR e 1 o _ (1L __1]}" =
13) - e 563 1) Ko'matma: §—1 0 (x+4 x+5)
-1 16
- —_— = = :M &
=(3-b, (1)) munosabat bo‘yicha W 375 .5.65. s¢=v T Cos S,

2
S@=ve= - i;%Asin%E—t yoki s&= - —T"z— 5.66. 1) 24n2; 2) 4-%(1 - xInd);

3) 10%(1 + xIn10); 4) e*(cosx - sinx); 5) - SBX*e0sx . )  2402Inl0,

e* (1+10%)% °
e* (x-1)? . . _X_ 2lnx Inx+1.
7)W,8)2ln2xcos(2) 5.67. 1) 2x10g3x+1n3,2) 7 3) o
4) ’”L'zxﬂlnl 5) sinxlnx + x cosx Inx + sinx; 6) - 12 0 7) - 2 o
xIn* x xIn® x x(1+1n x)
2
8) ctex. 5.68. 1 (X+2)(X+4) 2 (3-x)x -3 1-v2 - 4) - 4 .
yeee 8D Ty P Ty Y aEe Y R i
m-1
5) - =X A ) - S .5.69. 1) Ko‘rsatma:
) \/l-x 6) (1- x)m*! ) 33 a+x%)* 2J(1 )
y¢=(x’ +x* +6) = 3x? +2x = 0, buning ildizlari x, =0, - =. U holda :
= 2 =_2 2
x<0 x=0 x>0 X<-5 X 3 x>-3
y <0 y¢=0 y¢>0 ye>0 | ye=0 y <0

3
ymin:03+02+6:6;ymax:(_ %) +(' %) +6= 6247,9) xoz'%,a>0da

2 2
eng kichik qiymat 4“2;11’ , a<0 da eng katta giymat % .5.70. 2) eng katta

qiymati f (3) = 1, eng kichik giymati f (-3) =-971,4. 5.73. x = 12’ y =§,

S :%2. 5.74.2; 2; 2J2.5.75. x=2.576. x = r da (r>0). 5.78.

FA(x)=14+2J(x- 2)(16- x) funksiya x ning ganday giymatida eng katta qiy-
matga ega bo‘lishini aniglaymiz. x - 2 va 16 - x ko‘paytuvchilar musbat, ular-
ning yig‘indisi 14 ga teng, ya’ni doimiy son. Demak, f?(x) funksiya, f(x)
funksiya ham eng katta giymatni x ning x- 2 =16 - x tenglikni ganoatlantiradigan
giymatida gabul giladi. Bu x=9, unda f?(x) =28. Izlanayotgan eng katta giymat
f(9) =28 .5.80. Ko‘rsatma: x£1, | <x£2, 2E£x£3, 3£x<4, x3 4 hollarini
garang. Javob: 2 £ x £ 3 bo‘lishi sharti bilan f=4. 5.81. Ko‘rsatma:
uchburchakning asosi va balandligi o‘zgarmas ekanligidan foydalaning va
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AB =a, CD = h deb gabul qiling. Eng katta qiymat KL chiziq o‘rta chiziq
bo‘lganda hosil bo‘ladi. 5.85. 1) Df=f(2) - f(1)=9; Dx=2- 1=1; (1) formula

bo‘yicha fdc) = 2 =9. Lekin f¢=3x’+2, bundan x=c da 3¢ +2 =9,

c= +\/7 , nihoyat, cl [1; 2] bo‘lganidan ¢ = \/Z; 3) quyi tomon yo‘nalgan;

4) (0; +¥) da qavariqgligi bilan yuqoriga, (-¥; 0) da quyiga yo‘nalgan. 5.88.
1) (-¥; +¥) da o‘sadi; 2) (-¥; +¥) da o‘sadi; 3) (-¥; 2) da o‘sadi, (2; 3) da
kamayadi, (3; +¥) da o‘sadi. 5.103. 2) - 1,66; 0,25; 2; 1.

VI bob

6.7. 2) Ko‘rsatma: 2x=1, ﬁ+c. 6.13. 1) Lsin2x- Lxcos2x+c;

x+1)

2) xsinx +cosx +C; 3) -1)+C; 5) xlnx - x +C;

6) %lnx-%+C; 7) 7(sinx+cosx)+C; 8) e*(x2-2x+2)+C;

9) xIn’x - 2xInx +2x+C. 6.16. 7) 82; 8) -3; 9) 23310 11,25. 6.18.

2)8:4) 255) 17%.6.19. ) 1l;9 2%; 6) §. 6.22. A=3, B=0. 6.30. 64,8.
VII bob

7.4. s= _T +V,t + 55, bu yerda v, =v(t)), s(0)=s,. Ko‘rsatma. F=ma,
P = mg va F= P munosabatlardan foydalaning. 7.6. y = e . Ko‘rsatma.
y¢=2xy va y(0) =1 dan foydalaning. 7.15. 1) y = #(ﬁ -0);2) y=x*+Cx*;

. 7.17. y(0) = 1 shartni ganoatlantira-

— X —_X
3)y—smx+C><tg2.7.16.y cosx+l

digan yechim mavjud emas.
VIII bob

8.3.3x4=12.8.4. 8; 6. 8.5.24. 8.10. A; xA; = 7x6 x5 x3 x2 xI = 1260. 8.18.

Cy, =4845.8.19. C? =10.8.20. C;, xC}, =26400.8.21. C;,.8.28. 1) k=k +k,+
+k, =4, k=0,1, 2, 3 (k, k,, k,) kortejlarni tuzamiz: (4, 0, 0), (0, 4, 0),
0, 0, 4), (3, 1, 0), (3, 0, 1), (1, 3, 0), (1, 0, 3), (0, 3, 1), (0, 1, 3),
2,2,0), (2,0, 2),©,2,2),d,T1,2),(d,?2,1), 2, 1, 1). Yoyilmada jami
15 ta had bor. Hadlardan ixtiyoriy birini, masalan, (2, 1, 1) kortejga
mosini topamiz. Uning koeffitsiyenti: P(2, 1, 1) = (k!)/(k,! xk,! xk,!) =
= (4Y)/2! x1! x1!) = 12. Izlanayotgan had 12a%bc ko‘rinishda bo‘ladi.

8.31. C% =(121)/(8!x41) = (940X 1412)/(1 x2 33 x4) = 495 va sh.o". 8.32. 3) CJ x10L.
391
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8.37. C7 xC3 x5!=7200. 8.38. C: xC{ xC; . 8.39.959!. 8.40. C; xC; x6!. 8.46. P, =
=51=120. 8.47. P2, 2, 1, 1, 1) = (71)/(2! x2! x1! x1! x11) = 1260. 8.48. 9*. 8.49.

G5, xC, xClly xC5 . 8.53.84.8.55. A¥, = 982080.
IX bob

98. {4, A, A,, A, A, A, A, A,, A, A, A}, bunda A, — gerb i marta
tushdi. 9.19. 1) AUB =/ 3) ANB=/yoki A=/ 4) Al B.9.20. Yo‘q. 9.24. 2)
K;7) M. 9.31.0,77. 9.39. A=(ANB)U(ANB), bunda ANBva ANB bog'lig
emas. P(A) = P(ANB) + P(ANB) va shart bo‘yicha P(ANB) = P(4) x P(B)
bo‘lganidan P(ANB) = P(A) - P(ANB)=P(A)- P(A)xP(B)=P(A)1- P(B)) =
=P(A) xP(B). 9.41. Ko‘rsatma: P(ANBUC)+ P(BNAUC)+P(CNAUB) ni
hisoblang; 4) P(A,NA,NA,) = P(A,) xP(A,)) xP(4,) = 0,7 x0,6 x0,6 = 0,252. 9.43.
P(ANBN C) = P(A)xP(B)xP(C)=0,9x0,8>0,7=0,504. 9.45. A, — «birinchi bo‘-
lakni ikkinchi bo‘lak bilan birlashtirish»ga qolgan 2n - 1 ta bo‘lakdan
bittasi imkon beradi, demak, P(4,) =1/(2n - 1); A_— «k- bo‘lakning golgan

2n - (2k - 1) tasining bittasi bilan ulanish ehtimolligi P(4) =1/(2n -
- (2k - 1)). O‘zaro bog‘lig hodisalar ehtimolliklarini ko‘paytirish formulasi

(o : . ooopo 1 1 1.1 _ 1
bo‘yicha izlanayotgan ehtimollik: P——2n_1 X3 Xy ><l 9907% 31 °

9.49. P = 0,4 x0,4x0,4x0,6 =0,0384. 9.70. Ko‘rsatma: n=60,x__ =7,x_ =1,
| = % =0,1.9.71. b» 65°36036 s(b ) » 169. 9.83. 2) (C, + Cl,)/C2, =48/95.
9.85. A — «uch otishda kamida biri nishonga tegdi» ehtimolligi P(4) =1 -

- ¢°=0,8, bundan ¢=3/0,2 @0,5848.9.86. P=1- 0,2x0,3x0,4x0,5=0,88. 9.87.

2-1
n=5m32,p=06,q=04, P(m?2)=1- P(m<2)=1- & P,(m)=1- P(0)-
m=0

-P()=1- CIp'¢- Clpg =0,912.

X bob

. 96

oy a a3 4y 0152 Qoi
10.1. §a21 Gy @y . 10.2. A=(1 11 1)’B=go4' 10.3.

dy Gy 4y Gy 0350 gO;

B 333 3

C=g, 4 4 4 4o 104D (3559:2(1 -3 3 6):3) (4 51 58 65);
a 1 16 )
4 (-4 -3 -23 -17). 10,5 9 112 10.7. 1) gez 2 -ls.
11 15 2 5 9¢
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03 0 g

&4 2 9% , =10 8 006, ae34-46 ¢ 8 2+
109.0% 8 0 -2

P84 35708 no V87 14 2 )gg R,
€3 3 ?ﬂ

31 - 389
a4 -2 76 2 2

, e 2 0 1 -2 7%
10.28. Mavjud emas. 10.29. 4) §0 I -2 5) o 1 - 5+
0.0 1o 30 0 0 1g
ad 1 1 1%
¢4 4 4=+
¢L 1 1 _1=
6) g? 41 14 ‘11: 10.30. 1) ? i 232. Ko‘rsatma: tenglamaning
¢4 T4 4 4 0 8o
¢t 1 1 1+
€ 4 "4 4o
1
har ikki gqismini ham g? 29 matritsaga chapdan ko‘paytiring; 4) ko ‘rsatma:
7]
ad 2 -3
tenglamaning har ikki gismini ham S 1 2_ matritsaga o‘ngdan ko‘paytiring.
00 1g

10.32. 1)x1:2’x2:1’x3:3;2)x:y:z20; 3)x1:3,x2:1,x3:1;
4) x=y = z=0. 5)x=32,y:%,z:1§ 6) x,=x,=x,=0.7) x, =3, x, =- 4,
x=-1,x,=1.8)x,=x,=x,=x,=0.9) x, =x, =X, =x,=0.10) x,=2, x, =0,
x—-2 x--2 x—l 1041 1)(1 12; 16) 2)(1 2 3; 0) 10.42. 1) y =x, +

% %, +x,. 10.43. 1) Yo‘q. 2) Ha. 10.44. 1) Faqat bir xil
usulda yoyish mumkin. 2) Fagat bir xil usulda yoyish mumkin. 10.49. 1)

(2; 15 1). 3) (3; 0; 0). 5) (1; 25 3).

+2x, +3x,. 2) Oxx, +
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12.
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14.
15.

16.

17.

18.
19.

20.

21.

22.

23.
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MUNDARIJA

S TU /1T ] | 1 N 3
Ibob. TRIGONOMETRIK FUNKSIYALAR
1- §. Sonli argumentning trigonometrik funksiyalari........cccoceveeiirenierenierannes 4

1. Burchaklar va yoylar (4). 2. Burchak va yoylarning radian o‘lchovi.
Koordinatali aylana (8). 3. Sonli argumentning sinusi, kosinusi, tangensi
va kotangensi (12). 4. Trigonometrik funksiyalarning davriyligi (18). 5. Sinus
va kosinus funksiyalarning xossalari (20). 6. Tangens va kotangens
funksiyalarning xossalari (25).

2- §. Trigonometrik funksiyalarning grafiklari........ccccceceeiieniincrniieniinncannes 29
1. Sinus va kosinus funksiyalarning grafigi (29). 2. Sinusoidal tebranishlar
(32). 3. Tangens va kotangens funksiyalarning grafigi (33).

3- 8. Qo shish formulalari ........cceceeeeieeiieiinieeieniecereeeeereeceeceecencencececanns 35

1. Ikki burchak ayirmasining va yig‘indisining kosinusi va sinusi (35).
2. Ikki burchak yig‘indisi va ayirmasining tangensi va kotangensi (37).
3. Keltirish formulalari (39). 4. Ikkilangan va uchlangan argumentning
trigonometrik funksiyalari (41). 5. Yarim argumentning trigonometrik
funksiyalari (44). 6. Trigonometrik funksiyalarni yarim argument tangensi
orqali ifodalash (46). 7. Trigonometrik funksiyalar yig‘indisini ko‘paytmaga
va ko‘paytmasini yig‘indiga aylantirish (47). 8. Garmonik tebranishlarni
qo‘shish (51).

4- §. Trigonometrik tenglamalar va tengsizliKlar ...........ccceaeeneennieneannnnnne 53

1. sina = m ko‘rinishdagi eng sodda tenglama. Arksinus (54). 2. cosa =m
ko‘rinishdagi eng sodda tenglama. Arkkosinus (57). 3. tga=m va ctga=m
ko‘rinishdagi eng sodda tenglamalar. Arktangens va arkkotangens (61).
4. Tenglamalarni yechishning asosiy usullari (63). 5. Xususiy usullar (66).
6. Universal almashtirish (72). 7. Trigonometrik tenglamalar sistemasi (74).
8. Trigonometrik tengsizliklarni isbotlash (75). 9. Eng sodda trigonometrik
tengsizliklarni yechish (77). 10. Trigonometrik tengsizliklarni intervallar
usuli bilan yechish (81). 11. Trigonometrik funksiya qiymatini taqribiy
hisoblash (83).

5- §. Teskari trigonometrik funksiyalar ...........ccceeiieniiniiniieiiniienceecennennns 84

1. Arkfunksiyalar va ularning asosiy xossalari (84). 2. Arkfunksiyalar
gatnashgan ayrim ayniyatlar (89). 3. Teskari trigonometrik funksiyalar
gatnashgan tenglamalar va tengsizliklar (91).

II b o b. NOSTANDART TENGLAMALAR, TENGSIZLIKLAR VA
ULARNING SISTEMALARI

1- §. Nostandart tenglamalar ..........ccccoeiiieiieniiniiieiieiiecienieesrecsesseessanens 98
2- §. Nostandart tengSizliKIar ..........cco.eeeieniieiiniieiieiieieeeeereeeeceneennennes 102
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3- §. Nostandart Sistemalar ..........ccccceeiieneenieeiiencenieeeceeneencceeceencenseenennns 107
III b o b. SONLI KETMA-KETLIKLAR VA ULARNING LIMITI
1- §. Cheksiz sonli ketma-KethiKlar ..........ccceeueenieniinnieniienirecenneeecennennnes 111

1. Ketma-ketlik tushunchasi (111). 2. Chegaralangan ketma-ketliklar (114).
3. Monoton ketma-ketliklar (117). 4. Progressiyalar (120).

2- §. Ketma-ketlikning Imiti.......cceueeeneeneeniieiiniieniieiieeieeneeeeeencencennennns 113

1. Ketma-Kketlikning qgirqgimi. Cheksiz kichik ketma-ketliklar (126). 2. Cheksiz
kichik ketma-ketliklar haqgidagi asosiy teoremalar (128). 3. Cheksiz katta
ketma-ketliklar (131). 4. Ketma-ketlikning limiti (133). 5. Limitlar hagida
asosiy teoremalar (136). 6. Monoton ketma-ketlikning limiti haqidagi
teorema (140).

IV b o b. FUNKSIYANING LIMITI VA UZLUKSIZLIGI
1- §. Funksiyaning limiti......ccceceiieiiniieiinniiniieiieniinnieiiecrenceesseccsascennes 143

1. Funksiyaning nuqtadagi bir tomonlama limiti (143). 2. Funksiyaning
nuqtadagi limiti (148). 3. Funksiyaning nuqtadagi limiti haqidagi asosiy
teoremalar (152). 4. Funksiyaning cheksizlikdagi limiti (156). 5. Funksiya
grafigining asimptotasi (160).

2- §. Funksiyaning uzIuKSizligl .......c.oeeeueeenieienieieniereniereniereniereneereneerannns 163

1. Funksiyaning nuqtada uzluksizligi va uzilishi (163). 2. Funksiyaning
oraliqda uzluksizligi (169). 3. Ajoyib limitlar (173).

Vbob. HOSILA
1- §. Funksiyaning hosilasi va differensiali.........cc.ccceeeiiniiveiiaiinnienniancnnnes 177

1. Funksiya orttirmasi (177) 2. Funksiya hosilasi (178). 3. Funksiya differensiali
(184). 4. Funksiya grafigiga urinuvchi to‘g‘ri chiziq (185). 5. Diffe-
rensiallanuvchi funksiyaning uzluksizligi (186).

2- §. Funksiyani differensiallash qoidalari .......c..cccceuiieeiinnieniieniinncenniannnans 188

1. Chiziqli kombinatsiyalarni differensiallash (188). 2. Darajali funksiyani
va funksiyalar ko‘paytmasini differensiallash (191). 3. Kasmi differensiallash
(195). 4. Trigonometrik funksiyalarni differensiallash (196). 5. Murakkab
funksiya hosilasi (199). 6. Teskari trigonometrik funksiyalarni differensiallash
(201). 7. Yugori tartibli hosilalar (205). 8. Ko‘rsatkichli, logarifmik va darajali
funksiyalarning hosilasi (206).

3- §. Hosilaning tathiqi .....cccoceeiieiiniieiiniiniieiieieniieecteceesieecsacenssancsnne 209

1. Funksiyaning ekstremumlarini aniglash (209). 2. Funksiyaning kesmadagi
eng katta va eng kichik giymatlarini topish (213). 3. Lagranj teoremasi.
Funksiyaning o‘sishi va kamayishi (218). 4. Funksiya grafigining qavariqligi
(221). 5. Funksiya grafigining bukilish nuqtalari (223). 6. Funksiya grafiklarini
yasash tartibi (225). 7. Hosila yordamida tengsizliklarni isbotlash (229).
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8. Nyuton binomi (232). 9. Nyuton binomidan taqribiy hisoblashlarda
foydalanish (235). 10. Tenglamalarni taqribiy yechish (Vatarlar va
urinmalar usullari) (237).

VIb o b. INTEGRAL
1- §. Aniqmas integral ........ccc.ceeieniieiiniieiinieeeereererceeeeencrnseencenncenennens 242

1. Integrallash amali. Boshlang‘ich funksiya (242). 2. Integrallash formulalari
(246). 3. O‘zgaruvchini almashtirish usuli (249). 4. Bo‘laklab integrallash
(252).

2- 8. Aniq inte@ral .........co.eenieniiniiiiieiereieeereeeeecenerneeaeennernneeneennesnnennns 253

1. Egri chizigli trapetsiya yuzi. Boshlang‘ich funksiya orttirmasi. Aniq integral
(253). 2. Nyuton—Leybnits teoremasi (258). 3. Geometrik va fizik kattaliklarni
aniq integral yordamida hisoblash (263). 4. Aniq integralning giymatini
taqribiy hisoblash (266).

VII b o b. DIFFERENSIAL TENGLAMALAR
1- §. Eng sodda differensial tenglamalar ...........cccceeeeiiniieniinieniiencennennnns 270

1. Differensial tenglama hagida tushuncha. Differensial tenglamalarga olib
keluvchi masalalar (270). 2. Eng sodda differensial tenglamalarni yechish
(273).

2- §. Birinchi tartibli oddiy differensial tenglamalar .............cccccaueeaneeaene.e. 278

1. O‘zgaruvchilari ajraladigan tenglamalar (278). 2. Birinchi tartibli chizigli
differensial tenglamalar (279).

VIII b o b. KOMBINATORIKA ELEMENTLARI

1- §. Kombinatorikaning asosiy qoidalari ..........ccccceeeeeeniienieniiencinncennennens 282
1. Kombinatorikada nima o‘rganiladi? (282). 2. Ko‘paytmani topish qoidasi
(283).

2- §. Kombinatorikaning asosiy formulalari ..........cccceeieeiieniinieniiencrancnnns 285

1. Of‘rinlashtirishlar (285). 2. Takrorsiz o‘rin almashtirishlar (288).
3. Takrorsiz kombinatsiyalar (289). 4. Takrorli o‘rin almashtirishlar (291).
5. Takrorli kombinatsiyalar (296).

IX b o b. EHTIMOLLIK NAZARIYASI VA MATEMATIK
STATISTIKA ELEMENTLARI

1- §. Ehtimollikni hisoblash .........ccccieeiieiieiiiiiniiniiiiieicieiieniencrenceennaees 300

1. Ehtimollik nazariyasi nimani o‘rganadi? (300). 2. Boshlang‘ich
tushunchalar (301). 3. Ehtimollikni bevosita hisoblash (302). 4. Hodisalar
algebrasi (306). 5. Hodisalar yig‘indisining ehtimolligi (309).

2- §. Bog ligmas hodisalar............cccceeueeniieniiniieeiieienieeeceencenneenccencennennes 312

1. Bog‘ligmas tasodifiy hodisalar (312). 2. Shartli ehtimollik (315). 3. Bernulli
formulasi (320). 4. Geometrik ehtimolliklar (321).
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3- §. Matematik statistika elementlari ...........cccoeueeeeeniienieniienieecencennnnns 323

1. Boshlang‘ich ma’lumotlar (323). 2. Arifmetik o‘rtacha giymat va o‘rta
kvadratik chetlanish (324). 3. Tagsimot jadvali, gistogramma, poligon (325).
4. Bosh to‘plam, tanlanma to‘plam (328).

X bob. CHIZIQLI ALGEBRA ELEMENTLARI
1- §. Matritsalar va determinantlar ...........ccccceeienieniiniiniieeceecencennennnes 333

1. Matritsalar (333). 2. Kvadrat matritsaning determinanti (343). 3. Teskari
matritsa (349). 4. n noma’lumli » ta chiziqli tenglamalar sistemasini
matritsalar yordamida yechish (352).

2-§. Chiziqli AZO ....c..eeneenneeneenieeeeeeeeeereceneeeeereeceneeeerancenncescsnncenannennns 354

1. Chiziqli fazo tushunchasi (354). 2. Chiziqli erkli va chiziqli bog‘liq
vektorlar (359). 3. Chizigli fazoning o‘Ichovi va bazisi (365).

TEST SAVOLLARIDAN NAMUNALAR .....cccooeiiiiimmmmmniiinrienennennneees 369
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