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РУСЧА ТЎККИЗИНЧИ НАШРИГА СЎЗ БОШИ

Ушбу дарсликнинг русча гўққнзинчи нашри саккизинчи 
нашридан фарк қилади. Дарсликнинг бу нашри олий техника 
ўқув юртлари учун математикадан 400—450 соатга мўлжаллан- 
пан программага бутунлай мос келади.

Дарсликка XX ва XXI боб янги киритилди.
— XX аоб- „Эҳтимоллар назарияси ва математик статистика 

злементлари* СССР Олий ва махсусўрта таълим министрлиги- 
нинг математика бўйича мажбурий программасининг гегишли 
қисмида кўзда гутилган материални уз ичига олади.

XXI боб „Матрицалар. Чизиқли дифференциал тенгламалар 
системаларини ва уларнинг ечимларини матрицалар орқали 
ёзиш“ ҳам мажбурий программада кўзда тутилган материални 
ўз ичига олади. Аммо бундан ташкари, бу бобда чизиқли 
дифференциал тенгламалар системаларини ва бундай система- 
ларнинг ечимларини матрица орқали ёзишга катга эътибор 
бернлди. Ўзгарувчи коэффициентли чизиқли дифференциал 
тенгламалар системаларини кетма-кет тақрибий ечимларини 
матрица орқали ёзишдан фойдаланилди. Бу материални олий 
техника ўқув юртлари учун дифференциал ва интеграл ҳисоб 
курсига киритиш шунинг учун зарурки, ҳозирги вақтда элек­
тротехника, радиотехника, автоматикага дойр кўпгина китоб- 
ларда дифференциал тенгламалар системаларининг ечимлари 
матрицалар назарияси аппаратидан фойдаланиб текширилади.

XVI бобда 26, 27, 28-параграфлар янгидан ёзилди. Буларда 
дифференциал тенгламаларнинг ечимларини кетма-кет яқинла- 
шиш методи қараб чиқилади, дифференциал тенгламанинг ечими 
мавжудлиги ҳакидаги теорема ва ягоналик теоремаси исбот- 
ланади. Дифференциал тенгламалар ҳақидаги бутун бобни жид- 
дий баён қилишга эътибор берилди.

XIII бобнинг 31-параграфи „Ляпуновнинг турғунлик наза­
рияси ҳацида тушунча“ анчагина кенгайтирилди. Бу нашрда у 
„Ляпуновнинг турп н тик назарияси ҳақида тушунча. Махсус 
нуцта атрофида дифференциал тенглама граекториясишшг ўз-
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гариш ҳолати “ деб номланган. Б у  ерда дифференциал тенгла­
малар системалари ечимларининг турғунлиги биланбир қатор- 
да фазавий текисликдаги махсус нуқта яқинида траекториялар- 
нинг ўзгариш ҳолати қараб чиқилди. Бу шунинг учун ҳам 
қилиниши зарур эдики, электротехника, радиотехника, автома­
тика курсларида тегишли масалаларни ўрганишдабу тушунча- 
л а рдан эркин равишда фойдаланиш керак бўлади. Комплекс 
сонлар назарияси баён қилиниши туфайли баъзи параграфлар 
янгидан ёзилди. XI бобнинг 2-параграфи асосли равишда кен- 
гайтирилди, унда узлуксиз функциянинг аниқ интеграли мав- 
жудлигининг исботи берилди. XI бобга 11-§ „Ҳақиқий ўзга- 
рувчининг комплекс функциясини интеграллаш11 қўшимча ёзилди. 
XV I бобга комплекс ҳадли қаторларга ва комплекс ўзгарувчили 
даражали қаторларга бағишланган янги 24 ва 25-параграфлар 
ёзилди. XV II бобга комплекс формадаги Фурье қаторларига 
;таб янги 12-параграф ёзилди. Фурье интеграли ҳақидаги ма- 

саланинг баёни кенгайтирилди. Махсус амалий адабиётда 
фойдаланиладиган спектр, спеқтрал функция тушунчалари ёри- 
тилди. X V II бобда янги 15- § „Функцияларнинг ортогонал сис- 
темаси бўйича Фурье қатори“ ва 16-§ „Чизиқли функционал 
фазо ҳақида тушунча. Функцияни Фурье қаторига ёйиш билан 
векторларни ёйиш орасидаги ўхшашлик“ ёзилди. Бу материал 
шу математик аппаратга таянган бошқа фанлардаги материал- 
ларни студентлар ва инженерлар тушуна оладиган тарзда баён 
қилинди.

XIX бобда янги 20-§ „Дельта-функция ва унинг тасвири“ 
ёзилди.

VIII бобга 19-§ „Функцияни экспериментал маъл}^мотларга 
асосан энг кичик квадратлар методи билан ҳосил қилиш* ки- 
ритилди. Бу параграфнинг мазмуни илгари бу дарсликнинг 
биринчи томи охйрида берилган „I илова" дан иборат.

VII бобда 1 0 -§ „Н ыотош ш нг интерполяцион ф ормуласи“ ва 
11-§ „Сонли дифференциаллаш 11 берилди. Б у  параграфларнинг 
мазмуни илгари „II илова“ дан иборат эди.

V, VII, IX, XII, XIII бобларга баъзи қўшимчалар киритилди.
XIII бѳб „Дифференциал тенгламалар" бутунлай иккинчи 

гом га кўчирилди.
Автор



В Е Ш И Н Ч И  Н А Ш Р И Г А  С У З  Б О Ш И 5

РУСЧА БЕШИНЧИ НАШРИГА СЎЗ БОШИ

Русча тўртинчи нашрнинг ҳамма тексти бешинчи нашрда 
ўзгаришсиз тўла сақланди, аммо бу материал икки томга бў- 
линди. (Дарсликнинг ушбу ва олдинги нашрларидак фойдала- 
нишни қулайлаштириш учун бобларнинг тартиб номерлари 
ҳам ўзгаришсиз қолдирилди.)

Бутун дарсликнинг мундарижаси олий техника ўқув юрт­
лари учун математика курсининг 300—450 соатга мўлжаллан- 
ган программалари билан аниқланади. Дарслик, стационар олий 
ўқув юртларида ҳам, сиртқи олий ўқув юртларида ҳам матема­
тика курсини ўрганиш учун мўлжалланган. Бу ҳол материални 
баён этишда эътиборга олинди; жумладан, шу мақсад билан 
дарсликда баён этилган назарий материални тушунтирувчи ва 
масалал'ар ечйпГнамуналарйни берувчи кўпгина мисоллар қараб 
чиқилди.

Биринчи том, олий техника ўқув юртларининг одатда 2-кур- 
сида ўтиладиган XIII „Дифференциал тенгламалар“ бобидан 
бошқа, биринчи курс программасига тегишли материални ўз 
ичига олади. Аммо баъзи бир олий ўқув юртларида дифферен­
циал тенгламалардан, кейинги фанларни ўқитиш учун зарур 
бўладиган бошланғич маълумотлар 1-курсда берилади. Шу 
сабабли бу бобнинг бир қисми (1—28-§) биринчи томда бе­
рилди.

Математика ўқитиш 300 соатга мўлжалланган олий техника 
ўқув юртларининг программасидаги материалнинг ҳаммасини 
деярли биринчи том ўз ичига олишини қайд этиб ўтамиз (аммо, 
бу том программа доирасидан ташқарига чиқувчи мате­
риални ҳам ўз ичига олади).

Иккинчи том—XIII бобнинг охири (29—34-§), XIV—XIX 
боблар—олий техника ўқув юртларининг 2-курси программа­
сига тегишли материални уз ичига олади.

Биринчи томнинг дастлабки икки боби—„Сон. Ўзгарувчи 
миқдор. Функция” ва „Лимит11, „Функциянинг узлуксизлиги" 
мумкин қадар қисқа ёзилди. Одатда бу бобларда баён этила- 
диган баъзи масалалар ишга халал бермагани ҳолда учинчи ва 
ундан кейинги бобларга кўчирилди. Бундай қилиш олий’ тех­
ника ўқув юрти курсида бошқа фанлар талаб қиладиган, диф­
ференциал ҳисобининг асосий тушунчаси бўлмиш ҳосилани 
олдинроқ ўтиш имконини берди (материални бундай жойлаш- 
тиришнинг мақсадга мувофиқлиги иш тажрибасида тасдиқла- 
нади).
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Олий техника ў қ у в юртларининг автоматика ва ҳисоблаш 
техни каси  билан алоқадор фанларини математика курси билан 
таъминлаш  у чу н  зарур масалаларнинг олий математика бўйича 
олий ў қ у в юрти программасига киритилиши муносабати билан 
дарсликда: „Дифференциал тенгламаларни ва дифференциал 
тенглам аларнинг системаларини сонли интеграллаш ”* ',  „Чизиқ- 
ли дифференциал тенгламалар системаларини интеграллаш  , 
„Ляпунов турғунлиги назарияси ҳақида ту ш у н ч а“, „Гамильтон 
оператори", „Ф урье интеграли" ва бошқа бўлимлар батафсил 
баён этилди.

ХѴШ  бобда математик физиканинг асосий гелгламалари к ў - 
риб чиқилган.

Турли типдаги генгламаларга ва тегиш ли чегаравий маса- 
лаларга келтирувчи физик ҳоднсаларнпнг характерини аниц- 
лаш га катта аҳам ият берилди. Хусусий ҳосилали дифференциал 
тенгламаларни ечиш нинг сонли методларига хам кўпроқ эъти­
бор берилди.

X IX  бобда операцион ҳисобнинг асосий туш унчалари билан 
бирга дифференциал тенгламаларни ечиш учун  операцион ме­
тод баён этилди. Бундай қилиш ўрганиладиган кейинги, ва 
айниқса электротехника фанлари учун керак бўлади.

Д ар сликка машқ учун  кўпгина масала ва мисоллар кири- 
тилди, уларнинг аксарияти математиканинг бошқа фанлар билан 
боғланишини кўрсатиб беради.

М асала ва мисоллар курсни нг ҳар қайси бўлими бўйича 
м ахсус танланган, бу эса "баён этиладиган материални ўзгар - 
тириш га ёрдам беради. Б у  ҳол математика курсини мустақил 
ўрганиш  у ч у н  ҳам, ж умладан, сиртдан ўқийдиган студентлар  
у чу н  китобдан фойдаланишини осонлаштиради.

А вт ор .

Р у с ч а  олтинчи нашри бешинчисидан I том охирида берилган 
қўш имча билан фарқ қиладики, бунда инженерлар учун  му- 
ҳим масала, „Функцияни эн г кичик квадратлар методи бўйича 
экспериментал натижаларга асосан олиш “ баён этилган.

Р у сч а  еттинчи нашри олтинчисидан I том охирида берилган 
„Н ью тоннинг интерполяцион формуласи. Сонли дифференциал- 
лаш " кўш имчасн билан фарқ қилади.

*> Аиализнинг одатда баён этиладиган сонли методлари ҳам ушбу даре, 
ликда баён зтилган.
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Д И Ф Ф ЕРЕН Ц И А Л  ТЕНГЛАМАЛАР

1 - § .  Масаланинг қўйилиши
Тезликка пропорционал бўлган муҳнт қаршилигида жисм 
ҳаракатининг тенгламаси. Занжир чизиғининг тенгламаси

у  — f  {X ) функция бирор ҳодисанинг миқдорий томонини 
акс эттирсин. Кўпинча, биз бу ҳодисани текш иришда у  билан 
X орасидаги боғланиш характерини бевосита аниқлай олмай- 
миз, аммо X ва у миқдорлар ҳам да у  дан х  бўйича олинган 
у', т у(а> ҳосилалар орасидаги муносабатни аниқлай
олишимиз, яъни д и ф ф е р е н ц и а л  т е н г л а м а  ёзишимиз 
мумкин.

X ва у  ўзгарувчилар ҳамда ҳосилалар орасида топилган бу 
муносабатдан у билан л- орасидаги боғланишни бевосита бел- 
гилаш , яъни y = * f ( x )  ни топиш ёки бош қача айтганда, д и ф ­
ф е р е н ц и а л  т в н г л а м а н и  и н т е г р а л л а ш  талаб этилади

Иккита мнсол кўрамиз:
1- м и с о л. Массаси т бўлган жисм бирор баландликдан ташлаб юво- 

рилган. Агар жисмга оғирлик кучидан ташқари, ҳавонинг тезликка пропор- 
ционал бўлган (пропорцноналлик коэффициенти k) қаршялик кучи таъсир 
этса, бу жисмнинг тушиш тезлиги ѵ қандай қонун билан ўзгаришини билиш 
яъни V = f y t )  муносабатни топиш талаб этилади.

Е ч и ш: Ньютоннинг иккинчи қонунига мувофиқ,

X I I I  Б О Б

dv
бунда — ҳаракатдаги жисмнинг тезланиши (тезликдан вақт бўйича олинган 

dt
ҳосила), Ғ  эса жисмга каракат йуиалишида таъсир этувчн куч бўлиб, у 
огирлик кучи m g  дам ва ҳавонинг қаршилик кучи |— kv) дан ташкня тОпа- 
ди. Ҳавонинг қаршилик кучи тезликнинг йѵналишига тескари йўналгани 
учун уии манфий ишора билан оламиз. Демак,

dv
т Т. = m g  —  kv. ( 1 )dt

Виз номаълум ѵ  функция билан уиинг — ҳосиласи орасидаги боғланишни
at

ифодаловчи муносабатни топдик, яъни н о м а ъ л у м  t' ф у н к ц и я  га 
н и с б а т а и  д и ф ф е р е н ц и а л  т е н г л а м а  ҳоеил қилдик. (Sy баъзи
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лир типдаги парашютларннинг ҳаракат тенгламаси). Дифференциал тенгла- 
мани ечиш берилган дифференциал тенгламани айнан қаноатлантирувчи
V «= f( t )  функцияни топиш демакяир. Дифференциал тенгламани қаноатлан- 
тирувчи бундай функциялар чексиз кўп. Ҳар қандай

V = С е
m g
k (2)

кўринишдаги функция С ўзгармас миқдор ҳар қандай бўлганда ҳам (1) 
тенгламани каноатлантирншини ўқувчи осонгина текшириши мумкин, Бу 
функциялардан қайси бири v нинг t орқали изланаётган муносабатини бера- 
ди. Буии топиш учун қўшимча шартдан фойдаланамнз: жисмни ташлаб юбо- 
ришда унга бошланғич v0 тезлик берилган эди (у хусусий ҳолда нолга тенг 
бўлиши ҳам мумкин); биз бу бошланғич тезликни маълум деб фараз қила- 
миз. Аммо бу ҳолда изланаётган v =  f i t ) функция шуидай бўлиши керакки, 
унинг учун < =  0  бўлганда (ҳаракат бошланишида) ѵ =  ѵ0 шарт бажарилсин. 
(2 ) формул а га / =  0 , ѵ  =  ѵ0 ни қўямиз:

^  m g  
ѵ0 =  С ~г , 

к
бундан

^  mg С =  ѵ0 — — . 
к

Шуидай қилиб, С ўзгармас миқдор топилди. Демак, ѵ билан t орасида­
ги кзлаиган боғланиш:

kt
m g (2')

k ) k
Бу формуладан I нинг етарли кагта қиймагларида ѵ  тезлик ѵ0 га унча бог- 
лиц эмаслиги чиқади.

Агар k  =  0 бўлса (яъни ҳавонинг қаршилиги йўқ ёки эътиборга олмай-
диган даражача кичик бўлса), у ҳолда биз 
физикадан маълум

v =  v0 +  g t  (2 ")
формулани ҳосил қиламиз*). Топилган v 
функция ( l j  дифференциал тенгламани ва 
t — 0  бўлганда ѵ  — ѵ0 бошланғич шартни 
Каноатлаитиради.

2- м и со  л. Бир жинсли эластик ил ик­
ки учидан осиб қўйилган. Ип ўз оғирлиги 
таъсирида бирор эгри чизиқ бўйича жой- 
лашади юсилган арқон, сим, занжир шун- 
дай жойлашган). Бу эгри чизиқнинг тенг- 

■ ламаси топилсин.
Е ч и ш.  М0 < 0, Ь) ипнинг энг пастки 

нуктаси, М эса унинг ихтиёрий нуқтаси 
бўлсин (250-расм). Ипнинг М0М қисмини 
қараймиз. Бу қисм учта куч таъсири ос- 
тида мувозанатда бўлади:

*) ( Т ) формулани (2 ')  формуладан лимитга ўтиш ёрдамида ҳосил қилиш 
мумкйв:

ІІШ
*-*■0 (* -¥ )•

м_
m m.g I , .
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1) М нуқтада уринма бўйича таъсир этувчи ва ОХ ўқ билан <р бурчак 
ташкил қилувчи тараііглик кучи Т\

2 ) М0 нуқтадаги горизонтал таъсир этувчи таранглик кучи Н;
3 ) ипнинг пастга вертикал йўналган оғирлиги 7 s , бунда s —M0M ёйнинг 

узунлиги, 7  эса ипнинг чизиқли солиштирма оғирлиги.
Т таранглнк кучини горизоитал ва вертикал ташкил этувчиларга ажра- 

тиб, мувозанат тенгламаларнни ёзамиз:
Т cos 9  =  Н, 7'sin f  =  fs

Иккинчи тенгламанинг ҳадларини биринчи тенгламанинг мос ҳадларига 
бўлиб,

‘g? =  J j  s (i)
тенгликни ҳосил қиламиз.

Энди изланган эгри чизиқнинг тенгламасини у — f(x )  кўринишда ёзиш 
мумкин, деб фараз қилайлик. Бу ерда f(\ ) топиш керак бўлгак номаълум 
функция, уни

dv
tg? =  Г  {к) =  .

ах
экаиига эътибор берамиз. Демак,

dy 1 ,—  =. — s, (4
а х  а

Н
бунда а  — —.

Г
(4) тенгликшшг нккала томонини х бўйича дифферениналлаймиз:

ё!у =  і ^ .  (5)
dx1 a  d x

Аммо
ds

эканлиги маълум (VI боб, 1-параграфга қаранг).
Бу ифодани (5) тенгламага қўйиб, изланган эгри чизиқнинг дифферен­

циал тенгламасини ҳосил қиламиз:

1 Л Г  (d y \ *
£ і “ 7 Ѵ  1 +  Ш  *

(fi)

Бу тенглама номаълум у функдиянинг биринчи ва иккинчи тартибли ҳо- 
силалари орасидаги богланишни ифодалайди.

Тенгламаларни ечиш усуллари устида тўхтамасдан,

у  =  a  ch -f- С, j-f- Cj (7)

кўринишдаги ҳар қандай функция С, ва С2 ўзгармас миқдорларнннг истал- 
ган цийматларида (6 ) тенгламани қаноатлантиришини кўрсатиб ўтамиз. Бу- 
нинг тўғрилигига кўрсатилган функциянинг биринчи ва иккинчи тартибли 
ҳосилаларини (6 ) тенгламага қўйиш билан ишониш осон. Энди бу функция­
лар (Q  ва Cj нинг турли қийматларида) (б) тенгламанинг мумкин бўлган 
барча ечимларини беришини исботсиз айтиб ўтамиз. Буни 18- § да кўрсата- 
миз.

Шу йўл билап рлинган барча функцияларнинг графиклари занжир чи- 
зи қ лар  деб аталадқ.



10 Х І П  6  о С. Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л  Т Е Н Г Л А М А Л А Р

Энди энг пастки М нуқтасининг координаталари (О, Ъ) бўлган занжир 
чизиқии ҳосил қилнш учун С, ва С2 ўзгармас микдорлармннгқиймати нима- 
га тенг бўяишини аниқлаймиз х  — О бўлганда занжир чизиқнянг нуқтаси 
энг паст ҳолатни олгани учун, бу нуқтада уринма горизоптал бўлади, яъни 
dy
— —0 . Ундан ташқарн, бу нучтада, шартга кура, ордината b га  тенг, яъни у=*Ь.

(7) тенгламадан:

/ -  ,n(f+ с , )
Бунга д: =  0 ни қўйсак, 0 «= shCi бўлади. Демак, С, =  0.

Агар М0 нуқтанинг ординатаси Ь бўлса, у ҳолда, х  =  0 бўлганда у =  і .
I Д

X =  0 ва Q  =  О деб олсак, (7) тенгламадан S =  — (1 +  1) +  Са бўлади. 

Бундан С$ — b — а. Натижада
у =  a ch(xla) 4  b ~  а 

эканини топамиз. Агар М0 нуқтанинг ординатасини а  деб олинса, (7) тенг­
лама жуда содда кўринишга келади. У ҳолда занжир чизиқнинг тенгламаси

у «= a  ch (х/а)
кўринишда бўлади.

2 - § .  Таъри ф лар

1 - т а ъ р и ф .  Д и ф ф ер ен ц и а л  т ен гл ам а  деб эркли ўзгар ув- 
чи лг, номаълум у =  f(x )  функция ва унинг у ', у ", , у (п) ҳо- 
силалари орасидаги боғланишни ифодалайдиган тенглам ага 
айтилади. Дифференциал тенгламани символик равиш да қуйи- 
дагича ёзиш мумкин:

Ғ(х, У, У'. У". ... , У(п)) =  0

ёки \ d x ’ dx> dxn>
Агар изланган функция у =  f ( x )  б и т т а  эркли ў згар увч и - 

нинг функцияси бўлса, у ҳолда дифференциал тенглам а сдди й  
д и ф ф е р е н ц и а л  т ен гл а м а  дейилйди. Бу бобда биз фақат од- 
дий дифференциал тенгламалар билан ш угулланамиз**.

*) Математик анализда оддий дифференциал тенгламалар билан бир ка- 
торда хусусий ҳосилали дифференциал тенгламалар ҳам ўрганилади.. Ху су - 
сий ҳосчлали  дифференциал т енглам а деб икки ёки бир неча х, у, . .  уз- 
гарувчилик номаълум z функция, х, у, . . .  ўзгарувчилар ҳамда t  нинг 
dz dz d3z
—, —, —  ва ҳоказо хусусий ҳосилалари орасидаги муносабатни ифода- 
дк ду дх 3
лайди ан тенгламага айтилади.

Номаълум функцияси z ‘yx, у) бўлган хусусий ҳосилали дифференциал 
тенгламага

dz dz 
X — =  у 

дх  ' ду
тенглама мисол бўла олади. Бу тенгламани z =  jc2 ya функция (ва бундан 
ташқари яна бошқа кўпгина функциялар) қаноатлзнтиришини текшнриш осон.

Бу курсда хусусий ҳосилали дифференциал тенгламаларга ХѴШ  боб 
бағишланадн.
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2 - т а ъ  р и ф. Д и ф ф ер ен ц и а л  тенглам анинг тартиби деб т е н г­
ламага кирган ҳосиланинг энг юқори тартибига айтилади.

М асалан,
у' — 2 х у 2 + 5  =  0

тенглама биринчи тартибли дифференциал тенгламадир.
Мана бу

у" +  k y '  — b y  — sin X =  О
тенглама эса иккинчи тартибли дифференциал тенглама ва ҳо- 
каао.

Ў тган параграфдаги 1-мисолда қаралган тенглам а биринчи 
тартибли дифференциал тенглама, 2-мисолдаги тенглама эса 
иккинчи тартибли дифференциал тенгламадир.

3 - т а ъ р и ф .  Дифференциал тенгламанинг еяим и  ёки и н ­
т е гр а л а  деб дифференциал тенглам ага қўйганда уни айниятга 
айлантирадиган ҳар і^андай у =  / ( х )  ф ункцияга айтилади

1 -м  и с о  л. У ш бу тенглама берилган бўлсин:

------------------------------------— — ў !  +  у  з ь Ъ —
dx-

у  =  sin к, у =  2 cos А', у == 3 sin X — c o s x  функциялар 
умумай

у =  С, sin X . у =  С% cosx
ёки

у  =  C t sin X -j- С2 cos X

кўринишдаги функциялар С, ва С., ихтиёрий ўзгарм ас миқдор- 
ларнинг ҳар қандай қийматларида ҳам берилган дифференциал 
тенгламанинг ечими бўлади, бунинг тўғрилигига кўрсатил- 
ган функцияларни берилган тенглам ага қўйиб кўриб, ищонищ 
мумкин.

2 - м и с о л .  У ш бу
у 'х  — л-3 — у =  О 

тенгламани қараймиз. Бунинг ечимлари

у =  X 1 +  С х
куриниш даги барча функциялар бўлади, бунда С — ихтиёрий 
ўзгарм ас миқдор. Ҳақикатан ^ам , у =  х 2 -\-Сх функцияни диф- 
ференциаллаймиз:

у' =  2 X  +  С

ни гопамиз. у ва у ' нинг ифодаларини дастлабки тенглам ага 
қўйиб,

(2  X С )х  — х г — X* — С х =  О

айниятни ҳосил қиламиз. 1 ва 2- мисолларда кўрилган тенгла- 
малардан ҳар бирининг чексиз кўп ечимлари бор.
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3 - § .  Б и ри нчи  тартибли диф ф еренциал тен гл ам ал ар  
(ум ум и й  ту ш у н чал ар )

1. Б и р и н ч и  тартибли дифференциал тенглама

У. У') =  0  (1 )

кўриниш да бўлади. А гар бу тенгламани у' га  нисбатан ечиш 
мумкин б ўлса, уни

/  =  /(•*, у)  ( Г )
кўриниш да ёзиш мумкин.

Б у  ҳо л д а  биз дифференциал тенглама ҳосилага нисбатан 
ечилган деймиз. Бунда тенглам а учун  қуйидаги теорем а ўрин- 
ли бўлиб, бу теорема дифференциал тенглама ечимининг мав- 
ж удлиги ва ягоналиги ҳақидаги теорема дейилади.

Т е о р е м а .  А га р
У' =  /(■*, У)

т е н гл а м а д а  f ( x ,  у ) ф ункци я ва  ун дан  у  бўй и ча о л и н га н  —
dy

х у су с и й  ҳ о с и л а  хО у т ек и сл и к да ги  (х 0, у 0і нуқт ани ў з  
и ч и га  о л у в ч и  би рор  с о ҳ а д а  у зл у к си з  ф у н к ц и я л ар  б ў л са ,  у  
ҳ о л д а  б е р и л га н  т ен гл ам ан и н г х = х 0 б ў л га н д а  у  =  у0 ш арт -  
ни ц а н оат л ан т и р у вя и  би р ги н а  у =  ® (х ) ечим и м а в ж у д д и р .  

Б у  теорем а X V I боб, 27 - § да исботланади.
Б у  теорем а геометрик нуқтаи назардан графиги ( * 0, у 0) 

нуқтадан ўтади ган биргина у =  <р (л )  функциянинг м авж уд эка- 
нини билдиради.

Ҳ ози рги на баён қилинган теорем адан ( Г )  тенглам а чекси з 
кўп  турли ечимларга эга эканлиги келиб чиқади (масалан, агар 
(-^о, Уо), (-^о, Уі), (•*„, у2) ва ҳоказо  нуқталар фақат U со ҳада 
£тса , граф иги ( x 0, y0) нуқталан ўтадиган ечим, графиги (х 0, 
у ,)  нуқтадан  ўтади ган бош қа ечим, графиги (л 0, у 2) нуқтадан 
ўтади ган ечим ва ҳо казо ).

X =  х 0 бўлганда у  функция берилган у 0 сонга т е н г бўлиши 
кер ак д еган  шарт б ои гл ан ғи ч  м ар т  дейилади. Б у  ш арт к ў -  
пинча

у  =  у 0
кўриниш да ёзилади.

1 - т а ъ р и ф .  Биринчи тартибли дифференциал тенглам ани нг 
ум ум ий ечим и  деб битта ихтиёрий С ўзгарм ас миқдорга б о ғ- 
лик; б ў л ган  ҳам да қуйидаги шартларни қаноатлактирувчи

у  =  <f ( * ,  С) (2 )
ф ункцияга айтилади:

а) б у  функция дифференциал тенгламани С ўзгар м ас миқ- 
дорнинг ҳар  цандай кон кр ет қийматида ҳам  қаноатлантиради;
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б) х =  х 0 бўлганда у =  у 0, яъни у \х=х, =  у 0 бош ланғич шарт 
ҳар қандай бўлганда ҳам С  миқдорнинг шуидай С — С0 қий- 
матини топиш муМкинки, у =  <р (л:, С0) функция берилган бош- 
ланпіч шартни қаноатлантиради. Б унда jt0 ва у0 қийматлар л , 
ва у ўзгарувчиларнинг ўзгариш  соҳаси нинг ечим мавж удлиги 
ва ягоналиги ҳақидаги теорем ани нг шартлари бажариладиган 
қнсмига тегишли деб фараз этилади.

2. Биз дифференциал тенглам анинг умумий ечимини из- 
лашда кўпинча у  га нисбатан ечилмаган

Ф  ( X ,  у, С) =  0  (2 ')

кўриниш даги муносабатга келиб қоламиз. Б у  муносабатни у 
га  нисбатан ечсак, умумий ечимни ҳосил қиламиз. Аммо у ни 
(2 ')  муносабатдан фойдаланиб элементар функциялар билан 
ифода этиш ҳамма вақт ҳам мумкин бўлавермайди; бундай 
ҳолларда умумий ечим ош кормас кўринишда қолдирилади.

Умумий ечимни ошкормас ҳол да ифодаловчи Ф ( х ,  у , С ) = 0  
куриниш даги тенглик ди ффе ре н ц и а л~ те н гл а м а н и п г умумий  
и н т егр а л и  дейилади.

2 - т а ъ р и ф .  Ихтиёрий С ўзгар м ас миқдорга м аълум  С = С 0 
киймат бериш натижасида у =  « (х , С) умумий ечимдан ҳосил 
бўладиган ҳар  қандай y — w (x, С0) функция х усуси й  ечим  л е в  
еталади. Бу ҳолда Ф (х , у , С 0) =  0 муиосабат тенглам анинг 
хусуси й  и н т еграли  дейилади.

1- м и с о л. Биринчи тартибли

dx X
Q

тенглама учун у — — функциялар оиласи умумий ечим бўлади; бунинг тўғ-
X

рилигини у функцияни тенгламага қўйиб текшириш мумкин.
дг0*= 2 бўлганда у0= і  бошланғич шартни қаноатлантирувчи хусусий

ечимни топамиз. Бу қийматларни у = ~  формулага қўйиб, 1 =  -—ёки С=2
X

2
вканини топамиз. Демак, изланган хусусий ечим у =  — функция булади.

Геометрик нуқтаи назардан у м у м и й  и н т е г р а л  коор- 
динаталар текислигида бир ихтиёрий ўзгарм ас С  миқдорга 
(бош қача айтганда бир парам етрга) боғлиқ бўлган э г р и  ч и- 
8 и қ л а р  о и л а с и н и  ифодалайди. Б у  эгри чизиқлар берил­
ган  дифференциал тенглам анинг и н т егр ал  э гр и  ч и зи ц л аѵи  
дейилади. Х усуси й  интегралга бу оиланинг текисликда берил­
ган  бирор нуқта орқали ўту вч и  битта »гри чизиғи мос ке- 
лади.
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Чунончи охирги мисолда умумий интеграл геометрик жи- 

ҳатдан у — — гиперболалар оиласи билан тасвир этилади,
X

кўрсатилган бош ланғич шартлар билан аниқланган хусуси й  
интеграл эса б у  гиперболаларнинг М 0 (2, 1) нуқта орқали ўт- 
увчи битта гиперболаси билйн тасвирланади. 251- расмда оила

параметрининг баъзи қийматларига, м а с а л а н , 1,

С — 2, С  — — 1 ва ҳоказо  қийматларига мос эгри чизиқлар 
тасвирланган.

М улоҳазаларимизнинг анча кўргазмали бўлиши у ч у н  биз 
бундан кейин т е н г л а м а н и н г  е ч и м и  деб, ф ақ аттен глам а­
ни каноатлангирувчи у  =  <р (к, С0) функциянигина туш унм ас- 
дан, балки унга мос и н т е г р а л  э г р и  ч и з и қ н и  ҳам ту ш у - 
намиз. Ш унинг учун  ҳам биз (х 0, у 0) н у қ т а о р қ а л и  ў т у в -  
ч и  е ч и м  ҳ а қ и д а  с ў з л а ш и м и з  м у м к и н .

Ц dy у
И з о ҳ .  — =  — тенглама Оу ўқда ётган нуқта орқали ўтувчи ечим-

га эга эмас (2бі-расмга қаранг). Бунинг сабаби шундаки, тенгламанннг 
ўнг томони * =  0  бўлганда аниқ эмас, демак, узлуксиз бўла олмайдн.

Дифференциал тенгламани е ч и ш  ёки бошқача айтганда, и н т е г р а л -  
л а ш деганда:

а) унинг умумий ечимини ёки умумий интегралини (агар бошланғич 
шартлар берилган бўлмаса) топиш ёки

б) берилган бошланғич шартларни қаноатлантнрувчи (агар бундай шарт- 
яар мавжуд бўясл/ хусусий ечимни топишни тушуниш керак.

3. Биринчи тартибли дифференциал тенгламанинг гео м ет­
рик, мазмунини аниқлаймиз.

Ҳ осилага нисбатан ечилган

£ ■ ■ / < * .  у )  <п

дифференциал тенглама берилган бўлсин ва бу тенглам аиинг 
умумий ечими у = с р ( х .  С) бўлсин. Б у  умумий ечим О х у  те- 
кисликда интеграл эгри чизиқлар оиласини аниқлайди.

( Г )  тенглам а ^  ҳосиланинг координаталари лг ва у  б ў л -

ган ҳар бир УИ нуқтадаги қийматини, яъни шу М  нуқтадан  
ўтувчи  интеграл эгри чизиққа шу нуқтада ўтказилган уринм а- 
нинг бурчак коэффициентини аниқлайди. ІІІундай қилиб, ( Г )  
дифференциал генглама йўналиш лар тўпламини беради ёки 
бош қача айтганда, О ху  текисликда й ў н а л и ш л а р  м ай дон и н н  
аниқлайди.

Д ем ак, дифференциал тенглам ани интеграллаш м асаласи- 
нинг геометрик маъяоси ѵоинмялярнинг йўналиши мос н уқта-
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лардаги майдоннинг йўналиши билан бир хил бўлган эгри чи- 
виқларЯи топиш 9кан.

(1) дифференциал тенглама у ч у н  =  С — const муносабат

бажариладиган нуқталарнинг геометрии ўрни берилган диф­
ференциал тенгламанинг и зок  линией  дейилади.

251- раем.

С нирг турли қийматларида турли изоклиналар ҳосил қи- 
ламиз. С нинг қийматига мос изоклиналар тенгламаси f ( x ,  у)«= 
=  С  бўлади. Изоклиналар оиласини ясаб, интеграл эгри чизик- 
лар оиласини тахминан ясаш мумкин. Изоклиналарни билган 
ҳолда текисликда интеграл эгри чизиқларнинг ёйилишини сифат 
жиҳатдан аниқлаш мумкин дейилади.

252- раемда
— X

d x  X

дифференциал тенглама билан аниқланадиган йўналишлар май- 
дони тасвирлангаи.

Берилган дифференциал тенглам анинг изоклиналари —

— =  С  ёки V =  — С х  дан иборат. Б у тўгри чиэиқлар оила-
X

си. Булар 252- раемда ясалган.
4. Бундай масалани қараймиз.
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Битта С параметрга боғлиқ бўлган ф ункциялар оиласи 
берилган бўлсин:

у = <р (-*, С); ( 2 )

бунда текисликнинг ҳар бир нуқтасидан (ёки текисликнинг 
бирор соҳаси дан ) бу оиланинг ф ақат битта эгри чизиғи ўтади.

Б у  ф ункциялар оила- 
y=itx си қандай дифференциал

-2х тенгламанинг умумий ин-
теграли бўлади?

■ (2 ) м уносабатдан, х
бўйича диф ф еренциал- 
лаб,

— =  да' (х , С) (3) 
ц ш г-аг dx w

ифодани топамиз.
Текисликнинг ҳар бир 

нуқтасидан оиланинг фа- 
қат битта эгри чизиги 
ўтгани у чу н  *  ва у  сон- 
ларнинг ҳар бир жуфти 

252-раем. у чу н  (2 ) тенглам адан С
нинг биттагина қиймати 

аниқланадн. С  нинг бу қийматини (3) м уносабатга қўй сак,
dy

ни X ва у  нинг ф ункцияси каби аниқлаймиз. Б у  эса бизга

(2 ) оиланинг ҳар қандай функцияси қаноатлантирадиган диф­
ференциал тенгламани беради.

Д ем ак , X, у  ва d~  орасидаги боғланишни белгилаш  уч у н ,

яъни умумий лѴеграли (2 )  формула билаи аниқланадиган 
дифференциал тенгламани ёзиш у чу н  (2 ) ва (3) м уносабатлар- 
дан С ни йўқотиш  керак.

2- м и со  л. у — Схг параболалар оиласииинг дифференциал тенгламаси 
топилсин (253- раем).

Оиланинг тенгламасини х  бўйича дифференциаллаймиз:

& - 2  Сх. 
d x

у
Буига оила тещугамасидан топилгаи С — — қийматни қўниб, берил- 

-чін оиланинг
dy 2у
----  =я ----
dx X

дифференциал тенгламмиии ҳосил қиламиз.
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Бу дифференциал тенглама х Ф О бўлганда, яъни Оу ўқдаги нуқталар- 
га эга бўлмаган ҳар қандай соҳада маънога эга.

4 - § .  Ўзгарувчилари ажралган ва ажраладиган  
тенгламалар.  Радийнинг емирилиши ҳацидаги масала

Ў н г томони фақат х  га боғлиқ бўл ган  функция билан фа- 
қат у га боғлиқ бўлган ф ункциянинг кўпайтмасидан иборат 
бў л ган

7 = / i W / ! < y )  (1)dx
кўриниш даги биринчи тартибли дифференциал тенгламани қа- 
райлик. Б у  тенгламани қуйидагича алмаштириб ( / г ( у ) ¥ = 0  деб 
ф ар аз этиб) ёзамиз:

T ] ~ d y  =  tx ( x ) d x .  ( Г )
/•(у) ...!

у ни X нинг маълум функцияси деб ҳисоблаб, ( Г )  тенгликни 
иккита дифференциалнинг тенглиги д еб  қараш мумкин; улар- 
дан олинган аниқмас интеграллар бир-биридан ўзгарм ас қ ў - 
ш илувчи билан фарқ қилади. (1 ')  тенгликнинг чап томонинн 
у бўйича, ў н г томонини л: бўйича интегралласак,

ҳоси л  бўлади. Биз у ечимни х  эркли ўзгар увчи  ва ихтиёрий 
С  ўзгарм ас миқдорни боғловчи муносабатни, яъни (1) тен гл а­
манинг умумий интегралини ҳосил қилдик.

1. ( Г )  типдаги дифференциал тенглам а

М  (лг) а х  - f  N { y ) d y  =  0  (2)
2 н. С. Пискунов, 2-т. [м __ _ .
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тенглама ў з га р у в ч а л а р и  а ж р а л г а н  дифференциал тенглама 
дейилади. Б у тенгламанинг умумий интеграли юқорида исбот 
қилганимизга кўра:

j  М (х ) d x  +  \ N (у) dy  =  С.

254- раем. 

2. У ш бу

1 -м  ис ол.  Ўзгарувчилари ажралган 

x d x  f  ydy =  О
тенглама берилган.

Буни интегралласак,

у2  г
2 2 =

умумий интегрални ҳосил қиламиз. Кейинги 
тенгликнинг чап томони манфий бўлма- 
гани учун, ўнг томони ҳам манфий эмас. 
2 С, ни 6 2 билан белгиласак,

X* +  у2 =  С®
генгликни ҳосил қиламнз.

Бу маркази координаталар бошида ва 
радиуси С бўлган концентрик айланалар 
онласинннг тенгламасидир (254- раем).

Mi (х ) Nt (у) d x  +  М 2 ( X) N2 (у) dy  =  0 (3)

кўриниш даги тенглам а ў з га р у вч и л а р и  а ж р а л а д и г а н  тенглам а 
дейилади. Б у  тенгламанинг иккала томонини Nx(y) М 2 (х )  ифо- 
дага бўлиш йўли билан уни ўзгарувчилари аж ралган т е н г­
ламага келтириш м ум кин:*'

ёки

Мҳ (X) N, ( y ) d x  , М, (х) А» (у) . _  0  
Щ у )М ,(х )  ' К ( у ) М ,( х )

& W d x  +  M l d y  =  Ot ■
M t (x) ' N A y )

яъни биз, (2) кўриниш даги тенглама ҳосил қилдик.

2- ми сол. Ушбу тенглама берилган:

$ 1 » _  l .
дг

Ўзгарувчиларни ажратамиз: — =
dx
X

*> Бундай алмаштиришларни М,(у) ва Мі (л) ниш биронтаси \ам нолга 
айланмайдиган соҳадагнна бажэриш қонуний бўляди.
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Интеграллаймиз:

яъни
In I у і =  — In Iх I +  ln I С I *) ёки la I у I =  ln I С /х  I

тенглик ҳосил бўлади; бундан у =  ■*- умумий интвграліш топамиз.

3-м и с о л. Ушбу тенглама берилган:

( 1  +  х) у dx  +  ( 1  — у) xdy  =  0 .

Ўзгарувчияарни ажратамиз:

l- ~ - d x +  dy =  0 . ( j  +  1 )< * *  +  ( j  — l jr fy = 0 .

Топилган натижани интеграллаб,

ln I j :  Ц - j? -}- ln I у I — у =  С  ёки In | xy  | -f- x  — у =  С

муносабатни аде ил щ ш ц .  Кейинги муносабат берилган тенгламанинг 
умумий интегралидир.

4 - ми со л. Маълум бўлишича ҳар бир берилган моментда радийнинг 
емирилиш тезлиги унииг миқдорига тўғри пропорциокалдкр. Агар t =« 0 
бўлганда радийнинг массаси щ  бўлса, радий массасннинг вақтга қараб ўз- 
гариш қонуни аниқлансии.

Емирилиш тезлиги қуйидагяча аниқланадн. t вақтда радийнинг массаси 
т, t -j- At ваҳтда эса т +  Am бўлсин. At вақтда радийнинг Ат массаси еми- 

Д т
рилган бўлади. —  ннсбат емирилишнинг ўртача твзлигннн билдиради. 

Af
At -*  0 да бу нисбатнинг лимити

Am dm 
Пш —  =  —

Д/ - . 0  At dt
t пайтда радийнинг емирилиш тезлиги  дейилади.

Масаланннг шартига кўра
dm
—  =  — km, (4)
dt

бунда h — пропорционаллик коэффициенти (k  >  0 ). Минус ишора қўямиз,
dm  „

чунки вақт ортганда радий массаси камаяди, демак —  <  0 .
dt

(4) тенглама ўзгарувчиларн ажраладиган тенгламадир. Узгарувчиларни 
ажратамиз:

dm
—  =  -  kdt. 
т

*) Бундан кейинги алмаштиришларни эътиборга олиб, ихтиёрий ўзгар- 
мас миқд^рни In I СI билан белгиладик. Бундаіі белгилаш мумкин, чунки
In I СI (С  0  бўлганда)— оо дай +  оо гача ҳар цандай қийматни қабул қи- 
лпши мумкин.
2*
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Тенгламани ечамиз: 

Сундан
In т =  — kt  - f  In С,

m
in - — k t,

-  k tm a* Ce

t  * » 0  бўлганда радийнинг массаси « 0 бўлгани учун С

т0 =  Се- * 0 — С

(б)

муносабатни қаноатлантириши керак. С 
нинг қийматини (5) тенгликка қўйиб, радий 
массасини вақтнинг функцияси каби ифо- 
даловчи изланган муносабатни топамиз 
(255- раем):

т =  m^e~kt (6 )
k коэффициент кузатишлардан қуйидагича 
аникланадн. t0 вақтда радий дастлабки мас- 
сасининг а проценте емирклган бўлсин. 
Демак,

муносабат бажарилади. Бундан

я \
‘ - Т м Г ‘

■■ тйе

— kt0 — In I—
ёки

100

k  =  — — In ( l — —
to \ 1 0 0

Шундай қилиб, радий учун k =  0,000436 экани аниқланган (вақтнинг ўлчов 
бирлиги йил).

k  нинг бу қийматини (6 ) формулага қўйсак,
-0 ,000436/

т = тие
Радийнинг ярим емирилиш даврини, яъни радийнинг дастлабки массаси 

ярмпнинг емирилиши учун кетадиган вақтна топамиз. Кейинги формулада 
т0

т нинг ўрнига — ни қўйиб, ярим парчаланиш даври Т ни топиш учун 

тенглама ҳосил қиламиз:
m0 -0,000436 i ,
— =  m0e

бундан

ёки
— 0,000436 Т 

In 2
Т =

In 2  

=  1590 йил.
0.0U0436

Физика ва химнянинг бошқа масалаларини ҳам (4) кўршшшдаги тенгла­
мага келтириш мумкинлигини вслатиб ўтамиз.

И з о ҳ. У ш бу тенглам а



ўзгарувчилари аж ралган энг содда кўриниш даги дифференциал 
тенгламадир. Б у н и н г умумий интеграли

у =  j  f ( x ) d x + C

кўриниш да бўлади. Б у  кўриниш даги тенгламаларни ечишни 
биз X  бобда кўр ган  эдик.

б -§ . Биринчи тартибли бир жинсли тенгламалар

1 - т а ъ р и ф .  Агар А нинг ҳар  қандай қийматида

/(А х , Xy) =  l nf ( x ,  y)
айният тўғри б ўлса, f ( x ,  у) функция х  ва у ўзгар увчи л ар га 
нисбатан п -ў л я о вл и  бир ж и н сл и  ф ун к ц и я  деб аталади.

5 - § .  Б И Р И Н Ч И  'Г А Р Т И б Т іИ  Б И Р  Ж И Н С Л И  Т Е Н Г Л А М А Л А Р  2 І

1- м и с о л .  f ( x ,  у) = -fx*-\-yz функция бир ўлчовли бир жинсли функ­
ция, чунки ____________  _______

_______________1 (Ъг. Ау) =  4/ (АжѴ> -j- (Ху)з =  X У л *  4- ѵз =  \f f o . y ) . ____________
2 - м и с о л .  f(x y )  == хў — уг функция икки ўлчовли бир жинсли функ­

ция. чунки
(А*) (Ку) -  (Ху) 2 =  Р (  ку — у2).

X2, — у2
3--м и с о л. /  (л:, у) = ----------- функция ноль ўлчовли бир жинсли функ-

ху
(Xjc)® —- (Ху) 2 х ^ _у2

ция, чунки ------------------= ------------  , яъни /  (Хх, \у) =  /  (х, у) ёки ДА Х у)=
(Хх) (Ку) ху

=  X °f(x , у).

2 - т а ъ р и ф .  А гар биринчи тартибли

f  =  у) (1)
dx

тенглам ада f ( x ,  у )  функция л: ва у  га нисбатан ноль ўлчовли 
бир жинсли функция бўлса, (1) тенглам а х  ва у ўзгар увчи - 
ларга нисбатан би р  ж и н с л и  тенглама дейилади.

Б и р  ж и н с л и  т е н г л а м а н и  е ч и ш .  Функция бир жинс­
ли бўлишининг шартига кўра /  (Хх, Ху) =  / ( х ,  у). Б у  айният-

да Х — ~  деб олсак, / ( х ,  у ) =  1, — j , яъни ноль ўлчовли

бир жинсли функция фақат аргументлар нисбатигагина б о ғ- 
лиқ.

Б у  ҳолда (1 ) тенглама

2 - 4 4 )  ю
кўринишини олади. Ў згарувчи лар ни  алмаштирамиэ»

и -  -  ёки у — и х . 
я
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У ҳолда
d v  . d u  
- '  =  и +  —  JC.
dx dx

Ҳосиланинг ифодасици ( Г )  тенглам ага қўйсак, ўзгарувчилари 
ажраладиган

“ + • * ?  = / п ,  * )dx

тенглама ҳосил бўлади. Узгарувчиларни ажратиб ёзам из; 

* £ » / ( 1 ,  « ) - «  ёки
/(1 , а )—и jc

Буни интеграллаймиз:

'  =

И нтеграллагандан кейин и ўрнига -  нисбатни қўй сак , ( Г )  

тенгламанинг умумий интеграли ҳосил бўлади.

4- м и с о л. Ушбу
rfy лгу
d x  я2 — у2

тенглама берилган. Унг томонда ноль ўлчовли бир жинсли функция туриб- 
ди; демак, берилган тенглама бир жинсли. Узгарувчиларни алмаштирамиз: 
уіх  =  и; бу ҳолда:

dy du
у =  их, —  =  « +

a x  dx
du и du u3 и +  X —  =  ------- -> X ■
dx  1 — a1 dx  I — a*

Узгарувчиларни ажратиб,
(I — u%) du и к / 1  1\ dx

du =  —
и5 X \и& a ] X

ни ҳосил қиламиз; буни интеграллаймиз:

— ^  — In I и I =  In I x\ +  ln| С I ёки — ^  =  In I uxCU  

у
и нинг ўрнига — ни қўисак, дастлабки тенгламанинг умумий интеграли \о- 

сил бўлади:

- ^ = ' п | С у | .

у ни элементар функциялар ёрдами билан ёзилган х  нинг ошкор функция­
си каби ҳосил қилиш мумкин эмас. Лекин, бу ерда х  ни у орқадм ифода- 
лаш осон:

х  — У V —  2 In I Су |.
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И з о ҳ. М  ( х ,  y ) d x  +  N (л , у) dy  =  0  кўринишдаги тенглам а 
М  {х, у ) ва N (X, у)  функциялар бир хил ўлчовли бир ж инс­
ли функциялар бўлгандагина бир жинсли тенглама бўлади .В у 
эса бир хил ўлчовли икки ф ункцияларнинг нисбати ноль ўл - 
човли бир жинсли функция бўлиш идан келиб чиқади.

5- м и с о л. (2х +  Зу) dx  4  (х — 2у) dy =  О,
( I s 4- Уг) dx — '2ху dy =  О 

тенгламалар бир жинсли тенгламалардир.

6 - § .  Бир жинсли тен гл ам ага  келти ри лади ган 
тенглам ал ар

Уш бу
dy  _  ах  4  Ьу -г с ^
d x  а^х 4  4-

кўриниш даги тенгламалар бир жинсли тенгламаларга келтири- 
яади. Агар сх =  с  — 0  бўлса, (1) тенглам анинг бир жинсли ака- 
ни равшан. Энди с  ва Cj (ёки булардан биттаси) нолдан ф арқ- 
ли бўлсин. Ўзгарувчиларни алмаштнрамиз:

x  =  x t +  h, у =  y t +  k.
У ҳолда

7  “ Г 1 <2’ах  а  хг
dy

х , у ва ~  ларнинг ифодаларини (2 ) тенглам ага қўй сак,

d y !  _  a x ) 4  fey, 4 -  a f t  4 -  b h  4  c  ^

dxTj tj 4 - ЬіУі “Ь а ф  4“ 4- 
ҳосил бўлади. h ва k  ни

ah  -I- b k  +  с  =  0,
(4)

“}*• C\ *=  0  )

тенгликлар ўринли бўладиган қилиб танлаймиз, яъни h ва k  
ни (4) тенгламалар системасининг ечими каби аниқлаймиз. Б у  
шартда (3) тенглама

3  aXl +  
dxx я, хі 4- ЬіУі 

бир жинсли тенгламага аііланади.
Б у тенгламани ечиб, сўнгра (2) формулага мувофиқ яна 

X ва у ларга ўтсак , (1) тенглам анинг вчимини ҳосил қиламиз. 
А гар

а  b
a, by

=  0

V



24 X I I I  б о б .  Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л  Т Е Н Г Л А М А Л А Р

бўлса, яъни ab\ — а ф  бўлса, (4)систем анинг ечими йўқ, Аммо

бу ҳ о л д а - =  -  — К  яъни а , = Х а ,  ft, — >.b ва, дем ак, (1 ) тен г- 
а Ь

ламани
+  ЙУ) +  С 

йдг X (длг +  by)+ с, 

кўриниш га келтириш мумкин. Б у  ҳолда
г  =  а  X -j- by  (6)

алмаштириш ёрдамида тенглама ўзгарувчилари аж раладиган 
тенгламага келтирилади.

Ҳақиқатан ҳам,

бундан

d t  , , dy— — a + b —i _________________
d x  dx

d y __ 1 d z __ a_
dx  b dx  b 

(5) тенглам ага (6) ва (7) ифодаларни қўйиб,
I dz  a  _ z  +  с
b d x  b Iz  + c ,

тенгламани ҳосил қиламиз, бу эса ўзгарувчилари аж ралади­
ган тенгламадир.

(1) тенгламани интеграллаш да фойдаланилган у с у л
dy _  I ах  +  by +  с 
d x  \ а {х +  ЬіУ +  с,

тенгламани интеграллаш га ҳам татбиқ этилади, бунда /  ҳар 
қандай узл у кси з функция бўла олади.

1 м и с о л. Ушбу тенглама берилган:
dy X +  у — 3
d x  X — у — 1

Буни бир жинсли тенгламага келтириш учун узгарувчиларни алмаштирамиз: 
X =  -[■ h\ у =  уі -\- k  Бу ҳолда

dyx Ху у у -|- h -\- k —3
d \j Ху — уу 4- h — k —1

. h -f- k — 3 =  0; h — h — 1 = 0  тенгламалар системасини ечиб,
h =  2, k  =  1 

эканини топамиз. Натижада бир жинсли

dyy = £і+_Уі
dxсу Ху — уі

тенгламани ҳосил қиламиз; буни

t X,
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алмаштириш ёрдамида ечиб, ўзгарувчилари ажраладиган тенгламага эга 
бўламиз:

d.yl du du 1 -f и
Vi =  их,, —  =  и 4- X, — , и +  X, —  =  :------>11 d x , т  1d x , 1d x , l - o

du  1 -f  иа
Х' d x , 1 — a

Ҳосил бўлган тенгламада ўзгарувчиларни ажратамиз:
1 — и d x ,
------- ; d u ----
1 +  U2 Xt

Бу тенгламани интеграллаб,

arc tg и — In (1 +  us) =  ln I x % I +  ln l С I,

arc tg и — ln I C x, Y  1 -j- ыа I
ёки

O f, Ѵ Т Т и *  — earc t£ “
ни топамиз.

У\Бу ерда и ўрнига - ни қўииб, 
х\

с ^ ;  =  Л с , г г

ни ҳосил қиламиз. Ниҳоят, х  ва у ўзгарувчиларга ўтиб, натижада
_________________  у -1

С У  ( t _ 2 ) »  +  (y -  I )2 =  «агс
тенгликни ҳосил қиламиз.

2* ми со  л. Ушбу
2 ^ + у - Л  

4 *  -)- 2у +  5
тенгламани х  =  +  й, у =  у, +  k  алмаштириш ёрдамида ечиб бўлмайди, 
чунки бу ҳолда h ва k ни аниқлашда фойдаланилган тенгламалар системаси 
ечиб бўлмайдиган системадир (бунда ўзгарувчиларнинг коэффициентларидан

детерминант нолга тенг).тузилган 4 2

Бу тенгламани
2 *  +  у =  г

алмаштириш ёрдамида ўзгарувчилари ажраладиган тенгламага келтириш 
мумкин. Бу ҳолда у' =  г '  — 2 ва тенглама

, ' - 2 = Ц
2г +  5

ёки

кўринишга келади. Буни ечиб,
*  2 г + 5
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эканини топамиз. Аммо лг =  2лг-{- у бўлгани учун биз дастлабки тенглама­
нинг ечимини

(2х +  у) +  ~  In I ІОх +  2у -f  9 1 -  х + С

ёки
10у -  5х  +  7 In 110* +  by +  9 1 =  С,

кўринишда ҳосил қиламнз, яъни у функция х  нинг ошкормас функцияси шак- 
лида ҳосил бўлди.

7-  §.  Биринчи тартибли чизиқли тенгламалар

Т а ъ р и ф. Бириняи т арт и бли  яизиқли т ен гл а м а  деб  но­
маълум ф ун кц и ягава унинг ҳосиласига нисбатан чизиқли бўл- 
ган тенглам ага айтилади. У

d-Z +  P ( x ) y = Q { x )  (1 )
dx

кўриниш да бўлади, бунда Р (х )  ва Q (x )  лар x  нинг берилган 
узлукси з функциялари (ёки  ўзгармас сонлар).

(1 ) ч и з и қ л и т е н г л а м а н и  е ч и ш .  (1 ) тенгламанинг 
ечим і ни X нинг иккита функцияси кўпайтмасн ш аклида из- 
лаймиз:

у =  и ( х ) ѵ ( х ) .  (2)

Б у  функциялардан бирини ихтиёрий олиш мумкин, иккин- 
чиси эса (1) тенглам ага асосан аниқланади.

(2) тенгликнинг иккала томонини дифференциаллаймиз:

dy dv  , du— — l i ---- V —
dx  dx  dx

— ҳосиланинг топилган ифодасини (1) тенглам ага қўямиз:
dx

и — +  -  V +  Puv — Q
dx dx

u [ j x + P v ) + v z = Q - (3)

d-? + P v  =  0 (4)
d  к

тенглам а ўринли бўладиган қилиб танлаймиз. Бу дифф ерен­
циал тенгламада ўзгарувчиларни v  га нисбатан ажратамиз:

d±  =  - P d x .
V

Буни интеграллаймиз:

— In I Ct I -f- In j V j =  —,J P dx

еки

V функцияни
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€ки
— f РйхV =  с , £  J

(4) тенгламанинг нолдан фарқли бирор ечимини топиш етарли 
бўлгани учун ѵ (л) функция деб

V (дг) =  е ^Р" (б)

ни олишимиз мумкин, бунда J Р dx бирор бошланғич функция,
V (х) ф  0 бўлиши ўз-ўзидан равшан.

V (X) нинг гопилган қийматини (3) тенгламага қўйиб (— -f-
dx

-\-Pv =  0 эканини эътиборга олиб),

ѵ (х ) ~  =  Qtx)d x
ёки

d u _ Q (х)
dx V (к)

тенгламани ҳосил қиламиз, бундан

и — I ЧМ±ах +  С 
J  1» ( * )

экани келиб чиқади. и ва ѵ  нинг бу цийматини (2) формулага 
қўйсак, натижада

J V (л)
у =  ѵ (х)

ёки
у =  ѵ (х ) I dx +  Сѵ (д) (6)

J V (x)
ҳосил бўлади.

Изоҳ.  Агар (5) тенглик ёрдамида аниқланган ѵ {х) функ­
ция ўрнига бирор v t { x ) = C v ( x )  функшіяни олсак, (6) 
ифоданинг ўзгармаслиги равшан. Ҳақицатан ҳам, (6) тенглик- 
даги ѵ(х)  ўрнига ѵ, (л) ни қўйсак,

У =  Сѵ(х ) l j ^ d x  +  CCv(x)

генглик ^осил бўлади. Биринчи қўшилувчидаги С қисқариб 
кетади; иккинчи қўшилувчидаги СС кўпайтма ихтиёрий ўзгар- 
мас сондир, уни битта С ҳарфи билан белгиласак, яна (6) ифо-
дага келамиз. Агар i dx =  у(х) деб белгиласак, (6) ифода

J  V (* )

у  =  v ( x ) f [ x )  +  C v ( x )  (6 ')

fl;«  у  /.

t
I •<£.
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кўриниш ни олади. Б у  умумий интеграл бўлади, чунки С  нинг 
л' =  х 0 бўлган да у =  у 0 бош ланғич шартни қаноатлантирувчн 
қийматини танлаб олиш мумкин. С нинг бундай циймати

Уо =  V (х о) <Р (-*о) +  С ѵ  (х о) 
тенгли кдан  аниқланади.

М и с о л. Ушбу тенглама ечилсин: 
dy  2
и -  у =  (х +  D3'd  к х  1 

Е ч и ш .  у =  uv деб фараз қилсак,
у ҳолда

dy dv du
—  =  u —  +  —  V 
d x  d x  dx

dy
бўладн, —  ҳосиланинг ифодасини дастлабки тенгламага қўйсак, у 

dx
2

' —  — —  чѵ =  (X +  1)3,
X +  1

\ du
[ р )  +  г - - ( л  +  1). (7)

кўринишни олади. ѵ  ни аниқлаш учун
dv  2
— — -------V =  О,

dx, X +  1
яъни

dv  2dx

dv du
d x 1 d x

'dv 2
dx x  +

V X +  1
тенгликни ҳосил қиламиз, бундан

In IV I =  2 ln I X -f  1 1
ёки

v =  ( x +  1)’.
V функциянинг топилган ифодасини (7) тенгламага қуисак, и ни топиш учун

(X +  \ ) ^  =  ( Х +  1)3
d x

ёки
du
~  =  (X +  О dx

тенгламани ҳосил қиламиз, бундан
( х + \ у

+ 02
эканини топамиз.

Демак, берилган тенгламанинг умумий интеграли

кўрииишда бўлади.
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Топилган бу оила берилган тенгламанинг у м у м и й  ечимидир. (х  о Уо) 
бошлангич шарт ҳар қандай бўлганда ҳам (бунда х пф  — 1) ҳамма вакт С ни 
унга мос хусусий ечим бошлангич шартни қаиоатлантирадиган қилнб танлаб 
олиш мумкин. Масалаы, х 0 =  О бўлганда, уп =  3 бошлангич шартни қаноат- 
лаитирувчи хусусий ечим қуйидагича топилади:

( 0 + 1 ) 4 „  5
3 = 5 - у ^ -  +  С (0  +  1)’ , С =  —•

Демак, изланган хусусий ечим қуйидаги кўринишда бўлади:

( * + 1 ) ‘ 5
у =  — —  +  2 <-х +

Агар (jr0, уо) бошланғич шартни х0 =  — I бўладиган қилиб олсак, бу шарт­
ни қаноатлантирувчи ечимни тополмаймиз Бунинг сабаби шуки, х  =  — 1

бўлганда Р ( * ) = — — -  функция узилишли, демак, ечим мавжудлик теорв-

маларининг шартлари бажарилмаган.

И з о ҳ .  Татбиқларда кўпинча ўзгарм ас коэффициентам чи 
зиқли

£  +  «У =  »  ̂ (8 )

тенглам а учраб туради, бунда а  ва b — ўзгарм ас сонлар.
Б у тенгламани (2) ўрнига қўйиш ёрдами билан ёки у з га ­

рувчиларни ажратиш йўли билан ечиш мумкин:

dy  =  ( — ay  -\-b)dx, — — — —d x .
— ay +  b

—  — In I — a y  - f  b I =  дг +  C,
a

In I -  a y  +  b I —  -  [ a x  +  C * ) t

бунда

/■>* ГЛ , ,  - ( a j r + C * )C* =  a C u — a y -\ -b —e  ,
1 -uur+c*; ьy —-----e +  —
a  a

ёки натижада

1 — С*
( б у н д а ------- е  =  С деб  белгиланган). Ана ш унинг ўзи (8)

а
тенглам анинг умумий ечимидир.
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8- f .  Бернулли тенглам аси  

й1 +  Р ( х ) у  =  Q {x )  у» (1 )
ах

кўриниш даги тенглам ани *1 қараймиз, бунда Р (х )  ва Q (д )  — л  
нинг у зл у к си з функциялари (ёки  ўзгарм ас миқдорлар) ҳамда 
п. 0  ва 1 (акс ҳолда чизиқли тенгтчама ҳосил бўлар эди). 
Б ер ц у л л и  т ен гл ам аси  деб аталган бу тенглама қуйидаги ал ­
маштириш ёрдамида чизиқли тенглам ага келтирилади. 

Тенглам анинг барча ҳадларини уп га бўламиз;

f " ^ + P y - " " = Q .  (2 )ак
Энди •

--------- -Л44-----------------------------
z =  y

алмаштиришни бажарамиз. У  ҳолда
d z  . . .  —я dy
- = ( - л  +  1)у - f .  

d x  d x
Б у қийматларни (2 ) тенглам ага қўйсак, чизиқли тенглам а 

ҳоси л  бўлади:

%. +  ( - n + l ) P z = ( - n +  1)Q.d x

Б ун и н г умумий интегралини топиб ҳамда г  ўрнига y ~ n+J 
ифодани нўйиб, Бернулли тенгламасининг умумий интеграли- 
ни топамиз.

М и с о л. Ушбу тенглама ечилсин:
dy— + ду =  х*уз. (3)
d x

Е ч и ш.  Тенгламанинг ҳамма ҳадларнни у* га бўлсак,

тенглама ҳосил бўлади.
z =  y ~ *

деб олсак,
*  =  _ 2y-S  U
dx  d x

бўлади. Бу қийматларни (4) тенгламага қўйсак: ^  — 'Ixz =  — 1хъ (5)

У 3У +  ху  2 =  *з - (4>

*> Агар муҳитнинг қаршилиги Ғ ;  тсзлик ѵ  билан F  — \xv  +  К.2ѵ п тенглик 
орқалн боғлиқ бўлса, жисмнинг ҳаракати ҳақидаги масала ҳам шу тенглама­
га келтирилади. Бу ҳолда ҳаракат тенгламаси:

0v r)v  A, As
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Вунинг умумий ннтегралини топамиз:
dz dv du 

z  =  uv, —  — и —  -f  —  V.
d x  dx  dK

dx
(  b s  — нинг ифодаларини (5) тенгламага қўямиз: 

d x
dv du  

u — +  —  v - 2 x u v = - i x \  
d x  dx

бки

Қавс ичилаги ифодани нолга тенглаймиз:
dv dv i
-  — '2xv =  0, — =  2хdx, ln I V I =  xa, V =  e* .
d x  V

и ни аниқлаш учун
, s du 

ex —  =  — 2jc* 
dx

тенгламани ҳосил қиламиз.
Узгарувчиларни ажратамиз:

и =  — 2 j* е X'x~dx 4  С. 

Вўлаклаб интеграллаб,

и =  хге~х' -I- е ~ х ' 4  С, z =  иѵ =  хг 4 - 1 4- Сех' 
эканини топамиз. Демак, берилган тенгламанинг умумий интеграли:

1
у~  =  Xs 4  1 +  Се ёки у =  —

V  х *+ 1  +  Сех '

И з о ҳ .  Ч изщ ли тенгламаларни ечгандагидек, Бернулли тенг- 
ламасининг ечимини ҳам иккита функция кўпайтмаси, яъни

у =  и (х )ѵ (х )
кўриниш да излаш мумкинлигини кўрсатса бўлади, бунда ѵ  ( х )  
функция ѵ ' -\-Р ѵ  =  0  тенгламани қаноатлантирувчи, нолдан 
фарқли бирор функция.

9 - § .  Тула дифференциалли тенглама

Т  а ъ р и ф. Агар
М (х , у) d x  +  /V ( х ,  у) d y  -  0 (1)

тенглам ада Л1 (х , у )  ва N (х ,  у ) функциялар узлукси з, диффе- 
реициалланувчи бўлиб, булар у ч у н

<Ш _ 0 N  .

ду дх

м уносабат бажарилса, (1) тенглам а т ў л а  д и ф ф ер ен ц и а л л и
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т ен гл а м а  дейилади, бунда —  ва — функциялар бирор со ҳ а -
ду дх  

да узл у кси з функциялардир.
Т ў л а  д и ф ф е р е н ц и а л л и  т е н г л а м а л а р н и  и н т е г -  

р а л л а ш .  Агар (1 ) тенгламанинг чап томони тўла диф ф ерен­
циал бўлса, у ҳолда (2 ) ш артнинг бажарилишини ва аксинча,
(2) шарт бажарилса, (1 ) тенгламанинг чап томони бирор и ( х ,у) 
функциянинг тўла дифференциали бўлишини исботлаймиз, яъни
(1) тенглам ани нг кўриниш и

du  ( х ,  у) =  О (3 )

бѵлади, дем ак, унинг умумий интеграли и (х  у) =  С.
Д асглаб , (1 ) тенглам ани нг чап томонини бирор и ( х ,  у )  

функциянинг тўла дифференциали деб фараз қиламиз, яъни

М  ( х ,  у ) dx. - f  N ( х ,  у) d y  — d u  — — d x  +  — d y ,
дл  ду

бу ҳол да

М =  д~ ,  N =  ~ .  (4)
дк ду

Биринчи муносабатни у  бўйича, иккинчи муносабатни эса 
л  бўйича дифференциаллаб,

д М _ д2а  dN  _ д'ги
ду дхду ' дх дудх

тенгликларни ҳоси л қиламиз. Иккинчи тартибли ҳосилалар 
узл укси з деб фараз қилсак,

дМ dJV 
ду дх

бўлади, яъни (2 ) тенгли к (1) тенгламанинг чап томони бирор 
и ( х ,  у ) ф ункциянинг тўла дифференциали бўлиш ининг з а р у -  
р и й  ш артидан иборатдир. Бу шартнинг е т а р л и  шарт бўли- 
шиии, яъни (2) 'тенглик баж арилганда (1) тенглам ани нг чап 
томоии бирор и (х , у) функциянинг тўла дифференциали бў- 
лишини кўрсатам из.

dJL =  M ( x ,y )
дх

муносабатдан
X

и =  j  М  (х , у) d x  +  т (у )
*0

ни топамиз, бунда х 0— ечим м авж уд бўлган со ҳад аги  ихтиёрий 
нуқтанинг абсциссаси.

X бўйича интеграллаш да у  ни ўзгарм ас миқдор деб ҳи соб- 
лаймиз ва ш унинг у ч у н  интеграллаш да ҳосил б ў л ган  ихтиё-



9 -  § .  Т У Л А  Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Л И  Т Е Н Г Л А М А 33

рий ўзгарм ас миқдор у га боғлиқ бўлиши мумкин. ® (у ) ни 
(4) муносабатлардац иккинчиси бажариладиган қилиб танлаб 
оламиз. Бунинг учун  кейинги тенгликнинг иккала томонини 
у  бўйича дифференциаллаймиз*1 ва натижани N ( х , у ) га  тен г- 
лаймиз:

f =  [ —■ d x  <f' (у ) =  N (х , у ); 
ду J  ду

М  SJVаммо —  =  —  бўлгани у ч у н  қуиидагиларни еза оламиз: 
ду дх

X X
J  t e  d x  +  f '  (У) = Н ,  яъни N (х , у)  I +  <р'(у) =  N (х ,  у)

ёки
N (х , у) — N ( х 0, у )  +  <р'(у) =  N {х , у).

Д ем ак,
? ' (У) =  Л (jr0, у)

-ЪШЬ----------------------------------
У

ЧР (у) =  S N ( * 0. У) d y  +  Cj.
Уо

Ш ундай қилиб, u ( x ,y )  функция 
х у 

а  =  j  М  ( х ,  у, d x  +  j  N (х 0, у )dy  +  С,
Уо

кўриниш да бўлади. Бунда Р  ( х 0, у 0) шундай нуқтаки, уни нг 
атрофида (1) дифференциал тенглам анинг ечими м авж уд.

Бу ифодани ихтиёрий С ўзгар м ас миқдорга тен гл аб , (1) 
тенгламанинг умумий интегралини ҳосил қиламиз;

X у
\ M ( x ,y ) d x  +  j  N (x 0, y ) d y  = L \  (5 )

Уо
Ми сол-  Ушбу тенілама берилган:

Чх у2—3 « 2
-  dx +  >— -— r =  a  
У■’ У1

*> J М (X, у) dx  интеграл у га боғлиқ. Бу интегралдан у бўйича ҳоси-
*0

ла топиш учун интеграл остидаги функцияни у бўйича дифференциаллаш

д  С Г д М
керак: — j М ( X ,  у) d x  =  j -— dx. Бу Лейбницнинг аниқ интегрални пара-

**0 Xq
метр буиича дифференциаллаш ҳақндаги хеоремасидан келііб чиқади .(XI 
боб, 10- параграфга қаранг).
2. Н. С. Пискунов, 2-х
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Бу тенглама тўла дифференциалли тенглама бўлиш ёки бўлмаслигини 
текширамиз.

Бѵ ерда
2х у2 — Зх2 

М =  -  N =  2----------
ўЗ у*

деб оламиз, бѵ ҳолда
дМ бх dN 6 *

ду у 1 — --------- уі
у =f= 0 бўлганда (2) шарт бажарилади. Деыак, берилган тенгламанинг чап то­
мони бирор номаълум и (х, у) функциянинг тўла дифференциали бўлади.

Бѵ функцияни топамиз. — =  — бўлгани сабабли
j 3

С 2х X2
и =  \ — dx  +  ? (у) =  — +  <р (у),

J  У3 Уг
бунда <f (у) функция у нинг ҳозирча номаълум функцияси. Бу муносабатни 
у бўйича дифференциаллаб ва

ди У2 — Зл2 - = Л Г =  -і ----------
ду у*

эканини эътиборга олиб,
Зх2 уа — Зл»

-  —  +  (У) =  ' 4 
У* У*

бўлишини топамиз. Демак,

?' (у) =  • 9 (У) =  -  ~  +  с і.

X2 1
И (■*. У) =  7  -  — +  Сі-у З  у

Шундай қилиб, дастлабки тенгламанинг умумий интеграли

У* У

1 0 -§ .  И нтегралловчи  кўп ай тувчи

• Уш бу
М  ( х ,  у ) d x  +  N (х , у ) d y  =  0  (1)

тенглам ани нг чап томони бирор функциянинг тўла диф ф ерен­
циали б ў л м а си  н. Б аъзан  ш ундай (а ( х ,  у) функцияни танлаб 
олиш мумкин бўладики, тенглам анинг барча ҳадларини ана 
ш унга кўпайтирилганда тенглам анинг чап томони бирор ф ун к­
циянинг тўла дифференциали бўлиб қолади. Ш у у су л  билац 
ҳоси л  қилинган тенглам анинг умумий ечими дастлабки т е н г­
ламанинг умумий ечими билан бир хил бўлади: t* ( х ,  у ) ф ун к­
ция (1) тенглам анинг и н т егр а л л о вч и  к ўпайт увчиси  дейилади.
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И нтегралловчи кўпайтувчи ^ ни топишга қуйидагича кири- 
шамиз: берилган тенгламанинг иккала томони ҳозирча но­
маълум. И нтегралловчи кўпайтувчи [х га кўпайтирамиз:

Кейинги тенглама тўла дифференциалли тенглама бўлиши учун  
қуйидаги муносабат бажарилиши зарур ва етарлидир;

муносабатни ҳосил қиламиз.
Охирги тенгламани қаноатлантирувчи ^ар қандай jx (x , у  i 

ф ункция (1 ) тенгламанинг интегралловчи кўпайтувчиси бўли- 
ши ўз-ўзи дан равш ан. (2) тенглама иккита л ва у ўзгар увчи - 
га  боғлиқ бўлган ;х номаълумли функцияга нисбатан хусусий 
ҳосилали тенгламадир. М аълум шартлар бажарилганда бу 
тенглама ечимлари чексиз кўп эканини ва, дем ак, (1) тенгла­
манинг интегралловчи кўпайтувчиси борлигини исботлаш мум­
кин. Лекин умумий ҳолда (2) тенгламадан интегралловчи кў- 
пайтувчи (а (х ,  у)  ни топиш (1) тенгламани интеграллаш га 
Караганда қийинроқ. Ф ақат баъзи бир хусусий ҳоллардагина 
іА ( X, у) функцияни топиш мумкин.

М асалан, (1 ) тенгламанинг интегралловчи кўпайтувчиси 
ф а қ а т  у га б о г  л и  қ б ў л с и н .  Бу ҳолда

о д д и й  дифференциал тенглама ҳосил бўлади; бундан (битта 
квадратура билан) In [х ва, дем ак, |х ҳам аниқланадч. Бундай 

dN дМ

у-М d x  +  \y.N d y  =  0.

д(іхМ) _  д(цЫ) 
ду дк '

яъни

ёки

Кейинги тенгламанинг иккала томонини |х га бўлиб,
д In ,ц ^  д In н- _  _<Ш

________________________  Дѵ - дх дх дѵ (2)

дх
ва [д. ни топиш учун

аѵ _  щ
d  In fx _  дх  ду 

dy ~  М

иш кўриш (̂  ифода X га боғлиқ бўлмаган ҳолдагина
м

мумкин эканлиги туш унарли.
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d_N _  дМ

Ш унга ўхш аш  агар дх тду- ифода у га бОғлиқ бўлм асдан,

фақат X га боғлиқ бўлса, у  ҳол да фақат д: г а  б о ғ л и қ б $ г л-  
г а н интегралловчи кўпайтувчи осон топилади.

М и с о л. Ушбу тенглама ечилсин:
(у -f- ху2) дх — л ду =  0.

Е ч и ш.  Бу ер да М — у +  ху2, N  — — х,
дМ dN дМ dN
—  =  1 +  2ху. —  =  — 1. ~  +  —  • 
ду дх ду дх

Демак, тенгламанинг чап томони бирор функциянинг тўла дифференци­
али э ма с .  Бу тенгламанинг факат у га боғлнқ бўлган интегралловчи кўпай- 
тувчиси борми деган масалани қараймиз.

dN дМ
д< ду — 1 — 1 — 2ху 2

М у ху2 у
бўлишига эътибор бериб, бу тенгламанинг фақат у га боғлиқ интеграллов­
чи кўпайтувчиси бор деган натижага келамнз ва уни топамиз:

d In [i 2
ду ~  у ’

бундан

In (л =  — 21п у, яъни р —

Берилган тенгламанинг ҳамма ҳадларини топилган интегралловчи кўпайтув- 
чи [л га кўпайтиргандан кейин

( ' - + х) а* - ^ аУ =  °
тенглама ҳосил бўлади. Бу тўла дифференциалли тенгламадир, чунки

Бу тенгламани ечиб,

ёки

дМ dN

д у дк

X , X2—
У 2

У =  —  ■ 2х
х 2 + 2  С 

умумий интегралини топамиз

1 1 -§ . Э гр и  чизицлар ои ласини нг ўр ам аси

Ф( ДГ , У, С) Чь б  (1)
кўриниш даги тенглам а берилган бўлсин, бунда х  ва  у  ў зга - 
рувчилар. Д екар т координаталари, С  эса тайинланган турли 
цийматлар қабул қилувчи параметрдир.
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С параметрнинг берилган ҳар бир қийматида (1 ) тенглама 
О ху  текисликда бирор эгри чизиқни аниқлайди. С га мумкин 
бўлган  барча қийматларни берсак, бир параметрга боғлиқ бўл- 
ган э г р и  ч и з и қ л а р  о и л а с и н и  ёки бош қача айтганда, 
бир п а р а м е т р л и  э г р и  ч и з и қ л а р  о и л а с и н и  ҳосил 
қиламиз. Ш ундай қилиб, (1 ) тенглама бир параметрли эгри 
чизиқлар оиласининг тенгламасидир (чунки, у фақат б и тта и х­
тиёрий ўзгарм ас миқдорни ў з  ичига олади).

Т а ъ р и ф .  Агар L чизиқ ўзининг ҳар бир нуқтаси билан 
бир параметрли чизиқлар оиласининг у  ёки бу чизигига урин- 
са (бунда L  чизиқнинг турли нуқталарида берилган оиланинг 
турли чизиқлари уринади), L  чизиқ бир параметрли чизиқлар 
оиласининг ў р ам аси  дейилади (256-расм ).

1- м и с о л. Ушбу
(X -  С)2 +  у2 =  R2

чизиқлар оиласини қараймиз, бунда К ўзгармас миқдор. С эса параметр.
Бу тенглама раднуси к  ва мар- 

кази Ох ўқда ёіувчи айланалар ои­
ласининг тенгламасидир. Бу оиланинг 
ўрамасп R , у  =  —  R  тутртг чй 
зиқлар бўлиши равшан (257- раем).-

256-расм. 25?-расы.

Б е р и л г а н  о и л а  ў р а м а с и н и н г  т е н г л а м а с и н и  т о -  
п и ш. Бир параметрга боғлиқ бўлган

Ф іх , у , С) =  0  (1)

эгри чизиқлар оиласи берилган бўлсин, бунда С параметр.
Б у  оиланинг ўрамаси м авж уд ва унинг тенгламасини у =  

* = 9 (л:) кўринишда ёзиш мумкин деб  фараз қиламиз, бунда 
<р (х ) X нинг дифференциалланувчи ва узл у кси з функциясидир. 
Ўрамада ётган бирор М  (х , у) нуқтани қарайлик. Б у  нуқта (1) 
оиланинг бирор эгри чизиғида ҳам ётади. *Ш у эгри чизиққа 
С  параметрнинг маълум қиймати тўғри келади, берилган (л:, 
у) да бу қиймат (1) тенглам адан аникланади: С =  С ( х ,  у). 
Д ем ак , ўраманинг барча нуқталари учун

ф (А-, у , С (х , у ))  =  О (2)
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тенгли к қаноатлантирилади. С ( х ,  у) дифференциалланувчи 
функция бўлиши билан бирга х ,  у  ўзгарувчилар қаралаётган 
қийматларнинг ҳеч  бир интегралида ўзгарм ас сонга тенг бўл- 
масин. Ўраманинг (2 ) тенгламасидан унинг М  (х , у)  нуқтасида 
ўтказилган уринманинг бурчак коэффициентини топамиз. у ни 
X нинг функцияси деб олиб (2) тенгликни х  бўйича диффе- 
ренциаллаймиз:

о е т + « с ) Ѵ' = о
дх  ' ОС дх  \ду дС ду)

ёки

ф; + ф; / + фИ і + ^ ' ) = ° -  о)

Энди (1) эгри чизиқлар оиласининг М  (х ,  у) нуқтаси га ў т - 
казилган уринманинг бурчак коэффициенти

ф ; + ф ; / = о (4)

тенглам адан топилади (қаралаётган эгри чизиқда С ўзгарм ас 
сон). Биз Ф },т ^ 0  деб фараз қиламиз, акс ҳолда х  ни функция, 
у ни эса аргумент деб ҳисоблаган бўлар эдик. Л екин ўрама- 
нинг k  бурчак коэффициенти оиланинг k  бурчак коэффициен- 
тига тен г бўлгани саба^ли (3) ва (4) тенгликлардан:

[д *  ду
=  0.

Аммо ўрамада С (х , у) ^  const бўлгани учун ,

f  +  f  ў' +  о,дх ду
ш унинг учун унинг нуқталарида

Ф г (х ,  У, С) =  0  (5)

тенглик ўринли бўлади. Ш ундай қилиб, ўрамани уш бу

Ф (X ,  у, С) =  0 , \
Ф с ( х , у , С )  =  0 )  w

тенгламалардан фойдаланиб аниқлаш мумкин. А ксинча, агар 
бу  тенгламалардан С ни йўқотсак у =  ® ( х ) тенглам а ҳоси л 
бўлади, бунда <р (x )  дифференциалланувчи функция, бу эгри 
чизиқда С Ф  const бўлса, у =  <р (х )  ўраманинг тенгламаси бў- 
лади.

l - и з о ҳ :  Агар (1) оила ѵчун бирор у =  <р (х )  функция м ах­
су с нуқталар геометрик ўрнининг тенгламаси бўлса, яъни 

=  0 ва Фу =  0 ўринли бў*ладиган нуқталар б ўлса, бу нуқ-
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таларнинг координаталари ҳам (б) тенгламаларни қаноатлан- 
тиради.

Ҳақиқатан ҳам, махсус нуқталарнинг координаталарнни (1) 
тенгламада қатнашган С  параметр орқали ифодалаш мумкин:

х  =  Ц С ) ,  у  =  \х(С ). (7)
Агар бу ифодаларни (1) тенгламага қўйсак, у ҳолда С  га 

нисбатан
Ф ( 1 ( C ) ,  I I ( С ) , С ) - о

айният ҳосил бўлади. Бу айниятни С  га нисбатан дифферен- 
циаллаймиз:

ҳар кандай нуқталар учун Ф г =  0, Ф у =  0 тенгликлар бажари- 
лади, шунга кўра, бундай нуқталар учун ҳам Ф с =  0 тенглик 
бажарилади.

Биз бу билан махсус нуқталар координаталари (6) тенгла-
■ маларни қаноатлантирншнни исбот этдик.

Шундай қилиб, (6) тенгламалар ё ўрамани, ёки (1) эгри 
чизиқлар оиласининг махсус нуқталари геометрик ўрнини ёки 
иккаласининг комбинациясини аниқлайди. Демак, (6) тенгла­
маларни қаноатлантирувчи эгри чизиқни ҳосил қилгандан ке- 
йин, у ўрамамн ёки махсус нуқталарнинг геометрик ўрними 
эканини қўшимча текшириш зарур.

2- м и с о л. Битта С параметрга боғлиқ бўлган
(X +  у2 -  /?2 -  О

айланалар оиласининг ўрамаси топилсин.
Е ч и ш .  Оила тенгламасини С бўйича дифференциаллаймиз:

2(к  — С) =  0.
Бу икки тенгламадан С ни йўқотамиз:

у3 -  R2 =  О ёки у =  ±  R.
Ҳосил бўлган иккита тўғри чизиқ, геометрик мулоҳазаларга асосан, ои- 

лага кирган айланалар махсус нукталаріа эга бўлмагани ѵчун махсус нуқ- 
таларнинг геометрик ўрни бўла олмайди. Шунинг учун бу тўғри чизиқлар 
оиланинг ў р а м а с и н и  ифодалайдн.

3- м и с о л.
X COS a -f- у sin а — р  — 0, (а)

тўғри чизиқлар оиласининг ўрамаси топилсин, бунда а — параметр.
Е ч и ш .  Оиланинг берилган тенгламасини а бўйича дифференциаллай­

миз:
— X sin а -)- у cos а =  0. (в)

(а) ва (6) тенгламалардан а параметрни чиқариб юбориш учун биринчи 
тенгламанинг барча ҳадларини cos а га, иккинчиникини эса sin а га кўпай- 
тириб, биринчи тенгламадан иккинчи тенгламани айирамиз; у ҳолда

X =  р  COS а
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ифода қосил бўлади. Бу ифодани (b) тенгламага қўйсак,

у =  р  sin а
тенглама ҳосил бўлади.

Кейинги икки тенгламани квадратга кўтариб, ҳадлаб қўшсак,

л2 +  у2 =  р2
тенглама ҳосил бўлади. Бу айлана бѵлиб, оиланинг ў р а м а с и д и р  (аммо 
махсус нуқталарнйнг геометрик ўрни бўла олмайди, чунки тўғри чизиқнинг 
махсус нуқталари бўлмайди) (258- раем).

4- м и с о л. Тўп координаталар бошига жойлашган, отилган снарядлар- 
нинг траекторияларн Оху текисликда ётади деб ҳисоблаб (ҳавонинг қарши-

лигини эътиборга олмаймиз), тўп ство- 
лининг горизонтга оғиш бурчаги тур- 
лича бўлганда тўпдан f 0 тезлик билан 
отилган снарядлар траекторияларннннг 
ўрамаси топилсин.

258- раем.

Е ч и ш.  Дасг.іаб тўп стволи Ох ўқнинг мусбат йўналиши билан а бур­
чак ташкил киліан ҳол учун снаряд траекторияси тенгламасини топамиз. 
Уч. -  пайтида снаряд бирданига икки хил ҳаракат қилади: t»0 тезлик билан 
тўп стьоли. йўналишидаги текис ҳаракат ва-оғирлик кучи таъсири остида 
пастга тушиш. Шунинг учун ҳар бир t п йгда Л1 снарядиннг вазияти қу- 
йидаги тенгликлар билан аниқланади (259- раем).

X =  V0t COS я, 

у =  Ѵй і  sin а — — .

Бу — тенгликлар траекториянинг параметрик тенгламаларидир (бунда t 
параметрдир). Бу тенгламалардан t ни йўқотсак, траекториянинг тенгламаси

y =  x l g a -  ;
g x ‘

(8)

g
кўринишда бўлади; ниҳоят, tga =  k, — ; =  я деб олсак,

2vq

у — k x  — a x 2 (1 -)- * J)

тенгламани ҳосил қиламиз Бу тенглама вертикал ўқлн координаталар бо- 
нзидаи ўтадиган ва тармоги пастга қараган параболани аниқлайди. к нинг 
турли қипматлари учун ҳар хил траекториялар ҳосил бўлади. Демак, (8) 
тенглама тўпдан турли а бурчак остида отилган ва берилган бошланғич



1 1-§ . ЭГРИ ЧИЗІЩЛАР ОИЛАСИНИНГ УРАМАСИ 41

тезлиги і/0 бўлган снарядларнинг траекторияларидан иборат бўлган (260- 
расм) бир параметрли параболалар оиласининг тенгламасидир.

Бу параболалар оиласининг ўрамасини топамиз. (8) тенгламанинг иккала 
томонини k бўйича дифференциаллаймиз:

X — ’laky'1 =  0. (9)
(8) ва (9) іенгламалардан k ни йўқотиб,

тенгламани ҳосил қиламиз.

У

ууS  /

/  /  
----Г---^ \ \\  \

\  \
\  \

\  ч_________ і--------1--V—

26)- раем

Бу тенглама учи  ̂0, — 'j нуқтада бўлиб, ўқи Оу ўқ билан бир хил бўл-

ган парабола тенгламасидир Бу парабола махсус нуқталарнинг геометрик 
ўрни бўла олмайди (чунки теніламалари (а) бўлган нара^олаларнинг махсус 
нуқталари бўлмайди), Шундай қилиб,

у =  — -  ах*

парабола траекториялар оиласинині ўрамаси бўлади. Бу параболацан таш- 
қарида ётган нуқтанинг ҳеч бирига берилган тўпдан берилган ѵ0 тезлик би­
лан отилган снаряд ета олмагани учун уни х а в ф е и з л и к  п а р а б о л а с и  
дейилади.

5- м и с о л. уз — ( к — С)2 =  0
ярим кубик параболалар оиласининг ўрамаси топилсин.

Е ч и ш .  Ои/іанинг берилган тенгламасини С параметр бўйича дифферен­
циаллаймиз:

2(х - С )  =  0. 
у3 -  (X -  С)2 =  0 ва 2 ( jc — С) — О

тенгламалардан С параметрни йўқо- 
тиб,

у =• О 
эканини топамиз.

Ох ўқ махсус нуқталарнинг— 
биринчи хил қайтиш нуқталарнинг 
геометрик ўрнидир (261-расм). Ҳақи- 
қаган ҳам, С нинг қийматини тайинлаб, 

у3- ( х -  С)г =  0
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эгри чизиқнинг махсус нуқталарини топамиз. х ва у  бўйича дифференциал- 
лайм из:

/ , =  -  2(х  - С ) = 0 ; Ру-  3у> =  0.

Юқоридаги учала тенгламани биргаликда ечиб, махсус нуқтанинг коор- 
динаталарини топамиз: х  =  С, у =  0, шундай қилиб, берилган оиланинг ҳар 
бир эгри чизиги О * ўқда махсус нуқтага эга.

С параметр узлуксиз ўзгарганда махсус нуқталар бутун Ол: ўқни тўл- 
диради.

6- м и с о л. Ушбу

(; у - С )2- | (* - С )3 =  0 (10)

оиланинг ўрамаси ва махсус нуқталарининг геометрик урни топилсин.
Е ч и ш.  (10) тенгламанинг иккала томонини С бўйича дифференциаллаб,

еки

_ 2 ( y - C )  +  - 3 ( * - Q 2 =  Q

у - С - ( л : - О 2 =  0 (І1>
тенгликни топамиз. Энди (10) ва (11) тенгламалардан С параметрни йўқо- 
тамиз:

у - с  =  ( х -  су .
{у—С) нинг ифодасини оила тенгламасига қўйиб,

( х - С у - - ( х - . С ) ?

ёки

(X -  О 3 ( * - 0 - 8

О

=  0

тенгликни ҳосил қиламиз; бундан С нинг мумкин бўлган иккнта қийматини 
ва масаланинг буларга мос иккита ечимини ҳосил қиламиз.

Иккинчи ечим:Биринчи ечим:

С =  х;

шунинг учун (11) тенгликдан: 

у  — X — ( дг — л)* — О

«■ли

у =  х.

С - х -  з  і

шунинг учун (11) тенгликдан:
2

у - х - г  J -
ёки

2 * л , _ * + ^ = 0

Биз у =  X ва у =  х  — — тўгри чизиқларни топдик. Булардан бирин-

чиси махсус нуқталарнинг геометрик ўрни, иккинчиси эса ўрамадир (262- 
расм).

2 - я г о ҳ .  VI бобнинг 7 - параграфида эгри чизиққа ўткази л - 
ган нормаль унинг эволю тасига-уринм а бўлиши исбот қилин- 
ган эди. Д ем ак, берилган эгри чизиққа ўткази л ган  нормаллар

f
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оиласи бир вақтнинг ўзида унинг эволю тасига ўтказилган урин- 
малар оиласи ҳам бўлади.

Ш ундай қилиб, эгри чизиқнинг эволютаси бу эгри чизиқ 
нормаллари о и л а с и н и н г  у р а  м а е  и б ў л а д и  (263- раем).

Б у эслатма эволюта топишнинг яна бир усулини кўрсатиш - 
га  имконият беради: эволюта тенгламасини топиш учун даст- 
лаб .берилган эгри чизиқнинг барча нормаллари оиласини то ­
пиш ва ундан кейин бу оила ўрамасини топиш керак.

1 2 -§ . Биринчи тартибли дифференциал тенгламанинг 
махсус ечимлари

Ф араз қилайлик,

бўлсин: (2) тенгламага мос интеграл эгри чизиқлар оиласининг 
ўрамаси мавжуд деб фараз қиламиз. Б у  ўрама ҳам (1) диф ф е­
ренциал тенгламанинг интеграл эгри чизиғи бўлишини исбот 
қиламиз.

Ҳақиқатан ҳам, ўрама ўзининг ҳар бир нуқтаси билан ои­
ланинг бирор эгри чизигига уринади, яъни у  билан умумий 
уринмага эга. Д ем ак, ҳар бир умумий нуқтада ўрама билан 
оиланинг эгри чизиги х , у, у' миқдорларнинг бир хил қийма- 
тига эга.

2ь2- раем. 263- раем.

(1)

дифференциал тенгламанинг умумий интеграли

Ф (х, у , С ) = 0 (2)



44 X I I I  б о б .  Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л  Т Е Н Г Л А М А Л А Р

Л еки н, оиланинг эгри чизиги учун  х ,  у, у ' сонлар ( 1 ) т е нг ­
ламани қаноатлантиради. Д ем ак, шу тенглам анинг ўзини ўра- 
манинг ҳар  бир нуқтаси абсциссаси, ординатаси ва бурчак 
коэффициенти қаноатлантиради. Б у  эса ўрама интеграл эгри 
чизиқ, унинг тенгламаси берилган дифференциал тенглам анинг 
ечими эканини билдиради.

Умуман айтганда, ўрама оилага тегишли эгри чизиқ бўл- 
магани у чу н  унинг тенгламасини (2) умумий интегралдан С 
нинг ҳ е ч  бир хусуси й  қийматида ҳосил қилиб бўлмайди. Д и ф ­
ференциал тенгламанинг умумий интегралидан С нинг ҳ е ч  бир 
қийматида ҳам ҳосил бўлмайдиган ва графиги умумий ечимга 
кирган интеграл эгри чизиқлар оиласининг ўрамасидан иборат 
бўлган ечим д и ф ф ер ен ц и а л  т ен гл ам ан и н г м ах су с  ечим и  д е ­
йилади.

У ш б у умумий интеграл

Ф ( х ,  у , С) =  О

маълум бўлсин; бундан ва Ф с (х ,  у, С) =  0 тенгламадан С ни 
йўқогиб, у ) =  0 тенгламани ҳосил қиламиз. А гар бу ф унк­
ция дифференциал тенгламани қаноатлантирса (ва у  (2 ) оилага 
тегишли бўлм аса), бу ҳолда у м ахсус и н т егр а л  бўлади.

М а хсу с  ечимни тасвирловчи эгри чизиқнинг ҳар  бир нуқ- 
тасидан ҳеч  бўлмаганда иккитадан интеграл эгри чизиқ ўтади, 
бош қача айтганда, м а х с у с  е ч и м н и н г  ҳ а р  б и р  н у қ т а -  
с и д а  е ч и м н и н г  я г о н а л и г и  б у з и л  а д  и.

Дифференциал тенглама ечимининг ягоналиги бузиладиган 
нуқта, яъни ўзидан энг камида иккита интеграл эгри чизиғи 
ўтади ган нуқта м а х су с  нуқ т а  деб аталади*). Д ем ак, м ахсус 
ечим м ахсу с нуқталардан иборат.

М и с о л. У шбу
У* ( 1 + / * )  =  «* (*)

тенгламанинг махсус ечими топилсин.
Е ч и ш .  Тенгламанинг умумий интегралини топамиз. Тенгламани у' га 

нисбатан ечамиз: _______
d y _  У  R2 — у3
d x  х  у

Узгарувчиларни ажратамиз:
ydy

-----/ „ , =  dx.dz У   ̂ — У̂
Бундан, иитеграллаб, умумий интегрални топамиз:

(к -  СУ +  у2 =  R2.

*) Ечим мавжудлик соҳасининг чегаравий нуқталари ҳам м ахсус нуқ- 
J  т алар  дейилади. Соҳанинг дифференциал тенгламанинг ягона интеграл эгри 

чизиіи ўтадиган ички нуқтаси оддий нуцта дейилади. 
л



13- § .  К Л Е Р О  Т Е Н Г Л А М А С И 45

Интеграл чизиқлар оиласи маркази абсдиссалар ўқида бўлиб, радиуси 
R га тенг бўлган айланалар оиласи эканини кўриш осон. Эгри чизиқ- 

лар оиласининг ѵрамалари у =  ±  bt тўғри чизиқлар бўлади.
y =  ± R  функциялар (*) дифференциал тенгламани қаноатлантиради. 

Демак, бу функция махсус интегралдир.

1 3 -§ . Клеро тенглам аси

К л ер о  т ен гл ам аси  деб аталган

<»>
тенгламани қараймиз. Б у  тенглам а ёрдамчи параметр киригиш

билан осон интегралланади. Чунончи, ^  =  р  д еб  олсак, (1 )
dx

тенглама
у =  х р  +  ф(/>) ( I 7)

р  =  j -  X  нинг функцияси эканини эътиборга олиб, кейинги 

тенгламанинг барча ҳадларини х  бўйича дифференциаллаймиз:

P =  x ^ - - \ - p - \ - i f ' ( P ) ydx  dx
ёки

[х + Ш  ] ?  =  о.а*
Ҳар бир кўпайтувчини нолга тенглаб,

f  =  0  (8)
d x

ва
X +  ' f  о°) = 0 (®)

тенгликларни ҳосил қиламиз.
1) (2 )  тенгликни интегралласак, р  =  С(С =  const) бўлади, р 

нинг бу қийматини ( Г )  тенглам ага қўйиб, унинг

у =  хС  +  ф(С) (4)

умумий интегралини топамиз; бу геометрик нуқтаи назардан 
т ў ғ р и  ч и з и қ л а р  оиласини тасвирлайди.

2) Агар (3) тенгламадан р  ни х  нинг функцияси каби топ- 
сак ва уни ( Г )  тенгли кка қўйсак, у ҳолда

у  =  х р (х )  +  ty\p(x) 1 (1")

функция ҳосил бўлади; бу фуцкция (1) тенгламанинг ечими 
бўлишини кўрсатиш  осон.
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Интеграл чизиқлар оиласи маркази абсциссалар ўқида бўлиб, радиуси 
R га тенг бўлган айланалар оиласи эканини кўриш осон. Эгри чизиқ- 

■лар оиласининг ўрамалари у =  ±  И тўғри чизиқлар бўлади.
у =  =Ь R функциялар (*) дифференциал тенгламани қаноатлантиради. 

Демак, бу функция махсус интегралдир.

13-§ . Клеро тенгламаси

К л ер о  т ен гл а м а си  деб аталган

и )  ( П
тенгламани қараймиз. Б у  тенглам а ёрдамчи параметр киригиш

билан осон интегралланади. Чунончи, — =  р  деб олсак, (1)
dx

тенглама
у =  х р  +  Ц(р) ( Г )

р  =  ~  X  нинг функцияси эканини эътиборга олиб, кейинги 

тенгламанинг барча ҳадларини х  бўйича дифференциаллаймиз:

^  — V _L n J_  ,1/ ( Ê.

ёки

P =  x af + P  +  ¥ ( P ) ' ,d x  d x

lx + V(p) }f  = 0.ак
Ҳар бир кўпайтувчини' нолга тенглаб,

f *р _

ва

J -  =  0  (fi)
dx

x  +  Y ( P ) =  0 (8)
тенгликларни ҳосил қиламиз.

1) (2) тенгликни интегралласак, р  — С(С =  const) бўлади, р  
нинг бу қийматини ( Г )  тенглам ага қўйиб, унинг

У — хС  -)- ф(С) (4)

умумий интегралини топамиз; бу геометрик нуқтаи назардан 
т ў ғ р и  ч и з и қ л а р  оиласини тасвирлайди.

2) Агар (3) тенглам адан р  ни х  нинг функцияси каби топ- 
сак ва уни ( Г )  тенгли кка қўйсак, у ҳолда

у =  х р (х )  +  <1» [/> (*)! (1")
функция ҳосил бўлади; бу функция (1) тенгламанинг ечими 
бўлишини кўрсатиш  осон.
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Ҳақиқатан ҳам, (3) тенгликка мувофиқ:

I  . , + u + f m  * - p .

Шунинг учун, (1") функцияни (1) тенгламага қўйиб,

хр +  і>(р) =  хр  +  
айниятни ҳосил қиламиз.

(1") ечим (4) умумий интегралдан С нинг ҳеч бир қийма- 
тида ҳосил бўлмайди. Бу ма х с у с  ечимдир.  Бу ечим

У =  хр  +  Нр ),
*  +  f  (р )  =  О

тенгламалардан С параметрни йўқотиш натижасида ёки

У — хС  -(- ty(C),
* + ф; ( С ) = о

тенгламалардан С параметрни йўқотиш натижасида ^осил бў- 
лади. Демак, Клеро т е нг л а ма с ининг  ма х с у с  ечими
(4) уму мий инте г рал билан берилган тўғ ри чи- 
з иқ л а р оила с ининг  ўрамас ини а н и қ л а й д и.

п *У а  —
dy d x  

У =  * — -J----------—
-  у г 1 + т

М и с о л.

___________________________  d x ) ___________________ ______
тенгламанинг умумий ва махсус интеграллар.і топилсин.

Е ч и ш.  Берилган тенгламада нинг ўрнига С ни қўйсак,

_ аС  
у — хС 4- —,
у Ѵ\ +  о

умумий интеграл ҳосил бўлади. М а х с у с  ечимни ҳосил қилиш учун кейин­
ги тенгламани С бўйича дифферендиаллаймиз:

а
X  +  ------------------3Г  = >  0 .

(1 +  О) /з
Махсус ечим (ўрама іенгламаси)
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параметрик кўринишда ҳосил бўлади (бунда 
С параметр), С параметрни йўқотсак х ва у 
орасидаги муносабатни бевосита ҳосил қи- 
лишимиз мумкин. Ҳар бир тенгламанинг ик­

кала томонини — -даражага кўтариб ва ҳо- 

сил бўлган тенгламаларни ҳадма-ҳад қўшсак,

іі  ̂ Л3 , 3  3х °  -\ у =  а *

махсус ечимни ҳосил қиламиз. Бу астроида- 
нинг тенгламасидир. Аммо оиланинг ўрамаси 
(демак,махсус ечим ҳам) бутун астроида бўл- 
май, балки унинг чап ярмидан иборат (чун­
ки, ўраманинг параметрик тенгламаларядан 
* < 0  экани кўриниб турибди) (264-расм). 264-раем,

14-§. Л агранж  тенгламаси

Лагранж тенгламаси деб
у =  *<р(у') +  ф(у') (1)

dyкўринишдаги тенгламага айтилади, бунда <р ва ф лар — нинг
d і

маълум функциялари.
Бу тенглама у ва х  га нисбатан чизиқли тенглама. Ўтган 

параграфда кўрилган ,глеро тенгламаси Лагранж тенгламаси- 
нинг ф(у') =  у' бўлгандаги хусусий ҳолидир. Лагранж тенг­
ламасини интеграллаш Клеро тенгламасини интеграллаш каби 
ёрдамчи р параметр киритиш усули билан бажарилади.

У' =  Р
деб олсак, дастлабки тенглама бундай

у  =  ■*?(/>)+  ^ )  O ' )
кўринишда ёзилади.

л: га нисбатан дифференциаллаб,

Р =  ?(/>) +  [*? '( /> )  +  <!>'(/>)] ^

ёки
р  -?(/>) =  \ x y \ p )  +  Y ( p ) \  £  ( П

тенгламани ҳосил қиламиз.
У*Бу тенгламадан баъзи ечимларни бирданига топиш мум- 

і̂ ин:
бу тенглама р нинг

Ра -  ?С°о) =  О
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шартни қаноатлантирувчи ҳар қандай ўзгармас р =  рй қийма- 
тида айниятга айланади.

Ҳақиқатан ҳам, р нинг ўзгармас қийматида ҳосила — =  0,
dx

ва (1") тенгламанинг иккала томони нолга айланади.
Ҳар бир р — /?о, яъни ~  — Ро қийматга мос бўлган ечим х dx

нинг чизиқли функцияси бўлади (чунки — ҳосила фақат ч и-
dx

з иқл и функциялар учун ўзгармас миқдор бўлади). Бу функ­
цияни топиш учун (Г) тенгликка p — pQ қийматни қўйиш 
етарли:

У =  -*<р( а )  +  ф(/>о).
Агар бу ечим умумий интегралдан ихтиёрий ўзгармас миқ- 
дорнинг ҳеч бир қийматида ҳосил бўлмаса, у ҳолда бу м а х- 
с у с ечим бўлади.

Энди уму мий ечимни топамиз. Бунинг учун (1") тенг­
ламани

d x  х  ?'(р) _  if’(p )
dp р -  <f (р) р — <ч(р)

кўринишда ёзамиз ва х  ни р нинг функцияси деб қараймиз. 
Бу ҳолда ҳосил қилинган тенглама р нинг л функциясига нис­
батан чизиқли дифференциал тенглама бўлади.

Уни ечиб
X =  ш(р, С) (2)

эканини топамиз. (Г) ва (2) тенгламалардан р параметрни йў« 
қотсак, (1) тенгламанинг умумий интеграли

Ф(х, у, С) — 0
кўршшшда ҳосил бўлади.

> =  *у'2 + / *  (1)

М и с о л, У шбу тенглама берилган: 

у' — р  деб олсак,
у =  х р ’1 -\-рг (Г )

бўлади X  га нисбатан дифференциаллаб,

Р =  P* +  12 * Р  т  2/>] d- j -  ( I " )dx
тенгламани ҳосил қиламиз.

М а х с у с  е ч и м л а р н и  т о п а м и з .  /> 0 =  0 ва />і *= 1 бўлгаида р 
бўлгани учун ечимлар чизиқли функциялардан иборат бўлади [(Г ) га ча­
ра нг]:

у — л • О2 -f- О2, яъни у =  0
ва

у =  х  і  1.
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Бу функциялар хусусий ёки махсус ечим бўлишини умумий интегрални 
топганимиздан кейингина биламиз. Умумий интегрални топиш учун (I") 
тенгламани

dx 2 ____ 2_
dp  1 — р  \ — р

кўринишда ёзамиз ва х ни эркли ўзгарувчн р  нинг функцияси деб қарай- 
миз. Ҳосил қилинган (дг га нисбатан) чизиқли тенгламани интеграллаймиз:

гі

"с Г П ? т
(Г ) ва (II) тенгламалардан р  ни йўқотсак,

У =  (С +  V ж +  і ) '  
умумий интеграл ҳосил бўлади.

у =  0

дастлабки тенгламанинг м а х с у с  и н т е г р а л и  бўлади, чунки бу ечим 
умумий интегралдан С нинг ҳеч бир қийматида ҳосил бўлмайди.

у »  X - f  1 функция эса махсус ечим бўлмай, балки хусусий ечим була- 
ди, чунки бу ечим умумий ечимдан С =  0 бўлганда ҳосил бўлади.

1 5 -§ .  Ортогонал ва изогонал траекториялар

Бир параметрли эгри чизиқлар оиласи

Ф (х ,  у ,  С) =  О (I)
берилган бўлсин.

Берилган (1) оиланинг барча эгри чизиқларини ўзгармас 
б у р ч а к  остида кесиб ўтувчи чизицлар и зо го н а л  т р аек т ор и я ­
л а р  деб аталади. Агар бу б у р ч ак  тўғри бўлса, у ҳолда тр аек­
ториялар о р т о го н а л  т р а ек т о р и я л а р  деб аталади.

О р т о г о н а л  т р а е к т о р и я л а р .  Ортогонал траектория- 
ларнинг тенгламаларини топамиз. У ш бу

Ф ( х ,  у, С) =  О
ва

дФ дФ ду _  q 
дх  ду dx

тенгламалардан С параметрни йўқотиб, берилган эгри чизиқ- 
лар оиласининг дифференциал тенгламасини ёзамиз.

Б у  дифференциал тенглама

£ )  =  0 ( Г )

кўринишда бўлсин.

Бунда — оила эгри чизигининг М (х , у) нуқтасига ўтказил-
dx

ган уринманинг бурчак коэффициенти. М  ( х ,  у)  нуқта орқали 
ўтувчи  ортогонал траектория оиланинг мос эгри чизигига пер-
4 Н. С. Пискунов, 2-г.
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пендикуляр бўлгани сабабли ортогонал траекторияга ўтказил- 

ган уринманинг ■—  бурчак коэффициенти — билан
dx

dy
d x

1
dy7
dx

(2 )

муносабат орқали боғланган (265- раем).
Б у  ифодани (1 ')  тенгламага қўйиб ва Т индексни ёзмасдан 

ихтиёрий (лг, у) нуқта координаталари билан б у  нуқтадагк  
ортогонал траекториянинг бурчак коэффициенти орасидаги 
муносабатни, яъни о р т о г о н а л  т р а е к т о р и я л а р н и н г

X, у , — -  \ =  О
dy  ( 3)
dx  J

д и ф ф е р е н ц и а л  т е н г л а м а с и н и  ҳосил қиламиз.
Б у  тенгламанинг умумий интеграли

Ф ,( х ,  у, С) =  0

о р т о г о н а л  т р а е к т о р и я л а р  о и л а с и н и  б е р а д и .
Ортогонал траекториялар би­

лан, масалан, сую қли кни нг теки с-  
ликда оқиши масаласини қараш 
вақтида иш кўриш га тўғри ке- 
лади.

Суюқлик текисликда шундай 
оқадики, Оху  текисликнинг ҳар 
бир нуқтасида ҳаракагнинг ѵ (х , у)  
тезлик вектори м аълум  бўлади 
деб фараз қиламиз. А гар бу вектор 
нуқтанинг текисликда олган вази- 
ятигагина боглиқ бўлиб, вақтга 
боғлиқ бўлмаса, у  ҳо л д а  ҳаракат 
ст ац и он ар  ёки тур ғунл аш ган  ҳа-  
ракат дейилади. Биз а н а  шундай 
ҳаракатни қараймиз. Б у н д а н  таш- 

потенциали мавж уд деб, яъни шундай 
мавж удки, ѵ (х , у )  векторнинг координата

265- раем.

қари тезликлар 
и (х , у) функция 
ўқларидаги vx(x, у )  ва v y(x , у) проекциялари и (х , у )  ф ун к-  
циядан л  ва у  бўйича олинган хусусий ҳосилаларига те н г  
деб фараз қиламиз:

ди ди

й - '" ( )  
и (х , у) =  С  (о)
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оиланинг чизиқлари эк ви п от ен ц и ал  ч и зи қ л ар  (яъни тенг по- 
тенциалли чизицлар) деб аталади.

Барча нуқталаридаги уринмалари ѵ (х , у )  векторнинг йўна- 
лиши билан бир хил бўлган чизиқлар оцим яи зи қ лари  дей и­
лади ва ҳаракатдаги нуқталар траекто- 
риясини беради.

Оқим чизиғи эквипотенциал чизиқ- 
лар (266- раем) оиласининг ортогонал 
траекторияси эканини кўрсатамиз. <? 
бурчак V тезлик векторнинг Ох ўқ би­
лан ташкил этган бурчаги бўлсин. Бу 
ҳол да  (4) муносабатларга асосан:

ди(х, у)
дх

ди(х, у) =  

ду

, V I cos <?;

— |®|sincp.

Б ундан оқим чизиғига ўтказилган уринманинг бурчак коэф- 
фициентини топамиз:

ди(X, у)
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Эквипотенциал чизиққа ўтказнлган уринманинг бурчак коэф­
фициентами (5) муносабатни х  га нисбатан дифференциаллаш 
билан топилади:

да ди ду  _^
дх ду dx  ’

бундан
да

dy ____дх
dx діі" (7)

ду

Ш ундай қ и л и б ,эквипотенциал чизиққа ўтказилган уринманинг 
бурчак коэффициента миқдори ва ишораси оқим чизиғига ўт- 
казилган уринманинг бурчак коэффициентам тескаридир. Б у н ­
дан эквипотенциал чизиқлар билан оқим чизиқларининг ўзаро 
ортогоналлиги келиб чиқади.

Электр ёки магнит майдонини олсак, бу майдонларнинг 
куч чизиқлари эквипотенциал чизиқлар оиласининг ортогонал 
траекториялари бўлади.

* 1 - м и с о л. Ушбу
у =  Сх*

параболалар оиласининг ортогонал траекториялари топилсин.
Еч иш.  Оиланинг дифференциал тенгламасини ёзамиз:

у' - 2Сх.
Бундан ва оиланинг берилган тенгламасидан С ни йўқотсак,

* 1 = 1  
У X

тенглик ҳосил бўлади. Бу ерда у' ни — — билан алмаштириб. ортогонал
У

траекториялар оиласининг дифференциал тенгламасини ҳосил қнламиз:

J _  1
УУ' ~  *бки

xdx
ydy =  - — .

Бунинг умумий интеграли
X 3 V 2
-  +  У-  -  С1 
4 2

бўлади. Демак, берилган параболалар оиласининг ортогонал траекторияла­
ри ярим ўқлари а =  2С, b =  Су' 2 бўлган эллипслар оиласи бўлади (267-
расм).

И з о г о н а л  т р а е к т о р и я л а р .  Траекториялар берилган 
оила эгри чизицларини « бурчак остида кесиб ўтсин, бунда
tg а =  к.
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dy
Оила эгри чизиғига ўтказилган уринманинг —  =  tg <р б у р ­

чак коэффициенти ( 2 6 8 - раем) ва изогонал траектори ям  ў т к а -  
d y T

зилган уринманинг =  t{* бурчак коэффициенти ўзаро

tg  <Р =  tg(-l*

dy_
dK

- a )

d y T

dx

tg 4- — tg a 
i +

—  k

tgcrtg4-

d y T 
k —— +  1 

dx

(2 '>

муносабати билан боғланган.
Бу  ифодани ( Г )  тенгламага қўйиб ва Т индексни ёзмасдан 

изогонал траекторияларнинг дифференциал тенгламасини ҳо-  
сил қиламиз.

2 - ми сол.  Берилган оила чизиқларини тангенси к га тенг бўдган а 
бурчак остида кесиб ўтувчи

у =  Сх (8 ).

тўгри чизиқлар оиласининг изогонал траекториялари топилсин.
Е ч и ш .  Берилган оиланинг дифференциал 

тенгламасини ёзамиз (8 ) тенгламани х  бўйича 
дифференциаллаймиз:

dx

Иккинчи томондан уша тенгламанинг ўзидан

Демак, берилган оиланинг дифференциал тенгла­
маси

dx
У_

X

кўринишда бўлади. (2 ')  муносабатдан фойдаланиб, изогонал траекториялар-
ниш.

d y T

d x  =  У_

d y T х
k —  +  \

d  к

дифференциал тенгламасини ҳосил қиламиз.
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Бунда Т индексни ёзмасак;

dy_
dx

k + l -
X

l - k l -

бўлади.
Бу бир жинсли тенгламани интегралласак,

In У  л? у3 =  — arctg —k X In С О)

умумий интеграл ҳосил бўлади; бу 
эса изогонал траекториялар оиласи­
ни аниқлайди. Бу оилага қандай эгри 
чизиқлар киришини аниқлаш учун 
қутб координаталар системасига ўта- 
миз:

Бу ифодаларни (9) теигликка қўйиб,

ёки

In р = — и +  In С k

269- раем.

Р =  Сек
тенгликни ҳосил қиламиз. Демак, 
изогонал траекториялар оиласи ло- 
гарифмик спираллар оиласидан ибо- 
ратдир (269- раем).

16- §. Юцори тартибли дифференциал тенгламалар  
(умумий тушунчалар)

п- тартибли дифференциал тенгламани символик равишда 

у, у', у", . . .  , у<«)) =  0 ( 1)

кўринишда ёзиш ёки агар буни п- тартибли ҳосилага нисбатан 
ечиб бўлса,

у<я> =  / (х , у, у', у<»-«)  ( Г )

кўринишда ёзиш мумкинлигини юқорида (2- § га қаранг) кўр- 
сатиб ўтган эдик. Б у  бобда фақат юқори тартибли ҳосилага  
нисбатан ечиш мумкин бўлган юқори тартибли тенгламаларни 
қараймиз. Бундай тенгламалар учун  биринчи тартибли те н г­
ламанинг ечими ҳақидаги теоремага ўхш аш  ечимнинг мав- 
ж удлиги ва ягоналиги ҳақидаги теорема ўринлидир. 

Т е о р е м а .  А гар

y w  =  1 (•*, У, У', У", . . . .  у (п-1))
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т енглам ада f ( x ,  у, у', у", .. . , у (л_1)) функция ва унинг у, 
у', . . . ,  у(я_1) аргум ент лари бўйича олинган хусусий ҳоси-
лалари х  =  х 0, у =  у0, у' =  уо, . . ., у (л_1) =  Уо" 11 қ и й м а т -  
ларни ўз ичига  олган бирор соҳадаги  узлуксиз ф ункциялар- 
дан иборат бўлса, бу ҳолда т енглам анинг

Удг=д0 — УО) 
У-г—Лі =  Уо.

у £ 2  =  у Г "

(2 )

шартларни қаноат лант ирувчи у =  у (х ) ечим м а вж у д ва 
биргинадир. Б у  шартлар бош ланғич шартлар деб аталади. 
Теореманинг исботини бу китобда бермаймиз.

Агар иккинчи тартибли y'' =  / ( x „  у, у') тенгламани олсак, 
X — х 0 бўлганда

У =  Уо. У' =  Уо

шартлар бошлангич шарт бўлади, бунда х 0, у 0, у'й — маълум 
сонлардир. Б у  шартларнинг геометрик маъноси қуйидагича: 
текисликни-нг маълуім ( х 0, у0) нуқтасидан биргина эгри чизиқ 
ўтади, бу чизиққа шу нуқтадан ўтказилган уринма оғмалик 
бурчагининг тангенси берилган у 0 га тенг бўлади. Бундан х 0 
ва уо ўзгармас бўлганда, у^ га турли қийматлар бериб, шу 
нуқтадан ўтадиган огмалик бурчаклари турлича бўлган чексиз 
кўп интеграл эгри чизиқлар тўпламини ҳосил қиламиз, деган  
натижа келиб чиқади.

Энди л-тартибли тенгламанинг умумий ечими ҳ а қ и да  т у -  
шунча киритамиз.

Т а ъ р и ф .  п- тартибли дифференциал тенгламанинг умумий  
ечими деб п та Си С2, . . .  Т Сп ихтиёрий ўзгармас миқдорга 
боғлиқ бўлган

У =  ? ( *»  ^М) ^ 2) < • • 1 С„) 
функцияга айтамизки, бу функция:

а) С„ С2, . . ., Сп ихтиёрий ўзгармас миқдорларнинг ҳар 
қандай қийматларида ҳам тенгламани қаноатлантиради;

б) берилган
У̂ =-дг0 =  Уо>

У х = *  =  УІ,

yl«-D =  1)
У Х=Ҳа S0

бошланғич шартларда Ct, С2, . . С п ўзгармас миқдорларни 
шундай танлаб олиш мумкинки, у  =  ъ(х, Си С2, . . ., Сп) функ-
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ция бу бошлангич шартларни қаноатлантирадиган бўлади (б у н ­
да х 0, уо, yj,, . . Уо"-1* бошлангич қийматлар ечимнинг мав- 
жудлиги ҳақидаги теореманинг шартлари бажариладиган со- 
хага  тегишли, деб фараз қилинади).

Умумий ечимни ошкормас ҳолда аниқловчи Ф (х ,  у ,  Си С2, 
. . ., С л) =  0 кўринишдаги муносабат дифференциал тенглам а­
нинг умумий и н т егр а л и  дейилади.

Умумий ечимдан Си С2, Сп ўзгармас миқдорларнинг 
тайин қийматларида ҳосил бўладиган ҳар қандай функция х у ­
сусий ечим  д е б  аталади. Х усусий ечимнинг графиги берилган 
дифференциал тенгламанинг и н т егр а л  э гр и  чи зи ғи  дейилади. 
«-тарти бли  дифференциал тенгламани ечиш (интеграллаш ):

1) унинг умумий ечимини (агар бошлангич шартлар берил- 
маган бўлса) топишни ёки

2 ) берилган бошлангич шартларни қаноатлантирувчи (агар 
бундай шартлар берилган бўлса) хусусий ечимни топишни 

«билдиради.
Бундан кейинги параграфларда я-тартибли турли дифф ерен­

циал тенгламаларни ечиш методлари баён этилади.

17-§. у (п) =  / ( х )  кўринишдаги тенглама

Э нг содда п- тартибли тенглама

;кўринишдаги тенглама бўлади.
Б у  тенгламанинг умумий интегралини топамиз. 
Тенгламанинг ўнг ва чап томонини х  бўйича интеграллаб 

,ва у {п> =  (у |п_1)) ' эканини эътиборга олиб,

ифодани ҳосил қиламиз, бунда х 0 х  нинг тайинланган ҳар қан- 
Л.ай қиймати, С, эса интеграллаш ўзгармаси.

Я на бир марта интеграллаймиз:

"Интеғраллашни шундай давом эттириб, ниҳоят (п марта ин- 
теграллаш дан кейин) умумий интегралнинг

У(л| =  / ( х ) ( 1)

у п - Х )  -  J  f ( x ) d x  +  С,

у(п-2) _  j  (х ) d x \ d x -\ -  С , ( х  — х 0) - f  С,.
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ў"~1! =  Уо" 1(

ифодасини ҳосил қиламиз.

У'х=х0 — Уо» У*=.г0 =  Уи’ • 

бошлангич шартларни қаноатлантирувчи хусусий ечимни то­
пиш учун

Сп =  Уо. Сп—I =  Уи, . . м — Vj 
деб  олиш етарлидир.

1- м и с о л. Ушбу
у" =  sin (kx) 

тенгламанинг умумий интеграли ва унинг

Уж=о =  ° . У х-о  =  1

бошлангич шартларни қаноатлантирувчи хусусий ечими топилсин.
Ечиш.

X
С ^  gos А *  — 1 

у' =  J sin kx  dx  +  С, =  — -------------- +  Ct.

и * ' (I

Sin k x  X  _  ^
У =  — Г7-  +  7  "Ь Ci-* -|- C *Й- «

Бу тенгламанинг умумий ингегралидир. Берилган бошланғич шартларни 
қаноатлантирувчи хусусий ечимни топиш учун С, ва С , нинг мос қийматла- 
рини топиш кьфоя

Уг_о =  0 шартдан С9 =  0 эканини топамиз. 
у'г_о =  1 шартдан С\ =  1 эканини топамиз.
Шундай қилиб, изланаётган хусусий ечим

sin kx  / 1  \ 

— * - + *  і  +  1)
кўринишда оўлади.

Бундай дифференциал тенгламалар балка- 
ларнинг эгилиши назариясида учраб турадн.

2- м и с о л. Текис тақсимланган ва тўп- 
ланган ташқи кучлар (юк. нагрузка) таъ- 
сири остида эгилувчи эластик призматик бал- 
кани қараймиз. Ох ўқни балканинг дефор- 
мацияланмаган ҳолатидаги ўқи бўйтаб ги- 
ризонгал, О у ўқни эса пастга вертикал 
йўналтирамиз (270-раем).

Балкага таъсир этувчи ҳар бир куч (ма- 
салан, балканинг оғирлигм, таянчлар реак- 
цияси) балканинг бирор кундаланг кесимига 
нисбатан берилган кесимдан куч қўйилган
нуқтагача масофа билан шу кучнинг кўпайтма-
сига тенг моментг а эгадир. Берилган кесимнинг бир томонига жонлашган бал­
канинг л абсчиссали қисмнга гаъсир этувчи барча кучларнинг Л4(л) момент- 
лари йиғиндиси балканинг берилган кесимга нисбатан эгувчи  момента

270- раем.
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ЕІдейилади. Материаллар қаршилиги курсида балканинг эгувчи моменти — га
R

тенг экани исбот этилади, бунда Е  — балканинг материалига боғлиқ бўлган 
эластиклик модули; 1— кўндаланг кеси.м юзининг оғирлик марказидан олин­
ган ўтувчи горизонта.! чизиққа нисбатан балка кўндаланг кесими юзининг 
инерция моменти. R — эгилган балка ўқининг згрилик радиуси бўлиб, у

'  D s w iiH
\у"\

формула билан ифодаланади (VI боб, 6 -§).
Шундай қилиб, балка эгилган ўқининг дифференциал тенгламаси

у" М(х)
(2)( 1 + уЗ)3/2 Е І

^ўринишда бўлади.
Агар деформацияни кичик деб ва эгилиш вақтида балка ўқпга ўтка- 

зилган уринмалар Ох ўқ билан жуда кичик бурчак ташкил қилади десак, 
бу ҳолда кичик миқдорнинг у ' 2 квадратини эътиборга олмасдан

- ?  -део езишимиз мумкин.
Бу ҳолда эгилган балканинг дифференциал тенгламаси

Щ х)
У" =  ~ L J -  ( 2 ' )У Е І  ѵ

кўринишда бўлади. Бу эса (1) кўринишдаги тенгламадир.

3 - м и с о л  Балканинг О учи қўзғалмайдиган қилиб маҳкамланган. Бал­
канинг маҳка.мланган учидан I масофада иккинчи учи L га тўпланган вер­
тикал Р  куч таъсир қилади (270-раем). Балка огирлигини эътиборга ол- 
маймиз.

N(x) нуқтадаги кесимни қараймиз. Бу масалада N  кесимга нисбатан 
эгилувчи момент

М (л) =  (I -  х)Р  
бўлади. (2 ') дифференциал тенглама

Р
У — — (I — х)Е І '

кўринишни олади. Бошлангич шартлар: х =  0 бўлганда у эгилиш оралиғи 
нолга тенг ва балканинг эгилган ўқига ўтказилган уринма Ох ўқ билан бир 
хил, яъни ух=0  =  0, yx _ Q =  0. Тенгламани интеграллаб,

X

Р  С , Р  I -*г\-  j  V - x ) ( l x = - [ l x - ~ j ;

> - 2 ,3>
эканини топамиз. Хусусий ҳолда (3) формуладан балканинг учидаги эгилиш 
оралиғи аниқланади;

Різ
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1 8 - § .  Биринчи тартибли тенгламаларга келтириладиган 
иккинчи тартибли дифференциал тенгламаларнинг  
баъзи типлари. Иккинчи космик тезлик  
ҳақида масала

I. У ш б у

к ў р и н и ш д а г и  т е н г л а м а  н о м а ъ л у м  у  ф у н к ц и я н и  
о ш к о р  ҳ о л д а  ў з  и ч и г а  о л м а й д и .

Е ч и ш .  j -  ҳосилани р  билан белгилаймиз, ~^ — Р- Б у  ҳол-

d 2y dp
да —-- =  — .

а х 2 dx
Ҳосилаларнинг бу ифодаларини (1) тенгламага қўйиб, л: 

нинг ягомаълум р  функцияга нисбатан биринчи тартибли

j -  =  / ( * ,  р )

тенгламани ҳосил қиламиз. Б у  тенгламани интеграллаб, унинг

р  =  р {х ,  С,)

умумий ечимини топамиз, ундан кейин у -  =  р  муносабатдан 

( 1) тенгламанинг

У =  \р {х , C , ) d x  +  C2

умумий интегралини топамиз.

1- ми сол.  Занжир чизиқнинг

_  1  1 Г  (dy
d*> а V 1 + Ь

дифференциал тенгламасини қараммиз ( 1 - параграфга қаранг). 

деб оламиз; у ҳолда
т = рd x

rf3y dp  
d x 2 d x ’

демак, X нинг ёрдамчи р  функциясига нисбатан биринчи тартибли

ах  а
дифференциал тенглама ҳосил бўлади.
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Узгарувчиларни ажратсак,
dp dx

у  I -|_ p  i а
бундан

Іп { р  +  У \  + /> 2) =  -  +  С„ 
а

р  =  sh '  — Сх j . 
п 7

dy
Аммо р = —  бўлгани учун, кейинги муносабат изланаётган у функция-

га нисбатан дифференциал тенгламани ифодалайди. Уни интегралласак, зан­
жир чизиқнинг тенгламаси ҳосил бўлади ( I-параграфга қаранг);

у — sh  +  С, j  +  Са.

Ушбу
Ух=о = а . У 'х -ъ  = 0 „

бошланғич шартларни қаиоатлангирувчн хусусий ечнмни топамиз.
Иккинчи шарт С\ =  0 биринчи шарт С, =  О ни беради.
Натижада

у  =  a ch(x  a)
т&вгдамани ҳосил қиламиз.

И з о ҳ .  Шундай у сул  билан
у ( * ) = / ( х ,  у " 1- ' ) )

тенгламани ҳам интеграллаш мумкин.
у(п-і) ^  р  д е б олиб, р  ни аниқлаш учун  биринчи тартибли

^  = / ( х ,  р)
d x

тенгламани ҳосил қиламиз.
Бундан  р  ни X нинг функцияси каби аниқлаб, y t " - 1) =  р  

муносабатдан у ни топамиз (17- § га қаранг).
II. л' э р к л и  ў з г а р у в ч и н и  о ш к о р ҳ о л д а  ў з  и ч и ­

г а  о л м а г а н

£ -'(*&  (2> 
к ў р и н и ш д а г и  т е н г л а м а .  Б у  тенгламани ечиш уч у н  яна

f  =  P  ( 3 )
dx

деб оламиз. Аммо энди р  н и  о л д и н г и д е к х н и н г  ф у н к ­
ц и я с и  э м а с ,  б а л к и  у  н и н г  ф у н к ц и я с и  деб  ҳисоб- 
лаймиз. Б у  ^олда

d 2y  __d p ___  d p  d y  _  d p

d x 2 dx  d y  dx  dy
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ва ҳосилаларнинг ифодаларини (2) тенгламага қў- 
dx dx2

йиб, ёрдамчи р функцияга нисбатан биринчи тартибли

P ~ = f (  У. Р) (4)dy

тенгламани ҳосил қиламиз. Буни интеграллаб р  ни у ва их­
тиёрий С, ўзгармас миқдорнинг функцияси каби аниқлаймиз:

Р - Р ( У . с і)-
Б у  қийматни (3) муносабатга қўйсак, х  нинг у функцияси 
у ч у н  биринчи тартибли

у  =  Р(У, С,)
d x

дифференциал тенглама ҳосил бўлади. Узгарувчиларни ажра- 
тиб,

=  dx
р(у. С,)

Б у  тенгламани интеграллаб, дастлабки тенгламанинг

Ф (х ,  у ,С , ,  С2) , =  о 

умумий интегралини топамиз.

2- м и с о л. У шбу
_  5̂

„ 3  Зу = у
тенгламанинг умумий интеграли топилсин.

dy
Е ч и ш.  р  ни у унинг функцияси эканини билган ҳолда р  =  —  леб ела-

dp
миз. Бу ҳолда у" =  р —  бўлади ва биз ёрдамчи р  функция учун биринчи

dy
тартибли тенглама ҳосил қиламиз:

dy
Бу тенгламани интеграллаймиз:

_ 2
р ‘г =  С, — у  3 , ёки р

dy
Аммо р  — — , демак, у ни аниқлаш у .ун 

d x
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тенгламани ҳосил қиламиз, бундан:

Кейинги интегрални ҳисоблаш учун

С,у2/3— 1 =  Р
алмаштиришни бажарамиз. Бу ҳолда

у 1 /3  =  + 1 )1;* dy  =  3 +  \) h  — J dt.

Демак,

- 4 ^ C'>'2,3 - 1 (CIy2/3 +  2). 
С?1

Охирги натижа

эканини топамиз.
3 - ми сол.  Н\*қта О к ўқ бўйлаб фақат нуқтанинг вазиятига боғлик 

бўлган куч таъсири остида ҳаракат қилади деб фараз қиламиз. Ҳаракатнинг 
дифференциал тенгламаси

t — 0  бўлганда х — хй, —- =  ѵ0 бўлсин.
at

d X
Тенгламанинг иккала томонини — dt  га кўпайтирамиз ва 0 дан t гача

dt
чегарада ннтеграллаймиз:

Кейинги тенгликнинг биринчи қўшилувчиси ҳаракатдаги нуқтанинг ки- 
нетик энергияси, иккинчи қўшилувчи потенциал энергиясидир. Ҳосил қи- 
линган тенгликдан кинетик ва потенциал энергиялар йиғнндиси бутун ҳара- 
кат давомида ўзгармас миқдордир деган натижа келиб чиқади. I

М а т е м а т и к  м а я т н и к  ҳ а қ и д а  м а с а л а .  Массаси т бўлган 
моддий нуқта оғирлик кучи таъсирида вертикал текисликда ётувчи L  айла- j 
на бўйлаб' ҳаракат қилсйн. Қаршилик кучларини (яъни ишқаланиш кучи, 
ҳавонинг қаршилик кучи ва ҳоказоларни) эътиборга олмасдан нуқта ҳара-

X

ёки
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катининг тенгламасини топамиз. Координаталар бошини айлананинг энг паст- 
ки нуқтасига жойлаштирамиз, Ох  ўқни айланага ўтказилган уринма бўйича 
йўналтирамиз (271-раем).

Айлана радиусини I билан, координаталар бошидаи- т масса жойлашган 
ўзгарувчи М нуқтагача бўлган ёй узунлигини s билан белгилаймиз, аммо 
бу узунликни тегишли ишора билан оламиз (агар 
М нуқта О нуқтадан ўнгда бўлса, s  >  0, агар 
М нуқта О дан чапда бўлса s <  0).

Бизнинг вазифамиз s билан t орасидаги му­
носабатни топншдан иборат. m g  огирлик кучини 
тангенциал ва нормал ташкил этувчиларга аж­
ратамиз. Булардан биринчиси — m g  sin <f бўлиб, 
ҳаракатни "вужудга келтиради, иккинчиси эсд т 
масса ҳаракат қиладиган эгри чизиқнинг реак- 
цияси таъсирида йўқолади.

Шундай қилиб, ҳаракат тенгламаси

d*s
т —  =  — mg  sin <р 

dP

кўринишда бўлади. Аммо айлана учун бурчак 

у =  — бўдгани сабабли

d'ls s
—  =  — £  sin — 
d fi e  I 271- раем.

тенгламани ҳосил қиламиз. Бу II тип дифференциал тенгламадир (чунки 
эркли t ўзгарувчини ўз ичига ошкор ҳолда олмайди),

Тенгламани тегишли ус}тл билан ннтеграллаймиз:

ds
7 t - p ’

djs d p p  
d l 2 “  ds

Демак,

еки

бундан

dp s
tJ — =  — gsln -  

ds I

pdp  =  — gsin у  ds  .

p' =  2  g/ cos — +  Cu

M нуқта оғадиган энг катта ёй узунлигини s0 билан белгилаймиз. s —s0 
бўлганда нуқта ҳаракатининг тезлиги нолга тенг:

— I = P
dt\ s =  «о

= 0 ,

Бу Ci ни аниқлаш учун имкон беради:

О =  2gl cos у  +  С, бундан С, =  — 2gI cos
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Шунинг учун
„ Ids

р' - u ) +  2g c o s y — COS у  j .

Кейинги ифодага косинуслар айирмаси формуласини татбиқ этамиз:

Id s  \2 . , . s  +  s0 ' s0 - s
U J = 4̂ s i n ^ r s in " i r  (5)

= 2 1 f  gl Y  stai +  S r tn * - ! (6)
ёки*>

ds  
dt

Бу тенглама ўзгарувчилари ажраладиган тенгламадир. Узгарувчиларни 
ажратамиз:

ds

V

z = 2 V  g ldt.
s in s + s ° sin (7)

2/ 21
Ҳозирча s Ф s0 деб фараз қилсак, касрнинг махражи нолдан фарқли бўлади’ 
Arap t =  0 бўлганда s  =  0  десак, (7) тенгликдан

% —  ds = 2 V  l i t
| /  sin 5 + д ° sin ? u ~ 1  (8 )

J  F 21 П0

муносабат ҳосил бўлади. Бу тенглик s билан t орасидаги боғланишни бера-  ̂
ди. Чап томондаги интеграл элементар функциялар билан ифодаланмайди, t а 
нинг s функцияси ҳам элементар функциялар билан ифодаланмайди. Қўйилган

масалани тақрибий кўриб чиқамиз: ~J ва убурчакларни кичик бурчаклар

дейлик. — —-° ва ~ у ~  бурчаклар у  бурчакдан катта бўла олмайди. (6 ) тенг- 

ламада бурчаклар синусларини ўша бурчакларнинг ўзи билан алмаштирамиз:

— =  2  V  e l  1  f  s+ so so— s
dt V  - 2Г - 2 Г

бки
dsa s  г —

d t ~  V  f  6̂'>

Узгарувчиларни ажратамиз ( ҳозирча s +  s0 деб фараз қиламиз)1

di 
y~s?. p '>

*)Биз илдиз олдида плюс ишора оламиз Масалани ечіандан кейин берил­
ган эслатмадан минус ишора олииадиган ҳолни қараб чиқиш учун эҳтиёж 
йўқ экани келиб чиқади. I
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Яна t — 0 бўлганда s =  0 деб ҳисоблаймиз. Кейинги тенгламани интеграл- 
лаймиз:

J / s5o - s a

ёки

бундан

s
arc sin — 

«о

■ i 0 sin

■VT‘.
y i t -  (8)

И з о ҳ. Масалани ечишда биз s ^ s g деб олган эдик. ^Лекин бевосита ўр- 
нига кўйиш йўли билан /9/ функция t нинг ҳар қандай қийматида ҳам (6 ) 
тенгламанинг ечими бўлишига ишонч ҳосил қила оламиз.

(9) ечим (5) тенгламанинг тақрибий ечими эканини эслатиб ўтамиз, чун­
ки биз (6 ) тенгламани тақрибий (6 ')  тенглама билан алмаштирган эдик.

(9) тенглик М нуқта (бу нуқтани маятникнинг учи деб қараш мумкин^

тебраниш даври Т = 2 п  '  бўлган гармоник тебранишни бажаришини
кўрсатади. Бу-*авр тебранишнинг s0 амплитудасига боғлиқ 9 мас.

4- м и с о л. Иккинчи космик тезлик ҳақида масала.
Жисм Ерга қайтиб тушмаслиги учун уни қандай энг кичик тезлик билан 

юқорига вертикал ҳолатда отиш керак? Ҳавонинг қаршилиги ҳисобга олин- 
масин.

Е ч и ш.  Ернинг массасини М билан, отилган жисм массасини m билан 
белгилаймиз. Ньютоннинг тортишиш қонунига мувофиқ m жисмга таъсир 
этувчи ( f  ) тортишиш кучи:

М ■ m 
/ - *  .

бундаги г  — Ернинг маркази билан отилган жисмнинг оғирлик маркааи ора 
сидаги масофа, k — гравитацион доимий.

Юқорида айтилган массаси m бўлган жисм ҳаракатининг дифференциал 
тенгламаси

„  d*r Ь М • m m —  =  —« --------
dP  г2

ёки
d*r , M

<"»
бўлади.

Биз бунда минус ишора олганимизнинг сабаби масалада тезланишнинг ман- 
фийлигидир. ( 1 0 ) дифференциал тенглама (2 ) кўринишдаги тенгламадан ибо­
рат. Бу тенгламани қуйидаги бошланғич шартларга асосан ечамиз:

dr
t =  0 бўлганда г  =  R,  —  =  

dt

Бунда R — Ернинг радиуси, t>0— отилиш тезлиги.
dr  .. d'2r  d  dv  d r  dx— = — = —  = ----- ----- V
dt d r  d t  d r  dt dr

6. H. С. Пискунов, 2-1.
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деб белгилаймиз, бунда 'v0 —ҳаракат тезлиги. ( 1 0 ) тенгламага бу ифодалар- 
ни қўямиз:

v dJ L = - k  *L' 
dr  л2

Узгарувчиларни ажратамиз

Бу тенгламани интеграллаб,

dr
vdv - — kM — .

л3

t>3 1
- = k M - + C t ( I I )

эканини топамиз. Ер сиртида (г= /? )  да v = v „  бўлишидан фойдаланиб, Cj ни 
топамиз:

&  =  k м ] -  +  Си -----------------  -  —
2 А> 11

ёки
r  кМ ѵ%

к 2

Cj нинг топилган бу қийматини ( 1 1 ) генгликка қўямиз:

2 г  R 2
ёки

t/5 1 / Vo \

t/5
Шартга кўра жисм ҳаракатининг тезлиги ҳамма вақт мусбат, яъни — > 0  

kM
бўлиши керак. Аммо —  миқдор r чексиз усиб борганда ҳар қанча кичик бў-

vi
лнб қоладиган миқдор бўлгани учун— >  0  шарт к нинг ҳар қандай қийма- 

твда ҳам фақат

? - £ » .  ( »

Sku

V0 > у , ш _

тзнгсизлик ўринли бўлгандагина бажарилади. Демак, »нг кичик тезлик

*-Ѵ Щ -  с » )
тенглик билан аниқланади, бунда

В

г-сек 1’
А =  6,66.10 /? =  63.10Ы<.
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СМ
Ер сиртида (/•=-/? да) оғирлик кучининг тез ланиши g (g  =  981 -------) га

с е к 3
теиг бўлади. Бунга асосан (10) тенгликдан

t М . .  gR*g  =  k _  ёки м _  _

М нинг бу қийматини (14) формулага қўйиб, ушбу қийматни топамиз: 

tV
5 QU

J / 2 J R -  V 2 • 9S1 • 63 . №  *  11,2 . 10 ^  = П ,2  — .

19- §. Иккинчи тартибли дифференциал тенгламани интеграл- 
лашнинг график усули

Иккинчи тартибли дифференциал тенгламанинг геометрик 
маъносини аниқлаймиз. Ушбу

/ '  =  / ( • * , у . я  < 0

тенглама берилган бўлсиу.
Эгри чизиққа уринма Ьх ўқинрнг мусбат йўналиши билан 

ҳосил қилган бурчак ни <р билан белгилаймиз; бу ҳолда
dy
rfje« t g ? .  (2)

Иккинчи тартибли ҳосиланинг геометрик маъносини билиш 
учун эгри чизиқцинг маълум нуқтасидаги** эгрилик радиусини 
аниқловчи формулани эсга туширамизі

R . a + a i .

Бундан з

У ^  к '
Аммо

У' ж tg«p, 1 +  у'а =  1 +  tg8(f Ж sec*ср,(1 +  У’1ў  шш Ізес8<р|= 
бўлгани учун

<3>
Энди (1) тенгламага у ва у" нинг топилган ифодаларини қўй' 
сак:

•f(*,y,tg<р)/?|Cos3yl

) Виз ҳозиргача ҳамма вақт эгрилик радиусини м у е б а т  с о и  деб келдик, 
лекин бу параграфда эгрилик радиуси мусбат ҳам, манфий ҳам бўлади, яъни. 
»гри чизиқ қавариқ бўлса ( у " < 0 ), эгрилик радиуси манфий / ? < 0 , агар эгри 
чизиқ ботиқ бўлса ( у " > 0 ;  радиусини мусбат (4 > 0 ) деб *  исоблаймиз.
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ёки

|C0S3<p|./(Ar, у. tg<p)*

Бундан кўринадики, агар интеграл чизиқда нуқтанинг коор 
динаталари ва бу нуқтада уринманинг йўналиши берилган бўл- 
са, у  ҳолда иккинчи тартибли дифференциал тенглама инте­
грал чизиқнинг эгрилик радиуси катталигини аниқлайди. (

Юқорида баён этилганлардан айлана ёйларидан ташкил топ­
тан силлиқ эгри чизиқ** ёрдамида интеграл эгри чизиқни тақри- 
бий ясаш усули келиб чиқади.

Масалан, (1)  тенгламанинг уш бу

Ух=х„— Уоі У Х ~ х „ —  у а

бошлангич шартларни қаноатлантирувчи ечимини топиш талаб 
этилган бўлсин.

М0іх о, Уо) нуқтадан бурчак коэффициенти у' =  tg<p0= y e  бЎл * 
ган М0 Т0 нурни ўтказамиз ( 2 7 2 - раем). (4) тенгламадан R = R 0

миқдорни топамиз. М 0Т0 йўна- 
лишига перпендикулярда к 0 га 
і’ен г  М 0С0 кесма ясаймиз ва- С0 
нуқтани марказ ҳисоблаб, к 0 ра­

диус билан кичикроқ М 0М , ёй 
чизамиз. Бундан М 0С0 кесмани 
/?0< 0  бўлганда айлана ёйи қава- 
рик бўладигаи, /?0> 0  бўлганда 
эса ботиқ бўладиган қилиб йў- 
налтириш кераклигини эслатиб 
ўтамиз (бундан олдинги бетдаги 
сноскага қаранг).

272-расм. Энди x My, — ясалган ёйда
ётувчи ҳамда М 0 нуқтага  етарли 

яқин бўлган УИ, нуқтанинг координаталари, tg,e эса ўтказилган 
айлананинг 7W, нуқтасидан ўтган М, Т, уринманинг бурчак 
коэффициенти бўлсин. (4) тенгламадан М х нуқтага мос H —R t 
қийматни топамиз. M J ,  га перпендикуляр қилиб /?, га тенг 
AfjCj кесмани ўтказамиз ва С, нуқтани марказ қилиб /?, ради­
ус билан М ХМ 2 ёйни чизамиз. Сўнгра бу ёйда M t га яқин бўл- 
ган М2 (х2,у2) нуқтани оламиз ва айлана ёйларидан иборат 
бўлган эгри чизиқнинг етарли катта бўлаги ҳосил бўлгунча 
бу усул  билан ясашни давом эттирамиз. Б у  эгри чизиқ М 0 <

*) Агар эгри чизиқ ўзининг барча нуқталарида уринмага эга бўлса ва бун­
да ана шу уринманинг оғмалик бурчаги ёй узунлиги (s) нинг узлуксиз 
функцияси бўлса, бундай эгри чизиқ силлиқ  эгри чизиқ дейилади. I

У
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нуқтадан ўтадиган тақрибий интеграл чизиқ экани юқорида

баён этилганлардан равшан. Ясалган эгри чизиқда M 0M u ...M tM 2 
ёйлар қанча кичик бўлса, интеграл эгри чизиққа шунча яқин 
бўлиши равшан,

2 0 -§ .  Бир жинсли чизиқли тенгламалар.
Таърифлар ва умумий хоссалар

1 - т а ъ р и ф .  Агар «-тар ти бл и  дифференциал тенглама 
номаълум у функция ва унинг у ' , . . . ,  у (л_1),у<п)ҳосилаларига нис­
батан биринчи даражали бўлса, бундай тенглама яизи қ ли  диф­
ференциал тенглама дейилади, яъни

ЯоУ(л)+  а , / " - 1’-}- . . .  +  а пу  =  / ( х )  (1

кўринишда бўлади, бунда а 0, аи а 2, . . а п ва f  ( х )  лар х  нинг 
маълум функциялари ёки ўзгармас сонлар, бунда ( 1) те н гл а­
мани қайси соҳада қараётган бўлсак, х  нинг ўша соҳадаги с 
барча кийматлари учун а 0Ф 0, Бундан кейин а * д и . . ,  а п ва t 
( X) функцияларни х  нинг барча қийматларида узлуксиз функция 
ва а 0 коэффициент бирга тенг (агар у  бирга тенг бўлмаса, 
тенгламанинг барча ҳадларини а 0 коэф фициента бўлишимиз 
мумкин) деб фараз қиламиз. Тенгламанинг ўнг томонида тур- 
ган t (х)  функция т ен глам ан и н г ўн г т ом они  деб аталади.

Агар / ( х ) ф 0  бўлса, бу ҳолда тенглама бир ж и н сл и м ао  
чизиқли тенглама ёки ўн г т ом он ли  тенглама дейилади. Агар 
/  ( х )  бўлса, у  ҳолда тенглама

у('<)+ а, У " - 1» +  . . .  +  а п у =  0 (2)

кўринишда бўлади ва  бир ж и н с л и  чи зи қ ли  ёки ўнг т ом он сиз  
тенглама дейилади (бу тенгламанинг чап томони у, у', у " , . . . ,  y w  
ларга нисбатан биринчи даражали бир жинсли функциядир).

Бир жинсли чизиқли тенгламаларнинг баъзи асосий' хосса- 
ларини белгилаб ўтамиз, исботларни 2 - тартибли тенгламалар 
учунгина бериш билан чегараланамиз.

1 - т е о р е м а. А га р  у, ва у 2 2- т ар т и б л и  бир ж и н с л и  яизиқли

у" -f- а ,  у' -f- а 2у =  0 (3)

т ен глам ан и н г иккит а хусуси й  ечим и б ў л с а , у ҳ о л д а  уі +  у 2 
ҳ ам  бу т ен гл ам ан и н г ечим и б ў л а д и .

И с б о т .  уі ва уг тенгламанинг ечими бўлгани учун,

ва
У Г  +  а \У\ +  а гУ\ =  01 

У / +  а \Уг-Л  а 3у 2 =* 0 .J (4)
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(3) тенгламага у і + у 2 йиғиндини қўйиб, (4) айниятни эътибор­
га олсак,

(Уі +  У г)"  4 * а і(У і +  У г)' +  а г(У\ +  У2) =
=  (У "і +  Я іУ 'і +  «гУ і) +  (У" 2 +  а , у \ + а 2 у 2) =  0  +  0  =  0 ,

яъни У і+ У 2 тенгламанинг ечими.
2- т е о р е м  а. А га р  у (3) т ен гл ам ан и н г ечим и бўли б , С и х ­

т иёрий ў з га р м а с  м иқдор б ў л са , у ҳ о л д а  Су, ҳ ам  (3) т ен г­
л ам ан и н г ечим и бў л ади .

И с б о т .  (3) тенгламага Су, ифодани қўямиз:

(Су,У +  а,(Су,у  +  а2(Су,) =  С (у", +  а,у\ +  а2у,) =  С  • 0 =  0; 
шу билан теорема исботланди.

2 - т а ъ р й ф .  Агар [а , Ь \  кесмада (3) тенглама иккита у , ва 
у 2 ечимининг нисбати ўзгармас миқдорга тенг бўлмаса, яъни

У 1 /  4-  ф  const 
У>

бўлса, у, ва у2 ечимлар [а,Ь] к есм а д а  чи зи қ ли  б о ғл и ц  бўлм а-  
ган  ечимлар дейилади. Акс ҳолда ечимлар чи зи қ ли  б о ғл и қ  
ечимлар дейилади. Бошқача айтганда, агар \а,Ь\ кесмада шун­
дай ў з г а р м а с Х  сон мавжуд бўлиб, — = Х  бўлса, иккита у,

Уі
ва у г ечим а < х ^ Ь  да чизиқ ли  б о ғл и қ  ечим дейилади. Б у  ҳол- 
да у, =  \у2 бўлади.

1 - м и с о л .  у"—у = 0  тенглама берилган бўлсин. ех, е ~ х, Зех, 5е~х  функциялар 
бу тенгламанинг ечимлари бўлишини текшириш осон. Бундае* ва е - *  функ-

ех
циялар ҳар қандай кесмада ҳам чизиқли боғлиқмас (эркли), чунки —  ̂= е ‘х

нисбат X ўзгарганда ўзгариб боради. ех ҳамда 'iex функциялар эса чизиқли 
Ае*

боғлиқ, чунки —  =  3 =  const. 
ех

3- т а ъ р и ф. Агар у, ва у2 х  нинг функцияси бўлса, у ҳолда

щ у , у 2) = | $  5 ; | = у ,у ; - у ,уі

детерминант Вронский дитерминанти ёки берилган функция- 
ларнинг врон ск и ани  дейилади.

3 - т е о р е м а .  А гар  у, ва у 2 ф у н к ц и я л а р  [а , b ] к есм а д а  
чи зи қ ли  б о ғл и қ  б ў л са , у ҳ о л д а  бу к есм ад а  В ронский д е т е р ­
м ин ан т а ай н ан  н о л га  т ен г б ў л ад и .

Ҳақиқатан ҳам, агар у2 =  ly, бўлса (бунда I =  const), у ^ол- 
да у ' = \ у ;  ва
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4- т е о р е м а. А га р  бир ж и н сл и  ч и з щ л и  (3) т ен гл ам ан и н г  
у, ва  уч ечи м лар и  учун т у зи л га н  ^ ( у иу 2) Вронский д г -  
т ерм инант и т ен гл ам ан и н г к о эф ф и ц и ен т л ар и  у зл у к си з б ў л -  
га н  [а , Ь\ к есм адаги  би рор  х = х 0 цийм ат ида н о л га  т ен г б у л -  
м а са , у ҳ о л д а  у бу  к есм адаги  х  нинг ҳ е ч  бир цийм ат ида  
н о л г а  ай л ан м ай ди .

И с б о т .  у, ва у 2 (3) тенгламанинг иккита ечими бўлгани 
сабабли:

У\ +  а\У\ + а гуг =  0, у\ +  а,у\  +  а 2 у, =  0.

Биринчи тенгликнинг ҳадларини у х га ,иккинчи тенгликнинг 
ҳадларини эса у 2 га кўпайтириб ва биринчидан иккинчини айи-
риб,

(УіУ*—УіУг) +  а Л У і У і - У М  =  о (5)
тенгликни ҳосил қиламиз.

Иккинчи қавсдаги айирма Вронскийнинг W (yu у2) детерми- 
нантидир, яъни 1 ^ ( у , ,у 2) =  ( y ^ j  — у,'Уг). Биринчи қавсдаги 
айирма Вронский детерминантининг ҳосиласидир:

WAyu Уг) =  (У,у; -  УіУгУ =  УіУ, — У",У,.
Д ем ак, (5) тенглама

W  +  atW =  О (6)

кўринишни олади. (6) тенгламанинг W W0 бошланғич 
шартни қаноатлантирувчи ечимини топамиз. °Дастлаб № ^ = 0 ф а­
раз қилиб, ( 6) тенгламанинг умумий ечимини топамиз. Б у  тенг- 
ламада ўзгарувчиларни ажратсак:

Буни интегралласак:

dW
—  — Мдг.

l n U 7 = — j a j r f x + I n C

еки

бундан

х„

W х 
In *  — J a,dx,

—f a ,ix
W  =  C e *> • (7 )

(7) функцияни ёзиш ва бу функция (6) тенгламани қаноат- 
лантиришини айтиш мумкин эди. Б унинг учун бу функция­
ни (6) тенгламага бевоси та қўйиш билан унинг тўғрилигига 
ишонч ҳосид қилиш осон. W 'V 0 деб  фараз қилиш керак 
бўлмайди.



(7) формула Л и у в а л л  ф ор м у л аси  дейилади.
Энди С ни бошлангич шарт қаноатлантирадиган қилиб 

аницлаймиз. (7) тенгламанинг ўн г ва чап томонига х = х 0 ни
кѵйиб,

Ц70 =  С
тенгликни ҳосил қ и л а м и з . _________________ ______  _

Демак, бошлангич шартларни қаноатлантирадиган ечим бун­
дай кўринишни олади:

-\axdx. (7')
W =  W0e i

Ш артга кўра Wo=£0. Аммо бу ҳолда (7 ')  тенгликдан х  нинг 
ҳеч бир қийматида W=/= 0 экани келиб чиқади, чунки кўрсат- 
кичли функция аргументнинг ҳеч  бир чекли қийматида нолга 
айланмайди.
Теорема исбот бўлди.

1- и з о ҳ .  Агар Вронский детерминанта аргументнинг бирор 
х = х п қийматида нолга тенг бўлса, бу ҳолда у қаралаётган 
кесмада х  нинг дар қандай қийматида ҳам нолга тен г бўлади. 
Бу (7) формуладан бевосита келиб чиқади: агар л = х 0 бўл- 
ганда W —0 бўлса, у ҳолда

( ѴР)х=хо= С = 0 ;
демак, (7) формулада х  қийматларининг юқори чегараси ҳар 
қандай бўлганда ҳам

0.

5 - т е о р е м а .  А гар  (3) т ен гл ам ан и н г  у,  ва у2 ечи м лар и  
[а , Ь\кесм ада чи зи қ ли  эр к л и  б ў л са , бу еч и м л ар дан  т у зи л га н  
W Вронский дет ерм ин ан т и к ўрсат и лган  к есм анинг ҳ е ч  
бир нуқт асида н о л га  ай лан м ай ди .

И с б о т .  Дастлаб қуйидагига эътибор бериб ўтайлик. 
у = 0  функция (3) тенгламанинг \а, b | кесмада

Ух*~х„ =  0 ,  У дг=дг„ =  о

бошлангич шартларни қаноатлантирувчи ечі-мидир, бунда лг0 
[а, Ь\ кесмадаги ҳар кандай нуқта. (3) тенгламанинг

У х = х ь = 0, У х = х 0 = 0
бошлангич шартларни қаноатлантирадиган бошқа ечими мав- 
ж у д  эмаслиги (3 ) тенгламага татбиқ қилинадиган мавжудлик 
Вй ёлгизлик теоремасидан келиб чиқади ( 1 6 -§  га қ .) .  Агар (3) 
тенгламанинг ечими бирор кесмага ёки [а, й] к е с м а га т е ги ш ­
ли [а, Р! интегралда айнан нолга тенг бўлса, у  ҳолда бу  ечим 
б у гун  J<7, b ] кесмада айнан нолга тенг эканлиги ҳам ўша тео-

7 2  Х Ш  б о б .  Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л  (ТЕН ГЛ А М А Л А Р ___
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ремадан келиб чиқади. Ҳақиқатан, х  — р нуқтада (ҳамда х = а  
нуқтада) ечим

У х ^  = 0 , у'х—э = 0  

бошлангич шартларни қаноатлантиради. Демак, ёлғизлик тео- 
ремасига кўра у  бирор р — d <, х < $  -\- d интервалда нолга 
тенг, бунда сі (3) тенглама коэффициентлари миқдори билан 
аниқланади. Шундай қилиб, ҳар сафар у = = 0 б ў л г а н  интервални 
d  миқдорга кенгайтириб, бутун \а, b] кесмада у^еО эканини 
исбот қиламиз.

Энди 5 - теореманинг исботига киришамиз. [а , b ] кесманинг 
бирор нуқтасида W  (у,, у2) =  0 деб фараз қилайлик. Б у  ҳол- 
да (3)  теоремага асосан, Вронский W (y u у2) детерминанти 
[а , ь ] кесманинг барча нуқталарида нолга тенг бўлади.

W  =  0 ёки у , у ; - у ; у 2 =  0.

|а, Ь\ кесмада у ,ф О  бўлсин. У  ҳолда кейинги тенгликка

у,.у;-у>3 = 0  ёки Q
У ? Ы

Б у  тенгликдан
У2 *— =  Х =  const,

яъни у, ва у2 ечимлар чизиқли боғлангандир, бу эса уларнинг 
чизиқли эрклилиги ҳақидаги фаразга зидлик қилади.

Энди Iа , Ь\ кесмага тегишли х и х 2, х п нуқталарда
У і = 0  деб фараз қиламиз.( а , х , )  оралиқни қараймиз. Б у  ора- 
лиқда у,=^0. Демак, ҳозиргина исбот қилинганга асосан ( a ,x t) 
оралиқда

Ь. — \ — const ёки у  2 =  Ху..
Уі

у =  у 2 — Xyt функцияни қараймиз. у2 ва у, (3 )  тенгламанинг 
ечимлари бўлгани учун, бу ҳолда у  =  у 2 — Xyt (3) тенгламанинг 
ечимидир ва (а ,  х , )  интервалда у 1 =  0. Демак, исботнинг 
бошида берилган изоҳга асосан [а, Ь ] кесмада у =  у 2 — Ху, =  0 
экани келиб чиқади ёки [а, Ь\ кесмада

яъни у 2 ва у, чизиқли боглиқдир.
Аммо бу у 2 ва у, ечимларнинг чизиқли эрклилиги ҳақидаги 

фаразга зидлик қилади. Ш ундай қилиб, биз Вронский детер-
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минанти [а, Ь] кесманинг ҳ е ч  бир нуқтасида нолга айланмас- 
лигини исбот қилдик.

6- т е  о р е м  а. А гар  у ,  ва у 2 (3) т ен гл ам ан и н г иккит а  
чи зи қ ли  эр к л и  ечим и б ў л са , у ҳ о л д а ,

‘  У=С\У\  +  с 2у 2 (&)
(бун да  С, ва С2— ихт и ёрий  ў з га р м а с  м щ д о р л а р ) , (3 ) т ен г­
л ам ан и н г умумий ечим и б ў л ад и .

И с б о т .  1 ва 2 - теоремадан

У] -J- С2ўг
функция С, ва С2 нинг ҳар қандай қийматларида ҳам (3) те н г­
ламанинг ечими экани келиб чикади.

ЭНДИ ух= х<! =  Уо, У' х=хъ =  У о
бошлангич шартлар ҳар қандай бўлганда ҳам, Сх ва  С2 ихти­
ёрий ўзгармас миқдорлар қийматини, бу қийматларга мос бўл- 
ган С, v , -f- С2 у2 хусусий ечим берилган бошлангич шартлар­
ни қаноатлантирадиган қилиб танлаш мумкинлигини исботлай- 
миз. Бошлангич шартларни (8) тенгликка қўйиб,

Уо =  ^іУ ю  ^гУго |

У о  =  С \У \о  +  ^ г У г о і

системага эга бўламиз, бунда:

(Уі)-г=л„ = У ю і (Ў2,х=х0 =  Угоі (У і)*=г0 =  Ую (Уг)х=х0 — Уа0 
деб белгиланган. (9) системадан, бу системанинг

у',0 Узо
— УюУго УіоУго

У\» УІо

детерминанти х = х 0 бўлганда Вронский детерминанти бўлгани 
учун ва, демак, у нолга тенг бўлмагани учун (у, ва  у2 ечим­
лар чизиқли эркли бўлганидан), Ct ва С 2 ларни аниқлаш мум­
кин. С, ва Сг нинг топилган қийматларида (8 ) оиладан ҳоси л  
бўладиган хусусий ечим берилган бошлангич шартларни қа- 
ноатлантиради. Ш ундай қилиб, теорема исботланди.

2- м и с о л. й і=  — ва а3=  — коэффициентлари х = 0  нуқтани ўз ичига ол- 

маган ҳар қандай кесмада узлуксиз бўлган

у" +  - у ' ~  У =  0л X
тенглама

Л - * .
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хусусий ечимларга эга (буни тенгламада ўрнига қўйиб текшириш осон). 
Демак, унинг умумий ечими

у =  Ctx  +

кўринишда бўлади,

2- и з о ҳ .  Ўзгарувчи коэффициентли тенгламанинг умумий 
ечимини чекли шаклда топиш учун  умумий методлар мавж уд 
эмас. Лекин ўзгармас коэффициентли тенглама учун бундай 
метод мавжуд. Б у  метод, кейинги параграфда баён этилади. 
„Қаторлар“ га бағишланган XV I бобда ўзгарувчи коэффициент­
ли тенгламаларнинг маълум бошлангич шартларни қаноатлан- 
тирувчи тақрибий ечимини топиш имкониятини берадиган баъ ­
зи усуллар кўрсатилади.

Б у  ерда биз ўзгарувчи коэффициентли иккинчи тартибли 
дифференциал тенгламанинг битта хусусий ечими маълум бўл- 
ганда у н-ин-р ■умумий ечимини топиш имкониятини берадиган 
теоремани исбот қиламиз. Баъзан битта хусусий ечимни бе­
восита топиш ёки ўйлаб топиш мумкин бўлиб қолади, бундай 
ҳолда бу теорема кўп вақтда фойдали бўлиши мумкин.

7 - т е о р е м а .  А гар  иккинчи т ар т и бли  бир ж и н с л и  чизиқ- 
л и  т ен гл ам ан и н г бит т а хусуси й  ечим и м аълум  б ў л с а ,  у 
ҳ о л д а  умумий ечим ни т опииі ф у н к ц и ял ар н и  и н т е гр а л л а и іга  
к ел т и р и л ад и .

И с б о т .  у" +  а , у ' +  а 2у =  0 тенгламанинг у, хусусий ечи­
ми маълум бўлсин. Берилган тенгламанинг бопща хусусий 
ечимини шундай топайликки, у, билан у 2 чизиқли эркли бўл- 
син. Б у  ҳолда умумий ечим у =  С ,у, +  С2у2 формула билан 
ифода этилади, бунда С, ва С2 — ихтиёрий ўзгармас миқдорлар. 
(7) формулага мувофиқ (4- теореманинг исботига қаранг): •

9
- j a td x

У',Уі— УгУ\ =  Се

тенгламани ёзиш мумкин. Ш ундай қилиб, у 2 ни топиш учун 
биз биринчи тартибли чизиқли тенглама ҳосил қилдик. Буни 
қуйидагича ннтеграллаймиз. Барча ҳадларини у\ га бўламиз:



бундан
„Се ~ іа‘ал л _  Г— ------rfje +  C.
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Уі У?

У2 =  Уі

Хусусий ечимни излаганимиз учун С2 —О, С—1 деб олсак,
— fa,djr

?-------- d x .  ПО)
у?

-s =̂ =const бўлгани учун у, ва у2 ечимлар чизиқли эркли бўла-
У1
ди.

Шундай қилиб, дастлабки тенгламанинг умумий ечими

у = с,у, + с2 y t C C ^ d x  (И)
'1

кўринишда бўлади.
3- м и с о л. У шбу

( 1  — л 2)у" — 2  ху' +  2у =  О 

тенгламанинг умумий ечими топилсин.
Е ч и ш.  Бевосита текшириш йўли билан у, =  х б у  тенгламанинг хусусий 

ечими бўлишига ишонч ҳосил қиламиз. Иккинчи у5 хусусий ечимни шундай 
топамизки, у, ва у2 чизиқли эркли бўлади.

—2х
Биз қараётган мисолда а , = - ----- - эканини эътиборга олиб, (10) форму­

лага мувофиқ қуйидагини ҳосил қиламиз:
Р2х dx

re  J С dx
У - * \  7 dx= ,x\ X1 X J  лЗ|1—JC=|

=*.[(* i + 2 і Ь о + т ^ У х =

У - Ь х + С ,

Щ - х )  ■ Ц І + х )  /
Демак, умумий ечим

т  1 +  1 Г 1+Х7  - +  тгіп -----
X 2 |1—X

У = С \ Х + С }  ̂ 1

кўринишда бўлади,

2 1 -§ .  Ўзгармас коэффициентли иккинчи тартибли 
бир жинсли чизиқли тенгламалар

Иккинчи тартибли бир жинсли чизиқли тенглама
У "  + / Р / +  < 7 У  =  0  ( И

берилган бўлсин, бунда р  ва ц —ўзгармас ҳақиқий сонлар. 
Юқорида исбот қилинганига асосан бу тенгламанинг умумий 
интегралини топиш учун унинг иккита чизиқли эркли хусусий 
ечимини топиш етарлидир.
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Хусусий ечимларни

у  =  е кх (бунда k =  const) ѵ(2

кўринишда излаймиз; бу ҳолда

у' =  k e kx, y " = A s e kx.

Ҳосилаларнинг бу ифодаларини (1) тенгламага қўйсак, у  

e kx{ki +  p t  -f- q) — 0 

кўринишни олади. Аммо e kx ==£ 0 бўлгани учун,

ft2 -j* p k  Н- Q =  0 . ' ( 5 1

Д ем ак, k (3) тенгламани қаноатлантирса, у  ҳолда екх (И 
тенгламанинг ечими бўлади. (3) тенглама ( 1) тенгламанинг 
х ар ак т ер и ст и к  т ен гл а м а си  дейилади.

Характе ристик т е н гл а м а — иккита илднзи бўлган квад 
рат тенгламадир; бу илдизларни k , ва k 2 билан белгилаймиз, 
Б у н  да:

Қуйидаги ҳоллар бўлиши мумкин:

I . fr, ва k2 —ҳақиқий ва бир-бирига генг бўлмаган сонлар

II. k , ва £2 — комплекс сонлар.
III. k , ва k2 — ҳақиқий ва бир-бирига тенг сонлар ( k , —k 2), 

Бу ҳолларни айрим-айрим қараймиз:
1. Х а р а к т е р и с т и к  т е н г л а м а н и н г  и л д и з л а р и  ҳ а -  

ц и к и й в а ҳ а р х и л  [k, Ф  k 2) б ў л г а н ҳ  о л. Бу долда

у, =  е*'х\ уг =

функциялар хусусий ечимлар бўлади, Б у  ечимлар

(fcn—k\)x
yi =  ~ z = e  const,
Уі e 'x

бўлгани уч у н  чизиқли эркли бўлади.
Д е м ак , умумий интеграл

у  =  С ,екхХ -j- С2ек,‘*

кўринишда бўлади.
1- м и с о л. Ушбу тенглама

берилган бўлсин.
У" Ь / - 2 у = » 0
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Характеристик тенглама
№ -\- k — 2 =  0

кўринишда бўлади. Характеристик тенгламанинг илдизларини топамиз:

* 1.2 =  — — ±  "J  +  2> *i =  l. ki =  — 2.

Умумий интеграл
у =  Сів* +  С2в 2-1

бўлади.

II. Х а р а к т е р и с т и к  т е н г л а м а н и н г  и л д и з л а р и  
к о м п л е к с  с о н л а р  б ў л г а н  ҳ о л .  Комплекс илдизлар 
ж уф т-ж уфт қўшма комплекс сонлар бўлгани учун уларни

=  я +  W* к г =  а — /р
деб белгилаймиз, бунда

* = - f .  р  =

Хусусий ечимларни
у, =  + у 2 — е («-<Р)х (4)

шаклида ёзиш мумкин. Булар ҳақиқий аргументнинг комплекс 
функциялари бўлиб, ( 1) дифференциал тенгламани қаноатлан- 
тиради (VII боб, 4-параграфга қаранг). Агар ҳақиқий а р гу ­
ментнинг бирор комплекс функцияси

у =  и ( х ) + і ѵ ( х )  (5)

( 1) тенгламани қаноатлантирса, бу тенгламани и (х )  ва ѵ (х )  
функциялар ҳам қаноатлантиради.
Ҳ а қ и қ а т а н ,  (5) ифодани (1) тенгламага қўйсак,

[и (х і +  iv (x )\  +  p [u (x )  iv ( x ) I' 4-  q [u (x )  +  iv (x )\  s O
ёки

( и" - f  ри' - f  qu.) \ i(v"  +  pv' - f  q v )  = 0

тенгламани ҳосил қиламиз. Аммо комплекс функциянинг ҳа-  
қий қисми ҳам, мавҳум қисми ҳам нолга тенг бўлган  ҳолда- 
гина у нолга тенг бўлади, яъни

и" - f  ри' +  qu =  0,

v" 4- p v '  - f  q v  =  0.

Шундай қилиб, биз « ( * ) ,  ва v (x )  функциялар тенгламанинг 
ечими эканини исбот этдик.

(4) комплекс ечимларни ҳақиқий ва мавҳум қисмлар йи- 
ғиндиси шаклида қайтадан ёзамиз:

у, =  e^cos рх +  і е лх sin фх,

Уг =  e^cosPx — ie™ slnpx.
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Исбот қилинганига кўра

у, =  e axcos$ x , ( 6')

у г = е * х$Щ х . ( 6")

ҳақиқий функциялар ҳам ( 1) тенгламанинг хусусий ечимлари 
бўлади.

Уі e ^co s  8 дг .
— = ----------f -  =  ctg pX Ф  const
~  e«sin fix 
/2

/•W ГѴ/

бўлгани учун у, ва у 2 функциялар чизиқли эрклидир. Д ем ак, 
характеристик тенглама комплекс илдизларга эга бўлганда ( 1) 
тенгламанинг умумий ечими

У =  С, у, +  С2у 2 =  C ^ ^ c o s p x  -j- C , e ^ s in5x
ёки

у =  e “A(C,cospx +  C2sinpx) (7)

кўринишда бўлади, бунда С, ва С2— ихтиёрий ўзгармас миқ- 
дорлар.

(7)  ечимнинг муҳим хусусий ҳоли характеристик тенглама 
илдизларининг соф мавҳум сонлардан иборат бўлган ҳолидир.

Б у  ҳол (1) тенгламада р —0 бўлган ҳолда ўринли бўлиб, 
тенглама

У" +  qy  =  О

кўринишга эга бўлади. (3) характеристик генглама бундай 
кўринишни олади:

k 2 +  q  =  0 , . q >  0 .

Характеристик тенгламанинг илдизлари:

k\t2 =  +  — +  ^Р) с< =  0«

(7) ечим бундай кўринишда бўлади:

у  =  С, cos рх -f- С2 sin рх.
2 - м и с о л .  Ушбу тенглама

у" +  2 /  +  5у -  0
берилган, Бунинг ух=0 =• 0, у'х _ 0 =  1 бошлангич шартларни қаноатлантирув- 
чи умумий интеграли ва хусусий ечими топилсин. Графиги ясалсин.

Е ч и ш .  I ) Характеристик тенгламани ёзамиз:

йа +  2k  f  5 =  0,
унинг илдизларини топамиз;

=  — 1 +  2г, =  — 1 — П,
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Демак,
у =  е x(C Lcos 'lx -f С2 sin 2  x )

умумий интеграл бўлади.
2) Берилган бошланғич шартларни қаноатлантирувчи хусусий ечимни 

топамиз ҳамда С, ва С2 қийматларини аниқлаймиз. Биринчи шартга асосан:

бундан Сі “  0 .
0 =  в ^(CjCos 2 • 0 +  С3 sin 2-0), 

у '  =  е-дг2Со cos 2х — е ~ ХС*  sin 2х

эканини эътиборга олиб, 
иккинчи шартдан

1 — 2 6 s, яъни =  —

эканини топамиз.
Шундай қилиб, излаиаётган 
хусусий ечим

1 jp „у =  — в  ^sin 2х

бўлади. Бунинг графиги 
273-расмда кўрсатилган.

3- м и с о л. Ушбу тенг­
лама берилган:

273- раем. у" 4  9у =  0.

Умумий интегрални ҳамда уж = = 0  =  0, ух_ 0 =  3 бошлангич шартларни қаноат-
пинг.
гламани ёзам 

&  -I- 9 =  0.

ла нтирувчи хусусии ечимни топинг.
Е ч и ш  Характеристик тенгламани ёзамиз:

Унинг илдизларини топамиз:

к, =  3i, k f — — 31.
Умумий интеграл

у =  Ci cos Зх -f  С j sin Зх.

Хусусий ечимни топамиз. Дастлаб ҳосилани топамиз:

у' =■ — 36] sin Зх +  ЗС2 cos Зх.

С, ва С2 ўзгармаслар бошланғич

0 =  С, cos 0 -f  С2 sin 0,
3 =  — ЗС, sin 0 ЗС8 cos 0

шартлардая топилади. Улар 

Хусусий ечим бундай;
Сі =  0, С, =  1.

у =  Sin Зх,
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III. X  а р  а к т  е р и с ти  к т е н г л а м а н и н г  и л д и з л а р и  
ҳ а қ и қ и й  в а  т е н г  б ў л г а н  ҳ о л .  Б у  ҳолда k, =  &2-

Ю қори даги  мулоҳазаларга асосан битта, у, =  e k'x хусусий 
ечим топилади. Биринчи хусусий ечим билан чизиқли эркли 
бўлган иккинчи хусусий ечимни топиш керак ( е ^  функция е к'х 
га айнан тенг бўлгани учун  уни иккинчи хусусий ечимсифатида 
олиш мумкин эмас). Иккинчи хусусий ечимни

уа =  и(х)ек'х

кўринишда излаймиз, бунда м (л:)-аниқланиш и керак бўлган 
номаълум функция.

Дифференциаллаб, қуйидагиларни топамиз:

у'і =  u'ek,x+  k ,u e klX =  е к'х(и ’ +  k tu). 

у  j  =  u"ek>x +  2 k ,u 'e^ x +  k \ u e ^  =  e k>x(u" +  2 k t u' +  k\ u). 
Ҳосилаларнинг бу ифодаларини (1) тенгламага қўйиб,

e k x [u" -  ( 2 ft, p)u  +  ( +  p h +  <?)«] =  0

тенгламани ҳосил қиламиз. Лекин k , характеристик тенглама­
нинг каррали илдизи бўлгани учун бу ҳолда

^і +  p b  1 +  Q — О-

Бундан ташқари £, =  k 2 =  — P/2 ёки 2 k t =  — p, 2k, - f  p  =  0.
Демак, u(x)  ни топиш учун ek'xu" =  0 ёки и" =  0 тенгла­

мани ечиш керак. Интеграллаб и — А х В  эканини топамиз. 
Х усусий ҳолда А =  1 ва В  — 0 деб олиш мумкин; бу  ҳолда 
и — х  бўлади. Шундай қилиб, иккинчи хусусий ечимсифатида

у г = х е к'л

функцияни олиш мумкин. — =  х ф  const бўлгани учу н бу

ечим билан биринчи хусусий ечим чизиқли эрклидир. Шунинг 
у ч у н

у  =  С,е*'х +  С2хе*'х =  е^ х(С\ +  С2х) 
функция умумий интеграл бўлади.

4 - ми со л Ушбу тенглама берилган:
у "  +  4 у '  +  4 у = 0 .

Бу тенгламанинг умумий интеграли топилсин.
Характеристик тенгламани ёзамиз: /гг 4£ +  4 =■ 0. Унинг илдизларини 

топамиз: =  2. Умумий интеграл

У’- С ^ - Ь  CaXt**
бўлади.
6 Н. С. Пискунов, і-т.



82 X I I I  б о б .  Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л  Т Е Н ГЛ А М А Л А Р

22- §. ўзгар м ас коэффициентли я-тартибли  
бир жинсли чизиқли тенгламалар

я-тартибли бир жинсли чизиқли

уМ +  gtyin- 1) +  9 т t +  аяу 0  (1)

тенгламани қараймиз. а ь  а 2, . . . , а п ларни ўзгармас сонлар 
деб фараз қиламиз. ( 1) тенгламани ечиш усулини кўрсатиш- 
дан аввал келгусида керак бўладиган таърифларни берамиз.

1 - т а ъ р и ф .  Агар [а , Ь\ кесмадаги х  нинг барча қийматла- 
ри учун

тенглик ўринли бўлса, бунда А и Л 2, . . . , А п ҳаммаси бир 
вацтда нолга тенг бўлмайдиган ўзгармас сонлар, у ҳ о л д а  
<РЛ(-*) Ф ункция  <?t( x ) ,  <р2( х ) ,  . . . , <р„-і(х) ф у н к ц и я л ар  о р ц а л и  
яизи цли  и ф о д а  эт и л ад и  дейилади.

2 - т а ъ р и ф .  Агар п  та ^ ( х ) ,  * , ( * ) ,  . . . , <р*_і(х), ? „ ( * )  
функцияларнинг ^еч бири қолганлари орқали  чизиқли ифода 
этилмаса, у  функциялар яи зи ц ли  эр к л и  ф у н к ц и ял ар  деб  ата­
лади.

3 - и з о ҳ .  Таърифлардан келиб чиқадики, агар <?і(х),
Ъ ,х )> • . • , ¥„(•*) функциялар чизиқли боғлиқ бўлса, у  ҳолда
ҳаммаси ҳам нолга тенг бўлмаган шундай С ,,  С2.............. Сп
сонлар топиладики, [а, Ь] кесмада х  нинг ҳамма қийматлари 
учун

- г  0 2f 2( x ) -{• . . .  -f- С„у п(х ) =  О

айният бажарилади.

1- м и с о л. у, =  ех , уа =  е 2х, у3 =  Зе* функциялар чизиқли боғлиқ, чун­

ки Сі =  1, С2 = 0 , С3 =  — — бўлганда:
О

С\вх -j- х -j- С$РХ =  0.
2 - м и с о л, у! =  1 , у3 =  х, у3 =  х 2 функциялар чизиқли эркли функция- 

лардир, чунки бир вақтда нолга тенг бўлмаган Си С2, С8 нинг ҳеч бир қий-
матида

Сх. 1 +  С%х -f- С3* 3
ифода айнан нолга тенг бўла олмайди.

3- м и с о л. уі =  ehlX, yj =  e k>X’ . . .  , уп =  е4л-ѵ, . . .  , функциялар, 
бунда ^і, k,, . . .  , k n. . .  —турлича сонлар, чизиқли эркли. (Бу тасдиқни 
исботсиз келтирамиз.)

Энди л-тартибли (1) тенгламани ечишга киришамиз. Бу 
тенглама уч у н  қуйидаги теорема тўғри.
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Т е о р е м а .  Агар у„ у3, . . .  , уп функциялар (1) тенг­
ламанинг чизиқли эркли ечимлари. бўлса, у ҳолда

У =  С\У\ +  СаУ з +  . • • +  Спуп (2)

у нинг умумий ечими бўлади, бунда Си С2, . . .  , Сп—ихтиё­
рий. ўзгармас сонлардир.

Агар (1) тенгламанинг коэффициентлари ўзгармас сонлар 
бўлса, бу ҳолда умумий ечими иккинчи тартибли тенглама­
нинг умумий ечимини топгандек топилади.

1) Характеристик тенгламани тузамиз:

kn +  axkn~l +  a2kn~l +  . . .  +  ап =  0.
2) Характеристик тенгламанинг

^іі ^ 2> • • • »
илдизларини топамиз.

3 ) Қуйипягилярга асосланиб илдизларнинг характерига кўра 
чизиқли эркли хусусий ечимларни топамиз:

а) ҳар бир бир каррали k илдизга екх хусусий ечим мос
келади;

б) ҳар бир жуфт £ (1) =  а  4- /р  ва £ (2) *= а —  і $  қўшма комп­
лекс бир каррали илдизларга иккита e^co sjj*  ва е** slnjkc хусу­
сий ечимлар тўғри келади;

в) ҳар бир г  каррали ҳақиқий k илдизга г та чизиқли эркли

екх, х е кх, . . .  , х '- 1 е"х
хусусий ечимлар тўғри келади;

г) ҳар бир (а каррали жуфт £ (І) =  а +  гр, &(2) =  а — i'P қўшма 
комплекс илдизга 2ц та

e'-'cos $х, xe*xcos $х, . . .  , x^-'e^co s §х, 
g^sin §х, x ^ s l n  $х............. x r-'e^ sln  $х

хусусий ечимлар тўғри келади.
Бу хусусий ечимлар сони характеристик тенгламанинг да- 

ражасига тенг бўлади (яъни берилган чизиқли дифференциал 
тенгламанинг тартибига тенг бўлади). Бу ечимлар чизиқли 
эркли бўлишини исбот қилиш мумкин.

4) п та чизиқли эркли у,, у2, . . уп хусусий ечимларни 
топгандан кейин берилган чизиқли тенгламанинг умумий ечи­
мини тузамиз:

У =  СіУі +  C2yt +  . . . +  Спу„, 
бунда Си С„ . . .  , С„—ихтиёрий ўзгармас сонлардир.

4- м и с о л. Ушбу
у ІѴ  — у =  0 

тенгламанинг умумий ечими топилсин.
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Е ч иш.  Характеристик тенгламани тузамиз:
* * — 1 = 0.

Характеристик тенглама илдизларини топамиз:

*1 “  1. 2̂ =  — *3 =  4̂ =  — h
Умумий интегрални ёзамиз:

у =  С ,ех f  Сі,ё~х +  С3cos X -f  C4sin х, 

бунда С,, С2, С3, Сі — ихтиёрий ўзгармас сонлардир.

2 - и з о ҳ .  Юқорида баён этилганлардан ўзгармас коэффи­
циентли бир жинсли чизиқли дифференциал тенгламаларни 
ечишдаги қийинчиликларнинг ҳаммаси характеристик тен гл а­
мани ечишда экани келиб чиқади.

23-§. Бир жинслимас иккинчи тартибли 
чизиқли тенгламалар

Би р жинслимас иккинчи тартибли чизиқли тенглама

+  а 2у  =  / ( * )  ( 1)
берилган булсин.

Бундай (1) тенглама умумий ечимининг тузилиши қуйида- 
ги теорема билан аниқланади:

1 - т е о р е м  а. Бир ж и н сл и м а с  ( / )  т ен глам ан и н г умумий  
ечими бу т ен гл ам ан и н г би рор  у *  хусуси й  ечим и б и л а н  м ос 
бир ж и н сл и

У" +  я,У' +  а 2у  =  0  (2)

т ен гл ам ан и н г у умумий ечим и йиғиндиси каби и ф о д а л а н а д и .  
И с б о т .  У ш бу

у  =  у +  у *  (3)

йиғинди ( 1) тенгламанинг у м у м и й  е ч и м и  эканини исбот 
қилиш керак. Дастлаб_(3) функция (1) тенгламанинг е ч и м и  
эканини исботлаймиз. у' +  у *  йиғиндини ( 1) тенгламада у ур ­
ни га қўйсак:

(y +  y T  +  f l i ( y + y * ) '  + а 2(ў +  у *)  = f ( x )
еки

G" +  «і/ +  а2ў) +  (у*" +  aty*' +  a2y*) =  /(*) (4)

тенгликка эга бўламиз.
у (2 ) тенгламанинг ечими б ў л га н и .у ч у н  биринчи қавс  ичи- 

да турган ифода айнан нолга тенг .  у *  ( 1) тенгламанинг ечими 
бўлгани у ч у н  иккинчи қавс ичидаги ифода f ( x )  га т е н г .  Д е ­
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мак, (4) тенглик айниятдан иборат. Шундай қилиб, теорем а­
нинг биринчи қисми исбот қилинди.

Энди (3) ифода (1) тенгламанинг у м у м и й  ечими бўлиши- 
ни исбот қиламиз, яъни унга кирган ихтиёрий ўзгармас миқ- 
дорлар:

Ух=х0 =  У о* Ух=х0 =  У„, (5)
бошлангич шартларни х 0, у 0 ва ѵ„ сонлар ҳар қандай бўлган- 
да ҳам (фақат х„ ни а и а 2 ва l ( x )  функциялар узлукси з б ў -  
ладиган соҳадан олинган бўлиши керак) қаноатлантирадиган 
қилиб танлаб олиш мумкинлигини исботлаймиз. 

у  ни
У ■— С,у, +  С2у 2

кўринишда ёзиш мумкинлигини эътиборга олиб (бунда у, ва 
у 2 (2)  тенгламанинг чизиқли эркли ечимлари, С 4 ва С2 эса 
ихтиёрий ўзгармас миқдорлардир), (3) тенгликни

у =  С,у, +  С2у2 4- У* (3 ')
кўринишда ёзишимиз мумкин. Б у  ҳолда (5) шартларга м уво ' 
фи-қ*>:

^іУю  Н~ ^гУго  “Ь Уо* =  Уо,

С,УІ +  С2УІ +  у*' =  у!
тенгламаларга эга бўламиз. Б у  тенгламалар системасидан Ct 
ва С2 ни аниқлаш керак. Системани

С\Ую ^гУго =  Уо Уо*> / с .
п  ' . п  ' - *' ( 6 > 
Ч У . „ + С 2У » = У Г- У „

кўринишда ёзиб олиб, бу системанинг детерминанти х  =  хо 
нуқтада у, ва \ 2 функциялар учун Вронский детерминанти 
эканини кўрамиз. Б у  функциялар шартга кўра чизиқли эркли, 
шунинг учун, бу ҳолда Вронский детерминанти нолга тенг 
бўлмайди; демак, ( 6 ) система аниқ С, ва С2 ечимга эга, яъни 
С, ва С2 нинг шундай қийматлари мавжудки, бу қийматларда 
(3 ) формула ( 1) тенгламанинг берилган бошлангич шартларни 
қаноатлантирувчи ечимини аниқлайди. Теорема тўла исбот- 
ланди.

Ш ундай қилиб, агар бир жинсли (2) тенгламанинг умумий 
у  ечими маълум бўлса, у ҳолда бир жинслимас ( 1) тенглама­
ни интеграллашда асосий масала унинг бирор у *  хусусий ечи­
мини топишдан иборатдир.

*> Бу ерда у10, ук, у’  ҳ ',  j / ,  у *  билан у,, у2, у*, у ', у', У*' фун*- 
цияларнинг X =  х0 бўлгандаги сон қийматлари белгиланади.
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Бир жинслимас тенглама хусусий ечимини топишнинг у м у ­
мий усулини курсатамиз.

И х т и ё р и й  ў з г а р м а с  м и қ д о р л а р н и  в а р и а ц и я -  
л а ш  у с у л и .  Бир жинсли (2) тенгламанинг умумий ечимини
ёзамиз: -  ____ '

У =  С,у, +  С2 у2. (7)
С, ва С2 ни X нинг ҳозирча номаълум функциялари деб 

ҳисоблаб, ( 1) бир жинслимас тенгламанинг хусусий ечимини 
(7)  кўринишда излаймиз.

(7) тенгликни дифференциаллаймиз:

У' =  QV, +  Q y ,  +  ^ , У і +  Сау2.
С, ва С2 функцияларни

с ,  У, +  Cqy 2—0  (84

тенглик бажариладиган қилиб танлаб оламиз. Агар б у  қўшим- 
ча шартни эътиборга олсак, у ҳолда биринчи тартибли у' до- 
сила

У' — С,у, +  С2у 2
кўринишда бўлади. Энди бу ифодани дифференциаллаб, у" ни 
топамиз:

У" =  с у  +  С2у\ +  с[у\ +  с 'у ',
у, у' ва у "  ларни ( 1) тенгламага қўйиб,

СіУі +  с зУ2 +  СіУ[ +  С'2у’2 +  a^C ^l  +  C2y')-f- 

+  а 2̂ і У і  +  С2У2) =  f (x )
ёки

Q y , +  а,У, +  я2Уі) +  С2(у" +  а,у^ +  я2Уг) +  С\у\ +  С'2у,' =  /  (л:)

тенгликни ҳосил қиламиз. Биринчи иккита қавс ичида турган 
ифодалар нолга айланади, чунки у, ва у 2 бир жинсли генгла- 
манинг ечимлари. Д ем ак, кейинги тенглик

С'іУ[ +  СгУІ =  ?(*) (9)
кўринишни олади.

Ш ундай қилиб, С, ва С2 функциялар ( 8) ва (9) тенгламалар 
системасини цаноатлантирса, яъни

сіУх +  с̂ о, c;y; +  c;y; = /u)
‘ бўлса, (7) функция (1) бир жинслимас тенгламанинг ечими 

бўлади. Аммо бу системанинг детерминанти чизиқли эркли у, 
ва у 2 функцияларнинг Вронский детерминанти бўлгани учун



2 3 -§ . Б И Р Ж И Н СЛИ М АС И К К И Н Ч И  Т А Р Т И Б Л И  Ч И ЗИ Қ Л И  Т Е Н ГЛ А М А Л А Р  87

нолга тенг бўлмайди, демак, системани ечиб, С[ ва С'2 ни х  
нинг маълум функциялари сифатида аниқлаймиз:

С, =
Интеграллаб,

С, = j ' f , ( x ) d x  +  С„ Сг =  j  rf 2(x)dx  -j- С2

тенгликларни ҳосил қиламиз, бунда Ct ва С2 интеграллаш ўз- 
гармасларидир.

С, ва С2 нинг ҳосил қилинган ифодаларини (7) тенгликка 
қўйиб, иккита ихтиёрий ўзгармас С, ва С2 миқдорларга бог- 
лик бўлган интегрални, яъни бир жинслимас тенгламанинг 
умумий ечимини топамиз*( .

М и с о л. У шбу

_______________ —  ■ ____ -_________________ Л ' -----------------------------------------------------------— ----------------

тенгламанинг умумии ечими топилсин. 
Е ч и ш.  Бир жинсли

тенгламанинг умумий ечимини топамиз.
у" 1
— =  — булгани учун, 
у' X

In у' =  \пх - f  lnc; у' =  сх,
демак,

у — С] * 2 +  С3.
Кейинги ифода берилган тенгламанинг ечими бўлиши учун ва С3 ни 

X нинг функцияси сифатида

С[ X2 +  С'2 • 1 =  0, 2С[х +  С\ • 0 =  X

системадан аниқлаш керак.
Бу системани ечиб,

с '__L г ’ ___ —
2' 2 _  2

эканини топамиз, бундан интеграллаш натижасида

£ і  =  ~  +  С1( С2 =  —  — -f- С3

функция ларни топамиз.
Топилган функцияларни Ѵ\ =  С1х, +  С2 формулага қўйиб, бир жинслимас 

тенгламанинг умумий ечимини топамиз:
-  — X3 X3

у =  С?!*5-!- С2 +  — — —

*) Агар С і^ С 2= 0  деб фараз қилсак, (і) тенгламанинг хусусий ечимини 
ҳосил қиламиз.
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хЗ _  _
ёки у -  г , * 2 +  +  —, бунда ва С3 — ихтиёрий ўзгармас миқдорлар- 

дир.

Х усуси й ечимларни топишда қуйидаги теореманинг натижа- 
ларидан фойдаланиш мақсадга мувофиқдир.

2- т е  о р е м а .

у" +  а ,у '  +  а 2у =  / , ( * )  + / , ( * )  ( 10)

т ен гл ам ан и н г у *  ечим ини (б у н да  ўнг т ом он иккит а  / , ( * )  
ва  / 2(х )  ф ун к ц и яларн и н г й и ғи н ди си дан  и б о р а т *> y * = y * - f y *  
йиги нди  и іак ли да  т асви р л аш  мумкин, бу н да  у\ ва у 2 и о с  
р а ви ш д а

УГ +  «іУГ +  я 2У І - / і ( * ) ,  ( 11)
У 2 +  а ,у* ' +  а 2у* =  / 2 ,(х) (12*

т ен гл а м а л а р н и н г ечи м лар и .
И с б о т .  ( 11) ва ( 12) тенгликларнинг ўн г ва чап томонла- 

рини қўшиб, ушбуни ҳосил қиламиз:

(у* +  У2) +  а \(у* +  Уг) +  а 2(у* +  Уг) — / і ( л ) +  (13)
Кейинги тенгликдан ушбу

у : + у :  =  у*

йиғинди ( 10) тенгламанинг ечими экани келиб чиқади.

М и с о л, Ушбу
у" — і  у =  х  +  Зел

тенгламанинг у*  хусусий ечими топилсин.
Е ч и ш.

и - и* I I <---------------------------------------- !__________Уі +  4у, =  дс
тенгламанинг хусусий ечими

, 1
У . - 4  '

бўлали.
у** +  4у* ^  Зв*

тенгламанинг хусусий ечими
* 3 л

бўлади.
Берилган тенгламанинг хусусий у* ечими

бўлади.

* 1 3 * У* =  -Т x-h -  е* 4 5

*» Ўнг томондаги қўшилувчилар сони ҳар қанча бўлганда ҳам теорема 
ў з  кучини сақлаши равшан.
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2 4 - § .  У згар м ас коэффициентли иккинчи тартибли 
бир жинслимас чизиқли тенгламалар

Ушбу
у" +  РУ' +  ЯУ =  / ( * )  (1)

тенглама берилган бўлсин, бунда р ва q—ҳақиқий сонлар.
Олдинги параграфда бир жинслимас тенглама ечимини то- 

пишнинг умумий усули кўрсатилган эди. Баъзан ўзгармас 
коэффициентли тенгламани ечишда хусусий ечимни, интеграл- 
лашии татбиқ қилмасдан, осонроқ топиш имкони бўлади. ( 1) 
тенглама учун бундай имкониятларнинг бир нечасини кўриб 
чиқамиз.

I. (1) тенгламанинг ў н г  томони к ў р са т т ч л и  ф ункци я  билан 
кўпҳад кўпайтмасидан иборат, яъни

1(х )  =  Р п ( х ) е аХ (2)

кўринишда бўлсин, бунда Р п (х ) — п- даражали кўп ҳад . У  
вақтда қуйидаги хусусий ҳоллар бўлиши мумкин:

а) от сот и
К1 pk +  q =  О

характеристик тенгламанинг и л д и з и  б ў л м а г а н  ҳол.
Б у  ҳолда хусусий ечимни

у* =  (Д х" +  А хх п~ 1+  . . . +  Ап)е«  =  Qn<x)e«  (3)
кўринишда излаш керак. Ҳақиқатан, у*  ни тенгламага қўйиб 
ва барча ҳадларини е лХ кўпайтувчига қисқартириб,

Q’n(x) +  (2а + p)Q'n(x) +  а2 +  p *+ q )Q a(x) =  Pn<x) (4)

тенгликка эга бўламиз, бунда Qn(x )n -  даражали кўпҳад, Q'n(x) 
п — 1-даражали кўпҳад, Q^(-*) эса п — 2-даражали кўпҳад. 
Ш ундай қилиб, тенглик ищорасининг ў н г  ва чап томонларида 
я-даражали кўпҳадлар турибди. Бир хил даражали л лар ол- 
дидаги коэффициентларни бир-биригатенглаб (номаълум коэф- 
фициентлар сони ( й +  1) га тенг),  номаълум Л 0, А ,, . . . , 
А п коэффициентларни топиш уч у н  тенгламаларининг сони 
(п  +  1) та бўлган система ҳосил қиламиз.

б) а характеристик тенгламанинг оддий ( б и р  к а р р а л и )  
и л д и з и  бўлган ҳол.

Агар бу ҳолда хусусий ечимни (3)  кўринишда изламоқчи 
бўлсак, (4) тенгликнинг чап томонида (я-І)-дараж али кўпҳад 
ҳосил қилинган бўлар эди, чѵнки Q „(x) нинг коэффициенти, 
яъни а2 р і- { -  q нолга тенг бўлиб, Q„(-x) ва Q"n(x )  кўпҳадлар- 
нинг даражалари п  дан кичик бўлар эди. Демак, Л 0, А и . . .  , 
Ап коэффициентларнинг ҳеч қандай қийматларида (4) тенглик
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айният бўлмас эди. Ш уни нг учун, қаралаётган ҳолда, хусусий 
ечимни озод ҳадсиз (я +  1) даражали кўп ҳад шаклида олиш 
керак (чунки бу кўпҳаднинг озод ҳади дифференциаллаганда 
йўқолиб кетади )* ;

у *  =  xQ n( x ) e ax.

в) а сон характеристик тенгламанинг и к к и  к а р . р а л и  и л ­
д и з и  бўлган ҳол. Б у  ҳолда Qn( x ) e aJi функцияни дифферен­
циал тенгламага қўйиш натижасида кўпҳаднинг даражаси икки 
бирлик пасаяди. Ҳақиқатан ҳам, агар а —характеристик тенгла­
манинг илдизи булса, у  ҳолда а2 +  ру. +  q — 0 , бундан ташқа- 
ри, а икки каррали илдиз бўлгани учун  2а =  — р  (чун ки  эле­
ментар алгебранинг маълум теоремасига мувофиқ, келтирилган 
квадрат тенглам а илдизларининг йиғиндиси биринчи даражали 
номаълумнинг тескари ишора билан олинган коэффициентам 
тенг). Д ем ак, 2а -\- р  =  0.

Д ем ак, (4) тенгликнинг чап томонида Q'n( x ) t яъни (п — 2 )-  
даражали кўп ҳад  қолади. Ўрнига қўйиш натижасида п -дара­
жали кўп ^ад  хосил қилиш учун хусусий ечимни е аҳ билан 
(п  +  2 )-даражали кўпҳаднинг кўпайтмаси шаклида излаш к е ­
рак. Бунда кўпҳаднинг озод ҳади ҳамда унинг биринчи даражали 
ҳади дифференциаллаганда йўқолиб кетади; шунинг учун 
уларни хусуси й  ечйм таркибига киритмаса ҳам бўлади.

Ш ундай қилиб, а характеристик тенгламанинг икки каррали 
илдизи бўлган ҳолда хусусий ечимни

у *  =  x 2Qn(x)e'lx 
кўринишда олиш мумкин.

1 - м и с о л .  Ушбу
у” +  4у' +  Зу =  л:

тенгламанинг умумий ечими топилсин.
Е ч и ш. Берилган тенгламага мос бир жинсли тенгламапинг умумий 

ечими қуйидаги бўлади:
ў  =  Cte ~ x +  С5< г Ч

Берилган бир жинслимас тенгламанинг ўнг томони хе0х кўринишда (яъни 
P ^ x je^ *  кўринишда) бўлиб, k 1 +  46 +  3 =  0 характеристик тенгламанинг 
илдизи 0 бўлмагани сабабли, хусусий ечимни y* =  Qi(x)e0x шаклда излаймиз, 
яъни

у* =  А0х +  А, 
деб оламиз. Бу ифодани берилган тенгламага қўйсак

4<40 3(Л0дг +  А\) =  X

*) а—комплекс сон бўлганда ҳам юқорида келтирилган натижаларнинг 
ҳаммаси ўз кучида қолишини эслатиб ўтамиз (бу етх функцияни диффе­
ренциаллаш қоидасидан келиб чиқади, и —ихтиёрий комплекс сон. VII боб.
4- § га қаранг}.
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тенглама ҳосил бўлади. Бир хил даражали х  лар олдидаги коэффициент­
ларни тенглаб,

ЗА  ̂=  1 4Ло -|- ЗЛ, =  О 
тенгликларни ҳосил қиламиз; бундан

А, =  J ,  М =  -
Демак,

I
>

Умумий ечим у =  у +  у*, яъни

у =  Схе~ х +  Сше~3х +  ^  ^

бўлади.
2 - м и с о л .  Ушбу

у" +  9у =  (л8 +  \)е3х
тенгламанинг умумий ечими топилсин.

Е ч и ш .  Бир жинсли тенгламанинг умумий ечимини осонгина топами®

у =  C\cos Зх +  CjSin Зх.

Берилган тенгламанинг (л2 +  \)е3х ўнг томони

Р^(х)е3х
кўринишдадир. Даража кўрсаткичдаги коэффициент 3 характеристик тенг­
ламанинг илдизи булмаганн учун хусусий ечимни

у* =  Q3(x )e3x ёки у* =  (Л іа +  В х  С )е3х
кўринишда излаймиз. Бу ифодаларни дифференциал тенгламага қўйсак

[9 (Ах2 +  В х +  С) +  6(2.4* +  В) +  2А +  9(-4*2 +  В х +  С)\е3х=  (хг+ \ )е 3х

тенглик ҳосил бўлади. е 3х га қнсқартириб ва х  нинг бир хил даражалари 
олдидаги коэффициентларни бир-бирига тенглаб, куйидагиларни ҳосил қн- 
ламиз:

18,4 =  1, 12Л +  18S =  О, 2Д +  6 В +  1 8 С =  1,
1 1 5

булардан А =  — , В  =  — — , С = — Демак, хусусий ечим 
1о 27 81

У* =
ва умумий ечим

у = С ,  cos 3 * + C ssin3.x +  ^  лг*— х  +  — j е3х

бўлади.
3- м и с о л. Ушбу тенглама ечилсин:

У" -  Ту' +  бу =  (лг — 2 )^ .

Е ч и ш .  Бу ерда ўнг томон Р х(х)ех ' х кўринишда бўлиб, даража кўргат- 
кичдаги 1 коэффициент характеристик кўпҳаднинг оддий илдизи. Демак, 
хусусий ечимни у* =  jrQ 1(jc)«-v ёкн

у*  =  л(А х +  В )е *



кўринишда излаймиз; бу ифодани тенгламага қўйсак:
|(Лл3 +  В х) +  (4А х +  2В) +  2А — 7(Ал2 +  Вк) -  7(2Ах +  В) +

+  6  (Ах* +  Вх)\ех =  (х  — 2)ех
ёкн

( _  ю Ах — ЪВ +  2А)ех -  ( х — 2)ех.
Бир хил даражали х  лар олдидаги коэффициентларни бир-бирига тенгласак:

__________________ 10 4=1 , - 5 В  +  2 Л -  — 2 , _______________________
бундан

1 9
А = — — , В  =  —  эканини топамиз. Демак, хусусий ечим 

10' 25 J  J

9 2  X I I I  б о б .  Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л  Т Е Н ГЛ А М А Л А Р  ____ ______ _

умумии ечим

, . С . ^  +  С ,,-  +  * ( -  і  л +  - ~ у .

II. У н г  т о м о н

f ( x )  =  Р (х )еах cos фх +  Q(A:)eIjrsIn $х  (б)
кўринишда бўлсин, бунда Р (х )  ва £>(я)— кўпҳадлар.

Агар тригонометрии функциялардан кўрсаткичли функция- 
ларга ўтилса, бу ҳолни бундан олдинги ҳолда татбиқ этилган 
усул  билан қаралиши мумкин. cos $х  ҳамда sin фх ф ункция- 
ларни Эйлер формулаларига кўра (VII боб 5-параграфга қаранг) 
кўрсаткичли функциялар билан алмаштирсак,

f ( x )  =  Р (х )е 'х-?— ± ± ------+  Q (x )e“  ~ —

ёки

Г(х) =  11  Р (х )  +  1  Q U )]*< ‘ +'f»' + [ І Р ( х )  -  ^  Q (x )у - * > х (6)

бўлади. Бунда ўрта қавслар ичида кўпҳадлар турган бўлиб, 
уларнинг даражалари Р (х )  ва Q(x)  кўпҳадларнинг даражала- 
ридан энг к а п а си га  тенг. Шундай қилиб, ўнг томондаги кўр н- 
ниш 1 ҳолда кўрилган ҳолга  келди.

Комплекс сонларни ў з  ичига олмайдиган хусусий ечимлар­
ни топиш мумкинлигини исботлаб бўлади (биз исботини кел- 
тирмаймиз).

Ш ундай қилиб, (1) тенгламанинг ўн г томони

/ ( х )  =  P ( v ) e axcos  fix +  Q ( x ;e , -rsin }х  (7)

кўринишда бўлса, бунда Р (х )  ва Q (x) лар х  нинг кўп ҳадла- 
ри, у ҳолда хусусий ечимнинг кўриниши қуйидагича аниқла- 
нади:

а) а г а р а - f  іф сон характеристик тенгламанинг илдизи бўл- 
маса, у  ҳолда ( 1) тенгламанинг хусусий ечимини

у *  U (x )e axcos$ x  - f  ^ ( x j t f ^ s i n  $х  ( 8)
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кўринишда излаш керак, бунда U (x) ва  Ѵ (х )—даражаси Р (х )  
ва Q (x) кўпҳадларнинг энг юқори даражасига тенг бўлган 
кўпҳадлардир;

б) агар я +  г'Р сони характеристик тенгламанинг илДизи бўл- 
са, у ҳолда хусусий ечимни

у *  = х [ и { х ) е * * с о 5 $ х  V (x )e*xs\n $х] (9)

кўринишда ёзамиз.
Ш у билан бир қаторда юз бериши мумкин бўлган хатодан 

сақланиш учун (8 і ва (9) хусусий ечимларнинг шакли (1) 
тенгламанинг ўн г томонидаги Р ( х ) ва Q (x )  кўпҳадлардан би- 
рортаси айнан нолга тенг бўлган ҳолда, яъни ўнг томон

P tx)e*xcos[ix ёки Q (x )e*xs\n$x
кўринишда бўлган вақтда ҳам сақланишини. эътиборга олиш 
зарур.

Энди муҳим бир хусусий ҳолни қараймиз. Иккинчи тартиб­
ли чизиқли тенгламанинг ўн г томони

I W sin fai, (7 ')

кўринишда бўлсин, бунда М  ва N — ўзгармас сонлар.
а) агар рг характеристик тенгламанинг илдизи бўлмаса, х у ­

сусий ечимни
у* =  A cos $х  +  В  sin Зх (8 ')

кўринишда излаш керак,
б) агар р/ сони характеристик тенгламанинг илдизи бўлса, 

хусуси й  ечимни

у*  =  х (А  cos рх +  В  sin рл:) (9 ')

кўринишда излаш керак.
(7') функция (7) функциянинг хусусий ҳоли (Р (х)  =  М , 

Q (x) =  N, а =  0) эканини, (8 ') ва (9 ')  функциялар эса (8 ) ва
(9) функцияларнинг хусусий ҳоли эканини қайд қилиб ўтамиз.

4- м и с о л. Бир жинслимас чизиқли
у" +  2у' +  5у =  2 cos*

тенгламанинг умумий интеграли топилсин.
Е ч и ш.  -+■ 2к +  5 =  0 характеристик тенглама й, — —1+2/; 1—2/

йлдизларга эга. Шунинг учун.мос бир жинсли тенгламанинг умумий интег­
рали

у =  £- jr (C,cos 2 *  +  С ,sin 2х)
бўлади. Бир жинслимас тенгламанинг хусусий ечимини

у* =*= A cos X +  В  sin *
кўринишда излаймиз, бунда Л ва fi аниқланиши керак бўлган ўзгармас 
кбэффициентлар.



у* ни берилган тенгламага қўйсак, у қуйидаги кўринишни олади:
—Л cos х  — В  sin X - f  2( — A sin х  +  В  cos х)+Ъ (А  cosx +  В  sin лг)=2 cos х

cos* и  sin-* олдидаги коэффициентларни тенглаб, Л ва В  коэффициент­
ларни аниклаш учун иккита тенглама ҳосил қиламиз:

- А  +  2В +  5Л -  2, - В  — 2А +  5В = . О,

бундан А ■» Берилган тенгламанинг умумий ечими у =  у -f  у*,

яъни
2  1

у  к  е (<?! cos 2х  +  Са sin 2 х ) +  — cos х +  — sin х
О и

бўлади.
5- м и с о л. Ушбу тенглама ечилсин:

у "  - j .  4 у  =  c o s  2 х .

Е ч в ш. Характеристик тенгламанинг илдизлари k t т 21, k3 =* — 2/ бўла­
дя» шунийг учун бир жинсли тенгламанинг умумий ечими

J *■ Ct cos 2х  +  C j sin 2х
кўринишда бўлади. Бир жинслимас тенгламанинг хусусий ечимини

у* =■= х(А  cos 2 *  +  fi sin 2л^
кўринишда излаймиз, Бу ҳолда

у*' •» 2дг(—Л »іп 2х  +  В  cos 2дс) +  (Л cos 2х +  В  sin 2х),
у*" — — 4х (—Л cos 2 к — В  stn 2х) +  4(—Л sin 2 * +  fi cos 2л).

Ҳосилаларнинг бу ифодаларини берилган тенгламага қ^йиб ва соз 2 *  ҳаад* 
да Нп 2л- олдидаги коэффициентларни бир-бирига тенглаб, Л ва fi ни аниД- 
лат учун 4.8 =  1; — 4Л =  О тенгламалар системасини ҳосил қиламиз, бундан

А  =  0 ,  f i  =  — . Демак, берилган тенгламанинг умумий интегралиі

у =  Сі cos 2 лг +  Са sin 2х +  -~х  sin 2х.
4

6 - ми со  л. Ушбу тенглама ечилсин:

у" — у — 3#Vjr cos г.
Е ч и ш.  Тенгламанинг ўнг томони

Д<) — cos дс +  N sin х)
кўринишда бўлцб, бунда М  «  3, /V «с 0. А2— 1 =» 0 характеристик тенглама 
К  =  1, =■ — 1 илдизларга эга. Бир жинсли тенгламанинг умумий ечими

у >=- +C jtf r

бўлади. a - f i p  =  2 +  ; . ]  комплекс сон характеристик тенгламанинг илдизи
бўлмагани учун, хусусий ечимни

у* «= в іх(А со* X +  В  sin дг)

кўринишда излаймиз. Бу ифодани тенгламага қўйиб, ўхшаш ҳадларини их-
чамлагандан кейин

(2Л +  4B ) « 2 V cos л + ( — 4Л +  2В)«г ѵ *in х — Зезх со* я

g4_____________________ X I I I  боб. Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л  Т Е Н ГЛ А М А Л А Р ____________________
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тенглик ҳосил бўлади. cos х ва sin к олдидаги коэффициентларни тенглаб
2 А +  4 В =  3. —4 А +  2В =  О

3 3
тенгламаларни ҳосил қиламиз. Бундан А =  —, В =  —. Демак, хусусий ечим

10 5
2л- / 3 3 \

Г0СО8* + 5 51П*
бўлиб, умумий ечим эса

(
3 3 \
— cosx +  — sin X j

бўлади.

И з о ҳ .  Б у  параграфдаги мулоҳазаларнинг барчаси бирин­
чи тартибли чизиқли тенглама уч у н  ҳам ўринли эканини қайд 
қилиб ўгамиз. Масалан, ўзгармас коэффициентли биринчи тар­
тибли тенгламани қарайлик (бу тенглама кўпинча техник тад- 
қиқотларда учраб туради):

_________________ ___________ f x  +  ay  =  b ' "v i W *

бунда а  ва b — ўзгармас сонлар. Бир жинсли

^  +  ау  =  0
d x

тенгламанинг умумий ечимини топамиз. Характеристик тенгла­
мани тузамиз:

k +  a  =  0, k  =  — а .

Бир жинсли тенгламанинг умумий ечими

у =  Се~ах

бўлади. Бир жинслимас тенгламанинг хусусий у *  ечимини

у* =  В

шаклда излаймиз. Буни (10) тенгламага қўйиб, қуйидагини ҳ&- 
сил қиламиз:

ah — b, В =  bja.
Д ем ак ,

у* =  Ь/а.

(10) тенгламанинг умумий ечими:

У =  У +  У* ёки у =  Се~ах +  bfa (11)
бўлади.
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25- §. Юцори тартибли бир жинслимас 
чизицли тенгламалар

Уш бу тенгламани қараймиз:
у < п )  _)_ а ху ( п - \ > +  1М +  а п у  „  ( 1 )

бунда а и а 2, . . . , а л f ( x )  лар х  нинг узлуксиз функциялари 
(ёки ўзгармас сонлар).

Бу тенгламага мос бир жинсли

у(л> +  a t у<п~ ѵ  +  а 2у<п~ 2> +  . . . +  а пу =  0 (2)

тенгламанинг

У ~  СіУ« +  С2у2 +  . . , - f  Спуп (3)

умумий ечими маълум бўлсин.
Иккинчи тартибли тенгламадаги каби (1)  тенглама учун 

қуйидаги теорема ўринлидир.
Т е о р е м а .  А гар  у  бир ж и н сл и  (2) т ен гл ам ан и н г ум у­

мий ечи м и , у* э с а  бир ж и н сл и м ас  (1) т ен гл ам ан и н г хусусий  
ечим и б ў л са , у ҳ о л д а

Y =  ў + у *

ж и н сл и м ас  т ен гл ам ан и н г умумий ечим и б ў л а д и .
Ш ундай қилиб, (1) тенгламани интеграллаш масаласи, ик­

кинчи тартибли тенгламани интеграллаш каби бир жинслимас 
тенгламанинг хусусий ечимини топишга келтирилади.

Иккинчи тартибли тенгламадаги каби (1) тенгламанинг х у ­
сусий ечимини (3) ифодадаги Си С2, . . . , Сп ларни х  нинг 
функцияси деб ҳисоблаб, ихтиёрий ўзгармас миқдорларни ва- 
риациялаш методи билан топиш мумкин.

Тенгламалар системасини тузамиз ( 2 3 -§  билан таққосланг) :

Cj Уі +  С^ у 2 +  . . . +  С пу п — О,

С і Уі +  С2 У г +  • • • +  с п У п =  °»

с ; у<*-*>+ с ; уіп~2)+  . . . + с п у[п- 2) =  о, 
<  у Г  11 +  с ;  у Г  и + . . .  +  с ;  п х ) .

(4)

С[ , С\ , . . . , Сп номаълум функцияларни ўз ичига олган

бу тенгламалар системаси аниқ ечимга эга. (С { , С2 , . . . , Сп 
лар олдидаги коэффициентлардан тузилган детерминант бир 
жинсли тенгламанинг у и у2, . . .  , у„ хусусий ечимларидан ту- 
вилган Вронский детерминанти бўлиб, шартга кўр а, бу ху-
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сусий ечимлар чизиқли эркли бўлгани сабабли детерминант 
нолдан фарқлидир.)

Шундай қилиб, (4) системани , С2 , . .  . , Сп функция- 
ларга нисбатан ечиш мумкин. Уларни топиб ва интеграллаб,

С, =  J  C1 dx  -j- Си С2 =  j С2 dx -f- Са, . .  . , Сп *= J Сп dx -\-Сп

тенгламаларни ҳосил .қиламиз, бунда б х С2 . . .  — интеграл­
лаш ўзгармасларидир.

Бундай ҳолда
У* =“ С,Уі +  С2Уг +  . . .  +  Спуп, (б)

ифода бир жинслимас (1) тенгламанинг умумий ечими бўли- 
шини исбот қиламиз.

(5) ифодани п марта дифференциаллаймиз, бунда ҳар са- 
фар (4) тенгликни эътиборга оламиз:

у* =  С,у, - f  С2у2 +  . . .  +  Спуп,

, _ ________ У*' — С1У1 ~t~ -j- . . .  4~ СпУп, ______________

у.(п-1> =  Ciy[n~ l)+  С2У Г и +  • • • +  C j nn~ l\ . 

у ^ - С 1у ^ + С 2У2Гя)+  . . .  + C ay ™ + f(x ) .
Биринчи, иккинчи, . . . , ва ниҳоят, энг кейингидан олдинги 
тенглама ҳадларини мос тартибда ап, ал_і, а, га кўпай- 
тириб ва натижаларни қўшиб,

y * w  ф  а ху * ( п - \ )  _ J .  # а п у *  =  Д л )

тенгламани ҳосил қиламиз, ylt у2, . . . , уп функциялар бир 
жинсли тенгламанинг хусусий ечимлари бўлгани учун верти­
кал устунлар бўйича қўшганда ҳосил бўлган ҳадлар йиғинди- 
си нолга тенг.

Демак, у * =  С4у, +  . . . +  Спуп функция (бунда Си . . .  , 
Сп лар X нинг функциялари бўлиб, улар (4) тенгламалар сис- 
темасидан аниқланади) бир жинслимас (1) тенгламанинг ечи­
ми бўлади, аммо бу ечим /і та Q ,  С2 . . .  , Сп ихтиёрий ўз- 
гармас миқдорларга боғлиқ бўлгани учун, у умумий ечимдан 
иборатдир.

Шундай қилиб, теорема исботланди.
Ўзгармас коэффициентли юқори тартибли бир жинслимас 

тенгламанинг (24- параграфга қаранг) хусусий ечимлари баъзи 
ҳолларда анча содда топилади, чунончи:

I. Дифференциал тенгламанинг ўнг томонида f(x )= P (x )e*x 
функция турган бўлсин, бунда Р(х) ифода х  га нисбатан кўп- 
ҳад, бу. ерда икки ҳолни ажратиш керак:
7 Н. С. Пискунов, 2-т.
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а) агар а характеристик тенгламанинг илдизи бўлмаса, у 
ҳолда хусуси й  ечимни

у *  =  Q (x)e*x
кўринишда излаш мумкин, бунда Q (x) — коэффициентлари но­
маълум бўлган ва даражаси Р(х ) нинг даражаси билан бир 
хил бўлган  кўпҳад;

б) агар а характеристик тенгламанинг ц каррали илдизи 
бўлса, бу  ҳолда бир жинслимас тенгламанинг хусуси й  ечимини

у*  =  Q (x)e*x

кўринишда излаш мумкин бўлиб, бунда Q (x) — даражаси Р (х )  
нинг даражаси билан бир хил бўлган кўп ҳад .

II. Тенгламанинг ў н г  томони

f ( x )  =  М  cos [3 X -f- A' sin р X

кўринишда бўлиб, бунда М  ва N — ўзгармас сонлардир. Бу 
ҳолда хусусий ечимнинг кўриниши қуйидагича аниқланади:

а) агар pi характеристик тенгламанинг илдизи бўлмаса, бу 
ҳолда ху су си й  ечим

у *  =  A cos рх -j- В  sin р X

кўринишда бўлади, бунда А  ва В  ноаниқ ўзгарм ас коэффици- 
ентлар;

б) агар р/ характеристик тенгламанинг ц каррали илдизи 
бўлса, у  ҳолда хусусий ечим

у *  =  (A cos рх -j- В  sin рх)

кўринишда бўлади.
III. Тенгламанинг ў н г  томони

/ ( х )  =  Р (х )е !ХХ cos Рх +  Q ( x ) e a rsin Рх

кўринишида бўлсин, бунда Р(х) ва Q (x)  ифодалар х  га нис­
батан кўп ҳадлар. Бу ҳолда:

а) агар  а +  Ц характеристик кўпҳаднинг илдизи бўлма- 
са, хусуси й  ечимни

у *  =  U (x )e ,xx cos Рх +  V (x )e ax sin рх

кўринишда излаймиз, бунда U (x)  ва Ѵ (х) — даражаси Р ( х )  ва 
Q ( х )  кўпҳадларнинг энг юқори даражасига т е н г  бўлган кўп- 
ҳадлардир;

б) агар а +  рі характеристик кўп ҳаднинг ц каррали илдизи 
бўлса, хусусий ечимни

у * =  X '1 [ і / [ х ) е лх cos Рх +  Ѵ (х)е*х sin рх]
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кўринишда излаймиз, бунда U(x)  ва Ѵ(х) — даражаси Р (х )  
ва Q (x )  кўпҳадларнинг энг юқори даражасига тенг бўлган 
кўпҳадлардир.

II ва III ҳ о л л а р г а  т е г и ш л и  у м у м и й  э с л а т м а .  
Ҳатто тенгламанинг ўн г томонида фақат cos рх ёки фақат 
sin $х  ни ўз ичига олган ифода турган ҳолда ҳам, биз ечимни 
юқорида кўрсатилган кўринишда, яъни синус ҳамда косинус 
билан излашимиз керак. Бошқача айтганда, тенгламанинг ўн г 
томони cos ?jX ёки sin $х ни ўз ичига олмаслигидан ҳеч вацт 
унинг хусусий ечими бу функцияларни у з  ичига олмайди, д е ­
ган натижа келиб чиқмайди. Б у  ҳақда ўтган параграфдаги 4, 
5 , 6 -мисолларни ҳамда бу параграфда келтирилган 2- мисолни 
кўриб чиқиш билан ишонч ҳосил қилишимиз мумкин.

1-м и со  л. Ушбу
У Ѵ — у —X3 +  1

тенгламанинг умумий ечими топилсин.
Е ч и ш.  kl — 1 =■= 0  характеристик тенглама

=  1 , =  — 1, £3 — /, ki =  —i
илдизларга эга. Бир жинсли тенгламанинг умумий ечимини топамиз (22-па- 
раграфдаги 4- мисолга қаранг):

у =  С,ех -j- С2е - Х -f- С3 cos х - f  С4 sinx,
Бир жинслимас тенгламанинг хусусий ечимини

у* =  Л0 * 3 +  А,\г +  А3х  +  Л3
кўринишда излаймиз.

у* ни тўрт марта дифференциаллаб ва ҳосил қилинган ифодаларни бе­
рилган тенгламага қўйиб,

'  — Л0 х3 — А^х1 L- Л2х  — Л3 =  х 3 +  1
тенгликни ҳосил қиламйз. Даражалари бир хи і бўлган х  лар олдидаги ко- 
эффициентларнн тенглаймиз:

*—Л  ̂=  1 , —Aj  =  0  Л2 =  0 , —Л3 =  1 .
Демак,

у * = - х 3 - 1 .
Бир жинслимас тенгламанинг умумий интеграли у =  у +  у* формула бўйича 
топилади, яъни

у =  С,ех +  С ^е-Х +  С3 cos х  +  С4 sin х — х 3 — 1.
2- м и с о л. Ушбу

— у =  5cos X
теиглама ечилсин.

Е ч и ш.  k l — 1 = 0  характеристик тенглама £, =  1, =  — 1, k3 — t. 
kt — — I илдизларга эга. Демак, берилган тенгламага мос бир жинсли тенг­
ламанинг умумий ечими,

у**С хех - f  С2е ~ ѵ +  С3 cos х  +  С , sin х  
бўлади. Энди берилган бир жинслимас тенгламанинг ўнг томони

/(х )  =  М  cos X -)- N sin X 
кўрннишда бўлиб, бунда М =  5, Л' =  0.
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і характеристик тенгламанинг оддий илдизи бўлгани учун хусусий ечим­
ни

у* =  х(А cos X  -f- В sin х) 
кўринишда излаймиз. Бу ифодани тенгламага қўйиб,

4A sin X — 4В cos X  =  5 cos х 
тенгликни топамиз, бундан

4А =  О, —АВ =  5,
6

яъни А — О, В я» — — . Демак, дифференциал тенгламанинг хусусий ечими

умумий ечими эса, 

бўлади.

у* =  — — X sin X,
4

у *  Сte* + С&* +  Cs cos X +  C4slnx— — X sin х

ииВозтрт

2 6 -§ .  Механик тебранишларнинг дифференциал 
тенгламаси

Б у  ва бундан кейинги параграфларда биз татбиқий меха- 
никанинг бир масаласини қараймиз ва бу масалани чизиқли 
дифференциал тенгламалар ёрдамида текширамиз ва ечамиз.

Массаси Q бўлган ю к эластик 
рессорда турган бўлсин (274- раем). 
Юкнинг мувозанат ҳолатидан оғи- 
шини у  билан белгилаймиз. Паст­
га оғишинй мусбат, юқорига оғи- 
шини манфий деб фараз қиламиз. 
Ю к мувозанатда турганда оғирлик 
кучи пружинанинг эластиклиги би­
лан тенглашади. Юкни мувозанат 
ҳолатига қайтаришга интилувчи куч 
(тикловчи куч  деб аталадиган куч) 
огиш миқдорига пропорционал бўл- 
син, яъни — ky  бўлсин деб фараз 

қилайлик, бунда k  — берилган рессор учун бирор ўзгармас 
миқдор (бу рессорнинг4) бикирлиги деб аталади.

Q юкнинг ҳаракатига, ҳарақат йўналишига қарши томонга 
йўналган қаршилик кучи тўсқинлик қилсинва рессорнинг пастки 
нуқтасига нисбатан юк ҳаракатининг тезлигига пропорционал

бўлсин деб, яъни куч —У-ѵ =  — X ^  деб фараз қилайлик,бунда

). =  const >  0 (амортизатор). Ю книнг рессордаги ҳаракатининг

274- раем.

*) Тикловчи куч оғишга пропорционал бўлган рессорлар „чизиқли харак­
теристика ли “ рессорлар деб аталзди.
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дифференциал тенгламасини ёзамиз. Ньютоннинг иккинчи қо- 
нунига мувофиқ:

Q £ Z e _ * y _ x £ 2! ( 1)
dP dt

(бунда k  ва X — мусбат сонлар). Биз иккинчи тартибли ўзгар- 
мас коэффициентли бир жинсли чизиқли дифференциал т е н г­
лама ҳосил қилдик.

Б у  тенгламани қуйидагича ёзиш мумкин:

£ У + р ^  +  а у :  
dP dt ЧУ

О ( 1')

бунда
X kр  =  — , о «= —  деб белгиланган.
Q Q

Энди рессорнинг пастдаги А  нуқтаси z  =  <ftt) қонун бўйи- 
ча вертикал ҳаракат қилади, деб фараз қилайДйк. By ҳ о л , ма- 
салан, рессорнинг паст­
даги учи ғилдиракчага 
бириктирилган бўлиб, бу 
ғилдиракча рессор ҳамда 
юк билан биргаликда те- 
кисмас жойда ҳаракат 
қилганда юз беради (275- 
расм).

Б у  ҳолда тикловчи

балки — &[у +  <р(0] қаР' 
шилик кучи —Ч у '+ 'Р Ч О ] 
га те н г  бўлади ва биз (1) тенглама ўрнига

ёки

<?2+ p d- l  +  q y =  f {t) 
dt* dt

(2)

O ')

тенгламани ҳосил қиламиз, бунда

М О +  W (t)
Q

т

Биз иккинчи тартибли бир жинслимас дифференциал те н г­
лама ҳосил ҚИЛДИК.

( Г )  тенглама эркин  тебранишлар тенгламаси дейилади, 
(2 ' ;  тенглама эса м аж б у р и й  тебранишлар тенгламаси дейилади.
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27 -§ . .  Эркин тебранишлар. Гармоник тебранишларнинг век­
тор ва комплекс тасвирлари

Дастлаб эркин тебранишлар тенгламасини қараймиз:

У" +  РУ' +  ду  =  0 ( р >  0, <7> 0, 2 6 - §  га царанг). (1) 
Мос характеристик тенгламани ёзамиз:

ft2 +  pk +  q =  0 
ва бу тенглама илдизларини топамиз:

 ̂  ̂ р з  ̂ у
1) -  >  q бўлсин. Б у  ҳолда ft, ва ft2 ҳақиқий ва  манфий

сонлар бўлади. Умумий ечим кўрсаткичли функциялар орқали 
ифода этилади:

у =  С ,в *.« +  С2е*>‘ (ft, < 0 ,  ft2 <  0).  (2)

Б у  формуладан кўринадики, агар t со бўлса, у  оғиш бош- 
ланғич шартлар ҳар қандай бўлганда ҳам асимптотик равишда 
нолга интилади. Қаралаётган ҳолда, қаршилик кучи рессорнинг 
k  бикирлик коэффициентами катта бўлгани учун  тебраниш 
бўлмайди.

2) = q  бўлсин; бу ҳолда ft, ва ft2 илдизлар бир-бирига тенг 

( в а — ~  манфий сонга тенг). Ш унинг учун умумий ечим

_P_t _ Е І  _ Е І
у =  С,е  ̂ +  C2te “ =  (С, -\-C2t)e  ̂ (3)

бўлади. Б у  ерда t  -*■ со да оғиш ҳам нолга интилади, аммо 
С, -+ C2t кўпайтувчининг берлиги сабабли олдинги ҳолдаги 
каби тез нолга интилмайди (С, +  C2t кўпайтувчи 0 га  яқинла- 
шишга таъсир қилади).

3) р =  0 бўлсин, яъни қаршилик кучи қатнашмасин. ( 1) 
тенглама

У" +  ЯУ =  0 (4 )

кўринишни олади. Б у  ҳолда характеристик тенглама

ft2 +  q =  0

кўринишда бўлади, унинг илдизлари ft, =  р/, ft2 =  — р/ бўлиб, 
ёунда р =  У  q. Умумий ечим

у — Сг cos pt -f  С2 sin $t, (5)
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Охирги формулада С, ва С2 ихтиёрий ўзгармас миқдор- 
ларни бошқа миқдорлар билан алмаштирамиз. Чунончи С, ва 
С2 билан

С, — A sin 'f0, С2 =  A cos сро
муносабатлар орқали боғланган А ва<р0 ўзгармас миқдорларни 
киритамиз. А ҳамда <р0 лар С, ва С2 орқали қуиидагича аниқ- 
ланади:

A =  V C \  +  C j ,  <р0 — arc tg 

C, ва C2 қийматларини (5) формулага қўйсак, 

у =  A sin <р0 cos +  A cosrf о sin $t
ёки

у =  A sin (pt +  sp0) (6)
ҳосил бўлади.

Бу ҳолда тебранишлар гармоник тебранишлар деб аталади. 
Интеграл эгри чизиқлар эса синусоидалардан иборатдир. Си- 
нуснинг аргументи 2т. га ўзгарадиган Т вақт оралиги тебраниш
даври дейилади; қаралаётган ҳолда 7 =  — ; 2ъ вақт ичидаги

тебранишлар сони тебраниш частотаси дейилади. Ҳозирги 
ҳолда частота р га тенг; мувозанат ҳолатдан энг катта ©ғиш 
миқдори А — тезланиш амплитудаси дейилади; <рв — бошлан- 
ғия фаза дейилади. (6) функциянинг графиги 276- раемда тас- 
вир этилган.

Электротехника ҳамда бошқа фанларда гармоник тебраниш- 
ларнинг комплекс ва вектор тасвирларидан кенг фойдаланилади.

хО'у комплекс текисликда ўзгармас \А\ =  А =  const узун- 
ликдаги А =  А (t) радиус-векторни қараймиз.

1

/

У

■■

'йр
в

Г-* плм -

276- раем. 277- раім.
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А векторнинг учи t  параметр ўзгариб борганда (берилган 
ҳолда t — вақт) маркази координаталар бошида бўлиб, радиу- 
си А  бўлган айлана чизади ( 2 7 7 - раем). А вектор билан Q x  ўк  
орасида ҳосил бўлган бурчак бундай ифодалансин: ф ■» 4 - <рв. 
Р миқдор А  векторнинг а й л а н м а  бурчак  твалиги д ей ил ади 
А векторнинг Оу ва Ох ўқлардаги проекциялари бундай бў* 
лади:

у =  A  sin (рг +  «Ро), J ,7)
л: =  A cos (Р^ +  <ро). J

' (7) ифода (4) тенгламанинг ечимидир.
У ш бу

г  =  л: +  іу =  A cos (Р* +  <р0) +  sin(P^ +  <р0)
ёки

г  =  Л [cos(P^ +  T0) +  i s i n( p^ +  !f0)] ( 8)

комплекс миқдорни қараймиз.
(8) даги комплекс z  миқдор 1 - §  да кўрсатилганидек, А 

вектор билан тасвирланади.
Ш ундай қилиб, (4) гармоник тебранишлар тенгламасининг 

ечимини б о ш л а н ғи ч  ср0 ф а з а д а  р бурчак  т езл и к  б и л а н  ай л а~  
нувчи А век т орн и нг Оу ва  Ох у к л ар и д а ги  п р оек ц и я л ар и  деб 
қараш мумкин.

Эйлер формуласидан фойдаланиб (VII боб, 5- § (4)  га ка- 
ранг) ( 8) ифодани бундай ёзиш мумкин:

z  =  А е  . (9)

(9, .ифоданинг мавҳум ва ҳақиқий  қисмлари (4) тенглам а­
нинг ечимларидир, (9) ифода (4) тенгламанинг комплекс ечи­
ми деб аталади. (9) ифодани бундай кўчириб ёзамиз:

__z — А е е (10)

А е’ъ к ом п лек с ам п л и т у да  дейилади. Уни Л *  билан бел- 
гилаймиз. Б у  ҳолда (10) ечим бундай ёзилади:

z =  A*e№.  ( И )
4) р  ф  0 ва j  <  q бўлсин.

Б у  ҳолда характеристик тенгламанинг илдизлари ком плекс 
сонлардир:

=  a  -j- i $ ,  =  а  — ip ,
бунда

!<о. p = | /^ f -
Умумий интеграл

У =  е*‘ (С , cos р* +  С2 sin pt) (12)
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4ки
у =  A e*1 sin (3£ - f  <р0) (13)

кўринишда бўлади.
Б у  ерда вақтга боғлиқ бўлган А е*1 миқдорни амплитуда 

деб қарашга тўғри келади. а < 0 бўлганидан, бу миқдор t -у оо 
да нолга интилади, яъни бу ерда биз сўнувяи т ебр ан и ш л ар  
билан иш кўрамиз. С ўнувчи тебранишларнинг графиги 278- 
расмда тасвирланган.

sin (fit *■ У о)

278- раем.

2 8 - § .  Мажбурий тебранишлар

Мажбурий тебранишлар тенгламаси

У" +  РУ' +  ЯУ *= Д О  (Р >  0. <7 >  0. 26- § га к») О )
кўринишда бўлади.

Қ ўзғатувчи ташқи куч  даврий бўлиб,

f ( t ) =  a  sin ut
қонун бўйича ўзгарадиган ва амалий жиҳатдан муҳим бўлган 
Ҳолни қараймиз; бу ҳолда ( 1) тенглама

у" +  РУ' +  ЯУ =  a sin <ot (1')
кўринишни олади.

1) Дастлаб, р =f= д ва — <  q деб, яъни характеристик тенг-
4

ламанинг илдизлари а ±  i$ кўринишдаги комплекс сонлар деб 
фараз қиламиз. Б у  ҳолда (27- параграфдаги (12) ва (13) фор- 
м улаларга қаранг) бир жинсли тенгламанинг умумий ечими

у  =  А е*‘ sin( pt - f  ?о) ( 2)
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кўринишда бўлади. Бир жинслимас тенгламанинг хусусий 
ечимини

у* =  М  cos a>t +  N s in  tot (3)

кўринишда излаймиз.
у* нинг бу ифодасини дастлабки дифференциал тенгламага 

қўйиб, М  ва N нинг қийматларини топамиз:

—рѵа д/ _ (q—a*)a
(q — «)s -f  р̂ іо5 (q — <o 2)2-f p?to3

M  ва N нинг топилган қийматларини (3) тенгликка қўйиш- 
дан илгари

М  — A *  sin?*, /V =  Л* с об < р* ,
яъни

A * =  V M * + N * =  а -------- • tg9 * =  -/ ( ?  -  о>а)3 +  p2u2 БТ ^

деб олиб, янги А *  ва у *  ўзгармас мищдорларни киритамиз. 
Бу  ҳолда бир жинслимас тенгламанинг хусусий ечимини

у *  =  A *  sin «р* cos tot -j- A *  cos <р* sin &t =  A* sin (wt - f  <p*  ̂
ёки

У *  =  у —- . , f =  -sin(u)^ +  9 *)

кўринишда ёзиш мумкин, ( 1) тенгламанинг умумий интеграли 
у =  у  +  у * ,  яъни

у =  ^ “ Sin т  +  ,„) +  = =  sin (W +  ? * ) .

Бир жинслимас тенглама ечимининг ўнг томонида турган
йиғиндининг биринчи ҳади (бир жинсли тенгламанинг ечими) 
сўнувчи тебранишларни билдиради; t ўсиб берганда у камайиб 
боради ва демак, маълум вақт ўтгандан кейин мажбурий те б ­
ранишларни аниқловчи иккинчи ҳ ад  ҳ ал  қилувчи аҳамиятга 
эга бўлади. Б у  тебранишларнинг ш частотаси ташқи куч  f ( t )  
нинг частотасига тенг; р  қанча кичик бўлса ва u>2 частота q 
га  қанча яқин бўлса, мажбурий тебранишлар амплитудаси шун- 
ча катта бўлади.

р  нинг турли қийматларида мажбурий тебранишлар ампли­
тудаси билан w частотанинг боғланишини тўлароқ текшира- 
миз. Б унинг учун мажбурий тебраниш амплитудасини 0(ю) би­
лан белгилаймиз:
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q =  Р ,2 деб фараз қиламиз (р  =  0 бўлганда Эі хос  тебраниш ­
лар частотасига тенг бўларди). Б у  ҳолда

а а
D  (<в) =

+  j ;  f i '

Қуйидаги белгилашларни киритамиз:

=  х -> P l $  1  =  Т »  

бунда X қўзғатувчи куч  частотасининг система эркин тебра- 
нишлари частотасига нисбати, у эса қўзғатувчи ку ч га  боғлиқ 
бўлмаган ўзгармас миқдордир. Б у  ҳолда амплитуда миқдори 
уш бу

~  Pj / (1 — ̂ ) 2+ ^

формула билан ифода этилади. Бу функциянинг максимумини 
топамизт Б у  максимум X н и н г махраж  
айлантирадиган қийматида бўлиши равшан. Лекин

К ( і - х ѵ  +  тѵ  Ф
функция _______

‘ - і Л - ?
бўлганда минимумга эришади ва бу минимум ,

Т

ифодага тенг бўлади. Д ем ак, 

D max — 'fU у  l-
амплитуданинг максимал миқдори бўлади. 7 нинг турли қий- 
матларидаги D(k) функциянинг графиклари 2 7 9 - раемда кўр- 
сатилган (графикларни ясашда аниқлик учун а  =  1 , ^  =  1 деб 
олинган). Б у  эгри чизиқлар р е зо н а н с  эгр и  ч и зи қ л ар и  деб ата­
лади.

(5) формуладан 7 кичик қийматлар олганда X нинг 1 га 
яқин қийматларида, яъни ташқи куч  частотаси эркин тебра­
нишлар частотасига яқин бўлганда амплитуданинг максимум га 
эга бўлиши кўринади. Агар 7 =  0 бўлса (демак, р  =  0 ), яъни 
ҳаракатга қаршилик кўрсатилмаса, у  ҳ о л д а ,Х -> 1  да мажбурий
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279- раем.

тебранишлар амплитудаси чексиз ўсиб боради, яъни
-*• Pi =  V  Я да:

lim D(b.) =  00,
X -*■ 1 
(1 - 0)

«в2 =  q бўлганда резонанс ҳодисаси юз беради.
2) Энди р =  0 деб фараз қиламиз, яъни даврий таш қи куч  

м авж уд бўлганда қаршиликсиз эластик тебранишлар тен глам а­
сини қараймиз:

У" +  ЧУ — а sln (®)
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Бир жинсли тенгламанинг умумий интеграли

у =  С, cos p f +  С2sinpf (Э® =  q)
кўринишда бўлади.

А гар р ш бўлса, яъни ташқи куч  частотаси хос тебраниш ­
лар частотасига тенг бўлмаса, у  ҳолда бир жинслимас т е н г­
ламанинг хусусий ечими

у *  =  М cos at -j- N sin ш t
кўриниш да бўлади.

Б у  ифодани дастлабки тенглам ага қўйиб,

эканини топамиз. Умумий ечим

у =  A sin {Ц +  <р0) +  sin at

б ў л ад и .-Ш ундай килиб, частотаси р бўлган  хо с тебраниш би­
лан частотаси u> бўлган мажбурий тебраниш қўшилиши нати­
жасида ҳаракат ву ж уд га  келади.

А гар р =  u> бўлса, яъни хо с тебранишлар частотаси билан 
ташқи куч частотаси бир хил бўлса, бу ҳолда (3) функция
(6) тенгламанинг ечими бўлмайди. Б у  ҳолда 24- параграфдаги 
натижаларга мувофик, хусусий ечимни

у* =  t(M  cos at - f  Л' sin at) (7)

кўринишда излаш керак. Бу 
ифодани тенглам ага қўйиб, М 
ва N  қийматларини топамиз:

М  =  -  — , N =  0.2Р
Д ем ак,

у* =  — — t cos р t.

Умумий ечим

у =  A sin (Р* +  <р0) — cos р*

кўринишда бўлади.
Б у - ҳолда ў н г томонда тур- 

ган иккинчи ҳад  t в а қ т ў сга н - 
да тебраниш амплитудаси нинг 
чексиз ўсиб боришини кўр- 
сатади. Системанинг хо с теб- 
ранишлари частотаси ташқи
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куч частотаси билан бир хил бўлганда юз берадиган бу 
ҳодиса резонанс деб аталади. 2 8 0 - раемда у *  ф ункциянинг 
графиги тасвирланган.

2 9 -§ .  О ддий диф ф еренциал тенглам ал ар  
си стем аси

Кўп масалаларни ечиш да л: аргумент, номаълум у2, ... , 
уп функциялар ва уларнинг ҳосилаларини ў з  ичига олган диф­
ференциал тенгламалар системасини қаноатлантирувчи у ,—у, (л:), 
у , =  у 2( х ) ,  . . .  , у„ =  уп(хі функцияларни топиш талаб эти­
лади.

Биринчи тартибли тенгламалар системасини қараймиз: 

~ = t x { x , y u у2, . . .  ,у п\

( 1 )
5 7  “ /«(■*» у» у». • ••. Уп).

7 7  =  / л ( * ,  Уі, Уа, . . . ,  Уя)

бунда у „  у 2, . . .  , у я — изланаётган функциялар, х  эса а р гу ­
мент.

Чап томонида биринчи тартибли ҳосилалар тур ган , ў н г  то ­
мони ҳосилаларни ўз ичига олмаган бундай тенглам алар еи- 
стемаси нормал система дейилади.

Системани интеграллаш (1) тенгламалар системасини ва

(Уі)-с=дг0 =  Ую» (Уа )*=**„ =  У201 ••• 1 (Уп)х=х0 — Упо (2) 
бош лангич шартларни қаноатлантирувчи y ,t у 2, . . .  , у„ ф унк­
цияларни топиш демакдир.

( 1) кўриниш даги системани интеграллаш  қуй идагича ба- 
жарилади:
( 1) тенгламалардан биринчисини х бўйича дифференциаллай- 
миз:

^Уі _  dfi 1 dft dgi I ,_ dfi dyj,
dxг д с dy, rf-c 1 dyn dx '

dy! d_y2
— . — . . . .  » ҳосилаларни уларнинг тенглам алардаги / t , 

/а. • • • » /л  ифодалари билан алмаштириб,
d̂ y'i г  / V

=  ^ а (х . Уі, У21 • . .  > У я) 

тенглам ани ҳосил қиламиз.
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Ҳосил бўлган тенгламани дифференциаллаб ҳамда юқори- 
дагидек иш кўрсак,

~ ~  =  ГЛ х і У и Уг» ■ • • » Уп)
d x 3

тенгламани топамиз. Бундан кейин ҳам  худди  ю қоридагидек 
давом этиб, ннҳоят,

~ ~  =  Гп(х,, Уі, У2, . . .  , Уя) 
d x n

тенгламани ҳосил қиламиз.
Ш ундай қилиб, биз уш бу системани ҳосил қилдик:

d  к

~ ~  — р2ІХ> Уі> . . .  » Уя)іdx*

=  /% ,(-*. Уі> • • • , Уп)-
d x n

Олдинги п — 1 та тенгламадан у а, у 3, 
dy, ^гу,
dx ’ dx2 ’ ‘ ‘ ’

(3)

у„ нинг X, у , ва

d '- 'y i

ҳосилалар орқали ифодасини (агар бу мумкин бўлса) аниқлай 
миз:

Уг =  Ъ (х , Уіі У1 ) ■ • • > Уі (П ^ ) ’

Уэ 3  <Рз(*. У1 > Уі > . . .  1 Уі !>l)i
(4)

Ул =  ? « ( * .  Уі. У ь . . .  » У1(П-1))- і
Б у ифодаларни (3 ) тенгламаларнинг энг охиргисига кўйиб, 

у , ни аниқлаш учун  п-тартибли тенглам а ҳосил қиламиз:

J v  -  Ф ( * .  Уі, у і , . . .  , y , (n- u ). 
d\n

Бу тенглам ани ечиб, уг ни аниқлаймиз:

Уі =  (•*> Cj, . . .  I С .) .

(5 )

(6)

(6) ифодани п — 1 марта дифференциаллаб, » • • •

d ҳосилаларни х ,  Сь  С2, . . .  Сл ларнинг функцияси ка*
d x n- 1

би аниқлаймиз.
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Бу функцияларни (4) тенгламаларга қўйиб,' у2, у3, . . .  уп 
ларни аниқлаймиз:

Уг — ^гС-^і Сіі С2, . . . , С Д  

У/г =  С2, , . . , Сл).
(7 )

Ҳосил қилинган ечимлар берилган (2) бош лангич шартларни 
қаноатлантириши учун  (б) ва (7 ) тенгламалардан {битта диф­
ференциал тенглам ада қилганимиздек) Си Съ , Сп ў зга р - 
мас миқдорларнинг мос қийматларини топишгина қолади.

l - и з о ҳ .  А гар (1) система номаълум ф ункцияларга нисба- 
ган чизиқлй тенглам алар системаси бўлса, (5 ) тенглам а ҳам 
чизицли тенглам а бўлади.

1- м и с о л.
dy dz

Zc =  y +  Z +  X’ Т ^ - 4у~ 3г + 2Х («)
система

(У)х=о ~  1» .(Юл= 0 =  0 (б)
бошлангич шартларда интеграллансин.

Е ч и ш .
1) Б и ри н ч и  тен глам ан и  х  б ў й и ч а  диф ф ерен ц и алл ай м и з:

d3y dy dz  

d x 1 d x ^  dx
dy dz

Ь ун га —  ва —  ҳо си лаларн и н г (a ) те н гл а м ал ар д аги  и ф о д а л ар и н и  қўй иб ,
__ *

(У +  *  +  X )  +  ( - 4 у -  Зг +  2 x )+ l
ёки

rfSy
—  = - 3 y _ 2 z + 3 *  +  l (в)

тенглам ани  ҳоснл  қнлам из.
2) (а ) си стем ан и н г б иринчи  тен глам асн дан

dy
<r>

буни  (в) т е н гл а м ага  қ ў я м и з . у  ҳолда

£ г _ _ а , _ г ( & _ , _ , )  +  ь , +  1
ёки

tPy dy
d  +  2 ax +  y - 5x+ 1 «

тенглам а ҳосил  бўлади .
К ейинги тен гл ам ан и н г ум ум ий  ечим и  f

у  =  (С , г  С адг) е —1 +  5д: _  9  <  (е)
бўлади; (г) тен гл ам ага  асосан

г  =  (С , -  2C j— 2С1х)е—г -  Ьх +  14. ;ж)

Г
І
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Ўзгармас C t ва С , миқдорларни
(У)^_о -  1. (*),_о =  0 

Гб) бошланғич шартлар қаноатланадиган қилиб танлаймиз. Бу ҳолда (е) вс 
(ж) тенгликлардан:

1 =  С, — 9, 0 -  С5 -  2Q, +  14 
тенгликларни ҳосил қиламиз, бундан Сi =  10; Са, ■* б. Шундай қилиб, берил­
ган (б) бошлангич шартларни қаноатлантирувчи ечим

у -  (10 +  6х)в~х +  Ък -  9, *  -  ( -  14 -  1 2 * ) « - *  -  6 *  +  14 
кўринишда бўлади.

2 - и з о ҳ .  Ю қоридаги м улоҳазаларда биз (3 ) системанинг 
олдинги (п—1) та тенгламаларидан уг, ув, . . . , У„ функция- 
ларни аниқлаш мумкин деб  фараз қилган эдик. у2, у3, . . .  уш 
узгарувчиларни п та тенгламадан эмас, балки ундан кам сон- 
даги  тенгламалардан йўқотиш мумкин бўлган ҳолни ҳам кўп 
учратиш  мумкин. Б у  ҳолда бивда у ни аниқлаш у чу н  тартибн 
п дан кичик бўлган тенглама ҳосил бўлади.

2- м и с о л.
dx dy dz

------------ m “ y +  at ~  ‘ dt 31
система интеграллансин.

Е ч и ш .  Биринчи тенгламани t бўйича дифференциалласак,

сРх dy dt  V , / , у

ёки
d 2x
— 7  — 2х +  у +  г  
dt2 у

тенглама ҳосил бўлади.
d x  d2x
М =  у +  г ' т ғ  =  2х +  у +  г

тенгламалардан у ва г  ўзгарувчиларни йўқотсак, х  га нисбатан иккинчи 
тартибли

dt* d t

тенгламага эга бўламиз. Бу тенгламани интеграллаб, унинг умумий ечими­
ни топамиз:

X — С,е-1 +  С2в3‘. (а)
Бундан

-  =  -  С ,* -«  +  2 ва  У =  ~ ~  —  *  =  ~ С , е - '  +  2 С 2«2' -  г. (?) 
dt dt

Берилган тенгламаларнинг учинчисига х ва у нинг топилган ифодаларини 
қўйиб, z ни аниқлаш учун

d z
-  +  z  =  3 C ^ ‘

тенгламани ҳоси л.^лам и з. Бу тенгламани интеграллаб,

z = C 3e - * + C st*‘ (?)
В Н. С. Пискунов, 2-т.
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эканини топамиз. Аммо бу ҳолда (Р) тенгламага асосан,

У — — +  С;і)е~ е +  (Ь)
(«), (Ь) ва (■[) тенгламалар берилган системанинг умумий ечимини беради.

Дифференциал тенгламалар системасига юқори тартибли 
ҳосилалар ҳам кириши мумкин. Б у  ҳолда юқори тартибли диф­
ференциал тенгламалар системаси ҳосил бўлади.

Масалан, моддий нуқтанинг Г  куч таъсири остида қиладиган ҳаракати 
ҳақидаги масала иккинчи тартибли учта дифференциал тенгламалар систе­
масига келади. Ғх, Ғ у, f-z — Ғ  кучнинг координата ўқларидаги проекцияла- 

•ри бўлсин. Нуқтанинг ҳар қандай t пайтдаги ўрни унинг х, у, г  координа­
талари билан аниқланади. Демак, х , у, z координаталар t нинг функцияси 
бўлади. Нуқта тезлиги вектѳрининг координата ўқларидаги проекциялари 
dx dv dz 
—  , —  , —  бўлади. 
dt dt dt

F  куч ва, демак, унинг Ғ х, Ғ.у, Ғ.г проекциялари ҳам t вақтга, нуқта-
dx

нинг X, у ,  z вазиятига ва нуқта ҳаракатининг тезлигига, яъни — ,
dt

dz
—  ҳосилаларга боғлиқ деб, фараз қилайлик. 
dt

Б у масалада учта функция:

X -  л (<),
изланаётган функциялардир.
(Ньютон қонуни) аниқланади:

d2

У =  у(0, z =  z(l) 
Бу функциялар динамика

dy_
d t ’

тенгламаларидан

т

_ / ■ dx dy
»  r ‘  ('■*■ '• ’ • «•  Ъ  

dt2 y I

z \ t ,x , y, Z,d 2 r,rn —  =  F  
dt2

dx

dx 
d t’

dy
dt'
dy
d t '

dz 
dt 
dz\ 
d t) ' 
dz 
dt

(8)

Виз иккинчи тартибли учта дифференциал тенглама системасини ҳоснл 
қилдик. Текисликдаги ҳаракатни, яъни траекторияси текисликдаги згри чи- 
зиқдан иборат бўлган (масалан, траекторияси хОу текисликда ётган) қара- 
катни текширганимизда x(t) ва y(t) функцияларни аниқлаш учун тенглама- 
ларининг сони иккита бўлган система ҳосил қиламиз:

d'*x ( dx dy
m ~  =  F x \t, х ,У ,— ’ —dt*

d'y
тм = ғ у\г’ х’у’

dt dt 

dx dy 
d t' dt

(9)

(10)

Юқори тартибли дифференциал тенгламалар системасини биринчи тар­
тибли тенгламалар системасига келтириш йўли билан ечиш мумкин. Буни 
(9) ва (10) тенгламаларни ечиб кѵрсатамиз.
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деб белгилаймиз. Бу қолда

d‘ x du d'*y dv
dP ^  d t ' 7 t * ~ d t

Иккита x (t )  ва y (t )  номаълум функцияли иккинчи тартибли (9) ва (10) 
тенгламалар системаси тўотта х, у, и, ѵ номаълум функцияли биринчи тар­
тибли тўртга тенгламалар системаси билан алмашинади:

dx dy
—  — и, — =  V,
dt dt '

du
W —  =  ғ X (А У, и, V),

dv
mJt= Fy &  x> У’ M- v)'

Охирида, системаларнн ечишнинг кўрсатилган умумий усули айрим аниқ 
ҳолларда мақсадга тез келтирадиган сунъий усуллар билан алмаштирили- 
ши мумкинлигини эслатиб ўтамиз.

3- м и с о л.
d 3y daz

________________________  d x 2 Z' d r *  ^

дифференциал тенгламалар системасининг умумий ечими топилсин.
Е ч и ш .  Биринчи тенгламанинг иккала томонини х бўйнча икки марта 

дифференциаллаймиз:
dly d*£ 
dx1 dx3

d2z ' diy
Ammo —  =  у, шу сабабли —  =  у тўртинчи тартибли тенгламани ҳосил қи- ах* dxi
ламиз. Бу тенгламани интеграллаб, унинг умумий интегралини ҳосил қила- 
миз (22- параграфдаги 4- мисолга қаранг);

у — Схех 1-С 2е ~ х +  С3 cos х  -)- Ci s in  х.
diy

Бундан —  ни топиб ва уни биринчи тенгламага қўйиб, z ни топамиз:
dx2

г  — С,ек -J-Сч.е~х — С 8 cos х — C t  s in  х.

3 0 -  § .  Ў з г а р м а с  коэффициентли чизикли дифференциал  
т е н глам ал ар  системаси

Би зга уш бу дифференциал тенгламалар системаси

—  • =  ап х, +  ал2Хг +  . . .  + “ і Л і

dx.,
—  —  а2 ,Xt +  « 22*2 +  • • .  +  а 2пх п>

^ Г =  +  а « Л  +  • • . +  а ппх п

(1)
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берилган бўлсин, бунда коэффициентлар ўзгарм ас сонлар. 
Б у  ерда t аргумент, x t (£ ) ,  х 2 (t), . . . .  xn[t) изланаётган 
функциялар, ( 1 ) с и с т е м а  ў з г а р м а с  к о э ф ф и ц и е н т л и  
ч и з и қ л и  б и р  ж и н с л и  д и ф ф е р е н ц и а л  т е н г л а м а л а р  
с и с т е м а с и  дейилади.

У тган  параграфда кўрсатиб ўтилгандек, -бу- системани битта 
п -тартибли тенглам ага келтириш йўли билан ечиш мумкин 
бўлиб, у  тенглама берилган холда чизиқли тенглама бўлади 
(бу ўтган  параграфдаги 1- и зеҳда кўрсатиб ўтилган эди). Аммо
( 1) системани п- тартибли тенглам ага келтирмасдан бош қа у сул  
билан ечиш  ҳам мумкин. Б у  метод ечилишлар характерини 
бирмунча кўргазмали анализ қилиш имконини беради.

С истеманинг хусусий ечимини куйидаги кўриниш да излай­
миз:

. ■*« =  (2)с, =

*xekt, а2екІ, . . .  , а-пекІ функциялар ( 1) тенгламалар системасини 
қаноатлантирадиган ўзгарм ас alt я2, а3, . .  . , ап ва h сонларни 
аниқлаш талаб қилинади. Уларни (1) системага кўйиб, уш бу- 
ни ҳосил қиламиз:

kaxekt =  (аичі +  ai2(h +  . . .  +  аіпап) ек‘, 
ka2ekt — ( а 2іяі +  fl22a2 +  . . .  +  « 2А )

kanekl =  (а л21ві +  an2<х2 +  . . .  +  алпап) еы.

ekt га қисқартирамиз. Барча ҳадларни бир томонга ўткази б ва 
«1. «2. • • ■ . ап олдидаги коэффициентларни тўплаб, қуйидаги 
тенгламалар системасини ҳеси л қиламиз:

(an —k) «j +  апч2 +  . . .  +  flj „“n = G i !  
e21al "f" (a 22 — k)<t2 4 - . . .  +  a2na.n ~ 0 , (3)

. , a„ ва kn ларни (З^ системани қаноатлантирадиган 
қили.б танлаб оламиз. Б у  система a,, a2, га  нисбатан
чизщ ри алгебраик тенгламалар системасидир. (3) системанинг 
детерж ш антини тузамиз:

ап -  k

A (ft).

*•12 •
Лц й22 ~~k

in
hn

лі л8 • • • (a nn k )

(4)

А гар k ш ундай бўлсаки, Д детерминант нрлдан фарқли бўлса, 
у ҳолда (а ) система фақат aj = a 2 = ■ . . .  =* an =  0 ноль еяимга
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эга бўлади, дем ак, (2) формула фақат тривиал ечимни бе- 
ради:

Х\ (t) =  x 2 (t) =  . .  . =  х п ( t ) == 0.
Ш ундай қилиб, (2) тривиал бўлм аган ечимларни биз ft нинг 

ш ундай қийматларида ҳесил қиламизки, бу қийматларда (4) 
детерминант нолга айланади. Биз к ни аниқлаш у ч у н  уш бу 
п- тартибли тенглам ага келамиз:

ft CL\2 t * I
#21 *̂22 — ft

*1я
*2я

/jl я2 а ял ft

=  0. (5)

Бу тенглам а (1) системанинг характеристик тенгламаси 
дейилади, унинг илдизлари характеристик тенгламанинг 
илдизлари дейилади.

Бир неча ҳслни кўриб чиқамиз.
I. Х а р а к т е р и с т и к  т е н г л а м а н и н г  и л д и з л а р и  ҳ а -  

ҳ и ц н -й  e-a ҳ а р  х и л ,  ft,, ft2, . . , , ft„ билан характеристик 
тенглам анинг илдизларини белгилаймиз. Ҳар бир ft; илдиз 
у ч у н  (3 ) системани ёзамиз ва

iU) aWI > 2 »
J i)

коэффициентларни аниқлаймиз. Булардан биттасининг ихтиёрий 
бўлишини ва уни бирга тен г деб  ҳисоблаш мумкинлигини 
кўрсатиш  мумкин. Ш ундай килиб, қуйидагиларни ҳосил қи- 
ламиз:

ft, илдиз учун ( 1) системанинг ечими

А1* x (1J=  а(1Ѵ ,г-> л п л e  >

ft2 илдиз учун  ( 1) системанинг ечими
(2), ,(2) ЛМ

ft„ илдиз учун ( 1) системанинг ечими:

х[п) «  в »  «V ,  =  а[п) « V .  . .  . , у « =  а<" > еУ .  

Б евоси та тенглам ага қўйиш йўли билан

*  = C l0f  ̂  +  C f l f  +  . . .  +  C„of А '.
х 2 -  е'*  +  ( V 2> ekJ +  . . .  +  CnAn) e*\

x a Cx\  ekJ - f  С2г™ eRJ СУп,<2-> № Wekn‘

(6)



118 X I I I  б о б . ДИФ ФЕРЕНЦ ИАЛ ТЕН ГЛАМ АЛ АР

функциялар системаси ҳам, бунда Си Сг, . . .  , С„ ихтиёрий 
ўзгарм ас миқдорлар, ( 1 ) дифференциал тенглам алар система- 
сининг ечими бўлиш ига ишонч ҳосил қилиш мумкин. Б у  (1) 
с и с т е м а н и н г  у м у м и й  е ч и м и д и р .  Ўзгарм ас миқдорлар- 
нинг ш ундай қийматларини топиш мумкинки, бу қийматларда 
ечимнинг берилган бош лангич шартларни қаноатлантиришини 
курсагиш  мумкин. ____

1- м и с  о л. Ушбу

dx, dx*
— =  2дг, +  Чхъ — =  *, + Зл:,

тенгламалар системасининг умумий ечими топилсин.
Е ч и ш .  Характеристик тенгламани тузамиз:

2 — ft 2
1 3 - f t =  0

ёки ft2 — 5ft +  4 =  0. Бунинг илдизларини топамиз.

ft) =  1, ftj =  4.
Системанинг ечцмини бундай кўринишда излаймиз:

х[1>=а["е* х р - ф е ?

х[2)=а [2>е^, x!J2>= * ( />eit, 

fti =  1 илдиз учун (3) системани тузамиз ва а|и ва ни аниқлаймиз:

(2 _ 1) а«> +  2«W =  о, 1 
!«(')+(3-1)«^= 0 j

ёки
а{'> +  24' * =  О,
«(» f  2̂ = 0,

бу тенгламалардан а ^ =  — аР'ни топамиз. а[Х) =  1 десак, а^> =  — — н2 2 
ҳоснл қиламиз, Шундай қилиб, биз системанинг ечимини ҳосил қилдик:

x [ )= e t, x i l)=  — e‘/2.

Энди ftj =  4 илдиз учун (3) системани тузамиз ва а^2' ҳамда af^aa аниқ- 
лаймиз:

-  2а<2> +  2a<2> =  О, 

a<2> - 42' = 0,

бу тенгламалардан a{2) - а^2) ва а|2) =  1, a^2> =  1, Системанинг иккинчи 
ечимини ҳосил қиламиз:

х<?> =  е*\ х{? ] =
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Системанинг умумий ечими бундай бўлади ((6) га қаранг):

=  Схе ‘ +  C2elt, 

jrs =  — ~  Cjef +  С2е**.

II, Х а р а к т е р и с т и к  т е қ г л а м а н и н г  и л д и з л а р и  
ҳ а р х и л ,  а м м о  у л а р  о р а с и д а  к о м п л е к с  и л д и з  л а р 
ҳ а м  б о р .  Характеристик тенглам анинг илдизлари орасида 
иккита қўш ма ком плекс илдиз бўлсин:

/г, =  a  - f  г'Р, k 2 =  а —  г'р.

Б у  илдизларга уш бу ечимлар мос бўлади:

х (1) =  а (1) t

(9)

■j -j - (У = 1 , 2 ............. п ), (7 ) 

x j2) =  aj2) е'а~т ‘ и  =  1 , 2, ........ . п). (8)

а*11 ва a j2) коэффициентлар (3) тенгламалар системасидан аниқ-
ланади. _____

2 1 -§ даги каби комплекс ечимнинг ҳақиқий ва м авҳум  
қисмлари яна ечим бўлишини кўрсатиш мумкин. Ш ундай қи- 
либ, биз иккита хусуси й  ечим ҳосил қиламиз:

е*‘ (Xj11 cos Эх +  X® sin p.*), 

Xf )xz sin рх -f- X j2>cos рх),

б ун да xj!) ,X®, x j !), Х^2)лар а^ 'ва  а|2)орқали аниқланадиган ҳ а . 
қиқий сонлар.

(9 ) функцияларнинг мос комбинациялари системанинг ум у­
мий ечимига киради.

2 - м и с о л .  Ушбу
dx,

- ~7Г~ ~  Хъat
dx5— =  — 2xt— 5 x s 
i t

системанинг умумий ечими топилсин.
Е ч и ш .  Характеристик генглама тузамиз:

I — 7 - f t  1
I -  2 — 5 — ft

£ки ft2 +  12ft +  37 =  0 ва унинг иллизларини топамиз: 

ft, «  — 6 - f  i, ftj =  — 6 — I. 
ft, =  — 6+ /  ни (3) системага қўйиб, ушбуни топамиз:

« jV » l ,  a W = l + / .
(7) ечимни ёзамиз:

д (і> =  , a .  =  (l +  0 e(-e+/)<
1 I • • ' *

0
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kt =* — 6 — і ни (3) системага қўйиб, ушбуни топамиз: 

а<*>=1, «<2»_ 1 - I .

Иккинчи ечимлар системаси (8) ни ҳосил қиламиз:
хт _  в(-е-«< л (2)= ( і _ і)е( - 6-/)^  (g/)

(7 ')  ечимни бундай ёзамиз:

=  е ~ 61 (cos t +  г s ln  t), =  (1 +  г) е 6((cos t +  /  s in  t)1 *
ёки

j r j1' = ё ~ ы co s  t +  !e ~ 6t s in  t,

= « - 6 * (cos * —  s in  t) +  le~ 6t (c o s  < +  t in  t).

(8 ')  ечимни бундай ёзамиз:

дг|2 |= г ~ 5/ cos t — ie~ 6x s in  t,

л^2)= е ~ 6‘ (co s t — s in  t) — le~ 6i (co s /  s in  f).

Хусусий ечимлар системаси учун ҳақиқий қисмларни айрим, мавҳум қисм- 
ларни айрим олиш мумкин:

= e _6 'c o s  И, ^ 1)=е_6<(с ° 3 * — sin!f). j  ^
J< 2> = e ~ a  s in  г. 7 ^ 2)= « _6<(cos t +  sin  <).]

Системанинг умумий ечими бундай бўлади:

г- ~6t j , ^  ~ 6< . *л j =  с \ е  co s  £ +  s in
х 2 = С і й  6/(c o s  t— s in  t) +  C2e 6* (co s t +  s in  f).

Ў згарм ас коэффициентли кщери тартибли чизиқли дифферен­
циал тенгламалар системасининг ечимини ш унга ўхш аш  метод 
билан топиш мумкин.

М еханикада ва электрик занжирлар назариясида, масалан, 
иккинчи тартибли

—  =  апх  +  ai2y, j (10)
d}y .=  д21л; +  а„у

дифференциал тенгламалар системасининг ечими текш ирилади. 
Ечимни яна

л =  аек‘, у =  $екі
ш аклда излаймиз. Б у  ифодаларни (10) системага қўйиб ва еы 
га ҳисқартириб, а, р ва h ни аниқлаш у чу н  уш бу

( а и — k2) ж +  л І2|І =  0,|

Й21 а+  (®2В
1 +  ®І2Г — 0») 
- к 2) }  =  0\

(11)
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тенгламалар системасини ҳосил қиламиз. Нолдан фарқли а ва 
Р фацат системанинг детерминанти нолдан фарқли б ў л ган  ҳол - 
дагина аниқланади:

=  0. ( 12)Ujj № #12 
2̂1 #22 —

Б у  (10) система учун  характеристик тенглам адир; у  к га 
нисбатан 4 - тартибли тенглама. ku к2, k3 ва А4 унинг илдизла­
ри бўлсин (илдизлар турлича деб фараз қиламиз). ( 11) си сте­
манинг ҳар бир kl илдизи у чу н  а ва р қийматларини аниқлай- 
миз. Умумий ечим, (6) га ўхш аш , бундай кўринишда бўлади:

л  =  С / Ѵ Ч С 3а(Ѵ а,+  С3«(3) е Р + С ^ * ' е” ,

у =  С ,р(1) eft,<+ C 2p(2) ек‘+ С 8р(3> e * + C J (4) ек\

Агар илдизлар орасида ком плекс илдизлар бўлса, у ҳолда 
ҳар бир, ж уф т комплекс илдизга умумий ечимда (9) кўриниш - 
даги  ифода мос бўлиб келади.

3- м и с о л. Ушбу
dH
— =  X — 4у, dt*
с'.'у
— = — х + у  
dt2 .

дифференциал тенгламалар системасининг умумий ечими топилсин.
Е ч и ш .  (12) характеристик тенгламани ёзамиз Ба уННІІГ ИЛДИЗЛАрИНН 

топамиз:
I 1 — /ез — 4 I =  о
I -  1 l -k 2 I 

k2 =  - i ,  k% =  у 'з, ki =  -V ~ 3 .

Ечимни қуйидаги шаклда излаймиз:

хМ =а^е“, yW-pOV»,

y(2>=p<2>

л (3)= а (3) вѴ ~* І, у (3) =  ̂ 3 )  ‘  »

*<«>-««  Г У’1 ** у W =p(4> е~Ѵ~Ъи

(11) си  тем ад ан  в а  р(^ н и  топам из:
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Комплекс ечимларни ёзиб оламиз:

X =  е ‘ — cos t i sin t, у =  0,5 (cos t +  / sin t),
(2) —U (2)

X — e =  cos isint, у — 0,5 (cos t — i s l n  t).
Ҳақиқий ва мавҳум қисмларнинг ҳар бири алоҳида ечим бўладй:

у 111 — 0,5 cos t, 

у (2)=  0,5 sin t.

Энди умумий ечимни ёзиш мумкин:

п t X г* , t * п ъ 1 , г* - }Г 3 ‘X — С\ cos t -j- sin t -j- Сз# ~y С\в 

y =  - ^ C l c o i t  +  ~ C i s l n t ~  j C se } 3 ‘ —  ^ C le ~ V i t

И з о ҳ .  Биз бу параграфда характеристик тенглам анинг 
каррали илдизларга эга бўлган ҳолини қа рама дик. Б ў  масала, 
масалан, И. Г . П етровскийнинг „Лекции по теории обы кно­
венны х дифференциальных уравнений" китобида муфассал 
баён этилган.

31 - § . Л я п ун овн и н г тур ғун л и к  н азар и яси  ҳақ и д а  ту ш у н ч а . 
Д и ф ф еренци ал тен глам а траектор и яси н и н г м а х с у с  нуцта 
атр о ф и даги  ҳол ати

Кўпчилик дифференциал тенгламалар ва тенглам алар си с­
темасининг ечимларини элементар функциялар ёки квадр ату- 
ралар билан ифодалаб бўлмайди, ш унинг учун  бундай ҳол - 
ларда тайин дифференциал тенгламаларни ечиш да интеграл- 
лаш нинг тақрибий методлари татбиқ этилади. Б у методлар 
ҳақидаги туш унча 3- параграфда берилган эди; бундан таш қа- 
ри бу методларнинг баъзилари 3 2 - 3 4 -  § да, ш унимгдек XV I 
бобда қаралади.

Бу методларнинг камчилиги ш ундаки, улар ф ақат биттаги- 
на хусуси й  ечимни беради; бош қа хусуси й  ечимларни топиш 
у чу н  барча ҳисоблаш ларни яна қайтадан бажариш кер ак бў- 
лади. Битта х у су си й  ечимни билган ҳолда бош қа хусуси й  
ечимларнинг характери ҳақида бирор ҳу км  чиқариш мумкин 
бўлмайди.

М еханика ва техн и кани нгж уда кўп масалаларида ар гум ен т­
нинг берилган тайин қийматида ечимнинг аниқ қийматини би- 
лиш муҳим бўлмай, балки аргум ент ўзгариб борганда ва х у -  
сусан , аргументнинг чексиз ўсиб боришида ечимнинг ҳолати- 
нинг характери муҳим аҳамиятга эга бўлади. М асалан, берил­
ган бош лангич шартларни қаноатлантирувчи ечимларнинг 
даврий бўлиш ини, уларнинг бирор маълум ф ункци яга асимп-
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тотик яқинлашишини ва ҳоказоларни билиш муҳим бўлади. 
Б у  масалалар билан дифференциал тенгламаларнинг сифат на­
зарияси ш уғулланади.

Сифат назариясининг асосий масалаларидан бири ечимнинг 
турғунлиги ҳақидаги ёки ҳаракатнинг турғунлиги ҳақидаги ма- 
саладир; бу масалани маш ҳур рус математиги А. М. Л япунов 
(1 8 5 7 — 1918) муфассал текш ирган.

У ш бу дифференциал тенглам алар системаси берилган бўл- 
син:

dx =  U (t, X,  у),
dt

J  =  U ( f ,  JC, у).
a t

( i )

x  =  x (t) ва у — у (t) функциялар бу системанинг

* - г ; в ) «оо - У »  I________ _________ __________ -
бош лангич шартларни қаноатлантирувчи ечими бўлсин. Б у н ­
дан ташқари, x  =  x (t )  ва у =  у (t) ф ункциялар ҳам ( 1) т е н г­
ламанинг

( 1")
Xtm* 0 --  -̂ ОЭ
У м  =  Уо

бош лангич шартларни қаноатлантирувчи ечими бўлсин.
Т а ъ р и ф .  Агар ҳар бир исталган кичик $ > 0  учун  ш ун­

дай 8 >  0 ни кўрсатиш мумкин бўлсаки, t нинг нолдан катта 
барча қийматларида

I x (t)  — x (t)  | < е ,

(3)

(2 )
\ y ( t )  —  y ( t )  | < «

тенгсизликлар бажарилса ва агар бош лангич шартлар

I Х 0 Х ц  I о,

I Уе ~  Уо I < 0
тенгснзликларни қаноатлантирса, ( 1) тенглама ва ( Г )  бош лан­
гич шартларни қаноатлантирувчи х  =  х\ t) ва y — y(t) ечим­
лар Л яп унов таъбири бўйича t -* оо да туоғун ечимлар дейи- 
дади.

Б у  таърифнинг мазмунини туш унтирамиз. (2) ва (3) тен г- 
сизликлардан бошлангич ш артларнинг кичик ўзгариш и билан 
t нинг барча мусбат қийматларида мос ечимлар ҳам бир-би- 
ридан кам фарқ қилади деган  натижа келиб чиқади. А гар 
дифференциал тенгламалар системаси бирор ҳаракатни ифода- 
ласа, ечимлар тур ғун  бўлган ҳолда ҳаракатнинг характери 
бош ланғич маълумотлар кам ўзгар ган да бир оз ўзгаради.
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Буни биринчи тартибли битта тенглама мисолида текширамиз. 
Ушбу дифференциал тенглама

dy
7 Г ~ У + '

берилган бўлсин. Бу тенгламанинг уМумий ечими

У : С е~1 +  1

(а)

(б)
Оулади. Бошлангич

281- раем.

У ,-о  =  1 (в)
шартни қаноатлантирувчи хусусий 
ечимни Топамиз. Бу ечим С =  0 бўл- 
ганда ҳосил бўлиши равшан (281- 
расм). Сўнгра

У(=о =  Іо
бошлангич шартни қаноаглантирувчи 
ечимни топамиз. (б) тенгламадан С 
ни топамиз:

Уо =  6 +  1,
бундан

С = у  о — I.

С нинг бу қийматини (б) тенгликка қўйсак,

7 =  (Ўо — l)e_< +  I-
у =  1 ечим турғун ечим экани равшан. Ҳақиқатан ҳам, t оо да 

Ў - У = 1  (У о - 1) в ~ Ч і]  -  1 =  (Уо -  1) в " ' -  0.
Демак, агар

(Уо — 1) *= 8 < *
тенгсизлик бажарилса, s ҳар қандай бўлганда ҳам (3) тенгсизлик бажари- 
лади.

Агар (1) тенгламалар ҳаракатни тавсифласа, ун да t вақт 
бўлса ва  тенглам алар t вақтни ошкор ҳол да ўзига олмаса, 
яъни улар

~ = u (*. у),at

I  =  / . ( * ,  У)

кўриниш да бўлса, у  ҳолда бу система автоном система 
дейилади.

Энди уш бу чи8иқли дифференциал тенгламалар системаси­
ни қараймиз:

=  сх +  gy,
dt

t l  =  ах +  by. 
dt

(4)
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а , Ь, с, g  ни ўзгарм ас коэффициентлар ва g Ф 0 деб фараз 
қиламиз, бунда х  =  О, у =* О (4) системанинг ечими экани рав­
ш ан, бунга бевосита ўрнига қўйиш билан ишонч ҳоснл қила- 
миз. (4) системанинг х  =  О, у =  О ечими тур ғун  ечим бўлиши 
учун  коэффициентлар қандай шартларни қаноатлантирипйРКе- 
раклигини текширамиз. Б у  текшириш бундай ўтказилади.

Биринчи тенгламани дифференциаллаб ^амда у ва —
* dt

ни йўқотиб, биринчи тартибли

<Рх dx , dy dx . , , , , dx . , , / d x  \
—  = z c  — \- g  — =  c ---------- h i g {ax +  by) =  с — j -  g a x +  b ----------- cx\
dt2 dt dt dt s  v ' dt \dt )

ёки

~ - ( b + c ) ^ - ( a g - b c ) x =  0 (5)

тенгламани ^оси л  қиламиз. (5) дифференциал тенгламанинг 
характеристик тенгламаси

кг - ( Ы  c ) X - ( a g - t c ) = 0  (6)

кўриниш да бўлади. Бу тенгламани детерминант шаклида ёзиш 
қабул қилинган:

' =  0 '  (7)

(30- § (4) тенгламага қар^нг).
(7) характеристик тенгламанинг илдизларини X, ва Ха би­

лан белгилаймиз. (4 ) система ечимларининг тургунлик ёки тур- 
ғунмаслиги X, ва Х2 илдизларнинг характери билан ани^лйна- 
ди, буни биз қуйида кўрамиз.

М умкин бўлган барча ҳолларни кўриб чиқамиз.
1. Х а р а к т е р и с т и к  т е н г л а м а н и н г  и л д и з л а р и  

ҳ а қ и қ и й ,  м а н ф и й  в а  ҳ а р  х и л :
X, <  О, Х2 <  0, \ ф= Х2. (5) тенгламадан уш буни топамиз:

X — С,ех'‘ +  С2ех‘‘.
х  ни топгандан кейин (4) тенгламаларнинг биринчисидан у ни 
аниқлаймиз. Ш ундай қилиб, (4) системанинг ечими буйдай 
кўриниш да бўлади:

(8)

И 8 о ҳ . А гар g  =  0  ва а ф 0 б.ўлса, у  ҳолда биз у функция 
учу н  (5) тенгламани тузамиз. у ни топгандан кейин (4 ) си сте­
манинг иккинчи тенгламасидан х  ни топамиз. (8) ечимларнинг



126 X I I I  О О б. Д И Ф Ф Е Р Е НЦ И АЛ  ТЕН ГЛАМ АЛ АР

тузилиши сақланади. Агарда g  =  0, а =  О бўлса, у ҳол да т е н г­
ламалар системасининг ечими бундай кўринишни олади:

X =  Схе°{, у =  С,еЬі. (8')
Б у  ҳолда ечимлар характерининг анализи анча содда баж а- 
рилади. С4 ва С2 ни (8) ечимлар бош лангич

і= о —Уо/=ж О

шартларни қаноатлантирадиган қилиб танлаб оламиз. Бош лан­
гич шартларни қаноатлантирувчи ечим бундай бўлади:

х  __ СХ о +  g y 0 -  Х р ^  g \,t , Ѵ ч  -  с х  о —  g y 0 g \2t

X ,— hj X, -  Xa
1

У =  -
g

^ P  +  g y o - ^ X, {Xj_  c)
1̂ — 2̂ *“ 2̂

( 9 )

Кейинги тенгликлардан кўринишича, ҳар қандай $ >  0  берил- 
ганда ҳам | х0 | ва | у01 ни шундай кичик цилиб танлаб олиш 
мумкинки, унда барча t >  0 у чу н  | х  (t) | <  е, | у (t) | <  е те н г- 
сизликлар ўринли бўлади, чунки ех‘‘ <  1 ва ех>‘ <  1.
Берилган ҳолда

lim x(t) =  О, I
/-►+« I ( 10)

Ііш у (*) =  0 |
/-*•+ во J

бўлишини қайд килиб ўтамиз. хОу текислигини қарайлик. (4 ) 
дифференциал тенгламалар системаси у чу н  ҳамда (5 )  диф ф е­
ренциал тенглам а учун  бу текислик фаза текислиги дейила­
ди. (4) системанинг (8) ва (9 ) ечимини хОу фаза текислигида 
бирор эгри чизиқнинг параметрик тенгламаси деб  қараймиз:

x  — y(t, Си С2), j  ( И )  
у — ф it, Сь  С2), I
л  »= <Р (t, х0, у 0), 1 (12)
У =  Ф (t, х0, у 0). J

Б у эгри чизиқлар
dy _  ах +  by ^ 3 )

dx сх +  gy
диф ф еренциал тенгламанинг интеграл эгри чизиқлари ёка 
траектоѵияларидир, (3 ) тенглам а эса (4) тенглам адан унинг 
ўн г ва чап томонларини бир-бирига бўлиш йўли билан ҳосил 
қилинади.>

Кеэрдинаталар беши 0 ( 0 , 0 )  (13) дифференциал тенглама 
у чу н  махсус нуқтадир, чунки бу нуқта ечимнинг м авж удлик 
ва ягоналик воҳаси га тегиш ли эмас.
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(9) ечимларнинг ва  умуман (4) система ечимларининг х а ­
рактери (13) дифференциал тенглам а умумий интегралини 
ҳосил қилувчи

интеграл эгри чизиғининг жойланиши билан кўргазм али тас- 
вирланади. Ўзгарм ас С сон ух=*а — Уо бошлангич шарт билан 
аницланадн. С нинг қийматини ўрнига қўйгандан кейин оила 
тенглам асини

кўриниш да ҳосил қиламиз. Ечимлар (9) билан тасвирланганда 
м ахсус нуқта турғун тугун дейилади. Нуқта траектория бў- 
йича ^ар акат қилиб, да м ахсус нуқтага чексиз яқинла-
шади дейилади.

(12) системадан t параметрни чиқариш йўли билан (14) 
м ун о сабатни ҳ о сил килиш мумкин экани равшан. Б ундан к е ­
йин интеграл эгри чизиқларнинг характеристик тенглама ил- 
дизларининг барча мумкин бўлган ҳоллари учун фа£а текис- 
лигидаги м ахсус нуқта яқинида жойланиш характерини тўла 
анализ қилиб ўтирмасдан, унинг кўргазм али тасвирини у зу н - 
д ан -узо қ  ҳисоблашларни талаб қилмайдиган энг содда мнсол- 
ларда кўрсатам из. (13) тенглама траекторияларини коэффици­
ентлар ихтиёрий бўлганида координаталар боши яқинида ўз- 
гариш характери сифат ж иҳатдан қуйида кўриладиган мисол- 
лардаги каби бўлишини қайд қилиб ўтамиз.

1- м и с о л. Ушбу

дифференциал тенгламалар системасининг х  =  О, у =  О ечимларининг тур- 
ғунлиги текширилсин.

Е ч и ш .  Характеристик тенглама .бундай бўлади:

Характеристик тенгламанинг илдизлари:

Ғ (х , у, С) — О

Ғ (х , у, х 0, уо) (14)

X j------1, X, =  — 2 ,

у =  С^е 21.

(«)
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t - * +  оо да . * ( < ) - О, у (* ) -+ 0  бўлиширавшан. х  =  0 ,у  =  0 ечим турғунечим- 
дир. Энди фаза текислигига мурожаат қиламиз. (а) тенгламалардан t пара­
метрни чиқариб, (14) кўринишдаги тенгламани ҳосил қиламиз:

м  *'ѵ \  \

-  -  = - •  (б)
I I  ~  ' * 0 /  У°

/  /  /  Бу параболалар оиласидир (282-расм). 
f  у  /  (13) кўринишдаги тенглама бу

/  /  У  мисол учун бундай бўлади:

*■

/  (

X CLX X

Буни интеграллаб, ушбуни қосил 
N қиламиз:

\ \  In 1 у 1 =  21п 1 ж \ +  In 1 С  1,

\  н
\ \  У =  Сх\ (в) 
'  С ни

282- раем. Ух-х=Уь С= “ 5-

шартлардан аниқлаймиз. С нинг топнлган қийматини (в) га қўйиб, (б) ечим­
ни ҳосил қиламиз. М ахсус О (0, 0) нуқта тургун тугундпр.

И. Х а р а к т е р и с т и к  т е н г л а м а н и н г  и л д и з л а р и  ҳа-  
қ и қ и й ,  м у с б а т ,  ҳ а р  х и л :  X, >  0, X, >  0 , Х ,=£Х 2. Б у  ҳол - 
да ечимлар яна (8) формулалар билан ва мос тартибда і9 ) 
формулалар билан ифода этилади. Аммо берилган ҳол да | х 0 | 
ва I у01 нинг ҳар қандай кичик қийматларида t +  00 Да 
I к (t) I -*■ со ва IУ (*) I °° і чунки t ->  +  оо да вх>‘ -*• со ва
вк-‘ -► оо.

Ф аза текислигида м ахсус н у қта—нотурғун тугундир: £-*- +  оо 
да траекториядаги нуқта х  «=» 0, у =  О тинчланиш  нуқтаси дан 
узоқлаш ади.

2- м и с о л .  Ушбу оистема 

dx  
dt =  X, dy о

T t ^
ечимларининг турғунлиги текшнрилсин.

Е ч и ш. Характеристик тенглама бундай бўладш 
I 1 - X  О

бунинг илдизлари 

Ечим бундай бўлади:

Ечим турғун эмас, чунки 
сак,

О

Хі =  1,

= ХфК 
+  оо да

2 - Х

Х3 =  2.

У =  Уое' 
x {t )

0;

it

001 I У (О I -*■ °°* * ни чи^аР'

3
± Ѵ _ У _

\Х01 Уо
ни ҳосил қиламиз (283- раем). М ахсус нуқта О (0, 0) — нотургун тугун.
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III. Х а р а к т е р и с т и к  т е н г л а м а н и н г  и л д и з л а р и  
ҳ а қ и қ и й ,  т у р л и  и ш о р а л и ,  м а с а л а н :  ^ > 0 ,  Х2 <  0. (9) 
формуладан кўриниш ича | х 0 | ва |у0 | нинг ҳар  қанча кичик 
қийматларида, агар сх0 4-  £7 о — xh  Ф 0 бўлса, t -* +  со да 
I jr (^) I —► оо, | у (^ )| -> с о  бўлади. Ечим нотурғун. Ф аза текис- 
лигида м ахсус нуқта эгар дейилади.

<

283- раем. 284- раем.

8 - м и с о л .  Ушбу система

=  х  & - _ 2у
dt ' dt У

ечимларининг турғунлиги текширилсин.
Е ч и ш .  Характеристик тенглама

I 1 - X  О
О - 2 - Х =  0

бўлади, демак, Х , =  1, Хг =  — 2. Ечим бундай бўлади: 

л: =  х 0е+і, у =  у0е~ 2і.

Е'тим турғун эмас. t параметрни чиқариб, фаза текислигида эгри чизиқлар 
оиласини ҳосил қиламиз:

ух2 =» уо«о*

0 (0 , 0) махсус нуқта эгардир (284- раем),

IV . Х а р а к т е р и с т и к  т е н г л а м а н и н г  и л д и з л а р и  
ҳ а қ и қ и й  қ и с м и  м а н ф и й  б ў л г а н  к о м п л е к с  с о н -
в H. С. Пискунов, 2-т.
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л а р :  >4 =  а +  і$, Х2 =  а — іф (а <  Q). (4) системанинг ечими бун ­
дай бўлади:

x = e at [Q  c ° s P ^ +  C2s i n ^ ,  \(\5)
у =  ~ e at l(aCt +  j3C2 — cCt) cos ^  +  (“Q  — P Q — rC 2) sin ЭД.І 

8 ' 
Агар буцдай белгилаш ларни киритсак:

C =  V C f + C i ,  s in 8 =  £ ,  c o s 8 =  ^ ,

у  ҳолда (15) ни бундай ёзиш мумкин:

X =  Сеat sin (§t 4- 8),

У =  —  [(« — с) sin ( ^ 4-.8) +  р cos ( Р ^ + 8),

бунда С\ ва С 2 — ихтиёрий ўзгармас сонлар бўлиб, улар £ = 0  
бўлганда х =  х0, у — у0 бошлангич шартлар билан аниқлана- 
ди, ш унинг билан бирга

x 0 =  C s i n 8, уо =  — [(«—с) sin 8 4- р cos 8],
*  ё 
бу тенгликлардан:

С, =  х0, Сг =  Г ’ \  „7 )
Р

О А гар g  =  0 бўлса, у  ҳолда ечимнинг кўриниши бирмунча 
бош қачароқ бўлади, аммо анализ характери ўзгармаслигини 
кўрамиз.

Ҳар қандай $ >  0 да j x 0 1 ва | y0 ( нинг етарлича кичик қий- 
матларида

I jc ( )̂ | <  е, | y ( f ) | < «
муносабатларнинг бажарилиши равшан. Ечим турғун. Берил­
ган  ҳолда t - *  4-  °°  да х (£ )  ва y(t) ишораларини чексиз кўп 
марта ўзгартириб нолга интилади, яъни £ -> -4- со да

^  (t) - 5- 0 ва у (£) ->  0.

Ф аза текислигидаги м ахсус нуқта турғун фокус дейилади.

4 - м и  с о л .  Ушбу тенгламалар системаси 

dx
7 t = - x + y'

ечимларининг турғунлиги текширилсин.
миз ^  4 и ш‘ Характеристик тенгламани тузамиз ва унинг илдизларини топа»

| “ І Т Х _1 — X I =  °» *» +  2* +  2 =  0,

“  — 1 ±  1і, a =  — 1, р =  1.

(16)
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(А)

(17) формулаларга кўра Cj ва Сг ларни топамиз: С ^ д г о ,  С3 =  у  о- Буларни 
(15) га қўйиб, қуйидагиларни топамиз:

X =  е~* (х0 cos t +  у о sin t)
X =  е ~ 1 (уо cos t — *o sin 0  

t нинг ҳар қандай қийматида

I X К  I дг0 1 +  I уо I, I У I <  I *o I' +  I Уо I 
бўлиши равшан. t -> +  oo да x (t )  0, у (t) -* 0. Ечим турғун.

Бу ҳолда фаза текислигида эгри чизиқларнинг жойланиш характерный 
ойдинлаштирамиз. (А) ифодаларни алмаштирамиз': '

хй =  М cos 5, J 'о — М sin 5,
S3»'

M =  Y  X'2 +  у 2 t g 8 =  —о о» 6  ул0
деб фараз қиламиз. Бу ҳолда (А) тенгликлар бундай кўринишни олади:

у =  іѵіС ^

Фаза текислигида қутб

X =  Me 1 cos (Р< — 5), I

(С ')

у =  Me sin ( ^ — 5).

кутб координаталари_ р дя Іі ____________
муносабатни аниқлаймиз. (В) тенгликлар бундай кўринишни олади:

р cos Ѳ =  M e~f cos (P< — 8),

p sin Ѳ =  M e~1 sin ({M — 6).
Ў нг ва чап қисмларни квадратларга кўтариб қамда қўшиб, ушбу тенгликни 
ҳосил қиламиз.

р2 =  М Ч ~п
ёки

р =  М е~ ‘. (О )
t билан Ѳ орасидаги боғланишни аниқлаймиз. (С) тенгликлар остидаги 

ҳадларини мос тартибда устдаги тенглик ҳадларига бўлиб, ушбуни ҳосил 
қиламиз:

tg  в -  tg  (jIt  -  5),

^ _ в -f- 8

бундан
Буни (D) га қўйсак:

ёки

8+8 
р =  Me э

_  1 _  в 
р =  Me Р Р

-*/3
ҳосил бўлади. Me =  М, билан белгилаб қуйидаги натижани ҳосил қи-
ламиз:

_ і
р =  Мхв К  (Е)

Ъчлогариф мик спираллар оиласи. Бу ҳолда і-+  о« да нуқта траектория 
буйича координаталар бошига яқинлашади. М ахсус нуқта О (0, 0) туреун 
фогсусдир.
9* с
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V . Х а р а к т е р и с т и к  т е н г л а м а н и н г  и л д и з л а р и  
м у с б а т  ҳ а қ и қ и й  қ и с м г а  э г а  б ў л г а н  к о м п л е к с  с о н ­
л а р :  Х, =  а +  /р, Х2 =  а — і§ (а >  0 ). Б у  ҳолда ечим (15) фор­
мулалар билан ифода этилади, б у нда а >  0. Ҳар қандай бош- 
лацғич ш артларда х 0 ва у 0 лар { V yl ф  0) ҳамда t +  со 
да I X (t) I ва I у (t) | ҳар  қацдай катта қийматлар қабул қилиш- 
лари мумкин. Ечим нотурғун. Ф аза текислигидаги м ахсус 
нуқта нотурғун фокус дейилади, Н уқта траектория бўйича 
координаталар бошидан чексиз узоқлаш ади.

5 - м и с о л .  Ушбу 

dx

dy
dt =  — ДГ +  у

285- раем.

тенгламалар системаси ечимларининг 
, турғунлиги текширилсин.
*  Е ч и ш .  Характеристик тенглама 

тузамиз:

I 1 - X  1
I - 1  1 - Х
Х2 _  2Х +  2 =  0,

Aj =  1 +  /, X, =  1 -  /.

(17) ни ҳисобга олганда (15) ечим 
берилган ҳолда бундай бўлади.

=  0,

X =  е* (дг0 cos t +  у0 sin t),

У =  е ( (Уо cos t — х 0 sin  t).

Фаза тек и сл и ги д а  эгри  ч и зи қ н и  қутб  к о о р д и н атал ар д а  ҳосил қи л ам и з :

р

М ах су с  нуд  та — нотурғун фокусдар (285- раем ).

VI. Х а р а к т е р и с т и к  т е н г л а м а н и н г  и л д и з л а р и  
с о ф  м а  в ҳ  у м с о н  л а р :  X, =  і% Х2 =  — /р. Б у  ҳолда (15) 
ечим уш бу кўриниш ни олади:

X =  С, cos р/ +  С2 sin $t, j

У =  - l ( P C 2 -  cCt) cos pf +  ( -  p c , -  cC2) sin pfl. J (18)

C , ва C 2 ўзгарм аслар (17) формулалардан аниқланади:

Ci — x 0, С2= £ У ± ± т .  (19)
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Ҳ ар  қандай £ > 0  да барча етарли кичик | * 0-| ва IУо I да, ис- 
талган t да I х  (t) | <  *, | у (t) | <  г бўлиши равшан. Ечим тур- 
ғун. Б у  ерда л: ва у  лар t нинг даврий фуцкциялари.

Ф аза текислигида интеграл эгри чизиқларни анализ қилиш 
учун  (18) ечимлардан биринчисини қуйидаги кўриниш да ёзиш 
м ақсадга мувофиқдир ((16 ) га  қаранг):

С sin ( ^  +  8),

^ c o s  (ftf +  8) —  —  +  8)i 
g g

(20)

(21)

бунда С, 8 ихтиёрий ўэгармас миқдорлар. (20) ифодалардан х  
ва у лар t нинг даврий функііиялари екани келиб чиқади.(20) 
тенгламалардан t параметрни чиқарамиз:

Радикалдан қутқариб, уш буни ҳосил қиламиз:

Б у  ихтиёриЙ Т1 ўзгарм ас сонга бог- 
лик б ў л га н 2- тартибли эгри чизиқ- 
лар оиласи (ҳақиқий эгри чизиқ- 
лар). Уларнинг ҳар бири чексиз 
узоқ нуқталарга эга эмас. Д ем ак, 
булар координаталар бошини ўраб 
олган эллипслар оиласидир. (с =  О 
б ў л ган да эллипснинг ўқлари коор­
дината ўқларига параллелдир). М а х­
су с  нуқта марказ деб аталади (286- 
расм). '

6 - м и с о л ,  Ушбу тенгламалар системаси
dx
И =  У,

di
dt

=  — 4х
ечимларининг турғунлиги текширилсин.

Е ч и ш .  Характеристик тенглама тузамиз ва унинг илдизларини топамиз-.

I  4 - X  I =  °> 1% +  4 =  °> Х ±  21‘
(20) ечим бундай бўлади:

X =  С sin (21 +  5), г
у =  2С cos (21 +  5).

(21) тенглама бундай кўринишда бўлади.
у 2

Фаза текислигида эллипслар системасига эгамиз. М ахсус нуқта — марказ.
4С 2 +  С2
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VII. X, = 0 ,  Х2 <  о б ў л с и н. Б у  ҳолда ( 8) ечим бундай кўр и - 
нишни олади:

X =  С,-\- С2ех**, 1

У =  і [ — С ,с +  С2 (Х2 — с)еКі‘ (22)
g  ‘ '

Ҳар қандай s >  0 да ва | х0 | ҳамда j у01 етарли кичик бўлгап- 
да, t >  0  да I X (t) | <  е, | у (О I <  е бўлади. Д ем ак, ечим тур-  
ғун.

7- м и с о л. Ушбу система

dx dy
-  =  °, - у= - у  ( .)

ечимларининг турғунлиги текширилсин.
Е ч и ш .  Характеристик тенгламанинг илдизларини топамиз:

| ~ 0Х _ 1 - х |  =  0- Х2 +  Х =  0. х1 =  0. X, =  — 1.

By ерда g  =  0. Системани (22) формулалардан фойдаланмай бевосита ечиб
д =  С1( у = С 2е - '  (?)

ечшмларни топамиз. t =  О

У
бўлганда х  — х 0, у — уо бошланғич 
шартларни қаноатлантирувчи ечим 
бундай бўлади:

*  =  * 0. = Уо<? (7)

287- раем.

Ечимнинг тургунлиги равшан. Фаза 
текислигида дифференциал тенглама- 
dx
—  = 0  бўлади. Умумий интеграл 
dt
х  =  С  бўлади. Траекториялар Оу 
ўқига параллел бўлган тўғри 1изиқ- 
лар. 7  тенгламалардан нуқталар 
траекториялар бўйлаб у =  0 тўғри 
чизиққа яқйнлашиши келиб чиқади 
(287- раем).

VIII. X, = 0 ,  Х2 >  0 б ў л с и н .  (22 ) ёки (8')  формулалардан 
ечим тур ғун эм асл и ги  келиб чиқади, чунки +  со да  | я (£ )| +
+  У (О I °о.

IX . X, =  X2 < 0  б ў л с и н .  Ечим бундай бўлади:
x = ( C t +  C2t) е Ч  1

у =  I  [С , (X, -  с) +  С , (1 +  Ч  -  с/)- (23)
g

t +  00 да  -*■ 0 ва tex*‘ -*■ 0 бўлганидан, ҳар  қандай s >  О 
у чу н  ш ундай С, ва С2 ни танлаб олиш мумкинки ( х 0 ва Уо ни 
танлаб олиш йўли билан), ҳар қандай / >  0 да 1 л: (^) | <Г е, 
| у ( 0 ! < е бўлади. Д ем ак , ечим тургун. Бунда t ->  4 - оо да 
x(t) ^  0 ва y(t) 0.
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8-м  и с о  л. Ушбу система 

dx  
dt ”

dy

ечимларининг турғунлиги текширилсин.
Е ч и ш .  Характеристик тенглама илдизларини топамиз:

I — 1 - Х  О
I 0.  - 1 - Х

Бу ерда g  =  0. Системанинг ечими (8 ')
шаклда бўлади:

X  =  Схе—t С2е

Шу билан бирга t -*• +  00 да *-*■(), у-*-0. 
Ечим турғун. Фаза текислигидаги эгри 
чизиқлар оиласи бундай бўлади:

у Са
— =  —  =  к, яъни у =  kx.ж с.. _____ : ----------

Бу координаталар бошидан ўтадиган 
эгри чизиқлар оиласидир. Нуқталар 
траекториялар бўйлаб координаталар 
бошига яқинлашади. О (0, 0) махсус 
нуқта тугундир (288- раем). 288- раем.

X, =  Х2 >  0 б ў л г а н  ҳ о л д а  (22) ечимларнинг шакли сақ- 
ланади, аммо t-+ +  co да lx(t)\ -*■ +  оо, | у ( г ? ) | Е ч и м  тур- 
ғун эмас. 

X . X, =  Х2 =  0 б ў л с и н. Б у  ҳолда

X =  С, -J- С2г*> \

у — — [ —сС\ — cQ$t\. j
g  >

(2 4 )

Б у тенгламалардан кўринадики, t 
ечим турғун эмас.

+  СО да X оо, у аю

9 - м и с о л .  Ушбу тенгламалар системаси

dt
^  =  0
dt

ечимларининг турғунлиги текщирилеин.
Е ч и ш .  Характеристик твВглйма илдизларини топами«

1
- X -  0. х?=о, : X. =  0.

Ечимини топамиз.

/ - ► - f o o  да * - > о о  бўлиши равшан. Ечим тургун эмас. Фаза текислигидаги
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dу
тенглама—  = 0  булади. Траекториялар у= С — ўққа параллел бўлган чизиқ- 

ах
лар (289- раем). М ахсус нуқта айнаган эгар дейилади.

(4) система ечимининг турғун  бўлиши умумий крнтерийси- 
ни бериііі учун  қуйидагича киришамиз.

Характеристик тенглам а илдиз­
ларини ком п лекс сонлар ш аклида 
ёзиб оламиз:

289- раем.

(илдизлар ^ақиқий бўлган  ҳолда 
I** =  0 ва =  0 бўлади).

\*\** ком плекс ўзгар увчи  текис- 
лигини оламиз ва характеристик 
тенглама илдизларини бу текислик­
да нукталар билан тасвирлаймиз. 
У вақтда кўрилган ҳолларга асос- 
ланиб (4) система ечимининг тур- 

гунли к шартини қуйидагича ифодалаш мумкин.
Агар (6) характеристик тенглама X, ва Х2 илдизларнинг 

ҳеч бири мавҳум ўқнинг ўнг томонида ётмаса, шунингдек
камида битта илдиз нолдан 
фарқли бўлса, у ҳолда ечим тур- 
ғун бўлади; агар илдизларнинг 
камида биттаси мавҳум ўқнинг 
ўнг томонида ётса ёки иккала 
илдиз нолга тенг бўлса, у ҳолда 
ечим турғун бўлмайди (290- раем).

Энди бирмунча умумийроқ т е н г­
ламалар системасини қараймиз:

в - ' *  +  аУ +  Р ( * ’ У)’ I (2б)
dy
ш =  ах by Л- Q {x, у).

290- раем. Баъзи бир айрим ҳоллар дан таш - 
қари ҳолларда бундай системанинг 

ечими элементар ф ункциялар билан ва квадратуралар билан 
ифодаланмайди.

Бу система ечимларининг тур гун  ёки тур ғун  эмаслигини 
аниқлаш у чу н  уни чизиқли система ечимлари билан таққослаб 
кўрилади. X ->  0  ва у -> ® да Р (х , у) ва Q ( x ,  у) ф ункциялар 
ҳам нолга интилсин ва шу билан бирга р га қараганда нолга
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тезр о қ  интилсин деб фараз қилайлик, бунда р =  V  
б ош қача айтганда

Б у  ҳолда, м ахсус ҳолни эътиборга олм асак,

(4)

систем анинг ечими ту р ғун  б ўлса, (4) систем анинг ечими ҳам 
ту р ғу н  бўлишини, (4 ) систем анинг ечими нотурғун  б ў л са , (25) 
систем анинг ечими ҳам нотурғун  бўлишини исбот қилиш. мум­
кин. Характеристик тенглам анинг икки илдизи м авҳум  ўқда 
ётган  ҳол алоҳида ҳолни таш кил қилади; б у  ҳол да (2 5 ) си с­
тем а ечимининг тур ғун  ёки тур ғун  эмаслик масаласи анча м у- 
раккаб ҳал  қилинади.

А. М. Ляпунов тенглам алар кўриниш ларига нисбатан анча 
умумий фаразлар билан бу тенгламалар системалари ечим ла­
рининг турғунлиги ҳақидаги масалани текш и р ган *'.

Тебранишлар назариясида кўпинча бундай тенглам а қара- 
лади:

У  ҳол да уш бу тенглам алар системасини ҳосил қиламиз:

Б у  система у чу н  фаза текислиги (х, ѵ) текислиги бўлади. 
Ф аза текислигидаги траекториялар ѵ тезли кни нг координата 
билан боғланиш ининг геом етри к тасвирини беради ҳам да х  ва 
V нинг ўзгаришини сифат нуқтаи назаридан очиқ хар актер - 
лайди. Агар х  =  0, ѵ — 0  нуқта м ахсу с нуқта бўлса, бу  ҳолда 
у  м увозанат ҳолатни аниқлайди.

М асалан, тенгламалар систем асининг м ахсу с нуқтаси мар­
каз бўлса, яъни фаза текислигидаги траекториялар коор ди на­
талар бошини ўраб олган ёпиқ чизиқлар бўлса, у  ҳолда (26) 
тенглам а билан аниқланадиган ҳаракат сўнм овчи  тебранм а ҳа -

(26)

Б ундай белгилаймиз:
(27)

(28)

*> А. М. Л я п у н о в .  Общая задача об устойчивости движения, М -Л.3 
ОНТИ,  1935.
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ракатларни тасвирлайди. А гар фаза текислигидаги м ахсу с нуқ- 
та ф окус бўлса (бунда t-+  оо да \х\ ■* 0, |г>|-ѵО),у ҳол да (2 6 ) 
тенглам а билан аниқланадиган ҳаракатлар сўнувчи тебранма 
ҳаракатлар бўлади. А гар м ахсу с нуқта ту гу н  ёки эгар бўлса 
(бу ҳам ягона м ахсус н уқта), бу ҳолда t -*• со да * - > - ± с о .  Б у 
ҳол да ҳар акат қилувчи моддий нуқта чексизликка кетади.

d*x  dx
А гар (26) тен гл ам а—  =  ах  +  b — кўриниш даги чизиқли

тенглам а бўлса, у  ҳолда (28) система уш бу кўринишда бўлади:
dx dv . ,—  =  V ,  —  =  ax  4- bv. 
dt dt ^

Б у  (4) кўриниш даги система, x  =  0 , v =  0  нуқта м ахсу с нуқта 
бўлиб, у  м увозанат ҳолатни аниқлайди. Ў згар увчи  х  нуқта- 
нинг механик силжиши бўлиши шарт эмаслигини қайд қилиб 
ўтамиз. У  турли физик маънога эга бўлиши мумкин, масалан, 
электрик тебранишларни характерловчи миқдорни белгилаш и 
мумкин.

3 2 - § . Биринчи тартибли дифференциал тенгламаларни 
Эйлер методи билан тақрибий ечиш

Биз биринчи тартибли дифференциал тенглама сонли ечи- 
лишининг икки усулини кўриб чиқэдшз. Бу параграфда Э й ­
л е р  м е т о д и н и  қараймиз: Уш бу

(1)

тенглам анинг [х 0, Ь\ кесм ада х  =  х0 да у =  у0 бош лангич 
шартни қаноатлантирувчи тақрибий ечимини топамиз. [ х 0, Ь] 
кесмани хв, х и х 2, . . ., х п э* b нуқталар билан п та тен г б ў- 
лакка бўламиз (бу ерда х 0 <  х^ <  х 2 <  . . .  < • *„ ) . л , — лг0 =  
=  х 2 — x t =  . . .  =  £ — Хп—і =  Ах =  h деб белгилаймиз. Д ем ак,

п
у =  <?(х) ( 1) тенгламанинг бирор тақрибий ечими ва 

У» =  «Р (•*»), Уі =  ?  ( * і ) ,  . . . .  Уп -  <р (лг„)
бўлсин.

Дуо =  у, — Уо, Ау, =  Уз — у „  . . ., Ду„_! =  Уп — у„_ , 
деб белгилаймиз. ( 1 ) тенглам ада ҳар бир х 0, х, . . х п нуқ- 
тадаги ҳосилани чекли айирмалар нисбати билан алмаш тирамиз:

т

АУ =  /  ( * .  У) А * , . ( 2 ')
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х  — х 0 бўл ган  ҳолда

7 7  =  / ( * 0 . Уо), Д У о = / ( * о .  Уо) Ь х

ё к и

У г Уі =  /  ( * і ,  У і) А, у 2 =  у , +  /  (дг„ у ,)  h

кўринишни олади. Б у  ерда л:,, у ,, h маълум сонлар, у 2 эса 
аниқланадиган сон.

Ш унга ўхш аш  қуйидагиларни топамиз:

Ш ундай қилиб, х 0, х и . .  ., х п нуқталарда ечимнинг тақрибий 
қийматлари топилди. Координаталар текислигида ( х 0, у 0) (хи 
У і), (хп, у„) нуқталарни тўғри 
чизиқ кесмалари билан туташ тириб, у

И ? 9 ҳ . у =  ср̂  (л ) билан ( 1) 
тенглам ани нг =  h даги Эйлер 
синиқ чизигига м ос тақрибий еч и ­
мини белгилаймиз. А гар (1) тен г- ~q д ^  
ламанинг бош лангич шартларни ца- 
ноатлантирувчи ҳам да [л-0, b| к ес- 29і- раем, 
мада аниқланган биргина у =  » *  (х)
ечими м авж уд бўлса, у ҳолда [хй, Ь] кесм адаги ҳар қандай 
X  у ч у н  lim |срл (дг) — <р* (л)| =  0 бўлнш ини исбот қилиш*)

*>* Исботни, масалан. И. Г . П е т р о в с к и й н и н г .Лекции по теории 
обыкновенных дефференциальных уравнений* деган китобидан қаранг,

Уз =  Уа +  / ( * 2 > У г Ж

У *+ і  =  У * +  / ( * * ,  У ъ Ж

Уп — Уп-1 +  /  (-*71-1, Ул-1 ) h .

с и н и қ  ч и з и қ н и  — интеграл эгри 
чизиқнинг тақрибий тасвирини ҳ о - 
сил қиламиз (2 9 1 -раем). Б у  синиқ 
чйзиқ Эйлер синиц яизиғи дейи­
лади.

мумкин.
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М И С О Л. Ушбу
У' = У  +  Х

тенгламанинг х0 =  0, у0 =  1 бошлангич шартни қаноатлантирувчи ечимининг 
X — 1 даги тақрибий қиймати топилсин.

Е ч и ш .  [О, 1] кесмани х а = -0 ; 6,1; 0 ,2 . . , ;  1,0 нуқталар билан Ю та бўлакка
бўламиз. Демак, h =  0,1. уъ уа.......... уп қийматларни (2 ') формула бўйича
излаймиз:

Ьун =  (Уk +  x k) h
ёки

У*+1 +  І У к + * к )  h.
Шундай қилиб,

Уі -  1 +  (1 + • )  - 0,1 -  1 + 0,1 = 1,1,
Уі =  1,1 +  (1,1 +  0,1) • 0,1 -  1,22,

Тенгламани ечиш жараёнида ушбу жадвални тузамиз:

хк yk \ +хк Аук = (у* + Ѵ Л

х0 =  0 1,000 1,000 0,100
Хі -  0,1 1,1  ое 1,200 0,120
*2 =  0.2 1,220 1,420 0,142
х3 — 0,3 1,362 1,620 0,162
хл =  0,4 1,524 1,924 0,1924
хъ =  0,5 1,7164 2,2164 0,221-6
хв =  0,6 1,9380 2,5380 0,2538
X, =  0,7 2,1918 2,8918 0,2892

*8 =  0,8 2,4810 3,2810 0,3281
=  0,9 

*іо — 1-0
2,8091
3,1800

3,7091 0,3709

Биз у|д.=1 =  3,1800 тақрибий қийматни топдик. Берилган тенгламанинг 
кўрсатилган бошланғич шартларни қаноатлантирувчи аниқ ечими

у = ‘2е* - х - 1
бўлади. Демак,

у\х = і =  2 (г — 1) =  3,4366.
0,2566

Абсолют хато: 0,2566, нисбий хато — —  =  0,075 я  8%.
о, 43оо

3 3 -§ .  Дифференциал тенгламаларни тацрибий ечишда 
Тейлор формуласи татбицига асосланган айирмалар 
методи. Адамс методи

Яна уш б у
y' =  f ( x , y )  (1)

тенглам анинг [л;0, b ] кесм ада х  =  х 0 бош лангич шартни қа-
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ноатлантирувчи ечимини излаймиз. Бундан  буён керак бўла- 
диган белгилаш ларни киритамиз. Ечимнинг

* 0. * 1. -«г. - .  хп 

нўқталаридаги тақрибий қийматлари

Уо. Уі. Уг. ... .  Уп 

бўлади. Биринчи айирмалар ёки биринчи тартибли айирмалар:

ДУо =  У і — Уо. АУі = У г  — Уі. • . Дул-і =  У„ — У л-і. 

И ккинчи айирмалар ёки иккинчи тартибли айирмалар:

Д2у0 =  Ду, -  Дуо =« у2 —  2 у , +  Уо,

-------------Д 2 у т=  дУз -  ДУі -  Уз —  2 у г +  Уи

X

РУп- 2  =  ДуЯ-1 — ДУл—2 =* Уп — 2ул-1 +  У я-2.

Иккинчи айирмаларнинг айирмалари учинчи тартибли айирма­
лар дейилади ва ҳ . к. Уд, у^, . .  у'п билан ҳосилаларнинг
тақрибий қийматларини, у ',  у ’ ............уп билан иккинчи ҳоси л а-
ларнинг тақрибий қийматларини белгилаймиз ва ҳ. к . ш унга 
ўхш аш  ҳосилаларнинг биринчи айирмалари

д у ; — у\— Уо, ду ; =  Уз— уі, • • •» л Ул_! =  у'п -  у'п- 1 

ҳосилаларнинг иккинчи айирмалари:

д » у ; = А у ; - д у ; ,  д *у ; = д у ; - д у ; ,  . . Д!у ; _ 2= Д у ;_  -  Д у ;_ ,

аниқланади ва ҳ . к .
Энди тенгламани х =  х 0 нуқта атрофида ечиш у ч у н  Т ей ­

лор формуласини ёзамиз ( l - т . ,  IV боб, 6- § ,  (6) ф орм ула):

У =  Уо +  ^ у ;  +  (jy ^ f y " +  . . .  +  У Г  +  Rm> (2 )

Б у  формулада у0 маълум, у ',  у'а, . . .  ҳосилаларнинг қиймат- 
лари эса ( 1) тенглам адан қуй идагича топилади. ( 1) тен глам а­
нинг ў н г  томонига бош лангич х 6 ва  у0 қийматларни қўйиб, у ' 
ни топамиз:



( 1) тенглам а ҳадларини л: бўйича дифференциаллаб, уш буни 
ҳосил қиламиз: _

y " = - f  +  j - y ' -  (3)дх ду ^

У н г том онга х 0, у0, у’0 қийматларни қўйиб, 

y - - ( V  +  V
Уо [дх ^  ду* )х=хш У=Уо, у'-у'„

ни топамиз. (3 ) тенгликни яна бир марта х  бўйича дифферен­
циаллаб ҳам да аг0, у0, У ,̂ у"0 қийматларни қўйиб, у0* ни топа­
миз. Ш ундай давом этиб, биз и с т а л г а н  т а р т и б л и  Ҳ5>си- 
ланинг X =  х 0 даги қийматларини топишимиз м'умкин! (2) фор- 
м улани нг*) ў н г  томбнидаги Rm қолдиқ ҳадлардан ташқари 
барча ҳадлар м аълум  ҳадлардир. Ш ундай қилиб, қолдиқ ҳад - 
ни эътиборга олмаганда, х  нинг ҳар  қандай қийматида ечим ­
нинг тақрибий қийматларини ҳосил қилишимиз мумкин. У лар­
нинг аниқлиги \х— л 0| нинг миқдорига ва ёйилманинг ҳадлари 
сонига боғлиқдир.

Қуйида кўриладиган усул да \х — jr0| кичик бў л ган  ҳолда
(2) ф орм улага кўра у нинг ф ақат бир неча қийматлари аниқ- 
ланади. Биз x 1= x 0 -\-h ҳамда xz =  x %-\-2h да ёйилманинг 
тўртта ҳадини олиб, y t ва у 2 нинг қийматларини аниқлаймиз 
(у 0— бош лангич берилганларга асосан м аълум ):

Уі — Уо +  “ Уо +  ^ У о  +  ^  Уо* ( 4 )
' I

„  _  I , (2hY  . . .  , (2А)з .
У2- У о  +  у У 0 +  — Уо +  - ^ - У о »  ( 4 )

Ш ундай қилиб, функциянинг учта у 0, уи у2 киймати м аълум **) 
деб ҳисоблаймиз. Б у  қийматларга асосан (1) тенглам адан фой- 
даланиб, қуйидагиларни аниқлаймиз:

Уо=  /  (-*0» Уо), У'і =  / ( ^ і ,  У і), у ' =  /(л г2, Уі).

Уо» Уіt У2 ни билгандан кейин Ду'0, Ду|, А2у'0 ни аниқлаш 
мум кин. Ҳисоблаш  натижаларидан ж адвал тузам из.

J42 X I I I  б о б .  Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И АЛ  ТЕ Н ГЛ А М А Л АР

Би? бундаі буён /  (х, у) функцияни мулоҳазанинг боришига кура 
X  ва у  бўиича неча марта талаб қилинса шунча марта дифференциалланув­
чи деб фараз қиламиз.

** ) Агар биз ечимни катта аниқлик билан топмоқчи бўлсак, у ҳолда у 
нинг биринчи учта қийматидан кўра кўп қийматларини ҳисоблаш талаб 

! қилинар эди. Бу ҳақда тафсилотни масалан, Я. С. Б е з и к о в и ч н и н г  
.Приближенные вычисления" Гостехиздат, 19i9  китобидан қаранг.
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X У / А / д у

и з Р 7 ] Г - 1 | Й

0
/

луІ)

Хі =  *0 +  h Уі Уі ^Уо

+ h  о ,
£  1 ау;

■*2 = Уз У2

1— A®. с / , /  £  7 1 і З

**-2 “  +  (* — 2) л Ук—U У к-2

ч У / f A C f i *  1

Xk-\ “  -*0 +  (k — 1) h Ул-1 > «-і Д2Уа- 2

b v  С  V  / с * ^ ) 0 д Ѵй-і Д - К

=  *o +  kh Ук У к

Энди бизга ечимнинг

Уо, Уі» Уг> • • • » Ук 
қийматлари маълум деб фараз қиламиз. Б у  қийматларга асо­
сан ( 1 ) тенгламадан фойдаланиб,

Уо> Уѵ У2* • • •» Ук 
ҳосилалар қийматларини, дем ак,

Ду I, . . Ay; _ ,
з$амда

л2Уо, д %  • . •, дгу ;_2
ларни ҳисоблашимиз мумкин. а =  x k, х  =  x k+\ — xk -f- h деб  
фараз қилиб, yk+\ нинг қййматини Тейлор формуласига кўра 
ҳисоблаймиз:

Уа+і =  У к +  у  У'п +  +  ь Ь з У"к ^~ и Ғ ^ т‘
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Б у ҳолда ёйилманинг тўртта ҳади билан чегараланам и з:
, л , , л2 . , лз .

Ун+1 =  У к +  у  У к +  У к +  У к • (5)

Б у формулада у"к ва у'" номаълум бўлиб, уларни биз маълум 
биринчи ҳам да иккинчи айирмалар орқали аниқлаш га ҳар акат 
қиламиз. — —

Д астлаб а — х ь х  — а — — h деб фараз қилиб, y ^ _ j ни Т ей ­
лор формуласига кўра тасвирлаймиз:

, . (-А ) . , (— Л)2 - 
Ук-і=Ук +  —[ 1.У к + —[^ У к  (6)

ва а =  х к, х —а — —2h деб фараз қилиб, ук_2 ни ҳам ўш а фор­
мула бўйича тасвир этамиз:

. , ( - 2 h) . . (— 2/г)2 .
Ук-2 =  Ук +  - ^ л У к + - [ ^ - У к ’

(6) тенгликдан
( г  д г  п яг / 0 \

j У к~ У к- 1 =  У к- 1 =  "j* У* Ь 2
ни топамиз. (6) тенгли к ҳадларидан (7) тенгли к ҳадларини 
айириб, мана буни ҳосил қиламиз:

I » i f  Н и  3 h 2 m J(\.Ук-х-Ук-ѵ =  Ьук_2 =  - у к ----- - у к. (9)

(8) ва (9) тенгликлардан

д у *_ і -  А у ;_  2= а 2у й_2 =  л2у ;
ни ёки

( 10)
ни топамиз.

у* нинг ифодасини (8) тенгли кка қўйиб, уш бу ни ҳосил 
қиламиз.

. f j L a + l S t i .  ( i n
А 2А '

Ш ундай қилиб, у* ва ук топилди. (10) ва (11) ифодалар- 
ни (5) ёйилмага қўйиб, қуйидагини ҳосил қиламиз:

Уа+і =  Ук +  у  У* +  \  дУ а-і +  д *У *-2- ( !2 )

Ана ш у тўр т ҳадли Адамс формуласи. деб аталган ф ормула- 
дир. ( 12) формула у*, ук-ъ ук ~ 2  ни билган ҳолда y ft+i ни аниқ- 
лаш имконини беради. Ш ундай қилиб, биз у0, у ,, у 2 ни бил­
ган ҳол да Уз ,ни топишимиз ҳам да бундан кейин y t) у 5, ... лар­
ни аниқлашимиз мумкин.
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1- и з о ҳ .  А гар (1 ) тенглам анинг [х 0, Ь\ кесмада бош лангич 
шартларни қаноатлантирувчи биттагина ечими м авж уд б ўлса, 
у  ҳолда ( 12) ф ормулага кўра аниқланган тақрибий қийматлар- 
нинг хатоси абсолю т қиймат бўйича Mh* дан ошмаслигини 
исботСиз кўрсатам из, бунда М  — интервал узунлиги га ҳамда 
f  (х, ѵ) ф ункциянинг кўриниш ига боғлиқ бўлган  ва h га  бог- 
лик бўлм аган ўзгарм ас миқдор.

2- и з о ҳ '.  А гар биз ҳисоблаш да катта аниқлик ҳосил қи- 
лишни истасак, у ҳол да (5 ) ёйилмадагидан кўпроқ ҳадлар  оли- 
шимиз лозим бўлади ва ( 12) формула мос ҳолда ўзгаради, 
М асалан, агар (5) формула ўрнига биз ў н г томонда беш та ҳа,'t- 
ни ўз ичига олган формула олсак, яъни /z4 тартибли ҳ а д  би­
лан уни тўлдирсак, у  ҳолда ( 12) формула ўрнига ўхш аш  усул  
билан уш бу формулани ҳосил қиламиз:

> h I h \ I I 5/i . п t I ЗА * о г 
У* + 1 =  У к +  у  У*: +  J  ДУ*_1 +  - J J  Д У *_2+ Y  У* -3-

Б у  е р д а ^ -ғг-н -н н ғ қиймати уь yk- U ва v ,_a ларнинг қий- 
матлари орқали аникланади. Ш ундай қилиб, бу формула би­
лан ҳисоблашни бошлаш учун  ечимнинг биринчи тўртта у0, 
Уі, Уг, Уз қийматларини билиш керак бўлади. Б у  кийматларни
(4) кўрикиш даги формулалар билан ^исоблаш да ёйилманинг 
бешта ҳадини олиш керак.

1- м и с о л. Ушбу
у' =  у 4- *

тенгламанинг х0 =  0 да у0 =  1 бошланғич шартни қаноатлантирувчи ечими­
нинг тақрибий қийматлари топилсин.

j : =  0,1; 0,2; 0,3; 0,4 бўлганда ечимнинг қийматлари аниқлансин.
Е ч и ш .  Дастлаб (4) ва (4 ') формулалардан yt ва у2 ни топамиз. Генг- 

ламадан ва бошлангич берилганлардан ушвуни ҳосил қиламиз:

Уо =  (У +  * ) * = о  -  Уо +  дг» =  1 +  0 =  1.

Берилган тенгламани дифференциаллаб

У" -  У' +  1
ни ҳосил қиламиз. Демак,

УІ =  (У' + ! ) , = * =  1 +  1 - 2 .
Яна бир марта дифференциаллаймиз:

У '" =  у" .
Демак,

Уо =  Уо =  2.

(4) тенгликка у0, y'Qt y'Q ва h =  0.» қийматларни қўйиб, ух ни ҳоснл қиламиз:
п 1 m \ \* t va

Уг -

10 Н. С. Пискунов, 2-т.

й _ І +  й . І +  « г . ,  +  і Ы £ . , _ Іі11в1
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Шунга ўхшаш h =  0,2 да ушбуни ҳосил қиламиз:

Уо> Уи Уі ни билганимиздан кейин тенгламаларга асосан қуйидагиларни 
топамиз: »

Уо =  Уо +  ■*<> =  1>

у\ -= Ух +  x t =  1,1103 +  0,1 =  1,2103,

У'2 =  Уа +  *s  =  1.2427 +  0,2 =  1,4427,

Д>; =  0,2103,

Ьу\ =  0,2324,

Д“Ув =  0,0221.
Ҳосил қилинган қийматлардан жадвал тузамиз:

>

X У У' Ду' Д *у'

оиоН Уо =  1,0000 У о =  1

Ду0 =  0,2103

А-; =  0,1 У! =  1,1103 У; =  1,2103 Д»у' =  0,0221

Л у' =  0,2324

л:, =  0,2 у , =  1,2427 y j -  1,4427 Д»УІ =  0,0244

Ду2 =  0,2568

х ъ =  0,3 Уз =  1,3995 У з =  1,6995

х і =  0,4 у* =  1,5833

(12) формулага кўра у3 ни топамиз:

Уз =  1,2427 +  . 1,4427 +  ~  ■ 0 ,2 3 2 4 +  - ' . 0,0221 =  1,3995.

Бундан кейин у3, Ду2, Д2у: ларнинг қийматларини топамиз: Яна (12) фор­
мулага кўра у 4 ни топамиз:

Уі =  1,3995 +  —  -1,6995 +  у  -0,2568 +  . 0,1 . 0,0244 =  1,5833.



1
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ЕЧИ Ш

Берилган тенглама ечимининг аниқ ифодаси: 
у =  2ех -  х — \.

Демак, уХш-0 4 =  2е°'4 — 0,4 — 1 =  1,58364. Абсолют хато 0,0003; нисбий хато:
О 0003
—   «  0,0002 =  0,02% (Эйлер усули билан ҳисобланганда у4 қийматининг
1,5836
абсолют ҳатоси 0,06; нисбий хатоси: 0,038 =  3,8% ).

2 - м и с о л .  Ушбу
У  —у2 +  х1

тенглама ечимининг jto = 0  да yd =  0 бошланғич шартни қаноатлантирувчи 
тақрибий қийматлари топилсин. х  =  0,1; 0,2; 0,3; 0,4 да ечимнинг қийматла- 
ри аниқлансин. . ^

Е ч и ш .  Куйидагиларни топамиз^
Уо =  0’ +  0а =  0,

Н  Ух = о =  (2уу' +  2х)х=0  =  0,

Ух=о — (2У 'а +  2УУ" +  2) і= о  =  2- 
(4) ва (4 ') формулаларга кўра ушбуларни ҳосил қиламиз:

(0,1)3
"ЗГ

• 2 =  0,0003, Уі =  . 2 =  0,0027. 
-------- §Г "*--------

Тенгламадан мана буларни топамиз:
у ' = 0 ,  _  у\ =  0,0100, У2 =  0,0400.

Бу маълумотларга а Ж І н  жадіалнйнг биринчи сатрларини тузамиз, ундан 
кейин уз ва у4 қийматларни (12) формулага кўра аниқлаймиз

X У У' Ду' Дау'

х 0 =  0 V О У о УІ =  0

. .
Ау'0 =  0,0100

-*і =  0,1 yt - - 0,0003 у [  =  0,0100 Д2у' =  0.0200

Ду| =  0,0300

jf j =  0.2 уа =  0,0027 y j =  0,0400 Дау| «= 9,0201

Ду2 =  0,0501
1

х3 - 0,3 у, =  0,0090 у'3 =  0,0901

=  0,4 у 4 =  0,0204
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Шундай қилиб,

Уз =  0,0027 +  - у - -0,0400 +  — .0,0300 +  -0,1.0,0200 =  0,0090,

Уі=0,ОО9О+ у - - 0,0901 +  у . 0,0501 + - ^ - .0 ,1 .0 ,0 2 0 1  = 0 ,0 2 1 4 .

yt да биринчи тўртта тўғри рақам бундай эканини қайд қилиб ўтамиз: 
уА =  0.0213 (бунй бошқача анча аниқроқ усуллар йилан, хатони баҳолаб ҳо- 
сил қилиш мумкин).

34-§ . Биринчи тартибли дифференциал тенгламалар 
системаларини тақрибий интеграллаш методи

32 ва 33 - § ларда кўрилган дифференциал тенгламаларни 
тақрибий интеграллаш  усуллари биринчи тартибли диф ф ерен­
циал тенглам алар Системаларини ечиш у ч у н  ҳам  татбиқ эти­
лади. Бу ерда тенглам алар системаларини ечиш у ч у н  айирма­
лар методини қараймиз. М улодазаларни иккита изланган но­
маълум функцияли иккита тенгламалар системаси у ч у н  олиб 
^орамиз.

Уш бу

~  =  А (•*, у, г), "  (1)

У, * ) , (2 )

тенгламалар систем асининг х  =  х 0 бўлганда у =  у0, z = z 0 бош ­
лангич шартларни қаноатлантирувчи ечимларини топиш талаб 
Килинади.

у ва z ф ункцияларнинг қийматларини аргум ентнинг х0, x it 
x t1 • • •» Xk+ъ • • • I •*„ қийматларида аниқлаймиз. Яна

x k =  =  A (k= 0 ,  1, 2 , , . . ,  n — 1) (3) 

бўлсин. Ф ункц ияларни нг тақрибий қийматларини 

Уо» Уіі • • • t У*» Уь+ ь  • • •» Уп

ва мос равишда

О̂! ^ll • • • » ^S + l) • • • 1

билан белгилаймиз. 3 3 - §  даги  (12) типдаги реккурент форму- 
лаларни ёзамиз:
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У*+і ^ У л  +  у У *  ДУ * -1+  ^  а д зУ а -2* (4 )

г *+ і =  * *  +  у  * ' *  +  у  Д г ^ - і  +  — M V * _  г. (б)

B y  формулалар билан ҳисоблаш ни бошлаш у чу н  берилган у„ 
ва z 0 дан ташқари y lt у 2; zu г г ни билиш керак. Бу қиймат- 
ларци 3 2 -§  даги (4 ) ва (4 ')  кўриниш даги формулалардан топамиз:

. h , . h* , , ft3
Уі =  Уо +  у  У0 +  у  У0 +  ~  Уо»

. 2 h , , (2hy , , (2/г)3 , ,
Уа =  Уо +  у  У0 +  ~ у ~  Уо +  ‘у р  Уо ,

г ,  =  го +  Л г;  +  | г :  +  | г-

.  _ г  + “ / + е « і г - + е « і 2 -'z2 — г О Т  J ‘ о т  2 Ц Т  g А о »

Б у  формулаларни татбиқ қилиш учун  у^, у^, y j’ , z'Q, г ',  г ’ 
ни билиш керак, уларни аниқлаш га биз ҳозир киришамиз. ( 1) 
ва (2) тенгламалардан уш буларни топамизі

У о = / і ( * о .  Уо. *о),

= / 2( ^ 0. Уо, г 0) .

( 1) ва (2) тенгламаларни дифференциаллаб ҳамда х0 у 0, г0, у^ 
ва г'0 лар қийматларини қўйиб, уш буни топамиз:

? ;= № -* = (g + g /+ | '* 'U /

Яна бир марта дифференциаллаб, y j' ва ни топамиз у ,, у2, 
г , ,  z2 ни билганимиз ^ол да берилган ( 1) ва (2) тенглам алар­
дан қуйидагиларни топамиз:

у р у'ѵ z'v z ’v д у ;, д у ;,  д %  д ^ >  Л гІ> о»

бундан кейин биз ж адвалнинг биринчи беш та сатрини тўлди- 
ришимиз мумкин:
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X У у' Ау' д у Z Z' Дг' Дгг '

-*о Уо Уо «0 2а

. АУо Дг^

*t Уі у! ■ АаУ0 *1
г 

г1 д»4

Ау[ д2;

*2 Уз У-2 д у *з
г

z2

% Ау2 Аг'2

*
Уз Уз

г
гг

(4 ) ва (5 ) ф орм улалардан у 3 ва z3 ни, (1) ва (2) тенглам алар­
дан у ' ва z'3 ни топамиз. Ay', А2у[ Д2z[ ларни яна (4 ) ва
(5 ) формулаларга мувофиқ ҳисоблаб у 4 ва zt ни топамиз ва ҳ . к .

1- м и с о л. Ушбу
у' — г ,  г '  =  у

системанинг х  =  0 да у0 =  0, г0 =  1 бошлангич шартларни қаноатлантирувчи 
ечимларининг тақрибий қийматлари топилсин *  =  0,1; 0,2; 0,3; 0,4 бўлганда 
ечимларнинг қийматлари топилсин.

Е ч и ш .  Берилган тенгламалардан ушбуларни топамиз:

Уо =  *ж =  о =

*о =  :у, =  8 =  0-

Берилган тенгламаларни дифференциаллаб, қуйидагиларни топамиз:

Уо= (У")* =  о =  ( * ') ,  =о  =  0. 

г О =  (z ")x  =  0  =  (у')х =  0  =  1 |

Уо' =  (У " ) ,_ о  =  ( * ') *  =  # = ! ,

гй =  (z"')x =  О =  (У") JT =  0 =
(4) ва (5) типдаги формулалардан қуйидагиларни топамиз:

0 ,1 , , (0 .1)* .  . (0,1)з



34-§.  БИ Р И НЧИ  ТАРТИБЛИ ДИ Ф Ф ЕРЕНЦ И АЛ  ТЕН ГЛАМ АЛАР
СИСТЕМ АЛАРИНИ ТА ҚР И Б И Й  И Н ТЕ ГР А Л Л А Ш

„ 0,2 , (0,2)а (0,2)3 
Уа =  0 +  у . 1 +  ^ -  0 +  • 1 =  0,2013,

, , 0,1 (0,1Р (0,1)з 
« I-  1 +  Y  • 0 + —  ■ 1 +  • о =  1,0050,

, 0,2 (0,2)2 (0,2)3 
* ,  =  1 +  Y  • 0+  ~  • 1 +  у р  • о =  1,0200.

Берилган тенгламаларга асосан шуларни топамиз;

Уі' =  1,0050, zj =0,1002,

у2 =  1,0290, «j =  0,2013,

=  0,0050, Дг' =0,1002,

Дуі =  0,0150, Дг' =  0,1011,

_____________ ду^ =  0,0100, Д8?;  =  0,000« .

ва жадвалнинг олдинги бешта сатрини тўлдирамиз.
Бундан кейин (4) ва (5) формулаларга кўра қуйидагиларни топамиз:

у3 =  0,2013 +  y  • 1.0200 +• у  • 0,0150 +  • 0,1 • 8,0100 =  0,3045,
і- *  1 jL

z3 =  1,0200 +  у  • 0,2013 +  y  • 0,1011 +  ^  • 0,1 • 0.0069 =  1,0452.

Ш унга ўхшаш

у< =  0,3045 +  у  ■ 1.0452 +  у  . 0,0252 +  ^  . 0,1 • 0,0102 =  0.410Г,

*< =  1,0452 +  у  ■ 0,3045 +  у  • 0,1032 +  у  0,1 • 0,0021 =  1,0809.

Берилган тенгламалар системасининг кўрсатилган бошланғич шартларни- 
қаноатлантирувчи аниқ ечимлари

у  =  sh X, z =  ch X

бўлиши равшан. Шунинг учун вергулдан кейин бешта тўғри рақамли ечим- 
іар  бундай бўлади:

Уі =  sh 0,4 =  0,41075, г 4 =  ch 0,4 =  1,08107. y

И з o ҳ . Ю қори тартибли тенгламалар ва юқори тартибли т е н г­
ламалар системаси кўп  ҳолларда биринчи тартибли тенглам а­
лар системасига келтирилгани учун , юқорида баён қилинган 
усуллар бу масалаларни ечиш учун  қўлланилади.



К У у' Ду' Д»у' г Z' Дг' д *z'

* 0  в  о Ч: с II О Уо — 1 z0 -  1 *0 =  °

Д у^= 0,0050 Az0 =  0,1002

* і  «  0,1 у, =  0,1002 у ' =  1,0050 Д *у^= 0,0100 г ,  =  1,0050 zj = 0,1002 Д ^  =  0,0009

Дуі =  0,0150 Д?і =  0,1014

Хі 0,2 у , =  0,2013 У2 =  1,0200 Д2у 1 = 0 ,0 1 0 2 г 3 =  1,0200 z2 -  0,2013 Д’г 'х =  0,00?)

Лу'2 =  0,0252

1

Дг^ =  0,1032

* 9 О СО Уз =  0,3045 Уз =  1.0452 г 3 =  1,0452 Zg -  0,3045

=» 0,4 у* =  0,4107 г4 =* 1,0809

СИСТЕМ
АЛАРНИ 

ТАЦРИБИЙ 
И

Н
ТЕГРА

ЛЛА
Ш
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XI13 б о б га  дойр маш қлар

И хтиёрий ўзгарм ас миқдорларга боғлиқ бўлган ф ункция­
лар мос дифференциал тенгламаларни қаноатлантириши кўр- 
сатилсин:

Функциялар

1. у  =  sin  X  -  1 +  Се~ зіп

2. у =  С х +  С -  С\

3. у1 =  2 Сх +  С2. 

а?С

Дифференциал тенгламалар

dy 1
■—  +  у cos X =  —  sin 2х. 
dx * 2

dy
dx dx  

dy
0-\dxl

4. y2 =  Cx2 - 1 +  С ' xy - m
(x2- y 2-  a2) — .

ax

Б. у — CiX +  +  C%.
_____ X

6. y =  (C1+ C 3x)ekx +
ex

( f t - 1)2
7> 3, =  Cieaarcsinjr+Cae-earc*!nXi

C,
8. у =  +  C2.

X

<0.1 , 1  d̂ l  =  o. 
d xa X dx2

—  — 2£ —  +  feJy =  e*. 
d * 2 dx

rf*2 *  dx

Ўзгарувчилари ажраладиган ушбу дифференциал тенгламалар интеграл- 
лансин. 9. у dx — X dy =  0. Жав. у =  С а . 10. (1 +  и)ѵ du +  (1 — ѵ) и dv — 0. 
Жав. In иѵ - f  и — V =  С. 11. (1 +  y)dx — (1 — х) dy =  0. Жав. (1 + у ) (1 —jr ) =

щ=С. 12. (fi — xfi) —  +  X2 +  tx1 =  0. Жав. t-J^ -  +  \ъ — = С .  13. ( y - a ) d x +  
dt tx ti_

- f  x*dy =  0. Жав. (у -  a) =  Cex . 14. г  dt -  (fi -  a2) dz =  0. Жав. г 20 =

=  С*— . 15. -  =  L ± ^ - \  Жав. x  =  p - ^ - .  16. (1 +  s2) dt -  =  0.
t +  a dy 1 +  у2 1— Cy

Ж ав. 2 У  t — arc tg s =  C. 17. dy +  p tg  Ѳ d Ѳ =  0. Жав. p — С cos 6. 
18. sin Ѳ cos <p d 6 — cos Ѳ sin <p d tp =  0. Жав. cos <f — С cos 0. 19. sec2 Ѳ tg 9 dft -f- 
- f  sec2 <f tg Ѳ d <p =  0. Жав. tg 0 tg <p= С. 20. sec2 6 t gy d <p +  sec2 <p tg  0 a 0 =  0. 
Жав. sin2 0 +  sin2 <p =  C. 21. (1 +  X2) dy ~ V \  -  у2 d *  =  0. Жав. arcsin у -
— arctg X =  C. 22. | / l  — x*dy — V l  — ya rfJc =  0. Жав. y \ r \ — x 2 —
—  X  1 —  у 2 =  C. 23. 3ex tg  ydx  +  (1 —  e31) sec2 ydy = 0 .  Жав. tg  у =  С (1 —
— ех)з. 24. (x  — y2x) dx +  (y — J£2y) dy — 0. Hiae. a 2 +  y2 =  л2уа -f  C.

Д и ф ф е р е н ц и а л  т е н г л а м а л а р  т у з и ш г а  д о й р  
м а с а л а л а р

25. Эгри чизиқнинг исталган нуқтасига ўтказилган уринманинг бурчак 
коэффициенти уриниш нуқтасининг аёсциссасига пропорционал бўлган эг^и 
чизнқ парабола экаіш нсботлансин. Жав. у — ах2 С.
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26. (О, — 2) нуқтадан ўтадиган эгри чизиқнинг исталган нуқтасига ўт- 
казилган уринманинг бурчак коэффициенти шу нуқта ординатасини уч бир- 
лик орттирилганига тенг бўлган эгри чизиқ топилсин. Жав. у — ех — 3.

27. (1,1) нуқтадан ўтадиган эгри чизиқнинг исталган нуқтасига ўтказил- 
ган уринманинг бурчак коэффициенти шу нуқта ординатасининг квадратига 
пропорционал. Ш у эгри чизиқ топилсин. Жав. k ( x ~  1)у — у +  1 >=0.

28. Эгри чизиқнинг исталган нуқтасига ўгказилган уринманинг бурчак 
коэффициенти бу нуқта билан координаталар бошини туташтирувчи тўғри 
чизиқ бурчак коэффициентидан п марта катта бўлган эгри чизиқ топилсин. 
Жав. у - С хп.

29 (2,1) нуқтадан эгри чизиқнинг исталган нуқтасига ўтказилган урин­
манинг йўналиши координаталар бошидан шу нуқтага ўтказилган радиус-

вектор йўналиши билан бир хил. Бу эгри чизиқ топилсин. Ж ав. у*= х.

30. Эгри чизиқнинг ҳар бир нуқтасида радиус-вектор билан уринма 
орасидаги бурчакнинг тангенси тескари ишора билан олинган радиус-век- 
торнинг тескари миқдорига тенг. Кутб координаталар системасида бу эгри 
чизин тенгламаси тузилсин. Жав. г(Ь +  С) =  1.

31. Эгри чизиқнинг ҳар бир нуқтасида радиус-вектор билан уринма 
ташкил қилган бурчақ тангенси радиус-векторнинг квадратига тенг. Бу 
эгри чизиқнинг қутб координаталар системасидаги тенгламаси топилсин. 
Жав. г* =» (Ѳ +  С) 2.

32. Эгри чизикнинг барча нормаллари ўзгармас бир нуқта орқали ўтиш 
хоссасига зга бўлса, бу эгри чизиқ айлана бўлиши исботлансин.

33. Ҳар бир нуқтасида уринма ости узунлиги иккиланган абсциссага 
тенг бўлган эгри чизиқ топилсин. Жав. у * = С У ~ х -

34. Шундай эгри чизиқ топилсинки, унинг радиус-вектори уринманинг 
уриниш нуқта-си билан х  лар ўқи орасидаги кесмасига тенг бўлсин.

Е ч и ш .  Масаланинг шартига кўра, V\  +  у '2 =• У  X* -f- у», бундан

dy dx
— =  ±  — . Буларни интеграллаб, эгри чизиқларнинг иккита оиласини ҳосил 
У х Q

қиламиз: у =  Сх  ва у — — .
X

35. Ньютон қонунига кўра бирор жисмнинг ҳавода совиш'тезлиги жисм 
температураси билан ҳаво температураси орасидаги айирмага пропорцио­
нал. Агар ҳавонинг температураси 20°G бўлиб, жисм 20 минут ичида 100® 
дан 6Ѳ°С гача совиса, қанча вақтдан кейин унинг температураси 30°С гача 
пасаяди?

d Т
Е ч и ш .  Масаланинг дифференциал тенгламаси — =  k(T—20). Бу тенг-

di
ламани ннтеграллаймиз! Т — 20 =■ Cekt, t »» 0 бўлганда Т  — 100; t ** 20 бўл-1 

.20
ганда Г  =  60. Шунинг учун С — 80; 40 =  СеШ , вк ш* (  ~ ^  , Демак. 

/ 1
Г  =  20 +  8 € + I — I • Т =  30 деб олиб, < =  60 мин эканиня топамиз.

36. Баландлиги 10 см, учидаги бурчаги а =  60° бўлган воронкага сув 
тўлдирилган. Ш у сув воронка остидаги Q.5 см2 ли тешикдан қанча (Т) вақт 
ачида оқиб чиқиб кетади?
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Е ч и ш .  t ва t +  At вақтлар орасида оқиб чиққан сув ҳажмини икки 
усул билан ҳисоблаймиз. ѵ тезлик ўзгармас бўлганда бирсекундда тешик- 
дан асоси 0,5 см- ва баландлиги ѵ бўлган сув цилиндри оқиб чиқади. At

i вақт ичида эса ҳажми dv бўлган сув оқиб чиқади: — dv = — 0,5 v dt — — 
- 0 , 3 1  S T g h d t * ) .

Иккинчи томондан, оқиб чиқиши натижасида сувнинг баландлиги ман­
фий dh „орттирма" олади ва оқиб чиққан сув ҳажмининг дифференциали:

-  dv =  тс r*dh =  ~r (h +  0,7)з dh
О

бўлади.
Шундай қилиб,

-~ (h  +  0,7)a dh =  -  0.3 V T g h  dt,О
бундан

t  =  0,0315 ( 10% -  /z5/a) +  0,0732 ( l0 3/a -  Л3/а ) +  0,078 ( У  10 -  У Т ) .

h =* 0 фараз этиб,.сувнинг оқиб чиқиш вақти Т =  12,5 сек эканини топамиз.
37. Суюқликда айланувчи дискка ишқалишнинг кўрсатган секинлашти- 

рувчи таъсири айланишнинг м бурчак тезлигига пропорционал. Агар диск 
100 айл\мин тезлик билан айлана бошлзб, орадан 1 мин ўтгандан кейин 
60 айл/мин тезлик билан айланиши маълум бўлса, бурчак тезлик билан 
вақт орасидаги боғланиш 1&Щ$8~бупат7~Жав. <о =  100(3/5) 1 айлімин

38. Вертикал ҳаво устунининг ҳар бир сатҳидаги босим гоқори қатлам- 
ларнинг босими натижасида ҳосил бўлади деб фараз қиламиз. Агар денгиз 
сатҳида бу босим 1 см.2 га 1 кг бўлиб, 500 м баландликда 1 см2 га 0,92 кг 
бўлиши маълум бўлса, босим билан балаидлик орасидаги богланишни то- 
пинг.

К ў р с а т м а .  Бойль — Мариотт. қонунидан фойдаланилади, бу қонунга 
мувофиқ газнинг зичлиги босимга пропорционалдир. Масаланинг дифферен­
циал тенгламаси: dp — — kp dh, бундан р =  е~'0’°Р017/г. Жав. р =  e ~°’umlh .

Қуйидаги бир жинсли дифференциал тенгламаларни интегралланг: 
89. (у — х) dx  +  (у - f  х ) dy =  0. Жав. у2 +  2ху — х г — С. 40. ( х. +  у) dx  +  
-j- xdy  =  0. Жав. д а +  2 *у  = С .  41. (х  +  y)dx  (у — х) dy — 0. Жав 1п(*2+-

+  y2)'k — arctg — =  С. 42. X dy — у dx  — У х 2 - fy 2 dx. Жав. 1 + 2 Су— С2х 2=

- 0 .  43 ( 8 у +  \0 х) d *+(b y+]_x)d y  =  0. Жав. (л :+ у )2( 2 * + у ) 3= С .  44. 2 / T t -
. С

—s)dt-\-tds =  0. Жав. te * =  С ёки s =  fin® 45. (t — s)dt-j-tds =  0.

£  г  ____ __
Жав. t e ( — С ёки s =  f l n y .  46. дгуайу=»(л®+у3) ^ .  Жав. у =^х\^3 In Сх. 

у у у
47. X cos —  (у dx  +  X dy) =  у sin — (х dy — yd х). Жав. ху  cos —  =  С.

Бир жинсли тенгламага келтириладиган қуйидаги дифференциал тенг­
ламаларни интегралланг;
48. (Зу — 7х  4- 7)dx  — ( 3 *  — 7у — 3)d\i =  0. Жав. ( л + у —1)5(л: — у — 1 >8 =  С. 

\ 49. (х  +  2у +  1 )dx  — (2х  +  4у +  3)dy *= 0. Жав. In ( 4 л + 8 у + 5 ) + 8 у — 4 х  =  С.

50. (х  +  2у +  1 )dx  -  (2х -  3)dy =  0. Жав. In (2х  -  3) -  =  С.
Zx  —  о

*) Ьўш сиртдан h масофадаги тешикдан оқибчиқувчи сувнинг ѵ тезіиги
I V =  0,6 У  2gh  билан берилади, бунда g —огирлик кучининг тезланпши.
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51. Эгри чизиқнинг нормал ости узунлиги абсцисса билан ординатанвдг 
Ўрта арифметик қийматига тенг. Бу эгри чизиқ аниқлансин. Ж йв. (х—у)*ў. 
X  (•* +  2у) =  С.

52. Эгри чизиққа ўтказилган уринма Ѳу ўқдан ажратган кесманинг 
радиус-векторга нисбати ўзгармас миқдорга тенг. Бу эгри чизиқ аниқл»“ 
рин.

dy
У~ * Т х

Е ч и ш .  Масаланинг шартларига кўра:  ̂ =  т, бундан

53. Эгри чизиққа ўтказилган нормал Ох ўқдан ажратган кесманинг ра­
диус-векторга нисбати ўзгармас миқдорга тенг. Бу эгри чизиқ аниқлансин.

dy
х  + У Т - dx

Е ч и ш .  Масаланинг шартига кўра у  3 =  t n ,  бундан jca - f  =

«  ma (X -  Су. X У'
54. Эгри чизиққа ўтказилган уринма Оу ўқдан ажра'тган кесма a sec Ѳ 

га тенг, бунда Ѳ— радиус-вектор билан Ох ўқ орасидаги бурчак. Буэгри 
чизиқ аниқлансин.

у
Е ч и ш . tg Ѳ =  —  бўлгани учун ва масаланинг шартига кўра қуйидаги- 

dy
ларни ҳосил қиламиз: у — х ~  =  a sec Э, шунинг учун

dy V  
у — X —  =  а- 

dx
|ундан

X  Г еТ +6 ~ ( 7 + 4 )

55. Эгри чизиқнинг бирор нуқтасига ўтказилган нормалнинг ордината- 
лар 'ўқидан ажратган кесмаси координаталар бошидан бу нуқтагача бўлган 
масофага тенг. Бу эгри чизиқ аниқлансин.

X
Е ч и ш .  Нормалнинг Оу ўқдан ажратган кесмаси у -+- —  га тенг; шу­

нинг учун масаланинг шартига кўра

у +  ~  =  Ѵ ~ # Т у\
бундан

С ( 2 у + С ) .

56. Битта О нуқтадан чиқадиган барча нурни берилган йўналишга па- 
рал/ел акслантирувчи кўзгунинг шакли твпнлсин.

Е ч и ш. X ўқи деб берилган йўналишни, координаталар боши д£б О 
нуқтани оламиз. ОМ—тушувчи нур, МР— аксланган н ур .М ф — изяанаётган 
эгри чизиққа ўтказилган нормал бўлсин. ,

а =  р, OM =  OQ, Н М - у ,
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бундан »
ydy =  (— X +  Ѵ ~*Ч -у ‘>) dx>

бу тенгламани интеграллаб у3 — С* +  2Qx эканини топамиз.
Куйидаги чизиқли дифференциал тёйгламІЛар интеграллансин:

57. =  (ж + 1 ) 8 .  Жав. 2у =  ( * + ! ) < + С ( * + 1 ) 2. 58. у ' -
X +  1

— а — =  Х + — . Жав. у —Сха +  . 59. (X — х 3)у' +  (2х2 — 1)у —
1 — а

ds
—  cos t +  s sin t 
dt

: 1. Жав. S’— ax3 =  0. Жав. у =  ax  +  C x Y  1 — ■>■*. 60.

=  sin  t +  С co st. 61. — +  s cos t =  —  sin 21. Жав. s =  sin t — 1 +  C e ~ aln *•
dt I

62. у’ — — у =  Л ‘ . Жав. у -  х л(ех +  С). 63. у ' +  —  у =  — . Жав. хпу =  
X X  л1 _2х

*= ах  +  С. 64. у' +  у =  е - х. Жав. еху — х  +  С. 65. у ' +  — —  у — 1 = 0 .
: rf. X

4  1 Л ) .
Куйидаги Бернулли тенгламалари интеграллансин:

66. у’ +  ху  =  л 8у3. Жав. у8(лга +  1 ■+ Сехг) =  1. 67. ( 1 - л 3) у ' - л у  -  аху2 =  6. 
Жав. (С  V I  -  л» -  я ) у =  1. 68. Зу2у ' -  яуЗ -  л: -  1 =  0. Жав. а* у3 «  Се"-" -

^  Г <5 у’ I ‘2 у’
— а(х  +  1) — 1. 69. у ' (л 2у3 +  *у )  == Жав. л" [ (2 — уа)в  * +  С j = S
70. (у In л — 2) y d x  =  x dy. Жав. у (Сл? +  In х 1 +  1) =  4. 71. у — у ' cos х  =

=  ys c o s X (1— sin х). Жав. у =  sec х  .
sin X +  С

Куйидаги тўла дифференциалЛи тенгламалар интеграллансин:

72. (л а +  у) dx  +  (х  —  2у) dy *  0. Ж аа. у  +  у *  —  уа =  С. 73. ( у - 3 * 3) & с -
О

— (4у — x)dy  =  0. Жав. 2уа — +  л 3 =  С. 74. (у3 — х )у' =  у. Жав. у* =

= 4 * у  +  С. 75

. ху 
х - у

( *  — У) *  J I у ( *  -  у )2
dy Жав, In — —

X

=  С. 76. 2(3лу2 +  2x«)dx +  3(2л2у +  f ) d y  =  0. Жав. л 1 +  3х 2у2 +

x 4 y - - y 7dx  

(■* -  У)2
=  0. Жаз. ху

х - у

+  , _ с  ,Л(^ , _ г :  с . ж  ( і +

3ya\ 2yrfy 
+  . Жав. X2 +  у» =  «С.*3. 79.

*  С. 80. X dx +  у dy =  '  - ^ аа. л * +  >'2 — 2 arctg —- -= С.

81. Куйидаги хоссага эга бўлган эгри чизиқ аниқлансин: координаталар 
бошидан эгри чизиқнинг исталган нуқтасигача бўлган масофанинг квадрати 
билан бу нуқтадан ўтган нормалнинг абсциссалар ўқидан ажратган кесма* 
нинг кўпайтмаси шу нуқта абсциссасининг кубига тенг. Жав. у3(2ла+ . Г )  =  С. 

S2. Кѵйидаги эгри чизиқлар оиласининг ўрамаси топилсин: а) у =  Сх н»

+  С2. Жав. л а +  4у =  0. у  =  - £ +  С2. Ж ав. 27л2 =  4у3. с) = 2 >
С С С3
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Жав. 27у = л 3. d) Сгх  +  Су — 1 =  0. Жав. у2 +  4х  *= 0. е) ( к — С)3 -М у  —
-  С)2 = 'С 2. Ж ав. л  =  0; у =  0. і) (х  -  С)2 +  у 2 =  4С. Ж ав. у 2 =  4 *  +  4. 
g ) ( ’С - С у  +  (у — С у =  і. Жав. ( х - у у  =  8. h) С ^  +  С2у = 1 .  Жаз. л:4+  
+  4у =  0.

83. Тўғри чизиқ шундай суриладики, унинг координата ўқларидан аж­
ратган кесмаларининг йиғиндиси ўзгармас а миқдорга тенглигича қолаве- 
ради. Тўғри чизиқнинг барча вазиятлари ўрамасининг тенгламаси тузилсиғг.

Жав. X 2 +  у 2 = а 2 (парабола).
84. Координата ўқлари тўғри чизиқлар оиласидаги ҳар бир тўғри чи- 

виқдан ўзгармас а узѵнликда кесма ажратади. Тўғри чизиқлар оиласининг
'± i. -i 

ўрамаси топилсин. Жав. jc 3 +  у 3 => а 3 .
85. Диаметрлари у2 =  2рх  параболанинг иккиланган ординаталаридан 

иборат бўлган айланалар оиласининг ўрамаси топилсин.

86. Марказлари у2 =  2рх параболада ётувчи айланалар оиласининг ҳамма 
вйланалари б у  параболанинг учидан ўтади. Ш у айланалар оиласининг ўра- 
маси топилсин. Жав. х 3 -j- у\х  -j- /?) =  0 циссоида.

87. Диаметрлари вазифасини Wx2 +  а 2у2 =  а26? эллипснннг х  лар ўқи- 
га перпендикуляр бўлган ватарлари бажарувчи айланалар оиласининг ўра-

а‘г+№ Ы
88. х^Ь2 +  а2у2 =  а 262 эллипснинг эволютасини унинг нормаллари ўрамаси 

каби топилсин. Жав. (a x fla +  (byfla *= (а2 — й *)\
Куйидаги тенгламалар (Лагранж тегламалари) интеграллансин:

Жав. у =  (У х + 1  +  C f .  М ахсус ечим: у =  0. 91. у =  х(\+у’) + ( у ' ) а- Жав. х =  
=  Се-Р — 2р +  2; у =  С(р +  1 )е~р-  р * +  2. 92. у = у у 'а+ 2ху'. Жав. 4 Сх =
— 4 С2 — у2.

93. Ўзгармас нормалга эга бўлган эгри чизиқ топилсин. Жав. (х —С у +  
+  у3 =  а2. М ахсус ечим: у  =  dr а.

Куйида берилган Клеро тенгламалари интеграллансин:
94. у =  ху' 4- у' — у '2. Жае. у =  С *  +  С — С2. Махсус ечим: 4у  =  |Oc - f  1)*.
95. у =  ху' +  Y 1— у'1. Жав. у =  Сх +  Y 1— С2. М ахсус ечим: у 2 — х і =  1.

99. Изланаётган эгри чизиққа ўтказилган уринма билан координата ўқ- 
лари орасида ҳосил бўлган учбурчакнинг юзи ўзгармас миқдорга тенг. Эг­
ри чизиқ топилсин. Жав. Тенг ёнли гипербола: 4л:у =  ±  а\ Бундан ташқа- 
ри, у =  С х ±  а У  С — оиланинг исталган тўғри чизиғи.

100. Эгри чизиққа ўтказилган уринманинг координата ўқлари орасида 
қолган кесмасининг узунлиги ўзгармас бўлиб, а га тенг. Бу эгри чизиқ то-

маси топилсин. Жав. —------+  - г -  =  1-
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101. Эгри чизиққа ўтказилган уринмалар координата ўқларида йигин- 
диси 2а га тенг бўлган кесмалар ҳосил қилади. Бу эгри чизиқ топилсин.

2 аС
Жав. у =  С х — -— - . М ахсус ечим: (у — х  — 2а)1 =  8ах.1 — О

102. Эгри чизиқларга ўтказилган ҳар қандай уринмадан берилган икки 
нуқтагача бўлган масофалар кўпайтмаси ўзгармас сонга тенг. Бу эгри чи- 
зиқлар топилсин. Жав. Эллипслар ва гиперболалар (ортогонал ва изогонал 
траекториялар).

103. у =  ахп эгри чизиқлар оиласининг ортогонал траекториялари то­
пилсин. Жав. X2 +  пу2 =  С.

104. у2 =  2р (х — а)(а-оила параметры), параболалар оиласининг ортого-
_  —

нал траекториялари топилсин. Жав. у =  Се р .
105. X2 — у3 =  а (а — параметр) эгри чизиқлар оиласининг ортогонал

траекториялари топилсин. Жав. у =  — .

106. X2 +  у2 — 2ах айланалар оиласининг ортогонал траекториялари то­
пилсин. Жав. Айланалар: у — С(х2 +  у2).

107. Берилган тўғри чизиққа учлари билан уринадиган тенг парабола- 
ларнинг ортогонал траекторияларини топинг. Жав. Агар 2р  — параболалар

_naj)aMerpH _ва берилган тўғри чизик О у ўддд. о л и н г а н - т р а ­

ектория тенгламаси: у +  С =  ~ \ /  —- х Іг.
О Г р

Х&
108. уа =  ——— циссоидаларнинг ортогонал траекториялари топилсин.

Жав. (х 2 +  у*)-* =  С(у2 +  2л2).
109. ( * 2 +  у2)'1 =  (л2— у2)а2 лемниската ларнинг ортогонал траектория­

лари топилсин. Жав. (л2 -+- у2) =  Сху.
110. А г*р траекториялар билан х 1 — 2а (у — х Ѵ ~ 3 )  (бунда а — ўзгарув- 

чи параметр) эгри чизиқлар оиласининг чизиқлари ш =  60° га тенг бўлган 
ўзгармас бурчак ҳосил қилса, эгри чизиқлар оиласининг изогонал траек­
ториялари топилсин.

2 У
Е ч и ш .  Оиланинг у ' =  — — У  3 дифференциал тенгламасини топамиз:

у ' — tga  14
ва у ' ш  в * -------- -—  ифода билан алмаштирамиз. Агар ш =  60° бўлса,

_ l + y t g m  _

у'—У Т  у ' - У  3 2у
q =  j Ба 3 1 ~-\-у'Уъ = j c ~  дифференциал тенгламани ҳо-

сил қиламиз. Умумий интеграл у! =  С(х у У З )  изланаётган траектория­
лар оиласини беради.

111. у 2 =  \Сх параболалар оиласининг ш =  45° бўлгандаги изогонал тра-6 . 2у-дс — afc ■ —

екториялари топилсин. Жав. у2 — ху  +  2 * s =  Се^  7
112. у =  Сх тўғри чизиқлар оиласининг «  =  30°, 45° бўлган ҳоллар учун 

изогонал траекториялари топилсин.
Д а в .

„ . 2 2 /T .rc tf^ -  
X2 +  у2 =  е ;

2 arctg - j-
х% +  у2 — е *  .

логарифм*™ спираллар.



160 X I I I  б о б . ДИ Ф Ф Е Р Е Н Ц И АЛ  ТЕ Н ГЛ А М А Л АР

113. у=С\вх -V С->е~х  дан Сх ва С2 йўқотилсин. Жав. у" — у — 0.
114. Бир текисликда ётувчи барча айланаларнинг дифференциал тенг­

ламаси ёзилсин. Жав. (1 4  у '2) у"’ — Зу'у" 2 =  0.
115. Бош ўқлари Ох ва О у ўқлар билан бир хил бўлган иккинчи тар­

тибли ҳамма марказий эгри чизиқларнинг дифференциал тенгламаси ёзил­
син. Жав. х(уу" 4  у'2) — у'у >= 0.

116. у'" — 2 ѵ" — у' 4- 2у =  0 дифференциал тенглама ва унинг у=^С1ех+  
+  ( г +  С3е2Х умумий интеграли берилган.

1) Берилган эгри чизиқлар оиласи ҳақиқатан ҳам умумий ечим эканини 
текшириш; 2) агар х = ~ 0  бўлганда у =  1, у' =  0, у" =  —  1 бўлса, хусусий

ечимни топиш талаб қилинади. Жав. у — — (9«* 4  е ~ х — 4езх).
о

1 2 а/
117. у" =  •—  дифференциал тенглама ва ѵнинг у =  ±  — (х  4  Сі) ,2 +  C j

Uy' ■ 3
умумий еди.ми берилган. __________

1) Берилган эгри чизиқлар оиласи ҳақиқатан ҳам умумий ечим бўлиши 
текширилсин.

2) агар (1, 2) нуқтадан ўтадиган интеграл эгри чизиққа шу нуқтада ўт- 
казилган уринма Ох ўқнинг мусбат йўналиши билан 45° ли бурчак ташкил 
қилиши маълум бўлса, бу интеграл эгри чизиқ топилсин.

2 _  4 .
Жав. у =  — у х ъ-\- - .

Биринчи тартибли тенгламаларга келтириладиган иккинчи тартибли диф­
ференциал тенгламаларнинг баъзи бир энг содда типларини интеграллаш.

118 ху'" =• 2. Жав. у =  X2 In *  +  С\Хг 4  С х  Н- С8. х  =  1, у =  1, у’ 1> 
у" — 3 бошланғич шартларни қаноатлантирувчи хусусий ечим чиқарилсин. 
Ж ав. у =  л 2 In X +  1.

т! ^
119. у (п) =  х т. Жав. у = ------------ ■. 4  Сіхп~ 1 4  . . . 4  С „ _ 1 *  4  Сп.

(т 4  п )I
120. =  а 2у. Жав. ах =  In (ау + У агу'і +  +• С2 ёки

У =  Cj еа-ѵ4  с ге - а г.

121. у "  =  Ж а в . (Ctx  4  C j)2 =  Cty2 -  a.
У3

122—1 2 5 -мисолларда қуйидаги бошланғич шартларни қаноатлантирувчи 
хусусий ечим топилсин. *= *0 , у = .— 1; у ' =  0. 122 ху" —  у ' =  л Ѵ .  Жав- у *  
■= ех(к — 1) 4  С і* 2 4  C s. Хусуеий ечим: у =  <?*(* — 1). 123. уу" — (у ')а +  
-Ь (у ')8 *= 0. Жав. у 4  Ct In у =  х  +  Са. Хусусий ечим: у =  — 1 .1 2 4 . у" +

+  у ( =  sin 2х. Жав. у =  С» 4  Cj sin х — х  — — sin 2х. Хусусий ечим:

y =  2 s in jc — sin X cos X — X — 1. 125. (у”)* 4  (у ') 2 =  а2. Жав. у =  Cs —
—  a cos(jc 4  Ct). Хусусий ечимлар: у =  а — 1 — a cos х, у =  a cos х —(а 4  1).

( К ў р с а т м а .  Параметрик шакл: y" =  a c o s / ,  у ' =  a  s in * .)  126. у " = — ’

2 з I
Жав. у =  ±  — (х  4  С , ) /з 4  С5. 127. у” =  у "2. Ж ав. у =  (Ct—JcJlInCCt— ж) -

—  1] 4  С2 <■ 4  С8. 128. у'у'" -  Зу"2 =  0. Жав. х  =  С ,у2 4  С,у  4 - С,.
Куйидаги ўзгармас коэффициентли чизиқли дифференциал тенгламалар 

интеграллансин: 129. у" =  9у. Ж ав. у =  С1езг 4  Сге ~ іХ. 130. у" 4  у =  0- Жав. 
у — A cos дг 4  # s l n  л. 131. у" — у ' =  0. Ж а в . у *= 4  С2 е*. 132. у " 4  1 2 у =  
«= 7 у '. Жав у =  С,<?3-ѵ +  С 2й4ДГ. 133. >" -  4у ' 4  4у =  0. Ж а в . у =  (C t 4
4  Сгх)е2х. 134. у " 4  2у ' Юу =  0. Жав. у =  е - *  (Л cos дҳ 4  В sin Зх).
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-3+УТ7 х -3 - /17  г
135. у " + З у ' - 2 у = 0 . Ж й « . у =  Сув 2 +  Сгв 2 . 136. 4 у " - 1 2 / +  
+  9 у = 0 .  Жав. у =  (С, +  С,х) в *х ■ 137. у" +  /  +  у =  0. Жав. у =

138. Пружина учига иккита бир хил юк осилган. Агар битта юкузилиб 
туш са, иккинчи юк оладиган ҳаракатнинг тенгламаси топилсин. Жав. х  «=

-f-ну =  ѵ. /лае.

„ с о ,  ( У  Jl), бунда я — тинч ҳолатдаги пружина узунлигининг битта

юк таъсири остида ортиши.
139. Массаси т оўлган моддий нуқтани икки марказнинг ҳар бири ҳам 

масофага пропорционал куч билан ўзига тортади. Пропорционаллик кўпай- 
тувчиси k. Марказлар орасидаги масофа 2с. Дастлабки пайтда нуқта мар­
ка зларни туташтнрувчи чизиқда, бу чизиқнинг ўртасидан а масофада ту- 
ради. Вошланғич тезлик.нолга тенг. Нуқта ҳаракатининг тенгламаси тузил-

ѵ ь \син. Жав. X =  a cos

140. у ІѴ — Бу" +  Ау =  0. Жав. у «  +  С2е ~ х * Сае2х +  С4е ~ 2х. 141 
у « _  2у" — у- +  2у =  0. Жав. у =  С ^ х +  Сгех  +  Съе~ х. 142. у'" -  3ау" +  
+  Заау ' — д у̂  д* О. Ж т . у =  t C T +  С*х +  Сг х*)ёа*. 143. уѵ — 4у”, » 0 :  Жав. 
у =  С, +  С ,х  +  С ,< 3 +  С > 2* 4- С6« . 144. У ѵ +  2у" +  9у_= 0. Жав. у =  
—(С, cos +  С2 sin Y ^ x )  е ~ х +  (С 8 соз Y 2 x  +  С4 sin У 2 л 0 е г . 145. у 1ѵ-*>
— 8у" +  16у =  0. Жав. у =  C,e2r +  С ^ Г 2'  +  С3« 2г +  С ,хе~2х. 146 у,ѵ  +

X X

+  у =  0. Жав. у =  eV J  (Ci cos +  Са sin +  eV  2  ̂ C8 cos A =  +

+  C ^ s l n jT ^ j '  147. y, v — a*y =  0. Умумий ечим ва x 0 =  0 д а у  =  1, y' =  0,

у" =  — а3, у'" =■ 0 бошланғич шартларни қаноатлантирувчи хусусий ечим 
топилсин. Жав. Умумий ечим: у =  СУ 0-* +  C je- 6 *  +  С8 cos ах +  С4 sin ах. 
Хусусий ечим: у0 =  cos ах.

Куйидаги бир жинслимас чизицли дифференциал тенгламалар интеграл­
лансин (умумий ечим топилсин): 148. у" — 7у ' +  12у =  х . Жав у =  С1в3'г +

]Лу I п / I 1
+  с . / х +  — . 149. $" —  a 3s =  /  +  1. Жав s =  С\еаІ +  С ^ Г аі— - 3—  

144 а2 .

150. у " +  у ' — 2у — 8 sin 2 лг. Жав. у — Ci«v -f С2«—2j;— —(6 sin 2л: +  2 co s2 *).
5

151. у " —  у -  Ъх +  2. Ж йв. у •  +  C j*- *  —  блг — 2. 152. s"—2as'+a^s^-

*« е* (а +  1). Жав. s =  Сі«а< +  С^ва‘ +  — ------- . 153. у" +  бу' +  5у — в2* .
(а — I ) 3

Жав. у =  С^в~х +  С2е~ 6х +  «2jf. 154. у" +  9у -  6«3jr. Жав. у -  C !C o s3 *+

+  Cs s l n 3 j c +  -  е3х. 155. у" —  Зу' =  2 — вдг. Жав. у =  Cj +  С ,в3с +  х».

156. у " —  2 у ' +  Зу =  е~ х  cos лг. Жав. у =  е *  ( С1! cos |^2л +  Cs sin |/2лг) +  
е ~ х

+  " у  (5 cos X — 4 sin x). 157. у " +  4y =  2 sin 2x. Жав. у =  Ci sin 2x  +

11 H. С. Пискунов, 2-т. ?
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4- С| со» 2х  — ^  соз 2х. 158. у "  — 4у" +  Ъу' — Чу — 2.x +  3. Жав. у -

=» (Cj - f  С\х)ех +  С ^ х — X  — 4. 159 у 1ѵ — а1 у =■» 5а* «or sin ад:. Ж а». у =  
*■ (С] — sin ах)еах +  С^е~ах +  С # cos ал +  С* sin лдс. ISO. уІѴ +  2aJy " + a ‘ y -

X*
■» 8 cos ал. Ж ав. у =  (Сі +  С ,« ) cos ах  +  (С3 +  С4л) sin ах — — соз ах.

а
161. у" -f  #>у =  0 тенгламанинг Л/(л0, у0) нуқтадан ўтадиган ва бу нуқ- 

тада у =  а *  тўғри чязиққа уринаднган интеграл эгри чизиғи топилсин.
а

Жав у =  y0 cos * (л  — л0) +  — з іп * (л  — л 0).k
162. у* +  2fty' +  я8у == 0 тенгламанинг л  =  0 да у — а, у ' ■» С бошлан- 

рич шартларни қаноатлантирувчи ечими топилсин. Ж ав. А <  п бўлганда

у =  e ~ hx (a c o s  У  п? — К1 х  - f  ^ . slnyOt* — А» л ) ;  ft — л бўлганда
Ѵ л 1 — ft»

у -  s- * *  [(С +  a h ) x +  а|; ft >  п бўлганда

v _  _C +  a(ft +  K ^ - n » ) ^.(ft-уО ^гўЬ _
2 / f t a -  rc3 

_  С +  а ( h -  V h *  - я *  ( » + * * = * ) ,  _

2 / f t *  -  ?іг
163. у "  -f- n*y =  ft sin рх  (р +  п) тенгламанинг л =  0 да у * я ,  у ' — С 

бошлангич шартларни қаноатлантирувчи ечими топилсин. Жав. у=асоіП Х +
С(п* — рі) — hp h

- f --------- -------------- sin nx  +  —----------  sin px.
n(n — p ) п *— р'

164. Оғирлиги 4 кг бўлган юк пружинага осилган бўлиб, пружина узун­
лигини 1 см чўзади. Пружинанинг юқори учи y =  s ln K lO O < қонун бўйи- 
ча гармоник тебранади деб фараз этиб (бунда у вертикал бўйича ўзгара- 
дя), бу юк ҳаракатининг қонуни топилсин.

Е ч и ш .  X билан юкнинг тинч турганда ҳисобланган вертикал координа- 
тасини белгилаймиз, бу ҳолда

4 d?K

бўлади, бунда I — пружинанинг эркин ҳолатидаги узунлиги ва бошланғич
d2x

шартлардан k =  400 бўлишини кўриш осон. Бундан —  +  100 £ л  =

-« 100 g  sin У 100 gt +  100 lg.
By тенгламанинг хусусии интегралини

t(Ci cos У 100 gt  +  С , sin У 100 gt) 4- I
кўринишда излашимиз керак, чунки тенгламанинг ўнг томонидаги биринчи 
ҳад бир жинсли тенглама ечими таркибига киради.

165. 139- масала шартларида бошланғич тезлик ѵ0 га тенг ва йўналиш 
марказларни туташтирувчи тўғри чизиққа перпендикуляр деб олиб, траек­
тория тенгламаси топилсин.

Е ч и ш .  Агар координаталар бошини марказлар орасидаги масофанинг 
ўртасида олинса, ҳаракатнинг дифференциал тенгламаларн қуйидагича бўлади:

d*x d*v
ж — ■ =*k{C — л) — h{C  +  л) = — 2kx, m —  =  2ky. 

dP at*
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Бошлангич шартлар I =  0 бўлганда:

dx dyх =  а. _ ^ 0> у =  ^  =  Vo

бўлади. Интеграллаб,

х  =  а  cos (  У  ^  / ) ,  У «  \ f  \  « t n ( | / 2 I  t)

X'  y22A
ифодаларни топамиз. Бундан — + ------к  =  1 (эллипс).

аа mvQ
166. Горизонтал трубка вертикал ўқ атрофида ўзгармас а> бурчак тез­

лик билан айланади. Трубка ичига жойланган шар унда ишқалмай сирпаниб 
боради. Агар, дастлабки пайтда шар айланиш ўқида бўлиб, трубка 
вўйлаб тезликка sra бўлса, унинг ҳаракат қонуни қандай бўлади?

<Рг
К ў р с а т м а. Ҳаракатнинг дифференциал тенгламаси —  =  <Л\ Берил-

dt*
dr

ган бошлангич шартлар: < =  0 бўлганда г  =  0, —  =  %  Интеграллаб, г  =
dt

Vo I ш/ . —w/1=  —  [ е  +  е ‘ J эканини топамиз.
1 JJ

Ихтиёрий ўзгармас миқдорларни вариациялаш методини татбиқ этиб, 
Куйидаги дифференциал тенгламалар интеграллансин:

167. у* -  7у' +  6у  =  sin л, Жав. у =  +  С ^ х +  5 *— \

168. у" -f- у =  sec л. Жав. у =  Cv cos х +  Са sin х-f  л sin х +  cos х  In со» х.
169 у" +  у = -------------- ------- . Жав. у =  С, cos X -+ Cs sin х  — У с о в  2х.

cos 2jc У  cos 2х 
Куйидаги турли типдаги тенгламалар интеграллансин:

170. уу" =  у '3 +  1. Жав. у =  [ «Сі<л-С,) +  e -C ,U -C O ]#

171. *  -  0- Жав. =  С. 172. у =  х у '! +  у '8 . Ж а в . у *

=  ( К х  +  1 - f  С )2. Махсус ечимлар: у =  0, x - f  1 =*= 0. 173. у" +  у — s e c x . 
Жав. у =  C j cos л +  Са sin ж +  л sin  х  +  cos x ln  co sx . 174. (1 +  x !) y '~ x y —

— а =  0. Ж ав. у =  а х  +  С У і  +  X’ . 175. х  cos — —  =  у cos — — х . Ж ав.
X dx X

sin — g2-t
х в  х  =  С. 176. у " — 4у =  вп  sin 2 х . Жав. у =  Сі«_2х +  С — (s ln 2 x +

+  2 cos 2дг). 177. xy ' +  у — у2 ln X =  0. Ж ав. (In х  +  1 +  Сх)у =  1. 178. ( 2 х +  
+  2у — l ) r f x + ( x  +  y — 2)dy =  0. Жав. 2х  +  у -  3 In (х +  у +  1) =  С. 179. 
Зех tg  ydx  +  (1 — ex)sec2 ydy =  0. Ж а в , tg у =* C(1 — в-1)3,

Куйидаги тенгламалар системаси интеграллансин:

ISO. ~ z =  у -1-1, —  = л  +  1, t =  0 бўлганда х  =  — 2, у =  0 бошлангич 
at dt

шартларни қаноатлантирувчи хусусий ечимлар ажратилсин. Ж а в .у  =  С і« '+  
-г С3е~ ‘ — ) ,  X =  Сі«( +  С3е~* —  1. Хусусий ечим: х *  *  —  е~* — 1, у* =

И*
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dx dy
181. —  — дг — 2у, ~  — x  — у. t — 0 бўлганда х  =« 1, у =  1 бошланғич

dt dt
артларни қаноатлантирувчи хусусий ечимлар ажратилсин. Жав. у = С \ с о з /+  
Cj sin t, X =* (С , +  C 2) cos t +  (C2 — C]) sin Хусусий ечим: x* — cos t — 
sin t, y* =  cos t.

182.

183.

d x  dy 
4 +  3x  =

dt dt
sin t,

dx
T t

tPy
dta '
d-x
dta

л

=  У-

cos t.

Жав. X =  Cte / +  Cae 3<,
у =  C je_ /  +  3C2e ~ 3< +  cos £

Жав. x = C Ie<+ C ae * + C 8 cos £ +  Ct sin 
у =  Q e '+ C je - *— C3 cos C4sin £

184. r d%e dy
----  4- — -L у — pi
dt* 4 t '
d x  d* у 
—  4  —  =  1 
Л  dt?

185, dy
Тх =  Х~ У'
dz 4— = - y - J r .  
dx

186 dy
■f +  =  0. dx
d i
dx

+  4y =  0.

187. / dy
—  +  2y +  z =  sin x,
ax 
dz
—  — 4y — 2z =  Coe л.
dx

Жав. x  =  C, +  C2* +  C„^ -  — +  «*, 

у =  Ct — (C j +  2Ca)t—  — (Ca — 

- 1  ) < * _ - | 'С ^  +  ^ / * - Л

,-2лтЖ ав. у =  (C j +  С2х)<?'
/  =  (С3 — Cj — Csx)e -2л:

Жав. у =  С\е2х +  С2е 2х,
г  =  - 2 ( С 1<?х - С іе ~ 2х).

Жав. у =  С: +  C j*  +  2 sin х,
г  — — 2С[ — Cj (2л: +  1) — 

— 3 sin х  — 2 cos х.

188. dx
7 = У +  г-
dy
7 t = x +  *>
dz
It

=  X +  y.

Жав. X =  С ів~‘ +  Cse2(, 
у =  Cie ~ t +  Cse2<, 
г  =  — (Cj +  C8)e 1 +  Cjg2*,

189. dy _  J_
dx ж*
— 1
dx у  — х '

Жйв- г  =  C2eClX,

> = х + 1
CjCj

e~Cl*,
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190. dy

dx
dz
dx

У*
X

Жав. -  
У

С,.

Куйидаги дифференциал тенгламалар системалари учун х  = 
ечимнинг турғун бўлиши текширилсин:

10, у =  О

191.

192.

193.

-  =  2*  Зу, 
dt 3
аУ к , й-  =  5 *  +  6у.

dx
--- -------4 ж - іОу.

о
ц - х - 1у-
dx
-  =  1 2 *  +  18у, 
at

£ — 8, - 12У.

Жав Нотургун.

Жаб. Турғун.

Ж а в . Иотурғун,

н и . yJ =  у 1* +  X тенгламанинг т  =  0 да у «= 1 бошЛ4йғич іИартни қанхг--  
атлантирувчи ечимининг тақрибии қийматлари топилсин. • нинг .* =  0,1; 
0,2; 0,3; 0,4; 0,5 қийматларида ечимнинг қийматлари топилсин. Жал, 
yfo.B) =  2,235.

195. Ушбу у' 4- — У — ех

тенгламанинг х  =  1 да у =  1 бошланғич шартларни қаноатлантирувчи ечи­
мининг у * = 1 > 4 тақрибий қиймати топилсин. Ҳосил бўлган натижа аниқ ечим 
билан таққосдансии.

196. Ушбу
dx
7 t = y ~ x'

&  =  - х -  dt ЗУ

тенгламалар системасининг * =  1 дадг  =  0, у =  1 бошланғич шартларни қа- 
ноатлантйрўьчи ечимларининг х , =  1,4 ва у^=1 4 тақрибий қийматлари топил­
син, Ҳосил қидииган қийматлар аниқ қийматлар билан гаідослансин.
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1 -§ . Икки ўлчовли интеграл

О.ху текисликда L чизик билан чегараланган, D ёпиқ*) со- 
ҳани қараймиз.

D  со ҳада узлукси з функция

*■ = /(• * , У)
берилган бўлсин.

D соҳани ихтиёрий чизиқлар билан п та бўлакка бўламиз:

As,, AS2, A sj, • • ., Asп
(2 9 2 -раем), улар ни юзчалар деб атаймиз. Янги символлар ки- 
ритмаслик максадида As,, . .  As„ орқали буларнинг номлари- 

нигина эмас, юзларини ҳам белгилаймиз. 
As,- юзларнинг ҳар бирида Р{ нуқта оламив 
(бу нукта юзнинг ичида ёки чегарасида 
ётишининг фарки й ўк), у ҳолда п та нук- 
та ҳосил бўладн: Р2, . . Рп. 
Функциянинг танланган нуқталардаги қий- 
матларини / ( Л ) .  А р 2), •. •• t(P n) билан 
белгилаймиз ва / ( Р , )  Аs; кўриниш даги кў - 
пайтмаларнинг йиғиндисини тузамиз:

t  *  К  =  Л Л )Д « I + Д Л )Д*2 + ‘ • • + А р п)
п

2 9 2 -раем. ~ /=1

Б у  йиғинди D соҳада f(x , у) функция у чу н  интеграл йиғин- 
ди деб аталади.

Агар D со ҳада / >  О бўлса, у  ҳолда ҳар бир f(P t)A.si қў- 
ш илувчини, геометрик ж иҳатдан асоси As; га, баландлиги эса 
f(Pi) га  тен г бўлган цилиндрчанинг ҳаж ми деб караш мумкин.

*) D соҳа ёпиқ чнзиқ билан чегараланган бўлса, ёпиқ соҳа дейилаіи ва 
унинг чегара чизиғида ётган нунталар шу D  соҳага тегишли деб ҳисоОла- 
иади
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Б у  тенгликлардан биринчиси аниқ интегралнинг маълум хос- 
саси га, иккинчиси sea [а, £] участкада <?,(х) ■* Цх), [с, &] 
уч асткада <р,(я) s a  /Хх) эканлигига асосан ёэилган.

Агар 'рг(^) функция [о , Ь\ кесманинг турли участкаларнда 
турличе аналитик ифодалар билан берилганида ҳам икки кар­
рали интегрални юқоридаги каби ёзиш ўринли бўлар эди.

Икки каррали интегралнинг баъзи бир хоссаларини аниқ- 
лаб олайлик:

1 - х о с с а .  Агар Оу ўқ йўналишида тўғри бўлган D соҳа- 
ни Оу ёки Ох ўққа параллел тўғри кизиқ билан икки Dt

соҳага бўлинса, D соҳа бўйича олинган икки каррали 
Ip интеграл Dt ва D 2 соҳалар бўйича олинган икки карра­
ли интеграл ларнинг йиғиндисига тенг бўлади, яъни:

Id  — Id , +  Id, (1)

И с б о т. а) X =  с (а <  с <  b) тўғри чизик D соҳани Оу ўқ 
йўналишида тўғри бўлган икки D, с щ а га  бўлсин. У
ҳолда:

\ ь
І0 ”  I  J Л-** )d x = “ I  * (■ * )< **= -

a \v,{x) /  a
с b с / ъ( х)  \

** j <b(x)dx +  J ®{x)dx  -  J  f / ( * ,  y) dy j dx  +
*  с a  V?iW /

+  J  ( 9]X) t(x,  y) dy] dx ш lDl +  IDl.

б) Фараз қилайлик, у =* h 
тўғри чизиқ D соҳани 299- раем­
да кўрсатилганидек Оу ўқ  йўна- 
лишида тўғри бўлган икки Dx в &
D 2 со ҳага  бў-лсин. у — h тўғри чи­
зик билан D соҳа L чегарасининг 
кесишиш нуқталарини М, ва М2 
билан, бу нуқталарнинг абсцис- 
саларини эса а , ва b, билан бел ­
гилаймиз.

Д  со ҳа  қуйидаги узлукси з 
чизиклар билан чегараланган:

*) Di соҳа чегарасининг (Dn соҳа чвгарасининг ҳам) бир қнсми вертикал 
тўғри чизиқнинг бўлагидаи иборат бўлиши бу соҳанинг Оу ўқ йўналишида v 
тЧғрп соҳа бўлишига ҳеч қандай зарар етказмайди; чунки соҳанииг тўғри 
бўлиши учун, фақат ҳар қандай вертикал тўғри чизиқ соҳанинг ччки нукта-
сидан ўтиб, чегара билзи кўп деганда икки умумий нуқтага sra бўлигаи керак.
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1) у =  9і(х);
2) АХМХМ2В эгри чизиц; бу эгри чизиқнинг тенгламасини 

шартли равишда
У =  ( * ) ____________ ____________

ш аклда ёзамиз ва бунда а <  х  я, ҳамда bt <  х  <  b бўлганда

?1 М  =  ъ(х)
ва я, <  bi бўлганда

<Р*(х) = h

эканлигини назарда тутам из;
3) X =  а, X — b тўғри чизиқлар.
D2 соҳа уш бу чизиқлар билан чегараланган:

У =  ? ’  (■*)» У =  ®2(*)>  бунда ах <  л  «  Ьи
Ички интегралга интеграллаш  оралиғини бўлиш ҳакидаги 

теоремани татбиқ этиб, уш бу айниятни ёзамиз:

* / Ы-х) \
Jd = л I dx =о \ <р,(ж) /

г, /  ?f(*> <р*(лг> \
*= J  I J  f ( x ,  y ) d y +  J  f(x,  y)dy \dx =  

a \?.(*) <e*(x) J
b ( <(■») \  b (  f-Jx) \

“ I  I fi.** y ) d y \ d x  +  j ' I  J  f { x ,  y ) dy  \dx.
a W * >  /  a )

Ташқи интегралга интеграллаш оралиғини бўлиш ҳақидаги 
теоремани татбиқ этиб, охирги интегрални учта интегралга 
ажратамиз:

ь /ых) \ й, гцх) \
J J f ( x , y , ) d y ] d x  =  j l $  f ( x ,  y)dy \dx -f-
°\ f\(x) ]  й \  w )
*1 I 'f M  \  b /?„(-*■) \+ J J /(■*, y ) d y ) d x + U  j f ( x ,  y ) d y \ d x ;
“• у Ф* (X) I *■ \ {x) )

\a, a ,]  ва fbu b] кесм аларда <p* (л:) =  <рг (x) бўлганлиги дан, би­
ринчи ва учинчи интеграллар айнан нолга тен г. Ш уни нг учун

* / ? *  w  \ ьі №  \
(d =  Г Г /  (Л-, у) dy \dx  +  J J /  (•*> У) dy dx.

« V », (дг) )  а ' \ »* W  I
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қандай бўл- 
А гар М^М3

Б у  ердаги биринчи интеграл D, соҳа бўйича, иккинчиси D3 
соҳа бўйича олинган икки каррали интегралдир. Д ем ак,

h) ~  Iо, U -
М А М2 кесувчи  тўгри чизиқнинг вазияти ҳар 

-ганда ҳам исбот юқоридаги сингари 'қилинади. 
тўғри чизиқ D соҳани учта 
ёки ундан ортиқ со ҳага  бўлса, 
ў н г  томонида мос сондаги цў- 
ш илувчилар турган ( 1) м уно- 
сабатга ўхш аш  тенгли к ҳосил 
бўлади.

Н а т и ж а .  Ҳосил қилинган 
ҳар  бир соҳани яна Оу ўқка 
ёки Ох ўққа параллел тўғри 
чизиқлар билан Оу ўқ  йўнали- 
шида тўғри бўлган соҳалар га 
бўлишимиз ва ун га  (2 ) т е н г­
ликни тагбиқ этишимиз м ум ­
кин. Ш ундай қилиб, D соҳани
координата ўқларига параллел тўғри чизиқлар билан истаганча 
D u Ь г, . . .  , Di тўғри соҳаларга бўлиш мумкин ва бунда D 
соҳа бўйияа олинган икки, каррали. интеграл бу соҳани май.• 
далашдан ҳосил бўлган соҳалар бўйича олинган икки кар­
рали интегралларнинг йиғиндисига тенг, яъни (300- раем):

JD 2=1 / Dl +  / D, +  / DS+  * • • +  I D(

2- x o c c a  ( и к к и  к а р р а л и  и н т е г р а л н и  
f ( x .  у) функциянинг D соҳадаги энг кичик ва 
цийматлари мос ҳолда т ва М бўлсин, D соҳанинг юзини 
S билан белгиласак, 'у ҳолда қуйидаги муносабат ўринли 
бўлади:

ь /Ъ(Х) \
ш 5 < |  J  f ( x ,  у) dy (8)

a W /
И с б о т .  Ички интегрални Ф ( * )  билан белгилаб, уни ба-

ҳолаймиз:
?>(•*) <р, (JT)

Ф ( х ) =  J f ( x ,  y ) d y  <  J Mdy  =  M  [<ps (•*>) — (■«)].
{X) ?. (*)

ҳолда:
i.W

f { x ,  y ) dy  r fx < J 'M [< f l (x) — (fi (-01 dx  «  MS,

(2)

б a ҳ  о л а ш). 
энг катта

-КТ'
яъни:

1D <  MS. o ' )
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Шунга ўхшаш,
?! (*) ?«(-*)

Ф (л) =  J  /  (л, у) tfy >  J mdy — m [<р2 (x) -  ? l(x ) ] ,
Я (•*) <P> U)

* *
/ а - | ф ( л ) с ( л > ] т [ т ,  (•«) — <p, И ]  dx -  mS,

яъни
/ e > m S .  (3")

(3 ')  ва (3") тенгсизликлардан ҳам (3) муносабат келиб чи-
қади:

mS <  /D <  VHS.
Бу теореманинг геометрик маъносини кейинги параграфда ту- 
шунтирамиз.

3 - х о с с а  (у рта қ и й м а т  ҳ а қ и д а г и  т е о р е м а ) .  f(x, у) 
узлуксиз функциянинг D соҳа бўйича олинган ID икки 
каррали интеграли, D соҳанинг S юзини функциянинг D 
соҳада олинган бирор Р нуцтадаги қийматига кўпайти- 
рилганига тенг, яъни.

f  (  I  /  ( * .  y )d y \ d x  =  f  (P)S. (4)
«  \ » 1  (X ) )

И с б о т .  (3) муносабатдан
т <  —  ID <  М

S
тенгсизликни ҳосил қиламиз.

—  ID сон f(x,  у) функциянинг D соҳадаги энг катта ва энг ки­

чик қийматлари орасида жойлашган. f(x, у) функциянинг 
узлуксизлигига асосан икки каррали интеграл L) соҳанинг би­
рор Р нуқтасида —  ID сонга тенг қиймат қабул қилади, яъни:

и

■~f D = 4 { P ) ,
бундан

/ o ==/ ( jC)^ . (5)

3-§. Икки ўлчовли интегрални ҳисоблаш (давоми)
Т е о р е м а .  / (х, у) узлуксиз функциянинг D тўғри соҳа 

бўйича олинган икки ўлчовлч интеграли функциянинг ўша 
и  соҳа бўйича олинган икки каррали интегралига тенг, 
яъни*':

*) Биз бу ерда яна D соҳани Оу ўқ йўналишида тўғри ва У — чЛлЬ,
*У Уі(х), X =  a t x ~ b  чизиқлар билан чегараланган деб фараз этамиз.
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КТ. (•*) \
J  t ( x ,  y ) d y  J d x .  (

И с б о т .  D  соҳани координата ўкларига параллел тўғри чгі- 
виқлар билан п та тўғри (тўғри тўрт бурчакли)

ДЯі, Ая2, ..«• , As„
еоҳаларга бўламиз.

Олдинги параграфдаги 1-хоссанинг (2) формуласига асосан:

“  hs, +  +  • • • +  Ь ,я *  Д  h ,c (1)

Ўнг томондаги қўшилувчиларнинг ҳар бирини икки каррали 
интегралнинг ўрта қиймати ҳақидаги теоремага асосан алмаш- 

. тирамиз:
A i( =* /  (P i)  A sr 

У ҳолда (1) тенглик куйидаги кўринишда бўлади:

1D -  /  (Pt) As, +  /  (P 2)As2 +  . . .  +  /  (Я .)  a s ,  -  . І  / ( /> ,)A*, (2)
i-i

бунда P, нуқта As,- соҳанинг бирор нуқтаси. Ўнг томонда 
f ( x ,  у) функция учун D  соҳа бўйича олинган интеграл йиғин- 
ди турибди. Икки ўлчовли интегралнинг мавжудлиги ҳақида- 
ги теоремага асосан и -*■ оо да ва As, юзнинг энг катта диа- 
метри нолга интилганда бу йиғиндининг лимити мавжуд ва у 
t ( x ,  у) функциянинг D  соҳа бўйича олинган икки ўлчовли 
интегралига тенг эканлиги келиб чиқади. (2) тенгликнинг чап 
томонида турган икки каррали ID илтегралнцнг қиймати п га 
боғлиц эмас. Шундай цилиб, (2) тенгликда лимитга ўтиб, ку- 
йидагини ҳосил қиламиз:

/ д =Ш п '2l f { P , ) t o l =  f l f { x , y ) d x d y
diam As;-*o C

ёки
^ f ( x , y ) d x d y = / D. (8)

Энди Id икки каррали интегралнинг аниц ифодасини ёзиб 
олиб, охирги натижани чиқарамиз:

і /».(•») \
J  / ( х ,  y ) d y  J d x .  (4)

1 - и з о ҳ .  f ( x ,  у ) > 0  бўлганда, (4) формуланинг геометрик 
маъноси яққол кўринади. z =» t (х, у) сирт, z =  0 текислик ва 
ясовчиси Oz ўққа нараллел, йўналтирувчиси eca D соҳанинг
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чегарасидан иборат бўлган цилиндрик сирт билан чегаралан­
ган жисмни қараймиз ( 3 0 1 - раем). Бу жисмнинг V ҳажмини 
ҳисоблаймиз. Бу жисмнинг ҳажми f  (х, у) функциянинг D со- 
ҳа бўйича олинган икки ўлчовли интегралига тенг эканлиги 
юқорида кўрсатилган эди:

(5)
z~f(x,y)

301- раем.

чизиқлар билан чегараланган эгри 
мак, бу юз:

Ѵ ' - $ / ( • * ,  y )d xd y
Энди бу жисмнинг ҳажми- 
ни I т. XII бобининг 4-  па- 
раграфидаги параллел ке- 
симларнинг юзлари бўйича 
жисмнинг ҳажмини ҳисоб- 
лашга дойр натижаданфой- 
даланиб ҳисоблаймиз. Қа- 
ралаётган жисмни кесувчи 
с =  const ( а < х < . Ь )  текис- 

лик ўтказамиз. х ~  const 
кесимда ҳосил бўладиган 
фигуранинг S іл:) юзини 
ҳисоблаймиз. Бу фигура 
я ■ = / ( .* ,  у) (х  =  const), г =  
=  0, у =  <?,(*) ,  y =  <p2 ( x )  
чизиқли трапециядир. Д е-

?г(*)
S ( x ) ~  J  /(X, y)dy

(-г)
(6)

интеграл билан ифодаланади. Параллел кесимларнинг юзлари- 
ни билган ҳолда, жисмнинг ҳажмини топиш осон:

ь
V •* J  S  (л:) dx

а

ёки S (x)  юз ўрнига унинг (6) ифодадаги қийматини қўйсак, 
қуйидаги тенглик ҳосил бўлади:

* / b(-f) \
^  ”  I I  t {x ,  у) dy) dx.

a \?, (Ж) /
(7)

(5) ва (7) формулаларнинг чап томонлари тенг, шунинг учун 
ўнг томонлари ҳам тенгдир:

b / t w  \
Я f{x* y )d x d y  =  J  J  f ( x ,  y)dy dx.
t >  a  \ c p , ( j r )  /

Энди икки каррали интегрални баҳолаш ҳақидаги reope-  
манинг геометрик маъносини тушунтириш қийин эмас (олдин- 
ги ііараграфдаги 2 -х о с с а ) :  г — / ( х ,  у) сирт, г  =  0  текислик ва
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йўналтирувчиси D  соҳанинг чегарасидан иборат бўлган ци­
линдрик сирт билан чегараланган жисмнинг V  ҳажми, асоси 
S,  баландлиги т бўлган цилиндрнинг ҳажмидан катта, лекин 
асоси S, баландлиги М бўлган цилиндрнинг ҳажмидан кичик 
[бунда т ва М лар г =  /(л-,  у) функциянинг D  соҳадаги энг 
кичик ва энг катта қийматларидир ( 3 0 2 - раем)]. Бу эса In ик­
ки каррали интеграл ўша жисмнинг V ҳажмига тенг эканли- 
гидан келиб чиқади.

31- м и с о л. Агар D соҳа jc = Q , х = 1 , у  =  0, у =  — тўғри чизиқлар би­

лан чегараланган бўлса, j* j (4 — х'1 — у3) dx  dy икки ўлчовли интеграл ҳн-
D

соблансин.
Е ч и ш.  Бу интеграл (7) формулага асосан ҳисобланади:

' 1
dx  =»

о

35

аг
Гі 1 X3

t (4 — х%—у2) dx d y =  j 4л: — — — у Ч
д и 5

dy: 4y - j y

2 - м и с о л .  /(дг, у) =» 1 -j- х + у  функциянинг у =  — х, х = У  у, у =>2 , г = 0  
(303- раем) чизш<лар билан чегараланган соҳа бўйича олинган икки ўлчовля 
интеграли ҳисоблансин.

302- раем.

Ечиш.
ч у : 

■ 1 . 1
(1 +  X +  у) dx dy \П dy

- у

■j ( / 7 + 5  +  J- К у ) - ( - у  +  f  -  у*)] "J

12 Н. С. Пискунов, 2-1.
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2 - и з о ҳ .  Ох ўк йўналишида тўғри бўлган D соҳа 

X =  ф, (у), X «  ф2 (у), у =  (7, у  =  d
чизиқлар билан чегараланган ва бунда <|>, (у) <  <]>, (у) бўлсин 
(804- раем).

Маълумки, бу ҳолда

Икки ўлчовли интегрални ҳисоблаш учун уни икки карра­
ли интеграл шаклида тасвирлаб олиш керак. Буни юқорида 
кўриб ўтганимиз каби икки хил усул билан: ё (4) формула 
бўйича, ёки (8) формула бўйича бажариш мумкин. Ҳар қайси 
конкрет ҳол учун D  соҳанинг ёки интеграл остидаги функ­
циянинг шаклига қараб тегишли формулани танлаб оламиз.

3-м и с о л. Ушбу

интегралнинг интеграллаш тартиби ўзгартирилсин.
Е ч и ш.  Интеграллаш соҳаси у «= х тўғри чизик ва у =  У х  парабола 

билан чегараланган (305- раем).

(8)

3 0 4 -  р а е м . 3 0 5 -  р а е м . 3 0 6 -  р а е м .
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Ох ўққа параллел бўлган ҳар қандай тўғри чизиқ соҳа чегарасини нк- 
кнтадан ортиқ нуктада кеса олмайди; демак, интегрални

<К (У) =  У1, Ѣ (У) =  У< 0 < у <  1 
д«б олиб, (8) формула бўйича ҳисоблаш мумкин, у  ҳолда

4- м и с о л. Агар D соҳа у =  х, у =  0, х =  I тўғри чизиқлар билан че­
гараланган учбурчак шаклида (306- раем) бўлса,

С j  dy.

У_
в х ds

интеграл ҳисоблансин.
Е ч и ш .  Берилган икки ўлчовлн интегрални икки каррали интеграл би­

лан алмаштирамиз. Бунда (4) формуладан фойдаланамиз. (Агар (8) форму-
у

лани іагбик этсак, у ҳолда « функцияни х  бўйича интеграллашга тўғри 
келар эди, бироқ бу интегрални элементар функцияларда ҳиеоблаб бўлмайди).

L  l l x l .  \ 1 I

5 * * а х=
1 X» |1 в — 1

*= |х(<? — 1) dx =  ( е ~  1) —  j — г  =  0,859 . . .
о 2 [о 2 .

3 - и з о ҳ .  Агар О соҳа Ох ўқ йўналишида ҳам, Оу ўқ йў- 
налншида ҳам тўғри бўлмаса (яъни соҳанинг ички нуқтасидан 
ўтиб, унинг чегарасини иккитадан ортиц нуқтада кесиб ўтув- 
чи вертикал ва горизонтал тўғри чизиқлар мавжуд бўлса), у 
ҳолда бу соҳа бўйича олинган икки ўлчовли интегрални икки 
каррали интеграл шаклида тасвирлай олмаймиз. Лекин, кўпин- 
ча Ь  нотўғри соҳани Ох ўқ йўналишида ёки Оу ўқ йўнали- 
шида чекли сондаги D u D2, . . . , Dn тўғри соҳаларга бўлиш 
мумкин бўлади. Икки ўлчовли интегрални бу соҳаларнинг ҳар 
бири бўйича олинган икки каррали интеграллар ёрдами билан 
ҳисоблаб ва олинган натижаларни қўшиб, D соҳа бўйича из- 
ланган интегрални топамиз.

307- раемда D нотўғри соҳани учта Dt, D2 ва D3 тўғри 
соҳаларга қандай қилиб ажратиш мумкинлиги кўрсатилган.

5 - м и с о л .  Агар нчки квадратнинг ҳар бир томони 2 га. ташқи квад- 
ратнинг томони 4 га тенг бўлса, ушбу

вд+У ds

нкки ўлчовли интеграл марказларн координаталар бошнда бўлиб, томонлари 
координата ўқлйрига параллел ҳолда жойлашгаи икки квадрат орасидаги 
D соҳа бўйича^исоблансин (308-раем).
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Е ч и ш ,  D нотўғри соҳа. Бироқ х  =  — 1 пя х =  1 гўғри чизиқлар уки 
тўртта Du D3, Ds ва Dv тўғри соҳага бўлади. Шунинг учун

("j ех*У  ds  =  I j в * * у ds +  ds  +  JJ t *+ y  ds +  j j  e x+y ds.

f

a.

Do

У О- 1

307- раем. 3U8- раем.

By интегралларнинг ҳар бярини икки каррали интеграл шаклига келтириб, 
қуйидагини топамиа:

\ Je x+y ds  =  J  ^ J  g*+y  dy j  dx  +  J  ^ j« 'r+y а У j  * *  +

+  j ( ] [ e x+ydy^dx + d y \ d x
-l \ -2

=  (e* -  e ~ 2) ( e ~ l — t~ *) +  (*a — e) (в -  e-1) +  (Г 1 — e- 2 ) (« — «_I) +
+  (e2 -  e-2 ) (ea -  e) =  (e* — e ' 3) (« -  e-1 ) «= 4jft З Ш .

4- ИЗОХ-  Бундан буён;
*/%(■») \

7d =  J J  /  (■*, У) <*У ^a \?i (*) /

икки каррали интегралдаги ички интегрални ўз ичига олувчи 
ўрта қавсни ташлаб юбориб, яъни:

D Та (X)
7Д =  І  i f (x ,  у) dy dx

a ?, (X)

кўринишда ёзамиз. Бунда, худди қавс борлигидагидек аввал 
дифференциали олдин ѳзилгаи ўзгарувчи бўйича биринчи ин­
теграл, сўнгра дифференциали кейин ёзилган ўзгарувчи бўйи» 
ча иккинчи интеграл топилади. (Бироқ, бу ни кўпчилик томон- 
дан қабул қилинган қоида деб хисоблаб бўлмайди; бунинг
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аксича баъзи китобларда интеграллаш аввал, дифференциали 
кейин*) ёзилган ўзгарувчи бўйича бажарилади.)

4 - § .  Икки ўлчовли интеграллар ёрдами билан юзлар  
ва ҳажмларни ҳисоблаш

1. Ҳ а ж м. Биз z =  f ( x , у) сирт, г  =  0 текислик ва йўналти- 
рувчи D соҳанинг чегарасидан иборат бўлган тўғри чизиқ, 
ясовчиси эса Oz ўққа параллел цилиндрик сирт билан чегара­
ланган жисмнинг V ҳажми, D соҳа бўйича t (x, у) функция- 
дан (функция манфий эмас) олинган икки ўлчовли интегралга 
тенг эканлигини 1 - параграфда курган эдик:

— 1 . м »/• п..д у ^  п, у =  ае 4 - у +  г  =  l, z =  0  сиотлар билан чегаралан- 
ган жисмнинг ҳажми ҳисоблансин (309- раем).

бундаги О соҳа 309- раемда штрихяаб қўйилган ва * =  0, у =  0, д с + у « = 1  
тўғри чизиқлар билдн чегараланган О ху  текисликдаги учбурчак шаклдаги 
содадир. Чегараларни икки ўлчовли интегралга қўйяб, ҳажмни 
ҳисоблаймиз:

1 - и з о ҳ .  Агар ҳажми изланаётган жисм, юқоридан г =* 
=  Фа(х, у ) > 0  сирт, пастдан z — Ф, (х, у ) > 0  сирт билан че­
гараланган ва иккала сиртнинг Оху текисликдаги проекцияси 
D  соҳадан иборат бўлса, у ҳолда бу жисмнинг V ҳажми ик­
кита „цилиндрик11 жисм ҳажмларининг айирмасига тенг бўла- 
ди; бу цилиндрик жисмлардан биринчисииинг пастки асоси D 
соҳадан, устки асоси г =  Ф2(х, у) сиртдан иборатдир, шунинг- 
дек, иккинчи жисмнинг пастки асоси D соҳадан, устки асоси 
z =  Ф, (X, у) сиртдан иборатдир (310- раем).

*) Баъзан қуйидаги шаклда ёзиш ҳам ишлатилади:

V = § f { x ,  y)ds.

Ечиш.

оо .о

Демак, Ѵ =  — куб бирлик.
6
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г 'Ф,(х,у/

309- раем. 310- раем.

Шунинг учун V  ҳажм иккита икки ўлчовли интеграллар- 
нинг айирмасига тенг:

V  -  JJ  (х, у) ds -  j j  Ф, (дг, у) ds,
ёки

^ = І П Ф*(-*. У ) - $ . ( • * ,  y)]ds .  (I)

(1) формула фақат Ф,(х, у) ва Ф2 (.*, у) функциялар ман­
фий бўлмагандагина эмас, балки бу функциялар Ф2 (-ѵ, у ) >  
^  фі (х, у) муносабатни қаноатлантирувчи ҳар қандай узлук- 
сиэ функциялар бўлганда ҳам тўғри эканини осонгина исбот 
Килиш мумкин.

2 - и з о ҳ .  Агар D соҳада / ( х ,  у) функция ўз ишорасини 
ўзгартйрса, соҳани икки қисмга ажратамиз: 1 ) f ( x ,  у ) > 0 б ў л -  
ган Dt соҳа; 2) 1 (х, у) <  0 бўлган D3 соҳа. D, ва Dt соҳл- 
ларни, бу соҳалар бўйича олинган икки ўлчовли интеграллар 
мавжуд деб фараз этамиз. У вақтда £>, соҳа бўйича олинган 
интеграл мусбат бўлиб, Оху текисликдан юқорида жойлаш- 
ган жисмнинг ҳажмига тенг. D2 соҳа бўйича олинган интег­
рал манфий ва абсолют қиймат жиҳатдан Оху текисликдан 
пастда жойлашган жисмнинг ҳажмига тенгдир. Демак, D бў- 
йича олинган интеграл мос ҳажмларнинг айирмасини ифода* 
лайди;

2. Т е к и с с о ҳ а н и н г  юз и н и  ҳ и с о б л а ш .  Агар биз D 
со^а бўйича f  (х, у ) ~ \  функция учун интеграл йиғинди туз- 
сак, у ҳолда бу йиғинди, бўлиш усули ҳар қандай бўлганда 
ҳам шу соҳанннг S юзига тенг бул’ади.

S  =  2  1 • As,.
і-І
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Тенгликнинг ўнг томонида лимитга ўтиб, қуйидаги интеграл­
ни ҳосил қиламиз:

5  =  jT dx dy.

Агар D соҳа тўғри бўлса (масалан, 296-расмга қаранг), у 
ҳолда юз ушбу

* / Г’-W
dx? e  f ( J  d y ] '« \f, (JT) /

икки каррали интеграл билан ифодаланади. Қавс ичидаги ин­
тегрални ҳисоблаб, ушбу тенгликни топамиз:

Ъ  (■*) —  ?і  (■*) dx

(I т. XII б о б н и н г  1 - параграфы билан солиштиринг).

2- м и с о л. у = 2 — X3, у=дс эгри чизиқлар билан чегараланган соҳанинг
юзи ҳисоблансш.

В чи ш. Берилган эгри чизиқларнинг кесишиш нуқталаршш топами» 
(311-раем). Кесишиш нуқтада ордйнаталар тенг, яъни

JC — 2 — дс*.
бундан

х* -f X — 2 =* 0, Хі =  — 2, =* !•

Биз эгри чизиқлар кесишган икки нуқтани топдик: Л1, (—2 , —2 ), Af, (1 , 1 ). 
ДеІемак, изланаётган юз:

1 \ 1 
П  I  dy j dx -  J  (2 -  X2 — X) dx - 2x— — — —3 2

1 9

*■§• Қугб координаталаридаги икки ўлчовли интеграл

Ѳ, р қутб координаталар системасида шундай D соҳа бе­
рилган бўлсинки, унинг ички нуқтасидан ў1увчи ҳар бир н у р * 1 
бу соҳанинг чегарасини иккитадан о р іщ  нуқтада кесмасин. 
D  соҳа р =  Ф, (Ѳ), р =  Фа (8) агри чизиқлйр ҳамда 9 = а  в а  Ѳ*=р 
нурлар билан чегараланган, бунда Ф1 ( б ) < Ф 3 (Ѳ) ва а <  р деб 
фараз қиламиз ( 3 1 2 - раем). Бундай соҳани яна т ў ғ р и  деб 
атаймиз.

D соҳада Ѳ ва р координаталарнинг увлуксив функцияси 
берилган бўлсин: г~*Ғ (Ъ ,  р).

*) Координаталар Сошидан, яъни Р қутбдав чикувчи ҳар бир ярнм тўг 
ри чизицни нур деб атаймиа.
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D соҳани бирор усул билан As, ,  4s2, , Asn юзларга  
бўламиз. Интеграл йиғиндини тузамиз:

(1)

бунда Pk нуқта &sk юзнинг ихтиёрий нуқтаси.
Икки ўлчовли интегралнинг мавжудлиги ҳақидаги теоре- 

мадан As* юзларнинг энг катта диаметри нолга интилганда (1)

311- раем. 312- раем.

интеграл йиғиндининг лимити V мавжуд эканлиги келиб чи- 
қади. Бу V лимит, таърифга асосан, /мѲ, р) функциядан D со- 
ҳа бўйича олинган икки ўлчовли интегралга тенг;

(2)

Бу ҳол учун икки ўлчовли интегрални ҳисоблаш билан 
шуғулланамиз.

Интеграл йиғиндининг лимити D соҳани As* юзларга қан- 
дай бўлиш усулига боғлиқ бўлмаганлигидан, биз бу соҳани 
ўзимизга қулай усул билан бўлишимиз мумкин. Ҳисоблаш учун 
бундай қулай усул, D соҳани Ѳ =  Ѳ0, 6 =  9,, 6 =  Ѳ2, , 6 =  9 ,
■ бунда Ѳ0 =  а, Ѳл =  р, Ѳ0 <  6, <  6, <  . . . <  Ѳ„-, нурлар ва р =  Ро, 
р =  р,, . . . .  р =  рт концентрик айланалар ёрдамн билан бўлиш- 
д^р (бунда р0 Ф, (6) функциянинг а <  6 ч р оралиқдаги энг ки­
чик кийматига тенг, рот эса Ф2 (6) функциянинг шу ораликдаги 
энг катта қийматига тенг; р0 <  р, <  . . .  <  рт)-

Энди р=рі- ь р=рі, 9 -  6*_!, 6 =  6ft чизиқлар билан чегаралан­
ган юзни As,a орқали белгилаймиз.
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&sik юзлар уч хил кўринишда бўлади: 1) D  соҳада ётувчи 
чегаравий чнзиқ билан кесилмаган; 2)  D соҳадан ташқарида 
ётувчи чегаравий чизиқ билан кесилмаган; 3) D соҳанинг че- 
гараси билан кесилган.

ва Ap,-*-0 да чегара билан кесилувчи юзларга мос 
қўшилувчйлар йиғиндисининг лимити нолга тенг, шунга кўра 
бу қўшилувчиларни ҳисобга олмаймиз. D соҳадан ташқарида 
ётган Asllf юзлар, умуман интеграл йигиндига кирмайди, ш у­
нинг учун ҳам улар бизни қизиқтирмайди. Демак, интеграл 
йиғиндини қуйидагича ёзиш мумкин:

k=\ У,Ғ(Рп) Asikh

бунда Plk нуқта As,ft юзнинг ихтиёрий нуқтаси.
Виз бу ерда ҳисоблашни аввал k индексни ўзгармас деб, 

і  индекс бўйича бажарганлигимиз учун йиғиш белгиси ( 2 )  ни 
икки марта ишлатдик (яъни икки қўшни нурлар орасидаги 
ifapmr-nra ■MMnft.Anauua*! тяшкярилаги ЙИ-
ғинди белгиси биз биринчи йиғиндидан ҳосил бўлган барча 
йиғиндиларни тўплаётганлигимизни (яъни к индекс бўйича йи- 
ғаётганлигимизни) кўрсатади.

Соҳа чегараси билан кесилмаган As,ft юзлар йиғиндйсининг 
ифодасини топамиз. У икки сектор юзларинйнг айирмасига 
тенг бўлади:

ёки

бунда

А =  \  (р, +  А Рг) 2А Ѳ* -  {  Р;  А9 ,  =  ( Рі +  ~  jAp,- А б,

A s i* =  Р* Ар, • АѲа,

Pi <  Р* <  Pi +

Шундай қилиб, интеграл йиғинди қуйидаги кўринишда 
бўлади**>:

=  s  S f i C  рГ) Рі - д р/дѳ**=і і

бунда Z3 (б*, p*) нуқта As,* юзнинг нуқтасидир.

*) ва Ѳ =. Ѳ*+! нурлар орасидаги юзларнингҳаммасиҳам D соҳага
тегишли бўлавермаганлиги учѵн, йигиш і индекс оўйиЧа бажарилганда, бу 
индекс 1 дан т гача бўлган барча қийматларни ўз ичига олмайди.

Йиғиндининг лимити юз ичида олинган нуқтанинг вазиятига боғлиқ 
бўлмагани учун интеграл йиғиндини шу кўрииишда қарашимиз мумкин.
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Энди ДѲ, кўпайтувчини қавс ичидаги йиғиш белгисидан 
ташқарига чиқарамиз (бу кўпайтувчи ҳамма қўшилувчилар 
учун умумий бўлганлигидан шундай қилиш мумкин):

Дрг О, ДѲ4 »са ўзгармаслигича қолади деб фараз қила- 
миз. У вақтда қавс ичидаги ифода ушбу

интегралга интилади.
Энди ДѲ*->-0 деб олиб, охирги натижани ҳосил қиламиз*).

(3) формула, икки ўлчовли интегрални қутб координаталар 
системасида ҳиСоблаш формуласидир.

Биринчи интеграллашни 6 буйича, иккинчиснни р бўйича 
бажарсак, ушбу формула

ҳосил бўлади (313-расм).
Тўғри бурчакли координаталар системасида берилган f(x , у) 

функциянинг L) соҳа бўйича олинган икки ўлчовлиинтеграли- 
ни ҳисоблаш талаб этилсин:

(3) формулани келтириб чиқаришда фойдаланган усулимиз қатъий 
усул ҳисобланмайди, чунки бу формулани келтириб чиқариш учун аввал 
Дрі ни нолга интилтириб, ДѲА ни эса ўзгаришсиз қолдирдик ва сунгра ДЙй 
ни нолга ингилтирдик. By эса икки ўлчовли интегралнинг таърифига унча 
тўғри келмайди, чунки биз уни юзларнинг диамвтрлари нолга интилиб борі 
гандаги (яъни ДѲ* ва Дрг бир вақтда нолга интилгандаги) интеграл Йиғинди- 
нинг лимити деб қараган эдик. Бироқ исбот қатъий бўлмаса ҳам, натижа 
(яъни (3) формула) тўғри. Бу формуланинг қатъий исботини, икки ўлчовли 
интеграл учўн тўғри бурчакли координаталарда қаралган метод ёрдами 
билан ҳам ҳооил қилиш мумкин эди. Lily билан бирга бу формулани 6 -па- 
раграфда бошқа баъзи мулоҳазаларга кўра (нкки ўлчовли интегралда қўл- 

>  ланиладиган координаталарни алмаштиришнинг умумийроқ формуласининг 
хусуснй »оли сифатида) яна бир марта келтириб чицарамиз.

(3)

D
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К гар D  соҳа Ѳ, р кутб координаталаридаги тўғри соҳа бўлса, 
Чг ҳолда берилган икки ўлчовли интегрални кутб координата- 

іарда берилган икки каррали интегрални ҳисоблашга келтириш 
Ілумкин.

Ҳацицатан,
X *=р COS Ѳ, У =  р Sin Ѳ,

/(*. у) -  /(р COS ѳ, Р Sin Ѳ) »  F (в, р)
}ўлгани учун қуйидаги ҳосил бўлади:

/ ( * ,  у) dx dy
*,(»)

/(p cos 0, p sin Q)pdp)dQ. (4)

х г+уг+гг *4аг

313-pIcM.

1-м и со  л. Сферик 

ва цилиндрик
X* +  У5 +  *г -  4 й*

-*3 +  у1 — 2 ау  =  О

814-раем.

[сиртлар билан чегараланган жиемницг v ҳажми ҳисоблансин.
Е ч и ш.  Бу ерда интеграллаш соҳаси учун Xs +  у1 — 2ау =  0 цилиндр- 

1 нинг асосини, яъни маркази (0 , а) руқтада бўлган, а  радиусли доирани 
олиш ва бу доиранинг тенгламасини х 1 +  (у — я ) 2 =  а г кўринишда ёзиш

мумкин (314-раем). Изланаётган V  ҳажмининг — қисмини, яъци уницг би-
4

ринчи октантда жойлашган бўлагининг ҳажмини ҳисоблаймиз. У  вақтда 
Интеграллаш содаси сифатида чегараси

■* =- <Рі(У) = 0 .  х  =  ъ ( у ) - Ѵ  2ay  — у», у =2 в

тенгламалар билан аниқланувчи ярим доирани олишга тўғри келадн. 
Интеграл остидаги функция

ж =  f (X, .у) =»Ѵ  4aJ — jcj —у*
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ифодага тенг бўлади. Демак,
2а / V2ay-ys \

= П j  V  4а? - * а _ у 2  г/лг
4 О

Ҳосил қилинган бу интегрални Ѳ, р қутб координаталарга алмаштирамиз: 
х — ( cos 0 , у =  р sin В.

Интеграллаш чегарасини аниқлаймиз. бу­
нинг ^ч ун  берилгац айлананинг тенгламасини 
Лутб координаталарда ёзамиз:

+  У'2 =  Ра. У *= р sin 0,
у вақтда

рг — 2 йр sin 0 =  0

ёки

р =  2а sin 8 .

г Демак, берилган соҳанинг қутб коорднната-
оіо-расм. лардаги (315-раем) чегараси

р =  Ф,(0) =  о, р =  Ф2(Й) =  2а  sin 0, а =  0, р =  —

тенгламалар билан аниқланади. Интеграл остидаги функция эса

m  () =  V  4«2 3 р2
кўринишда бўлади.

Шундай қилиб, қуйидагини қосил қиламиз:
у  т с / 2 ^ 2 я  s i n Q  ^

4 = j  ( f К 4а2_ p2pd p)rf6=o '  11 ' 1

R
i. II __

__
__

__
_

»
3

(4a2 -  Ps) *'•

и 3

2asln6
dti =

0

8 a3 /» 4
■ ~  j  (1 — cos30)df) =  — a3(3ic — 4).

2 - м н с о л .  Пуассон интеграли ҳисоблансиш

j  . - л
—  СО

Е ч и ш .  Аввал D интеграллаш соҳаси х 2 +  доираданиборатбўлган 
J j "  e ~ x*~y'dxdy
D

интегрални ҳисоблаймиз (316-раем).
0, р қутб координаталарга ўтиб,

ч j 2*
J r  =» j  ^ j  e p' prfp j  dti =  — — j e p! | dd =  «(1 — e-/? ’)

R  интегрални ҳосил қиламиз.
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Энди, W радиусни чексиз узайтирсак, яъни интеграллаш содасини чек- 
сиз кенгайтириб борсак, у долда хос мае каррали инт еграл  деб аталган 
қуйидаги интеграл ҳосил бўлади:

2it , со . 2  г  . R  .

j I j  e - f  f ^ f j d b  =  lim j  I j e—P'prfp j  dd = 1ішя(І — e ~ ^  ) =  it.

Агар ихтиёрий шаклдаги D' сода шундай кенгайиб борсаки, текислик­
нинг ҳар қандай нуқтаси унга тегишли бўдса ва бу нуқта шу D' соҳада 
қолса (D' соҳанинг бундай кенгайишини /) '-* -оо муносабат билан белгилай­
миз), j  j* е х' y'dxdy

D '

интегралнинг % лимитга интилишини кўрсатамиз.
/?,, ва лар D' сода чегарасидан координаталар бошигача бўлган 

энг кичик ва энг катта масофалар бўлсин (317-раем).

316- раем. 317- раем.

Соҳанинг ҳамма нуқталарида функция е  х* у1 > 0  бўлгани учун ушбу 
твнгензликлар ўринлидир:

I r i < f  j  e ~ x ,~ yld x d y < I ^

D 'еки

п(1  — e ~ R *) <  f f e ~ x'~ yldxdy  <  я (1  — e~ R* ).

D' - V  o o  бўлганда o o  ва -*■ о э  бўлиши ўз-ўзидан маълум, шу­
нинг учун тенгсизликнинг четки қисмлари биргина я лимитга интилади. Де­
мак, ўрта ҳад дам шу лимитга интилади, яъни

(5)lim f  f e ~ x‘~ y'dxdy =  я. 
D' -ж J

Жумладан D' сода—томонлари 2а  га тенг ва маркази координаталар 
бошида бўлган квадратдан иборат бўлсин; у долд?:
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8 нди е у кўпайтувчини ички интегралнинг ташқарисига чиқарамиа (в~ у' 
интеграллаш ўзгарувчиси х  га боғлиқ бўлмагани учун шундай қилиш мум­
кин). У ҳолда

\ l\j * ~ i '~ y>dX(iy «= j е ~У'(  ^ e ~ JC>dx\dy.
D' —а \  —о /

а
Фяраз килайлик. j в ~ *' dx  -  Ва бўлсин. Бу эса (фақат а га боғлиқ бўл- 

- а
ган) ўзгармас сон; шунинг учун

j j * ~  х‘- уг dxdy  =  ^ ' B a d y ^ B a  \e~y'dy;
D' —a —a

Вироқ, сўнгги интеграл ҳам В а га тенг ^чунки, j  e ~ x' d x -= j t ~ y’ d y \  

демак,

j j  e ~ * ‘~ r  dxdy  =  B aBa =  В І.

Бу тенгликдаги а  ни чексизликка ннтилтириб, лимитга ўтамиз (у ҳолда 
D' соҳа чексиз кенгайиб боради):

Над I [ , ~ х'~у' dxdy  =  Іішб* =  lim
D '- i io J j!  a -*°О

Лекин, исбот қилинганга кўра {(5) га қаранг].

Urn

а 3 + в;  1
J e ~ x'dx Гe - x‘dx\

—а - І  J

Нш j j" e  х’ уійкчу  — 7t.

Демак,

Ски

+ »
i ~ x'dx =* .

rf ос
f 6 x'dx =V^*.

Бу интеграл кўпинча эҳтимоллар назариясида ва статистикада учрайди. 
е ~ х нинг бошланғич функциясини элементар функциялар орқали ифодалаб 

бўлмаганлигидан бу интегрални (аниқмас интеграл ёрдами билан) тўғридан- 
тўғри ҳисоблай олмаслигимизни кўрамиз.

6-§. Икки ўлчовли интегралда ўзгарувчиларик алмаштириш 
(умумий ҳол)

Оху текисликда L чизиқ билан чегараланган О соҳа берил­
ган бўлсин. Фараз қилайлик, х  ва у координаталар янги и ва
V ўзгарувчиларнинг функциялари бўлсин:

х =  <?(и,ѵ), у =  ф(ц, ѵ),  (1 )
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бунда <р(и, <ѵ) ва ф(и, ѵ) функцияларнинг бирор D' соҳада бир 
қийматли, узлуксиз ва узлуксиз ҳосилага эга эканлиги қуйи- 
да исботланади. У ҳолда (1) формулаларга асосан и ва ѵ нинг 
ҳар бир жуфт қийматига х  у нинг ёлғиз бир жуфт қийма- 
ти мос келади. Сўнгра <р ва 0 шундай функцияларки, агар 
биз л  ва у ларга D соҳанинг аник бир қийматини берсак, (1) 
формула бўйича и ва ѵ учун аниқ қийматлар топа оламиз деб 
фараз қиламиз.

Оиѵ тўғри бурчакли координаталар системасини қараймиз 
( 3 1 8 - раем). Юқорида айтилганларга асосан Оху (3 1 9 -раем) 
текисликдаги ҳар бир Р (х, у) нуқтага Оиѵ текисликда и, ѵ 
координаталар (1) формула билан аниқланадиган Р'(ч, ѵ) нуқ- 
та бир қийматли мос келади. и ва ѵ сонлар Р нуқтанинг эгри 
яизицли координаталари деб аталади.

Агар Оху текисликдаги бирор нуқта ҳаракатланиб, D со- 
ҳани чегараловчи L ёпиқ чизиқни чизса, Оиѵ текисликдаги 
шу нуқтага мос нуқта ҳаракатланиб, ўз навбатида бирор ГУ 
соҳани чегараловчи L  ёпиқ чизиқни чизади; бу ҳолда D' со- 
ҳанинг ҳар бир нуқтасига D соҳанинг маъдум бир ну^таси. 
мое келади.

Шундай қилиб, (1) формула D ва D' с о ҳ а л а р н и н г  ну қ -  
т а л а р и  о р а с и д а ў з а р о  б ир қ и й м а т л и  м о с л и к  ўр-  
н а т а д и  ёки одатда, D соҳани D' соҳага ўзаро бир қийматли
қилиб а к с л а н т и р а т и дейилади

319-расм.

ГУ соҳада « = c o n s t  чизиқни қараймиз. (1) формулаларга 
мувофиқ Оху текисликда бу чизиққа, умуман айтганда, қан- 
дайдир эгри чизиқ мос келишини топамиз. Худди шунингдек, 
Оиѵ текисликнинг ҳар бир ѵ =  const тўғри чизиғига Оху те­
кисликда бирор чизиқ мос келади.

D' соҳани V =  const ва и — const тўғри чизиқлар билан 
тўғри бурчакли юзларга бўламиз (бунда D' соҳанинг чегара-
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сига тегиб турувчи юзларии ҳисобга олмаймиз). D  соҳа m og  
эгри чизиқлар билан бир неча эгри чизиқли тўртбурчакларга 
бўлинади (319-расм).

Оиѵтекисликда и — const, и +  Ди =  const, ^ ^ c o n s t ,  ■и-Ь 4 ^  =  
■= const тўғри чизиқлар билан чегараланган As' юзни ва Оху 
текисликда эса унга мос келувчи эгри чизиқли As юзни ка­
рай миз. Бу майдончаларнинг юзларини ўз навбатида мос ра­
вишда As' ва As оркали белгилаймиз. У ҳолда

As' =  AuAv

бўлиши маълум. Умуман айтганда As ва As' юзлар турлича- 
дир.

U соҳада
* =  /(■*. У)

узлуксиз функция берилган бўлсин.
z = * f(x , у) функциянинг D соҳадаги ҳар бир қийматига 

г  =  Ғ(и, ѵ) функциянинг D' соҳадаги худди шундай қиймати 
тўғри келади. Бунда

/ ■ ( и ,  <у) =  / [ с р ( м ,  V ) ,  <1> (и ,  ® ) ] .

D соҳа бўйича олинган z функциянинг интеграл йиғинди- 
ларини қараймиз. Ушбу:

у) As =  2^'(“’ v^ s ^
тенгликнинг ўринли эканлиги ўз-ўзидан маълум.

As ни, яъни Оху текисликдаги эгри чизиқли P iP sP ,P 4 
тўртбурчакнинг юзини ҳисоблаймиз (319- расмга қаранг).

Бу тўртбурчак учларининг координаталарини аниқлаймиз:

Р\(х и Уі), X, *= if (и, ѵ), у, =  <K«, ѵ)
Рг{х2, у2), х 2 =  <р(«+Ди, ѵ), Уі *= 'К и+Д «, *o).
р г(хъ, yg), х9 =  z (и+Ди, г> +  Дг>), у8=і]>(и-ЬДи, + Аг»),
Р*(х4, у4), *4 = <р(и, « + А»), Уі =  Ф(«, и + Ае).

(3)

Эгри чизиқли Р,Р2РгРА тўртбурчакнинг юзини ҳисоблашда 
Л ^ 2> РзРа> PaPi, P*Pi чизиқларни жуфт-жуфти билан параллел 
бўлган тўғри чизиқлар деб ҳисоблаймиз; бундан ташқари, бу 
функцияларнинг орттирмаларини мос дифференциаллар билан 
алмаштирамиз. Шундай қилиб, бир Ди, Дг» чексиз кичик миқ- 
дорларга нисбатан юқори тартибли чексиз кичик миқдорларни 
ҳисобга олмаган бўламиз. У вақтда (3) формулалар қуйидаги 
кўринишда бўлади:
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Х,=<р(и, ѵ), у, =  Ф(и, ѵ),

Хі =  f(u, v) +  ^  Au, 

X3=<p(u, v) +  ~  A u +  ^  Av,du
df

дф
Уі =  ̂ (и,ѵ) +  -д- Au,

У ,- И и ,  v) +  yu Au+ — Av, 1
(Эф

X, =  <?(u, v) +  — Av, y4 =  ф(и, v) +  — Av. f

Қилинган фаразларга асосан эгри чизиқли, Р,Р2Р^РА тўрт- 
бурчакни параллелограмм деб қарашимиз мумкин. Унинг As 
юзи такрибан PxPtPt учбурчак юзининг икки ҳиссасига тенг 
ва у аналитик геометриянинг тубандаги формуласи билан то- 
пилади:

A s s s I (х3 — X!) (Уз -  у2) — (х3 — х 3) (у8- у , ) |  =

Hd f  d f  \дф d t  i d  ф дф \

Та А“ +  Тѵ Л* -  Тѵ 1 Ай +  to Н

Au&vд±  ^  А А ^  ^  »  *
f u T ; ^ v - T v T u AuAv

df йф 
ди дѵ

df (?ф 
dv ди
df df

3 d-
i t дф
du dv

АиАѵ;

бу детерминантдаги иккинчи (ташқи) тўғри қавслар детерми­
нант абсолют миқдор бўйича олинишини билдиради.
Уш бу белгилашни киритамиз:

d f d f 
ди дѵ 
дф
ди дѵ

Шундай қилиб
As=ss|/|As'. (4)

/  детерминант ср (и, ѵ) ва <Ь(и, ѵ)  функцияларнинг функ­
ционал детерминанти деб аталади. Бу детерминант немис 
математиги Якоби номи билан якобиан деб ҳам юрктилади.

(4) тенглик фақат тақрибий, чунки As юзни ҳисоблашда 
биз юқори тартибли чексиз кичик миқдорларни ҳисобга олма- 
дик. Лекин As ва As' юзларнинг ўлчовлари қанчалик кичик бўл-  
са, бу тенглик шунчалик аниқроқ бўлади. As ва As' юзларнинг 
диаметрлари нолга интилиб боргандаги лимити эса мутлақо 
аниц бўлади:

ІЛ lim —  
As' *

13 H. С. Пискунов, 2-т.
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Энди ҳосил қилинган тенгликни и к к и  ўлчовли интегрални 
ҳисоблашга татбиқ этамиз. (2) тенгликка асосан:

У)Аз

деб ёзишимиз мумкин (ўнг томондаги интеграл йиғинди D 
соҳага тарқатилган). diamAs' -* 0 да лимитга ўтиб,

JJ /(jc ,  y)dxdy =\\F(u ,o)|/ 1 dtidv (5)
D Ь'

аниқ тенгликни ҳосил қиламиз. Бу эса икки ўлчовли инте- 
гралда координаталарни алмаштириш- формуласидир. Бу 
формула D соҳа бўйича олинган икки ўлчовли интегрални 
ҳисоблашни, масалани ҳал этишни енгиллатадиган, ZJ' соҳа 
бўйича олинган икки ўлчовли интегрални ҳисоблашга олиб ке- 
лишга имкон беради. Бу формуланинг қатъий исботини бирин­
чи марта машҳур рус математиги М. В. Остроградский берган.

И з о ҳ .  Олдинги параграфда қаралган тўғри бурчакли коор- 
динаталардан қутб координаталарига ўтиш, икки ўлчовли 
интегралдаги ўзгарувчиларни алмаштиришнинг хусусий ҳоли- 
дир. Бу ҳолда

и =  Ѳ, V =  р; х  =  pcos Ѳ, у =  psinS.

Оху текисликдаги АВ (р =  р,) эгри чизиқ (320-расм) ОВр 
гекисликдаги А'В' тўғри чизиққа (321-раем) ўтади. Оху те-

320-расм.

Т Т і

321-раем.

кисликдаги DC (р — р2) эгри чизиқ ОѲр текисликдаги D'C' 
тўғри чизиққа алмашади.

Оху текисликдаги A D ва ВС  тўғри чизиқлар ОѲр текислик­
нинг А'ГУ ва В'С' тўғри чизиқларига, Z,, ва І г эгри чизиқлар 
L\ ва £ '  эгри чизиқларга алмашади.
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х  ва у Декарт координаталарини 6 ва р қутб координаталар­
га алмаштириш якобианини ҳисоблаймиз:

/  =

дх  дх  
дѲ др 
ду ду 
дв др

Демак, | / | = р ,  шунинг учун:

— р sin 9 cos о 
р cos Ѳ sin 8

=  — р sin2 Ѳ — р cos2 1

j j r t
0 Ф,(Ѳ)

X, y)dxdy =  f ( f F(Q, p)pdp)dB.
а Ф,(6)

Бу формула олдинги параграфда ҳам топилган эди.

М и с о л. Оху текисликда о  сода бўйича олинган ва

1 7
у ~ х + ] ,  у =  л - 3  у ------ у =  —

тўғри чизиқлар билан чегараланган

j ]  { y - x ) d x  dy

икки ўлчовли интегрални ҳисоблаш талаб қилинсин.
Бу икки ўлчовли интегрални тўғридан-тўғри ҳисоблаш бирмунча қийин- 

лик туғдиради, Лекин ўзгарувчиларни оддийгина алмаштириш билан бу 
интегрални томонлари координата ўқ- 
лярнга параллел бўлган тўғри тўртбур- 
чак бўйича олинган интегралга келти­
риш мумкин.

и ~  у — X , ѵ =  у +  j  X  (б)

деб оламиз. У вақтда у =  х-\-\, у =
— к — 3 тўгри чизиқлар мос равишда 
Оиѵ текисликдаги и =  1 , и — — 3 тўғри 

1 7 1
чизиқларга; у  =  -  - х  +  у = — ~ х +

+  5 тўғрн чизиқлар эса ѵ  =  ѵ  = 5
О

тўғри чизиқларга алмашади.
Демак, берилган D соҳа 322- раемда 

тасвирланган тўғри тўртбурчакли D' 
соҳага алмашади. Энди алмаштириш 
якобиаиини ҳисоблаш қолди. Бунинг учун х 
ифодалаймиз (6 ) системани ечиб. қуйидагиларни ҳосил қиламиз:

ва у ни и ва v орқали
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Демак,

1 —

дх дх 3 3

ди дѵ “  4 4

ду dy : 1 3
ди дѵ 4 4

_9_
16

_3^
16

ва якобианнинг абсолют қиймати |/| =  —. Шунинг учун:

\ J ( y - x ) d x d y  =  Щ +  7 «  +  l t' ) - ( - 7 “ +  f y) l f  d a i v  =

— f  [ - и  du d i/ =  f j — и du dv — -  8 .
O 4 7 - 3 4

7 -§ .  Сиртнинг юзини ҳисоблаш

Г чизиқ билан чегараланган сиртнинг юзини ҳисоблаш та­
лаб қилинсин (323-расм); сирт ўзининг z =  f,x , у) тенгламаси 
билан берилган, бундаги f(x , у) функция узлуксиз ва узлуксиз

хусусий ҳосилаларга эга 
бўлган функциядир.

Г чизиқнинг Оху текис­
ликдаги проекциясини L 
билан белгилаймиз. Оху 
текисликдаги L чизиқ билан 
чегараланган соҳани D би­
лан белгилаймиз.

D со ҳа н и  ихтиёрий й ў л  
билан п та э л ем ен та р  bsu 
As 2, . . . , As„ ю зл а р га  б ў л а -
миз. Ҳар қайси Дst юзнинг 
ичида Я,(5(7], I нуқта оламиз. 
Р, нуқтага сирт устида

ч ,  /(?„ V ]
323-расм. нуқта мос келади. Ml нуқта

орқали шу сиртга уринма 
текислик ўтказамиз. Унинг тенгламаси қуйидаги шаклда бў-
лади:

г -  г, = Д(6„ ц) (X -  ?,) + /і(5„ У1і){у-гіі) (1)
і т. IX бобининг 6-параграфига қаранг.) Бу текисликда, Оху
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текисликка Ast юз шаклида проекцияланадиган, Дог юзни аж­
ратамиз. Ҳамма Да, юзларнинг

Е ь ,і=і
ЙИҒИНДИСИНИ қараймиз.

До, юзларнинг диаметрларидан энг каттаси нолга интилган- 
да бу йигиндининг а лимитини сиртнинг ют  деб атаймиз, 
яъни таърифга кура:

П
о =  Ііш J)  До,.

<ІІатД»г_ 0 Д

Энди сиртнинг юзини Ҳ И - 

соблашга киришамиз. Уринма 
текислик билан Оху текислик 
орасидаги бурчакни j-L билан 
белгилаймиз. Сиртнинг юзини 
аналитик геометриянинг маъ­
лум формуласига асосан куйи­
даги куринишда езиш мумкин 
(324- раем):

еки
£,Sl —  A (5 i COS Yi

л Xsi До, = (3)

(2

COS -[•(

ji бурчак бир вақтда Oz ўҳ 
билан (1) текисликка туши-
рилган перпендикуляр ораси- 324-раом.
даги бурчак ҳамдир. Шунинг
учун (1) тенгламага ва аналитик геометриянинг формуласига
асосан

COST; =
U У  1 +  /

Демак,
'j di, чі) +  f'i Hi, vt) ’

Бу ифодани (2) формулага қўйсак, қуйидаги тенглик ҳосил
бўлади:

■ = 1 + f ,v „  ѣ) +  /?№. Ѣ)Ь„
1 1=1

Таърифга кўра охирги тенгликнинг ўнг томонида турган ин­
теграл йигиндининг лимити

[•і V х + (£Г+(|гГa x d y
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икки ўлчовли интеграл кўринишда бўлганлиги сабабли охирги 
натижа қуйидагича бўлади:

- Д О Ѵ ' + ( # ■ + ( £ ) • (4)
Бу эса 2 =  f(x , у) сиртнинг юзини ҳисоблаш учун қўлланила- 
диган формуладир.

Агар сиртнинг тенгламаси

X =  n(y,z) ёки y =  x(jc ,  г)

кўринишда берилган бўлса, у ҳолаа сиртнинг юзини ҳисоблаш 
формулалари мос равишда кўринишда берилган бўлса, у хол- 
да сиртнинг юзини ҳисоблаш формулалари мос равишда

+ $ ) ' + ©

+ ( й ) + ( * ) ’ dxd!
ТЛИ 4 > V !

іЗ')

(3")

кўринишда бўлади, бундаги D' 
ва D" соҳалар берилган сирт 
проекцияланадиган Оуг ва Охг 
текисликда ётувчи соҳалардир.

1 - м и с о л. Ушбу
х «  +  у і  +  Z J «  R *

сферанинг о сиртл ҳисоблансин.

■325- раем. 

дх

Е ч и ш.  Сфера устки ярмининг сир- 
тини ҳисоблаймиз:

(325-раем). Бу ҳолда

У
V  К * -х -> -у г'

Л?ѵ»»>

ду

Демак,

\[\ +  __________ - ______Т  №-х*-у*

Интеграллаш соҳаси ушбу

хг +  у* <  /?а
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шарт билан анщланади. Шундай қилиб, (4) формулага асосан:

1

I1 J ~ d y ] d x
- « - / # = *  V

Ҳосил қилинган икки ўлчовли интегрални ҳисоблаш учун қутб коорди- 
Нвталарга ўтамиз. Кутб координаталарда интеграллаш соҳасининг чегарасн

— тенглама билан аниқланади. Демак,

2» R 2к 2*
0 - 2  ^ ( [ y = ! L = r < t d ?  J d e - 2  w J [ - / T ? * = V ] ^ 9 = 2 /?| R d b  =  U R *

0 0 ^ 0  о

2- м и с о л. Ушбу

л* -f у3 =  л®
цилиндрнинг

■ X 1 4- г 3 =  а3

цилиндр билан кесишганидан ҳосил бўлган 
қнсмшшнг сирти ҳнсоблансин.

Е ч и ш.  326- раемда изланган сиртнинг 
1/8 қисми тасвирланган. Сиртнинг тенгла­
маси қуйидаги шаклда бўлади:

у—Y  a'2 — -*3;
шунинг учун 

ду X f ду 
дх  j / a 3̂  d z ~  ; 326- раем.

/ ' + © •  +  © ■  -  / и -

Интеграллаш соҳаси дойра чораги кўринишида бўлади, яъни:

г > 0.

шартлар билан аниқланади 

Демак,

о YHp—1
л

а

*а  j d x  =  аа,
о
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8 - § .  Модда тақсимланишининг зичлкги ва икки ўлчовли 
интеграл

D соҳада бирор модда тақсимланган ва D соҳанинг ҳар 
қайси бирлиги юзига бу модданинг аниқ миқдори тўғри кела- 

диган бўлсин. Гарчи муҳокамамиз электр зарядлари, иссиқлик, 
Миқдори ва ҳоказоларнинг тақсимоти ҳақида сўз борганда хам 
тўғри бўлса-да, бундан буён биз масса тақсимоти ҳақида сўз- 
лаймиз.

D соҳанинг ихтиёрий As юзини қараймиз. Шу юзга тўғри
Д  т

келадиган модданинг массаси Am бўлсин. У ҳолда — нисбат
модданинг As соҳадаги ўртача сирт зичлиги деб аталади. 

Энди As юз кичрая бориб, Р  (л,у) нуқтага айланиб қола-
ди деб фараз қиламиз ва ушбу lim— лимитни қараймиз. Агар

Д 4--М ) Д s

бу лимит мавжуд бўлса, умуман айтганда, у Р нуқтанинг ва- 
зиятига, яъни бу нуктанинг х ъа у координаталарига боғлиқ 
бўлади ҳамда Р  нуқтанинг қандайдир /  (Р) функциясидан ибо­
рат бўлади. Биз бу лимитни модданинг Р  нуқтадаги cuptn 
зичлиги деб атаймиз:

lim —  =  /  (Р) =  f  (-*> У). (1)

Шундай қилиб, сирт зичлиги соҳа нуқтаси координаталари- 
нинг /  (л, у) функциясидан иборат.

Энди, аксинча, D соҳада бирор модданинг сирт зичлиги 
қандайдир f ( P )  =  / ( - * ,У) узлуксиз функция билан берилган 
бўлсин ва шу модданинг D соҳадаги умумий мивдорини аниқ- 
лаш талаб қнлннсин.

О соҳани A S i(i=  1, 2, . . .  , п) юзларга бўламиз ва ҳар 
қайси юзда Р/ нуқтани оламиз; у ҳолда /  (Рг-) функция Р/ 
нуқтадаги сирт зичлиги бўлади.

f(Pi) A si кўпайтма бизга юқори тартибли чексиз кичик 
миқдоргача аниқлик билан Дs,- юздаги модданинг миқдорини 
беради.

± t  (Pi) 
і-  1

йигинди эса D соҳага ёйилган модданинг тақрибий умумий 
миқдорини ифодалайди. Бироқ, бу D  соҳадаги f  (Р) функция­
нинг интеграл йиғиндисидир. Унинг аниқ қийматини эса биз 
A&i -> 0 да лимитга ўтиш билан топамиз.
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Шундай килиб*>, 

м =  lim, 2  f{Pt) bsi =  JJ f(P) ds =  .[]' f{x,y) dxdy, (2)

яъни D соҳадаги модданинг умумий миқдори шу модданинг 
f (P )= z f  ix,v) зичлигидан О соҳа бўйича олинган икки ўлчов- 
ли интегралига тенгдир.

М и с о л. И радиусли доиравий пластинканинг ҳар бир Р  (х, у) нуқта- 
сидаги пластинка материалининг /  (х , у) сирт зичлиги дойра марказидан (*, 
у) нуқтагача бўлган масофага пропорционал, яъни

f(x .y ) =  f c / P + P

бўлеа, бу пластинканинг массаси аниқлансин.
Е ч и ш .  (2 ) формула бўйича;

М =  j j  k У х ^ + у 2 d x d y
D

буладіг бунда тттггегра.адаш ™«яги П t» - f  уз ^  /?г дпчра д и р . ____________
Қутб координаталарнга ўтиб, мана буни ҳосил қиламиз:

•л /г з у *
Л1 =  й і ( Г р р й ! р ) й 6 =  А2 я ^  =  — к ъ  RK 

о о  1о 3

9 - § .  Ясс и (текис) шакл юзининг инерция моменти

Массаси т бўлган моддий М нуқтанинг бирор О нуқтага 
нисбатан I инерция моменти деб, т массанинг М  дан О нуқ- 
тагача бўлган г масофанинг квадрати билан кўпайтмасига айти­
лади:

/  =  тг2.

ти т2, т3............ тп моддий нуқталар системасининг О
нуқтага нисбатан инерция моменти шу система нуқталари 
инерция моментларининг йигиндисидан иборат бўлади:

/  =  2  ті г ‘ -
і = 1

Энди D моддий ясси шаклнинг инерция моментини аниқлай- 
миз. О шакл Оху координата текислигига жойлашган бўлсин. 
Бу шаклнинг сирт зичлиги ҳамма ерида бирга тенг деб фараз 
цилиб, унинг инерция моментини координаталар бошига нисба­
тан аниқлаймиз. D соҳани ДS i ( i =  1, 2, 3, . . .я )  элементар юз-

*) AsjO -*• муносабатни биз Д^соҳанинг диаметра нолга интилади деган 
маънода тушунамиз.
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ларга ажратамиз (327- раем). Ҳар бир юзда координаталари 
(j, 7jj бўлган Рі нуқта оламиз. Д5г- юзнинг элементар Д/,- инер­
ция моменти деб, Двг- юзнинг массаси билан масофа квадрата

(г) — Щ-\- rfi) нинг кўпайтмасига 
айтамиз:

ва шундай инерция моментлари- 
нинг йиғиндисини тузамиз:

Бу эса /  ( X, у) =  X2 +  У* функция­
нинг D соҳа бўйича олинган ин­
теграл йиғиндисидир.

D шаклнинг инерция моментини ҳар бир Д5г-элементар юз­
нинг диаметри нолга интилгандаги шу интеграл йиғиндининг 
лим ит сифатида аниқлаймиз:

/ 0 =  Ит 2  (?? +  ^ )Д 5 , .
diamiSj-» 0  г=»1

Аммо бу йигиндининг лимити / { ( - ^  +  У4) икки ўлчовли инте-
D

гралдан иборат. Демак, D  шаклнинг координаталар бошига 
нисбатан инерция моменти

, о  =  j j i ^  +  y3) dxdy, ( 1 )

интегралга тенг, бунда L) соҳа берилган текис шакл билан 
устма-уст тушади. Ушбу интеграллар

(2)  

(3'

Іхх ~  Г f у1 dx dy.
D

/ ѵѵ =  J J  л:2 dx dy

мос равишда D шаклнинг Ox ва Oy ўцларга нисбатан инер­
ция моментлари деб аталади.

1 - м и с о я .  Радиуси R  бўлган О дойра юзининг О марказга нисбатан 
инерция моменти ҳисоблансин.

Е ч и ш  ( 1 ) формулага асосан:

7о —J  /(•*" +  Уа) dy.D
By интегрални ҳисоблаш учун 0,р қутб координаталарга ўтамиз. Айлананинг 
қутб координаталаридаги тенгламаси-
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Шунинг учун
2* /? л#*

' ° = f  ( } p s prfp)rfe=— .
о о

И з о ҳ .  Агар сирт зичлиги j  бирга тенг бўлмай, х  ва у 
нинг бирор функцияси, яъни 7 =  7(л ,у) бўлса, Д6 /  юзнинг мас­
саси юқори тартибли чексиз кичик миқдоргача аниқлик билан 

ri,)ASi га тенг бўлади, шунинг учун ясси шаклнинг коор­
динаталар бошига нисбатан инерция моменти қуйидагича бў- 
лади:

/ 0 =  JJ Т (х,у ) (х2 +  у») dx dy. ( Г )

2 - м и с о л. Агар
у1 =  1 -  х; х = 0 ,  у =  0

чизиқлар билан чегараланган D моддий ясси шаклнинг ҳар бир нуқтасидаги 
сирт зичлиги у га тенг бўлса, унинг Оу ўққа нисбатан инерция момента 
ҳисоблансин (328-раем).

Е ч и ш .
1 У ~  ‘ 2 Г Т ^  1

i „ - j (  j  y ^ d y jd x ^ ^ -if-  d x = ^ x * (\ - x )d x * = l .
« о  u о о

И н е р ц и я  э л л и п с и .  Координаталар боши деб олииган О 
нуқтадан ўтувчи бирор OL ўқца нисбатан D  ясси шакл юзи­
нинг инерция моментини топайлик. OL тўғри чизиқ билан Ох 
ўқнинг мусбат йўналиши орасидаги бурчакни <р билан белги­
лаймиз ( 3 2 9 - раем).

OL тўғри чизиқнинг нормал тенгламаси

л 'sin <р— у cos <? =  0.
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Бирор М (х, у) нуқтанинг бу тўғри чизиадан масофаси 
қуйидагига тенг:

г  — |jcsin 9  — У COS <f|.

D соҳа юзининг OL тўғри чизиққа нисбатан I инерция мо­
мента таърифга мувофиқ ушбу интеграл билан ифодаланади:

/  =  j j  г 2 dxdy  =  J J  (х  sin <р — у cos у)2 dxdy  =  sin2? j^ x 'd x d y  —

—2 sin cp cos <f \ j xy dx dy +  cos2 <f \ fy*dx dy.

Демак,

/  =  Iу у sin2?  — 2 / Xy sin cp cos f  +  lxx cos2 (4)

бунда lyy =  [ j V d x a f y  шаклнинг у ўққа нисбатан инерция мо-
D

менти, 1ХХ =  j j  у2 dx dy — х  ўққа нисбатан инерция моменти ва 

=  J J  л-у dxdy. Охирги тенгликнинг ҳамма ^адларини /  га
О

бўлсак:
, . / COSf \2 0 /  /S in <p\ /COS 9 \ . , / S i n f v *

i =  M f t )  - 2 ^ ( ѵ 7 ) ( ѵ т Г ' ” ( ѵ т )  <5)

OL тўғри чизиқда A (X, Y ) нуқтани OA =  p==

бўладиган қилиб оламиз. OL ўқнинг турлича йўналишларига, 
яъни <р бурчакшшг ҳар хил қиймаТларига /  нинг турли қий- 
матлари ва турлича А нуцталар мос келади. А нуқталарнинг 
геометрик ўринларини топамиз. Равшанки,

^ = - r ^ c o s 9, К sin?.у j т ’ V>

(б) тенгликка кўра X  ва Y миқдорлар ўзаро

1 =  1ххХ г — 2 IXyX Y  +  lyy Y2 (6)

муносабат билан боғланган. Шундай қилиб, А (X, У) нук- 
таларнинг геометаик ўрни иккинчи тартибли (6) эгри чиэиқ- 
дан иборатдир. Бу эгри чизиқнинг эллипс эканлигини исбот 
қиламиз.
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Рус математиги В. Я. Буянковский^ томсщидан ^опилган  
ушбу тенгсизлик тўғридир:

( Я  ху dx ay j2<   ̂j j dxdyj (Jjy* dx dy)

У
ёки

lyy -  Чу >  0.

Шундай қилиб, (6) эгри чизиқ- 
нинг дискриминанта мусбат экан, де­
мак, бу эгри чизиқ эллипсдир (330- 
расм). Бу эллипс и н е р ц и я  э л л и п -  
с и деб аталади. Инерция эллипси 
тушунчаси механикада катта аҳами- 
ятга эга 330- раем.

*) Буняковскин тенгсизлигини исбот қилиш учун қуйидаги тенгсизлик- 
ни қараимиз: —

[/ (х, У) — Ц (х ,  у) ] 2 dxdy  >  0,Я іи
бунда X ўзгармас миқдор. Бу тенгсизликка f ( x ,  у) — Xtp (х, у) г 0 ,  яъни агар 
А (х , у) =  (х, у) бўлгандагина тенглик белгиси қўйиш мумкин. Агар

t — 1----- Ф const =  X деб фараз этилса, бу ҳолда тенгсизлик белгиси дои-
Ч>(*. V)

мо ўриили бўлади. Шундай қилиб, интеграл остидаги қавсни очнб, қуйи- 
дагини ҳосил қиламиз.

Р  {х, у) dx d y —21 j j f { x ,  у) <p (x, у) d x  dy  +  X3 j  | <f2 (x, y) dx  dy >  0.
D  D

Чапда т}'рган ифодани X нинг функцияси деб қараймиз. Бу ҳеч қачон 
нолга айланмайдиган иккинчи даражали кўпҳаддир; демак, унинг илдизлари 
комплекс сонлардан иборат, бу эса квадрат кўпҳаднинг коэффициентлари- 
дан тузилган дискриминаитнинг ишораси манфий бўлгандагина бўлиши мум- 
киі», яъни

у

ёки

j" j /  f  d  к dy  ) — \ J dx, dy J j* <p2 dx dy  <  0
d I d n

f 2 dx  dy J  J  Ф2 dx  dy.

Бу эса Буняковский т енгсизлигидир.
Биз қараётган ҳолда

f { x ,  у) — дг, <р (х, у)=» у, Ф const.

Буняковскийнинг бу ажойиб тенгсизлиги математиқанинг турли соҳаларида 
доимо қўлланилиб келади. By тенгсизликни кўпгцц* дарслшшрда Шварц 
тенгсизлиги деб нотўғри айтиб келаднлар. Уни Вуняйовбкий 1859 йили (бош- 
қа муҳим тенгсизликлар қаторида) босиб чиқарган эди. Шварц эса бу тенг- 
сизликни 1875 йили, яъни Буняковскиидан 16 иил кейин эълон қилдн.
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Инерция эллипси ўқларининг узунликлари ва текисликдаги 
вазияти берилган ясси шаклнинг формасига боғлиқдир.

Эллипснииг ихтиёрий А нуқтасидан координаталар боши-

гача бўлган масофа =  га тенг бўлгани учун (бунда /  шакл­

нинг ОА ўққа нисбатан олинган инерция моментидир) эллипс- 
ни ясаб, координаталар бошидан ўтувчи бирор тўғри чизиққа 
нисбатан D  шаклнинг инерция моментини осонгина ҳисоблаб 
чиқаришимиз мумкин. Жумладан, шаклнинг инерция моменти 
инерция эллипсининг катта ўқига нисбатан энг кичик ва шу 
эллипснииг кичик ўқига нисбатан энг катта эканлигини кўриш 
осон.

10-§. Ясси (текис) шакл юзи оғирлик марказининг 
координаталари

I т. XII бобининг 8- параграфида массалари ти т2, т,г, ... , tn„ 
бўлган Ри Р-j, ... , Рп моддий нуқталар системаси оғирлик 
марказининг координаталари

E f m  ѵ _ 2 »  , , ,
* • -  £ « ,  у' ~  > ,  (1) 

формулалар билан аниқланиши кўрсатилган эди.
Энди D ясси шакл оғирлик марказининг координаталарини 

топамиз. By шаклни жуда кичик ДS,- элементар юзларга бў- 
либ чиқамиз. Агар сирт зичлигини бирга тенг деб қабул кил- 
сак, юзнинг массаси унинг юзига тенг бўлади. Агар тақрибаи 
ДS. элементар юзнинг барча массаси унинг бирор Pt (£*, ги) 
нуқтасига тўпланган деб ҳисобланса, D шаклни м о д д и й  
н у қ т а  л а р н и н г  с и с т е м а с и  деб қараш мумкин. У пақтда
(1) формулага мувофиқ бу шакл оғирлик марказининг коор­
динаталари т а х м и н а н

Я я
2 ^ ,

— } Ус- 1- - —  (2)

i-i

тенгликлар билан аниқланади.
Д 5 г - > 0  да лимитга ўтсак, касрларнинг суратида са мах- 

ражида турган интеграл йиғиндилар икки ўлчовли интегралга 
айланади ва биз ясси шакл огирлик марказининг координата­
ларини ҳисоблаш учун аниқ формулалар ҳосил қиламиз:
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(2)

Сирт зичлиги 1 га тенг бўлган ясси шакл учун чиқарилган 
бу формулалар ҳамма нуқталарида ўзгармас у зичликка эга 
бўлган ҳар қандай шакллар учун ҳам ўз кучида қолиши рав­
шан.

Агар сирт зичлиги ўзгарувчан бўлса,

у ҳолда бу формулалар қуйидаги кўринишда бўлади:

ифодалар Оу ва Ох ўқларга нисбатан D ясси шаклнинг ста- 
тик моментлари деб аталади.

Т =  Т (•*. У).

о
X

D
Мана бу

D

Му =  j  J  y (-*■» У) X d xd y  ва Мх =  j j 7 (х , у) у dx dy
D D

у) dxdy  интеграл қаралаётган шаклнинг м а с с а с и н и  
ифодалайди.

Ми сол. Сирт зичлиги ҳамма нуқта- 
л ар ид а 1 га тенг деб олиб,

#ллипс чораги оғирлик марказининг коор­
динаталари топилсин (331-раем).

Е ч и ш.  (2 ) формулага асосан:
а /1

а
331- раем.
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dx

11- §.  Уч ўлчовли интеграл

Фазода S ёпщ сирт билан чегараланган бирор V  соҳа бе­
рилган бўлсин. V  соҳа ва унинг чегарасида бирор f ( x , У, z ) 
узлуксиз функция аниқланган бўлсин, бунда лг, у, z соҳа нуқ- 
тасининг тўғри бурчакли координаталари. Аниқлик учун /  {х, 
у, z) >  0 бўлган холда биз бу функцияни кандайдир бир мод­
данинг V соҳага тақсимланиш зичлиги деб ҳисоблашимиз 
мумкин. Аѵ, символ билан соҳанинг ўзинигина эмас, балки 
унинг ҳажмини ҳам белгилаб, V  соҳани ихтиёрий равишда 
Avt соҳаларга бўламиз. Ҳар бир Av, соҳада ихтиёрий Р, нуқ- 
тани танлаб оламиз ва /  функциянинг бу нуқтадаги қиймати- 
ни /  (Р/) билан белгилаймиз. Интеграл йигиндини

кўринишда тузамиз ва бунда Avt нинг энг катта диаметрини 
нолга интиладиган қилиб, Дг^соҳаларнинг сонини чексиз ортти- 
риб борамиз*1. Агар f((x , у, z) функция узлуксиз бўлса, (1) шакл- 
даги интеграл йигиндининг лимити мавжуд бўлади, бунда ин­
теграл йигиндининг лимити икки ўлчовли интегрални**' таъ- 
рифлагандаги маънода тушунилади. • V сохани бўлиш усулига 
ҳам, Р, нуқтани танлаб олиш усулига ҳам боғлиқ бўлмаган

интеграл деб аталади. Шундай қилиб, таърифга кўра:

Агар /  (X, у, z) функция V соҳадаги модда тақсимлани- 
шининг хажм зичлиги деб ҳисобланса, (2) интеграл V  ҳажм- 
га кирган барча модданинг массасини беради.

*) Аѵі соҳанинг диаметри деб, соҳа чегарасида ётган нуқталар орасида­
ги максимал масофага айтилади.

**> V -  ёпиқ соҳада (чегарани ҳам ҳисобга олган ҳолда) узлуксиз бол­
тан ҳар қандай функция учун интеграл йигинди лимитининг мавжудлиги ҳа- 
қидаги (яъни уч ўлчовли интегралнинг мавжудлиги ҳақидаги) бу теоремани 
исботсиз кабул қиламиз.

Ц / ( Я , ) А Ѵ| (1)

бу лимит символ билан белгиланади ва уч ўлчовли
V

йки

(2)
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332- раем.

12- §. Уч ўлчовли интегрални ҳисоблаш
Ёпиқ S сирт билан чегараланган фазовий (уч ўлчовли) V 

соҳа қуйидаги хоссаларга эга бўлсиц:
1) V соҳанинг ички (яъни S нинг чегарасида ётмаган) нуқ- 

таси орқали Oz ўққа параллел қилиб ўтказилган ҳар қандай 
тўғри чизиц S сиртни икки нуқтада кесади;

2) V соҳа бутунича Оху те­
кисликка L) тўғри (икки ўлчовли) 
соҳа кўринишида проекцияла- 
нади;

3) V соҳанинг координата те- 
кисликларидан (Оху, Oxz, Oyz) 
исталган бирига параллел текис­
лик билан кесилган қисми ҳам 
1) ва 2 )  хоссаларга эга бўлади.

Юқорида кўрсатилган хосса­
ларга зга бўлган V со^ани биз 
тўғри уч улчовли соха Дёб 
атаймиз.

Тўғри уч ўлчовли соҳаларга 
эллипсоид, тўғри бурчакли па­
раллелепипед, тетраэдр ва ҳока-
золар мисол бўла олади. 332- раемда нотўғри уч ўлчовли соҳа- 
га мисол берилган. Бу параграфда бив фақат тўғри соҳалар 
билан иш кўрамиз.

V соҳани пастдан чегараловчи 
сиртнинг тенгламаси 2 =  х(х, у), 
бу соҳани юқоридан чегараловчи 
сиртнинг тенгламаси эса z ^ ( x , y )  
бўлсин (333- раем).

Энди V  соҳада аниқланган уч 
аргументли /  (х, у, г) узлуксиз 
функциянинг V  соҳа бўйича олин­
ган у ч  к а р р а л и  /к  интеграли 
тушунчасини киритамиз. D соҳа V  
соҳанинг хОу текисликдаги проек* 
цияси бўлиб,

У =  <Рі (*),
У =  Ъ (х), х  =  а, X =  b

чизиқлар билан чегараланган деб 
фараз қиламиз. У вақтда f (x ,  у, г) 
функциядан V соҳа бўйича олин­
ган уч каррали. интеграл қуйи* 
дагича аниқланади:
14 Н. С. Пискунов. 2-1

3 3 3 -  р а е м .
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* Ѵ М  Ф (-Ѵ, У)
^ = j { j  f j  f ( x ,  у, z)dz'jdy^dx. (1)

a  < p , ( x )  «  ( * ,  y)

Z  бўйича интеграллаш ва катта қавс ичидаги ифодаларнинг 
чегараларини қўйиш натижасида л: ва у нинг функцияси ҳо- 
сил бўлишини кўрамиз. Сўнгра бу функциянинг D соҳа бўйи- 
ча олинган икки ўлчовли интеграли юқорида ҳисобланган 
каби топилади.

Уч каррали интегрални ҳнсоблашга дойр 
мисол келтирамиз.

1 - м и с о л. f ( x ,  у, г )  ■= х у г  функциядан л =  
=  0 , у = 0 , *  =  0 , jc + y 4 - 2 = 1  текислйклар билан 
чегараланган V соҳа бўйича олинган уч киррали 
интеграл ҳисоблансин.

Е ч и ш.  Бу соҳа тўғри бўлиб, устдан ва 
остдан г  =  0  ва г  =  1 — х —у текислйклар билан 
чегараланган ҳамда Оху текисликдаги х = 0 ,  y=Q, 
у**1—х  тўғри чизиқлар билан чегараланган уч- 
бурчак шаклидаги ясси D  тўгрн соҳага проек- 
цияланади (334-раем). Шунинг учун І ѵ  уч кар- 
рал и интеграл қуйидагича ҳисобланади:

- l - J f -y
334- раем.

ш
X у г  d t dv.

D  соҳа бўйнча олинган икки каррали интегралга унинг чегараларини қўйиб, 
куйидагини ҳосил қиламиз:

1 /1—X I і —х—у

=  1 j j  X^ dz0  ̂ 0 * о
dy) dx*

1 ,1-Г 2 =  l-A--y
х у г 2

s n
Z— 0

dy \ dx =

“ J’l ] - * - у Г * у \*х =  S & £ - - xYdx- = f £
о  '  0  1 V

Энди уч каррали интегралнинг баъзи бир хоссаларини кў- 
риб чиқамиз:

1 - х о с с а .  Агар V соҳа координата текисликларидан 
бирига параллел бўлган текислик билан икки. Vt ва Ѵ3 
соҳага бўлинган бўлса, V соҳа бўйича олинган уч каррали 
интеграл V. ва Ѵг соҳалар бўй.ича олинган уч каррали 
интегралларнинг йиғиндисига тенг.

Бу хосса ҳам икки каррали интеграллар учун исбот этил- 
ган шунга ўхшаш хоссанинг исботи каби исботланади. Шу- 
нииг учун уни яна такрорлаб ўтиришнинг ҳожати йўқ.

Н а т и ж а .  V сохани координата текисликларига параллел 
текисликлар билан чекли сондаги Ѵи . .  . , Ѵп соҳаларга бў- 
линса, куйидаги тенглик ўринли бўлади:

К  =  7 у, -f" I у, ••• "Ь 1 ѵ„'
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2- X о с с а (Уч каррали интегрални баҳолаш ҳақидаги 
теорема). Агар т ва М / ( х , у, г )  функциянинг V соҳадаги 
энг кичик ва энг катта қийматлари бўлса, у ҳолда:

mV  <  Iv <  M V
тенгсизлик ўринлидир, бунда V берилган соҳанинг ҳажм и, 
ly эса 1(х, у, г)  функциянинг V соҳа бўйача олинган уч.
каррали интегралидир.

И с б о т ,  Аввал уч к а р р а л и [ / ( * »  У» Zi az
Ф(*, V)

■О  ' г і х ,  у )

интегралнинг ички интегралнни бахолаймиз:
Щ х , у )  ф (ж . V )  ф ( * .  У )

ds

Ф(*. УI

/ к - Я  j / ( * »  у» z) dz
чх. V)

j  /(-*» У* [ Mdz М j dz =  Mz j =
г . [ х ,  у )  ѵ.(л*, у )  * ( * ,  у )  Ц Х , у '

=  M |4*U. у ) — *(■*. у)].
Демак, ички интеграл Лі ( с̂, у) — X (х > У)] ифодадан катта 
бўлаолмайди.Шунинг учун 1 - параграфдаги иккиўлчовли интег- 
раллар ҳақидагй теоремага асосан [V  сОҲННИНГ Оху іикииіик» 
даги проекциясини D билан белгилаб) қуйидагини ҳосил Би­
лайне:

Фи. У)
da <  j  j  М [ф (х, у ) -  ж (л, y)\da 

=  М j 'j  | л  ( X ,  у )  —  у. ( х , у ) ] < / « .

D
Бироқ охирги икки каррали интеграл ф (х, у)— *(х, у) функ­
ция бўйича олинган икки улчовли интегралга тенг. Демак, у 
г ч.(х, у) ва z — ( jc, у) сиртлар орасидаги соҳанинг ҳаяс- 
мига, яъни V соҳанинг ҳажмига тенг. Шунинг учун

Іѵ < М Ѵ .
/ ѵ > т Ѵ  эканлиги ҳам худди юқоридаги каби исбот қилина- 
ди. Шундай қилиб, 2- хосса исбот қилинди.

3 - х о с с а ( Ў р т а  қ и й м а т  ҳ а қ и д а г и  т е о р е м а . )  
f i x ,  у, z) узлуксиз функциянинг V соҳа бўйича олинган lv 
уч каррали интеграли, унинг V ҳажмини V  соҳанинг би­
рор Р нуқтасидаги қийматига кўпайтирилганига тенг,яъни

& /?»(•*)

J i fa ViW *<*•

Ф(*. У)

1 (•*, у, z )d z
A x .  y )

dy j dx ■ t(P)V. (2)

Бу хоссанинг исботи ҳам икки каррали интегралнинг шу хос- 
сага ухшаш хоссасини ( 2 - параграфдаги 3 - хоссанинг (4,) фор- 
14*
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муласига қаранг) исбот қилингани каби исботланади. Энди уч 
ўлчовли интегрални ҳисоблашга дойр теоремани исбот қили- 
шимиз мумкин.

Т е о р е м а .  t(x , у, г) функциядан тўғри V соҳа бўйияа 
олинган уя ўляовли интеграл иіу соҳа бўйаяа олинган ук 
каррали интегралга тенг, яъни:

» t f M  г ■К*. У) j \
J f J '/(■*. У. z)d v  =  J  П  j  f ( x ,  у, z )d z  d y .)d x .

V 'а x(x, у) I
И с б о т .  V соҳани координат текисликларига параллел те- 

кисликлар билан п та тўғри соҳага бўламиз:
Дх»,, Ді»2, . . . , Дх»„.

f ( x ,  у, z) функциядан V соҳа бўйича олинган уч каррали 
интегрални, юқоридаги сингари І ѵ билан, шу функциядан Дх», 
соҳа бўйича олинган уч каррали интегрални / До билан бел­
гилаймиз. У ҳолда 1-хоссадан чиқарилган натижага асосан

} ѵ =  +  Kv, +  • • • +  hvn 
тенгликни ёза оламиз. Бу тенгликнинг ўнг томонидаги ҳар бир 
қўшилувчини (2) формулага асосан алмаштирамиз:

/ к =  / Г Р , ) Д х » ,+ / ( Р 2)Дх»2 +  . . .  +  f  (Рп) Ь ѵ„  (4)

бунда Р, нуқта Дх», соҳанинг бирор нуқтаси.
Бу тенгликнинг ўнг томони интеграл йигиндидан иборат. 

Фаразимизга асосан f (x ,  у, z ) функция V соҳада узлуксиз, 
шунга кўра Дх», нинг энг катта диаметри нолга интилганда бу 
йигиндининг лимити мавжуд ва у f (x ,  у, z) функциянинг V  
соҳа бўйича олинган уч ўлчовли интегралига тенг. Шундай 
қилиб, (4) тенгликда diam Дх», 0 да лимитга ўтсак:

1ѵ •*, У, zjdv
V

ёки ўнг ва чапда турган ифодаларнинг ўринларини алмашти- 
риб,

IJ /  (х, у. 2) d v =  \ J f t (x , у, z )d z  d y  \dx
r' a I ? ,{*) L x{x, y) J •

тенгликни ҳосил қиламиз. Теорема исботланди.
Бу ерда г — %(х, у) ва z=ty(x, у)— тўгри V соҳани остдан 

ва устдан чегараловчи сиртларнинг тенгламаларидир. у =  <рі(-*)» 
у =  <р2(-*), X =* а, X =  b чизиқлар V  соҳанинг Оху текислик­
даги проекцияси бўлган D соҳани чегараловчи чизиқлардир.

И з о ҳ .  Икки каррали интегралдаги сингари, уч каррали 
интегрални ҳам, албатта V соҳанинг шакли имкон берса, ўз-
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гарувчилари ва чегаралари бўйича бошқача тартибда интеграл- 
ланадиган қилиб тузиш мумкин.

Ж и с м н и н г  ҳ а ж м и н и  уч к а р р а л и  и н т е г р а л  ёр-  
д а м и  б и л а н  ҳ ис о б  л а ш. Агар интеграл остидаги функция 
/  ( jf ,  у , z) — 1 бўлса, V соҳа бўйича олинган уч ўлчовли ин­

теграл V  соҳанинг ҳажмини 
ифодалайди:

V Jjj' dx dy dz. (6)
f  r c f l H

2 - М И С О Л .  Ушбу

X2 у2 г 2
— 4- — +  — ’ 
e 2 b2 c2

1

вллипсоиднинг ҳажми ҳисоблансин. 
Е ч и ш.  Эллипсоид (335-раем)

Г  V
остдан г  == — с 1  /  1 -------— — сирт

[/ а2 у2 885- раем.

билан, устдан эса г  =  с l / l ~ *[ /  д2 62
сирт билан чегараланган. Бу эллип-

_ л» у2
соиднинг СА*у текисликдаги (соҳадаги) проекцияси — +  — =  1 эллипс-

оі
дир/ Демак, ҳажмни ҳисоблашни уч каррали интегрални ҳисоблашга 
келтирсак:

'V i ­

s '
1 - $ - ?

:2С

> г ‘ К і - - ______
f Г і А Т - S

d* =

Ички интегрални ҳисоблаш пайтида .r ўзгармас деб қаралади. Куйидаги 
алмаштиришни қиламиз:

l / 1 _  — Sin 
> я"

d y .
У - 5

j L  c o s  t dt.

у ўзгарувчи —b — til дан b " j / "  1 — ~  гача ўзгаради. Шунинг учун t

71 f t

ўзгарувчи — -  дан — гача ўзгаради. Янги чегараларни интегралга Қўииб, 

қуйидагиларни ҳосил қиламиз.
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ѵ - ъ  j

- а л  I
- а

Демак,

rfjf—

- * н

cos21 dt cbn /* dx =  —  j (a1 — ла) rf*
4к й ic

Агар a =  b =  с бўлса, у ҳолда шар ҳажмининг формуласини ҳоснл қи- 
ламнз:

к = 7 яа3-

13- §. Уч ўлчовли интегралда узгарувчиларни алмаштириш

1. У ч ў л ч о в л и  и н т е г р а л н и н г  ц и л и н д р и к  к о о р -  
ди н а т а л а р д а  т а с в и р л а н и ш и .  Цилиндрик координаталар 
системасида Р нуқтанинг фазодаги вазияти учта Ѳ, р, г  сон

336- раем. 337-раем.

билан аниқланади, бунда 8 ва р лар Р  нуқтанинг Оху текис­
ликдаги проекциясиницг қутб координаталаридир, z  эса Р 
нуқтанинг аппликатаси, яъни нуқтадан Олутекисликкача бѵл- 
ган масофа, агар нуқта Оху текисликдан юқорида жойлашган 
бўлса, мусбат ишора билан ва пастда жойлашган бўлса, ман­
фий ишора билан олинади (3 3 6 -раем).

Бу долда берилган фазовий V  соҳани 0 — р = р ; , z  — z k 
координата сиртлари билан элементар ҳажмларга бўламиз (Oz
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ўққа ёпишган ярим текислйклар, текислиги Ог ўққа перпен­
дикуляр, ўқи Ог ўқ билан устма-уст тушадиган доиравий ци- 
лнндрлардир). Элементар ҳажм эса 3 3 7 -раемда тасвирланган 
»гри чизиқли „призма" дан иборатдир. Бу призма асосининг 
юзи юқори тартибли чексиз кичик миқдоргача аниқлик билан 
рДѲір га, баландлиги га тенг. Ёзишни осонлаштириш мақ- 
садида і, j , k индекслар'ни тушириб қолдирдик. Демак, 
Аѵ — рД^ірй z. Шунинг учун F (Ѳ, р, z) функциядан V  соҳа 
бўйича олинган уч ўлчовли интеграл қуйидаги шаклда бўлади:

Интеграллаш чегаралари V соҳанинг шакли билан аниқ- 
ланади.

Агар тўғри бурчакли координаталар системасида /  (х, у, г )  
функциянинг уч ўлчовли интеграли берилган бўлса, бу интег­
рални цилиндрик координаталардаги уч ўлчовли интеграл би­
лан алмаштириш осон. Ҳақиқатан, .г = -р  cos-fr, .у =» p-ete-Oy -в — -*  
эканлигини назарда тутсак:

М и с о л. Агар маркази координаталар бошида бўлган R радиусли ярим 
шарнинг ҳар бир (х, у, г )  нуқтасидаги модда зичлиги Ғ. шу нуқтадан асос- 
гача бўлган масофага пропорционал, яъни F —hz бўлса, бу ярим шарнинг 
М массаси топилсин.

Е ч и ш.  Ярим сфера юқори қисмининг тенгламаси:

2. У ч  ў л ч о в л и и н т е г р а л  н и н г  с ф е р  и к к о о р д и ­
на т  а л а р д а т а с в и р л а н и ш и .  Сферик координаталарда фа- 
зодаги Р нуқтанинг вазияти учта Ь, г, ? сон билан аниқлана- 
ди. бунда г  — координаталар бошидаи нуҳтагача бўлган масо-

I =  ф  F(bt р, z)pdbdpdz. (1)

Щ / (•*> у. z) dx а У dz =  iJJ /г(ѳ> p> z)fdbdp dz ,

бунда
/  (p cos 0, p sin 0, z) =  F. (0, p, г).

цилиндрик координаталарда:
г  =  Y  R i - р*.

Демак,
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фа бўлиб, нуқтанинг радиус-вектори деб аталади, ср — радиус- 
вектор билан Oz ўқ орасидаги бурчак, Ь — Ох ўқ билаи ра- 
диус-векторнинг Оху текисликдаги проекцияси орасидаги 
бурчак бўлиб, Ох дан бошлаб мусбат йўналишда, яъни соат

стрелкасига тескари йўналишда ҳисобланади (338* расм).Фазо-
нинг исталган нуқтаси учун:

0 < г < о & ,  0<^ср ^іс , 0 ^  Ѳ<2іг,

Берилган V соҳани r = c o n s t  (сфера), <? — const (учлари ко- 
ордннаталар бошида бўлган конус сиртлар), 6 =  const (Oz ўқ 
орқали ўтувчи ярим текисликлар) координата сирглари ёрда- 
ми билан Дг> элементар бўлакларга бўламиз. Юқори тартибли 
чексиз кичик миқдоргача аниқлик билан олинган Аѵ элементар 
ҳажмни, қирраларининг узунликлари Дr, гД?, r sincpAO бўлган 
параллелепипед деб ҳисоблаш мумкин. У ҳолда элементар 
ҳажм (339- расмга қаранг):

Av =  r 2 sin о  Дг  ДѲ Ѳср.
Ғ(Ь, г, ФІ функциянинг V  соҳа бўйича олинган уч улчовли 
интеграли қуйидаги кўринишда бўлади:

/ -  Ш  ғ р , г , ч ) r 2 sin <srfra? 6 rfcp. ( 1 )
V

Интеграллаш чегаралари V соҳанинг шакли билан аниқла- 
нади. 338- расмдан Декарт координаталарини сферик коорди­
наталар билан осонгина ифодалашни аниқлаш мумкин:

x  =  r sin cp cos Ѳ, 
у =  r  sin cp sin Ѳ, 
z =  r cos
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Шунинг учун Декарт координаталарида берилган уч улчовли 
интегрални сферик координаталардаги уч ўлчовли интегралга 
алмаштириш формуласи

1 j j  f  (X, у, г) dxdydz  =

=  J j  f /  (г  sin if cos 6, rs in  cp sin Ѳ, rco s  cp) rssincprfr dbd?
V

кўринишда бўлади.
3. У ч  ў л ч о в л и  и н т е г р а л д а  ў з га ру в ч и л а р н и уму­

мий а л м а ш т и р и ш .  Уч ўлчовли интегралда Декарт коор- 
динаталаридан цилиндрик ва сферик координаталарга ўтиш 
фазода умумий координаталар алмаштиришнинг хусусий ҳо- 
лидир.

Ушбу
л  =  9 (к, t, w), 
у =  ф (и, t, w\
Z — Ч. (и, t, W) _____________________ _ _

функциялар х, у, z Декарт координаталарида берилган V со- 
ҳани и, t, w эгри чизиқли координаталардаги V' соҳага ўзаро 
бир қийматли акслантиради деб фараз этайлик.^ V соҳанинг 
Лѵ  ҳажм элемента V' соҳанинг Дг/ элементига ўтган бўлсин 
ва

lfm  =  ^ - =  I / |
ди'->о

деб олайлик. У ҳолда

j j j /  (д г , у, z )d xd y d z  =
V

=  [ /  [cp (и, t, w), 4>(«, t, w), x (« ,  t, w)] \ l\dudt dw.
V

Икки ўлчовли интегралдагидек, бу ерда ҳам I якобиан деб 
аталади; икки ўлчовли интеграллардаги сингари бу якобиан 
сон жнҳатдан қуйидаги учинчи тартибли детерминантга тенг 
эканлигини исбот қилиш мумкин:

дх дх дх
ди дІ dw
ду ду ду
ди dt dw
д г д г dz
ди dt dw
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Масалан, цилиндрик координаталар бўлган ҳолда:
х  — pcosQ, у р sin Ѳ, z =  z, ( p =  й, Ъ — t, z — w)\ 

cos 9 — p sin 0 0  
sin Ѳ pcos Ѳ 0

0 0 1 
Сферик координаталар бўлган ҳолда:
X — r  sins cos Ѳ, у =  r  stn с? sin Ѳ, z ** rcos«p(r =  11, — 0 =  '®),

sin ? cos Ѳ r  COS cp cos S — r  sin ® sin Ѳ
1 = sin cp sin Ѳ г  COS cp sin Ѳ rsin cp cos Ѳ =  r 2 sin cp.

COS cp —  r  Sin cp 0 '

14-§. Жисмнинг инерция моменти ва оғирлик марказининг
координаталари

1. Ж и с м н и н г  и н е р  ция мо ме н т и .  Массаси т бўлган 
М (х, у, г)  н у қ т а н и н г  Ох, Оу, Ог координата ўқларига 
( 3 4 0 - раем) нисбатан инерция мо­
менти мос равишда куйидаги фор 
мулалар билан ифодаланади:

!хх =  (У2 +  z2) т,
fyy =  (х2 +  z*) rn,

=  ( * 2 +  у2) т.

340- раем.

Ж и с м н и н г  инерция моментн мос пнтеграллар билан ифо­
даланади. Масалан, Ог ўққа нисбатан жисмнинг инерция мо­
менти:

Ігг =  j J )  (х2 +  у*) Y (X, У. г) dx dy dz, 
v'

бунда 7 (x, у, z) модданинг зичлиги.



1 4 -§ . Ж И СМ Н И Н Г И Н ЕРЦ И Я М ОМЕНТИ 219

1 - м и с о л .  Тўғри доиравий цилішдрншіг баландлиги ‘‘/г ва радиуси R, 
вичлиги эса ўзгармас ва га тенг' Ўрта кесимининг диаметрига нисбатан 
цилиндрнинг инерция момент» топилсин.

Е ч и ш.  Координаталар системасини қуйидагича танлаб оламиз. Ог ўқ- 
ни цилиндрнинг ўқи бўйича йўналтирамиз, координаталар бошини унинг 
симметрия марказига жойлаштирамиз (341-раем).

Бу ҳолда, масала цилиндрнинг инерция моментини Ох ўққа нисбатан 
ҳисоблашга келтирилади:

- ш (у3 +  * 2) То d x  dy dz.

Цилиндрик координаталарга ўтиб, қуйидагиии ҳосил қиламиз:

2* R Г п

In
■■ 70

ІХХ =  To f j j  j ( * J +  P2 sin2 <i)dz

m
- -h

p dp f dfi =

-j- ‘2hps sin2 Ѳ j pdp > cf9 =  1 о

--------f „------'UtR*
=  To - Г - 2 * +  - r - « To "Л R 2

2h3 R* 2hR* „
T . _ + — в, п«в} Л-

-ВЦ-----
3 * -  +  7 l

2. Ж и с м  о ғ и р л и к  м а р к а з и н и н г  к о о р д и н а т а л а ­
ри. I t. ХИ бобининг 8- параграфида ясси (текис) шакллар учун 
чиқарилган формулаларга ўхшаш жисм оғирлик марказининг 
координаталари ушбу формулалар билан ифодаланади:

х-{ (х, у, г ) dx  dy dz

j  J  j  T (*> У. г ) dx dy dz
Ус =

j j  ] У1 (*■ y, z) dx dy dz 

j  [ [ т ( * .  V. *) dx  dy dz

j j j  z -( (x , y, z) dx dy dz
у_______________________

I I j  7 ( * . y, z) dx dy dz

бунда f (X, y, z) — зичлик.

2- м и с о л. Маркази координаталар бошида бўлган R радиусли шарнинг f  
зичлигини ўзгармас деб олиб, юқори ярим шар оғирлик мапказининг коор­
динаталари аниқлансин

Е ч и ш.  Ярим шар z — У  R2 — л 2 — у2 , z  =  0 сиртлар бидан чегарадан- 
ган. Унинг оғирлик марказининг аппликатаси
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формула билан аниқлаиади. Сферик координаталарга ўтсак:
2ir тс/2 R
j {  ̂ sln <Р Лг J d f} ffl 2 R* 1

_ _  0 О »__________________________ 55 4 ' У  32С — 271 «/а /? --------------- =  — /?.
Toj { j [ ) r* s,n V rfrj d4 )rfa ~ я/?з

0 0 0
Ярим шарлар симметрик бўлганлигидан хс =  ус =  0 бўлиши равшан.

15- §. Параметрга боғлиқ бўлган интегралларни 
ҳисоблаш

а. параметрга боғлиқ бўлган интегрални қараймиз:
ь

1 (a) *  [ f { x ,  a)dx.
а

(Бундай интегралларни биз I том XI бобининг 10-параграфнда 
курган эдик.) Агар f  (х , а) функция [а, Ь[ кесмада х  га нис­
батан ва [а,, а2] кесмада а га нисбатан узлуксиз бўлса,

Jl
Н 7-) =  1 f  (х, я) dx

а
функциянинг (а,, аг) кесмада узлуксиз бўлишини исботсиз 
келтирамиз. Демак, / (а )  функцияни (а,, а3) кесмада а бўйича 
интеграллаш мумкин:

а? Ь
j" /  (a) da. =  j  I j" /  (x , a )  dx) dot.

Ўнг томондаги ифода /  (x, а )  функциянинг Оха текисликдаги 
тўғри тўртбурчак бўйича олинган икки каррали интегралидир. 
Бу интегралда интеграллаш тартибини ўзгартириш мумкин:

«а . Ь b as
j  М f(x , a) dx) d<x. =  (Y l‘ /  (x, a)da)dx.
«I a a a., '

Бу формула a параметрга боғлиқ бўлган интегрални ҳисоб- 
лаш учун интеграл остидаги ифодани a параметр бўйича инте­
граллаш етарли эканлигини кўрсатади. Бу формула шунинг- 
дек,аниқ интегралларни ҳисоблашда ҳам фойдалидир.

М и с о л. Ушбу
7  е ~ ах — в~  Ьх
\ ------------------- d x  (а  > 0 , і > 0 )J XО

у интеграл ҳисоблансин.
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Интеграл остидаги функциянинг аниқмас интеграли элементар функция 
бўлмайди. У пи ҳисоблаш учун осонгина ҳисоблаш мумкин бўлган бошқа бир 
интегрални қараймиз:

j' в~лх dxс =  ~  (« >  °)-
и

Бу тенгликни а — а  дан ч =  b гача чегараларда интегралласак:

а  0  а
Биринчи интегралда интеграллаш тартибини узгаргириб, бу тенгликни куйи­
даги кўринишда ёзамиз:

ь

i d е da
b

d x  =  In —* ао а
бу тенгликнинг ички интегралнни ҳисоблаймиз-

00 _ nr — ЬхГ е ~ ^ - е ь
-  du =  In -•

І * a

XIV БОБГА ДОИР МАШҚЛАР

12 8 
Куйидаги интеграллар ҳисоблансин*): 1. J j" {хг 4 -у*) dx  dy. Ж ав

о 1

а*  уИ ,1 ,  J

Ж ав. - н а 2. 5 . I Г Х У ~ . Ж ав. ~  - я  arctg—  в. [ I ху d x d y .
2  J  J  х * + у г 4  a  J  Jо хіа 0 У~а

IE
11а* р г 3

Ж ав. 7. j  j р dftdp. Ж ав.

П L.
*) Агар интеграл | j /  (х, у) dx dy кўринишда ёзилган бўлса, у ҳолда 

м к ,  биз юқорида кўрсатилгаиидек, интеграллаш дифференциали биринчи уринда 
бзилган ўзгарувчи бўйича бажарилади деб ҳисоблаймиз, яъни:
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Интеграллаш соҳаси қуйидаги чазиқлар билан чегараланган Г[ fix , y)dxdy
о

интегралнинг интеграллаш чег аралари топилсин- 8 . дг='2, х = 3 ,  у =  — 1, у =5 . 
3  5  1 1 - г »

Ж ав. j  j  f ( x ,  у) dy dx. 9. y = 0  у =  1 — x 2. Ж ав. j  j  f(x , y) d x  dy.
2-1  -1 U

10. xs +  ya = a a. Ж ав. j  ̂ t ( x ,y ) d y  dx. 11. y =  j-—  у =  x\
—a —Ya'J— Xs2

1 1+JT3
Жав. j  f  f  (x , y) dy dx. 12. y =  0, у =  a, y =  x , y — x  — 2a.

- 1  Xsa y+Ua
Ж ав. j j  f ( x ,  y )d x  dy.

о 9
Куйидаги интегралларнинг интеграллаш тартиби ўзгартирилсин 

13- j j /  (X, у) dy dx . Ж ав. J  i f ( x ,  y) d x  dy.
1 3  s i

1 Y~x
14. j J  f { x , y ) d y d x .  Жав. j Г t  (x, y) dx dy.

0 _____ 0 у»
а У 2ду—y2 a a

15. j j f  (x, y) dx  dy. Жав. j  j f ( x ,y ) d y d x .
0 « а  - 1 r g z p

1 V 1 -X ’ 1 / 1 - У 2

16. j j /  (jr, y) dy dx . Ж ав. j  j  f  (x, y) dx  dy.
— 1 0  0 _ у  1 _ уЗ
1 1~ У  о у т р ?

17- j ) f i x ,  y) dx  dy. Жав. j j f  (x, y) dy d x +
, ,  о - t f r = 5 » - j  о1 1—ЛГ

+  j I / ( * ,  y ) d y d x .
0 0 )

Куйидаги интеграллар қутб координаталарига ўтиш йўли билан ҳисоб- 
дансин:

а  У  <Р—х> т  „(* /»  ̂ U
18. ‘j  j  Va2-x*-y2dydx. Жав. f \ p d P rf0= -  л

0 0_____  oJ  oJ  e
a  Y a 3 -  i /2  a

'■ j j  (-*2 +  У2) ^  ^У. Жав. j  j '  p3 d? dlj =  ™ L.
D O  0 0%

j j в {x* + y)dy dx. Жав. J  J  e~ f‘ p rfp =  j .
0 0 0 0
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2а  Y  l a x  -  Л* 1  2 а  cos 9 ^

**• ( j dy dx. Ж ав. j j prfprf9= ——•
6 0 o o

X ва у билан х =  а  — иѵ, у =* аѵ  формулалар бўйича боғланувчи « ва 
V ўзгарувадларни киритиб, қуйидаги икки улчовли интегралларнинг шакли 
алмаштирилсин:

е  Рх 1 +  % 1 -  І>
22.2. \ \ f  (jf) у) dy dx. Ж ав. j" j* / ( «  — uv, uv) и du dv.

6 ax  « 0
1 + * 

b с
с b b + с I — V

23.  ̂ j / ( * ,  y) dy dx. Ж ав. j J  /  (ц — uv, uv) и du dv +

b_
ь о

+ I J /(“ — uv, uv) и du dv.
_ b _  0_-----— —.

И к к и  у л ч о в л и  и н т е г р а л  ё р д а м и  б и л а н  
ю з л а р н и  ҳ и с о б л а ш

24. у2 =  2х парабола ва у =  х  тўғри чизиқ билан чегараланган шакл-
2

нинг юзи ҳисоблансин. /п а в . —•
3

25. у2  =  4а*, х +  у =  3а, у = 0  чизиқлар билан чегараланган шаклнинг
1 0 а3

юзи ҳисоблансин. Ж ав. —— .

i l l  "2 2 2
26. X + у  = а  , х + у  — а  чизиқлар билан чегараланган шаклнинг юзи

а %
ҳисоблансин. Ж ав. — •

27. у =* sin X ,  у =  cos X ,  X =  0 чизиқлар билан чегараланган шаклнинг 
юзи ҳисоблансин. Ж ав. Ѵ ~2— 1.

28. р =* a  sin 28 эгри чизиқ снртмоғн билан чегараланган юз ҳисоблансин. 
г. а5

Жа,. — •
29. pJ = . a 2 co s2 f лемниската билан чегараланган бутун юз ҳисоблансин. 

Жав. а\

30

лансин.

( X* 2ху
а  —т— вгри чизиқ сиртмоғн билан чегараланган юз ҳисоб- 

b*J с4

К ў р с а т м а. х  =* pa cos 0 ва у =  Р6  sin Ѳ янги ўзгарувчиларга ўтилсин. 
яа6а

Жав — •
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Ҳ а ж м л а р н и  ҳ и с о б л а ш

Куйидаги сиртлар билан чегараланган жисмларнинг ҳажмлари ҳисоб- 
лансин:

X у z abc
31. — - f  - 7  Н-----= 1 ,  X =  0, у  = 0 ,  г  = 0 .  Жав. — . 32. г = 0 ,  х * + у %= 1 ,

а  о с о
X 4  у 4  z =  3. Жав. Зто.ЗЗ. (х — 1 /  4  (у — 1 )* 1 ху = г ,  г  =  0, Ж ав. я.

3 2 ’
34. jdL-f у 2 — 2а х  -  0, z  =  Q, х г 4- у2=  г 2. Жав. — а3. 35. у = х 3, х = у *  г = 0 ,  

569
г  =  12 4 - у -  ж2. Жав. — •

140

36. Координата текислнклари, 2 *  4  Зу — 12 =  0 текислик ва z =  у 2

цилиндр бплан чегараланган жисмйинг ҳажми топилсин. Ж ав. 16.
37. Ўқи Oz ўқ билан устма-уст тушган а  радиусли доиравий цилиндр,

X  2
координата текислнклари в а — +  — = 1  текислик билан чегараланган. 

Жав. * ( 7 - } }

1 б
38. х г +  у2 = а 2, x 2+ z 2 =  а 2 цилиндрлар билан чегараланган. Жав. “та8.

О

39. у2 +  г 2 =  л, х = у ,  z  = 0 .  Ж ав. £  . 40. х 2 +  у1 +  г 2 =  а 2, х 1 +  y *^ R \
о44  

« Жав. — п [ а3 — (У а 2— / ? 3 ) 8 ]. 41. а г  =  х 2 +  у2, г = 0 ,  ла +  у* =  2«лс. 
о

з
Ж ав. — яа8. 42. p2= a 2 cos26, х 2 у2 +  z2 — а2, г =  0 (Цилиндрга нисбатан£ /
ички дажм ҳисоблансин. Ж ав, ~  а3 (Зті-)-20— 16 У~2).

С и р т л а р н и н г  ю з л а р и н и  ҳ и с о б л а ш

43. X 2 +  у2 =  г 2 конусни л:2 +  у2 =  2ад: цилиндр билан кесишдан—ҳосттл 
бўлган қисим сиртнинг юзи ҳисоблансин. Жав. 2т.а2 У 2 .

44. х +  у  4- г  =  2а текисликнинг биринчи октантда ётган ва  х* 4- у8 =  я2
IZCfi ——

цилиндр билан чегараланган қисмининг юзи ҳисоблансин. Ж ав. “— У  3.
4

45. Сферик сегмент (кичиги) нинг сирти ҳисоблансин. Сферанинг радиу- 
си а, сегмент асосининг радиуси Ь. Жав. 2п (а 2 — а У  а г—Ъ*) .

X2 у2
46. X2 +  у3 4  г 2 =  а 2 сферани — 4- — =  I (а >  Ь) цилиндрнинг сирти би-

сС2 №
лан кесишдан ҳоснл бўлган бўлакнинг юзи топилсин Ж а$. 4тсд2 — 8 a2 X  

У  а 2 — Ъ2
X  arc s in ------------- .

а
47. Жисмнинг иккита х 2 4  У2 =  а2, у2 4  г 2 =  а2 цилиндрнинг умумий 

қисми бўладиган сиртининг юзи топилсин. Ж ав. 16й2.
48. X3 4- у3 =  2ах. цилиндрнинг z =  0 текислик ва х2 4  У2 *= конус 

ерасидаги қисми сиртининг юзи ҳисоблансин. Ж ав. 8 а 2.
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49. х 1 - f  у2 =  а? Цилиндрнинг, г =  тх  ва g *= 0 текисликлар орасидаги 
қисми сиртини юзи топилсин. Ж ав. 2таг.

50. у2 +  а1 =  2ах  параболанинг у! =  ах  параболик цилиндр билан х  = а

текислик орасида қолган бўлагининг юзи ҳисоблансин. Ж ав. — таг2(3}^з"— 1).
3

Т е к и с  ш а к л л а р  ю з л а р и н и н г  м а е с а л а р и н и ,
о ғ и р л и к  м а р к а з л  а р и н и н г  к о о р д и н а т а л а р и н и  ва
и н е р ц и я  м о м е н т л а р и н и  ҳ о с о б л а ш .

(51 — 62 ва 6 4 -масалаларнинг ҳаммасида сирт зичлиги ўзгармас ва бир­
га тенг деб ҳисоблаймиз.)

51. Радиуси а  бўлган дойра шаклидаги пластинканинг исталган Р  нуқ- 
тасидаги зичлик, шу Р  нуқтадан цилиндр ўқигача бўлган масофага тескари 
пропорционал (к пропорционаллик коэффициенти) бўлса, шу пластинканинг 
массаси аниқлансин. Ж ав. пак.

52. Тенг томонли учбурчакнинг баландлигини Ох ўқи ва учларидан би- 
рини координаталар боши деб олиб, унинг огирлик марказанинг координа-

а V  3
талари ҳисоблансин. Жав. х  =  — -— , у =  0 .

О

53. Радиуси а  бўлган доиравий сектор бурчагининг биссектрисасини 
Ох ўқи деб олиб, унинг оғирлик марказининг координаталари топилсин

-г----------------------------------------------------------------------------------------- №тгп?----
Секторни чегараловчи томонлар орасидаги бурчак 2 а. Ж ав. х с =  — ;—

За
Уе =  0.

54. х 1 +  у г — а 2 дойра устки ярми оғирлик марказининг координаталари
4а

топилсин. Жав. хс =  0; ус =  —.
Зл

55. X — a { t — sin t), у — а( 1 — co s t)  циклоида битта арки юзи огирлик
5  а

марказининг координаталари топилсин Жав. х 0 ~  ап, ус =  —.
6

56. p2 =  a2 cos29 эгри чизиқ сиртмоғи билан чегараланган юзнинг оғир-
па У  2

лик марказининг координаталари топилсин. Жав. хс -= ----------- , ус =  0.
8

57. р =  л(1 -j- cos Ѳ) кардиоида юзи оғирлик марказининг координатала-
5  а

ри топилсин. Жав. х с = * ~ ,  ус =  0.
6

58. X =  0, X =  а, у =  0, у =  b тўғри чизиқлар билан чегараланган тўғ- 
ри тўртбурчак юзининг координаталар бошига нисбатан инерция моменти

ҳисоблансин. Жав. ^ ^

X х у2 3
59. — +  — =  1 эллипснииг. а) Оу ўққа нисбатан, б) координаталар бо-

парЬ nab
шига нисбатан инерция моменти ҳисоблансин. Ж ав а) — б) —  (аг + Ь 2).

4 4
60. р =  2 a  cos Ѳ дойра юзининг қутбга нисбатан инерция моменти ҳисоб- 

лансин. Жав. — па*.

61. р =  й( 1  — co s 6) кардиоида юзининг қутбга нисбатан инерция момен-
35 яа‘

ти ҳисоблансин. Жав. —- 
16

15 H. С. Пискунов, 2-т.
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62. (ж — а)8 +  (у — by =■ 2 а3 доира юзининг Оу ўққа нисбатан инерция 
моменти ҳисоблансин. Жав. Зла4.

63. Томони а  га тенг бўлган квадрат пластинканинг исталган нуқтаси- 
даги зичлик шу нуқтадан квадратнинг учларидан биригача бўлган масофаг» 
пропорционалдир. Пластинканинг бу учидан ўтувчи томонига нисбатан

инерция моменти ҳособлансин. Жав. — каь [7 ^ "5  3 In (|/ 2 ~ + і ) ] ,  бунда

k  пропорционаллик кўпайтувчиси.
64. у2 =  ах  парабола ва х  =  а  тўғри чизиқ билан чегараланган шакл 

юзининг у =  — а  тўғри чизиада нисбатан инерция моменти ҳисоблансин.
«

Жав. — а*.
5

У ч  і^л ч о в л и и н т е г  р а л  л а р
а текі 

rf;
(x +  y +  z + 1 )3

65. Интеграллаш соҳаси координата текислнклари ва х у  +  г  =  1 те­

кислик билан чегараланган ушбу: J j  J ------Х ^   ̂ з интеграл ҳисоблак-

ln 2 5 
син. ж ав. —

66. U jj l fx y z d z Idy\ d x  ҳисоблансин. Жав.

67. хя +  у2 г г =  сфера билан ва x'J +  у2 — Зг параболоид сирти би-
19лан чегараланган жисмнинг ҳажми ҳисоблансин Жав. — я.6

х у г
6 8 *) .X =  0, у =  О, г  — 0, — +  — -f- — =  1 текисликлар билан чегаралан-

а Ь с
ган пирамида огирлик марказининг координаталари ва инерция моментлари 

a b c  агЬс Р ас  съаЬ
ҳисоблансин. Жав. хс =  -  ус =  -  У, =  —  /у =  —  / ,  =  — ;

abc
Jo -  (а3 +  &3 +  с2)-

69. Тўғри доиравий конуснинг ўз ўқига нисбатан инерция моменти ҳи- 

соблаисин. Жав. — -.hr1, бунда h баландлик, г  конус асосининг радиуси.

70. Тенгламаси ( * 2 +  у2 +  г 2) 2 =  а3х  кўринишда бўлган сирт билан че­

гараланган жисмнинг ҳажми ҳисоблансин. Жав. — яа3.
О

71. Доирав-ш конуснинг ўз асосининг диаметрига нисбатан инерция мо-
-n.hr2

ментн ҳисоблансин. Жав. —— (2/г2 -f  Зг3).
60

/ 2 . Учидаги бурчаги 2 а бўлган конуснинг учи радиуси я га  тенг бўлган 
сферанинг марказига жойлашган. Сферик ва конус сиртлар орасида жой­
лашган жисм оғирлпк марказининг координаталари топилсин. Жав. хс =  0,

3
Ус =  0, г с — — а(\ +  cos а) (конус ўқини Oz ўқ деб, учинчи эса координа-

8
талар бошида жойлашган деб олинади).

*) 68—69, 71—73-масалаларда зичлик ўзгармас ва бирга тенг деб ҳисоб- 
лаймиз.
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73. Рапиуси а  га тенг бўлган сфера ва сфера марказидан утувчи ҳамда 
ўзаро 60° бурчак ҳосил қилувчи икки текислик билан чегараланган жисм

огирлик марказининг координаталари ҳисоблансин. Жав. 0  =  0,

7С
<р =  — (текисликларнинг кесишиш чизигини О г ўқ деб, сфера марказини 

эса координаталар боши, р, 6 , лар сферик координаталар деб олинсин).
1 2 Г _.sr f  cos X dx

74.  = ----  в  data >  0) тенгликдан фойдаланиб, 1 --------ва

Ѵ х V *  s « V *

f sln xJ Lx интеграллар ҳисоблансин. Ж ав,
S Vх



ЭГРИ  ЧИЗИҚЛИ И Н Т ЕГР А Л Л А Р ВА С И РТ Л А Р ВЎЙИЧА  
ОЛИНГАН И Н ТЕГРА Л Л А Р

X V  Б О Б

1-§ . Эгри чизиқли интеграл

Р (X, у) нуқта бирор L текис чизиқ бўйлаб М нуқтадан 
N нуқтага ҳаракатланаётган бўлсин. Р  нуқтага миқдори ва 
йўналиши ўзгарадиган, яъни Р нуқта координаталарининг би­
рор функцияси бўлган

Ғ  =  Ғ(Р)
куч қўйилган бўлсин.

Ғ  кучнинг Р нуқтани М вазиятдан N  вазиятга силжитиш- 
да бажарган А ишини ҳисоблаймиз (342- раем). Бунинг учун

MN  эгри чизиқни М0=*М, M u 
M2, . . Mn — N  нуқталар ёр­
дамида M дан N га қараб их­
тиёрий п бўлакка бўлиб чиқа-
миз ва MtMl+i векторни As, 
билан белгилаймиз. F, кучнинг 
Мі нуқтадаги миқдорини F t 
билан белгилаймиз. У вақтда 
F tAsi скаляр кўпайтманн Ғ
кучнинг MiMi+i ёй бўйича 
бажарган ишининг тақрибий 
ифодаси деб қараш мумкин:

A, Ғ'I  As I ,

Энди
F  =  X (x, у) i  +  Y(x, y ) j

бўлсин, бундаги X(x, у) ва Y(x, у) лар F  векторнинг Ох ва 
ь^уўқлардаги проекциялари, xt ва yt координаталарнинг Mt нуқ- 
тадан Мі+І нуқтага ўтишдаги орттирмаларини Дxt ва Ду, би­
лан белгилаб, қуйидагини ҳосил қиламиз:

342- расм.

Демак,
ASi =  A x ,i+  AyJ,

Ft Asi =  X {xly Уі) АхI Л -Y{xh Уі)Ау(.
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F  кучнинг бутун ММ эгри чизиқ бўйича бажарган А ишининг 
такрибий қиймати қуйидагича бўлади:

[X(xt, у,) &xt +  Y(xh yt) ДУі1. (1)
i=i /=і

Ҳозирча аниқ таърифни бермасдан агар Ast -*■ 0  да тенглик­
нинг ўнг томонидаги ифода нинг лимити мавжуд бўлса (бунда 
Axt О ва Ду, -*• 0  эканлиги равшан), бу лимит F кучнинг L 
эгри чизиқ бўйича М нуқтадан N  нуқтагача бажарган ишини 
ифодалайди:

А =  lim 2  {X(xt> y)Axt +  Y(xt, У[) Ду,], (2)

4y(-M>

Ўнг томондаги лимит*' Х(х, уі ва Y(x, у) функцияларнинг L 
эгри чизиқ бўйича олинган э г р и  ч и з и қ л и  и н т е г р а л и  
деб аталади ва қуйидагича белгиланади:

А =  \Х(х, y)dx-\-Y(x, y)dy (3.
L

ёки
(N)

А =  С Х (х , y)dx  +  Y{x, y)dy. (3')
Ш)

(2) кўринишдаги йигиндининг лимитлари кўпинча матема­
тика ва механикада учраб туради, бунда X (х, у) ва Y (х , у) 
иккита ўзгарувчиницг бирор D  соҳадаги функциялари деб 
каралади.

Интеграллаш чегаралари ўрнига қўйилган М ва N ҳарфла- 
ри сонни эмас, балки эгри чизиқли интеграл олиниши керак 
бўлган чизиқнинг бошлангич ва охирги нуқталарини билдир- 
ганлиги учун улар қавс ичига олиб ёзилган. L эгри чизиқ 
бўпича М  нуқтадан N нуқтага цараб олинган йўналиш интег­
раллаш йўналиши деб аталади.

Агар L фазовий эгри чизиқ бўлса, у ҳолда учта Х(х, у, г), 
Y(X, у, г ) , Z(x, у, г) функциянинг эгри чизиқли интеграли 
юқоридаги сингари аниқланади.

$Х (х, у, z ) J x + Y ( x ,  у, z )d y + Z {x , у, z)dz =
L

п

=1іш 2  Х(хк, ук, zk)L xk +  Ѵ(хк, yh, zk)Ayk +  г { х ы ук, zk)Azk
дг4-*0 *=1
Ду^О
Аг*-*°

*і Бу ерда ҳам интеграл йигиндининг лимитини I том XI бобининг 2* 
параграфида аниқ интеграл учун қаралган маънода тушунилади.
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Интеграл белгиси остида турган L ҳарфи интеграллашни L 
эгри чизиқ бўйича бажариш кераклигини кўрсатади.

Эгри чизиқли интегралнинг иккита хоссасини кўриб чиқа- 
миз.

1 - х о с с а .  Эгри. яизщ ли интеграл остидаги ифода ин­
теграллаш. эгри яизиғипинг шакли ва кўрсатилган интег­

раллаш Иўналиши билан аниқланади.
Интеграллашнинг йўналиши ўзгариши 

билан эгри чизиқли интегралнинг ишораси 
ҳам ўзгаради, чунки бунда &s векторнинг 
ишораси демак, унинг Дл: ва Ау проек- 
цияларининг ишоралари ҳам ўзгаради.

W 343-раем. 2- хо с  с a. L эгри кизиқни К нуқта
билан MN — M K +K N  бўладиган қилиб, 

ва L2 бўлакларга бўламиз (3 4 3 -раем). Бу ҳолда  (1) фор­
муладан бевосита

(N) (К ) </Ѵ)

1 X dx +  У dy =  f X  dx  +  Y dy +  f X dx  +  Y dy 
Ш) ш)

тенглик келиб чиқади.
Бу муносабат қўшилувчилар сони ҳар қанча бўлганда ҳам 

ўринлидир.
L эгри чизиқ ёииқ бўлганда ҳам эгри чизиқли интеграл­

нинг таърифи ўз кучини сақлашини кўрамиз.
Бу ҳолда эгри чизиқнинг бошлангич ва охирги нуқталари 

устма-уст тушади. Шунинг учун биз эгри чизиқ ёпиқ бўлган-
(N)

да ( X dx  +  Y dy кўринишда ёза олмаймиз, бунда L ёпиқ эг-
(Мі

ри чизиқ бўйича юриш й у н а л и ш и н и  кўрсатиш билан 
f X dx  4- Ydy  кўринишда ёзишимиз мумкин. L ё п и қ  к o-trry-p-

L
б ў й и ч а  олинган эгри чизиқли интегрални белгилаш учун 
кўпинча § X d x  Y dy символи ҳам ишлатилади.

L
И з о ҳ .  Биз эгри чизиқли L йўл бўйича Ғ  кучнинг бажа- 

радиган иши ҳақидаги масалани қараш билан эгри чизиқли 
интеграл тушунчасини ҳисил қилдик.

Бу ҳолда Ғ  куч L эгри чизиқнинг ҳамма нуқталарида бу 
куч қўйилган(л:, у) нуқта координаталарининг Ғ  вектор функ­
цияси сифатида берилган; Ғ  ўзгарувчи векторнинг координа­
та ўқларидаги проекциялари Х(х, у) ва У(х, у) скаляр (яъни
сонли) функцияларга тенг. Шунинг учун j Xdx 4- Ydy  кўри-
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нишдаги эгри чизиқли интегрални X  ва У проекциялари би­
лан берилган F  в е к т о р  функциянинг интеграли деб қараш 
мумкин.

L эгри чизиқ бўйича олинган Ғ  взктор функциянинг ин­
теграли

} р «

символ билан белгиланади. Агар Ғ  вектор ўзининг А’, У, Z 
проекциялари билан аниқланса, у вақтда бу интеграл қуйида- 
ги эгри чизиқли интегралга тенг бўлади:

( X dx  -f  У dy +  Z dx.
L

Жумладан, F- вектор Оху текислигида ётган бўлса, бу вектор­
нинг интеграли:

f X dx  +  У dy.

F  вектор функциянинг эгри чизиқли интеграли L ёпиқ эг­
ри чизиқ бўйича олинган ҳолларда, бу эгри чизиқли интеграл, 
Ғ  векторнинг L ёпиқ контур бўйича олинган циркуляцияси деб 
аталади.

2 - § .  Эгри чизиқли интегрални ҳисоблаш

Биз бу параграфда 1 - параграфдаги (1) йигиндининг лимити 
ҳакидаги тушунчани аниқлаймиз, шу муносабат билан эгри 
чизиқли интеграл ҳақидаги тушун­
чани ҳам аниқлаймиз ва уни ҳисоб- 
лаш усулини кўрсатамиз,

L эгри чизиқ ўзининг парамет­
рик шаклдаги тенгламалари билан 
берилган бўлсин;

■* =  ?(*). У =  <№)•

Бу эгри чизиқнинг MN ёйини 
қараб чиқамиз (344). М ва N нуқ- 
таларга параметрларнинг а ва р қий- 
маглари мос келсин. MN  ёйни
М ,(х и yt), М2(х2, у2), . . . ,  М п(хп, уп) нуқталар билан Ast бу- 
лакларга бўламиз, бунда х, =  <р(^), уг=  <]>(£,) деб оламиз. 

Олдинги параграфда аниқланган

Х (х, у) ax +  У(х, y)dy
(1)
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эгри чизиқли интегрални қараймиз. Э г р и  ч и з и қ л и  и н т е г ­
р а л н и н г  м а в ж у д л и г и  ҳ а қ и д а г и  т е о р е м а н и  исбот- 
сиз келтирамиз. Агар <?(t) ва 6(£) функциялар узлуксиз ва 

узлуксиз ҳосилаларга эга, иіунингдек Х [у(t), 
4 ( 0 ]  ва <М 0] функциялар t аргументнинг функция­
си сифатида [а, [3] кесмада узлуксиз бўлса, у ҳолда

Нш t i X ( x t, у,)Ах, =  А,
АХ̂ О ,=1

lim 2  Y(x„ Ji) Ду, =  В.
(2)

лимитлар мавжуд бўлади. Бунда, xt ва у, лар As, ёйда 
ётувчи бирор нуцтанинг координаталари. Бу лимитлар 
As;-*o да L ёйни As, ёйчаларга бўлиш, усулига ва A s; ёйда 
Мі(Х{, Уі) нуқтанинг танлаб олинишига боғлиц эмас;  улар 
эгри чизицли интеграллар деб аталади ва бундай белгила- 
нади:

А =  j Х (х , y)dx, В =  j У(х, y)dy. (2')
L L

И з о ҳ .  Теоремадан олдинги параграфда аниқланган йиғин- 
дини ҳам ўша лимитга, яъни эгри чизиқли интегралга инти- 
лиши келиб чиқади, бунда М ^х^  у,) нуқталар As, ёйнинг охир- 
ги учлари, L ёйни As, бўлакларга бўлиш системаси эса их- 
тиёрийдир.

Ифодаланган теорема эгри чизиқли интегрални ҳисоблаш 
усулини ҳосил қилишга имкон беради.

Демак. таърифга асосан:

Щ  п

1 Х(х, y)dx =  lim 2  Х(хц yt) Axh (3)
М) Ь-Xf+O ‘~ 1

бунда
А хі — xt Xi-i =  <р(^) — <p(^_i).

Сўнгги айирмани Лагранж формуласи бўйича алмаштирамиз: 

Axl =  — 9( ^ - 1) =  -  ti-i) =  ?'(*/) &th
бунда r, миқдор t нинг ва tt қийматлари орасидаги бирор 
қиймати. x it у, нуқтани As, ёйда ихтиёрий равишда танлаб 
олиш мумкин бўлганидан, уни шундай танлаб олиш мумкин- 
ки, унинг координаталари т, параметрнинг:

*і =  Уі =  ф(ф
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қийматларига мос келсин. х„ у, ва Дл:, нннг топилган қиймат- 
ларини (3) формулага қўйсак:

<ло
Х(х, y )dx — lim 2  A'l'PCV ?'(ті) ^t,.

Ш) 4' r °
Ўнг томондаги ифода [а, Р] кесмада олинган битта ўзгарувчи- 
нинг Х[у(t), ф(£)]?ЧО узлуксиз функцияси интеграл йиғинди- 
сининг лимитидир.
Демак, бу лимит шу функциянинг аниқ интегралига тенг;

<УѴ) 9

j  Х (х , y )d x  =  j  Л[ср(t), t(01 f { t ) d t .
(M) *

Худди шунингдек,
(ЛГ) 9

J П х ,  у) dy =  J Г Щ ,  Ш # т  d i
(Ж) а

формула ҳосил қилинади. Бу тенгликларни ҳадлаб қўшсак:

т  9

f Х (х, у) d x  -f- Y(X, y )d y = \  [X\o(t), 4 ( 0 ] ? ^ )  +
Ш) а V

+  Ш 0 .  (4)
Бу эса эгри чизиқли интегрални ҳисоблаш^учун изланган фор- 
муланинг ўзидир. л: =  <o(t), y =*^ (t), z =  x (/) тенгламалар би­
лан берилган фазовий эгри чизиқ бўйича

j X dx  +  Y dy +  Z dz

эгри чизиқли интеграл ҳам шунинг сингари ҳисобланади.
1- м и с о л Куйидаги учта х 3; Згу3; — х гу. 

функциянинг (ёки барн бир хН -f- З гу Ѵ — x*yk  
вектор функциянинг) эгри чизнқли интеграли 
М (3, 2, 1) нуқтадан чиқиб, N(О, 0, 0) нуқтага 
томон йўналувчи тўғри чизиқ кесмаси бўйича 
ҳисоблансин (345- расм).

Е ч и ш. Интеграллаш керак бўлган MN 
чизиқнииг параметрик тенгламасини топиш 
учун берилган икки нуқтадан ўтувчи тўғри 
чизиқнинг

X
3 345- расм.

тенгламасини ёзиб, бу нисбатларнинг қаммасини битта t ҳарфи билан бел­
гилаймиз ва тўғри чизиқнинг

X =  it ,  у sa 2t, г  as i
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кўринишдаги параметрик тенгламасини ҳосил қиламиз. Бунда MN  кесманинг 
бош учига параметрнинг t =  1 қнймати, охирги учига эса параметрнинг * » = 0  
қиймати мос келади. х, у, г  дан t параметр бўйича олинган (эгри чизиқли 
интегрални ҳисоблашда керак бўладиган) ҳосилалар осонгина топилади:

= 3, Уі = 2 , 1.

Энди изланаётган згри чизиқли интегрални (4) формула врдами билан 
ҳисоблаш мумкин:
(N) О

j  x 3dx +  3 гу г dy -  х Зу dz =  j  [(ЗО3 • 3 +  Зг! (2/)* • 2 -  (3*)а • 2t ■ 1] d t -
W) 1

=  i 8713 dt =  —
I

87
4 '

2 - м и с о л ,  6x2y, 1 0 *y 2 функциялар жуфтининг ?гри чизиқли интеграли 
у ■= X3 текис эгри чизиқнинг М( 1, 1) нуқтасидан N(2,8) нуқтасигача олинган 
бўлаги ҳисоблансин (346- раем).

Е ч и ш.  Изланаётган
(N)

I
вх 2 ydx  +  ІОху2 dy

интегрални ҳисоблаш учун берилган эгри 
чизиқнинг параметрик тенгламасини топиш 
керак. Бироқ эгри чизиқнинг у =  х3 ошкор 
тенгламаси параметрик тенгламанинг хусу­
сий ҳолидир: бунда х  абсциссаси эгри чи- 
зиқ нуқтасининг параметридир, шунииг 
учун эгри чизиқнинг параметрик тенглама­
си цуйидаги кўринишда бўлади.

346-раем. 347- раем.

X  =  X , у = *3,
X параметр хх — 1 дан x t — '2 гача ўзгаради. Параметр бўйича олинган ҳо- 
силаларни осонгина хисоблаш мумкин:

1, Ул -  з л
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Демак,
(W) 2
j 6л:гу dx +  10ху* dy — Г (блАс3 ■ 1 +  Юлсл8 ■ 3x‘)dx =

(Л) 1
2

=  J (6 л® +  30x9)dx  =  [л« +  3jeW]j -  3132.

Энди эгри чизиқли интегралнинг баъзи бир татбиқларини 
кўрсатамиз:

1. Э г р и  ч и з и қ  б и л а н  ч е г а р а л а н г а н  с о ҳ а н и н г  
ю з и н и  э г р и  ч и з и қ л и  и н т е г р а л  о р қ а л и  и ф о д а л а ш .  
Оху текисликда L контур билан чегараланган шундай D соҳа 
берилган бўлсинки, бу соҳанинг ички нуқтаси орқали коор­
дината ўқларидан биронтасига параллел ҳолда ўтувчи ихтиё­
рий тўғри чизиқ соҳанинг L чегарасини кўп деганда икки нуқ- 
тада кессин (яъни D тўғри соҳа бўлсин) (3 4 7 -расм.)

I) соҳа Ох ўқдаги [а, Ь] кесмага проекцияланади, бунда 
соҳа пастдан

у =  yt{x)

(ilx) эгри чизиқ билан, юқоридан эса

у =  у2(х),

( У і ( ^ ) < У 2 (^ ) І
( l2) эгри чизиқ билан чегараланади, деб фараз қиламиз, У 
ҳолда D соҳанинг юзи:

ь ь

5  =  j  у2(х) dx — j  у,(х) dx.
а а

Бирок У =  Уг(х) тенглама 12{MPN) эгри чизиқнинг тенгла­
маси бўлганидан, биринчи интеграл шу эгри чизиқ бўйича 
олинган эгри чизиқли интегралдир; демак, 

ь
\у2{x )d x  =  j' у dx.
a MPN

Иккинчи интеграл эса l^M QN) эгри чизиқ бўйича олинган 
эгри чизиқли интеграл, яъни:

Эгри чизиқли интегралнинг 1-хоссасига асосан: 

у dx ^  — j у dx;.
NPMМРХ
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Демак,
=  — ] y d x  — j  у dx  =  — J  у dx.

N P M  M Q N  I.
(6)

й ў н а л и ш и г а  

бўлган

Бу ҳолда L эгри чизиқ соат с т ре л к а с и  
т е с ка ри йўналишда айланиб чиқилади.

Агар L чегаранинг бир қисми Оу ўққа параллел
(Ж)

М,М кесмадан иборат бўлса, у ҳолда J у dx =  0 бўлади ва
ш,)(б) тенглик бу шартда ҳам ўз кучини 

сақлайди (348- раем).
Шунга ўхшаш

S =  \xdy (б)

348- раем.

эканлигини ҳам кўрсатиш мумкин.
(5) ва (6) тенгликларни ҳадлаб 

Кўшиб ва 2 га бўлиб, 5  юзни ҳисоб- 
лаш учун яна битта:

S =  ^  xd y  — у dx

формулани ҳосил қиламиз.
3 - м и с о л .  X =  a cos t, у =  b sin t эллипснииг юзи ҳисоблансин. 
Е ч и ш .  (7) формула бўйича қуйидагини ҳосил қиламиз:

(7)

S  = 1 2,1— J  [a cos t b cos t — b sin t(— a sin t)]dt =  nab.

(7) формула, шунингдек, (5) ва (6) формулалар ҳам чега­
раси координата чизиқлари билан иккитадан ортиқ нуқтада 
кесишадиган юзлар учун ^ам ўринли эканлигини кўрамиз (349- 
расм). Буни исбот қилиш учун берилган соҳани (349- раем) 
I* чизиқ ёрдами билан иккита тўғри соҳага ажратамиз. Улар­
нинг ҳар бири учун (7) формула ўринлидир. Сўнгра ҳосил 
қилинган чап ва ўнг қисмларни кўшиб, чапда берилган соҳа-
нинг юзини, ўнгда — бутун чегара бўйича олинган коэф­
фициентли) эгри чизиқли интегрални ҳосил қиламиз, эгри чи- 
зиқли интеграл l* бўлувчи чизиқ бўйича икки марта — тўгри 
ва тескари йўналишда олингани учун у нолга тенг.

2. Бирор L эгри ч и з и қ л и йў л д а  ў з г а р у в ч и  Ғ  
к у ч н и н г  б а жа рг а н  ишини ҳ и с о б л а ш ҳ а қ и д а г и  
масала.  1 - параграфнинг бошида кўрсатилганидек

Ғ  =  Х (х, у, z)i +  У(х, у, z)J +  Z (x, у, z)k
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кучнинг L «  MN  чизиқ бўйича бажарган иши ушбу:
т

А =  j  Х{х, у, z)dx  +  Y(x, у, г)йу  4- Z(x, у, z)dz
(Ж )

»гри ЧИ8ИҚЛИ интегралга тенг.
Конкрет ҳолларда кучнинг бажарган ишини қандай ҳисоб- 

лашни кўрсатувчи мисол қараб чиқамиз

у

\ У /  \

2

^ г К С г і

7
1

—  °/

'Ғ* тд*

X

849- раем. 350- раем.

4- м и с о л. т масса д1( с.) нуқтадан Л/а(аа, і а, са) нуқтага ихтиё­
рий L йўл бўйича силжишидаги Ғ  оғирлик кучи бажарган А иши аниқлан- 
£ин (350-раем).

Е ч и ш .  Ғ  огирлик кучинииг координата ўқларидаги проекциялари;

X  =  0, Y  — 0, Z  •=: — mg.
Демак, изланаётган иш:

(Жа) Са

А =  J  X d x  +  Y dy 4  2  dz =  (' ( — mg)dz =  mg(c, — ca).
(Ж ,) c,

Демак, бу ҳолда эгри чизиқли интеграл интеграллаш йўлига боглиқ бўлмай, 
фа^ат бошлангич ва охирги нуқталарга боғлиқ бўлади. Аниқроқ қилиб айт­
ганда, оғирлик кучининг баж|рган иши фақат йўлнииг бошланғич ва охир- 
ги нуқталарининг баландлйклари орасидаги айирмасига боглиқ бўлади.

3 -§ . Грин формуласи

Вирор D текис соҳа бўйича олинган икки ўлчовли интег­
рал билан шу соҳанинг L чегараси бўйича олинган эгри чи- 
виқли интеграл орасидаги муносабатни аниқлаймиз.

О ху  текисликда L  ёпиқ контур билан чегараланган О х  ўқ 
йўналишида ҳам, Оу ўқ йўналишида ҳам тўғри бўлган D ёпиқ 
соҳа берилган бўлсин. Бу соҳа пастдан у =  уі(х) эгри чизик
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билан, юқоридан эса у =  у2С*) эгри чизиқ билан чегараланган 
ва Уі(х) 4  у2(.*) ( a ^ x c C  b) бўлсин (347-раем).

Бу иккала эгри чизиқ биргаликда L ёпиқ контурни ташкил 
этади. D соҳада узлуксиз хусусий ҳосилаларга эга бўлган 
Х (х ,  у) ва У(х, у) узлуксиз функциялар берилган бўлсин. 
Энди ушбу

С ? д Х { х , у )  . .

D

интегрални қараб чиқамиз. Уни икки каррали интеграл шак­
лида тасвирлаб, қуйидагини ҳосил қиламиз:

—-— *  D У>(*>

j У)“х= j X I * '  Ч  d x  =
о  a  У і(х )  a  y,(-r)

О
=  J  [А"(лг, yt(x))  -  X(x, yx(x))\dx. (1 )

a
b

J  X{xu y2(x))dx  интеграл сон жиҳатдан тенгламаси параметрик
а
шаклда х  =  х, у =  у2(х) бўлган (х—параметр) M.PN эгри чи­
зик бўйича олинган J  Х (х, у) d x  эгри чизиқли интегралга

M PN
тенг эканлигини кўрамиз. Шундай қилиб, 

ь

J  Х(х, y2(x ) ) d x  =  j  *(.*■, y )d x .  (2)
а  M.PN

НІуигя ўуртят____________ ;__________ ;-------------- -----------------------
ft
J  X (x } уt( x ) )d x
a

интеграл сон жиҳатдан MQN ёй бўйича олинган куйидаги эг­
ри чизиқли интегралга тенг: 

ь

j Х{х, yt{x ) 'd x  =  j X (x, y )d x .  (3)
a  (M QN)

(2) ва (3) ифодаларни (1) формулага қўйсак:

аГу= j X(x, y )d x  — J  X(x, y) d x .  (4)
O M PN M Q N

Бирок,
J X (x, y)dx =  — J  X (x , y )d x

M Q,\ NQIft
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(1 -параграфдаги 1-хоссага қаранг). Демак, (4) формулани 
бундай ёзиш мумкин:

f f d̂ d x d y = *  f Х (х, y )d x  +  f X (x, y )d x .
D д У  M P N  KQ M

Вирок, ўнг томондаги эгри чизиқли интегралларнинг йиғинди- 
си соат стрелкаси бўйича йўналган ёпиқ L егри чизиқнинг 
барча узунлиги бўйича олинган эгри чизиқли интегралга тенг. 
Демак, сўнгги тенгликни ушбу шаклга келтириш мумкин:

^  у- d x d y ^  j Х(х, y )dx.  (5)

(соат стрелкаси бўйича)

Агар чегаранннг бирор қисми Оу ўққа параллел бўлган /8 
кесмадан иборат бўлса, f Х(х, y)dx =  0 ва (5) тенглик бу

цолда ҳ-а-м ўз-кудида қолади. _______
Худди шунингдек, куйидагини топамиз:

J j  y d x d y = — j К(л:, y )d x .  (6)
D  L

(соат стрелкаси бўйича)

(8) дан (6) ни айирсак:

W y - d£ ) d x d f = l X d x + r d * -
D L

(соат стрелкаси бўйича)

Агар L контурни айланиб чиқиш соат стрелкасининг ҳара- 
катига тескари бўлса, у ҳолда^.

X £ - % ) d x d y = l X d x + r d y -
~D L

Буни инглизфизиги ва математиги Д. Гриннинг (1793—1841)**> 
номи билан Ірин формуласи деб аталади.

Биз D  соҳани тўғри деб фараз этган эдик. Лекин бу фор­
мула юзга тегишли масаладаги каби (2- параграфга қаранг) 
тўгри соҳаларга бўлиш мумкин бўлган исталган соҳа учун 
ҳам ўринли эканлигини кўрсатиш мумкин.

*) Агар ёпиқ контур бўйича олинган эгри чизицли интегралда контурни 
айланиб чиқиш йўналиши кўрсатилмаса, айланиш сбат стрелкасига қарама- 
қарши йўналиш деб фараз қилинади. Агар айланиш coat стрелкаси бўйича 
олинган бўлса, бу тўғрида махсус айтиб утилиши керак.

**> Бу формула рус математиги .М. В. Остроградский томонидан кашф 
втилган умумий формуланинг хусуснй ҳолидир.

“  ;  -  -

V
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4 -§ .  Эгри чизицли интегралнинг интеғраллаш йўлига боғлиц 
бўлм асли к шартн

М за N нуқталарни туташ тирувчи бирор L текис эгри чи- 
зиқ бўйича олинган:

<ло
X dx  - f  Y dy

(М)
эгри чизикли интегрални қараймиз. Х {х , у) ва Y (x , у) ф унк­
циялар каралаётган D  соҳада узлукси з хусусий ҳосилаларга 

эга деб фараз этамиз. Ёзилган эгри чизиқ- 
ли интегрални қандай шартларда L эгри 
чизиқнинг ш ақлига боғлиқ бўлмай, ф ақат 
бош лангич ва охирги М , УѴ нуқталарнинг 
вазиятларигагина боғлиқ бўлмшини кур-

351-раем. сатамиз.
Қаралаётган D  соҳада ётган  М  ва N 

нукталарни туташ тирувчи икки M P N  ва MQN  ихтиёрий эгри 
чизиқни қараЛмиз ( 3 5 1 - раем). Фараз этайлик:

[ X d x  +  Ydy =  ( X d x  +  Ydy,  (1)
MPN MQN

ЯЪНИ

f X d x + Y d y -  f X d x + Y d y  =  0
MPN MQN

бўлсин. Б у  ҳолда эгри чизиқли интегралларнинг 1 - в а  2 - хос- 
саларига асосан ( 1 - параграф) куйидаги:

f X d x + Y d y +  f X d x + Y d y = Q ,
MPN NQM

яъни L бпиқ контур бўйича олинган

[ x d x - \ - Y d y  =  Q (2)
L

эгри чизикли интегрални ҳосил киламиз.
С ўнгги формуладаги эгри чизикли интеграл M P N  ва N Q M  

эгри чизиқлардан ҳосил бўлган L ёпиқ контур бўйича олина- 
ди. Б}»- L контурни ихтиёрий деб  ҳисоблаш  мумкинлиги рав­
шан.

Ш ундай қилиб, исталган икки нукта М ва /V у чу н  олинган 
эгри чизиқли интеграл уларни туташ тирувчи эгри чизиқнинг 
шаклига боғлик бўлмай, балки у  нукталарнинг вазиятларига 

'  боғлик бўлиши шартидан и х т и ё р и й  ё п и қ  к о н т у р  б у й -  
и ч а  о л и н г а н  э г р и  ч и з и қ л и и н т е г р а л н и н г  н о л г а  
т е н г  б ў л и ш и к е л и б  ч и к а д и .
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Тескари хулоса ҳам ўринлидир: агар ихтиёрий ёпиқ кон ­
тур бўйича олинган эгри чизиқли интеграл нолга тен г бўлса, 
бу эгри чизиқли интеграл исталган икки нуқтани туташ тирув­
чи эгри чизиқнинг ш аклига боғлиқ бўлмай, ф а қ а т  у н у қ -  
т а л а р н и н г  в а з и я т л а р и г а  б о ғ л и қ  б ў л а д и .  Ҳақиқатан,
(2 ) тенгликдан (1) тенглик чиқади.

2- параграфдаги 4- мисолда эгри чизиқли интеграл интег­
раллаш йўлига боғлиқ эмас, 3- мисолда эса эгри чизиқли ин­
теграл интеграллаш йўлига боғлиқ, чунки бу мисолда ёпиқ 
контур бўйича олинган интеграл нолга тенг бўлмай, қаралаёт- 
ган контур билан чегараланган юзни беради; ш унингдек, 1 ва 
2-м и соллар да ҳам эгри чизиқли интеграллар интеграллаш йў- 
лига боғлиқ.

Ихтиёрий ёпиқ контур бўйича олинган J X d x  - f  / dy эгри 
чизиқли интеграл нолга тен г бўлиши учун Х (х, у) ва У (х,у)  
функциялар қандай шартларни қаноатлантириши керак, деган 
са вол туғилиши табиий. Б у  саволга қуйидаги теорема ж авоб 
беради.

Т е о р е м а .  Х (х ,  у ), У(х, у ) функциялар бирор D соҳа-
Л \  дХ(х, у) дУ (х ,  у)нинг барча нуцталарида ўзининг — ва — *— — хусу-

дч ох
сий ҳосилалари билан бирга узлуксиз бўлсин. У вақтда иіу 
соҳада ётган ихтиерий L ёпиқ контур бўйича олинган эг­
ри яизицли интеграл нолга тенг, яъни

j  Х (х, у) dx  +  У(х, у) dy =  0 (2 ')
L

бўлиши учун D  соҳанинг ҳамма нуцталарида

^  =  (3)
ду дх

тенгликнинг бажарилиши зарур ва етарлидир.

И с б о т .  D соҳадаги ихтиёрий ёпиқ L контурни кўриб чи- 
қамиз ва бу контур учун Грин формуласини ёзамиз:

Ш ~ ‘і ) ,Іг'‘у г [ хах+у‘І>-
D L

Агар (3 ) шарт бажарилса, чап томондаги икки улчовли ин­
тегр ал  айнан нолга тенг бўлади, дем ак,

$ X d x  +  Yd y  =  0 .
L

Ш ундай қилиб, (3) шартнинг е т а р л и  экани исботланди,
16 Н. С. Пискунов. 2-т.
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Энди б у  шартнинг з а р у р и й л и г и н и ,  яъни a r a p D c o ^ a -  
да ётган ихтиёрий L ёпик эгри чизиқ учун  (2 ) тенглик баж а­
рилса, ш у соҳани н г ҳар бир нуқтасида (3 ) шартнинг ҳам ба- 
жарилишини исбот қиламиз.

(2) тенгли к бажарилади, яъни:

J  X d x  +  Y dy =  О,
• L

(3 ) ш арт эса ҳеч  бўлмаганда битта нуқтада бажарилмайди, 
яъни

------- о х ------ ду ------

деб аксини фараз этамиз. М асалан, бирор Р (х0, у0) нуқтада 
уш бу тенгси злик бажарилсин:

д х  ду

Б у  тенгсизликнинг чап томони узлукси з функциядан ибо­
рат, ш унинг учун  у  функция Р (х 0, у 0) нуқтани ўз ичига ол- 
ган  ва етарли дараж ада кичик бўлган бирор D' соҳани н г ҳам - 
ма нуқталарида мусбат ^амда бирор 8 > 0  сондан катта бўла-

ди. Ш у со ҳа  бўйича —  — айирмадан икки ўлчовли интеграл
дх ду

оламиз. Уни нг қиймати мусбат бўлади. Ҳақиқатан,

J j " dx  dy >  j j 8 d x d y  = 8  I'J d x d y  =  ID' >  0. '
D ' D ' D'

Бироқ, Грин формуласига мувофиқ, сўн гги  тенгсизликнинг 
чап томони ГУ соҳанинг L' чегараси бўйича олинган (б иянинг 
фаразимнзга кѵра нолга тен г бўлган) эгри чизиқли и н теграл­
га тенгдир. Ш унинг учун  сў н гги  тенгсизлик (2 ) ш артга қара-

ма-қарш идир, демак, — ~  айирмани ҳеч  бўлм аганда битта

нуқтада нолдан фарқ қилади деб олиш нотўғридир. Бундан  
берилган D  соҳанинг ҳамма нуқталарида

дх ду

экани келиб чиқади.
Ш ундай қилиб, теорема тўла исбот қилинди.
XIII бобнинг 9- параграфида

дУ (х ,  у) __ дХ(х, у)

д х  ду

шартнинг бажарилиш и, X d x  -f  У dy ифода бирор и (л , у)
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ф у н к ц и я н и н г т ў л иқ  д иффе ре нциа л и бўлиши би­
лан тенг кучли эканлиги исбот қилинган эди, яънш

X d x  +  Ydy =  du{x, у),
бунда

Лекин бу л'олда

F. =  X i +  Yj =  +  — у
дх ду

вектор а(х, у) функциянинг градиентидир; градиенти X t + Y f  
векторга тенг бўлган и(х, у) функция, шу векторнинг потен­
циала деб аталади.

Бу ҳолда М ва N нуқталарни туташтирувчи ҳар қан-
— *■— — — — ----------------------— -------- № _________________ ;_______

дай L эгри чизиқ бўйича олинган /  =  J X dx  +  У dy эгри чи-
<М)

зиқли интеграли функциянинг шу нуқталардаги қийматлари- 
нинг

(N) (N)
J  X d x  +  Ydy  =  J du(x, y) =  u(N) — u(M)

Ш) («)

айирмасига тенглигини исбот қиламиз.
Исбот.  Агар X d x +  Ydy  ифода u{x, у) функциянингтў- 

лиқ дифференциали бўлса, у ҳолда X — Y =  ва эгри чи­

зикли интеграл қуйидаги шаклда бўлади:
(Л)

/ _  ( p a x + f d y .
J  дх ду

(М)
Бу интегрални ҳисоблаш учун М ва N нуқталарни туташ­

тирувчи L эгри чизиқнинг параметрик тенгламасини ёзамиз:

Х шш9 ( t ) ,  У =  Щ ) .

Параметрнинг t =- t0 қийматига М нуқта, t — T қийматига 
эса N нуқта мос келади деб ҳисоблаймиз. Бу ҳолда эгри чизиц- 
ли интеграл қуйидаги аниқ интегралга келтирилади:
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Қавс ичидаги ифода « [? (£ ) , <Ш)] функциядан t  бўйича олинган 
тўлиқ ҳосила бўлиб, t  нинг функциясидир. Шун-инг учуй

I

♦ ( * ) ] - * [ ? № ) .  и м ] »

=  u (N ) -  и (М ).

Т ў л и ц  д и ф ф е р е н ц и а л н и н г  э г р и  ч и з и қ л и  и н т е г ­
р а л  и и н т е г р а л  о л и н а д и г а н  э г р и  ч и з и қ н и н г  ш а к-  
л и г а  б о ғ л и қ  э м а с л и г и н и  к ў р а м й з .

Б у н га  ўхш аш  муҳокама фазовий эгри чизиқ бўйича олин­
ган эгри чизиқли интеграллар учун ҳам ўринлидир (қуйида
7- параграфга қаранг).

И з о ҳ .  Б аъзан ихтиёрий Х (х , у) функциянинг L  ёй узун - 
лиги бўйича олинган эгри чизиқли:

с п
J Х {х , у) d s  аг lim Х (х ІУ у,) As, (4)
£ ASj-*-0 /=1

интегралларини қараш га тўғри келади, бунда d s  ёй дифферен­
циали. Бундай интеграллар ҳам юқорида қаралган эгри чизиқ- 
ли интегралларни ҳисоблаш  каби ҳисобланади. L эгри чиэиқ 
ўзининг

-* =  <р(0, у  =

параметрик тенгламалари билан берилган бўлсин, б у  ер да 
’f(t), Y ( t )  лар t нинг узлукси з функциялари.

t  параметрнинг а ва р қийматлари L ёйнинг бош лангич 
ва охирги учларига мос келсин.

d s  =  +  W Y  d t
эканлигини ҳи собга олсак, (4 ) интегрални ҳисоблаш учун  у ш ­
бу формулани ҳосил қиламиз:

£ х ( х ,  y ) d s  =  l x i v i t ) ,  m } V 7 W T ¥ W d t .

x *= -y (t),  У =  Ф (0 . 2 ■= Х(^ фазовий эгри чизиқ ёйи бўйичг 
олинган эгри чизиқли интегрални ҳам қараш мумкин:

} Х ( х ,  у, z )d s  =  J  X [<i(t), t ( 0 ,  X { t ) ] V V W + W F T T W  d i .

Ей бўйича олинган эгри чизиқли интеграллар ёрдами билан, 
масалан, чизиқлар оғирлик марказининг координаталари йкик* 
ланади.
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I т . XII бобининг 8 - параграфидагидек муҳокама юритиб, 
фазовий вгри чизиқ огирлик марказининг координаталарини 
ҳисоблаш  учун  қуйидаги формулани ҳосил қиламиз:

f Xds .1 yds \ ids

I

Ус =  - c— , =  ~~TZ • (6)ds t ds J ds

М и с о л .  Агар X a cos /, у =  a sin t, z «= bt (0 <  t <  2n) винт чизиқ- 
нинг чизиқли зичлиги ўзгармас бўлса, унинг битта ўрами оғирлик марка- 
8 Н Н И Н Г  координаталари топилсин.

Е ч и ш .  (б) формулани татбиқ этиб, ушбуни топамиз:

j  a cos t У  a"1 sin3 t -f <JS 6oss t-j- Ь1 dt 
_  о 

■*е — 2*

l v '
2*

1‘

а2 sin2/ +  a2 cos* t +  b1 dt 

cos t y a % +  b* dt
-  =  tL -° =  0 .2* 2я

J У  a* +  b'd t

Шунинг сингари yc =«= 0,
2*

bt У  ая sin2 t - f  cp cos2 t +  b2 dt
b - At?

=  % b.
c Va*  +  Ьг Чъ ■ 2

Ш ундай қилиб, винт чизиғи битта ўрами оғирлик марказининг координата- 
лари: х с =  0 , ус =  0 , zc =  nb га тенг.

5 - § .  Сирт интеграли

O x y z  тўғри бурчакли координаталар системасида бирор V 
со ҳ а  берилган бўлсин. Бу V  со ҳад а  бирор X фазовий чизиқ 
билан чегараланган о сирт берилган бўлсин.

Биз о сиртга нисбатан унинг ҳар  бир Р  нуқтасидаги нор­
малнинг м усбат йўналиш и п  (Р )  бирлик вектор йўналтирувчи 
косинуслари сирт нуқталари коордииаталарининг узлукси з 
функциялари деб фараз қиламиз.

Сиртнинг ҳар бир нуқтасида

ғ  =  X (х , у, 2) / +  Y (х , у, z )j  +  Z (л:, у, z)k 
вектор аниқланган бўлсин, бунда X, Y, Z координаталарнинг 
узлукси з функцияларидир.

Сиртни бирор у сул  билан А», элементар ю зларга бўламиз. 
Ҳар бир юзда ихтиёрий Р, нуқтани оламиз ва

і
(1)
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йиғиндини қараймиз, бунда Ғ  (Р {) — Ғ. векторнинг Дз,- юзнинг 
Pi нуқтадаги қиймати, п (Р,) — шу нуқтадаги нормалнинг бир­
лик вектори, Ғ п  — шу векторларнинг скаляр кўпайтмаси. Бар­
ча бундай юзларнинг диаметрлари нолга интилгандаги ҳамма 
Да,. юзларга татбиқ эгилган (1) йиғиндининг лимити сирт ин­
т егр а л и  деб аталади ва ушбу

Я  F n d o
а

символ билан белгиланади. Шундай қилиб, таърифга кўра*1.
П т ^ П і Д о ,  = [ [ F n d  о. (2)

diam 4о;- 0  *"* к '

(1) йиғнндининг ҳар бир
F,tti Даг =  F ,  Дс£- cos (я„  F ,)  (3 )

қўшилувчисини механик жиҳатдан: асоси 
Аз(- ва баландлиги F t cos («гҒг) бўлган ци­
линдрнинг ҳажмига тенг деб тушуниш 
мумкин. Агар Ғ  вектор а сиртдан оқиб 
ўтувчи суюқликнинг тезлиги бўлса, (3) 
кўпайтма Да, юздан вакт бирлигида п, век­
тор йўналишида оқиб ўтувчи суюқликнинг 
миқдорига тенг (352- расм).

Агар Ғ  вектор суюқликнинг берилгам 
нуқтадаги оқиш тезлиги деб тушунилса, 
Jj Ғ  n d  а ифода вақт бирлигида о сирт ор-

352-раем. қали мусбат йўналишда оқиб ўтувчи су- 
юқликнинг умумий миқдорини билдиради. 

Шунинг учун сирт интеграли (2) а сирт орқали ўтувчм Ғ  век ­
т ор м айдон ин ин г дцими д е б  а т а л а д и .

Сирт интегралининг таърифидан, агар о сирт <зи а3, . <sk қисм- 
ларга бўлинса, у вақгда 

к
j J F n d  о =  J /  F  nd а +  J J  F.nd о -f - . . .  4- j $ F  ltd а
° Ч, »3 ОЙ

эканлиги чиқади.
п бирлик векторни унинг координата ўқларидаги проек­

циялари орқали ифодалаймиз:

п =  cos (п, х )і  -f cos (/г, y)j +  cos (п, г) It.

*> Агар с енрт шундай бўлсаки, Ғ  нуқта бу сирт бўйича ҳаракатлани- 
ши билан сиртнинг ҳар бир нуқтасида узлуксиз ўзгариб борадиган уринма 
текислик мавжуд ва Ғ  вектор функция бу сиртда узлуксиз бўлса, бу лимит 
мавжуд бўлади (сирт бўйича олинадиган интегралнинг мавжудлиги ҳақида- 
ги бу теоремани биз исботсиз қабул килам из).
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г  — / і  (х, у) сирт учун cos (я, г )  манфий бўлганндан бу сирт бўйнча олинган 
сирт интегралидаги dx dy кўпайтманинг ишораси манфий бўлади; шунга 
кўра иккинчи интеграл олдидаги ишора ҳам манфий бўлади.

Бироқ, сўнгги форыуланинг ўнг токонидаги интегралларнинг айирмаси,
о сирт билан чегараланган ҳажмни беради. Демак, о ёпиқ сирт билан чега­
раланган жисмнинг ҳажми, сирт бўйича олинган:

V — j J  г  cos (л, г) da

интегралга тенгдир.

355-раем.

2 - м и с о л. Коордннаталар бошига жойлаштирилган е мусбат электр 
заряди вектор майдон ҳосил килади, фазонинг ҳар бир нуқтасида вектор Ғ  
Кулон қонуни бўйича аниқланади:

F = k - r ,

бунда г —координаталар бошидан қаралаётган нуқтагача бўлган масофа; г — 
берилган нуқтанинг радиус вектори бўйича йўналган бирлик вектор (355- 
расм); к—ўзгармас коэффициент. Маркази координаталар бошида бўлган R 
радиусли сфера орқали ўтувчи вектор майдонининг оцими аниқлансин. 

Е ч и ш .  г  — R — const эканлигини эътиборга олиб, ушбуни ҳосил қила-
миз:

rn da.

Бироқ, сўнгги интеграл а сиртнинг юзига тенг. Ҳақиқатан, интегралнинг 
таърифига асосан (rn  =  1 эканлиги ҳисобга олинса):

Й т  da =  lim У ! rkn k ^k  — ' im X  =До.-*0 До.-*0
Демак, оқим:

ke ke
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7 -§ . Стокс формуласи

Oz ўққа параллел бўлган ҳар қандай тўғри чизиқ битта 
нуқтада кесадиган а сирт берилган бўлсин. а сиртнинг чега- 
расини X билан белгилаймиз. п нормалнинг мусбат йўнали- 
шини Oz ўқнинг мусбат йўналиши билан ўткир бурчак таш- 
кил этадиган қилиб оламиз (356-расм).

Сиртнинг тенгламаси г =  f ( x ,у) бўлсин. Нормалнинг йў- 
налтирувчи косинуслари шу формулалар билан ифодаланади

(I том IX бобининг б-параграфига ца- 
ранг):

cos (п, х) =
Ж
дх

— V cos (я , у ) =
д1
ду

) 1 +
( Е Г О

cos (я, г) =
356-расм. + ( I f

(1 )

а сирт ўзининг ҳамма нуқталари билан бирор V  соҳада ёта- 
ди деб фараз қиламиз. V соҳада узлуксиз функция X (х, у, z) 
биринчи тартибли хусусий ҳосилалари билан бирга берилган 
бўлсин. ^ эгри чизиқ бўйича олинган

X (х, у, г)  dx

эгри чизиқли интегрални текширамиз.
>- чизиқда z  =  f  (x, у), бунда х, у — Ь чизиқнинг О хх гекис- 

ликдаги L проекцияси нуқталарининг координаталари (356- 
расм). Демак, куйидаги тенгликни ёзишимиз мумкин:

j  X (х, у, z) dx  =  j  X (х, у, /  (дг, у)) dx. (2)

С ѵнгги  интеграл L чизиқ бўйича олинган эгри чизиқли интег- 
ралдир. Бу интегрални,

X ( x ,y ,t  (х ,у )) =  X (х,у\ 0 — Y (x , у)

фараз қилиб, Грин формуласи бўйича алмаштирамиз.



7- §. СТОКС ФОРМУЛАСИ

Грин формуласида X  ва Y ўрнига уларнинг ифодаларини 
қўй сак : •

-  Я  дХ(Х,1д1 {Х'У)) d x d y  =  j '  X  (X, у, /  (X, у )) d x ,  (3)
D  L

бунда D  со ҳа  L чизиқ билан чегараланган. X  (х , у, f  (х , у)) 
м ураккаб функция ҳосиласига асосан (бунда у — бевосита ва 
z  ■= /  (х ,у )  функция оркали киради) қуйидаги тенгликни то ­
памиз:

д X (х .у , / ( х ,  у)) =  дХ (х, у, г ) дХ (х,у , г )  d f(x ,y )  
ду ду dz дѵ

(4 ) ифодани (3) тенгликнинг чап томонига қўйсак:
\dX(x,y,_z) , d X (r ,y ,z )d £ (x 1 y )A d x d  

ду dz ду j

=  j  X  ( x ,y ,  1 (X, у ))  d x .

(2 )  тенгликни назарга олиб, суш ти  тенгликни 
мумкин:

j *  (X , у, z )d x  =  -  j j g  d x  dy -  j j ’ £  I  dx  dy. (5)
X D  D

О хирги икки интеграл сирт бўйича олинган интегралга алмаш- 
тирилади. Ҳақиқатан, 5- параграфдаги (2 ") формулага асосан 
бирор A ( x ,y ,z )  функция берилган б ў л са , қуйидаги тенгли к­
нинг ўринли бўлиши келиб чиқади:

Я л  (х , у, г) cos (п , г) do =  j j A  d x  dy.
о  Д

Б у  тенгли кка асосан, (5 ) тенгликнинг ў н г томонидаги и н тег­
раллар қуйидагича алмашинади:

«у ^  ”  Я  «у C0S (* ’ г )  d °'
<б)

О хирги интегрални шу параграфдаги (1) формула ёрдами би­
лан, формулалардан иккинчисини учинчисига ҳадлаб бўлиб, 
қуйидагини ҳосил қиламиз:

cos (п, у) _  d f 
cos (n, z) dy
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ёки

— cos (я, г )  =  — cos (я, у). 
ду

Демак,

— Я ^ сю<”' у)* ' <7)
D •

(6) ва (7) ифодаларни (б) тенгликка қўйсак: 

j  X (х ,у  , z ) d x  =  — j j  ̂  cos (я, *) cos (я, у) rf<x. (8)
X О ff

X контур бўйича айланишнинг йўналиши я нормалнинг тан- 
ланган мусбат йўналиши билан мос бўлиши керак. Яъни, ку- 
затувчи нормалнинг охирги учидан қараса, у вақтда I эгри 
чизиқ бўйича айланиш соат стрелкасига тескари йўналишда 
кўриниши керак.

Тенгламалари z  =  f ( x ,  у) кўринишида бўладиган қисмлар- 
га бўлиш мумкин бўлган ҳар қандай сирт учун (8) формула 
ўринлидир.

Шунга ўхшаш қуйидаги формулаларни ҳам ёзиш мумкин: 

j У (х, у, г) =  J J  [  — cos (я, х) +  ^  cos (я, z) J  d о, (8')
 ̂ 1 и

j Z ( а г ,  у, z )  dz =  j  j — 0  cos (я, у) +  ^  cos (я, х) | da. (8")

(8), (8') ва (8") тенгликларнинг чап ва j нг томонларни 
қўшсак:

X а

+ ( I  -  !т)cos <"■«+(s  -  f )cos <"■у)]" (9)
Бу формула инглиз физиги ва математиги Ж. Стокс (1819 — 
1903) номи билан С т окс ф ор м у л аси  деб аталади. Бу форму­
ла о сирт бўйича олинган интеграл билан шу сиртнинг X чега­
раси бўйича олинган эгри чизиқли интеграл орасидаги муно­
сабатни аниқлайди, бунда X эгри чизиқ бўйича айланиб чиқиш 
йўналиши юқорида кўрсатилган қоидага асосан олинади. Ушбу:
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проекциялари билан аниқланадиган В  вектор, Ғ  ~  X I  +  YJ - f  
+  Z k  вектор функциясининг ую рм аси  ёки р о т о р а  деб аталади 
ва rot f 1 символ билан белгиланади**.

Д ем ак , (9 ) формула в е к т о р  ш аклда

[ F d s  =  п rot F  do, (9')

кўриниш да бўлади ва Ст окс теоремаси қуйидагича ифода эти­
лади:

Б и р ор  сирт нинг конт ури бўй и ча  ол и н ган  век т ор  цир­
к у л я ц и я м  иіу сирт  о р қ ал и  ў т у в ш  ую рм а оцим ига т ен г.

И з о ҳ . Агар а сирт Ох у  текисликка параллел текисликнинг 
бир бўлаги бўлса, Дг =  О бўлади Ьа биз Грин формуласини 
С токс формуласининг хусусий ҳоли каби ҳосил қиламиз.
Агар

^ _ ^  =  0 , ^ - ^  =  0, * * _ « * о  (10)
дх ду ду dz dz дк

бўлса, (9 ) формуладан ҳар қандай фазовий ёпиқ эгри чизиқ X 
бўйича олинган эғри чнзнқли интегрални нғ-нолга тенг б ў л иши 
келиб чиқади, яъни:

J  X  d x  +  Y d y  -f- Z  d z  =  0. (11)

Бундан  эгри чизиқли интеграллаш эгри чизиқнинг шаклига 
боғлиқ эмаслиги кўринади.

Т еки с эгри чизиқ учун  кўрсатилганидек, (11) ш артнинг ба­
жарилиши учун  (10) шарт ет а р л и ги н а  эм ас, балк и  за р у р и й  
иіарт  ҳ ам  эк ан л и ги н и  кўрсатиш мумкин.

B y  шартлар бажарилганда интеграл остидаги ифода бирор 
и ( х ,у ,  z )  функциянинг тўлиқ дифференциали бўлади:

X  d x  -j- Y d y  +  Z dz — d u  (x , y, z ),
дем ак,

m  (Af)
j X  d x  +  Y d y  Z  d z  =  1' d u  =  и (N) — и (M ).

Ш) (M)

Б у  ҳам икки ўзгарувчи ни нг функцияси (4- параграфга қаранг) 
учун  ҳосил қилинган мос формула сингари исбот қилинади.

1 - м и с о л .  Моддий нуқта динамикасининг асосий тенгламаларини ёза­
миз:

d v x  V d v y V  d V z  7т —  =  Х ,  т  =  Y , т —  =  Z ,
d t  dt d t

*) rot — французча rotation .айланиш" деган сўзнинг биринчи учта ҳар-
фи бўлиб, .айланиш' маъносини билдиради.
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Бунда т — нуқтанинг массаси; X, Y, Z  — нуқтага таъсир этувчи кучнинг
dx dy dx 

координаталар ўқидаги проекциялари; vx =  —  ; vy *= — ; ѵг  «= эса v те­

кисликнинг координаталар ўқидаги проекциялари. Юқорида ёзилган тенг­
ламаларнинг чап ва ўнг томонларини

V xdt =  d дс, Vydt =  dy, vzdt =  dz, 

ифодаларга кўпайтирамиз. Берилган тенгликларни ҳадма-ҳад қўшсак: 

т (vxdvx +  VydVy +  vzdvz) =  Xdx  +  Ydy +  Zdz,

'■2ч — X dx  +  Ydy +  Zdz.
1

m  7Г d  «  +  vy +

+  +  =  i»2 бўлгани учун,'бундай ёза оламиз:

■■ X dx  - f  Ydy +  Zdz,

низ.
ва Ms нуқталарни туташтирувчи траектория бўйича интеграл ола-

1 2
J mv2-

(Af„)
- — mvf =  j X dx  +  Ydy Zdz.

(Af.)
бунда vt ва vs — Mt ва нуқталардаги тезликлар.

Кейинги тенглик тирик кучлар ҳақи- 
даги теоремани ифодалайди: бнр куқтадан 
иккинчи нуқтага ўтишдаги кинетик энер- 
гнянинг орттирмаси т массага таъсир этув­
чи кучнинг бажарган ишига тенг.

2- м и с о л. Бирлик массани М\ (аь bu erf, 
вазиятдан <й2. Ьг. с,) вазиятга кўчир- 
гандаги т — массанинг қўзғалмас маркази­
та бўлган ньютон тортиш кучининг бажар­
ган иши аниқлансин.

Еч и ш. Координаталар боши тортиш- 
нинг қўзғалмас марказига жойлашганЗ-бўл" 
син. Бирлик массашшг ихтиёрий вазиптнга 
мос келувчи М нуқтанинг радиус-векторини 
г  билан (357-расм), г  вектор бўйича йў- 
налган бирлик векторни эса г°  билан 

km
белгилаймиз. У ҳолда Ғ  — — —  r° бўлади, бунда k — тортишиш доимий-/•2
си. F  кучнинг координаталар ўқидаги проекциялари

V 1 •*X  =  —  k m --------- ,
г 2 г Y = - k m ~ ^ - ,  

г 2 г
1 г

Z =  — k m ------- ,
г 2 г

Бу ҳолда Ғ  кучнинг йўлда бажарган иши мана бунга тенг:

(АЦ (М,) (At,)
с x d x  +  ydy -f- zdz С rd r  ,

А =  — km \ -------------------1--------— — km 1 —  =  km

(ЛГі)
/■3 M 7 )

w
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(чунки г5 — X* +  у» +  * 2; rrfr =» xd x  +  ydy 4- zdz). Агар ва Mt нуқталар 
радиус-векторларининг узунликларини ry ва r2 билан белгиласак:

/ 1  1 \
А  =  k m  I —  — —  I.

W . '"і/
Шундай қилиб, бу ерда ҳам эгри чизиқли интеграл интеграллаш эгри 

чизиғининг шаклига боғлиқ бўлмай, фақат бошлангич ва охирги нуцтала-

рининг вазиятларига боғлиқдир. и *= —  функция т масса ҳосил қилган тор-

тиш майдонининг потенциала деб аталади. Берилган ҳолда:

да ди да
X =  — , г  -  — , 2  =  г -  А =  и ~  "  дл ду дг

яъни бирлик массани кўчириш натижасида бажарилган иш охирги ва бош- 
ланғич нуқталардаги потенциал қийматларнинг айирмасига тенг.

8 - § .  О стр о гр адски й  ф орм уласи

Ф азода тг ёяиі{ сирт билан чргярялянгян вя Ох у теки слик-
даги икки ўлчовли U тўғри соҳага проекцияланувчи тўғри уч 
ўлчовли V сода берилган бўлсин. Биз с сиртни учта ои о2, а3 
қисмга бўлиш мумкин ва улардан олдинги иккитасининг тенг­
ламаси

2 =  /і  (•*. у) ва г =  f2 (х, у)

кўринишда бўлади деб фараз этамиз, бунда Д (х, у) ва / 3 (х, у)

SyHKm^ap D соҳада узлуксиз. Учинчи о3 қисм эса ясовчиси 
z ўққа параллел бўлган цилиндрик сиртдир.

Куйидаги

l  =  ^ y i M £ A d x i y d 2

V

интегрални караймиз.
Интеграллашни аввал г бўйича бажарамизі

' - Ш 1  % < * ) * * * * -
D tAX.v)

=  Z { x ,y , f i ( x ,y ) )  dxdy  — j j  Z{x,y,f\ (x, y) )dxdy.  (1)
D D

Сирт нормалида аниқ йўналишни, яъни йўналиши a сирт­
нинг ташқи нормали билан бир хил йўналишни танлаб оламиз. 
У вақтда cos(п, г)  функция о2 сиртда мусбат, сиртда эса 
манфий бўлади; а3 сиртда у нолга тенг бўлади.
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(1) тенгликнинг ўн г томонидаги икки улчовли интеграллар 
сирт бўйича олинган мос интегралларга тенг:

J j  Z  {х, у, f 2{x, у)) ах dy =  j j  Z  (x , у, г) cos (n, z)do, (2')
D

j j z  (x, y, AC*, y)) dxdy  =  J  j  Z  (x,y,  г) ( -  cos (а, г)) da.
D Oj

С ўнгги  интегралда (— c o s ( f t , г ) )  ёздик, чунки о, ва о2 сиртлар- 
нинг элементлари ва D  со ҳа  As юзининг элемента, ( я , г ) ў т- 
мас бурчак бўлгани учун  As =  До[ — cos (п, г ) ]  муносабат би­
лан боғланган.

Ш ундай қилиб,

Я 2  (•*, У ./ і  (■*. У ) ) d x d y = — [ ] z  ( X, у, f i ( x ,  у)) cos (п , г )  da. ( 2 " )
D  а,

(2 '/  ва (2 ")  тенгликларни (1) тенгликка қўйсак:

j d X  ̂  d Z  = Л ^ C0S ^
-Ь ( Z  (лг, у , г) cos (« , г )  rfo.

Кейин келадиган формулаларни ёзиш қулайроқ бўлиши учун 
(о8 сиртда cos (й, г) =  0 тенглик бажарилганлиги учун

Я  Z (х, у, г )  cos п г  da =  О

тенгликни қўшиб) охирги тенгликни қуйидагича ёзамиз:

Я  J  — у' ^  d x  dy dz — j  f Z cos {n, 2) da -f
'  _________°a

+ Я  Z  cos (я , г ,)  cfo J J  2  cos (я , г) af о .

Л екин, сў н гги  тенгликнинг ўн г томонидаги интеграллар йиғин- 
диси бутун  а ёпиқ сирт бўйича олинган интегралдир: ш унинг 
учун

l\ \ fz dxdy dz =  \ \ z  (х, у, г) cos (я, г)  da,
V  а

Ш унинг сингари,

J Я £ -  d̂x йУ dz “  Я  Ѵ (*> У* г> cos (я. у) da,
V У с

d x  а У d z " Я х  у>г)cos *)doК и 0
муносабатларни ҳосил қилиш мумкин.
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Кейинги учала тенгликни ҳадлаб қўшсак, Остроградский,*'1 
формуласи ҳосил бўлади:

V
— J ( (X cos (п, х) -f  Y cos (n, у) +  Z cos (n, г)) da. (2)

p

M  4 - Л- — ифода F  =  XI +  Y j  -f- Zk векторнинг дивер-
дх dy dz

генцияси (ёки вектор функциянинг дивергенцияси) деб атала­
ди ва div F**) символ билан белгиланади:

. .  г ,  дХ . дУ . dZ 
div F  =  — +  — + — •

дх ду дг

Бу формулани шу параграфнинг бошида кўрсатилган шарт­
ларни қаноатлантирувчи соҳаларга бўлинадиган ҳар қандай

ҲоУс Г  қилинган формуланинг гидромеханик маъносини 
берамиз.

F  =  X i + Y j  +  Zk ,

вектор V соҳадан оқиб ўтувчи суюқликнинг тезлик вектори 
бўлсин. У ҳолда сирт бўйича олинган (2) формуладаги интег­
рал, п ташқи нормалдаги Ғ  вектор проекциясининг интеграли 
бўлади; бу V  соҳадан з сирт орқали вақт бирлиги ичида оқиб 
чиқувчи (бу интеграл манфий бўлса, V  соҳага қуюлувчи) су- 
юқликнинг миқдорини беради. Бу миқдор div Ғ  нинг уч у л ­
ч о вл и  интеграли билан ифодаланади.

Агар div/: — 0 бўлса, у вақтда исталган ёпиқ сирт бўйича 
олинган икки ўлчовли интеграл нолга тенг, я ъ н и  исталган а 
ёпиқ сирт орқали оқиб чиқувчи (ёки қуюлувчи) суюқлик миқ- 
дори нолга тенг бўлади. Аниқроқ қилиб айтганда, соҳага қую- 
лувчи суюқлик мивдори шу соҳадан оқиб чиқувчи суюқлик 
миқдорига тенгдир.

Остроградскйй формуласи вектор шаклда

jjj* div Fd v  =* j j  F-n ds, (1)'

*) Бу(баъзан Остроградский-Гаусс формуласи Д?б аталади) формула бу- 
юк рус математиги М. В. ОстрограДсйии (1 $01—1861) Томонидан кашф втил- 
ган ва 1828 йили унинг «Заметка й’б теѳрйй теплоты* нбмли мақоласида 
аълон қилинган.

**) div — французча divergence „узоқлашиш" деган сўзнинг биринчи 
учта ҳарфи.

17 Н. С. Пискунов, 2-т.
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кўриниш да бўлади ва бундай ўқилади: бирор ҳаж м  бўйича 
ёйилган  Ғ  вектор майдоннинг дивергенциясидан олинган ин­
теграл берилган ҳажмни чегараловчи  сирт орцали ўтади- 
ган вектор оқимига тенг.

9 -§ . Гамильтон оператори. Унинг баъзи бир татбиқлари

и =  и (х , у, z) функция берилган бўлсин. и (лг, у, г )  функ» 
ция аниқланган ва дифференциалланадиган соҳани н г ҳар бир 
нуқтасида уш бу

gra +  ( I )
d x  dy dz

градиент аниқланадиган бўлсин. и{х, у, г) функциянинг гр а­
диента баъзан бундай белгиланади:

- ' г г + '  %+ * з г -  <2>

бундаги у белги „набла“ деб ўқилади.
1) (2 ) тенглик қулайлик учун  символик равиш да бундай 

ёзилади:

T“ = ( ' s - + , i + * i ) “ <2'>
ва бу

символни „символик вектор" сифатида қаралади. Б у  символик 
вектор Гамильтон оператори ёки Набѵіа оператор опе­
ратор) дейилади. (2) ва (2') формулалардан чиқадики, сим во­
лик вектор  у  ни скаляр функция и га „кўп айтганда" шу ф ун к­
циянинг градиента ҳосил қилинади:

Ѵ« =  grad к.

u 2 ) у  символик векторни F  =  iX  +  / К  +  ^ в е к т о р г а  скаляр 
кўпайтмасини тузиш  мумкин:

™ = ( ‘ £ + і і + І £ У І Х + І У + к 2 ' > =

=  £ x + T Y +  T - Z =  I L + i r  +  d- f  =  (livEox dy dz dx dy dz 

(8*§ га қаранг). Демак,
\ [ Ғ = й \ у Ғ .  ( 5 )



в- § .  ГАМИЛЬТОН ОПЕРАТОРИ. УНИНГ БАЪЗИ БИР ТАТБИЦЛАРИ 259

3) у символик вектор билан F  =  IX  +  J Y  -\- kZ векторнинг 
вектор кўпайтмасини тузамиз:

^ “ K t + ^ + * s - ) X ( “ ' + ' t + * z > -  
д

і

д
а Г
X

]  к

JL  Л
ду дх
У Z

і

±
ду дг

У Z
- J

д д 
дх 35

X  Z

\ду д г )  J \dx д г )  \дх

д д
дх ду

X  Y

д у )

\ ду д г )  \ д г дх  /  \<5л: д у )

(7- § га қаранг). Демак,
\>ХҒ, =  ro tf . (6)

Юкорида айтилганлардан ѵг сірволик векторни қўллацд в е к ­
тор операцияларшш кискачу ифодалашга имкон бериши Ы л и б 
чицади. Яна бир неча форму^ади куздан кечирЗМИЗ.

4) Агар Ғ  вектор бирор у, г) скаляр функциянинг
градиента бўлса, яъни: ^  ^

ёки г о
t"K =  grad и,

F = i ! ± + j dJ - + A
дх ду dz

бўлса, z) *= i X  +  jY - \ -  k Z  вектор майдон потенциал
вектор^ .шидода^-дейилади. Бу ҳолда Ғ  векторнинг проекция- 
л а р н ^ _ _ ^ ^ ^ г '^

^  Х  =  ^ ,  Y  =  ^ r ,  z ~ d4 L .
дх ду д г '

бўлади. Бу тенгликдардан қуйидагилар келиб чиқади (I том 
VIII боб 12-параграфга қаранг):

ёки

К
ду &

И = дА
02 д у '

д_Х __дУ __  о О
ду д к ’ д г  ду ’

М .*
дг

Ш.
дг

М .
дх 1 

дх
0.

Демак, қаралаётган Ғ  вектор учун
rot F  *= о.

Шундай қилиб, ушбуни ҳосил киламизі
rot (grad и) «= 0. (7)



260 XV О О б. ЭГРИ ЧИЗІЩ Л И ВА  СИРТЛАР Б У ІШ Ч А  ОЛИНГАН ИН ТЕГРАЛЛАР

V операторни қўллаган ҳолда, (7) тенгликни (4) ва (б) фор­
мулаларга асосан бундай ёзиш мумкин:

( Ѵ Х Ѵ ^ ^ О -  (7')
Вектор кўпайтмани скалярга кўпайтириш учун кўпайтувчи- 
лардан бирини шу скалярга кўпайтириш етарли экани хосса- 
сидан фойдаланиб, (7') формулани бундай ёзиш мумкин:

(ѵХ ѵ) и =  ОТ (7")
Бу ерда ѵ  оператор яна оддий векторнинг хоссасига эга: век­
торнинг ўз-ўзи билан вектор кўпайтмаси нолга тенг.

Агар Ғ ( х ,  у, г) вектор майдон учун rot/? =  0 бажарилса, 
уни уюрмали. бўлмаган (ёки беуюрма) вектор майдон дейи­
лади. (7) тенгликдан дар қандай потенциал майдон беуюрма 
майдон эканлиги келиб чиқади.

Бунинг тескариси ҳам тўғри, яъни агар бирор Е  вектор 
майдон беуюрма бўлса, у потенциал майдон бўлади. Бунинг 
тўғрилиги 7- параграфнинг охирида келтирилган мулоҳазалар- 
дан келиб чиқади.

5) div/7 =  0 бажариладиган Е  (х, у, z) вектор майдон, яъни 
манбасиз (8 -параграфга қаранг) вектор майдон соленоидаль*) 
ёки гпрубкасимон (яъни найсимон) деб айтилади. Энди

div (rot Е) =  0 (8)
эканини, яъни уюрма майдон манбадан ҳоли эканини исбот 
қиламиз.

Ҳақиқатан, агар Ғ  =  ІХ -f j Y -f kZ бўлса, у ҳолда

roi Е  = ; (й . _  i l ) + / 1 «  _  «■) +  k l i l  _  Щ  
{ j y  dz l J \dc d x l  W* dy!

ва шунга кўра
div =  +

дх V дг I ду \ дг дх ) дг \д* ду '
7  оператор ёрдами билан (8) тенглик бундай ёзилади:

V (vX F)  =  0. (80
Бу тенгликнинг чап томонини учта вектор ѵ, F, нинг век­
тор-скаляр (аралаш) кўпайтмаси деб караш мумкин, булардан 
иккитаси бир хил. Бу кўпайтманинг нолга тенг экани рав­
шан.

6) Скаляр майдон и =  и {х , у, г)  берилган бўлсин. Гради- 
ентлар майдонини топамиз:

и ш и  =  і |н. + / £ -  +  * £ .
дх ду дг

*) Бу—спираль шаклида ўралгэн сим бўлнб, ундан ток ўтказилса, унинг 
атрофида магнит майдони паиДо бўлади.
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Сўнгра:

- £ £ ) + £  £ ) + £ ( £ )
ёки

. №и . д*и . д!и ,пч
div (grada) = -  +  -  +  - •  (9)

Б у ифоданинг ўнг томони бундай белгиланади

+  ^  +  ^  (Ю)
дх* ду» dz* '

ёки символик тарзда
a« - ( *  +  * + £ W

\д*а ду* дат2/
м лг ж

Д = -------1--------- f- —  символ Лаплас оператори деб аталади.
дх2 ду* дг*

Д ем ак, (9) тенгликни бундай ёзиш мумкин:

_____________div (grad и) =  Дк.________________  (1 1 )

V оператор ёрдами билан (11) тенгликни уш бу шаклда ёзиш 
мумкин:

( ѵ ^ м )  =  АИ, яъни А =  ѵ а, (11 ')

Ш ундай қилиб,

+  ^  +  ^  =  0  (12) 
дх» 1 ду* Аг<>

ёки
ди  =  Ѳ П 2 ' )

тенглама Л ап лас тенгламаси  дейилади. Лаплас тенгламасини 
қаноатлантирувчи функция гармоник функция дейилади.

X V  Б О Б Г А  ДОИР М АШ ҚЛАР

Куйидаги эгри чизиқли интеграллар ҳисоблансин:
1. J  y2dx  +  2* у  dy интеграл х  =  a cos t ,  у = а  sin t айлана бўйича. Жав. 0 .

2. J  y d x  — X  dy интеграл х  — a  cost, y =  asin£ эллипс ёйи бўйича. 
Жав. —  ЪіаЬ.

X  у \
( х2 ~ Т  d x ~  ~х г  2 ~ )  и н т е гРал маркази координаталар бошида

бўлган айлана бўйича. Жав. 0.
{‘ ydx +  xdy „

4. j ----- а _|_ "а—  интеграл у =  х  тўғри чизиқнинг х  =  1 дан х =  2. гача

кесмаси бўйича. Ж а в . In 2.
5. J  yzdx  +  х г  /у +  xydz интеграл 10 дан 2% гача ўзгарганида х =  a  cos f, 

y =  asinf ,  z =  kt винт чизиғининг ёйи бўйича. Жав. 0.
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6 . j" л dy — у dx интеграл х  =  a cos3 1, у — a sin3t астроиданинг ёйи бў-
3

йича. Жав. — ка2 (астроиданинг иккиланган юзи).
4

_ г Sat 3at2
7. x d y - y d x  интеграл х  =  — —— ;у  =  ------- - Декарт япроғкнинг сирт-

! Г3 1 №
моги бўйича. Жав. За2 (кўрсатилган сиртмоқ билан чегараланган соҳа- 
нинг иккиланган юзи).

8 . J  xdy — ydx интеграл х  =  a (t — sin t), у =  а (1 — cos t) (0  <  t <  2к) 
эгри чизиқ бўйича. Жав — бтса2 (циклоиданинг битта арки ва Ох ўқ билан 
чегараланган соҳанинг иккиланган юзи).

Исбот қилинсин:
9. grad (с <?) =  с grad ср, бунда с — ўзгармас.

10. grad (с, f  +  cs 40 =  с, grad <р +  с, grad^, бунда с — ўзгармас.
11. grad (tp’i)  =  <f grad ф +  ^  S rad ?•

12. grad r, grad r 2, g r a d —, grad f  (г) топилсин, бунда г  =  Y  x 2-\-y2-\-z*.

Жав. 2г ; — -  f '  (г); —.
Г Г3 г

13. Исбот қилинсин: div (Л +  В )  =  div А  +  div В .
14. Ҳисоблансин: div г , бунда г  =  хі  - f  yj  +  zk. Жав. 3.
15. Ҳисоблансин: div (Л -f), бунда Л — вектор функция, <р скаляр функ­

ция. Жав. ^ div Л +  ( gr a d?  Л)
16. Ҳисоблансин: d iv (r -c ) , бунда с —ўзгармас вектор. Жав. (с-г)\г.
17. Ҳисобланснн: d iv £ ( /v l) .  Жав. А В .
Исбот қилинсин:
18. rot (с,Л , +  с2Лз) =  ct rot Л , +  с2 rot Л 2, бунда Cj ва с2 ўзгармас.
19. rot (Л с) — grad Л Х с , бунда с — ўзгармас вектор.
20. rot rot Л =  grad div Л — ДЛ.
21. Л X  grad у =  rot (<рЛ).

С и р т  б ў  й и ч а о л и н г а н  и н т е г р а л л а р
22 . Агар о ёпиқ сирт, п унинг нормали бўлса, J J  cos (tiz) da =  0  экани 

исбот қилинсин.
23. а 2 +  у2 -f г 2 =  R2 сферани г  =  Н текислик билан кесишдан ҳосил 

бўлган сегмент сиртининг Oz ўққа нисбатан инерция моменти т о т м о г а г
2тсЖав. —  (2^ з  _  з/, гн  +  //з).

О

24. X2 +  У2 =  2cz айланиш параболоидини z =  с текислик билан кесиш­
дан ҳосил бўлган сиртнинг Oz ўққа нисбатан инерция моменти топилсин.

Жав. 4яс* 6 ^ і3 +  1 .
15

25. X2 +  у- =  A’ 2z2/ / i 2 конус сиртининг z =  H текислик билан кесилган
2

қисми оғирлик марказининг координаталари ҳисоблансин. Жав. 0; 0; — Н.
3

26. X2 +  у2 +  z2 =  R2 сфера сиртини z =  Н  текислик билан кесишдан 
ҳосил бўлган сегмент оғирлик марказининг координаталари топилсин. Жав.

27. J J  [х  cos (пх) +  у cos (пу) +  z cos (яг)] do топилсин, бунда з-ёпиқ
О

сирт. Жав. 3 V, бунда V — сирт билан чегараланган жисмнинг ҳажми.
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28. J J  zdxdy топилсин, бунда S  — ушбу х2 +  у3 +  z2 =  R* сферанинг 
s

4 „
ташқн тѳмони. Жав, — я к 3.

3
29. J j '  x*dydz +  y2dzdx  - f  z2dxdy топилсин, бунда S  —  ушбу x* +  уъ +  

s
-f- * 2 =  R2 сфера сиртининг ташқи томони. Жав. 0.

_____ уі Z?
30. j’J  V ла+ у ’ ds топилсин, бунда 5 —ушбу —  +  — — — =  0, конуснинг

ён сирти, 0 <  z <  Ь. Жав. . 2* а.У  ? 1 +  Ь1 .
О

31. f ydx  +  zdy +  xdz  интеграл Стокс формуласи бўйича алмаштирил- 
с

син. Жав- — J J  (cosa +  cos3 +  cosy) ds. 
s

Стоке формуласини қўлланиб ва қўлланмасдан (бевосита) қуйидаги эг­
ри чизиқли интеграллар топилсин.

32. J  (у +  z )d x  +  (z +  х) dy +  (х  +  у) dz, бунда L — айлана: х 2 +  у4 +
L

-(-г2= а\ х  +  у 4 г z = ,  0 . Жав. 0 .
33. f x 2y3dx +  dy zdz, бунда L —  айлана .** +  у2 =  R2, г  =  0. Жав.

L

~  8 '
Острѳградский формуласини қўлланиб, сирт интеграллари ҳажм бўйича 

олинган интегралларга алмаштирилсин:
34. J J  (х  cos а +  у cos р -f- z cos 7) ds. Жав. J j J  Zdxiydz =  3 V.

35. J J  (x 2 +  f  +  z 2) (dydz - f  dxdz +  dKdy). Ж ав. 2  J J J  (x + y + z )d x d y d z .
s V

36. J J  xydxdy  -f- уzdydz +  zxdzdx. Жав. 0.
•s

Я

да да ди „  f f f  /д 2и д2и- , , іг  + - м<1г+- іх1,.Жа.. j j j  +  ̂  
« 1

+

д2и\
+  — j  d x d y d z .

Остроградский формуласи ёрдамида қуйидаги интеграллар ҳисоблансин.
л2 у2 z 2

38. J J  (х  cos а +  у cos Р +  z cos у) ds, бунда S —ушбу —  +  —  +  —  =  1

эллипсоиднинг сирти. Жав. Аг.аЬс.
39. J J  (д:3 cos а -Ь у3 cos Э +  z3 cos f )  ds, бунда S —ушбу х2 +  у2 +  z2 =  R 2

S
12

сферавинг сирти. Жав. — я/?5.
5

х^ у~ z
40. J J  .V2 dy dz +  у2 dz dx +  z2 dx dy, бунда 5 —  ушбу —  +  — — ~г = 0

na2b3
(0 <  z <  b) конуснинг сирти. Жав. —г — t
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41. I J  X оГу dz +  у d xd z  - f  z dx dy, бунда S'—ушбу х 2 у3 =  а2 цилиндр-
S

нинг сирти, — И  <  z <  Н. Жав. Зтіа*Н.

42. Айният исбот қилинсин: +  dx dy =  ~  ds, бунда С

r, duи  соҳани чегараловчи контур, —  эса ташқи нормаль йўналиши бўйича
on

олинган ҳосила.
Е ч и ш .

J  [(йГ +  dy ) dx'dy =  j ~  Ydx+ Xdy =  f l~ Y cos (s> *) +  *  sln (s> ■*)] ds>
D С C

бунда (s, X )  бурчак С  контурга ўтказилган уринма билан Ох ўқ орасидаги 
бурчак. Агар (п, х) орқали нормаль билан Ох ўқ орасидаги бурчакни бел- 
гиласак, sin (s, х) =  cos (п, х), cos (s, к) — — sin (п, х) бўлади. Демак,

О”' If +  dy") d X d y  = J ̂  C0S (/7’ ^ + Y  Sin
D С

du du
X  — ~  леб олиб, қуйидагини ҳосил қиламиз:

U? + w r  dy = J cos (л' x) +  d 7 sin (й- х) J
ёки

Я
дая д2и С du

d x d y = \ J 7  ds-[d*2 dy2J '  J  dn
u  С

43. Грин формуласи деб аталувчи ушбу айният исботлансин:

5Я і л  “ у  *  -  J j K i  - *  5г)
^ а

бундаги и  ва V  функциялар < соҳада узлуксиз ҳа.мда иккинчи тартивли у»- 
луксиз ҳосилаларга эга.

Аи ва Лѵ символлар қуйндагиларни билдиради:

д 2и д 2и  д 2и  д2ѵ д 2ѵ  д 2ѵ

U ~  dx2 dy2 + дг2’ 4t> ~  d x 2 +  d f  +  дг2'
Е ч и ш .

д *  д ?  dZ \
+ ^ Г  +  —  \ d x d y d z  ■=,дх ду dz J

fj cos (я, X )  - f  Y  cos (n, y) +  Z cos (n, г)] da.

Энди
X = v u x -  uv'j
Y  =  vu'y — i t c y

Z = v u 'z -  uv't .
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деб олсак, у вақтда
дХ d Y  dZ . . .
t e  +  +  Tz =  Ѵ (“"  +  “ ѵу + и«> "  “ (ѵ"  +  ѵ уу +  Ѵ**] *

— ѵ&и—икѵ,

X  cos (я, X) +  Y  cos (я, у) H- Z cos (я, z) =
=  w (и * cos (я , * )  +  и,, cos (я, у) +■ иг cos (я, г ))  —

, , , ди дѵ
— и (ѵх cos (я , к) +  v y cos (я, у) +  ѵг cos (я, г)) -  ѵ —  — и — .

Демак,

i l l  (v A u -u \ v )d x  dy d z ^  j
44. Айният исбот қилинсин:

V э
бунда __________________

— з*з— т — б*п--------------------------------------—
Аи — ---- 4- —  -j-------- .

dx2 г  ду2 dz3

Е ч и ш .  Юқоридаги мисолда чиқарилган Грин формуласидаги ѵ ни I га 
тенг деб оламиз. У ҳолда Да =  0 ва кўрсатилган айният ҳосил бўлади.

45 Агар и (х , у, z) бирор содада гармоник функция бўлса, яъни бу со- 
д2и д2и д2и

ҳанинг исталган нуқтасида —  4- —  - f  —  =  0 Лаплас тенгламасини қано-
дх2 ду2 dz2

атлантирса,

И й * - *о
бўлади, бунда о- ёпиқ сирт.

Е ч и ш .  Бу 44- масаланинг формуласидан бевосита келиб чиқади.
46. и (х, у, г )  бирор V соҳадаги гармоник функция бўлсин ва V сода­

да маркази М (xlt уь гх) нуқтада ва радиуси R бўлган а сфера жойлашган 
бўлсин.

и (*і. Уі. *і) = = и ь
эканлиги исбот қилинсин,

Е ч и ш .  R ва р (р <С I" ) радиусли ва маркази М (xit ylt zrf нуқтада бўл- 
ган иккита о, а сфера билан чегараланган 2  соҳани қараймиз, и деб говори­
ла кўрсатилган функцияни, ѵ деб эса

1 1
V =  =

г  у ( х -  х ху  +  (у — у ,)а +  {г — z j*
функцияни қабул қилиб, бу соҳага 4 3 -масалада аниқланган Грин формула- 
сини татбиқ этамиз.

Тўгридан-тўғри дифференциаллаш ва ўрнига қўйиш билан
д2ѵ д‘ѵ д^ѵ
—  +  —  +  —  ■= О, дхг ду3 dz-
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эканлигига ишонч ҳосил қиламиз, Демак,

г  дп дп 1

д і

H f e - T f 1) * - Я  Ь г — '-Ф )* -*
Z. °

о ва з сиртларда— миқдор ўзгармас ва — V шунинг учун —  ни
г' V д ____ Р / /"

интеграл ишорасининг олдига чиқариш мумкин. 45- масалада аниқланган на- 
тижага асосан қуйидагиларни ҳосил қиламиз:

Демак,

бироқ

Шунинг учун

ёки

L  ~5

дл rfr г 2

£. и

Ўнг томондаги интегралга ўрта қиймат ҳақидаги теоремани татбиқ 
этамиз:

Л Ь = ^ Я -
л  т

бунда и. (і, т], С) маркази Лі (хи уи г ,)  нуқтада, радиуси р бўлган сфера сир- 
тидаги нуқталар.

Р ни нолга интилишга мажбур этамиз; у  вақтда и (J, ц , С) -+ и  ( * ь у 1( г ; ) .
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Демак, р -*• 0  да қуйидаги ҳосил бўлади:

~  J J  a da ■* и (гі, * і)  4я.

о

Сўнгра, (1) тенгликнинг ўиг томони-р га боғлиқ бўлмаганлигидан р О  
бўлганда охирги натижани ҳосил қиламиз:

Я2

ёки

~  j j*ud a =  (Arlt у,, zt)

<3

*(*1 . Л.



2 Л si I

XVI БОБ  

ҚАТОРЛАР

1 - § .  Қатор. Қаторнинг йиғиндиси

1 - т а ъ р и ф .
U\,  U 2 ,  K g ,  .  ,  « ,  tln,  « • f

чексиз сонлар кетма-кетлиги*0 берилган бўлсин. Уш бу

«1 +  «2 +  «8 +  ■ •. +  +- . . .  (1) 
ифода сон л и  ц ат ор  дейилади. Бунда к ,, и2, й„, . . .  , ип, . . .  
сонлар ц ат орнин г ҳ а д л а р и  деб аталади.

2 - т а ъ р и ф .  Қаторнинг олдинги п  та чекли ҳадларининг 
йнғиндиси

s n — М1 ~Ь +  к 3 +  . . .  +  Кя 

цат орнинг ti-цисмий йиғиндиси  дейилади.
Куйидаги қисмий йиғиндиларни қараймиз:

St =  Uu  

S 3 =  «1 +  «2 ,

$8 =  U\ +  н2 +  к8,
«" I'
Л̂ =  Й1 + Й! + И8+  ••• 4" Ип,

Агар 5 =  lim sn чекли лимит м авж уд бўлса, уни (1 ) ца-
П-*- со

т орнинг йиғиндиси  деб аталади ва ц ат ор  яц и н лаи іади  д ей и ­
л а д и .  s :  р

Агар Ііш sn м авж уд бўлмаса (масалан, п -С  со да s „ -+■ оо),
Л  -*  оо

(1) ц ат ор  у зо ц л а и іа д и  ва  унинг йиғиндиси  бўлмайди.

М и с о л .  Ушбу
а  +  aq  +  aq1 +  ... +  aqn~ x +  . . .  (2)

қаторни текширамиз.

*) Агар п берилганда кетма-кетликнинг исталган и„ ҳадини топиці мум­
кин бўладиган квнун маълум бўлса, кетма-кетлик берилган деб ҳйсобла- 
нади.
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Бу қатор биринчи ҳади я(а -f- 0) ва махражи q бўлган г е о м е т р и к  
п р о г р е с с и я д и р .

Геометрик прогрессия олдинги п та ҳадининг йиғиндиси (q +  1 бўл-

Демак, I q | <  1 бў л ганда (2) қатор яқинлашади ва унинг йиғиндиси

Демак, sn нинг лимити бўлмайди, катор узоқлашади.
Щуйдай қидиб, геометрик прогрессия (биринчи х;ади нолдан фарқ қил- 

ган) махраЖининг абсолют қиймати бирдан кичик бўлгандагина яқинлашади.

1- т е о р е м  а. А га р  б е р и л га н  (1 ) ц ат орнин г би р  ц ан ча  
ҳ а д л а р и н и  т аи іл аш  б и л ан  ҳ о с и л  ц и ли н ган  ц ат ор  яц и н лаи і-  
с а , б ер и л га н  ц ат орн и н г ў зи  ҳ ам  я ц и н л аш ади . А ксинча, а га р  
б ер и л га н  ц ат ор  я ц и н л аш са , унинг бир ц а т а  ҳ а д л а р и н и  
т а ш л а ш  би л ан  ҳ о с и л  ц и л и н ган  ц ат ор  ҳам  я ц и н л аш ади .

Бош қача айтганда: ц ат орн и н г ч ек л и  сон да ги  ҳ а д л а р и н и  
т а ш л а б  ю бориш  унинг я ц и н л аш и ш и га  т аъсир эт м айди.

И с б о т .  Ф араз этайлик, s„ (1) қатор дастлабки п та ҳади- 
нинг йиғиндиси, ck таш ланган k  та ҳадининг йиғиндиси (п  етар­
ли дараж ада катта бўлганда ҳам м а таш ланган ҳадлар  s n Йи- 
ғиндида бўлишини эслатамиз), ол-а  қаторнинг s„ йиғиндиг/*

ганда):
a —aqn

Ёки

я I - ?  1 — q'
1) Агар I q I <  1 бўлса, n-+ oo да qn ■* 0, демак,

a
1 - 9

2) Агар 19 ! >  1 бўлса, n oo да | qn | -*• oo ва шунинг учун n -+  oo да
n n n

Й +  Я +  Я +  •••
кўринишда бўлади. By ҳолда

s„ =  n a , l t mS r t ^ o o ,

a —a + a —a +
кўринишда бўлади. By ҳолда:



270 X V I б о б .  ЦАТОР ЛАР

кирувчи ва с* га кирмайдиган ҳадларининг йиғиндиси бўлсин. 
У  вақтда қуйидаги тенглик ҳосил бўлади:

=  Ck +  an - k ,

бунда ск ўзгарм ас сон (п га боғлиқ эмас).
О хирги м уносабатдан, агар lim an-k  м авж уд бўлса, lim з я

n-*-oo П-+ОС
ҳам м авж уд бўлиши, агар lim s n м авж уд бўлса, llm ол_ *  ҳам

П -*- оо f l- + o o

мавж уд бўлиши келиб чиқади, бу эса теореманинг тўғрилиги- 
ни исботлайди.

Параграфнинг охирида қаторларнинг иккита оддий хо сса - 
сини кўрсатам из.

2 - т е о р е м а. А га р
a i +  о2 +  . . .  (3)

қ ат ор я қ и н л а ш са  ва  й и ғи н даси  s г а  т ен г б ў л са ,

c a t - f  c a 2 +  . . .  (4)

қ ат ор  ҳ а м  я қ и н лаш ади  ва  йиғиндиси  c s  г а  т ен г б ў л ад и . 
бун да с би рор  б е л ги л а н га н  ў з га р м а с  сон .

И с б о т .  (3) қаторнинг я-қисмий йиғиндисини sn билан, (4) 
қаторникини эса оп билан белгилаймиз. У  ҳолда

ап =  с а і +  •. • + с а л =в с ( а ѵ Н- . . .  +  а„) =  c sn.
Бундан

lim  ал =з lim  (cs„) =  с lim s „ =  csП-*-оо П-*-оо ft-*- уо
бўлгани у чу н  (4) қатор я-қисмий йигиндисининг лимити мав­
ж уд эканлиги чиқади.

Д е м а к ,  (4 ) қатор яқинлашади ва унинг йиғиндиси cs  га 
тенг.

3- т е о р е  м а. А гар

a i +  а 2 +  . . .  • (5)
ва

b i +  b2 +  . . .  . (6) 
ц ат ор  л а р  я қ и н л аш са  ва  у л ар н и н г й и ғи н ди л ар и  м ос р а ви ш ­
д а  s  в а  s  г а  т ен г б ў л с а , у  ҳ о л д а

(«1 +  bi)  +  (я 2 +  b2) -f- . . .  (7)
ва

(a i — ^ і) +  (^2 ~  b 2) +  . . .  (8)

қат орлар^  ҳ а м  я қ и н лаш ади  ва  й и ғи н ди л ар и  м ос р а ви ш д а  
s +  s ва  s  — s  г а  т ен г б ў л ад и .
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И с б о т .  (7) қаторнинг яқинлашишини исботлаймиз. Унинг 
я-қисмий йиғиндйСини ол била^ (5)_ва (6) қаторлар я-қисмий 
йиғиндиларини мос равишда sn ва билан белгилаб, қуйида- 
гини ҳосил қиламиз:

а„ =  (at +  Ьі) +  . . .  +  (<*я+ ьп)ш(аі+  • . .  ѵі- an)+
+  (bi +  ... +  bn) =  s„ +  sn.

Б у  тенгликда n -*■ oo да лимитга ўтсак:

lim  on =  lim(s„ +  ? n) =  lim s „ + lim  sn =  s  +  sn.
П-+00 П-+ oo Jl-* oo

Ш ундай қилиб, (7) қатор яқинлашади ва унинг йиғиндиси 
s +  s  га тен г. _  =

(8 ) қаторнинг яқинлашиши ва унинг йиғиндиси s — s га 
тенглиги ҳам шунинг сингари исбот қилинади.

(7) ва (8 ) қаторлар ҳақида, улар (5 ) ва (6 ) қаторларни 
ҳ а д л а б  қўлш ш  ёки мос равиш да айириш натижасида ҳосил 
цилинган дейилади.

2 -§ .  Цатор яқинлашишининг зарурий аломати

Қаторларни текш иришдаги асосий масалалардан бири б е­
рилган қаторнинг яқинлашиш ёки узоқлашиш масаласидир. 
Куйида б у  масалани ечиш учун  асос бўладиган етарли ало- 
матлар кўрсатилади. Бунда биз қатор яқинлашишининг зар у­
рий аломатини қараймиз, яъни шундай шартни ўрганамизки, у 
бажарилмаганда қатор узоқлаш ади.

Т е о р е м а .  А га р  қ ат ор  я қ и н лаш са , п яек си з ў си б  бор-  
га н д а  унинг п -ҳ ад и  н о л га  и н т и лади .

И с б о т .  Фараз қилайлик,

мі 4* и2 +  нз • • • +  ип 4" • • • 
қатор яқинлашсин, яъни

Ііщ J » *S
Т1-+ оо

тенглик ўрцнли бўлсин, бунда s қаторнинг йиғиндиси (яъни 
белгиланган чекли сон); лекин у  ҳолда

lim s„-i «= s
П-+ oo

тенглик ҳам ўринли, чунки п -+  оо да (п — 1 ) - > о о .  Биринчи 
тенгликдан иккинчи тенгликни ҳадлаб айириб, нуйидагини ҳо- 
сил қиламиз:

11m sn— lim sn_ j  =  0
П-+ oc П-+&»
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еки
lim (s„— 5л_ і)  =  0 .
n-*-t

Бироқ
s n S n - 1 =  U n.

Д ем ак,
lim un =  0,
П ~¥ OO

талаб қилинган исбот ана ш у.

Н а т и ж а .  А га р  и -> со д а  ц ат орнин г п -ҳ а д и  н о л г а  ин• 
т и л м аса , ц ат ор  у зо ц л а ш а д и .

М и с о л .
1 — i t  п
3 +  5 +  7 +  + 2п +  \ +  •”

қатор узоқлашади, чунки

“ “ « ( й + п ) "  і  ^ 0-

Қаралган аломат фақат зарурий, лекин етарли эмаслигини, 
яъни п -ҳ ад н и н г н о л га  ин т илииіидан , ц ат орн и н г я ц и н лаи іи -  
іип к ел и б  чицм аслигини, ц ат ор  у зоц лаи іувяи  ҳ а м  бўлиш и  
м ум кинлигини т аък и длай м и з.

іМасалан, гарм он ик  ц ат ор  деб аталадиган уш бу

1 + 2 + І + 1 + - -*
ц ат ор

lim и п=  lim — = 0 ,
л-*- 00 П-+00 И

бўлса ҳам узоқлаш ади.
Буни исбот қилиш мақсадида гармоник қаторни батафсил

ёзиб оламиз:

1 +  — +  - +  -  +  -  +  -  +  -  +  -  +2 3 4 5 6 7 8

О- 1 -L 1 _1_ 1 1 1 I 1 , 1 , 1 , 1 ,  /1Ч
+  ? +  Ю + П + Т2 + й  +  й + Т І  +  й  +  й + " ‘ (1)

8н д и  ёрдамчи қатор ёзамиз:
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16 та қўшилувчи

4 - Г Г  Г Х  I (2)
32 * ' *  32

(2 ) қатор қуйидагича тузилгаи: биринчи ҳади 1, иккинчи 

ҳади учинчи ва тўртинчи ҳади j-, беш инчидан саккизинчи-

гача бўлган ҳадлари —, тўққизинчидан 16-гача бўлган ҳад-
8

л а р и — , 17-дан 32-гача бўлган ҳадл ар и Ц - га тен г ва ҳоказо . 
16 32

(1) гармоник қаторнинг дастлабки п  та ҳадининг йиғинди- 
сини s<« билан ва (2) қаторнинг дастлабки п ҳадининг йигии- 
дисини «W билан белгилаймиз.

(1) қаторнинг ҳар  бир ҳади (2) қаторнинг унга мос ҳади- 
дан катта ёки унга тен г бўлгани учун  п >  2 бўлганда

________ _______________________ * 0) ^  Ш и

п нинг 2 1, 22, 23, 2\  25 қийматлари учун  (2) қаторнинг 
қисмий йиғиндиларини ҳисоблаймиз:

S2 =  1 +  1 = 1  +  1 . I

S4=1 + i  +  (i +  l) = 1+ 2 + І  = 1+2 ‘ І ’
58 = 1+І + (і  + і ) + (7 + і  +  ? +  !)  = 1 + 3 , І ’

= 1 + і + ( і  +  i ) +  (! + • •  • + ? ) + (т ^ + - - - + і і ) *
4 та қўшилувчи 8 та қўшилувчи 

=  1 + 4 ' І ’

«82 -  1 + i  +  ( j + { ) +  ( }  ^
4 та қўшилувчи 8 та қўшилувчи

16 та қўшилувчи

s 2„ =  1 +  б • 's 2I=  1 +  7 • I  ва ум ум ан s2* =  1 + /г  • эка- 

ни ҳам юқоридаги сингари ҳисобланади.
18 Н. С, Пискунов, 2-т.
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Ш ундай қилиб, k  етарлича катта бўлганда (2 ) қаторнинг 
қисмий йиғиндилари ҳар қандай мусбат сондан катта бўлиши 
мумкин, яъни

11m sW =  oo,
П - +  oo

лекин, (3 )  муносабатдан

lim oo,
П-+ <*>

эканлиги келиб чиқади, яъни (1) гармоник қатор узоқлаш ади.

3 - § .  М усб ат ҳадли  цаторларни таққослаш

М у с б а т  ҳ а д л и  иккита қатор берилган бўлсинг

ut +  U2 +  Ц8 +  • • • + # „ + . . ( 1 )  

+  ^2 +  ^8 +  • • . +  ѵ п +  • • •• (2)

Б у  қаторлар учун  қуйидаги теоремалар ўринлидир.

1 - т е о р е м а .  А га р  (1) цат орнинг ҳ а д л а р и  (2)  ц ат орн и н г  
м ос ҳ а д л а р и д а н  к ат т а б ў л м аса , яъни

ип < ѵ п ( я - 1 , 2 . . . , )  (3)

ва  (2)  ц ат ор  я ц и н лаи іса , (1)  ц ат ор  ҳ ам  я ц и н лаіи ади .
И с б о т .  Биринчи ва иккинчи қаторнинг қисмий йиғинди- 

ларини мос равиш да s„ ва о„ билан белгилаймиз:
л п

Ѵ1-/—1 1
(3) шартдан

(4)
вкани келиб чиқади.

(2) қатор яқинлаш увчи бўлгани сабабли унинг қисмий йи- 
ғиндисининг о лимити м авж уд бўладш

lim оп =  a.
П-юа

(1) ва (2) қаторлар ҳадларининг мусбатлигидан ап <  а экани 
чиқади. У  ҳолда (4 ) тенгсизликка асосан

sn < a-
Ш ундай қилиб, биз sn қисмий йигиндининг чегараланган экан- 
лигйни исбот қилдик. п ортиши билан s n қисмий йигиндининг 
ўсишини кўрамиз, қисмий йиғиндилар кетма-кетлигининг ў с у в -
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чи ва чегараланган эканлигидан эса унинг лимитга*' эга экан­
лиги чиқади:

lim s„ =  s,
П-*°о

бунда
s  <  о,

эканлиги равш ан.
1-теорем ага асосан баъзи бир қаторларнинг яқинлашиши 

ҳақи да фикр юритиш мумкин.
1 - м и с о л .  Ушбу қатор

1 1 1  1 

1 +  2» +  З5 + +  +  л" +  *’ * 
яқинлашади, чунки унинг ҳадлари

1 1 1 1 
+  2J + 2 i '+ '2* +  ’ •* + 2 " +  

қаторнинг мос ҳадларидан кичик.
Аммо кейинги цатор яқинлашади, чунки унинг ҳадлари иккинчисидан

бошлаб, махражи — га тенг бўлган геометрик прогрессия тузади. Бу қа- 

торнинг йиғиндиси 1 га тенг. Демак, 1-теоремага асосан, берилган қатор

ҳам яқинлашади ва йиғиндиси 1 дан ортмайди.

2 - т е о р е м а .  А га р  (1) қ ат орн и н г ҳ а д л а р и  (2) ц ат орнин г 
м ос ҳ а д л а р и д а н  кичик б ў л м аса , яъни

ч п >  (5)
б ў л с а  ва  (2) ц ат ор  у зо ц л а ш са ,  (1)  ц ат ор  ҳ а м  у зо ц л а ш а д и . 

И с б о т .  (5) шартдан
s n >  а„. (6 )

эканлиги келиб чиқади.
(2 ) қаторнинг ҳадлари мусбат бўлгани учун  п  ўсганда унинг 

қисмий йиғиндиси оя ҳам ўсади, лекин қатор узоқлаш увчидир, 
ш унинг учун

lim оп — oo.
П-+°о

Л екин (6) тенгсизликка мувофиқ
lim s„ =  со,
П -* -  оо

яъни (1), қатор узоқлаш ади.

*) sn ўзгарувчи лимитга эга эканлигига ишонч ҳосил қилиш учун кет- 
ма-кетликнинг лимити мавжуд бўлишининг битта белгисини эслаймиз (1 т.
II бобининг 5-§ даги 7-теоремага қаранг): „агар ўзгарувчи чегараланган ва 
ўсувчи бўлса, у лимитга эга бўлади* Бу ҳолда s„ йиғиндининг кетма-кет- 
лиги ўсувчи ва чегараланган, демак, лимитга эга, яъни қатор яқинлашади.

18*
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2 - м и с о л.

1 1  1
1 +  Г 2  +  Г § +  -  + 7 !  +

қатор узоқлашади, чунки унинг ҳадлари (иккинчидан бошлаб) узоқлашувчи 
бўлган

------1------ 1----------------1-----------
1 +  2 +  з +  . . . + -  +  . . .

гармоник қаторнинг мос ҳадларидан катта.

1 - и з о ҳ .  Ю қорида исботланган аломатлар (1-ва 2-теорем а- 
лар) ф ақат мусбат ҳадли қаторлар учун тўғри. 1-ва 2-қатор- 
ларнинг баъзи ҳадлари ноллар бўлган ҳол учун  ҳам улар ўв 
кучида қолади. Аммо қаторнинг ҳадлари орасида манфий со н ­
лар бўлса, бу аломатлар тўғри бўлмайди.

2 - и з о ҳ .  Агар (3) ёки (6 ) тенгсизлик ҳамма 1, 2, 3, . . . 
учун эмас, балки фақат п >  N учун  бажарила бош ласа, шу 
ҳолдагина 1-ва 2-теоремалар тўғридир.

4 - § .  Д алам бер аломати

Т е о р е м а  ( Д а л а м б е р  а л о м а т и ) .  А га р  м усбат  ҳ а д л и

ил +  Щ +  +  . . . +  ип +  . . .  (1)
ц ат ор  (га +  1) ҳ ади н и н г п -ҳ а д и га  нисбат и п -► оо д а  I (чек ли )  
лим ит га э г а  б ў л са , яъни

lim “i ± j  =  / (2)
ft-*- во Un

б ў л са , у  вац т да :

1) /  <  1 б ў л га н  ҳ о л д а  ц ат ор  я ц и н л аш ади ,
2) I  >  1 б ў л га н  ҳ о л д а  ц ат ор  у зо ц л а ш а д и .

(I 1 бўлган ҳолда теорема каторнинг
ч-t  яқинлашиши ёки узоқлаш иш и ҳақидаги

- {  t саволга жавоб бера олмайди.)
о l uj m q  ‘ И с б о т .  1) / <  1 бўлсин. l < q <  1

" муносабатни қаноатлантирувчи q сонни
858-расм. қараймиз (358-расм ).

Лимитнинг таърифидан ва (2) муно- 
сабатдан бирор N номердан бошлаб, rt нинг барча қийматлари 
учун , яъни п  <  N учун

^ ± i < g ,  (2 ')Uп
тенгсизликнинг ўринли бўлиши чиқади.

Ҳақиқатан, -р^миқдор I га интилганлиги учун миқ-
п *п

дор билан I сон орасидаги айирмани (бирор N  номердан бош-
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лаб), абсолю т қиймати ҳар қандай мусбат сондан кичик, ж ум- 
ладан, q  — l  дан кичик бўлади, яъни

хп+1 - I < q  — l .

Охирги тенгсизликдан (2 ')  тенгсизлик келиб чиқади. Б у 
тенгсизликни N номердан бошлаб, п нинг турли қийматлари 
у чу н  ёзиб қуйидагиларни ҳосил қиламиз:

«*+1  <

UN+2 <  ?«N+1 <  ?*»*• (3)

* N + 3 N'

Энди қуйидаги икки қаторни текширамиз:

Щ  +  «2 +  а з +  • • arN +  4 N+1 +  Ид,+2 -f- . . . ;  (1)

«v +  ?«A- H 4 v +  • • • • 0 ')
(1 ')  қатор мусбат # < 1  м ахраж лигеометрикпрогрессиядир. 

Д ем ак, бу қатор яқинлашади. (1) цаторнинг ҳадлари uN+1 дан 
бош лаб ( Г )  цаторнинг ҳадларидан кичик. 3-параграфдаги 1- 
теоремага ва 1-параграфдаги 1-теоремаларга асосан (1) цатор 
якинлашади.

2 ) / >  1 бўлсин. У  ҳ о л д а ^ ®  = 1 (бунда / > 1 )  тен г­

ликдан, бирор N  номердан бошлаб, яъни 
п  >  N учун I -> і - і

*П + 1
> 1

359- раем.(359- раем) ёки барча п >  N учун  
м я + і  >  ип тенгсизликнинг бажарилиши 
келиб чицади. Л екин бу тенгсизлик цаторнинг ҳадлари N -f  1 
номердан бошлаб ўсишини билдиради. Ш унинг учун цатор­
нинг умумий ҳади нолга интилмайди. Д ем ак, цатор узоцла- 
шади.

1 - и з о х .  П т - 4 + 1 = :  со бўлган ҳолда ҳам цатор узоцлаш а-* П-*-оо ft

ди. Бѵ агао Hm оо бўлса, бирор ѣ — N номердан бош-
J  *  п ~ +  со

лаб, - ёки « я+і >  иптенгли к тўғри бўлишидан келиб чицади.
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1- м и с о л. Ушбу

1 . 1  1 
1 +  Т Т І  +  Т П Т І + ; - - +  1 . 2 . 3  . . . п  +  '

қаторнинг яқинлашиши текширилсин.
Е ч и ш .  Бунда 

. . 1 1 . .  1

Демак,

l - 2 - З . . . и  я! ’ 1 - 2 - . . .  • п (я Н- 1) (я + 1 ) 1 *

ип+ 1 _  я! 1

ип (n-j-1 )! п +  1 '

lim - lim  1 _  п < |
ип п-*х> п +  { — -

Қатор яқинлашади.
2 - м и с о л. Ушбу

' 2  2а 2з чп
1 +  2 +  3 + - ■  +  —  +  .•«

қаторнинг яқинлапшши текширилсин.
Ечиш. Бунда

2я 2Л+1 ип+ 1
п ’ “ я 1-1 ~  п +  1’ а — 2 п +  1

lira а п+і _  iim л п _ 4 s  I 
n - “ un n - “ n + 1

Катор узоқлашази, унинг умумий ҳади чексизликка интилади.

2 - и з о ҳ .  Даламбер аломати ф а қ а т ^ ^ —̂  м авж уд ва 1
"* ип

дан фарцли бўлган ҳолда берилган мусбат цатор яцинлаш а- 
дими деган  саволга ж авоб беради. Агар бу лимит м авж уд

бўлмаса ёки мавж уд бўлса-ю , лекин JI™ -^ ± 1  =  1 бўлганда ца-
“ п

тор яцинлашувчи ҳам, узоцлаш увчи ҳам бўлиши мумкин бўл- 
ганлигидан Даламбер аломатицаторнинг яцинлашиши ёки узоқ- 
лашишини аницлаш у чу н  имкон бермайди. Бундай цаторлар- 
нинг яцинлашиши ҳацидаги масалани ҳал цилиш учун  бирор 
бошца аломатдан фойдаланиш керак.

3- и з о ҳ . А гар =  1, лекнн —̂  нисбат барча п но-
ип ип

мерлар у чу н  уларнинг биронтасидан бошлаб, бирдан катта 

бўлса, цатор узоцлаш ади. Б у  эса а г а р >  1 бўлса, кл+1> и л
u «л

бўлинишидан ва n -*co  да умумий ҳад  нолга интилмаслигидан 
келиб чицади.

Айтилганларни тасвир этадиган миселлар қараймиз.
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3-м и с о л. Ушбу

1 2  3 я

Т + з + Т ' Г - - - +  и +  1 + - ' -
қаторнинг янинлашиши текширилсин.

Е ч и ш .  Бунда
я +  1

lim ип+ 1 _  lim _  lim " 2 +  2я +  j . =  j.
Л -+00 и  Л - * ° о  tl Т1-+ -с о  И  " Ь  2 / 2

Л /1 +  1

Бу ҳолда қатор узоқлашади, чунки n+.l  >  1 бўлганлиги сабабли барча га 

учун:
цл+і =  raa -f 2га -|-1 ^  

u„ я а +  2я
4- м и с о л. Ушбу

1 1 1

_______________________1 +  I + a + - - - +  я + ’ - " ______________________
1 1

гармоник қаторга Даламбер аломатини татбиқ этиб, ип =  -  “ я + 1 =  ^  

эканлигини, демак,

lim un+l „  lim гс — 1
Л-»» ип п-+'° п -|_ 1 ’

бўлишини топамиз. Демак, берилган қаторнинг яқинлашувчи ёқи узоқлашув- 
чн эканлигини Даламбер аломатига асвсан аниқлаш мумкин эмас. Лекин, биз 
илгари гармоник қаторнинг узоқлашувчи эканлигини бошқа йўл билан кўр- 
сатган эдик.

5- м и с о л. Ушбу
1 1 1 ___ 1 _

1 * 2  2 • 3 3 - 4  и (я +  1)

цаторнинг яқинлашиши текширилсин.
Е ч и ш .  Бунда

_  1 =_________ 1

“л ”  га (га +  1)’ “я+1 ~  (га +  1)(га +  2)’

lim “n+i =  lim п (п +  _  Hm п _  j 
/>-** ип л-«> („ +  1 )(и +  2) л- “  я +  2

Даламбер аломатрга асосан қатэрнинг яқинлашиши ҳақида хулоса чиқа- 
риб бўлмайди, лекин бошқа мулеҳазаларга кўра бу қаторнинг яқинлашувчи 
эканлигини аниқлаш мумкин. Энди

1 1 1 

га (я +  1) я  га +  1’ 

эканлигини эътиборга олиб, берилган қаторни
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шаклда ёзиш мумкин. Қавсларни очиб, қисқартиргандан сўнг, бу қатор 
дастлабки л та ҳадининг қисмий йиғиндиси қуйидагича бўлади:

Демак,

lim s — Urn Л  _  1 A  ._______п.**, п n + l j  * ,

яъни қатор яқинлашади ва унинг йиғиндиси 1 га тенг,

5 -§ . Коши аломати

Те оре ма  ( Коши аломати) Агар мусбат ҳадли цатор 
И1 Н-  U2 +  из +  • • • +  ч п +  • • • (1)

учун \/~й~мицдор п со да I чекли. лимитга эга, яъни

бўлса,
1) I <  1 бўлган ҳолда цатор яцинлашади,
2) I >  1 бўлган ҳолда цатор узоцлашади.
Исбот.  1) I <  1 бўлсин, / <<? < 1  муносабатни цаноатлан- 

тирувчи сонни цараймиз.
Бирор n — N номердан бошлаб

I V  чп — 11 <  q — I

муносабат ўринли бўлади, бундан

Ш т
ёки ҳамма п >  N учун ип <  qn эканлигн келиб чицади.

Энди ушбу икки қаторни цараб чицамиз:

иі +  « 2  +  «з +  • •. +  uN +  uN+l -j- uN+2 +  . . . ,  (1)

qN +  qN+l + q N+2- t . . .  (1')
(Г ) цатор яцинлашади, чунки унинг ҳадлари камаювчи гео- 

метрик прогрессия ташкил этади. ( 1 ) қаторнинг ҳадлари uN
дан бошлаб (Г) қаторнинг ҳадларидан кичик. Демак, (1) ца­
тор яцинлашади.

2) /  >  1 бўлсин. У вацтда бирор п =  А/ номердан бошлаб,

Ѵ т п > \
ёки

* „ > 1
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бўлади. Аммо қаралаётган цаторнинг ҳамма ҳадлари « N дан 
бош лаб 1 дан катта бўлса, қатор узоқлаш ади, чунки унинг 
умумий ҳади нолга ингилмайди.

М и с о л .  Ушбу

з + ( І ) +(у) + ••• + (*гЫ + -
қаторнинг яқинлашиши текширилсин.

Е ч и ш. Коши аломатндаи фойдаланамиз:

Нш П/-— _  Ц т ! п \п_  
п-=° * п п~*' 1 \2я +  і)

Ііш п _  1 , 
вн-  2я +  1 2 *

Қатор яқинлашади

И з о ҳ. Даламбер аломатидаги каби,

\™ утп = 1  =  \,П-> СС г п 1
бўлган ҳол қўшимча текширишни талаб қилади. Б у шартни 
қаноатлантирувчи қаторлар орасида я-қинлашувчи қатор ҳам, 
узоқлашувчи қатор ҳам учраши мумкин. Масалан, гармоник 
қатор (маълумки, у узоқлашади) учун

Нш y j ~  =  Нш , 7 1  =  1 -
/!“*■ се V /Z-+-00 f  fl 9

Бунга ишонч ҳосил қилиш учун ^  ln у  — =  О 
эканини исбот қиламиз. Ҳақиқатан,

lim in л/ I  _  lim — ln n
n -*f> V  П n-*co n  '

Бунда касрнинг сурат ва махражи чексизликка интилади. Ло- 
питал қоидасидан фойдаланиб, қуйидагини топамиз:

1
lim In л / . і .  =  llm ~ l n” =  Hm ~  — О

У  fl п-*- 00 tl П-*-схз 1

п Г  1  п г Т
Шундай қилиб, lnт / — -> 0  лекин, у ҳолда у  — 1, яъни

1і т  л / І  =  1Л - * - х  У п
Ушбу

7  +  ^  +  ^  +  . - .  +  ^  +  . . .

қатор учун ҳам

lim п. / й ~ — Нш I  _  lim лп/ ±  -."/T  _  <
У Я fl-*-со ffi п-*со AZ p /2 *
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тенглик ўринлидир, лекин бу қатор яқинлашади, чунки қа- 
торнинг биринчи ҳади таш ланса, унинг қолган ҳадлари

_ L _  _j_ _ L _  _L_ J _______ !_______ L
1 . 2  2 - 3  ' ' * * 1 n (n +  1) * ’

яқинлаш увчи қаторнинг мос ҳадларидан кичик бўлади (4-па­
раграфдаги 5- мисолга қаранг).

6-§ . Қатор яқинлашишининг интеграл аломати

Т е о р е м а .  Уш бу

и\ +  U2 +  из +  • • • +  ип 4 " •«> (О
цат орнинг ҳ а д л а р и  м усбат , лек и н  у с у в ш  бўлм аси н , яъни

U\ U<i ^  ,

в а  /  ( х )  ш ун дай  ў см ай ди ган  у зл у к си з  функция бў л и б ,

/ ( 1 )  — иі> /  (2)  =  « 2, . . . ,  f ( n )  =  u„ (2)
бўлсин .

Б у  ҳ о л д а  ц уй и даги  д а ъ во л а р  ў р и н л и д и р :
1) а га р

J  f ( x ) d x ,
1

хосм ас и н т егр ал  я ц и н л аи іса  ( I -том  XI бобининг 7 - парагра- 
фига қаранг), ( / )  ц ат ор  ҳ а н  я ц и н л аш ади .

2) а г а р  бу и н т егр а л у зо ц л а ш с а (\ )ц а т о р  ҳ а м  у зо ц л а ш а д и .  
И с б о т .  Қатор ҳадларининг 1, 2, 3 п -{ -1  номер- 

ларини абсцисса ўқига, и,, и2, . . . ,ип, . . .  ҳадларининг мос қий- 
матларини эса ордината ўқига қўйиш билан қаторнинг .^адла- 
рини геометрик усул да тасвирлаймиз (360- раем).

Ш у чизманинг ўзида (2) шартни қаноатлантирувчи

У — /(■*).

узлукси з ўсмайдиган ф ункциянинг графигини ясаймиз. 360- 
раемни кўздан  кечириб, ясалган тўғри тўртбурчаклардан би- 
ринчисининг асоси 1 ва баландлиги / ( ! )  =  « , эканлигини к ў - 
рамиз. Д ем ак, бу тўғри тўртбурчакнинг юзи и и иккинчи т ў ғ -  
ри тўртбурчакнинг юзи и2 бўлади ва ҳоказо. Н иҳоят, ясалган 
тўғри тўртбурчаклардан охиргисининг (я - сининг) юзи ип б ў - 
лади. Я салган тўғри тўртбурчаклар юзларининг йиғин- 
диси қаторнинг дастлабки п  та ҳадининг s„ йиғиндисига тенг. 
Иккинчи томондан бу тўғри тўртбурчаклардан таш кил топган 
зинапоясимон ш акл, у  =  /  ( х )  эгри чизиқ ва х = 1 ,  х  — п - 1-1,
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у  =  0  тўғри чизиқлар билан чегараланган соҳани ўз ичига ола-
п+ 1

ди; бу соҳанинг юзи J  f ( x ) d x ,
1

интегралга тен г. Д ем ак,
Л +  1

Sa >  J  f { x ) d x . (3)

Энди 361-расм ни қараб чиқамиз. Бунда ясалган тўғри тўрт 
бурчаклардан (чапдан) биринчисининг баландлиги и2, демак,

360-раем. 361- раем.

унинг юзи ҳам и2. Иккинчи тўғри тўртбурчакнинг юзи и3 ва 
ҳоказо . Ясалган тўғри тўрт бурчаклардан охиргисининг юзи 
ип + ѵ Д ем ак, ясалган барча тўғри тўртбурчаклар юзларининг 
йиғиндиси, цаторнинг иккинчи ҳадидан бошлаб ( л + 1 ) -  
гача  бўлган ҳадларнинг йиғиндисига, яъни 5Я+1 — щ  га тенг. 
Иккинчи томондан, бу тўғри тўртбурчаклар ташкил этган зи- 
насимон шакл у — f  (х )  эгри чизиқ ва х = \ ,  х  =  п  +  1, у О 
тўғри чизиқлар билан чегараланган эгри чизиқли шаклнинг 
ичида §тишини кўриш  осон. Б у  эгри чизиқли шаклнинг юзи
И+1

/  (.*) d x  интегралга тенгдир. Д ем ак ,

Л +  1

sn + i ~ u 1 <  J  f ( x ) d x ,

бундан

Зп+ 1

Л +  1

<  j  f  (х ) d x  -j- ut.
(4)

Энди иккала ҳолни қараймиз,
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1. Фараз қилайлик, | /(л г )^ л  интеграл яқинлашсин, яъни
1

чекли қийматга эга бўлсин.

"j f  ( x ) d x < J f ( x ) d x ,
1 1

бўлгани учун, (4) тенгсизликка асосан,

* п  <  s n + l  <  Г /  ( * )  d x  +  Щ ,
1

яъни п нинг ҳамма қийматларида sn қисмий йиғинди чегара- 
ланганлигича қолади. Бирок «  ўсиши билан sn ўсади, чунки 
ҳамма ип ҳадлар мусбат. Демак, п -+  <х> да sn чекли лимитга 
эга:

Нш S = 5
П-+- Со

яъни қатор яқинлашади.
00

2. Сўнгра j  /  (x) dx  =  со деб фараз қиламиз. Бу эса п ўс-
I

л + 1

ганда J f  (д:) d x  чексиз ўсади, демакдир. Аммо у ҳолда (3) 
1

тенгсизликка асосан ti ўсганда sn ҳам чексиз ўсади, яъни қа- 
тор узоқлашади.

Шундай килиб, теорема тўла исбот қилинди.
И з о ҳ .  Агар (Г )  тенгсизлик фақат бирор N  дан бошлаб 

бажарилса, исботланган теорема тўғрилигича қолади.
М и с о л. Ушбу

i l l  J
IP +  2Р ЗР ‘ пР +  ' " ‘

цаторнинг яқинлашиши текширилсин.

Е ч и ш. /  (л) =  — деб олиб, интеграл аломатини татбиқ этамиз. Бу функ.

ция теореманинг ҳамма шартларини қаноатлантиради. Қуйидаги интегрални 
қараймиз:

л
Г dx

J1

1 1 И 1
р ф  1 бўлганда --------х р = ---------<Nl~ p — 1),

1 —  р  1 "

р =  1 бўлганда In х

1 1 - р

N
=  In N.

I
N ни чексизликка интилтирнб, турли ҳолларда хосмас ин­

тегралнинг яқинлашиш ёки яқинлашмаслигини аниқлаймиз.

Ш унга кўра р нинг турли қийматларида қаторнинг яқиндашиши ёки 
узоқлашиши ҳақида фикр юритиш мумкин.
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С dx 1
р >  1 бўлганда J  — =  -— -, яъни интеграл чекли, шунинг учун қатор

1
яцинлашади;

во

, и С 4хр <  1 оулганда \ ~  *  оо, яъни интеграл чексиз, қатор узоқлашади.
1
00

р =  1 бўлганда j  — =  оо, яъни интеграл чексиз, қатор узоқлашади,

1
Бу қаторнинг яқинлашиши ҳақидзги саволга ад,гаРи қараб ўтилган Да­

ламбер аломати ҳам, Коши аломати ҳам жавоб бера блмаслигини кўрамиз, 
чунки

lim lim U п— )Р
\п +  1/ип 1.

П ГТ\?Ит Ііт  ;1 / 1 = .  Ит ( \ f i )  =\P =  l.
П-в У п Лч-оо У п? Л - с о  I У п )

7 -§ . Ишоралари навбатлашувчи цаторлар.
Лейбниц теоремаси

Биз ҳозиргача мусбат ҳадли цаторларни цараб келдик. Б у  
параграфда ҳадларининг ишоралари н а в б а т  л а.ш у в ч и ца- 
торларни, яъни

U\ —  « 2  +  « 3 —  « 4  +  • • . » 0 )

кўриниш даги қаторларни текширамиз, бунда: ии и2> • • •.#«! ■ • • 
мусбат ҳадлар.

Л е й б н и ц  т е о р е м а с и .  А га р  и ш о р а л ар и  н авб ат л аш у вч и

и\ ~ ' и2 +  из +  +  • • • (и п 0) (1)
ц ат орн и н г ҳ а д л а р и

Wj н3 ^> , , ,  (2 )
ва

11т « л =  0, <3 > П-*- w « 1
б ў л са ,  (1 )  ц ат ор  я ц и н л аш ад и , унинг йиғиндиси  м усбат  бу- 
л а д и  в а  биринчи ҳ а д д а н  к ат т а б ў л х а й д и .

И с б о т .  (1 ) цаторнинг биринчи п -  2т та ҳадининг йиғин- 
дисини цараймиз:

5 2m ~  (М3 и і) "Ь • • • “Ь ( M2m-1 М2т)>

(2) шартдан цавс ичидаги ҳар бир ифоданинг мусбат экан­
лиги чицади. Д ем ак, s2m йиғинди м усбат, яъни

S2m ^  ®*
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бўлиб, tn ўсиш и билан ўсади. Энди бу йиғиндини қуйидагича 
ёзамиз:

S2m ~  Ul Из) — иъ) • • • (M2m-2 U2m—0  U2m-
(2) ш артга асосан қавсларнинг ҳар бири мусбат. Ш унинг у чу н  
бу қавсларни их дан айирсак, « , дан кичик сон ҳоси л бўл ади , 
яъни

<  «1-
Ш ундай қилиб, биз т  ўсган д а  s2m нинг ўсишини ва юқо- 

ридан чегараланганлигини аниқладик. Бундан s2m нинг лимити 
s эканлиги келиб чиқади:

lim s.2m =  s, 0  < « < « , .
Ill-*-со

Лекин қаторнинг яқинлашиши ҳали исбот цилингани йўқ; бив 
фзқат „ж уф т“ қисмий йиғиндилар кетма-кетлигининг лимити s  
эканлигини исбот қилдик. Энди, *то қ “ қисмий йиғиндилар ҳам 
ш у s лимитга интилишини исбот қиламиз.

Буни нг учун  (1 ) қаторнинг дастлабки п =  2т-\- 1 ҳадлари 
йиғиндисини текширамиз:

S — с -L 11 2/л-Н ~2т I ~2m + l"

(8) ш артга асосан J ™  M2m+i Дем ак>

lim S2m+l "  lim S2m +  lim U2m+1 “  llm S2m "  S-rn-*-oo тп-*- oo m-*-oo тп-*-со
Б у  билан биз, n ж уф т бўлганда ҳам , тоц бўлганда ҳам 

*im sn =  s эканлигини исбот қилдик. Д ем ак, ( I )  қатор яқинла-Я-*-со
шади.

1- и з о ҳ .  Агар (2 ) тенгсизликлар бирор N  дан бош лаб 
бажарилса, Лейбниц теоремаси тўғридир.

2 - и з о ҳ .  Лейбниц теоремасининг геометрик тасвири қуйи- 
дагича бўлади: сонлар ўқида

Sj — S2 — Uj — U2 Si U2l S3 =  S2 Hg, ^  S3
s j 3 s , - f  иь ва ҳо казо

қисмий йиғиндиларни жойлаштирамиз (362- расм).
Қисмий йиғиндиларга мос нуқталар қаторнинг йиғиндисини 

тасвирловчи бирор s нуқтага яқинлашиб боради. Б у  ҳол да 
ж уф т қисмий йиғиндиларга мос нуқталар s дан чап том онда, 
тоқ қисмий йиғиндиларга мос нуқталар эса s дан ў н г  томонда 
бўлади.

3 - и з о ҳ .  А гар  ишоралари навбатлаш увчи қатор Лейбниц 
теоремасининг шартларини қаноатлантирса, унин^ s  йиғинди- 
сини sn қисмий йиғинди билан алмаш тирганда ҳосил бўлади-
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ган хатони баҳолаш  қийин эмас. Бундай алмаштиришда ца­
торнинг к п+1 ҳадидан бошлаб ҳамма ҳадларини таш лаб юбо- 
рамиз. Л екин бу сонларнинг ўзлари ҳам йиғиндисига абсолют 
қиймат жиҳатидан шу цаторнинг биринчи ҳадидан кичик (яъни

------- U3 -------------- -J

1 
i

I 
1

S4 S6 S

362- раем.

Ss °3

un+l дан кичик) бўлган ишоралари нав5аглаш увчи  цатор ҳо - 
сил цилади. Д ем ак, s ни s n га алмаштирганда цилинга^ хато 
таш ланган ҳадлардан биринчисининг абсолют цийматидан орт- 
майди.

1-м и с о  л. Ушбу қатор
, 1 , 1 1 

—  п о —  т +  •••

яқинлашади, чунки

21 и =  иш —___ОП->-х “ Я n-*ZO ~lim J .  
it

Бу қатор биринчи п та ҳадининг йиғиндиси:

1 1 1

берилган қаторнинг s йиғиндисидан 

2 - м и с о л .  Ушбу қатор

1
п + 1

дан кичик миадорга фарқ қилади.

21 31 41

Лейбниц теоремасига асосан яқинлашади.

8 -§ . Ўзгарувчан ишорали цаторлар. Абсолют ва шартли 
яцинлашиш

А гар цаторнинг ҳадлари орасида мусбатлари ҳам, манфий- 
лари ҳам бўлса, цатор ў з га р у в ч а н  и іиорпли  цатор деб  ата­
лади.
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Олдинги параграфда кўриб ўтилган ишоралари нав­
б а т л а шу в ч и  қаторлар ўзгарувчан ишорали қаторлар- 
нинг х у с у с и й  ҳолидир.

Биз бу ерда ўзгарувчан ишорали қаторларнинг баъзи хос- 
саларини ўрганамиз.

Бунда биз олдинги параграфда қабул қилинган келишув- 
дан четлаб, #15 щ , ип, сонларни мусбат ҳам, манфий
ҳам бўлиши мумкин деб фараз қиламиз.

Энг аввал ўйгарувчан ишорали қатор яқинлашишининг бир 
му.\им етарли шартини келтирамиз.

1 - т е о р е м а. Ўзгаруечан ишорали цатор

+  и3 +  . . .  +  ип +  . . .  (1)

ҳадларининг абсолют цийматларидан тузилган
I Щ 1 +  IU-2! +  I«»I +  . . . +  I ип I (2)

қатор яцинлашса, берилган ўзгарувчан ишорали цатор ҳам 
яцинлашади.

Исбот.  (1) ва (2) қаторларнинг биринчи я та ҳадларининг 
йиғиндилари мос ҳолда sn ва <j„ бўлсин.

Сўнгра, s'n берилган қаторнинг биринчи п та ҳади ораси­
даги ҳамма мусбат ҳадларнинг йиғиндиси, s‘n эса ҳамма ман­
фий ҳадлар абсолют қийматларининг йиғиндиси бўлсин; у ҳолда

Sn — s n ~  Sn’ а п — s n +  Sn-

Шартга асосан ол йиғиндинииг лимити з бўлади. s'n ва 
мусбат ўсувчи миқдорлар, лекин о дан кичик. Демак, улар 
s' ва s" лимитларга эга бўлади. sn =  s'n — s'n муносабатдан, sn 
йигинди ҳам лимитга эга ва у лимит s' — s" айирмага тенгли- 
ги келиб чиқади, яъни (1) ўзгарувчан ишорали цатор.яі4Ийла-- 
шади.

Исбот қилинган теорема баъзи бир ўзгарувчан ишорали 
қаторларнинг яқинлашиши ҳақида фикр юритишгагина имкон 
беради. Бу ҳолда ўзгарувчан ишорали қаторнинг яқинлашиши 
ҳақидаги масалани текшириш мусбат ҳадли қаторларни тек- 
ширишга келтирилади.

Иккита мисол қараб чиқамиз.
і - м и с о л .  Уш бу

_Sin_a i Sin 2а sin  За _ sin  па м
22 3s ’ * ‘ n 2 " ) * * • • *  V '

қаторнинг яқинлаш иш и текш ирилсин, бунда а исталган сон.
Е ч и ш .  Берилган қатвр билан бирга

) Sin а sin  2« sin 3« sin  па

1 1а
+ 2а +

З2 +  . . . +
г і2
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ва

І Т  +  2 *  + З Г  +  - - - +  ^  +  " ‘  ^

қаторларни қараймиз.
(5) қатор яқинлашади (6 - параграфга қаранг). (4) қаторнинг ҳадлари 

(5) қаторнинг мос ҳадларидан катта эмас; демак, (4) қатор ҳам яқинлашади. 
Лекин, бу ҳолда, исбот қилинган теоремага асосан, берилган (3) ўзгарувчан 
ишорали қатор ҳам яқинлашади. *

2- м н с о л .  Ушбу
% Зтс 5п . \

COS — COS — COS -  COS (2/2 — 1 ) 7
^  +  ^ -  +  ^ 1 + . . . + -------- зя— i  +  . . .  (6)

қаторнинг яқинлашиши текширилсин.
Е ч и ш .  Берилган қатор билан бирга ушбу

1 1 1 1  . . .  
^ + 3 2 + 3з + . . .  +  3n +  . - .  О

қаторни ҳам қараймиз.

Бу қатор яқинлашади, чунки у махражи —* га тенг бўлган камаювчи
— ^ _______ о _____

геометрик прогрессиядир. У вақтда берилган (6 J~ қатор ҳам яқинлашунчи 
бўлади; чунки унинг ҳадларининг абсолют қийматлари (7) қаторнинг мос 
^адларидан кичик.

Ю цорида исбот цилинган яқинлашиш аломати ўзгарувчан 
ишорали қаторнинг яцинлашиши учун  е т а р л и г и н а  бўлиб, 
аммо зарурий эмаслигини кўрамиз. Ш у н д ай 'ўзгарувчан ишо­
рали цаторлар ҳам  борки, уларнинг ўзлари яцинлаш увчи бўл- 
са ҳам , лекин ҳадларининг абсолют цийматларидан тузилган 
цаторлар узоцлаш увчи бўлади. LLiy муносабат билан ўзгар ув- 
чан ишорали цаторнинг абсолют ва шартли яцинлашиши ҳа- 
цидаги туш унчани киритиш ҳамда бу туш унчалар бўйича ўз- 
гар увчан  ишорали цагорларни синфларга ажратиш фойдалидир. 

Т а ъ р и ф .  У ш бу ўзгар увчан  ишорали цатор

и\ +  U2 +  из +  • • • +  ип +  • ■ • (1)

ҳадларининг абсолю т цийматларидан тузилган

I U\ I +  I Ч-2 I +  • • • +  I и п I +  • • • (2 )

цатор яцинлашса, берилган цатор абсол ю т  яцинлаш увни  де- 
йнлади.

Агар (1) ўзгар у вч ан  ишорали цатор яцинлашса, лекин унинг 
ҳадларининг абсолю т цийматларидан тузилган (2) цатор узоц- 
лаш са, берилган (1 ) ўзгар увчан  ишорали цатор ш арт ли  ёки 
н оабсол ю т  я ц и н л аш у вчи  ц ат ор  деб аталади.

i l l
3- М и с о л. Ушбу ўзгарувчан ишорали қагор 1 — 7Г +  Т  — Т  +2 о 4

ш а р т л и  яқинлашувчи қатордир, чунки унинг ҳадларининг абсолют қий-- 

19 H. С. Пискунов, 2-1.
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матларидан тузилган гармоник қатор 1 +  " Г + " 7 + Т + ," +  — +  •••2 3 4 п
узоқлашувчидир. Цаторнинг ўзи яқинлашади, буни Лейбниц аломати ёрдами 
билан текшириб кўриш осон.

4- м и с о л .  Ушбу ўзгарувчан ишорали қатор 1— — Ц- — — — . . .  аб- 

с о л ю т  яқинлашувчидир, чунки унинг ҳадларининг абсолют цийматларидан 

тузилган қатор: +  Jj" +  ••• яқинлашувчи, бу 4 - параграфда кўр- 

сатилган.

А бсолю т яцинлашиш туш унчаси ёрдами билан 1 - теорем а­
ни цуйидагича таърифлайдилар: ҳ а р  ц ан дай  аб сол ю т  яци н ­
лаш у вчи  ц ат ор  яц и н лаш увчи ди р .

Қуйида абсолют яцинлаш увчи ва шартли яцинлаш увчи 
цаторларнинг хоссаларини (исботсиз) келтирамиз.

2- т е о р е м а. А га р  ц ат ор  аб сол ю т  яқ и н лаш увчи  б ў л са , 
унинг ҳ а д л а р и н и н г ў р и н л ар и  и хт и ёѵи й  р а ви ш д а  алм аш т и -  
р и л га н д а  ҳ ам  у аб со л ю т  я ц и н л аш у вч ан л и ги ч а  ц ѳ л а д и . Бу 
ҳ о л д а  ц ат орнин г йиғиндиси ц ат ор  ҳ а д л а р и н и н г т ар т и би га  
б о ғл и ц  бўлм ай ди .

Б у хо сса  шартли яцинлаш увчи цаторлар у чу н  ў з  кучини 
йўцотади.

3 - теорема.  А гар  ц ат ор ш арт ли  я ц и н л аш са , ихт и ёрий  
р а ви ш д а  о л и н ган  А сони ц ан дай  бўли ш и дан  цат ъи н а за р , 
бу ц ат ор н и н г ҳ ад л а р и н и  ц ат орн и н г йиғиндиси  ш у А сони- 
нинг ў з и га  т ен г б ў л а д и га н  ц и л и б  алм аш т ириш  м ум кин.Ш у  
би л ан  б и р га  ш арт ли  яц и н лаш увчи  ц ат ор ҳ а д л а о и н и н гў р и н -  
л ар и н и  ш ун дай  алм аш т ириш  мумкинки, бу  ўрин алм аш т и -  
ри ш дан  кейин ҳ о с и л  б ў л га н  ц ат ор  у зоц л аш у вч и  б ў л и б  ц о л а д и .

Б у  теоремаларнинг исботлари биз ўрганаётган к у р с  доира- 
сига кирмайди. Уларнинг исботларини анча тўлароц дарслик- 
лардан топиш мумкин (масалан, Ф и х т е н г о л ь ц .  Курс диф­
ф еренциального и интегрального исчисления", 1962, II том, 
3 1 9 — 3 2 0 - бетга царанг).

Ш артли яцинлаш увчи цатор ҳадларининг ўринлари алмаш- 
тирилганда, унинг йиғиндиси ўзгариш и мумкинлигини кўриш  
учун  цуйидаги мисолни цараймиз.

5 - л  и с ол .  Ушбу

ўзгарувчан ишорали қатор ноабсолют яқинлашади. Унинг йиғиндисини s би­
лан белгилаймиз. Маълумки, s >  0 (8) қатор ҳадларининг ўр_инларини ҳар 
бир мусбат ҳаддан кейин иккита манфий ҳад келадиган қилйб алмаштира-
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Ҳосил қилинган қаторнинг яқинлашишини ва унинг s' йиғиндиси (8) қагор- 

нинг йиғиндисидан икки марта кичиклигини, яъни — s га тенглигини исбот

қиламиз. (8) ва (9) цаторларнинг қисмий йиғиндиларини s„ ва sn билан бел­
гилаймиз. (9) қатор Sk ҳадининг йиғиндисини қараймиз:

5з * “ ( 1 _ І ~ 4 )  +  ( ? - І " 8 ' ) + - -  + ( ^ З Т ~ 4 Т ^ 2 " І )  =

_
~  2

Демак,

Сўнгра,

1- 2 )  +  (і - І ) + ' - + ( ^ ~ [ - 2 і
W  J_ 1 1 ____1 _  J_'\ 1
2 [  2 + 3 4 +  +  2k — l ~ 2 k )  ~  2 S2k'

llm s ’ =  ltm s2b =  s.
*ч .-2  2

lim s ’ =  lim ( s \  +  r—-— | =  — s, 
ь »  ЗА+1 3ft 2ft +  \j 2

,im Sot „ =  lim ( -------------------  ̂ — — S.• 1 “  nu 1 ’ +  2/ 2feTco'ЗЙ+2 ft V” 34 1 2k  +  1 4 ft -  
Шундай қилиб,

lim s ' =  s ' =  — s
«-» OO « 2

тенгликни ҳосил қиламиз.
Демак, бу қаралган ҳолда қаторнинг йиғиндиси, унинг ҳадлари ўринла- 

ринн алмаштиргандан кейин ўзгарди (икки марта камайди).

9 - § . Ф ункц и онал қаторлар ^

А гар м, +  и2 - f  м3 +  . . .  +  а п -f- . . . қаторнинг ҳадлари х  
нинг функциялари бўлса, бу қатор ф ун к ц и он ал  ц ат ор  дейи­
лади.

У ш бу:
М1 (•*) “Ь И2 (■*) +  из (■*) “Ь ••• ~Ь Un ( х ) “Ь ••• (1)

ф ункционал қаторни қараймиз.
X га  аниқ сон қийматлар бериб, турли сонли қаторларни 

ҳосил қиламиз, булар яқинлаш увчи ва узоқлаш увчи бўлиши 
мумкин.

X  нинг функционал қатар яқинлаш адиган қийматлари тўп- 
лами ш у қат©рнинг яқ и н лаш и ш  соҳаои . дейилади.

М аълумки, қаторнинг яқинлаш иш  соҳасидаги йиғиндиси х  
нинг бирор функциясидир. Ш унинг у ч у н  функционал қатор- 
нинг йиғиндиси s (я ) орқали белгиланади.
1Ь*
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Ми с о л .
1 -I- Л +  X* +  дгз +  ... +  х п +  -

функционал қаторни қараймиз.
Бу қатор X  нинг (— 1,1) интервалдаги ҳамма қийматларида, яъни х  нинг 

\ х \  <  1 шартни қаноатлантирувчи ҳамма қийматларида яқинлашади. х  нинг

(— 1,1) интервалдаги ҳамма қийматларида қаторнинг йиғиндиси -̂------  (мах­

ражи X га тенг бўлган камаювчи геометрик прогрессиянинг йиғиндиси) га 
тенг. Шундай қилиб, берилган қатор ( — 1,1) интервалда

~ ~ х  =  1 +  *  +  * а +  * 3 +  ... 

қаторнинг йиғиндиси бўлган

функцияни аниқлайди.

(1) қатор биринчи п та ҳадининг йиғиндисини s „ ( x )  билан 
белгилаймиз. А гар бу қатор яқинлаш са ва унинг йиғиндиси 

s  (х )  га  тенг бўлса, у ҳолда

5 (х)  =  s„ (X) +  г п (X)
бўлади. бунда ra (x )  уш бу un+i (х) +  un+i (х) +  ... қаторнинг 
йиғиндисидир, яъни

Гп (•*■) =  И л  + 1 (■*) 4" И л  + 2 (я) "Ь ••• •
Б у  ҳол да r n (x )  миқдор (1) қ ат орн и н г қ о л д и ғи  дей и лади .Қа- 
торнинг яқинлашиш со ҳаси даги д: нинг барча қийматлари у чу н  
lim s n (x )  =  s (л:) м уносабат ўринлидир, ш унинг у ч у н

lim r n (X) -  lim ls  ( x) — s„ (jr)] =  0,п-*- ОО П-+ 00

яъни ц и н л а ш у в ч и  қ а т о р н и н г  r n (x )  қ о л д и ғ и  h - ус о
да н о л г  а и н т и л а д и .

10- §. Кучайтирилган цаторлар

Т а ъ р и ф .  А гар ҳадлари м усбат бўлган ш ундай

а, +  а2 +  «з +  • + * „ +  ■ • . (1)
сонли яқи нлаш увчи қатор м авж уд бўлиб, л  нинг берилган со - 
ҳадан  барча қийматлари у ч у н :

I U\ (•*) a li I и 2 ( х ) I ^  а 2і ••• * I и п (•*•) I 12)
м уносабат бажарилса,

(х) Ч~ (X) -|- «з (х) -f- . . .  -J- ип (х)  -j- ... (3)

ф ункционал цатор д: нинг бирор ўзгариш  со ҳаси да к у чай т и ­
р и л га н  қ ат ор  деб  аталади. Бош қача айтганда, агар қаторнинг



1

ҳар бир ҳади абсолют қиймати бўйича ҳадлари мусбат бўлган 
бирор яцинлашувчи сонли цаторнинг мос ҳадидан катта бўл- 
маса, бундай цатор к учай т и ри лган  ц а т о р  дейилади.

М а с а л а н,
cos X cos 2 дгч cos 3 *  _ cos пх

1 +  2е +  3» +  ‘ 1' +  я 2 +

цатор бутун Ох ўцда кучайтирилган цатордир. Ҳацицатан, х  
нинг ҳамма цийматлари учун ушбу

cos я *  1 . , 0  .

муносабат бажарилади ва маълумки,

7 +  7» +  ^  +  ••• + £  +  ••• 

цатор яцинлашади.
Бевосита таърифнинг ўзидан бирор соҳада кучайтирилган 

цатор шу соҳанинг барча нуцталарида абсолют яцинлашув- 
чи бўлиши келиб чицади (8- параграфга царанг). Бундан таш- 
цари кучайтирилган цаторнинг қуйидаги муҳим хоссаси ҳам 
бор.

Те оре ма .  У ш бу ф у н к ц и он ал  ц ат ор

м і  (■ * ) +  Щ  ( • * )  +  • • • +  и п (•*•) +  • • •

[а , Ь\ к есм ад а  к у ч ай т и р и л ган  ц ат ор  бўлси н . s ( x )  бу ц а ­
т орн и н г йиғиндиси , s n {x )  бу ц а т о р  биринчи. п т а  ҳ а д и н и н г  
й и ғи н ди си  б ў лси н . Б у  ҳ о л д а  ҳ а р  ц а н ч а  кичик  е >  0 сон  учун  
ш ун дай  N м усбат  сон  т оп и л а д и к и , б а р ч а  N  д а  [а  о \ 
к есм ад а  о л и н га н  ҳ а р  ц ан дай  х учун

I * (■*) —  sn (х ) I <  е
т ен гси зл и к  б а ж а р и л а д и .

Исбот.  (1) цаторнинг йиғиндисини о билан белгилаймиз:

3 =  а 1 +  а2 +  • • • +  а л +  Я/і + 1 +•••--»
у ҳолда

° =  ° П +  Е«.
бунда ол — (1) цатор биринчи п та ҳадининг йиғиндиси, ея эса 
бу цатор барча цолган ҳадларининг йиғиндиси, яъни

гп =  “л + 1 +  ал + 2 +  • • •
By цатор яцинлашади шунинг учун

lim ап =  а,
П-+- со

дем ак,
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lim гп = 0.
Л-*-со
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Энди (3) функционал қаторнинг йиғиндисини 

s  (jc) =  s „ (x  +  r n(x )  
кўриниш да ёзамиз, бунда

*»(■*) “  «1 (■*)+ • . . +  U „(X ) ,

Г п (■ *) =  « „ - И  (■ *) +  И п+2 ( X )  +  .. .
(2 ) ш артдан

І ^ в  +  і ( * ^ ) І ^ ® Л “М »  ^ r t + 2 , ' ^ ) l ' ^ ® n + 2 l  • • •

эканлиги чиқади, ш унга асосан қаралаётган соҳадаги  барча X 
учун

г п (X) I <

Ш ундай қилиб, [а , b\ кесмада олинган барча х  у ч у н  

« ( л і — « „ ( л  | < e „

бунда я -*• оо да s„ -* 0.
l - и з о ҳ .  Олинган натижани геометрик усулда қуйидагича 

тасвирлаш  мумкин.
у — s ( х) ф ункциянинг графигини қараймиз. Б у  эгри чизиқ- 

нинг икки тарафида 2гп кенгликда полосалар, яъни у =  s  (x)+ s.„
ва у =  s (х) — е„ (363 - раем)

У

/ s —

& у С .

эгри чизиқлар ясаймиз. У  
£ вақтда en ҳар қандай бул- 

ганда ҳам sn (х )  ф ункция­
нинг графиги бутунлайича 
қаралаётган полоса ичида 

п■ ётади. Кейинги ҳамма қис- 
мий йиғиндиларнинг гра-
фиклари ҳ а и  ш у полоса 
ичида ётади.

2 - и з о ҳ .  (а, Ь) кесмада
О а  t яқинлаш увчи бўлган ҳар

қандай ф ункционал қатор 
363-раем. ^ ам исбот этилган теорема-

даги хо ссага  эга бўлавер- 
майди. Л еки н кўрилган хоссага  зга  бўлган кучайтирилмаган 
қаторлар ҳам мавж уддир. Кўрсатилган хоссага  эга бўлган  ҳар 
қандай қатор [а , b\ к есм ада  т екис яци нлаш увчи  қ а т о о  дейи­
лади.

Ш ундай қилиб, а г а р  и хт и ёрий  ҳ а р  қ ан ча  кичик в > 0  учун  
ш ун дай  N нѳм ер т о п и л са  ва  б а р ч а  ri^-N  б а ж а р и л га н д а  
[а, Ь] к есм ада  о л и н га н  ихт иёрий х  учун

I s  (X) s n ( л ) | <  з
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т ен гси зл и к  б а ж а р и л с а , (л:) +  u2 ( х ) +  . . .  +  ( * )  + .  . .  
ф у н к ц и он ал  ц ат ор [а, Ь] к есм ада  т екис яци нлаш увчи  д ей и ­
л а д и .

" И сбот қилинган теоремага асосан кучайтирилган қатор 
теки с яқинлаш увчи қатор бўлади.

11-§.  Қатор йиғиндисининг узлуксизлиги

Бирор [а , b\ кесм ада яқинлаш увчи узлукси з функциялар- 
дан тузилган

«t (•*) +  « i ( ■ * ) + • • • +  «я ( ■ * ) + • •  •

қатор берилган бўлсин.
Биз II бобда (I том) чекли сондаги узлукси з ф ункциялар­

нинг йиғиндиси узлукси з функция бўлиши ҳақидаги теорем а­
ни исбот қилган эдик. Қаторнинг (чексиз кўп сондаги қўш и- 
лувчилардан тузилган) йиғиндиси учун  бу хосса ў з  кучини 
йўқотади. Ҳ адлари узлукси з бўлган баъзи бир функционал 
қаторларнинг йиғиндиси узлукси з функция бўлади, ҳадлари 
узл укси з бўлган бошқа функционал қаторларнинг йиғиндиси 
узл укл н  функция бўлади.

М и с о л .  Ушбу:

_i_ 1  1  I i  1 1___
(л: 3 — х ) +  ( х 5 — * 8 ) +  ( * " * — л: 5 ) + . . .  +  ( * 2" + *  —  лг2й+1) +  .'..

қаторни қараймиз. By қаторнинг ҳадлари Суларнинг ҳар бири қавсга олиб 
кўрсатилган) х  нинг ҳамма қийматларида узлуксиз функциялардир. Бу қа- 
тор яқинлашувчи ва унннг йиғнндиси узлукли функция эканлигини исбот 
Киламиз. Бу қагор дастлабки п та ҳадининг йиғиндисини топамиз:

қаторнинг йиғиндисини топамиз: 
агар бўлса,

л) =  1 —)
fl-* - OO n -*-0 0

агар X <  0  бўлса,

s =! Hm sn(x) =  lim (х 2П+1— л)
fl-* OO fl-+ 00

s — lim (* )  =  lim (— \x | +1 — x) =  — I — x,
П-+0О Л-ЮО

агар x  — 0 бўлса, s., =• 0, шунинг учун s «= lim sn =  0.
П-*-оо

Шундай цилиб, қуйидагиларни ҳосил киламиаі

; t <  0  да » ( * )  =  — 1 -  л  
X •»  0  да j ( x ) * = 0 ,  

х >  0 да в (дс) =  I —лг.
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Демак, келтирилган қаторнинг йиғиндиси узлукли функциядир. Унинг гра­
фиги .364- раемда тасвирланган бўлиб, унда (дг), sa (х) ва s3 (л) қисмяй 
йиғиидиларнинг графиклари ҳам кўрсатилган.

Кучайтирилган қаторлар у чу н  қуйидаги теорема ўринлидир.
Т е о р е м а .  Б и роѵ  [а, b\ к есм ада  к у чай т и р и л ган  б ў л га н  

узл у к си з ф ун к ц и ялар  ц ат орн и н г йиғиндиси  иіу к есм ад а  у з ­
л у к си з ф ункциядир.

И с б о т .  У злукси з функцияларнинг [а , Ь] кесм ада куч ай ­
тирилган бўладиган қатор

« і ( * )  +  ы 2  {x) +  us (x)  +  . . .  ( 1 )

берилган бўлсин. Унинг йиғиндисини

s ( x )  =  s „  ( x)  +  r n( x ) 
ш аклда тасвирлаймиз, бунда

sn (л) =  ut (л) +  . , .  -f un (j?)
ва

rn (x)  =  u n + 1  (x)  +  й „ + 2  ( * )  +  . . . .

[a, b I кесм ада л: аргументнинг ихтиёрий қийматини ола­
миз ва ун га  ш ундай Дх орттирма берамизки, нуқта 
ҳам шу [а, Ь\ кесм ада ёгсин.

Куйидаги белгилаш ларни киритамиз:

As =  s (х -f Дл) -  s (X ) ,  Д5Л =  sn {х  +■ Ах) -  sn (х),
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бу ҳолда
As =  Asn +  r„ (x  - f  b x )  -  r n (X ),

бундан
I As I <  I Asn | + 1  r n (X  +  A *) I + 1 rn (x )  |. (2)

Б у  тенгсизлик ҳар қандай п номер у чу н  тўғридир. 
s ( х )  нинг узлуксизлигини исбот қилиш у ч у н  олдиндан 

берилган ҳар қандай ва ҳар қанча кичик е >  0  у чу н  барча 
I Дх I <  8 бўлганда | As | <  е бўладиган 8 >  0  сонни топиш мум- 
кинлигини кўрсатиш  керак.

Берилган (1) қатор кучайтирилган қатор бўлгани у чу н  
ҳар қандай олдиндан берилган е >  0 сон у ч у н  ш ундай ЛІ 
номер топиладики, ҳамма n ^ - N  да, ж умладан п  =  N да \а, Ь\ 
кесмада олинган ҳар қандай х  га нисбатан уш б у тенгси злик 
бажарилади:

I r N (■ *) I < j .  ( 3 )

X  4- Ах циймят \fL. Ь\ кесм ада ётади ва ш унинг учун

І Оѵ ( х  +  Д х)| < - і  (3 ')
О

тенгсизлик бажарилади.
С ўнгра, N танлаб олинганда s N(x )  қисмий йиғинди ( ч е к ­

л и  сондаги узлукси з функциялар йиғиндиси) узл у кси з ф унк­
ция бўлади, демак, | Д х | <  8 шартни қаноатлантирувчи ҳар 
қандай Дх учун

I I <  I  4 )

тенгсизлик ўринли бўладиган 8 мусбат сон танлаш  мумкин.
(2), (3), (3 ')  ва (4 ) тенгсизликларга асосан куйидаги тен г- 

сизликни ҳосил қиламиз:

'Д5І < І  + І  +  І =  е‘
яъни
I д х  I <  8 бўлганда | As | <  е бўлади, бу эса s  (л:) нинг х  нуқ- 
тада (демак, \а, Ь\ кесм анинг исталган нуқтасида) узл укси з 
функция бўлишини билдиради.

И з о ҳ . Исбот қилинган теоремадан агар бирор [a , ft] к е с ­
мада қаторнинг йиғиндиси узлукли бўлса, бу кесм ада қатор- 
нинг кучайтирма эмаслиги келиб чиқади. М асалан, мисолда 
келтирилган қатор {х  =  0  нуқтани, яъни қатор йиғиндисининг 
узилиш  нуқтасини ў з  ичига олувчи исталган кесм ада) кучай - 
тирмайдиган қатордир.

Энди бунга тескари даъвони нг нотўғрилигини кўрсатамиз: 
кесмада кучайтирилмаган, лекин бу  кесм ада узл у кси з ф унк-
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цияга яқинлаш увчи қаторлар м авж уд. Ч унончи, [а, Ь] кесм а­
да текис яқинлаш увчи ҳар қандай қатор (ҳатто , агар у  кучай - 
тирилмайдиган бўлса ҳам ) йиғинди сифатида узлукси э ф унк- 
цияга (албатта, қаторнинг ^амма ҳадлари узлукси з бўлса) эга 
бўлади.

12 - §. Қаторларни интеграллаш ва дифференциаллаш

1- т е о р е м а .  \а, b] к есм ад а  к учай т и ри лган  б ў л га н  у з ­
лу к си з ф ун к ц и яларн и н г ц уйидаги

и\ (•*) +  Щ (х ) + • • • +  И/і ( ■ * ) + . . .  (1)
ц ат ор и  б е р и л га н  ва  s ( x )  бу ц ат орнин г йигиндиси- бўлсин . 
Б у ҳ о л ё а  [а,  b ] к есм ага  т еги ш ли  б ў л ган  а дан  х  г а ч а  ч е га -  
р а д а  s ( x )  дан  о л и н ган  и н т егр ал  б ер и л га н  ц ат ор ҳ а д л а р и -  
дан  иіундай  ч е га р а д а  ол и н га н  и н т егр а л л а р  й и ги н ди си га  т ен г, 
яъни.

j' s ( t )  d t -  j  ui ( t ) d t +  ( u 3 ( t ) d (  +  . . .  + j u „ ( t )  d t - b . . .
а а  а  а

И с б о т .  s ( x )  функцияни қуйидаги ш аклда ёзиш мумкин: 

s  (х )  =  s n(x )  +  rn (x )
ёки

8 (X) =  И, (X) +  u2 {x )  +  U3{ x )  -1-  . . .  +  un {x ) +  r n (x ) .
Бу  ҳолда

j  s  (t ) d t  =«■ J  u,y (t) d t - f- j  u2 (t) d t  - j - , , .  -)- j  u n (t) d t  -j-

+  f r n ( t ) d t (2)

( ч е к л и  сондаги  кўш илувчилар йиғиндисидан олинган интег­
рал ш у қўш илувчилардан олинган интеграллар йиғинди- 
сига тен г).

Бош лангич (1) қатор кучайтирилган қатор бўлгани сабаб- 
ли, исталган х  у чу н  | г п(х )  | <  гп бунда п -*■ со да е„ 0. Ш у ­
нинг учун*>

J /" .(*) <4 ± J  r n (t) dt <  ±  j' *„dt =  ±
а а а

± sn (•* — *)  < » „ ( &  — л ).

*і Куйидаги келтириладиган баҳоларда а<^х  да ишора, а >  х да — 
ишора олинади.
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е„ -*■ 0 бўлгани учун
I

lira ( r n(t,d t  =  О.
Я-** й V

а,

Аммо (2) тенгликдан:

I  х г *  ?
j r„ (*) j  s (О dt — j j  и, (t dt +  j' u„ (t dt

а я  a  a

Демак,
X X X

Ііш |j s (t)  d t  — J  и, (f ) dt +  . . .  +  [ m„ (t ) att j =  О

ёки
Jf

lim
Л-*»

 ̂ j* ( 0  dt • • • "b J" un[t) d t  — J  s (t) dt. (3)
a a a

Ўрта қавс ичидаги йиғинди

j  и, (t) d t + . . .  + j  u „ (t )d t  +  (4)
a a

қаТорнинг қисмий йиғиндисидир. Бу қаторнинг қисмий йиғин- 
дилари лимитга эга бўлгани учун, бу қатор яқинлашувчи ва

X

унинг йиғиндиси (3) тенгликка асосан j  s{t) dt  интегралга
a

тенг, яъни

j 's {t) dt =  j' и, (t) dt +   ̂Uj(t) dt -’r  . . .  +  [ u„ (t) dt +  . . . ,
a a a a

бу эса исбот қилиниши керак бўлган тенгликдир.
1 - и з о ҳ .  Агар қатор кучайтирилмаган қатор бўлса, қаторни 

ҳар доим ҳам ҳадлаб интеграллаш мумкин бўлавермайди. Буни
X

(1) қатор йиғиндисининг j' s ( t )d t  интеграли ҳар доим унинг
a

ҳадлари интегралларининг йиғиндиси (яъни (4) қатор йиғин- 
дисига) тенг бўлавермайди деган маънода тушунмоқ керак.

2 - т е о р е м а .  Агар {a, b) кесмада ҳосилалари  узлуксиз 
бўлган функциялардан т узилган

иі (■*) +  м2 (x ) +  • • • +  un ( x ) +  • • • (®)
қатор шу кесмада s ( x ) йиғиндига яқинлашса ва  унинг ҳад-  
ларининг ҳосилаларидан т узилган

и, (X) +  и2(х) +  ип{х) +  (6)
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цатор ўша кесмада кучайтирилган бўлса, ҳосилалар цато- 
рининг йиғиндиси бошлангич цатор йиғиндисининг ҳосила- 
сига тенг, яъни

s' (х) =  и [(х ) +  и'2(х)  +  и'3(х) +  . . .  + и п( х ) + -------

И с б о т .  (6) қаторнинг йиғиндисини Ғ (х) билан белгилай­
миз:

Ғ  (х) =  и1 (х) -f- и2 (л ) -f- . . .  +  ия (х )  +  . . .
ва

F ( x )  =  s' (л)
эканини исбот қиламиз.

(6) қатор кучайтирилган бўлгани у чу н , олдинги теорем ага 
асосан

j  F  (t) dt =  j* u[ ( t) dt +  ^ u2 (t) dt +  . . .  - f  j  un (t) dt -j- . . .
a a a a

И нтеграллаш ни бажариб, ҳуйидагини ҳосил қиламиз:
X

j  Ғ  (0 d t =  [йі (•*) Иі (а)] Н- [и2 ( х )  — «2 (а)] -)- ... -f-

+  [ия (JC) -  И„ («)] +  ... .
Лекин ш артга мувофиқ х  ва а сонлари [а, b] кесм ада қандай 
бўлиш идан қатъи назар

s (х) «  Иі (jc) +  «a (jc) +  . . .  +  un(x)  +  . . .  ,

S (a) =  U x (a) +  u2 (o) +  . . .  +  Un (a) +  . . .

Ш уни нг у ч у н

] F ( t )  dt  =  s ( x ) - s ( a).
a

С ўн гги  тенгли кни н г иккала томонини х  бўйича диф ф ерен- 
циалласак:

Ғ (х )  s ' ( х ) .

Ш ундай қилиб, биз теореманинг шартлари баж арилганда 
қатор йиғиндисидан олинган ҳосила қатор ҳадлари ҳосилала- 
рининг йиғиндисига тен г эканини исбот қилдик.

2- и з о ҳ .  Ҳосилалар қаторининг кучайтирилган бўлиш ини 
талаб этиш ж уда аҳамиятлидир. Б у  ш артнинг бажарилмаслиги 
қаторни ҳадл аб дифференциаллаб бўлм асликка олиб келиши 
мумкин. Б у  фикрни тасдиқлаш  мақсадида ҳадлаб диф ф ерен­
циаллаб бўлмайдиган кучайтирилган қаторга мисол келтирамиз. 

У ш бу қаторни қараймиа:
sin 1* х sin2<x еіпЗЪг sin п*х

js 2а За * * * л* * * *
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Б у  қатор кучайтирилган бўлгани у ч у н  узл укси з ф ункц и яга 
яқинлаш ади. Ҳақиқатан, х  нинг исталган қийматида б у  қатор 
ҳадларининг абсолю т қиймати ҳадлари мусбат бўлган сонли 
яқи нлаш увчи

\ + b + b + - " + h +
қаторнинг ҳадларидан кичик. Берилган қатор ҳадларининг ҳо- 
силаларидан тузилган:

cos л: +  22 cos 2кх  +  . . .  +  п2 cos п*х +  . .  .

қаторни олайлик. Б у  қатор узоқлаш ади . М асалан, х  — 0 бўл- 
са, у

1 + 2 *  +  3 » + . . .  + л *  +  . . .

қаторга айланади (уни нг х  =  0 дан бош қа қийматларда ҳам 
узоқлаш иш ини кўрсатиш  м ум кин).

13- § . Д ар аж али қаторлар . Я қи нлаш и ш  интервали

1- т а ъ р и ф.  У ш бу

а 0 +  а^х - f  а2хг +  . . .  +  апхп +  . .  . ( 1)
кўриниш даги ф ункционал қатор даражали цатор д еб  атала­
ди, бунда а0, аи а2, . . .  , ап, . .  . ўзгар м ас сонлар бўлиб, улар 
цаторнинг коэффициентлари дейилади.

Дараж али қаторнинг яқинлашиш соҳаси бирор интервалдан 
иборат; б у  интервал баъзан н уқтага  айланиши мумкин. Б у н га  
иш онч ҳосил қилиш м ақсадида, аввал  даражали қаторлар бар­
ча назариялари учун  ж уда муҳим бўлган қуйидаги тео ­
ремани исбот қиламиз.

1 - т е о р е м а  і А б е л ь  т е о р е м а с и ) .  1) Агар даражали 
цатор нолдан фарцли бирор jc0 цийматда яцинлашса, х  
нинг

I X I <  I х ’0 1 I

твнгсизликни цаноатлантирувчи ҳар цандай цийматлари- 
да у абсолют яцинлашади;

2) агар цатор бирор х  цийматда узоцлашса, х  нинг

I X I >  I I
твнгсизликни цаноатлантирувчи ҳар бир цийматида цатор 
узоцлашади.

И с б о т ,  1) Фаразимизга кўр а

ао &іхо 4” а ало +  • • • (2)
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сонли қатор яқинлашади, ш унинг учун  я - *  со да унинг 
умумий ҳади апх:Ц -> 0. Бу эса қатор ҳадларининг абсолю т қий- 
матлари М сондан кичик бўладиган шундай М м усбат сон 
мавж уд эканлигини кўрсатади.

( 1) қаторни қуйидаги ш аклда ёзамиз:

------- “Л  £ )  +<«.4 ( j ,)’+  • • • +  «.*. ( I  )"+•••
ва бу қатор ҳадларининг абсолю т қийматларидан тузилган

(3)

І« 0І +  I « 1*0 +  I a2xl I -

қаторни қараймиз.
Б у қаторнинг ҳадлари уш бу

М +  М +  М -
I Хй

+  . . . + М —Г +
*о|

+  . . .  (4 )

(5 )

қаторнинг мос ҳадларидан кичик. | x | < | x 0 | бўлганда охирги 

қатор махражи — <  1 бўлган геометрик прогрессияни тас-
хО

вирлайди. Д ем ак, қатор яқинлашади. (4) қаторнинг ҳадлари
(5) қаторнинг мос ҳадларидан кичик бўлгани у чу н  (4) қатор 
ҳам яқинлашади, бу эса (3) ёки ( 1) қаторнинг абсолю т яқин- 
лашишини билдиради.

2) Энди теореманинг иккинчи қисмини ҳам исботлаш ь;и- 
йин эмас: бирор х0 нуқтада (1) қатор узоқлаш син. У  вақтда 
бу қатор | х | > | х р |  шартни қаноатлантирувчи ҳар қандай х  
нуқтада узоқлаш ади. Ҳақиқатан, бу шартни қаноатлантирувчи 
бирор X нуқтада қатор яқи нлаш са.у  ҳолда теореманинг ҳозир- 
гина исбот қилинган биринчи қисмига асосан | х„ | < |  х\ бўл- 
гани учун , у Xq нуқтада ҳам яқинлашнши керак эди. Бироқ, 
бу нуқтада қатор узоқлаш ади деган шартга қаршилик қи- 
лади. Д ем ак, қатор х  нуқтада ҳам узоқлаш ади. Ш ундай қи- 
либ, теорема тўла исбот қилинди.

А бель теоремаси даражали қаторнинг яқинлашиш ва узоқ- 
лашиш нуқталарининг вазияти ҳақида фикр юритишга имкон 
беради. Ҳақиқатан, агар x Q яқинлашиш нуқтаси бўлса, у ҳол - 
да ( — j х 0 j, I х0 1) интервал бутунлай абсолют яқинлашиш 
нуқталаридан иборат бўлади. Агар х 0 узоқлашиш нуқтаси, бўлса, 
у ҳолда |.«о I нуқтадан ўн гда турган чексиз ярим тўғри чизиқ 
ва — |xp| нуқтадан чапда турган чексиз ярим тўғри чизиқ 
узоқлашиш нуқталаридан иборат бўлади.

Бундан, ш ундай /? сон мавж удки, | х  | <  R бўлганда биз 
абсолют яқинлашиш нуқталарини, | x  | >  R бўлганда эса у зо қ -
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лашиш нуқталарини ҳосил қиламиз деган ху л о сага  келиш и- 
миз мумкин. Ш ундай қилиб, даражали қатор яқинлаш иш  со- 
ҳасининг тузилиш и .ҳацидаги қуйидаги теорема ўринлидир.

2- т е о р е м а. Даражали қаторнинг яқинлаишш соҳаси 
маркази координаталар бошида бўлган интервалдан ибо 
ратдир.

2- т а ъ р и ф. Дараж али цаторнинг яқинлашиш интервалы 
деб, — R дан +  R гача бўлган шундай интервалга айтилади- 
ки, бу интервал ичида ётган ҳар қандай х  нуқтада қатор 
яқинлаш ади, шу билан бирга абсолют яқинлашади, унинг таш- 
қарисидаги х нуқталарда эса қатор узоқлаш ади (365- раем). R 
сони даражали қаторнинг яқинлашиш радиуси дейилади.

И нтервалнинг икки учида (яъни л :=  R ва х  =  — R д а ) б е ­
рилган қаторниқг яқинлашиши ёки узоқлашиши ҳақидаги ма­
сала ҳар бир конкрет қатор у ч у н  якка-якка ҳал  этилади.

Цатор яцинлашади

і̂ атор уаоь^шади <̂Щ°Р узогуіашади

365- раем.

Баъзи қаторларнинг яқинлашиш интервали нуқтага айлани- 
шини (/? =  0), баъзиларида эса Ох ўкни бутунлай уз ичига 
олишини (R — со) айтиб ўтамиз.

Даражали қаторнинг яқинлашиш радиусини аниқлаш у су - 
лини кўрсатамиз.

У ш бу
ай +  « j  *  +  агх2 +  . . .  +  апх г +  . . .  ( 1)

қатор берилган бўлсин.
Б у  қатор ҳадларнни нг абсолю т цийматларидан тузилган 

қаторни қараймиз:

I a01 + | a t I \x | +  |aa 11 л: |2 +  | a3 | | л: |3 +  . . .  +  | a„|| x  |n +  ... (6)

С ўнгги  (м усбат ҳадли) қаторнинг яқинлашишини аниқлаш 
учун  Даламбер аломатидан фойдаланамиз. Ф араз қиламиз:

lim ^ ± 1  =  lim I - n+1V ~  =  П т  I— I I x l =  L \X \
П-*-оо 11f i П-*- oo ' a n X fl-*- oo I & ft '

лимит м авж уд бўлсин. У  ҳолда Даламбер аломатига асосан,
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агар ZI jc I <  1, яъни | х | < у б ў л с а ,  (6) цатор яцинлаш увчи ва 

агар 11  X I >  1, яъни | х  | >  і  бўлса, узоқлаш увчи бўлади.

Д ем ак , (1) цатор | х  | <  - i  бўлганда абсолю т яцинлаша* 

ди. А гар I X I >  у  бўлса, lim | x | Z >  1 бўлади ва (6) қа-
L п-*-х> U-n

тор узоцлаш ади, бунда унинг умумий ҳади нолга интилмай- 
ди *'. Бироц бу ҳолда (1 ) дарзчсали цаторнинг умумий ҳади 
ҳам нолга интилмайди, бу эса яцинлашишнинг зарурий ш ар­

тига кўра ( I XI >  1  б ў л гaн д a j даражали цаторнинг узоцлаш и- 

шини билдиради.

Ю цоридагига асосан ^ и н т е р в а л  (1) даражали ца­

торнинг яцинлаіііиш интервали эканлиги чицади, яъни

Я  =  І =  lim I J l
L П-+0 0  I un+ 1

Яцинлашиш интервалини аницлаш учун  ш унга ўхш аш  Ко­
ши аломатидан ҳам фойдаланиш мумкин, у вацтда

1- м и с о л.
1 -I-*  +  +  *8 +  . . .  +  •*" +  . ; ;  

цаторнинг яқинлашиш интервали аниқлансин,

Е ч и ш :  Тўғридан-тўғри Даламбер аломатини татбиқ этиб, қуйида гини
ҳосил қиламиз:

lim
П - * - 30

' 1*1

Демак, | * | < І  бўлганда қатор яқинлашади ва | Jf | >  1 бўлганда узоқ- 
лашади. (— 1,1) интервалнинг чегараларида қаторни Даламбер аломати ёр­
дами билан текшириш мумкин эмас. Лекин х  =» — 1 ва х  =  1 бўлганда ца­
торнинг узоқлзшиши ўз-ўзидан равшан.,

2- м и с о л.
2х (2л)_г (2-у)з
1 — 2 +  3 

қаторнинг яқинлашиш интервали аниқлансин.

*) Даламбер аломатини (4- параграфга қаранг) исбот қилганимизда, агар
и

Пт — 1 бўлса, қатор умумий ҳадининг ўсишини, демак, унинг нолга
“л

интилмаслигинн аниқлаганлигнмизни эслатиб ўтамиз.
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Е ч и ш.  Даламбер белгисини татбиц эгамиз: 

(2х)п+1

lim
П~*-х>

п +  1
(2х)п

=  Ит
Л-*-со

П
« п

I 2 х I =  I 2х  !

Агар |2х I <  1, яъни

да ҳам цатор яцинлашади; х ■■

3- м и с о л.

: — бўлганда, цатор узоцлашади.

X1 хз 
л +  2 І+ й  + +  . +  . . .л!

цаторнинг яцинлашиш интервали топилсин. 
Е ч и ш.  Даламбер аломатини татбиц этсак:

Ит “п + 1 =  lim
П-+СО

х а+1п\ 1 х  1lim I - I
“п х п( п + 1)! я-* оо П +  1 1 0< 1.

Лнмитнинг X га боғлиц эмаслиги ва бирдан кшіикдиги ту файл д цатор х  
нинг барча цийматларида яцинлашади.

4 - ми с о л .
1 + Х  +  ( ^ ) 2 +  (Зх)3 +  . . .  +  (/пх)п +  . . .

қатор X нинг, х = 0  дан бошца, ҳамма цийматларида узоцлашади, чунки х  
нинг нолдан фарцли ҳар цандай циймати учун п-юо да (пх)п-+ оо.

Яцинлашиш интервали

Ма/коронтланиш интервали 

366- раем.
3-  т е о р е м  а.

aQ - f  ахх  +  а ,*2 +  . . .  +  апхп +  . . .  ( 1)

даражали цатор бутунлай яцинлаиіииі интервали ичида 
ітувки исталган [— р, р] кесмада кучайтирилгандир.

И с б о т .  Ш артга кўра p < R  ( 3 6 6 - раем), ш унинг уч у н (м у с- 
бат ҳадли) сонли цатор

I #0 I +  I a i I Р +  I О-i I Р̂  +  • • • +  I a n I P" CO
яцинлашади. Аммо \ x \ < p  бўлганда ( 1) цаторнинг ҳадлари 
абсолю т циймат ж иҳатидан (7 ) цаторнинг мос ҳадларидан кат­
та бўлмайди. Д ем ак, (1) цатор [— р, р] кесмада кучайтирил­
гандир.

1 - н а т и ж а .  Яцинлаиіииі интервали ичида бутунлай ётув- 
чи ҳар цандай кесмада даражали цаторнинг йиғиндиси уз-
20  Н. С. Пискунов, 2-т,
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луксиз функциядир. Ҳацицатан, бу кесмада цатор кучайтирма 
ва унинг ҳадлари х  нинг узлукси з функцияларидир. Д ем ак,
11- параграфдаги 1-тео р ем ага  асосан бу қаторнинг йиғиндиси 
узлукси з функциядир.

2- н а т и ж а .  Агар интеграллаш чегаралари а, {5 даоа- 
ж али цаторнинг яқинлашиш интервали ичида ётса, ца­
тор йиғиндисининг интеграли цатор ҳадларидан олинган 
интеграллар йиғиндисига тенг, чунки интеграллаш соҳаси-

-/? 0 '  о В

367- раем.

ни цатор кучайтирилган цатор бўладиган ( 3 6 7 - раем) [— р, р] 
кесма ичига жойлаштириш мумкин (кучайтирилган цаторни 
.ҳадлаб интеграллаш мумкинлиги ҳацида 12- параграфнинг
1- теоремасига царанг).

14- §. Д араж али қаторларни диф ф еренциаллаш

1- т е о р е м а. Агар
s (.X) =  а0 +  ахх  +  а2х* +  а3х* - f  а ^  +  . . .  +  anxn 4- . . .  ( 1)

даражали цаторнинг яцинлашиш интервали ( — Ц, R) бўл- 
са, ( 1) цаторни ҳадлаб дифференциаллашдан ҳосил цилин­
ган

<Р (х) =  а , +  2 а2х  +  За3х а +  . . .  +  ѣапхп~х +  . . .  (2 )

цаторнинг ҳам яцинлаиіиш интервали (— /?, R) бўлади; 
бунда IX I <  R бўлса, <р (х) =  s' (х), яъни яцинлашиш интер- 
валининг ичида ( 1) даражали цатор йиғиндисининг ҳосиласи,
( 1) цаторни ҳадлаб дифференциаллаш натижасида ҳосил 
цилинган цаторнинг йиғиндисига тенг.

368- раем.

И с б о т . Яцинлашиш интервали ичида бутунлай ётувчи 
ихтиёрий [— р, р] кесм ада (2) цаторнинг кучайтирилган. эканли­
гини исбот циламиз.

р <  I <  R (368- раем) шартни цаноатлантирувчи 5 нуцтани
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оламиз. Б у н у ц т а д а  (1 ) қатор яцинлашади, дем ак, 1 і т а л$л =  0,
П -*- оо

ш унинг у ч у н
I а£п I <  М (п =  1, 2, . . . )

тенгсизликни қаноатлантирувчи М ўзгармас соини топиш 
мумкви. А гар |.х| < о  бўлса,

Я- l l  I п-1 I I „Я- l l  I РІЛ_1 „ м Пп~1
<  п а п?  = л  I  < П  І q '

бунда

q =  j  <  l.
Ш ундай цилиб, (2 ) цаторнинг ҳадлари | j c | < p  бўлганда 

абсолю т циймат бўйича ҳадлари ўзгарм ас бўлган сонли мусбат 
М
7 ( 1 + 2 ?  +  3<7г 4- . . .  +  Щп~ х +  . . . )

цаторнинг ҳадларидан кичикдир.
Бироц охирги цатор яцинлашади, бунинг ш ундай эканли- 

гига Даламбер аломатини цўлланиш билан ишонч ҳосил ци- 
лиш мумкин:

щ
Д ем ак, (2 ) цатор [ — р, р] кесм ада кучайтирилган ва 12- параг­
рафдаги 2- теоремага асосан унинг йиғиндиси [ — р, р] кесмада 
берилган цаторнинг йиғиндисидан олинган ҳосиладан иборат, 
яъни:

ср (х) =  s'(x).
( — R, R) интервалнинг ҳар цандай ички нуцтасини бирор 

[ — р, р] кесма ичига жойлаштириш мумкин бўлганидан (2) 
цаторни ( — R, R) интервалнинг исталган ички нуцтасида якин- 
лашиши келиб чицади.

Энди ( — R, R) интервалнинг ташцарисида (2) цаторнинг 
узоцлашишини исбот циламиз. х , >  R бўлганда (2) цатѳр яцин­
лашади дейлик. Уни (0 , х 2) интервалда, бунда А? < х 2< х иҳаЛ' 
лаб интеграллаб ( 1 ) цаторнинг х 2 нуцтада яцинлаш увчи экан­
лигини топар эдик, бу эса теорема шартига царшилик цилади. 
Ш ундай цилиб, ( — R, R) интервал (2) цаторнинг яцинлашиш 
интервалидир. Т еорем а тўла исбот цилинди.

(2) цаторни яна ҳадлаб дифференциаллаш ва бундай диф- 
ференциаллаш ни истаганча давом эттириш мумкин. Ш ундай 
цилиб, цуйидаги ху л о сага  келам из:

2- т е о р е м а .  Агар даражали қатор ( — R, R) интер­
валда яцинлашса, унинг йиғиндиси яцинлаиіиш интервали, 
ичида истаганча тартибли ҳосилаларга эга бўлган функ-
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цияни ифодалайди, буларнинг ҳар бири берилган цаторни. 
тегишли марта ҳадлаб дифференциаллаш. натижасида ҳо- 
сил цилинган цаторлар йиғиндисига тенг бўлади: бунда диф­
ференциаллаш натижасида ҳосил цилинган ҳар бир цатор­
нинг яцинлашиш интервали ҳам (— R, R) интервал бўлади.

1 5 -  § . х —а  ни нг дар аж алар и  бўй и ча цаторлар

а0 +  at (x — а) +  а2 (х  — а)2 +  а8 (х — а )8 - f
+  • • • +  #л (х  — а)п +  • • • ( 1)

кўриниш даги функционал цатор ҳам даражали цатор дейи­
лади, бундаги  а0, аи а2, ... , ап. ... ўзгарм ас сонлар цатор­
нинг коэффициентлари дейилади. Б у  х —а икки ҳадни нг да­
ражалари бўйича ж ойлаш ган даражали цатордир.

а =0  бўлганда ( 1) цаторнинг хусусий ҳолини, яъни х  нинг 
дараж алари бўйича ж ойлаш ган дараж али цаторни ҳосил ци- 
ламиз.

( 1) цаторнинг яцинлашиш соҳасини аницлаш у ч у н  х —а 
ў 8гарувчини X  билан алмаштирамиз.

Б у  алмаштиришдан сў н г (1) цатор

д0 +  й\Х +  агХ 2 -}- . . .  +  апХп +  ... (2)

кўриниш га келади, яъни X  нинг даражалари бўйича ж ойлаш ­
ган дараж али цатор ҳосил бўлади.

— к <  X  <  R и н тер вал -(2) цаторнинг яцинлашиш интерва­
ли бўлсин (369-а , раем). Б ун дан  х  нинг —R < х  — а <  R ёки 
a  —  R <  X  <  а R тенгсизликни цаноатлантирувчи цийматла­
рида ( 1) цаторнинг яцинлаш увчи эканлиги келиб чицади. 
j X I >  R бўлганда (2) цатор узоцлаш ганлиги сабабли, | х —а | > /?  
бўлганда (1) цатор ҳам узоцлаш ади, яъни a — R <  х  <  а +  R 
интервалдан ташцарида узоцлаш ади (369-р, раем).

Д ем ак, (1) цаторнинг яцинлашиш интервали маркази а н у ц -  
тада бўлган (a—R , a + R )  интервалдан иборат бўлади. х  нинг 
дараж алари бўйича дараж али цаторнинг ( — R, +  R) яцинла­
шиш интервали ичидаги барча хоссалари х —а нинг дараж а­
лари бўйича даражали цатор у чу н  (a—R, u-j- д )  ^ и н л а ш к ш  
интервали ичида бутунлай сацланади. М асал ан ,агар  интеграл­
лаш чегаралари (a—R, a-t-R) яцинлашиш интервали ичида ёт- 
са, ( 1) даражали цаторни ҳадлаб интеграллагандан кейин йи- 
гиндиси берилган ( 1) цаторнинг йиғиндисидан олинган и н тег­
ралга тен г бўлган цатор ҳосил бўлади. х  нинг (a — R, а +  R) 
яцинлашиш интервали ичида йтувчи ҳамма цийматлари учун  
( 1) дараж али цаторни ҳадл аб дифф еренциаллаганда, йигиндиси 
берилган ( 1) цаторнинг йиғиндисидан олинган ҳоси л ага  тен г 
бўлган  цатор ҳосил бўлади.
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М и с о л .  Уш бу

( * - 2 ) +  ( * - 2 ) *  + ( * - 2 ) 3 +  . . .  +  ( X  — 2)я +  . . .

қаторнинг яқинлашиш соҳаси топилсин.
Е ч и ш .  X — ‘2 — х  деб олиб,

Х +  Ла + Л8 + ... + х п +  ...
қаторни ҳосил қиламиз. Бу қатор — 1 <  X <  1 бўлганда яқинлашади. 
Демак, берилган қатор л нинг -  1 <  х — 2 <  1, яъни 1 <  л <  3  тенгсизлик- 
ларни қаноатдантирувчи ҳамма қийматларида яқинлашади (370-расм ).

1 6 - § .  Т ей лор ва  М аклорен цаторлари

I том IV бобининг 6- параграфида х  «■ а нуқта атрофида 
(яъни  X =  а нуқтани ў з  ичига олган бирор интервалда) (п +  1)- 
тартибли ҳамма ҳосилаларга эга бўлган f(x )  функция учун 
Тейлор формуласи

^ № ) + . . . + ( £ ^ / (л)( а ) + / ? п̂ )  ( 1)

ўринли эканлиги кўрсати лган эди, бунда қолдиқ ҳад  деб  ата 
л увчи  Rn(x) уш бу:

R*{x) =  і і г п у г /(П+І> [а +  Ѳ(*  “ а)1 , 0 < 6 < 1
формула бўйича ҳисобланади.

А гар f(x )  функция х  — а нуцта атрофида б а р ч а  тартиб- 
даги ҳосилаларга эга б ўлса, Тейлор формуласидаги п сонини 
истаганча катта қилиб олиш мумкин. Қ аралаётган атрофда 
п -*■ оо да қолдиқ ҳ а д  Rn нолга ' интилади дейлик:

B y  ҳол да п -*■ оо да (1 ) ф ормулада лимитга ўтиб, ўн г томон- 
да Тейлор қатори деб аталувчи

П х ) -  т  +  2— і1 f  (а) +  . . .  +  - / Щ а )  +  . . .  (2)1 п\
чекси з қаторни ҳосил қиламиз. О хирги тенгли к п -* со да 
Rn(x) -*■ 0  бўлган ҳолдагина ў^инлидир. Б у  ҳолда ў н г томон- 
да тур ган  қатор яқинлаш ади ва унинг йиғиндиси берилган

-Л о R X

X
X

а

369- раем. 870- раем.

lim R„(x) “  0.
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f(x) функцияга тенг бўлади. Бунинг ҳақиқатан шундай экан- 
лигини исбот қиламиз:

t{x)  =  Р'<х) +  Rn(x),
бунда

p n(x) =  №  +  ~ v < e i + . . .  + (- ^ - л
11 nl

Ш артга асосан lira Rn(x) =  0 бўлгани учун

Пх) =  Ііш Р„(х).
П-*-х

Лекин Р„(х) (2) қаторнинг п- қисмий йиғиндиси; унинг лими­
ти (2) тенгликнинг ў н г томонида турган қаторнинг йиғиндиси- 
j a  тенг. Д ем ак, (2) тенгли к \ринлидир:

X  К *) =  Па) +  П а )  +  Г {а )  +  . . .  +

+  ( £ - £ f /(п) 
я!

Олдинги муҳокамадан, Т е й л о р  қ а т о р и  l im /?„<.*) =  0 
б ў л г а н д а г и н а  б е р и л г а н  / ( * )  ф у н к ц и я н и  и ф о д а -  
л а ш и  келиб чиқади. Агар l im Rn=f= О бўлса, у  ҳолда қатор 
(бирор бошқа ф ункцияга) яқинлашса ҳам берилган функцияни 
ифодаламайди.

Агар Тейлор қаторида а =  0  деб олсак, у ҳолда Тейлор 
қаторининг хусусий ҳоли бўлган Маклорен қаторини ҳосил 
қи л ам и з:________  .________j

м  (0) + . . .  о )

Агар бирор функция учун  формал ҳолда, Тейлор қатори 
ёзи.пан бўлса, бу қатор берилган функцияни ифодалашини 
исбот қилиш учун  ё қолдиқ ҳадининг нолга интилишини ис- 
ботлаш ёки бу қаторнинг берилган функцияга яқинлашишига 
бошқа бирор усул  билан ишонч ҳосил қилиш керак.

I том I бобининг 8- параграфида аниқланган элементар 
функцияларнинг ҳар бири учун шундай а ва ш ундай R мав­
ж уд бўлиб, (а — R, a +  R) интервалда бу функциялар Тейлор 
қаторига ёки (агар a — Q бўлса) М аклорен каторига ёйилишини 
қайд қилиб ўтамиз.

1 7 -§ . Ф ункцияларни цаторларга ёйиш мисоллари

1. / ( . * ) =  sin л: ф у н к ц и я н и  М а к л о р е н  қ а т о р и г а  
ё й и ш .

I т. IV бобининг 7- параграфида 

8ІПЛ =  Л — J . +  . . .  +  < - > ) » ■  (£ І +  * , , < * >
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формулани келтириб чиқарган ва бунда lim Ru <x) =  0 эканли-
п-*- ОО

гини исбот қилган эдик. Олдинги параграфда айтилганларга 
асосан s in x  нинг М аклорен цаторига ёйилмасини ҳосил қи- 
ламиз:

, І п„ л _ | + г + . . . + ( _ І ^ . ^ і + . . .  о ,

X ҳар кандай бўлганда ҳам қолдиц ҳ а д  нолга интилганли- 
ги учун  берилган қатор яқинлашади ва х  истаганча бўлганда 
^ам функциянинг йиғиндиси s in x  бўлади.

371-р асм да s i n x  функциянинг ва (1) қатор биринчи учта 
қисмий йигиндиларининг графиги кўрсатилган.

By  қатордан х  турли қийматлар олганда s in x m m r  қиймат- 
ларини ҳисоблаш  у ч у н  фойдаланилади.

М асалан, sin 10° ни 10~6 гача аниқлик билан ҳисоблайлик.

10° ёки, радиан ҳисобида, ^  = » 0 ,1 7 4 5 3 3  бўлгани учун,
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Биринчи иккита ҳад  билан чегараланиб, уш бу тақрибий тен г­
ликни ҳосил қиламиз:

. It It 1 /  Я \3sin -  ^ --------- [ — ,
18 18 6 [ i s j  '

бунда биз, абсолют қиймат жиҳатидан гаш лаб юборилган ҳад- 
ларнинг биринчисидан кичик бўлган 5 хатога йўл қўямиз, яъни

8 <  -  ( - f  <  —  (0 ,2 )5 <  4 • Ю -6.
5і \ 18/ 120

Агар sin учун  ҳосил килинган ифодадаги ҳар бир қўш и-
18 ------  ----- ------- ----------

лувчини олтита рақам билан ҳисобласак

sin -  =  0 ,173647 
18

ҳосил бўлади.
. /Биринчи тўртта рацамнинг тўғрилигига ишониш мумкин.
V 2. tlx) — ех ф у н к ц и я н и  М а к л о р е н  қ а т о р и г а  ё й и ш .  

I том IV  бобининг 7- параграфига асосан:
**2 уЗ уП

^ - l + * + £ .  +  J + . (2)

чунки л: ҳар қандай бўлганда ҳам lim Rn(x) =  0 эканлиги ис-
п-*-оо

бот қилинган эди. Д ем ак, х  нинг ҳар қандай қийматида қатор 
яқинлашади ва ех функцияни ифодалайди.
Агар (2) ёйилмада д: ўрнига ( — х) олинса, у  ҳолда:

.
е-х =  \ - х  +  ~  — -  + 1  -  . . .  (3 )

21 31 41 v ;
косил бўлади.
/  3. / (х )  =  cos (х) ф у н к ц и я н и  М а к л о р е н  қ а т о р и г а  
ё й и ш .

I том IV бобининг 7 - параграфига асосан х нинг ҳар қан- 
дай қийматларида:

с о з л  =  1 - ^ + ^ - | Ч  . . . ,  (4)
м 4і 6!

р яқинлаш ади ва cos х  функцияни ифодалайди.
4. У ш бу

f{x) =  s h X =  е ~ е— ,

f(x )  =  ch а: =  t-
2

ф у н к ц и я л а р н и  М а  к л  о р е и  ѵ а т о р и г а  ё й и ш



18- §. ЭЙЛЕР ФОРМУЛАСИ 313

Б у  функцияларни (2) ва (3) қаторларни айириш ва қўишш 
ҳамда 2 га бўлиш йўли билан ёйиш осон.

Д ем ак,
Sh *  =  * + |  +  f +  £ +  (5)

о! о! /!
у4 ,6

« ■ . « 1 + 1 + 1 + * + . . . .  <61

1 8 -§ .  Эйлер ф орм уласи

Биз ҳозиргача ҳақиқий ҳадли қаторларнигина кўрдик, л е ­
кин ком плекс ҳадли қаторларни қараганимиз йўқ. Комплекс 
ҳадли қаторлар назариясини бу дарсликда муфассал ўрган- 
маймиз, ш унинг у чу н  бу со ҳага  тегиш ли битта муҳим мисол- 
ни кўриб чиқамиз.

VII бобда (I том) уш бу ех+іу функция
gX+ly _  g-v(cos у +  i sin у)

тенгли к билан аниқланган эди. Б у  тенгликдан х — О бўлганда 
Эйлер формуласини ҳосил қиламиз:

eiy — cos у +  i sin у.
А гар м авҳум  кўрсаткичли eiy кўрсаткичли функцияни ех 

функцияни даражали катор кўриниш ида тасвирловчи 1 7 - па- 
раграфдаги (2 ) формула ёрдами билан аниқласак, биз яна Эй- 
лернинг ўш а тенглигини ҳосил қиламиз. Ҳақиқатан 17-п ар аг- 
рафнинг (2) формуласидаги x  ўрнига iy ифодани қўйиб, ely 
функцияни аниқлаймиз:

е» » 1 +  й  +  ! ^  +  Ш ! + . . .  + » f + . . .  .
I I  21 3! n!

Бунда
іг =  — 1, іъ =  — і, г4 =  1, іь =  і, г6 =  —  1

ва ҳоказо  эканлигини эътиборга олиб, ( 1) формулани қуйида- 
ги ш аклга келтирамиз:

■ * , =  1 + й _ £ _ Й ?  +  £  +  £ - . . . .
1! 2! 31 4! 5!

Б у  цаторнинг ҳақиқий ва м авҳум  қисмларини аж ратсак:

Қ авслар ичида йиғиндилари cos у ва sin у (олдинги параграф­
даги (3 ) ва ( 1) формулаларга қаранг) функцияларга тенг бўл- 
ган даражали қаторлар турибди. Д ем ак ,

е‘у =  co sy  4- i sin у.
Ш ундай қилиб, биз яна Эйлеѵ формуласини ^осил этдик.
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1 9 -§ . Биномиал қатор

1. f(x)  =  (1 +  х )т функцияни М аклорен қаторига ёямиз, 
бунда т— ихтиёрий ўзгарм ас сон.

Б у  ерда қолдиқ ҳадни баҳолаш  бирмунча қийин. Ш унинг 
у чу н  берилган функцияни бир оз бош қача усул  билан катор­
га ёямиз. f(x )  =  (1 +  х )т функциянинг

(1 + x ) t ' ( x ) = m f ( x )  ( 1)

дифференциал тенгламани ва

/ ( 0) =  1
шартни қаноатлантиришини эътиборга олиб, йиғиндиси s(x) 
дан иборат ва ( 1) тенгламани ҳамда s (0) =  1 шартни қаноат- 
лантирувчи даражали каторни топамиз:

s(a:) =  1 +  ахх  +  а2х 2 +  . . .  +  апхп +  . . .*>. (2)

Буни (1) тенглам ага қўйсак:

(1 +  x)(at + 2 а 2х  + 3 а 8х 2+  . . .  + п а пх п~’і +  —
=  т( 1 +  ахх  +  а2х2 + .  . .  +  апхп +  . . . ) .

-Тенгликнинг турли қисмларидаги бир хил даражали л: ларнинг 
коэффциентларини тенглаб , қуйидагиларни топамиз:

<2, =  т, ах + 2аг = т а и . .  . ,  пап +  (п +  1 )а п+і =  тап, . . .
Бундан қаторнинг коэффициентлари учун  уш бу ифодаларни 
^осил кидамиз:

« 0 = 1 , at =  т, =

_  а}(т -  2) __ т(т -  1) ( т  — 2)
3 3 2 - 3

т ( т — 1 ) , .  . ( т -  п +  1) 
-----------------1 . 2  . . .  п 1

Булар биномиал коэффициентлардир.
Уларни (2) формулага қўйсак:

s (x )  =  1 +  тх +  ^  X3 + . . «

4- w ( m - l ) . . . [ / n - ( w - l ) ]  , (8)
1 - 2 - . . .п  + - - *

*) Биз 5(0) * :  1 бошлангич шартга асосан озод ҳадни бирга т«нг деб 
0 Л Д И К ,
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Агар т— бутун мусбат сон бўлса, у  ҳолда хт+і ни ўз ичига 
олган ҳаддан  бош лаб, ҳамма коэффициентлар нолга тен г б ў - 
лади ва қатор кўп ҳадга  айланади. Агар т каср ёки т бутун 
манфий сон бўлса, чексиз қатор ҳосил бўлади. іЗ) қаторнинг 
яқинлашиш радиусини аниқлаймиз:

т ( т —  l ) .  . . [ т - п  +  1] „„

И- + * ------------------А-----------------  Х *
„ _  т ( т - \ ) . . . \ т ~ п  +  2] ,

(n - 1)1
m( m  — 1 ) . . .  (m - n  +  1)(н — 1)!

lira. “„+1 =  lim
Л -*  оо П-+ЭО

=  lira
П -*  се 1

m(m — 1) . . .  (m — n - f  2) я!
m — n +  1 , ,

' X \ =  X\

Ш ундай қилиб, (3) қатор |j c| < 1 бўлганда яқинлашади.
( — 1, 1) интервалда (3) қатор ( 1 ) дифференциал тенглам а­

ни ва s (0) =  1 шартни қаноатлантирувчи s (x )  функцияни тас- 
вирлайди.

( 1 ) дифференциал тенглама ва s (0) =  1 шартни фақат бит­
та функция каноатлантиргани учун  (3) қаторнинг йиғиндиси 
(1 -f- х )т ф ункцияга айнан тен г бўлиб, биз куйидаги ёйилмани 
^осил қиламиз:

(1 +  х г  -  1 +  «  +  * ’  +  - {т- ~  ‘j 1" - - 1 -»• +  ■ -  O ')

Ж ум ладан т — — 1 бўлганда:

=  1 — X +  х і —  X3 - { - . . .
1 -М

т =  — бўлганда:

1 - 3 * 5
П  +  Х =  1 +  ± х - ± х 3 +  ± £ . х 3 -  2 , 4 > 6 і 8  

т =  — 1  бўлганда:2 щ

(4 )

л 4 + . . .  (5)

1 • з 1 . 3 - 5
- ■ — -  =  1 ------- X  -і-----------X2 —
у і + х  2 2 . 4  2 . 4 . 6

X3 +
1 . 3- 5 . 7
2 - 4 -  6 . 8

X — (6)

2)  Б и н о м  ё й и л м а с и н и  б о ш қ а  ф у н к ц и я л а р н и н г
ё й и л м а с и г а  т а т б и қ  э т а м и з :

/ (X) =  arc sin  X



316 X V I б о б . ДАТОРЛАР

функцияни М аклорен қаторига ёямиз. (6) тенгликдаги х  ўрни- 
га  — X* ифодани қўйсак:

1 1 j 1 о * 1 * 3  ж . 1 * 3 * 5  д , .
-7= *  1 + —Х* Н--------х і -4-------------- л 6 +  . . . 4 -
/ і  —  х* 2 ' 2 - 4  -  2 - 4 - 6  ' '

1 - 3 - 5 , . . , ( 2/1 - 1) 2п
+  2 - 4 .  6 .  ..2 п  Х •

|л: | < 1  бўлганда, дараж али қаторларни интеграллаш  ҳақи- 
даги  теорем ага асосан қуйидагини ҳосил қиламиз:

Л

I
dt 1 л* , 1 • 3*6 . 1 . 3 - 5x*

— arc sin л  =  л- +  — -  - f  -------------j--------------------h . . .
У I —  t* 2 - 3  2 - 4 - 5  2 - 4 - 6 - 70

, 1 ■ 3 - 5 . . .  (2/1 -  1) x2n+l _
‘ ’ 2 - 4 - 6  . . .  2n 2/1 +  1

Б у катор ( — 1, 1) интервалда яқинлаш ади. Қатор х  =  ±  1 
бўлганда ^ам яқинлашишини ва бу қийматлар у ч у н  қаторнинг 
йиғиндиси arc sin х  га тенглигини исбот қилиш мумкин. У  вақт- 
да X — 1 деб олиб, я ни ҳисоблаш нинг куйидаги формуласини 
^осил қиламиз:

1C ,  , 1  1 , 1 - 3  I . 1 - 3 - 5  1 ,arc sin 1 =  — =• 1 Н—  . — -------- . — -------------- -- — f- . . . .
2 2 3 2 - 4  5 2 - 4 - 6  7  ^

20- § .  ln ( l  +  х )  ф ункци яни дар аж али  ц атор га ёйиш . 
Л огари ф м ларни  ҳи собл аш

1 9 - параграфдаги (4 ) тенгликни ( | х | < 1  бўлганда) 0  дан  х  
гач а  чегарада интегралласак:

ёки
о о

ш (1 + х )  =  х - | Ч | - | Ч  . . .  + ( - і ) л + і ^ +  . . .  ( 1)

Б у  тенгли к ( — 1, 1) интервалда ўринлидир.
А гар бу ф ормуладаги х  ни — х  га алмаш тирсак ( — 1, 1) 

интервалда яқинлаш увчи қатор ҳоси л бўлади:

l n( l - * )  — (2 ,

( 1) в а  (2) қаторлар ёрдами билан ноль билан икки ораси­
даги  сонларнинг логарифмларини ҳисоблаш  мумкин. Ш уни нг- 
д е к , х = 1  бўлганда (1) ёйилманинг ҳам ўринли экан л и ги гі 
и сботси з иш онч ҳосил қилишимизни айтиб ўтамиз.
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И хтиёрий бутун  сонларнинг натурал логарифмларини ҳи - 
соблаш  у ч у н  формула чиқарамиз.

И ккита яқинлаш увчи қаторнинг биридан икКинчисини ҳад - 
лаб айирганда ҳосил бўлган  қатор яқинлаш увчи ( 1- параграф ­
даги  3 - теорем ага қаранг) бўлганлиги у ч у н  ( 1) тенгли кдан (2) 
тенгли кни ҳадлаб айириб, қуйидаги қаторни ҳосил қиламиз:

ln (l +  х) — ln ( l  — х)  =  l n 1 +  * -

С ўнгра
1 + х  n + 1

\—х * + ! + ! + • • •
== — 1—  деб фараз қилсак, х  =

1
1 — X п * * ' ' 2n +  1

Ҳ ар қандай п >  0  у ч у н  0 <  д: <  1 бўлганидан

1 +  1l n l ± £  =  ln { L + i  =  21 —X
бундан

ln [п +  1) — Іп я  =  2 
п — 1 бўлганда;

ln 2 =  2

2 п +  1 

1
+

3 (2 «  +  l ) 3 

1

5(2 п +  1)5 

1
2я +  1 3 ( 2 « +  1)3 

1 , 1

5(2я +  1P

бўлади. 

• • *j» 

(3 )

1 • 3 +  3 • 33 +  Т~,— +
5  • 3-->

ln 2 ни берилган & дараж ада аниқлик билан ҳисоблаш  у чу н  
sp қисмий йиғиндини, унинг ҳадлари сони р ни ш ундай танлаб 
олиб ҳисоблаймизки, таш лаб ю борилган ҳадларнинг йигиндиси 
(я ъ н и  s ни sp билан алмаш тирганда қилинган R хатѳ) йўл 
қўй и лади ган 5 хатодан кичик бўлси н. Бунинг у ч у н  Rp хатони 
баҳолайм из:

i . i . i
' Ур * [ ( 2 p + l ) 3 ^ ’+1 ^ ” (2 /? + 3 )  З~р+3 ‘ (2/ 7 + 5 ) 3 2р+5 

2/7 +  3 , 2,0 +  5, . . .  сонлар 2р +  1 дан катта бўлгани учун  
уларни 2р  +  1 билан алмаштириб, ҳар бир касрни орттирамиз. 
Ш ун и н г у ч у н

1 j _______1_______ I-----------!----------- uI . . ч Г.9.П 4-Я . o2n4-5 I

+  .

RP <  2
ёки

R p < 2p +  l
2 Г 1

32 pri +
1 1

Урта к авс ичидаги қатор м ахраж и — бўлган геом етри к про-

грессиядир. Б у прогрессиянинг йиғиндисини ҳисоблаб қуйида* 
гини топамиз:

1
3 2?  +  [

R  <  2 _  1
Р 2p +  1 i — -  (2/> +  l ) 3 2je—1 - 4* 

У

(4)
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Энди In 2 ни, масалан 0,000000001 гача аниқлик билан ҳи- 
собламоқчи бўлсак, р ни шундай танлаш керакки, Rp< 0,000000001 
бўлсин. Б у н га  р ни (4) тенгсизликнинг ў н г томони 0,000000001 
дан кичик бўладиган қилиб танлаб олиш билан эришиш мум­
кин. Бевоси та танлаш йўли билан р =  8 деб олиш етарли экан­
лигини аниқлаймиз. Д ем ак, 0,000000001 гача аниқлик билан 
топамиз:

In 2 ~  So =  2 _!___[_ 1 л . 1 д . 1 _ l 1
1 . 3  З - З з  5 . 3» 7 • З7 9  • 3» 11 -З11

+  А - .  +  : 1 =  0,693147180.
13 .313 15 .„3UL

Д ем ак, In 2 =  0,693147180. Бунда шу тўққизта рақам ишонч-
ли.

(3) формулада п =  2 деб олсак:

In 3 =  1п 2 +  2
1  +  ^  +  Г Т і + " - ! - , '°98612288

ва ҳоказо . Ш у усул  билан ҳар қандай бутун сонларнинг н а -  
т у р  а л  логарифмларини ҳосил қилишимиз мумкин.

Сонларнинг ў н л и  логарифмларини д о си л  қилиш учун,
1 g/V — yVl In Л/

муносабатдан фойдаланиш керак (I том II бобининг 8- парагра­
фига қаранг) бунда М  =  0 ,434294. У  вақтда масалан:

lg 2 =  0 ,434294 • 0 ,693147 =  0,30103.

21 - Аниқ  интегралларни цаторлар ёрдами билан ҳи соблаш

X  ва XI бобларда (I том) юқори чегаранинг функциялари 
сифатида элементар функциялар орқали чекли-кўриниш да ифо- 
даланмайдиган аник интегралларнинг мавжудлиги кўрсатилган 
эди. Баъзан бундай интегралларни қаторлар ёрдамида ҳисоб- 
лаш  кулай бўлади.

Бир печта мисол караймиз:а
l . j  e~x‘dx  интегрални ҳисоблаш талаб қилинсин. Бунда

о
е~х3 нинг бош лангич функцияси элементар функция бўлмайди. 
Б у  интегрални ҳисоблаш  учун  ех нинг ёйилмасидаги л: ни
— X1 га алмаштириб, интеграл остидаги функцияни қаторга 
ёямиз ( 1 7 - параграфдаги (2) формулага қаранг):
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B y  тенгликнинг иккала томонини 0 дан а гача чегараларда 
интеграллаб, қуйидагини топамиз:

f  e-x 'd x  - ( * . _____ £ І  4 .  _ * L  _  Л -
j  VI Ц. З 21-5 31«?

a  a  a 3 ,
0 “ T ~  ІП  +

> ______ I
21-5 31-7

Б у тенгли к ёрдами билан а нинг исталган қийматида берил­
ган интегрални ихтиёрий дараж ада аниқлик билан ҳисоблаЙ 
оламиз.

а ,
р sin X

2. J  ——  dx  интегрални ҳисоблаш  талаб қилинсин. И нтеграл 

остидаги функцияни қаторга ёямиз:

Б у  тенгликдан

у5  уТ
sin *  =  — -  +  . . .31 51 71

sin к  _  .  X* I х і  х й .
— оГ ’Тс Т ТІ "T" •••X  31 51 71

қаторни ҳосил қиламиз. Б у қатор эса х  нинг барча қийматла- 
рида яқинлашади. У  ни ҳадлаб интегралласак:

dx =  a -  —  +  — ______ —  +
h X 31 • 3 51 . 5 71 • 7 * * *

а ҳар  ҳандай бўлганда ҳам қаторнинг йиғиндисини исталган 
дараж ада аниқлик билан ҳисоблаш  мумкин.

%
т

3 . J  У  1 — kl sin2 cp d f  (h <  1) эллиптик интеграл ҳисоблан- 

син.

m “  ~2 > s5n* ¥ д е^ оли® (1 9 - параграфдаги (б) фор­

м улага қаранг), интеграл остидаги функцияни биномиал ка­
торга ёягмиз:

V 1— sin 2 ср =а 1 —  I k }  8ІП2 <р — Y  -i- k* sin4 <p— I i |  ^eSineC!>— . . .

B y  катор if нинг ҳамма кийматларида яқинлашади ва уни ҳад - 
лаб интеграллаш мумкин, чунки у  ихтиёрий интегралда к у ­
чайтирилган қатордир. Ш унинг учун
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Ў нг томондаги интеграллар ж уда содда ҳисобланади. <р-* 5- 

бўлганда: ■я
2

(1 том XI бобининг 6- параграфига қаранг). Д ем ак,
іс

22- §. Д иф ф еренциал тенглам аларни  қаторлар ёрдами' билан 
интеграллаш

Агар дифференциал тенгламани ечиш интеграллаш га олиб 
келинса, тенгламани ечиш учун  тақрибий усул дан  фойдала- 
нишга тўғри келади. Б у  усуллардан бири тенгламанинг ечи- і 
мини Тейлор қатори ш аклида тасвирлаш дир; б у  қатор чекли 
сондаги ҳадларининг йиғиндиси тақрибан изланган хусусий 
ечимга тенг бўлади.

М асалан:

бош лангич шартни қаноатлантирувчи ечимини топиш талаб 
қилинсин.

у — f(x) ечим м авж уд ва уни Тейлор қатори кўриняш ида 
тасвирлаш  мумкин дейлик (биз буни қандай ш артларда ўрин- 
ли эканлигига тўхтаб  ўтирмаймиз):

У =  / ( * )  =  f ( x 0) +  / ' Ы  +  П х  о) +  . . .  (3 )

Биз f (x о), f '(x о), /" (Х с ) , . . .  ларни, яъни хусуси й  ечимдан 
олинган ҳосилаларнинг х  =  х 0 бўлгандаги қийматларини топи- 
шимиз керак. Аммо буни ( I )  тенглама ва (2) шартлар ёр да­
ми билан бажариш мумкин.

У" =  Ғ(х, у, у') 
иккинчи тартибли дифференциал тенгламанинг 

(у)-г=лг0 == Уо> {У')х=х0 =  У0

( 1)

(в)
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Ҳациқатан, (2) ш артдан

/ ( *  о) =  Уо. /'(■*■ о) =  у'0
эканлиги чиқади; ( 1) тенглам адан:

f'\ xо) =  (у")х-х, =  ^(дго. Уо, Уо)-

( 1) тенглам ани нг иккала томонини л: бўйича дифф еренци- 
алласак:

у'" =  ( х ,  у , у ')  +  Ру (х, у, у ') у ' +  Гу  (х ,  у , у ') у " ,  (4 ) 

х  =  х 0 цийматни бу тенглам ани нг ў н г томонига қўй сак:

Г ' ( х 0) = ( у ' " ) х-хо.
(4) муносабатни яна бир марта дифференциаллаб,

f IVU 0) =  (уІѴЬ«*„
тенгликни топамиз ва ҳо к азо . —

Ҳосилаларнинг топилган қийматларини (3) тенгли кка қ ў я -  
миз. X нинг бу қатор яқинлаш адиган цийматларида (3) қатор  
тенгламанинг ечимини беради.

1- м и с о л. у" =  — ух2 тенгламанинг (у)х = о =  1. (У')х=о =  ® бошлангич 
шартларни қаноатлантирувчи ечими топилсин.

Е ч и ш
/(0) =  У о = 1 ,  Г(0) =  уо =* О 

ларни топамиз. Берилган тенгламадан (у")л=0 =  / " ( 0 )  =  0; сўнгра, 

у»  =  _  у>х% _  2лу, (у’“)х=0 =  /'"(0) =  0,

УІѴ -  -  у-х2 -  4ху' -  2у, (y'Wh=o  =  -  2.

Умуман, тенгламанинг иккала қисмини Лейбниц формуласи бўйича, k 
марта дифференциалласак (I т. III бобининг 2 2 - параграфа):

у ( * + 2) Ь ху^-Ѵ — k(k -  l)y *“ 2-

8 нди X =  0 деб олсак:

y[k+2) - - * ( * -  1) у<*“ 2>
ёки к +  2 =  п, демак,

Уоп) *= — (п -  3 ) (к  -  2) у[п~ л\
Бундан *

у ' ѵ =  -  I . 2 , у W =  -  5  • 6 у іѵ =  ( -  1)* (1 • 2)(5  • 6), 

у Р  =  -  9 • 10у£8) =  ( -  1)3(1 • 2) (5  • 6 )(9  • 10),

У2* =  ( - ! ) * ( 1  ■ 2 )(5  . 6 )(9  . 10) . . .  [ (4 *  —  3 )(4 *  — 2 )).

21 H.C. Пискунов, 2-т.
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Бундан ташқари

Уо5) =  >о№ = 0, . . . .  ^ +1> = 0 ...........
# = 0, у Г  =  0..........  ; Г +2, =  0...........

У Г  =  °- "  УоИ) =  0. •• • . у Г +3) ^  О. . . . .
Шундай қилиб, тартиблари тўртга каррали бўлган ҳосилаларгина нолга 

айданмайди.
Ҳосилаларнинг топилган қийматларини Маклорен қаторига қўйиб, тенг­

ламанинг ечимини акиқлаймиз:

У =  1 -  J  1 * 2 +  I  0  • 2 )(5  . 6) -  ^ ( 1  . 2 )(5  • 6)(9  . 10) +  . . .

. . .  +  - 2 ) ( 5 . 6 )  . . .  [ ( 4 А - 3 ) ( 4 * - 2 ) ]  +  . . . .

л нинг барча қийматларида бу қаторнинг яқинлашишини Даламбер аломати 
ёрдами билан текдшриш мумкин; демак, бу қатор тенгламанинг ечимидир.

А гар тенглама чизиқли бўлса, хусуси й  ечим ёйилмасининг 
коэффициентларини аниқмас коэффициентлар усул и  бўйича 
излаш қулайдир. Бунинг учун

У — а о +  Ч \х  +  а 2 к ‘ +  . .  . +  а пх п +  . . .

қаторни тўғридан-тўғри дифференциал тенглам ага „қўямиз“ 
ва тенгламанинг турли қисмларидаги бир хил дараж али л: лар­
нинг коэффициентларини тенглаймиз.

'2- м и с о л. у" =  2ху' +  4у тенгламанинг (у)л=0 =  ^  СУ)*=о =  1 бош- 
лангич шартларни қаноатлангирувчи ечими топилсин.

Е ч и ш.
у =  «а +  a tx  - f  а 2х г  +  й3а 3 +  . . .  +  а п х " +  . . ,

деб фараз этамиз.
Бошланғич шартларга асосан:

йа =  0, «, =  1.
Демак,

у  =  X  +  а 2 \г  +  а 3х э  + . . . ■  +  а п х п +  . .  . , 

у '  =  1 +  2а 2 х  +  3а 3 і 2 +  . .  . 4  п а пх І,~ 1 +  . . .  , 

у"  =  2а 2 +  3  • 2а 3х  +  . .  . +  п ( п  — 1) а п 2 +  . . .

Ёзилган ифодаларни берилган тенгламага қўйиб ва бир хил даражали 
.# ларнинг коэффициентларини тенглаб, қуйидагиларни ҳосил қиламиз:

2а3 =  0, бундан а2 =  0,
3 . 2гг} =  2 +  4,  бундан =  1,

4 • Зя\ =  \а 2 -f- 4аъ бундан а, =  0,

п(п — 1) а„ =  (п —  2) 2 « „ _ 2 +  4ал_ 2, бундан ап=
2 а п -2
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Демак,

2 - -  . , 22 - 1 1  2 1  1 (ft — 1)! 1
ЙБ==“ = Й ’ Л, =  _ Г  =  ЗГ* й в = 4І.......... " 2* + 1 ~  2k “ ft!” -

at =  0, в6 =  О, . . .  , Яа* =  0 . . .
Топилган коэффициентларни ўрнига қўйнб, изланаётган ечимни топамиз:

дг3 х* л7 л2А+\
у = х +  т + ™ + 5 Г  +  ••• +1 ' 2! 3! ft!

Ҳосил қилинган қатор х  нинг барча кийматларида яҳиндашади.
Топилган хусусий ечимни элементар функциялар орқали ифодалаш мум- 

кинлигини кўрамиз: х  ни қавсдан ташқарига чицарсак, кавс ичида е 1 функ­
циянинг ёйнлмаси ҳосил бўлади. Демак,

у =  хе ,

2 3 - § . Б ессел ь  тенглам аси

У ш бу
лгу" -j- ху' +  (хг — р2)у =  О (р ~ const) ( 1 )

кўриниш даги дифференциал тенглам а Бессель тенгламаси 
дейилади. >

Б у тенглам анинг ечимини ўзгар увчи  коэффициентли баъзи 
бир тенгламаларни ечиш даги сингари даражали қатор ш акли­
да нзламасдан, х  нинг бирор даражаси билан даражали қатор- 
нинг кўпайтмаси шаклида излаш керак:

у =  хТ 2  a-kxk-

г  кўрсаткич аниқ бўлм агани учун  а0 коэффициентни нол­
дан фарқли деб ҳисоблаш имиз мумкин.

(2) ифодани

у =  2  a sx r+ft 

ш аклида ёзамиз ва унинг ҳосилаларини топамиз:

У  =  2  {г  +  к) акхг+к~\ у" =  2  ( г  +  k){r +  k -  I )akx '+»-\*=0 '  #=■=о
Б у  ифодаларни (1) тен глам ага кўям из:

•*2 2  (r  +  k)(r -+ k — 1)я *л г+*-2 -+
k̂ O

+  х  2  ( r  +  k)akx r+k~1 - f  (x2 —p 2) 2  акхт+к =  0.
A=0 *=0

21*
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г , r  +  1, г  +  2, . . .  , г  +  k даражали х  лар олдидаги коэффи­
циентларни нолга тенглаб, куйидаги тенгламалар системасини 
ҳосил қиламиз:

[r[r  — 1) ± r  — p2] а0 =  0 ёки [г2—р2]а0 — О,
[(r - t- 1 ) г - Ь ( г 4- 1)—p2]at= 0  ёки 

[ ( r + 2) ( r - f - l ) - f ; r + 2) — рг]а2 +  а0= 0  ёки [ ( а + 2)2—р2]а2+ а 0= 0 ,

\(r+k){r-\-k— 1) +  ( г 4-А)— рг]ак-\-ак- 2= ^  ёки \ {г+к)2—рг]ак +
-f- Cl/г—2 — 0.

------ .  * *■ '
xr - ( 3 )
У ш бу тенгликни қараймиз:

[{r-\-ky—p2\ak\-ak-4 =  0, (3 ')

Уни қуйидагича ёзиш мумкин:

[(г +  k — P)(r +  k +  p)\ak+ a h-t  =  0 .
Ш артга кўра a0 =f= 0 ; демак,

r2 — p2 =  0, 
ш унинг учун  Гу — p  ёки r2 — — p.

А ввал  г , = p >  0  бўлган ҳолдаги ечимни қараб чиқамиз.
(3 )  тенгламалар системасидан бирин-кетин аи аг, . . .  ҳам- 

ма коэффициентлар аниқланади; я 0 ихтиёрий бўлиб қолади. 
М асалан, « 0=  1 бўлсин. У  ҳолда

*k-‘i
k(2р + ky

к га турли қийматлар бериб, қуйидагиларни топамиз:

(4)

а , =  0, й3 =  0 ва, умуман а2т+1 = 0, 
I 1

а2 — — аі =  ,2(2р +  2 ) ’ 4 2  • А(2р+2)(2р +  4) 

аъ =  (— 1)ѵ+1 1
2 - 4 . 6 . . .  2\(2р+2)(2р t 4 ) . . ,(2р+2ѵ) ' 

Топилган коэффициентларни (2 ) формулага қўй сак:

У у = х р 1 —  х  -4-
2(2р_+ 2) +

I_________ X*_________________________ дб_______________ 1 _

2 • 4(2/?+  2)(2Л -4) 2 • 4 • 6(2/? +  2)(2р +  і)(2р +  6) 1 * " }  (

k ҳар қандай бўлганда ҳам (3 ) тенглам адаги д *н и н г  коэф ­
фициенти

(г , +  k )2 -  р1
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нолдан фарк қидгани учун  ҳамма а 2>, коэффициентлар аниқла- 
нади.

Ш ундай қилиб, у , функция і і )  тенглам анинг хусуси й  ечи ­
ми бўлади.

Энди ш ундай шартни топамизки, бу шарт ва г 2 =  — р 
иккинчи илдиз берилганда ҳам барча ak коэффициентлар анйқ- 
ланади. Б у эса k ҳар цандай бутун мусбат жуфт сон бўлганда

(Г ъ + к У -р * Ф  О (6)
ёки

г2 4- р
тенгсизлик баж арилгандагина бўлади.

Аммо о =  г , демак,
- г2 +  к ф г х.

Ш ундай қилиб, (6) шарт бу ҳолда уш бу

тенгси зли кка эквивалентдир, бунда k бутун м усбат ж уф т сон. 
Л еки н,

r t =  р , г2 =  -  р,
демак,

г\— гі — 2р.
Ш ундай қилиб, агар р бутун  сон бўлмаса, (5) иф одадаги

V ни — р га алмаштириш билан ҳосил бўладиган иккинчи х у ­
сусий ечимни ёзиш мумкин:

у 2 =  х-р 1 -  +
х і

2 (— 2/7 4- 2 ) 2  • 4( -  2/7 +  2 ) ( - 2 /7 + 4 )

(5 0+  .
2 . 4 .  6 ( - 2 р +  2)( - 2 р +  4)(—2/7+6)

л: нинг барча цийматларида (5) ва (5 ')  даражали қаторлар- 
нинг яқинлашишини Д алам бер аломатигэ- асосан осонгина 
аниқлаш  мумкин. Ш уни нгдек yt ва у 2 функцияларнинг ҳам 
чизиқли эркли эканлиги маълум*).

у , ечимнинг бирор ўзгарм ас сонга кўпайтмаси Бесселнинг 
бир жинсли, р-тартибли функцияси деб аталади ва J „

Функцияларнинг чизикли эркли бўлиши қуйидагича текширилади.
Уш бу

1 ----------- —-------- 1-------------------—-------------------- . . .
у, _  „ а ,  2 ( - 2 / 7 + 2 )  2 • 4 (— 2/7 +  2 )(—  2/> + 4 )--  Л “оу-2 у-4У\ 1 ______ £ _____ I-

2 ( 2 /7 +  2 ) 2 ■ 4(2р +  2)(2/7 +  4)

нисбатни қараймиз. х  -* 0 да тенглик чексизликка интилгани учун бу нис- 
бат ўзгармас бўла олмайди. Демак, yt ва функциялар чизиқли эрклидир.
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символ билан белгиланади. у2 ечим эса J~p символ билан бел- 
гиланади.

Ш ундай қилиб, р бутун сон бўлм аганда, (1 ) тенгламанинг 
умумий ечими куйидаги кўриниш да бўлади:

У •* Сх Jp +  C2J - P.

М асалан, р =  1  бўлса, (5) қатор куйидаги шаклни олади:

-ѵ» 1 -  ~  +  "**
2 - 3  2 . 4 - 3 - 5  2 • 4 • 6 • 3 ■ 5 • 7

1 х 3 . х $  х 7 . !

Х ~ Ѵ + Ы ~ 7 І  +

Б у  ечимнинг ] / " ўзгарм ас кўп айтувчига кўпайтмаси Б ессел -

нинг J,u функцияси деб аталади; қавс ичида йиғиндиси sin л: 
ф ункцияга тенг бўлган қатор турганлигнни кўрамиз. Д ем ак,

Л Л * )  =  Y i x * { n x '
Х удди  ш уни нгдек, (5 ')  формуладан ф ойдалансак;

J _}_Ш  -  V ~  c o s X.

( l j  тенгламанинг умумий интеграли о =  ~  бўлганда қуйидагича 

бўлади:
V =  Ct J<i3 (a:) -f- C2f_ujx).

Х ў д г р а , p бутун сон бўлсин, уни п { п >  0) билан белгилай­
миз. Б у ҳолда (5) ечим маънога эга ва у (1) тенгламаніш р— 
биринчи хусуси й  ечими бўлади.

Лекин (5 ')  ечим маънога эга бўлмайди, чун кк ёйилманинг 
махраж идаги купайтувчилардан бири нолга айланади.

р =  п бутун мусбат бѵлганда Бессель функцияси J п (5) қа-

торни ўзгарм ас кўпайтувчига кўпайтириш билан [п =  0 
бўл са, 1 га кўпайтириш билан) аниқланади:

X*

2 n ni\  2(2и +  2) 1 2  • 4(2л - f  2)(2/z-f-4>

2 • 4 - 6(2n +  2)(2и +  4)(2n +  6)

a +2»
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Б у  ҳолда иккинчи хусуси й  ечимни

К„{х) =  J„(x) In др 4- х - п £  Ькх*
*=0

ш аклда излаш кераклигини кўрсатиш  мумкин.
Б у  ифодани (1) тенглам ага кўйиб, b k коэффициентларни 

аниқлаймиз.
Коэффициентлари ш у усул да топилган Кп(х) функцияни 

бирор ўзгармас сонга кўпайтириш билан ҳосил қилинган ф ун к­
ция Бесселнинг п-тартибли иккинчи жинс функцияси дейи­
лади.

Б у  эса (1) тенгламанинг биринчи ечим билан чизиқли эр к­
ли система ҳосил қилувчи иккинчи ечимидир.

Умумий интеграл уш бу кўринишда бўлади:

У =  C%Jn(x\ +  С2К „(х)._______________ __ (8)
Бунда

1ішА^я(х )  =  оо
Ѵ-.0

эканлигини қайд этамиз.
Д ем ак, биз x = 0  бўлгандаги чекли ечимни қарамоқчи бўл- 

сак . (8) формулада С2 =  0 деб  олишимиз керак.

Ми с о л ,  х  =  0 д а у  =  2, у ' = 0  бошлангич шартларни цаноагланти- 
рувчи

у0 +  j  У +• у -  ° ’

Бессель тенгламасининг р =  0 бўлгандаги ечими топилсин.
Е ч,и ш. (7) формулага асосан битта хусусий ечимни топамиз:

*■> - - < Ш + Ш -  Ш *  -
Бу ечимдан фойдаланиб, берилган бошланғич шартни қаноатлантирувчи 

ечимни ёзиш мумкин, чунончи:
у =  2Ju(x), ■

И з о ҳ. Агар бизга берилган тенгламанинг умумий иитегралини топиш 
керак бўлса, биз иккинчи хусусий ечимни

оо

Ко(х) =  J0(x)\nx - f V  bkxk
ft=:i

шаклда излагая бўлар здик.
Ҳамма ҳисоблашларни келтирмасдан /<0(* ) билан белгиланган иккинчи 

хусусий ечим қуйидаги кўринишда бўлишини кўрсатамиз:

к м  -  м х)\ пx +  f t - ~ ( I )  ( l  +  j ) +  ( l  +  ]  +  { ) - •  -

Бу функцияни бирор ўзгармас кўпайтувчига кўпайтиришдан ҳосил бўлган 
функция Бесселнинг иккинчи жинс нолинчи тар ти б ли  функцияси дейилади.
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24- § . К ом плекс ҳадли  қаторлар

У ш бу ком плекс сонлар кетма-кетлигини қараймиз: 

г 1) Z2> • • • > г Л, • • • 1
бунда

г п — а„-\- ibn (fi — 1,2,. . .) .

1- т а  ъ р и ф.  Агар

1і^п|гл- г ° |  =  °  ^

бўлса, г 0 =  а +  ІЬ комплекс сон zn — а„ +  ib„ ком плекс сонлар 
кетма-кетлигининг лимити дейилади.

( 1) шартни ёйиқ ш аклда ёзамиз:

— 20 =  (ап +  ibn) -  (Q +  ib) =  (ап — а) +  i(bn -  b), (2) 
lim I z„ — г 01 =  l im ] /  л„ — a f  +  (bn — Ь)г =  0.

n-+<*
(2j тенгликка асосан

lim an =  a, lim bn =  b, (3)
Л —*• oo f l - * - » *

шарти баж арилгандагина ( 1 ) шарт бажарилиши келиб чиқади. 
Комплекс сонлардан қатор тузамиз:

щ  + w 2 +  . . .  -ь  +  . . .  , (4 )
бунда

wn =  un +  iVn ( а - 1 , 2, . . . )

~73) қатор я та халининг йиғиндисини қараймиз, уни s„ билан 
белгилаймиз.

s„ =  то, +  «/, +  . . .  +  w„ (5)

s„ — қуйидаги ком плекс сондан иборат:

*» =  ( £ « *  ) +  < ( ! > * ) •  (б)

2 - т а ъ р и ф .  Агар уш бу лимит

lim sn =  s =  А +  iB,
П-+ в*

м авж уд бўлса, (4) қатор яцинлашувчи қатор дейилади ва s 
унинг шігиндиси д еб  айтилади:

s =  £ > *  =  А + » £ .  (7 )
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( 6) ш артдан (.3) тенгли кка асосан уш бу тенгликлар келиб чи- 
қади:

Л =  1 і т Ѵ и 4, В  — Urn (8)
<г=1 '*-'•‘”*=1

А гар lim s„ м авж уд бўлмаса, (4) қатор узоцлашхвчи дейилади. 
(4 ) қаторнинг яқинлашишини текшириш учун  куйидаги т е о ­
рема фойдалидир.

1 - т е о р е м а .  Агар (4) қатор ҳадларининг модулларидан. 
тузилган

I щ  I +  |®*| +  . . .  +\w „\+  . . . .  бунда \wn\ = ) / «л +  '»л(9)

қатор яцинлашса, у холда (4) цатор яцинлашади,
И с б о т .  (9 ) қаторнинг яқинлаш иш идан ва

I »„ I <  У  и*п +  vl*=\wn 1,| ѵ„\<  V  a l - V v l  — w. ---------

шартлардан (8) тенгликлар келиб чиқади (ҳақиқий ҳадли а б ­
солю т яқинлаш увчи мос қаторлар ҳақидаги теорем аларга асо ­
сан), дем ак, (7) тенглик ҳам ш ундан келиб чи^ади.

И сботланган теорема мусбат ҳадлн қаторлар яқинлашиши- 
нинг етарли ҳамма аломатларини ком плекс ҳадли қатврларнинг 
яқинлашишини текшириш учун  қўлланиш га имкон беради.

2 5 -§ . Комплекс ў згар увч и л и  дараж али  қаторлар

Энди комплекс ҳадли даражали қаторларни караш га ўтамиз.
1- т а ъ р и ф .  У ш бу қатор

c0 +  ctz +  c2z2+  . . .  + c nzn+  , ( 1)

комплекс ўзгарувчили даражали қатоо дейилади, бунда 
z =  * - M y  — комплекс ўзгарувчи , л: ва у ҳакиқий сонлар, 
сп—ўзгармас ком плекс ёки ҳақиқий сонлар.

Даражали қаторлар учун ҳақиқий ҳадли даражали қаторлар 
назариясига ўхш аш  назария м авж уд.

2- т а ъ р и ф .  г нинг ( 1) қатор яқинлаш адиган ком плекс ў з -  
гарувчи текислигидаги қийматлари тўплами ( 1) дараж али қа- 
торнинг яцинлашиш соҳаси дейилади ( г  нинг ҳар бир кон кр ет 
қийматида (1) қатор комплекс ҳадли 2 4 -§  (4) типдаги сонли 
қагорга айланади).

3- т а ъ р и ф .  ( 1) қатор ҳадларининг модулидан гузи л ган  
қатор

\с0\ + \ c tz I +  I c2z*\ +  . . .  + 1 с„гп\ +  . . .  (2)

яқинлаш са, ( 1 ) қатор абсолют яцинлашувчи қатор дейилади. 
У и іб у  теоремани исботсиз келтирамиз.
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1 - т е о р е м а. Комплекс ҳадли  ( 1) даражали цаторнинг 
яцинлашиш соҳаси маркази координата бошида бўлган ком­
плекс ўзгарувчи z текислигидаги доирадан иборат, У яцин­
лашиш доираси дейилади. Яцинлашиш доираси ичида ётган 
нуцталарда ( 1) цатор абсолют яцинлашади.

Яцинлашиш доирасининг радиуси И даражали цаторнинг 
. яцинлашиш радиуси дейилади. Агар Л?— (1) даражали цатор- 
нинг яцинлашиш радиуси бўлса, у ҳолда цатор [ г | < #  со ҳа- 
да яцинлашади деб ёзилади. (Ҳациций ўзгарувчи даражали 
цаторнинг яцинлашиш масаласига ўхш аш  интервал охирлари- 
да цаторларнинг |z| =  /? чегаралардаги нуцталарда яцинлаши- 
ши ҳацидаги масала цўшимча текшириш билан ҳал этилади). 
Яцинлашиш радиуси R сп коэффициентларнинг характерига 
боғлиц ҳ о л д а ^ /? = 0  дан R—co гача исталган кийматга эга бў- 
лиши мумкин. Биринчи ҳолда цатор фацат z = 0  нуцтада яцин­
лашади, охирги ҳолда цатор г  нинг хар  цандай цийматида 
яцинлашади.

Уш бу тенгликни ёзамиз:

Агар z яцинлашиш доираси ичида турли цийматлар цабул цил- 
са, у хол да / ( г )  функция турли цийматлар цабул цилади. Ш ун ­
дай цилиб, хар бир комплекс ўзгарувчили даражали цатор 
яцинлашиш доираси ичида комплекс ўзгарувчини кг мос ф унк- 
циясини аницлайди. Б у  комплекс ўзгарувчининг аналитик 
функциясидир.

Комплекс ўзгарувчини нг функциясига комплекс ўзгар ув- 
чанли д а р а ж а л и  ц а т о р л а р  б и л а н  а н и ц л а н г а н  ми-  
с о л л я р к е л т и р а м и з .

Б у  комплекс ўзгарувчининг даражали функцияси. А гар 
у — 0  бўлса, у ҳолда (4) формула § 17 даги (2) формулага 
айланади. Агар х =  0 бўлса, у холда § 18 даги (1 )  тенглик

t(z) — с0 - f  cxz -f- c2z'l-\- . . .  4  cnz"~h «• • (3)

лосил бўлади.

2) • « I ( 5 )

Б у комплекс ўзгарувчининг синуси. у =  0  да (5 ) формула 
§ 17 даги  (1) формулага айланади.
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Б у  комплекс ўзгарузчининг косинуса. Агар (4) формулада 
'ў н г д а  ва чапда г  нинг ўрнига (iz) ни қўй сак, у ҳолда § 18 да 

бўлгани каби,
еіг — cos z -}- i sin z (7)

ни ҳосил қиламиз. Б у комплекс ўзгарувчи z учун Эйлер 
формуласидир. Агар z ҳақиқий сон бўлса, бу формула 1 8 - §  
даги (2) формуланинг ўзи бўлади.

С ўн гғй  икки формула 4 7 -§  даги (5) ва (6) формулаларга ўхш аш  
ва z = x —ҳақиқий сон бўлса, улар билан бир хилдир.

(4), (5 ) ,  (6), j(8) ва (9) формулаларга асосан қаторларни қў- 
шиш, айириш ва z ни (iz) га алмаштириш билан қуйидаги 
тенгли клар ҳосил қилинади:

(4 ), (5 ), (6), (8>, (9 і қаторлар г нинг ҳамма қийматларида яқин- 
лашишларини кўрсатиб ўтамиз, бу н га  1 теоремага ва 24 -§  га 
асосан осонгина ишониш мумкин. Ҳақиқий ўзгарувчи ни нг да­
ражали қаторлари бўлган ҳол лар да қилинганидек, комплекс 
ўзгар увчи ни нг (z — z0) даражалари бўйича қаторлар қаралади, 
бундаги  z0— бирор комплекс сон:

+  ^ l ( 2  —  2 0 )  i- C2( Z - 2 0 ) 2 4 -  . . .  4 - C n( Z — Z0)n +  . . .  14)

cn— ком плекс ёки ҳақиқий ў зга р м а сл а р .(14) қаторни z —z0—
— z* алмаштириш билан ( 1) қатор кўриниш ига олиб келинади. 
( 1) кўриниш даги қатор учун  тўғри бўлган ҳамма хоссалар ва 
теоремалар (14) ш аклдаги қаторга олиб ўтилади, ф ақат (14) 
қаторнинг яқинлашиш доирасининг маркази координата боши- 
да эмас, балки z0 нуқтада бўлади.

Агар R ( 14 )  қаторнинг яқинлашиш радиуси бўлса, у ^олда 
қатор (z—z0) < R  соҳада яқинлаш ади деб ёзилади.

4 ) (8)

(9)

ег • ch2 4- shz, 

е~г — chz — sh^,

( 10)

(И )

( 12)

COSIZ =
е~"

2
-f ег (131
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Б у  комплекс ўзгарувчининг косинуса. Агар (4 ) формулада 
'ў н г д а  ва чапда г нинг ўрнига (iz) ни цўйсак, у  ҳолда § 18 да 

бўлгани каби,
eiz =  cos z -)- i s in 2 (7)

ни ҳосил циламиз. Б у  комплекс ўзгарувчи z учун Эйлер 
формуласидир. Агар z ҳақиций сон бўлса, бу формула 1 8 - §  
даги (2) формуланинг ўзи бўлади,

4) sh г =  z - f  -  +  г— -j- . . ,  (8)
ОІ Ol

5 ,  c h ' = 1 + J r + ; ; + f  +  - - ;  l9)

С ўн гги  икки формула 17-§  даги (5) ва (6) формулаларга ўхш аш  
ваj 2r =  x - ҳақиқий сон бўлса, улар билан бир хилдир.

(4 ), (5 ), (6), j(8) ва (9) формулаларга асосан цаторларни цў- 
шиш, айириш ва z ни (iz) га алмаштириш билан цуйидаги 
тенгли клар  ҳосил қилинади:

ег - ch2 -j- sh2, ( 10)

g -2 =  chz — sh2r, ( 11)

sh2 =  ( 12)

е - г  +  е г  , е ~ г  —  е г  ,  i о, 
COSlZ =  ------------ , s in !2=  --------------. ( 1 0  )•2 21

{4 ) , (5 ), (6), (8 (9) цаторлар г нинг ҳамма цийматларида яцин- 
лашишларини кўрсатиб ўтамиз, бу н га  1 теоремага ва 24 -§  га 
асосан осонгина ишониш мумкин. Ҳациций ўзгарувчи ни нг да­
ражали цаторлари бўлган ҳоллар да цилинганидек, комплекс 
ўзгар увчи н и н г (z — z0) даражалари бўйича цаторлар царалади, 
бундаги  г 0— бирор комплекс сон:

+  ct( z - z 0) f  Cn(z~z0)2-\- . . .  +  cn(z—z0)n+  . . .  14)

cn—комплекс ёки ҳациқий ўзгарм аслар. (14) қаторни z—z0— 
=  г*  алмаштириш билан ( 1) цатор кўриниш ига олиб келинади.
( 1) кўриниш даги цатор учун тўғри бўлган  ҳам м а хоссалар  ва 
теорем алар (14) ш аклдаги цаторга олиб ўтилади, фаЦат (14) 
цаторнинг яцинлашиш доирасининг маркази координата боши- 
да эмас, балки z0 нуцтада бўлади.

А гар R ( 14)  цаторнинг яцинлашиш радиуси бўлса, у ҳолда 
қатор ( г — г0) < R  со ҳада яцинлашади деб ёзилади.
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2 6 - §. Биринчи тартибли диф ф еренциал тенглам ани  
к е гм а -к е т  яцинлашиш (итерация) методи билан ечиш

XIII бобнинг 32, 33 ва 34-параграфларида дифференциал 
тенгламани ва дифференциал тенглам алар системасини айир- 
мали методлар билан такрибий интеграллаш  цараб чицилган 
эди. Биз бу ерда дифференциал тенгламани тацрибий инте- 
граллаш нинг бошца методини баён циламиз. Ш уни ҳам  цайд 
цилиб ўтамизки, цараб чициладиган бу методнинг ўзи айни 
вацтда дифференциал тенглама ечимининг мавж удлиги ҳаци- 
даги теоремани исботлаш дан иборат (XIII боб 2- § га царанг). 
Бизга цаторлар назариясидан фойдаланиш керак бўлади.

Уш бу

~  =  Пх, у), ( 1)
d x

дифференциал тенгламанинг

х  =  х 0 да у =  уо (2)

бош лангич шартни цаноатлантирувчи ечимйни топиш талаб 
цилинсин. ( 1) тенгламанинг ҳадларини х0 дан д- гача бўлган 
чегараларда интеграллаб ва y | .r_^=  у 0 эканини эътиборга олиб 
уш бу тенгламани д'осил циламиз:

X

У =  \t(x, y )d x + y 0. (3)

С ўнгги тенгламада изланаётган у функция и нтеграл ишораси 
остида турибди ва ш унга кўра бу тенглама интеграл тенг- 
лона дейилади.

( 1) тенгламани ва (2) бошлангич шартни цаноатлантирувчи 
у =  у (л )  функция іЗ) тенгламани цаноатлантиради. (3) тен гла­
мани цаноатлантирувчи у =  у{х) функция, ( 1 ) тенгламани ва
(2) бош лангич шартни цаноатлантириши очиц туш унарли.

А ввало (2 ) бош лангич шартда (1) тенглам анинг тацрибий 
ечимини ҳосил цилиш методини цараймиз.

Уо ни нолинчи тацрибий ечим деб ҳисоблаймиз. (3 ) т е н г­
ликнинг ў н г цисмидаги интеграл остидаги функцияда у ўрни- 
га Уо цийматни цўйиб, шуни ҳосил циламиз:

X

У і(* )  =  J А * .  У о ) ^  +  Уо- (4 )

Б у эса (1) дифференциал тенгламанинг (2 ) бош лангич шартни 
цаноатлантирувчи биринчи тацрибий ечимидир.
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(3) тенгли кда интеграл остидаги ф ункцияга биринчи тақри- 
бий қиймат у Д х ) ни қўйиб, мана бу тенгликни ҳосил қиламиз:

У а (*) “ J / l * .  У\(х)\йх +  уй. (5)

Б у  иккинчи яқинлашишдир. Б у  процессии давом эттирамиз:
X

Уі(х ) =  \t\x, y2(x)]dx  +  yо,

Уя(-*) = ] / [• * »  У я - і ( ^ ) ] ^ + У о .

(6)

Б и зга  керакли аниқликдаги талабни қаноатлантирадиган 
қайси яқинлашишни олиш кераклиги куйида кўрсатилади.

М и с о л:- у ' =  X +  у2 тенгламанинг х =  0 дв уд =  1 бошланғич -шартни 
ҳаноатлантирадшан тақрибий ечими топилсин.

Е ч и ш .  (4) формула бўйича мана буни ҳосил қиламиз:

X r2
У\ =  J ( *  - f  l j d x +  1 = “  - f  X +  1,

о
X

ys =  j  *  +  ( j  +  •* + 1
v 5  v 4 уЗ  X 2

e
ва ҳ. к.

2 7 - § .  Д иф ф еренциал тенглам а ечими м авж удл и ги ни нг 
исботи. Тацрибий ечи ш даги х а т о га  б а ҳ о  бериш

Энди куйидаги теоремани исбот қиламиз.
Т е о р е м а .  Ушбу дифференциал тенглама

?  =  / ( * .  У) 0 )dx
ва бошланғич шарт ,

JC =  х 0 да у =  Уо (2)

берилган бўлсин.
f (x , у) ва f'y(x, у) функциялар D ёпиц соҳада

D{x0 — a < x - t C x 0 +  a, у ,— b <  у  <  у0+ Ь }  372 - раем. (3)

узлуксиз бўлсин. У ҳолда бирор

х0 — / < X < лг0 + / - (4)
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интервалда (I) тенгламанинг (2) шартни қаноатлантирув- 
чи ечими мавжуддир. Бу ечим биргина бўлади. I сони цу- 
йида аниқланади.

И с б о т. f(x , у) ва /у (х , у) функциялар D ёпиқ со ҳад а  у з ­
луксиз бўлгани учун  шундай ЛГ >  О ва ІѴ>0  ўзгарм ас сонлар 
мавж удлиги чиқадики, унда соҳанинг ҳамма нуқталари учун  
уш бу м уносабат бажарилади:

I / ( * .  У ) \ < М ,  (5)

(Хв,Ъ*Ю  У Ж # -  (6 )
(Б у хосса II боб 10-§ да кўр - 
сатилган хоссага ўхш айди.

-г-

L*o~a,y„) I(к„,уа) 
I

------------і

I

—г 4\(*о+а'Уо) (4 ) тенгсизликдаги I сони а
ва — сонлардан энг кичигидир, 

М
\(хр,Ург8) яъни

*0 X , . /  Ь\ / 7Ч
/ = m i n  [а, -  , (7)

372-расм. \

D со ҳага  тегишли икки ихтиёрий Ах(х, у 4) ва А2(х, у2) н уқ- 
талар учун  /(х , у) ф ункцияга Лагранж  теоремасини татбик 
этамиз:

/ ( * .  Уі) -  Пх, у ,) =  / ' ( * ,  7))(у , -  у ,) ,

бунда }',<■/) < у 2, демак, \fy\(x, vj) | <  М. Ш унга кўра исталган 
икки нуқта учун  уш бу тенгсизлик ўринли:

If(x , Уг) f(x , У1) | < 7Ѵ|У2- У1| (8)

26-§  даги (4) тенгликка қайтамиз. (5 ), (4), (7) тенгликларни
ҳисобга олган ҳолда, ундан л іун и  ^осил қиламиз:

X  X

I Уі — Уо I — I \f(x, y0)dx\<a\>Mdx =  М\х — х 0 | <  M l< b .  (9) 
*0 *0

Ш ундай қилиб, (4) кесмада 26- § (4) тенглик билан аниқлан- 
ган у =  у Д х )  функция D соҳадан четга чиқмайди.

*) Агар бирор функция Ғ(у) учун

РіУі) — ПУх) I <  К  I Уі — Ух Г  
шарт қаноатлантирилса, бунда у2 ва у ,—бирор соҳадаги ихтиёрий нуқталар, 
К —ўзгармас сон, у ҳолда бу шартни Липшиц ш арти  деб аталади. Шундай 
қилиб, (8) муносабатни аниқлаб, биз агар f(x, у) функция бирор соҳада че- 

d f
гараланган — ҳосилага эта бўлса, у ҳолда, у шу соҳада Липшиц шартини 

қаноатлантиришиви кўрсатдик. Бунинг тескариси тўгри бўлмаслиги мумкин.
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Энди 26-§  даги (5 ) тенгликка ўтамиз. t\ x,yx(x)\ ф ункциянинг 
аргументлари D  со ҳадан чиқмайди. Ш унинг учун бундай ёзи- 
шимиз іѴіумкин:

ІУ г-У о І =  lf\ x ,  (л:)]ofjc| ^  Af | л: — X9\ < M / < £ .  (10)
*0

Тўлиқ индукция методи билан, агар х  (4) интервалга тегиш ли 
бўлса, исталган п учун

ІУп- У о І < ^  (П )

тенгсизликни исбот қилиш мумкин.
Энди

1>т  Уп(х ) =  У(х) (12)
Л-* - оо

лимитнинг мавжудлигини ва у  (я )  ф ункция ( 1) дифференциал 
тенгламани ва (2) бошлангич шартни қаноатлантиришини исбот
қиламиз. ------- ------------ !-----------------------

Исбот цилиш учун ип =  уп — у„_і умумий ^адли

У о + (У і— У о)+(У а— У і ) +•  • • + ( У л - і— У л -* )+ (у „ —У л-і) +  . . . (13)

цаторни қараймиз, бунда и0 =  у0. Б у  цатор л + 1  ҳадининг йи- 
ғиндиси

Sn+1 =  £  Щ =  уп (14)
(•=о

эканлиги равшан.
(13) қатор ҳадларининг абсолют қийматларига баҳо  берамиз:

1 У* — УоI = 1 J  f(x , y0)d x \ < M \ x  - x 0\. (15)
■Xq

26-§  даги (4\ (5 ) ва (6) га асосан шуни топамиз:

ІУг — УіІ =  ! /  [/(•*, Уі) — f(x, y0)]rfjf =|J / у ( х ,  ч)(Уг ~ У і ) ^ І <
Д’о -*0

. <  ±  N j  М IX — x 0jdx =  Л/ — IX — х Х
Хо 2

(агар х0 <  X бўлса, +  ишора, агар х0 >  л: бўл са ,— ишора олина- 
ди). Д ем ак,

І У і - У і і  < М  f y x - x i f .  (16)
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Ш унга ўхш аш  (16) ни ҳи собга олиш билан

ІУз — У» I -  Уі) — / ( х, yx)\dx\=  |J fy(x.y\2) (у2—yx)dx\ <
x0 1

X

< +  N ^ f \ x - x 0\ 4 x = M ^ l \ x - x 0\\ (17)

*0
Ш унга ўхш аш  давом  эттириб цуйидагини топамиз:

I Уп -  Уп-i  I <  М \ х - х 01". (18)

Ш ундай цилиб, |х — x 0-| <  / интервал у чу н  (13) функционал 
цатор кучайтириладиган цатордир. М ос ҳадларининг абсолю т 
цийматлари (13) цаторнинг ҳадларидан катта бўлган мусбат 
ҳадли сонли цатор

У0 +  М1 +  М * ^ + М ^ +  . . .  + м ^ ^ +  . . .  (19)

Д?Л— 1 /я
бўлади, унинг умумий ҳади ѵп =  М — —  бўлади. Б у  цатор 

яцинлаш ади, буни Д алам бер аломати ёрдамида топиш осон:
/уя-і/я

llm =  l i m ------- n_.” ! . =  lim —  =  0  <  1 .
n - * - o o  V n  —  l  f l -*-30 Я Л  N  I  f l - *  oo  f l

~~(tl 1)1

Ш ундай цилиб, (13) цатор кучайтириладиган цатор, дем ак, у  
яцинлашади. Унинг ҳадлари узлукси з функциялардан иборат 
бўлгани у чу н , у у (х ) узлукси з ф ункцияга яцинлашади.
Д ем ак,

llm s„_] =  lim уп = у  ( X ) ,  (20)
П - * - о о  П -+Э О

бунда у (х ) — узлукси з функция. Б у  функция бош ланғич ш арт­
ни цаноатлантиради, чунки ҳамма п учун

У«(х о) =  У о-
Ҳосил бўлган  у (х) функция ( I )  тенгламани цаноатлантириш и- 
ни исбот циламиз. 26 -§  даги (6) тенгликлардан сўнггисини яна 
ёзамиз:

X

Уп =  Уо +• J  И х, y„-i)dx. (21)

Энди

lim j  f[x ,  у я -і ( x ) ]a fx  =  J / ( x ,  у )dx  (2 2 )
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эканини исбот циламиз, бундаги у (л )  (20) тенгли к билан аниц- 
ланган.

А ввал қуй.идагини эътиборга оламиз. М аълумки (13) цатор 
кучайтириладиган цатор, ш унга кўра (20) дан ҳар цандай $>0 
у ч у н  ш ундай п топиладики,

IУ — у„ I <  5 (23)

келиб чицади. (23) ни ҳи собга олиб, бутун (4) интервалда 
уш бу ни ёзишймиз мумкин:

J  /(•*, y )d x— J  f (x ,  yn)dx | <  ±  f  I /(-* , У) — / ( * .  Уп) I dx  <
Xq Xo Xq

<  ± $ N \ y - y n\ d x < t f * \ x - x 9\.
Xn

Бироц 1і ш і = 0.  Д ем ак,
П -* -  оо

И т |]  f(x , y)dx -  f A x , yjdx\  = 0.

О хирги тенгликдан (22) тенгли к келиб чицади.
Энди, (21) тенгликнинг иккала цисмида п-*-со да лимитга 

ўтиб, (20) тенглик билан аницланган у (ус) функцияни ҳосил 
циламиз, бу эса

У =  Уо +  J- Д х , y)dx  (24)

тенгламани цаноатлантиради.
Юцорида кўрсати лгандек, бундан эса топилган у (х) ф ун к­

ция ( 1) дифференциал тенгламани ва (2) бош лангич шартни 
цаноатлантириши келиб чицади.

1 - и з о ҳ .  И сботлаш нинг бошца методларидан фойдаланиб, 
агар  f (x , у) функция D со ҳада узлукси з бўлса (П еано тео р е­
маси)*» ( 1) тенгламанинг ечими м авж уд (2 і шартни цаноатлан­
тирувчи деб тасдицлаш мумкин.

2- и з о ҳ .  (18) муносабатни ҳосил ц и лгандаги гаўхш аш  усул  
билан кўрсатиш мумкин, у(х) ечимини унинг п-яцинлаш иш и уп 
га алмаштиришдаги хато уш б у формула

, ^  NnM , ^  м \ Ч п+і /0 - N
Т ^ Г й Г |- ' _ -,Го1 <  (» +  ■)' (  ’

билан берилишини кўрсатиш  мумкин:

*> Масалан, И. Г.  П е т р о в с к и й н и н г  .Лекции по теории обыкно­
венных дифференциальных уравнений* китобига қаралсин, Изд-во.—.Наука*.

22 Н. С. Пискунов, 2-т.
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Ми с о л .  Бу баҳони <с =  0 д а  у0 =  1 бошлангич шартда у' =  х 
тенгламанинг бешинчи яқинлашиш уъ ечими учун қўллаб кўрамиз.

D  соҳа тубандагича бўлсин:

( i f

1 з
яъни а =  —, b — 1. У ҳолда М =  —. N — 2 бўлади. Сўнгра, ушбуни 

аниқлаймиз,

I ) - j -
(25) формула бўйича шуни ҳосил қиламиз:

3 / 12i.

І У - У 6 І < _  b!  960 '

(25)-баҳо анчагина қўпол эканлигини кўрамиз. Қаралган мисолни бош- 
ка методлар билан қилган хатонинг ўн марта камлигини курсатиш мумкин.

28- §. Д ифф еренциал тенглам а ечимининг бирдан-бирлиги 
теорем аси

Энди қуйидаги теоремани исбот қиламиз.
Т е о р е м а .  Агар f (x ,  у) функция узлуксиз ва 2 7 - §  да

аницланган U соҳада —  узлуксиз ҳосилага эга бўлса, у 
ҳолда

~ L = / ( ■ * ,  V) ( 1)dx

дифференциал тенгламанинг ечими,

х  =  х0 да у =  ѵ0 (ТУ
бошланғич шартда бирдан-бирдио, яъни (х 0, у0) нуцта ор- 
қали (1) тенгламанинг биргина интеграл эгри яизиғи ўтади.

И с б о т .  Фараз этайлик, (1) тенгламанинг (2) шартни қа- 
ноатлантирувчи икки ечими, яъни А (х0, у0) нуқтадан чиқа- 
диган икки чизиқ: у (дг) ва z (л ) м авж уд бўлсин, Д ем ак , бу 
иккала функция 27 -§ даги (24) тенгламани қаноатлантиради:

X  X

У =  Уо +  /  (х, у) dx,  z =  yо +- ' /  (лг, z) d x
Уш бу

у ( х ) - г ( ҳ )  =  \ [ f ( x ,  у) - f { x ,  z ) } d x  (3)
X ,

айирмани цараймиз.
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27- § даги (6) -тенгсизликни ҳисобга олган ҳолда Л агранж  
формуласи бўйича интеграл остидаги айирманинг шаклини 
алмашти рамиз:

/  ( * ,  у) - 1  (X, г) =  (у -  г).  (4)ду
Б у  тенгликдан шуни ҳосил циламиз:

I t ( x ,  y ) - f { x ,  2) | < і Ѵ | у - г | .  ( 5 )

(5) ни ^исобга олган ҳолда (3) га асосан уш бу тенгсизликни 
ёзиш имиз мумкин:

I —  • (у  — z)dx <  ±  І/Ѵ| у—г  I dx. (6)

X нинг | х  — х 0| < —  бўладиган цийматини цараймиз. Аницлик 
Л/

у ч у н  х 0 <  X деб ҳисоблаймиз, х  <  х й ҳол  учун  исбот ш унга 
ўхш аш . ]

I у — г\ знг катта х  =  х*  цийматни х— — интервалда

қабул цилсин ва у  қиймат I га тенг бўлсин. У  ҳолда (6) те н г­
сизлик л* нуцта учун  уш бу кўринишни цабул цилади:

♦

X < i V  \dx =  N \ { x * - x 0) < N y .—  < K  
J N*0

ёки
> < X .

И ккита ҳар хил ечим мавж уд деб фараз этиб, царама-царши- 
л нкка дуч келдик. Д ем ак, ечим биргинадир.

1- и з о ҳ .  t (x , у) ф ункцияга нисбатан озроц талаблар ци- 
линганда ^ам ечим биргина бўлишини кўрсатиш мумкин. М а­
салан, И. Г . П етровскийнинг „Лекции по теории обы кновенны х 
диф ф еренциальных уравнений" номли китобини царанг.

2 - и з о ҳ .  А гар  f { x ,  у) функция соҳада чекланмаган

ху су си й  ҳосилага эга бўлса, у ҳолда ( t )  тенгламани ва (2) бош ­
лангич шартни цаноатлантирувчи бир цанча ечим м авж уд бў- 
лиши мумкин.

Ҳацицатан, уш бу
У  =  3 л  Ѵ у  (7 )

тенгламани царайлик, бунинг бош лангич шарти

X =  0 да у =  0  (8)
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Б у  ҳолда (7) тенглам анинг (8) бош лангич 
шартни цаноатлантирувчи иккита ечими мав- 
ж уд:

У =  0, у =  л 3.

Б у  функция (7 ) тенгламанинг ечими эканли- 
гига ишониш учун уларни тўғри дан-тўғри  
тенглам ага қўйиш кер ак. Координат боши- 
дан икки интеграл эгри чизиғи ўтади (373- 
расм).

X V I Б О Б Г А  ДОИ Р МАШ ҚЛАР

Қуйида берилган умумий ҳадга кўра қаторнинг дастлабки бир неча ҳади 
ёзилсин:

1 п3 ГлЧа х"
I . « „ =  ----------------• 2. и — ----------  3. и =  4. и = ( - 1 ) л+ і - ь.

" «(n + 1) ____  n n +  1. “  (2л)1 n V 1 И*
5. ип =  ] / п * + 1 — У,л2 +  1.

Куйидаги қаторларнинг яқинлашиши текширилсин:
1 2  3 л

6. -  +  -  +  - . . . +  —  +  . . .  Жав. Яқинлашади.

7 7 ! Г  +  7 к  +  7 Ж + - - - + 7 Ж  +  " -  Жав- У30Чл«шади.

8 . 2 +  — +  — +  . . .  +  — —  +  . . .  Жав. Узоқлашади.
2 3 л

1 1 1
»• Т?-=- +  v -  +  . . .  +  -------  +  . . .  Жав. Узоқлашади.

V ‘ V  n +  6 -
1 /  2 V /  з / n \« !

10. — +  ^— j J -  I — J +  . . .  +  I j j  +  . . .  Ж ав. Яқинлашади.

1 2  3 4 І
I I . 77 +  Т  +  Т^ +  7̂  +  ••• +  ~2 , , +  •. • Узоцлашади.^  5  10 17 лг +  1

1 1 1 1 1 „12 - + -  +  — +  - +  . . . +  ——  +  . .  . Жав. Яқинлашади.
2  5  10 17 1 +  л 2

Умумий ҳадлари билан берилган ушбу қаторларкинг яқинлашиши тек­

ширилсин: 13. ип =  — . Жав Яқинлашади. 14. ип =  3 —■ . Жав. У зоқла- Я3 ў я
* . 2  1 +  л

шади 15. ц =  ------------ . ЛАяв. Узоқлашади. 16. и„ =  -------- - . Жав. У зок-
"  5 л  +  1 л 3  +  гР

лашади. 17. ня =  —— ----------—. Жав Яқинлашади. 18. и„ , ---------------- . Д а в .
л2 +  2 я +  3 л 1 я /л л

Узоқлашади. 19. 1 +  +  Д- н-------- +  -  >  In (п + 1 )  >  ^  +  ~  +  . . .
2  о  /Z 2  о

I
. .  • -+ ---------- тенгсизлик исботлансин.

л +  1
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1 +  1 1 +  , ,  +
У 2 + 1  +  1 /3 — 1 Ѵ З + 1  "и ' Ѵ п - 1

I
~ 7 = = г  +  . . .  қаторга Лейбниц теоремасини қўлланиб бўладими? Жав, 
К л +  1

Катор ҳатларининг абсолют қиймати монотон камаймагани учун бу теоре­
мани қўлланиб бўлмайди.,Қатор узоқлашади.

Куйидаги каторларнинг қисмий йиғиндилари мос қаторларнннг йиғинди-

сидан ------ дан ортиқ бўлмаган сонга фарқ қилиши учун бу қаторларнинг
10fi

нечта бошлангич ҳадини олиш керак:

21 І  — 2* +  Р ~  2* +  ’ "  + (  ~  + 2Л +  ‘ ’ Жав• П =  2°'
22. І - І + І - І +  . . .  + ( - 1 ) « -  +  . . .  Жав. п =  10®.

2 с  4  5 Л

23. — — — +  — —  — +  . . .  + ( - 1 ) " Д  +  . . .  Жав. / ) = 1 0 з .22 32 42 52 т  ^  v > n2
24. —  +  — --------- -------- !-------+  . . .  +  ( -  I )4 — +  ... Жав « = 1 0 .

2 2 -3  2 - 3 -4  2 - 3 -4 - 5  л!
Куйидаги қаторларнинг қаисй бирларіГa-0.'i.-0 гятчиилашит и  аниқдансин:

Я . ' - ? + ? - ?  +  ? +  +  -  Ж “ - Аб-
солют яқинлашади

"£з — ••• +  *) 
яқинлашади.

27 —  — —  4- —  — — -Ь . . .  (— 1)л —  +  . . .  Жав. Шартли яқин- 
1п2 1пЗ 1п4 1п5 Inn

лашади.

2 8 - 1 + у ў ~ У т  +  У 7  +  - -  +  (~ 1)ni h +  -  Жй8- Шарт*
ли яқинлашзди

-  — -  • Л  +  — • Л  — ... +  (—  1)л +1~  • +  ... Жав. Абсолют 
'2 2 2 3 2 л  2Л

29. —  J- . . .  Уш бу қаторнинг йи-
1 .2 - 3  ' 2 - 3 -4  т  л  (л +  1) (л +  2)

1
ғиндиси топилсин: Жав —. ,

4
Куйидаги қаторлар > нинг қандай қийматларида яқинлашади:

X  х ^
30 . 1 -f- “  -f- -f- . . • “j- “  +  •. • }Кйв. —  2  <  X <  2»

2 4 In

з і. +  •••№ e - - 1  < < < i .

3 2  Зл: 4  3*A <+-3»JK »+ . . .  +  3 " V ’ +  . . .  Жав. |л| <

100л 10 000л 2 1 OOC ООО*3

3 3  1 + Т Г  +  Т з Т +  1 - 3 -5 .7

34. sin л +  2sin ^  +  4s!n  f- . . .  +  2 л5іп ~  +  „  ,Ж ав. — oo <  л <  oo.
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Xй Л п

35 1 +  / і  +  2 +  Y 'I +  •”  +  Л +  у к  +  ”• Ш з ' 1 < j r < 1 *
2k q?s k

36 X -f- — x 2 +  —  jr3 4- , , .  +  — x" +  . . .  Жав. — oo <  X <  oo.

2! 3! n\
37■ x  +  ^ 2  X3 +  "^з -*3 +  • • • +  ^ 7  •*" +  • ■ • Жав. — (? <  л <  e.

2 2 (1 -2 -3 )*  Cn!)2
38. х + ' 1 Г л * +  — ^ 3 +  ••• + ^ Г ^ Л +  Ж ав- 4  <  л  <  4.

39. Ушбу цаторнинг йитиндиси топилсин: х  4- 2х* -(- . . .  +  пхп -+•

+  • • • (М  <  !)• Жав. ;(1 — ж)2
Куйидаги цаторларнинг қайси бири кўрсатилган кесмаларда кучайтир­

ма цатор бўлиши аницлансин:

40. 1 +  •+■ . . .  +  —  . . .  (0 <  X <  1). Ж ав. Кучайтирма.

X X3 х п
т 4 - ~  +  ~ +  +1 2  3 п
X д2 х  ̂ х^

41- 1 +  — 4- — -j- — +  .... +  +  . . .  (0 <  X <  1). Ж ав. Кучайтирма
эмас.

лп sin X , sin 2х sin Зх sin пх
42- —р —  +  ~ Y ~  +  - 3*—  +  . . .  +  +  . . .  [0, 2к| Ж ав. Ку­

чайтирма.

Ф у н к ц и я л а р н и  қ а т о р л а р г а  ё й и ш

jo _  ѵ «Ф°дани X нинг даражалари бўйича ёйинг ва яцинлашиш 

интервалини аницланг. Жав. — 10 < * < 1 0  бўлганда яцинлашади,

44. cos X ни^д:— — j нинг даражалари бўйича ёйинг. Жав.-р^= — ^х-—

1 I М 3 . 1 /  Г эт \8 / __________
'  2 / І Г  4 /  ~  6 У 1 \ Х'~  4 )  +  “ •

_ -
45. е х ни X нинг даражалари бўйича ёйинг. Ж ав. I — х +  —— —

’ ., 2!X6
-  — + . . . .

46. е* ни (х — 2) нинг даражалари бўйича ёйинг. Жаз. ег+ г 2 (х—2)-j- 

+  ~ ( * - ' ; ) 2 +  ~ ( х - 2 ) з +  . . .  .

47. х* _  2х" +  Ьх — 7  ни х  — -1 нинг даражалари бўйича ёйинг. Жав.
-  3 +  4 (ж  -  1) +  (X -  I )2 +  (X  -  I)3.

48* х ‘° -j- 2 А'9 — З х 7 —  бх'З +  іх 1 +  6 х 3 —х — 2 кўпҳадни х — 1 нинг дара­
жалари бўйича Тейлор цаторига ёйинг, 1 сони бу кўпҳаднинг уч каррали 
илдизи эканлигини кўрсатинг. Жав. Д х) =  81 (лг -  I )3 +  270 (х —  1)‘  +  4 0 5 х  
X  (х  —  I)6 +  351 (х  —  1 ) * +  186 ( X -  l)7 +  6 3 ( t  —  1)8 +  12 (х  -  1)9 +  ( х  -  1)4

49. cos (х -ha) ни X нинг даражалари бўйича ёйинг. Жав. cos а —
X2 * з  д*

— X sm  а — — cos а -f- — sin а 4- —  cos а — ...
21 31 4!
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50. In х ни (х — 1) нинг даражалари бўйича ёйи^г. Жав. (х — 1) — 

-  і  ( л - 1 ) а +  j ( x -  1 ) » -  -4  ( X - 1)*4- . . .  .

51. ех ни (к  Н- 2) нинг даражалари бўйнча ёйинг. Жав,

I п = 1

52. cos2 л ни^дс — - j j  нинг даражалари бўйича ёйинг. Жав. - у  +

п=  1

53 —  ни (л +  1) нинг даражалари бўйича ёйинг. Жав. V] (п 4 1) X
X 1  л = 0

Х (а  +  1)" ( - 2 <  х <  0).

54. '■£- ѵм[ л — — і ниш даражалари буііича

><(•— 7 ) + 2( * - 7 ) ’ + -
Куйидаги функцияларнинг х нинг даражалари бўйича ёйилган цаторининг

лз 2 іь  17л7
дастлабки тўртта ҳадини ёзинг. 55. t gx .  Жав. х -|- — +  —  h ^  f  . . .

56. е cos *. Жав. •••} 57’ J 16***- Ж ав- 1 +  Jr +

+  +  . 5 8 .  I n d + ^ ) .  Жав. 1п2 4- *

59. esin ■*. Жав. i +  л: +  7: — 7  +  ... . 60. (1 4  х)х. Жав. 1 +  л 2 — —  4*2 о г
S ' А"2

+  -  л* -  ... . 61. sec л. Жав. 1 +  7j +  24 +  * * '  62- ,П C0S * '  Жав' ~ ~  ~
л:4 л6

(.kx)3
63. sin kx ни X нинг даражалари бўйича ёйинг. Жав. kx — ~г

, <*л)7 ,

+  51 7! +
64 sin2 X ни X  нинг даражалари бўйича ёйинг ва яцинлашиш интерва- 

2л2 2эд‘ 25дб j 2 2/1-1 * 2л , 
лини топинг Жав —  -  —  +  —  -  ... +  ( - 1 )  ------ -------------+  -  *»-

тор X нинг ҳамма цийматларида яцинлашади.

65. —— - ни л нинг даражалари бўйича цаторга ёйинг. Жав. I —
I 4- X2

—  л2 +  л1 — л6 f  . . .  “
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66. arc t g x  ни X  нинг даражалари бўйича қаторга ёйинг.
X

ч С dx
К у р с а т м a. arc tg j; =  i -------- - формуладан фойдаланинг. Жав. х  —

J  1 X* 
о

хЗ Xs X7

~ Т  +  ~ 5 ~ 7  +  "•  (_1 < х < 1 >-

67. ни х  нинг даражалари бўйича қаторга ёйинг. Жав. 1 —

— 2х +  Зх2 —  4 < 3 -+• . . .  ( — 1 <  X <  1).
ех, s in x , c o s x ,  In ( I x), (1 +  x )m функцияларни даражали қаторга 

ёйиш формулаларидан фойдаланиб ва турли усулларни қўллаган ҳолда, ку­
йидаги функциялар даражали қаторларга ёйилсин, ҳамда яқиилашиш интер-

валлари топиЛсин: 68. sh *  Жав. х -+ — +  —  +• . . .  (— с » <  х  < о о ) .  69. ch х.
о! о!

Л 2 Я *

Жав. 1 +  —  +  —  -f- . . .  ( — оо < х <  оо). 70. co s3 x .  Жав. 1 +

1 ^  (— 1)п(2х)м
+  Т  "  (—  00 <  *  <  00)• 7 1 ; (1 +  х )  ln  +  *)• Ж а в . X +

°° П °°
Т2- о +*>••«-■*. і +  У * - 1) " "  , •*“ 

( я _ 1 )  ; з  га!

( -  00 <  х  <  ОО). 73. . Жаа. 2  ^ й т  (1*1 <  К " 2 ) .  74. “  1
«-о - *

Жав. ! + £  +  £ +  . . .  +  . . .  ( — оо <  X <  оо), 75.
21 1 3 1 ....................  n !  1 ••• 1 ^  ^  '• ( 1  -  л ) 3 *

оо 2*з
Жав. \  (и +  1) л Л(|х| <  1). 76. ех sin х. Жав. х +  х ‘ +  — ------— + „  +

п-о #
niz х п . ______

+  У 2  Sin —  —  -f- ... ( — ОО <  X  <  о о ) ,  7 7 , In ( X  +  У 1 +  X 2) .  Жав. х  —

1 -*3 1 • З ^  1 . З ...(2я -  1) + і
2 3  +  2 -  4  5 +  +  ( - 1 )  '  2 я • nl 2 ji  +  1 1 - - - ( - U x < 1 ) .

78 I  Lnl ‘ + * > „ -  V  ,n I j r c t g x!. f dx. Жав. У .  ( -  1)я + ‘ - 2 ( W < 1 ) .  79. j ! £ £ *! * -  A t . Жав.
у X  /2 J  JC0 n=L U

'%ri fCOS X 'Ч£г\
^  (— U" (2n jxa (— ! < * < ! ) •  80* J  ~ ^ ~ dx' Жав• C+  ln M +  1)Л><
n=0 п=1

Х& ^ ў {- ° ° < х < 0 )  *>((><*<00). 81. J — .
О /2=1

82 . Чап томонларини х  нинг даражалари бўйича ёйиш билан ушбу тенг­
ликлар исбот қилинсин:

sin (а •+ х) =  sin a cos х -J- соз a sin х , 
cos (а х) =  cos a cos х — sin a sin х.
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Мос келувчи қаторлардан фойдаланиб ҳисобланг: 83. cos 10° ни 0,0001 
гача аниқлик билан. Жав. 0,9848. 84 . sin Г  ни 0,0001 гача аниқлик билан.

TZ
Жав, 0 ,0175. 85 . sin 18° ни 0,001 гача аниқлик билан. Жав. 0,3090. 86. sin —  

ни 0,0001 гача аниқлик билан. Жав. 0,7071. 87. arc tg  ~  ни 0,0001 гача аниқ-О
лик билан. Жав. 0,1973. 88. In 5 ни 0,001 гача аниқлик билан. Жав. 1,609. 
8Э- lgio 5  ни 0,001 гача аниқлик билан. Жав. 0,699. 90. arc  sin 1 ни 
0,0001 гача аниқлик билан. Жав. 1,5708. 91 . У  е ни 0,0001 гача аниқлик 
билан Жав. 1,6487. 92. lg в ни 0,00001 гача аниқлик билан Жав. 0,43129.

93. cos 1 ни 0,00001 аниқлик билан. Жав. 0,5403. f (x )  =  У а п +  х  функция­
ларни Маклорен қаторига ёйиб, 0 ,0 0 1 гача аниқлик билан ҳисобланг:
9 4 .‘ ЎЗО. Жав. 3,107. 95. У 70. Жав. 4,121. 96. J /5 0 0 . Жав. 8,367. 97. у7 250. 
Жав. 3,017. 98  V  84. Жав. 9,165. 99. У  2. Жав. 1,2598.

Интеграл остидаги функцияни қаторга ёйиб, интегралларни ҳисобланг. 
1 1
, sin X100. dx ни 10—8 гача аниқлик билан. Д а в . 0,94608. 101. \е х' dx  ни

*  О

0,0001 гача аниқлик билан. Жав, 0,7468. 102. J  s in (x 2) A t  ни 0,0001 гача аниқлик
О

0,5

билан. Жав. 0,1571. ЮЗ. j  еу х dx ни 0,01 гача аниқлик билан. Жав. 0,81.
о

о ,5  г с

104. J — - — —  dx ни 0,001 гача аниқлик билан. Жав, 0,487.

о
1 0,25

105. I cos У  x d x  ни 0,001 гача аниқлик билан. Ж ав. 0,764 106. 1 1п(1 +

о  ̂ о
1 _

-f  yjF) dx  ни 0,001 гача аниқлик билан. Жав. 0,071. 107. \ е 4 dx ни

0,2
0,000] гача аниқдик билан. Жав. 0 ,9226. 108. J  . . dx ни 0,0001 гача

0,6
С dx

аниқлик билан. Жав 0,0214. 109. -----------  ни 0,001 гача аниқлик билан.
о 1 + * ‘

Жав. 0 ,494. 110. і1 1п -(1 + dx. Жав. — .
о *  12

К ў р с а т м а .  Бу мисолни ва бундан кейинги икки мисолни ечишда 
уш бу тенгликларни назарда тутиш фойдали:

Ѵ І = -  ѵ і и і Ш !  Л І  у  1
2dn *  6 ’ 2d  П% 1 2 '  2 d  (2n —  I ) 2 8 ’Л"= 1 Л—>1
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Бу тенгликлар XVII бобнинг 2 - параграфида аниқланади.

. . .  V In (1 —  дг) , тс3 V . I -І- x d x  к*
111.  -------------- dx. Жав, — .  112. I n --------------Жав. — .

$ *  6 J l - x x  4

Д и ф ф е р е н ц и ' а л  т е н г л а м а л а р н и  қ а т о р л а р  ё р д а м и  
б и л а н  и н т е г р а л л а ш

И З. у" =  ху тенгламанинг х  =  0, у =  1; у' =  0 бошлангич шартларни 
каноатдантнрувчи ечими топилсин.

Х̂
К у р с  а тм а. Ечимни қатор. шаклида изланг. Жав, 1 +  ------+2 • 3

| Х ‘ Х “ н - — ____________________ ____

+  2 - 3 - 5 .6  +  " *  +  2 - 3 - 5 . 6  ... (ЗА — 1) ЗА +  '

114. у" +  ху’ +  у =  0  тенгламанинг л =  0 да у =  0, у’ =  1 бошлангич
JC3 хъ

шартларни қаноатлантирувчи ечими топилсин. Жав. х — — -ь----------  —
3  1 .3 * 5

(—  1 ) я + і * * " - і  

~  Ь З -5  . . . (2п— 1) ’

115. хгу" -f- ху'-\- ^х2 — — j  у =  0 тенгламанинг умумий ечими топилсин.

К ў р с а т м а. Ечимни у =  л1’ (Л0 ■+- Atx -J- Агх- +  . . . )  шаклда изланг. 
*/■2 -1 1 _

Жав. Ctx irz 1Г. л 4 я 6 1 — - X'
I 1 - * _  71 +  •

. . J  + С , Х  2
~  2! +

116. ху" +  у' -f- ху — 0 тенгламанинг х = 0  да у =  1 , у' — 0 бошлангич
Х̂

шартларніі цаноатлантирувчи ечими топилсин. Жав._I —  — -f- 2)*2~  ””

А' . x ’-k
(1 - 2 -3 ) 2 . 2s +  ( ~  ’  ( k l f  2 -k +  '

И зоҳ.  Кейинги икки дифференциал тенглама п =  ва п =  0 бўлганда

х гу” 4- ху' -j- (л 2 — п3)у =  О

Бессель тенгламасининг хусусий ҳолидир.
117. 4,ѵу" +  2у' -f- у =  б тенгламанинг умумий ечими топилсин.
К ў р с а т м_а. Ечимни х^іа^ +  ахх  +  а^хг +  . . . )  қатор шаклида изланг. 

Жав. Cj cos У  х  +  C j sin Y  x.
118. (I — х2) у" — xy' =  0 тенгламанинг x  =  0 да у =  0, у' — 1 бош-

1 X3
ланкич шартларни қаноатлантирувчи ечими топилсин, Жаз. х +  — —  +

I 3 х= I 3 5 X7
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119. (1 +  х 2)у " + 2 ;1 с у '-= :0  тенгламанинг .* =  0  да у =  0, у ' =  1 бошданғич
X3 X 5 X1

шартларни қаноатлантирувчи ечими топилсин. Д ее. х  — — +  — — -r~ h  *
и О I

120. у" =  jсуу' тенгламанинг л: =  Ода у =  3, у1 =  1 бошлангич шартлар-
х 3 2х1 Зх5

ни цаноатлантирувчи ечими топилсин. Жав. l +  - * + ' j r  +  ‘T7 +  Т Г  +  ■
о! 4! 5!

121. (1 — х )  у '  =  1 +  X — у тенгламанинг х  — 0 да у  =  0  бошлангич 
шартни цаноатлантирувчи ечими топилсин ва ҳосил цилинган цаторнинг

X 2 X3 X 1
яцинлашиш интервали кўрсатилсин. Жав. х  +  —— +  — - - f  г—- +  . . .

1*2 2 -0  3*4
( - 1  <  *  <  1).

122. х у "  у =  0 тенгламанинг х  — 0 да у =  0, у ’ — 1 бошлангич шарт­
ларни цаноатлантирувчи ечими топилсин ва яцинлашиш интервали кўрса-

+ д ? т  - s f t  +  -  +  +
+  . . .  (— ОО <  X <  оо).

2
123. у"  +  — у ’ -)- у =  0 тенгламанинг х  — 0 да у =  1, у ' =  0 бошлангич

X
Sin X

шартларни цаноатлантирувчи ечими топилсин. Жав, --------- .

----------— г -  —  ---------------------------- *------------
!2 4 . у "  - f  —  у' -)- у  =  0 тенгламанинг х  =  0  да у =  1, у' =  0 бошлан-

X
гич шартларни цаноатлантирувчи ечими топилсин ва ҳосил бўлган қагор-

х 2 X4 “ Xе
нинг яцинлашиш интервали кўрсатилсин. Жав. 1 — ^   ̂- — 0 , +

хт
+  . . .  +  (—1)л — 1---------+  . . .  (Ы  <  оо).1 4 ' 22п (я!)2

Куйидаги дифференциал тенгламаларнинг кўрсатилган бошлангич шарт- 
лардаги ечимларининг даражали цаторга ёйилмаларининг дастлабки учта

4х3
ҳади топилсин: 125. у' =  *2-f-y’; х —0 да у = 1 .  Жав. І +  х + л  +  “  +  ... .О

ех2 х3
126. у " =  еу +  х; X =  0  да у =  1, у ' =  0. Жав. 1 +  —  +  — +  . . .

I О 
X2 х 3

127. у ' =  sin у — sin х\ X =  0 да у =  0. Жав, — — —  — — . . .1 о
Дифференциал тенгламалар ечимларининг кўрсатилгаи бошлангич шарт- 

ларда даражали цаторга ёйилмаеннинг бир неча ҳадлари топилсин:
2 jc^

128. у " =  у у ' — X2; X  =  0 да у  =  1. у ' =■ 1. Жав. 1 +  х  +  — +  —  +

Зх* 14х5 1 1 1 .
+  —  +  —  +  . . .  129. у ' =  у1 +  X3; х  =  0  да у =  -  Жав. — +  -  х +

+  Т  X2 +  X3 +  т г х* +  . . .  130. у '= х 2 - у2; х = 0  да у = 0 .  Жав. — х3 —
о I о о2
1 2

— —  X7 + ---------- —  х и  — . . .  J 3 I .  у ' = х ? у 2— 1; jc==0 да у = 1 .  Жав. 1 — х  +
7 -9  7■11•27

- f  ~  — 7  — . . .  132. у' =  еУ +  ху, X =  0 да у  =  0. Жав. х  +  ~ ~  +
о 2 5 —- *

2 * з  П л :4

(
+  3 ~  2-3-4 +  ’**



XVII БОБ

1 -§ . Т аъ р и ф . М асалани нг қўйилиши

У ш бу кўринишдаги

^  +  a, cos к +  й, sin к +  а2 cos 2х  +  b2 sin2 х  . ..   ̂

функционал қатор ёки ихчамроқ қилиб ёзилган,-
>

—  +  2  («„co s пх +  bn sin пх). А (1)
я=І

қатор тригонометрии цатор дейилади. а0, ап ва  Ьп (п =  1,
2, 3, . . . )  ўзгарм ас сонлар тригонометрии цаторнинг коэф- 
фициентлари деб аталади. \

А гар (1) қатор яқинлаш са, унинг йигиндиси даври 2т. бўл- 
ган f{x )  даврий функция булади, чунки sin «л- ва cos пх  даври 
2іс бўлган  даврий .функциялардир.

Ш ундай қилиб,
f ( x ) = f ( х +  2к). f.

Ш ундай бир масала қўямиз.
Д аври 2к бўлган f (x )  даврий функция берилган. Қа_нд а й  

ш а р т л а р  б а ж а р и л г а н д а  f (x )  у ч у н  б е р и л г а н  ф у н к ­
ц и я г а  я р н л а ш у в ч и  т р и г о н о м е т р и к  қ а т о р  т о п и ш  
м у м к и н ?

Б у масала шу бобда ҳал қилинади.
Қ а т о р н и н г  к о э ф ф и ц и е н т л а р и н и  Ф у р ь е  ф о р м у ­

л а  л а р и б ў й и ч а а н и қ л а ш. Даври 2т. бўлган f ( х )  даврий 
функция ( —те, те) интервалда шу ф ункцияга яқинлаш увчи три- 
гонометрик қаторни тасвир этсин, яъни шу қаторнинг йиғин- 
диси бўлсин:

оо

f(x )  = ^ -  +  2  (anc o s n x +  bnsinnx). (2)
/1=1

Б у  тенгликнинг чап томонидаги ф ункциядан олинган ин­
теграл (2) қатор ҳадларидан олинган интегралларнинг йиғин- 
дисига тенг деб фараз қиламиз. Б у  эса берилган тригоном ет-

ФУРЬЕ ҚАТОРЛАРИ

*
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рик қаторнинг коэффициентларидан тузилган сонли қатор, 
абсолю т яқинлаш ганда, яъни

~  +  I а\ 1+ I I +  I а 2 I + 1 ̂ 2 1 +  ••• +  I ап I + 1 Ьп | +  ••• (3)
м усбат қатор яқинлаш ади деб олинганда бажарилади.

Б у  ҳолда (1) қатор кучайтирилган, дем ак, у н и — ттдан г. гача 
ҳадлаб интеграллаш  мумкин. Бундан а0 коэффициентни ҳи- 
соблаш  у ч у н  фойдаланамиз.

(2 ) тенгликнинг иккала қисмини— *  д а н + гс  гача чегаралар- 
да ннтеграллаймиз:

Л ТС ОС /т с  Тс

\ /  (л )  dx  =  j  ~  dx  +  2  j  ancos n x d x  -f- j" bnsin n xd x
— TC — TC n = 1 \  — TC —TC /

Ў н г томондаги интегралларнинг ҳар бирини айрим ҳисоб- 
лаймиз:

1C 1Z
С J  С J  О-n sin nx j  a„cos nx dx =  an j  cos nx dx =  —----------

6„sin nx dx — bn [ sin nx dx  =  — b„ —a nxП 
— TC П

=  0, 

=  0.

Д ем ак,
тс
f / (x) dx  =  каа,
V—тс

бундан

a0 =  ^  j  f ( x ) d x .  (4)

Қаторнинг қолган коэффициентларини ҳисоблаш  у ч у н  биз- 
га баъзи бир аниқ интеграллар кер ак бўлади, аввал  ш у ин­
тегралларни қараб чиқамиз.

Агар п ва k бутун  сон бўлса, қуйидаги тенгликлар ўрин- 
лидир: агар п k бўлса,
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агар п — k бўлса,
it

j cos2 kx dx =  it,
—It 

It

j  sin kx cos kx dx =  0, ^

it

j  sin2 kx dx  =  it.
T*

М асалан, (1) группадаги биринчи интегрални ҳисоблаймиз. 

cos nx  cos kx =  ~  (cos (n  +  +  cos (rt — k) л і

бўлгани у чу н

* 1 * 1 *
j’ cos nx cos kx dx — — j cos («  +  k) x d x  + — ( cos (n—k)xdx*=0.
—  It — 7t — "It

(I) группа нинг долган формулалари ҳам шу тарифа ҳисобла- 
нади*).
(II) группанинг интеграллари бевосита ҳисобланади (I т. X  боб­
га царанг).

Энди (2) цаторнинг ak ва Ьк коэффициентларини ҳисобла- 
шимиз мумкин.

k=£0  бўлган бирор аниц цийматда ак коэффициентни >;и- 
соблаш  у чу н  (2) цаторнинг иккала томонини cos kx  га  к ў - 
пайтирамиз:

/  (х) cos kx =  у  cos kx +
OD

+ У  ( a ncos nx  cos kx +  6„sin nx cos kx). (2')jmdП=* 1
Тенгли книнг ўн г томонида ҳосил цилинган цатор кучайтирил- 
гандир, чунки уни нг ҳадлари абсолю т циймат бўйича (3 ) яцин­
лаш увчи мусбат цаторнинг ҳадларидан катта бўла олмайди. 
Ш унинг учун  уни исталган кесм ада .^адлаб интеграллаш  
мумкин.

•)
cos пх  sin kx =  -  [sin (п +  k) X — sin (n — k) x],

]
sin nx sin kx =  — [ — COS (n +  k) X +  cos (n —  k) x] 

формулалар ёрдами билан ҳисобланади.
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(2')  тенг ликни— дан г. гача чегараларда ннтеграллаймиз;
тс тс

j  /  ( х )  cos kx dx  i cos kxdx-\-
—TC —TC

CO TC TC

+  2 ( а п| cosn X cos kx dx -f- bn j  sin nxcos kx dx\
n = l

(II) ва (I) формулаларни эътиборга олиб, тенгликнинг ўн г то­
монидаги ак коэффициентли интегралдан бошқа ҳамма интег­
ралларнинг нолга тенг эканлигини кўрамиз. Д ем ак,

тс г .

__JL / (х) cos kx dx — ak J  cos2 kx dx  =
— тс — тс

бундан
1 Pak =  — f(x )c o s k x d x .  (5)

TZ

(2) тенгликнинг иккала томонини sin& x га кўпайтириб, 
яна — я дан л гача интегралласак: .

Тс TZ
J f  (х) sin If x d x  =  Ьк J  sin i k x d x = b kK,

— TC —TC

бундан
l 7bk — -   ̂ f (x )sm kxdx. (6)

(4), (5) ва (6) формулалар бўйича аниқланган коэффици- 
ентлар t(x) функциянинг Фурье коэффициентлари деб ата­
лади, шундай коэффициентли (I) тригонометрик қатор эса f{x) 
функциянинг Фурье қатори дейилади.

Энди биз параграфнинг бошида қўйилган масалага қайта- 
миз: берилган функция учун  тузилган Ф урье қатори яқинла- 
шиши ва тузилган бу Ф ур ье қаторининг йиғиндиси эса берил­
ган функциянинг мос нуқталаридаги қийматларига тенг бўлиш 
учун  бу функция қандай хоссаларга эга бўлиши кер ак? Биз 
t (х) функцияни Ф ур ье қаторига ёйиш учун  етарли шартларни 
берувчи  теоремани баён этамиз.

Т а ъ р и ф .  А гар [а , Ь\ кесмани чекли сондаги х и х 2, . . .  , 
лг„_і нуқталар билан шундай [а, л ,) ,  (л-,, х г), . . .  , ( х п_ ь  Ь) 
интервалларга бўлиш мумкин бўлсаки, бу интервалларнинг 
ҳар бириде берилган функция монотон, яъни ўсмайдиган ёки 
камаймайдиган бўлса f ( x )  функцияни \а, £] кесмада бўлакли 
монотон деб аталади.

Агар f ( x )  функция [а , Ь] кесмада бўлакли монотон ва ч е ­
гараланган бўлса, таърифга асосан бу функция фақат биринчи
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flc-Oj.
ffc+O j

жинс узилиш нуқтасига эга бўлиши келиб чиқади. Ҳақиқатан, 
агар л =  с нуқта f ( x )  функциянинг узилиш  нуқтаси бўлса, 
функциянинг монотонлигидан

Ііш / ( л )  «=/(£■ — 0), lim f ( x ) = f ( c  +  0)
х-*с—О JC-C+0

лимитлар м авж уд, яъни с нуцта бирин­
чи жинс узилиш нуқтаси бўлади (374- 
расм).

Энди қуйидаги теоремани ифодалай- 
миз.

Т е о р е м а .  Агар даври 2к бўлган 
f ( x )  даврий функция [— я, тс] кесмада 
бўлакли монотон ва чегараланган бўл- 
са, бу функция учун тузилган Фурье 
цатори иіу кесманинг ҳамма нуқта- 
ларида якинлаиіади. Ҳосил цилинган 

374-раем. цаторнинг s(x) йиғиндиси f(x )  функ­
циянинг узлуксизлик нуцталаридаги 

цийматига тенг. f(x ) функциянинг узилиш нуцталарида 
цаторнинг йиғиндиси функциянинг ўнг ва чап лияитлари- 
нинг ўрта арифметик цийматига тенг бўлади, яъни агар 
х  =  с нуцта f ( x )  функциянинг узилиш нуцтаси бўлса, у 
вацтда

/ ( с  — 0) +  / ( С  -Ю )
s \ Х ) х = с =

Б у  теорем адан, Ф ур ье қатори билан тасвирланувчи ф ун к­
циялар синфи анча к ен г эка.ілиги келиб чиқади. Ш унинг учун  
Ф у р ье  қаторлари математиканинг турли бўлимларида к ен г тат- 
биқ этилади. Ф ур ье қаторлари, айниқса математик физикада 
ва -унинг м еханика ҳам да физиканинг конкрет масалаларига 
татбиқларида муваффациятли қўлланилади. (XV III бобга қарант).

Берилган теоремани исботсиз қабул қиламиз. 8— 1 0 -п ар аг- 
рафларда функцияларни Ф ур ье қаторига ёйишнинг ф ункц и я­
ларнинг бирмунча торроқ синфларига тегиш ли бўлган етарли- 
лик белгисининг исботи берилади.

2 - § .  Ф ун кц и ял ар н и  Ф у р ь е  қ атор и га ёйиш мисоллари
Функцияларни Фурье цаторига ёйиш мисолларини келтирамиз.
1- м и с о л. Даври 2я бўлгаи f  (х) даврий функция қуйидагича аниқлаган.

f ( x )  — X, — п < ^ х < п .

Бу функция бўлакли монотон ва чегараланган (375- раем). Демак, уни 
Фурье қаторига ёйиш мумкин. 1 - параграфдаги (4) формулага асосан:
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1- параграфдаги (5) формулани татбик этиб ва бўлаклаб интеграллаб, 
цуйидагини топамиз:

«* ■ X cos kx dx  —
sinA* I* _ 1 sin kx dx  I =  0.

1 - параграфдаги (6) формулага асосан:

cos kx1 С 1bK — — I X sin kx dx —
* J  я

—  x cos kx dx

Шундай қилиб, қуйидаги қатор ҳосил бўлади: 

/(• * )=  2 sin X s in 2 x  s in 3 x  ftj-i sin kx
1 +  - ~ r  +  ’

Бу тенглик узилиш нуқталаридан бошқа ҳамма нуқталарза ўринлидйр. Ка- 
торнмнг ҳар бир з'зилиш нуқтадаги йиғиндиси, унинг ўнгдан ва чапдан л и - 
митларининг ўрта арифметигига, яъни нолга тенг.

2 - м и с о л .  Даври >я бўлган f  (х) даврий функция қуйидагича аниқлан- 
гаи: *

—  я <  X <  0 бўлса, /  ( * )  =  —  X,

0 <  X <  я бўлса, /  (я ) =  X,

(яъни / ( < )  =  I X I) (376- раем). Бу функция ҳам —  я <  х  <  я кесмада бўлак- 
ли монотон ва чегаралангандир.

/ іЧ У іЧ Ж

Т
J

И \ А \ У і
ĵZii ' n О 

376

Унинг Фурье коэффициентларни

« « = -  —  ( / ( * ) < < * = -  — я J  я 
— *

S3 Н. С. Пискунов, 2- 1

Ті Jn 4д J71

- раем.

и аниқлаймиз:

0 и

,j * ( — х )  dx  +  j X  d xj =  *
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«*

и

- * [  .[<- —*
о

X) cos kx d x  -|- \ x  cos k x  d x  = — [  —
J  j * L

1 Г X sin kx

X sin kx I* I f *  
sin kx dx +  -------Г— I — ~ \ s l a k x d xk

1 J* cos kx |° cos kx k жуфт бўлса, О, 
—  (cos kn —  1) =  ( . 4
_2
яА2r.k k | -r  ' k

О -я:

b/г =  —  ̂ ( — x) sin kx dx -f  j *  sin kx dx
- *  0 

Шундай қилиб, қуйидаги қаторни ҳосил қиламиз:

k  тоқ б ў л са ,--------
я«*

=  0.

я 4
/ w = - - -2 к

COS X cos Зх cos bx COS (2p - f  1) X
12 +  32 -r 5a +• • • +  ■ (2p+  1)2 + •

Б у қатор ҳамма нуқталарда яқинлашади ва унинг йиғиндиси берилган функ­
цияга тенг.

3 -м  и с о  л. Даври 2т. бўлган f ( x )  даврий функция қуйидагича аник- 
ланган:

— я <  X <_ 0 бўлса, /  (л:) =  — 1,

0  <  X <  я бўлса, f  ( х )  =  1.

Бу функция (377- раем) — к < х  < я  кесмада бўлакли монотон ва чегараланган.

ГР 71 V

J - 1 '

377-раем.

Унинг Фурье коэффициентларини ҳисоблаймиз:
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Ьь =  - J ( — 1) sin kx dx +  J  sin kx dx
-iz 0

1 1 [ ?os kx о cos kx TZ

J %  L л k 0.

_2
Ttk

1 —  COS Tik
[ k жуфт бўлса, О, 
\ 4

k гоқ бўлса, — .
пд

Демак, қаралаётган функция учун Фурье қатори қуйидаги кўринишда 
бўлади:

f (x )  = -  
л

sin X s l n 3 *  sin 5 *  sin (2 c  -f- l)x-----+ ------- 4--------+ . . . + — — ------- •
3  5 2p +  l

Бу тенглнк узилиш нуқталарпдан бошқа ҳамма нуқталарда ўринлидир.
378-расм да қаторнинг sn қисмий йиғиндилари п ортиши билан / (х) 

функцияни борган сари аниқроқ ифодалаши кўргазмали тасвир этилган.
4 - м и с о л .  Даври 2ic бўлган f(x )  даврий функция қуйидагича аниқлан-

ган:

— я <  X <  % бўлса, f {x )  =  х1 (3 7 9 -раем).

stnijc

378- раем,
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Бу функциянинг Фурье коэффициентларини аниқлаймиз:

2я8.

ak>

1 Г j j  1 xlOo -  — ДС* fif*------—
IZ J  TZ 6

, . 1 * J sin kx
X* cos kx dx — —  ---------------

я k
— —  f X sin kx dxК J

2 I X cos kx 
яА ft

IE 71

- r + T  5
cos kx dx -■±■1r.k*[

к cos kn

k жуфт бўлса, —

k тоқ бўлса, — — •

1 Ii i  =  — \ X* sin kx dx =
Jt J я

X2 COS f t*

2_
rtft

*  sin kx

2 >  I
+  — i jt  cos ft* dx ’

—  15 &  J  !
—1C

—  -£■ j sin ft* dx j =  0.

ft

1

379- раем.

Демак, берилган функциянинг Фурье қатори ушбу кўринишда бўлади;

дг»
тс* ( cos д: cos 2л: cos Здг 

=  — — 4 —  — „„ +22 3a3  ' V I
Функция бўлакли монотон, чегараланган ва узлуксиздир, шунинг учун бу 
тенглик ҳамма нуқталарда бажарилади. х  =  т. десак:

£ - = Ѵ > І  
6 2 .«»*

П=1

ган:
5 - м и  с о  л. Даври 2т. бўлган f {x )  даврий функция қуйидагича аниқлан-

— я <  X <  0  бўлса, /  ( * )  «= 0, '
О <  ҳ  <  я бўлса, f  (х) =  X (380- раем).

\\\
t f rг
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Фурье коэффициентларини аниқлаймиз:

и
во — — \ f  (х) dx

Я J •
■—1C

О - d x +  \ x d x  =

1 с , , 1 Г *  sin kx I* 1 - * 
ak =  —- j X cos kx dx =  —  I — :------| —  т  \ sin kx axf

1 .cos kx I*: ^  I k тоқ бўлса, — — , 

^ \  k жуфт бўлса, 0;

bk =  — 1 X sta  kx dx ■■
I f  X cos kx  ^ Г , .

—  — -------------  +  —  cos k xdx  =
T . 1 k о  k J J

! — — COS k- 
T.k

k тоқ бўлса,
ft

k жуфт бўдса. —  —.
ft

Шундай кялиб, Фурье қатори ушбу кўринишни олади:

f ( x) =  1 ~  *  {
2 /  соз X cos3x  ^  cos 5х ^

іа за

зіп 3 *

5 *

\  / s i n ; sin 2л-
+

+

/ ( х) функциянинг узилиш нуқталарида қаторнинг йиғиндиси унинг ўнг ва
Я

чап лимитларининг ўрта арифметик қийматига (яъни берилган ҳолда — га)

тенг.
Ҳосил қилинган тенгликда лг =  0 фараз қилиб, ушбуни оламиз:
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3 - § .  Д аври й  функцияларни Ф у р ь е  қатори га ёйиш ҳақ и д а  
бир ИЗОҲ

Д аври бўлган ф (х )  даврий функциянинг X ҳар  қан- 
дай сон бўлганда ҳам ўринли бўлган қуйидаги хоссасини қайд 
қиламиз: ■R Х +  2тс

J  Ф (х) dx  =  j  ф (X) dx.
—71 X

Ҳақиқатан,
ф(? — 2ic) =  ф ( 6)

бўлганлигидан х  =  ? — 2ir деб олиб, с ва d  ҳар қандай бул- 
ганда ҳам уш бу тенгликни ёза оламиз:

d <2+2тс d+2-к d+2n

j  ф 'X) dx  =  j  ф (S — 2it) d\ =  j ф ( £ ) д ^ = |  ty(x)dx.
c  c + 2% c + 2 k  c + 2tc

Ж ум ладан, с =  — it, d  =  X деб олиб, қуйидаги тенгликни ҳо- 
сил қиламиз:

X. / .+ 2 *

J ф (х) dx =  j  ф (л;) dx,

шунинг учун
X -f 2тс

j  ф (х) dx =  j  ф (х) dx  +  j ф (л-) dx  +  j  ф (х) dx  ==
А  X —ТС ТС

—іс тс X тс

=  ] ф  (x)dx-f-  ] ф ( л : ) й ? х +  ] ф ( х ) а ' л =  ] ф  (х) dx.
X ------TZ —тс —тс

Б у  кўрсатилган хосса ф (л:) даврий функциядан узунлиги 
функциянинг даврига тенг бўлган, исталган кесма бўйича 
олинган интеграл доимо битта ва фацат битта цийматга 
эга булииіини билдиради. Б у  хоссани геометрик ж иҳатдан ҳам 
осонгина тасвирлаш  мумкин. 3 8 1 - раемда ш трихланган юзлар 
ўзаро тенгдир.

И сбот қилинган хоссадан, Ф ур ье коэффициентларини ҳисоб- 
лаш да биз интеграллаш  оралиги ( — it, и) ни (X, X - f  2іт) интег-

"1 —

—^  Ifc flS ll
?Т) \ П *л X *ѵ?тг 5л

381- раем.
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ЕЙИШ ҲАДИДА И 3 0 Ҳ

359

раллаш оралиғи билан алмаштиришимиз мумкинлиги келиб 
чиқади, яъни қуйидагича фараз этиш мумкин:

Х+2* Х + 2х
ао =  — \ f  (•*) dx, ап =  — \ f  ( a )  cos nxdx , 

л * я \
Л+ 2*

/ ( * )  sin пх dx,
( 1 )

бунда X — ихтиёрий сон.
Б у  эса шартга асосан f  (х) даврий функциянинг даври 2тс 

эканлигидан келиб чиқади; дем ак / ( а )  соз пх ва / ( x ) s i n « A  
функциялар ҳам даври 2~ бўлган даврий функциялар бўлади. 
И сбот қилинган хосса баъзи ҳолларда коэффициентларни т о ­
пиш процессини қандай соддалаштиришни мисолда кўрсатамиз.

2те булган f ( x)  даврий функцияни Фурье қаторига ёйиш талаб қнлипсин. 
f ( x ) функциянинг графи-ги 3 8 2 - раемда тасвирланган.

Б у  функция [— тс, тс] кесмада иккита формула билан берила- 
ди: [ —  тс, 0 ]  кесм ада / ( а )  =  а  +  2тс ва [0, тс] кесмада / ( а )  =  а .  
Айни замонда [ 0 ,  2тс) кесмада бу функция битта / ( а )  =  а  фор­
мула билан бирмунча соддароқ берилади. Ш унинг у ч у н  бу 
функцияни Ф ур ье қаторига ёйишда X =  0 деб олиб, (1) форму- 
лалардан фойдаланиш маъқулдир.

1 2і  2* 
а о — — 5 f { x ) d x = *  — \ x d x  =  2тс; 

и о

1 2* 1 2? 
а„  =  — j  /  ( a )  cos п х  d x  =  — I a  cos n x d x  =

й " с

1 Г X sin пх  cos пхЛ2к 
=  +  = ° і

і
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2ж , 2тс г
1 f  1 р I f  x c o s n x  t 

bn — — \ f (x) sin nx dx  =  — j  л  sin nx dx =  — -------- ~ +
n (I 0 L

sin n.r |2* ‘1_ 
na jo n

Д ем ак,
2 2 2 

/  (x )  =  тс — 2 sin X — - j  sin 2 x  — -g sin Зл — -j- sin 4 x  —

2
— j  sin 5 x  — . . .

Б у  цатор узилиш нуцталаридан (яъни х  =  0 , 2тс, 4тс,. . . н уқ- 
талардан) бошца барча нуқталарда берилган функцияни аниц- 
лайди. Б у  нуцталарда цаторнинг йиғиндиси f (х) функциянинг 
ўн г ва чап лимитлари цийматининг ярим йиғиндисига (яъни 
бу ҳолда, с  сонига) тенг.

4 - § .  Ж уф т ва  тоқ  ф ункц и ялар  учун  Ф у р ь е  цаторлари

Ж у ф т ва тоц функцияларнинг таърифидан, агар ^ (л ) ж уфт 
функция бўлса,

] > ( * ) < / *  =  2 Ж * )  dx
- ж  о

эканлиги келиб чицади.
Ҳациқатан,

+  ъ  U Я Т. т.

J ф (a )  dx  =  ( х )  dx  +  J ф (jc) dx  =  J 4> ( — x )d x  - f  J  f  (x ) dx  =
—  35 — 71 0 0  I»

=  ]  ф (X) dx  +  J* <|> (x )  dx =  2 J  <|> (x) ах,
o o  о

чунки ж уф т функциянинг таърифига кўра:

<}»(— х )  =  ф(х).

Ш унинг сингари <р(х) т о ц  функция бўлса,
Ъ 7t 15 тс

j  cp (x )  dx =  j  <p ( — x )  dx  + f 9 (x )  dx =  — J cp (x )  dx  - f
—Tv 0 U P

ir
+  J  Ф (x )  dx  =  0 

«

эканлигини ҳам исбот цилиш мумкин.
А гар f ( x)  т о ц  функция Ф урьец атор и гаёй и л са, / ( х ) coskx 

кўпайтма ҳам тоқ ф ункция, t (x) sin /гх эса ж уф т функция б ў - 
лади; демак
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« * j  *
G 0 r = -  J / ( x ) a ? x  =  0 ,  а *  =  -  J / ( * ) c o s f e x r f x  =  0 ,

— 1C —<*

\ *» *2 % 
bk =  -  \jJ ( x ) s \ n b x d x = — j  /  (х )  sin kx dx,

—тс V О

( 1 )

яъни тон функциянинг Фурье қатори „фақат с и н у с л а р -  
ни“ ўз ичига олади (2 -параграфдаги 1-мисолга қаранг).

Агар ж у ф т  функция Фурье қаторига ёйилса, /  (х) sin kx 
кўпайтма тоқ, /(x )co s  kx  эса жуфт функция бўлади, демак,

а0 =  \  f / ( x )  d x , ah =  \ . j  f {x )c o s k x d x ,
О

Ьк =  ~  ] / ( х )  sin kx dx =  О,

(2 )

„фақат коси-  
2- мисолга қа-

яъни ж у фт  функцияларнинг Фурье қатори 
н у с л а рн и“ ўз ичиға олади ( 2 - параграфдаі 
ранг).

Ҳосил қилинган формулалар, берилган функция жуфт ёки 
тоқ бўлган ҳолларда Фурье коэффициентларини топишдаги ҳи- 
соблашларни соддалаштиришга имкон беради. Ҳар қандайдав- 
рий функция ҳам жуфт ёки тоқ бўлавермаслиги ўз-ўзидан 
маълум (2- параграфдаги 5- мисолга қаранг).

М и с о л . Даври 2* бўлган ва [O.nJ кесмада у =  х  тенглик билан берил­
ган f  (х) даврий жуфт функцияни Фурье қаторига ёйиш талаб қилинган 
бўлсин.

Биз бу функцияни 2- параграфдаги 2- мисолда (376- расмга қаранг) Фурье 
қаторига ёйган здик. Энди берилган функциянинг жуфт эканлигидан фой- 
даланиб, унинг Фурье коэффициентларини қайтадан ҳисоблаймиз

(2) формулага асосан, k ҳар қандай бўлганда ҳам =  0;
тс
с  - 2  Г 2 X  sin >>х cos k x

x d  X  =  к ,

0

аь =  —  X  cos k xdx  =  —
г  J я 
Г'  0

к + k-

5= И » * - 1

k жуфт бўлса, 0,
4

k тоқ бўлса,------- .itfe'3
Биз бу ерда ҳам 2- параграфвинг 2- мисолидаги ўша коэффициентларнкнг 
ўзини, бироқ анча қисқа йўл билан ҳосил қилдик.

5 - § .  Даври 21 бўлган функциялар учун Фурье қатори
/ ( х )  функция даври 21, умуман айтганда, 2тс дан фарқли 

бўлган даврий функция бўлсин. Уни Фурье қаторига ёямиз- 
Бунинг учун ўзгарувчини

л — —tJ5
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формула бўйича алмаштирамиз. У ҳ о л д а /(“ | функция t нинг

даври 2г. бўлган даврий функцияси бўлади. У ни — тс < ;  jc < ;  и: 
кесмада Фурье қаторига ёйиш мумкин:

/ ( “ О " » (1)

а ° =  * _j /  ( * 0  dt’ а ъ =  7  1 1 ( ^)  C0S kt d t '

1 *
bk =  — \ f  [^~tj sin kt dt. x

Энди эски X ўзгарувчига қаЙташГзТ

t — X ^  d t  =  -j dx.X  =  — t,
■ TC

У ^олда қуйидагиларни хосиѴ^иламиз:

«о =  ~  j|/  ( * )  dx, ак =  -L j / (л) c o s Лс,
-z

^* =  -7 ( / ( x ) s i n  —  rfx.
* - I  1

Натижада (1) формула ушбу кўринишни олади:

/(•*) =  7  +  V  (a* COS . у  ж +  ^  sin ~ х )  J
____________ b=i--- ------- —------^  ■" ■r— —

( 3 )

бундаги a0, ak, bk коэффициентлар (2) формулалар бўйича ҳи- 
собланади. Бу эса даври 21 бўлган даврий функциянинг Фурье 
қаторидир.

Даври 2~ бўлган даврий фѵнкциялардан ҳосил қилинган 
Фурье қаторлари учун ўринли бўлган барча теоремалар, бирор 
2 /  даврли даврий функциялардан ҳосил қилинган Фурье қатор- 
лари учун ҳам ўз кучини сақлашинн кўрамиз. Жумладан, 
функцияни Фурье қаторига ( 1 - параграфнинг охирига қаранг) 
бйилишнинг етарли аломати қаторнинг коэффициентларини 
узунлиги даврга ( 3 - параграфга қаранг) тенг бўлган исталган 
кесма бўйича интеграллаш билан хисоблаш мумкинлиги ҳақи- 
даги эслатма, шунингдек функция жуфт ёки тоқ (4- пара* 
граф) бўлганда қаторнинг коэффициентларини хисоблашни сод- 
далаштириш мумкинлигига доир эслатма ўз кучини сақлайдн.
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М и с о л . [— /, /] кесмада f{x) — \х\ тенглик билан берилган21 даврли 
f (x )  даврнй функция Фурье қаторига ёйилсин (383-раем).

Е ч и ш . Қарала^тган функция жуфт бўлгани учун

2 с
Ьц =  0; Яо =  — j  X dx =  /,

я*
2 kn X 21 с 
— \ дг cos ----- dx =  — X cos kx dxI J l Я2 J

k жуфт бўлса, 0 
4/

6 тоқ бўлса,— T̂ k2

Демак, ёйилма қуйидаги кўринишда бўлади:

I 4/
iz Зте (2р -f- 1)тс

COS —  X  COS — X  COS ---------------- X

1 ' 1 + •■ •+  ~ ^  / т я----+  •■1 з2 <2p+l)2

6- § .  Даврий бўлмаган функцияларни Фурье қаторига 
ёйиш ҳақида

Бирор [й, 6] кесмада бўлакли монотон бўлган /  (х) функ­
ция берилган бўлсин (384-раем). Берилган f  (х) функцияни 
бу функция узлуксиз бўлган нуқталарда Фурье қаторининг 
йиғиндиси сифатида тасвирлаш мумкин эканлигини кўрсатамиз. 
Бунинг учун [a, b | кесмада f (х) функция билан мос тушади- 
ган даври b — а бўлган қандайдир даврий бўлакли моно­
тон / ,  (ҳ) функцияни қараймиз. (Биз бу билан f ( x )  функция­
нинг таърифини тўлдирдик.)
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/ і  (х ) функцияни Фурье қаторига ёямиз. Бу қаторнинг йи- 
ғиндиси \а, Ь] кесманинг ҳамма нуқталарида узилиш (нуқта- 
ларидан бонща) берилган f ( x )  функция билан устма-уст ту- 
шади, яъни биз f ( x )  функцияни [а, Ь\ кесмада Фурье қато- 
рига ёйдик. _

Энди қуйидаги муҳим ҳолни қараб чинамиз. /  (jc) функция
10, /] кесмада берилган бўлсин. Бу функциянинг аниқлашни 
ихтиёрий равишда [—/, Oj кесмада тўлдириб (бўлакли моно- 
тонлигини сақлаб), бу функцияни Фурье қаторига ёйишимиз 
мумкин. Жумладан агар берилган функциянинг аниқлашни 
— / < х <  0 да / ( * )  =  / ( — -*) бўладиган килиб тўлдирсак, на- 
тижада жуфт функция ҳосил қиламиз (385- раем). (Бу холда 
/* х )  функция „жуфт ҳолда давом эттирилган” дейилади.) Бу 
функция факат косинусларни ўз ичига олган Фурье қаторига 
ёйилади. Шундай қилиб, биз [0,/| кесмада берилган /  (х) функ­
цияни косинуслар бўйича ёйдик.

И
f(XJ.

386- раем. 386- раем.

Агар /  (л) функцияни аниқлашни — I < х <  0 бўлганда f ( x )  — 
=  — / ( — х )  бўладиган қилиб давом эттирсак, синуслар бўйи- 
ча ёйиладиган тоқ функцияни ҳосил қиламиз (386- раем). ( / (х) 
функция, „тоқ ҳолда давом эттирилган".) Шундай қилиб, агар 
[О, Л кесмада бўлакли монотон бирор / ( х )  функция берилган 
бўлса, уни косинуслар бўйича ҳам, синуслар бўйича ҳам Фурье 
қаторига ёйиш мумкин.

1 -м и с о л, / ( * )  =  .* функциями (0,It] кесмада синуслар бўйича қаторга 
ёйиш талаб қилинсин.

Е ч и ш . Бу функцияни тоқ ҳолда давом эттириб (375- раем),

sin X sin 1х sin дх
1 2 3

қато^ни ҳосил қиламиз (2 -параграфдаги 1-мисолга каранг).

ёйилсиц.
мисол. f\x) =  X функция [0, я] кесмада косинуслар бўйача қаторга
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Е ч и ш. Бу функцияни жуфт ҳолда давом эттириб, — ж <  х <  я бўлган- 
да f  (х) *= \х\ тенгликни ҳосил қнламиз (376-раем). Уни қаторга ёйсак:

cos X cos 3* cos 5х
4- -j- “j-  . . •

1 ^  3* 5*

(2 -параграфдаги 2 -мисолга каранг). Шундай қилиб, [0, я] кесмада қуйидаги 
тенглик ўрйнли бўлади:

я 4

2 ~  я
cos X созЗ* cos5.r

+ —г— + •1 3 *  53

7 -§ .  Тригонометрик кўпҳад ёрдами билан берилган 
функцияга ўртача яцинлашиш ,

Функцияни чексиз қатор (Фурье, Тейлор ва ҳоказо) билан 
тасвирлаш амалда шундай маънога эгаки, қаторни п - ҳ адида 
узиш билан ҳосил қилинган че к ли йиғ инд и,  қаторга ёйи- 
лувчи функциянинг т а қ р и б и й  ифод а си бўлади; п ни ис-

катта аниқликда ҳосил қилиш мумкин. Бироқ тақрибий тас- 
вирлашнинг характери турлича бўлиши мумкин.

Масалан, Тейлор қаторининг олдинги п та ҳадининг sn йи- 
ғиндиси қаралаётган функция билан битта нуқтада устма-уст 
тушади ва бу нуқтада қаралаётган функциянинг ҳосиласи би­
лан бир хил бўлган п- тартибгача ҳосилага эга бўлади. п- тар­
тибли Лагранж кўпҳади (I т. VII бобининг 9 - параграфига га­
рант) қаралаётган функция билан п -\-1 та нуқтада устма-уст 
тушади.

/ ( X) даврий функцияни
П

$„ (х) «= I  +  ак cos kx  4- Ьк sin kx
4=1

шаклдаги тригонометрик кўпҳад, яъни Фурье қатори олдинги 
п та ҳадининг йиғиндиси орқали тақрибий тасвирлашнинг қан- 
дай характерда бўлишини қараймиз, бунда a0, au bu a 2, b2,. . .„ 
. . ., an, bn Фурье коэффициентлари. Аввал бир неча изоҳ бе- 
рамиз. [a, Ь] кесмада берилган бирор у — f  (х) функцияни тек- 
шираётган бўлайлик ва бу функцияни боища бир у (*) функ­
ция билан алмаштиргандаги хатони баҳоламоқчи бўлайлик. 
Қилинган хатонинг ўлчови учун, масалан, jа, b\ кесмада 
max \f(x) — cp (х) I ни, яъни <р(л:) функциянинг /  (х) функция­
дан энг катта фарци деб аталувчи миқдорни қабул қилиш 
мумкин. Лекин, баъзан қилинган хатонинг ўлчови учун ўр/па- 
ча квадратик фарц деб аталувчи ва

' а



366 XVII боб. ФУРЬЕ ДАТОРЛАРИ

тенглик билан анщланадиган 8 миқдорни олиш табиийроқ бў- 
лади.

3 8 7 -раемда ўртача квадратик фарқ билан энг катта фарқ 
орасидаги айирмани тушунтирамиз.

Туташ чизиқ у =  /  (х) функцияни, пунктир чизиқлар ср, (х), 
9s (■*) функцияларни тасвир этенн. у =  <р, (х) эгри чизщнинг

энг катта фарқи у =  <р2(х) эг­
ри чизиқнинг фарқидан кичик, 
лекин биринчи эгри чизиқ- 
нинг ўртача квадратик фарқи 
иккинчи эгри чизиқникидан 
катта, чунки у »  <р2 (а) эгри 
чизиқ у =  f (х) эгри чизиқдан
тор участкадагина анча фарқ 
қилади ва шунинг учун у би­
ринчи эгри чизиққа нисбатан

387-раем. . y ^ z f(x )  эгри чизиқни яхши-
роқ характерлайди.

Энди масаламизга қайтамиз.
Давѵи 2ir бўлган f  (х) даврий функция берилган бўлсин. 

п• тартибли ҳамма
Па0

~2 +  2 j  ( а* cos +  Рй sin kx)
k-\

тригонометрик кўпҳадлар орасидан, ak ва $k коэффициент­
ларни танлаб олииі йўли билан

1 к г п 2
J \ t  (■*) — '2° ~  ^  (aft cos kx  +  P* sin kx)  I d x-% ___________f e = l ___________ J

тенглик орқа-ги аниқлинидиган ўртача кваОратик фарқи. 
энг кияик ций.матга эга бўладиган кўпҳадни топиш талаб 
цилинади.

Аіасагла 2п +  1 та а0> «i, . . . .  Р2. . .  • , ўзгарувчи-
лар функциясининг минимумини топишга келтирилади.

Интеграл ишораси остидаги квадратни очиб ва ҳадлаб ин- 
тегралласак,
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— — V  j  f  (х) sin kx dx +  — ^  j  dx  -f  J- V  j  cos2 kx dx  +
/г — 1 — тс — x  A = 1  — тс

1 П X n x'
-)—  'V Й ' sin2 k x d x -]—  ®o ak I cos kx dx  +

*=1 -тс £=1 -x
-  n X n n X

j sink x d x + -  1 1  <xk а} j  cos kx cos jx  dx  +
2я k~\ - -  71 k=i j*=i -it

b * i
Tl П X П П X

+  7 1 1 ( cos kx sin jx  dx H—  2  ^  P* h  ] s*n kx sin j x  dx.
" S=1 i - 1 - i t  , ‘ k - l  j - l  —*

Бунда"

l 11 ^ ^  -
— f f  (x) dx — a0, — I f  (x) sin kx dx  — — I’ / ( * )  sin kx d x =  bk
1C J п J я J—ЭС —ж ________________ —*________

лар /  (x) функциянинг Фурье коэффициентлари эканини кў- 
рамиз.

Сўнгра, 1 - параграфдаги (I) ва (II) формулаларга асосан: 
k — j  бў л ганда

тс тс *

j cos2 kx dx  =  «, j sin2 kx dx  =  и,
—тс —TC

k ва j  нинг ҳар қандай цийматларида
тс
j  sin kx cos jx  dx  — 0

— TC

ва k =jt=j бўлганда
TC X
j cos kx cos jx  dx ^  0, j1 sin kx sin jx  dx  =  0.

П
Шундай қилиб, ущбуни ҳосил қиламиз:

,г 1 ? — -  a°e° 2 ^  +  ^ ) + т + і 2 (" 2^ 2'
h=i *—iъ1 = i S /г (л) d x  -  af  ~  2 (a*a* +  + ? '+  2 £ (а* } *—* 1

Эндй

? + ?  2 ( ^ + 0

у
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йиғиндини қўшсак ва айирса«:

“  2я І  (a k ~Ь Ь ь) +  у  ( яо —  Яо)2+
- X  А- 1

± £ 1 j к - 0 4 ) г + ( ^ - м а] ’ ________—  ш

Бу йигиндининг биринчи учта қўшилувчиси

а0. ®1| • • <*л, Ріі • • М Ря
коэффициентларни танлаб олишга боғлиқ эмас. Қолган

\  (а0 -  а9іа +  ~  V  [(«* -  aky  +  (f»ft -  &*)* ]

Кўшилувчилар манфий эмас. Агар

а0 “= йо. аі =  а\, ■ • ■, «л =  ап, р, =  Ьи . . рл в  Ьп
деб олинса, уларнинг йиғиндиси энг кичик қиймагга эришади 
(нолга тенг бўлади).

“о. ai» • • •> a„, Pii • • •> Ря 
коэффициентлар бундай танлаб олинганда тригонометрик кўпҳад

П
~  -f- у  (a* cos kx +  fift sin kx)

*=1
f  (а) функциядан энг кам фарк қилади, чунки коэффициент­
ларни бундай танлаш билан ўртача квадратик фарқ энг ки­
чик бўлади.

Шундай цилиб, биз қуйидаги теоремани исбот қилдик: п- 
тартибли ҳамма тригонометрик кўпҳадлар орасида к о эф' 
фициентлари f (х) функциянинг Фурье коэффициентлари бўл- 
ган кўпҳадгина t (х) функциядан энг кичик ўртача квадра­
тик фарц қилади.

Энг кичик квадратик фарқнинг миқдори қуйидагига тенг:

«2 = 27 J  (2)
-*  *—I

« л > 0  бўлгани учун я ҳар қандай бўлганда ҳам

-1C k = l
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Демак, ўнг томонда турган қатор п -*■ оо да яқинлашади 
ва биз уни қуйидагича ёза оламиз:

Бу муносабат Бессель тенгсизлиги  дейилади. „
Ҳар қандай чегараланган ва бўлакли монотон функция 

учун берилган функцияни Фурье қаторининг п қисмий йиғин- 
диси билан алмаштнришдан ҳосил бўлган ўртача квадратик 
фарқ п -* оо да нолга интилишини, яъни п -> оо да Ь2п ~у 0 бу- 
лишини исботсиз қайд қиламиз. Бироқ, у вақтда (2) форму­
ладан Ляпунов—Парсеваль тенглиги деб аталган

тенглик келиб чиқади. Ляпунов—Парсеваль тенглиги функция­
ларнинг биз қараётган синфидан кўра кенгроқ синфлари учун 
исбот этилганини айтиб ўтамиз.

Исбот қилинганлардан —Ляпунов-- -таиглигини__каноатланти-
рувчи функцияга (жумладан ҳар қандай чегараланган бўлакли 
моногон функцияга)- мос келувчи Фурье қатори нолга тенг 
бўлган ўртача квадратик фарқйи бериши келиб чиқади.

Из о ҳ .  Фурье коэффициентларининг кейинроқ керак бўла- 
диган битта хоссасини исбот қиламиз. Аввал ушбу таърифня 
киритамиз.

Агар f  (х)  функция [а, Ь] кесмада чекли сондаги бир жинс­
ли узилиш нуқталарига эга бўлса (ёки ҳамма ерда узлуксиз 
булсаі, бу функция шу кесмада бўлакли узлуксиз деб аталади.

Куйидаги теоремани исбот қиламиз.
Агар і(х )  функция [—я, тс| кесмада бўлакли узлуксиз 

бўлса, унинг Фурье коэффициентлари я -> оо да нолга ин­
тилади, яъни

Исбот.  Агар / (х) функция [—тс, тс] кесмада бўлакли 
узлуксиз бўлса, / 2(х) функция ҳам шу кесмада бўлакли уз­

луксиз бўлади. У вақтда і / s [х ) d x  мавжуд ва у чекли сон-

дир*>. Бу ҳолда Бесселнинг (3) тенгсизлигидан V (®и +  b'n) қа-

*) Бу интегрални узлуксиз функциялардан [—к, к| кесма бўлинадиган 
кгсмалар бўйича олинган аниқ интегралларнинг йиғиндиси сифатида тасвир- 
лаш мумкин.
24 н. С. Пискунов. 2- т.

(3)

(4 )

оо

Л-1
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торнинг яқинлашувчи эканлиги келиб чиқади. Бироқ, агар ка­
тер яқинлашса, унинг умумий ^ади нолга интилади, яъни бе­
рилган ҳолда lijij (al +  b%) «  0. Бундан бевосита (4) тенглик 
^осил бўлади. Демак, бўлакли узлуксиз ва чегараланган функ­
циялар учун қуйидаги тенгликлар ўринлидир.

lim
П -*'00

—  TZ

\ f  (x)cos n xd x  =  О, U® \ f (x )  sin nxd x  =  0.

Arap f { x )  функция даври 2тс бўлган даврий функция бўл- 
са (а ҳар қандай бўлганда ҳам), кейинги тенгликларни қуйи- 
дагича ёзиш мумкин:

а+2и а + 2тс
' im I /  (х) cos пх dx =  0, I /  ( jc) sin nx dx — 0.
П- x  J  П -*oo J _ _ _ _ _ _a a

Интегралларнинг интеграллаш оралиги [о, b\ ни ихтиёрий 
олинганда ҳам юқоридаги тенгликлар ўз кучида қолишини кў- 
рамиз, яъни ягар /  (х) чегараланган ва бўлакли монотон бўлса, 
п чексиз ўсиб борганда

* ь
J t (х) cos пх dx  ва J /  (х) sin пх dx
а  а

интеграллар нолга интилади.
Ҳақиқатан, аниҳлик учун b — а <  2- деб ҳисоблаб, қуйи- 

дагича аниқланган:
а <  X <  b да <р (х) =  /  (х) бўладиган,

£ <  х  -<  а +  2тс да ір (х) =  0 бўладиган
даври 2тс 'бўлган <р (х) ёрдамчи функцияни қараймиз. Бу ҳолда

Ь а+2тс
[ /  (х) cos пх dx  =  j* (р (х) ccs пх dx,
а  а
Ь й+2те
( / ( х )  sin n xd x  =  j  tp (x) sin nx dx.

a a

v(x) чегараланган ва бўлакли узлуксиз функция бўлгани учун 
ўнг томондагн интеграллар п оо да нолга интилади. Демак, 
чап томондаги интеграллар ҳам нолга интилади. Шундай қи- 
либ, теорема исбот бўлди, яъни а ва & сонлар ҳар қандай 
бўлганда ва t(x)  функция [а, Ь] кесмада бўлакли узлуксиз 
ҳамда чегараланган бўлса,

Ц ь
1™ j /  (л )  cos n x d x  =  0; lim  j / ( x )  s l n n x d x  =  0. (5)
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8 - § .  Дирихле интеграли
\

Биз бу параграфда Фурье қаторининг п - қисмий йиғин- 
дисини бирор ихтиёрий интеграл орқали ифодаловчи формула­
ни келтириб чиқарамиз. Бу формула бизга келгуси параграф- 
ларда керак бўлади.

Даври 2« бўлган f  (х) даврий функция Фурье қаторининг 
га-қисмий йиғиндисини қараймиз:

■9

J ]  (а -k COS kx +  bk sin kx),

бунда

ak ** — \ f  (t) cos kt dt, bk =  — \ f ( t )  sin ktdt,
— TC —TC

By ифодаларни sn (x) нинг формуласига қўйсак:

Іщтйл( х ) ~ ______ _______ f

“ к  5 f  w dt + 2  J ^w cos kt dt + i ^ sfn kt dt I
—it A—I  — it ' —1C

ёки cos kx ва sin /гх ни интеграл ишораси остига киритсак 
(бу эса мумкин, чунки cos kx ва sin kx интеграллаш ўзгарув- 
чисига боғлиқ эмас, демак, уларни ўзгармас деб қараш мум­
кин):

s» W = 2; j  f ( t ) d t  +
—тс

- .Л  тс тс
-j—  V  \ f  (t) cos kx cos kt dt +  j" f  (t) sin kx sin kt dt

ft=»l “ TC —TC.

Энди — ни қавсдан чиқариб ва интеграллар йиғиндисини
йигиндининг йнтегралига алмаштириб, қуйидагини ҳосил қи- 
ламиз:

(*) =
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Ўрта қавс ичидаги ифодани алмаштирамиз. Фараз втайлик:

°л (2) =  ~  +  cos z +  cos 2z-j- . . .  rj- cos nz 
бўлсин; у ҳолда

2an(z) cos z =  cos z +  2 cos z cos z +  2 cos z cos 2z -f  . . .  -f- 
+ 2  cos г  cos n z = cos z +  (1 -f- cos 2a:)+(cos z +  cos 3 z )+ (co s  2z -Ц 

+  cos 4z) -f- ... +  [cos (n — 1) z +  cos (n -}-1) г] =  1 - f -2 c o s z -f  
+  2 co s2 z  +  ... + 2 cos ( n —  l ) 2  +  COS/2* +  COS(« +  l ) z

ёки
2яn ( 0  cos г =  2ол (z) — cos nz +  cos (n +  1) г,

/ _ 4 _  cos пг — co s  (n -h 1) z
2(1 —  cos z)

лекин
cos nz — cos (n +  \)z =  2 sin (2/г -f- 1 ) -  sin —,

2 2 ’
1 — cosz =  2 sin2—.2

Демак,

sin (2 /i- t- 1) ~
°л(г) = ------------ -— -•

2 sin —

Шундай қилиб, (1) тенгликни бундай ёзиш мумкин:

« 8ІП (2 и +  1)
, „ ( * ) « !  J  / ( f ) ----------- j z r r - d t .

п —* 2  sin ■ а
Интеграл остидаги функция даврий функция (даври 2 тс) бўл- 
гани учун бу интеграл интеграллаш узунлиги 2 я бўлган ҳар 
цандай кесмада ўз қийматини сақлайди. Шунинг учун биз бу 
интегрални қуйидагича ёзишимиз мумкин:

-*+« зіп (2 л +  1) ~ ~ ~
Sn (X) =  -  j /  (t) -----------J -  dt.

*  ■*-« 2 sin —

Знди t — X  a, t =  X +  а деб олиб, янги о ўзгарувчини 
киритамиз. У вацтда ушбу формула ҳосил бўлади:
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Бу формуланинг ўнг томонидаги интеграл Дирихле интегра­
ла  деб аталади.

Бу формулада / ( х )  =  1 деб оламиз. У ҳолда k > 0  бул- 
ганда а0 =  2, ак =  О, Ь„ =  0; демак, п ҳар қандай бўлганда 
ҳам s „ U )  =  1 бўлали ва биз кейинроқ керак бўладиган куйи­
даги айниятни ҳосил қиламиз:

« s i n ( 2 n + l ) y

> =  Н < 3>
—* 2 sln —2

9 - § .  Берилган нуцтада Фурье қаторининг яцинлашиши

/  (л) функция [—я, it] кесмада бўлакли узлуксиз бўлсин. 
Олдинги параграфдаги (3) айниятнинг иккала қисмини ҳам 

/ ( х )  га кугіайтирсак ва /  (х) ни интеграл ишораси остига ки- 
ритсак, куйидаги тенглик ҳосил бўлади------- ■ ------------------- -

« sin (2 л +  1) J

/ W  “ t J  f W . ----------- а----- d a '
—* 2sln —

Сўнгги тенгликнинг ҳадларини олдинги параграфдаги (2) тенг­
ликнинг мос ҳадларидан айирсак:

S п w - / w = 4 j f ( x + a ) - f { x )
sin (2 л +  1) —

da.
2 sin у

Шундай қилиб, Фурье каторининг /  (х) функциянинг берилган 
нуктадаги қийматига якинлашиши п -*■» да ўнг томондаги ин­
тегралнинг нолга интилишига боглиқ.

Охирги интегрални sin {2п -f- 1) sin/и cos-^- -fcos па. sin ~  

формуладан фойдаланиб икки интегралга ажратамиз:

а
COS —*

««(•*)— /(■*) =  -  I [/(•* +  « ) — /(■*)]------sin no. do. -(-
-  2 sin —* 2

*
j  [/(-« + ») — /  (.-«)] cos ла сГа.
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Охирги тенгликнинг ўнг томонидаги биринчи интегрални 
учта интегралга ажратиб ёзамиз:

,  а
1 Г 003 2

sn (-"0 — / ( * )  =  -  \ [/С* +  а) — /(•*)] — -sin плач +
2 sin ~

+  -  f [ f ( x  +  «) — /(• *)]---- ---  sinnada-i-
• A  2 s t n -

а
* c°s —

+  -  I [/(•* +  °) — / ( * ) ] ------ — sin na da 4-
*■1 2 s in -

1C

+  у  j* [ / ( • ?  +  <*) —  /  ( * ) ]  ў  c o s  m do..

Ф, (a) =  f ( xAr °̂ — ZW  бўлсин. / ( x )  чегараланган бўлакли уз­

луксиз функция бўлгани учун Ф, (я) ҳам а аргументнинг че­
гараланган бўлакли узлуксиз даврий функцияси бўлади. Де­
мак, со да охирги интеграл нолга интилади, чунки у шу 
функциянинг Фурье коэффициентларидир.

а
c o s -

ф 2(*) = [ / ( • *  +  *) -  /(■*)]— — ________

функция — и < а <  — о ва 2 < я < п :  бўлганда чегараланган 
ҳамда

іФ 2( « ) К И  +  лі] - Ц - ,
2 sm -

бунда М сони |/(х)| миқдорнинг юқори чегараси. Бундан таш- 
қари Ф2 (а) функция ҳам бўлакли узлуксиз бўлади. Демак, 7- 
параграфдаги (5) формулага асосан п-*-оо да иккинчи ва учин- 
чи интеграллар ҳам нолга интилади.

Шундай қилиб, қуйидаги тенгликни ёзиш мумкин:
і

lim [s„ (X) — f(x)\ =  lim -  ( I /"(.*+«)—
П-*-j» fl-*-yj Я J
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” ■/(•*)] ------ — sin № da..
c o s -

( 1 )
2 sin —

2

Ўнг томондаги ифода — 8< а <  8 ораликда интегралланади: 
.демак, .интеграл /(х )  функиянинг фақат х —-8 дан а: +  8 гача 
оралицдаги қийматларига боглиқ бўлади. Шундай қилиб, сўнгги 
тенгликдан жуда муҳим бўлган ушбу хулоса чиқади: берил­
ган X  нуцтада Фурье цаторининг яқинлашиши /(х ) функ­
ция X нуқтанинг исталганяа кишк атрофидаги характе- 
ригагина боғлицдир.

Фурье цаторларини текишришдаги локаллаштириш 
принципа ана шундан иборатдир. Агар иккита f x (х) ва f2 (х) 
функция бирор X  нуцтанинг атрофида бир хил бўлса, у 
вацтда уларнинг Фурье цатор лари бу нуцтада ё бир вацт- 
да яцинлашади ёки узоцлашади.

10-§ . Фурье қатори яқинлашишининг баъзи бир 
етарли шартлари

Олдинги параграфда, агар /  (х) функция [ — я, и] кесмада 
бўлакли узлуксиз бўлса, у ҳолда Фурье қаторининг берилган 
х 0 нуқтада функциянинг Г(х0) қийматига яқинлашиши функ­
циянинг маркази х 0 нуқтада бўлган бирор ихтиёрий кичик 
[х0 — 8, Хо +  &] атрофдаги характерига боғлиқ - эканлиги кўр- 
сатилган эди.

Энди, агар х 0 нуцтанинг атрофида }(х ) функциянинг

чекли лимитлари мавжуд бўлиб, х 0 нуцтанинг ўзида функ­
ция узлуксиз бўлса (388- раем), бу нуцтада Фурье цатори 
/(х)*> функциянинг мос цийматига яцинлашишини исбот ци­
ламиз.

*) Агар (1) ва (2) шартлар бажарилса /(дг) функция « нуқтада ўнг ва чап- 
дан ҳосилага эга дейилади. 388-расмда * i  = tg<pb k.2 =  tgcs, k\ Ф й, бўлган 
функция тасвирланган. Агар £ ]= * 2 бўлса, яъни ўнг ва чап ҳосилалар тенг 
бўлса, бу функция берилган нуқтада дифференциалланувчи бўлади.

( 1 )

limа-*-+0
/(*о  +  д) —/(<о) _  к

2 (2)
Я
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Ис б о т .  Олдинги параграфда аниқланган Ф2 (а) функцияни 
қараймиз:

аcos-
Ф2 («) =  [ /( *0  +  а) -  / ( * о ) 1  -------— J

2 sin —
2

/(■*) функция [— тс, тс] кесмада бўлакли узлуксиз ва х 0 нуқта- 
да узлуксиз бўлгани учун у х й нуқтанинг бирор [х0—8, x 0-t-8J 
атрофда узлуксиздир. Шунинг учун Ф2(а) функция а ф  0 ва 
|а |<8  бўлган ҳамма нуқталарда узлуксиздир. а =  0 бўлганда 
Фг («) функция аниқланмаган.

Энди (1) ва (2) шартлардан фойдаланиб, 1ітФ 2 (а) нива
а-ьО—О

lim Ф2 (а) ни топамиз:
а-*-04-0

а
COS —

lim  Ф 2 (a) X* lim  [ /  ( х 0 +  а) -  / ( j r 0) ] -------- =
a-* 0—0 a->-0—0 о »I sin —

2
cr

=  lim f(£o±«) -/(*,,) _ 2 _ _  cos a_ =
а sin -  2

2
a

Um _ L _  |lm  cos -  =  A, • 1 • 1 =  * , .
«  a - > 0 - 0  2l  a - f O - O  ‘2

lim

sin 2

Шундай қилиб, агар Ф2 (a) 
функцияни Ф2 (0) =  десак, 
у ҳолда бу функция [ — 8,0] 
кесмада узлуксиз, демак, че­
гараланган бўлади. Шунинг 
сингари

lim Ф2 (а) =  k,
а-*-0+0 9

388- раем. эканлигини ҳам исбот қила-
миз.

Демак, Ф2(а) функция [0,8] ораликда чегараланган ва уз­
луксиздир. Шундай қилиб, Ф2 («) функция [— 5,8] кесмада 
чегараланган ва бўлак-бўлак ҳолда узлуксиз. Энди (х  ни х0 
бі ілан белгилаб) 9-параграфдаги (1) тенгликка қайтамиз.

б
lim [sn (дг0) - /  (x0)J =  lim -  Г [ / (х 0 +  а) —

Л-►Л H~*-ao ^  J
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c o s -
— /(-V o )j------- — sin пг  da.

2-s in —
2

ёки
ь

lim \s(x0) — f(x0)] =  lim -  Г Ф2 (a) sin па da.
Я-»-(П П-*-<х Я J

—б
7 - параграфдаги (5) формулага асосан ўнг гоминдаги лимит 

нолга тенг, шунинг учун

lim  [s„ ( jc0) -  / ( х 0)] =  0
гг-*- со

ёки
lims„ (jf0) = f ( x 0).

П-*- ос

Теорема исбот қилинди.
Исбот қилинган теорема 1 -параграфда таърифланган теоре- 

мадан шу билан фарқ қиладикн, агар унда Фурье қатори х0 
нуқтада функциянинг /  (х0) қийматига яқинлашиши учун х0 
нуқта функциянинг |— тс,тс] кесмадаги узлуксизлик нуқтаси, 
функциянинг ўзи эса бўлакли монотон бўлиши талаб қилин- 
ган бўлса, бу ерда х 0 нуқта функциянинг узлуксизлик нуқ- 
таси бўлиши ва (1), (2) шартларнинг бажарилиши, [—тс, тс] ин­
тервалнинг ҳаммасида эса функция бўлакли узлуксиз ҳамда 
чегараланган бўлиши талаб қилинади. Бу шартлар турлича 
эканлиги ўз-ўзидан маълум.

1- и з о ҳ .  Агар бўлакли узлуксиз функция л'0 нуқтада диф­
ференциалланувчи бўлса, у ҳолда (1) ва (2) шартларнинг ба­
жарилиши равшан. Бунда & , = £ 2. Демак, /(л ) функция диф­
ференциалланувчи бўлган нуқталарда Фурье қатори функция­
нинг мос нуқтадаги қийматига яқинлашади.

2 - и з о ҳ .  1°. 2 - параграфдаги 2 - мисолда қаралган функция 
(376-раем) 0, ±  2тс, з:4тс, . . .  нуқталарда (1) ва (2) шартларни 
қаноатлантиради. Қолган ҳамма нуқталарда у дифференциал­
ланувчи. Демак, бу функция учун тузилган Фурье қатори ҳар 
бир нуцтада функциянинг қийматига яқинлашади.

2°. 2 - параграфнинг 4-мисолида қаралган функция (379- 
расм) ±тс, +  3я, ±5тс нуқталарда ( 1 ) ва (2) шартларни қаноат- 
лантиради. Ҳамма нуқталарда у дифференциалланувчи. У ҳар 
бир нуқтада Фурье қаторини тасвир этади.

3°. 2 - параграфнинг 1-мисолида қаралган (376-раем) функ­
циялар ±тс, ±3тс, +5тс нуцталарда узлукли. Қолган ҳамма нук> 
таларда у дифференциалланувчи. Демак, уаилиш нуцталаридвн 
бошқа ҳамма нуқталярда функцияга тўғри келган Фурье қа-
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тори мос нуцталарда функциянинг цийматига яцинлашади. 
Узилиш нуцталарида Фурье цаторининг йиғиндиси, функция 
ўнг ва чап лимитларининг ўрта арифметик цийматига тенг, 
берилган ҳолда нолга тенг.

11-§. Амалий гармоник анализ

Функцияларни Фурье цаторларига ёйиш назарияси гармо­
ник анализ деб аталади. Ҳозир биз Фурье цаторининг коэф­
фициентларини тақрибий ҳисоблаш ҳацида, яъни амалий гар- - 
моник анализ ҳацида бир неча изоҳ берамиз.

Маълумки, даври 2п бўлган f(x) функция учун Фурье коэф­
фициентлари цуйидаги формулалар бўйича аницланади:

Амалда учрайдиган кўпгина ҳолларда функция ё жадвал 
кўринишида (агар функционал боғланиш тажриба натижасида 
ҳосил цилинган бўлса) ёки цандайдир асбоб ёрдами билан чи- 
зилган эгри чизиц кўринишида берилади. Бу ҳолларда Фурье 
коэффициентлари тацрибий интеграллаш методлари ёрдамида 
ҳисобланади (I т. XI бобининг 8 - параграфига царанг).

Узунлиги 2it бўлган — 7t< ,v  <  it оралицни цараймиз. Бунга 
Ox ўц бўйича мос масштаб танлаб олиш билан ҳамма вацт 
эришиш мумкин.

[— я, тг] оралицни — тс =  х0, х и х 2, ... ,хп =  я нуцталар ёрда- 
ми билан п та тенг бўлакка бўламиз. Бу ҳолда бўлинйш ца- 
дами

бўлади. / ( * )  функциянинг х 0, хи х 2, . . . ,  х„ нуцталардаги ций- 
матларини мос равишда

билан белгилаймиз. Бу цийматларни биз жадвалдан ёки берил­
ган функциянинг графиги бўйича мос ординаталарни ўлчаш 
билан топамиз.

У ҳолда, масалан, тўғри тўртбурчаклар формуласидан (I том 
XI бобининг 8 - параграфидаги (Г) формулага царанг) фойда- 
ланиб, Фурье коэффициентларини аницлаймиз:

1C

П

Уо» У1» Уг» ••• > Уп



/

Фурье коэффициентларини ҳисоблашни соддалаштирадиган 
схемалар ҳам ишлаб чиқилган (масалан, В. И. С м и р н о в  „Курс 
высшей математики", II т., А. М. Л о п ш и ц  „Шаблоны для 
гармонического анализа“га царанг) бироц биз бу ерда уларга 
муфассал тўхтаб ўта олмаймиз, лекин берилган функциянинг 
графиги бўйича Фурье коэффициентларининг тацрибий ций- 
матларини ҳисоблаш учун имкон берадиган (гармоник анали­
затор деб аталадиган) асбоблар ҳам мавжуд эканлигини цайд 
циламиз.

12-§. Комплекс формадаги Фурье цатори

2 тс даврли /  (л;) даврий функция учун Фурье цаторига эга 
бўлайлик:

оо

cos пх  4- Ьп sin пх. (1)
п=1

cos пх ва sin пх ни кўрсаткичли функциялар билан ифода- 
лаймиз. Бунинг учун маълум формуладан фойдаланамиз (I т. 
VII боб 5- § даги (3) формулага царанг):

eiy _|_ e-ty е‘У-е~Ч>
COS у = ----- , s i n y =  ------------ ------------ .* 2 1 21

Демак,
gitixг . e - in x  ginx _  g - in x

COS ПХ =  ------- 1----------- , S i n r t X =  --------------------- =  —  I -
2 ’ 2 i -i

cos nx ва sin/гл: нинг бу цийматларини (1) формулага цўя> 
миз ва тегишли алмаштиришларни бажарамиз:

По V I  еіпх +  е - Ых .. е"
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/ w - f + 2 a- —п= 1

и: — -J- 2  е1пХ °п е~іпх̂ , (2)
П = \

Тубандаги белгиларни киритамиз:

«о _  ап -  іЬп _  ап +  іЬп
2  ^Оі 2  —  Cn' 2  —  c ~n '

Бу белгилашларда (2) формула ушбу кўринишни олади:

/  ( * )  =  с0 +  У  {спеіпх +  с -пе~іпх) .
/2=1

(3)
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Сўнгги тенглик яна қисқа ёзилади.

f(x )  =  У  спеіпх. (4)
Л=*=— оо

Бу Фурье цаторининг комплекс формада Ззилииіидир. 
сп ва с_„ коэффициентларни интеграллар билан ифодалай- 

миз: 1-§ даги (4), (5) ва (6) формулалардан фойдаланиб, (3) 
формулани бундай ёзиш мумкин:

1 Г * *сп =  — J /  (■*) cos пх dx  — i j  /  (х) sin пх dx
—тс —тсТс тс

=  — f f ( x )  (cos пх — i sin x )d x  =  — \ f(x )e ~ lnxdx.
—TC —TC

Демак,

°n =  L  J f ^ e~mxdx' (5')
—TC

Шунга ўхшаш

c - n =  ^  J  f(x )einxdx. (5")
— TC

(5') ва (5") формулаларни ва c0 ифодани битта формула би­
лан тасвирлаш мумкин:

сп =  £  J  f{x )e inxdx (п =  О, ± 1 ,  ± 2 ,  ± 3 , . . . ' .  (6)
—тс

сп ва с_л Фурьенинг f(x)  функция учун комплекс коэффициент­
лари дейилади.

Агар f(x)  ўзи 21 даврли даврий функция бўлса, у ҳолда 
f ( x )  Фурье қатори учун куйидагича бўлади.

f (x )  =  ^  +  2  cos j x  +  bn X (7)
П= 1

(б-§ даги (3) формулага қаранг).
Бу ҳолда Фурье катори комплекс формада, (4) формула 

ўрнига, мана бу формула билан ифодаланади:
іпк
—  X

А х ) -  2  сле 1 (8)
П=—ъ

Қаторнинг сп коэффициентлари ушбу формулалар билан ифо­
даланади

1
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Айницса электротехникада ва радиотехникада мана бу тер-
і^ -х

минология қабул қилйнган. е 1 ифодалар гарм ониклар  де­
йилади.

г п =  у  (п =* 0, ±  1, ± 2 ,  ...) сонлар

/(•*) -  V  спв‘Лп* ( 10)
П— — со

функциянинг тў л қи н  сонлари дейилади. Тўлқин сонлар тўп- 
лами спектр  дейилади. Агар бу сонлар сонлар ўқига қўйилса, 
у ҳолда айрим нуқталарнинг тўпламини ҳосил қиламиз. Нук- 
таларнинг бундай тўплами дискрет тўплам дейилади, мосспек- 
'трни эса—дискрет спектр дейилади. (9) формулалар билан аниқ- 
ланадиган сп коэффициентлар комплекс амплитуда  дейилади.

Электротехника ва радиотехникага дойр баъзи бир асар- 
ларда амплитудалар |с„| модулларининг тўплами ҳам f ( x і функ­
циянинг спектра  дейилади.

13-§ .  Фурье интеграли
f(x) функция ( — о о , со) чексиз интервалда аниқланган ва 

унда абсолют интегралланувчи бўлсин, яъни

J \ /(x )\ d x ^ Q , (1)
__ оо

интеграл мавжуд бўлсин. Сўнгра f (x )  функция шундай бўл- 
синки, у исталган (— /, +  I) интервалда Фурье қаторига ёйил- 
син:

/(•*) =  |  +  J ^ c o s  у  *  + ft* sin j X t (2)
k= i'

бунда

an =  -у f fit) cos dt, b„ =  ^  \f (t) sin — dt. (3)

(3) даги формулалардан a k ва bk коэффициентларни (2) катор­
га қўйиб, бундай ёзиш мумкин:

1 р ............  1 / Г к к А.Л Ы



382 XVII 6 о 8. ФУРЬЕ ЦАТОР ЛАРИ

ёки
I -а СО I

№  -  £  f f i t )d t  +  I  2  J  №  cos dt. (4)

Энди /->-oo шартда лимитга ўтилганда (4) ёйилма қандай 
шакл олиши масаласини текширамиз.

Аввало цуйидаги белгилашларни киритамиз:

П kn . TZ' « ! - = — , ........  а* =  у ,  ... ва Да* =  у .  (б)

Буларни (4) га цўйиб, ушбу формулани ҳосил циламиз:

1 и  =Ті І т dt +  7 2  ( S / ( 0  cos{t - x)dt) ДѴ  (б)
—I ” *=і ‘- г  '

/-»-оо да ўнг томондаги биринчи ҳад нолга интилади. Ҳацица- 
тан,

— /  —I — со

Ҳар цандай ўзгармас / учун, цавслар ичида турган ифодд,-
71

лар -у дан со гача қийматлар цабул цилувчи aft нинг функция-

сидир ((5) формулага царанг). Агар f(x)  функция, чексиз ин­
тервалда чегараланган, ҳар бир чекли интервалда бўлакли мо­
нотон ва (I) шартни цаноатлантирувчи бўлса, у ҳолда со 
да (6) формула ушбу

_______________ / ( * )  =  -“ ]’ ( ]Ѵ  (О cos o-(t — x)dt^i da. (7)

шаклига.ўтишлигини исботсиз цабул циламиз. Унг томондаги 
ифода f  (х) функция учун Фурье интеграли деб аталади. (7) 
тенглик функция узлуксиз бўладиган ҳамма нуцталар учун 
ўринлидир. Узилиш нуцталарда ушбу тенглик

~  J  ( 1°/(*) cos a(t -  х) dtj dx  =  А £ ± 0 Щ ( £ ^ 0 ) _  (Г )  

бажарилади.
(7) тенгликнинг ўнг томондаги cos a {t—x) ни очиб, интег- 

рални алмаштирамиз:

cos а xt  — х)  =  COS at COS а х  +  sla at sin г х ,
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Бу ифодани (7) формулага қўйиб, cos ах ва sin ах ни интеграл 
белгисидан ташқарига чиқариб, қуйидагини ҳосил қиламиз, 
бунда интеграллаш t ўзгарувчи бўйича бажарилади:

Қавслар ичидаги, t бўйича олинадиган интеграллардан ҳар би- 
ри мавжуддир, чунки f(t) функция (—оо, со) интервалда аб­
солют интегралланувчи, шунга кўра f\t) cos at Ba/(£)sina£  
функциялар ҳам абсолют интегралланувчидир.

Энди (8) формуланинг хусусий ҳолларини кўриб чиқамиз.
1. f  (x) жуфт функция бўлсин. Бу ҳолда f(t) — cos at— жѵфт 

функция, f(t) sin at ток функция

2. f(x)  тоқ функция бўлсин. Бу ҳолда, (8) формуладаги 
интегралларнинг характерларини анализ қилиб, қуйидаги фор­
мулани ҳосил қиламиз:

Агар f(x)  функция фақат (0, о о ) интервалда аниқланган бўл- 
са, уни х > 0  да (9) формула билан ҳам, (10) формула билан 
ҳам тасвирлаш мумкин. Биринчи ҳолда уни (—оо, 0) интервал­
да жуфт ва иккинчи ҳолда—тоқ деб аниқлаймиз.

Узилиш нуцталарда (9) ва (10) тенгликларда чаидаги f{x )  
ифода ўрнига

Д х ) =  — И [ f ( t )  cos at d t ) cos 7.x do.
П J  \ J0 —

ОО
Cc

CO

Бу ҳолда (8) формула қуйидаги шаклни олади:

(9

( 10)

/(*  +  0) + Л * - 0)
2

ифодани цўйиш кераклигини яна бир бор айтиб ўтамиз.
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Энди (8) формулага қайтамиз. Қавс ичидаги интеграллар а 
нинг функцияларидан иборат. Қуйидаги белгиларни киритамиз:

А (а) =  \ f(t)cosat dt, В(«) =  -  J f(t)sln*tdt.
— oo —  Ос

У вақтда (8) формулани бундай ёзиш мумкин:

со

f ( x )  *= j  [Л (а) COS а х - f-5 (a )  sin  axja fa . (11)
о

(11) формула / ( л )  функцияни 0 дан оо гача узлуксиз ўзга- 
рувчи а частотали гармоникага ёйиш имкониятини беради. 
Амплитудаларнинг тақсимланиш қонуни ва бошлангич фаза- 
лар а частотага боғланишда Л (а) ва В (aj функциялар билан 
ифодаланди.

(9) формулага кайтамиз. Агар,

гтг 00
/ » =  ] / |  (О cos at di (12)

деб олсак, (9) формула ушбу кўринишни олади:

/ н  =  V  \ F  (a) COS ах da. (13)
О

F  (а) функцияни 1 (х) функция учун Фурьенинг косинус ал- 
маштириши дейилади.

Агар (12) тенгликда F(a) берилган, J ( t )  эса изланган функ­
ция деб ҳисобланоа, у ҳолда у f(t)  функция учун интеграл 
тенглама  бўлади. (13) формула бу тенгламанинг ечимини 
беради.

(10) формулага асосан куйидаги тенгликни ёзиш мумкин:

Ф (а) =  У  J /  ( 0  sin at dt, (14)

.____оо

/ (х) =  У  f Ф (а) sin ах da. (16)
о

Ф(а) функция Фурьенинг синус алмаиітириши дейилади.
М и с о л. Фараз қилайлик,

/(*) -  (р > 0, х>0)
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(12) формула бўйича Фурьенинг косинус алмаштиришини аниқлаймиз:

_ оо ---
F(a)=*y  — j g~^cos at dt =  у — p  + 0*

(14) формула бўйича Фурьенинг синус алмаштиришини аниқлаймиз:
___оо ___

Ф (а) — У  ~  j" е~^‘ sin at dt =  У —
о

(13) ва (15) формулалардан ўзаролик муносабатларни топамиз:

2В (• cos а г о у

и ‘
2 (»asinac а-
~  і г г і  *  = е ~ р > °>71 J  З2 4 -  ОГ

„ р + *

14-§. Фурье интегралининг комплекс фзрмада 
тасвирланиши

Фурье интегралида (12- параграфда (7) формула) қавс ичида 
а нинг жуфт функцияси турибди, демак, у а нинг манфий 
цийматларида ҳам аниқланган. Айтилганларга асосан (7) фор­
мулани бундай ёзиш мумкин:

/ ( Л ) =  Й І (  I  Ж )  COS a{t — х) d tj da. (1)
— oo —со

Энди, айнан нолга тенг бўлган цуйидаги ифодани цараймиз:

м / “
1 ( j  f [t )  sin а (t — х) d t )  da — 0.

—Ж —oo

Бу тенгликнинг чап томонидаги ифода айнан нолга тенг, 
чунки қавс ичида турган а нинг функцияси тоқ функциядир, 
тоц функциянинг — М дан+ М гача бўлган чегарадаги интег­
рали эса нолга тенг. Шунга кўра

lm
м

—М —00
ёки

со оо

S!“ f f / ( O s l n « ( < - J c ) ^ W a « 0
- Л Г  -oo '

oo oo *

j ( j  /  (t) sin a (i — x) dt\ da =  0. '(2)
— 00 — oo '

бўлиши равшан.
25 Н. С. Пискунов, 2-т.
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Из о ҳ .  Бу ерда куйидаги ҳолатни кўрсатиб ўтиш зарур. 
Чегаралари чексиз бўлган яқинлашувчи интеграл қуйидагича 
аниқланади:

J’ cp (a) da =  J  ® ( a ) a fa  +  J  cp(a)dx -
— oo —  oo С

с M

— lim J y [ a ) d a  +  lim J
—M Ж ->oo с

(*)

бунда ўнгда турган ҳар қайси қўшилувчининг лимитлари мав- 
жуд деб шарт қиламиз (1 т. XI боб 7 - параграфга қаралсин). 
Биз (2) тенгликда бундай ёзган эдик:

00 М

1 <p(ot)d/a =  lim j <f(a)d<t. {**)
— oo ------M-*- OO —M

Равшанки, (**) лимитнинг мавжуд бўлиши, (*) тенглик ўнг 
томонида турган лимитлар эса мавжуд бўлмаслик холлари юз 
бериши мумкин. (**) тенгликнинг ўнг томонида турувчи ли­
мит интегралнинг боіи қи й м а ти  деб аталади. Шундай қилиб,
(2) тенгликда хосмас (ташқи) интегралнинг  бош қиймати 
қаралади. Бу параграфнинг кейинги интеграллари ҳам шу 
маънода ёзилади.

(2) тенгликнинг ҳадларини — -  га кўпайтириб ва (1) тенг-
2я

ликнинг мос кисмлари билан қўшиб, қуйидагини ҳосил қила- 
миз:

оо оо

t{x)  =  ^  I f{t){cosa{t — х) — ism *{t — х )) dt

ёки
— оо —оз

d  a

оо оо

n x )  =  £  j  J  d t dx. (3 )

(3) формуланинг ўнг қисми f(x )  функция учун комплекс фор­
мадаги Фурье интеграли  деб айтилади.

(.3) формулани бундай ёзамиз:

ёки қисқача 

бунда'

/ ( * )  =  j £  j /(t)e~ lat dt el*x do.,
— oo — oo

oo

/ ( * )  =  J  C(a)eUx da,
— oo

I 00
с  (a) =  -  j  fit) е~*“ dt.

(4)

(5 )

(6)
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(5) формула 12-§ даги (10) формулага ўхшайди, а ^ам 
т ў л қ и н  сон дейилади, аммо бу ерда у — оо дан +  оо гача 
ҳамма қийматларни қабул қилади ва тўлқин сонларнинг спект- 
ри, узлуксиз спектр дейилади. Шунга ўхшаш (5) форму­
лани ва 12-§ даги (10) формулани бундан нарига ҳам ўтказиш 
мумкин. Агар 12-§ да (10) формуладаги яч тўлқин сонга сп 
комплекс амплитуда мос келса, у ҳолда (5) формулада 
( « , ,  а, +  Аа) интервалда қолган тўлқин сонларга С ( я ,)  комплекс 
амплитуда мос келади деб айтадилар. С(а) функция спектрал 
зичлик ёки спектрал функция деб айтилади. (Бу ерда зич­
лик термини, XIV боб 8- § даги маънода ищлатилади; унда 
икки ўлчовли соҳа бўйича тақсимот зичлиги ҳақида сўзлан- 
ган.)

(4) тенглик икки тенглик шаклида ёзилади:

(7) формула билан аниқланган /с '*(а) функция f(x )  функция 
учун Фурье алмаиітирииіи деб аталади. (8) формула билан 
аниқланган f{x )  функция F*(а) функция учун Фурьенинг тес­
кари алмаиітирииіи. деб аталади (алмаштиришлар і нинг ишо­
раси билан фарқ қилади). Ғ*(а) функция С(а) функщ'янинг ўз-
гармас кўпайтувчи —~  билан фарқ қилади.

У 2л
(7) ва (8) алмаштиришлардан 13-§ даги (12), (14', (13) ва 

(15) алмаштиришлар келиб чиқади. (*/г ўзгармас кўпайтувчи- 
гача аниқлик билан). Агар (7) га қуйидагилар

е~ы‘ =  cos at — І sin o.t, ^*(а) =  Ғ[а) — І Ф(«)
қўйилса ҳамда ҳақиқий ва мавҳум қисмлар тенгланса, (12) 
ва (14) алмаштиришлар олинади. Худди шунга ўхшаш, (8i 
алмаштиришдан (13) ва (15) алмаштиришлар ҳосил қилинади. 
Фурье алмаштиришларига ўхшаш алмаштиришлардан биз XIX 
бобда „Операцион ҳисоб ва унинг баъзи бир татбиқлари“да 
фойдаланишимизни айтиб ўтамиз.

15-§. Функцияларнинг ортогонал системаси бўйича 
Фурье қатори

1- таъриф.  Агар исталган п Ф k да

F »  =  —  [  f(t)e- ‘a> dt,
- о о

ь
го

а



388 хѵіі боб. фурье каторлари

тенглик бажарилса, функцияларнинг чексиз системаси

?і(*)> ?*(*). • • • , <Р*(•*). • • • (2)
[а, Ь] кесмада ортогонал  дейилади. Бунда

—ъ
J [?*(■*)]*** ■?*■ о
а

деб фараз цнлинадн.
Ь м и с о л ,  Ушбу

1, cos х, sin X, cos 2х, sin 2х, . , . ,  cos пх, sin пх, . . .  (3)
функциялар системаси [— я, к] кесмада ортогоналдир. Бу 1-§ даги (I) ва 
(II) тенгликлардан келиб чиқади.

2- м и с о л. Ушбу
т е т е  т е т е  /гтедс п ч  X

1, cos -j X , sin — X , cos 2 — X , sin 2 — x, . . .  , cos ——, sin ——, . . .  (3 )

функциялар системаси [— /, l] кесмада ортогонал, бунга тўғридан-тўғри 
текшириб кўриш билан ишониш мумкин

3- м и с о л. Ушбу

1, cosx, cos2jf, cos3x, . . . ,  cos n x , . , .  (4)
функциялар системаси [0, те] кесмада ортогоналдир.

4- м и с о л. Ушбу
s in x , sin 2л:, s in /гл:, . . .  (5)

функциялар системаси [0, тс] кесмада ортогонал.

Қуйида ортогонал функцияларнинг бошца системалари кўр- 
сатилади.

\а, Ь\ кесмада аницланган f(x) функция шундайки, у (1) 
ортогонал оистемядаги функцияларнингцатори билан тасвирла- 
нади ва бу цатор [а, Ь\ кесмада берилган функцияга яцинла- 
шади:

оо

f(x) =  XJ сп<?П(х). (6)/1=0

сп коэффициентларни аницлаймиз. Фараз цилайлик, (6) цатор­
ни исталган <?к(х )  га кўпайтиргандан кейин олинган цатор ҳад- 
лаб интеграллашга имкон берсин.

(6) тенгликнинг иккала цисмини <?к(х) га кўпайтирамиз ва 
а дан b гача чегараларда ннтеграллаймиз. (2) тенгликни ҳн- 
собга олган ҳолда цуйидагини ҳосил циламиз: 

ь ь

J  / ( * )  ?АХ) dx  =  ck J  Т* (x)dx%
а а
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бундан
ь

J /(•*) 4k{x ) d x
а (7)ь

j  <р* (л:) dx
а

(7) формула буйича ҳисобланган ck коэффициентлар /  ( а:)  
функциянинг (1) ортогонал система буйича Фурье коэффици­
ентлари дейилади. (6) цатор (1) функциялар системаси бўй- 
ича Фурье цатори дейилади.

2- т а ъ о и ф. Агар квадрати интегралланувчи функция учун,

тенглик бажарилса,

<Рі(*)> Ъ(х) ,  , <?п{х) ,  . . .

ортогонал функциялар системаси тўла система дейилади.
7 - §  даги таърифга мувофиц (8) тенгликка бундай маъно 

бериш зам мумкин.

c{f, (х) йиғиндининг /(х )  функциядан ўрта квадратик
о

четланиши п -*■ оо да нолга интилади.
Агар (8) тенглик бажарилса, (6) Фурье цатори f (x )  функ­

цияга ўртаяа яцинлашади дейилади.
Ўртача яқинлашишдан [а, b | кесмадаги ҳар бир нуцтада 

яцинлашиш келиб чицмаслиги равшан.
1—4 мисолларда кўрсатилган тригонометрик системалар те­

гишли кесмаларда тўла эканини исботсиз белгилаб қўямиз. 
Бесселнинг функциялар системаси

татбицларда жуда кенг цўлланилади, улар XVI боб 23- § да ца- 
ралган. Бу ерда X,, Х2) , . .  \ . . .  Бессел функцияларининг ил­
дизлари, яъни

b

яъни j  f\ x )d x  <  os бўлган ҳар цандай f(x )  функция учун

П

. • .» • • • I (9 )

Л ( Ѵ =  0 (/ =  1 , 2 ,
муносабатни цаноатлантирувчи сонлар.

» • • •
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Ушбу функциялар системаси

V x J n{ \xx), V lc J n і'к2х), Y x J n( \x ) ,  . . .  (10)
[О, 1] кесмада ортогонал эканлигини исботсиз кўрсатамиз:

і
xJn(Kkx) Jn(lfx)dx  =  Q '> (к ф П . ( П )

О

Лежандрнинг ортогонал кўпҳадлари дам татбиқларда 
қўлланилади, улар тубандагича аниқланади:

Р .Ш  =  1, Рп(х , -  ,я -  1, 2, . . . ) .  .

Улар ушбу тенгламани қаноатлаитирадп:

tx2 — 1)у" +  2 х у ' — п(п  +  \ )у =  О
Ортогонал кўпҳадларнинг бошқа системаларидан ҳам фойда- 
ланиладн.

16-§. Чизиқли функционал фазо ҳақида тушунча. 
Функцияларни Фурье қаторига ёйиш ва векторларни ёйиш 
орасидаги ўхшашлик.

Аналитик геометрияда уч ўлчовлн фазода вектор аниқлан- 
ган эди:

A =  A J  +  Ayj  +  A,k,

бундагн і, j ,  k координата ўқлари бўиича йўналган ўзаро пер­
пендикуляр бирлик векторлар. i, j , k векторларни бундан бу- 
ён еи е2, ея билан белгилаймиз.

Шунга ўхшаш йўл билан векторни а ўлчовли физадд- анщ- 
іаш  мумкин:

A =  t  Аа ./=-1

A кўринншдаги векторлар тўпламини п улчовли Евклид 
фазоси деб атаймиз ва Еп билан белгилаймиз.

А  векторларни п ўлчовли Евклид фазосининг**' нуқталари 
ёки элементлари деб атаймиз. Еп фазонинг хоссаларини кўр- 
сатамиз.

ь
">• Агар rk(*), функциялар учун j  р(лг)?й(дг)?(x)dx=Q (j^k) муноса-

а
бит бажарилса, у ҳолда fj(x) функциялар р(х) вазнли ортогонал дейилади. 
Демак, J„(\,x) (k ф j  да) функция х  вазнли ортогонал функциядир.

**) Чексиз улчовли фазодаги векторлар ҳам қаралади.
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Е п фазонинг иккита вектори берилган бўлсин:
п п

А =  S  А,е, ва В =  Вte,.
/=1 і=і

Агар С, ва С2 — ҳақиқий сонлар бўлса, у холда уч ўлчов- 
ли фазога ўхшаш

C./1 +  C jfi (1 )
вектор Еп фазонинг векторидир. А ва В векторларнинг ска­
ляр кўпайтм аси  деб ушбу

П
( А В ) =  £  Л Д  (2)

;=і
ифодага айтилади.

е и е2, . . . , еп векторлар Еп фазога тегишли, (2) формула 
уларга ҳам қўлланилади.

Демак, і ф  j  да
(е.е,) =  0, (2')

i =  / ла
=  1 .

Скаляр кўпайтмаси нолга тенг бўлган векторлар ортогонал 
векторлар деб аталади. Демак, <?,, е2, . . . , ел — ортогонал век- 
торлардир.

Уч ўлчовли фазодагидек, скаляр кўпайтманинг қуйидаги 
хоссаларини аниқлаш осон.

(АВ) =  (ВА),
(А +  В, С) =  ( А С )+ (В С ) ,  (3)

М ,  В) =  \(АВ).
А векторнинг узунлиги ёки модули уч улчовли фазодаги­

дек аниқланади:

\А\ =  Ѵ (А А ) =  \ /  £ Л , 2 . (4)'  /=і
Икки вектор айирмасининг узунлиги бундай аниқланади:

\ А — В\ =  у
Ѵ / -1

\ А -А \  =  У  t  (Л,- — А.у  =  0.г і=і
Икки вектор орасидаги бурчак © бундай аниқланади:

(5 )r / -1
Жумладан
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[а, b] кесмада чегараланган бўлакли монотон ҳамма функ­
циялар тўпламини қараймиз**. Бу тўпламни Ф билан белги­
лаймиз ва Ф функциялар фазоси деб атаймиз.

Бу фазога тегишли функцияларни Ф фазонинг элементла- 
ри ёки нуцталари деб атаймиз.

Ф фазонинг функциялари устида, биз Еп фазонинг вектор- 
лари устида бажарилган амалларга ўхшаш амалларни ўрнати- 
шимиз мумкин.

Агар С, ва С2 исталган ҳақиқий сонлар ва f x(x), / 2(* )  
функциялар Ф фазонинг элементлари бўлса, у вақтда

йиғинди Ф фазонинг элементи бўлади.
Агар f (x )  ва tp(x) Ф фазонинг икки функцияси бўлса, у 

долда f (x )  ва ©(л) функцияларнинг скаляр кўпайтмаси деб 
ушбу

лфодага айтилади.
Бу ифода (2) ифодага ўхшайди. (8) скаляр кўпайтма век­

торлар учун аниқланган (3) хоссаларга ўхшаш хоссаларга эга 
эканлигини текшириб кўриш осон:

Векторнинг модулини аниқлашдаги сингари (4) формула 
бўйича Ф фазонинг f (x )  элементининг нормаси аниқланади:

Ф фазонинг f (x )  ва ср(дг) элементлари орасидаги масофа 
деб (5) формулага ўхшаш ушбу

ифодага айтамиз.
Фазонинг элементлари орасидаги масофанинг (11) ифодаси

(7)

ь
(8)

а

( / ,  ?) =  («р, / ) ,
(ft + / г ,  ф) =  (fu  ?) (Л . ф)»

( X / ,  9 )  =  Х ( / ,  ш ).

(9)

(10)
а

(П )
а

*) Функцнялариинг бундай синфини 1-§ даги теоремада қаралган. 1-§ 
даги барча қилинган тасдиқлар сақланадиган кенгроқ функциялар синфинй
Караш ҳам мумкин »дн.
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фазонинг метрикаси дейилади. У b — а кўпайтувчи аниқли- 
гида 7- § даги 8 ўртача квадратик огишга тенг келади.

Маълумки, агар f (x )  =<?{х\ бўлса, яъни/(х) ва <р(х) [а, b| 
кесманинг ҳамма нуқталарида устма-уст тушса, ||/—?|| =  0. Ле­
кин I /  — <р|| =  0 бўлса, у ҳолда [а, Ь\ кесманинг ҳамма нуқ- 
таларида Д х)  =  <р(х) фақат чекли сондаги нуқталардан бош- 
қасида*>. Аммо бу ҳолда ҳам, Ф фазонинг элементлари ўзаро 
айнан тенг дейилади. Бўлак-бўлак ҳолда монотон чегаралан­
ган функцияларда (7), (8) амаллар аниқланган ва метрика (11) 
тенглик билан аниқланадиган бўлса, бундай функциялар фа- 
зоси квадратик метрикали яизицли функционал фазо дейи­
лади.

Ф фазонинг элементлари фазо нуцталари ёки векторла- 
ои деб аталади.

Энди Ф фазога тегишли

? і(*). ?2(*), • • • , ?*(*), • .  м (12) 
функциялар кетма-кетл:ігпни караіімиз. _____________

Агар исталган і, j{i =f= j) учун ушбу тенглик
ь %

(?■•> ?/) =  \ b ( x)9/(x)dx  =  0 (13)
а

бажарилса (12) функциялар кетма-кетлиги [а, Ь\ кесмада ор­
тогонал дейилади.

1-§ даги (I) тенгликка асосан, масалан, 1, cos л:, sinx, 
соз2х, sin2л:, cos3x, sin З.ѵ, . . . функциялар системаси [—тс, я] 
кесмада ортогоналдир.

Энди функцияни ортогонал функциялар бўйича Фурье қа- 
торига ёйиш векторни ортогонал векторлар бўйича ёйишга 
ўхшашлигини кўрсатамиз. Ушбу вектор берилган бўлсин:

А =  Ate t +  Аге 2 +  . . .  +  Akek +  Лпеп. (14)
Биз е и е2, . . . , еп векторларни ортогонал деб ҳисоблай- 

миз, яъни агар i=f=j бѵлса, у ҳолда

{etej) =  0. (15)
Ак проекцияни аниқлаш учун (14) тенгликнинг ўнг ва чап 

томонларини ек вакторга скаляр ҳолда кўпайтирамиз. (2), (3) 
хоссаларга асосан тубандагини ҳосил қиламиз:
{Аек) — Ах{е,ек) +  А.,(е-,ек) + .  . .  +  Ак{екек) + . . .  ѵЬ Ап{епек).

(15) ни ҳисобга олсак,

(Аек) =  Ак(екек),

/ ( * )  •Ф <р(дг) бўлган нуқталар чексиз сонда бўлиши ҳам мумкин.
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бундан
(Ае.)

=  ( * = 1 . 2 ( 1 6 )  
\ekek)

Сўнгра /(лг) функцияни ортогонал система буйича ёйилган 
деб фараз этамиз:

Д л ) =  % а & л(х). (17)k=\

(17) тенгликнинг иккала қисмини <?k(x) га скаляр ҳолда кў- 
пайтириб, ҳамда (9) ва (13) тенгликларни ҳисобга олиб, қуйи- 
дагини ҳосил қиламиз*):

(/> ?*) =  ah( l k'
бундан

f a * ” "  a k — — —

(ѵ<Ра) ('W x)]2dx
(18)

(18) формула (16) формулага ўхшаш. Сўнгра бундай белги­
лаймиз,

П
Sn =  ak?k(x)> (19)k=l

K  =  \ \ t - S n \ \  (« =  1 , 2 , . . . ) .  (20)

Агар
lim 8„ =  0

бўлса, у ҳолда (12) ортогонал функциялар системаси [а, Ь} 
кесмада тўла системадир. (17) Фурье қатори f ( x )  функцияга 
ўртаяа яқинлашади.

XVII БОБГА ДОИР МАШҚЛАР

X <  я бўлганда /( х )  =  2х 
ункция (— я, %) интервалда <1
, cos X cos3x cos5x \ {sinx  sin 2 *  sin3x \

+ — + -  s.— + ■ • •)+■3 h ----------г - + 1  ■■)•

1. 0 < х < я  бўлганда f ( x ) = 2 x  функция ва — я < х < 0  бўлганда 
f(x ) =  x  функция (— я, t z )  интервалда Фурье қаторига ёйилсин. }K a e.f(x )■  

_1_ 2 ; cosx  cos Зх i cos5x _ \ „ / s i n x  sin 2 * gin3x

*) Биз қараётган процессда ҳосил қмлинадиган каторлар яқинлашади ва 
ҳадма-ҳад интеграллашни қонуннй деб фараз қиламиз.
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2. f(x) — 1 функциянинг (0, я) интервалда каррали ёйлар синуслари 
бўйнча ёйилмасидан фойдаланиб,

тс
қаторнинг иигиндиси қисоблансин. Жав.

4
3. f(x )  =  X2 функциянинг Фурье қаторига ёйилмасидан фойдаланиб, 

1 1 1 1  *2
— — — - f  •. • қаторнинг йиғиндиси ҳисоблансин Жав. — -
i z 22 3Z 4Z \l

iz2 X2
4. f(x)  =  — — — функция (— тс, тс) интервалда Фурье қаторига ёйилсин.

cos 2х cos Зх cos 4х 
Жав. cos л — — -  - J T “ +  •••

5. — it <  х  < 0 бўлганда /( * )  =  — —̂-t  ^  функция, 0 <  х < r. бўлганда2, •
f(x) =  — (тс — X) функция (— я, тс) интервалда Фурье қаторига ёйилсин. 

Жав. аіт> X ' f — sin 2* 4 -  “  « f l  Злг | . . .2. о
6. — я <  X <  0 бўлганда f(x) =  — х  функция 0 <  х <  тс бўлганда /(х )= 0

тс
функция (— тс, тс) интервалда Фурье қаторига ёйилсин. Жав. —  —

_  2 ^  cos(2т +  1)с _  у
я (2т +  I )2 п

т = Ѵ  '  ’  л=1
7. — я < X <  0 бўлганда Д х) =  1 функция.

О <  X <  я бўлганда fix) = —2 функция Фурье қаторига ёйилсин. Жяь

j sin пх

1 6 ^  sin(2n +  1)х
2 я 2d 2 n 4  I/1=0
8. /(л ) =  X2 функция (0, тс) интервалда синуслар қаторига ёйилсин

Жав. 7  2 ( — 1)л+11~ + ~  К — •)" — l ] |  sinnx.
/2=1

9. у =  cos 2х функция (0, тс) интервалда синуслар қаторига ёйилсин.
4

Жав. — —
sin X 3 stn Зх о sin Ъх

+ — IT +  • • •_ 22 — 1 ' 22 — 32 22 — 52
10. у =s’in X функция (0, л) интервалда косинуслар қаторига ёйилсин.

4 Г 1 cos 2х cos 4х
Жав. — — + -------4 - -------- 4- • • •тс| 2 1 — 2* 1 — 42

11. у =  ех функция (— I, I) интервалда Фурье қаторига ёйилсин. Ж ав.
ппх „ 1 пъх

, _ г "  (— 1)"  cos —  - (- 1) - 1я г іп —

е~~21~ +  Ге!~  е~1) 2  j ,  +  п Ч — +гЛе1- е  1) 2  P + nt Kf  •
12. f(x) =  2х функция' (0, 1) интервалда синуслар қаторига ёйилсин. 

4 °°
Ж ав. -  У  ( -  1)птс л=1
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13. f(x) =  X функция (0, /) интервалда синуслар қаторига ёйилсин. 
”  sln

— У  ( -  1)Л+1____L  •Жав. % п-1
И. Их) = /  ° < •* < 1 бЎлганда *>

1 1 < х < 2  бўлганда 2 — 
функция (0,2) интервалда: а) синуслар қаторига ёйилсин: б) косинуслар ка.

(2/г +  Г)«*
8 У

торига ёйилсин. Жав. а) — (— \)п
(2л + I )2

. . I  4 у  cos(2n -+.1)тц
2 ~ п12л (2/1 + 1)2 • л-и ' '
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1-§ .  Математик физика тенгламаларининг асосий типлари

Математик физиканинг асосий тенгламалари деб (икки эрк­
ли ўзгарувчининг функциялари учун) куйидаги иккинчи тар­
тибли хусусий ҳосилали дифференциал тенгламалар айти­
лади.

I Т ў л қ и н т е н г л а м а :
-------------------------- - (1 )

d t*  дх*' -----------

Бундай тенгламани текширишга торнинг кўндаланг тебра- 
ниши, стерженнинг узунасига тебраниши, симда электр теб­
ранишлар, айланувчи цилиндрдаги (валдаги) айланма тебра­
нишлар, газнинг тебранишлари ва шунга ўхшаш тебраниш 
процессларини ўрганиш олиб келади. Бу тенглама гиперболик 
типдаги энг содда тенгламадир.

II. И с с и қ л и к  т а р қ а л и ш  т е н г л а м а с и  ёки Ф у р ь е  
т е н г л а м а с и :

-  а2 (2 )
dt д х *

Бундай тенгламани текширишга иссикликнинг тарцалиш 
процесси, ғалвирак (говак) муҳитда суюқлик ва газнинг сузи- 
лиши (фильтрланиш) (масалан, ер остидаги кумлик жойларда 
нефть ва газнинг сизиб чиқиши-фильтрланишв) масаласи, эҳти- 
моллар назариясининг баъзи масалалари ва шунга ўхшаш ма- 
салаларни ўрганиш олиб келади. Бу тенглама параболик тип­
даги энг содда тенгламадир.

III. Л а п л а с  т е н г л а м а с и :

£ “  +  £ “  = 0. (3)дх*
Бундай тенгламани текширишга электр ва магнит майдон- 

лари ҳацидаги масалаларни, стационар иссиқлик ҳолат ҳақидаги 
масалаларни, гидродинамика, диффузия ва шунга ўхшаш ма­
салаларни ўрганиш олиб келади. Бу тенглама эллиптиѵ щия- 
даги энг содда тенгламадир.

МАТЕМАТИК ФИЗИКА ТЕНГЛАМАЛАРИ
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(1), 2) ва (3) тенгламаларда изланаётган и функция иккита 
ўзгарувчига боғлиқ. Кўп сонли ўзгарувчиларнинг функция- 
лари учун ҳам тегишли тенгламалар қаралади. Масалан, учта 
эркли ўзгарувчига эга бўлган тўлқин тенгламаси

д2и _/д2а . д2а ^
J F ~ a д72.' ( 1 )

кўринишда бўлади. Учта эркли ўзгарувчига эга бўлган иссиқ-
лнк тарқалиш тенгламаси

д и_ 2 ld2a J^ d iu\
dt ~  \J72 ^  ІМ /дх2 ду2

(2 ')

кўринишда бўлади. Учта эркли ўзгарувчиси бўлган Лаплас 
тенгламаси

дга дги , д2и _  ~ 
дх2 ду2 дг2 (3')

кўринишда бўлади.

2-§ .  Тор тебранишлари тенгламасини келтириб чиқариш. 
Чегаравий масаланинг таърифи. Снмларда электр 
гебранишлари тенгламаларини келтириб чиқариш

Математик фнзикада тор деганда эгилувчан ва эластик ип 
тушунилади. Торда ҳар қандай вақт моментида пайдо бўлган 
зўрикнш унинг профилига ўтказилган уринма бўйича йўнал- 
ган бўлади. Масалан, / узунлик- 
даги тор бошланғич моментда 
Ох ўқнинг О дан I гача бўлган 
кесмаси бўйича йўналган бўлсин.
Торнинг учлари х =  0 ва х  =  / 
нуқталарга бириктирилган деб 
фараз қиламиз. Агар торни унинг 
дастлабки ҳолатидан четлаштир- 
сак, сўнгра ўз ҳолига қўйиб 
берсак ёки, торни четлантирмас- 
дан, бошланғич моментда унинг
нуқталарнга бирор тезлик берсак ёки торни четлантирсак ва 
унинг нуқталарига бирор тезлик берсак, у ҳолда торнинг нуқ- 
талари ҳаракатга келади — тор тебрана бошлайди дейилади. 
Масала ҳар қандай вақт моментида тор шаклини аниқлашдан 
ҳамда торнинг ҳар бир нуқтасининг вақтга қараб ҳаракат 
қонунини аниқлашдан иборат.

Top нуқталарининг бошлангич ҳолатидан кичик четланиш- 
лармни қараймиз. Шунга кўра, тор нуқталарининг ҳаракати 
О х  ўққа перпендикуляр ҳолда ва бир текисликда вужудга

ч

389- расм.
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келади деб фараз қилиш мумкин. Бундай фаразияда торнинг 
тебраниш жараёни битта и(х, t)  функция билан ифода этила­
ди; бу функция абсциссаси д: бўлган тор нуқтасининг t мо­
ментда силжиш миқдорини беради (389- раем).

Биз торнинг (х, и) текислигида кичик четланишларини ца- 
раётганимиз учун, тор элементи узунлиги w M tM2 унинг Оҳ 
ўқдаги проекциясига тенг^, 
яъни w М,М2 — х 2 — X, деб 
фараз қиламиз. Яна торнинг 
барча нуқталарида таранглик 
ҳам бир хил деб фараз цила­
миз; уни Т билан белгилай­
миз.

Торнинг ММ' элементини 
қараймиз (3 9 0 -раем). Бу эле- 
ментнинг учларида Т кучлар 
торга уринма бўйича таъсир
этади* Уршшалар Ох ўқ билан <р ва ? - f  Дер бурчаклар ҳо- 
сил қилсин. Бу ҳолда ММ' элементга таъсир эту в ч и кучлар- 
нинг Ои ўкдаги проекцияси 7"sin(<p -j- Дер)— / sin ср га тенг бў- 
лади. ср бурчак жуда кичик бўлгани учун tgepssssinep деб фа­
раз қилиш мумкин ва биз қуйидагига эга бўламиз:

Т sin('f +  Дер) — Т sin ср яа Т tg('f +  Дер) — Tig ср =

390- раем.

=  Т ди(х -)- Ьх, t) 
дх

ди(х, t) 

дх

_ ^ д ги{х +  вДдс, t) д___ грдги(х, у) А „
“  1 л?  1 1 7 ”  * '

о <  Ѳ <  1

(бу ерда биз квадрат кавсларда Турган ифодага .Лагранж тео- 
ремасини татбиқ қилдик).

Ҳаракат тенгламасини ҳосил қилиш учун элементга қўйил- 
ган ташқи кучни инерция кучига тейглаш керак. р торнинг 
чизиқли зичлиги бўлсин. У ҳолда то|) эЛементгінинг мае-
саси рДл бўлади. Элементнинг тезлзяиши —  га тенг. Де-

дР

*) Бу фараз 1 га нисбатан и *  мивдорни »ътиборга олмаймиз дейишга 
•квивалентдир. Ҳақиқатан,

AfjiW, =■ J V l  +  u 'l  d x -  f  (1 +  - , . . ) d x
X1 i i

X

’ I dx — x 3 — .
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мак, Даламбер принципига кўра ушбу тенгликка эга бўламиз:
, дги .р.іх —  =  J —  Дх.

д Р  д х 3

ТДх га қисқартириб ва — =  а2 деб белгилаб, ҳаракатнинг ушбу
р

тенгламасини ҳосил қиламиз:

^  =  (1 )
d f-  д х 2 '

Бу — гпўлқин тенглама деган тенгламамиз — торнинг тебра­
ниш тенгламасидир. Тор ҳаракатини тўла аниқлаш учун (1) 
тенгламанинг ўзигина етарли эмас. Изланаётган и(х, г) функ­
ция яна торнинг учларида (х =  0 ва х =  I да) қандай бўли- 
шини кўрсатувчи чегаравий шартларни ҳамда бошлангич 
(t — 0) моментда тор ҳолатини тасвир этувчи бошланғич шарт­
ларни қаноатлантириши керак. Чегаравий ва бошлангич шарт­
лар тўплами яетки иіартлар деб аталади.

Масалан, биз фараз қилганимиздек, х =  0 ва х =  I да тор­
нинг учлари қўзғалмас бўлсин. У ҳолда t қандай бўлганда 
ҳам ушбу тенгликлар бажарилиши керак:

« (0, t) =  0, (2')
и (/, t) =  0. (2")

Бу тенгликлар масаламиз учун чегаравий шартлардир.
Бошлангич г = 0  моментда тор маълум формага эга, буни 

биз унга олдиндан берганмиз. Бу форма f (x ) функция билан 
аниқланган бўлсин. Шундай қилиб,

й(х, 0) =  и |,_0 =  / (х )  (3')
бўлиши керак.

Энди, бошлангич моментда торнинг ҳар бир нуқгасининг
тезлиги берилган бўлиши керак, бу тезлик <р(х) функция би­
лан аниқланади. Шундай қилиб,

ЙиІ =  <р(х) (3")dt t- о
бўлиши керак. (З'і ва (3") шартлар бошланғич шартлардир.

Э с л а т м а .  Жумладан / (х )  =  0 ёки cp(x) =  0 бўлиши мум­
кин. Агарда / (х )  = 0  ва <р(х) =  0 бўлса, бу ҳолда тор ҳаракат- 
сиз ҳолатда бўлади, демак, н(х, t) =  0.

Юқорида кўрсатиб ўтилганидек, симлардаги электр тебра­
нишлар ҳақидаги масала ҳам (1) тенгламага олиб келади. Бу­
ни кўрсатамиз. Симдаги электр ток і(х, t) миқдор ва v (x , t) 
кучланиш билан характерланади, улар сим нуқтасининг х ко-
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ординатасига ва t вақтга боғлиқ. Сим элемента Ах ни қараб, 
Ах  элементдаги кучланишнинг пасайиши v(x, t) — v(x-\-±x, t)^s
«г — j  Ах га тенг деб ёзишимиз мумкин.

Кучланишнинг бундай пасайиши iR&x га тенг бўлган омик
кучланиш ва — LAx га тенг бўлган индуктив кучланишдан

ташкил топади. Шундай қилиб,

-  -  Ax =  iRAx +  - L  Ах, (4)
дх dt ’ ѵ '

бунда R ва L — симнинг бир узунлик бирлиги учун ҳисоблан- 
ган қаршилик ва индуктивлик коэффициенти. Минус ишора 
олинганига сабаб шуки, электр токи ѵ нинг ўсишига тескари 
йўналишда оқади. Ах га қисқартириб, ушбу тенгламани ҳосил 
қиламиз:

% 4-iR  + i | = 0 . _  _  (5)dx of

Энди, At вақтда Ax элементдан чиқадиган ва унга кирадиган 
токларнйнг айирмаси бундай бўлади:

— i(x, t) — і(х -\- bx, 0 ~  — — Ах At.
дх

Бу САх— At га тенг бўлган элементны зарядлашга ва изо- 
д(

ляция яхши эмаслиги натижасида симнинг ён сирти орқали 
Av Ах At га тенг бўлган оқимга сарф бўлади (бунда А — оқим 
коэффициенти). Бу ифодаларни бир-бирига тенглаб ва лх At 
га қисқартириб, ушбу тенгламани ҳосил қиламиз:

д1  +  С% +  Аѵ =  0. (6)дх dt

(5) ва (6) тенгламаларни телеграф тенгламалари деб аташ 
қабул қилинган.

(5) ва (6) тенгламалар системасидан фақат изланган i(x, t) 
функцияни ўз ичига олувчи тенгламани ва фақат изланган 
'w(Jf. О функцияни ўз ичига олувчи тенгламани ҳосил қилиш 
мумкин. (6) тенгламанинг ҳадларини х  бўйича дифференци- 
аллаймиз; (5) тенгламанинг ҳадларини t бўйича дифференци- 
аллаймиз ва уларни С га кўпайтирамиз. Ундан кейин айириш 
амалини бажариб, ушбу тенгламани ҳосил қиламиз:

—  +  A d- - C R - - C L - = 0 .
дх'2 д х  д х  d t2

26 Н. С. Пискунов, 2-1
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Кейинги тенгламага (5) тенгламадан — нинг ифодасини қўйиб,дк
қуйидагини ҳосил қиламиз:

—  +  А  ( — iR  — L -
дх2 V dt

ді д2іCR — - C L  — =  0
дх dt2

ёки

—  =  CL — +  (CR +  AL) -  +  ARi.
dx2 '  dt

(7)

г)(лг, £) ни аниқлаш учун шунга ўхшаш усул билан тенг­
лама досил қилинади:

д2 і  -  CL —  +  (CR +  A L) -  +  ARv. 
d x 2 <w2 v

(8)

Агар изоляция орқали оқиб чиқишни (А =  0) ва қаршиликни 
(k  =  0) эътиборга олмаслик мумкин бўлса, у ҳолда (7) ва (8) 
тенгламалар тўлқин тенгламаларга ўтади:

■і д2і_ _ 
dx2

д Ч  

dt2’ dx2

бунда а ' '=  \/CL билан белгиланган. Физик шартларга асосла- 
ииб масаланинг чегаравий ва бошлангич шартлари ифодала- 
нади.

3 - § .  Торнинг тебраниш тенгламасини узгарувчиларни 
ажратиш методи билан (Фурье методи билан) ечиш

Биз дозир қараб чиқадиган узгарувчиларни ажратиш мето­
ди (ёки Фурье методи) математик физиканинг кўп масалала- 
рини ечиш учун намуна бўлади. Масалан,

dhi
dt* = а-,дЧ 

dx2
тенгламанинг

н(0, t ) - 0, 
и(1, 0 = 0, 

и(х, 0) =  /(х ), 

■>“  =

( 1 )

(2)
(3)
(4)

(5)

четки шартларни цаноатлантирувчи ечимини топиш талаб қи- 
линсин. (1) тенгламанинг (2) ва (3) чегаравий шартларни ца­
ноатлантирувчи (айнан нолга тенг бўлмаган) хусусий ечимини 
иккита А (х) ва T(t) функциялар кўпайтмаси шаклида топамиз,
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улардан бирицчиси фақат х га боғлиқ, иккинчиси эса фацат 
t га боғлик бўлади:

и(х, t) =  Х (х) T(t). (6)
Бу қийматларни (1) тенгламага қўйиб, ушбуни ҳосил қнламиз: 

Х(х) 7 "(t) =  a2X"(x)T(t) 
ва бу тенгликнинг ҳадларини a2X T  га бўлиб,

(7)
а?Т X

тенгликни ҳосил қиламиз. Бу тенгликнинг чап томонида тур- 
ган функция X га боглиқ эмас, ўнг томондаги функция і га 
боғлиқ эмас. (7) тенглик фақат чап томон ва ўнг томон х  га 
ҳам, t га ҳам боғлиқ бўлмаган ҳолдагина, яъни ўзгармас сон­
га тенг бўлган ҳолда ўринли бўлиши мумкин. Уни — X билан 
белгилаймиз, бунда X > 0  (кейинроқ Х < 0  бўлган ҳол ҳам қ^- 
ралади). Шундай қилиб,

_______________________________ Т" м  X" ^  . ________________________________

а* Т X
Бу тенгликлардан иккита тенглама ҳосил қиламиз:

X" +  X * =  0, i8)
Т" -f а*Х7’ =  0. (9)

Бу тенгламаларнинг умумий ечимлари бундай бўлади (XIII боб 
21- § га к^аранг):

А'(дс) =  А c o s lA x  +  fisin УТх, (10)

T(t) =  С cos a  У'П  +  D sin а У П , (11)
бунда А , В, С, D — ихтиёрий ўзгармас сонлар. Х (х ) ва T(t) 
ифодаларини (6) тенгликка қўйиб, ушбу тенгликни ҳосил қи- 
ламиз:

и(х, t) =  (A cos]/Xx +  S sin j/X x K C co sa jA ^  +  ^ s i n a l ^ H ) .
Энди А ва В ўзгармас сонларни (2) ва (3) шартлар қаноатла 
надиган қилиб танлаб оламиз. T(t) фО бўлгани учун (акс ҳол 
да и(х, t)s~  0 бўлиб, бу қўйилган шартга зидлик қилади) 
Х (х) функция і2) ва (3) шартларни қаноатлантириши керак 
яъни -YtOi =  0, Х(1) — 0 бўлиши керак. х  =  0 ва х =  I қиймат 
ларни (10) тенгликка қўйиб, (2) ва (3) га асосан қуйидагилар 
ни ҳосил қиламиз:

0 =  А • 1 +  В • 0, 0 =  A cos ]/х  / +  В sin У"х/.
Биринчи тенгламадан А =  0 эканини топамиз. Иккинчи тенгла 
мадан

В sin j / x  I —0
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келиб чицади. В ф 0, чунки акс ҳолда X  =  0 ва и =  0 бўлиб, 
бу эса шартга зидлик цнлади. Демак,

sin]/T / =  0
бўлиши керак, бундан

=  7  (л =  1 , 2 , . . . )  (12 )

(биз я =  0 цийматни олмаймиз, чунки бу ҳолда ^ = 0  ва н = 0  
бўлур эди). Шундай цилиб, ушбу тенгликни ҳосил цилдик:

X =  В sin n-j X.  (13)

X нинг топилган цийматлари берилган четки масала учун хос 
цийматлар деб аталади. Буларга мос А(.дс) функциялар хос 
функциялар дейилади.

Из о ҳ .  Агар биз — X ўрнига -f X =  k? ифодани олганимизда
(8) тенглама бундай кўринишни олган бўлур эди:

X" -  k?X =  0.
Бу тенгламанинг умумий ечими цуйидагича:

X  =  Aekx +  Be~kx.
Нолдан фарқли бундай шаклдаги ечим (2) ва (3) чегаравий 
шартларни цаноатлантира олмайди.

К X  ни билган ҳолда, (11) тенгликдан фойдаланиб, бундай 
ёзишимиз мумкин:

7X0 =  Ccos ™ t  +  D sin ~ t  (n =  1 , 2 , . . . ) .  (14)

n нинг ҳар бир қиимати учун, демак ҳар бир X учун (13) 
ва (14) ифодаларни (6) тенгликка цўйиб ҳам (1) тенглама­
нинг (2) ва (3) чегаравий шартларини цаноатлантирувчи ечи­
мини досил циламиз. Бу ечимни ип(х, t) билан белгилаймиз.

, . tm f ~ апл , , . опп Л  , , _ чип(х , 0  =  sin 7  jc I Сп cos - у - 1 +  Dn sm —  t). (15)

n нинг ҳар бир циймати учун биз ўзининг С ва D  ўзгармас 
сонларини олишимиз мумкин ва шунинг учун уларни Сп ва D„ 
деб ёзамиз (ўзгармас В сон Сп ва Dn га киритилган). (1) 
тенглама чизицли ва бир жинсли бўлгани учун ечимларнинг 
йиғиндиси ҳам ечим бўлади ва шунинг учун

00
и{х, t) =  ^ и п(х, О 

/1=1
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ёки ОО
и(х, 0 = 2  [Сп cos —  * +  Dn sin—  Л sin — X, (16) 

n = l  V  ̂ 2 /  I

цатор билан тасвирланган функция ҳам (1) дифференциал 
тенгламанинг (2) ва (3) чегаравий шартларни цаноатлантирув­
чи ечими бўлади. Агар С„ ва Dn коэффициентлар шундай 
бўлсаки, (16) цатор ва бу цаторни х  ва t бўйича икки марта 
ҳадлаб дифференциаллашдан ҳосил бўлган цаторлар яцинла­
шувчи бўлса, шундай ҳолдагина (16) цатор (1) тенгламанинг 
ечими бўлиши равшан.

(16) ечим (14) ва (15) бошлангич шартларни ҳам цаноат- 
лантириши керак. Бунга биз Сп ва Dn ўзгармас сонларни тан­
лаб олиш йўли билан эришамиз. (16) тенгликка £ =  0 ни цў- 
йиб, ушбуни ҳосил циламиз ((4) шартга царанг):

со

/(•*) — 2  Cn sin'jX . (17)
-------------------- — --------------- --П=И---------- ‘

Агар / (х )  функцияни (0, I) интервалда Фурье цаторига ёйиш 
мумкин бўлса (XVII боб 1-§ га царанг), у ^олда

Сп =  ~- J / (x )s in  -^у- xdx  (18)
о

деб фараз цилинса, (17) шарт бажарилади. Энди (16) тенглик 
ҳадларини t бўйича дифференциаллаймиз ва t = 0  деб фараз 
циламиз. (15) шартдан ушбу тенглик ҳосил бўлади:

оо
/ ч nv aniz • ПЪ<p(x) = 2 P n—r  Sin -  X.

/2 = 1
Бу цаторнинг Фурье коэффициентларини аницлаймиз: 

г-, arm 2  /• , N . пк .
Dn у  =  -  J ? ( * )  s i n -  x d x

ёки

D =  f<p(x) sin — xdx. (19)
cimt J Iо

Шундай цилиб, биз Cn ва D n коэффициентлари (18) ва (19) 
формулалар билан аницланадиган (16) цатор, агар уни икки 
марта ҳадлаб дифференциаллаш мумкин бўлса, (I) тенглама­
нинг (2)—(5) чегаравий ва бошлангич шартларини цаноатлан­
тирувчи ечими бўлган и(х , t) функциядан иборат эканини ис- 
ботладик.
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И з о ҳ. Тўлқин тенгламаси учун қаралган масалани бошқа 
усул билан ечиб, (16) қаторни ҳадлаб дифференциаллаш мум­
кин бўлмаган ҳолда ҳам, у қатор ечимдан иборат эканини 
исбот қилиш мумкин. Бунда / ( х ) функция икки марта диф­
ференциалланувчи, tp (х) эса бир марта дифференциалланувчи 
функция бўлиши керак*1

4- §, Стерженда иссиқлик тарқалиш тенгламаси.
Четки масаланинг ифодаси

Узунлиги / бўлган бир жинсли стерженни қараймиз. Стер- 
женнинг ён сирти иссиқлик ўтказмайдиган деб ҳамда стержень 
кўндаланг кесимининг барча нуқталарида температура бир хил 
деб фараз қиламиз. Стерженда иссиқлик тарқалиш процессини 
ўрганамиз.

Ох ўқни стерженнинг бир учи j c = 0 нуқта билан, иккинчи 
учи эса X — I нуқта билан устма-уст тушадиган қилиб жой- 
лаштирамиз (391 -раем ѵ

и{х, t) стерженнинг л абсциссали кесимининг t моментда- 
ги температураси бўлсин. Иссиқлик тарқалишининг тезлиги, 
яъни битта бирлик вақтда х  абсциссали кесимдан оқиб ўтади- 
ган иссиқлик миқдори

формула билан аниқланиши тажриба йўли билан топидғанг
бунда S—қаралаетган стержень кесимининг юзи, k—иссиқлик 
ўтказиш коэффициенти**1.

Абсциссалари х, ва х 2 (х3 — х, =  4х) бўлган кесимлар ора­
сида қолган стержень элементини қараймиз. лг, абсциссали ке- 
сямлан Дt вақтда ўтадиган иссиқлик миқдори:

*) Бу шартлар ҳақида тўла маълумотни, масалан, А. И. Т и х о н о в  ва 
А. А. С а м а р с к и й н и н г .Уравнения математической физики" китоби- 
дан қаранг, Гостьхиздат, 1954.

**> Иссиқликнинг тарқалиш тезлиги ёки иссиқлик оқимининг тезлиги бун­
дай аниқланади:

0 X, хг
391- раем.

і j

(2)

бунда AQ, s кесимдан Дt вақтда ўтадиган иссиқлик миқдори.
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х 2 абсциссали кесим учун ҳам ўша миқдорнинг ўзи:

SAt.AQ2= - k d̂ \
дх t=x, (3)

Стержень элементига А/ вақтда оқиб кирган иссиқлик 
AQj—AQ2 қуйидагига тенг бўлади:

AQi aq 2 —

ди(биз дх

— ди 1
дх\х

ди
dx .r=jr,

S A t -\ -k— \ S it
[ дх I x=x,

k —  bxSM  (4)dxa v '

айирмага Лагранж теоремаснни қўлла-

дик) At вақтдаги бу иссиқлик оқими стержень элемента тем- 
пературасини миқдорга кўтариш учун сарф бўлди:

ёки
AQ, — AQ2 =  cpAxSAu 

AQ, — AQ2 c v X x S ^A t,
dt (&>

бунда С—стержень моддасининг иссиқлик сигими, р—стержень 
моддасининг зичлиги (p lx S  — стержень элементининг массаси). 
AQ( — А 2̂ бир хил иссиқлик миқдорининг (4) ва (5) ифода - 
ларини бир-бирига тенглаб, ушбуни ҳосил қиламиз:

k —  AxSM  =  cpbxS — A tdx2 dt
еки

du
dt

k d2u 
fp dx2

— =  а2 деб белгилаб, қуйидаги натижани ҳосил қиламиз: 
fp

ди «дга ,с\— — а2 — . (6)
dt dx*

Ана шу. тенглама бир жинсли стерженда иссиқлик тарқа- 
лишининг тенгламасидир (иссиқлик ўтказиш тенгламаси).

(6) тенгламанинг ечими тўла аниқ бўлиши учун и (х, t) 
функция масаланинг физик шартларига мос четки шартларни 
цаноатлантириши керак. (6) тенгламанинг ечими учун четки 
шартлар турлича бўлиши мумкин. О < ;  f <  Г учун биринчи 
четки масала дейилган масалага мос келувчи шартлар қуйида- 
гилар:

щх, 0) (7)
и(0, t) =  ф,(.<), (8)
u(l, t) =  и П -  (9)
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(7) шарт (бошланғия шарт) физика нуцтаи назаридан ^ = 0  
да стерженнинг турли кесимларида <р (х) га тенг температура 
берилганлиги мос келади. (8) ва (9) шартлар (четки шартлар) 
х  =  0 ва X =  I бўлганда стержень учларида мос тартибда tyi(t) 
ва <|>2 (О га тенг бўлган температуранинг сацланишига тўғ- 
ри келади. ___

6-§ да (6) тенглама 0 < х < / ,  0 < t < T  соҳада (7), (8), (9) 
шартларни цаноатлантирувчи биргина ечимга эга экани исбот 
қилиняди.

5-§. Фазода иссицликнинг тарцалиши

Иссицликнинг тарқалиш процессини уч ўлчовлн фазода 
цараймиз. и(х, у, z, t)—координаталари х, у, z бўлган нуцта­
нинг t моментдаги температураси бўлсин. As юзчадан ўтувчи 
иссицлик тезлиги, яъни бир бирлик вацт ичида оциб ўтувчи 
иссицлик мицдори ушбу (олдинги параграфнинг (1) формула­
сига ўхшаш)

AQ =  - k  -  As (1)
дп

формула билан аниқланиши тажриба йўли билан белгиланган; 
бунда k—қаралаётган муҳитнинг иссицлик ўтказиш коэффи­
циента (буни биз бир жинсли ва изотроп деб ҳисоблаймиз), 
п —иссицлик ҳаракати йўналишида As юзчага нормал бўйича 
йўналган бирлик вектор. I т. VIII боб, 14-§ га асосан бундай 
ёзишимиз мумкин:

ди ди , ди о , ди
-  =  -  COS « 4- -  cos^ +  -  COSY, 

дп дх ду дг
бунда cosa, cos р, cos у — п векторнинг йўналтирувчи косинус- 
лари ёки

ди .— =  п grad и.
дп

нинг ифодасини (1) формулага цўйиб, ушбуни ҳосил цила­
миз:

AQ  — — kn  grad « is .
At вацтда As юзчадан оциб ўтувчи иссицлик мицдори мана 

бунга тенг:
AQ =  — kn grad и At As

Энди параграф бошида цўйилган масалага цайтамиз. Кара- 
лаётган муҳитда S сирт билян чегараланган кичик V  ҳажмни 
ажратамиз. S сиртдан оциб ўтувчн иссицлик мицдори:

Q =  — Atj jkn grad uds, (2)
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бунда п вектор S  сиртга ташци нормал бўйича йўналган бир­
лик вектор. (2) формуланннг М вацтда V ^ажмга келиб ки- 
рувчи (ёки V  ҳажмдан чициб кетувчи) иссицлик мицдорини 
бериши равшан. V ҳажмга кирувчи иссицлик мицдори бу ҳажм- 
даги модда температурасини кўтаришга кетади.

Аѵ элементар ҳажмни цараймиз. At вацтда унинг темпера­
тураси А и га кўтарилган бўлсин. кѵ элемент температурасини 
шу тарица кўтаришга сарф бўлган иссицлик мицдори цуйида- 
гига тенг бўлиши равшан:

сУѵрАих с Аѵр ^  St,

бунда с—модданинг иссицлик сигими, р—зичлиги. At вацтда
V ҳажмда температура кўтарилишига сарф бўлган иссиц­
ликнинг умумий мицдори бундай бўлади:

________________________ dv.___________________________________

Аммо бу V ҳажмга At вацтда кирган иссицликдир; бу иссиц­
лик мицдори (2) формула билан аницланган. Шундай цилиб, 
ушбу тенглик ўринли бўлади:

— At I \ kn grad uds=A t \\\cp- dv.
s  V

At га цисцартириб, цуйидагини ҳосил циламиз:

— j j kn grad uds =  j  j J cpd-  dv. (3^

Бу тенгликнинг чап томонида турган сирт интегралнни F =  
=  £grad и деб фараз цилиб, Остроградский формуласи (XV 
боб 8-§ га царанг) бўйича алмаштирамиз;

j j (k gradu)nds =  [ [ j  div(A grad u)dv.

(3) тенгликнинг чап томонида турган икки каррали инте­
грални уч каррали интеграл билан алмаштириб, ушбуни ҳосил 
циламиз:

J J J  (diy(^ grad u)dv = j j j c p j ^  dv

ёки
div(6 grad и) +  cp dv =  0. (4)



410 XVIII боб. МАТЕМАТИК ФИЗИКА ТЕНГЛАМАЛАРИ

Чап томондаги уч каррали интегралга ўрта қиймат ҳақидаги 
теоремани (XIV боб, 12- § га қаранг) татбиқ қилиб, қуйидагини 
ҳосил қиламиз:

[dlv(*grad и) + с р  д£-\ =  0, (5)
L 01 )*=*,. У=У„ 2=2;

бунда Р {х и уи г,) нуқта— V  ҳажмдаги бирор нуқта.
Иссиқлик тарқалаётган уч ўлчовли фазода биз ихтиёрий V 

.ҳажмни ажратишимиз мумкин бўлгани учун ва (4) тенглама- 
да интеграл остидаги функцияни узлуксиз функция деб фараз 
килганимиз учун (5) тенглик фазонинг ҳар бир нуқтасида 
бажарилади. Шундай қилиб,

ср^- =  — div(fr grad и). (6)

Аммо
A: grad и =  k — t + k -  j + k  — k 

dx dv dz
ва

dlv(£grad u) =  ± ( k  ± ( k  d± ) +  ± [ k  ^
dx\ dx j dy \ dy J dz\ dz

(XV боб, 8-§ га қаранг). Бу қийматни (6) тенгламага қўйиб, 
ушбуни ҳосил қиламиз:

_  ср*£ =  ± ( k d± ) + l l k  d“) +  ±(fc  дЛ  (7)
dt dx у dx J dy \ dy] dz V d z)

Агар k—ўзгармас бўлса, у ҳолда

div(£ grad и) =  k div(grad и) =  k ^  +  +

ва бу ҳолда (6) тенглама қуйидагини беради:
ди ,Jd 2u , дги . д2и\— ср— =  / г ----- -------------

‘ dt ІДѵ2 д у 2 d z*]k
ё к и , -------— а2 деб фараз қилсак, у ҳолда

dt U * 2 ду 2 dzV  V ’

(8) тенглама қисқача бундай ёзилади:
du „ ,— - а®-и,
dtffi ()2 ffi

бунда Д =  — ■ +  —  -f  —  — Лаплас оператори. (8) тенглама
о х 2 ду2 ог2

фазода иссицлик ўтказиш тенгламасидир. Бунинг қўйилган 
масалага жавоб берадиган биргина ечимини топиш учун чет­
ки шартларни бериш зарур.
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Сирти о дан иборат бўлган 2 жисмни олайлик. Бу жисмда 
иссиқликнинг тарқалиш процесси қаралади. Бошлангич мо­
ментда жисмнинг температураси берилган. Бу t =• 0 бошлангич 
шартда ечимнинг қиймати маълум эканига мос келади:

и(х, у, z, 0) =  <f(x, у, г). (9)
Бундан ташқари ихтиёрий вақт моменти t да жисм сиртининг 
ҳар қандай М  нуқтасидаги температура маълум бўлиши ке­
рак— чегаравий іиарт:

и(М, о  =  0- (10)
(Бошқа чегаравий шартлар бўлиши хам мумкин.)

Агар изланаётган и(х, у, г , t) функция z га боғлиқ бўлма- 
са, бу температура г га боғлиқ эмаслигига тўғри келади, у 
ҳолда ушбу тенгламани ҳосил қиламиз:

+  ^  (П )
--------- ------------------------ Ш U-У* ----------------------------
— текисликда иссицлик тарқалиш тенгламаси. Агар чега­
раси С бўлган текис D  соҳада иссиқлик тарқалиши қаралса, 
у ҳолда (9) ва (10) га ўхшаш четки шартлар бундай ифода- 
ланади:

и(х, у, 0) =  «p ( jc , у), и(М, t) =  i(M ,r),

бунда у ва^—берилган функциялар, М эса С чегарадаги нуқта.
Агарда и функция г га ҳам, у га ҳам боғлиқ бўлмаса, у ҳол- 

да ушбу тенгламани ҳосил қиламиз:.
да _ j дга
dt дх2

— стерженда иссицлик тарцалиш тенгламаси.

6-§ . Иссиқлик ўтказиш тенгламаси учун биринчи четки 
масалани чекли айирмалар усули билан ечиш

Оддий дифференциал тенгламалардаги каби чекли айирма­
лар усули билан хусусий ҳосилали тенгламаларни вчишда 
^осилалар мос айирмалар билан алмаштирилади (392-расм): 

да(х, t) ^  а[х +  h, t)—u(x, t) 
дх h '

д2и(х, t) ^  J_f и(х +  h, t) — u(x, t) _  u(x, t) — a(x — h, t) 
дхг ftj. _ h h

€ки
(t)

& u { x ,  t )  _  u ^ x + h ,  t )  — 2 u (x , t )  +  u ( x  — h, t )
а о ~  e . о * V 'дл2 /і2
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шунга ўхшаш
ди(х, t) ^  и(х, t +  I) — и(х, t) 

dt ~  I ' (3)

Иссиқлик ўтказиш тенгламаси учун биринчи четки масала 
қуйидагича ифодаланади (4-§ га қаранг). Ушбу

ди о д2« =  сг —
dt дх2 (4 )

тенгламанинг
и(х, 0) =  * (* ) ,

«(0, 0 - W 0 ,
«(/, < =  w o .

0 (5)
0 <  t <  Г, (6)
0 ^  J j  (7)

четки шартларни қаноатлантирувчи ечимини топиш талаб эти­
лади, яъни агар изланаётган функциянинг қийматлари t =  О, 
х = 0 ,  X =  L, t =  Т тўғри чизиқлар билан чегараланган тўғри 
тўртбурчакнинг учта t =  0, х  =  0, х  =  L томонида берилган 
бўлса, тўғри тўртбурчакдаги и(х, t) ечимни топиш талаб эти­
лади (393-расм).

t
t r

/

Of, UO '

? .  !  .  I

-----♦1
(i,k~J)

(x-’h.tl IxTh.t) ' ir-M) ЧМ
I'0 X — 1—-— и ----1

392- раем. 393-расм.

Соҳамизни
X =  ih, 

t =  kl,
г =  1 , 2, 

к =  1,2,
тўғри чизиқлардан тузилган тўр билан қоплаймиз ва тўрнинг 
тугунларида, яъни бу тўғри чизиқларнинг кесишган нуқтала- 
рида ечимнинг тақрибий қийматларини аниқлаймиз. u(ih, kl) =  
=  ufi белгилашни киритамиз. (4) тенглама ўрнига унга мос 
чекли айирмалар тенгламасини (ih, kl) нуқталар учун ёзамиз.
(3) ва (2) формулаларга мувофиқ қуйидагини ҳосил қиламиз:

иi, ft+i 4, ft
l — a? - <+1, k -l, ft

h2 (8)
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Бундан Ui. *+і ни топамиз:

Ui, к+і =  ---- k ° г h}^Ul+y' к и‘~1, к ’̂ ^
(9) формуладан, агар k қаторда учта қиймат ui, *, « /+1, *, 

ui-i, h маълум бўлса, у ҳолда ui} k+i нинг қиймати ( Л + 1 ) - қ а -  
торда топилиши келиб чиқади. Бизга t =  0 тўғри чизиқдаги 
барча қийматлар маълум ((5) формулага қаранг). (9) форму­
лага кўра t =  l кесманинг барча ички нуқталаридаги қиймат- 
ларни аниқлаймиз. Бу кесманинг четки нуқталаридаги қиймат- 
лар бизга (6) ва (7) формулаларга асосан маълум. Шундай 
қатор кетидан қатор олиб биз изланаётган ечим қийматларини 
тўрнинг барча тугунларида аниқлаймиз.

(9) формула бўйича ечимнинг тақрибий қийматини h ва /
қадамлар ихтиёрий муносабатида эмас, балки / < ^ б ў л г а н

ҳолдагина ҳосил қилиш мумкинлигини исбот қилиб бўлади.
Агар I қэдам t ўқ буйича

, 2 аг 1 г. .. , KL1 --------=  0 еки / =  -~-
ft2 2a2

бўладиган қилиб танланса, (9) формула жуда соддалашади. 
Бу ҳолда (9) тенглама ушбу кўринишни олади:

ui, k+i == -~(w/+1, ft +  u‘—l, *)• (10)

Бу формула ҳисоблаш учун анча қулай (394-расм). Кўрса- 
тилган усул билан тўрнинг тугунларидаги ечим аниқланади. 
Тўрнинг тугунлари орасидаги ечимнинг 
қийматини, масалан, фазодаги ҳар бир уч­
та (х, t, и) нуқта орқали текислик ўтка- 
зиб экстраполяция билан ҳосил қилиш 
мумкин. (10) формула ва шундай экстра­
поляция қилиш йўли билан ҳосил қилин-

(І,к+1)

ган ечимни uh(x, t) билан белгилаймиз.
l im « ft( x ,  t) =  u(x, t) 394-расм.
й-0

эканини исбот қилиш мумкин, бунда и(х, / ) —масаламизнинг 
ечими. Яна

I uh(x, t) — u(x , t ) \ < M h 2, 
эканини ҳам исботлаш мумкин**, бунда М —ўзгармас сон бўлиб 
h га боғлиқ эмас.

*) Бу масаланинг тўлароқ баёнини, масалан, ушбу китоблардан қаранг:
Д. Ю. П а н о в ,  Справочник по численному решению дифференциальных 
уравнений в четных производных. Гостехиздат, 1951; Л. К о л л а т ц .  Чис­
ленные методы решения дифференциальных уравнений, ИЛ. 1953.
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7-§ . Кссицликнинг чегараланмаган стерженда тарқалиши

Бошлангич моментда температура чегараланмаган стержен- 
нинг турли кесимларида берилган бўлсин. Вақтнйнг кейинги 
моментларида стерженда температура тарқалишини аниқлаш 
талаб этилади. Иссиқликнинг чегараланмаган стерженда тар- 
қалиш масаласига стержень анча узун бўлиб, қаралаётган вақт 
моментларида стерженнинг ички нуқталаридапи температура 
стержень учларидаги шартлар билан кам боғланган ҳолдаги 
физик масалалар келтирилади.

Агар стержень Ох ўқ билан устма-уст тушса, у ҳолда ма­
сала математик усулда қуйидагича ифодаланади. Ушбу

ди , д2и , ,  .
— =  а2 —  (1)
dt дх2 ѵ ’

тенгламанинг— о о < х < о о ,  £ >  О соҳада

и(х, 0) =  ср(л) (2)
бошлангич шартни қаноатлантирувчи ечими топилсин.

Ечимни топиш учун ўзгарувчиларни ажратиш методини 
татбиқ қиламиз (3-§ га қаранг), яъни (І)тенгламанинг хусусий 
ечимини икки функция кўпайтмаси шаклида топамиз:

и(х, t) =  X(x)T(t). (3)
Буни (1) тенгламага қўйиб, ушбуга эга бўламиз;

X{x)T'(t) =  а*Х"(х) T(t)
ёки

Т '  Y "

—  =  —  =  — /Л (4)а*Т X ’
Бу нисбатларнинг ҳар бири х  га ҳам, t га ҳам боғлиқ 6ў-  

ла олмайди, шунинг учун уларни ўзгармас—/.2 га тенглаймиз*. 
(4; тенгликлардан иккита тенглама ҳосил қиламиз:

Т' +  аг/.2Т =  0, (5)
X" +  )*Х =  0. (6)

Буларни ечиб,

Т =  Се~айХ,‘, X  =  A c o s\ x +  Bs\n\x 
ни топамиз. Буларни (3) га қўйиб, ушбуни ҳосил қиламиз: 

их (х, t) =  е~аЧЧ[А(к) cos >х +  5 ( Х )  sin /jc] (7)
(ўзгармас С сон А (X) ва В(к) га киритилган).

*) Масаланинг маъносига кўра агар ѵ(х) чегараланган бўлса, T(t) функ­
ция ҳар қандай t да чегараланган бўлиши керак, шунга кўра T 'jT  нисбат 
Аіанфий бўлиши керак. Шунинг учун биз—X2 деб Ёзамиз.
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X нинг ҳар бир қийматиучун (7) кўринишдаги ечимни ҳосил 
қиламиз.

X нинг ҳар бир қиймати учун ихтиёрий ўзгармас А ва В 
сонлар маълум қийматларга эга. Шунинг учун А ва В ни X 
нинг функциялари деб ҳисоблаш мумкин. (7) кўринишдаги 
ечимлар йиғиндиси ҳам ( 1) тенглама чизиқли тенглама экан- 
лиги сабабли ечим бўлади:

2 е ~ в’х,‘[Л (X)cos \х +  5(Х) sin Хх].

(7) ифодани X параметр бўйича 0 дан оо гача чегараларда 
интеграллаб,

и(х, t) =  Г0_а’хч| Л(Х) cosXx +  BQ.) sinXx]rf/ (8)
6

ни ҳосил қиламиз. Агар Л(Х) ва 5(Х) шундай бўлсаки, бу ин­
теграл, унинг t га нисбатан ҳосиласи ва X  га нисбатан иккин- 
ц{4_ ҳоснлзси мавжуд бўлиб, улар интегрални t ва х буііича 
дифференциаллаш йўли билан ҳосил қилинса, (8) даги и\х, t) 
функция ечим бѵлади. Л(Х) ва В().) ни и(х, і) ечим (2) шарт­
ни каноатлантирадиган қилиб танлаб оламиз. (8> тенгликда 
t =  0 фараз қилиб, (2) шартга мувофиқ

и (х , 0) =  о(.ѵ) =  j I Л(Х) cosXx -f  B(l) sin Xx] d) (9)

ни ҳосил қнламиз. Энди <f(x) функцияни Фурье интеграли билан 
тасвирлаб бўлади деб фараз қиламиз (XVII боб 13-§ га каранг):

оо /  оо

<р(х) =  ~  И j t?(a) cos Х(а — x)do. Wx
0 \  —  оо

еки
ОС /  ОС

<р(л) =  j  !p(a)cos Ха cfajcosXA' -f [ <p(a) sin Xa do* jsinXx dk. 

ПО)
(9) ва (1C) тенгликларнинг ўнг томонларини таққослаб, ушбуни 
ҳосил қиламиз:

сс

Л(Х) =  — [<p(a)cos Xa do.,
—  OO

1 °°
BQ) =  ~  J?(a)sInXarfa.

(11)
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А(1) ва В(1) нинг топилган ифодаларини (8) формулага қўйиб, 
ушбуни ҳосил қиламиз:

X

t) =  — j e - aVt  ̂ j<p(a)cOsXatfa j c o s X x - f ^  jcp (a )s in  Xa fl'a'j X

OO
jf(a)(cosb.cosXA: -f SinXa sinX x)da 
00

e~aW^ frf (a)cos X (a—x)da ĵd'h

ёки интеграллаш тартибини алмаштириб охирги натижани ҳо- 
сил циламиз:

_1_5с Г/
X  sin X X d x =  -7С „ 0

е-аЪЧ
. (

и(х, t ) = ~  j <p(a) j e_aV/cos X(a—x)d\ da. ( 12 )

Ана шунинг ўзи қўйилган масаланинг ечимидир.
(12) формулани ўзгартирамиз. Кичик қавслар ичидаги ин­

тегрални ҳисоблаймиз:

(13)
00 02
i e~aWcos X (а—X) d l =  \ е~г1 cos j3 z dz.

о aV i о

Интегрални бундай алмаінтириш

a > V ~l =  ! ’ =  * ( ,4 > 
ўрнига қўйиш йўли билан бажарилади. Бундай белгилаймиз:

оо

=  J <?-~”cos ? zdz.
О

Буни дифференциаллаб*'
оо

^ЧР) =  ~  jV ^ z s in  3 zdz
о

ни ҳосил киламиз. Буни бўлаклаб интеграллаб '

1 0 °°
Я'(Р) =  2 Р2]?— 7 j e _zacosp zdz

( 1 5 )

ни еки

*) Дифференциаллашнинг мумкинлигини асослаш осон.
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ни топамиз. Бу дифференциал тенгламани интеграллаб,

Щ )  =  Се 4 (16)

ни ҳосил қиламиз. Ўзгармас С сонни ашщлаймиз. (15) дан

К(0 ) =  j'e-*dz V
2о

экани келиб чицади (XIV боб 5-§ га царанг). Дем'ак, (16) тенг- 
ликда

г  — V 51 с -  2 •
бўлиши керак. Шундай цилиб,

_  _ !1

т )  4 • (17)
(15) интегралнинг (17) цийматини (13) га цўямиз:

[tf-flaxvcos\(a—x)d). =  —y=rJ a \  t 2

P ўрнига унинг (14) ифодасини цўйиб, (13) интегралнинг ций- 
матини ҳосил циламиз:

» . _ (»-*)•
Je_alX5/C0SX(a—x)d\ =  Y  е (18)
0

Интегралнинг бу ифодасини (12) ечимга цўйиб, охирги нати- 
жани ^осил циламиз:

и(х, t) =  2^ 1 =  j<p(a) е wt da. (19)
— oo

Пуассон интеграли деб аталган бу интеграл иссицликнинг 
чегараланмаган стерженда тарцалиши ҳацидацўйилган масала­
нинг ечимндан иборат.

И з о ҳ .  Агар ?(х) функция чексиз (— оо, оо) интервалда 
чегараланган бўлса, (19) интеграл билан аницланган и(х, t) 
функция (1) тенгламанинг ечими эканлигини ва у (2) шартни 
цаноатлантиришини исбот цилиш мумкин.

(19) формуланинг физик маъносини аницлаймиз. Ушбу функ­
цияни цараймиз:

( — оо <  X <  х0 бўлганда О,
<р*(л)= х 0< х < л г 0+ Д л  бўлганда ?(х), (20) 

( л-0 +  Д л < л - < о о  бўлганда 0.
27 Н. С. Пискунов, 2-1
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Бу ҳолда

u *(x>t ) =  2aV^t J ** (* )*  4“ ‘ йа (21)— 00

функция (1) тенгламанині t — 0 бўлганда <р* (х) цийматни ола-
диган ечимидир. . _____

(20) ни эътиборга олиб, бундай ёзишимиз мумкин:
*0+4.1 _ («-*)»

и*(х, 0  =  ^ = 5  j  ?(<*)* ^  rfa.

Кейинги интегралга ўрта циймат ҳацидаги теоремани цўллаб, 
ушбунк ҳосил циламиз:

_ (S-jr)1
л*(х, t ) =  w' , j c ,< 6 < Jf0 +  Aj:. (22)

2 а V T.t
Агар t =  0 да [аг0, аг0 +  Дх ] кесмадан ташцари стерженнинг 
ҳамма жойида температура и * =  О бўлиб,бу кесмада темпера- 
тура tp(jc) га тенг бўлса, (22) формула стержень нуцтасининг 
исталган вацт моментидаги температураси цийматини беради. 
{22) кўринишдаги температуралар йнғиндиси ҳам (19) ечимни 
беради.

Агар р—стерженнинг чизицли зичлиги, с— материалнинг ис­
сицлик сиғими бўлса, ^=Ода [лг0, jt0 -f- Ал:] элементдаги иссиц­
лик мицдори бундай бўлади:

AQ^c p( &) A. * - pc .  ( 2 3 )
Энди

іЧ-ху
— е  4fl,/ ( 2 4 )
2aV~-t

функцияни цараймиз. Буни (22) формуланинг ўнг томони билан 
(23) ни ҳисобга олган ҳолда таццослаб, агар t =  0 да £ кесим- 
да (Лх -*■ 0 даги лимит ҳол) Q =  ср иссицлик мицдори иссиц­
ликнинг оний манбаи бўлган бўлса, у ҳар цандай t вацт мо­
ментида стерженнинг исталган нуцтасидаги температура ций­
матини беради дейишади.

8 - § .  Лаплас тенгламасининг ечимларини текширишга 
келтирадиган масалалар. Четки масалаларни ифодалаш

Бу параграфда Лаплас тенгламаси

— +  —  +  —  = 0  (1 )
дх2 ду'1 dz2

ни ечишга олиб келадиган баъзи бир масалалар царалади.
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Юқорида кўрсатилганидек, (1) тенгламанинг чап томони бун­
дай белгиланади:

д2и . дга . дга .----------------- ------- =  Ди
дх3 ду1 дгг

бунда Л— Лаплас оператори дейилади. Лаплас тенгламасини 
цаноатлантирувчи и функциялар гармоник функциялар деб 
аталади.

1. Бир ж и н с л и  жи с м  да т е м п е р а т у р а н и н г  с т а ­
циона р ( ў р н а шг а н )  та қ си мот и. о сирт билан чегара­
ланган бир жинсли 2  жисм берилган бўлсин. Жисмнинг тур­
ли нуцталаридаги температура

д а __ 8/ д'1а . д*и . дЬх \
dt (<Эдг2 дуг д гг І

тенгламани цаноатлантириши 5-§ да кўрсатилган эди. Агар 
процесс ўрнашган бўлса, яъни температура вацтга боғлиц 
бўлмасдан, балки фацат жисм нуцталарининг координаталарига
боғлит̂  бўлса. у ҳолда — =  0 ва, демак, температура Лапласdt
тенгламаси

ни цаноатлантиради. Жисмнинг температурасини бу тенглама­
дан бир цийматли ҳолда аницлаш учун о сиртдаги темперагу- 
рани билиш керак. Шундай цилиб, (1) тенглама учун четки 
масала цуйидагича ифодаланади:

2 ҳажм ичида (1) тенгламани цаноатлантирувчи ва сирт­
нинг ҳар бир М нуцтасида берилган

и | . = - К М )  ( 2 )

цийматни цабул цилувчи и (х, у, г)  функция топилсин. Бу 
масала Дирихле масаласи ёки (1) тенглама учун биринчи 
четки масала деб аталади.

Агар жисм сиртидаги температура номаълум бўлиб, сирт­
нинг ҳар бир нуцтасида иссицлик оцими маълум бўлса ва у
— га пропорционал бўлса (5-§ га царанг), у ҳолда о сиртда 
дп
(2) четки шарт ўрнига ушбу шартга эга бўдамиз:

ди
дп

(1) тенгламанинг (3) четки шартни цаноатлантирувчи ечимини 
топиш масаласи Нейман масаласи ёки иккинчи четки маса­
ла  деб аталади.
27*

(М). (3)



420_________ XVIII Bog. МАТЕМАТИК ФИЗИКД Т$ЦГЛАМАЛАРИ

Агар температура тарқалиши С контур билан чегараланган 
D текив Соҳада қаралса, у ҳолда и функция иккита л: ва у
ўзгарувчига боғлиқ бўлади, ҳамда

^ + ^ = 0  (4)
дх2 ду* Ѵ ’

тенгламани цаноатлантиради; бу тенглама текисликдаги Л ап­
лас тенгламаси дейилади. Бу тенглама учун (2) ёки (3) чет­
ки шартлар С контурда бажарилиши керак.

II. С у ю қ л и к  ёки г а з н и н г  п о т е н ц иа л  оқими.  
У з и л м а с л и к  т е н г л а м а с и .  о сирт билан чегараланган 2  
ҳажм ичида (2  чегараланмаган бўлиши ҳам мумкин) суюқлик 
оқаднган бўлсин. р—суюқликнинг зичлиги бўлсин. Суюқлик- 
нинг тезлигини

v  =  v j  - f  v yj  -f- vzk  (б)
билан белгилаймиз, бунда ѵх, ѵ у, ѵг вектор ѵ нинг координата 
ўқларидаги проекциялари. 2  жисмда S  сирт билан чегаралан­
ган кичик ш ҳажм ажратамиз. Аt вацтда S  сиртнинг ҳар бир 
&s элементи орцали

AQ =  pvn^sA-t
мицдорда суюцлик оциб ўтади, бунда п —бирлик вектор бўлиб,
S  сиртга ташци нормаль бўйича йўналган. <о ҳажмга оциб кирган 
(§кй да ҳажмдан оқиб чиццан) суюцликнинг умумий мицдори 
Q ушбу интеграл билан ифода этилади:

Q =  Д t \ j ovnds (6)
s

(XV боб 5 ва 6-§ га царанг). t моментда со ҳажмдаги суюц­
лик миқдори бундай бўлган:

jjjp rfa )

bt вацтда суюцлик мицдори, зичликнннг ўзгаришига биноан, 
у.шбу мицдорга ўзгаради:

(7)
ou ш "

<i> ҳажмда манбалар йўц деб фараз цилиб, бу ўзгариш миц- 
дори (6) тенглик билан аницланган суюцликнинг оциб кириши- 
дан келиб чиқади деган хулосага келамиз. (6) ва (7) тенглик- 
ларнинг ўнг томонларини тенглаб ва \t га цисцартириб, цуйи- 
дагини ҳосил циламиз:
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Чап томондаги икки каррали интегрални Остроградский фор­
муласига кўра алмаштирамиз (XV боб 8-§). У ҳолда (8) тенг­
лик бундай кўринншни олади:

ёки
n jd iv (P®)rfu. =  Ш |  dш

Ol (О

Ш(| — div (pv 'jdw =  0.

c» ҳажмнинг ихтиёрий эканлигига ва интеграл остидаги 
функциянинг узлуксизлигига асосаи ушбуни ҳосил циламиз:

~  — div(pc) = 0  (9)

ёки

- £ ( № > •  l9' ’
Ана шу тенглама сициладиган суюцлик оциминииг у зил мае 
лик тенгламасидир.

И з о ҳ. Баъзи масалаларда, масалан нефть ва газнинг ер 
остидаги ғалвирак (говак) муҳитда цудуцца томон ҳаракати 
процессини царашда

v = ~ -  grad p,
p

деб цабул цилиш мумкин, бунда р —босим, k—ўтказувчанлик 
коэффициенти, ва

dt dt ’

X =r const. Буни (9) узилмаслик тенгламасига цўйиб, ушбу­
ни ҳосил циламиз:

div(£ grad р) =  0dt
ёки /

_  і дІ  =  ± ( k & U  ± ( k д1 )+  l ( k  д1 ) (Ю)
dt дД д х Г  dy\ дуI dz\ дг) y

Агар k ўзгармас сон бўлса, бу тенглама

?Е _ — А(^Р + <РР\ / і і \
dt l\dx2 ду2 dz2) 1

кўринишни олади ва биз иссицлик ўтказиш тенгламасига ке- 
ламиз.
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(9) тенгламага цайтамиз. Агар суюцлик сицилмайдиган бўл-
са, у ҳолда p=const, =  0 ва (9) тенглама бундай кўриниш- dt

д1 .“  Г  - w - . w * r

ни олади:
div® =  0.

Агар ҳаракат потенциал бўлса, яъни ѵ вектор бирор » функ­
циянинг градиента бўлса::

V =  grad <f,
у ҳолда ( 12) тенглама ушбу кўринишни олади:

div(grad<p) =  О
ёки

I _ п  /ІОЧ(13)

яъни <р теэликнннг потенциал функцияси Лаплас тенгламасини 
қаноатлантириши керак. Кўп масалаларда, масалан, фильтрла- 
ниш (сузилиш) масалаларида

V =  — kt grad р
деб қабул цилиш мумкин, бунда р—босим, А,—ўзгармас сон; 
у хо л д й  босимки авицловчи Лаплас тенгламасини ҳосил цила­
миз:

— 0. (13')
&х% tfy2 dz2

(13) ёки (13') тенгламалар учун четки шартлар цуйидаги- 
лар бўлиши мумкин:

1. а сиртда изланаётган р функциянинг цийматлари —босим- 
лар берилади ((2) шарт). Бу Дирихле масаласи.

2. а сиртда нормал бўйича ҳосиланинг цийматлари — бери-
ід_

ладя — оцим сирт орцали берилади ((3) шарт). Бу Нейман ма­
саласи.

3. о сиртнинг бир цисмида изланаётган функция циймат­
лари р — босимлар берилади, яна бир цисмида эса нормал бўйи-
ча ҳосиланинг цийматлари — — оцим сирт орцали берилади.

Бу Дирихле—Нейман масаласи.
Агар ҳаракат текис-параллел ҳаракат бўлса, яъни <р (ёки р) 

функция z га боғлиц бўлмаса, у ҳолда чегаралари С бўлган 
икки ўлчовли D соҳада Лаплас тенгламаси ҳосил бўлади:

* ?  +  * *  =  0. (14)rt** оу* '
(2) турдаги четки шартлар-Дирихле масаласи ёки (3) турда- 
ги четки шартлар—Нейман масаласи С контурда берилади.
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III. С т а ц и о н а р  э л е к т р  т о к н и н г  пот ен ци а л и,- Бирор
V ҳажмни тўлдирувчи бир жинсли муҳитдан ҳар бир нуцта- 
сидаги зичлиги J(x,  у, z ) = J J + J yj + J tк вектор билан берил­
ган электр токи ўтсин. Токнинг 'зичлиги t вақтга боглиқ эмас 
деб фараз циламиз. Бунинг устига царалаётган ҳажмда ток 
манбалари йўц деб фараз циламиз. Демак, V ҳажм ичида 
ётувчи ҳар цандай ёпиц сирт орцали У векторнингоцими нол­
га тенг бўлади:

j j Jn  ds =  О,s
бунда n —сиртга ташци нормаль бўйича йўналган бирлик век­
тор. Остроградский формуласидан

d iv / =  0 (15)
деган хулосани чицарамиз.

Умумлашган Ом цонунига асосан, царалаётган ўтказгич 
му^итдапг электр кучи Е  аницланади:

E  =  Jjk (16
ёки

J  =  Х£,

бунда X—муҳитнинг ўтказувчанлнги, биз буни ўзгармас сон 
деб ҳисоблаймиз.

Электромагнит майдонининг умумий генгламаларидан келиб 
чицишича, агар процесс стационар бўлса, у ҳолда векторлар 
майдони Е  уюрмасиздир, яъни rot Е  — 0. Бу ҳолда суюц­
лик тезликлари майдонини цараганда ҳосил цилган натижала- 
римизга ўхшаш, векторлар майдони потенциал майдондир (XV 
боб 9-§ га царанг). Шундай ср функция мавжудки,

Е =  grad ср.

(16} га асосан шуни ҳосил циламиз:

J  = Kgrad ср.
(15) ва (18) дан цуйидаги келиб чицади:

X div(grad <р) =  0
ёки

4 -  4- =  0

д х 2 ду2 д г2

Лаплас тенгламасини ҳоснл цилднк.
Бу тенгламани мос четки шартларда ечиб, ср функг.ияни то­

памиз, (18) ҳамда (17) формулаларга асосан эса J  токни ва 
электр кучи Е  ни топамиз.

.17)

(18)

(19
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9-§. Цилиндрик координаталардаги Лаплас тенгламаси. 
Ички ва ташци айланаларда изланаётган функциянинг 
цийматлари ўзгармас бўлганда ҳалқа учун Дирихле 

масаласини ечиш

и(х , у, г) —уч ўзгарувчининг гармоник функцияси бўлсин. 
У ҳолда

^  +  ̂ f  +  i 2£ =  0. (1)
дл2 ду2 дг* '

Текширишга (г, ср, z) цилиндрик координаталарни киритамиз: 

X  — Р COS ср, у  =  Г S41 ср, Z =  Z,
бундан

г  =  У х 2 + у2, ® =  arctg —, z —z. (2)
X

X, у, z эркли ўзгарувчиларни г, ва г билан алмаштириб, и * 
функцияга келамиз:

и(х, у, z) =  u *(r, ср, г).
г, ср, г аргументларнинг функцияси бўлган u*(r, ср, z) цано- 

атлантирадиган тенгламани топамиз. Бунинг учун ушбу ҳосила- 
ларни топамиз:

ди ди* дг ди* дер 
дх дг дх ду дх 

д‘га д2и */дг\ г ди* дгг  d2a* дг df д2и* /d»\* ди* д'1 ср
------------ ' - ч - г т + ^ г г + т т  г Н т т т ;  (®)

dr\“
d jд х2 dr2 \ djc/  dr дх2 д г ди дх д х  dtp2 \dx) ду д х г

шунга ўхшаш
дги д2и* /дг\ г ди* д2г  д2и* д г d<f і д2и* dy\2 da* d2y 
dy* d r2 [ду / ^  д г  ду2 ^  ^ д г  dy dy dy dcp2 dy) ‘ dy dy2’  ̂

бундан -ташцари
д‘ и д2и*
д? = ~дг*‘ ѵ

(2 ) тенгликлардан
дг дг д2г  д2г  dtp df d2f д2<р 
дх ду дх1 ду2 дх ду дх2 dy2

учун ифодалар топамиз. (3), (4) ва (5) тенгликларнинг ўнг 
томонларини қўшиб ва йиғиндини нолга тенглаб (чунки ( 1 ) га 
мувофиқ бу тенгликлар чап қисмларининг йиғиндиси нолга 
тенг), ушбуни ҳосил циламиз:

д2и* 1 ди* 1 d2a* дги*---- + --------+ -----------1- —~ = 0. (6)
д г2 ^  г  дг г 2 dcp “  д г2

Ана шунинг ўзи цилиндрик координат алардаги Л а п л а с  
т енглам асидир.
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Агар я функция г  га боғлиқ бўлмай, балки х ва у га бог- 
лиц бўлса, у ҳолда г  ва ср га боғлиқ бўлган и* функция ушбу 
тенгламани цаноатлантиради:

д2и* 1 ди* 1 дги* / 7 \

д г 2 г  д г г 1 ду*

бунда г  ва ср — текисликдаги қутб координаталар.
Энди Кй jc2 +  у2 =  R* ва К2: х 2 + У г =  айланалар билан 

чегараланган D соҳада (ҳалқада) Лаплас тенгламасининг ку­
йидаги чегаравий қийматларни қабул қиладиган ечимини то- 

/  памиз:
и \к1 ”  иі> (8j
и\к ~ и 2, —  (9)

бунда «! ва и2—ўзгармас сонлар.
Масалани қутб координаталарда ечамиз. © га боғлиқ бўл- 

маган ечимни излаш мақсадга мувофиқ экани равшан. Бу ҳол- 
■ да (7) тенглама бундай кўринишнп олади:

д2и 1 д и _ q
д г 2 г  дг

Бу тенгламани интеграллаб, ушбуни топамиз:
и =  С, In г +  С2. (10)

С, ва С2 ни (8) ва (9) шартлардан аниқлаймиз:
іі\ — Cj In /?j -j- Со, и2 =  С] In Ro-\-C2.

Бу тенгликлардан қуйидагиларни топамиз:
Г  _  “ 2 — “ і п  \ In R\ Щ In Ri — Ih In /?,

1 — r> ’ Ca — M, — («2 — Hj) -  = — •. /<3 /<2
In —  In — - In -

Ri /?!
С, ва C2 нинг қийматларини (10) формулага қўйиб, охирги 

натижани ҳосил қиламиз:

' " k ... “- 'v ,^1+ (^2 # l)“  p * '  '

Изоҳ .  Биз ҳақиқатда r = R u r —R2, z =  0, z —H  сиртлар 
билан (цилиндрик координаталарда) чегараланган соҳада Лап­
лас тенгламасини қаноатлантирувчи ва қуйидаги

И |г=Я, =  li — Ui
= 0, а-*| - 0дг *=o дг |г=Я
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чегаравий шартларни қаноатлантнрувчи и функцияни топиш 
масаласини ечдик. (Дирихле—Нейман масаласи.) Изланаётган 
ечимни г га ҳам, ср га ҳам боғлиқ бўлмаслиги ва (11) форму­
ла билан берилиши равшан.

10-§ .  Дирихле масаласини дойра учун ечиш

Оху текисликда маркази координаталар бошида бўлган R  
радиѵсли дойра олинган бўлиб, унинг айланасида бирор f ( ср) 
функция берилган бўлсин, бунда ®—қутб бурчаги. Дойрада 
ва унинг чегарасида узлуксиз бўлиб, дойра ичида Лаплас 
тенгламаси

^  + ^  =  0 —  (1)дха дуг -----  - т -

ни қаноатлантирадиган ҳамда дойра айланасида берилган

« U *  =  / (? )  (2)
қийматни қабул қиладигац и (г, ср) функцияни топиш талаб 
килинади. Масалани қутб координаталарида ечамиз. (1) тенг­
ламани шу координаталарда кўчириб ёзамиз:

еки

Ечимни

д'1и , ди j_ 1 д2и__
дг2 г  дг 1 г г df2

2 д'*и , .. ди , дгиг2 — +  / • - +  —  =  О (Г)
д г2 д г ^ д ?  У ’

и =  Ф(9 )R (r)  (3)

фараз қилиб, узгарувчиларни ажратиш усули билан излаймиз.
(3) дан и нинг ифодасини (Г ) тенгламага қўйиб, ушбуни ҳо- 
сил қиламиз:

гЩ  (ср) R" (г) +  ,-Ф (ср) R' (г) + Ф" (ср) R (г) =  0
ёки

ФЪ) _  _  rW (r)  +  rk ' (г) _  _  2
Ф(?) /?(г) • ( }

Бу тенгликнинг чап қисми г  га, ўнг қисми эса ср га боғлиқ 
эмас, шунинг учун улар ўзгармас сонга тенг, биз уни— k2 би­
лан белгилайми^. Шундай қилиб, (4) тенглик қуйидаги икки 
тенгламани беради:

Ф »  +  £2Ф(<р) =  0, (5)
r lR" (г ) +  rR'(r) -  k-R [Г) =  0. (5')
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(5 ) тенгликнинг умумий ечими бундай бўлади:
Ф =  A cos бср +  В sin k<f. (6)

(5 ') тенгликнинг ечимини R (r)  — rm формада излаймиз.
/< ^г) =  г т ни (5) га қўйиб, ушбуни ҳосил қиламиз:

r 2m (m — \ )rm- 2+  rmr"1- 1 — k2r m =  0
ёки

m2-  k2 =  0.
Шундай қилиб, иккита хусусий чизиқли эркли r k ва r ~ k ечим 
мавжуд. (5) тенгламанинг умумий ечими бундай бўлади:

R =  Сг* +  D r-*. (7)
(6) ва (1) ифодаларни (3) га қўямиз:

uk =  (A k cos £9 -f B k sin ky) (Ckr k - f Dkr ~ k). (8 ) 
(8) функция k нинг нолдан фарқли ҳар қандай қийматида ( 1/ |
тенгламйнин Г ечими бўлади. Лгар — 
ва (5') тенгламалар қуйидаги кўринишни олади:

ф" =  0, rR" (r ) +  R' ( п  =  0,
ва демак,

u0= \ A 0 +  B0'f ) (C 0 +  D0 \nr). (8')

Ечим 9 нинг даврий функцияси бўлиши керак, чунки г  нинг 
биргина қийматида 9 ва 9 +  2тг учун ечимнинг биргина қий- 
матига эга бўлишимиз керак, бунга сабаб шуки, доиранинг 
биргина нуқтаси каралмокда. Шунинг учун (8') формулада 
В0= 0 бўлиши кераклиги равшан. Бундан таищари биз доира- 
да узлуксиз ва чекли ечимни излаймиз. Демак, дойра марка- 
зида г —0 да ечим чекли бўлиши ва шунга кўра (8') форму­
лада £>о =  0 бўлиши, (8) формулада эса D k — 0 бўлиши керак.

Шундай қилиб, (8') нинг ўнг томони Л0С0 кўпайтмага ай- 
ланади, уни А0/2 билан белгилаймиз. Демак,

«o =  y°. (8")

Масаламиз ечимини, ечимлар йиғиндиси ўз навбатида яна 
ечим бўлгани учун, (8) кўринишдаги ечимлар йиғиндиси шак­
лида тузамиз. Йиғинди 9 нинг даврий функцияси бўлиши ке­
рак. Агар ҳар бир қўшилувчи 9 ницг даврий функцияси бўл- 
са, бу шундай бўлади. Бунинг учун k бутун қийматлар қабул 
қилиши керак (шунга ҳам эътибор беришимиз лозимки, агар 
(4) тенгликнинг қисмларини k2 сонга тенглаб олганимизда 
эди, бу ҳолда даврий ечим ҳосил қилмаган бўлар эдик). Биз 
фақат мусбат

к =  1 , 2 , . . .  , п , . . . ,
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қийматлар билан чегараланишимиз мумкин, чунки А, В, С, D 
ўзгармас сонлар ихтиёрий бўлгани учун k нинг манфий қий- 
матлари янги хусусий ечимларни бермайди. Шундай қилиб,

со

и  ( Г , <р) =  ^  +  2  (■А п c o s  я ?  +  в п s i n  Л ? )  Г »  ( 9 )
2 ,1=1

■'ихтиёрий ўзгармас Сп сони Ап ва В п га киритилган). Энди 
ихтиёрий ўзгармас Ап ва В п сонларни (2) четки шартни қа- 
ноатлантирадиган қилиб оламиз. (9) тенгликка r - R  ни қўйиб, 
(2 ) шартга асосан ушбу ни ҳосил қиламиз:

•  ̂ 00___
• /(ср) =  d° -)_ V  (А п cos я«р -(- В п sin пф) Rn. (10)

* Г і
( 10 ) тенглик ўринли бўлиши учун /(<р) функция (— it, тс) 

интервалда Фурье қаторига ёйилиши ва AnRn ҳамда B nRn 
унинг Фурье коэффициентлари бўлиши лозим. Демак, Ап ва 
Вп ушбу формулалар билан аниқланиши керак:

1C 7С

Л п= 7£п \ t lt )  cos n id i ,  В п =  § /{і )  sin n td t . ( I I )

Коэффициентлари (II)  формулалар билан аниқланган (9) қа- 
тор, агар уни г  бўйича ва ? бўйича икки марта ^адлаб диффе­
ренциаллаш мумкин бўлса, масаламизнинг ечими бўлади (аммо 
буни исбот қилганимиз йўқ). (9) формулани алмаштирамиз. 
Ап ва В п ўрнига уларнинг ( I I )  ифодаларини қўйиб ва триго­
нометрик алмаштиришларни бажариб, ушбуни ҳосил қиламиз:

(Г> ?) "  І  J f ®  dt ^ 2  " jT P fc o s n ( t —<?)dt (~ i  =
— 71 П.— 1 — TZ

=  2 l l / ( 0 f 1 + 2 i ] f i f COS/l(^ ' P) dU (12)—7C L П—1
Ўрта қавслардаги ифодани ал1чаштирамиз')

1 + 2 І ] ^ ) cosn ( * - * )  = i + 2 ( ^ П ^ г<~т)+ е~,я(<_,р)]=Я=1 ѵ и—I '

*) Формулани чиқаришда биз махражииинг модули бирдан кичик комп­
лекс сондан иборат бўлган геометрик прогрессиянинг йиғиндисини аниҚлай- 
миз. Геометрик прогрессия йиғиндисининг бу формуласи ҳақйқйй сонлар 
бўлган ҳолдаги каби чиқарилади. Бу ҳолда ҳақиқий аргументнинг комплекс 
функцияси лимитининг таърифини эътиборга олиш лозим. Бунда п аргу- 
ментдир (I том V II боб, 4-§ га қаранг).
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Л — 1

L  л «-♦) L  -n i-f)
1 + _ £ ------------- +  _ fL *

‘- ( f )

1_t ‘ «-»> j
R К
2

Ra-
г /  Л \* R * - ‘2R r  cos (< -  <f) +  г*

1 —  2  — С ° 8 ( < - і р )  +

(13)

формулада ўрта қавслар ичидаги ифодани (13) ифода билан 
йлмаштириб, қуйидагини ҳосил қиламиз:

-------- и (г, І №  м  -n (И )
v т/ 2тс Я*- 2/“ /? cos (/ -  <р)+л2

(14) формула Пуассон инт еграли  дейилади. Бу формулани 
анализ қилиш йўли билан, агар /(<р) функция узлуксіТэ бўл- 
са, у ҳолда (14) интеграл билан аниқланган и ( г , <р) функция 
(Г) тенгламани қаноатлантириши ҳамда r-+ R  да и (г, ®)->/(«р) 
бўлиши, яъни u (r, <р) Дирихленинг дойра учуц қўйилган ма- 
саласининг ечими эканлиги исботланади.

11-§. Дирихле масаласини чекли айирмалар усули 
билан ечиш

О ку  текисликда С контур билан чегараланган D  соҳа бе­
рилган бўлсин. С контурда узлуксиз /  функция берилган бўл- 
син. Лапласнинг тенгламаси

»  + 9 “ ° (1>
нинг чегаравий

« | „  =  /  (2)

шартни цаноатлантирувчи тақрибий ечимини топиш талаб ци~ 
линади.

Иккита
x - » l h  ва у =  kh (8)

тўғри чизиқлар оиласини ўтказами8, бунда Л — берилган сон, 
і ва k кетма-кет бутуй ки'има'тлар қабул қила^и. By ҳолдё  
D соҳа тўр билан қопланган деб атаймиз. Туғри чизиқлар- 
нинг кесишиш нуқталарини т ўрнинг т угунлари Деймиа.
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Изланаётган функциянинг
X =  ih, у — kh

нуцтадаги тацрибий цийматини m/,s билан белгилаймиз, яъни 
u(lh , kh) =  uL,k-D соҳани бутунлай D  соҳада ётувчи ҳамма

квадратлардан ва С  нинг че- 
гаралари билан кесишувчи 
баъзи квадратлардан ташкил 
топувчи (кейингиларни ҳисоб- 
га олмаслик ҳам мумкин) тўр- 
чали D * соҳа билан аппрокси* 
мациялаймиз*) (тақрибий та§- 
вирлаймиз).Бунда С контур (3) 
типдаги тўғри чизиқлар кесма- 
ларидан ташкил топган С* 
контур билан аппроксимация- 
ланади. С* контурда ётган ҳар 
биртугунда С контурнинг энг 
яцин нуқтасидаги /  функция­
нинг цийматига тенг /*  ций- 
матни берамиз (395- расм).

Изланган функциянинг ций- 
матларини фацат тўрнинг ту- 
гунларидагина цараймиз. 6 - § 

да айтиб ўтилганидек, қаралаётган тацрибий усулда ҳосилалар

395 расм.

чекли айирмалар 
дЧ  
д х г 

д*и 
дў

билан алмаштирилади:
Ul+1, ft i, ft 1, ft

X — Ih, у kh

s

Ш

x -  ih, у = kh

h'1 -

*/. ft + 1 "  2“ /_ h +  ul. k -  I. 
ft2

m т ю

М-г)

(1 ) дифференциал тенглама цу- 
йидаги айирм али т енглам а  би­
лан ёки чекли айирм алардаги  
т енглам а  билан алмашинади (/г2 
га цисцартиргандан кейин):

Ц-i + 1. ft — 2% k +  « / - ft -f- 
■+- Hi. ft + 1 —  Ui, *  _  i  =  0

ёки (396- расм)396 - расм,

Ul< k ~  ^ ( ^ t l . f t  +  % f t+ l+  u ! - 1  k +  Щ. ft -  i) . (4)

*) Аппроксимировать—тақрибий тасвнрламоқ (т аржимон).
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Тўрнинг D соҳа ичида ётган (ва С* нинг чегарасида ётмай* 
диган) ҳар бир тугуни учун (4) тенгламани тузамиз. Агар 
(х =  ih, у =  kh) нуқта С контур нуцтаси билан цўшни бўлса, 
у ҳолда (4) тенгликнинг ўнг томонидаги баъзи бир цўшилув- 
чилар /*  нинг маълум цийматларидир. Шундай цилиб, N та 
номаълумли, бир жинсли бўлмаган /V та тенгламалар систе­
мани ҳосил циламиз (N—D* соҳа ичида ётган тўр тугунлари- 
нинг сони).

(4) система ечимга эга эканлигини ва ечим биргина эканлиги­
ни исбот циламиз. Бу N т« номаълумли N та чизицли тенглама­
лар системасидир. Агар системанинг дитерминанти нолдан фарц- 
ли бўлса, шу ҳолдагина у биргина ечимга эга. Агар бир жинс- 
ли система фацат тривиал (ноль) ечимга эга бўлсагина систе- 
манинг дитерминанти нолдан фарцлидйр. Агар С контур че- 
гарасидаги тўр тугунларида/*= О бўлса, система бир жинслн 
бўлади. Биз бу ҳолда тўрнинг барча ички тугунларида .щ,к нинг 
барча цийматлари нолга тенг эканини исбот циламиз. Соҳа ичи­
да нолдан фарцли щ, к мавжуд бўлсин. Аниклик ѵчун_улдр- 
дан энг каттаси мусбат бўлсин деб фараз циламиз. Уни « / ,* > О 
билан белгилаймиз.

(4) формулага асосан бундай ёзамиз:

иь k— j  (ui + 1, * и I, ft+l U1 -1, ui, к - 1)» )

Агар бу тенгликнинг ўнг томонидаги и нинг барча цийматла- 
ри ut,h нинг энг каттасига тенг бўлеа, шу ҳолдагина (4') тенг- 
<Яик ўринли бўлиши мумкин. Энди биз излаётган функция­
нинг циймати uhk га тенг бўладиган бешта нуцтага эгамиз. 
Агар бу нуцталардақ ҳеч бири чегаравий нуцта бўлмаса,улар- 
дан биттасини олиб ва бу нуцта учун (4) тенгликни ёзиб, бош- 
ца нуцталарнинг бир нечасида изланаётган функциянинг ций­
мати uh k га тенг бўлишини исбот циламиз. Шундай давом 
этиб, чегарагача етиб борамиз ва чегаравий нуцтада излана­
ётган функциянинг циймати ut, k га тенг бўлишини исбот ци­
ламиз. Бу чегаравий нуцталарда /*  =  О бўлишига зидлик ци- 
лади.

Соҳа ичида энг кичик манфий циймат бор деб фараз килиб,. 
чегарада функциянинг циймати манфий эканини исбот циламиз. 
Бу берилган шартга зид бўлади.

Шундай цилиб, (4) система ечимга ага ва у биргинадир.
(4) с и с т е м а д а н  а н и ц л а н г а н  ut, h ц и й м а т л а р ю ц о -  

ри д а  т а ъ р и ф л а н г а н  Д и р и х л е  м а с а л а с и  ечими-
II li н г т а ц р и б и й ц и й ма т и д и р .  Агар берилган D соҳа 
ва берилган функция /  учун Дирихле масаласининг ечнми мав-
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жуд бўлса (уни и (х, у) билан белгилаймиз) ва агар ut, k (4) 
системанинг ечими бўлса, у ҳолда

I и (•*. У) -  yh J  <  Ah2 (5)
муносабатнинг ўринли бўлиши исбот цилинган, бунда А — 
ўзгармас ва h га боғлиқ эмас.

Э с л а т м а .  Тацрибий ечимдаги хатони баҳолаш учун цу- 
йидаги йўл тўғри бўлса-да, аммо цатъий равишда исбот цилин- 
маган. 2/г қадамдаги тацрибий ечим u fh)k, h қадамдаги тацрибий
ечим u:h\, и^\ ечимнинг хатоси Ен (х, у) бўлсин. У ҳолда 
тўрнинг умумий тугунларида ушбу тацрибий тенглик ўринли 
бўлади:

с- / \  1 ( » (2ft> w  \ЕЛ Х, y ) ^ J  \иі. к— и i,ftj-

Шундай цилиб, h қадамдаги тацрибий ечим хатосини аниқлаш 
учун 2h. цадамдаги ечимни топиш зарур. Бу тацрибий ечим­
лар айирмасининг учдан бири h цадамдаги ечим хатосининг 
баҳосидан иборат. Бу эслатмани чекли айирмалар усули билан 
иссицлик ўтказиш тенгламасини ечиш учун ҳам татбиц цилса 
бўлади.

XVIII БОБГА ДОИР МАШҚЛАР

1. Бир жинсли цилиндрик стерженнинг буралма тебранишлари тенглама­
си чиқарилсин.

К ў р с а т м а. Стержендаги х  абсциссали кесимда буралувчи момент 
<?Ѳ

Ф°РмУла билан аниқланади, бунда Ѳ (х , t )— t моментдаги абс-

циссаси X бўлган кесимнинг буралиш бурчаги, О— силжиш модули, / —стер­
л о  <3*0

ж ень кундзланг кесимининг қутбий инерция моменти. }К ав . —  =  аг — >dt2 <3лга
„ G1

бунда а- =  — , k —стерженнинг битта бирлик узунлигининг инерция мо­
менти.

* 0  <?»0 
*. ~  — а 2 —  тенгликнинг уш бу

в (0, 0 =  0, в (I, 0=0, 0 (лг, 0) = <р (X), = о,

шартларни цаноатлантирувчи ечимини топинг, 
бунда

I 2і)0х
О <  X <  — бўлганда <р (л:) =  —у ,

ч <  X <  /  бўлганда у (х) =  — — 1- +  2%.
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Масалага механика нуқтаи назаридан маъно берилсин. Ж ав. Q(x, t) ==

„800 . V  ( - 1)* э іп (2<:4 1)7Ur™« (2k +  \)r.at 
т.* £ 0 ( 2 k + \ ) *  I I
3. Бир жинсли цилиндрик стерженнинг узунасига тебранишлари тенг­

ламаси чиқарилсин-
К ў р с а т м а .  Агар и (дг, t) — абсциссаси л: бўлган стержень кесими­

нинг t моментдаги силжиши бўлса, у ҳолда х  кесимда чўзувчи кучланиш
ди г.

T = E S  — формула билан аниқланади, бунда с — материалнинг эластиклик 
дх

дги д'ги
модули, і ' —стержень кўндаланг кесимининг юзи. Ж ав. —  =  а2 — , бунда 

£
я2=  —, р — стержень материала зичлиги. <

р
4. Узунлиги 21 бўлган бир жинсли стержень ўзининг учларига қўиилган 

куч л ар таъсири остида 2\ миқдорда қисқарди. t =  0 бўлганда унга ташқи 
кучларнинг таъсири бўлмаган. х  абсциссали кесимининг t моментда х  сил» 
жиши аниқлансин (стержень ўқи ўрта нуқтасииинг абсциссаси х  — 0). Ж ав.

Я.2 ft=0(2A + l)2 21 21
5. Узунлиги l га тенг бўлган стерженнинг бир учи бириктирилган бў- 

либ, иккинчи учига чўзувчи куч Р  таъсир этади. t = О да стерженга Р  куч 
таъсир зтмаса, стерженнинг узунасига тебранишлари топилсин.

8 P l y ?  ( - 1 ) "  (2 /1 + 1 )* *  ( 2 n + l ) * a t
Ж ав- ------- 21 C°S 21

(Е  ва S нинг маъноларини 3- масаладан қаранг). 
дги д2и

6. —  =  й —; тенгламанинг 
at2 д х 2

ди (х , 0)
и — (0, t) — 0, и (/, t) =  A sin ю/, и (х, 0) =  0. -— ------- =  О

dt

шартларни қаноатлантирувчи ечимини топинг. Масалага механик нуқтаи
СО

Л s in — лгзіпші
назардан маъно берилсин. Ж ав. и ( х ,  Л — ---------------------------■+•Ш

зіп —  I
а

2 Аи>а \ 1 ,  — 1)"~1 m a t пп х  
+  ■

Аша / — 1) 1 m a t плх
-----  /  (--------------sin —— sin —

I . /nna \ 2 / l
n = l  W1—  ~\ l )

Кў p с а т м а. Ечимни иккита ечим йиғиндиси шаклида излансин:
ш

Л sin — X sin u>t
а

(! =  к +  ® бунда W— -------------------------Ушбуш
6ІП — I а

28 Н. С. Пискунов, 2-х.
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Ѵ(‘\ 0  =  0. V ( /, t) -  0

, ns , лч дѵ (х , 0) dw'x, 0)
V  (х , 0 )  =  — Ml ( . г ,  0 ) ,  ---------------------- «= —  =---------- —

’  ’  dt dt

/ С О  \
ш артларни қаноатлангирувчи ечим sin  — / ^ 0  деб ф араз қилинади).

\ Д
7- — =  а2 —2 тенгламанинг «(0, 0  =  0, и [I, t) -  0, * > 0 

«(*, 0)
0 < л г <  — бўлганда х

Л . »

<  X <  / бўлганда / —лг,

шартларни қаноатлантирувчн ечими топилсин. Жяв. и (лг, f) 

4 'ѵ^  (^1 )Л -А2+^Й£? (2Я+1)**

К ў р с а т м а .  Масалани узгарувчиларни ажратиш усули билан ечилсин.
____ ди дги ж U _

8. — =  л2 —  тенгламанинг и (0, і) -= а (/, 0  =  0, «(лг, 0) *  —  ̂

шартларни қаноатлантирувчи ечими топилсин.
...................  8 ^ і  - & + £ * =  іа іИ )

л-0 7
d/z д*и

9. — а2 —  тенгламанинг(7/ <7JCa
ди
дх X — 0 - 0 , и  (/, 0  -  « 0. и (■*> 0 ) =  <р (лг)

ш артларни қаноатлантирувчи ечимини топинг. Масаланинг физик маъноси 

кўрсатилсин. Жав. и (дг, 0  =  м0 +  Лп«_<Л^со$ ( ”  бунда
Л™ О

2 /  , ч (2/j +  l ) ^  . ( - ІУ Ч а о  
Л - y  J » М « о ,— s -------.

К ў р с а т м а .  Ечимни и — и0 +  и (лг, t) формада излансин.
ба du'

10. — =  в» —  тенгламанинг и (0, 0 =*= 0, — 
ot дла дх

=* — Н и  I , и (.<,0)5л-—;
«= ч (х) шартларни қаноатлантирувчи ечимини топинг. Масаланинг физик

а 5 А аЧ'
маьноси курсатилсин. Ж ав. и ( л : ,0 = У  Ап __ Р si о ид£ ,

+ 1) Ч I
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о *® Р Мѵі* бунда Ап «  — j  <р (х) sin - у -  dx, р - H I ,  fi,....... [x„

лар tg (X ха— (л|р тенгламанинг мусбат илдизлари.
К ў р с а т м а .  x m l  да стерженнинг учида температураси нолга тенг 

бўлган муҳитда иссиқлик алмашиниши юз беради. 
du дги

11. — =  2 —  тенгламанинг 
dt дх*

/ 3 \ 1
и (х, 0) =  х  I — — x j, и (0, 0 = 0 ,  и (1, t) =  — 0 <  t <  4/

шартларни қаноатлантирувчи тацрибий ечими (6-§, (10) формулага кўра, 
h =  0,2 деб фараз қклиб) топилсин. 

д-и дги
12. — ; Н----- =»0 Лаплас тенгламасининг 0 < * < а , 0 < у < о о  полоса-

dx2 ду‘

да и (0, у) =• 0, и (а, у) — 0, и (лг. 0) =* A h  -  — j, и (х , оо) =  О 

шартларни қаноатлантирувчи ечими топилсин.
■ о» Р ■ I ^

Ж ав. и (х ,  t) == —  У  — в а 5 s in ---- -•
к лшл п ап=~ 1

К ў р с а т м а .  Вчимни узгарувчиларни ажратиш усули билан излансин 
і'}2и дгу

13. —  - f  —- =  0 Лаплас тенгламасининг тўгри тўртбурчакдаги 
ох дч*

О <  у <  Ь и  (х, 0) =  0. и (х, Ь) =  0, а (0, у) => Ау (Ь—у), и (а, у) =  О, 
шартларни қаноатлантнрувчи ечими топилсин.

, (2л +  1 )я(д  — X )  , ( 2 r t+ l ) j t y
о, s h --------------------------- sin --------- ;--------

8 АЬ* ъ-Л b Ь
Ж „  «(«. о -  —  \  ------ ------------------. №, + ! ) „ •

,1=0 sh ь

14. х~- -j- — ■ = 0  тенгламанинг х 3 -j-y2 =  R\ ва х* +  у3 = R i  айланалар 
дл2 оу*

билан чегараланган ҳалқа ичида 
du Q— =4- -------► U
д г г=/г, \2r.Ri

шартларни қаноатлантирувчи ечимини топинг. Масалага гидродинам ика иуц- 
таи назаридан маъно берилсин.

К ' у р с а т м а .  Масалани қутб координаталарда ечилсин.

w Q , R'Ж ав. и =  и о— ------1п------
2Хп г
„ d2u д3и

15. и (х, у) — е  ysln X функция —  - f  =  О
d x ‘ оу2

тенгламанинг 0 < х < 1 , 0 < у < 1  квадратда и (0, у)=0, а (1, у) = е ~ у sin I, 
и (х , 0) ж  sin X, и ( X, 1) — e ~ l sin х
шартларни қаноатлантирувчи ечими экани исбот қилшсин.

16. 12—15 масалаларда Лаплас тенгламасини берилган чегаравий шарт- 
ѵларда чекки айирмалар усулн билан h= '\ Z a  бўлганда ечішг, Тақрибий ечим-

нн аниқ ечим билан таққослаб кўрилсин,
2Й*

= и,г=Я,



X IX  б о б

Операцион ҳисоб ҳозирги вақтда математик анализнинг 
муҳим соҳаларидан биридир. Физика, механика, электротех­
ника ва бошқа фанларда турли масалаларни ечишда опера­
цион ҳисоб методларидан фойдаланилади. Операцион ҳисоб 
ҳозирги замон автоматика ва телемеханикасида айниқса кенг 
қўлланилади. Бу бобда (дарсликнинг олдинги бобларининг 
материали асосида) операцион ҳисобнинг асосий тушунчалари 
берилади*) ва оддий дифференциал тенгламаларни ечишнинг 
операцион методлари баён қилинади.

1- §. Бошлангич функция ва унинг тасвири

Ҳақиқий ўзгарувчи t нинг О қийматларида аниқлан- 
ган t ( t )  функция берилган бўлсин. (Баъзан f ( t )  функция 
чексиз интервал— оо <  t <  со да аниқланган, лекин t <  0 да 
/  (t )  =  0 деб ҳисоблаймиз.) / ( f )  функция бўлакли-узлуксиз, 
яъни исталган чекли интервалда чекли еондаги биринчи тур 
узилиш нуқталарнга эга деб фараз қиламиз (I том, II боб, 9-§ 
га қаралсин). Баъзи интегралларнинг 0 со чексиз интер­
валда мавжудлигини таъминлаш учун f ( t )  функцияга қўшим- 
ча шартлар қўямиз. t нинг 0 <  t <  оо интервалдаги ҳар қан- 
дай қиймати учун

| / ( 0 | < M e s°‘ ( 1 )
тенгсизлик қаноатланадиган М  ва S0 ўзгармас мусбат сонлар 
мавжуд деб фараз қиламиз.

О П Е Р А Ц И О Н  Ҳ И С О Б  В А  У Н И Н Г  Б А Ъ З И

Т А Т Б И Қ Л А Р И

*) Операцион ҳисобнн ва унинг татбиқларини тўлароқ ўрганиш учун 
куйидаги китобларни тавсия қилиш мумкин: А. И. Л у р ь е ,  Операционное 
исчисление и его приложения к задачам механики. М. —Л., Гостехиздат, 
1950; В. А. Д и т к и н  ва П. И. К у з н е ц о в ,  Справочник по операцион­
ному исчислению, М. — Л., Гостехиздат, 1951; В. А. Д и т к и н  ва А. П. 
П р у д н и к о в ,  Интегральные преобразования и операционное исчисление,- 
Физматгиз, 1961; Я. М и к у  си не к ий, Операционное исчисление. М., ИЛ,

г
и
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fit) функциянинг ҳациқий ўзгарувчи t нинг комплекс функ­
цияси в~р‘ га кўпайтмасини [бу ерда p =  a-\-ib ( а >  0) бирон- 
та комплекс сон], яъни

e -p,t<t) (2)
ни қараймиз*\ (2 ) функция ҳам ҳақикий ўзгарувчи t нинг 
комплекс функциясидирі

е - pt f (t) = e ~ (a+ib) 7 ( 0  -  e-a< = e~ait CO COS bt -
— ie al f (t )  sin bt.

Сўнгра ушбу хосмас интегрални қараймиз:
со с »  оо

f e~pt f  (t) dt =  f e~al f  (0 cos bt d t -  i j  e ~ at t(t) sin bt dt (3) 
0 0 0 
Агар / ( 0  функция (1) шартни цаноатлантирса ва а >  «о 

бўлса, (3 ) тенгликнинг ўнг қисмида турган интегралларнинг 
мавжудаиғинн ва интеграллар абсолют яқинлашувчи бўлиши- 
ни кўрсатамиз. Дастлаб бу интеграллардан биринчисини ба- 
ҳолаймиз:

\ e ~ at f ( t )  cos b td t  Ч  \ e ~ at f ( t )  cos bt dt <  M  \ e ~ al e s°‘ dt =
) О о

=в M f e~{a~s°)ldt =J Cl So

Иккинчи интеграл ҳам шу тариқа баҳоланади. Демак, 
00
\ e~pt f  (0 dt интеграл мавжуд. Бу интеграл/? нинг биронта
о
функциясини аниқлайди, у функцияни**> Ғ  (р) билан белги­
лаймиз:

F . ( p ) = j e ~ pt f ( t ) d t .  (4)

f ( P )  функция t it) функциянинг л а п ла с тасвири, ёки L 
тасвири, ёки қисцача, тасвири деб аталади. /  ( 0  функция 
энди бошлангич. функция, Ын оригинал деб аталади. Агар f { p )  
функция / ( 0  функциянинг тасвири бўлса, бундай ёзилади:

F(P)+* f ( t )  (5)

*) Ҳақиқий ўзгарувчининг комплекс функцияси ҳақида V II бобнинг 4-§ 
ига қаралснн.

**) Ғ ( р) функция р Ф О бўлганда комплекс ўзгарувчининг функцияси» 
дир (масалан, В. И. С м и р н о в  .Курс высшей математике", Ш т ,  2- қис- 
мига қаралсин). (4) алмаштириш XVII боб 14-§ да царалган фурье алмаш- 
тиришига ўхшайди.
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ёки
(6)

ёки
( 7 )

Тасвирларни киритишнинг маъндси шундан иборатки,улар­
нинг ёрдами билан кўп масалаларнинг ечилишини соддалашти- 
риш мумкин бўлади. Жумладан, дифференциал тенгламалар­
ни ечиш тасвирни топиш учун бажариладиган жуда содда 
алгебраик амалларга келтирилиши мумкин. Тасвирни билган 
ҳолда оригинал ё аввал тузилган „оригинал—тасвир“ жадва- 
лилан ёки цуйида баён қилинган методлар ёрдами билан то- 
пилиши мумкин. Қуйидаги табиий саволлар пайдо бўлади.

Бирор Ғ  (р) функция берилган бўлсин.. Тасвири шу Ғ  (р) 
бўлган /  (t) функция мавжудмн? Агар мавжуд бўлса, у ягона 
функциями? Иккала саволга ҳам, Ғ ( р )  ва t (t )  функциялар 
ҳақида маълум фаразлар қилиб, ижобий жавоб берилади. Жум­
ладан, тасвирнинг ягоналиги қуйидаги теорема билан аниқла- 
нади, биз унн исботсиз келтирамиз:

Я г о н а л и к  теоремаси.  А гар иккита у зл у к си з функ­
ция ip (t) ва 'b(t) битта L - тасвир F  (р) эга бўлса, у функ­
циялар айнан тенгдир.

Бу теорема бундан буён жуда муҳим роль ўйнайди. Ҳақи- 
қатан ҳам, биз илгари амалий масалани ечишда бирор усул 
билан номаълум функциянинг тасвирини топиб, сўнгра бу тас­
вир бўйича бошлангич функцияни топган бўлсак, энди айтил- 
ган теоремага асосан топилган функция қўйилган масаланинг 
ечими эканлигини ва бошқа ечимлари мавжуд эмас деган ху-- 
лосага келамиз._____________________________ -

§• а0(О, s in/1, cos t функцияларнинг тасвири

і. /  \t) функция бундай аниқланган:

t <  0 бўлганда /  U) =  0.
f  ( t) функция Х евисайднинг бирлик  

функцияси деб аталади ва о0(г) билан

/ 397- раемда кўрсатилган.
Хевисайд функциясининг і-тасвирн- 
топамиз:

397- расм.

О
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ФУНКЦИЯНИНГ ТАСВИРИ.

Демак*' 

ёки аниқроғи,
1 *4 --  (8)

в0 (О Н -1 - 
р

Операцион ҳисоб ҳақидаги баъзи қўлланмаларда /  (t) функ­
циянинг тасвири деб ушбу ифодага айтилади:

F *  (р) — р \ е р‘ / ( 0  dt.
О

Бундай таърифлаганда: з0 (1)*-^-\ ва демак, С*-^ С аниқро* 
ғи Со0 (0  С бўлади.

II. f  (t) — sin t бўлсин; у ҳолда

, , . ,, > -p t  Т “ е pl (— prsin t — cost)Z. {sin 0 =  \ e p sin t dt =  ------ 2 ,--------

Демак,

Г —VI j. Jd. V V—/' 2,111 1 — V 1= £ f  s n t d t  — ——— - --------------- =  ——;•
I е p2 + 1 I 0'  I

.s in ter  (9)
P2 +1

III. f i t )  =  cos t бўлсин; у вақтда

т , . ,  7’ -at . j ,  e ~ pt (sin t — p  cos t) I p  L cos t } =  e p ,co std t = ------ —f ------- = -7 7 -7*
1 ' jJ />a + 1  l0 p* + 1

Демак,
cos t <-=— -—  ( 10)

P2 +  l.

3 - §. Масштаби ўзгартирилган эркли ўзгарувчили 
функциянинг тасвири. sin at, cos at функцияларнинг
тасвири

/  (at) функциянинг (бу ерда а >  0) тасвирини қараймиз:

L { /  (at) } =  J  e~pi f  (at) dt.

* °°
j e P> dt интегрални ҳисоблашда уни ҳакикий функциялар интегралла-

ри йипшднси каби тасвирлаш мумкин; лекин натижа ўшанинг ўзи бўлар 
эди. Бу изоҳ бундан кейинги икки интегралга ҳам тегишли.
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Сўнгги интегралда г  = at деб белгилаб, алмаштирамиз, демак, 
dz  =  adt. У вақтда қуйидагини ҳосил қиламиз:

L [ f  (at) } =  i  f e~ f ( z ) d z .
0

ёки
L I H a t)

Шундай қилиб, агар
F ( P ) ^ t ( . t )

бўлса,

- пи
бўлади.

1-м и со  л. (9) формуладан (И ) формулага асосан бевосита шуни ҳосил 
қилзмиз;

sin at <-— -  '

ёки

(12)

миэ2 M И c о Л; формуладан (11) формулага асосан шуни ҳосил қила-

Р_
. . ■ —j- ----в-------------------------------*------cos at -—  —а (£

I a +  1
ёки

cos at (la)

4- §. Тасвирнинг чизиқлилик хоссаси

J e op ем a. Ў згарм ас сонларга кўпайт ирилган бир неча 
функциялар йиғиндисининг тасвири иіу функциялар тасвир- 
ларининг т егиш ли ўзгармас сонларга кўпайтмасига. тенг 
яъни агар

/ W  =  i Q / , ( 0  ( 1 4 )
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(С, — ўзгармас сонлар) ва
F ( P ) - + f ( t )  F, (р) - t .f i  (t)

бўлса

Ғ ( р ) =  2  С ^ ІР )  (14')
1=1

бўлади.
Ис бот.  (14) тенгликнинг ҳамма ҳадларини е~р1га кўпай- 

тириб ва t бўйича 0 дан °о гача чегарада интеграллаб (С, 
кўпайтирувчиларни интеграл ишораси ташқарисига чиқариб), 
(14') тенгликни ҳосил қиламиз.

1 - м и с о л .  Ушбу
f ( { )  = 3  sin i t  — 2 cos 51

функциянинг тасвири топилсин.
Е ч и ш .  (12), (13), (14') формулаларга асосан:

4 р 12 Чр
1 { / м  } -  3 - 216 25 ра +  16 p2f  25

5 20 х
2 - ми со л. Тасвири ушбу формула F  (р) =  ̂  ^  оилан ифо-

даланган бошланғич функция топилсин.

Е ч и ш.  Ғ  (р) ни бундай кўрииишда ёзамиз:

• 5 2 р
Ғ  (р) =  — -------- +  2 0 — — •

^  2  р 8 + 2 2 p 3 -t-32

Демак, (12), (13) ва (14 ') формулаларга кўра мана буни топамиз:

5
f  (t) =  — sin 21 +  20 cos 31.

Бу функция l-§  даги ягоналик теоремасига асосан берилгац F  (р) га мос 
бирдан-бир бошлангич функциядир.

5- §. Силжиш теоремаси

Теорема.  А гар F (p )  функция f  (t) функциянинг т ас­
вири бўлса, F.(p-\-a) ф ункция е~"‘ /  (t) функциянинг тасви- 
ридир. яъни

агар F  (/?) —* f  (t) бўлса,

Ғ (р  +  а) —Ue~at f ( t ] бўлади. (15)

(Бу ерда Re (р +  а) >  s0 деб фараз цилинади.)
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Исбот.  функциянинг тасвирини топамиз:
ОО 00

L { / ( * , }  =  ]“ г - « - «  f  (t) dt =  j V ('  + /  (t) d t.-  (P + *> t

Шундай қилиб,
L { e r *  t (t) } = * F ( p  +  a).

Исбот қилйнган теорема - бошланғия функциялари енгил 
топиладиган тасвирлар синфини анчагина кенгайтиришга им- 
кон беради.

6- §. е sh at, ch it, e ~ al sin at, e ~ al cos at 
функцияларнинг тасвирлари

(8) формуладан (15) формулаларга асосан бевосита

экани чиқади. Шунингдек,

(16') муносабат ҳадларидан (16) муносабатнинг мос ҳадлари- 
ни айириб ва айириш натижаларини 2 га бўлиб, қуйидагини 
ҳосил қиламиз:

Шунга ўхшаш (16) билан (16') ни қўшиб, ушбуни ҳосил 
қиламиз:

ёки
а sh at (17)

(18)

(12) формуладан (15) формулага асосан ушбу муносабат 
келиб чиқади:

(19)

(13 формуладан (15) формулага асосан:

( 2 0 )
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1-мисол.  Тасвири ушбу формула

F ( P ) =  р * + \ 0 р  + 41

билан берилган бошлангич функция топилсин.
Б ч и ш. /•'(/?) ни (19) муносабатнинг ўнг томонида турган ифода кўри- 

нишига келтнрамиз:
7_______________ 7 _7 ______ 4

р * +  Ю р+ 4 1  = (/, +  5)» +  Г в ~  4 (р +  5 )» -И а 
Шундай қилиб, ^

^ (Я) = I  (р+5)8 + 4»'
Демак, (19) формулага асосан шуни қосил қиламиз:

f ( p ) - + T  *~б' а,п4‘-
2- м и с о л .  Тасвири ушбу формула

р +  3
F(P) = р* + 2р ++0---------------------------

билан берилган бошлангич функция топилсин.
Е ч и ш .  Ғ  (р) функцияни алмаштирамиз:

___Р 4* 3__  (/; + 1) -*■ 2________ 1 . 2_______________

в* +  2р +  10 “  0» + 1)“ +  9 “  (р +  I ) 2 +  3* (р  +  1)а+  5>“  
р +  1 L 2_ 3 '

- ( , +  1)» +  3 * + 3 (р  +  1)а+  3»
(19) ва (20) формулаларга асосан бошланғич функцияни топамиз:

Ғ  (р ) Іі, е г ‘ cos 31 +  -  е~ ' sin 3t.о

7 -§ .  Тасвирни дифференциаллаш

Т е о р е ма .  А гар F { p ) - \ f ( t )  бўлса,

( - 1 ) "  •— / Ч / > ) - Г  <" /  W  (21>

бўлади.
Ис бот.  Дастлаб, агар f {t )  функция (1) шартни қаноат- 

лантирса, интеграл

j  e - p ,( - t y t ( t )  dt (22)
о

мавжуд бўлишини исботлаймиз.
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Шартга кўра | / (t) | <  М е$°\ р  =  a +  ib, a > s 0; бундаа>0, 
s0 >  0. Равшанки, а >  s0 +  е тенгсизликни қаноатлантирадиган 
мусбат е сон топилиши мумкин. Ушбу

/  (t) I d t

интегралнинг мавжудлиги 1 -§ даги каби исбот қилинади. 
Энди (22) интегрални баҳолаймиз:

00 -(р-е)І
j‘ |* pt tn/  (t) I dt =  f |e e~“ tn/(t)\ dt.
0 0»

функция ^ > 0  нинг ҳар қандай қиймати учун чега­
раланган ва унинг абсолют қиймати биронта Д^сонидан кичик 
бўлгани учун бундай ёзиш мумкин:

е 'рІ t ' f (t )  \dt<N  j | *  07 ° '  /  (О I d t = N  [  е ~ {а" )1\f(t )  \dt<oo
0 0

Шундай қилиб, (22) интегралнинг мавжудлиги исботланди. 
Аммо бу интегралга

00
С e~pt f ( t )  dt

интегралнинг р  параметр*' бўйича олинган я-тартибли ҳоси- 
ласи деб қараш мумкин. Шундай қилиб.

f ( P )  =  ] e ~ p‘ / ( t )  dt
О

формуладан

f e~p\ - t Y l ( t ) d t =  —  f  e~pt t (t dt
J dpn Jо г  о

Биз илгари (I том, X I боб, 10-§ га қаралсин) аниқ интегрални ҳақи- 
қии параметр бўйича дифференциаллаш формуласини чиқарган эднк. Бу 
ерда р — комплекс сѳн, лекин дифференциаллаш формуласи тўғрилигнча 
қолади.



8- §. ҲОСИЛА ЛАРНИНГ ТАСВИРИ 445

формулами ҳосил қиламиз. Бу икки тенгликдан

( - i y f - n F ( P ) = ] e - p> P f ( t )  d t  
Р о

ни, яъни (2 1 ) формулани ҳосил қиламиз.
(2 2 ) формуладан даражали функциянинг тасвирини топиш 

учун фойдаланамиз. (8) формулани ёзамиз:

і - ѵ і .  
р '

Бу формуладан (21) формулага асосан ушбуни ҳосил қиламив! 

ёки

р г
Шунга ўхшаш

--------------------------------------2- — і 2:------------------------------------------------рз •
Ҳар қандай п  учун ушбу муносабатни ҳосил қилами8:

1- м и с о л. Ушбу

п1 +  tn (23)рП +  l

=  I е ptsln at dt

формуладан ((12) ra қаралсин), чап ва ўнг томонларини р  параметр бўйича 
дифференциаллаш йўли билан қуйидагини ҳосил қиламиз:

• — —— —4 1 sin at. (24)
(;! + a‘)! •

2 - м и с о л .  (13) формуладан (21) формулага асосан ушбуни ҳосил қи- 
ламиз:

— 'Г ' tzos at' (25)(р2+я2)-
3- м и с о л. (16) формуладан (21) формулага асосан шуни ҳосил қила- 

миз: - 7

v h y  - *  (26>
*

8- §. Ҳосилаларнинг тасвири

Т е о р е м а .  А гар  Ғ (р ) f (t )  бўлса,
p F ( p ) - J { 0 ) - ? r ( t )  (27)

бўлади.
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И с б о т. Тасвирнинг таърифига асосан бундай ёзишимиз 
мумкин:

L { f ( t ) )  =  ] e - p i1 '{ t ) d t .  (28)
О

Бизга учрайдиган /'(О, t "  (t), ... , / " ( 0  ҳосилаларнинг 
барчаси ( 1 ) шартни қаноатлантиради ва, демак, (28) интеграл 
ва бундан кейинги ҳосилалар учун шунга ўхшаган интеграл­
лар мавжуд деб фараз қиламиз. (28) тенгликнинг ўнг қисмида 
турган интегрални бўлаклаб ҳисоблаб, мана буни топамиз:

L { r ' ( f ) } «  J  t \ t )d t = e - pi № \ + Р

Лекин (1) шартга кўра

!lm * - p' / ( 0  =  0 . i-t»
ва

ОС

( в~р' f  (t )d t  =  F ip ) .
l>

Шунинг учун
L { l ' ( t ) ) = - m + p F  (p ).

Теорема исботландй. Энди ҳар қандай тартибли ҳосиланинг ч 
тасвирини қарайми8. (27) формуладаги Ғ  (р ) ўрнига р Ғ ( р ) —
— / (0 ) ифодани ва t(t) ўрнига / ' (t) ифодани қўйиб, қуйида- 
гини ҳосил қиламиз: • «

ёки, кавсларни очсак,
Р1 Ғ  (р) — p f  (0) — /'(0 ) —? f"  (0 (29) \

п- тартибли ҳосила учун тасвир бундай бўлади:
Р я Ғ {Р )  -  /(0 ) + p * - ' f ' ( 0 )  +  ...
... +  p /f" -3> (0) +  / (я—‘>(0)1 -Ь  f w ( t . (30)

Изоҳ.  Агар / ( 0 ) = / '  (0) =  ... — /(«-1) (0) =  0 бўлса, (27),
(29;, (30) формулалар соддалашади. Бу холда:

f ( p ) - + № ,
p F { p ) - ^ f [ t )

......................  ...... j
РпҒ (Р )

Ie~pt /  (t) dt.
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Ѳ-§. Баъзи тасвирлар жадвали

Топилган тасвирлардан фойдалашіишк қудайлаштириш учун 
уларни бир жадвалга жойлаймиз:

I - ж а д в а л

т/б Г (Р) -  I  е p t/  (О it 
О /г«

1

2

3

4

5

6

7

8 

9

10

11

12

13

14

15

р% + аа

Р +  а
а

р2 — і*

(р +  +  а1
р +  а 

А" СР + а)2 + й3 
■ п! 
рп+1
2 ра

(Рг +  а2)2 
р2 — а2 

(р2 + а*)* 
1

(Р + «)2 
1

(/>2 +

(р) F l ip )  .

1

slira^

cos at

— T * —

sh at 

ch at 

е ~ ЛІ sin at 

e ~ '1 со = at 

f 1 

<sin at 

t cos at

— te'

—  (sin at — at cos aO

J
Э с л а т м а .  Бу жадвалншіг 13- ва 15-формулалари кейинроқ чиқа- 

риладн.
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Изоҳ.  А г ар / ( Л  функциянинг тасвири учун

Ғ * (р )  =  Р j  dt
о

ни қабул қилсак, жадвалиинг биринчи усгунида турган 1 — 13- 
формулаларни р  га кўпайтириш. керак. 14- ва 15-формулалар 
эса кўпроқ ўзгаради. Ғ *  (р) =  р Ғ (р )  бўлгани учун,’ 14-фор-
муладаги Ғ  (р ) ўрнига — — ифодани қўйиб ва р ra кўпайти- 
риб, шуни ҳосил қиламиз:

,4'-
15-формуланинг чап томонига

F t (p ) =  W . t ғ , ( р )  =  ғШ .  
р р 

ни кўйиб ва бу кўпайтиани р га кўпайтириб ушбу муносабат­
ни ҳосил қиламиз:

15'. i  Ғ Ц р ) Г 3 (р) +  | Л ( т ) / 2( / - х ) * .
р о

10-§. Берилган дифференциал тенглама учун 
ёрдамчи тенглама

Ўзгармас а,ъ а ,, . . .  , а„~„ ап коэффициентли я-тартибли 
чизиқли дифференциал тенглама берилган бўлсин:

fl° S  + a ' £ r  +  -  + g « - i^ -  +  g , « ( 0 - / ( Q .  (Зі)
Бу тенгламанинг

X (0) =  * 0, д-'(О) (0і =  (32)
бошланғич шартларни қаноатлантирувчи О учун х  =  x(t) 
ечими топиш талаб қилинади.

Қўйилган масалани илгари бундай ечган эдик: (31)тенгла­
манинг п та ихтиёрий ўзгармасига эга бўлган умумий ечими­
ни топиб, сўнгра ўзгармасларни (32) бошлангич шартларни 
қаноатлантирадиган қилиб аниқлаган эдик.

Бу ерда масалани ечишнинг соддарок методини—операцион 
ҳисоб методини баён қиламиз. (31) тенгламанинг (32) шарт­
ларни қаноатлантирадиган x ( t )  ечимининг /.-тасвирини топа­
миз. Бу L -тасвирни_ х (р )  билан белгилаймиз;

Шундай қилиб x ( p ) - * x ( t ) .



(31) тенглама ечимларининг тасвирлари ва унинг п - тартиб- 
гача ҳосилалари мавжуд деб фараз қиламиз. (Ечимларни топ­
гандан сўнг бу фаразнинг тўғрилигини текширишимиз мум­
кин.) (31) тенгликнинг ҳамма ҳадларини e - pt га кўпайтирамиз 
(бу ерда р =  a +  ib) ва t бўйича 0 дан со гача чегарада ин- 
теграллаймиз:
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Бу тенгликнинг чап томонида x ( t )  функциянинг ва ҳосилала- 
рининг L - тасвирлари, ўнг томонида эса, ; ( t )  функциянинг L- 
тасвири турибди. Уни F (р) билан белгилаймиз. Демак, (33) 
тенгликни бундай қайта ёзиш мумкин:

Бу тенгликдаги функциянинг тасвирлари ва ҳосидаларининг 
тасвирлари ўрнига (27), (29, '30) ифодаларни қўйиб, ушбуни 
ҳосил қиламиз:

+  «і [\РП~ 'Х {Р ) — (р п~ 2х 0 +  р п~ 3х'0 +  . . .  +

(34) тенглама ёрдамчи т енглам а ёки тасвирловчи т енглам а  
деб аталади. Бу тенгламада номаълум х  (р)_ тасвир бўлиб, у 
шу тенгламадан топилади. (34) тенгламани х  (р) иштирок этган 
ҳадларнп чап қисмида қолдириб, қуйидагича алмаштириб 
ёзамиз:

(34) тенгликнинг чап қисмидаги х (р )  нинг коэффициенти р га 
нисбатан л-даражали кўпҳад; буни ҳосил ҳилиш учун (31)
29 Н. С. Пискунов, 2-1

о о
00

(33)
о о

«о {Р”х  (Р) — [Р,г_1 *0 +  Рп~2 х о +  РП~ 3 х 'о +  • • • +  хо(л_1>) +

+  ап-\ {Р X (р ) -  * 0} +  ап X (р) =  F  (р ). (34)

х ( р ) ( а 0рп +  а 1рп~ 1+  . . .  +  ап- і р  +  ап)= *  
= а й{рп~1 X q + p ^ x ' ^  . . .  +  ) +
+  а, рп-* хй+ pn- s х (Г 2)) +

+  ая_ 2 (р х 0 +  х'0) +  ал_ 1 x 0 +  F  (р). (34')
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тенгламанинг чап қисмида ҳосилалар ўрнига р  нинг мос дара- 
жаларини цўйиш кифоя. Уни <ря (р ) билан белгилаймиз:

?п'Р) =  аоРп +  а\Рп~ 1 +  • • • +  ап- 1 P +  а„. (35)
(34') тенгламанинг ўнг цисми цуйидагича тузилади: 

ап- 1 коэффициент х 0 га кўпайтирилади, 
ап-г коэффициент p x Q -f х'0 га кўпайтирилади,

а, коэффициент р п~ 2х 0 +  р п~3х ’0 -f- . . .  +  x t f- 2' га кўпай- 
тирилади, а0 коэффициент р п~ ] х 0 + р п ~2х'0 + . . .  +  x tf-v  га 
кўпайтирилади.

Бу кўпайтмаларнинг ҳаммаси цўшилади. Бунга дифферен­
циал тенглама ўнг цисмининг тасвири Ғ (р )  ҳам цўшилади. 
(34') тенгликнинг ўнг ‘цисмидаги Ғ (р ) дан бошца ҳамма 
ҳадлар ўхшашлари йигиштирилгандан сўнг р  га нисбатан 
(коэффициентлари маълум) п — 1 - даражали кўпҳадни ташкил 
этади. У ни фи_і (р) билан белгилаймиз. Шундай цилиб (34') 
тенгламани бундай ёзиш мумкин:

* { р )  9п (Р) =  ♦*-! (Р) +  Ғ  ІР).
Бу тенгламадан х ( р )  ни аницлаймиз:

=  + Ш .  да,
Ѵп(Р) Чп(Р)

Шундай аниқланган х ( р )  (31) тенгламанинг (32) бошлангич 
шартларни цаноатлантирувчи х  (t) ечимининг тасвиридир. Энди, 
агар тасвири (36) тенглик билан анйқланган л (р) функция бўл- 
ган x * (t )  функцияни топсак, бу ҳолда 1 -§ да айтилган ягона- 
лик теоремасига асосан x *(t) (31) тенгламанинг (32) шартларни 
цаноатлантирувчи ечими булади, яъни

X*it) =  x (t ) .
Агар биз (31) тенгламанинг нолга тенг бошлангич шартлар: 

х 0 =  Хд =  л" =  . . .  =  х 0п~ х =  0 бўйича ечимини топсак, бу ҳол- 
да (36) тенгликда (/>) =  0 бўлади ва у тенглик ушбу кў- 
ринишга келади:

і М
еки

х <  п )  =
аа р п +  а 1р п- і +  ... +  а„М р ) = ______ 1 - л - - . , <36'>

I -  м и с о л. Ушбу
d x

7 t + x = l
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тенгламанинг t =* 0 да х  »= 0 бошлангич шартларни цаноатлантирувчи 
ечими топилсин.

Е ч и ш .  Ёрдамчи тенглама тузамиз:

х ( Р ) ( Р +  1) =  0 +  — ёки 1 ( р )  -  —  -
Р (Р +  *)Р

Ўнг қисмда турган касрни элементар касрларга ажратиб, қуйидагиии ҳосил 
қиламиз:

_  1 1 
* v > - - p - p 7 ?

1-жа двалнинг 1- ва 4 -формулаларидан фойдаланиб, ечимни топамиз:

*(<) -  1—«-'•
2 м и с о л .  Ушбу

d*x

тенгламанинг t =  0 да jc0 =  Xq =  О бошланғич шартларни қаноатланти- 
рувчн ечими топилсин

Е ч и ш .  (34') ёрдамчи тенгламани ёзамиз:

---------і еки

Бу касрни элементар касрларга ажратиб, қуйидагини ҳосил қиламиз;
1 1

~~ 9 Р 9
х{р) °  , , 0 - 4  — ■ р2 +  9 р

1-жадвалнинг 1- ва 3 -формулаларига асосан ечимни топамиэ:

x{t) *  -  cos 3* + -і
3- м и с о л.

tPx dx
■ -j- 3 f- 2х  =  t 
at* dt

тенгламанинг *■= 0 да x {) =  xo — 0 бошлангич шартларни қаноатланти- 
р^вчи ечими топилсин.

Е ч и ш .  (34') ёрдамчи тенгламани ёзамиз:

~  (р) (р2 + Зр +  2) -  -pf

ёки
_  1 ________ I________  ________1________ _

^  р % jо*(р* + Зр -1-2) р * ( р + \ ) ( р  (- 2)
Бу касрни номаълум коэффициентлар методи билан элементар касрлар­

га ажрдтиб, куйидагини ҳосил қиламиз:
-т  1 1 3  1 1 1
ХІР) “  2 р* ~  4 р ^ р  +  І  4 ( )  +  } )  '

1-жадвалнинг 9, 1 ва 4 -формулалари бўйича *чимни топамиз:
1 3 I

W  2 4 4
29*
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4 -  м и с о Лі
(Р х d x
—  +  2 —  +  5 х  =  sin t 
dt dt

тенгламанинг t -  0 да =  I; x o = 2 бошланғич шартларни цаноат­
лантирувчи ечими топилсин.

Е ч и ш .  ( 3 4 ' )  ёрдамчи тенгламани ёзамиз:

М Р ) (р г +  2р +  5) =  р  ■ 1 +  2 +  2 • 1 +  L {sin t}
ёки

х ( р ) р г +  2р +  5) =  р  +  4 +
р 2  - г  1

бундан X (р ) ни топамиз;

Р +  4 , 1X (р) = -------------- ----------------------------------
р* +  2р +  5 (/?2 +  1) (р°- +2/? +  5)

Ўнт қисмдаги кейинги касрни элементар касрларга ажратиб, бундай ёза 
оламиз:

И  1 1
— р + 4  —  — р  +  —

-  1(Г 1(Г 5
х ( р )  =  - у  — — —  + -------- г — -----рг +  2/7 +  5 р *  +  1

еки
—  11 / 7 + 1  29
М  р) -  ; , ѵ2 , -„ +  •

10 ( р +  1)2 +  2 2 1 0 - 2  ( р  +  1)2 + 2 2 

1 / 7  1 1
~  ІЛ , +  сJ0 / 7 2  +  1 1 5 / 7 2  +  Г

I-жадвалнинг 8; 7, 3 ва 2 -формулаларнга асосан ечимни'ҳосил қиламиз:

11 29 1 i
x  (t) =  —  в - '  cos 2t +  —  sin 21 — —  cos £+ — sin <

1U zU 10 5
ЙКИ

/11 29 \ t 1
r ( t )  =  в - '  I —  cos 2/ +  —  sin 2t\ — —  cos/+  -  sin t.

I I -  §. Ажратиш теоремаси

Бундан олдинги параграфнинг (36) формуласидан чизиқли 
дифференциал тенглама ечимининг тасвири икки ҳаддан ибо­
рат бўЛиб, биринчи ҳади р га нисбатан рационал каср, иккин­
чи ҳади—сурати тенглама ўнг қисмининг тасвири F t p ) , мах- 
ражи: ®-л (р) кўпҳаддан иборат каср экани келиб чиқади. Агар 
/м/?)* рационал каср бўлса, иккинчи ҳад ҳам рационал каср 
бўлади. Шундай қилиб, тасвири тўғри рационал каср булган 
бошлангич функцияни топишни билиш керак. Бу параграфда
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ана шу масала билан шуғулланамиз. Бирон функциянинг Z,-тас­
вири V га нисбатан тўғри рационал каср

Фя—1 ІР)
<?п(Р)

бўлсин. Бошланғич функцияни (оригинални) топиш талаб қи- 
линади. I т. X боб 7- § да ҳар қандай тўғри рационал. касрни 
тўрт хил элементар касрларнинг йиғиндиси шаклида ифода- 
лаш мумкинлиги кўрсатилган эди:

1. — , 
р  —  а

[I. ---- ,
(р  — а)*

/\ _ Q
[II. р ____, бу ерда махражнннг илдизлари комплекс

Ѵг‘\сі\Ѵ + а2
а\ . п  сонлар, я,ъни —---- а2 <  0.

1 ■—f—

)Ѵ. ------— ----- j-, бу ерда fe>2 махраж^инг илдизлари
(р2-\-а̂ р-(- а г  

комплекс сонлар.
Ёзилган элементар касрлар учун бошланғич функцияларни 

топамиз.
I тур каср учун 1-жадвалнинг 4 - формуласига асосан қу* 

йидагини ҳосил қиламиз:

— - — -V А еп1.(p -а )  ■
II тур касрлар учун 1-жадвалнинг 9 ва 4 -формулаларига 

асосан қуйидагини ҳосил қиламиз:
+ А ---- (37)

( р - а ) к ■ (ft — 1)!
Энди III тур касрни қараймиз. Ушбу айний алмаштиришларни 
бажарамиз:

Ар +  В  _  Ар +  В

Р2+ « 1  р  +  а-і h ai J 4 V * - ai f  
A[p + aj ) + (B- ^ f )  =  А р + і  

( p + j )  + { Ѵ * - Ч т )  (р + -$+ І Ѵ а* - т )



454 XIX боб . ОПЕРАЦИОН ҲИС0Б ВА УНИНГ ЕАЪЗИ ТАТБИЦЛАРИ

Бу ерда биринчи ва иккинчи қўшилувчиларни мос равишда 
М  ва N  билан белгилаб, 1-жадвалнинг 8 ва 7- формулаларига 
асосан қуйидагини ҳосил қиламиз:

-  t
M  Ae cos t V ‘ . ~ a\

N

Шундай қилиб, охирги натижа: 
Ар +  В  

P^taxP +  a* '

A COS 1 | / " — [-

е 2 sinin t Y a ,  -  Ц . .

2 В
A a.

(38)

IV тур элементар касрнинг тасвирини топишни бу ерда ка- 
рамаймиз, чунки б ук ўп  ҳисоблашлар билан боғланган. Бу ма­
салани баъзи хусусий ҳоллар учун қуйида кўрамиз. Зарур 
бўлиб қолган ҳолда китобхон шу'бобнинг бошида тавсия қи- 
линган китоблардан бирига мурожаат қилиши мумкин.

12-§. Дифференциал тенгламаларни ва дифференциал 
тенглама системаларини операцион метод билан 
ечиш мисоллари

I -  м и с о л. Ушбу
(12Х
~  +  і х  =  sin Злг

тенгламанннг t =  0 да -*г0= 0  х \  — 0 бошлангич шартларини қаноатдантир*- 
диган ечими топилсин.

Е ч и ш .  (34') ёрдамчи тенгламани тузамиз:

•* (Р) (Р2 + 4) =
еки

х ( р )  =

Рг + 9'
_3
5

х ( р )  =

а
3

</>а+  9) (Р* +  4)

1
5 +  9 10 р г +  4'

бундан ечим ҳосил бўлали:
3 1

X (t) =  —  sin 2t — — sin 3t. 10 5
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2-м и СОЛ. Ушбу
d*x-----Ь X = О
dfi

тенгламанинг t =  0 да .г0= 1 ,  дг,’, =  3, х"0 — 8 бошланғич шартларни 
цаноатлантирувчи ечими топилсин.

Е ч и ш .  (З і ')  ёрдамчи тенгламани тузамиз:

х ( р ) ( р * + 1 ) = р г - 1 + Р - 3  + 8,
ечимни топамиз:

— рг -I- Зр +  8 р% +  Зр -)- 8
* {р) =  рз +  1 =  (р  +  1 ) ( р * - р  +  \У

Ҳосил бўлгаи рационал касрни элементар касрларга ажратамиз: 

р'1 +  Зр + 8 2 — р  +  б ^

ІР +  1) (Рг—Р +  О Р +  1

I  / 3
1 Р 2 , 11 2

1- жадвалдан фойдаланиб, ечимни топамиз:

x ( t )  =  2 е ~ ‘ + е 2 ^ - c o s ^ i  t +  ^ -L r s ln * ^ -  <j,

3- м и с о л. Ушбу
а‘х
— -  4- X  —  t cos 21 
dt*

тенгламанинг  ̂=  0да  х а =  0, х ’0 =  0 бошлангич шартларни цаноатланги- 
рувчи ечими топилсин.

Е ч и ш .  (34') ёрдамчи тенгламани тузамиз:

*(/»(р* +  і ) = ^
бундан

5 1 5 1 8 1
*(Р) = — К ’ ^ГГ7 + 79 р1 +  1 т  9 р"- +  4 3 (р* +  4)» ’

Демак,

X  (() «= — — sin t-\- —- sin 2t 4- — ( 7 - sin 2  ̂— t cos 2 A  
'  9 18 3 \ 2 I

Операцион метод билан чизиқли дифференциал тенглама системаларя- 
ни ҳам ечиш-мумкин, албатта. Буни мисолда кўрсатамиз.

4-м и сол.  Ушбу тенгламалар

„  d x  dy d x  dy n n
3 — + 2x+ — = 1, —  + 4 —  J- 3y = 0 

dt dt dt dt

системасининг ( =  0 ца х  =  0, y =  0 бэшланғич шартларни цаноатлан­
тирувчи ечими топилсин.
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Е ч и ш. Белгилаймиз: x ( t ) + ± x ( p ) ,  у (t) ^  у (р) ва «рдамчи тенглама­
лар системасини ёзамиз:

(3р  і - 2 ) х  (р) + р ~ ў ( р )  =  —,
Р

р х ( р )  +  (Ар +  3)У(/>) =  0.
Бу системани ечибт шуларни топамиз;

4р +  3 1 1 1
х (р ) =

р ( р +  1) (11/? +  6) 2р  5 (р ■+■ 1) 10 ( И р +  6 ) ’
1 1 / 1  11

(П р +  6) [р +  J) 5 \ р +  1 l ip  -

Тасвирлар бўйича бошлангич функцияларни, яъни системанинг издан- 
ган ечимини топамиз:

я  ( / > - 1 - 1  е - > -  —  е ~ й ‘
2 5 10 '

1 ( -  іг  '
» ^ - - 6  И  - е

Юқори тиртибли чизиқли системалар ҳам шунга ўхшаш ечилади.

13-§. Композициялаш теоремаси

Дифференциал тенгламаларни операцион метод билан ечиш- 
да ушбу теорема фойдали бўлади.

Ком п о з и ц и я  л аш теоремаси.  А гар Ғ у (р) ва Ғ 2 (р) 
функциялар f 1(t)ea  t2(t) функцияларнинг т асвирлари бўлса, 
яъни

^1 (Р) -> /і (t) ва F 2 (р) - * / 2 (t) 
бўлса, Ғ , (р) Ғ 2 (р) уиібу

---------------------------------------------------------------------------------------f -------------------------------------------

j  / i  ( ' )  о
функциянинг тасвири бўлади, яъни

Л (Р) ғ г (Р) -г І / і  (~)Л it -  ')  &  (39)о .
Исбот.  Тасвирнинг таърифига суяниб,

• t
J / і (') /а (* -  "Jо

функциянинг тасвирини топамиз:

i / і ( т) Л ( * - х) d̂ \ dt. 0 J
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Ўнгда турган интеграл х =  О, т =  t 
тўғри чизиқлар билан чегараланган 
соҳада (398- расм) олинадиган икки 
каррали интегралдир. Бѵ интегралда 
интеграллаш тартибини ўзгартирамиз; 
унда мана буни ҳосил қиламиз:

dx

£ / з ( ^ - х) dx j =

=  1 \ f A ' ) ] e - ptf A t - ' ) d t

Ички интегралда ўзгарувчини t — т =  z билан алмаштириб 
ушбуни досил қиламиз:

J  e~ pt f t  ( t - x ) d t  =  ] e ~ p(г + x)f 2(z) dz =

= .e ~ p \̂ е~р' f 2 ( z ) d z =  е~ргГ 2{р ).0
Демак,

l \\u  (t) f 2 (t -  -0 =  ]  A  CO е - r * F 2 (p ) dx =

=  F2 (p) f e-P 'ti CO dx =  F 2(p) F t (p).
0

Ш ундай қилиб,

] f i ( x ) f 2 ( t ~ x ) d x r F i ( p ) F 2 (p).
0

Бу ўзи 1-жадвалдаги 15-формуладир. 
t

1 - изоҳ .  \ t\ {’z)ti(.'t — x)dx  ифода иккита / ,  (/) ва f2 ( t )

функцияларнинг композицияси деб аталади. Композицияни ҳо-  
сил қилиш амали икки функцияни композициялаш  деб ата­
лади, бунда

I  А (т) / г  (t — x ) d x =  J a  ( < - t ) / j ( 1) * .
В о

Охирги тенгликнинг тўғрилиги ўнг интегралда ўзгарувчини 
t — х =  z орқали алмаштириш йўли билан аниқланади.

М и с о л. У шбу
(fix

тенглам анинг £ =  О да дг0 =  =■ 0  бош ланғич ш артларни қаноатланти- 
рувчи  ечими топилсин.
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Е ч и ш. (34') ёрдамчи тенгламани ёзамиз:

* ( p ) ( p 2 + D  =  F (p ) ,

_1_
р*+ 1бу ерда F(p) функция f(t) функциянинг тасвири. Демак, х ( р )  =  ; F (p )

аммо —------ sin t ва F ( p ) ~ ? f ( t )  Композиция формуласи (33) ни қўлла-

ниб ва , j - j  =  Ғ , (р), Ғ  (р) — Ғх (р ) деб белгилаб, ушбуни ҳосил қиламиз:

t

X (0  =  J / (О sin (t — т) d z , 40)
о

2-изоҳ.  Агар функциянинг тасвири маълум бўлса, у функ­
циянинг интеграли композициялаш теоремасига асосан осон 
топилади: агар Ғ {р )  >  f ( t )  бўлса,

-  Ғ (р ) >  j  / (х) d i  (41)
р  о

бўлади. Ҳақиқатан ҳам, агар
/ i  (*) =  / ( < ) .  h  (t) =  1

деб белгиласак,
Ғ\(Р) =  Ғ  (р)\ F 2 ( P ) = L

Р
бўлади. Бу функцияларни (39) формулага ҳўйиб,'(41) форму­
лани д’осил қиламиз.

1 4 -§. Механик тебранишларнинг дифференциал 
тенгламалари. Электр занжирлари назариясининг 
дифференциал тенгламалари

Механикадан маълумки, массаси т. бўлган моддий нуқта- 
нинг тебраниши ушбу дифференциал тенглама билан1*) ифо- 
даланади:

d2x  . Л dx k 1 ,
+  =  ■ (4 2 > at1 т at т т 

бу ерда-ѵ— нуқтанингбирон ҳолатдан четланиши, k эластик сис­
теманинг (масалан, пружина(рессор)нинг қаттиқлиги, ҳаракат- 
га қаршилик кучи тезликнинг биринчи даражасига пропорци­
онал (X — пропорционаллик коэффициенти), / , ( і ) —ташқи куч, 
ёки ғалаёнлантирувчи куч. Бир эркинлик даражага эга бўлган 
бошқа механик системаларнинг кичик тебранишлари ҳам (42)тип-

*> Масалан, X II) боб 26-§ да рессорга қўйилган юкнинг тебраниш 
масаласи қаралганда шундай тенглама ҳосил қилинган.
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даги тенгламанинг ечими орқали ифодаланади. Масалан, элас­
тик ўқдаги маховикнинг айланма тебраниши ҳам шу тенгла­
мага олиб келади; бунда х — маховикнинг айланиш бурчаги, 
т —маховикнинг инерция моменти, k —ўқнинг буралма қаттиқ- 
лиги, m fi (t) ташқи кучларнинг айланиш 
ўқига нисбатан моменти. (42) типдаги 
тенгламалар фақат механик тебраниш- 
ларнигина эмас, балки электр занжири- 
даги ҳодисаларни ҳам ифодалайди.

L индуктивлик, R қаршилик, С си- 
ғимдан иборат бўлган электр занжири 
берилган бўлиб, унга Е  электр юритув- 
чи куч (э.ю.к.) қўйилган бўлсин (399- Uj i^ao  
расм). Занжирдаги токни і билан, кон- dt
денсатор зарядини Q билан белгилай- 399-расм.
миз; электротехника дан маълумки, і ва

қаноатлантиради:

L ^  +  R i +  ^ = E ,  (43)
at О

^  =  і * (44V
dt

L

(44')
(44) тенгламадан:

d2Q _  Л 
di* “  dt'

(44) ва (44') ни (43) тенгламага қўйиб, Q учун (42) типда­
ги тенгламани ҳосил қиламиз:

L —  +  R —  +  —  Q =  E . (45)
df- dt С

(43) тенгламанинг иккала қисмини дифференциаллаб ва (44) 
тенгламадан фойдаланиб і ни аницлаш учун ушбу тенгламани 
ҳосил ҳиламиз:

L £ L ^ R ? L  +  L i  =  dA  (46)
dt% dt С dt

(45) ва (46) тенгламалар (42) типдаги тенгламалардир.

15-§. Тебранишлар дифференциал тенгламасини ечиш

Тебранишлар тенгламасини ушбу кўринишда ёзамиз:

— а ^ — а2х =  f  (t)y (47)
dt1 dt 2 v

бу ерда номаълум функция х  нинг аи а2 коэффициентларнинг 
ва f ( t )  функциянинг механик ва физик маъноларини (42), >45) 
ва (46) тенгламаларни солиштириш йўли билан аниқлаш осон.
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(47) тенгламанинг  ̂=  0 да х =  х 0, х ' =  х ‘(І бошлангич 
шартларни қаноатлантирадиган ечимини топамиз.

(47) тенглама учун ёрдамчи тенглама тузамиз:

(Р) (Рг +  а ,р  4 а 2) =- х йр 4 хо - f  «!-*(, +  Ғ  (р), (48)
бу ерда Ғ  (р) функция / (t) функциянинг тасвири. (48) тенг­
ликдан шуни топамиз:

. л„/>4*о+Я,*о . • (Р)
' r  (z7) р2 +  а ,р  +  а2 р2 +  л ,р  -f- аа ’ ( ^ )

Чунончи (45) тенгламанинг t — 0 да Q =  <°0; Q' — Q,, бош­
лангич шартларни қаноатлантирувчи Q(/) ечими учун тасвири 
ушбу кўринишда бўлади:

с ( - )  L « ^ + < o + /?<b , ё(р)
Lp2 + Rp +  -j: Lp2 4- Rp + —

Ечимнинг характери квадрат учҳад р г +  о,р  +  а2 нинг ил­
дизлари комплекс, ҳақиқий ^ар хил ёки ҳақиқий бир хил 
бўлишига жуда боғлиқдир. Учҳаднинг илдизлари комплекс,
яъни — a2 <  0 бўлган ҳолни тўла қараб чиқамиз. Бошқа
ҳоллар шу равишда қаралади.

Икки функция йигиндисининг тасвири улар тасвирларннмнг 
йигиндисига тенг бўлгани учун (38) формулага асосан (49) 
тенгликнинг ўнг қисмида турган биринчи бошлангич функция 
ушбу кўринишда бўлади:

хоР Ь -"о +  Я1 го
СІі

‘ 1^0 cos t y a^ a±  +
■ atp  4  a.2

' I *',a’xo +
(50)

Энди
V“-4

Ғ(р)
p2+  a{p  +  a !

касрга мос бошлангич функцияни топамиз. Бу ерда

Р2+ а , р  4  а2 s in  t ] Д 2 -  +
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эканини эътиборга олиб, композициялаш формуласи і39) га 
асосан ушбуни ҳосил қиламиз:

(50) ва (51) ни эътиборга олиб (49) дан ушбуни ҳосил ки­
лам из:

Агар ташқи куч f ( t ) =  0 бўлса, яъни биз эркин механик 
ёки электр тебранишларни қараётган бўлсак, ечим (52) ифо- 
данинг биринчи цўшилувчисидан иборат бўлади. Агар бошлан­
гич шартлар нолга т-енг: х 0 =  х'0 — 0 бўлса, ечим (52) тенглик 
ўнг қисмининг иккинчи қўшилувчисидан иборат бўлади. Бу 
ҳолларни тўлароқ кўриб чиқамиз.

16-§. Эркин тебранишларни текшириш

Фараз цилайлик, (47) тенглама эркин т ебраниш ларни  ифо- 
даласин, яъни /(?) =  0 бўлсин. Формулаларнинг ёзилишини 
осонлаштириш учун қуйидагича белгилаймиз:

а, =  2л, аг — k2\ k \ =-k 2— n2. У ҳолда (47) тенглама ушбу
кўринишни олади:

Бу тенгламанинг £=0 да х ^ х 0‘ х ' =  х'0 бошлангич шарт­
ларни қаноатлантирадиган ечими -ѵ9рк(/) (50) формула ёки
(52) формуланинг биринчи қўшилувчиси билан берилади:

учун а =  М  sin 8, b =  М  cos 8 тенгликларни цаноатлантирувчи

Р2+а\Р + «а ’
Ғ (Р )

(51)

x ( t )  =  e 2 ‘ л-0 cos t ]/"«» — +  ■—  - sin t j / a2— a-\ - f
L V“- ai  J

—  +  2л — +  k2x  =  0.
dt

(53)

X(\ —}~ X(\fl / T~ Л\
-ѵ9рк (t) — e ~ nt x0cos6,H ------r----- sin ktt • (54)1

Хп “4“ x Qn 0 »
x 0 — a , ----- -̂--- =  b деб белгилаймиз. Ҳар қандаи а ва о
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М  ва 8 сонларни топиш мумкин; М г =  а3 -)- Ьг; tg8 =* — бўла-ь
ди. Энди (54) формулани бундай ёзамиз:

Л'ЭрК # ~ п1 [М  cos kxt sin 8 +  УИ sin kxt cos 8] 
ёки охирги кўринишда ечимни бундай ёзиш мумкин:

х»рк =  V а 2 +  b*e~nt sin (kxt +  8). (55)
Бу (55) ечим сўнувчи т ебраниш ларга  мос келади.

Агар 2л =  а { =  0, яъни ички ишқалиш бўлмаса, ечим ушбу 
кўринишни олади:

-̂ врк “  Ѵ а 2 +  6*sin (k^t + 8).
Бу ҳолда гарм оник тебраниш  бўлади. (I т. XIII бобнинг 27- § 
даги 276 ва 278-расмларда гармоник ва сўнувчи тебранишлар- 
нинг графиклари берилган.)

17-§. Ташци куч даврий бўлган ҳолда механик 
ва электр тебранишларни текшириш

Механик системаларнинг эластик тебранишларини ва ай- 
никса электр тебранишларни ўрганишда /  (t) ташқи кучлар-

нннг турли кўринишларини текши- 
риб қарашга тўгри келади. Ташқи 
куч даврий бўлган ҳолни тўла ца­
раб чиқамиз. Фараз қилайлик, (47) 
тенглама ушбу кўринишда бўлсин:

~  +  2п —  +  k2x  =  A j-in at. (56) 
dt* dt \  ’

Ҳаракатнинг характерини аниқлаш 
учун бошлангич шартлар х 0 =  х'0 *= 
=  0 бўлган ҳолни қараш кифоя. 
Тенгламанинг ечимини (52) форму­
ла бўйича ҳосил қилиш мумкин 
эди, лекин бу ерда методика нуқ- 
таи назаридан орадаги барча амал- 
ларни бажариб, ечимни ҳосил қи- 
лиш қулайроқ.

Тасвирловчи тенгламани ёза­
миз:
*  (Р ) (Рг + 2пр +  £*) =  А

400- расм.

бундан
х (р ) = Аи>

(рг +  2пр +  *») (р» +  <а») (57)
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2п ф  0 (я2 <  k2) бўлган ҳолни цараймиз. Ўнг томонда тур­
ган касрни элементар касрларга ажратамиз:

___________Лм__________  _ Np -f- В _|_ Ср + D (58)
(р +  ‘2пр +  А2) (р2 +  ы2) р +  Чпр +  Ла р1 +

/V, В, С, D —ўзгармасларни ноаниц коэффициентлар методи 
билан топамиз. (38) формуладан фойдаланиб, (57) формуладан 
бошлангич функцияни топамиз:

X (Л = --------- --------- - J (А2 — оо2) sin <ot — 2 п »cos «в/ +(k2 — ш2.)2 -]- 4rt2u>2 (

+  е~пІ[(2п2 -  k* +  со2) j  sin V  +  2«<й cos kxt) j, (59)

бу ерда ҳам kA =  V № — пг. Бу (56) тенгламанинг бошлангич 
х 0 =  х'о — 0 шартларни цаноатлантирувчи ечими бўлади.

2п  =  0 бўлган хусусий ҳолни цараймиз. Бу, масалан, ме­
ханик системада ички царшилик бўлмаган, яъни амортизатор 
бўлмаган ҳолга мос келади. Электр контурда эса К =  0; яъни 
занжирнинг ички царшилиги бўлмаган ҳолига мос келади. Бу 
ҳолда (56) тенглама ушбу кўринишга келади:

— +  №х =  A sin u>t (60
dt2

бу тенгламанинг х 0 =  х'о =  0 шартларни цаноатлантирувчи ечи­
мини ҳосил цилиш учун (59) формулада п =  0, яъни

X (t) = -------—----- I— (О sin kt +  k sin 0)̂ ] (61)
(£2 — ш2) k

деб фараз цилиш керак. Бу ерда икки гармоник тебранишнинг 
йигиндиси ҳосил бўлди; улардан биринчиси частотаси k бўлган 
хусусий тебраниш:

•ЛГ (t) = --------— sin kt
xycV I k 2 — u > * k

ва иккинчиси частотаси u> бўлган мажбурий тебраниш»

X (0 — —- — sin u>t.маж ' р —ѵ?

k >  аз (k сон о) дан жуда катта) бўлган цол учун тебранишлар 
характери 400- раемда тасвирланган.

Яна (59) формулага цайтамиз. Агар, цараб чиқилган меха­
ник ва электр занжирларида бўлганидек, 2п >  0 бўлса, бу ҳол- 
да е~п‘ кўпайтувчига эга бўлган ва сўнувчи хусусий тебраниш - 
ни ифодаловчи ҳад^нинг ўсиши билан тез камаяди. t етарли
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даражада катта бўлганда тебраниш характери е~  ’ кўпайтув- 
чиси бўлмаган ҳад, яъни

•* W  =  (k2 — ш2)2 +  Art2 (И8 { (** “  “ 2) 8ІП ~  2 т  C0S } (62)
ҳад билан аниқланади.

Ушбу белгилашларни киритамиз:
А (к2, — ш2) ~ А • 2пи> , ,  .—;--------------■—“  — М  cos 8; — -—------------------ = М  sin 8 (63)(№■ — ш2)2 -f- 4п2 ш2 (к2 — to2)2 -(- 4я2 и2

бу ерда
М  =

^ ( к 2 — о.2)2 +  4я2и>2

(62) ечимни бундай ёзиш мумкин:
д

*  (*) «  ------j i sin К  +  8) (64)
к * У  ( l - - ) + 4 „ . -

(64) формуладан хусусий тебранишларнинг частотаси к 
та'Ші(и куч частотаси со билан бир хил эмаслиги келиб чиқади. 
Агар п сони билан кўрсатилувчи ички қаршилик, кичик, частота со 
эса частота к га яқин бўлса, тебраниш амплитудаси ҳар қан- 
ча катта бўлиши мумкин; чунки бу ҳолда махраж истаганча 
кичик бўлади..

п =  О, со2 =  £* бўлганда ечим (64) формула билан ифода­
ланмайди.

!■#-§. Тебранишлар тенгламасини резонанс 
бўлган ҳолда ечиш

а, =  2 п =  0, яъни қаршилик йўқ, ташқи кучнинг частотаси 
хусусий тебраниш частотаси билан бир хил (k =  w бўлганҳолни 
қараймиз. Бу ҳолда тенглама ушбу кўринишда бўлади:

> d- ^  +  k2x  =  A sin k t. (65)dt-
Бу тенгламанинг t =  0 да х 0 =  х'0 =  0 бошлангич шартларни
қаноатлантирувчи ечимини излаймиз. Ёрдамчи тенглама бун­
дай бўлади:

*  (Pi (Р2 +  к2) =  A
бундан

— Ak < я л\
Х (Р) =  ((р2 + '
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Биз IV тип тўғри рационал каср ҳосил қилдик; бундай каср­
ни умумий кўринишда илгари қарамаган эдиіі. Бу (66) тас- 
вирнинг бошланғич функциясини топиш учун қуйидаги усулдан 
фойдаланамиз. Ушбу айниятни ёзамиз (1 -жадвал 2 -формула):

— ( e~ pt sin k td t. (67)
p" о

Бу тенгликнинг иккала қисмини k буйича дифференциаллай- 
ыиз*;:

1 2А2 сс

.-I e ~ pt i cos kt dt.
p2 + kn- (p- +  k2)2 

Бу тенгликни (67) дан фойдаланиб, бундай ёзиш мумкин: 

2k2
(р-+ k-y

Бундан бевосита ушбу формула келиб чиқади:
Ak . A i l . .----------  -4 — I — Sin h

(p2 +  k*)~ ■ 2 k \ k

(бу формуладан 1-жадвалдаги 13-формула келиб чиқади'. 
Шундай қилиб, (65) тенгламанинг изланган ечими:

— sin ktiL dt.

чиқади:

I cos kt j

— sin Kt — / cos kt\. (68)
k

Бу ечимнинг иккинчи қўшилувчисини текширамиз:

х 2It) — — — t cos kt\ (68 )2W 2k

t катталашганда бу миқдор чегараланган бўлмайди. t чек­
сиз ўсиши билан (68') га мос тебранишларнинг амплитудаси 
чегараланмаган ҳолда ўсади. Демак, (68) формулага мос теб­
ранишларнинг амплитудаси ҳам чегараланмаган ҳолда ўсади. 
Хусусий тебранишлар частотаси билан ташки куч частотаси 
бир хил бўлганда рўй берадиган бу ҳодиса резонанс деб ата­
лади. (XIII боб, 29-даги 280-§расмга ҳам қаралсин.)

*> Ўнг томонда турган интегрални ҳакиқий ўзгарувчининг иккита интег­
рали йигиндиси кўринишида ифодалаш мумкин; иккала интеграл ҳам пара­
метр k га боғлиқ.
20 н. С. Пискунов. 2-т.
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19-§. Кечикиш теоремаси

Фараз қилайлик, f  (t) функция £ < 0  бўлганда айнан нолга 
тенг бўлсин (401-а, расм).
Бу ҳолда — функция t < t 0 бўлганда айнан нолга тенг 
бўлади (401-6', расм). Қуйидаги кечикиш теоремасини исбот 
қиламиз.

і
—

а h  о\ ?0 * i

401- расм .

Теорема.  Агар Ғ ( р )  функция f { t )  функциянинг тасви­
р и  бўлса у ҳолда  е~рі‘ Ғ(р)ф ункция функциянинг тас­
вири бўлади, яъни агар  f  F  (р) бўлса, у ҳо л д а

f ( t  — 10) •‘-г e~pt° F  (p ) (69)
бўлади.

Исбот.  Тасвирнинг таърифига кўра:

L { n t - t 0) } = ]  e - ptf ( t - U ) d t =  \ e-ptf ( t ~ U ) d t + [ e - pt
« о t,

Тенгликнинг ўнг қисмида турган биринчи интеграл нолга тенг, 
чунки t < i t 0 бўлганда ? ( t  — £0) =  0. Охирги интегралда 
t —10 — z фараз қилиб, ўзгарувчини алмаштирамиз:

со со

о)}= j  e~piz* w/  (г) d z = e ~ pt° j  е~рг /  (г) dz =  e ~ p‘°f  (p)m 
о 0

Шундай қилиб, f { t —10) e ~ pt“ F (p )  эканлиги исбот бўлди.
М и с о л .  2-§ да Хевисайднинг бирлик функ­

цияси учун ушбу муносабат аниқланган эди:

% —  . Исбот қилинган теоремага асосан, 402-
р о  f t  /,/ раемда тасвирланган о0 ( і  — К )  функция учун

L - тасвир — e ~ ph бўлади, яъни 
__________  Р

о ь ^ -Л )^ -  I  в - *  
экани келиб чиқади.

О

) 402- раск.

(70)
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20-§. Дельта-функция ва унинг тасвири

Ушбу функцияни қараб чиқамиз:

°t (t,h ) =  -  h 3o (0 -  °o { t -  h)

t >  0 бўлганда 0,

0 ^  t <  h бўлганда — h *
h ^4 t бўлганда 0.

Бу функциянинг графиги 403-расмда тасвирланган.
Агар бу функцияни 0 дан h 

гача ваҳт орасида таъсир этувчи, 
қолган вақтда эса 0 га тенг, куч .1
деб талқин қилинса, у ҳолда бу |_
кучнинг импульси бирга тенг бў- 
лиши равшан. >

Бу функциянинг тасвири (8 ) " 
ва (70) формулаларга асосан ку- 
йидагича бўлади: —

L { L - L erPH) "
h \ p  p i  403-расм.

яъни

Механика жуда қисқа вақт давомида таъсир этувчи кучни бир 
онда таъсир этувчи, аммо чекли импульсга эга бўлган куч деб 
қараш қулай бўлади. Шунинг учун а, (t, /г) функциянинг А-ѵ0 
даги лимити сифатида Ъ(і) функция киритилади:

“ Г

(72)

8 (t) =  Ііш 3i(t, ft).*) (73)
ft-, о

Бу функция бирлик импульс функция ёки дельта-функция 
деб аталади.

Бундай фараз қилиш мумкин:

Бундай ҳам ёзишади:

-оо
f 8 (t) dt =  1 .

8 (t) d t =  1 .

(74)

(75)

8 (x) функция фақат механикада эмас, математиканинг кўп 
бўлимларида, жумладан математик физика тенгламаларининг 
кўп масалаларини ечишда татбиқ этилишини айтиб ўтамиз.

*> Шуни назарда тутмоқ керакки, Ѣ (t) одатдагича тушуниладиган функ­
ция эмас. (Кўп физик авторлар 6 (t) и и Дирак функцияси деб атайдилар.)
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Агар 8 (t ) ни куч фараз қилсак, унинг таъсирини қараймиз. 
Ушбу тенгламанинг

2  = 8 (0 ^ )
d ̂берилган бошланғич шартлар; t =  О бўлганда s= 0 , — =  О ни
dt

каноатлантирувчи ечимини топамиз. (76) тенгламадан (75) ни 
эътиборга олиб, ушбуни топамиз:

ѵ  =  % =  ] ч * ) с І г = ] ,  (77)
о

бу ерда t ҳар кандай қийматга, жумладан 0 га тенг бўлиши 
мумкин. Демак, 8 (х ) функцияни (73) тенглик билан аниқлаган- 
да бу функцияни массаси бир бўлган моддий нуқтага t — О 
онда бирликка тенг тезлик берувчи куч деб талқин қилиш 
мумкин.

8 (t) функциянинг І.-тасвирини с, ((, h) функциянинг А-*О 
даги лимити сифатида аниқлаймиз:

L { b ( x ) ) =  П т 1 . ^  =  і . р = 1  
{ ѵ  и  f t - 0  р  h  р  г

(бу ерда лимитни топиш учун Лопиталь қоидасидан фойда- 
ланилади). Шундай қилиб,

8 ( * ) * - І .  (78)
Сўнгра 8 (t — t0) функция топилади.
Бу функцияни t — t0 онда бирлик массага бирга тенг тезлик 
берувчи куч деб талқин килинади. Кечикиш теоремасига асо­
сан ушбу формулага эга бўламизг

e~pt (79)
(75) даги каби ушбуни ёзишимиз мумкин:

h
^ b ( t - t 0) d t =  1 . (80)

Дельта-функциянинг механикадаги маъносига асосан тенг­
ламанинг ўнг томонида дельта-функция бўлса, уни бошлангич 
шартларини тегишлича ўзгартириш билан алмаштириш мум­
кин. Буни содда мисолда кўрсатамиз. Ушбу дифференциал 
тенглама

^  =  / ( t ) + 4 t )  (81)
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F(P) I 1
1 г,2‘

берилган бўлсин. Бунинг бошлангич шартлари: t — 0 да х0 =0, 
х 0 =  О бўлсин. Ёрдамчи тенглама бундай бўлади:

р2х (р )  =  Ғ ( р ) +  1 , (82)
бундан

* (Р) Р* Р
Жадвалнинг 9 ва 15- формулаларидан фойдаланиб, ушбуни 
ҳосил қиламиз:

jc ( t )  =  ] f ( t ) { t - x ) d r  +  t.  (83)
О

Бошлангич шартлари: t =  О да х 0 =  0, х'с =  1 бўлган

—  =  / ( 0  
d t2

тенгламани ечганда ҳам шу натижага келган бўлар эдик. Бу 
ҳолда ёрдамчи тенглама

р2х ( р )  — 1 = Ғ ( р  (84
кўринишда бўлар эди. Бу эса (82) нинг ечими билан бир хил 
бўлади.

Ниҳоят, дельга-функциянинг қуйидаги аҳамиятли хоссасн- 
ни айтиб ўтамиз. (74),ва (75) тенгликларга асосан бундай 
ёзишимиз мумкин:

‘ 1 ■ с о  <  t <  0 бўлганда, О
I 0 <  t <  со бўлганда, 1 ,

яъни бу интеграл Хевисайднинг бирлик функцияси о0 (/) га 
тенг.
Шундай қилиб

dx = (85)

° о ( 0 =  Jo (т) <аГх.. (86)

Бу тенгликнинг ўнг ва чап то- 
монларини t бўйича дифференци­
аллаб, ушбу шартли тенгликни ҳо- 
сил киламиз:

=  '87)

(87) шартли тенгликнинг маъ­
носини изоҳлаш учун 404- раемда
тасвирланган Л) функцияни қараймиз. Равшанки,

7 0 (t, h) =  o, (t , ft)

(t =  0 ва t =  h нуқталардан бошқа).

( 8 8 )
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<88) тенгликда h  0  шарти билан лимитни олсак, сi~0(t, h) -► a0( t)  
бўлишини кўрамиз ва бундай ёзамиз: Л -»0  да h'Q (t , h )  ->  о ' (f)# •

(88) тенгликнинг ўн г  томони А-*- 0  да a, ( t ,  h ) - * - b ( t ) .  
Шундай қилиб, (88) тенглик (87) шартли тенгликка айланади.

XIX  БОБГА ДОИР МАШҚЛАР
Куйидаги тенгламаларнинг кўрсатилган бошлангич шартларда ечимлари 

топилсин:
d2x  л d x  л

1. —  +  3 — +  2х  =  0, t =  0 да X =  1, X' = 2 .  Ж ав. х  =  4 е ~ ‘ -3е~™ >  
dt- at
d3x  d2x  „

2 ' '7 ^  ~  Тл  =  °> t — 0 да *  =  2, * '  =  0, x"  =  1. Ж ав. X =  1 — t - f  в*. dt3 dt‘
d*x n d x

3. —  — 2a —  +  (a1 +  i s) X =  0, t =  0 да x  =  * э, л:' =  x0. Ж ав.

At
x = ^ Y  I*o * cos bt +  (jfo — x 0 a) sin bt].

d*x „  dx  .  , i
4< -  3 +  2л: -  < =  0 Да *  =  1. *  -  2. Ж а в . л =  -  в5'  +  dt1 dt 12

1 , 2 о,
+  7  +  з

dsJt ,

5. —  г  тгх  =  a cos nt, < =  0 да дг =  х0, д г '= х 9- Ж ав

а х о
X  =  — -------- (cos я /  — cos « О  -j- jr0 cos +  —  sin

mr — r r  m
<px d x  . l

6- — 7Г =  (1> 1 — 0 Да x =  0, х '  =  0. Ж ав. x  — 2el — -  0  _  *2_2*_2.

7- ^  +  х  =  /  =  0 а & х  =  х '  =  x "  =  0  Ж а в . *  =  —  I (* -  З і-Н
d t *  i  4  \

+ 2 ) £‘~  24 e_‘“  I  { C0S Ч г  -  sln }* ̂
t, д3л' , > * 1 ,
8. —  +  ж =  I,  ̂— 0 да X  х 0 =  х 0 = 0 .  Ж ав. x  =  1 —— в —

2 4  е / З
— e cos3 P w  2

d̂ x d^x о

9- + *  =  s l n ** < - ° Д а  -*b =  * o  =  x'0 - x p - 0 .

Жав. X =  i  [«‘ (* -  2) +  +  2) +  2 sin t).

10. Ушбу дифференциал тенгламалар 
dix  diу
dt* + У  “  ’ dt*+ X  =  () 

системасининг ( =  0 да Xj =  y0 =  дг0 =  yQ =  0 бошланғич шартларни қаноат- 
лантирувчи ечими топилсин.

Жав. X (0  =  — — cos <4- -je * +  ~  е~ ‘> у (t) =  — cos г — JL е‘ 1  е~ ‘ +  1.
2 4 4 2 4 4
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ЭҲТИМОЛЛАР НАЗАРИЯСИ ВА МАТЕМАТИК 
СТАТИСТИКА ЭЛЕМЕНТЛАРИ

Биз одатдаги турмушда, амалий фаолиятда ҳамда илмий 
текширишларда доимо шундай ҳолатларга дуч келамизки, бун­
да бизга азалдан одат бўлиб қолган қатъий детерминизм қо- 
нуниятлари энди ўринли бўлмай қолади. Кундалик тажриба 
бизни бгята ишонтиради. Бир неча миеол келтнрамиз. Бизни 
тез ёрдам станциясига бир сутка давомида келиб тушадиган 
чақириқлар сони қизиқтиради деб тасаввур қилайлик.

Яқин суткалар давомида станцияга келиб тушадиган чақи- 
риқларнинг кўп ёки озлиги тўғрисида аниқ маълумот бериш 
учун .ҳеч қандай имконият йўқ эканини узок вақт давомида олиб 
борилган кузатишлар кўрсатиб беради. Бу сон кўпгина ва бу­
нинг устига тасодифий тебранишлар билан боғлангандир. Худ- 
ди шунга ўхшаш, касал чақириғи билан етиб келган врачнинг 
сарф киладиган вақти ҳам тасодифийдир.

Агар бир хил материалдан бир хил шарт-шароитда тайёр- 
ланган бирор /V сондаги бирорта маҳсулот устида тажриба (си- 
нов) ўтказиш масаласи қўйилган бўлса, у ҳолда тажрибабош- 
лангандан то бу маҳсулотлар ишга яроқсиз ҳолга (яъни чи- 
кинди ^олатигачаі келгунга қадар сарф бўлган вақттасодифий 
бўлиб, жуда кучли ўзгаришларга (тарқоқликка) мойил бўлар 
экан.

Тўпдан нишонга қараб отиш пайтида снарядлар тарқоқли- 
ги деб аталувчи таркоқлик кузатилади. Снаряд тушадиган 
нуқтанинг нишон марказидан огишини олдиндан кўрсатиш 
имконияти йўқ—у тасодифийдир.

Табиат ҳодисаларидан ишончли фойдаланиш учун ёки тех­
нологик процессларни идора қила билиш учун тасодифийлик- 
нинг мавжудлиги фактини уқтириб ўтишнинг ўзи сира ҳам 
етарли эмас, тасодифий ҳодисани (воқеани) миқдор жиҳатдан 
баҳолашга, уларнинг қандай ўтишини олдиндан айтиб бериш- 
га ўрганиш зарур. Энди буни назарий масалалар ҳам, амалий 
масалалар ҳам қатъий талаб қилмоқда. Бу ерда келиб чиқа- 
диган масалаларни ечиш ҳамда умумий математик назарияни
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яратиш билан иккита математик фан машғулдир—улар эҳтимол- 
лар назарияси ва математик статистика.

Бу бобда эҳтимоллар назарияси ҳамда математик статисти­
ка элементлари баён этилган.

1-§. Тасодифий ҳодиса (воқеа). Тасодифий ҳодисанинг 
нисбий частотаси (такрорланиши). Ҳодисанинг эҳтимоли. 
Эҳгимоллар назариясининг мавзуи (предмети)

Эҳтимоллар назариясининг асосий тушунчаси тасодифий  
ҳодиса тушунчасидан иборат. Баъзи бир шартлар баж арилган-  
да рўй бериши (келиб чиқиши) ёки рўй бермаслиги мумкин б у л-  
ган додиса тасодифий ҳодиса деб аталади.

1-ми с о л. Танга ташланганда гербнинг келиб чиқиши тасодифий ҳоди- 
садир.

2- м и с о л. Берилган қуролдан берилган объектга ёки берилган юзга 
қараб отганда ўқни бу объектга ёки юзга тегиши тасодифий ҳодисадир.

3- м и с о л. Ихтиёримиздаги ишлаб чиқариш воситаларида диаметрининг 
катталиги 20 см га тенг бўлган цилиндр ясаш пайтида 0,2 мм дан кам ха­
то қилиш тасодифий ҳодисадир.

1 - т а ъ р и ф .  А ҳодисанинг нисбий. частотаси ёки часто­
таси р *  деб берилган ҳодисанинг рўй бериш сони т *  нинг бе­
рилган ҳодиса ҳар бирида рўй бериши ёки рўй бермаслиги  
м у м к и н б ў л г а н бир хил ўтказилган тажрибаларнинг умумий а *  
сонига нисбатини айтилади. Буни қуйидагича ёзамиз:

Р * { А ) = р *  =  £ .  (1)
п*

4- м и с о л. Берилган объектга қараб берилган тўпдаи бир хил шарт- 
шароитда 6 серия отиш бажарилган:

биринчи серия 5 та отишдан иборат бўлиб, уидан 2 таси мў.тжалга теккаи,
иккинчи серия 10 та отишдан иборат бўли£>, ундан ti таси мўлясалга теккан,
учинчи серия 12 та отишдан иборат бўлиб, ундан 7 таси мўлжалга теккан,
тўртинчи серия 50 та отишдан иборат бўлиб, ундан 27 таси мўлжалга 

теккан,
бешинчи серия 100 та отишдан иборат бўлиб, ундан 49 таси мўлжалга 

теккан,
олтинчи серия 200 та отишдан иборат бўлиб, ундан 102 таси мўлжалга 

теккан.
А ҳодиса—ўқнинг нишонга (мўлжалга) тегиши. Сериядарда ўқнинг ыул- 

жалга тегишининг нисбий частотаси қуйидагича бўлади:
1 - серияда 2/5 =  0,40.
2- серияда 6/10 =  0,60,
3- серияда 7/12 =  0,58,
4- серияда 27/50 =  0,54, .
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Турли ҳодисаларни кузатишлардан кўринадики, агар ҳар 
бир сериядаги тажрибалар сони амалда катта бўлмаса, у ҳол- 
да ҳар бир серияда А ҳодисанинг рўй бериши нисбий часто- 
талари бир-биридан муҳим фарқ қилиши мумкин. Агарсерия- 
лардаги тажрибалар сони катта бўлса, у ҳолда турли серия- 
ларда А ҳодисанинг рўй бериши нисбий частоталарн одатда 
бир-биридан кам фарқ қилади ва бу фарк сериялардаги таж­
рибалар сони қанча кўп бўлса шунча кам бўлади. Тажрибалар 
сони катта бўлганда нисбий частота борган сари тасодифий ха- 
рактерда бўлишдан чиқиб боради. Аммо шуни дам қайд қилиб 
ўтамизки, частотаси (такрорланиши) турғун характерда бўл- 
майдиган ва унинг миқдори турли серияларда, ҳатто жуда 
катта серияларда ҳам, бир-биридан кучли фарқ қиладиган ҳо- 
дисалар мавжуд.

Тажрибанинг кўрсатишига Караганда, кўпгина ҳолларда 
шундай ўзгармас р сон мавжудки, А .ҳодиса рўй беришининг 
нисбий частотаси, жуда кам учрайдиган ҳоллардан ташқари, 
синовлар сони катта бўлганда шу р  сондан кам фарк қилади. 
Тажриоадан ҳосил қилинадиган бу" факт символик равишда 
қуйидзгича ёзилади.

► р. (2 )'
п* п*

р сон тасодифий А ҳодисанинг рўй бериш эҳт им оли  деб 
аталади. Кейинги жумлани символик равишда бундай ёзилади:

п> /  л \ ~  /  Q \г  { / i j =  //. w /
р  эҳтимол берилган синовларда А ҳодиса рўй бериши имко- 
ниятининг А ҳодиса характери билан аниқланадиган объектив 
характ ерист икасидан иборатдир.

Кўпинча, мавжудлигини эътиборга олмаслик мумкин бўлган 
„кам учрайдиган ҳоллардан“ ташқари, катта сондаги синов­
ларда нисбий частота эҳтимолдан кам фарк қилади. (2 ) муно­
сабатни сўз билан қисқача бундай таърифлайдилар:

Таж рибалар п * сони чексиз ў си б борганда А ҳодисан інг 
нисбий частотаси иіу ҳодисанинг руй бериш эҳт им оли р 
га яқинлаш ади.

Эслатма.  Юқорида келтирилган мулоҳазаларда биз таж- 
рибаларга асосланиб (2 ) муносабатни коида сифатида кабул 
килдик. Аммо тажрибадан келиб чиқадиган бошқа табиий 
шартларни ҳам қоида сифатида кабул киладилар. Улардан і2 ) 
муносабат келтириб чмқарилади, бу .ҳолда энди у теорема 
бўлади. (2) муносабат эҳтимоллар назэриясида Я. Бернулли 
(1654—1705) теоремаси номи билан маълум.

Эҳтимол бирор ҳодисанинг рўй бериши имкониятининг 
объектив характеристикаси бўлгани учун ^арбил ишларда ^ам,
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саноатни ташкил қилишда ҳам, иқтисод масалаларида ҳам ва 
ҳ. к. ларда қарашга тўғри келадиган кўп процессларнинг (жа- 
раёнларнинг) ўтиб бориш (кечиш) характерини олдиндан ай- 
тиб бериш учун бирор мураккаб ҳодисанинг рўй бериш эҳти- 
молини аниқлай билиш зарур Оўлади.

Берилган мураккаб ҳодисани аниқловчи элементар ҳодиса- 
лар эҳтимолларига кўра у ҳодиса эҳтимолини аниқлаш, тур­
ли тасодифий ҳодисаларнинг эҳ-тимоллик қонуниятларини ўр- 
ганиш эҳпгам оллар назариясининг предметидир.

2>§. Эҳтимолнинг классик таърифи ва эҳтимолларни 
бевосита ҳисоблаш

Кўп ҳолларда қаралаётган тасодифий ҳодисанинг эҳтимоли 
кўрилаётган тажриба анализига асосан ҳисобланиши мумкин 
бўлади.

Бундан кейинги баёнимизнинг тушунарли бўлиши учун 
мисолга мурожаат қиламиз.

I- м и с о л .  Ёқларнга 1 дан 6 гача турли сонлар ёзклган бир жинсли 
кубни соққа (шашқол) деб атаймиз. Соққа ташланганда унинг юқори ёғида 
/(1 <  Z <  6) сонининг пайдо бўлишини-тасодифий ҳодисани қараймиз. Соқ- 
қамиз симметрик бўлгани учун 1 дан 6 гача сонлардан исталган бирининг 
келиб чиқиши—ҳодисаларнинг рўй бериши—бир хил- имкоииятга эга бўлгани 
учун уларніі тенг имкониятли ҳодисалар деб аталади. Соққани ташлаш 
сони п катта бўлганда I соиини —1 дан 6 гача ҳар қандай сонларнинг ҳар

биринингҳам—соққанинг юқори ёғида пайдо бўлишини тақрибан -^-ҳолда ку-

тиш мумкин. Бу тажриба билан тасдиқланган.

Нисбий частота /> *=  — сонга яқин бўлади. Шунинг учун l сонининг 

шунингдек, 1 дан б гача ҳар қандай бошқа ^оннинг ҳам, юқори ёқда пайдо

бўлиш эҳтимолини — га тенг деб ҳисобланади.6

Эҳтимоллари бевосита ҳисобланадиган тасодифий ҳодиса- 
лар анализи билан биз қуйида шуғулланамиз.

1 - т а ъ р и ф. Агар берилган тажрибада тасодифий ҳодисалар- 
нинг ҳеч қандай иккитасининг биргаликда рўй бериши мумкин 
бўлмаса, бундай ҳодисалар биргаликда эмас (биргаликда бўл- 
маган) ҳодисалар дейилади.

2-таъ риф. Агар ҳар бир тажрибада тасодифий ҳодиса- 
лардан исталган биринянг рўй бериши мумкин бўлиб, бу ҳо- 
диса билан биргаликда эмас бирор бошқа ҳодисанинг рўй бб- 
риши мумкин бўлмаса, бу ҳолда тасодифий ҳодисалар т ўлиқ  
іруппани таиікил қилади  деб айтамиз.
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Т е н г и м кони я т л и б и р га л и к да б ў лм аг ан  ҳоди-  
с а л а р н и н г  т ў л и қ  г р у п п а с и н и  қарайлик. Бундай ҳо- 
дисаларни ҳо лла р  (ёки имконлар) деб атаймиз.

Бундай группанинг ҳодисаси (ҳоли), агар унинг рўй бери­
ши натижасида А ҳодисанинг рўй бериши келиб чиқадиган 
бўлса, А ҳодисанинг рўй беришига қулайлик туғдирувчи ҳо- 
дисалар (ҳоллар) деб аталади.

2- м и с о л. Қутида 8 та шар бўлиб, унинг ҳар бирига биттадан 1 дан 
8 гача бўлган рақам ёзилган 1, 2, 3 рақамли шарлар кизил, қолган бошқа 
шарлар эса кора рангда. 1 рақамли шарнинг пайдо бўлиши (шунингдек 2 
ва 3 рақамли шарнинг пайдо бўлиши ҳам) қизил шарнинг пайдо бўлишига 
қулайлик тугдирувчи ҳодисадир.

Қаралаётган ҳол учун эҳтимолга 1-§ дагидан бошқача таъ- 
риф бериш мумкин.

3-таъриф. А ҳодисанинг р  'эҳтимоли деб А ҳодисага 
қулайлик тугдирувчи ҳоллар (имконлар) т сонининг тенгим- 
кониятли, биргаликда бўлмаган ҳодисалар тўлиқ группасини 
ташкил қилувчи барча мумкин бўлган ҳоллар п сонига нис- 
батини айтилади, ёки символик'равишда куйидагича ёзилади:

Р ( А ) = р  =  ™. • (1)п
4-таъриф. Агар қандайдир бирор ҳодисагатенгимкоиият- 

ли биргаликда эмас ҳодис-аларнинг тўлиқ группасини ташкил 
қилувчи барча п ҳоллар қулайлик туғдирса, бундай ҳодиса, 
муцаѵрар ҳодиса деб аталади. Муқаррар ҳодисанинг эҳтимоли 
бирга тенг. Тенг имкониятли, биргаликда эмас ҳодисаларнинг 
тўлиқ группасини ташкил қилувчи барча п. ҳолларнинг ҳеч 
бири А  ҳодисага қулайлик туғдирмаса, бундай ҳодиса рўй 
бериши мумкин бўлмаган ҳодиса дейилади. Унинг эҳтимоли 
р  =  0.

1-эслатма. Берилган холда тескари тасдиқ ҳам ўринли- 
дир. Аммо бошқа ҳолларда, жумладан, узлуксиз тасодифий 
миқдор қаралган ҳолда ( 1 2 -§ )тескари тасдиқ ўринли бўлмас- 
лиги ҳам мумкин, яъни бирор ҳодисанинг эҳтимолини 1 га 
ёки 0 . га тенг бўлишидан унинг муқаррар ёки рўй бериши 
мумкин бўлмаган ҳодиса эканлиги келиб чиқмайди.

Эҳтимолнинг таърифидан унинг ушбу

0 < р  <  1
муносабатни қаноатлантириши келиб чиқади.

3-м и сол.  36 та картали дастадан битта карта тортиб олинади. Чиллик 
туридаги картанипг келиб чиқиши эҳтимоли қандай?

Е ч и ш .  Бу ерда ҳоллар схемаси тўгри келади, А ҳодиса чиллик турн- 
даги картанинг келиб чиқнши.
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Бунда ҳаммаси бўлиб п =  36 та мавжуд ҳол. А га қулайлик тугдирувчи 
қоллар сони т =  9.

9 1 Демак, Р =  3-6 = т .

4- ми сол.  Имшіа іаніа Сир ыамда іашланади. Иккала іашада ісри 
томоининг тушиш эҳтимоли (иккита гербнинг пайдо бўлиш эҳтимоли) қан- 
дай? —-—

Е ч и ш .  Бўлиши мумкин бўлган ҳоллар схемасини тузамиз

Биринчи танга Иккинчи танга

1- ҲОЛ
2- ҳол

герб
герб

герб
герб эмас

герб эмас герб
4- ҳол герб эмас герб эмас

Ҳоллар сони ҳаммаси бўлиб 4 та. Қулайлик тугдирувчи ҳоллар сони 
эса битта.

Демак, иккала тангада гербнинг пайдо бўлиши эҳтимоли

і
' " Т

8
5- м и с о л .  Отишмала биринчи тўпдан нишонга тегиш эҳтимоли — га,

7
иккинчи тўпдан нишонга тегиш эҳтимоли эса— га тенг. Иккала тўпдан бир

вақтда ўқ узилганда нишонга тегиш эҳтимолини топинг. Бирор тўпдан о гган- 
да ҳеч бўлмаганда битта ўқнинг нишонга тегиши нишоннинг шикастланган- 
лиги ҳисобланади.

Е ч и ш .  Бу масала куйидагича Моделлаштирилади. Иккита қутида 10 
тадан шар бўлиб, улар 1 дан 10 гача номерланган. Биринчи қутида 8 та 
қизил ва 2 та қора шар бўлиб, иқкинчида эса 7 та қизил, ва 3 та қора шар 
бор Ҳар бир қутидан бигтадан шар одшіади. Олинган иккита шар нчнда 
камида биттаси қизил шар бўлиши эҳтимоли қандай?

Биринчи қутидаги ҳар бир шар иккинчи қутидаги ихтиёрий шар билан 
бирга олиниши мумкин бўлгани учун барча ҳоллар сонн 100 та, яъни 
100 : и =  100.

Кулайлик туғдирувчи ҳолларни ҳисоблаймиз.
Иккинчи қутидаги ихтиёрий шар билан биргаликда биринчи қутидаги

8 та қизил шарнинг ҳар бирини олганда, олинган шарлар орасида энг ка­
мида битта қизил шар бўлади. Бундай доллар 13 X 8 =  80 та. Биринчи қути- 
даги 2 та кора шарнинг ҳар бирини иккинчи қутидагн 7 та қизил шарнинг 
ҳар бири билан биргаликда оланганда' олинган шарлар орасида битта қизил 
шар бўлади. Бундай имконлар 2x7  =  14 та Шундай қилиб, ҳаммасн бўлиб 
қулайлик туғдирувчи ҳоллар т. — 80 + 14 =  94 та.

Олиигаи шарлар орасида камида битта қизил шар бўлиши эҳтнмоли 
ушбуга тенг:

т 94 
Р ~  п ~  100'

Нишонга шикает етказиш эҳтимоли ҳам шуига тенг.
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2 - эслатма.  Бу мисолда отишмада эҳтимолни ҳисоблаш 
масаласини, биз қутидан шар олишда у ёки бу рангдаги шар­
нинг пайдо бўлиши эҳтимоли ҳақидаги масалага келтирдик. 
Эҳтимоллар назариясининг кўпгина масалаларини „Қутилар 
схемаси“ га келтириш мумкин. Шунинг учун қутидан шар олиш 
масаласига ум ум лаш ган м асала деб қараш лозим.

6- м и с о л. 100 та маҳсулотдан иборат бўлгаи партияда 10 та маҳсулот 
яроқсиз (брак). Олинган 4 та маҳсулот ичида 3 таси сифатли (брак эмас) 
бўлиши эҳтимолн қанча?

Е ч и ш .  100 та маҳс)глотдан 4 тасини ушбу сондаги усуллар билан олиш 
мумкин-

п “  1̂00
Бу 4 маҳсулот орасида 3 тасинииг сифатли бўлиши ҳолларининг сони

т — С^о • С}0 га тенг.

Изланаётган эҳтимол қуйидагига тенг:

гп_ С<ю ‘ 1424 о у

Р = п =  С^оо =  4763 ~

3-§. Эҳтимолларни цўшиш. Қарама-қарши тасодифий 
ҳодисалар

1-таъриф. И кки А, ва А , ҳодиса  йиғиндиси  деб бу ҳо- 
дисалардан камида биттасининг рўй беришидан иборат бўлган 
С ^одисага айтилади.

Қуйида биргаликда бўлмаган иккита А, ва Л2 ^одисалар 
йиғиндисининг эҳтимоли қаралади. Бу ҳодисалар

Л, -f- Л.,
йиғинди ёки

Л, ёки Л_,*'.
шаклида белгиланади.

Э ҳт им олларни қўшиш т еорем аси деб аталадиган куйида­
ги теорема ўринли:

1-те о рем а. Б ер и лга н  т аж пибада  (синовОа) т асодифий  
Л, ҳодиса Р(Л,) эҳт им ол биаан ва А 2 ҳодиса  Р(Л2) эҳ-  
т имол билан рўй бериши мумкин бўлсин. А х ва А г ҳодиса- 
лар биргаликда эи а с  ҳодисалар бўлсин, бу ҳо л д а  ҳодиса-  
лао  йигиндисининг эҳт им оли , яъни ё  Л, ҳодиса, ёки А 2 ҳо-

Бу ифодада „ёки* сузи рад этиш маъносида бўлмай, балки 1 -таъ­
рифга мувофиқ бу ҳодисалардан камида биттасининг рўй беришини англа- 
тишига эътибор бериш керак.
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диса рўй бериши эҳт им оли уіибу формула билан ҳисобла- 
нади.

Р (Л , ёки Л2) - Р ( Л , )  +  Р (Л 2). (1)
Исбот.  Р/_4-' “  — Р(АЛ  =  б̂ ЛСИН. ияА~ ляп бип.

П ’ '  И J ‘ -  г  - г

галикда эмас ҳодисалар бўлгани учун умумий ҳоллар сони /г 
да Л, ва Л2 ҳодисаларнинг биргаликда рўй беришига қулай- 
лик туғдирувчи ҳолларнинг сони нолга тенг бўлиб, ё Л, ёки 
Ао ҳодисанинг рўй беришига қулайлик туғдирувчи ҳолларнинг
сони эса +  гп2 га тенг. Демак Р (Л, ёки Л 2) =  ^  т 8 = — -і-

п  п

+  — Р(А,) +  Р (Л2). Шуни исбот қилиш керак эди.
Бу теоремани ҳар қанча сондаги қўшилувчилар учун тоҳо- 

ридагига ўхшаш усул билан исбот қилиш мумкин:
Р(Л, ёки А,,ёки. . .ёки Ая) =  Р(Л,) +  Р (Д2) +'••• +  Р(Л Л).(Г )  

Кейинги тенгликни яна бундай ёзиш ҳам мумкин:

Р ( І ^ = 2 Р ( А > .  <П

Эслатма.  Биз эҳтимол бевосита ҳисоблаш йўли билан 
аниқланадиган ҳоллар схемаси учун қўшиш теоремасини ис­
бот қилдик. Бундан кейин эҳтимолни бевосита ҳисоблаш  мум­
кин бўлмаган ҳол учун ҳам қўшиш теоремаси ўринли деб ҳи- 
соблаймиз. Бундай тасдиқ қуйидаги мулоҳазаларга асосланган. 
Тажри ба со ни катта бўлганда ҳодисаларнинг эҳтимоллари кам- 
дан-кам ҳоллардан ташқари нисбий частотага яқин, нисбий час­
тота учун эса теореманинг исботи юкоридаги каои амалга оши- 
рилади. Бу эслатма бундан кейин келадиган теоремалар исбо- 
тига ҳТм тааллуқли бўлиб, уларни биз кутилар схемасидан 
фойдаланиб исбот қиламиз.

1- м и с о л. Бир-бири билан кесишмайди- 
ган 3 та зонадан ташкил топтан бирор соҳага 
қарата ўқ отилади (405- расму. Ў қн и н г! зона-5
га тушиш эҳтимоли Р (Л,) =  — . И зонага100

10
тушиш эҳтимоли Р (Л ,) =  ^ ,  II I зонага ту-

17
шиш эҳтимоли Р (Л3) =  — . ў қнинг D  со-

1 IJU
ҳага тушиш эҳтимоли қаича? А ҳодисаси D  
соҳага тушиш эҳтимоли бўлсин. (Г )  формулага 
кўра қуйидагига эга бўламиз:

5 10 17 32
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2-таъриф. Агар иккита ҳодиса биргаликда бўлмаса ва 
тўлик группани ташкил қилса, уларни қарама-қарши ҳодиса- 
лар  дейилади.

Агар бир ҳодисани А  деб белгиланса, у ҳолда унга қара- 
ма-қарши бўлган ҳодисани А билан белгиланади.

А ҳодисанинг рўй бериш эҳтимоли р  бўлсин, А ҳодисанинг 
рўй бермаслик эҳтимолини, яъни А ҳодисанинг рўй бериш 
эҳтимолини Р (Л) =  q деб белгилаймиз.

Тажрибада ё Л ҳодиса, ёки А ҳодисанинг рўй бериши шарт 
бўлгани учун 1 -теоремага асосан

Р(Л) +  Р ( А ) =  1
деган натижа келиб чиқади, яъни қарана-қарш и ҳо ди са ла р  
эҳт им олларининг йиғиндиси бирга т енг:

p  +  q =  1 . (2 )
2 - м и с о л .  Нишонга қаратабитта ўк узилган. Ўқнинг нишонга тегиши — 

А ҳодиг.а. т.егиш эҳтимоли р і Р (Л) ■= р. ў қ ш н г  нишонга тегмаслик эҳтимо- 
лини аниқланг. Ўқнииг нишонга тегмаслиги А ҳодисадир, у А ҳодисага қа- 
рама-қарши ҳодиса, шунинг учун ўқнинг нишонга тегмаслик эҳтимоли 
<7 =  1 — p.

3-м и со л. Бирор ўлчаш ишлари бажарилади. Ўлчашда қилинган хато­
нинг X дан кичик бўлиши—А ҳодиса. Р (А) — р бўлсин. Карама-қарши ҳо- 
диса—қилинган хатонинг X дан катта ёки X га тенг бўлиши—А ҳодиса. Бу 
ҳодисанинг эҳтнмоли

P(A) =  q =  l - p .

1 - н атиж а.  А гар тасодифий А(, А2, . .. , А п ҳодисалар  
биргаликда бўлмаган ҳодисаларнинг т ўлиқ группасини т аш ­
к и л  цилса, у ҳо лда  ушбу т енглик ўринли:

Р(Л,) +  Р(Л2) +  . . .  +  Р(Ая) =  1. (3)
Исбот.  At, Л2, . . ., Ап ҳодисалар ҳодисаларнинг тўлиқ груп­

пасини ташкил қилгани учун улардан қандайдир биттасининг 
рўй бериши муқаррар ҳодиса бўлади. Демак,

Р(Л, ёки Л о ёки . . . ёки Ап) =  I.
Бу тенгликнинг чап томонини (Г) формула буйича ўзгартир- 
сак, (3) тенгликни ҳосил қиламиз.

3-таъриф. Агар берилган тажрибада Л ва В  ҳодисаларнинг 
иккаласининг рўй бериши мумкин бўлса, яъни Л ва В  ҳоди- 
салар бирга рўй бера олса, А ва. В  ҳодисалар биргаликдаги  
ҳодисалар  дейилади.

А ва В ҳодисаларнинг биргаликда эканлигини билдирувчи 
ҳодисани (Л ва В) ёки (АВ)  кўринишда белгилаймиз. А ва В  
ҳодисаларнинг биргаликдалиги эҳтимолини Р (Л ва В)  деб бел­
гилаймиз.
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2- т е о р е м а. Б аргаликдаги ҳодисалар йиғиндисининг эҳ-  
т имоли

Р (А  ёки В) =  Р (Л) +  Р {В -  Р (А  ва В) (4)
лйли ІІЧ П Л /ли п П и

/  JH f  у , ............................................ л.п.нп.с)11

(5)

(4) формуланинг ўринли бўлишини биз геометрик тасвир- 
лаш "Яўлй билан кўрсатамиз. Дастлаб ушбу таърифни берамиз.

4-таъриф. Юзи S  га теяг бўлган бирор D  соҳа берилган
бўлсин. D  га кирувчи d соҳани қараймиз. Унинг юзи Л бўл- 
син. Бу ҳолда нуқтанинг D  соҳага тушишини муқаррар поли­
са деб ҳисобласак, унинг d  соҳага тушиш эҳтимоли S S  га 
тенг, яъни р — S /S . Бу эҳтимолни геом ет рик эҳт им ол  дейи­

лади.
Бу ҳолда нуцтанинг томони I га 

тенг бўлган квадратга тушишини му- 
царрар ҳодиса ҳисоблаб, қу.йидаги- 
ларга эга бўламиз: (406- расм).
Р (Л ёки В) — abcda  нинг юзи,
Р(Л) =  abfda  нинг юзи,
P(fi) =  bcdeb нинг юзи,
Р(Л ва В) =  d e b fd  нинг юзи.

Ушбу тенгликнинг ўринли бўли- 
ши равшан:
abcda нинг юзи =  a b fd a  юзи -f- 
+  bcdeb юзи — d e b f d  юзи.

Бу тенгликка (5) тенгликнинг чап томонларини қўйиб, (4) 
тенгликни ҳосил қиламиз.

Шунга ўхшаш усул билан ихтиёрий сондаги биргаликда 
бўлган тасодифий ҳодисалар йиғиндисйнинг эҳтимолини ҳи- 
соблаш мумкин.

2 - теоремани юқорида берилган таърифлар ҳамда амаллар 
қоидаларига асосланиб исбот цилиш мумкинлигини қайд қилиб 
ўтамиз.

4-§. Боғлиц бўлмаган ҳодисалар эҳтимолларини кўпайтириш

1-таъриф. Агар А ҳодисанинг рўй бериш эҳтимоли В ҳ о* 
дксанинг рўй беришига ёки рўй бермаслигига боғлиқ бўлма- 
са, у ҳолда А  ҳодиса В  ҳодисага б о ғли қ  эмас дейилаДи.

1-теорема.  А гар А ҳам да В ҳодисалар б о ғлиқ бўлма- 
са, у ҳо л д а  А ва В ҳодисаларнинг биргаликда бўлиш эҳт и -

406- расм.
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моли А ва В ҳодисаларнинг рўй бериш эҳт им оллари кў- 
пайт м асига т енг:

Р(А  ва В ) =  Р(Л) • Р(Б). (1)
Исбот .  Бу теорема исботини қутилар схемаси учун кел- 

тирамиз. Иккита қутининг ҳар бирида мос тартибда //, ва п2 
тадан шар бор. 1 - қутида /я, та қизил шар бор бўлиб, қолган- 
лари қора шарлар. Иккинчи қутида эса т2 та қизил шар бў- 
либ, қолганлари қора шарлар. Ҳар бир цутидан битгадан шар 
олинади. Олинган шарларнинг пккаласининг ҳам цизил бўли- 
ши эҳтимоли қанча?

А ҳодиса—биринчи қутидан қизил шарни олиш, В ҳодиса 
эса иккинчи қутидан қизил шарни олиш бўлсин. Бу ҳодисалар 
боғлиқ бўлмаган ҳодисалардир.

Р (Д) =  —1, Р(В) = - 3 (2>
ПI /72

бўлиши равшан.
__Ҳар бир қутидан бир вақтда биттадан шар олишяа мумкин

бўлган барча ҳоллар сони n tn.2 та бўлади. Иккала қутидан қи- 
8ил шарларнинг олинишига қулайлик ^ғдирувчи ҳолларнинг 
сони т ,т 2 га тенг. А ва В ҳодисаларнйНг биргаликда бўлиш 
эҳтимоли

Р(Л ва В ) =  »  =  - 1 •п X n2
Бу формулада — ва — ларни уларнинг (2) даги ифодалари би- 

nl n t
лан алмаштириб, (1) тенгламани ҳосил қиламиз. Бу теорема­
нинг кўргазмали тасвирини 407- расмдан қарант.

407- расм.

Агар п та боғлиқ бўлмаган А и Л2, . . .  , А п ҳодисаларни 
олсак, у ҳолда юқоридагига ўхшаш йўл билан

Р(Л, ва Л2 ва . . . ва Ап) =  Р(Л,) . Р(Л2) . . . Р(ЛП) (3)
тенгликнинг ўринли бўлишини исбот қилиш мумкин.
31 Н, С. Пискунов, 2-т.
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1-ми сол.  Иккита танкдан битта нишонга қарата ўқ узилади. Биринчи
9 5

танкдан отилган уқнинг нишонга тегиш эҳтимоли — , иккинчидан эса— — .

Иккала танкдан бир вақтда бигтадан ўқ узилган. Нишонга иккита ўқ теги­
ши эҳтимолини аниқланг.

У 5
Е ч и ш .  Бунла Р(Л) =  —, Р(б) =  —; Р(Лва В)—иккита ўқнинг нишои----------------------------  10 6 ______________

~  9 5 3
га тегиш эҳтимоли (1) формулага кўра топилади: Р (Л ва В) =  — ■ — =■ —.

10 6 4
2- м и с о л. Асбобнинг тўхтамасдан ишлаши асбоб'ни ташкил цилувчи 

учта бўғиннинг ҳар бирини тўхтамасдан ишлаши билан аниқланади. Бирор 
циклда бўғинларнинг тўхтамасдан ишлаши эҳтимоли мос равишда =  0,6; 
р 3 =  0,7; р3 =  0,9 га тенг. Кўрсатилган циклда асбобнинг тўхтамасдан ишла­
ши эҳтимолини топинг.

Е ч и ш. Эҳтимолларии (3) кўпайтириш теоремасига мувофиқ қуйидаги- 
ни ёзамиз:

р =  Рі • р-2 • Рз — 0,6 • 0,7 • 0,9 =  0,378.

Э с л а т м а,. Биргаликда ҳодисаларнинг йиғиндиси эҳтимоли 
ҳақидаги 3-§ даги 2 -теорема (4) формула (1) формулани ҳи- 
собга олганда бундай ёзилади:

Р(А ёки В) =  РМ) +  Р\В) -  РМ) • Р (В ). (4)
3- м и с о л. 2- § 5- мисолда таърифланган масалани (4) формуладан фой­

даланиб ечинг.
Е ч и ш .  А ҳодиса—биринчи тўпдан отилган ўқнинг нишонга тегиши, В 

ҳодиса—иккинчи тўпдан отилган ўқвинг нишонга тегиши бўлсин. У ҳолда

Р ( Л ) - 1  Р ( Ч - і
> 8 7 8 7 94

Р(А ёки в) =  -  +  _ _ _ . -  =  —

экани равшан. Олдин ҳосил қилинган натижани олганимиз табиий.
4- м и с о л. Бир отишда нишонни йўқ қилши эҳтимоли р га тенг. Q га 

тенг ёки ундан катта эҳтимол билан нишонни йўқ қили.ш учун зарур бўл- 
ган ўқ узншлар п сонини аиикланг

Е ч и ш .  Эҳтимолларнинг йиғиндиси ҳамда кўпайтмаси ҳақидаги теоре- 
ікаларга асосан қуйидагини ёза оламиз:

>  1 -  (1 -  р)п.
Бу тенгсизликни n га нисбатан ечиб,

. 1r0 — Q)п > -----------
lg (l - р )

ни ҳосил қиламиз.
Бундай аналитик ечимга эга бўлган масала „қутилар системаси' терминла- 
рида осон таърифланади.

5-§. Боғлиц ҳодисалар. Шартли эҳтимол.
Тўлиқ эҳтимол

1 -таъриф.  Агар А ҳодисанинг рўй бериш эҳтимоли В 
^одисанині рўй бериш ёки рўй бермаслигига боғлиқ бўлса, 
у ҳолда А ҳодиса В ҳо ди са га  бо ғлиқ  дейилади.
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А ҳодисанинг В  ҳодиса рўй беради деган шартдаги эҳти-  
молини Р (А /В ) билан белгилаймиз ва В шартида А ҳ о д и с а -  
н и н г и іар т л и  э ҳ т и м о л и  деб атаймиз.

1-м и с о л .  Қутида 3 та оқ ва 2 та қора шар бор. Қутидан битта шар 
олннади (биринчи олиш) ундан кеГшн иккинчи шар олинадн (иккинчи олиш). 
В  ҳодиса—биринчи олишда оқ шарнинг келиб чиқиши, А ҳодиса иккинчи 
олишда оқ шарнинг келиб чиқиши.

Агар В ҳодиса рўй берган бўлса, А ҳодисанннг эҳтимоли

бўлиши равшан.
В  ҳодиса рўй бермади демак, биринчи олишда цора шар келиб чиққан 

деган шартда А ҳодисанинг эҳтимоли

Р (А/В) =  |

га тенг. Булардан кўрамизки,

Р(Л В )  Ф Р (А (В ).

1 - теорем а. И ккит а ҳодисанинг биргаликда бўлиш эҳ- 
т имоли бир ҳодиса эҳт им оли билан бу ҳодиса рўй берди 
деган иіартда иккинчи ҳодисанинг шартли эҳт им оли кў- 
пайт насига т енг, яъни

Р(А ва В ) =  Р(В) • Р(А/В). (1)
И с б о т .  Исботни қутилар схем асига келадиган ҳодисалар  

учун келтирамиз (яъни эҳтимолнинг классик таърифи қўлла- 
ниладиган ҳол учун исбот қиламиз).

п

Кутида п  та шар бўлиб, ундан я, таси оқ, я 2 таси қора бўл- 
син. п х та ок шар орасида я* шар „ю лдузч а" белгили бўлиб, 
колганлари соф оқ (4 0 8 -  расм) дейлик.

Қутидан битта ш ар олинади. „ю лд у зч а“ белгили оқ шар 
чиқиши ҳодисасининг эҳтимоли қанча?

В ҳодиса— ок шарнинг келиб чиқиши, А — „ ю лд у зч а “ бел­
гили ок шарнинг келиб чиқиш ҳодисаси бўлсин:

Р ( В ) = ^  (2)
п

бўлиши равшан.
31*
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Оқ шар кеЛиб чиқди шартида „юлдузча" белгили оқ шар­
нинг келиб чиқиш эҳтимоли

*
Р (А /В ) =  А  (3)

П1
„Юлдузча“ белгили оқ шарнинг келиб чиқиш эҳтимоли 
Р(Д ва В ) дир. *

Р(А ва В) =  — (4)
бўдиши равшан. Аммо * * 

п ,  Пл Пл

(5)
п -П п {

(2), (3) ва (4) ифодалар чап томонларини (5) га қўйиб, уш- 
бун» ҳосил қиламиз:

Р(Д ва В) =  Р(£) ■ P (A jB ).
( 1 ) тенглик исбот қилинди.

Агар қаралаётган ҳодисалар классик схемага тушмаса, у 
ҳолда ( 1 ) формула шартли эҳтимолни таърифлаш учун хиз- 
мат қилади. Зотан, В ҳодиса рўй берди деган шартда А ҳо- 
дисанинг шартли эҳтимоли

Р (А /В ) =  - (Ар ™} В) (Р(В)  ф  0 бўлган да)

формула билан аниқланади.

1- эслатма.  Кейинги формулани Р(В ва А) ифодага тат- 
биқ қиламиз:

Р(В  ва А) =  Р(А) • Р(В'А). (6)
( 1 ) ва (б) теягликларда чап томонлар бир-бирига тенг, чун­

ки улар бир хил эҳтимолдан иборат, демак, уларнинг ўнг то­
монлари ҳам тенг. Шунинг учун ушбу тенгликни ёзишимиз 
мумкин:

Р(А ва В) =  Р (В ) ■ Р (А /В ) = Р(А) • Р(В /А ). (7)
2- м и с о л. Бу параграф бошланишида келтирилган 1- мисолдаги \ол 

учун  қуйидагиларга эга бўламиз;

Р(В) =  Р (AjB) =  ±

(I) ' формулага кўра,

РМ ва * ) -  | . }  =  f0

ни қосил қиламиз.
Р(Л ва ь )  эҳтимол бевосита ҳисоблаш йўли билан ҳам осон топилади.
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3 - м и с о л. Берилган станокда яроқли маҳсулот тайёрлаш эҳтимоли 0,9 
га тенг. Яроқли маҳсулотлар орасида биринчи навли (1 сортли) маҳсулот- 
нинг пайдо бўлиш эҳтимоли 0,8 га тенг. Берилган станокда биринчи навли 
маҳсулот тайёрлаш эҳтимолини топинг.

Е ч и ш .  В  ҳодиса—берилган станокда яроқли маҳсулот тайёрлаш. А ҳо- 
диса—биринчи навли маҳсулотнинг пайдо бўлиши. Бу ерда Р(В) =  0,9, 
Р(А В) =  0.8.

Буларни (1) формулага қўйнб, изланаётган эқтимолни топамиз:
Р(Л ва В) =  0,9 • 0,8 =  0,72.

2-те о рема. А гар А ҳодисанинг рўй бериши биргаликда  
бўлмаган ҳодисаларнинг тўмиц группасини т аш кил қилув- 
яи В и В 2, . . . , Вп ҳодисалаонпнг фақагп биттасининг рўй 
бериш и билан биргаликда бўлса, у ҳолда А ҳодисанинг эҳ- 
т имоли ушбу формула билан ҳисобланади:

РіЛ) =  Р(5.) • Р(А /В ,) +  Р (В 2) Р(А /В 2) +  . . . +  Р(В п) Р(Л/Длі.
(&)

(8) формула т ўлиқ эҳт им ол формуласи дейилади.

(В, ва А), (В 2 ва А ), . . . , (Вп аа А)
ҳодисаларнинг ихтиёриси бажарилганда рўй бериши мумкин. 
Демак, эҳтимолларнинг қўшиш теоремасига мувофиқ қуйида- 
гини ҳосил қиламиз:

Р(Л) = Р(5, ва А) +  Р(В 2 ва А) +  . . . - f  Р{Вп ва А),
Ўнг томондаги қўшилувчиларни ( 1 ) формулага мувофиқ ал- 
маштириб, (8) тенгликни ҳосил қиламиз.

4- м и с о л. Нишонга қарата учта кетма-кет ўқ узилган. Биринчи узил- 
ган ўқнинг нишонга тегиш эҳтимоли =  0,3, иккинчисиники р2 =  0,6, учин- 
чнсшіики эса р8 = 0,8. Битта ўқ текканда нишоннннг зарарланиш эҳтимоли

=  0,4, иккита текканда =  0,7, учта текканда А3 =  1,0. Учта ўқузилганда 
(Л ҳодиса) нишоннннг зарарланиш эҳтимолини ҳисобланг.

Е ч и ш .  Биргаликда бўлмаган ҳодисаларнинг тўлиқ группасини қарай-
миз:

В , — битта ўқ теккан.
— иккита ўқ теккан.

В 3 — учта ўқ теккан.
В ( — битта ҳам ўқ тегмаган.

Ҳар бир ҳодисанинг эҳтимолини ҳисоблаймиз. Битта ўқ тегиши рўй беради, 
агар: ёки биринчн узилган ўқ тегади, иккинчи ва учинчиси эса—тегмайди; 
ёки биринчи узилган ўқ тегмайди, иккинчиси тегади, учинчиси тегмайди; 
ёки биринчи узилган ўқ тегмайди, иккинчиси тегмайди, учинчиси тегади. 
Ш унинг учун эҳтимолларни купайтириш ва қўшиш теоремаларига кўра, ўқ- 
нинг бир марта тегиш эҳтимоли учун ун:бу ифодага эга бўламиз:

P (S i) =  PiO -  Рз)11 -  Рз) +  (1 -  Л )Л 0  -  Рз) +  (1 -  Р«)0 — Р*)Ръ =  °>332- 
Худди шундай фикр юритиб, куйидагиларни ҳоснл қиламиз:

Р(В2) 1 — />8) + P iU  — Рз)Р» +  0  — Рі)Р*Рз =  °.468.
Р(В3) =  =  0.144,
P\Bt) =  (1 -р,)(1 — - Р з )  =  ° .°56-
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Бу ҳодисаларнинг ҳар бири рўй берганда нишоннннг зарарланншининг шарт­
ли эҳтимолларини ёзамиз:

Р(Л В,) =  0,4, Р(Л/В2) == 0,7, Р(Л, В3) =  1,0, Р(Л/В4) =  Ѳ.
Ҳосил қилинган ифодаларни (8) формулага' қўйиб, нишоннинг зарарланиш 
ЭҲ1ИМ0ЛИНИ топамиз: ___________
Р(Л) =  P(Sj) • Р(Л/Я,) +  Р(В,) ■ Р(Л,В2) + Р(В3) ■ Р(Л/В8) +  Р(В.) -(Л В4) =  . 

=  0,332 • 0,4 +  0,468 • 0,7 +  0 ,144-1 ,04  0,056 • 0 =  0,6U44

2-эслатма.  Агар А ҳодиса В ҳодисага боғлиц бўлмаса, 
у ҳолда

Р (Л/5) =  Р(А),

бўлиб ( 1 ) формула ушбу кўринишни олади:

Р(Д ва В ) = Р ( В )  • Р(Л), 
яъни 4-§ даги (1) формулани ҳосил циламиз.

6 -§. Гипотезалар эҳтимоли. Байес формуласи,

Ма салани  ифода л а ш. 5-§ даги 2-теоремада бўлган 
каби рўй бериш эҳтимоллари Р(5,), Р(В 2) , , Р (В п) бул- 
ган биргаликда эмас В и В 2, . .  . , Вп ҳодисаларнинг ту лик 
группасини цараймиз. А ҳодиса фацатгина Ь и В 2, . . . , В п ҳо- 
дисаларнинг қандайдир бирортаси билан биргаликда руй бе­
риши мумкин; В и В 2, . . . , В п ларни гипот езалар  деб атай­
миз.

А ҳодисанинг рўй бериш эҳтимоли 5- § даги (8) формулага 
мувофиц цуйидагича бўлади:

Р(Л) -  Р(Я,) Р(А /В ,) +  Р(5,) Р(А /В 2) +  . . .  +
. + р ( в ж т п). о»

Л ҳодиса рўй берди деб фараз цилайлик. Л ҳодисанинг рўй 
бериши гипотезаларнинг Р(fif), . . . , Р(В„) эҳтимолла- 
рини ўзгартиради. А ҳодиса рўй берди деб фараз цилиб, бу 
гипотезаларнинг бажарилиши шартли эҳтимоллзрини аниклаш 
талаб килинади, яъни

Р(B J A ) , Р(В 2/А )......... Р(В п/А )
ларни аниқлаш талаб цилинади,

М а с а л а н и н г  ечилиши.  5-§ даги (7) формулага кўра 
Р(Л ва В ,)  эҳтимолни топамиз:

Р(А ва В ,) =  Р(B t) ■ Р(А /В ,) =  Р(А) • Р\В,/А ).
Бу тенгликдан

п / в  Р(В,) . Р(.4 В,)
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Р(Л) ўрнига унинг (1) ифодасини қўйиб, ушбуни ҳосил қила- 
'миз:

Р(£,/А) =  nP(g,)
2  Pm  ■ P(Л/ВЦ (2)
І= i

Шунга ўхшаш
P(В г 'А), P (B 3/A ) , P(B n!A) 

лар аниқланади. Шундай қилиб

Р (Bk/A) =  пР(ад ,- Р(і4/д*>-.
S P ( B i ) 'P W W  ( 3 ’
/=1

(2) формула Байес формуласи ёки гипот езалар теоремаси 
деб аталади.

Эслатма.  (3) формуладан кўринадики, Р{B J A )  эҳтимол- 
нинг ифодаеида, яъни А ҳодиса рўй берди деган шартда 
В к гипотезанинг рўй бериш эҳтимолида, махраж k номерга 
боғлиқ эмас.

1 - м и с о л .  Тажрибагача тўртта тенг эҳтимолли гипотезалар мавжуд 
бўлган; булар В ъ в 3, В3, S4 бўлиб

P (S .)  =  Р (В 2) =  P (S ,)  =  P (fl4) =  0,25.
A ҳодиса рўй беришининг шартли эҳтимоллари мос равишда қуйидагиларга 
тенг:

P (i4/5 ,) =  0,7, Р(<4/82) =  0,1,
P (4 /B g) =  0,1, Р(Д'б4) =  0,02.

Синов натижасида А ҳодиса рўй берган бўлсин. Бу ҳолда (3) формулага 
кўра, ушбуни ҳосил қиламиз:

___________________ 0,25 • 0,7___________________ 017^ ^  0 76
P(Bi! ) -  0 25 _ 0 7 + 0 25 > 01 +0 2- > + 0̂ ь _ 0 02 -  0 23 *  . .

0,25 - ОД 
Р(5аМ ) -  -  — 3 -» 0 ,1 1 ,

0,25 • 0,1

0,25 ■ 0,02 
V(SJA) = ■ -е- = 0,02.

Бунда Р(-В,) =  0,25 бўлиб, Р(В1/А) =  0,76 катта бўлиб қолди, чунки А ҳо • 
диса рўй берган. Шунинг билан бир қаторда Р(А/В,) =  0,7 бўлиб, бошқа 
шартли эҳтимолларга қараганда катта.

2- м и с о л. Иккита танкнинг ҳар бири ўзича боғлиқ бўлмаган ҳолда би­
рор объектга қарата ўқ узди. Биринчи танк билан нишонни зарарлантириш 
эҳтимоли р х =  0,8, иккинчи танк билан эса р2 =  0,4. Узилган битта ўқнинг
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тегиши натижасида объект зарарланган. Объектнинг биринчи танк билан за- 
рарланган бўлиш эҳтимолини аниқланг.

Е ч и ш. А ҳодиса—битта ўқнинг тегиши билан объектнинг зарарланиши. 
Отишгача қуйидаги гипотезаларнинг бўлиши мумкин.

В, — иккала танкдан узилган ўқ тегмаган.
В2— иккала танкдан узилган ўқ теккан.
В3 — биринчи танкдан узилган ўқ теккан, иккинчидан тегмаган 
Ві — биринчи танкдан узилган ўқ тегмаган, иккинчидан — теккан. Эҳти- 

молларни кўпайтириш теоремасига асосланиб, бу гипотезалар эҳтимоллари- 
ни аниқлаймиз:

P(Sj) =  (1 — л)(1  -  Рг) =  0,2 • 0,6 =  0,12,
Р(В2) =  РіР, =  0,8 • 0,4 =  0,32,
P(fig) =  /7,(1 — р2) =  0,8 • 0,6 =  0,48,
Р(В4) =  (1 -  Рі)р2 =  0,2 • 0,4 =  0,08.

А ҳодисанинг рўй бериши шартли эҳтимолларини аниқлаймиз:'
P(AjB1) =  0, Р(А В2> =  0, Р(Л B s) =  1, Р(Л/В4) =  1.

(2) формулага мувофпқ гипотезаларнинг шартли эҳтимолларини топамиз:

______ =______ 0,12 • 0_______________ 0_
Р(ВуЛ) =  >0)12 , 0 +  Q 32 . о +  0,48 • 1 -I- 0,08 • 1 _  0,56

? V  '  0,32 • 0 0,48 - Г  6
Р № /Л ) =  ^ Г  =  а  р № М )  =  ~ о 5б 7 ’

0,08 1 
Л) =  0 ^  =  7-

3 -м и с о л. Асбобларнинг 30% ини юқори малакали мутахассис, 70% ини 
эса ўрта малакали мутахассис йиғади. Юқори малакали мутахассиснинг 
йиғган асбоби ишининг ишончлилиги 0,90, урта малакали мутахассиснинг 
йиғган асбобининг ишончлилиги 0,80. Олинган асбоб ишончли бўлиб чиқди. 
Асбоб юқори малакали мутахассис томоиидан йиғилган эканлигининг эҳти- 
молшш топинг.

Е ч и ш  А ҳодиса—асбобнинг тўхтамай ишлаши. Асбобни текширишдан 
ўтказгунча ушбу гипотезалар бўлиши мумкин.

В, — асбобни юқори малакали мутахассис йигган.
В г — асбобни ўрта малакали мутахассис йигган.

Бу гипотезалар эҳтимолларини ёзамиз:

Р(В,) =  0 Д  Р(Ві) =  0,7.
А ҳодисанинг шартли эҳтимоли

Р(Л/В,) =  0,9, P(/4/Bj) =  0,8.
А ҳодиса рўй берди деган шартда В, ва В2 гипотезалар эҳтимолларини то- 
памиз.
(2) формулага мувофнқ, қуйидагиларга эга бўламиз:

0,3 • 0 9 0,27



7- §. ДИСКРЕТ ТАСОДИФИЙ МИВДОР

7-§. Дискрет тасодифий миқдор. Дискрет тасодифий 
миқдорнинг тацсимот қонунл

1-таъриф. Агар ҳар бир x k қийматга ўзгарувчи х  миқ- 
дорнинг х к қийматни қабул қилишининг маълум эҳтимоли рк 
мос келса, у ҳолда тажриба натижасида чекли ёки чексиз х и 
х 2, . . ., л к, . . . , кетма-кет қийматлардан бирини қабул қи- 
лувчи ж ўзгарувчи миқдор дисксет  тасодифий миқдор дейи­
лади.

Таърифдан кўринадики, ҳар бир x k қийматга p k эҳтимол 
тўғри келади. p k эҳтимолнинг x k билан функционал боғланиши 
дискрет  тасодифий миқдорнинг х  эҳт ин оллари  тақсимот  
қонуни дейилади**.

Тасодифий миқ- 
дорнинг мумкин 
бўлган қийматлари Хі хг • • • • t • • • • x % • • •

нинг эҳтимоллари Pi Pt * * » • • « Pk . . .

Тацсимот қонуни эҳт нм оллар тақсимоти кўпбурчагикў-  
ринишида график усул билан берилиши ҳам мумкин, бунда, 
тўғри бурчакли координа­
талар системасида (x k, p k) 
координатали нуқталар яса- 
лади ва улар синиқ чизиқ 
билан туташтирилади (409- 
расм).

Тақсимот қонуни анали­
тик усулда ҳам берилиши 
мумкин:

Pk =  /(•**)•
Тасодифий миқдор л нинг

кетма-
кет қийматлардан биттаси- 
нинг қабул қилиши муқар- 
рар ҳодисадир ва шунинг учун ушбу шарт бажарилиши керакі 
N  та қийматнинг чекли кетма-кетлиги бўлган ҳолда:

(1)
/-1

*) Баъзан қисқача қилиб „тасодифий мивдорнинг тақсимот қонуни" дейи'
лади.
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кетма-кетлик чексиз бўлган ҳолда:
DO

^ Р і  = 1. (10
i= l

Тасодифий миқдорнинг энг катта эҳтимолга эгабўлган қийма- 
ти мода деб аталишини эътиборга олиб ўтамиз. 409-раемда 
тасвир этилган тасодифий миқдор х  нинг модаси х 2 дир.

1-ми сол.  Ўзгарувчи х  миқдор соққани бир марта ташлаганда унинг 
юқори ёгида пайдо бўладиган очколар сони, ўзгарувчи х  миқдор 1,2, 3, 4, 
5, 6 қийматлардан биттасини қабул қилнши мумкин. Ҳар бир қийматнинг 
пайдо бўлиш зҳтимоли Ve га тенг. Демак, бу тасодифий миқдорнинг тақси- 
мот жадвали ушбу кўринишда бўладп:

X 1 2 3 4 5 6

1 1 1 1 1 1
p 6 6 6 б 6 6

2- м и с о л Чексиз кетма-кег синовларнинг ҳар бирида А ҳодисанинг 
рўй бериш эҳтимоли р га тенг. х  тасодифий миқдор — А ҳодиса биринчи 
маротаба рўй берадиган синовнинг номери. Тасодифий миқдор х  нинг тақ- 
симот қонунини топинг.

Е ч и ш .  Тасодифий миқдор х  ихтиёрий бутун мусбат 1,2, 3 . . қнй.мат- 
ларни қабул қнлиши мумкин. А ҳодисаиинг биринчи тажрибада рўй бери- 
шининг р -i эҳтимоли

Pi =  PC-4) =  Р
бўлади. Ҳодисанинг биринчи синовда рўй бермаслик, аммо иккинчи синов- 
да рўй бериш эҳтимоли p t

Pi =  Р(А ва А) =  (1 — р)р
га тенг.

А ҳодисанинг биринчи синовда ҳам, иккинчи синовда ҳам пайдо бўлмас- 
лиги, аммо учинчи синовда пайдо бўлиши эҳтимоли р 3 қуйидагнча бўлади;

р3 =  P(/l ва ~А ва А) =  (1 — р)(\ — р)р  =  (1 — p f p
ва ҳоказо:

P k =  (1 — P )k~ l P- (2)
Эҳтимоллар тақсимот лсздвилн!

X 1 2 3 • • • k

Pk P (1 - P )P (1 ~ p f p . . . (1 - p ) k~ l p

Бу ерда ҳам

a= i k=\
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Н и ш о н г а  би рин чи  т е к к у н ч а о т и ш  ҳақ  и даги ма­
сала. Кўрилган масала, хусусан, отиш масалаларига татбиқ 
қилинади.

Биринчи теккунча отиш бажарилади деб фараз қилайлик. 
Ҳар бир отишда ўқнинг тегиш эҳтимоли р га тенг бўлсин. 
Тасодифий миқдор х  — ўқ биринчи теккунча отилгандаги отиш 
номери. Бундай тасодифий миқдорнинг эҳтимоллари тақсимо- 
тининг. жадвали иккинчи мисолдаги каби бўлади.

3- м и с о л. Ҳар бир отишда ўқнинг тегиш эҳтимоли р =  0,8. Ихтиёри- 
мизда учта ўқ бор. Агар отиш биринчи теккунча ёки учала ўқнинг ҳамма- 
си тегмасдан отилгунча олиб борилса, битта ўқиинг сарф бўлиши, иккита 
ўқнинг сарф бўлиши, учта ўқш нг сарф бўлиши эҳтимолини топинг. Тасо­
дифий миқдор л'—(сарф бўлган ўқлар сони) нинг тақсимот жадвалини тузинг.

Е ч и ш .  X — тасодифий миқдор сарф бўлган ўқлар сони бўлсин: 
Р (х  =  л-,) — лг, та ўқнинг сарфланиш эҳтимоли. У ҳолда Р (х  =  1) =  р — 0,8 
битта (биринчи) отишда ўқнинг тегиши эҳтимоли.

Р(х =  2) =  (1 — р)р =  (1 -  0,8) • 0,8 =  0,16

биринчи -отмвда ўқнннғ тегмаслик, иккинчи отишда зса у іинг тегиши эҳ-
т и иол и

Р(.у =  3) =  (1 — р у  =  (1 — 0,8) • (1 -  0,8) =  0,2 • 0,2 =  0,04,

ҳаммаси бўлиб учта ўқ бўлгани учун отишни учинчи отишда ўқнинг теги- 
ши ёки тегмаслигидан қатъи назар тўхтатилади. Кейинги эҳтимолни ушбу 
айирма каби ҳисобласа ҳам бўлади:

1 -  ? { х  =  1) -  Р(х  = 2 )  =  1 -  0,8 -  0,16 =  0,04,

Тақсимот жадвали қуйидаги кўринишда бўлади:

X 1 2 3

Р(.ѵ =  x k) 0,8 0,16 0,04

Э с л а т м а. Бу масалани қутилар системаси терминларида ифодалаш 
ҳам мумкин, демак бу масала бошқа масалаларни қарашда ҳамаҳамияпа эга 
бўлиши мумкин Бу эслатма баъзи бошқа масалаларга ҳам тааллуқлидир

8-§. Нисбий частота ва синовларнинг такрорланишида 
нисбий частота эҳтимоли

п та синовлар серияси ўтказилаётган бўлсин. Ҳар бир си­
новда А ҳодиса р эҳтимол билан рўй бериши мумкин бўлсин. 
X тасодифий миқдор п. та синовдан иборат серияда А ҳодиса 
рўй беришининг нисбий частотасини билдирсин. п та синовдан 
иборат серияда тасодифий миқдор х  нинг тақсимот қонунини 
аниқлаш талаб этилади.
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X тасодифий миқдор п та синовда қуйидаги қийматлардан 
биттасини қабул қилиши равшан:

1 1 1  '1 
> J J • • • > •у п п п п

1 - теорема.  Ўзгарувчи мицдор х  нинг — цийматни ца-
п

бул цилиш  Р/ л: =  — \эҳт им оли, яъни п та синовда А хо-
\ п )

дисанинг т марта рўй бериши, А ҳодисанинг эса п — т 
марта рўй бериши (А ҳодисанинг п—т марта рўй бермас­
л и ги ) эҳт им оли C™p'nqn- m га т енг, бунда С™ п элеиент дан  
т тадан т узилган комбинация лар сони- р А ҳодисаниқг 
рўй бериш эҳт им оли, р  =  Р(Д); q А ҳодисанинг рўй бер- 
маслик эҳт им оли, яъни

<? =  1 - />  =  Р(А);
Исбот.  А ҳодисанинг п та синовда т марта рўй бериши- 

ни, мисол учун шундай тасвирласа бўлади: агар А ва А ҳо- 
дисаларнинг алмашиниши қуйидагича бўлса,

АА . . .- А А А . . .  А,
т п—т

яъни биринчи т та синовда А ҳодиса рўй беради, кейинги 
п ~ т  та синовда эса А ҳодиса рўй бермайди (Л ҳодиса рўй 
беради). Аммо

Р (А) =  р, P(A) =  \ — p = q

бўлгани учун кўпайтириш теоремасига мувофиц А  ваА^о- 
дисаларнинг бундай алмашиниши эҳтимоли

Р т . qn-m

бўлади. Лекин А ҳодиса п та синовда А ва А ҳодисалар ал- 
машинишининг бошқача кетма-кетлигида ҳам т марта келиб 
чиқиши мумкин.^Масалан, мана бундай алмашинишда 
АЛ.. .А А А . . . А  А. Аммо Л ^одиса т марта рўй бериши,
__т—1 п—т 1
А ҳодиса эса п —т марта рўй бериши шарт. А ҳамда А ҳоди- 
салар рўй беришининг бундай алмашиниш эҳтимоли

р т - \ q n ~ mp  _  p i n q i i - m

бўлади.
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п та синовда А ҳодисанинг т  марта келиб чициши учун А 
ҳамда А ҳодисаларнинг турли алмашинишлари сони цанча бў- 
лиши мумкин? Бу « элементдан т тадан олинган комбина- 
циялар сонига тенг бўлиши равшан, яъни

п(п—\)(п—>) . . .  \п — (т — 1)]
С” =

1 - 2 - 3  • . . .  • т

Шундай цилиб,'цўшиш теоремасига асосан, ушбуни ҳосил ци- 
ламиз:

P̂ JC =  — j  =  р т д п -т + р т д і-т ^  ^ртдп-т

ёки
Р (х  =  — j  =  C™pmqn- m. (1)

Теорема исбот бўлди.
Теоремани исбот цилиш билан баробар, биз тасодифий миц­

дор X нинг тақсимот цонунини аницладик, уни биз энди жад- 
вал шаклида ҳам ифода этамиз:

X
_о
я

1
п

_2_
п

. . .
т
п

. . . . . .
п
п

р К ) 1 • qn С®/*?"-* . . . С у тдпт . . . . . . 1 • р п

Ҳосил цилинган тацсимот цонуни биномиал цонун деб ата­
лади, чунки (q 4-р ) п ифодани бином формуласи бўйича ёиил-
ганда Р^х =  — j  эҳтимоллар мос ҳадларга тенг бўлади:

П
( q  +  р ) ш  =  V  Cnn‘p mqn~ m. (2)

Ўзгарувчи мицдорнинг мумкин бўлган барча цийматлари эҳти- 
молларининг йиғиндиси. кутилганидек 1 га тенг, чунки

(р -f- q )n в* I я =  1.
Эслатма.  Кўп масалаларни текширишда А ҳодисанинг 

камида бир марта рўй беришининг, яъни бу ҳодисанинг нис­
бий частотаси л > - -  эканининг вҳтимолини аницлаш "зарур 

п
бўлиб цолади. Бу Р^х >  —j  эҳтимолни ушбу

p ^ > l j = l _ p ^  =  i . j = l _ ^  (3)
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тенгликдан аниқланиши равшан. Тақсимот жадвалидан яна А 
ҳодисанинг рўй бериш сонининг k дан кичик бўлмаслик эҳти-
моли Р(л; >  — )ушбу

р ( * > ^ - )  =  2  с ? Р тГ - т, ( 4 )
m—ft

ёки k-\
p /д- >  - )  =  1 — У  C"'pmqn~ m

V п > 7U
формулага асосан аниқланиши келиб чиқади.

1- м и с о л. п -  8, р  =  q =  ~  тасодифий миқдор х  нинг биномиал

тақсимот қонунини график тасвирлаиг.
Е ч и ш .  Жадвалга кирадиган эҳтимолларнинг барча қийматлариии топа­

миз.

8 • 7 1 7
1 • 2 ' 28 =  64'
8 -7 ■ б 1 7
1 - 2 • 3 28 — 32’
8 • 7 •■ 6 • 5 1 35
1 ■ 2 • 3 • 4 ' 2з _  128’

7

/ 7  1 1
* 4 *  =  8 Ў =  32’

Тақсимот кўпбурчагини ясаймиз (410-расм).

2-м и со  л. Агар ҳар бир синовда Л .ҳодисзнинг келиб чиқиш  эҳтимоли
0,4 га тенг бўлса, бу ҳодисанинг а) 2 та синовда; б) 3 та синовда; в) 10 та 
синовда нкки марта рўй бериши эҳтнмоли қанпай?

Е ч и ш .  а) бу ерда п -  2, р — 0,4, q = 0,6;

р ( * = I  )=  (0,4)3=одб;
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б) бу ерда п =  3, />=0,4, q =  0,6;

Р

в) бу ерда я — 10, р — 0,4, ^ — 0,6;

3 • 2
С*Р2Ч' -  [7^(°.4)2 • 0.6 = 0,288;

10 • 9V  \ I I I  . у

Р U  =  — j -C fo /> V  = 7 7 7 (0,4)» . (0,6)8= 0,121.

3 - м и с о л .  Нишонга қараб боғлиқ бўлмаган ҳолда 5 та отиш бажари­
лади. Ҳар бир отишда ўқнинг нишонга тегиш эҳтимоли 0,2 га тенг. Нишон- 
нн зарарлантириш учун учта ўқ  тегиши етарли. Нишонни зарарлантириш 
8ҲТИМ0ЛИНИ топинг.

Е ч и ш. Бу ерда п =  5, р  =  0,2, q =  0,8,
Зарарлантириш эҳтимолини ушбу

эар
еки

Р X =■

формула билан қисоблаш керак эканлиги равшан. Биринчи формулага кўра 
ушбуни ҳосил қиЛамиз:

Р ц р — СІР3?  +  с \ р 1ч1 +  с*оРъ =  ~ т |  • (О.2)3 -(°-8)2+

5 4 3 2
-f j 2 з Т (°.2)* • 0,8 +  1 • (0,2)6 =  0,05792 «0,06.

4-м  и сод.  Тўртта боғлиқ бўлмаган тажриба ўтказилади. Ҳар бир таж­
рибада А ҳодисанинг рўй бериш эҳти.моли 0,5. А ҳодисанинг рўй беришлар 
сопи иккитадан кам эмаслиги эҳтимолнни топинг.

Е ч и ш .  Бу ерда п =  4, р  =  0,5, q =  0,5;

р И  >  I ) ’  Р( ‘  -  ? J +  P( * - T ) 1 P ( ' - 7 }
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ёки

Қуйидаги эҳтимолни ҳисоблаймиз:

р [х <  7 )= р(* =  f ) + р('с = 4")= qiJrAq2p' = (0'5)‘+ 4(°-5>‘ =  °-3125-
Демак, иккинчи формула буйича қуйидагини ҳосил қиламиз:

Р (•* >  f  ) =  1 — ІС°.5)4 +  4(0,5)*] =  0,6875*0,69.

5 -м и с о л. Қисмлар (деталлар) нинг берилган партиясида яроқсиз қисм 
бўлиш эҳтимоли р =  0,1. Учта қисмдан (деталдан) иборат партияда /n=0, 1,
2, 3 та яроқсиз қисм бўлиши эҳтимоли қандай?

Е ч и ш.

i =  C*q з =  1 • 0,93 =  0,729,

Р (* =  7 ) =  ° 3f>qi =  f  •0,1 •0,95 =  °'243>
/  2 \  32-2

р Г  = з ) =  Clp*q = П ' 0,12' 0,9 = °’027’

Р [* = f) = С1р3 = 1 ‘ 0ДЗ= 0,00L
9-§. Дискрет тасодифий мицдорнинг ўрта қиймати 
(математик кутиши)

.Дискрет тасодифий миқдор х  ўзининг мос тақсимот қонуни 
билан берилган бўлсин:

X Xj Xk x n

Р (аг =  х к) Рі Pi Pk Pn

1-таъриф. Дискрет тасодифий миқдорнинг ўрта қиймати 
(,математик кутиш) деб (уни биз М [*] ёки тх билан белги­
лаймиз) тасодифий миқдорнинг мумкин бўлган барча қиймат- 
лари билан бу қийматлар эҳтимоллари кўпайтмаларининг йи- 
ғиндисига айтилади:

М[л] =  x tpt +  х 2р2 +  . . .  +  x j i m
ёки қисқача

Щ х ]  =  J] x kph. ( 1 )
/г=1

/ 0 
[х =  7
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Шунинг билан баробар, олдин кўрсатиб ўтилганидек,

І >  =  ь*=1
Агар тасодифий миқдорнинг қийматлари чексиз кетма-кет 

цийматларни ташкил қилса, у ҳолда

mx = y , x kpk. (Г)
k=1

Бундан кейин биз шундай тасодифий миқдорларни қарай- 
мизки, улар учун бу қатор яқинлашувчидир.

Тажрибалар сони катта бўлганда тасодифий миқдорнинг ўр- 
та қиймати билан тасодифий миқдорнинг ўрта арифметик қий- 
мати орасидаги боғланишни тайинлаймиз, чунончи т аж риба­
лар  сони катта булганда кузат иладиган қийматларнинг 
ўрта арифметиги тасодифий м иқдорнинг ўрта қиймат ига  
я қ индир, ёки 1 -§ да белгиланган терминларда тасодифий миқ- 
дорнинг кузат иладиган қиймат ларинкнг^ўрт а арифметиги 
т аж рибалар сони чексиз ўсиб борганда тасодифий яиқдор-  
нинг ўрта цийчат ига  интилади деб айтиш мумкин.

N  та боғлиқ бўлмаган тажрибалар ўтказилган бўлсин. Бу 
тажрибаларда

x t қиймат пх марта пайдо бўлган 
х 2 қиймат п2 марта пайдо бўлган

л:» қиймат л, марта пайдо бўлган 
деб фараз қилайлик.

Тасодифий миқдор л х и х 2, . . .  , х , қийматларни қабул 
қилади.

л: миқдорнинг ҳосил қилинган қийматларининг ўрта  ариф* 
м е т и г и н и  ҳисоблаймиз (уни М[л'] ёки тх билан белгилай­
миз).

“  ___ - * 1 Л 1 +  л 2 « 3 +  . . .  +  X l  Я ѵ r t i  , п 2 I I „  П ‘  , п \

т * -  --------------й -------------- 1 /v 2iv * '  ’ лГ' ( )
Аммо катта сон N  даги тажрибалар учун ~  нисбий частота x k 

қийматнинг пайдо бўлиш эҳтимолига интилгани учун, бу ҳолда

Етарлича деб қилинган табиий фаразларда қуйидаги ҳосил 
бўлади: _

M W -  М [x j. (3)
32 н. С. Пискунов, 2-т.
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Эслатма.  Агар биз х х сонли белгиси бўлган та шарли, 
х 2 сонли белгиси бўлган п2 та шарли, ва ҳ. к. жами N та 
шарли цутилар схемасини царасак эди, у ҳолда битта шар ол- 
ганда „кутиладиган сон“ (ўрта циймат) (2 ) формула билан 
ифода этилади, яъни тх га тенг буларди.

1 - м и с о л .  Агар ҳар бир отишда нишонга тегиш эҳтимолир  =  0,4 бўл- 
са, 3 та отишда нишонга тегиш сонини, яъни тасодифий миадор х  нинг 
ўрта қийматини топинг.

Е ч и ш .  Тасодифий миқдор х  ушбу қийматларни қабул қилиши мумкин.
JCx =  0, х 2 =  1, х г =  2, Хі =  3.

Берилган тасодифий миқдорнннг тақсимот жадвалини тузамиз.
Бу қийматлар эҳтимолларини такрорланган тажрибалар ҳақидаги теоре- 

мага кўра топамиз (п =  3, р  =  0,4, q — 0,6):
Р(Х =  0) -  С§(0,6)3 а  0,216,
P(je =  1) -  С|(0,4)(0,6)> =  0,432,
Р(дс -  2) -  C f(.0,4)2 - (0,6) =  0,288,
Р(х  =  3) =  CJ(0,4)3 =  0,064.

Тасодифий микдорнинг тақсимот жадвали қуйидагича бўладн:

X 0 1 2 8

Р{х =  x k) 0,216 0,432 0,228 0,064

Ўрта қийматини (1) формулага кўра ҳисоблаймиз:
тх =  0 • 0,216 +  1 • 0,432 + 2 ■ 0,288 +  3 • 0,064 =  1,2 та тегиш.

2 - м и с о л .  Объектга қарата битта ўқ узилган. Ўқцинг тегиш эҳтимоли 
р  га тенг. Ўқнинг тегиш сони—тасодифий миқдор х  ницг ўрта ҳийматини 
аншрганг.

Тасодифий миқдорнинг тақсимот жадвалини тузамиз:

X 0 1

Pk 1 - р Р

Демак, тх =  0 • (1 — р) +  1 • р  =  р.

2-эслатма.  п та боғлиқ бўлмаган тажрибада А ҳодиса- 
нинг рўй бериш сонининг M [*] ўрта циймати тажрибалар со­
ни билан ҳар бир тажрибада А ҳодиса рўй беришининг эҳти- 
моли р  кўпайтмасига тенг экани, яъни

Щк] = пр (4 )

екани келгусида тайинланади.
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Агар (4) формулада п—ўқ узишлар сони, р—ўқнинг теги­
ши эҳтимоли бўлса, у ҳолда 1 -мисолдаги масаланинг ечими 
бундай бўлади:

М[х] = «/7 =  3- 0 ,4=  1,2 та тегиш.

Агар (4) формулада М[х] ва р лар маълум бўлса, у ҳолда 
бу формуладан ҳодисанинг рўй бериш сонининг берилган ўрта 
қийматини берувчи тажрибаларнинг сони п аниқланади:

М  [к\ п =  ——.
р

3 - м и с о л .  Бир ўқ узишда нишонга тегиш эҳтимоли р =  0,2. Нишонга 
тегиш сони ўрта қийматининг Ь га тенг бўлишини таъмин этиш учун сарф 
бўладиган ўқлар сонинн аниқланг.

5
n =  —  =  25 та ўк.0,2

(Шунга ўхшаш масалалар турли текширишларда учраб туришини яна бир 
марта таъкщцаб^ ўтамиз. Унда . укнинг тегиши‘ деган ибора „ҳодисанинг 
рўй бериши" деган ибора билан. ^уқ узиш* иоораси „тажртба" сўзи билан 
алмашинади.)

4 - м и с о л .  Куйидаги тақсимот жадвалига эга бўлган тасодифий миқдор 
X нинг ўрта қийматини аниқланг.

X 1 2 3 . . . k • • •

Pk р (1 -  Р)Р (1 -  Р?Р 1 1 • • •

7-§ даги 2-мисолга қаранг.
" Е ч и ш .  (1) формулага кўра, қуйндагига эгамиз (1 — p =  q деб белги­

лаймиз):

м-х =  1 • Р +  +  Ц гр +  • • • +  kq*~'p+  =Ml+2<? -\-'iq-+ . . +- 

+  kq*-1 +  . . .) =  p(q +  q2+ q 3+  . . .  + 9*4- . . . ) '=  p [ j z r )  =
1— 9 +  Q P P 1

Шундай қилиб,

Шунингдек:

( l - < ? ) 2 ( l - ? ) 2 P- P 

\_
P

0 -»l да
p r+ 0  да mx -*ca,

Бу муносабатларнк масаланинг маъносига асосланиб тушунти- 
риш мумкин.

Ҳақиқатан, агар ҳар бир тажрибада А ҳодисанинг рўй бе­
риш эҳтимоли I га яқин (/7^ 1 ) бўлса, у ҳвлла А ҳодисанинг
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битта (биринчи) тажрибада (от_г^ ; '1 ) рўй беришини кутиш мум­
кин. Агарда р  э\тимол кичик бўлса ( р ^ О )  у ҳолда А ҳоди- 
санинг рўй бериши учун жуда кўп тажрибалар (тх яаоэ) ўт- 
казилиши талаб цилинишини кутиш мумкин.

Тасодифий миқдор х  нинг ўрта циймати тасодифий мицдор 
X эҳт им оллари тақсимотинпнг маркази дейилади.

3-эслатма. „Э.угимоллар тацсимоти маркази" деган ном 
„огирлик маркази" деган номга циёслаб киритилган. Агар Ох 
ўқидаги л,, х 2, . . . , х п абсциссали нуцталаргар,, р ъ . .  . , р п 
массалар жойлаштирилган бўлса, у ҳолда аналитик геометрия- 
дан маълумки, бу массалар огирлик марказининг абсциссаси 
ушбу формула билан аницланади:

П
*kPk

ХС ~  п
t;Pbi=l

л
Агар JJ рк =  1, бўлса, у ҳолда 

*=1
п

-*С =  £  Х*Рь- (5 )*=1
(5) формула кўринишига кўра, ўрта қиймат учун ёзилган (1) 
формула билан бир хил.

Шундай цилиб, массаларнинг огирлик, маркази ҳамда ўрта 
қиймаг бир-бирига ўхшаш формулалар билан хиеобланади. 
Ана шундан „эҳтимоллар тацсимоти маркази“ деган ном ҳосил 
бўлган.

Тасодифий мицдор л: мос тацсимот цонуни билан берилган 
бўлсин (411-расм); унинг ўрта циймаіи m r бўлсин.

Энди тасодифий мицдор х  билан унинг ўрга циймати тх 
орасидаги х —тх айирмани цараймиз.
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Бу тасодифий мицдорни м аоказлаіит иѵилган тасодифий  
мицдор ёки четланиш  деб атаймиз ва билан белгилаймиз.

Бу тасодифий мицдор л° нинг тацсимот цонуни цуйидагича 
бўлиши равшан:

x a, = x i —тх х% =хъ—тх о». к = х к —тх

Pk Pt Рг Pk

(412-расмга царанг).
Марказлаштирилган тасодифий мицдорнинг ўрта қийматини 

топамиз:
п п п

M [jc  -  т х ] =  £  (x k ~ m x)Pk  =  £  х *Ръ -  =
t = l  А = 1  * = 1

=  -  Щ  £ / Ѵ =  шх -  тя • 1 =  0.
*=і

Шундай цилиб, н арказш ш т ириліан. тасодифий мицдорнинг 
ўрта циймати н олга т енг.

4-эслатма. Баъзан тасодифий бўлмаган (ишончли, муцар- 
рар) ўзгармас мицдорци 1 эҳтимол билан с цийматни кабул 
цилувчи, 0 эҳтимол билан эса бошца цийматларни цабул ки­
лу вчи тасодифий мицдор деб цараш-мацсадга мувофиц бўлади. 
У ҳолда ўзгармас мицдорнинг ўрта циймати ҳацида сўзлаш 
маънога эга бўлиб, ЛЦс] =  с • 1 =  с булади.

Яъни, ўзгар час мицдорнинг ўрта циймати ўзгарм ас миц­
дорнинг ўзига  тенг.

10-§. Дисперсия. Ўрта квадратик четланиш.
Моментлар ҳацида тушунча

Тасодифий мицдор х  нинг эҳтимоллар тацсимоти маркази­
нинг ўрнини аницлайдиган ўрта цийматидан ташцари тасоди­
фий мицдор тацсимотининг сонли характеристикаси бўлиб та­
содифий мицдор д: нинг дисперсияси хизмат цилади.

Дисперсияни D[jc] ёки oj билан белгилаймиз. „Дисперсия" 
сўзи тарцоцликни билдиради. Дисперсия тасодифий мицдор­
нинг ўрта цийматига нисбатан унинг цийматлари тарцоцлиги- 
нинг, сочилганлигининг сонли характеристикасидир.

1-таъриф. Тасодифий мицдор х  нинг дисперсияси деб 
тасодифий мицдор билан унинг ўрта циймати орасидаги айир-
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\іа квадратининг ўрта цийматига (яъни марказлаштирилган 
тасодифий мицдор квадратининг ўрта цийматига) айтилади:

DI*] =М[(лг — тхУ\ ( 1 )
ёки

П
D{x\ =  'Sd ix k - m x\ipk. (2>

Л=1
Дисперсия тасодифий мицдор квадрати ўлчамида бўлади. 

Баъзан тарцоцлик характеристикаси учун ўлчами тасодифий 
мицдор ўлчами билан устма-уст тушадиган мицдордан фойда- 
ланиш цулай бўлади. Бундай мицдор ўрта квадрат яетла- 
нишдир.

^-т-аъриф. Тасодифий мицдорнинг ўрта квадрат ик яет- 
яаниш а деб унинг дисперсиясидан олинган квадрат илдизга
айтилади:

о [х] = Г О [л ],
ёки ёйиц кўринишда

aW  =  1 /  Е  (х к ~ т х)*Р*- (3)
Г 4=1

Ўрта квадратик четланишни ах билан ҳам белгиланади.
1 - эслатма.  Дисперсияни ҳисоблашда (1) формулани цуйи­

дагича алмаштириш цулай булади :

D[Jf] =  t ( x k- m x)2Pk =  t x *P*~2 Т,х* тх Р * +  І ”іІР* =
4=1 _  4=1  4=1 4=1

=  % x kp k +  m\ % p k = M [ x 2] - 2 m x -mx +m \ -\  =
4=1 4=1  4=1

=  Ml A2] -  ml.
Шундай қилиб,

D[a ] =  AMa-21 - ^ ,  (4)
яъни дисперсия тасодифий мицдор квадратининг ўрта циймати 
билан тасодифий мицдор ўрта циймати квадрати орасидаги айир­
ма га тенг.

1-м и с о л .  Объектга карата битта ўқ узилган Ўқнинг объектга тегиш 
эҳтимоли р. Урта қийматни, дисперсияни ва ўрта квадратик четланишни 
аниқланг.

Е ч и ш .  Ўқнинг тегиш сонларининг қийнатлари жадвалини тузамиз:

X 1 0

Ра Р Q
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q =  1 — р . Демак,

М [л] =  1 • /7 4-0 • q =  р,
Di-*] =  0 - Р У Р +  ( 0 -  p)-q  =  q-p  +  p *q  =  pq,
«[л] =  Y p q .

Дисперсия ҳамда ўрта квадратик четланиш тушунчаларини та­
содифий мицдорнинг тарцоцлиги характеристикаси сифатидаги 
маъносини тасаввур этиш учун мисоллар кўриб чиқамиз.

W \0,5

2 3 

413- расм.

\0.5 \0,‘і 

____ I.

3_ 5

414- расм.

0.J

-»-4аг

2- м и с о л. Тасодифий миқдор х  қуйидаги тақсимот қонуни билан бе- 
рилган (жадвал ва 413-расмга қаранг):

X 2 8 4

Pk 0,3 0,4 0,3

1) ўрта қийматни, Ч) дисперсияни, 3) ўрта квадратик четланишни аниқ-
ланг

Ечиш.
1. М [*] =  2 • 0,3 +  3 • 0,4 +  4 ■ 0,3 =  3,
2. D )*] =  (‘2—З)2 • 0,3 4- (3 -  З)2 • 0,4 +  (4 - 3 )2 • 0,3 =  0,6,
3. о[*] =  у  D[jc| =  j/'ОДЗ =  0,77.

3-м и со л. Тасодифий мицдор х  ушбу тақсимот қонуни билан берилган 
(жадвалга ва 414-расмга қаранг):

X 1 3 5

Pk 0,3 0,4 0,3

1) ўрта қийматни, 2) дисперсияни, 3) ўрта квадратик четланишни аниқ- 
ланг.
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Ечиш.
Щх\ =  I . 0,3 +  3 • 0,4 +  5 . 0,3 =  3,
2. D [дс] =  (1 -  З)2 • 0,3 +  (3 -  З)2 • С,4 +  (5 -  3)'- . 0,3 =  2,4,
3. а {х \ = У 2 Л  =  1,55.

Биринчи мисолдаги тасодифий микдорнинг— тарқоқлиги, сочилганлиги 
иккинчи мисолдаги тасодифий миқдор тарқоқлигидан кам (414 ва 415-расм- 
ларга қаранг). Бу миқдорлар дисперсияси мос равишда 0,6 ва 2,4 га тенг.

4 - м и с о л .  Іасодифий миқдор х  қуйи- 
даги тақсимот қонуни билан берилган (жад-

II валга ва 415-расмга қаранг).

з

р 1

415-расм. 1) ўрта қийнатни, 2) дисперсияни, 3) ўрта
квадратик четланишни аниқланг.

Е ч и ш.

). М[*] =  3- 1 =3,
2. Щ х] =  (3 -  З)2 . 1 =  0,
3. а[х] =  0.

Бу тасодифий миқдор қийматларининг тарқоцлиги йўц.

2-эслатма. Агар ўзгармас сонни 1 эҳтимол билан с қий- 
мат қабул қилувчи тасодифий миқдор деб қарасак, у ҳолда 
D[c] =  0 бўлишини исбот қилиш осон.

Исбот  Mfc] =  с (9-§ (5) га қаранг) экани кўрсатилган эди. 
( 1 ) формулага кѵра, ушбуни ҳоси.т қиламиз:

Dfc] =  M |(c-c)*J =  M[0] = 0 ,
шуни исбот цилиш керак эди.

3-эслатма.  Механикадаги терминологияга ўхшатиб, (л:— 
—тх), {л  — тх)% миқдорларнинг ўрта қийматларини тасодифий 
миқдорнинг б пр и нли ва иккинчи тартибли м арказий мо­
мент лари деб аталади. Учинчи тартибли марказий моментни 
ҳам царалади:

k=l

Агар тасодифий миқдор эҳтимоллар тақсимотининг марка­
зита нисбатан симметрик тақсимл-анган бўлса (411-расм), у ҳол-
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да унинг учинчи тартибли марказий моменти нолга тенг бў- 
лиши равшан. Агар учинчи тартибли момент нолдан фарцли 
бўлса, у ҳолда тасодифий мицдор симметрик тацсимланган бў- 
лиши мумкин эмас.

11 - §. Тасодифий мицдорларнинг функциялари

Тасодифий мицдор *  жадвал шаклидаги тацсимот қонуни 
билан берилган бўлсин:

X *1 XJ • • • • • • х п

Pk Pi Рі • • # Pk . . . Рп

Тасодифий мицдор х  нинг

У =  /(■*>
функциясини цараймиз.

Функциянинг yh =  f ( x k) циймати тасодифий у мицдорнинг 
циймати бўлади.

Агар барча ук =  f ( x k) цийматлар турлича бўлса, у ҳолда 
тасодифий мицдор у нинг тацсимот цонуни ушбу жадвал билан 
берилади:

нII Уі = f(x i) У 2 =  HXi) • * « II>4 . . . У tx = f{* n)

Pk Pi Pi Pk • • • Pn

Агар ук =  f (x k) цийматлар орасида бир-бирларига тенг бўл- 
ганлари бўлса, у ҳолда мос эҳтимолларни цўшиб, мос устун- 
ларни битта устунга бирлаш'тириш керак.

Тасодифий мицдор х  нингу=/(л*) функциясининг ўрта ций­
мати 10-§ даги ( 1 ; формулага ўхшаш формула билан аницла- 
нади

М [/(л)] =  £  / { х к)р к. (1)
*=і

Шѵнга ѵхшаш 'усул билан функциянинг дисперсияси ҳам 
аницланади:

*>[/(*)] =  М [(/(* ) ] -  Щ Пх)\У\ =  £  (П х к) - т м УРк.
К=1
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М и с о л .  Тасодифий <р миқдор қуйидаги тақсимот қонуни билан берил­
ган:

ж ■к
0

я те
<р ~  2 ~  4 т 1

Pk 0,1 0 1 0,2 0.3 0,3

Бу тасодифий миқдорнинг
у =  A sin f

функцияснни қараймиз.
Тасодифий миқдор у учун тақсимот жадвали тузамиз:

У - А AV 1 
~  2

0 А У  2 
2

А

Pk 0,1 0,1 0,2 0,3 0,3

Функциянинг ўрта қийматини (математик кутилишини) топамиз:

Аі/~2 АѴ~2
М[.4 sin <р] =  -  А ■ 0,1 0,1 +  0 • 0,2 +  0,3 +  А • 0,3 =

=  А іо,2 +  0,2і) =  .4(0,2 +  0,11) =  0.34 А.

Бу типдаги масалалар тебраниш жараёнларини қарашда келиб чиқади.

12-§. Узлуксиз тасодифий мицдор. Узлуксиз 
тасодифий мицдорнинг тацсимот зичлиги. Тасодифий 
мицдорнинг берилган интервалда Ртиши эѵтимоли

Бу масалани тушуниш учун мисол кўриб чицамиз.
М и с о л. Бирор давр ишлатилгандан кейин цилиндрнинг емирилиш миқ- 

дори ўлчанган. Бу миқдор цилиндр диаметрининг катталашиш қиймати би­
лан анш<ланади. Уни х  билан белгилаймиз. Масаланинг моҳиятидан кўрина- 
дики, X мивдорнинг мумкин бўлган қийматлари бирор (а, Ь) интервални 
ташкил этади ва х  шу интервалдаги ихтиёрий қийматларни қабул қила- 
олади.

Бундай мицдор узлуксиз тасодифий мицдор дейилади.
Шундай цилиб, бирор (а, Ь) интервалда (бу интервал чек­

сиз (— со, сю) интервал_бўлиши ҳам мумкин) берилган узлук­
сиз тасодифий мицдор х  ни цараймиз. Бу интервални ихтиё­
рий х 0, х и , х п нуцталар билан узунлиги Дяі-і =  x t — x t-i  
бўлган кичик интервалларга ажратамиз.
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Бизга тасодифий мицдор х  нинг ( х ^ і , х ;) интервалда 
ётиш эҳтимоли маълум деб фараз цилайлик. Бу эҳтимолни биз 
цуйидагича белгилаймиз: Р (х/_і <  д < * , ) ,  ҳамда уни асоси 
Д*;бўлган тўғри тўртбурчак юзи шаклида тасвир эта­
миз (416-расм). _

Ҳар бир (Х(_I, x t) интервал учун тасодифий мицдор х нинг 
бу интервалда ётиши эҳтимоли аниқланади ва, лемак мос 
тўғри тўртбурчакни ясаш мумкин бўлади. Натижада зинасимон 
синиц чизицни ҳосил циламиз.

416- расм.

1 - т а ъ р и ф.

ц т  Р ( * < х < х  + Ьх) = /(х )  (1)

тенгликни цаноатлантирувчи у =  /  (х) функция мавжуд бўлса, 
у ҳолда бундай f  (х ) функция тасодифий мицдор х  нинг эҳ-  
т им оллари т ацсинот ининг зичлиги  ёки тақсимот цонуни 
дейилади (шунингдек, „тац- 
симот зичлиги11 ёки „эҳтимол- 
лар зичлиги“ деб ҳам айтила­
ди). X  билан узлуксиз тасоди­
фий мицдорни, -с ёки Хд, билан 
бу тасоаифий мицдорнинг ций- 
матларини белгилаймиз. Ле­
кин баъзан, агар бу тушу- 
нишга халал бермаса, биринчи 
ҳолда ҳам х тепасидаги чизиц- 
чани тушириб цолдирамиз. y — f ( x )  эгри чизиц эҳт им оллао  
тацсимоти эгри чизиғи  ёки тацсимот эгри чи зиғи  дейилади 
(417- расм/. Лимит таърифидан фойдалансак, (1) тенгликдан
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Дх га нисбатан юқори тартибли чексиз. кичик миқдор аниқ- 
.лиги билан ушбу

Р(х <  х <  х +  Д х ) ^ /  (л) іх  (2)
тақрибий тенглик келиб чиқади.
Энди ушбу теоремани исбот қиламиз.

1 - тео р е м a. f  (х ) тасодифий м ицдорх нинг тацсимот зич,- 
л и ги  бўлсин. У  ҳолда тасодифий мицдор х  нинг бирор (а, 
?) интервалда ётиши эҳт им оли  /  (х) функциядан а дан (3 
га ч а  олинган аниц инт егралга  тенг, яъни цуйидаги т ен г­
л и к  ўринлидир:

_  '1  ' -----
Р(а<х <  іЗ) =  [ /  (х ) d x . (3)

а
Исбот.  (а, 8) интервални а =  х „  х 2, ... , х „+і =  8 нуқта- 

лар билан ѣ та кичик интервалларга бўламиз (418- расм). Бу 
интервалларнинг ҳар бирига (2 ) формулани татбиқ қиламиз:

Р(х, < х < х 2) ^ / ( x , ) d x , ,
Р(х2 <  х < х 8) =  / ( х 2) Их2,

Р ‘ Х  п <  X  X п j. 1 /  ( X п ) Д X п .

у

0 < *= * , Хг  хп р=хя„  *
418 -расм.

Бу тенгликларнинг ўнг ва чап томонларини қўшамиз. Чап то- 
монда Р (а <  X <  Р) ни ҳосил килишимиз равшан. Шундай қи- 
либ,

п  Р(а< X  <  f ( x , ) \ x ,
І=1

тақрибий тенглик ҳосил қилдик. Ўнг томонда max Дх, -> 0 
шартда лимитгд ўтиб, интеграл йигиндининг хоссаларига 
асосан ушбу аниқ тенглик ^осил қиламиз:
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Р(а <  л <  р) =  lim У  f ( x ^ x t.
шах Дл*. -+• ОI і=1

(Биз f { x ) шундай функцияни, ўнг томондаги лимит мавжуд 
деб фараз қиламиз.) Аммо ўнг томоида турган лимит f ( x )  
функциядан а дан В гача бўлган чегараларда олинган аниқ 
интегралдир. Шундай қилиб,

Р
Р (а <  л: <  р) =  \ f  (х ) d x .

а

Теорема исбот бўлди.
Демак, тасодифий миқдорнинг тақсимот зичлигини билсак, 

тасодифий миқдорнинг қийматини берилган интервалда ётиш 
эҳтимолини аниқлашимиз мум­
кин. Геометрик нуқтаи назар- 
дан, бу эҳтимоллик мос эгри ", 
чизиқли трапециянинг юзига 
тенг"і419- расм).

Эслатма. Узлуксиз тасо­
дифий миқдор учун *  =  х 0 дан 
иборат ҳодисанинг эҳтимоли 
нолга тенг бўлади.

Ҳақиқатан, (2) тенгликда 
x — X q деб фараз қилиб, қуйи- 419-расм.
дагини ҳосил қиламиз:

Р(Х0<АТ<  Х0 +  Л-*) ~ /(•*<>) *Х,
бу тенгликдан

lim Р(д0 <  X <  л;0 -f- A*) =  0
Ajr-M)

ёки
Р(л- =  х 0) =  0.

(475-бетдаги 1-эслатмага қаранг.) Шунинг учун (3) тенг­
ликда ҳамда ундан олдинги муносабатларда биз фақат Р(а<
<  X <  Р) дебгина эмас, балки Р (а < л ;< р )  деб ҳам ёзишимиз 
мумкин, чунки

Р  ( а  ^  X  «g Р) =  Р  ( *  =  а )  +  Р _(а  <  *  <  Р) +  Р  ( *  =  Р) =

=_Р ( а < х <  р).
Агар тасодифий миқдор л: нинг қабул қилиши мумкин бўлган 
барча қийматлари (а, b) интервалда ётган бўлса, у ҳолда

j  /(л ) </* =  1, (4)
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чунки тасодифий миқдор қийматларининг (а, Ь) интервалда 
ётиши ҳодисаси муқаррар ҳодисадир.

Агар л; нинг қабул қилиши мумкин бўлган цийматлар ин­
тервали (— со, -j- оо) бўлса, у ҳолда

оо

j f ( x ) d x  =  1 . (5)
— оо

■ Агар қаралаётган масаланинг моҳиятидан f ( x )  функция­
нинг чекли (а, Ь) интервалда аниқланганлиги келиб чиқса, у 
ҳолда у бутун чексиз (— со, +  оо) интервалда аниқланган деб 
ҳисоблаш мумкин эканлигини, аммо (а, Ь) интервал ташқа- 
рисида эса TWmf
бўлишини қайд қилиб ўтамиз. Бу ҳолда (4) тенглик ҳам, (5) 
тенглик ҳам бажарилади. Тасодифий миқдорнинг тақсимот 
зичлиги тасодифий миқдорни тўла аниқлайди.

13-§4 Тацсимот функцияси ёки тақсимотнинг интеграл 
қ о н у н и . Эҳтимоллар текис тацсимоіининг қ о н у н и

1-таъриф. Бирор тасодифий миқдор х  (— со <  х  <  - f  °°) 
нинг тақсимот зичлиги f ( x )  бўлсин, у ҳолда

Ғ ( х )  =  j t (х) dx  (1)
— оо

функция эҳт им оллар тацсимоти функцияси ёки тацси- 
мотнинг инт еграл цонуни дейилади.

Дискрет тасодифий миқдор учун тацсимот функцияси унинг 
X дан кичик бўлган x k қийматлари э.ҳтимолларининг йиғин- 
дисига тенг:

■X ^ < І Х

420- расм.
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12- § даги (3) тенгликка асосан Ғ (х ) тақсимот функция тасо­
дифий микдор X нинг а: дан кичик бўлган қийматларни қабул 
қилиш эҳтимолидир (421- расм):

Ғ { х )  =  Р (— оо <  х <  х ). (2)
420- расмдан кўринишичах нинг 
берилган қийматида тақсимот 
функциянинг сон қиймати х нуқ- 
та орқали ўтказилган ордината- 
дан чапда жойлашган тақсимот 
эгри чизиғи билан чегараланган 
юзга тенг.

Ғ ( х )  функциянинг графиги 
тацсимотнинг инт еграл эгри  
чизиғи  дейилади (421- расм'.

(1) тенғликда 12-§ даги (5 )  ни эътиборга олиб, х  -v - f  оо 
да лимитга ўтсак, ушбуни ҳосил қиламиз:

----- ----------------- Л*------------ ---- ••---------- ----------------------
lim F  (х  =  lim Г f ( x ) d x  =  ( f ( x ) d x = \ .

X - +  +  00  Z - +  +  OO J J
— OO — o o

Куйидаги теоремани исбот қиламиз:
1-теорема.  Тасодифий мицдор х  нинг берилган  (а, р) 

инт ервалда ётииіи эҳт им оли тацсимот функциянинг бу 
инт ервалдаги орт т ирмасига т ен г:

Р ( « < Х < Р )  =  / ?(Р) -Ғ(а) .
Исбот .  Тасодифий миқдор х  нинг берилган (а, |3) интер­

валда ётиши эҳтимолини топамиз. 1 2 - § даги (3) формулани 
қуйидагича қайтадан ёзиб оламиз (422- расмга қаранг):

_  9 9 *
Р (а <  X <  Э) =  Г /  (х) d x  =  j /  (х) d x — j1 Д х )  d x

J  • V



512 XX боб.  эҳтимо;*л а р  НАЗАРИЯСИ ва  м атем атик
СТАТИСТИКА ЭЛЕМЕНТЛАРИ

ёки (1 ) тенгликдан фойдаланиб, цуйидагини ёзишимиз мумкин;

P ( « < * < P )  =  f  № )-/=(«).
Шуни исбот цилиш керак эди (423- расмга царанг). 
Тацсимот зичлиги /  (х ) ҳамда мос тацсимот функция Ғ  (х)

F '( x )  =  f ( x )  (3)
муносабат билан боғлангандир. Бу f l )  тенгликдан ҳамда аниц 
интегралнинг юцори чегараси буйича дифференциаллаш ҳаци- 
даги теоремадан келиб чицади. *

Энди эҳт им оллар тацсимотининг т екис цонунага эга 
бўлган тасодифий мицдорни цараймиз. Бундай тасодифий миц­
дорнинг тацсимот цонуни ёки тацсимот зичлиги /(х) цуйида- 
гича берилади:

X <  а бўлганда, f ( x )  — О, 
a < * < f c  бўлганда, /(.v)=C , 

b <  x  бўлганда, /  (л) =  0.

(a, b) интервалда t (x )  зичликнинг циймати ўзгармас с сонга 
тенг (424- расм) бўлиб, бу интервалнинг ташцарисида нолга 
тенг. Бундай тацсимотни текис зичланиш  қонуни ҳам дейи­
лади.

- f o o

J /  (л:) d x  =  1 шартдан с нинг цийматини топамиз:
— оо

•+ ОО ь
J / (л) d x  =  j  cd x  — с (b— а) =  1,
— оо а

демак,
с =  ——. b — а — — •

Ь — а  с
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Охирги тенгликдан текис тацсимот ўринли бўлган (a, b) ин­
тервал албатта чекли бўлиши кўринади. Тасодифий мицдор 
X нинг (а, р) интервалдаги цийматни цабул цилиш эҳтимоли- 
ни аницлаймиз:

р (а <  X <  Р) «  J f {x )  d x  =  j  j ± - a d x =
а  а

Шундай цилиб, изланаётган эҳтимол

Р (а <  д: <  Р) =  ^— - га тенг.

(Бу муносабат 480- бет да келтирилган икки ўлчовли ҳол учун 
геометрик эҳтимол таърифи билан ўхшашдир.,)

Текис тацсимотнинг интеграл цонунини аницлаймиз;
л

Ғ (х )* =  \ f ( x ) d x .

Агар х < а  бўлса, у ҳолда /  (х) =  0 ва демак,

Ғ { х ) ~  0.
Агар а < х  < b  бўлса, у ҳолда / (л)

Ь —а
ва демак,

й
Агар b <  X бўлса, у ҳолда

оо

}  { Х )  жа 0, j" t (•*) 
b

демак,
Ъ — a

Ғ ( х )  =  i f ( x ) d x  — 1 —5— й,л’ =J J 6— я 6 — a— со a
(425- расмга царанг).
Текис зичланиш цонунига эга 
бўлган бир неча конкрет тасо­
дифий мицдорни келтирамиз.

1-ми сол.  Бирор миқдорни ўлчаш- 
да шкаланинг энг яқин бўлинмаси- 
гача яхлитлаш бажарилади. Яхлитлашда- 
Ги хатолар эҳтимолларининг текис тақ- 
симотига эга бўлган тасодифий миқдор-
33 н, С. Пискунов, 2-і
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дир. А га р  21  ш ка л а н и н г бир б ўл и н и ш и д а ги  баъзи б ир л и кл а р н и н г сони бўл- 
са, у  ҳолда бу тасодиф ий м и қд о р н и н г  та қс и м о т  зич л иги  қ у й и д а ги ч а  бўлади:

X <  — I б ўл ганда  f  ( х)  =  О,
1

—  I  <  x  <  I  б ўл ганда /  (jc) =  — •

I  <  x  б ўл га пд а  f ( x )  =  О,

1
бу ерда я  =  —  I. S =  /, с =  ^

2 - м и с о л. А й л а н ув ч и  сим м етрии  “ғи л д и р а к  иш қаланиш  н ати ж а си д а  т ў х -  
таб қо л а д и . Ғ и л д и р а кн и н г б ирор  тайинланган  ҳа р а ка тл а н увчи  р а д и уси  
билан ғи л д и р а к  тўхта ган д ан  к е й и н ги  қў зға л м а с  радиуси  орасида ҳосил  б ўл - 
ган  Ѳ б у р ч а к  та қси м о т  зичлиги  қ у й и д а ги ч а  б ўлган  тасодиф ий м и қд о р д и р ;

Ѳ <  0 бўлса, /  (Ѳ) =  О,

О <  0 <  2л бўлса, /  (Ѳ) =  — >
2к

2it <  0 бўлса, f  (в) =  0.

14- §. Узлуксиз тасодифий мицдорнинг сонли 
характеристикалари

Дискрет тасодифий мицдор учун илгари бажарилгани каби 
тацсимот зичлиги f  (х)  бўлган узлуксиз тасодифий мицдорнинг 
х  сонли характеристикаларини цараймиз.

I * таъриф. Зичлиги /(л ) Сулган узлуксиз тасодкфкм мнц* 
дорнинг ўрта циймати деб

оо

М \х] — J  (xf(x) dx (1)
—  оо

ифодага айтилади.
Агар тасодифий мицдор .ѵ чекли Га, b) кесматагиня ций­

матлар цабул цилиши мумкин бўлса, у ҳолда М [х ] ўрта кий- 
мат ушбу

М [x\=^xt(x)dx (Г)
а

формула билан ифодаланади. (Г) формулани 9- § даги (1) 
формуланинг умумлашгани деб цараса бўлади.

Ҳацицатан, (а, Ь) кесмани (хи-\, х *) интервалларга бўламиз. 
Ҳар бир интервалда нуцта оламиз.

Ушбу
^li 2̂t • • • ) > Ьп

қийматларни цабул цилиши мумкин бўлган ёрдамчи дискрет  
тасодифий мдцдор £ ни цараймиз. Дискрет тасодифий мицдор-
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нинг мос цийматлари эҳтимоллари р и р 2, . , .  , р к, . . . , Рп 
бўлсин:

Рх -  f ( h )  Ь хи и2= / ( У Ц ..........
Pk =  /(**) Д ■**.........  Оп -  t <£„) tLXn*).

Берилган дискрет мицдор І нинг ўрта циймати цуйидапича 
бўлади:

м ш  =
*=1

ёки
м  [I] =  &,/(«,) Да-, + « , / ( 6,) ДДГ2 +  . .  . +  1 М ^ к +  . .  . +

+ « n / ( u * * « = 2 5*/r(E*)Ajc‘ -

max Ал:*-» Ода лимитга ўтиб, ушбуни ҳосил циламиз:
tl Ь

Ит У  £*/(;*) Д-ѵ* =  f x f ( x ) d x .
_________ m,xÂ 0tTi i
Ўнг томонда турган ифода (а, Ь) кесмага тегишли ^ар ции- 

дай цийматни цабул цилиши мумкин бўлган узлуксиз тасоди­
фий мицдор X  нинг ўрта цийматидир. Шунга ўхшаш мулоҳа- 
8ани чексиз интервал учун ҳам, яъни(1 ) ифода учун ҳам кел­
тириш мумкин. ( 1 ) ва (Г) формулалар дискрет тасодифий 
мицдор учун 9-§ даги (1) формулага ўхшашдир. Ўрта ций­
матни илгаригидек тх билан белгилаймиз.

Ўрта цийматни тасодифий мицдор л нинг эҳтимоллари 
тақсимотининг маркази. деб аталади (426- расм). Агар тац-

симот эгри чизиғи Оу ўцига нисбатан симметрии бўлса, яъни
- / ( х )  функция жуфт функция бўлса, у ҳолда

оо

М[л: ]=  \ x / ( x ) d x  =  0

*) Шунинг билан бир вақтда / ( ; ft) Д і^  — узлуксиз тасодифий миҚДор X
нинг (<А_ 1| х к) интервалдан циймат цабул цилиши эҳтимолига тенг.
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экани равшан. Бу ҳолда эҳтимолларнинг тацсимот маркази 
координатлар боши билан устма-уст тушади (427- расм). 
Марказлаштирилган тасодифий х  — тх мицдорни цараймиз. 
Унинг ўрта цийматини топамиз:

М Iх  — тх\ j (* — tnx) f (x)  d x  =  \ x j ( x ) d x — mx j f (x )d x =

= m x — mx ■ 1 = 0.
М а рка зла ш т ирилган  тасодифий миқдорнинг ўрта циймат и  
н о л га  т енг.

2-таъриф.  Тасодифий миқдор л; нинг дисперсияси деб 
мос марказлаштирилган тасодифий мицдор квадратининг ўрта 
цийматига айтилади:

оо

D[x] =  [ (x  — mx)2 f ( x ) d x . (2)

(2 ) формула 10 -§ даги (2 ) формулага ўхшаш.
3-таъриф.  Тасодифий мицдор л нинг ўрта квадрат ик  

чгт ла ниш и  деб дисперсиянинг квадрат илдизига айтилади:

°\x ] = V D \ x ] =  j // ~  ° j ( x - m x)2/ ( х )  dx . (3)

Бу формула 10- § даги (3) формулага ўхшашдир. Биз конкрет 
мисоллар цараганимизда, дискрет тасодифий мицдорда бўлга- 
нидек, дисперсия ҳамда ўрта квадратик четланиш тасодифий 
мицдор цийматлари тарцоцлигини характерлашини кўрамиз.

4 - та ъ риф. Тасбдифий мицдор х  тақсимот зичлигининг 
энг катта қиймагига мос бўлган қиймати мода деб аталади 
(уни М 0 билан белгилаймиз). Тақсимот эгри чизиғи 426- ҳам- 
да 427- расмларда тасвир этилган тасодифий мицдор х  учун 
мода ўрта қиймат билан устма-уст тушади.

5 -таъриф.  Биз М е билан белгилайдиган сон ушбу
M g оо

j  /  (х )  d x  =  j  /  (*) d x  =  ^  (4)
-О О  М е

тенгликни цаноатлантирса, у сон 
медиана дебаталадн (428- расм). 
Кейинги тенгликни цуйидагича 
ёзиш мумкин:

Р ( х < М е) = Р { М в < л ) =  1
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яъни тасодифий мицдор х  нинг М , дан кичик қиймат қабул 
қилиши ҳамда М е дан катта қиймат қабул цилиши тенг эҳ- 
тимоллидир.

Тасодифий мицдор jc нинг ўви М е цийматни цабул цилмас- 
лиги ‘ҳам мумкин.

15- §. Тацсимотнинг нормал цонуни. Нормал 
тацсимотнинг ўрта циймати

Турли ходисаларни ўрганиш шуни кўрсатдикн, кўп тасо­
дифий мицдорлар, масалан, ўлчашдаги хатолар ўц узишдаги 
ён четланиш ҳамда бирор марказдан ўцнинг тушиш нуцтаси- 
нинг узоцлиги бўйича четланиши, кўп механизмларда детал- 
ларнинг едирилнш мицдори ва ҳ. к. лар

/ ( * )  = V
= -  е

(х-ау  
2о’ • (1

-

1 \

a X

формула билан ифбдаланувчи 
эҳтимоллар тацсимоти зичлигига 
эга бўлади.

Бу ҳолда тасодифий мицдор 
нон м ал тақсимот қонунигабуй- 
сунадй деб айтилади чбу такси- 
мотни Гаусс цонуни деб ҳам 
атайдилар). Нормал тацсимотнинг 
эгри чизиғи 429- раемда тасвир 
этилган. а =  О, а = 1  бўлганда (1 ) функция цийматлари 
жадвали китобнинг охирида келтирилган (2 - жадвалга қ.). 
Шунга ўхшаш эгри чизиқ 1 томнинг V бобидаги 9- § да 
муфассал текширилган.

Дастлаб (I) тацсимот функция 12- § даги (5) асосий муно­
сабат

429- расм.

[  t ( x )  d x  =  1

ни цаноатлантиришини кўрсатамиз: 
Ҳақиқатан ҳам.

d x  =  V 2 o d t

белгилашларни киритиб, ёза оламиэ:
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чунки

J e - “ d i = V *
— оо

(XV боб 5-§ га царанг).
( 1 ) нормал тацсимот цонуни га зга бўлган тасодифий миц- 

дорнинг ўрта цийматини топамиз. 14-§ даги (1) формулага 
мувофиц:

, _ -і£- “У- 
т .  =  х ---- - =  е 2о! djc. (2)

J а |/ 2it Ѵ '
— ОО

Ўзгарувчини алмаштирамиз:
, X -  а  __t

• Ѵ Т ^ 7 ~  ’
бундан

л: =  а -+ К  2а£, d x  — Y  2 adt

ни ^осил циламиз. Демак,
оо

/и, =  j  (fl +  V ~ 2  at) e ~ ‘‘ dt =
— oc *

/  « J /  * J
— OO — oo

Ўнг томондаги биринчи интеграл ]/"« га тенг. Иккинчи ин­
тегрални ҳисоблаймиз:

_______________ , СО ' 0-J
j  t . e - p d F = ~ ± e * \  - 0.
—-со — оо

Шундай цилиб,
т ѵ =  а (3)

( 1 ) формуладаги а параметрнинг циймати царалаётган тасоди­
фий мицдорнинг ўрта цийматига тенг. х —а нуцта* эҳтимоллар 
тацсимотининг марказини ёки тарцоцлик марказини тасвир 
этади. х = а  бўлганда / (х )  функция энг катта цийматга эга, 
шунинг учун х  — а циймат тасодифий мицдорнинг модасини  
ифодалайди. ( 1 ) эгри чизиц х  =  а тўғри чизицца нисбатан 
симметрик бўлгани учун

СІ оо

j  / (х ) d x  =  j  /  (х) d x,
— оо а
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яъни х = а  циймат нормал тацсимотнинг медианасини ҳам ифо- 
далайди. Агар ( 1 ) формулада а =О деб фараз цилсак, у ҳолда

/ (х) = ■ V (4і

Бунга мос бўлгак эгри чизиц Оу ўцига нисбатан симметрик- 
дир. f  (х) функция—эҳтимоллар тацсимотининг маркази коор- 
динатлар боши билан устма-уст 
тушадиган тасодифий мицдорнинг 
нормал тацсймот зичлигидир(430- 
расм). Тарцоцлик марказига нис­
батан тасодифий мицдор ций­
матлари характерини аницловчи
(I) ва (4) тацсимот цонунларига 
эга бўлган тасодифий мицдор­
нинг сонли характеристикалари 
эгри чизнц-нинг шакл и га цараб 
аницланади. Бу шакл а нинг миц- 
дорига боғлиц эмас ва шунинг 
учун улар устма-уст тушади. а
мицдор ( 1 ) эгри чизицнинг а >  0 бўлганда ўнгга ва а <  О 
бўлганда чапга силжиш мицдорини аницлайди.

Бирмунча цискартириб ёзиш мацсадида, биз бундан кейин­
ги мулоҳазаларни (4) формула билан аницланадиган тацсимот 
зичлигига нисбатан олиб борамиз.

16- §. Тацсимотнинг нормал цонунига бўйсунувчи тасодифий 
миқаорнинг дисперсияси ва ўрта квадратик четланиши

Тасодифий мицдор х  нинг гацсимот зичлиги

1f ( x )  =
Jl"2а3 П)

формула билан берилган бўлсин. Узлуксиз гасодифий мицдор­
нинг дисперсияси 14- § даги (2) формула билан аницланади. 
Биз цараётган ҳолда

тх =  а =  0 .

Тасодифий мицдорнинг дисперсияси
&

™dx
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тенглик билан аницланади. рг=- =  /  деб ўзгарувчини алмаш­
тирамиз. Бу ҳолда

M i l  =  j ' е е - d t 2 ( . e - >
----OO ----CO

Бўлаклаб интеграллаб, ушбуни ҳосил циламиз:
оо оо

+  j«  ‘ dt^,
V я

- t - e "

Аммо

lim t • e 1 =  0, f e ' dt — V  ж»
/ - >  ос J

бўлгани учун, ^исоблаш натижасида

D [л] =o" (2)
ни хосил циламиз. 14- § даги (3) формулага мувофиц, ўрта 
квадратик четланиш цуйидагича бўлади:

о [ і ] - Ѵ Щ Щ = а .  (3)
Шундай цилиб, дисперсия (1) тацсимот зичлиги формула- 

сидаги параметр <з1 га тенг. Биз юцорида, дисперсия тарцоц-
лик марказига нисбатан тасо­
дифий мицдор цийматларининг 
сочилганлигини характерлайди 
деб айтган эдик. о* параметр­
нинг циймати тацсимот эгри 
чизиғининг шаклига цандай 
таъсир кўрсатишини цараб чи-
цамиз. 431-раемда а =  ^> 0 =
=  1 ,о= 2  цийматлар учун так­
симот эгри чизиғи тасвир этил- 
тан. Бу эгри чизицларга цара- 
ганимизда кўрамизки, а цанча 

кичик бўлса, f ( x )  функциянинг максимуми шунча катта, тар­
цоцлик марказига ( х  — 0 ) яцин бўлган цийматлар эҳтимоли 
катта, ҳисоб бошидан (х = 0) узоцлашган цийматлар эҳтимоли 
кичикдир. Бу сўз билан цуйидагича ифода этилади: дисперсия 
в2 цанча кичик бўлса, тасодифий мицдор цийматларининг 
тарцоцлиги шунча кичикдир.
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17- §. Тасодифий мицдор цийматининг берилган интервалда 
ётиш эҳтимоли. Лаплас функцияси. Нормал цонун учун 
тацсимотнинг интеграл функцияси

1 2 - § даги (3 ) формулага мувофиц, гацсимот зичлиги
и-а)1

f i x )  =  — - = е  ,
4 ' а /  2л

бўлган тасодифий миқдор х  нинг қиймати (а, р) интервал- 
да ётиши эҳтимолини аницлаймиз:

,5

Р  (а <  X  <  Р) =  j“ /  ( х )  d X
а

ёки- _

а
(432- расмУ. Узгарувчини алмаштирамиз:

Х-Cl j,

У ~2 а ~  ’

Натижада ушбуни ҳосил циламиз:

Р (а <  X <  р) =  ~  J е - ' ’d t  . (П
а—а
о Ѵі

Ўнг томонда турган интеграл элементар функция орцали ифо­
даланмайди. Бу интегралнинг циймати ушбу

Ф ( jo  =  piL [ e ~ ‘*dt (2)
У

эҳт им оллар инт еграли  циймати орцали ифодаланади.^
Ф (х) функциянинг баъзи бир хоссаларини кўрсатиб ўтамиз; 

бу хоссалардан биз кейинроц фойдаланамиз.
1 . Ф(х) функция X нинг барча қийматларида аницланган.
2. Ф(0; =  0.

4. Ф (х) функция (0, оо) оралицда монотон усиб боради.
5. Ф(л) функция тоц функциядир, чунки

Ф (— х )  — — Ф(л) (3
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6. Ф(лг) функциянинг графиги 433-раемда тасвир этилган. 
Бу функция цийматларининг мукаммал жадваллари тузил­

ган. Китоб охирида қисқача жадвал келтирилган И- жадвалга 
царанг.)

У1 1

а:

ѣь. 1
Ш к  0

Ш Ш  ^ ----------- ------
Of' р  X

432 расм 433 расм.

(Г) тенгликни интеграллаш оралиғини бўлиш ^ацидаги гео* 
ремага кўра цайта ёзиб оламиз:

P ( a < * < p )  =  - L  
у я

Р-Д
о / ;

1
У  к

а. —а р— а
иѴ '2 сѴ 2

-  J e ~ ‘' d t +  j  e ~ ‘‘dt
0 0

Кейинги тенгликни цуйидагича ёзиш мумкин:
{1-0

1 „ о У  12 г -я

Ф (лг) функциядан фойдаланиб, [(2 ) га ц.| нормал қонунга 
бўйсунувчи тасодифий мицдор х  нинг (a, Р) интервалда ётиши 
эҳтимолини узил-кесил ушбу кўринишда ифодалаймиз:

Р ( « < л < И =  1 [Ф (^ | ) - Ф ( ^ ) | .  ,4)

а =  0 бўлганда ушбуни ҳосил киламиз:

Р ( « < х < | 1) - і [ ф ( 7 ^ ) - ф ( - і = ) ] .  (5)

L
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а — 0 бўлган ҳол учун (1) тенгликнинг ўнг томонини (5) 
тенгликнинг ўнг томонига тенглаб

а
ни ҳосил қиламиз. Кўпинча тасодифий микдор циймати х  =  а 
нуцгага нисбатан симметрии бўлган (a — l, а -+1) интервалда 
ётиши эҳтимолини ҳисоблашга тўғри келади. Бундай холда 
(4) формула ушбу кўринишни олади (434- расм):

і а*& а а+Ъ X -*1 

434- расм.

Р  і  |ф ( г г ? ) - ф ( - n h )

------р= ) =  —Ф I —p j )  эканини ҳисобга олсак ((3) форму­
лага к-] узил-кесил

Р ( а - 1 < х < а  +  1 ) =  Ф (— (6)

ни досил киламиз. Бунинг ўнг томони тарқоцлик маркази а 
га боғлиқ эмас, шунинг учун а =  О бўлганда ҳам

Р ( - К х < 1 )  = ф ( - у = ) Р )
ни оламиз.

1-м и сол.  Тасодифий миқдор х  тарқоқлик маркази а =  0,5 ва диспер­

сияси оа=  — бўлган нормал тақсимот қоиуиига бўйсунади. Тасодифий миқ-
О

дор -t нинг қийматини (0,4; 0,6) оралиқда ётиш эҳтимолини аниқланг 
(435- расм).
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Е ч и ш .  Бу ерда =  2. (4) формулага мувофик, ушбу ҳосил бу­
лади:

Р (0,4 <  х  <  0,6) =  | { Ф  [2 (0,6 -0 ,5 )| - Ф  12(0,4-0,5)]} =

Ф (0.2) — Ф ( — 0,2) }.

Аммо Ф (— 0,2) — — Ф (0,2) [(3) формулага к.]. Шунинг учун қуйидагини 
ёзишимиз мумкин:

Р (0,4 <  *< 0 ,6 )=  ~  [ Ф (0,2) +  Ф (0,2) ] =  Ф (0,2).

435- расм.

Ф (дг) функция кийматлари жадвалига кўра (китоб охиридаги 1-жадвал. 
га қ.) ушбуни топамиз.

Р (0,4 <  ;Г <  0,6) =  0,223.

2- м и с о л. Автоматда тайёрланадиган деталнинг узунлиги парамеір- 

лари М [дг] =  10, о2 =  —  бўлган нормал қонун бўйича тақсимланган тасо­

дифий миқдордан иборат. Агар деталнинг йўл қўйилиши мумкин бўлгаи
ўлчамлари 10 ±0,05 бўлса, деталнинг яроқсиз (брак) бўлиши эҳтимолини 
аниқланг.

Е ч и ш. Бизнинг ҳолда а =  10, ---- 10, а =  -—
о /  2 1 0 / 2

Яроқсизлик эҳтимоли Ряр (4) формулага мувофиқ бундай ифода этилади:

Ряр=  1— Р (9,95 <  J<10 ,05)=1  _ і{ф [Ю (1 0 ,0 5 -10 )] - Ф  [l0 (9 ,95—10)]} =  

r ‘  =  1 -  ~  { Ф (0,5) — Ф ( -  0,-5) } == 1 -  Ф (0,5) =  1 —0,52- 0,4«.

3- м и с о л .  Агар отишмада бўладиган хато, парамвтрлари а=0, «»»1,9 
бўлган иормал тақснмот қонунига бўйсунадиган бўлса, ўқиинг кенглиги 
'21= 3,5 м  еўлган соҳага тушиш эҳтнмолини аниқланг.
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Еч и ш.  Бизиинг ҳолда а =  — 1,75, р =  1,75, — 0,372. (7)формула-о у 2
га мувофиқ ушбуни ҳосил қиламиз:

р ( _  1,76 <  х <  1,75) =  Ф(1,75 . 0,372)=Ф (0,651)= 0,643.

Эслатма. (2) даги Ф(х) функция ўрнига кўпинча Л а п л а с  
функцияси деб аталувчи

V
(8)

функциядан фойдаланилади. Лапласнинг бу функцияси Ф(х) 
функция билан содда муносабат оркали боғланған. (8) интег- 

t
ралда у =  =  г  алмаштириш ўтказиб

Ф(х) == 4 =  Г «-*■
V  *  j

d z

ни ҳосил циламиз. Шундай қилиб

la
Ф ( х / 2 ) - І Ф ( 4

(9)

(Ю)

(И)

булиши равшан. (б) формула Ф(л) функция ҳамда (9) муно- 
сабатдан фойдаланиш натижасида бундай ёзилади:

Р < • < : ; <  Р ) _ ф ( А ) - ф (£)
ва о =  1 бўлганда

Р ( а < * < Р )  =  Ф ( Р ) - Ф ( ° 0 .
Лаплас функциясининг қий- 

матлари жадвали китоб охи- 
рида берилган (3- жадвалга 
К-).

Энди нормал тақсимот қо- 
нунининг ин т еграл функция-
сини аниқлаймиз. 13- § даги (1) формулага кўра куйидагига 
эга бўламиз:

X  I X  _  ( X — g ) *

F  ( x )  =  [ t (x) d x  as --- —s. i'e 2ffl d x  =  P (— оо<л: <  л).
J о у 2ft J
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а =  — оо, $ =  х  бўлган ҳол учун (4) формуладан фойдаланиб,

фГ т й ) - ф ‘- ” )
ни ҳосил қиламиз. Аммо Ф (— со) — — 1 бўлгани учун [(3) фор­
мулага қ.]

' ’ W - i l  Ф(77І) + І (12)

Е (х )  функциянинг графиги а =  0 бўлган ҳолучун 436-расм- 
да тасвирланган.

18- §. Эҳгимолий (ўртача) четланиш ёки ўртача хато

Амалий эҳтимоллар назариясининг кўп масалаларида, ху- 
сусан, отиш назариясида, шунингдек хатолар назариясида тар-

қоқликнинг характеристикасидан 
фойдаланилади, у эҳт им олий  
ёки ўртача чет ланиш  деб ата­
лади. Отиш назариясида у урта- 
яа хато дейилади.

1-таъриф. Нормал тацси­
мотнинг ушбу

t ( x ) ■= еа У2п
цонунига бўйсунувчи тасодифий 
миқдорнинг (масалан, хатонинг)

(— Е,  Е)  интервалда ётиши эҳтимоли га тенг бўлса (437- 
расм), яъни

Р ( - E < x < E )  =  j (О
бўлса, бундай Е  сон эҳт им олий  (ўртача) четланиш  деб ата­
лади.
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ф

Тарцоқлик маркази х = а  да бўлган нормал тақсимот цону- 
нига бўйсунувчи ҳар қандай тасодифий мицдор учун ўртача 
четланиш Е  (438-расм)

Р (а — Е  <  л: <  а  +  Е ) — ^  (2)

муносабатни қаноатлантиради.
о ўртача квадратик четланишни ўртача хато Е  орцали ифо- 

далаймиз. (1) тенгликнинг чап томонини Ф(х) функция орка- 
ли ифода этамиз:

р ( _ e < i < £ ) „ j  ' ,3)
—Е  1

17- § даги (7) формулага кўра,
Р ( - £ < х < £ )  =  ф ( - ^ )  (4)

ни хосил қиламиз. (1) ва (4) тенгликларнинг чап томонлари» 
тенг, демак, ўнг томонлари ҳам тенг:

Т — 7=] =  - '  |Г)'\ с / 2 ' 2 Ѵ
Ф X )  функция цийматлари жадвалидан аргументнинг 

Ф(хі  =  -^-га тўғри келадиган х  =  0,4769 цийматини топамиз. 
Демак,

— =  0,4769.о /  '2
Бу 0,4769 сонни р билан белгилаш қабул цилинган:

- Ё _  1  р =  0,4769. (6)
су 2

Бу ердан
Е  =  р Ѵ 2 * , )

о =  ——— . ( 7 >
рГ Т  J

19-§. Нормал тацсимот цонунининг ўртача четланиш орцали 
ифоааси. Лапласнинг келтирилган функцияси

Параметр о ни 18-§ Даги (7) формулага кўра, Е  параметр 
орцали ифода этиб ҳамда 15-§ даги (4) цўйиб тақсимот цону­
нининг ўртача четланиши орцали ифодасини ҳосил циламиз:
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Тасодифий миқдорцинг (масалан, хатонинг) (а, [3) оралицда 
ётиш э.угимоли 17-§ даги (5) формулага мувофиқ цуйидагига 
тенг бўлади:

■ • Р ( а < ^ < р ) = 1 [ ф ( р 1 ) - ф ( р ^  _______'  ,2)

ҳамда 17- § даги (7) формулага мувофиц:

Р ( - К х < 1 )  = Ф ( Р L y  (3)
о

(2 ) формуланинг ўнг томонида турган — ва -  сонлар масала-
' Е Е

нинг характерига кура аницланади, р — маълум сон, р =  0,4769. 
Ҳар бир ҳисоблашда р га кўпайтириб ўтирмаслик мақсадида

*Ф(рх) функция учун жадвал тузилган. Бу функцияни Ф(х)
билан белгилайдилар:

л  /  і А\уу(Л) =  ч->ѵр̂  J - (V

Ф(х) функция Л апл асн ин г келт ирилган  функцияси деб ата­
лади. Бу функциянинг цийматлари жадвали китоб охирида 
келтирилган ( 1 -жадвалга қ.)

17-§ даги і2) га асосан Ф[х) функция

Ф(*) =  - 4 г  I’ е г *  dt
V * (5

интеграл билан аницланади. 
t — рг алмаштириш бажариб

X

Ф(Х) =  J L _  f e - ^ d z  (5)

К *  о
ни ҳосил циламиз.

(2 ) тенгликнинг ўнг томонини Лапласнинг келтирилган 
функцияси орцали ифода этамиз:

р с  <  ^  <  э , = j . ! ф ( I )  _  s  ( | .) (6)

Хусусий ҳолда, тасодифий мицдор цийматини тарцоцлик 
марказига нисбатан симметрик бўлган (— /, /) интервалда ётиш 
эҳтимоли'(3, формулага мувофиц

Р ( - / < * < / ;  =  ф (-^І (7)
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ва

Р ( 0 < х < / )  =  і ф ( ! )  (8)

каби ифодаланади.
Агар ўрта циймат а ф 0 бўлса, тасодифий мицдор х  нинг 

(а, р) интервалда ётиш эҳтимоли ўртача хато В  орцали цуйи- 
дагича ифода этилишига эътибор бериб ўтамиз (17-§ даги (4) 
формулага к .):

О)

Кейинги тенглик Лапласнинг келтирилган функцияси орцали 
цуйидагича ифодаланади:

20- §. Уч сигма цоидаси. Хатолар тацсимоти 
эҳтимолларининг шкаласи

Амалий ҳисоблаш ишларини ўтказаётганда нормал цонунга 
бўйсунувчи тасодифий мицдорнинг унинг тарцоцлик маркази- 
дан (ўрта цийматидан) четланишининг ўлчов бирлиги учун ўр- 
та квадратик четланиш а қабул цилинган. Буҳолда17-§ даги 
(7) формулага мувофиц турли ҳисоблаш ишларида фойдали 
бўлган ушбу тенгликлар ҳосил цилинади:

Р ( -  с <  л <  а) =  Ф =  0,683,

Р ( -  2 а <  лГ< 2 а) =  Ф ( / 2  ) =  0,954,

Р ( -  За <  *  <  За) =  Ф (p L -j =  0,997.

Бу тенгликларнинг геометрик тасвири 439-раемда берилган.
Тасодифий мицдорнинг (хатонинг) ўрта цийматидан абсо­

лют циймат бўйича За дан ортиц четланмаслиги деярли му- 
царрардир. Бу жумла уч сигм а қоидаси дейилади.

Отиш назариясида ва турли статистик материалларни иш- 
лаб чицишда 19-§ даги (1) формула^билан аницланадиган тац­
симот зичлигида тасодифий мицдор л нинг (0, £), (В , 2Е), 
(2Е, 3Е ), (ЗЕ, 4Е), (4Е, 5Е) интервалларда ётиши эҳтимолла- 
рини билиш фойдали бўлади. Бу эҳтимолларни билиш кўп 
ҳолларда ҳисоблаш ишларини цисцартиради ҳамда ҳодисани 
анализ цилишга ёрдам беради.
34 н. С. Пискунов. 2-т
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Бу эҳтимолларни ^исоблашда 19-§ даги (8 ) формуладан 
^амда Ф(х) функциянинг ушбу жадвалидан фойдаланамиз;

Р ( 0 < х < £ )  =  | Ф ( 1 )  =0,2500,---------------------------------- ---------------------

Р ( £ < 7 < 2 £ )  =  - j  [ф(2) — Ф(1)] =  0,1613,

Р(2Е  <  X <  З Е ) =  ^  [ф(3) — Ф(2)| =  0,0672,

Р(3£ < х  < А Е )  =  ~  |ф(4) — Ф(3)] =  0,0180,

Р(4£ <  л <  со) =  j  [ф(оо) — Ф(4)1 =  у  (1 — 0.9930) =  0,0035.

439- расм. 440- расм.

Ҳисоблаш натижаларининг геометрик тасвири 440- раемда 
берилган бўлиб, уни хат олар тарқоқлиги. ш каласи дейилади.

Бу хисоблардан кўринишича, тасодифий миқдор ~қиймаги- 
нинг (— 4Е, 4Е ) интервалда ётиши амалда муқаррарди^. Та­
содифий миқдор қийматининг бу интервал ташқарисида ётиши 
эҳтимоли 0,01 дан кичикдир.

1-м и сол .  100 м  кенгликдаги соҳага қарата битта ўқ узилган. Нишон­
га олишда ўқнинг учиш текислигига перпендикуляр бўлган соҳа ўрта чи- 
зипіга мўлжал қвдшнган. Тарқоқлик, £  =  20 м  узоқлик бўйича эҳтимолий

четланишга эга^бўлган нормал қонун- 
га бўйсунади. Ўқнинг соҳага тушиш 
эҳтимолини % аниқланг (441-расм). 
Узунлик бўйича ўртача четланишини 
отиш назариясида Вд билан, ён бу­
йича ўртача четланишни В б  билан 
белгиланади. „

Е ч и ш. 19-§ даги (7) формула­
дан фойдаланамиз. Бизда I =  60 м  

441- расм. Е  =  В д  =  '20 м.

С наряд
ҳаракат ининг

иуналиши
------------ 5»- n f

ш ш

5 0
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Дѳмак,
— ~ /50\

Р ( -  50 <  дс <  50) =  Ф -  j =  Ф(2,5) =  0,9082 ж 0,91.

Эслатма.  Ф(х) функция жадвалларидан фойдаланмасдан, 
балки тарцоқлик шкаласидан фойдаланиб масалани тақрибан 
ечиш мумкин (440-расм). Бизнинг мисолда / =  2,5Е. Демак,

2 - м и с о л .  Узоқликни ўлчайдиган асбоб хатоси ўртача хатоси Е =  Ю м  
бўлган нормал қонунга бўйсуниши тажриба йўли билан аниқланган. Бу ас­
боб билан аниқланган узоқликнинг ҳақиқий узоқликдан четланншининг 15.« 
дан ошмаслик эҳтимолини аниқланг.

Е ч и ш .  Берилган мисолда I -  15 м, f i =  10 м. 19-§ даги (7) формулага 
биноан қуйидапши ҳоснл қиламиз:

21 -§ . Ўрта арифметик хато

Хатоларнинг характеристикасини бериш учун хато абсолют 
миқдорининг ўрта цийматига тенг бўлган ўрта арифтетик 
хат о  тушунчаси киритилади. Ўрта арифметик хатони d  билан 
белгилаймиз. лг хатолар 15-§ даги (4) нормал цонунга бўй- 
сунсин деб ўрта арифметик хатони аницлаймиз. 15-§ даги (2) 
га ўхшаш формула бўйича (а — 0) ушбуни ҳосил циламиз:

Шундай цилиб, ўрта арифметик хато ўрта квадратик четланиш 
с орцали цуйидагича ифода этилади:

Р ( -  50 <  X <  50) =  2(0,25 +  0,16 +  0,04) =  0,90.

Р (_  15 <  X <  15) = Ф =  Ф(1,5) =  0,6883 «  0,69.

а =  Г IX j _ і _  е 2а‘ d x  - — —  \ х е  ™ d x  *
- о о  а у'2 т:  а  I х 2 г .  о

(1)

22- §. Аницлик ўлчови. Хатолар тацсимоти 
характеристикалари орасидаги муносабат

Кўпгина жараёнларни текширишда, хусусан отиш назария 
сида, нормал цонуннинг тацсимот зичлиги
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шаклда ёзилади. 15-§ даги (4) ҳамда юцоридаги (1) форму- 
лаларни таццослаб кўрамизки, киритилган h параметр о пара­
метр орқали цуйидагича ифодаланади:

----------------------------------------------— _ <2 >

h мицдор а га тескари пропорционал, яъни ўрта квадратик ха- 
тога ёки ўрта квадратик четланишга тескари пропорционал.
о8 дисперсия цанча кичик бўлса, яъни тарцоцлик қанча кам 
бўлса, h нинг циймати шунча катта бўлади. Шунинг учун h 
аницлик ўлчови дейилади.

2 1 -§ даги (2 ) ҳамда юцоридаги ( 1 ) дан цуйидагилар ҳосил 
бўлади:

(3)hV  2

<4 »

Ўртача хато E  аницлик ўлчови h орцали (3) ва 18-§ даги 
(7) формулаларга асосан цуйидагича ифода этилади:

Е  =  ± . .  (б,

Баъзан хатолар тацсимотининг бир характеристикасини бош- 
цаси орцали ифода этиш зарур бўлиб цолади. Шу сабабли 
цуйидаги тенгликлар фойдали бўлади:

— =  р Ѵ ^2 = 0 ,6 7 4 5 ,  — =* р ] / « " =  0 ,8 4 5 3 , 1 ,2 5 3 3 ,в d d “ 2

~  =  =  1 ,4 8 2 6 ; f  =  1,1829.
E рУ 2 E „

(в)

23- §. Икки ўлчовли тасодифий мицдор

И кки ўлчовли т асодифий мицдор билан масалан, (хО у) 
текислигида жойлашган объектни ишдан чицариш жараёнини 
текширишда иш кўришга тўғри келади.

Икки ўлчовли тасодифий мицдорнинг циймати иккита л ва 
у  сон билан аницланади; икки ўлчОвли тасодифий мицдорнинг 
ўзини (х , у) билан белгилаймиз. х  ва у лар дискрет x t ва у, 
цийматлар цабул цилсин. Бирор тўпламнинг ҳар бир ( x lt у,) 
жуфт цийматига маълум бир p tJ эҳтимол мос келсин. Биз ик­
ки ўлчовли дискрет тасодифий мицдорнинг э.ҳтимоллар тацси­
моти жадвалини тузишимиз мумкин.
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Ушбу тенгликнинг ўринли бўлиши равшан:

S S /»1,-1. (1)
j - 1 / - 1

Энди икки ўлчовли узлуксиэ тасодифий мицдорни таъриф- 
лаймиз. Икки ўлчовли тасодифий (х, у) миқдорнинг қиймати 
X <  X <  X +  Дх, у <  у <  у +  Ду тенгсизликларни цаноатланти- 
риш эҳтимолини қуйидагича белгилаймиз:

Р ( х < х < х  +  Дх, у <  у <  у +  Ду).
1-таъриф. Агар Др =  У^Дх*+у2 га нисбатан юцори тар­

тибли чексиз кичик миқдоргача аниқликда
Р(х <  х <  х - f  Дх, у <  у <  у Ду) &  t(x,  у) Дх Ду (2) 

тенглик бажарилса, /(х, у) функция икки ўлчовли тасодифий 
(х, у) миқдорнинг тацсимот зи чл и ги  дейилади.

(2 ) формула 1 2 -§ даги (2 ) формулага ўхшашдир.
Тўғри бурчакли (хОуі координаталар системасини цараймиз. 

Агар (X , у) тасодифий миқдорнинг цийматларини текисликнинг 
мос X ва у координатали нуцталари орқали белгиласак, у ҳол- 
да Р ( х < х < х  +  Дх, у < 7 < у  +  Ду) ифода икки ўлчовли 
(х, у) тасодифий мицдорнинг штрихланган As тўғри тўрт бур- 
чакдаги нуқта билан аницланган қийматни цабул цилиш 8ҲТИ- 
молини билдиради (442-расм). Бу цолда би8 „тасодифий миц­
дорнинг циймати As соҳада ётади* даймиз*>
Р(х <  X <  X 4- Дх, у <  у <  у +  Ду) еҳтимолни Р[(х, у) a  A t}

•) (3) тенглнкдагн юзни ихтиёрий формада олса ҳам бўлаверади.
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каби ҳам белгилаймиз. Бундай белгилашларда (2) тенгликни 
цуйидагича ёзишимиз мумкин:

Р [( *>  У) С As] =^f (x ,  y)As. (3)
Энди 12-§ даги 1-теоремага ўхшаш ушбу теоремани исбот 
циламиз.

1-те о рем а. Тацсимот „зичлиги  f (x,  у) бўлган икки ул­
човли (X, у) тасодифий мицдорнинг D  соҳада ётииі эҳт и- 
м оли Р[(лг, у) С As] D соҳа буйича f (x,  у) дан олинган ик­
ки каррали инт еграл билан ифода эт илади, яъни

Р[(х, у) C D ]  = Я /(х , у ) d x d y .  (4)
D

И с б о т .  D  соҳани икки каррали интеграллар назариясида 
цилганимиз каби As юзларга ажратамиз. Ҳар бир юз учун (3) 
тенгликни ёзиб, ҳосил бўлган тенгликларнинг ўнг ва чап то­
монларини цўшамиз..

2^As =  D ва У  Р[(дг, у) с  As] = Р[(х , ў) с Щ

бўлгани учун, бу ҳолда биз As га нисбатан юқори тартибли 
чексиз кичик миқдоргача аниқлик билан тацрибий тенглик ҳо- 
сил киламиз:

р[(х, у) с  £ ] ^  2  я*» y ^ s-

Кейинги тенгликнинг ўнг томонида A s 0 да лимитга ўтиб 
ўнгда икки каррали интеграл ҳосил циламиз ҳамда интеграл 
йигиндининг хоссасига асосан аниц тенгликка эга бўламиз:

Р[(х, у) C D ]  =  у) d x d y .

. Теорема исбот бўлди.
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1 - э с л а т м а. Агар D соҳа х  =  а, х  =  Р, у =  т, у =  Ь (443- 
расм) тўғри чизицлар билан чегараланган тўғри тўртбурчак 
бўлса, у ҳолда

N»
P[a <  X <  p, у <  ў <  8] =  j j  f (x,  y '.dxdy. (5)

* 7
2- 3 с л а T M а, (1) тенгликка ўхшаш ушбу

oo oo

j  j  f (x ,  y) d x  dy =  1 (6 )
—  oo — oo

тенглик бажарилади, чунки икки ўлчовли мицдорнинг бирор 
циймат цабул цилиши муцаррардир. Қайси ерда / ( х, у) функ­
ция масаланинг маъносига кўра аницланмаган бўлса, f(x,  у ) = 0  
деб фараз циламиз

9

*2

Я,

444- padlf

Агар D соҳа 444- раемда тасвир этилган тўғри тўртбурчак- 
лар йигиндисидан иборат бўлса, у цолда тасодифий мицдорнинг 
бундай соҳада ётиш эҳтимоли алоҳида тўғри тўртбурчаклар 
учун эҳтимоллар йиғиндиси каби аницланади, яъни ҳар бир 
тўғри тўртбурчакдан олинган аник интеграллар йиғиндиси ка­
би аницланади:

р [(Я y ) C ^ j  =  P[(x, Ў )С А 1  +  Р|(*, ў) с А 1 +  P[(Jf, Ў) С  А ) .
М и с о л .  Икки улчовли тасодифий миқдорнинг тақсимот зичлиги

_______1
ЯХ' У) = *2(1 + л>)(1 + ў) 

формула билан берилади. Тасодифий миқдор қийматини г =  0, дг-= 1, у ~

=  — — , у =  V  3 тўғри чизиқлар билан чегараланган тўғри тўртбурчакда 
/ 3

ётиши эҳтимолини аниқланг.
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Е ч и ш .  (5) формулага кўра қуйидагиларни ҳосил киламиз:
l VT

P 0 <  J f <  1, ~  < J  <  V 3
I V  3 о _ j_

___ TCK.

d x  dy

VT
arctg у

1 (• d x  j* d y  1

=  7*J Г+7* J i T 7 ” ^ arctgJ:
0 JL

2 - T а ъ p и ф. Ушбу

F (x , у) — j  j  f (u,  v )d u d v

(1 +  *2)(1 +  У%) 

Y<

1
YT

(7)
— oo — oo

функция икки ўлчовли (X, у) тасодифий мицдор эҳт и м о лла - 
ри т ацсимотининг инт еграл функцияси деб аталади.

Тақсимотнинг интеграл функцияси х < ^ х ,  у < у  бўлиш эҳ* 
тимолини, яъни

Д х , у) =  Р(х <  X, у <  у) НИ
ифода этади.
Геометрик нуцтаи назардан тац- 
гимот функция икки улчовли та­
содифий мицдорнинг 445-расм- 
даги штрихланган чексиз тўрт- 
бурчакд а ётиши эҳтимолиии 
бил іиради.

Аниц интегрални параметр 
бўйича дифференциаллаш ҳақи- 
даги теоремага асосан тақсимот 
зичлиги билан тацсимотнинг ин­
теграл функцияси орасидаги му­
носабат белгиланади:

I
445- рас м.

д х  ду
=  /(X, у\.

(8)

Икки улчовли тасодифий мицдорнинг эҳтимоллар зичлиги тақ- 
симотнинг интеграл функциясидан олинган иккинчи тартибли 
аралаш ^осиладан иборатдир.
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24- §. Текисликдаги нормал тацсимот цонуни

1-таъри ф. Агар икки ўлчовли тасодифий мицдорнинг тац­
симот зичлиги

формула билан ифода этилса, бу мицдорнинг тацсимотини 
нормал тацсимот дейилади.

Бу функциянинг графиги 446-раемда тасвир этилган сирт- 
дир.

( 1 ) тақсимот қонунига бўйсунган тасодифий мицдорнинг 
т арцоцлик маркази (0, 0 ) нуцтадир’1. ох ва оу лар бош ўрта 
квадратик четланиш  дейилади. ( 1 ) формулани цуйидагича 
ёзамиз:

Шундай қилиб, f i x , у) ни тасодифий л ва у мицдорларнинг 
иккита нормал тацсимоти кўпайтмаси деб цараш мумкин. Бир 
улчовли тасодифий мицдорда бўлгани каби икки ўлчовли та-

*) Агар тарқоқлик маркази (а, b) нуқтада бўлса, бу ҳолда тақсимот қо- 
нуни ушбу формула билан берилади:

X' у1

f ix , У) = О)
2 * 0  О

X  у

9
446- расм.

f i x , у) = (2)
V  2яо

X
/ я . у
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содифий миқдорнинг бош эҳтимолий четланиши Ех ва В ѵ ни 
қуйидагича аницлаймиз (18-§ даги (7) формулага ц.):

Ех =  рѴ 2 а х, Еѵ = р Ѵ 2 «у. (3)
Ех ва Е у лар орцали ифодаланган о ва а ларни (1) фор­

мулага цўйсак,

ҳосил бўлади. (4) сиртнинг юксаклик чизиғини цараймиз:

+  4  =  Аа =  const (5)
4  4

(бунда /(.*, у) =  const бўлади). Юксаклик чизиқлари ярим ўц- 
лари AZT,. ва kEy га тенг бўлган эллипслардан иборат. Эллипс- 
ларнинг марказлари тарқоцлик маркази билан устма-уст ту­
шади. Бу эллипслар т арқоцлик эллипс лари дейилади. Улар­
нинг ўцлари т арқоқлик ўқлари дейилади. Тарқоқликнинг 
бирлик элли п си  деб ярим ўцлари эҳтимолий четланиш Е г ва 
Е у ларга тенг бўлган эллипсга айтилади. Агар (5) тенгликда 
k =  1 деб фараз цилннса, бирлик эллипснииг тенгламаси ҳосил 
бўлади:

^ + 4 = 1 ' <6>Е 2 Ес-х

{ арқоқликнинг т ўлиқ эллипси  деб ярим ўцлари 4Ех ва 
4Е у га тенг бўлган эллипсга айтилади. Бу эллипснииг тенгла­
маси цуйидагича ифодаланади:

Ѵа
---------------------------------- (*ЕХУЛ
Кейинги параграфда биз икки ўлчовли тасодифий мицдорнинг 
тарқоцликнинг тўлиқ эллипсида ётиш эҳтимоли 0,97 га тенг 
эканлигини, яъни амалда шу эллипсда ётиши муқаррар эка­
нини тайинлаймиз.

25-§. Икки ўлчовли тасодифий мицдорнинг тацсимот 
нормал цонунга бўйсунган цолда томонлари 
тарцоцликнинг бош ўцларига параллел бўлган 
тўғри тўртбурчакда ётиш э^тимоли

Тацсимот нормал, яъни
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бўлсин. 23-§ даги (5) формулага мувофиқ (443-расмга қ.) та­
содифий миқдорнинг х =  я, х  =  р, у =  7, у =  Ь тўғри чизиқлар 
билан чегараланган тўғри тўртбурчакда ётиш эҳтимоли қуйи- 
дагича ифодаланади:

м а - P>(JL + 2L\
Р ( а < х < р ,  т < у < 8) =  ( е {Е ‘ £* d x d y . (1)

г \ ккхьу
Интеграл остидаги функцияни иккита функция кўпайтмаси 
шаклида тасвирлаб, куйидагини ёзишимиз мумкин:

? - Р» 4  » -р’ 4
Р(а <  X < $ ,  7 <  у <  8) = 1' -—£■— е Е* d x  ( — е Е> dy. (2)

І . Ѵ ' * Е Х т V * е у

19-§ даги (6) формулага асосан ушбуни ҳосил киламиз:

P ( .< J < | i ,  т < У < ч  =  і [ ф ( І . ) _ ф ( ± ) | | ф ( І ) - ф ( і ) }

____ ______________ _ ______________________________________
Агар кейинги формулада а = — р =  /,, 7 = —/2, 8 = / 2 деб фа­
раз қилсак, яъни маркази координаталар бошида бўлган тўғ- 
ри тўртбурчакни қарасак, у ҳолда 19-§ даги (7) формулага 
мувофиқ (3) формула

Р(—/ , < * < / „  -  / 2 <  ў <  /2J =  Ф ( ^ - ) Ф ( j - )  (4)
'У'куринишни олади.

Эслатма. Тасодифий миқдорнинг томонлари координата 
ўқларига параллел бўлган тўғри тўртбурчакда ётиш эҳтимоли 
ҳақидаги масалани қуйидагича ечиш ҳам мумкин эди. Тасоди­
фий миқдор қийматларининг тўгри тўртбурчакда ётиши мурак­
каб ҳодиса бўлиб, у — /, <  X <  /, со.ҳада ётиш ҳамда — / 2 <
<  у <  l2 соҳада ётишдан ташкил топган иккита боглиқ бўл- 
маган ҳодисанинг бир вақтда рўй беришидан иборат (ёзувда 
қисқалик учун маркази координатлар бошида бўлган тўгри 
тўртбурчакни қараймиз) Тасодифий миқдор х  нинг тацсимот 
зичлиги

/i(jc) =  —r — е Р в%У *Е Х
бўлсин. Тасодифий у мицдорнинг тақсимот зичлиги эса
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^асодифий мицдорнинг — / 1 < х < / 1 соҳада ҳамда — /а<
<  у < /2 соҳада ётиш эҳтимолини ҳисоблаймиз. 19-§ даги (7) 
формулага мувофщ қуйидагиларни ҳосил циламиз:

< * < / > ) ' -  Ф ( ^ ) ,

Р ( - / . < Ў < / | )  =  Ф ( ^ ) .

Мураккаб ҳодисанинг—тасодифий миқдор қийматларининг тўғ< 
ри тўртбурчакда ётишининг — эҳтимоли эҳтимоллар кўпайтма- 
сига тенг бўлади:

Р (а < д г< Р , т < Ў < 8) “  Р(— l i < x < U )  Р(— h  <  У <  li) =

(4) формулани ҳосил цилдик.
М и с о л. Томонлари 200 м  ҳамда 100 м бўлиб,

X =  — 100, л: =  100, у =  — 50, у =  50
чизиқлар билан чегараланган тўғри тўртбурчак юзнгз қарата отиш бажа- 
рилмонда. Бош ўртача четланишлар мос равишда Ех  =  В д =  50 м, Е у — 
“  В б  =  10 м  га тенг. Битта ўқ узишда ўқнинг тўғри тўртбурчакка тушиш 
»ҳтимолини топинг (447-расм).

ч

50

J0J_h. :  86 < т
о .S----- С----- ' t

дд

-50

447- расм. >

Е ч и ш .  Бизнинг мисолда

h  -  100, /, =  50, Бх =  50, Е у ~  10.

By қийматларни (4) формулага қўйиб, ҳамда Ф (х )  функция қийматларн 
жадвалидан фойдаланиб (китоб охиридаги 1- жадвалга қаранг) топамиз-
„  с: /100\ ~ /501 ~

( і Ю j  ( l a )  =  Ф( } =  0,8227 ' 0,9993 =  ° ’8221'
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26-§. Икки ўлчовли тасодифий миқдорнинг тарцоцлик 
эллипсида ётиш эцтимоЛи

Хатолар назариясида цуйидаги масалани цараш керак бу­
лади. Агар тацсимот зичлиги 24- § даги (4) формула билан 
берилган бўлса, тасодифий мицдорнинг, масалан, текисликда­
ги хатонинг

тарцоқлик эллипсида ётиши эҳтимолини ҳисобланг. 23-§ даги 
(4) формулага мувофиц ушбуни ҳосил циламиз

- р> [_ІІ + -2І.1
Р[(х,  Ў) С D] =  JJ - f - e  ЕУ d x d y , (2)

D3 ъ Ь х Ь у

бунда D a соҳа (1) эллипс билан чегараланган.
----------------- а: - у — Щѵ — -

деб фараз цилиб, ўзгарувчиларни алмаштирамиз, бундай ал- 
маштиришда D B эллипс

и 1 -f- V 3 =  k ‘

доирага ўтади. Алмаштириш якобиани / =  Е х • Е у га тенг бўл- 
гани учун (2 ) тенглик ушбу кўринишни олади:

Р[(3с, у)} С D a\ =  — j  j  du  dv. (4)

Кейинги интегралда цутб координаталарига ўтамиз: 
и =  г cos 9, V =  г  sin ср.

Бу ҳолда (4) тенгликнинг ўнг томони
2тс £

Р[(*. Ў) C D ,] — -  j  I г  d r  dy  
п о о

кўринишни олади. Ўнг томонда цисоблашларини бажариб, тар- 
цоқлик эллипсида ётиш эҳтимоли учун ушбу ифодани ҳосил 
циламиз:

Р[ ( х ,  ў) С  DB\ =  1 -  . (5)
Хусусий ҳолларни қараб чицайлик. Агар (5) формулада

Р[(х, ў) C D 8]*_! =  1 -  e - f  — 0,203. (6 )
деб фараз цилинса, тарцоцликнинг бирлик эллипсида ётиш эҳ- 
тимоли ҳосил цилинади.
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Агар (5 ) формулада k =  4 деб фараз цилинса, 24- § даги 
(7) тўлиц тарцоцлик эллипсида ётиш эҳтимоли ҳосил булади:

Р[(х, у) С £>,]*-4 =  1 -  е -16<” =  0;974 (7)
24-§ даги (4) формулада Е х ** Е у =  Е  бўлган хусусий ҳолни 
цараймиз. 24- § даги (5) тарцоцлик эллипси радиуси R  =  kE  
бўлган

+ у* =  k*E2 (8)
доирага айланади. Икки ўлчовли тасодифий мицдорнинг ради­
уси R га тенг бўлган доирада ёгиши эҳтимоли (5) формулага 
кўра цуйидагича бўлади:

R%i

Р[(х, у) с  A?] =  1 - е ' Т\ (9)
1-таъриф. Икки ўлчовли тасодифий мицдорнинг радиуси 

R =  £/? бўлган доирада ётиши эҳтимоли ^  га тенг бўлса,
бундай Е ц  сон радиал эҳт им олий четланиш  деб аталади.

Бу таърифдан кўринадики, R =  Ец мицдор

.  Бк
2

яувосабатдан аницланади. Кўрсаткичли функция цийматлари 
жадвалидан

Ец =  \,7ЪЕ
бўлишини топамиз.

27-§. Математик статистика масалалари.
Статистик материал

Оммавий тасодифий ҳодисаларни рўйхатга олиш ва куза- 
тиш натижасида статистик маълумотлар ёки статистик мате­
риал хосил бўлади. Хусусан, турли ўлчашлардаги хатолар 
статистик материал бўлиб хизмат цилади.

Агар кузатилаётган мицдор тасодифий мицдор бўлса, у 
ҳолда бундай мицдор эҳтимоллар назарияси методи билан 
текширилади. Бу тасодифий мицдорнинг характерный тушуниш 
учун унинг тацсимот цонунини билиш керак бўлади. Кузатил- 
ган цийматларга асосланиб царалаётган мицдорларнинг тацси­
мот цонунларини аницлаш ҳамда тацсимот параметрлари ций- 
матларини баҳолаш — математик статистикаиинг вазифасидир.

Математик статистикаиинг яна бошца бир вазифаси кара- 
лаётган мицдорлар цатнашадиган процессии оптимал ташкил

I
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цилиш учун керак бўладиган аниқ хулосаларни ҳосил қилиш 
мацсадида статистик материални ишлаб чициш ҳамда анализ 
цилиш усулларини яратишдан иборатдир.

Ҳодисаларни турли кузатишлар мисолларини келтирамиз, 
бундай кузатишлар натижасида статистик материал ҳосил бу­
лади.

1-м  и сол.  Ўлчов асбобп ёрдами билан бирор объектші кўп марта ўл- 
чаганда, хусусан, бирор объектгача узоқликни аниқлаш пайтида, кузатила- 
ётган мицдорнинг турли қийматлари ҳосил бўлади. Бундай қииматларни 
кузит илган цийматлар деб атаймиз (\ар қандаи ҳодисани текширишда но­
сил қилинган қийматни биз шундай деб атаймиз).

Шу йўл билан олинган цийматларга асосланиб бирор нати- 
жага келишдан аввал улар системалаштиришни ҳамда ишлаб 
чицишни талаб цилади.

Кўрсатиб ўтилганидек, кузатилган х  циймаг билан кузати- 
лаётган а миқдорнинг ҳациций циймати орасидаги 8 айирма 
( х  — а =  8) ўлчаш хат оси деб аталади. Юцорида айтилган- 
ларни хатолар терминида айтиш мумкин. Ўлчаш хатоси аниц 
X у л оса лар- о л и ш мацсадида математик ишлѳв беришни та­
лаб цилади.

2-м и с ол. Маҳсулотни кўплаб (оммавий) ишлаб чиқаришда ҳоснл қи- 
лннган маҳсулотнинг бирор ўлчамшш (масалан, узунлигини олинган маҳсу- 
лотлар учун олдиндан берилган ўлчамидан четланиш (тайёрлаш хатоси) миқ- 
дорини қарашга тўғри келади.

3-м и сол.  Отиш пайтида ўқнинг тегиш нуқтаси координати билан мўл- 
жалга олиш нуқтаси координати орасидаги айирма отиш хатосидир (тар- 
қоқликдир). Бу хатолар математик текширишларни талаб қилади.

4 - ми сол.  Деталиинг эксплуатацнядан кейинги ўлчамлари билан унинг 
эксплуатация қилинганга қадар (проект) ўлчами орасидаги фарқлар, четла- 
нишлар миқдорини ўлчаш натижалари математик анализнн талаб қилади. 
Бу фарқларни ҳам „хатолар“ деб қараш мумкин.

Келтирилган мисоллардан кўринадики, царалаётган мицдор- 
лар тасодифий мицдорлар бўлиб, ҳар бир кузатилган цийматни 
эса тасодифий мицдорнинг хусусий циймати деб цараш керак.

Масалан, отишда узунлик бўйича цилинадиган хато (тар­
цоцлик) заряднинг тармоцланишдаги хато билан, снарядни 
тайёрлашда оғирликдаги хато билан, нишонга олишдаги хато 
билан, узоцликни аницлашдаги хато билан, метереологик ша- 
роитларнинг ўзгариши билан ва ҳ. к. лар билан аницланади. 
Буларнинг барчаси тасодифий мицдорлардир, бинобарин, тар­
цоцлик ҳам—уларнинг биргаликдаги таъсири натижаси ўла- 
роц—тасодифий мицдордир.

28-§. Статистик цатор. Гистограмма
Кузатишлар (ўлчашлар) натижасида ҳосил бўладиган ста­

тистик материални иккита сатрдан ташкил топган жадвалга 
жойлаштирилади. Биринчи сатрга ўлчаш номерлари і  ни, ик-
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кинчи сатрга эса ўлчанадиган х  мицдорнинг ҳосил цилинган 
X; цийматлари ёзилади:

і 1 2 3 i • • • n

х і X, *3 *1 Xn

Бундай жадвал оддий статистик цат ор деб аталади. Ўлчаш- 
лар сони катта бўлганда бундай жадвалга жойлаштирилган 
статистик материални кўздан кечириш цийин ва, демак, унинг 
анализи қийин бўлади. Шунинг учун цосил цилинган оддий 
статистик цаторга асосланиб гуруҳлаш  (гру ппаларга  а ж р а ­
тиш)  бажарилади'. Бу цуйидагича олиб борилади. х  мицдор­
нинг ҳосил цилинган цийматлари бутун оралиғини (интервали- 
ни) тенг хусусий (а 0, а,), (аи а2), . . .  ( йх - і , а\ ) интерваллар- 
га ажратамиз ва х  мицдорнинг (ап-ь  ak) интервалга тўғри 
келадиган (тушадиган) mk цийматлари сонини ҳисоблаб чица- 
миз. Интервалнинг учларига тўғри келадиган цийматларни ё 
чап ёки ўнг интервалга киритилади (баъзан уларнинг ярми- 
ни чап интервалга, ярмини ўнг интервалга ўтказилади).

Ушбу

сон (ak- и  ak) интервалга мос бўлган нисбий частотадир.

2  л ’ - 1 (2)А=1
экани равшан.

Шундай ишлаб чициш натижаларига асосан учта сатрдан 
иборат бўлган жадвал тузамиз. Биринчи сатрда ak нинг ўсиб 
бориш тартиби бўйича интервалларни, иккинчи сатрда уларга
мос бўлган тк сонларни, учинчи сатрда р к — —  частоталарни 
кўрсатамиз:

Интервал­
лар («о, 0i) («1, аз) (ah_ j, ah) { Ч -x- «x )

тк m, m2 m k

* * * * #
Рк Pi Pi Pk Pk
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Ана шунинг ўзи гуруҳлаш дир  (группаларга ажратишдир). Груп- 
паларга ажратишни геометрик тарзда ҳам тасвирлаш мумкин. 
Бу цуйидагича бажарилади. Ох ўқида а0, а и . . .  ак, . . .  а\ 
нуцталарни белгилаймиз. [я&-і, o,k\ кесмани асос цилиб юзи 
рѵк га тенг бўлган тўғри тўртбурчак ясаймиз. Ҳосил цилинган 
шакл гистограмма деб аталади (448- расм).

п

_ ~ Ь = Ц .
Ite а,  ад X

448- расм.

Группаларга ажратиш ҳамда гистограммаларга асосланиб тац­
рибий равишда статистик тацсимот функция тузилади.
' Материалнинг бундан кейинги ишланиши цуйидагича амал-

га оширилади. (в*-і, а,.) интерваллар ўрталарини х к билан 
белгиланади ҳамда бу цийматни ўлчаш натижасининг цйймати 
деб ҳисобланади, у тк марга такрорланади. Сўнгра гуруҳлаш- 
ни тасвирловчи жадвал ўрнига цуйидаги жадвал тузилади:

-ч.

► * * *2 » • • 4

тк т, m2 тк

Sr 
* 

1 _

* *
Pi Рг Pk Px

Бу ишлаб чициш (о*_і, а и) интервалдаги барча цййматларщшг 
бир-бирига яцинлигига асосан бажарилган ва шунинг учун 
уларни интервал ўртасининг р*к абсциссасига тенг деб ҳисоб- 
ланади.

М и с о л. Узоқликни 100 марта ўлчашдан олинган натижаларга асосла- 
нц5 қуйидаги гуруҳлаш бажарилган:
35 Н. С. Пискунов, 2-т.
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Интер- 8 0 - 110— 140— 170 — 200- 230 - 2 6 0 - 290 -
валлар 110 140 170 200 230 260 290 320

т к 2 5 16 24 28 18 6 1

РІ 0,02 0,05 0,16 0,24 0,28 0,18 0,06 0,01

Бу гуруҳлашга асосланиб статистик қаторнинг график тасвирини (гисто- 
граммасини) яЬаймиз (449- расм), *■

0,7.8
№

0,1 е
0,16

0.05 0.06

Щ И
0.01

АО НО . ІЬО ПО 200_23д 260 290 320 ^

449- расм.

Сўнгра ушбу жадвални тузамиз:
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5 4 7

2 9 -§ .  Ўлчанадиган мицдорнинг тўғри келадиган 
цийматини аниқлаш

Бирор миқдорни ўлчаш пайтида х ь  х 2, . . . ,  х п ўлчаш на- 
тижалари ҳосил цилинган бўлсин. Б у  цийматларни тасодифий 
мицдор X нинг хусусий цийматлари деб қараш мумкин. Аниц- 
ланадиган мицдорнинг мос келадиган циймати учун ҳосил ци­
линган цийматларнинг ўрта арифметиги цабул цилинади:

(1)

т*х миқдор с т а т и с т и к  ў р т а  деб аталади.
Агар ўлчашлар сони п катта бўлса, у ҳолда 28- § да қа- 

ралган жадвал материалидан фойдаланилади ва т*х ни

Л№ +  х3Щ  -К... + x kmk +  ... 
т х = -------------------------- ----------------- —

каби ҳисобланади. Ёки 2 8 - §  даги (1) белгилашлардан фойда­
ланиб

<  =  і  ~xkP\ (2)
*= i

каби ёзамиз. Ҳосил қилинган циймат вазнлари ҳисобга  о л ин ­
ган  у р т а  деб аталади.

Э с л а т м а .  Бундан кейин (1) ва (2) формулалар бўйича 
ҳисоблаш натижаларини биргина ҳарф билан белгилаймиз. Бу 
эслатма (3) ва (4) формулаларга ҳам тааллуцлидир.

Статистик ўртани, баъзи чеклашларда, п -> оо да эҳтимол 
бўйича тасодифий мицдор х  нинг ўрта цийматига интилишини 
исбот цилиш мумкин. Бу тасдиц Чебишев теоремасидан келиб 
чицади.

Энди с т а т и с т и к  дисперсияни  таърифлаймиз. У  бундай 
таърифланади:*'

V  (Х і-  т*)%

D * =  І=1------------------- (3)
п

Б у мицдор кузатилаётган мицдор цийматларининг тарқоцлиги- 
ни характерлайди.

*) Аслида статистик дисперсияни 550- бетда келтирилган формула бу­
йича ҳисоблаган яхши.
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Агар 28- § даги жадваллар материалидан фойдаланилса, у 
цолда статистик дисперсия уш бу

я *  =  і  ( Я - о у ;  (4)

формула бўйича аницланади. Бу формула 1 0 - §  даги (2) фор­
мулага ўхш ашдир.

М и с о л .  2 8 -§  даги статистик материалларга асосланиб статистик ўр- 
тани ҳамда статистик дисперсияни ақиқлацг.

Е ч и ш . (2) формулага мувофиц ушбуни ҳосил қиламиз:

П ___________
2  *і—

т * =  — —  =  2  Хір* =  95 . 0,02 +  125 . 0,05 +  155 ■ 0,16 +  185 • 0,24 +

+  215-0,28 + 2 4 5 -0 ,1 8 + 2 7 5 -0 ,06+30Ь >0,01=201 ,20 .
(4) формулага мувофиқ ушбуни ҳосил қиламиз:

2  (* *  -  m*)2 А
D*\-x ] =  fc l----- - ----------=  2  (ДГ* -  и»*)»/»; -  £  х\р\ - т * ш

-  95* - 0,02 +  125* - 0,05 +  1552 - 0,16 +  1852 - 0,24 +  215® - 0,28 +

+ 2 4 5 *  - 0,18 +  275s • 0,06 +  3052 - 0 ,0 1 -  (201,20)* =  1753,56.

30-§ . Тацсимот цонуни параметрларини аницлаш.
Ляпунов теоремаси. Лаплас теоремаси

х  — тасодифий мицдор, масалан ўлчаш натижа си, а — ўл- 
чанаётган мицдор, 8—ўлчаш хатоси бўлсан. У ҳолда бу миц- 
дорлар

Ь =  х — а, X — а  +  о (1)

муносабатлар билан боғланган. Кўп сондаги тажриба ва куза- 
тишларнинг кўрсатишича, ўлчаш хатолари, систематик хато- 
ни, яъни ҳамма ўлчашларда ўзгармайдиган хатоларни (маса­
лан, асбоб хатосини) ёки ўлчашдан ўлчаш гача маълум цонун 
бўйича ўзгарадиган хатоларни чицариб ташлагандан кейин, 
ҳамда цўпол хатоларни чицариб юборгандан кейин, тацсимот 
маркази координатлар бошида бўлган нормал тацсимот цону- 
нига бўйсунади. Бу назарий асослашлар билан ҳам тасдиц- 
ланади.

Агар тасодифий мицдор катта сондаги тасодифий мицдор- 
лар йиғивдисидан иборат бўлса, у ҳолда баъзи бир шартлар- 
да бу йигинди нормал тацсимот.цонунига бўйсунади. Б у  тас- 
тиц А. М. Ляпуповга (1 8 5 7 — 1918) мансуб бўлган марказий
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лимит теорема деб аталадиган теорема шаклида таърифлана- 
ди. Биз бу ерда ш у теоремани бирмунча содда шаклда таъ- 
рифлаймиз.

1 - т е  о р е м  а. А га р  бог л и ц  бўлм аган  тасод иф ий  х и  х 2,
. . . ,  х п м и қд ор л ар  ў р т а  ц и й м а т и  а (у м у м и й л и кн и  бузмас- 
дан, а — 0 деб ф араз ц и л и и і м у м к и н ) ва дисперсияси  о3 бўл- 
ган  бир х и л  т а ц с и м о т , цон ун и га  эга  бўлса, у  ҳолд а  п чега-

П

расиз ўсиб борганда у п — 1-1 йи гинд ининг т а ц с и м о т  ц о -
а у п

нуни  норм ал т а ц с и м о т д а н  ҳа р  цанча ки ч и к  фарц цилади , 
(бунда у п ш ундай н о р м а л а н га н ки :

м  [уп] =  О, D [у-] =  1 )

Ляпунов теоремасининг амалиётдаги аҳамияти қуйидагидан 
иборат. Тасодифий мивдор, масалан, бирор миқдорнинг берил­
ган миқдордан четланиши қаралади. Бу четланиш кўп фак- 
торларнинг таъсири натижасида келиб чиққан бўлиб, уларнинг 
ҳар бири бирор ташкил қилувчи четланишни беради, масалан, 
отишни олсак, тегиш нуқтасининг мўлжалга олиш нуқтасидан 
чегланиши мўлжалга олишдаги хатодан, узоқликни аниқлаш- 
даги хатодан, снарядни тайёрлашдаги хатодан ва ҳ. к. лардан 
келиб чиқади. Ташкил қилувчиларнинг ҳаммаси бизга маълум 
бўлмагани каби, ташкил қилувчи тасодифий миқдорларнинг <> 
тақсимот қонунлари ҳам бизга номаълум бўлиб қолиши мум­
кин. Аммо Ляпунов теорамасидан тасодифий миқдорнинг— 
умумий четланишининг — нормал қонунга бўйсуниши келиб 
чиқади.

Ляпунов теоремасидан агар х и х 2, . .  лар бирор миқ- 
дорни ўлчаш натижалари бўлса (ҳар бир x t — тасодифий миқ- 
дор) ва тасодифий х , миқдорлар бир хил тақсимот қонунига 
бўйсунса, у ҳолда тасодифий миқдор— ўрта арифметик қиймат-

~ _ х\ 4- +  . . .  + *fl
п

нинг п  етарли катта бўлганда нормал қонунга ҳар қанча яқин 
бўлган тақсимот қонунига бўйсуниши келиб чиқади. Амалиёт- 
да қараладиган тасодифий миқдорлар учун, одатда, бажарила- 
диган баъзи бир қўшимча шартларда теорема бир хил бўл- 
маган тақсимот қонунига бўйсунувчи тасодифий миқдорлар 
йиғиндиси учун ҳам ў з  кучини сақлайди. Тажрибанинг кўрса- 
тишига қараганда, қўшилувчилар сони 10 тартибида бўлган- 
даёқ  уларнинг йиғиндиси нормал тақсимотга бўйсунади деб ҳи-
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соблаш мумкин. а ва а2 билан ўрта қиймат ва дисперсиянинг 
тақриб£й қийматларини белгилаймиз. Б у  ҳолда тасодифий 
S ва X  миқдорларнинг тақрибий тақсимот қонунларини ёза 
аламиз: 6,

Л Ч - Т Р 5 - ' " ® '  <2 '
( х - а ?

П х )  =  е 2j2 * (3)
а у 2к

Параметр а эксперимецтал маълумотларга асосланиб, 29-  § 
даги (1) формулага кўра аниқланади:

а =  ! = ± _ -  (4)

Б у Ч ебиш ев (1821 — 1894) теоремаси деб аталувчи теоремадан 
келиб чиқади. И сботга тўхталиб ўтирмасдан параметр о ни 
29- § даги  (3) формулага кўр а эмас, балки

2  <*/ -  «)2
° 2 =  — ------- —  (5 )

п =  1

формула билан аниқлаш табиийроқ эканини кўрсатиб ўтамиз.
( 5 )  формуланинг ўн г томони 29- § даги (3) формуланинг

ўн г томонидан ------- кўпайтувчи билан фарқ қилади, бу эса

амалий масалаларда 1 га яқин.

1 - if и с о  л. 2 8 -§  даги мисолда келтирилган ўлчаш натижаларига ҳамда
29-ц§ даги мисолда келтирилган ҳисоблаш натижаларига асосланиб, тасоди­
фий миқдорнинг тақсимот қонуни ифодасини ёзинг.

Е ч и ш . 29- § даги мисолда келтирилган ҳисоблашларга асосан цуйида- 
гиларни ҳосил қиламиз:

а =  т* =  201,

•17И - 1771’ 
a = Y  1771 * 4 1 .

*>уларни (3) формулага қўйиб,
(X  -  201)»

f ( x ) =  ----- L _ _ g 2.1771
П Х) 4 1 / S

нн ҳосил қиламиз.
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Э с л а т м а .  Агар бирор тасодифий х  миқдор учун статис­
тик тақсимот функция тузилган бўлса, у ҳолда берилган та­
содифий миқдорни нормал тақсимот конунига бўйсунадими 
ёки йўқми деган масала қуйидагича ечилади:

Тасодифий миқдорнинг

Хи -*2, •••.
қийматларини олайлик. (4) формулага кўра ўрта арифметик 
а қийматни топамиз. Марказлаштирилган тасодифий миқдор- 
нинг

Уі. Уг, •••, Уп
кийматларини аниқлаймиз. у, қийматларнинг абсолют миқдо- 
рини ўсиб бориш тартнбида қатор қилиб ёзилади. Агар п ток 
бўлса, у ҳолда ўртача четланиш учун ёки £ур ўртача хато

учун тузилган абсолют миқдорлар қаторида і ўринни

эгаллаган | уурt абсолют миқдор қабул қилинади, агар п жуфт 
бўлса у ҳолда Еўр учун у  ва ^  +  І-номерли ўринларда тур­

ган абсолют миқдорларнинг ўрта арифметиги қабул қилинади. 
Бундан кейин

£ w
d =  (б)

п
формулага кўра ўрта арифметик хатони тузамиз. (б) форму­
лага биноан ўрта квадратик четланишни аниқлаймиз:

1
П

/-1 
п -  1

(7)

Сўнгра эса ва нисбатларни аниқлаймиз.
d о Е

Нормал конунга бўйсунган тасодифий миқдор учун —
Еҳамда — нисбатлар мос тартибда 0,8453  ва 0,6745 га тенг
а

(22- § даги (6) формулага қ.). Агар ва нисбатлар
U о

0,8453 ва 0,6745 лардан 1096 тартибидаги миқдорга фарқ қилса, 
у ҳолда тасодифий у миқдор нормал қонунга бўйсунади деб 
шартли равишда қабул килинади.

М арказий лимит теореманинг натижаси ҳодиса рўй берп- 
ш инпнг я дан кам бўлмаслиги ва р дан катта бўлмаслнги э ҳ-
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тимоли ҳацидаги Лапласнинг муҳим теоремасидан иборатдир.
Б у  теоремани исботсиз келтирамиз.

2 - т е о р е м  а. ( Л а п л а с  т е о р е м а с и ) .  А га р  п т а  б о ғл и қ  
б ў лм аган  си н о вл а р  ў т к ази л ган  бў л и б , у л ар н и н г ҳ а р  бири- 
д а  А ҳ од и сан и н г р ў й  бериш  эҳ т и м ол и  р  г а  т енг бўлса,- у  
ҳ о л д а  уиібу м ун осабат  ў р и н л и :

Р  ( а  <  т  <  Р) =  ~ ф  - ь -
«£__\ _  л  / а - п р  \

[V '2 y n p q )  [ у  2 V  npq ) 
бу ер д а  т — А ҳ од и сан и н г рў й  бериш  сони, q  =  \ — p, 
Р (а <  /и <  Э)— Л ҳ оди са  рўй  бериш  сонпнинг  а ва  р о р а л и -  
ғи д а  ёт иш  эҳт и м оли .

Ф (х )  функция 5 2 1 -б етд а  аниқланган.
Лаплас теоремасини масала ечиш учун  татбиқ қилиниши- 

ни кўрсатамиз.
2 - ми с о  л. Бирор детални ишлаб чиқаришда деталнинг яроқсиз (брак) 

бўлиб қолиш эҳтимоли /г =  0,01 га тенг. 1000 та деталнинг ичида браклари- 
нинг сони 20 тадан ортнқ эмаслиги эҳтнмолини аницланг.

Е ч и ш . Бу ерда п — 1000, р =  0,01, q =  0,99, а =  0, р =  20. Қуйидаги- 
ларни топамиз:

_ _ ! t = nP ° ~  10 9 95
V  2 V w  -  ~ ~  '

_ J ^ n p  20- Ш  =2i25>

- (8)

У '/y n p q  У  2 У 9,9 
(8) формулага кўра ушбуни ҳосил қиламиз:

Р (0 <  т <  20) =  ~  [Ф (2,25) — Ф ( -  2,25)] =  Ф (2,25).

Ф (X) функция жадвалларидан қуйидагини топамиз:

Р (0 <  т <  20) =  0,9985.
Юқорида айтиб утилган Бернулли, Ляпунов, Чебишев, Лаплас теоремала 
ри—эҳтимоллар назариясининг катта сонлар қонуни деб атзладиган қо- 
нунини ташкил қилишини қайд қилиб ўтамиз.

X X  Б О Б Г А  ДО И Р М АШ ҚЛАР

1 Иккита соққа бир вақтда ташланади. Келиб чиқадиган очколар йи- 
риндисининг 5 га тенг бўлиш эҳтимолини топинг. Жав. 1/9.

2. Лотереяда Юта билет бор: улардан 5 таси ютадиган,5 таси ютқаза- 
диган. Иккита билет оламиз. Ютиш эҳтимоли қанча? Жав. 7/9.

3. Соққа 5 марта ташланади. Камида 1 марта 4 очко келиб чиқмаслиги 
эҳтимоли қандай? Жав. 0,99987.

4. Милтиқдан узилган ўқнинг самолётга тегиш эҳтимоли 0,004 га тенг. 
Уқнинг тегиш эҳтимоли 70% дан кўп бўлиши учун бир вақтнинг ўзида неч-

. та мерган ўқ узиши керак? Жав. п >  300.
’ 5. Иккита тўпдан битта нишонга биттадан ўқ узилган. Биринчи тўпдан 

нишонга тегиш эҳтимоли 0 7  иккинчисидан эса 0,6. Камида битта ўқ теги­
ши эҳтимолини аниқланг. Жав. 0,88.
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6. 100 та карточкага 1 дан 100 гача сон ёзилган. Тасодифан олинган 
карточкада 5 рақами бўлиш эҳтимолшш аниқланг. Жав. 0,19.

7. 4 та машина бор. Ихтиёрий t моментда машинанинг ишлаб турган 
бўлиши эҳтимоли 0,9 га тенг. t моментда камида бнтга машинанинг ишлаб 
турган бўлиши эҳтимолини аниқланг. Ж а в . 0,9999.

8. Нишонга тегиш эҳтимоли /7 =  0,9. Учта отишда 3 та тегиш эҳтимо- 
лини аииқланг. Ж а в . к  0,73.

9. Биринчи нав деталлар биринчи яшикда 30% , иккинчи яшикда 40%. 
Ҳар бир яшикдан биттадан деталь олинади. Олинган иккала деталнинг би­
ринчи навли бўлиш эҳтимолини аниқланг. Ж а в . 0,12.

10. Механизм учта деталлан иборат. Тайёрлашда биринчи деталнинг 
яроқсиз бўлиш эҳтимоли Pi =  0,008, иккинчи деталнинг яроқсиз бўлиш эҳ- 
тимоли р? =  0,012, учинчи деталнинг яроқсиз бўлиш зҳтимоли ря =  0,01. 
Бутун механизмни тайёрлашда яроқсизлик эҳтимолини аниқланг. Ж а в . 0,03.

11. Битта отишда тегиш эҳтимоли р =  0,6. Учта отишда камида битта 
тегишнинг эҳтимолини аниқланг. Ж а в . 0,936.

12. 350 та механизм орасида 160 таси биринчи навли, 110 таси иккинчи 
навли ва 89 таен учинчи навли. Механизмлар орасида яроқсиз механизм 
бўлнш эҳтимоли биринчи нав учун 0,01, иккинчи нав учун 0 ,0 >, учинчи нав 
учун 0,04. ,

Битта механизм олинган. Уни яроқли механизм экани эҳтимолини аниқ- 
ланг. Жав. 0.98.

13. Отишга танёргарлик кўриш пайтида йўл қўиилган хато нати/касида 
снарядлар тарқоқлиги маркази (СТМ) биринчи отишда узоқлик бўйича беш 
нуқтанинг биттасида бўлиши мумкин эканлиги маълум бўлсин. СТМ шу 
нуқталарда бўлиш эҳтимоли мос тартибда Р\ =  0,1; рг =  0,2; р3= 0 ,4 , р±—0,?; 
р5 =  0,1 га тенг. Агар СТМ биринчи нуқтада бўлса, узоқлик бўйича ни­
шонга тегиш эҳтимоли р х =  0,15 га тенг бўлиб, бошқа нуқталар учун мос 
равишда />2 =  0,25, р3 — 0,60, pt =  0,25, р ъ =  0,15 бўлиши ҳам маълум.

Дастлаб нишонга қўйишда ўқ узилган бўлиб, бунинг натижасида ўқ 
узоқлик бўйича мўлжалга тегмай ўтган. СТМ нинг кўрсатилган ҳар бир беш­
та нуқтасига мос бўлган нишонга қўйишда отилганлик эҳтимолини қанчага 
тенг эканини аниклаяг, яъни тажрибадан кейин (отишдан кейин) С 1М жой- 
ланишидаги турли хатолар ҳақидаги гипотезалар эҳтимолини аниқланг. 
Ж а в . 0,-5; 0,75; 0,40; 0,75; 0,85.

14. Соққа 5 марта ташланади. 2 марта олтилик тушиши ва 3 марта ол- 
тилик тушмаслиги эҳтимоли қанча? Ж а в • 625/3888.

15. 6 та ўқ узилган. Arap ўқнинг нишондан ўтиб кетиш эқтимоли

р — — бўлиб, нишонга етиб бормаслик эҳтимоли q  =  — бўлса („тор“ нн-

шон бўйича отиш), отилган ўқларнинг ичида нишондан ўтиб кетмайдиган- 
лари \ам борлиги эҳтимолинн аниқланг. Ж а в . 31/32.

16. Аввалги масаладаги шартларда 3 марта ўтиб кети u ва 3 марта етиб 
бормаслик эҳтимолиии топинг. Ж а в . 5/16.

17. Соққани бир марта ташлаганцаги очколар сонининг ўрта қийматини 
топинг. Ж а в . 7/2.

18. Куйидаги тақсимот жадвали билан берилган тасодифий миқдорнинг 
дисперсиясини аниқланг.

X 2 3 5

Р 0,1 0,6 0,3

Жав. 1,05.
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19. Битта синовда А ҳодисасининг рўй бериш эҳтимоли 0,4 га тенг. 5 
та боглиқ бўлмаган синов ўтказилади. А ҳодисанинг рўй бериш сонининг 
дисперсиясини топинг. Ж а в . 1,2.

20. Нишонга қарата ўқ узилган. Ўқнинг тегиш эҳтимоли 0,8. Биринчи 
тегишга қадар ўқ узилади. 4 та снаряд бор. Сарф қилинган снарядлар со- 
и и н и н і ўрта қийматини топинг. Ж а в . 1 ,2 4 2 .

21. Бирор „ИнГИчка" нишон бўйича отишда ўқнинг нишондан учиб ўтиш
1 3

эҳтимоли р =  —, етиб бормаслик эҳтимоли а =  —. Олтита отишда 2 та
4 4

учиб ўтиш ва 4 етиб бормаслик комбинациям эҳтимолини топинг. Ж а в . 0,297.
22. Деталнинг яроқсиз бўлиш эҳтимоли /> =  0,01-10 та деталдан иборат 

бўлган партияда 0, 1, 2, 3 та деталнинг яроқсиз бўлиш эҳтимоли қандай? 
Ж а в . 0,9045; 0,0904; 0,0041; 0,0011.

23. Агар битта ўқ узганда мўлжалга тегиш эҳтимоли р =  0,15 бўлса
10 марта отганда мўлжалга камида бнтта тегиш эҳтимолини ҳисобланг. 
Жав. .1 -  (0 ,8 5 )1 0  ~  0,80 і.

24. Тасодифий х  миқдор интеграл тақсимот функцияси билан берилган?

С агар 0 бўлса, 0,
Г(дг) =  агар 0 <  х  <  1 бўлса, х ,

і агар 1 <  X бўлса, I.
Тақсимот зичлиги f(x )  ни, М [<] ни ва D (.г) ни топинг.

[ х < і  0 бўлганда 0, . j  j
Жав. f(x) =  < 0 <  X «>. 1 бўлганда 1 М [*] =  —, D [лг] =  — .

( 1 <  X  бўлганда О. 2 12

25. Тасодифий л: миқдор ўрта қиймати 30 га, дисперсияси 100 га тенг 
бўлган нормал тақсимот қонунга бўйсунади. Тасодифий миқдор қийматининг 
(10, 50) интервалда ётиш эҳтимолини топинг. Ж а в . 0,954.

26. Тасодифий миқдор дисперсияси а3 =  0,16 бўлган нормал тақсимот 
қонунига бўйсунади. Тасодифий миқцогнинг қиймати унинг ўрта қийматидан 
абсолют қиймат бўйича 0.3 дан кам фарқ қилиши эҳтимолини топинг. 
Ж а в . 0,5463.

27. Тасодифий миқдор х  тарқоқлик маркази а =  0,3 ва аниқлик ўлчови 
Л =  2 бўлган нормал тақсимот қонунга бўйсунади. Тасодифий миқдорнинг 
(0,5; 2,0) нлтервалда ётиш эхтнмолини топинг. Ж а в . 0,262.

28. Кепглиги 4 м  бўлгаи соҳа (йўлак) бўйича ўк узиш оли5 борилалн, 
мўлжалга олишнинг систематик хатоси 1 м  (ками билан). Эҳтимолий чет­
ланиш 5 м . Тарқоқлнкнинг нормал қонунида ўқиинг соҳага тушиш эҳтимо- 
лини топинг. Н іа в . 0,211.

29. Ушбу jr, =  10 м , л 2 =  2 )  м. \\ =■ 15 м, у2 =  35 м  тўғри чизиқлар 
билан чегараланган тўғри туртбѵрчакка қарата кичик томонни тенг иккига 
бўлувчи тўғри чизиқ йўналиши буйича ўқ узпш олиб борнлади. Текислик­
даги нормал тақсимотнинг эҳтимолий четланишлари Ех =  Ъ м. Е у =  10 м. 
Битта ўқ узишда ўқнинг тегнш эҳтимолнни топинг. Ж а в . 0,25.

30. Берилган 20 см узунликдаги детални тайёрлашдаги хато нормал қо- 
нунга буйсѵнувчи тасодифий мнқдордир. а — 0.2 с м . Тайёрланган деталь 
узунлипининг берилган узунликдан 0,3 с м  дан кам фарқ қилиш эҳтимолини 
топинг. Ж а в . 0,8Ьб.

31. 3 0 - масала шартларида маҳсулот тайёрлашда 0,95 эҳтимол бялан 
ошиб кетилмайдиган хатони аниқланг. Ж а в . 0,ЗУ2.

32. Тасодифий миқдор х  параметрлари М [х] =  5 ва а =  2 бўлган нор­
мал қонун бўйича тақсимланган. Тасодифий миқдоэнпнг (1, 10) интервалда 
ётиш эҳтимолини аниқланг. Шакл ясанг. Ж а в . 0,971.

33. Автоматда тайёрланадиган деталнинг узунлиги параметрлари М х] =  
*= 15, а =  0,2 бўлган нормал қонун бўйича тақсимланган тасодифий миқдор-
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дир. Агар яеталшшг йўл қўйиш мумкин бўлган ўлчовлари (размери) 15±  0,3 
бўлиши лозим бўлса, деталші яроқсиз бўлиш эҳтимолини топинг. Тайёрла- 
надиган деталь узунлигининг қандай аниқлигини 0,9? эҳтимол билан таъ- 
минлаш мумкин? Шакл ясанг.

34. Бирор миедорни ўлчашда қуйидаги статистик қатор ҳосил қилинган:

X 1 2 3 4

Такрор-
ланиш 20 15 10 5

Статистик ўртани ва статистик дисперсияни аниқланг. Жав. 2; I.
35. Ўлчаш натижалари ушбу жадвал билан берилган:

X 0,18 0,20 0,22 0,24 0,26 0,28

Т  акрорллпиш 4 13 33 35 Q 1

Статистик ўрта а ни, статистик дисперсия <з3ни аниқланг. Жав. 0,226; 0,004.
36. Деталь ишлаб чиқаришда яроқсиз деталь чиқиш зҳтимоли р =  0,02, 

400 та деталдан иборат бўлган партияда яроқсиз деталнинг 7 тадан 10 та- 
гача бўлиш эҳтимолини топинг. Жав. 0,414.

37. Нишонга тегиш эҳтимоли р =  —. 250 марта отишда нишонга те-

гиш сони 100 билан 150 орасида ётиш эҳтимоли қандай? Жав. 0,998.
38. Баъзи деталларни тайёрлашда яроқсиз деталь ҳосил бўлиш эҳтимо- 

ли р =  0,02. Олинган 1000 дона деталь орасида яроқсиз деталларнинг 25 та­
дан ортиқ эмаслиги эҳтимолини аниқланг. Жав. 0,87.
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М АТРИ Ц АЛАР. ЧИЗИҚЛИ Д И Ф Ф ЕРЕН Ц И А Л  ТЕН ГЛ А М А Л А Р 
СИСТЕМАСИНИНГ ВА Б У  СИСТЕМА ЕЧИМЛАРИНИНГ 
М А ТРИ Ц А ЛА Р ОРҚАЛИ ЁЗИЛИШИ

1 - § .  Чизицли алмаштиришлар. Матрица

И ккита Р  ва Q текисликни қарайлик. Р  текисликда тўғри 
бурчакли x tО х2 координаталар системаси ҳам да Q текисликда 
Уі О у2 координаталар системаси берилган бўлсин. Р  ва Q тек и с­
ликлар устм а-уст келтирилиши мумкин. Ш уни нгдек координа­
талар системалари ҳам  устм а-уст келтирилиши мумкин.

Уш бу

у, =  ДцХі +  a ,2x 2>j 

У 2 =  «21-*1 +  fl22*2'J

тенгламалар системасини қарайлик. (1) тенгли кларга кўра 
(х^Ок2) текисликнинг ҳар бир М ( х и к>) нуқтасига (у ,О у 2) т е ­
кисликнинг М (у и  у 2) нуқтаси мос келади.

450- расм.

(1) тенгламалар координаталарнинг чи зи қ ли  алм аш т и рп ш -  
л а р и  деб аталади. Бу тенглам алар (х,Одг2) текисликни (ухО у2) 
текисликка акслантиради (бутун текисликка акслантириши шарт 
эмас). (I) тенгламалар чизиқли тенгламалар бўлгани сабабли, 
акслантириш чизиқли ак слан т и ри ш  (аксланиш ) дейилади.

А гар (x ,O x>) текисликда бирор 3  соҳани, қарасак, у  ҳолда 
11) система ёрдамида (у ,О у 2) текисликнинг бирор нуқталар 
тўплами аниқланади (450- расм .



Э с л а т м а .  Чизиқли бўлмаган

у , =  <р (х и  лг2), Уз =  х 2).
акслантириш лар ҳам  кўрилишини қайд қилиб ўтамиз.

Биз бу ерда ф ақат чизиқли акслантиришларни кўриб чиқиш 
билангина чегараланамиз.

(1) акслантириш а и , a i2, # 2i> а гг коэффициентлар тўплами 
билан тўла аниқланади.

Б у коэффициентлардан тузилган ва

#11 ^12II .  / #11 #12 \
ІІ еки \ I

# 2 )  # 2 2 II \ #21 #22  '

кўриниш да ёзилган тўғри тўрт бурчакли ж адвал (1) акслан- 
тиришнинг м ат ри ц аси  дейилади. Ю қоридаги || |l ёки ( ) 
символлар матрица символларидир,

Матрицани биргина ҳарф билан ҳам белгилаш  мумкин: А 
ёки II А II,
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I! #21 #22 В

Матрица элементларидан уларнинг ўринларини алмаштирмас-
дан тузилган

д  _  #11 °І2

#21 #22

детерминантни (уни Д (А) билан белгилаймиз) м ат риц ан ин г д е -  
т ерм инант и  деб аталади.

1- м и с о л. Ушбу
Уі =  дгі cos а — д-j sin а,
>з =  sin a +  cos a

акслантириш а бурчакка бурииідир Агар {x^O к2) ва (у[0у2) координаталар 
системаси устма-уст келтирилган бўлса, бу акслантиришда қутб коорди­
наталари (р, Ѳ) бўлган ҳар бир М нуқта қутб координаталари (р, Ѳ 4- а) бул- 
гаи М нуқтага ўтади (451- расм)
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О Р Ц А Л И  Ё З И Л И Ш И

Бу акслантпришнинг матрицаси қуйидаги кўрииишга эга:

cos а — sin а

2- м и с о л. Ушбу
sin a cos а 

У\ =  kx  j,

акслантириш Охj  ўқи бўйича чўзиш 
бўлиб k чўзиш коэффициентидир 
(452-расм). V

__ Бу акслантпришнинг матрицаси 
қуйидаги кўринишга эга:

А =

453- расм.

* °ІІ
0  1 If

3- м и с о л .  У шбу 

Уі =  kxb 
Уз =  kx^

акслантириш О хг ўқи йўналиши 
бўйича ҳам, 0 * 2  ўқи йўналиши бу­
йича ҳам k марта чўзишдир (453- 
расм).

Бу акслантпришнинг матрицаси 
қуйидагича бўлади:

\\k 0
А =

4- м и с ол.
0 k

Уі =  - *t,
У з  =  Jr2

алмаштириш Ох2 ўқидан к ў згу ли акслантириш дейилади. Бу алмаштириш 
матрицаси нуиидагича бўлади:

А =

о1

1 0 1і

5- м и с о л.
Уі =■ * і  +  tar* у 2 =  х3 

алмаштириш Ох2 ўқи бўйича силжиш  дейилади (455- расм).

£ - і -
0 1

454- расм.
Л

L
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Б у алмаштиришнинг матрицаси қуйидагича булади:

1

0 1 1 *

И хтиёрий сондаги ўзгар увчи га  эга бўлган  чизиқли алмаш ­
тиришларни ҳам қараш мумкин. Ж ум л адан ,

Уі — ^н-^і “Н (1\2Х2 "I-
Уг — а 2\х \ +  0-22Х2 ^23*^3,
Уз =  а 31* 1 +  « 32*2 +  а 33х 3

(4)

алмаштириш уч улчовли ( х , ,  х 2, х 3) фазони уч  улчовли (у ,, 
у2, уз) ф азога акслантиришдир. Б у алмаштиришнинг матрица­
си қуйидагича булади:

аи Д ]  2 й 13

А = а2\ а22 Й 23 (5)

а з і 0-22 а з з

К вадрат бўлм аган, яъни йўлларининг сони устунларининг со- 
нига тен г бўлм аган матрицага эга бўлган чизиқли алмаш ти­
ришларни ҳам қараш мумкин. Ж ум л адан ,

Уі — ^11-^1 ^12-^2, 
У2 ~  &г\Х\ а 22Х2і 
Уз=  a n x t +  а 32х 2

(6)

алмаштириш х ,О х 2 текисликни (у ,, у 2) у 3) фазо нуқталарининг 
бирор тўпламига акслантирилиш идан иборатдир. Бу алмаш ти­
ришнинг матрицаси қуйидагича бўлади:

аи а\2
А = а21 а22

аг\ 0 32
(7)

И хтиёрий сондаги  йўл ва ихтиёрий сондаги устун лар га  эга 
бўлган  матрицалар ҳам қаралади. М атрицалардан ф ақатгина чи- 
зиқли алмаштиришдагина фойдаланилмай, балки бошқа бўлим- 
ларда ҳам фойдаланилади. Ш унинг учун  матрицалар детерм и­
нант туш унчаси га ўхш аш  алоҳида, мустақил математик туш ун - 
чадир. Қуйида матрица туш унчаси билан боғлиқ бўлган бир 
неча таърифларни келтирамиз.
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2 -§ .  М атрица ту ш у н часи  билан боғлиц бўл ган  
умумий таъри ф лар

1 - т а ъ р и ф .  т  та йўл (сатр) ва п та устундан иборат бўл- 
ган тп  та соннинг тўғри бурчакли

I &П----• • •
А =

а т\ а т2 1П1п
(1 )

жадвали м ат ри ц а  дейилади. Матрица қисқача қуйидагича 
белгиланади:

А  = ( / = 1 , 2 , . . . , « ;  / = 1 , 2 ------ , « ) , (2)
Бунда « і;- — матрицанинг ҳадлари.

Агар матрицада йўллар сони устунлар сонига тен г бўлса, 
яъни т =  п бўлса, бу ҳолда матрица к вадр ат  м ат рица  дейи­
лади:

ан «12 . . .  «1„

А  = °21 «22 . . .  «2л (3)

«яі ап2 а пп
2 - т а ъ р и ф .  Квадрат матрицанинг элементларидан (ўриц ал- 

маш тирилм асда^ тузилган детерминант м ат рицанинг д ет ер ­
минант и  дейилади. Уни Д (Л) билан белгилаймиз:

«и «12 • • «1п

Д (Л ) = «21 «22 • • а 2п
• (4)

а п 1 а п2 - •

Квадрат бўлм аган матрица детерминантга эга эмаслигини қайд 
қилиб ўтамиз.

3- т а ъ  р и ф. Агар А  матрицанинг устунлари А * матрицанинг 
йўлларидан иборат бўлса, у ҳолда Л *  матрица А  матрицага 
нисбатан т р ан сп он и р л ан ган  м ат ои ц а  дейилади.

М и сол.
Ушбу

а,
А =

и
а2\
а3!

а  12 

а22 
а33

матрица берилган бўлсин. Транспонирланган А матрица қуйидагича бўлади:

а\1 а21 Й31 
і #12 #22 ^32

А* =
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4 - т а ъ р и ф .  Агар a ij =  a ji бўлса, квадрат матрица А боиі 
д и а г о н а л г а  нисбат ан  сим м ет рии м ат рица  дейилади. Сим- 
метрик матрица ўзининг транспонирланган матрицаси билан 
бир хил бўлиши равш ан.

5- т а ъ р и ф. Бош диагоналдан бошқа жойдаги элементлари 
ноллардан иборат бўлган квадрат матрица д и а го н а л  м ат рица  
дейилади. Агар диагонал матрицанинг бош диагоналидаги эле­
ментлари бирга тенг бўлса бундай матрица би рли к  м ат рица  
дейилади.

Уни Е  ҳарфи билан белгилаймиз:
1 0  . . .

°1
Е  = 0 1 . . . о]

(5)

0 0 . . . 1||
6 - т а ъ р и ф .  Битта устундан ёки битта йўлдан иборат бўл- 

ган  матрицалар ҳам қаралади: 
дгг

Х  = У  =  ІІУі Уг У т (6)

иккинчи матрицаниБиринчи матрицани уст ун - м ат рица, 
йўл- м ат рица  дейилади.

7 - т а ъ  р и ф . Агар иккита А  ва В  матрицаларнинг йўл ва 
устунлари сони баробар бўлса ҳамда мос элементлари тенг 
бўлса, бу матрицалар бир-бирига тенг деб ҳисобланади, яъни 
агар

. =  h j  (7)
бўлса,

А =  В  (8 )
ёки

I! a ij  II =  II Ьц К ( /  =  1, 2 .............т\ j  =* 1, 2 .............п) (9)
Б аъзан устун-матрицани мос сондаги ўлчам га эга бўлган фа- 
зодаги вектор билан айнан бир хил деб  ҳисоблаш  қулай бўла- 
ди; бунда матрицанинг элементлари векторнинг мос координа­
та ўқларидаги проекциялардир. М асалан,

х 2 =  x j  +  x j  +  x 3k  (10)

*3
деб ёзишимиз мумкин.

Баъзан йўл-матрицани ҳам вектор билан айнан бир хил 
деб  ҳисоблаш қулай бўлади.
36 Н. С. Пискунов, 2-т.
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3-§.Тескари алмаштириш

1 -§  даги
Уі =  «11*1  +  «12 *2 . 

Уг =  а21Х1 ”Ь « 2 2*2
(1)

тенгламалардан кўринадики, х^О х2 текисликни у ,О у 2 теки сли к­
ка акслантириш  бир қийматлидир, чунки х хО х2 текисликнинг 
ҳар бир нуқтаси га у ,О у2 текисликнинг ягоиа нуқтаси мос к е ­
лади.

А гар алмаштириш матрицасининг детерминанти нолдан 
фарқли бўлса, яъни

CL̂ j С1\2
д (А ) =

«21 «22
=f= 0  ёки « ц «22 — « 21«12 0 (2)

бўл са , у  ҳол да (1) тенглам алар системасгінинг х ,  ва х 2 ларга 
нисбатан биргина ечимга эга эканлиги м аълум; улар  қуйида- 
гилардир:

X. =

Уі «12 «1, Ул
Уг «  22 у --- _ «21 Уг
« и «12

» 2
Яц « 1а

а2\ а 22 «21 «22
ёки ёйилган ҳолда

— #12 
д

«и

Уг.

(3)

У\Оу2 текисликнинг ҳар бир М  (у ь ‘ ys) нуқтасига х ,О х 2 т е ­
кисликнинг маълум бир М (х и х 2) нуқтаси мос келади. Б у  
ҳолда ( I )  акслантириш  ўзаро бир қийматли (м а х с у см а с ) а к с ­
лантириш дейилади. (у ,, у 2) координаталарни ( х , ,  х 2) коор ди­
наталарга (3) ёрдамида алмаштириш т еск ари  алмаштириш 
дейилади. Ҳозирги ҳолда тескари алмаштириш ҳам  чизиқли 
алмаштиришдир. Чизиқли м ахсусм ас акслантириш ни аффин. 
акслантириш  деб аталишини қайд қилиб ўтамиз.

Тескари алмаштириш матрицаси ҳам матрицадир; уни А * 1 
билан белгилаймиз:

А - 1 =

«22 — й13
А Д

— #21 «11
д д

( 4 )
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Агар А матрицанинг детерминанти нолга тенг бўлса, яъни

«11«22 «21^12 =  0 (5)

бўлса у  ҳолда (1 ) алмаштиришни махсус  алмаштириш дейи­
лади. У  ўзаро бир қийматли бўлмайди.

Буни исбот циламиз. Мумкин бўлган иккита ҳолни қарай- 
миз:

1) Агар а и =  а і2= а 2, = а 22 бўлса, у ҳолда х л ва х 2 ларнинг 
ҳар қандай цийматларида ҳам =  0, Уг =  0. Б у ҳолда х , О х 3 
текисликнинг ихтиёрий ( х и х 2) нуқтаси у (Оу2 текисликнинг 
координаталар бош ига ўтади.

2) Алмаштириш коэффициентларидан ҳеч  бўлмаганда бит- 
таси нолдан фарқли, масалан, « , ,  ф  0  бўлсин. ( 1 ) тенгламалар­
дан биринчисини а 2, га, иккинчисини a n га кўпайтириб, айи­
риш амалини бажариб, (5) тенгликни эътиборга олсак., уш буни 
ҳосил циламиз:

«21 j Уі =  «11*1 “Ь «12*2> 

а 11 I Уа =  «21*1 4- «22*2. 

a 2lVl « 11У2 =  о.

Ш ундай цилиб, ихтиёрий х и х 2 ларда у, ва у2 ларнинг ций- 
мати учун (6) тенгликни ҳосил циламиз, яъни л;,Оѵ2 текислик­
нинг мос нуцтаси у ,О у 2 текисликдаги (6) тўғри чизиц устига 
туш ади. Бу акслантириш ўзаро бир цийматли акслантириш 
эмаслиги равш ан, чунки у ,О у2 текисликдаги (6 )  тўғри чизиц- 
нинг ҳар бир нуцтасига х ,О х 2 текисликнинг у, = а и х,  + « 1 2 * 2  

тўғри  чизицда ётувчи  нуцталари тўплами мос келади.
Ҳар икки ҳол да ҳам акслантириш ўзаро бир цийматли эмас.

1- ми со л . Ушбу
Уі =  2 дсі +  -Cj,
Уі =  * і  — -Ч

алмаштириш ўзаро бир қийматли алмаштиришдир, чунки А алмаштириш 
матрицасининг А(Л) детерминанти нолдан фарқли:

Тескари алмаштириш қуйидагича бўлади:
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(4) формулага мувофиқ тескари алмаштириш матрицаси қуйидагича бўлади:

л - ' -

1 _1_|
3 3 1
1 2
3 ~  3

x i 4* 2*2.
2х +  4 дг2

2- м и с о л. Ушбу

чизиқли алмаштириш махсус алмаштиришдир, чунки алмаштириш матри- 
цасининг детерминанти

II 21
Д ( 4 )  =

2
=  0.

Бу алмаштириш (х ь хг) текисликнинг барча нуқталарини (ylt у2) текислик­
даги у2 — 2у,. =  0 тўғри чизиққа ўтказади.

4 -§ .  М атрицалар у сти д а  ам аллар.
М атрицаларни қўш иш

1 - т а ъ р и ф .  Йўл (сатр) ва устунларининг сони баробар 
бўлган иккита ||а,; [| ҳамда \Ь̂ \\ матрицаларнинг й и ғи нди си  деб 
Cij элементлари ||я/у|| ва ||fy|| матрицанинг мос элементлари- 
нинг ciij +  b ij йиғиндисидан иборат бўлган Цс^Ц матрицага ай­
тилади, яъни агар

: ci j ( i  =  1,2, . . .  /и; / = 1 , 2  . . .  ,п )  (1)

(2)H j

аи ап + *11 *12'
ач\ й22 *21 *221

а і) +  bi/ 
бўлса, у ҳолда

бўлади.

1 - м и с о л.

_  |«11 +  *11 й12 +  *12 I 
II a 3 l  +  * 2 1  a 22 +  * 2 2  II 

Икки матрицанинг. айирмаси ҳам шунга ўхшаш аниқланади.

Икки матрица йиғиндисининг бундай аниқланиши м ақсадга 
мувофиқ экани, хусусан , векторни устун-матрица каби тасвир 
этилишидан келиб чиқади.

М а т р и ц а н и  с о н г а  к ў п а й т и р и ш .  Матрицани /  сонга 
кўпайтириш учун  матрицанинг ҳар бир элементини бу сонга 
кўпайтириш керак:

ЧИ//ІІ =  11^,1!. (3 )

Агар X бутун  сон бўлса, у ҳолда (3) формула матрицаларни 
қўшиш қондаси натижаси сифатида ҳоси л  қилинади.
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2- м и с о л.
«и #12 АДц Х#і2

#3, «22 /.^21 -̂#22

И к к и т а  м а т р и ц а  к ў п а й т м а с и .  х ,О х 2 текисликни 
y tO y2 текисликка чизиқли алмаштириш берилган бўлсин:

У\ — «11*1 «12*2) 
У2 =  «21*1 «22*2*

Б у алмаштириш матрицаси:

А =
«11 «12

«21 «22

(4)

( 5 )

С ўнгра, у ,Оу2 текислик г ,О г2 текисликка чизиқли алмаштирил- 
ган бўлсин:

z, =  bu  у, +  b „ y 2, 1
«і =  Ьц У, +  Й22у2 j

(6)

В = ь „ ь
'21

12

у22
(7)

х^О х2 текисликни г^О г2 текисликка алмаштириш матрицасини 
аниқлаш талаб қилинади. (4) ифодани (6) тенгликка қўйиб 
қуйидагиларни ҳосил қиламиз:

z t =  bu  ( a n x , +  a 12x 3) +  bu  (я 2і * і  +  a 22x 2),

Z2 — b2\ («11*1 “I- «12*2^ ~Ь b22 («21*1 4  «22*2*
ёки

г 1 =  (^ц й ц  +  b l2a 2x) xt+  ( b u a i2 +  Ьі2а 22)х г,

Z2 =  (^ 21«11 “Ь ^22« 21) * 1  (^ 21«12 +  Ь22а 22)Ҳ2.

Ҳосил цилинган алмаштиришнинг матрицаси цуйидагича бў- 
лади:

q  _ ^11«11 "Ь ^12«21 &11«12 +  ^12 « 22

ІІ ^21«11 +  ^22fl21 ^21«12 +  Ь 22«2 і
ёки қисқача:

£l | С]2 

2̂1 2̂2
(9 ) матрицани (7 ), (5) матрицаларнинг кўпайт м аси  дейилади 
ва цуйидагича

b u a u +  Ьп а 2х Ьи а і2 Ь12а 22 

^21«11 "Ь Ь22СІ2\ ^21«12 Ь22а 22

С  =

1̂1 b 12 «11 «12 _
Ь22 «21 «22

(8)

бў*

(9 )

(Ю )

чади

(11)
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еки қисқача
В  А — С  (12)

каби ёзилади.
Энди агар биринчи матрица т  та й ўлга ва k  та устун га , 

иккинчи матрица k  та йўл ва п та устун га  эга бўлса, В  ва  А 
матрицаларни кўпайтириш қоидасини таърифлаймиз.

Бу қоида схем а шаклида уш б у тенгли к билан кўрсати л- 
ган:

^11^12 • • •

ЬцЬі2 . ■ . b ik

Ьт\Ьтъ • • • b mk

а и а 12. 

«21 «22 •

. . « 1 / .

• . a 2j

• • «in

• • «2/1

• •
• •
• •
• •
• '-Д-1 -■ «--

CU
•
•
•

--- : ” ' cij •
•
•• • • • * ••

a k\a k1 • • • a k ) • • a krt Cm\ • • • •

.(13

В  матрицанинг А  матрица билан кўпайтмасидан ибораг бўл- 
ган С матрицанинг cl} элемента В  матрицанинг і - йўли эле­
ментлари билан А  матрицанинг j -  устуни мос элементлари кў- 
пайтмасининг йигиндисига тенг, яъни

Си—  Yjbi\CL\j 
Х= 1

1 >2, I t . )  JTl\ j  --  1 ;2j ... ) ft)»

3- M и с о л.

бў.чсин. Бу ҳолда

В =

1) ВА

2) АВ  =

1 о
о о

о
о
о
о

10  0 1
A =

! i о ji

0 0
L____________________________1 0 II 0 0 Г  :  :

Бу мисолда
В А Ф АВ

Биз куйидаги натиж ага келдик. М ат р и ц ал ар н и  к ўпайт ириш * 
д а  ўрин алм аш т и ри ш  қонуни ўри н ли  эм ас.

2 - ми с о л .  Ушбу матрицалар берилган:
1 0 0 II II0 1 о i

A = 0 2 1 • 5 =  2 0 1 1
3 0 0 ь 0 1 1

АВ ҳамда ВА ларни топинг.
Е ч и ш .  (13) формулага биноан, топамиз:

1 .0  +  0 - 2  +  0 .1  Ы  +  О-О +  О-О 1 . 0  +  0 1  -Ь 0-1  
0-0 +  2 - 2 + 1 - 1  0 - 1 + 2 - 0 + 1-0 0-0 +  2 . 1 +  Ы  
З-О +  О - 2 - f  0 -1  3 -1  t  0 - 0  +  0 -0  3 - 0  +  0-1  -j- Q .і

А В  = I I 0 1 0
=  5 и 3

0 3 0
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0-1  +  1-0 +  0-3 0 - 0 +  1-2 +  0- 0 0 - 0 +  Ы  + 0 - 0  jl II 0 2 1
В А = 2-1 4- 0-U +  1-3 2 0  +  0 - 2  +  1 0 2-0 +  0-1 +  1-0 == 5 0 о

1-1 +  0 - 0 +  1-3 1-0 +  0 - 2  +  1-0 1 - 0 4 - 0 - 1  +  1-0 II 4 0 0

3- м и с о л. Матрицалар кўпайтмасини топамиз:

# п # 1 2 # 1 3  li Ьп Ь іг * і »
Ь, 1 ьѵ, 8

# 2 1 # 2 2 а 23  II ^З І bai

II й і А і  4 "  а 12 ^21 4 "  «13^31 « l A j  4 "  # 1 2 l } t 2  4 "  # 1 3 ^8 2  # 11 ^18  " I "  « 12 ^23  4 "  « 1 3 ^ 3 8
=36  I)

II # 2 1 ^ 1 1  +  # 2 2  ^ 21  4“ a J 3 ^ 3 l  « 2 1 ^ 1 2  4' # 2 2 ^ 2 2  4" # 2 3 ^ 8 :  # 2 1 ^ 1 3  4* # 2 2 ^ 2 3  +  # 2 3 ^ 3 3  

Б евоси та текшириб кўриш йўли билан матрицалар у ч у н  уш бу 
муносабатларнинг ўринли зканига ишонч ҳосил қилиш мум­
кин ( k —сон, А, В , С — матрицалар):

( k A ) - B  =  А -{Ь В ), ( 1 4 )

(А +  В ) - С =  А - С + В С ,  (15)

С - ( А +  В ) =  С А +  С В , (16)

А (В С ) =  іА В )С .  (17)

К вадрат А матрицани к сонга кўпайтириш қоидасидан ҳамда 
га- тартибли матрицаларнинг детерминанти устунларининг ум у­
мий кўпайтувчисини детерм инант таш қарисига чиқариш қои- 
дасидан

Д (*Л )  =  Л"Д(і4) (18)

эканлиги келиб чиқади.
И ккита квадрат А ва В  матрицаларни кўпайтирганда эле­

ментлари детерминантларни кўпайтириш қоидасига кўр а ҳо- 
сил бўладиган квадрат матрица олингани у ч у н , бу ҳол да

& (А В )  =  Д ( Л ) - Д  В) (19)

тенгли книнг ўринли бўлиши равшан.
Б и р л и к  м а т р и ц а г а  к ў п а й т и р и ш .  Бош  диагоналида 

ту р ган  элементлари бирга тен г бўлиб, барча қолган элем ент­
лари нолга тен г бўлган квадрат матрицани іюцорида кўрсатиб 
ўти л гани дек) би рли к  м ат р и ц а  дейилади.

М асалан,
1 О

Е  —
О I

(20)

2- тартибли бирлик матрица бўлади.
М атрицаларни кўпайтириш қоидасига мувофиқ уш буни ҳосил 
қиламиз:

а и а12 1 О а11а12
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ЯЪНИ

А Е  =  А , (21)
шугіга ўхш аш

Е А  =  А. (22)

Ихтиёрий тартибли квадрат матрицани мос бирлик матрица 
билан кўиайтмаси дастлабки матрицага тенг эканлигини кўриш 
осон, яъни (21) ва (22) тенгликлар ўринлидир. Ш ундай цилиб, 
матрицаларни кўпайтиришда бирлик матрица ҳациций сонлар- 
ни кўпайтиришдаги бир вазифасини бажаради ва ш унинг учун 
ҳам бирлик матрица дейилади.

(2) бирлик матрицага
3k =  X *
У2 =  * 2

алмаштириш мос келади. Бундай алмаштиришни айний  (ай­
нан) алмаштириш дейилади. Аксинча, айний алмаштириш га 
бирлик матрица мос келади. Ш унга ўхш аш  усул  билан ихти­
ёрий сондаги )гзгарувчиларнинг айний алмаштириши аницла­
нади.

5- §. Матрица ёрдамида векторни бошца векторга 
алмаштириш

Уш бу X  =  x ti  +  x j  +  x 3k  вектор берилган бѵлсин, уни 
устун-матрица ш аклида ёзиб оламиз:

X
* і
*2 (1)

«, 1 «(2 «13
= «21 «22 «23 (2)

: «зі «32 «33
матрица ёрдамида алмаштирамиз:

Уі — «11*1 4 "  «12*2 4 “ «ІЗ-^Зі 
у 2 =  a 21 X, -ь а 22* 2 +  а 23х 3, [ (3)
Уз — «31*1 4" «32*2 4“ «83*3-

Б у  ҳолда янги у =у і/ 4- у J  +  Уз k
вектор ҳосил бўл ади ,ун и  устун -вектор  ш аклида цуйидагича 
ёзиш мумкин:

У  =
Уі «11*1 4 -  «12*2 4 -  «13*3
У2 = «21*1 4 "  «22*2 4" «23*3

1 Уз «31*1 4 '  «32-Ѵ2 4- «38*3
( 4 )
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Матрицани кўпайтириш қоидасидан фойдаланиб, бу алмаш ти­
риш операциясини бундай ёзиш мумкин:

#11 а 12 # і з II -*1
#21 #22 а2 з • *2 =
#31 а 32 #зз II *3

а^2х 2 ^ a 13jc3
^21*1 #22 *2 "Ь ^23-^3 
«31*1 ~Ь #32*2 ~Н #33*3

(5)

ЯЪНИ
У  =  А Х . 1 6 )

К вадрат , м ат рицани у ст у н м а т р и ц а га  к ў п ай т и р ган да  
ў ш а б а л а н д л и к д а ги  уст ун -м ат риц а ҳ о с и л  бў л ади .

У ч ўлчовли X  векторни У  векторга алмаштириш— уч ўл - 
човли фазони уч  ўлчовли фазога алмаштиришнинг бош қача 
ифодаланиши экани равшан.

(3) тенглам алар системаси (4 ) матринали тенглам адан ў н г 
ва чап томонларда турган матрицалар мос элементларини 
тенглаш  йўли билан ҳосил бўлишини таъкидлаб ўтамиз.

(4) тенглик X  йекторни У  векторга А матрица ёрдамида

У ч ў л ч о в л и  ф азодаги вектор учун келтирилган барча му- 
лоҳазалар ихтиёрий сондаги ўл човга эга бўлган фазодаги в е к ­
торларни алмаштириш учун ҳам ярайди.

6 - § .  Тескари матрица

X  вектор берилган бўлсин. Бу векторни квадрат А  матри­
ца ёрдамида алмаштирамиз ва  натиж ада У  векторни ҳосил 
қиламиз:

Y =  AX. (1)

А  матрицанинг детерминанти нолдан фарқли бўлсин: 
А ( Л ^ =  0 .)  Б ў  ҳолда У  векторни X  векторга ўтказувчи  те ск а ­
ри алмаштириш мавж уд. Б у алмаштириш 5 - §  даги (3) т е н г­
ламалар системасини х и х 2, х 3 га нисбатан ечиш йўли билан 
топилади. Тескари алмаштиришнинг матрицасини А га т еск а ­
ри  м ат риц а д ей и л а д и  ва Л -1 билан белгиланадш  Ш ундай 
қилиб,

X = A xY  (2);
деб ёзишимиз мумкин.
Б у  ерда А1 —устун-м атрица, К — устун-м атрица, А Х — устун - 
матрица, Л -1 — квадрат матрица. (2 ) тенгликнинг ў н г томони­
даги У  нинг ўрнига (1) тенгликнинг ўн г томонини қўйиб у ш - 
буни ҳосил қиламиз:

Х  =  А 1А Х . (3 )

X  вектор устидан А ва А ~ 1 матрицали алмаштиришни 
кетм а-кет баж ардик, яъни матрицаси (А-1 А ) кўпайтма матрица-
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га тен г бўлган алмаштириш 
алмаштириш ҳосил 
матрицадир:

баж ардик.
-1

(3) тенгли к

бўлди. Д ем ак , А 

А ~ 1А =  £ .  

Х = Ш

Натижада айний 
А  матрица бирлик

(4)

~ Ж
куринишга келди.

1 - т е о р е м а .  А га р  А ~ х м а т р и ц а  А м ат р и ц ага  т еск ар и  
б ў л са , у ҳ о л д а  А м ат р и ц а ҳ ам  А ~ 1 м а т р и ц а га  т еск а-  
р и ди р , яъни уиібу т ен гл и к  ў р и н л и :

А {А =  А А ~ 1 =  Е . (6)

И с б о т .  (3 ) тенгликнинг иккала томонига А матрица ёр ­
дамида алмаштириш татбиқ қиламиз:

А Х  =  А (А ~ 1А )Х .
Матрицаларни кўпайтириш даги группалаш  хоссасидан фойда­
ланиб, кейинги тенгликни қуйидагича қайта ёзиб оламиз:

А Х  =  ( А А 1) АХ.
Бу тенгликдан

А А ~ ' = Е  (7)

эканлиги келиб чиқади. Ю коридаги тасдиқ исбот бўлди.
(4) ва (7 )  тенгликлардан А ҳам да матрицаларнинг ў з -  

аро тескари экани келиб чщ ади . Кўрсатилган тенгликлардан

(А  : )_1=  А (8)
эканлиги ҳам келиб чиқади.

Ҳ ақи қатан ҳам , (7) тенгликдан

А ~ ‘(А
эканлиги келиб чиқади. Кейинги тенгликни (4) тенгли к билан 
таққослаб, (8 ) тенгликни ҳосил қиламиз.

7- §. Б ер и л ган  м атри цага тескар и  матрицани топиш

М ахсу см ас матрица берилган бўлсин:

Д =  4 ( А )  =

а, 1 # 1 2 # 1 3

— # 2 1 # 2 2 # 2 3 1 (1)
# 3 1 # 3 2 а со со

# 1 1 # 1 2 # 1 3

— # 2 1 # 2 2 # 2 3 Ф  0 . % (2)
# 3 1 # 3 2  # 3 3
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Тескари А  1 матрица уш бу

di* ^31
A A A

dl» •̂ 22 ^32
A A A

dl? ■̂33
A A A

матрица бўлишини исбот қиламиз. Б ун да Atj лар Д = Д  (А ) д е­
терминант a tj элементининг алгебраи к тўлдирувчисидир.

А А ' 1 матрицалар кўпайтмасининг С  матрицасини топамиз:

йп #12 #13 
£, _ #21 #22 #23

I ^ 3 1  & 33

dn- d?! ■̂ 31
A A A

Лц As? Л32
A A A

^13 2̂3 3̂3
A A A

Ҳақиқатан ҳам, матрицаларнинг кўпайтириш қоидасига м уво- 
фиқ С матрицанинг диагонал элементлари Д детерминант йўл 
элементлари билан уларга мос алгебраи к тўлдирувчилар к ў - 
пайтмалари йиғиндиларининг Д детерминант нисбатига тенг» 
яъни бирга тенг. М асалан, с и элемент

„ I „ 1̂2 I „ 4з  _ а ц А п  +  «12̂ 12 +  «18̂ 13 _ 1
6іі — “ и “г г  “ 12 ~т г  #13 ~ г  — ; — 1Л А А А

каби аниқланади. Д и агоналда бўлм аган ҳар бир ҳад  бирор йўл 
элементлари билан бошқа йўл элементларининг алгебраик тўл- 
дирувчилари кўпайтмалари йиғиндисининг Д детерминантга 
нисбатига тенг, масалан, детерминантнинг с23 элементи қуйи- 
дагича аниқланади:

С — д dn I „ d??_L. d ds? — «21̂ 31 ~f «22̂ 32 ~Ь a23̂ 83 _  _  Q 23 21  ̂ T  22 л I 23 д — д Д

Ш ундай қилиб теорема исбот бўлди.

Э с л а т м а .
^  IJ Ап -̂21 -̂81 
А =  : 1̂2 А-2 ^aj 

ji <413 -̂ 23 ^ЗЬ
(4 )
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матрица А га би ри к т и ри лган  матрица дейилади. Тескари Л - 1  
матрица бириктирилган Л  матрица орцали

л - ! =
1 ~  

Л .
А (-4)

(5 )

каби ифода этилади.
Б у тенгликнинг ўринли экани (3) тенгликдан келиб чиқади. 

М и с о л .  Ушбу

А =
1 2 О
О  а  1
О 1 2

матрица берилган. Тескари Д матрицани ҳамда бириктирилган А 
матрицани топинг.

Е ч и ш .  А матрицанинг детерминантини топамиз:

А (Л ) =  5.

Алгебраик тўлдирувчиларни топамиз:

Л и =  5,
Ап =  —4, 
•4si — 2,

Демак (3) формулага биноан:

Ли =  О, 
А-22 =  2, 
Ал = . -  1,

Аіз =  0> _
А-i з =  —2,
<4зз =  3.

О 1 - 1
5 5

о _ і  £
5 5

(4) формулага мувофиқ бириктирилган матрицани топамиз:

5 — 4 2
А = 0 2 - 1

0 -  і 3

8 -§ .  Чизиқли тенглам ал ар  си стем аси ни нг ҳам д а чизикли 
тенглам алар  си стем аси ечимларининг матрицалар 
орқали ёзилиш и

Л\улоҳазаларни уч улчовли фазо бўлган ҳол уч у н  олиб 
борамиз. Чизиқли тенгламалар системаси берилган бўлсин:

# 1 1 *1  +  # 1 2 *2  +  # і з * з  =  d u  j

#21*1 +  #22*2 #23*3 ~  2̂> і (1)
#31*1 “Ь #32*2 Н“ #33*3 — I
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У чта матрицани қараймиз:

#11 #12 # 1 3

#21 #22 # 2 3 ( 2 )

#31 #32 #33

* 1

х  = *2 » (3)
*3
d ,

D = d<i • (4.
d 3

У  ҳолда матрицаларни кўпайтириш қоидасидан фойдаланиб, 
(1) системани матрица шаклида куйидагича ёзишимиз мумкин:

- _______ _ ____
# 1 1  # 1 2  # 1 3  

# 2 1  # 2 2  # 2 3  

j # 3 1  # 3 2  # 3 3

•
* 1

1*2
х з

d x
d i
d 3

( 5 )

Ҳақиқатан ҳам, кейинги тенгликнинг чап томонида иккита 
матрицанинг кўпайтм аситурган б ў л и б , у элементлари ( 5 ) т е н г­
лик билан аницланадиган устун-м атрицага тенг. У нгтом онда ҳам 
устун-матрица турибди. А гар икки матрицанинг мос элемент­
лари тенг бўлса, у матрицалар тенгдир. М ос элементларни 
тенглаб (1) тенгламалар системасини ҳосил қиламиз. те н г­
лик қисқача қуйидагича ёзилади:

A X = D .  6 )

М и с о л .  Куйидаги тенгламалар системасини матрица шаклида ёзинг.

Х \  -j- 2^2 == 5,
Здга +  х 3 =  9,

х2 2х3 =  8.

Е ч и ш .  Системанинг А матрицасини, ечимларнинг X матрицасини ҳам- 
да озод ҳадлар D матрицасини ёзамиз:

1 2 0 II5 1
A = 0 3 1 X = *2 - ° = н

0 1 2 Л3 II8 1!

Берилган тенгламалар системаси матрица шаклиаа куйидагича ёзилади:

1 2 °ll0 3 1 . X  2 =
0 1 2 д3

I
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9 - § .  М атрица усу л и  билан чизикли тенглам ал ар  
си стем аси н и  ечиш

А  матрицанинг детерминанти Л(Л)=^=0 бўлсин. 8 - §  даги (6) 
тенгликнинг чап ва ў н г  томонини чапдан А матрицага тескари 
бўлган  Л _1матрицага кўпайтириб

Л ~ ‘Л Х  =  A -'D

ни ҳосил циламиз. Аммо

А ' А  =  Е , Е Х  =  Х,

ш унинг учун  (1) тенгликдан

Х  =  A ~ lD

(1)

Г2)

келиб чиқади. Кейинги тенгликни 7 - §  даги (5) тенгликни ҳисоб- 
га олган холда бундай ёзиш мумкин

ёки ёйиқ шаклда:
А(Л)

AD

JCo I — ——  Л]
А і  ^21 ^31

(4.4)
А 22 Л 32

ІЛ«о Л 23 А,

d x
d 2
d 3

(3)

(4 )

1 13 л 23 л 33

Ў Н Г  томондаги матрицаларда кўпайтиришни бажариб, уш буни 
ҳосил қиламиз:

*1
х 2 1

*3
(ДЛ)

d\A\\ +  d 2A 2x +  d 3A3X 
С?,Л, 2 +  d 2A22 +  ^3^32 
d\AX3 +  d2A23 +  d 3A33

(5 )

Ўнг ва чап томондаги матрицалар мос элементларини тенглаб 
қуйидагини ҳосил қиламиз:
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(6) ечимни детерминантлар ш аклида ёзиш мумкин:

=

d, #12 #18 # i i d t # 13

d i #22 #23 #21 d2 #23

dz #32 #33 #31 dz # 83

# n #12 #13
' » л 2 — '

#11 #12 #13

#21 #22 #23 #21 #22 # 2 8

#31 #32 #33 #31 #32 #83

#11 #12 dt

#21 #22 d 2

#31 #32 d 3

#11 #12 #13

#21 #22 #23

Д 31 #32 ''.18

1>м и с о л  Ушбу
Xj -j- 2Х] -5,

Зхг -)- Хз =  9,

Хі -f- 2х% =  8

тенгламалар снстемасини матрицалар усули билан ечинг.
Е ч и ш .  Система матрицасининг детерминантини топамиз.

Д(Д):
1 2 0
0 3 1
0 1 2

=  5.

Тескари матрицани 7- § даги (3) формулага мувофиқ аниқлаймиз;

«-1

[1 -  

0

4

5 
2

2

5
1

5 _  5

0 -
1

1 3

5 5

D  =
5 II 
9 . 
8

( I )

D  матрицани ёзамиз:

Ечим (2) формулага кўра матрицалар шаклида қуйидагича бзиладж

2
-fi

Xj

*3

‘ - т  .

• I  - і

• - Т

1-5
4 2 „

•5 - 9 + 5  ' 8 !

0 . 5  +  4 - 9 - і
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ЎНГ ва чап томондаги матрицалар мос йўлларини тенглаб ушбуни ҳосил 
қиламиз:

4 2
* , - 1 . 5 -  5 - 9 +  ь

^ 0 - 5 + | - 9 - і

х 3 =  0 . 5  — — - 9 +

=  1.

! =  2, 

1 =  3.

2 - м и с о л .  Ушбу
Х1 -f- 2^2 “Г Х3 == О,

2xt +  х 2 +  х 3 =  1, 
х \ +  +  х 3 =  2

тенгламалар системасини матрицалар усули билан ечинг. 
Е ч и ш .  Система матрицаси детерминантини топамиз:

111 2 1 
Д (А) = I 2 1 1 =1*0.

Ill 3 1
Тескари матрицани топамиз:

- 2  
— 1

5 -
А ~ х —

1 111 
0 1 j

■1 — 3
Системанинг ечимини матрица шаклида ёзамиз:

1*1 - 2 1 111 II Oil 3I*3j = — 1 0 1 — 25 — 1 — з|| II2 II -7 «
Ўнг ҳамда чап томонда турган матрицаларнинг мос йўлларини тенглаб уш­
буни ҳосил қиламиз:

х х =  3, х% =  2, х 3 — — /,

1 0 -§ . О ртогон ал  акслантириш лар О ртогонал матрицалар

Уч улчовли фазода умумий бош ланғич 0 нуқтага эга бўл- 
ган иккита тўғри бурчакли (хи х 2, дг3) ва (х\ , х ‘2 , х ‘3 ) коор­
динаталар системаси берилган бўлсин. М  нуқтанинг биринчи 
ва иккинчи координаталар системасига нисбатан координата­
лари (хи х 2, х 3) ва (jcJ, х'2, х'3,) бўлсин (координаталар боши- 
ни у стм а-у ст  келтирмаслик ҳам мумкин).

Биринчи координаталар системасида координата ўқларидаги 
бирлик векторларни (ортларни) е и е 2, е 3 лар билан, иккинчи 
координаталар системасидаги ортларни эса е\, е'2, ё ѵ  лар ор- 
қали белгилаймиз. е и е 2, е 3 векторлар ( x b х 2, jc3) систем ада- 
ги базис векторлар, е[, е 2, е'.л векторлар эса ( * ' ,  х 2, -cj) си сте- 
мадаги базис векторлардир.
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Б у ҳолда ОМ  вектор биринчи координаталар системасида 
бундай ёзилади:

ОМ =  х , е , +  х , е 2 +  х 3е 3. __  (1)
Иккинчи координаталар системасида эса ОМ  вектор

о м  -  х\е\ +  Х'Л  +  К е'з (2)
каби ёзилади.

Ихтиёрий М  нуқтанинг х и х 2, х 3 координаталарини шу нуц­
танинг ўзини х'ѵ  л ',  х'3 координаталарига алмаштириш масала­
сини қараймиз. (х А, х 2, х 3) фазони ( * ' ,  х'2, х'3) ф азога алмаш ­
тириш масаласини қараймиз деб айтиш ҳам мумкин.

Б у  алмаштириш шундай хоссага згаки, бу алмаштиришда 
узунлиги / га  тен г бўлган кесма ўш а / узунликдаги кесм ага 
ўтади. У чбурчак тенг учбурчакка ўтади, демак, бир нуқтадан 
чиқувчи, орасидаги бурчаги бўлган иккита вектор ўш а у з у н ­
ликдаги, орасидаги бурчаги ўш а ф га тенг бўлган иккита в е к ­
торга ўтади.

Курсатилтан хо ссага  эга бўлган алмаштириш о р т о го н а л  
алм аш т и ри ш  дейилади.

О ртогонал алмаштиришда бутун  фазони қаттиқ жисм каби 
силжиши (кўчиш и) ёки силжиш ва к ў з гу га  нисбатан акслан ­
тириш содир бўлади. Бу акслантириш матрицасини аниклаймиз.

е\, е ',  е'3 бирлик векторларни е и е 2, е 3 бирлик векторлар 
орқали ифода этамиз:

е\ =  ои е х +  <х2, е 2 + а31^3і 1
&2 ~  Л12е 1 4 “ °22е 2 ~Ь а32е 3і [ (3)
е 3 =  МЗ І̂ +  а2іе 2 ~Ь °33^3- j

бу  ерда

оп =  cos ( е и < ) . аі2 — cos (е, ,  е\\ а,з =  c o s ( e u &  1
а 2\ -  c o s (e 2, О - а22 =  cos ( е 2, е'2), ®2з —- COS ( ̂ 2> < ) - (4)
а31 =  cos ( е 3, е[\ о32 =  cos ( е 3, е'2), °зз =  COS ( e 3, e 3). j

Тўққи зта йўналтирувчи косинусларни матрица шаклида ёзиб 
оламиз:

аи ®21 °31
5  = «12 2̂2 a32

*13 **23 ®33
(4) муносабатдан фойдаланиб қуйидагича ёзишимиз ҳам мум­
кин:

е \ — а11^і ~Ь °і2е 2 +  а13ез> )
&2 — а21^і 4~ а22^2 Я23^3, [ (6)
е 3 -  а31«і +  «32^2 +  ®зз«з J

37 н, с. Пискунов, 2-т
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Матрица
а11 а12 «13

II*

а21 а22 Я28
а81 а32 а33

(7)

S  матрицага нисбатан транспонирланган матрица экани рав­
шан.

е[, ёѵ е3 лар — ўзаро перпендикуляр бирлик векторлар бўл- 
гани учун, уларнинг вектор-скаляр кўпайтмаси +  1 га тенг. 
Демак,

Я ц  &9.1 ОС Я

(e 'ie 2e 3) =

Шунга ўхшаш

(е ,еге я) =  A (S*) =

'11 21
*12 °22 °32
13 °23 Сг.ч

12 “13 
Хпп Д .. а

Д31 “ 32 “ -33

Матрицалар кўпайтмасини ҳисоблаймиз:

=  ±  1.

=  +  1.

а 11 а 21 а31 а 11 аІ2 Я13 1 о  о :

II
*«О

а12 а22 я32 °21 а22 *23 = 0  1 0

Я13 а23 Я33 а31 а32 а33 0  0  1

=  £ .

(8)

(9)

(Ю )

Ҳациқатан дам, агар кўпайтма матрицанинг элементини ctj би­
лан белгиласак, у ҳолда қуйидагиларни ҳосил қиламиз:

1,
"Ь Я22 a31 ~  1 > (11)

^ З З  a 2 3  +  ° 3 3  1 >

C 1 2  =  а 1 1 а 12  +  Я 2 1 а 2 2  +  а 3 1 а 3 2  =  (e [ в %) ~  0.
Шунга ўхшаш

t ф  j  бўлганда ctj =  е ё. =  0, ( / = 1 , 2 ,  3; у =  1, 2, 3) (12) 
Демак,

5 5 *  =  £ ,  (13)
яъни транспонирланган «S* матрица тескари матрицага тенг:

S* =  S~l (14)

(13) ёки (14) шартларни цаноатлантирувчи матрица, яъни ўзи- 
нинг транспонирланганига тескари бўлган матрица ортогонал 
матрица дейилади. Энди (х и х2, х 3) координаталарни (х[, х'2> 
л 8) координаталарга ўтказадиган ва аксинчасига ўтказадиган
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формулаларни топамиз. (3) ҳамда (6) формулаларга асосланиб 
(1) ва (2) тенгликларнинг ўнг томонларини іеи е2, е3) базис 
орқали ҳам, (е'ѵ е'2, е'3) базис орқали ҳам ифода этиш мумкин: 
Демак, қуйидаги тенгликни ёзиш мумкин:

* ,е ,  +  х 2е2 - f  х3е 3 =  х[е[ +  х ’,,е'2 +  х 3е3. (15)

(15) тенгликнинг ҳамма ҳадларини кетма-кет е\ векторга, е ’2 
векторга, е'г векторга кўпайтириб ҳамда

і Ф  І  бўл ганда e'-fi'. =  О,
i =  /  бўлганда е\е'. =  1,

e iej =  at/.

эканини ҳисобга олиб, қуйидагиларни ҳосил қиламиз:

х\ =  aux t +  « 2 i* 2  +  «3i  * з»
X,  =  а.,лг, ч- а „  r ,  +  a.a2x a

(16)

(17)4 2 ~  ^ 1 2 л 1 ~ Г  * 2 2  л 2  I 3 2 л 3»

~ Г «83*а-

(15) тенглик ҳадларини кетма-кет е и е2, е3 ларга кўпайтириб 
ушбуни ҳосил қиламиз:

*1 =  а11дг1 4" «12*2 4 a13*3) I

*2 =  «21*1 "Ь «22*2 «23*з> i (18)
* 3  —  « 3 1 * 1  "I" « 3 2 ^ 2  “ Ь  « 3 3 * 3 -  j

Демак, (17) ортогонал алмаштириш матрицаси S  матрицадан,
(18) тескари алмаштиришнинг матрицаси эса S* матрицадан 
иборат.

Шундай қилиб, Декарт координаталар системасида ортого­
нал алмаштирииіга ортогонал матрица тўғри келиши ис­
бот қилинди. Агар (17) ва (18> тўғ-ри ва тескари алмаштириш- 
ларнинг матрицалари (13) ва (14) муносабатларни қаноатлан- 
тирса, яъни ортогонал матрицалар бўлса, у ҳолда алмашти­
ришлар ҳам ортогонал алмаштиришлар бўлишини исбот қилиш 
мумкин.

Агар қуйидаги

(19)

устун-матрицалар киритилса, (17) ва (18) системаларни бундай 
ёзиш мумкин:

X' =  SX, (20)
X = S ~ lX't (21)

37*

к *1

IIк

*2

II*

*2'

XS *3
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Агар (19) матрицаларга нисбатан транспонирланган

* '*  =  1 1 II» х* =  На д* ,  II
матрицалар киритилса,

X '*  =  X * S -\  X* =  x '* S  
деб ёзиш  мумкин.

1 1 -§ . Чизицли алмаш тириш нинг х о с  вектори

1 - т а ъ р и ф .  X  вектор берилган бўлсин:

(22)

(23)

•*1

* 2 (1 )
* 3

бу ерда
х\ +  х\ +  х\ +  0.

Агар X  векторни А матрица ёрдамида алмаш тиргандан к е ­
йин ( 5 - §  даги (2) га царанг) X  векторга параллел, яъни

бўлган
Y =  IX ,

Y  =  АХ,

(2)

(3)
векто р  ҳосил бўлса,

бу ерда X — сон, у  ҳолда X  вектор А м ат риц ан ин г х о с  век -  
т ори  ёк и  б ер и л ган  чизицли  алм аш т ириш н инг х о с  век т ори  
деб аталади: X сон унинг х о с  циймати. дейилади.

Берилган чизицли алмаштириш учун  ёки берилган матрица 
у ч у н  хос

Х  =

векторни топамиз. X  вектор А матрицанинг х о с  вектори бў- 
лиши учун  (2) ва (3) тенгликларнинг бажарилиши зарурдир. Бу 
тенгликлар ўн г томонларини бир-бирига тенглаб уш буни ҳ о-  
сил циламиз:

А Х  =  IX  (4)
ёки

А Х  =  X ЕХ ,
яъни

( Л - Х £ ) Х  =  0. (5)

Б у  тенгликдан кўринадики, X  вектор ўзгарм ас со нгача аниц­
лик билан топилади.
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(4) тенглик ёйилган кўринишда куйидагича ёзилиши равшан:

каби ёзилади.
X  векторнинг хи х 2, х3 координаталарини аниқлаш учун 

бир жинсли чизиқли тенгламалар системасини ҳосил қилдик. 
(7) система нолдан фарқли ечимга эга бўлиши учун бу сис­
тема дитерминантининг нолга тенг бўлиши зарур ва етарлидир, 
яъни

бўлиши зарур ва етарлидир.
Бу X га нисбатан учинчи тартибли тенгламадир. Бу тенг­

лама А матрицанинг характеристик тенгламаси деб ата­
лади. Бу тенгламадан хос ). қийматлар топилади.

Характеристик тенгламанинг барча илдизлари ҳақиқий ва 
ҳар. хил бўлган ҳолни қараймиз. Уларни X,, XJ} Х3 билан бел­
гилаймиз.

Ҳар бир хос X қийматга координаталари (7) системадан X 
нинг тегишли қийматида аниқланадиган хос вектор мос кела­
ди. Хос векторларни zu ^з лаР билан белгилаймиз. Бу век- 
торларнинг чизиқли эркли эканини, яъни улардан ҳеч бири 
колганлари оркали чизиқли ифода этилмаслигнни кўрсатиш 
мумкин. Демак, ҳар қандай векторни t j ,  т2, т3 векторлар ор- 
кали ифодалаш мумкин, яъни уларни базис векторлар учун 
қабул қилиш мумкин.

Симметрии матрица характеристик тенгламасининг ҳамма 
илдизлари ^ақиқий бўлишини исботсиз қайд қилиб ўтамиз.

1- м и с о л, Ушбу

II8 3
матрицанинг хос векторларини ҳамда уларга нос булган хос сонларни то­
пинг.

(6 )

(5) тенглик эса
(а и — X)*, +  апх  2 +  аи хъ =  О,

«!1*1 +  («22 — Х)*2 +  «23*3 =  О,
«31*1 +  «32*2 +  «33 — Х)*3 =  О

(7)

аи - >  ц„
«21 «22  ̂ «23 =  О 
«81 «82 «88 ^

(8)

ёки
Д A - І Е )  =  0. (9 )
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Е ч и ш .  Характеристик тенгламани тузамиз ҳамда хос қийматларни то­
памиз:

=  0, яъни X2 -  4/. — 5 =  0, Xj =  — 1, кг =  5.
8 3 - Х

Мос (7) тенгламалар системасидан =  — 1 хос қийматга тўғри келадиган 
хос векторни топамиз:

(1 -  Xj) xt +  дг2 =  0, g 2х, +  X, =  О
8 л -! +  ( 3  —  X !)  л:2 =  0  е к "  8лг! +  4 * 2 =  0 .

Бу системани ечиб x t =  т, х3 — — 2т ни топамиз, бу ерда т. — ихтиёрий 
сон.

Хос вектор куйидагича бўлади:

, Xs =  5 хос қиймат учун

г, =  ті — 2 mj.

— 4х ] -f- х$ — О, 
8*i — 2аг2 =  0

тенгламалар системасини ёзамиз. Хос вектор қуйидагича бўлади:

-,2 = ml +  AmJ.
^ - м и с о л .  Ушбу

II 7 - 2  0 
- 2  6 - 2

6 — 2 5

матрицанинг хос қийматларини ҳамда хос векторларини топинг, 
Е ч и ш .  Характеристик тенгламани ёзамиз:

7 - Х  —2 0 
—2 6 - Х  —2 

0 — 2 5 - X
=  0, яъни — Ха - f  18Х2 — 99Х -f 162 =  0.

Бу тенгламанинг илдизлари: Xt =  3, Х2 =  6, Х2 =  9.
Хі =  3 учун хос вектор

4хг — 2 х , =  О,
— 2^і +  Злгв — 2ха =  О,

— 2л"2 2х  ̂— О

тенгламалар системасидан аниқланади. х х =  т деб фараз қнлиб х 2 =  2т, 
х ь — 2т ни ҳосил қиламиз. Хос вектор:

=  ті 2m j 2тk,

Шунга ўхшаш куйидагиларни топамиз: »

т , =  mi +  у  mj -  mk, 

zg =  -  mi -)- m j — -j- тк.
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1 2 -§ . Б а зи с  векторл ар х о с  вектор л ар дан  иборат б ў л га н д а  
чизицли алмаш тириш нинг матрицаси

Энди хос т ,, т2, т3 векторлар базисдан иборат бўлган ҳолДа 
чизиқли алмаштириш матрицасини аниқлаймиз. Бундай алмаш ­
тиришда қуйидаги муносабатлар бажарилиши лозим:

\  =  М і .  
2̂ 21т*2 =  М . ( I )

бу ерда т*, т* лар — т г, та, векторларнинг образлари. 
Алмаштириш матрицаси

й12 ' а \3 
а 22 а /і 
%2

(2)

кўриниш га эга бўлсин. Бу матрица ҳадларини аниқлаймиз. 
t 2, т г базисда ушбуни ёзишимиз мумкин:

. т, =  1.. Т, +  0 • t 2 +  0 • ?з =

-е, вектор А' матрица ёрдамида алмаш тиргандан кейин 
т* =  >.,-с 1 векторга ўтгани учун

^  =  М і  +  0  ■ и2 +  0'-
бу ҳолда

т* =  ^ т ,  =  А \

деб ёзишимиз мумкин. Д ем ак,

а п а 12 а із 1

0 = а *і а 22 fl23 • 0 (3)
0 а 31 а 32 а .зз 0

ёки тенгламалар системаси шаклида:

„ Xj =  а п • 1 -f- а 13 • 0  -f- а 13 • О, 

О =  а л • 1 4- а 23• 0  - f  а'23 ■ О, 

О =  а'п  ■ 1 +  ■ 0 - f  • 0.
( 4 )
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орцали езилиши

Бу системадан

а'п =  \и аи =  О, а зі — О

эканини топамиз. 
Энди —•—

^ Х * , .

муносабатларга асосан юцоридагига ўхшаш цуйидагиларни 
топамиз:

«12 =  0 , й 22 =  Х2, «32 =  0»-

«13 =  «23 =  0'
Шундай цилиб, алмаштириш матрицаси

«33 Л8‘

А' =

X О О
О Х2 О
О 0  Х3

(5 )

кўринишда бўлади.
Чизикли алмаштириш қуйидагича бўлади:

У'і =  M l ,

У 2 =  Х2*2>

Уз = \3х'3.
(б)

Агар Xj =  Х2 =  Х8 =  Xs , бўлса, у ҳолда чизицли алмаштириш

У'і =  } * *ѵ  
у [ = ^ х 2,

у ; =  х * * ; ,

кўринишни олади.-
Бундай алмаштириш X* коэффициентли ўхш аш ли к  алмашти- 
риши дейилади. Бундай алмаштиришда фазонинг ҳар бир век­
тори хос сони X * га тенг бўлган хос вектордан иборат бўлади.

)  13-§.  Бир базисдан иккинчи базисга ўтишда чизицли 
алмаштириш матрицасининг ўзгариши

X  вектор (*„  ег, е3) базисда берилган ихтиёрий векторь 
бўлсин: . г

X  = *2
* 8

=  л \ е :  -J- х г е г - j -  х 3е 3. 0 )
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X  векто р  А  матрица ёрдамида У  векто р га  алмашинади:

Уі
Y =  Уг = Уіе,  +  y 2e 2 +  y 3e s, (2)

Уз

Y =  A X . (3 )

Қ аралаётган фазода эски базис билан уш бу 

e l =  b u e t +  b 2xe 2 b3ie 3,

— b X26\ -f- b 22e 2 +  b 32e 3, (4)

=  b i36 x -J- b 23e 2 -f- b JJ e 3

ўтиш формулалари орқали боғланган янги (е\, е [ ,  е'3) базис 
киритамиз. X  вектор янги базисда қуйидагича ёзилган бўлсин:

( 5 )

У ш бу тенгликни ёзишимиз мумкин:

х ,е , +  х 2е2 +  х 3е3 = х [ е [  +  jr ' ё г +  х'ъ e'Zy (6)

бу ерда ў н г  томонга (4) ифодалар қўй илган. Ў н г ва чап то- • 
монлардаги е и е2, е 3 векторлар мос коэффициентларини бир- 
бирига тенглаб

Х\ =  ЬцХ^ -}- b)2x 2 -|- ЬІЗх 3, 
х 2 =  bn x l -\-b22x 2-\-b23x 3, ^

*8 =  ^ЗІ*! "f" Ь32Х2 Ьзз ДГд,

тенгликларни ҳосил қиламиз.
Ёки қисқача

х =  в х \
б у ерда

^іі ь і5 b
в = 12 ^18 

Ь2\ Ь22 Ь2а
Ь я  о b e

(В)

( 9 )

Су матрица м ахсусм ас матрица бўлиб, унинг тескари В ~ х 
атрицаси мавж уд, чунки (7 )  система х[, х'ѵ  х'3 ларга нисба- 

ган м аълум ечимга эга. А гар янги базисда У  векторни

У' =  У'і еі +  уіе'я +  у'ъёл
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деб ёзсак , у  ҳолда уш бу
Y =  BY' ( 1 0 )

тенгликнинг ўринли бўлиши равш ан. (8) ва ( 10)  ифодаларни
(3) га қўйиб

B Y '^ A B X '  (11)

ни ҳосил қиламиз. Тенгли книнг иккала томонини в -1 га к ў - 
пайтириб

Y' =  В-'АВХ' ( 1 2 )

ни ҳосил қиламиз. Д ем ак, алмаштиришнинг А' матрицаси ян­
ги базисда қуйидагича

А -  В -'А В  ( 1 3 )
бўлади.
М и с о л .  Ушбу

1 1 0 
А =  1 0  1

0 1 1

матрица ёрдамида {еи е і} е3) базисда векторни алмаштириш бажарилаётган 
бўлсин. Агар

-|- вз,

е2 — 2ві ■+■ Зе8,

— е \ еі +  еъ-

бўлеа. { е, .  е2, es) базисда А' алмаштиришнинг матрицаси аниқлансин.

Е ч и ш .  Бу ерда В матрица [(4) ва (9) формулаларга қ.] қуйидагич* 
бўлади:

! 1 2 1

В = 2 1 1 •
1 3 1

Тескари матрицани топамиз (Д (б ) =  1):

-2 1
В ~ 1 =

Сўнгра ушбуни ҳосил қиламиз:

в ~ и  -

Ниҳоят (13) формулага мувофиқ:

А '  =  В ~ 1А В

1
- 1  0 1 

5 - 1  - 3

- 1  —1 2 
- 1  0 1 

4 2 - 4

- 1  3 0

0 1 0
4 - 2  2
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Энди куйидаги теоремани исбот қиламиз.
1 - т е о р е м а .  Б е р и л га н  яизи цли  а л м аш т и р и ш д а  х а р а к ­

т ерист ик к ў п ҳ а д  [1 1 -§  д а ги  (8) т ен гл ам ан и н г чап  т ом они] 
бази сн и н г т а н л а б  ол и н и ш и га  қ а р а б  ў з га р м а й д и .

И с б о т .  Қуйидаги иккита матрицали тенгламани ёзамиз:
А '= В -'А В ,
Е  =  В -'Е В ,

бу ерда А ва А' лар — битта чизиқли алмаштиришдаги турли 
базисларга мос бўлган матрицалар, В  — янги координаталардан 
эски координаталарга ўтиш матрицаси, Е  — бирлик матрица. 

Кейинги иккита тенгликка асосан ушбуни ҳосил киламиз:
А' - \ Е  =  В - ' ( А -  \Е)В.

Матрицалардан детерминантларга ўтиб ҳамда матрицалар ва 
детерминантларни кўпайтириш қоидаларидан фойдаланиб,

Д ( Л '  -  IE)  = *  Ь(В-'(А  -  кЕ)В) =  Ц В -')  • Д ( Д  -  Щ  У  В).
тенгликларни ҳосил киламиз.

Аммо
A(B-') \(B) =  Ц В -'В )  =  Д (Е) =  1 .

Демак,
Д(А '~ 1 Е )  =  А( А - І Е ) .

Тенгликнинг ўнг ва чап томонларида алмаштириш матрица- 
сининг характеристик кўпҳадяари турибди. Теорема и сбот 
бўлди.

14-§. Квадратик формалар ва уларни алмаштириш

1 - т а ъ р и ф .  Бир неча ўзгарувчиларнинг к вадр ат и к  ф о р -  
м аси  деб бу ўзгарувчиларнинг иккинчи даражали бир жинсли 
кўпҳадига айтилади.

Учта х и х 2, х 3 ўзгарувчиларнинг квадратик формаси куйи­
даги кўринишга эга:

Ғ = *  а и х\ а 22х\ a 33x\ +  2 a n x lx 2 +  2 a i3x tx 3 -\-2аг іх 2х 3 (1 )

бу ерда a tl лар берилган сонлар, 2 коэффициентлар келгуси- 
да анча содда формулалар ҳосил қилиш учун олингандир. 
(1) тенгликни куйидагича ёзиш мумкин:

Ғ  =* х ^ а пх х +  а і2х 2 +  а 13х Й) +  x 2( a n x t +  а 22х 2 +  а 2іх ,)  +
- {-x 3( a s tx i a 3ix3 а гзх а), (2)

бу ерда а 1} лар (£ =» 1, 2, 3; j  =* 1, 2, 3) берилган сонлар, 
шунинг билан бирга

а і2 =  а 2и а із — а 81, а ІЗ =  а аі. (8)
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Ушбу

А = «іѴ
«12
«22 «28

«31 «32 «33
(4)

матрица (1) квадратик форманинг матрицаси дейилади. Бу 
матрица симметрии матрицадир.

х ъ х 2, Х 3 ларни фазо нуқталарининг координаталари деб 
ёки (еи ег, е3) ортогонал базисда вектор координаталари деб 
ҳисоблаймиз, еи еъ е3 лар эса бирлик векторлардир. е„ е2, е3 
базисда ушбу

Х ^  =  Я ц Л і  - f "  « 1 2 * 2  “ Ь  « 1 3 * 3 .

*2 =  «21*1 “Ь «22*2 «23*3» (5)

* 3  ~  « 3 1 * 1  “ Ь  « 3 2 * 2  " Ь  « 3 3 * 3

чизиқли алмаштиришни қараймиз.
Бу чизиқли алмаштиришнинг матрицаси квадратик форманинг 
матрицаси билан бир хил.

Энди иккита векторни аниқлаймиз;

(5) алмаштиришни

*1 У
х = *2

*3
f6)

К

X'  = Х2 (7)
Х»

Х ' =  АХ (8)
кўринишда ёзамиз
У  ҳолда (2) квадратик формани бу векторларнинг скаляр кў- 
пайтмаси каби тасвирлаш мумкин:

Ғ  =  Х - АХ. (9)

е\ , ё2, е'3 лар (8) алмаштиришнинг хос Xt, lt, k3 қийматларга 
мос бўлган ортогонал хос векторлари бўлсин. Агар матрица 
симметрик матрица бўлса, у ҳолда А матрицанинг хос вектор- 
л*ридан тузилган ортогонал базиснинг мавжуд эканини исбот 
Нилиш мумкин. ( е[, е'ѵ базисда (8) алмаштиришни бажа-
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рамиз. Б у  ҳолда шу базисда алмаштириш матрицаси диагонал 
матрица бўлади ( 1 2 - §  га  қ .):

X, О О
О h  0  • (Ю )
О О Х3

Б у  алмаштиришни (1) квадратик формага татбиқ қилиб уни

Ғ  — -f- \Х2 -f- (И )
ш акл га келтириш мумкин эканини кўрсатиш  мумкин. 
е [ , е'2, е'г хо с  векторларнинг йўналишларини квадратик фор­
манинг бош й ў н а л и ш л а р и  дейилади.

15-§. Матрицанинг ранги. Чизицли тенгламалар 
системаси ечимларининг мавжудлиги

1 - т а ъ р и ф .  Берилган А матрицанинг минори  деб унинг 
бир неча йўл ва устунлариии чизиб таш лагандан кейин матри- 
цанш№ -цолг#н злемеитларинннг ўрнини ўзгартирмасдан ту зи ^-
ган детерминантга айтилади.

1- м и с о л. Ушбу
«11 а і2 «13 «11
«21 «22 «2? «2*
«31 «за «31 «31

матрица берилган бўлсин. Бу матрицанинг учинчи тартибли минори битта 
устунни чизиб ташлагандан кейин матрица іі ишораснни детерминант
I “ I ишораси билан алмаштириш натижасида ҳосил бўлади. Учинчи тар­
тибли минорлар тўртта. Иккинчи тартибли минорлар иккита устун ва битта 
йўлни чизиб ташлагандан кейин ҳосил бўлади, улар 18 та. Биринчи тартиб­
ли минорлар 12 та.

2 - т а ъ р и ф .  А матрицанинг р а н ги  деб  А матрица нолдаи 
фарқли минорининг энг юқори тартибига айтилади.

2- м и с о л. У шбу
1 - 1  О
2 0 1
1 1 1

матрицанинг ранги 2 га тенг эканини тзкшириш осон,
3- м и с о л. У шбу

1 2 3 j
3 6 9 I

матрицанинг ранги 1 га тенг.

Агар А матрица п- тартибли квадрат матрица бўлса, бу 
матрицанинг k  ранги k  <  п муносабатни қаноатлантиради. Ю қо- 
рида кўрсатиб ўтилганидек, агар k  =  п бўлса, у ҳолда матри-
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да м ах су см ас  матрица д еб  аталади, агарда & < д  бўлса, б у  
^олда матрица м ах сус  матрица дейилади.

Масалан,
0 I 0

0 0 1 

1 1 0

матрица махсусмас матрицадир, чунки А (Л) =  1 =£ 0; 2- мисолдаги матрица 
махсус матрицадир, чунки унда п =  3, k — 2.

М атрица ранги туш унчаси чизиқли тенгламалар системаси 
назариясида кен г қўлланилади. Қуйидаги теорема ўринли:

1 - т е о р е м а .  Ч изиц ли  т е н гл а м а л а р  си ст ем аси  б ер и л га н  
б ў л си н :

а и х х +  а і2х 2 +  а і3 х 3 =  b u

Cl о j X j  -j- a 22 X2 г  «23 *3  — ^2'/

«31 *1 4  «32 X2 "T «33 *3 =  b3.
С ист ем анинг

(2)

м ат рицасини ҳ а м д а  к ен гай т и р и л ган
«и «12 «13

в = а 21 «22 «23 ь% (3>

«31 «82 «33 Ь,
м ат рицани ц ар ай ли к .

А га р  А м ат ри ц ан и н г р а н ги  В м ат ри ц ан и н г р а н ги га  т ен г  
б ў л са ,  (1) си ст ем а ечи м га  э г а .  А гар  А м ат рицанинг р ан ги  
В  м ат ри ц ан и н г р а н ги д а н  кичик б ў л с а , сист ем а еч и м га  э г а  
эм ас. А га р  А м ат ри ц а р ан ги  ҳ а м д а  В  м ат рицанинг р а н ги  
у ч га  т ен г б ў л с а , б  у ҳолО а си ст ем а я го н а  ечи м га э г а .  А га р  
А м ат ри ц ан и н г ва  В  м ат ри ц ан и н г р а н ги  2 г а  т енг б ў л с а ,  
бу х о л д а  си ст ем а чек си з кўп ечи м га  э г а , ш унинг б и л а н  б а ­
р о б а р  иккит а ном аълум  учинчи ном аълум  ор ц а л и  и ф о д а  
эт и л а д и , бу учинчи н ом аълум  э с а  и х т и ёр и й  ц и й м ат га  э г а  
б ў л а д и .

А га р  А в а  В м ат р и ц ал ар н и н г р а н ги  1 г а  т ен г б ў л с а , у  
ҳ о л д а  си ст ем а чек си з кўп еч и м га  э г а , ш унинг б и л ан  б а р о -  
бар  иккит а ноъм алум  и хт и ёри й  ц и й м ат л ар га  э г а  б ў л и б , 
учинчиси у л а р  о р ц а л и  и ф о д а  эт и л ад и .

Б у  теореманинг ўринли экани алгебрада маълум бўлган 
тенглам алар системаси ечимларининг анализига асосан осон 

J тайинланади. Б у  теорема ихтиёрий сондаги тенгламалар си с­
темаси у чу н  ҳам ўринлидир.

а и «12 «13
«21 «22 а  2з

«31 «32 «33
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16-§. Матрицаларни дифференциаллаш ва интеграллаш

\\al J (t)\\ матрица берилган бўлиб, матрицанинг а (Д / )  ҳадлари 
бирор t  аргументнинг функциясидан иборат бўлсин:

j « и  (О a i 2 ( t ) .  . , a ln (t)

II atj (t) J =  йп № Й22 (*)••• a 2n ( 0

I «ml ( 0  «m2 ( t ) . . . a mn{t)  

ёки буни қисқача қуйидагича ёзамиз:

II«.<*)! =  I a4 (Oil ( / = 1 , 2 , . . . , « ;  7 =  1,2,
М атрицанинг ҳадлари

О)

. . * ) •  (2)

dan (О 
dt '

da,nn № 
dt

ҳосилаларга у га бўлсин деб фараз килайлик
1 - т а ъ р и ф .  ||а(0|| м ат риц ан ин г ҳ о с и л а с и  д е б — биз уни

— II а  ( f ) II билан белгилаймиз— ҳадлари ||«(/)|| матрица ҳадлари- 

нинг ҳосилаларидан иборат бўлган матрицага айтилади, яъни

£ і и о и =

II dajs da{JL
dt dt dt

d-az\ da„ datn
dt dt dt
■ • .  .  .  . . •

^aml da mt damn
dt

• •
dt dt

(3)

А гар матрицаларни айириш ва уларни сонга кўпайтириш амал- 
ларини киритиш ( 4 -§  га қ .) билан бир қаторда лимитга ўтиш 
амали

; а  + « ) і  - і ^ ( о і і  =■  ; а Г ' ; '< + а д Г ,1‘, < ' 1 =

lim а‘І — аі}+(?)
Д / - . 0 At

ҳам киритилса матрица ҳосиласининг юқоридаги таърифи та- 
биий йўл билан ҳосил бўлишини таъкидлаб ўтамиз. (3 )  те н г­
ликни символик равишда қисқача куйидагича ёзишимиз мум­
кин:

dt
( 4 )
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еки

(5)

д еб  ёзишимиз мумкин.

Дифференциаллаш  символи — урнига баъзан D  символини
dt

ишлатиш қулай ва '5 ) тенглик ўрнига

D\\a\\ =  \\Da\\ (6)
тенгликни ёзиш мумкин

2 - т а ъ р и ф .  \attW матрицанинг и н т егр ал и  д е б — биз уни

| | | а (г) I d z ,

билан белги лай м и з-ҳ а д л а р и  берилган матрица ҳадларидан 
олинган интегралларга тенг бўлган уш бу

jT l« (z)\\dt =

I 1
J  аи (г) d z

t
. . .  j  a in ( z ) d z

u
t
1 а2, (z) d z • ♦ ♦ j  « 2« (z ) dz
<0 *0

/
j  «mi (2) d z

t
• •• j  amn (2) dz

*0 *0

(7)

матрицага айтилади.
Бирмунча қисқача қилиб ёзганда

еки

]\\a(z)\\dz= \ а і } { г )  dz\, 
и <о 11

( IIа  ( г ) I] dz =  j [ a { z ) d z

(8 )

(9)

бўлади.

J  ( ) d z  символини битта ҳарф  билан, масалан, S  билан бел- 

гилаш мумкин у  ҳол да (6 ) га ўхш атиб, (9) тенгликни

5 | а 1 і=  ||5аЦ (10)
каби ёзиш мумкин.
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17-§. Дифференциал тенгламалар системасини ва ўзгармас 
коэффициентли дифференциал тенгламалар системасининг 
ечимларини матрица орцали ёзилиши

п та номаълум * , ( / ) ,  х 2 ( t ), х п (t ) функцияга эга
бў л ган  п та чизиқли дифференциал тенгламалар системасини 
цараймиз:

dxxахл , I I
—— =  Xt -j- Х2 ~\~ • • • Н~ «1л *Л) 
a t

dxГо
at =  «21 X i  +  «22  Х 2 « 2 л  Х л) (1)

— йл1 X, +  а п2 -Х2 "I" • • • Н~ «ЛЛ •*/!•
d t

a ,j  — коэффициентлар ўзгарм ас сонлардир. У ш бу белгилаш ни 
киритамиз: __________ _____ ________

*  =

Xt(t)
x 2(t)

Xfi11)

(2)

Б у  ечимлар матрицаси ёки (1 ) системанинг векторли ечими. 
Энди ечимлар ҳосилалари матрицасини аницлаймиз:

d г,
~dt
d ''j 
dtdx

dt

d_*n
dt

(3)

Дифференциал тенгламалар системаси коэффициентларининг 
матрицасини ёзамиз:

а  II —  II а і ]  II —

«11 «12 • • • « 1Я

«21 «22 • • • « 2 л

• • • • • •

« Л І «л2 • • « «ЛЛ

( 4 )

38 H. С. Пискунов 2-т.



694 X X I б о б .  МАТРИЦАЛАР. ЕЧИМЛАРНИНГ МАТРИЦАЛАР
ОРЦАЛИ ЁЗИЛИШИ

Матрицаларни кўпайтириш цоидасидан фойдаланиб ( 4 - § г а ц . ) ,  
(1) дифференциал тенглам алар системасини матрица ш аклида

dxx
dt

ci\\ a n  • • • &\n * 1d x2
dt

__
#21 a 22 • • • a 2n 

• • • » • • • ,

*2

( 5 )

dx_n
«лі  am  • • • a nn

dt

деб ёзиш мумкин.
Ёки матрицаларни дифференциаллаш цоидасига асосан цисцача

к = I N I I * Iat (6)

кўринишда ёзиш мумкин. Кейинги тенгламани яна ^ам цисца- 
роқ цуйидагича ёзса бўлади:

dx
dt

— a x , ( 7)

бу ердаги х  еек т ор л и  ечим  деб ҳам аталади, а  эса |]aJ) 
матрицани цисқача белгиланишидир.

«1
«2

[ « II =  «  = * ( 8 )

<*n

бўлсин, al лар бирорта сонлар.
Д ифф еренциал тенглам алар системасининг ечимлари тўп- 

ламини

'11*11 =  е " М  (9 )
ёки )

X  =  e kt<x (10

кўриниш да излаймиз [XIII б. 3 0 -§ ,  (2) ф ормулага ц.] (10) ни 
(7 ) га (ёки (9 ) ни (6 ) га) цўйиб, матрицани сонга кўпайтириш 
цоидасидан цамда матрицаларни дифференциаллаш  цоидасидан 
ф ойдаланиб уш б у тенгликни ҳосил циламиз:

k e hl a =  a e k'я, ( П )
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бу тенгликдан
ка =  аа

еки
а л  —  k n  — 0  ( 1 2 )

ни ҳосил қиламиз. Кейинги тенгликда а —(4) матрица, k — сон, 
л — (8) устун-матрица эканини эслатиб ўтамиз. (12) тенгликнинг 
чап томонидаги матрицани бундай ёзиш мумкин:

(а — kE) а =  0, (13)
бу ерда Е — п- тартибли бирлик матрица. (13) тенгликни ёйик 
шаклда қуйидагича ёзилади:

Qw к ах2 . . .  ахfi
« 2 1  « 2 2  ^ « 2 В

1 « 1

« 2

. L « В

=  0. (14

(12) тенглик а вектор а матрица ёрдамида ўзига параллел 
бўлган ki векторга алмашинишини кўрсатади. Демак, а вектор 
а матрицанинг k хос қийматига тўғри келадиган хос вектор- 
дир (11- §  га ц.)

Скаляр кўринишда (12) тенглик алгебраик тенгламалар сис­
темаси каби ёзилади [XIII б., 30- §, (3) системага қ.[ k сони 
XIII б. 30- § даги (5) тенгликдан аниқланиши керак, уни 
матрица шаклида бундай ёзса бўлади:

л (a —kE) =  0, (15)
яъни қуйидаги детерминант нолга тенг бўлиши керак:

«11 — k аХ2 . . • «1Л

&о\ «22 ^ • • • «2 п
=  0 . (16)

« Я І «В2 . . • Ч пп k

(16) тенгламанинг барча илдизлари турлича бўлсин:
ku k2, . . .  kn

(13) системадан топиладиган ҳар бир kL қиймат учун а қий- 
матларининг

e<o
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матрицаси аниқланади (бу қийматлардан биттаси ихтиёрий). 
Д ем ак, ( l j  система ечими матрица шаклида қуйидагича ёзи ­
лади:

а(і) . . .  а<" j С х е к ^  

C2ek*'а*1* а<2> . . . а<»)

а(1) а(2) а(я)
п п '  • и

(17)

бу ерда С ;— ихтиёрий ўзгарм ас сонлар ёки қисқача:

II *11 =  11 «II II Се*<\\. ( i s ;

Ечим скаляр шаклДа XIII б. 3 0 - §  даги (б) формулалар билан 
берилади.

1- м и с о л. Ушбу

dx, г , „ dx*=  2х\ +  2 дг2, =  X +  3*2.
at dt

системани ҳамда чизиқли дифференциал тенгламалар системаси ечимини 
матрица шаклида ёзинг.

Е ч и ш .  Система матрицасини ёзамиз;
I! 2 2 II

А =
1

Тенгламалар системаси матрица шаклида қуйидагича ёзилади ((5) тенгла­
мага қ.):

dx.
dt (I 2 211 I * , ! !

dx j И  3[|'  I лг2 1Г
dt

(15) характеристик тенгламани тузамиз ва унинг илдизларини топамиз:
2 — k 2

0, яъни k2 — 5k - f  4 =  0,

демак,
4.

1 3 - k

=  1.

kt =  1 илдиз учун аф , қийматларни аниқлаш мақсадида (14) састеманн 
тузамиз:

(2 -  1УІ> ■+■ 2a(12> =  0.

0(i) +  (3 _  j)  „(П „  o.

1 деб фараз қилиб, a4J =  — — ни ҳосил киламиз.
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* 2  =  4 илдизга мос бўлган а(2) ва ларни шунга ўхшаш усул билан 
аниқлаймиз. Натижада

^ = 1 . „(2) . 1

ни топамиз

I, ёки одатдаги шаклда:

2 -м  и с о  л. Ушбу 
dxx

*1 1 1 O '

x2 _ I  1 • C ^ t
2

dt =  *i,

Х\ = Схе> -j-
*1 — — O '  -j- C2e4'.

~T7 =  xi +  2*г< .. =  xi +  x? +  3*3dt at
системани ҳамда дифференциал тенгламалар системасининг ечимини матрица 
шаклида ёзинг.

Е ч и ш .  Системанинг матрицасини ёзамиз:

1 0 0

A = 1 2 0

1 1 3

Демак, тенгламалар системаси матрица шаклида куйидагича ёзилади [(5) 
тенгламага қ.]:

d xx 

\ ^
1 0 1 *i

d r2 

i dt
= 1 2 0 *2

dxjs
dt

1 1 3 -«3

(16) характеристик тенгламани тузамиз ва унинг илдизларини топамиз:

1 - к  0 0 .
1, яъни (1 — к) (2 — £) (3 — /t) =  О,2 —k О

1 3 - k

демак,
#, =  ], * а =  2, *з =  3.

(14) тенламадан кх =  1 илдизга мос бўлган а(1̂ , а ^ ,  ларни аниқлаймиз:

e<f> +  a<i> = 0 ,

«(і> +  «<£> +  2a<]» =  О,
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бу тенгламалардан

«ф =  1, „(1> _ „(1)

эканини топамиз.
к, — 2 илдизга мос бўлган аф  а ф . аф  ларни

- а ф

а(2)1
„(2)аф +  а 2 +  а( ? )  4 -  „ Ф

=  0, 

=  0,

о

♦енгламалар системасидан аниқлаймиз Бу тенгламалардан

аф =  0, =  1. ,(2)

„(3) аф  ларнини топамиз. *з  =  3 илдизга мос бўлган аф,

— 2аф =  0,

“Ф -  аф =  О, 

a f  +  аф =  0 

системадан аниклаймиз, натижада

аф  =  0, аф  =  0,

ни топамиз. Система ечимини матрица шаклида ёзамиз [(17) формулага к.І

«m =  i

Хі 1 0  0 Схе<
X2 = - 1 1 0 • С . е ^

Хь 0 - 1  1 С3е3>
*ки одатдаги шаклда-

ж1 =  С,*',
х2 =  -  С ^ Ч С . / 1,
дг3 =  -  С2е2' +  С .^ ‘.

18-§. я-тартибли чизицли тенгламанинг матрицалар 
орқали ёзилиши

У згарм ас коэффициентли я-тартибли чизиқли диф ф ерен­
циал тенглам а берилган бўлсин:

dnx dn 1 х  .
—  а -  f n - \ '  +  а п - 1

dn~ ‘2 X
dtn dt dt"

2 r I"* • t • “f- (1 )

К елгуси даги  баёнимиздан кўриниш ича, коэффициентларни б у н ­
дай номерлаш  қулай эканини таъки дл абўтам и з. х  =  x t д еб  ва
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ОРЦАЛИ Е ЗИ Л И Ш И  _________________

dx,
— 1 =  *2, dt 2
d X l  _  V-

dx ,,-1 _
“  п'

~~~  =  OjXi +  «2*2 +  . ..  +  ° Л  at
деб белгилаймиз:
Б у  система коэффициентлари матрицасини ёзамиз:

О 1 0 0 . . .  О 
О 0 1 О . . .  О

(2)

д  =
0 О О О . . .  1

1 CL2 »

У  ҳол да (2 ) системани 1 7 -§  даги (5 ) ф ормулага ўхш аш

(3 )

dx 1 I
Y t

0 1 0 . . . 0 Xi

dx 2 
dt

0 0 1 . . .  0 X4

dxn -1 
dt

0 0 0 . . .  1 Xn-\

dxn
dt

a , &2 a , . . .  a n X n

(4 )

каби ёзиш мумкин, ёки қисқача

11-* II =  11° (5 )

С ўнгра ечиш 1 7 - §  даги каби олиб борилади, чунки (5) матри- 
цали тенглама 1 7 - §  даги (,6) тенглам анинг хусуси й  ^олидир.

М и с о л .  Ушбу
d*x dx

T f ' p 7 ; + q x
тенгламани матрица шаклида ёзинг. 

Ечиш.  X =  Ху деб ва

diг, 
dt

dx 2
7 t = р.х' + чх'

деб белгилаймиз.
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У ҳолда тенгламалар системаси матрицалар шаклида куйидагича ёзилади:
dX\
~dt 
dx2 
dt

19-§ . Ўзгарувчи коэффициентли чизицли дифференциал 
тенгламалар системасини матрицалар орқали 
ёзилишидан фойдаланиб кетма-кет яцинлашиш 
усули билан ечиш

Ў згар увчи  коэффициентли чизицли дифференциал тен гл а­
малар системаси

d X
—  =  * и ( 0 * 1  4 “ СІ\^Ѵ)Хч -f- ••. - ( -  Q\n(t)X nidt
dx
— 51 =  а 2^ )Х у  +  a 22{ t ) x 2 +  . . .  +  a 2n{ t )x n,

' ^ -  =  a ni( t ) x i + a n2{t)x 2 +  . . .  +  a nn( t ) x n J

нинг t  =  t0 бўлганда x , =  x lg, x 2 — x 20, . . .  , x n =  x n0 (2)

бош лангич шартларни цаноатлантирувчи ечимини топиш талаб 
цилинган бўлсин.

А гар текш ириш га система коэффициентлари матрицаси ҳам- 
да ечимлар матрицаси билан бир цаторда бош ланғич циймат- 
ларнинг

(3)

матрицасини ҳам киритсак, у  ҳолда (2 ) бош ланғич ш артларга 
эга бўл ган  (1 ) тенглам алар системаси бундай ёзилади:

(4)

Бош лангич шартлар

t  =  t0 бўлганда Щ  =  М  (5)
кўриниШ да бўлади,

Б у  ерда || а  ( t ) [| — аввал ги дек, система коэффициентлари 
матрицасидир.

М асалани кетм а-кет яцинлашиш усули билан ечамиз.

х п =

М О

Г20

0  1 *1

Я Р
•

хъ
------- ---------------- —:-----
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Бундан кейин келадиган материални яхши тушуниш уч у н  
кетма-кет яқинлашиш усулини дастлаб биринчи тартибли бит­
та чизиқли тенгламага татбиқ қиламиз (XVI б., 2 6 - §  га қ.) 

Битта
dx-  =  а ( ф г (6)

тенгламанинг
t -  t0 бўлганда х =  х0 (7)

бошлангич шартни қаноатлантирувчи ечимини топиш талаб 
қилинади.

a  (t)  — узлуксиз функция деб фараз. қиламиз. XVI б., 2 6 - §  
да кўрсатилиб ўтилганидек (6) дифференциал тенгламанинг
(7 )  бошланғич шартларда ечиш уш бу

t
X =  х 0 +  \ а ( г )  х (г) d z  (8 )

to
интеграл—тенгламани ечишга келтирилади. Бу тенгламани к ет­
ма-кет яқинлашиш усули билан ечамиз:

■*і =  х0 +  \ a(z)x0dz,
to
t

х2 = х 0 +  j  a(z) x {(z)dz,
to

t
x m = x о + j a{z'xm-i(z)dz,

( 9 )

Ёзувни қисқартириш мақсадида 5  оператор— интеграллаш опе­
ратори киритилади:

/
S (  ) = [ (  ) d z  (10)

to
S  оператордан фойдаланиб, (9) тенгликлар қуйидагича ёзилади: 

= x 0 +  S (ах0), 
x 2 =  x0 +  S (ах,)  =  х 0 +  S(a(x0 +  S  (ах0))) ,
*3 =  х 0 +  S (а(х0 +  5  ( а ( х 0 +  S  (ах0))))),

хт~  X 0 +  5  («(-^о +  ^  (аіх  о Н" ^  (а(х0 +  S ( a . . . ) ) ) ) ) ' ) .  
Қавсларни очиб, уш буни ҳосил қиламиз: 

х т — х 0 +  Sax0 +  SaSax0 SaSaSaxQ SaSaSa . . .  Sax0.
m марта
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х й ни қавс таш қарисига чицариб (x 0— ўзгарм ас сон) цуйида- 
гига эга бўламиз:

х т =  [ 1 «Sя -|- > S o . . .  -j- S a S a  . . .  ( I I )
m марта

Агар a ( t ) узлукси з функция бўлса, {х т } кетм а-кетли книнг 
яцинлаш увчи бўлиши юцорида (X V I б ., 2 6 - § д а )  исбот цилин­
ган эди. Б у  кетм а-кетликнинг лимити яцинлашувчи

X — [ 1 — 5  <3 —(— 5 л  S л  — ► ..  ] (12 )
цатордир.

Э с л а т м а .  Агар a ( / )  =  const бўлса, у  ҳолда (12) формула 
содда кўринншни олади. Ҳацицатан ҳам, (10) га асосан ёза 
оламиз:

S a  =  a S l  =  a  (t — t0),

SaSa =  a8S ( t - t 0) =  a% ~  ~

S a S a  . . .  S a  =  a m - — —— .
--------------------- ■ m\

m марта
Бу ^ол да (12)

л: =  11 +  a  t = i -  +  a> +  . ..  +  a ,  Ч =_Ь Г_  ,
I 1 21 ml

кўриниш га эга бўлади 
ёки

л  =  x 0e a < '-Ч  (13)

Кўрилган битта (б) тенгламани ечиш усули (1) системани (2) 
бош ланғич шартларда ечиш га бутунлай кўчирилади. Матрица 
шаклида (1 ) система ўзининг (2 ) бош ланғич шартлари билан 
цуйидагича ёзилади:

( Н )

t = t a бўлганда: [[лгЦ =  [|дг0Ц (15)

Матрицаларни кўпайтириш ҳамда матрицаларни и н теграл­
лаш цоидасидан фойдалансак, (14) системани (15) бош лангич 
шартларда ечиш уш бу

t

И М і  =  1 - М + І И г ) І М И г ) М г  (1 6 )

матрицали интеграл тенгламани ечиш га келади.
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К етм а-кет яқинлашишларни топамиз:

t

I К ( 0  II = Ы + J  N * ) l l  • К - ,  (2 )1 1 * . (17)
о

И нтеграл остига кетм а-кет  яқинлашишни кетм а-кет қўйиш 
йўли билан система ечими матрицалар ш аклида бундай ифо­
да этилади:

II * ( 0  II =  11*0 II +  j  fl« (*l)  II ( М  +  j  11« (г 2)ІІ ( 11*0 II +
to  \  to  \

+  1 1« (z8)il ( . . . )  d z 3 j  d z 3 j  d z x

ёки
t

w o : :  =  > 0i +  j i M ^ n  i * o ! ^ i  +
0̂

t  Z x

+  j  I a  (z ,)  II j  l|fl(z2)|( M  d z 2d z , +  . . .  (18)
A>

И нтеграллаш  оператори S  дан фойдаланиб (18) тенгликни

ИОН =  т  +  % ІІ  + З Д З Д  +  . . .  ] IWI (19)
кўриниш да ёзиш мумкин.
К вадрат қавслардаги оператор битта ҳарф  билан белгиланади. 
Уни і  '^ б и л а н  белгилаймиз. (19) тенгли к қисқача цуйидаги­
ча ёзилади:

І * ( 0 І =  4 J & W I -  (2 ° )

Куйидаги ҳол диққатга сазовордир. А гар (1 ) системанинг 
коэффициентлари ўзгарм ас сонлар бўлса, у ҳолда матрицанинг 
барча ҳадлари умумий кўпайтувчисини матрица ишораси таш - 
қарисига чиқариш қоидасидан фойдаланиб*1 қуйидагийарни ёзи­
шимиз мумкин:

s m = l y s- h  

s И 5 И S И = МР ва ҳ.к.
*) Матрицалар устидаги амаллар учун лимитга ўтиш масаласини муҳо- 

камасиз қолдирамиз.
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Коэффициентлар ўзгарм ас бўлган ҳолда (19) формула уш бу 
кўринишни олади:

II* <01 = «£|| +  — °llflll

+ ^ ч мml

-Л— * -Е- :— Ь2~

.[•IWI. (21)

Кейинги тенгли к символик равишда куйидагича ёзилади:

=  (22)

X X I Б О Б ГА  ДО И Р М АШ ҚЛАР

1. Ушбу
Уі =  3xt +  2хг,

чизиқли алмаштиришга тескари алмаштириш матрицасини топинг.
5 -211

- 7 3 .
Жав.

2. Ушбу у, =  X, — Л * > 5  =  ^ 1  

алмаштиришга тескари алмаштириш матрицасини топинг.

0 111Жав. -1 1!

3. Ушбу 

Жав.

4. Ушбу

П 1 ,

18 - 4 1

2 °ІІі  — 1 1 матрицалар кўпайтмасинн топинг.

А =
1 2 3
2 0 1 
3 —1 1

ва В —
5 0 7 
1 2 3

- 1 0  2
матрицалар берилган. АВ  ҳамда ВА матрицаларни топинг.

Жав. 4 4 19 I ‘26 3 22 li
9 0 16 ва 1 4 — 1 8

13 - 2  20 3 - 4 - 1  I

1 2 з  II
5 7 10
4 3 1 II

5. Қуйидагилар берилган: А —

Е —учинчи тартибли бирлик матрица. А +  1Е  матрицани аниқланг.
3 2 3

Жав. 5 9 10
4 3 3

Жав.

6. А =  [|д 2 :| матрица берилган. А 1 матрицани топицг. 

7 1011
15 22 .

7. А = | jg  бўлсин- А* +  5А ни топинг. Жав. Іэд ^
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8. А =

Жав.

1 1 1
5 4 3

10 5 1
11 - 4  1 

—25 9 - 2  
15 - 5  - 1

9. Ушбу

матрица учун тескари матрицани топинг.

Хі -j- 2дг2 +  -*3 =  10,
2х, -|- x s -f- дг3 =  20,
Х\ -j- Здгд ~Ь Хз =  30

тенгламалар системаси ечимларини матрицалар шаклида ёзинг қамда Xj, дс*, 
JCi ларни топинг.

Жав. х 2 
II * 3  

10. Ушбу

-  2 1 1 10
— -  1 0 1 . 20СО11ІО 30

xt =  30, лга =  20, л'а= —Ь0.

Хі +  -* 2  +  , *з — 3,
5 t j  •+■ 4^2 -{- Sx3 =  11, 

lOjfj -f- b x s -f- x 3 =  11 ,5

тенгламалар системаси ечимларини матрицалар шаклида ёзинг ҳамда лг,, xth 
х 3 ларни топинг.

1 1 - 4  111 113 
- 2 5  9 -  21' - 1 1  

1 5 - 5  1|| II 11,5

* i
Д а е . х 2 , хх — 0,5, Хі = 1 ,  л 8 =  1,5.

11. Ушбу
1 2 — 4Ц
2 - 2  — 2 

- 4 — 2 1
матрицанинг хос қийматларини ва хос векторларини топинг.

Жав. А, =  6, * а =  кь =  — 3, т, =  mi -j- ~  m j—mk,

t 2 вектор (xjT.J =  0 шартни каноатла’нтирувчи ихтиёрий вектор, т—их­
тиёрий сон

12 Ушбу
I COS a  s in  а N
II sin a cos о-ІІ

матрицанинг хос векторлариші топинг. Жав. Хос векторлар мавжуд эмас.,

13. Ушбу

векторлар хос.
14. Ушбу

4 0 011 
0 4 0
0 0 4 И матрицанинг хос векторларини топинг. Жав. Барча<

dx,
T t +X2 =  0i
dx2
- 4 4 , , - a

дифференциал тенгламалар системасини матрицалар усули билан ечинг: 

Жав. X1 =  С,е2' t  =* — 2(Cse2'  -
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И Л О В А Л А Р
1- ж а д в а л

: — =  \в ' dt функция цийматлари в а  Л апласнинг келтирилган
V

функцияси Ф(х) =  ФСрдс) цийматлари

0,00 
0,05 
0,10 
0,15 
0,20 
0,25 
0,30 
0,35 
0,40 
0,45 
0,50 
0,55 
0,60 
0 65 
0,70 
0,75 
0,80 
0,85 
0,90 
0,95 
1,00
1.05 
1,10
1.15 
1,20 
1,25 
1,30 
1,35 
1,40 
1,45 
1,50 
1,55 
1,60 
1,65 
1,70 
1,75 
1,80 
1,85 
1,90 
1,95 
2,00
2.05 
2,10
2.15

Ф И

0,0000 
0,Ѳ564 
0,1125 
0,1680 
0,2227 
0,2763 
0,328 э 
0,3794 
0,4284 
0,4755 
0,5205 
0,5633 
0,6039 
0,6420 
0,6778 
0,7112 
0,7421 
0,7707 
0,7969 
0,8209 
0,8427 
0,8624 
0.8S02 
0,8961 
0,9103 
0,9229 
0,9340 
0,9438 
0,9523 
0,9597 
0,9661 
0,9716 
0,9736 
0,9804 
0,9838 
0,9867 
0,9891 
0,9911 
0,9928 
0,9942 
0,9953 
0,9963 
0,9970 
0,9976

Ф(*)

564
561
555
547
536
523
508
490
471
450
428
406
381
358
334
309
286
262
т
21«
197
178
159
142
126
111
98
85
74
61
55
47
41
34
29
24
20
17
14
11
10

7
6

0,0000 
0,0269 
0,0538 
0,080а 
0,1073 
0,1339 
0,1604 
0,1866 
0,2127 
0,2385 
0,2641 
0,2893 
0,3143 
0 ,і389 
0 ,3 6 12 
0,3870 
0,4105 
0,4336 
0,4562 
0,4783 
0,5000 
0,5212 
0,5419 
0,5620 
0,5817 
0,6008 
06194  
0,6375 
0,6550 
0,6719 
0,6883 
0,704^ 
0,7195 
0 ,734 ' 
0,748э 
0,7621 
0,7/53 
0,7879 
0,8000 
0,8116 
0,8227 
0,8332 
0,8434 
0,8530

235
231
226
221
217
212
207
201
197
191
186
181
175
169
164
159
153
147
143
І36
132
126
121
116
111
105
102
96

2^5
2.30
2.35
2.40 
2,45
2.50 
2,55 
2,60 
2,65
2.70 
2,75 
2,80 
2,85 
2,Ь0 
2,95
3.00 
3,05
3.10 
3,15
3.20 
3,25
3.30
3.35
3.40
3.50
3.60
3.70
3.80
3.90
4.00
4.10
4.20
4.30
4.40
4.50
4.60
4.70
4.80
4.90
5.00
5.10
5.20
5.30
5.40

Ф (*)

0,9981
0,9985
0,9988
0,9991
0,9993
0,9995
0,9996
0,9997
0,9998
0,9998
0,9999
0,9999
0,9999

1,0000

5
4
3
3
2
2
1
1
1
0
1 
О
0
1

Ф (л)

0,8622 
0,8709 
0,8792 
0,8871 
0,8945 
0,9016 
0,9082 
0.9146 
0,9205 
0,9261 
0.9314 
0,9364 
0,9410 
0,9454 
0,9495 
0,9534 
0,9570 
0,9603 
0,9635 
0,9661 
0,9691 
0,9716 
0,9740 
0,9761 
0,9782 
0,9818 
0,9848 
0,9874 
0,9896 
0,9915 
0,9930 
0,9943 
0,9954 
0,9963 
0,9970 
0,997в 
0,9981 
0.9985 
0 9988 
0,9991 
0,9993 
0,9994 
0,9996 
0,9997 
0,9997

92
87
83
79
74
71
66
64
59
56
63
50
46
44
41
39
36
33
32
29 
27
25 

' 24
21
21
36
30
26 
‘/2 
19 
15 
13 
И 
9 
7 
6 
5 
4 
3 
.3 
2 
1 
2 
1 
О



ИЛОВАЛАР 607

лг»
1 2

f(x )  =  p -g -  e функция цийматлари

2-ж а д в а л

X f(x) X m X

0,00 0,3989 1,35 0,1604 2,70
0,05 0,4984 1,40 0,1497 2.75
0,10 0,3970 1,45 0 ,i 394 2.80
0,15 0,3945 1,50 0,1295 2,85
О.ѴО 0,3910 1,55 0,1200 2,90
0,25 0,3867 1,60 0,1109 2,95
0,30 0,3814 1,65 0,1023 3,00
0,35 0,3752 1,70 0,0940 3,05
0,40 0,3683 1,75 0,0863 3,10
0,45 0,3605 1,80 0,0790 3,15
0,50 0,3521 1,85 0,0?2l 3,20
0.55 0.3429 1,90 0,06£6 3,25
0,60 \Jy-JOOZ, 1,95 0,059Б 3,30
0,65 0,3230 v,00 0,0ь40 3,35
0,70 0,3123 2,05 0,0488 3,40
0,75 0,3011 2,10 0,0440 3,45
0,80 0,2897 2,15 0,0398 3.50
0,85 0,2780 2,90 0,0355 3,55
0,90 0,2661 2,25 0,0317 3,60
0,95 0,2541 2,30 0,0283 3,65
1,00 0,2420 2,35 0,0252 3,70
1,05 0,2299 2,40 0,0224 3,75
1,10 0,2 i 79 2,45 0,0198 3,80
1,15 0,2059 2,50 0,0175 3,85
1,20 0,1942 2,55 0,0154 3,90
1,25 0,1826 2,60 0,0136 3,95
1,30 0,1714 2,65 0,0119 4,00

№

0,0104
О.ООУі 
0,0079 
0,0069 
0,0060 
0 0051 
0,0044 
0,0038 
0,0033 
0.0D28 
0,0024 
0,0 І20 
0,0017 
0,1015 
0,0012 
O.i-OlO 
0,0009 
0,0007 
0.0006 
0.0005 
0,0004 
0,0004 
0,0003 
0,0002 
0,0' 02 
0,0002 
0,0001



И ЛОВАЛАР

х  z»
3- ж а д в а л

Ф (х) =  г> —-  \е 2 dr функция цийматлариУ 2ге J

л: Ф ( * ) X Ф  (X) X Ф (X )

0,00 0,0000 0,95 0,3289 1,91) 0,4713
0,01 0,0040 1,00 0,3413 2,00 0,4772
0,05 0,0199 1,05 0,3531 2,10 0, +821
0 10 0,0398 1,10 0,3643 2,20 0,4861
0,15 0,0596 1,15 0,3749 2,30 0,4893
0,20 
л Оч 0,0793Л ЛА О '7

1,20 0,3849 2,40
2,50

0,4918
u ,z ;d
А  О Л

0,0987 1,25 0,3944 0,4938
и,оѴ 0,1179 1,30 0,4032 2,60 0,4953
0,і5 0,1368 1,35 0,4115 2,70 0,4965
0,40 0,1554 1,40 0,4142 2,80 0,4974
0.45 0,1736 1,45 0,4265 2,90 0,4981
0,50 0,19 5 1,50 0,4332 3.U0 0,49865
0,55 0,2088 1,55 0,4394 3,20 0,49931
0,60 0,2257 1,60 0,4452 3,40 0,49966
0,65 0,2422 1,65 0,4505 3,60 0,499841
0,70 0,2580 1,70 0,45-4 3,80 0,499927
0,75 0,2734 1,75 0,4599 4,00 ",499968
0,80 0,2881 1,80 0,4641 4,50 0,499997
0,85 0,3023 I 85 0,4678 5,00 0,500000
0,90 0,3159
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