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Г Л А В А I

n-МЕРНОЕ ПРОСТРАНСТВО. ЛИНЕЙНЫЕ
И БИЛИНЕЙНЫЕ ФОРМЫ

§ 1. Линейное (аффинное) n-мерное пространство

1. Определение линейного пространства. Часто при-
ходится встречаться с об�ектами, над которыми про-
изводятся операции сложения и умножения на числа.
Приведем несколько примеров.

1. В г е о м е т р и и об�ектами такого рода явля-
ются векторы в трехмерном пространстве, т. е. напра-
вленные отрезки. При этом, если два направленных от-
резка можно совместить параллельным переносом, то
считается, что они определяют один и тот же вектор.
Поэтому удобно все эти отрезки откладывать от одной
какой-либо точки, которую мы будем называть началом
координат. Операция сложения векторов, как известно,
определяется следующим образом: суммой векторов x и
y мы считаем диагональ параллелограмма со сторонами
x и y. Известным образом вводится также умножение
на числа.

2. В а л г е б р е мы встречаемся с системами n
чисел x = (‰1; ‰2; : : : ; ‰n) (например, строки матрицы,
совокупность коэффициентов линейной формы и т. д.).
Для таких систем операции сложения и умножения
на числа обычно определяются так: суммой систем
x = (‰1; ‰2; : : : ; ‰n) и y = (”1; ”2; : : : ; ”n) называется
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система x + y = (‰1 + ”1; ‰2 + ”2; : : : ; ‰n + ”n). Произведе-
нием системы x = (‰1; ‰2; : : : ; ‰n) на число – мы считаем
систему –x = (–‰1; –‰2; : : : ; –‰n).

3. В а н а л и з е определяются операции сложения
функций и умножения их на числа. В дальнейшем мы
для определенности будем рассматривать совокупность
всех непрерывных функций, заданных на сегменте [a; b].

В приведенных примерах одни и те же операции сло-
жения и умножения на числа производятся над совер-
шенно разными об�ектами. Для того чтобы изучить все
такие примеры с единой точки зрения, мы введем по-
нятие линейного, или аффинного, пространства.

О п р е д е л е н и е 1. Множество R элементов
x; y; z; : : : называется линейным (аффинным) прост-
ранством, если:

a) каждым двум элементам x и y поставлен в соот-
ветствие элемент z, называемый суммой элементов x
и y; сумма элементов x и y обозначается через x + y,

b) каждому элементу x и каждому числу – из неко-
торого поля поставлен в соответствие элемент –x,
называемый произведением элемента x на число –.

Эти операции должны удовлетворять следующим
требованиям (аксиомам):

I. 1◦ x + y = y + x (коммутативность).
2◦ (x + y) + z = x + (y + z) (ассоциативность).
3◦ Существует элемент 0 такой, что x+0 = x

для любого x. Элемент 0 называется нулевым элемен-
том.

4◦ Для каждого x существует элемент, обо-
значаемый через −x, такой, что x + (−x) = 0.

II. 1◦ 1 · x = x,
2◦ ¸(�x) = ¸�(x).

III. 1◦ (¸ + �)x = ¸x + �x,
2◦ ¸(x + y) = ¸x + ¸y.
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Мы не случайно не сказали, как именно определя-
ются операции сложения и умножения на числа. От
этих операций требуется только, чтобы были выполне-
ны сформулированные выше аксиомы. Поэтому всякий
раз, когда мы встречаемся с операциями, удовлетворя-
ющими перечисленным выше условиям, мы вправе счи-
тать их операциями сложения и умножения на числа,
а совокупность элементов, для которых эти операции
установлены, — линейным пространством.

Предоставляем читателю проверить, что в приведен-
ных примерах 1–3 эти аксиомы выполнены. Поэтому
1–3 являются примерами линейных пространств.

Рассмотрим еще несколько примеров.
4. Совокупность всех многочленов степени, не пре-

вышающей натурального числа n, с обычными опера-
циями сложения многочленов и умножения их на числа
образует линейное пространство.

Заметим, что множество многочленов степени n не
образует линейного пространства, так как сумма двух
многочленов степени n может оказаться многочленом
более низкой степени: например

(tn + t) + (−tn + t) = 2t:

5. Элементами пространства R являются матрицы
порядка n. Суммой матриц ‖aik‖ и ‖bik‖ называется ма-
трица ‖aik + bik‖, произведением матрицы ‖aik‖ на чи-
сло – — матрица ‖–aik‖. Нулевым элементом при этом
будет матрица, состоящая из одних нулей. Можно про-
верить, что все аксиомы линейного пространства здесь
выполнены.

6. Совокупность всех многочленов степени, не пре-
вышающей натурального числа n, и имеющих положи-
тельные коэффициенты, не образует линейного прос-
транства: если многочлен P (x) входит в эту совокуп-
ность, то −P (x) в нее не входит.
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7. Не образует линейного пространства и совокуп-
ность непрерывных функций на сегменте [a; b] таких,
что |f(x)| � 1: из того, что |f1(x)| � 1 и |f2(x)| � 1, не
следует |f1(x) + f2(x)| � 1.

Элементы линейного пространства мы будем назы-
вать векторами. То обстоятельство, что это слово ча-
сто употребляется в более узком смысле (так, как в
примере 1), не должно нас смущать. Геометрические
представления, связанные с этим словом, помогут нам
уяснить, а иногда и предвидеть, ряд результатов.

Если числа –; —; : : : , участвующие в определении ли-
нейного пространства, вещественны, то пространство
называется вещественным линейным пространством.
Если же эти числа –; —; : : : берутся из поля комплексных
чисел, то R называется комплексным линейным прост-
ранством.

Более общо, мы можем предполагать, что –; —; : : : — элементы
произвольного поля K. Тогда R называется линейным пространс-
твом над полем K. Многие понятия и теоремы, излагаемые ниже,
в частности, все содержание этого параграфа, автоматически пе-
реносятся на линейные пространства над любым полем. Однако
в главе I мы будем обычно предполагать, что R — вещественное
линейное пространство.

2. Число измерений (размерность) пространства.
Важную роль в дальнейшем будет играть понятие ли-
нейной зависимости и линейной независимости векто-
ров.

О п р е д е л е н и е 2. Пусть R — линейное прос-
транство. Векторы x; y; z; : : : ; v называются ли-
нейно зависимыми, если существуют такие числа
¸; �; ‚; : : : ; „, из которых хотя бы одно отлично от ну-
ля, что

¸x + �y + ‚z + : : : + „v = 0: (1)

Векторы, не являющиеся линейно зависимыми, назы-
ваются линейно независимыми. Другими словами,
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векторы x; y; z; : : : ; v называются линейно независи-
мыми, если равенство

¸x + �y + ‚z + : : : + „v = 0

возможно только при ¸ = � = ‚ = : : : = „ = 0.
Пусть векторы x; y; z; : : : ; v линейно зависимы, т. е.

пусть они связаны соотношением вида (1), в котором
хотя бы один из коэффициентов, например ¸, отличен
от нуля. Тогда

¸x = −�y − ‚z − : : : − „v

и, разделив на ¸ и положив

−�

¸
= –; − ‚

¸
= —; : : : ; − „

¸
= “;

получим:
x = –y + —z + : : : + “v: (2)

Если вектор x выражается через векторы y; z; : : : ; v
в виде (2), то мы будем говорить, что x есть линейная
комбинация векторов y; z; : : : ; v.

Таким образом, если векторы x; y; z; : : : ; v линейно
зависимы, то хотя бы один из них является линейной
комбинацией остальных. Мы предоставляем читателю
проверить, что верно и обратное, т. е. что векторы,
один из которых есть линейная комбинация осталь-
ных, линейно зависимы.

У п р а ж н е н и я. 1. Проверить, что если среди векторов
x; y; z; : : : ; v имеется нулевой вектор, то эти векторы обязатель-
но линейно зависимы.

2. Показать, что если к линейно зависимым векторам x; y; z; : : :
добавить еще произвольные векторы u; v; : : : , то все эти векторы
вместе также будут линейно зависимы.

3. Доказать, что если векторы y; z; : : : ; v линейно независимы
и вектор x есть их линейная комбинация

x = ¸y + �z + : : : + ‹v; (3)

то представление (3) единственно.
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У к а з а н и е. Предположить, что есть другое представление:

x = ¸1y + �1z + : : : + ‹1v; (4)

и вычесть равенство (4) из равенства (3).

Перейдем теперь к определению понятия числа из-
мерений (размерности) пространства.

В совокупности векторов на прямой всякие два
вектора пропорциональны, т. е. линейно зависимы. На
плоскости можно найти два линейно независимых век-
тора, но уже всякие три вектора линейно зависимы. Ес-
ли R — совокупность векторов трехмерного простран-
ства, то три линейно независимых вектора в R найти
можно, но всякие четыре вектора линейно зависимы.

Мы видим, что максимальное число линейно незави-
симых векторов на прямой, плоскости, в трехмерном
пространстве совпадает с тем, что в геометрии приня-
то называть числом измерений прямой, плоскости, про-
странства. Естественно поэтому следующее общее

О п р е д е л е н и е 3. Линейное пространство R
называется n-мерным, если в нем существует n ли-
нейно независимых векторов и нет большего числа ли-
нейно независимых векторов.

Если в пространстве R можно найти любое число
линейно независимых векторов, то R называется бес-
конечномерным.

Бесконечномерные пространства составляют пред-
мет специального изучения. Мы будем в этой книге за-
ниматься в основном пространствами конечного числа
измерений.

Найдем в каждом из рассмотренных выше примеров
1–5 размерность соответствующего пространства.

1. Как мы уже указали, в пространстве R примера 1
имеется три линейно независимых вектора, а всякие
четыре вектора линейно зависимы. Поэтому R трех-
мерно.
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2. R — пространство, векторами которого являются
системы n действительных чисел.

В этом пространстве можно указать n линейно неза-
висимых векторов, например

x1 = (1; 0; : : : ; 0);

x2 = (0; 1; : : : ; 0);

. . . . . . . . . . . .
xn = (0; 0; : : : ; 1)

(мы предоставляем читателю доказать, что эти векто-
ры действительно линейно независимы).

У п р а ж н е н и е. Показать, что векторы

x1 = (”11; ”12; : : : ; ”1n);

x2 = (0; ”22; : : : ; ”2n);

x3 = (0; 0; : : : ; ”3n);

. . . . . . . . . . . . . . . . .

xn = (0; 0; : : : ; ”nn)

в пространстве R также линейно независимы (”11”22 : : : ”nn �= 0).

3. R — пространство непрерывных функций. Пусть
N — произвольное целое число. Тогда функции f1(t) ≡
≡ 1, f2(t) = t, : : : , fN (t) = tN−1 образуют совокупность
N линейно независимых векторов (доказательство пре-
доставляем читателю). Мы видим, что в этом прост-
ранстве имеется произвольное число линейно независи-
мых функций, т. е. R бесконечномерно.

4. R — пространство многочленов степени � n − 1.
В нем n многочленов 1; t; : : : ; tn−1 линейно независимы.

5. В пространстве квадратных матриц ‖aik‖ поряд-
ка n все матрицы, у которых на одном каком-либо ме-
сте стоит единица, а на остальных местах нули, линей-
но независимы.

В примерах 1, 2, 4 и 5 мы нашли систему таких
линейно независимых векторов f1; : : : ; fn, что каждый
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вектор g есть их линейная комбинация. Чтобы устано-
вить, что размерность каждого из этих пространств
равна числу векторов f1; : : : ; fn, нам остается доказать,
что в этих пространствах нельзя найти другой системы
линейно независимых векторов g1; : : : ; gl в количестве,
превосходящем n. Этот факт можно вывести из следу-
ющей полезной леммы, которой мы неоднократно будем
пользоваться и в дальнейшем.

Л е м м а. Пусть в линейном пространстве задана
система из векторов

f1; : : : ; fk:

Пусть, далее, каждый из векторов

g1; : : : ; gl

есть линейная комбинация векторов f1; : : : ; fk. Тогда,
если векторы g1; : : : ; gl линейно независимы, то l � k.

Другими словами, среди линейных комбинаций k
векторов f1; : : : ; fk не может быть больше чем k линейно
независимых.

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы проведем по индук-
ции. При k = 1 она очевидна. Предположим, что лемма
верна для k − 1 векторов f1; : : : ; fk−1, и докажем при
этом, что она верна для k векторов.

Итак, пусть среди линейных комбинаций векторов

f1; : : : ; fk

есть линейно независимые векторы g1; : : : ; gl:

g1 = ¸11f1 + : : : + ¸1kfk;

g2 = ¸21f1 + : : : + ¸2kfk;

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
gl = ¸l1f1 + : : : + ¸lkfk:

(5)

Нам надо показать, что l � k. Если все коэффициен-
ты при fk равны нулю, лемма доказана, так как в этом
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случае, по предположению индукции, имеет место ра-
венство l � k − 1, а значит, и подавно, l � k. Пусть
хотя бы один из коэффициентов при fk, например ¸lk,
не равен нулю. Чтобы провести индукцию, мы постро-
им l−1 новых линейно независимых векторов, которые
будут линейными комбинациями векторов f1; : : : ; fk−1.
Для этого из последнего равенства выразим fk:

fk =
1

¸lk
gl − ¸l1

¸lk
f1 − : : : − ¸l;k−1

¸l;k
fk−1:

Это выражение для fk подставим теперь в каждое из
первых l − 1 равенств (5) и соберем подобные члены.
Мы получим равенства следующего вида:

g1 − ¸1k

¸lk
gl = �11f1 + : : : + �1;k−1fk−1;

g2 − ¸2k

¸lk
gl = �21f1 + : : : + �2;k−1fk−1;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

gl−1 −
¸l−1;k

¸lk
gl = �l−1;1f1 + : : : + �l−1;k−1fk−1:

(6)

Эти равенства означают, что каждый из l− 1 векторов

g′1 = g1 − ¸1k

¸lk
gl; : : : ; g′l−1 = gl−1 −

¸l−1;k

¸lk
gl

есть линейная комбинация векторов f1; : : : ; fk−1. Ес-
ли мы докажем, что они линейно независимы, то, по
предположению индукции, отсюда будет следовать, что
l − 1 � k − 1, т. е. l � k.

Таким образом, нам осталось показать, что векто-
ры g′1; : : : ; g′l−1 линейно независимы. Но это почти оче-
видно. Действительно, предположим, что –1; : : : ; –l−1 —
такие числа, что

–1g′1 + : : : + –l−1g′l−1 = 0;



16 n-мерное пространство [гл. i

т. е. что

–1

(
g1 − ¸1k

¸lk
gl

)
+ : : : + –l−1

(
gl−1 −

¸l−1;k

¸lk
gl

)
= 0:

Раскрывая скобки, получаем:

–1g1 + –2g2 + : : : + –l−1gl−1 −
−

(
–1

¸1k

¸lk
+ : : : + –l−1

¸l−1;k

¸lk

)
gl = 0:

Так как векторы g1; : : : ; gl линейно независимы, то все
коэффициенты в последнем равенстве равны нулю. В
частности, –1 = –2 = : : : = –l−1 = 0, а это означает, что
векторы g′1; : : : ; g′l−1 линейно независимы. Лемма полно-
стью доказана.

Из доказанной леммы вытекает следующий, часто
оказывающийся полезным результат: если в простран-
стве R существуют k линейно независимых векторов
f1; : : : ; fk таких, что каждый вектор из R есть их ли-
нейная комбинация, то пространство R k-мерно.

Доказательство этого факта ввиду его простоты мы
оставляем читателю.

В каждом из примеров 2, 4 и 5 такая система была
выбрана. Таким образом показано, что в примерах 2
и 4 размерность пространства равна n, а в примере 5
размерность пространства равна n2.

У п р а ж н е н и е. Показать, что если векторы f1; : : : ; fk, вхо-
дящие в условие леммы, линейно зависимы, то l < k (а не только
l � k).

3. Базис и координаты в n-мерном пространстве.
О п р е д е л е н и е 4. Совокупность n линейно не-

зависимых векторов e1; e2; : : : ; en n-мерного простран-
ства R называется базисом в R.

Например, в пространстве R, рассмотренном в
примере 1 (трехмерном пространстве), базис обра-
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зуют любые три вектора, не лежащие в одной
плоскости.

По определению n-мерного пространства в нем су-
ществует n линейно независимых векторов, т. е. суще-
ствует базис.

Покажем, что произвольную систему из k линей-
но независимых векторов f1; : : : ; fk, где k < n, можно
дополнить до базиса в n-мерном пространстве R.

Пусть e1; : : : ; en — какой-либо базис в R. Если бы
каждый из векторов e1; : : : ; en был линейной комбина-
цией векторов fi, то, согласно лемме, мы имели бы, что
n � k, в то время как, по предположению, k < n. Зна-
чит, среди векторов e1; : : : ; en есть хотя бы один, напри-
мер ep1, не являющийся линейной комбинацией векторов
f1; : : : ; fk. Добавив вектор ep1 к f1; : : : ; fk, мы получим
систему из k +1 векторов, которые по-прежнему линей-
но независимы (почему?).

Если k + 1 < n, то среди векторов e1; : : : ; en снова
есть вектор ep2 , не являющийся линейной комбинацией
векторов f1; : : : ; fk; ep1 . Добавим и этот вектор к систе-
ме. Этот процесс можно продолжить до тех пор, пока
мы дойдем до n линейно независимых векторов, т. е.
до базиса. Этот базис содержит f1; : : : ; fk, и тем самым
наше утверждение доказано.

Т е о р е м а 1. Каждый вектор x из n-мерного
пространства R можно представить, и при том един-
ственным образом, как линейную комбинацию векто-
ров базиса.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть векторы e1; e2; : : : ; en

образуют базис в R. Присоединим к ним произвольный
вектор x из R. Векторов x; e1; e2; : : : ; en уже n+1. Поэто-
му по определению n-мерного пространства они долж-
ны быть линейно зависимы, т. е.

¸0x + ¸1e1 + ¸2e2 + : : : + ¸nen = 0; (7)
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где не все ¸i равны нулю. Число ¸0 заведомо отлично
от нуля, так как иначе из формулы (7) следовала бы
линейная зависимость векторов e1; e2; : : : ; en.

Выразим из (7) вектор x:

x = −¸1

¸0
e1 − ¸2

¸0
e2 − : : : − ¸n

¸0
en:

Мы доказали, что каждый вектор x ∈ R ∗) есть линей-
ная комбинация векторов e1; e2; : : : ; en.

Докажем теперь единственность полученного разло-
жения. Предположим, что существуют два разложения:

x = ‰1e1 + ‰2e2 + : : : + ‰nen

и
x = ‰′1e1 + ‰′2e2 + : : : + ‰′nen:

Вычитая, получим:

0 = (‰1 − ‰′1)e1 + (‰2 − ‰′2)e2 + : : : + (‰n − ‰′n)en:

Так как e1; e2; : : : ; en линейно независимы, то это воз-
можно лишь, если

‰1 − ‰′1 = ‰2 − ‰′2 = : : : = ‰n − ‰′n = 0;

т. е.
‰1 = ‰′1; ‰2 = ‰′2; : : : ; ‰n = ‰′n:

Единственность разложения доказана.
О п р е д е л е н и е 5. Если e1; e2; : : : ; en есть базис

в n-мерном пространстве и

x = ‰1e1 + ‰2e2 + : : : + ‰nen; (8)

то числа ‰1; ‰2; : : : ; ‰n называются координатами век-
тора x в базисе e1; e2; : : : ; en.

Теорема 1 означает, что при заданном базисе e1;
e2; : : : ; en каждый вектор имеет координаты и притом
однозначно определенные.

∗) Запись x ∈ R означает, что x принадлежит R.
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Если вектор x имеет в базисе e1; e2; : : : ; en координа-
ты ‰1; ‰2; : : : ; ‰n, а вектор y — координаты ”1; ”2; : : : ; ”n,
т. е. если

x = ‰1e1 + ‰2e2 + : : : + ‰nen;

y = ”1e1 + ”2e2 + : : : + ”nen;

то

x + y = (‰1 + ”1)e1 + (‰2 + ”2)e2 + : : : + (‰n + ”n)en;

т. е. вектор x + y имеет координаты ‰1 + ”1; ‰2 + ”2; : : :
: : : ; ‰n + ”n. Вектор –x имеет координаты –‰1; –‰2; : : :
: : : ; –‰n.

Таким образом, при сложении векторов x и y их
координаты складываются. При умножении вектора x
на число – его координаты умножаются на это число.

Ясно также, что нулевой вектор, и только он, имеет
все координаты равными нулю.

П р и м е р ы. 1. Для случая трехмерного простран-
ства наше определение координат вектора совпадает с
имеющимся в аналитической геометрии определением
координат вектора в некоторой (вообще говоря, не пря-
моугольной) системе координат.

2. Пусть R — пространство, векторами которого
являются системы x = (‰1; ‰2; : : : ; ‰n) из n чисел. Возь-
мем базис (см. упражнение на стр. 13)

e1 = (1; 1; 1; : : : ; 1);

e2 = (0; 1; 1; : : : ; 1);

. . . . . . . . . . . . .
en = (0; 0; 0; : : : ; 1):

Найдем координаты ”1; ”2; : : : ; ”n вектора x =
= (‰1; ‰2; : : : ; ‰n) в этом базисе. По определению

x = ”1e1 + ”2e2 + : : : + ”nen;
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т. е.

(‰1; ‰2; : : : ; ‰n) = ”1(1; 1; : : : ; 1) + ”2(0; 1; : : : ; 1) +
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
+ ”n(0; 0; : : : ; 1) = (”1; ”1 + ”2; : : : ; ”1 + ”2 + : : : + ”n):

Таким образом, числа ”1; ”2; : : : ; ”n находятся из следу-
ющей системы уравнений:

”1 = ‰1;

”1 + ”2 = ‰2;

. . . . . . . . .
”1 + ”2 + : : : + ”n = ‰n;

откуда

”1 = ‰1; ”2 = ‰2 − ‰1; : : : ; ”n = ‰n − ‰n−1:

Рассмотрим теперь в R базис, в котором связь меж-
ду координатами вектора x = (‰1; ‰2; : : : ; ‰n) и числа-
ми ‰1, ‰2; : : : ; ‰n, определяющими этот вектор, наиболее
проста. Пусть

e1 = (1; 0; : : : ; 0);

e2 = (0; 1; : : : ; 0);

. . . . . . . . . . . .
en = (0; 0; : : : ; 1)

Тогда

x = (‰1; ‰2; : : : ; ‰n) =
= ‰1(1; 0; : : : ; 0) + ‰2(0; 1; : : : ; 0) + : : : + ‰n(0; 0; : : : ; 1) =

= ‰1e1 + ‰2e2 + : : : + ‰nen:

Таким образом, в пространстве R, где каждый век-
тор определяется как система n чисел (‰1; ‰2; : : : ; ‰n),
эти числа можно трактовать как координаты век-
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тора x = (‰1; ‰2; : : : ; ‰n) в базисе e1 = (1; 0; : : : ; 0), e2 =
= (0; 1; : : : ; 0), : : : , en = (0; 0; : : : ; 1).

У п р а ж н е н и е. Доказать, что в любом базисе

e1 = (a11; a12; : : : ; a1n);

e2 = (a21; a22; : : : ; a2n);

. . . . . . . . . . . . . . . . .

en = (an1; an2; : : : ; ann)

координаты ”1; ”2; : : : ; ”n вектора x = (‰1; ‰2; : : : ; ‰n) суть линей-
ные комбинации чисел ‰1; ‰2; : : : ; ‰n.

3. R — пространство, векторами которого являют-
ся многочлены степени � n − 1. Простейшим базисом
является совокупность векторов e1 = 1, e2 = t, : : : ,
en = tn−1. Координатами многочлена P (t) = a0tn−1 +
+ a1tn−2 + : : : + an−1 в этом базисе являются, как легко
видеть, его коэффициенты a0; a1; : : : ; an−1.

Выберем теперь другой базис:

e′1 = 1; e′2 = t − a; e′3 = (t − a)2; : : : ; e′n = (t − a)n−1:

Каждый многочлен P (t) может быть по формуле Тей-
лора представлен в виде:

P (t) = P (a) + P ′(a)(t − a) + : : : +
P (n−1)(a)

(n − 1)!
(t − a)n−1:

Таким образом, в этом базисе P (t) имеет координаты

P (a); P ′(a); : : : ;
P (n−1)(a)

(n − 1)!
:

4. Изоморфизм n-мерных пространств. В разобран-
ных выше примерах некоторые пространства с точки
зрения рассматриваемых здесь свойств не отличаются
друг от друга. Таковы, например, обычное трехмерное
пространство R примера 1 и пространство R′, в кото-
ром векторы определяются как тройки действительных
чисел. В самом деле, выбрав в R определенную систему



22 n-мерное пространство [гл. i

координат, мы можем каждому вектору из R поставить
в соответствие совокупность трех его координат, т. е.
вектор пространства R′. При сложении векторов коор-
динаты их складываются, а при умножении на число
все координаты вектора умножаются на это число. По-
этому геометрические факты, вытекающие из опреде-
ления линейного пространства, которые имеют место
в R, мы можем параллельно изложить как в R, так и в
пространстве R′ троек чисел.

Поскольку единственными операциями, которые вве-
дены в линейных пространствах, являются операции
сложения векторов и умножения вектора на число, то
естественно ввести следующее

О п р е д е л е н и е 6. Линейные пространства R и
R′ называются изоморфными, если между векторами
x ∈ R и векторами x′ ∈ R′ можно установить вза-
имно однозначное соответствие ∗) x ↔ x′ так, что
если вектору x соответствует вектор x′, а вектору
y соответствует вектор y′, то

1◦ вектору x + y соответствует вектор x′ + y′,
2◦ вектору –x соответствует вектор –x′.
Из определения изоморфизма следует, что если

x; y; : : : — векторы из R, а x′; y′; : : : — соответствующие
им векторы из R′, то равенство –x + —y + : : : = 0 рав-
носильно равенству –x′ + —y′ + : : : = 0. Следовательно,
линейно независимым векторам из R соответствуют ли-
нейно независимые векторы из R′, и обратно.

Возникает вопрос, какие пространства изоморфны
между собой и какие нет.

∗) Соответствие, установленное между элементами двух мно-
жеств R и R′, называется взаимно однозначным, если:

1◦ каждому элементу из R соответствует один и только один
элемент из R′,

2◦ каждый элемент из R′ соответствует при этом одному и
только одному элементу из R.
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Два пространства различной размерности заведо-
мо не изоморфны друг другу.

В самом деле, пусть R и R′ изоморфны. Из сделан-
ного выше замечания следует, что максимальное число
линейно независимых векторов в R и R′ одно и то же,
т. е. размерности пространств R и R′ равны. Следова-
тельно, пространства различной размерности не могут
быть между собой изоморфны.

Т е о р е м а 2. Все пространства, имеющие одну и
ту же размерность n, изоморфны друг другу.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть R и R′ — два n-мер-
ных пространства. Выберем в R базис e1; e2; : : : ; en и в
R′ какой-либо базис e′1; e′2; : : : ; e′n. Поставим в соответ-
ствие вектору

x = ‰1e1 + ‰2e2 + : : : + ‰nen (9)

вектор
x′ = ‰1e′1 + ‰2e′2 + : : : + ‰ne′n;

т. е. линейную комбинацию векторов e′i с теми же коэф-
фициентами, что и в (9).

Это соответствие взаимно однозначно. В самом де-
ле, каждый вектор x может быть однозначно предста-
влен в виде (9). Поэтому числа ‰i, а значит, и вектор x′,
определяются по вектору x однозначно. Ввиду равно-
правности, в нашем построении, пространств R и R′,
каждому x′ отвечает элемент из R и притом только
один.

Из установленного закона соответствия сразу следу-
ет, что если x ↔ x′ и y ↔ y′, то x+y ↔ x′+y′ и –x ↔ –x′.
Изоморфизм пространств R и R′, таким образом, дока-
зан.

Итак, единственной существенной характеристикой
конечномерного линейного пространства является его
размерность.
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В § 3 мы еще вернемся к понятию изоморфизма по
другому поводу.

5. Подпространства линейного пространства.
О п р е д е л е н и е 7. Подпространством R′ про-

странства R называется совокупность элементов
из R таких, что они сами образуют линейное прос-
транство относительно уже введенных в R операций
сложения и умножения на числа.

Иначе говоря, совокупность R′ элементов x; y; : : : из
R образует линейное подпространство пространства R,
если из x ∈ R′, y ∈ R′ следует x + y ∈ R′, –x ∈ R′.

П р и м е р ы. 1. Нулевое подпространство, т. е.
подпространство, состоящее из единственного элемен-
та — нуля.

2. Все пространство R.
Нулевое подпространство и все пространство назы-

ваются обычно несобственными подпространствами.
Приведем несколько более содержательных примеров
подпространств.

3. R — трехмерное пространство. Рассмотрим ка-
кую-либо плоскость в R, проходящую через начало ко-
ординат. Совокупность R′ всех векторов, лежащих в
этой плоскости, есть подпространство.

4. В пространстве, векторами которого являются
системы n чисел x = (‰1; ‰2; : : : ; ‰n), совокупность всех
тех векторов x = (‰1; ‰2; : : : ; ‰n), для которых ‰1 = 0,
образует подпространство. Более общо: совокупность
векторов x = (‰1; ‰2; : : : ; ‰n), удовлетворяющих условию

a1‰1 + a2‰2 + : : : + an‰n = 0;

где a1; a2; : : : ; an — какие-то фиксированные числа, об-
разует подпространство.

5. В пространстве всех непрерывных функций сово-
купность многочленов степени � n является подпро-
странством.
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Очевидно, что во всяком подпространстве R′ какого-
либо пространства R содержится нулевой элемент про-
странства R.

Поскольку любое подпространство само по себе
является линейным пространством, то все такие поня-
тия, как базис, число измерений пространства и т. д.,
которые мы ввели выше, применимы и к подпростран-
ствам. Так как в подпространстве не может быть боль-
ше линейно независимых векторов, чем во всем прост-
ранстве, то размерность любого подпространства не
превосходит размерности всего пространства.

У п р а ж н е н и я. 1. Доказать, что если подпространство R′

пространства R имеет ту же размерность, что и все пространство
R, то оно совпадает с R.

2. Доказать, что если R1 и R2 — подпространства простран-
ства R, и если R1 ⊂ R2 и размерности R1 и R2 совпадают, то
R1 = R2.

В каждом пространстве R можно строить подпро-
странства следующим общим приемом: возьмем в R
произвольное (конечное или бесконечное) множество
векторов e; f; g; : : : ; тогда совокупность R′ всех линей-
ных комбинаций выбранных векторов e; f; g; : : : есть
подпространство пространства R. Действительно,
складывая между собой и умножая на числа линей-
ные комбинации векторов e; f; g; : : : , мы снова полу-
чим линейные комбинации векторов e; f; g; : : : , т. е. эле-
менты из R′. Полученное таким образом подпростран-
ство R′ называется подпространством, порожденным
векторами e; f; g; : : : Оно является наименьшим линей-
ным подпространством, содержащим данные векторы
e; f; g; : : :

Подпространство R′, порожденное линейно незави-
симыми векторами e1; e2; : : : ; ek, является k-мерным и
векторы e1; e2; : : : ; ek образуют в нем базис. Действи-
тельно, в R′ имеется система k линейно независимых
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векторов, именно, сами векторы e1; e2; : : : ; ek. С другой
стороны, если x1; x2; : : : ; xl — произвольные линейно не-
зависимые векторы из R′, то так как они являются ли-
нейными комбинациями векторов e1; e2; : : : ; ek, то, со-
гласно лемме п. 2, l � k. Следовательно, R′ k-мерно
и набор векторов e1; e2; : : : ; ek есть один из возможных
базисов в R′.

У п р а ж н е н и е. Показать, что в n-мерном пространстве
существуют подпространства всех меньших размерностей.

Если исключить из рассмотрения не представляющее
интереса нулевое подпространство, то самыми просты-
ми являются одномерные подпространства. Базис вся-
кого такого подпространства состоит из одного век-
тора e1. Таким образом, одномерное подпространство
состоит из векторов вида ¸e1, где ¸ — произвольное чи-
сло.

Прибавим к каждому из векторов ¸e1 один и тот
же вектор x0. Мы получим совокупность векторов вида
x = x0 +¸e1, где ¸ пробегает все числа, а e1 и x0 — фик-
сированные векторы. Эту совокупность векторов есте-
ственно, по аналогии с трехмерным пространством, на-
звать прямой в линейном пространстве R.

Аналогично, векторы вида ¸e1 + �e2, где e1 и e2 —
фиксированные линейно независимые векторы, а ¸
и � — произвольные числа, образуют двумерное под-
пространство. Совокупность векторов

x = x0 + ¸e1 + �e2;

где x0 — фиксированный вектор, мы называем плоско-
стью (двумерной).

У п р а ж н е н и я. 1. Показать, что в пространстве, где век-
торами являются системы n действительных чисел (‰1; ‰2; : : : ; ‰n),
совокупность векторов, удовлетворяющих соотношению

a1‰1 + a2‰2 + : : : + an‰n = 0
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(a1; a2; : : : ; an — фиксированные числа, не все равные нулю), обра-
зует подпространство размерности n − 1.

2. Показать, что если два подпространства R1 и R2 простран-
ства R имеют общим лишь нулевой вектор, то сумма их размер-
ностей не превосходит размерности R.

3. Показать, что размерность подпространства, порожденного
векторами e; f; g; : : : , равна максимальному числу линейно незави-
симых векторов среди них.

6. Разложение пространства R в прямую сумму под-
пространств. Сумма и пересечение подпространств.
Пусть заданы два подпространства n-мерного прост-
ранства R. Обозначим их R1 и R2.

О п р е д е л е н и е 8. Если каждый вектор x прос-
транства R можно, и притом единственным образом,
представить как сумму двух векторов

x = x1 + x2;

где x1 ∈ R1, а x2 ∈ R2, то говорят, что пространст-
во R разложено в прямую сумму подпространств R1

и R2.
Это обычно записывают так:

R = R1 ⊕ R2:

Т е о р е м а 3. Для того чтобы пространство R
разлагалось в прямую сумму подпространств R1 и R2,
достаточно, чтобы:

1. Подпространства R1 и R2 имели только один об-
щий вектор x = 0 (нулевой вектор).

2. Сумма размерностей этих подпространств была
равна размерности пространства R.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Выберем некоторый базис
e1; : : : ; ek в подпространстве R1 и базис f1; : : : ; fl в под-
пространстве R2. Поскольку сумма размерностей R1 и
R2 есть n, то общее число этих векторов k + l = n.

Покажем, что векторы

e1; : : : ; ek; f1; : : : ; fl
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линейно независимы, т. е. образуют базис пространства
R. Действительно, пусть

–1e1 + : : : + –kek + —1f1 + : : : + —lfl = 0;

отсюда

–1e1 + : : : + –kek = −—1f1 − : : : − —lfl:

Левая часть этого равенства есть вектор из R1, а правая
из R2. Так как, по условию, единственный общий вектор
R1 и R2 есть нулевой вектор, то

–1e1 + : : : + –kek = 0;

—1f1 + : : : + —lfl = 0:
(10)

Но каждый из наборов e1; : : : ; ek и f1; : : : ; fl состоит
из линейно независимых векторов, так как это базисы
в R1 и R2. Поэтому из первого равенства (10) следует,
что

–1 = : : : = –k = 0;

а из второго следует, что

—1 = : : : = —l = 0:

Следовательно, система e1; : : : ; ek; f1; : : : ; fl состоит
из n линейно независимых векторов, т. е. это есть базис
в пространстве R.

Мы доказали, что при выполнении условий теоремы
существует базис, первые k векторов которого образу-
ют базис в R1, а последние l — базис в R2.

Произвольный вектор x из R можно разложить по
векторам этого базиса

x = ¸1e1 + : : : + ¸kek + �1f1 + : : : + �lfl:

При этом
x1 = ¸1e1 + : : : + ¸kek ∈ R1

и
x2 = �1f1 + : : : + �lfl ∈ R2:



§ 1] линейное (аффинное) n-мерное пространство 29

Таким образом,
x = x1 + x2;

где x1 ∈ R1 и x2 ∈ R2. Покажем, что это разложение
единственно. Предположим, что существуют два разло-
жения:

x = x1 + x2; где x1 ∈ R1; x2 ∈ R2;

и
x = x′

1 + x′
2; где x′

1 ∈ R1; x′
2 ∈ R2:

Вычитая второе равенство из первого, получаем:

0 = x1 − x′
1 + x2 − x′

2;

откуда
x1 − x′

1 = x′
2 − x2:

Так как вектор, стоящий в левой части равенства,
принадлежит R1, а вектор, стоящий в правой части,
принадлежит R2, то каждый из этих векторов равен
нулю, т. е.

x′
1 = x1;

x′
2 = x2:

Единственность разложения доказана.
Допустим, что нам задано два произвольных подпро-

странства R1 и R2 линейного пространства R.
Легко проверить, что совокупность векторов, при-

надлежащих обоим этим подпространствам, также есть
подпространство R0 пространства R.

Это подпространство называется пересечением R1 и
R2 и обозначается

R0 = R1 ∩ R2:

Например, если R1 и R2 — два двумерных подпро-
странства трехмерного пространства (две плоскости,
проходящие через начало координат), то R1 ∩ R2 есть



30 n-мерное пространство [гл. i

одномерное подпространство (прямая, по которой пе-
ресекаются эти плоскости).

По двум подпространствам R1 и R2 можно постро-
ить еще одно подпространство, которое называется их
суммой. Оно определяется следующим образом.

Векторами этого подпространства являются всевоз-
можные суммы вида

x = x1 + x2; (11)

где x1 ∈ R1, x2 ∈ R2.
Легко проверить, что элементы вида (11) образуют

подпространство. Это подпространство ~R называется
суммой подпространств R1 и R2 и обозначается

~R = R1 + R2:

Заметим, что, в отличие от прямой суммы двух под-
пространств, запись элемента из R в виде (11) может
быть неоднозначной.

У п р а ж н е н и е. Показать, что сумма двух различных дву-
мерных подпространств трехмерного пространства R есть все
это пространство.

Имеет место следующая теорема:
Т е о р е м а 4. Пусть заданы два подпростран-

ства R1 и R2 пространства R. Тогда сумма размерно-
стей R1 и R2 равна размерности их суммы плюс раз-
мерность пересечения.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Выберем в пересечении
R0 = R1 ∩ R2 базис

e1; : : : ; ek: (12)

Дополним этот базис с одной стороны до базиса в R1:

e1; : : : ; ek; f1; : : : ; fl (13)

и с другой стороны до базиса в R2:

e1; : : : ; ek; g1; : : : ; gm: (14)
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Покажем, что векторы

f1; : : : ; fl; e1; : : : ; ek; g1; : : : ; gm (15)

образуют базис в сумме ~R = R1 + R2.
Сначала покажем, что эти векторы линейно незави-

симы. Действительно, пусть

–1f1 + : : : +–lfl +—1e1 + : : : +—kek +�1g1 + : : :+�mgm = 0:

Тогда

–1f1 + : : : + –lfl + —1e1 + : : : + —kek = −�1g1 − : : :− �mgm:

Левая часть этого равенства есть вектор из R1, пра-
вая — из R2. Таким образом, эта правая часть есть од-
новременно вектор из R1 и из R2, т. е. принадлежит R0

и, значит, выражается как линейная комбинация базиса
e1; : : : ; ek подпространства R0:

−�1g1 − : : : − �mgm = c1e1 + : : : + ckek:

В силу линейной независимости векторов (14) это
возможно только, когда все коэффициенты — нули. В
частности, �1 = : : : = �m = 0, т. е.

–1f1 + : : : + –lfl + —1e1 + : : : + —kek = 0:

Из линейной независимости векторов (13) получаем,
что и все коэффициенты –1; : : : ; –l; —1; : : : ; —k равны ну-
лю. Таким образом, линейная независимость системы
(15) доказана.

Покажем теперь, что всякий вектор x ∈ ~R выража-
ется как линейная комбинация векторов этой системы.
По определению ~R вектор x можно представить в виде:

x = x1 + x2;

где x1 ∈ R1, x2 ∈ R2. Так как x1 ∈ R1, то его можно
представить как линейную комбинацию векторов (13).
Аналогично x2 ∈ R2 и x2 можно представить как линей-
ную комбинацию векторов (14). Складывая, получим,
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что вектор x представим как линейная комбинация си-
стемы (15).

Итак мы получили, что векторы

f1; : : : ; fl; e1; : : : ; ek; g1; : : : ; gm;

с одной стороны, линейно независимы и, с другой сто-
роны, всякий вектор из ~R есть их линейная комбинация.
В силу замечания на стр. 16 отсюда следует, что эти
векторы образуют базис в ~R. Итак, мы имеем k векто-
ров (12), образующих базис в R0, k + l векторов (13),
образующих базис в R1, k + m векторов (14), образую-
щих базис в R2, и k + l + m векторов (15), образующих
базис в ~R = R1+R2. Утверждение теоремы обращается,
таким образом, в тождество

(k + l) + (k + m) = (k + l + m) + k:

Теорема доказана.

У п р а ж н е н и е. Проверить теорему для случая, когда R1

и R2 — двумерные подпространства трехмерного пространства.

Из доказанной теоремы следует, например, что двум
15-мерным подпространствам �тесноъ в 28-мерном про-
странстве — они пересекаются по крайней мере по дву-
мерному подпространству (плоскости). Действительно,
сумма их размерностей равна 30, а размерность сум-
мы не может, конечно, превосходить размерности всего
пространства, т. е. 28.

У п р а ж н е н и я. 1. Каково наименьшее число измерений
пространства, в котором две плоскости могут пересечься в точ-
ке?

2. Доказать, что если R1 ∩ R2 есть нулевое подпространство,
то ~R = R1 + R2 есть прямая сумма R1 и R2, т. е. ~R = R1 ⊕ R2.

Из результата этого упражнения видно, что теоре-
ма 3 этого пункта есть частный случай теоремы 4.
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У п р а ж н е н и е. Показать, что если имеется разложение R
в прямую сумму

R = R1 ⊕ R2;

то пересечение R1 и R2 равно нулю и, следовательно, сумма раз-
мерностей этих подпространств равна n.

7. Преобразование координат при изменении базиса.
Пусть e1; e2; : : : ; en и e′1; e′2; : : : ; e′n — два базиса n-мерно-
го пространства. Пусть, далее, каждый вектор e′i выра-
жается через векторы первого базиса формулами

e′1 = a11e1 + a21e2 + : : : + an1en;

e′2 = a12e1 + a22e2 + : : : + an2en;
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
e′n = a1ne1 + a2ne2 + : : : + annen:

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭ (16)

Тогда переход от первого базиса ко второму задается
матрицей A = ‖aik‖, определитель которой отличен от
нуля ∗).

Обозначим через ‰i координаты вектора x в первом
базисе, а через ‰′i — его координаты во втором базисе.
Найдем, как выражаются координаты ‰′i через ‰i.

Мы имеем:

x = ‰1e1 + ‰2e2 + : : : + ‰nen = ‰′1e′1 + ‰′2e′2 + : : : + ‰′ne′n:

Подставив в это равенство вместо e′i их выражения че-
рез ei, получим:

x=‰1e1+‰2e2+: : :+‰nen =‰′1(a11e1+a21e2+: : :+an1en)+

+‰′2(a12e1+a22e2+: : :+an2en)+
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

+ ‰′n(a1ne1+a2ne2+: : :+annen):

Так как ei линейно независимы, то коэффициенты при
них в правой и левой частях равенства одинаковы.

∗) Если бы определитель матрицы A был равен нулю, то век-
торы e′

1; e′
2; : : : ; e′

n были бы линейно зависимы.
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Получаем:

‰1 = a11‰′1 + a12‰′2 + : : : + a1n‰′n;

‰2 = a21‰′1 + a22‰′2 + : : : + a2n‰′n;
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
‰n = an1‰′1 + an2‰′2 + : : : + ann‰′n:

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭ (17)

Сравним формулы (16) и (17). Между ними есть два
существенных отличия: во-первых, поменялись местами
штрихованные и нештрихованные буквы и, во-вторых,
в формулах (16) при суммировании меняется первый
индекс, а в формулах (17) второй.

Таким образом, координаты ‰i вектора x в пер-
вом базисе выражаются через координаты того же
вектора x во втором базисе с помощью матрицы A

′,
транспонированной к A.

Этот результат можно представить и в другой фор-
ме. Решим уравнения (17) относительно ‰′1; ‰′2; : : : ; ‰′n.
Получим:

‰′1 = b11‰1 + b12‰2 + : : : + b1n‰n;

‰′2 = b21‰1 + b22‰2 + : : : + b2n‰n;
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
‰′n = bn1‰1 + bn2‰2 + : : : + bnn‰n;

где bik являются элементами матрицы, обратной к ма-
трице A

′. Таким образом, мы видим, что координа-
ты вектора преобразуются с помощью матрицы B =
= ‖bik‖, являющейся обратной к A

′, где A
′ — матрица,

транспонированная к матрице A, задающей преобра-
зование базиса.

§ 2. Евклидово пространство

1. Определение евклидова пространства. В преды-
дущем параграфе линейное (аффинное) пространство
было определено как множество элементов (векторов)
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с заданными в нем операциями умножения на числа и
сложения.

С помощью этих операций можно сформулировать,
чт«о такое прямая, плоскость, число измерений прост-
ранства, чт«о такое параллельные прямые и т. д.

Однако этих понятий недостаточно, чтобы охватить
все многообразие фактов, составляющих содержание
так называемой евклидовой геометрии. Например, в од-
них терминах сложения и умножения на число мы не
сможем дать определение длины вектора, угла между
векторами, скалярного произведения векторов и т. д.
Ввести эти понятия проще всего следующим образом.

Выберем в качестве основного понятие скалярного
произведения, которое определим аксиоматически.

В терминах сложения векторов, умножения их на чи-
сла и скалярного произведения векторов мы сможем
развить всю евклидову геометрию.

О п р е д е л е н и е 1. Будем говорить, что в ве-
щественном пространстве R определено скалярное
произведение, если каждой паре векторов x; y ∈ R
поставлено в соответствие действительное число,
которое обозначим через (x; y) причем это соответ-
ствие обладает следующими свойствами (удовлетво-
ряет следующим аксиомам):

1◦ (x; y) = (y; x), т. е. скалярное произведение сим-
метрично.

2◦ (–x; y) = –(x; y), где – — действительное число.
3◦ (x1 + x2; y) = (x1; y) + (x2; y) (дистрибутивность

скалярного произведения).
4◦ Скалярное произведение вектора с самим собой

неотрицательно: (x; x) � 0, и обращается в нуль, лишь
если x = 0.

Аффинное пространство, в котором определено
скалярное произведение, удовлетворяющее условиям
1◦–4◦, мы называем евклидовым.
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П р и м е р ы. 1. Под векторами пространства R мы
будем понимать векторы изучаемого в элементарной
геометрии трехмерного пространства (пример 1 § 1).
Скалярное произведение векторов определим как про-
изведение их длин на косинус угла между ними. Можно
проверить, что аксиомы 1◦–4◦ действительно выполне-
ны. Мы предоставляем эту проверку читателю.

2. Векторами пространства R мы назовем всякую си-
стему n действительных чисел x = (‰1; ‰2; : : : ; ‰n). Сло-
жение векторов и умножение их на число определим так
(пример 2 § 1):

x + y = (‰1 + ”1; ‰2 + ”2; : : : ; ‰n + ”n);

–x = (–‰1; –‰2; : : : ; –‰n);

где
x = (‰1; ‰2; : : : ; ‰n); y = (”1; ”2; : : : ; ”n):

Скалярное произведение векторов x и y определим фор-
мулой

(x; y) = ‰1”1 + ‰2”2 + : : : + ‰n”n:

Легко проверить, что аксиомы 1◦–3◦ действитель-
но выполнены. Аксиома 4◦ также справедлива, так как
(x; x) =

∑
‰2

i � 0 и (x; x) =
∑

‰2
i = 0 только при

‰1 = ‰2 = : : : = ‰n = 0.
3. Рассмотрим пример более общий, чем пример 2.
Вектор по-прежнему определим как совокупность n

действительных чисел. Сложение векторов и умноже-
ние их на числа определим так же, как в примере 2.

Зададимся некоторой матрицей ‖aik‖. Скалярное
произведение векторов x и y определим формулой

(x; y) = a11‰1”1 + a12‰1”2 + : : : + a1n‰1”n +
+ a21‰2”1 + a22‰2”2 + : : : + a2n‰2”n +
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

+ an1‰n”1 + an2‰n”2 + : : : + ann‰n”n: (1)
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Посмотрим, какие условия нужно наложить на ма-
трицу ‖aik‖, чтобы выражение, определяемое форму-
лой (1), действительно удовлетворяло всем аксиомам
скалярного произведения.

Непосредственной проверкой убеждаемся в том, что
аксиомы 2◦ и 3◦ выполнены для всякой матрицы ‖aik‖.
Для того чтобы была выполнена аксиома 1◦, т. е. чтобы
выражение (x; y) было симметричным относительно x
и y, необходимо и достаточно, чтобы

aik = aki; (2)

т. е. чтобы матрица ‖aik‖ была симметричной.
Аксиома 4◦ требует, чтобы выражение

(x; x) =
n∑

i;k=1

aik‰i‰k (3)

было неотрицательно для любых ‰1; ‰2; : : : ; ‰n и обраща-
лось в нуль, лишь если ‰1 = ‰2 = : : : = ‰n = 0.

Однородный многочлен (�квадратичная формаъ),
определяемый формулой (3), называется положительно
определенным, если он принимает лишь неотрицатель-
ные значения и обращается в нуль, лишь когда все ‰i

равны нулю. Аксиома 4◦ требует, следовательно, чтобы
квадратичная форма (3) была положительно определен-
ной.

Итак, всякая матрица ‖aik‖ задает скалярное про-
изведение, определяемое формулой (1), если только эта
матрица симметрична [условие (2)] и соответствующая
ей квадратичная форма — положительно определенная.

Если в качестве матрицы ‖aik‖ взять единичную ма-
трицу, т. е. положить aii = 1 и aik = 0 (i 	= k), то ска-
лярное произведение (x; y) примет вид

(x; y) =
n∑

i=1

‰i”i
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и мы получим евклидово пространство, определенное в
примере 2.

У п р а ж н е н и е. Показать, что матрица

(
0 1
1 0

)
непригод-

на для построения скалярного произведения (соответствующая ей
квадратичная форма не является положительно определенной), а

матрица

(
1 1
1 2

)
определяет скалярное произведение, удовлетво-

ряющее аксиомам 1◦–4◦.

В дальнейшем (§ 6) будут указаны простые условия,
дающие возможность проверить, будет ли данная ква-
дратичная форма положительно определенной.

4. Векторами пространства R мы будем называть не-
прерывные функции, заданные на интервале (a; b); ска-
лярное произведение таких функций определим как ин-
теграл их произведения

b∫
a

f(t)g(t) dt:

Можно проверить, что при таком определении скаляр-
ного произведения аксиомы 1◦–4◦ выполнены.

5. Будем считать векторами многочлены от t степе-
ни не выше n − 1. Скалярное произведение двух много-
членов определим как и в предыдущем примере:

(P; Q) =

b∫
a

P (t)Q(t) dt:

Аксиомы 1◦–4◦ проверяются как и в примере 4.
2. Длина вектора. Угол между векторами. Опреде-

лим с помощью введенного понятия скалярного произ-
ведения длину вектора и угол между векторами.

О п р е д е л е н и е 2. Длиной вектора x в евклидо-
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вом пространстве называется число√
(x; x): (4)

Длину вектора x будем обозначать через |x|.
Естественно пожелать, чтобы угол между вектора-

ми, длина вектора и скалярное произведение были свя-
заны обычным соотношением: скалярное произведение
векторов равно произведению их длин на косинус угла
между ними. Так как в этой фразе смысл всех слов, кро-
ме слов �угол между векторамиъ, нам уже известен, то
этим предписывается следующее

О п р е д е л е н и е 3. Углом между векторами x и
y мы назовем число

’ = arccos
(x; y)
|x||y| ;

т. е. положим

cos ’ =
(x; y)
|x||y| ; 0 � ’ � ı: (5)

Векторы x и y называются ортогональными, если угол
между ними равен

ı

2
, т. е. если

(x; y) = 0:

С помощью введенных понятий можно перенести на
евклидовы пространства ряд теорем элементарной гео-
метрии ∗).

Рассмотрим один пример. Если x и y — ортогональ-
ные векторы, то x + y естественно считать диагональю
прямоугольника со сторонами x и y. Докажем, что

|x + y|2 = |x|2 + |y|2;

∗) Можно было бы, конечно, определить евклидово пространс-
тво иначе, чем в п. 1, введя аксиоматически понятия длины векто-
ра и угла между векторами (а не скалярное произведение). Однако
соответствующая система аксиом была бы более сложной.
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т. е. квадрат длины диагонали прямоугольника равен
сумме квадратов длин двух его непараллельных сторон
(теорема Пифагора).

Д о к а з а т е л ь с т в о. По определению квадрата
длины вектора

|x + y|2 = (x + y; x + y):

В силу дистрибутивности скалярного произведения (ак-
сиома 3◦)

(x + y; x + y) = (x; x) + (x; y) + (y; x) + (y; y):

В силу ортогональности векторов x и y

(x; y) = (y; x) = 0:

Следовательно,

|x + y|2 = (x; x) + (y; y) = |x|2 + |y|2;

что и требовалось доказать.
Эту теорему можно обобщить: если векторы

x; y; z; : : : попарно ортогональны, то

|x + y + z + : : : |2 = |x|2 + |y|2 + |z|2 + : : :

3. Неравенство Коши–Буняковского. В предыдущем
пункте у нас остался пробел. Мы определили угол ’
между векторами x и y формулой

cos ’ =
(x; y)
|x||y| :

Для того чтобы можно было определить ’ из этого
равенства, нужно доказать, что

−1 �
(x; y)
|x||y| � 1

или, что то же самое, что

(x; y)2

|x|2|y|2 � 1;
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т. е.
(x; y)2

� (x; x)(y; y): (6)

Это неравенство называется неравенством Коши–Бу-
няковского.

Итак, для того чтобы иметь право определить угол
между двумя векторами формулой (5), мы должны до-
казать неравенство Коши–Буняковского ∗).

Чтобы доказать его, рассмотрим вектор x − ty, где
t — произвольное действительное число. Согласно акси-
оме 4◦ скалярного произведения

(x − ty; x − ty) � 0;

т. е. для любого t

t2(y; y) − 2t(x; y) + (x; x) � 0:

Мы видим, что стоящий слева квадратный относи-
тельно t трехчлен принимает лишь неотрицательные
значения. Следовательно, дискриминант уравнения

t2(y; y) − 2t(x; y) + (x; x) = 0

не может быть положительным, т. е.

(x; y)2 − (x; x)(y; y) � 0;

что и требовалось доказать.
У п р а ж н е н и е. Доказать, что знак равенства в (6) имеет

место тогда и только тогда, когда векторы x и y линейно зависи-
мы.

П р и м е р ы. Мы доказали неравенство (6) для аксиоматиче-
ски заданного евклидова пространства. Разберем, как выглядит

∗) В примере 1 п. 1 этого параграфа нет надобности дока-
зывать это неравенство. Действительно, там в силу принятого в
векторном исчислении определения скалярного произведения ве-

личина
(x; y)

|x||y| есть косинус некоторого уже заранее определенного

угла между векторами и поэтому она по абсолютной величине не
превосходит 1.
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это неравенство в приведенных выше (п. 1) примерах евклидовых
пространств.

1. В примере 1 неравенство (6) не означает ничего нового (см.
сноску на стр. 41).

2. Так как в примере 2 скалярное произведение задается фор-
мулой

(x; y) =

n∑
i=1

‰i”i;

то

(x; x) =

n∑
i=1

‰2
i ; (y; y) =

n∑
i=1

”2
i ;

поэтому неравенство (6) имеет здесь вид:(
n∑

i=1

‰i”i

)2

�

(
n∑

i=1

‰2
i

)(
n∑

i=1

”2
i

)
:

3. В примере 3 скалярное произведение имеет вид:

(x; y) =
n∑

i;k=1

aik‰i”k;

где
aik = aki (2)

и
n∑

i;k=1

aik‰i‰k � 0 (3)

для любых ‰i. Поэтому неравенство (6) означает:
Если числа aik удовлетворяют условиям (2) и (3), то имеем

место неравенство(
n∑

i;k=1

aik‰i”k

)2

�

(
n∑

i;k=1

aik‰i‰k

)(
n∑

i;k=1

aik”i”k

)
:

У п р а ж н е н и е. Показать, что если числа aik удовлетворя-
ют условиям (2) и (3), то a2

ik � aiiakk. ( У к а з а н и е. Выбрать в
только что выведенном неравенстве специальным образом числа
‰1; : : : ; ‰n и ”1; ”2; : : : ; ”n.)

4. В примере 4 скалярное произведение задается интегралом
b∫

a

f(t)g(t) dt, поэтому неравенство (6) имеет вид:
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⎝ b∫

a

f(t)g(t) dt

⎞
⎠

2

�

b∫
a

f2(t) dt ·
b∫

a

g2(t) dt:

Это неравенство играет важную роль в разных вопросах анализа.

Приведем пример неравенства, являющегося след-
ствием неравенства Коши–Буняковского.

Для любых векторов x и y в евклидовом простран-
стве R имеет место неравенство

|x + y| � |x| + |y|: (7)

Д о к а з а т е л ь с т в о.

|x + y|2 = (x + y; x + y) = (x; x) + 2(x; y) + (y; y);

так как (в силу неравенства Коши–Буняковского)
2(x; y) � 2|x||y|, то

|x+y|2 = (x+y; x+y) � (x; x)+2|x||y|+(y; y) = (|x|+|y|)2;

т. е. |x + y| � |x|+ |y|, что и требовалось доказать. (См.
также § 3, стр. 63.)

У п р а ж н е н и е. Написать неравенство (7) в каждом из при-
меров евклидовых пространств, разобранных в начале этого па-
раграфа.

В геометрии расстояние между двумя точками x
и y ∗) определяется как длина вектора x − y. В общем
случае n-мерного евклидова пространства определим
расстояние между x и y формулой

d = |x − y|:
∗) Мы будем обозначать одной и той же буквой вектор и точ-

ку, являющуюся его концом (векторы мы проводим из начала ко-
ординат, см. стр. 7).
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§ 3. Ортогональный базис.
Изоморфизм евклидовых пространств

1. Ортогональный базис. В § 1 мы ввели понятие
базиса (системы координат) аффинного пространства.
В аффинном пространстве у нас нет оснований пред-
почитать одни базисы другим — там все базисы равно-
правны ∗).

В евклидовом пространстве существуют наиболее
удобные базисы, а именно ортогональные базисы. Они
играют здесь ту же роль, что и прямоугольные системы
координат в аналитической геометрии.

О п р е д е л е н и е 1. Будем говорить, что n век-
торов e1; e2; : : : ; en, ни один из которых не равен нулю,
образуют ортогональный базис в n-мерном евклидовом
пространстве R, если они попарно ортогональны. Век-
торы e1; e2; : : : ; en образуют ортогональный нормиро-
ванный базис, если они попарно ортогональны и имеют
каждый длину 1, т. е. если

(ei; ek) =
{

1 при i = k;

0 при i 	= k:
(1)

Для того чтобы данное нами определение ортого-
нального базиса было корректным, необходимо дока-
зать, что входящие в определение векторы e1; e2; : : : ; en

∗) Точный смысл этого утверждения таков. Если внимательно
посмотреть приведенное в § 1 доказательство изоморфизма аф-
финных пространств, то легко заметить, что там доказано не-
сколько больше, чем сформулировано, а именно, доказано, что
между двумя n-мерными пространствами можно установить изо-
морфное соответствие так, чтобы заданный базис одного прост-
ранства перешел в заданный базис другого пространства. В част-
ности, если в R заданы два базиса e1; e2; : : : ; en и e′

1; e′
2; : : : ; e′

n,
то существует изоморфное отображение пространства R на себя,
при котором первый базис переходит во второй.
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действительно образуют базис, т. е. линейно независи-
мы.

Докажем это, т. е. покажем, что равенство

–1e1 + –2e2 + : : : + –nen = 0 (2)

возможно лишь, если –1 = –2 = : : : = –n = 0. Умножим
обе части равенства (2) скалярно на e1. Получим:

–1(e1; e1) + –2(e1; e2) + : : : + –n(e1; en) = 0:

Но по определению ортогонального базиса

(e1; e1) 	= 0; (e1; ek) = 0 при k 	= 1:

Следовательно, –1 = 0. Аналогично, умножая (2) ска-
лярно на e2, получим, что –2 = 0 и т. д. Мы доказали,
таким образом, что e1; e2; : : : ; en линейно независимы.

Чтобы доказать существование ортогональных ба-
зисов, воспользуемся так называемым процессом орто-
гонализации, который часто встречается в геометрии.
Он состоит в том, что из данных линейно независимых
векторов f1; : : : ; fm строятся m попарно ортогональных
векторов e1; : : : ; em.

Опишем этот процесс. Пусть даны m линейно неза-
висимых векторов f1; : : : ; fm.

По этим векторам мы построим процессом ортого-
нализации m попарно ортогональных векторов.

Положим e1 = f1. Вектор e2 будем искать в виде:
e2 = f2 + ¸e1. Число ¸ подберем так, чтобы (e2; e1) = 0,
т. е. (f2 + ¸e1; e1) = 0. Отсюда

¸ = − (f2; e1)
(e1; e1)

:

Предположим, что попарно ортогональные и отлич-
ные от нуля векторы e1; e2; : : : ; ek−1 уже построены.
Вектор ek ищем в виде:

ek = fk + –1e1 + : : : + –k−1ek−1; (3)
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т. е. вектор ek мы получаем из вектора fk �исправлени-
емъ его с помощью линейной комбинации уже постро-
енных векторов e1; e2; : : : ; ek−1.

Коэффициенты –1; –2; : : : ; –k−1 находим из условия
ортогональности вектора

ek = fk + –1e1 + : : : + –k−1ek−1

к векторам e1; e2; : : : ; ek−1:

(fk + –1e1 + : : : + –k−1ek−1; e1) = 0;

(fk + –1e1 + : : : + –k−1ek−1; e2) = 0;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(fk + –1e1 + : : : + –k−1ek−1; ek−1) = 0:

Так как векторы e1; e2; : : : ; ek−1 попарно ортогональны,
то эти равенства записываются в виде:

(fk; e1) + –1(e1; e1) = 0;

(fk; e2) + –2(e2; e2) = 0;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(fk; ek−1) + –k−1(ek−1; ek−1) = 0:

Отсюда

–1 = − (fk; e1)
(e1; e1)

; –2 = − (fk; e2)
(e2; e2)

; : : : ;

–k−1 = − (fk; ek−1)
(ek−1; ek−1)

:
(4)

До сих пор не было использовано то, что векто-
ры f1; f2; : : : ; fm линейно независимы. Мы использу-
ем это при доказательстве того, что построенный
вектор ek отличен от нуля. Заметим предваритель-
но, что вектор ek есть линейная комбинация векто-
ров e1; e2; : : : ; ek−1; fk. Но вектор ek−1 можно заме-
нить линейной комбинацией вектора fk−1 и векторов
e1; e2; : : : ; ek−2 и т. д. Окончательно мы получаем, что
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вектор ek записывается в виде

ek = a1f1 + a2f2 + : : : + ak−1fk−1 + fk: (5)

Теперь ясно, что ek 	= 0. Действительно, в против-
ном случае правая часть равенства (5) была бы ну-
лем, что противоречит линейной независимости векто-
ров f1; f2; : : : ; fk, так как коэффициент при fk равен 1.
Итак, доказано, что ek 	= 0.

Мы построили по векторам e1; e2; : : : ; ek−1 и fk век-
тор ek. Таким же образом по e1; e2; : : : ; ek и fk+1 мы
построим ek+1 и т. д.

Продолжая этот процесс до тех пор, пока не будут
исчерпаны заданные векторы f1; f2; : : : ; fm, получаем m
отличных от нуля и попарно ортогональных векторов
e1; e2; : : : ; em. Докажем теперь следующую теорему.

Т е о р е м а 1. Во всяком n-мерном пространстве
существуют ортогональные базисы.

Д о к а з а т е л ь с т в о. По определению n-мерного
пространства (§ 1, п. 2) в нем существует какой-то ба-
зис f1; : : : ; fn. С помощью процесса ортогонализации из
него можно построить ортогональный базис e1; : : : ; en,
что и доказывает теорему.

Если заменить векторы ek векторами

e′k =
ek

|ek|
;

то это будут, как нетрудно видеть, попарно ортого-
нальные векторы длины 1, т. е. мы получим ортогональ-
ный нормированный базис.

Нетрудно видеть, что таких базисов существует
много. Действительно, уже из данного базиса f1; : : : ; fn

можно построить разные ортогональные базисы, если
начинать построение с разных векторов fk. Позднее, в
гл. II, мы рассмотрим вопрос о том, как связаны между
собой различные ортогональные базисы.
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П р и м е р ы о р т о г о н а л и з а ц и и. 1. Пусть R — трех-
мерное пространство. Процесс ортогонализации в нем означа-
ет следующее: пусть даны три линейно независимых вектора
f1; f2; f3. Положим e1 = f1. Проводим затем плоскость через
e1 = f1 и f2 и в этой плоскости выбираем вектор e2, ортого-
нальный к e1. Наконец, во всем пространстве находим вектор,
ортогональный к e1 и к e2 (т. е. к построенной ранее плоскости).

2. Пусть R — трехмерное пространство, векторами в котором
мы считаем многочлены степени не выше второй. Скалярное про-
изведение зададим формулой

1∫
−1

P (t)Q(t) dt:

Векторы 1; t; t2 образуют базис в R. Применим к этому базису
процесс ортогонализации: e1 = 1; вектор e2 ищем в виде: t + ¸ · 1;
из условия ортогональности

0 = (t + ¸ · 1; 1) =

1∫
−1

(t + ¸) dt = 2¸

получаем ¸ = 0. Значит, e2 = t. Вектор e3 ищем в виде: t2+�t+‚·1.

Из условий ортогональности получаем � = 0, ‚ = −1
3

, т. е. e3 =

= t2 − 1
3

. Окончательно получаем ортогональный базис 1; t; t2 − 1
3

.

Если разделить каждый вектор на его длину, то получим ортого-
нальный нормированный базис.

3. Пусть R — пространство многочленов степени не выше чем
n − 1. Скалярное произведение определим так же, как и в преды-
дущем примере.

Возьмем базис 1; t; t2; : : : ; tn−1. Процесс ортогонализации при-
водит нас, как и в примере 2, к последовательности многочленов

1; t; t2 − 1
3

; t3 − 3
5

t; : : :

Эти многочлены с точностью до множителей совпадают с много-
членами

1

2k · k!

dk(t2 − 1)k

dtk
;

которые называются многочленами Лежандра. Многочлены Ле-
жандра образуют ортогональный, но не нормированный базис
в R. Умножая каждый из этих многочленов на соответствующий
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множитель, мы можем построить ортогональный и нормирован-
ный базис; его элементы будем обозначать через Pk(t).

Пусть e1; e2; : : : ; en — ортогональный нормирован-
ный базис евклидова пространства R. Найдем, как вы-
ражается скалярное произведение двух векторов через
их координаты в этом базисе. Пусть ‰1; ‰2; : : : ; ‰n — ко-
ординаты вектора x, а ”1; ”2; : : : ; ”n — координаты век-
тора y в этом базисе, т. е.

x = ‰1e1 + ‰2e2 + : : : + ‰nen;

y = ”1e1 + ”2e2 + : : : + ”nen:

Тогда

(x; y) = (‰1e1 + ‰2e2 + : : : + ‰nen; ”1e1 + ”2e2 + : : : + ”nen);

и так как

(ei; ek) =
{

1 при i = k;

0 при i 	= k;

то
(x; y) = ‰1”1 + ‰2”2 + : : : + ‰n”n; (6)

т. е. в нормированном ортогональном базисе скалярное
произведение двух векторов равно сумме произведений
их соответствующих координат (ср. пример 2 § 2).

У п р а ж н е н и я. 1. Показать, что в произвольном базисе
f1; f2; : : : ; fn скалярное произведение задается формулой

(x; y) =

n∑
i;k=1

aik‰i”k;

где aik = aki, а ‰1; ‰2; : : : ; ‰n и ”1; ”2; : : : ; ”n — координаты векто-
ров x и соответственно y.

2. Показать, что если в некотором базисе f1; f2; : : : ; fn скаляр-
ное произведение задается формулой

(x; y) = ‰1”1 + ‰2”2 + : : : + ‰n”n;

где ‰1; ‰2; : : : ; ‰n и ”1; ”2; : : : ; ”n — координаты векторов x и y, то
этот базис является ортогональным и нормированным.
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Найдем координаты вектора x в нормированном ор-
тогональном базисе e1; e2; : : : ; en.

Пусть
x = ‰1e1 + ‰2e2 + : : : + ‰nen:

Умножив обе части этого равенства скалярно на e1, по-
лучим

(x; e1) = ‰1(e1; e1) + ‰2(e2; e1) + : : : + ‰n(en; e1) = ‰1

и, аналогично,

‰2 = (x; e2); : : : ; ‰n = (x; en): (7)

Итак: координаты вектора в ортогональном нормиро-
ванном базисе суть скалярные произведения этого век-
тора на соответствующие базисные векторы.

Скалярное произведение вектора x на вектор e дли-
ны единица естественно назвать проекцией вектора x
на вектор e. Доказанное утверждение означает, что,
как и в аналитической геометрии, координаты вектора
в ортогональном нормированном базисе суть проекции
этого вектора на базисные векторы (на оси коорди-
нат).

П р и м е р ы. 1. Пусть P0(t); P1(t); : : : ; Pn(t) — нормирован-
ные многочлены Лежандра нулевой, первой, : : : , n-й степени.
Пусть, далее, Q(t) — произвольный многочлен степени n. Пред-
ставим Q(t) в виде линейной комбинации многочленов Лежандра.
Совокупность многочленов степени � n образуют (n + 1)-мер-
ное линейное пространство, P0(t); P1(t); : : : ; Pn(t) образуют орто-
гональный базис в нем. Поэтому всякий многочлен степени � n
представим в виде

Q(t) = c0P0(t) + c1P1(t) + : : : + cnPn(t):

Коэффициенты ci, как это следует из (7), вычисляются по фор-
мулам

ci =

1∫
−1

Q(t)Pi(t) dt:
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2. Рассмотрим на интервале (0; 2ı) систему функций

1; cos t; sin t; cos 2t; sin 2t; : : : ; cos nt; sin nt: (8)

Их линейная комбинация

P (t) =
a0

2
+ a1 cos t + b1 sin t + a2 cos 2t + : : : + bn sin nt

называется тригонометрическим многочленом n-го порядка. Со-
вокупность тригонометрических многочленов n-го порядка обра-
зует (2n + 1)-мерное пространство R1. Определим в R1 скалярное
произведение, как обычно, т. е. положим

(P; Q) =

2ı∫
0

P (t)Q(t) dt:

Легко проверить, что система (8) будет ортогональным базисом.
Действительно,

2ı∫
0

cos kt cos lt dt = 0; если k �= l;

2ı∫
0

sin kt cos lt dt = 0;

2ı∫
0

sin kt sin lt dt = 0; если k �= l:

Так как

2ı∫
0

sin2 kt dt =

2ı∫
0

cos2 kt dt = ı; а

2ı∫
0

1 dt = 2ı;

то функции

1√
2ı

;
1√
ı

cos t;
1√
ı

sin t; : : : ;
1√
ı

cos nt;
1√
ı

sin nt (8′)

образуют в R1 ортогональный нормированный базис.
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2. Перпендикуляр из точки на подпространство.
Кратчайшее расстояние от точки до подпростран-
ства ∗).

О п р е д е л е н и е 2. Пусть R1 — подпростран-
ство евклидова пространства R. Мы будем говорить,
что вектор h ∈ R ортогонален подпространству R1,
если он ортогонален любому вектору x из R1.

Если вектор h ортогонален векторам e1; e2; : : : ; em,
то он ортогонален любой их линейной комбинации. Дей-
ствительно, из равенств

(h; ei) = 0

следует, что для любых чисел –1; –2; : : : ; –m

(h; –1e1 + –2e2 + : : : + –mem) = 0:

Поэтому, для того чтобы вектор h был ортогонален
m-мерному подпространству R1, достаточно, чтобы он
был ортогонален m линейно независимым векторам из
R1 (базису в R1

∗∗)).

У п р а ж н е н и е. Показать, что совокупность всех векторов
y ∈ R, ортогональных к подпространству R1, также образует
подпространство пространства R. Это подпространство называ-
ется ортогональным дополнением к подпространству R1 в прос-
транстве R.

Рассмотрим в пространстве R некоторое m-мерное
подпространство R1

∗∗∗) и вектор f , не принадлежа-
щий R1. Поставим задачу: опустить перпендикуляр из
точки f на R1, т. е. найти вектор f0 из R1 такой,
чтобы вектор h = f − f0 был ортогонален R1. Век-
тор f0 называется при этом ортогональной проекцией

∗) Этот пункт можно при первом чтении пропустить.
∗∗) Для случая, когда R1 есть плоскость, эта теорема в элемен-

тарной геометрии называется теоремой о двух перпендикулярах.
∗∗∗) Размерность самого пространства R для нас несуще-

ственна. Оно может быть даже бесконечномерным.
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вектора f на подпространство R1. Несколько позже
мы увидим, что эта задача всегда имеет решение, при-
том единственное. Сейчас мы покажем, что, как и в
элементарной геометрии, перпендикуляр есть кратчай-
шее расстояние от точки до подпространства. Другими
словами, покажем, что если f1 есть отличный от f0

вектор из R1, то

|f − f1| > |f − f0|:
Действительно, вектор f0 − f1, как разность двух век-
торов из R1, принадлежит R1 и, следовательно, ортого-
нален вектору h = f − f0. По теореме Пифагора имеем:

|f − f0|2 + |f0 − f1|2 = |f − f0 + f0 − f1|2 = |f − f1|2
и, значит,

|f − f1| > |f − f0|:
Покажем теперь, как фактически вычислить по f

его ортогональную проекцию f0 на подпространство R1

(т. е. опустить перпендикуляр из f на R1). Пусть базис
подпространства R1 состоит из векторов e1; e2; : : : ; em.
Будем искать вектор f0 в виде

f0 = c1e1 + c2e2 + : : : + cmem; (9)

где коэффициенты ck найдем из условия ортогонально-
сти f − f0 к R1. Для того чтобы эта ортогональность
имела место, необходимо и достаточно, чтобы выпол-
нялись m равенств (f − f0; ek) = 0 (k = 1; 2; : : : ; m), т. е.

(f0; ek) = (f; ek): (10)

Подставляя сюда вместо f0 его выражение (9), получа-
ем систему m уравнений

c1(e1; ek) + c2(e2; ek) + : : : + cm(em; ek) = (f; ek)
(k = 1; 2; : : : ; m) (11)

относительно чисел ci.
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Рассмотрим сначала отдельно часто встречающий-
ся случай, когда базис e1; e2; : : : ; em — ортогональный и
нормированный. В этом случае задача решается осо-
бенно просто. Действительно, система (11) превраща-
ется в таком базисе в систему равенств

ci = (f; ei); (12)

сразу определяющих нужные коэффициенты.
Так как в каждом m-мерном подпространстве можно

выбрать ортогональный нормированный базис, то мы
доказали, таким образом, что у каждого вектора f су-
ществует, и притом только одна, ортогональная про-
екция f0 на подпространство R1.

Вернемся теперь к случаю произвольного базиса.
В этом случае система (11) также должна иметь един-
ственное решение. Действительно, вектор f0, по дока-
занному, существует и притом только один. В базисе
e1; e2; : : : ; em вектор f0 имеет вполне определенные ко-
ординаты c1; c2; : : : ; cm. Так как эти числа удовлетво-
ряют системе (11), то эта система имеет, следователь-
но, единственное решение. Система m уравнений с не-
известными может иметь единственное решение, лишь
если ее определитель отличен от нуля. Отсюда следует,
что определитель системы (11)∣∣∣∣∣∣∣∣

(e1; e1) (e2; e1) : : : (em; e1)
(e1; e2) (e2; e2) : : : (em; e2)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(e1; em) (e2; em) : : : (em; em)

∣∣∣∣∣∣∣∣
отличен от нуля. Этот определитель называется опре-
делителем Грама векторов e1; e2; : : : ; em.

Итак, пусть задано подпространство R1 с базисом
e1; : : : ; em и произвольный вектор f пространства R.
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Ортогональная проекция f0 вектора f на R1 имеет
вид

f0 = c1e1 + : : : + cmem:

При этом, если базис e1; e2; : : : ; em ортогонален, то

ci = (f; ei):

Если же базис e1; : : : ; em произволен, то коэффициен-
ты ci определяются как решение системы (11).

П р и м е р 1. С п о с о б н а и м е н ь ш и х к в а -
д р а т о в . Предположим, что величина y есть линей-
ная функция величин x1; : : : ; xm, т. е. что

y0 = c1x1 + : : : + cmxm;

где c1; : : : ; cm — постоянные, неизвестные нам коэффи-
циенты. Часто коэффициенты c1; : : : ; cm определяются
экспериментально. Для этого производится ряд изме-
рений величин x1; : : : ; xm и y. Обозначим результаты
k-го измерения через x1k; : : : ; xmk и, соответственно, yk.
Коэффициенты c1; : : : ; cm можно было бы попытаться
определить из системы уравнений

x11c1 + x21c2 + : : : + xm1cm = y1;

x12c1 + x22c2 + : : : + xm2cm = y2;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
x1nc1 + x2nc2 + : : : + xmncm = yn:

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭ (13)

Здесь число уравнений n равно числу произведенных
измерений и обычно превосходит число неизвестных
(n > m). Так как измерение величин x1; : : : ; xm; y не-
избежно связано с погрешностями, то система (13), во-
обще говоря, противоречива и о ее точном решении го-
ворить бессмысленно. Поэтому уравнениям (13) мож-
но удовлетворить лишь приближенно. Таким образом,
ставится задача разыскать такие значения неизвест-
ных c1; : : : ; cm, при которых левые части уравнения (13)



56 n-мерное пространство [гл. i

были бы возможно более близки к соответствующим
правым частям. В качестве �меры близостиъ берется
так называемое квадратичное уклонение левых частей
уравнений от свободных членов, т. е. величина

n∑
k=1

(x1kc1 + x2kc2 + : : : + xmkcm − yk)2: (14)

Нам нужно найти числа c1; c2; : : : ; cm, при которых ква-
дратичное уклонение имеет наименьшее значение. Эту
задачу на минимум можно решить непосредственно.
Однако ее решение можно сразу получить из резуль-
татов, изложенных выше.

В самом деле, рассмотрим n-мерное евклидово про-
странство и в нем векторы e1 = (x11; x12; : : : ; x1n),
e2 == (x21; : : : ; x2n), : : : , em = (xm1; : : : ; xmn) и f =
= (y1; : : : ; yn). Правые части уравнений системы (13)
являются компонентами вектора f , левые части — век-
тора

c1e1 + c2e2 + : : : + cmem:

Выражение (14) есть, следовательно, квадрат расстоя-
ния вектора c1e1 +c2e2 + : : :+cmem от вектора f . Таким
образом, условие, чтобы квадратичное уклонение бы-
ло минимальным, равносильно следующей задаче: вы-
брать числа c1; c2; : : : ; cm так, чтобы расстояние от век-
тора f до вектора f0 = c1e1 + c2e2 + : : : + cmem было
наименьшим. Если обозначить через R1 подпростран-
ство n-мерного пространства, состоящее из линейных
комбинаций векторов e1; e2; : : : ; em

∗), то задача состоит
в нахождении проекции вектора f на это подпростран-
ство. Как мы видели (формула (11)), числа c1; c2; : : : ; cm,

∗) Мы предполагаем,что ранг матрицы системы (13) равен m
и, следовательно, векторы e1; e2; : : : ; em линейно независимы.
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решающие эту задачу, находятся из системы уравнений

(e1; e1)c1 +(e2; e1)c2+: : :+(em; e1)cm = (f; e1);

(e1; e2)c1 +(e2; e2)c2+: : :+(em; e2)cm = (f; e2);

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(e1; em)c1 +(e2; em)c2+: : :+(em; em)cm = (f; em);

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭ (15)

где

(f; ek) =
n∑

j=1

xkjyj; (ei; ek) =
n∑

j=1

xijxkj:

Система (15) называется в этом случае системой
нормальных уравнений. Итак, приближенное решение
системы (13) состоит в замене ее нормальной систе-
мой (15) m уравнений с m неизвестными. Изложенный
метод называется способом наименьших квадратов.

У п р а ж н е н и е. Решить по способу наименьших квадратов
систему уравнений

2c = 3;

3c = 4;

4c = 5:

Р е ш е н и е. e1 = (2; 3; 4), f = (3; 4; 5): Нормальная система
сводится в этом случае к одному уравнению:

(e1; e1)c = (e1; f);

т. е.

29c = 40; c =
40
29

:

Для случая, когда система (13) есть система n урав-
нений с одним неизвестным

x1c = y1;

x2c = y2;

. . . . . .
xnc = yn;

(13′)
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решение запишется следующим образом:

c =
(x; y)
(x; x)

=

n∑
k=1

xkyk

n∑
k=1

x2
k

:

Приближенное решение системы (13′) может быть ис-
толковано геометрически как проведение через начало
координат прямой, проходящей �возможно более близ-
коъ от совокупности точек (x1; y1); (x2; y2); : : : ; (xn; yn).
Число c представляет тогда угловой коэффициент та-
кой прямой.

П р и м е р 2. П р и б л и ж е н и е ф у н к ц и й т р и г о -
н о м е т р и ч е с к и м и м н о г о ч л е н а м и. Пусть f(t) — не-
которая непрерывная функция, заданная на интервале (0; 2ı). Ча-
сто бывает нужно подобрать тригонометрический многочлен P (t)
данного порядка, возможно меньше отличающийся от f(t). В ка-
честве меры отклонения P (t) от f(t) мы возьмем квадратичное
уклонение, которое задается формулой

2ı∫
0

[f(t) − P (t)]2 dt: (16)

Итак, точная постановка рассматриваемой задачи такова: среди
всех тригонометрических многочленов порядка n

P (t) =
a0

2
+ a1 cos t + b1 sin t + : : : + an cos nt + bn sin nt (17)

найти тот, квадратичное уклонение которого от заданной фун-
кции f(t) минимально.

Введем в рассмотрение пространство R непрерывных функ-
ций на отрезке (0; 2ı). Скалярное произведение в этом простран-
стве зададим, как обычно, интегралом

(f; g) =

2ı∫
0

f(t)g(t) dt:

Длина вектора выражается тогда формулой

|f | =

√∫ 2ı

0

[f(t)]2 dt;
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и следовательно, квадратичное уклонение (16) есть в нашем про-
странстве просто квадрат расстояния от f(t) до P (t). Тригоно-
метрические многочлены вида (17) образуют в R подпростран-
ство R1 размерности 2n + 1. Нам нужно найти элемент из R1, на-
ходящийся на минимальном расстоянии от f(t). Эта задача снова
решается опусканием перпендикуляра из точки f(t) на подпро-
странство R1.

Так как функции

e0 =
1√
2ı

; e1 =
cos t√

ı
; e2 =

sin t√
ı

; : : : ; e2n−1 =
cos nt√

ı
; e2n =

sin nt√
ı

образуют ортогональный и нормированный базис в этом подпро-
странстве (см. пример 2 предыдущего пункта), то решением этой
задачи служит линейная комбинация базисных векторов

P (t) =
2n∑

k=0

ckek; (18)

где
ck = (f; ek);

т. е., вспоминая определение скалярного произведения, имеем:

c0 =
1√
2ı

2ı∫
0

f(t) dt; c2k−1 =
1√
ı

2ı∫
0

f(t) cos kt dt;

c2k =
1√
ı

2ı∫
0

f(t) sin kt dt (k = 1; : : : ; n):

Подставляя ck и ek (k = 1; : : : ; n) в формулу (18), мы приходим,
таким образом, к следующему результату: для того чтобы опре-
делить тригонометрический многочлен

P (t) =
a0

2
+

n∑
k=1

(ak cos kt + bk sin kt);

квадратичное уклонение которого от заданной функции f(t) ми-
нимально, надо определить коэффициенты ak; bk по формулам

a0 =
1
ı

2ı∫
0

f(t) dt; ak =
1
ı

2ı∫
0

f(t) cos kt dt; bk =
1
ı

2ı∫
0

f(t) sin kt dt:

Так определенные числа ak; bk называются коэффициентами
Фурье функции f(t).
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3. Изоморфизм евклидовых пространств. Мы рас-
смотрели ряд примеров n-мерных евклидовых про-
странств. Эти пространства отличались одно от дру-
гого во всяком случае способом задания векторов (так,
в примере 2 § 2 вектор есть совокупность n чисел, в
примере 5 § 2 — многочлен и т. д.).

Возникает вопрос: какие из этих пространств дей-
ствительно различны и для каких различие является
лишь чисто внешним, т. е. различны лишь способы за-
дания этих пространств?

Для того чтобы вопрос был точно поставлен, нуж-
но определить, какие два евклидовых пространства мы
будем считать лишь несущественно различающимися
(изоморфными).

О п р е д е л е н и е 3. Два евклидовых пространс-
тва R и R1 называются изоморфными, если между их
элементами можно установить взаимно однозначное
соответствие x ↔ x′ (x ∈ R, x′ ∈ R′) так, что:

1◦ Если x ↔ x′ и y ↔ y′, то x + y ↔ x′ + y′, т. е.
если вектору x ∈ R соответствует вектор x′ ∈ R′,
а вектору y ∈ R соответствует вектор y′ ∈ R′, то
сумме x + y соответствует сумма x′ + y′.

2◦ Если x ↔ x′, то –x ↔ –x′.
3◦ Если x ↔ x′ и y ↔ y′, то (x; y) = (x′; y′), т. е. ска-

лярные произведения соответствующих пар векторов
равны между собой.

Таким образом, евклидовы пространства R1 и R2

изоморфны, если они изоморфны как линейные прос-
транства и этот изоморфизм таков, что он сохраняет
скалярное произведение соответствующих векторов.

Если в каком-нибудь n-мерном евклидовом прост-
ранстве R доказана теорема, сформулированная в тер-
минах сложения, умножения на числа и скалярного про-
изведения векторов, то эта же теорема верна и в любом
изоморфном ему пространстве. В самом деле, если как
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в формулировке, так и в доказательстве такой теоремы
заменить векторы из R соответствующими им вектора-
ми из R′, то в силу свойств 1◦, 2◦, 3◦ определения изо-
морфизма все рассуждения останутся справедливыми,
т. е. соответствующая теорема верна и в R′.

Вернемся к вопросу, поставленному ранее. Оказыва-
ется, что имеет место следующая

Т е о р е м а 2. Все евклидовы пространства дан-
ной размерности изоморфны между собой.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Докажем, что все n-мер-
ные евклидовы пространства изоморфны специально
выбранному �стандартномуъ n-мерному пространству.
Тем самым будет доказано, что все n-мерные евклидо-
вы пространства изоморфны между собой.

В качестве такого стандартного n-мерного прост-
ранства R′ мы возьмем рассмотренное в § 2 (пример 2)
пространство, в котором вектор определяется как со-
вокупность действительных чисел x′ = (‰1; ‰2; : : : ; ‰n), а
скалярное произведение векторов x′ = (‰1; ‰2; : : : ; ‰n) и
y′ = (”1; ”2; : : : ; ”n) задается формулой

(x′; y′) = ‰1”1 + ‰2”2 + : : : + ‰n”n:

Пусть нам дано какое-либо n-мерное евклидово про-
странство R; выберем в нем нормированный ортого-
нальный базис e1; e2; : : : ; en (мы доказали ранее, что во
всяком евклидовом пространстве такой базис существу-
ет). Поставим в соответствие вектору

x = ‰1e1 + ‰2e2 + : : : + ‰nen;

совокупность n чисел ‰1; ‰2; : : : ; ‰n, т. е. вектор

x′ = (‰1; ‰2; : : : ; ‰n)

из R′.
Покажем, что установленное соответствие есть изо-

морфизм.
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Это соответствие взаимно однозначно. Нужно про-
верить, что выполнены условия 1◦–3◦ определения изо-
морфизма.

Свойства 1◦ и 2◦ очевидны.
Проверим свойство 3◦, т. е. равенство скалярных

произведений соответствующих друг другу пар век-
торов. Пользуясь выведенной выше (стр. 49) формулой
для скалярного произведения в ортогональном норми-
рованном базисе, имеем:

(x; y) = ‰1”1 + ‰2”2 + : : : + ‰n”n:

С другой стороны, по определению скалярного произ-
ведения в пространстве R′ (пример 2 § 2) имеем:

(x′; y′) = ‰1”1 + ‰2”2 + : : : + ‰n”n:

Таким образом,
(x; y) = (x′; y′);

т. е. равенство скалярных произведений доказано.
Теорема полностью доказана.
У п р а ж н е н и е. Доказать эту теорему методом, аналогич-

ным доказательству в п. 4 § 1.

Из теоремы об изоморфизме можно вывести инте-
ресное следствие: любое геометрическое утверждение
о двух или трех векторах достаточно проверить в из-
вестном из элементарной геометрии трехмерном прос-
транстве ∗). В самом деле, линейная комбинация этих
векторов образует подпространство нашего простран-
ства не более трех измерений. В силу теоремы о изо-
морфизме это подпространство изоморфно обычному
трехмерному пространству (либо его подпространству)

∗) Геометрической теоремой мы будем называть утвержде-
ние о векторах, которое может быть сформулировано в терминах
сложения векторов, умножения их на числа и скалярного произ-
ведения.
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и, следовательно, наше утверждение достаточно прове-
рить в последнем пространстве.

В частности, справедливость неравенства Коши–
Буняковского (являющегося утверждением о паре век-
торов) следует из того, что оно верно в элементарной
геометрии (см. пример 1, стр. 42). Мы получаем, та-
ким образом, новое доказательство неравенства Коши–
Буняковского.

Еще один пример. В § 2 мы доказали неравенство (7)

|x + y| � |x| + |y|:
В элементарной геометрии это неравенство означает,
что длина диагонали параллелограмма не превосходит
суммы длин двух смежных сторон, и доказывается в
любом учебнике элементарной геометрии. Следователь-
но, в силу сказанного ранее, это неравенство справед-
ливо в любом евклидовом пространстве. Теорема о изо-
морфизме дает нам, таким образом, возможность полу-
чить, например, неравенство√√√√√ b∫

a

(f(t) + g(t))2 dt �

√√√√√ b∫
a

f 2(t) dt +

√√√√√ b∫
a

g2(t) dt;

являющееся неравенством (7) § 2 в пространстве фун-
кций (пример 4 § 2) как непосредственное следствие
только что сформулированной теоремы из элементар-
ной геометрии.

§ 4. Билинейные и квадратичные формы

В этом параграфе мы будем опять заниматься аф-
финным пространством, а именно, будем изучать про-
стейшие числовые функции от векторов в аффинном
пространстве.
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1. Линейная функция. Простейшей функцией в аф-
финном пространстве является линейная функция.

О п р е д е л е н и е 1. Говорят, что в аффинном
пространстве задана линейная функция (линейная
форма), если каждому вектору x поставлено в соот-
ветствие число f(x), так что при этом выполнены
условия:

1◦ f(x + y) = f(x) + f(y):
2◦ f(–x) = –f(x):
Выберем в n-мерном пространстве произвольный ба-

зис e1; e2; : : : ; en. Так как каждый вектор x можно пред-
ставить в виде

x = ‰1e1 + ‰2e2 + : : : + ‰nen;

то в силу свойств линейной функции имеем:

f(x) = f(‰1e1 + ‰2e2 + : : : + ‰nen) =
= ‰1f(e1) + ‰2f(e2) + : : : + ‰nf(en):

Итак: в n-мерном пространстве с заданным базисом
линейная функция может быть представлена в виде

f(x) = a1‰1 + a2‰2 + : : : + an‰n; (1)

где ai = f(ei) — постоянные, зависящие лишь от вы-
бора базиса, а ‰1; ‰2; : : : ; ‰n — координаты вектора в
этом базисе.

Таким образом, данное выше определение линейной
функции совпадает, по существу, с принятым в алгебре
определением линейной функции (линейной формы); на-
до лишь иметь в виду, что в нашем случае коэффици-
енты зависят от выбора базиса.

Выясним, как меняются коэффициенты линейной
функции при замене одного базиса другим.

Пусть e1; e2; : : : ; en и e′1; e′2; : : : ; e′n — два базиса в R.
Пусть, далее, векторы e′i выражаются через базис e1;
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e2; : : : ; en формулами

e′1 = ¸11e1 + ¸21e2 + : : : + ¸n1en;

e′2 = ¸12e1 + ¸22e2 + : : : + ¸n2en;
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
e′n = ¸1ne1 + ¸2ne2 + : : : + ¸nnen:

Пусть в базисе e1; e2; : : : ; en линейная функция выража-
ется формулой

f(x) = a1‰1 + a2‰2 + : : : + an‰n;

а в базисе e′1; e′2; : : : ; e′n — формулой

f(x) = a′
1‰′1 + a′

2‰′2 + : : : + a′
n‰′n:

Так как ai = f(ei), а a′
k = f(e′k), то

a′
k = f(¸1ke1 + ¸2ke2 + : : : + ¸nken) =

= ¸1kf(e1) + ¸2kf(e2) + : : : + ¸nkf(en) =
= ¸1ka1 + ¸2ka2 + : : : + ¸nkan:

Мы видим, следовательно, что коэффициенты линейной
формы преобразуются при переходе к другому базису
так же, как векторы базиса (или, как иногда говорят,
когредиентно векторам базиса).

П р и м е р 1. В пространстве, векторами которого
являются непрерывные функции ’(t), заданные на от-
резке [a; b], рассмотрим функцию f(’), заданную фор-
мулой

f(’) =

b∫
a

’(t) dt:

Эта функция линейна, так как выполняются условия 1◦
и 2◦.

Действительно, первое из них означает, что инте-
грал суммы равен сумме интегралов, а второе означа-
ет, что постоянный множитель можно выносить за знак
интеграла.
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П р и м е р 2. В том же пространстве рассмотрим
функцию f(’), определенную следующим образом. Вы-
берем на отрезке [a; b] некоторое значение t = t0 и по-
ложим

f(’) = ’(t0):

Проверьте, что эта функция f(’) также линейна.
2. Билинейные формы. Существенную роль в даль-

нейшем будут играть билинейные и квадратичные фун-
кции (формы).

О п р е д е л е н и е 2. Мы говорим, что A(x; y)
есть билинейная функция (билинейная форма) от век-
торов x и y, если:

1◦ при фиксированном y A(x; y) есть линейная фун-
кция от x,

2◦ при фиксированном x A(x; y) есть линейная фун-
кция от y.

Иными словами, в силу определения линейной функ-
ции условия 1◦ и 2◦ означают соответственно

1◦ A(x1 + x2; y) = A(x1; y) + A(x2; y);
A(–x; y) = –A(x; y):

2◦ A(x; y1 + y2) = A(x; y1) + A(x; y2);
A(x; —y) = —A(x; y):

П р и м е р ы. 1. Рассмотрим n-мерное пространст-
во, в котором вектор есть совокупность n чисел. Поло-
жим

A(x; y) = a11‰1”1 + a12‰1”2 + : : : + a1n‰1”n +
+ a21‰2”1 + a22‰2”2 + : : : + a2n‰2”n +
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
+ an1‰n”1 + an2‰n”2 + : : : + ann‰n”n; (2)

где x есть вектор (‰1; ‰2; : : : ; ‰n), а y — вектор
(”1; ”2; : : : ; ”n). Формула (2) определяет билиней-
ную функцию. В самом деле, если зафиксировать y,
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т. е. считать ”1; ”2; : : : ; ”n постоянными, то
n∑

i;k=1

aik‰i”k

зависит от ‰i линейно, т. е. есть линейная функция
от x = (‰1; ‰2; : : : ; ‰n), а при постоянных ‰1; ‰2; : : : ; ‰n

форма A(x; y) — линейная функция от y.
2. В пространстве, в котором векторами являют-

ся непрерывные функции f(t), рассмотрим следующий
пример билинейной функции. Пусть K(s; t) — некото-
рая непрерывная функция переменных s и t. Положим

A(f ; g) =

b∫
a

b∫
a

K(s; t)f(s)g(t) ds dt:

A(f ; g) есть билинейная функция векторов f и g.
Действительно, условия 1◦ и 2◦ проверяются так же,

как и в примере 1 предыдущего пункта.
Если K(s; t) ≡ 1, то

A(f ; g) =

b∫
a

b∫
a

f(s)g(t) ds dt =

b∫
a

f(s) ds

b∫
a

g(t) dt;

т. е. A(f; g) есть произведение линейных функций
b∫

a

f(s) ds и

b∫
a

g(t) dt.

У п р а ж н е н и е. Показать, что если f(x) и g(y) — линейные
функции, то их произведение f(x) ·g(y) есть билинейная функция.

О п р е д е л е н и е 3. Билинейная функция (фор-
ма) называется симметрической, если для любых век-
торов x и y имеет место равенство

A(x; y) = A(y; x):

В приведенном выше примере 1 определенная форму-
лой (2) билинейная форма A(x; y) симметрична тогда и
только тогда, когда aik = aki для любых i и k.
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Скалярное произведение (x; y) в евклидовом прост-
ранстве является примером симметрической билиней-
ной формы.

В самом деле, аксиомы 1◦, 2◦, 3◦ скалярного произ-
ведения (§ 2) как раз и означают, что скалярное произ-
ведение есть симметрическая билинейная форма.

3. Матрица билинейной формы. Мы определили би-
линейную форму аксиоматически. Выберем теперь в
n-мерном пространстве какой-либо базис e1; e2; : : : ; en и
выразим билинейную форму A(x; y) через координаты
‰1; ‰2; : : : ; ‰n и ”1; ”2; : : : ; ”n векторов x и y в этом базисе.
Мы имеем:

A(x; y) = A(‰1e1+‰2e2+: : :+‰nen; ”1e1+”2e2+: : :+”nen):

В силу свойств 1◦ и 2◦ билинейной формы

A(‰1e1 + ‰2e2 + : : : + ‰nen; ”1e1 + ”2e2 + : : : + ”nen) =
= ‰1”1A(e1; e1) + ‰1”2A(e1; e2) + : : : + ‰1”nA(e1; en) +
+ ‰2”1A(e2; e1) + ‰2”2A(e2; e2) + : : : + ‰2”nA(e2; en) +

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
+ ‰n”1A(en; e1) + ‰n”2A(en; e2) + : : : + ‰n”nA(en; en);

или, короче

A(x; y) =
n∑

i;k=1

A(ei; ek)‰i”k:

Обозначим постоянные A(ei; ek) через aik. Тогда имеем:
при заданном базисе e1; e2; : : : ; en всякая билинейная

форма в n-мерном пространстве может быть записа-
на в виде

A(x; y) =
n∑

i;k=1

aik‰i”k; (3)

где ‰1; ‰2; : : : ; ‰n — координаты вектора x, а ”1; ”2; : : :
: : : ; ”n — координаты вектора y в данном базисе.
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Числа aik зависят от выбора базиса и вычисляются
по формулам

aik = A(ei; ek): (4)

Матрица A = ‖aik‖ называется матрицей билиней-
ной формы A(x; y) в базисе e1; e2; : : : ; en.

Таким образом, в каждом базисе билинейная форма
A(x; y) определяется своей матрицей A = ‖aik‖.

П р и м е р. Пусть R — трехмерное пространство, векторами
которого являются тройки чисел (‰1; ‰2; ‰3). Зададим в R били-
нейную форму A(x; y) формулой

A(x; y) = ‰1”1 + 2‰2”2 + 3‰3”3:

Возьмем в R в качестве базиса три вектора

e1 = (1; 1; 1); e2 = (1; 1;−1); e3 = (1;−1;−1):

Найдем матрицу A билинейной формы A(x; y) в этом базисе.
В силу (4) получим:

a11 = 1 · 1 + 2 · 1 · 1 + 3 · 1 · 1 = 6;

a12 = a21 = 1 · 1 + 2 · 1 · 1 + 3 · 1 · (−1) = 0;

a22 = 1 · 1 + 2 · 1 · 1 + 3 · (−1) · (−1) = 6;

a13 = a31 = 1 · 1 + 2 · 1 · (−1) + 3 · 1 · (−1) = −4;

a23 = a32 = 1 · 1 + 2 · 1 · (−1) + 3 · (−1) · (−1) = 2;

a33 = 1 · 1 + 2 · (−1) · (−1) + 3 · (−1) · (−1) = 6;

т. е.

A =

⎛
⎝ 6 0 −4

0 6 2
−4 2 6

⎞
⎠ :

Таким образом, если обозначить через (‰′
1; ‰′

2; ‰′
3) и ”′

1; ”′
2; ”′

3 коор-
динаты векторов x и y в базисе e1; e2; e3, то

A(x; y) = 6‰′
1”′

1 − 4‰′
1”′

3 + 6‰′
2”′

2 + 2‰′
2”′

3 − 4‰′
3”′

1 + 2‰′
3”′

2 + 6‰′
3”′

3:

4. Преобразование матрицы билинейной формы при
изменении базиса. Пусть даны в n-мерном пространст-
ве два базиса: e1; e2; : : : ; en и f1; f2; : : : ; fn. Пусть век-
торы f1; f2; : : : ; fn выражаются через векторы базиса
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e1; e2; : : : ; en формулами

f1 = c11e1 + c21e2 + : : : + cn1en;

f2 = c12e1 + c22e2 + : : : + cn2en;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
fn = c1ne1 + c2ne2 + : : : + cnnen:

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭ (5)

Таким образом, c1k; c2k; : : : ; cnk — координаты векто-
ра fk в базисе e1; e2; : : : ; en. Матрицу

C =

⎛
⎜⎝

c11 c12 : : : c1n

c21 c22 : : : c2n

: : : : : : : : : : : : :
cn1 cn2 : : : cnn

⎞
⎟⎠

назовем матрицей перехода от базиса e1; e2; : : : ; en к ба-
зису f1; f2; : : : ; fn.

Пусть A = ‖aik‖ есть матрица билинейной формы
A(x; y) в базисе e1; e2; : : : ; en, а B = ‖bik‖— матрица
той же билинейной формы в базисе f1; f2; : : : ; fn. Наша
задача состоит в том, чтобы по матрице ‖aik‖ найти
матрицу ‖bik‖.

По определению [формула (4)] bpq = A(fp; fq), т. е.
bpq — значение билинейной формы A(x; y) при x = fp,
y = fq; для того чтобы найти его, воспользуемся
формулой (3), подставив в нее вместо ‰1; ‰2; : : : ; ‰n и
”1; ”2; : : : ; ”n координаты векторов fp и fq в базисе
e1; e2; : : : ; en, т. е. числа c1p; c2p; : : : ; cnp и c1q; c2q; : : : ; cnq.
Получим:

bpq = A(fp; fq) =
n∑

i;k=1

aikcipckq: (6)

Это есть искомая формула.
Запишем ее в матричной форме. Для этого поло-

жим c′pi = cip; таким образом, c′pi являются элементами
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матрицы C
′, транспонированной к матрице C. Тогда

bpq =
n∑

i;k=1

c′piaikckq:

В матричной форме это означает ∗):

B = C
′
AC: (7)

Итак: если A и B суть матрицы билинейной фор-
мы A(x; y) соответственно в базисах e1; e2; : : : ; en и
f1; f2; : : : ; fn, то B = C

′
AC, где C — матрица перехо-

да от базиса e1; e2; : : : ; en к базису f1; f2; : : : ; fn, а C
′ —

матрица, транспонированная к матрице C.
5. Квадратичные формы.
О п р е д е л е н и е 4. Пусть A(x; y) — симметри-

ческая билинейная форма. Функция A(x; x), которая
получается из A(x; y), если положить y = x, называ-
ется квадратичной формой.

∗) Произведение двух матриц определяется, как известно,
так: элемент произведения матриц, стоящий на пересечении i-й
строки и k-го столбца, равен сумме произведений элементов i-
й строки первой матрицы на соответствующие элементы k-го
столбца второй матрицы. Удобнее это правило записывать в виде
формулы

cik =

n∑
¸=1

ai¸b¸k;

где ai¸ — элементы первой матрицы, а b¸k — элементы второй ма-
трицы. Отсюда, применяя это правило дважды, можно получить,
что произведение трех матриц вычисляется так: если D = ABC,
то

dik =
n∑

¸;�=1

ai¸b¸�c�k:

Если A
′ — матрица, транспонированная к матрице A, то элемен-

ты матрицы A
′
BC имеют вид

n∑
¸;�=1

a¸ib¸�c�k.
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A(x; y) называется билинейной формой, полярной к
квадратичной форме A(x; x).

Требование симметричности формы A(x; y) в опре-
делении квадратичной формы оправдывается следую-
щим предложением, которое без этого было бы неверно.

Полярная форма A(x; y) однозначно определяется
своей квадратичной формой A(x; x).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из определения билинейной
формы легко следует, что

A(x + y; x + y) = A(x; x) + A(x; y) + A(y; x) + A(y; y):

Отсюда в силу симметрии (т. е. равенства A(x; y) =
= A(y; x)) получаем:

A(x; y) =
1
2

[A(x + y; x + y) − A(x; x) − A(y; y)]:

В правой части этого равенства стоят значения квадра-
тичной формы; следовательно, мы доказали, что били-
нейная форма A(x; y) определяется своей квадратичной
формой ∗).

Выше мы уже доказали, что всякая симметрическая
билинейная форма A(x; y) записывается через коорди-

∗) Функция A(x; x), полученная из произвольной (не обяза-
тельно симметрической) билинейной формы A(x; y), может быть
получена и из симметрической билинейной формой. Действитель-
но, пусть A(x; y) — произвольная билинейная форма; тогда

A1(x; y) =
1
2

[A(x; y) + A(y; x)]

есть снова билинейная форма и притом, как можно видеть, сим-
метрическая. Но

A1(x; x) =
1
2

[A(x; x) + A(x; x)] = A(x; x);

т. е. A1(x; y) приводит нас (при y = x) к той же квадратичной
форме, что и A(x; y).
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наты векторов x и y в виде

A(x; y) =
n∑

i;k=1

aik‰i”k;

где aik = aki. Поэтому:
всякая квадратичная форма A(x; x) при заданном

базисе выражается формулой

A(x; x) =
n∑

i;k=1

aik‰i‰k;

где aik = aki. Введем еще одно важное
О п р е д е л е н и е 5. Квадратичная форма A(x; x)

называется положительно определенной, если для лю-
бого вектора x 	= 0

A(x; x) > 0:

П р и м е р. A(x; x) = ‰2
1 + ‰2

2 + : : : + ‰2
n является, оче-

видно, положительно определенной квадратичной фор-
мой.

Пусть A(x; x) — положительно определенная квадра-
тичная форма и A(x; y) — ее полярная форма. В силу
сформулированных выше определений это означает:

1◦ A(x; y) = A(y; x).
2◦ A(x1 + x2; y) = A(x1; y) + A(x2; y).
3◦ A(–x; y) = –A(x; y).
4◦ A(x; x) � 0 и A(x; x) > 0 при x 	= 0.
Мы видим, что эти условия совпадают с аксиома-

ми скалярного произведения, сформулированными в § 2.
Следовательно,

скалярное произведение есть билинейная форма, со-
ответствующая положительно определенной квадра-
тичной форме, и любая такая форма может быть
принята за скалярное произведение.

Поэтому мы можем определить евклидово простран-
ство следующим образом.
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Евклидовым пространством называется аффинное
пространство, в котором выбрана какая-нибудь фик-
сированная положительно определенная квадратичная
форма A(x; x). Значение A(x; y) соответствующей ∗)
ей билинейной формы считается при этом скалярным
произведением ∗∗) векторов x и y.

§ 5. Приведение квадратичной формы
к сумме квадратов

Мы знаем уже, что выражение квадратичной формы
A(x; x) через координаты вектора x зависит от выбора
базиса. В этом параграфе будет показано, как привести
квадратичную форму к сумме квадратов, т. е. выбрать
такой базис (систему координат), в котором квадра-
тичная форма имеет простой вид

A(x; x) = –1‰2
1 + –2‰2

2 + : : : + –n‰2
n: (1)

Пусть в некотором базисе f1; f2; : : : ; fn имеем равен-
ство

A(x; x) =
n∑

i;k=1

aik”i”k; (2)

где ”1; ”2; : : : ; ”n — координаты вектора x в этом бази-
се. Будем постепенно преобразовывать базис так, что-
бы в формуле (2) пропадали произведения координат
с различными индексами. Так как каждому преобра-
зованию базиса отвечает определенное преобразование
координат (см. § 1, п. 6) и обратно, то мы можем писать
формулы преобразования координат.

Для приведения формы A(x; x) к сумме квадратов
нам нужно будет, чтобы хоть один из коэффициентов

∗) Мы уже доказали, что билинейная форма A(x; y) однознач-
но определяется своей квадратичной формой A(x; x).

∗∗) Выше оно обозначалось (x; y), а не A(x; y).
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akk (коэффициент при ”2
k) был отличен от нуля. Этого

всегда можно добиться. Действительно, предположим,
что форма A(x; x), не равная тождественно нулю, не со-
держит ни одного квадрата переменного; тогда она со-
держит хотя бы одно произведение, например, 2a12”1”2.
Заменим координаты ”1 и ”2 по формулам

”1 = ”′
1 + ”′

2;

”2 = ”′
1 − ”′

2;

не изменяя остальных переменных. При этом преобра-
зовании член 2a12”1”2 перейдет в 2a12(”′2

1 − ”′2
2 ), и так

как, по предположению, a11 = a22 = 0, то он ни с чем не
может сократиться, т. е. коэффициент при ”′21 отличен
от нуля.

Будем теперь считать, что уже в формуле (2) ко-
эффициент a11 	= 0 ∗). Выделим в нашей квадратичной
форме члены, содержащие ”1:

a11”2
1 + 2a12”1”2 + : : : + 2a1n”1”n:

Дополним эту сумму до полного квадрата, т. е. запишем
ее в виде

a11”2
1 + 2a12”1”2 + : : : + 2a1n”1”n =

=
1

a11
(a11”1 + : : : + a1n”n)2 − B; (3)

где через B мы обозначили члены, содержащие лишь
квадраты и попарные произведения членов a12”2; : : :
: : : ; a1n”n. После подстановки выражения (3) в (2) рас-
сматриваемая квадратичная форма примет вид

A(x; x) =
1

a11
(a11”1 + : : : + a1n”n)2 + : : : ;

∗) Если a11 = 0, но отличен от нуля коэффициент при ква-
драте какой-нибудь другой координаты, то к рассматриваемому
случаю можно прийти, иначе занумеровав векторы e1; e2; : : : ; en,
что также является некоторым преобразованием этого базиса.
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где невыписанные члены содержат только переменные
”2; : : : ; ”n.

Положим

”∗
1 = a11”1 + a12”2 + : : : + a1n”n;

”∗
2 = ”2;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
”∗

n = ”n:

Тогда квадратичная форма примет вид

A(x; x) =
1

a11
”∗2

1 +
n∑

i;k=2

a∗
ik”∗

i ”∗
k:

Выражение
n∑

i;k=1

a∗
ik”∗

i ”∗
k вполне аналогично правой

части формулы (2) с той только разницей, что оно не
содержит первой координаты. Предположим, что коэф-
фициент a∗

22 	= 0 (этого, как мы видели, всегда можно
добиться простыми вспомогательными преобразовани-
ями). Тогда можно произвести новое, аналогичное пер-
вому, преобразование переменных по формулам

”∗∗
1 = ”∗

1 ;

”∗∗
2 = a∗

22”∗
2 + a∗

23”∗
3 + : : : + a∗

2n”∗
n;

”∗∗
3 = ”∗

3 ;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
”∗∗

n = ”∗
n:

В новых переменных форма примет вид

A(x; x) =
1

a11
”∗∗2

1 +
1

a∗22
”∗∗2

2 +
n∑

i;k=3

a∗∗
ik ”∗∗

i ”∗∗
k :

Продолжая этот процесс, мы после конечного числа
шагов придем к переменным ‰1; ‰2; : : : ; ‰n, в которых
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форма A(x; x) будет иметь вид

A(x; x) = –1‰2
1 + –2‰2

2 + : : : + –m‰2
m;

причем m � n.
Мы предоставляем читателю выписать преобразо-

вание базиса, отвечающее каждому из произведенных
преобразований координат (см. п. 6 § 1), и убедиться,
что наши преобразования действительно переводят ба-
зис снова в базис, т. е. что полученные из базиса в ре-
зультате преобразования векторы снова линейно неза-
висимы.

Полагая в случае m < n, что –m+1 = : : : = –n = 0,
мы приходим, таким образом, к следующей теореме:

Т е о р е м а. Пусть в n-мерном пространстве за-
дана произвольная квадратичная форма A(x; x). Тогда
в R существует базис e1; e2; : : : ; en, в котором эта
квадратичная форма имеет вид

A(x; x) = –1‰2
1 + –2‰2

2 + : : : + –n‰2
n;

где ‰1; ‰2; : : : ; ‰n — координаты вектора x в базисе
e1; e2; : : : ; en.

Приведем пример приведения квадратичной формы к сумме
квадратов по описанному методу. Пусть в трехмерном простран-
стве с некоторым базисом f1; f2; f3 задана квадратичная форма

A(x; x) = 2”1”2 + 4”1”3 − ”2
2 − 8”2

3 :

Положим
”1 = ”′

2;

”2 = ”′
1;

”3 = ”′
3:

Тогда получим:

A(x; x) = −”′
1

2
+ 2”′

1”′
2 + 4”′

2”′
3 − 8”′

3
2
:

Дальше, полагая
”∗

1 = − ”′
1 + ”′

2;

”∗
2 = ”′

2;

”∗
3 = ”′

3;
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мы получим новое выражение для квадратичной формы:

A(x; x) = −”∗
1

2
+ ”∗

2
2

+ 4”∗
2 ”∗

3 − 8”∗
3

2
:

Преобразование
‰1 =”∗

1 ;

‰2 = ”∗
2 + 2”∗

3 ;

‰3 = ”∗
3

выделит из нашей квадратичной формы еще один полный ква-
драт, после чего форма примет канонический вид:

A(x; x) = −‰2
1 + ‰2

2 − 12‰2
3 :

Имея формулы, выражающие ”∗1; ”∗
2 ; : : : ; ”∗

n через ”1;
”2; : : : ; ”n, затем ”∗∗

1 ; : : : ; ”∗∗
n через ”∗

1; ”∗
2 ; : : : ; ”∗

n и т. д.,
мы можем получить выражение координат ‰1; ‰2; : : : ; ‰n

через первоначальные координаты ”1; ”2; : : : ; ”n:

‰1 = c11”1 + c12”2 + : : : + c1n”n;

‰2 = c21”1 + c22”2 + : : : + c2n”n;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
‰n = cn1”1 + cn2”2 + : : : + cnn”n:

Так, в приведенном выше примере эти формулы имеют вид

‰1 = ”1 − ”2;

‰2 = ”1 + 2”3;

‰3 = ”3:

Вспоминая (§ 1, п. 6), что матрица, дающая преобра-
зование координат, является обратной и транспониро-
ванной к матрице преобразования базиса, мы можем
выразить векторы нового базиса e1; e2; : : : ; en через век-
торы старого базиса f1; f2; : : : ; fn:

e1 = d11f1 + d12f2 + : : : + d1nfn;

e2 = d21f1 + d22f2 + : : : + d2nfn;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
en = dn1f1 + dn2f2 + : : : + dnnfn:
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Если в процессе приведения нам ни разу не приходилось
производить преобразования, меняющего сразу две ко-
ординаты (такое преобразование, как мы помним, при-
ходится совершать, когда в преобразуемой форме от-
сутствуют квадраты координат, либо если приходилось
менять нумерацию), то формулы преобразования име-
ют вид

‰1 = c11”1 + c12”2 + : : : + c1n”n;

‰2 = c22”2 + : : : + c2n”n;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
‰n = cnn”n;

т. е. матрица преобразования является так называемой
треугольной матрицей. Легко проверить, что матрица
преобразования базиса будет в этом случае также тре-
угольной матрицей вида

e1 = d11f1;

e2 = d21f1 + d22f2;

. . . . . . . . . . . . . .
en = dn1f1 + dn2f2 + : : : + dnnfn:

Здесь d¸� — алгебраическое дополнение элемента c¸�

матрицы ‖cik‖, деленное на определитель этой матри-
цы.

§ 6. Приведение квадратичной формы к сумме
квадратов треугольным преобразованием

1. В этом параграфе мы укажем еще один способ по-
строения базиса, в котором квадратичная форма при-
водится к сумме квадратов. В отличие от предыдущего
параграфа мы дадим формулы, выражающие искомый
базис e1; e2; : : : ; en непосредственно через исходный ба-
зис (а не в несколько шагов, как в § 5).
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При этом, однако, мы должны будем на форму
A(x; y) и исходный базис f1; f2; : : : ; fn наложить следу-
ющее ограничение: пусть ‖aik‖— матрица билинейной
формы A(x; y) в базисе f1; f2; : : : ; fn. Мы предположим,
что следующие миноры матрицы ‖aik‖ все отличны от
нуля ∗):

´1 = a11 	= 0; ´2 =
∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ 	= 0; : : : ;

´n =

∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 : : : a1n

a21 a22 : : : a2n

: : : : : : : : : : : : : :
an1 an2 : : : ann

∣∣∣∣∣∣∣ 	= 0:

(1)

В каждом базисе f1; f2; : : : ; fn квадратичная форма
A(x; x) имеет вид

A(x; x) =
n∑

i;k=1

aik‰i‰k; где aik = A(fi; fk):

Наша цель — определить векторы e1; e2; : : : ; en так,
чтобы

A(ei; ek) = 0 при i 	= k (i; k = 1; 2; : : : ; n): (2)

Процесс, с помощью которого это будет сделано, со-
впадает с процессом ортогонализации, описанным в п. 1
§ 3, если заменить в этом процессе скалярное произведе-
ние векторов произвольной билинейной формой A(x; y),
удовлетворяющей условиям (1).

∗) Можно показать, что это требование равносильно тому,
что при приведении квадратичной формы к сумме квадратов по
методу, описанному в § 5, a11 �= 0, a∗

22 �= 0 и т. д.
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Будем искать векторы e1; e2; : : : ; en в виде

e1 = ¸11f1;

e2 = ¸21f1 + ¸22f2;

. . . . . . . . . . . . . .
en = ¸n1f1 + ¸n2f2 + : : : + ¸nnfn:

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭ (3)

Коэффициенты ¸ik можно было бы найти из условий
(2), подставив в эти условия вместо e1; e2; : : : ; en их вы-
ражения из (3). Однако это неудобно для вычислений,
так как пришлось бы решать уравнения второй степени
относительно ¸ik. Поступим поэтому несколько иначе.

Если

A(ek; fi) = 0 для i = 1; 2; : : : ; k − 1;

то и
A(ek; ei) = 0 для i = 1; 2; : : : ; k − 1:

Действительно, подставляя вместо ei выражение

¸i1f1 + ¸i2f2 + : : : + ¸iifi;

получаем:

A(ek; ei) = A(ek; ¸i1f1 + ¸i2f2 + : : : + ¸iifi) =
= ¸i1A(ek; f1) + ¸i2A(ek; f2) + : : : + ¸iiA(ek; fi):

Таким образом, если A(ek; fi) = 0 для любого k и для
любого i < k, то и A(ek; ei) = 0 для i < k, и следователь-
но, в силу симметрии билинейной формы и для i > k,
т. е. e1; e2; : : : ; en — требуемый базис. Наша задача све-
дена, таким образом, к следующей:

определить коэффициенты ¸k1; ¸k2; : : : ; ¸kk так, что-
бы вектор

ek = ¸k1f1 + ¸k2f2 + : : : + ¸kkfk

удовлетворял условиям

A(ek; fi) = 0; i = 1; 2; : : : ; k − 1: (4)
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Этими условиями вектор ek определяется с точно-
стью до постоянного множителя. Зафиксируем этот
множитель с помощью требования

A(ek; fk) = 1: (5)

Мы увидим сейчас, что условиями (4) и (5) вектор ek

определен уже однозначно.
Подставив в (4) и (5) выражение для ek, мы получим

следующую систему уравнений первой степени относи-
тельно ¸ki:

¸k1A(f1; f1) + ¸k2A(f1; f2) +: : :+ ¸kkA(f1; fk) = 0;

¸k1A(f2; f1) + ¸k2A(f2; f2) +: : :+ ¸kkA(f2; fk) = 0;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
¸k1A(fk−1; f1) + ¸k2A(fk−1; f2) + : : :

: : : + ¸kkA(fk−1; fk) = 0;

¸k1A(fk; f1) + ¸k2A(fk; f2) +: : :+ ¸kkA(fk; fk) = 1:

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(6)

Определитель этой системы уравнений равен

´k =

∣∣∣∣∣∣∣
A(f1; f1) A(f1; f2) : : : A(f1; fk)
A(f2; f1) A(f2; f2) : : : A(f2; fk)
: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
A(fk; f1) A(fk; f2) : : : A(fk; fk)

∣∣∣∣∣∣∣ (7)

и по условию (1) отличен от нуля. Поэтому решение си-
стемы (6) существует и единственно. Таким образом,
задача нахождения вектора ek нами решена для любо-
го k.

Найдем теперь коэффициенты bik квадратичной
формы A(x; x) в базисе e1; e2; : : : ; en. Как нам уже из-
вестно,

bik = A(ei; ek):

По построению этого базиса, A(ei; ek) = 0 при i 	= k,
т. е. bik = 0 при i 	= k.
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Вычислим bkk = A(ek; ek):

A(ek; ek) = A(ek; ¸k1f1 + ¸k2f2 + : : : + ¸kkfk) =
= ¸k1A(ek; f1) + ¸k2A(ek; f2) + : : : + ¸kkA(ek; fk) ∗)

и в силу условий (4) и (5)

A(ek; ek) = ¸kk:

Число ¸kk можно найти из системы (6); согласно пра-
вилу Крамера

¸kk =
´k−1

´k
;

где ´k−1 — определитель, аналогичный (7) порядка
k − 1, и где положено ´0 = 1.

Таким образом,

bkk = A(ek; ek) =
´k−1

´k
:

Итак, доказана следующая
Т е о р е м а 1. Пусть в базисе f1; f2; : : : ; fn квадра-

тичная форма имеет вид

A(x; x) =
∑

aik”i”k; где aik = A(fi; fk):

Пусть, далее, определители

´1 = a11; ´2 =
∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ ; : : : ;

´n =

∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 : : : a1n

a21 a22 : : : a2n

: : : : : : : : : : : : : :
an1 an2 : : : ann

∣∣∣∣∣∣∣
отличны от нуля. Тогда существует базис e1; e2; : : :
: : : ; en, в котором A(x; x) записывается в виде суммы

∗) Выкладка сильно усложнилась бы, если бы мы заменили ek

его выражением через fi и на первом, и на втором месте.
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квадратов следующим образом:

A(x; x) =
´0

´1
‰2

1 +
´1

´2
‰2

2 + : : : +
´n−1

´n
‰2

n;

где ‰k — координаты вектора x в базисе e1; e2; : : : ; en.
Этот способ приведения квадратичной формы к сум-

ме квадратов обычно называется методом Якоби.
З а м е ч а н и е. В процессе доказательства теоре-

мы мы пришли к некоторому вполне определенному ба-
зису e1; e2; : : : ; en. Это, конечно, не означает, что ба-
зис, в котором квадратичная форма приводится к сум-
ме квадратов, вообще единствен. Действительно, если
взять другой исходный базис f1; f2; : : : ; fn (даже про-
сто, если занумеровать его векторы в другом порядке),
то описанный выше процесс приведет нас, вообще го-
воря, к другому базису e1; e2; : : : ; en (не говоря уже о
том, что базис e1; e2; : : : ; en не обязательно искать в ви-
де (3)).

П р и м е р. Рассмотрим квадратичную форму

2‰2
1 + 3‰1‰2 + 4‰1‰3 + ‰2

2 + ‰2
3

в трехмерном пространстве с базисом

f1 = (1; 0; 0); f2 = (0; 1; 0); f3 = (0; 0; 1):

Соответствующая ей билинейная форма имеет вид

A(x; y) = 2‰1”1 +
3
2

‰1”2 + 2‰1”3 +
3
2

‰2”1 + ‰2”2 + 2‰3”1 + ‰3”3:

Вычислив определители ´1, ´2 и ´3, получим, что они равны

соответственно 2, −1
4

и −4
1
4

, т. е. ни один из них не нуль. Условия

теоремы, таким образом, выполнены. Положим

e1 = ¸11f1 = (¸11; 0; 0);

e2 = ¸21f1 + ¸22f2 = (¸21; ¸22; 0);

e3 = ¸31f1 + ¸32f2 + ¸33f3 = (¸31; ¸32; ¸33):

Коэффициент ¸11 находим из условия

A(e1; f1) = 1;
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т. е. 2¸11 = 1, или ¸11 =
1
2

и, значит,

e1 =
1
2

f1 =
(

1
2

; 0; 0
)

:

Для ¸21 и ¸22 имеем уравнения

A(e2; f1) = 0 и A(e2; f2) = 1;

или
2¸21 +

3
2

¸22 = 0;
3
2

¸21 + ¸22 = 1;

откуда
¸21 = 6; ¸22 = −8;

т. е. e2 = 6f1 − 8f2 = (6;−8; 0).
Наконец, для ¸31; ¸32; ¸33 имеем систему уравнений

A(e3; f1) = 0; A(e3; f2) = 0; A(e3; f3) = 1;

т. е.
2¸31 +

3
2

¸32 + 2¸33 = 0;

3
2

¸31 + ¸32 = 0;

2¸31 + ¸33 = 1;
откуда

¸31 =
8

17
; ¸32 = −12

17
; ¸33 =

1
17

;

т. е.

e3 =
8

17
f1 − 12

17
f2 +

1
17

f3 =
(

8
17

;−12
17

;
1

17

)
:

Квадратичная форма в базисе e1; e2; e3 имеет вид

A(x; x) =
1

´1
“2

1 +
´1

´2
“2

2 +
´2

´3
“2

3 =
1
2

“2
1 − 8“2

2 +
1

17
“2

3 ;

где “1; “2; “3 — координаты вектора x в базисе e1; e2; e3.

2. Выше при доказательстве теоремы 1 мы не толь-
ко построили базис, в котором данная квадратичная
форма записывается как сумма квадратов координат,
но и получили вполне определенные выражения для ко-
эффициентов при этих квадратах, а именно:

1
´1

;
´1

´2
; : : : ;

´n−1

´n
;

так что квадратичная форма имеет вид
1

´1
‰2

1 +
´1

´2
‰2

2 + : : : +
´n−1

´n
‰2

n: (8)
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Это дает нам возможность найти число положительных
и отрицательных коэффициентов при квадратах. Имен-
но, если ´i−1 и ´i имеют одинаковые знаки, то коэффи-
циент при ‰2

i положителен, если же их знаки различны,
то этот коэффициент отрицателен, т. е. число отрица-
тельных коэффициентов при квадратах равно числу пе-
ремен знака в ряду

1; ´1; ´2; : : : ; ´n:

Итак, доказана следующая теорема.
Т е о р е м а 2. Число отрицательных коэффициен-

тов при квадратах координат в каноническом виде (8)
квадратичной формы равно числу перемен знака в по-
следовательности определителей

1; ´1; ´2; : : : ; ´n
∗):

Пусть, в частности, ´1 > 0, ´2 > 0, : : : , ´n > 0. То-
гда существует базис e1; e2; : : : ; en, в котором квадра-
тичная форма имеет вид

A(x; x) = –1‰2
1 + –2‰2

2 + : : : + –n‰2
n;

причем все –i > 0. Следовательно, A(x; x) � 0 для вся-
кого x, и притом равенство

A(x; x) =
∑

–i‰
2
i = 0

возможно, лишь если

‰1 = ‰2 = : : : = ‰n = 0:

Иначе говоря:
Если ´1 > 0, ´2 > 0, : : : , ´n > 0, то квадратичная

форма A(x; x) — положительно определенная.

∗) Мы показали, как найти число положительных и отрица-
тельных квадратов при определенном способе приведения ква-
дратичной формы к сумме квадратов. В следующем параграфе
будет показано, что это число — одно и то же при всех способах
приведения формы к сумме квадратов.
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Обратно, пусть A(x; x) — положительно определен-
ная квадратичная форма. Покажем, что в этом случае

´k > 0 (k = 1; 2; : : : ; n);

для этого покажем раньше, что ´k 	= 0. Предположим
противное, т. е. что

´k =

∣∣∣∣∣∣∣
A(f1; f1) A(f1; f2) : : : A(f1; fk)
A(f2; f1) A(f2; f2) : : : A(f2; fk)
: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
A(fk; f1) A(fk; f2) : : : A(fk; fk)

∣∣∣∣∣∣∣ = 0;

тогда одна из строк этого определителя есть линейная
комбинация остальных, т. е.

—1A(f1; fi) + —2A(f2; fi) + : : : + —kA(fk; fi) = 0;

i = 1; 2; : : : ; k, где не все —j равны нулю. Но тогда

A(—1f1 + —2f2 + : : : + —kfk; fi) = 0 (i = 1; 2; : : : ; k);

а следовательно,

A(—1f1 + —2f2 + : : : + —kfk; —1f1 + —2f2 + : : : + —kfk) = 0;

в то время как

—1f1 + —2f2 + : : : + —kfk 	= 0;

что противоречит определению положительно опреде-
ленной квадратичной формы.

Следовательно, согласно теореме 1, A(x; x) можно
привести к виду

A(x; x) = –1‰2
1 + : : : + –n‰2

n;

где

–k =
´k−1

´k
:

Так как для положительно определенной квадратич-
ной формы все –k > 0, то и все ´k > 0. (Напомним, что
´0 = 1.)
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Итак, нами доказана
Т е о р е м а 3. Пусть A(x; y) — симметрическая

билинейная форма и f1; f2; : : : ; fn — базис в n-мерном
пространстве R. Для того чтобы квадратичная
форма A(x; x) была положительно определенной,
необходимо и достаточно, чтобы

´1 > 0; ´2 > 0; : : : ; ´n > 0:

Эта теорема называется условием Сильвестра поло-
жительной определенности квадратичной формы.

Мы могли бы взять вместо f1; f2; : : : ; fn какой-либо другой
базис и написать условия положительной определенности фор-
мы A(x; x) через векторы этого нового базиса. В частности, ес-
ли мы в качестве нового базиса возьмем те же самые векторы
f1; f2; : : : ; fn, но только в другом порядке, то новыми минора-
ми ´1; ´2; : : : ; ´n будут различные главные миноры ∗) матрицы
‖aik‖. Отсюда вытекает интересное

С л е д с т в и е. Если все главные миноры ´1; ´2; : : : ; ´n ма-
трицы ‖aik‖ квадратичной формы A(x; x) в данном базисе поло-
жительны, то вообще все главные миноры этой матрицы поло-
жительны.

В самом деле, если все миноры ´k матрицы ‖aik‖ положи-
тельны, то форма A(x; x) положительно определенная. Пусть ´ —
какой-либо главный минор матрицы ‖aik‖ и пусть p1; p2; : : : ; pk —
номера входящих в него строк и столбцов этой матрицы (так
как минор — главный, то эти номера для строк и столбцов од-
ни и те же). Переставив в исходном базисе векторы с номерами
p1; p2; : : : ; pk на первое, второе и т. д., k-е место и записав в этом
новом базисе условия положительной определенности формы, по-
лучим ´ > 0.

3. Определители Грама. Результаты этого парагра-
фа мы изложим сейчас для случая, когда в качестве ква-
дратичной формы выбрано скалярное произведение в
евклидовом пространстве, т. е.

A(x; x) ≡ (x; x):

∗) Главными минорами называются те, при составлении кото-
рых выделяются столбцы с теми же номерами, что и строки.
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Мы знаем, что скалярное произведение вектора с собой
есть положительно определенная квадратичная форма,
и обратно, каждая симметрическая билинейная фор-
ма, которой соответствует положительно определенная
квадратичная форма, может быть принята за скаляр-
ное произведение. Поэтому всякая теорема о положи-
тельно определенных квадратичных формах является
одновременно некоторой теоремой о векторах в евкли-
довом пространстве.

Пусть e1; e2; : : : ; ek — векторы в евклидовом прост-
ранстве.

Определитель∣∣∣∣∣∣∣
(e1; e1) (e1; e2) : : : (e1; ek)
(e2; e1) (e2; e2) : : : (e2; ek)
: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
(ek; e1) (ek; e2) : : : (ek; ek)

∣∣∣∣∣∣∣
называется определителем Грама этой системы векто-
ров.

Т е о р е м а 4. Определитель Грама любой систе-
мы векторов всегда больше или равен нулю. Он ра-
вен нулю тогда и только тогда, когда векторы
e1; e2; : : : ; ek линейно зависимы.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть векторы e1; e2; : : : ; ek

линейно независимы. Рассмотрим билинейную форму

A(x; y) ≡ (x; y);

где (x; y) — скалярное произведение векторов x и y. То-
гда определитель Грама есть определитель ´k, рас-
смотренный в этом параграфе [см. формулу (7)]. Так
как A(x; x) — положительно определенная квадратич-
ная форма, то, в силу теоремы 3, ´k > 0.

Докажем, что в случае линейно зависимых векторов
определитель Грама равен нулю. Действительно, если
e1; e2; : : : ; ek линейно зависимы, то хоть один из них, на-
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пример ek, есть линейная комбинация остальных:

ek = –1e1 + –2e2 + : : : + –k−1ek−1:

Поэтому последняя строка в определителе Грама есть
линейная комбинация остальных. Значит, он равен ну-
лю. Теорема полностью доказана.

В качестве примера рассмотрим определитель Грама
двух векторов x и y:

´2 =
∣∣∣∣(x; x) (x; y)
(y; x) (y; y)

∣∣∣∣ :

Утверждение, что ´2 � 0, превращается в этом случае
в неравенство Коши–Буняковского.

П р и м е р ы. 1. В евклидовом трехмерном пространстве (или
на плоскости) определитель

´2 =

∣∣∣∣(x; x) (x; y)
(y; x) (y; y)

∣∣∣∣
имеет следующий геометрический смысл: ´2 равно квадрату пло-
щади параллелограмма, построенного на векторах x и y. В самом
деле, по определению скалярного произведения

(x; y) = (y; x) = |x||y| cos ’;

где ’ — угол между векторами x и y. Поэтому

´2 = |x|2|y|2 − |x|2|y|2 cos2 ’ = |x|2|y|2(1 − cos2 ’) = |x|2|y|2 sin2 ’;

т. е. ´2 равно квадрату площади параллелограмма, построенного
на векторах x и y.

2. В трехмерном пространстве объем параллелепипеда, по-
строенного на векторах x; y; z, как показывается в аналитической
геометрии, равен абсолютной величине определителя

v =

∣∣∣∣∣∣
x1 x2 x3

y1 y2 y3

z1 z2 z3

∣∣∣∣∣∣ ;
где xi; yi; zi — координаты векторов x; y; z в ортогональном ба-
зисе. Вычислим квадрат этого определителя, умножая строки на
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строки. Мы получим:

v2 =

∣∣∣∣∣∣∣
x2

1+x2
2+x2

3 x1y1+x2y2+x3y3 x1z1+x2z2+x3z3

y1x1+y2x2+y3x3 y2
1+y2

2+y2
3 y1z1+y2z2+y3z3

z1x1+z2x2+z3x3 z1y1+z2y2+z3y3 z2
1+z2

2+z2
3

∣∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣
(x; x) (x; y) (x; z)
(y; x) (y; y) (y; z)
(z; x) (z; y) (z; z)

∣∣∣∣∣∣ :
Таким образом, определитель Грама векторов x; y; z равен ква-

драту объема параллелепипеда, построенного на этих векторах.
Аналогично можно показать, что определитель Грама k векто-

ров x; y; : : : ; w в k-мерном пространстве ∗) равен квадрату опре-
делителя ∣∣∣∣∣∣∣

x1 x2 : : : xk

y1 y2 : : : yk

: : : : : : : : : : : : :
w1 w2 : : : wk

∣∣∣∣∣∣∣ ; (9)

где xi, соответственно yi и т. д. — координаты вектора x, соот-
ветственно y и т. д. в каком-нибудь ортогональном базисе.

По аналогии с трехмерным пространством модуль определи-
теля (9) называют объемом k-мерного параллелепипеда, опреде-
ляемого векторами x; y; : : : ; w.

3. В пространстве функций (пример 4 § 2) определитель Грама
пишется так:

´ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b∫
a

f2
1 (t) dt

b∫
a

f1(t)f2(t) dt : : :

b∫
a

f1(t)fk(t) dt

b∫
a

f2(t)f1(t) dt

b∫
a

f2
2 (t) dt : : :

b∫
a

f2(t)fk(t) dt

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
b∫

a

fk(t)f1(t) dt

b∫
a

fk(t)f2(t) dt : : :

b∫
a

f2
k (t) dt

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

;

∗) Для нас, конечно, несущественно, что размерность прос-
транства равна k. В действительности пространство R может
иметь произвольное (даже бесконечное) число измерений, по-
скольку наши рассуждения могут быть отнесены к подпростран-
ству, порожденному векторами x; y; : : : ; w.
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и доказанная нами теорема означает:
Определитель Грама системы функций � 0. Для линейной за-

висимости системы функций необходимо и достаточно, чтобы
их определитель Грама был равен нулю.

§ 7. Закон инерции

1. Закон инерции. Приводя квадратичную форму
A(x; x) к сумме квадратов, можно по-разному выбирать
тот базис, в котором эта форма приводится к сумме
квадратов, т. е. к виду

A(x; x) =
n∑

i=1

–i‰
2
i : (1)

Все те –i, которые отличны от нуля, можно, заме-
няя векторы базиса им пропорциональными, сделать
равными ±1. Таким образом, канонический вид фор-
мы A(x; x) в некотором соответствующим образом по-
добранном базисе вполне можно характеризовать коли-
чеством коэффициентов, равных соответственно нулю,
+1 и −1. Так как мы можем по-разному выбирать тот
базис, в котором квадратичная форма записывается в
виде суммы квадратов, то возникает вопрос, зависит ли
количество коэффициентов, равных нулю, +1 и −1, от
выбора базиса или же эти числа зависят лишь от ква-
дратичной формы A(x; x) (являются ее инвариантами).

Например, если квадратичная форма A(x; x) в неко-
тором базисе e1; e2; : : : ; en имеет матрицу

‖aik‖;

где aik = A(ei; ek) и все определители

´1 = a11; ´2 =
∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ ; : : : ; ´n =

∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 : : : a1n

a21 a22 : : : a2n

: : : : : : : : : : : : : :
an1 an2 : : : ann

∣∣∣∣∣∣∣



§ 7] закон инерции 93

отличны от нуля, то, как мы показали в п. 2 предыду-
щего параграфа, все –i в формуле (1) отличны от нуля
и при приведении A(x; x) к сумме квадратов по опи-
санному там способу число отрицательных коэффици-
ентов равно числу перемен знака в ряду определителей
1; ´1; ´2; : : : ; ´n.

Но мы могли взять другой исходный базис e′1; e′2; : : :
: : : ; e′n (например, хотя бы взять те же самые векторы,
но в другом порядке); при этом получается другая ма-
трица ‖a′

ik‖ и другие определители

´′
1; ´′

2; : : : ; ´′
n;

и заранее совершенно неясно, почему число перемен зна-
ка в обоих случаях должно быть одно и то же.

В этом параграфе будет доказана следующая теоре-
ма, называемая законом инерции квадратичной формы:

Т е о р е м а 1. Если квадратичная форма приведе-
на двумя различными способами (т. е. в двух различных
базисах ) к сумме квадратов, то число положительных
коэффициентов, так же как и число отрицательных,
в обоих случаях одно и то же.

Так как общее число коэффициентов –i в канониче-
ском виде квадратичной формы равно n, то отсюда не-
посредственно следует, что число коэффициентов –i,
равных нулю, также есть инвариант квадратичной
формы.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть в базисе e1; e2; : : : ; en

квадратичная форма A(x; x) имеет вид ∗)

A(x; x) = ‰2
1 + ‰2

2 + : : : + ‰2
p − ‰2

p+1 − : : : − ‰2
p+q; (2)

∗) Коэффициенты –i в формуле (1) можно, как мы знаем, сде-
лать равными ±1 или 0. Те члены, для которых –i = 0, мы в
формулах (2) и (3) опускаем.
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при этом ‰1; ‰2; : : : ; ‰n — координаты вектора x, т. е.

x = ‰1e1 + ‰2e2 + : : : + ‰pep + ‰p+1ep+1 + : : :

: : : + ‰p+qep+q + : : : + ‰nen:

Пусть в базисе f1; f2; : : : ; fn эта же квадратичная форма
имеет вид

A(x; x) = ”2
1 + ”2

2 + · · · + ”2
p′ − ”2

p′+1 − : : : − ”2
p′+q′ ; (3)

где ”1; ”2; : : : ; ”n — координаты вектора в базисе
f1; f2; : : : ; fn. Нам нужно доказать, что p = p′ и
q = q′. Предположим, что это не так, например, пусть
p > p′.

Рассмотрим подпространство R′, состоящее из ли-
нейных комбинаций векторов e1; e2; : : : ; ep. Оно имеет
p измерений. Подпространство R′′, состоящее из ли-
нейных комбинаций векторов fp′+1; fp′+2; : : : ; fn, име-
ет n − p′ измерений. Так как n − p′ + p > n (ибо
мы предположили, что p > p′), то существует вектор
x 	= 0, лежащий на пересечении R′ и R′′, т. е. такой,
что

x = ‰1e1 + ‰2e2 + : : : + ‰pep

и

x = ”p′+1fp′+1 + : : : + ”p′+q′fp′+q′ + : : : + ”nfn:

В базисе e1; e2; : : : ; en этот вектор имеет координаты
‰1; ‰2; : : : ; ‰p; 0; : : : ; 0, в базисе f1; f2; : : : ; fn он имеет ко-
ординаты 0; 0; : : : ; 0; ”p′+1; : : : ; ”n. Подставляя эти коор-
динаты в формулы (2) и (3), мы получим, с одной сто-
роны,

A(x; x) = ‰2
1 + ‰2

2 + : : : + ‰2
p > 0 (4)
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(так как не все числа ‰1; ‰2; : : : ; ‰p равны нулю), а с дру-
гой стороны,

A(x; x) = −”2
p′+1 − ”2

p′+2 − : : : − ”2
p′+q′ � 0 ∗): (5)

Мы пришли к противоречию, следовательно, неравен-
ство p > p′ невозможно. Точно так же доказывается
невозможность неравенств p < p′, q > q′ и q < q′. Та-
ким образом, закон инерции для квадратичных форм
доказан.

2. Ранг квадратичной формы.
О п р е д е л е н и е 1. Число отличных от нуля ко-

эффициентов –i в каноническом виде квадратичной
формы называется рангом квадратичной формы.

Как уже было указано выше, из доказанного нами
закона инерции непосредственно следует, что ранг ква-
дратичной формы зависит только от самой формы, а
не от способа ее приведения к каноническому виду.
Посмотрим, как фактически найти ранг квадратичной
формы. Для этого мы определим ранг квадратичной
формы, не прибегая к ее каноническому виду. Попут-
но мы получим определение одного подпространства,
тесно связанного с данной билинейной формой.

О п р е д е л е н и е 2. Нулевым подпространством
данной билинейной формы A(x; y) мы называем сово-
купность R0 векторов y, удовлетворяющих условию
A(x; y) = 0 для любого вектора x ∈ R.

Легко видеть, что R0 действительно есть подпро-
странство. В самом деле, пусть y1; y2 ∈ R0, т. е.
A(x; y1) = 0 и A(x; y2) = 0 для любого x ∈ R. Тогда
A(x; y1 + y2) = 0 и A(x; –y1) = 0 для любых x и –, т. е.
y = y1 + y2 ∈ R0 и –y1 ∈ R0.

∗) В формуле (5) нельзя вместо знака � поставить знак <,
так как, хотя среди чисел ”p′+1; : : : ; ”n есть отличные от нуля, но
возможно, что ”p′+1 = ”p′+2 = : : : = ”p′+q′ = 0:
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Поставим вопрос: как найти подпространство R0?
Пусть f1; f2; : : : ; fn — какой-либо базис в R. Для того
чтобы вектор

y = ”1f1 + ”2f2 + : : : + ”nfn (6)

принадлежал нулевому подпространству, достаточно,
чтобы

A(fi; y) = 0 для i = 1; 2; : : : ; n: (7)

Действительно, если эти равенства выполнены, то и для
любого x имеем A(x; y) = 0, так как всякий вектор x
есть линейная комбинация базисных векторов.

Подставляя в (7) вместо y его выражение (6), мы
приходим к следующей системе уравнений:

A(f1; ”1f1 + ”2f2 + : : : + ”nfn) = 0;

A(f2; ”1f1 + ”2f2 + : : : + ”nfn) = 0;
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
A(fn; ”1f1 + ”2f2 + : : : + ”nfn) = 0;

или, если положить A(fi; fk) = aik, к системе

a11”1 + a12”2 + : : : + a1n”n = 0;

a21”1 + a22”2 + : : : + a2n”n = 0;
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1”1 + an2”2 + : : : + ann”n = 0:

Совокупность векторов y, координаты ”1; ”2; : : : ; ”n ко-
торых являются решениями этой системы, и образует
нулевое подпространство R0. Как известно из теории
линейных уравнений, размерность этого подпростран-
ства равна n − r, где r — ранг матрицы ‖aik‖.

Мы можем теперь сделать следующий вывод:
Ранг матрицы ‖aik‖ билинейной формы A(x; y) в не-

котором базисе не зависит от выбора этого базиса
(хотя сама матрица ‖aik‖, как мы знаем из § 5, зависит
от выбора базиса).
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В самом деле, ранг этой матрицы равен n − r0, где
r0 — размерность нулевого подпространства. Нулевое
же подпространство ни от какой системы координат
вообще не зависит.

Свяжем ранг матрицы квадратичной формы с ран-
гом самой квадратичной формы. Рангом квадратичной
формы мы назвали число отличных от нуля квадратов
в каноническом виде квадратичной формы. Но в кано-
ническом базисе матрица квадратичной формы имеет
вид ⎛

⎜⎝
–1 0 : : : 0
0 –2 : : : 0
: : : : : : : : : : :
0 0 : : : –n

⎞
⎟⎠

и ранг этой матрицы равен r, где r — число коэффи-
циентов, отличных от нуля, т. е. равен рангу квадра-
тичной формы. Так как ранг матрицы квадратичной
формы, как мы доказали, не зависит от системы ко-
ординат, то и в любой другой системе координат ранг
матрицы квадратичной формы равен рангу самой ква-
дратичной формы ∗).

Итак, нами доказана следующая
Т е о р е м а 2. Матрицы квадратичной формы в

различных системах координат имеют один и тот же
ранг r. Этот ранг равен числу квадратов в канониче-
ском виде формы, коэффициенты при которых отлич-
ны от нуля.

Таким образом, для того чтобы найти ранг квадра-
тичной формы, нужно вычислить ранг ее матрицы в
какой-нибудь одной системе координат.

∗) Пользуясь тем известным из теории матриц фактом, что
ранг матрицы не меняется при умножении ее на любую неособен-
ную матрицу, этот результат можно получить и непосредственно
из выведенной в § 4 формулы преобразования матрицы билиней-
ной формы при изменении базиса B = C

′
AC.
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§ 8. Комплексное n-мерное пространство

Во всех предыдущих параграфах мы всюду, кроме
тех случаев, когда это особо оговаривалось, имели дело
с пространством над полем вещественных чисел. Ряд
изложенных выше результатов справедлив для любо-
го основного поля. Для дальнейшего особое значение,
кроме пространства над полем вещественных чисел, бу-
дет иметь пространство над полем комплексных чисел.
Разберем содержание предыдущих параграфов приме-
нительно к этому случаю.

1. Комплексное линейное пространство. Как указы-
валось в § 1, все изложенные там результаты справед-
ливы для пространства над любым полем и, значит,
в частности для пространства над полем комплексных
чисел.

2. Комплексное евклидово пространство. Комплекс-
ным евклидовым пространством называется комплекс-
ное линейное пространство, в котором введено скаляр-
ное произведение, т. е. каждой паре векторов x и y по-
ставлено в соответствие комплексное число (x; y), при-
чем выполнены следующие аксиомы:

1◦ (x; y) = (y; x) (под (y; x) мы понимаем число, ком-
плексно сопряженное с (y; x));

2◦ (–x; y) = –(x; y);
3◦ (x1 + x2; y) = (x1; y) + (x2; y);
4◦ (x; x) есть вещественное неотрицательное число,

равное нулю лишь при x = 0.
Из аксиом 1◦ и 2◦ следует, что (x; –y) = –(x; y). Дей-

ствительно,

(x; –y) = (–y; x) = – (y; x) = –(x; y):

Далее, справедливо равенство (x; y1 + y2) = (x; y1) +
+ (x; y2). В самом деле,

(x; y1+y2) = (y1 + y2; x) = (y1; x)+(y2; x) = (x; y1)+(x; y2):
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Аксиома 1◦ отличается от соответствующей аксиомы 1◦ для
вещественного евклидова пространства; при переходе к комплекс-
ному пространству мы не могли бы сохранить аксиомы 1◦, 2◦, 4◦

вещественного евклидова пространства без изменений. В самом
деле, если бы

(x; y) = (y; x);

то
(x; –y) = –(x; y):

Но тогда
(–x; –x) = –2(x; x);

следовательно, в частности

(ix; ix) = −(x; x);

т. е. числа (x; x) и (y; y), где y = ix, были бы разных знаков, что
противоречит аксиоме 4◦.

П р и м е р ы к о м п л е к с н ы х е в к л и д о в ы х
п р о с т р а н с т в. 1. Вектором пространства R мы
назовем систему n комплексных чисел. Сложение век-
торов и умножение их на числа определим обычным
образом. Скалярное произведение векторов

x = (‰1; ‰2; : : : ; ‰n) и y = (”1; ”2; : : : ; ”n)

зададим формулой

(x; y) = ‰1”1 + ‰2”2 + : : : + ‰n”n:

Мы предоставляем читателю проверить, что аксиомы
1◦–4◦ выполнены. В частности, скалярное произведение
вектора с самим собой задается формулой

(x; x) = ‰1‰1 + ‰2‰2 + : : : + ‰n‰n = |‰1|2 + |‰2|2 + : : : + |‰n|2:

2. Векторы в пространстве R определим, как и в при-
мере 1. Скалярное произведение задаем формулой

(x; y) =
n∑

i;k=1

aik‰i”k;

где aik — заданные комплексные числа, удовлетворяю-
щие условиям:



100 n-мерное пространство [гл. i

¸) aik = aki,
�)

∑
aik‰i‰k � 0 для любых ‰1; ‰2; : : : ; ‰n и обращает-

ся в нуль лишь при ‰1 = ‰2 = : : : = ‰n = 0.
3. Векторами пространства R мы будем считать

функции от t, заданные на отрезке [a; b] и принима-
ющие комплексные значения. Скалярное произведение
двух таких функций определим формулой

(f(t); g(t)) =

b∫
a

f(t)g(t) dt:

Можно проверить, что все аксиомы скалярного произ-
ведения при этом выполнены.

Длиной вектора x назовем
√

(x; x). Из аксиомы 4◦
следует, что длина вектора неотрицательна и обраща-
ется в нуль лишь для нулевого вектора. Так как скаляр-
ное произведение двух векторов, вообще говоря, ком-
плексно, то мы не будем определять угла между век-
торами, а введем лишь понятие ортогональности двух
векторов.

Векторы x и y называются ортогональными, если
(x; y) = 0.

3. Ортогональный базис. Изоморфизм комплексных
евклидовых пространств. Ортогональным базисом в
n-мерном комплексном евклидовом пространстве назы-
вается совокупность n попарно ортогональных не рав-
ных нулю векторов e1; e2; : : : ; en. Так же, как в § 3, до-
казывается, что векторы e1; e2; : : : ; en линейно незави-
симы, т. е. образуют базис.

Существование ортогонального базиса в комплекс-
ном n-мерном евклидовом пространстве доказывается
процессом ортогонализации, в точности совпадающим
с приведенным в § 3.

Выразим скалярное произведение двух векторов x
и y через их координаты ‰1; ‰2; : : : ; ‰n и ”1; ”2; : : : ; ”n в
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ортогональном нормированном базисе. Мы имеем:

x = ‰1e1+‰2e2+: : :+‰nen и y = ”1e1 +”2e2 +: : :+”nen:

Тогда

(x; y) = (‰1e1 +‰2e2 +: : :+‰nen; ”1e1 +”2e2 +: : :+”nen) =
= ‰1”1 + ‰2”2 + : : : + ‰n”n:

(Ср. пример 1 этого параграфа.)
Выразим координаты ‰i вектора x в ортогональном

нормированном базисе через векторы базиса и сам век-
тор x. Имеем:

x = ‰1e1 + ‰2e2 + : : : + ‰nen:

Умножая скалярно обе части равенства на ei, получим:

(x; ei) = ‰1(e1; ei)+‰2(e2; ei)+: : :+‰i(ei; ei)+: : :+‰n(en; ei)

или
(x; ei) = ‰i:

Так же, как и в § 3, доказывается, что все комплекс-
ные евклидовы пространства данного числа измере-
ний n изоморфны между собой.

4. Билинейные и квадратичные формы. Все опре-
деления (линейной функции, квадратичной формы
и т. д.), введенные в § 4 (за исключением понятия по-
ложительной определенности), имеют смысл для линей-
ного пространства над любым полем, в том числе и над
полем комплексных чисел. Однако в случае комплексно-
го линейного пространства можно еще по-другому вве-
сти эти понятия; для нас именно этот второй способ
будет даже более существенным.

Л и н е й н ы е ф у н к ц и и п е р в о г о и в т о -
р о г о р о д а. Функция, ставящая в соответствие ка-
ждому вектору комплексное число, называется линей-
ной функцией первого рода, если она удовлетворяет
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следующим условиям:

1◦ f(x + y) = f(x) + f(y);
2◦ f(–x) = –f(x):

Это совпадает с определением линейной функции в § 4.
Линейной функцией второго рода называется функ-

ция, удовлетворяющая условиям

1◦ f(x + y) = f(x) + f(y);
2◦ f(–x) = –f(x):

Так же, как и в § 4, можно доказать, что всякая ли-
нейная функция первого рода может быть записана в
виде

f(x) = a1‰1 + a2‰2 + : : : + an‰n;

где ‰i — координаты вектора x в базисе e1; e2; : : : ; en, а
ai — постоянные, ai = f(ei).

Всякая же линейная функция второго рода может
быть записана в виде

f(x) = b1‰1 + b2‰2 + : : : + bn‰n:

Очевидно, что если f(x) — линейная функция первого
рода, то f(x) — линейная функция второго рода.

Как было определено выше (п. 2, § 4), билинейной
функцией называется функция двух векторов A(x; y),
линейная по каждому из аргументов. Наличие в ком-
плексном пространстве двух типов линейных функций
приводит к существованию целых четырех типов би-
линейных функций — линейных первого рода и по x и
по y, первого рода по x и второго рода по y, второ-
го рода по x и первого по y и второго рода по обоим
аргументам. Но третий и четвертый типы комплекс-
но сопряжены соответственно ко второму и первому, а
билинейные функции первого типа определяются в ком-
плексном пространстве буквально так же, как и в ве-
щественном. Поэтому мы остановимся подробнее лишь
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на билинейных формах второго типа. Для краткости
будем называть их просто билинейными. Итак, введем
следующее определение:

О п р е д е л е н и е 1. Будем говорить, что A(x; y)
есть билинейная функция (форма) от векторов x и y,
если

1◦ при фиксированном y A(x; y) есть линейная фун-
кция первого рода от x;

2◦ при фиксированном x A(x; y) есть линейная фун-
кция второго рода от y. Или, иначе:

1◦ A(x1 + x2; y) = A(x1; y) + A(x2; y);

A(–x; y) = –A(x; y);

2◦ A(x; y1 + y2) = A(x; y1) + A(x; y2);

A(x; —y) = —A(x; y):

Примером билинейной функции является скалярное
произведение в комплексном евклидовом пространстве

A(x; y) = (x; y);

рассматриваемое как функция векторов x и y. Другим
примером билинейной формы в комплексном простран-
стве является выражение

A(x; y) =
n∑

i;k=1

aik‰i”k;

рассматриваемое как функция векторов

x = ‰1e1+‰2e2+: : :+‰nen и y = ”1e1 +”2e2 +: : :+”nen:

Легко проверить, что условия, определяющие билиней-
ную функцию, при этом выполнены.

Пусть e1; e2; : : : ; en — некоторый базис в n-мерном
комплексном пространстве. Пусть A(x; y) — билинейная
форма, x и y можно записать в виде

x = ‰1e1 + ‰2e2 + : : : + ‰nen; y = ”1e1 + ”2e2 + : : : + ”nen:
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Тогда

A(x; y) = A(‰1e1+‰2e2+: : :+‰nen; ”1e1+”2e2+: : :+”nen) =

=
n∑

i;k=1

‰i”kA(ei; ek):

Матрица ‖aik‖ из чисел

aik = A(ei; ek)

называется матрицей билинейной формы A(x; y) в ба-
зисе e1; e2; : : : ; en.

Если в билинейной форме A(x; y) положить y = x,
то получится функция A(x; x), называемая квадратич-
ной формой (в комплексном пространстве). Справедли-
во следующее утверждение:

Всякая билинейная форма однозначно определяется
своей квадратичной формой ∗).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть A(x; x) — квадрати-
чная форма, а x и y — произвольные векторы. Легко
проверить, что имеет место тождество ∗∗)

A(x; y) =
1
4
{A(x + y; x + y) + iA(x + iy; x + iy) −
− A(x − y; x − y) − iA(x − iy; x − iy)}: (1)

Выражение, стоящее справа в формуле (1), представля-
ет собой комбинацию значений квадратичной формы
для векторов x + y, x − y, x + iy и x − iy. Слева стоит
значение билинейной формы для произвольных векто-
ров x и y. Таким образом, билинейная форма однознач-
но определяется своей квадратичной формой.

∗) В отличие от определенных в § 4 форм в вещественном про-
странстве, для которых соответствующее утверждение справед-
ливо лишь для симметрических билинейных форм.

∗∗) Читатель должен помнить, что A(x; –y) = –A(x; y) и, сле-
довательно, в частности, A(x; iy) = −iA(x; y).
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О п р е д е л е н и е 2. Билинейная форма называ-
ется эрмитовой, если

A(x; y) = A(y; x):

Это понятие является аналогом понятия симметри-
ческой билинейной формы в вещественном евклидовом
пространстве.

Для того чтобы форма A(x; y) была эрмитовой, необ-
ходимо и достаточно, чтобы ее матрица ‖aik‖ в каком-
либо базисе удовлетворяла условию

aik = aki:

Действительно, если форма A(x; y) эрмитова, то

aik = A(ei; ek) = A(ek; ei) = aki:

Обратно, если aik = aki, то

A(x; y) =
∑

aik‰i”k =
∑

aki”k‰i = A(y; x):

З а м е ч а н и е. Если в каком-либо базисе матрица
билинейной формы удовлетворяет условию aik = aki, то
это же условие выполнено для матрицы этой билиней-
ной формы и в любом другом базисе. В самом деле, если
в каком-либо базисе равенство aik = aki имеет место, то
A(x; y) является эрмитовой билинейной формой; но то-
гда и в любом другом базисе aik = aki.

Если билинейная форма эрмитова, то соответствую-
щая ей квадратичная форма тоже называется эрмито-
вой.

Для того чтобы билинейная форма A(x; y) была эр-
митовой, необходимо и достаточно, чтобы A(x; x) бы-
ло вещественно для любого вектора x.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть форма A(x; y) эрми-
това, т. е. A(x; y) = A(y; x). Тогда, полагая x = y, полу-
чаем:

A(x; x) = A(x; x);
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т. е. число A(x; x) равно своему сопряженному и,
значит, вещественно. Обратно, пусть A(x; x) веще-
ственно для любого вектора x. Тогда A(x + y; x + y),
A(x + iy; x + iy), A(x − y; x − y), A(x − iy; x − iy) веще-
ственны, и поэтому из формулы (1) непосредственно
видно, что выражения A(x; y) и A(y; x) являются ком-
плексно сопряженными.

С л е д с т в и е. Квадратичная форма эрмитова в
том и только в том случае, когда она принимает
только вещественные значения.

Действительно, только что было доказано, что для
эрмитовости билинейной формы A(x; y) необходимо и
достаточно, чтобы A(x; x) была вещественна для всех x.

Примером эрмитовой квадратичной формы является
форма

A(x; x) = (x; x);

где (x; x) означает скалярное произведение вектора x с
самим собой. Действительно, аксиомы 1◦–3◦ скалярного
произведения в комплексном евклидовом пространстве
означают, что (x; y) есть эрмитова билинейная форма,
и поэтому (x; x) есть эрмитова квадратичная форма.

Если, как и в § 4, назвать положительно определен-
ной квадратичную форму, удовлетворяющую условию

A(x; x) > 0 при x 	= 0;

то комплексное евклидово пространство можно опреде-
лить как комплексное линейное пространство, в кото-
ром задана положительно определенная эрмитова ква-
дратичная форма.

Аналогично тому, как это сделано в вещественном
пространстве, можно показать, что если A и B суть
матрицы билинейной формы A(x; y) соответственно в
базисах e1; e2; : : : ; en и f1; f2; : : : ; fn, то

B = C
∗
AC;
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где C — матрица перехода от базиса e1; e2; : : : ; en к ба-
зису f1; f2; : : : ; fn, а C

∗ — матрица, транспонированная
и комплексно-сопряженная к матрице C.

5. Приведение квадратичной формы к сумме квадра-
тов.

Т е о р е м а 1. Пусть A(x; x) — эрмитова квадра-
тичная форма в комплексном аффинном пространст-
ве R. Тогда в R существует базис e1; e2; : : : ; en, в ко-
тором эта квадратичная форма имеет вид

A(x; x) = –1‰1‰1 + –2‰2‰2 + : : : + –n‰n‰n;

где –i — вещественны.
Д о к а з а т е л ь с т в о можно получить, перенося

почти дословно доказательство соответствующей тео-
ремы в вещественном пространстве.

Однако ввиду того, что в § 5 это доказательство из-
ложено без уяснения его геометрической стороны, мы
здесь вкратце повторим это доказательство в ином, бо-
лее геометрическом, изложении. Для этого мы будем
один за другим выбирать векторы того базиса, в кото-
ром форма приводится к сумме квадратов.

Выберем вектор ei так, что A(e1; e1) 	= 0; это возмож-
но, так как в противном случае мы имели бы A(x; x) = 0
для любого x, а следовательно, в силу формулы (1),
и A(x; y) ≡ 0. В (n − 1)-мерном пространстве R(1),
состоящем из векторов x, удовлетворяющих условию
A(e1; x) = 0, выберем вектор e2 такой, что A(e2; e2) 	= 0,
и т. д. Этот процесс продолжим до тех пор, пока мы не
придем к подпространству R(r), в котором A(x; y) ≡ 0
(R(r) может оказаться состоящем лишь из нуля). Если
R(r) отлично от нуля, то выберем в нем произвольный
базис er+1; er+2; : : : ; en. Вместе с построенными векто-
рами e1; e2; : : : ; er они образуют базис e1; e2; : : : ; en все-
го R.
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По построению

A(ei; ek) = 0 для i < k;

а значит, в силу эрмитовости формы A(x; y),

A(ei; ek) = 0 и для i > k;

т. е.
A(ei; ek) = 0 для i 	= k:

Поэтому, если

x = ‰1e1 + ‰2e2 + : : : + ‰nen

— произвольный вектор, то

A(x; x) = ‰1‰1A(e1; e1)+‰2‰2A(e2; e2)+: : :+‰n‰nA(en; en):

При этом числа A(ei; ei) вещественны, как значения
эрмитовой квадратичной формы. Обозначая A(ei; ei)
через –i, имеем:

A(x; x) = –1‰1‰1 + –2‰2‰2 + : : : + –n‰n‰n =

= –1|‰1|2 + –2|‰2|2 + : : : + –n|‰n|2:

6. Приведение эрмитовой квадратичной формы
к сумме квадратов треугольным преобразованием.
Пусть A(x; x) — эрмитова квадратичная форма в ком-
плексном линейном пространстве и e1; e2; : : : ; en — ба-
зис. Мы будем предполагать, что определители

´1 = a11; ´2 =
∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ ; : : : ; ´n =

∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 : : : a1n

a21 a22 : : : a2n

: : : : : : : : : : : : :
an1 an2 : : : ann

∣∣∣∣∣∣∣ ;

где aik = A(ei; ek), отличны от нуля. Тогда, так же как
и в § 6, мы можем написать формулу для нахождения
базисов, в которых квадратичная форма приводится к
сумме квадратов. Эти формулы в точности совпадают
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с формулами (3) и (6) § 6. При этом сама квадратичная
форма в новом базисе имеет вид

A(x; x) =
´0

´1
|‰1|2 +

´1

´2
|‰2|2 + : : : +

´n−1

´n
|‰n|2; (2)

где ´0 = 1. Отсюда, в частности, следует, что опреде-
лители ´1; ´2; : : : ; ´n вещественны; действительно, ес-
ли эрмитова квадратичная форма приведена к канони-
ческому виду (2), то коэффициенты –i равны A(ei; ei) и
вещественны.

У п р а ж н е н и е. Доказать непосредственно, что если ква-
дратичная форма A(x; x) эрмитова, то определители ´1; ´2; : : :
: : : ; ´n вещественны.

Так же, как и в § 6, мы получаем, что для то-
го чтобы эрмитова квадратичная форма A(x; x) бы-
ла положительно определенной, необходимо и до-
статочно, чтобы построенные по ней определители
´1; ´2; : : : ; ´n были положительны.

Число отрицательных коэффициентов при квадра-
тах в каноническом виде эрмитовой квадратичной
формы равно числу перемен знака в последовательно-
сти определителей

1; ´1; ´2; : : : ; ´n:

7. Закон инерции. Имеет место теорема, доказатель-
ство которой ничем не отличается от доказательства
соответствующей теоремы в § 7.

Т е о р е м а 2. Если эрмитова квадратичная фор-
ма имеет в двух базисах канонический вид, то число
положительных, отрицательных и нулевых коэффици-
ентов в обоих случаях одно и то же.

Понятие ранга квадратичной формы, введенное на-
ми в § 7 для случая вещественного пространства, пере-
носится без изменений и на комплексный случай.



Г Л А В А II

ЛИНЕЙНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

§ 9. Линейные преобразования и операции над ними

1. Основные определения. В предыдущей главе мы
изучали функции в n-мерном линейном пространстве,
принимающие численные значения (линейные функции,
квадратичные и т. д.). Но в ряде случаев возникает
потребность рассматривать функции другого вида, а
именно, функции, которые точкам пространства ста-
вят в соответствие снова точки того же пространства
(а не числа). Простейшими среди функций такого рода
являются линейные преобразования.

О п р е д е л е н и е 1. Пусть каждому вектору x
n-мерного пространства поставлен в соответствие
вектор y этого же пространства. Функцию y = A(x)
мы назовем преобразованием пространства R.

Преобразование A называется линейным, если вы-
полнены следующие условия:

1◦ A(x1 + x2) = A(x1) + A(x2);

2◦ A(–x) = –A(x):

Там, где это не сможет привести к недоразумениям,
вместо A(x) мы будем писать Ax.

П р и м е р ы. 1. Рассмотрим трехмерное евклидово
пространство R и в нем преобразование, состоящее в
повороте R вокруг какой-либо оси, проходящей через
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нуль. Каждому вектору x ставится в соответствие век-
тор Ax, полученный из него данным поворотом. Усло-
вия 1◦ и 2◦ проверяются без труда. Проверим, напри-
мер, условие 1◦. A(x1 + x2) означает, что векторы x1

и x2 сначала складываются, а затем полученный век-
тор поворачивается. Ax1 + Ax2 означает, что векторы
x1 и x2 сперва поворачиваются, а затем складываются.
Ясно, что в обоих случаях результат один и тот же.

2. Пусть R′ — некоторая плоскость в трехмерном
пространстве R, проходящая через нуль. Поставим в со-
ответствие каждому вектору x его проекцию x′ = Ax
на эту плоскость. Условия 1◦ и 2◦ опять легко прове-
ряются. Например, 1◦ означает, что проекция суммы
равна сумме проекций.

3. Рассмотрим аффинное n-мерное пространство, в
котором вектор определен как совокупность n чисел.

Пусть ‖aik‖— некоторая матрица. Поставим в соот-
ветствие каждому вектору

x = (‰1; ‰2; : : : ; ‰n)

вектор
y = Ax = (”1; ”2; : : : ; ”n);

где ”i вычисляются по формулам

”i =
n∑

k=1

aik‰k:

Условия 1◦ и 2◦, определяющие линейное преобразо-
вание, проверяются без труда.

4. Рассмотрим n-мерное пространство, элементами
которого являются многочлены степени � n − 1.

Положим
AP (t) = P ′(t);

где P ′(t) — производная многочлена P (t).
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Это преобразование — линейное. Действительно,

1◦ (P1(t) + P2(t))′ = P ′
1(t) + P ′

2(t);

2◦ (–P (t))′ = –P ′(t):

5. Рассмотрим пространство, в котором векторами
являются непрерывные функции f(t), 0 � t � 1. Поло-
жим

Af(t) =

t∫
0

f(fi) dfi:

Преобразование A — линейное. Действительно,

1◦ A(f1 + f2) =

t∫
0

[f1(fi) + f2(fi)] dfi =

=

t∫
0

f1(fi) dfi +

t∫
0

f2(fi) dfi = Af1 + Af2;

2◦ A(–f) =

t∫
0

–f(fi) dfi = –

t∫
0

f(fi) dfi = –Af:

6. Рассмотрим то же пространство, что и в приме-
ре 5. Пусть k(t; s) — непрерывная функция, заданная в
квадрате 0 � t � 1, 0 � s � 1. Положим

’(t) ≡ Af(t) =

1∫
0

k(t; s)f(s) ds:

Проверьте сами, что это преобразование линейно.
Среди линейных преобразований особую роль игра-

ют следующие простые преобразования:
единичное преобразование E, ставящее в соответ-

ствие каждому вектору этот же самый вектор, т. е.

Ex = x;
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нулевое преобразование O, ставящее в соответствие
каждому вектору x нулевой вектор:

Ox = 0:

2. Связь между матрицами и линейными преобра-
зованиями. Пусть e1; e2; : : : ; en — некоторый базис в
n-мерном пространстве R и A — линейное преобразо-
вание в R.

Для любых n векторов g1; g2; : : : ; gn существует од-
но и только одно линейное преобразование A, такое
что

Ae1 = g1; Ae2 = g2; : : : ; Aen = gn:

Докажем это. Покажем сначала, что преобразова-
ние A однозначно определяется векторами Ae1; Ae2; : : :
: : : ; Aen. Действительно, пусть

x = ‰1e1 + ‰2e2 + : : : + ‰nen (1)

— произвольный вектор из R. Тогда

Ax = A(‰1e1 + ‰2e2 + : : : + ‰nen) =
= ‰1Ae1 + ‰2Ae2 + : : : + ‰nAen (2)

и, следовательно, Ax однозначно определяется по Ae1;
Ae2; : : : ; Aen.

Теперь покажем, что для всяких векторов g1;
g2; : : : ; gn существует линейное преобразование A, та-
кое, что Aei = gi. Для этого поставим в соответ-
ствие векторам ei векторы gi; произвольному же век-
тору x = ‰1e1 + : : : + ‰nen поставим в соответствие
вектор ‰1g1 + : : : + ‰ngn. Так как вектор x выражает-
ся через e1 однозначно, то ему ставится в соответствие
вполне определенный вектор Ax. Легко проверить, что
так определенное преобразование A линейно.
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Обозначим координаты вектора gk в базисе e1;
e2; : : : ; en через a1k; a2k; : : : ; ank, т. е. положим

gk = Aek =
n∑

i=1

aikei: (3)

Совокупность чисел aik (i; k = 1; 2; : : : ; n) образует ма-
трицу

A = ‖aik‖;

которую мы назовем матрицей линейного преобразова-
ния A в базисе e1; e2; : : : ; en.

Итак, мы доказали, что при заданном базисе
e1; e2; : : : ; en каждому линейному преобразованию A од-
нозначно соответствует матрица ‖aik‖, и, обратно,
каждой матрице ‖aik‖ однозначно отвечает линейное
преобразование, определяемое формулами (3), (1), (2).

Мы видим, таким образом, что линейные преобра-
зования можно описывать с помощью матриц и матри-
цы являются тем аналитическим аппаратом, с помощью
которого изучаются линейные преобразования в конеч-
номерных пространствах.

Заметим, что при изменении базиса матрица, соот-
ветствующая данному линейному преобразованию, во-
обще говоря, изменится.

П р и м е р ы. 1. Пусть R — трехмерное пространс-
тво, A — линейное преобразование, состоящее в проек-
тировании каждого вектора на плоскость XY . Примем
за базис единичные векторы e1; e2; e3, направленные по
осям координат. Тогда

Ae1 = e1; Ae2 = e2; Ae3 = 0;

т. е. матрица преобразования A в этом базисе имеет вид⎛
⎝1 0 0

0 1 0
0 0 0

⎞
⎠ :
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У п р а ж н е н и е. Найти матрицу того же преобразования в
базисе e′

1; e′
2; e′

3, где

e′
1 = e1; e′

2 = e2; e′
3 = e1 + e2 + e3:

2. Пусть E — единичное преобразование и e1; e2; : : :
: : : en — базис в R. Тогда

Aei = ei (i = 1; 2; : : : ; n);

т. е. матрица единичного преобразования в любом ба-
зисе имеет вид ⎛

⎜⎝
1 0 : : : 0
0 1 : : : 0
: : : : : : : :
0 0 : : : 1

⎞
⎟⎠ :

Легко также видеть, что матрица нулевого преобразо-
вания в любом базисе состоит сплошь из нулей.

3. Пусть R — пространство многочленов степени
� n − 1. Преобразование A — дифференцирование, т. е.

AP (t) = P ′(t):

Выберем в R базис следующим образом:

e1 = 1; e2 = t; e3 =
t2

2!
; : : : ; en =

tn−1

(n − 1)!
:

Тогда

Ae1 = 1′ = 0; Ae2 = t′ = 1; Ae3 =
(

t2

2

)′
= t = e2; : : :

: : : ; Aen =
(

tn−1

(n − 1)!

)′
=

tn−2

(n − 2)!
= en−1:

Таким образом, матрица преобразования A в этом
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базисе имеет вид ⎛
⎜⎜⎜⎝

0 1 0 : : : 0
0 0 1 : : : 0
: : : : : : : : : :
0 0 0 : : : 1
0 0 0 : : : 0

⎞
⎟⎟⎟⎠ :

Пусть A — линейное преобразование, e1; e2; : : : ; en —
базис в R и ‖aik‖— матрица преобразования A в этом
базисе. Пусть

x = ‰1e1 + ‰2e2 + : : : + ‰nen; (4)

Ax = ”1e1 + ”2e2 + : : : + ”nee: (4′)

Найдем выражение координат ”1; ”2; : : : ; ”n вектора Ax
через координаты ‰1; ‰2; : : : ; ‰n вектора x. Имеем:

Ax = A(‰1e1 + ‰2e2 + : : : + ‰nen) =
= ‰1(a11e1 + a21e2 + : : : + an1en) +
+ ‰2(a12e1 + a22e2 + : : : + an2en) +
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
+ ‰n(a1ne1 + a2ne2 + : : : + annen) =
= (a11‰1 + a12‰2 + : : : + a1n‰n)e1 +
+ (a21‰1 + a22‰2 + : : : + a2n‰n)e2 +
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
+ (an1‰1 + an2‰2 + : : : + ann‰n)en:

Следовательно, сравнивая с (4′), получаем:

”1 = a11‰1 + a12‰2 + : : : + a1n‰n;

”2 = a21‰1 + a22‰2 + : : : + a2n‰n;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
”n = an1‰1 + an2‰2 + : : : + ann‰n;



§ 9] линейные преобразования и операции над ними 117

или короче:

”i =
n∑

k=1

aik‰k: (5)

Таким образом: если линейное преобразование A
имеет в данном базисе e1; e2; : : : ; en матрицу ‖aik‖, то
базисные векторы преобразуются с помощью столб-
цов этой матрицы [формула (3)], а координаты произ-
вольного вектора — с помощью ее строк [формула (5)].

3. Сложение и умножение линейных преобразований.
Линейные преобразования можно складывать и умно-
жать.

О п р е д е л е н и е 2. Произведением линейных
преобразований A и B называется преобразование C,
состоящее в последовательном выполнении сначала
преобразования B, а затем преобразования A.

Другими словами: C = AB означает, что для любо-
го x Cx = A(Bx).

Произведение линейных преобразований есть линей-
ное преобразование, т. е. удовлетворяет условиям 1◦
и 2◦ определения 1. Действительно,

C(x1 + x2) = A[B(x1 + x2)] = A(Bx1 + Bx2) =
= ABx1 + ABx2 = Cx1 + Cx2:

Первое равенство написано на основании определения
произведения, второе на основании свойства 1◦ для B,
третье в силу того же свойства для A и, наконец, чет-
вертое опять-таки в силу определения произведения.

Аналогично показывается, что C(–x) = –Cx.
Если E — единичное преобразование, а A — произ-

вольное, то легко проверить, что

AE = EA = A:

Как обычно, определяем степени преобразования A:

A2 = A · A; A3 = A2 · A; : : : и т. д.
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Как и для чисел, полагаем, по определению, A0 = E.
Очевидно, что

Am+n = Am · An:

П р и м е р. R — пространство многочленов P (t)
степени не выше n − 1. Определим в нем преобразова-
ние D формулой

DP (t) = P ′(t);

где P ′(t) — производная многочлена P (t). Тогда для лю-
бого P (t)

D2P (t) = D(DP (t)) = (P ′(t))′ = P ′′(t):

Это равенство определяет преобразование D2. Ана-
логично можно определить преобразование D3P (t) =
= P ′′′(t); : : : Заметим, что в данном случае Dn = 0. Дей-
ствительно, так как векторами пространства являются
многочлены степени � n − 1, то

DnP (t) = P (n)(t) = 0:

У п р а ж н е н и е. Выберем в пространстве многочленов сте-
пени не выше, чем n − 1, базис, указанный в примере 3 п. 2
этого параграфа. Найти в этом базисе матрицы преобразований
D; D2; D3; : : :

Мы знаем, что при заданном базисе e1; e2; : : : ; en ка-
ждому линейному преобразованию отвечает матрица.
Пусть преобразованию A отвечает матрица ‖aik‖, пре-
образованию B — матрица ‖bik‖; найдем матрицу ‖cik‖,
отвечающую преобразованию C = AB. В силу опреде-
ления матрицы преобразования C мы имеем:

Cek =
∑

i

cikei: (6)

Далее,

ABek = A

(
n∑

j=1

bjkej

)
=

∑
j

bjkAej =
∑
j;i

bjkaijei: (7)
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Сравнивая коэффициенты при ei в равенствах (6) и (7),
получаем:

cik =
∑

j

aijbjk: (8)

Мы видим, что элемент cik матрицы C есть сумма про-
изведений элементов i-й строки матрицы A на соот-
ветствующие элементы k-го столбца матрицы B. Так
определенная матрица называется произведением ма-
трицы A на матрицу B. Итак, если преобразованию A
отвечает матрица ‖aik‖, а преобразованию B — матри-
ца ‖bik‖, то произведению этих преобразований отве-
чает матрица ‖cik‖, являющаяся произведением матриц
‖aik‖ и ‖bik‖. Произведение матриц вычисляется по фор-
муле (8).

О п р е д е л е н и е 3. Суммой линейных преобразо-
ваний A и B называется такое преобразование C, ко-
торое каждому вектору x ставит в соответствие
вектор Ax + Bx; иначе говоря, C = A + B означает,
что Cx = Ax + Bx для любого x.

Пусть преобразование C есть сумма преобразований
A и B. Тогда, зная матрицы преобразований A и B, лег-
ко найти матрицу преобразования C. Действительно,
пусть ‖aik‖, соответственно ‖bik‖, суть матрицы пре-
образования A, соответственно B, т. е.

Aek =
∑

i

aikei; Bek =
∑

i

bikei;

и ‖cik‖— матрица преобразования C, т. е.

Cek =
∑

i

cikei:

Так как C = A + B, то

Cek = Aek + Bek =
∑

i

(aik + bik)ei
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и, следовательно,

cik = aik + bik:

Матрица ‖aik + bik‖ называется суммой матриц ‖aik‖
и ‖bik‖. Итак: матрица суммы линейных преобразова-
ний равна сумме матриц, соответствующих отдель-
ным слагаемым.

Операции сложения и умножения линейных преобра-
зований удовлетворяют обычным для сложения и умно-
жения условиям, а именно:

1◦ A + B = B + A;

2◦ (A + B) + C = A + (B + C);

3◦ A(BC) = (AB)C;

4◦
{

(A + B)C = AC + BC;

C(A + B) = CA + CB:

Заметим, что умножение линейных преобразований,
вообще говоря, некоммутативно. Действительно, возь-

мем линейное преобразование A с матрицей
∥∥∥∥1 1

0 1

∥∥∥∥ и ли-

нейное преобразование B с матрицей
∥∥∥∥1 0

1 1

∥∥∥∥. Так как

∥∥∥∥1 1
0 1

∥∥∥∥
∥∥∥∥1 0

1 1

∥∥∥∥ =
∥∥∥∥2 1

1 1

∥∥∥∥ ;

а ∥∥∥∥1 0
1 1

∥∥∥∥
∥∥∥∥1 1

0 1

∥∥∥∥ =
∥∥∥∥1 1

1 2

∥∥∥∥ ;

то
AB 	= BA:

Мы могли бы без большого труда доказать равенства
1◦–4◦ непосредственно. Но в этом нет необходимости.
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В самом деле, между линейными преобразованиями и
матрицами установлено взаимно однозначное соответ-
ствие, причем сумме соответствует сумма, а произведе-
нию — произведение. Для матриц формулы 1◦–4◦ дока-
зываются в курсе алгебры; в силу установленного соот-
ветствия они автоматически переносятся на линейные
преобразования.

Определим еще произведение линейного преобразо-
вания A на число –; под преобразованием –A мы будем
понимать преобразование, которое каждому вектору x
ставит в соответствие вектор –(Ax). Ясно, что если ли-
нейному преобразованию A отвечает матрица ‖aik‖, то
преобразованию –A отвечает матрица ‖–aik‖.

У п р а ж н е н и е. Проверить, что множество всех линейных
преобразований пространства R с введенными здесь операциями
сложения и умножения на число образуют линейное пространство.
Какова его размерность?

Умея находить сумму и произведение линейных пре-
образований, можно теперь найти любой многочлен от
преобразования A. Пусть P (t) = a0tm + a1tm−1 + : : :
: : :+am — произвольный многочлен. Тогда под P (A) мы
понимаем линейное преобразование, определенное фор-
мулой

P (A) = a0Am + a1Am−1 + : : : + amE:

П р и м е р. Рассмотрим пространство R, элементами которо-
го являются функции, определенные на интервале (a; b) и име-
ющие производные всех порядков. В этом пространстве рассмо-
трим линейное преобразование D, которое каждой функции ста-
вит в соответствие ее производную, т. е.

Df(t) = f ′(t):

Пусть теперь нам задан многочлен P (t) = a0tm +a1tm−1 +: : :+am.
Тогда P (D) есть линейное преобразование, которое переводит
функцию f(t) в

P (D)f(t) = a0f (m)(t) + a1f (m−1)(t) + : : : + amf(t):
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В соответствии с введенными выше определениями
сложения и умножения матриц многочлен от матри-
цы A мы задаем формулой

P (A) = a0A
m + a1A

m−1 + : : : + amE:

П р и м е р. Предположим, что A — так называемая диаго-
нальная матрица, т. е. матрица, у которой на всех местах, кроме
главной диагонали, стоят нули. Найдем p(A). Мы имеем

A =

⎛
⎜⎝

–1 0 0 : : : 0
0 –2 0 : : : 0
: : : : : : : : : : : : : :
0 0 0 : : : –n

⎞
⎟⎠ ;

тогда

A
2 =

⎛
⎜⎜⎝

–2
1 0 : : : 0

0 –2
2 : : : 0

: : : : : : : : : : : :
0 0 : : : –2

n

⎞
⎟⎟⎠ ; : : : ; A

m =

⎛
⎜⎝

–m
1 0 : : : 0
0 –m

2 : : : 0
: : : : : : : : : : : : : :
0 0 : : : –m

n

⎞
⎟⎠ :

Отсюда следует, что если P (t) = a0tm + : : : + am−1t + am, то

P (A) =

⎛
⎜⎝

P (–1) 0 : : : 0
0 P (–2) : : : 0

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
0 0 : : : P (–n)

⎞
⎟⎠ :

У п р а ж н е н и е. Пусть матрица A имеет вид⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0 0 : : : 0
0 0 1 0 : : : 0
0 0 0 1 : : : 0
: : : : : : : : : : : : :
0 0 0 0 : : : 1
0 0 0 0 : : : 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ :

Найти P (A).

Можно определить не только многочлен от матрицы,
но и вообще функцию от матрицы, например eA, sin A,
и т. д.

Совокупность матриц n-го порядка образует, как
мы уже упоминали в § 1 (стр. 9, пример 5), линейное
пространство, если определить сумму и произведение
матриц на число, как обычно. Это пространство имеет
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n2 измерений (каждая матрица задается системой n2

чисел); поэтому всякие n2 + 1 матриц линейно зависи-
мы. Рассмотрим последовательность степеней некото-
рой матрицы A:

E; A; A
2; : : : ; A

n2
:

Так как их n2 + 1, то они линейно зависимы, т. е. суще-
ствуют числа a0; a1; a2; : : : ; an2 такие, что

a0E + a1A + a2A
2 + : : : + an2A

n2
= 0:

Мы получили следующий интересный вывод: для ка-
ждой матрицы порядка n существует многочлен сте-
пени n2 такой, что P (A) = 0. Указанный здесь очень
простой вывод существования многочлена P (t), для ко-
торого P (A) = 0, обладает двумя недостатками. Во-
первых, не указан способ вычисления такого многочле-
на и, во-вторых, степень такого многочлена завышена.
В действительности мы несколько позже покажем, что
для каждой матрицы A существует многочлен степе-
ни n, очень просто связанный с матрицей и обращаю-
щийся в нуль при подстановке в него этой матрицы.

4. Обратное преобразование. Ядро и образ преобра-
зования.

О п р е д е л е н и е 4. Преобразование B называ-
ется обратным к A, если AB = BA = E, где E —
единичное преобразование.

В силу определения E это означает, что для любо-
го x B(Ax) = x, т. е. если A переводит x в вектор Ax,
то обратное преобразование B переводит вектор Ax
обратно в вектор x. Преобразование, обратное преобра-
зованию A, обозначается A−1.

Не для всякого преобразования существует обрат-
ное. Например, преобразование, состоящее в проекти-
ровании трехмерного пространства на плоскость XY
(см. пример 1 п. 1), очевидно, не имеет обратного.
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С понятием обратного преобразования связано поня-
тие обратной матрицы. Как известно, для каждой ма-
трицы A, удовлетворяющей условию Det(A) 	= 0, можно
определить матрицу A

−1, удовлетворяющую условию

AA
−1 = A

−1
A = E: (9)

Эта матрица A
−1 называется обратной к матрице A.

Ее можно найти, решая систему линейных уравнений,
эквивалентную матричному равенству (9). Элементы ее
k-го столбца окажутся равными минорам k-й строки
матрицы A, деленным на ее определитель. Легко про-
верить, что так составленная матрица A

−1 удовлетво-
ряет условиям (9).

Так как при заданном базисе между матрицами и ли-
нейными преобразованиями имеется взаимно однознач-
ное соответствие, сохраняющее операцию умножения,
то, для того чтобы преобразование A имело обрат-
ное, необходимо и достаточно, чтобы его матрица
в каком-нибудь базисе имела определитель, отличный
от нуля, т. е. имела бы ранг n. Преобразование, име-
ющее обратное, называют невырожденным.

С произвольным линейным преобразованием A свя-
заны два важных подпространства — ядро и образ это-
го преобразования.

О п р е д е л е н и е 5. Совокупность M векторов
вида Ax, где x пробегает все R, называется образом
пространства R при преобразовании A.

Другими словами, образ пространства — это множе-
ство тех векторов y, для которых уравнение Ax = y
имеет хотя бы одно решение. Ясно, что у обратимого
преобразования образ есть все пространство.

Покажем, что M есть подпространство простран-
ства R. Действительно, пусть y1 ∈ M и y2 ∈ M .

Это значит, что существуют x1 и x2 такие, что y1 =
= Ax1 и y2 = Ax2. Но тогда y1 + y2 = Ax1 + Ax2 =
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= A(x1 + x2) и, значит, y1 + y2 ∈ M . Аналогично, если
y = Ax, то –y = –Ax = A–x, т. е. –y ∈ M .

Следовательно, M является подпространством. Раз-
мерность этого подпространства называется рангом
преобразования A.

П р и м е р. Рассмотрим преобразование A, состоя-
щее в проектировании трехмерного пространства R в
плоскость XY (пример 1, п. 2). Очевидно, что образ это-
го преобразования есть плоскость XY .

У п р а ж н е н и е. Написать матрицу произвольного пре-
образования A в базисе, первые k векторов которого являются
базисом в образе пространства при этом преобразовании.

Другим важным подпространством является ядро
преобразования A, состоящее из всех векторов, пере-
ходящих при этом преобразовании в нуль.

О п р е д е л е н и е 6. Совокупность N векторов x
таких, что Ax = 0, называется ядром преобразова-
ния A.

Ясно, что ядро также есть подпространство прост-
ранства R. Действительно, если Ax1 = 0 и Ax2 = 0, то
A(x1 + x2) = Ax1 + Ax2 = 0. Точно так же, если Ax = 0,
то A–x = –Ax = 0, т. е. N есть подпространство.

Очевидно, что если A — невырожденное преобразо-
вание, то его ядро состоит из нуля (т. е. система одно-
родных уравнений с отличным от нуля определителем
имеет только нулевое решение).

У п р а ж н е н и е. Написать матрицу преобразования A в ба-
зисе, первые k векторов которого есть базис ядра.

П р и м е р. Пусть R — пространство многочленов
степени � n − 1 и преобразование A — дифференциро-
вание, т. е.

AP (t) = P ′(t):
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Ядро этого преобразования состоит из многочленов
P (t), для которых P ′(t) = 0, т. е. из констант. Таким
образом, ядро N здесь одномерно.

Образ A состоит из многочленов вида P ′(t), где P (t)
имеет степень � n − 1, т. е. M состоит из всех много-
членов степени � n − 2. Размерность M равна n − 1.

Рассмотрим теперь преобразование A2, которое за-
дается формулой

A2P (t) = P ′′(t):

Для преобразования A2 ядро N состоит из всех много-
членов не выше первой степени, а образ из всех много-
членов степени � n − 3 (проверьте!), т. е. N двумерно,
а M имеет размерность n − 2.

Аналогично у преобразования A3 ядро трехмерно, а
образ имеет размерность n − 3 и т. д.

Наконец, преобразование An в этом случае есть ну-
левое преобразование. Его ядро N = R, а образ состоит
только из нуля.

На этом примере видно, что при возведении пре-
образования в степень его ядро расширяется, а образ,
наоборот, уменьшается. При этом размерность ядра
как бы характеризует степень вырожденности пре-
образования. Чем больше ядро, тем меньше образ и
тем �более вырожденнымъ является преобразование.
Крайними случаями являются нулевое преобразование,
ядром которого является все R, а образ равен нулю,
и, с другой стороны, обратимое преобразование, обра-
зом которого является все пространство, а ядро равно
нулю.

При этом сумма размерностей ядра и образа всегда
остается равной размерности всего пространства.

Имеет место общая теорема.
Т е о р е м а. Пусть A — произвольное линейное

преобразование n-мерного пространства R. Сумма
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размерностей ядра и образа преобразования A равна
размерности всего пространства.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что ядро N
преобразования A имеет размерность k. Выберем в N
базис из векторов e1; : : : ; ek и дополним его до базиса
e1; : : : ; ek; ek+1; : : : ; en во всем пространстве R.

Рассмотрим векторы Aek+1; : : : ; Aen. Множество ли-
нейных комбинаций этих векторов образует подпро-
странство, которое совпадает с M — образом преобра-
зования A.

Действительно, пусть y — произвольный вектор
из M . Тогда, по определению, существует вектор x та-
кой, что y = Ax. Так как e1; : : : ; en — базис в R, то
x = ‚1e1 + : : : + ‚nen. Но так как Ae1 = : : : = Aek = 0
(e1; : : : ; ek — базис в ядре), то y = Ax = ‚k+1Aek+1 + : : :
: : : + ‚nAen.

Покажем, что n−k векторов Aek+1; : : : ; Aen линейно
независимы.

Действительно, пусть существуют числа ¸j , не рав-
ные одновременно нулю и такие, что ¸1Aek+1 + : : :
: : : + ¸n−kAen = 0. Рассмотрим вектор x = ¸1ek+1 + : : :
: : : + ¸n−ken. Тогда Ax = A(¸1ek+1 + : : : + ¸n−ken) =
= ¸1Aek+1+: : :+¸n−kAen = 0, т. е. x принадлежит ядру.
Мы пришли к противоречию, поскольку, с одной сторо-
ны, x как элемент ядра представим как линейная ком-
бинация первых k базисных векторов, а, с другой сто-
роны, x = ¸1ek+1 + : : : + ¸n−ken был задан как линейная
комбинация ek+1; : : : ; en. Это противоречит единствен-
ности представления вектора x через векторы базиса.
Следовательно, векторы Aek+1; : : : ; Aen линейно незави-
симы.

Мы показали, что существует n − k линейно незави-
симых векторов таких, что любой вектор образа есть
их линейная комбинация, т. е. размерность образа равна
n − k, что и требовалось доказать.
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5. Связь между матрицами линейного преобразова-
ния в различных базисах. Одно и то же линейное пре-
образование может в различных базисах иметь различ-
ные матрицы (см., например, упражнение к примеру 1
п. 3 этого параграфа). Выясним, как изменяется матри-
ца линейного преобразования A при переходе от одного
базиса к другому.

Пусть в R даны два базиса: e1; e2; : : : ; en и f1; f2; : : :
: : : ; fn. Матрицу перехода от базиса e1; e2; : : : ; en к ба-
зису f1; f2; : : : ; fn обозначим через C, т. е. положим

f1 = c11e1 + c21e2 + : : : + cn1en;

f2 = c12e1 + c22e2 + : : : + cn2en;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
fn = c1ne1 + c2ne2 + : : : + cnnen:

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭ (10)

Введем вспомогательное линейное преобразование C,
положив

Cei = fi:

Его матрица в базисе e1; e2; : : : ; en согласно формулам
(2) и (3) п. 3 будет C.

Обозначим матрицу линейного преобразования A в
базисе e1; e2; : : : ; en через A = ‖aik‖, а в базисе f1; f2; : : :
: : : ; fn через B = ‖bik‖. Иначе говоря,

Aek =
n∑

i=1

aikei; (10′)

Afk =
n∑

i=1

bikfi: (10′′)

Наша цель — выразить матрицу B через матрицы A

и C. Заменим для этого в правой и левой частях фор-



§ 9] линейные преобразования и операции над ними 129

мулы (10′′) fk через Cek и fi через Cei. Мы будем иметь:

ACek =
n∑

i=1

bikCei:

Применим к обеим частям этого равенства пре-
образование C−1 (оно существует, так как векторы
f1; f2; : : : ; fn линейно независимы). Мы получим:

C−1ACek =
n∑

i=1

bikei:

Мы видим, что интересующая нас матрица ‖bik‖
есть также матрица преобразования C−1AC в бази-
се e1; e2; : : : ; en. При перемножении преобразований их
матрицы в данном базисе e1; e2; : : : ; en перемножаются.
Поэтому

B = C
−1

AC: (11)

Матрицы A и B, связанные соотношением (11), назы-
ваются подробными.

Итак, матрица B преобразования A в базисе
f1; f2; : : : ; fn получается из матрицы A преобразова-
ния A в базисе e1; e2; : : : ; en по формуле (11), где C —
матрица перехода от базиса e1; e2; : : : ; en к базису
f1; f2; : : : ; fn (формула (10)).

6. Линейное преобразование пространства R1 в про-
странство R2. Определяя линейное преобразование A,
мы фактически нигде не пользовались тем, что векторы
x и Ax принадлежат одному и тому же пространству.
Поэтому, повторяя дословно определение 1 п. 1, можно
определить также линейное преобразование простран-
ства R1 в другое пространство R2.

Все сказанное в этом параграфе без каких-либо су-
щественных изменений переносится на такие преобра-
зования. Остановимся на операциях сложения и умно-
жения линейных преобразований.
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Пусть A и B — линейные преобразования простран-
ства R1 в пространство R2. Тогда, как и в п. 3, можно
определить их сумму A + B: C = A + B означает, что
Cx = Ax + Bx для любого x ∈ R1.

Произведение AB в этом случае смысла уже не име-
ет. Однако мы можем определить произведение AB в
том случае, когда B — линейное преобразование прос-
транства R1 в R2, а A — линейное преобразование про-
странства R2 в R3. В этом случае AB есть, по опреде-
лению, линейное преобразование пространства R1 в R3,
состоящее в последовательном выполнении сначала пре-
образования B, отображающего R1 в R2, а затем пре-
образования A, отображающего R2 в R3.

Введенные операции сложения и умножения линей-
ных преобразований удовлетворяют ассоциативному и
дистрибутивному законам.

З а д а ч а. Установить, как изменяется матрица ли-
нейного преобразования R1 в R2 при замене базисов в
R1 и R2.

§ 10. Инвариантные подпространства,
собственные векторы и собственные значения
линейного преобразования

1. Инвариантные подпространства. Пусть R1 — под-
пространство пространства R и A — линейное пре-
образование в R. Вообще говоря, для произвольного
x ∈ R1, Ax =∈ R1

∗). Например, если R — евклидова
плоскость, R1 — произвольная прямая и A — поворот на

угол ’ =
ı

6
, то очевидно, что для любого x 	= 0 и при-

надлежащего R1, Ax =∈ R1. Однако может случиться,

∗) Запись Ax =∈ R1 означает, что вектор Ax не принадлежит
подпространству R1.
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что некоторые подпространства переходят сами в се-
бя при линейном преобразовании A. Введем следующие
определения.

О п р е д е л е н и е 1. Пусть A — линейное преоб-
разование пространства R. Линейное подпростран-
ство R1 называется инвариантным относительно A,
если для каждого вектора x из R1 вектор Ax также
принадлежит R1.

При изучении линейного преобразования A в инва-
риантном подпространстве R1 можно, таким образом,
рассматривать это преобразование только в R1.

Тривиальными инвариантными подпространствами
являются подпространство, состоящее лишь из нуля, и
все пространство.

П р и м е р ы. 1. Пусть R — трехмерное пространст-
во и A — поворот вокруг некоторой оси, проходящей че-
рез нуль. Инвариантными подпространствами при этом
являются: а) ось вращения (одномерное инвариантное
подпространство), б) плоскость, проходящая через на-
чало координат и ортогональная к этой оси (двумерное
инвариантное подпространство).

2. R — плоскость. Преобразование A заключается в
растяжении плоскости в –1 раз вдоль оси X и в –2

раз вдоль оси Y . Иначе говоря, если вектор z равен
‰1e1 + ‰2e2, то Az = –1‰1e1 + –2‰2e2, где e1; e2 — еди-
ничные векторы на осях. Координатные оси X и Y
являются в этом случае одномерными инвариантными
подпространствами. Если –1 = –2 = –, то A является
преобразованием подобия с коэффициентом подобия –.
В этом случае каждая прямая, проходящая через на-
чало координат, является инвариантным подпростран-
ством.

У п р а ж н е н и е. Показать, что если –1 �= –2, то в примере 2
нет никаких других одномерных инвариантных подпространств,
кроме указанных выше.
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3. R — совокупность многочленов степени не выше
n − 1. Линейное преобразование A — дифференцирова-
ние, т. е.

AP (t) = P ′(t):

Совокупность многочленов, степень которых меньше
или равна k, где k � n− 1, образует инвариантное под-
пространство. Действительно, дифференцируя много-
член степени � k, мы получим многочлен, степень ко-
торого снова не превосходит k.

У п р а ж н е н и е. Доказать, что в примере 3 никаких инва-
риантных подпространств, кроме указанных, нет.

4. R — произвольное n-мерное пространство. Линей-
ное преобразование A задается в некотором базисе
e1; e2; : : : ; en матрицей вида⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a11 : : : a1k a1;k+1 : : : a1n

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
ak1 : : : akk ak;k+1 : : : akn

0 : : : 0 ak+1;k+1 : : : ak+1;n

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
0 : : : 0 an;k+1 : : : ann

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ :

В этом случае подпространство R1, порожденное векто-
рами e1; e2; : : : ; ek, инвариантно. Доказательство этого
мы предоставляем читателю. Если, кроме того,

ai;k+1 = : : : = ain = 0 (1 � i � k);

то подпространство, порожденное векторами ek+1;
ek+2; : : : ; en, также будет инвариантным.

5. R — произвольное n-мерное пространство, A —
произвольное линейное преобразование в этом прост-
ранстве.

Тогда образ M и ядро N преобразования A являют-
ся инвариантными подпространствами. Действитель-
но, пусть y ∈ M . Тогда Ay ∈ M в силу определения M .
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Точно так же, если x ∈ N , то Ax = 0 ∈ N .
Этот простой факт будет использован в дальнейшем

при приведении произвольного преобразования к про-
стейшему виду.

Пусть дано пространство R и линейное преобразова-
ние A в этом пространстве. Предположим, что R раз-
ложимо в прямую сумму двух инвариантных подпро-
странств R1 размерности k и R2 размерности n−k (см.
стр. 27). Тогда в базисе e1; : : : ; en, первые k векторов ко-
торого лежат в R1, а последние (n − k) — в R2, матри-
ца преобразования A состоит из двух клеток размерно-
стей k и n − k, стоящих на диагонали, а на остальных
местах стоят нули, т. е.

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a11 : : : a1k 0 : : : 0
a21 : : : a2k 0 : : : 0
: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
ak1 : : : akk 0 : : : 0
0 : : : 0 ak+1;k+1 : : : ak+1;n

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
0 : : : 0 an;k+1 : : : an;n

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

:

2. Собственные векторы и собственные значения.
Особую роль в дальнейшем будут играть одномерные
инвариантные подпространства.

Пусть R1 — одномерное подпространство, поро-
жденное вектором x 	= 0 (т. е. совокупность векторов
вида ¸x). Ясно, что для того чтобы R1 было инвари-
антным, необходимо и достаточно, чтобы вектор Ax
лежал в R1, т. е. был кратен вектору x:

Ax = –x:

О п р е д е л е н и е 2. Вектор x 	= 0, удовлетво-
ряющий соотношению Ax = –x, называется соб-
ственным вектором, а соответствующее число – —
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собственным значением (характеристическим чи-
слом) линейного преобразования A.

Итак, если x — собственный вектор, то векторы ¸x
образуют одномерное инвариантное подпространство.

Обратно, все отличные от нуля векторы одномерно-
го инвариантного подпространства являются собствен-
ными.

Т е о р е м а 1. В комплексном пространстве ∗) R
всякое линейное преобразование A имеет хотя бы один
собственный вектор.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Выберем в R какой-либо
базис e1; e2; : : : ; en. Линейному преобразованию A в
этом базисе соответствует некоторая матрица ‖aik‖.

Пусть

x = ‰1e1 + ‰2e2 + : : : + ‰nen

— произвольный вектор из R. Тогда координаты ”1;
”2; : : : ; ”n вектора Ax выражаются следующими форму-
лами (см. п. 2 § 9):

”1 = a11‰1 + a12‰2 + : : : + a1n‰n;

”2 = a21‰1 + a22‰2 + : : : + a2n‰n;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
”n = an1‰1 + an2‰2 + : : : + ann‰n:

Условие того, что вектор собственный, т. е. равенство

Ax = –x;

∗) Доказательство теоремы пригодно для пространства над
любым алгебраическим замкнутым полем, так как используется
лишь существование решения у уравнения (2).
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записывается в следующем виде:

a11‰1 + a12‰2 + : : : + a1n‰n = –‰1;

a21‰1 + a22‰2 + : : : + a2n‰n = –‰2;
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1‰1 + an2‰2 + : : : + ann‰n = –‰n

или
(a11 − –)‰1 + a12‰2 + : : : + a1n‰n = 0;

a21‰1 + (a22 − –)‰2 + : : : + a2n‰n = 0;
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1‰1 + an2‰2 + : : : + (ann − –)‰n = 0:

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭ (1)

Для доказательства теоремы нужно доказать, таким
образом, что существуют число – и числа ‰1; ‰2; : : : ; ‰n,
не все равные нулю, удовлетворяющие системе (1).

Условием существования ненулевого решения одно-
родной системы (1) является равенство нулю ее опре-
делителя ∣∣∣∣∣∣∣

a11 − – a12 : : : a1n

a21 a22 − – : : : a2n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 : : : ann − –

∣∣∣∣∣∣∣ = 0: (2)

Мы получили уравнение степени n относительно –. Это
уравнение имеет хотя бы один (вообще говоря, ком-
плексный) корень –0.

Подставив в систему (1) вместо – корень –0, мы по-
лучим однородную систему линейных уравнений, опре-
делитель которой равен нулю, и имеющую, следователь-
но, ненулевое решение ‰

(0)
1 ; ‰

(0)
2 ; : : : ; ‰

(0)
n . Тогда вектор

x(0) = ‰
(0)
1 e1 + ‰

(0)
2 e2 + : : : + ‰(0)

n en

будет собственным вектором, а –0 — собственным зна-
чением, так как

Ax(0) = –0x(0):

Теорема доказана.
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З а м е ч а н и е. Так как доказательство теоремы
остается в силе, если преобразование A рассматривать
не во всем пространстве, а в любом его инвариант-
ном подпространстве, то в любом инвариантном под-
пространстве существует хотя бы один собственный
вектор преобразования A.

Многочлен, стоящий в левой части уравнения (2),
называется характеристическим многочленом матри-
цы преобразования A, а само уравнение (2) характе-
ристическим или вековым уравнением этой матрицы.
В процессе доказательства теоремы мы показали, что
корни характеристического многочлена суть собствен-
ные значения преобразования A и, обратно, собствен-
ные значения преобразования A суть корни характери-
стического многочлена.

Так как собственные значения преобразования опре-
делены независимо от выбора базиса, то, следовательно,
и корни характеристического многочлена также не за-
висят от выбора базиса. Мы покажем далее несколько
больше ∗), а именно, что сам характеристический мно-
гочлен не зависит от выбора базиса, и поэтому мы в
дальнейшем будем называть его характеристическим
многочленом преобразования A (а не характеристиче-
ским многочленом матрицы преобразования A).

3. Среди линейных преобразований в известном
смысле простейшими являются те, которые имеют n ли-
нейно независимых собственных векторов.

Пусть A — такое преобразование, а e1; e2; : : : ; en —
его линейно независимые собственные векторы, т. е.

Aei = –iei (i = 1; 2; : : : ; n):

∗) Из того, что корни характеристического многочлена одни
и те же для разных базисов, еще не следует, что сам многочлен
не зависит от выбора базиса; априори возможно, что в разных
базисах кратности этих корней различны.
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Примем e1; e2; : : : ; en за базис в R. Равенства

Ae1 = –1e1;

Ae2 = –2e2;

. . . . . . . .
Aen = –nen

означают, что матрица преобразования A в этом базисе
имеет вид ⎛

⎜⎝
–1 0 : : : 0
0 –2 : : : 0
: : : : : : : : : : : : :
0 0 : : : –n

⎞
⎟⎠

(является диагональной матрицей). Таким образом,
имеет место

Т е о р е м а 2. Если линейное преобразование A
имеет n линейно независимых собственных векторов,
то, выбрав их за базис, мы приведем матрицу преобра-
зования A к диагональной форме. Обратно, если в не-
котором базисе матрица преобразования диагональна,
то все векторы этого базиса являются собственными
векторами.

З а м е ч а н и е. Отметим один важный случай, ко-
гда линейное преобразование заведомо имеет n линей-
но независимых собственных векторов. Предваритель-
но заметим следующее:

Если e1; e2; : : : ; ek — собственные векторы преобра-
зования A и соответствующие им собственные зна-
чения –1; –2; : : : ; –k, попарно различны, то e1; e2; : : : ; ek

линейно независимы.
Для k = 1 утверждение очевидно. Пусть наше утвер-

ждение верно для k−1 векторов; докажем его для k век-
торов. Предположим противное, т. е. предположим, что

¸1e1 + ¸2e2 + : : : + ¸kek = 0; (3)
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причем хотя бы один из коэффициентов ¸i, например
¸1, отличен от нуля.

Применим к обеим частям равенства (3) преобразо-
вание A. Получим

A(¸1e1 + ¸2e2 + : : : + ¸kek) = 0;

т. е.
¸1–1e1 + ¸2–2e2 + : : : + ¸k–kek = 0:

Вычитая из последнего равенства равенство (3), умно-
женное на –k, мы получим выражение

¸1(–1 − –k)e1 + ¸2(–2 − –k)e2 + : : :

: : : + ¸k−1(–k−1 − –k)ek−1 = 0;

где первый коэффициент по-прежнему отличен от нуля
(так как по условию –i 	= –k при i 	= k). Мы пришли к
противоречию, так как по индуктивному предположе-
нию векторы e1; e2; : : : ; ek−1 линейно независимы. От-
сюда непосредственно следует, что:

Если характеристический многочлен преобразова-
ния A имеет n различных корней, то матрица пре-
образования A может быть приведена к диагональной
форме.

Действительно, каждому корню –k характеристиче-
ского уравнения отвечает хотя бы один собственный
вектор. Так как соответствующие этим векторам соб-
ственные значения (корни характеристического урав-
нения) все различны, то, согласно доказанному выше,
мы имеем n линейно независимых собственных векто-
ров e1; e2; : : : ; en. Если векторы e1; e2; : : : ; en принять за
базис, то матрица преобразования A будет диагональ-
ной.

Если характеристический многочлен имеет кратные корни, то
число линейно независимых собственных векторов может быть
меньше, чем n. Например, преобразование A в пространстве мно-
гочленов степени не выше n−1, ставящее в соответствие каждому



§ 10] инвариантные подпространства 139

многочлену его производную, имеет лишь одно собственное значе-
ние – = 0 и один (с точностью до пропорциональности) собствен-
ный вектор P (t) = const. В самом деле, для любого многочлена
P (t) степени k > 0 многочлен P ′(t) имеет степень k − 1, и потому
равенство P ′(t) = –P (t) возможно лишь, если – = 0 и P (t) = const.
Следовательно, для этого преобразования не существует базиса,
в котором ему соответствовала бы диагональная матрица.

В главе III будет доказано, что если – есть m-крат-
ный корень характеристического уравнения, то ему от-
вечает не более чем m линейно независимых собствен-
ных векторов.

Ниже (в §§ 12 и 13) мы укажем некоторые классы ли-
нейных преобразований, приводимых к диагональной
форме. Вопросу о том, к какому простейшему виду мо-
жет быть приведено произвольное линейное преобразо-
вание, будет посвящена глава III.

4. Характеристический многочлен. В п. 2 мы уже
определили характеристический многочлен преобразо-
вания A как определитель матрицы A − –E, где A —
матрица преобразования A, а E — единичная матри-
ца. Докажем, что характеристический многочлен не за-
висит от выбора базиса. Действительно, при переходе
к другому базису матрица A преобразования A при-
нимает вид C

−1
AC, где C есть матрица перехода к

новому базису. Таким образом, в новом базисе харак-
теристический многочлен есть определитель матрицы
C

−1
AC − –E. Но

|C−1
AC−–E| = |C−1

AC−–C
−1

EC| = |C−1(A−–E)C|;
и так как определитель произведения равен произведе-
нию определителей, то

|C−1
AC − –E| = |C−1||A − –E||C| = |A − –E|;

и утверждение доказано. Таким образом, мы в дальней-
шем можем говорить о характеристическом многочлене
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преобразования A (а не о характеристическом много-
члене матрицы преобразования A).

У п р а ж н е н и я. 1. Найти характеристический многочлен
матрицы ⎛

⎜⎜⎜⎝
–0 0 0 : : : 0 0
1 –0 0 : : : 0 0
0 1 –0 : : : 0 0

: : : : : : : : : : : : : : : : :
0 0 0 : : : 1 –0

⎞
⎟⎟⎟⎠ :

2. Найти характеристический многочлен матрицы⎛
⎜⎜⎜⎝

a1 a2 a3 : : : an−1 an

1 0 0 : : : 0 0
0 1 0 : : : 0 0
: : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
0 0 0 : : : 1 0

⎞
⎟⎟⎟⎠ :

Ответ. (−1)n(–n − a1–n−1 − a2–n−2 − : : : − an).

Выразим характеристический многочлен явно че-
рез элементы матрицы A преобразования A. Вычислим
сначала более общий определитель (который позже в
§ 12 нам тоже встретится): |A − –B|, где A и B — две
заданные матрицы. Нам нужно, следовательно, вычи-
слить следующий многочлен относительно –:

Q(–) =

∣∣∣∣∣∣∣
a11 − –b11 a12 − –b12 : : : a1n − –b1n

a21 − –b21 a22 − –b22 : : : a2n − –b2n

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
an1 − –bn1 an2 − –bn2 : : : ann − –bnn

∣∣∣∣∣∣∣ :

Так как в этом определителе каждый столбец есть сум-
ма двух столбцов, то определитель может быть разло-
жен на сумму определителей. Свободный член в Q(–)
есть

q0 =

∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 : : : a1n

a21 a22 : : : a2n

: : : : : : : : : : : : : :
an1 an2 : : : ann

∣∣∣∣∣∣∣ : (4)
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Ясно, что коэффициент при (−–)k в Q(–) равен сумме
определителей, каждый из которых получается заме-
ной в (4) каких-либо k столбцов матрицы ‖aik‖ соот-
ветствующими столбцами матрицы ‖bik‖.

Перейдем теперь к вычислению |A − –E|. Для вы-
числения коэффициента при (−–)k мы должны взять
сумму определителей, каждый из которых получается
заменой k столбцов матрицы ‖aik‖ k столбцами еди-
ничной матрицы. Но каждый такой определитель есть
главный минор (n − k)-го порядка матрицы ‖aik‖. Та-
ким образом, окончательно, характеристический мно-
гочлен P (–) матрицы A имеет вид

P (–) = (−1)n(–n − p1–n−1 + p2–n−2 − : : : ± pn);

где p1 есть сумма диагональных элементов, p2 — сум-
ма главных миноров второго порядка и т. д.; наконец
pn есть определитель матрицы A.

Числа p1; p2; : : : ; pn, построенные по матрице A пре-
образования A, зависят лишь от самого преобразова-
ния, поскольку этим свойством, как мы показали, обла-
дает характеристический многочлен. Среди коэффици-
ентов pi наибольшую роль играют pn — определитель
матрицы A и p1 — сумма диагональных элементов ма-
трицы A. Сумма диагональных элементов матрицы на-
зывается следом матрицы A. След матрицы A обозна-
чается tr A (от английского слова trace — след). Ясно,
что след матрицы равен сумме всех корней характе-
ристического многочлена (собственных значений), при-
чем каждый корень считается с той кратностью, с ко-
торой он входит в характеристический многочлен.

У п р а ж н е н и я. 1. Показать, что если A и B — матрицы
n-го порядка, то

tr AB = tr BA:

2. Показать, что если C — невырожденная матрицы n-го по-
рядка, то для любой матрицы A n-го порядка имеем:

tr C
−1

AC = tr A:
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Вычисление собственных векторов линейного пре-
образования требует знания собственных значений и,
следовательно, решения уравнения n-й степени — ха-
рактеристического уравнения. В одном важном част-
ном случае корни характеристического многочлена
можно найти непосредственно.

Если матрица преобразования A треугольная, т. е.
имеет вид ⎛

⎜⎜⎜⎝
a11 a12 a13 : : : a1n

0 a22 a23 : : : a2n

0 0 a33 : : : a3n
: : : : : : : : : : : : : : : : :
0 0 0 : : : ann

⎞
⎟⎟⎟⎠ ; (5)

то собственными значениями будут числа, стоящие
на диагонали, т. е. a11; a22; : : : ; ann.

В самом деле, характеристический многочлен дан-
ной матрицы вычисляется непосредственно и есть

P (–) = (a11 − –)(a22 − –) : : : (ann − –);

и следовательно, его корни — a11; a22; : : : ; ann.
У п р а ж н е н и е. Найти собственные векторы, отвечающие

собственным значениям a11; a22; a33 треугольной матрицы (5).
В заключение этого пункта укажем одно интересное свойство

характеристического многочлена. Как мы уже указывали в п. 3
предыдущего параграфа, существует такой многочлен P (t), что
если в него подставить вместо t матрицу A, то он обратится
в нуль. Мы покажем сейчас, что одним из таких многочленов
является характеристический многочлен. Докажем предваритель-
но лемму:

Л е м м а. Пусть многочлен

P (–) = a0–m + a1–m−1 + : : : + am

и матрица A связаны соотношением

P (–)E = (A − –E)C(–); (6)

где C(–) — многочлен от –, коэффициенты которого являются
матрицами, т. е.

C(–) = C0–m−1 + C1–m−2 + : : : + Cm−1; Ci — матрицы:

Тогда P (A) = 0.
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Заметим, что эта лемма является обобщением на многочлены
с матричными коэффициентами теоремы Безу.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Мы имеем:

(A − –E)C(–) = ACm−1 + (ACm−2 − Cm−1)– +

+ (ACm−3 − Cm−2)–2 + : : : − C0–m: (7)

Сравнивая между собой коэффициенты при одинаковых степе-
нях – в обеих частях равенства (6), мы получаем последователь-
ность равенств:

ACm−1 = amE;

ACm−2 − Cm−1 = am−1E;

ACm−3 − Cm−2 = am−2E;

. . . . . . . . . . . . . . . . .

AC0 − C1 = a1E;

− C0 = a0E:

(8)

Умножим теперь слева первое равенство на E, второе на A,
третье на A

2, : : : , последнее на A
m и сложим их. Мы получим

справа P (A) = amE + am−1A + : : : + a0A
m, а слева 0. Таким

образом, P (A) = 0 и лемма доказана ∗).
Т е о р е м а 3. Если P (–) — характеристический многочлен

матрицы A, то P (A) = 0.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим матрицу, обратную ма-

трице A−–E. Мы имеем (A−–E)(A−–E)−1 = E. Как известно,
обратная матрица может быть записана в виде

(A − –E)−1 =
1

P (–)
C(–);

где C(–) — матрица из миноров (n − 1)-го порядка матрицы
A − –E, а P (–) — определитель матрицы A − –E, т. е. характе-
ристический многочлен матрицы A. Отсюда

(A − –E)C(–) = P (–)E:

∗) В алгебре теорема Безу доказывается тем, что в равен-
ство (6) подставляется A вместо –. Здесь, конечно, мы не вправе
этого сделать непосредственно, так как – есть число, а A — ма-
трица. Однако, по существу, мы сделали то же самое. Действи-
тельно, k-е из равенств (8) получилось сравнением в (6) коэф-

фициентов при –k. Умножая его на A
k и складывая затем все

равенства, мы, по существу, подставляем A вместо –.
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Так как элементами матрицы C(–) являются миноры матрицы
A − –E, т. е. многочлены степени не выше n − 1 относительно –,
то согласно доказанной лемме

P (A) = 0;

и теорема доказана.
Заметим, что если у характеристического многочлена матри-

цы A нет кратных корней, то не существует многочлена степени
ниже n, обращающегося в нуль при подстановке в него матри-
цы A (см. следующее упражнение).

У п р а ж н е н и е. Пусть A — диагональная матрица вида

A =

⎛
⎜⎝

–1 0 : : : 0
0 –2 : : : 0

: : : : : : : : : : :
0 0 : : : –n

⎞
⎟⎠ ;

где все числа –i различны. Найти многочлен P (t) возможно более
низкой степени, для которого P (A) = 0. (См. пример в § 9, п. 3.)

§ 11. Линейное преобразование,
сопряженное к данному

1. Связь между линейными преобразованиями и би-
линейными формами в евклидовом пространстве. Мы
рассматривали ранее в аффинном пространстве отдель-
но линейные преобразования и отдельно билинейные
формы. В случае евклидова пространства между би-
линейными формами и линейными преобразованиями
существует тесная связь ∗).

Всякому линейному преобразованию A отвечает в
евклидовом пространстве билинейная форма A(x; y),

∗) Так как в данном базисе как линейные преобразования,
так и билинейные формы задаются матрицами, то можно было
бы попытаться в аффинном пространстве поставить друг другу
в соответствие линейное преобразование и билинейную форму,
задаваемые одной и той же матрицей. Однако это соответствие
было бы случайным. Действительно, если в одном базисе матрицы
билинейной формы и линейного преобразования совпадают, то в
другом базисе они будут уже, вообще говоря, различны, так как
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задаваемая формулой

A(x; y) ≡ (Ax; y):

Действительно, функция A(x; y) ≡ (Ax; y) удовлетворя-
ет условиям, определяющим билинейную форму. Имеем:

1◦ (A(x1+x2); y) = (Ax1+Ax2; y) = (Ax1; y)+(Ax2; y);

(A–x; y) = (–Ax; y) = –(Ax; y):

2◦ (x; A(y1+y2)) = (x; Ay1+Ay2) = (x; Ay1)+(x; Ay2);

(x; A—y) = (x; —Ay) = —(x; Ay):

Покажем, что преобразование A определяется соот-
ветствующей билинейной формой A(x; y) однозначно.

Пусть
A(x; y) = (Ax; y)

и
A(x; y) = (Bx; y):

Тогда
(Ax; y) ≡ (Bx; y);

т. е.
(Ax − Bx; y) = 0

при переходе к другому базису матрица A билинейной формы
переходит в C

′
AC (C

′ — матрица, транспонированная к матри-
це C) (см. § 4), а матрица линейного преобразования — в C

−1
AC

(см. § 9).
Внимательный читатель сможет заметить, что устанавливае-

мое ниже соответствие между билинейными формами и линейны-
ми преобразованиями в евклидовом пространстве состоит в том,
что сопоставляются друг другу линейные преобразования и били-
нейные формы, матрицы которых в нормированном ортогональ-
ном базисе получаются одна из другой транспонированием; это
соответствие, как следует из дальнейшего, уже не зависит от вы-
бора базиса.
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для любого вектора y; но это значит, что Ax − Bx = 0.
Таким образом, Ax = Bx для любого x, т. е. A = B.
Однозначность доказана.

Имеет место и обратное.
Пусть R — комплексное евклидово пространство и

пусть A(x; y) — билинейная форма в нем. Выберем в R
какой-либо ортогональный нормированный базис e1;
e2; : : : ; en. Если

x = ‰1e1+‰2e2+: : :+‰nen и y = ”1e1 +”2e2 +: : :+”nen;

то A(x; y) можно записать в виде

A(x; y) = a11‰1”1 + a12‰1”2 + : : : + a1n‰1”n +
+ a21‰2”1 + a22‰2”2 + : : : + a2n‰2”n +

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
+ an1‰n”1 + an2‰n”2 + : : : + ann‰n”n: (1)

Постараемся представить это выражение в виде не-
которого скалярного произведения. Для этого перепи-
шем его следующим образом:

A(x; y) = (a11‰1 + a21‰2 + : : : + an1‰n)”1 +
+ (a12‰1 + a22‰2 + : : : + an2‰n)”2 +

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
+ (a1n‰1 + a2n‰2 + : : : + ann‰n)”n:

Введем в рассмотрение вектор z с координатами

“1 = a11‰1 + a21‰2 + : : : + an1‰n;

“2 = a12‰1 + a22‰2 + : : : + an2‰n;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
“n = a1n‰1 + a2n‰2 + : : : + ann‰n:

Вектор z получается из вектора x линейным преобра-
зованием с матрицей, транспонированной к матрице
‖aik‖ билинейной формы A(x; y). Это преобразование
мы обозначим буквой A, т. е. положим z = Ax. Мы
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получаем, следовательно, что

A(x; y) = “1”1 + “2”2 + : : : + “n”n = (z; y) = (Ax; y):

Итак, всякой билинейной форме A(x; y) в евклидовом
пространстве отвечает такое линейное преобразова-
ние A, что

A(x; y) ≡ (Ax; y):

Таким образом, мы доказали следующую теорему.
Т е о р е м а 1. Формула

A(x; y) = (Ax; y) (2)

устанавливает в евклидовом пространстве взаимно
однозначное соответствие между билинейными фор-
мами и линейными преобразованиями.

Из однозначности соответствия, устанавливаемого
формулой (2), следует, что оно не зависит от выбора
базиса.

Связь между билинейными формами и линейными
преобразованиями можно установить и другим спосо-
бом. А именно, каждую билинейную форму можно пред-
ставить также в виде

A(x; y) = (x; A∗y):

Для этого в формуле (1)

A(x; y) = a11‰1”1 + a12‰1”2 + : : : + a1n‰1”n +
+ a21‰2”1 + a22‰2”2 + : : : + a2n‰2”n +

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
+ an1‰n”1 + an2‰n”2 + : : : + ann‰n”n

мы будем выносить за скобки координаты ‰1; ‰2; : : : ; ‰n

вектора x. Повторяя снова прежние рассуждения, мы



148 линейные преобразования [гл. ii

получаем:

A(x; y) = ‰1(a11”1 + a12”2 + : : : + a1n”n) +
+ ‰2(a21”1 + a22”2 + : : : + a2n”n) +

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
+ ‰n(an1”1 + an2”2 + : : : + ann”n) =

= ‰1(a11”1 + a12”2 + : : : + a1n”n) +

+ ‰2(a21”1 + a22”2 + : : : + a2n”n) +
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

+ ‰n(an1”1 + an2”2 + : : : + ann”n) = (x; A∗y):

При этом матрица преобразования A∗ получается из
матрицы преобразования A в любом ортогональном ба-
зисе переходом к транспонированной и заменой ее эле-
ментов комплексно сопряженными.

Заметим, что в неортогональном базисе связь между
матрицами преобразований A и A∗ более сложна.

2. Операция перехода от преобразования A к сопря-
женному (операция ∗).

О п р е д е л е н и е 1. Пусть A — линейное преоб-
разование комплексного евклидова пространства.
Преобразование A∗, определенное условием

(Ax; y) = (x; A∗y);

называется сопряженным к A.
Т е о р е м а 2. В евклидовом пространстве каж-

дому линейному преобразованию отвечает сопряжен-
ное преобразование и притом только одно.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Линейному преобразова-
нию A однозначно соответствует согласно теореме 1
этого параграфа билинейная форма A(x; y) = (Ax; y).
Эту билинейную форму согласно сказанному в конце
п. 1 можно представить, и притом однозначно, в виде
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(x; A∗y). Окончательно мы имеем:

(Ax; y) = A(x; y) = (x; A∗y):

Матрица сопряженного преобразования A∗ получа-
ется из матрицы преобразования A в ортогональном
базисе переходом к транспонированной и комплексно
сопряженной матрице, как это доказано в п. 1 этого
параграфа.

Переход от A к A∗ можно выразить в виде правила:
если в выражении (Ax; y) мы желаем A перебросить на
второе место, то к нему нужно приписать ∗.

Операция перехода от преобразования A к сопря-
женному преобразованию A∗ (�операция ∗ъ) связана с
определенными выше (§ 9) операциями сложения и умно-
жения линейных преобразований следующими соотно-
шениями:

1◦ (AB)∗ = B∗A∗:
2◦ (A∗)∗ = A:
3◦ (A + B)∗ = A∗ + B∗:
4◦ (–A)∗ = –A∗:
5◦ E∗ = E:

Докажем, например, два первых из этих свойств.

1◦ (ABx; y) = (Bx; A∗y) = (x; B∗A∗y):

Но, с другой стороны, по определению (AB)∗ имеем:

(ABx; y) = (x; (AB)∗y):

Сравнивая правые части этих двух равенств и вспо-
мнив, что линейное преобразование однозначно опре-
деляется соответствующей билинейной формой, полу-
чаем:

(AB)∗ = B∗A∗:

2◦ По определению A∗ имеем:

(Ax; y) = (x; A∗y):
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Обозначим временно A∗ через C. Тогда

(Ax; y) = (x; Cy);

откуда
(y; Ax) = (Cy; x):

Заменив y через x, а x через y и поменяв местами пра-
вую и левую части этого равенства, получим:

(Cx; y) = (x; Ay):

Но это равенство и означает, что C∗ = A, и так как
C = A∗, то

(A∗)∗ = A:

У п р а ж н е н и я. 1. Доказать таким же способом свойства
3◦–5◦.

2. Доказать свойства 1◦–5◦, пользуясь тем, что матрица пре-
образования A∗ получается из матрицы преобразования A в ор-
тогональном базисе транспонированием и заменой всех элементов
комплексно сопряженными.

3. Самосопряженные, унитарные и нормальные ли-
нейные преобразования. Операция ∗ в известной мере
аналогична операции перехода от данного комплексно-
го числа ¸ к сопряженному ¸. Эта аналогия не случай-
на. Действительно, для матриц первого порядка над
комплексным полем, т. е. для комплексных чисел, опе-
рация ∗ как раз и состоит в замене данного числа ком-
плексно сопряженным.

Среди всех комплексных чисел действительные чи-
сла характеризуются тем свойством, что ¸ = ¸. Для
линейных преобразований аналогичное понятие являет-
ся весьма существенным.

О п р е д е л е н и е 2. Линейное преобразование A
называется самосопряженным (или эрмитовым), если
A∗ = A.
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Покажем, что для того, чтобы линейное преобразо-
вание A было самосопряженным, необходимо и доста-
точно, чтобы билинейная форма (Ax; y) была эрмито-
вой.

В самом деле, эрмитовость формы (Ax; y) означает,
что

(Ax; y) = (Ay; x): (а)

Самосопряженность преобразования A означает, что

(Ax; y) = (x; Ay): (б)

Легко видеть, что равенства (а) и (б) эквивалентны.
Всякое комплексное число “ представимо в виде “ =

= ¸ + i�, где ¸ и � — действительные числа. Аналогич-
но:

Всякое линейное преобразование A может быть за-
писано в виде

A = A1 + iA2 (3);

где A1 и A2 — самосопряженные преобразования.
Действительно,

A =
A + A∗

2
+ i

A − A∗
2i

:

Введем обозначения

A + A∗
2

= A1;
A − A∗

2i
= A2:

Тогда

A∗
1 =

(
A + A∗

2

)∗
=

1
2

(A + A∗)∗ =
1
2

(A∗ + A∗∗) =

=
1
2

(A∗ + A) = A1
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и

A∗
2 =

(
A − A∗

2i

)∗
= − 1

2i
(A − A∗)∗ = − 1

2i
(A∗ − A∗∗) =

= − 1
2i

(A∗ − A) = A2;

т. е. A1 и A2 — самосопряженные преобразования.
Таким образом, самосопряженные преобразования

играют среди всех линейных преобразований роль, ана-
логичную роли действительных чисел среди комплекс-
ных.

У п р а ж н е н и я. 1. Доказать единственность представле-
ния преобразования A в виде (3).

2. Доказать, что линейная комбинация с действительными ко-
эффициентами самосопряженных преобразований есть снова са-
мосопряженное преобразование.

3. Доказать, что если A — произвольное линейное преобразо-
вание, то преобразования AA∗ и A∗A — самосопряженные.

П р и м е ч а н и е . В отличие от комплексных чисел, AA∗, во-
обще говоря, не равно A∗A.

Произведение двух самосопряженных линейных пре-
образований не есть, вообще говоря, самосопряженное
преобразование. Имеет место следующая

Т е о р е м а 3. Пусть A и B — самосопряженные
линейные преобразования. Для того чтобы преобразо-
вание AB было также самосопряженным, необходимо
и достаточно, чтобы AB = BA, т. е. чтобы преобра-
зования A и B были перестановочны.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Нам дано, что

A∗ = A и B∗ = B:

Мы ищем необходимое и достаточное условие того,
чтобы выполнялось равенство

(AB)∗ = AB: (4)
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Но
(AB)∗ = B∗A∗ = BA:

Следовательно, равенство (4) имеет место тогда и толь-
ко тогда, когда

AB = BA:

Теорема доказана.

У п р а ж н е н и е. Доказать, что если A и B — самосопря-
женные преобразования, то самосопряженными будут и преобра-
зования AB + BA и i(AB − BA).

Аналогом комплексных чисел, равных по модулю
единице, т. е. таких, что zz = 1, являются унитарные
преобразования.

О п р е д е л е н и е 3. Линейное преобразование U
называется унитарным, если UU∗ = U∗U = E ∗).
Другими словами, для унитарного преобразования
U∗ = U−1.

В § 13 мы познакомимся с весьма простой геометри-
ческой интерпретацией унитарных преобразований.

У п р а ж н е н и я. 1. Доказать, что произведение двух уни-
тарных преобразований есть снова унитарное преобразование.

2. Показать, что если U — унитарное преобразование, а A —
самосопряженное преобразование, то U−1AU — также самосо-
пряженное.

Ниже (в § 15) мы докажем, что всякое линейное пре-
образование можно представить как произведение са-
мосопряженного на унитарное. Эту теорему можно рас-
сматривать как обобщение записи комплексного числа
в тригонометрической форме.

Введем еще одно определение.

∗) В n-мерном пространстве условия U∗U = E и UU∗ = E
эквивалентны. В бесконечномерном пространстве это — два раз-
личных условия.
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О п р е д е л е н и е 4. Линейное преобразование A
называется нормальным, если AA∗ = A∗A.

Для комплексных чисел нет надобности в аналогич-
ном понятии, так как умножение комплексных чисел
коммутативно и, значит, ¸¸ всегда равно ¸¸.

Нетрудно убедиться, что как самосопряженные, так
и унитарные преобразования являются частными слу-
чаями нормальных преобразований.

Более детальному изучению отдельных классов ли-
нейных преобразований в евклидовом пространстве бу-
дут посвящены дальнейшие параграфы этой главы. При
этом мы получим для различных типов преобразований
весьма простую геометрическую характеристику.

§ 12. Самосопряженные (эрмитовы) преобразования.
Одновременное приведение пары квадратичных
форм к сумме квадратов

1. Самосопряженные преобразования. В этом пара-
графе мы более подробно изучим класс самосопряжен-
ных преобразований n-мерного евклидова пространст-
ва. Эти преобразования часто встречаются в различ-
ных приложениях. (Существенную роль самосопряжен-
ные преобразования, правда в бесконечномерном прос-
транстве, играют в квантовой механике).

Л е м м а 1. Собственные значения самосопряжен-
ного преобразования вещественны.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть x — собственный ве-
ктор самосопряженного преобразования A и – — соот-
ветствующее собственное значение, т. е.

Ax = –x; x 	= 0:

Так как A∗ = A, то

(Ax; x) = (x; Ax);
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т. е.
(–x; x) = (x; –x):

Вынося – за скобки, получим:

–(x; x) = –(x; x);

и так как (x; x) 	= 0, то – = –, что и требовалось дока-
зать.

Л е м м а 2. Пусть A — самосопряженное линейное
преобразование в n-мерном пространстве R и e — его
собственный вектор. Совокупность R1 векторов x,
ортогональных к e, есть (n − 1)-мерное подпростран-
ство, инвариантное относительно преобразования A.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Совокупность R1 векторов
x, ортогональных к e, образует (n − 1)-мерное подпро-
странство.

Покажем, что R1 инвариантно относительно A.
Пусть x ∈ R1. Это значит, что (x; e) = 0. Тогда и
(Ax; e) = 0, т. е. Ax ∈ R1. Действительно,

(Ax; e) = (x; A∗e) = (x; Ae) = (x; –e) = –(x; e) = 0:

Мы доказали, что преобразование A не выводит век-
торы, принадлежащие R1, из R1, т. е. доказали, что под-
пространство R1 инвариантно относительно A.

Т е о р е м а 1. Пусть A — самосопряженное пре-
образование в n-мерном евклидовом пространстве R.
Тогда существует n попарно ортогональных соб-
ственных векторов преобразования A. Соответству-
ющие им собственные значения вещественны.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно теореме 1 § 10 в R
существует хотя бы один собственный вектор e1 пре-
образования A. В силу леммы 2 совокупность векторов,
ортогональных к e1, образует (n − 1)-мерное инвари-
антное подпространство R1. Будем далее рассматри-
вать наше преобразование A лишь в R1. В R1 существу-
ет собственный вектор e2 (см. замечание к теореме 1
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§ 10). Совокупность векторов из R1, ортогональных к
e2, образует (n−2)-мерное инвариантное подпростран-
ство R2. В нем существует собственный вектор e3 и т. д.

Мы получаем, таким образом, n попарно ортого-
нальных собственных векторов e1; e2; : : : ; en. Согласно
лемме 1 соответствующие им собственные значения ве-
щественны. Теорема доказана.

Так как произведение собственного вектора на лю-
бое отличное от нуля число есть снова собственный век-
тор, то векторы ei можно выбрать так, чтобы их длины
равнялись единице.

Т е о р е м а 2. Пусть A — самосопряженное пре-
образование в n-мерном пространстве. Тогда суще-
ствует ортогональный базис, в котором матрица
преобразования диагональна и вещественна. Верно
также и обратное.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Выберем в качестве базиса
построенные в теореме 1 попарно ортогональные соб-
ственные векторы e1; e2; : : : ; en.

Тогда
Ae1 = –1e1;

Ae2 = –2e2;

. . . . . . . .
Aen = –nen;

т. е. в этом базисе матрица преобразования A имеет вид⎛
⎜⎝

–1 0 : : : 0
0 –2 : : : 0
: : : : : : : : : : :
0 0 : : : –n

⎞
⎟⎠ ; (1)

где все –i вещественны.
Обратно, пусть матрица преобразования A в орто-

гональном базисе имеет вид (1). В ортогональном нор-
мированном базисе матрица сопряженного преобразо-
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вания A∗ получается из матрицы преобразования A
транспонированием и заменой каждого элемента ком-
плексно сопряженным (см. § 11). Проделав эти операции
над матрицей вида (1) (где все –i вещественны), мы по-
лучим ту же самую матрицу. Следовательно, преобра-
зованиям A и A∗ соответствует одна и та же матрица,
т. е. A = A∗. Теорема полностью доказана.

Отметим еще следующее свойство собственных век-
торов самосопряженного преобразования: собственные
векторы, соответствующие различным собственным
значениям, взаимно ортогональны.

Действительно, пусть

Ae1 = –1e1; Ae2 = –2e2; –1 	= –2:

Имеем:
(Ae1; e2) = (e1; A∗e2) = (e1; Ae2);

т. е.
–1(e1; e2) = –2(e1; e2)

или
(–1 − –2)(e1; e2) = 0:

Так как –1 	= –2, то

(e1; e2) = 0:

З а м е ч а н и е. Из доказанной теоремы следует, что нагляд-
но-геометрический смысл произвольного самосопряженного пре-
образования таков; в пространстве выделяется n попарно орто-
гональных направлений (собственных направлений). Каждому из
этих направлений ставится в соответствие действительное число
(собственное значение). По каждому из этих направлений произ-
водится растяжение (сжатие) пространства в |–i| раз и, кроме
того, зеркальное отражение в плоскости, ортогональной к данно-
му направлению, если соответствующее –i отрицательно.

Параллельно с понятием самосопряженного преобра-
зования вводится понятие эрмитовой матрицы.
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Матрица ‖aik‖ называется эрмитовой, если aik =
= aki.

Ясно, что для того чтобы преобразование A было са-
мосопряженным, необходимо и достаточно, чтобы его
матрица в каком-нибудь ортогональном базисе была эр-
митовой.

У п р а ж н е н и е. Возвести матрицу(
0

√
2√

2 1

)
в 28-ю степень. У к а з а н и е. Привести эту матрицу к диаго-
нальной форме, затем возвести ее в указанную степень и, наконец,
вернуться к прежнему базису.

2. Приведение к главным осям. Одновременное при-
ведение пары квадратичных форм к сумме квадратов.
Применим полученные в п. 1 результаты к квадратич-
ным формам.

Мы знаем, что всякой эрмитовой билинейной форме
соответствует самосопряженное линейное преобразова-
ние. Из теоремы 2 этого параграфа вытекает важная

Т е о р е м а 3. Пусть R — евклидово n-мерное
пространство и пусть A(x; y) — эрмитова билинейная
форма в R. Тогда в R существует ортогональный
нормированный базис, в котором соответствующая
A(x; y) квадратичная форма записывается в виде
суммы квадратов:

A(x; x) =
∑

–i|‰i|2;

где –i вещественны, а ‰i — координаты вектора x ∗).

∗) В § 8 мы доказали, что в аффинном пространстве можно
всякую квадратичную (или, что то же самое, всякую эрмитову
билинейную) форму привести к сумме квадратов. Здесь мы для
евклидова пространства доказываем более сильное утверждение,
именно существование нормированного ортогонального базиса, в
котором данная эрмитова форма приводится к сумме квадратов.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Если A(x; y) — эрмитова би-
линейная форма, т. е.

A(x; y) = A(y; x);

то (см. § 11) существует такое самосопряженное линей-
ное преобразование A, что

A(x; y) ≡ (Ax; y):

Выберем в R в качестве векторов ортогонального нор-
мированного базиса систему попарно ортогональных
собственных векторов самосопряженного преобразова-
ния A (это возможно в силу теоремы 1). Тогда

Ae1 = –1e1; Ae2 = –2e2; : : : ; Aen = –nen:

Пусть

x = ‰1e1 + ‰2e2 + : : : + ‰nen; y = ”1e1 + ”2e2 + : : : + ”nen:

Так как

(ei; ek) =
{

1 при i = k;

0 при i 	= k;

то

A(x; y) ≡ (Ax; y) =
= (‰1Ae1 +‰2Ae2 +: : :+‰nAen; ”1e1 +”2e2 +: : :+”nen) =
= (–1‰1e1+–2‰2e2+: : :+–n‰nen; ”1e1+”2e2+: : :+”nen) =

= –1‰1”1 + –2‰2”2 + : : : + –n‰n”n:

В частности,

A(x; x) = (Ax; x) = –1|‰1|2 + –2|‰2|2 + : : : + –n|‰n|2:

Теорема доказана.
Нахождение в евклидовом пространстве ортогональ-

ного нормированного базиса, в котором данная квадра-
тичная форма приводится к сумме квадратов, называ-
ется приведением этой формы к главным осям.
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Т е о р е м а 4. Пусть R — аффинное n-мерное про-
странство и A(x; x) и B(x; x) — две эрмитовы квадра-
тичные формы, причем форма B(x; x) — положительно
определенная. Тогда существует базис, в котором обе
эти формы записываются в виде суммы квадратов.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Введем в R скалярное про-
изведение, положив (x; y) ≡ B(x; y), где B(x; y) — отве-
чающая B(x; x) билинейная форма. Это является закон-
ным, так как аксиомы скалярного произведения озна-
чают, что (x; y) есть эрмитова билинейная форма, соот-
ветствующая положительно определенной квадратич-
ной форме (§ 8). Пространство R станет, таким обра-
зом, евклидовым. Согласно теореме 3 в R существует
ортогональный ∗) нормированный базис e1; e2; : : : ; en, в
котором форма A(x; x) приводится к сумме квадратов,
т. е. к виду

A(x; x) = –1|‰1|2 + –2|‰2|2 + : : : + –n|‰n|2: (2)

В нормированном ортогональном базисе скалярное про-
изведение имеет вид

(x; x) = |‰1|2 + |‰2|2 + : : : + |‰n|2;

т. е.

B(x; x) = |‰1|2 + |‰2|2 + : : : + |‰n|2: (3)

Мы нашли, таким образом, базис, в котором обе ква-
дратичные формы A(x; x) и B(x; x) одновременно при-
водятся к сумме квадратов, что и требовалось.

В теореме 4 показано, что в R существует базис, в
котором эрмитовы квадратичные формы A и B имеют
вид (2) и (3). Покажем, как найти числа –1; –2; : : : ; –n.

∗) Относительно введенного нами скалярного произведения
(x; y) = B(x; y).
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В каноническом виде матрицы квадратичных форм
A и B имеют вид

A =

⎛
⎜⎝

–1 0 : : : 0
0 –2 : : : 0
: : : : : : : : : : :
0 0 : : : –n

⎞
⎟⎠ ; B =

⎛
⎜⎝

1 0 : : : 0
0 1 : : : 0
: : : : : : : :
0 0 : : : 1

⎞
⎟⎠ :

Следовательно,

Det(A − –B) = (–1 − –)(–2 − –) : : : (–n − –): (4)

При переходе к другому базису матрицы эрмитовых
квадратичных форм A и B переходят в A1 = C

∗
AC и

B1 = C
∗
AC. Поэтому, если e1; e2; : : : ; en — произволь-

ный базис, то в этом базисе

Det(A1 − –B1) = Det C
∗ · Det(A − –B) · Det C;

т. е. отличается лишь постоянным множителем от вы-
ражения (4). Отсюда следует, что числа –1; –2; : : : ; –n

являются корнями следующего уравнения:∣∣∣∣∣∣∣
a11 − –b11 a12 − –b12 : : : a1n − –b1n

a21 − –b21 a22 − –b22 : : : a2n − –b2n

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
an1 − –bn1 an2 − –bn2 : : : ann − –bnn

∣∣∣∣∣∣∣ = 0;

где ‖aik‖ и ‖bik‖ — матрицы форм A(x; x) и B(x; x) в
каком-нибудь базисе e1; e2; : : : ; en.

З а м е ч а н и е. Требование положительной определенности
одной из форм является существенным, о чем свидетельствует
следующий пример: две квадратичные формы

A(x; x) = |‰1|2 − |‰2|2; B(x; x) = ‰1‰2 + ‰2‰1;

из которых ни одна не является положительно определенной, не
могут быть одновременно приведены к сумме квадратов. В самом
деле, первой форме соответствует матрица

A =

(
1 0
0 −1

)
;



162 линейные преобразования [гл. ii

а второй — матрица

B =

(
0 1
1 0

)
:

Рассмотрим матрицу A−–B, где – — вещественный параметр. Ее
детерминант равен −(–2 + 1). Так как он не имеет вещественных
корней, то, согласно сказанному выше, обе формы не могут быть
приведены одновременно к сумме квадратов.

§ 13. Унитарные преобразования

Мы определили в § 11 унитарные преобразования ра-
венством

UU∗ = U∗U = E: (1)

Это определение имеет простой геометрический смысл.
А именно:

Всякое унитарное преобразование U в евклидовом
n-мерном пространстве R сохраняет скалярное про-
изведение, т. е.

(Ux; Uy) = (x; y)

для всех x; y ∈ R. Обратно, всякое линейное преобра-
зование U , сохраняющее скалярное произведение, уни-
тарно [т. е. удовлетворяет условию (1)].

В самом деле, если дано, что U∗U = E, то

(Ux; Uy) = (x; U∗Uy) = (x; y):

Обратно, если для любых векторов x и y

(Ux; Uy) = (x; y);

то
(U∗Ux; y) = (x; y);

т. е.
(U∗Ux; y) = (Ex; y):

Так как из равенства билинейных форм следу-
ет равенство соответствующих преобразований, то
U∗U = E, т. е. U унитарно.
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В частности, при x = y имеем:

(Ux; Ux) = (x; x);

т. е. унитарное преобразование U не меняет длин век-
торов.

У п р а ж н е н и е. Доказать, что если линейное преобразова-
ние сохраняет длины всех векторов, то оно унитарно.

Запишем условия унитарности линейного преобразо-
вания в матричной форме. Для этого выберем какой-
либо ортогональный нормированный базис e1; e2; : : :
: : : ; en. Пусть в этом базисе преобразованию U соот-
ветствует матрица⎛

⎜⎝
a11 a12 : : : a1n

a21 a22 : : : a2n

: : : : : : : : : : : : : :
an1 an2 : : : ann

⎞
⎟⎠ : (2)

Тогда сопряженному преобразованию U∗ соответ-
ствует матрица ⎛

⎜⎝
a11 a21 : : : an1

a12 a22 : : : an2

: : : : : : : : : : : : : :
a1n a2n : : : ann

⎞
⎟⎠ : (3)

Условие унитарности UU∗ = E означает, что произ-
ведение матриц (2) и (3) есть единичная матрица. Ес-
ли перемножить их и приравнять элементы произведе-
ния соответственным элементам единичной матрицы,
то получим:

n∑
¸=1

ai¸ai¸ = 1;

n∑
¸=1

ai¸ak¸ = 0 (i 	= k): (4)

Итак, в ортогональном нормированном базисе условие
UU∗ = E означает, что сумма произведений элемен-
тов какой-либо строки матрицы преобразования U на
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элементы, сопряженные к элементам другой строки,
равна нулю, а сумма квадратов модулей элементов лю-
бой строки равна единице.

Так как U∗U = E также есть условие унитарности,
то мы имеем также:

n∑
¸=1

a¸ia¸i = 1;
n∑

¸=1

a¸ia¸k = 0 (i 	= k): (5)

Это условие аналогично предыдущему, но вместо строк
в нем участвуют столбцы матрицы.

Условие (5) имеет простой геометрический смысл.
Действительно, скалярное произведение векторов

Uei = a1ie1 + a2ie2 + : : : + anien

и
Uek = a1ke1 + a2ke2 + : : : + anken

равно
∑

a¸ia¸k (так как e1; e2; : : : ; en — это ортогональ-
ный нормированный базис); поэтому

(Uei; Uek) =
{

1 при i = k;

0 при i 	= k:
(6)

Следовательно, для того чтобы линейное преобра-
зование было унитарным, необходимо и достаточно,
чтобы оно переводило какой-либо ортогональный нор-
мированный базис e1; e2; : : : ; en снова в ортогональный
и нормированный базис Ue1; Ue2; : : : ; Uen.

Матрица ‖aik‖, элементы которой удовлетворяют
условиям (4), либо, что то же самое, условиям (5), на-
зывается унитарной матрицей. Унитарные матрицы
являются, как мы видели, матрицами унитарных пре-
образований в ортогональном нормированном базисе.
Так как переход от одного ортогонального нормиро-
ванного к другому задается унитарным преобразова-
нием, то матрица перехода от одного ортогонального
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нормированного базиса к другому такому же является
унитарной.

Посмотрим, к какому простейшему виду можно при-
вести матрицу унитарного преобразования при соот-
ветствующем выборе базиса.

Л е м м а 1. Собственные значения унитарного
преобразования по модулю равны 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть x — собственный ве-
ктор унитарного преобразования U и – — соответству-
ющее собственное значение, т. е.

Ux = –x; x 	= 0:

Тогда

(x; x) = (Ux; Ux) = (–x; –x) = ––(x; x);

т. е. –– = 1, значит |–| = 1, что и требовалось доказать.
Л е м м а 2. Пусть U — унитарное линейное пре-

образование в n-мерном пространстве R и e — его соб-
ственный вектор, т. е.

Ue = –e; e 	= 0:

Тогда (n − 1)-мерное подпространство R1, состоящее
из векторов x, ортогональных к e, инвариантно отно-
сительно U .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть x ∈ R1, т. е. (x; e) =
= 0. Покажем, что Ux ∈ R1, т. е. что (Ux; e) = 0. В
самом деле,

(Ux; Ue) = (U∗Ux; e) = (x; e) = 0:

А так как Ue = –e, то –(Ux; e) = 0. Но в силу леммы 1
– 	= 0, поэтому (Ux; e) = 0, т. е. Ux ∈ R1. Следователь-
но, подпространство R1 инвариантно относительно U .

Т е о р е м а 1. Пусть U — унитарное преобразо-
вание в n-мерном евклидовом пространстве. Тогда
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существует n попарно ортогональных собственных
векторов преобразования U . Соответствующие им
собственные значения по модулю равны единице.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу теоремы 1 § 10 пре-
образование U , как и всякое линейное преобразование,
имеет в R хотя бы один собственный вектор. Обо-
значим его e1. Согласно лемме 2, (n − 1)-мерное под-
пространство R1, состоящее из всех векторов прост-
ранства R, ортогональных к e1, инвариантно относи-
тельно U . Следовательно, в R1 имеется хотя бы один
собственный вектор e2 преобразования U . Через R2

обозначим инвариантное подпространство, состоящее
из всех векторов, принадлежащих R1 и ортогональных
к e2. В R2 содержится некоторый собственный век-
тор e3 преобразования U и т. д.; продолжая этот про-
цесс, мы построим n попарно ортогональных собствен-
ных векторов e1; e2; : : : ; en преобразования U . Согласно
лемме 1 собственные значения, соответствующие соб-
ственным векторам e1; e2; : : : ; en, по модулю равны 1.

Т е о р е м а 2. Для каждого унитарного преобра-
зования U в n-мерном пространстве R существует
нормированный ортогональный базис, в котором ма-
трица преобразования U диагональна, т. е. имеет вид:

⎛
⎜⎝

–1 0 : : : 0
0 –2 : : : 0
: : : : : : : : : : :
0 0 : : : –n

⎞
⎟⎠ ; (7)

причем –1; –2; : : : ; –n — числа, по модулю равные еди-
нице.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть U — унитарное пре-
образование. Тогда n попарно ортогональных норми-
рованных собственных векторов, построенных в пре-
дыдущей теореме, образуют искомый базис. Дейст-
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вительно,
Ue1 = –1e1;

Ue2 = –2e2;
. . . . . . . .
Uen = –nen

и, следовательно, матрица преобразования U в базисе
e1; e2; : : : ; en имеет вид (7). Числа –1; –2; : : : ; –n по моду-
лю равны 1 в силу леммы 1. Теорема доказана.

У п р а ж н е н и я. 1. Доказать, что верно и обратное, т. е. ес-
ли в некотором ортогональном базисе матрица преобразования U
имеет вид (7), то U унитарно.

2. Доказать, что если A — самосопряженное преобразование,
то преобразование (A− iE)−1(A + iE) существует и является уни-
тарным.

3. Пусть U — унитарное преобразование. Доказать, что если
преобразование U − E обратимо, то преобразование

A = i(U − E)−1(U + E)

самосопряженное.

Так как матрица перехода от одного ортогонального
нормированного базиса к другому задается унитарной
матрицей, то полученный в этом параграфе результат
мы можем в матричных терминах сформулировать сле-
дующим образом:

Пусть U — заданная унитарная матрица. Тогда су-
ществует такая унитарная матрица V , что U предста-
вима в виде

U = V
−1

DV ;

где D — диагональная матрица, у которой по диагона-
ли стоят числа, по модулю равные 1.

Аналогично, основной результат в п. 1 § 12 в матрич-
ных терминах формулируется так:

Пусть A — заданная эрмитова матрица. Тогда A мо-
жет быть представлена в виде

A = V
−1

DV ;
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где V — унитарная матрица, а D — диагональная ма-
трица, у которой по диагонали стоят вещественные чи-
сла.

§ 14. Перестановочные линейные преобразования.
Нормальные преобразования

1. Перестановочные преобразования. Мы видели
(§ 12), что для всякого самосопряженного линейного
преобразования есть свой ортогональный нормирован-
ный базис, в котором его матрица диагональна. Может
оказаться что для нескольких самосопряженных пре-
образований существует один общий базис, в котором
матрицы всех этих преобразований диагональны. Мы
выясним здесь, при каких условиях это возможно. Раз-
берем в первую очередь случай двух преобразований.

Л е м м а 1. Пусть A и B — два перестановочных
линейных преобразования, т. е.

AB = BA:

Тогда совокупность всех собственных векторов пре-
образования A, отвечающих данному собственному
значению –, образует (вместе с нулевым вектором)
подпространство R–, инвариантное относительно
преобразования B.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Нам нужно показать, что
если

x ∈ R–; т. е. Ax = –x;

то и
Bx ∈ R–; т. е. ABx = –Bx:

Но так как AB = BA, то

ABx = BAx = B–x = –Bx;

и лемма доказана.
Л е м м а 2. Любые два перестановочных преобра-

зования имеют общий собственный вектор.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть AB = BA и R– —
подпространство, состоящее из всех таких векторов x,
что Ax = –x, где – — собственное значение преобра-
зования A. Согласно лемме 1, R– инвариантно относи-
тельно B. Поэтому в нем существует вектор x0, соб-
ственный для B. Этот вектор является собственным и
для A, так как все векторы из R– являются собствен-
ными для A.

З а м е ч а н и е. Если AB = BA, то, вообще гово-
ря, не всякий вектор, собственный для A, является соб-
ственным и для B. Например, если A есть единичное
преобразование E, то для него любой вектор x являет-
ся собственным. Однако x вовсе не будет собственным
вектором для любого перестановочного с E преобразо-
вания, так как с E перестановочны все линейные пре-
образования.

Т е о р е м а 1. Пусть A и B — два самосопряжен-
ных линейных преобразования в комплексном n-мерном
пространстве R. Для того чтобы в R существовал
ортогональный базис, в котором преобразования A и
B одновременно приводятся к диагональной форме, не-
обходимо и достаточно, чтобы они были перестано-
вочны (т. е. AB = BA).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Д о с т а т о ч н о с т ь. Пусть
AB = BA. Тогда, в силу леммы 2, существует вектор
e1, собственный и для A, и для B, т. е. такой, что

Ae1 = –1e1; Be1 = —1e1:

(n−1)-мерное подпространство R1, ортогональное к e1,
инвариантно как для A, так и для B (см. лемму 2 § 12).
Будем рассматривать преобразования A и B лишь в R1.
Согласно лемме 2 в R1 существует вектор e2, собствен-
ный и для A, и для B:

Ae2 = –2e2; Be2 = —2e2:
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Совокупность векторов из R1, ортогональных к e2,
образует (n − 2)-мерное пространство, инвариантное
как относительно A, так и относительно B, и т. д. Про-
должая этот процесс, мы получим n попарно ортого-
нальных векторов e1; e2; : : : ; en, собственных как для A,
так и для B:

Aei = –iei; Bei = —iei (i = 1; : : : ; n):

Примем векторы e1; e2; : : : ; en за базис в R. Тогда оба
преобразования A и B запишутся в диагональной фор-
ме. Достаточность условия AB = BA доказана.

Н е о б х о д и м о с т ь. Пусть в некотором ортого-
нальном базисе матрицы преобразований A и B диаго-
нальны. Любые диагональные матрицы, как это легко
проверить, перестановочны между собой. Но если ма-
трицы преобразований в некотором базисе перестано-
вочны, то перестановочны и сами преобразования.

У п р а ж н е н и е. Пусть U1 и U2 — перестановочные унитар-
ные преобразования. Доказать, что существует базис, в котором
они одновременно записываются в диагональной форме.

З а м е ч а н и е. Теорема 1 переносится на любое множество
попарно перестановочных самосопряженных преобразований. До-
казательство повторяется дословно, только вместо леммы 2 ис-
пользуется следующая

Л е м м а 2′. У любого множества попарно перестановоч-
ный линейных преобразований есть общий собственный вектор.

Д о к а з а т е л ь с т в о будем вести по индукции. В одномер-
ном пространстве (n = 1) лемма очевидна. Предположим, что для
пространств размерности < n лемма доказана и докажем ее для
n-мерного пространства.

Если каждый вектор из R является собственным для каждого
из рассматриваемых преобразований ∗) A; B; C; : : : , то все доказа-
но. Предположим поэтому, что хотя бы один вектор не является
собственным для какого-либо из наших преобразований, напри-
мер для A.

∗) Это означает, что каждое из преобразований A; B; C; : : :
кратно единичному преобразованию.
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Обозначим через R1 совокупность всех собственных векто-
ров преобразования A, отвечающих какому-нибудь собственно-
му значению –. Согласно лемме 1, R1 инвариантно относитель-
но B; C; : : : (и, само собой разумеется, инвариантно относитель-
но A). При этом R1 есть подпространство, отличное от нулевого
и от всего R и имеющее, следовательно, размерность � n − 1.
Так как по предположению для пространств размерности, мень-
шей чем n, теорема доказана, то в R1 преобразования A; B; C; : : :
имеют общий собственный вектор, и лемма доказана.

2. Нормальные преобразования. В §§ 12 и 13 мы
ознакомились с двумя классами линейных преобразова-
ний, приводимыx в некотором нормированном ортого-
нальном базисе к диагональной форме. Сейчас мы вы-
ясним, каков общий вид всех таких преобразований.

Т е о р е м а 2. Для того чтобы существовал ор-
тогональный базис, в котором линейное преобразова-
ние A приводится к диагональной форме, необходимо и
достаточно, чтобы

AA∗ = A∗A:

(Такие преобразования мы назвали в § 11 нормальны-
ми.)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Н е о б х о д и м о с т ь. Пусть
в некотором ортогональном нормированном базисе ма-
трица преобразования A диагональна, т. е. имеет вид⎛

⎜⎝
–1 0 : : : 0
0 –2 : : : 0
: : : : : : : : : : :
0 0 : : : –n

⎞
⎟⎠ :

Так как базис ортогональный и нормированный, то ма-
трица преобразования A∗ имеет вид⎛

⎜⎜⎝
–1 0 : : : 0
0 –2 : : : 0
: : : : : : : : : : :
0 0 : : : –n

⎞
⎟⎟⎠ :



172 линейные преобразования [гл. ii

Матрицы преобразований A и A∗ диагональны и, зна-
чит, перестановочны между собой. Следовательно, пе-
рестановочны и сами преобразования A и A∗.

Д о с т а т о ч н о с т ь. Пусть A и A∗ перестановочны.
Тогда, согласно лемме 2 этого параграфа, у A и A∗ су-
ществует общий собственный вектор e1, т. е.

Ae1 = –1e1; A∗e1 = —1e1
∗):

(n − 1)-мерное подпространство R1, состоящее из век-
торов, ортогональных к e1, инвариантно как относи-
тельно A, так и относительно A∗. Действительно, пусть
x ∈ R1, т. е. (x; e1) = 0. Тогда

(Ax; e1) = (x; A∗e1) = (x; —1e1) = —1(x; e1) = 0;

т. е. x ∈ R1. Инвариантность R1 относительно A до-
казана. Аналогично доказывается инвариантность R1

относительно A∗.
Применяя к R1 ту же лемму 2, получим, что в R1 су-

ществует вектор e2, собственный одновременно и для
A, и для A∗. Через R2 обозначим (n−2)-мерное подпро-
странство, состоящее из векторов подпространства R1,
ортогональных к e2, и т. д. Продолжая таким обра-
зом, мы построим n попарно ортогональных векторов
e1; e2; : : : ; en, каждый из которых является собственным
как для A, так и для A∗. Векторы e1; e2; : : : ; en образу-
ют ортогональный базис, в котором как A, так и A∗
приводятся к диагональной форме.

Д р у г о е д о к а з а т е л ь с т в о д о с т а т о ч н о с т и.
Положим

A1 =
A + A∗

2
; A2 =

A − A∗
2i

:

Преобразования A1 и A2 — самосопряженные. Если A
и A∗ перестановочны, то A1 и A2 также перестановоч-

∗) Упражнение: доказать, что —1 = –1.
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ны. В силу теоремы 1 настоящего параграфа преобра-
зования A1 и A2 могут быть одновременно приведены
к диагональной форме. Но тогда и A = A1 + iA2 также
записывается в диагональной форме.

Если A — самосопряженное преобразование, то

AA∗ = A∗A = A2;

т. е. A нормально. Нормальным является также вся-
кое унитарное преобразование, так как в этом случае
UU∗ = U∗U = E. Поэтому теорема 2 этого параграфа
содержит как частный случай результаты § 12 (п. 1) и
§ 13.

У п р а ж н е н и я. 1. Доказать, что любое множество попарно
перестановочных нормальных преобразований приводится одно-
временно к диагональной форме.

2. Доказать, что всякое нормальное преобразование A может
быть записано в виде

A = HU = UH;

где H — самосопряженное преобразование, а U — унитарное,
причем H и U перестановочны.

У к а з а н и е. Выбрать базис, в котором A и A∗ приводятся
к диагональной форме.

3. Доказать, что если A = HU , где H и U перестановочны,
H — эрмитово, U — унитарно, то A — нормальное преобразова-
ние.

§ 15. Разложение линейного преобразования
в произведение унитарного и эрмитова

Всякое комплексное число можно разложить в про-
изведение положительного числа и числа, по модулю
равного единице (так называемая тригонометрическая
форма комплексного числа). Мы хотим получить для
линейных преобразований аналог такого разложения.

Аналогом чисел, по модулю равных единице, явля-
ются унитарные линейные преобразования. Аналогом
положительных действительных чисел являются так
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называемые положительно определенные линейные пре-
образования.

О п р е д е л е н и е 1. Линейное преобразование H
называется положительно определенным, если H са-
мосопряженно и (Hx; x) � 0 для любого x.

Т е о р е м а 1. Всякое невырожденное линейное
преобразование A может быть представлено в виде

A = HU (либо A = U1H1);

где H (соотв. H1) — невырожденное положительно
определенное, а U (соотв. U1) — унитарное преобразо-
вание.

Само доказательство мы проведем несколько позже:
сейчас мы выясним, как по A найти соответствующие
H и U , если указанное в теореме 1 разложение возмож-
но; это подскажет нам путь для доказательства теоре-
мы.

Пусть A = HU , где H — положительно определенное
невырожденное преобразование, а U — унитарное пре-
образование. H легко выразить через A; в самом деле,

A∗ = U∗H∗ = U−1H;

откуда

AA∗ = H2:

Следовательно, для того чтобы найти H, нужно �из-
влечь квадратный кореньъ из AA∗. Зная A и H, легко
получить и U , полагая U = H−1A.

Доказательству теоремы 1 предпошлем три леммы.
Л е м м а 1. Каково бы ни было линейное преобра-

зование A, преобразование AA∗ — положительно опре-
деленное. Если A не вырождено, то AA∗ также не вы-
рождено.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Преобразование AA∗ поло-
жительно определенноe. Действительно:

(AA∗x; x) = (A∗x; A∗x) � 0

для любого x. Кроме того,

(AA∗)∗ = A∗∗A∗ = AA∗;

т. е. AA∗ — самосопряженное преобразование.
Если преобразование A не вырождено, то детерми-

нант матрицы ‖aik‖ преобразования A в любом ортого-
нальном базисе не равен нулю. Детерминант матрицы
‖aik‖ преобразования A∗ в том же базисе является ком-
плексно сопряженным к детерминанту матрицы ‖aik‖ и,
следовательно, также не равен нулю. Поэтому в данном
случае детерминант матрицы, соответствующий пре-
образованию AA∗, не равен нулю, а это означает, что
преобразование AA∗ — невырожденное.

Л е м м а 2. Если B — положительно определенное
преобразование, то его собственные значения неотри-
цательны. Обратно, если все собственные значения
самосопряженного преобразования B неотрицатель-
ны, то B — положительно определенное преобразова-
ние.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть B положительно
определено и Be = –e. Тогда

(Be; e) = –(e; e)

и так как (Be; e) � 0 и (e; e) > 0, то – � 0.
Обратно, пусть все собственные значения самосо-

пряженного преобразования B неотрицательны, e1;
e2; : : : ; en — нормированный ортогональный базис, со-
стоящий из собственных векторов преобразования B.
Пусть

x = ‰1e1 + ‰2e2 + : : : + ‰nen
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— произвольный вектор из R. Тогда
(Bx; x) =
= (‰1Be1 +‰2Be2 +: : :+‰nBen; ‰1e1 +‰2e2 +: : :+‰nen) =
= (‰1–1e1+‰2–2e2+: : :+‰n–nen; ‰1e1+‰2e2+: : :+‰nen) =

= –1|‰1|2 + –2|‰2|2 + : : : + –n|‰n|2 (1)

и так как все –i неотрицательны, то (Bx; x) � 0.
З а м е ч а н и е. Из равенства (1) непосредственно

видно, что если все –i положительны, то преобразова-
ние B не вырождено и обратно.

Л е м м а 3. Если B — положительно определенное
преобразование, то существует такое положительно
определенное преобразование H, что H2 = B (мы за-

пишем это так: H =
√

B = B
1
2 ). При этом, если B не

вырождено, то и H не вырождено.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Выберем в R ортогональ-

ный базис, в котором B записывается в диагональной
форме:

B =

⎛
⎜⎝

–1 0 : : : 0
0 –2 : : : 0
: : : : : : : : : : :
0 0 : : : –n

⎞
⎟⎠ ;

–1; –2; : : : ; –n — собственные значения B. Согласно лем-
ме 2 все –i � 0. Положим

H =

⎛
⎜⎜⎝
√

–1 0 : : : 0
0

√
–2 : : : 0

: : : : : : : : : : : : : : : :
0 0 : : :

√
–n

⎞
⎟⎟⎠ ;

где числа
√

–i выбираются неотрицательными. В силу
той же леммы 2 преобразование H положительно опре-
делено. При этом, если B не вырождено, то (см. заме-
чание к лемме 2) –i > 0, значит, и

√
–i > 0 и, следова-

тельно, H не вырождено.
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Перейдем теперь к доказательству теоремы 1. Пусть
A — любое невырожденное линейное преобразование.
Положим

H =
√

AA∗:

В силу доказанных лемм 1 и 3, H есть невырожденное
положительно определенное преобразование. Положим,
далее,

U = H−1A: (2)

Преобразование U унитарно. В самом деле,

UU∗ = H−1A(H−1A)∗ = H−1AA∗H−1 = H−1H2H−1 = E:

Из (2) следует,что A = HU . Теорема доказана.
Операцию извлечения квадратного корня, применен-

ную в этом параграфе, можно использовать для дока-
зательства следующего предложения:

Пусть A и B — два самосопряженных преобразова-
ния, причем A — невырожденное положительно опре-
деленное преобразование. Тогда собственные значения
преобразования AB вещественны.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Мы знаем, что характери-
стические многочлены (а значит, и собственные значе-
ния) преобразований

X = AB и C−1XC

совпадают. Положим C = A
1
2 . Тогда

C−1XC = A− 1
2 ABA

1
2 = A

1
2 BA

1
2 :

Легко видеть, что полученное преобразование явля-
ется самосопряженным:(

A
1
2 BA

1
2
)∗ =

(
A

1
2
)∗

B∗(A
1
2
)∗ = A

1
2 BA

1
2 :

Утверждение доказано.
У п р а ж н е н и е. Доказать, что если A и B — положительно

определенные преобразования, из которых одно не вырождено,
то преобразование AB имеет неотрицательные собственные зна-
чения.
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§ 16. Линейные преобразования в вещественном
евклидовом пространстве

В этом параграфе мы будем заниматься линейны-
ми преобразованиями в вещественном пространстве. Из
материала данной главы для этого достаточно знать
содержание §§ 9–11.

1. Все определения § 10, а именно определения ин-
вариантного подпространства, собственного вектора,
собственного значения, были введены для линейного
пространства над произвольным полем и поэтому име-
ют смысл также и для вещественного линейного прос-
транства.

Существенную роль во всей теории играла доказан-
ная в § 10 теорема о том, что в комплексном простран-
стве всякое линейное преобразование имеет собствен-
ный вектор (одномерное инвариантное подпростран-
ство). В случае вещественного пространства эта тео-
рема неверна. Например, поворот плоскости вокруг на-
чала координат на угол, отличный от kı, представляет
собой линейное преобразование, не имеющее ни одного
одномерного инвариантного подпространства. Однако
имеет место следующая теорема:

Т е о р е м а 1. У всякого линейного преобразова-
ния A в вещественном линейном пространстве R су-
ществует одномерное или двумерное инвариантное
подпространство.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Выберем в R базис e1;
e2; : : : ; en. Преобразованию A отвечает в этом базисе
матрица ‖aik‖.

Рассмотрим систему уравнений

a11‰1 + a12‰2 + : : : + a1n‰n = –‰1;

a21‰1 + a22‰2 + : : : + a2n‰n = –‰2;
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1‰1 + an2‰2 + : : : + ann‰n = –‰n

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭ (1)
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и будем искать для нее ненулевое решение ‰0
1 ; ‰0

2 ; : : : ; ‰0
n.

Такое решение существует тогда и только тогда, когда
определитель∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 − – a12 : : : a1n

a21 a22 − – : : : a2n

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

an1 an2 : : : ann − –

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
равен нулю. Приравняв его нулю, мы получим уравне-
ние n-й степени относительно – с вещественными ко-
эффициентами. Пусть –0 есть корень этого уравнения.
Возможны два случая:

a) –0 есть вещественный корень этого уравнения.
Тогда можно найти вещественные не все равные нулю
числа ‰0

1 ; ‰0
2 ; : : : ; ‰0

n, являющиеся решением системы (1).
Считая их координатами некоторого вектора x в базисе
e1; e2; : : : ; en, мы можем систему (1) переписать в виде

Ax = –0x;

т. е. x порождает одномерное инвариантное подпро-
странство.

b) –0 = ¸ + i�, т. е. –0 комплексно. Пусть

‰1 + i”1; ‰2 + i”2; : : : ; ‰n + i”n

есть решение системы (1); подставляя эти числа вме-
сто ‰1; ‰2; : : : ; ‰n в (1) и отделяя вещественную часть от
мнимой, мы получаем:

a11‰1 + a12‰2 + : : : + a1n‰n = ¸‰1 − �”1;

a21‰1 + a22‰2 + : : : + a2n‰n = ¸‰2 − �”2;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1‰1 + an2‰2 + : : : + ann‰n = ¸‰n − �”n

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭ (2)
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и соответственно

a11”1 + a12”2 + : : : + a1n”n = ¸”1 + �‰1;

a21”1 + a22”2 + : : : + a2n”n = ¸”2 + �‰2;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1”1 + an2”2 + : : : + ann”n = ¸”n + �‰n:

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭ (2′)

Будем теперь ‰1; ‰2; : : : ; ‰n (соотв. ”1; ”2; : : : ; ”n) счи-
тать координатами некоторого вектора x (соотв. y)
в R; тогда соотношения (2) и (2′) можно записать сле-
дующим образом:

Ax = ¸x − �y; Ay = ¸y + �x: (3)

Равенства (3) означают, что двумерное подпростран-
ство, порожденное векторами x и y, инвариантно отно-
сительно A.

В дальнейшем мы будем пользоваться тем, что в дву-
мерном инвариантном подпространстве, отвечающем
корню – = ¸ + i�, преобразование имеет вид (3).

У п р а ж н е н и е. Доказать, что в вещественном простран-
стве нечетного числа измерений (в частности в трехмерном) у
каждого линейного преобразования есть одномерное инвариант-
ное подпространство.

2. Самосопряженные преобразования.
О п р е д е л е н и е 1. Линейное преобразование A

в вещественном евклидовом пространстве R называ-
ется самосопряженным, если для любых векторов x и y

(Ax; y) = (x; Ay): (4)

Пусть e1; e2; : : : ; en — ортогональный нормирован-
ный базис в R и

x = ‰1e1 + ‰2e2 + : : : + ‰nen; y = ”1e1 + ”2e2 + : : : + ”nen:
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Пусть, далее, “i — координаты вектора z = Ax, т. е.

“i =
n∑

k=1

aik‰k;

где ‖aik‖— матрица преобразования A в базисе e1;
e2; : : : ; en. Следовательно,

(Ax; y) = (z; y) =
n∑

i=1

“i”i =
n∑

i;k=1

aik‰k”i:

Аналогично,

(x; Ay) =
n∑

i;k=1

aik‰i”k: (5)

Таким образом, условие (4) означает, что

aik = aki:

Итак, для того чтобы преобразование было само-
сопряженным, необходимо и достаточно, чтобы в ор-
тогональном нормированном базисе его матрица была
симметрична.

Всякая симметрическая билинейная форма A(x; y) в
произвольном базисе имеет вид

A(x; y) =
n∑

i;k=1

aik‰i”k; (6)

где aik = aki. Сравнивая (5) и (6), получаем следующий
результат, который мы используем для доказательства
теоремы 3 этого параграфа:

Для всякой симметрической билинейной формы
A(x; y) существует такое самосопряженное преобра-
зование A, что

A(x; y) = (Ax; y):
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Покажем, что для каждого самосопряженного пре-
образования существует ортогональный базис, в кото-
ром матрица этого преобразования диагональна.

Доказательство будет основано на содержании п. 1.
Другое доказательство, не зависящее от п. 1 (и, следова-
тельно, теоремы существования корня алгебраического
уравнения), см. в § 17.

Предварительно докажем следующие леммы.
Л е м м а 1. У всякого самосопряженного преобра-

зования существует одномерное инвариантное под-
пространство.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно теореме 1 это-
го параграфа каждому корню – характеристического
уравнения отвечает одномерное инвариантное подпро-
странство, если – вещественно, и двумерное — если –
комплексно. Поэтому, для доказательства леммы доста-
точно показать, что все – вещественны.

Предположим, что – комплексно. При доказатель-
стве теоремы 1 мы для такого – = ¸ + i� построили
два таких вектора x и y, что

Ax = ¸x − �y;
Ay = �x + ¸y:

Но тогда
(Ax; y) = ¸(x; y) − �(y; y);

(x; Ay) = �(x; x) + ¸(x; y):

Так как (Ax; y) = (x; Ay) то, вычитая из второго
равенства первое, имеем:

0 = �[(x; x) + (y; y)]

и так как (x; x)+(y; y) 	= 0, то � = 0, т. е. – вещественно.
Л е м м а 2. Пусть A — самосопряженное преобра-

зование, а e — его собственный вектор. Тогда сово-
купность R′ векторов, ортогональных e, образует
(n − 1)-мерное инвариантное подпространство.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Ясно, что совокупность R′
векторов x ∈ R, ортогональных вектору e, есть (n− 1)-
мерное подпространство. Покажем, что R′ инвариант-
но относительно преобразования A.

Пусть x ∈ R′, т. е. (x; e) = 0. Тогда

(Ax; e) = (x; Ae) = (x; –e) = –(x; e) = 0;

т. е. и Ax ∈ R′.
Т е о р е м а 2. Существует ортогональный нор-

мированный базис, в котором матрица самосопряжен-
ного преобразования A диагональна.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно лемме 1 преобра-
зование A имеет хотя бы один собственный вектор e1.

Обозначим через R′ подпространство, состоящее из
векторов, ортогональных e1. Так как R′ инвариантно,
то в нем, согласно той же лемме 1, также существует
собственный вектор; обозначим его e2. Продолжая это
построение, мы получим n собственных векторов, из
которых каждый следующий по построению ортогона-
лен к предыдущим, т. е. получим n попарно ортогональ-
ных собственных векторов e1; e2; : : : ; en.

Выберем их за базис в R. Так как

Aei = –iei (i = 1; 2; : : : ; n);

то матрица преобразования A в этом базисе имеет вид⎛
⎜⎝

–1 0 : : : 0
0 –2 : : : 0
: : : : : : : : : : :
0 0 : : : –n

⎞
⎟⎠ ;

т. е. является диагональной матрицей.
3. Приведение квадратичной формы в ортогональ-

ном базисе к сумме квадратов. (Приведение к главным
осям.) Пусть в n-мерном евклидовом пространстве за-
дана симметрическая билинейная форма A(x; y). Как
было показано выше, каждой симметрической билиней-
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ной форме A(x; y) соответствует такое линейное само-
сопряженное преобразование A, что A(x; y) = (Ax; y).

Согласно теореме 2 этого параграфа, существует ор-
тогональный нормированный базис e1; e2; : : : ; en, состо-
ящий из собственных векторов преобразования A (т. е.
такой, что Aei = –iei). В этом базисе мы имеем:

A(x; y) = (Ax; y) =
= (A(‰1e1 + ‰2e2 + : : : + ‰nen); ”1e1 + ”2e2 + : : : + ”nen) =
= (–1‰1e1+–2‰2e2+: : :+–n‰nen; ”1e1+”2e2+: : :+”nen) =

= –1‰1”1 + –2‰2”2 + : : : + –n‰n”n:

Полагая y = x, получаем следующую теорему:
Т е о р е м а 3. Пусть A(x; x) — квадратичная фор-

ма в n-мерном евклидовом пространстве. Тогда суще-
ствует ортогональный нормированный базис, в кото-
ром эта квадратичная форма имеет вид:

A(x; x) =
∑

–i‰
2
i :

Так как –1; –2; : : : ; –n являются собственными значени-
ями A, то они могут быть найдены из характеристиче-
ского уравнения матрицы ‖aik‖.

Для случая трехмерного пространства доказанная здесь тео-
рема рассматривается в аналитической геометрии. Действитель-
но, в этом случае уравнение

A(x; x) = 1

есть уравнение центральной поверхности второго порядка. Ор-
тогональный нормированный базис, о котором идет речь в те-
ореме 3, есть в этом случае система координат, в которой по-
верхность имеет канонический вид, а векторы e1; e2; e3 являются
направлениями главных осей поверхности второго порядка.

4. Одновременное приведение пары квадратичных
форм к сумме квадратов.

Т е о р е м а 4. Пусть в n-мерном пространстве R
заданы две квадратичные формы A(x; x) и B(x; x), при-
чем форма B(x; x) положительно определенная. Тогда



§ 16] преобразования в вещественном пространстве 185

в R существует базис, в котором обе эти квадратич-
ные формы записываются в виде суммы квадратов.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть B(x; y) — билиней-
ная форма, соответствующая квадратичной форме
B(x; x). Определим в R скалярное произведение
формулой

(x; y) = B(x; y):

Согласно предыдущей теореме в R существует норми-
рованный ортогональный ∗) базис e1; e2; : : : ; en, в кото-
ром форма приводится к сумме квадратов, т. е.

A(x; x) =
n∑

i=1

–i‰
2
i : (7)

Скалярный квадрат в нормированном ортогональ-
ном базисе имеет вид:

(x; x) = B(x; x) =
n∑

i=1

‰2
i : (8)

Итак, в базисе e1; e2; : : : ; en обе квадратичные формы
записываются в виде суммы квадратов. Теорема дока-
зана.

5. Ортогональные преобразования.
О п р е д е л е н и е 2. Линейное преобразование A

вещественного n-мерного евклидова пространства на-
зывается ортогональным преобразованием, если оно
сохраняет скалярное произведение векторов, т. е.

(Ax; Ay) = (x; y) (9)

для всех x; y ∈ R.
Полагая в равенстве (9) x = y, получаем

|Ax|2 = |x|2; (10)

∗) В смысле определенного нами в R скалярного произведе-
ния.
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т. е. ортогональное преобразование сохраняет длины
векторов.

У п р а ж н е н и е. Доказать, что условие (10) является доста-
точным условием ортогональности линейного преобразования.

Так как
cos ’ =

(x; y)
|x||y|

и так как и числитель, и знаменатель в этом выраже-
нии не меняются при ортогональном преобразовании,
то ортогональное преобразование сохраняет углы меж-
ду векторами.

Пусть e1; e2; : : : ; en — ортогональный нормирован-
ный базис. Так как преобразование A сохраняет углы
между векторами и их длины, то векторы Ae1; Ae2; : : :
: : : ; Aen также образуют ортогональный нормирован-
ный базис, т. е.

(Aei; Aek) =
{

1 при i = k;

0 при i 	= k:
(11)

Пусть теперь ‖aik‖— матрица преобразования в ор-
тогональном нормированном базисе e1; e2; : : : ; en. Так
как столбцы этой матрицы являются координатами
векторов Aei, то условие (11) записывается следующим
образом:

n∑
¸=1

a¸ia¸k =
{

1 при i = k;

0 при i 	= k:
(12)

У п р а ж н е н и е. Показать, что условия (11), а следователь-
но, и условия (12), являются достаточными условиями ортого-
нальности преобразования.

Условия (12) можно записать в матричной форме.

Действительно,
n∑̧
=1

a¸ia¸k суть элементы произведения

матрицы на ее транспонированную. Поэтому условия
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(12) означают, что произведение матрицы на ее транс-
понированную есть единичная матрица. Так как опре-
делитель произведения матриц равен произведению их
определителей, то мы получаем также, что квадрат
определителя матрицы ортогонального преобразова-
ния равен единице, т. е. что определитель матрицы ор-
тогонального преобразования равен ±1.

Ортогональные преобразования, определитель кото-
рых равен +1, называются собственными, а те, опреде-
литель которых равен −1, называются несобственны-
ми.

Докажем следующее существенное свойство ортого-
нальных преобразований.

Л е м м а 3. Если R1 — подпространство прост-
ранства R, инвариантное относительно ортогональ-
ного линейного преобразования A, то его ортогональ-
ное дополнение R2, т. е. совокупность всех векторов,
ортогональных к каждому x ∈ R1 (см. упражнение на
стр. 52), также есть инвариантное подпространство.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть y ∈ R2, т. е. (x; y) =
= 0 для всякого x ∈ R1.

Покажем, что при этом (x; Ay) = 0 для всякого
x ∈ R1. Так как преобразование A ортогонально, то
оно невырождено и его образ на любом инвариантном
подпространстве совпадает с этим подпространством.
Поэтому всякое x ∈ R1 представимо в виде

x = Az; где z ∈ R1:

Отсюда (x; Ay) = (Az; Ay) = (z; y) = 0, т. е. Ay ∈ R2.
Лемма доказана.

У п р а ж н е н и е. Доказать, что произведение двух собст-
венных или двух несобственных ортогональных преобразований
есть собственное ортогональное преобразование, а произведение
собственного на несобственное есть несобственное ортогональное
преобразование.
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З а м е ч а н и е. Разделение ортогональных преобразований
на собственные и несобственные связано с тем, что ортогональ-
ное преобразование, которое можно получить непрерывным пе-
реходом от единичного преобразования, обязательно собственно.
Действительно, пусть At — ортогональное преобразование, не-
прерывно зависящее от параметра t (это значит, что элементы
матрицы этого преобразования в каком-либо базисе непрерывно
зависят от t), причем A0 = E. Тогда определитель этого преобра-
зования есть также непрерывная функция от t. Так как непре-
рывная функция, принимающая лишь значения ±1, должна быть
постоянной, а при t = 0 определитель преобразования At равен 1,
то и при t �= 0 определитель преобразования At равен 1. Используя
теорему 5 этого параграфа, можно показать и обратное, а имен-
но, что всякое собственное ортогональное преобразование может
быть получено непрерывным изменением из единичного.

Изучим ортогональные преобразования в одномер-
ном и двумерном пространствах. Ниже мы увидим, что
изучение ортогональных преобразований в пространс-
тве любого числа измерений сводится к этим простей-
шим случаям.

Пусть e — вектор, порождающий одномерное прост-
ранство, в котором задано ортогональное преобразова-
ние A. Тогда Ae = –e и так как в силу ортогональности
(Ae; Ae) = (e; e), то –2(e; e) = (e; e), т. е. – = ±1.

Таким образом, в одномерном пространстве есть
лишь два ортогональных преобразования: преобразо-
вание Ax ≡ x и преобразование Ax ≡ −x; первое из
них собственное, а второе — несобственное.

Рассмотрим ортогональное преобразование в дву-
мерном пространстве R. Пусть e1; e2 — ортогональный
нормированный базис в R. Пусть далее преобразова-
ние A в этом базисе задается матрицей(

¸ �
‚ ‹

)
: (13)

Разберем сначала случай собственного ортогонального
преобразования, т. е. положим ¸‹ − �‚ = 1.
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Условие ортогональности преобразования означает,
что произведение матрицы (13) на ее транспонирован-
ную есть единичная матрица, т. е. что(

¸ �
‚ ‹

)−1
=

(
¸ ‚
� ‹

)
: (14)

Так как определитель матрицы (13) равен единице, то(
¸ �
‚ ‹

)−1
=

(
‹ −�

−‚ ¸

)
: (15)

Из (14) и (15) следует, что матрица преобразования в
этом случае имеет вид(

¸ −�
� ¸

)
;

где ¸2 + �2 = 1. Полагая ¸ = cos ’, � = sin ’, полу-
чаем что всякое собственное ортогональное преобра-
зование в двумерном пространстве имеет в ортого-
нальном нормированном базисе матрицу вида(

cos ’ − sin ’
sin ’ cos ’

)
(поворот в плоскости на угол ’).

Пусть теперь A — несобственное преобразование,
т. е. ¸‹ − �‚ = −1. В этом случае характеристическое
уравнение матрицы имеет вид –2−(¸+‹)–−1 и, следова-
тельно, имеет вещественные корни. Значит, у преобра-
зования A имеется собственный вектор e, Ae = –e. Из
ортогональности преобразования следует, что Ae = ±e.
Но ортогональное преобразование не меняет углов меж-
ду векторами и их длин. Значит, ортогональный e век-
тор e1 переходит после преобразования в вектор, ор-
тогональный Ae = ±e, т. е. в ±e1. Итак, в базисе e; e1

матрица преобразования A имеет вид(±1 0
0 ±1

)
:
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Так как определитель матрицы несобственного пре-
образования равен −1, то возможны лишь следующие
канонические виды матрицы несобственного ортого-
нального преобразования в двумерном пространстве(

+1 0
0 −1

)
;

(−1 0
0 +1

)
:

(Зеркальные отражения относительно одной из осей.)
Найдем теперь простейший вид матрицы ортого-

нального преобразования для случая пространства лю-
бого числа измерений.

Т е о р е м а 5. Пусть A — ортогональное преобра-
зование в n-мерном евклидовом пространстве R. В R
существует ортогональный нормированный базис e1;
e2; : : : ; en, в котором матрица преобразования A име-
ет вид⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1
. . .

1
−1

. . .
−1

cos ’1 − sin ’1

sin ’1 cos ’1

. . .

cos ’k − sin ’k

sin ’k cos ’k

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

:

Все элементы, кроме выписанных, суть нули.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно теореме 1 это-

го параграфа в R можно выбрать либо одномерное,
либо двумерное инвариантное подпространство R(1).
Если существует одномерное инвариантное подпро-
странство R(1), то обозначим через e1 содержащийся
в нем вектор единичной длины. Если же одномерного
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инвариантного подпространства нет, то возьмем дву-
мерное и обозначим через e1; e2 его ортогональный нор-
мированный базис.

В случае, если R(1) одномерно, преобразование A
имеет в нем вид: Ax = ±x.

В случае, если подпространство R(1) двумерно, на-
ше преобразование является в нем собственным орто-
гональным преобразованием (так как в противном слу-
чаев в R(1) существовало бы одномерное инвариантное
подпространство), и, следовательно, A имеет в R(1) ма-
трицу (

cos ’ − sin ’
sin ’ cos ’

)
:

Совокупность ~R векторов, ортогональных ко всем век-
торам из R(1), согласно доказанной выше лемме, есть
снова инвариантное подпространство.

В инвариантном подпространстве ~R снова находим
одномерное или двумерное инвариантное подпростран-
ство, выбираем в нем базис и так далее.

Мы получим таким образом n попарно ортогональ-
ных векторов длины 1. Примем их за базис в R. Тогда
матрица преобразования в этом базисе будет иметь вид

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1
. . .

1
−1

. . .
−1

cos ’1 − sin ’1

sin ’1 cos ’1

. . .
cos ’k − sin ’k

sin ’k cos ’k

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

;
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где стоящие по диагонали ±1 отвечают одномерным ин-
вариантным подпространствам, а �клеткиъ(

cos ’i − sin ’i

sin ’i cos ’i

)
— двумерным инвариантным подпространствам. Тео-
рема доказана.

З а м е ч а н и е. Назовем простым вращением собственное
ортогональное преобразование, представляющее собой поворот
в некоторой двумерной плоскости и оставляющее неизменным
(n−2)-мерное подпространство, ортогональное к этой плоскости.
Таким образом, простое вращение есть преобразование, матрица
которого может быть приведена к виду⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1
. . .

1
cos ’ − sin ’

sin ’ cos ’
1

. . .
1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

:

Простым отражением мы назовем несобственное линейное
преобразование, меняющее направление всех векторов, принадле-
жащих некоторому одномерному подпространству, на противопо-
ложное и оставляющее неизменными векторы его (n− 1)-мерного
ортогонального дополнения. Таким образом, простое отражение
есть преобразование, матрица которого в некотором базисе име-
ет вид ⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1
. . .

1
−1

1
. . .

1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

:

Пользуясь результатом теоремы 5, нетрудно показать, что
всякое ортогональное преобразование может быть представлено
как произведение некоторого числа простых вращений и простых
отражений. Доказательство предоставляется читателю.
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§ 17. Экстремальные свойства собственных значений

Рассмотрим самосопряженное линейное преобразо-
вание A в n-мерном евклидовом пространстве. Мы
покажем, что его собственные значения можно полу-
чить, рассматривая некоторую задачу на минимум, свя-
занную с соответствующей A квадратичной формой
(Ax; x). Это, в частности, позволит доказать существо-
вание собственных векторов, не пользуясь теоремой о
существовании корня уравнения n-й степени. Эти экс-
тремальные свойства полезны также при вычислении
собственных значений. Мы рассмотрим сначала веще-
ственное пространство, а затем перенесем полученные
результаты на случай комплексного пространства.

Докажем сначала следующую лемму.
Л е м м а 1. Пусть B — самосопряженное линей-

ное преобразование в вещественном пространстве
такое, что квадратичная форма (Bx; x) неотрица-
тельна, т. е.

(Bx; x) � 0 для любого x:

Тогда, если для некоторого x = e

(Be; e) = 0;

то и Be = 0.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Покажем, что для любого

вектора h имеем (Be; h) = 0. Для этого положим x =
= e + th, где t — произвольное число, а h — вектор. То-
гда имеем

(B(e + th); e + th) =

= (Be; e) + t(Be; h) + t(Bh; e) + t2(Bh; h) � 0;

т. е. так как (Bh; e) = (h; Be) = (Be; h) и (Be; e) = 0, то
2t(Be; h) + t2(Bh; h) � 0 для любых t. Отсюда следует,
что (Be; h) = 0.
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Действительно, функция at + bt2 при a 	= 0 меняет
знак в точке t = 0, мы же получили, что выражение

2t(Be; h) + t2(Bh; h)

для любых t неотрицательно, следовательно,

(Be; h) = 0:

Так как h произвольно, то Be = 0, что и требовалось
доказать.

Пусть A — некоторое самосопряженное линейное
преобразование в n-мерном вещественном евклидо-
вом пространстве. Соответствующую A квадратичную
форму (Ax; x) будем рассматривать на единичной сфе-
ре, т. е. на множестве векторов x, для которых

(x; x) = 1:

Имеет место следующая теорема.
Т е о р е м а 1. Пусть A — самосопряженное ли-

нейное преобразование. Тогда соответствующая A
квадратичная форма (Ax; x) достигает на единичной
сфере минимума –1. Вектор e1, на котором этот ми-
нимум достигается, есть собственный вектор пре-
образования A, а значение минимума –1 — соответ-
ствующее собственное значение этого преобразова-
ния.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Единичная сфера есть
ограниченное замкнутое множество в n-мерном про-
странстве. Поэтому (Ax; x), как непрерывная на нем
функция, достигает минимума в некоторой точке e1.
Обозначим этот минимум через –1. Тогда имеем

(Ax; x) � –1; если (x; x) = 1; (1)

причем

(Ae1; e1) = –1; где (e1; e1) = 1:
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Запишем неравенство (1) в виде

(Ax; x) � –1(x; x); где (x; x) = 1: (2)

Оно справедливо для векторов длины единица. Так как
при умножении x на некоторое число ¸ как правая, так
и левая части неравенства умножаются на ¸2, то оно
справедливо для векторов любой длины (поскольку лю-
бой вектор можно получить из вектора длины единица
умножением его на некоторое число ¸).

Полученное неравенство можно переписать так:

(Ax−–1x; x) � 0 для любых x;

причем для x = e1 имеет место

(Ae1−–1e1; e1) = 0:

Это значит, что преобразование B = A − –1E удо-
влетворяет условиям леммы 1. Отсюда, применяя эту
лемму, получаем:

(A − –1E)e1 = 0; т. е. Ae1 = –1e1:

Таким образом, e1 является собственным векто-
ром преобразования A, соответствующим собственно-
му значению –1. Теорема доказана.

Для нахождения следующего собственного значения
рассмотрим все векторы из R, ортогональные к соб-
ственному вектору e1. Как было показано в п. 2 § 16
(лемма 2), эти векторы образуют (n − 1)-мерное под-
пространство R1, инвариантное относительно преобра-
зования A.

Отыскивая минимум квадратичной формы (Ax; x),
при условии (x; x) = 1, в этом подпространстве мы при-
дем к новому собственному вектору e2 и собственному
значению –2.

Очевидно, что –2 � –1, так как минимум (Ax; x) во
всем пространстве не может быть больше, чем минимум
той же функции в подпространстве.
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Следующий собственный вектор мы получим, решая
ту же задачу в (n − 2)-мерном инвариантном подпро-
странстве, состоящем из векторов, ортогональных и e1

и e2. Значение минимума (Ax; x) в этом подпростран-
стве будет третьим собственным значением.

Продолжая этот процесс, мы исчерпаем все n соб-
ственных значений и соответствующих им собственных
векторов нашего преобразования.

Иногда бывает полезно определить второй, третий и т. д. соб-
ственные векторы преобразования из задачи на максимум или
минимум непосредственно, не считая при этом известными пре-
дыдущие собственные векторы.

Пусть A — самосопряженное линейное преобразование. Обо-
значим через

–1 � –2 � · · · � –n

его собственные значения, расположенные в возрастающем поряд-
ке, а через e1; e2; : : : ; en — соответствующие им нормированные и
ортогональные собственные векторы.

Покажем, что если мы возьмем первые k собственных векто-
ров

e1; e2; : : : ; ek

и порожденное ими подпространство S, то для любого вектора
x из S имеет место неравенство

–1(x; x) � (Ax; x) � –k(x; x):

Действительно, пусть

x = ‰1e1 + ‰2e2 + : : : + ‰kek:

Так как Aek = –kek, (ek; ek) = 1, (ek; ei) = 0 при i �= k, то

(Ax; x) = (A(‰1e1+‰2e2+ : : : +‰kek); ‰1e1+‰2e2+ : : : +‰kek) =

= (–1‰1e1+–2‰2e2+ : : : +–k‰kek; ‰1e1+‰2e2+ : : : +‰kek) =

= –1‰2
1 + –2‰2

2 + : : : + –k‰2
k:

Кроме того, так как векторы e1; e2; : : : ; ek ортогональны и
нормированы, то

(x; x) = ‰2
1 + ‰2

2 + : : : + ‰2
k

и, следовательно,

(Ax; x) = –1‰2
1 + –2‰2

2 + : : : + –k‰2
k � –1(‰2

1 + ‰2
2 + : : : + ‰2

k) = –1(x; x):
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Аналогично
(Ax; x) � –k(x; x)

и, следовательно,

–1(x; x) � (Ax; x) � –k(x; x):

Пусть теперь Rk — произвольное подпространство n − k + 1
измерений. В § 7 (лемма п. 1) мы доказали, что если сумма размер-
ностей двух подпространств n-мерного пространства превышает
n, то существует отличный от нуля вектор, принадлежащий обо-
им подпространствам. Следовательно, так как (n−k + 1) + k > n,
то существует вектор x0, принадлежащий как Rk, так и подпро-
странству S, порожденному векторами e1; e2; : : : ; ek. Мы можем
считать, что длина его равна 1, т. е. что (x0; x0) = 1. Так как всю-
ду в S, как мы уже доказали, (Ax; x) � –k(x; x), то (Ax0; x0) � –k.

Итак, мы доказали, что в Rk существует вектор x0 длины 1
такой, что

(Ax0; x0) � –k:

Но тогда и подавно, минимум (Ax; x), где x пробегает все векторы
длины 1 из Rk, также меньше или равен –k.

Таким образом, для любого (n − k + 1)-мерного подпростран-
ства Rk

min(Ax; x) � –k;

где (x; x) = 1 и x ∈ Rk.
Заметим, что среди подпространств Rk размерности n− k + 1

есть такое, для которого min(Ax; x), x ∈ Rk, (x; x) = 1, в точ-
ности равен –k. Таким подпространством является подпростран-
ство, состоящее из векторов, ортогональных первым k − 1 соб-
ственным векторам e1; e2; : : : ; ek−1. Действительно, в этом пара-
графе мы доказали, что min

(x;x)=1
(Ax; x), распространенный по всем

векторам, ортогональным первым k − 1 собственным векторам,
равен –k.

Итак, мы доказали следующее утверждение:
Пусть Rk — некоторое (n − k + 1)-мерное подпространство

пространства R. Тогда минимум (Ax; x) для всех x из Rk таких,
что (x; x) = 1, меньше или равен –k. Подпространство Rk можно
выбрать так, чтобы этот минимум равнялся –k.

Это утверждение можно записать следующей формулой:

max
Rk

min
(x;x)=1

x∈Rk

(Ax; x) = –k: (3)

В этой формуле min берется по указанным векторам, а max
по всевозможным подпространствам Rk размерности n − k + 1.
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Из доказанной теоремы следует:
Пусть A — самосопряженное линейное преобразование, а B —

положительно определенное линейное преобразование. Пусть
–1 � –2 � : : : � –n — собственные значения A, а —1 � —2 � : : :
: : : � —n — собственные значения A + B; тогда –k � —k.

Действительно, всюду

(Ax; x) � ((A + B)x; x):

Следовательно, в любом (n−k+1)-мерном подпространстве Rk

имеет место неравенство:

min
(x;x)=1

x∈Rk

(Ax; x) � min
(x;x)=1

x∈Rk

((A + B)x; x):

Значит, максимум левой части по всевозможным подпростран-
ствам Rk не превосходит максимума правой части. Так как в силу
формулы максимум левой части равен –k, а максимум правой ра-
вен —k, то –k � —k, что и требовалось доказать.

Перенесем полученные результаты на случай ком-
плексного пространства.

Для этого нам придется заменить лишь лемму 1 сле-
дующей леммой.

Л е м м а 2. Пусть B — самосопряженное преобра-
зование в комплексном пространстве, и соответ-
ствующая ему эрмитова форма (Bx; x) не отрица-
тельна, т. е.

(Bx; x) � 0 для любых x:

Тогда, если для некоторого e (Be; e) = 0, то и
Be = 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть t — произвольное ве-
щественное число, а h — вектор. Тогда

(B(e + th); e + th) � 0;

или, так как (Be; e) = 0, то

t[(Be; h) + (Bh; e)] + t2(Bh; h) � 0

для любого t. Отсюда следует, что

(Be; h) + (Bh; e) = 0: (4)
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Так как h произвольно, то, заменяя h на ih, получаем
(Be; ih) + (iBh; e) = 0, т. е.

−i(Be; h) + i(Bh; e) = 0: (5)

Из (4) и (5) получаем, что

(Be; h) = 0;

и так как h произвольно, то Be = 0. Лемма доказана.
Все остальные теоремы этого параграфа и их дока-

зательства переносятся на случай комплексного прост-
ранства без всяких изменений.



Г Л А В А III

КАНОНИЧЕСКИЙ ВИД ПРОИЗВОЛЬНЫХ
ЛИНЕЙНЫХ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ

§ 18. Нормальная форма линейного
преобразования

В главе II мы познакомились с различными класса-
ми линейных преобразований n-мерного пространства,
имеющих n линейно независимых собственных векто-
ров. Мы знаем, что в базисе, состоящем из собственных
векторов такого преобразования, его матрица имеет
особенно простой вид, так называемую диагональную
форму.

Однако число линейно независимых собственных
векторов у линейного преобразования может быть
меньше, чем n ∗). Пример линейного преобразования с
недостаточным числом собственных векторов мы при-
ведем несколько позже (см. также § 10, п. 1, пример 3).
Такое преобразование заведомо не может быть приве-
дено к диагональной форме, так как базис, в котором
матрица преобразования диагональна, состоит из соб-

∗) Напомним, что если все корни характеристического много-
члена различны, то преобразование имеет n линейно независимых
собственных векторов. Поэтому, для того чтобы число собствен-
ных векторов было меньше чем n, необходимо наличие кратных
корней у характеристического многочлена. Таким образом, этот
случай является в некотором смысле исключительным.
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ственных векторов. Возникает вопрос: каков простей-
ший вид матрицы такого линейного преобразования?

В этой главе мы для произвольного преобразования
укажем базис, в котором его матрица имеет сравни-
тельно простой вид (так называемая жорданова нор-
мальная форма). В случае, когда число линейно неза-
висимых собственных векторов преобразования рав-
но размерности пространства, эта нормальная форма
совпадает с диагональной. Мы сформулируем сейчас
окончательный результат, который докажем в § 19.

Пусть задано произвольное линейное преобразова-
ние A в комплексном пространстве n измерений. Пред-
положим, что у A имеется k (k � n) линейно незави-
симых собственных векторов

e1; f1; : : : ; h1;

соответствующих собственным значениям –1; –2; : : :
: : : ; –k. Тогда существует базис, состоящий из k групп
векторов ∗):

e1; : : : ; ep; f1; : : : ; fq; : : : ; h1; : : : ; hs; (1)

в котором преобразование A имеет следующий вид:

Ae1 =–1e1; Ae2 =e1+–1e2; : : : ; Aep =ep−1+–1ep;
Af1 =–2f1; Af2 =f1+–2f2; : : : ; Afq =fq−1+–2fq;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Ah1 =–kh1; Ah2 =h1+–kh2; : : : ; Ahs =hs−1+–khs:

(2)

Мы видим, что базисные векторы каждой группы
переходят при нашем преобразовании в линейную
комбинацию векторов той же группы. Отсюда сле-
дует, что каждая группа базисных векторов поро-
ждает подпространство, инвариантное относительно

∗) Ясно, что p+q+: : :+s = n. Если же k = n, то каждая группа
состоит из одного вектора, а именно собственного вектора.
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преобразования A. Рассмотрим несколько подробнее
преобразование, задаваемое формулами (2).

В подпространстве, порожденном каждой группой,
есть собственный вектор; например, в подпростран-
стве, порожденном векторами e1; e2; : : : ; ep, таким соб-
ственным вектором является e1.

Вектор e2 называют иногда присоединенным соб-
ственным вектором первого порядка. Это значит, что
Ae2 пропорционально e2 с точностью до собственного
вектора, как это видно из равенства

Ae2 = –1e2 + e1:

Аналогично e3; e4; : : : называют присоединенными век-
торами второго, третьего и т. д. порядков.

Каждый из них является �как бы собственнымъ, т. е.
собственным с точностью до присоединенного вектора
низшего порядка

Aek = –1ek + ek−1:

Таким образом, базис каждого инвариантного под-
пространства состоит из одного собственного векто-
ра и такого же количества присоединенных, которое
нужно добавить, чтобы получить базис данного под-
пространства.

Покажем, что в каждом из этих подпространств
имеется, с точностью до множителя, лишь один соб-
ственный вектор.

Действительно, рассмотрим, например, подпространство, по-
рожденное векторами e1; e2; : : : ; ep. Допустим, что некоторый век-
тор из этого подпространства, т. е. некоторая линейная комбина-
ция вида

c1e1 + c2e2 + : : : + cpep;

где не все ck равны нулю, является собственным вектором, т. е.

A(c1e1 + c2e2 + : : : + cpep) = –(c1e1 + c2e2 + : : : + cpep):
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Подставляя вместо левой части ее выражение по формулам (2),
получаем равенство

c1–1e1 + c2(e1 + –1e2) + : : : + cp(ep−1 + –1ep) =

= –c1e1 + –c2e2 + : : : + –cpep:

Отсюда, приравнивая коэффициенты при каждом из базисных
векторов, имеем систему уравнений для нахождения величин
–; c1; c2; : : : ; cp:

c1–1 + c2 = –c1;

c2–1 + c3 = –c2;

. . . . . . . . . . .

cp−1–1 + cp = –cp−1;

cp–1 = –cp:

Покажем прежде всего, что – = –1. Действительно, если бы
– �= –1, то из последнего равенства мы имели бы cp = 0 и за-
тем из остальных равенств cp−1 = cp−2 = c2 = c1 = 0. Итак,
– = –1; тогда из первого уравнения имеем c2 = 0, из второго
c3 = 0 и т. д. до cp = 0. Значит, собственный вектор равен c1e1

и, следовательно, с точностью до множителя совпадает с первым
вектором соответствующей группы.

Выпишем матрицу преобразования (2). Так как век-
торы каждой группы преобразуются в линейные ком-
бинации векторов той же группы, то в первых p столб-
цах матрицы преобразования могут быть отличны от
нуля лишь элементы первых p строк, в следующих q
столбцах могут быть отличны от нуля лишь элемен-
ты, стоящие в строках с теми же номерами, что и у
этих столбцов, и т. д. Таким образом, в данном бази-
се матрица преобразования будет состоять из k кле-
ток, расположенных по главной диагонали, а все элемен-
ты, не принадлежащие ни одной из этих клеток, будут
равны нулю.

Для того чтобы понять, что стоит в каждой клетке
матрицы преобразования A, достаточно еще раз напи-
сать, как преобразуются векторы одной группы. Мы
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имеем:
Ae1 = –1e1;

Ae2 = e1 + –1e2;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Aep−1 = ep−2 + –1ep−1;

Aep = ep−1 + –1ep:

Вспоминая, как строится матрица, отвечающая данно-
му преобразованию базиса, получаем, что клетка ма-
трицы, соответствующая данной группе векторов, име-
ет вид

A1 =

⎛
⎜⎜⎜⎝

–1 1 0 : : : 0 0
0 –1 1 : : : 0 0
: : : : : : : : : : : : : : : :
0 0 0 : : : –1 1
0 0 0 : : : 0 –1

⎞
⎟⎟⎟⎠ : (3)

Вся же матрица оказывается составленной из таких
клеток порядков p; q; : : : ; s соответственно, т. е. имеет
вид⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

–1 1 0 : : : 0
0 –1 1 : : : 0

: : : : : : : : : : : : :
0 0 0 : : : –1

–2 1 0 : : : 0
0 –2 1 : : : 0

: : : : : : : : : : : : :
0 0 0 : : : –2

. . .
–k 1 0 : : : 0
0 –k 1 : : : 0

: : : : : : : : : : : : :
0 0 0 : : : –k

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

; (4)

где все элементы вне клеток — нули.
Заметим также, что не все –i обязаны быть различ-

ными.
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У п р а ж н е н и е. Найти все инвариантные подпространства
преобразования с матрицей (3).

Хотя приведенная здесь нормальная форма выглядит сложнее,
чем, например, диагональная матрица, однако и с ней можно до-
статочно просто производить алгебраические операции. Мы по-
кажем, например, как вычислить многочлен от матрицы (4). Ма-
трица (4) имеет вид

A =

⎛
⎜⎜⎝

A1

A2
. . .

Ak

⎞
⎟⎟⎠ ;

где Ai — отдельные клетки, а все невыписанные элементы — ну-
ли. Тогда

A
2 =

⎛
⎜⎜⎝

A
2
1

A
2
2

. . .
A

2
k

⎞
⎟⎟⎠ ; : : : ; A

m =

⎛
⎜⎜⎝

A
m
1

A
m
2

. . .
A

m
k

⎞
⎟⎟⎠ ;

т. е. для того, чтобы возвести в некоторую степень матрицу A, до-
статочно уметь возвести в эту степень каждую из клеток. Пусть
теперь P (t) = a0 + a1t + : : : + amtm — произвольный многочлен.
Тогда легко видеть, что

P (A) =

⎛
⎜⎜⎝

P (A1)
P (A2)

. . .
P (Ak)

⎞
⎟⎟⎠ :

Покажем теперь, как вычислить P (A1), т. е. многочлен от од-
ной клетки нормальной формы матрицы (3). Для этого запишем
матрицу (3) в виде

A1 = –1E + I;

где E — единичная матрица порядка p, а матрица I имеет вид

I =

⎛
⎜⎜⎜⎝

0 1 0 : : : 0 0
0 0 1 : : : 0 0
: : : : : : : : : : : : :
0 0 0 : : : 0 1
0 0 0 : : : 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎠ :
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Заметим, что матрицы I
2; I

3; : : : ; I
p−1 имеют следующий вид ∗):

I
2 =

⎛
⎜⎜⎜⎝

0 0 1 : : : : 0
0 0 0 1 : : : 0
: : : : : : : : : : : : :
0 0 0 : : : : 0
0 0 0 : : : : 0

⎞
⎟⎟⎟⎠ ; : : : ; I

p−1 =

⎛
⎜⎜⎜⎝

0 0 0 : : : 0 1
0 0 0 : : : 0 0
: : : : : : : : : : : : :
0 0 0 : : : 0 0
0 0 0 : : : 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎠ ;

а
I

p = I
p+1 = : : : = 0:

Теперь нетрудно вычислить произвольный многочлен от матри-
цы (3). Действительно, многочлен P (t) можно по формуле Тейлора
представить в виде

P (t) = P (–1) + (t − –1)P ′(–1) +
(t − –1)2

2!
P ′′(–1) + : : :

: : : +
(t − –1)n

n!
P (n)(–1);

где n — степень многочлена. Подставляя вместо t матрицу A1,
имеем:

P (A1) = P (–1)E + (A1 − –1E)P ′(–1) +
(A1 − –1E)2

2!
P ′′(–1) + : : :

: : : +
(A1 − –1E)n

n!
P (n)(–1):

Но A1 − –1E = I, следовательно,

P (A1) = P (–1)E + P ′(–1)I +
P ′′(–1)

2!
I

2 + : : : +
P (n)(–1)

n!
I

n:

Подставляя вместо I; I
2; : : : ; I

p−1 их выражения и учитывая, что
I

p = I
p+1 = : : : = 0, получаем окончательный вид матрицы

P (A1):

P (A1) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

P (–1)
P ′(–1)

1!

P ′′(–1)

2!
: : :

P (p−1)(–1)

(p − 1)!

0 P (–1)
P ′(–1)

1!
: : :

P (p−2)(–1)

(p − 2)!
: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

0 0 0 : : : P (–1)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ :

∗) Проще всего это сосчитать так. Мы имеем Ie1 = 0,
Ie2 = e1, : : : , Iep = ep−1. Следовательно, I2e1 = 0, I2e2 = 0,
I2e3 = e1, : : : , I2ep = ep−2. Аналогично, I3e1 = I3e2 = I3e3 = 0,
I3e4 = e1, : : : , I3ep = ep−3.
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Мы видим, таким образом, что, для того чтобы вычислить
многочлен от одной клетки нормальной формы порядка p, до-
статочно знать значение этого многочлена и его производных до
порядка p − 1 в точке –1, где –1 — собственное значение, отве-
чающее клетке. Отсюда следует, что если матрица A имеет нор-
мальную форму (4) с клетками порядков p; q; : : : ; s, то для вычи-
сления матрицы P (A1) достаточно знать значения P (t) в точках
t = –1; –2; : : : ; –k с производными до порядков p−1; q−1; : : : ; s−1
соответственно.

Мы докажем следующую теорему.
Т е о р е м а. Пусть в комплексном n-мерном про-

странстве задано линейное преобразование A. Тогда
можно найти базис, в котором матрица линейно-
го преобразования имеет нормальную форму. Другими
словами, можно найти базис, в котором линейное пре-
образование имеет вид (2).

Два независимых доказательства сформулирован-
ной теоремы будут даны в § 19 и 20. Кроме того,
важная теория инвариантных множителей и –-матриц
дает нам третье независимое доказательство этого
результата.

§ 19. Приведение произвольного преобразования
к нормальной форме

Мы уже упоминали в § 18, что в случае, когда у пре-
образования A не хватает линейно независимых соб-
ственных векторов (т. е. когда их число меньше раз-
мерности пространства), базис приходится дополнять
за счет так называемых присоединенных векторов (их
точное определение будет дано чуть позже). В этом па-
раграфе дается способ построения базиса, в котором
матрица преобразования A имеет жорданову нормаль-
ную форму. Этот базис мы непосредственно наберем
из собственных и присоединенных векторов, и такой
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способ выбора является, в некотором смысле, наиболее
естественным ∗).

Перед этим параграфом мы рекомендуем читателю
перечитать п. 4 § 9 и разобрать приведенные там при-
меры.

1. Собственные и присоединенные векторы линейно-
го преобразования. Пусть –0 — некоторое собственное
значение преобразования A. Мы уже имели раньше та-
кое определение.

О п р е д е л е н и е 1. Вектор x 	= 0 называется
собственным вектором преобразования A, отвечаю-
щим собственному значению –0, если

Ax = –0x; т. е. (A − –0E)x = 0: (1)

Рассмотрим совокупность всех векторов, удовле-
творяющих условию (1) при фиксированном –0. Ясно,
что совокупность этих векторов является подпростран-
ством пространства R.

Мы обозначим его N
(1)
–0

. Легко видеть, что N
(1)
–0

инва-
риантно относительно преобразования A (проверьте!).

Заметим, что подпространство N
(1)
–0

состоит из всех
собственных векторов преобразования A, отвечающих
собственному значению –0, к которым добавлен еще ну-
левой вектор.

О п р е д е л е н и е 2. Вектор x называется присо-
единенным вектором 1-го порядка преобразования A,
отвечающим собственному значению –0, если вектор

y = (A − –0E)x

является собственным вектором преобразования A.
Пусть –0 — собственное значение преобразования A.

∗) См. также И. В. П р о с к у р я к о в , Сборник задач по ли-
нейной алгебре, где имеется аналогичное доказательство.
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Рассмотрим подпространство, состоящее из всех
векторов x, для которых выполнено условие

(A − –0E)2x = 0; (2)

т. е. ядро преобразования (A − –0E)2. Обозначим это
подпространство N

(2)
–0

; N
(2)
–0

является инвариантным
подпространством пространства R. В самом деле,
пусть, x ∈ N

(2)
–0

, т. е. (A − –0E)2x = 0. Нам надо дока-

зать, что и вектор Ax ∈ N
(2)
–0

, т. е. что (A−–0E)2Ax = 0.
Но преобразование A перестановочно с (A−–0E)2, т. е.

(A − –0E)2Ax = A(A − –0E)2x = 0:

Рассмотрим несколько более подробно структуру
пространства N

(2)
–0

. В нем есть векторы двух типов.

Если x ∈ N
(1)
–0

, т. е. (A − –0E)x = 0, то подавно и

(A − –0E)2x = 0, т. е. x ∈ N
(2)
–0

. Таким образом, N
(1)
–0

целиком содержится в N
(2)
–0

. Если x ∈ N
(2)
–0

, но x =∈ N
(1)
–0

,
т. е.

(A − –0E)x 	= 0;

(A − –0E)2x = 0;

то x — присоединенный вектор 1-го порядка. Действи-
тельно, в этом случае y = (A−–0E)x есть собственный
вектор.

Таким образом, подпространство N
(2)
–0

получается,

если к подпространству N
(1)
–0

добавить присоединенные
векторы 1-го порядка.

Аналогично вводим подпространство N
(k)
–0

, состоя-
щее из всех векторов x, для которых

(A − –0E)kx = 0: (3)



210 канонический вид линейных преобразований [гл. iii

Это подпространство инвариантно относительно
преобразования A. Ясно, что подпространство N

(k)
–0

со-

держит предыдущее подпространство N
(k−1)
–0

.
О п р е д е л е н и е 3. Вектор x называется присо-

единенным вектором k-го порядка, если вектор

y = (A − –0E)x

есть присоединенный вектор порядка k − 1.
По индукции можно показать, что если x — присо-

единенный вектор k-го порядка, то

(A − –0E)kx 	= 0;

(A − –0E)k+1x = 0:

Другими словами, присоединенным вектором k-го
порядка называется вектор, принадлежащий N

(k+1)
–0

и

не принадлежащий N
(k)
–0

.
П р и м е р. Пусть R — пространство многочленов

степени � n − 1 и преобразование A — дифференциро-
вание:

AP (t) =
d

dt
P (t):

Легко видеть, что – = 0 есть собственное значение. Со-
ответствующий ему собственный вектор P (t) = const.
Найдем для этого преобразования пространства N

(k)
0 .

По определению N
(k)
0 состоит из всех многочленов P (t),

для которых AkP (t) = 0, т. е.

dk

dtk
P (t) = 0:

Это будут все многочлены, степень которых не превы-
шает k − 1. Присоединенными векторами k-го порядка
будут многочлены, степень которых в точности равна
k − 1.
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В этом примере размерность каждого из подпро-
странств равна N

(k)
0 и она растет от 1 до n вместе

с ростом k. Подпространство N
(n)
0 уже совпадает со

всем пространством R, и если мы захотим определить
N

(n+1)
0 ; N

(n+2)
0 и т. д., то все эти подпространства будут

совпадать с N
(n)
0 .

Легко видеть также, что в этом примере AN
(k+1)
0 =

= N
(k)
0 . Это следует из того, что каждый многочлен

степени k есть производная от многочлена степени
k + 1.

У п р а ж н е н и е. Показать, что для любого линейного пре-
образования A имеет место включение

(A − –0E)N
(k+1)
–0

⊂ N
(k)
–0

:

Пусть A — линейное преобразование, а –0 — его соб-
ственное значение. Покажем, что подпространства
N

(1)
–0

; N
(2)
–0

; : : : сначала строго возрастают с ростом ин-
декса, а затем, начиная с некоторого номера p � n, этот
рост прекращается, т. е.

N
(p)
–0

= N
(p+1)
–0

= : : :

(см. приведенный в этом пункте пример).
Мы уже показали, что каждое подпространство N

(k)
–0

содержит N
(k−1)
–0

, т. е. что с увеличением номера под-

пространства N
(k)
–0

, а значит, и их размерности, могут
только увеличиваться.

Так как наше пространство конечномерно, то для
какого-то p � n мы впервые получим, что N

(p)
–0

= N
(p+1)
–0

(см. упражнение на стр. 25).
Докажем, что в этом случае N

(p+1)
–0

= N
(p+2)
–0

= : : : ,
т. е. что дальнейшего возрастания подпространств про-
исходить не будет.
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Действительно, предположим противное, а именно,
что N

(p+1)
–0

= N
(p)
–0

, но для некоторого i > 0 подпро-

странство N
(p+i+1)
–0

строго больше, чем N
(p+i)
–0

. Тогда
существует вектор x такой, что

x ∈ N
(p+i+1)
–0

; x =∈ N
(p+i)
–0

:

Это значит, что

(A − –0E)p+i+1x = 0; но (A − –0E)p+1x 	= 0: (4)

Обозначим через y вектор y = (A−–0E)ix. Тогда первое
из равенств (4) означает, что y ∈ N

(p+1)
–0

, а второе, что

y =∈ N
(p)
–0

, что невозможно, так как подпространства

N
(p+1)
–0

и N
(p)
–0

по предположению совпадают.
Итак, пусть –0 — некоторое собственное значение

преобразования A. Основным результатом этого пунк-
та является построение инвариантного подпростран-
ства N

(p)
–0

, состоящего из всех собственных и присоеди-
ненных векторов, отвечающих этому собственному зна-
чению.

Кроме того, в п. 3 нам понадобится более детальная
структура N

(p)
–0

. А именно, обозначая через N
(k)
–0

под-
пространство, состоящее из присоединенных векторов
порядка � k − 1, мы получили возрастающую цепочку
инвариантных подпространств

0 ⊂ N
(1)
–0

⊂ N
(2)
–0

⊂ : : : ⊂ N
(p)
–0

: (5)

Все члены этой цепочки различны. Подпространство
N

(k)
–0

состоит при этом из всех векторов x, для которых

(A − –0E)kx = 0;

т. е. это есть ядро преобразования (A − –0E)k.
Преобразование A − –0E переводит каждое из под-

пространств цепочки (5) в предшествующее.
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2. Выделение подпространства, в котором преобра-
зование A имеет только одно собственное значение.
Пусть –1 — некоторое собственное значение преобразо-
вания A. В этом пункте мы покажем, что пространст-
во R можно разложить в прямую сумму двух инвари-
антных подпространств, в первом из которых преобра-
зование A имеет лишь одно собственное значение –1,
а во втором у преобразования A уже нет собственного
значения –1.

Не ограничивая общности, можно считать, что
–1 = 0.

Действительно, пусть –1 	= 0. Рассмотрим преобра-
зование B = A−–1E; оно уже имеет собственное значе-
ние, равное нулю ∗). Очевидно также, что инвариант-
ные подпространства преобразований A и B совпада-
ют.

Итак, впредь мы будем считать, что преобразова-
ние имеет собственное значение – = 0. Докажем на-
ше утверждение сначала для частного случая, когда в
пространстве нет присоединенных векторов, отвеча-
ющих этому собственному значению, а есть только
собственные векторы ∗∗).

Нам нужно построить два инвариантных подпро-
странства, прямая сумма которых равна R. В качестве
первого из них, в котором – = 0 есть единственное соб-
ственное значение, можно взять совокупность N0 всех

∗) В самом деле, если –1 — собственное значение преобразо-
вания A, т. е. Af = –1f (f �= 0), то Bf = (A − –1E)f = 0, т. е.
f — собственный вектор B, отвечающий собственному значению
– = 0.

∗∗) Хотя потом наше утверждение будет независимо доказано
для общего случая, рассмотрение этого частного случая полезно,
так как, во-первых, на нем более выпукло видна основная идея до-
казательства и, во-вторых, становится очевидной необходимость
введения подпространств, отличных от введенных здесь N0 и M .
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собственных векторов, отвечающих собственному зна-
чению – = 0 или, другими словами, ядро преобразова-
ния A.

В качестве второго подпространства возьмем
образ M пространства R при преобразовании A, т. е.
совокупность векторов y = Ax, где x пробегает все
пространство R. Легко видеть, что каждое из этих под-
пространств инвариантно (это доказано в п. 4 § 9).

Докажем, что они дают разложение пространства
в прямую сумму. Так как сумма размерностей ядра и
образа для любого преобразования A равна n (см. п. 4
§ 9), то достаточно доказать, что пересечение этих под-
пространств равно нулю.

Предположим, что это не так, т. е. пусть существует
вектор y 	= 0 такой, что y ∈ M и y ∈ N0. Так как y ∈ M ,
то он имеет вид

y = Ax; (6)

где x — некоторый вектор из R. Так как y ∈ N0, то

Ay = 0; где y 	= 0: (7)

Равенство (7) означает, что y есть собственный век-
тор преобразования A, отвечающий собственному зна-
чению – = 0, а равенство (6) при этом означает, что x
есть присоединенный вектор первого порядка, отвеча-
ющий тому же собственному значению. Мы же предпо-
ложили, что у преобразования A нет присоединенных
векторов, отвечающих собственному значению – = 0.

Таким образом, доказано, что подпространства M и
N0 не имеют общих векторов, кроме нулевого.

Вспоминая, что сумма размерностей образа и ядра
равна n, мы получаем отсюда, что пространство R
разложимо в прямую сумму инвариантных подпро-
странств M и N0:

R = M ⊕ N0:
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З а м е ч а н и е. Из приведенного выше доказатель-
ства видно, что образ и ядро имеют пересечение, отлич-
ное от нуля в том и только том случае, когда преобра-
зование A имеет присоединенные векторы, отвечающие
собственному значению – = 0.

Разобранный частный случай дает нам идею того,
как проводить доказательство в общем случае, когда A
имеет также и присоединенные векторы, отвечающие
собственному значению – = 0. Подпространство N0

при этом оказывается слишком узким, и его естествен-
но расширить за счет добавления всех присоединенных
векторов, отвечающих собственному значению – = 0.
Второе же подпространство M оказывается при этом
слишком большим ∗).

Итак, рассмотрим введенное в п. 1 инвариантное
подпространство N

(p)
0 , состоящее из всех собственных

и присоединенных векторов преобразования A, отвеча-
ющих собственному значению – = 0. Как мы помним,
оно является ядром преобразования Ap, т. е. состоит из
всех векторов x, для которых

Apx = 0:

В качестве второго слагаемого прямой суммы мы
возьмем подпространство M (p) — образ пространства
R при том же преобразовании Ap.

Легко видеть, что M (p) также инвариантно отно-
сительно преобразования A. Действительно, если y ∈
∈ M (p), т. е. y = Apx, то

Ay = Ap+1x = Ap(Ax);

т. е. Ay также принадлежит M(p).

∗) Что M �слишком велико�, видно при этом не только из со-
ображений размерности, но также и из того, что M пересекается
даже с самим N0, а не только с его расширением.
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Т е о р е м а 1. Пространство R можно разло-
жить в прямую сумму инвариантных подпространств

N
(p)
0 и M (p). При этом подпространство N

(p)
0 состоит

только из собственных и присоединенных векторов,
отвечающих собственному значению – = 0, а в под-
пространстве M (p) преобразование A обратимо (т. е.
– = 0 не является собственным значением преобразо-
вания A в подпространстве M (p)).

Для доказательства первого утверждения нам, как
и в рассмотренном выше частном случае, достаточно
показать, что пересечение подпространств N

(p)
0 и M (p)

равно нулю. Допустим противное, т. е. пусть существу-
ет вектор y 	= 0 такой, что y ∈ M (p) и y ∈ N

(p)
0 . Так как

y ∈ M (p), то
y = Apx: (8)

Далее, так как y ∈ N
(p)
0 , то

Apy = 0: (9)

Но из равенств (8) и (9) следует, что существует такой
вектор x, для которого

Apx 	= 0

и в то же время

A2px = Apy = 0:

Это значит, что x есть присоединенный вектор пре-
образования A с собственным значением – = 0, не
принадлежащий подпространству N

(p)
0 , что невозмож-

но, так как N
(p)
0 состоит из всех таких векторов.

Таким образом, мы доказали, что пересечение N
(p)
0

и M (p) равно нулю. Так как сумма размерностей этих
подпространств равна n (это ядро и образ преобра-
зования Ap), то отсюда следует, что пространство R
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раскладывается в прямую сумму этих подпространств:

R = M (p) ⊕ N
(p)
0 : (10)

Докажем теперь второе утверждение теоремы, т. е.
что в подпространстве M (p) преобразование A не имеет
нулевого собственного значения. Действительно, если
бы это было не так, то в M (p) существовал бы вектор
x 	= 0 такой, что

Apx = 0:

Но это равенство означает, что x ∈ N
(p)
0 , т. е. является

общим вектором M (p) и N
(p)
0 , а мы доказали, что таким

вектором может быть только нуль.
Теорема доказана полностью.
Теперь мы можем освободиться от предположения,

что выделенное подпространство отвечает нулевому
собственному значению, и считать установленным сле-
дующий факт.

Если –1 — некоторое собственное значение пре-
образования A, то пространство R можно разложить
в прямую сумму инвариантных подпространств R1 и
~R, в первом из которых преобразование A имеет толь-
ко собственное значение –1, а во втором все собствен-
ные значения A отличны от –1.

Применяя полученный результат к преобразованию
A в пространстве ~R и к некоторому собственному зна-
чению –2 этого преобразования, мы �отщепимъ инва-
риантное подпространство, отвечающее собственному
значению –2. Продолжая этот процесс, пока не будут
исчерпаны все собственные значения преобразования
A, мы получим доказательство следующей теоремы:

Т е о р е м а 2. Пусть преобразование A простран-
ства R имеет k различных собственных значений
–1; : : : ; –k. Тогда R можно разложить в прямую сумму
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k инвариантных подпространств N
(p1)
–1

; : : : ; N
(pk)
–k

:

R = N
(p1)
–1

⊕ : : : ⊕ N
(pk)
–k

: (11)

Каждое из подпространств N
(pi)
–i

состоит только
из собственных и присоединенных векторов, отвечаю-
щих собственному значению –i.

Другими словами, для каждого i существует такое
число pi, что для всех x ∈ N

(pi)
–i

(A − –iE)pix = 0:

У нас осталась еще только одна, впрочем, не ме-
нее важная задача — выбрать в каждом из этих под-
пространств базис, в котором матрица преобразования
имеет жорданову нормальную форму. Это будем сдела-
но в следующем пункте.

3. Приведение к нормальной форме матрицы с од-
ним собственным значением. В случае, если простран-
ство состоит только из собственных векторов, базис в
пространстве можно выбирать произвольно и матрица
преобразования в этом базисе имеет диагональный вид.

В общем случае неосторожный выбор базиса может
запутать картину.

Чтобы выбрать базис, в котором матрица преобра-
зования имеет наиболее простой вид, мы будем тянуть
цепочки собственных и присоединенных векторов, вы-
брав некоторый базис в подпространстве N (p) и после-
довательно применяя к векторам этого базиса преобра-
зование A.

Введем предварительно некоторые понятия, удобные
для дальнейшего.

О п р е д е л е н и е 4. Векторы из пространства
R называются относительно линейно независимыми
над подпространством R1, если никакая их линейная
комбинация, отличная от нуля, не принадлежит R1.
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Заметим, что всякие линейно зависимые векторы из
R относительно линейно зависимы над любым подпро-
странством.

О п р е д е л е н и е 5. Базисом пространства R
относительно подпространства R1 называется та-
кая система e1; : : : ; ek линейно независимых векторов
из R, которая после пополнения каким-нибудь базисом
из R1 образует базис во всем пространстве.

Такой базис легко построить. Для этого достаточно
выбрать какой-нибудь базис в R1, дополнить его до ба-
зиса во всем пространстве и затем отбросить векторы
исходного базиса из R1. Число векторов в таком отно-
сительном базисе равно разности размерностей прост-
ранства и подпространства.

Всякую систему относительно линейно независимых
векторов над R1 можно дополнить до относительного
базиса. Для этого нужно к выбранным векторам доба-
вить какой-нибудь базис подпространства R1. Получит-
ся некоторая система векторов из R, которые, как легко
проверить, линейно независимы. Чтобы получить отно-
сительный базис, нужно дополнить эту систему до ба-
зиса во всем пространстве R, а затем отбросить базис
подпространства.

Итак, пусть преобразование A в пространстве R
имеет только одно собственное значение. Не ограни-
чивая общности, можно предположить, что оно равно
нулю.

Рассмотрим снова цепочку (5) подпространств, по-
лученных в п. 1:

0 ⊂ N
(1)
0 ⊂ : : : ⊂ N

(p)
0 = N

(p+1)
0 = : : : ;

где подпространство N
(k)
0 есть ядро преобразова-

ния Ak. Так как преобразование A в пространстве R
не имеет отличных от нуля собственных значений, то,
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очевидно, N (p) совпадает при этом со всем пространс-
твом R.

Выберем в максимальном из этих подпространств
N

(p)
0 базис относительно содержащегося в нем подпро-

странства N
(p−1)
0 . Пусть векторы этого базиса будут

e1; : : : ; eq:

Очевидно, что это будут присоединенные векторы
(p − 1)-го порядка. Мы уже видели (см. упражнение на
стр. 211), что AN

(p)
0 ⊂ N

(p−1)
0 . Поэтому векторы

Ae1; : : : ; Aeq

лежат в N
(p−1)
0 . Покажем, что эти векторы линейно

независимы в N
(p−1)
0 относительно лежащего в нем

подпространства N
(p−2)
0 . Действительно, пусть не все

¸i = 0 и

¸1Ae1 + : : : + ¸qAeq = A(¸1e1 + : : : + ¸qeq) ∈ N
(p−2)
0 :

Тогда вектор x = ¸1e1 +: : :+¸qeq ∈ N
(p−1)
0 , а это проти-

воречит предположению, что векторы e1; : : : ; eq линейно

независимы над N
(p−1)
0 .

Дополним векторы Ae1; : : : ; Aeq до базиса в N
(p−1)
0

относительно N
(p−2)
0 . Мы получим тогда q + s векторов

Ae1; : : : ; Aeq; f1; : : : ; fs;

которые представляют собой максимальное число ли-
нейно независимых присоединенных векторов порядка
p − 2.

Снова применим к этим векторам преобразование A

и полученную систему векторов из N
(p−2)
0 дополним,

как и выше, до базиса в N
(p−2)
0 относительно N

(p−3)
0 .
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Продолжая этот процесс, мы дойдем до подпро-
странства N

(1)
0 и выберем базис в этом пространстве,

состоящий из максимального числа линейно независи-
мых собственных векторов.

Расположим полученные векторы в следующую та-
блицу

e1 : : : eq

Ae1 : : : Aeq f1 : : : fs

A2e1 : : : A2eq Af1 : : : Afs

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ap−1e1 : : : Ap−1eq Ap−2f1 : : : Ap−2fs : : : h1 : : : hr

(12)

Векторы нижней строчки образуют базис в подпро-
странстве N

(1)
0 . Векторы двух нижних строчек образу-

ют базис в N
(2)
0 , так как это есть базис N

(2)
0 относитель-

но N
(1)
0 в соединении с базисом N

(1)
0 . Векторы трех ниж-

них строчек образуют базис в N
(3)
0 и т. д. Наконец все

векторы таблицы образуют базис в N
(p)
0 , т. е. во всем

пространстве R.
Покажем, что в этом базисе матрица преобразо-

вания A имеет жорданову нормальную форму. Дей-
ствительно, рассмотрим произвольный столбец табли-
цы (12), например, для определенности первый.

Обозначим для удобства Ap−1e1 через e1, Ap−2e1 —
через e2 и т. д. и рассмотрим действие преобразова-
ния A на каждый из этих векторов. Так как e1 — соб-
ственный вектор, отвечающий нулевому собственному
значению, то

Ae1 = 0:
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Дальше, по определению,

Ae2 = AAp−2e1 = Ap−1e1 = e1

и аналогично
Ae3 = e2;

. . . . . . .
Aep = ep−1:

Таким образом, преобразование A переводит век-
торы первого столбца снова в себя, т. е. подпростран-
ство R1, натянутое на эти векторы, инвариантно отно-
сительно A. Матрица преобразования A в подпростран-
стве R1 в базисе e1; : : : ; ep имеет вид⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0 : : : 0 0
0 0 1 : : : 0 0
: : : : : : : : : : : :
: : : : : : : : : : : :
0 0 0 : : : 0 1
0 0 0 : : : 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ; (13)

т. е. это есть жорданова клетка, отвечающая собствен-
ному значению – = 0. Аналогичное инвариантное под-
пространство отвечает каждому из столбцов табли-
цы (12), и размерность каждого такого подпростран-
ства равна числу векторов в соответствующем столбце.
Так как матрица преобразования A в базисе, состоящем
из векторов какого-либо столбца таблицы (12), имеет
вид (13), то матрица преобразования во всем прост-
ранстве R в базисе, состоящем из всех векторов табли-
цы (12), состоит из жордановых клеток, число кото-
рых равно числу столбцов в этой таблице, а размер ка-
ждой клетки равен числу векторов соответствующего
столбца.
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Если вместо преобразования A рассмотреть пре-
образование A + –1E, то, так как матрица преобразо-
вания –1E диагональна, мы получим тот же результат
для преобразования пространства R, имеющего толь-
ко одно собственное значение, равное произвольному
числу –1. Соответствующие жордановы клетки матри-
цы преобразования A + –1E будут иметь вид:⎛

⎜⎜⎜⎝
–1 1 0 : : : 0
0 –1 1 : : : 0
: : : : : : : : : : : : :
: : : : : : : : : : : : :
0 0 0 : : : –1

⎞
⎟⎟⎟⎠ : (14)

Вспоминая теперь, что для произвольного преобра-
зования A мы можем разложить пространство R в сум-
му инвариантных подпространств, в каждом из кото-
рых преобразование A имеет только одно собственное
значение (см. формулу (11)), мы получаем отсюда пол-
ное доказательство теоремы § 18.

§ 20. Другое доказательство теоремы о приведении
к нормальной форме

Это доказательство мы будем вести по индукции,
именно предположим, что для линейного преобразова-
ния в пространстве n измерений такой базис существу-
ет, и докажем, что мы можем найти нужный базис в
пространстве n + 1 измерений. Для доказательства те-
оремы нам понадобится следующая

Л е м м а. У всякого линейного преобразования A
в n-мерном комплексном пространстве R существу-
ет хотя бы одно (n − 1)-мерное инвариантное подпро-
странство R′.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим преобразова-
ние A∗; у него, как и у всякого преобразования, есть
собственный вектор e

A∗e = –e:

Покажем, что (n−1)-мерное подпространство R′, со-
стоящее из векторов x, ортогональных ∗) e, т. е. для
которых (x; e) = 0, инвариантно относительно A. Дей-
ствительно, пусть x ∈ R′, т. е. (x; e) = 0. Тогда

(Ax; e) = (x; A∗e) = (x; –e) = 0

и, значит, Ax также принадлежит R′. Инвариантность
подпространства R′ относительно преобразования A
доказана.

Докажем теперь сформулированную выше основную
теорему этого параграфа.

Пусть A — произвольное линейное преобразование в
(n+1)-мерном пространстве R. Согласно лемме, в R су-
ществует n-мерное подпространство R′, инвариантное
относительно A. Так как в n-мерном пространстве мы
предполагаем теорему доказанной, то в R′ существует
базис, в котором линейное преобразование имеет нор-
мальную форму. Обозначим этот базис в R′ через

e1; e2; : : : ; ep; f1; f2; : : : ; fq; : : : ; h1; h2; : : : ; hs;

где p + q + : : : + s = n. В этом базисе линейное преобра-

∗) Мы здесь используем наличие в R скалярного произведе-
ния, т. е. считаем пространство R евклидовым. Незначительным
изменением доказательства можно освободиться от этого предпо-
ложения и на протяжении всей главы считать R аффинным про-
странством.
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зование в n-мерном подпространстве R′ имеет вид

Ae1 = –1e1;

Ae2 = e1+–1e2;
. . . . . . . . . . . .
Aep =ep−1+–1ep;

Af1 = –2f1;

Af2 = f1+–2f2;
. . . . . . . . . . . .
Afq =fq−1+–2fq;

. . .
Ah1 = –kh1;

Ah2 = h1+–kh2;
. . . . . . . . . . . .
Ahs =hs−1+–khs:

Дополним этот базис каким-нибудь вектором e, кото-
рый вместе с e1; e2; : : : ; ep; f1; f2; : : : ; fq; : : : ; h1; h2; : : :
: : : ; hs составляет базис в R.

Применим к e преобразование A и разложим полу-
ченный вектор Ae по векторам базиса:

Ae = ¸1e1 + : : : + ¸pep + �1f1 + : : : + �qfq + : : :

: : : + ‹1h1 + : : : + ‹shs + fie ∗):

Мы можем считать, что fi = 0. В самом деле, если в не-
котором базисе A имеет нормальную форму, то A− fiE

∗) Линейное преобразование A имеет в (n + 1)-мерном
пространстве R собственные значения –1; –2; : : : ; –k и fi . Действи-
тельно, напишем матрицу преобразования A в базисе e1; e2; : : :
: : : ; ep; f1; f2; : : : ; fq; : : : ; h1; h2; : : : ; hs; e. Она будет треугольной
матрицей, в которой по диагонали стоят числа –1; –2; : : : ; –k и fi .

Так как собственными значениями треугольной матрицы
являются числа, стоящие по диагонали (см., например, § 10, п. 4),
то –1; –2; : : : ; –k и fi будут собственными значениями A в (n + 1)-
мерном пространстве. Таким образом, при переходе от инвари-
антного n-мерного к (n + 1)-мерному пространству добавилось
одно собственное значение: fi .
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также имеет в этом базисе нормальную форму. Поэто-
му, если fi 	= 0, то можно вместо преобразования A рас-
смотреть преобразование A−fiE, причем A и A−fiE, со-
гласно сделанному замечанию, имеют нормальную фор-
му в одном и том же базисе.

Мы полагаем, следовательно, что

Ae = ¸1e1 + : : : + ¸pep + �1f1 + : : :

: : : + �qfq + : : : + ‹1h1 + : : : + ‹shs: (1)

Теперь постараемся заменить вектор e вектором e′ так,
чтобы после этой замены вектор Ae′ стал возможно
проще. Будем искать вектор e′ в виде

e′ = e − κ1e1 − : : : − κpep − —1f1 − : : :

: : : − —qfq − : : : − !1h1 − : : : − !shs: (2)

Мы имеем

Ae′ = Ae − A(κ1e1 + : : : + κpep) −
− A(—1f1 + : : : + —qfq) − : : : − A(!1h1 + : : : + !shs);

или, пользуясь формулой (1),

Ae′ = ¸1e1 + : : : + ¸pep + �1f1 + : : : + �qfq + : : :

: : : + ‹1h1 + : : : + ‹shs − A(κ1e1 + : : : + κpep) −
− A(—1f1 + : : : + —qfq) − : : : − A(!1h1 + : : : + !shs): (3)

Коэффициенты κ1; : : : ;κp; —1; : : : ; —q; : : : ; !1; : : : ; !s мы
можем выбрать произвольно. Подберем их так, чтобы в
правой части формулы (3) осталось как можно меньше
слагаемых.

Мы знаем, что каждой группе базисных векторов
n-мерного подпространства R′, в котором преобразо-
вание A имеет нормальную форму, отвечает свое соб-
ственное значение –1; –2 и т. д. Мы рассмотрим отдель-
но два случая, а именно разберем сначала случай, когда
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ни одно из этих собственных значений не равно нулю,
а затем случай, когда это не так.

Разберем первый случай, когда –1 	= 0, –2 	= 0, : : : ,
–k 	= 0. В этом случае мы покажем, что вектор e′ можно
выбрать так, чтобы Ae′ = 0, т. е. подобрать κ1; : : : ; !s

так, чтобы все слагаемые в правой части (3) сократи-
лись. Так как векторы каждой группы переходят при
преобразовании в комбинацию векторов той же груп-
пы, то векторы различных групп можно уничтожать
независимо друг от друга. Покажем, как подобрать ко-
эффициенты κ1;κ2; : : : ;κp, чтобы в правой части (3)
сократились векторы e1; e2; : : : ; ep. Члены, содержащие
эти векторы, имеют вид

¸1e1 + : : : + ¸pep − A(κ1e1 + : : : + κpep) =

= ¸1e1 + : : : + ¸pep − κ1–1e1 −
− κ2(e1 + –1e2) − : : : − κp(ep−1 + –1ep) =

= (¸1 − κ1–1 − κ2)e1 + (¸2 − κ2–1 − κ3)e2 + : : :

: : : + (¸p−1 − κp−1–1 − κp)ep−1 + (¸p − κp–1)ep:

Приравнивая нулю коэффициент при ep, определяем κp,
что возможно, так как –1 	= 0, затем, приравнивая ну-
лю коэффициент при ep−1, определяем κp−1 и так далее
до κ1. Таким образом, мы уничтожили в (3) члены с
e1; e2; : : : ; ep. Аналогично вычисляем другие группы ко-
эффициентов.

Мы получили, таким образом, вектор e′, для кото-
рого

Ae′ = 0:

Добавляя этот вектор к имеющемуся базису, полу-
чаем базис e′; e1; e2; : : : ; ep; f1; f2; : : : ; fq; : : : ; h1; h2; : : : ; hs

в (n + 1)-мерном пространстве, в котором преобразо-
вание имеет канонический вид. Вектор e′ образует
при этом отдельную группу с собственным значением,
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равным нулю (следовательно, с собственным значени-
ем fi , если бы мы не рассматривали вместо A преобра-
зование A − fiE).

Рассмотрим теперь второй случай, а именно пусть
некоторым группам векторов базиса в n-мерном прос-
транстве R′ соответствуют собственные значения пре-
образования A, равные нулю. Тогда в правой части
формулы (3) у нас будут слагаемые двух сортов — соот-
ветствующие группам с отличными от нуля собствен-
ными значениями и группам, для которых собственное
значение равно нулю. С группами, у которых собствен-
ные значения отличны от нуля, мы можем поступить
так же, как и в первом случае, т. е. подбором коэффи-
циентов уничтожить векторы в правой части (3). Допу-
стим, что после этой операции у нас останутся, напри-
мер, три группы слагаемых e1; e2; : : : ; ep; f1; f2; : : : ; fq;
g1; g2; : : : ; gr с собственным значением, равным нулю,
т. е. что –1 = –2 = –3 = 0. Тогда

Ae′ = ¸1e1 + : : : +¸pep +�1f1 + : : : +�qfq + : : : +‚1g1 + : : :

: : : + ‚rgr − A(κ1e1 + : : : + κpep) −
− A(—1f1 + : : : + —qfq) − A(�1g1 + : : : + �rgr): (4)

Так как –1 = –2 = –3 = 0, то

Ae1 = 0; Ae2 = e1; : : : ; Aep= ep−1;

Af1 = 0; Af2 = f1; : : : ; Afq= fq−1;

Ag1 = 0; Ag2 = g1; : : : ; Agr = gr−1:

Поэтому линейная комбинация векторов e1; e2; : : : ; ep,
входящая в правую часть равенства (4), будет иметь
вид

¸1e1 + : : : + ¸pep − κ2e1 − : : : − κpep−1:

Полагая κ2 = ¸1, : : : , κp = ¸p−1, мы уничтожим здесь
все слагаемые кроме одного, равного ¸pep. Проделав ту
же операцию в группах f1; : : : ; fq и g1; : : : ; gr, мы полу-
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чим вектор e′, для которого

Ae′ = ¸pep + �qfq + ‚rgr:

Случайно может оказаться, что ¸p = �q = ‚r = 0;
тогда мы приходим к вектору e′, для которого

Ae′ = 0;

и тогда, как и в первом случае, наше преобразование
уже в базисе e′; e1; e2; : : : ; ep; f1; f2; : : : ; fq; : : : ; h1; h2; : : :
: : : ; hs имеет нормальную форму. Вектор e′ в этом слу-
чае образует новую клетку с собственным значением,
равным нулю.

Пусть теперь хотя бы один из коэффициентов
¸p; �q; ‚r отличен от нуля. В этом случае, в отличие от
рассмотренных ранее, нам придется для приведения к
нормальной форме также изменить некоторые из век-
торов базиса, уже имеющегося в R′. Расположим числа
p; q; r по их величине. Пусть, например, p > q > r. Тогда
строим новую группу, начиная с e′, следующим обра-
зом. Полагаем e′p+1 = e′, e′p = Ae′p+1, e′p−1 = Ae′p, : : : ,
e′1 = Ae′2. Мы имеем, следовательно,

e′p+1 = e′;

e′p = Ae′p+1 = ¸pep + �qfq + ‚rgr;

e′p−1 = Ae′p = ¸pep−1 + �qfq−1 + ‚rgr−1;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
e′p−r+1 = Ae′p−r+2 = ¸pep−r+1 + �qfq−r+1 + ‚rg1;

e′p−r = Ae′p−r+1 = ¸pep−r + �qfq−r;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
e′1 = Ae′2 = ¸pe1:

Заменим теперь векторы e′; e1; e2; : : : ; ep базиса векто-
рами

e′1; e′2; : : : ; e′p; e′p+1;
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а остальные оставим без изменения. Мы получим тогда
нормальную форму преобразования, причем размеры
первой клетки увеличились на единицу. Теорема пол-
ностью доказана.

Мы видим, что в процессе построения нормальной
формы нужно было различать два случая.

1. Случай, когда добавленное собственное значение fi
(мы его полагали равным нулю) не совпадает ни с од-
ним из прежних собственных значений –1; : : : ; –k. В
этом случае добавлялась отдельная клетка первого по-
рядка.

2. Случай, когда добавленное собственное значение
совпадало с одним из уже имевшихся. В этом случае,
вообще говоря, размер одной из имевшихся клеток уве-
личивался на 1. Если же коэффициенты ¸; �; ‚ равны
нулю, то, как и в первом случае, добавлялась новая
клетка.

§ 21. Инвариантные множители

В этом параграфе мы укажем способ, дающий воз-
можность находить жорданову нормальную форму ли-
нейного преобразования. Из результатов этого пара-
графа будем также вытекать до сих пор еще не дока-
занная единственность этой формы.

О п р е д е л е н и е. Матрицы A и A1 = C
−1

AC,
где C — произвольная невырожденная матрица, назы-
ваются подобными.

Если матрица A1 подобна матрице A2, то и обратно,
A2 подобна A1. Действительно, пусть

A1 = C
−1

A2C:

Тогда отсюда

A2 = CA1C
−1;
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т. е. если положить C
−1 = C1, имеем:

A2 = C
−1
1 A1C1

и, следовательно, A2 подобна A1.
Легко также показать, что если две матрицы A1 и

A2 подобны одной и той же матрице A, то они подобны
между собой. Действительно, пусть

A = C
−1
1 A1C1; A = C

−1
2 A2C2:

Тогда C
−1
1 A1C1 = C

−1
2 A2C2, т. е.

A1 = C1C
−1
2 A2C2C

−1
1 ;

и если положить C2C
−1
1 = C, то получим:

A1 = C
−1

A2C;

т. е. A1 и A2 подобны.
Пусть A — матрица преобразования A в некотором

базисе. При переходе к другому базису матрица A заме-
няется подобной ей матрицей C

−1
AC, где C — матри-

ца перехода от первого базиса ко второму (§ 9). Таким
образом, подобные матрицы — это матрицы одного и
того же линейного преобразования в различных бази-
сах.

Наша задача — по матрице преобразования постро-
ить инварианты самого преобразования, т. е. выраже-
ния, зависящие лишь от самого преобразования A. Дру-
гими словами, нам нужно построить функции от эле-
ментов матрицы, совпадающие для подобных матриц.

Один такой инвариант установлен уже в § 10. Имен-
но, там было доказано, что характеристический много-
член матрицы A, т. е. определитель матрицы A − –E:

Dn(–) = |A − –E|
не меняется при замене матрицы A подобной ма-
трицей. Мы построим здесь ряд инвариантов, среди
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которых будет содержаться и характеристический мно-
гочлен; они будут полной системой инвариантов, в том
смысле, что из их совпадения для двух матриц следует
подобие этих матриц.

Пусть A — произвольная матрица n-го порядка. Ми-
норы k-го порядка матрицы A − –E суть некоторые
многочлены от –. Обозначим через Dk(–) их наиболь-
ший общий делитель ∗). В частности, Dn(–) — опреде-
литель матрицы A−–E, т. е. характеристический мно-
гочлен матрицы A. В дальнейшем мы покажем, что все
Dk(–) являются инвариантами.

Заметим, что Dn(–) делится на Dn−1(–). Действи-
тельно, по определению Dn−1(–) все миноры (n − 1)-го
порядка делятся на Dn−1(–). Разлагая определитель
на сумму произведений элементов какой-нибудь стро-
ки на их алгебраические дополнения, мы получаем, что
и определитель Dn(–) делится на Dn−1(–). Аналогично,
Dn−1(–) делится на Dn−2(–) и т. д.

У п р а ж н е н и е. Найти Dk(–) (k = 1; 2; 3) для матрицы⎛
⎝–0 1 0

0 –0 1
0 0 –0

⎞
⎠ :

Ответ. D3(–) = (– − –0)3, D2(–) = D1(–) = 1.

Л е м м а 1. Если C — произвольная невырожден-
ная матрица, то общие наибольшие делители мино-
ров k-го порядка матриц A − –E и C(A − –E) совпа-
дают. Аналогичное утверждение имеет место и для
(A − –E)C.

∗) Наибольший общий делитель определен с точностью до чи-
слового множителя. Мы выбираем Dk(–) так, чтобы старший ко-
эффициент был равен 1. В частности, если миноры k-го порядка
взаимно просты, то Dk(–) = 1.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Строки матрицы C(A−–E)
являются линейными комбинациями строк матрицы
A − –E с коэффициентами, являющимися элементами
матрицы C, т. е. не зависящими от –. Действительно,
обозначим через aik элементы матрицы A−–E и через
a′

ik элементы матрицы C(A − –E). Тогда, например,

a′
1k =

n∑
j=1

c1jajk;

т. е. элементы первой строки матрицы C(A−–E) явля-
ются линейными комбинациями строк матрицы A−–E

с коэффициентами c1j . Аналогично показываем это и
для других строк.

Поэтому минор матрицы C(A − –E) разлагается на
сумму миноров матрицы A − –E с некоторыми чи-
сленными коэффициентами. Следовательно, всякий де-
литель миноров k-го порядка матрицы A − –E будет
также делителем миноров того же порядка матрицы
C(A − –E). Так как от матрицы C(A − –E) мы мо-
жем перейти к матрице A − –E умножением на C

−1,
то и обратно, каждый делитель миноров k-го порядка
матрицы C(A − –E) является делителем миноров k-го
порядка матрицы A − –E. Следовательно, у A − –E и
C(A − –E) общие делители миноров k-го порядка со-
впадают.

Л е м м а 2. У подобных матриц многочлены Dk(–)
совпадают.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть A и A
′ = C

−1
AC —

две подобные матрицы. Согласно предыдущей лемме,
общие наибольшие делители миноров k-го порядка у
A − –E и (A − –E)C совпадают. По той же лемме со-
впадают между собой общие наибольшие делители ми-
норов k-го порядка у C

−1(A− –E) и C
−1(A− –E)C =

= A
′ − –E. Следовательно, Dk(–) для A и A

′ равны
между собой.
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Так как при переходе от одного базиса к другому ма-
трица линейного преобразования заменяется подобной,
то из леммы 2 вытекает следующая

Т е о р е м а 1. Пусть A — линейное преобразова-
ние. Тогда наибольший общий делитель Dk(–) мино-
ров k-го порядка матрицы A − –E, где A — матрица
преобразования A в некотором базисе, не зависит от
выбора базиса.

Перейдем к вычислению многочленов Dk(–) для дан-
ного линейного преобразования A. В силу теоремы 1,
при их вычислении можно пользоваться матрицей ли-
нейного преобразования в любом базисе. Выберем ба-
зис, в котором матрица линейного преобразования име-
ет жорданову нормальную форму. Нам нужно, следова-
тельно, вычислить многочлены Dk(–) для матрицы A,
имеющей нормальную форму.

Найдем сначала все Dk(–) для матрицы n-го порядка
вида ⎛

⎜⎜⎜⎝
–0 1 0 : : : 0
0 –0 1 : : : 0
: : : : : : : : : : : : :
0 0 0 : : : 1
0 0 0 : : : –0

⎞
⎟⎟⎟⎠ ; (1)

т. е. для одной �клеткиъ нормальной формы. Мы имеем
Dn(–) = (– − –0)n. Если в матрице (1) зачеркнуть пер-
вый столбец и последнюю строку, то получим матри-
цу A1, в которой по диагонали стоят единицы, а над
диагональю нули. Поэтому Dn−1(–) = 1. Вычеркивая
далее в матрице A1 строки и столбцы с одинаковыми
номерами, мы сможем доказать, что и Dn−2(–) = : : :
: : : = D1(–) = 1. Окончательно мы имеем, что для
отдельной клетки [матрицы (1)] последовательность
Dk(–) следующая:

(– − –0)n; 1; 1; : : : ; 1:
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Далее, заметим: пусть матрица B имеет вид(
B1 0
0 B2

)
;

где B1 и B2 — какие-либо матрицы порядков n1 и n2.
Тогда отличные от нуля миноры m-го порядка матри-
цы B имеют вид

´m = ´(1)
m1

´(2)
m2

; m1 + m2 = m;

где ´(1)
m1 — миноры m1-го порядка матрицы B1, а

´(2)
m2 — миноры m2-го порядка матрицы B2

∗). Действи-
тельно, если выделить те из первых n1 строк, кото-
рые входят в состав данного минора, и разложить по
ним минор (воспользовавшись теоремой Лапласа), то
этот минор будет либо равен нулю, либо иметь вид
´(1)

m1´(2)
m−m1

.
Найдем теперь многочлены Dk(–) для произвольной

матрицы A, имеющей жорданову нормальною форму.
Мы предположим, что в матрице A имеется p клеток,
отвечающих собственному значению –1, q клеток, от-
вечающих собственному значению –2, и т. д. Обозначим
порядки клеток, отвечающих собственному значению
–1, через n1; n2; : : : ; np (n1 � n2 � n3 � : : : � np).

Матрица B = A − –E распадается на отдельные
клетки Bi, из которых, например, B1 имеет вид

B1 =

⎛
⎜⎜⎜⎝

–1 − – 1 0 : : : 0
0 –1 − – 1 : : : 0

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
0 0 0 : : : 1
0 0 0 : : : –1 − –

⎞
⎟⎟⎟⎠ :

∗) Отличный от нуля минор ´k k-го порядка матрицы B

может, конечно, иметь вид ´
(1)
k , т. е. быть составлен из эле-

ментов B1. В этом случае мы его запишем формально в виде

´k = ´
(1)
k ´

(2)
0 , где положено ´

(2)
0 = 1.
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Вычислим сначала Dn(–), т. е. определитель матрицы
B. Он равен произведению определителей матриц B1,
т. е.

Dn(–) = (– − –1)n1+n2+:::+np(– − –2)m1+m2+:::+mq : : :

Перейдем теперь к вычислению Dn−1(–). Так как
Dn−1(–) есть делитель многочлена Dn(–), то Dn−1(–)
состоит из множителей – − –1, – − –2, : : : . Вычислим,
в какой степени в Dn−1(–) входит – − –1. Для этого
заметим, что произвольный отличный от нуля минор
(n − 1)-го порядка матрицы B = A − –E имеет вид

´n−1 = ´(1)
t1

´(2)
t2

: : : ´(k)
tk

;

где t1+t2+: : :+tk = n−1, ´(i)
ti

миноры порядка ti матри-

цы Bi. Так как сумма порядков миноров ´(1)
ti

, : : : равна
n − 1, то один и только один из этих миноров имеет
порядок на единицу ниже, чем порядок соответствую-
щей матрицы Bi, т. е. получается из соответствующей
клетки матрицы B вычеркиванием одной строки и од-
ного столбца. Мы видели, что в отдельной клетке мы
можем вычеркиванием одной строки и одного столбца
получить минор, равный единице (см. стр. 234). Поэто-
му мы можем подобрать ´n−1 так, чтобы какой-нибудь
один из миноров ´(i)

ti
стал равным единице, не меняя

при этом остальных, равных определителям соответ-
ствующих клеток. Отсюда ясно, что, для того чтобы
получить минор, содержащий – − –1 в возможно более
низкой степени, достаточно вычеркнуть строку и стол-
бец в клетке, отвечающей –1 и имеющей наибольший
порядок, а именно порядок n1. Таким образом, наиболь-
ший общий делитель Dn−1(–) миноров (n−1)-го поряд-
ка содержит – − –1 в степени n2 + n3 + : : : + np.

Аналогично, среди миноров (n − 2)-го порядка наи-
низшую степень – − –1 содержит минор ´n−2, полу-
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ченный вычеркиванием по строке и столбцу из клеток,
соответствующих собственному значению –1 и имею-
щих порядки n1 и n2. Таким образом, Dn−2(–) содер-
жит – − –1 в степени n3 + n4 + : : : + np и т. д. Наконец,
Dn−p(–); Dn−p−1(–); : : : ; D1(–) вовсе не содержит –−–1.

Совершенно так же мы выясняем, в каких степенях
в Dk(–) входят множители – − –2, – − –3, : : :

Итак, мы доказали следующее утверждение:
Пусть матрица преобразования A имеет жордано-

ву нормальную форму, в которой имеется p клеток
порядков n1; n2; : : : ; np (n1 � n2 � : : : � np), отвеча-
ющих собственному значению –1, q клеток порядков
m1; m2; : : : ; mq (m1 � m2 � : : : � mq), отвечающих
собственному значению –2, и т. д.; тогда

Dn(–)=(–−–1)n1+n2+n3+:::+np(–−–2)m1+m2+m3+:::+mq: : : ;

Dn−1(–)=(–−–1)n2+n3+:::+np(–−–2)m2+m3+:::+mq : : : ;

Dn−2(–)=(–−–1)n3+:::+np(–−–2)m3+:::+mq : : : ;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

При этом, начиная с Dn−p(–) множитель (– − –1):::

заменяется единицей, начиная с Dn−q(–), множитель
(– − –2)::: заменяется единицей и т. д.

Рассмотрим важный пример. Пусть собственному
значению –1 отвечает лишь одна клетка, порядок кото-
рой равен n1, собственному значению –2 — только од-
на клетка порядка m1, –3 — одна клетка порядка k1

и т. д. (т. е. собственные значения, отвечающие различ-
ным клеткам, различны). Тогда Di(–) имеет вид

Dn(–) = (– − –1)n1(– − –2)m1 (– − –3)k1 : : : ;

Dn−1(–) = 1;

Dn−2(–) = 1;

. . . . . . . . .
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Указанный выше общий вид для Dk(–) показывает,
что вместо многочленов Dk(–) удобнее ввести их отно-
шения

Ek(–) =
Dk(–)

Dk−1(–)
:

Многочлены Ek(–) называются инвариантными мно-
жителями. Таким образом, если матрица A имеет
жорданову нормальную форму, в которой имеется p
�клеток� порядков n1; n2; : : : ; np (n1 � n2 � : : : � np),
отвечающих собственному значению –1, q �клеток�
порядков m1; m2; : : : ; mq (m1 � m2 � : : : � mq), отве-
чающих собственному значению –2 и т. д., то инвари-
антные множители Ek(–) имеют вид

En(–) = (– − –1)n1(– − –2)m1 : : : ;

En−1(–) = (– − –1)n2(– − –2)m2 : : : ;

En−2(–) = (– − –1)n3(– − –2)m3 : : : ;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Мы видим, что задание последовательности инва-
риантных множителей En(–); En−1(–); : : : полностью
определяет жорданову нормальную форму матрицы A;
собственные значения –i получаются как корни урав-
нения En(–) = 0. Размеры же n1; n2; : : : ; np клеток, от-
вечающих данному собственному значению –1, равны
степеням, с которыми двучлен –− –1 содержится соот-
ветственно в En(–); En−1(–); : : :

Мы теперь в состоянии сформулировать необходи-
мые и достаточные условия существования базиса, в ко-
тором матрица линейного преобразования диагональ-
на.

Для того чтобы существовал базис, в котором ма-
трица преобразования диагональна, необходимо и до-
статочно, чтобы инвариантные множители этой ма-
трицы имели лишь простые корни.
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Действительно, мы видели, что кратности корней
–1; –2; : : : инвариантных множителей определяют по-
рядки клеток в жордановой нормальной форме. Про-
стота корней инвариантных множителей означает, та-
ким образом, что эти клетки первого порядка, т. е. что
жорданова нормальная форма матрицы сводится к диа-
гональной.

Т е о р е м а 2. Для того чтобы две матрицы были
подобны, необходимо и достаточно, чтобы их инвари-
антные множители совпадали.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Мы доказали (лемма 2),
что у подобных матриц совпадают многочлены Dk(–).
Следовательно, совпадают и инвариантные множители
Ek(–), являющиеся их отношениями.

Обратно, пусть инвариантные множители матриц A

и B совпадают. Мы знаем, что каждая матрица подоб-
на некоторой матрице, имеющей жорданову нормаль-
ную форму. Так как инвариантные множители у A и B

совпадают, то их нормальные жордановы формы тоже
совпадают. Таким образом, матрицы A и B подобны
одной и той же матрице и, значит, A подобна B.

Т е о р е м а 3. Нормальная форма линейного пре-
образования однозначно определяется самим линейным
преобразованием.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Матрицы преобразования
A в различных базисах подобны. Так как подобные
матрицы имеют одинаковые инвариантные множители,
а инвариантными множителями однозначно определя-
ется нормальная форма, то нормальная форма данно-
го линейного преобразования определена однозначно, и
теорема доказана.

Мы в состоянии теперь найти жорданову нормаль-
ную форму матрицы линейного преобразования. Для
этого достаточно взять матрицу линейного преобра-
зования в каком-нибудь базисе и найти инвариантные
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множители матрицы A. Разложив инвариантные мно-
жители в произведение вида (– − –1)n(– − –2)m : : : , мы
будем знать как собственные значения, так и отвечаю-
щие им порядки клеток.

§ 22. –-матрицы

1. –-матрицей (полиномиальной матрицей) называ-
ется матрица, элементами которой являются многочле-
ны относительно некоторой буквы –. Степенью –-ма-
трицы называется наивысшая из степеней многочленов,
входящих в состав матрицы. Ясно, что –-матрица сте-
пени n может быть представлена в виде

A0–n + A1–n−1 + : : : + An;

где Ak — матрицы, уже не зависящие от – ∗). Частный
случай –-матриц нам уже встречался неоднократно, а
именно матрицы вида A−–E. Результаты, которые мы
получим в этом параграфе, для случая –-матриц вида
A − –E содержат как частный случай многие из ре-
зультатов, полученных в предыдущих параграфах этой
главы.

–-матрицы встречаются во всех вопросах математики. Так,
например, решение системы однородных линейных дифференци-
альных уравнений первого порядка с постоянными коэффициен-
тами

dyi

dx
=

n∑
k=1

aikyk (i = 1; 2; : : : ; n) (1)

ищется обычно в виде

yk = cke–x; (2)

где – и ck — некоторые постоянные. Для их определения подста-
вим функции (2) в систему и сократим уравнение на e–x. Мы

∗) В этом параграфе мы будем матрицы обозначать светлыми
буквами.



§ 22] –-матрицы 241

получим систему линейных уравнений

–ci =

n∑
k=1

aikck;

матрица которой есть A − –E, где A — матрица из коэффициен-
тов системы (1). Таким образом, изучение системы дифференци-
альных уравнений (1) тесно связано с –-матрицей первой степени
относительно –: A − –E.

Аналогично, исследование системы уравнений порядка выше
первого приводит к исследованию –-матриц высших степеней. На-
пример, исследование системы уравнений

n∑
k=1

aik
d2yk

dx2 +

n∑
k=1

bik
dyk

dx
+

n∑
k=1

cikyk = 0

приводит к исследованию –-матрицы A–2 +B–+C, где A = ‖aik‖,
B = ‖bik‖, C = ‖cik‖.

Мы рассмотрим сейчас вопрос о каноническом виде
–-матриц относительно так называемых элементарных
преобразований.

Элементарными преобразованиями –-матриц назы-
ваются преобразования следующих типов.

1◦ Перестановка между собой двух каких-либо строк
или столбцов матрицы.

2◦ Прибавление к строке какой-либо другой строки,
умноженной на некоторый многочлен ’(–), и, аналогич-
но, прибавление к столбцу другого столбца, умножен-
ного на некоторый многочлен.

3◦ Умножение строки или столбца на некоторое чи-
сло, отличное от нуля.

О п р е д е л е н и е. Две –-матрицы называются
эквивалентными, если одна может быть получена из
другой некоторой последовательностью элементар-
ных преобразований.

Обратное к каждому элементарному преобразова-
нию есть снова элементарное преобразование. Это лег-
ко проверяется для каждого из трех типов элемен-
тарных преобразований. Так, если –-матрица B(–)
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получается из –-матрицы A(–) перестановкой строк, то
обратной перестановкой строк мы можем из B(–) полу-
чить A(–). Если B(–) получается из A(–) прибавлением
к k-й строке i-й, умноженной на ’(–), то, обратно, A(–)
можно получить из B(–) прибавлением к k-й строке i-й,
умноженной на −’(–).

Из сделанного замечания следует, что если –-матри-
ца K(–) эквивалентна L(–), то и обратно, L(–) экви-
валентна K(–). В самом деле, пусть из K(–) примене-
нием некоторой последовательности элементарных пре-
образований получается L(–). Тогда, применяя к L(–)
в обратном порядке обратные преобразования, мы при-
дем к K(–).

Если две –-матрицы K1(–) и K2(–) эквивалентны не-
которой матрице K(–), то они эквивалентны между со-
бой. Действительно, если сначала провести последова-
тельность элементарных преобразований, переводящих
K1(–) в K(–), а затем элементарные преобразования,
переводящие K(–) в K2(–), то мы переведем K1(–) в
K2(–), т. е. K1(–) эквивалентна K2(–).

Основной результат п. 1 этого параграфа состоит в
доказательстве теоремы о том, что всякую –-матрицу
можно элементарными преобразованиями привести к
диагональному виду. Доказательству этого предложе-
ния предпошлем лемму:

Л е м м а 1. Если элемент a11(–) в –-матрице A(–)
не равен нулю и если не все элементы aik(–) матри-
цы A(–) делятся на многочлен a11(–), то можно по-
добрать эквивалентную A(–) –-матрицу B(–), для ко-
торой элемент b11(–) также не равен нулю и имеет
степень более низкую, чем a11(–).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим сначала, что
не делящийся на a11(–) элемент матрицы A(–) находит-
ся в первой строке. Пусть, например, a1k(–) не делится
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на a11(–). Тогда a1k(–) можно представить в виде

a1k(–) = a11(–)’(–) + b(–);

где ’(–) — частное, b(–) 	= 0 — остаток от деления
a1k(–) на a11(–) и, следовательно, степень b(–) ниже, чем
степень a11(–). Вычтем из k-го столбца первый, умно-
женный на ’(–). Получим матрицу, где вместо a1k(–)
стоит теперь многочлен b(–), имеющий более низкую
степень, чем a11(–). Переставляя теперь k-й столбец с
первым, мы переведем b(–) в левый верхний угол.

Рассмотрим теперь случай, когда все элементы пер-
вой строки и первого столбца делятся на a11(–), а неко-
торый элемент aik(–) не делится на a11(–). Этот случай
мы сведем к предыдущему следующим образом: ai1(–)
делится на a11(–), т. е. имеет вид ai1(–) = ’(–)a11(–).
Вычтем из i-й строки первую, умноженную на ’(–).
Тогда ai1(–) заменится нулем, элемент aik(–) заменит-
ся элементом a′

ik(–) = aik(–) − ’(–)a1k(–), который
по-прежнему не делится на a11(–) (так как a1k(–) по
предположению делится на a11(–)). Прибавим теперь
i-ю строку к первой. Так как на первом месте в i-й
строке теперь стоит нуль, то a11(–) не изменится, а
на k-м месте в первой строке теперь будет стоять
a1k(–) + a′

ik(–) = a1k(–)(1 − ’(–)) + aik(–) и, следова-
тельно, в первой строке имеется элемент, не делящийся
на a11(–). Мы свели этот случай к рассмотренному вы-
ше и, следовательно, лемма доказана.

В дальнейшем мы будем пользоваться также сле-
дующим замечанием: если все элементы –-матрицы
B(–) делятся на некоторый многочлен E(–), то по-
сле элементарных преобразований над матрицей B(–)
мы снова получим матрицу, элементы которой делятся
на E(–).

Перейдем теперь к приведению –-матрицы к диаго-
нальному виду.
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Мы можем считать, что a11(–) 	= 0, так как, если в
матрице есть хоть один элемент, отличный от нуля, то
перестановками строк и столбцов его можно перевести
на это место. Если не все элементы матрицы делятся
на a11(–), то мы можем способом, указанном в лемме,
заменить матрицу эквивалентной, в которой элемент,
стоящий в левом верхнем углу, имеет более низкую сте-
пень и по-прежнему отличен от нуля. Если не все эле-
менты делятся на него, то мы можем опять понизить
степень этого элемента и т. д. Процесс закончится, ко-
гда мы придем к матрице B(–), в которой все элементы
делятся на b11(–).

Так как элементы b12(–); : : : ; b1n(–) первой строки де-
лятся на b11(–), то, вычитая из второго, третьего и т. д.
столбца первый, умноженный на соответственно подо-
бранные многочлены от –, мы можем обратить в нуль
2-й, 3-й, : : : , n-й элементы первой строки. Аналогично
обратим в нуль все элементы, начиная со второго, в
первом столбце. Так как в матрице B(–) все элемен-
ты делились на b11(–), то в полученной матрице все
элементы также делятся на b11(–). Разделим все эле-
менты первой строки на старший коэффициент много-
члена b11(–). На первом месте получится многочлен со
старшим коэффициентом 1, который мы обозначим че-
рез E1(–), а на остальных местах будут по-прежнему
нули.

Мы пришли, таким образом, к матрице следующего
вида: ⎛

⎜⎜⎜⎝
E1(–) 0 0 : : : 0

0 c22(–) c23(–) : : : c2n(–)
0 c32(–) c33(–) : : : c3n(–)

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
0 cn2(–) cn3(–) : : : cnn(–)

⎞
⎟⎟⎟⎠ ; (3)

все элементы которой делятся на E1(–).
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Мы можем теперь повторить с матрицей (n − 1)-го
порядка ‖cik(–)‖ те же операции, что с матрицей n-го
порядка. Заметим, что всякое элементарное преобразо-
вание матрицы ‖cik‖ есть в то же время элементарное
преобразование матрицы (3), так как в первой строке
и столбце все элементы, кроме E1(–), равны нулю.

Таким образом, мы обратим в нуль все элементы
второй строки и второго столбца, кроме диагональ-
ного. Полученный диагональный элемент (старший ко-
эффициент которого также считаем равным единице)
обозначим E2(–). Все элементы cik(–) делятся на E1(–).
Поэтому все дальнейшие элементарные преобразования
всегда приводят нас к элементам, делящимся на E1(–).
В частности, E2(–) делится на E1(–).

Мы пришли, таким образом, к матрице, у которой
в первых двух строках и столбцах все элементы, кро-
ме диагональных, равны нулю, а по диагонали стоят
E1(–) и E2(–), причем E2(–) делится на E1(–). Мы смо-
жем продолжать этот процесс далее, пока не приведем
всю матрицу к диагональному виду. Может, конечно,
оказаться, что мы закончим процесс раньше, придя к
матрице, состоящей сплошь из нулей.

Итак, доказана следующая
Т е о р е м а 1. Всякая –-матрица может быть

элементарными преобразованиями приведена к виду⎛
⎜⎜⎜⎝

E1(–) 0 0 : : : 0
0 E2(–) 0 : : : 0
0 0 E3(–) : : : 0

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
0 0 0 : : : En(–)

⎞
⎟⎟⎟⎠ ; (4)

где многочлены Ek(–), стоящие по диагонали, име-
ют старшие коэффициенты, равные единице, много-
член E2(–) делится на E1(–), E3(–) делится на E2(–),
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E4(–) на E3(–) и т. д. Этот вид называется нормаль-
ной диагональной формой –-матрицы.

Конечно, некоторое число последних многочленов
Ek(–) в матрице (4) может оказаться равным нулю:

Er+1(–) = Er+2(–) = : : : = 0:

З а м е ч а н и е. Мы привели матрицу A(–) к нор-
мальному диагональному виду, в котором каждый диа-
гональный элемент делится на предшествующий. Если
поставить себе целью приведение матрицы к какому-
нибудь диагональному виду, отбросив требование де-
лимости, то задача решается проще.

Действительно, для того чтобы обратить в нуль
все элементы первой строки и первого столбца кро-
ме a11(–), достаточно, чтобы эти элементы (а не все
элементы матрицы) делились на a11(–). Как видно из
доказательства леммы, для того чтобы этого достиг-
нуть, требуется гораздо меньшее число элементарных
преобразований, чем для приведения к нормальной диа-
гональной форме. Обратив в нуль все элементы первой
строки и первого столбца, кроме диагонального, мы
можем проделать то же самое с оставшейся матрицей
(n−1)-го порядка и т. д., пока матрица не будет приве-
дена к диагональному виду. Этим путем можно приве-
сти матрицу к различным диагональным формам, т. е.
диагональная форма не определена однозначно. В сле-
дующем пункте этого параграфа мы покажем, что нор-
мальная диагональная форма данной –-матрицы опре-
деляется уже однозначно.

У п р а ж н е н и е. Привести –-матрицу(
– − –1 0

0 – − –2

)
; –1 �= –2;

к нормальной диагональной форме.
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Ответ. (
1 0
0 (– − –1)(– − –2)

)
:

2. В этом пункте мы докажем, что нормальная
диагональная форма данной матрицы определена одно-
значно. Для этого мы построим систему многочленов,
связанных с данной –-матрицей, которые не меняются
при элементарных преобразованиях и которыми, как
мы увидим, нормальная диагональная форма –-матри-
цы вполне определяется.

Пусть дана произвольная –-матрица. Наибольший
общий делитель всех миноров k-го порядка данной
–-матрицы обозначим через Dk(–). Так как наибольший
общий делитель определен с точностью до постоянного
множителя, то будем считать, что старший коэффици-
ент у Dk(–) равен единице. В частности, если общий
наибольший делитель миноров k-го порядка равен по-
стоянной, то мы полагаем Dk(–) = 1.

Докажем, что элементарные преобразования не ме-
няют многочленов Dk(–), т. е. что у эквивалентных
–-матриц многочлены Dk(–) совпадают.

Для элементарных преобразований вида 1◦, переста-
вляющих строки или столбцы, это очевидно, так как
при них каждый минор k-го порядка либо вовсе не ме-
няется, либо меняет знак, либо заменяется другим ми-
нором k-го порядка, что, конечно, не меняет общего
наибольшего делителя всех таких миноров. Аналогич-
но, не меняют Dk(–) элементарные преобразования ви-
да 3◦, так как при этих преобразованиях миноры самое
большее умножаются на постоянное. Рассмотрим те-
перь элементарное преобразование вида 2◦, например,
прибавим к i-му столбцу j-й, умноженный на ’(–). При
этом минор k-го порядка вовсе не изменится, если он
содержит и i-й и j-й столбцы либо если он не содержит
ни одного из них.
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В случае же, если минор содержит i-й столбец и не
содержит j-го столбца, то его можно представить как
комбинацию двух миноров, которые имелись у исходной
матрицы. Таким образом, наибольший общий делитель
миноров k-го порядка и в этом случае не изменится.

Если все миноры порядка k, а следовательно, и более
высоких порядков, матрицы A(–) равны нулю, то мы
будем считать Dk(–) ≡ Dk+1(–) ≡ : : : ≡ Dn(–) = 0. За-
метим, что из совпадения у всех эквивалентных матриц
многочленов Dk(–) следует, что эквивалентные матри-
цы имеют один и тот же ранг.

Найдем многочлены Dk(–) для матрицы, приведен-
ной к нормальной диагональной форме:⎛

⎜⎝
E1(–) 0 : : : 0

0 E2(–) : : : 0
: : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

0 0 : : : En(–)

⎞
⎟⎠ : (5)

Заметим, что у диагональной матрицы отличны от ну-
ля только главные миноры, т. е. миноры, в которые вхо-
дят строки и столбцы с одинаковыми номерами. Эти
миноры имеют вид Ei1(–)Ei2 (–) : : : Eik

(–).
Так как E2(–) делится на E1(–), E3(–) делится

на E2(–) и т. д., то наибольший общий делитель ми-
норов первого порядка D1(–) равен E1(–). Так как
все многочлены Ek(–) делятся на E1(–), а все мно-
гочлены, кроме E1(–), делятся на E2(–), то произве-
дение Ei(–)Ej(–) (i < j) всегда делится на минор
E1(–)E2(–). Таким образом, D2(–) = E1(–)E2(–). Так
как, кроме того, все Ek(–), кроме E1(–) и E2(–), де-
лятся на E3(–), то Ei(–)Ej(–)Ek(–) (i < j < k) делится
на минор E1(–)E2(–)E3(–) и, следовательно, D3(–) =
= E1(–)E2(–)E3(–).

Таким же образом для матрицы (4)

Dk(–) = E1(–)E2(–) : : : Ek(–) (k = 1; 2; : : : ; n): (6)



§ 22] –-матрицы 249

Очевидно, что если, начиная с некоторого r, Er+1(–) =
= Er+2(–) = : : : = En(–) = 0, то Dr+1(–) = Dr+2(–) =
= : : : = Dn(–) = 0.

Отсюда получается, что для –-матрицы, имеющей
нормальную диагональную форму (5), диагональные
элементы Ek(–) вычисляются по формулам

Ek(–) =
Dk(–)

Dk−1(–)
:

При этом, если Dr+1(–) = : : : = Dn(–) = 0, то надо
положить Er+1(–) = : : : = En(–) = 0.

Многочлены Ek(–) называются инвариантными
множителями. В § 20 мы уже определили их для ма-
триц вида A − –E.

Т е о р е м а 2. Нормальная диагональная форма
данной –-матрицы A(–) определяется по ней одно-
значно. Если Dk(–) (k = 2; 3; : : : ; r) — наибольший
общий делитель миноров k-го порядка матрицы A(–),
а Dr+1(–) = : : : = Dn(–) = 0, то элементы нормальной
диагональной формы (5) определяются по формулам

Ek(–) =
Dk(–)

Dk−1(–)
(k = 1; 2; : : : ; r);

а

Er+1(–) = Er+2(–) = : : : = En(–) = 0:

Д о к а з а т е л ь с т в о. Мы показали, что при эле-
ментарных преобразованиях многочлены Dk(–) не ме-
няются. Поэтому, если матрица A(–) эквивалентна диа-
гональной нормальной матрице (5), то Dk(–) у них со-
впадают. Так как для матрицы (5) мы получили, что

Dk(–) = E1(–) : : : Ek(–) (k = 1; 2; : : : ; r; r � n)

и что Dr+1(–) = Dr+2(–) = : : : = Dn(–) = 0, то теорема
доказана.
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С л е д с т в и е. Для того чтобы две –-матрицы
A(–) и B(–) были эквивалентны, необходимо и доста-
точно, чтобы для них совпадали многочлены D1(–);
D2(–); : : : ; Dn(–).

Действительно, если многочлены Dk(–) у A(–) и
B(–) совпадают, то эти матрицы эквивалентны одной
и той же нормальной диагональной –-матрице и, следо-
вательно, эквивалентны между собой.

3. Назовем –-матрицу P (–) обратимой, если матри-
ца [P (–)]−1 также есть –-матрица. Если Det P (–) равен
постоянной, отличной от нуля, то P (–) обратима. Дей-
ствительно, элементы обратной матрицы равны мино-
рам (n − 1)-го порядка, деленным на Det P (–), т. е. в
нашем случае они будут многочленами от – и, значит
[P (–)]−1, будет –-матрицей.

Обратно, если P (–) обратима, то Det P (–) = const 	=
	= 0. В самом деле, пусть [P (–)]−1 = P1(–). То-
гда Det P (–) Det P1(–) = 1, а произведение двух мно-
гочленов может быть тождественно равно единице
лишь в том случае, если многочлены суть отлич-
ные от нуля постоянные. Таким образом, мы показа-
ли, что –-матрица обратима тогда и только тогда,
когда ее определитель есть постоянная, отличная
от нуля.

Все обратимые матрицы эквивалентны единичной
матрице. В самом деле, определитель обратимой ма-
трицы равен постоянной, отличной от нуля, и значит,
Dn(–) = 1. Так как Dn(–) делится на Dk(–), то и
Dk(–) = 1 (k = 1; 2; : : : ; n). Поэтому все инвариантные
множители Ek(–) обратимой матрицы равны 1, и нор-
мальная диагональная форма для них будет совпадать
с единичной матрицей.

Т е о р е м а 3. Для того чтобы –-матрицы A(–)
и B(–) были эквивалентны между собой, необходимо
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и достаточно, чтобы существовали обратимые –-ма-
трицы P (–) и Q(–) такие, что

A(–) = P (–)B(–)Q(–): (7)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Докажем сначала, что ес-
ли матрицы A(–) и B(–) эквивалентны, то можно по-
добрать обратимые матрицы P (–) и Q(–) так, что-
бы выполнялось равенство (7). Для этого заметим, что
каждое элементарное преобразование –-матрицы A(–)
можно осуществить, умножая A(–) слева или справа на
некоторую обратимую –-матрицу — матрицу этого эле-
ментарного преобразования.

Покажем это для всех трех типов элементарных пре-
образований. Пусть дана –-матрица

A(–) =

⎛
⎜⎝

a11(–) a12(–) : : : a1n(–)
a21(–) a22(–) : : : a2n(–)
: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
an1(–) an2(–) : : : ann(–)

⎞
⎟⎠ :

Чтобы поменять местами, например, первый и второй
столбцы (соответственно строки) этой матрицы, надо
умножить A(–) справа (соответственно слева) на ма-
трицу ⎛

⎜⎜⎜⎝
0 1 0 : : : 0
1 0 0 : : : 0
0 0 1 : : : 0
: : : : : : : : : :
0 0 0 : : : 1

⎞
⎟⎟⎟⎠ ; (8)

полученную из единичной перестановкой тех же столб-
цов (или, что все равно, строк).

Чтобы умножить второй столбец (соответственно
строку) матрицы A(–) на число ¸, нужно умножить
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A(–) справа (соответственно слева) на матрицу⎛
⎜⎜⎜⎝

1 0 0 : : : 0
0 ¸ 0 : : : 0
0 0 1 : : : 0
: : : : : : : : : :
0 0 0 : : : 1

⎞
⎟⎟⎟⎠ ; (9)

полученную из единичной также умножением на ¸ вто-
рого столбца (или, что все равно, второй строки).

Наконец, чтобы прибавить к первому столбцу A(–)
второй, умноженный на ’(–), надо умножить A(–) спра-
ва на матрицу ⎛

⎜⎜⎜⎝
1 0 0 : : : 0

’(–) 1 0 : : : 0
0 0 1 : : : 0

: : : : : : : : : : : : :
0 0 0 : : : 1

⎞
⎟⎟⎟⎠ ; (10)

полученную с помощью той же операции из единичной,
а чтобы прибавить к первой строке вторую, умножен-
ную на ’(–), нужно умножить A(–) слева на матрицу⎛

⎜⎜⎜⎝
1 ’(–) 0 : : : 0
0 1 0 : : : 0
0 0 1 : : : 0
: : : : : : : : : : : : :
0 0 0 : : : 1

⎞
⎟⎟⎟⎠ ; (11)

которая также получается из единичной с помощью со-
ответствующего элементарного преобразования.

Мы видим, таким образом, что матрицы элементарных пре-
образований — это матрицы, полученные одним элементарным
преобразованием из E, причем, чтобы произвести элементарное
преобразование над столбцами, A(–) надо умножать на матрицу
преобразования справа, а чтобы преобразовать строки, A(–) надо
умножать на соответствующую матрицу слева.
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Можно сосчитать определитель каждой из приведен-
ных матриц (8)–(11) и, таким образом, проверить, что
он равен отличной от нуля постоянной; следовательно,
все эти матрицы обратимы. Так как определитель про-
изведения матриц равен произведению определителей,
то и произведение матриц элементарных преобразова-
ний есть обратимая матрица.

Так как мы предположили, что A(–) и B(–) экви-
валентны, то A(–) можно получить, применяя к
B(–) некоторую цепочку элементарных преобразова-
ний. Каждое элементарное преобразование можно осу-
ществить, умножая B(–) на обратимую –-матрицу; сле-
довательно, весь переход от B(–) к A(–) можно полу-
чить, умножая B(–) последовательно на некоторую со-
вокупность обратимых –-матриц слева и аналогично на
некоторую совокупность справа. Так как произведение
обратимых матриц также есть обратимая матрица, то
первая часть теоремы тем самым доказана.

Отсюда следует, что всякая обратимая матрица есть
произведение матриц элементарных преобразований.
Действительно, всякая обратимая матрица Q(–) экви-
валентна единичной матрице и поэтому может быть
представлена в виде

Q(–) = P1(–)EP2(–);

где P1(–) и P2(–) — произведения матриц элементар-
ных преобразований. Но это значит, что и сама Q(–) =
= P1(–)P2(–) есть произведение матриц элементарных
преобразований.

Этим замечанием можно воспользоваться для дока-
зательства второй половины теоремы. Действительно,
пусть дано, что

A(–) = P (–)B(–)Q(–);

где P (–) и Q(–) обратимы. Но, согласно только что



254 канонический вид линейных преобразований [гл. iii

сделанному замечанию, умножение слева на P (–) и
справа на Q(–) эквивалентно некоторой совокупно-
сти элементарных преобразований, произведенных над
B(–). Таким образом, A(–) эквивалентна B(–), что и
требовалось доказать.

4. ∗) В этом пункте мы будем заниматься –-матри-
цами вида A−–E, где A — постоянная матрица. Основ-
ной вопрос, который будет решен, это вопрос об эквива-
лентности –-матриц первой степени A−–E и B−–E ∗∗).

Легко видеть, что если матрицы A и B подобны,
т. е. существует такая невырожденная постоянная ма-
трица C, что B = C−1AC, то –-матрицы A−–E и B−–E
эквивалентны. Действительно, если

B = C−1AC;

то
B − –E = C−1(A − –E)C:

Так как постоянная невырожденная матрица есть
частный случай обратимой –-матрицы, то, по тео-
реме 3, из этого равенства следует эквивалентность
A − –E и B − –E.

Мы покажем позднее и обратное, что из эквивалент-
ности –-матриц A−–E и B−–E следует подобие матриц
A и B. Отсюда мы получим, в частности, новое дока-
зательство того, что всякая матрица подобна матрице,
имеющей нормальную жорданову форму.

∗) Этот пункт можно пропустить, так как он содержит дру-
гое, независимое от §§ 19 и 20 доказательство того, что всякую
матрицу можно привести к жордановой форме.

∗∗) Произвольная –-матрица первой степени A0 + –A1, у ко-
торой Det A1 �= 0, эквивалентна некоторой матрице вида A − –E.
Действительно, в этом случае A0 + –A1 = −A1(−A−1

1 A0 − –E)
и, обозначая −A−1

1 A0 через A, имеем A0 + –A1 = −A1(A − –E),
откуда по теореме 3 следует эквивалентность матриц A − –E и
A0 + –A1.
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Доказательству предпошлем лемму:
Л е м м а 2. Произвольную –-матрицу

P (–) = P0–n + P1–n−1 + : : : + Pn

можно разделить слева на матрицу вида A − –E (где
A — любая постоянная матрица), т. е. можно найти
такие матрицы S(–) и R (R постоянна), что,

P (–) = (A − –E)S(–) + R:

Процесс деления, с помощью которого доказывает-
ся лемма, отличается от обычного деления многочленов
только тем, что при умножении нельзя изменять поря-
док сомножителей.

Пусть

P (–) = P0–n + P1–n−1 + : : : + Pn;

где Pk — постоянные матрицы.
Легко видеть, что –-матрица

P (–) + (A − –E)P0–n−1

будет иметь степень не выше n − 1.
Если

P (–) + (A − –E)P0–n−1 = P ′
0–n−1 + P ′

1–n−2 + : : : + P ′
n−1;

то аналогично многочлен

P (–) + (A − –E)P0–n−1 + (A − –E)P ′
0–n−2

есть многочлен степени не выше n−2. Продолжая этот
процесс, мы придем к многочлену

P (–) + (A − –E)(P0–n−1 + P ′
0–n−2 + : : : )

степени не выше нулевой, т. е. не зависящему от –. Обо-
значив полученную постоянную матрицу через R, мы
получим

P (–) = (A − –E)[−P0–n−1 − P ′
0–n−2 − : : : ] + R:
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Если теперь обозначить многочлен в квадратных скоб-
ках через S(–), то мы будем иметь

P (–) = (A − –E)S(–) + R;

т. е. лемма доказана.
Аналогично доказывается возможность деления

справа, т. е. существование матриц S1(–) и R1 таких,
что

P (–) = S1(–)(A − –E) + R1:

Заметим кстати, что здесь, как и в обычной теореме Безу,
можно утверждать, что

R = R1 = P (A):

Т е о р е м а 4. Для того чтобы –-матрицы A−–E
и B−–E были эквивалентны, необходимо и достаточ-
но, чтобы матрицы A и B были подобны.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Достаточность была дока-
зана в начале этого пункта. Докажем необходимость.
Нам надо доказать, что если –-матрицы A−–E и B−–E
эквивалентны, то матрицы A и B подобны. По теоре-
ме 3 существуют такие обратимые –-матрицы P (–) и
Q(–), что

B − –E = P (–)(A − –E)Q(–): (12)

Покажем сначала, что в равенстве (12) P (–) и Q(–)
можно заменить постоянными матрицами.

С этой целью разделим P (–) на B−–E слева, Q(–) —
справа. Мы получим равенства

P (–) = (B − –E)P1(–) + P0;

Q(–) = Q1(–)(B − –E) + Q0;
(13)

где P0 и Q0 — постоянные матрицы.
Подставим в формулу (12) выражение для P (–) и

произведем умножение. Мы получим:

B−–E = (B−–E)P1(–)(A−–E)Q(–)+P0(A−–E)Q(–):
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Во второе слагаемое подставим выражение для
Q(–), произведем умножение и перенесем слагаемое
P0(A − –E)Q0 в левую часть равенства. Мы получим:

B − –E − P0(A − –E)Q0 = K(–); (14)

где

K(–) = (B − –E)P1(–)(A − –E)Q(–) +
+ P0(A − –E)Q(–)(B − –E): (15)

Из равенства (13) следует, что P0 = P (–) − (B −
–E)P1(–). Заменив этим выражением P0 во втором сла-
гаемом, получим:

K(–) = (B − –E)P1(–)(A − –E)Q(–) +
+ P (–)(A − –E)Q1(–)(B − –E) −

− (B − –E)P1(–)(A − –E)Q1(–)(B − –E): (16)

Но из равенства (12) мы имеем

(A − –E)Q(–) = P−1(–)(B − –E);

P (–)(A − –E) = (B − –E)Q−1(–):

Пользуясь этими равенствами, мы можем ввести мно-
житель B−–E в конец первого и начало второго слага-
емого в выражении для K(–), после чего получим окон-
чательно

K(–) = (B − –E)[P1(–)P−1(–) + Q−1(–)Q1(–) −
− P1(–)(A − –E)Q1(–)](B − –E):

Докажем теперь, что K(–) = 0. Выражение в квадрат-
ных скобках, в силу обратимости P (–) и Q(–), есть мно-
гочлен относительно –. Докажем, что он равен нулю.
Предположим, что этот многочлен отличен от нуля и
имеет степень m. Нетрудно убедиться тогда, что K(–)
имеет степень m + 2 и так как m � 0, является много-
членом не ниже второй степени. Но из равенства (14)
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следует, что K(–) не выше первой степени. Следова-
тельно, выражение в квадратных скобках, а значит, и
K(–) = 0.

Мы получили таким образом, что

B − –E = P0(A − –E)Q0; (17)

где P0 и Q0 — постоянные матрицы, т. е. в равенстве
(12) можно матрицы P (–); Q(–) заменить постоянными
матрицами.

Сравнивая коэффициенты при первой степени – в
обеих частях равенства (17), мы получаем

P0Q0 = E;

откуда следует невырожденность каждой из матриц P0

и Q0 и равенство
P0 = Q−1

0 :

Сравнение свободных членов дает

B = P0AQ0 = Q−1
0 AQ0;

т. е. B и A подобны. Теорема доказана.
Так как условием эквивалентности A− –E и B − –E

служит совпадение их инвариантных множителей, то
из доказанной теоремы следует, что, для того чтобы
матрицы A и B были подобны, необходимо и доста-
точно, чтобы инвариантные множители у A − –E и
B − –E совпадали между собой. Покажем теперь, что
всякая матрица A подобна матрице, имеющей жорда-
нову нормальную форму.

Для этого рассмотрим матрицу A − –E и найдем ее
инвариантные множители. По этим инвариантным мно-
жителям построим, как было указано в § 21, матрицу B,
имеющую жорданову нормальную форму. Тогда B−–E
имеет те же инвариантные множители, что и A − –E,
и, значит, B подобна A.
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Как было указано на стр. 254 (сноска), изложенное
в п. 4 является другим, заменяющим §§ 19 и 20, доказа-
тельством того, что всякая матрица подобна матрице,
имеющей жорданову нормальную форму. С другой сто-
роны, конечно, содержание п. 4 может быть непосред-
ственно выведено из содержания §§ 19 или 20 и 21.



Г Л А В А IV

ПОНЯТИЕ О ТЕНЗОРАХ

§ 23. Сопряженное (двойственное) пространство

1. Определение сопряженного пространства. Пусть
R — линейное пространство. Одновременно с R часто
рассматривают другое, тесно связанное с ним прос-
транство, так называемое сопряженное пространство.
Для того чтобы сформулировать определение сопря-
женного пространства, вернемся к понятию линейной
функции, введенному нами в п. 1 § 4.

Линейной функцией мы назвали функцию f(x),
x ∈ R удовлетворяющую условиям:

1◦ f(x + y) = f(x) + f(y),
2◦ f(–x) = –f(x).
Пусть e1; e2; : : : ; en — базис в n-мерном пространст-

ве R. Если

x = ‰1e1 + ‰2e2 + : : : + ‰nen

— вектор из R, то линейная функция в R может быть
записана в виде (см. § 4)

f(x) = f(‰1e1 + ‰2e2 + : : : + ‰nen) =

= a1‰1 + a2‰2 + : : : + an‰n;
(1)

где коэффициенты a1; a2; : : : ; an, определяющие линей-
ную функцию, вычисляются по формулам

a1 = f(e1); a2 = f(e2); : : : ; an = f(en): (2)
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Как это ясно из формулы (1), при заданном бази-
се e1; e2; : : : ; en всяким n числам a1; a2; : : : ; an отвечает
линейная функция, притом только одна.

Пусть f и g — линейные функции. Их суммой назы-
вается функция h, ставящая в соответствие каждому
вектору x число f(x) + g(x). Произведением линейной
функции f на число ¸ называется функция, ставящая в
соответствие каждому вектору x число ¸f(x).

Очевидно, что сумма линейных функций и произве-
дение линейной функции на число есть снова линейная
функция. При этом, если линейная функция f задает-
ся числами a1; a2; : : : ; an, а g — числами b1; b2; : : : ; bn, то
f + g задается числами a1 + b1, a2 + b2, : : : , an + bn, а
¸f — числами ¸a1; ¸a2; : : : ; ¸an.

Таким образом, множество заданных в R линейных
функций образует линейное пространство.

О п р е д е л е н и е 1. Пусть R есть n-мерное про-
странство. Пространством R′, сопряженным к R, мы
назовем линейное пространство, векторами которого
являются линейные функции, заданные в R. Сумма в
R′ определяется как сумма линейных функций, а про-
изведение вектора из R′ на число — как произведение
линейной функции на число.

Так как при заданном базисе e1; e2; : : : ; en в прост-
ранстве R каждая линейная функция однозначно зада-
ется системой n чисел a1; a2; : : : ; an, причем сумме фун-
кций отвечает сумма чисел, произведению функции на
¸ произведение чисел ai на ¸, то ясно, что R′ изоморф-
но пространству, в котором вектор определен как со-
вокупность n чисел.

Значит, пространство R′, сопряженное к n-мерно-
му пространству R, также n-мерно.

Если пространства R и R′ рассматривают одновре-
менно, то векторы из R называются контравариант-
ными, а векторы из R′ ковариантными. В дальнейшем
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символы x; y; : : : будут означать элементы из R, т. е.
контравариантные векторы, а f; g; : : : — элементы из
R′, т. е. ковариантные векторы.

2. Биортогональные (взаимные) базисы. В дальней-
шем мы будем значение линейной функции f в точке x
обозначить через (f; x). Таким образом, каждой паре
f ∈ R′ и x ∈ R отнесено число (f; x), причем

1◦ (f; x1 + x2) = (f; x1) + (f; x2);
2◦ (f; –x) = –(f; x);
3◦ (–f; x) = –(f; x);
4◦ (f1 + f2; x) = (f1; x) + (f2; x):
Первое и второе из этих соотношений — это записан-

ные в новых обозначениях равенства

f(x1 + x2) = f(x1) + f(x2) и f(–x) = –f(x);

являющиеся определением линейной функции, а тре-
тье и четвертое — определения произведения линейной
функции на число и суммы линейных функций. Соот-
ношения 1◦–4◦ напоминают по внешнему виду аксиомы
2◦ и 3◦ скалярного произведения (§ 2). Надо лишь под-
черкнуть, что в то время, как скалярное произведение
есть число, отнесенное паре векторов одного и того же
(евклидова) пространства, (f; x) есть число, отнесенное
паре векторов, один из которых принадлежит аффинно-
му пространству R, а другой — аффинному пространс-
тву R′.

Векторы x ∈ R и f ∈ R′ мы назовем ортогональны-
ми, если

(f; x) = 0:

Таким образом, хотя в аффинном пространстве R
(в отличие от евклидова) нет понятия ортогональности
двух векторов x; y ∈ R, можно говорить об ортогональ-
ности векторов из R к векторам из R′.
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О п р е д е л е н и е 2. Пусть e1; e2; : : : ; en — базис
в R, а f 1; f 2; : : : ; f n — базис в R′. Мы назовем эти
базисы биортогональными (взаимными), если

(f i; ek) =
{

1 при i = k;

0 при i 	= k
(i; k = 1; 2; : : : ; n): (3)

Введем символ ‹i
k, положив

‹i
k =

{
1 при i = k;

0 при i 	= k
(i; k = 1; 2; : : : ; n):

Тогда
(f i; ek) = ‹i

k:

Если e1; e2; : : : ; en — базис в R, то (f; ek) являются чи-
слами ak, определяющими линейную функцию f ∈ R′
[см. формулу (2)], так как (f; ek) есть другая форма за-
писи выражения f(ek).

Из этого замечания следует утверждение:
если e1; e2; : : : ; en — произвольный базис в R, то в

R′ существует, и притом только один, базис f 1;
f 2; : : : ; f n такой, что базисы e1; e2; : : : ; en и f 1; f 2; : : :
: : : ; f n биортогональны (взаимны).

Действительно, из равенства (3) имеем

(f 1; e1) = 1; (f 1; e2) = 0; : : : ; (f 1; en) = 0:

Таким образом, здесь заданы числа a1 = 1, a2 = 0, : : : ,
an = 0. Так как по всяким числам ai можно построить
единственную линейную функцию, то f 1 определено, и
при этом однозначно. Аналогично определяется f 2 ра-
венствами

(f 2; e1) = 0; (f 2; e2) = 1; : : : ; (f 2; en) = 0

и т. д. Построенные векторы f 1; f 2; : : : ; f n из R′ (ли-
нейные функции) линейно независимы, так как отвеча-
ющие каждому из них системы чисел a1; a2; : : : ; an ли-
нейно независимы между собой. Мы построили, таким
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образом, базис, биортогональный базису e1; e2; : : : ; en и
доказали его единственность.

В дальнейшем мы будем пользоваться принятыми в
тензорном исчислении обозначениями, а именно, если
в некотором выражении один и тот же индекс стоит
один раз вверху, а другой раз внизу, то это означает,
что по этому индексу производится суммирование (от 1
до n). Сам знак суммирования

∑
мы при этом будем

опускать.
Например, ‰i”i означает ‰1”1 + ‰2”2 + : : : + ‰n”n.
Имея в R и R′ биортогональные базисы, легко вы-

числять координаты любого вектора. Пусть ei и f k —
биортогональные базисы. Найдем координаты ‰i векто-
ра x ∈ R в базисе ei. Мы имеем

x = ‰iei:

Отсюда

(f k; x) = (f k; ‰iei) = ‰i(f k; ei) = ‰i‹k
i = ‰k:

Следовательно, координаты ‰k вектора x в базисе
e1; e2; : : : ; en вычисляются по формулам

‰k = (f k; x);

где f k — базис, взаимный с базисом ei.
Аналогично получаем, что координаты ”i вектора f

в базисе f k вычисляются по формулам

”i = (f; ei):

Пусть e1; e2; : : : ; en и f 1; f 2; : : : ; f n — два взаимных
(биортогональных) базиса. Выразим величину (f; x) че-
рез координаты векторов f и x в базисах e1; e2; : : : ; en

и f 1; f 2; : : : ; f n соответственно. Пусть

x = ‰1e1+‰2e2+: : :+‰nen и f = ”1f 1+”2f 2+: : :+”nf n;
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тогда

(f; x) = (”1f 1+”2f 2+: : :+”nf n; ‰1e1+‰2e2+: : :+‰nen) =

= (f i; ek)”i‰
k = ‹i

k”i‰
k = ”i‰

i:

Итак, если e1; e2; : : : ; en — базис в R, f 1; f 2; : : : ; f n —
взаимный с ним базис в R′, то

(f; x) = ”1‰1 + ”2‰2 + : : : + ”n‰n; (4)

где ‰1; ‰2; : : : ; ‰n — координаты вектора x ∈ R в бази-
се e1; e2; : : : ; en, а ”1; ”2; : : : ; ”n — координаты вектора
f ∈ R′ в базисе f 1; f 2; : : : ; f n.

З а м е ч а н и е. Если e1; e2; : : : ; en и f 1; f 2; : : : ; f n —
произвольные базисы в R и R′ соответственно, то

(f; x) = ai
k”i‰

k;

где ai
k = (f i; ek).

Мы видим, что во взаимных базисах значение (f; x)
записывается особенно просто.

Итак, мы построили соответствие, относящее каждому линей-
ному пространству R другое пространство, а именно сопряжен-
ное пространство R′. Мы можем теперь установить соответствие
между линейными преобразованиями пространств.

Пусть R1; R2 — два линейных пространства и R′
1; R′

2 — прост-
ранства, им сопряженные. Каждому линейному преобразованию
A пространства R1 в R2 мы поставим в соответствие линейное
преобразование A′ пространства R′

2 в R′
1, которое определим сле-

дующим образом.
Пусть f2 ∈ R′

2, x1 ∈ R1. Рассмотрим (f2; Ax1); при фиксиро-
ванном f2 это линейная функция от x1, т. е. может быть записана
в виде (f2; Ax1) = (f1; x1), где f1 ∈ R′

1. Положим по определению
f1 = A′f2. Получаемое преобразование A′ называется сопряжен-
ным к A. Итак, если A — линейное преобразование пространства
R1 в R2, то сопряженное ему преобразование есть линейное пре-
образование A′ пространства R′

2 в R′
1, задаваемое тождеством

(A′f2; x1) = (f2; Ax1):

Установим одно важное свойство операции перехода к сопря-
женному преобразованию. Пусть A — линейное преобразование
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пространства R1 в R2, B — линейное преобразование пространс-
тва R2 в R3. Обозначим через BA композицию этих преобразо-
ваний, т. е. линейное преобразование пространства R1 в R3 (по
определению BAx = B(Ax) для любого x ∈ R1).

Покажем, что
(BA)′ = A′B′:

В самом деле, согласно определению имеем:

((BA)′f; x) = (f; BAx) для любых x ∈ R1 и f ∈ R′
3:

С другой стороны, (A′B′f; x) = (B′f; Ax) = (f; BAx). Сопоста-
вляя эти равенства, мы видим, что (BA)′ = A′B′.

У п р а ж н е н и е. Доказать, что линейное преобразование,
сопряженное к A′, есть A.

3. Взаимозаменяемость R и R′. В предыдущем из-
ложении R и R′ играли различную роль. Мы покажем,
что они совершенно равноправны, т. е. что все теоре-
мы останутся справедливыми, если мы поменяем R и
R′ ролями.

Мы определили R′ как совокупность линейных фун-
кций в R. Чтобы установить равноправность R и R′,
докажем, что всякая линейная функция ’(f) в R′ может
быть записана в виде (f; x0), где x0 — фиксированный
вектор из R.

Пусть e1; e2; : : : ; en — некоторый базис в R и f 1;
f 2; : : : ; f n — взаимный с ним базис в R′. Линейная фун-
кция ’(f) может быть записана в виде

’(f) = a1”1 + a2”2 + : : : + an”n;

где ”1; ”2; : : : ; ”n — координаты вектора f в базисе f 1;
f 2; : : : ; f n. Рассмотрим вектор x0, имеющий в базисе
e1; e2; : : : ; en координаты a1; a2; : : : ; an. Тогда, как мы
видели в п. 2,

(f; x0) = a1”1 + a2”2 + : : : + an”n

и, следовательно,

’(f) ≡ (f; x0): (5)
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Эта формула устанавливает взаимно однозначное
соответствие между линейными функциями ’, задан-
ными в R′, и векторами x0 ∈ R.

Мы можем поэтому во всем изложении считать R
пространством линейных функций над R′, задавая эти
линейные функции формулой (5). Этим установлено
полное равноправие между R и R′.

Заметим, что при одновременном изучении пространства и
сопряженного пространства мы употребляем лишь обычные для
векторов операции сложения и умножения на число в каждом про-
странстве и операцию (f; x), связывающую элементы обоих про-
странств. Можно поэтому дать другое определение пары сопря-
женных пространств R и R′, при котором их равноправие не-
посредственно видно. Это определение состоит в следующем: мы
рассматриваем пару n-мерных пространств R и R′ и каждой па-
ре векторов x ∈ R, f ∈ R′ относим число (f; x), требуя при этом,
чтобы выполнялись условия 1◦–4◦ предыдущего пункта и условие

5◦ Из (f; x) = 0 для любого x следует f = 0 и из (f; x) = 0 для
любого f следует x = 0.

Коротко говоря, пара сопряженных пространств R и R′ — это
пара n-мерных пространств с введенной дополнительно операцией
(f; x), удовлетворяющей перечисленным условиям.

З а м е ч а н и е. В п. 2 мы доказали, что для каждо-
го базиса в R существует и притом единственный вза-
имный с ним базис в R′. Из равноправия между R и
R′ следует, что для всякого базиса в R′ существует и
притом единственный взаимный с ним базис в R.

4. Преобразования координат в R и R′. Если мы
рассматриваем координаты векторов x ∈ R в неко-
тором базисе e1; e2; : : : ; en, то координаты векторов
f ∈ R′ мы будем, как правило, рассматривать в базисе
f 1; f 2; : : : ; f n, взаимном к базису e1; e2; : : : ; en. Перейдем
в R от базиса e1; e2; : : : ; en к новому базису e′1; e′2; : : : ; e′n,
и пусть

e′i = ck
i ek (6)

— формулы этого перехода.



268 понятие о тензорах [гл. iv

Обозначая через f 1; f 2; : : : ; f n базис, взаимный с ба-
зисом e1; e2; : : : ; en, а через f ′1; f ′2; : : : ; f ′n — базис, вза-
имный с базисом e′1; e′2; : : : ; e′n, найдем матрицу ‖bk

i ‖ пе-
рехода от базиса f i к базису f ′i.

Найдем сначала обратную ей матрицу ‖uk
i ‖ перехода

от f ′1; f ′2; : : : ; f ′n к f 1; f 2; : : : ; f n:

f k = uk
i f ′i: (6′)

Для этого вычислим двумя способами выражение
(f k; e′i):

(f k; e′i) = (f k; c¸
i e¸) = c¸

i (f k; e¸) = ck
i ;

(f k; e′i) = (uk
i f ′i; e′i) = uk

i :

Отсюда имеем ck
i = uk

i , т. е. матрица ‖uk
i ‖ является

транспонированной ∗) к матрице перехода (6). Следо-
вательно, матрица перехода

f ′k = bk
i f i (7)

от f 1; f 2; : : : ; f n к f ′1; f ′2; : : : ; f ′n равна матрице,
транспонированной к матрице, обратной матрице
‖ck

i ‖ перехода от e1; e2; : : : ; en к e′1; e′2; : : : ; e′n.
Выясним теперь, как преобразуются координаты

векторов в R и в R′. Пусть ‰i — координаты вектора
x ∈ R в базисе e1; e2; : : : ; en и ‰′i — его координаты в
новом базисе e′1; e′2; : : : ; e′n.

Тогда

(f i; x) = (f i; ‰1e1 + ‰2e2 + : : : + ‰nen) = ‰i

и

(f ′i; x) = (f ′i; ‰′1e′1 + ‰′2e′2 + : : : + ‰′ne′n) = ‰′i:

∗) Мы говорим, что матрица ‖uk
i ‖ является транспонирован-

ной к матрице перехода (6), так как суммирование в (6′) произ-
водится по другому индексу.
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Поэтому

‰′i = (f ′i; x) = (bi
kf k; x) = bi

k(f k; x) = bi
k‰k:

Итак,
‰′i = bi

k‰k; (8)

т. е координаты векторов в R преобразуются по тем
же формулам, что и векторы взаимного базиса в R′.
Аналогично, координаты векторов в R′ преобразуются
по тем же формулам, что и векторы взаимного базиса
в R, т. е.

”′
i = ck

i ”k: (9)

Мы можем таким образом, сформулировать следую-
щее правило: при переходе от старой системы коорди-
нат к новой объекты, имеющие нижний индекс, пре-
образуются матрицей ‖ck

i ‖, объекты, имеющие верх-

ний индекс, преобразуются матрицей ‖bk
i ‖, обратной

к ‖ck
i ‖.

Тот факт, что матрица ‖bk
i ‖ является обратной к ма-

трице ‖ck
i ‖, выражается соотношениями

c¸
i bj

¸ = ‹j
i ; b¸

i cj
¸ = ‹j

i :

5. Пространство, сопряженное к евклидову. Огра-
ничимся для простоты евклидовым пространством над
полем действительных чисел.

Л е м м а. Пусть R есть n-мерное евклидово про-
странство. Тогда каждую линейную функцию в нем
можно записать в виде

f(x) = (x; y);

где y — фиксированный вектор, однозначно определяе-
мый линейной функцией f . Обратно, каждый вектор y
определяет линейную функцию f(x) = (x; y).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Выберем в R некоторый
ортогональный нормированный базис e1; e2; : : : ; en.
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Линейная функция f(x) в этом базисе может быть за-
писана в виде

f(x) = a1‰1 + a2‰2 + : : : + an‰n:

Введем вектор y с координатами a1; a2; : : : ; an. Так
как базис e1; e2; : : : ; en — ортогональный, то

(x; y) = a1‰1 + a2‰2 + : : : + an‰n:

Мы доказали, таким образом, существование такого
вектора y, что для любого x имеет место равенство

f(x) = (x; y):

Докажем теперь, что такой вектор определяется од-
нозначно. Пусть

f(x) = (x; y1) и f(x) = (x; y2):

Тогда
(x; y1) = (x; y2);

т. е.
(x; y1 − y2) = 0

для любого x. Следовательно, y1 − y2 = 0. Однознач-
ность доказана.

Таким образом, в случае евклидова пространства мы
можем каждый элемент f из R′ заменить соответству-
ющим элементом y из R и при этом вместо (f; x) пи-
сать (y; x). Так как при одновременном изучении прос-
транства и сопряженного пространства мы употре-
бляем лишь обычные для векторов операции и опера-
цию (f; x), связывающую элементы f ∈ R′ и x ∈ R, то
мы можем в случае евклидова пространства заменить
f на y, R′ на R и (f; x) на (y; x), т. е. отождествить ев-
клидово пространство с сопряженным к нему простран-
ством R′ ∗). Это выражают иногда и так: в евклидовом

∗) Если R — аффинное n-мерное пространство, то R′ также
n-мерно и, следовательно, R и R′ изоморфны. Но если бы мы ото-
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пространстве можно заменить ковариантные векторы
контравариантными.

При таком отождествлении пространства R и сопря-
женного к нему пространства R′ понятие ортогональ-
ности векторов x ∈ R и f ∈ R′, введенное в пункте 2,
переходит в обычное для евклидова пространства по-
нятие ортогональности двух векторов из R.

Пусть e1; e2; : : : ; en — произвольный базис в R, а f 1;
f 2; : : : ; f n — взаимный с ним (биортогональный) базис
в R′. Так как в случае евклидова пространства R и R′
отождествлены, то мы можем считать векторы биорто-
гонального к ei базиса f k также векторами из R.

Выясним, как нам найти в этом случае по базису
e1; e2; : : : ; en базис f 1; f 2; : : : ; f n. Выразим сначала ei че-
рез f k:

ei = gikf k:

Нам нужно найти коэффициенты gik. Для этого умно-
жим скалярно обе части равенства на e¸:

(ei; e¸) = gik(f k; e¸):

Так как, в силу взаимности (биортогональности) ба-
зисов f k и e¸,

(f k; e¸) = ‹k
¸;

то
(ei; e¸) = gik‹k

¸ = gi¸:

Итак, если базис f k биортогонален к базису ei, то

ei = gikf k; (10)

где матрица gik вычисляется по формуле

gik = (ei; ek):

ждествили R и R′, нам пришлось бы вместо (f; x) писать (y; x), где
y; x ∈ R, т. е. мы тем самым ввели бы в R скалярное произведение.
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Отсюда, разрешив соотношение (10) относительно
f i, имеем:

f i = gikek; (11)

где gik — матрица, обратная к gik, т. е.

gi¸g¸k = ‹i
k:

У п р а ж н е н и е. Показать, что

gik = (f i; f k):

§ 24. Тензоры

1. Полилинейные функции. В первой главе мы изу-
чили линейные и билинейные функции в n-мерном аф-
финном пространстве. Их естественным обобщением
являются полилинейные функции, зависящие от произ-
вольного числа векторов. При этом мы будем рассма-
тривать функции, зависящие как от векторов из R, так
и от векторов из R′.

О п р е д е л е н и е 1. Полилинейной функцией

l(x; y; : : : ; f; g; : : : );

зависящей от p векторов x; y; : : : ∈ R и q векторов
f; g; : : : ∈ R′ (R′ — пространство, сопряженное к R), на-
зывается функция, линейная относительно каждого
из аргументов, когда остальные аргументы фиксиро-
ваны.

Например, если зафиксированы все векторы, кроме
первого, то

l(x′ + x′′; y; : : : ; f; g; : : : ) =

= l(x′; y; : : : ; f; g; : : : ) + l(x′′; y; : : : ; f; g; : : : );

l(–x; y; : : : ; f; g; : : : ) = –l(x; y; : : : ; f; g; : : : ):
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Аналогично

l(x; y; : : : ; f ′ + f ′′; g; : : : ) =

= l(x; y; : : : ; f ′; g; : : : ) + l(x; y; : : : ; f ′′; g; : : : );

l(x; y; : : : ; —f; g; : : : ) = —l(x; y; : : : ; f; g; : : : ):

То же самое и для других аргументов.
Полилинейную функцию, зависящую от p векторов

из R (контравариантных векторов) и q векторов из R′
(ковариантных векторов) мы будем называть полили-
нейной функцией типа (p; q). Рассмотрим некоторые
полилинейные функции.

Простейшие полилинейные функции — это функции
типа (1; 0) и типа (0; 1).

Полилинейная функция типа (1; 0) — это линейная
функция от одного вектора в пространстве R, т. е. век-
тор пространства R′ (ковариантный вектор).

Аналогично, как это было показано в п. 3 предыду-
щего параграфа, полилинейная функция типа (0; 1) за-
дает вектор из R (контравариантный вектор).

Полилинейные функции, зависящие от двух векторов
(билинейные функции), бывают трех типов:

¸) функции, зависящие от двух векторов из прост-
ранства R, — это введенные в § 4 билинейные функции
в пространстве R;

�) функции, зависящие от двух векторов в прост-
ранстве R′, — это билинейные функции в R′;

‚) функции, зависящие от одного вектора из R и од-
ного вектора из R′.

Функции третьего типа тесно связаны с линейными
преобразованиями. Действительно, пусть

y = Ax

— линейное преобразование в R. Построим билинейную
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функцию
(f; Ax);

линейно зависящую от векторов x ∈ R и f ∈ R′.
Мы можем, таким образом, каждому линейному пре-

образованию в R однозначно сопоставить билинейную
функцию типа ‚.

Как и в § 11 главы II, можно доказать и обратное, т. е. что
каждой билинейной функции типа ‚ отвечает линейное преобра-
зование в R.

2. Выражения для полилинейной функции в данной
системе координат. Переход от одной системы коорди-
нат к другой. Выясним, как выражается полилинейная
функция через координаты тех векторов, от которых
она зависит. Для того чтобы не писать слишком длин-
ных формул, проведем рассмотрение на случае полили-
нейной функции l(x; y; f), зависящей от двух векторов
из R и одного вектора из R′ [функция типа (2; 1)].

Выберем в R некоторый базис e1; e2; : : : ; en, а в R′ —
взаимный с ним базис f 1; f 2; : : : ; f n. Пусть

x = ‰iei; y = ”jej ; f = “kf k:

Тогда

l(x; y; f) = l(‰iei; ”jej ; “kf k) = ‰i”j“kl(ei; ej ; f k):

Итак: при заданных в R и соответственно в R′ бази-
сах e1; e2; : : : ; en и f 1; f 2; : : : ; f n полилинейная функция
l(x; y; f) записывается в виде

l(x; y; f) = ak
ij‰i”j“k;

где ‰i, соответственно ”j , соответственно “k — коорди-
наты вектора x, соответственно y, соответственно f .
Числа ak

ij, определяющие функцию l(x; y; f), задаются
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формулой
ak

ij = l(ei; ej ; f k)

и зависят, таким образом, от выбора базисов в R и R′.
Аналогичная формула имеем место для полилиней-

ной функции общего вида:

l(x; y; : : : ; f; g; : : : ) = ars:::
ij::: ‰i”j : : : –r—s : : : ; (1)

где числа ars:::
ij::: , определяющие полилинейную функцию,

вычисляются по формулам

ars:::
ij::: = l(ei; ej ; : : : ; f r; f s; : : : ): (2)

Выясним теперь, как изменяется система чисел,
определяющая полилинейную форму, при изменении ба-
зиса.

Пусть в R задан базис e1; e2; : : : ; en и в R′ — взаим-
ный с ним базис f 1; f 2; : : : ; f n. Перейдем к новому ба-
зису e′1; e′2; : : : ; e′n в R и взаимному с ним базису f ′1;
f ′2; : : : ; f ′n в R′.

Пусть переход от базиса e1; e2; : : : ; en к базису e′1;
e′2; : : : ; e′n задается формулами

e′¸ = c�
¸e�: (3)

Тогда переход от базиса f 1; f 2; : : : ; f n к базису f ′1;
f ′2; : : : ; f ′n задается формулами

f ′� = b�
¸f ¸; (4)

где ‖b�
¸‖— матрица, транспонированная к матрице,

обратной к ‖c�
¸‖.

Формула (3) показывает, что числа c�
¸ при фикси-

рованном ¸ являются координатами вектора e′̧ в ба-
зисе e1; e2; : : : ; en. Аналогично числа b�

¸ при фиксиро-
ванном � являются координатами вектора f ′� в базисе
f 1; f 2; : : : ; f n.
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Найдем систему чисел a′rs:::
ij::: , определяющих на-

шу полилинейную функцию в базисах e′1; e′2; : : : ; e′n и
f ′1; f ′2; : : : ; f ′n. Мы знаем, что

a′rs:::
ij::: = l(e′i; e′j ; : : : ; f ′r; f ′s; : : : ):

Поэтому, чтобы найти ars:::
ij::: , мы должны в форму-

лу (1) вместо ‰i; ”j ; : : : ; –r; —s; : : : подставить координа-
ты векторов e′i; e′j ; : : : ; f ′r; f ′s; : : : , т. е. числа c¸

i ; c�
j ; : : : ;

br
�; bs

fi ; : : : Мы получаем таким образом:

a′rs:::
ij::: = c¸

i c�
j : : : br

�bs
fi : : : a�fi:::

¸�::::

Итак, система чисел ars:::
ij::: , определяющих полилиней-

ную функцию l(x; y; : : : ; f; g; : : : ) во взаимных базисах
e1; e2; : : : ; en и f 1; f 2; : : : ; f n, при переходе к новым вза-
имным базисам e′1; e′2; : : : ; e′n и f ′1; f ′2; : : : ; f ′n преобра-
зуется по формулам

a′rs:::
ij::: = c¸

i c�
j : : : br

�bs
fi : : : a�fi:::

¸�:::; (5)

где ‖cj
i‖— матрица, определяющая преобразование ба-

зиса e1; e2; : : : ; en, а ‖bj
i‖— матрица, определяющая

преобразование взаимного с ним базиса f 1; f 2; : : : ; f n.
Это можно выразить следующей фразой: на нижние

индексы системы чисел ars:::
ij::: действует матрица ‖cj

i‖,

на верхние индексы — матрица ‖bj
i‖ (ср. § 23, п. 4, где

рассмотрены формулы для преобразования координат
ковариантного и контравариантного векторов).

3. Определение тензора. Об�екты, с которыми мы
встречались на протяжении этой книги (векторы, ли-
нейные функции, линейные преобразования, билиней-
ные функции и т. д.), определялись в каждом базисе
своей системой чисел. Например, вектор определялся
в каждом базисе системой n чисел — своими координа-
тами. Линейная функция определяется в каждом бази-
се также системой n чисел — своими коэффициентами.
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Линейное преобразование определяется в каждом бази-
се системой n2 чисел — матрицей линейного преобра-
зования. Билинейная функция определяется в каждом
базисе системой n2 чисел — матрицей этой билинейной
формы. При переходе от одной системы координат (ба-
зиса) к другой система чисел, определяющая данный
об�ект, преобразуется определенным образом, причем
закон преобразования различен для различных об�ек-
тов. Например, как вектор из R, так и линейная фун-
кция в R задаются системой n чисел, однако при пере-
ходе к другому базису они преобразуются по-разному.
Для полной характеристики встречающейся величины
мы должны задать не только значения соответствую-
щих чисел в какой-либо системе координат, но и закон
преобразования соответствующей совокупности чисел
при переходе к другой системе координат.

В пунктах 1 и 2 этого параграфа мы ввели понятие
полилинейной функции, которая определяется в каждом
данном базисе системой nk чисел (2), преобразующих-
ся при переходе к другому базису по формулам (5). В
связи с ним вводится следующее определение, играющее
важную роль во многих разделах физики, геометрии и
алгебры.

О п р е д е л е н и е 2. Если каждой системе коор-
динат в n-мерном аффинном пространстве отнесена
система np+q чисел ars:::

ij::: (число нижних индексов обо-
значено через p, верхних — через q), причем при пере-
ходе от одной системы координат к другой эти числа
преобразуются по формуле

a′rs:::
ij::: = c¸

i c�
j : : : br

�bs
fi : : : a�fi:::

¸�:::; (6)

где ‖cj
i‖— матрица, задающая переход от одного ба-

зиса в R к другому, а ‖bj
i‖— матрица, транспониро-

ванная к матрице, обратной к ‖cj
i ‖, то мы говорим,
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что нам задан тензор. Этот тензор называется p
раз ковариантным и q раз контравариантным. Число
p+q называется рангом (валентностью) тензора. Са-
ми числа ars:::

ij::: называются компонентами тензора.
Так как система чисел, определяющих полилинейную

функцию от p векторов из R и q векторов из R′, при из-
менении базиса преобразуется как раз по формуле (6),
то каждой такой полилинейной функции однозначно со-
ответствует тензор ранга p + q, p раз ковариантный
и q раз контравариантный. Обратно, каждому тензо-
ру однозначно отвечает полилинейная функция. В даль-
нейшем свойства тензоров и операции над ними мы бу-
дем изучать на �моделиъ полилинейных функций, хотя,
конечно, полилинейные функции являются лишь одной
из возможных реализаций тензоров.

Приведем некоторые примеры тензоров.
1. С к а л я р. Если каждой системе координат от-

несено одно и то же фиксированное число a, то его
формально можно также считать тензором, а именно —
тензором нулевого ранга. Тензор нулевого ранга назы-
вается скаляром.

2. К о н т р а в а р и а н т н ы й в е к т о р. Векто-
ру из R в каждом базисе соответствует совокупность n
его координат, которые при переходе к другому базису
преобразуются по формулам

”′i = bi
j”j

и, следовательно, представляют собой контравариант-
ный тензор ранга 1.

3. Л и н е й н а я ф у н к ц и я ( к о в а р и а н т -
н ы й в е к т о р). Числа ai, определяющие линейную
функцию, преобразуются по формулам

a′
i = cj

i aj

и, следовательно, образуют ковариантный тензор ран-
га 1.
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4. Б и л и н е й н а я ф у н к ц и я. Пусть A(x; y) —
билинейная форма в пространстве R. Отнесем каждо-
му базису матрицу данной билинейной формы в этом
базисе. Мы получим при этом тензор ранга два, дваж-
ды ковариантный.

Аналогично, билинейная форма от векторов x ∈ R,
f ∈ R′ определяет тензор ранга два, один раз кова-
риантный и один раз контравариантный, а билинейная
форма от векторов f; g ∈ R′ определяет тензор, дважды
контравариантный.

5. Л и н е й н ы е п р е о б р а з о в а н и я. Пусть
A — линейное преобразование в пространстве R. Отне-
сем каждому базису матрицу ‖ak

i ‖ преобразования A в
этом базисе, т. е. положим

Aei = ak
i ek:

Покажем, что ‖ak
i ‖ есть тензор ранга два, один раз ко-

вариантный и один раз контравариантный. Действи-
тельно, пусть переход к новому базису задается фор-
мулой

e′i = c¸
i e¸

и, следовательно, обратный переход — формулой

ei = b¸
i e′¸; где b¸

i ck
¸ = ‹k

i :

Тогда

Ae′i = Ac¸
i e¸ = c¸

i Ae¸ = c¸
i a�

¸e� = c¸
i a�

¸bk
�e′k:

Таким образом, матрица ‖a′
i
k‖ преобразования A в ба-

зисе e′i имеет вид

a′
i
k = a�

¸c¸
i bk

�;

что и доказывает, что матрица линейного преобразо-
вания A есть тензор второго ранга, один раз ковари-
антный и один раз контравариантный.
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В частности, единичному преобразованию E в ка-
ждом базисе соответствует единичная матрица, т. е. си-
стема чисел

‹k
i =

{
1 при i = k;

0 при i 	= k:

Таким образом, ‹k
i представляет собой простейший

тензор ранга два, один раз ковариантный и один раз
контравариантный. Тензор ‹k

i интересен тем, что его
компоненты в любой системе координат одни и те же.

У п р а ж н е н и е. Показать непосредственно, что если в ка-
ждой системе координат задать систему чисел

‹k
i =

{
1 при i = k;

0 при i �= k;

то это будет тензор.

Докажем теперь два простых предложения о тензо-
рах.

Пусть имеются два тензора одинакового типа.
Тогда для равенства тензоров достаточно, чтобы
их компоненты в каком-нибудь базисе были соответ-
ственно равны. Другими словами, из того, что компо-
ненты этих двух тензоров равны в какой-либо системе
координат, следует, что их компоненты соответственно
равны в произвольной системе координат. Это предло-
жение очевидно; действительно, так как оба тензора
одинакового типа (т. е. имеют одно и то же число кова-
риантных и контравариантных индексов), то они пре-
образуются по одним и тем же формулам, и так как
их компоненты в одной системе координат по предпо-
ложению равны, то они равны и в любой другой систе-
ме координат. Заметим, что предположение, что оба
тензора одинакового типа, является совершенно обяза-
тельным. Например, как билинейная форма, так и ли-
нейное преобразование определяются в данной системе
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координат матрицей. Однако из совпадения матриц ли-
нейного преобразования и билинейной формы в одной
какой-либо системе координат не следует их совпадение
в другой.

При заданных p и q мы можем построить тензор
типа (p; q), компоненты которого в каком-нибудь од-
ном базисе равны np+q наперед заданным числам. До-
кажем это.

Пусть в некотором базисе нам задана система чи-
сел ars:::

ij::: . Этими числами задается полилинейная функ-
ция l(x; y; : : : ; f; : : : ) по формуле (1) п. 2 этого парагра-
фа, где ‰i, соотв. ”j и т. д., — координаты векторов x,
соотв. y и т. д. в базисе ei. Так как с полилинейной фун-
кцией однозначно связан тензор, то мы получили тем
самым тензор, удовлетворяющий поставленным услови-
ям.

4. Тензоры в евклидовом пространстве. Если R есть
n-мерное евклидово пространство, то, как мы видели
в п. 5 § 23, можно установить изоморфное соответствие
между R и R′ так, что если y ∈ R соответствует эле-
менту f ∈ R′, то

(f; x) = (y; x)

для любого x ∈ R.
Если мы теперь в полилинейной функции, зависящей

от p векторов x; y; : : : из R и q векторов f; g; : : : из R′ за-
меним векторы из R′ им соответствующими векторами
u; v; : : : из R ,то мы получим полилинейную функцию
l(x; y; : : : ; u; v; : : : ), зависящую от p + q векторов из R.

Найдем коэффициенты функции l(x; y; : : : ; u; v; : : : )
по коэффициентам функции l(x; y; : : : ; f; g; : : : ).

Пусть ars:::
ij::: — коэффициенты полилинейной функции

l(x; y; : : : ; f; g; : : : ), т. е.

ars:::
ij::: = l(ei; ej ; : : : ; f r; f s; : : : );
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и пусть bij:::rs::: — коэффициенты полилинейной функ-
ции l(x; y; : : : ; u; v; : : : ), т. е.

bij:::rs::: = l(ei; ej ; : : : ; er; es; : : : ):

Мы доказали в п. 5 § 23, что в евклидовом пространстве
векторы ek базиса, биортогонального f i, выражаются
через векторы базиса f i по формулам

er = gr¸f ¸;

где
gik = (ei; ek):

Подставляя вместо er, : : : их выражения, получаем

bij:::rs::: = l(ei; ej ; : : : ; er; es; : : : ) =

= l(ei; ej ; : : : ; g¸rf ¸; g�sf �; : : : ) =

= g¸rg�s : : : l(ei; ej ; : : : ; f ¸; f �; : : : ) =

= g¸rg�s : : : a¸�:::
ij::: :

Ввиду установленного соответствия между полили-
нейными функциями и тензорами мы можем сформу-
лировать полученный результат для тензоров:

Если ars:::
ij::: — тензор, построенный в евклидовом

пространстве, p раз ковариантный и q раз контрава-
риантный, то по нему можно построить новый тен-
зор bij:::rs:::, являющийся p + q раз ковариантным. Эта
операция называется операцией опускания индексов.
Она определяется формулой

bij:::rs::: = g¸rg�s : : : a¸�:::
ij::: :

gik является дважды ковариантным тензором. Действи-
тельно, gik = (ei; ek) представляют собой в данной си-
стеме координат коэффициенты некоторой билинейной
формы, а именно скалярного произведения. Ввиду его
связи со скалярным произведением (метрикой) прост-
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ранства тензор gik называется метрическим тензо-
ром.

Совершенно аналогично операции опускания индек-
сов можно ввести операцию поднимания индексов с по-
мощью формулы

bij:::rs::: = g¸ig�j : : : ars:::
¸�:::;

где gik имеет смысл, указанный в § 23, п. 5.
У п р а ж н е н и е. Показать, что gik — дважды ковариант-

ный тензор.

5. Операции над тензорами. Ввиду установленной
связи между тензорами и полилинейными функция-
ми мы будем определять операции над полилинейными
функциями. Запись полученных результатов в произ-
вольном базисе даст нам соответствующую операцию
над тензорами.

С л о ж е н и е т е н з о р о в. Пусть

l′(x; y; : : : ; f; g; : : : ); l′′(x; y; : : : ; f; g; : : : )

— две полилинейные функции от одного и того же чи-
сла векторов из R и одного и того же числа векторов из
R′. Определим их сумму l(x; y; : : : ; f; g; : : : ) формулой

l(x; y; : : : ; f; g; : : : ) =

= l′(x; y; : : : ; f; g; : : : ) + l′′(x; y; : : : ; f; g; : : : ):

Ясно, что эта сумма есть снова полилинейная функ-
ция от того же числа векторов из R и из R′. Сложение
тензоров определяется поэтому формулой:

ars:::
ij::: = a′rs:::

ij::: + a′′rs:::
ij::: :

У м н о ж е н и е т е н з о р о в. Пусть

l′(x; y; : : : ; f; g; : : : ) и l′′(z; : : : ; h; : : : )

— две полилинейные функции, из которых первая зави-
сит от p′ векторов из R и q′ векторов из R′, а вторая —
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от p′′ векторов из R и q′′ векторов из R′. Определим
функцию l(x; y; : : : ; z; : : : ; f; g; : : : ; h; : : : ) формулой

l(x; y; : : : ; z; : : : ; f; g; : : : ; h; : : : ) =

= l′(x; y; : : : ; f; g; : : : )l′′(z; : : : ; h; : : : ):

Функция l называется произведением полилинейных
функций l′ и l′′. Покажем, что l есть полилинейная фун-
кция, зависящая от p′ + p′′ векторов из R и q′ + q′′ век-
торов из R′. Действительно, при проверке того, что

l(x; y; : : : ; z; : : : ; f; g; : : : ; h; : : : )

есть полилинейная функция, мы фиксируем, по очереди,
все векторы, кроме одного; при этом ясно, что l есть
линейная функция от вектора, оставшегося незафикси-
рованным.

Выразим компоненты тензора, отвечающего произ-
ведению полилинейных функций l′ и l′′, через компонен-
ты тензоров, отвечающих самим этим полилинейным
функциям. Так как

a′rs:::
ij::: = l′(ei; ej ; : : : ; f r; f s; : : : );

и
a′′rs:::

ij::: = l′′(ei; ej ; : : : ; f r; f s; : : : );

то
arstu:::

ijkl::: = ars:::
ij::: atu:::

kl:::

Эта формула определяет, таким образом, произведение
двух тензоров.

С в е р т к а т е н з о р а. Пусть l(x; y; : : : ; f; g; : : : ) —
полилинейная функция, зависящая от p векторов
x; y; : : : из R (p � 1) и q векторов f; g; : : : из R′ (q � 1).
Мы построим по ней полилинейную функцию, зави-
сящую от p − 1 векторов из R и q − 1 векторов из
R′. Выберем для этого какой-либо базис e1; e2; : : : ; en
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в R и взаимный с ним базис f 1; f 2; : : : ; f n в R′. Бу-
дем теперь вместо x и f подставлять соответственно
e1; f 1; e2; f 2; : : : ; en; f n и рассмотрим сумму ∗)

l′(y; : : : ; g; : : : ) = l(e¸; y; : : : ; f ¸; g; : : : ): (7)

Ясно, что каждое слагаемое, а значит и вся сумма, есть
полилинейная функция от y; : : : и g; : : : Покажем, что,
хотя каждое слагаемое зависит от выбора базиса, по-
строенная нами сумма от выбора базиса уже не зави-
сит.

Перейдем для этого к другому базису e′1; e′2; : : : ; e′n
и соответственно к взаимному с ним базису f ′1; f ′2; : : :
: : : ; f ′n. Так как мы не меняем при этом векторов y; : : : и
g; : : : , то мы можем их фиксировать и доказывать наше
утверждение для билинейной формы A(x; f). Итак, нам
нужно доказать, что если A(x; f) — билинейная форма,
то

A(e¸; f ¸) = A(e′¸; f ′¸):

Если переход от базиса e1; e2; : : : ; en к базису e′1; e′2; : : :
: : : ; e′n задается формулой

e′k = ck
i ek;

то переход от базиса f 1; f 2; : : : ; f n к базису f ′1; f ′2; : : :
: : : ; f ′n задается формулой

f k = ck
i f ′i:

Поэтому

A(e′¸; f ′¸) = A(ck
¸ek; f ′¸) = ck

¸A(ek; f ′¸) =

= A(ek; ck
¸f ′¸) = A(ek; f k);

∗) Напоминаем, что если в некотором выражении один и тот
же индекс (в данном случае ¸) встречается вверху и внизу, то по
нему производится суммирование.
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т. е. A(e¸; f ¸) действительно не зависит от системы ко-
ординат.

Найдем по коэффициентам формы l(x; y; : : : ; f; g; : : : )
коэффициенты формы (7). Так как

a′s:::
j::: = l′(ej ; : : : ; f s; : : : )

и
l′(ej ; : : : ; f s; : : : ) = l(e¸; ej ; : : : ; f ¸; f s; : : : );

то
a′s:::

j::: = a¸s:::
¸j:::: (8)

Тензор a′s:::
j::: , полученный из ars:::

ij::: по формуле (8), на-
зывается сверткой тензора ars:::

ij::: .
Ясно, что свертку мы можем провести не обязатель-

но по первому верхнему и первому нижнему индексам.
Обязательно лишь, чтобы суммирование производилось
по одному ковариантному и одному контравариантно-
му индексу. Если бы мы суммировали, например, по
двум нижним индексам, то полученная система чисел
не образовывала бы тензора (так как при переходе от
одной системы координат к другой эти числа не пре-
образовывались бы по предписанному тензору закону
преобразования).

Заметим, что в случае свертки тензора ранга два мы
получаем тензор нулевого ранга (скаляр), т. е. число, не
зависящее от системы координат.

Рассмотренная нами в п. 4 операция опускания ин-
дексов есть не что иное, как свертка произведения дан-
ного тензора и метрического тензора gik (взятого со-
множителем соответствующее число раз). Аналогично,
поднимание индексов есть свертка произведения дан-
ного тензора и тензора gik.

Приведем еще пример. Пусть ak
ij — тензор ранга три,

а bm
l — тензор ранга два. Их произведение есть тен-

зор ckm
ijl = ak

ijbm
l ранга пять. Если теперь свернуть этот
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тензор, например, по индексам i и m, то мы получим
тензор ранга три. Если мы полученный тензор еще раз
свернем, например, по индексам j и k, то мы получим
тензор ранга один (вектор).

Пусть aj
i и bl

k — два тензора ранга два. Умножением
и свертыванием можно построить по ним новый тензор
ранга два:

cl
i = a¸

i bl
¸:

Если тензоры aj
i и bl

k трактовать как матрицы линей-
ных преобразований, то полученный тензор есть ма-
трица произведения этих преобразований.

Мы можем также построить по данному тензору
ранга два aj

i ряд инвариантов (т. е. чисел, не зависящих
от системы координат, — скаляров), а именно:

a¸
¸; a�

¸a¸
� ; : : :

Введенные нами операции над тензорами дают нам
возможность по данным тензорам строить ряд новых,
инвариантно связанных с ними, тензоров.

Приведем некоторые примеры.
Операцией умножения мы можем из векторов по-

строить тензоры сколь угодно высокого ранга. Пусть,
например, ‰i — координаты контравариантного, а ”j —
координаты ковариантного вектора. Тогда ‰i”j есть
тензор ранга два. Аналогично, взяв большее число век-
торов, можно получить тензоры более высокого ранга.
Заметим, что не всякий тензор можно получить умно-
жением векторов. Можно, однако, доказать, что всякий
тензор может быть получен из векторов (тензоров ран-
га один) операциями сложения и умножения.

Целым рациональным инвариантом от данной системы тен-
зоров называется многочлен от компонент тензора, который не
меняется при замене компонент тензоров в какой-нибудь системе
координат их компонентами в другой системе координат.
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Имеет место следующая теорема, которую мы не будем дока-
зывать:

Если задана некоторая система тензоров, то всякий целый ра-
циональный инвариант, построенный по данным тензорам, можно
получить из них операциями перемножения тензоров, сложения и
умножения на числа и полного свертывания (т. е. свертывания по
всем индексам).

6. Симметрические и знакопеременные (антисимме-
трические) тензоры.

О п р е д е л е н и е 3. Тензор называется симме-
трическим по данным индексам, если при любой пере-
становке этих индексов компоненты тензора не меня-
ются ∗). Например, симметричность тензора по пер-
вым двум индексам означает, что имеет место равен-
ство

ast:::
ik::: = ast:::

ki::::

Если l(x; y; : : : ; f; g; : : : ) — соответствующая тензору
ast:::

ik::: полилинейная форма

l(x; y; : : : ; f; g; : : : ) = ast:::
ik:::‰

i”k : : : –s—t : : : ; (9)

то симметричность тензора по некоторой группе ин-
дексов, как это непосредственно видно из форму-
лы (9), эквивалентна симметричности полилинейной
формы по соответствующей группе векторов. Так как
для симметричности полилинейной формы по неко-
торой группе векторов достаточно, чтобы ast:::

ik::: бы-
ли симметричны по соответствующим индексам лишь
в одной какой-нибудь системе координат, то отсюда
следует, что если компоненты тензора симметрич-
ны в одной системе координат, то такая же симме-
трия будет иметь место и в любой другой системе
координат.

∗) Само собой разумеется, что речь идет лишь об индексах
одной и той же группы (верхний или нижней).
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О п р е д е л е н и е 4. Знакопеременным (антисим-
метрическим) называется тензор, который меняет
знак при перемене любых двух индексов местами.

При этом предполагается, конечно, что у этого тен-
зора все индексы одинакового характера, т. е. либо все
ковариантные, либо все контравариантные.

Из определения знакопеременного тензора непосред-
ственно следует, что при любой перестановке индек-
сов компоненты тензора не меняются, если перестанов-
ка четная, и меняют знак, если перестановка нечетная.
Знакопеременным тензорам соответствуют знакопере-
менные полилинейные функции.

Полилинейная функция l(x; y; : : : ), зависящая от p
векторов x; y; : : : из R, называется знакопеременной,
если при перестановке любой пары из векторов x; y; : : :
знак функции меняется.

Для проверки знакопеременности полилинейной
функции достаточно проверить знакопеременность
компонент соответствующего ей тензора в какой-
либо одной системе координат, как это непосред-
ственно следует из формулы (9). С другой сторо-
ны, из знакопеременности полилинейной функции сле-
дует знакопеременность соответствующего ей тензо-
ра (в любой системе координат). Следовательно, ес-
ли компоненты тензора знакопеременны в какой-либо
одной системе координат, то это же имеет место
и в любой другой системе координат, и, значит,
тензор является знакопеременным (антисимметриче-
ским).

Выясним число независимых компонент антисимме-
трического тензора. Пусть, например, aik есть знако-
переменный тензор ранга 2. Тогда aik = −aki и, следо-

вательно, число различных компонент равно
n(n − 1)

2
.

Аналогично, для знакопеременного тензора aijk число
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различных компонент равно
n(n − 1)(n − 2)

3!
, так как

компоненты с одинаковыми индексами равны нулю, а
компоненты, отличающиеся лишь порядком индексов,
определяются одна через другую.

Аналогично, число независимых компонент знакопе-
ременного тензора с k индексами (k � n) равно Ck

n.
(Отличных от нуля знакопеременных тензоров с числом
индексов больше, чем n, не существует, так как у знако-
переменного тензора компоненты хотя бы с двумя оди-
наковыми индексами равны нулю, а если число индексов
превышает n, то у каждой компоненты совпадают, по
крайней мере, два индекса.)

Рассмотрим более подробно знакопеременный тен-
зор с n индексами. Так как все группы по n различных
индексов, принимающих значение от 1 до n, отличают-
ся лишь порядком, то у такого тензора есть лишь од-
на независимая компонента и он имеет, таким образом,
следующий вид.

Пусть i1; i2; : : : ; in — некоторая перестановка чисел
1, 2, : : : , n. Положим a12:::n = a. Тогда

ai1i2:::in = ±a; (10)

где �+ъ отвечает четной подстановке, а �−ъ — нечетной.

У п р а ж н е н и е. Показать, что при переходе к другой си-
стеме координат число a12:::n = a умножится на определитель
матрицы перехода.

Напишем полилинейную функцию, соответствую-
щую знакопеременному тензору с n индексами. В силу
формулы (10) она имеет вид:

l(x; y; : : : ; z) = ai1i2:::in‰i1”i2 : : : “in = a

∣∣∣∣∣∣∣
‰1 ‰2 : : : ‰n

”1 ”2 : : : ”n

: : : : : : : : : : :
“1 “2 : : : “n

∣∣∣∣∣∣∣ :
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Мы доказали, таким образом, что определитель из
координат векторов есть, с точностью до множителя,
единственная знакопеременная полилинейная функция
от n векторов в n-мерном линейном пространстве.

О п е р а ц и я с и м м е т р и р о в а н и я. Мы мо-
жем по всякому тензору построить новый тензор, сим-
метрический по некоторой наперед заданной группе ин-
дексов. Эта операция называется симметрированием и
состоит в следующем.

Пусть задан некоторый тензор, например, ai1i2:::in ;
симметрирование его, например, по первым k индексам,
состоит в построении тензора

a(i1i2:::ik)ik+1::: =
1
k!

∑
aj1j2:::jkik+1:::;

где сумма распространяется по всем перестановкам
j1; j2; : : : ; jk индексов i1; i2; : : : ; ik. Например,

a(i1;i2) =
1
2

(ai1i2 + ai2i1):

Операция симметрирования тензора по группе из k
индексов i1; i2; : : : ; ik обозначается следующим образом:

aj1j2:::jl(i1i2:::ik)::::

О п е р а ц и я а л ь т е р н и р о в а н и я вводится
аналогично операции симметрирования и дает возмож-
ность по данному тензору построить тензор, знакопе-
ременный по данной группе индексов. Она определяет-
ся следующим образом:

a[i1i2:::ik]ik+1::: =
1
k!

∑
±aj1j2:::jkik+1:::;

где сумма распространяется по всем перестановкам
j1; j2; : : : ; jk индексов i1; i2; : : : ; ik, а знак определяется
честностью или нечетностью этой перестановки. На-
пример,

a[i1;i2] =
1
2

(ai1i2 − ai2i1):
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Операция альтернирования обозначается скобка-
ми [ ]; в них заключаются те индексы, по которым тен-
зор альтернируется.

По всяким k векторам ‰i1 ; ”i2 ; : : : ; “ik можно постро-
ить антисимметрический тензор

ai1i2:::ik = ‰[i1”i2 : : : “ik]; (11)

где через ‰[i1”i2 : : : “ik] обозначен тензор, полученный
альтернированием тензора ‰i1”i2 : : : “ik . Как нетрудно
усмотреть из написанной формулы, компонентами это-
го тензора являются миноры k-го порядка следующей
матрицы из n столбцов:⎛

⎜⎜⎝
‰1 ‰2 : : : ‰n

”1 ”2 : : : ”n

: : : : : : : : : : :
“1 “2 : : : “n

⎞
⎟⎟⎠ :

Построенный тензор (11) обладает тем свойством,
что если к какому-либо из векторов ‰i1; ”i2 ; : : : добавить
линейную комбинацию остальных, то тензор ai1:::ik от
этого не изменится.

Рассмотрим k-мерное подпространство n-мерного
пространства R. Поставим вопрос о том, чтобы оха-
рактеризовать это k-мерное подпространство системой
чисел, т. е. ввести координаты подпространства.

k-мерное подпространство порождается k линейно
независимыми векторами ‰i1; ”i2 ; : : : ; “ik . При этом раз-
ные системы из k векторов могут породить одно и то
же подпространство. Однако нетрудно показать, и мы
предоставляем это читателю, что если две системы век-
торов порождают одно и то же подпространство, то
построенные по каждой из них тензоры

ai1i2:::ik = ‰[i1”i2 : : : “ik]

совпадают с точностью до множителя.
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Таким образом, тензор ai1i2:::ik , построенный по век-
торам ‰i1 ; ”i2 ; : : : ; “ik , порождающим некоторое подпро-
странство, определяет это подпространство.

§ 25. Тензорное произведение

1. Тензорное произведение R ⊗ R. В первой главе
мы изучали билинейные функции в аффинном прост-
ранстве R. Здесь мы покажем, что билинейные функции
можно трактовать и как линейные функции в некото-
ром новом пространстве. Это пространство, играющее
очень важную роль, называется тензорным произведе-
нием R и R (по-другому, тензорым квадратом R) и обо-

значается R ⊗ R или
2⊗

R. Дадим его определение.
Рассмотрим всевозможные упорядоченные пары x; y

элементов из R. Каждую такую пару будем называть
тензорным произведением x и y и обозначать x ⊗ y.
Образуем формальные конечные суммы таких пар:

X = x1 ⊗ y1 + : : : + xk ⊗ yk: (1)

При этом формальные суммы, отличающиеся только
порядком слагаемых, мы не будем различать между со-
бой. Запись (1) означает, таким образом, только то, что
нам задано множество k пар x1; y1; : : : ; xk; yk.

Введем для выражений вида (1) операции сложения
и умножения на число. Сумму двух таких выражений
определим как результат формального дописывания к
первому выражению второго:

(x1⊗y1 + : : :+xk⊗yk)+(xk+1⊗yk+1 + : : :+xk+l⊗yk+l) =
= x1 ⊗ y1 + : : : + xk+l ⊗ yk+l: (2)

Произведение на число – определим так:

–(x1⊗y1+: : :+xk⊗yk) = (–x1)⊗y1+: : :+(–xk)⊗yk: (3)
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Элемент 0⊗0 будем называть нулем тензорного произ-
ведения и обозначать коротко через 0.

Мы должны еще об�яснить, какие выражения ви-
да (1) считаются равными. Будем предполагать, что

1) (x1 + x2) ⊗ y − x1 ⊗ y − x2 ⊗ y = 0 ∗);
2) x ⊗ (y1 + y2) − x ⊗ y1 − x ⊗ y2 = 0;
3) (–x) ⊗ y − x ⊗ (–y) = 0:
Кроме того, приравняем нулю любое выражение, по-

лучающееся из выражений 1), 2), и 3) сложением и
умножением на число.

Теперь два выражения X и X ′ вида (1) будем счи-
тать равными, если их можно превратить в одинако-
вые, прибавляя к X и X ′ выражения, равные нулю, т. е.
если существуют такие выражения Z = 0 и Z ′ = 0,
что X + Z совпадает с X ′ + Z ′. Очевидно, что вве-
денное отношение равенства рефлексивно (т. е. X = X)
и симметрично (т. е. из X = Y следует Y = X); легко
проверить, что оно обладает также и свойством тран-
зитивности (т. е. из X = Y и Y = Z следует X = Z).

В результате мы получаем пространство, элементы
которого — классы равных между собой выражений ви-
да (1), а сложение и умножение на число определены по
формулам (2) и (3).

Заметим, что операции сложения и умножения на число мы
ввели до того, как было бы определено отношение равенства двух
выражений (1). Поэтому нам нужно было убедиться в коррект-
ности определений этих операций; именно нужно показать, что
сумма выражений (1) и произведение на число не меняются при
замене этих выражений на равные. Эта простая проверка предо-
ставляется читателю.

Нетрудно убедиться, что построенное пространст-
во является линейным пространством. Покажем, напри-

∗) Более подробно, это означает, что (x1 +x2)⊗y +(−x1)⊗y +
+ (−x2) ⊗ y = 0.
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мер, что для каждого X существует элемент, ему про-
тивоположный. Это достаточно проверить для элемен-
тов вида X = x ⊗ y. Из условия 3) при – = 1 получаем
x⊗ y + (−x)⊗ y = 0, т. е. Y = (−x)⊗ y является элемен-
том, противоположным X.

Построенное линейное пространство называется
тензорным произведением R на R и обозначается че-
рез R ⊗ R.

Итак, мы определили тензорное произведение R⊗R
как линейное пространство, элементами которого
являются формальные выражения вида x1 ⊗ y1 + : : :
: : : + xk ⊗ yk, где xi; yi — элементы из R. Точнее, эле-
ментами пространства R⊗R являются классы равных
между собой выражений вида x1⊗y1+: : :+xk⊗yk (усло-
вие равенства дано выше). Сложение в R ⊗ R и умно-
жение на число определяются по формулам (2) и (3).

Отметим, что из условий 1)–3) следует:

(x1 + x2) ⊗ y = x1 ⊗ y + x2 ⊗ y;
x ⊗ (y1 + y2) = x ⊗ y1 + x ⊗ y2;
–(x ⊗ y) = (–x) ⊗ y = x ⊗ (–y):

Поэтому в тензорном произведении можно раскры-
вать скобки по обычному правилу:

(–1x1 + : : : + –mxm) ⊗ (—1y1 + : : : + —nyn) =

=
m∑

i=1

n∑
j=1

–i—j(xi ⊗ yj):

2. Связь между билинейными формами в пространс-
тве R и линейными функциями в R ⊗ R. Покажем те-
перь, как по билинейной форме на R можно построить
линейную функцию на тензорном произведении R ⊗ R.
Пусть задана билинейная форма f(x; y) на R. Сопо-
ставим ей линейную функцию F (X) на R ⊗ R. Для
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элементов X = x ⊗ y положим

F (x ⊗ y) = f(x; y);

для произвольного X = x1 ⊗ y1 + : : : + xk ⊗ yk полагаем

F (X) = f(x1; y1) + : : : + f(xk; yk):

Чтобы определение F (X) было корректным, нужно,
чтобы на равных выражениях функция F принимала
одинаковые значения. Убедимся, что это так. Для это-
го достаточно показать, что F (X) = 0 на выражениях
вида 1), 2), 3) (стр. 294). Проверим, например, что

F ((x1 + x2) ⊗ y − x1 ⊗ y − x2 ⊗ y) = 0:

В самом деле, имеем:

F ((x1 + x2) ⊗ y − x1 ⊗ y − x2 ⊗ y) =
= f(x1 + x2; y) + f(−x1; y) + f(−x2; y) =

= f(x1; y) + f(x2; y) − f(x1; y) − f(x2; y) = 0:

Очевидно, что построенная по f(x; y) функция F (X)
на R ⊗ R линейна, т. е. F (X + Y ) = F (X) + F (Y ) и
F (–X) = –F (X). Обратно, если F (X) — линейная фун-
кция на R ⊗ R, то ей соответствует билинейная форма
на R:

f(x; y) = F (x ⊗ y):

Итак, мы установили естественное взаимно одно-
значное соответствие между билинейными формами
на R и линейными функциями на R ⊗ R.

Заметим, что это соответствие линейно; именно, ес-
ли билинейным формам f1; f2 отвечают линейные фун-
кции F1 и F2, то их линейной комбинации –1f1 + –2f2

отвечает функция –1F1 + –2F2. Таким образом, постро-
енное соответствие является изоморфизмом между про-
странством B(R) билинейных форм на R и пространс-
твом (R ⊗ R)′ линейных функций на R ⊗ R.
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3. Размерность тензорного произведения R⊗R. До-
кажем, что R⊗R — конечномерное пространство раз-
мерности n2, где n — размерность R.

Зададим базис e1; : : : ; en в пространстве R. Пусть
x; y — произвольные векторы из R; разложим их по век-
торам базиса:

x = ‰1e1 + : : : + ‰nen; y = ”1e1 + : : : + ”nen:

Тогда

x ⊗ y =
n∑

i;j=1

‰i”j(ei ⊗ ej):

Таким образом, x⊗ y, а значит, и любой другой вектор
из R ⊗ R является линейной комбинацией n2 векторов
ei ⊗ ej .

Убедимся, что векторы ei ⊗ ej линейно независимы.
Для этого воспользуемся следующей простой леммой,
доказательство которой предоставляется читателю.

Л е м м а 1. Пусть L — линейное пространство и
X¸ (¸ = 1; : : : ; N) — векторы из L. Если для каждого
¸ = 1; : : : ; N существует линейная функция F¸(X) на L
такая, что F¸(X¸) = 1 и F¸(X�) = 0 при � 	= ¸, то
векторы X¸ линейно независимы.

Зададим для каждого i = 1; : : : ; n линейную функ-
цию fi(x) на R такую, что fi(ei) = 1 и fi(ej) = 0 при
j 	= i. Так как векторы e1; : : : ; en образуют базис в R,
то такая функция существует и единственна. Положим

fij(x; y) = fi(x)fj(y); i; j = 1; : : : ; n:

Функция fij(x; y) является билинейной формой на R;
значит, согласно п. 2 ей соответствует линейная функ-
ция Fij(X) на R ⊗ R такая, что

Fij(x ⊗ y) = fi(x)fj(y):
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Убедимся, что эта линейная функция Fij(X) равна 1
на ei ⊗ ej и равна 0 на остальных векторах ei′ ⊗ ej′ .
В самом деле, Fij(ei′ ⊗ ej′) = fi(ei′)fj(ej′), и наше утвер-
ждение сразу следует из определения функций fi(x) и
fj(x).

В силу леммы этим доказано, что векторы ei ⊗ ej

линейно независимы. Так как, с другой стороны, по ним
раскладывается любой вектор в R⊗R, то векторы ei⊗ej

образуют базис в R ⊗ R. Таким образом, размерность
R ⊗ R равна числу векторов ei ⊗ ej , т. е. равна n2.

4. Тензорное произведение R1 ⊗ : : : ⊗ Rm. Опре-
деляя тензорное произведение R ⊗ R, мы фактически
нигде не пользовались тем, что векторы x и y в произ-
ведении x⊗ y берутся из одного и того же пространст-
ва. Поэтому, повторяя дословно определения п. 1, можно
определить также тензорное произведение R1⊗R2 двух
различных пространств R1 и R2.

Если e1; : : : ; em — базис в R1, а f1; : : : ; fn — базис в
R2, то базисом в R1 ⊗ R2 служат mn векторов ei ⊗ fj

(i = 1; : : : ; m; j = 1; : : : ; n).
Отметим, что пространства R1 ⊗ R2 и R2 ⊗ R1 раз-

личны по определению.
Аналогично определяется тензорное произведение

любого числа линейных пространств. Так, например,
элементами тензорного произведения R1⊗R2⊗R3 явля-
ются формальные суммы

x1 ⊗ y1 ⊗ z1 + : : : + xk ⊗ yk ⊗ zk; (4)

где xi — элементы из R1, yi — элементы из R2 и zi —
элементы из R3. Операции сложения и умножения на
число определяются так же, как и в случае двух со-
множителей. Читателю предлагается установить, ка-
кие выражения вида (4) при этом следует считать
равными.
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Тензорное произведение m линейных пространств

R1; : : : ; Rm часто обозначают так:
m⊗

i=1
Ri. В случае, ко-

гда все сомножители Ri совпадают с одним и тем же
пространством R, их тензорное произведение называ-

ется m-й тензорной степенью и обозначается так:
m⊗

R.
5. Связь между тензорами и элементами тензорных

произведений. Мы покажем, что любой тензор в про-
странстве R можно рассматривать как элемент неко-
торого тензорного произведения. Сначала убедимся в
этом для тензоров ранга 2, дважды ковариантных.

Согласно § 24, п. 3, тензор ранга 2, дважды ковари-
антный, задается билинейной формой на R. Но мы уже
знаем, что между билинейными формами на R и ли-
нейными функциями на R ⊗ R имеется естественное
взаимно однозначное линейное соответствие. Значит,
в силу этого соответствия любой тензор ранга 2, два-
жды ковариантный, можно рассматривать как линей-
ную функцию на R⊗R, т. е. как элемент сопряженного
пространства (R ⊗ R)′.

С другой стороны, мы установим сейчас естествeн-
ный изоморфизм (R ⊗ R)′ ∼= R′ ⊗ R′. В силу этого изо-
морфизма любой тензор ранга 2, дважды ковариант-
ный, можно рассматривать как элемент из тензорного
произведения R′ ⊗ R′.

Построим изоморфизм (R⊗R)′ ∼= R′⊗R′. Пусть F ∈
∈ R′ ⊗ R′, т. е.

F = f 1 ⊗ g1 + : : : + f l ⊗ gl;

где f i; gi — линейные функции на R. Мы должны сопо-
ставить F элемент из (R⊗R)′, т. е. линейную функцию
F (X) на R ⊗ R. Определим эту функцию по формулам

F (x ⊗ y) = f 1(x)g1(y) + : : : + f l(x)gl(x);
F (x1 ⊗ y1+: : :+xk ⊗ yk) = F (x1 ⊗ y1)+: : :+F (xk ⊗ yk):
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Читателю предлагается убедиться, что эти формулы
действительно определяют линейную функцию на R⊗R
и что построенное соответствие — изоморфизм.

Рассмотрим теперь тензоры ранга 2, дважды кон-
травариантные. Каждый из них задается билинейной
формой на R′. Но между билинейными формами на R′ и
линейными функциями на R′⊗R′ имеется естественное
взаимно однозначное линейное соответствие. Значит,
тензоры ранга 2, дважды контравариантные, можно
рассматривать как элементы пространства (R′⊗R′)′ ∼=∼= R ⊗ R.

Перейдем к общему случаю. Рассмотрим тензоры
ранга p + q, p раз ковариантные и q раз контрава-
риантные. Из § 23, п. 3, мы знаем, что им однозначно
отвечают полилинейные функции l(x; y; : : : ; f; g; : : : ) от
p векторов x; y; : : : из R и q векторов f; g; : : : из R′.

Подобно тому, как это делалось в п. 2 для били-
нейных форм, можно установить естественное вза-
имно однозначное линейное соответствие между та-
кими полилинейными функциями l(x; y; : : : ; f; g; : : : ) и
линейными функциями на тензорном произведении
R ⊗ : : : ⊗ R︸ ︷︷ ︸

p раз

⊗R′ ⊗ : : : ⊗ R′︸ ︷︷ ︸
q раз

.

Именно, если F (X) — линейная функция на тензорном произ-
ведении R ⊗ : : : ⊗ R︸ ︷︷ ︸

p раз

⊗R′ ⊗ : : : ⊗ R′︸ ︷︷ ︸
q раз

, то ей отвечает полилинейная

функция l(x; y; : : : ; f; g; : : : ) от p векторов из R и q векторов из R′:

l(x; y; : : : ; f; g; : : : ) = F (x ⊗ y ⊗ : : : ⊗ f ⊗ g ⊗ : : : ): (5)

Обратно, если задана полилинейная функция l(x; y; : : : ; f; g; : : : ),
то существует (и притом единственная) линейная функция на
тензорном произведении R ⊗ : : : ⊗ R︸ ︷︷ ︸

p раз

⊗R′ ⊗ : : : ⊗ R′︸ ︷︷ ︸
q раз

, удовлетворя-

ющая соотношению (5). (Доказать.)
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Значит, тензоры ранга p + q, p раз ковариантные и
q раз контравариантные, можно рассматривать как ли-
нейные функции на R ⊗ : : : ⊗ R︸ ︷︷ ︸

p раз

⊗R′ ⊗ : : : ⊗ R′︸ ︷︷ ︸
q раз

, т. е. как

элементы из сопряженного пространства

( R ⊗ : : : ⊗ R︸ ︷︷ ︸
p раз

⊗R′ ⊗ : : : ⊗ R′︸ ︷︷ ︸
q раз

)′ ∼=

∼= R′ ⊗ : : : ⊗ R′︸ ︷︷ ︸
p раз

⊗R ⊗ : : : ⊗ R︸ ︷︷ ︸
q раз

:

6. Тензорное произведение линейных преобразова-
ний. Мы научились по каждой паре линейных про-
странств R1; R2 строить новое линейное пространст-
во — их тензорное произведение R1 ⊗ R2. Однако этим
задача не заканчивается. Можно еще по линейным пре-
образованиям в каждом из пространств R1; R2 постро-
ить линейное преобразование в их тензорном произве-
дении.

Итак, пусть заданы линейное преобразование A про-
странства R1 в R1 и линейное преобразование B прост-
ранства R2 в R2

∗). Мы построим по ним линейное пре-
образование пространства R1 ⊗ R2 в R1 ⊗ R2, которое
будем называть тензорным произведением преобразо-
ваний A и B и обозначать через A ⊗ B.

Рассмотрим тензорное произведение R1 ⊗ R2 про-
странств R1 и R2. Напомним, что элементами R1 ⊗ R2

являются формальные суммы

x1 ⊗ y1 + : : : + xk ⊗ yk;

где xi ∈ R1, yi ∈ R2, i = 1; : : : ; k.
Тензорным произведением A⊗B линейного преобра-

зования A пространства R1 в R1 и линейного преобра-
зования B пространства R2 в R2 называется линейное

∗) Иногда это записывают так: A : R1 −→ R1 и B : R2 −→ R2.
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преобразование C пространства R1⊗R2 в R1⊗R2, опре-
деляемое следующим образом:

C(x1 ⊗ y1 + : : : + xk ⊗ yk) =
= (Ax1) ⊗ (By1) + : : : + (Axk) ⊗ (Byk) ∗):

Более общо, если имеются два линейных пространс-
тва R1; S1, два других линейных пространства R2; S2 и
линейные преобразования A : R1 −→ S1 и B : R2 −→ S2,
то можно аналогично определить линейное преобразо-
вание

A ⊗ B : R1 ⊗ R2 −→ S1 ⊗ S2:

Отметим, что каждому линейному преобразова-
нию A пространства R1 естественным образом отве-
чает линейное преобразование пространства R1 ⊗R2, а
именно A ⊗ 1, где 1 — единичное преобразование; ана-
логично каждому линейному преобразованию B прост-
ранства R2 можно поставить в соответствие линейное
преобразование 1 ⊗ B пространства R1 ⊗ R2.

Установим, как выражается матрица линейного пре-
образования C = A⊗B через матрицы преобразований
A и B. Зададим базис e1; : : : ; em в пространстве R1 и ба-
зис f1; : : : ; fn в пространстве R2. Тогда векторы ei ⊗ fj

образуют базис в тензорном произведении R1 ⊗ R2.
Пусть A = ‖aij‖— матрица преобразования A в ба-

зисе e1; : : : ; em; B — матрица преобразования B в ба-
зисе f1; : : : ; fn, т. е.

Aek =
m∑

i=1

aikei; Bfl =
n∑

j=1

bjlfj:

Тогда C = A⊗B преобразует базисные векторы ek ⊗ fl

∗) Легко проверить, что определение корректно, т. е. равные
выражения преобразуются в равные.
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по следующей формуле:

C(ek ⊗ fl) = (Aek) ⊗ (Bfl) =
m∑

i=1

n∑
j=1

aikbjl(ek ⊗ fl):

Таким образом, матрица линейного преобразования C
есть матрица C = ‖cij;kl‖ порядка mn, строки и
столбцы которой занумерованы парами индексов (i; j),
i = 1; : : : ; m; j = 1; : : : ; n. При этом cij;kl = aikbjl. Такая
матрица C называется кронекеровским произведением
матриц A и B.

У п р а ж н е н и е. Доказать, что определитель кронекеров-
ского произведения матриц A и B равен произведению опреде-
лителей матриц A и B.

7. Понятие функтора. В этой главе мы рассмотрели несколько
типов операций над линейными пространствами, как, например,
операции перехода к сопряженному пространству или тензорное
умножение. Дадим общее определение таких операций.

Мы говорим, что задан ковариантный функтор (или более
подробно, ковариантный функтор в категории линейных про-
странств ∗)), если задано правило, сопоставляющее каждому
линейному пространству R некоторое линейное пространство
F (R) и каждому линейному преобразованию A : R1 −→ R2 не-
которое линейное преобразование F (A) пространства F (R1) в
F (R2) (в наших обозначениях, F (A) : F (R1) −→ F (R2)). При этом
предполагаются выполненными следующие условия:

1) если 1 — единичное преобразование в R, то F (1) — единич-
ное преобразование в пространстве F (R);

2) если A : R1 −→ R2 и B : R2 −→ R3 — два линейных преобра-
зования, то

F (BA) = F (B)F (A):

Примером ковариантного функтора является тензорное умно-
жение. Именно, пусть S — фиксированное пространство. Отнесем
каждому линейному пространству R пространство F (R) = R ⊗ S
и каждому линейному преобразованию A : R1 −→ R2 линейное

∗) Понятие функтора можно ввести для произвольной кате-
гории. Общие определения категории и функтора см., например,
в книге: С. Л е н г, Алгебра, �Мир�, 1968.
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преобразование F (A) = A ⊗ 1 пространства R1 ⊗ S в R2 ⊗ S. Не-
трудно проверить, что при этом свойства 1) и 2) выполняются;
таким образом, F — ковариантный функтор.

Аналогично определяется контравариантный функтор. Мы го-
ворим, что задан контравариантный функтор F , если задано
правило, сопоставляющее каждому линейному пространству R
некоторое линейное пространство F (R) и каждому линейному
преобразованию A : R1 −→ R2 некоторое линейное преобразова-
ние F (A) : F (R2) −→ F (R1). При этом предполагается выпол-
ненными условие 1) и условие

2′) если A : R1 −→ R2 и B : R2 −→ R3 — два линейных пре-
образования, то

F (BA) = F (A)F (B):

Примером контравариантного функтора является операция
перехода к сопряженным пространствам. Именно, отнесем ка-
ждому линейному пространству R сопряженное ему пространство
F (R) = R′ и каждому линейному преобразованию A : R1 −→ R2

сопряженное преобразование F (A) = A′. Нетрудно проверить (см.
п. 2 § 23), что при этом свойства 1) и 2′) выполняются; таким обра-
зом, F — контравариантный функтор.

З а д а ч а. Пусть S — фиксированное линейное пространст-
во. Обозначим через Hom(R; S) пространство всех линейных пре-
образований A : R −→ S. Для любого линейного пространства R
положим F (R) = Hom(R; S). Мы определили, таким образом, опе-
рацию F на множестве линейных пространств. Требуется опре-
делить F также на множестве линейных преобразований таким
образом, чтобы F стало контравариантным функтором.

8. Симметрическая и внешняя степени. Наряду с
тензорным произведением R⊗R полезно также рассма-
тривать симметрическую степень и внешнюю степень
пространства R; особенно важным понятием является
внешняя степень. Эти пространства строятся аналогич-
но тензорному произведению.

Начнем с определения симметрического квадрата
S2(R). Напомним, что элементами пространства R ⊗ R
являются выражения

x1 ⊗ y1 + : : : + xk ⊗ yk; (6)
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где xi; yi — элементы из R. При этом предполагается,
что

1) (x1 + x2) ⊗ y − x1 ⊗ y − x2 ⊗ y = 0;
2) x ⊗ (y1 + y2) − x ⊗ y1 − x ⊗ y2 = 0;
3) (–x) ⊗ y − x ⊗ (–y) = 0:

Элементы x ⊗ y и y ⊗ x в R ⊗ R являются при y 	= x,
по определению, различными.

Однако иногда удобно ввести пространство, в кото-
ром x ⊗ y = y ⊗ x.

Для этого дополним условия 1)–3) следующим:

4) x ⊗ y − y ⊗ x = 0:

Приравняем также нулю и все линейные комбинации
выражений 1), 2), 3) и 4). Два выражения X и X′ вида
(6) будем теперь считать равными, если для них суще-
ствуют такие выражения Z = 0 и Z ′ = 0, что X + Z и
X ′ + Z ′ совпадают.

В результате мы получим линейное пространство,
элементы которого — классы равных между собой вы-
ражений вида (6), а операции сложения и умножения на
число определены, как и для тензорного произведения
R ⊗ R, по формулам (2) и (3). (Читателю предлагается
убедиться в корректности определений этих операций
и в том, что все аксиомы линейного пространства здесь
выполнены.) Это пространство называется симметри-
ческим квадратом пространства R и обозначается че-
рез S2(R).

У п р а ж н е н и е. Доказать, что размерность S2(R) равна
n(n + 1)

2
, где n — размерность R.

Другим важным понятием является внешний ква-
драт R. Чтобы это пространство построить, дополним
условия 1), 2) и 3) следующим условием:

4′) x ⊗ x = 0:
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После этого мы определим равенство двух выраже-
ний вида (6) подобно тому, как это уже делалось для
тензорного произведения R ⊗ R и для симметрическо-
го квадрата S2(R). Получаемое линейное пространство,
элементы которого — классы равных между собой вы-
ражений вида (6), называется внешним квадратом про-
странства R и обозначается через R ∧ R (по-другому,
2∧

R).
Л е м м а 2. В пространстве R ∧ R имеет место

равенство

x ⊗ y + y ⊗ x = 0: (7)

В самом деле, имеем:

x ⊗ y + y ⊗ x = (x + y) ⊗ (x + y) − x ⊗ x − y ⊗ y:

Таким образом, выражение x ⊗ y + y ⊗ x является
линейной комбинацией выражений вида 4′), и, значит,
оно равно нулю.

Выражение x ⊗ y, рассматриваемое как элемент из
R ∧ R, называют внешним произведением векторов x
и y и обозначают так: x ∧ y. Равенство (7) означает,
что внешнее произведение векторов антисимметрично:
x ∧ y = −y ∧ x.

Покажем, что S2(R) и R ∧R можно определить и как подпро-
странства в R ⊗ R; точнее, в R ⊗ R имеются подпространства,
естественным образом изоморфные S2(R) и R ∧ R.

Для этого зададим в пространстве R⊗R линейное преобразо-
вание �, определяемое по формуле

�(x1 ⊗ y1 + : : : + xk ⊗ yk) = y1 ⊗ x1 + : : : + yk ⊗ xk:

Очевидно, что его квадрат есть единичное преобразование:
�2 = 1.

Рассмотрим два подпространства в R⊗R — подпространство
H1 элементов X, для которых �X = X и подпространство H2 эле-
ментов X, для которых �X = −X. Эти подпространства имеют
нулевое пересечение, так как из условий �X = X и �X = −X
следует, что X = 0. Покажем, что их прямая сумма есть все
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пространство R ⊗ R. В самом деле, представим любой элемент

X из R ⊗ R в виде суммы X = X1 + X2, где X1 =
1
2

(X + �X)

и X2 =
1
2

(X − �X). Очевидно, что �X1 = X1, т. е. X1 ∈ H1, и

�X2 = −X2, т. е. X2 ∈ H2.
Покажем теперь, что при естественном отображении R⊗R на

S2(R) в нуль переходят все элементы из H2, и притом только они.
В самом деле, пусть X ∈ R ⊗R переходит при этом отображении
в нуль; тогда X равно линейной комбинации выражений вида 4),
т. е. выражений x⊗y−y⊗x; следовательно, �X = −X, т. е. X ∈ H2.

Обратно, пусть X ∈ H2, т. е. �X = −X; тогда X =
1
2

(X − �X);

следовательно, X равно линейной комбинации выражений вида 4)
и, значит, переходит в нуль при отображении R ⊗ R на S2(R).

Поскольку R ⊗ R является прямой суммой H1 и H2, то этим
доказано, что при отображении R⊗R на S2(R) подпространство
H1 изоморфно отображается на S2(R).

Итак, мы установили изоморфизм между S2(R) и подпро-
странством H1 ⊂ R ⊗ R элементов X, для которых �X = X.

Аналогично устанавливается изоморфизм между R ∧ R и под-
пространством H2 ⊂ R ⊗R элементов X, для которых �X = −X.

У п р а ж н е н и е. Пусть e1; : : : ; en — базис в R. Доказать,
что элементы ei ∧ ej , где i < j, образуют базис в R ∧ R.

9. Внешняя степень
m∧

R. Теперь дадим определение

внешней степени
m∧

R пространства R для произволь-

ного m. Рассмотрим m-ю тензорную степень
m⊗

R. На-

помним, что элементами пространства
m⊗

R являются
формальные суммы выражений вида

x1 ⊗ x2 ⊗ : : : ⊗ xm; (8)

где xi ∈ R, причем некоторые из таких сумм считаются
равными между собой. Приравняем дополнительно ну-
лю все выражения вида (8), у которых совпадают хотя
бы два сомножителя, а также любые их линейные ком-
бинации. То линейное пространство, которое при этом
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получается, называется внешней m-й степенью прост-

ранства R и обозначается через
m∧

R.
Выражение x1 ⊗ x2 ⊗ : : : ⊗ xm, рассматриваемое как

элемент из
m∧

R, называется внешним произведением
векторов x1; : : : ; xm и обозначается x1∧x2∧: : :∧xm. Не-
трудно убедиться (подобно тому, как это уже делалось
для случая двух сомножителей), что внешнее произведе-
ние векторов антисимметрично, т. е. оно меняет знак
при перестановке любых двух сомножителей.

Среди внешних степеней пространства R имеется
лишь конечное число отличных от нуля. Именно, по-

кажем, что
m∧

R = 0 при m > n, где n — размерность R.
Для этого зададим базис e1; : : : ; en в пространстве R.
Разлагая векторы из R по элементам базиса, мы убе-
ждаемся, что любое внешнее произведение x1 ∧ : : :∧xm,

а значит, и любой элемент из
m∧

R, является линейной
комбинацией выражений ei1 ∧ : : : ∧ eim . Но если m > n,
то в каждом выражении ei1 ∧ : : : ∧ eim совпадают хотя
бы два сомножителя; значит, всегда ei1 ∧ : : : ∧ eim = 0.

Итак,
m∧

R = 0 при m > n.

Покажем также, что пространство
n∧

R, где n —
размерность R, является одномерным пространст-
вом. В самом деле, среди элементов ei1 ∧ : : : ∧ ein от-
личны от нуля только те, у которых индексы i1; : : : ; in

попарно различны и, значит, являются перестановками
индексов 1; : : : ; n. Так как внешнее произведение векто-
ров антисимметрично, то такие отличные от нуля эле-
менты совпадают, с точностью до знака, с элементом

e1 ∧ : : : ∧ en. Поскольку любой элемент из
n∧

R является
линейной комбинацией векторов ei1 ∧ : : : ∧ ein , то тем
самым он кратен вектору e1 ∧ : : : ∧ en.
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У п р а ж н е н и я. 1. Пусть e1; : : : ; en — базис в R и e′
i =

=
n∑

j=1

ajiej — любые n векторов из R. Доказать, что e′
1 ∧ : : :

: : : ∧ e′
n = ae1 ∧ : : : ∧ en, где a — определитель матрицы ‖aij‖.

2. Пусть e1; : : : ; en — базис в R. Доказать, что выражения

ei1
∧ : : : ∧ eim

, где i1 < i2 < : : : < im, образуют базис в
m∧

R.

На основании этого вычислить размерность пространства
m∧

R.

З а д а ч а. Дать (по аналогии со случаем m = 2)
определение m-й симметрической степени Sm(R) прос-
транства R для любого m.

10. Тензорное произведение евклидовых про-
странств. Пусть R1 — евклидово пространство со
скалярным произведением (x; x′)1, R2 — другое евкли-
дово пространство со скалярным произведением (y; y′)2.
Тогда в их тензорном произведении R1 ⊗ R2 можно
естественным образом ввести скалярное произведение.

Сначала определим его для пары векторов x ⊗ y и
x′ ⊗ y′, полагая

(x ⊗ y; x′ ⊗ y′) = (x; x′)1 · (y; y′)2:

Если теперь

X = x1 ⊗ y1 + : : : + xk ⊗ yk,

X ′ = x′
1 ⊗ y′

1 + : : : + x′
l ⊗ y′

l

— произвольные векторы из R1 ⊗ R2, то положим:

(X; X ′) =
k∑

i=1

l∑
j=1

(xi ⊗ yi; x′
j ⊗ y′

j): (9)

Читателю предлагается убедиться, что выраже-
ние (9) действительно задает скалярное произведение
на R1 ⊗ R2. Именно, оно имеет смысл на R1 ⊗ R2 (т. е.
сохраняется при замене выражений X и X′ на равные)
и удовлетворяет всем аксиомам скалярного произведе-
ния.
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Пространство R1⊗R2 с введенным в нем так скаляр-
ным произведением называется тензорным произведе-
нием евклидовых пространств R1 и R2.

Заметим, что если e1; : : : ; em — ортонормированный
базис в R1, а f1; : : : ; fn — ортонормированный базис
в R2, то векторы ei ⊗ fj образуют ортонормированый
базис в тензорном произведении R1 ⊗R2. В самом деле,

(ei ⊗ fj; ei′ ⊗ fj′) = (ei; ei′)1(fj; fj′)2:

Значит, это выражение равно 1 при i = i′, j = j′ и равно
нулю во всех остальных случаях.



Д О Б А В Л Е Н И Е

ТЕОРИЯ ВОЗМУЩЕНИЙ

Точное вычисление собственных значений и соб-
ственных векторов самосопряженного линейного пре-
образования часто наталкивается на значительные вы-
числительные трудности. Одним из распространенных
методов приближeнного вычисления собственных зна-
чений в квантовой механике и во многих задачах тео-
рии колeбаний является так называемый метод возму-
щений. Этот метод, применимый к линейным преобра-
зованиям как в вещественном, так и в комплексном про-
странстве, грубо говоря, состоит в следующем: пусть
известны собственные значения и собственные векторы
некоторого самосопряженного линейного преобразова-
ния A. Рассмотрим преобразованиe A + "B , где B —
произвольное самосопряженное преобразование. Тогда
собственные значения A + "B суть функции от ". Мож-
но показать, что при " −→ 0 собственные значения и
векторы A + "B стремятся к собственным значениям и
векторам A. Задача состоит в нахождении �поправокъ
к собственным значениям и векторам при замене пре-
образования A на A + "B.

§ 1. Случай некратных собственных значений

Пусть A имеет различные собственные значения
–1; –2; : : : ; –n и пусть e1; e2; : : : ; en — соответствующие
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им нормированные собственные векторы. Пусть, да-
лее, B — какое-либо другое самосопряженное линейное
преобразование. Собственные значения преобразова-
ния A + "B обозначим через –1("); –2("); : : : ; –n("), а
соответствующие собственные векторы — через e1(");
e2("); : : : ; en("). Можно доказать, что –k(") и ek(") явля-
ются непрерывными и дифференцируемыми функция-
ми от ", причем –k(0) = –k, а ek(0) = ek. Представим
эти функции в виде

–k(") = –k + "–
(1)
k + : : :

и
ek(") = ek + "e

(1)
k + : : : ∗)

и будем сначала искать –
(1)
k и e

(1)
k , т. е. �главную частьъ

поправки к ek = ek(0) и –k = –k(0). Мы имеем

(A + "B)ek(") = –k(")ek(");

т. е.

(A+"B)(ek+"e
(1)
k +: : : ) = (–k+"–

(1)
k +: : : )(ek+"e

(1)
k +: : : ):

Сравним члены первой степени относительно " в обеих
частях равенства. Мы получим

Ae
(1)
k + Bek = –ke

(1)
k + –

(1)
k ek: (1)

Умножим обе части (1) скалярно на ek:

(Ae
(1)
k ; ek) + (Bek; ek) = –k(e

(1)
k ; ek) + –

(1)
k (ek; ek):

Так как, в силу самосопряженности преобразования A,

(Ae
(1)
k ; ek) = (e

(1)
k ; Aek) = –k(e

(1)
k ; ek);

∗) Многоточие здесь и дальнейшем означает, что отброшено
слагаемое порядка выше первого по сравнению с ". Мы не пишем
вместо многоточия o("), чтобы не загромождать изложения.
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то
(Bek; ek) = –

(1)
k (ek; ek) = –

(1)
k :

Отсюда
–

(1)
k = (Bek; ek); (2)

и первая половина нашей задачи таким образом решена.
Вычислим теперь главный член поправки к собствен-

ному вектору ek("), т. е. e
(1)
k . Для этого умножим ска-

лярно обе части равенства (1) на ei, где i 	= k. Так как
векторы ek и ei ортогональны, т. е. (ek; ei) = 0 при i 	= k,
то мы получим

(Ae
(1)
k ; ei) + (Bek; ei) = –k(e

(1)
k ; ei):

Но, аналогично предыдущему, мы имеем

(Ae
(1)
k ; ei) = (e

(1)
k ; Aei) = –i(e

(1)
k ; ei);

поэтому

(e
(1)
k ; ei) =

(Bek; ei)
–k − –i

; i 	= k: (3)

Совокупность этих равенств и определяет вектор e
(1)
k .

Запишем формулы (2) и (3) в координатной форме.
Для этого удобнее всего выбрать в качестве базиса соб-
ственные векторы e1; : : : ; ek �невозмущенногоъ преобра-
зования A. Матрицу преобразования B в этом базисе
обозначим через bij, т. е. Bej =

∑
bjkek и, следователь-

но,
(Bej ; ei) = bij :

Координаты вектора e
(1)
k — главного члена �поправ-

киъ — обозначим через ‰1; : : : ; ‰k; : : : ; ‰n, т. е.

e
(1)
k = ‰1e1 + : : : + ‰nen (4)

и, значит,
‰i = (e

(1)
k ; ei):
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Формулы (2) и (3) приобретут вид

–
(1)
k = bkk; (2′)

‰i =
bik

–k − –i
: (3′)

Сам вектор e
(1)
k определяется числами ‰i = (e

(1)
k ; ei) по

формуле (4). У нас осталась неопределенной k-я коорди-
ната ‰k. Она определяется из условия нормировки соб-
ственного вектора, т. е. из условия, чтобы длина векто-
ра ek + "e

(1)
k + : : : была равна единице. Мы имеем

(ek + "e
(1)
k + : : : ; ek + "e

(1)
k + : : : ) = 1;

т. е.

(ek; ek) + "[(e
(1)
k ; ek) + (ek; e

(1)
k )] + : : : = 1:

Сравнивая члены при первых степенях ", имеем
(e

(1)
k ; ek) ++ (ek; e

(1)
k ) = 0. Этому условию можно удовле-

творить, полагая ∗)

‰k = (e
(1)
k ; ek) = 0: (5)

Окончательно имеем

–
(1)
k = bkk; (I)

e
(1)
k =

n∑
i=1
i�=k

bik

–k − –i
ei; (II)

где bik = (Bek; ei), а –k — собственные значения �невоз-
мущенногоъ преобразования A.

∗) В комплексном случае (e
(1)
k ; ek) + (ek; e

(1)
k ) = 2 Re(e

(1)
k ; ek), и

мы могли бы считать (e
(1)
k ; ek) не только нулем, но и произволь-

ным чисто мнимым числом. Это связано с тем, что нормировка
собственного вектора определяет его в комплексном случае с точ-
ностью до множителя, по модулю равного единице.
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Для получения формул (I) и (II) мы выбрали базис, состоящий
из собственных векторов преобразования A. При произвольном

базисе формулы (2) и (3) также определяют –
(1)
k и e

(1)
k . Чтобы

получить формулы, аналогичные (I) и (II) в произвольном орто-
гональном базисе, надо знать только координаты векторов ek и
матрицу преобразования B в этом базисе. Пусть матрица B есть

‖�—�‖, а e
(1)
k = (c

(k)
1 ; : : : ; c

(k)
n ). Тогда из (2) получаем

–k =
n∑

—;�=1

�—� c(k)
— c(k)

� ;

а из (3) получаем систему уравнений для определения координат

“1; : : : ; “n вектора e
(1)
k :

“1c
(i)
1 + “2c

(i)
2 + : : : + “nc(i)

n =

=

∑

—;�
�—� c

(i)
— c

(k)
�

–k − –i
(i = 1; 2; : : : ; k − 1; k + 1; : : : ; n):

Недостающее уравнение снова получаем из условия (5) нормиров-
ки вектора ek("):

“1c
(k)
1 + “2c

(k)
2 + : : : + “nc(k)

n = 0:

Так как векторы e1; : : : ; en линейно независимы, то определитель
этой системы отличен от нуля, и числа “1; “2; : : : ; “n определяются
из нее однозначно.

Найдем теперь собственные значения во втором при-
ближении, т. е. с точностью до членов порядка "2.

Мы видели, что, для того чтобы найти собственное
значение в первом приближении [формула (2)], доста-
точно было знать собственный вектор в нулевом при-
ближении. Аналогично, для того чтобы найти второе
приближение к собственному значению, нам достаточ-
но будет знать собственные векторы в первом прибли-
жении. Мы имеем

(A + "B)ek(") = –k(")ek("):
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Подставим в это равенство:

ek(") = ek + "e
(1)
k + "2e

(2)
k + : : : ;

–k(") = –k + "–
(1)
k + "2–

(2)
k + : : :

и сравним члены при "2. Получим

Be
(1)
k + Ae

(2)
k = –

(2)
k ek + –

(1)
k e

(1)
k + –ke

(2)
k : (6)

Для того чтобы найти –
(2)
k , умножим скалярно обе ча-

сти этого равенства на ek. Учитывая, что (Ae
(2)
k ; ek) =

= (e
(2)
k ; Aek) = –k(e

(2)
k ; ek), мы получим

(Be
(1)
k ; ek) = –

(2)
k + –

(1)
k (e

(1)
k ; ek):

Так как, в силу (5) (e
(1)
k ; ek) = 0, то

–
(2)
k = (Be

(1)
k ; ek):

Но e
(1)
k =

∑
‰iei. Подставляя, получаем в силу формулы

(3) для первого приближения

–
(2)
k =

n∑
i=1

‰i(Bei; ek) =
n∑

i=1
i�=k

(Bek; ei)(Bei; ek)
–k − –i

;

а так как (Bek; ei) = (Bei; ek), то окончательно имеем

–
(2)
k =

n∑
i=1
i�=k

|(Bek; ei)|2
–k − –i

;

где ek — собственные векторы, а –k — собственные зна-
чения преобразования A, или

–
(2)
k =

n∑
i=1
i�=k

|bik|2
–k − –i

:
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З а д а ч а. Найти поправки для собственного вектора во вто-
ром приближении, умножая скалярно обе части равенства (6)
на ei.

Ответ.

e
(2)
k =

∑
i�=k

∑
j �=k

bij bjk

(–i − –k)(–j − –k)
ei −

−
∑
i�=k

bkkbik

(–i − –k)2 ei −
∑
i�=k

|bik|2
(–i − –k)2

ek

2
:

Кроме указанных уравнений надо воспользоваться также услови-
ем нормировки, т. е. равенством

(ek + "e
(1)
k + "2e

(2)
k + : : : ; ek + "e

(1)
k + "2e

(2)
k + : : : ) = 1:

§ 2. Случай кратных собственных значений

Рассмотрим теперь случай, когда – есть r-кратное
собственное значение преобразования A. Обозначим че-
рез

f1; f2; : : : ; fr (1)

какие-либо r попарно ортогональных собственных
векторов преобразования A, отвечающих этому соб-
ственному значению –. Заметим, что, так как ei

(i = 1; 2; : : : ; r) отвечают одному и тому же собственно-
му значению –, то линейная комбинация этих векторов
также будет собственным вектором, отвечающим это-
му собственному значению. Этими линейными комби-
нациями исчерпываются все собственные значения пре-
образования A, отвечающие собственному значению –.

При замене преобразования A на A + "B собствен-
ное значение перестанет, вообще говоря, быть крат-
ным, и вместо – мы получим r различных собствен-
ных значений –1("); –2("); : : : ; –r("). Соответствующие
нормированные собственные векторы обозначим через
e1("); e2("); : : : ; er(").

Например, если A — единичное преобразование, т. е. A = E,
в n-мерном пространстве, а B — произвольное самосопряженное
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преобразование с попарно различными собственными значениями
–1; : : : ; –n, то A = E имеет n-кратное собственное значение 1, а
A+"B = E +"B имеет n различных собственных значений 1+–1",
1 + –2", : : : , 1 + –n".

Аналогично случаю простых собственных значений
–i(") и ei(") являются непрерывными и дифференциру-
емыми функциями от ". При " −→ 0 –i(") стремятся к
собственному значению A, т. е. к –i. Мы имеем

–i(") = –i + "–
(1)
i + "2–

(2)
i + : : : (2)

Для собственных векторов ei(") преобразования A+"B
мы имеем аналогичное равенство

ei(") = ei + "e
(1)
i + "2e

(2)
i + : : : ; (3)

ei = lim
"→0

ei("), и значит, ei есть собственный вектор пре-

образования A, отвечающий собственному значению –.
Следовательно, ei есть какая-то, заранее нам неизвест-
ная, линейная комбинация векторов (1). Таким образом,
в отличие от случая некратных собственных значений,
сами ei также подлежат определению. Подставим в ра-
венство (A + "B)ei(") = –i(")ei(") выражения (2) и (3).
Сравнивая, как и в предыдущем случае, коэффициенты
при ", получаем

Bei + Ae
(1)
i = –e

(1)
i + –

(1)
i ei; i = 1; : : : ; r: (4)

Здесь вектор ei является, как было указано, линейной
комбинацией собственных векторов f1; : : : ; fr:

ei = ”1f1 + ”2f2 + : : : + ”rfr:

Наша цель — найти число –
(1)
i и вектор ei, т. е. числа

”1; : : : ; ”r.
Умножая обе части (4) скалярно на fk, получим

(Bei; fk) + (Ae
(1)
i ; fk) = (–e

(1)
i ; fk) + –

(1)
i (ei; fk);
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или, так как (Ae
(1)
i ; fk) = (e

(1)
i ; Afk) = –k(e

(1)
i ; fk),

(Bei; fk) = –
(1)
i (ei; fk):

Подставляя в левую часть этого равенства вместо ei его
выражение и замечая, что (ei; fk) = ”k, получим

r∑
p=1

(Bfp; fk)”p = –
(1)
i ”k; (5)

или
r∑

p=1

bkp”p = –
(1)
i ”k; (I)

где
(Bfp; fk) = bkp:

Итак, числа –
(1)
i являются собственными значениями

матрицы ‖bkp‖, k; p = 1; 2; : : : ; r, т. е. определяются из
уравнения

Det ‖bik − –�ik‖ = 0;

а вектор ei определяется формулой

ei = ”1f1 + : : : + ”rfr;

где числа ”i находятся из уравнений (I).
Аналогично можно было бы найти поправки к соб-

ственным векторам, т. е. e
(1)
k ; e

(2)
k , и следующие поправ-

ки к собственным значениям, т. е. –
(2)
i .
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