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CHIZIQLI DIFFERENSIAL TENGLAMALAR VA ULARNI YECHISH USULLARI

Qobilov T.A.
Chirchiq davlat pedagogika universiteti
tursunboyqobilov95@gmail.com

Annotatsiya. Ushbu magqolada chiziqli differensial tenglamalar haqida
tushunchalar va ularni yechishni metodik tahlilli hagida ma’lumot berilgan va turli xil
tenglamalarlar ishlab ko‘rsatilga.

Kalit so’zlar. Bir jinsli differensial tenglama, Koshi masalasi, Pikar teoremasi,
Bernulli va Rikatti tenglamasi, xususiy yechim, o’zgarmaslarni variatsiyalash.

JINHEAHBIE IN®dPEPEHIIMA/IBHBIE YPABHEHUA U METO/AbI UX PELIEHUA

AHHoTamMsa. B JdanHOU cmamve darwwmcsi ceedeHuss 0 NOHAMUSIX JUHEUHbIX
dudpepeHyuarbHbIX ypasHEHUU U MemoouvyeckoM aHA/Iu3e UX peweHus, d makdce
paspabamvuiearomcst pa3AuyHbsle YypagHeHusl.

KiroueBble cioBa. OdHopodHoe dudgpepeHyuaavHoe ypasHeHue, 3adava Kowu,
meopema Ilukapa, ypasHeHusi BepHysaau u Pukkamu, wacmHoe peuwieHue, 8apuayus
UHBAPUAHMO8.

LINEAR DIFFERENTIAL EQUATIONS AND THEIR SOLUTION METHODS

Abstract. In this article, information is given about the concepts of linear
differential equations and methodical analysis of their solution, and various equations
are developed.

Key words. Homogeneous differential equation, Cauchy's problem, Picard’s
theorem, Bernoulli's and Riccati's equation, particular solution, variation of invariants.

Quyidagi

y' +p(Xx)y=f (%) (1)

ko’rinishdagi y va »' ga nisbatan chizigli bo’lgan tenglama chizigli differensial
tenglama deyiladi.

Tenglamadagi p(x) va f (x) funksiyalar (a,b) intervalda uzluksiz funksiyalar.

Agar (1) tenglamada f (x)=0 (xe(a,b)) bo’lsa, u holda

y'+p(x)y=0 (2)

tenglama bir jinsli deyiladi.

Agar (1) tenglamada f (x)#0 bo’lsa, bir jinsli bo'lmagan tenglama deyiladi. Bu
tenglama uchun boshlang’ich shart qo’yib, Koshi masalasini hosil qilamiz. Pikar
teoremasiga ko’ra agar p(x) va f (x) funksiyalar (a,b) intervalda uzluksiz bo’lsa, u
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holda y(xo0)=yo shartni qanoatlantiruvchi yagona yechimi mavjud, shuningdek bir jinsli
tenglamalarning integral chiziglari OX o’qini kesib o’tmaydi.

Haqgigatdan ham, agar OX o’qini kesib o’tsa, u holda Koshi masalasining yechimini
yagonaligi buziladi, chunki y=0 (0X 0’qi) ham (2) tenglamaning yechimi.

Shunday qilib, quyidagi xulosaga kelamiz. Agar (2) tenglamani biron-bir yechimi
(a,b) intervalni bitta nuqtasida nolga aylansa, u holda butun (a,b) intervalda nolga teng
va aksincha (ag,b) intervalni bitta nuqtasida nolga teng bo’lmasa, butun intervalda
noldan farqli.

Chiziqli differensial tenglama xossalari

1. Chiziqli tenglamada x argumentni ixtiyoriy

x=(t)

almashtirilganda ham, 0’z ko’rinishini (ya’'ni chiziqliligini) o’zgartirmaydi.

2. Chiziqli tenglamada y noma’lum funksiya ixtiyoriy

y=a(x)z+b(x)

chiziqgli almashtirilganda ham o'z ko’rinishini (ya’'ni chiziqliligini) o’zgartirmaydi.

Bir jinsli (2) tenglamaning umumiy yechimini izlash uchun uni quyidagicha yozib
olamiz.

dy=-yp(x)dx tenglikdan

& = —p(x)dx , buni integrallab
y= ce 1P (3)

ko’rinishdagi yechimini olamiz, bunda c=const (3) ko’rinishidagi yechim ushbu
xossalarga ega.

1. Agar y1 (2) tenglamaning xususiy yechimi bo’lsa, u holda
yi+p(x)y=0 (4)

ayniyat o’rinli hamda

y=cy1 (5)

funksiya ham uning yechimi bo’ladi.

2. Agar y1 (2) ni noldan farqli xususiy yechimi bo’lsa, u holda (5) ko’rinishdagi
funksiya (2) ning umumiy yechimi bo’ladi.

Magolada bir jinsli bo’'lmagan tenglama uchun o’zgarmasni variasiyalash usuli
bilan tanishamiz. Bu usul ba’zan Lagranj usuli deb ham yuritiladi.

(1) tenglamaning yechimini (3) ko'rinishida qidiramiz, ya'ni

y= ce 1P (6)
bunda, ¢ o’zgarmasni o’rniga, c=c(x) uzluksiz differensiallanuvchi funksiya deb,

(6) dan hosila olamiz
v = (e TP p(x)e(x)e TP (7)
(6) va (7) ni (1) tenglamaga qo’yamiz.
() 1M = plaele)e TPME 4 pllelx)e M < £ (),
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bundan

' - x )dx
() PN < p(x)
yoki

' Ip(x)dx
c'(x)=f(x)e
tenglikka ega bo’lamiz. So’nggi tenglikni integrallab,
c(x)= jf(x)ejp(x)dxdx +¢,, ¢, =const
Bu ko’rinishdagi c(x) funksiya qiymatini (6) ga qo’ysak,
y= ¢ 1Plx)as (c1 + If(x)ejp(x)dxdx) (8)
ko’rinishdagi (1) tenglamaning umumiy yechimini topamiz. (8) ni yoyib yozsak
y= e_jp(x)dxj'f(x)ejp(x)dxdx + cle_Ip(x)dx (9)

ko’rinishga keladi. Buning birinchi hadi (1) tenglamani biror xususiy yechimini
bildirsa, ikkinchi qo’shiluvchi (2) tenglamaning umumiy yechimini ifodalaydi.
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Bernulli tenglamasi

Ushbu

y'Hpy=fx)yr  (n=0,1) (10)

ko’rinishdagi tenglama Bernulli tenglamasi deyiladi.

Bernulli tenglamasini chiziqli tenglamaga keltirish mumkin. Buning uchun (10) ni
yn ga bo’lamiz, u holda

yny'+pxlyrn=f(x) (11)

tenglamani olamiz. Bunda

A _\g
v I LIN

" st
ONALEYXZT
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C) - 5 QIR = =y (Ol

\)C'
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Q,§’3 o)

yln=z (y 221—1’7\ (12)

&, £

N
% ?
LY
N‘

almashtirish bajaramiz.(12) ni (11) ga qo’yish uchun y' ni topamiz. Ya'ni (12) ¢

o

dan hosila olib,

(I-n)y™y' =z, y=—""— (13)
(1—n)y™"

endi (12) va (13) ni (11) ga qo’yamiz
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62

© «Q v plx)z = f(x) 9«»« g
R StAH (1=n)y™ 97 %
%:g yoki o oﬁ%

o

oL
. ” y
\ 7
s A N

2+ (=n)p(x)z=(1-n)f(x)

Bu chiziqli tenglama, ushbu chiziqli tenglamani yuqoridagi usulda yechib, so’'ng :
yana (xy) o'zgaruvchilarga o’tsak Bernulli tenglamasining yechimi quyidagicha
ko’rinishga ega bo’ladi.
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Rikatti tenglamasi

Ushbuy’ + P(X)y + Q(x)- y* =R(X) ko'rinishdagi tenglama Rikkati tenglamasi
deyiladi. Bunday tenglamaning biror xususiy y,(x) yechimi ma’lum bo’lsagina,

y =Y, (x) + z almashtirish yordamida Bernulli tenglamasiga keltirish mumkin.

Misollar

2
1-misol. y' — =y = 2x® chiziqli differensial tenglamani yeching.

2
Yechish: y'——-y =0 tenglamaning umumiy yechimi y=Cx?; y=C(x)-x*deb
X
olamiz va berilgan tenglamaga qo’yamiz
2
C'(x)-x* +2x-C(X) —=-C(x)x* = 2x°
X

soddalashtirib, C'(x) = 2x, yani C(x)=x> ekanligini topamiz. Xususiy
yechim y=x* ekan. Berilgan tenglamaning umumiy yechimi y=Cx? + x* ko’rinishda
bo’ladi.

2-misol. y' — 1 y = LZ Bernulli tenglamasini yeching.

X y
1
Yechish: n=-2 ekanligidan z= _12_1 =y® almashtirish o’tkazamiz. y =z3,
2 1 2 1y
y' :§Z %.7' ekanligidan 3? 3.7 —=.7% = — Kelib chiqadi.
X =
3

z
z 3

Tomonlarni 3z3 ga ko’paytirib, z' — —z = 3x chiziqli tenglamani hosil gilamiz.
X

3
z'——2z=0 ning umumiy yechimi z=C-x® z=C(x)-x* deb olamiz va berilgan
X

3
tenglamaga qo’yamiz. C'=—- dan C(x):—i. Xususiy yechim z=-3x* ko’rinishida,
X X

umumiy yechim esa z=C-x®-3x* bo’ladi. Eski o’zgaruvchiga gaytib y®=Cx®-3x°
Bernulli tenglamasi yechimi ekanligini topamiz.

3-misol. y' —2xy + y* =5—x’ Rikkati tenglamasining xususiy yechimi y, = x + 2
ma’lum bo’lsa, umumiy yechimini toping.

Yechish: y=x+2+2z, y'=1+ z' almashtirish bajaramiz
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1+ 2 = 2X(X+2+2) + (X + 2+ 2)* =5 X°.

Soddalashtirib, z’ + 4z = —z° Bernulli tenglamasiga ega bo’lamiz.

SN , 2= %, 2'= —tiz-t' almashtirish yordamida t'—4t =1 chiziqli tenglamaga
z

kelamiz. t'—4t =0 tenglama yechimi t=C.e*, t'—4t=1 tenglama yechimi esa

4x
t= 4CeT ekanligini topish mumkin. Mos Bernulli tenglamasini yechimi z = 2

o . . . . o 4 yoi s
ko’rinishda, Rikkati tenglamasi umumiy yechimi esa y=x+2+ e 1 ko’rinishda
e —

bo’ladi.
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