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I BO‘LIM. DIFFERENSIAL HISOBI

§ 1. Sonlar ketma-ketlik tushunchasi. Ketma-ketlikning limiti. Funksiya

tushunchasi. Funksiya limiti. Funksiya limitini hisoblash

1.1. Sonlar ketma-Kketligi tushunchasi va uning limiti

Aytaylik, biror qoidaga ko‘ra har bir natural songa (ne N) bitta x, haqiqiy
son mos qo‘yilgan bo‘lsin (/1> x ). Ravshanki. bu holda argumenti » bo‘lgan
funksiyaga ega bo*lamiz. Bunday funksiya natural argumentli funksiya deyiladi:

X, =/{n).
Bu funksiya qiymatlaridan iborat ushbu
LA S U S (L.1)
to‘plam sonlar ketma-ketligi deyiladi va {x,} kabi belgilanadi . X, x,,... sonlar
(1.1) ketma-ketlikning hadlari, x esa (1.1) ketma-ketlikning umumiy yoki #-hadi
deyiladi.

Odatda, ketma-ketlik, uning umumiy hadi orqali belgilanadi.

Masalan,
iz =", 234  ntl
T i » muN.wu.,: " ameay
1 o1 i G
2) x, = L— —=...-.~ ketma-ketliklar bo‘ladi.

i BB
Ketma-ketlikning har bir x, (n=12,3..) hadi sonlar o'qida bitta nuqtani
tasvirlaydi.
Biror {x,}:
- 7 O S (1.1)
ketma-ketlik berilgan bo‘lsin.
Agar (1.1) ketma-ketlikning hadlari uchun

MEXLEXRS.LEX, 5. (y XX <X <),

2 "

yi'ni
Ve N uchun x,<x,, (YneN uchun s e
bo'lsa, (1.1) ketma-ketlik o‘suvchi (qat’iy o‘suvchi) deyiladi,
Apar (1.1) ketma-ketlikning hadlari uchun

(>x,>x>..2x >..),

Vne N uchun x,zx,,, (WaeN uchun X, =x,.0)
ho'lsa, (1.1) ketma-ketlik kamayuvchi (qat’iy kamayuvchi) deyiladi.

O*suvchi hamda kamayuvchi ketma-ketliklar umumiy nom bilan monoton
ketma-ketliklar deyiladi.

I-ta’rif. Agar a nugtaning ixtiyoriy U (a) atroft olinganda ham (1.1) ketma-
hetlikning birer hadidan boshlab keyingi barcha hadlari shu airofga tegishli
h'lsa, a son x, ketma-ketlikning limiti deyitadi va

._‘_._HM:HQ yoki n—w da x —a
kabi yoziladi.

Ta’rifdagi "biror hadidan boshlab, keyingi barcha hadidan" iborasi "shunday
titural m, topilib, wn > n, uchun" deb aytilishini bildiradi.

Demak, ¥n>an, uchun x, el (a)=(a—s, a+g) bo'lishi bunday hadlarning

G—E<X, <a+g —c<x, —a<e

tengsizlikning bajarilishini keltirib chigaradi. |x,—al <2
Unda yuqorida keltirilgan ta’rifni quyidagicha “ham aytsa bo‘ladi: agar

Ixtiyoriy >0 son olinganda ham shunday natural #, son topilib, barcha n>n,

v, —a| < tengsizlik bajarilsa, a son x, ketma-ketlikning limiti deyiladi.

Misol. Ushbu
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A
Gy
ketma-ketlikning limiti O bo ‘fishi ishotlansin.

ixtiyoriy £>0 sonni olamiz. Ravshanki berilgan ketma-ketlikning limiti 0

bo‘lishi uchun

FJCT‘HL_ <g (1.2)
£

tengsizlikning » ning biror qiymatidan boshlab o‘rinli bo‘lishini ko‘rsatish
yetarli. Keyingi tengsizlik

2 e (1.3)
Fid

ni yechib, > bo‘lishini topamiz. Agar n, sifatida ﬁ%g ([a]-asoninig a dan
£ £

katta bo‘lmagan butun gismi) olinsa, n, |ng unda barcha s> s, da (1.3) demak,
£

(1.2) tengsizlik bajariladi Ta’rifga binoan lim-L =g bo‘ladi. »

ne
Agar {o,} ketma-ketlikning limiti 0 ga teng bo‘lsa, bu ketma-ketlik cheksiz
kichik miqdor deyiladi.
Masalan, «, ! ketma-ketlik cheksiz kichik miqdor bo‘ladi, chunkj
A

limer, = :.EF =1.

P e gy

Aytaylik, {x,} ketma-ketlikning limiti « £a teng bo'lsin:

S

limx =q.

s

Uholda a,=x,—-a  dun e,/ <& botlib, u cheksiz kichik miqdor bo‘ladi.

4

Natijada x, =a+a, bo‘ladi. Masalan, x L ketma-ketlik uchun x, sk bo‘lib,
" "
@,=" cheksiz kichik miqdor bo‘lganligidan limx, =1lim ™ =1 bolishi kelib
n o e g
chigadi.
Biror {x,}: %> ¥k, ketma-ketlik berilgan bo*lsin.

Agar har ganday musbat a son olinganda ham, ketma-ketlikning biror

hadidan boshlab, keyingi barcha hadlari uchun [x,|> M bolsa, x, ketma-ketlikning

limiti cheksiz deyiladi va limx, =co kabi yoziladi,

Masalan,
X, =(—0)-n:-1,2-34_ .
ketma-ketlikning limiti bo‘ladi, chunki
?_ H_T::iu n
bolib, har qganday musbat asson olinganda ham shunday natural # son topiladiki,
n> M tengsizlik bajariladi.

Agar {x} ketma-ketlikning limiti cheksiz, limx, = bo‘lsa, {x,} cheksiz

n—rm

1 migdor deyiladi.

Masalan, x =»:1234.... ketma-ketlik cheksiz katta miqgdor bo‘ladi, chunki

1.2. Funksiya ta’rifi. Funksiyaning aniglanish va o‘zgarish sohalari

(to‘plamlari)

¥ va y o‘zgaruvchilar mos ravishda E(EcR) hamda F(FcpR)

Aytayli
hagiqiy sonlar to‘plamlarida o'zgarsin: xe £, yeF.

I-ta’rif Agar E to ‘plamdan olingan har bir x songa biror [ qoidaga (voki
(tonunga) ko'ra F to'plamning bitta layin y soni mos qo'vilgan bo'lsa, E
o plamda funksiya aniglangan deyiladi.

Bunda £ to'plam funksiyaning aniglanish  (berilish)  sohasi,
e r(x): xeE}=F to‘plam funksiyaning o‘zgarish sohasi, x- erkli o‘zgaruvchi,

lunksiya argumenti, y- erksiz o‘zgaruvchi, x ning funksiyasi deyiladi.

Ta'rifdagi x,y va s larni birlashtirib, 3 o‘zgaruvchi x ning funksiyasi

hini

dey

y=/(x) (1.4)

i yoziladi va "igrek teng ef iks" deb o‘giladi.
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Ravshanki, har bir x ga boshga qoidaga ko‘ra bitta tayin y mos
qo‘yiladigan bo‘lsa, unda boshqa funksiya hosil bo‘ladi. U, masalan, y=g(x) kabi
yozilishi mumkin.

Eslatma. Funksiya ta'rifida £ y=f (x) y=Ji_x* va F
to'plamlarning  berilishi aytilgan bo‘lsada, amaliyotda bu to'plamiar (1.1)
munosabatdan foydalanib topiladi. Jumladan, funksiyaning aniglanish sohasi
(to'plami) argument x ning shunday gqiymatlaridan iborat to ‘plam  bo lishi
kerakki, bu to'plamdan olingan har bir x ning qiymatida y= f(x) munesabat
ma'noga ega bo'lsin. Masalan, da, uning ma’noga ega bo‘lishi uchun 4—x'=¢
bo‘lishi  kerak. Keyingi  tengsizlikni  yechamiz: 4—x"20, x*_4=o,
(x=2)(x+2)=0,~2<x<2.

Demak, garalayotgan funksiyaning aniglanish sohasi (to‘plam) E£=[-2,2]
bo‘ladi. Bu funksiyaning o‘zgarish sohasi esa F=[0.2] bo‘ladi.

Funksiya ta’rifidagi mos qo‘yuvchi qoida turlicha usul-analitik, jadval,

gralik va boshga usullarda bo‘lishi mumkin.

1.3. Funksiya limiti ta’rifi

Aytaylik, f(x) funksiya E(EcR) to‘plamda berilgan bo‘lib, a nugtaning
ixtiyoriy atrofida to‘plamning cheksiz ko*p nuqtalari bo‘lsin. Ushbu
LU0 A A - (1.3)
ketma-ketlik quyidagi ikki shartni ganoatlantirsin:
1y (1) ketma-ketlikning barcha hadlari £(x) funksiyaning aniglanish
sohasi £ ga tegishli va Wne N uchun x, «a

2) limx =a mavjud.

Bu ikki shartni ganoatlantiruvchi ketma-ketliklar cheksiz ko‘p bo‘ladi.
Modomiki, x,eE£ (#=1,2.3,..) ekan, bu nuqtalarda f(x) funksiya tayin f(x,)
qiymatlarga ega bo‘lib, ular

10

TELSE) S ) f (X, (1.6)
ketma-ketlikni (sonlar ketma-ketligini) hosil giladi. Ravshanki, bunday ketma-
ketliklar ham cheksiz ko‘p bo‘ladi.

Ta’rif: Agar ikkala shartni qanoatlantiruvehi har ganday (1.3) ketma-ketlik
wchun, funksiva qivmatlaridan iborat ( 1.6) ketma-ketlik har doim bitta 4 limitga
ega bo'lsa, A f(x) funksiyaning x —>a dagi limiti deyiladi va

lim f(x)= A

A

kabi belgilanadi.,

Ta’rifdagi @ va 4 lar chekli yoki cheksiz bo‘lishi mumkin. Agar 4 chekli
son bo‘lsa, funksiya limiti chekli deyiladi.
Demak,

limx, =a

=
ho‘lishidan

lim f(x)=4

R

bolishi kelib chigsa, unda 4 f(x) funksiyaning x »a dagi limiti bo‘ladi.

Misol. Ushbu

lim——
=iy 4]

limit topilsin.

Yechish usullari.

f(x) uw funksiya £ =(—e0,~1)u(~1,+0) to‘plamda aniqlangan. Har bir hadi
X

shu to‘plamga tegishli bo‘lgan va 2 ga intiluvchi (limiti 2 bo‘lgan) ixtiyoriy x:

N Xa Xy X limx, =2, x 22

s

1 lim1 1 |

A-r

wvex, okl lim(x, +1) limx, +1 241

Aepn -y



. R |
A

>

Funksiya limiti ta’rifidan quyidagilar kelib chigadi:
1) Ixtiyoriy a (chekli yoki cheksiz) uchun limx=a bo‘ladi,

2) Agar barcha x larda f(x)=c=const bo'lsa, ixtiyoriy a (chekli yoki

cheksiz) uchun lim /' (x)=c bo‘ladi. Aytaylik, a va 4 lar chekli bo‘lsin. Unda

x—a da f(x)— 4 bo‘lishini quyidagicha ham ta’riflasa bo‘ladi:

Agar ixtiyoriy £>0 son olinganda ham shunday &6 >0 son topilsaki,

O<|r—da/<&
tengsizlikni qanoatlantivuvchi barcha xe £ uchun

[/ (x)-4

<E

tengsizlik bajarilsa, A son f(x) funksiyaning x—a dagi limiti deyiladi.

Ravshanki, [x-a| <& tengsizlik a—8<x<a+d ga ekvivalent, ya’ni bir yo‘la
a-d<x<a va a<x<a+d bajariladi,

Agar a-d<x<a bo‘lganda _\?vla_nm bo‘lsa, 4 son f(x) funksiyaning
x —a dagi chap limiti deyiladi va

f(a=0)= lim f(x)=4

kabi belgilanadi.

Agar a<x<a+d bo‘lganda fla+0)= lim f{x)=4 |/ (x)-4

g—rerl

<E
bo‘lsa, 4 son f(x)funksiyaning x—a dagi o‘ng limiti deyiladi va kabi
belgilanadi.

Eslatma. Funksiyaning o'ng f(a+0), chap f(a—-0) limitlari bir-biriga teng
bo'lishi ham mumkin, teng bo'lmasligi ham mumkin. f (a+0)=f(a-0) bo'lgan
holda f(x) funksiva x—>a da limitga ega bo'ladi.

Misol. Ushbu

ketma-ketlik monotontikka tekshivilsin.,

Yechish usullari.

Iy N _n+l o |z~+wx+_lzulmxl 1
"o+l TR 042 ntd (n+1)n+2) (n+1)n+2)
ntl  m+l

Xy =——=
"ntl+l me2

H||Vo X
{(r1)n+2) "

-x,>0x,<x,,

Berilgan ketma-ketlik qat’iy o‘suvchi. B

Mustaqil yechish uchun misollar

. ¥ -16 5 qi X
1. lim [ﬁ 5. lim -
= xt 4y =iiy—35
1 g - . X+2
2. limE =2 Bl
repd x° —5x -
16 . x—16
3 i =210 7. w..ﬁ T g
s | ol e
. X' -9
4. ::Tm|
bl st

§ 2. I- va 2- ajoyib limitlar. Ekvivalent cheksiz kichik funksiyalar. Cheksiz
kichik funksiyalar taqgoslash

{) Ushbu limsinx=0, limcosx=1, lim> 2% =1 Jimitlar isbotlansin.

= x4 P iy

<«Radiusi OB =1 bo‘lgan aylana chizamiz:

2.1-chizma

13



Trigonometrik funksiyalar: sinx.cosx tgx larning ta’riflariga binoan

mﬁ.n_mii“
Oin_ncm.a.
mbn_ﬁ.h\«_q
bo‘ladi. Aytaylik, m,ﬂim bo‘lsin, unda  BC yoyi BC vatardan kichik

bo‘lmaganligi va 0‘z navbatida vatar 4C dan kichik bo‘lmaganligi uchun

_m_.n H_mz {2.1)
bo‘ladi. Shuningdek, OCA uchburchakda uning bir tomoni golgan ikki tomonlari
ayirmasidan kichik emasligi haqidagi tasdigga ko‘ra

cosx = 1—|sin x| (2.2)
bo*ladi.

Ravshanki, (2.1) tengsizlikdan

—|x] < sinx =]
bo'lishi kelib chiqadi. Ayni paytda, x 0 da

- _«_ —0, T_ — 0

bo‘lganligi uchun 1-teoremaga ko‘ra

limsin x=10

bo‘ladi.
Ravshanki, cosx<l. Unda (2.2) munosabatga muvofig
I-[sinx]<cosx <1
bo‘lib, I1-teoremaga ko‘ra _

limcosx =1

r—501
bo‘ladi.

Ma’lumki, AOAC ning yuzi Wnoma._mm:,«_

OBC sektorning yuzi W_a_“ AOBD ning yuzi W_E»_

ular uchun

COsx-
)

. 1 1
sin k_ = m_k_ = M?WH_

(engsizliklar bajariladi. Bu tengsizliklardan,

sin x * _c_z »._ F s

X _H_ ’ 2

munosabatlarni e’tiborga olgan holda

x 1

=

sinx  cosx

cosxy =

]

ho'l

ni topamiz. Ma’lumki,

=1.

i 1
limeosx =1, lim
wail T} COsSxY

Unda I-teoremaga ko‘ra ::m SINY _ | bo‘ladi.
Aowl} '

2) Ushbu :Eﬁ: _w =elimil isbotlansin.

x—wn X

Ma’lumki, lim ﬁ:ww =e.

] "

Aytaylik, x>1 bo'lsin. Agar x ning bulun qismini

i x<n+l bo'lib,

. Bu munosabatlardan

" £l 4l
ﬁ: _ W AT+{J hﬁ_*rwu
n+1 x R

hi kelib chiqadi. Ravshanki,

IS

1 1 1

lim(l + ) = lim(l + Y (L + yil=

"oy 141 " n+1 n+1
lim(l + . ¥y lim(l + : V' =e-1=e,
Uigad n-+1 e n+1

1 — bl = 1 " ._

hm(l+—)" =lim{l+—)"-(1+=)=e-1=e.

L = 5 i

Unda 1-tecoremaga ko‘ra

n desak, unda



:aﬁ_+Hw =e
T H

boladi. Aytaylik, x<-1 bo‘lsin. Agar x=—s deyilsa, u holda

x -t /__
_m_zﬁ:Mu |___.:®|mw n___:ﬁ:.%; =
] x Fbm f [ —1
1y [
H_WET+||W .ﬁ_+|wnm._nm
i t—1 -1
bo‘ladi. Demak, :_:ﬁ:Mw =e.

¥—dan X

Keyingi muhim limitlarni keltirish bilan kifoyalanamiz,

I 1
3)Ushbu lim om,.ﬂ 34) =log, e,

lim (a>0.a=1)
In{l+; -
xususan, :_w[i i) =1 munosabat o‘rinli.
¥ X
4)Ushbu lim“— =Ina (a>0) tenglik o‘rinli.
e X
1 -1 . -
5)Ushbu _EME[HQ tenglik o*rinli.
x>l H
e
6) Ushbu :ET\_TL =C limitda:
Iim{/ Akw A, lim ¥ Akw =8 bo'lsa,
h—v mwmmz x—ha ) K—ber
C=d4"  po'ladi
b) agar limU(x)=A#1, lim}/ (x)=+oo

X

bo‘lsa, garalayotgan limit bevosita hisoblanadi.

d)agar limU(x)=1,

x—bu

lim¥ (x)=ccbo‘lsa, u holda ¢ Im_i?.aéﬁ

= K—da

bo‘ladi. »

Funksiya limiti haqidagi ma’lumotlardan, shuningdek muhim limitlardan
foydalanib funksiyalarning limitini hisoblaymiz.

1-Misol. Ushbu __E“N al

limit hisoblansin.
x—+l} MH—._ x
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.lﬂ
il
Kl

bo'lsa, f(x) funksiva x, nugtada uzluksiz &&iﬁ%

Yechish usullari.

- L3
. sinx .oat—1
lim =1, lim =Ina
o x =0y
271 . 2"~1
L iy In2 .
e T uﬁlﬁu_:m.v
w0 g 3 i 51X 14
S ==  lim==
k x—wl R

x—pm

2-Misol. Ushbu :Eﬁ? u hisoblansin.

Yechish usuflari.

_m_:ﬁ_,‘.ww H:ET.‘.HW _ﬁ_+wu = |:=._:+i__ ::‘.:»IV =g-e=¢g’ . P
Tk .N\ A .H x T—oe e

Mustaqil yechish uchun misollar

. 5 .
. SINXCOSXY = . COS“X—8In"x
| H.Hm T 5. lim————
x x el I—sin2x
2 i sin2x .
. lim = . COSX—SIX
0 Cos x 6. lim————=
w1 4gin 2y
. 8in2x 5
3. lim F . COSX+Ssinx
T Sinx 7. lim—2"""—
2 =0 ]—sinx
1 .
. €08 X+8In° x
4. lim—————

e 14sin2x

§ 3. Funksiyaning uzluksizligi. Uzilish nuqtalari va ularning turlari

Aytaylik, y=/(x) funksiya E to‘plamda (£cR) berilgan bo‘lib, x, £

bo‘lIsin.

I-fa’rif. Agar
lim f(x)=f(x) (3.1

]

AZIRLIGH M
CHIRCHIQ DAVLAT ajm:‘d, IKA UNIVERSITETI

AX WO_AQH —
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Masalan y=f(x)=x* funksiya ixtiyoriy x, (-, +w)da uzluksiz bo‘ladi,

chunki lim f(x)=limx* = =lim(x-x)=x, x,=x =f(x).

Ty Xz L

Agar f(x,+0)= lim F{x)=f(x)

Xt )

bo‘lsa, f(x) funksiya x,nugtada o‘ngdan,

agar f{(x,—0)= lim 1 [(3)= /(%)

Tty

bolsa, s (x) funksiya x, nuqtada chapdan uzluksiz deyiladi.

1,

=X, agar x=<2

f(x)=1 2

X, agar x>2

Masalan funksiya uchun

lim f(x)= r_.:ﬁ E wnlm S(2). lim .\TQI:E\« 2% £(2)

2= Tk2=ib ¥—a240) =240
bo‘ladi. Demak berilgan funksiya x, =2 nugtada chapdan uzluksiz.

y=f(x) funksiyaning x, nuqgtada uzluksiz bo‘lishi sharti lim S =f(x,)

]

ni quyidagicha yozish mumkin: im [ £ (x)- f(x)]=0.

Quyidagi belgilashlami kiritamiz:
Fys ._H.v.__.\.H?\.A,H__WH,\.AHvl.\\.AH__w Ammu

Odatda, Ax argument orltirmasi , Ay esa funksiya orttirmasi deyiladi.

Ax=x—

XX AR AY=AF(x) = S (5 +AY) -/ (x).
Ax va Ay larning geometrik ma’nolari 3.1- 5 Flx -
chizmada keltirilgan. hw,. S (%o + £x)
(3.1) va (3.2) munosabatlardan FmIT Il
ma=liman)=0 @3 u R
bo‘lishi kelib chigadi. 3.1-chizma

Demak, (3.3) munosabat f(x) funksiyaning x, nuqtada uzluksizligi ta’rifi
sifatida qaralishi mumkin.
Masalan, /(x)=c=const funksiya ixtiyoriy % €(~0,4+0) nugtada uzluksiz

boladi, chunki lim Af(x,)= lim Tx? +Ax)- £( JZI .m_umu?lnu =0.

Ar—si) Av—

- 18-

deta'rif Agar  f(x) funksiva E to'plamning har bir nugtasida uzluksiz
£
[t 'fva, funksiva  to'plamda uzfuksiz deyiladi.

3.1. Funksiyaning uzilishi va uzilish turlari

Ma'lumki, lim f(x)=f(x,) bo‘lsa, f(x) funksiva x nuqtada uzluksiz

]

f(x) funksiyaning x, nuqtada uzluksiz bo*lishi ushbu

f(x)= 4 ning mavjudligi ,

2) A= f(x,)bo‘lish shartlarining bajarilishi bilan ifodalanadi.
Agar lim f(x)=f(x,)

By,

bat bajarilmasa, 7(x) funksiya uzilishga ega, x, nuqta esa uzilish nuqtasi

iy iladi,
Ma'lumki, f(x) funksiyaning x, nuqtadagi f(x,+0) o‘ng limiti, f(x,—0)

i mavjud bo‘lib,

S(x,+0)= £ (x,—0)

, Yoki bu limitlardan hech bo‘lmaganda biri mavjud bo‘lmasa, f(x)

finksiyaning limiti mavjud bo‘lmaydi. Binobarin, bu holda f(x} funksiya x,

a uzilishga ega bo‘ladi.

-1, agar x<0 bo'lsa,

Masalan, f(x)=40, agar x=0 bo'lsa, funksiya uchun
L agar x>0 bo'lsa
£(010) \?wlq___m.____T_ f{o- 3|~_m1=\? |«H._.MFA 1)=-1

ho'lib, x=0 nugtada funksiyaning o‘ng va chap limitlari bir-biriga teng bo‘Imaydi.

berilgan funksiya uvzilishga ega va x=0 nugtada uning uzilish nugtasi

-19-



Ushbu funksiya uchun _:.w, T

1 \,T\v 7 x

- mavjud -x, agar x=0 bo'lsa,

F(0+0)= lim f(x)= lim sin

a—l+0 L ) x

emas, f(0-0)= lim f(x)= lim (—x)=0bo*ladi. Demak, bu funksiya x=0 nuqtada

] Ml
uziladi.

2

Ushbu \.Akwl X7, agar x#=0 bo'lsa,
1, agar x=0 bo'lsa

uchun bo‘lib, u berilgan funksiyaning x=0 nugtadagi

a_\?vu@muo
qiymatiga teng emas: £ (0)#0. Demak, funksiya x=0 nuqtada uziladi.
Funksiyaning uzilish nuqtalari gatoriga uning aniglanish sohasiga tegishli
bo‘Imagan, sohaning chegaraviy nuqtalari ham kiritiladi.
Xususan, funksiyaning aniqlanish schasi intervaldan iborat bo‘lsa,
intervalning chegaraviy nuqtalari uzilish nugtalari bo‘lishi mumkin.

Masalan, £ (x)=— funksiya £ =(-,0)(0,+e0)da aniglangan bo'lib, 1 =0
X

nugta (ravshanki, bu nugta funksiyaning aniglanish sohasiga tegishli emas va u
oraligning chegarasi) uzilish nuqta bo*ladi.

Shunday qilib,

1) x,nugta funksiyaning aniglanish sohasiga Iim f(x)=f(x,) tegishli va

shart bajarilmaganda,
2) xnuqta aniglanish sohasiga tegishli bo‘lmasdan, uning chegaraviy
nuqtasi bo®lsa, u holda «x, funksiyaning uzilish nugtasi bo‘ladi.
f(x) funksiyaning x, nugtadagi 0‘ng va chap limitlari mavjud bo‘lib,
[ (5 +0)= £ (x,-0)
bo‘*lganda, uning x, nuqtadagi uzilishi birinchi tur uzilish deyiladi. Ushbu
S (x+0)— £ (x,-0)
miqdor funksiyaning x, nuqtadagi sakrashi deyiladi.

-20 -

-1, agar x<0 bo'lsa,

Masalan. ushbu f(x)=40, agar x=0 bo'lsg,
I, agar x>0 bo'lsa,

funksiyaning x=0 nugqtadagi uzilishi birinchi tur uzlishi bo‘lib, uning x=0

gi sakrashi 2 ga teng bo‘ladi (3.2-chizma):

/(x) funksiyaning x, nuqgtadagi boshqa uzilishlari

(lim f(x)=4 A# f(x,) holdan tashqari) ikkinchi tur uzilishi deyiladi.

_a_:.::n . \—M agar x>0 bo'lsa,
flx)=qx

x, agar x=0 bo'lsa R

Yechish usullari

i, /()= lim, == i, ()= i, x* <0

B, bu funksiyaning x=0 nuqtadagi uzilishi ikkinchi tur uzilish bo‘ladi.

Mustagil yechish uchun misollar
lunksiyalarning uzluksizligini tekshiring

I, f(x)=x"+3%x+2 x,=5

2.(x)=cosx+sinx-tanx x=0 1. f(X)=cosx-sinx-cos’x xmnw
b(x)=etxtxe xg=e
~ . T
2. f{ix)=cosx+sinx-cosx Xo=>
A, 1{x)=clgx-tanx ,.SHM

. b 2
3. f(x)=cosx+sinx-cosx  xy=0

i



§ 4. Hosilasi tushunchasi va misollar. Hosilani hisoblash. Yuqori tartibli
hosila. Oshkormas va parametrik funksiyalar hosilasini hisoblash. Teskari

funksiya hosilasi

Aytaylik, ¥=f(x) funksiya (a.5) intervalda berilgan bo‘lib, x, €(a,b)
bo‘lsin. x, nuqta 6unan birga shu (a.6) ga tegishli bo‘lgan x,+Ax nj (Ax=0)
qaraymiz. Natijada funksiya ushbu Ay=47(x,) = f(x,+ Ax)— f(x,)

orttirmaga ega bo*ladi, Ravshanki, & - () = E
Ax Ax Ax

nisbat muayyan S(x) vatayin x, da Ax ning funksiyasiga aylanadi. Av—0 da by
nisbat limiti funksiya hosilasi tushunchasiga olib kelad;.

lim (% +8%) = / (x,) @.1y
Ax

Ar—pi)

limit maviud bo Isa, bu limir y = f(x) Junksiyaning x, nugtadagi hosilasi deyiladi

4 (x)
dx

va f'(x,) yoki Yoki — y._ kabi belgilanadi

Agar (4.1) limit cheklj bo‘lsa, hosila chekli deyiladi, (4.1} limit cheksiz
bo‘lsa, hosila cheksiz deyiladi.

Eslatma, Funksiyaning tayin nuqtadagi chekli hosilasi sonni ifodalaydi.

Agar (a.b) oraligning har bir « nuqtasida funksiyaning chekii hosilasi
mavjud bo‘lsa, unda hosila « ning funksiyasiga aylanadi.

Funksiyaning o‘'ng va chap limitlari singari funksiyaning o‘ng va chap

hosilalari ta’riflanadi. Ushby 1 & ?;wa.x?&, tim < ?EM% ()

Awp 2l Ax Ax—setd
limitlar mavjud bo‘lsa, ular mos ﬂm._imram funksiyaning x, nhuqtadagi o‘ng va chap
hosilalari deyiladi va (% +0), J'(x,~0) kabi belgilanadi:

(5 20) = 1 £ Gt 80) = 7(5)
f H.Hc TOHVI am«mmo[l|||l|l|lu
: - tim LG+ A) - 7(x,)
S50 =0)= fim o120

22

ukunan, [a.b] segmentda berilgan J(x) funksiyaning a nugtadagi hosilasi

Misol. y - Bu funksiyaning hosilasini ta’rifga ko‘ra hisoblaymiz:
dx el
Yechish usuli.
" .__._>,E..MH+_JJ Ax
A+ 3l (Bx+a0) +1)(Bx+1)"
\ 1

W (M A+ DGty
. | . _
G+ a)+1)Bx+1) |~ @Brr1)

4.1. Murakkab va teskari funksiyaning hesilasi

tvtavlik, u=p(x) va y=r(u) bo'lib, ular yordamida ‘c.h\?o?:

Wiakhah funksiva tuzilgan bo Isin.

W w=g(x) funksiva x nuqtada W'=¢'(x) hosilaga ega bo'lib, y=f (x)
funkylva w nuqtada (u=p(x))  f(x) hosilaga ega bo'lsa, u holda v=[(o(x))
iirchkab funksiva x nugtada hosilaga ega va

Y=L (w)w, ya'ni y = f'(p(x))-¢/ (x)
Oiicioi

Wiavlik, v = f(x) funksiva (a.by da berilgan bo'lib, u teskari x=p(y)

fisthslvaga ega bo'lsin. Agar y=f(x) funksiva xe(a.b) nugtada f'(x) hosilaga

Pk bl ()20 bo'lsa, teskari Sunksiva p(y) ham vy nugtada (y= ()

bo ladi.

1
histlaga ega va o' V)=

e

€ va v o'zgaruvchilarning orttirmalari Ax va Ay lar uchun



Ax 1
Ay by
Ax

bo‘ladi. Ayni paytd

tenglikdan topamiz:

Demak. ¢'(y)=

y=aresinx,  y=arccosx, y=arclgy, y= arccigy

Td\.ﬂ 3

a Ay=0 da Ax=0 bo'lib, Av>0 da  Ar—0. Keyingi

lim L !

iy T B
Aw—+l Ay

tim & =J'(x)

a0 Ay

@

berilgan bo‘lsin.

Ravshanki bu funksiyalar mos ravishda

x=siny, x=cosy, x=Igy, x=cigy

[unksiyalarga nisbatan teskari funksi yalardir.

Teskari funksiyaning hosilasini hisoblash goidasidan foydalanib topamiz:

V' ={arcsinx) =

Y =(arccosx)y =

V' =(arctexy =

V' =(arcctgx) =

(siny) cosy

(tgvy 1

1 1 1 1

1-sin’ y
| 1 1 1

(cosyy — siny  fi—cos?y  fiox®

! i
l+ig’y 14477

1 1 .
=———=cos’ y=

cos® y

1 1
l+etg’y [E

1
(ctgyy  __ 1
sin’ y

=—sin’ y=—

Agar y=arcsinu,  y=arccos, y=arcign,  y=arccgn bo‘lib, u=u(x) bo‘lsa, u

holda

1 l ‘

arcsin ) =, ArCCOs i .njl.l.x,
I =l V=4 botladi.

(arcigu) =

Agar y=sinu,

Xuddi yuqorid

1+u’

1 o,

"M

', ?nnnﬁm:v,nl_ -
+u

u=u(x) bo‘lsa, y'= (sin :H =cosu-#' bo‘ladi.

agidek ko‘rsatish mumkinki, y=cosx

24

bk B e b e

' . .
W', v = (eosx) =—sinx bo‘ladi.

Agar

1y

e A 1 '
%uﬁ?:nz?v Goﬁ_mmu,ﬂ =(1gu) = no.nu:_z

Agar y=ectgr.  u=u(x) bo‘lsa, &,HT_“NWL, = — w -u" bo*ladi.

sm- i

Hosilalar jadvali. Yuqorida funksiya hosilalari uchun topilgan formulalarni

Jumlab, ularni jadval ko'rinishida yozamiz:

I

2}

)

1)

Cw

10)

A«:w .I.b?.wnnr_u T‘:v o s

' '

?; =a"-Ilna-y

(log, ka 2t log, e. (log, :u_ = H_oms e-u
x I

AP |
A_: :v. =—-qu

|
inx) =+
(Inx) o »

’
(sinx) =cosx, (sinu) = cosu-r'

Anomku. =—sinx, (cos :v. =—sinu-u'
2 1 2 1 .
fir = 5 1 = —-
(1) cos® x (tu) costu
Anﬁuv. . ;i An_ﬂ%ﬁv. =— 1 i
sin’ x sin” u
(arcsin av. e , (arcsin &\ L
1—x? -2t
Tznccm»v_.nl ] 5 ﬁmz.gm:v.nl . =1’
1-x* 1—u*
(arct &.I ! (arct tv. e u'
. 1+x*° g 1+u?
13) ?z.ﬁ._s.hi_ S -, ?wmnhm:v. . —-u'
] I+ x* 1 2*
25



4.2, Yuqori tartibli hosilala

Aytaylik, y= f(x) funksiya (a,5) da berilgan bo‘lib, uning ixtiyoriy xe(a,b)
nuqtasida y'= f"(x) hosilaga ega bo‘lsin. Ravshanki, f'(x) ham x ning funksiyasi
bo‘lib, u ham hosilaga ega bo‘lishi mumkin.

/'(x) ning hosilasi berilgan f(x) funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi

deyiladi va 3", yoki f"(x) yoki E kabi belgilanadi. Demak,

e..n@@.. .xaﬁ.ﬁvnc._?bhdﬁ.?v ning hosilasi berilgan f(x) funksiyaning

uchinchi tartibli hosilasi deyiladi va 3", yoki FT(x)  yoki wa kabi

belgilanadi.

Xuddi shunga o‘xshash f(x} funksiyaning to‘rtinchi va hk. n-tartibli
hosilalari  ta’riflanadi va bu  yuqori tartibli hosilalar quyidagicha

S (x)hen M(x)  belgilanadi.

Masalan, y=2x*-5x*+1 funksiyaning yuqori tartibli hosilalari bo‘ladi.

Funksiyaning yuqori tartibli hosilalarini topish uchun, umuman aytganda,
uning hamma avvalgi tartibli hosilalarini hisoblash kerak bo‘ladi. Ayrim
funksiyalarning yuqori tartibli hosilalarini bir yo‘la hisoblash mumkin.

Misol. y=sinx funksiyaning yugori tartibli hosilalarini topami=:

Y =cosx y=6x"-10x, y =12x-10, ¥ =12,

L P g
=)
7 =[—si
2 =sin
Xuddi shunga o‘xshash. agar y=cosx bo‘lsa, u holda y = SMT +m.mw bo‘ladi.

26

Istatma.  Yugorida  keltirilgan Junksivalarning  n-tartibli  hosilatarini

(itaveld formulalar induksiya usuli yordamida isbotlanadi.

Moustaqil yechish uchun misollar

I l(x)~cos3xtsinSx-tanx+e* | f(x)=7
VX ) ecos s mm:mx, [(x)=?
bo{x)=e® +x*-cosx , £ (x)=7

A () tan’x+ e* -5x+3 |, £ (x)=

b lx)retg7x-cos2x-tanx-+e® |, £ (x)=2
O 1(x)=x" I (x)=7

/o (x)=sinxe” , f(x)=?

§ 5. Funksiyaning differensiali. Roll, Lagranj va Koshi teoremalari

z qilaylik, y= f(x)funksiya (a,6) da berilgan bo‘lib, xe(a.b) nuqtada

ditterensiallanuvchi botlsin.

- . . Ay Fi ixs . .
ga binoan li H:Lrnw bo‘lib, m.kuvia bo‘ladi, bunda « -cheksiz
Bl Ay Ax

Fiuhik funksiya ( Ax — 0da a=a(Ax) - 0). Keyingi tenglikning ikki tomonini Ax

A=y Axt+a-Ax= f(x)Ax+a-Ax (5.1)

2i (5.1) tenglikdan, ' hosila chekli bo‘lganda

27



Biroq, funksiya biror nuqtada uzluksiz bo‘lsa, u shu nuqtada hosilaga ega
bo*lmasligi mumkin.
Masalan, y=|x| funksiya x=0 nuqtada uzluksiz, biroq u shu nugtada

hosilaga ega emas. chunki

fo+ad—fo]_ |af
Ar—+l) bﬁ

Ay
lim = = Lim
w—l Ay Al Ax

limit mavjud emas.

Funksiya orttirmasi Ay = f(x+Ax)—f(x) ni ifodalovchi (5.1) tenglikning
o‘ng tomoni ikki qo‘shiluvchi y'.Ar hamda «-Ax lardan iborat. Birinchi
qo'shiluvchi uchun =0 bo‘lganda

lim S)-Ax () dn
A Ax

= f{x}=0
bo‘lib, undan Ax va ;/.Ax larning nolga intilish tartiblari bir xil ckanligi kelib
chigadi. Ikkinchi qo‘shiluvchi uchun

LA
lim =lima=0
Al Ay Ar—

bo‘lib, undan &-Ax—0 ni Ax -0 ga garaganda tezroq ekanligi kelib chigadi.
Demak, Ax—0 da Ax—0 ni y'-Av qo‘shiluvchi aniqlaydi. Shuning uchun
¥'-Ax qo‘shiluvchi funksiya orttirmasi Ay ning bosh gismi deyiladi.
Ta’rif. Funksiya orttirmasining (5.1) ifodasidagi  y'-Ax qo ‘shiluvchi
y=[{x) funksivaning differensiali deyiladi va dy yoki df (x) kabi belgilanadi.
(@ (x)=71"(x)-a%).

Shunday qilib, funksiyaning differensiali funksiya hosilasi bilan argument

Demak, dv=1"-Ax

differensiali ko‘paytmasiga teng. Endi funksiya hosilalari jadvalidan foydalanib,
ularning differensiallari jadvalini keltiramiz:

1) d(x*) = ax""dx,

2) n__?avnaf_:a&.ﬁ

3) de")=e"dn,

4) d(log, ».vnw_oma edx
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') _:_r.,

Vol

) ol (sinx) = cosx dx,

1) d{eosx)

K) d{rpx)

) _.:“..______.._._

1)) d(a 3 ——dx,

1) :___”“:.r,..._:z,p_w = I1|_|Q.€ .

a

I-x
y 1
12) dfarcrgy)=——dx,
1+x°
1
_ :.:"__.r,:.%vﬁv.ll - ddx
I+xf

e funksiyaning differensiali

.qv..&xnmg. 1 1 dx

5.1. Tagribiy formulalar

iladigan ko‘p jarayonlar funksiyalar bilan, anigrog‘i funksiyalarning

il qiymatini hisoblash bilan bog‘liq. Funksiyalarning murakkab bo‘lishi,

# nuqtadagi  qiymatini topishni ancha qiyinlashtiradi. Natijada

ing nuqtadagi qiymatini taqribiy hisoblash zaruriyati yuzaga _S__m&‘

Funksiyaning differensiali esa tagribiy formulalarni topish imkonini beradi.
Aytaylik, f(x) funksiya (a,4) da beriigan bo‘lib, xe(a.p) nugqlada £(x}=0

1 bo'lsin. U holda

Ay= f(x+Ax)- f(x)

tirmasi uchun

ki
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b= () sxrans (f () Ax=ab)

Av _ F(x)-Ax+oAx g, @
dav f(x)-Ax f{x)

bo‘ladi, bunda Ar—0 da & —0.

Keyingi tenglikdan .ME“.W =1 bo‘lishi kelib chigadi.

Bu hol ushbu Ay =&y (5.2) munosabatga (tagribiy tenglikga) olib keladi.

Ravshanki, Ax ning har gancha kichik bo‘lishi bu taqgribiy tenglikning
anigligini shuncha oshiradi.

Funksiya differensialining tuzilishi funksiya orttirmasiga nisbatan ancha
sodda bo‘lishi (2) taqribiy formuladan taqribiy hisoblashlarda keng foydalanishga
olib keladi. (5.2) formulani quyidagicha

fx+ax)= f(x)+ /' (x)-Ax
ham yozsa bo‘ladi.
Misol, Ushbu

migdor tagribiy hisoblansin.
Yechish usullari.
funksivani olamiz. Unda
1 ! 1

' =lx?|=—x1=

bo‘ladi.
Endi x=16,

1 1
%UQ«_-W._.|H._M.~ =
416 43h"
ufFuN.TPuNFHM,SE
4.8 32 32

Ax=1 deb topamiz:

5.2. Yuqori tartibli differensialiar

Ma'

ki, y =/ (x) funksiyaning differensiali dy= f"(x)dx

it /'(x) ko'payuvehi x ning funksiyasi, dr esa x ning orttirmasi Ax bo‘lib, x ga

L 1 Imaydi. Demak, ¢y x ning funksiyasi bo‘ladi.

ta'rif. v = f(x) funksiya differensialining differensiali berilgan funksiyaning
kel tartibli differensiali deyiladi va d'y yoki d° f(x) kabi belgilanadi.

Demak, &/ ()=d(@r(x)  (¢v=d(@)).
I'unksiyaning ikkinchi tartibli differensiali d’y o'z navbatida x ning
y=/(x)
uchinchi tartibli differensiali deyiladi va o'y yoki &'f(x) kabi
(4'y=d(dy))

1n y= f(x) funksiyaning n-tartibli differensiali 'y quyidagicha

fiinhond bo‘lishi mumkin. Bu

differensialning  differensiali

Hinhouly

i ___1.:

I Demak, @' f(x)=d(d*f(x))

d'y =d(d"'y) ("1 (x) =d(d""f(x))) ta’riflanadi.

filuni yana bir bor ta’kidlaymizki, yuqoridagi funksiva differensiallarida

gt

Nt x ning differensiali dx (dr=Ax) o‘zgarmas sifatida garaladi. Shu

t loydalanib yuqori tartibli differensiallarning yugori tartibli hosilalar
TIRT i lopamiz:

d'v e d(dy) = d(y' -dx)=dr-dy' = dx- y"-dy = vy’
'y d(d )y =d(y"-dcy=adx -dy" =di* -y dx = y"- di’

i

vy =y

ik matematik induksiya usuli yordamida isbotlanadi.

Mugalan, y=sinx funksiyaning 8-tartibli differensiali

iy = gt .a__H_ﬁ».,_.m.WwRaxnm__:H&m bo‘ladi.



5.3. Roll, Lagranj va Koshi teoremalari

I-teorema (Roll teoremasi): Berilgan y=f(x) funksiva f[ab] kesmada
uzluksiz va uning ichki nugtalarida differensiallanuvchi bo 'lib, chegaralarida teng
giymatlar gabul eisin ya'ni fla)=f(b) bo'lsin. Bu holda shu kesma ichida kamida
bitta shunday “c¢” nugta topiladiki, bu nugtada funksivaning hosilasi nolga teng,
ya'ni f'(c)=0bo'ladi.

4Bizga ma'lumki, kesmada uzluksiz bo‘lgan funksiva shu kesmada
o‘zining eng kichik m va eng katta M giymatlariga erishadi. Agar m=Af bo‘lsa, u
holda albatta fix)=C (C-const) va f '(x}=0 bo‘ladi, ya’ni teoremadagi tasdiq [a.b]
kesmaning har bir nuqtasida bajariladi.Endi m<M holni qaraymiz. Kesma
chegaralarida funksiya giymatlari o‘zaro teng bo‘lgani uchun, funksiyaning eng
katta M va eng kichik m giymatlaridan kamida bittasi [a,b] kesmaning ichki
nuqtasida erishiladi. Agar biror a<e<b nuqtada fic) =M bo‘lsa, u holda, eng katta
giymat ta’rifiga asosan, ixtiyoriy Ax argument orttirmasi uchun Aflc)=flc+Ax)Ac)
<20 bo*ladi. Bu yerdan

R_@u,:iETh&Ao Ar>0
Ax Ax -

5

Af(e) _fle+M) =) .6 Avco
Ax Ax o

ekanligi kelib chiqadi. Teorema shartipa asosan, garalayotgan x=c nuqta [a.b]
kesmaning ichki nuqtasi bolgani uchun, f’(c) hosila mavjuddir. Unda yugoridagi

tengsizliklardan , hosila ta’rifi va limit xossalariga asosan, quyidagi natijalarga

kelamiz: 2
2 72 A i .\.ﬁ0+?v|.\.ﬁn¢ fey . ,\.ﬁﬁ.+au|\,ﬁﬁw
Bl & M5 0

Ammo f(c)20 va f*(c)=0 tengsizliklar fagat f'(c)=0 bo‘lgan holda birgalikdx

bo‘ladi.
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Nuddi shunday ravishda, agar biror a<c<b ichki nugtada fc)=m bo‘lsa, unda

adi.

0 botlishi kot

. y=/(x) funksiya (a,6) da berilgan bo‘lib, %, e(a.b) bo'lsin.

Mu'limki, ixtiyoriy xe(a,b) uchun

M) /(%) (/(x)z1(x))
il f(x,) miqdor f(x) funksiyaning (a.5) dagi eng katta giymati (eng kichik
iy deyiladi.

dHeorema (Ferma). Agar y=f(x) funksiva ¢ nugtada (ce(a.b)) o'=ining
O hatta (eng kichik) giymatiga erishib, funksiya ¢ nugtada hosilaga ega bo'lIsa, u
fodidie (e}~ 0 bo'ladi

4Aylaylik, f(x) funksiya ¢ nugtada Aom?;&v o‘zining eng kaita

___,._____
[ (%)< f(e) (re(@r))  (53)

i Ay orttirma beramizki ¢+Axe(a,6) bo‘lsin.

Unda (1) ko'ra f{c+Ax) = f(c) bo‘ladi. Keyingi tengsizlikdan
Ay = \.?J_.Davl,lnu =0

B lihi kelib chiqadi.Shartga ko‘ra f(x) funksiya ¢ nugtada JS'{€) hosilaga ega.

. y . Ay
‘et t g {¢)=lim =
[ i binoan f'{c) _,u. s
y A e .D.ﬁ ~ 3 H
Ve Ax = 0 bo‘lsa, unda == <0 bo‘lib,
Ax

f'(e) = tim 2 <0 (5.4) bo‘ladi.
W Ay

Apir Ax <0 bo‘lsa, unda ww: ba‘lib,

Ay
eyl = =0 (5.5
(€)= lim 220 3.3)

' |y

li. (54) va (5.5) munosabatlardan
FHe) =0 bo'lishi kelib chiqadi. » 5.1-chizma
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3-Teorema. (Lagranj). Agar y=f(x) funksiva Tr& segmentda uzluksiz
ba'lib, (a,b) intervalda hosilaga ega bo'lsa, u holda a bilan b orasida shunday ¢

nugta (a<c<b) topiladiki, ﬁ =f'(c) bo'ladi
—a

< Aytaylik, y=7(x) funksiya [a,5] segmentda uzluksiz bo‘lib, uning grafigi 5.1-
chizmada tasvirlangan 48 cgri chizigni ifodalasin. 48 vatarning OX o‘gining
musbat yo‘nalishi bilan tashkil etgan burchakni ¢ deylik. Unda bu vatar (to*g'ri
chizig)ning burchak koeffitsiyenti tge bo‘ladi. 48 egri chiziqda shunday € nugta
bo‘lishini tasavvur etish mumkinki, egri chizigga shu nugtada o‘tkazilgan urinma
AB vatarga parallel bo‘ladi. Bu Z urinmaning QX o°qining musbat vo‘nalishi
bilan tashkil etgan burchakni « deylik. Ravshanki, urinma to‘g'ri chiziq bo‘lib,
uning burchak koeffitsiyenti ige bo*ladi.

Ayni paytda y= f(x) funksiya hosilasining geometrik ma’nosiga ko‘ra

igee=f'(c} (5.6) bo‘ladi, bunda ¢ nuqta 4B cgri chizigdagi C ning
absissasi.

Modomiki, vatar bilan urinma parallel eckan, unda

go=1ga  (5.7)

bo‘ladi. Keltirilgan 408 to g'ri burchakli uchburchakda

AD=b-a, BD=f(b)-f(a). <A=¢.Undashu uchburchakdan

gp="2 =2 (5.8)

bo‘lishini topamiz. (5.6), (5.7), va (5.8) munosabatlardan

f(6)-/(a) _

=S (59

bo‘lishi kelib chiqadi. b
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Wi twoiemndan quyidagi natijalar kelib chigadi.

Fwatlia, Agar (aby intervalda f'(x)=0 bo'lsa, u holda funksiva (a.b) da
Mooy ho 'facdt

¥ va ixtiyoriy r nuqialarni olamiz. So‘ng

ST () _ oy 2o

i) Inlerva

[+ o] Aeumni{ yoki] v, x,|) ga Lagranj leoremasini qo‘Haymiz: o
(i}

Rt f(v) - f(x,) =const bo‘lishi kelib chigadi. »
Lnittia, v f(x) funksiya uchun Lagranj teoremasining shartlari bajarilib,
f(a)=1(?)
B U holde a va b orasida shunday ¢ nugta (a <c <b) topiladiki, f'(c)=0
Wil foaelt
it nntljaning isboti f{a)= f(6) shartda (5.9) tenglikdan kelib chiqadi.»

Pl Loag

i teoremasidan umumiyroq bo‘lgan teoremani isbotsiz

"

favorema, (Koshi). Avtaylik, f(x) va g(x) funksivalar

1 b segmentda uztuksiz,

Uy btervalda f(x),g'(x) hosilalarga ega,

0 G by da g'{x) 20 bo'lsin. U holda abilan b orasida shunday ¢ (a<c<b)

[(0)-f(a) /()

() ula) 2'(e) bo'ladi.

Mustaqil yechish uchun misollar

N

L Atx) = o2 funksiyaning, argumenti 2 dan 2,001 gacha o‘zgargandagi

SRR Do

CAin) o lp(x) x" funksiyaning, argumenti 2 dan 2,015 gacha o‘zgargandagi

P et
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3.(x) = e"-2Inx funksiyaning,
orttirmasini tagriban toping.
4.f(x) = m_aimx funksiyaning,

ortlirmasini tagriban toping.

argumenti 5 dan 5,001 gacha o‘zgargandagi

argumenti 6 dan 5.999 gacha o‘zgargandagi

5.(x) = Mfmx funksiyaning, argumenti 2 dan 1.995 gacha o‘zgargandagi

orttirmasini tagriban toping,.

6.f(x) = x+lg’x funksiyaning, argumenti 2 dan 2.005 gacha o'zgargandagi

orttirmasini taqriban toping.

7.(x) = x-lgx funksiyaning. argumenti 2 dan 1.998 gacha o‘zgargandagi

orttirmasini tagriban toping.
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11 BO‘LIM. DIFFERENSIAL HISOBINING TADBIQLARI

{j 6 Vunlsiyani Lagranj va Nyuton interpoliyatsion formulalari yordamida
approksimasialash va egri chiziq yasash

Vo f(x) funksiya (a,b) da berilgan bo‘lsin. Ma’lumki, ixtiyoriy x e(a,b),
Inilyarly ¢ (b)Y lar uchun x <x, bo‘lganda f{x)< f(x,) bo‘lsa, f(x) funksiya
(4.8} o'suvehi, x<x, bo‘lganda f(x)z f(x,) bo‘lsa, f(x) funksiya (a,6) da
Fainayuvehi deyiladi.

Iteorema. Agar f(x) funksiva (a,b) da f'(x) hosilaga ega bo'lib,
e (ve(a.b)) bo'lsa, u holda funksiva (a,b) da o suvchi bo ladi.

AAytaylik, f(x) funksiya (a.6) da f'(x) hosilaga ega bo‘lib, /'(x)20
Bi'lndin, (a.h) intervalda ixtiyoriy % va x, nuqtalarni (ular uchun x <x, bo‘lsin)
bl 4.8, ] sepmentni garaymiz. Ravshanki, [x.x]c(a.h). Bu seementda f(x)

j teoremasining shartlarini bajaradi. Unda Lagranj teoremasiga

¢ nuqta, x, <c<x, topiladiki,

ML) o) yami 75)-£(5)= £1(0)-(a-) botad.

1 I

likda f'(c) =0, n-x>0

\ /(x,)=/(x)20 bolib, undan f(x)</(x,) bo‘lishi kelib chigadi.

Ko v o v bo'lganda /(x) < £(x,) bo‘ladi. f(x) funksiya (a.b) da o‘suvchi.p
fteorema, Agar [(x) funksiya (a,b) da ['(x) hosilaga ega bo lib, Sunksiva
L B) i o 'suwveli bo 'Isa, w holda f(x)=z0 T € Tru: bo ladi.

(k) intervalda ixtiyorty x nuqta hamda x+Ax nuqtalarni olaylik

(veuh) v Ave (ah)). f(x) funksiya (a.6) da o*suvchi bo‘lgani uchun
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Ax>0 bo'lganda f(x)<f(x+Ax), ya'ni f(x+Ax)-/(x)20 Ar<0 bo‘lganda
%T&N%T.TP& , o oyanif(x+Ax)-f(x)=0 bo‘'lib, ikkala holda ham

.\Ak+?.v|\mxvvo 6.1)
Ax - ’

bo*ladi. Shariga ko‘ra f(x) funksiya (a.6) da /*(x) hosilaga ega. Unda

\s?.._. EVIHT‘V
Ax

J'(x)=lim
bo‘lib, (1) munosabatga binoan /(¥)=0 bo‘ladi. »
Xuddi shunga o*xshash quyidagi teoremalar isbotlanadi.
3-teorema. Agar [ (x) funksiva (a,b) da f'(x) hosilaga ega bo lib,
F1(x)=0(xe(a,b))
bo'lsa, u holda funksiya (a,b)da kamayuvehi bo ladi,
d-teorema. Agar f(x) funksiva (a.b) da f'(x) hosilaga ega bo'lib, Sunksiya
(@.6) da kamayuvchi bo'lsa, u holda f'(x)<0 (xe (a,6)) b0 ladi.
Misol. Ushbu y=r(x)= _:AT.«J funksiyaning o‘sish hamda kamayish
oraliglari topilsin.
<4 Berilgan funksiyaning aniqlanish sohasi,

1—x" =0, AHI:T:T.\.P —l<x<l

4 . O o . -2
E=(-L1) bo‘ladi. Endi funksiyaning hosilasini topamiz: ;' = ; i
_
. P 2 5 2x e . 4 2x
So‘ng =0, yani 7 5 20 tengsizlikni yechamiz: Ravshanki, Nm =10,
X — -

x(x=1)}x+1)=0. 2,

Demak, —1<x<0 bo‘lib, bu (-1,0) oraligda berilgan funksiya o‘suvchi

bo‘ladi.
Yuqoridagidek ko‘rsatiladiki, berilgan funksiya (0,1) oraligda kamayuvchi

bo*ladi. b
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i 1, Viinlimdyani hosila yordamida tekshirish va grafigini yasash (ekstrimum,
qavariqlik, betigligik va asimptotalar)
[0) funksiya  (a.b) da berilgan bo‘lib, x, nugta o'zining atrofi

F ey 6 10) bilan a(8>0)  (a,8) intervalga tegishli bolsin.

[ota'elf. Agar ixtivoriy xm?ﬁ_lmukﬂvfmu uchin

maxf{x)

1 =0 &, 1 kb ®

7.1-chizma
) S() bo'lsa, f(x) funksiva x, nugtada maksinmumga erishadi
WVttt funksivaning maksimum nugiasi, [ (x,) ga funksiyaning maksimum
(il dovitadi va wax f(x) kabi belgilanadi: f(x,)= max f(x).
dda'rlf. Agar ixtiyoriy  xe(x,-8,x,+8) f(x)z=f (x,) uchun
Bl F{x) funksiva x, nugtada minimumga erishadi deyiladi. x, funksiyaning
i mqtasi, f(x,) ga funksivaning minimum giymati deyiladi va min f(x)

bt teligitanadi (7.2-chizma)

Fiikalyaning  maksimum  va  minimumlari  uning Y

shattaimiimluei deyiladi.

Misalan funksiyaga ekstremum giymat beradigan

min f(x)

.
3

H
[
0] -8 1, PR ) X

i la funksiyaning ekstremum giymatlarini
l. Bu masala funksiyaning hosilalaridan

hi mumkin. 7.2-rasm

Vteorema. Agar [(x) funksiya x, €(a,b) nugtada ekstremumga erishsa va
Wi diwgiada funksivaning hosilasi mavjud bo'lsa, u holda £1(%)=0 boladi.
< Aytaylik, f(x) funksiya x, nugtada maksimumga ega bo‘lib, f’(x,)

[t fud bo'lsin. U holda ta’rifga ko‘ra ixtiyoriy xe(x,—-8.x,+5) da
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F(x)= f(x,)tengsizlik bajariladi. Ayni paytda, f(x,) qaralayotgan funksiyaning
(% —6.x,+3) dagi eng katta qgiymati bo‘ladi. Ferma teoremasidan foydalanih
/(%) =0 bo‘lishini topamiz.

Xuddi shunga o‘xshash 7 (x) funksiya x, nuqtada minimumga ega bo‘lib.
S'(x%,) hosila mavjud bo‘lganda ham teorema isbotlanadi.

Eslatma. [(x) funksiyaning biror x' e(a,b) nugtada f "(x'} hosilaga ega va
S(¥)=0 bolishidan uning x nuglada ekstremumga ega

Y

bo'lishi har doim ham kelib chigavermaydi. Muasalan,

y=x" funksivaning hosilasi v =3 x=0 da y=0 y=y

bo'ladi, birog bu funksiva x=0 nuqiada ekstremumga 0 P
ega emas (7. 3-chizma).

Demak, 5-teorema funksiya ekstremumga
erishishning zaruriy shartini ifodalaydi. 7.3-rasm
Endi funksiya ekstremumga erishishining yetarli shartlarini keltiramiz:

Aytaylik, f(x) funksiya (a,b) da hosilaga ega bo'lib, x,e(a,6) nugtada u
nolga aylansin: f*(x,}=0.

Quyidagi savol tug‘iladi: =x, nuqtada funksiya ekstremumga erishadimi?
irishsa, qaysi biriga maksimumgami, minimumgami? y=|x funksiya x=0
nugtada minimumga erishadi, lekin 3'(0) mavjud emas.

Bu savollarning javobi funksiya ekstremumga erishishining yetarli

shartlarini ifodalaydi. >, nuqtaning (% —0.%,+8) (a,b) atrofini olamiz.

a) Agar ixtiyorly xe(x,-4,%,) da /'(x)>0,

fx)>o fx)<ao

ixtiyoriy xe(x,x+d) da S (x)<0, yani f'(x)

hosila x,nuqtadan o‘tishda ishorasini "+" dan "-" ga

¥

o‘zgartirsa, u holda f(x) funksiya x, nuqtada Yo=6 X X +6

maksimumga erishadi (7.4-chizma). 7.4-chizma
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Hugdqatdan ham, 7(x) funksiya {x=5.x,] da o*suvchi bo'lib, f(x)< f(x,),
(4000 da kamayuvehi bo‘lib, f(x,)> /(x) bo‘ladi.
kaahwr\.&,ﬁh;

K % nuqtada maksimumga erishishini bildiradi.

Pk, ixtiyoriy xe(x,~d,x,+0) bo‘ladi. Bu esa

Pash iy

hh) wixtiyoriy  xe(x,-4,x,) da fx)<0

VY ve (v, v 8) da F(x)=0 ya’ni 7'(x) hosila

F(x)<0]| f'(x)>0

LU A

e ishda ishorasini "-" dan "+ ga

e
—-_

o uholda f(x)  funksiya  x, nugtada X =&

7.5-chizma

i li {7.5-chizma).
Hagigatan ham,  £(x) funksiya (x,-8,x,) da kamayuvchi  bo‘lib,
) [ e 8) da ofsuvehi botlib, f(x)> f(x,) bo‘ladi. Demak, ixtiyoriy

Ll oy 0 8) da _\.A...Vv,:..&v

Uit 1y [unksiyaning x, nuqtada minimumga erishishini bildiradi.

I Apar ixtiyoriy xe(x,-d.x,) da f(x)>0 ixtiyoriy xe(x,x+0) da

CL 0 yokioixtiyoriy xe(x,~d.x,) da F(%)<0, ixtiyoriy xe(x,x+5) da
PEEL 0 ya'ni f'(x) hosila x, nugladan o‘tishda ishorasini o‘zgartirmasa, u holda
ey diin % nuqtada ekstremumga erishmaydi. Bu holda f(x) funksiya

8008, 10) da o*suvehi yoki kamayuvchi bo‘ladi.
Mitijnda /(x) funksiya ekstremumini topishning quyidagi qoidasiga kelamiz:
I, Iunksiya hosilasi J'(x) topiladi;
L /) - 0 tenglama yechiladi, Aytaylik, bu tenglama yechimlaridan biri x,
B ') - 0
LN mugtaning chap atrofi (x,-8,x,) va o‘ng atrofi (x,x+8) da f'(x)

b fah aniglanadi va yugorida keltirilgan a), b) qoidalar tatbiq etilib,

Chab B iy topiladi.
“Hisol Ushbu f(x)=x"-3x+2 funksiya ekstremumga tekshirilsin.

41



<«Berilgan funksiyaning hosilasini topamiz: f"(x)=3x* -
So‘ng uni nolga tenglab, f'(x)=0 tenglamani yechamiz:
3P -3=0, 3(x—1){x+1)=0,

x=—1, x,=+1.

Funksiya hosilasi f'(x)=3x*-3=3(x~1)(x+1) ning x,=-1 va x, =1 nuqtalu

atrofida ishorasini aniglaymiz. x =-1 nugtaning {-1-6,-1+6) atrofini ?A&

olamiz.

Ixtiyoriy xe(-1-6,~1)da f'(x)=3(x~1)(x+1)>0 bo'ladi, chunki bunday
nuqtalarda x—1<0, x+1<0.

Ixtiyoriy xe(-1-1+8) da f'(x)=3(x—1)(x+1)<0 bo‘ladi., chunki bundas
nuqtalarda x—1<0., x+1>0,

Shunday gilib, 7*(x) hosila x =-1 nuqtadan o‘lishda ishorasini "+" dan "-"
ga o‘zgartiradi. Demak, berilgan funksiya x =—I nuqtada maksimumga erishadi va
uning maksimum qiymati max f(x)=f(-1)=4 bo‘ladi. x, =1 nugtaning (1-4,1+ )
atrofini ﬁcnmﬁwu olamiz.

Ixtiyoriy xe(1-8,1) da f'(x)=3(x=1)(x+1)<0 bo‘ladi, chunki, bunday
nuqtalarda x—1<0, x+1>0,

Ixtiyoriy xe(L1+6) da f'(x)=3(x-1)(x+1)>0 bo‘ladi, chunki, bunday

nugtalarda x—-1>0, x+1>0.

Shunday qilib, f'(x) hosila x, =1 nuqtadan o‘tishda ishorasini "-" dan "+" ga
o‘zgartiradi. Demak, berilgan funksiva x, =1 nuqtada minimumga erishadi va
uning minimum giymati min £ (x)= (1) =0 bo‘ladi.»

Faraz gilaylik, f(x) funksiya (a.5) da berilgan bo‘lib, x, € (a,b) bo‘lsin.

6-teorema. Agar f(x) funksiya x, nugtaning (x,—&.%, +8)c(a,b) atrofida

birinchi va ikkinchi tartibli f'(x), /"(x) hosilalarga ega bo‘lib,
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/(x) =0,
) % nugtada funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi S"(x) uzluksiz va
FLG) 0 botlsa, u holda /7(x,)>0 bo‘lganda f(x) funksiya ¥, nugtada

hadi;  /"(x,)<0 bo‘lganda  f(x) funksiya x, nuqtada

shadi.

il ntmin

'leylor formulasidan foydalanib topamiz:

1

fl) e f( :T-. __:H M_LTL\ Aan. %),

e O \....;_om.m_m.__

tko'ra f'(x,)=0. Unda F(x)=1ix)= I A UTI «_L bo‘ladi.

Aytaylik, f"(x,)<0 bo‘lsin. Unda ikkinchi tartibli hosilaning x, nugtada

dan, ¥, nuqtaning biror atrofi topiladiki, bu atrofdagi nuqtalarda

obarin  f"(c)<0 bo‘ladi. Ravshanki, (x-x,) >0. Demak,

(v %) <0 bo'lib, f(x)-f(x)<0 ya’ni, S(x)< f(x,)

Bu esa f(x) funksiyaning x, nugtada maksimumga ecrishishini

1 o*xshash, f"(x,}=0 bo‘lganda f(x) funksiyaning x, nuqtada
Hilnlintimpa erishishi ko‘rsatiladi. »
Estatma, Agar f'(x,)=0 bo'lsa, u holda | (x) funksivaning 3, nugtada

VAo erishishi ham mumkin, erishmasligii ham mumkin. Bu holda

e Shimeha tekshirish bilan aniglanadi,

7.1. Funksiya grafigining qavariqligi va botiqligi

Vivaz qitaylik, f(x) funksiya (a.5) da berilgan, x, €(a,b) va bu nuqtaning

(8 48 1 8) atrofi (5> 0) shu (a,b) intervalga tegishli bo‘lsin.



Berilgan f(x) funksiya grafigi — egri chizigni I', unga xe(x,—d, x, 10)
nuqtasida o‘tkazilgan urinmani L deylik.

Agar (x,—8,x,+8) da ' egri chizig £ urinmadan pastda joylashgan bo‘lsa,
S (x) funksiya grafigi (x, —4&,x, +6) da qavariq deyiladi. Agar (x,—d,x,+8) da 1
egri chizig £ urinmadan yuqorida joylashgan bo‘lsa, f(x) funksiya grafigi
(%, —6.x, +J) da botiq deyiladi

Funksiya hosilalari yordamida uning grafigini gavarigligini, botigligini
aniglash mumkin.

Aytaylik, f(x) funksiya (x,—&,x,+5) da ikkinchi tartibli uzluksiz f"(x)
hosilaga ega bo‘lIsin.

I-teorema. Agar xe(x,-8,x,+68) da ["(x)<0 bo'lsa, v holda f(x) funksiva
grafigi (x,—38,x,+8) da gavariq bo'ladi, agar ["(x)>0bo'lsa, u holda [(x)
Junksiya grafigi (x,—8,x,+9) da botiq bo ‘ladi.

4 Aytaylik, abssissasi » bo‘lgan urinma nuqtasining ordinatasi y bo‘lsin
Unda L__A\&I\cmoAam?:lmﬂé+%:
bo‘lganda funksiya grafigi gavarig
bo‘ladi;

f{x)—y=0 bo‘lganda esa funksiya

grafigi botiq bo‘ladi (7.3-chizma).Teylor

formulasidan foydalanib (» =2 bo‘lgan

hol uchun) topamiz: 7.3-chizma

1= 1) =) -x) e @ B2

bunda ¢ nuqta ¥, va x nuqtalar orasida. Ayni paytda, f(x) funksiya grafi
?;..\?c: nugtada o‘tkazilgan urinma (yuqorida aytilgan urinma) tenglamasi

HIR.AHGV H\_‘.__A.&:v.m.ﬁlu..:u mﬂww
bo‘ladi. (7.1) tenglikdan (7.2) tenglikni hadlab ayirib topamiz:
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/() _T_\_h_?v,{ (7.3)
Ruyshanki, x—x, da ¢—x, bo‘ladi. Ikkinchi tartibli hosila =, nuqtada
eliludz botlpani uchun £(c) - /(x,) boladi.

Aytaylik, f*(x)<0 bo‘lsin. Bu holda (x, -4,x, +&) da f"(c)<0 bo‘lib, (7.3)

kora  f(x)-y=<0 bo‘ladi. Demak, berilgan funksiya grafigi

%, 1 ¢) da qavariq bo‘ladi.

Aytaylik, /"(x)>0 bo‘lsin. Bu holda (x, - 8.x, +&) da F"(c}=0 bolib, (7.3)

ki ko'ra f(x)-y=0 bo‘ladi. Demak, berilgan funksiya grafigi
{4, #.x 1) da botig bo‘ladi. >

J-teorema. Agar (o b) intervalning barcha nuqtalarida f(x) mavjud va
/1) 0 bo'lsa, u holda (a; 6) intervalda y= f(x) funksiyaning grafigi qavariq
b il
Isboti. (a; p) intervalda f"(x) <0 bo'lsin. {a, 5) dan ixtiyoriy x=x, nugtani

alih M (v, /(x,)) nugtada grafikka urinma o‘tkazamiz (3-chizma).

1ing ¥ abssissaga mos ordinatasini ¥ orgali belgilaymiz. U holda

tenglamasi

Vs la)=Slda—x) yokio ¥ =fx)+ floks—x)  (7.4)
1an. x nuqtada grafik va urinma ordinatalari ayirmasi
V¥ s S = )= S )e-x)  (75)

[, f(x)~ f(x,) ayirmaga nisbatan Lagranj formulasini qo‘llasak

(I

Fade fvg )= felx—x,) bo‘ladi, bu yerdagi ¢ x, bilan x orasidagi giymat. Ushbu

N (7.2) tenglikka qo‘ysak y—¥ = f"(cKx—x,) —/"(x, Kx—x,) yoki

vV elre)-reke-x)  (7.6)
kelib chigadi.
/'(0)- /'(x,)  ayirmaga  nisbatan  Lagranj formulasini qo‘llab

;_:

S 2 £e Ke = x,) tenglikni hosil kilamiz, bu yerda ¢, ¢ bilan x, orasidagi

il Chir

enplikni hisobga olib (7.3) ni
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y=Y=f"(e, Xe—x, M x = x,) (7.7)
ko‘rinishda yozamiz.
x>x, bo'lsin. U holda v o4

Xp<c<x bo‘lib c—x, >0,
x>0 va (e—x, x.dlkcvv 0
bo‘ladi.

x<x, bo‘lsin. U holda x=c<x,

bo'lib c-x,<0, x-x=0 va
(c-x,{x-x,}>0 bo'ladi. Ushbu

tengsizlikni hamda shartga ko‘ra

/"(c,)<0ekanini hisobga olib

(7.4) dan y—¥ <0 yoki y<¥ ga

ega bo‘lamiz.

Shunday qilib bir xil argument x ning o‘zida funksiyaning ordinatasi v
urinmaning ordinatasi ¥ dan kichik ekan. Bu grafik urinmadan pastda yotishini
ya‘ni grafik qavarigligini bildiradi.

2-teorema. Agar (a; 5) intervalning barcha nuqtalarida /"(x) mavjud vu
S"(x)>0 bo‘lsa, u holda (g; #) intervalda y= r(x) funksiyaning grafigi botiq
bo‘ladi.

Teoremaning isboti 6.1 teoremaning isbotiga o

3

xshaganligi sababli uni
isbotlash o*quvchiga qoldirildi.

3-teorema. Agar f"(x,)=0 bo‘lsa yoki s"(x,)mavjud bo‘lmasa va .,
nuqtadan o‘tganda ikkinchi hosila oz ishorasini o‘zgartirsa. u holda _grafikning,
M {x,; f(x,)) nugtasi y= r(x) funksiya grafigining egilish nuqtasi bo*ladi.

Isboti. Masalan, x <x, bo‘lganda f"(x,)<0 va x>x, bo‘lganida /"'(x,)>0

bo‘lsin. U vaqtda x<x, uchun gratik qavarig, x> x,uchun grafik botiq bo‘ladi.

Demak, grafikning M,(x,; f(x,)) nuqtasi uning qavarig gismini botiq qismidar

ajratib turadi, ya‘ni u grafikning egilish nuqtasi.
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Lemisol.  y=x'-9x" +5x+43 funksiya grafigining qavariglik, botiglik

Wil 1l hamda egilish nugtalarini toping.

sh usuli. Ikkinchi hosilani topamiz:

V3T 18x+5, y'=6x-18. Ikkinchi hosilani nolga tenglashtirib hosil

b Tan e 1ani yechamiz: y"=0, 6x—18=0, x=3.

7.2. Funksiya grafigining egilish nuqtasi

Apar ixtiyoriy xe(x,~d,x,) da funksiya grafigi ' urinma £ dan yugorida

hgan bo‘lib, ixtiyoriy xe(x,x,+5) da funksiya grafigi T urinma £

\ (yuqorida) joylashgan bo‘lsa, x, nuqta f(x) funksiya grafigining
pitinh nugtasi deyiladi.
4 cha qilib aytganda, f(x) funksiya grafigi (x,-6,x,) da botig

(Vi) bo'lib, (x,,x,+8) da qavariq (botiq) bo‘lsa, x, nugta f(x) funksiya

il

ng epilish nuqtasi deyiladi.

I hosilalari yordamida uning grafigining egilish nuqtasini topish

i

Yigorida keltirilgan 1-teorema va funksiya grafigining egilish nuqtasi
G ilidan quyidagi natija kelib chiqadi.

Natija. [(x) funksiva grafigining egilish nugtalarini ikkinchi tartibli F(x)
W Wolwa avlantivadigan nugtalar orasidan ( S"(x)=0 tenglamaning yechimlari
dhibdieen) idivish kerak. |

Itvorema. Aytaylik, [(x) funksiya (x,~06,%, +5) da ikkinchi tartibli f "(x)
Wil ea bo 'lsin,

e ["(x) hosila x, nugtadan o ‘tishda ishorasini o'zgartirsa, u holda x,

Wit L) funksiva grafigining egitish nugtasi bo ‘ladi,
Mivol, Ushbu f(x)=x"=3x" +1
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Junksiyaning qavariq va botiglikka tekshirilsin, egilish
nugtasi iopilsin,

<4 Berilgan funksiya uchun

S{x)=3x"-6x, S(x)=6x-6

bo‘ladi.

7.4-chizma

Ravshanki, f"(x)=6x-6<0, x-1<0, x<1. Demak, berilgan funksiya
grafigi (-=.1) da gavariq bo‘ladi.

Shuningdek f"(x)=6x-6>0, x-1>0, x>1.

Demak, berilgan funksiya grafigi (1,+ec) da botig bo*ladi. x=1 nugta /()

funksiya grafigining egilish nuqtasi bo‘ladi (7.4-chizma).»

7.3. Funksiya grafigining asimptotalari

Aytaylik, f(x) funksiya a< R nuqtaning biror (a—5, a+8) atrofida (& > 0)
berilgan bo‘lsin.

Agarushbu lim f(x), lim f(x) limitlardan biri yoki ikkalasi cheksiz bo*

xpirad) x—a—l

to*g‘ri chiziq f(x) funksiya vertikal asimptotasi deyiladi.
Faraz qilaylik, f(x) funksiya {a, +«), ( -w,a) f(x)=ki+e +a(x) oraliqda
aniglangan bo‘lsin.

Agar x—+o0 da (x——o0 da) f(x) funksiya ushbu ko‘rinishda ifodalansa.

bunda & va ¢ lar o‘zgarmas sonlar va lim a(x) =0 T__a a(x)= & bo‘lsa,

Sl @.1)
to‘g‘ri chiziq f(x) funksiya grafigining og‘ma asimptotasi deyiladi.

Xususan, (7.1) da k=0 y=e bo‘lsalo‘g'ri chiziq fx)

grafigining gorizontal asimptotasi deyiladi.
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A‘_.:_r,..___.f_.

ylish kerakki, y=ix+s to'g'ri chiziq 7 (x) funksiyaning og‘ma

w'lishi uchun & = lim /) , b=lim Tw?wl__u@ (7.2)

p—rbm oy reptin

i bo‘lishi zarur va yetarli.

/(x) funksiya grafigining og‘ma asimptotasini topish uchun (7.2)

[initlarni hisoblash yetarli bo‘ladi.

7.4. Funksiya grafigini yasash

lindi

iksiya grafigini yasashga o‘tish mumkin.U quyidagi sxema asosida

I) Funksiyaning aniglanish sohasini topish;

nksiyani jufl-toglikka tekshirish;

wksiyani davriylikka tekshirish;

iksiyani uzluksizlikka tekshirish va uzilish nuqtalarini topish;

5) Funksiya grafigining koordinata o‘glari bilan kesishish nuqtalarini topish;
) Monotonlik oraliglarini aniglash;

7) Ekstremumga tekshirish;

K) Botiq va gavariglikka tekshirish;

Y} Funksiyaning asimptotalarini topish;

10) 1

iksiya grafigini chizish.

Misol. y = INMH u@i,.,ﬁwii to'liq tekshiring va grafigini chizing.

(x-1)

I. Funksiya x=1 nuqtadan tashqari sonlar o‘qining barcha nuqtalarida

=% fx)Ba f(—x) = —f(x), demak, [unksiya loq ham emas,
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3. Funksiya davriy emas.

4. x =1 nugtada Il-tur uzilishga ega:

lim f(x)= lim W.m.ﬂm_rntxf
T—1#0 _.L_uCAHICr
golgan nuqtalarda funksiya uzluksiz.
5. Agar x=0 bo‘lsa, u holday=-1 va y=0 da HHW, Bundan kelih
chiqadiki, (0;-1)va MW cu nugtalar funksiya grafigining koordinata o‘qlari bilan

kesishish nugtalari.

6. %anFGH funksiya aniglanish sohasini quyidagi oraliglarga bo*lami
&=

(-2 0). (0.1), (1 +29)

(—o=; 0) oraliglarda funksiya kamayadi. (0,1) oraliqda esa funksiya o‘sadi.
(I; +0) oraligda funksiya kamayadi.

7.5'{x) hosila ishorasini x=0Onuqtani o‘tishda manfiydan musbatpa
o‘zgartiradi. Demak, berilgan funksiyax=0 nuqtada minimumga erishadi va
Yo = ¥(0) =-1 bo‘ladi.

8. Funksiya botiq va qavarigligini tekshirish uchun ikkinchi tartibli hosilani

2x+1

Nr|5L funksiyaning aniglanish sohasini quyidagi oraliglarga
e

olamiz. »"=2

ajratamiz.

ﬁrﬁ W_w da f"(-1)= |M < 0 funksiya gavariq,

/
7%@ da f"(0)=2>0 funksiya botig. (I:+c) oraligda /f"(0)=10=0

funksiya botiq. Funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi .4MJW dan o‘tishda o'
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L it |

bundan kelib chiqadiki, Rﬁ|anJw nugta egilish nuqtasi

TR

) vertikal asimptotasi, y = 0 gorizontal asimptotasi, ya’ni

2 1
i
= lim H|.4MHO Y a !
.T..,.u.ﬁ _u “
le= |
% :
ST [ i
L] 2 2 X
_ 2x—1 iy 1
J ik /) : % = lim X :
\ ol iy — —ta " — =
x| 1=
X
7.5-chizma
u holda

(O LR X T e YO kelib chiqadiki y=kx+5 0g‘ma asimptota yo'q.

Mustagil yechish uchun misollar

Funksivalarni tekshiring

Lyelig=x' (x-5)° _ 5. y=f(x)=sinx’ (x-5)*
Y] :...:_ﬁx_.mvu m.%ﬂcomkwm:_a
12 1—sinx
Yoy Ing x°
: y o 7 _Cosx—sinx
Ay N conx” cosx WS

l+sinx
i1 Opthmiliashtivish usullari (optemallashtirish masalalar Nyuton usuli)

Chlelgll dusturlash masalasini geometrik usulda tahlil gilish va yechish

Hiemetik hlilni masala misolida olib boramiz. Shartlarning har birining

[ 0% X, koordinatlar tekisligida tasvirlab olamiz. Buning uchun

1

St el tenglama ko*rinishida yozib chiqamiz.
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Olx,+ 03x,= 30
05x + 02x,= 45
0,1x, + 0lx,= 12

Hisoblashlarni soddalashtirish magsadida tenglamalarning har birining kasr

gismini yo‘gotish uchun 10 ga

ko‘paytirib olamiz. Natijada u x+  3x, 300
450
x+ x,= 120

quyidagicha bo*ladi Sx+ 2x,

Bu tenglamalar sistemasidagi har bir tenglamaning grafigini qurish uchun

quyidagi jadvalni tuzib olamiz

X X2 Xz X3 ]
1- 0 100 1- 0 300
leng teng
2- 0 225 2- 0 90
teng teng
3- 0 120 3- 0 120
teng teng |

Jadvaldagi ma’lumotlar asosida sistema har bir tenglamasining grafigini
OX,X; koordinatlar tekisligida tasvirlab olamiz va belgilangan nomerlar bo‘yicha
raqamlab chiqamiz (8.1-rasm). Tenglamalar grafiklarini tasvirlashni MS Excel

dasturidan foydalanishimiz mumkin.

i
e —
e - L5

2n LlE 50

B

#

R RN T ling MBYSni topish uchun hosil bo‘lgan shartlardagi

it pastki gismida joylashgan va barchasi uchun umumiy bo‘lgan
Fzning misolimizda bu soha OABCD beshburchak shaklidagi
1)

Lol b mugta MBYS ga kirmaydi. Chunki bu nugta (3) tenglamaning

IR

St vigarkdea joylashgan,

i u Igan nuqtasining koordinatalari masalaning shartlariga mos

fildi - Bo'lgan - yechimlaridan  birini  ifodalaydi. Bu yerda biz magsad

imatiga mos keladigan rejalar (yechimlar)ga mos nugtalar

z. Masalan F(x x,) = 70000 (magsad funksiyasining bu

AR 0" 2hmiz ixtiyoriy tanlaymiz) bo‘ladigan nuqtalar to‘plami 1000 x, + 1400

n ifodalanadi. Magsad funksiyasining bu giymatiga mos
Pl oy ko‘rsatib o‘tilganidek qurib olamiz. Bu OX,X, koordinat

WEETIR (70:0) va (0:50) nugtalardan o‘tuvchi to*g'ri chiziq tenglamasi bo‘lib, 2

figi punktir chiziq bilan ifodalangan. F(x,,x,) funksiyaning

o masalan F(x,,x,) = 140000 deb olinsa unga mos grafik

bo'lib yuqorirogdan, ya'ni (140;0) va (0;100) nuqtalardan
Sl Wt ehizig hosil bo‘ladi (8.2-rasmdagi (4) to‘gri chiziglar). Bu to‘gri

i ifodalaydi. Magsad funksiyasining I'(x,.,x,) = const
n prafiklari o*zaro parallel to*g‘ri chiziglardan iborat bo‘lar ekan.

ing qiymati ortgan sari bu to'g‘ri chiziq yuqorilab boraveradi

53



Bora — bora MBYSdan chigib ketishi mumkin. Xususan berilgan misold
magsad funksiyasining grafigi MBYSdan oxiri C nugtadan o‘tgan holida chigih
ketadi. Ana shu holat, ya'ni C nuqta koordinatalari masala yechimini, optimal
rejani berar ekan deyishga asos bo‘ladi.

8.2-rasmdagi grafikdan ko‘rinadiki C nuqgtaning koordinatasi (1) va (3)
to'g'ri chiziglar kesishish nuqtasining koordinatasidan iborat. Demak, C nuqta
koordinatalarini topish uchun (1) va (3) tenglamalarni sistema qilib yechish kerak.

Xuddi shuningdek, B nugta koordinatalari (2) va (3) to‘gri ch

grafiklarining kesishish nugtasidan iborat. Uning kooordinatalarini topish uchun
ham (2) va (3) tenglamalarni sistema qilib yechamiz.

Dastlab C nuqtaning koordinatalarini topamiz. Buning uchun (1) va (1)
tenglamalarni sistema qilib olamiz va uni yechamiz

Tiﬁnmco
L+ =120

Birinchi tenglamadan ikkinchi tenglamani ayiramiz

2x, = 180
mu._r 2 =120

Bunda x;=90 va x,;=30 kelib chiqadi. Demak C(30;90).
Endi B nuqtaning koordinatalarini topamiz. Buning uchun (2) va (3)
tenglamalarni sistema qilib yechamiz

ﬁmﬁ + 2x, = 450
+ =120

Ikkinchi tenglamani 2 ga ko‘paytirib birinchi lenglamadan ayiramiz
Natijada quyidagi tenglamalar sistemasi hosil bo*ladi

m 3x, =210
1+ =120

Bu sistemani yechib, noma’lumlarni topamiz va natija x,=70, x-=50 bo‘ladi
Demak B nuqta koordinatasi B(70;50) ekan.
2-rasmga asoslanib OABCD shakl uchlarining koordinatalarini yozib olamiz
0(0:0), A(100;0), B(70;50), C(30;90), D(0;100) ekanligini ko‘ramiz. Chizm
ko‘rilganidek MBYS qabariq schadan iborat bo‘lib, bu holat barcha ChDMIu
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Wl 0Nl botlgan holatdir. Magsad funksiyasi grafigi ham to‘g‘ri chizig

'l n uni oshirish parallel ko‘chirishdan iborat bo‘ladi va magqsad

Falvinining - maksimal  giymati MBYS  uchlaridan birida  ya'ni magsad

igi MBYSdan chigib ketish arafasida otgan nugtasida bo*lar

Pk sy nuin

I reja, ya'ni ChDMlar yechimini topish uchun umumiy oida

a imkoniyat beradi.

ChbMIarni yechishda avvalo MBYSni ifodalovcehi qabariq soha topiladi va

i dohilarida magsad funksiyasi hisoblanadi. Bu giymatlardan eng kattasiga mos

FEBiviht nugta: koordinatalari izlanayotgan yechim — optimal rcjani beradi. Bu
Anitant yuqorida ko'rilgan masalaga tatbiq gilamiz. Magsad funksiyasi (MF) ning
SR OARCD beshburchak uchlari A(100;0), B(70;50), C(30:90), D(0;100) dagi
At FF G F, deb belgilab, ularni hisoblasak, Fa= 100000, Fg=140000,

W,y 140000,

i qiymatlarni - taqqoslash - natijasida optimal reja C(30;90) nugtada
Chiitldpn dshonceh hosil gilamiz. Bu natija 2 — rasmdagi chizmaga ham mos

belili va'nd MIF prafigini parallel ko*chirishda bu grafik MBY Sdan C nuqta orqali

(I ketishi ko'rinib turibdi. Bu keltirilgan grafik usul ikki noma'lumli

qulay bo‘lish bilan birga ko‘plab umumiy quida va tavsiyalar

Bt [ihilah ehigishga imkoniyat beradi.

. qo'yilgan masalaning yechimi quyidagicha bo‘ladi.

Optlimal reja X'=(30;90)

ksiyasining maksimal giymati: F,,,,=F=156000

8.1. Optimal rejaning iqtisodiy tahlili

la Keltirilgan (2.1) — (2.2) masalaning topilgan yechimini tahlil

Yin

Wity Optimal reja C(30;90) nugtada bo‘lib, bu nugtada x; = 30; x; = 90 va

Ly Lanon 1i ko*rdik. Chizmadan (2-rasm) ko‘rinadiki, C nuqtada 1.3-

My to'liq - sarflanadi, 2-homashyo esa ortib qolar ekan, chunki 2-



homashyoga mos to‘g‘ri chizig C nuqtadan o‘tmaydi. Optimal reja giymatlarini

homashyo sarfi funksiyalariga go‘yib ham bunga ishonch hosil gilamiz.

=30
fi(xix2) = (0,1x; +0.3x5) [~ > =0,1 x 30 + 0.3 x 90 = 30
x, =90
x, =30
fxix2) = (0,5%; +0,2x5) H. i =0,5 x 30 + 0,2 x 90 =33 < 45
=30
f(x1x2) = (0, 1% +0,1x) w gy 01 %X3040,1x90=12

Bu holatdan kelib chigib quyidagi mulohaza va tavsiyalarni keltirish
mumkin. Ikkinchi tur homashyo 45 birlik bo‘lib, undan 33 birlik ishlatiladi.
Demak, 12 birlik 2 — tur homashyo ortib goladi. Bu ortiqchasini homashyo sifatida
sotib yuborish mumkin. Ikkinchi yoli esa chizmadan ko‘rinayapti, ishlab chigarish
rejasini oshirishga to*sqinlik gilayotgan kamyob (taxchil) homashyoni ko‘paytirish
kerak. Bunda barcha homashyolarni to‘la jalb qilish, hamda daromadni oshirish
imkoniyatiga ega bo‘lamiz. Bizning masalada, chizmadan ko‘rinadiki (2 — rasm) .
3—tur homashyo, ya'ni shakar rejani oshirishga imkoniyat bermayapti. Agar
shakarga mos to‘g'ri chiziq grafigini paralell ko‘chirib E nuqtagacha olib borilsa
barcha homashyolar to‘la ishlatilishiga erishiladi. Grafikni paralell ko‘chirish esa
shakar zaxirasini ko‘paytirish hisobiga erishiladi. Hususan bizning masalada
f3(xi%2) = (0,1x; + 0,1x;) = C;5 deb, prafik E nuqtadan o‘tishi shartidan C; giymat
tanlanadi. E nuqta 1-2- to‘g‘ri chiziglar kesishgan nugtasi bo‘lib, uning
koordinatalari

0lx, +0.3x, =30 | -
,g_ u 5 sistemadan topiladi.

0.5x, +02x, =45

Bu sistemadan x, umhxu n_l_mw ekanligini topamiz. 3-xomashyo chizigi bu
75 105 180 s
nugtadan o‘tishi uchun fi(x;x;) = 0,1 x m+|_.n| =13 =138 bo‘lishi kerak ekan.
B3 13 3

Demak, shakar zaxirasini 13.8 birlikka yetkazsak, ya'ni 1,8 birlikka oshirsak

105 s
optimal rejani E mum‘ nuqtaga ko“chirish mumkin. Bunda magsad funksiyasi

105 _ 75000+ 147000 222000
- 1,3 13

Fe = 1000 x 7> + 1400 x

= 170770 giymatga
1,3 1.3

erishadi.

Bunda daromad C nuqtadaligiga garaganda 14770 pul birli iga ortadi.
Shunday gqilib qo‘yilgan iqtisodiy masalaning matematik modelini tuzish,
matematik model yordamida masala yechimini topish va topilgan yechimning

igtisodiy tahlilini to‘liq o*tkazish mumkin ekan.

8.2. Transport masalasini yechishning shimoliy-g‘arb burchak usuli

Yechish. Bu yerda taminotchi punktlar soni m=3, istemolchi punktlar soni esa

n=5. Shu sababli, masalaning tayanch rejasi 5+3-1=7 to‘ldiriigan kataklardagi

w bilan aniglanadi.

Jadvalni to*ldirishni x;; katakdan boshlaymiz. Buning uchun x;; katak
(yacheyka) da keshishgan A, satr va B, ustunlardagi yuk zahiralarini va talablarni
taqqoslaymiz hamda ularning eng kichigini olamiz

11 = min{ay; b} = min{140; 60} = 60

6.2-jadvalning x,, yacheykasiga 60 ni yozamiz, shu bilan B, istemolchining

tiluba gondiriladi va x5,=0, x3,=0 bo‘ladi.

Navbatdagi yechimni izlash yana shimoliy-g‘arbiy burchak - x,

yucheykadan davom ettiriladi va A, satrda golgan yuk zahirasi va B, ustundagi

i tagqoslaymiz hamda ularning eng kichigini olamiz
1z = min{a; — x;4;b,} = min{140 — 60; 70} = min{80; 70} = 70

2 yacheykasiga 70 ni yozamiz, shu bilan B, istemolchining talaba

adi va x55,=0, x35=0 bo‘ladi.

Keyingi shimoliy-garbiy burchak - x5 yacheyka bo‘ladi. A, satrda qolgan

yile za

si va By ustundagi talabni taqgoslaymiz hamda ularning eng kichigini
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13 =minf{a; — 15— 12: b3} = min{140 — 60 — 70; 120} = min{10; 120}
=10

Xi3 yacheykasiga 10 ni yozamiz, shu bilan A, zahiradagi yuk tugaydi va

x14=0, x;5=0 bo‘ladi.

Navbatdagi shimoliy-g‘arbiy burchak -~ x3; yacheyka bo‘ladi. Bu
yacheykada A, satrda yuk zahirasi va B; ustunda taminlanmagan istemolchi
talabini taggoslaymiz hamda ularning eng kichigini olamiz

23 = min{ay; by—x,3} = min{180; 120 — 10} = min{180;110} = 110

Xz3 yacheykasiga 110 ni yozamiz, shu bilan B; istemolchining talaba
gondiriladi va x33=0 bo*ladi.

Endigi shimoliy-g*arbiy burchak — x4 yacheyka bo'ladi. Bu yacheykada A,
satrda qolgan yuk zahirasi va B, ustundagi istemolchi talabini taqqoslaymiz hamda
ularning eng kichigini olamiz

24 = min{a,—x;3; b} - min{180 — 110; 130} = min{70; 130} = 70

Xa4 yacheykasiga 70 ni yozamiz, shu bilan A, zahiradagi yvuk tugaydi va
X25=0 bo'ladi.

Navbatdagi shimoliy-g‘arbiy burchak — x3; yacheyka bo‘ladi. Bu
yacheykada A; satrdagi yuk zahirasi va B, ustunda taminlanmagan istemolchi
talabini tagqoslaymiz hamda ularning eng kichigini olamiz

34 = min{az; by—x,4} = min{160; 130 — 70} = min{160; 60} = 60

X34 yacheykasiga 60 ni yozamiz, shu bilan B, istemolchining talaba
gondiriladi.

Bizda fagat bitta x54 yacheyka to‘lmay goldi. w:..wmnrmz_mma:m qiymati

35 = min{a;—x,5; by} = min{160 — 60; 100} = min{100; 100} = 100

ga teng. Qolgan yuk zahirasi bilan istemolchi talabi bir xil. Shu sababli x34

yacheykaga 100 ni yozamiz. :

Yuqorida amalga oshirgan ishlarimizni 8.3-jadvalga joylashtiramiz
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8.3-jadval
Taminotchilar | Istemolchilar Zahiralar
B, B, B; By B;s
A 2 3 4 2 4 140
60 70 10 0 0
Ay 8 4 I 4 I 180
- 0 0 110 70 0
A 9 7 8 7 2 160
o 0 0 60 100
Talablar 60 70 120 130 100 480 |
Bu jadvaldan masalaning tayanch rejasi
607010 0 0
=(00110700
0 0 060100

ko‘rinishida bo‘ladi. Bu rejaga asosan yuk tashishning umumiy xarajati:

F(x)=2-60+3-70+4.10+2.0+4-0+8.0+4-0+1-110+4-70+1-0+9.0
F7-048-0+7-60+2-100=120+210+ 40+ 110+ 280+ 420+ 200 = 1380

8.3. Transport masalasini yechishning minimal element usuli

Bu usulda yuk tashish xarajatlari hisobga olinadi.

Dastlab, yuklarni yetkazib berish xarajatlarining minimal giymatlarini topib

z. Ular: €33=1 va ¢,5=1. Jadvalni to‘ldirishni qgaysi biridan boshlashning farqi

Dastlab, jadvalni to‘ldirishni x4 vacheykadan boshlaymiz. Undagi yuk
#ahirasi va istemolchi talabini tagqoslaymiz
23 = min{a,; b3} = min{180; 120} = 120
X23 yacheykasiga 120 ni yozamiz, shu bilan B, istemolchi talabi bajariladi va

%1170, x13=0 bo'ladi. Keying eng kam xarajat cps=1. Shu sababli Xz5 yacheykani

(0*1dirib olamiz. Buning uchun
25 = min{a;—xz3; bs} = min{180 — 120; 100} = min{60; 100} = 60
Xas yacheykaga 60 ni yozamiz, shu bilan A, zahiradagi yuk tugaydi va x,,=0,

Km0, X24=0 bo‘ladi.



Endi, jadvalning yuk miqdorlari bilan to‘ldirilmagan yuklarni yetkazib
berish xarajatlarining minimal giymatlarini topib olamiz. Ular: ¢,,=2 va ¢,,=2 va
Ci5=2.

Bularni to‘ldirishni x;; dan boshlaymiz. Buning uchun A, dagi zahirani va
B, dagi istemolchi talabini taqqoslaymiz va ulardan eng kichigini tanlaymiz

11 = min{ay; b} = min{140; 60} = 60

X1 yacheykasiga 60 ni yozamiz, shu bilan B, istemolchi talabi bajariladi va
x31=0 bo‘ladi. Keying eng kam xarajat c4=2. Shu sababli, x;; vacheykani
to‘ldiramiz. Buning uchun

14 = min{a; —x;,; by} = min{140 — 60; 130} = min{80; 130} = 80

X4 yacheykaga 80 ni yozamiz, shu bilan A, zahiradagi yuk tugaydi va x;,=0
va X;5=0 bo‘ladi.

Navbatdagi minimal xarajat c¢;s=2. Shuning uchun, x;s yacheykani
to*ldiramiz

35 = min{az; by—x,3} = min{160; 100 — 60} = min{160; 40} = 40

X35 yacheykasiga 40 ni yozamiz, shu bilan Bs istemolchi talabi bajariladi.

Bo'sh qolgan yacheykalardagi eng kam xarajatlar: ¢4,=7 va ¢34,=7 ga teng.
Shuning uchun, x3, yacheykani to‘Idiramiz

32 = min{as—xss; by} = min{160 — 40; 70} = min{120;70) = 70

X32 yacheykasiga 70 ni yozamiz, shu bilan B, istemolchi talabi bajariladi.
Natijada bizda x3; yacheyka to‘ldirilmasdan goladi. Bunda
34 = min{az—x3;—X35; by—x1,} = min{160 — 70 — 40; 130 — 80)
= min{50;50} = 50
bo‘ladi va bu giymatni x3; ga yozamiz. Shunday qilib jadvalning barcha

yacheykalarini to‘ldirib olamiz (8.4-jadval).

8.4-jadval
Taminotchilar Istemolchilar Zahiralar
B, B. B B Bs

A, 2 3 4 2 4 140

6l 4] 0 80 Q
As 8 4 1 4 1 180

0 0 120 Q 6l

60

Ay 9 7 8 7
0 70 0 50 40
60 70 120 130 100 480

s8]

160

1

Bu jadvaldan masalaning tayanch rejasi
6000800
=]100120060
07005040
ko‘rinishida bo‘ladi. Bu rejaga asosan yuk tashishning umumiy xarajati:

F(x}=2-60+3-70+4-10+2-0+4.0+8-0+4-0+1-110+4-70+1-0+9-0
+7-0+8-0+7-60+2-100=120+ 210+ 40+ 110+ 280+ 420 + 200 = 1380

Mustagqil yechish uchun misollar

1. Tumanga qgarashli n — ta jamoa xujaligining ekin maydonlari mos xolda S|
»52,,...5n ga . Tuman rejasiga kura m xil ekindan pl +P2,,...pm miqdorda hosil
olinishi kerak. j-jamoa xujaligining i-ekindan j- maydonning bir gektaridan olishni
kutadigan miqdori aij birlik jamoa xujaliklari buyicha max xosil olinishi uchun
ekin maydonlari ganday taksimlanishi kerak.

2. Sexda 3ta bir-birini almashtira oladigan kurilma-stanoklar bor, ularning
quvvatlari oyiga 400,850,300 norma-vaqtgacha. Sex 5 xil maxsulot tayyorlash

uriyatini olgan: P1- 600 birlik; P2 -350, P3- 450, P4- 500, P5- 600 birlik.

m

Birinchi stanok xar bir xil maxsulotning bir birligini tayyorlashi uchun mos xolda
0,3, 0,6, 0.4, 0.8 va 0,5 soat sarflaydi, ikkinchi stanok — 0,6; 0.8; 0,7 va 0.9 soal,
uchinchi stanok — 1,4, 0.5, 0.9, 0,6 va | soat sarflaydi. Bir birlik maxsulot
tayyorlash uchun birinchi stanokning xarajatlari mos xolda 20, 10, 40, 50 va 8¢ pul

birligi; ikkinchisiniki — 50, 40, 30, va 60; uchinsiniki 65, 90, 30, 20 va 50.

Maxsulotlaming bir birligini baxosi — 80, 100, 60, 50 va 85 pul birligiga teng bulsa

majburiyat bajarilishini kafolatlaydigan maxsulot ishlab chikarish rejasi shunday
tuzilsinki: 1) maksimal daromad olinsin; 2) tayyorlangan maxsulotlarning umumiy
buhosi minimal bo‘lsin; 3) qurilma — stanoklarning sarflagan vaqti minimal
ho‘lsin; 4) P1 xil maxsulotdan uchta, P2 —dan bitta, P3- dan ikkitadan qilib
tuziladigan komplektlar soni maksimal bo‘ladigan rejaning igtisodiy matematik

inodelini tuzing.
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3. Firma stol va stullar ishlab chigarishga ixtisoslashgan. Ularni tayyorlashga
ishlatiladigan 72 m3 birinchi xil va 56 m3 ikkinchi xil yogoch maxsulotlari
mavjud. Stol va stullarning bir — birligini tayyorlashga sarflangan yogoch
maxsulotlarining normasi jadvalda berilgan. 1 xil yogoch 2 xil yogoch stol stul
0,18 0,09 0,08 0,28 Firma bitta stoldan 4,4 pul birligi sof daromad oladi, stuldan
esa — 2.8. Maksimal daromad olish uchun firma nechtadan stol va stullar
tayyorlashi mumkin. Bunday masalaning igtisodiy matematik modelini tuzing.

4.Uzunligi 750 sm dan bulgan simlarni uzunliklari 250 sm, 200 sm va 150 sm
kesmalarga qirqish kerak. Uzunligi 250 sm bo‘lgan kesmadan 200000 ta, 200 sm
ligidan 250000 ta va 150 sm 1i kesmadan 50000 ta tayyorlash buyurtmasi olindi.
Eng kam chikindi chiqishini ta’minlab buyurtma bajariladigan eng kam sondagi
similar qirqiladigan optimal qirgish rejasining igtisodiy matematik modelini
tuzing.

5.8avdo firmasi P1 P2 , P3 xil maxsulotlar sotadi. Buning uchun 460 m2
maydonga ega bulgan foydali joydan va 500 odam / soat ishchi vagtidan
foydalaniladi. Firmaning tovar aylantirishi (tovar oboroti) 240000 pul birligiga
teng. Maksimal daromad keltiradigan tovar aylantirish rejasini tuzish zarur.
Ma’lumotlar jadvalda berilgan. Bu masalaning matematik modelini tuzing.

a.m.oxam 3ta bir-birini almashtira oladigan qurilma-stanoklar bor, ularning
quvvatlari oyiga 300.550,400 norma-vaqtgacha. Sex 5 xil maxsulot tayyorlash
majburiyatini olgan: P1- 400 birlik; P2 -450, P3- 500, P4- 550, P5- 600 birlik.
Birinchi stanok har bir xil maxsulotning bir birligini tayyorlashi uchun mos xolda
0.3, 0,6, 0,4, 0,8 va 0,5 soat sarflaydi, ikkinchi stanok — 0,6; 0,8; 0,7 va 0.9 soat,
uchinchi stanok — 1,4, 0,5, 0,9, 0,6 va 1 soat sarflaydi. Bir birlik maxsulot
tayyorlash uchun birinchi stanokning xarajatlari mos xolda 20, 10, 40, 50 va 80 pul
birligi; ikkinchisiniki — 50, 40, 30, va 60; uchinsiniki 65, 90, 30, 20 va 50.
Maxsulotlarning bir birligini bahosi — 80, 100, 60, 50 va 85 pul birligiga teng U:._mm

majburiyat bajarilishini kafolatlaydigan maxsulot ishlab chikarish rejasi m:c:mmw ;

tuzilsinki: 1) maksimal daromad olinsin; 2) tayyorlangan maxsulotlarning umumiy

baxosi minimal bulsin; 3) qurilma — stanoklarning sarflagan vaqti minimal bulsin;
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4) Pl xil maxsulotdan uchta, P2 —dan bitta, P3- dan ikkitadan Kkilib
tuziladigan komplektlar soni maksimal bo‘ladigan rejaning iqtisodiy matematik
modelini tuzing.

7. Firma stol va stullar ishlab chikarishga ixtisoslashgan. Ularni tayyorlashga

latiladigan 64 m3 birinchi xil va 48 m3 ikkinchi xil yogoch maxsulotlari
mavjud. Stol va stullarning bir — birligini tayyorlashga sarflangan yogoch
xsulotlarining normasi jadvalda berilgan. 1 xil yogoch 2 xil yogoch stol stul

0,18 0.09 0,08 0,28 Firma bitta stoldan 4,4 pul birligi sof daromad oladi, stuldan

esa — 2.8, Maksimal daromad olish uchun firma nechtadan stol va stullar

tayyorlashi mumkin. Bunday masalaning iqtisodiy matematik modelini tuzing.
§ 9. Lopital qoidasi va misollar

0 e S
9.1. 3 ko‘rinishdagi anigmaslik

I-teorema. Agar flx) va g@(x) funksiyalar x=a nugtaning biror atrofida
uzluksiz, @ nugtaning o‘zidan tashqari shu atrofda differensiallanuvchi bo‘lib, shu

da @(x)#£0 va @(a)= f(a) =0hamda chekli yoki cheksizlim &“MHW =A limit
Xl h._q .ﬂ
jud bo‘lsa, u holda lim bb limit ham mavjud bo‘ladi va lim S lim Jx)
LY qu:; t—ba %.m.& Tha %ﬁkv

tenglik o*rinli bo*ladi.
S _ S~ f(@)

Ishoti. nisbatni qz iz. =0 = ; i
o wlu qaraymiz. fla)=0, ¢(a)=0 bo‘lgani uchun bu
lenglik to'g ri.
Agar x a nuqtaning atrofiga tegishli bo‘lsa, u holda yuqoridagi nisbatning

/&) _ f1e)
@tx)  _¢'(e)
bilan x orasidagi giymat bo‘lgani uchun x—a da c¢—a. Shu sababli oxirgi
likda x — & da limitga otsak
tim L&) iy L)y SO _ e, SO
o p(x) v @le) e gle) e p(x)
iubotlanishi lozim bo‘lgan tenglik hosil bo‘ladi.

l-eslatma. Agar f(a)=0, ¢{a)=0 va f(x) hamda ¢(x) hosilalar 1- teorema
/)
@'(x)

0'ng tomoniga Koshi teoremasini qo‘llasak kelib chiqadi, bunda ¢ a

wini gqanoatlantirsa, u holda teoremani

nisbatga ikkinchi marta qo‘llash
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mumkin. Ya‘ni: lim fix I___s RCSI:E o Hx) va hokazo.

= plx) o @'(x) e @"(x)

_-Smue_.:mm:a mgH:E EL::S:.EQH
Ty c\__ il i =]
. L . 0
2-misol. lim X=5"% Eu__,a U 0] =gy 1O @n
201 X x—+il T.,v X Ix
_(l-cosx) _ HH:E E:HHM;.."I
31 ) Gy 6 o0 g 6 6
2-eslatma. I-teorema x—o da Aix)>0, @(x) >0 bo‘lganda ham

to‘g riligicha qoladi, ya‘ni lim %MMW lim M”MM

Bu tenglikning to‘g‘riligiga k.hw almashtirish olib ishonch hosil qilish

mumkin.

A . cos - wos’ > 1
3-misol._ lim Lﬁlwnr.s —=lim == __muw 7=
R W 0 e 3 roam |“M - GCmm|
x M x x
_2 12
3 cos’0 3
a(M_. (x"-¢"y_,. mx"" ma m .,
e =lim = =—a"™".
$omisol. oy = ;aa L L e
=52 +2x+8 ﬂc iy (' =5x+2x+8)
= m
Semsal Lo =20 ~16x +m«+_uro st (¥ =227 = 1647 +ma+€
3xt = 10x+2 3-1-10-(-1)+2 _m 3

o 4F -6 -32x+2 4 (=D)-6-1-32-(- :+M 4§
9.2. 2 ko‘rinishdagi aniqmaslik
m

Ushbu teoremani isbotsiz keltiramiz. .
2-teorema. Agar f{x) va @(x) funksiyalar x=a nuqtaning biror atrofida

uzluksiz, differensiallanuvchi (x=a nuqtaning o‘zidan tashgari) bo‘lsa hamda shu

(x)

atrofda g(x) #0, _EQQVI :5 @ (x)== bo‘lsa va chekli yoki cheksiz W_u_m _Mmi
Six) f(x) =i

limit mavjud bo‘lsa, u holda lim ===~ ) limit ham mavjud bo‘ladi va lim 5 im

X ﬂu H Rt T
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.._:|, tenglik to‘g‘ri bo‘ladi. Bu teorema x — «oda ham 0°z kuchini saqlaydi.

@'(x)
1
. ~ Inx o (nxy X _
6-misol. lim =t im — = lim —— = [im (~x)=0.
£l L oo Tk H] _ a—H . m| K41
H HI nﬂ..
1
Inx{ e In x)' -
7-misol, IIﬁI = lim ( _W = X_g
X Ao T—pdi X 1

. _efoy e} () e
8-misol. lim Jﬁf = lim |ﬁ| = lim ;= lim — = 4oo,
e L - o} s+ Dy Febta AMHv ko

S(x)

3-eslatma. lim = lim —
Toea Qvﬂ.ﬂ.u Ko .“‘:H,-

tenglikning o‘ng tomonidagi chekli yoki

cheksiz limit mavjud bo‘lsa uning chap tomonidagi limit ham mavjud bo‘ladi.
O'ng tomonidagi limitning mavjud bo‘imasligidan uning chap tomonidagi
limitning mavjud bo‘Imasligi kelib chigmaydi.

, ’ X+si
9-misol. lim s

P X

limitni toping.

Yechish. Lopital goidasini qo‘llaymiz:

. x-sinx (oo . {x+sinx)
lim ————| — [= lim = lim (I+cosx).x -+« da 1+cosx ifoda 0
Y3 dm X \ 00 E—pm A\ﬂw Nop s

bilan 2 orasida tebranadi, ya‘ni x -+ da I+cosy ifodaning limiti mavjud emas.
Shu sababli Lopital qoidasini qo‘llab bo‘Imaydi.

Izlanayotgan limitni boshqa yo*l bilan topamiz.

lim ———= [im =1l+lim —=1+0=1

Tordam X T—pbi Kb X

x+sinx . sin x sin x
1+
X

9.3. =—w ko‘rinishdagi aniqmaslik

Bunday aniqmaslikni ochish deyilganda lim /() =2, ::.. @(x) = oo, bir xil

ishorali cheksizlik bo‘lganda lim (f(x)— @(x)) limitni topish tushuniladi. Bunday

Kot
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anigmasliklar mworm Z ko‘rinishdagi anigmaslikka keltirilib keyin Lopital

o

qoidasidan foydalaniladi. Bunda a =« bo‘lishi ham mumkin.

1 1 .
10-misol. lim h||lu limitni toping.
=iinx x—1
1 1 x=1-Inx{0 (x—1-Inx)
Yechish.lim | ———— [(0—oc)=limn ———|=|= =lm —— ==
echiish. lin ?Z \T_Uﬁs i Qu_::ﬁow o ((x=Dln x)
_IM x-—1
li x i X =_y x—1 0 i (x—-1)
m =hm = =1r == e
el __;+Q|:_F et XInx+x-1 o xlnx+x—1L0) o (xInx+x-=1)
X X
. I _ 1 1
lim - 1 lm———=7
M lnxtx—+1 Tx+2 2
X

9.4. 0. ko‘rinishdagi aniqmaslik

Bunday anigmaslikni ochish deyilganda lim f(x)=0. lim @(x)=c

bo‘lganda _Ew J(x)- @(x) limitni topish tushuniladi. Agar bb.ﬁiuhﬂ&. yoki
o(x)
1) p(x) = iwv
fx)

ko‘rinishda yozilsa 0.« ko‘rinishdagi anigmaslik M yoki 2 ko‘rinishdagi
o

aniqmaslikka keltiriladi. Bunda a =< bo‘lishi ham mumkin.

! Ea ]
a0

11-misol. lim xInx(0-c0) = lim 5|a?mw| o (6-misolga qarang).
2
9.5. 1" ko‘rinishdagi anigmaslik =
Bunday anigmaslikni ochish deyilganda _qm._u, f@=1, lm p() =wbo‘lganda
lim LA()]F* limitni topish tushuniladi.
Agar  [f(x)F" =e ) (q) ko‘rinishda tasvirlansa 1°  ko‘rinishdagi

anigmaslikni ochish 0-e ko‘rinishdagi anigmaslikni ochishga keltiriladi. Bunda «

= bo‘lishi ham mumkin.
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|
1 2-misol. lim (1+mx): limitni hisoblang.

¥l

| L i)
Vouhdsh, i (1 m)s (IP)= lim ex = en

yep ]

{1+ me)

T__i\m
_

r 0=
i 4

9.6. 0" ko‘rinishdagi anigmaslik

1y anigmaslikni ochish deyilganda lim £(x)=0, lim ¢(x) =0

p] T—ba

lalim [7ex)f* limitni topish tushuniladi. Bu holda ham yugoridagi {«)

Vo

an loydalaniladi. Bunda a == bo‘lishi ham mumkin.

M A ) - viny — lim xlne
Ld-misol.  lim x*0%)= lim """ =g~

x—b 41} Top sl

=e’=1,

9.7. »' ko‘rinishdagi anigmaslik

IYunday anigmaslikni ochish deyilganda lim f{x) =, lim o) = 0 bo‘lganda

Nt EE]

fiitt | 7 ¢x limitni topish tushuniladi. Bunda a =< bo‘lishi ham mumkin.

F-misol. lim (—in ) A_u.u:vH lim g'ot-tnxl —

verHl T ) K4l

] vkl 1 o T2l P 1
iy 1 fma
X T X
X

“lim =0 .Demak lim (—in .y =€ =1.
il x4l

v n(-nx )0 - o0)=lim Eﬁmun lim (In(- _n\k w. = lim = _H; .ﬁl Wu =

d-eslatma. 17, 0" va o’ ko‘rinishdagi anigmasliklar [/(x)F* ifodani

. : . .. .. . . < ...
:__.__:_4 - %:_:H ron_,_:armmm_mz_a_:mm___.n_m_,gmm_u:.oﬁmmﬁmm_mm_zn_ma_.
[£a]

oo

= i . : 0 .
ny qilib, 0.0, w-ow, 17, «", 0" ko‘rinishdagi anigmasliklar mko_ﬁ

o

 keltirilib keyin Lopital qoidasidan foydalanilar ekan.

In(l+x) a"—1 (1+x) =1
x x

Inbotlangan lim

vonll

foydalanib isbotlashni o‘quvchiga tavsiya gilamiz.

1, lim =lna, lim - = p ajoyib limitlarni

=y x—=l)

Laspitul goidasic

Mustaqil yechish uchun muconnap

| 3 5ol iom g
erE SINX
_lgx-1
] - 7 4. lim—5*"" =

7

Ceo gt o100
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. Inx—1 ctgx
5. lim——=7? 7. lim 28 =7
e et o] i T
2
. lanx _,
6. lim =7
TR Rlnﬂﬁ

§ 10. Boshlang‘ich funksiya. Anigmas integral. Anigmas integral
o‘zgaruvchini almashtirish va bo‘laklab integrallash usullari

10.1. Boshlang‘ich funksiya va aniqmas integral tushunchasi

I-Ta’rif. Agar [a;b] segmentning hamma nuqtalarida F(x) =f{x) tenglik
bajarilsa, #(x)funksiya sxu segmentda f{x)funksiyaga nisbatan boshlang‘ich
funksiya deb ataladi.

I-Misol. g\winj\\k.q?:xawmzm:m {-oo; +eg) intervalda bosxlang‘ich funksiyasi
F(x)=x" bo*ladi,chunki (-a0 +o0) da F"(x)=4x°.

2-misol. .\wﬂtnh?:wmaﬁanm (0; +eo) intervalda boshlang‘ich funksiyasi

F(x)=Inx bo‘ladi,cxunki shu intervalda Fij=".

X

I-Teorema. Agar F)(x) va Fs(x)funksiyalar ffx) funksiyaning /a; b] kesmada

1

boshlang*ich funksiyalari bo‘lsa, ular orasidagi ayirma o Zgarmas songa teng
be‘ladi.

Ishot. Boshlang‘ich funksiyaning ta’rifiga ko‘ra x ning fa; &] kesmadagi xar

ganday giymatida
=7, R =fx (10.1)
tengliklarga ega bo‘lamiz.

PX)=F1(x)-F2(x) (10.2)
deb belgilaymiz. Unda (1) tengliklarga asosan x ning fa; bJ kesmadagi xar ganday

qiymatida  ¢/x) =[Fi(x)-Fo(x)]"  =F ®)-5x=fx)/6)=0, bundan @@x)=S
o‘zgarmas son ekani kelib chiqadi oc.

Isbot gilingan teoremadan bunday natija chigadi: agar berilgan fixjfunksiva
uchun qganday bo‘lmasin biror F(x) boshlang‘ich funksiya topilgan bo‘lsa,
J{xj)tunksiya uchun xar ganday boshqa boshlang‘ich funksiyalar F{x)+S (C-const)
ko‘rinishga ega bo‘ladi.

2-Ta’rif. Agar F(x)funksiya fa; b] da f{x)funksiya uchun boshlang‘ich
68

(ithalyu u xolda F{xj+S, (S-const) bosxlangich funksiyalar to‘plamiga

il iing fa; b] dapi anigmas integrali deyiladi va _..hi% kabi belgilanadi.

i _ integral belgisi, f{x) integral ostidagi funksiya, f{xjdx esa integral

deyiladi.

Demak, [ fiod=rin+e (10.3)
fanisol. fix) ?..ﬂ_.c:_ﬁm_%m:m:m (-0, Vo) intervalda boshlang‘ich funksiyasi
I

/'(y) x" 1" bo‘lgani uchun uni anigmas integrali faxe=x* e (S-sonst) bo'ladi.

day gilib, anigmas integral #="F(x)+Cfunksiyalar to‘plamidan iboratdir.

(i nuqtai nazardan qaraganda aniqmas integral egri chiziglar to‘plamidan
ot bo'lib, wlaming xar biri egri chiziglardan bittasini 0‘z-0‘ziga parallel xolda

i yoki pastga, ya’ni ou 0‘q bo*ylab siljitish yo‘li bilan xosil gilinadi.

I leoremani isbotsiz aytib o*tamiz:

d-Teorema. Agar fix)funksiya fa: b segmentda uzluksiz bo‘lsa, bufunksiya

gihun b g'ich funksiya (demak anigmas integral)mavjud bo‘ladi.

Il n f{x)funksiya bo‘yicha uning boshlang‘ich funksiyasini topish

integrallash deyiladi.

10.2. Anigmas integralning xossalari

[-Xossa. Aniqmas integralning xosilasi integral ostidagi funksiyaga teng,

Vil i

: :,:.__ fix), (10.4)

Isbot, lagiqatdan ham, Fxjfunksiya f{x) ning boshlang‘ichfunksiyasi
Bt ludie /%x) - frx). U holda _.,\.ﬁ,:&ﬂ.,.n.«:.ﬁ_ bo‘ladi. Keyingi tenglikdan topamiz: -

: Fekds) w ( D) = P+ = F) +0= Fix) = f(x)

J:Xogsa, Anigmas integralning differensiali integral ostidagi ifodaga teng,
vl __ Foo |- seode. (10.5)

d-Xossa, Biron funksiya differensialining aniqmas integrali shu funksiya

jon yig‘indisiga teng, ya’ni

69



Tﬁt =F(x)+C (C-const) (10.6)

Ishot. Haqgiqatdan ham, F{x) funksiya f{x) ning boshlang‘ich funksiyasi
bo‘lsin: F{x)=f{x). U holda

[f@as=Fw+c  (103)
tenglik o‘rinli bo‘ladi. [kkinchi tomondan,

[rds = [Fnae=[dry  (10.7)

(7) ni (3) ga qo‘yib quyidagiga ega bo‘lamiz, '—&,,E = F(x)+ (. o€

4-Xossa. O‘zgarmas ko‘paytuvchini integral belgisi tashqarisiga chiqarish

mumkin, ya’ni

?‘,E& L J(x)dx. (10.8)

Ishot. Agar F(x)funksiya f{x) ning boshlang‘ichfunksiyasi bo‘lsa, ya'ni
Fx)=f(x) bo‘lsa, u xolda k<+(x) funksiya k#{x) ning boshlang‘ichfunksiyasi
bo'ladi, chunki (kF(x))’ =kF’ (x})=k+fx), bunda k=const=). Bundan

)

?.S&ut‘,ﬁ.?rm”%.g +&L?€+3£ % f(x)dx Kelib chigadi, bu erda ¢ uwom .

3-Xossa. chekli sondagi algebraik yig‘indidan olingan aniqmas integral, har

bir goshiluvchidan ayrim-ayrim holda olingan anigmas integrallarning algebraik
vigindisiga teng, ya'ni
U+ g=aeoke = [ s+ [goar— [ (10.9)

4-Misol. ._.Ta +4sinx—9kx ni toping.

Yechilishi. 4-va 5-xossalarga asosan quyidagiga egamiz:

5
n_.AHA \_.Lm__:ulwr‘« H‘_.xh&x+a._.£=glo._.ﬁm«H.W[Agmklou+ﬁ.
Hosil gilingan natijaning to*g‘riligini differensiallash yordamida oson
tekshirish mumkin. Hagigatdan,

Hm

d| WLSWTQH,TQ =(x* +4sinx—9)dx.
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Asosiy integrallar jadvali

1] ) e
—,_..;... S T

winvdy = —cosx+

|
W e
|

ot vefy = sinx -+

_.____“:__; : I_:_nn.m .q_ s

9" _‘:_ ¥ & _._._.T,.;

‘mula bunday isbotlanadi:

—3inx

____A Infeos ; "y vl _

v = tgxdy,

o5 X

[ 7"-formula bunday isbotlanadi:

( )-(i

vl ¢_...._ ta’

k+g_».u +u? : dx

fy =

dx
a.ﬁamHe

I .EM_._. x
._e___.w_:_h f___\«uHam

s

0 i
10 |—-a‘.qL_HHQ|+m..
Ina

Q
11 _._.:.&n e

a

n___ .
_Mc ._. Lqu z_«n?ﬁi
14.x~

i dx 1 : g
13 .—|i| =—arclg—+C.
a” +x° 23 o

0 .
14 ._‘IJ.FHF_:Q._ < e
a”-—x" 2a |a—x

=arcsinx+ (.

dx . J
16° ._,||| —aresin> ¢ ¢,
T 2 a

=lnfx+vVa® £o? |+

Mustaqil yechish uchun misollar

| — (¢ sinx)dx

) _ (¢"cosx)ydx

8 ‘_' {cosxsinx)dx
6. ._. (lgx + sinx)dx

1
y ) [
kaziw% y




10.3. Integrallash hisoblashda o‘zgaruvchini almashtirish va bo‘laklab

integrallash wsuli

Aytaylik, F(x) funksiya f(x) ning boshlang‘ich funksiyasi bo‘lsin:

F'(x)=/(x)
Ravshanki,
[f(x)ax=F(x)+c (10.10)
boladi. Keyingi integralda x=¢() deylik, bunda ¢(1) uzluksiz ¢'(1)
hosilaga ega bo‘lgan funksiya.
Ma’lumki, F{p())  murakkab  funksiya  hosilaga  ega  bo'lib.
(F(e(1))) =F'(0())- (1) boladi. Modomiki, F(x)=f(x) ckan, unda
(F(2())) = £ (#(1))- ¢/ () bo'lib, keyingi tenglikdan
[7(e()-¢ (1)yde = F(p()) +e  (10.11)
bo‘lishi kelib chigadi. (10.10) va (10.11) munosabatlardan topamiz:
Jr(@)axc=[r1(p())- o (e)ar

Bu formula integrallarda o‘zgaruvchini almashtirish formulasi deyiladi.

Misol. Ushbu

._._n:_ &In

Jx

integral hisoblansin.
4 Buintegralda x=+* almashtirish bajaramiz. Unda dx=2sdr bo'lib,

wmséﬂ sin¢
S Mg - [ORLE e
.— Iz _. ¢ tat

nlm_.m::_&nhnom:nﬁ|m8m4\m+n
bo‘ladi.
Ba’zi hollarda x=¢(t) almashtirish o‘rniga ¢=w(x) almashtirish qulay

bo‘ladi.
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Mised. Uishbu

_' NNM+_
X +x+1
titesral hisoblansin,
4l3u integralda f=x+x+1 deymiz. Unda

e d (6 e t)= (o +x+1) dr= (2x+ 1)dx bo'lib.

(2v4 Debe ot
frede_ga

: n~=?_+nn_u_am+k+__+n
L3 +

L' ladi,

Ko'p  hollarda  o‘zgaruvchi almashtirish ifodasini yozish zaruriyati

L' 1y li. Ushbu

1) dix+a)=dx, {a Hno.ﬁ.&

2) d(ax) = ady, ya’'ni &HM_&AR& (a=const,a=0)
a

arni e’tiborga olish va uni tadbiq etish yetarli bo*ladi.

ik, u=u(x) va v=v(x) funksiyalar uzluksiz «(x) va v'(x) hosilalarga

lumki, d(u-v)=vdu+udv bo‘ladi.

[Leyingi tenglikni integrallab [d (uw) = [vdu-+ fudv so'ng [d{u-v)=u-v

ini ¢’tiborga olib topamiz: v = [vdu + .?ne :

Jucla

_:__.:_ _:_T..._.v_«x: (10.12)

lurmulaga kelamiz. (10.12) formula bo‘laklab integrallash formulasi deyiladi.

hisoblashni [vax integralni hisoblashga olib keladi.

) integrallash formulasidan foydalanish uchun berilgan integral

i u(x) va dv lar ko‘paytmasi ko‘rinishida shunday yozib olinishi

Levbiniled, |

it dv hamda v(x}du lar oson hisoblanadigan bo‘lsin.

Misol. Ushbu [ xe*dx integral hisoblansin.
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4 X=u,
«4Bu integralda
e'dx = av
deymiz. U holda
die = d,

v= ._.mabo.. =g

bo‘lib, (10.) formulaga ko‘ra

i ._.kmnkx =xar I._.m«Q_H

|
7 keldi. Ravshanki, ‘?a&x =e" +¢. Demak, ._.HQ.Q_H =xe'—e"+e=e"(x—l)+c >
1R Misol. Ushbu
7 Jo=[ =& _ (n-1,23..)
?..u. +Q~v

integral hisoblansin,

4 Avvalo n=1 bo‘lgan holni qaraymiz. Bu holda

=—arctg—+¢ bo‘ladi.

_hUN
a
1

; dx LES a— .
Endi gz da (¥ +a*) deylik. U
dv=dx

1 2nx

du = dx = dx, G i
(2 +a) (+a vi_ bo‘lib, (10.9) formulaga ko‘ra

. Sy ) ||k|&
) Ak~+auua+ :._.Ak~+n~vi_ ’

bo‘ladi. Bu tenglikning o‘ng tomonidagi integralni quyidagicha yozib olamiz:
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boladi. (bu holda [xe*@x integralni hisoblash jadvalda keltiriigan feax integralga

J H|Hﬂ+mz£__= —2na*-J,

£l -
?u +h-v
ho'lib, undan

i L 271, (10.10)

nel " 3 H
2na’ TN ¥ apv 2na

1 kelib chigadi.

Yuqorida ko*rdikki,
1
J, HIQ.QWM,I.
7] a
(10.10) formulada #=1 deb
1 x
‘h—d = _“F-R” - —
: :h:&“ 2a°-(x* +a*)
+ _ wlic
= arctg —
24 WQ

B Huhini topamiz.

Shu tariga (10.10) formula yordamida »=23.4,... bo‘lgan hollarda mos

o risoblanadi. »

Odatda, (10.10) formula rekurent formula deyiladi.

la'zi hollarda, « va @v lar uchun ularning ifodalarini yozib o‘tirmasdan
(10,10) fomuladan foydalanib integrallarni hisoblash mumkin.

Mustagil yechish uchun misollar

4, _. cos*xdx
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w.‘_.mmu;.&a.
5. _. (lgx - ctgx)dx

!
6. &
o

§ 11. Kasr- ratsional ifodalarni va ba’zi irratsional
funksiyalarni integrallash

Biror

P(x)=a,+ax+ax’ +-+ax" (11.1)
ko*phad (butun ratsional funksiya) berilgan bo‘lsin. bunda By 5.0 @, -0 ZEATMAS
sonlar, a, #0, neN esa ko‘phadning darajasi.

Ma’lumki, ¢ son uchun P{a)=0
bo‘lsa, @ son P(x) ko‘phadning ildizi deyiladi. Agar P(x) ko‘phad (x—a) ga
(keN) qoldigsiz bo‘linsa, & son P(x) ko*phadning & karrali ildizi bo‘ladi.

Agar h=a+if kompleks son P(x) ko‘phadning ildizi bo‘lsa, u holda
h=a-if kompleks son ham bu ko‘phadning ildizi bo‘ladi. Demak, P(x)
ko*phadning ifodasida quyidagi

A.TE.THTTAQ._;_m:_ﬁ.pf?i_\iu

=x"2ax+a’+ B =4 prig

(p=-2a, g=a’+p)
kvadrat uchhad ko*paytuvchi sifatida gatnashadi.
Faraz qilaylik,
P(x)=a,+ax+ax +tax"
ko*phad uchun
o, son m; karrali,

@, son m, karrali,

&, son m, karrali,
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liqiy ildizlari bo‘lib,
i kompleks son ¢ karrali,
h, kompleks son ¢, karrali,
h kompleks son 1, karrali,
ldizlari bo‘lsin. U holda P(x) ko‘phad quyidagi

P()= () (=t (e ) (112)

3

(¥ +pxeq, H_ (x*+ pyx+ @) - (+pxeq, v,v
ko'rinishda ifodalanadi, bunda

My ek, + 20+ ot ) = i

x’ +px+q,=0 T_ = rwf.;qv

imalar haqiqiy ildizga ega emas.

P(x) ko‘phadni (11.2) ko‘rinishda ifodalash uni ko‘paytuvchilarga ajratish

ham deyiladi.

ko‘phadlamni ko*paytuvchilarga ajratishga misollar keltiramiz;
1) ' —8=x'-27 Hﬁalmvﬁkw +2x +h&u
2) 2= (=) 1) = (-1 (x4 1) (30 41),
3) a' = 207 +1-20 = (2 + 1) — () =
(3" 2+ 1) = Zx 11,
A) X' 428 412341 =" ¥ 4 4 2vt ] =

MO+ = (1Y +x41D).

1) \._I, 4 va @ o‘zgarmas sonlar ,
X—da
, A -
.: s _xﬂmv.u.n_.u:.
(x—a)
Hy+C : 2
by —— o B.C-hamda p va ¢ o‘zgarmas sonlar, x +px+q kvadrat
Xt pPx-q

iolihind hagiqiy ildizga ega emas.
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Bx+C ] _ - .
7 4) T i m=2734,.. TWJW Ai ko‘rinishdagi kasrlar sodda kasrlar

Tm + px +ﬁl=_ '

deyiladi.

Masalan, quyidagi funksiyalar
2 8 Ze#l 4 32 godda kasrlar botladi.
X+l (x=2) x4l 41 Tw ._;ﬁt_v

11.1. To*g'ri kasrlarni sodda kasrlar yig‘indisi orqali ifodalash
(to*g‘ri kasrlarni sodda kasrlarga yoyish)

P(x) _aytax+ax’+-+ax"
O(x) B, +bx+bx’+.-th x"

[l Ma’lumki, ushbu

kasr ratsional funksiya n<m bo‘lganda (suratidagi ko‘phadning darajasi
maxrajdagi ko‘phadning darajasidan kichik bo‘lganda) to'g'ri kasr deyiladi.
P(x)
o(x)

Aytaylik, to‘g ri kasrning maxraji Q(x) ko‘phad quyidagicha

Q(x)=(x- nw,. ?u + px+ Qv., (11.3)
ko‘paytuvchilarga ajralgan bo'lsin, bunda ten, seN va x*+ps+q kvadrat
P{x)

Ofx)

uchhad hagiqiy ildizga ega emas. Bunday to‘'g'ri kasr ni sodda kasrlar

yig‘indisi orqali ifodalanishi hagidagi teoremani isbotsiz keltiramiz,

£{2
Teorema. To'g'ri kasr (2) uchun
o(x)
h_.uT.wI_u_c+_a_.ﬂ+a..L.u+:.+ﬁ..‘_u~= __A 2 4 i
- I Lo BT e, 1
o(x) (x—a) ? +pr+q) x—a (x-a) (11.4)
. A, Bx+C Bx+C, B x4+,
et = — T+t -
(x—a) x+pxigq T.+_§+i ?%fﬁii

bo'ladi, bunda A.4,,...4., B.C.,B,.C,,..B,.C, - o'zgarmas haqigiy sonlar.
(11.4) yoyilmadagi o ‘zgarmas sonlar quyidagicha topiladi.
(11.4) tenglikning o‘ng tomonidagi sodda kasrlar yig‘indisi umumiy maxrajga

keltiriladi.
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P(x) _ R(x)
o(x) 9(x)

Natijada tenglik hosil bo‘lib, undan barcha r lar uchun o‘rinli

P(x)=R(x)

lenglik kelib chigadi. Bu tenglikning har ikki tomonidagi x ning bir xil

ari oldida turgan koeffitsiyentlami tenglashtirib, noma’lum sonlarni topish
ohun tenglamalar sistemasi hosil gilinadi. Sistemani yechib noma’lum senlar

1.

P(x)
Ofx)

ko'pavtuvchilarga ajralgan hol uchun to'g'ri kasrni sodda kasrlarga ajrafishini

ko 'redik.

Eslatma.  Yugorida to'g'ri kasrda maxraj (11.4) ko'rinishda

To'g'ri kasr maxraji O{x) ko‘phad boshga ko‘rinishda ko‘paytuvchilarga

t ham kasr sodda kasrlar yig‘indisi sifatida ifodalanadi.

Masalan,

(o*gri kasr maxraji
O(x)=(x=a)(x-a,)-...{x~a,)
ho'lsa,

7 L __4 A, A
() x-a

adi:

((x) ?.H _._a_k+a_v?u+tuk+mmv_:..T~+3,,k+q;
ho'lsa,

Bx+C,
(y) 2 patg,

Bx+C,
+px+gq,

Bx+C,
X+ poxtg,

+ ot

ho* ladi.

kasrlarning sodda kasrlar yig‘indisi orqali ifodalash jarayonini

Hilni ko‘rsatamiz.
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3x+8 — - S
Misol. Ushbu Taarioa. fogri kasr sodda kasrlarga yoyilsin.

1) kasrning maxrajida turgan < 4+4x%44x ko‘phadni ko‘paytuvchilarga
ajratamiz:
H‘+hr..u+$MHT.N+§.+&n.«?+£~

2) berilgan to*g'ri kasrni noma’lum koeffitsiyentlar orqali yugorida
ko‘rsatilgandek sodda kasrlar yig‘indisi orqali yozamiz:

2
I +8 Ix_v B . C (11.5)
.«.Cu._‘mvkk+meﬂ+mu-

3) bu tenglikning ikki tomonini x(x+2)° ga ko‘paytirib, uni maxrajdan
qutgartiramiz:

357 +8= A+ 2 + Bx(x+2) +Cx.

Keyingi tenglikdan

3T +8=(A+ E%+3x..+u%+ﬂf+hx_

bo‘lishi kelib chigadi.

4) bu tenglikning har ikki tomonidagi x ning bir xil darajalari oldida turgan
koeffitsiyentlarni tenglashtirib, ushbu

A+ =
444+28+C=0
44=8
sistemani hosil gilamiz.
3) tenglamalar sistemasini yechib, 4=2, £=1, ¢ =—10 bo‘lishini topamiz vu
ulamni (5) tenglikdagi .4,5,C larning o‘rniga qo‘yish natijasida berilgan to‘g‘ri
kasrni sodda kasrlar yig‘indisi orqali quyidagicha

3x°+8  3x7+8 o B o M
X dx’+dx .Ai&m x x+2 ?+£

ifodalanishini topamiz.

11.2. Sodda kasrlarni integrallash

Sodda kasrlarning integrallari quyidagicha hisoblanadi:
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1) _ ... Jl;.. = \;ﬁn L._:Tlm_._. G
d{x—a)
(x—a)'

?) ,_‘:liz n___.xlxq._. I\A.—Aklauuu.kn,ﬂlnvh
|

el
fir=a +0=4 +C
~n-+1 (I—m)(x—a)"

(n=2734...

B+
V) ——
b pxckg

sodda kasrning integrali

._. Bx+C
——dx
X+ pxt+g

il hisoblash uchun kasr maxrajidagi kvadrat uchhadni quyidagicha yozib olamiz:
- By B B r
Voo =x +2- L x4+ i qpg_L
e 2 4 s 4

T [ ﬁg ._.Ql_!cr.rnﬁ»%hw +a’
\ 2 4 2

Withjada

_. ____.._... . _. Bx+C it

—— =
Xl pxckg Py 2
+=| +dt
T L ¢

'l Keyingi integral quyidagicha hisoblanadi:

. w.
_ “.m_.n|&au7+.mﬂn MHT.W, &nn@n

_:T SZ. felt B, dt
[ o2

r+at 2 P +a’

_L.‘__;;m _;Q._.ﬁ ..p@u.w%.@a
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B T Bpiyl
”M:_.T_ +a v+h |Mw.m_ﬂ_—,ﬁh®ﬁ+ﬁ

B 20-8 »+E
H|_=AHH+nﬂ+i._. W.&.&% w“ +C°
2 ol gl
4 4
Demak,
— i ® Im_uﬁk~+h\«+i+
X+ px+gq 2 116)
2C-Bp 2x+p . (116
+ arctg +C
Jag-p’ Jaq—p°
bunda ¢’ - ixtiyoriy o‘zgarmas son.
4) Ushbu
.‘. m.k+m T: Hmvwkﬁ:.v
k +px+ av

to*g‘ri kasrning integrali quyidagicha hisoblanadi:

1l 2 )
3 p 7
2 =l x4+ | +g—,
P .. { P i ﬁ L L
m 2 m
(+* + pr+q) fmur auh-m‘ dy=dt

) EA u ) ._.AT +a H+ﬁﬁ|m€u:%|

Tf.amu 2 m_“+n.,.v.<_ -

..M.F,]_IA |@ﬁF
Im T A.‘M ._.EJa_u_ a 2 T~+QJ5

Bu tenglikning o‘ng tomonidagi integral avvalgi paragrafda keltirilgan

rekurent formula yordamida hisoblanadi.
11.3. Ratsional funksiyalarni integrallash

Aytaylik, f(x) funksiya ratsional funksiya bo‘lsin.
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() noto'g'ri kasr (suratidagi ko‘phadning darajasi maxrajidagi
L)

1sidan katta bo‘lsa, unda suratini maxrajiga bo‘lib, uning butun

butun ratsional funksiya (ko‘phad) ham to‘g'ri kasr yig‘indisi
Latfliniahiida quyidagicha

___u?.w
0(x)

PR C))
|}.A,L+QAHH

i _:Em_.m:mmw qoidasidan foydalanib topamiz:

% h_ =[ &( L&LF .

£ 0'ng tomonidagi .TAL& integral butun ratsional funksiya

(ko*phad) ning integrali bo‘lib, u oson hisoblanadi.

!
—CM.. W dx integral esa to‘g‘ri kasrning integrali. Uni hisoblash uchun

awvvalo kasrni yugorida ko‘rsatilgan usul bilan sodda kasrlar yig‘indisi orqgali

Hdalah olinadi. So‘ng integrallash qoidalari va sodda kasrlaring integrallaridan
il

Iyl

g'ri kasrning integrali topiladi.

23" +6x" +1
Misol, Ushbu ‘_.f integral hisoblansin.
H H

“ltavshanki, integral ostidagi funksiya ratsional funksiya bo‘lib. u noto‘g

b

‘ning suratini maxrajiga bo‘lib, uning butun gismini ajratamiz:

(|

N | X 1
¢ A vilv —._ _..:|n}IM.M+_.ﬂaW

bt g e

ikning o‘ng tomonidagi integral to‘g‘ri kasrning integrali. Uni

Hiatilh uchon integral ostidagi to‘g‘ri kasr
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I
x4

ni sodda kasrlarga yoyamiz:

1) ¥ +3x7 =x7 Aku +wu.

3) 1= Ax(x™ +3)+ B(x* +3)+ x*(Cx + D),

I =(A+C)x +(B+D)x* +34x+38,

4) 4+C =0,
B+ D=0,
34=0,
38=1

1 . 1
A=0, wnw,. C=10, bulwa
RO N B
HNAHN.T& 3x’ uAMH+uv.

Endi keyingi tenglikdan foydalanib to‘g*ri kasrning integralini topamiz:

T oY

gt c=—— ——aret
T u)\la___dm..ﬁ c= .r.. m%nwnm.&l+q

Shunday qilib berilgan integral uchun

1 1
.ﬁa__+mau Rxn.— I

— =t ——— arclg—=+c¢
x* + 327 3x “Zﬁ mdﬁ

bo‘ladi.p-

._.NHU+9%+_ 1 x

11.4. Ba’zi irratsional funksiyalarni integrallash

Biz yuqoridagi ma’ruzalarda ratsional funksiyalarning integralini har doim

hisoblash mumkinligini ko‘rdik. Irratsional funksiyalarning integrallarini

hisoblashda vaziyat boshqacha, ya’ni irratsional funksiyalarning integrallari har

doim ham hisoblanavermaydi.
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=

al ostidagi funksiyada o‘zgaruvchi x, ax+h. ax’ +bx+e lar turli kasr

diavpalirdn qatnashgan ayrim hollarda integrallarning hisoblanishini misollarda
Buyon etamiz, Shuni aytish kerakki, bunday hollarda integrallar o‘zgaruvchilarini

ilin

h yordamida ratsional funksiyalarga keltirilib, hisoblanadi.

Misol. Ushbu J = _. %EE@..&. hisoblansin.
++fx

4Bu integralda x=r almashtirish bajaramiz. Unda dx = 2t bo*lib,

TI.NQ ) l|&
1+¢ 1+¢

i il alijada  irratsional  funksiyani integrallash ratsional funksiyani

4

- _:_‘_. _.Tl_ he ?lWLiz?iTq

L',

/ __H_ :__:.:__L_.nux|wﬁ+m_=:+:+nn

\ .,.\. | _.__.A.h. [ ;._.n

B Lk

Mised shbu g = _. . . integral hisoblansin

(1 V)R o

almashtirishni bajaramiz. Unda =64 bo‘lib,

i

TR

da x =1

p Of el :.._H.r N+M-|_~1
:___:T_ .—ﬁ:- o_' !

l+7°
___ di - [ -
_

| _‘

=0t —barctgl +¢

bt Pk
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J= QQMIGDEQNQM+G.V

dx
Misol. Ushbu J = _‘ ——— {a=0) integral hisoblansin.
__ 2

X +a

Yechish usuli 1 =x+-x* +a

.

Q\HT*‘LH“J*QW dx = _,,,+ dx=
Nxltatx f

X t+a
= dx = dx
Jxita N

&  dt

z_xhu+ﬁ f

dx dt A
(= L S L =In|x+x?
7 % — _.h Inj]+e _._T;? +a

+o.

dx
Misol. Ushbu J = ‘_.‘ integral hisoblansin.
Vxi—6x+13

X —6x+13=x' —6x+9+4=(x-3) +4.

Yechish usuli

;__H...F
.__Awluvm +4

Z . dt
bo‘ladi. Bu integralda x—3=¢ deymiz. Natijada J n.qw“:_‘
44

Mlm+,\AHrw% +4|+c.

.mn‘—%u_z

Mustaqil yechish uchun misollar

H‘._. 3 4o m.._. (Inx - tgx)dx
x-—5 )
m; el x'—10x+24
1 _.mwsanom,«&«
3. ._.ﬁ L. dx
x—4 x+6
%..— cosxdx
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§ 12. Trigonometrik funksiyalarni integrallash
Vesing, y=cosx, y=igx, y=ctgx  funksiyalarning integrallari ma’lum.

:. T.__.yunan_.EH—EME?_:TS bo‘ladi.
s5mnx s5inx

Shuningdek y=sinax, y=cosax, }=Igax, y=cigax hamda
Vesin(yra), y=cos(x+a), y=tg(x+a), v=cg(x+a) funksiyalarning

i oson hisoblanishini ham bilamiz. Masalan,

,_..,:_;N.« +1)dx = W‘Tiﬁuniv d(2x+1) HIWncmAMgl Nte.

v va cosx funksiyalar ustida ratsional amallar (qo‘shish, ayirish,

irish, bo‘lish, darajaga ko*tarish) bajarilishidan hosil bo*lgan ifodani f(x)
lik. Odatda, bunday f(x) funksiya sinx va cosx laming ratsional
i deyiladi. Ularga quyidagilar

|
f(¥)=—, f(x)= ——,
) sinx \A w 3sinx—dcosx
! sinx+ecosx sin’ x
()=—— " fx)=—""
/%) CoS X -sin2x /() cos® x+1

ho‘l:

y trigonometrik funksiyalarning integrallari har doim ushbu ﬁw =1

almashtirish natijasida ratsional funksiyalarning integrallariga keladi.

2 2sin Zcos MHWM 2
v=2arctgt,  dv=—-=dl, sinx= .M 2 . == 5
b sin® T qcos’E  14sg? i
2 2 2
y X y X 2 X
(A i | =t = i
: ; I-¢ P
TR “. .” .I[MHH|N.. bo‘ladi.
e e PR Y
i > I cos 3 g -
dx

Misel, Ushbu J = _. integral hisoblansin.

3sinx—4cosx
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2
2 1 1
_ Yechish usuli tgr=r J= Vi == dt
_ 2 % 61 J%L.v Lm._.mTM
i 1+ 147 2
ﬁu+mh|_um+mhlw~.|_n%h|w +mﬁ~.|wun TWWA:B.
2 2 2 2 2
_
| _ 1 A B
T TTied
fedi (1 ) R -
2 T L? ) 73
1
_n\:?mfmﬁme, TQ+E:.§|W@.
A+B=0, 5 3 ) 2 _2
i A==, B=-Z N TS
24-—B=|, 5 5, 3 1242
2 4—t=1 f—-
2 2
_ 2 2
kHP‘.. 5 __5 aHW.Wb.Q@ co r&|« =
24l w2 2 57,1 Y2 w1
= ? d nw_z 2 2.
1 1 i h||~| 3 MWW+M
=—|In T.I_I_:_h+w_ +e=—In|—2] ¢
5 2 5 |t+2
Estatma.  Ba'zi hollarda  sinx=t, «cosx=t, tge=talmashtirishiar
integrallarni hisoblashni yengillashtiradi.
Eslatma. Ayrim trigonometrik Sunksivalarni integraliashda
trigonometrivada ma’lum bo ‘Igan ushbu
.ﬂ:n«.mm:mHWTQﬁQIb¢I8ﬂQ+B§.
nomn,ccmhuwﬁnoiﬁlhf cos(a+ ) ]. siner-cos f = WTmmAQIB+m5AQ+mﬁu

; 1.
Siner -cose = —sin 2ex,

2

. l-cos2ea

sin“g=——"_
2

4 1+ cos2a

CO8™ & = ——— |
2

Jormulalardan foydalanilsa, integraflar oson hisoblanadi.

Misol. Ushbu 7= .q sin® xcos’ xdx integral hisoblansin.

88

Iyl

2. ... (clgx-sinx)dx

4Bu  integralni  hisoblashda  yugqorida keltirilgan ~ formulalardan
amiz:
) 2
J= ‘_.A:..hncmi cos® xdy = .*.ﬁm_:m«y E&ﬂn
2
nI._,m_.:umi:oommkv&uHT_._._“m%&«+w.?n“maoomm.«&.u
= %§+I.I.—£n 2xd (sin2x) = _m (I —cosdx)-dr+
1 in’
+— | sin” m&&?iwbﬂ|xl!:ﬁ Efpv
16 64 48
Moustaqil yechish uchun misollar
l. % (sinx-Hanx)dx . ._. lg(cosx)dx

6. ‘_.moom Ax +sin dx)elx

;58 ._. (cosx+sin’x)dx
7. ._.noommk.vmmnminb

A, .— In(sinx)dx
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IIT BO‘LIM. ANIQ INTEGRALNING VA UNING TADBIQLARI
§ 13. Aniq integral ta’rifi (Riman yig‘indilari)
13.1. Aniq integral tushunchasi. [ntegralning mavjudligi
Aytaylik, y=f(x) funksiya [a,6] segmentda berilgan bo‘lsin. Bu segmentni

2" LA R ]

Ko XioXpsn X, 105, (X, =@, x, =h, x, <x, <..<x,) nuqtalar yordamida » ta
TCLL“T.THL,. .a»UH».+_H°__,,.T:..TH,_H

bo‘lakka ajratamiz. Bu bo‘lakchalarning uzunliklarini mos ravishda quyidagicha

belgilaymiz:
Ax, =x —x, AH: = n&v

Ax, = x, —x,,

Ax, =x,,,—x,

+ k2

E__.._uﬁi:-_?nz
Odatda Ax,.Ax,...Ax,, kesmalar sistemasi (to‘plami) [a.b] segmentni
bo‘laklash deyiladi va uni A bilan belgilanadi:
A={Ax, &, Ax, )
Bu Ax,,Ax,,...Ax, | lamning eng kattasini |4 deylik:
[4] = max {Ax,, Ax;,..., Ax, |}
Har bir tayin 4 bo‘laklash [a, &...mcmam_._::mzm bitta bo‘linishini aniglaydi.
Har bir bo‘lakchada ixtiyoriy ravishda bittadan
TS TP S
nugtalarni olib, bu nugtalardagi funksiyaning qiymatlari
FE) L) S () F(E0)

ni mos ravishda bo‘lakchalarning uzunliklariga ko*paytirib
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|
"

[(60)- A%, F (&) A%, (&) A%, (&) A%, quyidagi

O =S (5) Axg+ £(&)-Ax o+ f(&) Ag, +
n-|
Lt S (En) AL = 3 (5 Ax
k=0
yig‘indini hosil gilamiz.
Odatda,

=l

QHM_\@L.E» ﬁ_w.:

yig'indi f(x) funksiyaning integral yig‘indisi deyiladi. Bu yig‘indi [.5]

wgmentning bo‘laklanishiga, hamda har bir bo‘lakchada olingan £ nuqtalarga

it

{ bo'ladi.
Indi |a,b] segmentining shunday bo‘laklashlar ketma-ketligi 4,4, 4,,...(13.2)

=0 bo‘lsin.

e

ik, ular uchun lim

s

Ixtiyoriy (4) ketma-ketlikni olib, bu ketma-ketlikning har bir hadiga mos

| yig*indilarni tuzamiz. Ular

0.0, 05,000, (13.3)
Kotmn-ketlikni hosil giladi, bunda o, nm%ﬁb,xﬁ
Ta'rif. Agar har bir bo lakchada olingan ixtiyoriy ¢, nuqtalarda {c.,} ketma-
Ketlik har doim bitta | songa intilsa, (uni o, MM F(&) Ax, ning limitideyiladi),

I(x) funksiya [a,b] segmentda integrallanmuvchi, I son esa | (x) funksiyaning

|@b] segment bo ‘yicha aniq integrali deyiladi va u ‘_. F{x)x

nep

L3
hihi belgilanadi. Demak, limo, (x)=1 n._..x?v&..

@ a son integralning quyi chegarasi, » son esa integralning yugori

8l |a.6] segment integrallash oralig‘i deyiladi.
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Octilgan S yo'l, tezlik ¥ (¢} ning [¢.T] oralig bo'yicha aniq integ Estatma.

iborat ekanligini bildiradi: DAgar f(x) funksiva [a,b] da integrallanuvchi bo'lsa, u [a.b] da
5= WT\ (1) vliegaratangan bo 'ladi,

, N Agar [(x) funksiva [a.b] da chegaralangan bo'lib, u [a,b] ning chekli
Misol: Agar [a.b]da f(x) =c~const bo'lsa. u holda [eds=c:(b-a) \iniddagi nuqtalarida wzilishga ega va qolgan barcha nugtalarida uzliksiz bo ‘lsa,

bo lishi ishotlansin. 1(x) funksiya [a,b] da integrallanuvchi bo ‘ladi.

4 [a,b] segmentning ixtiyoriy bo‘laklashi

[ax] [

13.2. Aniq integralning xossalari
[xx]w [®exal [x,..4]niolib, har bir

IFunksiyaning aniq integrali qator xossalarga ega. Bu xossalardan aniq

bo‘lakchada bittadan ixtiyoriy
. itegralni hisoblashda va uning turli sohalarga tatbiglarida foydalaniladi. Ko‘p

¢, hugtalarni tanlaymiz. Ravshanki,

g\mﬁ.uvI.F%Tn;HnL\AMLHn:..i\?ﬂvHP.JRA_HT_VHQ

h xossalarning isboti aniq integral ta’rifi va funksiya limiti xossalaridan

lkalih ehigadi. Biz xossalarni keltirish bilan kifoyalanamiz:

g=c-Ax, +o A +o- A+ e Ax bt Ax | = b o )
= c{Ax, + Ax, + A%, + .+ A+ AT, ) = 1) Anilg integral ‘_..\.?K« da x ning o‘rniga ixtiyoriy harf ishlatilishi mumkin:
=e{x—a+x,—x+x,—x4.+x, —x+.+th-x_)= 5 ; ,
=c-(h—a) _.x,ﬁ.«va«n_..:_ﬂﬁhn.—,:nﬁn va h.k.
3 a “ a
bo‘ladi. Demak, T&m&k limg =lime-(b—a)=c-(b~a).p» i} Ushbu
[r@®=0.

b &
| Xususan, f{(x)=1 bo‘lsa, —_&au—_&u?n bo‘ladi..

/(e uﬂw 7 (e

Yugorida funksiyaning aniq integrali integral yig‘indining limiti sifatida

ta’riflandi. Albatta, yig'indining limiti integrallanadigan funksiyaga bog‘liq

lklar o*

bo*ladi. }) Agar f(x) funksiya [a,b] da integrallanuvchi bo‘lsa, u holda c-f(x)

Integral yig‘indi limitining. mavjudligini ko‘rsatish (ya’'ni funksiyaning . !
integrallanuvchi  bo‘lishini isbotlash) ancha murakkab bo‘lib, ular maxsus intkulya (e = const) ham [a,5] da integrallanuvehi va “_..n.k,..,.«ﬁann_“_ﬁ,x?v&«
adabiyotlarda ma’lum sinf funksiyalari uchun isbotlanadi. Biz quyida bunday b ludll.

teoremalardan birini ishotsiz keltiramiz. 4) Agar f(x) va g(x) funksiyalar [a.6] da integrallanuvchi bo‘lsa, u holda

Teorema. Agar ksiva [a.5] segmentda uzluksiz bo'lsa, u s .
eorema. Agar f(x) funksiva [a.b] segmentda uzluksiz bo'lsa, u shu R T8 EraO A p—

FUa)ta(y)

oraligda integraflanuvchi bo ladi.

T e+ )= e+ [ e
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bo‘ladi.

5) Agar f(x) funksiya [a,6] da integrallanuvchi bo*lib, ixtiyoriy xe[ah] da
&
S{x)=0 bo‘lsa, u holda [ /(x)x=0 bo*ladi.

6) Agar /{x) va g(x) funksiyalar [a,] da integrallanuvchi bo‘lib, ixtiy«

ve[ab] da f(x)<g(x) bo‘lsa, uholda [ f(x)ds < [g(xkr bo'ladi.
7) Agar f(x) funksiya [a, #] da integrallanuvchi bo‘lsa, u holda bu funksiya
[a.5] ning istalgan [e, 8] qismida ([r. 8] =[a.b]) integrallanuvchi boladi.
8) Agar f(x) funksiya [a,6] da integrallanuvchi bo‘lib. a<c<b bo‘lsa. u
f © I
holda funksiya [a.c] va [c,4] da integrallanuvchi va .?.ﬁ,,.v&.n%\?Ef?.ﬁ.;}

bo‘ladi.
Aytaylik, f(x) funksiya Tr& segmentda berilgan bo‘lib, u shu segmentdi

integrallanuvchi bolsin.
_ b
M[/f] uﬂ&h.@&

miqdor f(x) funksiyaning [a.5] dagi o‘rta qiymati deyiladi.

9) Agar f(x) funksiya [a,5] da uzluksiz bo‘lsa, u holda shunday ¢ nugta (
)
a<c<b) topiladiki, [ f(x)x= f(c)-(b-a)

boladi. Bu xossa o‘rta qiymat haqgidagi teorema deb ham yuritiladi.

Mustaqil yechish uchun misollar

w.-ﬁk.rml_mkvax u.wﬁun..&&.x
1 bl
M..chomin_x A.‘.__.@ki_;vgx
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T

L _. (I x)dx 7. T.n fgdx —lan dx)dx

0, % loxax

§ 14. O‘rta qiymat haqidagi teorema

‘teorema. Agar f(x) funksiya [a;b] kesmada uzluksiz bo‘lsa, u holda bu

o shunday ¢ nuqta topiladiki,
&
[/ xds~fe)b-a) (14.1)

tenglik ofrinli bo‘ladi.

Ishoti. f(x) funksiya [a;b] kesmada integrallanuvchi, Demak _oﬁxommmmm ko‘ra

&
¢ [/ Gyax
i) ._..\,A,&R« SM(b-a) tengsizlik o‘rinli. m<= 5 < M tengsizlik hosil
—a
hi'lndi. Endi Boltsano-Koshining 2-tcoremasiga asosan [a;b] kesmada shunday ¢

topiladiki,

[ree
fle) . yoki [ f(x)dx=/c) (b-a)

h—a

Ushbu tenglikning mohiyati quyidagicha: /(x)>0 bo‘lganda

ng chap tomoni egri chizigli trapetsiyaning yuzini, o°ng tomoni felb-a)

esito'e'ri to‘riburchak yuzini ifoda giladi (5-rasm).

Demak, y=fx) funksiyaning grafigida shunday M(c;fic)) nuqta mavjudki,

ing uzunliklari ffc) va b-a bo‘lgan to‘g'ri to‘rtburchakning yuzi

i yofix)20, quyidan Ox o‘q bilan va x=a, x=b vertikal to‘g'ri chiziglar
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aytganda, f{x) funksiyaning [a;6] da qabul giladigan barcha giymatlarining o'riu

arifmetigi ffc) ga teng bo‘ladi, ya’ni

fle)=

- m = TE& (14.2)

Bunda f{c)-berilgan f{x) funksiyaning [a;b] kesmadagi o'rta givmai

deyiladi.

L= A L . s s ;
Misol. f(x)=— funksiyaning [1:2] kesmadagi o‘rta qiymatini toping.
x

2
d
Yechish. (142) formulaga ko‘ra _\AEHM_ ﬂ |&H5_i__N =In2-Inl=In2, demak
—14 x
1

funksiyaning o‘rta qiymati In2 ga teng ekan.

2-teorema. Agar [a;b] da f{x) va g(x) lar uzluksiz, ¢(x)=>0 (yoki <0) bo'lsa. 1
holda [a; 4] da shunday ¢ nugta topiladiki,

[r&remde=f) [p ax  (14.3)
o‘rinli bo*ladi.

b [
Isboti. f{x) va ¢fx) uzluksizligidan ._.\ﬁieamﬁ ..‘Sﬁéi\« integrallar mavjuil

o

bo‘ladi. Veycrshtrass teoremasiga ko‘ra, supf{x)=M, hsfﬂtuﬁ lar mavjud vau
[EEd| 7y

m=f{x) <M. ¢(x)=0 bo‘lgani uchun m(xsfix}px < Mo(x) kelib chigadi. U holda
& 4 ]
mo () & S) ox)ds <M (odx .

Bu yerda ikki hol bo*‘lishi mumkin: .
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h [
Lhol; ‘—.ﬁ (x)dx=0 bo‘lsin. Ravshanki. bu holda so‘ngi tengsizlikdan ,?Ai ox)dx =0

lelih chigadi va (3) tenglik ofrinli bo*ladi.

b
H-hol: —eaq‘«v@ bo‘lsin. U holda m M tengsizlik o‘rinli. [a;b] da fix)

a

]
[ 700
ity uzluksiz bo*lgani uchun shunday ¢ nugta topiladiki, *— = f(¢)
Jotx)dx

T

s i,

§ 15. Nyuton- Leybnis formulasi. Aniq integralning tadbiqlari (Yassi
shaklning yuzasi. Egri chiziq yoyi uzunligi. Hajmlarni hisoblash)

Aytaylik, f(x) funksiya [«,4] segmentda uzluksiz bo‘lib. F(x)funksiya ¢sa
ul @, b]segmentdagi boshlangich funksiyasi bolsin: F'(x)=f(x).
]
Ravshanki, f(x) funksiya [a.5] da integrallanuvchi, ya'ni .?.?rw
iy jud, Bu integral uchun

/(M= 0)-Fla)  (15.1)

ni isbotlaymiz. [a,5] segmentni

Vi XX, (a=x,<x <. <x

=l =l

<x,=h)
figtalar yordamida » ta
[ ] [x.5]. Bisedonss: s8]

A ajratamiz.  Har bir bo‘lakchada F(x) funksiyaga Lagranj

Wi i qo‘llab topamiz:
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Fx)-Fla)= (&) (v ~a)= (&) 8%, a<&<x

h_n.?.mwln_.,?_v i ___.,A.un_w.?m -x)= &) ax, x< S8

F()=F(x,)= Fr{ga)-( “xa)=f(Ea) A, 5 <4, <b
Bu tengliklarni hadlab qo‘shish natijasida

Fo)-F@)=3 &) a  (152)

hosil bo‘ladi. f(x) funksiya [a,b] da integrallanuvchi bo‘lgani uchun

newi

k=0

i &
limY " £(&)-Ax, ={ /(x)dx bo‘ladi. (15.2) tenglikda limitga o‘tsak, unda

M.\AMV,RMH %ASI%AQV

bo‘lishi kelib chigadi. Shuni isbotlash kerak edi.
Odatda (15.1) formula Nyuton-Leybnits formulasi deb yuritiladi. Bu formula
yordamida aniq integrallar hisoblanadi.

(15.1)  tenglikning o‘ng tomonidagi h@rﬁ&ulb_n F(b)-F(a)

(yozuvni gisqa qilish maqsadida) F(x)|" kabi yoziladi: w.:.a&l_,,zn

]
Shunday qilib, _.H?Ea integralni Nyuton-Leybnits formulasidan foydalanib

hisoblash uchun avvalo f(x) funksiyaning anigmas integrali hisoblanadi:

[ fixds = Fx)+ € So‘ng (F(x) +C)|i = F(8)+C~(F(a)+C) = F(b)-F(a) topiladi.

2
Misol. Ushbu TE\&_« integral hisoblansin.
o

Yechish usuli ._.mE XX =—cosx+c.

Fis
sin xdy = (—cosx +c) MHISWWITSMBHO._. 1=1 bo*ladi. »
0

= s |
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Extatma. Avtaylik, fix) funksiva [a.b] segmentda uzfuksiz bo ‘lsin. U [a.5]
Wttt allanuvehi bo 'lib, integralning xossasiga ko 'ra |a.x] da (a<x< b} da ham

v rillanuved ho fadi:

|7 (o).
Vi 17(x) funksiya £(x) ning boshlang‘ich funksiyasi bo‘lsa, ya’ni F(x)= f(x)
Bis i, o # Nyuton-Leybnits formulasiga ko‘ra _'\A:.&_‘Hﬁ?vsﬁ?v bo‘lib,

l

‘_ () dr | = (F(x)-F(a)) = F'(x) ba‘lishi kelib chigadi. Demak, w_\_ﬁ_\w&

fiilniyin - f(xy ning boshlang‘ich funksiyasi. Bu uzluksiz funksiya har doim

fch lunksiyaga ega bo‘lishini bildiradi.

15,1, Aniq integrallarni o‘zgaruvchini almashtirish usuli bilan hisoblash

[¢.4] sepmentda uzluksiz bo‘lgan f(x) funksiyaning aniq integrali
[ /(b (15.3)

1 kerak bo'lsin. Ko*p hollarda bu integralda o‘zgaruvchini almashtirish

ddarog. hisoblash uchun qulayroq integralga keladi.(15.3 ) integralda

tk, bunda ¢(r) funksiya quyidagi shartlarni ganoatlantirsin:
1) v (1) funksiya [, ] da uzluksiz ¢'(1) hosilaga ega,
) ixdiyoriy e, ] da a<p{t)<bh pa p(a)=a, p{f)=>b.
h il
Uil [ 7 (et = [ £ (9(2))-9' (¢ bo*ladi.

4| iy ylik, #(x) funksiya f(x) ning boshlang‘ich funksiyasi bo‘lsin:

Ca e )
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Ravshanki, T?S: =F(e(0)-¢' ()= 1 (e(t)-0'(0) -
Demak, _q?i&v funksiya [a, ] da \ASSV.%\S funksiyaning boshlang‘ich

funksiyasi bo‘ladi. Unda Nyuton-Leybnits formulasiga ko‘ra

T?Své_:v& =F(p(8))-F(o(a))=F(b)-F(a)

bo‘ladi. Ikkinchi tomondan _‘\.Ab&..n Fib)-F(a) bo'lishi ma’lum. Keyin ikki
tenglikdan
] a
[7ax = r(p))-g'eya (15.4)
bo‘lishi kelib chigadi.
|
Misol. Ushbu J = [x\\+x*dx integral hisoblansin.

Yechish usuli

VI4+x' =1, x=0da =1,
x=1dar=-2

%uﬁ xr_v.&ul

,__m .d ...
au?m&n,_rgmnruam !
3 3

[P e - L
e,
[t}

15.2. Aniq integrallarni bo‘laklab integrallash usuli yordamida hisoblash

Aylaylik, f(x) va g(x) funksiyalar ?.& da uzluksiz va uzluksiz f(x) va g'(x)
hosilalarga ega bo‘lsin. Ravshanki, :?u.m?:_ u_\.Ai.m?v+.x?v,.m_®¢.

Ayni paytda ?RTYW?U.&H \?w.m?&w bo‘ladi. Demak,

LGy ey 1) k= £ (3 69
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il undin

[ o g (v)ety f(x) g(x) HI._"L\.AHH.WAHV&. (15.5)

chiqadi. Bu formula yordamida aniq integrallar hisoblanadi.

(15.5) formula aniq integrallarda bo*laklab integrallash

L}

, uni T,T_Km?vn,\.?w.m?w@|_.NAL&\.TW kabi ham yozish

a

Lbilunl deyili

=

AT
I
Misal. Ustibu % xe'dx integral hisoblansin,
Yeohish usuli.

)y, dg(x)=e'dx

W(x) o S (x)dx = (x) dx = dx,
._.._..— ._._1.____-—. Q.

—e'=e-1.

15.3. Aniq integralning ba’zi-bir tatbiqlari

Miitematika, fizika, mexanika hamda fan va texnikaning turli sohalarida

Hilivayid ko‘pgina masalalar ma’lum funksiyaning aniq integralini hisoblash

I adi,

Iz quyida geometrik hamda fizik masalalarni aniq integral yordamida

yon qilamiz.
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1. Tekis shaklning yuzini hisoblash

Aytaylik, f(x) funksiya [a.6] segmentda uzluksiz bo‘lib, vxela.b] du

Fx)=0 bo'lsin. v P

Yuqoridan  f(x) funksiya grafigi, yon | - !
tomonlardan x=a.x=5 vertikal chiziglar hamda ” .m _
pastdan abssissa o‘gi bilan chegaralangan ad45b _o “HOE W
tekis shaklIni garaylik (15.1-chizma). 15.1-chizma

Odatda, bunday shakl egri chizigli trapetsiya deyiladi. a4Bb egri chizigli trapetsiya

yuzaga ega bo‘ladi. Uning yuzini topish masalasini qaraymiz. [a.5] segmentni

nuqtalar yordamida » ta bo‘lakka bo‘lamiz, bunda Ax, =x,, —x, (k=0.1.2._n—1)

deymiz. Har bir [x.x,] da ixtiyoriy & nugani olib, 7 ﬁ
funksiyaning shu nuqtadagi qiymatini Ar, ga
ko‘paytiramiz: /(&) -Ax, Bu miqdor asosi Ax, va

balandligi f(£) bo‘lgan to‘g'ri to‘rthurchakning yuzini

RN .
-

ifodalaydi (15.2-chizma). U xA4B.x,, egri chizigi o 1 2 3)

trapetsiyvaning yuziga taqriban teng bo‘ladi. 15.2-chizma
Ushbu ._M.“.\ﬁh.u,bu» yig‘indi esa adBb egri chizigli trapetsiyaning yuzi § ga
k=0

=1

tagriban teng bo‘ladi: S~ f(£,)-Ax, .
=0

Endi [a.5] ning bo‘laklash sonini orttirib borilsa, ya'ni » cheksizga intila

5=|

borsa, Y f(&,)-Ax, migdor izlanayotgan S yuzani tobora aniqroq ifodalay boradi.
k=0
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k=t

| .___N_..Zm;.ﬁ. u—_\?v&.
ik, & —:.Laﬁk,

Misol. Quyidagi y=0, 1=

Vi lglar bilan chegaralangan shakining yuzi topilsin.

41 shakl 15.3-chizmada tasvirlangan: (1) formuladan foydalanib topamiz:

f 1)

w|wﬁm|$|m >
1 203 3) 3

l

Si{x) va fi(x) funksiyalar [a.5] da uzluksiz bo‘lib, VYxela.b] da

W5 S0 = £(x) bo'lsin. Yuqoridan  f;(x) funksiya grafigi, pastdan f(x)funksiya
Uiigl, tomonlardan x=a, x=4 vertikal chiziglar bilan chegaralangan shaklning

Yl

o _?:%.Ab:&u:ﬁ:-x_@? )

Misol. Ushbu y=x, y=2-x"chiziglar bilan chegaralangan shakining yuzi

y=2 ; . .
[r=x , sistemani yechib, Y4

fpitn, Avva _4
y=2=-x

ing kesishish nugtalarining abssissalarini

iz (15 4-chizma): 2 I 1 X

Vedeyt ot aex—2=0 =>x=-2x =1

i shakIning yuzini (15.2) formuladan foydalanib hisoblaymiz:
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3

MHMTMLNTL&uHﬁifé&n HDTMIEMW ===4_

.l

Eslatma. Biz f(x) funksiva [a,b] segmenida f(x)=0 qaradik. Agar f(x) Junksiva
la.b] da ishora saqlamasa, (15.1) integral egri chizigli trapetsivalar yuzalarining
yig'indisidan iborat bo ‘ladi. Bunda OXx o ‘qining yuqorisidagi yuza musbat ishora

bilan, OX o0'qining pastdagi yuza manfiy ishora bilan olinadi.

Masalan, OX o'qi va f(x)=sinx ning 0<x=2r oraliqdagi qismi bilan

chegaralangan shakining yuzi

x 1x
= _.m:_ xdx +(— _. §In xelx) = (—cos x) =
o 5

=4

hgalnlgfa

bo‘ladi.
Qutb koordinatalar sistemasida ushbu r = (@), azsp<p

funksiya bilan aniqlangan 4B yoyi hamda 04 va OB radius vektorlar bilan

chegaralangan (5) shaklni qaraylik (15.5-chizma).

Agar r=f(p) funksiya [o,f] da uzluksiz

bo‘lsa, (§) shaklning yuzi

TWMT@:N dw (153)

bo‘ladi. 15.5-chizma

Misol. Quth koordinatalar sistemasida ushbu r’=a’cos2¢ Sunksiva
bilan chegaralangan shakining yuzi topilsin. r* = a* cos2¢ tenglama bilan berilgin
egri chiziq yopiq chiziq bo‘lib, u lemniskata deyiladi. Lemniskata Dekart

koordinatalar o*qlariga nisbatan simmetrik Joylashgan (15.6-chizma).
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[#lunayotgan shaklning yuzini topish uchun uning I-chorakdagi qismi (S)

T

i topish yetarli bo‘ladi.(s) shaklning yuzi (15.3) formulaga ko‘ra

" s
a

” _ i s at u.ﬂ mmw .m.
LT .—___ :__%u|m. ._. gmmﬂmanﬂ._.ncwwm%n_ﬁmevn
n o

2
Bt lindi, Demak, izlanayotgan shaklning yuzi A.m.na“ ga teng. b

15.4. Yoy uzunligini hisoblash

f(x) lunksiya [a,5] segmentda uzluksiz va

L0 fohizma),

[, h) segmentda @ =%, 5, %, X, e X, %, =

(i < <xy < <x <<x, <x, =h) 15.7-chizma

ieni olib, bu nugtalar orgali OY o'qiga parallel to‘g‘ri chiziglar o‘tkazamiz.

Hiiiming 4# yoyi bilan kesishgan nugtalarini

L /() (k=020 4, = A, A = B)
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deymiz. So‘ng bu nugtalarni o‘zaro to‘g‘ri chiziq kesmalari yordamida birin-ketin
birlashtiramiz. Natijada 48 yoyiga chizilgan siniq chiziq hosil bo‘ladi. Bu siniy

chiziq perimetrini £, deylik.

Ravshanki  sinig  chizigni A5 S0 D). A (3 F () nuqta

birlashtiruvchi bo‘lagining uzunligi (ikki nuqta orasidagi masofa formulasip

ko‘ra)

J\AH.,.._ - u..... +T‘|C\» + wl.\.ﬁk.ﬂ uun

n—l

bo‘lib, siniq chiziq perimetri 7, =D @ =2 A0 £, )] bo‘ladi.

k=t

Endi [a,6] segmentning bo‘laklash sonini orttira borilsa, ya’'ni » cheksirzpu
intila borsa, unda siniq chiziq 48 yoyiga yaqinlasha boradi, uning perimetri ¢sn

AB yoyining uzunligi ! ni borgan sari anigroq ifodalay boradi. Bundan, tabiiy

r=l

ravishda 4Z yoyining uzunligi deb 7=limz, = :.EM,‘\?.,.._ —x P+ 0 Sy )
novn " e

qarash mumkinligi kelib chigadi.

Yugorida aytilishiga ko‘ra F(xen)=F(x)=r(z)-Ax, (k=0,12...0-1)
J{x) funksiya [a,b] segmentda uzluksiz J'{x) hosilaga ega. Binobarin, u har bir
[x:%,] da ham shu xususiyatga ega bo‘ladi. Har bir [x,,x,,] da S(x) ga Lagranj

teoremasini qo‘llab topamiz:bunda Ax, =x,,, —x, va r, €[x.x,,]. Natijada

=i

f=1lim M/\Akh 0T vu +_”.\.__A§ PO, —x, :u =

T =

= _::_‘M.m,\_ ST = x,)

s

bo‘ladi.

fix) funksiya [a.5] segmentda uzluksiz bo‘lgani uchun u shu or

integrallanuvchi bo‘ladi. Unda integral yig'indi ixtiyoriy & €[x..x.,] da, jumlz
7, da ham chekli limitga, ya’ni aniq integralga intiladi. Demak,
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\ M —— b4
fim 3 i /72y - A, = [+ 7 oa .

slinduy qilib, 48 yoyining (egri chizigning) uzunligi

Fe e (15.4)

i

]

It

3

Misol, Ushbu x7 + y

=a’ tenglama bilan berilgan egri chizigning uzunligi

i
4By yopiq egri chiziq bo‘lib, u astroida deyiladi.

Astroida koordinatalar o*qlariga nisbatan simmetrik bo‘lib, uning birinchi

uhi (ismining uzunligini topish yetarli bo‘ladi (topilgan qiymatni 4 ga

1 bilan butun astroidaning uzunligi topiladi).

Tl

2

-x*,ya'ni y=|a®-

oida tenglamasidan topamiz: y =4

el
B

=

1 3
oy 3z ayte: gy
! ﬁ:_ Xt H.M al—x? a’—x | =
I |
| INg 2 & %3 ]
N oi_ 3P 2.3 S
fa-x IMM =—|a®—x’ x

lio'lib, birinchi chorakda 0<x<ga bo‘ladi.

(15.4) formuladan foydalanib, astroidaning birinchi chorakdagi gismining

1 lopamiz:




a

nw 4 /(e = |

d
4

3

Demak, astroidaning uzunligi /= A.Mm =6a o'ladi.»
Aytaylik, 48 egri chiziq ushbu
x=p(r)
- le=e=g
V.Hﬁ\ﬁ___w H v

}

tenglamalar sisternasi bilan (parametrik ko‘rinishda) berilgan bo‘lsin, bunda
va y(r) funksiyalar [« 5] da uzluksiz @'(r) hamda (1) hosilalarga ega. Bu eyt

chizigning uzunligi

¥l
xn‘ﬁ @ (1) + ' (Ode (15.5)
bo‘ladi.
. ) \_\y.naﬁlmm_:v e .. ; — ;5
Misol, Ushby - parametrik ko'rinishda berilgan 45 egri

|y =a(l—cos¢)

chizigning [0.27] dagi (sikloidaning) uzunligi

topilsin. Y

4 Bu egri chiziq 15.8-chizmada Llasvirlangan. o e
Buholda  ¢(r)=a(i-sint), y()=a(i-coss) u] mwm|m
bo‘lib, 15.8-chizma

@'(1) = a(l—cost), w'(t) =asins,

¢+ (1) = a (1~ cost) +at sin’r =
i ot
=a'2{l -cost) = 4a’ mENm ;
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Batluddi, (15.5) formuladan foydalanib topamiz:

2
3 . 1 .
L' -sin’ —dr = ma_. SIN—dff =
i .
2 5 2

T Qg ode=2du ova t=0 dy u=0, 1 =2nda :HN_H

0 i = Nruﬁlncmxv M =8a .

Aytaylik, 45 egri chiziq qutb koordinatalar sistemasida quyidagi
r=p@). (a=0=p)

Wi lama bilan berilgan bo‘lsin, bunda p(3) uzluksiz ') hosilaga ega. Bu egri

L (o) phoyde (15.6)

Mivel, Outh koordinatalar sistemasida berilgan ushbuy

'

#H) = e" cpri chizigning 15.9-chizma) 0<0<z dagj

sin. 15.9-chizma

et topi

ki, p(#)=¢" bo‘lib, PUO+ P (0) =22 botladi. (15.6) formuladan

ib topamiz;

FM%%H&T% =2(’) MJ@.? -1)

15.5. Aylanma sirtning yuzini hisoblash

Aviaylik, f(x) funksiya [a,b] da uzluksiz bo‘lib, wre[a,5] da fixy=0

B in, Bu funksiya grafigining
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(a./(a). (5.1(8)) r

;
nugtalari orasidagi bo‘lagini 48 yoy ;
deylik. ; .n N w_.m -
AB yoyni OX o'qi atrofida : i

aylantirishdan hosil bo‘lgan  sirt

aylanma sirt deyiladi 15.10-chizma
48 Agar f(x) funksiya [a,5]da uzluksiz, u (a,6) oraliqda uzluksiz /()

hosilaga ega bo‘lsa, aylanma sirtning yuzi

A _wnmh.._h.%?v..:fwaﬁ.&& (15.7)

bo*ladi.

Misol. Ushbu f(x)= MQN + m.ﬂ ). a=0. 0=x=a zanjir chizig'ini OX o'gining ?,:_
qismi atrofida aylantirishdan hosil bo 'lgan aylanma sirtning yuzi topilsin.

<« Ravshanki, f/(x)=%[er. 1 a1
..N a a

(15.7) formuladan foydalanib, izlanayotgan aylanma sirtning yuzini topamiz:

1
4

a

S= mi.mmmw + mﬂv 1+ Amw Im.w;M dr =
n

) T T @ 1 Ix
xa T Ta B T
=—|(e" +e V=" |(e" +24¢ “Vgx=
3 .MAN Ve 2 m_v. )

2x a7 1
Tala = a = zTa
=—|—-e* +2x——¢ = H.ﬁ@.lmw+£.7

2|2 2

15.6. Statik momentlar va og‘irlik markazlarini hisoblash

Tekislikda m massaga ega bo‘lgan 4 nugtani qaraylik. Bu nugtaning

koordinatalari x va y bo‘lsin: A(x,1)=A.
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UM =my M =mx migdorlar mos ravishda OX va QY o‘qlariga

ik momentlari deyiladi.

Aytaylik, tekislikda har biri mos ravishda m, N

tepa botlgan 4, (x,.5,), 4, (x.2) A (3,0, ft)

ITRIAT 1asi berilgan bo‘lsin.

n=| n=l
Ushbu M, =3 my,, M, =" mx,
k=0

kel

Ay Ay, A, nuqtalar sistemasining mos ravishda OX va OF

g luitpn atan statik momentlari deyiladi.

Apar nuqtalar - sistemasining  barcha  massalari (m=m, +m +..+m, )

f (v v*) nugtada bo‘lib, bu nugtaning OX va OF o‘qlariga nisbatan statik

M= my, =my’,

M, mX, =mx,
)

ity €12 C{x, p*) nugta sistemaning og‘irlik markazi deyiladi.

Keyingi tengliklardan sistema ogirlik markazining koordinatalari uchun

il kelib chigadi.
Aylaylik, 4B egri chiziq (4B yoyi)

Ve flx), asx<bh,
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tenglama bilan aniglangan bo‘lsin, bunda S{(x) funksiya [a,b] da uzluksiz /'(\)

hosilaga ega. Bu egri chiziq bo‘yicha zichligi o‘zgarmas va u 1 ga teng bo'lg
massa tarqatilgan. Ravshanki, bu holda massa (u yoy uzunligi bilan zichlil

ko*paytmasiga teng bo‘lganligi sababli) yoy uzunligiga teng bo*ladi.

(15.4) formuladan foydalanib topamiz:

\.____H._. T+ 7% (e (15.8)

a

Massali 48 egri chizigning OX va O¥ koordinata o‘glariga nisbatan statil
momentlarini hamda uning og'irlik markazining koordinatalarini topish uchun

[a.b] segmentini
a=x,<x <..<x_ <x =b
nuqtalar yordamida » bo‘lakka bo‘lamiz. Unda 4 yoyidagi
A= A, SN k=012, n—1)
nuqtalar A3 yoyini n ta 44, bo‘lakka ajratadi. Bunda 44, yoy bo‘lagining

massasi ( 8 ) formulaga ko‘ra

X

m, = [ J1+£%(x) de (h=0.1,2,...n-1)

bo‘ladi.

Aniq integralning xossasi (o‘rta giymat hagidagi teorema)dan foydalanil

topamiz:

my = fl+ () - Ax,,

bunda & e[x,.x,,1, Ax, =x,, —x,.

Yugorida aytilganlarga ko‘ra (&, f(5) nuqtaning OX va O} o'
nisbatan statik momentlari

12

M, .E.,.\.Am.nlh\,ﬁﬁl. _+.\.:An|.»v.>ﬁ..

A oy =M S =4 .z:+.\.~mwl A,

02 n=1) bo'lib, (&, /5D, (& SEW el SED nuqtalar sistemasining

1Y vi OF ofqlariga nisbatan statik momentlari

i |a.6] segmentning bo‘laklash sonini orttira borilsa, ya'ni # chcksizga

1. unda 44, yoyi nuqtaga aylana boradi. yuqoridagi yig‘indilar esa

4 cga bo'lgan egri chizigning OX Ba OF o‘glarga nisbatan statik
momentini ifodalay boradi. Binobarin, (8) massali egri chizigning 0OX va OV
nisbatan statik momentlari

1=lim S (&) T 7 A,

=

____.. __:‘:.m,wn ./___ +._‘\.__mn.ﬂ.»w AY,

s i,

Ayni paytda

| e
2 E) ) Ay = [ () e oz,
lim 34, e ax, HT. [+ /7 (x)dx

(K1) igidan

b
T+ [P0y, = [xfie £ d,

o
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bo‘lishini topamiz.

Shuningdek, (15.8) massali egri chiziq og'irlik markazi C=C{x*,y*) nugla
koordinatalari uchun

T, 1+ £ (x) dx TE. 1+ £ (x) dx

Lol R )
..hﬂl__- , yE=

i+ 70 ax TH + 7 (x) dx

a

bo‘ladi.
Mustagil yechish uchun misollar
~..‘. Lt g m,_..?+mlv,m:k+ne.ﬁ. +tan x) dx
Lox+5 [
mg 1 w% Q.MATNL_E&
Ax+3 x—5 :
. 7. [
w.._.?ﬁwuvn_k X F9x+20

4. [(5~Inx+cos x)dx
il

§ 16. I- va lI- tur xosmas integrallar. Xosmas integrallarning yaqinlashishi

Aytaylik, f(x) funksiya [a,+e) oraligda (cheksiz oraligda) uzluksiz bo*lsin.

Bu funksiyaning ixtiyorly [as] oraliq (chekli oralig) bo‘yicha integrali

_.\Oanw (a<t<+o0) ni qaraylik. Ravshanki, integral ga bog'liq bo‘ladi.

T—bta

I-ta’rif. Agar lim .— Sx)dx fimit mavjud bo'lsa, bu limit f(x) funksiyaning

chegarasi cheksiz xosmas integrali deyiladi va _. S(x)dx kabi belgilanadi. Demak,

114

| feode. (16.1)

Ve (16.1) limit chekli bo‘lsa, Tltp.x xosmas integral vaqinlashuvchi

a

et

A (16,1) limit cheksiz bo‘lsa, ‘—.bi&n xosmas integral uzoglashuvchi

:

stuima: Agar (16.1) limit mavjud bo‘lmasa ._‘ S(x)dx xosmas integral

woiplavtive i deb garaladi.

Misol, tishbu
(et = 0)

vty dntegral vaginlashuvehifikka tekshirilsin,

A Aytaylik, a =1 bo‘lsin. Bu holda

| ‘_. I . .«l:.__ i
_ - lim T “dy = lim =

y" t—tw ey 4 | |

| | |
liin a1
obim | =gy ¢ s

~ iy |

B il o < 1 botlpanda

ik, berilgan integral @>1 da yaginlashuvchi, e <1 bo‘lganda

A viuylik, e =1 bo‘lsin. Bu holda
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— = lim

X [

=lim(Int—Ina)=+e

f—ttm

T rdx

ol
bo‘lib, berilgan integral uzoglashuvchi bo*ladi,

Eslatma: f(x) funksiya (~o,a) oraligda uzluksiz bo ‘lganda

.— f(x)ax

xosmas integral, [(x) funksiya (~»,+o) da uzluksiz bo lganda

%_\Ai&k

xasmas integrallar yuqoridagidek ia viflanadi:

s

W\C&&H lim .‘__.,___.,ainw N

b

wbt& = ?ﬁiﬁ ﬁha& =1lim T,?Kiu

= :3???.

Poban

Xosmas integrallar haqidagi keyingi ma’lumotlarni
[/ (x)ax
integralga nisbatan keltiramiz.

16.1. Xosmas integrallarni hisoblash

Aytlaylik, f(x) funksiya [a. +om) oraligda uzluksiz bo‘lib, uning xosmas

integrali Ts?.v&ﬂ yaqginlashuvchi bo*[sin.

Ma’lumki, bu holda f(x) funksiya [a, +0) oraliqda boshlang'ich funksiyaga
ega bo‘ladi. Uni F(x) bilan belgilaylik, (F(x)= £ (x)).

bt

Ta’rifga binoan ._..\,Ai&n lim ‘:Ccaw.

Ayni paytda, Nyuton-Leybnits formulasiga ko‘ra ._Eimw =F(t)—Fia)
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TR

S i B - ey deyilsa, unda ._'..\,ﬁiR«H lim :_SIEQS = F{tao)— F(a)

i Dk,

_._“..\,AHW.._« =F{+x)—Fla)= __r.TQ

:

e (162)

et xosmay integrallar shu formula yordamida hisoblanadi.
Mivid, (shbu

__ vidy

1
n ﬁ_ y x' w_
ittt vobtansin

Al integralning yaginlashuvchi bo*lishi ravshan. Endi

fx)=——
AH+HJM

ang‘ich funksiyasini topamiz:

by
gl

_A___._w
] —__

r

FC==(1 L.kJ-w +C

Hili (16, 2) formulaga ko‘ra

B iybec]s-

] A_ | ._w_
il ﬁ ,\___Jyjﬁrcia-wunoin
B bt Dk,

_ vily (>

Sty
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16.2. Chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrallari

3

Faraz gilaylik, f(x) funksiya [a.8) da uzluksiz bo‘lsin. Bu funksiyi

xllToQmo:m_&mwmmm::_mm:“a_._..ﬁ_.:kvunu._unamw_\«?w?:Wmmwm—a‘ﬁm_:
chegaralanmagan (anigrog‘i f(x) funksiya » nugta atrofida chegaralanmagan)
fix) funksiyaning ixtiyoriy [a,¢] oraliq (a <t <b) bo‘yicha integrali
.?QK« (a<i<b)

ni qaraylik. Ravshanki, integral + ga bog‘liq bo‘ladi.

4-ta’rif. Agar ushbu H_.m,_.g_fw fadx  limit  mavjud bo'lsa, bu limit
chegaralanmagan f(x) funksiyaning [a.b) bo'yicha xosmas integrali deyiladi va
.ﬁ«:i&q kabi belgilanadi.

Demak,

T—h=0)

._ﬁ.wﬁ.«v&u lim _A.HC&Q_R (16.3)

b
Agar (16.3) limit mavjud va chekli bo‘lsa, _QA.&&‘. xosmas integral

yaginlashuvchi deyiladi.

[}
Agar (16.3) limit cheksiz yoki mavjud bo‘lmasa, T\n‘:&q Xosmas integral

uzoqlashuvchi deyiladi.
Aytaylik, f(x) funksiya Evmﬁ da uzluksiz belib, x >a+0 da cheksizga

intilsin. Ravshanki, bu funksiyaning [r,6] oraliq (a <f<b) bo‘yicha integrali

[ fx)de (a<t<b) ¢ o*zgaruvchiga bogtlig bo‘ladi.
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"
S ushbu _._,,_QKA_::: mavjud bo‘lsa, bu limit chegaralanmagan

]
ek Tankedva xosmas integrali deyiladi va .gbinw kabi belgilanadi. Demak,
Oy dim [ f(dx . (16.4)

[}
A (16.5) limiti mavjud va chekli bo*lsa, T,?Kn xosmas integral

)
hi deyiladi, cheksiz yoki mavjud bo*lmasa, .—Ei& xosmas integral

a

Cnginld

deniluahinvenn deyil

7

! -
Mivod, {shbu —I3| integral hisoblansin.
it I-x

Veohish usuli, [(x)=—— x—1-0

= = lim {arcsin/ —arcsin 0) = arcsin| = 3
P ]

yugoridagidek ko‘rsatish mumkin,

o
|

SO A Tt
i

It mazkur ma’ruzaning 1° -5%paragraflarida chegaralari cheksiz xosmas

0l 0< p<1 bo‘lganda yaqinlashuvchi, p>1 bo‘lganda uzoglashuvchi

il
_ £ el

Bl rpandile, Bu integralga nisbatan keltirilgan tushuncha va tasdiglarga o“xshash

NI garalanmagan funksiyaning xosmas integrali (s —a+0 da

P v yokif > b-0da f(x) =)
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.h__.g_A.«Ex

uchun ham keltirilishi mumkin. Jumladan, agar f(x) va g(x)funksiyalar:

1) (a.b] da uzluksiz va ixtiyoriy xe({a,b]da 0<g(x)< 7(x);

) t
2) xosmas integral 72.3&« yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda ﬁwﬁ.«v&ﬁ

xosmas integral ham yaqinlashuvchi bo‘ladi.

Misol. Ushbu _%%
i X

Yechilish usuli. 0<x <1 bo‘lganda

ol 1 ) i ! ,Om._
08 X «— Demak. berilgan integral .—K%
Jx

O s

|
1 . .
—dx yaginlashuvchi.
.ﬂm - yaq

yaginlashuvchi bo‘ladi. P
16.3. Birinchi va ikkinchi tur xosmas integrallar

Berilgan y=f(x) funksiya [a, +w) cheksiz yarim oraliqda aniglangan va

ixtiyoriy chekli #>a uchun [a,b] kesmada integrallanuvchi , ya'ni
]
Fb)=[/f(x)dx

S-ta’rif: y=fix) funksiyaning [a, +o0) cheksiz yarim oraliq bo‘yicha I fur
xosmas integrali deb yuqori chegarasi o‘zgaruvchi F(b) integralning b—tv
bo‘lgandagi limitiga aytiladi.

y=Afx) funksiyaning [a, +a8v cheksiz yarim oraliq bo‘yicha 1 tur xosmas
integrali

0

[ f(x)dx (16.5)
deb belgilanadi va , ta’rifga asosan,

e h
[f(x)dx= lim [f(x)dx (16.6)

bt
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rik nuqtai nazardan (16.6) xosmas integral y=flx) [flx)=0], x=a va
an chegaralangan cheksiz shaklning yuzasini ifodalaydi.
aefit'rif: Apar (16.7) limit mavjud va chekli bo‘lsa, unda (16.1) xosmas

iepinl yagintashuvchi, aks holda esa uzoglashuvchi deyiladi. (16.6) xosmas

Ty

la ikkita masala paydo bo‘ladi.

I, (16.6) xosmas integral yaqginlashuvchi yoki uzoglashuvchi ckanligini

ih;

I, (16.6) xosmas integral yaqinlashuvchi bo‘lgan holda uning giymatini
__________

Mk

da ushbu I tur xosmas integralni garaymiz:

K

lew | a>0 (16.7)

a X

i uch holda tahlil etamiz.

» 1 holni qaraymiz. Bu holda xosmas integral ta’rifi va Nyuton —

(TG

asiga asosan quyidagi natijani olamiz:

/o 5 I—er
U (11T} _;_, = lim ~ L. fm { :

7}
h Bl oy ____I.‘_so_i_\L.n_Q —lQ&iPS@

H |Q_IQUH%AOI.DMIQw”
Lo l-a

Demak, bu holda qaralayotgan (16.7) xosmas integral yaginlashuvchi va
il lymati o'/ a—1) bo‘ladi.

Ll o= 1 holni tahlil etamiz:

h

/i = lim _.Rmﬁ lim _:R_Mu lim (Inb—-Ilna)y=o0

hosdon ™ X b byt

Pomak, bu holda (16.8) xosmas integral uzoglashuvcehi.

w1, yi'ol 1o holni ko‘rib chigamiz:

=L ("% —a""%)=00.
1 — & bt
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Il tur xosmas integrallar. Endi chegaralanmagan funksiyalar uchun aniq
integral tushunchasini umumlashtiramiz. Berilgan y=f{x) funksiya (a.b] yarin
oraligda chegaralanmagan, ammo ixtiyoriy £<(0,h —a]uchun bu funksiya [« 10|
kesmada chegaralangan va integrallanuvchi be‘lsin. Bu holda

A
Fle)= _‘ flxyde, £e(0,h—a],

e

funksiyani garash mumkin.

7-ta’rif: Fe) funksiyaning ¢—0+0 holdagi o'ng limiti berilgan [iv)
Junksivaning fa b} kesma bo ‘vicha Il tur xosmas integrali deb atalady.

Berilgan fix) funksiyaning [a,0] kesma bo‘yicha II tur xosmas integrali
quyidagicha belgilanadi va aniqlanadi:

TE& lim F(g)= lim :?v&:omv

£—0+0 040,
limitga aytiladi.
8-ta’rif: Agar (16.13) limit mavjud va chekli bo'lsa, u holda Il tur xosmay
integral yaginlashuvchi deyiladi. Aks holda bu xosmas integral uzoglashuvchi del
ataladi.

Misol.  sifatida ushbu [  tur xosmas integralni  ko‘ramis
b dx :

Ha)=[—- (0<b<+wo,a>0) (169)
oxX

Bu yerda uch holni qaraymiz.

Dastlab 0<g=<1 holni tahlil etamiz:

T
)= lim %mu g 2 nl_ lim (b7 — g )=p'=@
£040, x¥  £0+0a —1 —le>0+0

Demak, bu holda (16.14) Il tur xosmas integral yaginlashuvchi va uning,
qiymati '

2) Endi =1 holni o‘rganamiz:

()= lim T!H lim _na_ lim (Inb—Ing)=+c0 .
mlvo+cm x £-+0+0 £—0+0

122

cebi e wha

Bemak, bu holda (16.14) 11 tur xosmas integral uzoglashuvchi bo‘ladi.

Miee 1 holni garaymiz:
] 1—ex b
dx - 1 . _ _
vy lim _|H lim - =——— lim Qu_ T gy = oo,
Ea0i0L x* r0r0a —1 a —1e—0+0
&

Bemak, bu holda ham (16.14) II tur xosmas integral uzoqlashuvchi bo*ladi.

II'tur xosmas integrallarning yaginlashuvchi yoki uzoglashuvchi ekanligini

oldin I tur xosmas integrallar uchun ifodalangan 1-3 teoremalarga

uh Hodalanadi.

Mustaqil yechish uchun misollar
i vidx o
R{EEn R R

. _. .VF_/ 6. ._.ﬁ e X

5 X 45x+6

't 7. | (Inx-lgx)d
I [t x dx .a_':; Bl

xefy dx

:__, ..,

123




IV BO‘LIM. SONLI VA FUNKSIANAL QATORLAR

§.17. Sonli qatorlar (musbat hadli qatorlarning yaqinlashish teoremalari,

Leybnits teoremasi. Absaluyt va shartli yaqinlashish)

17.1. Sonli gatorlar
Aytaylik, a,a,.a,,....,a,,... haqiqiy sonlar ketma-ketligi berilgan bo*lsin

Ushbu
Q,+Q~+Qu+:.+m:+.:HMaz (17.1)
ne|

ifoda sonli qator (gisqacha qator) deyiladi. Bunda @30y, 8y, A, ... SONLII
qatorning hadlari, a, ga esa gatorning umumiy yoki 7 — hadi deyiladi.
Quyidagi
Si=a; S,=a+a,;.;8,=a+a+..+a,..
yig'indilar (17.1) qatorning gismiy vig'indilari deyiladi.
Agar {S,} ketma-ketlik chekli limitga ega bo‘lsa,
F.m.wz =S5 (S chekli son).
(17.1) qator yaginlashuvchi deyiladi, § son esa (1 7.1) qatorning yig‘indisi

deyiladi va quyidagicha yoziladi:

S=ata+a,+..+a,+..=Ya,.
n=l

Agar limS, limit cheksizyoki u mavjud bo‘lmasa (17.1) qator

uzoqlashuvchi deyiladi.

17.2. Qator yaqinlashishining zaruriy sharti

Agar (17.1) qator yaqinlashuvchi bo‘lsa, ima, =0 bo‘ladi.
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I tasdiq qator yaqinlashishining zaruriy shartini ifodalaydi.
Istatma. Qatorning umumiy hadi n—w da nolga intilishidan uning
ilinlanhuyehi botlishi har doim kelib chigavermaydi. Masalan, ushbu

o | 1
 pLIR RS S
s H 2 3 n

ling umumiy hadi 4, =k bo‘lib, u n—es da nolga intiladi, ammo
M

Il

Bk quior uzoglashuvehi,

Ravshanki, Mau qator  uchun  lima, #0 bo‘lsa, unda qator

H—bx

n=|
i lishuvehi bo‘ladi.

L-misol. Ushbu PHH+M+M+.:+ ﬂ_
o 2 4 25

fiton yaqinlashuvehilikka tekshirilsin va yg‘indisi topilsin.

iy

Yechish usuli 8 =1+ Z + ] Fint :
2 4 2

by o=y QHM bo‘lgan geometrik progressiyaning dastlabki » ta hadining

s, =lim2{ 1-— |=2.
i Pl i

Demak, berilgan qator yaqinlashuvchi, uning yg‘indisi 2 ga teng.
Lemisol. Ushbu

/.. H | N w n
. e e S Y S
el 203 4 n+l
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qator yaginlashuvchilikka tekshirilsin.

¥Ravshanki, berilgan gatorning umumiy hadi

b ]
ad =—
"
n+1
bo‘lib,

. ..on : 1
lima, = lim =lm =1
b A=y m = _ g _

T

bo*ladi.

Qatorning yaqinlashuvchi bo‘lishinin zaruriy sharti

berilgan qator uzoglashuvchi.»

Musbat hadli qatorlar

Agar Y a =a+a,+..+a,+..
n=|
qatorning har bir hadi manfiy bo‘lmasa, ya’ni

a, 20 (n=123.)

bo*lsa, qator musbat hadii (gisqacha musbat) gator deyiladi.

Taqqoslash alomatlari
a) Aytaylik,
musbat qator bo‘lib,
S,=a+ta,+..+a,
uning qismiy yig‘indisi bo‘lsin. Ravshanki,
S =S, +a,,

bo‘lib, @, 20 bo‘lgani uchun

8§, =8

n -+l

(n=1,23,..)
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‘1

bajarilmaydi. Dc

a,=a +a,+..+a +.. (17.2)
1

B i
Domak, musbat qatorlarda uning gismiy yvig'indilaridan iborat {S,} ketma-
Futhil 6'suvehi botladi.

it hadli (17.2) gatorning yaqinlashuvehi bo‘lishi uchun uning gismiy

I ketma-ketligi {S,} ning yugoridan chegaralangan bo‘lishi zarur va

Vel h

lslntma, Agar

Da,=a+a,+.. +a,+...

n=l

bt hodli gatorda, uning qismiy yig‘indilaridan iborat {S,} ketma-ketlik

ralanmagan bo‘lsa. u holda qator uzoglashuvchi bo*ladi.

Taqqoslash alomatlari

i) Aytaylik, Ikkita musbat hadli gatorlar

DA, Rt a . ta+ . (17.3)
il
Dhosbb, b+ (17.4)

Uehun a, <b, (n=12,3,..) bo‘lsa, u holda (17.4) qator yaqinlashuvchi

nia (17.3) qator ham yaginlashuvchi bo‘ladi, (17.3) qator uzoglashuvchi

Bt i (17.4) qator uzoglashuvehi bo*ladi.

h) Agar musbat hadli (17.3) va (17.4) gatorlar uchun
_..____ o a._

il (a,>0,b, =0, n=12..)
i, b

B, u holda (17.4) qator yaqginlashuvchi bo‘lganda (17.3) qator ham
siilashavehi bo'ladi, (17.3) gator uzoglashuvchi bo‘lganda (17.4) gator ham
Heslihiuvehi botladi.

G 1 1 1 1
Vemisol, Ushbu =——+ + +o+ i
Wx.ma .2 2.28 3.2 n-2°
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qator yaqinlashuvchilikka tekshirilsin.

4 Berilga qatorning umumiy hadi uchun

1 [
a, = _:A|____
n-2" 2

tengsizlik o'rinli bo‘ladi. Unda solishtrish alomati hamda I-misoldan foydalanih

berilgan gatorning yaqinlashuvchi bo‘lishinj topamiz. b
Dalamber alomati

Musbat hadlj Ma: qator uchun

#=|

. a
lim Zu!

H—sim
Q_:

=d (4,>0,n=12.)

bo'lib, &<l bo‘lsa (17.2) qator yaginlashuvchi, &1 bo‘lsa, (17.2) qaton
uzoqlashuvchi bo‘ladi,

3" enl 340 3221 33 3" n!

4-misol. Ushbu il ol ot +..
m _3__-__ — NN m.u _w..__:
qator yaqinlashuvchilikka tekshirilsin.
<« Bu qatorning g, va a,,, hadlari
3" n! () 3 a1y 3,
a=Zt ) )y

oA Gy (n+1)"(n+1) " (n+1)

bo‘ladi. Ulaming nisbatining limiti

3" nt
7 il i+l 7
fim & iy 4 3"t =lim3-——1___3
i T 3. 4 el ¥ Wk = n
e ¥ -a! s A_S_..T _v 3pl owa= [ 1 e
+|
n" P

bo‘lib, u 1 dan kaita { chunki ex=2.71..). Demak, Dalamber alomatiga ko'ry
berilgan qator uzoqlashuvchi bo*ladi.»

Q_:L

Eslatma. Agar lim =1 bo‘lsa, u holda (17.2) qator yaginlashuvchi hamn

Aym oy
"

uzoglashuvchi ham bo‘lishj mumkin,
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Koshining integral alomati. Musbat hadli MQ: qator uchun
n=|

f(n) = a, (n=123.)

' 1ib, bunda J(x) funksiya [1,4+c0) da musbat, kamayuvchi, uzluksiz hamda
[ F(x)ae (17.5)
|

Nl integral yaqginlashuvchi (uzoglashuvchi) bo‘lsa, gator ham yaqinlashuvchi

uvchi ) bo‘ladi.

S-misol. Ushbu

- 1
Ml_rn_+-~|+|.+...+-_|+:. (xeR)

fiMtor yaqinlashuvehilikka tekshirilsin.

4 Bu qatorning umumiy hadi

=0 bo‘lganda uning a, hadining n—s o0 dagi limiti nolga teng

o iy di:

:E._|#c ?«Mov

Hpm g
Demak, @ <0 bo‘lganda qat uzoglashuvchi.
Aylaylik, a>0 bo'lsin. Koshining integral alomatda keltirilgan %?&

1 sifatida g_&inu_ﬂ (>0) olinsa, by funksiya, ravshanki [1L+s0) da

X

Iz, ixtiyoriy Ye[l+oo} da f(x)20, [I+en) da kamayuvchi va

_ul_vm_ﬂu.\@_%u%u_.,.v%n\?v?

Ma'lumki,

o

ﬁhd&«nam
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xosmas integral 0 <« <1 da uzoglashuvchi, e >1 da yaginlashuvchi.
Demak, Koshining integral alomatiga ko‘ra
¥l
pel

qator & >1 bo‘lganda yaginlashuvchi, a <1 bo‘lganda uzoglashuvchi bo‘ladi. >

Odatda, M _a qator umumlashgan garmonik qator deyiladi.
n=y #
Ishorasi o‘zgaruvchi qatorlar
Faraz qilaylik,

Ma:ub._ +a@, ot a + (17.6)

n=|
qator berilgan bo‘lib, uning har bir hadi ixtiyoriy ishorali haqiqiy sonlardan iboral

bo‘Isin. (Odatda, bunday qator ixtiyoriy hadli qator deyiladi.) Bu qator hadlai

absolyut giymatlaridan tuzilgan quyidagi
2lal=lal+|a)+..+a|+.. (177
n=|
qator yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda (17.7) gator ham yaqginlashuvchi bo*ladi. Bu
holda qator absolyut yaqinlashuvchi qator deyiladi.
6-misol. Ushbu

o 3 3
>y Aol B a1 e, b =P
7 2" 2 4 8 16 2"

gator absolyut yaqinlashuvchilikka tekshirilsin.
Qatorning absolyut yaqginlashuvchiligi
«Berilgan qator hadlarining absolyut giymatlaridan tuzilgan quyidagi
=t —t— .. (17.8)

qatorni qaraymiz. Bu qator uchun
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\ 3
1 H .TT‘..C
H, W L N:__
LT _:.
_+_ u
1, —
TR L n 1
T li = lim——=—
"oy 2" A ) 2

b b
Ll

ymatiga ko‘ra (17.8) qgator yaginlashuvchi bo‘ladi. Demak,

il Iyut yaqginlashuvchi bo*ladi.»

I’ o
Vstntma,  Agar M M_ qalor uzoqlashuvchi bo‘lsa, Mm: qator
= =1

IR TS am bo*lishi mumkin, uzoglashuvchi ham bo‘lishi mumkin.

i Y, qator yaqinlashuvchi bo*lib, a,| qator uzoglashuvchi bo‘lsa,
| yaq wl 4 q

n=l

shuvchi gator deyiladi.

__ _ _
,._:_____ .._|i+w|1+._.+ﬁ|:?_M+:.
oy " 2 3 4 "

dubii ldlarining ishoralari navbat bilan ozgarib keladigan gator bo*ladi.

e (17.9) gatorda:

(n=1,2,3,.)

Wipgl S by

Holine, <0

b T, la (17.10) qator yaginlashuvchi bo‘ladi. (Leybnits teoremasi)

Foadiol, |




= =l
Syt bl Lo SO,
w1 H 2 3 4 "

qator yaqinlashuvchilikka tekshirilsin.

4 Bu qator uchun ¢, nl_l ?. = _“muu.:v
n
s . s 1
bolib, ¢,,, <c, va lim¢, =lim—=0
Ay \..l’”x

bo‘ldi. Leybnits alomatiga ko‘ra berilgan qator yaqinlashuvchi bo*ladi.p

Mustaqil yechish uchun misollar

= — y
2 St s

=l 503 — =7
W,.?+m“
2 L 6 . L
.:Mu_uxH o Rl B

w 1
Do s )
PM?TM ?

n=|

§ 18. Darajali qatorlar. Yagqinlashish radiusi yaninlashish sohasi. Teylor
formulasi va Teylor gatori

Har bir hadi X (X < 5 to*plamda aniqlangan funksiyalardan iborat bo‘lgan ushbu

LGS )+t £(0) 4= 1 (x) (18.1)

=]
qator funksional gator deyiladi.
X to‘plamdan olingan tayin x, nuqtani (18.1) dagi x ning o‘rniga ao,v.____ﬁ_._

bilan
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L) A L) e+ L)+ (18.2)

b woi g aylanadi.

Uiitkisional  qatorning  yaqinlashish sohasi. Agar (18.2) sonli gator

bo‘lsa, (18.1) funksional gator x, nuqtada yaginlashuvchi, x,

I onn (18,1) funksional qatorning yagqinlashish nuqtasi deyiladi. (18.1)

il

ing barcha yaqinlashish nugtalaridan iborat to‘plam. funksional

detitidng vaginlashish sohasi deyiladi.

(i il qatorlarning yaginlashish sohalarini topishda sonli gatorlarning

ntlaridan foydalaniladi, bunda x ni tayinlangan deb qaraladi.

S (DN W
¥ 3 5.7 HNaICHN:._

1 (ator uchun

1 1
4, |mm% Do |@%
L 1
o . S I (e E I e O
a, :mx+:.«w:_ .AN:.IJ»?-__r_ﬁwn_+5km=+_ Zn+l x*°

el | 1 0“tib topamiz:
1
P2
n—-1 1 . n 1 1
lim———-—=lim o
w1 x e L S
n

ipga ko‘ra

ni x> 1




bo‘lganda qator yaqinlashuvchi bo‘ladi.
1

e I, ya’ni x=-1, x=1 bo‘lganda qator quyidagi

% 2.0
Wm U MM,,T_

= n=l

sonli gatorlarga aylanadi va ular uzoqlashuvchidir.
Demak, berilgan funksional qatorning yaqinlashish sohasi _«_ >1 ya’ni
(e 1) (L)
to‘plamdan iborat bo‘ladi.»
Funksional qatorning tekis yaqinlashishi. (18.1) funksional gator Af
to‘plamda TS a xv yaginlashuvchi bo‘lib, yig‘indisi &.?& bo‘lsin.
Agar ixtiyoriy £>0 son olinganda shunday x ga bog‘liq bo‘lm:

n, =n(& )€ N son topilsaki, barcha > #, va ixtiyority xeM uchun

18.()=S ()< ($(x)=5,(x)+7,(x))
ya'ni
() <&
tengsizlik  bajarilsa, (18.1) funksional gator A  to‘plamda tekis
yaginlashuvchi deyiladi.
Darajali qatorlar, Ushbu

Doax"=a,+ax+ax+... +ax"+.. (xeR)(183)

n=l

ko‘rinishdagi funksional gator darajali qator deyiladi, bunda

sy i
haqiqiy sonlar darajali qatorning koeffitsiyentlari deyiladi.
Abel teoremasi. Agar (5) darajali qator x = x, #0 nugtada yaqinlashuvchi
bo‘lsa, unda x ning [x|<[x,| tengsizlikni qanoatlantiruvehi barcha qiymatlarida,
ya'ni mrT\:_w_h.C

intervalda gator absolyut yaginlashuvchi bo*ladi.
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jali qator x =X, nuqtada uzoglashuvchi bo‘lsa, ya’ni

- ; 2 #
ay tax tax; +.+ax] +.

(itor uzoglashuvehi bo‘lsa, u holda x ning x| >]x| tengsizlikni

Auiitlsitiuvehi barcha qiymatlarda, ya’'ni ushbu to‘plamda

o ) efs]490) (18.3) qator uzoqlashuvchi bo‘ladi.

Yaqginlashish radiusi va yaqinlashish intervali

T o y (18.3) darajali gator uchun shunday chekli yvoki cheksiz musbat

r son mavjud be‘ladiki, x ning:

[} Z ' lengsizlikni ganoatlantiruvchi giymatlarida (18.3) darajali gator

i (absolyut yaginlashuvchi),

') _,_ -1 lengsizlikni ganoatlantiruvchi qiymatlarida (18.3) dargjali qator

vl o lashvehi bo‘ladi.

1+ son (18.3) darajali qatorning yaginlashish radiusi, (-r.r) interval

St ilivtujali qatorning yaginlashish intervali deyiladi.

(IN.1) i qatorning yaqinlashish radiusi ushbu

peliml el (@, 20,0=123.)  (18.4)
't}

t topiladi.

Parajuli gator o*zining yaginlashish intervaliga tegishli bo‘lgan har qanday
Sl (wegmentda) tekis yaginlashuvehi bo‘ladi. Bu oraligda darajali qgatorni

Il differensiallash hamda integrallash mumkin.

omdsol, Ushby
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= N e X
YA m b
= n-10" 10 200 300 n-10"

darajali qatorning yaqinlashish radiusi, yaqinlashish intervali hamda yaginlashish

sohasi topilsin.

1 1

<4Bu darajali gator uchun , =——, a, ,=— —
e " on-107 " (e 1)-10m

bo'lib, (18.4) formulaga ko‘ra

1
g " n+1)-10"" 1
r=lim |- r_:d # _o u_:sA ) =liml10-[1+— |=10
H—rx Q:.r_ n—sn »1“-. HD: H—m -.-

Az._ C 10"

bo‘ladi. Demak, berilgan darajali qatorning yaqinlashish radiusi »=10 bo'lj
yaqinlashish intervali (—~10,10) bo‘ladi.

Endi yaqinlashish intervalining chegaralari, ya'ni x=10 va x=-—10
nuqtalarda qatorni yaginlashishga tekshiramiz.

Berilgan darajali qatordagi x ning o‘rniga -10 va 10 qo*sak, unda quyidagi

|T_,M!w+|y.13+ﬁl_v
i

2 3 4
I 1 1

I+ —+=+. +—+..
2 3 H

sonli qatorlar hosil bo‘ladi. Ulardan birinchisi Leybnits alomatiga ko‘ra
yaqinlashuvchi, ikkinchisi esa ( u garmonik gator) uzoglashuvch bo‘ladi.
Demak, berilgan qatorning yaqinlashish sohasi[-10,10) yarim segmentdan

iborat. -

Teylor qatori

Ushbu

aﬂ,+a_?lav+a%a1n%+:.+m~_?|av,_+....|.MQ=AMI£= (18.5)
n=l
ko‘rinishdagi funksional gator ham darajali gator deyiladi, bunda « a,...,a

[ ERS RPN & AP

hamda a o*zgarmas sonlar.
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Apar # son (r>0) (7) darajali qatorning yaqinlashish radiusi bo‘lsa, uning

uhish intervali (@ —r,a +r) bo‘ladi.
Agar f(x) funksiya (a—r,a+r) intervalda istalgan tartibdagi hosilalarga

vk bio'lib, barcha xe(a—r,a+r) va barcha »n=0,1,2,... lar uchun shunday
b ‘

i M >0 topilsaki,

M .i M tengsizlik bajarilsa, u holda \_w?u funksiya uchun AJ..:,V da
A.\.:;AH %Ak v

i g
/(x)=. _\Aav? aw+ «L? a) . \s ; VAHI v

I, i formula orinli bo‘lgan holda .\AHV funksiya amwﬁ.m: gatorga yoyiladi
deyiladi.

_ _@.M TaT%_?:x a) +.. +a€§? &t (18.6)

n!
LHLG) gator f(x) funksiyaning Teylor gatori deyiladi.
Funksiyalarni darajali gatorlarga yoyish

Apur (18.6) da a=0 ch:,um unda

)= L LW e, 190),

+
2!

+...(18.6)
Lo ladh va bu gatorni RAHV funksiyaning ?_m_ﬁ_cwn: qatori deyiladi.

IWi'#i sodda funisiyalarning Makloren qatoriga yoyilmasini keltiramiz

. 2 n
Y e L S 3 x & (—o0,+00),
" 2! n!
iy e x ._F, .TF — C attthg MmA|8,+8v,
35 @i;
[DINELR: _..._|HU_ ._.Fk.ﬂ A .C XE Hmml8,+8vu
2! 41 Gi_
(1) _+WH+WT~|JSHN+:.+DAQ|:.:AQI:._._uaa+:.kmml_,_vu
I! 2! n!
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2 -3 4 m
3) _i_+anx|W+Wa|W|+:.+m|:=.._ Wi amﬁl_v;.

Funksiyalarning darajali qatorlarga yoyilmasidan
qilinadi. Ular
£ O M),
F{x)=7(0)+ Hﬁ_ wuﬁ+ Nﬁ.ﬁ vp. +... x_ﬁ vk (18.7)
taqribiy formula kiradi. Xususan,

foydalanib
formulalar hosil

Jumlasiga

Y ala-1).{a-n+ _v‘«; “
1! 21 n!
bo‘ladi.

Bu tagribiy formulalardan ko*pgina masalalarni hal etishda, jumladan

funksiyalarning giymatlarini taqribiy hisoblashda, aniq integarallarni taqribiy
hisoblashda foydalaniladi.

1-misol. Ushbu

x)=In—
fx)=In—
- funksiya Teylor (Makloren) gatoriga yoyilsin.

_ 4 Ma’lumki,
_+Hu_i_+&l_=ﬁlxv.
1-x

Ravshanki, AI:_ da

In

2 3 4
_:Q+HVHM|M|+H[|H|+,..+

at X
= — 4. 18.
7 g e e (88

138

Darajali qatorlarning taqribiy hisoblashlarga tatbiglari

B T, 13u

glikda x ni —x ga almashtramiz. Natijada
Hm Hu ﬁ._ n
n{l—x)=-x - em——... (18.9
(1-9)= a5 X% (189)

n
..:._.______xx-_c:m.:_am:im,w:o:m:_m:mrm&m@_&;acﬁocma_ﬁ

2 3

(14 x)-In(l-x)=x-+ X X oy E
n(l+x)-In(l1-x)=x e +(-1) +

4

n
x ¥ X x" 2x° 2y
Xm—— = 2 T T
2 3 4 n 3 2n-1
ik,
[+ x 2y 2
In =2x + At +
|~ x 3 2n-1
(IR ATIN 2

d«misol. Ushbu

o =sin 20"
filigelor (4, 0001 aniglikda tagribiy hisoblansin.

4 Bu miqdorni tagribiy hisoblashda %T&Hmm:k funksiyaning darajali
kv yoyilmasidan hosil bo‘lgan

MR X = |...+T‘:a?_ (18.10)
31 st (2n+1)!

n loydalanamiz.

Keyingi formuladan foydalanish uchun x=20" ni radian ulchovida yozish
it bo'ladi;

M

Ve =(),3491.
9

¢ il bu giymatini (18.10) formuladagi x ning o‘rniga qo‘yib topamiz.
3
T A N4
= = —— —

~0(,3491-0,0070 = 0,3421.
9 9 319

unday qilib

a =sin20° =0,3421

TN 2
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3-misol. Ushbu
_

sin x
J= ._. - dx
]

integral 0, 00001 aniglikda taqribiy hisoblansin.
<« Ma’lumki,

. |r~ L
sinx = &!FH syl x—+ (1) Xy
3 st (2n+1)!
Bu tenglikning ikki tomonini x ga bo*lamiz:
¥ % W
sinx_ *T oyt g or e ¥ oxt X
=3 st Ty X X X
x X 3t 517
Keyingi tenglikni o.M oraliq bo‘yicha integrallab topamiz:
! ! |
4 4 2 4 6 3 5 7 e
.—.V—EH&H-_. _|.M|+Wnl..|wl+ i ».|IW.|+I.«|..I%..+ 4
x 3 Ak o 3-31 5.5t 7.71

L L1 1 1 1 1

S R s D I

4 334 5514 7.714
OmSEmzm dastlabki ikkita hadini olib

_. S wlku_ré,wm%?a 00087 = 0,24913
4 3314

tagribiy qiymatiga ega bo‘lamiz. Bunda tashlab yuborilgan brinchi go‘shiluvchi
O [

- <
5-5'4° 614400 100000

Uo__mma uchun

?Eha?e 24913

bo‘ladi.»

140

Mustagqil yechish uchun misollar

: —:_.. Lk 0.0001 aniglikda hisoblang

o *

2. _, .__w v 0.000001 aniglikda hisoblang

_:_a..... dr (.0002 aniglikda hisoblang

X

4 f(x) _:w..|H funksiya Teylor (Makloren) qatoriga yoyilsin.
Fix

: 3
(v _m>U >
a =1

0, f(x)e Fq. funksiya Teylor (Makloren) qatoriga yoyilsin.
X

L dx 0.000001 aniglikda hisoblang

§ 19. Furye qatori va unung tadbiglari. Furye gatori

Wy 7' R\{0} son topilsaki, Yxe R da
F(x+T)= f(x)

Wik bajarilsa, f(x) davriy funksiya, 7"#0 son esa uning davri deyiladi.

Apar 7'#0 son £(x) funksiyaning davri bo‘lsa, u holda
kT (h=%1,+2,..) -
swiilar ham shu funksiyaning davri bo‘ladi.

Apar f(x) va g(x) davriy funksiyalar bo‘lib, 7 =0 ularning davri bolsa,

I8, 70929, L mw (£(x)#0)

W ham davriy bo‘lib, ularning davri 7 ga teng bo‘ladi.

Voning, y=cosx funksiyalar 7'=2xz davrli funksiya bo‘lgan holda ushbu

141

uz gilaylik, r(x) funksiya R =(~o0,+0) da berilgan bo‘lsin. Ma’lumki,




@(x)=acosax+bsinex (a.ba— 0*zZgarmas, a #0)

funksiya ham davriy funksiya bo‘lib, uning davri 7= i bo‘ladi. Hagigatan ham,
24

Ao o 2]

=acos({ax+2x)+bsin(ax+27) = acos ax+ bsinax = o(x)

bo‘ladi.

Bu g(x)=acosax+bsinax sodda davriy funksiya bo‘lib, u garmonika dch

ataladi.
Aytaylik, s (x) funksiya [-7.x] da uzluksiz bo'lsin. Unda
S(x)cosnx, f(x)sinnx (r=1,2.3,..)

funksiyalar ham Tﬁi da uzluksiz bo‘lib, ular [-7.x] da integrallanuvehi bo

Bu integrallami quyidagicha belgilaymiz:
H T
a, HM.‘_\.«%A.&&“
m,_nl_.._'L_w?vnofﬁ\&ﬁ ?H_.m::w (19.1)
mﬂla
H x
b =— in sxdx. =1,2,...
3 ....H.u—q,x?vﬂs X (n )
Bu sonlardan foydalanib, ushbu

A_u,_ COS X+ b, sin pix) (19.2)

M|Q
Y

qatorni ( uni trigonometrik qator deyiladi) hosil gilamiz.

(19.2) qator funksional qator bo*lib, uning har bir hadi garmonikadan iborat_
Ta’rif. (19.2) funksional qator f(x) funksivaning Furye gatori deyiladi

(19.1) munosabatlar bilan aniglangan

ay,a,,b.a,.b, et b

e

sonlar Furye koeffitsiventiari deyiladi.
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19.1. Funksiyalarni Furye qatoriga yoyish
Demak, berilgan 7(x) funksiyaning Furye koeffitsiyentlari shu funksiyaga

it 1 bo'lib, (19.2) formulalar yordamida aniglanadi, qator esa quyidagicha:

\1?&; + M?: cosnx + b, sinnx),

I =l

sol. Ushbu f(x)

=g Alﬁmam.qua«ﬂ_u;

tilhstvaning Furye gatori topilsin.

4 (191) ulalardan foydalanib, berilgan funksiyaning Furye koeffitsiyentlarini
hisablnymiz:
17 1 2
i, .ﬁ ey = — ?,3 IQ,_J = —shar,
e an ar
. 1 @ cosnx + msin ax ﬁa
i, _. " cosnxdy = — e =
L i (7 S L
| 2a
(<) = ———shar (n=1.2,..),
no v+
I ; 1 asinnx-ncosnx |
f, _‘ Sin e = — — e =
ne T a’+n -
b 2n
(-1 ——=shar (n=1,2,..).
noettn
Demak,
\.ﬁb.u — m.n«

Rilkuiynning Furye qatori

fx)=e™ ~ TM?, cosnx + b, sinnx) =
n=]

‘_.__.____..E.ﬂ_. . ﬁ ;

" Na« Sat+n

3 Ah« COS 72X — 1 8in ..Fﬁv

TR 2
Avtaylik, S(x) funksiva [-z.7] da berilgan juft funksiya bo‘lsin:
v} f(x). U holda

[ (v) cosnxjufl, S{x)-sinnx toq (n=1,2,3,..) funksiya bo‘ladi.
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(19.1) formulalardan foydalanib, Six)

koefTitsiyentlarini topamiz;

—_—n

_ H i x
a4=— .\?vnouﬁﬁlﬂ .‘_‘a.HT&ocvxa&a_*m__.%ﬁwvnsvﬁ% =

n

i
’»_
oy

S (x)cos nxdr + T,A.Lng wxdly | =
z [

m_‘.\?vno?ﬁ& (n =0,1,2,..)

= LT it I B E o ]
b, = m.u_.“\?vw_sﬁn. = r__...\.?um_: Hxely 4 ___..l‘«vm_: nxelx | =
. I.T__Tvmiﬁ.&n+w\?vmm:§&a =0 (n=12..)
T i+ 1k
Demak, juft J(x) funksiyaning Furye koeffitsiyventlari

a, HWTESM.E& (n=0.1,2,..)
=0 (n=1.2,.)
bo'lib, Furye qatori
f(x)~ mmh+__Ms_“m._ cosnx
bo‘ladi.
Aytaylik, f(x) E:wmmwm [-7.x] da berilgan toq funksiya bo'lsin:
F(=x)==r(x). U holda
[ (x}-cosnx toq, S(x)-sinnx jufl (n=12, 3....) funksiya bo‘ladi.
(19.1) formulalardan foydalanib, f{(x) funksiyaning
wowmﬁmmwm::mli topamiz:

H x H L] i x
a, |M.._.q.wfvromz.«m._nimm .._“\ Twncm:»&ﬁﬂ_.\?unamﬁ& =

-
JMTH_.\TVQ&ﬁ&&&ioemﬁ&ﬁao (n=0,1,2, .3,
b, HWHH??.:Q&“W ..m\ﬁ&wm:;ﬁafwl.&u:sq& =

=2 T.?:_.E;& (n=1,2,..).
kL o
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funksiyaning

Furye

Furye

Demak, toq £ (x) funksiyaning Furye koeffitsiventlari
a, =0, (n=0,1.2,..),

-
ho==| F(x)si I, (n=1,2,...
h M__‘h._:‘i n nxd, (n )
ho'lib, Furye gatori

fx}~ MF sin sx

n=|

i,
Aytaylik, r(x)funksiya [a.5] da berilgan bo‘lsin. [a.5] segment a, nugtalar
yordamida bo‘laklarga ajratilgan. (a,=a, a,=h).
Agar  har  bir (a.q,,) (k=0,1,2....n-1) da f{x)  funksiya
tiflerensiallanuvehi bolib, x=a, nuqtalarda chekli o*ng

S (a +0) (B=0.1,2,... 10 1.

ap
\.,?.;lcv ?.ch_.m,:..,zw
hosilalarga ega bolsa, f{x) funksiya [a.6] da bo‘lakli-differensiallanuvchi

Teorema.  2r  dawili f (x) funksiva [-7.7z] oraligda  bo lakii-

ditforensiallanuvchi — bo'lsa, u  holda bu  funksivaning  Furye gatori

/{¥) ,.“_ i MA a;coskx+b, sinkx) [-r,z) da EQQEE{.EE?. bo'lib, uning yig ‘indisi
k=1

S(x+0)+ S(x-0)
2
Wit feng ho ladi.
2-misol. Ushbu

/() =cosax (-r=xs7 . a#nez)

finksivaning Furye garori topilsin va u yaginlashishga tekshirilsin,
<4 Bu funksiyaning Furye koeffi tsiyentlarini topamiz. Qaralayotgan

jufl bo*lgani uchun

b= (n=1,2,3, S |

o' lih,
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Ja 5
a, = h?om ax cos mxdy = ._._”nOm? ~n)x+cos(a+ :VMH_RM =

T i o

um_._._naal_v‘_ﬁ . %

T a+n a—n

bo‘ladi. Demak,

£(5) =2 L Sy (e Joosn-

T o a+n a—n

Agar f(x)=cosax funksiya teoremaning shartlarini bajarishini ¢'tiborga

olsak, unda

nczanm:_maﬁl_‘vwﬁlczﬁ Pt wncmzL
x 12— ;

a+n a-—n

bo*lishini topamiz.»

19.2. Juft va toq funksiyalar uchun Furye qatori

U =
a,= mu‘mx?vrom.&&ﬁ (n=1,2...) (19.3)
FHWHRH.&&_:E&. (n=1,2...))

Bu sonlardan foydalanib, ushbu

= - (a, cosnx + b, sin nx) (19.4)

a=1

Aytaylik, f(x) funksiya [-z,x] da berilgan jufi funksiva bo‘Isin:
; F(==x)=1(x).
U holda f(x)-cosnxjuft, f(x)-sinnx toq (n=1,2,3,..) funksiva bo‘ladi.
(19.1) formulalardan foydalanib, f(x) funksiyaning Furye

koeffitsiyentiarini topamiz:
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— ‘. _ |‘_ T
i S04 vty = — 0% pxed 3 dy | =
oo ._.__;__:,_..:: = _..liro«:« a+.__H.NAL8m_§ ¥

-z

— L] a
_ 0 eos ey 4 ._.._“.A.in:mz.«& =
4 i\ n

_:;, v (m=0,1,2,...)

f, : _ £ () sin vty s ‘.__.vazm:;aalwﬂ?umm::a&« =
L 1*

N

. -

w .___._.__,..__:5....:._m_:HVE:BS_R =0 (n=1.2....).

Pk, |

f(x) funksiyaning Furye koeftitsiyentlari

i, .._..\.A.,_”_c:m._gm« (n=0.1,2,..)
e

/ )

0 (n=1.2,

bk, Porye gatori

f(v) ﬂ.__, | M:: cos nx

Ti el
Aytaylik, f(x) funksiya [-z,z| da berilgan toq funksiya bo‘lsin:
Fox)e = flx).

U holda f(x)-cosnx log, S(x)-sinnx juft (#=1,2,3,.) funksiya bo‘ladi.
(19.1) formulalardan foydalanib, 7(x) funksiyaning Furye
koeffitsiyentlarini topamiz:

t L) "
" _ _ /(v eos vy = 24 _.\.Akvgwa&nﬁﬁﬂmkvnsmﬁ& =
" L] T |~ (1]

(el __‘_._A_._.uoom_ﬁﬁ%u_nn (n=0,1.2,..),

Frrvom il i ) T , L
_ {{x)sin ey . .._M%T;m_:ﬁ&a@..\?ﬁ.:ﬁ&

h, _
0
- _ _.:...___._ ey (n=1,2,..).

Pl 1oy f(x) funksiyaning Furye koefTitsiyentlari
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_ Qa ”D. AB”Ov_uN“ w.
27 ;
h == i, (n=12, ...
7 ., HM%?YEF«C ? 3 )
_ . bo‘lib, Furye qatori
f(x)~ Mw sin fx

i _ bo‘ladi.

3-misol. Ushbu f(x)=x" (-r<x< 7} juft funksiyaning Furye gatori
_ topilsin.
« Avvalo berilgan funksiyaning Furye koeffitsiyentlarini topamiz:

27, 2
a,=—|xdvr=2x1"
! ﬁ._. * 3

U]

2 ,sinaxf
a, H!._.« cossxdy = —x
T T n

4
III.T&:P«&«H
niT

[}

Ed
4 | xcosnx

an 1

=12

— T e
= dx |=(-1
La.ncmz_n v |=( v

4]

nt

Demak, f(x)=x* funksiyaning Furye qatori f(x}=x" rﬁﬁ.+gwm1:1 il
2 n=l

boladi. b

m 4-misol. Ushbu f(x)=x (-r<x< 7)tog funksivaning Furye gatori topilsin,

4Berilgan funksiyaning Furye koeffitsiyentlarini hisoblaymiz:

+— _.Smﬁ& NA "

h M f

2| xcosmx|"

2% .
b, HI%&SQ& =
Ty T n

w1 2

Demak, \Ai x funksiyaning Furye qatori f(x)~ Mﬁ 1) IE__E;S ladi. P

19.3. Fur’e integrali

ax?vr M_Hmz Sm|1r+..w sin ﬂ% {19.5)

n=|

bunda

‘_..\.Aincm@& b, ...%TWEH._M&« (19.6)

148

Aar |-/, /] segmentda (3) qator bilan aniqlangan f(x) funksivani

) [{9) _. [U+0) shartning bajarilishini talab etib, uni 2/ ga teng davr bilan

davim otirsak, funksiya o*zining butun davomida ham (3) gator bilan aniglanadi.
/() funksiya (- w,0) oraliqda absolyut integrallanuvchi (ya’ni :x??

viiiilaihadi) bo'lsa va har ganday chekli segmentda Dirixle shartlariga bo‘ysunsa,

i hiwlda bu funksiya quyidagi Fur’e integrali bilan ifodaladi-
f{v) : _..:f _.._L_‘.Sncm el —1)dr = :QAQVSm3+2Q sin ex Hex (19.7)
U —~n 1"
Bt

aler) _ w.\.agmﬁ&. va i&nhﬁxsm__:&& (19.8)
nm.lh.

Mustaqil yechish uchun misollar

(-msx<m) funksiyaning IFurye qatori topilsin va u
iglithiashishga tekshirilsin,

L f(x)=2" (5=x<35) funksiyaning Furye qatori topilsin va u
Vitigilastishga tekshirifsin,

LS =" v2xa  (~r<xs<m) funksivaning Furye qatori topilsin va u
Viliplilishishga tekshirilsin,

Ly ey (er <x < 7) tog funksivaning Furye gatori lopilsin.

FOv) - tan(x) TW <x< Mv tog funksiyaning Furye qatori topilsin.

W) 3" (w5 <x<5) funksiyaning Furye qatori topilsin va u yaginlashishga

iwhvhilpitsin

0o fix) x'sxa —e=x<e) funksiyaning Furye qatori topilsin va wu

Vetiptitlashishige tekshiritsin,
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V BO‘LIM. KO‘P O‘ZGARUVCHI FUNKSIYALAR
§ 20. Ikki argumentli funksiya aniqlanish sohasi, grafigi, limiti, uzluksizligi

Ixtiyoriy xy, x> , x3, , x, haqigiy sonlardan hosil qilingan x=( x|, x2, x3, =,
*;) vektorlardan tuzilgan n oflchovli chizigli fazoni garaymiz va uni R" kabi
belgilaymiz. Bu fazodagi ikkita

x=(x], Gy X )y X = (XX, %)

vektorlar uchun (x, x") kabi belgilanadigan skalyar ko‘paytma tushunchasini
quyidagicha kiritamiz:

(', x)=xix] + Xpx5 + e+ XX (20.1)

I-ta’rif: Ixtiyoriy ikkita vektorlari uchun (20.1) tenglik orgali skalyar
ko ‘paytma kiritilgan R" chizigli fazo n o*lchovii evkiid fazo deb ataladi

Kelgusida R" evklid fazosiga tekislik va uch o‘lchovli fazoga o‘xshash
geometrik talgin berish maqgsadida unga tegishli har bir X=( X, X2, X3, 0, X))
vektorni shu fazoning nuqtasi deb ataymiz va uni bitta Af harfi bilan belgilaymiz.
Bunda xj, x2, xi, -, x, sonlari M nugtaning koordinatalari deb olinadi va bu
tasdiq M(x;, x2, x3, -, x,) ko‘rinishda ifodalanadi.

Endi R” evklid fazodagi ikkita

M'(x|, x5, x0), M"(x x5, x))
nuqtalar orasidagi masofa tushunchasini kiritamiz. Bu masofani d{(M', M")kabi
belgilaymiz vaR® tekislik yoki & fazodagi masofaga o*xshash tarzda guyidagicha

kiritamiz:

AM', M"Y = (] = 2 + (x5 = x5) +-+ (5], —x0)°

v "

Bu tushunchani skalyar ko‘paytma orqali (M, Mo)y=(x—x ' x—x 5 tenglik
bilan ham kiritish mumkin.

2-ta’rif: Agar n o'lchovli R" evklid fazosidagi biror D 1o ‘plamdagi har bir

Mxp, x2, x5 -, x,) nugtaga ma’lum bir gonun asosida qandaydir u hagiqiy son
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oy o vilgan bo'lsa, unda u berilgan D to'plamda aniglangan n o‘zgaruvchili
flinkalya deh ataladi.
D R” to*plamda aniglangan »n o*zgaruvchili funksiya w=fix;, x2, x3, ", x,)

vl s u=AM) kabi belgilanadi. Bunda x), x; , xs5, - , x, sonlari

lunksiyaning argumentiari deb yuritiladi.

Ista’rif: Berilgan n o'zgaruvchili u=f(M) funksiya ma'noga ega bo'lgan R
VI fazosidagi barcha M(x, x:, x; =, x) nugtalar to ‘plami funksivaning
ittlylanish sohasi, u=f(M) funksiya qabul etadigan haqiqiy sonlar to ‘plami esa bu
Hinhylvaning qivmatiar to ‘plami deyiladi.

I'unksiyaning aniqlanish sohasi D{f}. giymatlar schasi esa E{f} kabi

[z 2 2
N, ¥=Fr" —x —x3 —---—Xx,

5

2 D{/f} aniglanish sohasi R evkiid fazosini

] ] 2 2

-
P=X —x3 —mx2 20 =X +HMN+.:+\«-A~..N

.3 n = L B
sharini qanoatlantiruvehi nuqtalar to‘plamidan iborat bo‘ladi. Bu to‘plam, uch
i'lithovli fazodagi sharga o‘xshatib, R evklid fazosidagi markazi 0(0,0,---,0)

i joylashgan » radiusli m e‘lchovii shar deb ataladi. Ko‘rilayotgan

ing giymatlar sohasi E{f}=[0, ] kesmadan iborat bo‘ladi.

Kelpusida soddalik uchun va olinadigan natijalarni geometrik talginini
bwiluh - magsadida  asosan  ikki o‘zgaruvchili funksiyalarni qarash bilan
cheklanamiz. Shuni ta’kidlab o‘tish lozimki, bu xususiy #=2 holda olinadigan
ftfjalar osonlik bilan  #>2 holga umumlashtirilishi mumkin. Bundan tashqari
yuruvlarat soddalashtirish va uch o‘lchovli fazodagi (kelgusida uni qisqacha fazo

ik yu tiz) nuqta koordinatalariga moslashtirish maqgsadida ikki o‘zgaruvchili

finkslyani =, uning argumentlarini esa x va y kabi belgilaymiz. Shunday qilib,

ity holda ikki o‘zgaruvehili funksiya z=fx ), z=g(x,)’) va hokazo ko‘rinishda

~
2=g(xy)=3x+5y-1, z=h(xy)=—5—
X" +y




ikki o‘zgaruvchili funksiyalar bo*ladi.

Ikki o‘zgaruvchili z==f{x,y) funksiyaning D{f} aniqlanish sohasi tekislikdagi
M(x.y) nuqtalardan tashkil topganligi uchun u tekislik yoki undagi biror sohadan
iborat bo‘ladi. Masalan, yuqorida keltirilgan funksiyalar uchun D{f} markazi
0(0,0) koordinata boshida Jjoylashgan va radiusi »=1 bo‘lgan birlik doiradan. Di{g}
butun tekislikdan (D{g}=R%), D{h}= R—{O}, ya'ni tekislikning koordinata
boshidan tashqari barcha nugqtalaridan iboratdir.

Ikki o‘zgaruvchili z=f{x,y) funksiyani geometrik mazmuni uning grafigi
tushunchasidan kelib chiqadi. Bu tushunchani kiritish uchun fazoda XYZ to‘g'ri
burchakli Dekart koordinatalari sistemasini olamiz. XOY koordinata tekisligida
funksiyaning D{/f} aniglanish sohasini qaraymiz va uning har bir M(xy)
nuqgtasidan  XOY  koordinata tekisligiga perpendikular  o‘tkazamiz. Bu
perpendikularga funksiyaning == flx,)) qiymatini qo‘yamiz. Natijada fazoda
koordinatalari (x, y, f(x,)) bo‘lgan P nuqtani hosil gilamiz.

4-ta’rif:==f(x,y) funksiyaning grafigi deb fazodagi

P, y. 2)=P(x, y, )= P(x, y, AM)), M=M(x.y)e D{f},
nuqtalarning geometrik o‘rniga aytiladi.

Umuman olganda ikki o*zgaruvchili ==£x.y) funksiyaning grafigi fazodagi
biror sirtdan iborat bo‘ladi va m_E.mmme: s=fix.y) fazodagi sirt tenglamasi deb
ham ataladi. Ammo yuqoridagi ==#(x.y) funksiya grafigini to‘g‘ridan-to‘g‘ri
tasavvur etish oson emas. Bunday hollarda funksiyaning sath chiziglari
tushunchasidan foydalanish mumkin.

S-ta’rif:z=f{x.y) funksivaning qiymatlari biror o'zgarmas C soniga leng
bo'ladigan XOY koordinata tekisligidagi nuqtalar to'plamidan ihorat chizig
Junksivaning sath chizig*i, C soni esa sath deb ataladi.

Ta’rifdan  ko‘rinadiki, z=f{xy) funksiyaning € sathli sath chizig'i
tenglamasi flx,y)=C bo‘lgan chizigdan iborat bo‘ladi. Ko'p hollarda sath
chiziglarini chizish osonroq bo‘lib, ular asosida z=flx,y) funksiya grafigi haqida
tasavvur hosil qilish mumkin bo‘ladi. Masalan, z=h(x.y) funksiyaning sath

chiziglarini topamiz;
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_|Hﬁ._hnwvoquHm .T.:NHI.Hwa, r=_|—

r=hx,y)=C=> - -
(x,¥) = e c C

Bu yerdan ko‘rinadiki, bu funksiyaning barcha -~ ~““=iglari markazi

1 boshida joylashgan aylanalardan iborat. Bu aylanalarning radiuslari C

1 sari Kichrayib boradi. Demak, bu funksiyaning grafigi “asosi” XOY

::.'
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=
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=
£
Lt
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£
=]
o1
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2]
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£
£
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-
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<5
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0
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o
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-
&
=
o
v
&
=
++
e
=
=
=
<5}
i
=
=
=
o+
2 H
g
=3
=3
e
w
xv}
1
=

idan tashqari z=f{x,y) funksiya grafigi hagida tasavvur hosil qgilish uchun

il XOZ yoki YOZ koordinata tekisliklariga parallel bo‘lgan y=y, yoki x=x,

1 1
E..‘L‘__LH|||M 3> NH&C&L‘&HM‘N
X1+ X+

i egri chiziglardan iboratdir.

20.1. Ikki o‘zgaruvchili funksiyaning limiti

ir o*zgaruvchili y=flx) funksiyalar nazariyasida limit tushunchasi muhim

1 ega ekanligini ko‘rib o‘tgan edik. Shu sababli bu tushunchani ko'p

i funksiyalar uchun ham kiritish maqsadga muvofigdir.

Iy

O-ta’rif: Berilgan My(xon) nuqtaning r radiusli atrofi deb tekislikdagi

).\A,Hlkavm +A%Iv\aww <r

i qanoatlantiradigan M(x,y) nuqtalar to‘plamiga aytiladi.

'n'rifdan ko‘rinadiki, My(xg.p0) nuqtaningr radiusli atrofi markazi shu

i Joylashgan va radiusi » bo‘lgan ochiq doiradan [uni Udxpe) kabi

(T

| iborat bo‘ladi. Demak, M(xy)e€ Uxoo) bo‘lishi uchun undan

M) gacha masofa d(M Mp)<r shartni qanoatlantirishi kerak.

lJ
|
|I
|



7-ta’rif: Biror chekli A soni | f(x,)-Al<e

ikki o*zgaruvchili z=flx,y) funksiyaning uning argumentlari x—x; . y—y, ( yoki
M(x.y)—>Mo(xo.10)) bo*lgandagi limiti deb aytiladi, agar har ganday kichik £>0 soni
uchun unga bog'liq shunday #(g)=r>0 son topilsaki, My(xo70) nuqtaningr- r(z)
radiusli atrofiga tegishli bo‘lgan barcha M(x y)# My(xo,y0) nugqtalar uchun
tengsizlik bajarilsadi.
Ikki o*zgaruvchili fix.y) funksiyaning X—Xg, ¥—yp holdagi limiti

lim f(x,y)=A4 yoki lim f(M)=4

X, M2y

Y=y

kabi beigilanadi.

Masalan,

; x4 37 . (x* + 32 )1+ /x? +3y2+1)

lim = = lim - =
) BRSNS e TN P I e

3 ol fiZ 3 3
-+ 1+4/: +1 .
= lim & %,:.m Hq+& vnl_:::+)\kw+ku+:n|m.
a0 |AR +.v.,|v T30
=0 v—0

Ikki o‘zgaruvchili z==flx,y) funksiya uchun M(xy)—My(xo.p0) bo‘lganda A
limitni mavjud bo‘lishi va uni hisoblash masalasi bir o‘zgaruvchili funksiya holiga
nisbatan ancha murakkab bo‘ladi. Bunga sabab shuki to*g*ri chiziqda x—x; intilish
faqat ikki yo‘nalishda, o‘ng va chap tomondan bo‘lishi mumkin. Tekislikda esa
M(xy)—Mo(xo,00) intilish cheksiz ko‘p yo‘nalishda amalga oshirilishi mumkin va
bularning har birida z=f{x.y) funksiya bir xil A soniga yaqinlashib borishi kerak.

Buni bir necha misollarda ko‘ramiz.
x2y )
Misol. R,AHQVHJ}?:EﬂQmi:m x—0, y—0 holda limiti ganday
X +y

bo‘lishini tekshiramiz. Bunda y=kx deb olsak

2
: 3 Xy . kx? . kx
lim f{x,y)= lim = lim — = lim ==0 .
x>0 x>0 HA + " x0 H& + &7 x° x=0 &.u + k-
=0 y—=0 =

-
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Demak,  O(0,0)  nuqgtaga  ixtivoriy  to‘g‘ri chiziglar  bo‘yicha

mimizda limit giymati bir xil va nolga teng. Ammo hali bundan

n limit mavjud va uning qiymati nol deya olmaymiz, chunki bu natija
INtiyorty yo'nalish bo‘yicha bir xil bolishi kerak.

Yuqorida 7-ta’rif orqali aniglangan limitda funksiyaning ikkala argumenti x
Vit ) bir paytda xova y, sonlariga intiladi deb olamiz va bunda

im fix,y)=4
T—Xy
Y=,

harrali limit deb yuritiladi. Ammo bu yerda x yoki y argumentlarni u yoki bu
tittibda xo yoki yg sonlariga ketma-ket yaqinlashtirib,

im lim f(x,y)= A lim lim f(x,y)=4,

L=k, .w_|v-_\.u .__-|vuv.n_ F—ay

i ham hosil etish mumkin. Bular takroriy limitlar deb ataladi va ularni

ih osonroq.
Misol.  flxy)y=3x+5x0—" funksiyaning x—2, y—3 holdagi takroriy
limitlarini qaraymiz :

im lim_f(x,y)=lim lim (3x+5x - p*)=lm Bx—15x-9)=—33= 4, ,

f=42 p——3 A x—2

lim lim f(x,y}= lim lim 3x+5xy—y?)= m_:uE +10y—y*)=-33= A,
Y=

Yep=d 32 y=-3x—2
Demak, bu funksiya uchun ikkala takroriy limit mavjud va ular o*zaro teng.

Misol.  Ushbu funksiyaning x—0, y—0 holdagi takroriy limitlarini

miz:
X—y+x’ +y?
f(x,p)= Y ¥
x+y
2 2 2
L X=y4xT 4y . X+x .

lim lim f(x,y)=lim lim 2— Y~ lim =lim (1 +x}=1= 4
LR | T x=+0 y—0 xX+y x—=0 b x—0

2 2 2
[ y . i X=y+x" + .o =y+
lim lim f(x,y)= lim lim & AN P s I —1=4,.
Voklhxpt y=>0x—0 xX+y y—0 ¥

Demak, bu funksiya uchun ikkala takroriy limit mavjud, ammo ular o‘zaro

LR e
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Yuqoridagi misollardan ko'rinadiki takroriy limitlar doimo o‘zaro teng
bolishi shart emas ekan. Bundan tashqari karrali va takroriy limitlar orasida
qanday munosabat mavjudligini ham umumiy holda aytib bo‘lmaydi. Bunday
hollarda quyidagi teoremadan foydalanish mumkin.

I-teorema: Berilgan z=fx ) funksiva My(xg,p0) nuqtaning biror Exg )

atrofida aniqlangan va karrali limit

lim f(x,y)=4
Hlv..‘n
Y=y

mavjud bo‘lsin. Agar ixtiyoriy M(x,y)e Uxop0) uchun
)= lm f(x.y), p(x)= lim f(x,y)

Ky Yy,
oddiy limitlar mavjud bo‘lsa, unda ikkala takroriy limit

4 = tm lm f(x,3)= lim w(x), 4= lm lim fxy)= lim ¢(y)

X=X, Y=y F—=rxy B I—rxy, M=y,
mavjud va 4= 4,~ 4 tenglik o‘rinli bo‘lad;.
Bu teoremani isbotsiz qabul etamiz,
Ammo takroriy limitlar mavjudligi va ularning o*zaro tengligidan karrali

<

limitning mavjudligi va 4,= A= A tenglik o‘rinli bo lishi kelib chigmaydi.
Masalan, yuqorida ko‘rilgan 2-misolda A= 4,70, ammo karrali limit mavjud emas.

ikki mﬂwmm:_,ﬁrm: funksiyaning limiti uchun bir o‘zgaruvchili funksiya
limitining oldin ko‘rib o'tilgan barcha xossalari (VI bob, §3, asosiy teorema)
saqlanib qolishini ushbu teorema ko‘rsatadi.

2-teorema: Agar - =Ax.y) va z=g(x.p) funksi yalarning ikkalasi ham My(xp00)
nuqtaning biror Udxo.p0) atrofida aniglangan va ularning karrali limitlari

Iim f(x,y)=4. [m g(x,y) =8 -

X—rxy, Ty,
Y=y Y=y

mavjud bo‘lsa, unda quyidagi tengliklar o‘rinli bo‘ladj:
lim C=C (C~const.), lim Cf(x,»)=C lim Sx.p)=C4 ,

A—xy Xy, X,
.._|v.._: \-.|vu..: My
im [F(x, ) £ g(x,p)]= lim fxep)t lim g(x,p)=A+8 .
X=Xy X—x, x-rx,
Y=y Y=lp Y=y
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lim [/(x, ) g(x,v))= lim S(x,p)- lim g(x,y)= 4B,

V=d X, L—rxy, X=X,
ey Y=y Y=y
lim  f(x,p)
. r—rx, ;
m ISPy A 8(x.y)=B#0).

for glxy)  lim g(x,y) B xrx,

Pk ¥, ¥y

Y=y

Bu teorema yuqorida eslatilgan teorema singari isbotlanadi va shu sababli
inng ustida to*xtalib o‘lirmaymiz,

Ikki o‘zgaruvchili z= Axy) funksiyaning karrali limiti ta’rifini x—+m |
)+ heo yoki A=+ hollar uchun ham berish mumkin, ammo ular ustida to‘xtalib

'l miz.

20.2. Ikki o*zgaruvchili funksiyaning uzluksizligi

Bir o‘zgaruvchili Y=Alx} funksiyalar uchun limit tushunchasi kiritilgach,

ining yordamida funksiyaning uzluksizlik ta’rifi berilgan edi. Bu tushunchani ko‘p

uvchili funksiyalar uchun ham kiritish mumkin,

8-ta’rif: My(xo,,) nuqta  z=flx,y) funksiyaning D{/} aniglanish sohasidagi
hiror nugta bo‘lib, o'zgaruvchi M(xy) nuqta funksiyaning aniglanish sohasida
(folgan holda A4, (xa.¥0) nugtaga ixtiyoriy usulda intilganda (M— M, bo‘lganda)

lim f(x,y)= f(x5,5) yoki s_.mwv S(M)=f(My) (20.2)

V=V

lenglik o‘rinli bo‘lsa, ==f (x,») funksiya M, (xo.00) nuqtada nzluksiz deyiladi. Bu

i Mo(xo0) funksiyaning uziuksizlik rieqrasi deyiladi. Biror D sohanin g har bir

fsida uzluksiz bo‘lgan funksiya shu sohada uziuksiz deyiladi.

Masalan, flx,y)=2x+3x)-5)° funksiya EE..m_m_ammm barcha nugqtalarda

i va ularning har birida uziuksizdir. Demak, bu funksiya butun tekislikda

Hrhiksiz.,
Indi z=flxy) funksiyaning  Mo(xo.p) nuqtada uzluksizligini boshga bir
W'rilini keltiramiz, Agar M(x,y) o*zgaruvchi nuqta bo‘lsa, unda Ax=x-x, va Ay=y—

Vo iyirmalar mos ravishda x va y argumentlarning o‘zgarishlarini ifodalaydi hamda
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argument orttirmalari deyiladi. Bu holda x=xytAx, Y=YotAy deb yozish mumkin
Bunda =f{x,y) funksiyaning o‘zgarishi
Az= Af=Ax ) Axowo)= foxotAx,yotAy) — fixoys) (20.3)

ayirma orqali aniglanadi va u funksiyaning fo*la orttirmasi deb ataladi. Orttirm:

_.
tilida (20.3) tenglikdagi x—x; , y—), munosabatlardan Ax—0 |, Ay—0 ekanligi
kelib chigadi. Shu sabablj (20.3} tenglikni

lim Af =0 (20.4)

Ar—q
Ay-—=0
ko‘rinishda ifodalash mumkin. Bu Axy) funksiya uzluksizligini orttirmalar

tilidagi ifodasidir. Undan uzluksiz funksiyada x va y argumentlar qanchalik kichik

0‘zgarishga ega bo‘lsa, funksiya ham shunchalik kichik o‘zgarishga ega bo‘li
kelib chigadi. Amaliy masalalarda ==fxy) funksiya uzluksizligini (20.4) tenglik
bilan aniglash osonroq bo‘ladi.

Ikki o‘zgaruvchili funksiyaning uzluksizligi ta’rifini ifodalovchi (20.4)
tenglikdan va limit xossalarini ifodalovchi 2-teoremadan bevosita quyidagi
teorema kelib chiqgadi.

3-teorema: Agar fixy) va glxy) funksiyalar Mg(xgp) nugtada uzluksiz
bo‘lsa, unda shu nuqtada CAixy) (C-const.), Axy)tg(xy), Sxy)yglxy) va g(xy)#0
qo‘shimcha shartda flx,y)/g(x) funksiyalar ham uzluksiz bo*ladi.

Bu  teoremadan foydalanib murakkabroq  ko‘rinishdagi funksiya
uzluksizligini tekshirish masalasini soddaroq  ko‘rinishdagi tunksiyalarning
uzluksizligini tekshirish masalasiga keltirish mumkin. Masalan,

_ 2 43502 - 8 _ Sy

Tt eyt g(ny) -

funksiyada fix.y) va g(xy) tekislikdagi barcha nugtalarda uzluksiz, g(x,)#0 (hatto
8(x)=1) ekanligidan uni butun tekislikda uzluksizligi teoremadan kelib chiqadi.
Yugoridagi 8-ta’rifda ikki o‘zgaruvchili ==Alx,y) funksiyaning ikkala x va y
argumentlari bo‘yicha uzluksizligi qaralgan edi. Bu yerda funksiyaning alohida
har bir argumenti bo‘yicha uzluksizligini garash mumkin. Buning uchun dastlab

funksiyaning xususiy orttirmasi tushunchasini kiritamiz.
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Y-ta’rif: Berilgan z=f{x,y) funksiya uchun argumentlarning Ax va Ay

larida
_._./._.\. = \.__K.Aﬂo + EL\GV |.\,A.#D,uucv » Du\. = .\.ﬁ\ﬁsuv‘.ﬁ_ + D.uyv |,\.AHD,EOV
(20.5)

Avirmalar mos ravishda funksiyaning x va y argumentlari bo‘yicha My(xo0)

i Xususiy orttimalari deb ataladi,

(20.5) tenglik bilan aniqlangan Af orttirma funksiyaning ikkala x va y

nentlari bo‘yicha o‘zgarishini ifodalaydi va shu sababli to‘la orttirma deyiladi.

(#0.5) tenglik bilan aniglangan A, f yoki Ay f orttirmalar esa funksiyaning fagat x

» 0'zgarmas) yoki y argumenti bo‘yicha (bunda x o‘zgarmas) o‘zgarishini

aydi va shu sababli xususiy ortlirma deyiladi.

HO-ta’rif: Berilgan -=f{x.y) fun ksiya uchun My(xg,y0) nuqtada

lim A.f=0 yoki lim A, f=0 20.6
desd «f 4 Ay—0 »! (20:6)

r bajarilsa, unda bu funksiya Mo(xoyo) nuqtada x yoki y argumenti

ho'vicha uzluksiz deyiladi .
Masalan, yugorida ko‘rilgan \T.L_vu.\«fudrh@ funksiya uchun ixtiyoriy
M(xy) nuqtada (20.6) shartlar bajariladi. Demak, bu funksiya butun tekislikda x va

mentlari bo‘yicha uzluksizdir,

Agar z=flx,y) funksiva My(xop0) nuqtada ikkala argumentlari bo‘yicha

Iksiz bo‘lsa, unda bu nugtada har bir argumenti bo‘yicha ham uzluksiz bo‘ladi,

ehunki (20.4) tenglikdan (20.6) tengliklar xususiy hol sifatida kelib chiqadi. Ammo

asdiq o*rinli bolishi shart emas. Masalan,

£y 2 2
T Ty 20, =
S, py=9x% + 32 (20.7)

0., hu.:\,MHo

ani 0(0,0) nuqtada uzluksizlikka tekshiramiz. Bunda

o i _ &0 : _
A SO+ 850~ 00 = Fhx0) =7 =02 lim 4 f =0,
o B _ Ao 0Ay : _
Ayt = 1(0,0+Ap) - £(0,0)= £(0,Ay) = T+t |oUp._ww¢>gRro.

159

E



Demak. bu funksiya 0(0,0) nugtada x va y argumentlari bo'yicha uzluksis |
Ammo y=kx (k#0}) deb olsak, unda

. ; xy i x-kx ; k k .

lim f(x,y)=lim = lim = lim =———==z0= /(00
klvc.\\m vu x— Hm +v_m .‘.IVQHN +A§Vm ».Il.;._uwm 1 J.....Am 4 _
=0 =0

Demak. bu funksiya O(0,0) nuqtada ikkala x va ¥y argumentlari bo‘yicha
uzluksiz emas.

LI-ta’rif: Agar biror My(x,y,) nugtada (2) tenglik bajarilmasa, bu nugtada
berilgan z=f{x,y) funksiva uzlukli, My(xo.yy) esa funksivaning uzilish nugtasi

deyiladi.
Mustaqil yechish uchun misollar
L) =222 x52p53 f(x)—>2
X +y
X—=3 iy "
2 ="=— xo2y-3 f(x)o?
Xy
xi—ef
3 fx )= ¥=>Ly—=0 flx)>?
MU\
4. fix,y) = oh.umy. Mlvm,wlv\q Jixn—>?
sin y 2
5./(x,p)= L x var..c.lvm f(x)—?
cigx 2
6. [ =52 x54y52 ()2
X Jru\...
. x—y A ;
7. ) ==—= x>5y54 f(x)—>?
X =y

§.21. Birinchi va ikkinchi tartibli xususiy hosilalar. To‘la differensial,

taqribiy hisoblash. Ikkinchi tartibli hesila va differensial

Bir o‘zgaruvchili funksiyaning hosilasi Af funksiya orttirmasining Av

argument orttirmasiga nisbatining Ax—0 bo‘lgandagi limiti kabi aniglanishini
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o‘tamiz. Ikki o‘zgaruvchili funksiya uchun ham hosila tushunchasini
shunday tarzda kiritamiz.
Berilgan z=Axy)} funksiya biror D sohada aniglangan va M(xy) shu

nohaning ichki nugtasi bo‘lsin. Bu nuqtaning x abssissasiga Ax orttirma berib,

ani o‘zgartirmay goldiramiz. Bunda hosil bo‘ladigan Mx+Ax.y) nuqta ham
) sohaga tegishli deb hisoblaymiz. Bu holda z=flx,p) funksiyaning o‘zgarishi
Af=f(x+Ax, y) —F(x, ),
ya'ni x argument bo“yicha xususiy orttirma orqali ifodalanadi.
I-ta’rif: Agar z=f{x.y) funksiyaning x bo Yicha Af xususiy
Orttirmasining Ax argument orttirmasiga nisbati Ac—0 bo ‘Iganda chekli limitga
oper bo lsa, bu limit givmati Junksiyaning x bo‘vicha xususiy hesilasi deb ataladi

Bu hosila

i ) ¥ mN ﬁ.l.u_
Zyoa .\w_ ,\s,.mHLxuu HOM._ %

i belgilardan biri bilan belgilanadi. Bunda indeks yoki maxrajdagi x belgi hosila

vargument bo*yicha olinayotganligini ifodalaydi. Ta'rifga ko‘ra

U Dl _ o S+ Bx )~ f,)
r Al Ax Av—i) Ax

(21.1)

Bu yerda Af xususiy orttirma faqat x hisobiga o'zgarib, unda y o‘zgarmas
bo'ladi. Shu sababli f] xususiy hosila bir x o‘zgaruvchili funksiyaning hosilasi
sngari aniglanadi. Bundan ==flx,y) funksiyaning x bo‘yicha xususiy hosilasini
hisoblashda ikkinchi y 0'zgaruvchinio*zgarmas son kabi qarash kerakligi va oldin
ko'rib o‘tilgan hosilalar jadvali hamda differensiallash qoidalaridan foydalanish

mumkinligi kelib chigadi.

Masalan,
Sl =3x° siny+5xy+ 17 = fH{x,y}=Cx"siny + Syt Y=
(3" sin ), + (Sa). +(¥"), =3sin p(x?), + 5p(x), + (1), = 6xsin y + 5p

shunday tarzda = = f(x,y) funksiyaning

“pa :\.._ : .\mAﬁ,ﬁv 4 mw: 4 @u»




kabi belgilanadigan y bo‘yicha Xususiy hosilasi Kiritiladi:
o AL Sy +8) = f(x, )

—= lim = lim
@u\ A0 Dv,v_ Ay Ay

(21.2)

Yuqoridagi misolda x o‘zgaruvchini o'zgarmas deb qarab, y bo‘yicha

xususiy hosilani hisoblaymiz:
Ay = (3x’siny +5xy +w.uww_ =(3x”sin ¥, +(5x)), + O )y =
= uhwﬁmikvv +5x(y)), + (* vw =3x? cosy+5x+2y
Yana bir misol sifatida
JS(x, y)=arctgxy’

funksiyaning xususiy hosilalarini hisoblaymiz:

F o ; 1 8, , 2

L = (arctgxy?) = 4 = ,
ox mHﬁ B I+(xp*) ax &) 1+ x%y?
Q. hw 2 _ % 2 M.H..-u
“—=—(arctgny’) = . . A
e @\A 0 +(x’) dy o 1+x%y!

Berilgan z=f{x,y) funksiyaning

o e o

& o’ dy oy
xususiy hosilalari mavjud bo‘lsin. Bu holda ular x vay o‘zgaruvchilarning
funksiyalari bo‘ladi va shuning uchun ulardan yana xususiy hosilalar olish

mumkin. Agar bu xususiy hosilalar mavjud bo‘lsa, unda

8 ¥\ _Of .. 08 o &F

...IIA| = = |ﬁ\|1| =

& &t T Gy gl
=Axy) funksiyaning x vay argumentlari bo yicha I tartibli xususiy hosilalari,

LA AP Y
y o Toay aex

=5

Sy

esa ==flx,y) funksiyaning I tartibli aralash hosilalari deyiladi. Shunday qilib jami
4 ta Il tartibli hosilalarga ega bo‘lamiz.

Masalan, z =3xy + 5x — 3y +4 funksiyaning I tartibli xususiy hosilalari
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2

(Iy ..._. 5x Iw\_uu_.n:_.a =06xy+35, \.h Hﬁwkmvu +5x -3y + Av..v =3x" -3,

ichun uning I tartibli hosilalari quyidagicha bo‘ladi:

[a w(f!) =(6xy +5), =6y, \m“ HCJQH_ =(3x° Jwv...z =0,
[G (1), =(6xy+5), =6x, e =) =0Gx* =3)" =6x.

Ay x

Vi bl misol sifatida yugorida ke‘rib o‘tilgan f(x, y) = arctg(xy?)

ilyaning I1 tartibli hosilalarini topamiz:

0y 2, 2 y=o 2x° &Ff 8, 2y TMTSMK
PR _.k.q.pn_ :+»,M%Jm | &»* ¥ H+Hm.ﬁh :[_.HM%JM |
0/ __A .:_H .-viw.wiwamv‘m ©|M‘MIW Ndrviwklwamwm
M eyt a+x%yH2T e o 1+x2p* (14 52y
Bu misollarda 11 tartibli aralash hosilalar o‘zare teng, ya'ni f[ =/

ini ko‘ramiz. Ammo bu tenglik barcha funksiyalar uchun o‘rinli bo‘lishi
sl emas. Masalan, ushbu funksiyani qaraymiz:

22
‘b. |lv\

2 2

:_,:._._\,._ +y?

xy, x* +u\_m =0,

0, x*+y?=0

Bu funksiyani x bo‘yicha xususiy hosilasini hisoblab, quyidagi natijani
iz
.\.E_HA ru\.u +A.«u._\$
f(x,p) = (2 + y2)?
0, x*+ yi=0

y xm.:mﬂo,

ax=0 deb,
it kelamiz. Xuddi shunday tarzda S (0,0) =1 ekanligini ko‘rish mumkin.

k., bu funksiya uchun 0(0,0) nuqtada I1 tartibli aralash hosilalar o‘zaro teng
L

Af

no  ma'lum bir shartlarni ganoatlantiradigan  funksivalar uchun
Vil ollarda ko‘rilgan aralash hosilalar tengligi o‘rinli bo‘ladi.
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I-teorema: Agar ==f{x,y) Junksiya va uning f, \_‘ ; m: ha« hosilalari
M(x.y) nugta va uning biror atr ofida aniglangan, bu nugtada 1l tartibli I g S ._,_H,.
aralash hosilalar u-hiksi- bo ‘Isa, unda aralash hosilalar bu nuqtada o zaro teng,
ya'ni f = J o bo'ladi

Bu teorema aralash hosilatar haqidagi teorema deb ataladi va uni isbotsiz

qabul gilamiz.

21.1. Ikki o‘zgaruvchili funksiya differensiallari va ularning tathiglari

Oldin ==Axy) funksiyaning aniqlanish sohasidagi biror M(x,y) nuqtadagi

to‘la orttirmasini eslaymiz (81, (3) ga qarang):
AT=AP=f(x A Y+ AY - (3 y)

ta’rif: Agar -=fixy) funksivaning berilgan M(xy) nuqtadagi to'la

orttirmasi
Af=AAx+BAy+aAx +8Ay (21.3)

ko ‘rinishda ifodalanib, unda A=A (x.y) va B=B(xy) argumentiarning Ax va Ay
orttirmalariga bog'liq bo'lmagan sonlar, avafesa Ax—o0, Ay—0 holda cheksi-
kichik migdorlar bo'lsa, unda bu Junksiva M{(xy) nugtada differensiallanuvchi
deb ataladi. To'la orttirmaning Ax va Ay orttirmalariga nisbatan bosh, chizigli

qismi AAx+BAy funksiyaning differensiali deyiladi.

==flx,y) funksiyaning differensiali df yoki dfixy) kabi belgilanadi va, ta’rifga

asosan, (21.5) tenglikdan

df-AAx+BAy  (21.4)
formula orqali topiladi. .

Misol sifatida f{x,y)=x"+xp 3y funksiyaning differensiallanuvchi ekanligini

ta’rif bo‘yicha tekshiramiz. Buning uchun dastlab funksiyaning to‘la orttirmasini

topamiz:
A= [(x +AXY+x ANy + Ay 3 + Ay)] | xxy+3y]=
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WAY A 3Ap+ yAx+ AxAy+3Ay= (2x-+Hy)Ax+ (+3)Ap+ AvAx AxAy.

I tenglikni (21.) bilan taqqoslab, 4= 2xty, B=xt3, a=Ax , p= Ax ckanligini
Fa'taimiz, Bunda 4-ta’rifdagi barcha shartlar bajarilmogda va shu sababli bu
liikniyn tekislikdagi ixtiyorly M(x.p) nuqgtada differensiallanuvchi va uning
ditterensiali | (21.6) tenglikka asosan, quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

df=(2x+p)Ax+ (x+3)Ay.

Ammo lunksiyani differensiallanuvchi ckanligini har doim ham uning ta’rifi
fhinida tekshirish oson bo‘lmaydi. Shu sababli bu savolga umumiy holda javob

it 15i paydo bo‘ladi. Bu masala quyidagi teoremada o‘z yechimini

L

dteoremaAgar Z=flx.y) funksivaning f . Iy xususiy hosilalari Mx.y)
Iita va uning biror airofida aniglangan hamda uzluksi= bo ‘Isa, unda funksiya bu
fiiiptida differensiallanuvehi va uning differensiali

df .\__\P,.+.\._mpf1.m|\h?<+ h?\ (21.5)

x v
il bitan aniglanadi.
Ishot: z=fix,y) funksiyaning M(x.y) nuqtadagi to‘la orttirmasini quyidagi
il yozamiz:

N R A, yHAYfx, p)=[Axt+Ax, p+AyyAix, y+Ap) HAx. yHAx, v

u yerda kvadrat gavs ichidagi ayirmalar bir o‘zgaruvchili funksiyaning

it vin

dittivmalarini  ifodalaydi. [ qavsdagi bir o‘zgaruvchili funksiya Sxp+iy)

bt iin

hda bo‘lib, uning argumenti [x, x+Ax] kesmada o‘zgaradi. Teorema
itipn ko'ra fxgp+Ay) funksiya bu kesmada J+¢ hosilaga ega. Unda 1 qavsdagi

‘anj teoremasini qo*llash mumkin:

g
fix >_\,.:+>.E|.\?Q+?;H«%§%ﬁ?f X<X<x+Ax (21.6)
[

Nuddi shunday tarzda



Fxy)

%

Sy +Ay) - fx,y)= y<y<y+4Ay (21.7)

tenglikni hosil gilamiz. Teorema shartiga ko‘ra xususiy hosilalar uzluksiz va
A0,y 20=xo x5,y bo‘lgani uchun

Fry+Ay)  of(xp) Y (xny) ¥ (xy)
= lim X2t A

lim )
Ax—0 dx ax A0 7,
Ayl Ay—0 mu\ Y

tengliklar o‘rinli bo‘ladi. Bu tengliklardan, limit xossasiga asosan quyidagi
tengliklar kelib chigadi:

@mmau\ + \Vb = @AHL\V
ox &

YCy) _ o)
ay dy

Bu yerda y, vay, Ax—0, Ay—0 bo‘lganda cheksiz kichik miqdorlar bo‘ladi.

+ ¥, +72 (21.8)

Endi (21.5) tenglikka dastiab (21.6)-(21.7), so‘ngra ular o'rniga (21.8)

tengliklarni go‘yib, funksiyaning to‘la orttirmasini ushbu ko‘rinishga keltiramiz:

D&H @.A.ﬁ&? + m,w,ﬁ;x@.v E\+SE+$D& Aww.ou
cx oy

Bu yerdan, (21.5) natijani (21.6) tenglik bilan taqgoslab, z=f{x,y) funksiya
M(x,y) nugtada differensiallanuvchi va uning differensiali uchun (21.9) formula
o‘rinli ekanligini ko‘ramiz. Teorema to‘la isbotlandi.

Masalan,  yuqorida ko‘rib  o‘tilgan XH%”HMJ.&._-&\ funksiyaning
differensialini endi (21.7) formula bo‘yicha topamiz:

h%ucm+@zaeﬂba+ﬁw+&;@v;>wuﬁa+eﬁa+ﬁ+msﬁ

Bu oldin olingan natijani ifodalaydi, ammo unga ancha oson erishildi. -

Endi xususiy flx,))=x holda funksiya differensialini (21.9) formula orgali
topamiz:

af

&HQHMB+M&HTE+?%HE.

166

Xuddi

unday ravishda flxy)=y holda dy=Ay ekanligini ko‘ramiz. Shu
WhablE funksiya differensiali uchun (21.9) formulani ushbu ko‘rinishda yozish

Tk i

%_,,
AL+ L gy (21.10)
Oy m.w_\_

1 te

ikning o‘ng tomonidagi qo‘shiluvchilar =flx,y) funksiyaning mos

Vi x va y bo‘yicha xususiy differensiallari deyiladi va d, f , d, f kabi

Ll li. Bu holda df to‘ta differensial deb yuritiladi.

lzoh: Bir o‘zgaruvchili y=fx) funksiya M(x) nuqtada differensiallanuvchi
hia'liehi uchun uning shu nugtada faqat f'(x) hosilasi mavjudligi talab gilinib, uning

ieliknizlipi talab etilmas edi. Ikki o*zgaruvchili funksiya uchun esa uning xususiy

) [0, x=0yokiy=0,
Ly

1 1, xseovayso
fnkstya uchun Ax.0)=0 va f10,)=0 bolgani uchun O(0,0) nuqtada uning xususiy

losdln navjud va \he,eno,\we,enc - Ammo O(0,0) nuqtada bu funksiya

asini (5) ko*rinishda yozib bo‘lmaydi. Hagiqatan ham, ixtivoriy Axz0,
WO uchun Af=A0+Ax, 0+AY)-A0,0)=1-0=1, ya’ni Ax—0, Ay—0 bo‘lganda

thukuiz kichik migdor emas. Demak, 0(0.0) nuqtada bu funksiyaning xususiy

ri mavjud, ammo differensiallanuvchi emas.

Natija: Agar z=fx,y) funksiyaning f >/} xususiy hosilalari M(x.y) nuqta

Vit lining biror atrofida aniqlangan hamda uzluksiz bo‘lsa, unda bu funksiya M(x.))

filitadn uzluksiz bo*ladi.

an ham bu shartlarda funksiya M(x,y) nuqtada differensiallanuvchi

i tibabli uzluksiz bo*ladi.

Iindi to*la differensialning tatbig‘iga doir bir masalani qaraymiz. Buning
uliun: yoqoridagi (21.10) tenglikda z=fxy) [funksiyaning Ax va Ay argument

Kichik sonlardan iborat deb olamiz. Bu holda bu tenglikda y,Ax+y,Ay
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qo‘shiluvchi ham kichik son bo‘ladi. Shu sababli (21.10) tenglikda bu
qo*shiluvchini hisobga olmasak, undan quyidagi taqribiy tengliklar kelib chigadi:

| Qn%u\:+3ﬁ+gvxa:?@WE&+%ms‘
ﬂ.u

=

7_ &T«+PHL\+DEHR\AHU.E+%DH+ED%.Amu._:
| &y

Bu formuladan foydalanib, -=fixy) funksiyaning hisoblash uchun
“noqulay” bo‘lgan Mx+Ax, y+Ay) nuqtadagi qiymati uning hisoblash uchun

“qulay” bo‘lgan M(x,y) nuqtadagi qiymati yordamida tagriban topilishi mumkin.
_ Misol sifatida f(x,3)=+/x? +y” funksiyaning N(2.98, 4.03) nuqtadagi

giymatini, ya’ni a\m..wmm +.PS|N:n=N:m taqribiy qiymatini topamiz. Bunda “qulay™
nugta M(3,4) bo‘ladi, chunki unda funksiyaning qiymati oson hisoblanadi va
f(3.4)=5 bo‘ladi. Bu holda Ax=2.98-3=0.02, Ay=4.03—4=0.03 va

y=4 y=4
. 2x 2 ]
[BAH=—l = 24, JHEOE M& 8 g
X7+ 5 x5 492 5

Bu natijalarni (21.11) taqribiy formulaga qo‘yib,

/(2.98,4.03)=v/2.98% +4.03> ~5+1.2-(-0.02) +1.6-0.03 =5.024

ckanligini topamiz. Bu ildizning uch xona aniglikdagi giymati 5.012 ekanligidan

olingan taqribiy natijaning anigligi haqida tasavvur hosil qilishimiz mumkin.

21.2. Yuqeri tartibli differensiallar

Endi yuqori tartibli differensiallar tushunchasini kiritamiz. ==fix,y) funksiva

I tartibli uzluksiz hosilalarga ega bo‘lsin. Bu holda

&n@ws&+&W3@
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('l differensial ikki o‘zgaruvchili funksiya sifatida uzluksiz xususiy hosilalarga

(NI _.3

- Shu sababli df differensialning d(df)differensiali haqida so‘z yuritish

O-ta’rif: Agar ==f{xy) funksiya df differensialning d(df)differensiali
i ho'lsa, « funksivaning I tartibli differensiali deb ataladi va d&f kabi
Biodiflcinadd,

Apar ==flx,y) funksiya 11 tartibli uzluksiz hosilalarga ega bo‘lsa, uning II

furtibli - differensiali &f mavjud va uning ta’rifi hamda to‘la differensial

lrmulasiga asosan quyidagi natijani olamiz;

i} % -
.\\.. .I.H_MAD_-\\.H QA&\V‘R&.T@AN%\.UQWM| o h&vn;f .\aa@.\ &+~| \\.Q.H._. l\n&_\ wa
x adv | Ex ady dy| &x dy ”
____ ¥ i u ; uM =
.;..f A \nuﬁ._«+ \.&\&;m .ﬁx&mn@.w& 432 of m\&\
iy aoxay ovax ay* & xdy a?

Huiidda ment differensiallari dx va dy o*zgarmas son singari garaldi hamda

#h hosilalar haqidagi teoremadan foydalanildi.
Demak, 11 tartibli differensial o'f funksiyaning 11 tartibli hosilalari orqali
i[uyldagicha ifodalanadi:
.U_ =2
d’ \i._._h&, +29S 4 m&_w (21.11)
A’ cxdy ay”

ft mx.\_w k 4 n—k

Ikki o‘zgaruvchili funksiyaning n-tartibli d'f differensiali bir o‘zgaruvchili

/aning  n-tartibli - differensialiga o‘xshash vazifani bajaradi va ulardan

dynlarning - xususiyatlarini  o‘rganishda va turli masalalarni yechishda

Maustaqil yechish uchun misollar

LysVa+Jy x=0.0014 y=2.1423 3.y=YJeosx+sinx x=0.2y=22

T 4.y= =0.5yv=11.5
Ly ,__,,____..._. X +yeosx x=0.25 y=0.15 ESALRETIY X Y

169




=

S.y=Jew=n x=z y=2 Toy=yridy x=z y=2

6. y= _hn.a,_.NA.Hfub XN=a v._”.wl

L]

§ 22. Ikki argumentli funksiyaning ekstremumlari va eng katta, eng kichik
qiymatlarini topish. Shartli ekstremumlar

22.1. Ikki o‘zgaruvchili funksiyaning lokal ekstremumlari

Berilgan z=f (x,y) funksiya tekislikdagi biror D sohada aniglangan bo*lib,

Molxq, yo) bu sohaning ichki nugtasi bo‘lsin.

I-ta’rif: Agar My(x,, y,) nugtaning biror U.(xy, yy) atrofiga tegishli ixtiyoriy

Mex,y) nugta uchun

S o y)2f (x3) [f (o y)<f(xp)] (22.1)
tengsizlik bajarilsa, unda ==f (x,y) Sunksiya My(xy, yo) nugtada lokat maksimumga
(minimumga) ega deyiladi.

Masalan, flxy)=4="—y" funksiya My(0,0) nuqgtada lokal maksimumga cga,
chunki bu nugtaning ixtiyoriy atrofidagi M(x.y) nuqtalar uchun flx,y)=4=10.0).
Xuddi shunday m@%ﬁi#ﬁi\m funksiya 1,(0,0) nuqtada g(0,0)=4 lokal
minimumga ega ekanligi ko‘rsatiladi.

1-ta’rifda £ (xq, yo)= F ) [f (xo vo)= S (xy)] tengsizlik fagat My(xy, o)
nuqtaning biror kichik atrofida bajarilishi talab etiladi. Bu tengsizlik, biz yugorida
ko‘rgan misoldagi singari, My(x0. yo) nuqtaning ixtiyoriy atrofida o‘rinli bo‘lishi

shart emas. Shu sababli f{x,, Yo) lokal maksimum yoki minimum deb atalmoqda.

Agar (22.1) tengsizlikda x=x,+Axr va Y=yotAy deb olsak, uni lokal
maksimum holida

S (0,202 [ (xg + A%,y + AY) = f(x, + Ax, y, +AY) = (%0, 50) S0 Af <0
lokal minimum holida esa Af=0 ko‘rinishda yozish mumkin. Shu sababli I-ta'rifini

funksiyaning to‘la orttirmasi orqali quyidagicha ifodalash mumkin.
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2-ta’rif: Agar My(xy, vo) nugtaning biror U x, vyl atrofida ==f(x.y
funksivaning to'la orttirmasi uchun Aftxy, Yo) 20 (Afixg yo)=0) tengsizlik bajarilsa,
tinda bu funksiva My(x, v, nugtada lokal maksimumga (minimumga) ega
deviladi,

I-ta’rif: Funksivaning  lokal maksinum va minimumliari  birgalikda
funksivaning lokal ekstremumiari deyiladi.
2eta'rilga asosan funksiva My(x,, Yo} nuqtada lokal ekstremumga ega bo‘lishi
uchun uning bu nuqtadagi Aflxy, yg) to'la orttirmasi Ax va Ay argument

wining turli kichik giymatlarida o*z ishorasini o'zgartirmasligi lozim.

Yuqoridagi misolda ko‘rib o‘tilgan fxy)Fa—x"97 va glry)=4+x" 1"

lar uchun lokal ekstremumlar fx.y) va g(x,y) ifodalari bo‘yicha bevosita

li. Ammo murakkabrog ko‘rinishdagi funksiyalar uchun bunday qilib

bo‘Imaydi. Shu sababli umumiy holda ikki o‘zgaruvchili funksiyaning lokal

ckstrimumlarini topish masalasi paydo bo‘ladi. Bu masala bir o‘zgaruvchili

ivalar uchun oldin ko‘rilgan edi. Bu yerda z=f (x,y) funksiyani ekstremumga

t ham shunga o*xshash amalea oshirilishini ko‘ramiz.
g 2

I-teorema(Ferma teoremasi): Agar z=f{xy) funksiva Myxy,yo) nugtada
lokal ekstremumga erishsa va bu nuqlada uning ikkala xususiy hosilalari mavjud
ho'lsa, unda ular nolga teng bo ‘ladi, ya'ni

_\.,,mr.?&iuo (222)
S (X, 9)=0
fengliklar o ‘rinti bo ‘ladi.

Isbot: ==f{x,y) funksiyada y=y, deb olamiz va bunda hosil bo‘ladigan bir

tvehili A(x)= fxpg) funksivani qaraymiz. Teorema shartiga ko‘ra bu

funksiyn x=x, nugtada lokal ekstremumga ega va uning hosilasi H(x)= fi{x,3y)

. Unda, bir o‘zgaruvchili funksiyalar uchun oldin isbotlangan Ferma

feoremasiga asosan (VII bob,§5), x;a&uh@?.r&uo ekanligi kelib chigadi.
Xuddi shunday tarzda J(xg:¥0) =0tenglik ofrinli ekanligi ko‘rsatiladi va

teoremaning isboti yakunlanadi,
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Bu teorema ekstremumning zaruriy shartini ifodalaydi va undan us
natija kelib chiqadi.

Natija: Agar z=f{xy) funksiva Mofxp, ) nugtada lokal ekstremumgn
erishsa va differensiallanuvchi bo'lsa unda bu nuglada uning differensiali
df(x0.y0)=0 va gradienti gradf{x,.ye) =0 bo ‘ladi

Bu tasdiq bevosita (22.2) tengliklardan va differensial, gradient ta'riflaridan
kelib chigadi.

Masalan, yuqorida ko‘rilgan flxy)=4-x"—? funksiya uchun hagiqatan ham u

lokal maksimumga erishadigan My(0,0) nuqgtada

£00=24"""=0 | f1(00)=-2 W= = 0= df(0,0)=0, gradf(0,0) - 0

tengliklar bajariladi.
(22.2) tengliklar lokal ekstremumning fagat zaruriy shartini ifodalab, lokal
ekstremum bo‘lishi uchun yetarli emas.

Bu funksiya uchun O(0,0) nugtada (22.2) tengliklar bajariladi, ammo bu
nuqtada funksiya lokal ekstremumga ega emas. Hagigatan ham bu holda to*la
orttirma

A = f(0+Ax0+4y) - £(0.0)= f(Ax, Ay) = Ax® - &)
ko‘rinishda bo‘lib, Ax>Ay bo‘lganda musbat, Ax<Ay holda esa manfiy giymat
gabul etadi. Demak, O(0,0) nuqtaning ixtiyoriy atrofida A0, 0) to‘la orttirma o~
ishorasini o‘zgartiradi va shu sababli bu nuqiada lokal ekstremum mavjud emas.

Bu funksiyaning grafigi bo‘imish sirt quyidagi chizmada ko‘rsatilgan va
unda O(0,0) nuqta egar nugta deb ataladi. Sirtlar uchun cgar nugta egri chiziglar
uchun burilish nuqtasiga o‘xshash Xususiyatga ega _uo.;m&.

4-ta’rif: Agar ==f{x.y) Junksivaning xususiy hosilalari mavjud bo'lsa, unda
(22.2) tenglikiarni qanoatlantiruvchi nuqtalar  bu  funksivaning kritik yoki
statsionar nugtalari deb ataladi.

Ferma teoremasidan funksiya lokal ekstremumla iga kritik nugtalarida

erishishi mumkinligi kelib chiqadi. Shu sababli funksiyani ekstremumga tekshir

uchun birinchi navbatda uning kritik nugtalarini topish kerak. Agar z=f{xy)
172

ya uchun My(xy,0) kritik nugta bo‘lsa, unda funksiva bu nuqtada voki lokal
imuksimumga, yoki lokal minimumga ega yoki umuman lokal ekstremumga ega
I lmasligi mumkin. Shu sababli Mq(xg,v0) kritik nuqgta bu xususiyatlardan qaysi

i cga ekanligini aniglash masalasi paydo bo‘ladi. Bu masala ekstremumning

shartini topish orqali hal etiladi. Buning uchun ==f{x.y) funksiya Mp(xg,1)
kritik nugtaning biror atrofida aniglangan, uzluksiz hamda uzluksiz T va II tartibli
ega deb  hisoblaymiz. Quyidagi belgilashlar  kiritamiz:
A B "

|=4c-B

(22.3)
B C

e fi (X0, %), mu\.ﬂﬁ.«c,%of C= xﬂ..??%of A=

2-teorema (Ekstremumning yetarli shartlari): Agar z=ftxy) funksiva
ehn Mo(xoyo) kritik nugta bo'lsa, unda (3) belgilashiarda quyidagi tasdiglar
o'rimdi
I A=, 4>0 holda funksiya Mo(xo.p0) kritik nugtada lokal minimumga ega;
', A0, A<0 holda funksiya Mo(xoyo) kritik nuqtada lokal maksimumga ega;
I A<0 holda funksiya Mq(xo.) kritik nuqtada lokal ekstremumga ega emas.

Bu teoremani isbotsiz qabul etamiz,

lzoh: Agar A=0 bo‘lsa funksiyaning My(xe.v,) kritik nuqtadagi xususiyatini
bt teorema orqgali aniglab bo‘imaydi. Bu holda javob funksiyaning Af{xg,y0) to‘la

ning ishorasini tekshirish orqali topiladi.

Shunday qilib ikki o‘zgaruvchili z=f{x,y) funksiyani ckstremumga tekshirish
(juyidagi algoritm asosida amalga oshiriladi:
I. funksiyaning ,\HAHU.E,\_,”Q.C&x:m:wmw hosilalari hisoblanadi;

ib,

2. xususiy hosilalar nolga tenglashti
[fi(x,)=0

| /s p)=0

}. tenglamalar sistemasi hosil etiladi;

4. hosil etilgan tenglamalar sistemasi yechilib, funksiyaning kritik nuqtalari

li. Agar kritik nugtalar mavjud bo‘lmasa, unda funksiya ekstremumga ega
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5. funksiyaning I1 tartibli hosilalari topiladi;

6. kritik nuqgtada (22.3) formulalar bo‘yicha 4, B, C va A giymatlari
hisoblanadi;

7. 4. B, C va A qiymatlari bo‘yicha kritik nuqtada funksiyaning Xususiyati 2-
leorema yordamida aniglanadi.

Misol sifatida, Jxy) = X+ XpH 3x— 6y  tunksiyani ekstremumga

tekshiramiz. Bu holda
fexy)=2x+y-3, L(xy)=2y+x-6

bo‘lib, ulardan tuzilgan WH.MWHM HN
tenglamalar sistemasidan Mo(0,3) kritik nuqtani topamiz. Bu yerda

Io(63)=2, fioy)=1, Ty (xy)=2
bo‘lgani uchun 4=2 , B=1 ,C=2 va A=AC-B"=3 ekanligini ko‘ramiz.

Bunda A>0 | 4>0 va shu mmcmw__un_ﬂmﬁa_:caam:m yetarli shartiga asosan. by
funksiya My(0.3) kritik nuqta lokal minimumga ega va Jruin=f0.3)=3"-18—9
bo‘ladi.

22.2. Ikki o‘zgaruvchili funksiyaning shartli ekstrem umlari

Oldingi gismda z=f{x.) funksiyani ckstremumga tekshirishda uning x va y
argumentlari butun D{f) aniglanish sohasida qaralgan edi. Ammo bir qator
masalalarni  yechishda x va ¥ argumentlarni  fagat ma’lum  bir shartni
qanoatlantiradigan giymatlarida funksiya ekstremumini topishga to*g‘ri keladi.

Masalan, perimetri 2p bo‘lgan barcha to'g'ri to‘rtburchaklar orasidan yuzi
eng Kkatta bo‘lganini topish masalasini qaraymiz. Agar to‘g'ri to‘rtburchak
tomonlarini x va y deb olsak, bu masala SCry)=xy funksiyaning uning argumentlari

2(x+ty)=2p yoki x+y=p shartni qanoatlantirganda, ya’ni Y==xtp tenglamali to*g'ri

chizigda yotganda, ekstremuminj lopish masalasiga keladi. Bu masala yechin

quyidagicha topamiz:
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SCx, ) =xy
“ ——.au d&”V.maﬁkgu\w”HANuner”hHulHq“mﬂkw“‘v
y=p-x
2
“.._H‘A,..vh.clwkuoﬂvkcHWU%@LHE.MIAW% nm ,

inday qilib, bu masalani yechish uchun x va Y argumentlarga qo‘yilgan

shirtdan foydalanib, ikki o'zgaruvchili S(x.y) funksiyadan bir o‘zparuvchili £2(x)

I

iiiyaga o'tdik va uni ekstremumga tekshirdik. Bu yerda g"(x)=—2<0 bo‘lgani

Hohun g(x) funksiya topilgan xp=p/2 kritik nuqtada maksimumga ega bo'‘ladi.

Boimak, perimetri 2p bo‘lgan to’g'ri to‘rthurchaklar orasida eng katla yuzaga
T Xo=pI2 =>yy=ppl2=p/2 bo‘lgan to‘g'ri to‘rtburchak, ya'ni kvadrat
i va bu yuza giymati S=p*/4 bo*ladi.

Iindi ko‘rib o‘tilgan bu masalani umumlashtiramiz. Bizga ==flx,)) ikki
rparuvehili funksiya berilgan bo‘lib, uning x va y argumentlari D{f} aniglanish
nohasida biror

Pxy)=0  (22.4)

na bilan ifodalanadigan shartni ganoatlantirsin.

S-ta’rifiz=f{x.y) Junksivaning  argumentlari qanoatlantiradigan  (22,4)
lnglama bog lanish tenglamasi deb ataladi,

o-ta’rif: Koordinatalari (22. 4) bog'lanish tenglamasini Qamoahaab.._.:cn&m
Mofxoye)  nugtaning  biror atrofidagi  koordinatalari  (22. 4)  shartni
anoatiantiruvchi barcha Mix,y) nugtalar uchun ==fix,y) Junksiva fixyo)=>ftx.y)
oV Sfixy)] tengsizlikni ganoatlantirsa, unda bu Junksiva My(xgy,) nugtada
Vhartli maksimumga (mimnimumga) ega deviladi va ular birgalikda shartli
vhatremuntar deb ataladi,

Umumiy holda ham funksiyaning shartli ekstremumini yuqorida ko‘rilgan

sly masaladagi singari usulda quyidagicha topish mumkin:

1) dastlab (22.4) bog‘lanish tenglamasidan y=y(x) funksiyani topamiz ;
2) so‘ngra ikki o‘zgaruvchili ==Axy) funksiyadan, y=y(x) ekanligini

lisobga olib, bir o*zgaruvchili 8x)=Ax,w(x)) funksiyaga o‘tamiz;
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3) Hosil bo‘lgan g(x) funksiyani bizga ma’lum usulda ekstremumy
tekshiramiz,

Ammo bu usul har doim ham qulay emas, Jumladan y=y(x) funksiyani topish
masalasi murakkab bo‘lishi mumkin. Shu sababli bu masalani Lagranj tomonidan
taklif etilgan usulda yechamiz. Buning uchun berilgan ==f{xy) funksiya va (22.4)
bog‘lanish tenglamasi bo‘yicha

Ly M= Axp)=ho(x,y) (22.5)
uch ozgaruvchili funksiyani hosil qgilamiz. Bunda L(xy.X)-Lagranj funksipasi, h-
Lagranj ko‘paytuvchisi deb ataladi. Bu holda quyidagi teorema o‘rinli ckanligini
isbotlash mumkin,

3-teorema. Agar My(x,y,) nugtada = Sxy) funksiva shartli ekstremumga
ega bo'lsa, unda shunday 1, soni topiladiki, N(xy.ys o) nugtada Lix, y.4) Lagranj
Junksiyasi ekstremumga (shartsi= ega bo ladi.

Bu teoremadan ko‘rinadiki, z=fx,) funksiyaning shartli ekstremumini
topish masalasi L(x,y,%) Lagranj funksiyasini ekstremumga tekshirishga keltiriladi.
Bu xulosadan, ekstremumning zaruriy (22.5) shartiga asosan, quyidagi tenglamalar
sistemasiga ega bo‘lamiz:

Ly =fi(x,9) = A0 (x,») =0
Ly = f1(x,3) = ¢, (x,y) =0 (22.6)
Ly =p(x,y)=0

Bu sistemani yechib, g, xg, Yo ildizlarni topamiz. Unda z=flx.y) funksiyaning
shartli ekstremumlari (22.6) sistema ildizlari orqali aniqlanadigan My(xo0)
nuqtalarda bo‘lishi mumkin.

Misol sifatida, dastlab =R y)=(x/3 i) _q_._:_mamm:m x+yP=1 aylanada
shartli ekstremumga tekshiramiz, Qaralayotgan misolda bog‘lanish tenglamasi
@(xp)= x*+y"~1=0 ko‘rinishda bo‘ladi. Lagrang funksiyasini tuzamiz:

h@;_éumﬁiw@u +y2 ).

Bu funksiyadan foydalanib, (6) tenglamalar sistemasini hosii ctamiz va uni

vechamiz:
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Demak, fx,y) funksiya o*zining shartli ekstremumlariga %,=5/24 bo‘lganda

M(4/5,3/5) va h=—5/24 bo‘lganda My(—4/5, —3/5) nuqtalarda erishishi mumkin.

I nugtalarda Lix,y,hg) funksiyani ekstremumga tekshiramiz. Bunda
A2 52 ~2 2
\_u,ﬁu%ulm\ﬂ?mum L 2E ~0ue? mnmﬁcnvbnmﬁlmw =47}
ox” dxdy  Evdx ay*

Bu yerdan Ag=+5/24 bo‘lganda A>=0 ekanligi kelib chiqadi va shu sababli
Ly, £5/24) funksiya lokal ekstremumga ega bo‘ladi. Bunda A,=5/24 bo‘lganda
[+-5/12<0 va shu sababli, 2-teoremaga asosan, M,(4/5,3/5) nuglada Lix.y, 5/24)

ya lokal maksimumga egadir. Unda bu nuqtada garalayotgan flx,y) shartli

numga ega va uning qiymati f,,,.=f4/5, 3/5)=5/12 bo‘ladi.
Xuddi shunday tarzda M,(—4/5, —3/5) nuqtada f{x.y) shartli minimumga ega
Vit fuin=AA—4/5, —3/5)= =5/12 bo‘lishi ko‘rsatiladi.

Endi yana bir misol sifatida ==f{x y)=xy funksiyani x*+y*=8 aylanada shartli
Ckstremumga  tekshiramiz. Bunda Lagranj funksiyasi h@CrPWH.Q..»QM._%WS

ko'rinishda bo‘ladi. (6) tenglamalar sistemasini tuzamiz va uni yechamiz:

1 |

_ y=2Ax=0 y=42y =g =g
x=2Ay=0 = x=24 Dix;=%2 U Xg =12
2y’ —8=0 x*+y?-8=0 Yo=12 Yo=F2

Demak, berilgan fix.y)=xy funksiya o‘zining shartli ekstremumlariga
Mi(2.2) , Mx(=2,-2) [Mo=1/2] va My(2,-2) , Ma(=2, 2) [hg=—1/2]
fiqtalarda erishishi mumkin. Bu nuqtalarda L{x,p.As) funksiyani ckstremumga

lokshiramiz. Bu yerda
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%L L 8% %L )
A=—F =20, B=——=" "1 c=2L_ 55 A_gc-p o4
ox iy Oyox o

va ko= *1/2 holda A=0 bo‘ladi. Shu sababli L{x.yho) funksiyani ekstremumga
tekshirish uchun ckstremumning yetarli shartini ifodalovchi 2-teoremadan
foydalana olmaymiz. Unda L(x,ko) funksiyaning AL(x.y.h) to'liq orttirmasiga

murojaat etamiz;

ALGLYho)= L+ Axy +Ay hol= LOxy o)== {( x+Ax) (y+Ap}- A[( x+AxYH y+Ay)’
“BI L= Ro( 2™+ 32 —8] = xAp+ pAx+ AxAy-do[2xAx+2pAy +Ax* +A)Y].

Bu yerdan X=1/2 va x=y holda AL(xx,1/2y=~ Ax—Ap)/2=0 ekanligini
ko‘ramiz. Unda, 2-ta’rifgza asosan, M(2.2) va My(-2, -2) nugtalarda L(x.,1/2)
funksiya maksimumga, garalayotgan Axy)=xy funksiya esa shartli maksimumga

ega va uning giymati f,,,=f%2, £2)=4 bo‘ladi.

Xuddi shunday tarzda As=—1/2 va x=-y holda AL(x, —x, —1/2)=( Ax+Ay)*
1220 ekanligini va M;(2,-2) va M(-2, 2) nuqtalarda flxy)=xy funksiya shartli

minimumga ega va uning qiymati fo,=A+2, F2)=—4 ekanligi ko‘rsatiladi.
22.3. 1kki o‘zgaruvchili funksiyaning global ekstremumlari

Berilgan z=f{x.y) funksiya biror yopiq va chegaralangan D sohada aniqlangan
va uzluksiz , bu sohaning ichki nuqtalarida chekli xususiy hosilalarga ega bo‘lsin.
Unda bu funksiya, Veyershtrass teoremasiga asosan , D sohada o‘zining eng kalta
maxf (global maksimum) va eng kichik minf (global minimum) giymatlariga
erishadi. Bu giymatlar, funksiyani lokal ekstremumga tekshirishdan foydalanilib,
quyidagi tartibda topiladi:

1. Funksiyaning f/(x,y), S, (x,y)xususiy hosilalari hisoblanadi ;

2. Xususiy hosilalar nolga tenglashtirilib, kritik nugqtalar topiladi ;
3. Topilgan kritik nuqtalardan faqat D soha ichida yotuvchilari qaralib, ularda

berilgan funksiyaning giymatlari hisoblanadi ;
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ni ifodalovchi chizigning y=¢(x), x€[a,b), tenglamasidan

a ikki o‘zgaruvchili fixy) funksiyani g(x)= fix, ¢(x)) bir
dipnnivehili funksiyaga keltiriladi va uning [a.b] kesmadagi eng katta va eng
Blehithe glymatlarini topiladi.

% Punksiyaning  oldingi ikki gadamda hisoblangan barcha qiymatlarini
figontab, uning O sohadagi eng katta maxf va eng kichik minf giymatlarini, ya’ni

emumlarini topamiz.

atida, flxy)=x+2y"x-3p+5 funksiyaning x=1, y=1 va xtp=I

1 ehiziglar bilan chegaralangan uchburchakdan iborat D sohadagi eng katta va

dtij kehik giymatlarini topamiz.

funksiyaning kritik nuqtalarini topamiz:
[ /i) =2x~1=0 [x,=1/2
‘ -
|/ =4y=3=0"" |y, =3/4
Demak, funksiyaning bitta My(1/2, 3/4) kritik nugtasi mavjud. Bu kritik

yotgan D soha ichida joylashgan va shu sababli uni hisobga olib, bu

a fU1/2, 3/4)=29/8 ckanligini aniglaymiz.
I) Berilgan funksiyani AC chegarada qaraymiz. Unda x=I bo‘lgani
diliin funksiyamiz _x_HEH_m+mv.u|_|uv1.mnw,_\mluvim » 0=y=1, ko‘rinishga keladi,
Yl bir o'zgaruvchili funksiyaga aylanadi. Uning kritik nuqtasini topamiz:

2 fy)=ay-3=0 =>)=3/4 .

I kritik nuqta va [0,1] kesmaning chegaraviy nuqtalarida berilgan funksiva

i hisoblab, f1,3/4)=31/8 , 1,0)=5 , A1,1)=4 ekanligini topamiz:

1) Berilgan funksiyani BC chegarada garaymiz. Unda y=1 bo‘lgani
Hilin funksiyamiz flx,1)=x—x+4 , 0=x<1, ko'rinishga keladi. Bu yerda kritik
fliftn v 172 bo'lib, unda va [0.1] kesma chegaralarida SN2 1)=15/4, R0.1)=
i el

gini topamiz;

I HMevilgan funksiyani AB chegarada qaraymiz. Unda y=l—x bo‘lgani uchun

linkuiyamiz fix,1-x)=3x"2x+4 , 0sx<l, ko'rinishga keladi. Bunda kritik nugta
el v unda £1/3,2/3)=11/3 bo‘ladi. Chegaraviy nuqtalarda £0,1)=4, £1,0)=5

chianlipt oldin ko*rilgan edi.
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Shunday qilib, berilgan funksiyaning hisoblangan

A2, 3/4)=29/8, f1, 3/4)=3 /8, A1,0)=5, (1, 1)=4, f{1/2, 1)=15/4, £0,1)=4,
A1/3, 2/3)=11/3 qiymatlarini taqqoslab, uning global minimumi
minf=f{1/2,3/4y=29/8 va global maksimumi maxf=f{1,0)=3 ekanligini ko‘ramiz.

Mustagqil yechish uchun misollar

1. fi(x) ub?.&%%.«l‘_%k € R Funksiyaning ekstrimum nuqtalarini toping
2. /(x)= Qluﬂa&m R Funksiyaning ekstrimum nuqtalarini toping
3.f(x) u.«uﬁ“xm R Funksiyaning ekstrimum nuglalarini toping

4. f(x) nmaaﬁ\nohl“h xeR Funksiyaning ekstrimum nugqtalarini toping

5. fix)=cosxifsinx .xeR Funksiyaning ekstrimum nugtalarini toping

6 . f(x)=cosxfsinx’.xe R Funksiyaning ckstrimum nuqtalarini toping

7. f(x)=ctexifsinx’ xeR Funksiyaning ekstrimum nuqtalarini toping
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VI BO'LIM. KARRALI VA CHIZIQLI INTEGRALLAR

i 2 kK otlchavli integral (ta’rifi va misollar, ikki o‘Ichovli integralni

hisoblash)

23.1. Ikki o‘Ichovli integral tushunchasi

Aylaylik, tekislikdagi D to‘plam chegaralangan hamda yuzaga ega bo‘lgan
fukdn whoklni ifodalasin (23.1- chizma).

¥ Bu to‘plamda z= \AHLQ
funksiya aniglangan va uzluksiz

bo‘lsin. f(x,y) funksiyaning D

to'plam  bo‘yicha ikki karrali

0 integrali quyidagicha kiritiladi:
23.1-chizma 1) D to‘plam (shakl) yuzaga
ega bo*lgan
,OTUM,:;_DH
bo'lakchalarga ajratiladi (23.1- chizma ). Bunda D, bo‘lakchaning yuzini
& bilan belgilaymiz, k=1,2,3,... 5.
) Har bir D, bo‘lakchada ixtiyoriy Aw.ﬁd*v nugqtani olib, funksiyaning shu
gtadagi giymati R,AW.TSV ni S, ga ko‘paytiriladi:
S(&.n)-S, ?Hrw,uﬂ..,xv .

1) Bu ko'paytmalardan quyidagi
o= f(&m)-S,  @3.1)
kel

yig'indi tuziladi. Bu yig*indini integral yig‘indi deyiladi,
1) Har bir bo‘lakcha diametrlarining eng Kkattasi nolga intilganda, &

Vil

1p limiti garaladi:
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limo = :EM\?@:L..&
k=]

Agar bu limit mavjud bo‘lsa, CAHL& funksiya D da uzluksiz bo‘lsa, limit

mavjud bo‘ladi) uni f(x,y) funksiyaning D to‘plam bo‘yicha ikki karrali

integrali deyiladi va
[ 7 e, yydxay
n

kabi belgilanadi. Demak,

—i

[ 7o ysesay =tim3 7 (&,m,)-s,

bunda hnamkﬁ&»w (d, — D, bo‘lakchaning diametri. U D, sohaning
ikki nuqtasi orasidagi masofalarning eng Kattasi).

Ikki karrali integral ham aniq integral xossalari kabi xossalarga ega bo‘ladi.

1) Agar f(x,y) va g(x,y) funksiyalar D uzluksiz bo'lib, o va B lar

0‘zgarmas sonlar bo‘lsa, u holda

[[(ef c.9)% Bate. p)ivdy =a [ (e )y + [ ge ey

D
bo‘ladi.

Agar f(x,y) va g(x,y) funksiyalar D da uzluksiz bo‘lib, ixtiyoriy
(x,y)e D da f(x,y) < g(x, ¥) bo‘lsa, u holda

._“_.,)H,Em@&\ < .:.NAHLQD‘K&N bo‘ladi,

I3
Agar  f(x,y) funksiya D da uzluksiz bo‘lsa, u -holda shunday
My (x,,¥,) € D nugta topiladiki,

D §
bo‘ladi.
H)Agar D to‘plam D=D D, (bunda D, (1D, =@ ) bo‘lsa, u holda

[[ £ Ceyxedy = frps 3-8 L yani [ 1o, )dedy = 13, 3,)
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([ / Gy = [[ £ e, ity + [f 15,y
] Iy

I3
b i

Agar f(x,y) funksiya D da uzluksiz bo‘lsa.

I £y < 1 . iy
i 1

[y il
l-misol. Ushbu .\A&.inn[ﬁaﬁﬁ funksiyaning D to‘plam bo‘yicha ikki

Kareall integrali topilsin. (1) formulaga ko‘ra bu funksiyaning integral yig‘indisi
a N,x.ﬁ»,fv;ﬁ = Mn..,wb Hn.M,m» =cS
k=1 k=] k=1

i [ndi. Ravshanki, limo = limeS = ¢S .
Ald A=

Demak, ._.._.n&e.&\ =aS bo‘ladi.
Fal

Mustaqil yechish uchun misollar

.,.
2

1
I Hisoblang : 1= [| [tx* + y7)dy |dx
i

L]

1=
,,______.E:_M_:m;n ‘_' _.?u |&Ja._.cp_x

[ [H

D soha x=0, x=1, y=0, y=3/2 to*g"ri chiziglar bilan chegaralangan

[ 1o, _._ (4= x* — ™ Yebealy

4o Agar D soha x=2, x=3, y=1, y=2 to*gri chiziglar bilan n_‘_nmmm.m_mzmw:
L' i, _ Lix® =2y° Yexdy

[

1 AR

‘D soha x=0, x=3, y=1. y=0 to‘g‘ri chiziglar bilan chegaralangan bo‘lsa,

: (v vy
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6. Agar D soha x=0, x=3, y=1, y=0 to‘g‘ri chiziglar bilan chegaralangan bo‘lsa,
.—._, (o + 3" Mdedy
o

7. Hisoblang : 1= [| [ (x+ )y |dx
1]

i

§.24 Dekart va qutb koordinatalar sistemasida ikki karrali integrallarni

hisoblash. Ikki karrali integral tartibini o‘zgartirish

a) To‘gri to‘rtburchak soha (to‘plam) bo‘yvicha ikki karrali
integrallarni hisoblash.
Aytaylik, z = f(x, y) funksiya tekislikdagi
M ={(x,y):a<x<bh, c<y<d)

to‘plamda (to‘g‘ri to‘rtburchak sohada) berilgan va uzluksiz bo‘lsin (24.1-
chizma),

&.Ku_.. - Bu holda
IR ...‘_.\?%Ka&wn:\?%ﬁiwn
0 a 5 .LSA b e b d
Hum. _.\A‘«LQ&H &\H._. b.\?“%v&\ dx
QM_._M =

24.1- chizma

o‘ladi.
Bu munosabatlar yordamida ikki karrali integrallar takroriy integrallash yo‘li

bilan hisoblanadi. -
. : 2, 2 s . . ’ ;
1-misol. Ushbu Lqu._..:x +y v&x&c ikki karrali integral hisoblansin, bunda
M

?«Hﬁauiuom_xmr 0<y<I} to'g'ri to‘rtburchak (kvadrat) dan

iborat.
dintegrallash chegaralarini qo‘yib, so‘ng (1) munosabatdan foydalanib
topamiz:
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. p 1 1 | =1
X!y )dedy = iy)ay | =[] y+ 2 P T =
/ .__L..T _._ua.z Mm_u.?,cv% m—xul.w o™
:.._-_l dx = M.._,Wk HH_HM..THHW.V
¢ 3 3 3 Jlx=0 3 3 3

h) Egri chizigli trapetsiya soha bo‘yicha ikki Karrali integrallarni
Wsahlash, Tekislikda yuqoridan @,(x) funksiya grafigi, pastdan ¢,(x) funksiya
iivifigh, yon tomonlardan x=a,x=4 vertikal chiziglar bilan chegaralangan

I (to"plamni) qaraylik, bunda ¢,(x)va @,{x) funksiyalar —P&_ da uzluksiz

Vit unda ¢, (x) < @,(x) . Odatda, bu soha egri chizigli trapesiya deyiladi. Uni M,
hilan belgilaymiz (24.2- chizma).

M, H:ﬁ.&“amuﬂmw, Q_?vm&m@@x

Aytaylik, z=f(x,y) funksiya M,
to‘plamda uzluksiz bo‘lsin. Unda

24.2-chizma

b | efr)
[[7Geyysdy=(| | fxp)ay|ax  @an)
i, al| alx)
bo'ladi.
. Aytaylik, z = f(x,y) funksiya
u EmH?kuiuﬁqvmxm.ﬁA\&_nmwm&
= My ¢2()
Wy (V)
| ﬂ‘ § sohada (to‘plamda) uzluksiz bo‘Isin,
» unda
! X d | waly)
24.3-chizma -_-_» S (e, y)dxdy H_‘ _. F(x,y)dx Ky
M, o f..:ﬁu‘.u

(24.3) bo‘ladi (24.3- chizma).

2-misol. Ushbu j— ._.b.@_w&«% ikki karrali integral hisoblansin, bunda

M,
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M, Hﬁk&@”omkmr x° m&ml
to*plamdan iborat. (24.4 - chizma)
<«Ravshanki, bu hol uchun
a=0, b=1, ¢/(x)=x, @, (x)=x

bo‘lib, qaralayotpan integral (24.1) formulaga
ko‘ra

24 4 — chizma

.\H‘:.&m&«&\n‘h. .m“émaw ¥ bo‘ladi.
M, of *

Avvalo x ni o‘zgarmas deb ._.._an? integralni hisoblaymiz:

x

x x 3 e 3 & 4 T
X e =i B == NI. y=x =% .P||.KI ”H‘I\f'.
,.m ydy %% dy 3 Jlp=x? 3 3 3 3
Unda
1 5 2 =]
TT?ﬁE&L Xyl 1
pe 305 8 Jlx=0 315 g8 40
bo*ladi. »

3-misol. Ushbu .wH._.._..\...-._x&«&% ikki karrali integral hisoblansin,
A,

wcnamtmnﬁk,é”omamﬁ omwm_“

“4Ravshanki, bu holda (=0, w.(»)=y, c=0,d=1
bo‘lib, qaralayotgan integral (24.1) formulaga ko‘ra

1] ¥
%H._.._.mr.m&a&\ H._. ™ dx |dy bo‘ladi,
M, oo
Keyingi integralni hisoblaymiz:

{[feraclorm o sl - b
i (1] Q

ol

1 .- y=1 1 1
=——g =—|1==-
2 y=0 2 e

Demak, ‘_.._.m-._‘uahx&‘. - Fﬁ_ Iu_.p | 2
A,

X = _ 3
u\ﬁ&.vy — n_AL\AWI.__ n@» —
c n

=

2 e
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.25 Ikki karrali integralning tadbiqlari. Ikki karrali integral yordamida
Yuza va hajmni hisoblash. Massa va o‘rta qiymat inersiya momentini
hisoblash

Tekislikdagi P shunday soha (to‘plam) bo‘lsinki, uni koordinata o‘glariga
frsrallel to*g'ri chiziglar bilan bo‘lakchalarga ajratilish natijasida hosil bo‘lgan
ho'lakchalar yuqorida qaralgan M. M, .M, ko‘rinishdagi sohalar bo‘Isin.

Masalan, z= f(x,y) funksiya tekislikdagi P sohada uzluksiz bo‘lib, bu

koha yuqorida aytilgan ko‘rinishdagi M, M, , M, sohalarga ajralsin. Unda
I 7 Geoateay = ([ e, vyday + [J 1 e yactsety + [ e, ety
g M Ay Ay

I lndi,

4-misol. Ushbu .\u._.._.mwk+w._\+_v&ﬁ&c
£

(ki karrali integral hisoblansin, bunda P to‘plam tekislikda (-1, -1), (2, -4), (1,3)

huqtalarni birlashtirishdan hosil bo‘lgan uchburchak (25.1-chizma).

ﬁ (L3 4Avvalo  ikki  nugtadan
y=-7x+1  O'luvchito‘g'ri chiziq tenglamasi

.wu~.~.+u4/ B vy x-x,

P BT ST S ¢

B dan foydalanib uchburchak

(—1,—

tomonlarining tenglamalarini
topamiz. Ular 25.1 - chizmada
" ko‘rsatilgan.
=i So'ng x=1 to'g'ri chiziq
yordamida P to‘plamni £ va P,

-X=1

=

=t
Il

Ay e

25.1-chizma to‘plamlarga ajratamiz, bunda
mnﬁk,wv“ ~l<x<1, Ikimmucmma.lv

»GNH_P\AHLQ“ s o J.«IMMHMII.M.«L._&

b ladi. Integral xossasiga ko‘ra
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[[2x+3y + Daxay = ?mi@iiifE@aiﬁ:&%
n S

P
bo‘ladi.
Endi bu tenglikning o‘ng tomonidagi integrallarni hisoblaymiz:
1 2x+l
(..._.Awk+m‘<+5%ﬂ% I... _. (2x+3y +1)dy [dx =
A -1l —x-2

I I
3 y=2x+1 21 3
=|| 2xp+=y’+ w dx = m|.au+mﬂ.|| dx =
._.h Frgr Y y=—x=2 n_._ 2 ! 2

2| —Tx+l
:ﬁi&l:&%u; [ (2x+3y+1)dy |dx =
% i
H.w - +W 2, \cnlqkio& et
| e Sy P

Demak, ._.:Mk +3y+1)dxdy =4+ (-1)=3.
~

2 4
5-misol. Ushbu .?w\._. \Tf&&l:ﬁmwmam integrallash tartibi o*zgartirilsin.

“Avvalo integrallash chegaralariga ko‘ra integrallash sohasini aniglaymiz.
Buning uchun x o‘zgaruvchini x
bo‘yicha integrallash  chegaralariga
tenglab, y o‘zgaruvchini y bo‘yicha
integrallash ~ chegaralariga  tenglab

olamiz:

¥ x=-2, x=2, y=x, y=4.

Bu chiziglarni tekislikda tasvirlab
25.2-chizma integrallash sohasini topamiz

{25.2- chizma)
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Iindi integrallashni boshga tartibda, avvalo x bo‘yicha, so‘ng y bo‘yicha
ligfiramiz. y = x"ni x ga nisbatan echamiz. Unda Hula\mu Mn,\w bo*ladi.
Demik, -y <x<.fy. Ravshanki, 0< y <4 bo‘ladi. Demak,

' RN
‘T}.'_..\_?,i&“ H ...&x ._. .\‘,?:,nﬁa_uon_ma_,

1]

n) O‘zgaruvchilarini almashtirish bilan ikki Lkarrali integrallarni
ilsoblash.  Ba'zan, integrallarda o‘zgaruvchi x va y larni almashtirish natijasida
(iteprallanadigan funksiya ham, integrallash to*plami ham soddaroq ko‘rinishga
lelndi va ularni hisoblash osonroq bo‘ladi.

Aytaylik, ushbu _.._.\ﬁ.a,{ﬁu&m?
D

integralni hisoblash kerak bo‘lsin. Bu integralda
X = FCOS@, o ] )

. almashtirish bajaramiz,

._.. == __..m:._ﬁ

la

:. S (x, y)dxdy = '....‘\.Aw cosg,rsing)-rdedr  (24.2)

bo'ladi. Agar
M={(pr):a<p<p, n(p)<r<n(p)
nle)

f
b ' 1sa, .z‘_x@%u&a%n.— ._.\mwoow?;mzﬁv.w&. @ (24.3)
f

54 __._?.__v

i.
J = :.?M +y° v&x&\ ikki karrali integral hisoblansin, bunda

A

M={(x,y):0<x<l, 0<y<I]

Mustaqil yechish uchun misollar
Lot =i
M
iliki karrali integral hisoblansin, bunda
M={(xy):0<x<l, 0<y<i)

2 : (s5in x* —cos y* )dxdy
)

ik karrali integral hisoblansin, bunda
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M={x1):0<xs m,o <y<a)
3 .*.._.?__: x+C0sy edvdy
ikki rm:.m.: integral hisoblansin, bunda
M={(xy):0<x< w,o <y<a)
4. _._.Aw_.:u.dloomuv\_vkx&v
ikki _S:m.: integral hisoblansin, bunda

7}

15

M={(x1):0=zx< Muo <y
5. ?__; +In y)dxdy
i

ikki karrali integral hisoblansin, bunda
M={(x,y):0=x<el0<y<e)

6. :. (lg x + g y)dxdy
A

ikki karrali integral hisoblansin, bunda
M={{x,1):0<x<10,0< y <100}
7. _.‘Tm_.:u.lnomwv&ﬁ%
Af
ikki karrali integral hisoblansin, bunda

_fqH"Q:E_cmamﬁcm.tmw.w

§ 26. Uch karrali integralni hisoblash. Silindrik va sferik koordinatalar

sistemasida uch karrali integral. Uch karrali integral tadbiglari

26.1. Uch Karrali integral va ularni hisoblash

Aytaylik, u= f(x,,z) funksiya fazodagi biror (V') to‘plamda (sohada)

berilgan bo‘lsin. Bu sohaning (jismning) hajmini esa ¥/ deylik.
?\v ni (sirtlar yordamida) # ta bo‘lakka

(1)-(%2)-(,)

d.\d,,...d

"

bo‘lamiz. Ularning diametrlari

bo‘lib, hajmlari esa F|,¥,,....F, bo‘lsin.
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Har bie (V,) da ixtiyoriy ?»QTNL nuqtani olib, u= f(x,y,z)
linkulyaning shu nuqtadagi giymati R.AMTETNL ni A_\_L bo‘lakchaning hajmi
Py g ko'paytiramiz:

f (%302 )V (=123,
i ko' paytmadan quyidagi

QHM\AR\:SEL.S
i Indi tuzamiz. Uni integral Em;n&-ao%:m&.
Apar Ewa&.w —>0 da o yig‘indi chekli limitga ega bo‘lsa, bu limit
f(x,v,z) funksiyaning T\v bo‘yicha uch karrali integrali deyiladi va
_:, (X, v, z)dxdvdz kabi belgilanadi.

emak, ._._..‘..\AH,FNE&%% = lim M\AHT&TNL.S ;

arerxely —ih
@] v

Agar 4= f(x,y,z) funksiya TQ da uzluksiz bo‘lsa, unda bu funksiyaning

tieh karrali integrali mavjud bo‘ladi.
Ko'p hollarda uch Kkarrali integral takrorlab integrallash yordamida
sblanadi.

a) Aytaylik, integrallash sohasi Q\v quyidagi
Q\VH:HQUNY as<x<h, c<y<d, hm.\:.mi

to'plamdan- parallelepipiddan iborat bo‘lsin (26.1- chizma).

26.1- chizma
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Bu holda # = f{x,y,z) funksiyaning Tiv bo‘yicha uch karrali integral

._.._..‘.\m.ﬁ.ﬁ.ﬁmu&a&% /= n.w. ‘.h. ._ﬂ.,x,_hkﬁwwv&m dy |dx (26.1)
() e\ p

bo‘ladi.

I-misol. Ushbu J = .:.._.Q + v+ z)dxdydz integral hisoblansin, bunda
()

() ={(x»2): 0<x<1, 05y<3, 0<z<2}

parallelopipiddan iborat.
4 Berilgan uch karrali integral (26.1) formulaga ko‘ra

._.._.._.AH + ¥+ z)dxdydz = .m‘ .m. ‘M‘_@ +y+z)dz |dy |dx
¥)

O 080

bo‘ladi. Uni takrorlab integrallash yordamida hisoblaymiz.
Avwvvalo .:H+%+NVQ.N
0

integralni hisoblaymiz, bunda x va y lar o‘zgarmas deb garaladi.

F z=2
[(r+y+z)z oriilv _=2x+2p42=2(x+y+1)
o =

Unda
if2 3 2 y=3
‘q (x+y+z)dz &%H%M?+%+Q@HNA§+N‘+E =
LR 4 o N ux”o

9

HN@&+M+$H@H+G

va nihoyat

1

w w Tﬁﬁ&&. dy %u?ai&&u?w+_u..aou;
af 040 c

bo*ladi.»
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Aytaylik, fazoda Q\v scha z

xr=1
(10 plam) pastdan z="¥ (x,y), D
yugoridan z="¥,(x,y) sirtlar bilan,
yon tomondan esa (OZ o‘qiga parallel e
#ilindrik sirt bilan chegaralangan jism 0 Ty
bo'lib, uning  XOV  tekislikdagi e
proycksiyasi £ bo‘lsin. X

26.2- chizma

Agar u=f(x,y,z) funksiya C\v da, z=Y(x,y), z=Y,(x,»)

funksiyalar esa D uzluksiz bo‘lsa,

Wy (x.v)

:.._.\Cﬂ Fnﬁ&a@&:l‘: .— J(x,y,2)dz |dxdy (26.2)

) D | W)
ho‘ladi.
Agar D= ﬁ?r&“ a<x<h, g(x)<y< %%..&W
bo‘lib, ¢ (x) va @,(x) funksiyalar Tﬁ& da uzluksiz bo‘lsa, u holda

Bl omixyf Walx.y)

[ repoxedyaz=f| [| [ fecy2dz |yl @63)
")

al| mixph ¥y(r)
o ladi.
2-misol. Ushbu

—t
¢ ._M._.Q,;.;Jru #ielz

integral hisoblansin, bunda
Q\vnﬁkfﬁmv“ 0<x<], 0<y<]-x, omNm_Ikli
<Bu integralni (26.2) formuladan foydalanib hisoblaymiz. (26.3) formulaga

loy'ra

dxdvdz i e dz
F::xilmv |H._, h ] (I+x+y+z) e

ho'ladi.
Ravshanki,



I-x—p [=x=p

._. ._. (I+x+y+2)"d(l+x+y+z)=

Q+k+u\v1v A
e+«+w+bv z= _lalw.|w | 1
-3 z=0 3{(+x+y) 8
Tl 1 1 1 1 y=l—x
T S ldy=—|- g | =
)3 afi.& 8 3] 2(+x+y)° 8 |ly=0
LY D S G S S I R
3L 222 8 2(1+x)*]| 3|20+x)?* 8 |
Unda
Ll l=xf l=x~p 1 B
T et o e [ s -5 e
ol oLy U+x+y+2) :u-wm_+.3.. 8
1 1 1 2z
I PR S N (FUE S NPV SV N (S | A |
64 (1+x)" 124 247 6 (1+x)|0 12|10 480
1 1 1 1 1
”I||T.|.l||+||”|l
12 6 12 48 48
1
bo‘ladi. Demak, J =— b
48

b) O‘zgaruvchilarni almashtirish bilan uch karrali integrallarni
hisoblash.

1) Agar V' = ._,..‘... dxdydz
)

uch karrali integralda o‘zgaruvchilami quyidagicha
X=rcose,
y=rsing,

E_!:mm_._::_mmd ( silindrik koordinatalarga o‘tilsa } u holda
._..:.\A«L\, v&.\&\&u ‘.‘:‘ 'l Aﬁoomet..m_z G,tv. zdrdpdz_ (26.4)
)

bo‘ladi, bunda

0<r<+e, O0=<Z@p<2r,

3-misol. Ushbu ..‘._.‘_.NJ\HN + y* dzdxdy
)
uch karrali integral hisoblansin, bunda (V) soha z=0, z=a tekisliklar hamda

—0 <z <+

y* =2x—x" silindrik sirt bilan chegaralangan jism

194

V& e S r———

TS y=-x-2

26.3-chizma

11 integralni hisoblash uchun o‘zgaruvchilarini quyidagicha
Vereosg,

Vo i g,

) . . T T c r o n
alisianhitiramiz, Bu holda ¢ o‘zgaruvchi KI dan = gacha o‘zgaradi; —7SPsT.r

raH

iiepmivehining o*zgarish oraligtini ﬁon_m_d uchun
ploe 2y —xt, yami x* 4+ )7 =2x
il & v reosg, y=rsing deymiz:
r* =2rcosg
=2cos@ bo‘lishi kelib chigadi. Demak,

i eitniuvehi 0 bilan 2cos@ oralig‘ida o‘zgaradi. Ravshanki, 0<z<a

j 1 By
Freos g +rosin® g =2rcosep,

ILeyingi tenglikdan »=0,

Undi (26.7) formulasiga ko‘ra

Qeosepf a

_. .— /\|3a~m dr dg bo‘ladi.

i

ey | 3

:_ . ,.\. , .ﬂﬂ&.awx 7 =
()

I
L]

il b tenglikdagi takroriy integrallarni hisoblaymiz:

& Touny m. Zeosgp 3 .Nu a4 w %3 ...HMoOmG ~
M ﬁ '_. /\I‘&. dr H._M, M.“ ¥ > .—.ﬂ.&,_ %lwh 3 r=0 dp=
i |M |N
T Sl“ﬂl
. W4 M 5 o3 ——
:“” _H::. %:_%lm .hﬁ_lmmzmevnge&%nw«% ﬂ:%lw:._u @ i mﬁn
) = =T
A Tmiu&um% R
3 3 3) 3 3 9



Demak, ‘—._.‘_.MJ\HN + 3 dxdydz H%nn >
)

2) Agar ...._.‘..,lav%,mxﬁ%&m
"
uch karrali integralda o*zgaruvchilarni quyidagicha
X=rcos@-sind,
y=rsing-sinf,

z=rcosé

almashtirilsa (sferik koordinatalarga o‘tilsa) u holda

._.‘_.,_..\?,FNKM&QN = ...._.".L\,?.cﬁum%mm: B,rsinpsing. rcos8)r sin drdOd g (26.4)

) 2]
boladi, bunda 0 < <+, 0 =@<2r, 0=8<ir deb qaraladi.
4-misol. Ushbu . = [[[ dxaya=
]

integral hisoblansin, bunda (V') soha fazoda quyidagi

Aku +um + HJ.‘ =g’z

sirt bilan chegaralangan jismning birinchi oktandagi qismi.

“Bu integralda

X=rcose-sind,

y=rsing@-siné,

z=rcosf
almashtirishni bajaramiz. Bunda sirt tenglamasi +* = ¢%* cos® @
bo'lib,undan r=0, r'=d’cos’d, r=acos’d
bo‘lishi kelib chiqadi.

Sirtni birinchi oktantda qaralayolgani uchun

QMQMWJ om%mmu 0<r<acos’d

bo‘ladi. Demak, qaralayotgan integral formulaga ko‘ra

acos?

&
._. sin@-ridr |dO o
a

S
Il
= e 3

bo‘ladi.
Endi takroriy integrailarni hisoblaymiz:
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>

ol o = - ’
i S

Mustayit yechish uchun misollar

Lo/ |[[ (x= v+ =)dxdvi= integral hisoblansin, bunda
i
(') fonz)0=x<30<y<50<z<6)

2./ _:_. - v - z)dxdyd= integral hisoblansin, bunda

|/« ||[ dtwatv= integral hisoblansin, bunda (') soha fazoda quyidagi

iy

| | Iv2_ .4 2
(X Py 2 Y=a"z

. :Thi_in integral hisoblansin, bunda () soha fazoda quyidagi

i

(X Iylz)'=az

A integral hisoblansin, bunda (7) soha fazoda quyidagi

(Ktyidz) xxm

G,/ |[f edvet- integral hisoblansin, bunda (') soha fazoda quyidagi

) i 1 q

(N Ty 2Ty =az”

{0 EA vy - c)dkdyd= Integral hisoblansin, bunda
(L]

() :,_.__,uu_”:m»_ma,cm,cmu_omNmmw
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§ 27. I- va Il- tur egri chizigli integrallar (seometric va fizik ma’nosi).

Grin formulasi

Faraz gilaylik, tekislikdagi biror p to‘plamda

c==(xy) (27.1)
funksiya berilgan bo‘Isin.

Ma’lumki, bu funksiyaning grafigi (umuman aytganda) fazodagi biror (5)
sirtni tasvirlaydi. Odatda, (27.1) tenglik () sirtning tenglamasi deyiladi.

Agar z(x,y) funksiya p da uzluksiz Z (%), = (x») xususiy hosilalarga ega

bo*lsa, unda bu sirt yuzaga ega bo‘lib, uning yuzi ikki karrali integral orqali

quyidagi formula yordamida

§= :. I+ (x,»
il

)+ =2 (xp)dedy (27.2)
topiladi.

Aytaylik, (8) sirtda (sirt nugtalari to‘plamida) S (x..5) funksiya aniglangan
bo‘lsin.

(S) sirtni undagi chiziglar yordamida n ta

(5).05)..(S,)

bo‘lakka ajratamiz. So‘ng (5.) bo‘lakchaning yuzini AS, bilan belgilaymiz.
(F=123,..n).

Bu (s,) bo‘lakchada ixtiyoriy (%-34,) nugtani olib, funksiyaning shu
nugtadagi giymati F(xye.2,) ni AS, ga ko*paytiramiz:

S (%305, )-AS, (k=12.3._.n).

Ko‘paytmalardan tuzilgan ushbu

QHM.\.AH»CQQU»V.DM_* ﬁNQ.wv

yighindi  f(x,y,z) funksiyaning integral vigiindisi deyiladi. (%) (k=12.3...n)

bo‘lakchalar diametrlarining eng kattasini 1 deylik. Agar 20 da (27.3) vigindi
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CHob I Tiadipga ega bo*lsa, bu limit J{x,,z) funksiyaning () sirt bo‘vicha birinchi

PR B ey

deyiladi va :&.?.J .z

(5}
KAl botgilanadi. Demak, [T 7 (x, . 2)dS =tim>” 7 (x,.,.2)- A5,
) 1 £
Hsltma, Agar f(x,v.z)=1 bo'lsa, u holda

_ (RIPAY ) N?an_u._ww_vnrn

Botadl. Demak, bu holda qaralayotgan - = ={x,y) sirtning yuzini ifodalovehi ushb

Vs formidaga kelamiz.

i tur sirt integrallari ko‘p hollarda ikki karrali integrallarga keltirilib

Aytaylik, fazodagi (S) sirt z=z(xy)

i bilan berilgan bo‘lib, bunda =(x,») funksiya tekislikdagi () to‘plamda

27.1-chizma
l'araz qilaylik, f(x.y,z) funksiya (s) sirtda berilgan va uzluksiz bo‘lsin. (s)

drtnl, un chiziglar yordamida » ta bo‘lakka ajratib, har bir bo‘lakchada

INHyony (3, 5,) nuqtani olib, £(x.y.z) funksiyaning intgeral yig‘indisi

a3 [ (%, %2.)-AS, ni tuzamiz.
=l
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(x..7,.2,) nuqta sirt bo‘lagi (S:) ga tegishli bo‘lgani uchun (ya’ni nugta
z=z(x,») sirtda yotgani uchun) 7 =z2(x,, ) bo‘ladi.
Ikkinchi tomondan, (27.2) formulaga ko‘ra

AS, = ‘_._. 1427 (x, 5+u.”_~ (x, ¥)dxdy
T_u:,

bo‘ladi, bunda {p,) to*plam (S.) sirtning xov tekisligidagi proyeksiyasi.

O'rta giymat haqidagi teoremadan foydalanib topamiz:

AS, = ..\m +2 Akh. L..,.v 3 NW HH‘.;E»V AL,

Natijada integral yig'indi ushbu
o= M.\A.«TFJHA\«T‘E:. leg’t (%) "AD,
=l

ko‘rinishiga keladi. Bu esa (D) da uzluksiz bo*lgan

Sxpz(x, u\: Lz {x p)+ z (x,y)
tunksiyaning (ikki o‘zgaruvchili funksiyaning) integral (ikki karrali integral)
yig‘indisi ekanligini payqash giyin emas.

Keyingi tenglikda limitga o‘tish bilan

‘_._.\.?:annwn ._.._\RT.L_UH?UEY\_+MMM ?rﬁTu.”_H?L\u&«At (27.4)

i i)

bo‘lishini topamiz.
(27.4) formula yordamida birinchi tur sirt integrallari hisoblanadi.

1-Misol. Ushbu .:.?c? 4y +3z)ds
i)

birinchi tur sirt integrali hisoblansin, bunda (S) sirt guyidagi
x+2y+3z=6
tekislikning birinchi oktantdagi gismi,
() sirt 27.2—chizmada tasvirlangan bo‘lib, uning xov tekislikdagi

proyeksiyasi (2)- 480 uchburchakdan jborat.
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27.2-chizma
ki,
_‘. AD —X— N._\_vu
2 (xy) ulw. u“_mﬁ\cvuiw
) 1 4 14
il E T B €0 ) o e S A
= (e, p) 4 T(xy) __o+o 5

(*7.4) formuladan foydalanib topamiz:
:?.q Ay 43z )ds n._.._.ﬁm.q +dy+ umrm. -x— w%&.
(] i) 2
./\c‘nmﬁ? = H.W _.._. (5x+2y+6)dvay

(1)

ikki karrali integral quyidagicha hisoblanadi:

c=6-2y
x \..n.cu

=0

H‘m ?,,.+M‘1+ERS€H “_H.‘”.m”__w._.ﬁmh +2)+6)dx iy = _wﬁw.«m + 200+ o&w

]

3
0

=162

6f{»* —10p+21)dy = mTuh =53+ M_L

162 =54..f14. P

(Ox+dy+3=)ds =
] v

=

chi tur sirt integrali yordamida sirtlarning yuzini, massali sirtning
i, og'irlik markazlarining koordinatalarini, inersiva momentlarini topish
mlkin,

Masalan, massali (S) sirtning massasi

i ﬁ._.___;ﬁ.ﬁ%.uv&@ (27.5)

15}

ha' laddi, bunda @(x,p,z)- zichlik.

2-Misol. Ushbu

- 2
X4y +t=ab, zz20
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yarim sfera bo yicha massa tarqatilgan bo'lib, uning har bir (x, y.z) nuqtasidagi 27.2. Ikkinchi tur egri chizigli integrallar tushunchasi
_ _ zichlik

/ R.ﬁ.ﬁ&nm l'ekislikda 4B egri chizig va unda S (x,») funksiya berilgan bo‘lsin. 43
7 _ bo'lsin. Massa topilsin,

<4Bu massa (27.5) formulaga ko‘ra

_ e A, A, A=A, A4 =B
7 5 n.—,_w..naw nmﬂ._m”% il E,____:_:Ez ”m _m_ A | v
[ bo‘ladi, bunda (5) berilgan yarim sfera: A A Tw = _uw,uf:uav
_ — i lnkka bo'lamiz. Bu k.fm* yoyning OX o'qidagi proeksiyasini Ax,, OY
[l Endi sirt integralni ikki karrali integralga keltirib hisoblaymiz. ihfidagt procksiyasi Ay, deylik. Har bir m*..,m* yoyda ixtiyoriy A\«»L\.L nugta
Ravshanki,

ilib, bu nugtadagi funksiyaning ,R.AHTEL qiymatini mos ravishda Ax, va Ay,

:.un.,q . ‘_.‘_. Jat—xi—y*. ,_\H +27 (2 )+ 27 (2, p)dxdy,

i i ki paytirib, ushbu
bunda (p) yarim sferaning vov tekisligidagi proyeksiyasi bo‘lib. u o, M.R,Ab va Ax,, o, = M.\T,qu v Ay,

Py sa’
i hosil qilamiz,

doiradan iborat bo‘ladi.
Endi

Fogh Ty

@ —x -y°  funksiyaning xususiy hosilalarini  hisoblab.

il

" A >0 da bu yig‘indilar chekli limitga ega bo‘lsa, bu limitlar \,Aauwv

L8]

aning B egri chizig'i bo‘yicha ikkinchi tur egri chiziqli integrallari

=2 (x.¥)+=7(x,») ning giymatini topamiz.
Ravshanki, iloyiladi va mos ravishda ‘_.R x, ydx ._.\A«vaw\ kabi belgilanadi.

Al
i(xy)=

M.U”.\_\‘A.H.ﬂ.»\_\»w 3 DH# .

2fa —xt—y?

Demak, '_.m, L;R«r_::
Al

A=)
mk Ev - S o v_m z2 L
| S [ S Gty =tm> £ (x,.5.) -8,
3 = =
aﬁ:;? 5+t:? y)= »\I hlk - +QM|WNI%N HAQNIHHI _
Eslatma. [kkinchi tur egri chizigli integrallar 4B egri chizigning yo‘nalishiga
Natijada bog‘liq bo‘lib,
| ._.... zds = ._..*. a —x' -yt = .m.n =didy=a .: dxdy = ana® =
) Ly :

& b\ (> y)ax = l.—. S (x, )

bo*lib, Erl._.._.ng....lf.n ra' = za’
a5 q

[ £ty ==[ f(xp)y

bo‘ladi.

Ly lodli,
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Agar AB  egri chiziq OX o‘qiga perpendikulyar bo‘lgan to‘g‘ri chizig
kesmasidan iborat bo‘lsa, _.\,?Qv&«nc, OY o'qiga perpendikulyar bo‘lgan
Al

to*g’ri chiziq kesmasidan iborat bo°lsa, ,_.\Aﬁkv&c =0 bo‘ladi.

AR
Faraz qilaylik, 4B egri chiziqda ikkita P(x,y) va O(x,y) funksiyalar
berilgan bo‘lib, .*w?..i.,v&ﬁ va ,_‘Q?ri_&\ ularning ikkinchi tur egri chizigli
AB

AR
integrallari bo‘lsin.

Ushbu _. .b?&%@l. ._. kar_\v&\, yigindi ikkinchi tur egri chizigli
AR AR
integralning umumiy ko‘rinishi deyiladi va ._. MLAH“._\K«._.@?L&V&\

AR

kabi yoziladi.
Demak, ._. P(x,y)dx +0(x,y)dv = .ﬁ P(x,y)dx + ._. O(x, y)dy.
AH AH AR

Aytaylik, K yopiq egri chiziqda \?:& funksiya berilgan bo‘Isin (27.3-chizma).

Bu yopiq K chiziqda yo*nalish
quyidagicha  aniglanadi, shunday
yo'nalish musbat deb gabul gilinadiki,
kuzatuvchi  yopiq chizig bo‘ylab
xarakat qilganda, yopiq chizig bilan
chegaralangan soha unga nisbatan har
5 —*,  doim chap tomonda yotadi.

Ushbu
27.3-chizma _

| Fleyder [ f(xp)e

Ml NEAS

yigtindi \A.«LL funksiyaning K yopig chiziq bo‘yicha ikkinchi tur egri oENE:_"
integrali deyiladi va

bihi be nadi. Demak,

%.w?%vmwu _‘ Fx oy + ._. S (x,p)dx.

MaN NEM

Xuddi shunga o*xshash
$rxy)dy G P(x,y)e+O(x,p)dy
& &

lar ta'riflanadi.

27.3. Ikkinchi tur egri chizigli integrallarni hisoblash

Aytaylik, \,Tﬁ%v funksiya 4B egri chiziqda berilgan va uzluksiz

hiy'Isin.

a)Agar AB egri chiziqg ushbu

x=p(t),

s=pile (a<t<p)

digtema bilan berilgan bo‘lib, %?v va ETW funksiyalar —Dﬁh_ da uzluksiz GAQJ
yr'(¢) hosilalarga ega bo‘lsa, u holda

| £ (xp)ax n? (e().w())-e (), (27.2)

1

___ \_A.,....__Ktuﬂ le:r@@.ia& SE,
_ P(x,y)dx+O(x, ) dy = .‘_W.WTuHSS_im: o' (0)+O(o(1).y Su - E.?ﬁaﬂ 27.4)

i @

ho'ladi.
b) Agar AB egri chiziq ushbu
EHHAHV ?mkmg

1 bilan aniglangan bo‘lib, y = y(x) funksiya [a.b] da uzluksiz
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¥'(x) hosilalarga ega bo‘lsa, u holda

%\Harw TCQ

AR

_. ___UAH:&&H + @Twi&.\, = ._‘TU?L\T& + Qm.ﬁb‘_?vu Q‘?L&% (27.5)

AR
bo‘ladi.

c) Agar AB egri chiziq ushbu x = x(y) (c<y <d)

tenglama bilan aniglangan bo‘lib. x = HO& funksiya T..& da uzluksiz

o
x'( ) hosilalarga ega bo‘lsa, u holda ._» fxp)ay = ._‘%HHCQLL&\.

Al

._w ﬁ?ri&« + QA,«,EV&\, H.._.WTO?CQQVHAS +Q?ﬁ‘<v,%z_&; (27.5)

A8
bo*ladi.

I-misol. Ushbu ._..v_w&q+ x’dy

A

ikkinchi tur egri chizigli integral hisoblansin, bunda AB egri chizig

[¥]

;

-

2
Yo
b

r

2

ellipsning yugori yarim tekislikdagi qismi.

AMa'lumki, ellipsning parametrik tenglamasi

x=¢(t)=acost,

y="¥(t)=bsins Aomkmav

bo‘ladi. \AHAAPOV huqtaga parametr f ning f=0 qiymati, B= bAJQ 0)

nuqtaga esa /=7 qiymati mos kelib, ¢ parametr 0 dan gacha o‘zgarganda

?L\v nuqta 4 dan B gaqarab AB nij chizib chigadi.

Bu holda P(x,y)=y?, QAHL\V =

206

1t e'tiborga olib, (27.5) formuladan foydalanib topamiz.

._ yidx+ Xdy = ._.T sin Alam_:é+a cos’¢- Awnom.mi&r

i

:_\_,_.? oomil_vmmzu&m.w lenbu Ema_m:_—m_v
rv

i

2-misol. Ushbu ._.TGILL dx + 5y’ dy

AR

al hisoblansin, bunda 4B egri chiziq quyidagi y = 3x”

jirabolaning A= \AB,QY B= m?wv nuqtalari orasidagi qismi.
<4Bu integralni (27.4) formuladan foydalanib hisoblaymiz:
1
._. (4x + y) dbe + 5y = ._.TH —3x* +5x7 . 3x%- PLR« =
Al 1

r\: 3% +90x” Jx = _,& 2 oy f+o m.w =16.»

[H]

27.4. IkKinchi tur egri chizigli integrallarning tatbiglari

a) Tekis shakilning yuzini topish. Aytaylik, tekislikda Yuzaga ega bo‘lgan
/) shakil berilgan bo‘lib, uning chegarasi ( konturi — yopiq egri chiziq) ap
ho'lsin, Bu shaklning S yuzi
| -
&= M%k&%luiﬁ (27.6) boladi.
=t
J-misol. Ushbu

X =dacosi,
: ﬁomamwﬁv
y=hsin¢

ilan chegaralangan shaklning yuzi topilsin.
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A Bu shaklning yuzini (27.6) formuladan foydalanib topamiz:

H _ 2r ) ) — Ir
AY HM%H@ luﬁw‘um‘:aoom?@ooma+&m_:m.amEQ% HMQ&._.%HB@.V
& i 4]

b) Bajarilgan ishni topish. Aytaylik, o‘zgaruvchi kuch
F= p(x.y) .m+©?%vm
tekislikdagi 4B egri chizig'i bo‘yicha ish bajarsin, bunda P(x,y) va O(x,y)

uzluksiz funksiyalar bo‘lib, ular # kuchning koordinata o*qglardagi proeksiyalari.

Unda bu kuchning bajargan W

s .....iuthwwdrmu.?.u.&&\ 27.7)

bo‘ladi.
4-misol. Ushbu F = T.H + N.i ,._...+T‘.u Imw.v - j kuchning
a) MN kesma bo'yicha, M =M(—4,0), N=N(0,2),
b) MON sniq chizig bo*yicha,
2

X

¢) MN yoy,ushbu y=2- 2 parabola yoyi bo‘yicha bajargan ish

hisoblansin.( 27.4 - chizma)

27.4-chizma
< Kuchning bajargan ishini (27.7) formuladan foydalanib hisoblaymiz:
a} MN kesma bo‘yicha:

208

Ravshanki, MN to‘g‘ri chizigning tenglamasi

yi'ii

i lib,

i. Unda (27.7) formuiaga ko‘ra

W= [ (x? +2y)ds+(3? Jw\«va.\_\,n.ﬁ_H x’ +wﬁw.«+ww+w ﬁwxfmu- —2x

AN -4 2

2 0
il +Z i6x =40
8-3 2 —4

li.
b) MON siniq chiziq bo‘yicha:
[zlanayotgan ish ushbu formula yordamida hisoblanadi:

w= [ (< +2p)dc+(y" ~2x)dy = :HJNV,V%L% - 2x)dy +

AN ]

+... Tnm + E;&+Om — NHY%

(i

Agar M0 kesmada y=0 (dv=0), 0N kesmada x=0 va dx =0 bo‘lishini
¢'tiborga olsak, unda

x.\n ._. kum._a+,_. ww&cn ..Q_.HNQ__R +.w.v.m&c .HI.MA.
A4 UM —I Q

bo‘lishini topamiz,

¢) MN yoy, ushbu EAlm—u Ov parabola yoyi bo‘yicha:

Bu holda ?:Lrov va dy =~ ds bo'li,
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a z b
3 3 X X X
W= X+ 2y )dx +(yt —2x =f|x +4-"—fd+||2——| —2x ﬁ.
| Lae= o (RS N

] 5 3 6 a 2 0
= I.«.+w|+maul.:.a HIH|.+I&I;.,.P¥A|¥|+LH namm
Il 256 8 4 2566 8-4 4.3 2 -4 3

bo‘ladi.»

Grin formulasi: Agar P(x,y) va Q(x,y) lunksiyalar D sohada o‘zlarining
xususiy  hosilalari  bilan  birgalikda  uzluksiz  bo‘lsa, u  holda

dQ dP :
Pix, y)dx + Ox, vidy = ﬁ|ﬂ - |¥m«&< bo‘ladi.
% t & dy

Bu tenglikka Grin formulasi deyiladi. Bu formula ikkinchi tur egri chizig

bilan ikki karrali integral orasidagi bog‘lanishni beradi.

Mustaqil yechish uchun misollar

1 ‘.:,Gaﬂf +2z) birinchi tur sirt integrali hisoblansin, bunda (S) sirt quyidagi

(&3]
2x+y-z=5 tekislikning birinchi oktantdagi qismi.

2. .:. (3x+2y+ =) birinchi tur sirt integrali hisoblansin, bunda () sirt quyidagi

51
x+y+z=2 tekislikning birinchi oktantdagi qismi.

3. .:. (x—y+z) birinchi tur sirt integrali hisoblansin, bunda (5) sirt quyidagi

i
2x+3y-7z=8 tekislikning birinchi oktantdagi gismi.
Ushbu =
F HAHH +Mu\u.m+cm Imxv.m
kuchning

MN g) kesma bo'yicha, M =M(—4,0), N=N(0,2),

4. Ushbu F =(x* =5 + (3 +5x)]

210

Foaihindng MN kesma, M=M(-4,2) , N=N(2.-4) nugtada bajargan ishini toping
L Y VO R B RO T S St U |

Isichndng MN yoy , y=x"-2 parabola yoyi buyicha bajargan ishini toping

{i __ {v 1 2y 3z) birinchi tur sirt integrali hisoblansin, bunda () sirt quyidagi

vy bz tekislikning birinchi oktantdagi gismi.

/)|ty - 2y~ z) birinchi tur sirt integrali hisoblansin, bunda (s) sirt quyidagi

Wiy izl tekislikning birinchi oktantdagi gismi.
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VII BO‘LIM. SIRT INTEGRAL
§ 28. I va Il tur sirt integrallari. Sirt integrallarining tadbiglari

28.1. Birinchi tur sirt integrali tushunchasi

Faraz qilaylik, tekislikdagi biror D to*plamda

z==z{xy) (28.1)
tunksiya berilgan bo*lsin.
Ma’lumki, bu funksiyaning grafigi (umuman aytganda) fazodagi biror (5)

sirtni tasvirlaydi. Odatda, (28.1) tenglik () sirtning tenglamasi deyiladi.

Agar z(x,y) funksiya D da uzluksiz - (x.5): =l (x.») xususiy hosilalarga
ega bo‘lsa, unda bu sirt yuzaga ega bo‘lib, uning yuzi ikki karrali integral orgali
quyidagi formula yordamida

S = [[J1+=2 (ry)+ = (o p)eteay (28.2)

topiladi.

Aytaylik, (S) sirtda (sirt nuqtalari to‘plamida) f(x,y,=) funksiya aniglangan
bo‘lsin.

(5} sirtni undagi chiziglar yordamida » Ta (5).(5,)....(S5,)

bo‘lakka ajratamiz. So‘ng (S.) bo‘lakchaning yuzini AS, bilan belgilaymiz.
(k= L2,3,..n).

Bu (s;) bo‘lakchada ixtiyoriy (%e- .- ) nuqtani olib, funksiyaning shu

nuqgtadagi giymati S{x-05.7) ni AS, ga ko‘paytiramiz:
.\m‘ﬁ..ﬁ“n»u.bh»

Ko‘paytmalardan tuzilgan ushbu

7= [ (%0.0.5.) A5, (28.3)
k=]
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vigrindt 7 (x v, 2) funksiyaning integral yig*indisi deviladi.
(50 (h 1.2.3...n) bo*lakchalar diametrlarining eng kattasini 4 deylik.

Apitr A4 0 da (28.3) yig'indi chekli limitga ega bo‘lsa, bu limit Sxp2)

1 (5) sirt bo*yicha birinchi tur sirt integrali deyiladi va :\?rﬁnv&h
151

btk ol

nadi.

A—all

Uik, : f(xp 2 )dS = _.:M,:».h.rc?u,_v.b.ﬁ
K] #=I

lislatma. Agar f(xy, =)=1 bo'lsa, u holda {{1.45=lim> 1-AS, =limS =5
gar f{( | y
A=l

4 Aaih Aty
{¥]

s Tl Demak, bu holda qaralayotgan - =-(x,y) sirtning yuzini ifodalovchi

TS ::c._ JSormulaga kelami-,
i)

28.2. Birinchi tur sirt integrallarini hisoblash

i tur sirt integrallari ko*p hollarda ikki karrali integrallarga keltirilib

Aytaylik, fazodagi (S) sirt = ==(x.y) tenglama bilan berilgan bo‘lib,

(x.y) funksiya tekislikdagi (D) to‘plamda uzluksiz hamda uzluksiz
Jvw), = (xy) xususiy hosilalariga cga. Ayni paytda bu (D) to‘plam (S) sirtning

28.1-chizma

Faraz qilaylik, £(xy.z) funksiya () sirtda berilgan va uzluksiz bo‘lsin.
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(S) sirtni, undagi chiziglar yordamida # ta bo‘lakka ajratib, har bir bo‘lakchada
ixtiyoriy (x,..2,)
" nuqtani olib, £(x,y,-)
QHH.ML“\?T._\T..L.PM funksiyaning intgeral
yig“indisi

ni tuzamiz.

(% %.2,) nuqta sirt bolagi (S,) ga tegishli bo‘lgani uchun (ya’ni nugta
==z(x,y) sirtda yotgani uchun) z, ==(x,.y,) bo‘ladi.

Ikkinchi tomondan, (28.2) formulaga ko‘ra

AS, = _.._. J\_ + 27 (%, p)+ 27 (2, )dnedy

10}

bo‘ladi, bunda (D) to‘plam (s,) sirtning xoy tekisligidagi proyeksiyasi.

Ofrta qiymat hagidagi teoremadan foydalanib topamiz:

AS, = ,\_ +27 (B )+ 22 (3.4 ) - AD,.

Natijada integral yig‘indi ushbu
o MH?»QTHAH»L& : _._.NHNAHT\E v -AD,
k=1

ko‘rinishiga keladi. Bu esa (D) da uzluksiz bo‘lgan

F(or.2( ) Jr 2 o) 72 ()

funksiyaning (ikki o‘zgaruvchili funksiyaning) integral (ikki karrali integral)
yig‘indisi ekanligini payqash qiyin emas.

Keyingi tenglikda limitga o“tish bilan

[[ /Gy = [[ £ (5302 ()

(9 o)

1422 (6, p) + =72 (3, 0)dedy (28.4)

bo‘lishini topamiz. (28.4) formula yordamida birinchi tur sirt integrallari
hisoblanadi.

1-Misol. Ushbu ‘_.._.?H +4y+3:z)ds birinchi tur sirt integrali hisoblansin,
)
bunda (S) sirt quyidagi x+2y+3z = Glekislikning birinchi oktantdagi gismi.
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<)

fiayekntyasi (£) - 480 uchburchakdan iborat.

28.2-chizmada tasvirlangan bo‘lib, uning xov tekislikdagi

(R E T N s AH. _.Q =4+t —=
(K1) formuladan foydalanib topamiz:

:.?.« .Tf_.‘.uuw& n:.ﬁo_ﬂ; &.+ ww?lm i miw .
i i -+

L] 3

[ (5x+2y + 6) ety

(2

ikki karrali integral quyidagicha hisoblanadi:

S . 3is . sty
k?._#mvr_.&&&\_nw_. w—ﬁk._.&i&&‘ _nh.ﬁmk +mx.c+9¢ g W=
| 3 N4 =
P10y +21)dy=6| L —5y7 421y || =162
:_?_ 0y+21)dy -5y + Lo
k, :?L,ginvan%_amu.ﬁzﬂ. B

)



28.3. Birinchi tur sirt integrallarining ba’zi tatbiqlari

Birinchi tur sirt integrali yordamida sirtlarning yuzini, massali sirtning
massasini, og‘irlik markazlarining koordinatalarini, inersiya momentlarini topish

mumkin.
Masalan, massali (S) sirtning massasi

m={[ p(x.y.z)ds (28.5)
{s)

bo‘ladi, bunda p2(x,y,z)- zichlik.

2-Misol. Ushbu x'+y'+: =4, >0 yarim sfera bo'vicha massa
larqatilgan bo'lib, uning har bir (x, .z} nuqtasidagi zichlik p(x,y,z)= = bo'lsin.
a

Massa topilsin.

<4Bu massa (28.5) formulaga ko‘ra m = :.Mu&nl_.:.u& bo‘ladi, bunda (s)

ina ai
berilgan yarim sfera: = =.fo* —x* -
Endji sirt integralni ikki karrali integralga keltirib hisoblaymiz.

Ravshanki,

[J =ds = :. a’ —x' -y SI+ =2 (0 2)+ 27 (x, ¥)dxdy, bunda (D) yarim sferaning
i) i

XOY tekisligidagi proyeksiyasi bo‘lib, u x*+y =a* doiradan iborat bo‘ladi.

Endi ==.fa" —x*-)?

tunksiyaning xususiy hosilalarini hisoblab, f1+-7 (x2)+27 (%)
ning qiymatini topamiz.
Ravshanki,

x
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| 5 .
—-a-wa’ = xa’bo‘ladi. P
o

28.4. Ikkinchi tur sirt integrali tushunchasi

Ikkinchi tur sirt integrali tushunchasini bayon etishdan avval sirt tomonlari,

i sirt tushunchalarini keltiramiz.

bt tomie

# qilaylik, fazoda biror (S) sirt berilgan bo‘lsin. Ravshanki, bu sirtning
hiar bir nugtasida urinma tekislik mavjud bo*lib, urinish nugqtasi sirt bo‘lib uzluksiz
it 7parn borsa, mos urinma tekislik ham (uning normali ham ) o‘z holatini uzluksiz

‘ot boradi .

0

(§) sirtda biror M, nuqtani olaylik. Bu nugta orqali o‘tkazilgan sirt normalj

[kki yo‘nalishga ega bo‘lib, ulardan birini tayinlaymiz. So‘ng M, nugtadan chigib,

WM, nuqtaga qaytadigan yopiq chizigni (konturni) qaraymizki, u (s) sirtga

li bo'lsin va sirtning chegarasini kesmasin.

M, nugtada sirt normalini malum yo‘nalish, olinganligini e’tiborga olib,

0'7paruvehi M nuqlani M, dan boshlab, kontur bo‘yicha xarakatlantirib yana A,

2 qaylganda (bu xolda M nuqta kontor bo‘ylab o‘zgarganda mos nugtadagi

sirt normali xam o‘zgarib boradi) ikki xol sodir bo*ladi:

1) M, nuqtadagi sirt normalining yo‘nalishi shu nugtaga gaytib kelganda

ima-qarshisiga o‘zgaradi;

2) M, nuqtadagi sirt normalining yo‘nalishi qaylib shu nuqgtaga kelganda

n o‘zgarmaydi.
Birinchi holda (s) sirt bir tomonli sirt deyiladi, ikkinchi holda esa (S) sirt

ikki tomonli sirt deyiladi.
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Masalan, uﬂ|?...+.<“w tenglama bilan aniqlanadigan sirt (giperboloid

28.3-chizma),

28.3-chizma

ikki tomonli sirt bo‘ladi. Bu sirt yuqori va quyi (ustki va ostki) tomonlarga ega.
Shuningdek 2 =1-y'—)*

tenglama bilan aniqlanadigan sirt (markazi (0,0.0) nuqtada, radiusi 1 ga teng stfera)
ham ikki tomonli sirt bo‘lib, uning tashgi va ichki tomonlari bo‘ladi.

Biz ikki tomonli sirtlarni qaraymiz.

Aytaylik, fazoda (s) mm:unu?i tenglama bilan aniqlangan bo‘lib, bunda
s=z(xy) funksiya xor tekisligidagi (D) da uzluksiz hamda uzluksiz
z.(x.»). z(x») Xususiy hosilalarga ega bo‘lsin. ((D) to‘plam (s) sirtning Yoy
tekisligidagi proyeksiyasi).

Bu ikki tomonli sirt bo‘lib, uning har bir nuqtasida urinma tekislik mavjud.

(S) sirtda, uning chegarasi bilan kesishmaydigan & yopiq chizigni olaylik.
Bu yopiq chizigning xoy tekisligidagi proyeksiyasi K, bo‘lsin.

Agar (x,¥,.5) nuqta (S) sirtning K yopiq chiziq bilan chegaralangan
gismiga tegishli bo‘lib, bu nuqtadagi sirt normali 0z o‘q bilan o‘tkir burchak
tashkil etsa (bunda sirtning ustki tomoni garalayotgan bo‘ladi) X va K, yopiq
chiziglarning yo*nalishlari musbat bo‘lib, K, bilan chegaralangan shaklning yuzi
musbat ishora bilan olinadi.

Agar (x,.3,.z,) nugtadagi sirt normali oz 0°q bilan o‘tmas burchak tashkil
etsa (bunda sirtning ostki tomoni qaralayotgan bo‘ladi) & ning manfiy
yo‘nalishiga K, ning musbat yonalishi mos kelib, K. bilan chegaralangan
shaklning yuzi manfiy ishora bilan olinadi.
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Avtaylik, yugorida aytilgan

(it bilan aniglangan (S) sirtda (sirt nuqtalari to*plamida) S(x.y.z) funksiya

itglangan bo‘lsin. Bu sirtning ikki tomonidan birini tanlaymiz.

(N whrtnd o

ER 108 )n(S,)

B lnklorga  ajratamiz. Bu sirt  bo‘lakchasi (s,) ning (k=123..n xov

tliiy

ir (5,) da ixtiyoriy (%.¥..2,) nuqta olib, bu nugtadagi s (x,y,z)

ling  giymati Sxepyez) ni D pa ko‘paytirib  quyidagi

0o M (ven) D (28.6)

luzamiz. Uni integral yig‘indi deyiladi.

A—+0 da (6) yigindi chekli limitga epa bo‘lsa, bu limit f{xy.z)
ning (S) sirtning tanlangan tomoni bo‘yicha ikkinchi tur sirt integrali
duyiladi va

[[£Goyz)edy  (28.7)

()

kabi belgilanadi. Demak, :HT% =)dxdy = lim M._U\A,«?F,uL.b».
k=1

Apl)
&
Eslatma. Yugoridagi (28.7) integral garalganda har gal Sirtning qaysi tomoni
ilingandigi aytib boriladi,
(% v,2) funksiyaning (S) sirtning bir tomoni bo Yicha olingan ikkinchi tur sirt
integrali, funksivaning shu sirtning ikkinchi tomoni bo Yyicha olingan ikkinchi tur
St integralidan fagat ishorasi bilangina farg giladi. ;

Yugoridagidek, ushbu [[f Gy =)y, N[ ey, =)
i i)

ikkinchi tur sirt integraliari ta riflanadi.
Umumiy holda, (5) sirtda P(xy,z), O(x.y,z) va R(x,y.z) funksiyalar

berilgan bo‘lib, ushbu .:. P(x, y, = Jdxdy, ._..* O, y, = )dyet=, '_.._. R(x, V.2 )zdx
5] i i
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integrallar mavjud bo‘lsa, u holda _\._._s?...._.uﬁél:m?,& =)=+ [[ R(x
] i) i

3 nvq_n_r_:.

yigindi ikkinchi tur sirt integralning umumiy ko‘rinishi deyiladi va u

._.._.»..uﬂ\ﬁ. 2 ey +O(x, 3, =Yavd- + R(x, v,z )d=ddx (28.8)
i)

kabi belgilanadi.

Demalk,

I[P (e, p, = )ebecty + O(x, y.=)dyd=+ R(x, y, =) d=dx =

m~,._u. P(x,y, = Jebvedy + k@? v,z )dyd= +m—.m R(x,y, = Mzdx

Faraz gilaylik, fazoda biror (¥} jism berilgan bo‘lib, uni o‘rab turgan yopiq
silliq sirt (11) bo‘lsin. Bu () da f{xy.z) funksiya aniqlangan deylik. (1°) jismni
X0y tekisligiga parallel bo‘lgan tekislik yordamida ikki gismga ajratamiz:

(V)=(r)+(1)

Natijada uni o‘rab turgan (1) sirt ham (11,) va (11,) sirllarga ajraladi.

Ushbu [ £ (x, .= )y, [[ £(x.2,2)txay

i) i}

ikkinchi tur sirt integrallarining yig‘indisi I £ ey = )i+ [ 1 (e, =)teay
() (11}

S(x »,7) funksiyaning (IT) yopiq sirt bo*yicha ikkinchi tur sirt integrali deyiladi va

§p s (x.y.z)dxdy kabi belgilanadi:
[y

m_.%\.fn =) dxdy = m@\?ﬁﬁnv&&_l. @.\Akrﬁuv&qﬁv :

iy 1) (1)
Bunda tenglikning o‘ng lomonidagi birinchi integral (I1,) sirtning ustki

tomoni, ikkinchi integral esa (I1,) sirtning ostki tomoni bo‘yicha olinadi.

Xuddi yuqoridagidek ﬁw\&ﬁ.ﬂ&&&&ﬁ &wk.AHﬁ.ruv.ﬂﬁ.&H
i) i)

hamda, umumiy holda 4P (x.y. =) ctxdy + Q(x.y.z)dvd=+ R(x, y, =) d=dx
(ry

integrallar ta’riflanadi.

28.5. Ikkinchi tur sirt integrallarini hisoblash

Aytaylik, fazodagi ($) sirt

i NT.u v‘v

na bilan aniglangan bolib, =(x,y) funksiya (S) sirtning xov tekisligidagi

proyeksiyasi (5) da berilgan va tegishli shartlarni qanoatlantirsin.

__ (v, 0,z xdy = '—._.\A.ﬁ._}nﬁ.ﬁ‘__vfx& (28.9)
L]

()

Agar  f(xyz) funksiya (s) sirtda uzluksiz bo‘lsa, u holda

Xuddi yuqoridagidek, tegishli shartlarda
[/ Cevnzddve = [ £ (.32 (02 hva= (28.10)
L] {0y

_._.._\,?Lw,nv&u& = ._.._..HAHLAU,HPHYB‘ (28.11)

2]

adi.

Shunday qilib, ikkinchi tur sirt integrallari ikki karrali integrallarga keltirilib,
(78.9), (28.10) va (28.11) formulalar yordamida hisoblanadi.

Eslatma. /) Agar (S) sirt yasovchilari oz o‘qiga parallel bo‘lgan silindrik

tirt bo‘lsa, u holda ._..?.?..Fuwb@n 0
i)

ladi.

|h

4} Agar (5) sirt yasovchilari Ox o‘qiga parallel bo‘lgan silindrik sirt bo‘lsa, u

holda

L_.._.R,Ak .an&\iu =0

- {5) -

1) Agar () sirt yasovchilari oy o‘qiga parallel bo‘lgan silindrik sirt bo*lsa, u

holda

.:.\T“ ¥, quan =1

is)

o'
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3-Misol. Ushbu :n“&an_ﬁ
It

ikkinchi tur sirt integrali hisoblansin, bunda (5) sirt quyidagi
¥ .:m +2t = L z=0
sferaning tashqi tomoni.

<Ravshanki, qaralayotgan yarim sfera

tenglama bilan aniglanadigan sirt (z= funksiya grafigi) bo‘lib, uning

XOY tekisligidagi proyeksiyasi
(D) Hﬁ.ﬁi Xyt ;
doiradan iborat bo*ladi.

Sirtning tashqi tomoni sirt normalining 0z 0'q bilan otkir burchak tashkil
etilishi bilan aniglanadi.

(28.9) formuladan foydalanib topamiz:

._..—nmamﬂmw._ = ._._.A_ —x Iumv%n&x =

A.w.w {m

=T 02 g2 |
y=rsing,

1 I 2 a

H‘_.Tlﬁ...vw&. SH._. i ﬁH_Q%HH.q.&.%H

4] 1]

Mustagil yechish uchun misollar

L [[ (4x =2y +52)ds

5

birinchi tur sirt integrali hisoblansin . bunda (S) sirt

L

quyidag
x-2y+z=4
2. f[(x+4y-22)ds

5

birinchi tur sirt integrali hisoblansin ., bunda (S) sirt

quyidag
dx+y-27=7
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| :.f: Ay 3z)ds  birinchi tur sirt integrali hisoblansin ., bunda (S) sirt

N'1y"+2'=2,x > 0 sferaning tshqi tomoni

i || v'dxd= ikkinchi tur sirt integrali hisoblansin » bunda (8) sirt quyidagi

Nhy=3 520 sferaning tshqi tomoni
6, _.T_;Em ikkinchi tur sirt integrali hisoblansin , bunda (S) sirt quyidagi

i

o

“+z'=2,x 20 sferaning tshqi tomoni

X y
7. a:;. ldxt= ikkinchi tur sirt integrali hisoblansin , bunda (S) sirt quyidagi

[B)]

Ny =5 120 sferaning tashqi tomoni

§ 29. Vektor va skalyar maydonlar. Sath chiziglari. Yo‘nalish bo‘yicha hosila.
Skalyar maydon gradinti. Ostragradskiy teoremasi. Vektor maydon
divergensiyasi

Faraz qilaylik, Oxyz fazoning ¥ sohasida

a(M) = P(x,y,2)i + Q(x,y,2)i + R(x,y, 2)h

vektor maydon berilgan bo‘lsin, bunda R(x, y. z), Q(x, y, ), R(x, y, z) shu sohada
uzluksiz bo*lgan funksiyalar.
Bu sohada orientirlangan o sirtni olamiz, uning har bir nuqtasida normalning

musbat yo‘nalishi
Ny =cosa-T+cosP-J+cosy -k

birlik vektor orqali aniglansin, bunda «, £,y —normal 7, ning koordinatalar o‘qlari

bilan tashkil gilgan burchaklari.
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—

Ta’rif. d(M) vektorning & sirt orqali o‘tuvchi P ogimi deb quyidagi ikkinchi

tur sirt integraliga aytiladi:

I1=[ffP(x,y, z)dy dz + Q(x, Y, z)dz dx + R(x,y, z)dx dy. (29.1)
Bu formulani
: = \ [P(x,y,2)cosa + Q(x,y, z)cosp + R(x, ¥, z)cosy|do
o
ko‘rinishida yoki yanada soddaroq
1= Fm - A,do (29.2)

—

ko‘rinishda yozish mumkin, chunki Pcosa + Qcosf + Reosy = a - i,
Bu yerda de ifoda g sirt yuzining elementi. (29.2) formula @ vetorning []

ogimini vektor yozuvda ifodalaydi.
Vektor maydon ogimining fizik ma‘nosini aniglaymiz.

Faraz qilaylik, d(M) vektor oqayolgan suyuqlikning tezliklari maydonini o

sirt orqali aniqlasin. Bu tezlik vektorai har bir A/ nuqtada suyuqlik zarrachasi
intilayotgan vo‘nalish, vektor chiziglari esa suyuqglikning ogim chiziglari bo‘ladi

(29.1-rasm). o sirt orqali vaqt birligi ichida oqib o‘tadigan

29.1-rasm, 29 2-rasm.

Suyuqlik migdorini hisoblaymiz. Buning uchun sirtda M nuqtani va sirtning

do elementini qayd gilamiz.
Vagt birligida bu element orqali ogib o°tgan suyuqlik miqdori asosi do va

yasovchisi d bo‘lgan silindrning hajmi bilan aniglanadi. Bu silindrning balandligi
224

i d normal birlik vekloriga proeksiyalash yo'li bilan hosil

ichun silindirning hajmi

-

a- ma.&q

kattalikka teng bo‘ladi. Vagt birligi ichida butun & sirt bo*yicha 0qib o‘tgan

ylikning to*liq hajmi yoki suyuqlik miqdori o bo‘yicha integrallash natijasida

ﬁm.ma.aq.

o

Ll ho

Bu natijani (29.2) formula bilan tagqoslab, bunday xulosa chigaramiz: o sirt

4

1o

tayotgan d tezlik vektori [T oqimi shu sirt orqgali vaqt birligi ichida sirt
oricntatsiyalangan  yo‘nalishda oqib o‘tgan suyuglik migdorida. Vektorlar

:__m_

1ing fizik ma'nosi ana shundan iborat.

o sirt fazoning biror sohasini chegaralovchi yopiq sirt bo‘lgan hol aynigsa
katta gizigish uyg‘otadi. Bu holda iy normal vektorini doim fazoning tashqi
(ismiga yo*naltirishga shartlashib olamiz. (1-rasm),

Normal tomonga qarab harakat sirtning tegishli joyida suyuqlik w sohadan
0qib chigishini anglatadi, normalning qarama-qarshi tomoniga qarab harakat esa

suyugqlik sirtning tegishli joyida shu sohaga oqib kirishini anglatadi.

0 yopiq sirt buyicha olingan integralning o°zi esa?

:”@W..mcaq
T

ko‘rinishda belgilanadi va w 0qib chigayotgan suyuglik bilan unga oqib kirayotgan

suyuqlik orasidagi fargni beradi.

Bunda, agar []= 0 bo‘lsa, w sohaga undan qancha suyuglik oqib chigib

ketsa, shuncha suyuglik oqib kiradi.



Agar [] bo‘lsa, u holda @ sohadan unga oqib kiradigan suyuglikdan

ko*proq suv ogib chigadi.

Agar J] < 0 bo‘lsa, bu hol Qurdum (stok)lar borligini ko‘rsatadi, ya'ni
suyuqlik ogimdan uzoglashadigan joylar borligini ko‘rsatadi (masalan, bog‘lanadi).
Shunday qilib, @qmmc&q integral manbalaming va qurdumlarning umumiy

quvvatini beradsi.

29.1. Vektor maydoni divergensiya va rotori
Vektor maydon divergensiyasi

Oxyz fazoning @ sohasida
TM =Py, 2T+Qxy,2) ] +R (x,y,2) k.

vektor maydon berilgan bo‘Isin, unda P (X, ¥,.2),Q(x,y,2), R {x, y, z) funksiyalar

diferensiyalanuvchi funksiyadir.

Ta’rif. d& (M) vektor maydonning divergensiyasi (uzoglashuvchisi) deb M
nuqtaning skalyar maydoniga aytiladi, u div ¢ (M) ko‘rinishida yoziladi va
va (M) = 24 2, 2R
divd (M) = =+ = + = (29.3)

formula bilan aniglanadi, bunda hususiy formulalar M nuqtada hisoblanadi.

Divergensiyadan toydalanib, Omc,owsamw_w_::m
%% P (xy,z)dydz +Q (x, y,z)dzdx + R (x,y, z)dx dy
J

i\. P mo+mxv§a 5
= Smﬂmw ) Hdydz
[r1)

formulasini vektor shaklida qayta yozish mumkin:

$¢ d7ydo = 1T, diva (M) dw (29.4)
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Higd By Hodalash mumkin: Yopiq sirt orqali o‘tuvchi (bu sirt tashqi

eniindt vt nadishida

terlangan) d vektor maydon ogimi shu sirt bilan

chepaalangan yicha maydon divergensiyasidan olingan uch karrali

PR ey

ashda quyidagi xossalardan foydalaniladi:

D div (d )+ b () = diva (M) + div B (m):

oodlv Oy d(M) =Cdivd (M), bunda C — o'zganmas son;
W dvu (M) v d (M) = u (M)diva M)+ d (M)grad u(M),
[anedn 1 (M)

alyar maydonni aniglovchi funksiya.
Divergensiyaning  invariant ta’rifi. Divergensiyani (29.1) formula

h koordinata o*qlarini tashlash bilan bog‘liq. Ostrogradskiy

R AT

st dun . divergensiyaning koordinatalar o‘qlarini tanlash bilan

M IR

1 boshqa ta’rifini berish mumkin.

W formulaning o*ng qismida uch karral integral turibdi. Uchta giymat

fa'lum  teoremaga ko‘ra bu integral V hajm bilan integral osti

b by

i @ sohaning biror M, nuqtasidagi qiymati ko‘paytmasiga teng.

S uchun (1,2) Ostrogradskiy formulasini quyidagicha yozish mumkin:
bm ido =V divd (M)
o
Vil
- * H + —+
divd (M) = 7 Qn ndo.

Api @ soha M nugtaga tortilsa yoki V' — 0 bo‘lsa u holda My nuqta M ga

R Nt jada limitga o*tib, quyidagini hosil qilamiz:
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N . 1 o
LH_M_RQE d (M) = w_ﬁﬂ qﬁ% ando
a
voki
div d(M) = limy_, 2= L limy ..o (29.5)

Endi divergensiyaning koordinata o°qlarini tanlash bilan bog‘lig bo‘lmagan

invariant ta’rifini berish mumkin.

Ta’rif. M nuqtada vektor maydonning divergensiyasi deb, M nuqtani o‘rab
olgan yopiq sirt orgali o‘tuvchi maydon ogimining shu sirti bilan chegaralangan
qismining V' hajmiga nisbatining bu hajm nugtada tortilgandagi, ya’'ni V — 0 dagi

limitiga aytiladi.

Divergensiyaning fizik ma’nosi. (29.3) divergensiyasiga tushunchasiga

fizik talqin beramiz.

Faraz qilaylik, @ sohada oqayotgan suyuqlikning tezliklari maydoni & (M)
berilgan bo‘lsin. d (M) vektorning o yopig sirt orqali tashqi normal yo‘nalishdagi
[1 ogimi shu sirt bilan chegaralangan vaqt birligi ichida oqib kirgan va ogib
chigqan suyuqlik migdorlari orasidagi ayirmani ifodalashi aniglangan edi.

%mmq an da
v

Ushbu & =
v

]

nisbat hajm birligiga bo‘lingan suyuqlik miqdorini aniglaydi, ya’ni manbaning
(/=0 bo‘lganda) yoki qurdum (/7<0 bo‘lganda) o‘rtacha hajmiy quvvatini

ifodalaydi. Bu nisbatning limiti

¢ drdo
lim —<
V-0 V

=divd (M)

(29.3) divergensiya bo‘lib, u berilgan nuqtadagi suyuglik sarfining hajm birligiga

nisbatini ifodalaydi.
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it div diM--0) bo‘lsa, suyuqlik sarfi musbat, ya’ni M nugtani o‘rab

el 2 edehifk sint qi normal yo‘nalishda suyuglik oqib kirganidan

b ketadi. Bunda M nuqta manba bo‘ladi.

Y I ._____. vh

A i d(M = 0) bo'lsa, u holda M nugta qurdum bo*ladi. div d (M) = 0

B b, 1 h 1 manba na qurdum bo‘ladi. (29.2) vektor shaklida

Iikiy teorer

i ogayotgan suyuglikning tezlik maydonida yopiq
i nigalt oquvehi - suyuglikning  ogimi hamma  manbalar  va  qurdumlar

1 teng bo‘lishini, ya'ni qaralayotgan schada vagt birligi

uyuglik migdoriga teng bo‘lishini ifodalaydi.

29.2. Vektor maydon uyurmasi (rotori)

itz qilaylik Oxyz fazoning o sohasida quyidagi vektor maydon berilgan

i It
aM =P, y.0T+0Q (.2 f+R(y2)k

Fa'iil, @' (M) Vektor maydon uyurmasi ( yoki rotori ) deb M nuglaning rot

nadigan va

oL@ (M) = (28 9Q) ¢4 (22 _aRY - (00 _ory
rol @ ;\:A& - h+m& =)+ (2 5 ) K (29.6)

stlan adigan vektor maydoniga aytiladi, bunda xususiy hosilalarini

MOy, 2) nugtada topamiz.

Misol, Ushbu d(M) = 22 T4+ 22+ y* k

Vil mny

2 uyurmasini toping.

Veehish, Pz*, Q=x*, R=y? ga egamiz. Xususiy hosilani topamiz:

ar  aQ ., 9P AR ag  ap
B Wyl g, B8 B
ay dz Nwﬂ az dx " dx ay

Lheininl:



rotd =2yT+2z]+ 2xk.

Uyurma tushunchasidan foydalanib,

arR 4
% P(x,y,2)dx + Q(x,y,z)dy + R (x,v,2)dz = \..‘ ﬁlllev dy dz +
dy az
L fid
ﬁmw mmv& - a0 m_uva P
+ 9z ox i mmklﬂ s

Stoks formulasini Vektor shaklida gayta yozish mumkin:

¢, ddi = [[ #Arotddo(12)

va bunday ifodalash mumkin: d vektorning ¢ sirtni chegaralovchi L konturni
aylanib chiqishning musbat yo‘nalishi bo‘yicha sirkulatsiyasi rot d vektorning shu

sirt orqali o‘tadigan oqimiga teng.

Uyurmaning ta’rifidan foydalanib, quyidagi xossalarning to‘g‘ri ekanligiga
ishonch hosil gilish mumkin:
1) rot(d+ muHﬁonm+ﬂoﬁmw

2)  rot(Cd) = Crotd,bunda C — o'zgarmas skalyar.

3) rot(ud) = urota+ (grad u) * 4, bunda u=u(M)
*  skalyar maydonni aniglovchi funksiya.

L 29.3. Uyurmaning invariant ta’rifi
Uyurmaning yuqorida berilgan ta’rifi koordinatalar
sistemasini tanlashga bog’lig. Endi uyurmali maydonga invariant

ta'rif beramiz.

Faraz gilaylik, 7 ixtiyoriy belgilangan birlik vektor va D esa M nuqtani o'z

ichiga olgan L chegarali yassi shakl bo‘lib, u 7 vektorga perpendikulyar bo*lsin.

(1.2) Stoks formulasini

%Emn \Taﬂmaq
L

D

i yoziladi, chunki 7 * rot d = rot, d (1-shakl).

EEE glymat hagidagi teoremaga muvofiq:

% d dv = Srot, a (M),
L
Buindan rot, d (M) = W $, d d7. buyerda S yuz — D sohaning yuzi, M, — bu
wilindagd biror nugta.
Oxirgi tenglikda D sohani M nugtaga tortib (yoki S — 0da), limitga
'tz bunda M) nuqta M nugtaga intiladi:

. |. . H .v J
merw,cm: mc.s.b” _m_mww % mn:
L

Vil
D— Jﬁ.;ﬁj_, I
rot, a( ufm::w ddr = lim
L

Ta'rif. Vektor maydon uyurmasi deb, shunday vektorga aytiladiki, uning
biror yo'nalishga bo‘lgan proeksiyasi shu yo‘nalishga perpendikulyar bo‘lgan D
yiunl yuzning L kontur bo‘yicha vektor maydon sirkulyasiyasining S yuzning

ltinl ! :_m_x_:wm_ teng, bunda yuzning o‘lchamlari nolga intiladi (S — 0),

Ny 0°zi esa nugtaga tortiladi,

29.3 Uyurmaning fizik ma'nosi. Vektor maydon uyurmasi tushun-

lind

lizik talqinini beramiz. Qattiq jismning ko‘zg‘almas nuqta atrofidagi

T ini qarab chigamiz. Kinematikada tezliklar maydoni # istalgan momentda

—t

U= PN
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formula bilan aniglanadi,

bunda & oniy burchak tezlik. ¥ — jismning ixtiyoriy M

nuqtasining radius — vektori.

- -+
L

Agar ¥ = x

—

+yi+zk, @ = Wl + wyf

ekani ma’lum bo‘lsa, u holda go‘yidagiga ega bo‘lamiz:

T
V= w, Wy
¥

&

N

: = (02 — w,y)i+ (w,x — W 2)J + (W y— wyx)k.

Endi rot ¥ vektorning procksiyalarini topamiz.

d

np, (rot )

. d
ap,, (rot ) = E AEQN —@,y)— % (wyy — w,x)

a

I

np, (rot )

Shunday qilib,

a

3y (w:y — wyx) — = (X — w2) = W, + wy = 2w,

d

I

wy +a, = NE%

d

5 (w5 — wyez) —— (wyz—w,y) = w, + w, = 2w,,

dy

TOL U = 20,0 + 2w, ] + 20,k = 28

Ekanini hosil qildik.

Demak, ¥ tezlik maydoni uyurmasi qattiq jism aylanishining oniy burchak

tezligi vektoriga kollinear

vektordir:

rotv = 2a.

Mustaqil yechish uchun misollar

1. Ushbu a(M) =2 +x'j + y'¥ Vektor maydonning uyurmasini toping.

2. Ushbu a(M)y=227

3. Ushbu a(M) =2z

+2x [+2y £ Vektor maydonning uyurmasini toping.

-2x*j -2’k Vektor maydonning uyurmasini toping.
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VIRRB aAfy - 52 7 = 2x o v &£ Vektor maydonning uyurmasini toping.

Ll dry - 2 A - 237F Vektor maydonning uyurmasini toping
O Uhbu dv) - 325 <25 4+ vk Vektor maydonning uyurmasini toping

/Ul

WAM) 220 -3x jryk Vektor maydonning uyurmasini toping

i 30. Vektor maydon sirkulyatsiyasi. Stoks formulasi. Vektor maydon
uyurmasi

30.1. Stoks formulasi

12 qilaylik, w soxada vektor maydon

a(M) = P(x,y,2)i + Q(x, ¥, 2]+ R(x, v, 2)k
vaktor orgali hosil qilingan bo‘lsin. Bu soxada biror L chizigni olamiz va
i ma’lum yo‘nalishni tanlaymiz.
Fa’rif. Yo'nalgan £ chiziq bo‘yicha olingan ushbu
b P(x,y,2)dx + Q(x,y,z)dy + R(x, ¥, z)dz
IKkinehi tur egri chizigli integral yoki vektor shaklidagi

T.%

L
tegral  d(M) vektorning [ chizig bo‘yicha olingan chizigli integralli
deviladi ( 10.2-rasm).

Apar d(M) vektor kuch maydoni hosil qilsa, & vektorning L chizig
bo'yicha chizigli integrali ma’lum yonalishda L chiziq bo‘yicha
bajaritadigan ishga teng bo‘ladi.

Fa'rif.  Yopiq £  kontur bo‘yicha chizigli integral  vektor

slvkulyntsiyasi deyiladi va L bilan belgilanadi, ya’ni

I = %mam = %ﬁ?u\. z)dx + Q(x,y, z)dy + R{x,y,z)dz.

L
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d ={P,Q R} vektorning L egri chiziq boyicha chizigli integrali deb bu |.
egri chiziq bo‘vicha vektor maydon bajargan ishni aniglovchi ushbu egri chizigli

integralga aytiladi:

—

.‘.waa+om@+mamu\m - dr.
L L
Agar L. kontur yopiq bo'lsa, chizigli integral d vektor maydonning bu kontur
bo‘yicha sirkulyatsiva deyiladi.
Yopiq egri chizig L fazoda biror o sirtni chegaralagan bo‘lib, bu sirtda
d={P.Q.R} vektor berilgan bo‘lsin. u xolda sitkulyatsiya va sirt integralini

bog*lovchi ushbu Stoks formulasi o*rinlidir-

%haa+©&%+xmn

- (- 99ese

oP  aR a ar
+( g

= mkvnomermwﬂl mwunomﬂ da,

bu yerda n° ={cosa, cos B, cosy} — integrallash bajarilayotgan & sirt tomoni
normalining birlik vektori, bunda ¢ sirtning shu tomoni bo‘yicha L konturni
aylanib o°tish musbat bo‘lishi kerak.

Grin formulasi Stoks formulasining L egri chiziq va o sirt Oxy tekislikda

yolgan holdagi hususiy xolidir. :

d={P.Q ,R} vektor maydonning rotori yoki uyurmasi deb ushbu

Log ok

..Hmm!mc - ﬁm|t m|mv.. Aml@lmhull ] ] a

rotd ﬁmp\ dz by az mHm._. ax dy wfm MW m
P Q@ R ¥

vektorga aytiladi.

Vektor shaklida Stoks formulasi quyidagi ko‘rinishda yoziladi,

234

%. adr = : n . rotdido
L

o

Velidor maydoni rotorining ba’zi xossalari:

ot (d + by-rot @ + rot b;

by rot @ <0, bu yerda € — doimiy (o*zgarmas) vektor;

V) ol (pd)-g rotd + g rat @ - d, bu yerda @=@ (X, y, z) skalyar funksiya.

T-misol, § = @ x 7 chizigli tezlik vektor maydonning fazoning ixtiyoriy M
(X, ¥, 2) nuqtasidagi rotorini toping,

Yechish. Chizigli tezlik vektori & ni hisoblaymiz:

. 2 f 3
I=w X 1= |y, wy,  w,
X y oz

(Wyz — wY)T + (w,x — wy2) [ + (wey — Evdm

Demak,

ot =2 w, T+2 0y, +w,k =23,

2omisol. da=yi+x%j-zk vekior maydonining L: x*+y?=4, 7=3 aylana
bo'yicha birlik vektor k ga nisbatan aylanib o‘tishning musbat yo‘nalishda
sirkulyatsiyasini ikki usul bilan:

a) sirkulyatsiya ta’rifidan foydalanib;

b) Stoks formulasidan foydalanib hisoblang.

Yechish. Chizma chizib, unda normalning birlik vektor n=k yo‘nalishini

1 aylanish yo‘nalishini ko‘rsatamiz:
) Aylananing parametrik tenglamalari :
x=2cos t, y=2sin t, z=3, 0<{<27r.

nayotgan C sirkulyatsiyani ta’rifdan foydalanib topamiz:

21
{ A\. yvdx + x?dy — zdz = \. [2sine(—2sin tdt) + 4cos2t - 2 cos tdt — 3 - 0] =
' 0

it
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2

1l

0

2 1 2m 1 2
8(sint — .wnm__ﬁw.wu_ 0 —2(t IMm_: 2t) — Oﬁ. = —47

30.2-rasm

5

b) Shartga ko‘ra : 1% = K, rotd = (2x — 1)k. Stoks formulasiga ko‘ra:

C= .\.\ﬁcmm - i%dg = b.mmal Ddxdy = .‘Nmmﬂnome = Drdrde =
a Ty Ty

2w 2 2
1 1 ;
= .\&e \ﬁwnomaclbwaﬂn.\. Awwm,ncmelmﬁm:mm_s”

0 0 . 0

2m m
3 _ (8 2m
= [ Gor -2 Gang o) e

0

(Ikki o*Ichovli integralni hisoblashda qutb koordinatalariga o‘tiladi.)

Mustaqil yechish uchun misoliar

La=yl -5 +:'% vektor maydonining L: x*+y*=9 ;=5 aylana bo‘yicha birlik

vektor J ga nisbatan aylanib o‘tishning musbat yo‘nalishda sirkulyatsiyasini
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2m 2n 2n
m.\ cos’tdt —4 | sin?edr = g \ (1 —sin®t) d (sint) — m\ (1 —cos 26)dt
4] 1] 0

Do v w25 2% vektor maydonining L: x*ty’=9 ,=5 aylana bo‘yicha
Bl vektor k ga nisbatan aylanib o‘tishning musbat yonalishda sirkulyatsiyasini
Vdeyitx’j-22 & vektor maydonining L: x*+y’=9 ;=5 aylana bo‘yicha
bivlik vektor © ga nisbatan aylanib o*tishning musbat yo‘nalishda sirkulyatsiyasini
boa =i —x* v 2%k vektor maydonining L: x*+y*=9 7=5 aylana bo‘yicha
hirlik vektor ¥ ga nisbatan aylanib o‘tishning musbat yo'nalishda sirkulyatsiyasini
5o d=yi -3 -2k vektor maydonining L: x*+y*=9 7=5 aylana bo‘yicha

ik vektor k £a nisbatan aylanib o‘tishning musbat yo‘nalishda sirkulyatsiyasini

0. d=yi—x"j -2k vektor maydonining L: x*+y*=16 z=5 aylana bo‘yicha

lik vektor k £a nisbatan aylanib o'tishning musbat yo*nalishda sirkulyatsiyasini
Todd=yi-x'j-2% vektor maydonining L: x*+y*=25 2=5 aylana bo‘yicha

lik vektor & ga nisbatan aylanib o‘tishning musbat yo*nalishda sirkulyatsiyasini

o]
el
~l
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