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SO‘Z BOSHI

Yosh mutaxasislarni har taraflama rivojlangan komil inson qilib
tarbiyalashda matematika alohida o‘ringa ega. Matematikani o‘rganish
Jarayonida inson faoliyatining barcha sohasi uchun zarur qobilyatlar;
fjodiy fikrlash, mantiqiy mushohada, fazoviy tasavvur, tahliliy
mulohaza, abstrakt tafakkur shakllanib boradi.

Tabiatda uchraydigan juda ko‘p qonunlarni, jarayonlarni
differensial va integral tenglamalar bilan ifodalash mumkin. Differensial
tenglamalar fani erkli o‘zgaruvchi, funksiya, funksiyaning hosilalari
orasidagi funksional bog‘lanishlarni o‘rganuvchi fan bo‘lib, mazkur
fanning natijalari fizikaning kinematika, dinamika, to‘lqinlar nazariyasi
Vit boshqa ko*plab bo‘limlarini o‘rganishda muhim rol o‘ynaydi.

O*zgaruvchan kuch ta’siridagi harakatlar, Nyutonning ikkinchi
(jonuni, tebranma harakatlar kabi fizik jarayonlarni differensial hisob
Ilida tavsiflash mazkur jarayonlarni o‘rganishni juda soddalashtiradi.
Mana shularning o‘ziyoq differensial tenglamalar fanini fizika va
astronomiya yo‘nalishlarida o‘gitilishining ahamyati muhim ekanligini
ko'rsatadi.

Differensial tenglamalar fizika yo‘nalishi bo‘yicha bakalavr
layyorlash o‘quv rejasidagi asosiy fanlardan biridir. Bu fan oddiy
differensial, xususiy hosilali va sodda integral tenglamalarni analitik
usul bilan va sifat jihatidan o‘rganishni o‘z oldiga asosiy magsad qilib
o' yadi.

Mazkur fan talabalarni oddiy differensial tenglamalarni yechish,
echimining xossalarini o‘rganish bilan bir qatorda shu tenglamalar bilan
(fodalanadigan fizik jarayonlar hagida tasavvurga ega bo‘lishlariga
Imkon beradi.

Shu bilan bir qatorda differensial tenglamalar kursi o‘zidan keyin
yoki parallel qo‘yiladigan matematik va ba’zi fizik kurslar uchun asos
yoki zaruriy apparat sifatida qo‘llaniladi.

O'quv qo‘llanma differensial tenglamalarga oid mavzular:
muvjudlik teoremalari, birinchi tartibli differenstial tenglamalar, yugori
tartibli- differensial tenglamalar, differensial tenglamalar sistemalarini
10 lig qamrab olgan.

Tavsiya etilayotgan ushbu o‘quv qo‘llanmada zamonaviy fan
yutiglari, respublikamizning shu sohadagi tanigli olimlarining ilmiy-
tndgigot ishlari natijalari oz aksini topgan.
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O‘quv go‘llanmani pedagogika oliy ta’lim muassasalarining fizika
va astronomiya o‘qitish metodikasi talabalari, aspirantlar, matematika
o’qituvchilari hamda mazkur fan yo’nalishida ilmiy tadgiqot
izlanishlarini olib borayotgan ilmiy xodimlar uchun tavsiya etish
mumkin.

Mualliflar

I BOB. BIRINCHI TARTIBLI ODDIY DIFFERENSIAL

TENGLAMALAR
1.1-§. Differensial tenglamalar faniga kirish.
AK Asosiy tushunchalar. Koshi masalasi.
REJA:

* Differensial tenglamalarga  keltiriladigan tabiiy fanlar
» Yechim, umumiy yechim tushunchalari. _
> Hosilaga nisbatan yechilgan birinchi tartibli tenglamalar.
shi masalasi, y S
- » Koshi masalasining yechimi hagidagi teorema.

Tayanch iboralar

Birinchi tartibli tenglamalar, umumiy yechim, Koshi masalasi,
ekvivalentlik lemmasi, Gronuol| lemmasi, Pikar teoremasi, Lipshist
sharti,

Hozirgi kunda fan-texnika rivojlanib borgan sari matematikani roli
ortib bormogda. Shu jumladan matematikadan fizika, mexanika va
ronomiya hamda iqtisodiy  masalalarni yechishda, biologik
iyonlarni tahlil etishda va boshqa ko‘p sohalarda foydalaniladi. By
sohalardagi jarayonlarni matematik modeli differensial tenglamalar
nomi bilan yuritiladi.

Erkli o‘zgaruvchi, noma’lum funksiya va uning hosilalari yoki
differensiallari orasidagi  bog‘lanishni  ifodalovchi tenglamaga
differensial tenglama deyiladi va umumiy holda quyidagicha yoziladi:

Flx,y,p\0%.0") =0

Agar noma’lum funksiya bir argumentli bo‘lsa, u holda tenglama
oddiy differensial tenglama deb, agar noma’lum funksiya ko‘p
O'zgaruvchili bo‘lsa, u holda tenglama xususiy hosilali differensial
tenglama deb aytiladi.

I-misol. Faraz qilaylik moddiy nuqta OX o‘qi bo‘ylab xarakat
(ilsin. Xarakat funksiyasi At bo‘lsin. Bundan tashqari biror 1=,
Mmomentda uning absissasi x, qiymatni qabul gilsin. Shu moddiy nuqtani
xurakat qonunini toping.

Bu masalaning matematik modeli

MWH\S. x(ty) = xq

5




||Ic!

ko‘rinish bilan ifodalanadi.
2-misol. Radiaktiv modda hisoblangan radiyni parchalanish tezligi
uning miqdoriga to‘g‘ri proporstiolnal. Faraz qilaylik, # momentda Ry g
radiy bor bo‘lsin. Ixtiyoriy # momentda R g radiy miqdorini aniglang,.
Agar proporstionallik Koeffitsienti c(c>0) ga teng bo‘lsa, u holda
masala ushbu differensial tenglamani yechishga keltiriladi.
dR
—=—cl
dt
Bu tenglamani r=f, da R=R, ga teng bo‘ladigan yechimi
W"Hﬂcw.ﬂ?‘ow
funksiya bilan ifodalanadi. Yuqoridagi masalalardan ko‘rinadiki bitta
differensial tenglamani bir necha funksiyalar ganoatlantirishi mumkin,
shuning uchun differensial tenglamalar nazariyasining asosiy magqsadi
berilgan tenglamaning barcha yechimlarini topish va ularning
Xususiyatlarini o‘rganishdan iborat.
Differensial tenglamalarni tartibi tenglamada qatnashgan eng
yuqori tartibli hosila tartibi bilan aniglanadi.
1-ta’rif. Ushbu
F(xyy)=0 (1)
tenglama hosilaga nisbatan yechilmagan birinchi tartibli oddiy
differensial tenglama deyiladi.
2-ta’rif. Ushbu
wM. = f(xy) (2)
ko‘rinishdagi tenglama hosilaga nisbatan yechilgan birinchi tartibli
oddiy differensial tenglama deyiladi.
3-ta’rif. Agar
y=o(x,c) 3)
funksiyalar oilasi (1) tenglamani ayniyatga aylantirsa, u holda ushbu (3)
funksiyalar oilasi (1) tenglamaning umumiy yechimi deyiladi.
4-ta’rif. Umumiy yechimdan c- o‘zgarmas sonning har bir
qiymatlari uchun hosil bo‘lgan yechimi xususiy yechim deb ataladi.
Yuqorida keltirilgan 1 va 2 masalalardagi (to, xa), (to, Ry
nuqtalardan o‘tuvchi yechimlarni yagonaligi muhim ahamiyatga ega,
shuning uchun berilgan (1,x ¢) nugtadan bitta yechim o‘tsa shu nuqgtada
yagonalik o‘rinli deb yuritiladi.

S-ta’rif. Yagonalik o‘rinli bo‘lmagan yechim maxsus yechim
deyiladi.
J-misol: Tenglamani yeching
y=2fy  (y20)

Bu yerda y#0 deb olib MIW\H =1 yoki Q_JL =1 tenglikka ega bo‘lamiz,
V»

Bundan [y =x+c¢ (x> —c) yoki y=(x+c)? (x> —c) umumiy yechimga
o bo'lamiz,

.w:_amz tashqari y=0 ham tenglamaning yechimi, bu maxsus
yechim bo‘ladi. ¥=0 ni , ya’ni OX o‘gini ixtiyoriy nuqtasidan

y=l-x)  (x2x)

yarim parabola o‘tadi,

Differensial tenglamalar nazariyasining asosiy masalalardan biri
Koshi masalasi deb yuritiladi.

L ) (4)

ko'rinishidagi tenglama uchun Koshi masalasi quyidagicha qo‘yiladi.

Koshi masalasi: (1) tenglamaning

. Mxo0)=yo (5)
shartni (anoatlantiradigan yechimini topish masalasi Koshi masalasi
deyiladi yoki boshlang‘ich masala deb yuritiladi.

Bunda x, va y, berilgan sonlar bo‘lib Ax,y) funksiya aniglangan
sohaga tegishli bo‘ladi. (4) tenglamaning yechimi bo‘lgan y=¢(x) yoki
oshkormas ko‘rinishda ¢(xy) funksiyani mos egri chizig®i (grafigi)
Integral chiziq deb ataladi. Koshi masalasi, geometrik nuqtaiy-
Muzardan qaraganda barcha integral chiziglar ichidan berilgan (x,)
Nugtadan o*tuvchi integral chizigni topish masalasidir.

4-misol: Koshi masalasining yechimi mavjudmi?

o  x

M Hlﬂ ﬁHo = O?._\: = Ou

M0)=0
Bu - differensial  tenglamaning umumiy  ko‘rinishi  y'= F(x, y)
. : 4 OF .
\_T...__le., bo‘lib, mﬂ.nw tenglik y=0 da ma’noga ega emas, bu

Koshi masalasini yechimi mavjud emasligini bildiradi.
Demak, Koshi masalasi har doim ham yechimiga ega emas, agar
yochim mavjud bo‘lsa u yagona bo‘ladimi?, kabi savol berilishi tabiiy.
7
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Yechimining yagonaligi differensial tenglamalar olingan jarayonlarda
biror qonun mavjud bo‘lib boshqa qonun yo‘qligini, xarakat yoki
Jarayon faqat shu qonun orqali amalga oshishini bildiradi.

Yuqorida qo‘yilgan savolga quyidagi Pikar teoremasi javob
beradi.

Teorema (Pikar teoremasi). Agar (4) tenglamada fx,y) funksiya

1.D={(xy): x-asx<xota, yy-b<y<ye+b} to‘g‘ri to‘rtburchakda
uzluksiz, (demak unda chegaralangan, ya’ni

M) < M, M>0, (6)
2 . u o‘zgaruvchi bo‘yicha Lipshist shartini qanoatlantirsa, u holda
(4) tenglamani (5) shartini ganoatlantiradigan va
; b
|x—xo| <h, h= _,E_._hn.ﬂﬂ.u
intervalda aniqlangan yagona yechimi mavjud.

Teoremada keltirilgan Lipshist sharti D sohada aniqlangan ikki
ozgaruvchili f{x,y) funksiya uchun quyidagicha bo‘ladi. Ixtiyoriy (x,),
(x,y2)e D nugtalar uchun ushbu

|/ Ceomi) = £ (32 < Ly, = )
tengsizlik orinli bo‘lsa, fx,y) D sohada u bo‘yicha Lipshist shartini
qanoatlantiradi deyiladi. L — Lipshist o‘zgarmasi.

Eslatma. Teoremadagi Lipshist shartini bajarilishini talab qilish
o‘rniga f(x,y) funksiyadan ybo‘yicha hosilani uzluksizligini talab qilish
mumkin.

Ya’ni,

LACS)
e
Endi Pikar teoremasini isbot gilishga o‘tamiz. Buning uchun
avvalo quyidagi ikkita lemmani keltiramiz.
Lemma 1. (Ekvivalentlik lemmasi)
Agar y=¢(x) funksiya x, nuqtani o'z ichiga olgan biror J intervalda
aniglangan bo‘lib (4), (5), Koshi masalasining yechimi bo‘lsa, u holda
y=@(x) funksiya J intervalda

Hx)=po + [ £t (0))ar (8)
X
integral tenglamaning yechimi bo‘ladi va aksincha, agar y=g(x)
funksiya (8) tenglamaning yechimi bo‘lsa, u holda y=¢(x) funksiya (4),
(5), Koshi masalasini yechimi bo‘ladi.
8

K =const>0.

Isbot. y=¢(x) funksiya (1) tenglamaning yechimi bo‘lganligi

uehun
W) 15, 0(0)

ayniyat o‘rinli bo‘ladi. Bu ayniyatni x, dan x gacha integrallaymiz

(xoxel) o(x)=p(xy)+ T?e@&

X0

(5) shartdan foydalansak,
o(x)=yo + [ £ (e, 0(0))at.

Bu tenglikdan ko‘rinadiki, y=¢(x) funksiya (8) tenglamaning yechimi.
Endi teskarisiga isbotlaymiz, y=¢(x) funksiya (8) ning yechimi
bo'lsa, ¢(x) ni (8)ga qo‘yamiz va undan hosila olamiz.

0= 0+ [ otk |0+ 17000h |- et

Demak, ¢'(x)= f(x,p(x))bu tenglik y=¢(x) funksiya (4) tenglamaning
yechimi ekanligini ko‘rsatadi. Lemma isbot bo‘Idi.

Lemma 2. (Gronuoll lemmasi)

Agar u(x) funksiya T?WL intervalda manfiymas, uzluksiz bo‘lib,

shu intervalda ushbu

u(x)= ;+m.?¢§. A20,B>0 9)

o]
integral tengsizlikni qanoatlantirsa, shu u(x) funksiya uchun quyidagi

-AHV < AeP-x0 u, xe To .WL

lengsizlik o‘rinli bo‘ladi

Xususiy holda agar 4=0 bo‘lsa u(x)=0.
Ushbu lemmaning isboti u(x)< =50 )y(x) belgilash kiritib, (9) ga
(0'yish bilan isbotlanadi.

Yuqoridagi ikki lemmadan foydalanib, teoremani isbotlash
mumkin.

Pikar teoremasining isboti, maviudliei.
|. Lemmaga ko‘ra (4), (5) masala o‘rniga unga ekvivalent bo‘lgan
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v K |x-xg|<h oraliqda aniqlangan va uzluksiz. Bu funksional ketma-
7 Y=y +u__,u.\.¢%€§ v ketlikni tekis yaginlashuvchi ekanligini isbotlaymiz.
integral tenglamani yechish masalasini ko‘ramiz. Yechimni ketma-ket QR tusticaional qatorni qaraylik
| i lashi { Bibh e ; : v + (1 ()= 0) + (12 () = 1 (&) ...+ (7, () = 3y () +-. (10)
yaqinlashish usuli bilan izlaymiz. [x-xg|<h intervalda aniglangan ’ A e e ! o
funksiyalar ketma-ketligini t i Uning n - E,hmcmq yigiindisi S,(x)=y,(x) va
.«q,.___+
x \_—
_ = Yo, =y, + | flt, plr))ar
7 »(E)=s )=, h_.._.l ) .__:: ?+_w = _El.l_qu_ bo‘lib, yaginlashuvchi.
. LRl \_:..._;-_\\| L T
ENA‘«VH Yot ._.\.o_.%_ TS&. nl
X0 Matematik analiz fanidagi Dalamber alomatining formulasi
7 IIIIIIIIIIIIIII g q <1, yaginlashuvchi
I 8 . _ - g R q > 1, uzoglashuvchi
| Ya(x)=y, +MCA,,:S_-_ (1))at Xulosa qilib shuni aytishimiz ~mumkinki, sonli qatorni
| Bu funksiyalaning: rafigl | ko'rilayoteat R a— E_n_z_mm:ce.o:_:maw: <mwm...mr:mmm ﬁo_.o_.:mmmmm _ﬁ..u ra (10) w.c:w.m_o:m_
_ Dy ={l )| x—xp [k | y—ys |<B)  to'glrito’rt  burchakd higib (ator y=¢(x) funksiyaga tekis yaqinlashuvchi va limit funksiyasi ham
w,,_| _...t...a o i_ g e X . & - s uzluksiz funksiya bo‘ladi.
| cwmﬂwmx_nmmmsmo._%”mh__un%o wmn.:mmuwm ni 7=0,1,2,... uchun  (x,.y,)€Dy Endigi bosqichda y=¢(x) limit funksiya (4), (5) masalaning
_ w1 da d (ro0)eDy yechimi ekanligini isbotlaymiz. Buning uchun n—o0 da
__ : : Yun(®)=yo + [0 (1n)
7__ |91G) = vo l=|vo + [ 7o, et = ol = | £, e < __é 0| < b [t = Ll
7 ™ M._ g tenglikdan
=M |x-x,|<Mh< = min| a,— T
[x—x, |KMh<b T B_zﬁnu?‘uw, o(x)=yo + [ 7(t.0(t))dr (12)

7 |
| Xuddi shunday n=2 da ) -
tenglik kelib chigishini isbotlash zarur.

| 1=y | [ | [y OV < b | x - xp [ Mb<, pavshanks,
*o 1] x

_. muﬁ_.q_ou.mv.. n uchun ._.-\.A___ G an‘m = _.-\.An E:Tuv&. ‘-‘_.ﬂ.ﬁ..-«o@d|.\.A__,L\=¢§E.n m\.:@u?vlu\:@fn

_ x x » * * Xy
1 y(x)=yo + _, .y, ()= _. Sy, () < M ‘— di=M|x—xy|<Mh<b, Vlx) woc.:m.wmﬁ__r @(x) funksiyaga tekis yaqinlashganligidan ixtiyoriy
I xy %o o £>0 berilganda ham shunday »n, nomer topiladiki n>n, bo‘lganda
i _ eslatib o‘tamizki bunda biz quyidagi formuladan foydalandik lp(x) - y,| <=
7 _ 7 _.\.?v&ﬁ ‘_,_\Ai_&. tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.

__7 %o Shuning uchun
| Shunday qilib, ko‘rilgan {y, (x)} ?:erm_E. ketma-ketligi ’ g ;
= < —
:eS ¥, () h. _.& ﬁ | x—x, _u h=¢ ya’ni

_ *u
10 11




[ 70t~ [ 163, 0pad <.
tengsizlik o‘rinli, bundan

lim T (0., (¢))dte = w \T lim y, é&.u .W.%..esr..

H—son s
X

buesa (11) tenglikdan (12) kelib chiqishini ko‘rsatadi.

Yugqorida ko‘rsatilgan isbotlardan qisqa qilib shunj aytish
mumkinki, (4), (5) Koshi masalasining yechimini mavjudligini

[x-xo|<h oraliqda I-lemmaga ko‘ra integral tenglamaga keltiriladi
hamda bu integral tenglamaning yechimi ketma-ket Yaqinlashish usulj
Yordamida mavjudligini va by funksiya [imit funksiya ekanligini
ko‘rsatiladi.

Endi (4), (5) Koshi masalasining yechimi mavjud bo‘lsa, yagona
ekanligini ko‘rsatamiz.

Masala yechimining Yagonaligi:  Faraz qilaylik  (4), 5)
masalasining ikkita yechimi mavjud bosin. Ax) va y(x) lar Je=xo|<h
intervalda aniqlangan bo'‘lib, [x-xo|<h interval ularning umumiy
aniglanish intervalj bo‘lsin.

Shu intervalda Ax)=y(x) ekanligini ko‘rsatamiz, Px) va y(x)
yechim bo*lganligi uchun

dp dy
@~ TEo) W)
Bundan [x,,x, + 4] interval uchun

lo(x) - w(x) = ._n.\ (t.o(¢))ar — H o) </ miﬁvl Y,

X

ya'ni |p(x)— w(x)<1 H_SS ~ (e )ar

Px)=yAx) ekanligi kelib chigadi, ya’nj lemmadagi u(x) funksiya sifatida
c?vnﬁ@v-ﬁ.& ayirmani olib, lemmadag; tengsizlikda 4=0 bo‘isa
u(x)=0 bo‘ladi yokj PX)=y(x). Biz xe [x0.x0 +4] uchun ko‘rsatdik.
Shunga o‘xshash xe [x +h,xo] uchun ham muloxaza yuritish mumkip.
Shunday qilib, Pikar teoremasi to‘la isbot etjldj.

S-misol; Quyidagi Koshi masalasining yechimiga Yaqinlashuvchi
yechimning birinchi uchta hadinj toping.

12

Y=x+y
»0)=0
Hunda
L\.AH_‘CWthuT.v\Mu HGHPEOHD
n=0 da y=0
x x ..Nu o2
2}, _ b
n=1da .s?vuol?c f?mﬁ..l 2, =
0
4 4 2 s
x __.m x ! .|.H| HI.
3HN&m.EAkVH:+_...+ s n&n.n__. H+Mwm¢|~ +mc
0
2 2 5
X X X
Demak, y, =0, y, =50 ¥ u-ml+mm.

Bu yechim teorema shartiga ko‘ra fagat x=0 :cnﬁ:msw. __w__.%h.
atrofida  mavjud bo‘ladi. fx,y) funksiya butun (xy) tekislikda
i i s igi ixtiyoriy
aniglangan va uzluksiz bo Iganligi uchun ix .l n -
' _DWAOC\V“ Xo-asx=<xpta, yo-b<y<y;+b} sohani, ya’ni a va b ni olish
mumkin. .
Unda M u:._mx.«+w~_ =a+b” bo‘ladi.

b
a+bh’ , .
Amaliy mashg‘ulot uchun mavzuning :_:_.H_”:._E
bayoni va vechimlari bilan berilgan tops riglardan

. namunalar

Yechim esa | x|< EET. u intervalda mavjud va yagona bo‘ladi.

- . Q& I o a
Birinchi tartibli differensial tenglamalar F(x, »=)=0 ko‘rinishg

dy i . @H
ega. Bu tenglamani ko‘p hollarda % ga nisbatan yechib 2 =&
ko‘rinishga keltiriladi.

& /(x) ko‘rinishdagi tenglamani dy= f(x)ar ko‘rinishda yozib,

Q [ - - - . -
ans_wlnm integrallasak vy=[f(x)dx+c umumiy yechim kelib chiqadi. .
f Y _ tenglamaning umumiy yechimi
Shunga o‘xshash 28 teng

E L dun 0= [-2-ic yoki | wu =x+c ko‘rinishda bo‘ladi.

dy g0 gly) gly . ol

1.1. Yechimi +* +g? =2y bo‘lgan differensial tenglamani EN_:.m.
Yechish: Tenglikning har ikkala tomonidan hosila olamiz:
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2x+2c-y-y'=2y'

Bundan, nnwr.a. Berilgan tenglamaga qo‘yib a~+.<|~.ﬂ
¥y Yy
hosil gilamiz.

Soddalashtirib x?y' - xy = yy' tenglamani topamiz.

1.2, y=cx’ funksiya 3y-x/=0 differensial tenglama yechimi
ekanligini tekshiring va R(I;1) nuqtadan o‘tuvchi Xususiy yechimini
toping.

Yechish: y=cy’ funksiyadan hosila olib Y'=3Cx* differensial
tenglamaga qo‘ysak, 3cx’-x.3cx? -0 ayniyat hosil bo‘ladi. Demak,
y=Cx* umumiy yechim ekan. x=y=1 ekanligidan c=1, ya’ni y=x
funksiya R(1;1) nugtadan o*‘tuvchi Xususiy yechimdir,

¥*=2y ni

1.3. MHI_ r» X€R tenglamaning umumiy yechimini, y()=x
e
shartni ganoatlantiruvchi Xususiy yechimini toping.
Yechish: &ﬁ_&, dan y=arcigx+ec umumiy yechim. x=1 da y=»
==
_w_am::mamb m=arctgl+c ya’'ni, nnlu.ﬂh.

Koshi masalasi yechimi y=aretgx+ mam ga teng.

WJ\ Mustaqil yechish uchun topshiriglar:

L4 Quyidagi umumiy yechimlarga mos differensial tenglamalarni
tuzing.

Ly=e 2. y=(x—e)
3. y=Cx*® 4. y=sin(x+C)
5. +Cx=x" 6. y=C(x-C)*
7. Cy =sinCx

1.5. Quyidagi differensial tenglamalar yechilsin.
1 yl=35 2. y'=cosx
3. Y =3e* 4. Y=y
5. y' =siny 6.V =e

I.6. Koshi masalasi yechimini toping,
Y =sinx, »0)=1

B R ——
I —S—S—"—"——.

w Tekshirish uchun savollar

I. Differensial tenglama deb ganday ﬁmm_mammm aytiladi?
2. Tenglamani tartibi qanday aniqlanadi?

. - e e
3. Yechim va umumiy yechim ta’rifini ayting” . -
4. Hosilaga nisbatan yechilgan tenglama uchun Koshi masalasini

(o'ying? N
5. Ekvivalentlik lemmasini ayting?
6. Gronuoll lemmasini ayting?
7. Pikar teoremasi?
8. Lipshist shartini keltiring?




1.2-§. O‘zgaruvchilari ajraladigan tenglamalar.
Bir jinsli va unga keltiriladigan tenglamalar,

REJA:

_V_.Q.Nmﬂ:xormma “.&H.._w_m&mﬁn_ ﬁmu%mbu&magm umumiy ko‘rinishlari
va ularni ekvivalentligi. : -

» Bir jinsli funksiya tushunchasi. :

> Bir jinsli tenglama va uni yechish usuli. 3

> Bir jinsli tenglamalarga keltiriladigan tenglamalar.

Tayanch iboralar

O*zgaruvchilari ajiraladigan tenglama. Bir Jinsli  funksiya. Bir jinsli
tenglama.

Hosilaga nisbatan echilgan differensial tenglamalarda, agar
Sxy)y=fi(x)d,(y) ko‘rinishdagi funksiya bo‘lsa, u holda tenglama

H_n.h?v&_cwv (1)

ko‘rinishga ega bo‘ladi. Bunda £(x) biror Jy intervalda d,(y) esa J>
intervalda aniqlangan funksiyalardir.

(1) ko‘rinishdagi  differensial tenglama  o‘zgaruvchilar

ajraladigan differensial tenglama deyiladi.

Teorema. Agar asx<b, c<y<d o‘zgarganda Si(x)d\(y) funksiya
uzluksiz, hamda di(y)#0 bo‘lIsa, u holda

q={(x): a<x<b, cy<d}
to‘g‘ri to‘rtburchak sohani ixtiyoriy (xo.p) nuqtasidan tenglamani bitta
va faqat bitta grafigi o‘tadi.

M =" ekanligidan foydalanib, (1) tenglamani

dy

iy =il

d(y) i
ko‘rinishda yozib olamiz. So‘ngra integrallab Ki(y)-Fi(x)=C yoki
Fxy)=C ko‘rinishdagi umumiy integral topiladi.

I-misol : Tenglamani yeching
X

mu =5 :xaﬂa\_?vnla_u_ Cguw bo’lib y#0  ydy=- xdx

R ————————————ee
e e ————— »

- 138s8/55 -

ko'rinishda o‘zgaruvchilarni ajratamiz va integrallaymiz, u holda
‘—_lh_ n|m+1_w yoki y* +x?=C, ko‘rinishdagi umumiy integralga ega
2 D
bo'lamiz. n!
O*zgaruvchilari ajraladigan tenglamalar ushbu ko‘rinishda ham
ho'lishi mumkin,
E.SRQK?E@ZMQHWHQ ... 9
‘rini i i ‘rinishga keltiramiz, ya’ni
bu ko‘rinishdagi tenglamani ham (1) ko‘rinis
.@\lulﬁ_?v 2.0@
dx ?«uﬁhv?_mg
Apgar M (x) = fi(x), - z_amfwnm_@v belgilash kiritsak, (2) tenglama (1)
n 2“ .fu - - - -
ko'rinishni oladi. Uni yuqorida ko‘rilgan usulda yechimini topish
. ial 1 berilgan bo‘lsin
uyidagi differensial tenglama :
i MoudeNGo)b=0 )
Agar M(x,u) va N(x,u) funksiyalar bir xil .ﬂm:_w_nmm_ bir _._nmm_
funksiyalar bo‘lsa, u holda (3) tenglama bir jinsli F._._m_m.:._._m %E_m._mw..
Matematik analiz kursidan ma’lumki, berilgan f{x,y) funksiya » - tartibli
bir jinsli funksiya deyiladi, agar ixtiyoriy # uchun ’
Aextyy=1" £ ) )
tenglik o‘rinli bo‘lsa. Endi ushbu ma’lumotdan foydalanib, (3)
tenglamani tahlil etamiz.
. 1
(4) tenglikda 1=

X

almashtirish bajaramiz

1

Ma_

FL,2=—f(x.»)
o
yoki
fs)=x"102) (5)
(5) formuladan foydalanib (3 )ni quyidagicha yozamiz.
MOT) MO
@"|}\Hﬁh_|{v| X _ “EAMV

& N&D e Nad)
X X

Demak, bir jinsli tenglama

Y $(=)'ZBEKISTON RESPUBLIKAS! OLIY(B). 1M,
dx | X LN VA INNOVATSIYALAR VAZIRLIGI
CHIRCHIQ DAVLAT PEDAGOGIKA UNIVERSITETI

AXBOROT RESURS MARKAZI




[
T —S—.

Bu tenglamadan ko‘rinadiki, koordinata boshida birorta ham
integral chiziq o‘tmaydi
Bir jinslj tenglamani yechish uchun

y=zx (7)
almashtirish qilamiz, bunda Z=z(x) yangi noma’lum funksiya (7) nj (6)
tenglamaga qo‘yamiz, buning uchun
Ay=xdz+zdx (V'=z%+z)
ko‘rinishda yozish mumkin,
Differensialni (hosilani) topamiz,

Xxdz + zdy
o
soddalashtirsak ;
.«m.m tz=9¢(2)
dy
yoki
d= _dx
P(z)—z

ko‘rinishga kelad;. Bu 0°zgaruvchilarj ajraladigan tenglamadir, so‘ngj
tenglamani integrallab,

F(zx,c)=0
funksiyani olamiz,

So‘ng (7) almashtirishdan 7 p; topib,
E.Wa.&nc Yoki Fix,u,s)=0
X
umumiy integralga ega bo‘lamiz,
2-misol: Tenglamani yeching,
(2 =2xy)dx + x2dy =

avvalo bu tenglama bir jinslj ekanliginj ko‘rsatamiz. (4) formulaga ko‘ra
X=Xt , y=yt deb olamiyz

(y*  2xty1)d + *x’dy=
?(p? = 2xp)dx+ 1 x2dy =
(0 - 2xp)ete 4 x*dy)=0

bundan kelib chigadiki

-

o lmb‘_v&«..r.ﬂu&\HTH.«..L\HELMHHMC\N JNH:B.._.MNQ..L

bo‘lib m=2 bo*ladj. U holda berilgan tenglama uchun y=z almashtirish
qilish mumkin,

Bundan dy=zdx+xdz bo“lib, tenglamaga qo‘yilsa

I8

n) z'—zwx0

de | _& integrallab, topamiz:
s x

. . z-1 : J
(z=1)-Inz=—mx+Ic yoki kml.lun yoki x(y-1)=ye.
b) 2*~z=0 bo‘lsa, u holda b B .
.W. =1)=0 bo‘lib , z=0, z=1 undan yuqoridagi almashtirishga ko‘ra

NHO_M\HO
X

N = an‘ =X
X
Demak, umumiy integral x(y—1) =ye,y=0.

Bir jinsli tenglamalarga keltiriladigan differensial tenglamalardan

ifodalarga ega bo‘lamiz.

biri
@H\. ax+byy+¢ (8)
& QNHn—u &Mb\ +h.u
ko‘rinishdagi tenglama bo‘lib, unda s, va s lardan kamida bittasi noldan
fargli bo‘Isin. Unda 2 holni qaraymiz,
I-hol:

a=[" % b —bay =0 bo'lsin
a, b,
Bu holda {“* 0y +a =0 sistemani yechib, x=x, u=u, yechimni
B x+byy+cy =0
lopamiz va
; C=X—Xo, N=y-y, )
x=&+x, y=n+y,

almashtirish bajaramiz. (9) almashtirishni (8) tenglamaga qo‘ysak

dn ! ayp+ayxg + b+ by, +c

d& a5 +ayxy +byn+b,y, +c,

Wmu n_m;_J _Siam:mmwm_m&.
d¢ a¢ + by

Bundan (6) ko‘rinishdagi bir jinsli tenglamani olamiz, ya'ni

2

Ui

a, +b =
h 2 _m,..l n
| |"¢)

5
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Bu tenglamani oldingi usulda yechish mumkin.
2-hol. Agar
a=" Bl ab —ba=0
a, b,
bo‘lsa, u holda

e I 07 tenglikka ega bo‘lamiz.
Iy &M
Bundan esa

a) =ayk, by =byk bo‘ladi. (8) tenglamaga qo‘ysak
b Hn~h+&~£m+n_wn\._ﬁnmh+&~.5 (10)

dx a,x+byy+c,
ko‘rinishdagi tenglamaga ega bo‘lamiz.
(10) tenglamada z=a,x+b,y almashtirish bajaramiz, u holda
o‘zgaruvchilarni ajraladigan

dz
—=a+bfz
% b2
tenglama hosil bo‘ladi.
Amaliy mashg'ulot uchun mavzuning gisqacha
bayoni va yechimlari bilan berilgan topshiriglardan
namunalar

Y= (x)-g(») yoki  M(x)-N()de+Px)-00dy=0  ko‘rinishda
yoziladigan differensial tenglamalar o‘zgaruvchilari ajraladigan
differensial tenglamalar deyiladi. Bunday tenglamalarni yechish uchun
ikkala tomonni shunday ifodalarga bo‘lish (ko‘paytirish) kerakki,
natijada tenglamaning bir tomonida faqat ga, ikkinchi tomonida faqat
x ga bog‘liq ifodalar hosil bo*lsin.

dy _ . oy . M(x)
o S(x)dx yoki a&r ~ ) dx
So‘ngra ikkala tomonni integrallab umumiy yechim hosil qgilinadi.
Ikkala tomon x,y qatnashgan ifodalarga bo‘linganda, bu ifodalarni nolga
aylantiradigan xususiy yechimlar yo‘qolishi mumkin.

¥'= f(ax+by +c) ko‘rinishdagi differensial tenglamalar,

==ax+by+c yangi o‘zgaruvchi kiritish yordamida o‘zgaruvchilari
ajraladigan differensial tenglamalarga keltiriladi.

2.1 xydy+(x+1)dy=0 tenglamani yeching.
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1

Yeehish: (x4 l)dy=—xyax ko‘rinishda yozib olib, ikkala tomonni
v(rah ga bo'lamiz. Bunda tenglamani qanoatlantiruvchi y=o, y—_

yechimlar borligini yodda tutamiz.

Tenglama §u||u.|_& ko‘rinishga keladi. Ikkala tomonni
» X

Itegrallaymiz:

Rm_.- .
v x+1

|y = =x+ln[x+ | +1nC ya’ni y=C-(x+1)-e~ umumiy yechimdir.

2.2, y'-cage+y=2 tenglamaning Ew“no shartni ganoatlantiruvchi
yechimini toping.
dy

Yechish: Ml.w.awanuue ko‘rinishda yozib, 7o = fgxds ko‘rinishga
=%

keltiramiz. Tkkala tomonni integrallab —Inj2— )| =—Injcosa| - InC  yoki
2+ y=C-cosx yechimga ega bo‘lamiz.

Demak, y=2+Ccosx umumiy yechimdir.

Endi boshlang‘ich shartni ganoatlantiruvchi yechimini topamiz.
:.m_uc dan oufm.nam. ya'ni ouui,.w ; C=—4

Izlanayotgan yechim y=2-4cosx bo‘ladi.
25, y'=y+2x-3 tenglamani o‘zgaruvchilari ajraladigan
differensial tenglamaga keltiring va yeching.
Yechish: ==y +2x-3 ko‘rinishda yangi o‘zgaruvchi kiritamiz.
y=z-2x+3 dan Yy=2z'=2
z'=2=z ko‘rinishdagi tenglamaga ega bo‘lamiz.
d=
==« dan
In=+2|=x+InC  yoki z+2=C-.¢* kelib chiqadi.
Eski o‘zgaruvchilarga qaytib y=C.eX —2x+1 ekanligini topamiz.
Bir jinsli va unga keltiriladigan tenglamalar tenglamalar
M(x,pax+ N(x,y)dx=0  tenglamada  M(Ax;Ay), N(A Ax;
almashtirishlar bajarganimizda tenglama ko‘rinishi 0‘zgarmasa, bunday
tenglama bir jinsli deyiladi. Bunday tenglamalar

Wwﬁuﬁwg ko‘rinishga keladi va Jmnﬁ yoki y=wux yangi
o‘zgaruvchi kiritish yordamida o‘zgaruvchilari ajraladigan differensial
tenglamaga keltiriladi.
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y=r A ale ko‘rinishdagi  differensial  tenglamalar
ax+by+c ‘
1

koorinatalar boshini ax+by+e =0 va ax+by+c=0 to‘g'ri chiziglar

kesishish nuqtasiga parallel ko‘chirish yordamida bir jinsliga keltiriladi.
Agar bu to‘g‘ri chiziglar kesishmasa, n_.«+..m_wn£§+u.5 bajarilib, _

z=ax+byalmashtirish  yordamida o‘zgaruvchilari  ajraladigan ;
differensial tenglamaga keladi.

Ba’zi tenglamalarda y=:" almashtirish yordamida bir jinsliga
keltirib olinadi. Buning uchun m sonini differensial tenglama bir jinsli
bo‘ladigan qilib tanlab olinadi. Bunday m soni mavjud bo‘lmasa, bu
usul bilan tenglamani bir jinsliga keltirib bo‘lmaydi.

2.4. (x+2y)dx—xdy=0 tenglamani yeching,

Yechish:  Azouchun  (ix+22p)dx— Axdy=0 tenglama berilgan
tenglamaning aynan o‘zi, demak, tenglama bir jinsli Y=u-x
almashtirish bajaramiz.

Vi=ux+u,  dy=xdu+udx

ekanligidan (x+2-ux)dx —x - (xdu +udx) =0
x-[(1+ 2u)dx— (xdu+udx)]=0 da x=0 xususiy yechim bo‘ladi. Qavs

ichini ixchamlab, (1+wu)dx = xdu
... du dx

1+ u x
Injl+ 4| =Inx+InC

l+u=C-x ga ega bo‘lamiz.
muDT_ dan y=x-(Cx-1) umumiy yechim kelib chiqadi.

2.5. (2x—4y+6)dx+(x+y—3)dv=0 tenglamani bir jinsliga keltiring va
yeching,

Yechish: 2x-4y+6=0va x+y-3=0 to‘g'ri chiziglar kesishish
nuqtasi R(1;2)dir. Demak, x=x-1, y=y-2 almashtirishlar
o‘tkazamiz.

R+ -4 +2)+ 6k +[(X +14+Y +2-3) ]y =0
QX —4Y)dX + (X +)dY =0
hosil bo*lgan tenglama bir jinslidir.
2x—4-u-x)dx+(x+u .k”___”,ﬁ_..+k&=_nc
x=0, ya'ni x—1=0 xususiy yechim bo‘lishi mumkin.
(2 = 4u)dx + (1 + 1) (udx + xdu) = 0
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I u dx

— du==-2-

(= 1)u~-2) i X
2 3 dx
,—:.._«.:: ._.zlmn.zll.—.ﬂ

2nfue 1]+ 3Infu—2 =~Inx+InC
Mnfie =2+ nx=21nfu— 1|+ InC
-2 x =C(u-1)*
Yy y-2

= ekanligini hisobga olsak,

.I . »
H.. Im.luw .?.I:u. .v.lMI_u
x=1 x=1

(r=2x)'(x~1)=Cy—x-1)? umumiy yechimdir.
2.6. x*(y'-x)=)* tenglamani bir jinsliga keltiring,
Yechish: p=z=  y'=pemt. almashtirish o‘tkazamiz.
M mz™ 2 — x) = 72
Bu tenglama bir jinsli bo‘lishi uchun 3+m-1=4=2m tengliklar
bajarilishi, ya’ni m=2 bo*lishi zarur.
Unda tenglama x*(2.z.2'—x)=* ko‘rinishdagi bir jinsli differensial
lenglamaga aylanadi.

“ Mustagqil yechish uchun topshiriglar:

2.7. Quyidagi differensial tenglamalarni yeching,

l. x'~y=0 2.0/ 4+y=0

3. +x=0 4.y =y

5. %Y +y=0 6. x+xy+)'(y+x)=0
7. ¥ +ldx=xpdy 8. 2x*y)' +y* =0

9. ' —xy* =2xy 10. y' =™

A8, Berilgan  boshlang‘ich  shartnj qanoatlantiruvchi  xususiy
yechimlarni toping.

L 2y =y, y(4) =
2. V' =Q2y+ Detgx;

.w‘ xﬂ»..u....—___m n_l .‘m == cw u»H|: =




S  scoom———————.

i 7 4.y = NJ\ME X y(e)=1 M C_.wam.c<m_wm_mam w.-ﬂ_.m_mn_:mms anm_m_dmbm _._EE_..‘._:% ko‘rinishi?
« ¥V =Jlax + ( iladi
5. (x*=1)y +2x7=0; p0)=1 ‘ ax h M+ 5 nglama ganday yechiladi?
I . 1 3. .___n\ﬁ =7 u tenglamani yeching?
| 6. %' +y=y"; «i_vum ayx+byy +c, g Jeeliag
e i . .
| 2.9. Yangi o‘zgaruvchi kiritib o‘zgaruvchilari ajraladigan differensial 4. y'=sin® x tenglamani yeching?
tenglamaga keltiring va yeching. 5 y'= \M L w tetiel : .
' glamani yeching?
Iy =Ax+2y—1 Ll
1l o e S 6. Bir jinsli funksiya tushunchasi?
_ ) m\l ; ol 7. Bir jinsli tenglama ko‘rinishi?
| 3. (x+2y)y' = _” y(0)=- 8. Bir jinsli tenglamaga keltiriladigan tenglamalar?
I 4. 2x—y+1)y =1 9. Umumlashgan bir jinsli tenglamani bir Jinsli tenglamaga
2.10. Bir jinsli ekanligini tekshiring va yeching. keltirish usuli?
' - 2 2 _ i ¥
& Mw\ me.ta i ksl =0 10. .ﬁ_uwfi tenglamani yeching?
o L ! -+ N =
3. &%) 4. xy AV =y
5. (x=y)dx+(x+y)dy=0 6. (y* —=2xp)dx+x’dy=0
¥
7.x)=y—x-e* 8. v HHnOmhaN
X
2.11. Parallel ko‘chirish yordamida bir jinsliga keltiring va yeching.
1. 2x+y+1)dx—(4x+2y—3)dy=0
2. (x+4y)y'=2x+3y-5
3. (y+2)dx=02x+ y—4)dy
doy NTF
x+y-—1
5. (/)2 T2 22T
x+3 x+3
2.12. Yangi o‘zgaruvchi kiritib bir jinsliga keltiring va yeching.
1. 2x*y' =y +xy 2. 2xdy + (x*y* + D) ydx =0
3. ydx+x(2xy+1)dy=0 4,2y +x= pf\w
’ 2 N 2 '
5: =¥ rﬂ 6. 2y+(x"-y+1xy'=0

w Tekshirish uchun savollar
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1.3-§. Chiziqli tenglamalar. O‘zgarmaslarni
variatsiyalash usuli

Wm._>.

> ENE: Snm_mﬂmaﬁm umumiy wmnr_n:.

% Bernulli ﬁmumgmmr

Tayanch iboralar
Chizigli tenglama, Bernulli tenglamasi. o*zgarmasni variastiyalash
(Lagranj) usuli.

Quyidagi
V' +p&)y=f(x) (1
ko‘rinishdagi y va ' ga nisbatan chiziqli bo‘lgan tenglama chiziqli
tenglama deyiladi. .
Tenglamadagi p(x) va f(x) funksiyalar (a,b) intervalda uzluksiz
(—0 <a, b<w).
Agar (1) tenglamada f'(x)=0 (xe(a,b)) bo‘lsa , u holda

Y tp(x)y=0 (2)

tenglama bir jinsli deyiladi.
Agar (1) tenglamada f (x)#0 bo‘lsa bir jinsli bo‘lmagan ﬁ:m_maw
deyiladi. Bu tenglama uchun boshlang‘ich shart qo‘yib, Koshi
masalasini hosil gilamiz. Pikar teoremasiga ko‘ra agar p(x) va f (x)
funksiyalar (a,b) intervalda uzluksiz bo‘lsa, u holda
W(X0)=o L

shartni ganoatlantiruvchi yagona yechimi mavjud, mrcs._:m@nw bir jinsli
tenglamalarning integral chiziglari OX o‘qini kesib o‘tmaydi. .

Hagiqatdan ham, agar OX o‘qini kesib o‘tsa, u holda Koshi
masalasining yechimini yagonaligi buziladi, chunki y=0 (OX o‘qi) ham
(2) tenglamaning yechimi. .

Shunday qilib, quyidagi xulosaga kelamiz. Agar (2) tenglamani
biron-bir yechimi (a,b) intervalni bitta nuqtasida nolga aylansa, u holda
butun (a,b) intervalda nolga teng va aksincha (g,b) intervalni bitta
nuqtasida nolga teng bo‘Imasa, butun intervalda noldan fargli.
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Chizigli tenglama xossalari

1. Chiziqli tenglamada x argumentni ixtiyoriy

x=0(1)

almashtirilganda  ham, oz  ko‘rinishini  (ya'ni  chiziqliligini)
0'zgartirmaydi.

2. Chiziqli tenglamada y noma’lum funksiya ixtiyoriy

y=a(x)z+b(x)

chizigli almashtirilganda ham o'z ko‘rinishini (ya’ni chiziqliligini)
0'zpartirmaydi.

Bir jinsli (2) tenglamaning umumiy yechimini izlash uchun uni
(uyidagicha yozib olamiz.

dy=-yp(x)dx tenglikdan
Y plxldx , buni integrallab
y
y=ce 1PN (3)
ko‘rinishdagi yechimini olamiz, bunda
s=const
(3) ko‘rinishidagi yechim ushbu xossalarga ega.
I. Agar y, (2) tenglamaning xususiy yechimi bo‘lsa, u holda
AP (R)y=0 @)
ayniyat o‘rinli hamda
y=cy (5)

funksiya ham uning yechimi bo*ladi.
Isbot: y=cy funksiyani (2) tenglamaga qo‘yamiz
(en) +pE) ey )=s(yi+px)y1)
(4) tenglikka ko‘ra yuqoridagining o‘ng tomoni nolga teng, ya’ni
s(yi+p(x)y1)=0
Demak, (5) korinishdagi funksiya tenglamaning yechimi.

2. Agar y; (2) ni noldan farqli xususiy yechimi bo‘lsa, u holda (5)
ko*rinishdagi funksiya (2) ning umumiy yechimi bo‘ladi.

Ma’ruza davomida bir jinsli bo‘lmagan tenglama uchun
0'zgarmasni variasiyalash usuli bilan tanishamiz. Bu usul ba’zan
l.agranj usuli deb yuritiladi.

(1) tenglamaning yechimini (3) ko‘rinishida gidiramiz, ya’ni

y=ce™] PO (6)
bunda, ¢ o‘zgarmasni o,_.:mmm, c=c(x) uzluksiz differensiallanuvchi
funksiya deb, (6) dan hosila olamiz
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y=c'(@)e TP _ pye(x)e TPFE 7
(6) va (7) ni (1) tenglamaga qo‘yamiz.
¢ (x)e TP _ px)e(x)e TP 4 p(xye(x)e TP 2 1 (),
bundan

nA..&mL PR /)
yoki
¢'(x)= f(x)el PN
tenglikka ega bo‘lamiz.
So‘nggi tenglikni integrallab,
elx)=[r ()l 7M. ¢, ¢ =const
Bu ko‘rinishdagi e(x) funksiya giymatini (6) ga qo‘ysak,
y=e 7o [ r(a)el M) 8)
ko‘rinishdagi (1) tenglamaning umumiy yechimini topamiz.
(8) ni yoyib yozsak
.u\HNITA&V?%-\A&WT'TK»R&+ ﬂ._ml_.,...fru AWV
ko‘rinishga keladi. Buning birinchi hadi (1) tenglamani biror xususiy
yechimini bildirsa, ikkinchi qo‘shiluvchi (2) tenglamaning umumiy
yechimini ifodalaydi.
Eslatma: 1, Yuqoridagi (3) va (9) formulalardagi integralni x; dan
x gacha aniq integralga almashtirish mumkin, bunda x,e(a,b),
ya'ni
- ] pleae x J ple)ee
y=e?® n.H+._.\.AHVa dx

Xy

Agar y(xp)=yo boshlang‘ich shart berilsa, u holda

- wlhu&n ( x wm_ﬁk_n_._n
y=e® |y+ [f(x}e®  ax (10)

X

Koshi ko‘rinishidagi umumiy yechimga ega bo‘lamiz.

Eslatma: 2. Agar p(x) va f (x) funksiyalar (—oo,+o0) intervalda
aniqlangan va uzluksiz bo‘lsa, u holda ixtiyoriy xg,yo boshlang‘ich shart
bilan aniqlangan yechim ham uzluksiz va uzluksiz differensiallanuvchi
bo‘ladi, ya’ni (10) formula aniqlagan integral egri chiziq (—oo,+w®)
intervalda silliq bo‘ladi.
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Bernulli tenglamasi. Ushbu

b . Y'+p)y=f (x)” (n=0,1) (11)
ko'rinishdagi tenglama Bernulli tenglamasi deyiladi.
N Bernulli  tenglamasini  chiziqli tenglamaga keltirish mumkin.
Buning uchun (11) ni y”" ga bo‘lamiz, u holda

V"Y' pe)y' =S (x) (12)
lenglamani olamiz. Bunda
|

Y=z y=zin (13)

_.__E_m::zm:_um_.m_é,:mm.:&icmv mmn_o,w_m::nr_._:w.::cums,_mm.
Ya'ni (13) dan hosila olib,

(1—n)y™"y'=z, y= i |...%-= (14)

endi (13) va (14) ni (12) ga qo‘yamiz

A_ = H&\la +plx)==1 ?v

=h

¥y

yoki
- 2+ (1=m)ple)e =(-n)/(x)
Bu ....”_:NE__ tenglama, ushbu chizigli tenglamani yuqoridagi usulda
yechib, .mm._._m yana (x,y) o‘zgaruvchilarga o‘tsak Bernulli
lenglamasining yechimi quyidagicha ko‘rinishga ega bo‘ladi.
|

[(1-n)p(x)dx I-n

n-l cbx
) o (15)

y= c+[(1-n) f (x)e

: Ny . ;
1-misol: w|wvnlwwu tenglamani yeching. Bu Bernulli

s ), 1
tenglamasi bo‘lib n=2, n@ulﬂ.\?vu |w«. Tenglamani y* ga bo‘lib

yuboramiz
I

L
Yo Y= ==
X X
: 1 0 .
Bu yerda y'=z Awunv almashtirish ~ qilamiz, hosila olsak,
_ L ' .- U 3
—y'=2, ¥'=-z"y* va tenglamaga qo‘yamiz

—w
- 1 1
v ==y )=
x x
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soddalashtirsak

.

24

1.1
X i X
Bu chiziqli tenglamani o‘zgarmasni variastiyallash usulida yechib
z= H? +x)
X

yechimga ega bo‘lamiz. u o‘zgaruvchiga o‘tsak
y=—_
X+c
umumiy yechim hosil bo‘ladi.

Eslatma: Bernulli tenglamasini " ga bo‘lganda (n>0) yechim
yo‘qotishimiz mumkin. Shuning uchun #>1 da y=0 yechimni (15)
formuladan ¢=o bo‘lganda olish mumkin, bu xususiy yechim bo‘ladi.
Agar 0<n<l1 bo‘lsa y=0 yechim (14) formuladan kelib chigmaydi va

maxsus yechim bo‘ladi.

Amaliy mashg‘ulot uchun mavzuning qisqacha
b - . . - . . .
Bl bayoni va vechimiari bilan berilgan topshiriglardan
i ¥ E:_:_::_:_.

No‘malum funksiya va uning hosilalari birinchi darajada
qatnashgan differensial tenglamalar chiziqli deyiladi.

Birinchi tartibli chizigli tenglama '+ P(x)y=0(x) ko‘rinishda
bo‘ladi.  Bunday tenglamani  y=«.v  almashtirish yordamida
o‘zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamaga keltirish mumkin.
O‘zgarmas sonni variasiyalash deb ataluvchi ikkinchi usulda bunday
tenglamani yechish uchun dastlab Y'+P(x)y=0 tenglama umumiy
yechimi olinadi, undagi O‘zgarmas S soni S(x) funksiya bilan
0°zgartiriladi, berilgan tenglamaga qo‘yilib va S(x) funksiya topiladi.

Bu xususiy yechim va bir Jinsli tenglama umumiy yechimi
yig‘indisi berilgan tenglama yechimi hisoblanadi.

Y+ P(X)y=0(x)-y" (n=1) ko‘rinishdagi tenglama Bernulli tenglamasi
deyiladi. Bu tenglamaning ikkala tomoni »" ga bo‘linib
w,_duu almashtirish o‘tkazilsa, chizigli tenglamaga ega bo‘lamiz.

Y+ P(x)y+0(x)-y* = R(x) ko‘rinishdagi  tenglama  Rikkati
tenglamasi deyiladi. Bunday tenglamaning biror xususiy y,(x) yechimi
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ma’lum bo‘lsagina, y=y,x+z almashtirish yordamida Bernullj
lenglamasiga keltirish mumkin.

3.1. ' |w -y =2x" chizigli differensial tenglamani yeching.

g i 2 2 . -
Yechish: y'—-Z.5-¢ tenglamaning umumiy yechimi y=Cx*;
X

»=C(x)-x* deb olamiz va berilgan tenglamaga qo‘yamiz
C'(x):x* +mu.Qkulm.GC&k~ = 2%
X
soddalashtirib, C'(x)=2x, ya'ni  C@=x ekanligini topamiz.
Xususiy yechim y=x* ekan. Berilgan tenglamaning umumiy yechimi

v=Cx* +x* ko‘rinishda bo‘ladi.
| x

3.2. y'——y== Bernulli tenglamasini yeching,
x7 y
Yechish: n=-2 ekanligidan uul._lr_auxu almashtirish o‘tkazamiz,
=
1 1 2 TR ] -2 1 [ x u .
y=z?, _\_uml. *-z' ekanligidan g2 ! -~ =* == kelib chiqadi.
-1
Tomonlarni 3-7 ga ko*paytirib, mfmmuua chiziqli tenglamani hosil
X
qilamiz.
. -3 : : -
# =—2=0 ning umumiy yechimi -=c.*
X
#=C(x)-x" deb olamiz va berilgan tenglamaga qo‘yamiz.
S : . S2 snlia
&) uulu dan necu|w+n__ Xususiy yechim :=-3,? ko‘rinishida,

umumiy yechim esa :=c-x'-32* bo‘ladi. Eski o‘zgaruvchiga qaytib
»v'=Cx'-3x* Bernulli tenglamasi yechimi ekanligini topamiz.
3.3 y-2xp+y*=5-x* Rikkati tenglamasining xususiy yechimi
»=x+2 ma’lum bo‘lsa, umumiy yechimini toping.
Yechish: y=x+24: y'=1+2 almashtirish bajaramiz
142 = 2x(x 4+ 24 2) + (x + 24 2)? = 5— 2.

Soddalashtirib, '+ 4z =—2* Bernulli tenglamasiga ega bo‘lamiz,
| 1 I DoF

== Z=- 4 .hllu.n

-1 ] : &

z ! 1
tenglamaga kelamiz.
f'—41=0 tenglama yechimi r=c.e*

almashtirish yordamida r—4/=1 chizigli
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4r
'—4r=1 tenglama yechimi esa ,-4Ce”" -1 ekanligini topish
g n g P
mumkin.
Mos Bernulli tenglamasini  yechimj uunnm _ ko‘rinishda,
2" —
Rikkati tenglamasi umumiy yechimi esa y=x+24—2 ko‘rinishda
& vy 4Ce* ]

bo‘ladi.

%ﬂhv Mustaqil yechish uchun topshiriglar:

3.4. Chiziqli tenglamalarni yeching,

o 3
_.u..r.rhu‘« 2 Ama+:(_\.‘nuwk+w‘t
x
] 1
3. V+yigx= 4. (xv+e*)dx— xdy=0
cosx

5, MMQM.TER«umw 6. .«u.%.+ﬁ.~.+:kuwk~.mpu
3.5. lIzlanayotgan funksiya va bog‘ligsiz o‘zgaruvchi «rollariniy
almashtiring, hosil bo‘lgan tenglamalarni yeching.

Ly=@2x+y%-y 2. (x+y*)dy = ydv

3. (2-¢’ —x)y' =1 4. nmm:~¥+aﬁ,§v¢\_uu
3.6. Bernulli tenglamalarini yeching.

L X%y —xpy = y? 2.V -xy=—p'.e*

3 E‘H+\<HIHE~ 4. xydy=(y* + x)dx

5. 00 42y+x"y o' =0 ¢ y'x*siny = x’ —2y.
3.7. Xususiy yechimi berilgan Rikkati tenglamalarini yeching.

L'y +xp+x?y?=4 5 -2
x
) mw~+wn+-uluuo gy
X X

3. 9 -@x+l)y+y*=—x* , -,
4. V' +2pe" — y? = o2 4 ot Vo =e*
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w Tekshirish uchun savollar

I Chiziqli tenglamaning umumiy ko‘rinishi?
2. Bir jinsli qismi? :
3. Chiziqli tenglamani yechishni o‘zgarmasni variastiyalash usuli?
4. Chizigli tenglamani yechishni o‘rniga qo‘yish usuli?
5. y'+32Z=x9
X
6. Bernulli tenglamasini umumiy ko‘rinishi?
7. Bernulli tenglamani yechishdan almashtirish ko*rinishi?
8. Rikkati tenglamasini umumiy ko‘rinishi?

9. Rikkati tenglamasini yechimi usuli? oy
10. Rikkati tenglamasi qanday tenglamaga keltiriladi?
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1.4-§. To‘la differensialli tenglamalar,
Integrallovchi ko*paytuvchi.
Hosilaga nisbatan vechilmagan tenglamalar

REJA:

» Eyler —Dalamber sharti. :

> Integrallovchi ko*paytuvchi ‘hagida tushuncha.
> Tenglamaning turli ko‘rinishlari va uni yechish.
» Parametr kiritish usuli. : o 4
»> Lagranj tenglamasi. Klero tenglamasi

> To‘la differensialli tenglamalar tushunchasi.

=

Tayanch iboralar
To'la differenstialli tenglama, integrallovchi kopavtuvchi, Eyler -
Dalamber sharti, tenglama yechimning parametrik ko‘rinishi, Klero
tenglamasi, Langraj tenglamasi
Bizga
M(x.p)dx+N(x,y)dy=0 (1)
ko‘rinishidagi tenglama berilgan bo‘lsin. Bunda M(xy), Nxy)
funksiyalar biror D to‘plamda aniqlangan va uzluksiz .
Agar (1) tenglamani chap tomoni biror F(x,y) funksiyani to‘la
differensiali bo‘lsa, ya’ni
dF=M(xy)dx+N(xy)dy
u holda (1) tenglama to‘la differensial tenglama deyiladi.

Faraz qilaylik (1) tenglama to‘la differensial tenglama bo‘lsin, u
holda

M(x.)dx+N(x y)dy=dF= w!m i+ mm &
tenglik o‘rinli. Bundan esa
oF aF
L= BB
& M), % (x)

ekanligi kelib chiqadi. So‘ngi tengliklarni mos holda ¥y va x bo‘yicha
differensiallaymiz

0°F _aM(x,y) O°F _aN(x,y) 3)
&xdy &y T gyax ox
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Matematik analiz kursidan ma’lumki aralash hosilalar uzluksiz, u holda
hosila olish tartibiga bog‘liq bo‘lmaydi. Shuning uchun (3) ni chap
tomonlari teng bo‘ladi. Demak, o‘ng tomonlari ham teng

MW )

dy ox
(4) shart (1) tenglamani to‘la differensial tenglama bo‘lishi uchun
zaruriy va yetarli shart bo‘lib Eyler-Dalamber sharti deb ataladi. .

(1) tenglamani integrallash quyidagicha amalga oshiriladi. (3) ni

birinchi ayniyatini olib x bo‘yicha integrallaymiz, ya’ni

oF

MH ()

Flx,y)= [ M(x,y)dx + oly) )

Xy — D sohadan olingan biror nuqta. Bundan y bo‘yicha hosila olamiz
oF o0 :

=—[M(x,y)dx+¢'(y)
> )
yoki M(x,y) funksiya aniqlangan soha bir bog‘lamli bo‘lganligi uchun
hosila bilan integral tartibini almashtirish mumkin

o _ i

y LA
(3) ni ikkinchi tengligidan foydalanib ,@m o‘rniga N(x,y) qo‘yamiz

Y
toM

I ¢'(n)=N(x.y)

Bu erda (4) tenglikdan foydalansak,
FVS) e 1 (5) = M)

tenglik o‘rinli bo‘ladi. Integrallab
Nxy)-NGxow)y+e'(y)=Nx.p)
topamiz. Bundan esa

dx+¢'(y)

¢'(v)=N(xo.y)
yoki integrallab

o(y)= T (0, ¥)dy +¢; (6)

formulaga ega bo‘lamiz, c;=const, ¢(u) ni ifodasini (5) ifodaga qo‘yib,

35




Flx,y)= wi?«.&&q 4 w???&g +¢

ko‘rinishda izlanayotgan funksiyani topamiz. Bu formulada ¢;=0 deb,
quyidagi ko‘rinishda yozamiz.

X ¥
[M(x,y)ae+ [N(xg, y)dy =c (7)
R] Yu
(7) ifoda (1) tenglamaning umumiy integralini ifodalaydi.
Eslatma: (3) tenglikni ikkinchi tengligini olib # bo‘yicha
integrallab, yugoridagi ishlarni bajarsak, u holda umumiy integral

T& (xgs )dx + T?&% =e

ko‘rinishda bo‘ladi.
1-misol: Qﬁ&&&i&:.&&ﬂo

M= Hmd} N=x-yp, —= =t

(4) shart bajarildi
FEM=xty, F=N=xy
deb olsak, u holda (7) formuladan foydalanib

M_q.@h +Er___ .WTHJ L& = (x,=0, Yo =0)

integrallab quyidagini topamiz.

4 = 2y 4 2
i ! . X y
T == =eyoki -4y -
4 4 0 2 0 1 4 g E

Bu berilgan tenglamaning umumiy integrali.

Yuqorida to‘la differensial tenglama to‘grisida fikr yuritdik, agar
Eyler-Dalamber sharti bajarilmasa, u holda tenglama to‘la differensial
tenglama bo‘lmaydi. Ba’zi hollarda tenglamani to‘la differensial
tenglamaga keltirish mumkin,

Agar (1) tenglamaning chap tomoni to‘la differensial bo‘lmasa
shunday x=u(x.3)20, (xy)eD funksiya topish mumkinki, tenglamaning
chap tomonini shu funksiyaga ko‘paytirilsa, to‘la differensial tenglama
hosil bo‘ladi, ya’ni

dF=Mdx+Ndy (8)
Shunday xossaga ega bo‘lgan = (x,y) funksiyaga integrallovchi
ko‘paytuvchi deyiladi.
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F(x,y) funksiyaga
M (x,y)dx+N(x,y)dy=0 )

tenglamaning integrali deyiladi

Faraz gilaylik, M va N funksiyalar M,, N, hosilalari bilan uzluksiz,
u holda Eyler-Dalamber shartiga ko‘ra

oy ax

tenglik o‘rinli, bundan ko‘rinadiki, M, N lar birinchi tartibli hosilalari
bilan uzluksiz. (10) ni yoyib yozsak.

oM ou N ou
e bl o LS Vo
@‘b+_$m.f m4h+ x
yoki
O _ ppOm _ @rmﬁ (11)
Y% Y% m@ x )

ko‘rinishga keladi. Bu (x,y) funksiyaga nisbatan xususiy hosilali E::m&m
lartibli tenglama bo‘lib, bu tenglamani yechish oson emas. Shuning
uchun ba’zi xususiy hollarini ko‘rib chiqamiz.

1-hol: u=pu(x) bo‘lsin. U holda (4) da wluuo bo‘ladi va

Y
du_(oM _aN
oy &)
ko‘rinishga ega bo‘ladi. Bundan (N0 ) tenglikni olamiz.
oM oN

mh_u e:hu_mrms_mmam:_.,cwaw_mhmc {l uﬁ?vcm_m:mm:w:.mamx,
M
m. =y(x) yoki (in _:u, =yx)

tenglamaga kelamiz. Uni integrallab, = cel 04 yechimga ega
bo‘lamiz. ¢ — ixtiyoriy o‘zgarmas son ekanligidan ¢= 1 deb olsak
\:.hm_.ﬁznw (12)
integrallovchi ko‘paytuvchining (12) ko‘rinishiga ega bo‘lamiz.
(12) ni (9) ga ko‘paytirsak, to‘la differensial tenglamaga kelamiz.
2-hol: u=pu(y) bo‘lsin, unda (11) tenglik
du (M oN

-M—==|—-"" |y

dy d
ko‘rinishni oladi. Bunda

ar




l;

oM _aoN
Ox
=)
belgilash kiritib, 1-holdagi kabi fikr yuritib,
p = col VM

integrallovehi ko*paytuvchi ko‘rinishini olamiz. _
3-hol: x=u(w(x, ) ko‘rinishda bo‘lsin. U holda (4) tenglik

u ow  Bu o
N 2w, ou .Ia%@s mzwh?_u

owax  wady |y o
ko‘rinishga keladi. So‘nggi tenglikdan
M _aN
m“n M\r ox
o ow _ M ow
ox oy
ifodani hosil gilib va ung tomonini y{w) funksiya bilan belgilasak,
u Hm_‘i:_v?_

ko‘rinishdagi integrallovchi ko‘paytuvchini topamiz.
Xususiy holda agar w(x,p)=x-y bo‘lsa:

o _aw
ay  ox
a Y=
) w(x.y) Ny s B2 teng
(bunda MW.HF m\mnkv
b) agar w(xy)=x+y bo‘lsa,
oM _oN
)= &
w(x+y) e
ko'rinishda bo‘ladi, (bunda 2 =1, @ _, |
dc  dy

Eslatma: p=yu(x,y) integrallovchi ko*paytuvchini bilgan holda
carz.:.w va maxsus yechimlar topiladi. Hagigatdan ham (9) tenglama
berilgan bo‘lib, x= u(x ) uning integrallovchi ko*paytuvchisi bo‘lsa

dF=puMdx+uNdy
tenglik o‘rinli, bundan

U (Mdx+Ndy)=dF
yoki
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(Mdx+Nayy=—dr
H
buni (10) tenglamaga qo‘ysak, P%qno tenglikka ega bo‘lamiz, hamda
i

10, ar=0 (13)
H

lengliklarga kelamiz, (13) dan
F=c (c=const)

umumiy integralni va —=0 dan maxsus yechimni olishimiz mumkin.
u

Hosilaga nisbatan yechilmagan tenglama
Flxp,y')=0 (14)
ko‘rinishda bo‘ladi. Bu tenglamani ' ga nisbatan yechish mumkin
bo‘lsa
Ylxy) (k=1.2,...) (15)
ko'rinishdagi tenglamaga keladi. Bu tenglamalarni yechib, umumiy
yechimni topish mumkin.
Agar (14) ni )'ga nisbatan yechish mumkin bo‘lmasa, u holda
(14) ni yechimini turli usullarda topish mumkin. Buning uchun ba’zi
hollarni alohida qaraymiz.
1-hol: F=F(y') bo‘lsin, ya’ni
F(y')=0 (16).
Bu tenglamaning kamida bitta y'=k; yechimi mavjud, k; — o‘zgarmas
son:
y—-c
X

»'=k; ni integrallab, y=kx+c yoki & = tengliklarni olamiz. k;

yechim ekanligini nazarda tutsak, (3) tenglamani ﬁﬁwinuno
p o

ko‘rinishdagi integralga kelamiz.
2-hol: F=F(x, ") bo‘lsin, ya’ni
Flx,y')=0 a7
Bu tenglamani )’ ga nisbatan yechish mumkin bo‘lsa y=hix) (=1,2,...)
tenglamani olamiz va uni integrallab, yechimini topamiz . Agar y' ga
nisbatan yechish mumkin bo‘lmasa,

=), y'=y(r) (18)
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.

ko‘rinishda parametr kiritib, (17) ni o‘rniga 2 ta (18) ko‘rinishidagi
tenglamani qaraymiz.
dy=y'dx bo‘lganligi, (18) ni birinchi tengligidan dx=q(r)dr ekanligi
uchun dy=y(r)¢' (1)dt yoki y=[y0)p'()dt +c tenglikni olamiz va (17)
ning yechimi parametrik ko*rinishda
x=ol()
y= [y} ()t + ¢
Eslatma: Agar (17) ni x=¢(y) ko‘rinishida yozish mumkin bo‘lsa
y'=t parametr kiritiladi.
3-hol: F=F(y, y') bo‘lsin, ya’ni
Fy, y')=0 (19)
Bu holda y=¢(¢), »'=y(t) ko‘rinishida parametr kiritiladi. Bunda

. dy o'(t)dt
dy=y'dx dr="==
’ v o)

ifodalanadi.

tengliklardan

tenglikka ega bo*lamiz.
Demak, (19) ning yechimi parametrik ko‘rinishda

ifodalanadi.
Eslatma: Agar y=¢(y") ko‘rinishida yozish mumkin bo‘lsa, u
holda y'=t almashtirish amalga oshiriladi.
4-hol: F=F(x.y, ") bo‘lsin, ya’ni
F(x,p, »')=0 (20)
Bunda agar y=f(x,y") (21) ko‘rinishida yozish mumkin bo‘lsa, parametr
p kiritiladi. (21) ni differensiallab,
dy = mhaw + LA
ox Oy dx
yoki dx ga bo‘lib

tenglamaga kelamiz, almashtirishdan foydalansak,
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p ga nisbatan differensial tenglamaga kelamiz, buni integrallab,
F(x,p,c)=0 integral topamiz.
Shunday qilib,

D(x, p,c)=0
funksiyalar (7) ning integrallari oilasini aniglaydi.
Eslatma: (7) ni x=f(y, y') ko‘rinishda yozish mumkin bo‘lsa,
»'=p almashtirish bajariladi.
Bunda x=fly,p) parametrik ko‘rinishdagi tenglamani olamiz, bu
tenglamaga dy = y'dx, dx=fidv+ f,dp qiymatlarni qo‘yib,
dy = plo,,dy+ !, dp)

ﬁ =f(xp)

tenglamaga kelamiz.
v ni o‘zgaruvchi deb qarab, dy ga bo*lamiz
’ . dp . 1 £ , dp
1= + 9, —— | yoki —=¢’, +¢', ==
wﬁﬁ P Q.L YR Pt dy
tenglama hosil bo‘ladi. So‘nggi tenglamadan

p=a(y,c)
x=0(y,(y.c))

bo*lib, umumiy yechim

ko‘rinishda yoziladi.
Agar p=q¢(y) maxsus yechim bo‘lsa,
x=g(yr(»))
maxsus yechim bo‘ladi.
Ushbu
y=0ly ) +u(y) 1)
ko‘rinishidagi tenglama Lagranj tenglamasi deyiladi va bu tenglamada
V'=p parametr kiritamiz. U holda (21)

Y=o(p )+y(p), y'=p (22)
dy=y'dxda dyva y' ni(22)dan foydalanib,
olp)ds+ (@' (p)x+y/(p)dp = pdx

((p)= Pl +(plp)+ v/ (p))dp =0
tenglamani olamiz. Bu tenglamada oldidagi koeffitsient x ga bog‘lig
emas, dx oldidagi koeffitsient esa x ga nisbatan chizigli, shuning uchun

uni x ga nisbatan chiziqli tenglamaga keltiramiz. Buning uchun uni
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dp gava ¢(p )p #0 ga bo‘lamiz

& olp) _ olp)

dp o(p)-p p-olp)
Bu chizigli tenglama bo‘lib yechimi x=4(p)c+B(p) ko‘rinishiga ega,
buni (22) ga qo‘yamiz

v=A(p)o(p)+ B(plo(p)+wp)
ﬁ =4/(p)e+B,(p)

x=4(p)e - B(p)
parametrik ko‘rinishidagi yechimini topamiz.
Eslatma: Agar ¢(p )-p =0 bo‘lsa, uholda (22) dan
y=px+o(p) (23)

yoki

ko‘rinishga keladi.
@(p )-p #0 deb bo‘linganda bu tenglamani p=p, yechimlarini yo‘qotgan
bo‘lishimiz mumkin. Shuning uchun bu qiymatlarni (23) ga qo‘yib,
y=pxto@,) (=12,..)
ko‘rinishdagi xususiy yoki maxsus yechimlarini olamiz. So‘nggi
tenglikdan ko‘rinadiki, Lagranj tenglamasining maxsus yechimlari
to‘g‘ri chiziglardan iborat.
Quyidagi
y=y+uly) (24)
tenglama Klero tenglamasi deyiladi.
Lagranj tenglamasida ¢(y' )=y’ deb olingan. (24) tenglamada ham
¥'=p parametr kiritiladi.
Unda
y=pxty(p), »'=p (25)
bo‘lib, dy=y'dx ga ko‘ra (25) ni differensiallab,
pac+(x+y/(p))= pax

x+y'(p)dp=0
tenglamaga keltiriladi. So‘nggi tenglamadan
dp =0, x+y/(p)=0
2 ta tenglamaga kelamiz. Ularni birinchisidan p=c ni topib, (25) ni
birinchi tenglamasiga qo‘yamiz va
y=exhy(s)
ko‘rinishdagi to‘g‘ri chiziglar oilasini hosil qilamiz.
[kkinchi tenglamadan

yoki
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x=y/'(p)

tenglikni olib, Klero tenglamasini

x==y/(p)

y==py/(p)+y(p)

parametrik ko‘rinishdagi yechimini yozish mumkin.

(

Amaliy mashg*ulot uchun mavzuning gisqacha
e bayoni va yechimlari bilan berilgan topshiriqlardan
\
L ¥ namunalar

P(xy)dx+QO(x;y)dv=0 tenglama chap tomoni biror F(xy)
funksiyaning to‘la differensiali bo‘lsa, bu tenglama to‘la differensial
tenglama deyiladi.

Masalan, xdy+yvdx=0 va Ena tenglamalar chap tomoni
X
mos ravishda F(uy)=xy va ﬁanum funksiyalarning to‘la

differensiali bo‘lib, umumiy yechimlari x-y=c va 2=c ko‘rinishda
o

bo‘ladi.
P(x;y)dx+Q(x; y)dy=0 tenglama chap tomoni to‘la differensial
bo‘lishi uchun MHWW shart bajarilishi zarur. Bu shart bajarilsa,

dF = F'dx+ F,/dy= Pdx+ Qdy=0 dan F, =P, F,' =0 kelib chigadi.
F = [ P(x,y)dx+ p(y) desak, (0‘zgarmas son o‘rniga e(y) olamiz.)

F =([Peyd) +9,(0)=005y) dan o), ya'ni Ry
topiladi.

Agar Muw% bolsa, ba’zi hollarda shunday uPdx+uQdy=0
tenglama to‘la differensial tenglama bo‘ladi. Bu ko‘paytuvchi
integrallovchi ko‘paytuvchi deyilib, quyidagi hollarda oson topiladi:

_v _J.“ IQ.

5 —=¢(x) bo‘lsa, Inu=[g(x)dx.

r (]

Q; Ih_ u

Dt

¢,(») bo‘lsa, _:huru_ (v)dy.
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Dastlabki paragraflardagi differensial tenglamalarning har biri

7 to‘la yoki to‘la differensial tenglamaga biror integrallovchi
ko‘paytuvchi yordamida keltiriluvchi tenglamalardir. Masalan,

_ V' +a(x)y =b(x) chizigli tenglama uchun integrallovchi ko‘paytuvchi

| | H(x)= R

ko‘rinishda bo‘ladi.
4.1.  ycosxdx+sinxdy=cos2xdx tenglamani to‘la differensialga
_ keltirib yeching.
Yechish: Tenglama chap tomonini d(ysinx), o‘ng tomonini
sin2x

|~lu amﬁmracaip

_
_ | Bundan d(ysinx - m_:mm.xvu 0.

_ Umumiy yechim ysinx—sinxcosx=C yoki y=cosx+ .n. ko‘rinishda

sinx
Il bo‘ladi.

_ 4.2. w%%iﬁv&no. To‘la differensial tenglama ekanligini

tekshiring va yeching.
_ Yechish: P=2 | 0=y +Inx uchun P =0, HH.
_ x x

Demak, berilgan tenglama to‘la differensial tenglamadir.

i

_\ _ W-Hkumﬁnw“i:.«.
i X

11 F(x:y)= &&é:ﬁ:ﬁés.

__ | F/(x;)=Inx+¢, (3)=1"+Inx tenglikdan o, () =", ya’ni
4

n_wl.. Demak, umumiy yechim yIn a+$um ko‘rinishda bo‘ladi.

__
‘ __ .\rm.. Q.mms._?rERninp.nom&+i=5n€uc Hn:m_mﬂ:m :n_.:._z
_ integrallovchi ko‘paytuvchi toping va yeching.

_ Yechish: P/ =xcosy+1; Q) =2xcosy+Inx+1.

| _ o(y)=

il r' -0/ —xcosy—Inx 1

0 x’cosy+xinx  x

1
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Demak,  (siny + L)de+ (xeosy + Inx)dy=0 tenglama to‘la differensial
X

lenglama  bo‘ladi.  Hagiqatan,  hosil  bo‘lgan tenglama
uchun h.__ HnOmV.TH = Q_M
X
~..__. =8iny +H“ m._ =xcosy+Inx.
X

\.‘A.z,_;n:a:&+wv&uxm§w+&_=....+GC¢
L (x,p)=xcosy+Inx+p, () =xcosy+Inx
Bundan. ¢,'(3)=0, ¢=c.
Demak, umumiy yechim amm:u_+._._=anﬂ_ ko‘rinishda bo‘ladi.
Hosilaga nisbatan yechilmagan F(x,y,y)=0 tenglama asosan
o dy

Y= Wu.u parametr Kiritish usuli bilan yechiladi. Tenglamani y= s(x. p)
X

ko‘rinishda yozib, ikkala tomondan to‘la differensial olamiz.
dy = pdx ekanligidan
M(x, p)dx+ N(x.p)dp=0 ko‘rinishdagi tenglamani hosil qilamiz.
Bu tenglama yechimi x=gp(p) bo‘lsa, berilgan tenglama yechimi
v=[f(p(p).p) bo‘ladi.
Differensial tenglama x= £(y, ") ko‘rinishga kelsa ham, shu usulda
umumiy yechimdan tashqari maxsus yechimlarni  F(x,y, p)=0,

F (x,y.p)=0 tenglamalarda r ni yo‘qotib topish mumkin.
y=x(»)+¢()) tenglama Lagranj tenglamasi deyilib, y'=p
almashtirishdan quyidagi
(] L ﬂ‘
p=1(p)+[xf Q?e@:%
X ga nisbatan chizigli tenglamani hosil gilamiz.
y=px+p(p) tenglama Klero nomi bilan yuritilib, Lagranj
tenglamasi xususiy holidir. Bunday tenglamalar maxsus yechimga ham
epadir,
4.4, y(¥')' +x=1 tenglamani yeching.

Yechish: ' ga nisbatan yechamiz: y'=—;

O*zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglama hosil bo‘ldi. Uning
umumiy yechimi
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em + ﬁrcm umn ko‘rinishda bo‘ladi,
45. )V +w=y"+x' tenglamani ga nisbatan yeching, so‘ngra
umumiy yechimini toping.
Yechish: () =%'+x-3»*=0 tenglama ¥ ga nisbatan
kvadrat tenglamadir.
ww)\& —4(xy—y U_HMHQIN\QV dan
2 2
a) y'=x—y (chizigli)
b) y'=y (o‘zgaruvchilari ajraladigan)
Bu tenglamalar mos ravishda y=c.e~ 4+x—1 y=Ce* umumiy
yechimlarga egadir.
4.6. ¥ =(")> + 2(3")? tenglamani parametr kiritib yeching.
Yechish: Y =p belgisi kiritsak, y=p*+2p* dan

2=

P=2p-p'+6p*-p' Tomonlarni p=0 ga qisqartirsak 1=2p"+6pp' yoki
x'=2+6p. Bunda u,uw_h. Demak, x=2p+3p* +C, y=p* +2p’.
‘v

p=0 bo‘lgan holda y'=0, ya'ni y=c dan y-0 maxsus

yechim bo‘ladi.
4.7. y=x'-(»)* Klero tenglamasini yeching.

Yechish: Y'=p  belgilash  Kiritib, p=x-p'+p-2pp ga

egamiz. Undan p'(x—2p)=0 kelib chigadi. Agar p'=0 bo‘lsa y'=C

yoki y=Cx+C, x-2p=0 dan w_u.m yoki 4y=x2+4c ga ega

bo‘lamiz.

%W Mustaqil vechish uchun topshiriglar:

4.8. To'la differensial tenglamaga keltirib yeching.

1. x*dv+ xydy=dx 2. &NH&wlu‘.m&xHHu&\
it 3. ydx+(x—y*)dy= 4. ydx—(x—y*)dy =0
I 5. XY +1+x°)'=0 6. xdy— ydx = x%dx

| , 2x
|l 7. Xy +igy=

e L=
p— 8. y(y-e?+l)=x.y
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4.9. To'la Q_:,oasm_m_ _mzm_m_:m ekanligini tekshiring va yeching,
l. Er.llva.&+ n? 0

, u&.m;&n+@ e’ —dy=0
edx+(1-xe™)dy=0

. 2xcos’ ydx_+(2y—x? sin2y)dy=0

. (BxPy— 4xy? )dx + (x° —4x?y+1 2y*)dy=0
. (xcos2y +1)dx — x? sin2ydy=0

3
L3+ Iny)dx = am_...l.».lvn‘:

8. 2x(1+/x? = y)dx—+[x* - ydy=0
4.10. Integrallovchi ko* paytuvchini toping va yeching.
1. (x* = y)dx + xdy=10
2. 2xtgydx+(x* —2sin »)dy=0
3. (€ = y*)dx + ydy=0
4. (sinx+e* v+ cosxdy=0
5. (1+3x* -sin y)dx — xcigydy=0
6. x(Iny +2nx —1)dy = 2 ydx
7. (* = y)dx + x(y + )dy =
8. ¥* (ydx—2xdy) = x* (xdy - 2ydy)
4.11. ,_Jm:m_E:m_mE_ barcha yechimlarini toping,

1. O - 2. 8(y)’ =27y
3.(/ +q ”E:.an 4. () +1)=1
5. () -4y* =0 6. x(')’ =y
4.12. )’ ga nisbatan yechib, so* ngra umumiy yechimlarini toping.
. »'(xy' + y)=2)° 2. (V) =2 +x=0
3.0 =y2y'-1) 4 () +x=2y
5. (V) —2x)' =8x? 6. (' +3y)* =
4.13. Yangi parametr kiritib yeching.
Lx=()+)y 2. x((y')* =) =2/
3. 00 -0y =y 4. VY -0y =
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5. 59+ =x(x+y) 6 y=22+y-() 11 BOB. YUQORI TARTIBLI DIFFERENSIAL TENGLAMALAR
u 4.14. Lagranj va Klero tenglamalarini yeching. . 2.1-§. Ta _.:._u_i uﬁ.m.ﬁ?i: mumkin bo‘lgan
| B - : nﬁ differensial tenglamalar.
Ly=xy"+y 2. .fnm»uxiﬂ n-tartibli chizigli tenglamalar
| 3, y= @_w 4. y=35—y> REJA:
| Yy
= xv'—ax] +v2 R | Q.:NE: tenglamalar va: uning xossalari.
‘ 3y =Ry -aylty mél@luw. Chizigli tenglama yechimining xossalari. _
_ wcnﬁ_wu_pquum chiziqli bog‘ligligi va erkliligi . :
_ w Tekshirish uchun savollar V Vronskiy determinanti va xossalari.
_ Omadmﬁ%_am.sdc:_ formulasi.
_ : ; : * Yuqori tartibli amal turli ko‘rinishl
|| 1. To‘liq differensial tushunchasi? .W O:Mu Wnﬂw: :oM__HW nmgwmw!u_ubmwm: w_ao e
_ 2. To'liq differensial tenglamani umumiy ko‘rinishi? ﬁv Bir jinsli bo‘lgan hol -
3. To‘liq differensial tenglama bo‘lishi shart? > _.P_:..mmmm._..mmEm..n i
4. To‘liq differensial tenglamani yechish hagida tushuncha? e -
5. To‘liq differensial tenglamaga misol keltiring? Tayanch iboralar
6. Integrallovchi ko‘paytuvchi haqida tushuncha? Tartibini ~ kamaytirish ~ mumkin bo'lgan  tenglama turlari.
_ 7. Integrallovchi ko‘paytuvchi u = u(x) bo‘lsa uni ko‘rinishini yozing? almashtirish ko*rinishlari, 2 — tartibli chizigli tenglamalar. funksivani
! 8. Integrallovchi ko‘paytuvchi u = u(y) bo‘lsa uni ko‘rinishini yozing? chizigli ~ bog-ligliligi, Vronskiy determinanti, ikkinchi tartibli
9. Integrallovchi ko‘paytuvchi =xy bo‘lsa uni ko‘rinishini yozing? 0'zgaruvchan koeffitsientli tenglama.
_ 10. Hosilaga nisbatan yechilmagan tenglamalar umumiy ko‘rinishi? ] _— ) . .=y o
11. F=F(y")=0 xolni yeching? Yugqori tartibli tenglamalarni ba’zi hollarda tartibini pasaytirish
_ _ 12, F=F(y,y")=0 xoli yeching? mumkin. Xozir shunday tenglamalarning bir necha tiplarini ko‘rib
e o'tamiz.
| 13. xy'=1+y'* hosilaga nisbatan yechiladigan tenglamani 1. Ushbu
_, u\mo:mﬂm.w . . o _T..AH, ?U. Q+: ?; c.ﬂkmzv :u
I 14. Lagranj tenglamasini e _.Aﬁ,\..._._ﬁm_.:ﬂ (1) tenglamada y,y’,...p*" ﬂmn__u__ rcm__m_ma qatnashmaydi. Bu holda
_ _ #M HFAMM“MH”.MNMMMW”MHM”MW %Nmﬂﬂ%ﬁ%csnrmo e:! z ko‘rinishda yangi z mﬂ:wm._%m w__:m.y_w,:ﬁ unda (1) tenglama
; ; X : ’ Fix,z,2',..,z2"*)=0 )
_ ?
_7 WM MM.._MH“mm“uwﬂwwnﬂwﬁmrw_w_uhﬂmﬂw Rishtichs: ko‘rinishga kelib, tartibi (n-k) ga teng. Biror usul bilan (2) tenglamani

yechib, umumiy yechimini topamiz.
z= x.@r«._ e S u
almashtirishga ko‘ra
) = 0lx,1,C30eCi )
ko‘rinishiga keladi. mo,:m_ tenglamani integrallab,
y=(x,¢1,¢351€,)
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| wo.:s__m:a.mm".:Msm_ammwmwr_ﬁm:m olamiz. . .z:u&\.nh mnu|hﬁﬁ .\.w@i .am+m 2
f -misol: 4y’ +y" =4x) Y dx  ax\dy dy\dy )ax \&?* ay
| Unda y'=z(x) deb olsak, 4z+z'*=4xz' yoki TR Klero ) z d"z
Yy =W Zy—seu0s n—

_ tenglamasiga keladi. : ) dy
7. Klero tenglamasining yechimi _ Bu hosilalarni (3) tenglamaga qo‘yib,

_ 2 2 - n-l_

z=cx—<- bo‘lib, undan y'=cx— tenglamaga kelamiz. F= ?n_mn...._ i =0

‘ 4 A nA Q._nt QV\EIH
| Integrallab, quyidagi n-1 tartibli tenglamaga kelamiz. Bu tenglamaning umumiy yechimini

_ y=cewx(x-ci)te, (¢ = W ) topsak,

s : ; £ ; Z=Q(V,CsC15. v o sCh
ko'rinishdagi umumiy yechimni topamiz. ’ ko‘rinishida ifodalanadi w::%mm._t nmm_ Aot
Eslatma: Agar (1) tenglama : . .1 i)
(n=1) _(n))_ Y= Er T PEEEELE N
J s =0 . : ..
? a V lenglamaga kelamiz. So‘nggi tenglamani integrallab, (3) tenglamani

pibo . Gest) o . : .
ko‘rinishida bo‘lsa y"™" =z almashtirish qilamiz. umumiy yechimi topiladi.

Agar (n=2) () 3. (1) tenglamada F funksiya y, y'...., ™ o‘zgaruvchilarga nisbatan
I e ﬁ@ 24 vuo - bir jinsli bo‘lsin, ya’ni bir jinsli tenglamalar mavzusida berilgan ta’rifga
H ko‘rinishda bo‘lsa y"~2) =z almashtirish kiritib ko‘ra ixtiyoriy ¢uchun
_ z" HL\.ANV »«L;AM.G\..O..__.G\..,..:Q\?;Hna..»ﬂ.AH,u‘..u.\__.:;w%_:;
| ko‘rinishdagi tenglamaga keltiriladi. tenglik o‘rinli bo*lsin.
Agar n-tartibli tenglamani y") = f(x) ko‘rinishda yozish mumkin Bunday tenglamalar uchun
bo‘lsa, uni integrallash oson amalga oshiriladi. Bunda fx) (a,b) vy
Il | intervalda uzluksiz funksiya. Bu tenglamani integrallashda w?vu??,:v_ ¥
_ tenglikdan ketma-ket foydalanib, integrallaymiz, ya’ni almashtirish qilamiz, unda
Pl .ﬁ.\.S&+n Yi=yz yi=ya+ u%ﬂ@uvu+w_uu&ﬁnu ru_v
- F 4 pT= u._muu —3zz' + n..w:;v_ﬁi = Eeﬁuvn._ﬁuu?-;v
xx bo‘lib, (1) tenglama
yr2)= :.&S&B.h +ey(x—x0) + ey ﬁ?w_uﬁ.inm + m‘w....u\: z.z K, z™ ku 0
| 0¥

bu bir jinsli ekanligini nazarda tutsak,
&.sh.?.rn.mu +N‘u:..:‘AN.N..Lﬂ.N=|_vac
Bu tenglamani y™ ga bo‘lib yuborsak, n-1 tartibli tenglamaga kelamiz.

il shu jarayonni n-marta takrorlab umumiy yechimni hosil gilamiz.
_ 2. (1) tenglamada erkli o‘zgaruvchi qatnashmasa, ya’ni

P ¥ Uni yechib,
F3,3.5",0y)=0 3) w AT i
_uo,_mm. u holda ..v,_.nN. _ﬂo,_._:_mrnm yangi o‘zgaruvchi T:m::_w <m. uni yechimga ega bo‘lamiz , yoki almashtirishga ko‘ra
erkli o‘zgaruvchi sifatida olamiz hamda ketma-ket hosila hisoblamiz: ¥ =yo(x,c,e5,e6,)
> Y & _ddy & tenglamani yechamiz, buni umumiy yechimi

dx dx dydx dy
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¥ "ﬁ.ammﬁ?.n_ 12 v ape) Jai

ko‘rinishda bo‘lib, (1) tenglamaning bir jinsli bo‘lgan holdagi umumiy
yechimini ifodalaydi.
Faraz gilaylik tenglama

lx.v.?J;. @TL\?&H 0 4)
ko‘rinishda bo‘lib, P va O funksiyalar mos holda & va m tartibli bir jinsli
funksiyalar bo‘lsin. U holda

yW=nx (5)

almashtirish qilib, (4) ni x ga nisbatan yechamiz va x ni o‘rniga
x=p(t) parametr kiritamiz, uni (5) ga qo‘yib,

y" =19(r)
ko‘rinishni hosil gilamiz.
Shunday qilib,
x=(r)
W =10lr)

parametrik ko‘rinishdagi tenglamani hosil qilamiz. &' ="y
tenglikdan foydalanib ketma-ket integrallaymiz.
Eslatma: F funksiya bir jinsli bo‘lgan holda y=e
kiritish ham tenglama tartibini kamaytirishiga olib keladi.
2-misol: " —(y)* =6xy* tenglamani yeching.
Tekshiramiz: & — 6" (') =6xty?,
bundan “NA«G__.IODMT 6xy> demak, berilgan tenglama y,y.y" ga
nisbatan bir jinsli ekan. Endi

[ aImashtirish

y=e
belgilash kiritamiz: y' = ze! %
" =l Auu + u.v hosilalar bilan birga tenglamaga qo‘yamiz.
an_nm_.BwﬁmH + whvl 226217 Gl

yoki z? +z'—z?=6x bo‘ladi. z'=6x tenglamani yechib, z=3x%+c
topamiz. Almashtirishga ko‘ra,
2
y= m:w et unmmafﬁ umumiy yechim hosil bo‘ladi.

n-chi tartibli chiziqli tenglama deb quyidagi tenglamaga
aytiladi.

ag ()" +a ()" + .+ a, (x)y = £(x) (6)
agar f(x)=0 bo‘lsa bir jinsli tenglama,
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agar f(x)#0 bo‘lsa bir jinsli bo‘Imagan tenglama deyiladi.
X&|a,b] uchun (6) tenglamada ay(x)#0 bo‘lsa, u holda bir jinsli
tenglamani

Y4 p () + ot p, (x)y=0 (7
ko‘rinishida yozish mumkin .
(7 ni Liyl=y" + p, ()" +...+ p,(x)y deb belgilansa, L[y]=0 bo‘ladi.
L. — n - tartibli chiziqli operator deb atalib, ushbu xossalarga ega:
l. Lley]=cL[y] c¢=const,
2. Llyrtya]= L1+ Lly.]
Bu xossalarni isboti mos holda (cu) =c(u)va (u+v) =u'+v'
formulalar yordamida isbotlanadi.
Bu xossalarni umumlashtirib,

L MD.S nwbhc‘_; c=const (8)
i=l i=1

formulani yozishimiz mumkin.
ndi ushbu xossalardan foydalanib, bir jinsli tenglama yechimlarining
ushbu ikki xossasini isbotlaymiz.

1. Agar y=g¢(x) xeI funksiya L[y]=0 tenglamaning yechimi

bo‘lsa, u holda y=co(x) (c=const) funksiya ham tenglamaning yechimi
bo‘ladi.
Hagiqatdan ham, L operatorni birinchi xossasiga ko‘ra
Llco(x)]=cL[o(x)]  ofrinli.
Demak, ¢(x) tenglamaning yechimi bo‘lganligi uchun ixtiyoriy c=const
bo‘lganda
cL[9(x)]=0.
Shartga ko‘ra L[¢i(x)]=0, L[pa(x)]=0. L — operatorning ikkinchi
xossasiga ko‘ra
L[@1(x)+02()]=L[¢1(x) [+L[2(x)]=0
Yugqoridagi xossalardan va (8) formuladan foydalansak,
0y(x), Pa(x), ..., P,(x) funksiyalar L[y]=0 tenglamaning yechimi bo‘lsa

.:nMDﬁE funksiya ham shu tenglamaning yechimi bo‘lishi kelib
=1
chigadi.

Funksiyalarni chiziqli bog‘ligligi va erkliligi.
Ta’rif. Agar [a,b] intervalda
a )y, +ayy, +..+a,y, =0
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i
(i
_ ayniyat o; — o‘zgarmas sonlarni kamida bittasi noldan fargli bo‘lganda kursidan ma’lumki bu sistemani determinanti nolga teng (teorema isbot
bajarilsa, u holda yy,....y, funksiyalar chizigli bog‘liq deyiladi, agar bo‘ladi).
_ ayniyat faqat o=0 (i=1,2,...,n) bo‘lganda bajarilsa ys,...» Teorema 3: Agar y;)s,....V, chizigli erkli funksiyalar bir jinsli
| funksiyalar chiziqli erkli deyiladi. tenglamaning / intervalda aniglangan yechimlari bo‘lsa, u holda mos
_ Misol:  y, =e*, y, =e™ tenglik fagat o;=0 o;=0 bo‘lganda Vronskiy determinanti biror nuqtada ham nolga teng emas.
bajarilishini ko‘rish mumkin. Shuning uchun bu funksiyalar chizigli Endi bir jinsli tenglamaning umumiy yechimni haqidagi teoremant
erkli. keltiramiz.
Ta’rif. n — tartibli chiziqli tenglamani n — ta chizigli erkli Teorema d4: Agar yiys,...y, funksiyalar L[y]=0 tenglamani
yechimlari shu tenglamaning fundamental yechimlari sistemasi deb fundamental yechimlari sistemasi bo‘lsa, bu tenglamaning umumiy
! ataladi. yechimi
_ Shu o‘rinda ushbu teorema o‘rinli. Y=C) +CoYy F et Cp¥y = 3 ey (9)
).. Teorema 1. Koeffitsientlari [a,b] intervalda uzluksiz bo‘lgan s W
__ ixtiyoriy bir jinsli chiziqli tenglama fundamental yechimlar sistemasiga formula bilan aniqlanadi.
[ ega. Isbot: Teoremani isbotlash uchun ixtiyoriy
__ Vronskiy determinanti Hxo)= Y0, ¥ (%0) = Ybseeos .c?:_u?aunwm_lz (10)
| devil a.ﬂzv\_n_mm_ ko'rinishdagi determinantga Vronskiy determinanti shartni qanoatlantiruvchi xususiy yechim (7) formuladan kelib
Il e chigishini ko‘rsatamiz.
7. _ H”WW wumﬂw QWMHW (10) ni &CHH&M:, O.uc.zlc ko‘rinishda belgilaymiz va (9) ga
A wee X
| 7 W (x)=w (3 (x). yo (s v, () =| 71 $| B .fr qo‘yamiz:
[ n ’
11l ) M) .. Yerx)=y§) =0,n-1)
{ =1

]! Bu determinant uchun ushbu teoremalar o‘rinli.
11l Teorema 2: Agar y(x),y,(x)...,y,(x) funksiyalar biror / intervalda
chiziqli bog‘liq bo‘lsa, shu intervalda

Buni yoyib chigsak tenglamalar sistemasi hosil bo‘ladi. Uning
determinanti Vronskiy determinanti bo‘lib, y ...,y lar chizigli erkli
yechim bo‘lganligi uchun noldan farqli (3-teoremaga ko‘ra). U holda

I tenglik o‘rinll W(x)=0 mmmﬁﬂm a; m.xzwozw xp€l uchun ¢i _E..mm Em._um.&: yagona wmo.E:._mm.omP
il e e o1, ) X ya’ni bu sistemadan c¢; larni aniq giymatini topish mumkin. Uni (9)
Il Isbot: / intervalda kamida bittasi noldan farqli &,,a,....,«, sonlar qo‘ysak xususiy yechimi hosil bo‘ladi. Teorema isbotlandi.
_ uchun ey, +a,y, +..+a,y, =0 o‘rinli. ( yy,y4,...y, lar chizigli bog‘liq, n —nchi tartibli tenglamani xususiy holi sifatida »=2 bo‘lganda
i bo‘lganligi uchun) ¥ +a,(x)y’ +ay(x)y=0 (11)
Bu ayniyatni p-1 marta differensiallaymiz, unda tenglamani garaylik. Bu tenglamani bitta xususiy yechimi ma’lum
ay +ay; +..ta,y, =0 bo‘lsa, uni umumiy yechimi
Oy +ayy; et @y, =0 N V| o falehe (12)
|||||||||||||||| n Y
Il "+, e,y = ko‘rinishida ifodalanadi. (12) ko‘rinishidagi formula Ostrogradskiy-

Lyuvill formulasi deb ataladi.

_
| o, larga nisbatan sistemani olamiz. «; lardan kamida bittasi nol i
7 g ; lardan kamida bittasi noldan farqli (12) ni yoyib yozsak

_ bo‘lganligi uchun sistema noldan fargli yechimga ega. Demak, algebra
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' =yiy=ce M botlib, uni 2 ga bo‘lsak,

[}

chap tomoni bo‘linmani hosilasi formulasini HNW ifodalaydi, unda
g
ﬁkw uln.mm.l_,n_?wn tenglikka ega bo‘lamiz.
N Y,

Buni integrallasak,

yoki
Yy=:ac +n_u‘;mm||nw
¥ (x)

ekanligi kelib chigadi. Bu (11) ning umumiy yechimini ifodalaydi.

. Amaliy mashg‘ulot uchun mavzuning qisqacha
= bayoni va yechimlari bilan ber gan topshiriglardan
Wy namunalar

¥ = f(x) ko‘rinishdagi differensial tenglamaning umumiy
yechimi ketma-ket n-marta integrallash yoramida topiladi. Har bir
integrallashda bittadan o'zgarmas qo‘shiladi, natijada, umumiy
yechimda n ta o‘zgarmas qatnashadi.

Fx,y®, y**0,..,y™) =0 ko‘rinishagi, noma’lum funksiyaning

(k) _ .
= Z yangi

0‘zi  qatnashmaydigan differensial tenglamalar  y
o°zgaruvchi kiritish yordamida tartibi pasayadi.

Erkin o‘zgaruvchi x qatnashmagan  F(»,)",)",.....y")=0
ko‘rinishdagi differensial tenglamalar V=p(), y'=pp
almashtirishlar yordamida tartibi pasayadi.

Agar tenglama funksiya va uning hosilalariga nisbatan bir jinsli
bo‘lsa (¥, )", 3", ) lar (v, k', ky",.....kp™) lar bilan
almashtirganda tenglama 0°zgarmasa), ' = yz yangi o‘zgaruvchi
kiritish yordamida tartibi pasayishi mumkin.

Agar tenglama tomonlari to‘la differensiallar bo‘lsa, integrallash
yordamida tartibi pasayadi.
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5.1. wzuw tenglamaning x=1da y=2, y'=1, =1 shartlarga

bo*ysunuvchi yechimini toping. .
Yechish: Ketma-ket integrallab quyidagilarni topamiz

2
._‘.,u.uhm+h.v w.u%+ﬁ_h+ﬁ_ wnw_=k+ﬁ.hM+ﬁ._‘«+O~
= :
x=1  dao‘zgarmaslarni topish uchun quyidagi sistemaga ega
bo‘lamiz
1==3+C
1=3+C +Q~
_C
2= |N|+ n._ +m.m
Bundan esa c=4, ¢, =—6. c, =6. Xususiy yechim

y=3Inx+2x2 —6x+6 ko‘rinishida ekan.

2 2
52.x - Y'=)" tenglamani yeching.
AL : 2 2
Yechish: Y'=z, ¥"=2" almashtirish yordamida x” -z =z

o‘zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamaga ega bo‘lamiz. Uning

yechimi quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi nﬁo, _ NH|G. ‘En Fuh|n.

’

z x y ox
X
I-Cx
topamiz. Agar z=0 bo‘lsa, y' =0, y=C.
5.3. 2yy" —1= y"*tenglamani yeching.
Yechish: y'=p, y"=pp'

Bundan y'=

» G# C'x+In|l-Cx|=C, umumiy yechimni

- ; 2pdp  dy
almashtirishlardan 2ypp’' —1= p?, ﬁw M uw_ va In|p’ +1|=lny+InC.

Bundan p*+1=c.y, yoki y'=+ Cy—1.
Bundan, ﬁ@lsun&?+ﬁwu umumiy yechimini olamiz.
54. ) -y"=2y" tenglama tomonlarini to‘la hosilalar
ko‘rinishida keltirib yeching.
Yechish: Tomonlarni .v.\ g u\q ga bo‘lib, _\f.uuﬁ. yoki
y Yy

12 . .
(Iny"y =(2Inyy dan " =C- Y ga ega bo‘lamiz. Bu tenglamani ham
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wl‘n@. yoki (Iny')' =(C-y)' ko‘rinishda yozish mumkin. Demak,
y

Iny'=Cy+LnC, yoki y'= ﬁ‘_mQ lardan -Le =Cx+C, yoki
[ 4
e -nk___np - cc,x| kelib chigadi.

5.5. Bir jinsliligidan foydalanib tarkibini pasaytiring va yeching.
glj@-m “uﬁ..__...

L "=y +15y* -Jx
3. )" +x)7 =2y
5. X%+ =0

7. X' ()7 =2py") =y

2. (x> + 1)y = ") =xp
4. X" =(y-x')’
6. 0" =y (y+))

Yechish: V=y-z; Y=y -z+y-2'=yzt +y

almashtirishlar

o‘tkazamiz:  xy(yz’+yz)—xp*-zZ'=y-yz. y'20 deb . tomonlarni

2

qisqartirsak, xz’+xz'—xz’=z

yoki xz'=z tenglama hosil bo‘ladi.

Bundan := yoki y'=C-yx. Bu tenglama yechimi esa

1.2
—ex

y=c,-e*> ko‘rinishda bo‘ladi.

mmw Mustaqil yechish uchun topshiriglar:

5.6. Tenglamalarni yeching.

1. y"=4cos2x 2.y =T A

Cos x
A= _N A.Hw.w;.«mé_u_

I+x

m.vuh...rw.wn: 6. y" + y'tgx = sin 2x
7. )" +2y-y" =0 8. yxInx=y'
9.y"y =1 10.2yy" = y"*
11.2p" =14 " 12. y'tgx=y' +1

13.x)" =y =¢*-x*

5.7. Tenglama tomonlarini to‘la hosilaga keltirib yeching.

1. W' +3y'=0
w. ‘53+u_____uﬂ_
M. .KU&!L!M\__ "MMQ...

2. W=y +)
4. y'=x)+y+1
@. Mu\._____llv\‘ ”u..m 2 u\ux__

5.8. Tenglamani bir jisnliligidan foydalanib yeching:
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w Tekshirish uchun savollar

I. Yuqori tartibli tenglamalarning tartibini pasaytirish haqida
tushuncha?

2. F(x,y™®,y* y®y—0 (1<k<n) ko‘rinishidagi tenglamani yechish
usuli?

3. F funksiya bir jinsli bo‘lsa, ganday almashtirish bajariladi?

4. Tenglama F(y"™",y™)=0 ko‘rinishida bo‘lsa tenglamaning tartibi
qanday pasaytiriladi?

5. F(»,5',»"...y™)=0 tenglamani tartibini pasaytirish?

6. Qaysi holda y' = P(y) almashtirish bajariladi?

7. Qaysi holda y' = P(x) almashtirish bajariladi?

8. Umumlashgan bir jinsli funksiya tushunchasi?

9. Qanday tenglamalar uchun .fum.q £ almashtirish bajariladi?

10. n-tartibli bir jinsli tenglama?

1015 n-tartibli bir jinsli tenglamalarning xossalari?

12. Funksiyani chiziqli bog‘ligligi?

13. Funksiyani chiziqli erkliligi?

14, Fundamental yechimlar sistemasi ta’rifi?

15. Vronskiy determinanti?

16. Vronskiy determinantini 1-xossasi (teorema)?
17. Vronskiy determinantini 2-xossasi (teorema)?

18.  Ostrogradskiy-Lyuvill formulasi (n=2)?
19. 1, x, e funksiyalarni chizigli bog‘liq yoki chiziqli erkli
ekanligini aniglang?
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2.2-§. Chiziqgli bir jinsli o‘zgarmas koeffitsientli
tenglamalar.

REJA:

v _OEwEm..oﬁmm_.ammwommmﬁm,amﬁ_a:mﬁamemﬁpaﬁmmmmw
tenglamasi. e _
»  Xarakteristik tenglamaning ildizlari:
a) Hagqiqiy va har xil
b) Haqiqiy vaildizlar ichida karralisi ham bor
s) Kompleks va har xil : g
g) Kompleks va karrali hollarda umumiy yechim ko‘rinishlari.

Tayanch iboralar
n—tartibli tenglamaning umumiy yechimi. xarakteristik tenglama,
Eyler formulasi. kompleks yechim, karrali yechim.

Oldingi mavzuda p-chi tartibli tenglamani umumiy :mwmiwm.mm
bilan tanishdik. Endi koeffitsientlari o‘zgarmas sonlar bo‘lganda ko‘rib
chiqgamiz .

) 4 g,y +...+a,y=0 a, =const (1)
ko‘rinishdagi tenglama o‘zgarmas koeffitsientli n-chi tartibli chizigli bir
jinsli tenglama deb ataladi.

Bu tenglamaning xususiy yechimi |

y=e** (2)
ko‘rinishida qidiriladi. A=const (1) ni (2) ga qo‘yish uchun hosila
olamiz.

b....N\M_.m...:.f u\aﬂxwwmxy...:.u_?_ H\H:m‘:
bularni tenglamaga qo‘yib,
\N‘:m‘: +n~_\~‘:l_m.\wa +...+b.=m»x =0
yoki
e T.._ +a A" o+ n.._vno
tenglikka kelamiz, bu yerdan ¢**#0 bo*lganligi uchun unga qisqartirib,
P4+, 4a,=0 (3)
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ko‘rinishda A ga nisbatan algebraik tenglamaga kelamiz. (3) tenglama
(1) tenglamaning xarakteristik tenglamasi deb ataladi.

Ma’lumki (3) tenglamani n—ta ildizi bor, ular hagiqiy, kompleks
bo‘lishi mumkin. Shuning uchun alohida ko‘rib chigamiz.

1-hol: (3) xarakteristik tenglama A, 4,,...4, ildizlari haqiqiy va
har xil bo‘Isin. Bu holda barcha ildizlarni (2) ga go‘yib,

A x Ay x A, x
.u\._ =e _ ‘tuwM"h‘.. A «...uh‘._zum _a

ko‘rinishdagi xususiy yechimlarni hosil gilamiz. Bundan
Vuwn,k un_m.ﬁ ¥ +..n.m_m\~ Ppte,etnt 4)
i=l
umumiy yechimini yozamiz.

I-misol: y"—y=0. Xarakteristik tenglamasi 4’ - 2=0 bo‘lib,
41=0, 45=1, A3=-1 ildizlarga ega. (4) formulaga ko‘ra umumiy yechim
Y=c+ce’ +ceF

2-hol: (3) ni ildizlari haqiqiy va ichida karralisj bor.
Agar (3) ni A, ildizi k karrali bo‘lsa (bunda k, +&, +...+k, =n), u holda
chizigli erkli yechimlar soni » dan kam biz n-ta chizigli erkli
yechimlarini topamiz.
Faraz qilaylik k, — karrali ildiz, 4=0 — lar k; karrali bo‘lsin. (3)
tenglama
A'+a i .+ a,  A=0
ko‘rinishiga ega bo‘ladi.
Bu xarakteristik tenglamaga mos tenglama
Y a0 a, " =0
ko‘rinishda bo‘lib, uni xususiy yechimlari
%, ..., ¥ korinishda boladi,
Agar A#0 bo‘lsa, u holda y=e*% almashtirish bilan nol holga
keltiriladi, 2, =0 ga nisbatan olingan tenglama ildizlari
Lx,x% ..., ¥ botlib
A, #0, e*?*, xefox | xkimlghax

Yechimlar mos keladi. Unda umumiy yechim

I, ;5%

m

. ki L kx
HMMT& +eX+..+cp x* _r _

i=]

ko‘rinishida bo‘ladi. Bunda m chiziqli erkli yechimlar soni.
2-misol: y"+2y'+ p=0 tenglamani yeching.
Xarakteristik tenglama:
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AP424+1=0 yoki (A+1)’=0 A;=1, 1,=-1
bu ildizga mos umumiy yechim
y=(citxcy)e™

formula bilan ifodalanadi.
3-hol: (3) ni ildizlari teng emas, ammo ichida kompleks ildizlari

bor.
lldizlar kompleks bo‘lsa, ular o‘zaro qo‘shma bo‘ladi.
A =ey +iB, ularga

2 (e +iBy )x , e (ap—ipy )x .

xususan @) (@A) po|gan yechimlar mos keladi. Bu kompleks
yechimlarni Eyler formulasidan foydalanib,
E?»ﬂr =e™(cos fix * sin fix)
ko‘rinishida yozish mumkin, ya'ni e* cosfk, e™sinfx. Bu yechimlar
(—eo5+e0) oraliqda chiziqli erklidir. Xuddi shunday & —ig yechimga
e cos fix, —e ™ sin #x yechimlar mos keladi.
Bu yechimlar yangi yechimlar to‘plamini hosil gilmaydi.

Demak, kompleks qo‘shma yechimlarga ikkita haqigiy yechim
mos keladi.

Kompleks yechimlarni haqiqiy yechim bilan ifodalash uchun quyidagi
teoremani keltiramiz.

Teorema: Agar koeffitsientlari uzluksiz bo‘lgan L[y]=0 tenglama
y=u(x)+iv(x) yechimga ega bo‘lsa, u holda shu yechimni haqiqiy gismi
u(x) va mavxum qismi v(x) funksiyalar ham tenglamaning yechimi
bo‘ladi.

Shu teoremaga ko‘ra

e® cos fx Ba e sinfx  funksiyalar tenglamaning yechimlari
bo‘ladi.

J-misol:  y"+4y'+5y=0 tenglama uchun (3) tenglama
quyidagicha bo‘ladi.

A% +4 4 +5=0
Buning yechimlari

A=-2+i, A,=-2-i, u holda umumiy yechim

y=e""(c,cosx +c,sinx)
ko‘rinishga ega.

4-hol: (3) ning ildizlari kompleks va karrali bo‘lsin.
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Agar (3) ning ildizlari a+if ko‘rinishida bo‘lsa, unga qo‘shma
@ ~if) ildizga ham ega. Shuning uchun «+if k; karrali bo‘lsa a-ig
ildiz ham £; - karrali bo‘ladi, ya'ni
e™ cos fir, xe™ cos fix,..., x"1e® cos fic
e™ sin fix, xe™ sin f,...,x""e® sin fic
ko'rinishidagi 2k ta haqiqiy yechim olishimiz mumkin.
Bu tenglamalar (-co;40) oraliqda chiziqli erkli, bunga Eyler
formulasidan foydalanib, x"e** ko‘rinishda yozib ishonch hosil qilish
mumkin (2-holga qarang).
Shunday qilib, @ +ip k; karrali kompleks qo‘shma yechimlarga
2k ta yechim mos keladi.
Umumiy yechimni, haqigiy va kompleks yechimlarni xar biri
uchun yozib olib, jami n—ta chiziqli erkli yechimlardan hosil qilamiz.
d-misol: y" 12y +p=0
lenglama xarakteristik tenglamasining ildizlari
ha"ﬁ \NNHL.» A3=i, Ag=-i
bo*lib umumiy yechim
Y=(c+eax)cosxHes+eqx)sine
ko‘rinishida ifodalanadi.

Amaliy mashg‘ulot uchun mavzuning gisqacha
& 2
= 3 bayoni va yechimlari bilan berilgan topshiriglardan
L
Ny namunalar

YW +ay"V+....+ay=0 (1)tenglamada ¥ =e* almashtirish
| g

yordamida k" +ak™" +......+a, =0 (2) xarakteristik tenglamaga ega
bo‘lamiz.

I) Agar (2) tenglama o‘zaro tengmas k;, ky, ..k, haqiqiy
ildizlarga ega bo‘lsa, €* , €***

b
W= Ge F Gye

A B funksiyalar (1) ning xususiy,
ksx k.x . . .
“+..+6,6" esa umumiy yechim boladi.

2) Agar (2) tenglama k =k =..=k,, k., ..k,~haqiqiy ildizlarga
ega bo‘lsa, yaqni ky-m karrali ildiz bo‘lsa, u holda dastlabki m ta ildizga

kyx m=1

kyx
L Xe Vs, ...X
kyx

Fyx .
€, ularga mos umumiy

ko‘rinishda bo‘ladi.

mos xususiy yechimlar €

. 2 |
yechim esa V =(¢ +ex+0x" +..4+cx™ )e
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3) Har bir qo‘shma kompleks e+p ildizlarga
(¢, cos e +c, sin fix)e” yechim, agar bu ildizlar m-karrali bo‘lsalar,
Yo n_ﬁn_ +6,X+..+¢, X" )cos A+ (c, +nma+....+naa?_vm5‘$wa
yechim mos keladi.

6.1. y"—4y"+3y=0 tenglamaning umumiy yechimini toping.
Yechish: Xarakteristik tenglama #* -4k +3 =0 bo‘lib, k, =1, k, =3 dir.
Demak, y, =ce” +c,e” umumiy yechim.

6.2. y"—3y"+3)'— y=0 tenglamaning umumiy yechimini toping.
Yechish: ' -3k"+3k-1=0 tenglama (k-1)' =0 ga ekvivalent tenglamadir.
Demak, &,,=1va ¥, =(¢, +c,x+c,x%)e” .

6.3. »"-2y'+5=0 tenglamaning umumiy yechimini toping.
Yechish: k*-2k+5=0 xarakteristik tenglama &, =1+2i ildizlarga ega.
Umumiy yechim esa (c, cos2x+e¢, sinx)e* ko‘rinishda bo‘ladi.

6.4. y¥ +8y"+16=0 tenglamaning umumiy yechimini toping.
Yechish: Xarakteristik tenglama &*+8k*+16=(*+4)*=0 ko‘rinishda
bo‘lib, k,=2i, k,, =-2i ildizlarga ega. Umumiy yechim

Yo =[(¢; +¢;x)c0s2x+ (¢, + ¢,x)sin2xf™ ko*rinishda bo‘ladi.

6.5. Berilgan differensial tenglama xarakteristik tenglamasi

Yechish:
Umumiy yechim ko‘rinishini yozing.

Ildizlar barcha xususiy hollarni o°z ichiga oladi. Umumiy yechim esa

Yo =€”" +6,e™ +(c; +c,x)e™ +(c;c085x + ¢ sinSx)e ™ +

+[(c, +cgx)cosTx + (¢, +¢,0x)sin x>

k=2 k=3, ki =4 ks =—1£50; by, =2+7i ildizlarga ega.

i \ Mustaqil yechish uchun topshiriglar;

6.6. Tenglamalarning umumiy yechimlarini toping.
l.y"—4y'=0 2.y"—4y' +4y=0
3.y"-4y' +13y=0 4.y"—4y'=0
5)"+4y=0 6.y"+4y'=0
7.y"+3y'—4y=0 8.)"+2ay' +a’y=0
9.y"=5)"+8)y'—4y=0 10. y"=3y"+4y=0
1L y"+3ay"+3a’y' +a’y=0 12.y" +4y=0
13.4y" —3y"—y=0 14. y" —3y"—4y=0
15. " +8y"+16y=0

w Tekshirish uchun savollar

I. n-tartibli umumiy ko‘rinishi?

2. n-tartibli o‘zgarmas koeffitsientli bir jinsli tenglamalar?

3. Xarakteristik tenglama ko*rinishi?

4. Xarakteristik tenglama ildizlari haqiqiy va har hil bo‘lganda yechim
ko‘rinishi?

5. Xarakteristik tenglama ildizlari haqiqiy va xar xil yechim ko‘rinishi?
6. Xarakteristik tenglama ildizlari haqigiy va ichida karralisi bor
bo‘lgan xolda?

7. Eyler formulasi?

8. Xarakteristik tenglamani ildizlari kompleks bo‘lgan xol?

9. y"=3y" +9y' ~18y =0 tenglamani yeching?

10.  »" +4y=0 tenglamani yeching?




2 2.3-§. O‘zgarmas koeffitsientli chizigli bir jinsli
% bo‘lmagan tenglamalar

REJA:

> Bir jinsli bo* magan tenglama?

> Lagranj usuli? _ - . 2

> Tenglamaning o‘ng tomoni. maxsus ko‘rinishga ega bo‘lgan
hollar?

Tayanch iboralar
Lagranj usuli, umumiy yechim strukturasi, noma’lum koefTitsientlar
usuli.
Ushbu
y +ayv v a,y=gx) (1)
tenglamani yechish masalasi bilan tanishamiz.

Umuman (1) tenglamani umumiy yechimini g(x) funksiyaning
ko‘rinishiga bog‘liq bo‘lmagan holda 0‘zgarmasni variastiyalash usulida
(Lagranj usulida) yechish mumkin.

Buning uchun (1) ga mos bir jinsli tenglamani yechib, umumiy
yechim topiladi, ya’ni

Y=y +ery, totc,y, (2)
bu erda c=c/(x) deb olamiz va (2) ni (1) ga qo‘yish uchun ketma-ket
hosila olamiz

Y'=ciy+ey +chy, ey +ot ey, +c,y, (3)
(3) da c{y, +chy, +... +¢,»,=0 deb kolgan gismidan yana hosila olamiz
Y'=ciy +epyf +... +Cp Yy +C )0
bunda ham ¢(x) larni hosilasi qatnashganlarini nolga tenglaymiz
i +eryy +.tchyi=0.
Shu tartibda » — marta hosila olamiz va hosilalarni (1) ga qo‘yamiz.
Unda
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’ r r
AN 6y, et epy, =0
G +er Yy ot ey =0

R 4)
n.u,.fmalmw + n.mh‘.walu_ i ﬁv&m:lu_ =9
T.m.uﬁ?l: + Q_M‘—\Mal: Fot nnuu\m__zlz - Qﬁuﬂv

I
ko*rinishidagi sistemaga kelamiz.
(4) sistemadan algebra kursidagi biror usul bilan ¢{x) larni topib
(2)ga qo‘yamiz va (1) ning umumiy yechimini hosil gilamiz.
(I) tenglamani umumiy yechimi, mos bir jinsli
y™ +a,y +ota,y=0 (5)
tenglamaning umumiy yechimi bilan (1) tenglamaning xusisiy yechimi
yig'indisiga teng bo‘ladi, ya’ni
.H\.Il.ka}.n_-ﬂ ﬁmv
¥ = (1) ning Xususiy yechimi.
Yo /s - (5) ning umumiy yechimi.
Bundan tashqari g(x) maxsus ko‘rinishga ega bo‘lsa ¥ - Xususiy
yechimni noma’lum koeffitsientlar usulida topish mumkin:
a) q(x)=Apx* + 4x*" 4.+ A,
ko‘rinishda bo‘Isa,

V=Byx" +Bx* 14 4+ B, (7
deb olib (1) tenglamaga qo‘yiladi va mos koeffitsientlar tenglanadi

.ﬂ._u nn:mc = \uc

x! ‘a,B) +sa, B, = A (8)

aBy+..= A4,

(8) dan B, - 0°zgarmaslar topilib (7) ga qo‘yiladi. (1) ning umumiy
yechimi (6) ko‘rinishda ifodalanadi.
b) ¢(x)= ?cu..,q + A g+ h.quu

ko‘rinishda bo‘lsa, u holda

1) y- xarakteristik tenglamani ildizi bo‘Imasa
= ?_ci +Bx* 4 4 m_._vw., ko‘rinishda,

2) y- xarakteristik tenglamani k - karrali ildizi bo‘lsa
y= .«»mwAmaH._ +Bx" 4 4 mL

ko‘rinishda izlanadi va
a7




a) holdagi kabi B, - koeffitsientlar topiladi.
Agar
q(x)=e™ (P, (x)cosbx + O, sinbx) 9
ko‘rinishda bo‘lsa (bunda P,, va Q,, lar x ga nisbatan m-tartibli ko‘phad
bo‘lib, kamida bittasining darajasi m ga teng).
Bunda ushbu formuladan foydalanamiz:

ihx —ihx thx —ibx

nom&HJF. sinbx=2—"% (10)
2 2i
shunga ko‘ra (9) ni n:ﬁmmmmn:m yozamiz
~ihx thx ~thx

o) =P (e T, (el

= mua. ﬁkvn?.e::u +Q~=AHY?}.3~,
g(x) funksiyani (1) ga qo‘ysak, tenglamaning o‘ng tomoni 2 ta funksiya
yig‘indisidan iborat bo‘ladi.
Shu o‘rinda ushbu ma’lumotni keltiramiz:

Agar (1) tenglamaning o‘ng tomoni ikkita funksiya
yig‘indisidan iborat bo‘lsa, gq(x)=fi(x)+f(x) bo‘lib, y, funksiya
L(uw)=fi(x) tenglamaning, y, funksiya L(w)=f(x) tenglamaning
yechimlari bo‘lsa, u holda #;+u; funksiya

Lw)=H(x)H(x)
tenglamaning yechimi bo‘ladi.

Ushbu ma’lumotni e’tiborga olib, quyidagi ikkita holni qaraymiz
a) A=a+ib soni (1) tenglamaga mos xarakteristik tenglamaning ildizi
bo‘lmasa, u holda xususiy yechim

e .ﬂEARVu?tZa + 2EAHVQA.T....~7 A— ._u
ko‘rinishda qidiriladi.
b) A=a+ib soni (1) tenglamaga mos xarakteristik tenglamaning &
karrali ildizi bo‘lsa, u holda xususiy yechim

y=x* Axaﬁ.&m?tsu +N,, ﬁkvm?....suu (12)
ko‘rinishda qidiriladi.

Bunda R,(x) va N,(x) lar m tartibli noma’lum koeffitsientli
ko‘phadlar. (11), (12) formulalarni haqigiy yechimlarga o‘tkazsak, mos
holda
y=e"(R,,(x)cosbx + N, sinbx)
va
 =x*e™(R, (x)cosbx + N,, sinbx)
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ko‘rinishlarni oladi. R,(x) va N,,(x) ko‘phadlarning koeffitsientlari
yugqorida ko‘rsatilgan usulda topiladi.

& Amaliy mashg‘ulot uchun mavzuning qisqacha
“..mr P bayoni va yechimlari bilan berilgan topshiriglardan
v namunalar
YW4ap" e ray=fx) (1) va yiayi.  +ay=0 (2)

tenglamalarni qaraymiz.
Agar y (1) tenglama xususiy yechimi, y, esa (2) tenglama umumiy
yechimi bo‘la, (1) tenglamaning umumiy yechimi y=y,+y ko‘rinishda
bo‘ladi.
(1) tenglamaning xususiy yechimi ikki xil usulda topilishi mumkin:

L. Anigmas koeffitsient metodi.

(1) tenglamaning xususiy yechimi, bu metod yordamida quyidagi
hollarda topiladi:

1) f(x)=£(x)e™ —ko‘phad
2) £ = e" (acosnx + bsinnx)
3) Funksiya yuqoridagilarning yig‘indisi yoki ko‘paytmasi.

Bu hollarda y, xususiy yechim ham noma’lum koeffitsientli 7(x)
funksiya ko‘rinishida izlanadi.

Agar 1) holda k=m, 2)holda & =m+ni xarakteristik tenglamaning
r-karrali ildizlari bo‘lsa, izlanayotgan noma’lum koeffitsientli funksiya
x* - f(x) ko'rinishda bo*ladi.

Ko‘p :o__m_.ﬁ_m S(x) tarkibida sinus va kosinus qatnashganda

Eylerning cos fix = |:.  re™®), sin fr = MI:;. —e~"™) formulalar
!

yordamida m:ao:amm_ hollarga keltiriladi.

IL. Lagranjning o‘zgarmasni variasiyalash usuli.

Agar y,=c,,+¢,p; +...+¢,y, bir jinsli (2) tenglamaning umumiy
yechimi bo‘lsa, (1)-tenglamaning umumiy yechimi
¥y = C(x)y; + Cy(x)y, +....+C,(x)y, ko‘rinishda izlanadi. Noma’lum c,(x)
funksiyalar
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n__v._ tot n.-__.u‘..__ =0
it CI=0

.

CH" 4t CHP =0
CH" e+ C = f (1)
sistemadan topiladi.
7.1, y"-3y"+3y'-y =e® + x tenglamani anigmas koeffitsientlar
metodi bilan yeching.
Yechish: Bir jinsli tenglamaning xarakteristik tenglamasi ildizlari
ki23 =1 ekanligidan y, =(c, +c,x+¢;x%)e”.
a) y"'-3y'+3y-y=e* tenglamaning xususiy yechim y=Ax’e*
ko‘rinishda izlanadi.
y1 = ABx%e* +x3e*]1= ABx2 +x7)eX.
y1 = A[6x +3x2 +3x2 +x3Je* = A[6x +6x2 + x> Je*.
y1 = A[6+12x +3x2 +6x + 6x2 +x°]e* = A[6 +18x +9x> +x3]eX.
Topilganlarni o‘rniga qo‘yib
A[6+18x+9x" +x* —18x—18x* —=3x” +9x* +3x° —=3x* —x’Je* =¢* ni  hosil

| xu

kilamiz. A[6—3x?]=1dan A =- Ba y; =>—-¢* bo‘ladi.

6 6
b) y"'-3y"+3y'-y=x tenglamaning xususiy yechimi y, =Ax+B
tarzida izlanadi. »,=4, y,=0. Bundan 3A-Ax-B=x, ya’ni
A=-1,B=-3 6a y, =—x-3.
3
Umumiy yechim esa y=(c,+c,x+ex?)e* +—¢*—x—3  ko‘rinishda

6
bo‘ladi.
ouz

1+e2X

7.2, y'-3y+2y= tenglamani o‘zgarmasni variastiyalash

yordamida yeching.

Yechish: k% -3k+2= Otenglamaning yechimlari k;=1,k, =2

ekanligidan tenglama xususiy yechimlari e* va e?* dir. Bundan
C; +Ce?* =0

yo=Cie* +C e** va { | ) o3%
ﬁ_nx+mnmnxull

| +e2X

sistemaga ega bo‘lamiz. C, =-Cye* ni ikkinchi tenglamaga qo‘yib

1.2 e e*
Ce™ =———, yani Cl=

T ga ega bo‘lamiz. Bundan
1+e”*

| +e2X
C, = arctge*®.
e2X 4+1—1

= dan C} =-14+———
X

Cl=-
1+e
Demak, umumiy yechim

y=Cie* +Coe™ —InV1+e? .e* +eZXarctgeX.

%w Mustaqil yechish uchun topshiriglar:

7.3. Tenglamalarni yeching.
l. y'-2y'+y =e*
.Yy =8x3
. Y'43y'+2y =sin 2x + 2 cos 2x
LYy = x+2e"
L Y'3y'=9x
LY Hy'+Sy = 5%x% —32x +5
. y'3y'+2y =e*
LY 2y=x-e%
9. y'2y'= x? —x
10. y'"+5y'+6y =e X +e 23X

11. y'"'+y"=6x +e7*

12. yIV —81y = 27¢ 3%
13. y"'+8y = 2%
14, yv —=3y'"+4y =3sinx
15. y'"3y"+3y'-y = e*.
7.4. O‘zgarmasni variasiyalash yordamida yeching;

l. y'+dy = — !
sin 2x




mmx

. %..Lv\_|m.%"
COSX
Y2y +y =x"2-e¥
Yy =tgx
1
\ w4q+v“~”

. Y'Hy'+4 = &

. Y'Hy'Hy =e X .Inx
" h
LYy = ——

OOwu X

ﬂx

YI2YHY = —
oy
10. y''“Hy H|~|

sin? x

w Tekshirish uchun savollar

1. O*zgarmas koeffisentli n-tartibli bir jinsli bo‘lmagan tenglama
umumiy ko‘rinishi?

2. Bir jinsli tenglama yechimini strukturasi?

3. O‘zgarmasni variastiyalash (Lagranj) usuli?

4. Noma’lum s; (x) funksiyalarga nisbatan tenglamalar sistemasini
ko‘rinishi?

5. Tenglamani o‘ng tomoni maxsus ko‘rinishga ega bo‘lgan
xol.g(x) = 4yx" + 4 x*" +..+ 4, bo‘lganda noma’lum koeffitsientlar
usuli?

6. q(x)=(Apx" + A x"" + ..+ 4,)e’* ko‘rinishda bo‘lsa, yechim qanday
ko‘rinishda gidiriladi?

7. Yuqoridagi savolda j—xarakteristik tenglamani ildizi bo‘lsa yechimni
ko‘rinishi?

8. j—xarakteristik tenglamani ildizi bo‘lmagan holda yechimni
ko‘rinishi?

9. ¥" +4y—2ct¢9x tenglamani yeching?

10. y" =3y +2y=xe” tenglamani noma’lum koeffitsientlar usulida
yeching?

111 BOB. DIFFERENSIAL TENGLAMALAR
SISTEMASI. XUSUSIY HOSILALAI
DIFFERENSIAL TENGLAMLAR

3.1-§. Normal sistema uchun Koshi masalasi
yechimi haqgidagi teorema. O‘zgarmas

% koeffitsientli chizigli tenglamalar sistemasi. Eyler
usuli.

REJA:

Y Q:NE__ o‘zgarmas koeffitsientli sistema.
istik tenglamasi.
GEEE% yechimi.
Normal sistema uchun Wcm_.: ammm_mm_.

B i oo liqlik |

‘Vronskiy mﬁnn:_:mb_u <m xommm_mh

Tayanch iboralar
Normal sistema, Koshi masalasi, funksiyalarning chizigli
bog‘ligligi, sistema uchun Vronskiy determinanti. fundamental
yechimlar sistemasi, o'zgarmas koeffitsientli sistema, sistemaning
xarakteristik tenglamasi

Ushbu
&ﬂ = .\._Akq%wu.tu__:;.t:v
Em”\mﬁﬁft-.u\m_:;u\:u ﬁmv

= h_?.w:&?:;}v
ko‘rinishdagi differensial tenglamalar sistemasini normal sistema
deyiladi, bu yerda y; lar x ning noma’lum funksiyalari, f; lar biror Q,,
chegaralangan sohada aniglangan, uzluksiz funksiyalar.
Ta’rif: Agar biror I intervalda aniglangan
(¢1(x). @, (x), @5 (x)....,0,,(x)) funksiyalar sistemasi uchun

L. (%, @(x).0 ()05 ()., 0, (x) )€ Qe
2. ¢ (x)eC'(1)
3.0 (X)=fix, @ 1(X), @ 2X), ..., P alx)) xEI
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shartlar bajarilsa, bu funksiyalar (1) sistemani I da aniqlangan yechimi
deyiladi.

Koshi masalasi: (xo,/,3,..»°) bo‘lib, (1) sistemaning va
ﬁ_?&uww,@?avnww.....ﬁ_?&nwm (2)

shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini topish masalasi (1) sistema uchun
Koshi masalasi deyiladi.

Teorema 1: Agar (2) sistema uchun (x;,y{,33.....»° ) boshlang‘ich
giymatlar berilgan bo‘lib

1. (fi, fos.- .. f») funksiyalar quyidagi

P={(x, 1o V303 o5 = 0| <, [y = 39 |< b}

yopiq sohada uzluksiz (Demak chegaralangan | f;|<M).

2. P sohada f; funksiya (y.y;....»,) argumentlar bo‘yicha
Lipshist shartini qanoatlantirsa, u holda (1) sistema (|x—x,|<h)
intervalda (2) shartni qanoatlantiruvchi yagona yechimga ega.

h= :&:T..@uu
M
Bu holda Lipshist sharti
(Z I, s 3) (%5735 35)
nuqtalar uchun
Gttt =it <L i)
ko‘rinishda bo‘ladi.

Ushbu teorema ham birinchi tartibli tenglama uchun Pikar
teoremasini isbotiga o‘xshash isbotlanadi.
I-misol: Koshi masalasini yeching.

W=y

0)=1, 0)=1
e HO=4 20
v\m Hl&aUnUt..H%MU-{a+¥NHQ .L.M+~H°

o T
Yy =€ LOSX+E,SINX, Yo == Sinx+c, cosx=-y,
y =€ sinx—c,cosx, y onulnm =13 Vs ﬁovun_ =1,
Xususiy yechim
N =sinx+cosx
Vs =cosx—sinx

4

ko‘rinishda bo‘ladi.
Vronskiy determinanti

Agar I intervalda aniglangan (o®"(x)0?(x)...0")(x)) vektor
funksiyalar uchun bir vaqtda nolga teng bo‘lmagan a.a;...a,
o‘zgarmas sonlar mavjud bo‘lsaki, shu sonlar uchun

a0V +ay 0@ + ..+ a0 =0 (3)
ayniyat o‘rinli bo‘lsa, u holda berilgan funksiyalar I da chizigli bog‘liq
deyiladi. Aks holda chiziqli erkli deyiladi.
bu erda
G:T..v

ET&
¢'(x)= ’

Puld)

(3) ayniyatni ochib yozamiz
o, 0 + oy + O304, +...ta,p,= 0
241 + Py + h«uﬁ-uu +...t h«:eozm =0

Py + Aoy + 3Py et Xy Py =0)

Bu sistema ¢; larga nisbatan chiziqli tenglamalar sistemasi hosil
giladi. Uning determinantini yozib olamiz

Pu Pz - Pa

W(porrmap)=| 2 P2 O

P P o Pun
Bu determinantga sistema uchun Vronskiy determinanti deyiladi .
Bizga
y' = A(x)y +b(x) 4)
y'=Alx)y (5)
chiziqli sistema berilgan bo‘lIsin.

Teorema 2: Agar (5) sistemada A(x) / da uzluksiz bo‘lib shu
sistema yechimlaridan tuzilgan Vronskiy determinanti 7 intervalda
kamida bitta (x=x;) nuqtada nolga teng bo‘lsa, u holda ?3.39..:.1&
funksiyalar I da chizigli bog‘liq bo‘ladi.

Teorema 3. Agar ?E_ﬁﬁ_?..e?; yechimlar uchun W(x()#0
bo‘lsa




(xo€d) W(xo)#0, xel o‘rinli.

x 2x
| e 2 e

@ = P =
2¢e* 2e**

ae” +a,e”* =0
3 = a=a,=0
2aqe” + 206 =0

2
NH mlk

2¢*  2e*
(5) ning chizigli erkli yechimlari sistemasi, fundamental yechimlar
sistemasi deyiladi.

Endi sistemani mexanik maonosiga gisqacha to‘xtalib o*tamiz.

(1) ko‘rinishdagi normal sistemani
N ".._‘._Akvuw.nﬂu“mﬁkw,.:..t:H.ﬁaﬁkw mmv
yechimga n o‘lchovli fazoda x nuqtaning xarakati mos keladi.
Bu fazoga holatlar fazosi (n=2 da holatlar tekisligi), xarakat
natijasida hosil bo‘lgan egri chiziq xarakat traektoriyasi deyiladi.
(6)  tenglamalar  xarakat tracktoriyasining  parametrik
tenglamalaridir.

Bu tenglamalar nafagat nuqtaning geometrik o‘rnini aniqglaydi,
balki shu nuqtani ixtiyoriy vaqtda traektoriyadagi holatini aniqlab,
tracktoriya bo‘yicha vaqt o‘zgarishi bilan nuqtaning xarakatini
ko‘rsatadi.

(6) sistema (V1V2....0n) fazoning fi, f, .., f, funksiyalar
aniglangan qismida tezliklar maydonini aniqlaydi.
Umuman (6) sistemani integrallashdan magsad barcha xarakat
traektoriyalarini topish va ularning xossalarini o‘rganishdan iborat.
Endi tenglamalardagi koeffitsientlar o‘zgarmas sonlar bo‘lganda
sistemani yechish usuli bilan tanishamiz.
N =apy +apy; tetayy,

Y2 =ayy) +any; +..+dyy,

=2¢¥ -2e¥ =0

wlp',0?)=

(7)

.._....”- =d. Y+ apy, t.tagy,
ko‘rinishdagi yoki yozishga qulay
dye _~ |w =
] =>apy; + fi (x) ? =1,n) a;,=const,

i=1
ko‘rinishdagi sistema o‘zgarmas koeffitsientli chiziqli sistema deyiladi.
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Agar f(x)=0 bo‘lib,

n

d)
g ®)

ko‘rinishida bo‘lsa, bir jinsli sistema deyiladi.

O‘zgarmas koeffitsientli tenglamalarni xususiy yechimini topish
usulini esga olib, (8) sistemaning yechimini

ve=re™ (k=12,..n) 9
ko‘rinishda izlaymiz, bunda y, va 2 - lar o‘zgarmas sonlar.
Bu yerda shunga e’tibor berish kerakki, barcha y; lar uchun A bir xil.
(9) ni (8) ga qo‘yamiz.
¥, =Aye™ (k=1.2,...,n) bo'lib,

Aye™ =Y a,y,e™ tenglikni olamiz, ¥ ga qgisqartirib,
k ki gaq
i

n
Ay = auy

i=1
tenglikni hosil qilamiz. So‘nggi tenglik hadlarini bir tomonga o‘tkazib,
quyidagi ko‘rinishda yozib olamiz.

n

> (ay, — kAl =0 (k=12,..,n) (10)

i=1
bu yerda
1, k=i
0, k=i
(10) ifoda y larga nisbatan sistema bo‘lib, algebradan ma’lumki,
sistema noldan farqli yechimga ega bo‘lishi uchun, uning determinanti
nolga teng bo‘lishi lozim. Shuning uchun (10) sistemaning
determinantini nolga tenglaymiz.
ay — A 5] ay
DA\.&H Ay dyp—A .. a4y an

&,_E

ay ay e yy — A

(11) ni yoyib chigsak, 2 ga nisbatan p — tartibli tenglama hosil
bo‘ladi. Bu tenglama (6) sistemaning xarakteristik tenglamasi deyiladi.
Uni ildizlari xarakteristik sonlar deyiladi.

A(2) determinant xarakteristik determinant deb ataladi.

p — tartibli xarakteristik tenglamani p ta ildizi bo‘lib, ular 41,45,...,4,
sonlar bo‘lsin.




1-hol: 2, lar haqiqiy va xar xil. Unda barcha A; larni (10) ga
qo‘yamiz.
Aa: -+ ayyy +tayy, =0
apy +(an —4)r; +.t aypy, =0 (12)
Q¥+ dypyy ot Aﬁaa = \.ruw..__ =0
Bu sistemani /=1, 2, .., n lar uchun alohida-alohida yechib, xar bir 2, ga
mos y;larni topamiz va (9) ga qo‘yamiz. Natijada
xususiy yechimlar hosil bo‘ladi. Ulardan esa

X Ajx
N =eype” +eyg e

TR

Axx Axx

: Ayx .
Va=¥12e"™ +eyyne™ + 4, y,0e

n Hh._.ﬁw:m\ﬂ:h & ﬂm%mzmx:h Fo.ot n:ﬁuam»zn
ko‘rinishida umumiy yechimni hosil gilamiz.
Bu yechimlar chiziqli erkli bo‘lib, fundamental yechimlar
sistemasini hosil giladi.
2-hol: A; - lamni ichida komplekslari bo‘lsa, u holda
»i ﬂw_m?.:.En.wu =) mﬁntmr::.ur =Vn ela+io
yechimni olamiz, hamda
Ni=rutiras Ya=Vo +i¥Vnss¥n =Vin +i¥a,
deb olib, haqiqiy va mavxum gismlarini ajratamiz.
Yk =e™ (71 cosbx — yy sinbx)

Yor =™ (yy; sinbx — 5, cosbx)
Bu yechimlar chizigli erkli bo‘lib, a-ib ko‘rinishdagi ildizlar yangi
yechimlarni tashkil etmaydi.
3-hol: A, - ildizlar haqiqiy va ichida karralisi bor. Unda k - karrali
xarakteristik son uchun £ ta chiziqli erkli yechimlar mos keladi.
Shu o‘rinda ushbu teorema o‘rinli
Teorema 4: Agar A, k - karrali ildiz bo‘lsa, u holda unga
V=P, (x)**  (m= 1,2,...,n) (13)
ko‘rinishdagi yechimlar mos keladi, bunda P(x),...,Pn(x) lar k-1 —
tartibli ko‘phadlar.
Yechimni topishda (13) ni (8) ga qo‘yib P(x) ko‘phadni mos
darajalari oldidagi koeffitsientlar tenglanib topiladi.
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4-hol: Agar 2, ildizlar ichida kompleks va k — Karralisi bo‘lsa, u
holda yechim

¥ =P_y(x)e™ cosbx

Y2 =Ry_ (x)e™ sinbx
ko‘rinishida izlanadi, bunda Py.(x), Ry.i(x) lar k&~1 —tartibli ko‘phadlar.
Sistemalarni bu usulda yechish Eyler usuli deyiladi.
Agar tenglamalar sistemasi bir jinsli bo‘lmasa, u holda oldingi
mavzuda ko‘rilgan o‘zgarmasni variasiyalash usulini qo‘llash mumkin.

Amaliy mashg'alot uchun mavzuning gisqacha
bayoni va vechimiari bilan berilgan topshiriglardan
namunalar

Noma’lumlarni  ketma-ket yo‘qotish yordamida murakkab
bo‘lmagan sistemalarni yechish mumkin.

Xx=2x+ . X 2 N
ik sistemani yeching, bunda x u@. y= 24

8.1 ’
dt dt

y =3x +4y

Yechish: Birinchi tenglamada y = x—2x ekanligidan, uni ikkinchi

oo a oo o

tenglamaga qo‘yib x—2x=3x+4(x—2x) yoki x—6x+5x=0
tenglamaga ega Dbo‘lamiz.  Xarakteristik tenglama ildizlari
ki =1, ko =5 ekanligidan x=ce' +c,e”. wnn_m‘ +5c,e” bo‘lganligi
uchun y =c,e' +5c,e* —2c.e' —2c,e™ =—ce' +3c,e™ kelib chiqadi.

x=ce' +c,e

Demak,

y=—ce +3c,e”.
X=Xx—-y+8t

8.2, bir jinsli bo‘lmagan sistemani yeching.

Yechish: Ikkinchi tenglamadan x = +m,

birinchi tenglamaga qo‘yamiz.




5 8

+ um+m|w+m.. X =3x +mw+amx

4 X ule@Lﬁ&n&_

y+ 4y = 40t tenglama hosil bo‘ladi. ly =x+2y y=2x -2y
k% +4=0 dan k,, = #2i, ya'ni ¥, =¢, cos2t+c,sin2t. Xususiy yechim mnffrwlam_ mnuw:xi
y1 = At + B ko‘rinishda izlanadi. 4At + 4B = 40t dan 4=10, B=0. 6.

Demak, ly =y—2x y=3y-2x
y=c¢, cos2t+c,sin2t + 101,

anﬁlwn_ sin2f +2¢, cos2t +10+¢, cos2t +¢, sin2t +10r). w Tekshirish uchun savollar
s 2

1. Normal sistemani umumiy ko‘rinishini yozing?
Mustaqil yechish uchun topshiriglar: . Normal sistemaning yechimi deb nimaga aytiladi?
. Normal sistemani uchun Koshi masalasini qo‘ying?
. Yechimni mavjudligi va yagonaligi haqidagi teoremani ayting?
. Bu xolda Lipshist sharti qganday ko‘rinishda bo‘ladi?
. Funksiyalarning chizigli bog‘liqliliga ta’rif bering?
2.9, . Chiziqldi bog‘lik funksiyalarga misol keltiring?
ly =y—4x ly-x-y=0 9. Vronskiy determinantini yozing?
(o 10. Vronskiy determinantini 1-xossasi?.
X=X+z-Y (R Vronskiy determinantini 2-xossasi?
HIi Chiziqli o‘zgarmas koeffitsientli tenglamalar sistemasi?
12.  Chizigli sistemani yechimi ganday ko‘rinishida izlanadi?
13. Sistemaning xarakteristik tenglamasini yozing?
14. Xarakteristik tenglamani ildizlarini haqiqiy va xar xil?
15. Xarakteristik tenglamani ildizlarini haqiqiy va karralisi bor?
16. Xarakteristik tenglamani ildizlari kompleks?
17. Xarakteristik tenglamani ildizlari kompleks va karralisi bor?
18. Agar sistema bir jinsli bo‘lmasa gqanday yechiladi?

8.3. Differensial tenglamalar sistemasini yeching.

X=X-Y Xx+x—-8y=0

2
3
4
5
6
7
8

o

8.4. Differensial tenglamalar sistemasini yeching.
mqu.mm_ 5 X = y—5cost

o =}

,%Hx.fnw v‘wa+v‘

1. 5




3.2-§. Chegaraviy masala. Xususiy hosilali birinchi
tartibli tenglamalar.Oddiy differensial
tenglamalarni taqribiy yechish usullari.

REJA:

- » Ikkinchi tartibli tenglama uchun chegaraviy masala.
- % Grin funksiyasining ta’rifi.
- » Gilbert teoremasi. :

> Birjinsli tenglama.

> Simmetrik formasi.

> Koshi masalasi.
> Sonli usullar misollari .
» Runge — Kutt usullari

Tayanch iboralar
Chegaraviy masala, Grin funksiyasi, chegaraviy masalani yechish,
birinchi tartibli xususiy hosilali tenglama, xususiy hosilali chizigli
tenglama. simmetrik forma, Koshi masalasi, To'r. chekli ayirma.
gadam. yaqinlashish, xatolik, yaqinlashish tartibi. aproksimasiya

Differensial tenglamalar uchun chegaraviy masala yechilganda
ba’zan chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi yechimni topish mumkin
emas, masalan

Y'+y=0

-0, 5{Z}-0
masalani qanoatlantiruvchi trivial bo‘lmagan yechim mavjud emas.
Shuning uchun bunday masalalarni yechishni o‘ziga xos usuli bor.

Ushbu
¥+ p)y + pa )y =) (1
tenglamaning
Wxo)y=vo, Y(x1)=y (2)
shartni ganoatlantiruvchi yechimini topish masalasi chegaraviy masala
deyiladi.

Biz quyida ushbu masala yechimini izlaymiz.
Agar (1), (2) masalada
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‘v_l\su
NH-tl!HlHJ_... kunH
H_I.ﬁcA cw .o o _

almashtirish bajarilsa (1) tenglama 2-tartibli tenglamaga o‘tadi, (2)
shartlar
2(x0)=0, z(x;)=0 3)

shartlarga o‘tadi.

Bundan tashqari (1) tenglamani /70 funksiyaga
ko*paytiramiz, unda

M TKJ\. +m?_7§n_ ()’ + m?__.%atmgwuﬂ?vm_a_z&

bundan

?:_za V) el ), o(x)el 1)
yoki

(o)) + )y = 1) )
bunda

plx)=el O ()= py ()l MM £ pfc)el b
ko‘rinishga keladi. Shuning uchun (1), (2) masala o‘rniga (3), (4)
masalani taxlil etamiz.

Agar f{x)=0 bo‘lsa, tenglama bir jinsli, &M??g +g(x)y=0
X

Agar flx)#0 bo‘lsa, tenglama bir jinsli bo‘lmagan tenglama
deyiladi.
Endi Grin funksiyasi tushunchasini kiritamiz G(x,s) funksiya
ushbu shartlarni qanoatlantirsin;
I. G(xs) — x boyicha xy<x<x da uzluksiz, bunda s —
fiksirlangan va x, <s<x,

2. G(x,5) - xo <x<x,daxss nuqtalarda Ahk_u.. +qy=0
tenglamaning yechimi.
3. G(x,s) funksiya
G(x0,8)=G(x1,5)=0 &)
chegaraviy shartlarni qanoatlantiradi.

4. x=s nuqtada G(x,s) hosila birinchi tur uzulishiga ega va uning

5 1
sakrashi —— ga teng,

pls)
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QK?&L?&?&@TF
pls)
Exu (6)
G(s,5+0)=G.(s,s—0)= =3
pls)
Yuqoridagi shartlarni qanoatlantiruvch funksiya (3), (4) masalaning
Grin funksiyasi deb ataladi.
Grin funksiyasining tatbiqi to‘g‘risidagi quyidagi teorema
o‘rinli.
Teorema 1: (Gilpbert teoremasi). Agar f{x) uzluksiz bo‘lib (3), (4)
masalaning Grin funksiyasi ma’lum bo‘lsa, u holda uning yechimi

y= [Gle,s)7(s)ds ™

formula bilan ifodalandi va aksincha agar y=y(x) funksiya (3), (4)ning
yechimi bo‘lsa, uni (7) ko‘rinishda yozish mumkin.
Ushbu teoremadan foydalanib, biz qo‘yilgan masalaning Grin
funksiyasini ko‘rishimiz mumkin.
Faraz qilaylik, (3) tenglama berilgan bo‘lib, y(x¢)=¥(x;)=0
shartni ganoatlantiruvchi y yechim bo‘lsin.
Grin funksiyasini quyidagi ko‘rinishda izlaymiz:
oM O&_ Xg=Xx=y§
O._hﬁ.qvl CV O& SEX=X
Bu yerda y,(x)}-(xp)=0 shartni, y»(x)—-1(x;)=0 shartni ganoatlantiruvchi
yechimlar, ¢;,¢; — noma’lumlar.
G(x,s) funksiya ta’rifdagi 4 ta shartni qanoatlantiradi.
1. G(x,s) funksiya fiksirlangan s uchun x bo‘yicha uzluksiz, x=s da

c(s)-caya(s)=0 ®
2. G(x,s5) —x=s da uzulishga ega
r f ~
C2)2 |ntﬁ€ﬂ| 9
pls)

Bu erda y,(x), y,(x) funksiyalar chiziqli erkli, chunki y;(x;)=0
ekanligidan ¢y (x)20, y»(x;)#0. Shuning uchun
W= Hw u,.w
Y N2
Vronskiy determinanti x=s da noldan farqli, (8), (9) tenglamalarni
yechib,

B4

= »(s) o= »(s)
: wis)p(s) 2 w(s)pls)
tengliklarga ega bo‘lamiz. U holda

€

i e
N Wis)p(s)” T
Glx,s)= %@E s<x<x
Wskp(s)” "~

ko‘rinishdagi Grin funksiyasi hosil bo‘ladi.
V1(x), ya(x) xususiy yechimlarni shunday tanlash mumkinki, W(s)p(s)=1
bo‘ladi.
Unda Grin funksiyasi
Q?LVH*&HA&E (x), xosx<s
s (x) s<x< *
ko‘rinishga keladi .
Bir jinsli bo‘lmagan masalani yechish uchun
(») +qv=r1(x)
Mxoy=vo  y(x1)=y

z=y—n(x), n(x)eC?[x,,x,] almashtirish yordamida bir jinsli
masalaga keltiriladi.

. w.mw oldingi barcha mavzularda bir argumentli funksiyaning
hosilasi qatnashgan birinchi va yuqori tartibli tenglamalar bilan
tanishdik.

. Endi ko‘p o‘zgaruvchili funksiyalarda birinchi tartibli Xususiy
hosila qatnashgan tenglamani ko‘rib chiqgamiz.

ou ou du
e seny by T T ey T | =
XpaXgseiis Xy s U 2", 0 (10)
ro_a.m:mm.:ammm tenglama xususiy hosilali birinchi tartibli tenglama
deyiladi. Agar F funksiya xususiy hosilalarga chizigli bog‘liq bo‘lsa, u
holda

X (xy,x; u.:_.nx.:vMIM Fot X, (x,x, .......qz.zum = Ry, %550, X,,, ) (11)
ko‘rinishdagi tenglama chizigli tenglama deyiladi.
Avvalo
X0 A YR bk Kt N 2l (1)
x, - " ox

n
ko‘rinishdagi xususiy hosilali chizigli bir jinsli tenglama bilan
tanishamiz.
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Shuni aytish lozimki w=const xar doim yechim. Biz trivial
bo‘Imagan yechimni gidiramiz.
(12) ga mos oddiy differensial tenglamalar sistemasining
simmetrik formasi
= dar &, (13)
X, (01,3257, X5 (x1,%,00%,) X, (1, %2500 %,)
ko‘rinishda yoziladi.
Ushbu teoremani keltiramiz:
Teorema 2. (13) sistemaning integrali (12) ning yechimi bo‘ladi.
Isbot: y,(x,,x,,....x,) (13) integrali bo‘lsin. U holda undan olingan

to‘la differensial nolga teng, ya’ni
Wity + 2 e 4+ g (14)
ox oy ax,
Bu yerda (13) dan foydalanib dx; larni o‘rniga
X

=, (i=1n)

tengliklarni qo‘yamiz va

oy Xy Oy Xy | Oy Xy + 9V =i

ax, X, ox, X, ax,, X, ox,
ifodani hosil gilamiz. dx, ga qgisqartirib va X, ga ko‘paytirsak,

k_m%\_fﬁb MMM +ot+ X, Mw =0
tenglikka kelamiz. So‘nggi tenglik esa u=y(x;,x,.....x,) funksiya
(12) ning yechimi ekanligini ko‘rsatadi.
Teorema 3. (12) ning yechimi (13) ning integrali bo‘ladi.
Bu teorema ham sodda isbotlanadi.
Agar (13) ni n-1 ta integrali ma’lum bo‘lsa, u holda (12) ning

umumiy yechimi

u=F(y,v5,00,)
ko‘rinishda yoziladi.
Bir jinisli bo‘lmagan tenglama.
Quyidagi ko‘rinishdagi
.k_ﬁh__ku:.;nizvm + ku?..ku?;.«i:vmu+ o X 2 X seens X U %Hmm = (13)
= hnu.._ukm.:..hz...__v
tenglama xususiy hosilali bir jinsli bo‘lmagan chizigli tenglama
deyiladi.
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Bunda X|.X;,....X, va R funksiya Aan_u_aw_ awv nuqtani atrofida uzluksiz
differensiallanuvchi deb faraz qilamiz.
tenglamaning yechimini
V(21333 30X, 2)=0
oshkormas ko‘rinishda gidiramiz. ¥ funksiya barcha argument bo‘yicha
uzluksiz xususiy hosilalarga ega va
mwﬁhﬁ_ﬁhm ey X0 qzcv

du &
u=ulx;,x;,...,x,) ekanligidan
oV 8V ou
o +Mm3 =0 (k=12,..,n)
hosilaga egamiz. Bundan
av
Ou mu.ﬁ._al
a, oV
au
tenglikni olib , ularni (1) tenglamaga qo‘yib soddalashtirsak,
X ?_ UH?.......E&MM + \a\m?._ X5 ...;.g....:zv%um S e T._ 1 X3 ......«.....&%:I +

+x?_..«m..£k§:vnc
tenglama hosil bo‘ladi.
Bu bir jinsli tenglama ko‘rinishiga ega bo‘lib, uning simmetrik
formasini quyidagicha
MLH_.I&.AN _ _dx, du
X X X. R
yozish mumkin. Bu sistemani » ta erkli integralini
V(X152 0)
V251,35 ey, 0)

(14)

..x_\:AH_vHM...JHH__uzv
topamiz. U holda (1) ning umumiy yechimi V=F(yn, 2,0,
ko‘rinishda bo‘ladi. Bu funksiyani 0 ga tenglab, (13) tenglamaning
umumiy yechimini olamiz
Fy(x1,%5 0000, ) 5 (3,3 .y st (%1500 %, ) =0 (15)
Koshi_masalasi. Xususiy hosilali tenglama uchun quyidagicha
qo‘yiladi. (13) tenglamaning yechimlari ichidan shunday
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u=f(x,%,..%,)
yechimni topingki , u x, =xJ da
:”eﬁkpuy\“«:.ah I_v A,—mv
funksiyaga teng bo‘lsin , bunda ¢ - berilgan w::wm@m._.. .
Koshi masalasini yechish ushbu tartibda amalga oshiriladi: .
l.Tenglamaning simmetrik (14) formasini tuzib, n ta integral
topiladi.
Y1 (61,0000 X, )
EHAHTHN...JHH..:V Amﬂ_u
Y (315 %25000s%,,2)
2.(17)dagi x o‘rniga x) ni qo‘yamiz
v Ttku.:a&:u_uku,:vu 7

0 5
WalX] e X5 Xy qh_-.._q..-...v" W
2\ "2

Wn ?u.«?....azl_.Hu.:wnﬂ.q
va bu sistemani x,x,,...,x,_;,« ga nisbatan yechiladi, bunda y, va y, ni
ko‘rinishidan foydalansak,
NNIEC\IAN N|a|w+wmvuc

x1=a,(7,73-7,)
Xp—) =Wyy A..._N .c|\m q.:,q|\=v
= eﬁﬂl\_ .ﬂm _...uﬂqw

3.Bu funksiyalardan
n__ﬁ.._p\_.c\u,:..qx.._wHi&%ﬁ\..ﬁut:&\avem@\_.ﬁ\u,:;c\__v.:.aal_?&.c\?:...ﬁ.; (18)
munosabatni tuzamiz. (18) ga Koshi masalasining oshkormas
ko‘rinishdagi yechimi deyiladi. Agar (18) ni u ga nisbatan yechsak,
oshkor ko‘rinishida Koshi masalasining yechimini olamiz.
I-misol. Tenglamani yeching. ]
oz oz
(+yz=x-» =5 =2
z=2x; y=0na
bu tenglamaning simmetrik formasi
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sistemani yechib,

Y =z=2y, Wy=2\Jz—x—-y+y,
bunda y=0 go‘yib,
2=
Nz—x=0,
bu sistemadan x va z ni topamiz.
—2
=i -
A= 4
zZ=iy,
(6) formulaga ko‘ra
2
v -2 7, fﬁF =0, 2y, —w3i =0 Koshi masalasining yechimi bo*ladi.
1. Masalaning qo‘yilishi.
d . . ;
MM =/f(tu), u(0)=u" (18)sistema uchun yoki batafsilroq
RHSH.&T.:_.E wnlly), t=0 . i=12...n (19)
u0)=u", i=12...n (20)

Koshi masalasini qaraymiz. Agar
A, Uty ), D = u.._ < n._..___ It_?_— <bi=12,..,n}
funksiyalar yopiq sohada uzluksiz
|fl<M , i=12,..n shart o‘rinli bo‘ladi.
Bundan tashqari agar f; lar, D — sohada istalgan Ah:_z- :L,
(6,1;,1,...w) nuqtalar uchun w,argumentlar bo‘yicha, istalgan u' va u"
uchun Lipshist shartini qanoatlantirsa, ya’'ni
_hﬁr ", 1, .., i.vlumﬁr TS TR :L < Lz__ I__<_:._+_z_H |=L+:.+_=\.. lz...__F
bo‘lsa, unda (19) - sistemaning u, =, (t),u, =, (t),...,u, =, ()
<, u:._.aﬁn.w& va (20) - shartlarni qanoatlantiruvchi yechimi mavjud
bo*lib yagonadir.
Koshi masalasini sonli yechish va uni tadqiq etishda Koshi
masalasining yechimi mavjud va birdan-bir va keraklicha silliq deb
faraz qilamiz.

bo‘lsalar, unda
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2. Sonli usullar misollari.

Koshi masalasini yechishning ikki guruh sonli usullari mavjud:
Ko‘p qadamli ayirmali usullar va Runge-Kutt usullari.

Quyida sonli usullarning bir qancha misollarini qarab chigamiz va
bayon gilamiz.
Soddalik uchun birta
W.H%?.Ht.avo.z,\cyuzo (21)
tenglamani qaraymiz.
w, ={t =ir,i=0]2,.}
nuqtalar to‘plamini qaraymiz. Buni to‘r deb ataymiz.
u(t) (21) - tenglamaning aniq yechimi bo‘lsin. y,=y() (21) -
masalaning taqribiy yechimi bo‘lsin. yj taqribiy yechim to‘r funksiya
deb aytiladi, ya’ni fagat o, to‘rda aniglangan funksiyadir.
2- misol. Eyler usuli.
(21) - tenglama
uﬁ%ﬁ#?&TE =0,1,..., 5, =1,

ayirmali tenglama bilan almashtiriladi.
Bu tenglamaning yechimi

Yint =Y+ .Q_Ah..\.u._..v =0,i =0,1,...,y, =1,
rekurrent formula yordamida oshkor tarzda topiladi.

Taqribiy usullar qaralganda yaqinlashish ularning asosiy xossasi
hisoblanadi. Taqribiy usullar yaginlashishini turlicha ta’riflash mumkin.
Chekli ayirmalar usulida r—0 dagi yaqginlashish tushunchasi ko‘p
tarqalgan. Bu quyidagilardan iborat. t - nuqtani tanlab olib shunday o,
to‘rlar ketma-ketligini garaymizki

70,1, =it =1(i > )
bo‘lsin.
(22) - usul t - nuqtada yaqinlashadi deb aytiladi, agar r—o0 |y, —u(t,] =0
(22) - usul (0.7] kesmada yaginlashadi deb aytiladi agar bu usul
kesmaning har bir nuqtasida yaqinlashsa.
Usulning tartibi r-ga teng deb aytiladi, agar p>0 uchun r-0

_klzbguomﬂi bo‘lsa. Usul xatoligi z=yj - u(tj) ni
qanoatlantiradigan tenglamani hosil qilamiz. yj = zj + uj ni (5) ga
qo'yib

Z:1 —Z; . —
-i.ﬂ i .\.T::__ +N_,v| l ELH U,
tenglamani hosil gilamiz. (23) - ning 0‘ng tomonini
_.3:. +§E
yig‘indi ko‘rinishda yozish mumkin.
Bunda

__E “|uﬁ+.\'ﬂﬁ..r«.¥ 4 ﬂ\aﬁu ”.\.Aﬁ..ﬁ. +N\v].\.~sh__.h.._\_

y," funksiya (23) - ayirmali tenglamaning (21) — dastlabki tenglama
yechimidagi approksimastiya xatoligi deb aytiladi. Approksimastiya
xatoligi (22) - ayirmali tenglama chap tomoniga (21) - dastlabki
tenglama aniq yechimi u(t) qo‘yilganda hosil bo‘lgan fargdan iborat
ekanligi ko‘rinib turibdi. yj taqribiy yechim u(tj) - aniq yechimga teng
bo‘lganda xatolik nolga teng bo‘ladi.
Agar 7—>0, " >0 ayirmali usul dastlabki differensial tenglamani
approksimastiyalaydi deb aytiladi. Agar y," =0(r) bo‘lsa ayirmali usul
dastlabki tenglamani r- tartib bilan approksimastiyalaydi deb aytiladi.
Keyinroq juda katta umumiy farazlarda aniglik tartibining
approksimastiya tartibiga tengligi ko‘rsatiladi.
@ =10, +2)- 1 0,u)
Agar dastlabki tenglamaning o‘ng tomoni «{f)ga bog‘liq bo‘lmasa bu
funksiya aynan nolga teng bo‘ladi. Umumiy holda .z xatolikka
proporsionaldir, chunki
2 _df

Wi IMM
Eyler usulining approksimasiya tartibini Teylor formulasini qo‘llab
topish giyin emas.

(tu,+0-2,) -z, 0| <1.

Bty ) +0()

T
bo‘lganligi uchun (4) ga asosan
W == (t)+ £(t,.u)+0(x)=0(z) .
ya’ni, Eyler usuli birinchi tartibli approksimasiyaga ega. Buni hosil
gilishda u"(t) ning chegaralanganligini faraz qilindi.
3- misol. Simmetrik sxema.
(4) - tenglama

B2 11003+ S )] = 0, = Ol 3y = (24)

ayirmali sxema bilan almashtiriladi.
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Bu usul Eyler usuliga qaraganda ancha murakkabdir, chunki y,,,
qiymat oldin aniqlangan yj giymat orqali

1
Vi |m?...4..z.3:v =F,

bunda

=Y +Wﬂ..\.2:uuu
tenglamani yechish bilan aniglanadi. Shu sababli usul oshkormas deb
aytiladi. (24) - usulning (22)- ga nisbatan afzalligi uning yugqori tartibli
aniqligidadir.

_ r.l.__ —
qx_:HIn_ _q. ! +MH\.¢_.=L+\H~:_.=:_V.—

funksiya uchun
p = —u - Wz_. Y cﬁqum_?h +u,)=—u ..WF. +W?__ u) + 7] +0(c?)]
o‘rinlidir, ya’ni " =0(r*).

Shunday qilib, (24) - usul ikkinchi tartibli approksimasiyaga ega.
Keltirilgan misollar ayirmali usullar deb ataluvchi usullardan eng
soddalaridirlar, ular yana ayirmali sxemalar ham deb aytiladilar.

Runge - Kutt usulining ayirmali usullardan farqi shundaki,
tenglamalarning o‘ng tomoni f{t,u) giymatlari nafaqat to‘r nuqtalarida,
balki oraliq nuqtalarda ham hisoblanib topiladi.

4- misol. Ikkinchi tartibli Runge-Kutt usullari.
Faraz qilamiz, dastlabki y;j yechim t=tj laxzada aniqlangan bo‘lsin.
Yi+1=y(tj+1) giymatni topish uchun eng avval
) R
# = ft,.u,) (25)
Eyler sxemasi buyicha  , oraliq qiymatni topib, undan so‘ng

e
3

.5|:.a||.5 = f(t, +057,y ) (26)

sxemadan y,,, ni oshkor tarzda topamiz.
Bog‘lanishsizlikni tadqiq etish uchun ¥ 1 =»+057(,u)- ni (26)-ga

n_onv;_u
F=N S, + 057, y, +0,57, .\.?.b._ & =0 AM / u
T

ayirmali tenglamani hosil kilamiz. Bu tenglamaning bog‘lanishsizligi
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W =- .. T SU,+0.57,u, +057, f(1,u,)
=

ko‘rinishda yoziladi.
Teylor formulasiga asosan

U, +UT A+ Mn._'ﬂ +0(t*)—u, o
= 2 =u +—ur+O(1?)
T T 2

W, —u

va
S0, +0.57,u, + 057 (6, u ) = £, u,)+ c.m«W\-..c,. )+ 051 (1,1, u% + Qﬁnh HH

S, :.o.m%% ._.\.H..:Su;mmhwhm__lvu—+ QT&H\.?.ST 0,57, +CANHV
1

chunki, (21) - ga asosan

y =—rt_1c

i

’ mhmﬁ._...v+h.‘_..a_vmhw_“=_v.

Bulardan (27) - ning ikkinchi tartibli approksimasiya xatoligiga ega
ekanligi kelib chiqadi, »," =0(*) va (24) - dan fargli oshkor usuldir.
(27) - usulni qo‘llash ikki bosqichdan iborat, shuning uchun bu usul
predikator-korrektor deb aytiladi. (27) - usul boshgacha amalga
oshirilishi mumkin.
Eng avval ketma-ket
k=10,») . k=f({+057,y +051%,)
hisoblanadilar, undan keyin  y,,, (v, —»)/r=k,tenglamadan
topiladi. (27)-usulning bunday qo‘llanilishi Runge-Kutt usuli deb
aytiladi.
3. Runge - Kutt usullari.
Usullarning tavsifi.
%uéh_& >0, u(0)=u, (29)
Koshi masalasini qaraymiz.
Runge-Kuttning m-bosqichli oshkor usuli quyidagidan iborat. yij=y(tj)
giymat bo‘lsin. ajbjj, i=2,3,..m, j=12,..m-1, . i=1,2,..,m
koeffitsientlar beriladi va
k, H.\.A_____.u..hv.»u H\T__ +a,t. Yy, +&u_ﬂ.__¢_v.
ky=f{t, +ar,y,+ b1k +byrk,),

k,= _l: +a. 0,y +b,t-k+b vk 4+ By
funksiyalar ketma-ket hisoblanadilar,
Undan so‘ng

e xﬂ.:.l_v




Bt S o (30)

T I=1
formuladan yi+] = y(ti+1) topiladi. ajbjj,o,koeffitsientlar aniqlik
shartlaridan topiladilar. Masalan, (30) - dastlabki (29) - tenglamani
approksimasiya qilishi uchun MB =1 bo‘lishi zarur. Ba’zi bir usullarga

alohida to‘xtalamiz. m=1 bo‘lsa 1 - misolda qaralgan Eyler sxemasi
hosil bo‘ladi.
m=2 bo‘lganda
k, H\Q:ui. ky H\? +a .y, +&m_ﬂ.k_vq.3+_ =yt ﬂﬁq_k_ +Q.m...n~v (31)
usullar majmuasini hosil gqilamiz. (3) - usullar approksimasiya
parametrlarini tadqiq etamiz.
Oxirgi tengliklardan k| va k, - larni f orqali ifodasini almashtirib

= Q_.\sﬁ___:..v.__v+u.?\.¢__ ta .y + &Eﬂﬁ.‘.ﬂ___.;u__h z_ ﬁmwv

T
tenglikka ega bo‘lamiz.
Approksimasiya xatoligi ta'rifiga ko‘ra (31) - usulning
approksimasiyasi (32)-dan y. -ni u, — aniq yechimi bilan almashtirishdan
hosil bo‘lgan

yl == Ma=U v, flt,u)+a, 11t +a,r,u, + byt ft,u,)) (33)

T
ifodaga aytiladi.
u(t) va f(ty) funksiyalarni yetarlicha silliq deb qarab approksimasiya
tartibini aniqlaymiz. Buning uchun (33) - dagi barcha giymatlarni
Teylor formulasi buyicha tj - nugtada yoyib chigamiz.
Quyidagilarga ega bo‘lamiz.
EH{?TW:.?YD?J

T
S u), , )
ot ° ou

S+ aym, + by (1,u,)) = £(t,4,) +ayr +0(r),

(1) - ga asosan

shuning uchun

w! = J:.QLIW:.?L +0(r%) +Qtw?.-__L+o.u,__‘.9.=_u+qunuﬂm.\.|m_hﬁ 4 QL&?E+D:J =
ou

T @2: q@..?.z.

==f(t,.u,)+(o, +a, _2._.._:+ 2on

£t +0(r) + 040, qﬂw;__f.
[

" 39_4%,5?:”J‘_?.z_uiq_ +q,§q..=;+_.=qunuLg By __19? |a3mh.__.= fc? y=

20u
=—1(t,u)1-0, + o, ]+ o|(r.a, - o.&@m_,ﬂ.zkiq} —05)- @%_ i f@« )

Bundan ko‘rinib turibdiki, agare,+o,=1 qilib c__smP approksimasiya
tartibi birga teng bo‘ladi. Agar bunga qo‘shimcha ravishda
o,a, = o,by, =05 talab gilsak, approksimastiya tartibi ikkiga teng bo‘ladi.
Shunday qilib, ikki bosgichli approksimastiya tartibi ikkiga teng bo‘lgan
bir parametrli Runge-Kutt usuli borligi aniglandi.

Bu usullar oilasini quyidagicha yozish mumkin.

En:lquk?.:_.r of (t, +az,y, +az- f1,,u,)) (35)

[ 5

Bunda a-a=05
Xususiy holda, o=1a=05 bo‘lganda 3-misol kelib chiqgadi.
o= w.n =~ 1bo‘lganda ikkinchi tartibli

= [t u)ky =St + 7.y, + 7 ) vy = ¥, +0.5(k, +k,)
usul hosil bo‘ladi.
Uchinchi tartibli ikki bosgichli usul mavjud emas. Bunga ishonch hosil
gilish uchun u'=u tenglamani qarash kifoya.
Approksimasiya tartibi yuqori bo‘lgan Runge-Kutt usullari misollari
bor.
Uchinchi tartibli usul:

k, H‘..\.Ah__.x_.w.ku H&.hh_ +.M.F +Wl’._u

#u ”Lﬁ.ﬁ_____ +u..u.‘., .I.n.\ﬂ_ +N3-ﬁ»v

Yin = Vi H.W;_ + 4k, +k,).

T

Uchinchi tartibli usul:
k, H..\.Aﬁ_.:__u_kn H.&hb +HL\_ +W&.W,

2r 2r
k, ..._‘.T +ML\_+.M..._"L.

%_2_ = |Q._ +uh. u
T
To‘rtinchi tartibli usul
b._ H.\.Aﬁ.:__w.ku ”L‘.hn.. +..M.l.“_.,._ +Wh_u.
ky u.\T +W..¢. +W»uu.
ky = [, + 7.y, + 1k, — 21k, +2k,),
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T

Perdi 2k, + 4k, 4k,

To'rtinchi tartibli Runge - Kutt usullardan ikkinchisi:

k, H\.Hﬁ..z_..v.h.u HHT +

&

k,

Y =W

T

ﬂ m.
|. _‘+|k 9
2153 _w

T k,
-\.h__.__._rm.u_l?uw

S+ p+k,),
= WQ_ +2k, + 2k, + &, ),

L}

Keltirilgan usullar Runge - Kutt usullarining xususiy hollaridir.

S .l' !
!

Amaliy mashgulot uchun mavzuning qisqgacha
bayoni va yechimlari bilan berilgan topshiriglardan

namunalar

wﬁ)- Mustagqil yechish uchun topshiriglar:

Differensial tenglamaning umumiy yechimini toping.

1. p"—2y' = 2ch2x,

3.y —y'=2e" +cosx.

2. y"+y=2sinx—6cosx + 2¢",

4. y"-3y' =2chix.

5.y +4y = —8sin2x +32cos2x + e, 6. y"—y'=10sinx +6cosx + 4e*.

7. y" =4y =16chax.

9. y"—4y' =24¢™ —4cos2x+ 8sin2x,

8. ¥ +9y=—18sin3x— 18"

10. p"-5y" = s0chsx.

Koshi muammosiga yechim toping

h;m

coszx’
HO)=3,y(0)=0.

1. Yaaly=

V'+4y =8cig2x,

SRCRYER

ﬂm‘uq
1+’
»(0)=In4,y'(0)=3(1-1n2).

N ._nn + u..v... =

4
v.n.l@ .__+m =,
4. 2 &S5 I4e7*

Y)=1+21In2,y'(0)=61In2.
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5.

it

9.

Om.u.-

"+-9y' +18y =
Y ’ ¥ I+e

»(0)=0,y(0)=0.

) A S
Y 2 cos(x/ )’
»(0)=2,y'(0)=0.

V' +y=4ecigx,
y(zl2)=4,y'(x/2)=4.

6.

10.
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uﬂn

*+mly= i
Y ¥ sinx
1 1\
—|=3,¥|=|==.
_\@ w@ 2
@N'.:
Ilu ~"|I|Iu
Yo =™

y(0)=4In4, y'(0)=4(3In4-1).

4
2+e
»0)=14+3In3, y'(0)=10In3.

y'—6y +8y=

—1x *




w Tekshirish uchun savollar

1. Ikkinchi tartibli tenglama uchun bir jinsli bo‘Imagan chegaraviy

masala?

2.Bir jinsli bo‘lmagan chegaraviy masalani bir jinsli chegaraviy
masalaga keltirish?

3.1kkinchi tartibli chizigli bir jinsli bo‘lmagan differensti al
tenglamalarni soddalashtirish?

4. Grin funksiyasini ta’rifi?

5. Gilpbert teoremasi?

6. Grin funksiyasi qachon mavjud bo‘ladi?

7.Grin funksiyasining xossalari?

8. Grin funksiyasini ko‘rishni tushuntiring?

9. Grin funksiyasining birinchi tur uzulish nuqtasidagi sakrashi?

10,
g8
12.
13.
14.
15.
16.
17.

18.
19.

qilish?
20.
21.
22.
23.
24.
25.

Grin funksiyasi qaysi ko‘rinishda izlanadi?

Xususiy xosilali tenglama umumiy ko‘rinishi?

Xususiy xosilali chiziqli tenglama ko‘rinishi?

Tengloama tartibini tushuntiring?

Simmetrik formasini yozing?

Umumiy yechimni ta’riflang?

Xususiy hosilali tenglama uchun Koshi masalasini qo‘ying?
Koshi masalasini yechish strukturasini tushuntring?

Koshi masalasining oshkormas ko‘rinishdagi yechimi?

Koshi masalasining oshkor ko‘rinishdagi yechimini xosil

Sonli yechish nima ?

Eyler usuli nima ?

Runge — Kutt usuli nima ?

Aproksimastiya xatoligi deb nimaga aytiladi ?
Yagqinlashish nima ?

Ko‘p qadamli usul nima:

MUSTAHKAMLASH UCHUN MASHQLAR:

Differensial tenglamalarning umumiy integrallari topilsin.
1. 4xdx—3ydy=3x*ydy—2xy*dx

N.H;\ﬂw+u\&auo
u.3%|a%na€%
#, a &le_%nam\._\%
m.k&klme&\uwxm%&;uwwﬁ
m..a m+%~&.+u\a&%ue
7. (€* +5)dy+ yt*dx =0

o 1= 2
XYy 1—y? +1=0
9. 6xdx — 6ydy =3x> ydy — 2xy dx
10. u\?+mava~w\lmu&n”o

11. X+4/5 +wm%+w¢a+am&\no
12 .c_hl_.unm.u\,l_.ku\.m +x=0

13. 2xdx—2ydy = x> ydy — 2xy’dx
14. (e* +8)dy— yl*dx =0

15, x5+ 3% + YyV1-x2 =0

16. Ra&x+u\a&\no

17. 6xdx— ydy = yx"dy —3x*y’dx
18. ylny+xy'=0

19. (1+€")y' = ye*

20. ;\ml|3~{+&m+kuo




B+L£)y-y'=£* .Q,nm,\au+w~+&
Y1+ fny)+xy'=0 2o xy+y°
 xdx— ydy=yx'dy — xy*dx : x* = 2xy

. .I\Wn_nvxm +2\H|RM.VQ‘\__”O Hu\__“m\wu.v\mun_:mhhﬂum
" 2y +4x?

2 2 —
AS+Hy dx+4(xCy+y+y)dy=0 x4
(A+£)y-y=2 S 2x* — xy

L3Py +y)dy++2+ ¥ dx=0 d\_uw&uio‘ﬁu
- 2y” +5x°

. 6xdx— ydy= yx*dx—3xy’dx
. 2xdx— ydy= yx*dy— xy*dx Y =Z=x y=1
X

2%+ 2xy* +42-x%y'=0 .y — yetgx =2xsinx, ,zw.mvuo
2

y=2 14242 sin2x

2

2 x Y TYCRBE===, 5(0)=0
‘lw..._xm +N-¥.Hu ] 2 T 1

A S '
yr=2tY Y= Z ux~+ma_ﬁ|:um

x—y . x+2 2

r_ 2 2 ' Y x
XY =NX Ry tY .%IHHNAH;LVLASH_

. %..INH.SEHL\AWV =]

hlu‘«_u+3\k~ X
C2y7 +3x7 Yy,
w2y y+==x",y(1)=1

2x
2x—y

2y=2 16243
5 4 X

4

. H\“

i 3y’ +6x%y
2y* +3x?
2

3= _sg¥ 14

2

X X

.




x+1 , 78. y" —y"=5(x+2)

e, y)=e Wy =
X 79. y" =2y"+y" =2x(1-x)
2y 80, " —y" =5(x+2)?

i’/ 3
Hl—luﬂm .—l—lH uu.._\ﬁuvuu ..v.v.|v._:‘."NH+u

P 2 82. 3y 4 y"=6x—1
.Y +|“\|+“”D_L\Cu“,— 83. \C_:x +ME3+V..:”L.HN
e O e % 84, y"+y"=5x"—1
NQ |Hmv N 85. u~:._ +n.u\._-+mcua H‘ﬂln.ﬂm
2y 86. 7y"+y" =12x

__l.n = X 2
X x+1 e’(x+1) 87. y"+3y 42y =3x" +2x

<

: ¥

u\.+mxu~nam|m sinx 88. y"—y =3x* —2x+1
2y 89, y"— " =4x*—3x+2

o — = 3 . ._____ a __
=D 90. y" =3y"+3y"—y'=x-3

iy =yl RS

92. y" —2y"+y"=12x" —6x
93. y"—4y" =32-384x’
e . 94. y" —2y" =3x* +x—4
Ly = w_M_ ycos' y 95. y"—y"=40-24x"
o =18y _ 96. y"—2)"=3x"+x—4
_y"+32sinycos’ y=0 97. y"—13y"+12y' =x-1
98. y"+3)"+2y =x*+2x+3
99. y"—y"=6x+5
100. y"=5y"+6y' =(x—1)’
v 3 101. y" +y"=12x+6
..t.w\. +hlao 102. y"—13y"+12y' =18x" -39
Ly y' =y -16 103. ¥"—5y"+6y' =6x"+2x+5

. ¥ +2sinycos’ y=0
Yy +16=0

LYY +9=0
. y"=50sin’ ycosy
Yy =40y -1)

LY =2y° 104. V''+2y'=4e" (sinx +cosx)

o " S T | " { 2 :
.ua+uw=+maw~|_ x 105. V'—4)y'+4y =—e”" sinbx
Y=y =6x"4+3x

e 106. ¥'"+2y'= —2e" (sinx +c0sX)
e e 107. ¥"'+y =2cosTx+3sin7x

w "
. =3y"4+3y"—y' =2 " ! i
= g PP = 108. V +2y'+5y =—sin2x
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. V'4y+8y = e (5sinz —3cosx)

. Y'42y'=e*(sinx + cosx)
 YV'4y'+4y = e** sin3x

Y46 +13y = e cosdx

. V'+y=2co0s3x—3sin3x

. Y'"2y'+5y =—Ssinx

. Y'4y'+8y = e*(4cosx —3sinx)
. Y'+2y'=10e” (sinx + cosx)

. V'4y'+H4y = e* sin5x

. Y'"+y =2cos5x +3sin5x

Y2y 45y = —17sin2x
 V'46y'+13y = e cosx

. Y'-4y+8y = e*(3sinx + 5cosx)
 V'4y'+Hy = —e* sindx

. V'+6y'+13y = e cosSx

. Y'+y=2cos7x—3sin7x
 Y'H2y'+5y =—cosx
. Y'—4y+8y = e*(2sinx —cosx)
. YV'+2y =3e” (sinx + COSX)
 V'—4y'+4y = e** sindx
V'+6y'+13y = e cos8x
Y'+y =2cosdx +3sindx
Y'2y'+y=e* cos2x

GLOSSARIY

Differensial tenglamalar — erkli o‘zgaruvchining funksiyasi va
uning hosilalarini bog‘lovchi tenglama.

Oddiy differensial tenglama — differensial tenglama yagona
erksiz o‘zgaruvchiga ega bo‘ladi.

Xusussiy hosilali differensial tenglama — differensial tenglama
ikki va undan ortiq erksiz o‘zgaruvchiga ega bo‘ladi.

Differensial tenglama tartibi —  tenglamada qatnashgan
hosilalarning eng yo‘qori tartibi.

Differensial tenglamaning umumiy yechimi— shunday,

y = ¢(x, C) funksiyaki uni berilgan tenglamadagi no‘malum
funksiya o‘rniga qo‘yilganda tenglama ayniyatga aylanadi.

Differensial tenglamaning  xusussiy yechimi —  biror
boshlang‘ich x = Xg, y(X¢) = yo shartlarda shunday C = C; mavjud
bo‘ladiki, unda differensial tenglamaning yechimi y = ¢(x, C,) bo‘ladi.

Koshi masalasi — differensial tenglamaning boshlang‘ich

¥(Xo) = yo shartni ganoatlantiruvchi y = @(x, Cy) ko‘rinishdagi
xususiy yechimini topish.

Differensial tenglamaning integrali — beirlgan differensial
tenglamadan kelib chiqadigan hosilalalarga ega bo‘lmagan.

Integral chizig—differensial tenglama y = @(x) XOY
tekislikdagi grafigi.

Differensial tenglamaning maxsus yechimlari — bu shunday
yechimki uning har bir nuqtasida yagonalik sharti bajarilmaydi, ya’ni
biror (x,y) nugtaning kichik atrofida kamida ikki integral chiziq yotadi.

Birinchi tartibli differensial tenglama — funksiya va uning
birinchi hosilasini bog*lovchi munosabat.

Hosilaga  nisbatan  yechilgan  f{englama ¥ = fx,v)
ko‘rinishdagi tenglama.

Birinchi tartibli differensial tenglamaning differensial formasi
— P(x,y)dx+O(x, y)dv=0 ko‘rinishdagi tenglama.

Ofzgaruvchilari ajraladigan differensial tenglama
¥ =a(x)f(y) ko‘rinishga keltirish mumkin bo‘lgan tenglamalar.

n- tartibli bir jinsli funksiva f(x. v) - ixtiyoriy t parametr (holdan
boshqa) uchun f(ex,ty)=1"f(x,y) ayniyatning o‘rinli bo‘lishligi.




Bir jinsli differensial tenglama — y'=f(x,y) ko‘rinishdagi
shunday tenglamaki, unda unng o‘ng tomoni f(x, y) argumentlarga
nisbatan nolinchi tartibli bir jinsli funksiya.

Birinchi tartibli chizigli differensial tenglama — no‘malum
funksiya va uning hosilasiga nisbatan chizigli bo‘lgan ya’ni
¥'+P(x)y=0(x) ko‘rinishdagi tenglama.

Birinchi tartibli chizigli bir jinsli differensial tenglama
y'+P(x)y=0 ko'rinishdagi tenglama.

Birinchi tartibli chizigli bir jinssiz differensial tenglama —
¥+ P(x)y=0(x) ko‘rinishdagi tenglama.

Bernulli tenglamasi — y'+Py=0-y", ko*rinishdagi tenglama bu
yerda P va Q lar x ning funksiyasi, n 1 dan farqli o‘zgarmas son.

To'liq differensialli tenglama — M(x,y)dx+ N(x,y)dy=0 birinchi
tartibli  differensial tenglamaning chap tomoni biror u="F(x,y)
funksiyaning to‘liq differensialidan iborat.

Lagarnj tenglamasi — P(y)x+Q(¥)y+R(»)=0 ko‘rinishdagi
differensial tenglama.

Klero tenglamasi — y=x'+¢(y). ko‘rinishdagi tenglama

Yo'nalish maydoni — qaralayotgan sohadagi urinmalar to*plami.

n—tartibli  differensial  tenglama - F, 3, ™) =0
ko‘rinishdagi tenglama

Koshi masalasini yechish — F(x,p,.c ¥")=0 differensial
tenglamaning x,.y,.y}....»"" boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi
yechimini topish.

n-tatibli  chizigli differensial tenglama - Y va uning
hosilalarining birinchi darajalarining V5. ™ kombinasyasidan
tashkil topgan P+ Py 4 Py ke k p Y+ py=F():
ko‘rinishdagi tenglama.

n-tatibli ~ chiziqgli  bir jinsli  differensial tenglama
3&3+31?:+3&?z+5+3¢%+3&”oro#::ﬂﬁfmmﬁnﬁmam

n-tatibli chizigli o*zgarmas koeffitsientli differcnsial tenglama
=P+ Y+ Py b Y+ Py = f(2); ko‘rinishdagi
koeffitsientlari o‘zgarmas bo‘lgan tenglama.

Yechimning fundamental sistemasi — n- tatibli chizigli bir
Jinslidifferensial tenglamaning chizigli bog‘liq bo‘lmagan yechimlari
sistemnasi.

Vronskiy determinanti —

v._— |ﬁ.-u b -ﬂw‘
| % A%

(n-1} (n=1) L=}

Al Y e My s

ko‘rinishdagi determinant

Xarakteristik tenglama — ™ +ay" "+ . +ay=0 differensial
tenglamaga mos kelgan F(k)=k" +ak"" +...+a, ko‘rinishdagi tenglama.

Differensial tenglamalarning normal sistemasi — hosilaga
nisbatan yechilgan birinchi tartibli differensial tenglamalar sistemasi.

Differensial tenglamalar sistemasining umumiy yechimi —
tenglamalar  sistemasini  qanoatlantiruvchi » =¢(x,C,C,,....C,),
¥ =0, (66,65..C) 5 - 3, =9,(x.C,,C,,...,C,), funksiyalar to*plami.

Ikkinchi tartibli chegaraviy masala —

V' p(x) Y +q(x)-y= f(x)

a<x<bh,

@, yla)+a,-y'(a)= 4,

By y(b)+ - y'(b) = L

(x| +er | 0, |8]+]8] =0,

ko‘rinishdagi tenglama




FOYDALANILGAN ADABIYOTLAR

M.S.Saloxitdinov, G.N.Nasriddinov. Oddiy differensial

tenglamalar. T. O‘gituvchi.1992y.

2. K.B.Boyqo‘ziev. Differensial tenglamalar.T.O‘qituvchi .1988y.

3. MarBees H.M. MeTtoabl HHTErpMpOBaHHUs OOBIKHOBEHHBIX
auddepeHnanbHbIX YpaBHeHUil. Briciuas wikona. 1967 r.

4. Epyrun H.IT. u gpr. Kypc o6bikHoBeHHBIX nudidepeHinanbHbIX
ypaBHeHuii, 'onosHoe u3zn. Kues. 1974

5. Xaprman @. O6sikHOBeHHBIe AuDdepeHIHANBHBIE YPaBHEHHS,
u3a.«Mup», M., 1970.

6. Islomov B.I., Abdullaev O.X. Differensial tenglamalari fanidan
masalalar to’plami. Toshkent. “Bayoz”. 2012. 216 bet.

7. ®ununos A.®. Coopuuk 3aaau no auddepeHynanbHBIM
ypaBHenusm. M.:Hayka, 1979

8. XK¥paes T. Ba Gowmk. Onuii matrematuka acocnapu. 2-kucm. T.
aﬂumnm:n,_,o:vr 1999, 304 6.

9.Turgunbayev R., Ismailov Sh, Abdullayev O., “Differensial
tenglamalar kursidan misol va masalalar to‘plami”. T.: TDPU. 2007

10. Oppogov Y. P. va bosh. Oddiy differensial tenglamalardan
misol va masalalar to‘plami. T.:Yangi avlod. 2006.

11. I'ycak A.A. Marematuueckuii anamus u aunddepeHunannue
ypaBHenus. M.: "Terpa cucremc" . 1998 r.

12. Morris Tenebout, Harry Pollard. Ordinary Differential
Equations, Birkhhauzer. Germane, 2010.

13. Crenanor B.B. Kypc nuddepenunansupix ypasHenud . M.,
Hom Kunra. URSS. 2006.472 c.

14. Dneronsny  JLE.  JuddepenunancHsie  ypaBHEHHSA
BapHauHoHHble Heuucnenue. M. Jlom Knura. URSS. 2006.312 ¢

15. ®nunnoe A.D. Coopuuk 3anay no jguddepeHUHATBHKM
ypasuenusmM. Moxesck: Man-so PX][.2000.175 c.

16. EpnecroBud E.A. Jludepenunansheie ypaBHenus. M.:Jom
Knura. 2006 r.

17. Pomanko B.K. Kypc auddepeHuuanublx ypaBHEHUH u
BapuHauHoHHoro ucyucnesue. M.: JIb3. 2002 r.

108

18. Aragonos C.A. [luddepenunansusie ypasuenns. M.: MITY
umenn H.E.baymana 2006 r.

19. James.C.Robinson. An Introduction No Ordinary Differential
Equations. Cambridge. 2004.

- 13819/53 -

OZBEKISTON RESPUBLIKASI OLIY TALIM,
FAN VA INNOVATSIVALAR VAZIRLIGI
GHIRCHIC DAVLAT PEDAGOGIKA UNIVERSITETI

AXBOROT RESURS MARKAZI

- SRt




MUNDARIJA

SO‘ZBOSHL.........ccoueenn

BIRINCHI TARTIBLI ODDIY DIFFERENSIAL
TENGLAMALAR...

Differensial tenglamalar faniga  Kirish. .Pmom.q
tushunchalar. Koshi masalasi..

O‘zgaruvchisi ajraladigan .ﬁ:m_mam_ma _w: _:_m: va _.:_mm
keltiriladigan tenglamalar

Chizigli tenglamalar. O‘zgarmasni variasiyalash usuli...

To‘la differensialli  tenglamalar.  Integrallovchi
ko‘paytuvchi. Hosilaga  nisbatan  yechilmagan
tenglamalar

YUQORI TARTIBLI DIFFERENSIAL
TENGLAMALAR

Tartibini pasaytirish mumkin bo‘lgan differensial
tenglamalar. n-tartibli chizigli tenglamalar

Chiziqli bir  jinsli  o‘zgarmas  koeffitsientli
tenglamalar

Ofzgarmas koeffitsientli chiziqli bir jinsli bo‘lmagan
tenglamalar

DIFFERENSIAL TENGLAMALAR SISTEMASL
XUSUSLY HOSILALAI DIFFERENSIAL

Normal sistema uchun Koshi masalasi yechimi haqidagi
teorema. O‘zgarmas koeffitsientli chizigli tenglamalar
sistemasi. Eyler usuli

Chegaraviy masala. Xususiy hosilali birinchi tartibli
tenglamalar. Oddiy differensial tenglamalarni tagribiy
yechish usullari

MUSTAHKAMLASH UCHUN MASHQLAR

GLOSSARIY

FOYDALANILGAN ADABIYOTLAR

QAYDLAR UCHUN




