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IKKINCHI NASHRGA SO'Z BOSHI

Darslik to‘rt bobdan iborat bo‘lib, birinchi bob umumiy topologiya
elementlariga bag’ishlangan. Ikkinchi, uchinchi boblarda chiziglar va
sirtlar nazariyasi o‘rganiladi. Mexanika yo*‘nalishi rejasida tenzor hisobni
o‘rganish nazarda tutilganligini hisobga olib ,to"rtinchi bobda tenzor analiz
elementlari yoritilgan. Differensial geometriya kursi bo‘yicha o‘zbek
tilidagi birinchi darslikni M.A.Sobirov va A.Y.Yusupov birgalikda
yozishgan va 1965-yili chop ettirishgan. Bu darslik hajm jihatidan juda
katta bo‘lib, chiziqlar va sirtlar nazariyasi bo‘yicha juda ko‘p
ma’lumotlarni o‘z ichiga olgan. Undan hozir ham talabalar foydalanib
kelishmoqda. Lekin keyingi vaqtda o‘quv rejasining o‘zgarishi,
differensial geometriya fanining tez rivojlanishi hamda mustaqil
Respublikamizda ta’lim sohasidagi qator qonunlarning gabul qilinishi
ko‘pgina fanlardan, shu jumladan, Differensial geometriyadan ham yangi
darslik yozilishini taqozo gilmoqda.

Darslik muallifning O°zbekiston Milliy universiteti Mexanika-
matematika fakultetida o‘qigan ma’ruzalari asosida yozildi. Albatta,
darslikda muallifning differensial geometriya kursini o‘qitishga bo‘lgan
0°z nugqtai nazari ifoda etilgan. Darslikning birinchi nashri kirill alifbosida
2003-yilda “Universitet” nashriyotida chop etilgan edi. O‘tgan yillar
davomida darslik Oc¢zbekiston Milliy universiteti va boshga
universitetlarda o‘quv jarayonida ishlatildi. Bu jarayonda darslikdagi
nashriy kamchiliklar, mathni terishdagi nugsonlar va muallif tomonidan

yo‘l go‘yilgan xatolar aniqlandi va tuzatildi.

Toshkent, 2018 yil, dekabr



KIRISH

“Differensial geometriya” kursida uch o‘lchamli fazodagi chiziqlar va
sirtlar matematik analiz yordamida o‘rganiladi. Ma’lumki, “Analitik
geometriya” kursida chiziqglar va sirtlarni o‘rganish ularning tenglamalarini
tekshirish yordamida amalga oshiriladi. Shuning uchun algebraik metodlar
“Analitik geometriya” kursida asosiy rol o‘ynaydi. “Differensial
geometriya” kursida biz chiziq va sirtlarni tenglamalar yordamida emas,
balki fazodagi ma’lum xossalarga ega bo‘lgan figuralar sifatida aniqlaymiz
va ularni matematik analiz yordamida o‘rganish uchun differen-
sialanuvchini funksiyalar yordamida parametrlaymiz. Geometriyada
matematik analiz metodlarini tadbiq qilishga Sant-Peterburg Fanlar
akademiyasi a’zosi L.Eyler katta hissa qo‘shdi. U chizigni parametrlash,
sirt nuqtasida bosh yo‘nalishlar kabi muhim tushunchalarni kiritdi va juda
ajoyib teoremalarni isbot qildi.

Differentsial geometriyaning asosiy masalalari sistematik ravishda
yoritilgan birinchi asarni Gaspar Monj yozdi. Uning «Cheksiz kichiklar
analizining geometriyaga tadbiqi» nomli kitobi 1795-yili chop etildi.
G.Monjning shogirdlari D’yupen, Men’e ham sirtlar nazariyasiga katta
hissa qo‘shdilar.

“Geometriya” fani XIX asrda juda tez rivojlandi. 1826-yili buyuk
matematik N.I.Lobachevskiy Evklid geometriyasidan farqli geometriya
mavjud ekanligini ko‘rsatdi. Bu geometriyada geodezik uchburchak ichki
burchaklari yig’indisi 180° dan kichikdir. Gauss 1827-yili sirtning to‘liq
egriligi uning ichki geometriyasiga tegishli ekanligini isbotladi. B.Riman
1854-yili Lobachevskiy geometriyasini ham o‘z ichiga oluvchi yangi

geometriyani asoslab berdi. Bu geometriya Riman geometriyasi deb

ataladi. Riman geometriyasida geodezik uchburchaklar ichki burchaklar
yig’indisi 180° dan katta ham, kichik ham bo‘lishi mumkin.

XX asrda differensial geometriyaning rivojlanishida chiziglar va sirtlar
o‘rniga har xil difterensial strukturalar kiritilgan silliq ko pxilliklarni
o‘rganish tendensiyasi paydo bo‘ldi va rivojlandi. Bu ob’ektlarni (silliq
ko*pxilliklarni) o‘rganish qulayligi shundaki, ular chiziglar va sirtlar kabi
Evklid fazosining qism to‘plamlari sifatida emas, balki differensial
struktura kiritilgan abstrakt topologik fazolar sifatida aniglanadi. Ko‘pxil-
liklar nazariyasida chiziglar va sirtlar mos ravishda bir o‘lchamli va ikki
o‘lchamli ko‘pxilliklarni tashkil etadi. Hozirgi vaqtda ko‘pxilliklar

nazariyasi “Geometriya” kursining asosiy qismlaridan biri bo‘lib qoldi.




I bob
UMUMIY TOPOLOGIYA ELEMENTLARI
Bu bob “Differensial geometriya’; kursini o‘rganishda zarur

bo‘ladigan umumiy topologiyaning asosiy tushunchalariga bag’ishlangan.

§ 1. Evklid fazosidagi topologiya

Hagqiqiy sonlar to‘plamini R' bilan belgilaymiz va »n>1 uchun

elementlari nta tartiblangan haqiqiy sonlar ketma-ketligidan iborat

R ={(x',x*,...,x"):x' €R',i=12,...,n}

to‘plamda x = (x’,x’,. ..x")va y=(3',5%...,»") nuqtalar orasidagi masofani

d(x,y)=\(' -x') +(? =x*) +..+ (" -x)

formula bilan aniglaymiz. Bu kiritilgan 4: R" xR" — R' funksiya quyidagi

shartlarni qanoatlantiradi.

1) musbat aniqlangan: ixtiyoriy x, ye R juftlik uchun d(x,y)20 bo‘lib,
d(x,y)=0 bo‘lishi uchun x=p munosabatning bajarilishi zarur va
yetarlidir.

2) simmetrik funksiyadir: ixtiyoriy x, y juftlik uchun d(x,y)=d(y,x)
munosabatlar o‘rinli.

3) uchburchak tengsizligini qanoatlantiradi: ixtiyoriy x, y, z uchta nuqta
uchun d(x,y) <d(x,z)+d(z,y) tengsizlik bajariladi.

Yuqorida d(x,y) funksiyaning 1, 2-shartlarni qanoatlantirishi ravshan.

Bu shartlarning uchinchisi sizga matematik analiz kursidan ma’lum

[g(a, +b,)’]% s[‘z:‘,a,’)% +(Zb) (1.1)

tengsizlikdan kelib chiqadi.

bo‘lgan

Quyida Koshi-Bunyakovskiy tengsizligi deb ataluvchi

5
n

[}:ab)—sslaz T 52 (1.2)
RN 1 I

tengsizlikni isbotlab, undan yuqoridagi (1.1) tengsizlikni keltirib
chiqaramiz.  Koshi-Bunyakovskiy tengsizligi vektor ko‘rinishda
(@5) <a%* yozish mumkin. Bu tengsizlikda (@5) -ifoda a={a,,a,,...a,},
b={b,b,,..b,} vektorlarning skalyar ko‘paytmasi bo‘lib, &*=(a.a),

= (5,5) belgilashlar qabul gilingan. Skalyar ko‘paytmadan iborat bo‘lgan
va hagigiy sonlar to‘plamida aniglangan f(s)= (5 + tE)' funksiyani qaraylik.
Bu funksiyaning aniqlanishiga ko‘ra, f(f)=0 munosabat o‘rinlidir. Bu
tengsizlikni  f(f)=a’ +2t(&,5)+t’5’ >0 ko‘rinishda yozsak, u kvadrat
tengsizlikka aylanadi. Uning diskriminanti uchun  (3,5) -a%* <0
tengsizlikni yoza olamiz. Endi Koshi-Bunyokovskiy tengsizligidan

(a +bP ‘Z;l 1’%
2

b2 <
" k

+2I§ai- b,f+§ U ng]
k=l k l k=1 =

tengsizlikni hosil gilamiz. Bu tengsizlikdan yuqoridagi (1.1) tengsizligi
kelib chiqadi. '
Endi (1.1) tengsizlikdan foydalanib, 4 funksiya uchun uchburchak

foydalanib,

b

|| M=
|| M=
n Ms

M=

tengsizligini isbotlaylik. Buning uchun x=(x',x,...,x"), y=(".»"...»");
z=(z',2z%,...,z") nuqtalar uchun a* =x*-z*4* =z*-y* belgilashlar
kiritsak, (1.1) tengsizlikdan d(x,y)<d(x,z)+d(z,y) tengsizlik kelib chiqadi.

Kiritilgan 4 funksiya bilan birgalikda R" metrik fazo bo‘ladi.
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Evklid fazoda berilgan x nuqta va >0 soni uchun
B,(x)={yeR" :d(x,y)<r}
to‘plam markazi x nuqtada va radiusi » ga teng ochiq shar deb,
F,(x)= {y €R":d(x,y)< r}
to‘plam esa, markazi x nuqtada bo‘lgan va radiusi » ga teng yopiq shar
deb ataladi.
Sonlar o‘qida, ya’ni R' da B,.(x) ochiq shar (x-r, x+r) ochiq interval,
yopiq B,.(x) shar esa [x~r, x+r] yopiq kesma bo‘ladi.
Endi ochiq shar yordamida R fazoda ochiq to‘plam tushunchasini
kiritamiz. Berilgan 4 to‘plam va unga tegishli a nuqta uchun birorta r>0

soni mavjud bo‘lib Br(a)CA munosabat o‘rinli bo‘lsa, a nuqta 4

to‘plamning ichki nugtasi deyiladi. Hamma nuqtalari ichki nuqtalar
bo‘lgan to‘plam ochig to ‘plam deb ataladi.

Demak, har qanday ochiq shar ochiq to‘plam bo‘ladi, chunki
x&By(a) bo'lsa, r, =min{d(a,x),”—d(a,x)}>0 soni uchun B, (x)c B (a)
bo‘ladi. Hagiqatan ye B, (x) bo‘lsa,

d(a,y)<d(a,x)+d(y,x)<d(a,x) + r <d(a,x)+r-dax)=r

tengsizlikdan d(a,y)<r, munosabat kelib chiqadi. Demak, B (x)cB,(a)

munosabat o‘rinlidir. Endi biz bo‘sh to‘plamni @& bilan belgilab, uni
ixtiyoriy to‘plam uchun qism to‘plam hisoblaymiz, va uni 7" fazoning
ochiq qism to ‘plami deb qabul gilamiz. Ana shunda ochiq gism to‘plamlar
uchun quyidagi teoremani isbotlay olamiz.
Teoremal. Ochig gism to ‘plamlar uchun quyidagilar o ‘rinlidir.
1. Butun fazo, ya'ni R ochiq to ‘plamdir.
2. Bo'‘sh to ‘plam ochiq to ‘plamdir.

8

3. Chekli sondagi ochiq qism to‘plamlarning kesishmasi (umumiy
qismi) ochiq to ‘plamdir.

4. Har qanday ochiq to'plamlar oilasi uchun bu oiladagi ochiq
to ‘plamlar vig'indisi ochiq to ‘plamdir.

Isbot. Teoremaning ikkinchi tasdig’i isbot talab qilmaydi, chunki bo‘sh
to‘plamni ochiq to‘plam deb e’lon gilganmiz. Agar a e R” bo‘lsa, ixtiyoriy
r>0 soni uchun B,(a)c R"” munosabat har doim o‘rinli, shuning uchun

ham R" fazo ochiq to*plamdir.

Endi 4, A4,,..,4, ochiq to‘plamlar berilgan bo‘lsa, A=[)4,

i=]
to‘plamning ochiq ekanligini ko‘rsataylik. Agar 4=@ bo‘lsa, ikkinchi
punktga ko‘ra 4 ochiq to‘plam bo‘ladi. Shuning uchun 4=@ deb faraz
qilib, 4 ga tegishli ixtiyoriy & nuqtaning ichki nuqta ekanligini

ko‘rsataylik. Agar ae 4 bo‘lsa, unda ae 4; munosabat barcha i lar uchun
bajariladi. Har bir 4; ochiq to‘plarh bo‘lganligi uchun shunday r;>0 soni

mavjudki, B, (a)c 4, munosabat bajariladi. Bu chekli sondagi r
sonlarining eng kichigini  bilan belgilasak, Br(a)CB,-i(a)CA,- munosabat
bajariladi. Demak, B,(a)c 4, va a nuqta 4 to‘plamning ichki nugtasidir.
Endi teoremaning 4-punktini isbotlaylik. Ochiq to‘plamlardan iborat
{A,} oila berilgan -bo‘lsin. 4 =UA¢ yig’indining ochiq to‘plam
ekanligini ko‘rsataylik. Buning uchun 4 to‘plamga tegishli ixtiyoriy a
nuqta olib, uning ichki nugqta ekanligini ko‘rsatamiz. Yig’indiga tegishli a
nuqta yig’indida gatnashayotgan 4, to‘plamlarning kamida birortasiga
to‘plam ochiq

tegishli bo‘ladi. Faraz qilaylik ae4, bo‘lsin. 4

o



bo‘lganligi uchun birorta »>0 mavjud bo‘lib, B,(a)c 4, munosabat
bajariladi. Demak B (a)c 4 va 4 to‘plarrl uchun 4 ichki nuqta bo‘ladi.
Bundan esa, 4 ning ochiq to‘plam ekanligi kelib chiqadi.

Endi ochiq to‘plam tushunchasidan foydalanib, yopiq to‘plam
tushunchasini  kiritamiz. Berilgan £ to‘plamning to‘ldiruvchisi
CF =R"\F ochiq to‘plam bo‘lsa, F yopiq to‘plam deb ataladi. Birinchi
teoremadan foydalanib, yopiq to‘plamlar uchun quyidagi teoremani
isbotlash mumkin.

Teorema-2. Yopiq gism to ‘plamlar uchun quyidagilar o ‘rinlidir.

1. Butun fazo, ya’'ni r" yopiq to ‘plamdir.

2. Bo ‘'sh to ‘plam yopiq to ‘plamdir.

3.Har ganday yopiq gism to ‘plamlar oilasi uchun shu oiladagi
to ‘plamlar kesishmasi yopiq to ‘plamdir.

4.Chekli sondagi yopiq to ‘plamlarning yig'indisi yopiq to ‘plamdir

Biz R" fazoning x=(x',x’,...,x"), y=(y',y’,...,y") elementlari
uchun

X+y= (x' +3,x 4+, Lx" +Y") Ax =(/1x',/’lx2,...,/lx”)
qoidalar bilan yangi x+y, Ax elementlarni aniglashimiz mumkin. Bu
yerda A hagiqiy son. Bu kiritilgan amallarga nisbatan R;' chiziqli fazo
bo‘ladi. Bu holda R" fazoni chiziqli fazo sifatida qarasak, uning elementini
vektor deb ataymiz. Chizigli fazo uchun belgilashni o‘zgartirmaymiz,
chunki har gal tekst mazmunidan R" fazoning metrik fazo yoki chiziqli
fazo ekanligi ko‘rinib turadi. Metrik R" fazo nuqtalarining har bir x,y
juftiga boshi x nugqtada, oxiri esa y nuqtada bo‘lgan xy vektorni mos

qo‘ysak, bu vektor chizigli R" fazoning elementi bo‘ladi. Chizigli R”
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fazoda skalyar ko‘paytma Kkiritilgandan keyin metrik R" fazoni Evklid
fazosi deb ataymiz. Demak. R" fazoni Evklid fazosi deganimizda, unda 4
funksiya yordamida metrika Kkiritilib, unga tegishli nuqtalarning har bir
Juftiga mos qo‘yilgan vektorlar fazosida skalyar ko‘paytma kiritilgandir.

Evklid fazosida

n
I =z a, x’'+a,i=12,.,n,

i=l

ko‘rinishdagi almashtirishda {ag} matritsaning determinanti noldan fargli

bo‘lsa, affin almashtirish deb ataladi. Bu yerda

x| a,

2

=1
il
Ql
I
N
!
~~
&
>

x" a,
belgilashlarni hisobga olib affin almashtirishni y=Ax+a ko‘rinishda

yozishimiz mumkin. Agar 4 matritsa ortogonal matritsa bo‘lsa, F
akslantirish harakat (ortogonal akslantirish) deb ataladi. Ma’lumki, 4

ortogonal matritsa bo‘lsa, x, y vektorlar uchun
(4x,4)=(x,y)
tenglik o‘rinlidir, ya’ni harakatda skalyar ko‘paytma saglanadi. Hagiqatan,
A ortogonal matritsa bo‘lsa,
N A A=E
munosabat o‘rinli.bo‘ladi. Bu yerda 47 transponirlangan matritsa, E esa
birlik matritsadir. Shuning uchun

(Ax,AY)=(x,A"Ap) = (x,)

11



tenglikni hosil qilamiz. Demak, ortogonal akslantirishda skalyar
ko‘paytma saqlanishini ko‘rsatish uchun (4x,4y)=(x,A"Ay) tenglikni
isbotlash yetarlidir. Buning uchun gr" fazoda birorta ortonormal
{&.,,--,&,} bazisni tanlab,x va 4y vektorlarni bazis elementlari orqali
ifodalaymiz:

X=xe +x,8 ++x¢, ,Z=Ay=28¢ +2,&,+--+Z2,E,.

Endi (4x,4y) skalyar ko‘paytmani

(Ax,Ay)=xza, +xz,a, +---+xz,a, +
+Xx,5,a, +X,5,a,, ++X,2,4,, +

n"n2

sessre +
+ X, =4, +x,2,4,, +-ex z Q.
ko‘rinishda yozib,undagi x,,x,, -, x, 0‘zgaruvchilarni guruppalasak
(Ax,Ay)=x(z,a, + 5,a,, +--+z,a,)+
+x,(za, +z,8, +-+2,a,)+

ceeer o
+z,a, +--+z,4a,)

“uun

+x,(za

In

munosabatni hosil gilamiz. Bu ifodadan

(dx,Ay)=(x,A"Z)
tenglik kelib chiaqdi. Demak, bizga analitik geometriya kursidan ma’ lumki
harakat ikki nuqta orasidagi masofani saqlaydi. Agar det4s 0 bo‘lsa,
ma’lumki F harakat fazoda orientatsiyani ham saqlaydi. Hagiqatan bizga

ortogonal 4 matritsa va birorta {,Z,,---,2,} bazis berilgan bo‘lsa, det4>0
bo‘lganligi uchun {4z,4z,, -, 42,} bazis berilgan {z,,Z,,,¢,} bazis bilan

bir xil orientatsiyani aniglaydi.
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§ 2. Topologik fazolar

Birorta X to‘plam va uning ba’zi qism to‘plamlaridan iborat 7={G,}
oila berilgan bo‘lsin. Bu oila chekli sondagi elementlardan iborat bo‘lishi
yoki uning elementlari cheksiz ko‘p bo‘lishi mumkin. Berilgan r oilaga X
to‘plamning hamma qism to‘plamlari tegishli bo‘lishi ham mumkin.
Shuning uchun biz indeks o‘zgaruvchisi « ning qanday to‘plamga tegishli
ekanligini ko‘rsata olmaymiz. Biz X to‘plamning ba’zi qism
to‘plamlaridan iborat z oiladan quyidagi shartlarining bajarilishini talab
gilamiz:

1)X to‘plam r ga tegishli bo‘lsin (ma’lumki, har ganday to‘plam
o‘zining gism to‘plami bo‘ladi. Shuning uchun u 7 oilaga tegishli bo‘lishi
ham mumkin, bo‘lmasligi ham mumkin);

2) Bo‘sh to‘plam 7 oilaga tegishli bo‘lsin (bo‘sh to‘plam har qanday
to*plamga qism to‘plamdir, shuning uchun u X to‘plamning qism to‘plami
sifatida roilaga tegishli bo‘lishi mumkin yoki bo‘Imasligi mumkin);

3) roilaga tegishli har qanday ikkita to‘plamning umumiy gismi
(kesishmasi) r oilaga tegishlidir.

4) 7 oilaga tegishli qism to‘plamlardan iborat ixtiyoriy {G,a} oila uchun
yig’indi I{ G,, ham 7 ga tegishli bo'lsin.

Bu yerda {Ga’}-bila chekli sondagi elementlardan iborat yoki cheksiz
ko‘p elementlardan iborat bo‘lishi mumkin. Shuning uchun bu yerda ham
biz indeksdagi o‘zgaruvchi g tegishli to‘plamni ko‘rsata olmaymiz. Shu
jumladan, (s aﬁ}oila r oila bilan ustma-ust tushishi ham mumkin.
Yugoridagi talab gilingan 4 ta shartlar bajarilgan taqdirda (X,7) juftlik
topologik fazo deb ataladi, roila esa X to‘plamdagi fopologiya“ deb
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ataladi. Demak, birorta to‘plamni topologik fazoga aylantirish uchun uning
yugoridagi shartlarni qanoallamiruvchi‘ gism to‘plamlaridan iborat birorta
oilani ko‘rsatish yetarlidir. Agar (X,r) topologik fazo bo‘lsa, X
to‘plamning elementlari nugralur deb, 7 oilaga tegishli X to‘plamning
qism to‘plamlari ochiq to ‘plamlur deb ataladi. Yuqoridagi keltirilgan 1- va
4-shartlamni topologik fazo aksiomalari deb ataymiz. Shunday qilib, biz
hozir umumiy topologiyaning asosiy tushunchasi - fopologik fazo
tushunchasini kiritdik. Endi bir nechta misollar keltiraylik.

1 - misol. Agar X = R" bo‘lsa, r bilan birinchi paragrafda kiritilgan R"
fazodagi ochiq to‘plamlar oilasini belgilaymiz. Birinchi teoremaga ko‘ra,
7 topologiya bo‘ladi. Bu topologiya evklid topologiyasi deb ataladi.

2 - misol. x- ixtiyoriy to‘plam, 7 oila bo‘sh to‘plam va x dan iborat
bo‘lsa, (X,r) juftlik topologik fazo bo‘ladi. Bu topologik fazoda faqat
ikkita ochiq gism to‘plam mavjud.

3 - misol. x- ixtiyoriy to‘plam, r oila x to‘plamning hamma qism
to‘plamlaridan iborat oila bo‘lsin. Bu topologik fazoda ixtiyoriy gism
to‘plam ochiq to‘plamdir.

Bizga (X,r) - topologik fazoda 4AcXxqism to‘plam berilgan bo‘lib,
uning to‘ldiruvchisi X\ 4 ochiq to‘plam bo‘lsa, 4 to‘plam yopiq to ‘plam
deb ataladi. Topologik fazo aksiomalaridan foydalanib yopiq to‘plamlar
uchun quyidagi xulosalarni isbotlash mumkin: )

1) x yopiq to‘plamdir;

2) bo‘sh to‘plam yopiq to‘plamdir;

3) chekli sondagi yopiq to‘plamlarning yig’indisi yopiq to‘plamdir;

4) ixtiyoriy yopiq to‘plamlar oilasi uchun bu to‘plamlar kesishmasi

(umumiy gismi) yopiq to‘plamdir;
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Bu xossalarni isbotlash o‘quvchilarga havola gilinadi.

Bizga (X,7) - topologik fazoda xeXnuqta berilgan bo‘lsin. Agar U
ochiq to‘plam bo‘lib, xeU bo‘lsa, U to‘plam nugqtaning atrofi deyiladi.
Shunday gqilib, nugta tegishli bo‘lgan ixtiyoriy ochiq to‘plam shu
nugtaning atrofi deyilar ekan. Bizga Ac X gism to‘plam va xe X nuqta
berilgan bo‘lib, x nuqtaning birorta atrofi U uchun Uc4 munosabat
bajarilsa, nuqta 4 to‘plamning ichki nugtasi deyiladi. A4 to‘plamning
ichki nuqtalari to‘plamini intA bilan belgilaymiz. Agar nuqtaning
ixtiyoriy atrofi U uchun AnU=@ va (X\A)NU #@ munosabatlar
bajarilsa nuqta 4 to‘plamning chegaraviy nugtasi deyiladi. Chegaraviy
nugtalar to‘plamini 84 ko‘rinishda belgilaymiz.

4—misol. X=R', A=(a,b)bo'lsin. Buyerda a,b- haqiqiy sonlar va
a<b. Bumisolimizda int 4=(a,b), 64=1{a,b}.

5 - misol. X=R', 4 - hamma ratsional sonlar to‘plami bo‘lsin. Bu
misolimizda 84=X, chunki ixtiyoriy hagiqiy son uchun unga
yaginlashuvchi ratsional sonlar ketma-ketligi mavjud.

Bizga Acx qism to‘plam va xeX nuqta berilgan bo‘lsin. Agar
nuqtaning ixtiyoriy atrofida 4 to‘plamga tegishli nugtalar mavjud bo‘lsa,
nuqta 4 to‘plamning urinish nugtasi deyiladi. Berilgan 4 to‘plamning
hamma urinish nuqtalari to‘plami 4 bilan belgilanadi va 4 ning yopig’i
deb ataladi.

Berilgan Ac X to‘plam va int 4, 94 va 4 to‘plamlar uchun quyidagi
teoremalar o‘rinlidir.

Teorema-3. Har ganday A to‘plam uchun A =int A\ud4 munosabat

o ‘rinlidir.
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Teorema-4. 4 to'plam ochiq io'plam bo'lishi uchun intA=A
munosabatning hujarilishi zarur va yetarlidir.

Teorema-5. Har ganday 4 to 'plam uchun A yopiq to plumdir.

Uchinchi teoremaning isboti. Sizlarga ma’lumki 4= munosabat
Ac B, Bc A munosabatlarga teng kuchlidir. Demak 4cint4uadd va
A>int Aud4 munosabatlarni isbotlashimiz kerak.

Agar xe 4 bo'lsa, x nuqtaning ixtiyoriy atrofida A4 to'plamga tegishli
nuqtalar mavjud. Agar x nuqtaning ixtiyoriy atrofida V4 to‘plamga
tegishli nuqtalar ham bo‘lsa, unda xead4 munosabat o‘rinli , ya’ni x
chegaraviy nuqta bo‘ladi. Agar nuqtaning birorta  atrofidax\ 4
to‘plamga tegishli nugtalar bo‘lmasa, unda xet/c.4 munosabat o‘rinli
,ya’ni x ichki nuqgta bo‘ladi, demak, xeint4. Bu mulohazalarimizdan,
AcintAudd ekanligi kelib chigadi. Endi xeint4uad bo‘lsin. Demak,
xeint4 yoki xea4 munosabat bajariladi. Ikkala holda ham nugtaning
ixtiyoriy atrofida 4 to‘plamga tegishli nugtalar mavjud va demak xe 4.

To*rtinchi teoremaning isboti o‘quvchilarimizga havola etiladi.

Beshinchi teoremaning isboti. Biz A to‘plamning yopiq to‘plam
ekanligini isbotlash uchun x\4 to‘plamning ochiq to‘plam ekanligini
isbotlaymiz. Buning uchun x\ 4 ga tegishli ixtiyoriy nugqtani qaraylik.
Demak, nuqta A ga tegishli emas va shuning uchun uning shunday U
atrofi mavjudki, bu atrofda 4 ga tegishli nuqtalar yo‘q, ya’ni Un4=.
Shuning uchun xeUcXx\4, ya'ni nuqta X\A to‘plamning ichki
nuqtasidir. To‘rtinchi teoremaga ko‘ra ¥\ 4 ochiq to‘plamdir.

Teorema-6. Ixtiyoriy yopiq A to'‘plam uchun A=A munosabat

o ‘rinlidir.
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Isbot. Har doim Ac A bo‘lganligi uchun yopiq 4 to‘plam uchun
4> A munosabatni isbotlash yetarli. Buning uchun 4 ga tegishli ixtiyoriy
X nugtani garaylik. Agar xe X\ 4 bo‘lsa, X\ ochiq bo‘lganligi va
urinish nugtasi ekanligidan (X\A4)n.A4 =@ munosabat kelib chigadi. Bu
qarama-qarshilik x e 4 ekanligini ko‘rsatadi.

Endi (X,r) topologik fazo va birorta 4c X qism to‘plam berilgan
bo‘lsin. Berilgan 4 to‘plamni ham r topologiya yordamida topologik
fazoga  aylantirish ~ mumkin. Buning uchun 4  to‘plamda
7, ={4NG, : G, er} oila topologiya ekanligini ko‘rsatamiz:

1) X ez bo‘lganligi va X n4 =4 tenglikdan 4 e r, kelib chigadi.

2) @ et bo‘lganligi va @4 =03 tenglikdan @ ez, kelib chigadi.

3) 4, 4,7, bo‘lsa, G, G,er, to‘plamlar mavjud bo‘lib,

A nA =(4nG)NANG,)=4N(G NG,) tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bu

yerda G, NG, ez bo‘lganligi uchun 4, N4, e 7, bo‘ladi.

4) 7, oilaga tegishli {Aﬂ} to‘plamlar oilasi berilgan bo‘lsa, r ga tegishli
G, to‘plamlar mavjud bo‘lib, J4, =J(4NG,)= Aﬂ(UG,,) tenglik o‘rinli
4 b p
bo‘ladi. Bu yerda |JG,er bo‘lganligi uchun |J4, yig’indi -, oilaga
/i b

tegishli bo‘ladi.
Demak, (4. z,) juftlik topologik fazo bo‘ladi. Bu holda 7, topologiyani
4 to‘plamda X- topologik fazodagi r topologiya yordamida aniqlangan
yoki keltirilgan topologiya deb ataladi.
§ 3. Metrik fazolar

Metrik fazolar topologik fazolarning juda muhim smﬁm tashkil etadi.

S e TR S S g M P TR
)

Bu fazolarda ixtiyoriy ikki nuqta uchun
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kiritiladi. Metrik fazolarning muhif turlari bilan siz birinchi kursda
tanishgansiz.

Berilgan x- ixtiyoriy to‘plam uchun to‘g’ri xxx ko'paytmada
p:XxX—>R  funksiya aniqlangan bo‘lib, quyidagi shartlarni
qanoatlantirsin:

D p(x»)20, Vx,yeX

2) p(x,)=0=x=y, Vx,yeX

3) pxy)=p(y,x), Vx,yeX

9 pxy)<p(x2)+p(zy), Vxy,zeX

Yuqoridagi shartlar metrik fazo aksiomalari deyiladi. Bu shartlar
bajarilsa (X,p) juftlik metrik fazo deyiladi. (x,p) - metrik fazo,
xe X, r>0 bo‘lsa markazi nuqtada va radiusi r ga teng ochiq shar U, (x)
quyidagicha aniqlanadi:

U@ ={veX: p(x,y)<r}

Ochiq shar yordamida metrik fazoda ochiq to‘plam tushunchasini
kiritish mumkin. Bizga 4« x - gism to‘plam, xe4nugqta berilgan bo‘lib,
birorta >0 son uchun U.(x)c4 munosabat bajarilsa nuqta 4
to‘plamning ichki nugqtasi deyiladi. Hamma nuqtalari ichki nuqtalar
bo‘lgan to‘plam ochiq to ‘plam deyiladi. Agar 7 oila sifatida (X, p) metrik
fazoning hamma ochiq qism to‘plamlari va bo‘sh to‘plamdan iborat oilani
olsak, natijada (X,r) juftlik topologik fazoga aylanadi. Bu topologiya
(X,p) fazoda p metrika yordamida kiritilgan fopologiya deb ataladi. Endi
7 oilaning topologik fazo aksiomalarini ganoatlantirishini tekshiraylik.

1) xeX va r ixtiyoriy son bo‘lsa, U.(x)cX bo‘lganligi uchun X
to‘plam 7 oilasiga tegishlidir;

2) Bo‘sh to‘plam 7 oilaga uning aniqlanishiga ko‘ra tegishlidir;

18

3) Ikkita to‘plam r oilaga tegishli bo‘lsa,ularning kesishmasi ham bu
oilaga tegishli ekanligini ko‘rsataylik. Agar 4,d,er va 4N4,=0
bo‘lsa, ikkinchi shartga ko‘ra 4,n4, er munosabat o‘rinlidir. Faraz
qilaylik, 4, N4, #D va xed=4,n4, bo'lsin. Qaralayotgan4, va 4,
to‘plamlar ochiq bo‘lganligi uchun shunday » va r, musbat sonlar
mavjudki, U, (x)c4, U, (x)c4, munosabatlar bajariladi. Agar
0<r <min{r,,r,} bo‘lsa, U,(x)cA=4,N4, munosabat bajariladi. Demak,
A=A, N4, to‘plam 7 oilaga tegishlidir;

4) Faraz qilaylik {4,} -  oilaga tegishli to‘plamlar oilasi bo‘Isin.

Biz |J4, ez ekanligini ko‘rsatamiz. Buning uchun xe4=U4, nuqtani

qaraylik. Qaralayotgan nuqta yig’indiga tegishli bo‘lganligi uchun
shunday indeks a, mavjudki, x € 4, munosabat bajariladi. Bu A,,D to‘plam
ochiq bo‘lganligi uchun shunday r>0 son mavjudki, U,(x)c4, <4
munosabat bajariladi.Demak, 4er va 7 oila topologik fazo aksiomalarini

ganoatlantiradi.
Misollar:

6-Misol. X =R', p(x,y)=|x-)]

7-MiSOI.X=R", p(X,y)=‘Ji(xi —yi)z ’ x=(x13 xz:---’ x")s

y=0" Y ¥,
8-Misol. X=Cla.b] bilan [a,6] segmentda aniqlangan uzluksiz

funksiyalar to‘plamini belgilaymiz. Bu to‘plamda x(s), v funksiyalar

uchun r(x,y) = sup|y(r) - x(r)| formula bo‘yicha metrikani aniqlaymiz. Bu
rc{ab)
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holda r uchun metrik fazo aksiomalarini tekshirish yengil, shuning uchun
bu ishni o‘quvchilarga havola etamiz.

Endi metrik fazo uchun ichki, chegaraviy va urinish nuqtalarini
kiritaylik.

Faraz gilaylik 4cx - gism to‘plam, xe.xnuqta berilgan bo‘lib,
ixtiyoriy r>0 uchun U,(nnA#@, U.(x)~(X\4)=@ munosabatlar bajarilsa,
nuqta 4 to‘plamning chegaraviy nugtasi deyiladi. Agar ixtiyoriy r>0
uchun faqat U (x)nA4=@ munosabat bajarilsa, nuqta 4 to‘plamning
urinish nugtasi deyiladi. Birorta r>0 soni uchun U,(x)c4 munosabat
bajarilsa, nuqta 4 to‘plam uchun ichki nuqta deyiladi.

Teorema-7. Hagqiqiy sonlar to‘plamining har qanday ochig gqism
to'plami chekli yoki sanogqli sondagi ochiq intervallar yig'indisidan
iboratdir.

Isbot. Faraz qilaylik 4cR' ochiq to‘plam bo‘lsin. Ochiq to‘plam
ta’rifiga ko‘ra x e 4 nuqta uchun >0 soni mavjud bo‘lib, (x—r,x+r)c 4
munosabat bajariladi. Biz xelc A4 munosabatni ganoatlantiruvchi
intervallar  yig’indisini 7, bilan  belgilab, a=inf{y:yel, },
b=sup{y:yel,} sonlami kiritamiz. Bu yerda a=—c yoki b=+ bo‘lishi
ham mumkin. Yuqoridagi a va b sonlari aniglanishiga ko‘ra 7, =(a,b)
munosabat o‘rinli bo‘ladi. Agar ye(a,6) va y#x bo‘lsa, umumiylikni
chegaralamasdan a<x<y deb faraz qilamiz. a=inf{y:yel, }.Bo‘lgani
uchuny’e I, mavjud bo‘lib, a<y'<y munosabat bajariladi. /, intervalning
aniqlanishiga ko‘ra )’ va x nuqtalarni o‘z ichiga oluvchi interval mavjud
bo‘ladi va bu interval ynuqtani ham o‘z ichiga oladi. Demak, yeI, ya’ni

I,=(ab)cA. Agar x,yed,x#y bo‘lsa, I, va I, to‘plamlar yoki
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kesishmaydi yoki ustma-ust tushadi. Bu /,, xe 4, intervallarning har
biridan bittadan ratsional son olib, ularni nomerlab chigish mumkin.
Demak, bu intervallar oilasi va ratsional sonlar to‘plamining birorta qism
to‘plami orasida bir qiymatli moslik mavjud. Shuning uchun ularning soni
chekli yoki sanoqli bo‘ladi.

Yopiq to‘plam ochiq to‘plamning to‘ldiruvchisi bo‘lgani uchun, bu
teoremadan har qanday yopiq to‘plam chekli yoki sanogli sondagi ochiq
intervallarni chigarib tashlash p(x,,x,)<enatijasida hosil bo‘lishi kelib
chiqadi.

Metrik fazoda x, € X" ketma-ketlik berilgan bo‘lib, birorta x, € A nuqta
uchun n—>oo bo‘lganda pfx,,x,)—>0 bo‘lsa, x, ketma-ketlik x, limitga ega
deyiladi, ya'ni x, ketma-ketlik x, limitga ega bo‘lishi uchun. vV £>0
uchun N nomer mavjud bo‘lib, n>N bo‘lganda p(x,,x,)<¢ tengsizlik
bajarilishi kerak.

Agar V &>0 uchun N mavjud bo‘lib, n,m2 N bo‘lganda Ax,,x,)<e

munosabat  bajarilsa, x, ketma-ketlik fundamental ketma-ketlik deb
ataladi. Tekshirib ko‘rish mumkinki, har ganday yaqinlashuvchi ketma-

ketlik fundamental bo‘ladi. Lekin, fundamental  ketma-ketlik

yaginlashuvchi bo‘lishi shart emas.
Ta’rif. Berilgan (X,p) metrik fazoda ixtiyoriy fundamental ketma-

ketlik yaginlashuvchi bo ‘Isa, bu fazo to ‘lig metrik fazo deyiladi.

Misollar.
1. Haqiqiy sonlar to‘plami R' yevklid metrikasi bilan birgalikda to‘liq

metrik fazo ekanligi matematik analiz kursidan isbotlanadi.
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2. Biz yuqorida ko‘rib o‘tgan R" evkdid fazosining to‘ligligi R' ning
to’liq fazo ekanligidan bevosita kelib chiqadi. Bizga R"fazoda {xt}
fundamental ketma-ketlik berilgan bo‘lsin. Demak, berilgan £>0 son

uchun N =N, soni mavjud bo‘lib. p, q sonlariNdan katta bo‘lganda

” 2
S —x) <& tengsizlik bajariladi. Bu yerda x'*'=(x",..,x*). Har bir

k=]

(r)

k=l..n uchun  x{ kootdinatalar p,g>~N bo‘lganda x

-x,:“|<£

tengsizlik bajariladi, ya'ni {x} ketma-ketlik fundamental ketma-ketlik
bo‘ladi. Demak, {x’} ketma-ketlik yaginlashuvchi ketma-ketlikdir. Agar
x, =lim x va x=(x,,...,x,) bo‘lsa, limx” = x munosabat o‘rinli bo‘ladi.

3. Endi [a,5] segmentda aniglangan uzluksiz funksiyalar to‘plami
X =Cla,b] to‘liq metrik fazo ekanligini isbotlaylik. Bu to‘plamda x(0), ()

funksiyalar uchun r(x,y)=sup [¥(6)-x(t)) formula bo‘yicha metrika
te{ab]

aniqlanadi. Agar C,,; fazoda {x,()} fundamental ketma-ketlik berilgan
bo‘lsa,har ganday £>0 soni uchun N=A, soni mavjud bo‘lib, n,m>N
bo‘lganda [x,(r)-x, () <& tengsizlik a<s<b oraligdagi hamma ¢lar uchun
bajariladi. Bundan {x,(s)} ketma-ketlik birorta x{s) funksiyaga tekis
yaqinlashadi. Yuqoridagi tengsizlikda m-—>wda limitga o‘tsak »n> N
bo‘lganda |x,(r)-x()<e munosabat hamma ¢ lar uchun bajarilishini
ko‘ramiz. Demak, ({x,(r)} ketma-ketlik uzluksiz x(r) funksiyaga C..; fazo
metrikasida yaqinlashadi.

4. Biz /, bilan ixﬁ < shartni qanoatlantiruvchi haqiqiy sonlar

k=1

x={x,%,,*%,,} ketma-ketliklaridan iborat to‘plamni belgilaymiz. Bu

fazoda x={x.x%,.---x,,~} va y={y.y,-,y,.} elementlar orasidagi
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masofa p(x,y)=,’i(yk-x‘,): formula  bilan  aniqlanadi.Berilgan

x={x,x,,5%,,+} va y={y,p,»)..] elementlar uchun ¥ x’<w va

kal

S i< tengsizliklar o‘rinli bo‘ganligi uchun (x, - y,) <2(x? +y2)
tul]

munosabatdan g(y‘ -x,) qatorning yaginlashuvchanligi kelib
chiqadi.

Bz isbotbgn Sl < [$lu-a e [
tengsizlikda n—>o da limitga o‘tsak quyidagi

\/ i(xk Y \[ g(xk - )+ \/El(:k -») tengsizlik kelib chiqadi. Bu

k=1
tengsizlik 4, fazodagi kiritilgan masofa uchburchak tengsizligini

ganoatlantirishi kelib chiqadi.
Endi biz /,fazoning to‘liq metrik fazo ekanligini isbotlaylik. Agar {xtu)}

fundamental ketma-ketlik bo‘lsa V £>0 uchun shunday » soni topilib,
= 2 . .

ushbu p*(x*,x")=3(x —x{") <& tengsizlik barcha n,m> N lar uchun
kal

bajariladi. Bu yerda x"=(",x?,..,x",..) bo‘lib, ixtiyoriy 4uchun
(x —x <¢ tengsizlik bajariladi. Bundan har bir & uchun {x} haqiqiy
sonlar ketma-ketligi fundamental ekanligi kelib chiqadi. Demak {x"}

yaqinlashuvchi, ketma-i(etlidir.Agar x, =lim x” bo‘lsa, x=0x, %0002, ,00.)

belgilash kiritib, a) 3% <& x€k;8) lm p(s",x)=0

munosabatinini ko‘rsatamiz.
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Yuqoridagi Z(.f{"’—x{"’)z<e tengsizlikdan chekli Assoni uchun

i(x}"’-x}"’)’ <¢ tengsizlik kelib chiqadi. Bu tengsizlikda m — elimitga

k=)

o‘tsak i(x}"’—x‘ ) <& tengsizlik kelib chigadi. Endi M — da limitga

o‘tsak 3 (x"-x,) <z munosabat kelib chigadi. Demak, Z(x‘"’ - x,) qator

ksl

yaginlashadi. Berilgan 3 (x)' qatorning yaqinlashishini hisobga olsak,
k=)
Y'x’ qatorning yaqinlashishi kelib chiqadi. Yuqoridagi keltirilgan

3 (x-x) <e tengsizlikda & soni ixtiyoriy kichik bo‘ganligidan

ksl

2
im p(x®,x)=lim .[3 (x*-x,) =0 munosabat kelib chigadi. Demak, I,
n=»x n=>x ksl

fazoda n— o da x* — x bo‘ladi.

4. Endi [-1,+1] segmentda aniglangan va uzluksiz funksiyalar

to‘plamida boshqa
plw)=([(x0)- ¥

ko‘rinishda metrika Kiritib, uni C*m..n bilan belgilaymiz. Bu fazoning

to‘liq metrik fazo emasligini isbotlaylik. Buning uchun

( 1

—~1,agar -15t<——
aga. .

1

1
= - <—
?, (t) < nt, agar - st n

1, agar -I-Stsl
L n
ko‘rinishda uzluksiz funksiyalar ketma-ketligini olamiz. Bu funksiyalar
uchun
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I(w O)-o. (W< ( )

tengsizlik o-rinli bo‘lib, uning fundamental ketma-ketlik ekanligini
ko‘rsatadi. Bu funksiyalar C[,, fazodagi birorta funksiyaga ham

yaqinlashmaydi. Buni ko‘rsatish uchun, C(,, fazoga tegishli s funksiya

o‘tsak, ¢<0 bo‘lsa —iga teng, 720 bo‘lsa +1ga teng bo‘lgan y funksiya

uchun

[o-vo? a <[J (ro)- wn(r)z)dx] +( nal)- (,))zd,]

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Bu tengsizlikning chap tomomidagi integral f
funksiya uzluksiz bo‘lganligi uchun noldan farqli bo‘ladi.Lekin g¢,(f)
funksiyalar aniqlanishiga ko‘ra

im (0, ()~ (' =
tenglik o‘rinli bo‘ladi. Shuning uchun
[00O-0.0) ar
ifoda n— da nolga intila olmaydi.Biz bu misolda

I (0,0)- 0,0 dt < ——

tengsizlikdan foydalandik. Uni isbotlash uchun Koshi-Bunyakovskiy

mm(n m)

tengsizligining quyidagi integral ko‘rinishidan
b ) ) b,
[ | x(t)y(t)dt) S{x (e)de - [ y2(¢)dr
foydalanish mumkin. Bu tengsizlikni isbotlashni va uning yordamida

o) = ([0~ 50 a”
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Metrika  uchburchak tekshirish

o‘quvchilarga havola etiladi.

tengsizligini  ganoatlantirishini

Endi to'liq metrik fazolarni xarakterlovchi quyidagi muhim
teoremani isbotlaylik.

Teorema-8 (ichma-ich joylashgan sharlar prinsipi). Metrik fazo
to ‘lig metrik fazo bo ‘lishi uchun undagi har qanday ichma-ich joylashgan
va radiuslari nolga intiluvchi sharlar ketma-ketligi umumiy nuqtaga ega
bo ‘lishi zarur va yetarlidir.

Isbot. 1)Bizga to‘liq (X,p) metrik fazo va unda radiuslari nolga
intiluvchi, ichma-ich joylashgan B,,B,,---,B,,---yopiq sharlar ketma-ketligi
berilgan bo‘lsin, ya'niB 5B,>:-5B,5---, n—wda r, >0, B, sharning
radiusi »,. Biz bu sharlarning markazlaridan tuzilgan {r,} ketma-ketlikni
qaraymiz va uning fundamental ketma-ketlik ekanligini ko‘rsatamiz.
Sharlarga qo‘yilgan shartlarga muvofiq m>n bo‘lganda p(x,,x )<r,
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Lekin n—oda r, >0 bo‘lganlidan {x,} ketma-
ketlikning fundamental ketma-ketlik ekanligi kelib chigadi. (X,p) metrik
fazo to‘liq bo‘lganligi uchun {x,} ketma-ketlik xlimitga ega. Sharlar uchun
B 5 B,>---5B,>-- munosabatdan xnuqta har bir B, shar uchun urinish
nuqtasi bo‘ladi va sharlarning yopiqligidan xeNB, munosabat kelib
chiqadi.

4)Endi (X,p)metrik fazoda ichma-ich joylashgan va radiuslari nolga
intiluvchi har ganday sharlar ketma-ketligi umumiy nuqtaga ega
bo‘lsin.Bu fazoda fundamental {x,} ketma-ketlikning limitga ega

ekanligini ko‘rsataylik. Qaralayotgan {x,} ketma-ketlik fundamental
‘ . 1 -~
bo‘lganligi uchun shunday », soni mavjudki »>nda p(x",x"l)<5 tengsizlik
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o‘rinli bo'ladi. Markazi x, nuqtada va radiusi birga teng sharni B, bilan

belgilaymiz. Keyin n, sonini shunday tanlaymizki, uning uchun n,>nva

n>n,da p(.\'",x",)<2iz tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Markazi x, huqtada va

radiusi -;- teng sharni B,bilan belgilaymiz. Bu jarayonni davom ettirib.

Xy s nuqtalarni tanlaganimizdan keyin n,, sonini shunday

"2,---x

ny

Tl

tanlaymizki, uning uchun n,, >n.va n>n,,,da p(xn,x,_ )<% tengsizlik

o‘rinli bo‘ladi. Markazi X,,,, Nuqtada va radiusi ZL" teng sharni B,,,bilan

belgilaymiz. Bu jarayonni davom ettirib, radiuslari nolga intiluvchii,
ichma-ich joylashgan B,,B,,--,B,,- -~ yopiq sharlar hosil qilamiz. Teorema
shartiga ko‘ra bu sharlar umumiy x nuqtaga ega bo‘ladi.Bu x nuqta
B,,B,,--+,B,,»:-~ yopiq sharlarning markazlaridan iborat X3 Xy steeX,
ketma-ketlik uchun limit nugta bo‘ladi. Qaralayotgan {x.} ketma-ketlik
fundamental bo‘lganligi uchun u yaginlashuvchi qismiy Xy Xy 57 Xy oot
ketma-ketlik limitiga yaqinlashadi.

Metrik fazolar shunday bir ajoyib xususiyatga egaki, bu Xususiyat

Xausdorf aksiomasi deb ataladi. Agar (X, p) metrik fazoda x,ye x nuqtalar

berilgan bo‘lib, x=y bo‘lsa, 0<r<£21- shartni qanoatlantiruveh rsoni

uchun U,.(x), U,(y) sharlar o‘zaro kesishmaydi, bu yerda d = p(x,y) . Biz

topologik fazolar uchun ham Xausdorf aksiomasining bajarilishini talab

qilamiz. Bu aksioma quyidagicha ta’riflanadi.
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Xausdorf aksiomasi. Berilgan (x,r) topologik fazoda ixtiyoriy o ‘zaro
Jarqli nugtalar uchun ularning o'zaro kesishmaydigan atroflari mavjud
bo ‘Isa,bu fazoda Xausdorf aksiomasi bajarilgan deyiladi.

Xausdorf aksiomasi bajarilgan topologik fazolar Xausdorf fazolari
deyiladi. Biz bu haqda alohida ta’kidlamasdan kurs davomida hamma
topologik fazolar uchun Xausdorf aksiomasi bajarilgan deb faraz gilamiz.
Yugqorida ta’kidlaganimizdek, metrik fazolarda bu aksioma har doim
bajarilgan.

Endi topologik fazolarga qaytaylik. Bizga (X,r) topologik fazoda
{x,}e X, n=12,. ketma-ketlik va x € Xnuqta berilgan bo‘lsin. Agar x
nuqtaning ixtiyoriy v atrofi uchun shunday son » >0 mavjud bo‘lib, n>~

da x, eU munosabat bajarilsa, {x,} - ketma-ketlik nuqtaga yaqinlashadi
deyiladi va lim x, = x (yoki x, - x) ko‘rinishda yoziladi.

Teorema-9. Xausdorf fazosida har qanday yaqinlashuvchi ketma-
ketlik yagona limitga egadir.

Isbot. Faraz gilaylik {x,) yaqinlashuvchi ketma-ketlik uchun

lim x, =x munosabat o‘rinli bo‘lsin. Agar x, - y va y#X bo‘lsa, U, va U,

=

bilan mos ravishda x va y nuqtalarning o‘zaro kesishmaydigan atroflarini
belgilaymiz (Xausdorf aksiomasi ). Berilgan (x,} - ketma-ketlik x va y
nuqtalarga yaqinlashganligi uchun shunday »,, », sonlar mavjudki, n2 N,
va x,eU, va n2N, bo‘lganda x,eU, munosabat bajariladi. Agar
n=max{N,,N,} bo‘lsa, x,eU,nU, munosabatni olamiz. Demak, U,~U, #@.

Bu ziddiyatdan y = x bo‘lishi kelib chigadi.
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§ 4. Bog’lanishli va kompakt to‘plamlar
1. Bog’lanishli to‘plamlar
Faraz qilaylik (x,r) topologik fazo, 4cXx - gism to'plam berilgan
bo‘lsin. Ikkita ochiq G, va G, gism to‘plamlar mavjud bo‘lib,

1) A=(ANG)HU(ANG,)
2) ANG)N(ANG,)=D
3) ANnG)=D, (ANG)*D

munosabatlar bajarilsa, A to‘plam bog 'lanishsiz to ‘plam deyiladi. Agar bu
shartlarni qanoatlantiruvchi G, va G, ochiq to‘plamlar mavjud bo‘lmasa, 4
to‘plam bog 'lanishli to ‘plam deyiladi.

Berilgan 4 to‘plam uchun 4=Xx holni qaraylik. Bu holda
XNG, =G, XnNG,=G, bo‘lganligi uchun yuqoridagi shartlar quyidagi
ko‘rinishda yoziladi.

1) X=G UG,

2"y G,NG, =9
3Y G, #9, G,=0

Demak, agar 1), 2'), 3') shartlarni qanoatlantiruvchi ochiq G, va G,
qism to‘plamlar mavjud bo‘lsa, X fazoni bog ‘lanishsiz topologik fazo deb
ataymiz. Aks holda, ya’ni bu 1'), 2'), 3') shartlarni qanoatlantiruvchi G,
G, to‘plamlar mavjud bo‘lmasa, X fazoni bog lanishli topologik fazo deb
ataymiz.

Teorema-l(j. Bog'lanishli to‘plamning yopig’i ham bog’lanishli
to ‘plamdir.

Isbot. Faraz qilaylik (x,r) - topologik fazoda bog’lanishli 4cXx
gism to‘plam berilgan bo‘lsin. Agar A bog’lanishsiz to‘plam bo‘lsa, ochiq

G, va G, qism to‘plamlar mavjud bo‘lib, quyidagi
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A=(G,NnA)U(G,nH)
(G, NANG,NA) =D
G,NA =D, G,NA=»D

munosabatlar bajariladi. To‘plam yopig’i aniglanishiga ko‘ra Ac 4
munosabat o‘rinli bo‘lganligi uchun

(GNA)NA=G N4, (G.NA)NA=G,Nn4, A=(G,NA)U(G,NA)
tengliklar o‘rinlidir.

Bu erda G, va G, ochiq to‘plamlar, GNA=D, G, NA=D
bo‘lganligidan, G,n4#@ va G,~nA4#Q munosabatlar kelib chigadi va
nihoyat (G, " 4)N (G, nA)=D tenglikdan (G, " A) (G, n4)=D tenglik
kelib chigadi. Bu munosabatlar birgalikda 4 to‘plamning bog’lanishsiz
to‘plam ekanligini ko‘rsatadi. Bu ziddiyatdan 4 to‘plamning bog’lanishli
ekanligi kelib chiqadi.

Teorema-11. Bizga {A,} bog'lanishli to‘plamlar oilasi berilgan

bo'lib, ularning umumiy qismi bo'‘sh bo‘lmasa, ya'ni N4, =
bo'lsa, A=|_JA, to‘plam ham bog lanishli to ‘plamdir.

Isbot. Faraz gilaylik 4 to‘plam bog’lanishsiz bo‘lsin. Bog’lanishsiz
to‘plam ta’rifiga ko‘ra shunday ochiq G, va G, to‘plamlar mavjudki,
A=(G,NA)U(G, NA)
(ANG)IN(ANG,) =D
ANG #0, ANG,=J
munosabatlar o‘rinlidir.
Birinchi munosabatdan ixtiyoriy « uchun 4,6 =(4, NG )u(4, NG,)
tenglik kelib chiqadi. Undan tashqari, ikkinchi munosabatdan va 4, c 4

ekanligidan (4, NG ) (4, NG,) =D tenglik kelib chiqadi.
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Demak, 4, =(4, "G,)U(4, NG,) va 4, bog’lanishli bo‘lganligi uchun
ANG, =@, ANG, =g tengliklardan birortasi o‘rinlidir.
Agar birorta a, uchun 4, ~G, =@ bo‘lsa unda 4, =G, bo‘ladi. Lekin

N4, # D munosabatdan hamma « lar uchun 4, =G, ekanligi kelib chiqadi.

Bundan esa ANG,=@ tenglikni hosil qilamiz. Bu qarama-qarshilik
teorema isbotini yakunlaydi.

Endi agar xeX bo‘lsa, # bilan x» nuqta tegishli bo‘lgan hamma
bog’lanishli to‘plamlar yig’indisini belgilaylik. Bu to‘plamlarning
hammasiga x tegishli bo‘lganligi uchun 9-teorema sharti bajariladi.
Demak, # bog’lanishli to‘plamdir. Bu # to‘plamni x tegishli bo‘lgan
bog 'lanishlilik komponentasi deb ataymiz. Aniqlanishiga ko‘ra # to‘plam
x tegishli bo‘lgan bog’lanishli to‘plamlarning eng kattasidir.

Teorema-12. Har xil ikki nuqtalar uchun ular tegishli bo‘lgan
bog ’lanishli:Iik komponentalari yoki kesishmaydi yoki ustma-ust tushadi.

Isbot. Berilgan x,y €X nuqtalar uchun # bo‘lsa, ular tegishli bo‘lgan
bog’lanishlilik komponentalarini H, va H, bilan belgilaylik. Agar
H,nH, +@ bo‘lsa, 9-teoremaga ko‘ra H=H, UH, to‘plam bog’lanishli
bo‘ladi va bog’lanishlilik komponentasining ta’rifiga ko'ra H=H, =H,
tenglik kelib chiqadi.

Teorema-13. Bog lanishlilik komponentasi yopiq to plamdir.
Isbot. Faraz qilaylik H to‘plam x nuqta tegishli bo‘lgan

bog’lanishlilik komponentasi bo‘lsin.Yuqoridagi 8-teoremaga ko‘ra H
bog’lanishli to‘plamdir. Komponenta ta’rifiga ko‘ra x € H munosabatdan

H = H tenglik kelib chiqadi. Demak, H yopiq to‘plamdir.
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2. Kompakt to‘plamlar
Bizga (X, r) - topologik fazo, AcX qism to‘plam va ochiq
to‘plamlardan iborat birorta {4,} oila berilgan bo‘lsin. Berilgan oila uchun

U4, > 4 munosabat bajarilsa {4,} oila 4 to‘plamning ochiq qobig'i deb

ataladi. Agar qobiq chekli sondagi to‘plamlardan iborat bo‘lsa, u chekli
gobiq deb ataladi.
Ta’rif. Beriligan A to‘plamning ixtiyoriy ochiq qobig’idan chekli
qobiq ajratish mumkin bo ‘Isa, A to ‘plam kompakt to ‘plam deb ataladi.
Tabiiyki , bu ta’rifda agar 4=x bo‘lsa, unda biz kompakt fazo ta’rifini

olamiz. Faqat bu yerda {4,} oila X uchun qobiq bo‘lsa, unda | J 4, > 4
munosabat |_J4, = X munosabatga teng kuchlidir.

Teorema - 14. Berilgan X topologik fazo kompaktva Ac X yopig
gism to ‘plam bo‘Isa, A kompakt to ‘plamdir.

Isbot. Faraz qilaylik {4,} oila 4 to‘plam uchun ochiq qobiq bo‘lsin.
Berilgan 4 to‘plam yopiq bo‘lganligi uchun X\ A4 ochiq to‘plam va
{4, }u{X\4) oila X uchun qobiq bo‘ladi. Berilgan X kompakt fazo
bo‘lganligi uchun {4 }u{X\4} oiladan X uchun chekli qobiq ajratish
mumkin. Ajratilgan chekli qobiqqa tegishli gism to‘plamlar F, F,,.., F,
bo‘lsin. Agar {F‘}f oilada X\4 to‘plam bo‘lmasa, {F} oila {4,} dan
ajratilgan 4 ning chekli qobig’i bo‘ladi. Agar {F} oilada X\4 bo‘lsa ,
unda bu oiladan X\ 4 ni chiqarib, 4 uchun chekli qobiq hosil gilamiz.
Demak, 4 kompakt to‘plamdir. Teorema isbotlandi.

Teorema - 15. Berilgan X topologik fazo xausdorf fazosi, Ac X -

kompakt to‘plam va xex\4 bo‘lsa, A to'plamni va x nugtani ochiq
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to ‘plumlar yordamida ajratish mumkin,ya’ni kesishmaydigan ochiq «, va
G. to 'plamlar mavjud bo'lib, AcG,, xeG, munosabatlar o 'rinli boladi.
Isbot. Biz 4 to‘plamga tegishli ixtiyoriy » nuqtani olsak, Xausdorf
aksiomasiga ko‘ra ochiq kesishmaydigan G,, G, to‘plamlar mavjud bo‘lib
xeG,. yveG, munosabatlar bajariladi. Har bir y nuqta uchun olingan G,
ochiq to‘plam mavjudligidan {G,:ye 4} oila hosil bo‘ladi. Bundan
tashqari  {G,:ye4}oila 4 to‘plam uchun ochiq qobiq bo‘ladi va 4
to‘plam kompakt bo‘lganligi uchun bu oiladan 4 uchun chekli qobiq
ajratish mumkin. Ajratilgan chekli qobiqqa tegishli ochiq to‘plamlar G,,
Gy, a---,Gym to‘plamlardan iborat bo‘lsa,bu ochiq to‘plamlar bilan
kesishmaydigan x nuqtaning atroflarini mos ravishda

G.(), G, () G,(3,) ko‘rinishda belgilaymiz. Agar G,=(G,,

G, =,-ri'].G*(y') bo‘lsa, ravshanki 4 c G,, xeG, va G, NG, =@ munosabatlar
bajariladi.

Teorema - 16. Topologik Xfazo Xausdorf fazosi va AcX -
kompakt to ‘plam bo ‘Isa, 4 yopiq to ‘plamdir.

Isbot. Berilgan 4 to‘plamning yopiq ekanligini ko‘rsatish uchun
X\ A to‘plamning ochiq ekanligini ko‘rsatamiz. Agar ixtiyoriy xe X\ 4
nuqta bo‘lsa, 15-teoremaga ko‘ra shunday ochiq G to‘plam mavjudki,
xeGc X\ A munosabat bajariladi. Demak x nuqta X\ 4 to‘plam uchun
ichki nuqta va nugqtaning ixtiyoriy ekanligidan X\ 4 to‘plamning ochiq
to‘plam ekanligi kelib chiqadi.
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Teorema - 17. Evklid fazosida berilgan 4 to‘plamning kompakt
to’plam bo lishi uchun uning yopiq va chegaralangan to'plam bo lishi
zarur va yetarli .

Isbot. Zarurligi. Metrik fazoda to‘plam birorta shar ichida yotsa, u
chegaralangan to‘plam deyiladi. Berilgan4 to‘plam kompakt bo‘lsa,
Yevklid fazosi R" ning Xausdorf fazo ekanligidan 4 to‘plamning yopiq
to‘plam ekanligi kelib chiqadi (teorema-16). Endi 4 to‘plamning
chegaralanganligini ko‘rsataylik. Buning uchun birorta x e 4 nugtani olib,
markazi shu nuqgtada bo‘lgan {B,(x)} sharlar oilasini qaraymiz, bu yerda
n=1,2,.. Bu sharlar oilasi 4 uchun ochiq qobiq bo‘ladi va 4 kompakt
to‘plam bo‘lganligi uchun bu oiladan chekli qobiq ajratish mumkin. Agar
chekli qobiq B, (x), B, (x),..., B, (x) sharlardan iborat bo‘lsa, ¥ bilan
n,,n,,---n, sonlarning eng kattasini belgilaymiz. Bu yerda B,(x) markazi x
nuqtada, radiusi # bo‘lgan ochiq shardir. Bu holda 4cB,(x)
munosabatdan 4 to‘plamning chegaralanganligi kelib chiqadi.

Yetarliligi. Teoremaning yetarliligini isbotlash uchun, R” da
Q. ={xeR:|xlsr} kubning kompaktligini isbotlaymiz. Buning uchun esa
ishni yopiq kesmaning kompaktligini isbotlashdan boshlaymiz.

Lemma 1. Hagqigiy sonlar fazosida ixtiyoriy yopiq kesma kompakt
to ‘plamdir.

Isbot. Biz [a,5] yopiq kesma uchun uning {U,} ochiq qobig’ini
qaraylik. Agar x e[a,b] va [a,x] segment uchun chekli qobig mavjud
bo‘lsa , bunday x nugtalar to‘plamini 4 bilan belgilaymiz. Ravshanki , 4
bo‘sh emas,chunki a e 4. Bundan tashqari, birorta % uchun a€Us po'lsa,

a nuqta o‘zining birorta atrofi bilan to‘plamda yotadi. Shuning uchun A
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to‘plamga @ nugiadan boshqa nuqtalar ham tegishli. Demak, agar
c=sup{x:xe 4} bo'lsa, ¢>a ekanligi ravshan. Bu yerda ¢ =sup{x:xe 4}
bo‘lganligi uchun ixtiyoriy yetarli kichik £>0 olinganda ham [4,c—-¢]
kesma uchun {U}oiladan tegishli chekli qobiq ajratish mumkin. Biz ¢
nuqta tegishli bo*lgan ochiq to‘plamni bilan belgilasak, U, to‘plam ochiq
bo‘lganligi uchun birorta yetarli kichik £>0 uchun (c-s,c+&)cU,
munosabat o‘rinli bo‘ladi. Agar £>0 sonni tanlashda [a,c—¢] segment
uchun chekli qobiq mavjud va (c-£,c+£)cU, munosabat o‘rinli bo‘lsa,
[a,c—£] segmentning chekli qobig’'iga U, to‘plamni qo‘shsak, [a,c]
segment uchun chekli qobiq hosil bo‘ladi. Demak, c e 4 munosabat o‘rinli
bo‘ladi. Endi c=5 tenglik o‘rinli ekanligini isbotlaylik. Agar c <5 bo’lsa,
e sonni shunday kichik qilib olamizki, [c—&,c+£]cU, munosabat
bajarilsin. Bu holda [a,c] segmentning chekli qobig’i [a,c+&] uchun ham
chekli qobiq bo‘ladi. Bu esa ¢ nuqtaning aniqlanishiga ziddir. Demak,
c =b tenglik o‘rinlidir. Lemma isbotlandi.

Evklid fazosida berilgan O ={x=(x,,x,,:x,)eR", |x [Sri=12n}
to‘plam yopiq kub deyiladi.

Lemma-2. Evklid fazosida berilgan yopiq kub kompakt to ‘plamdir.

Isbot. Yopiq Q, kubni » ta segmentning to‘g’ri ko‘paytmasi sifatida
yozamiz. Shunda lemma-2 ikkita kompakt to‘plamning to‘g’ri ko‘paytmasi
kompakt to‘plam ekanligidan kelib chiqadi. Bu fakt quyidagi teorema
ko‘rinishda yozib,keyinchalik isbotlaymiz.

Teorema-18. Bizga X,Y topologik fazolarda AcX,BcY -
kompakt to ‘plamlar berilgan bo‘lsa, AxB to‘g’ri ko'paytma ham XxY
topologik fazoda kompakt to ‘plamdir.
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Endi bevosita 17-teorema isbotiga qaytaylik. Biz garayotgan A4
to‘plam chegaralangan bo‘lganligi uchun uni o‘z ichiga oluvchi Q, kub
mavjud. Berilgan 4 to‘plam yopiq bo‘lganligi uchun uning to‘ldiruvchisi
R"\A ochiq to‘plamdir. Endi {U,} oila 4 to‘plamning ochiq qobig’i
bo‘lsa, {U}U{R"\4} oila Q. kubning ochiq qobig’i bo‘ladi. Biz
qarayotgan Q, kub kompakt to‘plam bo‘lganligi uchun bu oiladan 0, kub
uchun chekli qobiq ajratish mumkin. Hosil bo‘lgan qopiqdan R"l 4
to‘plamni chiqarib 4 to‘plam uchun {U,} oiladan ajratilgan chekli qobiq
hosil gilamiz. Teorema isboti tugadi.

3. Topologik fazo bazasi

Bizga (X,7) - topologik fazo va B={U.} - ochiq to‘plamlar oilasi
berilgan bo‘Isin, ya’ni har bir « uchun U, e rmunosabat o*rinlidir. Agar
(X,7) topologik fazoning ixtiyoriy ochiq qism to‘plamini B oilaga tegishli
to‘plamlar yig’indisi sifatida yozish mumkin bo‘lsa, B oila (X,7) topologik
fazoning bazasi deb ataladi.

Misol. Biz yevklid fazosini garaylik, ya'ni X =R" va r esa yevklid
topologiyasi bo‘Isin. Bizga ma’lumki, ixtiyoriy x € 4 uchun shunday r, >0
mavjud bo‘lib, B, (x)c 4 bo‘lsa A4 to‘plam ochig deyiladi. Demak, 4
ochiq to‘plam bo‘lsa, A4=UB,_ (), ya’ni A to‘plamni ochiq sharlar
yig’indisi sifatida yozish mumkin. Bundan kelib chiqadiki, R" fazoda
hamma ochiq sharlardan va bo‘sh to‘plamdan iborat oila Evklid
topologiyasi uchun baza hbsil qgiladi. Umuman olganda bu fazo ixtiyoriy
(Y,p) metrik fazo uchun o‘rinlidir, ya’'ni ochiq sharlar va bo‘sh
to‘plamdan iborat oila metrik fazo uchun bazani tashkil giladi. Endi

topologik fazo bazasining asosiy xossalarini o‘rganamiz.
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Teorema - 19. Berilgan B={U,} oila (X,7) topologik  fazoning

bazasi bo'lishi uchun ixtiyoriy xe Xnugta va uning ixtiyoriy U atrofi

uchun B oilaga tegishli va xeU, cU munosabatni qanoatlantiruvchi

U.,. to ‘plamning mavjudligi zarur va yetarlidir.

Isbot. Zarurligi. Faraz qilaylik B={U} oila baza, xeX va U
to‘plam nuqtaning atrofi bo‘lsin. Berilgan Uto‘plam ochiq bo‘lganligi
uchun u B oilaga tegishli ochiq to‘plamlar yig’indisidan iborat va ulardan

birortasi albatta nuqtani o‘z ichiga oladi.
Yetarliligi. Berilgan B={U,} oila teorema shartlarini ganoatlantirsa,

uning baza ekanligini ko‘rsataylik. Ixtiyoriy ochiq 4 to‘plamni qaraylik.
‘lib, aeU,c 4

Agar ae A bo‘lsa, teorema shartiga ko‘ra U, € B mavjud bo
bo‘ladi.

munosabat bajariladi. Shuning uchun 4= l;!.U“ tenglik o‘rinli
Teorema isbotlandi.
Teorema -20. Bizga (X,t) topologik fazo va uning B={U,} oiladan

iborat bazasi berilgan bo ‘lsa, quyidagi munosabatlar o ‘rinlidir:

pyu, =X
2) Ixtiyoriy U_ , U, 10 ‘plamlar va ixtiyoriy ae U, NU,, nugta

uchun U, B mavjud bo 1ib, aeU, cU, nU,, munosabat bajariladi.

Isbot. Bu yerda 1) munosabat bazaning ta’rifiga ko‘ra ravshan

bo‘lganligi uchun 2) munosabatni ko‘rsatamiz. Agar aeU, NnU,, bo‘lsa,

Ua‘ n U, ochiq to‘plam ekanligidan 1-teoremaga ko‘ra U,,, mavjud

bo'lib, aeU, cU, NU,, munosabatlar bajariladi.
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Teorema-21. Berilgun X to‘plam va uning gism to ‘plumlaridan
iborai B={U,} oila uchun quyidagi uchta shartlar bajarilsa, ya ni.

1) Berilgan oilaga tegishli to ‘plamlar yig'indisi berilgan X to ‘plumni
goplasa: YU, =x;

2) Bo ‘sh to ‘plam berilgan oilaga tegishli bo ‘lsa: @eB;

3) Berilgan oilaga tegishli ixtiyoriy U, , U, to ‘plamlar va

ixtiyoriy aeU, nU, nugta uchun U, e B mavjud bo lib,

aeU, cU, nU, munosabat o ‘rinli bo Isa,
X to ‘plamda shunday yagona = topologiya mavjudki (X,7) topologik fazo
uchun B oila baza bo ‘ladi.

Isbot. Berilgan X to‘plamda 7 oilani quyidagicha aniqlaymiz.Biz B
oilaga tegishli to‘plamlarni va ulaming yig’indisidan iborat hamma gism
to‘plamlardan iborat oilani rbilan belgilaymiz. Teoremaning 1) va 2)
shartlariga ko‘ra X va bo‘sh to‘plam r oilaga tegishli bo‘ladi. Bundan
tashqari r oilaning aniglanishiga ko‘ra unga tegishli to‘plamlarning
yig'indisi z ga tegishli Demak, 4,4,er bo‘lsa, 4,nd4,er ni
ko‘rsatishimiz kerak. Agar a e 4, n 4, bo‘lsa, teoremaning 3-shartiga ko‘ra

U, € B mavjud va aeU, c 4, N 4, bo‘ladi. Demak, 4, N 4, = yif Bu

esa 4 n4,er ekanligini bildiradi. Demak, r oila topolgiya aksiomalarini
qanoatlantiradi.Bu topologiyaning aniqlanishiga ko‘ra B oila uning uchun
baza bo‘ladi.
§ 5. Uzluksiz akslantirishlar
Bizga X, U - ixtiyoriy to‘plamlar berilgan bo‘lib , X to‘plamning har

bir, elementiga U to‘plamning bitta elementi mos qo‘yilgan bo‘lsa, X
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to‘plamni U to‘plamga akslantiruvchi moslik yoki akslantirish berilgan
deyiladi va f: X — Y ko‘rinishda yoziladi.

Agar f:X —Y akslantirish berilgan bo‘lsa, xeX uchun y=f(x)
element x  nuqtaning aksi  (yoki obrazi), yeY uchun
()={xreXx: f(x)=y} to‘plam nuqtaning asli (yoki proobrazi) deyiladi.
Berilgan 4c X gism to‘plam uchun uning obrazi f(A)={f(x): xe 4}, BcY
gism to‘plam uchun uning proobrazi f -(B)={x: xe4 sa f(x)eB}
ko‘rinishda aniglanadi. Agar [ (x)=Y bo‘lsa, f akslantirishni “ustiga "
akslantirish, f(X)=Y bo‘lganda esa “ichiga” akslantirish deb ataymiz.

Berilgan “ustiga” akslantirish f uchun x,x,eX va x#x

munosabatlardan f(x,) # f(x,)munosabat kelib chigsa, f o‘zaro bir

giymatli akslantirish deyiladi.

Ta’rif. Bizgax, Y topologik fazolar, f:X—>Y akslantirish va
xe X nugqta berilgan bo'lsin. Agar y=f(x) nugtaning ixtiyoriy . atrofi
uchun x nugtaning U atrofi mavjud bo'lib, Uc f'(V) munosabat
bajarilsa f akslantirish x nuqtada uzluksiz deyiladi.

Agar f akslantirish biror 4 to‘plamga tegishli hamma nugqtalarda
uzluksiz bo‘lsa, u 4 to‘plamda uzluksiz deyiladi. Agar f akslantirish X
fazoning hamma nugqtalarida uzluksiz bo‘lsa, u uzluksiz akslantirish
deyiladi. -

Teorema-22. Berilgan f akslantirish uzluksiz bo'lishi uchun
ixtiyoriy GeY ochiq toplamning to'lig proobrazi f*@G) ochiq bo lishi

zarur va yetarlidir.
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Isbot. Zarurligi. Faraz qilaylik f uzluksiz akslantirish, G ¥ ochiq
to‘plam bo‘lsin. f(G) ochig ekanligini ko‘rsatishimiz kerak. Agar
xe f7(G) bo‘lsa, f(x)eG bo‘ladi. f akslantirish nuqtada uzluksiz
bo‘lganligi uchun ning shunday v atrofi mavjudki. U c f(G) bo‘ladi.
Bundan esa xeU < f7(G) kelib chigadi. Demak, f-'(G) ochiq to*plamdir.

Yetarlilik. Endi ixtiyoriy Gc ¥ ochiq to‘plam uchun f*(G) ochiq
to‘plam bo‘lsin.Berilgan xe X nuqta uchun uning obrazi y=f(x)
nuqtaning ixtiyoriy » atrofini qarasak, u ochiq bo‘lganligi uchun
U = f~'(¥) ochiq to‘plam bo‘ladi. Undan tashqgari xe /7' (V) vaUc f' (V).
Demak s akslantirish nuqtada uzluksizdir. Bu yerda ixtiyoriy nuqta
bo‘lganligi uchun s uzluksiz akslantirish bo*‘ladi.

Umuman olganda, uzluksiz akslantirishda ochiq to‘plamning obrazi
ochiq bo‘lishi shart emas. Misol uchun, X = R*(x,y) va ¥ = R*(u,v) fazolar
uchun s akslantirish f(x,y)=(sinx, cosx) qoida bilan aniqlansa,
{x.y)eR*: x* +»* <1} doiraning obrazi R* da ochiq to‘plam emas. Agar
S akslantirish  f(x,y)=(e*cosy, e*siny) qoida  bilan berilsa,
{x.»)=(x<0, y=0)} yopiq to‘plam obrazi yopiq emas.

Teorema-23. Bizga X, Y,Z - topologik fazolar,  wuzluksiz ikkita
S:X—>Y, g:¥Y—>Z - akslantirishlar berilgan bo'‘lsa, ularning
kompozitsiyasi,ya’'ni f-g:X — Z akslantirish ham uzluksizdir.

Isbot. Bu teoremani isbotlash uchun yuqoridagi 22-teoremadan
foydalanamiz.Faraz qilaylik GcZ ochiq to‘plam bo‘lsin.Biz  #™(G)
to‘plamning ochiq ekanligini ko‘rsatishimiz kerak,bu yerda #=fog.

Proobraz uchun uning aniqlanishiga ko‘ra #7'(G)=s"(g"'(G)) tenglik
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o‘rinlidir. Teorema shartiga ko‘ra g:¥ — Zakslantirish uzluksiz
bo‘lganligi uchun 22-teoremaga ko‘ra g"'(G) to‘plam ochiq to‘plamdir.
Bundan tashqari, f:X —Y akslantirish ham uzluksiz bo‘lganligi uchun

shu teoremaga ko‘ra 47 (G)= 7*(g"(G)) to‘plam ham ochiq to‘plamdir.

Demak, yuqoridagi 20-teoremaga ko‘ra feg:X —>Z akslantirish ham

uzluksizdir.
Teorema - 24. Bizga X, Y - topologik fazolar, f:X —Y uzluksiz

akslantirish, Ac X - kompakt to ‘plam berilgan bo'lsa, f(A4) to ‘plam ham

kompakt to ‘plamdir. |
Isbot. Ochiq to‘plamlardan iborat {U,} oila f(4) to‘plamning ochiq

qobig’i bo‘lsin.Teorema shartiga ko‘ra f uzluksiz akslantirish bo‘lganligi

uchun ¥, = 7(U,) to‘plam hamma @ lar uchun ochiq to‘plam bo‘ladi.

UU. = f(4) munosabatdan Uv. o4 munosabat kelib chigadi. Demak,

{V.} oila 4 uchun ochiq qobiq bo‘ladi. 4 kompakt to‘plam bo‘lganligi

uchun bu qobiqdan chekli qoplama ajratish mumkin. Ajratilgan chekli

qoplama elementlari v, ,V;,,---,V;_ to‘plamlar bo‘Isin. Shunda ularning

obrazlari U, ,U, .U, to‘plamlar f(4) to‘plam uchun {U,} oiladan

ajratilgan chekli qobiqni tashkil etadi. |
Teorema-25. Bizga X, Y - topologik fazolar, f:X =Y uzluksiz

akslantirish, Ac X - bog’lanishli to ‘plam berilgan bo‘lsa, f(A) to'plam

ham bog 'lanishli to ‘plamdir.

Isbot. Agar f(4) bog’lanishsi
ochiq G, va G, to‘plamlar mavjud bo‘lib, £ =(f(ANG,)u(f(4)NG,),
(F(ANG)A(f(A)NG,) =D va f(AHNG, # @, f(4)NG, #@ munosabatlar

z to‘plam bo‘lsa, bo‘sh bo‘lmagan
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bajariladi. Akslantirish s uzluksiz bo'lganligi uchun 4 =7"G,) va
4, = f7(G,) to‘plamlar X ning ochiq qism to‘plamlari bo‘ladi.

Bundan tashqari f(4)nG, =@, va f(A)NG, = munosabatlardan
4NA2B  va  A4,NnA#D kelib chiqadi. Bundan tashqari
A=(A, N A)U(4, " A) munosabat ham o'rinlidir. Demak A bog’lanishsiz.
Bu ziddiyat teoremani isbotlaydi.

Teorema - 26. Yopiq kesma I =[a,b] bog 'lanishli to ‘plamdir.
Isbot. Faraz qilaylik [4,6] bog’lanishsiz bo‘lsin. U holda ochiq va bo‘sh
bo‘lmagan U, va U, to‘plamlar mavjud bo‘lib, 7 =(InU)u(lnU,),
INU,#0, InU,#@ va (InU)N(INU,)=D munosabatlar o‘rinli
bo‘ladi.

Endi 7 ni topologik fazoga aylantiramiz. Buning uchun 7 ning gism
to‘plami 4 uchun R' da ochiq G to‘plam mavjud bo‘lib, 4=7AG bo‘lsa,
4 ni ochiq to‘plam deb e’lon gilamiz. Hosil bo‘lgan 7 ning ochiq gism
to‘plamlari oilasi 7 da topologiyani hosil qiladi va topologik faziga
aylanadi. Bu topologiyada / va @& ham ochiq to‘plamdir. Agar I
bog’lanishsiz bo‘lsa / da ochiq va bo‘sh bo‘lmagan U,, U, to‘plamlar
mavjud bo‘lib U, \U, =@ va I =U, uU, munosabatlar bajariladi. Endi

0, =xeU,
f(x)_{l, xeU,

qoida bilan berilgan akslantirishni qaraylik. Agar GCR' - ochicj to‘plam

bo‘lsa

I, 0,1eG
. g, 0eG, 1¢G
@)= U 0eG, 1£G

U, 0eG, 1€G

tenglik o‘rinlidir. @, U,, U,, I to‘plamlar ochiq bo‘lganligi uchun 22 -
teoremaga ko‘ra f uzluksiz funksiyadir. Koshi teoremasiga ko‘ra funksiya
0 va 1 oralig’idagi hamma qiymatlarni qabul qilishi kerak. Bu ziddiyat

teoremani isbotlaydi.

Bizga X - topologik fazo va [f:[0,1]]>4X - uzluksiz akslantirish
bo‘lIsin. Bu yerda 7 =[0, 1] kesmadagi topologiya yuqoridagi 25 - teorema
isbotidagi keltirilgan yevklid topologiya yordamida aniqlanadi. Agar
x= f(0), y=f(l) bo‘lsa, biz va nuqtalar f yo I yordamida tutashtirilgan
deb ataymiz. Agar AcX - gism to‘plamning har qanday ikki nuqtasini
shu to‘plamda yotuvchi yo‘l yordamida tutashtirish mumkin bo‘lsa, 4
to‘plam chizigli bog 'lanishli to plam deyiladi.

Teorema-27. Chizigli bog 'lanishli to ‘plam bog ‘lanishli to ‘plamdir.

Isbot. x - topologik fazo, Ac X - chizigli bog’lanishli to‘plam
bo‘lsin. Ta’rifga ko‘ra, 4 ga tegishli ixtiyoriy , nugtalar uchun uzluksiz
f:I—X - akslantirish mavjud bo‘lib, f(0)=x, f(h=y va fhc4d
bo‘ladi. Agar 4 bog’lanishsiz to‘plam bo‘lsa, ochiq bo‘sh bo‘lmagan G,
va G, to‘plamlar mavjud bo'lib A=(ANG)U(ANG,), ANG =D,
ANG, #@ munosabatlar bajariladi. ANG, to‘plamdan nuqtani, AnG,
to‘plamdan nuqtani olaylik. A chizigli bog’lanishli bo‘lganligi uchun
f:15 X yol mavjud bo‘lib, f(0)=x, fM)=y Va 1=[0,1] uchun f(/)c 4
bo‘ladi. Yuqorida isbot qilingan teoremalarga ko‘ra f(/)= ([0, 1]

bog’lanishli to‘plamdir. Lekin 4= (ANG)U(4NG,) tenglikdan

=W NG,)U(f(NNG,), tenglik olamiz. xe f()NG,, ye f()NG,
bo‘lganligidan f()NG, #D, SNNG,# @ kelib chigadi. Bundan f(J)
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bog lanishsiz to‘plam ekanligi kelib chigadi. Bu ziddiyat 4 bog lanishli
to’plam ekanligini ko*rsatadi.

Umuman, bog'lanishli to‘plam chizigli bog’lanishli bo’Imasligi
mumkinligini quyidagi misol ko‘rsatadi.

Misol.

= .1
X=R, A={(x,y)eR: y=sin_, x#0}U{(x,py):x=0, -1<y<]}

bo‘Isin. Ravshanki, 4 bog’lanishli, lekin chiziqli bog’lanishli emas.
Teorema-28. Faraz gqilaylik x - topologik fazoda chizigli
bog'lanishli {4,} to‘plamlar oilasi berilgan bo‘lsin. Agar ular umumiy
nuqtaga ega ,ya'ni OA, %@ bo'lsa, ularning yig’indisi ()4, to ‘plam ham
chizigli bog 'lanishli bo ‘ladi. "
Isbot. Berilgan to‘plamlar yig’indisi bo‘lgan 4=|J4, to‘plamga
tegishli x, y nuqtalarni yo‘l bilan tutashtirish mumkinligini ko‘rsatamiz.

Buning uchun a4, nuqtani olamiz, va xe 4, , y e 4, bo‘lsin deb faraz

qilayliq. Shunda ae 4,, ae 4, munosabatlar o‘rinli bo‘lgani uchun x va

y larni a bilan mos ravishda f,, f, yo‘llar yordamida tutashtiramiz.

Shunda
1
£i(2) te [0,—2-]
f,(2t-1) te B,l]

formula bilan aniglangan g yo‘l uchun g(0)==x, g(1)=y tengliklar o rinli
bo‘ladi.
Endi bu teoremadan foydalanib, x topologik fazoning a nuqtasi

uchun uning chizigli bog’lanishlilik komponentasi tushunchasini kiritamiz.

glt)=
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Berilgan a nugqta tegishli bo‘lgan hamma chizigli bog’lanishli to‘plamlar
yig’indisi yuqoridagi teoremaga ko‘ra chizigli bog’lanishli to‘plam
bo‘ladi. Ana shu to‘plamni a nuqtaning chizigli bog 'lanishlilik
komponentasi deb ataymiz va L(a) bilan belgilaymiz.

Teorema-29. Bog'lanishli X topologik fazoning har bir nugtasi
chizigli bog'lanishli atrofga ega bo'lsa, X chizigli bog’lanishli fazo
bo ‘ladi.

Isbot. Topologik x fazoning a nugtasi uchun L(s) to‘plamni
qaraylik. Bu to‘plamning ochiq to‘plam ekanligini ko‘rsataylik. Agar
beL(a) bo‘lsa, V(b) bilan b nuqtaning chiziqli bog’lanishli atrofini
belgilaymiz. Shunda V(b)) c L(a) bo‘ladi. Demak L(a) ochiq to‘plamdir.

Endi L(a) to‘plam uchun L(a) = L(a) tenglikni isbotlaylik. Buning uchun
beL(a) nuqta olib, uni a nugta bilan yo‘l orqali tutashtirish mumkinligini

ko‘rsatamiz. Urinma nuqta ta’rifiga ko‘ra, b nuqtaning har bir atrofida L(a)

to‘plamga tegishli nuqtalar bor. Agar V(b) to‘plam & nuqtaning birorta
chiziqli bog’lanishli atrofi bo‘lsa, bu atrofda L(a) to‘plamga tegishli

nugqtalar bor. Demak, @ nuqta b bilan yo'l orqali tutashtirish mumkin.

Bundan b L(a) kelib chigadi. Bundan L(a) to‘plamning yopiq to‘plam
ekanligi kelib chiqadi. Berilgan X topologik fazo bog’lanishli bo‘lganligi

uchun har ganday bo‘sh bo‘lmagan bir vaqtda ochiq va yopiq bo‘lgan
to‘plam X bilan ustma-ust tushadi. Demak X=L(a), va X chizigli

bog’lanishdir.
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Topologik akslantirishlar
(Gomeomorfizmlar)

Uzluksiz akslantirishlar ichida bizning kursimiz uchun muhim
akslantirishlardan biri topologik akslantirishdir. Topologik akslantirish
gomeomorfizm deb ham ataladi. Bu paragrafda topologik akslantirish
tushunchasini kiritib, misollar keltiramiz va uning biz uchun zarur asosiy
xossalarini keltiramiz. Bizga X,y - topologik fazolar, f: XY -
akslantirish berilgan bo‘lsin. Agar s akslantirishga teskari s'akslantirish
mavjud va f, s~ akslantirishlar uzluksiz bo‘lsa, 1 topologik akslantirish
yoki gomeomorfizm deb ataladi.

Topologik akslantirishga eng sodda misol qilib £(x)=x qoida bilan
aniqlangan ayniy f:X — X akslantirishni olishimiz mumkin.

Topologik akslantirish ta’rifidan bevosita kelib chiqadiki, agar f
topologik akslantirish bo‘lsa, unga teskari akslantirish £~ ham topologik
akslantirish bo‘ladi. Endi f uchun teskari akslantirish mavjud bo‘lishi
uchun zarur va yetarli shartlarga e’tibor beraylik. Teskari akslantirish ¥
ning har bir nugtasiga x ning bitta nuqtasini mos qo‘yadi. Demak,
ixtiyoriy ye¥ uchun birorta xe X mavjud bo‘lib, f(x)=y tenglik o‘rinli
bolishi kerak. Buning uchun esa f(X)=Y bo‘lishi, ya’ni f ustlama
akslantirish bo‘lishi kerak. Bundan tashqari s~ teskari akslantirish yeY
nuqtaga bitta xeX nuqtani mos qo‘yganligidan x =x, bo‘lganda
S(x) = f(x,) bo‘lishi, ya’ni o‘zaro bir qiymatli akslantirish bo‘lishi
zarurdir.

Shunday qilib, f ga teskari akslantirish ' mavjud bo‘lishi uchun f

ning ustlama va o‘zaro bir giymatli akslantirish bo‘lishi zarur va yetarli.
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Agar X va Y topologik fazolar uchun f:X =7V topologik akslantirish
mavjud bo‘lsa, X va Y topologik fazilar o*zaro gomeomorf yoki topologik
ekvivalent fazolar deb ataladi. Topologik fazolarning topologik
akslantirishda saglanib qoladigan (ya’ni biridan ikkinchisiga o‘tadigan)
xossalari topologik xossalar deb ataladi. Topologiya fanida topologik
fazolarning, geometrik figuralarning topologik xossalari o‘rganiladi.

Endi bir nechta misollar keltiraylik.
Misol 1. X =(a, b), ¥ =(c,d) bo‘lib, X, ¥ fazolarda topologiya R' dagi

topologiya yordamida aniqlanadi. Shunda f:X->Y akslantirishni

fx)= %lﬁ(x— a)+cformula yordamida aniqlasak, f gomeomorfizm
-a

bo‘ladi, chunki s chizigli funksiya, uzluksiz va unga teskari funksiya ham

uzluksizdir.

2. X =[—§;%], y=[-1,1], f(x)=sinx bolsin. Bizga ma’lumki,

f(x)=sinx uzluksiz va unga teskari funksiya x=arcsiny [-11] da

aniqlangan va uzluksizdir. Shuning uchun X —»Y gomeomorfizmdir.

3. X =(--’2i;-’25), y=R bo‘lsa, f(x)=tgx gomeomorfizm bo‘ladi.

4. Ixtiyoriy (a,0) interval R' ga gomeomorfdir. Bu yerda

gomeomorfizm fx)= tg(f_(;-_-;—al - 12'_) formula yordamida aniglanadi.

5. Tekislikda D*={(x»): x*+y* <R’} ochiq doira tekislikka

gomeomorfdir.

Bu yerda

f(x,y) {R_\ﬁcz_‘_yz’R_\/xz_l_yz}
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formula bilan f:D* —» R® akslantirishni aniqlasak, f gomeomorfizm

bo"ladi. Buni tekshiraylik. Bu akslantirishning uzluksizligi

b4

X
U(x,y) = e () = —Ee
RJrey " T i ey
funksiyalariing uzluksizligidan kelib chiqadi. Endi unga teskari
akslantirish mavjud va uzluksizligini ko‘rsataylik. Teskari f~':R* — D

akslantirishni

f"(x,y)={ B B }

143+ 1+ Jx* +)?
formula bilan aniglaymiz. Bu akslantirishning uzluksizligi
Hx,y)= T\/ffT—y” olx,y)= :—Jff+=y’
funksiyalarning uzluksizligidan kelib chiqadi. Endi f'(x,y) akslantirish
hagiqatan ham f akslantirishga teskari akslantirish ekanligini ko‘rsataylik.
Buning uchun f(u(x,y),¢(x,y))=(x,y) tenglikni isbotlaymiz
) )
Sl ) ol )= {R—\/ng:;)}g olx, ) R—\/u’gc(,y)yz ¢’(x,y)} i}
Rx Ry
_ 1ty ’ 1+4/x* + = (%)
R R\x* +y* R Rx* +y?
1+4/x* +)* 14+4x* +)*

Demak, f akslantirishdir gomeomorfizmdir.
6. Evklid fazosida, ya’ni R” da ixtiyoriy D" ochiq shar R" ga
gomeomorfdir. Buni ko‘rsatish uchun R" fazoda koordinata boshini D"

sharning markaziga joylashtirib dekart koordinatalar sistemasini Kiritib

f: D" — R" akslantirishni
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f(x,,x,,...,.\" = R—lxl'R-lxl’ .R_le
formula bilan aniglaymiz. Bu yerda |y|=x] +x; +...+ ¥, R —D"sharning

radiusidir.

Teskari akslantirish

-1 )_ Rxl sz R-"..
f (xl’xz"",x.. - ]+|x|91+|x|s ’l+|x|

formula yordamida aniglanadi. Ikkala f, f~ akslantirishlar ham uzluksiz
bo*lganligi uchun f gomeomorfizmdir.

Endi topologik akslantirishning ba’zi bir muhim xossalarini keltiraylik.
Topologik akslantirishning ta’'rifidan bevosita har ganday topologik
akslantirish uchun unga teskari akslantirish ham topologik akslantirish

ekanligi kelib chigadi.
Teorema 30. Bizga f: X >Y, g:Y > Z - gomeomorfizmlar berilgan

bo'lsa, ular yordamida qurilgan fog:X—>Z akslantirish ham gomeo-

morfizmdir.

Isbot. Berilgan f va g akslantirishlarning uzluksizligidan 23-
teoremaga ko‘ra fog akslantirish ham uzluksizdir. Ular topologik
akslantirishlar bo‘lganligi uchun ularga teskari akslantirishlar ham
uzluksizdir. Shuning uchun (feg)"=f"°g" akslantirish uzluksizdir.
Teorema isbotlandi.

Teorema 29. Faraz gilaylik f:X —>Y - uzluksiz akslantirish, X -
kompakt fazo, v - Xausdorf fazosi bo'lsin.Agar f akslantirishga teskari

S akslantirish mavjud bo‘Isa, f - gomeomorfizm bo ‘ladi.
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Isbot. Teoremani isbotlash uchun teskari s~ akslantirishning
uzluksizligini ko‘rsatish kerak. Buning uchun ixtiyoriy ochiq Gc X -
to‘plamning s~ akslantirishga nisbatan proobrazi ¥ da ochiq ekanligini
ko‘rsatishimiz kerak. Agar G - ochiq bo‘lsa, X\G yopiq to‘plamdir. Biz
bilamizki X \G to‘plamning f' akslantirishga nisbatan proobrazi f(X\G)
to‘plamdan iborat. Kompakt topologik fazoda x\G to‘plam yopiq to‘plam
bo‘lganligi uchun 14-teoremaga ko‘ra X\G to‘plam kompakt bo‘ladi, 23-
teoremaga ko‘ra esa uning uzluksiz akslantirishdagi obrazi f(X\G) ham
kompakt to‘plam bo‘ladi.Teorema shartiga ko‘ra topologik ¥ fazo xausdorf
fazosi bo‘lganligi uchun 16-teoremaga ko‘ra f(X\G) to‘plam yopiq
to‘plamdir.Yengil tekshirib ko‘rish mumkin bo‘lgan f£(G)=Y\ f(X\G)
tenglikdan f(G) to‘plamning ochiqligi kelib chigadi. Teorema isboti
tugadi.

Endi 18-teorema isbotiga qaytaylik.

Bu teorema isbotini, agarXx,¥ kompakt fazolar bo‘lsa, (xy)—=>x
goida bilan aniglangan pr: X xY — X akslantirishda (proeksiya) yopiq
to‘plamning obrazi yopiq to‘plam ekanligini ko‘rsatishdan boshlaymiz.

Bizga xxY to‘g’ri ko‘paytmaning yopiq qism to‘plami F berilgan
bo‘lsin. Uning obrazi prF to‘plamning X topologik fazoda yopiq
to‘plam ekanligini ko‘rsatish uchun uning to‘ldiruvchisi G =X\ prF’
to‘plamning ochiq to‘plam ekanligini ko‘rsatishimiz kerak. Buning uchun

(x,, Y)c X xY\F

X, €G nuqtani gqaraylik. Bu nuqta uchun

munosabat bajariladi.To‘Idiruvechi X <Y\ F ochiq to‘plam bo‘lgani
ixtiyoriy yeY uchun  (%,,¥) juftlik birorta

uchun nuqta

U(x,, ) =V,(x,)%xV, atrofi bilan X xY\Fto‘plamda yotadi. Bu yerda
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V,(x.)to'plam  x, nuqtaning X fazodagi atrofi va u Vix)cG

munosabatni qanotlantiradi. Ochiq to‘plamlardan iborat { V.:ve¥t }
oila ¥ fazo uchun ochiq qobiq bo‘ladi va ¥ kompakt bo‘lganligi uchun bu
oiladan { ¥, :y, ev,i=12---,n } chekli qobiq ajratish mumkin. Biz
V,, to‘plamlarga mos keluvchi X, nuqtaning atroflarini v, (xo) ko‘rinishda
belgilasak, ularning kesishmasi V' =1V, (x,) ochiq to‘plam bo‘ladi va
V = G munosabatni qanoatlantiradi. Demak, G ochiq to‘plamdir. Bundan
esa prF to‘plamning yopiq to‘plam ekanligi kelib chigadi.

Endi agar {U,} oila AxB to‘plamning ochiq qobig’i bo‘lsa, undan
AxB uchun chekli qobiq ajratish mumkinligini isbotlash kerak. Biz
umumiylikni chegaralamagan holda 4=x va B=Y tengliklar bajarilgan
deb hisoblaymiz. Har bir « uchun ochiq qobiqqa tegishli {U,} to‘plam
U, =U'xU? ko‘rinishdagi to‘plamlar yig’indisidan iborat bo‘ladi, ya’'ni
U, =U! xU? ko‘rinishdagi to‘plamlar 4xB fazo uchun baza bo‘ladi. Bu
yerda UlcX, UlcY ochiq to‘lamlardir. Biz umumiylikni
chegaralamagan holda har bir & uchun {U,} to‘plam U, =U! xU? to‘g’ri
ko‘paytmadan iborat bo‘lsin deb hisoblaymiz. Birorta xe 4 nuqta uchun
{x}xB to‘plamni qaraylik. Bu to‘g’ri {x}xB ko‘paytma B to‘plamga
gomeomorf bo‘lgani uchun kompakt to‘plamdir. Shuning uchun U,

oiladan {x}xBto‘plam uchun chekli qobiq ajratish mumkin. Agar

X x x
U, U, U

ax

to‘plamlar {x}x Bto‘plam uchun {U,} oiladan

ajratilgan chekli qobiq bo‘lsa, G, ——-LkJU,,’ to‘plam ochiq to‘plam

i=]

bo‘lganligi uchun uning F,=XxY\G, to‘ldiruvchisi yopiq to‘plam
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bo‘ladi. Yugorida isbotlaganimizga ko‘ra to‘ldiruvchining

pr:XxY — X proeksiyadagi obrazi prF, yopiq to‘plamdir.Agar 4,

to‘plam prF, to‘plamning to‘ldiruvchi bo‘lsa, to‘g’ri 4,xB ko‘paytma

x

uchun 4, xBcG, munosabat bajariladi. Demak, U, *, U, ~,....,U,,

to‘plamlardan iborat oila to‘g’ri 4,xB ko‘paytma uchun ham (U}

qobiqdan ajralgan chekli qobiqdir. Endi {4, :xe 4} oila 4 to‘plam uchun

qobiq va 4 kompakt bo‘lganligi uchun undan 4 uchun chekli qobiq

A uchun ajralgan chekli qobiq

ajratish mumkin. Bu oiladan

A, A, .. A, to‘plamlardan iborat bo‘lsin. Demak [J4, o 4. Biroq har

i=l

bir 4, XB wuchun {U,} dan chekli U, U,%,.-U, ™ qobiq ajratish

mumkin. Lekin |J(4, x B)>Ax B bolganligi uchun {U,} dan AxB

i=}

uchun ham chekli qobiq ajratish mumkin. Demak, 4xB kompakt
to‘plamdir.
Bu qism oxirida matematikada muhim rol o‘ynaydigan topologik

akslantirishlardan biri bo‘lgan stereografik proeksiyani kiritamiz.

Bizga uch oflchamli R*® Yevklid fazosida birorta sfera berilgan
bo‘lsin. Bu sferani S bilan, sfera bilan bitta umumiy nuqtaga ega bo‘lgan
tekislikni /7 bilan, ularning umumiy nuqtasini s bilan belgilaylik. Endi
sferaning S nuqtasiga diametral qarama — qarshi joylashgan nuqtasini N
bilan belgilab, sferaning N nuqtadan boshqa hamma nugqtalari to‘plami
bilan 17 tekislik nuqtalari orasida gomeomorf moslikni o‘rnatmoqchimiz.

Buning uchun sferaning ¥ nugtadan farqli »# nuqtasi uchun NA/ to‘g’ri
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e

chizigning 17 tekislik bilan kesishish nuqtasini P, bilan belgilab

P:S*\{N}— 17T akslantirishni P(M) =P, qoida bilan aniqlaymiz.

Chizma-1.
akslantirishning gomeomorf akslantirish

Endi bu ekanligini
isbotlaylik. Buning uchun R’ fazoda koordinata boshini sfera markaziga
joylashtirib 0Z o‘qini ON to‘g’ri chiziq bo‘yicha yo‘naltirib dekart
koordinatalar sistemasini kiritamiz. Shunda
s? ={(x,y,z)e R’ :x* +y* +z* =R}

tenglik o‘rinli bo‘lib, 7 tekislik z+R=0 tenglama bilan aniglanadi. Endi
sfera nuqtalarining koordinatalari x, y, z bilan, /7 tekislik nuqtalarining
koordinatalarini X, ¥ belgilab, P akslantirish uchun formula hosil

gilamiz. Sferadagi M(x, y,z) va N(0,0, R) nugqtalardan o‘tuvchi to‘g’ri

chiziq T1 tekislik bilan [RZRZ 52t y) nuqtada kesishadi. Shuning uchun
P:S*\{N}>TI

akslantirish

2R 2R
E(x,y,2)={R_ SRR _y}

formula bilan beriladi. Bu yerda
2R *, Y(3,2)= 2R y

X(x,2)=
( )R—z R-z

M
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funksiyalar uzluksiz bo‘lganligi uchun P uzluksiz akslantirishdir.

Endi P akslantirishga teskari P~ akslantirishni topish uchun ~(0, 0, R)
va Q(X, Y, —R) nuqtalardan o‘tuvchi to‘g’ri chizigning sfera bilan
kesishish nuqtasini topamiz. Bu kesishish nugqtalari ~(0,0,R) va

M(x, y, =) nuqtalar bo‘lib, & nuqtaning koordinatalari

-

o AR
X +y +4R* "
4R?
y= 2 2 27
x4+ y° +4R
R(x* + y*)-4R’
X +Y:+4R?

()

ko‘rinishga ega bo‘ladi. Demak (2) formulalar P™':I1—S*\{N} akslan-
tirishni aniglaydi.

Yuqoridagi keltirilgan (2) sistemadagi x(X,Y), »(X,Y), 2(X,Y)
funksiyalar X, v o‘zgaruvchilarga nisbatan uzluksiz funksiyalardir.
Shuning uchun P~ akslantirish uzluksizdir. Quyidagi 2-chizmada sferani
z=¢, |c|<R

tekislik bilan kesganda hosil bo‘ladigan aylanalar

stereografik proyeksiyada aylanalarga o‘tishi tasvirlangan.

Chizma-2
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I bobga doir mashq va masalalar

1.Metrik fazoda har qanday yagqinlashuvchi ketma-ketlikning
fundamental ekanligi ko‘rsatilsin.

2. Metrik fazoda berilgan Y to‘plamning yopiq bo‘lishi uchun v
to‘plam nugqtalaridan iborat barcha yaqinlashuvchi ketma-ketliklarning
limiti ¥ to‘plamga tegishli bo‘lishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.

3. Metrik fazoda ixtiyoriy to‘plamning yopig’i yopiq to‘plamligi
ko‘rsatilsin.

4. Metrik fazoda yaginlashuvchi ketma-ketlikning limiti yagonaligi
isbotlansin.

5.Haqiqiy sonlar to‘plamida ichma-ich joylashgan, uzunligi nolga
intiluvchi yopiq kesmalar ketma-ketligining kesishmasi bo‘sh emasligi
ko‘rsatilsin.

6. Haqiqiy sonlar to‘plamining gism to‘plami ochiq bo‘lishi uchun
uning o‘zar‘o kesishmaydigan, chekli yoki sanogli sondagi ochiq
intervallarning birlashmasidan iborat bo‘lishi zarur va yetarli ekanligi
isbotlansin.

7.Evklid tekisligida bitta nuqtasini chiqarib tashlangandan so‘ng
ochiq bo‘lib qoladigan yopiq to‘plamga misol keltiring.

8. Kesishmasi ochiq bo‘lmagan ochiq to‘plamlar sistemasiga misol
keltiring.

9. Shunday yopiq to‘plamlar sistemasiga misol keltiringki, ularning
birlashmasi yopiq bo‘lmagan to‘plamdan iborat bo‘lsin.

10. Tekislikda §'={(x)):x=rcosf, y=rsinf;fe[0;27]}} aylana

berilgan. Aylanadagi B =nanr (-irratsional son), neZ, burchakka mos
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keluvchi nuqtalar to‘plamini 4 bilan belgilaymiz. Bu to‘plamning
aylanada zich ekanligi, ya’ni 4 =S' tenglik isbotlansin.

11. Bizga X topologik fazoda 4 c xqism to‘plam berilgan bo‘lsa,

uning uchun quyidagi munosabatlar o‘rinli ekanligi isbotlansin.

1) A=Avad

2) d(AUB)co4UoB

3) 8(ANB)c AHU B

4 Adca

S5)a(X\4)=04

6) J(int A) c 04

7) intA=A\34

12. Ta’rif. Berilgan X -topologik fazo, Ac X qism to 'plam uchun
A=X tenglik o'rinli bo'lsa, A to‘plam hamma yerda zich
deyiladi.

12. Bizga (X,r) topologik fazoda ikkita ochiq Y,,Y, to‘plamlar

berilgan bo‘lsin. Agar ¥, va ¥, to‘plamlar hamma yerda zich bo’lsa,

ularning ¥, N ¥, kesishmasi ham hamma yerda zich ekanligi isbotlansin.

13.Ta’rif. Berilgan x topologik fazoga tegishli har bir nugtaning

atroflari uchun sanoqli baza mavjud bo'lsa, x fazoda sanoqlilikning I-
aksiomasi bajarilgan deyiladi. Agar x topologik fazoning sanoqli bazasi

mavjud bo‘lsa, x fazoda sanoglilikning 2-aksiomasi bajarilgan deyiladi.

13. Sanoqlilikning ikkinchi aksiomasi bajarilgan topologik fazoda

sanoqlilikning birinchi aksiomasi bajarilishi ko‘rsatilsin.

14. Evklid fazosida ochiq sharning yopig’i yopiq shar, sfera esa

ochiq hamda yopiq sharlarning chegarasi ekanligi isbotlansin.
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15. Berilgan x to'plamdagi ixtiyoriy topologiyalar oilasining
kesishmasi x to‘plamda topologiya bo‘lishi ko*rsatilsin.

16. Berilgan x to'plamni ikkita yopiq to‘plamlarning ayirmasi
ko‘rinishida tasvirlash mumkin bo‘lishi uchun, X\ X to‘plamning yopiq
bo‘lishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.

17. Berilgan 4 to‘plam yopiq bo‘lishi uchun, 84 =A\int 4 bo*lishi
zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.

18. Topologik x fazo va AcXgism to‘plam berilgan bo‘lsin.
Berilgan 4 to‘plam yopiq bo‘lishi uchun uning barcha urinish nugqtalari
o‘ziga tegishli bo‘lishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.

19. Berilgan x topologik fazoning sanogli va hamma yerda zich
gism to‘plami mavjud bo‘lsa, X separabel topologik fazo deyiladi. Metrik
fazo separabel bo‘lishi uchun unda sanoglilikning ikkinchi aksiomasi
bajarilishi zarur va yetarli ekanliligi ko‘rsatilsin.

20. Berilgan 4 to‘plam uchun 4 = 4\int Atenglik o‘rinli bo‘lganda,
faqat va fagat shu holdagina 4 to‘plamning ochiq bo‘lishi isbotlansin.

21.Uzluksiz akslantirishlarning superpozitsiyasi uzluksiz akslantirish
bo‘lishi isbotlansin.

22. Bizga X, Y topologik fazolar, f:X—>Y uzluksiz, biektiv
akslantirish berilgan bo‘lsin. Agar X fazoda ajralgan nuqta mavjud
bo‘lmasa, u holda ¥ fazoda ham ajralgan nuqta mavjud emasligi

isbotlansin.
23. Bizga X, Y topologik fazolar va f:X —Y akslantirish berilgan

bolsin. Berilgan s - akslantirirish uzluksiz bo‘lishi uchun v topologik
fazodagi ixtiyoriy G yopiq to‘plamning proobrazi f(G) yopiq bo‘lishi
zarur va yetarli ekanligi ko‘rsatilsin.
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24. Ixtiyoriy uzluksiz s:[0;1][0;1] akslantirish kamida bitta qo‘zg’almas
nuqtaga egaligi isbotlansin.

25. Teskarisi uzluksiz bo‘lmagan o‘zaro bir qiymatli uzluksiz
akslantirishga misol keltiring.

26. Bizga X, Y topologik fazolar, f:X —Y uzluksiz akslantirish
berilgan bo‘lsin. To‘g’ri Xx ¥ko‘paytmaning qism to‘plami bo‘lgan
G={(x,f(x))} to‘plam s akslantirishning grafigi deyiladi. Grafikning,
ya'ni G to‘plamning x fazoga gomeomorfligi isbotlansin.

27. Bizga X, Y topologik fazolar va f:X —Y akslantirish berilgan
bo‘lsin. Berilgan s akslantirish uzluksiz bo‘lishi uchun quyidagi shartning
bajarilishi zarur va yetarliligi isbotlansin: VA C x uchun s (1)< 7{4).

28. Bizga (x,d) metrik fazo berilgan bo‘lsa, d(x,y) funksiya to‘g’ri

X xY ko‘paytmada uzluksiz ekanligi isbotlansin.
29. Bizga x, v topologik fazolar, f:X —Y akslantirish berilgan

bo‘lsin. Berilgan fakslantirish uzluksiz bo‘lishi uchun quyidagi
munosabatning bajarilishi zarur va yetarliligi isbotlansin: v4cY uchun
I @e @

30. To‘g’ri chiziqdagi ixtiyoriy ikkita ochiq (yopiq) interval o‘zaro
gomeomorfligi isbotlansin.

31. Bizga X, ¥ topologik fazolar berilgan bo‘lsa,ularning to‘g’ri
XxY ko‘paytmasining x ga proeksiyasi uzluksiz akslantirish ekanligi

isbotlansin.
32. Evklid fazosida yopiq shar va yopiq kub gomeomorfligi

ko‘rsatilsin.
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33. Lokal bog’lanishli bo‘lmagan. bog’lanishli topologik fazoga
misol keltiring,

34. Hagigiy sonlar to‘plamida lokal bog’lanishsiz cheksiz gism
to‘plamga misol keltiring.

35. Chizigli bog’lanishli bo‘lmagan bog’lanishli to‘plamga misol
keltiring.

36. Agar 4 va B bog’lanishli to‘plamlar  bo‘lib, ANB= QD
bajarilsa,u holda 4U B to‘plam ham bog’lanishli bo*lishini isbotlang.

37. Berilgan 4 c ' to‘plam bog’lanishli bo‘lishi uchun uning interval-
dan iborat bo‘lishi zarur va yetarli ekanligi ko‘rsatilsin.

38. Bog’lanishli topologik fazoning uzluksiz akslantirishdagi obrazi
bog’lanishli to‘plam bo‘lishi isbotlansin.

39. Evklid fazosi bog’lanishli fazo ekanligi isbotlansin.

40. Berilgan x topologik fazo yagona bog’lanishlilik
komponentasidan iborat bo‘lishi uchun, x bog’lanishli fazo bo‘lishi zarur
va yetarli ekanligi ko‘rsatilsin.

41. Chiziqli bog’lanishli, lekin lokal chiziqli bog’lanishli bo‘Imagan
topologik fazoga misol keltiring.

42. Faraz qilaylik (X,d) kompakt metrik fazoda o‘zaro
kesishmaydigan, yopiq 4 va B to‘plamlar berilgan bo‘lsin. U holda,
d(4,B)> 0 ekanligi isbotlansin.

43, Faraz qilaylik x metrik fazoda bo‘sh bo‘lmagan {4,}kompakt
to‘plamlar berilgan bo‘lib, ular 4 > 4,..,, ﬁA,.eerZ va d(4)=¢, -0

iw]

shartlarni qanoatlantirsin. Bu holda (14, to‘plam bitta nuqtadan iboratligi

isbotlansin. Bu yerda d(4) son 4 to‘plamning diametridir.
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44. Bizga X,Y topologik fazolar va f:Xx —¥ uzluksiz, biyektiv
akslantirish berilgan bo‘lsin. Agar x kompakt fazo va ¥ Xausdorf fazosi
ekanligi ma’ ¢ i

igi ma’lum bo‘lsa, berilgan f topologik akslantirish (gomeomorfizm)

ekanligi isbotlansin.
45. Faraz qilaylik X kompakt fazo va f:X — R' uzluksiz funksiya
b . '3 3 . .
erilgan bo‘lsin. Berilgan s funksiyaning chegaralanganligini va X

kom ‘zini
. pakt fazoda o‘zining eng katta va eng kichik giymatlariga erishishi
isbotlansin.

46. Faraz qilaylik x to‘la metrik fazo va 4c X qism to‘plam
t:erllgan bo‘Isin. Berilgan 4 to‘plam nisbiy kompakt bo‘lishi uchun (ya’ni
y, ‘ pss

kompakt to‘plam bo‘lishi uchun) 4 to‘plamning chegaralangan gism

toplam bo‘lishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.
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II bob. CHIZIQLAR NAZARIYASI

Bu bobda biz differensial geometriya kursining asosiy ob’ektlaridan

biri bo‘lgan egri chiziq tushunchasini kiritamiz, uning berilish usullarini va
asosiy geometrik xarakteristikalarini o‘rganamiz.
§ 1. Egri chiziq va uning berilish usullari

Ta’rif-1: Fazodagi (yoki tekislikdagi) 1 to‘plam birorta ochiq

intervalning topologik (gomeomory) akslantirishdagi obrazi bo‘lsa, u

elementar egri chiziq deb ataladi.

Bu ta’rifga ko‘ra, birorta f :(a;b) > R®  akslantirish uchun,

f((a;b)) =y tenglik o‘rinli bo‘lib, f:(a;b)—>7 topologik akslantirish
bo‘lsa, elementar egri chiziq deb ataladi.

Biz f:(a;b) >R’ akslantirish yordamida berilgan elementar egri
chizigni qaraylik. Ochiq (4 b) intervalga tegishli ixtiyoriy ¢ nuqtaga mos

keluvchi nugtani »(#) bilan belgilasak, f gomeomorfizmni 7 —> r(t)

ko‘rinishda yoza olamiz. Bu y(¢) nugqtaning koordinatalarini
x(f), y(t), z(¢) funksiyalar bilan belgilasak,
£ = (x(), y(0), 2(t))

Shuning uchun quyidagi tengliklar sistemasi

f akslantirish

ko‘rinishda bo‘ladi.
chiziqning parametrik tenglamalari deyiladi:
x=x(),
y =y, a<t<b ()
z=2z(1),

Tabiiyki, f uzluksiz akslantirish bo‘lganligi uchun, x(@), y(@), z(@)
koordinatalar o‘zgaruvchining uzluksiz funksiyalaridir. Agar elementar
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egri chiziq y = f(x) funksiyaning grafigi bo‘Isa, uning parametrik
tenglamalari x=1 v=f() ko‘rinishda bo‘ladi. Elementar egri
chizigning parametrik tenglamalari topologik f akslantirish yordamida
aniqlanadi. Shuning uchun, agar chizigni boshqa gomeomorfizm
yordamida aniqlasak, uning parametrik tenglamalari o‘zgaradi. Birinchi
bobda ko‘rdikki, har qanday ikki ochiq interval o‘zaro gomeomorfdir.
Shuning uchun, f:(a,0) > R’ akslantirish yordamida aniqlangan
elementar egri chizigni ixtiyoriy (c,d) intervalning boshqa gomeomorf
akslantirishdagi obrazi deb qarash mumkin. Hagiqatdan, agar
g:(c,d) = (a,b) gomeomorfizm bo‘lsa, unda chizigni F:(c,d) >R’
akslantirish yordamida bera olamiz. Bu yerda F  akslantirish
F(z)=f(g(z)) qoida bilan aniqlanadi. Gomeomorfizmlarning

kompozitsiyasi sifatida ham gomeomorfizmdir. Demak, har bir elementar

egri chiziqni cheksiz ko‘p usullar bilan parametrlash mumkin.

t)

Q-
NS*-
NN

)

JSt)

Chizma-1
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Vi
y=fx)
c
13
Chizma-2
Differensial geometriya kursida egri chiziq (1) ko‘rinishdagi

parametrik tenglamalar yordamida o‘rganiladi, ya’ni chizigni aniglovchi

akslantirish tanlanib, uning parametrik tenglamalari yoziladi.

Bu holda chiziqni parametrlangan elementar egri chiziq deb

ataymiz. Matematik analiz asosiy matematik apparat bo‘lganligi uchun
x(t), y(t), z(f) funkisiyalarga qo‘shimcha shartlar go‘yamiz.

Ta’rif-2. Berilgan elementar egri chizigni differensiallanuvchi
x(t), y(t), z(t) funksiyalar yordamida parametrlash mumkin bo‘lsa, u
silliq elementar egri chiziq deb ataladi. |

Izoh: Zarur bo‘lgan hollarda, biz yugqori tartibli hosilalarning mavjud
va uzluksiz bo‘lishini talab gilamiz.

Misollar: .

1. Har qanday to‘g’ri chiziq elementar egri chiziqdir. Hagiqatdan, agar

to‘g’ri chiziq

x=x,+at,
y=y, +bt, —00 <t <+
z=2z,+ct
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parametrik tenglamalar bilan berilgan bo‘lsa, 7 — (X, +a%, ¥, +bt,z, +ct)
moslik (—o»:+00) interval bilan to‘g’ri chiziq nuqtalari o"rtasida topologik
akslantirish bo‘ladi.

2. Ochiq intervalda aniglangan har qanday uzluksiz funksiyaning
grafigi elementar egri chiziqdir. Haqiqatdan ham, agar V= f(x) funksiya
(a,b) da aniglangan va uzluksiz bo‘lsa, x = (x, f(x)) moslik (a,b)
interval bilan y = f(x) funksiya grafigi nuqtalari o‘rtasida gomeomorf
akslantirishni beradi.

3. Biz birinchi kursda o‘rgangan ikkinchi tartibli chiziglardan faqat
parabola elementar egri chiziq bo‘ladi. Hagigatan parabola ochiq
intervalning topologik akslantirishdagi obrazidir, chunki parabolani
uzluksiz funksiyaning grafigi sifatida tasvirlash mumkin.

Ta’rif-3. Bog’lanishli to plamga tegishli har qanday nuqtaning
birorta atrofi mavjud bo'lib, to‘plamning shu atrofdagi qismi elementar
egri chiziq bo‘Isa, u sodda egri chiziq deb ataladi.

Aylana elementar egri chiziq emas, chunki u hech ganday ochiq
intervalga gomeomorf emas (Nima uchun? bu savolga javobni o‘quvchilar
1-bobdan topishi mumkin). Lekin u sodda egri chiziqdir. Buni ko‘rsatish
uchun aylana yotuvchi tekislikda dekart koordinatalar sistemasini kiritamiz
va umumiylikni chegaralamasdan koordinata boshi aylana markazida deb
hisoblaymiz. Shunda radiusiga teng aylananing parametrik tenglamalari
quyidagicha bo‘ladi:
' x=Rcost, y=Rsint, € [O;27t].

Agar M(z,)nuqta aylananing (Rcost,; Rsin £,) nuqtasi bo‘lsa, yetarli

kichik £ wuchun t—>(Rcost;Rsint),te (t,—&3t, +€)  akslantirish
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(z, —&;t,+ &) intervalni uning obraziga gomeomorf akslantiradi.
Demak, ixtiyoriy M(f,) nuqta uchun uning yetarli kichik atrofida aylana

elementar egri chiziqqa aylanadi.
Sodda egri chiziq strukturasi haqidagi quyidagi teoremani isbotsiz
keltiramiz.
Teorema-1. Har qanday sodda egri chiziq yoki elementar egri
chizigdir, yoki aylanaga gomeomorfdir.
Endi chiziqglar oilasini yana kengaytiramiz.

Buning uchun umumiy egri chiziq tushunchasini kiritamiz. Bizga sodda
egri y chiziq berilgan bo‘lib, M esa unga tegishli nuqta bo‘lsin. Agar Uy
to‘plam M nugtaning atrofi bo‘lsa, U, Ny kesishmani nuqtaning 4
chizigdagi atrofi deb ataymiz. Natijada, y topologik fazoga aylanadi (I-
bobdagi keltirilgan topologiya tushunchasiga qarang).

Agar f:y—> R® akslantirish uchun ixtiyoriy M ey nuqtaning y da
U atrofi mavjud bo‘lib, /| |y :U = f(U) topologik akslantirish bo‘lsa, f
lokal topologik akslantirish deyiladi. Sodda egri chizigning lokal
topologik akslantirishdagi obrazi umumiy egri chiziq deyiladi. Quyidagi

sodda egri chiziq bo‘lmaydigan umumiy egri chiziglar

chizmalarda,
ko‘rsatilgan.
Y
5 /a X
Chizma-4
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Bundan keyin, kurs davomida biz egri chizig deganda. elementar egri
chizigni, sodda egri chizigni yoki umumiy egri chizigni tushunamiz.
Umumiy egri chiziglarning ta’rifiga ko‘ra u o‘ziga tegishli ixtiyoriy
nuqtaning vyetarli kichik atrofida elementar egri chiziqning topologik
akslantirishdagi obrazidir.

Shuning uchun, umumiy egri chiziqni ham ixtiyoriy nuqtasining
atrofida (1) ko‘rinishdagi parametrik tenglamalar yordamida berish
mumkin. Tabiiyki, agar bizga

x=x(t), y=y(), z=2(), a<t<b
tengliklar sistemasi berilgan bo‘lsa, bu sistema birorta egri chizigning
parametrik tenglamalari sistemasi bo‘ladimi, degan savol tug’iladi. Bu
savolga gisman quyidagi teorema javob beradi.

Teorema-2: Silliq x=x(t), y=y{), z=z(t) funkisiyalar hosi-

lalari har bir t€(a;b) uchun X2 )+ y'(t )+ 22 () >0 sharmi gano-

atlantirsa,
x = x(t),
y=y), te(ab)
z = 2z(¢).

tenglamalar sistemasi umumiy egri chizigni aniqlaydi.

Bu umumiy egri chiziq (a,b) intervalning f:1—(x(2), y(1).2())
akslantirishdagi obrazidir.

Isbot: Biz yetarli kichik 5>0 uchun ( -&83t,+06) da f akslan-
tirishning topologik akslantirish ekanligini ko‘rsatamiz. Buning uchun esa
yetarli kichik 6 >0 uchun f ning o°zaro bir qiymatli ekanligini ko‘rsatish
yetarlidir.
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Bu faktni teskarisini faraz qilish yordamida isbotlaymiz. Faraz gilaylik,

har ganday kichik >0 uchun ham f akslantirish o‘zaro bir qiymatli
bo‘lmasin, {5,} ketma-ketlik nolga intiluvchi ketma-ketlik bo‘lsin.
Farazimizga ko‘ra, ixtiyoriy &, uchun #,1 €(t, —&,,% +6;) lar mavjud
bo‘lib, # ## va x(t,) = x(t,); yt)=yt), 2(t,)=2() shartlar

bajariladi.

O‘rta qiymat haqidagi teoremaga ko‘ra, shunday 6..6.2.6, <(t'.4%)
lar mavjud bo‘lib, x'(6,') = y'(6,*) =2'(6,’) =0 tengliklar bajariladi. 6.}
ketma-ketlik nolga intilgani uchun {9;},{0,‘2},{0,‘3} ketma-ketliklar
k— o da ¢, ga intiladi. Hosilalar uzluksiz bo‘lganligi uchun yuqoridagi
tengliklardan limitga o‘tib, X'(%,) = ¥'(¢,)=2'(t,) =0 tengliklami hosil
gilamiz. Bu esa teorema shartiga ziddir. O

Endi (x,y) koordinatalar sistemasi kiritilgan tekislikda

o(x,y)=0

tenglamani qaraylik. Koordinatalari bu tenglamani qanoatlantiruvchi

nuqtalar birorta egri chiziqni aniqlashi mumkin, yoki aksincha

aniglamasligi ham mumkin.
Teorema-3. Bizga differensiallanuvchi @(x,y) funktsiva berilgan

bo‘lib, koordinatalari ¢(x, y)=0 tenglamani ganoatlantiruvchi nugqtalar

to‘plami M = {(x, y): o(x, y)= 0} bo ‘Isin. Agar (%; ¥,) €M nugtada

9} +¢?>0 munosabat bajarilsa, (%0:Yo) nugtaning shunday atrofi

mavjudki, M fto‘plamning bu atrofdagi qismi elementar egri chizig

bo ‘ladi.
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Isbot: Faraz qilaylik. (X)) nuqtada ¢, #0 bo‘lsin. Shunda
oshkormas funksiya haqidagi teoremaga asosan shunday & >0.£>0
sonlari va (x,~&,x,+J) intervalda aniglangan f(x) silliq funktsiya

mavjud bo‘lib, bu intervalda @(x,f(x))=0 tenglik o‘rinli bo‘ladi. va

{5/ (x)):xe(x,—8,x,+06)} to'plam M ={(x,y):@(x,y)=0} to‘p-
lamning
U={(xy):[x-x|<8, [|y-y|<e}
to‘plamdagi gismi bo‘ladi. Ravshanki, M to‘plam (X,¥s) nugtaning
atrofida ¥y = f(x) funksiyaning grafigi bo‘ladi. Funksiyaning grafigi
yuqorida isbotlaganimizga ko‘ra elementar egri chiziq bo‘ladi.0
Misol. Biz @(x,y)=x"+y'—9 funksiyani qarasak,

M ={(x,y):¢(x, y)=0} to‘plam radiusi 3 ga teng aylanadan iborat
bo‘ladi. Bu aylanaga tegishli ixtiyoriy nuqtada qaralayotgan funksiya

teorema shartlarini qanoatlantiradi.

Ba’zi bir egri chiziglarning parametrik tenglamalarini,

x=t,
y=y(), a<t<b
z=2(1),
ko‘rinishda, yoki
y=y(x),
z=2z(x), a<x<b

ko‘rinishda yozish mumkin. Ba’zi masalalarni yechishda bunday ko‘rinish
qulaylik tug’diradi. Shu sababli, qaysi hollarda egri chiziglarni shunday

ko‘rinishda yozish mumkin, degan savolga quyidagi teorema javob beradi.
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Teorema-4: Silliq elementar egri  chizigning parametrik teng-

lamalari (1) ko ‘rinishda bolib, t, € (a,b) uchun x'(t,)#0 bosa,

(x%y5 ¥Y,»2,) nugtaning kichik atrofida chizigni,
{y = p(x),

z=w(x), a<x<b

tenglamalar yordamida aniglash mumkin.
Bu yerda, X, = x(%,): Yo = Y(2,),2z, = z(Z,)
Isbot: Haqgiqatdan ham, oshkormas funksiya hagidagi teoremaga

ko‘ra, shunday &>0 soni va (X, — 8,x, +J) intervalda aniglangan

silliq ¢ =/ (x) funktsiya mavjud bo‘lib, u t,=f(x) vax =x(f(x))

tengliklarni qanoatlantiradi. X = x(f(x)) teglikni nuqtada diffrensiallab,

1=x'(f,)- f'(x,) tenglikni hosil gilamiz.
Demak, (x, —&,%, +9J) oraligda 7= f(x) funksiya monoton

funksiyadir. Shuning uchun x >#=f (x) akslantirish (%, — 5,x, +90)

intervalni topologik akslantiradi. Demak, f(x=8)<t<f(x+5)

bo‘Iganda y chiziqni x € (%, =8, % + &) uchun

y=y(f(x)=0()
{z =z(f(x))=v(*)

ko*rinishda aniqlash mumkin. O
To*rtinchi teorema fazoviy chiziglar uchun quyidagicha bo‘ladi.
Teorema-5. F(x.y:2z) va G(x,y,2) wuch o'‘zgaruvchili sillig

Sunksiyalar, M esa koordinatalari
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{F(X.y,Z) =0
G('xﬁyyz) =0

sistemani  qanoatlantiruvchi  nuqtalar  to'plami  bo‘lsin.  Agar
(%05 Vo0 2,) €M nugqtada

G,GyG,

matritsaning rangi ikkiga teng bo'lsa, (xo,yo,zo) nuqtaning shunday
atrofi mavjudki, M ning bu atrofdagi qismi silliq elementar egri chiziq
bo‘ladi.

Isbot. Umumiylikni chegaralamasdan
F, F,
G, G,

determinant, (%, ¥y»Z,) nuqtada noldan farqli bo‘lsin, deb faraz qilamiz.
Oshkormas funktsiyalar haqidagi teoremaga, asosan, shunday musbat
4,,8,,6, sonlar mavjudki, (x,=6,,%, +9J,) intervalga tegishli har bir

uchun sistema

{F (x.y,2)=0

G(x,y,2)=0
yagona y(x),z(x) yechimga ega bo‘ladi va bu yechim
| Vo — y(x)| <9,, |zo - z(x)l <4,
tengsizliklarni qanoatlantiradi. Demak, (x,,,,2,) nuqtaning

{6, 9,2): %, =¥ <8 ¥ —¥<3,l% -z|<é,}
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atrofida M to‘plam

x=t,
y=y(t), x,—9, <t<x,+0,
z=z(t),

parametrik tenglamalar bilan aniglanuvchi elementar egri chiziq bo‘ladi.0

Ta’rif-4. Silliq egri chizigni unga tegishli har ganday nuqtaning birorta
atrofida ixtiyoriy te(a,b) uchun XO+y O+2 (>0 sharmi
qanoatlantiruvchi  differensiallanuvchi x(t), y(t),z(t)  funksiyalar

yordamida parametrlash mumkin bo'lsa, u regulyar egri chiziq deb

ataladi.
Biz bu bobda asosan regulyar egri chiziglami o‘rganamiz. Agar egri

chizigning har bir nuqtasi atrofida & marta differentsiallanuvchi

funksiyalar yordamida aniglanuvchi regulyar parametrlash usuli mavjud
bo‘lsa, chizigni & marta differentsiallanuvchi chiziq deb ataymiz.
Mashglar va masalalar

1. Ikkinchi tartibli chiziglardan qaysi biri bizning kursimizda kiritilgan

ma’noda chiziq bo‘lishini tekshiraylik.
Sizga ma’lumki, jkkinchi tartibli chiziq
a,x’ +2a,xy+a, y +2a,x+2a,y+a, =0 ¥))

tenglama bilan aniqlanadi. Agar

6_ all all

a2l all
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determinant noldan farqli bo‘lsa, (2) tenglama yagona markazga ega
bo‘lgan ikkinchi tartibli chizigni aniqlaydi. Bunday chiziqlar markaziy
chiziglar deb ataladi.

Markaziy chiziqlar ellips, giperbola va ikkita kesishuvchi to‘g’ri
chiziglardan iboratdir. Bulardan ellips sodda chiziq bo‘ladi. Giperbola esa
ikkita elementar chizigdan iborat. Ikkita kesishuvchi to‘g’ri chiziglar esa
biz kiritgan ma’noda bitta chiziq bo‘lmaydi. Agar §=0 bo‘lsa, ikkinchi
tartibli chiziq yoki markazga ega bo‘lmaydi, yoki cheksiz ko‘p markazga
ega bo‘ladi. Demak bu holda, (2) tenglama parabola, ikkita parallel to‘g’ri
chiziq yoki ustma-ust tushuvchi ikkita to‘g’ri chiziqlardan birortasini
aniqlaydi.

Parabolaning kanonik tenglamasi

y*=2px’, p>0

2

———

ko‘rinishda bo‘ladi. Demak, parabola x = 2p funksiyaning grafigi va

elementar chizigdir. Ikkita parallel to‘g’ri chiziglar esa ikkita elementar
chiziqdan, ustma-ust tushuvchi to‘g’ri chiziglar esa bitta elementar

chiziqdan iborat.
2. Parabolaning regulyar chiziq ekanligini isbotlaylik. Buning uchun

uning tenglamasini y’ =2px, D> 0  kanonik ko‘rinishda yozamiz.
Agar y=t tenglik bilan parametr kiritsak, parabola
t2

_g,
y=L —00 < <+0

X

parametrik tenglamalarga ega bo‘ladi. Bu yerda
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4

X4+ =——+1>0

bo‘lganligi uchun parabola cheksiz ko‘p marta differensiallanuvchi

regulyar chiziqdir.
3. Bizga V' =M differensial tenglama berilgan bo*Isin. Uning yechimi

y=Ce* ko‘rinishda bo‘ladi. Yechimning grafigi

X=1,
y=Ce". -—w<t<+o
parametrik tenglamalarga ega bo‘lgan regulyar chiziqdir.

4. Tekislikda

x=t,
y=r, —00 <t <+0
parametrik tenglamalar bilan berilgan chiziq regulyar emas, chunki u

M(t =0) nugta atrofida regulyar parametrlash usuliga ega emas.

5. Tekislikda
x=t" -1,
y=£-t, —0<I<+®

parametrik tenglamalar bilan berilgan chiziq umumiy chiziq bo‘ladi,

chunki M,(t=-1) va M,(t=1) nuqtalar tekislikda ustma-ust tushadi. Bu

umumiy chiziq

x=t,
y=1, -0 < <+0
tenglamalar bilan aniqlangan elementar chiziqning
fO=¢ -1, -1
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formula bilan aniglangan f :¥ > R’ lokal topologik akslantirishdagi
obrazidir (4-chizma).

6. Bernulli lemniskatasi (3-chizma). Tekislikda har biridan berilgan F,
va F, nuqtalargacha bo‘lgan masofalarning ko‘paytmasi F, va F, nuqtalar
orasidagi masofa yarmining kvadratiga teng bo‘lgan nuqtalar to‘plami
Bernulli lemniskatasi deb ataladi. Bernulli lemniskatasining umumiy
chiziq ekanligini ko‘rsatamiz. Buning uchun tekislikda Ox o‘qi sifatida
FF, to‘g’ri chizigni, Oy o‘qi sifatida FF, kesma o‘rtasidan o‘tuvchi va
Ox o‘qiga perpendikulyar to‘hri chizigni olib, |F,F,|=2C belgilash
kiritamiz. Shunda Bernulli lemniskatasiga tegishli ixtiyoriy M(x,y) nugta

uchun

JE+C) +y J(x=C)* +y* =C*
tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bu tenglikni kvadratga ko‘tarib soddalashtirish
natijasida, quyidagi tenglamani hosil qilamiz.

xt+2x%y* +y* +2C° (Y - x") =0.
Endi x=pcos@, y=psing formulalar yordamida qutb koordinatalar

sistemasiga o‘tsak
p=2C*cos’ @
tenglamani hosil gilamiz.
Endi bu chizigning umumiy chiziq ekanligi
X =Ccos@,
{y=sin<p, 0<@<2rm
tenglamalar bilan aniglangan aylananing

f:M(9) = (C+2c0s* 9,0)

74

formula yordamida aniglangan lokal topologik akslantirishdagi obrazi
Bernulli lemniskatasi bilan ustma-ust tushishidan kelib chigadi.
§ 2. Vektor funksiyalar uchun differensial hisob

Bizning kursimizda vektor analiz muhim rol o‘ynaydi. Shuning uchun
bu paragrafda qisqacha vektor-funksiyalar ustida to‘xtalamiz.

Birorta to‘plam berilgan bo‘lsin. Agar to‘plamning har bir nuqtasiga
aniq bitta vektor mos qo‘yilgan bo‘lsa, to‘plamda vektfor funksiya berilgan
deyiladi. Bu moslikni P —> 7'(P) ko*rinishda yozamiz.

Vektor-funksiya uchun limit tushunchasi skalyar funksiyalar limiti
kabi kiritiladi.

Ta’rif. Berilgan F(p) vektor-funksiva va o‘zgarmas & vektor

uchun p— p, da |F(p)-a|-»0 munosabat bajarilsa, 7(p) vektor
P—>p,da a limitga ega deyiladi va 7 (p)—> a ko‘rinishda yoziladi.
Bu yerda |a|= \/i&',&';bo‘lib, (@,a) esa skalyar ko‘paytmadir. Agar
fazoda kiritilgan dekart koordinatalar sistemasida
F(p)={x(p).y)2p)} d=la,a,a)
bo‘lsa, p— p, da 7(p)—>a munosabat quyidagi uchta munosabatga
ekvivalentdir:

x(p) = a, y(p) > a,, 2(p) > a.
P—Dy PPy DDy

Vektor-funksiya limiti uchun quyidagi teorema o‘rinlidir.
Teorema-6. Berilgan F(p),p(p) -vektor-funksiyalar vai(p)
Skalyar funksiya G to‘plamda aniglangan bo'lib, ular uchun p — p,da
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Flp)=»a , p(p)—b va limA(p)=2, tengliklar bajarilsa, quyidagi

munosabatlar o ‘rinlidir;
D). F(p)p(p) 2 atb,
2). Mp)r(p) 2 Aa,
3). F(p).A(p)) 2 (@b)

9. [F(p)(p)] 2, [3:]
Buyerda [, ]- vektor ko‘paytma belgisi.
Isbot.
1). Vektor funksiya limiti ta’rifga ko‘ra,
d(p)=F(p)tp(p), E=atb
belgilashlar kiritib
=0 )

P

ld(p)-¢
munosabatni isbotlaymiz. Buning uchun
A0~ =[P -2) £ (3 - B <o) -l + [p() -]
tengsizlikni yozib olamiz. Bu tengsizlikning o‘ng tomonidagi ifoda p— p,

da nolga intiladi. Shuning uchun (*) munosabat o‘rinli bo‘ladi.

2). Ikkinchi munosabat
A(2)7 () - Ad| = |A(p)F(p) — M) + A(P)a — A4dl <
< |/l( p)IIF (p)— Zi| + |/1( p)—4, ||Zz'|.
tengsizlikdan kelib chigadi.
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3).Teoremaning uchinchi tasdig’int isbotlash uchun skalyar
ko‘paytmalarni vektorning dekart koordinatalari orqali ifodalash yetarli.

4). Siz analitik geometriya kursidan bilasizki,
Agar,

7(p)={x 0,5 (P).2 (D)}, AP)={xP).r.(p).%(P)}

bo‘lsa,

? >

[f(p),ﬁ(p)]={

»@) z)|a @)\ k@ ¥ (p)}
1,(p) z,(p)||z,(p) x,(P) . (P) p,(P)

tenglik o‘rinli bo‘ladi. Vektor-funksiya limiti ta’rifiga asosan da

7(p)—>a, ,b(P)_)I; bo‘lgani uchun
xl(p)—)al’ yl(p)_)az’ zl(p)—)as va
x,»)=>b, »,()>b, z,(p)—>b.

munosabatlar o‘rinli bo‘ladi.
Buyerda a={apapa3}’ b={b|,b2,b3}.

Shuning uchun,

a, a,

b, b

a, 4

b b

a, a,
b b,

b b

[F(0),5(p)] —>{

d

}

Vektor funksiyalar uchun uzluksizlik va differensiallanuvchanlik

munosabatni hosil qilamiz. O

tushunchalari skalyar funksiyalar uzluksizligi va diffrensiallanuvchiligi
tushunchalari kabi kiritiladi.
Agar p—>p, da F(p)—>d munosabat bajarilsa, 7(p) vektor-

funksiya p, nuqtada uzluksiz deyiladi. Limit ta’rifiga ko‘ra 7(p) vektor-
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funktsiyaning p, nuqtada uzluksizligi x(p),y(p).z(p) funksiyalarning

P, nuqtada uzluksizligiga ekvivalentdir.

Teorema-7. Berilgan ¥(p) va P(p)-vektor funksiyalar va A(p)
funksiya p, nugtada uzluksiz bo‘lsa, F(p), r(p)xp(p), [F(p).p(p)]
vektor funksiyalar va (¥ (p), p(p)) funksiva ham p, nuqtada uzluksizdir.

Bu teorema 6-teoremadan bevosita kelib chigadi.

Endi hosila tushunchasini kiritamiz. Vektor funksiya aniqlangan G
to‘plam sonlar o‘qining qism to‘plami bo‘lsa, 7(p) vektor-funksiya bir
o‘zgaruvchili vektor-funksiya bo‘ladi. Agar p, € G nuqta uchun

i F2y+h) -7 (p,)
0 h

mavjud bo‘lsa, uni F(pp) bilan belgilaymiz va F(p) vektor-funksiyaning

D, nuqtadagi hosilasi deb ataymiz.

Agar

i PPy + 1) =7 (py)
h—0 h

tenglikni koordinatalar orqali yozsak u
Fo) =), y@) 2}

ko‘rinishda bo‘ladi. Demak, 7(p)-—vektor-funksiya p,€G nuqtada

hosilaga ega bo‘lishi uchun X (,), Y@ Z'(p,)} hosilalarning

mavjud bo‘lishi zarur va yetarlidir.
Agar G to‘plam tekislikdagi birorta soha bo‘lsa, p=(u,v) belgilash

= F,(po)

kiritamiz. Bu holda 7(p) va uning koordinata funksiyalari
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JC(.D),y(p).z( p) ham ikki o°zgaruvchili funksiyalar bo‘ladi. Demak, endi

Xususiy hosilalar haqida gapirishimiz mumkin.
Yugqoridagi hosila tushunchasidan foydalanib,

! '

Fuv)={, ¥, Z}var@v={, ., 2}

tengliklarni hosil gilamiz.
Hosilalar uchun quyidagi teoremani isbotlaymiz.

Teorema-8. Berilgan 7(p) va P(p)-vektor funksiyalar va A(p)
Junksiya p nuqtada differensiallanuvchi bo‘lsa, quyidagi munosabatlar
o ‘rinlidir:

D. (Ap)F(p)) =Ar+ir,

2). (F(p)xp(p) =r"(p) A (D),

3). F(@).AP)) =F(p).p(p))+F(p),P' (D)),

4). [F(@).60)] =IF (), A1+ [F (). 5)]-

Isbot.

1). Berilgan 7(p) vektor-funksiyani A(p) ga ko‘paytirib
AR () ={p)x(p), ApWP) AUp)x(p)}
tenglikni yozsak, darhol bu tenglikdan
(AR)F(p)) = X(p)F(p)+ A p)F
munosabat kelib chigadi.

2). Ikkinchi tenglik isbotini o‘quvchilarga qoldirib, 3-va 4-tengliklarni
isbotlaylik. Uchinchi tenglikda skalyar ko‘paytma skalyar miqdor
bo‘lganligi uchun uning hosilasini topish uchun

fig F2 1), PP+ Z)) - (F(p), A(P))
h->0
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limitni hisoblaymiz.
Buning uchun
(F(p+ 1), p(p+h) = (F(p), A(P)) = (F(p+ ) —F(p), p(p + M) +
+ (7 (p), p(p +h) - p(p))
tenglikdan foydalanib,

,p(p+h)+

(o), AP =l L=

+ lhl_l){l(f"(p), p.(p + hlz_p(p))

tenglikni hosil gilamiz. Bu tenglikning o‘ng tomoni

(r'(p). A(P)) +(F(P). A (P))

miqdorga tengdir.
4-tenglikni isbotlash uchun
ooy = [F(p+h), p(p+h)=[F(p) p(P)]
[F(p), A(P)] = lim == p
tenglikda

[7(p + k), B(p + W] ~[7(p), PP =[F (P + F), p(p + 1]~
~[F(p), B(p + W] +[F (p), p(p + W] -[F(p), P(P)]

munosabatdan foydalanish yetarlidir.0O
Endi bir o‘zgaruvchili 7(z) vektor-funksiya uchun integral tushun-

chasini kiritaylik. Agar 7(¢) vektor-funktsiya uchun diffrensiallanuvchi
P(t) vektor-funksiya mavjud bo‘lib, 7(£)=p (¢) tenglik bajarilsa, o)
vektor-funksiya 7 (f) vektor-funksiyaning anigmas integrali deyiladi va
quyidagi ko‘rinishda yoziladi.
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pa) = [F(ar

Aniq integral esa quyidagi formula yordamida aniqlanadi.
b - -
[F(0)dt = p(b)- pla),
a

Vektor-funksiyaning integrallari 7 -o’zgarmas vector, A — o’zgarmas son
va a<c¢ <b uchun quyidagi formulalar bevosita integral va hosila ta’riflari

yordamida isbotlanadi:

j F(f)dt = IF(t)dt + f? (t)dt, fﬂ F()dt=A- ff(t)dt,

b 5 b b
[ BN =G [podn,  [IF, 50t =[F, | pe)d.

Bu tengliklardan uchinchisini isbotlab, qolganlarini o‘quvchilarga
havola etamiz.

Bum'né uchun
r@)=F[p@), M) =[F, p@)ar
belgilashlar kiritamiz va 7 -o‘zgarmas vektor ekanligini hisobga olib,

#(),  A(t)~skalyar differensiallanuvchi funksiyalarning hosilalarini
topamiz.

ﬁ'(t) = (F ’ [’(t)), /1'(1 ) = (F ’ ,5(1‘)) ya’ni hosilalari tengdir. Demak,
b b
[@@dt=[ A (@)t

Integrallar ham teng bo*ladi.
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Endi differensiallanuvchi vektor-funksiya uchun quyidagi muhim
teoremani isbotlaymiz.
Teorema-9. Biror segmentda aniglangan r(t) vektor-funksiya
uchun quyidagilar o ‘rinlidir:
1). 7() vektor funksiyaning uzunligi o'’zgarmas bo'lishi uchun
7(t) L 7'(¢) shartning bajarilishi zarur va yetarlidir.
2). F(l)vektor-funksiyaning yo ‘nalishi o ‘zgarmas bo'lishi uchun,

F(8)//7'(t) shartning bajarilishi zarur va yetarlidir.

Isbot. 1) Uzunlik kvadrati uchun F (t)r = (F(1), 7(#)) tenglik o‘rinli
d =, .2 -
bo‘lganligi uchun, Et'l" @) =2(F(®.7' () tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Demak,
F@)f =const & F (), (1) =0.
2). Agar 7(t) vektor-funksiyaning yo‘nalishi o‘zgarmas bo‘lsa, uni

7(f) = A(t) - € ko‘rinishda yozamiz, bu yerda € vektor 7(t) yo‘nalishdagi

birlik vektordir. Yuqoridagi tenglikni differensiallab 7 @) =A@)-€

tenglikni hosil gilamiz. Demak 7 va 7' vektorlar kollineardir.

Agar 7 va 7 kollinear bo‘lsa, ya’ni birorta A(t) funksiya uchun

7(£) = A(t)-7(£) tenglik o‘rinli bo‘lsa, 7(¢) vektorning yo‘nalishi o‘zgarmas

ekanligini ko‘rsataylik. Buning uchun F(¥) =|7 (f)l é(t) tenglikni yozib,

a &(7) birlik vektor va uning yo*nalishi F(1)

&(¢) vektor sifatida

uni differensiallaymiz. Bu yerd

yo*nalishi bilan bir xildir. Agar F(t)=6 bo‘lsa,
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yo‘nalishi ixtiyoriy differensiallanuvchi birlik vektor-funksiyani olish
mumkin. Demak, endi
P = g0 +FOIE®
tenglikni hosil qilamiz. Bundan esa,
F@)| @) +F@)e @) = ADFJER)
yoki
(Fol - HOFO O +FOR 0=

tenglik kelib chiqadi.

Bu yerda 2(r) va & (r) ozaro perpendikulyar vektorlar bo‘lganligi

deé(t)
at

—0 kelib chiqadi. Demak, €(f) - o‘zgarmas

uchun bu tenglikdan

vektordir. O
Bu paragraf oxirida n marta differensiallanuvchi 7(f) vektor funksiya

uchun Teylor qgatorini keltiramiz. Vektor funksiya uchun Teylor qatorini

yozish uchun fazoda dekart koordinatalar sistemasini aniglovchi

ortonormal i, J, k bazisda
F(t) =x(O)F + YO +200k
tenglikni yozib, x(),»(1).z() funksiyalar uchun Teylor qatorlarini

Yozamiz:

2 Atn Nn
x(t + A =x(t) + x'(H)AL + x"(t)ézt-'— +o.+x®? (t)—n—" + —;l-'—gl(t,At)
. Atz . Atn Atn.
Yt +A)=y(@)+ y(OA +y (t)—i'— + ...+y‘ )(t)—nT +782(f,At)
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Ar’ A" tenglikni olamiz. Demak 7(f) yo‘nalishi o‘zgarmas vektor va uning uchi

f
i Z(t+A)=z()+2'(OAL + z (t) +..+2" (t) ar + & (t,Ar)
to‘g’ri chiziq kesmasini chizadi.

Bu tengliklardan 2. Tekislikdagi birorta sohada aniqlangan differensiallanuvchi 7(%,v)

2 n n . . . - _ . . . e
F+AN=F@)+7' ()AL +7" (1) ét_ +.. +F? (t) + A_t_ E(t, A1) vektor-funksiya berilgan. Berilgan 7 (u,v) vektor-funksiyaning uzunligi
o‘zgarmas bo‘lishi uchun, (F ,’_';) = (’7 s ’_’;) =0 tengliklarning bajarilishi

qatorni hosil gilamiz. Bu yerda

= zarur va yetarlidir. Bu faktni isbotlash uchun
E@, A ={g,(t,AD),&,(t,A1),8,(1, A1)}

F[ =#7)

va [E(t,A0) 2,0 munosabat o*rinlidir.
tenglikdan foydalanamiz. Agar Ir (u, V)I =const bo‘lsa,

Masalan,n=1 va n=2 bo‘lganda
F(t+ )= (1) + 7 (000 + MG A) | o=di|fr=j"—(f,f)=2(r,f;)
u u

| F(e+ A =F (1) + F (A +7'"(t)——z+A—t"(t A1)

o-—|r| =2 (7,7)=207)

qatorlar hosil bo‘ladi.
Mashglar va masalalar tengliklardan (¥>7,) = (7,%,) =0 tengliklar kelib chiqadi.
1. Birorta kesmada aniglangan 7(f) vektor funksiya uchun r() =0, Endi 7 L7, 7 L7, bo'lsin deb faraz qilay lik. Bu holda

7'(¢) 20 va 7(£)// 7' shartlar har bir ¢ €[a,b] uchun bajarilsa, f’_lflz = 2(r,7)=0 _di_lflz = 2(r,7)=0
. du * du

F=r()
tenglama to‘g’ri chiziq kesmasini aniqlashini ko‘rsatayiik. tengliklardan |F(u, v)| funksiyaning o‘zgarmas ekanligi kelib chiqadi. n
r (f ) 3. Tekislikdagi birorta sohada aniqlangan differensiallanuvchi 7(u,v)

Buning uchun F(®)=A@)F'(f) tenglikni yozib e(t)= | (t)l vektor-funksiganing 7, 7 vektorlarning ikkalasiga ham kolleniar bo‘lishi

uning yo‘nalishi o‘zgarmas ekanligiga teng ku

Agar F(u,v) vektor-funksiyaning yo‘nalishi o‘zgarmas bo‘lsa, uni

chli ekanligini ko‘rsataylik.

vektorning o‘zgarmas vektor ekanligini ko*rsataylik. Hosilani hisoblab

NG OYA0):
FOPO-FOTEG  2pafFo-2FofFe

0 Fef

F(u,v) = A(u,v)é ko‘rinishda yozish mumkin. Bu yerda skalyar funksiya

Ol

'c-l;é‘(t) =
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bo'lib. €—o‘zgarmas birlik vektordir. Bu ko'rinishdan 7, =4, (u,V)e,
t.=A.(u,v)€ tengliklarni hosil qilamiz. Demak F(#,V) vektor 7, F
vektorning ikkalasiga ham kollineardir.

Endi r(u,v)=A(u,v)r,, F(u,v)=Au.v),, tengliklar o‘rinli deb

tarng ailin, & v) =Y .
araz qilib, > I’-: (u v)| vektorning o‘zgarmas vektor ekanligini

) ) d_. 2 d._. 2
ko‘rsataylik. Buning uchun Ee =0, ;;e =V, tengliklarni isbotlaymiz.
o o)
d rir|;=r ’., =2 =y = 2= 2 = 3= 2=
d__" W _AA-FER) _ERIR AR _;
—2 - — = =
du a al il
Xuddi shunday
d._pF[R-wF7 -
—e= - =0
av Fl

tenglikni olamiz. Demak 7 (¥, V)=|F (u, V)lé bo‘lib, F vektorning
yo‘nalishi o‘zgarmasdir.

4. Birorta sohada aniqlangan differensiallanuvchi F(u,v) vektor-
funksiyaning xususiy hosilalari 7,, 7, vektorlar nol vektor bo‘lishi r(u,v)

ning o‘zgarmas vektor bo‘lishiga teng kuchli ekanligini ko‘rsataylik.

Xususiy hosilalar uchun

n,=0,7,=0

tengliklar o‘rinli bo‘lsa, 7(#,v) ning koordinata funksiyalari uchun
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x =0, x,=0
yu=0’ yx=0
z =0, z,=0

tengliklami hosil gilamiz. Demak X(,V), ¥(#:v),2(4,V) funksiyalar

o‘zgarmasdir. Bundan esa
F(u,v) = {x(u, v), y(4s V), 2(,V)}
vektorning o‘zgarmas ekanligi kelib chiqadi. Aksincha, 7(#,v) vektor-

funksiyaning o‘zgarmas vektor ekanligidan x(u,v), y(u,v), 2(4, )

-

0,7,=0

-

funksiyalar o‘zgarmas bo‘lishi kelib chigadi. Bundan esa 7, =

tengliklar hosil bo‘ladi.
§ 3. Egri chiziq urinmasi va normal tekisligi

Elementar 7 egri chiziqning M nuqtasidan o‘tuvchi urinma tushun-

chasini kiritib, uning tenglamasini keltirib chigaraylik. Buning uchun M

‘tkazaylik, N bilan M ga yaqin bo‘lgan y

nuqtadan / to‘g’ri chizigni o
gilaylik. Egri chiziqdagi M va N nugqtalar

chizigning birorta nugqtasini bel
orasidagi masofani bilan, N nuqtadan / to‘g’ri chiziggacha bo‘lgan
masofani 4 bilan belgilaylik. Agar, N nugta M ga yaqinlasha borsa,
. . h . . .
tabiiyki, d va A masofalar nolga intiladi. Lekin, i ifodaning nimaga

intilishi hagida hech narsa deya olmaymiz.
. . h .
Ta’rif: Egri chiziq ning N nugqtasi M ga intilganda 7 ifoda nolga

intilsa,l to'g'ri chizig, ychizigning M nugtadagi urinmasi deb ataladi.
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Chizma-5
Agar ¢ bilan / va MN to‘g’ri chiziqlar orasidagi burchakni belgilasak,

sin¢=§ bo‘ladi. Demak, agar / urinma bo‘lsa, ¥nuqta M nuqtaga
intilganda, MV to‘g’ri chiziq / to‘g’ri chiziqqa intiladi. Aksincha, ¥ nuqta
M nuqtaga intilganda MV to‘g’ri chiziq birorta / to‘g’ri chiziqqa intilsin.
Shunda, ravshanki / urinma bo‘ladi.

Teorema-9. Regulyar egri chizigning har bir nugtasidan yagona
urinma o'tadi. Agar egri chiziq, F=F() tenglama yordamida berilgan
bo'lsa, M(1,) nugtadagi urinma 7'(t,) vektorga paralleldir.

Isbot. Avvalo, M(s) nuqtadan o‘tuvchi urinma 7'(f,) vektorga
parallel ekanligini ko‘rsataylik. Chizigning M (r,) nuqtasi parametrning 1,
qiymatiga, N nuqta ¢ parametrning 1« +At qiymatiga mos kelsa,
d=|r(t, + At)~#| bo‘ladi. I To‘g’ri chiziq va MV to‘g’ri chiziqlar orasidagi

burchakning sinusi uchun si qv:-g tenglik o’rinli bo‘lganligi uchun

vektor ko‘paytmaning aniqlanishiga muvofiq h=|[?(ta +At)—?(t,,),é]]
bo‘ladi. Bu yerda & bilan urinmaga parallel birlik vektorni belgilaganmiz.

! to‘g’ri chiziq M(f,) nuqtadan o‘tuvchi urinma bo*‘Igani uchun,

Y P . [Fe+an-Fa)e]
llll‘—l:lo—d- =0 bo‘ladi. Demak, 1}9} IF(IO +N)—F(to)l
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Lekin, kasrning surat va maxrajini Ar ga bo‘lsak,

[F(to +At)-7(r,) 5]

M

@)l
Fl+a)-7)) =" FG)
At

72, +ar)-7(:,) €] _
[F(e, +Ar)-F(r, )

munosabatni hosil gilamiz, teorema shartiga ko‘ra y regulyar  egri
chiziq bo‘lgani uchun IF'(fo] #0, va demak, '[F ') é] =0.
Bundan kelib chiqadiki, 7'(,) va & vektorlar paralleldir.

Endi M(s,) nuqtadan o‘tuvchi va r '(fo) vektorga parallel / to‘g’ri

chiziq urinma bo‘lishini ko‘rsataylik. Yuqoridagi hisob-kitobdan ko‘rinib

Y
turibdiki, lim 7 ——IF'(to] 3

’_-J(t") , bo‘lganligi uchun '[7 '«)e ]l=0' Demak /

)

Endi bu yerda, €=

urinmadir. O
Yuqoridagi teoremadan foydalanib, urinmaga quyidagicha ta’rif

berishimiz mumkin.
Ta’rif. Regulyar egri chiziq ¥ =F(¢) tenglama bilan aniglansa, ()

nugtadan o‘tuvchi va r'(t,) vektorga parallel to'g'ri chizigning M(t,)

nuqtasidan o ‘tuvchi urinmasi deb ataladi.
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Chizma-6

Analitik geometria kursidan bilamizki, agar to’g’ri chizigning bitta
nuqtasi va yo‘naltiruvchi vektori (ya'ni unga parallel vektor) berilgan
bo‘lsa, uning tenglamasini tuza olamiz. Regulyar egri chiziq F=F#(r)
tenglama bilan aniglansa uning  A(s,) nuqtasidan o‘tuvchi urinma
tenglamasi

ple,)=7(t,)+ 47(,), (-parametr)
ko‘rinishda bo‘ladi.
Regulyar egri chiziq parametrik tenglamalar yordamida, ya’ni,

x=x(f)
y=y() , a<t<b
z=2z(t)

sistema yordamida aniglangan bo‘lsa, nuqtadan o‘tuvchi urinma
tenglamasi

X=X Y=Y _Z=%

x () y@) z)
korinishda bo‘ladi. Buyerda ¥, =x(t,), Yo =¥(t,)s 2, =2(%).
Regulyar egri chiziq y=y(x), z=2z(x) tenglamalar yordamida berilsa,

uning urinma tenglamasi

X —X, _y"yo _Z—2

1 Y 2x)

ko‘rinishda bo‘ladi.
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. . . x,y,2)=0 .
Agar fazodagi egri chiziq {ﬁl,; ,_))=0 tenglamalar yordamida
o % (0,) matritsaning rangi ikkiga teng bo‘lsa,

aniglangan va (V/ v v

M(x,,y,,2,) nugtadan o‘tuvchi urinma tenglamasi

_x_xo_=_y_yo_=_:—zo_
9, @ I(o, ol le. o
w, ¥ W. ¥l V. v,

ko‘rinishda bo‘ladi. Bu yerda xususiy hosilalar nuqtada hisoblangan.

Hagqigatan, birinchi paragrafdagi teoremaga ko‘ra, M(x,y,2) nuqta

atrofida egri chiziq
x=x(t)
y=y)

==z(1)

tenglamalar yordamida aniqlanadi.
Demak,
e, HO, 20)=0 wx®, yO, 20)=0
tengliklarni differensiallab,
0.x+¢,y+9.2'=0
w X+, y+ez'=0

tengliklarni olamiz. Bundan esa

- x' _. yv . z' -
o, @ |¢, o| |l @
W’r W: W! WX Wx Wy

munosabatni hosil gilamiz.
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Ta’rif. Egri chizigning M nugtasidan o‘tuvchi va urinmaga
perpendikulyar ravishda o ‘tudigan tekislik egri chizigning M nugqtasidagi
normal tekisligi deb ataladi.

Normal tekislik tenglmasi

x'(toxx—xo)"'y'(to)(y_yo)"' Z'(to)(z_zo)= 0
ko‘rinishda bo‘ladi.
3-paragrafga doir mashq va masalalar

1-masala. Chiziq tekislikda
y=x"+4x+3
funksiyaning grafigidan iborat. Absissasi -1 ga teng bo‘lgan M nugtadan

o‘tuvchi urinma va normal tenglamasini tuzing.

Yechish: Buning uchun avvalo M nugtaning ordinatasini topamiz:

Yo =(=1)* +4-(=1)+3 =0. Endi chizigning parametrik tenglamalarini

x=t
{y=t2 +4t+3, —o0<t<+00,
ko‘rinishda yozib, urinma va normal tenglamalarini mos ravishda
x+1 _y

x+l_y  x+1_y
1 2Y% -2 1

va Kko‘rinishlarda yoza olamiz. Agar chiziq tenglamasini vektor
ko‘rinishida
F=f, r*+4+3}
tenglama bilan yozsak, urinma va normal tenglamalarni ham mos ravishda
p={-10}+{1204, , p={-10}+{-21}2
ko‘rinishlarda yoza olamiz.

2-masala. Parabola
92

y=x"—6x+5
funksiyaning grafigidan iborat bo‘lsa, uning qaysi nuqtalaridagi urinmalari
x—2y+8=0 to‘g’ri chiziqqa perpendikulyar bo’ ladi.
Yechish: Parabolaning M (x,,,) nuqtasidan o‘tuvchi urinma teng-
lamasi

X=X _YV=W
1 2x,—6

ko‘rinishda bo‘ladi. Bu tenglamani
2(x, =3)x—y—2(x, = 3)x, + ¥, = 0
ko‘rinishda yozib, to‘g’ri chiziglarning perpendikulyarlik shartini yozamiz,
1-2(x, —3)—-2(-1)=0
va x, =2 qiymatni topamiz. Endi ordinatasini topamiz.
Yo =22-6-2+5=-3.
Demak, nuqtadan (2,3) o‘tuvchi urinma berilgan to‘g’ri chiziqqa

perpendikulyar bo‘ladi. Hagiqatan, bu nuqtadagi urinma tenglamasi

2x +y+7 =0 ko‘rinishda bo‘ladi.

3.masala. Chiziq x=¢',y=¢,z= £# parametrik tenglamalarga ega

bo‘lsa, parametrning =1 qiymatiga mos keluv

normal tekislik tenglamalarini tuzing.
=1 giymatiga mos keluvchi M (%05 Y0020)

chi nuqtadagi urinma va

Yechish. Parametrning /

nuqtaning koordinatalarini topamiz:

! _e=l =1
X, =€ =6 Yo =€ '—e’ o .

Endi urinma va normal tekislik tenglamalarini yozamiz.
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e ] 2 — urinma.

1 1
e(x—e)— ; (v "z) +2(z—1)=0 _ pnormal tekislik.

§ 4. Yopishma tekislik va uning tenglamasi
Egri chiziq uchun yopishma tekislik tushunchasini kiritib, uning
tenglamasini keltirib chiqaramiz. Egri chizigning nuqtasidan o‘tuvchi
birorta tekislik va chiziqdagi ga yagin nuqta uchun bilan nuqtalar
orasidagi masofani, bilan esa nuqtadan tekislikkacha bo‘lgan masofani

belgilaylik.

[ Y4

(==

Chizma-7
Ta’rif. Chizigdagi N nugta M nuqtaga yaqinlashganda ::12- nolga

intilsa, a tekislik ychizigning M nugqtasidagi yopishma tekisligi deb
ataladi.

Teorema-10: Ikki marta differensiallanuvchi regulyar  egri
chizigning har bir nugtasidan o ‘tuvchi yopishma tekislik mavjud bo Iib,

urinma yopishma tekislikda yotadi. Agar egri chizig F=F(f) tenglama
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yordamida aniglangan bo‘lsa, M (t,) nugtadan o ‘tuvchi yopishma tekislik
7(t,), 7"(¢,) vektorlarga parallel bo ‘ladi.

Isbot: Regulyar egri chiziqning M (t,) nuqtasidan o‘tuvchi
yopishma tekislik mavjud bo‘lsa, uning 7(t,), 7'(,) vektorlarga parallel
ekanligini ko‘rsataylik. Yopishma tekisliknir bilan, uning birlik normal
vektorini & bilan belgilaylik. Egri chiziq M (t,) nuqta atrofida 7=7(f)
tenglama bilan aniqlangan bo‘lsa, N nuqtaga mos keluvchi parametrning
giymati £, + At bo‘ladi (N nugta M (to) nugtaga yaqin bo‘lganligi
uchun). Shuning uchun N va M(t,) nuqtalar orasidagi masofa va
nuqtadan tekislikkacha bo‘lgan masofa uchun quyidagi tengliklar o‘rinli
bo‘ladi;

d =[F(t, + A1) -7 (),
h=|F(, +A) -7 )E)

Demak,

7)), a(ar) EJl

b |7, +At)—7(to)i)l=’_ 1= -
AN E(Atf 7(t,)+ by

&, +Mn)-FEf

Zz(Atz), b(Ar), &(At) vektorlarda nol vektorga intiladilar.
yuqoridagi tenglikda At—0 da limitga o‘tsak, a

Bu yerda,

Shuning uchun,

yopishma tekislik bo‘lganligi uchun a‘? ning limiti nolga teng ekanligini

hisobga olsak

7(t,)€)=0, (F"(¢,,€)=0
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tengliklarni hosil qgilamiz. Demak, tekislik 7'(t,), 7"(1,) vektorlarga
paralleldir.

Endi yopishma tekislikning mavjud ekanligini ko‘rsataylik. Buning
uchun esa & bilan M (z,) nuqtadan o‘tuvchi va 7). 7(t,) vektorlarga
parallel tekislikni belgilaymiz. Shunda & =-————[f,(t")"j"("‘)]

7, ). 7))
tekislikning birlik normal vektori ekanligini hisobga olib, yuqoridagi hisob
kitoblarni takrorlasak,

vektor

a(ar).2)

h At?
T AR

ni hosil gilamiz.
Bu ifodada Ez‘(Atz), ¢(Atr) vektorlarning uzunligi Ar —> 0 da mos

ravishda Ar® va At larga nisbatan tezroq nolga intilishini hisobga olsak,

h
4% a0 munosabatni hosil gilamiz. Demak, & yopishma tekislikdir. O

Izoh: Yopishma tekislik 7(t,) va 7'(z,) vektorlarga parallel
bo‘lganligi uchun, agar bu vektorlar o‘zaro parallel bo‘lsa, M(t,)
nuqtadan o*tuvchi yopishma tekisliklar cheksiz ko‘p. Lekin 7'(t,), 7(t,)
vektorlar paralle] bo‘lmasa, M (to) nuqtadan o‘tuvchi yopishma tekislik
yagonadir.,

Endi yopishma tekislik tenglamasini yozaylik. Buning uchun 7'(¢,)
va F'(t,) vektorlarning boshlarini A (%)) nugtaga joylashtirib, P(x,y,z)
bilan yopishma tekislik nuqtasini belgilasak, #(,), 7(;,) , MP vektorlar

komplanar vektorlar oilasinj tashkil giladi. Shuning uchun ularning aralash

96

ko‘paytmasi nolga teng bo‘ladi. Ikkinchi tomondan. ularning aralash
ko‘paytmasi nolga teng bo'lgandagina P(x,y.z) nuqta yopishma
tekislikka tegishli bo‘ladi. Demak, 7bilan P(x,y,z) nuqtaning radius
vektorini belgilasak, yopishma tekislik tenglamasini (7 -7 (£,))F7 =0
ko‘rinishda yoza olamiz.

Agar egri chiziq x=x(), y=y() z=z() parametrik tenglamalar
yordamida berilsa, yopishma tekislik tenglamasi

X=X, Y-y, z—2z,

#6) »6) #6)=0

x"(to) y"(to) z"(to
ko‘rinishda bo‘ladi.

Agar egri chiziq F(x,y,z)=0, &(x,y,z)=0 tenglamalar yorda-
mida berilsa, uning M(x,,y,,z,) nuqtadan o‘tuvchi yopishma tekislik
tenglamasini keltirib chiqaraylik.

Buning uchun esa egri chizigni M(x,, y,,z,) nuqta atrofida

y=f(x) x,-6<x<x,+3
{-’ =g(x)
tenglama yordamida yozish mumkinligidan foydalanamiz. Buning uchun

F, F F . -
* ¥ " *1=2bo‘Isin deb faraz gilamiz.
esa M(x,,y,,2,) nuqtada rang(% o (”,) 2bo‘lIsin q

Endiesa x=¢, y=f(), z=g(f) parametrik tenglamalarni yozib,
yuqoridagi ko‘rinishdagi yopishma tekislik tenglamasini olamiz.

X=X, Y=Y 272,
1 f'(xo) g'(xo) =0
O f"(xo) g"(xo
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F&

Bu yerdagi f'(x,),f"(x,),g'(x,).g"(x,) hosilalar F va @ funksiyalar
hosilalari orqali topiladi.

Egri chiziqning nugqtasidan urinma to‘g’ri chiziqqa perpendikulyar
holda o‘tuvchi to‘g’ri chiziq normal deb ataladi. Normallar ichidan biz
uchun muhimlari bosh normal va binormaldir.

Yopishma tekislikda yotuvchi normal bosh normal deb ataladi,
yopishma tekislikga perpendikulyar normal esa binormal deb ataladi.

Albatta, yopishma tekislik yagona bo‘lgan holdagina bu tushunchalar

ishlatiladi. Endi bosh normal va binormal tenglamalarini yozaylik.

F'(to),F"(to) vektorlar yopishma tekislikka parallel bo‘lgani uchun vektor

ko‘paytma [7 '(to),?' "(to )] binormal uchun yo‘naltiruvchi vektor bo*ladi.
Demak, binormal tenglamasi

V' (ts’_ x;'(ta)J
y"(to) z"(to

ko‘rinishda bo*ladi.

z'(t}i_J:z'(t)J |

xﬁ?@ﬁﬂ
26) =G

x'(e) (G

Vektor ko‘paytma @) [7(.)7(,)] esa bosh normal uchun yo‘naltiruvchi
vektor bo‘ladi. Shuning uchun bosh normal tenglamasi,
X=X,
*1) »(,) 26) *6) . 1)
R
0 x (to) y"(l., 2(0 Z"({o) x"(to Z(tn

- z-2z

"(’t((rz)) :'((r:.,))‘_;("’t'(%) z'(eo))l

ko‘rinishda bo*]adi.

') =G, () G,

Y=Y, _
A0 Q

98

Bow ropman

Chizma-8
4-paragrafga doir mashq va masalalar

1-masala. Egri chiziq mos ravishda
X +y'+2°=9, x*-y*=3.
tenglamalar bilan aniglangan sfera va giperbolik silindming kesishish
chizig’idan iborat. Uning M(2;1;2) nuqtasidagi yopishma tekislik
tenglamasini tuzing.
Yechish. Avvalo, chizigda xni parametr sifatida olib chiziqning

Parametrik tenglamalarini yozamiz. Buning uchun nugqta atrofida

z=\/9-—x2 —y?, y=-/x*-3

tengliklar bajarilishini hisobga olib,

x=t
y=Vr-3
z=+/12-2¢
Parametrik tenglamalarni yozamiz. Parametrning nugqtaga mos keluvchi

qiymati ma’lum: %, = X, = 2. Endi f, = 2. nuqtada birinchi va ikkinchi

tartibli hosilalarni topamiz.
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X(t)=1. x"(z)=0.
Y)=2. y'(t,)=-3.
z'(¢,)=-2. z"(t,)=-3.
Shunda yopishma tekislik tenglamasi
x—-2 y-1 z-2
1 2 -2|=0
0 -3 -3
ko‘rinishda bo‘ladi, Determinantni birinchi satri bo‘yicha yoyib va
hadlarini ixchamlab
4x—-y+z-9=0

tenglamani hosil gilamiz.

2-masala. Chiziq X=f, y=f>, z=¢ tenglamalar bilan

berilgan bo‘lsa, parametrning ¢ =0 qiymatiga mos keluvchi nuqtadagi
urinma, bosh normal va binormal tenglamalarini yozing,.

Yechish. Buning uchun avvalo ga mos keluvchi M(x,y,z,)

nuqtaning koordinatalarinj topamiz. Birinchi va ikkinchij tartibli hosilalarni
hisoblaymiz;

x, =0, Yo=0, z =1,
%=1 y =0, z =1

X =0, yr'=2 zi=1,
Endi quyidagi tenglamalarni yoza olamiz:

z-1
'1 -urinma tenglamasi
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roy _z71 -bosh normal tenglamasi
2 4 -1
ror_z-l 1 tenglamasi
S = 7 =~ -binormal ten .
21 —_5 bino

§ 5. Egri chiziq yoyi uzunligi va uni hisoblash
Fazoda ¥ egri chiziq, M esa unga tegishli nugta bo‘lsin. Biz bilamizki
M nuqtaning 7 chiziqdagi yetarli kichik atrofi elementar egri chizigdir.

Shu elementar egri chiziq y, ochiq (a,b) intervalning f topologik
akslantirishdagi obrazi bo‘lsin.Agar c,d € (a,b) va ¢ <d bo‘lsa, ¥, ning
¢,d nugtalarga mos keluvchi nugqtalari bilan chegaralangan yoyi uzunligi
tushunchasini kiritamiz. Buning uchun [c,d] kesmani » ta qismga

- : izi i obraz-
ajratuvchi 1, <t, <...<t¢ _, nugtalarni olib, ulamning y,  chiziqdagi

Ll

larini 4, 4,,... 4

nel

bilan belgilaylik. Uchlari 4,,4,,...4,, nuqtalarda bo‘l-
gan siniq chizigni ¥, chiziqqa ichki chizilgan sinig chiziq deb ataymiz.
Agar M nuqtani oz ichiga oluvchi birorta yoy uchun unga ichki chizilgatT
siniq chiziglar uzunliklari yuqoridan tekis chegaralangan bo‘lsa, y egri

chiziq A nuqta atrofida to‘g rilanuvchi deyiladi.

Chizma-9

101



x'()=1.  x"()=0.
y'(t,)=2. y'(t)=-3.
Z'(t)=-2. z(t,)=-3.

Shunda yopishma tekislik tenglamasi

x—2 y—-1 z-=-2
1 2 -2(=0
0 -3 -3
ko‘rinishda bo‘ladi. Determinantni birinchi satri bo‘yicha yoyib va
hadlarini ixchamlab
4x-y+z-9=0
tenglamani hosil gilamiz.

2-masala. Chiziq X=1!, y=t’, z=e¢ tenglamalar bilan
berilgan bo‘lsa, parametrning # =0 giymatiga mos keluvchi nuqtadagi
urinma, bosh normal va binormal tenglamalarini yozing.

Yechish. Buning uchun avvalo ga mos keluvchi M(x,,y,,z,)
nuqtaning koordinatalarini topamiz. Birinchi va ikkinchi tartibli hosilalarni
hisoblaymiz:

x,=0, y,=0, z =1,
x=1 y,=0, z =1,
x=0, y;=2, zj=1,

Endi quyidagi tenglamalarni yoza olamiz:

_ry_z-1
0 1

d
1

-urinma tenglamasi

=——  -bosh normal tenglamasi

y_z-]

= —-'2" -binormal tenglamasi.

§s. Egri chiziq yoyi uzunligi va uni hisoblash
Fazoda 7 egrj Chiziq, M esa unga tegishli nuqta bo‘lsin. Biz bilamizki
M nuqtaning » Chiziq dagi yetarli kichik atrofi elementar egri chiziqdir.
Shu elementar 8 chiz a7, ochiq (a,b) intervalning /f topologik
akslantirishdagi brazi botlsin. AZET &4 € (a,b) va c <d bo'lsa, ¥,, ning
¢:d nuqtalarga p, keluvchi nugtalari bilan chegaralangan yoyi uzunligi

tushunchasini kiritamiz Buning uchun [c,d] kesmani » ta gismga

ajratuvchi ¢, <t, <
‘e, < t nuqt
n-|
bilan belgilaylik° Uchlari 4,,4,,...4,, nuqtalarda bo‘l-

alarni olib, ularning y, chiziqdagi obraz-
larini 4, 4,,...4

"
gan siniq chnzlq,li o ;chki chizilgan siniq chiziq deb ataymiz.
Agar Mnuqtanj ¥ chiziqd : ichki chizi

0y pi birorta yoy uchun unga ichki chizilgan
siniq chiziqlar Uy, ‘higa oluv® tekis chegaralangan bo‘lsa, v egri

X idan teki
lln]lklari yll qorld g

chizi
iziq M nuqta N \ il ﬂﬂvchi deyiladi.
ri

Ofida ¢, ‘g

Chizma-9
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Teorema-11. Regulyar egri chiziq o ziga tegishli har ganday nuqta
atrofida to ‘g rilanuvchidir.

Isbot. Elementar egri chiziq,
F=F(),a<t<b

tenglama bilan berilgan bo‘lsin va parametrning M ga mos keluvchi ¢,
qiymati uchun #° €[c,d]c (a,5) munosabat bajarilsin.

Bu yerda, c<d, y, ga ichki chizilgan siniq chiziq I' ning uchlari
L <t,<...<t,, nuqtalarning obrazlari bo‘lib, c<t <t <..<t_<d
bo‘lsin, qulaylik uchun ¢, =c, t,=d belgilashlarni qabul qilib, I ning
uzunligini yuqoridan baholaylik.

Siniq chizigning ¢,,f,, nuqtalarga mos keluvchi kesmasi uzunligi
n=l - -
[F€.1)-7()| teng, siniq chiziq uzunligi Y.[F(..)~7()| ga teng bo‘ladi,
i=0

agar  |F'(r)<C  bo'lsa, ?(t,..)—'r‘(t,)=‘:fF'(t)dt ni hisobga olib

n=1

2F€.0-7a)|<¥ e, ~ 1)< @~ cyni hosil gilamiz.

Bu yerda [F'(t}<C tengsizlik 7'(t) funksiyaning [c, d] da uzluksiz-
ligidan kelib chiqadi. Demak, parametrning ¢ va 4 qiymatlarga mos
keluvchi nugtalar bilan chegaralangan yoyga ichki chizilgan ixtiyoriy siniq
chiziq uzunligi C(d — c) son bilan chegaralangan.O

Endi egri chizig yoyi uzunligini hisoblash formulasini keltirib
chiqaramiz. ¥, hing ¢,d —nuqtalarga mos keluvchi nuqtalarini M,, M,
bilan belgilab, My, yoyning uzunligi sifatida bu yoyga ichki chizilgan

siniq chiziglar uzunliklarining Yuqori chegarasini qabul qgilamiz.
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Yuqoridagi teoremaga ko‘ra M,"M, yoy uzunligi chegaralangan. Endi
£>0,6>0 bo‘lib, I siniq chizigning uzunligi M’M, yoy uzunligidan €
ga farq qilsin.

Agar 4 ning uchlari ¢=1, <!, <...<f,=d nugqtalarning obrazlari

bolsa,

r. —t|<3 shart bajarilsin deb talab qilamiz. Lekin bu shart
bajarilmasa, I" ni shunday siniq chiziq I" bilan almashtiramizki, " ning
uchlari ichida I~ ning uchlari ham bor, lekin T uchlari proobrazlari uchun
Itm—t;|<6 tengsizlik bajariladi. T ning uzunligi 4 uzunligidan kichik
bo‘Imaganligi uchun uning uzunligi ham MM, uzunligidan € dan kichik
songa farq qiladi.

Demak, berilgan €>0,8>0 sonlar uchun I uzunligi MM, yoy
uzunligidan ¢ dan kichik songa farq giladi va [t -t|<J munosabat

bajariladi deb faraz gilishimiz umumiylikni chegaralamaydi.

Endi I" uzunligining "z—]‘,li" (ti+.)"7 (f, )l ga tengligini hisobga olib,
=0

gp(t,.ﬂ)_;(t,)l=j|;'(qu+{g¢m_q;'(q_j?(z)dﬂJ,

c

{8 -7 S~}

tenglikni yozib, uning hadlarini & —> 0 da baholaymiz. . ‘
Bu tenglikning o‘ng tarafidagi ikkinchi had integral ta’rifiga ko‘ra

& — 0 da nolga intiladi. Uchinchi had uchun esa
a2 n=l - _ n-l '-~I_.' _ n-l
S5(,,)- -S04
) 7 1

tenglikni hisobga olsak,

'j Pz, Jat
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=1 - - n=l - =l b s —
L F)-7C) -2 -0 @) |< 3 [P0 -7 ) ar
i [ =0 4,
tengsizlikni hosil gilamiz.
Bu tengsizlikning o‘ng ta’rafi #'(¢) uzluksiz bo‘lganligi uchun s -0 da
nolga intiladi.

Shunday qilib, [|F'(t)dt integral siniq chiziq I uzunligidan berilgan

ixtiyoriy sondan kichik songa farq qiladi. I uzunligi esa MM, yoy

uzunlikdan ¢ dan kichik songa farq giladi. Berilgan & ning ixtiyoriy
tanlanganligidan MM, yoy uzunligi

I|F'(t)| dt

integralga tengligi kelib chiqadi.Shunday qilib, agar ¥,, ©gri chiziq,

x=x(t)
y=y() a<t<b
z=z(t)

parametrik tenglamalar yordamida berilsa, MM, yoy uzunligi
d
_[ x?+y?+2%dt
formula bo‘yicha hisoblanadi. Agar y,_ egri chiziq tekislikda y= f(x)

funktsiyaning grafigi bo‘lsa, MM, yoy uzunligi

[T+ F2(x)dx gatengdir.

Yoy uzunligini egri chizigni parametrlash uchun ham ishlatish
mumkin. Agar %,,?€(a,b) bo‘lsa, y,—ning va ga mos keluvchi nugtalari

bilan chegaralangan YOy uzunligini s(f) bilan belgilab,
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olt)=s(), t>1,.
o(t)=-s(@), t<i,
O'(l')=0, t=1,.
qoida bo‘yicha G(t) funksiyasini aniqlasak, bu funksiya monoton o‘suvchi

funksiya bo‘ladi. Chunki uning hosilasi |[F'()] ga teng va demak, har doim

noldan katta. Agar O (t ) ga teskari funktsiyani / =t(c) bilan belgilasak va
F =F(t) da ¢ o‘rniga qo‘ysak,

7 =7(t(0))= (o)
tenglikni olamiz.

Hosil bo‘lgan tenglama y_ning tabiiy parametr yordamida aniglangan

tenglamasi, O esa tabiiy parametr deyiladi.
Tabiiy parametrning muhimligi shundan iboratki, urinma vektor

uzunligi har doim birga tengdir. Haqiqatdan ham,

po)|=1.

d_ﬁ@ =F a iva
do do  [F|

Bundan keyin, j belgi 7(t)ning tabiiy parametr bo‘yicha hosilasini
bildiradi. Tabiiy parametrini esa s bilan belgilaymiz.
5-paragrafga doir mashq va masalalar

1-masala. Vint chizig’i

X =acost,
y=asint, (a>0, b>0).
z = bt.

tenglamalar yordamida beriladi. Vint chizig’i tenglamalarini tabiiy

parametr yordamida yozing.
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Yechish. Buning uchun avvalo vint chizig’i uchun yoy uzunligini

hisoblaymiz (M,(0) va M »(?) nugqtalar bilan chegaralangan yoy uzunligi)

S=I\/a2 sin’ ¢t + g coszt+b2a’t=j'\/a2 +bidt =~a* + bt
0 0

S
bu yerdan ¢ = Nye ni topib,

r

X =acos -
a +b

sy =asin
Ja® +b?

b
z= S
L va* +b?

tenglamalarni hosil qilamiz. Tekshirish uchun

i)

th

ri“- 2 sin—
V& +8 " Va1
a S

= cos
Vo +b'  Jal+b
. b
z= )
va* +b?

hosilalarni hisoblab,

X+ +2* =1 nj hosil gilamiz.

2-masala, Yarim aylana

X = cost
{y=sint O<r<n)
tenglamalar bilan berilgan bo‘lsa, u tabiiy parametr bilan berilganligini
ko‘rsating.

Yechish. Yoy uzunligini hisoblaymiz
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I sin’t+cos*tdt =t
0

va tenglikni hosil gilamiz. Demak, ¢ = s parametr tabiiy parametrdir.
3-masala. Chiziq x’=3a’y,2xz=a* (@#0) tenglamalar bilan
berilgan bo‘lsa, bu chizigning y=a/3 va y=9a tekisliklar bilan

chegaralangan yoyining uzunligini toping.
Yechish. Avvalo bu tekisliklar bilan berilgan chiziq bir martadan

kesishadi. Birinchi }’-3 tekislik bilan kesishish nugtasi M (a 3 2)

a
ikkinchi  =9a tekislik bilan kesishish nugtasi M,(3a,9a, g)-

Endi chizigning parametrik tenglamalarini

(
x=I,
|
p =—rt
’ 3a’
aZ
"2

ko‘rinishda yozib, yoy uzunliklarini hisoblaymiz.

4a't* +4¢° +a \/(a +26°) .
f 24 2 —d I
+ + 4a't? 2a’t?

3
]‘-’a"+2t _a ’J‘-’dt thdt=£i[—l)2"+iz(£-)
2 2 2,,t2 a . 20 ¢ a’\3

3a __

a

=__‘f+_a_+ga_3=ﬂﬂ+9a=9a.
2 3 6
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§ 6. Egri chiziq egriligi va upj hisoblash
Bizga regulyar y —egri chiziq va a7 unga tegishli nuqta berilgan bo‘Isin.
Berilgan s huqtadagi egrilik tushunchasinj kiritib, uni hisoblash

., MN yoy uzunligini bilan belgilaylik. Ravshanki,

nuqta ga intilganda A9 va miqdorlar nolga intiladi. Ammo E‘p ifoda

nimaga intilishijn; oldindan ayta olmaymiz,

regulyar egri chizig

uchun k = lim Ae mavjud. Agar chizig ¥

Max AS =r (S) tenglama bilan tabiiy

parametr Yordamidg berilgan po ‘1sa,k=’t.'~: (so)’ tenglik o ‘rinlidir. Bu

Yerda s, tabiiy parametrning M 8a mos keluvch

ho

Tas] ¥

i giymatdir,

Chizma-lO Chizma-11

ik, y egri chiziq 7 =7(S) tenglama bjlan tabiiy

parametr yordamida berilgan, 7(s.), (s, +4s) vektorlar mos ravishda va
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n22 Bu tenglikdan,
Shuning uchun | 7(s, + As)- F(s, ) =2Sin >

. Ap
- 2Sin—A2—¢ Sm—z— . éﬂ
Fo.+o9)-Re) =2 - -2 2
As Ag
As 2

( °

.« . H 'b
gilamiz.0 s hisoblash formulasini keltiri
Endi ixtiyoriy parametr uchun egrilikni ning funksiyasi
ii . -
hi n iz. Buning uchun 7 =7(s) tenglikda s ni i Shunds
miz. . H ia .
chiqara b ikkala fomonini ¢ bo‘yicha differens
sifatida qarab, i

4

e F=
F =Fs' ni hosil qilamiz. Demak, =

i izva
Endi bu tenglikni ¢ bo‘yicha differensiallaymiz
ndi

7, 7")
F"lf'l—L(\/,%v,‘“?)
r

':-' S = |?,|2

n 1‘“" ini ! bO‘lib
H 11 Onlnl s ga

F:j:z‘-—(f'-{i:li:
71

b
ini kvadratga oshirib,
ikni olamiz. Endi ikkala tomonini kv z
tenglikni . Fraz (7 )
G

tenglikni hosil qilamiz.
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Bundan esa £ = I[,I ’l, ] kelib chigadi.

Bu ifodada  |7|= 7,7)=vF" tenglikni hisobga olib formulani
ko‘rinishda

w571

e

yozib ixtiyoriy parametr uchun egrilikni hisoblash formulasini olamiz.

Agar i"(t) = {x(t), y(t), z(t),} bo‘lsa, formula
\/ y
k= y

ko‘rinishiga keladi. Agar y egri chiziq ¥ = f(x) funksiyani grafigi
bo‘lsa, egrilik formulasi

2
’ zl ’ ! x
+
n z" zl’ x!l

” )

3
(xvz_'_yn_l_zrz 4

V|
k=— 1

(1+ 7Y%
ko‘rinishga keladi.

Endi, hamma nugtalarida egriligi nolga teng bo‘ladigan chiziglarni

topaylik. Ikki marta differensiallanuvchi egri chiziq tabiiy parametr
yordamida F =r(s) tenglama yordamida berilgan bo‘lsa, uning egriligi
formula & =IF (‘91 bo‘yicha hisoblanadi. Agar bo‘lsa, |t"' (sx =0 bo‘ladi.
Demak, ,7 (Sl =0 va 7(s)=Gs+5 bo‘lib, &, 5 —o‘zgarmas vektorlardir.
Demak, egri chiziqning hamma nuqtalarida egriligi nolga teng bo‘lsa, u
yoki to‘g’ri chiziq, Yoki to‘g’rj chizigning ochiq kesmasidir. Albatta, bu
tasdigning teskarisi ham to‘g’ridi, (isbotlang).
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§ 7. Egri chizigning buralishi va uni hisoblash
Egri chizigning berilgan nuqtasidagi buralishi tushunchasini kiritaylik.
Bizga y egri chiziq va unga tegishli nuqta berilgan bo‘lsin. nuqtaga yaqin
. 3 h'
va y ga tegishli nuqtani bilan, A bilan bu nugqtalardan o‘tuvchi
i ilan M ligini
yopishma tekisliklar orasidagi burchakni, As bilan MN yoy uzunlig

belgilaylik.

BitHOpMAT

doﬂg
| 7

-
v

Ypusna
piina_

>
Emnnm
TCRICINK

Chizma-13

Chizma-12

Ag .
inti o & ing limiti y egri
Ta’rif: nugta nugtaga intilganda AS ifodaning i

o g0 ; ilanadi.
chizigning nugtadagi absolyut buralishi deyiladi va |“| bilan belgilana

Teorema-13: Uch marta diff%rensz‘allanuvchi regulyar  egri

gca B2 in limitga
chizigning, nuqtada egriligi noldan fargli bo'lsa, x¢ Yoda tayin imite

ega. Agar egri chiziq tabiiy parametr yordamida
F=r(s)

tenglama bilan berilgan bo iIsa, uning absolyut buralishi,

|P’F;’~'|

=2

o=

formula bo ‘yicha hisoblanadi.
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Bundan esa k = 1[';—""—] kelib chiqadi.
;

Bu ifodada ||=(7,7)=vF"* tenglikni hisobga olib formulani
ko‘rinishda
PP
yozib ixtiyoriy parametr uchun egrilikni hisoblash formulasini olamiz.

Agar F(t) = {x(t), we), z(t),} bo‘lsa, formula

(xu +y11 +2 %
ko‘rinishiga keladi. Agar y egri chiziq ¥ = f(x) funksiyani grafigi
bo‘lsa, egrilik formulasi
7
k=—"——+
(1 +f ")%
ko‘rinishga keladi.

Endi, hamma nugqtalarida egriligi nolga teng bo‘ladigan chiziqlarni
topaylik. Ikki marta differensiallanuvchi egri chizig tabiiy parametr
yordamida 7 =r(s) tenglama yordamida berilgan bo‘lsa, uning egriligi
formula & =I7 (Sj bo‘yicha hisoblanadi. Agar bo‘lsa, Ii" (SH =0 bo‘ladi.
Demak, "7 (31 =0 va 7(s)=as+5 bo‘lib, &, 5 —o‘zgarmas vektorlardir.
Demak, egri chiziqning hamma nugtalarida egriligi nolga teng bo‘lsa, u
yoki to‘g’ri chizig, Yoki to‘g’r chizigning ochiq kesmasidir. Albatta, bu
tasdigning teskarisi ham to‘g’ridir (isbotlang).
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§ 7. Egri chizigning buralishi va uni hisoblash

sohi ini kiritaylik.
Egri chizigning berilgan nuqtasidagi buralishi tushunchasini kiritay .
. . ‘ai taga yaqin

Bizga » egri chiziq va unga tegishli nuqta berilgan bo Isin. nuqtagay

. o‘tuvchi
va y ga tegishli nugtani bilan, A¢ bilan bu nugtalardan

. : : “v yoy uzunligini
yopishma tekisliklar orasidagi burchakni, As bilan MN YOY
belgilaylik.

BrHopMaT
s’
“ |,'
Eg:'cﬂ .;u 3_‘
3 S Sprum
B
TCRICAK
Bow mopaaa
Chizma-13

Chizma-12

LA ing limiti y egri
Ta’rif: nugta nugtaga intilganda "z ¢ ifodaning

|0'| bilan belgilanadi.

chizigning nuqtadagi absolyut buralishi deyiladi va '
egri

Teorema-13: Uch marta differensiallanuvchi regulyar
g, A2 in limitga
chizigning, nugtada egriligi noldan fargli bo Isa, %o ifoda tay

ega. Agar egri chiziq tabiiy parametr yordamida

rF=r(s)
tenglama bilan berilgan bo‘Isa, uning absolyut buralishi,
lo_| = =212
7]

formula bo ‘yicha hisoblanadi.
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Isbot: Faraz qilaylik, nuqtadagi egrilik noldan farqli bo‘lsin. Egrilik

luksi . . -
uzluksiz funksiya bo Iganligi uchun ga yagin nuqtalarda ham egrilik
noldan farqli bo‘ladi

Shuning uchun, nuqtaga yaqin nuqtalarda ¥ va 7 vektorlar o‘zaro
nokollinear bo‘ladi. Demak, har bir nuqtadan yagona yopishma tekislik
o‘tadi. Agar B(S.)) /3(8.+As) - vektorlar va N nuqtadagi yopishma

tekislikka perpendikulyar birlik vektorlar (va’ni birlik binormal vektorlar)
bo‘lsa,

. Ap | p:
25m7¢= B(s, +As)- B(s,)
tenglik o‘rinli bo‘ladj.
Shuning uchun
) _ . Ap A
86, +a5)-B) 2sn7F sn2L
As As  Ap AS
2

tenglik orinli . .
ng ik 0 I‘lnll. Bu tel'lgllkda As - O limitga O‘tib, IO’I = 'ﬂl tenglikni hOSil
qilamiz, Binorma] vektor birlik vektor bo‘Iganligi uchun Bl 7 bo‘ladi.

Agar 7ls =; ‘ v =i R |
gar 7(s)=7 () bo Isa, V P birlik boshnormal vektor, 7 - birlik

urinma vektor bo‘ladj. Shuning uchun B=[r,7] bo‘ladi. Demak

-

TR NN :-
LY =7,V |, chunki | 7,7 |[=0 . Bu tenglikdan, B L7 ekanli-

&1 kelib chigad. Demak, 51/ Shuning uchun, [o] =l(ﬁ’ '7) tenglikni
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ifodalarni qo‘yib,

x|~

yoza olamiz. Bu tenglikka v=

Frr
kz
vektor ¥ vektorga parallel bo‘lganligi uchun egri chiziq bo‘ylab harakat

gilsak (s o‘sa boshlaganda) yopishma tekislik urinma atrofida aylana

lo| = formulani hosil gilamiz. Endi buralishni aniqlaylik. B

boshlaydi. Agar yopishma tekislik buralishi yo‘nalishi B dan V ga
yo‘nalgan bo‘lsa, (+) ishora bilan aks holda esa (-) ishora bilan olib,

o = t|o] formula bo‘yicha buralishni kiritamiz. |lo| ning ifodasini hisobga

olib

formulani hosil gilamiz.

Endi ixtiyoriy parametr uchun buralishni hisoblas
S=S(t) parametr ning

h formulasini keltirib

chiqaramiz. Buning uchun yoy uzunligi

funktsiyasi ekanligidan foydalanamiz. Egri chiziq tenglamasi F =F(s)

bo‘lsa,

- = dt = __ _a_'t: i . —
rerae T (ds) T

3
o A\ o di dr L drdt oddr
rer (:1.;) v ds ds’ T ds S

ifodalarni buralish formulasiga go‘ysak
—p = m

__rrr
o= [FI’;:W]Z
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formulani hosil qilamiz,

Agar birorta chizigning buralishi hamma nuqtalarda nolga teng bo‘lsa,
u albatta yassij chizig bo‘ladi, ya’ni birorta tekislikda yotadi (isbotlang).

Yugorida ko*rsatib o‘tganimizdek, agar regulyar chiziq

F=F({t), a<t<b

tenglama bilan berilib, har bir uchun 7'(¢) va 7'(t) vektorlar kollinear
vektorlar bo‘Imasa, chizigning har bir nuqtasiga ortonormal sistemani
tashkil qiluvchi uchta vektorni mos qo‘yish mumkin, Bu uchlik birlik
urinma vektor, birlik bosh normal vektor va birlik binormal vektorlardan
iborat. Bu uchliknj Frene uchligi deb ataymiz. Hozir biz fazodagi
orientatsiyani saglovchi harakat regulyar chizigni regulyar chiziqqa

o‘tkazishini va bunda Frene uchligi ham yana Frene uchligiga o‘tishini
isbotlaymiz,

Fazoda regulyar egri chiziq
pP=p(t), a<t<b
tenglama bilan, uning harakatdagi obrazi
F=F{), a<t<b

tenglama bilan berilgan bo‘Isin, Agar

PO = {x(t), y(t),2(1)}

bo‘lib, harakat
al 1 al2 13
A = a2l a22 a23
a3l a32 a33
matritsa va

vektor yordamida berilgan bo‘lsa, F'(x,y,Z) nugtaning koordinatalari
X, =a,x+a,y+a;z+a,
MW =a,x+a,y+ayz+a,
z, =a,x+a,y+a,z+a,
ko‘rinishda bo*ladi. Shuning uchun 7(f) vektorning koordinatalari
x®), »@®, z0)
funksiyalar bo‘Isa,
x@), »©®, z@O)=Fx@), y@), 2(¢)
tenglikdan
F(1) = 4P'()
formula kelib chigadi. Bu tenglikda 7'()va p‘(r) vektorlar ustun

ko‘rinishda yozilgan. Bu yerda 4 ortogonal matritsa bo‘lgani uchun

[F'(0)|=|42'®|=]2'®) o
@), 7)) = (45'(), 4p"®) = (3'(®), 5" ®))
F@©.7" 0] =[47'®). 45" ©]1='®.5'®]

tengliklar o‘rinli. Bu tengliklardan oxirgisi o‘rinli bo‘lishi uchun detA>0

shartni ham ya’ni harakat oriyentatsiyani saqlashini talab qildik. Bu

tengliklardan
_P_AP AP _ 4
“TF 4] 1]

v =AW, B=[4@),47)]=A4B)
formulalar hosil gilamiz. Bu formulalar ¥ chizigning Frene uchligi F

akslantirishda F(7) chizigning Frene uchligiga o’tishini isbotlaydi.
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Bu formulalardan orientatsiyani saglovchi harakatda chiziglarning egriligi

va buralishi ham o‘zgarmay qolishi kelib chiyadi. Haqiqatdan, egrilik va
buralish formulalaridan foydalanib,

2 [7.7]
k' = \3 = k = n
T
N S AP AP
o, =~ PO c=- pE

tengliklarni hosil gilamiz.

§ 8. Frene formulalari
Egri chiziq y tabiiy parametr yordamida

(s)

tenglama bilan berilgan bo‘Isin. Agar M nuqta » ning parametrning s,

N

¥ =

qiymatiga mos keluvchi nuqta bo‘lsa, bu nuqtadan chiquvchi o‘zaro
ortogonal uchta vektor mavjudligini ko‘rdik.

Bular, z~'(-S'o) ~ birlik urinma vektor, ‘7(30) — birlik bosh normal

vektor, B(s,) - birlik binormal vektorlardir. Egri chiziq y ning A nuqta

atrofidagi qisminj tekshirishda as nuqtani koordinata boshi sifatida,
T,V,B —vektorlamj koordinata o‘qlarining yo‘naltiruvchi vektorlar
sifatida olaylik, Buning uchun, oldin 7, v, vektorlarning hosilalarini
T.,V,B  vektorlar orqali ifodalaylik. Birinchidan, 7 =7 =k

munosabatini bilamiz, Oldingi paragrafda ,5=m7 ni ko‘rsatgan edik.
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S
—_
Q.

g

Bularni va 1'/'=[ﬁ,i'] ni hisobga olib ‘7=[ﬂ,f]+[ﬂ

V=—kT— O',B. formulani hosil gilamiz.

Demak,

formulalari hosil gilamiz. |
Endi ¥ (S +AS') vektor-funksiyani Teylor gatoriga yoyaylik

2 3

 as 4B ) 45 (5) 2 .
(s +As) =F(,) +F As +7(5) =~ +7 ()~

igi r =0 bu qatorda
M nuqta koordinata boshi bo‘lganligi uchun 7(s0) q

F=%, i=kv, ¥ =kv—kof — k27 munosabatlani hisobga olib,
F=7, F=kv, ¥ =

2 2 _ [ koAs® 5
L PN +...)v+(— 7 +---)ﬁ
F(S°+AS)= As-——-6— aes 6

tenglikni hosil gilamiz.

|

Endi z oqlari mos ravishda 7,V, B vektorlar yo‘nalishlariga ega
ndi x,y,

ekanligidan foydalanib
As?
x=AS—k 6 -+ ...
2
As As”
As?
z=——k0‘———6 + ...
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tenglamalarni hosil qilamiz. Bu tenglamalarda fagat egrilik va buralish

qatnashmoqda. Demak, chizigni aniglash uchun uning hamma nuqtalarida
egrilik va buralishnij bilishimiz yetarli,

Endi shu masalani muhokama qilaylik. Bizga parametrlangan regulyar
Y egri chiziq berilgan bo’lsa, uning ixtiyorly nuqtasida uchta s(f), (),
o(?) funktsiyalar aniglangan. Bu funksiyalar uzluksiz va k()>0, s(t) >0,
munosabatlar ofrinlidir, Agar parametr sifatida Yoy uzunligini olsak,

funksiyalar sonij 2 ta bo‘ladi.

Teorema-14. Ikkitq regulyar egri chiziglarning yoylari ¥, va V2
mos ravishda

F=F(), F=7(),
tenglamalar yordamida berilib,

4 t

JIF @ = [
tenglik ixtiyoriy t € [a, b] uchun o ‘vinii bo Isin. Bundan tashqari har bir
t €[a,b] uchun k, &) = ka(8) ,04(0) = 02(t) tengliklar o'rinli bo 'Isa,
yagona F:R* — R® povor mavjud bo’lib,

F(y,)=y,
munosabat o ’rinli po ladi..

Isbot. Bu chiziglarning uzunliklari teng bo‘Igani uchun

b b
so = [ @l = [|73 (o)ar

belgilash Kiritib, chiziglar tenglamalarini tabily parametr yordamida

yozamiz. Shunda ularning tenglamalari P=ps), p=p,(s) ko‘rinishda
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bo‘ladi. Endi har bir chiziqda tabiiy parametrning s=0 giymatiga mos
keluvchi nuqtalarini mos ravishda M, va M, bilan belgila)imiz. Bu
nuqtalardagi Frene uchliklari mos ravishda, f,.(O), ,(0), :,(Ozir :11
7,(0), v,(0), 5,(0) vektorlardan iborat bo’ladi. Bu uchhkslar fa;:) ah N
oriyentatsiyalarni aniqlagani uchun shunday FiR - z?r )
mavjudki, u M, nugtani M, nuqtaga, 7,(0), v,(0} A,(0) vektorlarni —x-n

ravishda 7(0), #(0), 5,(0) vektorlarga o’tkazadi. Biz F (72) —.}’1
tenglikni isbotlaymiz. Buning uchun F(y,(s)) nugtaning radfus
vektorini O(S) bilan belgilab, p = o(s), s € [0,s,] tenglame:1 ll?ll;ril
aniglangan regulyar egri chizigning Frene uc lgb.
{T(s), V(s), L(s)} bilan belgilaymiz. Shunda iz
F(0) =7,(0), ¥(0)=v,(0), B)=p(0) 'tengllial:larai?
ega bo’lamiz. Harakatda vektorlarning skalyar ko’paytmasi saqlang

uchun (S)
k(s)=k,(s), o(s)=o0, .
= > o(s) = o,(s
tengliklar o’rinli bo’ladi. Demak, £(s) = %,(s) \
O =p ikni isbotlash uchun
tengliklar ham o’rinlidir. Endi P(8)=p () tenglikni is o_.
V. Vv )
h(s) = (7,(s), 7(s)) + (7 (), V(N + (B, (S),‘,B( ,).) .
funksiyani qaraymiz. Bu funksiya uchun h(0)=3 tenglik o’rinli.
n

funksiyani differensiallaymiz
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”@=@BM%»%ﬂ&ﬂm+@@M%DHWﬂﬂMN
+(B.(9). B() +(B,(s), B(s))

va Frene formulalaridan foydalanib,

h'(s) = k(¥ (), 7(8)) +k(F, (), V() ~ K, (T,(s), ¥(s)) —

~OBE V(N ~ k(7 (5),(5)) - o5, (s), B(s)) +

(), B(s) + 5 (B, (), 7(s)) = (k, — k)(F, (5),7(s)) +

HE=E)E (), 7(5)) + (0, - )5, (s), i(s)) —(0,~0)(B,(s),7(s))
tenglikni hosil gilamiz. By yerda k =k, o = o, bo’lgani uchun
h(s)=0. Demak, Z(s) = h(0)=3 y, 1_'(-5‘) = 'Z", (s) tenglik
o’rinli bo’ladi. Bundan A(s) = Pi(s)+¢& tenglikni olamiz bu yerda
C —o’zgarmas vektor bo’lgani uchun /5(0) = ,5, (o) tenglikdan

-—

€ =0 munosabat kelib chigadi. Shunday qilib, biz F(7,) =7y,
munosabatni isbotladik.

Teorema-15. Ikkitg uzluksiz f (S) va & (S ) SJunktsiyalar [O;So]
oraligda aniglangan va f(s)>0 bo’Isa, tabiiy parametr yordamida
parametriangan regulyar egri chizig mavjud bo'lib, uning egriligi hamda
buralishi mos ravishda f(s), g (s) Junksiyalarga tengdir.

Isbot. Bizga Az, nuqta va ortonormal {&’,I;,E} sistema berilgan

bo’lsin. Biz 7, , B vektor funksiyalarga nisbatan
z
Ve=—ff-g (1)

differensial tenglama]ay sistemasini
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7(0)=a, v(0)=b, B(0)=C
boshlang’ich  shartlar  bilan qaraylik. Differensial  tenglamalar
sistemasining yechimi mavjudligi va yagonaligi haqidagi teoremaga
asosan bu  sistemaning [O,So]oraliqda aniqlangan  yagona
{£(s), V(s), B(s)} yechimi mavjud. Boshlang’ich shartlarga
asosan s =0 bo’lganda bu uchlik ortonormal sistemani tashkil qiladi. Biz
ixtiyoriy $ €[0,5,Juchun bu uchlikning ortonormal ekanligini
ko’rsatamiz. Buning uchun X(s) bilan birinchi satri 7#(s)vektordan,
ikkinchi satri v(s) vektordan va uchinchi satri B(s) vektordan iborat
matritsani belgilasak, (1) sistemani
X'(s) = A(s)X(s) @)
ko’rinishda yoza olamiz. Bu yerda
0 J(s) 0
A(s)=|—-Sf(s) 0 —g(s)
0 g(s) 0

Endi #(s), v(s), B(s) vektorlarning ortonormal sistema ekanligini
ko’rsatish uchun X(s) matritsaning ortogonal matritsa ekanligini ko’rsatish
yetarlidir. Demak, ixtiyoriy se[0,S,] uchun

X'()X(s)=E
tenglikni isbotlashimiz zarur va yetarli. Bu yerda X T(S) — transpo-
nirlangan matritsa, £ — birlik matritsadir.

Biz (2) tenglikdan
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2 (X7 (5) = X" ()47 (s)
ds
tenglikni olamiz. Bu tenglikni hisobga olib,
X ()X (s)
ko’paytmani differensiallaymiz. Shunda
L (X (XN =L X ()X(s)+ X ()L X(5) =
ds ds ds

= XT(8)A" (5)X(s)+ X7 (5) A(5) X (s) =
= X" (s)[4" (s) + A(s)] X (s)

tenglikni hosil gilamiz. Bu tenglikda A7 (s)=—A(S) munosabatni
hisobga olib,

d
—(X"()X(s))=0
ds
tenglikni hosil gilamiz. Demak, X7 (s)X(s) o'zgarmas matritsa va

XX =E bo’lganligi uchun

X' (s)X(s)=E

tenglik hamma s lar uchun o’rinlidir.

Shunday qilib, ixtiyoriy s<[0,5,] uchun 7(8), V(s), B(s) vek-

torlar ortonormal sistemani tashkil qiladi. Endi
P(s) = B, + [ (s)ds
0

tenglama bilan ) chizigni aniqlaymiz. Bu yerda gyvector M, nuqtaning

radius-vektoridir. Bu chiziq uchun
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p(s)=7(s), [f(s)=1
A(s5)=7(s) = £(5)P(s)
k=|p|=r(s)

bo’lganligi uchun

[5(s), ()] £ &

munosabat kelib chigadi. Demak, bu chiziq uchun buralish aniqlangan va

(e repe+r)__(Esrlm)
=— k2 - - k2 kz

__res-rr-2B)_r2B.B _,

_ = L

tenglik o’rinlidir. Demak, » chiziq teorema tasdig’ini ganoatlantiradi.

Agar M, nuqta o’rniga boshqa AZ nuqta olsak, biz teorema shartini
qanoatlantiruvchi va M nuqtadan chiquvchi 7 chizigni hosil gilamiz.
Lekin, teorema-12 ga ko’ra, F :R* - R’ harakat mavjud bo’lib,
F(7y) =7 bo’ladi.0

II-bobga doir mashq va masalalar
1. Parallelogramm diagonallari kvadratlarining yig’indisi tomonlari
kvadratlarining yig’indisiga tengligini vektorlar yordami bilan isbotlang.

2. Tomonlari @=i—2j+4k, b=3i+j—2k vektorlardan iborat

parallelogrammning yuzi topilsin.
3. Tomonlari @=2i—3j+5k, b=i+j-k, c=2i+2j+3k,

vektorlardan iborat parallelepipedning hajmi topilsin.
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4. Fazoda 0.XYZ dekart koordinatalar sistemasi kiritilgan va fazoda
harakat gilayotgan M nuqtaning 0XY tekislikdagi proeksiyasi
x*+3" = R®aylanada o burchak tezlik bilan tekis harakat giladi, 0Z
o’qdagi proektsiyasi esa a tezlik bilan tekis harakat giladi. Parametrlar ¢
sifatida vaqtni olib va £=0 da M (R;0;0) nugtada bo’lishini bilgan
holda, A nuqta fazoda chizgan chizigning parametrik tenglamalarini
tuzing. Bu chiziq vint chizig'i deb ataladi (14-chizma).

Javob: x=Rcoswt, y=Rsinwt, z=at.

5.Qanday chizigning parametrik tenglamalari

x='—t+1, y=t*+r-1
ko’rinishda bo’ladi.

Javob: Parabola.

6.Qanday chiziqning parametrik tenglamalari

x=asin’t, y=bcos’t
ko’rinishda bo’ladi.

7.Astroida deb ataluvchi va

2 2
of +bff =

chizigning silliq chiziq ekanligini ko’rsating.

Ko'rsatma: x=acos’t, y=asin’t formulalar yordamida

parametr kiritish kerak.
8. Tekislikda berilgan

2 2

X _Y

a b’
giperbolaning parametrik tenglamalarini yozing.
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9.Vint chizig’i
x=Rcost, y=Rsint, z=2t
parametrik tenglamalari bilan berilgan bo’lsa, uning (R;0;0) nugta-
sidagi urinma, yopishma tekislik, boshnormal va binormal tenglamalarini
tuzing,
10. Fazoda
{ Yy +2z=25
x*+y" =10
tenglamalar yordamida berilgan chizigning P(1;3;4) nuqtasidagi urinma
va normal tekislik tenglamalarini tuzing.
11. Astroida uzunligini toping.
12. Parametrik tenglamalari
x=acht, y=asht, z=at.
ko’rinishda bo’lgan chiziqning M, =0) va M, (¢t =1) nugtalari
orasidagi yoyining uzunligini toping.
13. ¥* = 2 px chiziq tenglamasini tabiiy parametr yordamida yozing.
14. Qutb koordinatalar sistemasida
p=p(@)
tenglama bilan berilgan chiziq yoyi uzunligini hisoblash formulasini
yozing.
15. 4-masalada berilgan vint chizig’ ining egriligi va buralishini
hisoblang,
16. Giperbolik vint chizig’i
x=acht, y=asht, z=at.
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4. Fazoda 0XYZ dekart koordinatalar sistemasi kiritilgan va fazoda
harakat qilayotgan M nugtaning OXY tekislikdagi proeksiyasi
x*+y* =R aylanada @ burchak tezlik bilan tekis harakat giladi, 0Z
o’qdagi proektsiyasi esa a tezlik bilan tekis harakat giladi. Parametrlar ¢
sifatida vaqtni olib va r=0 da M (R;0,0) nuqtada bo’lishini bilgan
holda, M nuqta fazoda chizgan chiziqning parametrik tenglamalarini
tuzing. Bu chiziq vint chizig’i deb ataladi (14-chizma).

Javob: x=Rcoswt, y=Rsinat, z=at.

5.Qanday chizigning parametrik tenglamalari

x=t2—t+1, y=t*+r-1
ko’rinishda bo’ladi.

Javob: Parabola.

6.Qanday chiziqning parametrik tenglamalari

x=asin’t, y=bcos’t
ko’rinishda bo’ladi.

7. Astroida deb ataluvchi va

2 2
o +f =

chizigning silliq chiziq ekanligini ko’rsating.

» —_— 3 — s 3 o
Ko'rsatma: X=acos't, y=asin't formulalar yordamida

parametr Kiritish kerak.
8. Tekislikda berilgan

2 2

x* _y

2
a b
giperbolaning parametrik tenglamalarini yozing.
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9.Vint chizig'i
x=Rcost, y=Rsint, z=2t.
parametrik tenglamalari bilan berilgan bo’lsa, uning (£;0;0) nugta-
sidagi urinma, yopishma tekislik, boshnormal va binormal tenglamalarini
tuzing,
10. Fazoda
y +z'=25
{xz +3*=10
tenglamalar yordamida berilgan chizigning P (1;3;4) nugtasidagi urinma
va normal tekislik tenglamalarini tuzing.
11. Astroida uzunligini toping.
12. Parametrik tenglamalari
x=acht, y=asht, z=at.
ko’rinishda bo’lgan chizigning M,(t =0) va M,(¢ =1) nugtalari
orasidagi yoyining uzunligini toping.
13. y P = 2 px chiziq tenglamasini tabiiy parametr yordamida yozing.
14. Qutb koordinatalar sistemasida

p=p@)

tenglama bilan berilgan chiziq yoyi uzunligini hisoblash formulasini

yozing.

15. 4-masalada berilgan vint chizig’ining egriligi va buralishini
hisoblang,.

16. Giperbolik vint chizig’i
x=acht, y=asht, z=at.
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parametrik tenglamalari bilan berilgan, uning tenglamalarini tabiiy
parametr yordamida yozing.
17. Dekart yaprog’i deb ataluvchi chiziq tenglamasi
x*+3’ =3axy=0
3a 3a

ko’rinishda bo’ladi. Uning P (7’7) nuqtasidagi urinma va normal

tenglamalarini toping (15-chizma).
18. Parametrik tenglamalari
x=sinf, y=cost, z=tgt.
ko’rinishda bo’lgan chizigning parametrning f, =7 /4 qiymatiga mos
keluvchi nugtasidagi egriligi va buralishini hisoblang.

19. Vint chizig’ining hamma urinmalari 0. XY tekisligi bilan bir xil

burchak ostida kesishishini isbotlang (4-masalaga qarang).

e
\

Chizma-14 Chizma-15

M
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III bob. SIRTLAR NAZARIYASI
§1. Sirt tushunchasi va sirtning berilish usullari

Tekislikdagi ochiq doiraga gomeomorf to‘plamni elementar soha deb
ataymiz.,

Ta’rif-1. Fazodagi @ to‘plam elementar sohaning topologik
akslantirishdagi obrazi bo‘Isa, u elementar sirt deb ataladi,

Demak, & to‘plam elementar sirt bo‘lsa, f:G—>® - topologik
akslantirish mavjud bo‘lishi kerak. Bu yerda G c R? elementar soha, & esa
R dan keltirilgan topologiya yordamida topologik fazoga aylantirilgan.
Agar & elementar sirt bo‘lsa, (f,G) juftlik @ sirmi parametrlash usuli
deyiladi. Albatta, G, boshga elementar soha bo‘lsa, G va G, sohalar o‘zaro
gomeomorf bo‘ladi va agar g:G, —G gomeomorfizm berilgan bo‘lsa,
S+ g:G; > gomeomorfizm @ sirtni parametrlashning boshqa usulidir.

Demak, elementar sirt uchun cheksiz ko‘p parametrlash usullari
mavjuddir. Birorta to‘plamning elementar sirt ekanligini ko‘rsatish uchun,
uning uchun birorta parametrlash usulini ko‘rsatish kerak.

Agar o sirt (f,G), parametrlash usuli bilan berilib, (4,v)€G uchun
Ju,v) nuqtaning koordinatalari x(u;v), y(#; v), z(u; v) ko‘rinishda belgilsak

X = x(us V)

y=y(u’v) (])
z=2z(u,v)

sistema @ sirtning parametrik tenglamalari sistemasi deyiladi.
Ta’rif-2. Fazodagi bog’lanishli @ to‘plam o‘ziga tegishli har bir
nugtaning birorta atrofida elementar sirtga aylansa, & sodda sirt

deyiladi,
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Ikkinchi ta’rifga izoh beramiz. Demak, ¢ sodda sirt bo‘lshi uchun unga
tegishli har bir p e ® nuqta uchun shunday U(p) atrof (&’ fazoda) mavjud
bo‘lib, kesishma U(p)n@® elementar sirt bo‘lishi kerak.Keyinchalik kurs
davomida sirt deganda elementar yoki sodda sirtni tushunamiz.

Misollar.

1) Har qanday tekislik elementar sirtdir, chunki tekislik doiraga
gomeomorfdir.

Agar M(x,, y,, =,) tekislik nuqtasi, @ va b vektorlar tekislikka parallel
bo‘lsa, uni r=r, +&u+5v,—oo < U <00,—00 <V <0 ko‘rinishida
parametrlash mumkin.

2) Elementar G sohada aniqlangan z= f(x,y) uzluksiz
funksiyaning grafigi elementar sirtdir. Sababi, (x,y,f(x,y))— (x.y)

akslantirish (proektsiya) gomeomorfizmdir.

P

==finy)

%

P

i

e

Chizma-1
3) Ikki o‘Ichamli sfera 52 elementar bo‘Imagan sodda sirtdir. Radiusi
R gateng S? sferaning markaziga koordinatalar boshini joylashtirsak, uni
§* = {(x,y,z) eR:X*+y* +2° = Rz}

to‘plam sifatida qarashimiz mumkin. Bu sferaning sirt ekanligini

isbotlash uchun unga tegishli birorta P nuqtani olaylik. Bu P nuqtadan
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farqli S nugtani janubiy qutb sifatida, unga diametrik garama-qarshi
bo'igan N nuqtani shimoliy qutb hisoblab, = o‘qini koordinata boshidan
N nuqta orqali o‘tkazamiz, Oxy tekisligi esa O nuqtadan o‘tuvchi va ON
ga perpendikulyar tekislikdir. Bu tekislik va sfera kesishishidan hosil
bo‘lgan aylanani ekvator deb ataymiz. Endi « bilan 0Q nur va Ox o‘qi

orasidagi burchakni, v bilan OP va 0Q nurlar orasidagi burchakni

belgilaymiz. Bu yerda Q nuqta NPS meridianning ekvator bilan kesishish
nuqtasidir, 0<u <27z, - -725 <v< —725 Shunda §? sferaning NS meridian
chiqarib tashlangan qismi @:P—@.v) akslantirish ~ yordamida

[0;27:]x[—%;%] elementar sohaga gomeomorf akslantiriladi V2

. i arameter-
x=Rcosucosv, y=Rsinucosy, z=smv tenglamalar yor damida p

lanadi.

Chizma-2

: = i asi
4) Doiraviy silindrni x = Reosu, y = Rsinu, z =v tenglamalar sistem

: . - <40,
yordamida parametrlash mumkin. Bu yerda —oo<u<+4®, —o<V

Albatta silindr ham elementar sirt emas (3 -chizma).
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an o

Ikkinchi ta’rifga izoh beramiz. Demak, @ sodda sirt bo‘Ishi uchun unga
tegishli har bir p e ® nuqta uchun shunday U(p) atrof (' fazoda) mavjud
bo‘lib, kesishma U(p)n@ elementar sirt bo‘lishi kerak.Keyinchalik kurs
davomida sirt deganda elementar yoki sodda sirtni tushunamiz.

Misollar.
1) Har qanday tekislik elementar sirtdir, chunki tekislik doiraga

fargli S nuqtani janubiv qutb sifatida, unga diametrik qarama-qarshi
bo’lgan N nuqtani shimoliy qutb hisoblab, - o‘qini koordinata boshidan
N nuqta orqali o‘tkazamiz, Oxy tekisligi esa ) nuqtadan o‘tuvchi va on
ga perpendikulyar tekislikdir. Bu tekislik va sfera kesishishidan hosil
bo‘lgan aylanani ekvator deb ataymiz. Endi , bilan 0Q nur va Ox 0‘qi

orasidagi burchakni, v bilan OP va 00 nyrlar orasidagi burchakni

|

Il .

| | gomeomorfdir. belgilaymiz. Bu yerda ¢ nuqta NPS meridianning ekvator bilan kesishish
i Agar M(x, y,, =) tekislik nuqtasi, @ va b vektorlar tekislikka parallel _ i i
| 2 v nuqtasidir, 0 <w <2z, —~2—<"’<'2'- Shundy ¢2 sferaning NS meridian

. bo‘lsa, uni F=Fu+au+l;v,—oo<u<oo,—oo<v<oo ko‘rinishida )
‘ _ chigarib tashlangan qismi  ?:P=(4y)  akslantirish yordamida
parametrlash mumkin.

|

|

|

T

2) Elementar G sohada aniglangan z= f(x,y) uzluksiz [O;ZH]X[—g;E-:I elementar  SOhaga 80meomorf akslantiriladi va

z=sinv

tenglal‘nalar yordamida parameter-

E : funksiyaning grafigi elementar sirtdir. Sababi, (x, »f(x,p)— (x,y) X = Rcosucosv, y = Rsin 1cosv
' e ’
Ll

ff! ; akslantirish (proektsiya) gomeomorfizmdir. lanadi.
(

==y

RY

Chizma-1 Chizma-2

3) Ikki o*Ichamli sfera §? elementar bo‘lmagan sodda sirtdir. Radiusi 4) Doiraviy silindrni x = Rcost, V= Rsin . ; =y tenglamalar sistemasi

R gateng S? sferaning markaziga koordinatalar boshini joylashtirsak, uni . in. Bu
5 2 19 l yordamida parametrlash mumkin Yerda —o<u<+0, —mw<y<+m.

2 _ = 3,2 2, .2 __p2 :
$* ={wyp2)eR i +y 4+ =R} Albatta silindr ham elementar Sirt €85 (3 -chizma).

to‘plam sifatida qarashimiz mumkin. Bu  sferaning sirt ekanligini

isbotlash uchun unga tegishli birorta p nuqtani olaylik. Bu P nugtadan
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f

A\

N2
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Chizma-3

Agar biz ?(u,v)={x(u;v); y(u;v);z(u;v)} vektor funksiyani kiritsak

(1) tenglamalar sistemasini bitta
F=F(u;v), (u,v)eG @)

vector tenglama yordamida yoza olamiz. Bu tenglama o sirtning vektor
ko‘rinishdagi tenglamasi deyiladi. Tabiiyki, & sirt elementar sirt
bo‘lmasa, (1) va (2) tenglamalar uni birorta nuqta atrofida aniqlaydi. Agar
@ elementar sirt bo‘lsa, uni to‘liq (1) yoki (2) tenglamalar yordamida
aniqlash mumkin.

2. Sirtning oshkormas ko‘rinishda berilishi

Bizga GcR® ochiq to‘plam va G da aniqlangan silliq F(x;y;z)
funksiya berilgan bo‘lsin.

Shunda @ ={(x;y;z)e G: F(x; ¥;2)=0} to‘plam F funksiyaning sath
to‘plami yoki sirti deyiladi. Agar gradF #0 bo‘lsa, » hagigatdan ham
sodda sirt bo‘ladi. Hagiqatdan, agar p=(x,;),;Z,)€® nuqtada F, #0
bo‘lsa, oshkormas funksiya haqidagi teoremaga ko‘ra, shunday & >0, >0

sonlari va G, = {(x; Y)ilxo - < 8|y —yo|< 6} sohada aniglangan = = f(x; y)
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funksiya mavjud bo‘lib, (x;¥)€ G, bo‘lganda F(x;y, f(x;»))=0 tenglik
va zy = f(x9;¥9). |20 — f(x;¥)| < &£ munosabatlar bajarilib,

7 = {(x; y;2):|xo = x| < 8.|y0 — Y| < Blz0 — 2 <&}
parallelipipedning @ bilan kesishmasi z=f(x;y) funksiyaning grafigidan
iboratdir. Demak, @ o‘ziga tegishli har qanday nuqtaning yetarli kichik

atrofida elementar sirt bo‘ladi.

Bizning kursimizda asosiy metod matematik analiz bo‘lganligi
uchun, biz sirtlardan qo‘shimcha shartlarni talab gilamiz.

Ta’rif-3. Berilgan & sirt uchun unga tegishli ixtiyoriy nugta atrofida
(f.G) parametriash usuli mavjud bo'lib, bunda x(u;v),y(;v),z(u;v)

Fu Yu z") matritsaning
X,

Junksiyalar uzluksiz xususiy hosilalarga ega va ( SR
rangi ikkiga teng bo'lsa, @ sirt regulyar sirt deyiladi, parametrlash usuli
esa regulyar parametrlash deyiladi.

Sirtning regulyarlik shartini [r—,:,Z]=6 ko‘rinishda ham yozishimiz
mumkin. Biz kursimizda asosan regulyar sirtlarni o‘rganamiz.

Endi sirtlarning berilish usullari haqida quyidagi teoremalarni

isbotlaylik.
Teorema-1. Bizga G sohada aniglangan silliq x(u;v), y(u;v), z(u;v)

X, " y u 4 u|_ 2 :
. =2 tenglik
funktsiyalar berilib, har bir nugtada Tang ( % % va

o'rinli bo ‘Isa,
x = x(u;v)
y= y(u; v) w;v)eG
z=z(u;v)

131



sistema regulyar sirtni aniqlaydi.
Isbot: Teoremani isbotlash uchun
F={(s1;2): x=x(wv),y = y(w;v), 2 = (), (u;v) € G}

to‘plamning sodda sirt ekanligini ko‘rsatamiz. Buning uchun esa o
to‘plamga tegishli ixtiyoriy pg =(x(uo;v0), y(uo;vo),z(uo;vo)) nuqtaning
yetarli kichik atrofida ¢ elementar sirt ekanligini ko‘rsatamiz. Birorta
>0 va Gs ={(u;v)eG:(u0 —u)2 +(v —v)2 <s} ochig doira uchun
S (@) > (x(u;v), y(u;v), z(u;v)) qoida bilan aniglangan f:G, - f(G,)
akslantirishni qaraymiz. Berilgan x(u;v), y(u;v), z(u;v)  funksiyalar
uzluksiz bo‘lganligi uchun £ ham uzluksiz akslantirishdir. Agar o‘zaro
bir qiymatli bo‘lsa, uning teskarisi ™! mavjud va uzluksiz bo‘ladi !
uzluksizligi ham x(u;v), y;v) va z(U;v) funktsiyalar uzluksizligi va
teorema shartidandan kelib chiqadi), demak & ning p, nuqtani o‘z ichiga

oluvchi f(G,) qismi elementar sirt bo‘ladi.

Shuning uchun birorta £>0 uchun S/ akslantirishning o‘zaro bir

qiymatli akslantirish ekanligini isbotlaymiz.

Faraz qilaylik, &;>0,¢,—0,i=123,.. va G, doiraga tegishli
{

1.1 . :
@;v;) va @v?) har xil nugtalar uchun f(u;v)=f(u};v?) tenglik
o‘rinli bo‘lsin. Umumiylikni chegaralamasdan aniglik uchun «! <u? va
v; <V} deb faraz gilaylik.

Shunda,

1,1 2,.2 . 2,.,2 . .
x(u”v‘)-x(ui ] )v y(utlsvll)'y(u, Y, )’ z(ull"’il)"z(u21v¢z)

tengliklardan va Lagranj teoremasidan
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x, (P V@ =)+ %, uf g0 ~v1) =0
Pu(B2 VD63 — )+ 3, g7 ) =0
2,(0} V)@ —u})+2,04,4))07 =) =0
tengliklarni olamiz. Bu yerda p!, p?, p € u,',u,-zl g.q%.d} e v,!,v,?],u,.2 —u!
va v? —v! sonlari bir vaqtda nolga aylana olmaydi.
Shuning uchun yuqoridagi tengliklardan
x, (b)) _ 2 hvD) _ 2, 00)
x,(ha) »6hed) @)

Yus va 2y 2y
munosabatni olamiz. Bu munosabatda Xy» Xy Yy u

funksiyalar uzluksizligidan foydalanib, i —e limitga o‘tsak,

xu(uO’VO) _ }’u(“o,"o) = zu(“m"o)
x,(4g,vo)  Vy(HosVo) 2, (up,v0)

munosabatni olamiz.
Bu munosabat esa teorema shartiga zid bo lgan,

xu y u z u ] < 2
rang xv va ZV (llo .\'0)
etarli kichik

- ‘ri, va
tengsizlikka teng kuchlidir. Demak, farazimiz noto g'r y

: o don
bo‘lganda f:G, - f(G,) akslantirish topologik akslantirishdir. Bun
*~E

i i ismi elementar
esa, ¢ to‘plamning p, nugtani o‘z ichiga oluvchi f(G;) qismi e

sirt ekanligi kelib chiqadi.

Teorema-2. Regulyar ® sirt unga tegishli p(uy,vo) nugta atrofida,

x=x(u,v)
y=y@v), v)€ G
z=z(u,v)
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sistema regulyar sirmi aniglaydi.

Isbot: Teoremani isbotlash uchun

F={(s332):x=x(wv),y = pv),z = 20:0), (w;v) e G}

to‘plamning sodda sirt ekanligini ko‘rsatamiz. Buning uchun esa o
to‘plamga tegishli ixtiyoriy p, =(x(uo;vo), y(uo;vo),z(uo;vo)) nuqtaning
yetarli kichik atrofida o elementar sirt ekanligini ko‘rsatamiz. Birorta
>0 va G&, = {(u;v)eG:(uo —-u)® +(vy —v)? <s} ochiq doira uchun
S @3v) = (x(u;v), y(u;v), z(u;v)) qoida bilan aniglangan £:G, - f(G,)
akslantirishni qaraymiz. Berilgan x(u;v), y(u;v), z(u;v) funksiyalar
uzluksiz bo‘lganligi uchun f ham uzluksiz akslantirishdir. Agar o¢zaro
bir qiymatli bo‘lsa, uning teskarisi f~! mavjud va uzluksiz bo‘ladi (!
uzluksizligi ham x(#;v), y(u;v) va z(u;v) funktsiyalar uzluksizligi va
teorema shartidandan kelib chiqadi), demak ¢ ning p, nuqtani o‘z ichiga
oluvchi f(G,) gismi elementar sirt bo*adi.

Shuning uchun birorta £>0 uchun S akslantirishning o‘zaro bir
qiymatli akslantirish ekanligini isbotlaymiz.

Faraz qilaylik, &;>0,¢, -0, ; =123,.. va G, doiraga tegishli
]

(u,-l ;V,-l ) va (u,-2 ;v,-z) har xil nugtalar uchun flvh= Sf@?v?) tenglik

o‘rinli bo‘lsin. Umumiylikni chegaralamasdan aniqlik uchun ul <u? va

v; <v/ deb faraz gilaylik.

Shunda,
x(u'l;vll)-x(uiz;viz)’ y(ull;vll) -y(u::;v::)’ z(ull;v'l)_z(u’z;v’z)

tengliklardan va Lagranj teoremasidan

2 Iy _
%, (D} V) @E —u}) +x,(u} g} )} —v}) =0

2 2vn2 N
Yu(PE D@} —u))+y, @l P -v) =0

2,(p] V@ —u)+2,(,q))W] —v) =0
1

tengliklarni olamiz. Bu yerda p], p?, p? e u,!,u,zj a'.q%, g} eplv? J’uiz =
va v? —v} sonlari bir vaqtda nolga aylana olmaydi.
Shuning uchun yuqoridagi tengliklardan
x,(Pisvi) _ yu(PEsvD) _ z,(033v)
56ha) nehad) z,6he)

yu’yv va zu,zv

munosabatni olamiz. Bu munosabatda X, X,,
funksiyalar uzluksizligidan foydalanib, ; -« limitga o‘tsak,

xu(u0>v0) - Yu(Ug,vo) - zu(umvo)
xv(uo,vo) yv(uOsvo) Zv(uo,vo)

munosabatni olamiz.
e
Bu munosabat esa teorema shartiga zid bo‘Igan,

tengsizlikka teng kuchlidir. Demak, farazimiz noto‘g’ri, \fa’ ye.tarli kichik
bo‘lganda f:G, - f(G,) akslantirish topologik akslantlrx.shd.lr. Bundan
esa, ® to‘plamning p, nugtani 0z ichiga oluvchi f(G;) qismi elementar
" elfl‘a:::f;mk:l-l:. CI:el:ZZzar o sirt unga tegishli p(uy,v,) nugta atrofida,

x= x(ll,l')
y= y@,v), (u,v)eG
z=z(u,v)
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X u .)’.u

’ determi-

v Iy

nant noldan farqli bo isq, Shunday silliq f(x, ») funksiya mavjudki p nug-
laning atrofida & sirt J(x, ) funksiyaning grafigidan iboratdir.

parametrik tenglamalar yordamida berilib, p nuqtada

Izoh. Biz regulyar sirtlarning parametrlash usulini tanlaganimizda

har doim «x,, Yvr Yus v, 2457, hosilalar mavjud va uzluksiz bo‘lishini talab

qilamiz,
Isbot. Teoremani isbotlash uchun,
{x =x(v)  x(ug,vq) = x,
Y=y9) y(ug,vy) = py
sistemaga matematik analiz kursidagi teskari funksiyalar haqgidagi
teoremani qo‘llaymiz. By teoremaga asosan shunday &> 0 soni va
I, ={xy) %, ~x1 6,1y, - y|< 6)
sohada aniqlangan shunday differensiallanuvchi

funksiya-lar mavjudki, ular x(u(x; ),

u=u(x;y), v=v(x;y)
Y(5Y) u(xy),v(xy) =y tengliklarni

qanoatlantiradi va u(Xo390) =1y,  V(xy; Yo)=vy, munosabatlar o‘rinlj

bo‘ladi. Demak, P nuqta atrofida @ sirt z=z(u(x (%) = f(x;y)
funksiyaning grafigidan iboratdir.
§2. Sirt ustida yotuvchi egri chiziqlar

Regulyar ¢ sirtning pe® nuqta atrofida regulyar (f,G) para-
metrlash usulj
' F =F(u,v) (1)
tenglama yordamijda berilgan, sirt ustida as nuqtadan o‘tuvchi  egri
chiziq berilgan bo‘lib, u

P=p(t), a<t<h )
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tenglama yordamida parametrlangan va ¥ < f(G) bo‘lsin.

Anigqlik uchun, M sirt nuqtasi sifatida (ug;vp) koordinatalarga, e.gn
chiziq nuqtasi sifatida ¢ e (a;b) parametrning #, qiymatiga mos kelfm.
Tabiiyki, har bir #€(a;b) uchun shunday (u(f),v(f))€G nuqta mavjud
bo‘lib,

pE)=F(u@)v(r) (3)
tenglik o‘rinli bo‘ladi. Agar y silliq egri chiziq bo‘lsa, | l.l(f), V(f:]
funksiyalar ham differensiallanuvchi funksiyalar bo‘ladi. Buni isbotlas

. . irt
uchun o sirtning regulyar sirt ekanligidan foydalanamiz. @ regulyar si

Yu Ju z")=2tenglik o‘rinli. Aniqlik uchun

v yV v

bo‘lganligi uchun rang [

x =x(u;v)
y= y(u;v)

xll y "

\4 v

~ anin
Agar ¥ silliq egri chiziq bo‘lsa, A(f) vektor funksiyaning

# 0 bo‘Isin deb faraz qilib, { sistemani qaraymiz.

i i i bo‘ladi.
koordinatalari x(¢), y(t),2(f) differensiallanuvchi funksiyalar bo‘la
. . . 70 — . . u- =u(to)’
Birorta ' €(a;b) uchun x"=x(t"), y =y('), 2 =z("). va

V' =v(t) belgilashlar kiritib,
x=x(u;v)
y = y(u;v)
sistemani
x@ v )=x"
yu' v)=y"
boshlang’ich shartlar bilan qaraymiz. Teskari funksiya haqidagi teoremaga
0s

asosan shunday & > 0,& >0 sonlari va

135




Iz = {(x,y) dx* —x[< 8|y - y|< n‘}
sohada aniqlangan va differensiallanuvchi » = u(x,y). v=v(x,y) funksiya-
lar mavjud bo‘lib, ular
™ —u(ny)lce, x=x@x,p)vix ), 0" =u(x",y")
IV =vx)lee,  y =)y, =, )

munosabatlarni qanoatlantiradi.

Biz umumiylikni chegaralamasdan

Ils = {(u,v) Nu* —ulcg, v —vi< 8}

soha uchun I7 5 &G munosabat o‘rinli deb hisoblaymiz.

Endi 6,>0 sonini shunday tanlaymizki, |/* ¢ I8y bo‘lganda
[x* = x(0)[< 8, y* = 3(t) <6 munosabatlar bajarilsin.  7:(x,y,z) = (x, )
qoida bilan aniqlangan 7z : R? — g2 proeksiya yordamida | ¢#* —t|< &, uchun

(@, »(0)) = 7lx(e ), 3(2),2(1))
tenglikni hisobga olib,
() = u(x(1), y(¢))
v(6) =v(x(1), t))

differensiallanuvchi funksiyalarni  aniglaymiz.  Bu funksiyalar
ut™) =", v(t")=v* va A(t) = F(u(t),(r)) tengliklarni qanoatlantiradi va ¢
nuqta afrofida aniqlangan funksiyalar bo‘ladi. Bu nuqta ixtiyoriy
tanlangani uchun u(z), () funksiyalar (a,6) oraligning har bir nuqtasida

differensiallanuvchidir.
Agar y regulyar egri chiziq bo‘lsa, u holda
BW)=F -u+F v
tenglikdan ularning bir vaqtda nolga teng bo‘lmasligi kelib chiqadi.
Shunday qilib, y egri chizigni
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{u =u(t)

v=v(f)

tenglamalar bilan berish mumkin. Bu tenglamalar y chizigning ichki
koordinatalardagi tenglamalari deb ataladi.

Berilgan & sirtda wu=t,v=v,=const Vva u=u0=cot1.s‘t, .v=t

tenglamalar bilan aniqlanuvchi egri chiziglar koordinata chiziglari deb

i i i ishda 7, va r,
ataladi. Koordinata chiziglarining urinma vektorlari mos ravis A v

vektorlardir (4-chizma).

Chizma-4

a j j tuvchi egri chizigning p
Ta’rif-1. Berilgan a vektor sirt ustida yo

g
g (4 b » g

deb ataladi. o |
Teorema-3. Regulyar sirtning berilgan nuqtadagi urinma vektorlari

to ‘plami ikki o ‘Ichamli chizigli fazodir. - -
Isbot. © - regulyar 5irt p - unga tegishli nuqta va a-birorta uri
sbot. & - ,

vektor bo‘lsin.
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Agar o sirt (1) tenglama yordamida regulyar parametrlangan, a
vektor u =u(r), v = v(r) tenglamalar yordamida aniqlangan egri chizigning p
nuqtadagi urinma vektori bo‘lsa,

a=r,-u+r v,
tenglik o‘rinli bo‘ladi. Demak, ixtiyoriy urinma vektorni F,,7, -vektorlar
yordamida chiziqli ifodalash mumkin.

Bundan kelib chiqadiki, urinma vektorlar to‘plamida, 7,7, vektorlar
bazisni tashkil qiladi.

Ta’rif-2. Berilgan o sirtning pugv,) hugtasidan o‘tuvchi va
n(Uovo), 1,(Uo;vy) vektorlarga parallel tekislik p nugtadagi urinma
tekislik deb ataladi.

Urinma tekislik ta’rifida sirtning parametrlanish usuliga bog’liq 7, va
%, vektorlar qatnashishiga qaramasdan urinma tekislik tushunchasi sirtning
parametrlanish usuliga bog’liq emasligini quyidagi teorema ko*rsatadi:

Teorema-4: Bizga sirtning p(uy;ve) nugtadan o‘tuvchi IT tekislik
berilgan bo'lib, q- sirtning p ga yaqin nugtalaridan biri, d - p va q
nuqtalar orasidagi masofa, h- q nuqtadan II tekislikgacha bo ‘igan

masofa bolsin. Shunda IT tekislik p nugtadagi urinma tekislik bo lishi
uchun,

lim£=0 (*)

g-pd
tenglikning bajarilishi zarur va yetarlidir.
Isbot: Biz 17 tekislikning birlik normal vektorini 7 bilan
belgilaylik. Agar o sirt p nuqtada F7=F(s,v) tenglama bilan

parametrlangan bo‘lsa, ¢ va p nugqtalar orasidagi masofa uchun
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d =|F(ug + Att,vg + Av) = F (g, Vo )

h uchun esa
h= |(r"' (g + Autyvo + Av) = F (g, v )s ﬁ]

formula o‘rinli bo‘ladi. Shunda,
® im | (AF,7) |
hm; B - |F (o + Bu,v0 +Av)— (o, v0 )

q-p Au=0 d Au—>0
Av—0 av—0

bo‘ladi. Bu yerda, AF=7(up+AuVo +AV)—F (g, Vo), to+du, L +AV—4

nuqtaga mos keluvchi argumentlardir.

Zarurlik: /7 urinma tekislik bo‘lsin.Ta’rifga ko‘ra, IT -tekislik 7,7,

[“’ v tenglik o¢rinlidir.

vektorlarga parallel bo‘lgani uchun, 7= ‘[ F
ll’ \4

Teylor formulasidan foydalanib, &F =7, (ug;vo) - Au+7, (g3 Vo) AV F g

tenglikni yozib va lim &= =0 tenglikni hisobga olsak, lgl—rfll’ % _ o munosabat

Au-»0
Av—0

kelib chiqadi.
Yetarlilik: B
holda tenglikda Au=

erilgan 17 tekislik uchun tenglik o ‘rinli bo‘lsin. U

0 va Av=0 hollar uchun (7;7)=0 va (7;mM=0

tengliklarni hosil gilamiz. Demak, I7tekislik urinma tekislikdir.

Chizma-5
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§ 3. Sirtning birinchi kvadratik formasi
Bizga uch o‘Ichamli R® evklid fazosida regulyar @ sirt berilgan
bo'lsa, & sirtga urinma Tp® fazoga tegishli ikkita a,5 vektorlar uchun
ulaming skalyar ko‘paytmasini 1(a,5) bilan belgilaymiz. Bu skalyar
ko*paytma yordamida o sirtning birinchi kvadratik formasini aniqlaymiz.

Urinma fazoda 7, va 7, vektorlar bazisni tashkil qilganligi uchun

d=aF, +a;r, b=bF7 +b,7,
tengliklarni yozib,
1@.6) = a b7 +(ap, +ab,)- (7 ,F) +a,b,F’,
ifodani hosil gilamiz. Demak, 1(d,b) ifodani hisoblash uchun, a5
vektorlaming 7, , 7 bazisdagi koordinatalarini va E=7%, F=(7,7) va
G=F funksiyalarni bilishimiz yetarli.
Birinchi kvadratik formani
1(@,a)=a-E+2a,a,-F+Ga’

f<0 rinishda aniqlaymiz. Birinchi kvadratik forma yordamida quyidagi
ishlarni bajarish mumkin:

L. Sirt ustida chiziglar wzunligini hisoblash.
Bizga o sirtning (1,G) parametrlash usuli
r=r(u,v)
tenglama yordamida berilib, sirtda u =u(f), v =v(¢). tenglamalar bilan
chiziq berilgan bo‘lsin, y uchun parametrlarning # va £, (4 <t,)
qiymatlariga mos keluvchi yoy uzunligini hisoblaylik.

Bilamizki, bu yoy uzunligi R® fazoda

1) = fl5' e
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formula bilan hisoblanadi.
Bu yerda A(f)=Fu(),v(1)) va p'(¢)=Fu'+7v' ekanligini hisobga

olsak,

1(}’)|:.x =jJE-u" +2F - u'v' +G-v'dt

formulani hosil gilamiz.

2. Sirt usﬁda yotuvchi chiziglar orasidagi burchak.
Berilgan O sirtda p=p5(t) va p,=5(s) tenglamalar bilan regulyar
chiziglar berilgan bo‘lsin. Agar bu chiziglar kesishsa (ya'ni A(t,) = A,(s.)
tenglikni qanoatlantiruvchi 4, s, lar mavjud bo‘lsa), 5'(t,), Ai(s,) vektorlar
orasidagi burchakni shu nuqtadagi egri chiziqlar orasidagi burchak deb
ataymiz: Bu burchakning qiymati ¢ bo‘lsa,

RELAYAD)
OO = 5 1B,

tenglik o‘rinlidir. Bu yerda,
/-5'('0) = ’-:,u,(to) +’-';v'(t0)’

Pi(s,) =Fi(s,) +7vi(s0)

tengliklarni hisobga olsak,

_ Eu'(t,)u;(s,) + F' '@,V (5,)+v'C Yutl(s,)) + GV' (8, i (s,)
o= J E@'(1,))! +2Fu'(t, V' (1) + G('(t,)) - in—(u; (s,)) +2Fu(s, W, (s,)+ G, (5,))

2

munosabatni hosil qilamiz,
§4. Sirtlarni silliq akslantirish

Bizga @ regulyar sirt va g:®@ —> R akslantirish berilgan, p

sirtning birorta nuqtasi bo‘lsin.
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Ta’rif-1: & sirtning p nuqta atrofida ixtiyoriy sillig parametrlush
usuli uchun g-f:G-Rr" sillig akslantirish bo‘lsu, g akslantirish p
nuqtada silliq akslantirish deyiladi. Agar (f.G) parametrlash usuli
F=F(u,v) tenglama bilan berilgan bo'lsa, g-f akslantirish g
akslantirishning egri chizigli (u,v) koordinatalardagi ifodasi deyiladi.

Izoh: Ta’rifga ko‘ra g silliq akslantirish bo‘lishi uchun sirtning p
nuqta atrofidagi ixtiyoriy (f,G)parametrlash usuli uchun, g-f:G—>R"
akslantirish differensiallanuvchi bo‘lishi kerak. Bu yerda G-(u,v)-

tekislikdagi elementar soha bo‘lganligi uchun g- f akslantirish mta

» =g w,v)
Y2 =g2(u,v)
ym = gm(ua v)

funksiyalar yordamida beriladi. Berilgan g akslantirish silliq bo‘lishi
uchun bu funksiyalar differensiallanuvchi bo‘lishi kerak. Lekin quyidagi
t 14 g o aqqe
eorema ko‘rsatadiki, g silliq akslantirish bo‘lishi uchun birorta regulyar
’G . . .
(/,G) parametrlash usuli uchun g-s ning differensiallanuvchi bo‘lishi
yetarlidir.
T - . S "
eorema-S: Berilgan g:® —> R" akslantirish p nugtada silliq
akslantirish bo ‘lishi uchun ® sirtning p nugta atrofidagi birorta regulyar
(,.G) parametrlash usuli wuchun g-f,:G,—>R" akslantirishning
differensiallanuvchi bo ‘lishi zarur va yetarlidir.
Isboti: Tabiiyki, bu yerda fagat yetarlilik qismini isbotlash lozimdir.
Demak, biz ixtiyoriy silliq parametrlash usuli (f,G) uchun g.-f:G—>R"
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akslantirishning differensiallanuvchi ekanligini ko‘rsatishimiz kerak. p
nuqtaning (/,,G\) parametrlash usulidagi koordinatalari (,,5,), ( f,G)—
parametrlash usulidagi koordinatalari (u,,v,) va W=f(G)nN £.(G,) bo‘lsin.
Shunda U = f~'(#) to‘plam (4,,v,) nuqtaning atrofi bo‘ladi va bu atrofda
g =@ )N tenglik o‘rinli. Teorema shartiga ko‘ra, g-/i-

differensiallanuvchi akslantirishdir. Shuning uchun, biz fr-f:U—>G,

akslantirishning differensiallanuvchi ekanligini ko‘rsatishimiz kerak.

Regulyar parametrlash usuli (/,.G)) differensiallanuvchi
x = x(w,s)

y=y(w,s)
z = z(W,5)

Y. ) =2 tenglik o*rinlidir.

funksiyalar yordamida beriladi va rang(;' )

Faraz gilaylik, l"" %|.0 bo'lsin. Teskari funksiya baqidagi
x E]

s

teoremani
x=x(,8), X =X(Wos5)
y=y(W,5)h Yo = Y(Wy5,)-
sistemaga qo‘llaymiz. Shunda silliq w=wxy), = s(x,y) funksiyalar
mavjud bo‘lib,
x=x(W(x,Y), 5% Wo = WX, )
y=yw(xY),5@®Y o= §(Xgs Yo)r
‘]adi. Uchinchi koordinatamiz

tengliklar o‘rinli bo
y larning funksiyasi bo‘ladi.

2= 2(wx, y) s M) = ¥(6Y) %

Demak, p nuqta atrofida, (x,y) lar ichki koordinatalar bo‘lib, sirt

z=o(x,y) funksiya grafigidan iborat bo‘ladi. Shunda 7:(6p,2) > (%))
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Ta’rif-1: @ sirming p nuqla atrofida ixtiyoriy silliq parametrlash
usuli uchun g.r.G - g~ silliq akslantirish bo'lsa, g akslantirish p
nugtada  silliq akslantirish deyiladi. Agar (f.G) parametrlash usuli
F=F(u,v) tenglama bilan berilgan bo'lsa, g-f akslantirish g
akslantirishning egri chizigli (u,v) koordinatalardagi ifodasi deyiladi.

Izoh: Ta'rifga ko‘ra ¢ silliq akslantirish bo‘lishi uchun sirtning p
nuqta atrofidagi ixtiyoriy (7,G)parametrlash usuli uchun, g-f/:G—>R"
akslantirish differensiallanuvchi bo‘lishi kerak. Bu yerda G-(u,v)-

tekislikdagi elementar soha bo‘lganligi uchun g- 1 akslantirish mta

yl =gl(u?v)
yz =g2(u’v)
y’" =g,"(u,V)

funksiyalar yordamida beriladi. Berilgan g akslantirish silliq bo‘lishi
uchun bu funksiyalar differensiallanuvchi bo‘lishi kerak. Lekin quyidagi
teorema ko‘rsatadiki, g silliq akslantirish bo‘lishi uchun birorta regulyar
(/.G) parametrlash usuli uchun g.f ning differensiallanuvchi bo‘lishi

yetarlidir.

Teorema-5; Berilgah‘i‘ g:DP—>R" akslantirish p nugtada silliq
akslantirish bo ‘lishi uchun @ sirtning p nugqta atrofidagi birorta regulyar
(.G) parametrlash  ysuli uchun g- f,:G, = R" akslantirishning
differensiallanuvchi bo lishi zarur va yetarlidir.

Isboti: Tabiiyki, bu yerda faqat yetarlilik qismini isbotlash lozimdir.

Demak, biz ixtiyoriy silliq parametrlash usuli (,G) uchun gf:1G—R"
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akslantirishning differensiallanuvchi ekanligini ko‘rsatishimiz kerak. p
nugtaning (f,,G,) parametrlash usulidagi koordinatalari (w,,s,), (f.G)-
parametrlash usulidagi koordinatalari (4,,v,) va W =f(G)n£(G) bo‘Isin.
Shunda U = f~'(#) to‘plam (u,,v,) nuqtaning atrofi bo‘ladi va bu atrofda
g f=(g-f)-(f"f) tenglik o‘rinli. Teorema shartiga ko‘ra, g-f,—
differensiallanuvchi akslantirishdir. Shuning uchun, biz f”-f:U—G,
akslantirishning differensiallanuvchi ekanligini ko‘rsatishimiz kerak.

Regulyar parametrlash usuli (£;,G,) differensiallanuvchi
x=x(w,s)

y=y(w,s)
z = z(w,s)

x z, o et 4t
funksiyalar yordamida beriladi va rang(x" P ) ): 2 tenglik o‘rinlidir.

3 3 s

Faraz qilaylik, 20 bo‘lsin. Teskari funksiya haqidagi

X, Vu
s yl
teoremani
x=x(W,S8), X, = x(W,5S,)
y= y(w’s)’ Yo = y(wo’so)°
sistemaga qo‘llaymiz. Shunda silliq w=w(x y), s=s(xy) funksiyalar
mavjud bo‘lib,
x = x(w(x, ), 5(x ), Wo = W(X,» ¥,)
y=y(wxy),sx)) S = 5(X55Y0)-

tengliklar o‘rinli bo‘ladi. Uchinchi koordinatamiz

2= 2(9(x, ), 5(x,»)) = 7(x,y) %, larning funksiyasi bo‘ladi.

Demak, p nuqta atrofida, (x, y) lar ichki koordinatalar bo‘lib, sirt

z=¢(x,y) funksiya grafigidan iborat bo‘ladi. Shunda 7:(x, ¥,2)=> (%))
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proeksiya va w= w(x,y), s=s(x.r) funksiyalar yordamida berilgan
? 160) > (w,s) akslantirish differensiallanuvchi bo‘lganligi uchun
f,"(x,y,z):}”}r(x, ¥.z)  akslantirish differensiallanuvchidir. Demak
/7 ° f ham differensiallanuvchidir.

Bizga @,,0, sirtlar va &:®, — R’ akslantirish berilib, gP)=9,
bo‘lsa, g: &, — D, akslantirish berilgan deyiladi.

Tabiiyki, 8:P, >R differensiallanuvchi bo‘lsa, g£:D >,
differensiallanuvchj deyiladi. Agar , differensiallanuvchi bolsa, P,
sirtdagi silliq egri chizigning obrazi P, sirtda silliq egri chiziq bo‘ladi.

Ta’rif-2: o, sirtdagi ixtiyoriy y egri chizigning p nugtadagi urinma
vektorini  g(y) egri chizigning g(p) nugtadagi urinma vektoriga
o ‘thkazuvchi .9, >7T,,®, akslantirish g akslantirishning p nugqtadagi
differensiali deb atalad; va dg(P) ko ‘rinishda belgilanadi.

Bizga go:.p* _ g3 differensiallanuvchi akslantirish berilgan va
P, = 8(®,) bo‘lsa, dg(p) akslantirishning p nuqtadagi Yakobi matritsasi
bilan ustma-ust tushishini ko‘rsataylik.

D, sirt p nuqta atrofida

F=F(u,v) ¢))
tenglama bilap berilgan va @, sirt g( p) nuqta atrofida
P =p(u,v) )
tenglama bilan berilgan bo‘Isa, A(u,v)—vektor g(x(u,v), y(u,v).z(u,v)) —

nuqtaning radius vektoridir. Endi p(u,,v,) —nuqtadan o‘tuvchi regri
chiziq ichki koordinatalarda
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{u = u(t) )

v=v(t)
tenglamalar bilan berilgan va u, = u(t,), v, =v({,), bo‘lsa, y chizigning
p nuqtadagi urinma vektori a =ru'(¢,) +7.V'(¢,) vektordir.
P, sirtda g(y) egri chizigning g(p)nugtada urinma vektori
b=pu(t)+PV ) (4)
vektordir.
Agar g(x,y,2)={g'(%,,2),8°(%,,2),8°(x,,2)} va X, =X(t;,%,),

Yo = WUy, V,) z, =z(u,,v,) bo'lsa, b=I(g)(x,,y,2)a tenglik
0 ’ ]

o‘rinlidir.
Bu yerda,

g,',(xo,yo,:n) g:(xosyo’:o) g:(xmyu’zo)

- 3 z
1(8)(%45 Y05 2,) = g;(xo’yo’za) g;(xo’yo’-"o) g:(xo’yo”o;
81X YosZ0)  81(XasVesZe) 8:(XosYorZo

g akslantirishning p nuqtadagi yakobi matritsasidir.

Teorema-6. dg(p) chizigli akslantirishdir.

Isboti. (4) formuladan ko‘rinib turibdiki, agar & vektor I,&, fazoda
T @, fazoda xuddi shu

a,,a, koordinatalarga ega bo‘lsa, 5 vektor ham Iy,

koordinatalarga  ega.  Koordinatalarning  chizigliligidan  dg(p)

akslantirishning chizigli ekanligi kelib chigadi.

§5. Izometrik akslantirshlar |
Ta’rif-1. Regulyar @, va @, sirtlar uchun g:®, —®, silliq o'zaro

i hun
bir qiymatli akslantirish berilgan bo'lib, har qanday p e ®, nuqta uc.

145



dg(p):T,®, > T

4

w®: akslantirish skalyar ko‘paytmani saglasa (ya'ni
chizigli izometrik akslantirish bo Isa), g izometrik akslantirish deyiladi.
Demak, g izometrik akslantirish bo‘lsa, ixtiyoriy pe®d, nuqta va

ixtiyoriy 4,5 e T @, vektorlar uchun

1(@,b) =1,(dg(p)(@), dg(p)(5))
tenglik o‘rinli bo‘ladi. bu yerda I, va I, mos ravishda @, va &, sirtlarning
1-kvadratik formalaridir.

Izometrik akslantirishlar haqida quyidagi teoremalarni isbotlaymiz.

Teorema-7. Izometrik akslantirish diffeomorfizmdir.

Isbot. Silliq g:® —®, akslantirish uchun teskari akslantirish
g0, >, mavjud va differentsiallanuvchi bo‘lsa, g diffeomorfizm
deyiladi. Demak izometrik g:®, —>®, akslantirishning diffeomorfizm
ekanligini ko‘rsatish uchun g ning mavjud va differentsiallanuvchi
ekanligini ko‘rsatish kerak.

Faraz qilaylik, &, sirt (f;,G,) parametrlash usuli bilan, @, sirt (£,,G,)
parametrlash usuli bilan berilgan bo‘lsin. g:®, — @, differentsiallanuvchi
g f:G >R

akslantirish ~ bo‘lganligi uchun, ta’rifga  ko‘ra

differentsiallanuvchidir. Biz g’ f.:G,»>R akslantirishning
differentsiallanuvchi ekanligini ko‘rsatishimiz kerak. Akslantirish g
izometrik bo‘lganligi uchun uning differentsiali dg chiziqli erkli
vektorlarni chiziqli erkli vektorlarga o‘tkazadi. Hagigatan ham, &, sirtning

ce . L I1(B.aX
p nuqtasidagi 5 va g urinma vektorlari chiziqli erkli bo‘lsa, ~ [5Gl # 1

bo‘ladi. Lekin
1,(dg(p).dg(@) =1,(p,3), | PI= dg(P)|, 13- dg(@|
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bo‘lganligi uchun

| 1,(de(P), dg@) |
|dg(B) 5@

kelib chiqadi.
Bu esa dg(p),dg(§) vektorlarning chizigli erkli ekanligiga teng

p=df@,g=d(k) bo'lsa, dg(p)=d(g- /)@,
dg(7)=d(g- £)(6) bo‘ladi. Shuning uchun g-f, akslantirishning rangi

kuchlidir. Agar

ikkiga tengdir, chunki g-f, akslantirishning rangi ikkidan kichik bo‘lsa,
d(g- £,)(@),d(g- f,)}(b) vektorlar chiziqli bog’lanishli bo‘ladi.

Shunday qilib, G, sohaning ixtiyoriy nuqtasida g-f, akslantirish
rangi ikkiga teng bo‘ladi. Agar f=g- f, akslantirish

x=g'(u,v)
y=gz(u’v) (1)
z=g"(u,v)

funktsiyalar yordamida berilgan bo‘lsa, G, ning har bir nuqtasida
1 2.3
rang(g'l‘ g: g;, ) =2
8.8, 8
tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Demak, (1) tenglamalar &, sirtning regulyar (f,G,) parametrlash

usulini aniqlaydi.

Teskari funksiya haqidagi teoremaga asosan ([2]ga qarang) (gf)"
mavjud. Demak, g™ =7 -(g)" ham mavjud va g ning differentsial-
lanuvchi ekanligi g™ f(u,v) = f;(u,v) tenglikdan kelib chigadi.

Berilgan silliq g:®, —®, akslantirish izometriya bo‘lishini

tekshirish uchun quyidagi teoremalardan foydalaniladi.
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Teorema-8. Silliq g:®, » @, akslantirish izometriya bo ‘lishi uchun

bu akslantirishda ixtiyoriy chiziglar yoyi uzunligi saglanishi zarur va
yetarlidir.

Isbot. Izometrik akslantirish g:®, >, va & da yotuvchi y egri

chizi 5=5(:) tenglama yordamida berilgan bo‘lsin. Shunda bu chizig

yoyi uzunligi f| A'(0ldr formula bilan hisoblanadi. Agar g(») chizigning

urinma vektori 7'(r) bo‘lsa, g izometrik bo‘lganligi uchun |7'(t) 5 5'(")|

tenglik o‘rinli. Demak,
[13' 0 dr= 1) dr.

Aksincha, silliq g:®, - @, akslantirish berilgan bo‘lib, u ixtiyoriy
chiziq yoyi uzunligini saqlasin. Ixtiyoriy pe® nuqtava de T,®, vektorni
qaraylik. Ixtiyoriy urinma vektor birorta egri chizigning p nuqtasidagi
urinma vektori bo‘lganligi uchun, shunday silliq y egri chiziq mavjudki,
uning p nuqtadagi urinma vektori & ga teng. Faraz qilaylik, y chiziq
A= p(t) tenglama bilan berilgan va 5'(s,)=a bo‘lsin. Teorema shartiga

ko‘ra
f15G) ds=]17w ar, @

buyerda 7'(¢) g(») egri chizigning urinma vektori.

Biz (2) tenglikning ikkala tomoni ¢+ bo‘yicha differensiallaymiz va
156)H 7()1 tenglikni hosil qilamiz. Demak differensial dg(p) ixtiyoriy a
vektorning uzunligini saqlaydi, ya’ni |a|d dg(p)@)|. Endi ixtiyoriy ab

vektorlar uchun
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1(@,b) =11 +b,d+b)~L1 (a,@)- 1 (d.b) =41,(dg(p)(@+b).dg(p)@+b))-
~11,(dg(p)(@).dg(p)(@)) -+ 1,(dg( p)b).dg(p)b)) = 1, (dg(p)(@),dg(p)(®))
ni hosil gilamiz. Demak, dg(p) skalyar ko‘paytmani saqlaydi.
Teorema-9. Silliq g:®, — @, akslantirish izometriya bo ‘lishi uchun
®, ga tegishli ixtiyoriy p nuqtaning atrofi uchun @, ning shunday (f,G)
parametrlash usuli mavjud bo‘lib, & va &, sirtlarning (f,G) va (g-f.G)
parametrlash  usullari uchun hisoblangan 1-kvadratik  formalari
koeffitsientlarining mos ravishda teng bo ‘lishi zarur va yetarlidir.
Isbot. Akslantirish g:®, — @, izometriya, pe®, va p ning atrofida
@, sirtning (f,G) parametrlash usuli
F =F(u,v)
tenglama yordamida berilgan bo‘lsin. Birinchi teoremaga ko‘ra g -
diffeomorfizm, va (g- f,G) - @, sirtning parametrlash usuli bo‘ladi. Faraz
qilaylik, ®, ning bu parametrlash usuli
p=pu,v)
tenglama bilan berilsin. Shunda
p, =dg(p)t,).p, =dg(P)F,)
tengliklardan g izometriya bo‘lganligi uchun
E =1,G..7)=5(p..A.)=E,
F=1G.F)=5..A)=F
G =1,t.7)=1,(5,P)=C;
tengliklar kelib chiqadi. Endi, aksincha p nuqta atrofidan &, sirtning
(f.G) parametrlash usuli va @, sirtning g(P) nuqta atrofidagi (g-/ ,G)

parametrlash usullari uchun
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E' (ll,V) = Ez (us v),
F@u,v)=F,(u,v),
G, (u,v) =G, (u,v)

tengliklar o‘rinli bo‘Isin.
Shunda, dg(p)(F )= A, dg(p)(7,) = p, tengliklarni hisobga olib,

]l(’:;”—.::) = E](usv) = Ez(uav) = Iz(ﬁ,, ,ﬁ,)a
Il(Fu’Fv) = F;(u’v) = F;(u,V) = 11(;5,, 9ﬁy)’
I,(i‘;,;‘:,) =G,(ll,V) =Gz(u’v) = Iz(ﬁv ’ﬁv)

tengliklarni hosil qilamiz.

Demak, dg(p) akslantirish 7,7, vektorlarning skalyar ko‘paytma-
larini saqlaydi.

Differentsial dg(p) chizigli akslantirish ekanligidan va skalyar
ko‘paytmaning bichizigliligidan dg(p) ning skalyar ko‘paytmani saqlashi
kelib chiqadi.

§ 6. Sirtning ikkinchi kvadratik formasi

& sirtning 2-kvadratik formasi ham T,® ga tegishli vektorlar jufti
uchun aniglangan bichiziqli (ya’ni har bir argumenti bo‘yicha chizigli)
funktsiya yordamida aniqlanadi. @ sirtning p nuqtasidagi birlik normal
vektorini 7 bilan belgilaylik. Ikkinchi kvadratik formani II bilan belgilab,
uni de7,® uchun (@,@) ni berish yordamida aniqlaymiz.

Agar p nugta atrofida & sirtni parametrlash usuli 7 =F(u,v)
tenglama bilan aniglanib, & sirtda p nuq‘tadan o‘tuvchi y egri chiziq
p=p() tenglama bilan berilgan va pF'(¢,)=a bo‘lsin. Yugqorida
ko‘rsatilganidek, u=u(r) v=v(r) differensiallanuvchi funksiyalar mavjud

bo‘lib 5(f) =F(u(t),w()) tenglik bajariladi. Ikkinchi kvadratik formaning
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{a,a} jufilik uchun qiymatini //(a.a) = (2"(t,),7) formula bilan aniglaymiz.
Endi 5'(0,) = 7 (4,9, )u'(1,) + 7 (2, v, W',
Bt =r ('(t,) +FuV +Fu" +F uVv +F, (V') +F (v)"

tengliklarni hisobga olib,

- - - _. di - _dudv _ . d
I(@,a)= (¥ (u,, v, ),n)(;l;)z +2(F, (u,,v,),7) dlt‘ u: +(7, (14,,v.), n)(j:’)z

formulani hosil gilamiz.

Endi

L=@F,,n),M=(#,,n),N=(F,,7)
belgilashlarni kiritib, ikkinchi kvadratik formaga mos keluvchi bichizigli
funksiyani
11(@,b) = La'b' + M(a'b* +a’b')+ Na'b’

formula yordamida aniqlaymiz. Bu yerda @=7a' +7a*, b=Fb'+Fb’.

Birinchi va ikkinchi kvadratik formalar koeffitsientlaridan tuzilgan

(E(p) F(p)) B=( L(p) M(p))
F(p) G(p)/)

M(p) N(p)
matritsalarni kiritamiz. Biz bilamizki, det4 >0 bo‘lganligi uchun teskari
A™ matritsa mavjud. 4B matritsa uchun quyidagi teorema o‘rinlidir.
Teorema-10. 4B matritsaning xos sonlari haqiqiy bo ‘lib, ular har
xil bo ‘lganda ularga mos keluvchi xos vektorlar o zaro perpendikulyardir.
Isbott A7'B matritsaning xos sonlarini topish uchun
det| A'B—AE|=0 tenglamani echish kerak. Bu tenglama det| B—14|=0
tenglamaga teng kuchlidir. O sirtga tegishli ¢ nugqtani fiksirlasak 4, B
sonli matritsalar bo‘ladi. 4 simmetrik bo‘lganligi uchun uni birorta

C:T,®—>T,& matritsa yordamida birlik matritsaga aylantirish mumkin.
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Bunda 4 matritsa c4c” matritsaga o‘tadi. Demak C4C™ =E yoki
A=C"(C"') buyerda C” transponirlangan matritsa. Shunda
det| B~ AE|=det| C"'B(C™)" - AC™(C™)" |=det| C*(B - AE)C™) |=
=detC™' det| B — AE | det(C™)"
bu yerda B=CBCT. Demak, det|B-A4|=0 tenglama det|B-AE|=0
tenglamaga teng kuchlidir. Lekin
B =(CBCTYy =CB'C" =CBC’,
ya’ni B simmetrik bo‘lganligi uchun uning xos sonlari hagiqiydir. Demak,
A”'B matritsaning xos sonlari haqiqiy, va ular har xil bo‘lganda xos
vektorlar o°zaro ortogonaldir'.

Agar 1,,4,- sonlar 4B matritsaning xos sonlari , €,,&,- vektorlar
X0s vektorlari bo‘lsa, 4, # 4, bo‘lganda 4, > 4, deb hisoblaymiz.

Ta’rif-1. A, # 4, bo‘lganda & va &, vektorlar aniglovchi to'g’ri
chiziglar p nuqtadagi bosh yo‘nalishlar deb atalad.

‘Normal egrilik va Men’e teoremasi

Biz & sirtni uning P nuqtasidan o‘tuvchi tekislik bilan kessak,
kesimda p nugtadan o*tuvchi silliq egri chiziq hosil bo‘ladi.

Bunday egri chiziqni tekis kesim deb ataymiz. Agar  tekis kesim
bo‘lsa, albatta uning buralishi nolga teng bo‘ladi. (nima uchun?)

Endi & sirtning P nugqta atrofidagi 7 =7(u,v) parametrlash usulini
qaraylik. Aniqlik uchun P ning ichki koordinatalari u, =u(t,),v, =v({t,)
bo‘lsin. Tekis kesim y tenglamasini tabiiy. parametr (ya’ni yoy uzunligi)
yordamida 5 =F(u(s),»(s)) ko‘rinishda yozib, uning uchun Frene

formulalarini yozaylik (buralish nolga tengligini hisobga olib)

! U.M.Tensthann. Jlcxigm o numciinoii anreGpe. M:, Hayxa, 1971.
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Bu yerda 7 = 5- birlik urinma vektor, # birlik bosh normal vektor, & esa
v chizig-ning P nuqtadagi egriligi. Shunda

| I[(F,7) = (7,7A) = (kV,n) = kcos@
ni hosil qilamiz. Bu yerda 6 -7 va v vektorlar orasidagi burchak. Endi »
ni 5= p(s) tenglama bilan aniqlasak (bu yerda ¢ -ixtiyoriy parametr), unda

t -ni s ning funksiyasi ekanligidan va
2
L, ads ::(ds)z . d2s
= s = — ] +
P'=p—nP =Pl /ody2

tengliklarni hisobga olib
(5,5 =(5"7) = (@)% (5,7) = (%) kcoso

ni hosil gilamiz.

Bundan
_Ip.p) _ I »,p) %))
kcosd = (£)2 1(5.7)
dt

tenglikni hosil qilamiz. Bu tenglikning o‘ng tomoni faqat p' vektorga
bog’ligligi ko‘rinib turibdi. Agar  dan boshqa tekis kesim 7' ni olsak, va

ular umumiy urinmaga ega (ya’ni bir xil yo‘nalishga ega bo‘lsa), ular

uchun (1) tenglikning o‘ng tomoni bir xildir. Bu formulani teorema

shaklida yozamiz.
Teorema-11 (Men’e). & sirtning P nuqtasidagi ixtiyoriy 4 urinma

vektor va P nuqtadagi urinma vektori @ ga teng bo‘lgan tekis kesim uchun

(1) formula o‘rinlidir.
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Endi IT kesuvchi tekislik normal 7 vektorga parallel bo‘lsin. Bu
holda tekis kesim urinmasiga 7 vektor perpendikulyar bo‘ladi. Demak
cosd = +1 va (1) tenglik

ko‘rinishga keladi.
Bu holda tekis kesimni normal kesim deb ataymiz.

11(3,a)
1(a, @)

Ta’rif-2. Bu yerda hosil bo’lgan soni @ sirtning p

nuqtadagi 4 yo‘nalish bo‘yicha normal egriligi deyiladi va ,(a) bilan
belgilanadi.

Shunday qilib, sirtning & yo‘nalish bo‘yicha normal egriligi a vektor
aniglovchi normal kesimning egriligiga absolyut qiymati bo‘yicha teng,
ishorasi farq qilishi mumkin.

Teorema-12. 43 matritsaning xos &, va &, vektorlar yo ‘nalishlari
bo yicha normal egrilikiar mos ravishda shu matritsaning xos sonlariga
teng bo ‘ladi.

Isbot.

k” (Ei) = II(fl ’fl)
I(C‘ 2 el )
ni hisoblash uchun T, da ¢ va g xos vektorlardan iborat ortonormal

bazisni tanlasak,

A"B:[';‘ :) va  p= A(';' i) tengliklar o‘rinli bo‘ladi.

I(z,,2,) ning skalyar ko‘paytma ekanligini hisobga olsak,
1¢,e)=1+0°,1E,,,)=0"+1’

kelib chigadi. Demak, bu bazisda
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10 40
A=(0 l)vaB_[O %J.

- - = .02 2
=”(él’el)=j1.]2+;tz.oz=ﬂ|,k,,(ég)=”(?,f2)=ﬂi 0 ;L/lz s
I(EI’EI) 1 1(32:82)

Demak,

k” (é.l )

tengliklar kelib chigadi.

Ta’rif-3. Sirt nugtasida 4B matritsaning xos vektorlari aniglovchi
yo ‘nalishlar bosh yo ‘nalishlar, bosh yo ‘nalishlarga mos keluvchi normal
egriliklar bosh egriliklar deb ataladi.

Endi 7, -urinma fazoda bazis sifatida birlik xos ¢, va ¢, vektorlarni
olib, ixtiyoriy @ vektor uchun ¢ bilan a va g orasidagi burchakni
belgilaylik.

Teorema-13 (Eyler). Ixtiyoriy GeT,® urinma vektor uchun

k (@) =k, cos’ p+k,sin’ @
tenglik o ‘rinlidir. Bu yerda k,.k,-bosh egriliklar bo'lib, aniglik uchun
k, 2 k, deb hisoblaymiz.

Isbot. Urinma vektorni & = a,&, + a,&, ko‘rinishda yozib k,(a@) ni
hisoblaymiz:
1@3a) _Aa + A48 =/Il—a;7+ﬂz—£z-=l, cos’ 9+ A, cos’ & =
I@G,a) a’+a; lal |al
=k, cos® p+k, sin’ @.

Natija. Bosh egriliklar normal egrilikning ekstremal giymatlaridir.
urinma fazoda & va gortonormal bazislarni

k(@)=

Haqgiqatan ham,
tanlasak, @ yo‘nalish aniqlovchi ,(@) normal egrilikni ¢ ning funksiyasi

.2 . _ =
sifatida qaraymiz: k, (@) =/, cos’ @+k,sin’ ¢. Ravshanki ¢=0da a=e, va
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k,0) =k, (a)=k, ¢ =% da G=¢, va k"(%) =k (a)=k,. Ixtiyoriy ¢ uchun
yuqoridagi formulani

k=(k —k,)cos’ p+k,
ko‘rinishda yozib,

(@)= 2(k, ~k,)cospsinp = (k, —k,)sin 2
ni hosil gilamiz. sin2¢p=0 tenglamani yechib =0 va ¢ =% ni topamiz.

Demak, k va k,, k,(p) funksiyasining ekstremal giymatlaridir. &
§ 7. D’yupen indikatrisasi. Sirt egriliklari

Regulyar & sirtning p nugqtasini fiksirlab, ixtiyoriy urinma & vektor
bo‘yicha ,(@) normal egrilikni hisoblab, urinma tekislikda yo‘nalish
bo‘yicha boshi p nuqtada joylashgan uzunligi ﬁga teng bo‘lgan kesma
olib, bu kesmalar uchlarining geometrik o*rnini D’yupen indikatrisasi deb
ataymiz,

D’yupen indikatrisasi ikkinchi tartibli chiziq ekanini isbotlash uchun
® sirtning F=F(u,v) tenglama bilan aniqlangan parametrlash usulini
tanlab p(u,,v,) nuqtadan o‘tuvchi urinma tekislikda F (g V), (4y,v,)

vektorlarni bazis sifatida olib, affin koordinatalar sistemasini kiritamiz.

Ixtiyoriy @ yo‘nalish bo‘yicha boshi p nugtada va uzunligi ga

1
1£.@)]

teng bo‘lgan kesma oxirini m(x,y) bilan belgilasak

Pm=Fx+Fy= rxX+FYy
PRty = T @lirs+ryl

tenglikni hosil qilamiz. Bu tenglikning ikkala tomonini kvadratga oshirib,
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1
2 ) 2 =
E(u,,v,)x* +2F(u,,v,)xy + Gy 5@
tenglamani hosil gilamiz. Bu yerda
o L(uy,vy)x* +2M(uy,v, )2y + N(uy, o)y’
kﬂ(a) = E(uo » Vo )-xz + ZF(IIO,VO )x}’"‘ G(uo s vo)yl

tenglikni hisobga olsak,
| L(u,,v,)x" +2M (uy, v, )%y + N(uy,v,)y’ =1
tenglamani hosil qilamiz. Demak, D’yupen indikatrisasi ikkinchi tartibl.i
chiziqdir. Biz analitik geometriya kursida ikkinchi tartibli chiziglarni
o‘rgangan edik. Shuning uchun ayta olamizki, agar
a) LN —-M?* >0 bo‘lsa, D’yupen indikatrisasi ellips bo‘ladi.
b) LN - M* <0 bo‘lsa D’yupen indikatrisasi giperbola bo‘ladi.

V) LN —M* =0 bo‘lsa D’yupen indikatrisasi 2 ta parallel to‘g’ri chiziq
bo‘ladi.
ili ‘Isa H=———k'+kz
® sirtning p nuqtasidagi bosh egriliklar k., bo‘lsa, 5

irtni iof to‘li
va K =k, -k, ifodalar mos ravishda & sirtning p nuqtadagi o‘rta va to'liq

(yoki Gauss) egriliklari deb ataladi. Bosh egriliklar det| B—A4|=0

tenglamaning echimi ekanligini hisobga olsak

: 1 EN-2FM +GL
EG-F’ 2 EG

hi kvadratik forma musbat aniglangani

K=

formulalarni hosil gilamiz. Birinc . . e
uchun Gauss egriligining ishorasi LN _ M fodaning ishorasiga b(fg lig 1f'.
Agar p® nuqtada K>0 bo‘lsa, uni elliptik nuqta, K <0 bo‘lsa, giperbolik
‘Isa, p ni parabolik nugta deb ataymiz.

a k (a)=0 bo‘lsa, bunday yo‘nalishni

nugta, agar K =0 bo
Birorta & yo‘nalish bo‘yich

iz. a= iglovchi yo*nalish
asimptotik yo‘nalish deb ataymiz. a=1{xy} vektor aniqlovchi y
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asimptotik yo‘nalish bo‘lishi
ishi uchun Lx*+2 v ‘lishi
o +2Mxy+ Ny’ =0 bo‘lishi zarur va
Elliptik n i i
i uqtada asimptotik yo‘nalishlar yo'q giperbolik nuqtada
|m . 3 . . ’
s ptotik yo‘nalish mavjud, parabolik nuqtada bitta asimptotik
alis j i .
- mavjud va nihoyat yassilanish nuqtasida (ya'ni & =0,k
0° 3 s e
ganda) hamma yo‘nalishlar asimptotik yo‘nalishdir | |
F sirtda silli izi |
- 1q y chiziq u =u(r) ,v=v(r) tenglama bilan berilib uning
r nuqtasi i i asi ,
o .q asida urinma vektori asimptotik yo‘nalishni aniqlasa, bunda
asi . .. o e
o kmptottk chiziq deyiladi. Tabiiyki, sirtda to‘g’ri chiziq yots .
mptotik chizi Tad: sy o
e cblzlq bo‘ladi. Analitik geometriya kursidan bilamizki, bir
l 3 . . ,
maijdg perboloidning har bir nugqtasida ikkita asimptotik yo‘nalish
. - 3 - . a ls
- v asimptotik chiziq bo‘lishi uchun u() v(f) funksiyal
u® +2Mdudv+ Ndv® =0 diffe i ’ -
= rensial tenglamanin i i
R . g yechimlari bo‘lishi
anzaruiqlan " yetarlidir. F sirtda w=const va v=const tenglama bil
adigan chizi 'ni o
gan chiziglar (ya’ni koordinata chiziqlari) asimptotik chiziql
iglar

bo‘lishi
iuchun L =N =0 bo‘lishi zarur va yetarlidir.

Elliptik nuqta.Chizma-7

158

Giperbolik nuqta
Chizma-8

Parabolik nuqta
Chizma-9

§ 8. Yopishma paraboloid
a ikki marta differensiallanuvchi), p unga

p nugtada bo‘lgan va p nugtada @ bilan

irtlarning urinma

@ regulyar sirt (kamid

tegishli nuqta, F uchi
urinuvchi paraboloid bo‘lsin (ya'ni » nugtada ® va F s
tekisliklari ustma-ust tushadi). Endi ® sirtda p ga yaqin ¢ nuqta olib, ¢
dan F sirtgacha bo‘lgan masofani A bilan, ¢ va p pugtalar orasidagi

masofani d bilan belgilaylik.
Ta’rif-1. Sirtda q nuqta p nuqlaga intilganda 2”;-»0 bo'lsa, F-
oloidi deb ataladi.

paraboloid @ sirtning p nuqtadagi yopishma par ab
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Chizma-10

. Teorema-14. Jkki martq differensiallanuvchi regulyar sirtning har
bir nugtasida yagona yopishma paraboloid mavjud.

Isbot. ®-regulyar sit, p unga tegishli nuqta bo‘lsin. Koordinata
b.oshini p nuqtada joylashtirib, fazoda x,y,z-dekart koordinatalar
s1s.temasini shunday kiritamizki, bunda xy-tekisligi @ sirtning p nuqtadagi
urinma tekisligi bilan ustma-ust tushadi, z o‘qini urinma tekislikka
perpendikulyar qilib olamiz. Bu koordinatalar sistemasida @ sirtning
regulyar parametrlash usuli F =7(u,v) tenglama yordamida berilgan bo‘lsa

[7.,71#0 bo‘lganligidan va [7.,7] vektorning z o‘qiga parallelligidan
L
e
di . .

ifferentsiallanuvchj f(x,y) funksiya mavjud bo‘lib @ sirtni p nuqta
atrofida  z= f(x, )

#0 kelib chigadi. Shunda 2-teoremaga ko‘ra shunday ikki marta

tenglama yordamida aniglash mumkin. Bu
koordinatalar sistemasida p koordinata boshi bo‘lganligi uchun f(0,0)=0
bo‘ladi. Urinma tekislik tenglamasi

z=2,(0,0)x+2,(0,0)y
bo‘lib, u xy tekislik bilan ustma-ust tunganligi uchun

z,(0,0) =0, 2,(0,0)=0
bo‘ladi.

Endi uchi koordinata boshida joylashgan paraboloid tenglamasini
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z =%(ax’ +2bxy+cy’) (1)

ko‘rinishda yozish mumkinligidan foydalanamiz. Agar (1) paraboloid p

nuqtadagi yopishma paraboloid bo‘lsa, uning yagonaligini ko‘rsatamiz.

Buning uchun @ sirtdagi g(x,,s,2,) nugtaning koordinatalari paraboloid
tenglamasiga qo‘yib
x5 Y5520) = 2o -%(axé +2bx,Y, +¥;)

funksiyani hosil qilamiz va ¢ nuqta koordinata boshiga intilganda A va &

migdorlarning nolga intilishi tartibi bir xil ekanligini ko‘rsatamiz.

Buning uchun 2 miqdor ¢— pda aniq chekli limitga intilishini

ko‘rsatamiz.
o(x,y,2)=2 —?;—(ax2 +2bxy+cy’)

funksiya uchun ¢, #0 bo‘ladi. ¢ nugtani p ga yetarli yaqin deb

bilan (1) paraboloidga tegishli shunday nugqtalarni

hisoblaymiz va p,
| masofalar 4 ga, p.nuqtalar esa birorta p, nugtaga

belgilaymizki, |gp.,
‘ladi. Endi 5,

intilsin. Shunda p, nuqta ham (1) paraboloidga tegishli bo

bilan ¢ nugtaning radius vektori belgilasak, va

1 1 2
b= (et +2bxy+cy’)}
p {x.y.z(

= = iva =20 inimumga
vektor funksiyasini kiritsak | 55, [ funksiya £#=£. nuqtada m g

erishadi. Bu yerda p, vektor p. nuqtaning
(ﬁo —ﬁo’ﬁx) =0
(ﬁ. —‘ﬁo’py) = 0

radius-vektori. Demak,
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tengliklar o‘rinli bo‘ladi. Bundan pgq4 kesmaning paraboloid urinma

tekisligiga perpendikulyarligi kelib chiqadi. p, nuqtaning koordinatalarini
*.» )52, bilan, p g to‘g'ri chizigning yo*naltiruvchi kosinuslarini n,n,,n,
bilan belgilab,
X. =X tnhy =y, +nhz =z +nh
tengliklarni hosil gilamiz.
Endi g(x",;",2) funksiyani Teylor qatoriga yoyib
P(x0,0,2,) + (. + P, +@.n)h+he =0
tenglikni hosil qilamiz. Bundan esa

w(xo’yo’zu) R
h = (@1 +o.n, +o.n,)

ni hosil gilamiz. 9.(000)=1 va n} +nr! +n? =1 bo‘lganligi uchun o‘ng

tomonda i if d HEH l(xosyo,:o) :
gl 1foda noldan farqlidir. Demak, = ifoda g — pda

chekli noldan farg]i limitga ega. Endi f(x.y) funksiyani p nuqta atrofida
Teylor qatoriga yoyamiz.

1
f(xay) =E(_fu (O,O)x2 +ZfV(O,O)yx.l.fw(o’o)yl)+€(x’y)(x2 +y2).

Endi ¢ nugtaning x,,y,,f (%,¥,) koordinatalarini paraboloid

tenglamasiga qo‘yamiz va

— 1 2
z, = f(x, Vo) = E{fn(o’o)‘xo + zfxy (0,0)x, »Yo +f”,(0,0)y2} +
+E(X0, 3, )(x2 + y?)
tenglikni hisobga olib

1
AXy,¥0,2,) = E{U" (0,0)~-a)x; +2(f, (0,0)-b)x,y, + (f.(0,0)—c)y?} +
+(x; +5)E,(x,,3,)
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tenglikni hosil qilamiz. Sirtning ¢ va p nugtalari orasidagi masofa kvadrati

uchun
d=xi 4y +z =% + Y+ (%s Do)

. . . h
tenglikdan foydalanamiz. Endi (1) yopishma paraboloid ekanligi uchun -

A .
ifoda g — pda nolga intilishi ma’lum. Demak, - ifoda ham nolga

intiladi. y, =0,x, »>0da

i L. O0-a + 316,07
d!
kerak. Bundan a=f_.(0,0) kelib chigadi. Xuddi

hollami  ko‘rib b=/, (0.0)¢=1,00

X: +x:€z(xo,yo)

ifoda nolga intilishi
x,=0,y, >0 va x,=y,—0

tengliklarni hosil qilamiz. Demak, urinma paraboloid

z= %{f,, ©,0)x* +2£, 00y +£,00¥} 2

tenglamaga ega va yagonadir. Ikkinchi tomondan tanlangan koordinatalar

sistemasida (2) paraboloid urinma bo*ladi. Hagiqatan ham,

A (x(f +y;)go(xo9yo)
4 xt+ye+ 0o +y2)8,(%0:Y0)

. e A i |
tenglikda x,, y, lar nolga intilganda 27—-)0 bo‘ladi.

. . . -
Yuqoridagi 14-teorema isbotidagidek koordinatalar sistemasin

kiritsak, @ sirt

z=f(xyhf (0,0) = £.(0,0)= £,0,0)= 0
tenglama bilan, urinma paraboloid
L, 0y +2£, @0+ 1,007}

z=—

2
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tengliklar o‘rinli bo‘ladi. Bundan p.q kesmaning paraboloid urinma

tekisligiga perpendikulyarligi kelib chiqadi. p. nuqtaning koordinatalarini
*.).,2, bilan, p g to‘g’ri chizigning yo*naltiruvchi kosinuslarini #,,n,,n,
bilan belgilab,
X, =X, +nhy. =y, +nhz =z, +nh
tengliklarni hosil gilamiz.
Endi o(x",y",2") funksiyani Teylor qatoriga yoyib
O(x,5Y0,2,)+(@,n + @0, + 9 n)h+he =0
tenglikni hosil gilamiz. Bundan esa

DX Vo5 2,)
) }Jl,u * V*ﬁ ((axnl +¢ynl +¢:ns)

ni hosil gilamiz, 0.(000)=1 Va ri+ni+ni=1 bo‘lganligi uchun o‘ng
tomondagi ifoda noldan farglidir. Demak, w ifoda g pda

chekli noldan farqli limitga ega. Endi f(x,y) funksiyani p nuqta atrofida

Teylor qatoriga yoyamiz.
1
T:2) == (£.00%" +2£, 003+ £, (0,0)y") + £(x, y)(x* + 7).

Endi ¢ nuqtaning  x,,5,,f(x,,5,) koordinatalarini paraboloid
tenglamasiga qo‘yamiz va

Zy = F(%p3,) = %{f. 0% +2f, (0,00%,,3, + £, (0,0} +
+&(Xy, 5, )(x2 + y?)

tenglikni hisobga olib

1
MerY0r20) = UL 00) - a)x; +2(7, (00)-b)x,, +(£,(0.0)—c)yl} +

+(x: +y:)sl(xo7yo)
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tenglikni hosil qilamiz. Sirtning g va p nuqtalari orasidagi masofa kvadrati

uchun
d =xi+yl vz =X + Y+ (X0 20)

. . . h
tenglikdan foydalanamiz. Endi (1) yopishma paraboloid ekanligi uchun Y
A .
ifoda q— pda nolga intilishi ma’lum. Demak, - ifoda ham nolga

intiladi. y, =0,x, »>0da

% (fn (0’0) "’a)x: + x:“"l (xoryo)

A
d!

X, +%,€,(%35 )

ifoda nolga intilishi kerak. Bundan a=7,(0,0) kelib chiqadi. Xuddi
x,=0,y, >0 va X,=), =0 hollarni ko‘rib b= /,(0.0)c=£,(0,0)
tengliklarni hosil gilamiz. Demak, urinma paraboloid

2= .00 +2£,000+ 1,007} @

tenglamaga ega va yagonadir. Ikkinchi tomondan tanlangan koordinatalar

sistemasida (2) paraboloid urinma bo*ladi. Hagiqatan ham,

A _ (xj +y:)gu(xoayo)
d’ x2 4y +(x; + Y38, (X0: Vo)

- A s
tenglikda x, y, lar nolga intilganda — —0 bo‘ladi. |

o : , s
Yugqoridagi 14-teorema isbotidagidek koordinatalar sistemasin

kiritsak, @ sirt
2= 00 = £.00=1,00=0
tenglama bilan, urinma paraboloid

Lir 00 +2f, 0,03+ 1,00}

z=—

2
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tenglama bil iladi. s
tlan beriladi. /(x, y) funktsiyani Teylor qatoriga yoysak

1
Z = U2
2 {fa(0,0).\ +2fxy(0,0)xy+f. (0’0)y2}+0(x2 +y2)

ten i il gilami

yopgils?:nim ;;leio?;]i:lm,lz‘ Bu. fengfamalardan ko‘rinib turibdiki, sirt va

ottt o rfmg birinchi va ikkinchi kvadratik formalari
avishda teng bo‘ladi. Bevosita hisoblash natijasida
L=7.00,M= £,(0,0\N = £, (0,0)

tengliklarni i
gliklarni olamiz. Demak, yopishma paraboloid tenglamasini
1
z=5{Lx’+2A/Lty+Ny2}
ko‘rinishda i i
Yoza olamiz. Endi quyidagi teorema yopishma paraboloid

tenglamasidan kelib chiqadi.

Teorema- ipti
a-15.  Elliptik nugtada Yopishma paraboloid elliptik

paraboloid bo‘ladi oiperboli
g id bo'ladi, giperbolik nuqtada yopishma paraboloid giperbolik
paraboloid, v, ; r » l
'4, va parabolik nugtada parabolik silindr bo ‘ladi

Chizma-11
Chizma-12

Chizma-13
Chizma-14
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Regulyar @ sirting p nugqtasida bosh egriliklar o‘zaro teng bo‘lsa,
ombilik nuqta, agar bosh egriliklar nolga teng bo‘lsa, p nuqta yassilanish

nugtasi deyiladi. Yassilanish nuqtada yopishma paraboloid sirtning shu
nuqgtadagi urinma tekisligi bilan ustma-ust tushadi. Chunki Eyler

teoremasiga ko‘ra ixtiyoriy & urinma vektor uchun
k (@) = k,cos’ p+k,sin’ o=k, (cos’ p+sin’ @)=k, =0

tenglikni hosil qilamiz. Demak normal kesim yoki to‘g’ri chizig, yoki

to‘g’ri chiziq kesmasidir. Endi koordinatalar sistemasini yugqoridagidek

kiritsak va urinma tekislikda x, y koordinatalar o‘glarini bosh yo‘nalishlar

bo‘yicha yo‘naltirsak birinchi kvadratik forma matritsasi birlik matritsa
bo‘ladi, ikkinchi kvadratik forma matritsasi B=[’:)' :) ko‘rinishda

2

bo‘ladi. Demak bu holda yopishma paraboloid z=%{klx2+kzy’}

funksiyaning grafigi bo‘ladi. Shuning uchun & =k =0 bo‘lganda yopishma

paraboloid = =0 tekislikka aylanadi.

Teorema-16, Regulyar @

nugtalar bo‘lsa, u sfera yoki sferaning qismi,
nugtalari yassilanish nugtalari bo Isa, u tekislik yoki tekislik gismi bo ‘ladi.
Isbot. ® sirtning hamma nugqtalari ombilik nugtalar bo‘lsin. Ixtiyoriy

rtning regulyar 7 = F(u,v),(u,v)€G

sirtning hamma nuqtalari ombilik

agar @ sirtning hamma

pe® nugta olib, p nugqta atrofida @ si

parametrlash usulini qaraymiz. Bu tengl
bazis sifatida 4”'B matritsaning

ama bilan aniglanuvchi sirt

nuqtalari uchun urinma tekisliklarda

ortonormal xos vektorlarini olamiz. Shunda
E=G=1,F=M=0,L=N=/1(u,v)

bo‘ladi. Bu yerda
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Au,v)=k (u,v)=
Ma’lumki. ixtiyoriy parametrlash uls(uli Lc:::’w'
bo“lib, ﬁ(u.v)—qfu-v()’;,:;),tni: (’ﬁ)= RPN = Fon)
uchun 5 17 ; Jj’ . -q a. a.gl birlik normal vektor. A =0 bo‘lganligi
I tekis.lik, pa;a" ln birlik vektor bo‘lganligi uchun n,,n, vektorlar
Bu tengliklarni dj e', Bundan 7, = 47,7, = 7, tengliklar kelib chigadi.
gliklarni differensiallab
tengliki AL TR = AR,
ngliklarnj . _ _ o

veliorlarr:;ﬁ‘:-1 ’;:‘ltllad.a ) /1;':, = A7, =0 tenglikni hosil gilamiz. Bu yerda 7,7
 muc :qlerkhllgldan 4,=4,=0 tengliklarni hosil gilamiz. Demak,
. pro ;d':ult:lcans.t el.ca.n. Ij:,ndi r dan farqli ixtiyoriy ¢ nugtani
sirt ta’rifiga ’ko‘ra, qcb Zml’Chl?lq b ilan tutashtiramiz (bu mumkin, chunki
esa sirtning chizigli b:g’llanl.sml. " IOk:‘ﬂ chizigli bog’lanishli. Bundan
b0 akslantirich g am.shll ckanligi kelib chigadi). Bu chiziq
bo‘Isin. Har bir te[;Sb yordamida parametrlangan bolib, y(a)= p,y()=¢q
0‘zgarmas ekanligini’k:,u‘uchun 7 (+) nuqtaning atrofida yuqoridagidek 4 ni
chekli sondagi atroﬂarrs:t-?mlz. 78D kompakt bo'lganligi uchun 7 ni
0°zgarmas, atroflar kesish dl- - qffplash mumkin. Har bir atrofda 1
atrofda A7 o adi. Shuning uchun p nugqtani o‘z ichiga oluvchi

» b0‘lsa, hamma atroflarda, shu jumladan 4 nuqtada 1= 4,

boladi. Demak, 3 0‘zgarmas sondir.-
Endi

n, =, =%(n—/b-)=o

n, -/‘b'v =%("—A’-)=O .
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tengliklar 7-A7 vektorning o‘zgarmas vektor ekanligini ko‘rsatadi.

Shuning uchun
au,v)=-Ar(u,v) = (i, v,) = AF (1 V)

yoki
Fu,v) - F( ) 1 A ) 1.
’ o ° l or’e A

va | F(u,v) = F(u,,v,) + :]ih‘(uo’vo) |= I—/lﬁ munosabatlar o‘rinlidir.
aniglanuvchi sirt nuqtalari

,,v,) bo‘lgan va radiusi esa l—/ll_l

Bu tengliklar 7 =7(u,v) tenglama bilan
markazining radius vektori F(uo,vl,)--;:ii(z

ga teng bo‘lgan sferada yotishini bildiradi.

Agar 1=0 bo'lsa,

n,(uv)= 0,7, (u,v)=0

ardan, #(u,v) O‘zgarmas vektor ekanligi kelib chigadi. Shuning

tenglikl
Bundan esa

7)), =0,(F,n), =0 tengliklar hosil gilamiz.

uchun (7,
Bundan esa sirt nuqtalari 7

(F - F(u,,v,), i) =0 tenglama kelib chigadi.

vektorga perpendikulyar tekislikda yotishi kelib chiqadi.

§9. Derivatsion formulalar

a biz sirtning birinchi va ikkinchi kvadratik formalari

Bu paragrafd
g’lanishlarni ko‘rsatamiz. Regulyar @ sirt p(u,,v,) nuqta
u,v) parametrlash usuli bilan berilgan bo
ixchamlash uchun tenzof hisob-kitobdagi

=u,u, =V belgilashlami

orasidagi bo
‘Isin. Hosil

atrofida regulyar 7 = F(
bo‘ladigan formulalarni

belgilashlardan foydalanamiz. Buning uchun #
kiritamiz. Bundan tashqari birinchi kvadratik forma matritsasi
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elementlarini g, lar bilan, ikkinchi kvadratik forma matritsasi

elementlarini g, lar bilan belgilaymiz. Demak,

A=(g" g"}[j:(q" qu].
8an 8xn dn 9

Yig’indilarda agar bironta indeks Yoqorida va pastda bir xil marta

uchrasa bu indekslar bo‘yicha yig’indi belgisini tashlab yozamiz. Misol
uchun

ab +apt+.ab’ =Y ab =ab,
inl

[, .7,
|77,

,,, vektorlarni bu bazis vektorlar yordamida chiziqli ifodalaymiz:

s 3 - - — . . . . .
Endi R’ da 7,7, va ii= vektorlarni bazis sifatida olib, 7,,7, va

o 0w T =12 =12 )

Buyerda 7, =7, . Agar birinchi tenglikda i =1, =2 bo‘lsa
P, =I“,',7;,l +TF, +b,i
tenglik hosil bo‘ladi.

Ana shu yozilgan (1) formulalarda I} va b,,a,c, funksiyalar
(koeffitsientlar) fagat birinchi va ikkinchi kvadratik formalar
koeffitsientlari orqali ifodalanishini ko‘rsatamiz. Buning uchun
7, =T,F,+b,7 tenglikni 7 vektorga skalyar ko*paytiramiz va

G..7)=0 G, .7)=T;F,.7)+b,67)
tengliklarni hisobga olib

b, =(7’:,.,,I,ﬁ)=q,,
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tenglikni hosil gilamiz.
Endi A, =a' i, +ci tenglikni 7, ga skalyar ko‘paytiramiz va
(o7, )= a7 JeeBor, Mt )=
tengliklarni hisoga olib
-q,=a'g, @
tenglikni hosil gilamiz. Bu tenglikni odatdagi ko‘rinishda yozsak

' 2

-q,=a,8, T4, 8x
2

-4y =a:glz +a,8,
1 2

—-qy =88yt a8y

~qx =a.8, +a,8,
sistemani hosil qgilamiz. Bu sistemadan det4>0 bo‘lganligi uchun af
koeffitsientlarni topish mumkin. g’ bilan 4™ matritsaning elementlarini

belgilaymiz. Shunda 4"4=E tenglikni

y g JHiT
8:8" =0/ =14 i

ko‘rinishda yoza olamiz. Bundan foydalanib, (2) tenglikni g” ga

ko‘paytirib va j indeks bo‘yicha yig’ib, quyidagi formulalarni hosil

qgilamiz: -¢,8" =a; g,g" . Bundan af =—i‘, g,g" tenglik kelib chigadi.

Jj=l
Misol uchun k=1i=1da a =-4,8" =—g,g" -9:&” ni hosil gilamiz.
Bu yerda

gn:_l__g g21=____g
detA°™ detA”"

bo‘ladi. Shunday qilib, 4;, b, funksiyalarni topdik. Endi
7, =TiF, +b,f

ey i wm

tenglikni 7, vektorga skalyar ko*paytirib
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*,., )=, F,.5)
tenglikni hosil gilamiz. Bu yerda (7 .7,)=g, ekanligi ma’lum. Biz (1)
sistemadagi I!  koeffitsientlarni  topmoqchimiz.  Buning uchun

T, =(,.7,) belgilashni kiritib

T, =T,g, (3)

tenglikni hosil gilamiz. Endi  (7,7,)=g, tenglikni «, bo‘yicha

differensiallab
S o Nugm = g
(ru,nl ’ru, ) + (ru, 9ru,ul ) = -aTl(gll)
tenglikni hosil gilamiz.
Bu tenglikni T, funksiyalar orqali yozsak

2
T, +T, =—
g0 Ty a, & @)
ko‘rinishda bo‘ladi. Bu tenglikda indekslarni aylantirib yana ikkita
tenglikni yozamiz
a 4
r"’+n"’=ch_,g”’n"+r & %)

Endi (4) tenglikdan (5) tengliklarni ayirib

r,-T,+T,-T, 0,2

1= -Zg,- g
Jid rl.; y d“ 4 al, 17

gﬂ_&l
1

(6)
tenglikni hosil gilamiz. Bu yerda r,,=r,, tenglikni hisobga olib (6)ni

quyidagicha yozamiz
2 3 é
_21',,’1. a‘ -8, a —8;~ E:gb..
Bundan esa
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o o 2 7
l-il.j_z{a‘,.’~1+a"g;l al,gll} (7

tenglikni hosil gilamiz. Endi I funksiyalarni topa olamiz. Buning uchun
(3) ni g*ga ko*paytirib 1 indeks bo‘yicha yig’sak
T,g" =T g.g" =5 =L,

tenglikni hosil gilamiz.
Demak, I =T, g" formulani hosil gildik. Nihoyat (7) tenglikni g”* ga

ko“paytirib j indeks bo‘yicha yig’amiz va natijada
| 8 _ 0. _0
r:: ru,g —Eg (?dl_:g" +_d‘_l-gr‘j a‘j g.) (8)
formulani hosil qilamiz. Bu (8) formula bizga 6 ta I funksiyalarni topish

imkonini beradi. Misol uchun i=k=1=1da

2
1 .| o 7 3 1 4o ,0,_ 2 }=
l"=5g“{_a‘_g"+E:g“_a::g"}+-2-gz {dl, g.z+a‘1 &u a, &
1
1 a9

a —gn.—=8 S8
1

a
=t 2 n
=g & t+g 2° A,

a, Mt
tenglikni hosil qilamiz. Yugoridagi (8) formuladan ko‘rinib turibdiki, 7}
funksiyalar faqat birinchi kvadratik forma koeffitsientlari va ularning
hosilalari orqali hisoblanadi. Nihoyat (1) formuladagi hamma

koeffitsientlar topildi. Endi (1)ni quyidagi ko‘rinishda yoza olamiz:

7, —l".,n,*‘qu . (9)
h. =—q0g
Derivatsion

*lanishni

Bu formulalar derivatsion formulalar deb ataladi.
formulalarni birinchi va ikkinchi kvadratik formalar orasidagi bog

topish uchun ishlatamiz. Buning uchun

- -

P =y P = (10)

ru,u N agnu, w0y s
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g . .
engliklarni yozib, FowypTumer o1, funksiyalarni derivatsion formulalar
yordamida ifodalaymiz. Shunda (10) tengliklar

- l -
&, (r'r +q'ln)—2h—(l":r“'+quﬁ)=0

Y a,
i

va
a ll'— -
a‘j (ql,g ) - _‘(q/,g,k ) 0

ko‘rinishga keladi. Bu tengliklarda differensiallash amalini bajarib

I‘; F + 7, +—(q,)n+q,, ‘-[—(I")r +T7, ——(q_.)n+q,n] 0

4

i( = k= a2 k=
@8 9,8, | 77 (948 Vs +,8"T,., |=0

/
tengliklarni hosil qilamiz.
Bu tengliklarda yana bir marta derivatsion formulalardan

foydalanamiz. Shunda 7_,7# vektorlar chiziqli erkli bo‘lganligi uchun ular

oldidagi koeffitsientlarni nolga tenglashtirib

3 im m ;
20 2o+ 308 ~ o)) =S 0,0, ~ 948"
) a, i (11
va
Z ", 2 g-Lg.=
k Z kqmj éhk I] ﬁlj Q.-g _0 (12)

munosabatlarni hosil qilamiz. Bu munosabatlardan birinchisi Gauss
tenglamasi, ikkinchi Peterson-Kodatstsi tenglamalari deb ataladi. Gauss

tenglamasini g,, ga ko‘paytirib indeks m bo‘yicha yig’aylik:
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74 a
L. (0] ——0, + 0'o; —0,0;)=
g a, au, :5.':‘( )=

= 39,95 —949,)8 " &

tamzl

Shunda o‘ng tomondagi ifoda
2 2
2(9,9. = 9.9, 88 = 2@, ~ 94 )8! = 4,95 =949,
ko‘rinishga keladi. Bu yerda i =j=Lk=5= 2 bo‘lganda
tdamgt =S gl L ey @ -nm (13
1”2 e m2 alz 1 d‘l 12 ,-' t
ko‘rinishga keladi.

Demak, Gauss egriligi K faqat birinchi kvad

tsientlariga bog’liq ekan. Bu esa uning izometri

ratik forma koeffi-
ik akslantirishlarda

0‘zgarmay qolishini ko‘rsatadi.

§ 10. Sirtlar nazariyasining asos

Bu paragrafda berilgan ikkita kvadratik formalar uchun sirtning

ijsbatan uning yagonaligi hagidagi

iy teoremalari

mavjudligi va fazodagi harakatga n
teoremalarni isbotlaymiz.
Teorema-16 (Mavjudlik). Tekis

differentsiallanuvchi  funktsiyalar
} matritsa musbat aniglangan bo’lsin.

likdagi G sohada aniglangan g4,

berilgan  bo'lib,  8,=8:9;=0x

munosabatlar bajarilgan va g,
Bundan tashqari bu funkisiyalar uchun Gauss va Peterson-Kodatstsi

tenglamalari bajarilgan bo G uchun bu

dsin. Shunda har bir (%)

nugtaning v <G atrofiva
F=F@v)@v) eV
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tenglama bilan aniglangan regulyar o sirt mavjud bo ‘lib, uning birinchi
va ikkinchi kvadratik formalarining matritsalari mos ravishda {g,, }va {a,}
matritsalar bilan ustma-ust tushadi.

Isbot. Berilgan {g,,} matritsaga teskari matritsa elementlarini g”*

bilan belgilaymiz va

| P 7 7
l"f:I‘ g’k.—.—g’t(_g +_gl _..__g')
i iy 2 a, 1, 2, % 1

bo‘yicha Tj funksiyalarni topamiz. Endi quyidagi X,,X,,N vektor

funksiyalarga nisbatan quyidagi xususiy hosilali differensial tenglamalar

sistemasini qaraylik.

Ei

—(X,)=T}X, +q,N

3, ' ).
Nu, = —qijg Ika

Bu yerda u,=u, u,=v belgilashlardan foydalandi. Shuni hisobga olib (1)

sistemani har bir indeks uchun yozsak, u

7

Exl =F|I|Xl +r|2|Xz +q1|N
{2 1 2

EXI =rl2Xl +rqu +q,N

iXZ =r‘2'le +r12lX1 +q1lN

A @)
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Exz =rzlzX| +rzszz +q,N

%=a,‘X t+alX,
—o,b—=a;X +tar X,
ko‘rinishga keladi. Endi bu xususiy hosilali differensial tenglamalar

sistemasining yechimi mavjudlik shartlarini yozamiz:
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&’ d\., IN m (3).

i

AL, dndi wdi, A

Bu mavjudlik shartlari Gauss va Peterson-Kodatstsi tenglamalariga
ekvivalent ekanligini oldingi paragrafda ko‘rsatdik. Demak bizning (1)
sisttmamiz uchun G sohaning har bir nuqtasida yechimning mavjudlik
shartlari bajarilgan. Demak, birorta (u,,v,)€G nuqta olsak, shu nuqtaning
birorta v atrofida (1) sistema (x,.v,) nugtada berilgan boshlang’ich
shartlarni qanoatlantiruvchi yagona yechimga ega ya’'ni V sohada
aniqlangan vektor funksiyalar

X,(,v), X,(w,v),N(u,v)
mavjud va (1) sistemani ganoatlantiradi. Boshlang’ich shartlarni quyida-
gicha tanlaymiz:

| N(uy,v,) H N° |=l:(Xl(uo:vo)’N(uo’vo))=(Xz(uo:vo)aN(uo’vo))=0,

g.j(uo’vu)=(Xi(uo’vo)’Xj(uo’vo)
va
X,(uo,v(,),Xz(uo,v,,),N(uo,vo)
i tashkil qiladi. Bu boshlang’ich shartlarni

vektorlar o‘ng sisteman
)} matritsaning musbat

qanoatlantiruvchi vektorlar mavjudligi {g, (%

aniglanganligidan kelib chiqadi. Endi 7 = 7(u,v) vektor funksiya uchun

r,=X,
{7.=Xz @

sistemasini qaraymiz. Bu sistema uchun yechimning mavjudlik sharti

.. -
7, =F, tenglikdan iboratdir. Lekin g, =8, bo‘lganligi uchun I =T}, undan

tashqari g, = g, munosabat ham bor. Demak,
74 a
EX 1 = EX 2
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munosabat va 7, =7, tenglik o‘rinlidir.

Shunday qilib, agar (#,,v,) €V nuqta uchun (4) sistemani 7(x,,v,) =a
boshlang’ich shart bilan qarasak. (u,,v,) nuqtaning birorta ¥, c ¥ atrofida
aniqlangan 7(uv) yechim mavjud. Endi 7 =F(u,v), (u,v)eV, tenglama
bilan aniglangan o sirtning birinchi va ikkinchi kvadratik formalari
koeffitsientlarini hisoblaymiz. Buning uchun

(X,,X,),(X,,N),N*
funksiyalarni differensiallash yordamida

Vi
a‘-t(XnX;)=r.'k(X:,X,)+I',’,(X,,X,)+q,,(N,Xl)+qﬁ(N, X)

3
13 M- X,)=-0.8"(X,, X,)+T}(X,, N)+q,N*

KA
a‘l

(N,N)':-Zq,,g“(ngN) (5)

\

xususiy hosilali differensial tenglamalar sistemasini hosil gilamiz. Bu
tenglamalar sistemasi uchun

(X,,X,)=g,,(X,,N)=0,(N,N)=N* =1
funksiyalar yechim bo‘ladi. Oxirgi tenglama uchun bu faktni bevosita

N*=1,(X,,N)=0
ifodalarni tenglamaga qo‘yib tekshirish mumkin. Ikkinchi tenglama uchun
tekshiramiz
9.8"8, +4, =9,0,+q,=—4, +9, =0.

Birinchi tenglamani tekshirish uchun

o! =l o ._a.. +i. _i
i 23 ar, Eim ar, &Eim A Eu

tenglikni g, ga ko*paytirib, indeks / bo‘yicha yig’amiz.
Natijada
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a, au, au,

i

1] 2 l ¢
r:lggz, = 5{_&, +—=8, ~ =&, }
tenglikni hosil qilamiz. Xuddi shunday
v, e, 0, 2
r/kgh = Z{d‘l 8 +a‘k gJI dl. &
tenglik ham o‘rinli. Bundan

2
Llg, + T8 =5
+ 8y &Sl 1 i

munosabat kelib chigadi. Bu munosabat 0‘z navbatida
(X.,X,)=8,(X,N)=0

funksiyalar 1-tenglama uchun yechim ekanligini ko‘rsatadi. Bu yechimlar

uchun boshlang’ich shartlarga ko‘ra
(X, X, )1y, v,) = 8, (1,0 3 (X, (25 v )N (1, %,)) = 0

[ N (u,%,) |=1

munosabatlar o‘rinli va
XI (uo’vo )’XI (uo’vo)’N(uo’vn )

vektorlar o‘ng sistemani tashkil etadi. Bundan esa, (5) sistemaning

yechimi yagonaligiga ko‘ra
&y =(Xl’Xj)s(Xer) = O,Nz =1

tengliklar va aralash ko‘paytma uchun X,X,N> 0 munosabat ¥, sohaning

hamma nugqtasida bajarilishi kelib chigadi. Demak, & sirt uchun

('-i,"'f.,)=g,,,(’-';,,N)=0,Nz =1

munosabatlar o‘rinli. Bundan esa & sirtning birinchi kvadratik formasi

matritsasi {g,} matritsa bilan ustma-ust tegishli kelib chiqadi.

Ikkinchi tomondan
G, N@,v) =G, N@,v) =0
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bo‘lganligi uchun N(u,v) vektor & sirtning birlik normal vektori bo‘ladi.
Demak,  -(;,,N,)=~(X,,N,)=q,8"(X,,X,)=q,8"g, =9, munosabat
o‘rinli bo‘lib, & sirtning ikkinchi kvadratik forma matritsasi g, matritsa
bilan ustma-ust tushadi.

Teorema-17 (Yagonalik). Mavjudlik haqidagi teorema shartlarini
qanoatlantiruvchi regulyar @,,®, sirtlar uchun yagona, C:R’— R’
harakat mavjud bolib, C(®,) =, tenglik o ‘rinli bo ‘ladi.

Isbot. Faraz gilaylik, ®,,®, regulyar sirtlarning (f,,7;) va (f3.%,)

regulyar parametrlash usullari mos ravishda
(u,v)eVl,

tenglamalar bilan aniqlanib, ularning birinchi va ikkinchi kvadratik

formalari mos ravishda har bir (#,v) € ¥, nuqtada teng bo‘lsin. Bu sirtlar
uchun radiusi vektori 7(#,v) ga teng bo‘lsin nuqtani radius vektori
7,(,v) bo'lgan nuqtaga o‘tkazuvchi F:®, — @, akslantirishni qaraylik.
Demak, F akslantirish @, sirtdagi (#,v) koordinatali nuqtani &, sirtdagi
(,v) koordinata nuqtaga akslantiradi va demak F differensiallanuvchi
akslantirishdir. Bu akslantirishning differensiallanuvchi ekanligini
ko‘rsatish uchun S5-teoremaga ko‘ra F-f,:¥, >R’ akslantirishning
differensiallanuvchi ekanligini. ko‘rsatish kerak. Agar
x*(u,v),y*(,v),z*(u,v) differensiallanuvchi funktsiyalar 7(u,v)
vektor-funksiyaning koordinatalari bo‘lsa,

F- f(u,v) = {x* (,),5* (@), 2 (u,v)}

178

tenglik o‘rinli bo'ladi va shuning uchun F-f(»v) differensiallanuvchi
akslantirishdir. Har bir (,v) e ¥, nuqtada /,(u,v) =1, (s,v) bo‘lganligi uchun
9-teoremaga ko‘ra 1 akslantirish izometrik akslantirishdir. Demak, F
akslantirishda skalyar ko‘paytma, xususan urinma vektorlar orasidagi
. A

=1

burchaklar saqlandi. Demak (x,,v,) nuqtada nLE va A TIFELE

=2 =2

. .. . =2 =2 N L ]

vektorlar o‘ng (chap) orientatsiyani aniqlasa 7,7, va n _I[f"’ Al
ud'v

vektorlar ham o*ng (mos ravishda chap) oriyentatsiyani aniglaydi. Demak

P(x (1,0, ), Y V), 2" (U5 V)

nuqtada
7 1ty Vo )sT (tgs Vo )71 (s Vo)
vektorlar,
0 = (%" (tgy Vo) (s Vo )2 (43, Vo))
nuqtada esa

= =2
F.,z("o,vo),n'(umvo)s" (,Vs)

vektorlar bazisni tashkil etib, bu bazislar bir il orientatsiyani tashkil etadi

va
3 - = =2
|7 R LA A A

tengliklar bajariladi. Analitik geometriyadagi ma’lum teoremaga ko‘ra P

nuqtani Q@ nuqtaga, (%'.7'.7'") bazisni (
b, u parallel ko‘chirish va burishdan

-2 = H ¢ 1
72,7?,n') bazisga o‘tkazuvchi

C:R - R akslantirish mavjud bo‘li . .
iborat bo‘ladi [1]. Bu akslantirish izometrik akslantirish bo‘ladi, chunki

.. . s ~. D3 3
parallel ko*chirish va burish izometrik akslantirishlardir. Endi C: R’ =R

rsataylik. Buning uchun Pu,v)=C (')
akslantirish, C akslantirishning

akslantirishda ekanligini ko
belgilash kiritaylik. Bu yerda C
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differensialidir. Akslantirish C izometriya bo‘lganligi uchun C* ortogonal
matritsadir. Demak,

B0tg1V) = By (Vo )s B, (s V) = C (7 (g 960, B, (g Ve) = C (F, (2450 ))
tengliklardan tashqari C(®,) sirtning birinchi kvadratik formasi @, sirtning
va demak @, sirtning birinchi kvadratik formasi bilan ustma-ust tushadi.
Akslantirish C orientatsiyani saglanganligi uchun, C(®,) va &, sirtlaring
ikkinchi kvadratik formalari ham ustma-ust tushishini ko‘rsatamiz. Urinma
abeT,® vektorlar berilgan va & =C'(@,b =C'(b) bo‘lsin.
II,(@,b) = II'(a@",b") tenglikni ko*rsatishimiz kerak.

Buning uchun,
L=(,,n)=(P,, "), M =(7,,1,)=(B,,")
va N=(%,,A)=(p,,n) tengliklari ko‘rsatamiz. Bu yerda 7—C(d,) sirtning
normal vektori. B(u,v)=C"(F(u,v)) tenglikni differensiallaymiz va
p.(uv)=C'(7),p,=C'(7) tengliklarni hosil gilamiz. Bundan tashqari

A= | {g,/j} i~ C’(#,) tenglik ham o‘rinli, chunki vektor ko‘paytma orienta-

X

tsiya saglovchi izometriyada saqlanadi.
differensiallab, 7

Yuqoridagi  tenglikni
=C’(n) tenglikni hosil gilamiz. Demak,

=7, #'")=~(7,1,) =~(P,,1,) = (Py:7)
bo‘ladi. Xuddi shunday ikkinchi kvadratik formaning boshga koeffitsi-
entlari ham tengdir. Natijada, &, s’irt va C(®,) sirtlarning birinchi va
ikkinchi kvadratik formalari tengligini hosil qildik. Demak,

plu,v), KH@,v)

vektor funksiyalar derivatsion formulalarga ko‘ra bitta xususiy hosilali

differesial tenglamalar sistemasining yechimi bo‘ladi. Bundan
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Pty v,) =1 (U5 Vo)
tenglikka asosan A(u,v) =7, (V) tenglik kelib chiqadi. Demak, C(®,)=2,
tenglik isbotlandi.
11. Sirtlarning ichki geometriyasi
Sirtning unda yotuvchi chiziglar uzunligiga bog’liq xossalari uning
Sirt ichki geometriyasini o‘rganishda
Sirtlarda geodezik chiziglar

ichki geometriyasini tashkil giladi.

geodezik chiziglar muhim rol o‘ynaydi.

o‘Zlarining xossalari bo‘yicha tekislikdagi to‘g’ri chiziglarga yaqin turadi.

1. Geodezik chiziglar

Regulyar @ sirt va unda yotuvchi ikki marta differensiallanuvchi

parametrlangan y egri chiziq p=p() tenglama bilan berilgan bo‘lsin.

pd] t
Ta’rif. Parametrning har bir ¢ giymatida p (¢) vektor sirtning y(t)

dezik
nugtasidagi urinma tekislikka perpendikulyar bo‘lsa, v chiziq geo

chiziq deb ataladi.

i i P ‘Igan
Izoh. Bu yerda y(t) chizigning radius vektori p{t) bog

nugqtasidir.

j ilgan
Teorema-ls Geodezik chiziq P= p(t) tenglama bilan berilg

a bo ‘ladi.
bo 'lsa, uning tezlik vektori p'(t) o'zgarmas uzunlikka eg

bo
Isbot. Skalyar ko‘paytma (7', p") uzunlik kvadrati e
g hosilasi nolga teng ekanligini ko‘rsa

N=0. Demak, | 2'®) = J@.p) o‘zgarmasdnr.
chizig P= =p(t) tenglama bilan berilgan

uvchi  funksiya yordamida
chiziq hosil bo Isin.

‘]ganligi uchun

uni differensiallab unin
Hagiqatan, (5,5)' =2(5"P

Teorema-19. Geodezik
bo'lib, s=s(t) differensiallan

5 =P ngan
almashnirganimizda Py = p,(s) parametrlang.

parametrni
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P . .. .
arumetr  almashtirilgandan keyin chiziq geodezik bo lishi uchun

s=at+ B bo lishi zarur vq Yyetarlidir.

I .
sbot. Berilgan s=s() formula parametrni almashtirish formulasi

b < M ’ . ’
o‘lgani uchun s'(7)> 0 (yoki s'(f) <0) munosabat o‘rinli bo*ladi. Agar

P, = p,(s) tenglama geodezik chizigni aniqlasa,

POY=Bi(s), B'(1) = Bis'(1), 5°(1) = 515" (0)* + pis™(e)
va

0=(5,8"=(sY (B, B +5's"(5!, 3)) = s's"(p], )

tengliklarni hosil gilamiz, s'(@)# 0 bo‘lgani uchun s"=0 hosil bo‘ladi.

Demak, s(t)=ar+p bo'ladi. Endj s)=at+f deb faraz qilsak,

Uy =2 . —n =m
p'(t) = pys tenglik 5°(t) va Py vektorlarning kollinear ekanligini
ko‘rsatadi.

Natija. Har qanday geodezik chiziq tabiiy parametrga nisbatan ham

geodezik chiziq bo‘ladi, chunki 5(t) yoy uzunligi uchun

s =[1 50| dt= a(e—1,)

tenglik o‘rinlidir.

Endi geodezik chiziqlar uchun differensial tenglamalar sistemasini

keltirib chiqaramiz, Regulyar o sirtning  (f,G) parametrlash usuli

F =F(u,v) tenglama bilan berilgan bo‘Isin.

Agar geodezik chizigning ichki koordinatalardagi tenglamalari

u=u(t),v=v(t) ko‘rinishda bo‘lsa, 9-paragrafdagidek u, = u,u, =v belgilash
kiritib

PO)Y=F(u,(t),u,(1)),5'(t) = ru +7 uy,
P O)=F, (u) LU, ) +Fou"
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tengliklarni hosil qgilamiz. Endi 7 .77, ifodalar uchun derivatsion

formulalarni ishlatib
2 2 2 rr=
—-n = I'+ rkul’u;)’-'“ + q(’u,«u n
p0=goi g, + So

ifodani hosil qilamiz. En di 5°0) vektorning n vektorga kollinear ekanligi

va F, ,F, ,ii vektorlarning chiziqli erkli ekanligidan

uf + S =0, k=12

iyl

kelib chiqadi. Demak, u=u)u=1() tenglamalar geodezik chiziqn

aniqlash uchun u,(1),u,(¢) funksiyalar

dzlll + r gﬁ'_.d_u_j=0
d‘z id ¥ dt dt

d’u ﬂ’ifu_'=0
A @

sistemaning yechimi bo*lishi zarur va yetarlidir.

Teorema-20. Regulyar sirtning har bir nugtasidar

bo ‘yicha yagona geodezik chiziq chigadi. .
e® nuqta va ae7,@ unnma

har bir yo ‘nalish

vektor uchun
Isbot. Berilgan p(u,v,)
(1) sistemaning
2 (0) = u°,u,(0)= vo,u:(O) = a,,uz(O) =a, )
' . . . = uo‘nalish bo‘yicha
boshlang’ich shartlarni qanoatlantiruvchn yechimi a Yo nalis y

geodezik chizigni aniqlaydi.

Geodezik chiziglarni xarakterlovchi
o sirtning p nuqtas

p nuqta atrofidagi qismining p
bilan belgilaymiz.

kattalik, geodezik egrilik
idan o‘tuvchi y egri
tushunchasini kiritamiz. Regulyar

chiziq berilgan bo‘lsin. Chiziqning .
proeksiyasini Yo

‘ i urinma tekislikka . .
nugtadan o*tuvehi urin Proeksiyalash natijasida hosil

Tabiiyki, yo ham silliq egri chizid bo‘ladi.
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bo‘lgan v, egri chizigni
egriligi d?b agt:y::lqmng p nuqtadagt egriligini y chiziqning geodezik
geode]:;;m:r “rir::qs:;miz, Y geode.zik. chiziq bo‘lishi uchun uning
ko‘rsatishdir. Buning g:::hteng borlishi. zarur va yetarli - ekanligini
bog’lanishlarni topamiz :n e ?hmqlar egriliklari - orasidagi
o‘tuvehi) urin ' vvalo, y chiziq nuqtalaridan (p nugqtadan
ilind <i h:)r:l te.llc.lt')sllkk'c.l per;fendikul)Iar to‘g’ri chiziglar o‘tkazib,
tekislk bilan ke ql.: , uni F bilan belgilaymiz. Bu silindrik sirtni I1
L o ganimizda vy, hosil bo‘ladi (IT- sirtning p nuqtadagi
- a.teklshg‘l). Demak, F silindr uchun Yo normal kesim va uning bosh
urinnT:l; F ning normaliga kollineardir. y va Yo chiziglar umumiy
ore l::i'i:n fe\oga(.i Sh.uning uchun, silindrik sirtga nisbatan Men’e
o ydalanib %, = kcosg| tenglikni hosil qilamiz. Bu yerda ¢ —
Yo va y chiziglar bosh normallari orasidagi burchakdir, kysk — mos ravis:d
7,va .}'. chiziglaming p nuqtadagi egriliklaridir. Endi y chizigni 0a
;lzlzlzllllj.;l yordamida parametrlab, uning tenglamasini 5 = 5(s) kO‘rinis:; d:
belgilalyzm\i,:. ;h:ll:::a gfl n_ms ke.s uvehi parametrning giymatini so bilan
botse #oveke 7 = p(s)-urinma vektor, 7(s,)-bosh normal vektori
vektor ChiZi::i'lYlo uchun ham {; nuqtadagi urinma vektor bo‘lib, [7,#]
) g bosh normali bo‘ylab yo‘nalgan bo‘ladi
Shuning uchun . )
formulani hosil qilamlilz‘o I: o Ifl (515 H 5271
uchun bosh . u tenglikdan ko‘rinib turibdiki, &, =0 bo‘lishi
osh normal vektor sirtning normal vektori 7 ga kollinear bo‘lishi

zarur v idi ili
a yetarlidir. Shunday qjlib, biz quyidagi teoremani isbotladik.
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Teorema-21. Sirtda yotuvchi chizig geodezik chiziq bo lishi uchun

uning geodezik egriligi har bir nuqtada nolga teng bo ‘lishi zarur va

yetarlidir.
Regulyar o sirt parametrlanganda koordinata chiziglarining bir

geodezik chiziglardan iborat bo‘lib, har bir nugtada shu nuqtadan o‘tuvchi
arametrlash usuli

oilasi

koordinata chiziglari o‘zaro ortogonal bo‘lsa, bunday p

yarim geodezik parametrlash usuli deb ataladi.

Teorema-22. Regulyar o sirtga tegishli har bir nugta atrofida uning

uchun yarim geodezik parametrlash usuli mavjuddir.
parametrlash usuli

Isbot. Sirtning p nuqta atrofidagi regulyar

F=F@,v),®v)eCG

tenglama yordamida berilgan, p(%,,v.) nuqtadan o‘tuvchi va ikki marta

differensiallanuvchi y chiziq ichki koordinatalarda

{u =u(®) a<t<b
y= v(t)
tenglamalar yordamida aniqlangan va %, = u(t,), v, =V(t;) bo‘lsin. Shunda

y chizigning fazodagi vektor tenglamasi

p=Fa@v@) a<t< b
rpendikulyar birlik

ko‘rinishda bo‘ladi. Har bir ¢ uchun p'(e) vektorga pe

an belgilaymiz. Bundan tashqari a() vektorni

urinma vektorni () bil
shunday tanlaymizki, {5'("),a(")} vektorlar urinma fazoda {7..7.} vektorlar
glasin. Urinma fazoda a() vektor, a,(),a,(®)

a,(t) funksiyalar differe
v(#)) nuqtadan a(s) yo‘nalish

bilan bir xil oriyentasiyani ani
nsiallanuvchi

korrdinatalarga ega bo‘lsa, ()

funksiyalar bo‘ladi. Har bir ¢ uchun 0}
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bo‘yicha chiquvchi geodezik chizigni g, bilan, uning urinma vekiorini Z
bilan belgilaymiz.

Har bir ¢ uchun H, geodezik chiziqda tabiiy parametr kirisak, uning
ichki koordinatalarda tenglamalari  =u(s),v = v(s),-e(t)<s< (1)
ko‘rinishda bo‘ladi. Ry yerda u(s),v,(s) funksiyalar (1) differensial
tenglamalar sistemasining

4 (0) = u(),v,(0) = v(r),1,(0) = a,(1), ,(0) = a, (1)

boshlang’ich shartlarni qanoatlantiruvchi  yechimidir. Endi shunday
5>0,6>0 sonlarni topamizki, |7, -¢|<5 bo‘lganda, u,(s),v,(s) funksiyalar
(~&,¢) oraliqgda aniqlangandir. Bu yerda ¢, parametrning p nuqtaga mos

keluvchi qiymatidir. Buning uchun (1) differensial tenglamalar sistemasini
har bir fiksirlangan s uchun

(du,

>V =49

A

ds
v, 2
A @

dq . .
o 20 aadag,  1sijks2

ko‘rinishda yozamiz. Bu yerda (#,,v,,9,,9,) tartiblangan to‘rtlikni &*
fazoning nuqtasi sifatida qaraymiz. Boshlang’ich shartlar, ya’ni u,(0), v,(0),
Q.(t,0)=q.(t), q,(t,0)=q,(t) funksiyalar ¢ parametr (a,b) oraliqda
o‘zgarganda R* fazoda silliq chizigni aniglaydi.

Differensial tenglamalar sistemasining yechimi mavjudligi va

yechimning boshlang’jch shartlarga  uzluksiz bog’liqligi hagqidagi
teoremaga [4] asosan

{, v, ), g,¢,)= 9,(1,.0), 4,(t,) = 4, (1,,0)}
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i judki atrofga
nuqtaning shunday » atrofi va shunday &>0 soni mavjudki, V | &
: : i 1qlangan.

tegishli har bir nuqtadan chiquvchi yechim —¢ <s < oraliqda aniq

1 2 4 ] o

p(u,,v,) nuqta atrofidagi

(t,s):ll-tu|<5}
F(1,5)=F@, ()7, ()  (65)eG. = Iol <&

parametrlash usulini qaraylik. Differensial tenglamalar s.iSte{na::)‘);;::;:;
boshlang’ich qiymatlarning differensiallanuvchi funkso’e;&ari ; gy
uchun 7(t,s) differensiallanuvchi funksiyadir. Bund.an tas q aran;;t'rlaSh
bo‘lganligi uchun 7 =F(s,s) tenglama regulyar sirtning :’“ anligi
usulini aniglaydi. Endi uning yarim geodezik parametrlash us

ko‘rsataylik. ‘
Har bir ¢ uchun 4, geodezik chiziq bo‘lgan

(. 7)=0 va (u7)=!

ligi uchun

tengliklar o‘rinli. Lekin
6.07)=26.7)-6.7)=

d

1d( = ——F=0

=}‘LF(1,S)—§;;(”'"-)’¢¢F g
§ . e . 1 1.

_ ligi kelib chiqa

tengliklardan va F(t,0) = 0 tenglikdan F ,5)=0 (:.,k: ::)ssasini isbotlaylik.
. ) .. : ana bir muht

Endl geodezil ChlZlqlam“fa ):luqtasi atrofidagi (/>G) parametrlash

A . Cptend bil‘O . .
Regulyar O sirt o'zininmg da berilgan bo‘lsin. Agar @ sirtda y

usuli 7=F(u,v) tenglama yordami
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geodezik chizi i :
-~ nuqtanizf[clllt:Se;tl?gan b.o Isa, u o‘ziga tegishli yetarli yaqin ixtiyoriy
P ;ruvcha eng qgisqa chiziq ekanligini isbotlaymiz.
o‘tsin deb faraz qilca;'garalamascjan v geodezik chiziq p,(,v,) nuqtadan
birorta y, chizi g - FTU(”MVU) nuqtadan  chiziqga perpendikulyar
gEOdezn;uk l.q chigaramiz va y, yordamida p, nuqta atrofida yarim
- amm;{:\cfhnétalar si.stemasini kiritamiz. Demak, v =const tenglama
- chi kootrdinata chiziqlari geodezik chiziglar bo‘lib )
chiziqqa perpendikulyar bo‘ladi. M
N l}':’-u Foordinatalar sistemasida » chiziq v=v, tenglama yordamida
n:lc:[ ::adL Faraz qilaylik » chiziqda yotuvchi p va ¢ nugqtalarp
Yarimlgio dgeovdemk kiaordinatalar sistemasi kiritilgan atrofida yotsinu_
iy ezik koordinatalar sistemasi kiritilgan p, nuqtaning atrofini
») bilan belgilab, £>0 sonni shunday tanlaymizki, radiusi £ soniga

teng V (p i
») shar ¥(p,) atrofning qismi bo‘lsin. Shunda p va ¢ nuqtal
ar
V.(p,) shar ishli bo y
: ga tegishli bo‘lsa, y chizigning pg yoyi uzunligidan kichik
uzunlikka e A 7 chizi
ga bo‘lgan 7 chiziq albatta ¥(p,)atrofda yotadi. Hagigatan
chiziq ¥(p,) atrof ‘ ’
A da yotmasa, uni k.
, uning 5 (p,) shar chegarasini birinchi va

oxirgi mart - )
a kesishish nugtalarini » va s bilan belgilaymiz. Shund
¥ a

| pop |+ pri> .l p,al+gsl>e
munosabatlardan

t B - |Pup|+|pr[+|p:r+|;s[>25
engsizlik kelib chigadi. Lekin ikkinchi tomondan

| pri+1gs|< pp|+| pagl< s
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qarama-garshilik mavjud. Demak 7 chiziq ¥(p,) atrofda yotadi. Uning

uzunligini hisoblasak,

o~ 4 = 4 V]
(7)= _[\‘lf" +Gv'dt >j| u'|dezuly —ul, = pql

tenglikni hosil gilamiz. Demak, bu qarama—qarshilikdan y chizigning 24

yoyi eng gisqa yoy ekanligi kelib chigadi.
Misollar.

| Har ganday sirtda chiziqli parametrlash u
_a+5 bo‘lib, bu yerda 4§

suli bilan berilgan to‘g’ri

chiziq geodezik chiziqdir. Bu holda pA(1)
Shuning uchun g"(1) =0 tenglik o‘rinli bo‘ladi.
s ko‘rinishda berilgan doiraviy

lay tanlanganda tenglama

0‘zgarmas vektorlardir.
2. Regulyar o sirt sifatida oshkorma
silindrni olaylik. Koordinatalar sistemasi qu
x* +3* = R* ko‘rinishda bo‘ladi. Bu silindrda
x = Rcos(at + f)
y = Rsin(at + B)
c=at+b

tenglama bilan berilgan chiziq geodezik chiziq bo*ladi. Bu yerda

()=} a*Reos(at + p)—a’Rsin(a? + $).0}

bo‘lib, gradF(x,y,z)= {2x,2y,0} vektorga kollineardir.

funksiyaning gradienti
vektor ham urinma tekisli

sirtga
kka

F(x,y,z)=x2 +yZ—R2 F(x,»,2)=0

ortogonal bo*lganligi uchun A"

a=0 bolsa bu chiziq silindrning

perpendikulyar bo‘ladi. Agar

2=0 bo‘lsa aylana hosil bo‘ladi. Umumiy holda esa bu

yasovchisi bo‘ladi,
chiziq vint chizig’idir.

3.1kki oflchamli S* sfera x2+y2+z’=R’ tenglama bilan berilgan
bo‘lsa, ikkita o‘zaro ortogonal  &,é:
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P(t) = Rcostz, + Rsinfe, tenglama geodezik chizigni aniglaydi. Hagiqatan
| 5()1= R bo‘lib,
P"()=—Rcossé, - Rsinz, = -p(t)
bo‘lib, 5(r) radius vektor, demak 5(r) vektor ham sfera urinma tekisligiga
perpendikulyar bo‘ladi. Bu chizigni hosil qilish uchun é,.€, vektorlarga
parallel va koordinata boshidan o‘tuvchi tekislik bilan sferani kesamiz.
Demak, bu chizig sferadagi katta aylanalardan biridir. Har bir nuqtada
ixtiyoriy yo*nalish bo‘yicha bitta katta aylana o‘tganligi uchun sferada har
qanday geodezik chiziq katta aylana yoki katta aylana yoyidan iboratdir.
4. Evklid fazolarida to‘g’ri chiziqlar (yoki ularning gismi) va faqat
to°g’ri chiziglar (ularning qismi) geodezik chiziglar bo‘ladi.
§ 12. Vektorlarni parallel ko‘chirish

Evklid geometriyasida tekislikda va fazoda vektorlarni bir nuqtadan
ikkinchi nuqtaga parallel ko‘chirishni biz yaxshi bilamiz. Lekin sirtlarda
bir nuqtadagi urinma vektorni ikkinchi nuqtadagi urinma vektorga parallel
ko‘chirishda Evklid fazodagi parallel ko*chirishdan foydalanib bo‘Imaydi,
chunki, bitta nuqtadagi urinma vektor ikkinchi nuqtada sirtga urinma
vektor bo‘lmay qolishi mumkin. Shuning uchun sirtlarda parallel
ko‘chirish qoidasini boshqacha yo‘l bilan aniglashga kirishamiz. Avvalo,
biz vektor maydonlar va ularni kovariant differensiallash tushunchalarini
kiritamiz.

1. Veictor maydonlar

Uch o‘lchamli Evkiig fazosining birorta ochiq G gism to*plami
berilgan bo‘Isin. Agar G to‘plamga tegishli har bir p nuqtaga bitta x(p)
vektor mos qo‘yilsa, bu moslik vektor maydon deb ataladi. Fazoda Oxyz
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dekart koordinatalar sistemasini kiritib, X(p) vektorni bazis vektorlar

orqali ifodalasak, )
X(p)= X, () + X ,(p)] +X,(P)k

. X,
tenglikni hosil gilamiz. Bu yerda X(p) vektorning X,(p), X,(»), X,(P)

idi berish
koordinatalari p nuqtaning funksiyalaridir. Demak, vektor maydon be

uchun
X,(x,y,2), X,(x,3,2), X,(x,),2)

funksiyalar ko‘rsatilishi yetarlidir. Agar
X,(6,0,2)s Xy(53,2) X;(%:352)

funksiyalar differensiallanuvchi funksiyalar bo‘lsa,
X:(63,7) > K@D, Kooy, Koo} -
; deyiladi.
vektor maydon sillig (yoki differensiallanuvchi) vektor maydon dey

Vektor maydon x uchun
X,(x,3,2), X,(%:3:2) X,(x,3,2)

i i iz.
funksiyalarni uning koordinata funksiyalari deb ataymi

aydon berilga
seif Bi R’ sohada x vektor m :
Ta’rif. Birorta Gc iffere nsiallanuvchi 7

. . d
shu sohada 5=p() tenglama bilan aniglangan e
‘Isin. Agar har bir t uchun p'()=X@@)

tegral chizig'i deyiladi. ‘
_vektori A() bo‘lgan nuqtasi.
ing har bir

n bo‘lib va

chiziq ham berilgan bo

chiziq x vektor maydonning in
Bu yerda y(r) - chizigning radius

j ohan
Teorema-23. Sillig vektor maydon berilgan s

1 hizig'i o ‘tadi.
nugtasidan shu vektor maydonning yagona integral chizig b
,2),X, (%7, 2): X (7.2

Isbot. Vektor maydonning X, (%

i ‘Isa
funksiyalari va (x,,,,5,)€G nuqta berilgan bo
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dx(1)
= Nxy2)
dylt)
V= %) 0}
dz=(1)
T=X;(x,y,2)

differensial tenglamalar sistemasining

x(0) =x,,y(0)=y,,2(0) =z,
boshlang’ich shartlarini qanoatlantiruvchi {x(s), y(t),2() yechimi (x,, YorZ,)
nuqtadan o‘tuvchi integral chizigni aniglaydi.

Endi sirtlarda berilgan vektor maydonlarni qaraylik. Regulyar &
sirtning p nugqta atrofidagi (f.G) parametrlash usuli 7 =7(u,v) tenglama
bilan berilgan bo‘lsin. Agar o sirtga tegishli har bir nuqtaga shu nuqtadan
chiquvchi vektor mos qo‘yilgan bo‘lsa, sirtda vektor maydon berilgan
deyiladi. Agar vektor maydonning koordinata funksiyalari ¢ sirtda
aniqlangan differensiallanuvchi funksiyalar bo‘lsa, vektor maydon silliq
vektor maydon deyiladi. Demak, x=(x,x, x,) vektor maydon p nugta
atrofida silliq bo‘lishi uchun

X,-f:G—)R’,Xz-f:G—)R",X,-f:G—)R3

funksiyalar differensiallanuvchi funksiyalar bo‘lishi lozim. Sirtda berilgan
X vektor maydonni X(g)= X "(9)+X"(q) ko‘rinishda yozish mumkin. Bu
yerda X'(q), X"(q) vektorlar mos ravishda X(g) vektorning ¢ nuqtadan
o'tuvchi urinma tekislikka va normalga proyeksiyalaridir. Shunday gilib,
sirtga urinuvchi x* ‘4> X"(q) va sirtga perpendikulyar X" :q — X"(q)
vektor maydonlar hosil bo‘ldj. Agar X silliq vektor maydon bo‘lsa, x* (@,
X"(q) vektor maydonlar ham silliq bo‘ladi.
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T e T

Buni isbotlash uchun berilgan p nugqta atrofida ularning silliq

ekanligini ko‘rsataylik. Buning uchun ¥ vektorni X = X' +A(u,v)i

7 vektorga skalyar ko‘paytirib

[r.n]

—

A(u,v) = (X,7) munosabat hosil gilamiz. Bu yerda ﬁ=|[7‘,. =

ko‘rinishda yozib. bu tenglikni
Demak,
X" =7 X*=x-ai tengliklar hosil boladi. Berilgan X vektor maydon
va i vektor silliq vektor maydonlar bo‘lganligi uchun  A(u,v)

differensiallanuvchi funksiyadir. Shuning uchun X°(g), X"(q) vektot
maydonlar ham silliq vektor funksiyalar bo‘ladi.

Endi p=5(r) tenglama bilan parametrlangan silliq y chiziq berilib,
parametrning har bir 1 qiymati uchun 7(¢) nuqtadan chiquvchi X(s) vektor

mos qo‘yilsa, y chiziqda vektor maydon berilgan deyiladi. Berilgan vektor
maydonning koordinata funksiyalari differensiallanuvchi funksiyalar

bo‘lsa, u silliq vektor maydon deyiladi. Agar
X@) ={X,0),X,®.X,(®}

silliq vektor maydon bo‘lsa,
dx {dX, dx, dx}

dt

“latdt i
vektor maydon X vektor maydonning y chiziq bo’ylab differensiali deb

ataladi.

Endi y chiziq regulyar @ sirtda yotuvchi chiziq bo‘lib,  chiziqda

silliq vektor maydon x berilib, har bir ¢ uchun X(¢) vektor sirtning (t)

a i'?:vektor maydon sirtga
t

nugtasidagi urinma vektor bolsin. Shund

urinma vektor maydon bo‘lishi shart emas. Lekin har bir ¢+ uchun
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axw _fax 7 2, ] _
dt '[dr (t)] +[d: (’)] :

ax()

tenglikni yozsak, & sirtda [ ] urinma vektor maydonni hosil bo‘ladi.

Bu vektor maydon uchun

%(r)=[%(z)]'
belgilash kiritib, uni x vektor maydonning kovariant differensiali deb
ataymiz. Agar regulyar o sirt p=y(t,)e® nuqta atrofida 7=F(u,v)
tenglama bilan berilgan bo‘lsa har bir ¢+ uchun

X =7, (1,(0),y, 'O+ r, (u(),u, O (@)

tenglikni yoza olamiz. Bu yerda u, = u,(¢), u, = v,(¢) funksiyalar y chizqing
ichki koordinatalardagi tenglamalaridir. Bu tenglikdagi x'(£),x*(?)

funksiyalar esa X(¢) vektorning 7,7 bazisdagi koordinatalar bo‘lib, ular ¢

parametrning differensiallanuvchi funksiyalaridir.
Endi

dx (1)
dt

Vi i du, 2 _di'
= wz_lr.,,.., (u, (), u.())x (1)7 + Z. =

tenglikda 7, =T,7, +q,7 derivasion formulalardan foydalanib

dX(t) k= _{ du/ i duj = dxk -
N oI X —~ oy L Y2
dt ?;:', oI "o -b%q"’x a zk: dr
tenglikni hosil qilamiz. Bu yerdan esa kovariant differensial uchun
quyidagi ifodani topamiz:
DX(t) dx* Lau, |
—_ = —_—t Y[ —>F 2
dt Z‘{ dt 2L dr | 2)

¥
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2. Vektorlarni parallel ko‘chirish
Regulyar @ sirtning bir nuqtasidan ikkinchi nuqtasiga shu nuqtalarni
tutashtiruvchi birorta chiziq bo‘ylab urinma vektorni parallel ko‘chirish
masalasini ko‘raylik. Sirtda yotuvchi r chiziq bo‘ylab berilgan X vektor

maydon uchun 2X ¢ tenglik o‘rinli bo‘lsa, X vektor maydon y chiziq
dt

bo‘ylab parallel vektor maydon deyiladi. Ny
Tarrif. ® sirtda p va q nugqtalarni tutashtiruvehi sillig y chiziq va
Isi izig bo ‘yicha

aeT,®, b eT,® urinma vekiorlar berilgan bo ‘Isin. Agar v chiziq bo yi

i =b iklar bajarilsa,
parallel x vektor maydon bo'lib, X(t )= X(t)=b tengliklar 0aj

¢ . . e o il
b vektor a vektorni y chiziq boylab parallel ko chirish natijasida hos

qilingan deyiladi.
i nuqtalarga
Bu yerda ¢,¢, sonlar mos ravishda parametrning p V2 4 1
mos keluvchi giymatlaridir.

Teorema-24. Regulyar ® sirtda

pvagq nugqtalarni tutashtiruvchi

o — = bO 'Isin.
silliq y chiziq p=p(() tenglama bilan berilib, y(t)=p» Y1) =9

peT,® vektor
Shunda ixtiyoriy aeT,® urinma vektor uchun yagona p

«chirish natijasida
mavjud bo lib, u & vektorni y chiziq bo ‘ylab parallel ko chirisi naty

hosil bo ‘ladi.

Isbot. Sirtni birorta nuqta atrofida
7 = F(u,v), @) € ¢ 3

arda u =t (1), %2 =u, ()

R inatal
t : ichki koordinata _ .
englama bilan parametrlasak, — alari

y chiziq bo‘ylab koord

tenglamalar bilan berilgan
“lishi uchun

X'(1), X*(t) bo‘lgan X vektor maydon par allel bo
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dx* d
{5 T
tenglik o
g ‘rinli bo‘lishi zarur va yetarlidir. Bu yerda 7, ,7, vektorlarning

w2y

chiziqli erkli ekanligini hisobga olsak

ﬂl. r* du,

d’ i“J Y d’ =

dx’ du,

— C))
dt %r’ dt =0

differensial tenglamalar sistemasini hosil qilamiz.

E:ndi bevosita teorema isbotiga o‘taylik. Agar p, ¢ nugtalarni
tutashtiruvchi chiziq @ sirtning (3) tenglama bilan parametrlangan qismida
yotsa, (4) differensial tenglamalar sistemasining x'(0)=a,,x*(0)=a
bor‘:h.lang’ich shartlarni qanoatlantiruvchi {x'(),x*()} yechimi bizga :
chiziq bo‘ylab parallel bo‘lgan X(0)=F, x'(¢)+7, x*() vektor maydonni
r::::r:azd?;:: .a.,az ifoda.lar a vektorning koordinatalaridir. Endi
el .gl b \./ektor sifatida x(,) vektorni olamiz. Agar p va g
ol ymmat:’ht::vc:f 7 cfliziq si.rtning birorta parametrlangan gismida
shunday qil drat r:i zl:.lqm ch.ekll sondagi mayda-mayda bo‘laklarga
hasida yotadi, Har 1 :: ‘har bir bo‘lefk sirtning birorta parametrlangan

. . o‘lakda yuqoridagidek parallel vektor maydonni
:imqlasak, 7 chiziq bo‘ylab parallel vektor maydonni hosil qilamiz. Agar
5=x(,) bo‘lsa, u @ vektorni y bo‘ylab ¢ nuqtaga parallel ko‘chirish
natijasidir.

Teorema-25. Sirtda yotyvchi ixtiyoriy chizig bo'yicha urinma
vektorlarni parallel ko ‘chirish operasiyasi skalyar ko ‘paytmani saglovchi

chizigli izomorfizmdir.
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Isbot. Regulyar & sirtda p=p() tenglama bilan y chiziq berilib,

7{t)=p,y(t;)=q bo'lsin. Agar a,Eerpm urinma vektorlarni y bo‘ylab ¢

nugqtaga ko*chirish natijasida &5 vektorlar hosil bo‘lsa, bu chiziq bo‘ylab

parallel x, v vektor maydonlar mavjud bo‘lib,

X(t)) =@ X(t;) = .Y(0) =5, Y(t2) = by
tengliklar bajariladi. Bu vektor maydonlar parallel bo‘lganligi uchun X+Y
vektor maydon va ixtiyoriy A haqiqiy son uchun AX v
7 bo‘ylab parallel bo‘ladi, chunki

DX _o DYy

dt dt

ektor maydon ham

tengliklardan
DX +Y) _, DUAX) _q
dt T odt

munosabatlar kelib chigadi. Bu munosabatlarni isbotlash uchun

DY
—-(X Y)= ( Y) [X,?

D( jX ) df f DX DX +Y ) DX DY
Tdr dt dt a N
miz. Bu yerda f(?) dlfferensiallanuvchi funksiya, X

formulalarni isbotlay
vektor maydon X ()= f(

Bu formulalarni isbotlash uchun
ar)dux) _4 v, &
Zx+f o

dX+Y)_dX dr d vy (dX ) (x——}
o ad af de

)X (¢) qoida bo‘yicha aniglanadi.

tengliklardan foydalanamiz. Uchinchi formulani isbotlaylik:

D _[dux)] _[& ] [ ax ]_ix+f__
% —[ . ] -[ L x| + /07 2o

Ikkinchi formulaning isboti
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Isbot. Regulyar & sirtda p=/50) tenglama bilan y chiziq berilib,
Ye)=p,y(t;)=q bo'lsin. Agar a,beT,® urinma vektorlarni y bo‘ylab ¢
nuqtaga ko* chirish natijasida &5, vektorlar hosil bo‘lsa, bu chiziq bo‘ylab
parallel X, v vektor maydonlar mavjud bo‘lib,

X(t,) =8, X(t;) = &, Y(0) =5,Y(6) = b
tengliklar bajariladi. Bu vektor maydonlar parallel bo‘lganligi uchun X +Y
vektor maydon va ixtiyoriy 4 hagiqiy son uchun AX vektor maydon ham

7 bo‘ylab parallel bo*ladi, chunki

DX _o DY g
dt dr

tengliklardan
DX +Y) _, DAX) _,

munosabatlar kelib chiqadi. Bu munosabatlarni isbotlash uchun

DX DY
con(EL)(<2)

D(jX)=££ fDX D(X+Y) _ DX DY
dt dt dt T a a

formulalarni isbotlaymiz. Bu yerda f(9) differensiallanuvchi funksiya, X

vektor maydon fX (1) =f(O)X() qoida bo

Bu formulalarni isbotlash uchun

dX+Y)_dX dv d y _(é{,y) (x dY}dUX) &y
dt at o dt('\y) dt \a)Ta @ f

‘yicha aniqlanadi.

tengliklardan foydalanamiz. Uchinchi formulani isbotlaylik:

%{ﬁ [“'UX)] ["f (t)X(t)] [f(t)—-(t)] /A L+ f

Ikkinchi formulaning isboti




(5r)- (4] [T ) (22
(< )-(x[ 5] (2] )(»2)

tengliklardan kelib chigadi. Endi teorema isbotiga qaytaylik. Quyidagi

(X+Y)))=X(t)+Y(t))=a+b,
(X +1)6) = X (1) +Y(5,) =a +b
AX(t,) = Aa

munosabatlardan » chiziq bo‘ylab parallel ko‘chirish operasiyasi
r" :T,® — T,® urinma fazolar orasidagi chiziqli izomorfizm ekanligi kelib
chigadi.

Endi »" akslantirishda skalyar ko‘paytmaning saqlanishini
ko‘rsataylik. Buning uchun

d
ZXO.rm) = (D’:(') Y(t)) (X(t),DYt(f))

tenglikdan har bir + uchun

DX() _, DY(t)

=0
dr dr

¢ s . d
bo‘lganligi uchun 7 K@, Y@ =0 tenglikni hosil gilamiz.

Demak, y chiziq bo‘ylab »(+,) nuqtadan y(s,) nuqtaga harakat
qilganimizda (X(1),¥(r)) skalyar ko‘paytma o‘zgarmaydi va
(X().Y () =(X(,).Y (1)
tenglik o‘rinli bo‘ladi.
Regulyar & sirtda yotuvchi va 5= A(¢) tenglama bilan aniglangan y
chiziq geodezik chiziq bo‘lishi uchun uning 5'() urinma vektori » bo‘ylab

parallel bo‘lishi zarur va yetarlidir.
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Isbot. Urinma vektorning kovariant differensialini hisoblasak

Dpy d .,
d:” '[ P(:)] [P(r)

munosabatini hosil gilamiz. Demak, y geodezik chizig bo‘lishi uchun

D-' . .
% =0 bo‘lishi zarur va yetarlidir.

Misol. Doiraviy silindr Oxz dekart koordinatalar sistemasida

x+yl =R tenglama bilan berilsa, unda yotuvchi
x=Rcost,y = Rsint,z=Rt tenglama bilan aniglanuvchi vint chizig’i uchun
uning Py ={~Rsint,Rcost, R} urinma vektori shu chizig bo‘.ylab
paralleldir, chunki  j{, ={-Rcost,-Rsin#,0} vektor urinma tekislikka

T
ortogonal va demak 5:') [d:;;')] =0.

Regulyar ®, va ®, sirtlar uchun F:® s ®, differensiallanuvchi
akslantirishlar berilib, ®, sirtda /=4 tenglama bilan aniglangan y
chiziq bo‘ylab sirtga urinuvchi X() vektor maydon berilgan bo‘lsin. Bux:d:
@, sirtda y chizigning obrazi F(») silliq chiziq bo° ladi, va F(») bo‘yla
aniglangan ¥ =d4r(x) silliq vektor maydon hosil bo*‘ladi.

Teorema-26. Regulyar ®,® S

akslantirish bo ‘Isa,

irtlar uchun F:® @ izometrik

px\_DY
{25

. ; izometrik akslanti-
tenglik o 'rinlidir, ya'ni kovar iant diff rensiallash 120

rishlarga nisbatan invariantdir.
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Isbot. Ixtiyoriy s uchun dF,)( (I ))—% tenglikni isbotlash

yetarlidir. Faraz qilaylik, »(r,) nuqta atrofida @, sirt 7 =r(u,v) tenglama
yordamida aniqlangan va y chiziq u=u,(), v=u,(r) tenglamalar bilan
berilgan bo‘lsin. Endi o, sirtni F(y(¢,)=Q nuqta atrofida a=a(u,v)
tenglama yordamida parametrlaymiz. Bu yerda a(»,v) vektor ®, sirtning
F(P(u,v)) nuqtasi radius-vektoridir. Akslantirish F differensiallanuvchi
bo‘lganligi uchun &(u,v) differensiallanuvchi vektor funksiyadir. Bu
parametrlashda  F(y) chizigni b(f)=a(u,(1),u, () tenglama bilan
parametrlasak, ®, sirtdagi F(») chizigning ichki koordinatalaridagi
tenglamalari u=u,(r),v=u,(/) ko‘rinishda bo‘ladi. Bizga ma’lumki,
dF(y()Xr.,, (1)) =a, (1) tenglik o‘rinli bo‘ladi. Undan tashqari biz bilamizki,
F izometrik akslantirish bo‘lganligi uchun ®, va ®, sirtlarning yuqoridagi

parametrlash usullari bilan aniqlangan birinchi kvadratik formalarining
koeffisientlari mos ravishda teng bo‘ladi; shuning uchun Kristofel’

simvollari ham o‘zaro teng bo‘ladi. Endi

DX(I) dx*
dt Z{ z ¥ dt}

iy

formuladan

—(l )=dF(y(t, ))( (¢ ))

tenglikni hosil qilamiz.
Chunki X() urinma vektor uchun X(¢)=7x'(t)+7x'(f) tenglikdan

Y() = a,x'(t)+a,x*(t) tenglik kelib chiqadi.
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Natija. Teorema shartlari bajarilganda y geodezik chizig bo'lsa,

Fy) ham geodezik chiziq bo ‘ladi va aksincha.

§ 13. Gauss-Bonne teoremasi

Bu paragrafda sirtda berilgan yopiq chiziq bo‘ylab birorta urinma

vektorni parallel ko‘chirib boshlang’ich nuqtaga qaytganimizda, vektor-

. N PSS
ning boshlang’ich va oxirgi holatlari orasidagi burchak bilan sirtning to"liq

egriligi orasidagi munosabatni topmogchimiz.
Faraz qilaylik, regulyar & sirt
F=F,yv), @@v)eEG

tenglama yordamida parametrlangan bo‘lsin. Fazoda

A
|7, 7]l

lab, sirtda 7, vektordan 7 vektorga

tall
Batl

3

T r, n=

<

’

=i

vektorlar yordamida oriyentasiyani aniq

burilishni musbat burilish deb hisoblaymiz.
L

Chizma-15
.......... V. .
arab, uning chegarasini I’ bilan
) nuqta va sirtga

itlig chiziglardan iborat
Sirtda chegarasi bir nechta 7,%s sillig chiziq

bo‘lgan bir bog’lanishli 4 soha qar: (v
uo’ o
belgilaylik. Bu sohaning chegarasida birorta P
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urinma bitta 4, vektor berilgan bo‘lsin. Musbat yo‘nalish bo‘yicha 4,
vektorni I chiziq bo‘ylab parallel ko‘chirib yana p(u,,v,) nuqtaga
qaytsak, d, vektorni parallel ko*chirish natijasida &, vektorni hosil qilamiz.
Bu vektorlar orasidagi burchakni Ag bilan belgilab, uni hisoblashga
kirishamiz. Buning uchun o sirtda birlik urinma ¢ vektor maydonni
qaraymiz va &, =&(u,,v,) belgilash kiritib, ¢, bilan a, va g vektorlar
orasidagi burchakni belgilaymiz. Sohaning chegarasi 4 chizigning har bir
nuqtasida & va ¢ vektorlar orasidagi burchakni ¢ bilan belgilasak,
@(u,,v,) =@, bo‘ladi. Endi parallel ko‘chirish natijasida hosil bo‘lgan b,
vektor bilan ¢, orasidagi burchakni ¢, deb belgilasak, @, =g¢, +Ap
tenglikni hosil qilamiz. Chunki, biz musbat yo‘nalish bo‘yicha harakat
qilganimiz uchun burchak ortib boradi.

Shuning uchun Ap=¢,-¢, tenglik o‘rinli bo‘lib, ap sohaning
chegarasini bir marta aylanib chigishda hosil bo‘lgan burchak orttirmasiga
teng bo‘lib, uni

Ao =fdp M
ko‘rinishda yoza olamiz. Hisob kitob qulayligi uchun |G,[=1 deb
hisoblasak, I chiziqgning hamma nuqtalarida |a|=1 tenglik o‘rinli bo‘ladi.
Endi ¢ burchakning dp differensialini hisoblash uchun (4,é)=cose
tenglikdan foydalanamiz. Bu tenglikni differensiallab
(da,c)+(a,dc) =—sin pdo

tenglikni hosil qilamiz. Urinma a vektor I" chiziq bo‘ylab, &, vektorni
parallel ko*chirish natijasida hosil bo‘lganligi uchun 4@ vektorning urinma
tekislikka proeksiyasi nol’ vektorga teng bo‘ladi, demak, (dd,6)=0 va
— sin pdo = (d,dC) tengliklar hosil bo‘ladi.
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Burchak d¢ differensialini hisoblashda yana bir narsani hisobga

olishimiz zarur. Agar d, vektorni boshqa birlik Z, vektor bilan almashtirib,

o, bilan &,z vektorlar orasidagi burchakni belgilasak, unda ularni 4

chiziq bo‘ylab parallel ko‘chirish natijasida hosil bo‘lgan a.g vektorlar

orasidagi burchak ham «, ga teng bo‘ladi. Shuning uchun, agar ¥ bilan

&,§ vektorlar orasidagi burchakni belgilasak, ¥ =@ %, bo*ladi va demak
dy =dp tenglik o‘rinlidir.

Endi sirtning har bir nugtasida ¢ vektorga perpendikulyar bo‘lgan 7
vektorni shunday tanlaymizki, har bir nuqtada (.7 7} vektorlar oilasi 0'ng

sistemani hosil qilsin.

Misol uchun, bunday vektorni hamma nugtalarda ¢ ve .
arasiga tegishli ¢

ktorni urinma

tekislikda +90° ga burib hosil qilish mumkin. Soha cheg bl
nugqtani olib, bu nuqtadagi 7 vektorni M, nuqtaga parallel ko‘chirib ,
bilan belgilaymiz. Endi parallel ko*chirilishi lozim bo‘lgan a, vektor
o‘miga p, vektorni I' chiziq bo‘ylab parallel ko‘chiramiz va .natijada r
ning hamma nugqtalarida berilgan vektorni p, bilan belgilaymiz. ‘Agar v
burchak & va p, orasidagi burchak bo‘lsa, 4 nuqtada p, vektor p vektor

gtada ¥, =§ bo*ladi va demak

@

bilan ustma-ust tushganligi uchun bunt
dy, =~(B:d)

tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Biz ¢ nugtani ixtiyo

riy tanlaganimiz uchun bu ishni hamma ¢
ST 4 do ning
nugtalar uchun takrorlab, (2) tenglikni hosil qilamiz. Endi dp

atini hiso dy, tenglikdan
m

s i plash uchun dp=
ixtiyoriy ¢ nuqtadagi qiy

foydalanamiz va natijada
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do(q) =dy,(g) = —(p, d&t) 3
formulani hosi] qilamiz. Bu formula biz uchun muhim aham

iyatga ega,
chunki (p,dz) skalyar ko‘paytmani hisoblay olamiz.

Endi biz (p,4z) skalyar ko‘paytmani hisoblashga kirishamiz. Buning

uchun 4z =C,du+C,dv tenglikni va (3) tenglikni hisobga olib (Dtenglikni

A¢=-f{(;"7,é‘u)du+(ﬁ,cv)dv} ko‘rinishda yozamiz.
r
Biz
o0 &P
= [[| = -Z= lixa
g(mwgdy) g(ax 7y P
formuladan foydalanib

ap=]f {a%(ﬁ,c,) - aﬁv(ﬁ,cu )}dudv =~ I[{c..5.)~ @, 5,)}dudv

tenglikni hosil qilamiz. Endi %.5)=r|[7,7]

va [4,,A,]=K[F,,F]
tengliklardan [7,,7 )=k I[7%,7,]] 7 tenglikni hosil qilamiz. Bu yerda x

sirtning Gauss egriligidir. Bu tenglikdan (g, p)-(,,p,) ifodani

hisoblashda foydalanamiz, Buning uchun
C,=cC+clp+cli, & = C+cip+cin
P.=PC+pip+pli, p,=ple+pip+ pli
ifodalardan foydalanamiz. Lekin & va b birlik vektorlar bo‘lgani uchun
€,6)=(,)=0,(5,5,) =(p,p,)=0

tengliklar o‘rinli. Demak, ¢} =c}= 1= p; =0 tengliklar o*rinli bo‘ladi. Xullas

C.=cip+cii ¢ =c;p+ci
P.=piC+pih, P,=pic+pii
tengliklarni hisobga olib

€.-P.)-G..5,)=c}p}~cp}
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tenglikni hosil qilamiz. Endi -
7, =N/ +N}pA, =N,c+N; P
v 1

yoyilmalardan B —
[n,,n ]=N,'N:[E,i7]+ N,’N,'[p,c]=N,Nzn ,
o (NN - NN

tenglikni yozish mumkin. Lekin 7 =[¢, pl va .
A, =[¢,, p1+[6:P.] 7, =[¢,,p1+[c. P, o
o i hosil gilamiz.

= tn
0 s =12 (0 p ¢ pl)i munosaba
tenglikni hisobga olib, [#,,7,1=(c;p: =GP

Demak =
, cp; —ep)a=K|[F.n11A
!

tenglik va natijada esa

_c’p; =K‘\[ﬁ
1

tenglik o‘rinli bo‘ladi. Shunda

rp= [ KNEG-Fdudv ()

formulani hosil gilamiz.

Endi yugqoridagi (%) foi'm“lada". hegaralovehi 4 chiziq bir nechta
. . . 4 sohani cheg bu chiziqning
isbotlaylik. Buning uchun ) + o‘tamiz. Demak, )
e ‘borat ekanligini eslatib 0 -+ chigish davomida
silliq chiziglardan ibor: . chizigni aylanib chiq
o'lib, 4 © ifatida uzilishga €ga

2.3
C|PZ

ini
foydalanib Gauss-Bonne teoremas

.. b
urinma vektori 7 aniglangan L eksiva S e
h nuqtalarlda Sohanil‘lg chegarasl A

u silliq chiziglarning tutas b ozgaradi.
bo‘ladi ya,ni uning yo‘naliShl sakra tor bilan 7 V .
, co*chirilayotgan & V€ idagi burchakni
1 ko‘c _ yektor orasidag

va @ g
vekeer vektorlar orasidagt burchak #

chiziq bo‘ylab paralle
burchakni  bilan, ¢ .
yuqoridagidek ¢ bilan belgilasak, ¢
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uchun y=g@+y tenglik orinli bo‘ladi. Biz /° chizigni bir marta aylanib
chigsak,
T, =7(u,,v,),E, =¢(u,.v,)

vektorlar yana o°z vaziyatiga qaytadi. Demak. x burchakning orttirmasi
2Uk ga teng bo‘lishi kerak. Aslida esa bu orttirma 2z ga tengdir. Chunki
A soha doiraga va chegarasi esa aylanaga gomeomorfdir.

Demak, Ay =27 yoki Ap+Aw =27 bo‘ladi. Parallel ko‘chirilayotgan
a vektor va chizigning urinma vektori 7 orasidagi burchak orttirmasi uchun

Ay={dy+Y Ay,

i=l

tenglik o‘rinli bo‘ladi.
Bu yerda Ay, - i- chi tutashish nuqtasidagi burchak orttirmacidir.
Endi dy ni hisoblash uchun dl/./ =2(b,d7) tenglikdan foydalanamiz. Bu

yerda b vektor sifatida 7 ni sirtning urinma tekisligida +90°ga burib hosil

qilingan vektorni qabul gilamiz. Endi §=kﬁz tenglikni hisobga olib
A

WY k) f i hosil gi |

il (6,m) formulani hosil qilamiz. Bu yerda m chizigning bosh

normalidir. Shunda (b,/) skalyar ko‘paytma ﬁu=§ vektorning urinma
S

tekislikdagi proeksiyasi ekanligidan va chiziqning egriligi ‘ﬂ ga
ds

... d
tengligidan I‘” =k, tenglikni hosil qilamiz.

Bu yerda & -chizigning geodezik egriligidir. Endi bularni hisobga
olib Ap+Ay =27 tenglikni
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[[KVEG- F’dudv+z"|:§K,ds+§Ay/i L

ko‘rinishda yozamiz. Hosil bo‘lgan formula Gauss-Bonne teoremasi deb

ataladi. Endi
[[VEG - F* dudv
A
a teng ekanligini ko‘rsatamiz.
ini kiritamiz. Sirtdagi A
a sohachaning

integral A sohaning yuzasig

Buning uchun avvalo soha yuzasi tushunchas

sohani kichkina sohachalarga ajratib, har bir kichkin o

. - . ;
chegarasi yopiq chiziq bo‘lib, bu yopiq chizid chekli sondagl sn' q
‘lishini talab gilamiZ. Bu kichkina sohachalarni a

r bir a sohadan bittadan P, nu

chiziglardan iborat bo
. . qta olib, shu
bilan belgilaylik. Endi ha

‘tkazamiz. Kichkina a sohachalar

nuqtadan sirtga urinma tekislik o

: i o‘tadigan
shunchalik kichik bo‘lishi kerakki, a sohani P, nuqtadan

ir qi i i ‘lishi kerak.
urinma tekislikka proeksiyalash o‘zaro bir qiymatli moslik bo. i

svasini 1an uning yuzasini
Urinma tekislikdagi a sohaning proyeksiyasini 4. bilan g

S(a,) bilan belgilaymiz. | .
Y S(a,) ifodaning sohalar soni cheksizlikka intilgandagt I

an belgilaymiZ. Endi S(4) ni

. il
. . b ataymiz va S(A) bi :
sohaning Yuzasi deb atay ar bir a uchun S(a,)ni

ijz. Buning uchun b

hisoblashga kirisham
i koordinata boshi st

' fatida qabul gilib, Z

hisoblaymiz. Agar P, nugqtan -
i ‘nalti xy tekisligt P,

o‘qini shu nugqtadagi normal bo‘yicha YO naltirsak,

k bilan ustma-ust tushadi. Bu koordinatalar

nuqtadagi urinma tekisli
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x=x(u,v)

tengliklar a, sohacha bilan G sohadagi Birorta a,

sistemasida {
y=yu,v)

so ‘s . .
hacha o*rtasida o°zaro bir giymatli moslik o*rnatadi. Agar

F(u,v) = \x(1,v), y(,v), 2(u, v)}

bo‘lsa,
zu(u()’vu):O’zv(uo’vo):o
tengliklar o'rinli bo‘ladi. Bu yerda u,v, sirtda P nuqtaning ichki

koordinatalaridir. Bundan tashqari, [r,,7]#0 va

IACRANACHS) L {0,0, *
v, Y.

tengliklardan

x, (Ug,V,) X, (1y,9,)
v (#,5v,)  y,(u,,v,)

munosabat kelib chiqadi. Birinchi tartibli xususiy hosilalar uzluksiz
bo‘lgani uchun

*u (uo’vu) X,(uo,vo)
V. @y,v,)  y,(u,,v,)

determinant p,(u,,v,) nuqtaga yetarli yaqin nuqtalarda ham noldan farqli
bo‘ladi. Faraz qilaylik o,>0 son uchun |u-y,|<o,,|v-V, <o

tengsizliklar bajarilganda yuqoridagi determinant noldan farqli bo‘lib,
sirtning

x =x(u,v)
Y =y(u,v) w,v) e{,v):|u~u, |<o,|v-v, <o}
z=1z(u,v)

tenglamalar bilan aniglangan gismi @ sohani oz ichiga olsin. Shunda
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x = x(u,v), x(u,,v,) =0
y = y(u,v), X(1tgs%0) = 0

emasidan oshkormas funksiya haqidagi teoremaga asosan

v=v(x,y) funksiyalar mavjud bo‘ladi.

$2) > xY) formula

tenglamalar sist
differensiallanuvchi  u =u(x, ),

Shunda « sohani urinma tekislikka proeksiyalash (x,
¥) funksiyalar a, sohachani G

orqali ifodalangani uchun u =u(x, y),v=v(x
sohacha

omorf akslantiradi. Demak, a,

sohadagi @, sohachaga gome
i integraldan foydalanib S(a,,)=jyjdxdy

yuzasini hisoblash uchun karral

y(u,v) almashtirishdan keyin

o Idudv
x, W

ko‘rinishda yozsak, uni x =x(#,v), ¥ =

S(a,)=[[abs

ko‘rinishda yoza olamiz.

Bu yerda
absx. yH
xv yv
jymati i . Endi P,
bilan [ ”*| determinantning absolyut giymati belgilangan
xV v
nuqtada

. Y
| [;‘:l’;:v] I= ab:l;v yv|

funksiyaning uzluksizligidan har bir

tenglik o‘rinli bo‘lgani va 1Al

x, Yu
ab:lx 5.

(u,v) € a, nuqta uchun

T EEXCR

v g . bo‘lib, a
tenglikni yoza olamiz. Bu yerda £.@Y) yetarl kichik miqdor

kichiklashganda u nolga intiladi.
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Yuqoridagilarni hisobga olib
> S8@a)=Y [[(17.%]I +&,(u,v))dudv = _U| (7.7 ]| dudv+Y_ [[ & (u,v)dudv

tenglikni hosil gilamiz. Bu yerda 4 bilan G sohadagi 4 sohaga mos
keluvchi soha belgilangan.
Shunday qilib,

Y.S(a,) = [[I[7;. 7.} dudv +3 [, (u,v)dudv (6)
tenglikni hosil qildik. Bu tenglikda a sohachalarni yetarli kichik qilish
hisobiga birorta £>0 uchun ¢,(u,v)<s tengsizlikning bajarilishini

ta’minlaymiz. Natijada

zjj &, (u,v)dudv| < £3.S(@,) = eS(4)

tengsizlikni hosil qilamiz. Endi (6) tenglikda 4 sohachalar sonini
cheksizlikka intiltirib limitga o‘tsak
limYS(@,) = [[I[7,.7,]| dudv

tenglikni hosil gilamiz. Demak,

S(4) = [[I 7,7 ]| dudv
formulani hosil gildik. Bu yerda

\[%.,F,]l=VEG-F*

tenglikdan foydalansak

Sy =|f JEG - F*dudv
formulani hosil gilamiz. Endi

ds = VEG — F*dudv

belgilash kirisak Gauss-Bonne teoremasini
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& < < Y | =2
ﬂ Kds+ Y. § K ds+2 Ay, =27

ely,

ko‘rinishda yozib olish mumkin. Endi Gauss-Bonne teoremasini A soha

uchta y 7,7, geodezik chiziglar bilan chegaralangan holni ko‘raylik.

Geodezik chiziglar uchun X, =0 bo*Iganligidan Gauss-Bonne teoremasiga

ko‘ra

3
=2
ngs+§Aw. "

ko‘rinishga keladi. Bu holda A4 soha geodezik uchburchak bo‘lib, unife

o1t taeméladi ing uchun
ichki burchaklari @, lar uchun @, =7y, o‘rinli b0 ladi. Shuning

yuqgoridagi formula
a +a +a& s =+ H de
1 2 A

. 5 sirt tekislik
ko‘rinishga keladi. Bu yerda K'=0 bo'lsa (misol uchun O sirt

bo‘lsa) &, +a,+a, = tenglikni hosil qilamiz.

Chizma-16
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§ 14. Egriligi o‘zgarmas sirtlar
Sirtning Gauss egriligi hamma nugtalarda bitta o‘zgarmas songa teng
bo'Isa, bunday sirtni egriligi o‘zgarmas sirt deb ataymiz. Misol uchun
tekislikning hamma nuqtalarida Gauss egriligi nolga teng bo‘ladi.
Biz Gauss egriligi o‘zgarmas sirtlarda Gauss-Bonne teoremasini
geodezik uchburchak uchun yozsak
a +a,+a, =x+KS(A4)
tenglikni hosil gilamiz. Bu yerda S(4)-geodezik uchburchak yuzasi, & -
sirtning Gauss egriligi. Tekislik uchun X =0 va demak «, +a, +a, =180°.
Uch oflchamli yevklid fazosida Oxz - dekart koordinatalari Kkiritilsa,
sferani
S: = {(x,y,z) eR:x*+y* +z' = R’}

to‘plam sifatida aniqlaymiz. Sferaning Gauss egriligi o‘zgarmas va
hamma nuqtalarda K = % bo‘lganligi uchun sferada geodezik uchburchak

ichki burchaklarning yig’indisi 180° dan katta bo‘ladi.
Endi Gauss egriligi o‘zgarmas manfiy son bo‘lgan sirtga misol

keltiraylik. Buning uchun Oxz tekisligida
x=Rsinu
z=R(In tg%+cosu) ,% <u<nm,R>0
y=0
tenglama yordamida parametrlangari egri chiziqni Oz o‘qi atrofida
aylantirishdan hosil bo‘lgan sirtni garaylik.

Bu sirtning parametrik tenglamalari
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x = Rsinucosv P
y = Rsinusinv 2
4
-= R(]mg%+c05u)

. e 3 formalar
ko‘rinishda bo‘ladi. Birinchi va ikkinchi  kvadratik fo

koeffisientlarini hisoblash natijasida .
E=Rctg’u, F=0, G=R’sin’y, L= —Rctgu,M =0, N = Retgusin i

ifodalarni topamiz. Gauss egriligini
IN-M*

K=Z6-F

formuladan foydalanib hisoblasak
—Rcglusinfu __ 1
e =3
Ricg’uR?sin’u R
: Bel’ - <irti deb ataladi. Gauss-
natijani olamiz. Bu sirt psevdosfera yoki Bel’trami sirti de o

: hak
Bonne teoremasiga ko‘ra bu sirtda geodez1k uchburc

burchaklarining yig’indisi 180° dan kichik bo‘ladi.

“t

u

Chizma-17
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§ 14. Egriligi o‘zgarmas sirtlar

Sirtning Gauss egriligi hamma nugqtalarda bitta o‘zgarmas songa teng
bo'lsa, bunday sirtni egriligi o‘zgarmas sirt deb ataymiz. Misol uchun
tekislikning hamma nugqtalarida Gauss egriligi nolga teng bo‘ladi.

Biz Gauss egriligi o‘zgarmas sirtlarda Gauss-Bonne teoremasini
geodezik uchburchak uchun yozsak

a,+a, +a, =x+KS(4)
tenglikni hosil qilamiz. Bu yerda S(4)-geodezik uchburchak yuzasi, x -
sirtning Gauss egriligi. Tekislik uchun K =0 va demak «, +a, +a, =180°.
Uch o‘lchamli yevklid fazosida Oxz - dekart koordinatalari kiritilsa,
sferani
S:= {(x,y,z)eR’ ix*+yt+2° =R’}

to‘plam sifatida aniglaymiz. Sferaning Gauss egriligi o‘zgarmas va
hamma nugtalarda K = % bo‘lganligi uchun sferada geodezik uchburchak

ichki burchaklarning yig’indisi 180° dan katta bo‘ladi.

Endi Gauss egriligi o‘zgarmas manfiy son bo‘lgan sirtga misol
keltiraylik. Buning uchun Ox: tekisligida

x=Rsinu
z=R(n tg%+cosu) % <u<mR>0
y=0

tenglama yordamida parametrlangar egri chiziqni Oz o‘qi atrofida
aylantirishdan hosil bo‘lgan sirtni qaraylik.

Bu sirtning parametrik tenglamalari

x = Rsinucosy e

y=Rsinusiny 3 “¥<7

z= R(]ntg%+ cosu) O<v<2®

ko‘rinishda bo‘ladi. Birinchi va ikkinchi kvadratik formalar
koeffisientlarini hisoblash natijasida

E = Rctg’u, F=0, G=R’sin’u, L=-Rctgu,p - 0N = RctguSi“z u
ifodalarni topamiz. Gauss egriligini

LN -M?
EG-F?

formuladan foydalanib hisoblasak

K=

- Ricig’usin’y ,
~ pe EO S
Ricig*uR*sin*,, F

natijani olamiz. Bu sirt psevdosfera yoki Rq), tram <icgi deb ataladi. Gauss-
mi sirti '
8codeyjl ychburchak ichki
burchaklarining yig'indisi 180" dan Kichik b czik
adi,

Bonne teoremasiga ko‘ra bu sirtda

“

i
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Endi - .
o ndi regulyar ¢ sirtning yarim geodezik parametrlash usuli
r=r(,v),(u,v)eG tenglama bilan berilgan bo‘lsin. Bu holda E=1F=0
bo‘l- . . . ,
ishini bilamiz. Demak bu holda Gauss egriligini ¢ orqali ifodalash

mu . age . 3
mkin. Gauss egriligini G orqali ifodalash uchun I} Kristoffel

simvollarini hisoblaymiz. Bu holda

1 G

I"lll =rl2l =I“|: =0, r‘lzz =r22l — ———
2G Ju

1 6G

tengliklar o‘rinli bo‘ladi.

Gauss te ini ‘paytiri i
nglamasini g, ga ko‘paytirib m indeks bo‘yicha yig’sak
S RO P
- out " gy Ly +Zruru~ —Zr‘:‘:rp, = g(qijqﬂ —9.9, )glmgnu
tenglikni hosil gilami ikni
glikni hosil gilamiz. Bu tenglikning o°ng tomonini
g(qr/‘h _qu'kqjl)g‘mgm = Z(qqqu -qikqﬂ)a': =
209,90 = 949,00, = 9,40 ~9ud.s

ko‘rinish : oL
nishga olib kelib, i = j =1,k = s = 2 qo‘ysak yuqoridagi tenglikdan

q -q} = i " a L m "
W= ;g‘""(auz Ly _ﬁl—u +Zrllurn —Zrl'zrn )

tenglikni 1 ailam:

glikni hosil qilamiz. Bu yerda «' =u,u4* =v, {g,} birinchi kvadratik forma
trisasi o

matrisasi, {g, }-ikkinchi kvadratik forma matrisasidir. Endi

K= 9udxn —’qlzi.
8u8xn —&n

formulada g, =l.g, = 0,g,, =G va q,4,, —q;, uchun yugqoridagi formuladan

foydalansak
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formulani hosil gilamiz.

Bundan tashqari
NG 1 &G
du 2JG du
va
VG __L.éiq__l_.(éﬁ)’
out 4G out 4G’ \du
tengliklarni hisobga olsak
P
- JG o
formulani hosil gilamiz. Bu tenglikni
2
JGK +2 ‘/;5 =0
du

yarim geodezik parametrlash usulini
hiziqga ortogonal

=0 chizigning

ko‘rinishda yozish mumkin. Biz
Kiritish uchun #'=0 tenglama bilan aniglangan ¢
geodezik chiziglarni (v=const) kiritgan edik. Agar biz

yoy uzunligi yordamida parametrlangan geodezik chiziq bo'lishini talab

1=/ 0,9),7.0.Y) = JG(O,Y)

=0,u, =t ifodalarni geodezik

qilsak

tenglikni hosil gilamiz. Bundan tashqari #,

chiziq tenglamalariga qo‘yib
I (0,v) =0, T3(0.7) =0

tengliklarni hosil gilamiz. Demak,
3G, _o
du
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yoki

i'JG(O, v) =0.
Ju
Endi K ni o‘zgarmas songa teng deb hisoblab,

\/(—?K+a;/za=0
U

tenglikni VG ga nisbatan xususiy hosilali differensial tenglama sifatida

qaraymiz. Boshlang’ich shartlar

GOy =1, 2IG0M _

du
tengliklardan iborat bo‘ladi. Bu tenglamada K =0 bo‘lsa, G(u,v) =1 bo'lib,
sirt tekislikka lokal izometrik bo‘ladi. Agar x>0 bo‘lsa, bu tenglama
yechimi /G(u,v) = cosKu ko‘rinishda bo‘ladi. Demak bu holda
E=1,F =0, G(u,v) =cos’ VKu

bo‘ladi.

Agar K<0 bo‘lsa, bu tenglama yechimi G =chv=—Ku ko‘rinishda
bo‘ladi.

Teorema. Regulyar o sirt o ‘zgarmas k Gausc egriligiga ega bo ‘Isa:

1) K =0 bolganda u tekislikka lokal izometrikdir.

2) K>0 bo'lganda u radiusi —Jl? ga teng bo‘lgan sferaga lokal

izometrikdir.

3) K <0 bo‘lsa, sirt parametri | = 1 ga teng bo‘lgan Bel’trami
vJ-K
sirtiga lokal izometrikdir.

Isbot. Regulyar @, va @, sirtlar o‘zgarmas X soniga teng bo‘lgan

Gauss egriligiga ega bo‘lsin. Bu sirtlarga tegishli p, va p, nuqtalardan
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. . atrofida &, va
o‘tuvchi y, va y, geodezik chiziglarni qaraylik. Bu nugtalar

i ishda
®@, sirtlarning regulyar parametrlash usullari mos ravt

F=’:l("7v)
F=F:(u,v)’ (u,V)EG

ik chizi vishda
tenglamalar yordamida berilgan bo*Isin. Geodezik chiziglar mos ra

{u =u'(s)

" y=v'(s)

{u:u’(s)
V.

v=v(s)

tenglamalar yordamida berilgan bo‘lsin.
Bu yerda aniglik uchun P (u;,v,), P,(u,,v;) nuqtalar uchun
uy =u'(0)=0, v) =v'(0)=0, u} =u*(0)=0, v =v*(0)=0
tengliklar o‘rinli deb hisoblaymiz. Demak,
n@=p, 7,0)=p,
bo‘ladi. Bu chiziglarda parametr sifatida yoy uzunligini olib va bu
chiziglarga ortogonal geodezik chiziglar oilasini qurib, 7,(0)=p, va

nugtalar atrofida yarim geodezik parametrlash usullarini
7,(0)=p,

. . apa qarang). Endi
aniglaymiz ~ (22-teoremag 3
ﬁ =p (W, S)
p=p'ns) (w0 .
p, nuqta atrofidagi yarim geodezik
va P

tenglamalar mos ravishda p, o tenglama mos ravishda @, va

: bo'lsi aw=
parametrlash usullari bo‘lsin. Shund P ik formalr
o sirtlarda 7, va 7, chiziglamni aniglaydi V2
) Sirtlar 1 2 z
E* =1, F'=F

bo‘ladi.

: ‘rinli
=0 tenghklar o
koeffisientlari uchun E'=

G',G* koeffisientlar esa
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J6K+ao;"/25=o
u

tenglamaning

JGlos =1 DG _,,

du

shartlarni qanoatlantiruvchi yechimlari bo‘ladi. Yechimning yagonaligiga
ko‘ra G'(w,s) = G*(w,s) tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Demak, 9-teoremaga ko‘ra p(,v) - g(u,v) formula bilan aniglangan
F akslantirish p, nuqta atrofini p, nuqta atrofiga izometrik akslantiradi.
Demak, agar birorta & sirtning Gauss egriligi nolga teng bo‘lsa, unga
tegishli ixtiyoriy nuqtaning birorta atrofi tekislikdagi birorta sohaga
izometrik bo‘ladi. Agar & sirt uchun K >0 (X <0) bo‘lsa, unga tegishli
har bir nugtaning birorta atrofi sferaning (mos ravishda psevdosferaning)
gismiga izometrik bo‘ladi.

III bobga doir mashq va masalalar
1. Elliptik paraboloid
z=x*+y* (x,y)eR’

tenglama bilan berilgan bo'lsa,

va

x=ucosv, y=usinv, z=u’ (2)
tenglamalar sistemasi paraboloid uchun har xil parametrlash usullarini
beradi. Bu parametrlash usullaridan birinchisi paraboloidni M(0,0,0) nuqta

atrofida aniqlamaydi, ammo boshqa nuqtalar uchun regulyar parametrlash
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usulini beradi. Ikkinchi parametrlash usuli paraboloid uchun uning hamma

nuqtalari atrofida regulyar parametrlash usulidir.

2. Tekislik x=ucosv, y=sinv, ==0 tenglamalar bilan para-

metrlangan bo'Isa, uning koordinata chiziglarini aniglang.
Yechish: Tekislikda (uo,vo) nugqta olsak. bu nuqtadan chiquvchi koor-

i iglanadi.
dinata chiziglaridan birinchisi #=# v="o tenglamalar bilan aniq

Bu chizigning fazodagi tenglamalari
X =1CO0SV;,
y=tsinv,.
z=0

i i ikkinchi koordi-
ko'rinishda bo'ladi. Berilgan (4,v) nuqtadan chiquvehi ikkine

nata chizig’i u=u,, v=! tenglamalar bilan aniglanad:

Demak, uning fazodagi tenglamalari

x =g cost

y =uqsint,

z=0

rdinata chizig'i yarim to’ g'ri chiziq (nur),
chizma-18).

iusi lanadir (
ikkinchi koordinata chizig’'i esa radiusi # 82 teng ay

ko'rinishda bo'ladi. Birinchi koo

y

(Uo, Vo)

Chizma-18
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2. Sirt z=x+y* funksiyaning grafigidan iborat. Uning M(1;29)

nuqtadagi urinma tekisligi, normal tenglamalari tuzilsin, birinchi va

ikkinchi kvadratik formalar topilsin.
Echish: Avvalo sirtning parametrik tenglamalarini
X=u
y=v
z=u’ +v3
ko'rinishda yozib, M(u=1,v=2) nuqtadagi xy,- funksiyalarning hosilalarini
hisoblaymiz:

x, =1, Y. =0, z, =3, x, =0, Y =1, zv=]2’xuu=0 yuu=0’zuu=6a

1) Urinma tekislik tenglamasi

x—-1 y-2 =z-9
1 0 3 |=0yoki 3x+12y-z—-18=0
0 1 12

2) Normal tenglamasi

3) Birinchi kvadratik forma.

gu2)=E(12) =10, g,(12)=F(12) =36, g, (12)=G(1;2) =145.
Demak, birinchi kvadratik forma
A I =10du* +72dudv +145dv*
ko'rinishda bo’ladi.

4) Ikkinchi kvadratik formani topish uchun birlik normal
P {;3- =12, ;}
V154 " 154 " 145

vektorni topamiz. Endi

220

12)=[ P |= e g u;z)=M(1;2)=(7,..,.;)=0,
g (,2) = L(1;2) =} 7, “Tma ™

g

q“(l;2)= N(l,2) =(ru“1' ]=

Ikkinchi forma

_ 6 4o, 12 o
= mdu +—Jﬁi
ko'rinishda bo'ladi. |
3. Sirt z=xy funksiyaning grafigidan iborat bo’lsa, uning M(LLD
nuqtasidagi bosh egriliklari hisoblansin.

Buning uchun birinchi va ikkinchi kvadratik formalar matrisalarini

topamiz. Sirtning parametrik tenglamalari

X=u
y=v
Z=uyv

ko'rinishda bo'lib, M nuqtaning ichki koordinatalari »=1, v=1 bo’ladi.

Demak,
g, =EQGD=2, g,=FQD)=1 g,=GLD)=2,

- - 2 |-1 -1 1

Yu ={1,0,1}, ry ={0,l,l}, n —{—\/g—ﬁ —Jg}

- _' > > — l — . —
gy =LY =(rw,n)=0, g, =M1 =(rw,n) _ﬁ’ 9, =N(LD=0

tengliklarni hosil gilamiz.
Endi bosh egriliklarni topish uchun det(B—A4)=0 tenglamani

yechamiz. Bu yerda
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1 2 1
V3
Demak, det(B—A4) =0 tenglama
-24 L-—A 2
V3 =442—(l-,1) 0
L2 -2 V3
NG

1
20+ — 2l——=+1|=0 —_— =—
( v )( = ) R
4. Sirtning parametrik tenglamalari

x=usiny
Y = uUcosy

Z=V
ko'rinishida bo'lsa, unda =0, w=shv, v=1, 0<t<y, chiziglar bilan
chegaralangan uchburchak Yuzini toping.
Yechish: Avvalo birinchi kvadratik forma matrisasini topamiz.

x, =sinv, y, =cosv, z,=0, x,=ucosv, y, =—usinv, z, =],

1 0
=E=], =F=0, =G=1+u* A=
I 912 92 u (0 1+u2)

det 4 =1+u?.
Biz bilamizki, yuza

S = [[ J/det Adudv
G
formula bilan hisoblanadi. Bu yerda G - berilgan uchburchak. Integral
hisoblash uchun (#;v)e G nuqtaning
O0<us<shv,0<v<vy, vy=i.

o‘zgarish chegaralarini hisobga olib,
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o shy
s=dv| Vi+u?du tenglikni hosil gilamiz.
0

U

Bu integralda u = s/ formula bilan o’ zgaruvchini almashtiramiz:

. —w )2 2w =2u
shy \ w w +2+4
{ 1+udu = {ch%vdw:j(e +2e ) dw:{——Te——dw=

2u 2w v _ -2 .
=(e——e +E) |"=l e ~¢ +2v=lsh2v+‘—.
8 8§ 270 4 2 4 2

Endi
Yo

j(lsth + lv dv = ]—cl12v+ -l—vz
o\4 2 8 4

Vo 1, 1 ctho—l z}_
=—ch2vy + —_—={———tVy =
0 8C1 Vo 4v° 3 4{ 2 0

v , -2vg _ 1
e ), Do s

Mustagqil ishlash uchun masalalar
1. Yo' naltiruvchi chizig’i p=p(x) tenglama bilan berilgan, yasovchi-

lari & vektorga parallel bo'lgan silindrning parametrik tenglamalari

tuzilsin.

2. Fazoda x=ach(%), y=0, z=u tenglamalar bilan berilgan

chizigning Oz o'qi atrofida aylanishidan hosil bo’lgan sirtning (katenoid)
tenglamalarini yozing.

3. Giperbolik paraboloid

2
.x__.__y_= 2z
2

a* b
kanonik tenglama bilan berilgan bo'lsa, uning shunday parametrik teng-
lamalarini yozingki, koordinata chiziqlari yasovchilardan iborat bo'lIsin.

4, Sfera

x=acosucosy, y=asinucosv, z=asinv
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parametrik tenglamalari bilan berilgan bo'lsa, uning birinchi kvadratik
formasini toping.
5. Elliptik paraboloid

2
x= \/;vcosu, y= \/Evsin u, == v7
tenglamalar bilan berilgan, uning birinchi kvadratik formasini toping.

6. Birinchi kvadratik formasi 7=du®+@® +a®)dv* ko rinishda
bo'lgan sirtda u=%av2, u=—-;-av2, v=1 chiziglar hosil gqilgan

uchburchakning perimetrini va burchaklarini toping.

7. Birinchi kvadratik forma 6-masaladagi ko rinishda bo'lgan sirtda
u=aqv,u=-av,v=1 chiziglar bilan chegaralangan uchburchakning Yuzini
hisoblang.

8. Birinchi kvadratik forma 6-masaladagi ko rinishda bo'lgan sirtda
u+v=0,u—~v=0 chiziglar orasidagi burchakni toping.

9. Bir pallali giperboloid

x = achucosv, y=achusinv, z=cchu
tenglamalar bilan berilgan bo'lsa, uning ikkinchi kvadratik formasini
toping.

10. Doiraviy silindr

x=Rcosv,y=Rsinv,z=u
tenglamalar bilan berilgan bo‘lsa,. uning ikkinchi kvadratik formasini
toping.

11. Sirt F(x,y,z) =0 tenglama bilan berilgan. Uning Gauss egriligini
toping.

12. Sirt differensiallanuvchi z=f(x,y) funksiyaning grafigidan
iborat bo‘lsa, uning Gauss va o'rta egriligini hisoblang.
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i i i 3,4,12
13. Sfera x2 +y? +2° =169 tenglama bilan berilgan. Uning M(3,4.12)

isligi i tuzilsin.
nuqtadan o' tuvchi urinma tekisligi va normal tenglamalari tuz

14. Gelikoid

x =ucosv,y=usinv,z=av

tenglamalar bilan berilgan. Uning o'rta egriligini topmg: »
tenglama bilan berilgan. Uning x+y+z=2=

]5. Sil’t xy::

tekislikka parallel urinma tekisliklarini toping.

izi i ini yozing
16. Gelikoid uchun geodezik chiziglarning tenglamalarini ¥

(14-masala). | |
17. Sirt 2492, y=u?-viz=w tenglamalar bilan berilgan.

1 xX=u E} - ?
. izi “nalishi bo'yicha normal
Uning Pu=1v=1) nuqtasidagi v=u® chiziq YO nalishi bo’yic

egriligini toping.

8 9 beri Uning M(0 0,0)
= — i ] . ( tad)
18. Sirt z= 2x2 + y2 tenglama bilan berlgan g

iqasi ini tuzing.
nuqtasidagi Dyupen indikatrisasi tenglamasini tuzing
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IV bob. Tenzor analiz elementlari
§ 1. Chizigli formalar
Haqiqiy sonlar maydoni ustida aniglangan chekli o‘Ichamli chizigli
fazoni ¥ bilan, uning o‘lchamini esa » bilan belgilaymiz, ya’ni
n=dimV . Chiziqli fazoda aniqlangan
w:V >R
funksiya uchun
7% + 15)= AafF) + po(7)
tenglik ixtiyoriy %,5 vektorlar va barcha A,u xaqiqiy sonlar uchun
bajarilsa, @ chizigli forma deb ataladi. Chizigli ¥ fazoda aniglangan
hamma chiziqli formalar to‘plamini " bilan belgilaymiz.
Teorema 1. Chizigli formalardan iborat V* to'plam n o'‘lchamli
chizigli fazodir.
Isbot. Ikkita @,,», chiziqli formalarni qo‘shish
(@, +0,)%)= 0,(%)+ (%)
tenglik bo‘yicha, va A hagigiy son uchun @ chizigli formani 1 songa
ko*paytirish
(A0)7)= 10(z)
tenglik bo‘yicha aniqlanadi va natijada ¥ chizigli fazoga aylanadi.

Bu kiritilgan amallar uchun chiziqli fazo aksiomalari bajarilishini
tekshirish qiyin emas. Agar ixtiyoriy % uchun w(7)=0 bo‘lsa, o chizigli
V" fazo uchun “nol vektor” bo‘ladi va 0 ko‘rinishda belgilanadi.

Endi V" chizigli fazoning o‘lchami nga teng ekanligini ko‘rsataylik.
Buning uchun ¥ fazodagi birorta {z,,z,.,....2,} bazis uchun

@ )=5, ={:): ’i:]j
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tengliklar bilan 7 ta ',0’,...,0" chizigli formalarni aniglaymiz. Ixtiyoriy
F=x'¢ +x%, +...+x"¢,
vektor uchun '(%¥)=x' tenglik o‘rinli bo‘ladi. ya'ni o' forma % vektorga
uning i-koordinatasini mos qo‘yadi.
Endi o',0%,...,0" formalar V' fazo uchun bazis ekanligini
ko‘rsataylik. Agar B,,5,,....B, haqigiy sonlar uchun
L ) -~
Zﬁim’ =0

i=l

tenglik bajarilsa, har bir ¥ vektor uchun ) B'(%)=0 tenglik o‘rinli

i=l

bo‘ladi.

Agar ¥=2; bo‘lsa, iﬂ,-w‘(i):ﬂ,:O tenglik hosil bo‘ladi. Demak

i=1
B=p,=...=B,=0 tengliklar o‘rinlidir.Bundan esa o',0’,...,0" forma-
larning chiziqli erkli ekanligi kelib chigadi.
Endi ixtiyoriy @ € ¥" uchun
o(%)=x'0(E)+x*0(,)+...+x"0(E,)=

=a,0'(F)+a,0*(F)+...+,0" (%)
tenglikni yozsak, w:ia,a)i tenglikni hosil gilamiz. Bu yerda a; =w(é‘,)
i=1

sonlar & formaning @',@?,...,0" bazisdagi koordinatalaridir.0

Endi ¥ = R" bo‘lgan holda quyidagi teoremani isbotlaymiz.
Teorema 2.Har qanday o chizigli forma uchun shunday yagona
%, € R" vektor mavjud bo'lib, o(%)=(%y,%) tenglik hamma %  R" vektorlar

uchun o 'rinli bo ‘ladi.

227



Isbot. Bu teoremani isbot gilish uchun R” fazoda €,2,.. 48,
vektorlardan iborat ortonormal bazisni tanlab, unga mos keluvchi go‘shma
fazodagi bazisni o',»?,...," bilan belgilaymiz. Bilamizki
o(%)=a,0' () + a0 () +...+a,0" (%)
tenglik har bir ¥ uchun o‘rinli bo‘ladi.
Endi
Xo ={ay,a0,....0,}
vektorni kiritsak,
(Fo: %) =10' (F)+ 0,0* () + ...+ a, 0" (%)
tenglik bajariladi. Albatta %, vektor » formaga bog’liq. Agar @ forma
uchun ikkita %),5, vektorlar mavjud bo‘lib, @&(%)=(%,,%) (%)= (7,%)
tengliklar bajarilsa, (%, - ),¥)=0 tenglikdan %, = 7, tenglik kelib chiqadi.O)
Endi V' chiziqli fazoda va qo‘shma V- chizigli fazoda bazis
o‘zgarganda vektor va chiziqli formalarning koordinatalari uchun
o‘zgarish qoidasini aniglaymiz.
Agar E,Ez,...,é:n vektorlar 1 chiziqli fazoda boshqa bazis bo‘lsa, har
bir & vektorni g,5,,...,z, bazis orqali ifodalaymiz:

=
€ =a;e +..+a;e,.

1 1 1
a[ az ses n
2 2 2
i |4 a4 - a e o
va natijada 4= - ” | matritsani hosil gilamiz. Bu matritsaning
al" ai’ a::

determinanti noldan farqli bo‘ladi (nima uchun?).

Endi é,é,,...¢, bazisga qo‘shma &',52,...,5" bazisni
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n . " . » . . 2 % .
goida bilan aniglaymiz. Har bir &' formani '.@’,...,0" bazis orqali

ifodalab, &' =blw' +biw? +...+b' 0" tenglik yordamida

bl1 b'.l bill

2 2

B= blz bl o bn
b]" b;l o br:

matritsani hosil gilamiz.

Endi

Y L ey = ¢
5i=d (ej), @ —gbkw va ;=3 ajé,
v s

tengliklardan foydalanib tenglikni hosil gilamiz. Bu yerda o',0?,...,0" va
€,8,,....€, bazislar o‘zaro qo‘shma bazis bo‘lganligi uchun o*(g,)=s*

tenglik orinli. Demak, &', =% b",a*,6* = b'.a", munosabatdan {b}}
ks k

matritsa {a}} matritsaga teskari matritsa ekanligi kelib chiqadi.
Chizigli ¥ fazoga tegishli x wvektorning é,é,,...¢, bazisdagi

koordinatalari x',x%,....x" sonlar, &,é,,....e, bazisdagi koordinatalari

y',32,...,y"sonlar bo‘lsa,
= 1= 2 n=s _ 1= e z-e;: P ng
X=X el+x ez'l’...‘f'x e,=ye yet+...tye,

va ¢ =Y a/é, tengliklardan
kY = Ts 0
xi .—_'Z(]‘i__v“ _\” :Zbk,‘(

als 0'7ga nektor
tengliklar kelib chigadi. Bu formulalar  bazis (\?‘g?\\%@.‘i_\d-.&

koordinatalarining o°zgarish gonu

Endi chizigli formalar koordinat

nini ko‘rsatadi.

alari o‘zgarish gonunini ko‘raylik.
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Buning uchun " w=Ya0', 0= 8,6’ va &=y blo'
i J

tengliklardan foydalanib «, =38/8,, B;=Y.a'«, formulalarni hosil
7 k

qilamiz.
§ 2. Chiziqli fazoda tenzorlar

Chizigli ¥ fazo va unga qo‘shma »* fazo uchun

T:[/><V><...><l{x[/'xV'x...xV'l—)Rl

r s
funksiyani qaraylik. Bu funksiya r+s argumentli bo‘lib » ta argumenti
vektorlar, s ta argumenti chiziqli formalardir.

Ta’rif. Berilgan T(J?,,J'cz,...,J"c,,w',wz,...,w") funksiya har bir
argumenti bo‘yicha chizigli bo'lsa (boshqa argumentlari fiksirlangan
holda), u (r,s) tipdagi tenzor deb ataladi.

Misollar.

1. Bizga ¥ vektor berilgan bo‘lsa, har bir weV" chiziqli forma
uchun (%) skalyar miqdor bo‘ladi. Demak, % vektorni %:7"—R'
funktsiya sifatida qarashimiz mumkin. Shuning uchun vektor (0,1) tipdagi
tenzor bo‘ladi.

2.  Har bir @:¥” — R' chiziqli forma (1,0) tipdagi tenzordir. Chizigli
forma kovektor deb ham ataladi. .

3. Regulyar @ sirtning p(#g,v,) nuqtasidagi birinchi kvadratik
formasi {g;} matritsa bilan, ikkinchi kvadratik formasi {g;} matritsa bilan
berilsa,

(@.5)e T,oxT,® > g a't’,
(@5)e T,&xT,® - g,a'b’
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funksiyalar (2,0) tipdagi tenzorlar bo‘ladi. Bu yerda {a'},{b’} sonlari mos
ravishda @ va b vektorlaring koordinatalaridir.

Hamma (r,s) tipli tenzorlar to‘plamini T; (V') deb belgilaymiz.

Teorema 3. Barcha (r,s) tipdagi tenzorlar to ‘plami chekli o ‘Ichamli
chizigli fazodir.

Avvalo, ikkita (r,s) tipdagi T,S tenzorlar va haqigiy 4 son uchun
chizigli amallar quyidagicha aniqlanadi:

2

= = = 1,2 s - = 1 s
(T+S)(xl,x2,...,x,,a) /) ') )=T(x,,x2,...,x,,w N W) )+

+S(i,,ic',,...,J'Er,o)',wz,...,a)s),
A& %y o000, 0° )= AT (R B 01,002, 0007
Endi &,5,...,, vektorlar chiziqli ¥ fazoda bazisni, o' 0?,...,0"
kovektorlar ¥* fazoda qo‘shma bazisni aniglasin.
T/ (V) fazoda
Qe (5,800, 01,080 )= 8162 .57 816% .. 5%

qoida  bo‘yicha Q;!I':f';.s tenzorlarni  aniglaymiz. Bu  yerda

1< y,0p, v unipy J1s J2s--sJs S DO°lib, bu tenzorlar soni »™* ga teng. Bu
tenzorlarning chiziqli erkli ekanligini ko‘rsataylik. Buning uchun

Sl =0
1siJa,..Jrsn v !
1S/1. /2. 2 JsSn

tenglikdan a{;{:j;r” =0 tenglik indekslarning hamma qiymatlarida o‘rinli
ekanligini ko‘rsataylik. Shu magsadda
Zaj' s Q) 21 g (ék' ekz’ e,,r,a)",a)'z,...,w")

ni hisoblaymiz va natijada
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vedseyieedr (2 = ~ ] I [}
Za‘ ! ’Q}l"'.’fs (ekl.ekz,....e,, ,wl,wz,...,m’)=

[

= Ji--Js g0 g1 4 sh ol Is _ heds
> a;' 6, O .0y 16,0, -:07 =ap 7} =0

Ny ap
noroJs

tenglikni hosil gilamiz. Demak Q;!l‘.'_‘f;.‘ tenzorlar chiziqli erkli oilani tashkil
qiladi.

Bu tenzorlarning T./(¥) fazoda to‘liq oila ekanligini isbotlaylik.
Buning uchun (r,s) tipdagi ixtiyoriy T tenzor uchun

l’l...l" — — — —_ 7 i i
T35, —T(e.il’ejz""’ej,’a’ ‘,wz,--.,a)’)

belgilashni kiritib
T= 3 Ti-is 1-edr

Nz ds Jreeedr " iy ey
S A2~ 0r

tenglikni isbotlaymiz. Buning uchun tenglikning o‘ng tomonidagi

. . - - Lo 1 . . . s
tenzorning (ekl,ekz,...,ekr,w',wl,...,w’) oila uchun giymatlarini

hisoblaymiz:
.. Nedrlz 3 5 I I I
Z. le Q‘n e (ekl,ekz,...,ekr,w',wz,...,a)‘)=
14824 niy
N J20endr
= z T ’s 511312 §Jr5115’2 Lo =
140200l j' o s
J1ed2uendr

= WZJS TJ"I s é’,fl'é”‘z .5,{‘:5,’:5,’22 8y =T,i'l'_’_"’,;
ATl
Demak, tenzorlarning qiymati bazislarni tashkil qiluvchi ixtiyoriy
vektorlar va kovektorlar oilasi uchun ustma-ust tushadi. Tenzorlarning har
bir argument bo‘yicha chiziqli ekanligidan ularning tengligi kelib chiqadi.
Shunday qilib (r,s) tipdagi tenzorlar to‘plami chekli o‘lchamli chiziqgli

fazoni tashkil giladi.
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Endi chizigli 7 fazoda bazis o‘zgarganda tenzorlar koordina-
talarining o‘zgarish qoidasini aniglaylik. Buning uchun ¥ fazoda yangi
bazisni &,é,,...é, bilan belgilab, yangi bazis vektorlarini eski bazis orqali
ifodalaylik:

n
é'j=Za’e
i=1

Yangi bazisga qo‘shma &',&?,...,3" elementlarini ham

-~

. n . o
al=25ila)l

i=1
ko‘rinishda yozsak, {ﬂ} } matritsa {a;} matritsaga teskari matritsa
ekanligini bilamiz. Bu yangi bazislarga mos keluvchi T; (") fazoning bazisi

ied, (= T o~ o~ ~].
Qj‘| T (e,cl,e,,z, €, w‘,a)z,...,a)‘)=

i of; ir ol of; A
=5)60..51 50605
qoida bo‘yicha aniqlanadi. Bu yangi bazisning eski Dbazisdagi
koordinatalarini topish uchun

i = ] 1. 1
Q}x (e,q,e,c2 ,e,,r,w',wz,...,a)‘)

miqdorni hisoblaylik. Buning uchun
=Y Be, d=§4w
k
tengliklardan foydalanamiz. Natijada

= ms n= N ~m Iy ~mg |_
lll . [Zﬂheﬂl Zﬁkze,,z, Zﬂkr’e,,r,Zan"lw l,...,Za""‘(o :]_

n,. 0 iy siy S g gMmy iy _
= Y ﬂklﬂ .,Bkr’a” amxé'é Jné’héh 5
2.y
m|,m,..4Mg

[/

i pf i 4
= kllﬁk;'“ﬁk,aj,"‘a;,
Tenglikni hosil gilamiz. Demak,
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Qe = ky...
QJ: s /MZ /‘z kalla/ - Qll ’

hh..
Endi T tenzorning yangi bazisdagi koordinatalarini topaylik:

-~

~/|. no_ — ~ 1 -~ ~je ) _
T —T(e,.I €5 ,e[r,w",w”,...,a)")—

ky = k, =
T(Zaf,l &, ,Zcz,zze,,2 ,...,Za,”ek’ DW: 4
4
ki g ey,
a la, rﬂ/lﬂn "Blka: fi

1 ! )
0",y Blrw 2,...,2,3,1*(2)’] =
o l;

Fireeds _ ky .k kr p 1 pir J ’l l
TS = Z et a BB BT (1)
r

formula o‘rinli. Bu formula yangi koordinatalarni eski koordinatalar bilan

{a}}, {#]} matritsalar orqali ifodalaydi. Bu formulani tenzor o‘zgarish

qonuni deb ataymiz. r=0,s=1 va r=1,5=0 bo‘lganda bu formula mos
ravishda vektor va kovektor koordinatalarining o‘zgarish qoidasini beradi.
Bu paragraf oxirida tenzorlar ustida algebraik amallarni kiritamiz.
Yuqorida tenzorlarni qo‘shish va haqiqiy songa ko‘paytirish amallari
kiritilgan edi.
1. Agar Tva S tenzorlarning koordinatalari
T,{' ,:-' va S’l j‘ lardan iborat bo‘lsa, T + S tenzorning koordinatalari
T/ S
sonlardan, A haqigiy son uchun AT tenzorining koordinatalari T
tenzorning har bir koordinatasini shu songa ko‘paytirish yordamida hosil

bo‘ladi, ya’ni AT)," sonlariga teng bo‘ladi.

Endi boshqa algebraik amallarni kiritamiz.Qulaylik uchuno<r<3,

0 < s <3 hollarni ko‘ramiz.
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2. Tenzorlarni ko‘paytirish. Tenzorlarni ko‘paytirish uchun ularning
tiplari bir xil bo‘lishi shart emas. Tenzor ko‘paytma koordinatalari berilgan
ikkita tenzorlarning koordinatalarini ko‘paytirish natijasida hosil bo‘ladi.

Agar (2,3) tipdagi T tenzorning koordinatalari T3, (1,2) tipdagi S

tenzorning koordinatalari 5242 bo‘lsa, T-S tenzorning koordinatalari
T . SIU’
m

sonlardan iborat bo‘ladi. Demak ko‘paytma
T . S = Z Tlllzh Slds Q"”"‘

W Mrhids
11412130478
"0

ko‘rinishda bo‘ladi.

Bir xil tipdagi indekslarni almashtirish. Bizga T tenzor berilgan bo‘lsa,
uning koordinatalarida ixtiyoriy 2 ta bir xil indeks joylarini almashtirish
yordamida boshka tenzorni hosil qilamiz. Masalan (3,0) tipdagi T
tenzorning koordinatalari T, sonlardan iborat bo‘lsa, koordinatalari Ty

sonlardan iborat tenzor

R=3 T Q" ko‘rinishda bo‘ladi.

ik

Xuddi shunday (0,2) tipdagi {Tﬁ} tenzor uchun
R=YT'Q,
formula bilan boshqa tenzorni hosil gilamiz.
4. Indekslar bo‘yicha yig’ish. Bizga (2,3) tipdagi {T/%273} tenzor
berilgan bo‘lsa,
R;'nl'x = ZT;;‘J)
qoida bo‘yicha Ré'ﬁ sonlarni aniqlasak, (1,2) tipdagi {R,.fz'h} tenzorni hosil
gilamiz. Bu amal k-indeks bo ‘yicha yig'ish deb ataladi.
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5. Indekslarni tushirish va ko‘tarish. Bizga (2.0) tipdagi 4={a;} tenzor
berilgan va det4=0 bo‘lsin. Teskari 4~' matritsa elementlarini a* bilan
belgilasak, 3" a*a,; = 5} tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Endi bizga (3,2) tipdagi T = :T,.{,!z’é} tenzor berilgan bo‘lsa,

Sy = a1l
qoida bilan (2,3) tipdagi {S,,"{,!zfz} tenzorni aniqlaymiz. Bu operatsiya
indeksni ko‘tarish operatsiyasi deb ataladi. Xuddi shunday

Jiiyiy iiy

k

qoida bilan (4,1) tipdagi {S!:

i,

,} tenzorni aniglash mumkin. Bu operatsiya

i

indekslarni tushirish opratsiyasi deyiladi.

Tenzor belgilashlar
Tenzor analizda qulaylik uchun quyida va yuqorida bir xil marotaba

takrorlanuvchi indekslar buyicha yig’indi yozilganda yig’indi belgisi

yozilmaydi.
Masalan,
F=)xe =x'¢
i=]
ik phsr LTI
;a T =a' T,
Demak,

hir . Liknn
S‘n’z =a T”n‘:

Keyinchalik bu qoidadan foydalanganimizda bu haqda eslatib

o‘tirmaymiz.
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§ 3. Sirtlarda tenzor maydonlar
Regulyar @ sirt berilgan bo‘lib, u
F =7(u,v), (w,v)eG ¢
tenglama yordamida parametrlangan bo‘lsin.
Har bir p(x,v) nuqta uchun sirtning shu nuqtadagi urinma fazosini
T,® bilan belgilagan edik. Urinma fazoga qo‘shma fazoni T,® bilan
belgilab, (r,s) tipdagi tenzorni

R(,v): T,0x T, @x..x T,®x T,®x T,®x...x T,® - R'

r s

akslantirish sifatida aniqlaymiz.
Ta’rif-1. Sirtning har bir nuqtasiga
(u, v) - R(u, v)
akslantirish bilan (r,s) tipdagi tenzor mos qo‘yilgan bo‘lsa, ® sirtda (r,s)
tipdagi R tenzor maydon berilgan deyiladi.

Misollar.

1. Sirtda aniqlangan vektor maydon (0,1) tipdagi tenzor maydonga
misol bo‘ladi.

2. Sirtda aniqlangan chiziqli forma maydoni (1,0 tipdagi tenzor
maydondir.

3. Sirtning 1 chi va 2 chi kvadratik formalari ham sirtda (2,0) tipdagi
tenzor maydonlarni aniqlaydi.
Agar a={d',a*} =1',6*} vektor maydonlar, {g g} matritsalar mos

ravishda 1—chi va 2—kvadratik formalar matritsalari bo‘lsa,
T@5)=Xg,a’, T,(5)= g a'b’
ij ij
formulalar
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7.1, : T,0xT,® - R'
tenzor maydonlarni aniqlaydi.

Ma’lumki p(x,v) nuqtadagi T,® urinma fazo uchun 7,7, vektorlar

bazisni tashkil qiladi. Qo‘shma T,® fazodagi w},») qo‘shma bazis

wj,(r‘-,,j):&} qoida bo‘yicha aniqlanadi. Bu yerda u, =u, u,=v belgilashlar
kiritilgan, 1<i,j<2. Biz bilamizki, agar & sirt yetarli darajada silliq
bo‘lsa, 7,7, vektorlar «, v larning differensiallanuvchi funksiyalaridir.
Xuddi shuningdek o}, 2 chiziqli formalar ham w, v argumentlarning

differensiallanuvchi funksiyalari bo‘ladi. Buni ko‘rsatish uchun o),
formalarning ixtiyoriy silliq X vektor maydon uchun qiymatlari u, v
argumentlarning differensiallanuvchi funksiyalari ekanligini ko‘rsatishimiz

kerak. Agar X(u,v)=Fa'uv)+7a*(wv) bo'lsa, o, (X)=a'(u,v),
@’ (X)=a’(u,v) tengliklar o‘rinlidir. X silliq vektor maydon bo‘lganligi
uchun a'(x,v), a*(»,v) funksiyalar differensiallanuvchidir.
Ta’rif 2. Berilgan Rtenzor maydon uchun
R;ll'l‘;’ = R(FM" ) ;:“]2 geeey Fujr ,wipl ,wip} 9eery a)g )
Junksiyalar differensiallanuvchi bo‘lsa, R differensiallanuvchi tenzor

deb ataladi. Bu yerda 1Sil,iz,m,isajlajz’---,jr <2.

Ta’rifda  kiritilgan funksiyalar R tenzorning koordinata
funksiyalari deb ataladi.

Endi geometriyada muhim rol o‘ynaydigan egrilik tenzorini
kiritamiz. Buning uchun avvalo vektor maydonlar uchun kommutator
tushunchasini kiritamiz.
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& sirtda differensiallanuvchi X va Y vektor maydonlar berilgan
bo‘lsin. Bu  vektor  maydonlarni X =x'(u,v)7, +x* (4, V)7,
Y = y' (u,v)7, + y*(u,v)7, ko‘rinishda yozib
goida bilan yangi [x,¥] vektor maydonni hosil qilamiz. Bu vektor maydon
X va Y vektor maydonlarning kommutatori deb ataladi.

Agar f:® - R' differensiallanuvchi funksiya bo‘lsa, har bir silliq X

vektor maydon yordamida

x()-3 L

i=1 Ou;
qoida bilan X(f) funksiya aniqlanadi. Bu X(f) funksiyaning p(u,v)
nuqtadagi qiymati s funksiyaning X(p) vektor yo‘nalishi bo‘yicha
hosilasidir.
Endi kommutator hagida quyidagi teoremani isbotlaymiz.

Teorema 4. Sillig X, Y vektor maydonlar va differentsiallanuvchi f
funksiya uchun quyidagilar o ‘rinlidir:

) [x,x]=0;

2) [x,¥]=-r,x];

3) [ax, +yX2,Y]=2.[X,,Y]+p[X2,Y], AueR';

9 Ixyl=fIxyl-v(n)x, [x, /)= flx.y)+ x(r)r;

5) .YXn)=x@(r)-rx(r)):

6) [x.v}z]+[r,z)} x])+[z,x]r]=o0.
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Isbot. Teorema isboti kommutatorning aniqlanishi va differensiallash
qoidalaridan bevosita kelib chigadi. Shuning uchun fagat 4-punktni

isbotlab, qolgan punktlarni isbotlashni o‘quvchilarga havola etamiz.
Silliq X = x'(u.v)F, +x2(u,v)F, vektor maydon va differensiallanuvchi f
funksiya berilgan bo‘lsa, fX = fx'(u,v)F, + &2 (u,v), tenglikni hisobga olib,

[~ ,¥] kommutatorni hisoblaymiz:

YR V- Y- ;) | | P B OOF - -u | PO
m’y]_{[g[ﬁ ™ D}r“ +{§(ﬁ ou, > ou )|

P VR ANY- | P L (VY- Sy 30 | P
= {E(x o0, y o, }}r,,+ f {Z;(x ou y 2u, 7,

_52:( ¥ ;’ui)(x‘a, + 577, )= £1X,¥]-¥(r)x.

i=1

7

Xuddi shunday
[x, ¥]= rlx,¥)+ x(f)Y

tenglikni hosil gilamiz.O

Sirtda yotuvchi va x=x(t),y=y(t),z=2(t),a<t<b tenglamalar
bilan berilgan y chiziq va X vektor maydon uchun 5'() = X(x(¢), (), 2(¢))
tenglik bajarilsa, y chiziq X vektor maydonning integral chizig'i deb
ataladi. Bu yerda 5(r) = {x(t),y(1),2()}. Bu tenglik differensial tenglamalar
sistemasi bo*lganligi uchun, har bir (xy, y,2,) €® nugqtasidan chiquvchi x

vektor maydonning integral chizig’i mavjud.
Bu fakt

{ﬁ'(t)=x(x<')’y(’)’z(’)) @)

Alto)=1{x0, 30,20}
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Koshi masalasining yechimi mavjudligidan kelib chigadi. Demak
(x0»¥0-20)€® nuqta uchun (tp —&,1y +¢) oraliqda aniglangan 5(r) vektor
funksiya mavjud bo‘lib, u (3) sistemani qanoatlantiradi.

Sirtda aniqlangan differensiallanuvchi Y vektor maydon berilgan
bo‘lsa, har bir 7 € (a,b) uchun X vektor maydonning integral chizig’iga
tegishli (x(2), y(r).z(#)) nugtada Y(x(2), (#), z(¢)) vektor aniglangan bo‘ladi.
Endi

V 3 ¥(x0,0570) = DY(x(t);J; QEQ)

1=ty

qoida bilan V y¥ vektor maydonni & sirtda aniglaymiz. Bu yerda
xo=x(%), Yo =)(to),20 =z(fp) belgilashlar kiritilgan. Bu vektor maydon
uchun quyidagi teorema o‘rinlidir.

Teorema 5. Sillig X,Y,Z vektor maydonlar va differentsiallanuvchi
f»g Junktsiyalar uchun quyidagilar o ‘rinlidir:

D) Vy(V+2)=Vyr+v,z

2) Vx(m)=19.Y +X(f)¥

3V egrZ=fVxZ +gVyZ.

Isbot. 1.Birinchi tenglikni isbotlash bevosita kovariant differensialnj

hisoblash yordamida amalga oshiriladi.

VX(M)(MZO):D(Y(x(r),y(r),z(r);:»z(x(r),y(r),z(t)))lL %‘ .2z

=ty =ty

=V,Y (xo, yo.zo) +V,Z (xo, yo'zo)
Bu yerda 5(f)={x(r), y(t),z(1)} vektor funktsiya X vektor maydonning 7=,

bo‘lganda (xy,y,,z,)e ® nugtadan o‘tuvchi integral chizig’ini aniglaydi.
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2. Ikkinchi tenglikni isbotlash bevosita kovariant differensialni

hisoblash yordamida amalga oshiriladi.

V(¥ X0, ¥0520) = D(yy (X(t:;ty(f ),=()))|

=ty

=ﬂ>Y(xo,yo,:o)| ¥ xgyo,2)LEQYW0O) _
dt 1=ty dt |l=:0

= foY(J‘Oa}’o,-'?o)"'X(f)Y(ono,-'-'o)

3. Teoremaning 3-qismini isbotlash uchun

VxZ=/NyZVvaVy yZ=VyyZ+V,Z
tengliklarni isbotlash yetarlidir. Avvalo,
VxZ=yZ
tenglikni isbotlaylik.Buning uchun 5;(f)= fX(x,y,z) sistemaning yechimini
@), 7).z} bilan, p(t)=X(x,y,z) sistemani yechimini {x(r),)(t),2(t)}
bilan belgilasak,

(=50
y0)=5'0)
FO=F0O

tengliklar o‘rinli bo‘ladi.

Endi shu tengliklarni hisobga olib, V ;xZ(x, y,z) ifodani hisoblaymiz.

Vﬂz(xo,}’o,zo)= &t I at

tat,

D(Z ({50, 50 20)) =[d(Z(i(t),j:(t),E(t))|
b=ty

DZ(x(1), y(t),2(t))

= [ﬁ"(to)zx +-[y'('o)zy +fz'(tu)Z,] =f dt

= fvxz(x(tsyoazu)
1=
Endi v,,Z=v,Z+v,Z tenglikni hisoblash uchun 5(¢)=X(x,2)+¥(xy,2)
sistemaning ¢=¢, bo‘lganda (xo,yy,5,) nuqtadan chiquvchi yechimini

f&@),5),Z(t)} bilan belgilasak,
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] =[%)Z, + 5,2, +2(,)Z, | =

) =x1() +x1()
P =y 0+ ¥ (4)
=zl + L)

tengliklar o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda {x(n),»(0.5(N} va {&(t),»,(t),2,(0)}
vektor funksiyalar mos ravishda X va Yvektor maydonlarning =/, da
(x0-¥0,2) nuqtadan chiquvchi integral chiziglami aniglaydi. Endi (4)
tengliklarni hisobga olib V(¥ +Z)Xx,, ¥4,2,) ni topamiz:

v (r+2) (xo,yo,zo)=D(z({:'c(:)j(:),f(:)}))l =[d(Z(i(1)‘; f»(z),s(:))| ] )

=[EBE)+BUNZ, +Gi(t) + 7,0DZ, +E (1) + 2, Z, 1=

_| D03 0.20) }'+{D(Z(x,(:),y,m,zz(x))| ]’=
=ty =ty

dat at
=V,Z (xo’yo»zo) +V,Z (xmyu’zu)

Endi egrilik tenzorini aniqglashga kirishaylik. Buning uchun x,7,z

vektor maydonlar uchun
R(X,Y)Z=VyVyZ-V,V,Z -Vixr)Z
vektor maydonni kiritamiz. Bu vektor maydon ixtiyoriy uchta silliq x,¥,z
vektor maydonlar va @ kovektor maydon uchun
(x,7,Z,0)- o(R(X,Y)Z)

qoida bo‘yicha (3,]) tipdagi tenzor maydonni aniqlaydi. Geometriyada
R(X,Y)z ifodani egrilik tenzori deb atashadi. Bu tenzorning nomidagi
“egrilik” qo*shimchasi quyidagi teorema bilan asoslanadi.

Teorema 6. Sirtda aniqlangan silliq X,Y vektor maydonlar har bir
nuqtada ortonormal sistemani aniglasa,

K =-I(R(X,Y)X,Y)

tenglik o ‘rinlidir.
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Bu yerda K-sirtning Gauss egriligi bolib, /esa sirtning birinchi derivatsion formuladan foydalansak (6) tenglikni hosil gilamiz. Bundan

kvadratik formasidir. tashqari
Isbot. Teorema shartiga ko‘ra har bir pe® uchun X(p), ¥(p) [7.7]=0 7
vektorlar o‘zaro ortogonal birlik vektorlardir. Shuning uchun tenglik ham o*rinlidir. Bu yerda [7,,7.] ifoda 7, va 7, vektor maydonlarning
r=aX +a)Y ) kommutatoridir. Yuqoridagi (5) va (6) tengliklarni hisobga olib
F,=b X +bY )
. . . « o qe R-;n_v -u =VF V,—.F"—V;V; —;,=V;: rlf.’i:llg)-vf-( 1y F"k)=
tengliklarni yoza olamiz. Endi R ning har bir argumenti bo‘yicha chizigli Com ), “ ak ,,(Z l \F
ekanligidan  I(R(7,,7,)F,.7, )=(a;b, — a,b,? I(R(X,Y)X,Y) tenglikni hosil =§F,"2V (Z l‘u}a, Zl‘uV (Z l‘u]r
qgilamiz. Bu yerda (5) sistemadan =(§;r,‘,—%r,,)? +(%r,22 aur,, +zr,2[2r,;';?,, ) Zrﬁ(ZW{'J ):
S22 (= =\2 2
aby —axb ) =|r,|'\R = (7,,F) = - F.) d _ )
( b2 =42 1)2 l I I | ( ) Engn ~&n =(_rllz _arlll) "'(Erlzz : Fu)" +Z(Zl‘ul‘u 21‘1.1':7'2]
tenglikni olish qiyin emas. Demak, teoremani isbotlash uchun "
_IRERYLR) _ tenglikni hosil gilamiz.
81182 — 812" Endi I(R(,.7, )%,,%,) ni hisoblaymiz:
tenglikni isbotlashimiz kerak. . 2( 5
. o, 7o) 3 -2 e -Srhr Jle
Buning uchun, avvalo, m=1\ Ou Ou 3 ¥
Vi, Tu 7 JI r, (6) ‘ tenglikni hosil gilamiz. Bu yerda &m —1( T Ty )bo‘ladi. Demak,
tenglikni isbotlaylik. Kovariant differensialni topish uchun 7, vektor I\(R(7,,7,)7,,F,
P f I(R(X,Y)X,Y): (( 2(qu uzl))=
maydonning integral chizig’i u, =t tenglama bilan aniqglanishini hisobga 8u8n ~8&n
olsak _ 1 oIy, ary, m m
’ =0 detA{z{ 3111 : zrflrﬂ Zrlzrkl 8m2
Dr, [d, T
uj _ u; _l= .
Vi, uy = d,J [7} ‘[’u;".-]r tenglik o*rinlidir.
tenglikni hosil gilamiz. Biz Gauss egriligini hisoblash uchun
det B
Endi K= e

r ,u, Z Jiu, + il formuladan va
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Jd d
detB=gqy,9,, g5 = Z(a’-l"{',’ _Erl’g + Y TG ’Zrlkzrg{)gmz
m k

tenglikdan foydalansak, X =-I(R(X,Y)X,Y) tenglik kelib chigadi.O
§ 4. Fazoda tenzor maydonlar (misollar)

Fazoda x=(x,x;,.,x,) nuqta berilgan bo‘lsa, boshi shu nuqtaga
qo‘yilgan vektorlar to‘plami chizigli fazoni tashkil etadi va u R" fazoga
izomorfdir. Bu vektorlar fazosini 7,R" bilan belgilaymiz.

Bizga G R" soha berilib, uning har bir x nugqtasiga bitta S, e T,‘(TxR")
tenzor mos qo‘yilgan bo‘lsa, G sohada (r,s) tipdagi S:x— S, tenzor
maydon beril ;3n deyiladi. Demak har bir x uchun

Sy :TR" XT,R" x..xT,R" x Ty R" x T, R" x...x T R" — R

funksiya (r,s) tipdagi tenzordir.

Agar T/'/'(x) bilan S, tenzorning koordinatalarini belgilasak, bu
koordinatalar x nuqtaning funksiyalaridir.

Ta’rif. Berilgan G sohada

le...j, (X)

iy
Junksiyalar differensiallanuvchi bo‘Isa, S silliq tenzor maydon deb
ataladi.

Misollar.
1. Berilgan G sohada differensiallanuvchi f(x',x?,..,x") funksiya

aniglangan bo‘lsa, uning x nuqtadagi gradiyenti

T(x)= gradf (x)= {i ¥ X } (1,0) tipdagi tenzor bo‘lib, @ T,R"

[ - UITH
axt ax? T T ax”

vektorga
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- 2 Of n of
T =a' L+ Ly va" =
@ =a' -5 : v

sonini mos qo‘yadi. Agar berilgan funksiya f kamida ikki marta
differensiallanuvchi bo‘lsa, x— 7(x) moslik (1,0) tipdagi silliq tenzor
maydondir.

2. Inersiya momentlari tenzori. Uch o‘Ichamli Yevklid fazosida O
nugta (koordinata boshi) atrofida aylanayotgan qattiq jism berilgan bo‘lsin.
Qattiq jism o‘zaro vaziyatlari o‘zgarmaydigan N ta material nuqtadan
iborat bo‘lib, ularning massalari m,,m,,....my, t vaqtdagi koordinatalari esa
% ()%, (¢)....%y(¢) vektorlar bilan aniqlansin deb faraz qilamiz. Bu

vektorlarni
S (= v2¢n o3 = (= (1) v207) 23 }
50=HOL050, HO=E0.30.50}-
0=k Od 0.5 0)
N N
ko‘rinishida yozib, a, =~y mxjx{+6"> m|%[ formula bilan simmetrik
k=l k=1
{a,} matritsani aniglaymiz.
Agar qo‘zg’almas O nuqta orqali / to‘g’ri chiziq o‘tkazib, uning
birlik yo*naltiruvchi vektorini E={e‘,e2,e3} bilan belgilasak jismning /

0‘qqa nisbatan inersiya momenti H (/) uchun

i _J Y I i j i i i J N -
H(I)=Za,.je’e’ ==Ym. Y xpe' Y xle' +3.8%'e’ Y m %=
I k=l sl J i 1

N
= Z("’kﬁikf '(fk’é))z)
k=1
tenglik posil bo‘ladi. Bu skalyar miqdor jismning inersiya momentidir. Bu
yerdagi la,} matritsa (2,0) tipdagi tenzor maydon bo‘lib, u inersiya

momentlari tenzori deb ataladi.
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3. Deformatsiya tenzori. Bizga R" fazodagi birorta G sopani
to‘ldiruvchi tutash mupit berilgan bo‘lsin. Bu mupit tashgi kuch ta’sirida
deformatsiyalansa, (x',x%,...,.x") nuqta (x' +#'(x),...,.x" +u"(x)) nuqtaga o‘tadi.

Ikkita yagin A(x’,xz,...,x") va B(v', ¥ y") nuqtalar orasidagi masofa

o =3l =S oc}

i=l
ko‘rinishda bo‘ladi. Bu yerda »'=x'-Ax' deb hisobladik. Bu nugtalar

deformatsiyadan keyin 4, B nuqtalarga o‘tsa, 4 va B nuqtalar orasidagi
q g q

masofa kvadrati uchun
(az)? = g(yi +ul ()=x - @) =3 (ax' + 8 =
=(ae) + 2T Ax'au’ + 3 (au' |

tenglik o‘rinli.

Agar Ay' = Z?u—kAx" tenglikni hisobga olsak
ox

(Aé)z-(Ae)z=2iz%Ax’Ax" Z(Z—Ax") —zz Ax'Ax" SO p e

,k,,&’k axp
ou' ou
= Ax k i
Z( = ) Ax* + ,k,,aa"a —Ax'Ax
tenglikni olamiz.

Agar deformatsiyani aniqlovchi u'(x) funksiyalar yetarli darajada

kichik bo‘lsa,

(@ - =3 2 2 vt )

munosabat o‘rinli deb hisoblashimiz mumkin.
Biz
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ou'  ou’
—+—
ox’  ox'

belgilash yordamida (2,0) tipdagi tenzor maydonni aniqlaymiz. Bu tenzor

n;(x)=

maydon deformatsiya tenzori deb ataladi. Bu tenzor yordamida (1) ni
(@) - (de)’ =nydx'dx’ ko‘rinishda yoza olamiz. Bu yerda takrorlanuvchi
indekslar bo‘yicha yig’indi belgisi yozilmagan.

§ 5. Kuchlanish tenzori va Guk qonuni

Deformatsiyalangan elastik jismda kuchlanish paydo bo‘ladi.
Jismning P nugqtasidan o‘tuvchi tekislikda bu nuqtani o‘z ichiga oluvchi
kichkina sohachani dG, uning P nuqtadagi normal vektorini A(P) bilan
belgilab, sohada normal vektor yordamida oriyentatsiya kiritamiz:
P —#r(P) moslik uzluksiz bo‘lishini talab gilamiz. Bu elastik jismni P
nuqta atrofida sohacha ikki qismga ajratadi. Kuchlanish deganda jism bir
gismining ikkinchi gismiga ta’sir kuchi tushuniladi. Bu kuchni 7 bilan
belgilasak, u normal vektorning funksiyasi bo‘ladi, chunki P nuqtadan
o‘tuvchi tekisliklar cheksiz ko‘p, shuning uchun har bir tekislikda
sohachalar olib, ularning shaklini e’tiborga olmaymiz.

Mexanikada F kuchni normal vektorning chiziqli funksiyasi deb
hisoblanadi(bu holda real jarayondan juda ko‘p uzoqlashmaymiz). Bundan
tashqari ta’sir etuvchi kuch soha yuzasi ds ga to‘g’ri proporsional deb
qabul gilamiz. Shunda F' =Q]n’ds tenglikni olamiz. Bu yerdagi matritsa

0} (L1) tipdagi tenzor maydonni aniqlaydi va kuchlanish tenzori deb

ataladi. Kuchlanish va deformatsiya tenzori orasidagi bog’lanishni
beruvchi Guk qonuni

P ikl
Q;=ajny
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ko‘rinishda yoziladi. Bu yerda fazo o‘lchami uchga teng bo*lganligi uchun
™, funksiyalar soni 81 ta bo‘ladi: 81=3"*" =3¢,
IV bobga doir mashq va masalalar
1. Berilgan f(v,y,2)= m funksiyaning P(l,1,l) nuqtadagi
a@=1{2,1,0} vektor yo‘nalish bo‘yicha hosilasini toping.
Yechish. Buning uchun avvalo f funksiyaning gradiyentini topamiz:
x y z
S eyt 422 P aytez? xleyrez?]

Biz bilamizki, » kovektor maydon bo‘lib, uning

w(xaysz) = g"adf = {

W(l,l,l)(a)=_\%+% R _% _G

qiymati f funksiyaning P nuqtadagi d yo‘nalishi bo‘yicha hosilasidir. Bu
yerda a(x,y,z) kovektor G=R*/{0,0,0} sohada aniqlangan silliq kovektor
maydondir.

2. Tekislikda berilgan X(x,y)={y,x} vektor maydonning integral
chiziglarini toping.

Bu vektor maydonning (x,,,) nuqtadan chiquvchi integral chizig’ini

x=y
y=x

sistemani x(0) = xy,y(0) = y, boshlang’ich shartlar bilan yechamiz. Bu

topish uchun

01 . . . .
yerda 4= (1 O) matritsaning xos sonlari 4, =-1, 4, =1, Xos vektorlari esa

1
& ={_ l}’ &, ={i} vektorlardan iboratdir. Shuning uchun yechim vektor

ko‘rinishda 7(f)=c,ge™ +c,é,¢' tenglama bilan, koordinatalar orqali yozsak

250

x(t) =cie”" +cye’
Y(t)=—cie”" +cye’

tenglamalar bilan beriladi. Boshlang’ich shartlarni hisobga olib

Xg — - X +
x(’)= 0 y0e1+ 0 yoel

X 2y b.o f—y (l)
0~ Jo -t 0 0 ¢

t)= + e
¥ 5 5

tenglamalarni olamiz. Demak (xg,,) nuqtadan chiquvchi integral chiziq
(1) parametrik tenglamalar bilan beriladi.
3. Doiraviy silindrning Gauss egriligini toping.

Buning uchun x? + y? = R? tenglamadan foydalanib

x=u

-R<u<R
y=t% R? —y?
cey -0 <Y <O

parametrik tenglamalarni yozamiz. Aniqlik uchun P(u,v) nuqta atrofida

y=+vR?—u? tenglik o‘rinli bo‘Isin.Endi

- ~u - - 2u’ - R? - -
7 ={1, —— ,o}, 7 ={0,0,1}, 7, ={0,-——- o}, 7, ={0,0,0},7, ={0,0,0}

(2w}

hosilalarni hisobga olib R(7,,7,)7, ni hisoblaymiz.

RGEF)F, =V, V.7 =V, V.7 =0-V, (T4, )=

';l rV rll
0

7 —a(rfz)’: =0.

k &

= "rlzkvf,
Bu yerda I'},—koeffitsiyentlar g, £,,22, funksiyalar orqali ifodalanadi.
Bizda esa |g, | koeffitsientlar fagat u ga bog’liq. Shuning uchun -‘%F{‘z =0

tenglik k =1,2 bo‘lganda o‘rinlidir.
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Demak, K=_1(R2(Fu;r-..)f,.,2a)=0
81822 — 812
Mustaqil ish uchun masalalar
I. Berilgan funksiyalarning berilgan nuqtalarda ko‘rsatilgan
yo‘nalishlar bo‘yicha hosilalari hisoblansin.

D fey.2)=x*y+x* -2, P(LL-1)a={-24}

2) f(x,y,2)=xe” +ye* -z%, P(3,0,2)a={1,1}
3 z =£—Z 7=
) f(x,3,2) TR P(LL),a={4,5}

2. Berilgan funksiyalarning ko‘rsatilgan nuqtalardagi berilgan
chiziglar yo‘nalishlari bo‘yicha hosilalarini toping.

a) f('x’y)=x2 +y2’P(1’2),7:x2 +y2 =5
2 2
b) f(x,») =2xy+y2,P(«/5,l),7=xT+y7=1

©) fxy)=x*-y*, P(54),7: x> =y =9
3. Bizga regulyar sirtda silliq ¥ vektor maydon berilgan bo‘lsa,
(r.0)> o(V,Y) moslik (1) tipdagi tenzor maydonni aniqlanishini
ko‘rsating.
4. Egrilik tenzori yordamida ikki o‘lchamli sferaning Gauss egriligini
toping.
5. Egrilik tenzori yordamida elliptik paraboloidning Gauss -egriligini
pisoblang. )

6. Tekislikda berilgan X(x,y)={x,y} vektor maydonning integral
chiziglarini toping.

7. Tekislikda  berilgan  X(x,y)={x,y} va Y={y—x} vektor

maydonlarning kommutatorini toping.
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