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So‘z boshi

Oliy o‘quv yurtlarida oliy matematika yo‘nalishlarga garab, u yoki
bu hajmda o‘qitiladi. Oliy matematikani o‘gitishdan ko‘zlangan asosiy
magqsad: bir tomondan, shu fanning asosiy tushunchalari, tasdiglari, turli
usullari hamda boshqa matematik ma’lumotlar bilan tanishtirish bo‘lsa,
ikkinchi tomondan, amaliy masalalarni matematik usullar yordamida
yechishga o‘rgatishdan iborat. Ayni paytda, talabalarni mantiqiy fikrlash-
ga o‘rgatish ham oliy matematikaning vazifalaridan biri hisoblanadi.

Ozbekistonda kadrlar tayyorlash tizimini tubdan isloh gilish
jarayonida talabalarni o‘quv materiallari bilan, aynigsa, darslik va o‘quv
qo‘llanmalari bilan ta’minlash muhim ahamiyatga ega.

“Oliy matematika” kursi bo‘yicha turli darajada yozilgan va maqsad
hamda yo‘nalishlari xilma-xil bo‘lgan qator darslik va o‘quv qo‘llanma-
lari mavjud. Ammo davlat ta‘lim standartlari o‘quv dasturlarini zamon
talablariga moslashtirishni va qayta ko‘rib chiqishni tagozo etadi.

Mazkur darslik davlat ta’lim standartlari asosida yozilgan hamda
ma’lum tartibda bob va paragraflarga ajratilib bayon etilgan.

Ushbu darslik 17 ta bobdan iborat bo‘lib, ikki gismga ajratilgan.
Birinchi qism 10 ta bobdan iborat bo‘lib, unda sonlar o°qi, dekart va qutb
koordinatalari sistemasi, determinantlar va matritsalar, ular yordamida
tenglamalar sistemasini yechish, vektorlar va kompleks sonlar, tekislikda
to‘g‘ri chiziq va uning turli ko‘rinishdagi tenglamalari, ikkinchi tartibli
egri chiziglar, bir o*zgaruvchili funksiya, uning hosila va differensiallari,
Teylor formulasi, differensial hisobning tatbiqlari, funksiyaning neaniq va
aniq integrallari, aniq integralning tatbiglari, qatorlarga oid mavzular
keltirilgan.

Dastlabki boblarda hagiqiy sonlar, tenglamalar va tengsizliklar
hagida gisqacha ma’lumotlar keltirildi. Ular, fikrimizcha, “elementar
matematika”dan oliy matematikaga o‘tishda ko*prik vazifasini bajaradi.

Darslikni yozishda biz quyidagilarga:

1) har bir mavzuning ravon, ixcham, matematik qat’iylik bilan

bayon etilishiga;

2) mavzulaming bir-biriga uzviy bogliglikda, ma’lum ketma-

ketlikda, kerakli isbotlar bilan yoritilishiga;

3) turli amaliy masalalarni yechishda matematik usullaming

tatbigiga e’tibor qaratdik.

Ma’lumki, oliy matematikaning tusli sohalarga tatbiq qilish doirasi
nihoyatda keng. Aynigsa, fizika, mexanika masalalarini, shuningdek,
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texnik hamda iqgtisod masalalarini yechishda matematik usullardan har
doim foydalaniladi.

Kitobda oliy matematikaning tatbiglariga misol va masalalar gisman
keltirilgan bo‘lib, N.M.Jabborovning “Matematika” (matematika va uning
tatbiglariga doir masalalar toplami) darsligida kengroq va batafsil to‘xta-
lib o‘tilgan. Shuni ham aytish kerakki, ko‘p yillar davomida mualliflar-
ning mazkur kurs bo‘yicha o‘gigan ma’ruzalari kitobni yozish jarayonida
katta yordam berdi. Bundan tashqari, oliy matematika bo‘yicha xorijda
chop etilgan adabiyotlardan ham foydalanildi. Jumladan, [.I.Bavrin,
V.L.Matrosov  “O6mmii kypc  Bbicmieid Marematukud”  1995-y.,
V.G.Skatetskiy va boshqalarning “Maremarideckiie MeTOAbl B XUMHH
2006-y., L.I.Lure “OcHoBsl Beiciiel maremaruku” kabi darslik va o*quv
qo‘llanmalari tahlil gilinib, ulardan foydalanildi.

Kitob go‘lyozmasini sinchiklab o‘qib, uning ilmiy va uslubiy jihat-
dan yaxshilanishiga o°z hissasini qo‘shgan professor X.T.Mansurovga o‘z
minnatdorchiligimizni bildiramiz.

Muallif

I BOB. DASTLABKI MA’LUMOTLAR
1-§. Haqiqiy sonlar. Sodda tenglamalar va tengsizliklar

“Son” tushunchasi matematikaning muhim tushunchalaridan biri.
Ular:

1) natural sonlar (1, 2, 3, ...);

2) butun sonlar (...,-2,-1,0, 1, 2, ...);

3) kasr sonlar (oddiy va o°nli kasrlar);

4) haqigiy sonlar bo‘lishi mumkin. Bunday sonlar ustida bajari-
ladigan amallar, amallarning bajarilish qoidalari o‘quvchiga maktab, kol-
lej va litseylarda o‘gitiladigan “Matematika” fanidan ma’lum.

“Oliy matematika” kursi davomida ko‘p hollarda haqiqiy sonlardan
foydalaniladi. Shuning uchun hagqiqiy sonlar hagidagi asosiy ma’lumotlar-
ni gisqacha bayon etamiz.

1.1. Ratsional va irratsional sonlar

Ma’lumki, £ ko‘rinishida ifodalaniladigan son ratsional son deyila-
q
di, bunda p — butun son, g esa natural son bo‘lib, ular o‘zaro tub, ya’ni

(p,g)=1. Oddiy kasrlar esa ratsional son bo‘ladi.
Agar £ kasrning maxraji 10, 100, umuman, 10 ning natural daraja-
q

lari (10™) bo‘lsa, bunday oddiy kasr o‘nli kasr deyiladi. Masalan,

z: i: E: __§ - oddiy kaSI‘lar,
217 11 9
—7—=0,7, 112=1},2, —2i=0,23 — o‘nli kasrlar bo‘ladi.
10 10 100
P ratsional son — oddiy kasr berilgan bo‘lsin. Bo‘lish qoidasidan

q
foydalanib, p butun sonni ¢ natural songa bo‘lamiz. Agar bo‘lish

jarayonida biror qadamdan keyin qoldiq nolga teng bo‘lsa, u holda bo‘lish

jarayoni to‘xtab, P kasr o‘nli kasrga aylanadi. Odatda, bunday onli kasr
q

chekli o°nli kasr deyiladi.

» ni ¢ ga bo‘lish jarayoni cheksiz davom etib, ma’lum gadamdan
keyin yugorida aytilgan qoldiglardan biri yana bir marta uchrashi, so‘ng
undan oldingi ragamlar mos ravishda takrorlanishi mumkin. Odatda,
bunday o‘nli kasr cheksiz davriy o‘nli kasr deyiladi. Takrorlanadigan
raqamlar (raqamlar birlashmasi) o*nli kasrning davri deyiladi.
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Masalan, % ratsional son 1,4722..=1,47(2) o‘nli kasrga keladi. Bu
cheksiz davriy o‘nli kasr bo‘lib, uning davri 2 ga teng: % =1,47(2).

Demak, har ganday f ratsional son chekli o°nli kasr yoki cheksiz

davriy o‘nli kasr orqali ifodalanadi.
Aksincha, har ganday chekli o*nli kasrni yoki cheksiz davriy o‘nli

kasrni £ ko‘rinishida ifodalash mumkin.

q
Masalan, l,03=1—‘?’-=£,
100 100
4
0,3)=0,3333..= 04 >+ s>y =10 .3 102
10 10 10 -L 109 3

{(bunda, cheksiz kamayuvchi geometrik progressiyaning vyig‘indisini
topish formulasidan foydalanildi) bo‘ladi.

Demak, har qanday chekli yoki cheksiz davriy o‘nli kasr ratsional
son orqgali ifodalanadi.

Shunday qilib, ixtiyoriy ratsional son chekli yoki cheksiz davriy
o‘nli kasr orgali va aksincha, ixtiyoriy chekli yoki cheksiz davriy o‘nli
kasr ratsional son orqali ifodalanadi.

Ammo cheksiz davriy bo‘lmagan o‘nli kasrlar ham mavjud.
Masalan, 1,1010010001..., 1,4142135..., 2,7182818...
sonlar cheksiz davriy bo‘lmagan o‘nli kasrlar bo‘ladi (bu sonlardan
ikkinchisi 42 ni, uchinchisi esa e sonini ifodalaydi). Ravshanki, bu sonlar

ratsional sonlar bo‘imaydi.
Ta’rif. Cheksiz davriy bo'lmagan o'nli kasr irraisional son

deyiladi. Masalan,
1,4142135..=+/2, 3,141583..=7, 2,71828l..=¢

sonlar irratsional sonlardir.

1.2. Haqiqiy son. Haqigiy sonlar to‘plami va
uning xossalari

Ta’rif. Ratsional va irratsional sonlar umumiy nom bilan haqiqiy
sonlar deyiladi.
Masalan, i 7-;-, =3, 2,1,

sonlar haqiqiy sonlardir.

Odatda, matematikada turli matematik obyektlar, jumladan, haqiqiy
sonlar, alohida-alohida o‘rganilmasdan, ularning bir nechtasi birgalikda
o‘rganiladi. Bu “to‘plam” tushunchasiga olib keladi.

To‘plam matematikaning boshlang‘ich tushunchalaridan bo‘lib, u
narsalarning ma’lum belgilar bo‘yicha birlashmasi (majmuasi) sifatida
tushuniladi. Masalan, 2, 4, 6 sonlaridan tashkil topgan to‘plam bir nuqta-
dan o‘tuvchi to*g‘ri chiziglardan tashkil topgan to‘plam deyilishi mumkin.
To*plamni tashkil etgan narsalar uning elementlari deyiladi.

Hagiqiy sonlardan tashkil topgan to‘plamlar sonli to‘plamlar deyila-
di. Bundan keyin sonli to*plam o‘rniga gisqacha to*plam deb qo‘llaymiz.

Matematikada to‘plamlar bosh harflar bilan, uning elementlari esa
kichik harflar bilan belgilanadi. Masalan, 4,B,... to‘plamlar, a,b,...
to‘plam elementlari.

Agar a biror 4 to‘plamning elementi bo‘lsa, a4 kabi yoziladi va
“4 element 4 to‘plamga tegishli” deb o‘qiladi. Agar a shu 4 to‘plamga
tegishli bo‘lmasa, u ag4 kabi yoziladi va «a element 4 to‘plamga
tegishli emas» deb o*qiladi.

Odatda, barcha natural sonlardan iborat to‘plam ¥ harfi:

N={1,2.3,.};
barcha butun sonlardan iborat to‘plam Z harfi:
Z={.~2,-1,0,.2:.3s

barcha ratsional sonlardan iberat to‘plam Q harfi:
Q={§:pez,qu, (p,q)=1},

barcha haqiqiy sonlardan iborat to‘plam R harfi bilan belgilanadi.
Agar 4 chekli sondagi elementlardan tashkil topgan bo‘lsa, u chekli

to‘plam, aks holda, cheksiz to‘plam deyiladi.

Masalan, A4={2,4,6,8,10,12,14}
chekli to*plam, N={L2.3aaHn)
cheksiz to‘plam bo‘ladi.

Ta’kidlash kerakki, to‘plamni tashkil etgan elementlar orasida
aynan bir-biriga teng bo‘lgan elementlar to‘plamning elementi sifatida
faqat bir martagina olinadi.

Aytaylik, ikki £ va F to‘plamlari berilgan bo‘lsin. Agar E to‘plam-
ning barcha eclementlari F to‘plamga tegishli bo‘lsa, E to‘plam #
to*plamning gismi deyiladi va £ c 7 kabi yoziladi. Masalan,

NcZcQcR

bo‘ladi.



Agar EcF va FcE bo‘lsa, E va F bir-biriga teng to‘plamlar
deyiladi va E=F kabi yoziladi.
E va F to‘plamlarning barcha elementlaridan tashkil topgan to‘p-
lam, bu to‘plamlar yig‘indisi deyiladi va Eu F kabi belgilanadi. £ va F
to‘plamlarning barcha umumiy elementlaridan tashkil topgan to‘plam, bu
to‘plamlarning ko*paytmasi (kesishmasi) deyiladi va E ~ F kabi yoziladi.
E to‘plamning F to‘plamga tegishli bo‘lmagan barcha elementlaridan
tashkil topgan to‘plam E to‘plamdan F to‘plamning ayirmasi deyiladi va
E\F kabi yoziladi.
Masalan, A={1,2,58,1113}
B={2,4,6,8,10,12}
to‘plamlar uchun
AUB={12,4,568,10,11,12,13},
AnB={2, 8},
A\B:{LS,H,IS},
B\A={4,6,10,12},
shuningdek, NuZ=Z, NnZ=N, Z\ N={.-3,-2,-10} bo‘ladi.
Birorta ham elementga ega bo‘lmagan to‘plam bo‘sh to‘plam
deyiladi va @ kabi belgilanadi.
Odatda, chekli 4 to‘plam elementiari soni m(4) orqali belgilanadi.
1-misol. Dunyo okeanida 19 ta suvosti chugurliklari ma’lum, ular-
ning chuqurligi 7 km. dan oshadi. Ulardan 16 tasi Tinch va Hind okean-
larida, 4 tasi Hind va Atlantika okeanlarida. Har bir okeanda nechtadan
suvosti chuqurliklari bor? i
Yechiliski. 4 to‘plam bilan Tinch va Hind okeanlaridagi suvosti
chuqurliklarini, 2 to‘plam bilan Hind va Atlantika okeanlaridagi suvosti
chuqurliklarini belgilaymiz. Masala shartiga ko‘ra m(4)=16, m(B)=4
bo‘ladi. Ayni paytda, m(4vB)=19 ekanligi ma’lum. Ravshanki, Hind
okeanidagi suvosti chuqurligi 4nB to‘plamni tashkil etadi. Bu to‘plam-
ning elementlari quyidagicha topiladi:
m(ArB)=m(A)+m(B)-m(4UB)=16+4-19=1.
Shunday qilib, Hind okeanida 1 ta, Tinch okeanida 15 ta, Atlantika
okeanida 3 ta suvosti chuqurliklari bor ekan.
Endi barcha hagigiy sonlardan iborat bo‘lgan R to‘plamning xossa-
larini keltiramiz:
1) R to‘plamda (to ‘plam elementlari orasida) qo‘shish, ayirish,
ko ‘paytirish, bo ‘lish, darajaga ko ‘tarish, ildiz chigarish amallari kiritil-
gan bo ‘lib, bu amallarning bajarilish qoidalari ham o ‘rinli bo ‘ladi;
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2) R to'‘plamda (to’plam clementlari orasida) teng, katta, kichik

tushunchalari kiritilgan. Ixtiyoriy acR, beR, ceR hagiqiy sonlar uchun
a=b, yoki a>b, yoki a<b
bo'lib, a<b, b<c bo lishidan a<c bo lishi kelib chigadi,

3) R zich to ‘plam bo ‘ladi, ya'ni ixtiyoriy acR, beR hagqigiy sonlar
uchun a+b bo‘lsa, u holda a va b sonlar orasida istalgancha haqiqiy son
bo ‘ladi.

2-misol. Agar r — ratsional, @ — irratsional son bo‘lsa, r+a son-
ning irratsional son bo ‘lishi isbotlansin.

Yechilishi. Berilgan r va e sonlaming yigindisini g deylik:
B =r+a. Ravshanki, bu tenglikdan a=8-r bo‘lishi kelib chiqadi.

Faraz qilaylik, g ratsional son bo‘lsin. Unda g-r soni, ikki ratsio-
nal son ayirmasi yana ratsional son bo‘lganligi uchun ratsional son bo‘la-
di: g-r=a ratsional son. Bu esa berilishiga ko‘ra a ning irratsional son
bolishiga ziddir. Ziddiyatning kelib chiqishiga 8 ning ratsional son bo‘l-
sin deyilishi sabab bo‘ldi. Demak, g — irratsional son.

1.3. Sonlar o‘qi. Sonlarni geometrik tasvirlash

To‘gri chiziq va bu to‘g‘ri chiziqda biror nuqta olib, uni o harfi
bilan belgilaymiz (1-chizma).

w
4
.4

i ;

a 0 a
1-chizma

Bu 0 nugta nol sonining geometrik tasviri deyiladi. 0 nugta to‘g'ri
chizigni ikki nurga ajratadi. 0 nuqtadan o‘ng tomondagi nurning yo‘nali-
shini musbat, chap tomondagi nurning yo‘nalishini manfiy deb garaymiz.
So‘ng o‘lchov birligi (uzunligi 1 ga teng kesma)ni olamiz.

Natijada, yo“nalishga ega bolgan to‘g‘ri chiziq, 0 nugta va o‘lchov
birliklaridan iborat sistema hosil bo‘ladi. U sonlar o‘qi deyiladi.

O‘ichov birligi deb qabul qilingan a kesmani O nuqtadan boshlab,
sonlar o‘qining o‘ng tomoniga joylashtira boramiz. Uni bir marta joylash-
tirganda bir uchi 0 ruqtada bo‘lib, ikkinchi uchi aniglagan nuqta 1 soni-
ning geometrik tasviri bo‘ladi. Shu tarzda birlik kesmani ikki marta, uch
marta va h.k. marta joylashtirib, sonlar o‘qida 2, 3 vahk. sonlarning geo-

metrik tasvirlari topiladi.



) Xuddi shunday usul bilan birlik kesmani 0 nuqtadan chap tomon-
dagi nurga joylashtira borib, —1, -2, -3 va h.k. sonlarning geometrik tas-
virlari aniglanadi (2-chizma).

2-chizma
Aytaylik, qaralayotgan son ratsional son bo‘lsin: masalan, -;- Bu
sonni tasvirlovchi nuqtani topish uchun avval o‘lchov birligini 0 nugta-
dan o‘ng tomonga ikki marta joylashtirib, ikki sonni tasvirlovchi nugta
topiladi, so‘ngra bu nuqtadan boshlab o‘lchov birligining % gismini

qo‘yib, ; sonni geometrik ifodalovchi nuqta topiladi (2-chizma).

Umuman, ratsional sonlar to‘plami ¢ dan olingan har bir ratsional
songa to‘g‘ri chiziqda bitta nuqta mos keladi. Biroq sonlar o‘qida shunday
nuqtalar borki, ular birorta ham ratsional sonning tasviri bo‘lmaydi.
Masalan, i0 sonini olaylik (bu son irratsional son bo‘ladi). Tomonlari 3
va 1 ga teng bo‘lgan to‘g‘ri to‘rtburchakni olamiz (3-chizma).

P 3

:‘,_1,..-—‘:’/'- 'C" .

0 1 2 3P
3-chizma

Bu to‘g‘ri to‘rtburchakning OB diagonali, Pifagor teoremasiga
ko‘ra, OB*=0C*+BC* bo‘lib, OB=OC* + BC* =J9+1=4/10 bo‘ladi. Sirkul-
ning uchi O nuqtaga qo‘yilib, radiusi OB ga teng bo‘lgan aylana chizilsa,
bu aylana sonlar o‘qini D nuqtada kesadi. Ravshanki, OB=0D.

Demak, 10 soni geometrik tasvirlovchi nuqta D nuqta bo‘ladi.

Sonlar o‘gida shu kabi nugtalar cheksiz ko‘p bo‘lib, ular irratsional
sonlaming geometrik tasvirlari bo‘ladi. Ma’lumki, barcha ratsional hamda
barcha irratsional sonlardan tashkil topgan to‘plam hagqiqiy sonlar to‘p-
lami bo‘lib, u R harfi bilan belgilangan edi.

Ko‘rsatish mumkinki, (u maxsus adabiyotlarda, masalan [2] da
isbotlangan) har bir haqiqiy songa sonlar o‘qida bitta nuqta va aksincha,
sonlar o*qidagi har bir nuqtaga bitta haqiqiy son mos keladi. Bu haqiqiy
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sonlar to‘plami & bilan sonlar o°qining nuqtalari to‘plami orasida o‘zaro
bir qiymatli moslikda ekanligini bildiradi.
Kelgusida, to‘g‘ri chiziqning nuqtasi deganda haqiqiy sonni, haqiqiy
son deganda to‘g‘ri chizigning nuqtasini tushunamiz.
Endi bazi bir sonlar to‘plamini keltiramiz, ulardan, kelgusida ko‘p
foydalaniladi.
Aytaylik, aeR, be R sonlar berilgan bo‘lib, a<b bo‘lsin.
a,b Ba ular orasidagi barcha haqiqiy sonlardan tashkil topgan to‘p-
lam segment deyiladi va [a,b] kabi belgilanadi:
[a.6]={xeR:a<xx< b}
Xuddi shunga o‘xshash ushbu (ab). (ab]. [ab). to‘plamlar
quyidagicha ta’riflanadi:
(a,6)={xe R:a<x<b} —interval,
[a,6)={xeR:asx<b} —yarim interval,
(a,b]={xeR:a<x<b} —yarim interval.
Bunda a va b sonlar [a,8], (a,6), [a,b) va (a,5] to‘plamlarning chegaralari
deyiladi. Shuningdek,
[a,40)={xe R:x2a},
(~o,a)={xeR:x<ad},

(o, +®)=R
deb qaraymiz.

1.4. Sonning absolyut giymati va uning xossalari

Biror x haqigiy sonni (xeR) olamiz. Bu son musbat {x>0), manfiy
(x<0) yoki x=0 bo‘lishi mumkin.
x>0 bo‘lganda shu x ga teng, x<0 bo‘lganda shu songa garama-
qarshi -x ga, x=0 bo‘lganda 0 ga teng bo‘ladigan son x ning absolyut
giymati deyiladi va | kabi belgilanadi. Demak,
x, agar x20,
. le:{—x, agar x<0.
Masalan, [7=7, |-2=-(-2)=2, |1-J5|=J§_1,
Sonning absolyut qiymati quyidagi xossalarga ega:
_1) Ixtiyoriy » hagiqiy son uchun
{20, =}, x<l, =<l

munosabatlar o‘rinli;
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2) Agar x hagiqiy son
[M<a (a>0)
tengsizlikni ganoatlantirsa, u
—-asx<a
tengsizliklarni ham ganoatlantiradi va aksincha;
3) Agar x haqiqiy son
bl>a

tengsizlik ganoatlantirsa, u
x>a, x<-a
tengsizliklarni ham qanoatlantiradi va aksincha;
4) Ikki x va y hagqiqiy sonlar uchun
2) e+ <+,

b) |x-yz|x-],
d) [x- 3=,
e) |Z N
b
bo‘ladi.
5) Ushbu
V3 =l
munosabat o‘rinli.

3-misol. Agar a,b,c haqiqiy sonlar uchun a>b>c boisa,
la-8)+|c—al-|p—c|
topilsin.
Yechilishi. Ravshanki, a>5 bo‘lgani uchun a-5>0 bo‘lib,
la-bl=a-b
bo‘ladi, a>c¢ bo‘lgani uchun c—a<0 bo‘lib,
le-d=—(c-a)=a-c
bo‘ladi, #>c¢ bo‘lgani uchun 5-c>0 bo‘lib
[6-c=b-c
bo‘ladi. Demak,
la-8|+|c-a|-|b—c|=a-b+a-c~(b-c)=2(a-b).
1.5. Sodda tengiamalar va tengsizliklar

Oliy matematikaning turli sobalaridagi masalalari, ko‘p hollarda
tenglama va tengsizliklarni yechish bilan hal gilinadi.
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Odatda, berilgan tenglama va tengsizliklar, ularga teng kuchli, ayni
paytda, soddaroq bo‘lgan tenglama va tengsizliklar bilan almashtiriladi.
Ularni yechib, berilgan tenglama va tengsizliklarning yechimlari topiladi.

a) Chiziqli va kvadrat tenglamalar

Ma’lumki, noma’lumga nisbatan birinchi darajada bo‘lgan tenglama
chiziqli tenglama deyiladi. Bu tenglama sodda holda ushbu
ax+b=0 ()
ko‘rinishda bo‘ladi, bunda a va b berilgan sonlar. (1) tenglama:
1) a+0 bo‘lganda yagona x= —% yechimga ega bo‘ladi,
2) a=0, b=0 bo‘iganda yechimlari cheksiz ko‘p (ixtiyoriy
son tenglamaning yechimi) bo‘ladi.
3) a=0, b#0 bo‘lganda yechimga ega bo‘lmaydi.

4-misol. Ushbu tenglamani yeching:
2x-5 2x+1 X2

= e 4Xx=

4 3
«Bu tenglamaning har ikki tomonini 4 va 3 sonlarining eng kichik

umumiy karralisini 12 ga ko‘paytirib
12225 0. 24 e 2,
4 3 4
ya’ni
3(2x—5)+4(2x+1)+12x=3x+24

bo‘lishini topamiz. .

Soddalashtirish natijasida keyingi tenglik quyidagi

6x—15+8x+4+12x=3x+24,
ya’ni
23x=35

ko‘rinishga keladi. Ravshanki, bu tenglama berilgan tenglamaga teng
kuchli bo*lib, uning yechimi x=% bo‘ladi. P>

Ma’lumki, noma’lumga nisbatan ikkinchi darajada bo‘lgan tengla-
ma kvadrat tenglama deyiladi. Bu tenglama sodda holda ushbu

o +bx+c=0 (a=0) 2)
ko‘rinishda bo‘ladi. Bunda a,b,c berilgan sonlar bo‘lib, kvadrat tenglama-
ning koeffitsiyentlari deyiladi.(2) tenglamaning yechimi, uning diskri-
minanti
D=b"-4ac

ga bog‘liq:
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1) agar D>0 bo‘lsa, (2) tenglama ikkita haqiqiy yechimga
_—b+ JD _=b- JD
" 22 T 2
ega bo‘ladi;
2) agar D=0 bo‘lsa, (2) tenglama bitta haqiqiy yechimga ega
b

=~ =X, ==——
X=X 2

bo‘ladi;
3) agar D<0 bo‘lsa, (2) tenglama haqiqiy yechimga ega bo‘Imaydi.

5-misol. Ushbu tenglamani yeching:
1+ 2x + 27 _ 6
x+4 2 +Tx—-4 2x-1
Ravshanki, 2x* +7x—4=(x+4)(2x-1). Berilgan tenglamaning har

ikki tomonini (x4, x:% deb) (x+4)(2x-1) ga ko*paytirib topamiz:

27(2x* +7x-4
2x2+7x-4+;i-x—4-(x+4)(2x—l)+ 2(.x2 p ) ) = 2"'6_1(x+4)(2x-1).
Natijada
28 +Tx—4+4x* —2x+27=6x+24
bo‘lib,
6x* —x—-1=0
bo‘ladi. Bu tenglamani yechib
_1£1+24 125
T 120

x, =%, x, =-% bo‘lishini topamiz. Biroq, x=% da qaralayotgan tenglama

ma’noga ega emas. Demak, berilgan tenglamaning yechimi x=—%
bo‘ladi.»>
b) Chizigli va kvadrat tengsizliklar

Ma’lumki, ushbu ax+5>0, ax+b20, ax+b<0, ax+b<0 ko‘rinish-
dagi tengsizliklar sodda chizigli tengsizliklar deyiladi, bunda a,b berilgan
sonlar, x esa noma’lum.

Chiziqli tengsizlik
ax+b=0 (9)
ni yechish usuli:
a+b20,
ax>-b.
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Keyingi tengsizlikning yechimi a ning ishorasiga bog‘liq bo‘ladi:
a) aytaylik, a>0 bo‘lsin. Bu holda tengsizlikning ikki tomonini a ga
bo‘lsak, tengsizlik ma’nosi o‘zgarmaydi va
x2-2
bo‘ladi. Demak, bu holda tengsizlik yechimlari cheksiz ko‘p bo‘lib, ular
[—%,m] to*plamni (yechimlar to*plamini) hosil giladi;
b) aytaylik, a<0 bo‘lsin. Bu holda tengsizlikning har ikki tomonini
a ga bo‘lsak, tengsizlik ishorasi qarama-qarshisiga o‘zgaradi va
rect
bo‘ladi. Demak, bu holda ham tengsizlik yechimlari cheksiz ko‘p bo‘lib,
ular (-co,—%] to*plamni (yechimlar to*plamini) hosil qiladi.

d) aytaylik, a=0 bo‘lsin. U holda 520 tengsizlik hosil bo‘ladi. Bu
tengsizlik bajarilgan yoki bajarilmagan bo‘lishi mumkin. Birinchi holda
ixtiyoriy son berilgan tengsizlikning yechimi bo‘ladi. lkkinchi holda esa
hech qanday son yechim bo‘la olmaydi.

6-misol. Ushbu tengsizlikni yeching.

S
2 4 3
4Berilgan tengsizlikning ikki tomonini 12 ga ko‘paytirib topamiz:
12x-6(x~1)>3(x-3)—4(x-2)
12x-6x+6>3x—9—4x+8.
Natijada 7x>-7 bo‘lib, undan x>-1 bo‘lishi kelib chiqadi. Demak,
berilgan tengsizlikning yechimlar to‘plami (~1;+w) bo‘ladi.P
Ma’lurnki, ushbu at +bx+c>0, a® +bx+c20,
ot +hx+c<0, ax*+bx+c<0.
tengsizliklar kvadrat tengsizliklar deyiladi, bunda a,b,c berilgan sonlar, x
noma’lum.
Kvadrat tengsizliklarni yechishda
a hamda D=¥-4ac
miqdorlarning ishoralari muhim.
Masalan, '
a +bhx+c>0
tengsizlikda a>0,D>0 bo‘lsin. Ravshanki, bu holda a®+kx+c=0 kvadrat
tenglama ikkita x, va x, ildizlarga ega bo‘lib,
a +bx+c=a(x-x)(x-x,) bo‘ladi.
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Qaralayotgan tengsizlik ushbu
a(x-x)(x-x,)>0
va uning ikki tomonini a ga bo‘lish natijasida
(x-x)(x-x)>0

ko‘rinishga keladi. Bu tengsizlik intervallar usuli yordamida yechiladi.

Aytaylik, x, <x, bo‘lsin. Unda, berilgan tengsizlikning yechimi
x&{-m,x)(x,+0) bo‘lib, yechimlar to‘plami (-e,x)U(x,.+) bo‘ladi.

Endi kvadrat tengsizliklar va ularning yechimini ko‘rsatuvchi
jadvalni keltiramiz:

Tengsizliklar a D

Yechimlari
(~=; xl)u(xz; +0)

1| @l+bx+e>0 | a>0 | D>0

2| a+bx+cz0 | a>0 [ D>0 (—oo;xl]u[xz;m)

3! al+bxtc>0 | a>0 | D=0 (_m;__b_\u(_i;mj
2a) 7\ 2a

4 | @+bx+c>0 | a>0 | D=0 (~0,+)

et [oo oa|

6 | a’+bx+c>0 | a<0 | D>0 (%.%,)

7| @®+bx+c=0 | a<0 | D>0 [Ip-f;]

8 | a+bx+c>0 | a<0 | D=0 %)

9 | af+bx+c>0 | a<0 | D=0 I:_%

10| af+bx+c<0 | a<0 | D>0 (=00, 3, ) (2,3 +00)

11| a&*+bx+c<0 | a<0 | D>0

b b
12| at+bx+c<0 a<0 | D=0 ( ;—-é-;)u[_z_a;m]

b
13| a?+bx+c<0 | a>0 | D=0 X=—p-
@ +bx+c<0 o0, <0
14| e | @<0 | D<O (=00, 40
o +bx+c<0
%]
15 o ih el a>0 | D<0
16| a®+bx+c<0 | a>0 | D=0 %)

b
17| a&*+bx+c<0 | a>0 | D=0 x=--§
18| a’+bx+c<0 a>0 | D>0 (Ip-rz)
19| a?+bx+c<0 | a>0 | D>0 [x,%,]
20| ax’+bx+c>0 | a<0 | D<0 &
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7-misel: Ushbu tengsizlikni yeching:
2x(x+2)2x(7x+10)+1

< Soddalashtirish natijasida
2x? +4x > 7x* +10x+1,

5x+6x+1<0
bo‘ladi. Keyingi kvadrat tengsizlik uchun
a=5>0, D=36-4-5-1=16>0

—6+JD  —6+4 1
= i =-1, x,=—=

X, oxm=-l
- 2a 10 5
bo‘ladi. Unda jadvalning 19-katakdagi formulasiga ko‘ra berilgan tengsiz-

likning yechimi (yechimlar to‘plami) [—1,—%} bo‘ladi.P>

1.6. Matematik belgilar

Matematikada tez-tez uchraydigan so‘z va so‘z birikmalari o‘rnida

maxsus belgilar ishlatiladi:
1) agar ... bo‘lsa, u holda ... bo‘ladi iborasi “=" belgi orqali

ifodalanadi;
2) ikki fikrning ekvivalentligi ushbu “« * belgi orqali ifodaianadi;
3) “har ganday”, “ixtiyoriy”, “barchasi uchun™ so‘zlari o‘miga “v”
belgi ishlatiladi;
4) “mavjudki”, “topiladiki” so‘zlari o‘rniga “3” belgi ishlatiladi.
Shuningdek, tasdiglarning isboti boshlanganligi *“ <> belgi, tugagan-
ligi esa P> belgi orqali ifodalanadi.

Mashglar
1. 80 ta “Matematika” fani bo‘yicha olimpiada gatnashchilaridan.
tasi shaxmat ishqibozi, 50 tasi shashka ishqibozi va 40 tasi shashka va
shaxmat ishgibozlari. Olimpiada qatnashchilarning qanchasi bu o‘yinlarga
befarq emas?
2. Ma’lumki, ikki radiusdan tashkil topgan @ markaziy burchak tor-
tib turgan yoyning uzunligi /=Re ( radian o‘lchovda) bo‘ladi. Yer shari-
ning ekvatorida 1° burchak tortib turgan yoy uzunligini toping (Yer shari-
ning ekvator radiusi R=6300 km deb olinadi).
3. Biologiyada o‘rganiladigan bir hujayrali hayvonlar har minutda
har biri ikkiga bo‘linib ko‘payadi. Agar bitta olingan bunday hayvon 100
minutda ko‘payib, ularning soni n taga yetsa, dastlab oling-gn‘.i_lglf_jt'tz‘i_ o
hayvonning ko‘payib, ularning soni ham faga yelishixucinmnsqancha vaqt |
kerak bo‘ladi? O O SKENT VILOYVATI Chitc aa |
i Mt i
DAVLAT PEDAGOGIKA INSTIIUTI |
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4. A to‘plam 3 ga bo‘linuvchi barcha natural sonlar to‘plami, B esa
5 ga bo‘linuvchi barcha natural sonlar to‘plami bo‘lsa, AnB to‘plam
qanday bo‘ladi?

5. 4={reN]2<x<6]}, B={xeNi<x<4]} Ba C={xe N|x*-4=0} bo'lsa,
a) BuC; b) 4nBnC;d) 4UBUC; €e) (AnB)U(BUC) to‘plamlarni toping.

6. Ushbu tenglamalarni yeching:

a) (p-Dx+2=p+1; b) mx*~(m+n)x+n=0
7. Ushbu tengsizliklarni yeching:
a) x(2x-1)>(x-2)%; b) (x2—2x)<%.

.18 -

2-§ Matritsalar va determinantlar. Chizigli tenlamalar sistemasi
2.1. Matritsalar va ular ustida amallar

Ko‘p hollarda amaliy masalalarni hal etishda maxsus matematik
ifodalardan foydalaniladi. Bunday matematik ifodalardan biri matritsa-
lardir.

m ta (meN) yo‘l va n ta (neN) ustunda joylashgan a, sonlardan (

i=123,.,m, k=12,3,.,n) tuzilgan ushbu

Gy @ Gy Gy, ]
aZI azz aZJ"'aZn
a,, A, G,s..0,, J

to‘rtburchak shakldagi jadval mxn o‘lchovli matritsa deyiladi. Odatda,
matritsalar katta harflar bilan belgilanadi. Masalan,
1203
A=[2 514
3212
3x4 o‘Ichovli matritsa bo‘ladi.

Matritsani tashkil etgan sonlar uning elementlari deyiladi. Matritsa-
ning elementlari ikki indeks bilan yozilib, birinchi indeks shu element
turgan yo‘lni, ikkinchi indeks esa ustunni bildiradi.

Agar matritsa bitta ustundan iborat bo‘lsa,

u ustun matritsa, bitta yo‘ldan iborat bo‘lsa,

C=(all a, .. a,,,)
u yo*] matritsa deyiladi.
Agar matritsaning barcha elementlari nolga teng bo‘lsa,
00..0
0= 00..0
00..0
u nol matritsa deyiladi.
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Agar matritsaning yo‘llar soni ustunlar soniga teng, ya’ni m=n

bo‘lsa,
a, &, .4,
R A=la, a, ..a, (1)

a,a, ..a,

u n-tartibli kvadrat matritsa deyiladi. Bu matritsada a,, a,,, ..., a,, element-

lar bosh diagonal elementlar deyiladi.
Agar (1) matritsada bosh diagonal elementlardan boshqa barcha

elementiar nol bo‘lsa

‘a, 00..0
[0 a,0..0
000..a,
u diagonal matritsa deyiladi. Xususan, bu matritsada
a,=a,=..=a,=1
bo‘lsa,
100..0
010..0
E={001..0
000 1
u birlik matritsa deyiladi.

4 va B bir xil o‘lchovli matritsalar bo‘lsin. Agar 4 va B matritsa-
larning mos elementlari teng bo‘lsa, 4 va B teng deyiladi va 4=B kabi
yoziladi.
4 va B matritsalarning mos elementlarining yig‘indisidan tashkil
topgan matritsa 4 va B matritsalar yig‘indisi deyiladi va 4+B kabi
yoziladi.
4 va B matritsalarning mos elementlarining ayirmasidan tashkil
topgan matritsa 4 va B matritsalar ayirmasi deyiladi va 4-B kabi
yoziladi.

Aytaylik, 4 matritsa hamda A son berilgan bo‘lsin. Bu matritsaning
har bir elementini A songa ko*paytirishdan hosil bo‘lgan matritsa A son
_bilan 4 matritsa ko‘paytmasi deyiladi va 4-4 kabi belgilanadi.

Ikki 4 va B matritsalarning ko‘paytmasi tushunchasi birinchi
matritsaning ustunlar soni ikkinchi matritsaning yo‘llar soniga teng
bo*lgandagina kiritiladi.

-20-

Aytaylik, mxn o‘ichovli

Aol

matritsa hamda nxk o‘Ichovli

Byby by )
PR LT
k%%m%J
matritsalar berilgan bo‘lsin.
A matritsaning i-yo‘lda joylashgan
Gy G35 o5 A
elementlarini mos ravishda B matritsaning j-ustunida joylashgan.
by by o by
ko*paytirib,

c, =a, -b;+a,-by;+--+a, -b;

yig‘indini hosil gilamiz. Bu sonlardan tuzilgan ushbu
G Gz - Cue
Cn Oy - O

......................

quchzn.qm)

mxk o‘lchovli matritsa 4 va 8 matritsalar ko‘paytmasi deyiladi va 4-8

kabi belgilanadi.
(@ a, . a,
Agar A a21 a]l h a2n
a,d, .. a,
nxn o‘lchovli kvadrat matritsa bo‘lib,
’ 100..0
E= 010..0
000..1
nxn o‘lchovli birlik matritsa bo‘lsa, u holda
A-E=EA=E
bo‘ladi.
-21-



8-misol. Agar 4 va B matritsalar quyidagicha |
A=[-7 12) B=[26 45) |“ Bl ad—be. )
-4 1) 15 26 \ cd
bo‘lsa, (2) ifoda 2-tartibli determinant deyiladi. Bunda a,b,c,d — determinantning
) A-B, 24, -3B elementlari, 2,6 va c¢,d sonlar mos ravishda determinantning birinchi va
matritsalarni toping. ikkinchi yo‘llari, a,c va bd sonlar determinantining mos ravishda
<«dYugqorida keltrilgan ta’riflardan foydalanib topamiz: ; birinchi va ikkinchi ustunlari, a,d sonlar determinantning bosh diagonali,
A B=/ -7 —12)-(26 45)=(7-26+(—12)-15 7-45+(—!2)-26\=[2 l) b,c son-lar determinantning yordamchi diagonali deyiladi.
l-4 7 J{15 26 —4-26+7-15  —4-45+7-26 j \3 2 Odatda, determinantning elementlarini ikkita indeks qo‘yilgan harf-
lar bilan belgilanadi. Bunda birinchi indeks yo‘Ini, ikkinchisi esa ustunni
2‘4:2{_7 12)=(2.(_7) 2.12)= (_23 24] , bildiradi. Masalan, a,, son determinantning ikkinchi yo‘l birinchi ustunida
4 7)) {2:(4) 27 -8 14) turgan element bo‘ladi.
Ikkinchi tartibli determinant ta’rifiga ko‘ra:
—3B=—3(26 45)__{(—3)-26 (—3)-45]__{—72 —1351, _73 ;|=_3.2_5.7=_5_35=_41,
15 26) ((-3)-15 (-3)-26) \ 45 -72)
9-misol. Ushbu ‘ sax cosx = sin x-sin x—cos x-(—cosx) =sin’ x +cos* x =1
. 1 2 ! —COSX SInX
A=(2 1 OJ’ B=|2 1 bo‘ladi.
311 s 2 Endi ikkinchi tartibli determinant
matritsalar ko‘paytmasini toping. I Ga
dy dn
. cLoc . PPy : ‘. ning asosiy xossalarini keltiramiz:
Maritsalarni klo ;;aytmsh qoidasidan foydalanib topamiz: ._ 1} Determinant yo'li ustuni bilan almashtirilsa, shuningdek, ustunini
A-B=(2 1 0} =(2-1+l-2+0-2 2-2+l-l+0-2)=(4 5).> yo 'li bilan almashtirilsa, uning giymati o ‘zgarmaydi.
311, , 3-1+1:241:2 3-2+1-1+1:2 ) {7 9 Bu xossaning isboti determinant ta’rifidan kelib chiqgadi.
2) Determinantning yo'li  o‘zaro almashtirilsa, uning ishorasi
. . . o ‘zgaradi: :
2.2. Determinantiar va ularning xossalari \ a, a, =_|a“ a,
I . . , dy Gn & @l
Matematikaning qator masalalarini yechishda ma’lum xossalarga <Ravshanki
ega bo‘lgan ifodalardan foydalaniladi. Bunday maxsus ifodalardan biri VS. s o
determinantlardir. b :: :: =a,,ay — 4,0 ="(aizaz)‘au“22)=_ a’z: a: >
Aytaylik, 4 ta a.b,c.d haqiqiy sonlar berilgan bo‘lsi{x. Ushbu ad b 3 Determir;anmirz biror yo'lida turgan barcha elementlar biror
ayirma gson)m berilgan sonlarni yo‘l va ustun ko‘rinishida joylashtirib, .’. 0% g)a rmas & songa i , ‘paytir‘z?; sa, dete mfinantning giymati ham & ga
quyidagicha ko ‘pavadi:
e b ‘payadi:
d kay,  kay, __:klZ) %, )
a Gxn 1 9
ifodalaymiz. Demak, '
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e a,
N |a: kaa:: =ka,a, - |2“2!=k(a"au —a;zaz;)zkla: Z: .
be‘ladi. >

4) Determinantning bir yo lidagi elementlari ikkinchi yo ‘lidagi

elementlariga proporsional bo Isa, determinant 0 ga teng bo ‘ladi:
a, & |= 0
kall kal)
«4Bu tenglik determinant ta’rifidan kelib chiqadi. P>
5) Determinantning bir yo Jidagi elementlarni biror songa ko ‘paytirib,
ikkinchi yo ‘lidagi mos elementlarga go ‘shilsa, determinantning giymati

o0 ‘zgarmaydi:

a, +ka,  an+kay| |ay auzl

a, an D dp
«Determinant ta’rifidan foydalanib topamiz:
o ki Gz ::azzl = azz(”u +kay)—ay (@ +kay)=

@
a, %
= a8y, +kay, - @y ~ @y — k887 =000 =T = a; dy >
chasini keltiramiz.

Endi uchinchi tartibli determinant tushun . L
Aytaylik, 9 12 a,,2,, @, 021, 0. G555 512 B2 s sonlar berilgan bo‘Isin. Bu

sonlarni uchta yo‘l, uchta ustun tarzida joylashtirib yozilishidan hosil

bo‘lgan ushbu
a, @ 9y
a, Gy 8z
ay @p 4y .
ifoda uchinchi tartibli determinant deyiladi. Uchinchi tartibli determinant
son bo‘lib, uning giymati
4y On Gy O +a lazx an
ay, - 13
2 9 a3 4y a; Gy
ga teng bo‘ladi. Demak,
Gu G s g oa ay an|. len
=a,l 2 |- ! +a .(3)
a2 an! a"Laz Gy 12 Gy O3 ? 1
ay,, G Gy
Masalan, ushbu
1 2 3
d=[2 3 4
3 4 5

uchinchi tartibli determinant ta’rifiga binoan
3 2 2 3
d=1- -2. =1-(~1)=2(<2)+3-1=
\4 2’ 2'3 :|+3|3 4| 1-(-1)-2(-2) +3-1=0

ga teng bo‘ladi.

Uchinchi tartibli determinantlarda ham determinant elementlari,
yo‘llari, ustunlari, bosh va yordamchi diagonallari tushunchalari xuddi
ikkinchi tartibli determinantlardagi kabi kiritiladi. Shuningdek, uchinchi
tartibli determinant ham, ikkinchi tartibli determinant singari xossalarga

ega bo‘ladi.
Faraz gilaylik, biror
a, a; a;
) Gp Gy . (4)
A G ay ‘

uchinchi tartibli determinant berilgan bo‘lsin. Bu determinantning biror
a, (i=123, &=123) elementini olib, shu element joylashgan yo‘Ini
hamda ustunni o‘chiramiz. Ravshanki, qolgan elementlari ikkinchi tartibli
determinantni hosil giladi. Bu determinantga a, elementning minori
deyiladi va u M, kabi belgilanadi.
Masalan, (4) determinantning a;, element turgan yo‘lni hamda

ustunni o“chirish

Jn a, a3

i T O

33

natijasida ikkinchi tartibli ushbu
M, =

2 anl
dn Oy
determinant hosil bo‘ladi. Bu (4) determinantning a,, elementi minori
bo‘ladi. Ravshanki, (4) determinant 9 ta minorga ega.

Ushbu

(_l)i*k . Mu

miqdor (4) determinant &, elementining algebraik toldiruvchisi deyiladi.
U 4, orqali belgilanadi. Demak,

A,,=(—I)M'Mu.
Masalan,
2 0 3
1 2 OI
3 0 1l
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determinantning a,=3 elementining algebraik to‘ldiruvchisi

‘ AB"'("')M; (2)I=1'(|-0—2~3)=-6

bo‘ladi.

i-teorema. Determinantning biror yo'lida joylashgan barcha
elementlarning ularga mos algebraik to ldiruvchilari bilan ko ‘paytma-
sidan tashkil topgan yig ‘indi shu determinantning qiymatiga teng bo ‘ladi.

«4Bu teoremani
ay @ 9y
d, Gp Oxn
a4y Gy Ay
determinantning birinchi yo‘lida joylashgan a,.a;.a, elementlaridan
foydalanib isbotlaymiz.
Ravshanki, bu a,,a,,a, elementlarning algebraik to‘ldiruvchilari
a. a.
A =(-1)" M, =1 2 P
! ( ) " @, G
a. a.
A =—1”2' - 21 13’
12 ( ) 12 a” (133
4 ) G
4,=(=1)"-My=1-{" F,
13 ( ) 13 ag[ 032
bo‘ladi. Unda
__|8n G| [Bn 9z dn Gn
al:‘A|1+alexz+a|3A|3—all! a, a o +ay, a,

bo*lib, bu tenglikning o‘ng tomonidagi ifoda (3) ga ko‘ra uchinchi tartibli
determinant teng ekanini topamiz. Demak,
la, a, a|

ay Gn Gy o, a,
2 O3
a3 3

Eslatma. Biz yugorida ikkinchi va uchinchi tartibli determinantlar
bilan tanishdik va ularning xossalarini bayon etdik.
Xuddi shunga o ‘xshash n-tartibli (n>3)

ay; On
@y 5

A D)

+a,,|a2' ay S

a;, ax

=ay, h2

a, & - 4
a, 4 - @,
a, G, - On

determinant tushunchasi kiritiladi va ularning xossalari o ‘rganiladi.
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2.3. Determinantlarni hisoblash

Ma’lumki, ikkinchi tartibli determinant, ta’rifga ko‘ra

a4y Gy _ —a.a
0, ay a8y, — 8,8y,
bo‘ladi.
Uchinchi tartibli determinant, ta’rifga ko‘ra
a, G, 4G, a
@, @ ay|=a,| " % —ap s +ay, ale
a4, a, a, a5, Oy a; Gy &
bo‘ladi. Bu tenglikda qatnashgan ikkinchi tartibli determinantlarni hisob-
lab topamiz:
a, a4, a;
2, ap ay|=a,(a,-a,-ay 'asz)_alz (azn O3 — 0y 'asl)"'
&y G a;
+ay;(ay-a, - ay a,)) = 6,8,0, + a,0,,0,, +apa,a, - a,,a,8, - (5)
~0130,,953 = G305,

- Demalf,. uchinchi tartibli determinant 6 ta had yig‘indisidan iborat
bo‘lib, ularning uchtasi musbat ishorali, uchtasi manfiy ishorali bo‘ladi.
Musbat va manfiy ishorali hadlarni yozishda quyidagi tasvirlangan

sxemalardan foydalanish qulay bo‘ladi,
I 7 &

+
Agar uchinchi tartibli determinantni quyidagi ko‘rinishda yozib olsak
a,0,,8139 %,
82187053019
83,35,03385,03,

determinantning qiymatini Sarryus usuli deb ataluvchi usul bilan ham
hisoblash mumkin;

N4

+
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10-misol. Ushbu determinantni hisoblang.

2 3 7
5 4 1
6 8 9
4Bu determinantni hisoblashda (5) formula va keltirilgan sxema-
dan foydalanamiz:

2 3 7

5 4 11=2-4.94+3-1.6+7-5-8—-7-4-6-3-5-9-2-1-8=

6 8 9

=72+18+280—-168—135-16=51. 4
Determinantni (aynigsa, yugqori tartibli determinantlarni) hisoblash-
da determinantning xossalari va yuqorida keltirilgan teoremadan foydala-
piladi. Misol tariqasida bitta 4-tartibli determinantning hisoblanishini

1 2 3 4
. . 2 5 9
ko‘rsatamiz. Aytaylik, ushbu A= g o 3 7

-2 4 6 1
determinantni hisoblash lozim bo‘lsin. Avvalo, determinantning birinchi
yo‘lini 2 ga ko‘paytirib, 4-yo‘liga qo‘shamiz. Natijada, 5-xossaga ko‘ra

1 2 3 4
A= 0 2 5 9
0 0 3 7
000 9
bo‘ladi. Keyingi determinantning birinchi yo

almashtiramiz. Unda 1-xossaga ko‘ra
19

‘}ini birinchi ustun bilan

A=

S wWwN
C ON
S W v O
O N o O

bo‘ladi. - o
Endi keltirilgan teoremadan foydalanib (determinantning birinchi

yo‘lda joylashgan elementlari bo‘yicha) topamiz:

1000
2 259
A=3 0 3 7=I-A,,+0-A,:+0-A‘,+0-A“=
4 0 0 9
2 5 9|
=1-4,=(-1)"10 3 7'=54+0+0-0-0-0=54.
Io 0 9‘
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2.4. Chizigli tenglamalar sistemasi. Kramer usuli

Tkkita chizigli tenglamalardan iborat ushbu
a,x+apyy=bh,
foatoes ©
sisterna ikki — x va y noma’lumli chizigli tenglamalar sistemasi deyiladi,
bunda a,,a,,a,,,a, sonlar tenglamalar sistemasining koeffitsiyentlari, 5, va
b, sonlar ozod hadlar deyiladi.
(6) sistemaning koeffitsiyentlaridan ushbu
an G
a4 Cp
determinantni, so‘ng bu determinantning birinchi ustunidagi elementlarni
0zod hadlar bilan almashtirib,

A =

A=

b a,
. . b a,
;iiefsgrmmantm, ikkinchi ustundagi elementlarni ozod hadlar bilan almash-

r1b,
a, &
Y olan &

determinantlar hosil gilamiz.

Demak, (6) sistema berilgan holda har doim 4, A,, A, determinant-
larga ega bo‘lamiz.

2-teorema. Quyidagi

{ ax+apy=b,
ayx+ayy=b )

tenglamalar sistemasi berilgan bo ‘Isin. Agar:

1) A0 bo Isa, u holda (7) sistema yagona (x,y) yechimga ega
bo 1ib,
A

x= éﬁ- N y= —
A A
bo ‘ladi; :
2) A=0 bo'lib, A, =0, A, =0bolsa, u holda (7) sistema yechimga
ega bo ‘Imaydi; ‘
3) A=A, =A, =0boIsa, u holda (7) sistema cheksiz ko ‘p yechimga

ega bo ‘ladi.
«(7) sistemaning birinchi tenglamasini a,, ga, ikkinchi tenglama-
sini —a,, ga ko*paytirib, so‘ng ularni hadlab, qo‘shib topamiz: :
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a),a,, X+ @, ay,y = ayb,,
—@y U X —Upayy =-a;,b,

(a"an - 8,8y )x = a,b —a,b,

Keyingi tenglikdan:
A-x=A,,
ya’ni
A.l
x=—=
A
bo‘lishi kelib chiqadi.

Shuningdek, (7) sistemaning birinchi tenglamasini —a,, ga, ikkinchi
tenglamasini a,, ga ko‘paytirib, so‘ng ularni hadlab qo‘shib topamiz:
-a,@,x - a,,a,,y = -ba,,
a,a,x+a,a,y=ba,

(al 192 -alzan)y =ayb, —a,b.

Bu tenglikdan
A-y=4,
ya’ni
= A.V
vy
bo‘lishi kelib chigadi.

Shunday qilib berilgan tenglamalar sistemasi quyidagi:
{A x=A,

A-y= Ay
ko‘rinishga kelib, sistema A =0 bo‘lganda, yagona yechimga
A LA
=ar 7T
ega bo‘ladi.
Shunga o‘xshash:

A=0 bo‘lganda, sistema yechimga ega bo‘lmasligi, A=4,=4,=0
bo‘lganda sistema cheksiz ko‘p yechimga ega bo‘lishi ko‘rsatiladi. P>

11-misol. Ushbu sistemani yeching.
{Zx +3y=1

3x+5y=4
<«4Bu sistema uchun a,a,,a, lamni topamiz:

2 3 13
= = -9 = = =)- ==/ A = '-'-8—3: 5.
A= 3 5! 10-9=1, A, '4 5' 5-12=-7, Y l3 4,

-30-

Demak,

x:—&:—,—_——']’ =-——_—=5
A 1 A
bo‘ladi. >
12-misol. Ushbu sistemani yeching.
Sx-2y=4,
0,35x-0,14y=2

<«Bu sistema uchun a,A,,A larni topamiz:

5 -2
-|0’3 s o 4|=s.(-o,m)-o,ss.(-z).-o,v £0,7=0
4 2

.

x

) _0,]4I=4~(—0,14)—2-(—2)=—0,56+4¢O.

Demak, berilgan sistema yechimga ega emas.»
Uchta chiziqli tenglamalardan iborat ushbu
g x+a,y+a,z=b,
{anx +a,y+anz=b, @®)
. ayx+a,y+a,z=b,
sistema uchta x,y va : noma’lumli chiziqli tenglamalar sistemasi deyi-
ladi, bunda a,,q,,,a,,a,.a;.a,,,a,,.a,,,a,, sonlar tenglamalar sistemasining
koeffitsiyentlari, 4,5, ¢a 5 sonlar ozod hadlar deyiladi.
(8) sistemaning koeffitsiyentlaridan quyidagi
ay Gy Gy
A=la, a, ay
9 a4 a3
uchinchi tartibli determinantni hosil gilamiz. So‘ng bu determinantning
birinchi, ikkinchi va uchinchi ustunlarini mos ravishda ozod hadlar bilan
almashtirib, quyidagi determinantlarni tuzamiz:

b a, a, a, b ay a, a, b
A =lb, ay ay|l. A=l b, ayl, A =jay a, by
b, a, a, a, b ay a, ap b
Demak, (8) sistema berilgan holda har doim A,A,.A A, determinaat-
larga ega bo‘lamiz.

3-teorema. Faraz gilaylik,
ax+a,y+a,z=b,
ax+ayy+ayz==b,,
ayx+a,y+ayz=>b.
tenglamalar sistemasi berilgan bo ‘Isin. Agar:
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1) A=0 bo ‘Isa, u holda (8) sistema yagona (x,y,=) yechimga ega
bo 'lib,

.
A A A
bo ‘ladi;
2) A=0 bo'lib, A,#0,a,#0, A,#0bo’lsa, u holda (8) sistema
yechimga ega bo ‘Imaydi;
3) a=4,=A,=A,=0 bo'lsa, u holda (8) sistema cheksiz ko'p
yechimga ega bo ‘ladi.

<«4Bu teoremaning isboti 2-teoremaning isboti kabidir.»
6-misol. Ushbu tenglamalar sistemasini yeching.
2x+3y-z=5,
x+y+2z=17,
2x-y+z=1
dAvvalo, sistema koeffitsiyentlaridan tuzilgan A determinantni
hisoblaymiz:
2 3 -1
1 2
2 -1 1
Demak, berilgan sistema yagona yechimga ega. Endi A4,

determinantlarni hisoblaymiz:

A= =2+12+1-(-2)—(—4)-3=18.

5 3 -l
A=l 1 2|=5+6+7-(-1)-(-10)-21=8,
1 -1 1
2 5 -1
A =1 7 2|=14+20-1-(-14)-4-5=38,
2 1 1
2 3 5
A=l 1 7|=2+42-5-10-(-14)-3=40.
D -1 1
Unda
A, 8 _4
“A 18 9
A, 3819
A 18 9
_A,_40_20
A 18 9
bo‘ladi. >

Yugorida keltirilgan tenglamalar sistemasining yechimini topish

usuli Kramer usuli deyiladi.
Shu usul bilan » ta chizigli tenglamalardan tuzilgan » ta x,x,....x,

noma’lumli tenglamalar sistemasi
anxl +a|2x2 +'"+aln n = bl’
ay%, +apX, ++a,X, = by,

ni ham yechish mumkin.

Mashgqlar

Quyidagi matrisalar ustuda amallar bajaring.
Agar

024 05 10
= B=
2 4 (—6 4 o)’ [-15 10 o)

2 3 1 1 2 -3
B 4=|5 4 0] B={0 3 1|
2 -1 -5 4 4 5

Quyidagi uchinchi tartibli determinantlarni hisoblang.

111 2 34
a)ll1 2 3|, b) |5 -2 1.
136 1 2 3
Ushbu chizigli tenglamalar sistemasini yeching:
3x+y+z=5, 5x+8y—-z=17,
a) { x—4y-2z=-3, b) {2::-3y+2z=9,
-3x+5y+62z="1. x+2y+3z=1.
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3-§. Tekislikda Dekart va qutb koordinatalari sistemasi
3.1. Dekart koordinatalari sistemasi

. Tekislikda ikkita o‘zaro perpendikulyar ox va oy to‘g‘ri chizig-
larni (o‘glarni, ularning musbat yo‘nalishlari 1-chizmada ko‘rsatilgan)
olaylik.

Aytaylik, ox o‘qi gorizontal, or o‘qi vertikal joylashsin (1-
chizma).

1-chizma

OX va Oy to‘g‘ri chiziglar koordinata o‘qlari (Ox— abssissalar o‘qi,
OY- ordinatalar 0‘qi), ular kesishgan 0 nuqta koordinata boshi deyiladi.

Bu ikkala o‘q uchun bir xil bo‘lgan o‘Ichov birligi — masshtab birli-
gi (uzunligi 1 ga teng kesma)ni olamiz. Natijada, ox, or koordinata 0°q-
lari va ularda tayinlagan masshtab birligidan iborat sistema hosil bo*ladi.
Bu sistema tekislikda Dekart koordinatalari sistemasi deyiladi.

Endi tekislikda ixtiyoriy & nugqtani olaylik (2-chizma).

2-chizma

M nuqtadan abssissa o‘qi Ox ga M4, ordinata o‘qi OF ga MB
perpendikulyar tushiramiz. Bu perpendikulyar ox o‘qgidan 04, OY o‘qi-
dan OB kesmalarni ajratadi. Hosil bo‘lgan 04 va OB kesmalarning uzun-
liklarini ganday ishora bilan olinishini quyidagi qoida aniqlab beradi:

1) agar 4 nuqta ox o‘gqida 0 nugtadan o‘ng tomonda joylashsa,
unda 04 kesmaning uzunligi “+” ishora bilan, 0 nuqtadan chapda joy-
lashsa, unda 04 kesmaning uzunligi “~ ishora bilan olinadi.
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2) agar B nugta Oy o‘gida O nuqtadan yuqorida joylashsa, unda
0B kesmaning uzunligi “+” ishora bilan, 0 nuqtadan pastda joylashsa,
unda OB kesmaning uzunligi “~” ishora bilan olinadi.

Ishoralari keltirilgan qoidaga ko‘ra olingan 04 va 0B kesmalarning

uzunliklarini mos ravishda x va y orqali belgilaymiz:
x=04, y=0B..

Odatda, x ga M nuqtaning abssissasi, y ga esa M nuqtaning ordi-
natasi, umuman, x va y ga M nuqtaning koordinatalari deyiladi. M
nuqta koordinatalar orqali M (x,y) kabi yoziladi.

Demak, tekislikdagi ixtiyoriy nuqta o‘zining koordinatalari » va y
lardan tuzilgan (x,y) juftlik bilan to‘la aniglanadi.

Aytaylik, x va » hagqiqiy sonlar berilgan bo‘lsin. Tekislikda koordi-
natalari shu » va y bo‘lgan nuqta quyidagicha topiladi: Ox o‘qida x
hagigiy son, or o‘qida y hagigiy son joylashtirilib, shu nuqtalardan mos
ravishda ox va oY o‘qlariga perpendikulyar o‘tkaziladi. Bu perpendi-
kulyarning kesishish nuqtasi izlanayotgan nuqtani aniqlaydi.

Masalan,

4(32), B(-13), C(-1-1)
nuqtalarning tekislikdagi tasvirlari 3-chizmada ko‘rsatilgan.

II‘Y?
R
! A
Y SRR .
i — X
-7 o 3
bl
3-chizma

Eslatma. Abssissa o ‘gida joylashgan barcha nuqtalarning ordina-
talari, ordinata o‘gida joylashgan barcha nugtalarning abssissalari nol
bo ‘lad;. Koordinatalar boshining koordinatalari (0,0) bo ‘ladi: 0(0,0).

Yugqorida aytilganlardan quyidagi xulosa kelib chigadi: telds!ikdagi
ixtiyoriy nugtaga x va y haqiqiy sonlardan tuzilgan bitta (x,y) juftlik mos
keladi. Aksincha, ixtiyoriy » va y hagiqiy sonlardan tuzilgan (x, y) juftlik
tekislikda bitta nuqtani ifodalaydi.

-35-



3.2. Qutb koordinatalari sistemasi

Tekislikda tayin 0 nuqta va bu nuqtadan chiqgan tayin OP nurni
(sonlar o‘qini) olamiz. So‘ng masshtab birligini tanlaymiz.
Odatda, 0 nugta qutb, OP nur esa qutb o‘qi deyiladi. (4-chizma)

0 3
4-chizma

. Tekislikda. ixtiyoriy M nuqtani (0 nugtadan fargli) olaylik. 0 nuqta
b}]a}n M nuqtani tutashtirib, oM kesmani hosil gilamiz. oM ning uzunli-
gini p, qutb o‘qi OP bilan oM nurning tashkil etgan burchakni ¢ deymiz

(5-chizma).
M

>3
Y

5-chizma

R

Bunda p — qutb radiusi, ¢ — esa qutb burchagi deyiladi. Bu p va ¢ lar
tekislikdagi nuqtaning holatini aniqlaydi. Ular # nuqtaning qutb koordi-
natalari deyiladi. ¥ nuqta qutb koordinatalari orgali quyidagicha yozi-
ladi: M(p,p). Odatda, 0< p<+0, 0<@<2r deb olinadi.

Bu holda tekislik nugtalari bilan, uning qutb koordinatalari orasida (
O nuqtadan tashqari, 0 nuqta uchun p=0 bo‘lib, » — aniq emas) o*zaro
bir giymatli moslikda bo‘ladi. Bunday sistema qutb koordinatalar sistema-
si deyiladi. Tekislikdagi har bir nuqta (nuqtaning holati 0 nuqtadan
tashqari) bu sistema yordamida to‘liq aniglanadi.

Shunday qilib, tekislikda nuqtaning holati Dekart koordinatalar sis-
temasida x,y bilan, qutb koordinatalari sistemasida esa p,p bilan anigla-
nadi. Nugtaning Dekart va qutb koordinatalari orasida bog‘lanish mavjud.

Tekislikda Dekart koordinatalari sistemasini olib, qutbni 0 nuqtaga,
OP qutb o‘qini esa OX o‘qiga joylashtiramiz (6-chizma):

¥,

o —————— _-_-,”M
—~ H
T
TN P i
[+ B X
6-chizma
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Tekislikda biror # nuqtani olaylik. Uning Dekart lfoordina.talari
(xy) (M(xy)), qutb koordinatalari (p,p) (M (p.p)) bo‘lsin. 6-ch1zm.a-
dan ko‘rinadiki, AOBM to‘g‘ri burchakli uchburchak  bo‘lib,
OB=x, MB=y, OM=p, <BOM=p bo‘ladi.

AOBM dan topamiz:

x=poosp, y=psing 1)

Bu formulalar ¥ nuqtaning Dekart koordinatalarini uning qutb
koordinatalari orqali ifodalanishini ko‘rsatadi.

Shuningdek, A0BM dan topamiz:

p=yx'+y, tgw=f- )

Bu formulalar ¥ nuqtaning qutb koordinatalarini uning Dekart

koordinatalari orqali ifodalanishini ko‘rsatadi. . ‘
Masalan, ¢ nugtaning Dekart koordinatalari x=1, y=+3 bo'lsa,

(C(l, ~/3_)), uning qutb koordinatalari (2) formulaga ko‘ra

3 3
p=A1+3=2, tg¢=l,l_-, ?=3

bo‘ladi. Agar D nuqtaning quib koordinatalari p=3, cp=§ bolsa,

[D(&.%n, uning Dekart koordinatalari (1) formulaga ko‘ra
x=3-cos-;£=0, y=3-sin%=3
bo‘ladi.
3.3. Ikki nuqta orasidagi masofa. Kesmani berilgan nisbatda bo‘lish

1°, Ikki nuqta orasidagi masofa. Tekislikda ikki 4 va B nuqtal‘ar
berilgan bo‘lib, uning koordinatalari mos ravishda (x,) va (x2) bo I-
sin: 4(x,5), B(x.)- Bu nugtalami to‘g‘ri chiziq Fn?an birlashtirish
natijasida 4B kesma hosil bo‘ladi. Bu kesman%ng uzu.nhgl AvaB Puqtf;-
lar orasidagi masofani ifodalaydi. Masofani o4 bilan belgilaylik (7-

Chizn']a)_
Y
B
BT SRttt |
AT
BA "/’ ch
Io .x, x3
7-chizma
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Berilgan nuqtalaming koordinatalariga ko‘ra 4 ni topamiz.
Keltirilgan chizmadan ko‘rinadiki, A4BC— to‘g‘ri burchakli uchburchak
bo‘lib, 4C=x,-x, BC=y,-y, AB=d bo‘ladi. Pifagor teoremasiga ko‘ra:

d* =(x-x) +(3-n)
ya’ni

d=y(n-x) +(5-») 3)
bo‘ladi. Bu ikki nuqta orasidagi masofani ifodalovchi formuladir.

Xususan, koordinatalar boshi 0(0,0) bilan 4(x,y) nuqta orasidagi
masofa

Od=.[x+y*
bo‘ladi.

Masalan, tekislikda 4(1,2) va B(4,6) nugqtalar berilgan bo‘lsin. Bu
nuqgtalar uchun x, =1, y =2; x,=4, y, =6 bo‘lishini ¢’tiborga olib, 4 va B
nugqtalar orasidagi masofani (3) forinuladan foydalanib topamiz:

d=,/(4—1)’+(6—2)2 =\0+16=5.

Misol. Qutb koordinatalarda berilgan M,(p,,¢,) va M,{p,.9,) nuqta-

lar orasidagi masofani toping.
dAytaylik, bu nugqtalar tekislikda 8-chizmada ko‘rsatilgandek
tasvirlansin: A

Fe) d
M,
M {,

0

8-chizma

Keltirilgan chizmadan
MM,=d, OM,=p, <POM =9

OM,=p,, <POM,=@,
<MOM, =@, -, b
bo‘lishini aniglaymiz.
Endi M,0M, uchburchakni qaraylik. Kosinuslar teoremasiga ko‘ra:
d* = p} + p} =2p,p, cos(p, - )

2

ya’ni

d=\[p}+p}-20,p,c0s(?, @)
bo‘ladi.»
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2°. Kesmani berilgan nisbatda bo‘lish. Tekislikda ikkita A(x, %)
va B(x,.y,) nuqtalar berilgan bo‘lib, ularni to‘g‘ri chiziq bilan birlashtirish
natijasida 4B kesma hosil gilingan. Shuningdek, biror musbat A son ham
berilgan (1>0).
4B kesmada shunday C nugtani (nuqtaning koordinatalarini) topish
kerakki,
=2 @
BC . o
bo‘lsin. Bu jarayon 48 kesmani berilgan nisbatda bo‘lish deyiladi.
Izlanayotgan C nugta koordinatalarini x va y deylik: C(xy) (9-

chizma).
Y A
B
Vaf-cammmmmecmnen
14 S— ,14‘3 )L:
np--Aop R
) N X = X
9-chizma
Ravshanki, AD=x-x, CE=x,.-x
hamda A4cD va ACBE lar o*xshash. Binobarin
AD_AC
CE CB
bo‘ladi. Demak,
=% _,
Xz -X
Keyingi tenglikda x—X =A%, = Ax
bo‘lib, undan
.. +Ax
1+2
kelib chigadi.
: Nt Ay

Xuddi shunga o‘xshash  y==—
bo‘lishi topiladi. o o

Shunday qilib, berilgan A(x,%) va B(x, ) nuqta!arm bxrlasl‘ltmsll;i
dan hosil bo‘lgan kesmani berilgan 4 son (2>0) nisbatda bo‘luvd

C(x,y) nuqtaning koordinatalari
oAt o NtA,

L]

EETY IR TY)

bo‘ladi.
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Xususan, C(x,y) nuqta 4B kesmani teng ikkiga bo‘luvchi nuqgta

bo‘lsa, (ya’ni 4C=cCB) u holda
A _a=i
cB T

bo‘lib, €(x,y) nuqtaning koordinatalari

_X,+Iz Y+,
xX= =
2’ Y 2

bo‘ladi. ‘
Masalan, 4(2,9) va B(~4,3) nuqtalarni birlashtiruvchi 48 kesmani

A =% nisbatda (-‘é—;' =1 =%) bo‘luvchi C(x,y) nugtaning koordinatalari

7 7
x=2+§'(‘4)=2-5+7-(-4)__§ _9+§'3_9-5+3-7_H
1+ 12 2 147 12 2
5 5
bo‘ladi.
Mashqlar

1. Uchlari 4(-5;3), B(2 -4) nuqtalarda bo‘lgan 4B kesma berilgan.
C(x; y) nuqta kesmani % nisbatda bo‘ladi. C(x;y) nuqta koordinatalari

bilan 4B kesma uzunligini toping.

2. Bir uchi (8,2) nugtada, o‘rtasi (4,-12) nuqtada bo‘lgan kesmaning
ikkinchi uchi koordinatalarini toping.

3. Tekislikda diagonallari koordinata o‘qlari bo‘yicha joylashgan,
ularning kesishgan nuqtasi koordinatalar boshida bo‘lgan kvadrat berilgan
bo‘lsin. Agar kvadratning diagonali 5 ga teng bo‘lsa, uning uchlari koor-
dinatalarini toping.

4. Tekislikda M=M(2;6) nuqta berilgan. Abssissa o‘gida bu nugta-
dan d =10 ga teng masofada joylashgan nuqtani toping.

5. Agar A nuqtaning Dekart koordinatalari x=1, y=
qutb koordinatalari —p, ¢ ni toping.

1 bo‘lsa, uning
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4-§. Vektorlar
4.1. “Vektor” tushunchasi va vektorlar ustida amallar

Tabiatda, texnikada va fanning turli sohalarida uchraydigan miqdor-
lar turlicha bo‘ladi. Ulardan biri fagat son qiymati bilan aniglansa, (masa-
lan, uzunlik, og‘irlik, hajm, va h.k.), ikkinchisi esa, son qiymati bilan bir-
ga yo‘nalishi ma’lum bo‘lgandagina aniqlangan (masalan, tezlik, kuch, va
h.k.) hisoblanadi. Odatda, birinchi holdagi miqdoriar skalyar migdorlar,
ikkinchi holdagi miqdorlar esa vektor miqdorlar deyiladi.

Yo*nalishga ega bo‘lgan to‘g'ri chiziq kesmasi vektor deyiladi. U 1-
chizmada ko‘rsatilgandek tasvirlanadi:

B

A/

1-chizma

4 nuqta vektorning boshi, B nuqta vektorning oxiri deyiladi,
vektorning o‘zi esa 4B kabi belgilanadi. Vektorlar bitta harf bilan ham
belgilanadi, bunda harf ustiga strelka go‘yiladi, masalan, a.

Kesmaning uzunligi vektorning uzunligi deyilib, u 4B (yoki |a]) kabi

belgilanadi. Agar a vektorning uzunligi 1 ga teng, la|=1 bo‘lsa, u birlik
vektor deyiladi.

Agar vektorning bos
ladi: §. Bu vektorning uzunligi 0 ga teng [0|=
aniq emas.

1kki & va b vektorlar berilgan bo‘lsin. Agar:

1) bu vektorlarning uzunliklari bir-biriga teng: | =[8]

2) ular bir to‘g‘ri chiziqda yoki parallel to‘gri chiziglarda
joylashgan;
3) yo‘nalishi bir tomonga qaragan bo‘lsa, bu vektorlar bir-
biriga teng deyiladi va a=b kabi yoziladi.

hi va oxiri ustma-ust tushsa, u nol vektor deyi-
0 bo‘lib, uning yo‘nalishi

£ R X
ar a”’ e
o~ = a‘ . o
"‘ "‘.-
’l
2-chizma
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Keltirilgan ta’rifdan, har qanday & vektorni parallel ravishda vektor
boshini tekislikning ixtiyoriy nuqtasiga ko‘chirish mumkinligi kelib
chigadi (2-chizma).

Ikki @ va ¢ berilgan bo‘Isin (3-chizma):

b
a o

- A B
3-chizma
Bu vektorlarning boshlari 4 va C larni bir nuqta O ga keltirib,

IBl va lEI:IE"D'I bo‘lgan parallelogramm yasaymiz (4-

tomonlari |a]=

chizma).

4-chizma
0 nugtadan E nugtaga qarab yo‘nalgan, uzunligi OF diagonalning
uzunligiga teng bo‘lgan OF vektor a va b vektorlar yig‘indisi deyiladi va
a+b kabi yoziladi.
Keltirilgan ta’rifdan

a+b=b+a
bo‘lishi kelib chiqadi.

Har qanday &= A3 vektor uchun unga qarama-garshi —a=4C vektor
mavjud bo‘lib, ular bir xil uzunlikka ega, yo‘nalishi qarama-qarshi
tomonga yo*‘nalgan bo‘ladi (5-chizma).

/ B
<
5-chizma

Ravshanki,
E+f&)=6.
Ikki 3 va b berilgan bo‘lsin. & vektordan } vektorning ayirmasi
deb, shunday ¢ vektorga aytiladiki,

b+c=a

bo‘ladi. Vektorlar ayirmasi c=a-5 kabi yoziladi.
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Yugqoridagidek, tomonlari {a| va IB] bo‘lgan parallefogramm yasay-

miz (6-chizma):

6-chizma

Ma’lumki, 4B vektor @ va b vektorlar yig‘indisi bo‘lar edi. Bu

parallelogrammning ikkinchi diagonali CD vektor & va b vektorlar

ayirmasi bo*ladi: CD=a-5.
Ravshanki,

G-b=a+(-b).
Biror @ vektor va k son berilgan bo‘lsin.
Uzunligi |¢|-[a| ga teng, yo'nalishi esa £>0 bo‘lganda, & vektorning,
yo*nalishi bilan bir xil, k<0 bo‘lganda, a ning yo*nalishiga qarama-qarshi
bo‘lgan vektor k son bilan & vektorning ko*paytmasi deyiladi va k-a kabi

yoziladi.
Masalan, a, 2a, (-3)a vektorlar 7-chizmada tasvirlangan:

—
2a

)"
7-chizma

Odatda, (-1)a vektor —a kabi yoziladi. Ravshanki,

—BA=4B
bo‘ladi.
Aytaylik, @ nol vektor bo‘Imasin.
Bu vektorni uning uzunligi [ ga bo‘lib, (ya'ni vektorni ITle ga

ko‘paytirib) ushbu | i
a - e
S
birlik vektorga kelamiz. Keyingi tenglikdan
a=|a-e (1)
bo‘lishi kelib chigadi. Bu hol har ganday vektor uning uzunligi bilan

birlik vektor kopaytmasi sifatida ifodalanishini ko‘rsatadi.
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4.2. Vektorlarning skalyar ko‘paytmasi va vektorlarning
koordinatalari

. Ikkita @ va 5 vektor berilgan bo‘lsin. Bu vektorlarning boshlarini
bir nuqtaga keltirib, ular orasidagi burchakni ¢ deylik (8-chizma).

9 a
8-chizma
Ushbu
|§|ol§|-cosq;
migdor @ va b vektorlarning skalyar ko‘paytmasi deyiladi va (g,5) kabi
belgilanadi: (a.5)=|a| [f]-cose )

Vektorlarning skalyar ko‘paytmasi quyidagi xossalarga ega:
1) @5)=0.a
2) a, b va ¢ vektorlar uchun
(G+5,8)=(@,8)+(5,¢) bo‘ladi.
3) @@,@)=|af’ bo‘lib, |a|=ﬁ:7,—a) bo‘ladi.
4) i son uchun
(4a,5) = (@.Ab) = A(a,b) bo‘ladi.
5) a va b vektorlar orasidagi ¢ burchak uchun

Ravshanki, ¢=% bo‘lsa, 4 va b vektorlarning skalyar ko‘paytmasi
(38)=0
bolib, bu vektorlar o‘zaro perpendikulyar bo‘ladi.
Tekislikda Dekart koordinatalar sistemasi va a=A4B vektorni olamiz.
(9-chizma).

4 va B nugqtalardan ox o‘qiga perpendikulyarlar tushiramiz. Ular-
ning Ox o‘qidagi asoslari 4',B’ bo‘lsin.

Shuningdek, 4 va B nuqtalardan oY o‘qiga perpendikulyarlar
tushiramiz. Ularning oY o‘qidagi asoslari 4',B° bo‘lsin. 48 kesma a
vektorning Ox o‘gidagi proyeksiyasi, 4’8" kesma esa a vektorning OY
o‘qidagi proyeksiyasi deyiladi.

Ular
a,=AB, a =48
kabi belgilanadi.

Agar p— o‘tkir burchak (9-chizma) bo‘lsa, proyeksiya musbat
ishora bilan, ¢ — o‘tmas burchak bo‘lsa, proyeksiya manfiy ishora bilan
olinadi.

Odatda, a, va a, lar @ vektorning koordinatalari deyiladi. @ vektor
koordinatalari orqali quyidagicha:

d(a.a,) yoki b’={ax,ay}
yoziladi.
Agar ox o‘qdagi birlik vektor i, OY o‘qidagi birlik vektor j
deyilsa, u holda
a=a,-i+a,j 3)
bo‘ladi. Demak, har ganday vektor birlik vektorlar 7 va Jj orqali (3)

formula bo‘yicha ifodalanadi.
Yugorida keltirilgan chizmadan ko‘rinadiki, @ vektorning uzunligi

lt—ll = ,/af +a,
bo‘ladi.

Endi koordinatalari orqali berilgan vektorlarning yig‘indisi, ayirma-
si, songa ko*paytirish va skalyar ko‘paytmalarining ifodalarini keltiramiz:
Aytaylik, @ va b vektorlar koordinatalari orgali berilgan bo‘lsin.
Ez'={a,,a,}, b ={b,,by}.
a+b={a +b,, a,+b,}
a-b ={a,,—b,, a, —by}
Ad={Aa,.Aa,} be‘ladi.

y

U helda

Shuningdek,
(5,$)=a,b, +a,b, bo‘lib,

ab+ab, _ (4)boladi.

COSQ = =T
,’af +a) -,/b,’ +b]
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Keyingi tenglikdan a={a,a,}, b={b.b,} vektorlarning
perpendikulyar bo‘lishi uchun a5, +a5 =0 bo‘lishi yetarli ekanini
topamiz.

Aytaylik, a={a_a,} vektorning 0x va oy koordinata o‘glari bilan
tashkil etgan burchaklar mos ravishda a va g bo‘lsin. 5 vektorni 5={10}
deb olib, (4) formuladan foydalanib,

oS Q@ = —=—x.
a? +a’ )

hd ¥

bo‘lishini topamiz.
Shuningdek, 5 vektorni 5={0,1} deb olib, yana (4) formuladan

foydalanib

ay ~,
= 6
s/ a +a’ ©
bo*lishini topamiz.
Odatda, cosa va cosg sonlar a vektorning yo‘naltiruvchi kosinus-
lari deyiladi.
(5) va (6) tengliklardan
2,0 ne? af Y
msarwsﬂ—é+¢+d+é 1
bo*lishi kelib chigadi.

Mashgqlar

1. 5(0;-2) va &(-3;4) vektorlar berilgan bo‘lsa, a=35-2c vektorning

koordinatalarini toping.
2. a(7;3) va b(5;2) vektorlar berilgan. |a+| hisoblansin.
3. |E|=3, l13|=4, (5A5)=30" bo‘lsa, c=3a+2b vektorning uzunligi-

ni toping.
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5-§. Kompleks sonlar
5.1. “Kompleks son” tushunchasi

Aytaylik, a va » haqiqiy sonlar bo‘Isin. Ushbu:

a+bi

ifoda kompleks son deyiladi. Bunda i=+v~1 bo‘lib, u mavhum birlik
deyiladi.
Kompleks sonlar bitta harf, ko‘pincha z harfi bilan belgilanadi:

z=a+bi.
Demak, kompleks son ikki ava s gismlardan iborat bo‘ladi. Odatda, &
son z kompleks sonning haqiqiy qismi deyiladi va Rez kabi belgilanadi:
a=Rez.
b son esa z kompleks sonning mavhum qismi deyiladi va /mz kabi
belgilanadi:
b=Imz. .
Masalan, z=2+3i kompleks son uchun Rez=2, Imz=3 bo‘ladi.
z=a+bi kompleks sonning mavhum gismining ishorasi bilan farg giluvchi
a—bi kompleks son z ning qo‘shmasi deyiladi va z kabi belgilanadi:
z=a-bi.
IkKi z =a +bi, z =a,+5i kompleks sonlar berilgan bo‘lsin. Agar
aq=a, b=b
bo‘lsa, z va z, kompleks sonlar teng deyiladi va z, =z, kabi yoziladi.

5.2. Kompleks sonlar ustida amallar
Ikkita
z,=a +b i, z,=a,+b,-i
kompleks son berilgan bo‘lsin.
Ushbu
(a+a)+(b +b,)-i
kompleks son z, va z, kompleks sonlarning yig‘indisi deyiladi va z +z,

kabi belgilanadi:
5+5=(a +a,)+(+8)i.
Ma’lumki,
z=Rez+Imz-i
Demak,

Re(z +2,)=Rez +Rez,
Im(z,+2,) = Imz, + Imz,.
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Yugqorida keltirilgan qoidadan foydalanib topamiz:
z+7=(a+bi)+(a-bi)=(a+a)+(b+(-b))i=2a.
Ushbu
(a-a,)+(b ~-b,)-i

kompleks son z, kompleks sondan z, kompleks sonning ayirmasi deyiladi

va z,-z, kabi belgilanadi:
7~z =(a,—a,)+(b, -b,)-i.

Demak,
Re(z,—z;)=Rez —Rez,,
Im(z, —z,) = Imz, — Imz;.
Ravshanki,
z-z=(a+bi)—(a—bi)=(a—a)* (b—(-b))i=2bi
bo‘ladi.
Ushbu

(aa, ~bb,)+(ab, +ah)-i
kompleks son z, va z, kompleks sonlarning ko‘p
kabi belgilanadi.
23 =(aa, ~bb,)+(ab, +ab )i

Eslatma. Ushbu
: a+0-i=a — hagiqiy son
0+b-i=bi — sof mavhum son

. 0+i=i, O0—i=-i
munosabatlarni kelishuv sifatida qaraymiz:

Unda
2 =i-i=(041-§)(0+1-))=—1+0-i=-1

b-i=(b+0-1)(0+1-i)=0+bi=bi
bo‘ladi. Umuman,

P=it-i=-1i=-i,

Pf=i-i=—ii=l

.................................

z-z=(a+bi)-(a-bi)=(a-a-b (-B))+(a(-b)+a-B)i=
=(az +b2)+0~i =a*+b

Demak, kompleks son o‘zining

hagigiy son bo‘lar ekan.

.48 -

aytmasi deyiladi va z,-z,

qo‘shmasiga ko‘payganda ke’paytma tekislikdagi

Ushbu
aa, +hb  ab-ab, .

at+8 a+ b
kompleks son z va z, (z,#0) kompleks sonlaming nisbati yoki bo‘linma-

si deyiladi va i—‘ kabi belgilanadi:
2

5L _ 9 . - R .

Amaliyotda z va z, kompleks sonlarning nisbati % kasmning surat
2

va maxrajini maxrajda turgan kompleks sonning qo‘shmasiga ko‘paytirish

bilan topiladi:
5 _49 +bi = (al +bli)(az "bli) = 5% "'ﬁbx + agﬁ —ab, e
7 @b (@+hi)(a-hi) a@+b a;+b

Masalan,

3+2i (3+20)(4-5) 2247 _22 7,

a+5i (a+5)(4-5) 41 41 4
] Yuqorida kiritilgan qgo‘shish, ayirish, ko‘paytirish va bo‘lish amal-
lari uchun amallarning bajarilish qoidalari o‘rinli bo‘ladi:

240=2, Z+5,=z,+5, (z‘+zz)+z,=z,+(z,+z,),

0-z=0 pez w.m =gz
. 1z nn =500,

(z-2)a=5-(a-=) T, 43, )8 =T 5y Dy
53.3. Kompleks sonni geometrik tasvirlash

Aytaylik, tekislikda Dekart koordinatalar sistemasi va z=a+bi
kompleks son berilgan bo‘lsn; (1-chizma).

Ravshanki, koordinatalari a va b bo‘lgan (a,5) jufik tekislikda
bitia nuqtani ifodalaydi. Uni M deylik: M(a,5). Bu nuqta z=a+bi komp-
leks sonning geometrik tasviri deyiladi.

Demak, har bir kompleks songa tekislikda bitta nugta va aksincha,

jar bir nugtaga bitta komplieks son mos qo‘yiladi. Bu komp-
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e — N

leks sonlar to‘plami bilan tekislik nuqtalari to‘plami orasida o‘zaro bir
qiymati moslik mavjudligini bildiradi. Shuni nazarda tutib, xov tekislik
kompleks tekislik deb ham yuritiladi.

ox o‘qida hagiqiy sonlar joylashadi: z=a+0i=a. Shuning uchun
ox o‘q hagiqiy o‘q deyiladi. OY o‘qida sof mavhum sonlar joylashadi:

z=0+bi=5bi. Shuning uchun oY o‘q mavhum o‘q deyiladi.
4 Y

Kompleks sonlarning yig‘indisi va ayirmasini sodda geometrik
talgin etish mumkin.

Ravshanki, har qanday z=a+bi kompleks son uchun 0z vektorning
ox va or o‘qlardagi proyeksiyalari mos ravishda a va bbo‘ladi (2-
chizma).

Aytaylik,

z,=a+bi, z,=a,+bj
bo*lsin. Ma’lumki, z, =z + z, uchun
z,=(a+a,)+ (B +b,)-i
bo‘ladi (3-chizma).

B st 4
N
I
N
+
W

3-chizma

Bundan ko‘rinadiki, oz, vektorning koordinata o‘qlaridagi proyek-
siyalari oz va oz vektorlarning shu o‘glardagi mos proyeksiyalari
yig‘indisidan iborat bo‘ladi. Dir{l.ak,__ .

0z, = 0z, +02,
z, va z, vektorlar ayirmasi z,=2-2,=2
talgin etilgan.

+(-2) 4-chizmada geomeirik
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> X

4-chizma

5.4. Kompleks sonning trigonometrik shakli.
Kompleks sonning moduli va argumenti

Tekislikda Dekart koordinatalari sistemasini olamiz.
Biror
z=a+bi
kompleks sonni qaraymiz. Ravshanki, bu _on tekislikda nugqtani
tasvirlaydi (5-chizma):

s Y

5-chizma

0z vektorning uzunligi, ya’ni 0 nuqtadan z nuqtagacha bo‘lgan masofa z
kompleks sonning moduli deyiladi va |7| kabi belgilanadi.

Ravshanki, z=a+5i kompleks sonning moduli

7| = Va? +6?
bo‘ladi (Pifagor teoremasidan foydalanildi). oz vektor bilan ox o‘qi
orasidagi ¢ burchak  kompleks sonning argumenti deyiladi va argz kabi
yoziladi:
p=agz

Kompleks sonning argumenti 2kz (k=0,x1%2,.) aniglikda (z=0

dan tashqari) bo‘lib, uni ushbu

O<argz<2zw
munosabatda qaraymiz.
Yugqorida keltirilgan 5-chizmadan ko‘rinadiki,
a . b b
cosg==, sinp==, Igp=- )]
r r a
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bo‘lib, bu formulalar yordamida kompleks sonning argumenti topiladi.

Masalan, z=1+i kompleks sonning meduli:

]z[:r:x/]z +P =2,

argumenti esa: wp=1, =45, argz=45 bo‘ladi.

(2) tengliklardan topamiz:

a=rcosp, b=rsing

Demak, z=a+bi
kompleks sonni ushbu z=rcosp+rsing-i=r(cos p+isinp)
ko‘rinishda yozish mumkin. Kompleks sonning bu ko‘rinishi uning
trigonometrik ko‘rinishi (shakli) deyiladi. Kompleks sonning bu ko‘rinishi
ko‘p masalalarni hal etishda qulaylik tug‘diradi.

Ikki

z,=r(cos@, +ising,), z,=r,(cosp,+ising,)
kompleks sonlarni olamiz. Ularning ko‘paytmasi
z,-z,=1,-r;[(cos @, -cos @, ~sin g, -sing, )+
+i(sin g, cos @, +cos @, sin@,) | =
=r,-1,[cos(@ + ;) +isin (e +0,)]
bo‘ladi. Bu tenglikdan
[z, ‘z|=n-n =]z,|-|z,!,
arg(zl '22)=¢1 +@,=argz +agz,
bo‘lishi kelib chigadi.

Shunday qilib, ikkita kompleks son ko‘paytirilganda, ko‘paytma-
ning moduli modullar ko‘paytmasiga, argumenti esa argurnentlar yig‘indi-
siga teng bo‘ladi.

Endi z va z,kompleks sonlarning nisbatini ko‘ramiz:

z, _r(cosg+ising) _ 7(cosg +ising,)(cos@, ~ising,) _
2z, n(cosp,+ising,) r,(cosg,+ising,)(cos@,~ising,)

[ (cos @, cos g, +sin g sin @, ) +i(sin g, cos @, — cos e, sing,) ] _
B r,(cos @, +sin’ 9, )

~ L)+ sin(s -3)]

Bu tenglikdan
z+ 5 lal
%L n Izzl
arg'z‘l‘ =@, —@, =aARZ —~ALZ,
Z;
bo‘lishi kelib chigadi.
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Shunday qilib, ikki kompleks sonning nisbati olinganda nisbatning
moduli surat moduli bo‘lingan maxraj moduliga teng, nisbatning argu-
menti surat argumentidan maxraj argumentini ayirganiga teng bo‘ladi.

Endi z=r(cosg+ising) kompleks sonning darajasini qaraymiz.

Bu sonning n-darajasi (n — natural son) yuqorida aytilganiga ko‘ra

~ v
nma nma nma nma -

"=zzz=pr cos(qz+:p+---+¢)+isin(¢+q)+m+¢p)}

ya’ni 2" =r" (cosng + isin np) 3)
bo‘ladi. Bu tenglik Muavr formulasi deyiladi.
g

Masalan, z=1+i

kompleks sonning 10-darajasi
(1+1)° =(~/§)m(cos-l%r-+isin-m4—”)=32(0+i)=32i bo‘ladi.

Aytaylik, z kompleks son va n — natural son berilgan bo‘lsin. n-
darajasi shu z songa teng bo‘lgan w kompleks son,
W=z, @)
z kompleks sondan olingan n-darajali ildiz deyiladi va %z kabi
belgilanadi:
w=¥z.

Faraz qilaylik, z=r(cos@+ising), w= p(cos¥ +isin'¥)
bo‘lsin. U holda Muavr formulasidan foydalanib, (4) tenglikni quyi-
dagicha

2" (cos n¥ +isin n¥) = r(cos @ + isin p)
yozamiz. Keyingi tenglikdan
p=r,
n¥=g+2kx (k=0,1,2,..)
ya’ni
p=4r,
@+

¥= 2kx

n

bo‘lishini topamiz. Demak,
w=<'/;=('/;[cos ¢+2k7:+isin:p+2kn)
n

n
(5) ko‘rinishdagi sonlar orasida fagat n tasigina turlicha bo‘lishini

ko‘rsatish mumkin. Ular £ ning
k=0,12,..,n-1

(k=0,21,22,..)  (5)

qiymatlarida hosil bo‘ladi.

-53-



Shunday qilib, z kompleks sondan olingan n-darajali ildizning » ta
qiymati bo‘lib, ular
4z =al?(cos“’+:"”+,~sm ‘”*‘:"") (k=0L.n-1)  (6)

formuladan topiladi.
Misol. Ushbu ildizning qiymatlarini toping:
w=3-1+i
<«4Ravshanki,

—l+i=ﬁ(ms3ff-+isin-34£-)

bo‘ladi. (5) formuladan foydalanib topamiz:

3—'£+21m é’£+2Im

w=w’lﬁ cos 4 3 +§sin 4 3

7 2z .. (7 2%} _s m_ o1
w,=62[cos(z+—3—)+tsm(z+—3—)]—«ﬁ(coslzzz+zsm12 ,

x 4z, .. (7 4r)|_ 19 ... 19
w,=s6/§l-oos(z+—3—)+zsm(z+—3—)]-E/-Z-(cos-l-iz-rtsmafr R 2

L
Mashglar
1. Quyidagi kompleks sonlarning moduli va argumentini toping.
a) z=—7-i,
=—cosZ+ isinZ;
by 5 5 .
2. Ushbu kompleks sonlarni trigonometrik ko‘rinishda yozing.
a)-2;
b) —\/5 +iﬁ .
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6-§. Yuqori darajali tenglamalar

Chiziqli va kvadrat tenglamalar birinchi va ikkinchi darajali tengla-
malar bo‘lib, ularni yechish o‘quvchiga ma’lum. Endi yuqori darajali
tenglamalarni qaraymiz.

Quyidagi

ax +a X" +-rax+a,=0 1)
tenglama n-darajali tenglama deyiladi, bunda a,.q,....q, berilgan sonlar
(haqiqiy yoki kompleks), x noma’lum son, » — natural son, a, #0.

Aytaylik, x, haqiqiy yoki kompleks son bo‘lsin. Agar

axi+a, Xy o +ax,+a=0
bo‘lsa, x, son (1) tenglamaning yechimi deyiladi. (1) tenglamaning barcha
yechimlarini topish bilan u yechiladi.

6.1. Ko*phadlar va algebraning asosiy teoremasi

Ushbu ax +a, X" +-+ax+a,
ifoda ko‘phad deyiladi, bunda a,.4,....a, sonlar ko‘phadning koeffitsiyent-
lari, n esa ko‘phadning darajasi. Ravshanki, qaralayotgan ko‘pbad x ga (
x o‘zgaruvchiga) bog‘liq. Uni () kabi belgilash mumkin:
Sf(x)=ax" +a, x"" ++ax+a
Agar x* son uchun
S (x') =0
bo‘lsa, x" son f(x) ko‘phadning ildizi deyiladi.
Faraz qgilaylik,
f(X)=ax"+a, x"" ++ax+a,
@(x)=bx"+b,_ X" +---+bx+b
ko‘phadlar berilgan bo‘lsin. Agar
a, =b, (k=0,12,..,n)
bo‘lsa, bu ko‘phadlar teng deyiladi va f(x)=g(x) kabi yoziladi.
Ravshanki, f(x) va ¢(x) ko‘phadlarning yig‘indisi 1 (x)+¢(x), ayir-
masi f(x)-p(x), ko‘paytmasi f(x)-p(x)lar yana ko‘phadiar bo‘ladi.
Aytaylik, 7(x) hamda g(x) ko‘phadlar berilgan bo‘lsin. J(») ko‘p-
hadni g(x) ko‘phadga bo‘lamiz:
f(x)=g(x)-q(x)+r(x)- 2
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Odatda, ¢(x) bo‘linma, r(x) esa qoldiq deyiladi. Bunda r(x) ko‘p-
hadning darajasi g(x) ko‘phadning darajasidan kichik bo‘ladi.

Agar (2) tenglikda r(x)=0 bo‘lsa, f(x) ko‘phad g(x) ko‘phadga
bo‘linadi deyiladi (g(x) f(x) ning bo‘luvchisi deb ham yuritiladi).

Aytaylik, f(x) ko‘phad berilgan bo‘lib, u x-a ga bo‘lganda bo‘lin-
ma g(x), qoldiq esa r(x) bo‘lsin:

4 S (x)=(x-a)-q(x)+r(x)-
Ravshanki, bu holda qoldiq r(x) o‘zgarmas songa teng bo‘ladi:
r(x)=c. Demak,
f@)=(x-a)-gx)+c.
Keyingi tenglikda x=a deyilsa,
| J(a)=¢
bo‘lishi kelib chiqadi. Bu esa f(x) ko‘phadni x-a ga bo‘lishdan hosil
bo‘lgan goldiq, s (x) ko‘phadning x=a dagi qiymatiga teng bo‘lishini bil-
diradi.

Demak, x=a son f(x) ko‘phad ildizi bo‘lishi uchun 7 (x) ning x-a
ga goldigsiz bo‘linishi zarur va yetarli bo‘ladi.

Odatda, bu tasdiq Bezu teoremasi deyiladi.

Agar f(x) ko‘phad (x—a)' gabo‘linsa (k21), ason f (x)ning kar-
rali ildizi deyiladi. Ayni paytda, f(x) ko‘phad (x-a)"" ga bo‘linmasa, a
son f(x) ko‘phadning & karrali ildizi deyiladi. Bu holda

7 (3)=(x-a)' -0()
bo‘lib, ¢(x) ko‘phad x-a ga bo‘linmaydi.

Quyidagi tasdigni isbotsiz keltiramiz.

Tasdiq. Darajasi birdan kichik bo‘lmagan har qanday ko phad
kamida bitta ildizga ega bo‘ladi (bu ildiz kompleks son bo'lishi ham
mumbkin).

Aytaylik, n-darajali

f(x)=ax"+a,x"" +-+ax+a,
ko‘phad berilgan bo‘lsin. Bu ko‘phad yuqorida keltirilgan tasdiqga ko‘ra
kamida bitta «, ildizga ega: f()=0.

Shuning uchun
f(%)=(x-a)-a ()
bo‘ladi, bunda ¢, (x) ko‘phad bo‘lib, uning darajasi »-1 ga teng.
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Agar n>1 bo‘lsa, unda ¢,(x) ko‘phad ham tasdiqga ko‘ra kamida
bitta «, ildizga ega. Demak,
o (%) =(x-a,)- ¢, (x), @,(x) — ko‘phad.
Natijada, f(x) ko‘phad ushbu
S (x)=(x-a)(x-a,)-2, ()
ko‘rinishni oladi. Bu jarayonni davom ettirish bilan
J(x)=a,(x-a)(x-)..(x-2,)
tenglikka kelamiz. Keyingi tenglikda ,,a,....a, sonlar orasida o‘zaro bir-
biriga tenglari bo‘lishi mumkin. Demak,
f{x)=a,(x-¢, ) (x—az)" w(x-a,)"
bo‘lib, & +k,+--+k, =n, izjdaara, (,j=12.s).
Natijada, quyidagi teoremaga kelamiz.
Teorema (algebraning asosiy teoremasi). Har ganday n-darajali
(n21) ko'phad n ta ildizga ega (har bir ildiz necha karrali- bo lsa,

shuncha marta hisoblanadi).

6.2. Yuqori darajali tenglamalarni yechish

Algebraning asosiy teoremasi
ax"+a, X" +tax +3,=0 3
tenglamaning » ta yechimi mavjudligini ifodalasa ham, umumiy holda bu
yechimlarni topish algoritmlarini aniqlab bermaydi. (3) tenglamani
yechish masalasi hozirga qadar katta muammo bo‘lib, u ayrim xususiy
hollardagina hal etilgan.

(3) tenglamaning yechimi tenglama koefTitsiyentlari ustida qo‘shish,
ayirish, ko*paytirish, bo‘lish va ildiz chigarish amallarini bajarishdan hosil
bo‘lgan ifoda bilan aniglansa, (3) tenglama radikallarda yechiladi
deyiladi.

Eslatma. Agar a=a+bi kompleks son (3) tenglamaning yechimi
bo'lsa, a sonning qo‘shmasi a=a-bi kompleks son ham (3) tenglama-
ning yechimi bo ‘ladi.

_ Endi (3) tenglama radikallarda yechiladigan ba’zi hollarini garay-
miz. :

Ravshanki, n=2 bo‘lganda (3) tenglama avval o‘rganilgan kvadrat
tenglamaga keladi: ax® +bx+c=0.

Bu tenglama har doim ikkita ildizga ega:

—b+\Jb* —dac _ —b—Jb* —4ac
R T == 2a ’
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(diskriminant & -4ac>0 bo‘lganda, x, va x, lar haqiqiy va turli sonlar;
# —4ac=0 bo‘lganda x, =x, bo‘lib, ildiz karrali; 5*-4ac<0 bo‘lganda x, va
x, lar bir-biriga qo‘shma kompleks sonlar bo‘ladi).
Endi (3) tenglamaning keyingi xususiy hollarini qaraymiz.
a) n=3 bo‘lsin. Bu holda (3) tenglama
ax’ +a,x’ +ax+a,=0
ko‘rinishga keladi. Qulaylik magsadida keyingi tenglamani quyidagicha
X C ax +ax’ +ax+a, =0 (a, #0) 4
yozib olamiz. (4) tenglama quyidagicha yechiladi:
1) (4) tenglamaning ikki tomonini a, ga bo‘lib, topamiz:
X +bx*+bx+b,=0,, %)

bunda b,=%:- (k=123).

2) (5) tenglamada x= y—%.
almashtirishni bajaramiz. Unda (5) tenglamaning chap tomoni ushbu

(J’-l;—’)3+bl(y—%)z +bz(y—-l;—‘)+b) =
=y +(bz-b'§2Jy+(b, -%l—”—+2—271;,=)

ko‘rinishga kelib, quyidagi
3 _bb 2
b= tog b =e

bz -0 =D
3
almashtirishdan so‘ng (5) tenglama
Y +py+q=0 (6)
ko‘rinishni oladi.
3)(6) tenglamaning yechimini
y=u+v @)

ko‘rinishda izlaymiz, bunda u va v lar ushbu

®

=L
uv=-2

shartni qanoatlantirishi talab etiladi.
Ravshanki, (7) va (8) munosabatlardan qaralayotgan » va v lar

quyidagi

V4
Pf-yt-==0
Y73

kvadrat tenglamaning ildizlari ekanligi kelib chiqadi (Viyet teoremasi).
4) y=u+v ni (6) tenglamadagi y ning o‘rniga qo‘yamiz:
(u-i-v)3 +p(u+v)+gq=0.
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Natijada,
@ +3ulv+3wt +v + put py+q=0,

ya’ni
(u3 +v’+q)+(3uv+p)(u+v)=0 9)

bo‘ladi.
Ma’lumki, u-v=——3’3. Unda 3w+ p=0 bo‘lib, (9) tenglama
@ +v’+q=0,ya’ni &’ +v =—¢

ko‘rinishga keladi. Demak,
Y +py+q=0

v+ =
u’-v’:—i (10)
27

tenglamani yechish ushbu

sistemani yechishga keladi.
5) (10) tengliklardan ko‘rinadiki, »* va v* lar ushbu
3
tz+qt—%=0
kvadrat tenglamaning yechimlari bo‘ladi. Bu kvadrat tenglamani yechib

topamiz:

2 2 3
) PP Iy Y 4
h=ot et TN
Demak,
2 3
P
u’=q=--‘;-+ %+-2—7-, (11
_,_4a_ . P 12
LR PR 12)

6) (11)va(12) tengliklardan

Ja. . P
u=Y—-<+"—+t. =
2 \14 27 13)

2 3
v= _4q_ g_+P

2 Va4 27
bo‘lishini topamiz. Demak, (6) tenglamaning yechimi

2 3 2 3
PR I BN S B B S L S i4
”‘“”‘(2“}4“‘27%} 2 \}4 27 (i4)
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(14) tenglik Kardano formulasi deyiladi. Bu formula
u+v
yig‘inc.lid?n ibf)rat bo‘lib, har bir  va v lar uchtadan giymatga ega. Unda
u+v ylg‘mdmg giymatlari 9 ta bo‘ladi. Bu qiymatlar ichida uchtasigina
(6) tenglamaning yechimi bo‘lib, bunday » va v ning giymatlari ushbu

Uy = —o—
3

munosabatda bo*ladi.
7)  Aytaylik, » va v ning (13) tengliklarning qiymatlaridan biri «,

va v, bo‘lsin. Unda

_-l++3e _—1-B.i
2 i, = 2 ulv
_—I—J3-~i —1+J5-i
WIS % MTT
bo‘ladi.
8) (6) tenglamaning yechimlari
W = +v,
¥ =-.—-;-(u, +v.)+-Ji;'l(u,—v,), (15)

Vs =_-21_(ul +vl)‘[:;_i(“1 -v)

bo‘lib, berilgan tenglamaning yechimlari
b

X =y,—£'-, x =J’z_ﬁ, N=h"7
3 3 3

bo‘ladi.
1-misol. Ushbu tenglamani yeching:
¥ —9x*+21x-5=0
<«Berilgan tenglamada
x=y+3
almashtirish bajaramiz. Unda
(y+3) -9(p+3)’ +21(y+3)-5=0
ya’ni
' —6y+4=0
bo‘ladi. (14) formuladan foydalanib topamiz.
u=3-2+J4-8=3-2+2

Ravshanki, bu kub ildizning qiymatlaridan biri
w=1+i

bo‘ladi. Unda ]

= =] —§
Y T30+9) !
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bo‘lib, (15) formulaga ko‘ra
n=2 =-1-43, Y =-1+43
bo‘ladi. Demak, berilgan tenglamaning yechimlari
x=5 x =2-48, x =2+43

bo‘ladi.P>
b) n=4 bo‘lsin. Bu holda (1) tenglama
ax'+ax’ +ax’ +ax+a,=0 (16)
ko‘rinishga keladi.
(16) tenglama radikallarda yechiladi. Uning yechish algoritmi
mavjud (qaralsin, [1]).

Eslatma. n>5 bo ‘lgan holda (3) tenglamaning radikallarda yechili-
shi masalasi hagida ko'p izlanishlar olib borilgan. Natijada, quyidagi

xulosaga kelingan.
Agar (3) tenglamaning darajasi besh va undan katta bo‘lsa, (3)

tenglama umumiy holda radikallarda yechilmaydi.

Endi yuqori darajali tenglamalarning radikallarda yechiladigan yana
ayrim xususiy hollarini keltiramiz.

d) 1kki hadli tenglamalar.

Ushbu
a" +b=0 (a=0) ()

ko‘rinishdagi tenglama ikki hadli tenglama deyiladi. Bu tenglamamng
yechimi x=<[—--_§ bo‘ladi.
2-misol Ushbu tenglamani yeching:
x*+32=0

<4Ravshanki,
x=35-32.

Endi, 32 ni kompleks son sifatida qarab, 5-ma’ruzada keltirilgan
formuladan foydalanib topamiz: -32= 32(cosz+isinz).
Kompleks sondan ildiz chigarish qoidasiga ko‘ra

Y32 =,5/32(cosyt+isinzt =2(cos”+52k”+isin§—+—52£’£) (£=0,1,2,3,4)

bo‘ladi. Demak,
3 .. 3w
Xy :.2(005-:—+i$in-75£), X =2(COS—5—+18111—5-),

m .. 1% _ 9 .. %
x, ==2, X =2(cos—5—-+xsm—5-), A —2(ms-—5-+xsm 3 ).’
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e ——

e) Uch hadli tenglamalar.
Ushbu «™ +bx" +¢=0 (a=0)
ko‘rinishc.lagi tenglama uch hadli tenglama deyiladi.
. Berilgan tenglamada x"=: almashtirish bajaramiz. Natijada,
berilgan tenglama ar®+bt+c=0 kvadrat tenglamaga keladi va uning

—b+ b —dac -
yechimlari 4, =£:‘Tﬂ bo‘ladi. Demak, »~ = 2£Y ~12 “21’0 —dac |
Keyingi tenglikdan
. -bt~\b* -4ac
B (18)
bo‘lishini topamiz.

3-misol. Ushbu tenglamani yeching.
*#-3x"-2=0

«(18) formuladan foydalanib topamiz: x= {,3_*_—- f's - i/%'] :

Demak, ¥ =31, x®=32.
Ravshanki, x =1 = l-(cosz—?r—+isin-2§—”-) (£=0,12).

Bundan, x,®=1 x =cos-231+isin—2;-, x® =cosi13£ +i sin‘t?’—”

bo‘lishi kelib chigadi.
Shuningdek, x* =3/§=€/'2--(cos2—§£+isin£’;l) (x=0,1,2)
bo‘lib, undan
=32 9 =s’/2_-(coszf-+isin—2§), PAE 3/5{::05%’4 isin-‘gf] bo‘lishini
topamiz.
Shunday ilib, berilgan tenglamaning yechimlari

=1, —cos-2£+isin-g£
X x; 3 3’

2
x5 ={E(oos-'§!-+isin-2-;—), x6={/5(oos%£+isin—4f-)

bo‘ladi.P>

X, =cos4T”+isini37£, X, =3/5,

Mashglar

Quyidagi tenglamalarni yeching:
1. 2 52 +8x—3=0
2. x*+1=0
3. 6x* +19x* —7x* -26x+12=0
4, ¥-5x+28=0
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11 BOB. Tekislikda to‘g‘ri chiziq hamda sodda ikkinchi tartibli egri
chiziglar

1-§. Tekislikda to‘g‘ri chizig va uning turli tenglamalari

«Tekislikda to‘g‘ri chiziq” sodda, ayni paytda, muhim geometrik
tushunchalardan biri. U tekislikdagi nuqtalar to‘plami (nuqtalaming geo-
metrik o‘rni) sifatida tushuniladi.

Ma’lumki, tekislikdagi nuqta o‘zining x va y koordinatalari bilan
to‘lig aniqlanadi. Bu x va y sonlar turli giymatlamni qabul qilganda (x,y)
jufiliklar turlicha bo‘lib, ular turli nuqtalarni tasvirlaydi. Odatda,’bunday
nuqtalar o‘zgaruvchi nuqta deyiladi. Agar o‘zgaruvchi nuqtaning koordi-
nataiari x va y lar biror bog‘lanishda bo‘lsa, u holda bunday nuqtalar
to‘plami (geometrik o‘rni) biror geometrik shakini ifodalashi mumkin.
Bog‘lanish esa geometrik shaklning tenglamasi deyiladi. :

1.1. To‘g¢vi chizigning umumiy tenglamasi

Faraz qilaylik, tekislikda ikkita tayin M,(x,5) V& My(x,.y,) nugqtalar
berilgan bo‘lsin. Bu nugtalardan baravar uzoglikda turgan nuqtalar biror
to‘g‘ri chiziqda bo‘lishini, bunday nugtalar to‘plami (geometrik o‘rni)
to‘g‘ri chizigni ifodalashini tasavvur qilish mumkin. Shu xususiyatdan
foydalanib, undagi o‘zgaruvchi P(xy) nuqta koordinatalari orasidagi

bog*lanishni topamiz (1-chizma).

My (50) & =S, (5.)

1-chizma

Ikki nugta orasidagi masofa formulasiga ko‘ra
MP= J(x-x,)z +(y"'}'1 )z s

MP=y(x-x) +(-»)

bo‘lib,
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) VE=5) +(-3) =(z-%) +(y-2)
o‘ladi. Bu tenglikning ikki tomonini kvadratga ko‘tarib, so* i
ko*paytirish formulasidan foydalanib topamiz: TS R
X - 2ox+ X Y =20y + Y, =X - 2nx ) + 3 =2y y 4yt
Keyingi tenglikdan
2(x%-%) x+2(3,-0)-y+ (5 + 3] -x - }) =0
bo‘lishi kelib chiqadi. Agar

A=2(x,-x),
B=2(y1"}’1),
: C=x+y—x}~y;
deyilsa, unda
Ax+By+C=0 )
bo‘ladi.

. De¥na.k, to‘g‘ri chiziqdagi ixtiyoriy P(x, y) nuqgtaning x va y koor-
dinatalari (1) tenglama bilan bog‘langan. Binobarin, bu tenglama to‘g‘ri

- . chizigning tenglamasi bo‘ladi.

Odatda, (1) tenglama to‘g‘ri chizigning umumiy tenglamasi

- deyiladi.

Eslatma. Agar tekislikdagi A(x,.y,) nugtaning x,,y, koordinatalari

(1) tenglamani ganoatlantirsa, ya'ni
Ax,+By,+C=0
bo'lsa, A nuqta to‘g'ri chiziqgda yotadi, tenglamani ganoatlantirmasa,

ya'ni
Axy+ By, +C#0

bo ‘Isa, A nugqta to ‘g ‘ri chizigda yotmaydi.

1-misol. Ushbu
3x-2y-8=0 3]
tenglama bilan berilgan to ‘g ri chizigni tekislikda yasang.
<AMa’lumki, ikki nuqgta to‘g‘ri chiziquing tekislikdagi holatini to‘liq
aniglaydi.
Aytaylik, x=0 bo‘lsin. Unda (2) tenglikka ko‘ra
3-0-2y-8=0, 2y=-8, y=-4
bo‘ladi. Demak, (0, —4) nuqta to‘g‘ri chiziqda yotadi.

Aytaylik, y=0 bo‘lsin. Unda (2) tenglikka ko‘ra
3x-2-0-8=0, 3x=8, x=§=2§
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bo‘ladi. Demak, (2%,0) nuqta to‘g‘ri chiziqda yotadi. Bu (0,—4), ( zg.,o)
' N
nugtalarni tekislikda yasab, ular orqali to‘g‘ri chiziq o‘tkazamiz (2-
chizma).
oY
/

A

(0.-4),

2-chizma

Tenglamasi 3x-2y-8=0 bo‘lgan to‘g‘ri chizigning tekislikda joyla-
shishi 2-chizmada tasvirlangan. P> o R

Ravshanki, (1) tenglama bilan berilgan to‘g‘ri chizigning tekislik-
dagi holati (vaziyati) tenglamadagi 4,B,C sonlarga bog‘liq boladi.”

1) (1) tenglamada C=0 bo‘Isin. Bu holda (1) tenglama

Ax+By=0 .

ko‘rinishga kelib, bu to‘g‘ri chiziq koordinatalar boshidan o‘tadi;

2) (1) tenglamada 4=0 bo‘lsin. U holda (1) tenglama

By+C=0, ya'ni y=—% (B=0)

ko‘rinishga kelib, bu to‘g‘ri chiziq 0x o‘qiga parallel bo‘ladi;
3) (1) tenglamada B=0 bo‘lsin. U holda (1) tenglama
C

Ax+C=0,ya’ni x=-—

ko*rinishiga kelib, bu to‘g'ri chiziq 0¥ o‘qiga parallel bo‘ladi;
4) (1) tenglamada 4=C=0 bo‘lsin. U holda (1) tenglama
By=0,ya’ni y=0
ko*rinishiga kelib, bu to‘g‘ri chiziq 0X o0‘qi bo‘ladi;
5) (1) tenglamada B=C=0 bo‘lsin. U holda (1) tenglama
Ax=0,ya’ni x=0
ko‘rinishga kelib, bu to‘g‘ri chiziq OY 0°qi bo‘ladi.
Demak, to‘g‘ri chizigning umumiy tenglamasi
Ax+By+C=0
Cc+0 bo‘lsa, u holda bu to‘g‘ri chiziq koordinatalar
koordinata o‘qlariga parallel ham bo‘Imaydi.
koeffitsiyentli tenglamasi. Tekis-
izigni olaylik. Bu
¢ to‘g‘ri chiziq

da 420, B=#0,
boshidan ham o‘tmaydi,

°, To‘g‘ri chizigning burchak
likda Dekart koordinatalar sistemasi va biror ¢ to‘g‘ri ch
to‘g‘ri chiziq Ox o‘giga parallel bo‘lmasin. Binobarin,

-65-




QX o‘qini kesi!) 9‘tadi. To“g‘ri chizigning OY o‘qi bilan kesishgan nuqta-
ni B, 0X o‘qining musbat yo‘nalishi bilan tashkil etgan burchakni a
deylik (3-chizma).

B :
3-chizma

Ravshanki, B=B(0;5) bo‘lib, 5 esa 0B kesmaning uzunligi.

To‘g‘ri chiziqda ixtiyoriy M =M(xy) nuqtani olamiz. Keltirilgan
chizmadan ko‘rinadiki, BMC — to‘g‘ri burchakli uchburchak, <CBM =a,
BC=x, MC=y-b.

BMC uchburchakdan

ga=2=2
X

bo‘lishini topamiz. Bu miqdor to‘g‘ri chizigning burchak koeffitsiyenti
deyiladi va & bilan belgilanadi:

k=1ger.
Natijada,
k =-’i§2 bo‘lib, undan
y=hkx+b 3)
bo*lishi kelib chigadi.

Demak, to‘g‘ri chiziqdagi ixtiyoriy M (x,y) nuqtaning x va y koor-
dinatalari (3) tenglama bilan bog‘langan.

Ushbu y=kx+b
tenglama to‘g‘ri chizigning burchak koeffitsiyentli tenglamasi deyiladi.

(3) tenglama & va b larga bog‘liq botlib, to‘g‘ri chizigning tekislik-
dagi vaziyati shu & va 5 lar bilan to‘liq aniqlanadi.
Masalan, =%, b=2 bo‘lgan to‘g‘ri chiziq tenglamasi

y=x+2

bo‘ladi, chunki & =tg-;£=] .
Eslatma. Agar to ‘g ri chizigning umumiy tenglamasi
Ax+By+C=0 (4)

da B#0 bolsa, uni to'g'ri chizigning burchak koeffitsiyentli

tenglamasiga keltirish mumkin.
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Hagiqatdan ham, (4) tenglamani y ga nisbatan yechib,

ety C
B” B’

so‘ng

A C

k= —-E, b= —E

deyilsa, unda (4) tenglama ushbu

y=k+b
ko‘rinishga keladi. Bu to‘g‘ri chiziqning burchak koeffitsiyentli
tenglamasidir. '

2°. To‘g‘ri chizigning kesmalar bo‘yicha tenglamasi. Aytaylik,
tekislikda Dekart koordinatalar sistemasi va biror ¢ to‘g‘ri chiziq berilgan
bo‘lsin. Bu ¢ to‘g‘ri chiziq koordinatalar boshidan o‘tmasin va u OX o‘qi-
dan a=04 kesmani, oY o‘qidan esa b=0B kesmani ajratsin (4-chizma).

Qaralayotgan to‘g‘ri chiziqda ixtiyorly M =M (x,y) nuqtani olamiz.

Keltirilgan chizmadan ko‘rinadiki:
04B, caM uchburchaklar to‘g'ri burchakli uchburchaklar, 0C=x, MC=jy,.

C4=a-x, OB=b, OA=a o
Endi AO4B va ACAM uchburchaklarning  o‘xshashligidan

foydalanib topamiz:
MC_CA oopi Y. 37X
5o My
Keyingi tenglikdan
Y_1-%
b a
bo‘lib, undan '
LI 5
a * b ! ( )
bo‘lishi kelib chigadi.

Demak, to‘g'ri chizigdagi ixtiyoriy M (»y) nuqtaning x va y

koordinatalari (5) tenglama bilan boglangan.
Ushbu -’f+-;i=l tenglarua to‘g‘ri chiziqning Kesmalar bo‘yicha
a

tenglamasi deyiladi.
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(5) tenglama a va 5 larga bog‘liq bo‘lib, to‘g‘ri chizigning tekislik-
dagi holati shu a va » lar bilan to‘liq aniq!anadi.

Masalan, OX o‘qidan 2 birlik (¢=2), OY o‘qidan 3 birlik (6=3)
kesma ajratadigan to‘g‘ri chiziq tenglamasi

§+Z=1 bo*ladi.
Eslatma. Agar to ‘g ri chizigning umumiy tenglamasi
e - : Ax+By+C=0

da c+0, A4%0, B=#0 bo'lsa, uni to'gri chizigning kesmalar bo 'yicha

tenglamasiga keltirish mumkin.
Hagiqatan ham, (4) tenglamaning ikki tomonini C ga bo‘lib,

so‘ng

ko‘rinishga keladi. Bu to‘g‘ri chizigning kesmalar bo‘yicha tenglamasidir.
1.2. To‘g’ri chiziqqa oid masalalar
1°. Ikki to‘g‘ri chiziq orasida burchak. Ikki to‘g‘ri chizigning

parallellik hamda perpendikulyarlik shartlari. Tekislikda ikkita ¢, va
¢, to‘g‘ri chiziglarni garaylik, ¢, to‘g“ri chizigning burchak koeffitsiyentli

tenglamasi y=kx+b,

¢, to‘g‘ri chizigning burchak koeffitsiyentli tenglamasi esa
y=kx+b,

bo‘lsin. Bunda k=1gx, k =i8a,.

(5-chizma)

¢, to‘g‘ri chiziqni M nuqta atrofida soat strelkasiga teskari tomonga uni
1, to‘g'ri chiziq bilan ustma-ust tushguncha burish natijasida hosil bo‘l-
gan ¢ burchak (0<p<7), ikki ¢, va ¢, to‘g'ri chiziglar orasidagi burchak

deyiladi.
Yugqorida keltirilgan 5-chizmadan ko‘rinadiki, ¢ burchak
P -y
bo‘ladi.
Ma’lumki,
igo=1g(e,~a,)= % .
Demak,
_ k-4 6
Ty (6)

bo‘lib, u ikki to‘g'ri chiziq orasidagi burchakning tangensini aniglab
beradi.
Masalan, ushbu y=—-;-x+7, y=%x+3 .

s 1 3
to‘g‘ri chiziglar uchun h=-3, k=%

bo‘lib, ular orasidagi @ burchakning tangensi (6) formulaga ko‘ra

3_(-1
4 7 _21-«»4_l

fgar=- 3( 1)‘28—3‘
1+ ==
a7

bo‘ladi. Demak, berilgan to‘g‘ri chiziglar orasidagi burchak
a=45

bo‘ladi.
Aytay

lik, ikki to‘g‘ri chiziq orasidagi burchak a=0 bo‘lsin.
Ravshanki, bu holda to‘g‘ri

chiziglar parallel bo‘ladi. Ayni paytda,
kz_kl =

Tk k.

bo‘lib,

, b=k (.7)
bo‘ladi. (7) munosabat ikki to‘g‘ri chizigning parallellik shartini
ifodalaydi. i .
Aytaylik, ikki to‘g‘ri chiziq orasidagi burchak a=7 bo‘Isin.
Ravshanki, bu holda to‘g‘ri chiziglar perpendikulyar bo‘ladi. Ayni pgytda

z_k=k _, bolib
8 kK ’

1g0=
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1+4 -k =0, ya'ni

L -
" (** k.) ®
bo‘ladi. (8) munosabat ikki to‘g‘ri chiziqning perpendikulyarlik shartini

ifodalaydi.
Eslatma. Aytaylik, ikki to ‘g ‘ri chiziq umumiy ko ‘rinishdagi tengla-

malari
Ax+By+C =0, Ax+By+C,=0

bilan berilgan bo ‘Isin. Bu to ‘g 'ri chiziglarning parallellik sharti

4 _

ay
perpendikulyarlik sharti esa
A-4,+BB,=0
bo ‘ladi.
2°. Bir va ikki nuqtadan o‘tuvchi te‘g‘ri chiziq tenglamalari.
Tekislikda tayin M, =M, (x,y) nuqta berilgan bo‘lsin. Shu nuqtadan o‘tuv-
chi to‘g¢ri chizigni (to‘g‘ri chiziq tenglamasini) topamiz. To‘g‘ri chiziqni,
uning burchak koeffitsiyentli tenglamasi

y=lkx+b (9)

ko‘rinishida izlaymiz. Bu to‘g‘ri chiziq berilgan M, nugta orgali o‘tishi
lozim. Binobarin, M, nuqtaning koordinatalari x, va y,lar (9) tenglamani

ganoatlantiradi.
n=hko+b (10)
(9) va (10) tengliklarni hadlab ayirib y—3, =kx+b-(kx, +b),
ya’ni
y-y =kx-x) an
bo‘lishini topamiz.
‘tuvchi to‘g‘ri chiziq

Bu (11) tenglama berilgan M, (x,,»,) nugtadan o

tenglamasi bo‘ladi.
Agar (11) tenglamadagi & tayin son bo‘lsa, u holda (11) tenglama
(%.») nugtadan o*tuvchi tayin bitta to‘g‘ri chiziq bo‘ladi.
Agar (11) tenglamadagi & turli giymatlarni qabul giluvchi o‘zgaruv-
chi bo‘lsa, u holda (11) tenglama (x, ) nugtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chizig-
lar dastasining tenglamasi bo‘ladi.

Misol. P(3,2) nugtadan o ‘tuvchi, ushbu
(12)

4
==x-17
y=3%

to ‘g ri chizigqa parallel bo‘lgan to’'g vi chizig tenglamasini toping.
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<lzlanayotgan to‘g'ri chiziq (12) to‘g'ri chiziqqa parallel bo‘lishi
kerakligidan, ularning burchak koeffitsiyentlari bir xil bo‘lib,

4
y=2 =§(~"-J&)
bo‘ladi. Bu to‘g‘ri chiziq P(3,2) nuqtadan o‘tadi. Demak,
y—2=§(x—3)
ya’ni
y=-:—x—2

bo‘ladi. Bu izlanayotgan to‘g ri chiziqdir.P>
Aytaylik, tekislikda ikkita M,(x.5), M,(x.»,) nuqtalar berilgan
bo‘lsin. Bu nugtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasini topish uchun,
avvalo, M,(x,») nuqtadan o‘tuvchi to‘g'ri chiziq tenglamasini (11)
formulaga ko‘ra yozib olamiz:
y"y|=k(x"xl)' .
Bu to‘g‘ri chiziq M, (x,,y,) nuqtadan o‘tishi kerak. Demak,
Nh=nh= k(xz _xl)
bo‘ladi. Keyingi tenglikdan topamiz:
k=225
%
% ning bu giymatini (11) tenglamadagi & ning o‘rniga qo‘ysak, unda
Y=n= 22 :::: (x_xl)

*2
bo‘ladi. Keyingi tenglikdan

LN A (13)
= X%—%
bo‘lishi kelib chigadi. Bu berilgan #,(x,») va M,(x.5) nugtalardan
o*tuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasi bo‘ladi.
Masalan, M,(23), M,(45) nuqtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq

tenglamasi

[ ]

-3 _x-
5-3 4-

‘<

w
N

ya’ni
y=x+1bo‘ladi.

3°. Berilgan nuqtadan berilgan to‘g‘ri chiziggacha bo‘lgan

masofa. Tekislikda ushbu
Ax+By+C=0

tenglama bilan berilgan ¢ to‘g‘ri chiziq va M,(%,») nuqtani olaylik.
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M, nuqtadan ¢ to‘g‘ri chiziqqa tushirilgan perpendikulyarning
uzunligi A, nugtadan ¢ to‘g‘ri chiziggacha masofa deyiladi (6-chizma).
7 "{l(ﬁ'yl)

AQ@JJ

4

o
6-chizma

Perpendikulyamning ¢ chiziq bilan kesishish nugtasi M, (x,,y,) bo‘l-
sin. Demak, nuqtadan to‘g‘ri chiziqgacha masofa M, ¥, kesmaning uzun-
ligi bo‘ladi. Uni 4 bilan belgilaymiz.

Ushbu

Ax+By+C=0,
Bx—Ay+C, =0
to‘g‘ri chiziglar o‘zaro perpendikulyar bo‘ladi, chunki bu to‘g*ri chiziglar
uchun perpendikulyarlik sharti bajariladi:
A-B+B-(-4)=AB-AB=0.

Unda perpendikulyar to‘g‘ri chizigning M,(x, y) nugtadan o‘tgan-

ligini e’tiborga olib, uning tenglamasi
B-(x-x)-4(y-»)=0
bo‘lishini topamiz. Ayni paytda, bu to‘g'ri chiziq M, (x,y,) nuqtadan ham

o‘tadi. Demak,
B-(x,—x)-4(y,-»)=0

bo‘ladi. Keyingi tenglikdan
B-(%-x)=A(y,-2)
ya’ni
L=X%_Na=h
A B .
bo*lishi kelib chiqadi. Agar bu nisbatlarni ¢ bilan belgilasak,
ﬁ:ﬁ=&:&=t

A B
unda
_xz—xl=At, x2=x,+At,
Y, =% =51, n=ntbt
bo‘ladi. ‘
Ravshanki,
(14)

d=\(g-5) +05-2) =N£ 5}
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Endi M,(x,,y,) nuqta qaralayotgan 4x-+By+C=0 to‘g‘ri chiziqda yoti-
shini e’tlborga olib top Ax, + By, +C = A(x, + At)+ B(y, + B)+C =

iz: =(dx, + By, +C)+1(A4* + B) =0
Keyingi tenglikdan

C
B 2
bo‘lishi kelib chigadi.
Demak, (14) va (15) tengliklardan
d=\/,42+32.,=|ﬂf,w T ae)’
| =R 16
bo‘ladi. Bu 'berilgan nuqtadan berilgan to‘g‘ri chiziqgacha bo‘lgan

masofani topib beradigan formuladir.
Masalan, M,(3,—4) nuqtadan 6x-8y+31=0 to‘g'ri chmqqacha
[6:3-8-(4)+31] _18+32+31 _81

J6+(-8) 10

bo‘lgan masofa (16) formulaga ko‘ra d=

bo‘ladi.
Mashglar

1. Ushbu to*g‘ri chiziglarni tekislikda tasvirlang:
_5y-16= U I
a) 2x-5y-16=0, 6) y 3x+3, )_3-!»2 1

2. Ushbu 10x+5y+12=0 to‘g‘ri chizigning burchak koeffitsiyentini
toping.
3. 2x+5y-15=0 to‘g‘ri chiziq bo‘ylab yorug‘lik nuri yo‘naltirilgan,
u abssissalar o‘gigacha borib, undan qaytadi. Qaytgan numing tenglama-
sini yozing.

4. Rombning diagonallari 8 va 3 birlikka teng. Agar rombning katta
diagonalini 0X 0‘q uchun, kichgina diagonalini or o‘q deb gabul gilsak,

romb tomonlarining tenglamasini yozing.
5. Ushbu 3x+y-2=0, x-3y+1=0 to‘g‘ri chiziglar orasldagl burchakm

toping. s
6. Ushbu 2x-y-3=0, x-3y—4=0 to‘g‘ri chmqlammg keSIShlSh

nuqtasidan o ‘tuvchi hamda x+y=1 to‘g’ri chiziqqa parallel bo‘lgan to‘g‘ri
chiziq tenglamasml toping. :
— 4(12:0), B=B(5;8), C=C(®;5) nugtalarda bo‘lgan uchbur-

7. Uchlari A=
idan AC tomongacha bo‘lgan masofani toping.

chakning B nuqtas
8. gYorug‘hk nuri OX o‘qiga qanday burchak ostida yo*naltirilg anda
~3;23) nuqtalardan o‘tadi?

qaytgan nur 4(-23) B2 B
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2-§. Tekislikda ikkinchi tartibli egri chiziglar

Biz sodda ikkinchi tartibli egri chiziglar aylana, ellips, giperbola,
parabolalar va ularning xossalarini keltiramiz.

2.1. Aylana

Ma’lumki, tekislikda berilgan (tayin) nuqtadan baravar uzoglikda
joylashgan nugqtalar (tekislik nugtalari) to‘plami aylana, berilgan nuqta
esa aylana markazi deyiladi.

Endi aylananing tenglamasini keltirib chigarish magsadida tekislik-

da Dekart koordinatalar sistemasini va M,=M,(x,,y,) nuqgtani olamiz.
Ravshanki, bu nuqgtadan r masofada (r>0) joylashgan nuqtalar (bunday
nuqtalar to‘plami aylana bo‘ladi) o‘zgaruvchi nuqtalar bo‘ladi. Bunday
nuqtalardan birini M =M (x,y) deylik. M,(x,»,) va M(xy) nuqtalar orasi-

dagi masofa

MM =\(x-%) +(y-5) bo‘ladi.

Keyingi tenglikdan
(-"“J‘o)z"’(J""J’o)z="2 (1)

bo‘lishi kelib chigadi.

I-chizma

Shunday gilib, aylanada joylashgan o‘zgaruvchi M (x, ») nuqtaning
koordinatalari x va y larni bog¢lovchi tenglamaga keldik. Bu (1) tenglama

aylananing sodda tenglamasi deyiladi, r esa aylana radiusi deyiladi.
Demak, aylananing tenglamasi markaz deb atalgan M,(x,,y,) nuqgta-

ga hamda r radiusga bog‘liq bo‘lib, ular yordamida aylananing tekislik-

dagi holati to‘liq aniglanadi. . .
Xususan, markazi koordinatalar boshida bo‘lgan aylana tenglamasi

uyidagicha
quyidag **+y* =r? bo‘ladi.
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Masalan, markazi (-1, 2), radiusi 5 ga teng bo‘lgan aylananing

tenglamasi
(x+1)* +(y-2)’ =25 bo‘ladi.

Aylana bilan umumiy bitta M (x,y,) nuqtaga ega bo‘lgan to‘g‘ri
chiziq aylanaga o‘tkazilgan urinma deyiladi.

Ushbu
x2 + y2 = r2
aylananing (x,,y,) nugqtasiga o‘tkazilgan urinmaning tenglamasi quyidagi
xx+yy—rt=0 2)
ko‘rinishga ega.

Masalan, ushbu x?+y*=8 aylananing (2, —2) nuqtasidan o‘tuvchi
urinmaning tenglamasi 2x+(-2)y-8=0, ya'ni x—y-4=0 bo‘ladi.

2.2. Ellips

Tekislikda ikkita tayin nuqtalarni olaylik. Tekislikning bu nugtalar-
gacha bo‘lgan masofalari yig‘indisi o‘zgarmas songa teng bo‘ladigan
nuqtalari to‘plami (nuqtalaring geometrik o‘rni) ellips deyiladi.

Endi ellipsning tenglamasini keltirib chiqaramiz. Ta’rifda keltirilgan
tayin nugqtalardan birini £, ikkinchisini F, orqali belgilaymiz.

. Tekislikda Dekart koordinatalar sistemasini quyidagicha tasvirlay-
miz:

F va F, nuqtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chizigni abssissa o‘qi (OX
0‘qi), 7 ¥, kesmaning o‘rtasidan o‘tuvchi hamda abssissa o‘giga perpen-
dikulyar bo‘lgan to‘g‘ri chizigni ordinata o‘qi (oro‘qi) deb olamiz (2-
chizma).

a7 c
‘Qé%*p x
2-chizma
Aytaylik, 7, va F, nuqtalar orasidagi masofa 2c ga (c>0) teng
bo‘lsin. U holda bu nuqtalarning koordinatalari mos ravishda (-c,0) va
(¢,0) bo‘ladi: F(-¢0), F(c0).
Odatda, £, va F, nugtalar ellipsning fokuslari deyiladi.
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Ellipsda ixtiyoriy M(x,y) nuqtani olaylik. Unda ellips ta’rifiga
binoan FM va F,M masofalar yig‘indisi o‘zgarmas songa teng bo‘ladi. Bu
o‘zgarmas sonni 2a deylik (a>0).

Demak, -
FM+FM=2a. 3)

Ikki nuqta orasidagi masofa formulasidan foydalanib topamiz:
M =\/(J"—(-C))2 +(r=0) =f(x+c) +5*,
EM=[(5=c) +(y=0)' =yf(z=c)'+ ).
Unda (3) ga ko‘ra
\/(x+c)z +y +\j(x-i-c)z +)* =2a bo‘ladi.
Bu tenglikni quyidagicha
1/(x+c)z +y* =2a—(x—c) +)*
yozib, uning ikki tomonini kvadratga ko‘tarsak, unda
(Jc-i-c)2 +y =4a’ —4a,/(.7c—c)2 +3* +(Jc—c)Z +y*
bo'ladi. Bundaesa  # +2cx+c = 4a +dayf(x—c) + ¥ + X 2+
ya'n dex—da® =—4af(x—c) + 77,
a* —cx=a1’ x-c)z +y°
bo‘lishi kelib chigadi. Keyingi tenglikning ikki tomonini kvadratga
ko‘tarish natijasida

(¢ —t:x)2 =a ((Jt—c)2 +y’),
ya’ni
(a’ - +ay? =a*(a’ —¢*) hosil bo‘ladi.
Ravshanki, 22>2c ya’ni a>c bo‘lganligi uchun 4’-c*>0 bo‘ladi.
Uni »? bilan belgilaymiz:

Y =a-c.
Natijada,
x-b* +y*a* =a’b’
bo‘lib, undan §+_2’; =1 )
bo‘lishi kelib chiqadi.

Shunday qilib, ellipsdagi o‘zgaruvchi M(x, y) nuqtaning koordinata-
lari x va ylarni bog‘lovchi tenglama hosil bo‘ldi. Bu (4) tenglama ellips-
ning sodda tenglamasi deyiladi.
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Ellips tenglamasi (4)da x ni —x ga, y ni —y ga almashtirsak, (4)
tenglama o‘zgarmaydi. Demak, ellips (yopiq egri chizig) koordinata 0°q-
lariga nisbat simmetrik joylashgan. ' ‘

Agar (4) tenglamada y=0 deyilsa, unda

—x*=a?, x=za bo‘ladi.
Demak, ellips 0x o‘qini ikki — 4(~a,0), C(a,0) nuqtalarda kesadi.
Agar (4) tenglamada x=0 deyilsa, unda

-y*=b?, y=zb bo‘ladi.

Demak, ellips Or o‘qini ikki ~ B(0,5), D(0,-b) nuqtalarda kesadi.

Odatda, 4(-a,0), B(0,5), C(a,0), D(0,~b) nugtalar ellipsning uchlari
deyiladi. 4C xecma ellipsning katta o‘qi, BD kesma ellipsning kichik o‘qi
deyiladi.

Ravshanki, 4C kesmaning uzunligi 2a, BD kesmaning uzunligi esa
2b ga teng. Demak, (4) tenglamada a ellips katta yarim o‘qi, b esa kichik
yarim o‘qi bo‘ladi.

Ushbu

2
o5
tenglama bilan berilgan ellipsni garaylik. Bu ellipsning fokuslari orasidagi
masofa 2¢ ga teng.
Ushbu

1

®)

miqdor ellipsning ekssentrisiteti deyiladi. Ma’ lumki, a>c. Demak, ellips-
ning ekssentrisiteti uchun

2
E=m—=
2a

ale

0<e<l
bo‘ladi (z.iga‘r £=0 bo‘lsa, ¢=0 bo‘lib, ellips aylana bo‘lib goladi).
Ellipsning ekssentrisiteti ellipsning sigilish darajasini _bildiradi.
Hagiqatdan ham, (4) munosabatdan, 5’ =a*—¢’ bo‘lishini e’tiborga olib

topamiz:
, ¢ _a-b (b)z
& s— =1
& a a
é-:\/l—s’
a

Bu tenglikdan ko‘rinadiki, ¢ ming ortib borishi bilan ;’;- nisbat
kamaya boradi, binobarin, ellips tortila boradi.
1-misol. Katta o'gi 10 ga, ekssentrisiteti 0,8 ga teng bo ‘Igan ellips-

ning tenglamasini toping. N
«Shartga ko‘ra 22=10. Demak, a=>5. Ma’'lumki, ekssentrisitet:
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£= %, c=a-¢.
Unda c=5-0,8=4 bo‘ladi. b =a*—¢* bo‘lishidan 4* =25-16=9, b5=3
ekanligi kelib chiqadi. Izlanayotgan ellipsning tenglamasi
. 2 5
— e T = ]

25 9
bo‘ladi.»>

2.3. Giperbola

Tekislikda ikkita tayin nugtalarni olaylik. Tekislikning bu nuqtalar-
gacha bo‘lgan masofalari ayirmasi o‘zgarmas songa teng bo‘ladigan
nugtalar to‘plami (nugtalarning geometrik o‘mi) giperbola deyiladi.

Endi giperbolaning tenglamasini keltirib chiqaramiz. Ta’rifda kelti-
rilgan nuqtalarni 7 va F, orqali belgilaymiz.

F, va F, nuqtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chizigni abssissa 0°‘qi, RF
kesmaning o‘rtasidan o‘tuvchi hamda abssissa 0‘qiga perpendikulyar bo‘l-
gan to‘g‘ri chiziqni ordinata o‘qi deb, koordinatalar sistemasini chizamiz
(3-chizma).

Y4

\
\\ x.V)
AN

Fl/ "~ \Fz X

y AN

3-chizma

Agar F, va F, nuqtalar orasidagi masofa 2c (c>0) deyilsa, unda bu

nuqtalarning koordinatalari mos ravishda (-, 0) va (c,0) bo‘ladi:
‘ F(-c0), F(c0).

Bu £, va F, nuqtalar giperbolaning fokuslari deyiladi.

Giperbolada ixtiyoriy M(x,y) nugqtani olaylik. Unda giperbola ta’ri-
figa binoan FM va KM masofalar ayirmasi o‘zgarmas songa (u 2a deyil-
sa) teng bo‘lib, AM —F,M =2a, ;M ~FM =-2a, umuman

L FM-FM=12a
boladi. Ravshanki,

M= Jrey 7, EM=\z-c+7"

Demak,
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J(x+c)z +y -,'/(:T—c)2 +y* =12a.

ﬁu:-c)z +)? —\](x—c)z +y? =12a
tenglikni (xuddi ellipsning tenglamasini keltirib chiqarishdagi gilingan
ishlar kabi) ikki tomonini kvadratga ko‘tarib, so‘ng lozim bo‘lgan sodda-
lashtirishlarni bajarib, natijada:
. ©
a

Endi

tenglamaga kelamiz, bunda 5*=c*-d?, (a<c).
Shunday qilib, giperboladagi o‘zgaruvchi M (x,y) nugtaning koordi-
natalari x va ylamni bog‘lovchi tenglama hosil bo‘ldi. Bu (6) tenglama

giperbolaning sodda tenglamasi deyiladi. :
Giperbola ham koordinata o“glariga nisbatan simmetrik joylashgan,

u 3-chizmada tasvirlangan. Giperbola ikki gismdan iborat bo‘lib, bu gism-
lar uning shoxchalari deyiladi.
Agar (6) tenglamada y=0 deyilsa, unda
¥=a, x=ta

bo‘ladi. Demak, giperbola OX o‘qini A(-4,0) va B(a,0) nuqtalarda kesadi.
Bu nugqtalar giperbolaning uchlari deyiladi. Giperbola oy o‘gi bilan
kesishmaydi.

Ushbu

c
g=—

a
miqdor giperbolaning ekssentrisiteti deyiladi.
Agar b* =c* —a® bo‘lishini e’tiborga olsak, unda

2 2 32 2
€z=£_=i_i-_~1+(£) bo*lib,
a a

%:J _1 bo‘ladi.

Giperbolaning ekssentrisiteti ham uning shaklini xarakterlaydigan
miqdordir.

xl

2
Giperbola tenglamasi — --i-:; =1

ni y ga nisbatan yechib y=i§\/x‘—;lT )

2
uni quyidagicha yozamiz: y= i%x,’l—%,— .
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Bu tenglikdan ko‘rinadiki, = yetarlicha katta bo‘lganda, & nisbat 0 ga

a
X
yaqin bo‘lib, 1—%22— miqdor 1 ga yaqin bo‘ladi.

Natijada, ushbu y=i§th—-:27 zii—x munosabat hosil bo‘ladi.
Demak, x yetarlicha katta bo‘lganda giperbola nuqtalarining
ordinatalari ushbu
y=i£x
to‘g‘ri chiziqlar nuqtalarining ordinatatlzariga yetarlicha yaqin bo‘ladi. Bu
y=i§x
to‘g‘ri chiziglar giperbolaning asimptotalari deyiladi (3-chizma).

2-misol. Ushbu
16x2 —25y* = 400

giperbolaning fokuslari, ekssentrisiteti va asimptotalarini toping.
< Agar tenglamaning ikki tomonini 400 ga bo‘Isak, unda giperbola-

ning tenglamasi quyidagi

2 Y
25 16
ko‘rinishga keladi.
Demak,

at=25 b =16, c=a +b° =25+16 =41,

F=F(~/410). £ =F(410).

g:f-:.l/—ﬁ-

a 5

asimptotalari esa
a4,
y= 5 t] y 5

bo‘ladi.»>
2.4. Parabola

Tekislikda tayin ¢ to‘g'ri chiziq va bu to‘g'ri chizigda yotmagan
tayin F nuqtani olaylik. Tekislikning / to‘g‘ri chiziq hamc.ia F nuqtadgn
baravar uzoglikda bo‘lgan nugtalari to‘plami (nugtalarning geometrik

o‘rni) parabola deyiladi.

Endi parabolaning tenglamasini keltirib chiqaramiz.
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F nuqtadan o‘tuvchi va ¢ to‘g'ri chiziqqa perpendikulyar bo‘lgan
to'g*ri chizigni abssissa o‘qi (0X o0‘qi), F nuqtava ¢ to‘gri chiziq orasi-
dagi kesmaning o‘rtasidan o‘tuvchi va abssissa o‘qiga perpendikulyar
bo‘lgan to‘g‘ri chizigni ordinata 0“qi (OY 0qi) deb, koordinatalar sistema-
sini chizamiz (4-chizma).

Ya
¥ 7%.»
I 4
SO
4-chizma

F nugta bilan ¢ to‘g'ri chiziq orasidagi masofani p deylik. Unda F

nuqtaning koordinatasi (%,o)

F =F(£,0)
2

bo‘lib, ¢ to‘g’ri chizigning tenglamasi
x=—§ bo‘ladi.

Bu F(f,o) nugta parabolaning fokusi, ¢ to‘g'ri chiziq esa
parabolaning direktrisasi deyiladi.

Parabolada ixtiyoriy M(x,y) nuqtani olaylik. Unda parabola ta’rifiga
binoan o

NM=FM
bo‘ladi. Ravshanki,
2
P

NM =x+£, M=} x-£& 2,
x > Fi (x 2) +y

2
P ) 4 2
x+—=J £ .
) [x 2) +y

Bu tenglikning ikki tomonini kvadratga ko‘tarib, so‘ng lozim

bo*lgan soddalashtirishlarni bajarib
¥ =2px M

Demak,

bo‘lishini topamiz.
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- afihlmday qilib,. paraPolada.gi o‘zgaruvchi M(x,y) nuqtaning koordi-
: vay lami bog‘lovchi tenglama hosil bo‘ladi. Bu (7) tenglama
para cluiaamng sodda tenglamasi deyiladi. :
boshidmvf)l‘l?:dlfl’ x=0 da y=0 bo‘ladi. Demak, parabola koordinata
oot i. Ayni paytda.l, uning tenglamasida , kvadratda qatnash-
un parabola 0x o‘giga nishatan simmetrik, x esa har doim mus-

bat bo‘lgani uchun para ‘qini
bo*ladi (4-chizma), parabola oY o‘qining o'ng tomonida joylashgan

3-misol. Ushby A(L2)
toping.

“AModomiki, izlana
. yotgan =
lozim ekan, unda bu ny '8an parabola »* =2px 4(1,2) nuqtadan o‘tishi

qanoatlantiradi: qtaning koordinatalari parabola tenglamasini

nuqtadan o ‘tuvchi parabola tenglamasini

5 22=2p-1
U tenglamadan p=2 ekani kelib chiqadi. Demak,

Y =4x D

2.5. Tkkinchi tartibli egri chigzi
nchi tartibli egri chiziglarning umumiy tenglamasi

Aytaylik, ushbu

A+ Bxy +Cy* + Dx +
: o g0 . Y+ F =0
tenglik tekislikdagi o'zgaruvehi ®

tenglamasi deyiladi.
Yu Ol'ida 1ri L)

tildi. Bu:?day del;ti?llit;nhilﬁial?gt:o{gfla(;umuma“ aytganda” degan ibora ishla-

geometrik shakl mos kelavermasj; %;englamaga harloim ham tekislikda
Masalan, &l -

ya’ni 2549y +10= 0,

2x? +9y? =
tenglama tekislikda hecy y =10
Shunga o‘xshash Ganday shaklni ifodalamayadi,

ten glama tekiSlikda . .. 2x? +9y* =0
Endi (8) tenglana ;‘;:;‘;}? Lemas, balki nuqtani ifodalaydi.
misollar keltiramiz, O rinishlarida egri chiziqui ifodalashiga
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4-misol. Ushbu tenglamani olaylik.
5x2+7x-11y+6=0

4Ravshanki, bu tenglama (8) tenglamaning
A=5 B=0, C=0, D=1, E=-11, F=6

bo‘lgan xususiy holi. Uni quyidagicha
1y =5x"+7x+6,
ya’ni
7

_.S 2. —
y-—-l—l-x +l]x+ll

ko‘rinishda yozib olamiz.
Ravshanki, -
5(24 25483 7’-1.19.;( 1) L
y=—1(x2+§x+’s'}=ﬁ(”§) 125 U 's) s
koordinatalar boshini ko‘chirish natijasidan

koordinatalar sistemasidagi . . boladir. >
keyingi tenglama quyidagi y, = p¥ ko*rinishga keladi. Bu paraboladir.

5-misol. Ushbu tenglamani olaylik.
4x* +5y° +20x-30y+8=0

<qRavshanki, bu tenglama (8) tenglamaning
A=4, B=0, C=5, D=20, E=-30, F=.8 )
bo‘lgan xususiy holi. Berilgan tenglamani quyidagicha yozib olamiz:

4(::2 -|-5.7c+24§)+5(y2 —6y+9)= 25+45-8,

i 5\ 2
ya’ni 4(x+5] +5(y-3) =62.
/
Agar koordinatalar sistemasini parallel ko
koordinatalar boshini (-g; 3) nuqtaga ko-chirilsa (5-chizma),

‘chirish bilan uning

S-chizma

unda yangi X,0,¥, sistemada garalayotgan tenglama ushbu 4x? +5y; =62

ko‘rinishga keladi, Keyingi tenglikni ikki tomonini 62 ga bo‘lib topamiz:
51'2- +.51i =]
62 62
Demak,
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Bu ellipisdir.»
6-misol. Ushbu tenglamani olaylik.
2% -3y* +4x+12y—-16=0
“4Ravshanki, bu tenglama (8) tenglamaning
A=2, B=0, C=-3, D=4, E=12, F=-16
bo*lgan xususiy holi. Berilgan tenglamani quyidagicha yozib olamiz:
2(2 +2.x+l)-3(y";-4y+4)—6=0,
2x+1) -3(y-2)' =6." o )

Yuqoridagidek, koordinatalar boshini (-12) nuqtaga, koordinatalar
oqlarini esa parallel ko‘chirish natijasida hosil bo‘lgan yangi Xx,0,
koordmatallar sistemasida (9) tenglama ushbu

o . 2 =3)l =6
ko‘rinishga keladi. Keyingi tenglikning ikki tomonini 6 ga bo‘lib topamiz:
nn

2N,

3

Bu tenglama giperbolani ifodalaydi.»

Yuqorida keltirilgan ma’lumot va misollardan ko‘rinadiki, ikkinchi
tartibli egri chizigning umumiy tenglamasi

A%’ + Bxy+Cy* + Dx+ Ep+ F =0

qanday egri chiziqni ifodalashi (8) tenglamaning koeffitsiyentlariga
bog‘liq bo‘ladi. S

®) tenglama(!an bir muncha soddaroq bo‘lgan

- ' . A +Cy* + Dx+ Ey+ F=0

tenglamani qaraylik:."- . RINE

Quyidagi tasdiq o*rinli bo*ladi:

agar (10) tenglamada ac =g
bo lsa, (10) tenglama parabolani ifodalaydi;

agar (10) tenglamada 4c >0
boIsa, (10) tenglama ellipsni ifodalaydi;
-agar (10) tenglamada 4c <
boIsa, (10) teflglama giperbolani ifodalaydi.
Bu tasdiq yuqoridagi misollarda go‘Ilanilgan usul bilan isbotlanadi.
_ (8) tenglama Joordinatalar sistemasini tanlash yo'li bilan, shu
ixesltet]f;daadg qﬁrgjayoigan - quyidagi kanonik ko*rinishlardan bittasiga

(10)

x> ¥ -1
1) P (ellips)
xz y2 _ l
2 _pE—=- .
P (mavhum ellips) o
g :zx  +.¢%* =0 (jkki mavhum kesishuvchi chiziqlar)
* _y_
4@ ¥ (giperbola)

5) a*x*-c*y* =0 (ikki kesishuvchi chiziglar)

6) y* =2px (parabola) .
7) »*-a*=0 (ikid parallel chiziqlar) »
*+a* =0 (ikki arallelmavhumclnm-q )
g; y’ +:: (ildd(l(ﬁ];ro ustma-ust tushuvchi chiziglar)
y =

Mashglar

i idan birining fokal
1. Elipsning ekssentrisiteti 0,8 £3, “m‘“% :&m o'qi bilan, uning
di lari 2 va 3 ga teng, ellipsning katta 0 qt &% ‘iob olib, shu ellipsning
m zs i koordinatalar boshi bilan mos keladi de s
markazi esa ‘ -
tengla;nasirzli 16y =g 144 giperbolada shunday nuqtalarut]opﬂ'smli,‘::fgﬁ-
lar bilan 9g§perbz1aning chap fokusi orasi.d;lglk :]oa‘sl(s)nfxt arning
acha bo*lgan masofasidan ikki marta kic -—J"/ 0) nugtalarda joy-
y 3. Giperbolaning fokuslari F;(ﬁ, 0) Ba Fz( T - vining feng
lashgan. Giperbola A(20) nuqtadan o‘tadi. Uning as:mptO_ anmng‘ e
i idagi akni toping. I e
lamas; vaFuI;:ﬁild:fl—gfgbto‘g‘ﬁ chiziq va OX o‘di bilan kesishis
. I'o AR ) . ot
i bola tenglamasini tuzing. an =32
nuqtassldizggaﬁg 21: to‘g‘ri chiziqdan 2 birlik uzoglikda yotgan y

parabolaga tegishli nugtani toping.
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III BOB. Funksiya va uning grafigi
1-§. “Funksiya” tushunchasi

Tabiat va texnik jarayonlarda, shunin i i
biat ; gdek, fanning barcha sohalari-
?;:iar:glulmlgcslorlar 9atna§had|. Bunda ayrim migdorlar turli son giymat-
’ q o qilsa, aynm].an esa faqat bitta son giymatga teng bo‘lib qola-
erad1. g irinchi hol?agl miqdorlar o‘zgaruvchi miqdorlar, ikkinchi hol-
dagi ml\l;ldorlar esa 0‘zgarmas miqdorlar deyiladi.
botladt a:m yugoriga ofilgan jismning tezligi o‘zgaruvchi miqdor
ot 3 s uning tezl§g1 avval kamaya boradi, so‘ng nolga aylanadi
ichlZimbuxcg ttl.Sh. cl‘gnu_xl{ga ko‘ra tezlik orta boradi. Uchburchakning
hb hakhakhn‘ yig‘indisi o‘zgarmas miqdor bo‘ladi, chunki har ganday
m(‘)c‘ da 1ch!<1 b}lrchaklar yig‘indisi 180" ga teng.
’ zgaruvc!n Ifuqdm:lar x,y,z va hk. harflar bilan belgilanadi va
ulammgo qabul ;1‘11ad1gan t?lymaﬁaﬁ hagiqiy sonlar bo*ladi.

. datda,. t zgaruvchi migdorning qabul giladigan giymatlari to‘pla-
mi 1 1 < 3 < p 2
gancll:?sctl) gll:n :oalnlardan iborat to‘plam) ma’lum bo‘lsa, o‘zgaruvchi beril-
O‘ngbf::mhjningo‘zmvcﬁil:g{aﬁda aylana radiusi olinadigan bo‘lsa, bu

i X . .
sonlargan ibort to* plam go‘lm%m qiymatlari to‘plami barcha musbat
a’zan, x o‘zgaruvchining qabul qiladi i i i
‘ b garuveh qgiladigan giymatlari to‘plami
de(j n?i:) bo‘lsin deyish o‘mniga » o‘zgaruvchi Ec R to‘plamda o‘zgaradi

Matematikada i ¢ . . )
nishlar o‘rganiladi. bir qancha o‘zgaruvchilar va ular orasidagi bog‘la-

L1 Funks‘iya ta’rifi. Funksiyaning aniglanish va
0°zgarish sohalari (to‘plamlari)

Aytaylik, » va y o‘zgaruychilar ;
o mo
F(F Cf) hagiqiy sonlar to‘plamlarida o‘zgm; f:‘;‘;hda f‘(i cR) hamda
-ta’ri ¢ * > .
oida, y ni; Agar & 10 p{amdan olingan har bir x songa biror f
7 ‘ lg . 61;0 lsqonunga) ko'ra F to'plamning bitta tayin y soni mos
o ‘yilgan bo‘Isa, E to ; .
qoy g "o a, E to plamda funksiya aniglangan deyiladi.
E to‘plam funksiyaning aniglanish (berilish) sohasi,
{y=f(x): xe E} = F to‘plam funksiyaning o‘zgarish sohasi,
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x — erkli o‘zgaruvchi, funksiya argmflent.i, L

y —erksiz o‘zgaruvchi, X ning funksiyasi deyiladi. . '

Ta’rifdagi x,y va f larni birlashtirib, » o‘zgaruvchi x MIDE
funksiyasi deyilishi

’ y=/() ™
kabi yoziladi va “jgrek teng ef iks” deb o‘qiladi. ) )

Ravshanki, har bir x ga boshqa qoidaga ko‘ra bttte} tayin y mOS
go‘yiladigan bo‘lsa, unda boshqa funksiya hosil bo‘la§1. ,U’ masalan,
y=0(x) kabi yozilishi mumkin. '. R

Eslatma. Funksiya ta vifida E va F 10 ‘plamlarning bertlx_sht ayu?;
gan bo ‘Isa-da, amaliyotda bu to ‘plamlar (1) munosabatdan foydalam

topiladi. Jumladan, |
e i hunday
yani iglani. i (to‘plami, t x ning s
Junksiyaning aniglanish sohasi (to plqmz) .argume'n -
qiymatlaridan iborat to ‘plam bo Jishi kerakki, bu 10 plamt‘ian all\l/fg;n har
bir x ning giymatida y=/ (x) munosabat manoga €ga bo ‘Isin. Masalan,

y=Aa-%
da, uning ma’noga €ga bo'lishi uchun 4-x 20 bo‘l
tengsizlikni yechamiz:
A4-x*20, *-4<0, (x—2)(x+2)s0,—25x52 TR

Demak, qaralayotgan funksiyaning aniqla.nish sohasi t()to‘ l;;tha.m)
E=[-2,2] bo‘ladi. Bu funksiyaning o‘zgarish sohasi esa F=[0,2] (:mal i.

Funksiya ta’rifidagi mos qo‘yulvcil;nl' q:::;in turlicha usul — itik,
jadval, va boshqa usullarda bo‘lis im - o
J aﬂliﬁk us:nll. Bu usulda x o‘zgan.lvchxmqg har bn.r_qumaatlllg;
ko‘ra unga mos keladigan » ning qiymati * ustida analitik am1 =
(go‘shish, ayirish, ko*paytirish, bo‘lish va boEshqa am_allar.) ba_)z:.:l a;;h
natijasida topiladi, ya'ni x va ¥ o‘zgaruvchilar orasidagi bog
formulalar bilan ifodalanadi.

Masalan,

ishi. kerak. Keyingi

1
y=R+x+l, YEFP y=lgx- ‘

R . »
bir nechta formula

. Funksiyaning analitik usulda berilishida funksiya
yordamida ham aniqlanishi mumkin, Masalan,
x+l, agar X2 0

y={x2+], agar *<0.
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b) Jadval usuli. Bu usulda x va y o‘zgaruvchilar orasidagi bog‘la-
nish jadval ko‘rinishida bo‘ladi. Bu holda funksiya argumenti x ning bir
nechta tayin

X5 X500 X,
qiymatlariga mos keladigan y ning qiymatlari
yhyh"-:yn

jadval tarzida ifodalanadi.

 Funksiyaning jadval usulida berilishidan turlj kuzatishlar va tajriba-
larda keng foydalaniladi.

¢) Grafik usul. Bu usulda x va ¥ o‘zgaruvchilar orasidagi bog‘la-

nishni egri chiziq (grafik) amalga oshiradi. Funksiyaning grafik usulidan
ko*“pincha tajriba bilan bog‘liq ishlarda, aynigsa, o°zi yozar apparatlardan
foydalanishda qo*llaniladi. Bunda, bog‘lanishni ifodalovchi egri chiziqdan
x ning kerakli qiymatidagi funksiya qgiymati ko*chirib olinadi.

1.2. Funksiya grafigi
Faraz gilaylik,

y=7(x)
funksiya £ to‘plamda aniglangan bo‘lsin. £ toplamga tegishli bo‘lgan
biror x, nugtani olaylik. Ravshanki bu nuqtaga y o‘zgaruvchining biror
qiymati mos keladi. Uni y, deylik. Bu ¥, son f(x) funksiyaning x, nuqta-
dagi xususiy qiymati deyiladi va u S (%)=y, kabi yoziladi.
* Masalan,

F(x)=y=5x-3
ﬁmksnyamng x=1 nuqtadagi xususiy qiymati SF(1)=5-1-3=2 bo‘ladi.
Shuni aytish kerakki, x=x, va y= J(x) funksiyaning shu nuqtadagi

atymati (3, = /(x)) sonlar birgalikda (x,,) juftlikn tashiil cfib, u tekis.

likda nuqtfan.i tasvirlaydi.
Teklsh}cda Dekart koordinatalar sistemasini olamiz.
_ Avtaylik, y= 1(x) funksiya £ to‘plamda berilgan bo‘lib, argument
X ning £ tO‘Plﬁmfian olingan har bir qiymatiga funksiyaning mos qiymati
¥ (/(®)=5) bo'Isin. Natijada, (x.7) juftliklardan tuzilgan ushbu
l‘={(x,y):er,y=f(x) 2
to‘plam hosil bo‘lad;. }
Odatda, ('2) to’plam (tekislik nugtalarining geometrik o‘rni) y= 7(x)
funksiya grafigi deyilad;,
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Funksiya grafigining tasviri uning xususiyatlarini chuqurroq tasav-

ishga yordam beradi. L , b vicha fasvir-
wetﬁafmzvax, berilgan funksiya .graﬁgml . ‘r_ntl)gt;lle ot‘a:)g miz.
lashni keltiramiz. Keyinchalik funksiya graﬁgpl sl 0 YE "

y=f(x) funksiyaning aniglanish sohasi £ to'p am o moﬁb "
ning bir nechta bir-biriga yaqinroc} bo‘lngn X Xgseees Xy QLYTIY >

i funksiya qiymatlarini topamiz. ) i .

nuqtalzr:taaﬁ'llika lﬂa{' YisYaresIn bo‘lsin. (y.=f(x,),y,—f(x2),...,y,, f(x,,))
Natijada,

x| mn & | %]

y » Y2 ¥y ces Ya

jadval hosil bo‘ladi. Bu jadvaldan foydalanib )
(xny.),(xz,yz),(xa,ya_),---(fn»y. I

juftliklarni tuzamiz. So‘ng, bu juftliklarni tekislikda tasvirlaym

ma). ,

(£

(Ih?l)
| o
!

5 X
1-chizma

Bu nugtalami o‘zaro tutashtirishda hosil bo‘lgan chiziq y=/()
funksiyaning grafigi (taxminiy grafigi) bo‘ladi.

\}{ 1.3. Chegaralangan va monoton funksiyalar

¢ iglangan bo‘l-
Faraz gilaylik, f(x) funksiya £ to‘plamda (E < R) aniglang
o 2-ta’rif. Agar shunday o ‘zgarmas M son (mson) topilsaki, VxeE
uchun
f(x)sM (f(== m) . o
tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya E 1o ‘plamda yugoridan (qu*

chegaralangan deyiladi.
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Agar f(x) funksiya £ to‘plamda ham yuqoridan, ham quyidan
chegaralangan bo‘lsa, u £ to‘plamda chegaralangan deyiladi.

Ravshanki, agar vxeE uchun |7()}<p (p— musbat son) tengsizlik
bajarilsa, 1(x) funksiya £ to‘plamda chegaralangan bo‘ladi.

1-misol. Ushbu

1=
. . +x
Junksiyaning £ =[0,+x) 10 ‘plamda chegaralangan bo
“YRavshanki, vxe £ uchun £(x)= ﬁzo
N . - . +
bo*ladi. [?emak, benlgan funksiya £ da quyidan chegaralangan.
Ma’lumki, xtiyoriy x uchun
0<(x=1)" =2 ~2x+1,
2x<1+x%,
x 1
Tem 2
bo‘ladi. Demak, Vx e £ uchun r)==_¢l

S-.
1+x* 72
bildi B\..l esa berilgan funksiyaning £ da yuqoridan chegaralanganligini

Shunday qilib, berilgan funksiya E=[0,4+) da ham quyidan, ham
zu?lzndlda: chegaralangan, binobarin, funksiya £ da chegaralangan
o‘ladi.
‘ Es!atl.na. Chegaralangan Siunksiyaning grafigi
bo ‘Igan ikki 10°g 'ri chiziq orasida Joylashgan bo ‘ladi.
Faraz qilaylik, 7(x) funksiya £ to‘plamda berilgan bo‘Isin.

3-ta’rif. dgar Junksiya argumenti x ning ixtivors )
. g ixtiyoriy x, va iymat-
lari uchun x, <x, bo ‘Iganda: e

- TE<f(x) (=<1 (x)
tengsizlik bajarilsq, 1) funksiya E 1o

lishini isbotlang.

OX o°qiga parallel

e Dplamda o ‘suvchi (gat Iy o ‘suvchi)
deyiladi.
9 s .
] 4-ta’rif. Agar Sunksiya argumenti x ning ixtiyoriy x, va x, giymat-
lari uchun x, <x, bo ‘Igandq

o - F*)2 f(x,) (f(x,)>f(xz))
tengsizlik baj m‘lfsa, I (x) funksipa £ 10 Plamda kamayuvchi (qat’iy
kamayquhl) deylladi.
O ‘suvchi va kam

o VUVChi funksiyalar wnumiy nom bilan monoton
funksiyalar deyiladi.
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2-misol. Ushbu f(x)=x funksiyani monotonlikka telmi‘zirir?g. ‘

«Bu funksiyaning aniqlanish sohasi E =(—0,+w®) bo ladl: .E.Sto‘ p-
lamdan ixtiyoriy x va x, nuqtalami olib, % <% bojlsut deyhkz.am(i):g
ushbu /(x,)-7(%)=x - ayirmani qaraymiz. Uni quyidagicha yo :

1 2,1 1 a)
S()-f(®)=(x-x)= +x,x,+x,’)=(x§ F2oREH R AR 4x,)

{n-5)=(z-* )[(m%)z%x.’]-

2
3
Ravshanki, x, -x >0, (xz +£2'-) +zaf >0
Demak, f(x)-f(x)>0, ya'ni f(x2)>f(x,) S .
bo‘ladi. Shunday gqilib, berilgan funksiya uchun ixtiyoriy ; E, xziea.
va x <x, bo‘lganda f(x)<f(x) bo‘lar e.kafl. f?ou .esa f(x)=x" funksiy
ning £ =(—e,+) da qat’iy o‘suvchi ekanini bildiradi.»>

dda tasdiqlarni keltiramiz: . e
:;) agir f (.:l) funksiya E to‘plamda o‘suvchi (kamayuvchi) bo‘lib,

C o'zgarmas son bo‘lsa, u holda f(x)+C funksiya ham E to ‘plamda

[ i (kamayuvchi) bo ‘ladi; o ‘
’ SWC:)' agar f(x) fu)nksiya E to‘plamda o ‘suvchi bolib, ¢>0 bo'lsa, u

holda c-f(x) funksiva E da o'suvchi, c¢<0 bo'lsa, c-f (x) funksiya E

to ‘plamda kamayuvchi bo ‘ladi; ' ‘ ' ]
o a(';’) :gar ;i:) va g(x) funksiyalar E to ‘plamda o ‘suvchi (kamayuv

] y i hi
chi) bo'lsa, u holda f(x)+g(x) funksiya E da o'suvchi (kamayuvc )

bo ‘ladi. o i .
’ al\’/[asalan, biz yuqorida f(x)=»" funksiyaning E =(~w,+®) da o‘suv:

i i ¢ =-x' funksiya
chi ekanini isbotlagan edik. Keltirilgan tasdiqqa ko‘ra, ¢(x)=—" funksiy
E =(—w,+) da kamayuvchi bo‘ladi.

14 Juft, toq va davriy funksiyalar L/’

°, Juft va toq funksiyalar _ ) -
zlkyta‘}l'lﬂ(‘,, E l(:oordinata boshi 0 nuqtaga nisbatan sm;zxit;ﬂi . inp;—
lam, ya'ni VxeE uchun, —xcE bo‘lsin (masalan, [-2.2]. (-4
metrik to‘plamlar bo‘ladi). . .
Bu E to‘plamda f(x) funksiya aniqlangan.
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S-ta’rif. Agar ixtiyoriy x<cE uchun

F=x)=71(x)
tenglik bajarilsa, f(x) juft funksiya,
< T(=)=-1()

tenglik bajarilsa, f(x) toq Junksiya deyiladi.
Masalan, f(x)=, g(x)=szl
. . +
funksiyalar juft funksiyalar bo‘ladi, chunki

TEN=C =216, gn)=— oL
5 —x)z+l a1 8
shbu o(x)=»+x funksiya esa toq funksiya bo‘ladi, chunki
- ¢(—x)=(—-x)’+(—x)=—x’-x=—(x‘ +x)=—¢(x) .
uft funksiyaning grafigi or o‘qi i i i
Shuni : X qiga nisbatan simmetrik bo‘ladi.
uning uchun funksiya grafigini x>0 bo‘lgan hol uchun chizish ye;r;i

- Uni or o‘qiga nisbatan si ;
funksivan; immetrik ko*chiri . .
lyaning grafigi topiladi (2-chizma), ko'chirish bilan berilgan

Y a

e /Tx}:y

—

== T X

2-chizma

Toq funksiyanin. i . . '
bo‘ladi. Shuning uchung grafigl koordinata boshiga nisbatan simmetrik

yetarli bo‘ladi. Uni oy o‘qi ;};‘O%rgfgi‘xli x>0 bo‘igan hol uchun chizish
funksiya grafii topladi (3-chizma). o ' &4 burish bilan

Ya

e
L/ )

x> —
IR Ao s Ty
v
LR

3-chizma

2°, Davriy funksiyalar

Faraz qilaylik, /() funksiya E to‘plamda berilgan bo‘lsin.
6-ta’rif. Agar shunday o ‘zgarmas T son (T #0) topilsaki, ixtiyoriy

)x-TeE, x+T€E,

2)f(x)=f(x+T)=f(x-T)

shartlar bajarilsa, f(x) davriy funksiya, T son esa uning davri deyiladi.

Agar T son (T#0) f(x) funksiyaning davri bo‘lsa, u holda
n-T (n=1L+2,..) sonlar ham funksiyaning davri bo‘ladi.

Demak, davriy funksiyaning davrlari ko‘p bo‘ladi. Ular ichida eng
kichik musbat bo‘lgani (agar u mavjud bo‘lsa) funksiyaning asosiy davri
deyiladi. -
Aytaylik, f(x) davriy funksiya bo‘lib, uning davri T (T =0) bo‘lsin.
Bu funksiyaning grafigi, uzunligi 7 ga teng bo‘lgan oraliqdagi (masalan,
[a,a+T]) grafigini davriy davom ettirish bilan topiladi.

Ma’lumki, » hagiqiy sonning butun gismi (x dan katta bo‘lmagan
eng katta butun son) x ning funksiyasi bo‘lib, u [x] kabi belgilanadi.

Endi f(x)=x-[x] funksiyani olaylik. Ravshanki, bu funksiya x ning
kasr qismini ifodalaydi va [0,1] dagi grafigi quyidagicha bo‘ladi (4-

chizma): ,
'y
P

xe E uchun

Qaralayotgan funksiya davriy funksiya bo‘lib, uning davri 7=1 bo‘ladi.
Hagiqatdan ham,
F(x+1)=x+1=[x +1]=x+1-[x]-1=x-[].
Bu davriy funksiyaning grafigi 5-chizmada tasvirlangan.
Y

/
2

S-chizma

ks
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1.5. Murakkab va teskari funksiyalar

1°. Murakkab funksiya

Aytaylik, y=f(x) funksiya £ to‘plamda berilgan bo‘lsin. Har bir
xeE uchun berilgan funksiyaning qiymati ¥ ni topib, bunday qiymat-
lardan

F(f):{y:f(x):er}

:)o‘;;il:lmni hosil gilamiz. Ravshanki, by funksiya qiymatlari to‘plami
0‘ladi.

Shu F(f) to‘plamda, o‘z navbatida, U=g(y) funksiya berilgan
deylik. Natijada, E to‘plamdan olingan har bir x ga bitta y son (/-

qoidaga ko‘ra) va F(y) to‘plamdagi bunday y songa bitta U son (g-
qoidaga ko‘ra) mos qo¢

yilib, E to‘plamda funksiya aniqglanadi. U
murakkab funksiya deyilib

, U=o(s(2) )
kabi belgilanadi.

(3) murakkab funksiya y=s
hosil qgilinadi.
Masalan,

(x) hamda U =p(y) funksiyalar yordamida

U=Jx +1
murakkab funksiya bo‘lib, bu funksiya

0.1)
U= \/;, y=x*+1
funksiyalar yordamida hosil bo‘lgan.
2°. Teskari funksiya
y=f(x) funksiya £ to‘plamda  berilgan bo‘lib,

ixtiyoriy
xeE, xeE va X #x,

L uchun f(x)= f(x,) bo‘lsin. U holda berilgan
fanksiyaning qiymatlari to*plami F(f) dan olingan har bir y ga £
to‘plamda shunday »c g nuqta topiladiki, f(x)=y bo‘ladi.

F (f: ) to‘plamdan olingan har bir ¥ ga E to‘plamda shunday xcf
mos qO‘yﬂs§kL 7(x)=y bo'Isa, unda r(y) to‘plamda aniglangan funksiya
hosil bo‘ladI: .BU funksiya berilgan 5 - f(x) funksiyaga nisbatan teskari
funksiya deyilib, uni x= () kap; belgilanadi.

Demak, x= r(y) shunday funksiyaki,

F0)= (7)==
bo‘ladi.

3-misoL Ushbu y=f(x)=2x+1 funksiyani E=[0.1] da qaraylik. Bu
ksiyaga teskari funksiyani toping. ) e
fur sl}:le funksi){i‘aning qiymatlari to‘plami F(f)=[13] bo‘ladi. [13] da
i = =21 iya berilgan y=/(x)=2x+1 funksiyaga
aniqlangan x=/"'(y) 5 funksiy

. 1 ) = h+]-l=x.>
nisbatan teskari funksiya bo‘ladi, chunki s~ (y)=s"' (2x+1)=—

Eslatma. Ma lumki, y= f(x) funksiyada x —af'gument, ly esadz;mng.
funksiyasi. Bu funksiyaga nisbatan teskari ﬁmlmyfz x=fj » . ;:’1 i
argument, x esa uning funksiyasi. De:*mak,. teskar‘I ﬁr}(l;snzz g; o%;ni
yasashda abssissa o°qi sifatida 011' o ‘qni, Zdz}r;g(t;: ;;uz ;ZI e ook

lish kerak bo‘ladi. Bu hol ma’lum nogqulay . Qulay

ron;i]sadida teskari funksiyaning argumentini har; x, uning funksiyasini y
j belgilani idagicha y=g(x) kabi yoziladi.

kabi belgilanib, quyidagicha y = g(x) ‘ .
l yfl f(x¥) ga nisbatan teskari bo‘lgan y=g(x) ﬁmks;ye} graﬁ.gl

y=f(x) funksiya grafigi y=x to‘gri chizigga nisbatan simmetrik

ko‘chirishdan hosil bo‘ladi §6-chimna).

.”" -
ﬁ(x)
X

e

o l"o
6-chizma

Mashglar
1 i i = =0, x=1, x= 2
1. Ushbu f(x) =2?x_3:—l- funksiyaning x=-1 x=0, -

nuqtalardagi qiymatlarini toping.

2. Ushbu:
_ 3x-1 b) y=5:/__”_2
A y=oa S-%

funksiyalarning aniqlanish sohalarini to;ging. . L
3)'(- Quyidagi funksiyalarni juft yoki toglikka tekshmng;z
a) f(x):x’—cosx, b) f(x):lg(x+‘jl+ '.
4. Quyidagi funksiyalarni davriylikka tekshiring, davry bo‘lsa, eng
kichik musbat davrini toping.
a) f(x)=sin’x, b) f(x)=cos4x.
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2-§. Sodda funksiyalar va ularning grafiklari

Sodda funksiyalar va ulaming grafiklari o‘quvchiga umumiy holda
ma’lum bo‘lsa-da, bu funksiyalarning oliy matematikada muhimligini
¢’tiborga olib, ular hagidagi ma’lumotlarni qisqacha bayon etamiz.

2.1. Butun ratsiona] funksiya

Ushbu Y=aX +ax"+. +a_ x+q M
ko*rinishdagi funksiya butun ratsjona] funksiya deyiladi, bunda G, 4y,...
0°2garmas hagjigiy sonlar, # esa natura] sop, Bu
to‘plami (sohasj) E=R=(-w0,4) bo‘ladj.

Butun ratsional funksiyaning ba’zi muhim xususiy hollarini
qaraymiz.

o Iadi Chiziqli funksiya. Bu funksiya quyidagi ko‘rinishga ega

a,

funksiyaning aniqlanish

y=ax+b, 2)
bunda 2 va 0‘Zgarmas sonlar. Chj igli funksiya E =(~x0,+0) da aniglan-
l%oa?l:;lq‘ﬁb:”a bo‘Iganda o‘suvchi, a<s bo‘lganda kamayuvchi funksiya

i

Hagiqatdan ham, 4> bo‘lib, ixtiyoriy %% €E, x<x, uchun

Sf&)~f(x)=ax, +b-ax,~b=a(x-x)<0
bo'ladi. Bundan s(s)< /() bolishi kelib chiqadi. Xuddi shunga
poshash a<o bo‘lganda chizigli funksiyaning kamayuvchi bo-lishi
ko‘rsatiladj,
. Biz 7-ma’ruzada to’g’ri chiziqning burchak koeffitsiyentli tengla-

koofbeJon etgan edi. Demak, chizigi funksiyaning grafigi burchak

koeffitsiyent; , g2 (a= . ¢ ORI
.. . =fga) va oy o‘qidan » kesma ajratuvchi to‘g‘ri
chiziqdan iborat bo‘ladi, 1 !

bo‘ladzi?. Kvadrat funksiya. By funksiya quyidagi ko‘rinishga ega
Y=a+brtc ?3)

bu‘nda a, b, ¢ 0'zgarmag sonlar. Kvadrat funksiya £ = (o0, 0) to‘plamda
amq]angan.

Xususal, a=1, y=c_9 boclganda

€ . y = xz
funksiyaga ega bo‘lamiz. Bjl; g oo
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. ¢ e - i )
parabola va uning tekislikdagi tasvirini ko rgan edﬂ(:l?{}:{d?fa;?(;lﬁh
o‘xshash y=x* funksiya grafigi paraboladan iborat bo‘lishini:

iyin emas. . o )
e :Jmuman, y=ax* +bx+c funksiyaning grafigi pargbola .bo hdlb; unmg-
tekislikdagi tasviri a hamda D=4? —4ac (kvafirat lfghhadnlng krimi
nanti) larning ishoralariga bog‘liq bo‘ladi (1-chizma): B

Y,

Y.
n\ / a>0 ¥ a>0 a>0
\/ D<0 D>0 D=0
) z ° x 0
Y y a <0 ¥ a<0
a<0 D<0
0
D> 5 ¥
: /\

1-chizma

Quyida ushbu y=x*-2x+2=x*-2x+1+1=(x—1)*+1 funksiya grafigini
chizish jarayoni ko‘rsatilgan:

YYrete-1y \

- 7 x—l)’-l-:
2
1 1

ol X (]} X ol 1 X

2-chizma

2.2. Kasr ratsional funksiya

ax" +ax" '+...+a, %+, , ko‘rinishidagi funksiya kasr
UShbu J"= boxﬂ‘ +b|.¥m-‘ +.-.+bm_|x+bm h da bo b b O‘Zgar"
. >4 1 da ’al,--"an am : 1amee n‘ _
ratsional funksiya deyiladi, bun aaomral sonlar. Bu funksiya x o‘zgaruv
2z jymatlaridan boshqa barcha

iqi es
mas hagqiqiy sonlar, » va m atura
chini kasr maxrajini nolga gylaltlltl;ll‘ladlgan q
iymatlarida aniqlangan, ya’ni us o
" (115‘=(—oo,+co)\{x:b°;.” +82" ... 4D, x+b, =0}
3 da aniqlangan. . .  : oara .
© planlga:r ratgiongl funksiyaning ba’zi muhim xususiy hollarini garaymiz
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1°. Teskari proporsional bog‘lanish. Bu funksi idagi ko‘ri
nishga cis barit) g ksiya quyidagi ko‘ri-
y=£’

bunda a o‘zgarmas son (a#0). Bu Jl:funks' i
n 5 sC . lyaning aniqlanish sohasi
lf:l(i;m,O)u(o,?) bo‘ladi. Qara.layotgan funksiyaning grafigi a ga bog‘liq
0°lib, a>o bo‘lganda 3, — chizmada tasvirlangan egri chiziq (teng yonli
giperbola), a<o bo‘lganda esa 3,— chizmada tasvirlangan egri chiziq

bo‘ladi:
Y {\ IY
\ a>0

\0 ? 0 ﬁ
3 / b)
3-chizma
Eslatma, Yugoridagi y=§ Junksiyaning grafigiga ko'ra y=_2_
Junksiyaning grafigini chizish mumkin. s
Masalan,
1
ar
funksiyaning grafigiga ko‘ra
1
. . 3 . . . ) -le
funksiyaning grafigini Ch;l’ZlSh Jarayoni 4-chizmada ko‘rsatilgan
4 Y

-1 [ 1
k ’ x+1 r=3z
[ - \

- -t o = -

4-chizma
200 Kasr izigh = . . . ..
boladi: ChIZIC]ll t'unksnya. Bu funksrya quyldagl ko‘nmshga ega
' _ax+b
x+d’

bunda a,:,c,d ; o°zgarmas hagiqiy sonlar. (c=0). Kasr chiziqgli funksiya
E= (—w,——c-)U(—;,'l'-W) to‘plamda aniqlangan.
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Bu funksiyaning grafigi y=% funksiya grafigi ox va oy o‘qlari
bo‘yicha parallel ko“chirish bilan yasaladi.

Aytaylik, a=0 bo‘lsin. Bu holda

b d b d  be-ad
_asb M) a TN e
a+d 48y ¢ 54 € x+=
[+ [+ c
bolib, Y=e, 2=p, 5% .k deyilsa, unda
c [+ C
k
y= xX+a +p
bo‘ladi. Agar a=0 bo‘lsa, u holda
k
r= x+a
bo‘ladi.
Misol. Ushbu
_3x+4
T ox-1
Junksiya grafigini chizing.

<qRavshanki, bu funksiyaning aniqlanish sohasi E=(~,)U(L+w)
bo‘ladi. Berilgan funksiyani quyidagicha yozib olamiz:
4 7
x4 x+§ ‘x—1+3 =3+_7_.

x=1 1, o~ 1. x-1
36D 3G-D
Shunday qilib, berilgan funksiyaning grafigi ?ZT funksiya grafigini

ordinata o‘qi bo‘yicha yuqoriga 3 birlikka ko‘tarish bilan topiladi (5-
chizma).»

v | J’=3+'l‘

n 7 fa i x-1
i K-‘ —r_'.-\ ji

S-chizma

3°. Darajali funksiya. Ushbu

y=x



11;(1)1 rmishdfagi funksiya fiarajali funksiya deyiladi, bunda # — butun son.

funk31)"a 720 bo‘lganda E=(—w,+0) to‘plamda, n<0 bo‘lganda
E=(0,0)U(0,+w0) to‘plamda aniqlangan.
Agar n>0 bo‘lsa, masalan n=0,

. e . ] -V, n=1: n=2: n=3 bO‘lS dal’a.al.

f;{ll{Slya gl;‘?ﬁgl ¥=1, y=x to‘g‘ri chiziglar, y=x* parabola hamdaa,y=xjeJ :

12iq (kubik parabola) lardan iborat bo‘ladi (6-chizma). g

\722Y$ ya) W n=0

NV

1 0 ];

]

6-chizma

Agar n<0 bo‘lsa, masalan, n= -], p= bo‘lsa, darajali funksiya

graﬁgi y =l giperbola - 1 A . . .
x y=-5 egri ch12.1q (ikkinchi tartiblj oj
iborat bo‘ladj (7-chizma), * giperbola)lardan

.

- 7-chizma
S -

tma, Agar darajali Sunksiyada daraja ko ‘rsatkich 1 ga (neN)
teng bo‘lsa, bu hold, Junksiya ushby :

Bu funksiyaning aniglanish Sohasi n
lam, n—toq son bo Igand, E= (<,

1
y=xr =%x ko ‘rinishga ega bo ‘ladi.
~Juft son bo ‘Iganda E =[0,+x) o p-
+9) 10 ‘plam bo ‘ladi. Ravshanki,

siya bo‘ladi. Binobarin, gary, it > o
funksiya grafigiga ko'ra topish ngltl%iann funksiyaning grafigini darajali
4°. Ko‘rsatkichli funksiy, UShb{l

« . . 2 € . V= a‘
ko‘rinishdagi funksiya ko‘rsatkichjj funksiya deyiladi, bunda a>o va a=1
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Bu funksiyaning aniqlanish sohasi E=(—o,+x) bo‘lib, a>1
bo‘lganda funksiya o‘suvchi, 6<a<1 bo‘lganda esa kamayuvchi bo‘ladi.
Ko‘rsatkichli funksiyaning qiymati har doim musbat, grafigi 0x o‘qidan
yuqorida joylashgan (8-chizma).

,uaa ‘ g
0<a<il Ql
el —

0 X

8-chizma

5°. Logarifmik funksiya. Ushbu
y=log, x

ko‘rinishdagi funksiya logarifmik funksiya deyiladi, bunda a>o,
a#l.
Bu funksiyaning aniglanish sohasi E=(0,4+x) to‘plam bo‘ladi.
Ravshanki x=a".

Demak, logarifmik funksiya ko‘rsatkichli funksiyaga nisbatan tes-
kari funksiya bo‘ladi. Binobarin, logarifmik funksiyaning grafigini
ko‘rsatkichli fulnksiya graggiga ko‘ra topish mumkin (9-chizma).

Sy =logs, a>l

1! T X
i y=10gs7, G<a<l

i

(=)

9-chizma
2.3. Trigonometrik funksiyalar

Trigonometrik funksiya
sina, cosa, ga, cliga
lar hagidagi dastlabki ma’lumotlar o‘quvchiga ma’lum. Unda argument
graduslarda yoki radianlarda hisoblangan burchak deyilgan. Oliy
matematikada bu funksiyalarning argumenti x ni son deyilib, y =
radianga teng deb garaladi:
y=sinx, y=cosx, y=igx, y=cigx.
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1) y=sinx funksiyasi.
" Bu funksiya E=(—+x) to‘plamda aniglangan, giymatlari to‘plami
esa F(y)=[-1,1} bo‘ladi:
-1<sinx<l, X € (—00,+0),

y=sinx t0q, T=2z davrli funksiya bo‘lib, grafigi 10-chizmada
tasvirlangan.

10-chizma

2) y=cosx fuanksiyasi.

Bu funksiya £=(-w,4x0) to‘plamda aniqlangan, giymatlari to‘plami
esa F(»)=[-11] bo‘ladi: ~1<cosx<], xe(~,+0). y=cosx jut, 7=2x
davrli funksiya bo‘lib, grafigi 11

-chizmada tasvirlangan.
Yl
\ %
-3MN2 -7 12 2 7 2
v 1 w
1l1-chizma

3) y=1ex funksiyasi.
Bu funksiya x ning ushbu x=(2k+l)--72£ (k=0,£1,42,..) qiymatlaridan
boshqa barcha qiymatlarida, ya’ni

E= (—°°,+°°)\{x:x = (2k+1)-’2£, k= 0,11,12,...}
to‘plamda aniqlangan, 5 - g, toq,
chizmada tasvirlangan,

/

-z
2

T=x davrli funksiya bo‘lib, grafigi 12—

Y
A7 1
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3x

12-chizma
4) y=ctgx funksiyasi. . - boshaa
Bu ﬁznksiya x ning ushbu x=k= (k=0,£1,32,..) ?ﬁ?ﬁ;ﬂiaﬁo‘pl a:crlx-
barcha qiymatlarida, ya’ni E=(~o,+)\{x:x=kr, k=0£L32...

daam(:'lznﬁ:rn.toq, T=nx davili funksiya bo‘lib, grafigi 13-chizmada

tasvirlangan.
Y W

_,& xu\tl a 1 X
\ \

13-chizma
2.4. Teskari trigonometrik funksiyalar

. _ZZ|l_.x Dbolsa,
Ma’lumki, y=sinx funksiya uchun xe[ 2’2] . e
ye[-1L1]=F bo‘lib, X va F to‘plamlar o‘zaro bir q1y1:flath II—I(:; o
bo‘ladi. y=sinx funksiya nisbatan teslfari bo lgan‘ f:nks‘lza ar:;—]-l o
kabi yoziladi. Bu funksiya [-11] da aniglangan bo‘lib, 0°zg
[-2.2] bo'tadi. .
‘ = funksi
Xuddi shunga oxshash y=cosm Y=g YOE o i ohda
nisbatan teskari bo‘lgan ﬁm.ks1ya.ar "
Yy =arccosx, y= arctgx’ y:a]‘cctgx kabl be]glla-l:la . d iladi
Odatda, bu funksiyalar teskari trigonometrik f:unkS‘Ya]:lfmz eltiramiz.
Endi teskari trigonometrik funksiyalaming Xoss tiramt
y=arcsinx funksiyaning xossalari:
1) aniglanish sohasi [-11],
‘zoari il-Z%
2) o‘zgarish sohasi [ > 2],
3) toq funksiya arcsin(-x)=-arcsinx,
4) monoton o‘suvchi.
y=arccosx funksiyaning xossalari:
1) aniglanish sohasi [-11],
2) o‘zgarish sohasi [0,7],
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3) quyidagi munosabat o*rinlj arccos (-x) = x ~ arccos x

4) monoton kamayuvchj.

y=arcigs funksiyaning xossalari:
1) aniglanish sohasi (0, +0),
2) o*zgarish sohasi [-£~£]

272)
3) toq funksiya arcig(~x) = -arcigx,
4) monoton o‘suvch;.

y=arcclgx funksiyaning Xossalari:
1) aniglanish sohasj (=0, 40),
2) o‘zgarish sohasi [0,7],
3) quyidagi munosabat o‘rinli
4) monoton kamayuvchi

Lo ] Mashgqlar
Quyidagi funksiyalarning graﬁk;lamu yasang,

2. y=-2x'-4x+44

L y=3x—6x—17
2x+5
x=2
5. y=arcsin(3x-1)

3. y=

4. y= 21""’3
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arcctg(-x) = ”—mtg’

3-§. Natural argumentli funksiya (sonlar ketma-ketligi)
va uning limiti

3.1. “Sonlar ketma-Kketligi” tushunchasi

Aytaylik, biror qoidaga ko‘ra har bir natural » songa (neN) bitta x,
haqigiy son mos qo‘yilgan bo‘lsin (f:n—x,). Ravshanki, bu holda
argumenti » bo‘lgan funksiyaga ega bo‘lamiz. Bunday funksiya natural
argumentli funksiya deyiladi: .

x,=f(n).

Bu funksiya qiymatlaridan iborat ushbu

X> Xy Xyse e Xppens 1)
to‘plam sonlar ketma-ketligi deyiladi va {x,} kabi belgilanadi . x,x,,...
sonlar (1) ketma-ketlikning hadlari, x, esa (1) ketma-ketlikning umumiy
yoki n-hadi deyiladi.

Masalan, har bir natural » songa % sonni mos qo‘yish bilan (n—)%)

ushbu

11 1
1,2,3,...,”,...

ketma-ketlik hosil bo‘ladi. Bu ketma-ketlikning umumiy hadi x,.—.;l;

bo‘ladi.
Odatda, ketma-ketlik, uning umumiy hadi orqali belgilanadi.

1 2 4 n+l

Masalan, 1) x =2X-, =22 =2+
as )x,, n 1°2°3 n

1

1 1 1
2) Xn =:/7;7 LTE,'J—-S-‘,...,T;,...x
3) x, =ag™"; a,aq,aq’,...aq™",...,
4) x,=5, 5,5,5,...5...,
5) x,=CD™;  L-LL-L..-Dp™,... lar ketma-ketliklar

3
72:

bo‘ladi.

Ketma-ketlikning har bir x, (n=123,..) hadi sonlar o‘qida bitta
nugtani tasvirlaydi.

Biror {x,}:
A % N S 1)
ketma-ketlik berilgan bo‘lsin.

Agar (1) ketma-ketlikning hadlari uchun

nEx<x<..8x, ... (<X <X <...<X,<..),
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ya’ni
VneN uchun x,<x,, (VneN uchun x,<x,)
bo‘lsa, (1) ketma-ketlik o‘suvchi (qat’iy o‘suvchi) deyiladi.
Agar (1) ketma-ketlikning hadlari uchun
na2x2x2...2x,2... x>x>x>..5x >..),
ya’ni )
VneN uchun =x 2x, (YneN uchun x,>x,)
bo‘lsa, (1) ketma-ketlik kamayuvchi (qat’iy kamayuvchi) deyiladi.
O‘suvchi hamda kamayuvchi ketma-ke
monoton ketma-ketliklar deyiladi.

1-misol. Ushbu

tliklar umumiy nom bilan

x=-"_. 123 n
"+l 2’374 pe
ketma-ketlik monotonlikka tekshirilsin,
“ABerilgan ketma-ketlikning
n n+1 n+1
Xy ==, T S = ——
. . n+1 n+l+l n+2
hadlarini olamiz. Bu hadlar uchun
x n+l n  n42n+1-n*-2n 1
Ky T —— = =

n+2 n+l (n+)(n+2)  (n+D)(n+2)
bo‘ladi. Ma’lumki, Vne N uchun

1

(n+D(n+2) >0
bo‘ladi. Demak,
X=X, >0
bo‘lib, undan vne N uchun
X, < x,,,,,

bo‘lishi kelib chigadi. Berilgan ketma-ketlik gqat’iy o‘suvchi.p>
Agar (1) kehna—ketlilqﬁng har bir hadi har doim bitta o‘zgarmas M
sonidan kichik yoki teng, ya’ni
VneN uchun x, < M
bo‘lsa, (1) ketma-ketlik yuqoridan chegaralangan deyiladi.
Agar (1) ketma-ketlikning har bir hadi har doim bitta o‘zgarmas m
sonidan katta yoki teng, ya’ni
. VrneN uchun x, > m
bo‘lsa, (1) ketma-ketlik quyidan chegaralangan deyiladi.
Agar (1) ketma-

-ketlik ham yugoridan, ham quyidan chegaralangan
bo‘lsa, (1) ketma-ketlik chegaralangan deyiladi.
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Masalan, 2 510 nz_!_]’m
l) x, = ”2 : 2'9,".’ ng
: i, chunki
i chegaralangan bo‘ladi, c!
ketma-ketlik yuqoridan cheg o +l_l+L -
VneN uchun x,= ==z
= L5 N S o
2) x,=—3% : 29w

n 3 3
ketma-ketlik quyidan chegaralangan bo* ladi, chunki
1
vneN uchun x, 2-—,
2

4
n 1 RS ——"2—1,...
3) X = 2 : ’2,9,“., nz

n

n »
ketma-ketlik chegaralangan bo*ladi, chunki
Vne N uchun 0<x, <1,

bo‘ladi.
3.2. Sonlar ketma-ketligining limiti

Biror {x,}: )
PSR AP

-ketli i berilgan bo‘lsin. Ushbu
ketma-ketlik va a sont g(a_&aw) U@

interval (sonlar to‘plami) & nuqtaning atrofi (& -atrofi) deyiladi, bunda &-
ixtiyoriy musbat son (1-chizma)
TN
a-€ g ats

1-chizma

1-ta’rif. Agar a nugtaning ixtiyoriy U.(a) atrofi olingand;lha.msilt)‘

ketma-ketlikning biror hadidank boshllcz;)l . kﬁex}:;%m 3:1:12’;?1 as;zvaarx
ishli bo etma-ketli
atrofga tegishli b(: i:;s:,:ason x';,o e
. 3 " . . . . .b mSi

kbt y'(I,‘z’l:i?éagi “biror hadidan boshlab, keyingi t-aa.rcl.la. l;aﬁllm . ibol
“shunday natural », topilib, Vn>n, uchun” deb aytlhshlmb 1‘HShi anday

Demak, Vn>n, uchun x, eU, (@)=(a-s, a+g) DO
hadlarning ushbu
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a-e<x,<a+teg, —E<X,—a<e&
ya’ni
|x,—al<e

tengsizlikning bajarilishini keltirib chiqaradi.

Unda yugoﬁfia keltirilgan ta’rifni quyidagicha ham aytsa bo‘ladi:

agar ixtiyoriy £>0 son olinganda ham shunday natural », son
topilib, barcha n> n, uchun |x, -a|<#
tengsizlik bajarilsa, a son x, ketma-ketliknin g limiti deyiladi.

2-misol: Ushbu

X, =

|-

11 1
g . . 2737
kmd—feg;@nzng limiti 0 bo ‘lishini isbotlang.
. yorly £>0 sonni olamiz. Ravshanki beri Teetlilen:
limiti 0 bo‘lishi uchun vshanki berilgan ketma-ketlikning

IR RYTY RS B . 1 .
L e -0l =]l
i-=fed<e @

tengsizlil ing n mng biror qiymatidan e o
ko‘rsatish yetarli. Keyingi had boshlab ofrinli ~bo'lishini

Cied
tengsizlikni yechib, '

1
n>—

&
bo'lishini topamiz. Agar » sifatida [%] ([a]-asoninig o dan katta

bo‘lmagan butun qismi) olinsa, », =[%] unda barcha »>n, da (3) demak,
(2) tengsizlik bajariladi. Ta’rifga binoan
bo‘ladi.»> ' "

3-misol. Ushbu x,=(-1y

o -LL-LL...,(-1)",...
ketma-ketlilning limitga ega emasligini ko ‘rsating.

chskaﬁs?ini faraz gilaylik, ya’ni ketma-ketlik limitga ega bo‘lib, u
a ga teng bo‘lsin. Unda ta’rifga ko‘ra, Ve>0 uchun, xususan, &

=% son
uchun shunday natural #, son topiladiki, vn > n, da
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fr-al<3
ya’ni
n i
-5
bo‘ladi. Ravshanki, n>n, va n=2k (kew) bo‘lga.nda x,=1, n>n, va
n=2k—1 (kew) bo‘lganda esa x,=-1 bo*ladi. Unda bir vaqtda
1
|a—(—l)l<%, |l—a|<-2-
tengsizliklar bajariladi.
Ayni paytda, .
2=|(1—a)+(a+l)|<§+—?: . . - . B
bo‘lishidan, ma’noga ega bo‘lmagan 2<l1 teng.smlllf k.e.hb chlqalc)lx.‘l u
gilingan farazni, ya'ni x, =(-1)’ ketma-ketlikning limitiga ega : 0 s;i
deyilishi natijasida sodir bo‘ladi. Demak, garalayotgan ketma-ketl

limit, emas. P> . , .
- gi;ira {,} ketma-ketlikning limiti 0 ga teng bo‘lsa, bu ketma-ketlik

cheksiz kichik miqdor deyiladi. . o .

Masalan, . - - ketma-ketlik cheksiz kichik migdor bo‘ladi, chunki

S A S
1iﬁa,,=!i_x£%=o.
Aytaylik, {x,} ketma-ketlikning limiti a ga teng bo‘lsin:
limx, =a.

U holda «, =x-a dan |m|<e bo'lib, U cheksiz kichik miqdor

bo‘ladi. Natijada, o

x =a+a,

- T |
bo‘ladi. Masalan, x,= 1’-"’:-1- ketma-ketlik uchun x, =1+— bo‘lib, a,=—
cheksiz kichik migdor bo*lganligidan

. n+l
limx, =lim—=1
n-o S ]
bo‘lishi kelib chiqadi.
Biror {x,}:
X5 Xy, Xgpe e Xseee
ketma-ketlik berilgan bo‘lsin.
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Agar har ganday musbat 4 son olinganda ham, ketma-ketlikning
biror hadidan boshlab, keyingi barcha hadlari uchun }x.|>M bo‘lsa, x,

ketma-ketlikning limiti cheksiz deyiladi va limx, =« kabi yoziladi.

Masalan,
x, =(=1)"-n:
) -12,-3,4...
ketma-ketlikning limiti = bo‘ladi, chunki
bl =l0rn]=n

bo‘}ib, har qanday musbat M son olinganda ham shunday natural » son
topiladiki, »>M tengsizlik bajariladi.
Agar {x,} ketma-ketlikning limiti cheksiz,

s, =
bo‘lsa, {x,} cheksiz katta miqdor deyiladi.

Masalan, x_ =#:
1,2,34,...

ketma-ketlik cheksiz katta miqdor bo*ladi, chunki timn= .

3.3».. K?tma-ketliklar ustida amallar.
Cheksiz kichik migdorlar hagida lemmalar
Ikkita {x,}:

X5, X550, .
va {3,}

N3 V23 Vazeee Voo
ketma-ketliklar berilgan bo‘lsin, Ushbu
XH+y, X2 F Y X+ Yyseo s, X+ Yyseees
4=V X—y,,x, P4 TEETIE ) ARPN
X x VX3 Veins Xy Ypaeees

hox =x 3
b ) yz’J’;""’y,,"" 0L #0,k=123,..)

ke?ma-k.etliklar mos ravishda {x,} va {y,} ketma-ketliklarning yig‘indisi,

ayirmasi, ko‘paytmasi va nisbati deyiladi va

{xn+yu}’ {x,,_y,,}, {x,,'}’,.}: {i}
Vn

kabi belgilanadi.

Endi cheksiz kichik migdorlar hagidagi lemmalarni keltiramiz.
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1-lemma. Jkki cheksiz kichik migdorlar yig ‘indisi cheksiz kichik
miqdor bo ‘ladi. »
! <dAytaylik, o, va g, — cheksiz kichik miqdorlar bo‘lsin. Unda

ta’rifga ko‘ra Ve >0 uchun n ning biror qiymatidan boshlab
<2, la1<
bo‘ladi.
Ravshanki,
|, + B, sle.|+|8.] -
Demak, n ning biror qiymatidan boshlab
|a,,+,6,,|<-§-+-;-=s
bo‘ladi. Bu esa a, + 8, ning cheksiz kichik miqdor ekanini blldlradlb
2-lemma. Chegaralangan ketma-ketlik bilan cheksiz kichik miqdor
ko ‘paytmasi cheksiz kichik migdor bo ‘ladi. . o
<Aytaylik, x,-chegaralangan ketma-ketlik o, esa cheksiz klchfk
miqdor bo‘lsin. Unda VneN uchun |x|<M bo‘ladi, bunda M tayin
o‘zgarmas son. . ) )
Modomiki, a, cheksiz migdor ekan, n ning biror giymatidan boshlab,
|| <-}3—
bo‘ladi. Natijada,
Ixn 'anl =’xn|'lanl < M.fl- =&
bo‘lib, undan
gqlx,, -a,=0

bo‘lishi kelib chigadi. Demak, ,-a, — cheksiz kichik miqdor.»>
3.4. Yaginlashuvchi ketma-ketliklar va ularning xossalari

Biror {x,}:
xl,xz,x,,...x,,,
ketma-ketlik berilgan bo‘lsin. Bu ketma-ketlik:
1) chekli limitga ega bo*lishi mumkin;
2) limiti cheksiz bo‘lishi mumkin;
3) limitga ega bo‘Imasligi mumkin. o
Birinchi holda {»,} yaqinlashuvehi ketma-ketlik deyiladi. _
Ikkinchi va uchinchi hollarda {x,)} uzoglashuvchi ketma-ketlik
deyiladi.
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Agar har qanday musbat 4 son olinganda ham, ketma-ketlikning
biror hadidan boshlab, keyingi barcha hadlari uchun |x,|>M bo‘lsa, x,

ketma-ketlikning limiti cheksiz deyiladi v, limx, =« kabi yoziladi.

Masalan,
x, =(=1)"-n:
. ~L2,-34...
ketma-ketlikning limiti « bo‘ladi, chunk;
Ixnl = l(‘l)"nl =n

bo‘lib, har ganday musbat 4 son olinganda ham shunday natural 7 son
topiladiki, »> » tengsizlik bajariladj. Y
Agar {x} ketma-ketlikning limitj cheksiz,
I, ~o
bo‘lsa, {x,} cheksiz katta miqdor deyilad;_
Masalan, x, =n:
1,234,
ketma-ketlik cheksiz katta miq

dOl‘ bo‘]adi, chunki E-;n:m_

3.3. Ketma-ketliklar ustida amallar.
Cheksiz kichik miqdorlar haqida lemmalar

Ikkita {x,}:

x;,X,,...x",“_
va {y,}

. . NV Vaseuny, ..
ketma-ketliklar berilgan bo* Isin. Ushbu
x,+yl’ -"z*‘)’zsxs‘*'}';.---,x" LD /NTTN
xl_vv)’ xz‘yz:xs _yp'",x" —y”,..-,
Ve xey,,x Ve X,y
Exnx s ’
. y,’y,’y, ,-..,y-",... (ykto,k=],2,3,.--)
kefma-k.eﬂlk‘lar mos Tavishda {x} va {5 ketma-ketliklarning yig*indisi,
ayirmasi, ko‘paytmasi va nisbatj deyiladj v,
R N ) ) {i}
kabi belgilanadi. .
Endi cheksiz kichik migdorlar haqidagj lemmalarni keltiramiz.
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1-lemma. Jkki cheksiz kichik miqdorlar yig‘indisi cheksiz kichik
miqdor bo ‘ladi. . -
<dAytaylik, o, va B, — cheksiz kichik miqdorlar bo‘lsin. Unda

ta’rifga ko‘ra Ve >0 uchun » ning biror giymatidan boshlab
|a,,|<§, |ﬂ,,|<§

bo‘ladi.
Ravshanki,
Iau * ﬂNI £ Ian|+|ﬂtt| *
Demak, » ning biror giymatidan boshlab

£ €=
|a,,+,Bn|<E+-2— £

bo‘ladi. Bu esa «, + 4, ning cheksiz kichik migdor ekanini bildiradi b

2-lemma. Chegaralangan ketma-ketlik bilan cheksiz kichik miqdor
ko ‘paytmasi cheksiz kichik migdor bo ‘ladi. o

<dAytaylik, x, -chegaralangan ketma-ketlik o, esa cheksiz klchfk
miqdor bo‘lsin. Unda wnewN uchun |x|sM bo‘ladi, bunda » tayin
o‘zgarmas son. . ‘ »
Modomiki, «, cheksiz miqdor ekan, » ning biror qiymatidan boshlab,

<<
bo‘ladi. Natijada,
|x,,-a,,]=|x,,|-]a"|<M-%=s
bo‘lib, undan
'l'j_ﬂx,, -a,=0

bo‘lishi kelib chiqadi. Demak, x,-a, — cheksiz kichik miqdor.»>
3.4. Yaqinlashuvchi ketma-ketliklar va ularning xossalari

Biror {x,}:
X3 X5 X350 X5
ketma-ketlik berilgan bo‘lsin. Bu ketma-ketlik:
1) chekli limitga ega bo‘lishi mumkin;
2) limiti cheksiz bo‘lishi mumkin;
3) limitga ega bo‘lmasligi mumkin. .
Birinchi holda {x,} yaginlashuvchi ketma-ketlik deyiladi. .
Ikkinchi va uchinchi hollarda {x,} uzoglashuvchi ketma-ketlik

deyiladi.
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Masalan, :c,,=5:—l yaqginlashuvchi ketma-ketlik, x =(-1)"" hamda

x, =n ketma-ketliklar esa uzoglashuvchi ketma-ketliklar bo‘ladi.
Endi yaqinlashuvchi ketma-ketliklarning xossalarini keltiramiz.
1-xo0ssa. Agar {x,} ketma-ketlik yaginlashuvchi bo‘Isa, u chegara-
langan bo ‘ladi. -
2-x0ssa. 4gar {x,} va {y,} ketma-ketliklar yaginlashuvchi bo ‘lib,
'l'i_’m;x" =a, 'lllﬂ Y, =b
bo Isa, u holda

a) limc-x,=c-a, ya'ni lime-x, =c-limx, (c=const),
n—ro n—ro o

b) lm(x,+y,)=a+b,  ya'ni lim(x, +y,) =lim x, +lim y,,
¢ ”li_e(xa. Y, )=ab,  ya'ni lim(x, -y,) =limx, lim y,

lim x
d ]ﬁni__—g b#0), ‘ni lim Xy psm®
)”_’“° 3 A ( ) ya ni 1 —" —"'"n. -

bo ladi.
Bu xossalardan b) holining isbotini keltiramiz. Modomiki,
,,'_hﬂ x, =a, H y,=b
ekan, unda

x,=a+a, V.=b+p,
bo‘ladi, bunda «, va 8, — cheksiz kichik miqdorlar. Shularni hamda 1-
lemmani e’tiborga olib topamiz:
Y ty,=ata,+b+f,=(a+b)+(a,+B,) =(a+b)+7,,
bunda 7, — cheksiz kichik migdor. Keyingi tenglikdan
im(x, +y,)=a+b

bo‘lishi kelib chiqadi. >

3-xossa. Agar {x,} va {y,} ketma-ketliklar yaqinlashuvchi bo ‘lib,

1 limx, =a, limy, =5

2) x,<y, (n=12,.)
bolsa, uholda a<b, ya'ni limx,< limy, boladi.
3.5. Ketma-ketlik limitining mavjudligi

Ketma-ketlik limitining mavjudligini ifodalaydigan teoremalarni
keltiramiz.
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1-teorema. Agar {x,}, {r.} va {z,} ketma-ketliklar berilgan bo lib,
1) x <y,sz, n=123,..)

2) limx, =a, limz,=a
bo ‘Isa, u holda {y,} ketma-ketlik limitga ega bo ‘lib,
iy, =a
bo ‘ladi.
<dShartga ko‘ra
limx, =a.

Unda ta’rifga binoan, ixtiyorly >0 uchun » ning biror qiymatidan
boshlab

|x.—al<s, ya'ni a-£<x,<a+& )
bo‘ladi.
Shuningdek,
limz, =a dan
lz.~al<s, ya'ni a-£<z,<a+¢ (5)
bo‘lishi kelib chigadi.

Teoremaning 1-sharti va (4), (5) munosabatlardan ixtiyorly >0
uchun, » ning biror qiymatlaridan boshlab
a-g<y,<a+e, yami |y,—al<¢ ‘
bo‘lishini topamiz. Demak, {y,} ketma-ketlikning limiti mavjud va
limy,=a
bo*ladi.B> . ]
1zoh. I-teorema “ikki mirshab hagidagi teorema deb ham ataladi.
2-teorema. Agar {x,} ketma-ketlik:
1) o‘suvchi, o o
2) yugoridan chegaralangan bo ‘Isa, u chekli limitga ega bo ladi.
3-teorema. Agar {x,} ketma-ketlik:
1) kamayuvchi, o o
2; quyidan chegaralangan bo ‘Isa, u chekli limitga ega I;o ’it_zdl}-! T
Eslatma. Ketma-ketlikning chekli limitga ega bo 1.: nlzala‘rz::'ng
umumiyroq teorema mavjud. Bu va yugoridagi 2- va 3-teor

ishoti maxsus adabiyotlarda keltirilgan ([2]).

4-miso). Ushbu y, =" ketma-ketlikning limitmii toping.
n
4qMa’lumki, -1<cosn<1.

ini 1 ¢ irib topamiz:
Bu tengsizliklarning barcha tomonlarini - ga ko‘pa, b top
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_lsoosnsl
n n n

Endi x, =—;11-, z, =% deyilsa, unda bir tomondan
x,5¥,%z,
va ikkinchi tomondan esa
limz, ='|.1£(--";)=o, limz, = E;—o
bo‘lgani uchun 1-teoremaga ko‘ra
limy, = lim =" = g

L I /]

bo‘ladi.»>
3.6. Muhim limit (e-soni) va ketma-ketlik limitini hisoblash

Oliy matematikada e deb ataluvchi son muhim rol o ‘ynaydi. U
maxsus ketma-ketlikning limiti orqali ta’riflanadi. Bunday ketma-ketlik

va uning limiti mavjudli ko‘rsatishd
keltiramiz. gini shdan avval bitta tengsizlikni

. Bernulli tengsizligi Ixtiyoriy a>-1 va ixtiyoriy natural n>2 uchun
ushbu

N . (+a) >1+na (6)
tengsizlik o ‘rinli bo ‘ladi.
4(6) tengsizlikni matematik induksi
miz. (6) tengsizlik »=2 bo‘lganda o‘rinli bol‘)l,:d:lsuh yoriemida isbotay-
(+a) =1+2a+a®>1+2a.
Aytaylik, (6) tengsizlik n=# bo‘lganda o‘rinli bo*lsin:
(+a) >1+ ke,
(6) tengsizlikni n=k+1 uchun o‘rinli bo‘lishini ko‘rsatamiz. Keyingi
tengsizlikni ikki tomoninj 14 ¢ 82 ko*paytirib (1+a >0) topamiz:
(+a)-(+a)>(1+a)- -(1+ka),
+a)* >1+ka+a+ ka? >1+(k+1a

Unda matematik induksj iga bi izli
uchun o*rinli bo‘ladi, p ya usuliga binoan (6) tengsizlik barcha »>2

(6) tengsizlik Bernulli tengsizl;
Quyidag gsizligi deyiladi.
=y 2ROy,
ketma-ketlikni qarayhk Bu ketma-ketllkmng

520 =y, o el oy
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hadlarining nisbati .
e\ (n-1Y" n+l(n -1 n+l(]__l_) dagi

( J ( { n\ o
( '12') ( ) ga Bernulli tengsizligini qo ‘llaymiz

( l) >1+(n- l)~(—;,17)=1-%+;:7-

i 1
—x"—->-'il(l—l+-lz-)=(l+l)(l—l+iz]= +—=>1
X, n n n n n n n

bo‘ladi. Keyingi tengsizlikda x,,<x, bo‘lishi kelib chigadi. Demak,

x, = (l + l)“ ketma-ketlik o*suvchi.
n

Endi x, =(l+l) ni baholaymiz:
(n+1Y 2n+2) (2n+1 R S
"k_J“ 21 ) \2n+1) _3;;_"(2”1]"
2n+1 2n+2
= ’ll l 1l< l ﬂl l n
1
_ [{1- =L .1__)
(l 2n+1) (1 2n+2) ( ZnJ ( 2n
Bernulli tengsizligiga ko‘ra
.l n _lux —l _ _l=l
(1—;) =(I+E) >I+n-(5‘-)—l 2 2

bo‘ladi. Natijada,

|_

X, < T =4
22 igi kelib
bo‘lib, undan x, ketma-ketlikning yugoridan chegaralanganligi ke

chigadi.

Shunday gilib x,,=(l+-'1;)" ketma-ketlikning o‘suvchi va yuqoridan
chegaralangan ekanligi isbotlandi. Unda 2-teoremaga ko‘ra bu ketma-
ketlik chekli limitga ega bo‘ladi.

2-ta’rif. Ushbu

x,,=(1+%)" (n=1,23,..,)

ketma-ketlikning limiti e soni deyiladi:
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lim(l-i-l\]" =e.
-y n}

e irratsional son bo ‘lib, uning giymati ¢=2,71828] ..., bo‘ladi. Odatda,
asosi e bo ‘Igan logarifm natural logarifin deyilib, 1n 4 kabi belgilanadi.

Endi ketma-ketliklarning limitini hisoblashga misollar keltiramiz.

S-misol
n+2 1.,.3 ll—‘»‘i:[“Z)
!’gn 3=li_1’2——g= n =1
ere
n n-o n
6-misol
1 1 2 1 1 2
S 1 ) 1y 1
I+ hm(l+—7)
n=p0 n
7-misol
1 2 3 n-1 1
lim Pl ):hm?(l+2+3+...+(n—l))=

n) 2
8-misol
fim( 7T - 7) i O V(T )
e me  Jntl+dn
n+l-n . 1

=lip———r=lim————-vn=0
o dntl+yn = Jn+l+dn

. Mashglar
Quyidagi ketma-ketliklar limitini hisoblang.
1. lim 3n+5 , 2. lim 2n+5
o n®—20n ) ""“’Jrz-?._()n ’
3. im Lt 204 4. lim 16745
P pog e fan? Z20n°
5. lim(1+i)" .
ol 2n
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1V BOB
Funksiya limiti va uzluksizligi
1-§. Funksiya limiti
1.1. Funksiya limiti ta’rifi

Aytaylik, f(x) funksiya E(EcR) to‘plamda berilgan 130‘lit‘>, e
nugtaning ixtiyoriy atrofida to‘plamning cheksiz ko‘p nuqtalari bo‘lsin.
Ushbu )

X3 X35 X35 uees Xeer
ketma-ketlik quyidagi ikki shartni qanoatlantirsin: o A
1) (1) ketma-ketlikning barcha hadlari f(x) funksiyaning aniq!anis
sohasi E ga tegishli va vne N uchun x, #a
2) limx, =a mavjud.

Bu ikki shartni ganoatlantiruvchi ketma-ketliklar cheksiz ko‘p
bo‘ladi. .

Modomiki, x,eE (n=12,3,..) ckan, bu nugqtalarda f(x) - funksiya
tayin s(x,) qiymatlarga ega bo‘lib, ular ‘

S, £ S (X3)soenf s o @
ketma-ketlikni (sonlar ketma-ketligini) hosil qgiladi. Ravshanki, bunday
ketma-ketliklar ham cheksiz ko‘p bo‘ladi. . .

Ta’rif: Agar ikkala shartni ganoatlantiruvchi har qana.’ay Q) ktft-
ma-ketlik uchun, funksiya giymatlaridan iborat (2) ketma-l'cet.hlf {mr c{ozm.
bitta A limitga ega bo‘lsa, 4 f(x) funksiyaning x—>a dagi limiti deyiladi
va

lim f(x)=A4
kabi belgilanadi. . .

Ta’rifdagi a va 4 lar chekli yoki cheksiz bo‘lishi mumkin. Agar 4
chekli son bo‘lsa, funksiya limiti chekli deyiladi. -

Demak,

'l'i_x.n;x,, =a
bo‘lishidan
lim f(x,)=4 )
botlishi kelib chigsa, unda 4 f(x) funksiyaning x—a dagi limitl bo‘ladi.
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nm(ul)" —e. IV BOB
Laand n
e irratsional son bo ‘Iib, uning giymati e=2,718281 -, bo‘ladi. Odatda, ‘ Funksiya limiti va uzluksizligi
asosi e bo. ‘Igan Iogarg:ﬁn natural logarifin deyilib, \n 4 kabi belgilanadi.
I;‘..ndl ketma-kethldaming limitini hisoblashga misollar keltiramiz. 1-§. Funksiya limiti
misol
1:2 um(ui) : 1.1. Funksiya limiti ta’rifi
llm:‘+—2 = Im ——n = u =1,
=3 ml‘% Lim 1-3) Aytaylik, f(x) funksiya E(EcR) to‘plamda berilgan 130 lﬂ‘), a
6-misol ! nuqtaning ixtiyoriy atrofida to‘plamning cheksiz ko‘p nugtalari bo‘lsin.
Ushbu
1 1.2 11,2 m
h’m ”2 _n+2 . ;—"—2-#; el 72 ”2 ", 0 x.,xz,x,,...,x,,,... .
n%'w:,,."ﬂﬁl T N o170 ketma-ketlik quyidagi ikki shartni qanoatla.ntlrsm: o =
tr E(“F) 1) (1) ketma-ketlikning barcha hadlari f(x) funksiyaning aniqlanis
7-miso] sohasi E ga tegishli va vne N uchun x, #a
lg(iz+%+%+...+":1)=limiz(l+2+3+...+(n—l))= 2) limx, =a mavjud. . .
" v Bu ikki shartni qganoatlantiruvchi ketma-ketliklar cheksiz ko‘p
TN Gl S N (O A VP ladi
En’ 7 —=lim—-|1 =3 bo‘ladi. .
8-misol malom Modomiki, x,e£ (1=123,.) ekan, bu nuqtalarda f(»). funksiya
( mal—n (Jﬁ%ﬁ) tayin f(x,) giymatlarga ega bo‘lib, ular o
i (V1) = i - SRS S G (5 @
nel-n 1 ketma-ketlikni (sonlar ketma-ketligini) hosil giladi. Ravshanki, bunday
T Tnrlrdy o im—e———m=0 ketma-ketliklar ham cheksiz ko‘p bo‘ladi. ,
n+1+n 41 Ta’rif: Agar ikkala shartni qanoatlantiruvchi har ganday (1) ket-
Mashglar ma-ketlik uchun, funksiya qiymatlaridan iborat (2) ketma—lfe{lllf fl;r 0.1;71;".
Quyidagi ketma-ketliklar limitini hisoblang. bitta A limitga ega bolsa, A f(x) funksiyaning x—>a dagi limiti deyiladi
1. 1 2n+5 . 2n+5 va .
h'-gnz—20n ? 2 lim it —20n !‘“_’l;lf(x)= A
3. it 2n+4 . 6P +5 kabi belgilanadi. ) T .
i 4. lim 4n*—20n° Ta’rifdagi @ va 4 lar chekli yoki cheksiz bo lishi mumkin. Agar 4
5. lim(14 LY chekli son bo‘lsa, funksiya limiti chekli deyiladi. g
) m( +E) ° Dernak,
}Ega;==a
bo‘lishidan

lim £ (x,)= 4
bo‘lishi kelib chigsa, unda 4 s(x) funksiyaning x—>a dagi limiti bo‘ladi.
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1-misol. Ushbu

=2 x+]
limit topilsin.

<4Ravshanki,

\ fo=o

. +Xx

funksiya 1.2=(.—oo,-l)u(-l,+co) to‘plamda aniglangan. Har bir hadi shu to*p-

lamga tegishli bo‘lgan va 2 ga intiluvchi (limiti 2 bo‘lgan) ixtiyoriy x,:
xpxzix)’"-,x,,)---, Hx,, =2, X, #£2

t:gxilka-keﬂikni olamiz. Unda mos funksiya qiymatlaridan iborat ketma-

1 1 1 1
5+ +1 %, +17 " x 17
bo‘ladi. Ketma-ketlik limitini hisoblash qoidalaridan foydalanib topamiz:
Lo 1 Mlml
'H"x,,+]_&(x,ﬁl)—li_lgx,ﬁl_Z—H-s'

Demak,
mf(;:):y_.g;%:%.»
2-misol. Ushbu
S(x)=sinx

Junksiyaning x - dagi limiti mavjud emasligini ko ‘rsating.
ARavshanki, bu funksiya E=(~wo,+o)da aniqlangan. Har bir had shu
E to°plamga tegishli bo‘lgan va « ga intiluvchi 2 ta turli:
x.=nrx. x,273%,.n7,. 'l,l'_il’xn = !’_ugmr =,
Y, =2m:+-’2£: 27:+%, 4n+%, 67r+§,...,2mr+%,...
lim , = ggg(zm%):m

keh:pa—keﬂiklami olamiz. Unda mos funksiya qiymatlaridan iborat ketma-
ketliklar

S(x)=sinx, =sinnr=0 : 0,0,0,..,0,.. limsin x, =0,

S (v,)=siny, =sin(2mr+-§)=l © 1LLL.,L..  limsiny, =1,

bo‘ladi. Demak, « ga intiluvchi turli x, va y, ketma-ketliklar uchun
lmf(z)=0, lmf(y,)=1

bo‘ladi. Bu limitlar bir xil bo‘Imagani uchun berilgan funksiya limitga ega

bo*lmaydi. P>
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Funksiya limiti ta’rifidan quyidagi.lar kelib ct}iqadi: adi

1) Ixtiyoriy a (chekli yoki cheksiz) uchun limx=a bo‘ladi, .

2) Agar barcha x larda f(x)=c=const bo‘lsa, ixtiyoriy a (chekli

yoki cheksiz) uchun _
lim f(x)=c

bo‘ladi.

Aytaylik, a va 4 lar chekli bo‘lsin. Unda x—»>a  da J(x)—>4
bo‘lishini quyidagicha ham ta’riflasa bo‘ladi: oo

agar ixtiyoriy £>0 son olinganda ham shunday &>0 son topilsaki,

0<|x-dl<s
tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha xe E uchun
|7 ()4 <e L

tengsizlik bajarilsa, 4 son f(x) funksiyaning x—>a dagi ll.Inltl deyla; bn.

Ravshanki, [x-a| <& tengsizlik a—&<x<a+5 gaekvivalent, ya'nl
yo‘la a—5<x<a va a<x<a+d bajariladi. .

Agar a-5<x<a bo‘lganda, |f(x)—A|<a bo‘lsa, 4 son f(x)
funksiyaning x—»a dagi chap limiti deyiladi va

f(a-0)= Jim f(x)=4

kabi belgilanadi. ‘

Agar a<x<a+s bo‘lganda, |r(x)-4<e bo‘lsa, 4 son f(x)
funksiyaning x—a dagi o‘ng limiti deyiladi va

fla+0)= lim f(x)=4

kabi belgilanadi. .

Eslatma. Funksiyaning ong f(a+0), chap f(a—.o) limitlari ::;
biriga teng bo'lishi ham mumkin, teng {)o ‘Imasligi ha;r.z ;m;me ‘.1
7(a+0)=f{a=0) bo‘lgan holda f(x) fimksiva x—>a da limiga g
bo ‘ladi.

1.2. Cheksiz kichik va cheksiz katta funksiyalar

Agar lima(x)=0 bo‘lsa, a(x) funksiya x—»a da cheksiz kichik

funksiya deyiladi. o . L
Masalan, e(x)=x funksiya x—0 da cheksiz kichik funksiya bo‘ladi.
Aytaylik, tim 7(x) = 4 bo‘lsin. U holda

J)-4=a(x) -
funksiya x—a da cheksiz kichik funksiya bo‘ladi va aksincha.
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1-misol. Ushbu

~2x4]
limit topilsin.
<4Ravshanki,
1
N Ji (x)—m

funksiya E=(~0,~)U(-1,+x) to‘plamda aniqglangan. Har bir hadi shu to‘p-
lamga tegishli bo‘lgan va 2 ga intiluvchi (limiti 2 bo‘lgan) ixtiyoriy x, :
X5 X3 X000y Xy ery Ev‘. =2, x,#2

1l:?lil-keﬂikni olamiz. Unda mos funksiya giymatlaridan iborat ketma-
i

1 1 1 1

. AU+ %41 " 717
bo‘ladi. Ketma-ketlik limitini hisoblash qoidalaridan foydalanib topamiz:
1 lim] 1 1 1]
]-ml =

R — —

ey 4] —"li_gln(x,+l) =£i£.t,,+l 2+41 3°

Demak,
. . 1 1
ltlsf(x)=h£x_ﬂ=§ >
2-misol. Ushby
J(x)=sinx

Junksiyaning x> dagi limiti mavjud emasligini ko ‘rsating,
‘ “ARavshanki, bu funksiya £=(—o,+w0)da aniqlangan. Har bir had shu
E to°plamga tegjshli bo‘lgan va « ga intiluvchj 2 ta turli:

XWw=hT: 727377, , limx,,=limmr=ao,
n=po n—s

_ T T 3 4 n
YVo=2nm4+=: 24>, dx+=, 6x+Z  ompi X
2 2 2 ” 2! s + 2,

. . n
P_x’ey. =’I._1£2(2M+E) =

kem_la-ketliklarrﬁ olamiz. Unda

Ketliklar mos funksiya qiymatlaridan iborat ketma-

f(x,,)=sinx,,=sinmr=0 * 0,0,0,..0,.. limsinx, =0,

7(3,)=sin i =sin(2mr+£)=1 © LLL.,L.. limsiny, =1,
.‘ . 2 n-ya
bo‘ladi. Demak, o ga intiluvchi turli », va v, ketma-ketliklar uchun
‘l'i_{n;f(x,)=0, "ﬁ_ﬂf(y")’—‘l

bo‘ladi. B.U limitlar bir xi] bo‘Imagani uchun berilgan funksiya limitga ega
bo‘Imaydi. >
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Funksiya limiti ta’rifidan quyidagilar kelib chiqadi: o

1) Ixtiyoriy a (chekli yoki cheksiz) uchun limx=a bo‘ladi, .

2) Agar barcha x larda f(x)=c=const bo‘lsa, ixtiyoriy a (chekli
yoki cheksiz) uchun

lim f (x)=c

bo‘ladi.

Aytaylik, a va 4 lar chekli bo‘lsin. Unda x»a da  f(x)—4
bo‘lishini quyidagicha ham ta’riflasa bo‘ladi: L

agar ixtiyoriy £>0 son olinganda ham shunday &>0 son topilsaki,

O0<|x-a|<&
tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha xe E uchun
sod<e

tengsizlik bajarilsa, 4 son s (x) funksiyaning x—a dagi ll.null deyi i‘ b1r

Ravshanki, |x-d|< & tengsizlik a—5<x<a+& ga ekvivalent, ya’ni
yola a~5<x<a va a<x<a+4 bajariladi. ‘ )

Agar a-5<x<a bo‘lganda, |f(x)-4<s bo‘lsa, 4 son
funksiyaning x—»a dagi chap limiti deyiladi va

1 (a-0)= lim,f(x)=4

kabi belgilanadi. ‘

Agar a<x<a+s bo‘lganda, |f(x)-4<s bo‘lsa, 4 son S(x)
funksiyaning x—a dagi o‘ng limiti deyiladi va

S@+0)= lim f(x)=A4

kabi belgilanadi. o

Eslatma. Funksiyaning o‘ng f(a+0), chap f(a-0) limitlari ;);r-
biriga teng bo'lishi ham mumkin, teng {70 ‘Imasligi ha;r': ;numerz
f(a+0)=f(a~0) bo'lgan holda f(x) funksiva x—a da limitga eg
bo ‘ladi.

1.2. Cheksiz kichik va cheksiz katta funksiyalar

Agar lima(x)=0 bo‘lsa, a(x) funksiya x—a da cheksiz kichik
funksiya deyiladi. o . L
Masalan, a(x)=x funksiya x-»>0 da cheksiz kichik funksiya bo‘ladi.
Aytaylik, lim 7(x)= 4 bo‘sin. U holda
J(x)-A=ax) ] -
funksiya x—a da cheksiz kichik funksiya bo*ladi va aksincha.
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Keyingi tenglikdan topamiz:
f(x)=4+a(x).
Demak, x—»a da f(x) funksiya 4 limitga ega bo‘lishi uchun
iy hda Jx)=A+a(x)
o‘rinis ifodalanishi zarur va yetarli, bunda «(x) funksi
cheksiz kichik funksiya. “ ve xoa
Cheksiz kichik funksiyalar cheksiz kichik migdorl i kabi
xossalarga ega (qaralsin, 11-ma’ruza) Adorlar xossalart kabi
Agar
lim f(x) =0
bo‘lsa, p(x) funksiya x—a da cheksiz katta funksiya deyiladi.

Masalan, B(x)=1gx funksiya x—Z da cheksiz katta funksiya
bo‘ladi, chunki 2
limfgr=co.
Cheksiz kichik iy
maviud, chik hamda cheksiz katta funksiyalar orasida bog‘lanish

1) agar a(x) funksi
ya x—>a da iz kichi i
‘Isa, @ hol cheksiz kichik funksiya (e (x)« 0)

Be)=—
a(x)

funksiya x —a da cheksiz katta funksiya bo‘ladj:

2) agar p(x) funksiya i
o ya x—>a da cheksiz katta funksiya bo‘lsa,

funksiya *->a da cheksiz kichik funksiya bo‘ladi

1.3' s ze -
Chekli limitga ega bo‘lgan funksiyalarning xossalari

Ch Pqriies . .
Ketli ar,el;l’ lllllm;ltlialld ega bo‘lgan funksiyalar ham yaginlashuvchi ketma-
sinemgand' on N i hml‘tga.ega bo‘lgan ketma-ketliklarning xossalari
alardan bi .sa.la.rg. S eg_a. bo‘ladi. Quyida bu xossalarni bayon etamiz va

Aytalr;?lé,g lS(botlm keltiramiz.

S(») va g(x) funksiyalar £ to¢ i i
; ! yalar E to‘plamda berilgan bo‘lib,

nuqta £ to*plamning limit nugtasi bo‘lsin - ’

-120-

1-x0ssa. Agar lim f(x) = 4, limg(x)=B
bolsa, u holda x->a da J(x)t g(x) funksiya ham limitga ega bo lib,
lim(/(x) £ g(x) =45,
ya'ni
lim(f () £ g(x) = m (=) £ lim g(x)
bo ‘ladi.
«dShartga ko‘ra x—a da f(x)—> 4, g(x)—B.Unda
f(x)=4+a(x), g(x)=B+B(x)
bo‘lib, a(x) va B(x) lar x—a da cheksiz kichik funksiyalar bo‘ladi.
Keyingi tengliklardan topamiz:
7 (x)+g(x)=(4+B)+(a(x)+B(x))=(4+B)+ 7(x),
bunda 7(x) funksiya x—a da cheksiz kichik funksiya.
Demak,
liz_tg(f(x)+g(x))=A+B.P
Natija. Agar x—>a da f(x)—>4 bo'lsa, 4 yagona bo ‘ladi.
ATeskarisini faraz qilaylik lim fx)=4, lim f(x)=4* bo‘lsin. U
holda bir tomondan Lim(f(x)- /(%)= 4- 4* ikkinchi tomondan esa,
im(7()- £ () =0
bo‘ladi. Keyingi tengliklardan 4= 4" bo‘lishi kelib chigadi.»
2-xossa. Agar lmf(x)=4, lim gx)=B bo'lsa, u holda x—a
f(x)-g(x) funksiya ham limitga ega bo ‘Iib,
lim(f(x)-g(x))=4-B, yani lm(f(x)g(x))=lims () lime ()
bo ‘ladi.
Natija. O‘zgarmas sonni limit belgisi tashgarisiga chigarish
mumkin.
4Ravshanki, ixtiyoriy c=const uchun
tim(e- £ (x)) = lime-lim () = tim £ (x)
bo‘ladi. P>
3-xossa. Agar
lim/f(x)=4, limgx)=E
bo 1ib, 4+0 bo‘Isa, u holda
i .f_(fl = ﬁ. ni i ﬂx_).) = M
hn{ (x)]— 2 ya'ni "l‘;( £()) imz(?)

=ra

bo ‘ladi.
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4-x0s8sa. Agar limf(x)=4, limg(x)=B bo lib, ixtiyoriy xe E uchun
f(x)<g(x) bo'lsa, uholda A<B, ya'ni lim £ (x)< lxl_te g(x) bo'ladi.

1.4. Funksiya limitining mavjudligi

Funksiya limitga ega bo‘lishi haqidagi teoremalarni keltiramiz.
I-teorema. Faraz gilaylik, f(x), g(x) va o(x funksiyalar

EcR toplamda berilgan bo'lib, a nugta E to‘plamning limit nugtasi
boIsin. Agar bu funksiyalar uchun:

D f(x)sg(x)se(x), xe(a-ca+s)
2) lix_x.l;f(x)=A, lix_l’x‘;q)(x)=A
boIsa, u holda g(x) funksiya x—>a da limitga ega bo 'lib,
limg(x)= 4 bo ‘ladi.
Shartgako'ra, lim f(x)= 4, limg(x) = 4
Unda ta’rifga binoan har qanday £>0 olinganda ham shunday >0
topiladiki, |x~a|< ¢ tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha x< E uchun
A-e<f(x), o(x)<d+e
bo‘ladi. Teoremaning birinchi shartidan foydalanib topamiz:
A-g<g(x)<d+e.
Demak, lim g(x)=4.»
2-teorema. Faraz gilaylik, f(x) funksiva E to ‘plamda berilgan
bolib, (a-a,a)cE (a>0) bo'Isin. Agar:
1) f(x) funksiya E to ‘plamda o ‘suvchi;
2) f&) funksiya E to‘plamda yugoridan chegaralangan bo‘lsa, u
holda x—a-0 da f(x) funksiyaning limiti mavjud bo ‘ladi.

3-teorema. Faraz gilaylik, f(x) funksiya E to‘plamda berilgan
bo'lib, (a,a+a)cE  (a>0) boIsin. Agar:

1) 1) funksiya E da kamayuvchi;
2) f() funksiya E to'‘plamda quyidan chegaralangan bo‘lsa, u

holda x—»a+0 da f(x) funksiyaning limiti mavjud bo ‘ladi.
1.5. Muhim limitlar va funksiya limitini hisoblash

1) Ushbu limsinx=0, limcosx=1, lim>>=1 limitlarni isbotlang.
x=0 z=0 =0y
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<«Radiusi 0B=1 bo‘lgan aylana chizamiz:

I,
Trigonometrik funksiyalar: sinx,cosx,gx lamning ta riflariga bino
AC =|sinx},
OA =|cos x|,
ool kichik
i i an kic
bo‘ladi. Aytaylik, —%<x<% bo'lsin, unda  BC yoyi BC vatard

ichi ¢ anligi
bo‘lmaganligi va, o‘z navbatida, vatar 4C dan kichik bo‘lmaganhg
uchun 3
|sin x|.<_lx| . o ﬂ((k)i
bo‘ladi. Shuningdek, oc4 uchburchakda.unil.lg bir tOHlI(%!‘UmCIO gan
tomonlari ayirmasidan kichik emasligi haqgidagi tasdiqqa

cosx1-|sinx| G
bo‘ladi. o
Ravshanki, (3) tengsizlikdan
~|jssinx <o
bo¢lishi kelib chigadi. Ayni paytda, x>0 da
_.I xl -0, |xl -0
bo‘lganligi uchun 1-teoremaga ko‘ra
limsinx =0
=0
bo‘ladi.

Ravshanki, cosx<1. Unda (4) munosabatga muvofiq

l—|sinx|$cosxsl

bo‘lib, 1-teoremaga ko‘ra
. l'goosx:l

bo‘ladi. \
Ma’lumki, AOAC ning yuzi —2-cosx-lsmx|

. .1
OBC sektorning yuzi -2-|"|>
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AOBD ning yuzi %Ilgxi
bo‘lib, ular uchun

%cosx~]sinx|s%|x|s%|lgc]
tengsizliklar bajariladi. Bu tengsizliklardan,

sinx _[sinx] n L3
- — N —_——< X< —
x I 2 2
munosabatlarni e’tiborga olgan holda
cosx < '_L < L
simx cosx

bo‘lishini topamiz. Ma’lumki,
li_t.nocosx =1, hm# =1.

=0 COsS X
Unda 1-teoremaga ko‘ra:
lim S22 -
=0 x
bo‘ladi.
2) Ushbu
lim(] + l) =g
b X
_ limitni isbotlang,
Ma’lumki,

lim(l+l)"=e.
X=py. n

Aytaylik, x>1 bo‘lsin. A
n<x<n+1 bo‘lib,

il xonm
bo‘ladi. Bu munosabatlardan
(I+L] <(l+l) <(l+l)
n+l x n
bo‘lishi kelib chigadi.
Ravshanki,

1

. 1 1
llm l —_) = 1i —_—P —_
"-""( +n+l) ll"-E'(Hnﬂ) (1+n+1

. 1 . 1
=lim(1 __."".hm]_ —_—)t A= A
a +n+l) "-m( +n+1) ei=e

tim(1+ 1y < lim+ Ly g+ L)z e e
- n ) n n
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gar x ning butun gismini » desak, unda

Unda 1-teoremaga ko‘ra .
Iim(l+—1-) =e¢ bo'ladi.

X

Aytaylik, x <-1 bo‘lsin. Agar x=—f deyilsa, u holda

-1 ! 1 '_l[ 1)_ 1=
;- 1 . 1Y g —| |l |=el=e
i 1+) -tim(1-3) =5‘ﬂ(‘*ﬁ)‘*‘~“=‘(“°f-l) !

1m(1+.1_) =e.
b X

bo‘ladi. Demak,

Keyingi muhim limitlarni keltirish bilan kifoyalanamiz.

C= Y pocladi. P>
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3) Ushbu
mM:Iogne, (a>0,aa=l)
-0 x
NS, _ In(1+x) _
lim-———==
=0 x
munosabat o‘rinli.
4) Ushbu
lim a l = lna (a > 0)
x—0 x
tenglik o‘rinli.
5) Ushbu )
];mglifl_:l =a
-0 x
tenglik o‘rinli.
6) Ushbu ]
tim{U @®]?=c
limitda:
ar 1]
e limU (x)= 4, “,L‘?” (x)=B bo Isa,
C=4"° bo'ladi
b) agar
et limU (x)=4#1, limV (x) =+
bo‘lsa, garalayotgan limit bevosita hisoblanadi.
-d) agar .
)ag ].imU(x):]’ PEV();)z.-oo
bo‘lsa, u holda



Funksiya limiti haqidagi ma’lumotlardan, shuningdek, muhim

limitlardan foydalanib, funksiyalaming limitini hisoblaymiz.

1) Ushbu
. x+xX+x =3
limitni hisoblang.

4Bu limit quyidagicha hisoblanadi:
ﬁm‘x+xz+x3 -3 =limx—l+xz —l+x*-1_
- x-1 x1 x-1 -
=h.mx-l+(x—-l)(x+l)+(x-1)(x1 +x+1)
i x-1 -
=lim(;:—1)([-!-::-!-14—,1:2+.!c+l) _
=1 x-1 -
=§_123+2£i$x+133x2 =3+2+1=6. P
2) Ushbu

lim s'me
*=0 sin10x

limitni hisoblang.
4Bu limitni hisoblashda

dan foydalanamiz,
sinSx ]

. sinSx . TS 1 = 11 1
lim 222X 3x =230 5¢ 11
% 5in10x hr-lgsinlox. i =5T=s P

10x =0 10x
3) Ushbu

. 21
x50 sinx

limitni hisoblang.
4Bu limitni hisoblashda
]jmii.;x = l’ lim a-1 =Ina
x=0 X x-30 x
lardan foydalanamiz,
Avvalo, berilgan limit ostidagi kasrnin
bo‘lamiz, so‘ng limitni hisoblaymiz;
2" -1

X
imZ =y x _8  m2_
6 ginx =0 Sinx imsmx 1

X =0 x
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g surat va maxrajini x ga

4) Ushbu

1 2x
h‘m(1+—)
e\ X
limitni hisoblang. ) )
«Bu limit quyidagicha hisoblanadi:

. l lx_ . l)"(l+l)x=
g(n;) _llﬂ(”x :

1.,
—lim(l+ 1y lim(1+ 1Y =e-e=¢'. P
X=p0 ‘x X=

5) Ushbu
lim 1-Vx
x-31 l_.{/;
limitni hisoblang.

<Awvalo, quyidagi x=r° almashtirishni bajaramiz.
x—1 da t—1.Natijada,

C1-Jx . 1-F
P

bo‘ladi. Keyingi limitni hisoblaymiz:
L 1-£ (l-f)(1+f+12)_. 142+ _3

- e (—f)(1+n) = 1+ 27

Demak, G
1-vx _3
1:3}1_2/; T2 >
6) Ushbu
s TX
)
— ]-x
limitni hisoblang.

<«Bu limitni hisoblash uchun 1-x=r almashtirish bajaramiz.
Unda x—»>1 da t—0 bo‘lib,

.
c0s = ws[%’%‘) _sinZt N ML Y.
tim—2-=1lim =lim == lim— >
1 |—x 30 ¢ =0t 2 z,
2
bo‘ladi.>>
7) Ushbu
=(z5)
o x+1
limitni hisoblang.
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“Bu limitni hisoblashda tim{U(x)7¥=C dagi C=e=“*"9 potidan
foydalanamiz, Ravshanki,

-1
U X =x_. = 3 H
(=273 V(x)=x bo'lib,
1
hmx‘—l_uml—; 1 .
wa+l_x-m]+l_ 4 !ﬂx:ao
X

. -1 _
lim x——l cx =i X l—x—l s X i 1
“""(x+l ] * 11-13, x+1 X‘ll_l:(—z)x—“=—2£l_lll-l—l-=—2.

X

Shunday gjlib, um(t‘)'=e~2 bo‘ladi.»-
ol x+1 ’
Mashglar
Fuksiyalarning limitinj hisoblang.

Lim¥2x=3 L 4x-2
T4 \/_;—2 2. x-us\/;_4

3 limltcos3x 4,

* x-x Sin27x ]- . zx
lim J=Sin
=% (x —4x)?

2
: -1
llmx
5' x-3 Inx
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2-§. Funksiyaning uzluksizligi. Uzluksiz funksiyalarning xossalari
“Funksiya limiti” tushunchasi bilan bog‘liq, ayr:l paytda, qliy
matematikada muhim bo‘lgan “funksiyaning uzluksizligi” tushunchasini,
uzluksiz funksiyalarning xossalarini keltiramizl.
2.1. “Funksiyaning uzluksizligi” tushunchasi

Aytaylik, y=7(x) funksiya £ to‘plamda (EcR) berilgan bo‘lib,
x, € £ bo‘lsin.

1-ta’rif. Agar
!i_g:f(x):f(xo) 0]
bo‘lsa, f(x) funksiya x,nuqtada uzluksiz deyiladi.
Masalan,
y=f(x)=x

funksiya ixtiyoriy x, & (~o,+x)da uzluksiz bo‘ladi, chunki:
. T 2 _ 1 )y oy =P = ).
lim /()= lim 5° = lim (x-x) =% -%, =% =/ (%)
Agar
£ (x+0)= lim, £(x)=1(x)

bo‘lsa, s(x) funksiya x,nuqtada o‘ngdan,

agar
f(x%-0)= lim f(x)= /(%)
bo‘lsa, f(x) funksiya x, nuqtada chapdan uziuksiz deyiladi.
Masalan,
—l?, agar  xS2
f(x)={xz R agar x>2
funksiya uchun

/)= i -3 =21,
L%f(x):xlilgox=2¢f(2)
bo‘ladi. Demak, berilgan funksiya x, =2 nuqtada chapdan uzluksiz.
y=f(x) funksiyaning x, nuqtada uzluksiz bo‘lishi sharti
lim f(x)= £ (%)
ni quyidagicha yozish mumkin:
lim[ 1(x)- f(x)]=0- (10)
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Quyidagi belgilarni kiritamiz:
Mrmx-x,  Ay=8f(%)=1()-1 () @

Odatda, Ax argument orttirmasi , Ay esa fumksiya orttirmasi
deyiladi.

(2) munosabatlardan topamiz:
x=Xxg+hx,  Ay=4f(%)=f(x+Aax)-f(%)-
Ax va Ay larning geometrik ma’nolari 1-chizmada keltirilgan.

y I ¥
A{ S (% + £x)
)T
l X X+ Ax > X
I-chizma
(1) va (2) muncsabatlardan

tim Ay = lim A7 (x,) =0 (3)
bo‘lishi kelib chiqadi.

Demak, (3) munosabat f(x) funksiyaning x, nuqtada uzluksizligi
ta’rifi sifatida qaralishi mumkin.

Masalan, f(x)=c=const funksiya ixtiyoriy x,e(—0,+o) nuqtada
uzluksiz bo‘ladi, chunki

lim Af ()= Bm [ f (% + &%)~/ (x,)] = lim (c~c) = 0.

2-t2’rif. Agar f(x) funksiya E to‘plamning har bir nugtasida

uzluksiz bo ‘Isa, funksiya E to ‘plamda uzluksiz deyiladi.

2.2. Uzluksiz funksiyalar ustida amallar
Faraz qilaylik, f(x) va g(z) funksiyalar £ to‘plamda berilgan
bo‘lIsin.

1-teorema. Agar f(x) va g(x) funksiyalar x, € E nuqtada uzluksiz
bo lIsa, u holda

e f(2), (e=cont), [(3)tg(x),  f(x)-2(x). ﬁ—% (s(%)20)
funksiyalar ham x, nugtada uzluksiz bo ‘ladi.

<«Shartga ko‘ra f(x) va g(x) funksiyalar x, nugtada uzluksiz. Unda
lim £ (x)= f (%), lim g(x)=g(x)
bo‘ladi. Funksiya limiti xossalaridan foydalanib topamiz:
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}ijgc'f(X)=€'}igf(x)=C'f(x»)a
tim[ /(x) £ g(x)]= lim S (<) ima (=) =1 ()t 8(%)s
tim[ f(x)-g()]= mf(x)-mg(x)#(xo)-g(xo),

) G six)
rhEog(x)—;hﬁg(") g(x)

f(x)
Keyingi munosabatlardan ¢ (), 1()xg().  S()-€) ’g'éﬁ
funksiyalarning x, nuqtada uzluksiz bo‘lishi kelib chigadi.P> . "
2-teorema. Agar y=f(x) funksiya % nugtada uz‘rlukszz bo lxd A
u=@(y) funksiya 3, nugtada (v,=7(x)) uzluksi‘z b.o Isa, u holda
u=0(f(x)) murakkab funksiya % nugtada uzluksiz bo ladz..
«Shartga ko‘ra y=f(x) funksiya % nugtada uzluksiz. Unda
P_[gf(x)=f("o)=%
bo‘ladi. Shuningdek, »=(») funksiya y, nuqtada uzluksiz. Unda
lim ¢(y) = @(»») bo‘ladi. Demak, imp(/(x)= %¢(y)=¢(yo)=¢( 1) .
Bu esa o(f(x)) murakkab funksiyaning % nuqtada uzluksiz
bo‘lishini bildiradi.»> .
Uzluksiz sodda funksiyalarni keltiramiz.

1) f(x)=c=const, [f(x)=% funksiyalarning ixtiyoriy xe{~0,+0) da
uzluksiz bo‘lishi ravshan. . .

2) f(x)=x" (m — natural son) bo‘lsin. Bu funksiya mta uzluksn.z
funksiyalarning ko‘paytmasi sifatida ixtiyoriy xe(~w+o)da uzluksiz
bo‘ladi. ‘

3) f(x)=a‘,+a,x+azx2 +.+ax" bolsin, bunda aota,,...a,, o zgann::
sonlar. Bu funksiya ham 1-teoremaga ko‘ra ixtiyorty x&(~,+0)
uzluksiz bo‘ladi.

ay+ax+ax t.tax

4) Aytaylik, f(x) =350 b

bo‘lsin, bunda a,,a,,..a, Va by,h...b, 0°Zgarmas sonlar.
Bu funksiyaning ixtiyoriy
xeE =(—oo,4co)\{x:b° +hx 4.0 %" =0}
da uzluksiz bo¢lishi 1-teoremadan kelib chigadi.
5) f(x)=sinx bo*lIsin. Ixtiyoriy x& (—o0,+0) uchun
A (x) =sin(x+Ax) - sin*
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bo‘ladi. Trigonometriyadan ma’lum bo‘lgan ushby

sina—sinﬂ=25iug;‘ﬂcos a;ﬂ ‘
tenglikdan foydalanib topamiz: 47 (x)=2in %os(ﬁ 2) .
2

Ravshanki, ,lcos(x*-%}

<lva Ax—0da sin%—»o. Demak,
Lim Af (x)=0.

Bu esa f(x)=sinx funksiyaning ixtiyoriy x&(~o,+x) da uzluksiz

ekanini bildiradj. ,
6)  f(x)=cosx bo‘lsin. Ixtiyoriy ;e (~<0,+w0) uchun

& (x)=cos(x+ Ax)~cosx bo‘ladi. Ma’lum
cosa—cos =-25in1_—ﬂsinL+ﬂ.

Bu formuladan foydalanib topamiz;
41 (x)= —2sin-%sin (x +£) .

i, Sin(x+£}
2

<lva Ax—0da sin—';-x—»O. Demak,

vl TO)=tgr,  1(x)=cigy
(Styalarning UZhlkSiZligi sinx,cosx funksiyalarn; .
I-teoremadan kelib chigad;, tyalaming uzluksizligi hamda

S(x)=1gx funksiya ixtiyoriy X =h b
weluksiz bt x& (o0, 40)\ {x:x =k k = 01112} da
8)/(x)=a, S (x)=log, x, S (x)=arcsinx, S (%)= arccosx,

S(X)=aragy, (*)=arccgx funksiyani ‘2z aniqglanij

S yanng o‘z qlanish  sohalarid

uzluksrl)z b:]::st!’u Yuqoridagidek ko‘rsatilad;. :
c 7 I3 . . .

botlad. m archa sodda funksiyalar o¢z aniqlanish sohalaﬁdg uzluksiz

2.3. Funksiyaning uzilishi va uzilishning turlari
Ma’lumkj; 1l-ﬂilf.(x)=.f'(_;\:o)

Z-on
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bo‘lsa, f(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz deyiladi. f(x) funksiyaning x,
nugtada uzluksiz bo‘lishi ushbu .

1) lim y'(x) = 4 ning mavjudligi,

2) A= f(x) bolishi

shartlarining bajarilishi bilan ifodalanadi. o .
Agar lim f(x)=f(x) munosabat bajarilmasa, s(x) funksiya

F2 2

uzilishga ega, x, nuqta esa uzilish nuqtasi deyiladi.. ‘ o
Ma’lumki, f(x) funksiyaning x nuqtadagi f(x+0) o‘ng limit,
f(x,-0) chap limiti mavjud bo‘lib,
S (%+0)= f(x-0) . ‘
bo’lsa, yoki bu iimitlardan hech bo‘lmaganda biri mavjud bo‘lmasa, fgx;
funksiyaning limiti mavjud bo‘lmaydi. Binobarin, bu holda f(x) funksiy
x, nuqtada uzilishga ega bo‘ladi.

Masalan, '
-1 agar x<0 bo'lsa,
f{(x)=40, agar x=0 bo'isa,
1 agar x>0 bo'isa,
funksiya uchun

f(0+0)= lim f(x)= lim1=1,
70-0)- lim f()- (D=t
bo‘lib, x=0 nuqtada funksiyaning o‘ng va chap limitlari blr-l:;ndia u::::g
bo‘Imaydi. Demak, berilgan funksiya uzilishga ega va x=0 nug

uzilish nuqtasi bo‘ladi.
Ushbu
sins, agar x>0 bo'lsa,
S(@)=y"x :
—-x, agar x<0 bo'lsa,
funksiya uchun

7(0+0) = lim f(x)= tim sin-)l; — mavjud emas,
f(0—0)=']_j’|£of(x)=x;hgo(—x)=0
bo‘ladi. Demak, bu funksiya x=0 nugtada uzilad.

Ushbu 1 (x)= x*, agar x#0 bo'lsa, uchun liz £ (x)=1im £=0

- e 1=0 bo'ia, . . ijpa teng emas:
bo‘lib, u berilgan funksiyaning x=0 nuqta‘!agl giymatiga teng
7(0)#0. Demak, funksiya x=0 nuqtada uziladi.
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Funksiyaning uzilishi nuqtalari qatoriga uning aniglanish sohasiga
tegishli bo‘lmagan, sohaning chegaraviy nuqtalari ham kiritiladi.

Xususan, funksiyaning aniqlanish sohasi intervaldan iborat bo‘lsa,
intervalning chegaraviy nuqtalari uzilish nugqtalari bo‘lishi mumkin.

Masalan, f(x):% funksiya £=(~,0)u(0,+0)da aniqlangan bo*Lib,
x=0 nugta (ravshanki, bu nuqta funksiyaning aniqlanish sohasiga tegishli
emas va u oraligning chegarasi) uzilish nugta bo‘ladi.

Shunday gilib,

1) xnuqta funksiyaning aniglanish sohasiga tegishli va
lim f(x)=f(x,) shart bajarilmaganda;

2) xnuqta aniglanish sohasiga tegishli bo‘Imasdan, uning
chegaraviy nuqtasi bo‘lsa, u holda x, funksiyaning uzilish nuqtasi bo*ladi.

f(x) funksiyaning x nuqtadagi o‘ng va chap limitlari mavjud
bo‘lib, f(x+0)# 1(x~0) bo‘lganda, uning x, nuqtadagi uzilishi birinchi
tur uzilishi deyiladi. Ushbu J(%+0)-f(x,-0) miqdor funksiyaning =x,
nuqtadagi sakrashi deyiladi.

-1, agar x<0 bo'lsa
Masalan, ushbu S(x)=10, agar x=0 bo'Lsa

I, agar x>0 bo'lsa
funksiyaning x=0 nuqtadagi uzilishi birinchi tur uzilishi bo‘lib, uning
x=0 nugqtadagi sakrashi 2 ga teng bo*ladi (2-chizma):
74

i o vverveor—o——

) —» X
| -1

2-chizma

J(x) funksiyaning x, nuqtadagi boshqa uzilishari (lim f(x)=4, 4% f(x)

holdan tashqari) ikkinchi tur uzitishi deyiladi.
Masalan,

f(x)— —Jl;, agar x>0 bo'lsa,
x?,

agar x<0 bo'lsa,

funksiya uchun

: .1
2/ ()= lig, 2 =co
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. - 13 2 o
xlilo?of(x) - i"g}ox 0

bolib, bu funksiyaning x=0 nuqtadagi uzlishi ikkinchi tur uzilish
bo‘ladi.

2.4. Segmentda uzluksiz bo‘lgan funksiyalar hagida teoremalar

Agar f(x) funksiya [q,b] kesmada aniglangan bo‘lib, (a.5) interva.l-
da uzluksiz hamda a nuqtada o‘ngdan, bnuqtada. esa chapdap uzluksiz
bo‘lsa, u holda f(x) funksiya [a,5] kesmada uzluksiz deb ataladi.

Segmentda uzluksiz bo‘lgan funksiyalar hagida bir nechta asosiy
tecremalarni (isbotsiz) keltiramiz. s bo'lsa u
1-teorema. Agar f(x) funksiya [a,b] segmentda wzluksiz bo Isa,

? entda chegaralangan bo ‘ladi. )
Sluseg?‘:? l::)ldacglfnday iliita m va M sonlari (m<M) topiladiki, .funk—
siya grafigi y=m va y=M parallel to‘g‘ri chiziglar orasida joylas-hadl. -

2-teorema. Agar f(x) funksiya [a,b] segmentda uzluksiz bolib,
segmentning chetki nugtalarida turli ishorali giymatlarga ega bo 'Z.?'a,
(7(a)>0, f(6)<0 yoki f(a)<0, f(b)>0)u holda a bilan b orasida
hech bo ‘Imaganda, bitta shunday ¢ nugta (a<c<b) topiladiki, f(c)=0
bo ‘ladi.

Bu holda f(x) funksiyaning grafigi OX o‘qini hech bo‘lmaganda,
bitta nuqtada kesadi. o

Bu teorema f(x)=0 tenglamaning yechimi mavjudligini ko‘rsatish
bilan birga uni taqribiy hisoblash imkonini ham beradi. o

3-teorema. Agar f(x) funksiya [a,b] segmentda uzluksiz b'o Isa: u
holda funksiya [a,b] segmentda o ‘zining eng katta va eng kichik giymatiga
erishadi, ya'ni shunday x. e[a,b] nugta topiladiki, ixtiyoriy xe[a,b] uchun
f(x)sf(x), shunday x° [a,b] nugta topiladiki, ixtiyoriy xela,b] uchun
£ (x)2 7{x") bo ‘ladi.

Mashglar
Quyidagi funksiyalarni uzluksiz ekanini ko‘rsating.
1. y=x*-2x. 2. y=cos3x. 3..y=e’.'
Quyidagi funksiyalarning uzilish nuqtalarini toping.
1 S
ly=33 2=
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V BOB
Funksiyaning hosilasi va differensiallari

1-§. Funksiyaning hesilasi.
Hosilaning geometrik va mexanik ma’nolari

" 1.1. “Fuanksiya hosilasi” tushunchasi

Aytaylik, y=f(x) funksiya (a,5) intervalda berilgan bo‘lib, % &(a.b)
bo‘lsin. x, nuqta bilan birga shu (a,5)ga tegishli bo‘lgan x,+Ax ni (Ax=0)
qaraymiz. Natijada, funksiya ushbu

by =48f (%)= 1 (% +Ax)- £ (x,)
orttirmaga ega bo‘ladi. Ravshanki,

& _N(x)_f(%+80)-1(x)

Ax Ax Ax
nisbat muayyan f(x) va tayin x, da Ax ning funksiyasiga aylanadi. Ax—0
da bu nisbat limiti “funksiya hosilasi” tushunchasiga olib keladi.

e . Ay__ . f(xo-l-Ax)—f(xo) 1
Ta’rif. Agar Jim === fim =0 — 0] (1)

limit mavjud bo‘lsa, bu limit y=f (x) funksiyaning x, nugtadagi hosilasi
deyiladiva f'(z) o L) oy kabi belgilanadi,

Agar (1) limit chekli bo‘lsa, hosila chekli deyiladi, (1) limit cheksiz
bo‘lsa, hosila cheksiz deyiladi.

Eslatma. Funksiyaning tayin nugtadagi chekli hosilasi sonni
ifodalaydi.

Agar (a,b) oraligning har bir x nugqtasida funksiyaning chekli
hosilasi mavjud bo‘Isa, unda hosila x ning funksiyasiga aylanadi.

Funksiyaning o‘ng va chap limitlari singari funksiyaning o‘ng va
chap hosilalari ta’riflanadi. Ushbu

lim f(x‘,+Ax)—f(.a§,)’ lim S (o +8x)- 1 (%)
Axep0 Ax &x~0 Ax

limitlar mavjud bo‘isa, ular mos ravishda funksiyaning x, nuqtadagi o‘ng
va chap hosilalari deyiladi va f(x,+0), f"(x,-0) kabi belgilanadi:

f'(xo_‘_o):Aan:of(xo"'Asz—f(xﬁ)’

-0y tim LG+ )1 ()
7 -0)= fim L0229 7 ()
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Xususan, [a,b] segmentda berilgan f(x) funl.cslyamng ! n.uthfllag}
hosilasi deganda, uning shu nuqtadan o‘ng hos%la'sg b nuqtadagi hosilasi
deganda, uning shu nuqtadagi chap hosilasi tushiniladi.

Misollar. 1. Ushbu

S(x)=#

Junksiyaning x, =2 nuqtadagi hosilasini toping. . . o
<Ta’rifdan foydalanib topamiz. Ravshanki, berilgan funksiyaning
x, =2 nuqtadagi orttirmasi z 2
Af(2)= f(2+Ax)- (2) = (2+Ax)' =27 = 4+ dAx+Ax" - 4= 4Ax+Ax
bo‘ladi. Unda
& (2) _dax+ax . 4
Ax

Ax
bo‘lib, o
. AN(2) . -
lim = = lim (4+4x)=4
bo‘ladi. Demak,
r(2)=4»
2. y=c (c=const) bo'lsin. Bu holda ixtiyoriy x uchun
Ay=c—c=0
bo‘ladi. Demak, A
A&y i —-Z: .
&t B

Shunday qilib, ixtiyoriy x da y'=0. o
3. y=x. Ixtiyoriy x da Ay=x+Ax—x=Ax bo‘lib,

&:ﬁ‘-x-:l lim-é—y-=1
Ax Ax 4 A0 Ax
bo‘ladi. Demak,
y' =1
4. y=l. Ixtiyoriy x=0 uchun
X
1l A& vy 1
Y it A X x(x+A4x)’ Ar  x(x+4%)

bo‘lib,

- T R | -1
EE-%( x(x+Ax)J x
bo‘ladi. Demak,
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BESSS e B

VBOR Xususan, [a,6] segmentda berilgan f(x) funksiyaning a nuqtadagi

5 . . ‘ ilasi 1 hOSllaSi
g i ; : : | hosilasi deganda, uning shu nugtadan o‘ng hosxlz{SL b nuqtadagi
Funksiyaning hosilasi va differensiallari deganda, uning shu nuqtadagi chap hosilasi tushiniladi.
| 1-§. Funksiyaning hosilasi. Misollar. 1. Ushbu :
t Hosilaning geometrik va mexanik ma’nolari S(x)=x
,'+ i t Junksiyaning x, =2 nuqtadagi hosilasini toping. o
1 ‘ - L.1. “Funksiya hosilasi” tushunchasi <Ta’rifdan foydalanib topamiz. Ravshanki, berilgan funksiyaning
N _ _ _ %, =2 nuqtadagi orttirmasi
[ | Aytaylik, y=.f(x) funksiya (a,b) intervalda berilgan bo‘lib, x, < (a.5) AF(2)= 7 (24 Ax)— £(2) = (24 Ax) =2 = 4+ 4Ax+ A — 4= 4Ar+ A
,‘:,‘l' bo‘lsin..xo nuc.;.ta bilan birga shu (a,b)ga tegishli bo‘lgan x,+Ax ni (Ax=0) 50‘ladi. Unda
& qaraymiz. Natijada, funksiya ushby N(2) _daxedr
¥ By =4 (%)= f(x+Ax)- /(%) _ A M
f orttirmaga ega bo‘ladi. Ravshanki, bo‘lib,
: | ng(x,,)=f(xu+.ﬁx)—f(xn) lmmz]im(4+m)=4
i Ax Ax Ax o e Ax a0
X nisbat muayyan f(x) va tayin x, da Ax ning funksiyasiga aylanadi. Ax—0 bo*ladi. Demak,
" | da bu nisbat limiti “funksiya hosilasi® tushunchasiga olib kelads. r'2=4» o
’3 i Ta’rif. Agar tim Y _ iy £ (o +8%)— 1 (%) (1} 2. y=c (c=const) bo‘lsin. Bu holda ixtiyoriy x uchun
.{ a0 Ay ax Ax g Ay=c—c=0
‘ limit mavjud bo'lsa, bu limit y= 1 (x) Junksiyaning x, nugtadagi hosilasi bo‘ladi. Demak,
deyiladiva f'(x,)  yoki %:"l yoki  y._ kabi belgilanadi. o, lim %=0-
Agar (1) limit chekli bo‘Isa, hosila cheklj deyiladi, (1) limit cheksiz Shunday gilib, ixtiyoriy x da y'=0.

bo‘lsa, hosila cheksiz deyiladi.

3. y=x.Ixtiyoriy x da Ay=x+Ax—x=Ax bo‘lib,
Eslatma. Funksiyaning tayin hugtadagi chekli hosilasi sonni

Ay Ax . Ay 1
ifodalaydi. e 1, lim o
: Agar (a,b) oraligning har bir x nugtasida funksiyaning chekli bo‘ladi. Demak,
| hosilasi mavjud bo‘lsa, unda hosila x ning funksiyasiga aylanadi. =1
; Fugkmyf:lmng_ 0‘ng va chap limitlari singari funksiyaning o‘ng va 4, y=-I—. Ixtiyoriy x=0 uchun
a chap hosilalari ta’riflanadi. Ushby x A .
. fx+Ax)~ A}~ o 11 L A
Jim (x+ Az f(xo), Ayﬂf(xo A;‘z f(x%) &y xtAx x  x(x+ax) A x(x+Ax)
limitlar manud bO‘]Sa, ular mos ravishda ﬁ.mkSIyanulg x, nuqtadagi O‘Hg bO‘lib,
va chap hosilalari deyiladj va I'(x+0),  f'(x,-0) kabi belgilanadi: lim 2 = lim (_ J= _iz
w0 Ay w00l x(x+Ax) x
1 (5+0)= tim Lo +A%)~ 1 (x,) a0
0 T Ay bo‘ladi. Demal,
I
f'(xo“0)=limm . _-p’=_?_
Ar—>—0 Ax J
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=21 Bu funksiyaning hosilasini ta’rifga ko‘ra hisoblaymiz:

3x+1
_2(x+Ax)+1_2x+l~ Ax
C3(x+Ax)+1 3x+1 (B(x+Ax)+1)(3x+1)
Ay 1
A (B(c+ax)+1)(BEx+1)

Ay 1 I
iy Alg"[ (3(x+Ax)+l)(3x+l)}— (Bx+1)"

Demak,
1
(Bx+1)*

1.2. Hosilaning geometrik va mexanik ma’nolari

Faraz qilaylik, y=7(x) funksiya (a,5) da berilgan bo‘lib, xe(a,b)
nuqtada f'(x) hosilaga ega bo‘Isin. Bu funksiyaning grafigini 1-chizmada
keltirilgan egri chiziq tasvirlasin.

1 x
. A.( )

=f
B
c

’.

0' xr Ax x+Ax
I-chizma

AB kesu.vchining OX o‘qining musbat yo‘nalishi bilan hosil qgilgan
burf:h.akm @, egri chiziqga 4 nuqtada o‘tkazilgan urinmaning OXx
o‘qining musbat yo‘nalishi bilan hosil gilgan burchakni @ deylik.
A4BC dan topamiz: %:tg(o

N Agar Ax—0 bo‘lsa, ya’ni B nuqta egri chiziq bo‘ylab 4 nuqtaga
intilsa, u holda ¢ burchak @ burchakka intilib

. 1gp >iga
bo‘ladi. Keyingi munosabatlardan

1!30% =lga
bo‘lishi kelib chigadi. Demak,

f(x)=1ga
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Shunday qilib, y=s(x) funksiya se(a,5) nugtada f(x) hos31aga
ega bo‘lsa, bu funksiya grafigiga 4(xy) nuqtada o‘tkamlgat.l urinma
mavjud. Funksiyaning x nuqtadagi hosilasi f'(x) esa bu.urmmamng
burchak koeffitsiyentini ifodalaydi. Urinmaning tengla{na31 esa ushbu
Y =f(x)+ /' (x)(X-x)=y+ /' (x)(X-x) ko‘rinishda bo‘ladi, bunda (X.Y)
urinmadagi o‘zgaruvchi nugtaning koordinatasi. oo

Endi hosilaning mexanik ma’nosini keltiramiz. Faraz .q}laylfk,
moddiy nugqta to‘g‘ri chiziq bo‘ylab (bu to‘g'ri chizigni ox thl deylik)
harakat qilib, M nuqtaga kelganda bosib o‘tilgan yo‘l s bo‘lsin: oM =S
(2-chizma).

o A M . -
T S -T <

2-chizma

Ravshanki, bu yo*l vaqtga bog‘liq bo‘lib, uning funksiyasi bo‘ladi:
S=5(1) . 2

Odatda, (2) tenglama moddiy nuqta harakat qonuni deyxlafh‘..

Agar nuqta ¢ vaqt oralig‘ida S(r) masofani, r+a¢ vaqt oralig‘ida esa
S(¢+Ar) masofani bosib o‘tgan bo‘lsa, unda Ar vaqt oralig‘ida o‘tilgan
yo'l AS(f)=S(+An-S(r) bo'lib, %:S_(iﬁ‘%'f_(ﬂ nisbat esa moddiy
nuqtaning ¢ dan 7+Ar gacha vaqt oralig‘idagi o‘rtacha tezﬁgmi ifodalz}ydi.

Agar A+ nolga intila borsa, o‘rtacha tezlik moddiy nuqtaning ¢
paytdagi oniy tezligini aniqroq ifodalay boradi. Demak, ¢ paytdagi tezlik
v =1im 5 bo'ladi. Keyingi tenglikdan ¥ =S() bo'lishi kelib chigadi.

Shunday qjlib, moddiy nuqtaning harakat qonuni §=5(f) b‘o‘lganda
funksiyaning + nuqtadagi hosilasi §'¢) harakat tezligini ifodalaydi.

1.3. Hosila hisoblash qoidalari

Aytaylik, f(x) va g(x) funksiyalar (a,5) da berilgan bo‘lib, 5¢(a,5)
nugtada f'(x) va g'(x) hosilalarga ega bo‘lsin. U holda:

1) ixtiyoriy o‘zgarmas ¢ da y=c-f(x) funksiya hosilaga ega bo lib,
¥ =(c- &) =c- f'(x) bo‘ladi; .

2) funksiyalar yig indisi y=f(x)+g(x) funksiya hosilaga ega bo Tib,

Y =(f@m+g(x)) =r'®+g'(x) boladi;

-139-




3) funksiyalar ko ‘paytmasi y=r{x)-g(x) funksiya hosilaga ega
bolib, y =( @) -g(x)) = £1(x)-g(x)+ f(x)-g' (x) bo ‘ladi;

4) fimksiyalar nisbati y=% Junksiya (2(x)#0) hosilaga ega
bo'lib, y = (f(X))'=f '(x)'g(x)z-f(x)-g'(x) bo ‘ladi:

&) g ()

Bu tasdiglarning birini, masalan 2)-sining isbotini keltiramiz.

<4Shartga ko‘ra f(x) va g(x funksiyalar S'(x) va g(x) hosilalarga
ega. Unda ta’rifga binoan

)= i t8)-1G) 5(3)- iy £ 2)-5()
bo‘ladi. Ravshanki, = F(x)+g(x) funksiyaning orttirmasi
Ay=[f(x+ Ax)+g(x+Ax)]—[f(x)+g(x)]=
=,_f(x+Ax)—f(x)]+[g(x+Ax)—g(x)]

bo‘lib,

&y _f(x+Ax)-7(x) ) g(x+Ax)—g(x)

Ax Ax N Ax
bo‘ladi. Keyingi tenglikdan topamiz:

imY i 1 S+ A) f(x) g(x+Ax -g(x)
25'02?'3?0[ A& ( Ax): ]“
. Ax)- . Ax)- , ,
i I, g 8C0800) iy

Demak,

Y=(/®+e@) =r@+g'(x).»
Misollar

3 bolsa, y=(3.) 3y 3. 3. . ..
l.y=-2-xb0 Isa, y =[5x) =56) =71=3 bo‘ladi

=x+d botsa, y=re ) v (1) 1oy
2. y=x+1 bo'lsa, (x+x) () +[x) =1-1 bo‘ladi.
=2x+1

3 =g bo'lsa,
y,=(2x+l)' _2x+1) - Bra1)~(2x+1)-(Bx 1) _
3x+1 (3x+])2
_2—(3x+1)—3(2x+l)_ 1
O Gxely Gx+1)’
bo‘ladi.
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5) Murakkab funksiyaning hosilasi. Aytaylik, u=o(x) va ‘yff(u)
bo ‘lit, ular yordamida y= f(p(x)) murakkab funksiya tu7:11gan bo Isin. .

Agar u=9(x) funksiya x nuqtada u'=¢'(x) hosilaga ega ‘bo ib,
y=f(u) funksiva v nugtada (u=p(x)) f'(s) hosilaga 'ega bo'lsa, u
holda y=f(p(x)) murakkab funksiya x nuqtada hosilaga ega va
Y. =["(u)-u, ya'ni y, = f'(o(x))-9'(x) bo ladi.

4Ravshanki, Ax=0 bo‘lganda  Au=Ap(x)=p(x+Ax)-@(x)#0
bo'ladi. Ayni paytda, Ay=Af(u)=f(u+au)-5(x) bo‘lib, e

bo‘ladi. Keyingi tenglikdan topamiz:

. Ay_ . Ay__A_u_ =k ﬂ.ﬁmi‘i‘-:
A,“%z;-&"ﬂ%(z; Ax) Yo yw
. Ay . A_u'_e_:= ’ x .¢'x
fim = lim == =yl -u, = £ (0 (x))-9'(x)

(ravshanki, Ax 50 da  Au—0). Demak,

V=[] = r(e(x)-¢'().»
1.4, Teskari funksiyaning hosilasi

Aytaylik, y=7(x) funksiva (ab) da berilgan bo'lib, u teskari
x=0(y) funksiyaga ega bo Isin. Agar y=f(x) funksiya xe(a,b) nugtada
S'(x) hosilaga ega bolib, f'(x)=0 bo'lsa, teskari funksiva o(y) ham y

1 T di
nuqtada (y= f(x)) hosilaga ega va ¢'(y)=—— bo ‘lad.

)
«x va y o‘zgaruvchilarning orttirmalari Ax va Ay lar uchun
Ax 1
— = Ay#0)
&y & (
Ax

bo‘ladi. Ayni paytda, Ay=0 da Ax=0 bo'lib, Ay—>0 da Ax—0.

Keyingi tenglikdan topamiz: 1
Ax 1
AM—A; T &’
iy

lim ¥~ £(x)
Demak,
?'(y)= ﬁ >
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1.5. Funksiya hosilalarini hisoblash

Funksiya hosilasi hosila ta’rifi hamda hosila hisoblash qoidalaridan
foydalanib hisoblanadi.

1) y=3 (x>0) bo‘lsin. Bu funksiyaning orttirmasi
< &y=(x+Ax) -4 =x°[(1+§)u -1]
X
bo‘lib,

bo‘ladi.
Keyingi tenglikda Ax—0 da limitga o‘tib, 12-ma’ruzada keltirilgan
(5) muhim limitdan foydalanib topamiz:

& (1+%) -1 (1+3) -1
imY - - S T X )
hmAx lim x* — x* Lu_:n;o Ay saxt

X X
Demak,

y:=(xa)' P
Agar y=u", u=u(x) bo‘lsa, y’=au* .y’ bo‘ladi.
2) y=a (a>0,a#1) bolsin. Bu funksiyaning orttirmasi

by =a""-a* = a*(a* -1)
bo‘lib,
y @ (a*-1)
Ax

Ax
bo‘ladi. Bu tenglikda Ax—0 da limitga o‘tib, 12-ma’ruzada keltirilgan (4)
muhim limitdan foydalanib topamiz:

. Ay a’(a"-l) g™ -1
Alll-?oAx_Axh% Ax '"a"\h,'?ﬁo Ax

=a"-Ina.
Demak,
Y=(a’) =a" -Ina.
Xususan, y=¢* bo‘lsa, y'=(e") =¢* bo‘ladi.
Agar y=a',  u=a(x) bo‘lsa, y'=(a*) =" -Ina-u bo‘ladi.
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3) y=log,x (a>0, a1, x>0) bo‘lsin. Bu funksiyaning

Ax TH
orttirmasi Ay =log, (x+Ax)~log, x =log, (1 + ‘;) bo‘lib,

log ,1+§) A\

&=_°( x =l.-;:-;logn(l+é£]=il°&(l+7)
Ax Ax x x ; s ’

bo‘ladi. Keyingi tenglikda Ax—0 da limitga o‘tib, 12-ma’ruzada

keltirilgan (3) muhim limitdan foydalanib topamiz:

imY - tim L HJ‘I)E =liog,e.
m;-m,lo&[{ ) I

Demak, 1
y'=(log, x) =~log,e
Xususan, y=inx bo‘lsa,
1
y'=(nxy==
bo‘ladi.
Agar y=log,u, u=u(x) bo'lsa,
v 1 .
Y =(log,u) = ;log, e-u
bo‘ladi. ' . -
4) y=sinx bo‘lsin. Bu funksiyaning orttirmasi
. Ax Ax
Ay =sin(x+ Ax)—sinx = ZsmTcos(JHTJ

bo‘lib,

| 2sin£cos(x+éx-) siné)£
ay _ 2 2/ 2 -oos(x+é£)
Ar Ax Ax 2
2 L
bo‘ladi. Bu tenglikda Ax—0 da limitga o‘tib, 12-ma’ruzada keltirilgan
muhim limitdan foydalanib topamiz:
. sin— Ax
. Ay 2 axij_
L“Bog-!l% I; cos(x+ 2)
2

. Ax
sin~~ Ax
T 2 i = |=1.-cosx=cosx.
= lim e lim COS(X+ 2)
2
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Demak, y =(sinx) =cosx.

Agar y=sinu, u=u(x) bo‘lsa, y =(sinu) =cosu-u' bo‘ladi.

Xuddi yugoridagidek ko‘rsatish mumkinki, y=cosx bo‘lsa,
¥ =(cosx) =—sinx bo’ladi.

Agar y=cosu, u=u(x) bo‘lsa, y’ =(cosu) =—sinu-» bo‘ladi.
5) y=tgx bo‘lsin. Ma’lumki,
‘ sinx
Igx=—>-.
Cosx

Kasming hosilasini hisoblash qoidasidan foydalanib topamiz:
_(wy _[sinxY _(sinx) cosx—sinx-(cosx) _
y=(e) = [oos x) - cos? x -
_oos’x+sin’x 1
cos’x  cos‘x
Agar y=1gu, u=u(x) bo‘lsa,

PR U
Y=gy =—gmtt
bo‘ladi.
Xuddi shunga o°xshash y=crgr bo‘lsa, y' = (ctgz) =_sin‘,x bo‘ladi.
Agar y=cigu, u=u(x) bo‘lsa, y:(ctgu)'=sinlzuou'bo‘ladi.

6) y=arcsinx, y=arccosx, y=arctgx,
Ravshanki, bu funksiyalar mos ravishda
x=8iny, Xx=cosy, x=Igy, x=clgy
funksiyalarga nisbatan teskari funksiyalardir.

Teskari funksiyaning hosilasini hisoblash qoidasidan foydalanib
topamiz:

y=arcergr berilgan bo‘lsin.

1 1 1 1

Y =(arcsinx) = ——= = = ,
(inyY cosy (fl-sin’y <1-*

Y =(arccosx)’ = 1 1. 1 S
(cosyy siny \fi-cos’y i-x*'
' , 1 1 1 1
= (arct, =—-=—=cos2 S——— T ——
y'=(areg) gy _1 Y lrgy 1o
cos’ y
1 1 1 1
' = (arect, '=—-=——=—s' 2 e ———— .
V' ={arectgz) (crgyy __1 " l+ag?y 1+
sin’ y
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Agar y=arcsinu, y=arccosy, y=arcigy, y=arccigu bo‘lib, u=u(x)
bo‘lsa, u holda 1

I U e o,
(arcsinu) =Jl__u;~u, (arccosu) - u
ek, (g

bo‘ladi. . '

7 y=[u(x)]v(’) ((x)>0) bo‘lib, u(x) va v(x) funksiyalar «'(x) va
v(x) hosilalarga ega bo‘lsin. Avvalo, logarifm ta’rifidan foydalanib,
berilgan funksiyani quyidagicha:
o - = o=
yozib olamiz. So‘ng hosila hisoblash va glurakkab funksiyaning hosilasini
hisoblash goidalaridan foydalanib topamiz:

¥ =([u()]7) =[] == [v(z) u(x)] =

= el .[v’(x)-lnll(x) +v(x)-$-u’(x))=

=[u(x) T | v (x)- 5
=[u(x)] (v (x) lnu(x)+u ) (x)].

Hosilalar jadvali. Yuqorida funksiya hosilalari uchun topilgan
formulalarni jamlab, ularni jadval ko‘rinishida yozamiz:

1) (=) =a-x, (v°) =a™-u

2) (a’)’ =g*-Ina, (a") —a"-Ina-u
) ()=en ()= F
4) (log, x)’ =—}c-10g,l e, (log,u) =;logae-u

(e =i, (ww) =-zl:-u’

6) (sinx) =cosx, (sin u)’ =cosu-u'
7D (cos x)' =—sinx, (cos u)' =—sinu-u'
’ 1 ’
8) (=)= cos*x’ (tgu) =——.u
' 1 d ,
RO ik S

b o
10) (arcsinX) =Ji.:x_2, (arcsinu) =-.l_£._u2_.u'



11)  (arccosx) S (arccosu) =——l—-__.l.uz.u
’ ’ 1
1) (o) =rls,  (wom) =,

~ 1

' » 1 ,
13) (arcctgx) =Tz’ (arccigu) s—r

Misollar

Endi bosilalar jadvali hamda hosila hisoblash qoidalaridan
foydalanib, funksiyalarning hosilalarini topamiz:

1. y=2%bo‘lsin. Bu funksiyaning hosilasi
1 2%In2

= 2":':2“.] 2.1 '=2l£!_ 2.
g ( ) n2-{e) fo cos’x cos’x

bo‘ladi.
2. y=x*+sine* bo‘lsin.
y'=(xz+sine")' =2x+cose”-€ .
3. y=Insgx bo‘lsin.
’ ’ ! ’ 1 1
=(In =e—{ = — e,
¥ =(Intgx) P (1) 1gx cos’x
4. y=mn*sinx bo‘lsin.

y’=6ln’sinx-fl——-cosx.
sinx

Y= x 1-x*

6. y=sin(lnx) bo‘lsin.

’

1
Ve ——
2sin(Inx)

-oos(lnx)-%.

Mashglar
Berilgan funksiyaning hosilasini toping.
y= x* 8¢ _@x*-x-1
L7772 -9 2.7 S hvax
)= A+ W12 x

12 4.7 e

5. y=(sinx)"" 6. y = (cos5x)*
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2-§. Funksiyaning differensiali. Taqribiy formulalar

f(x) funksiya (a,5) da berilgan bo‘lsin. Agar funksi)fa xe(a,b).
nuqtada chekli hosilaga ega bo‘lsa, u shu nuqtada. di’ffe;ensmllfmu\‘rchl
deyiladi. Funksiya (a,b) Tiing har bir nuqtasida differens1allanuv<{}]1 bo‘lsa,
u (a,b) da differensiallanuyvchi deyiladi. e

Odatda,” funksiyaning hesilasini topish uni differensiallash
deyiladi. ' '

2.1. “Funksiya differensiali” tushunchasi

Faraz qilaylik, y=f(x)funksiya (a,b) da berilgan bo‘lib, xe(a,b)
nugtada differensiallanuvchi bo‘lsin. Ta’rifga binoan

. Ay,

Ima=r
bo‘lib,

Ay

—=y+a

e y

bo‘ladi, bunda a — cheksiz kichik funksiya (Ax—>0da a=a(ax)->0).
Keyingi tenglikning ikki tomonini Ax ga ko*paytirib topamiz:
Ay=y-Ax+a-Ax=f'(x)Ax+a-Ax ¢))
Yugqoridagi (1) tenglikdan, y' hosila chekli bo‘lganda
}l;l_l'}}Ay=0
bo‘lishi kelib chigadi. Demak, y=s(x) funksiya » nuqgtada chekli
hosilaga ega bo‘lsa, u shu nugtada uzluksiz bo‘ladi.
Biroq, funksiya biror nuqtada uzluksiz bo‘lsa, u shu nugqtada
hosilaga ega bo‘lmasligi mumkin. .
Masalan, y=|x| funksiya x=0 nuqtada uzluksiz, biroq u shu nugtada
hosilaga ega emas, chunki wild "
. Ay lg’i'__—____ . 18X
HE‘&% Ax =i A
limit mavjud emas. o -
Funksiya orttirmasi Ay=f(x+Ax)-f(x) ni ifodalovchi (1)
tenglikning o‘ng tomoni ikki go‘shiluvchi y-Ax hamda a-Ax lardan
iborat. Birinchi qo‘shiluvchi uchun y' =0 bo‘lganda

im T ELS_ 0
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11) (arccosx)' == — (arccosu)' =- — -u'
’ ’ 1
12) (atctgx) =%’ (arc[gu) = 1+u2 ,un,
’ 1
13) (arcctgx) =—— x‘ s (arccigu) =—1+u’ -
Misollar

Endi hosilalar jadvali hamda hosila hisoblash qoidalaridan
foydalanib, funksiyalarning hosilalarini topamiz:
L. y=2"bo"Isin. Bu funksiyaning hosilasi
2% In2

1
= =2%.n2. =2%.In2-———=__=
( ) (Igr) o cos’x cos’x
bo‘ladi.
2. y=x*+sine* bo‘lsin.
J"=(x’+sine‘)'=2x+c0se‘-e‘.
3. y=Insgx bo‘Isin.
¥=(g) = () =i
4. y=1n*sinx bo‘lsin. _
1
=6In’®sinx-——-cosx.
y'=6In"sinx pra

2

5. y= bo‘Isin.

arcsinx

21nx-l~arcsinx—ln2x- ]
x

1-x*
V= arcsin® x )
6. y=fsin(lnx) bo‘lsin.

7

—m-ws(lnx)-i.

Mashgqlar
Berilgan funksiyaning hosilasini toping.
y=28 _ @ -x-1)
| AR TF 2.V 3B ax
_ @ xtWies® __
T 4.7 e
5.y= (sinx)s 6.y= (cosSx)"
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2-§. Funksiyaning differensiali. Taqribiy formulalar

S(x) funksiya (a,6) da berilgan bo‘lsin. Agar funksiya xe(a,5)
nuqtada chekli hosilaga ega bo‘lsa, u shu nuqtada differensiallanuvchi
deyiladi. Funksiya (a,b) riing har bir nugtasida dlfferensmllanuvchl bo‘lsa,
u (a,b) da dlfferenSlallanuvchl deyiladi.

Odatda, funksnyanmg hosxlasmx topish uni dj ﬂ'crenszallash
deylladl

2.1. “Funksiya differensiali” tushunchasi

Faraz qilaylik, y=f(x)funksiya (a,6) da berilgan bo‘lib, xe(a,b)
nugqtada differensiallanuvchi bo‘Isin. Ta’rifga binoan

bo‘lib,

bo‘ladi, bunda @ — cheksiz kichik funksiya (Ax—>0dz a@=a(Ax)—>0).
Keyingi tenglikning ikki tomonini Ax ga ko‘paytirib topamiz:
Ay=y -Ax+a-Ax=f'(x)Ax+a-Ax 1)
Yuqoridagi (1) tenglikdan, y' hosila chekli bo‘lganda
H{!’% Ay=0

bo‘lishi kelib chiqadi. Demak, y=s(x) funksiya x nuqtada chekli
hosilaga ega bo‘Isa, u shu nuqtada uzluksiz bo*ladi.

Biroq, funksiya biror nugtada uzluksiz bo* lsa, u shu nuqgtada
hosilaga ega bo‘lmasligi mumkin.

Masalan, y=|x| funksiya x=0 nuqtada uzluksiz, biroq u shu nuqtada
hosilaga ega emas, chunki

0+ Axj— .
e
limit mavjud emas.
Funksiya orttirmasi Ay=f(x+Ax)-f(x) ni ifodalovchi (1)
tenglikning o‘ng tomoni ikki qo‘shiluvchi y'-Ax hamda «-Ax lardan
iborat. Birinchi qo‘shiluvchi uchun y’' =0 bo‘lganda

f(") =f(x)=0

Ax-vo
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bo‘lib, undan Ax va j.a« larning nolga intilish tartiblari bir xil ekanligi
kelib chigadi. Ikkinchi qo‘shiluvchi uchun
) lim 2 2%~ Jim o= 0

bo‘lib, undan @-Ax—0 ni Ax—0 ga qaraganda tezroq ekanligi kelib
chigadi. - ,
Demak, Ax—.>0 da Ax—0 ni y'-Ax qo‘shiluvchi aniglaydi. Shuning
uchun y'-Ax qo‘shiluvchi funksiya orttirmasi Ay ning bosh qismi deyiladi.

Ya’rif. Funksiya orttirmasining (1) ifodasidagi y'-Ax qo ‘shiluvchi
y=f(x) funksiyaning differensiali deyiladi va dy yoki df(x) kabi
belgilanadi.

Demak, dy=y-Ax (@ (x)=1"(x)-a).

2.2. Funksiya differensialining geometrik ma’nosi

Aytaylik, y=7(x) fanksiya (ab) da berilgan bo'lib, xe(ab)
nuqtadt.x differensiallanuvchi bo‘lsin. Bu funksiyaning grafigi 1-chizmada
ko‘rsatilgan egri chiziqni tasvirlasin.

.

LI

¢

F <
(-] (S
ol x xemx X

1-chizma

. Bu egri chiziqqg? uning F=F(xy) nuqtasida FL urinma o*tkazib,
uning 'OX o‘qining musbat yo‘nalishi bilan tashkil etgan burchakni «
neimax. Unda, ma’lumki, rge = J'(x) bo‘ladi.

Ravshanki, AFDC dan ;Ec=fga bo‘lishini topamiz. Keyingi
tenglikdan DC=1ga-FC ya’ni

DC=f'(x)-Ax
bo‘lishi kelib chigadi. Ayni paytda, S(x)-ax= df (x)
Demak, v
m=‘#.(x)’

ya'ni f(x) funksiyaning » nuqtadagi differensiali funksiya grafigi
F(x,f (x)) nuqtada o‘tkazilgan urinma orttirmasi pC ni ifodalaydi.
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Xususan, y=x bo‘lganda, dy=y Ax=Ax, ya'ni Ax=dx bo‘lib,
funksiya differensiali uchun quyidagi
dy=y'dx=f'(x)ds @)
ifodaga kelamiz. . L
Shunday gilib, funksiyaning differensiali funksiya hosilasi bilan
argument differensiali ko‘paytmasiga teng. ) ]
Endi funksiya hosilalari jadvalidan foydalanib, ularning
differensiallari jadvalini keltiramiz:
1) d(x*)=ax""dx,
2) d(a‘)=a‘ -lna dx,
3) d(e*)=edx,
4) d(log,x)= %loga edx,
5) d(inx)= ;l‘-dx,
6) d(sinx)=cosx dx,
7) d(cosx)=-sinx dx,

1
8) dlir)= cos® x
9) d(ctgr)=-—=dk,

1

N7
11) d(arceosx):-\/——i_i-._?dx,
-x

dx,

10) d(arcsinx)=

dx,

1
12) d(mtgt):l—--‘_—x?dx,

1
13) d(arccigr) =~
Masalan, y=¢"* funksiyaning differensiali
dFd(,,m):(eW)’ dx=et L 1

2\/arctgx 1+4

dx

bo‘ladi.

2.3. Yig‘indi, ko‘paytma va nisbatning differensiali. Murakkab
funksiyaning differensiali

Ikki funksiya yig‘indisi, ko‘paytmasi va nisl.:atini'ng hosil?lari
haqidagi ma’lumotlardan foydalanib, ularning differensiallarini topamiz.
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Aytaylik, f(x) va g(x) funksiyalar (s,5) da berilgan bo‘lib, xe(a,b)
nuqtada differensiallanuvchi bo‘lsin. Unda shu nuqtada y=f(x)+g(x)
funksiya hosilaga ega bo‘lib, y'= f'(x)+¢'(x) bo‘ladi. Bu tenglikning ikki
tomomni dx ga ko'paytirib y'-dx= f'(x)dr+g'(x)ax ya’ni dy =df (x)+dg(x)
bo‘lishini topamiz. ngak,

d(f (x)+g(x))=df (x)+dg(x).

Xuddi yuqoridagidek

de-f(x)=c-df(x), (c=consr)
d(f(x)- g(x) = g(x)-df (x) + 1 (x)-dg(x),

S (%), _ g(x)df (%)~ f(x)d;
Ay~ B LD ()

bo‘lishi isbotlanadi.
Biz yuqorida y= f(x) funksiya xe (a,b) nuqtada differensiallanuvchi
bo‘lsa, uning differensiali

N . dy = f'(x)dx
b? hshm*, ya’m funksiya differensiali funksiya hosilasi bilan argument
dlfferensu}h ko‘paytmasiga teng bo*lishini ko‘rdik.

. Endi y=7(u), u=p(x) bo‘lib, ular y= f(#(x)) murakkab funksiyani
hosil qilsin, bunda 1 (x) funksiya f(u), @(x) funksiya ¢'(x) hosilalarga
ega.

Ravshanki, murakkab funksiyaning hosilasi
‘ Y=1(e(x)-0'(x)
bo‘ladi. Keyingi tenglikdan
¥-ds=f(p(x))- @' (x)dx G)
bo‘lishi kelib chiqadi. Agar

o Ydx=dy, ¢ (x)dx=do(x)=du

bo‘lishini e’tiborga olsak, unda (3) tenglik ushbu
. =1 (p(x))-dp(x)
ya’ni
dy= f'(u)du 4)
ko‘rinishga keladi.

. De{:ﬂt\}(, fun_ksiyg murakkab bo‘lgan holda ham funksiya
differensiali funksiya hosilasi “f'(x) bilan argument differensiali du
ko‘paytmasidan iborat.

Ikkala holda ham (y=y (=) y=r(4), u=p(x) holiarda )
funksiya differensna.lli bir xil ko‘rinishga ega bo‘ladi. (Qaralsin (2) va (4)).
Odatda, bu xossa differensial ko‘rinishining invariantligi deyiladi.
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2.4. Taqribiy formulalar

‘rpaniladigan ko‘p jarayonlar funksiyalar bilan, aniqrogfi,
ﬁlﬂkSicY)aIagmmg gnuqtadagi : qi);matini hisoblash ~ bilan bog'lig.
Funksiyalarning murakkab bo‘lishi, ularning nuqtadagi qiymatini .topxsl}n§
ancha giyinlashtiradi. Natijada, ﬁm]ksgyalaming nuqtadagi qiymatini

ibiy hisoblash zaruriyati a keladi. .
ta'qnb;;)‘,unksiyaning diffgrens)i’;ziaegsa taqribiy formulalarni topish imkonini
beradi.

Aytaylik, f(x) funksiya (a,b) da berilgan bo‘lib, xe(a,b) nuqtada
f'(x) =0 hosilaga ega bo‘lsin. U holda
Ay=f(x+4ax)-f(x)
funksiya orttirmasi uchun
Ay=f'(x)-Bx+a-Ax (f'(x)-Ax=a}')
bo‘lib,

YR R
bo‘ladi, bunda Ax -0 da a 0.
Keyingi tenglikdan Jim % =1 bo‘lishi kelib chigadi.
Bu hol ushbu

&y _f(x)Mx+a-bx | @

Ay=ady (&)
munosabatga (taqribiy tenglikga) olib keladi. ) .
Ravshanki, Ax ning har qancha kichik bo‘lishi bu taqribiy
tenglikning anigligini shuncha oshiradi. . .
Funksiya differensialining tuzilishi funksiya orttirmasiga nisbatan
ancha sodda bo‘lishi (5) tagribiy formuladan taqribiy hisoblashlarda keng
foydalanishga olib keladi.
(5) formulani quyidagicha
F(x+Ax)= f(x)+ f'(x)-Ax
ham yozsa bo‘ladi.
Misol. Ushbu
N7 migdor taqribiy hisoblansin.

«Quyidagi f(x)=4 funksiyani olamiz. Unda

f'(x)=(x%)' i

bo‘ladi.
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Endi x=16, Ax=1 deb topamiz:

4 4 | Y 1 _ | [ |
N7 16+7T=3- 2 +4@_2+m_2+§_2~=2,03125.>

416 32
Mashglar
Differensial-yordamida taqribiy hisoblang.
Loy=¥x, x=776 2. y=Yx+7x, x=1012

3. y=arcsinx, x=0,08 4. y=rx+cosx, x=0,01

3-§.Yugqori tartibli hosila va differensiallar
3.1. Yugqori tartibli hosilalar

Aytaylik, y=f(x) funksiya (a,5) da berilgan bo‘lib, uning ixtiyoriy
x&(a,b) nuqtasida y'= f’(x) hosilaga ega bo‘lsin. Ravshanki, f’(x) ham x
ning funksiyasi bo‘lib, u ham hosilaga ega bo‘lishi mumkin.

S'(x)ning hosilasi berilgan s (x) funksiyaning ikkinchi tartibli

hosilasi deyiladi va », ok f'(x) yoi ;ih_y_ kabi belgilanadi.

Demak, y=(y), s (x)=(r'(x)). /"(x) ning hosilasi berilgan f(®)
funksiyaning uchinchi tartibli hosilasi deyiladi va

¥y, L& fr(x) e %y
kabi belgilanadi.

Xuddi shunga o‘xshash s (x) funksiyaning to‘rtinchi va hk., n-

tartibli hosilalari ta’riflanadi va bu yugori tartibli hosilalar quyidagicha
Vil (x),...,ﬂ”) (%)
belgilanadi.
Masalan, y=2x>-5x+1 fuhksiyaning yuqori tartibli hosilalari
Y'=6r-10x, y'=12x-10, y"=12,
Y=o o
. bo‘ladi.

Funksiy:cming yuqori tartibli hosilalarini topish uchun, umuman
aytganda, uning hamrpa avvalgi tartibli hosilalarini hisoblash kerak
bo‘ladi. Ayrim funksiyalaming yuqori tartibli hosilalarini bir yo‘la
hisoblash mumkin.
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Misollar '
1. y=a* funksiyaning yugori tartibli hosilalarini topamiz:
y=dlna,

¥y = (a‘ In a)' =a*-(In a)’,
Y= (a’ (In a)z)' =a"-(na),
y = (a’ (ln.a)"" )' =a*(lna)’.

Xususan, y=e*bo‘lsa, y =e*bo‘ladi. . N .
2. y=Inx funksiyaning yugori tartibli hosilalarini topamiz:

}"'=;,
e
S
o<y L2 =y R =

0 ooy 1=1-2-3...n)
W= & - -
3. y=sinx funksiyaning yugori tartibli hosilalarini topamiz:
. y'=cosx=sin(x+—'2£),

y":(y')' =—Sinx=sin(x+”)=sin(x+2._72£),

n
y" =[-sin x]' = —cosx=sin(x+3'5'),

y(") = sin(x+n-%) .
Xuddi shunga o‘xshash, agar y=cosx bo‘lsa, u hold
y(") = cos(x+n—12r-)

bo‘ladi.
Eslatma. Yugorida keltirilgan funks rin
ifodalovchi formulalar induksiya usuli yordamida isb

iyalarning n-tartibli hosilalarini
otlanadi.

-153-



Endi x=16, Ar=1 deb topamiz:

N7 =316+

_ #f54 1

1 1 1 1
=2+ ——=2+—=24 -2l _ypapps
e I 4.8 32 32 3

Mashglar
Differensial yordamida taqribiy hisoblang,

1. y=3x, x=776 2, y=3Ux’+7x, x=1012

3. y=arcsinx, x=0,08 4. y=«3x+cosx, x=0,01

3-§.Yugqori tartibli hosila va differensiallar
3.1. Yugqori tartibli hosilalar

Aytaylik, y= f(x) funksiya (a,5) da berilgan bo‘lib, uning ixtiyoriy
xe(a,b) nuqtasida y'= J"(x) hosilaga ega bo‘Isin. Ravshanki, J/'(x) ham x
ning funksiyasi bo‘lib, u ham hosilaga ega bo‘lishi mumkin.

f'(x)ning hosilasi berilgan s (x) funksiyaning ikkinchi tartibli

bosilesi deyiladi va », ok s'(x) yoti %X kabi belgilanadi.

ﬁz
Demak, »"=(yy, 7"(x)=(r'(x)). f"(x) ning hosilasi berilgan 7 (x)
funksiyaning uchinchi tartibli hosilasi deyiladi va
C - ~ s dly
Fu' B0~ .88 =

r

kabi belgilanadi.
Xuddi shunga o‘xshash (x) funksiyaning to‘rtinchi va hk., n-
tartibli hosilalari ta’riflanadi va bu yuqori tartibli hosilalar quyidagicha
I (5o ()
belgilanadi.
Masalan, y=2x"-5x*+1 funksiyaning yuqori tartibli hosilalari
Y=6x"-10x, 3" =12x- 10, y"=12,
y(’V) =y(") =...=0

. bo‘ladi.

Funksiyaning yuqori tartibli hosilalarini topish uchun, umuman
aytganda, uning hamma avvalgi tartibli hosilalarini hisoblash kerak
bo‘ladi. Ayrim funksiyalarning yuqori tartibli hosilalarini bir yo‘la
hisoblash mumkin.
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Misollar _
1. y=a" funksivaning yugori tartibli hosilalarini topamiz:
V' =a'lna,

= (ﬂ' In G)' =a*-(In a): s
y"=("(ma)’) =" -(ma)’
9 =(a(1na)™) =a*(ina)'.

Xususan, y=e¢*bo‘lsa, 3 =¢ bo‘ladi. N py
2. y=Inx funksiyaning yuqori tartibli hosilalarini topamiz:

1-2.3
&

2 1-:20 2 1:2:3 D)= (=1)-
[ L2 = 22 )=
y(")=(—1)""1-£n_—1)! (n'=1.2-3...n)

3. y=sinx funksiyaning yuqori tartibli hosilalarini topamiz:
. y‘:cosx:sin(x+—§),

' 3 P b/
¥y =(y) =-sinx=sin(x+7)= sm(x+2-§-),

» =[—5inx]' =—C0SXx= sin(x+3-%),

" =sin[x+n-%]
Xuddi shunga o°xshash, agar y=cosx bo‘lsa, u holda
J’(") = ccs[_x +n -z--)

bo‘ladi. . .ol i
o ]11‘,slatma. Yuqorida keltirilgan ﬁmksiyalamn?g n—tart;f;{r hosilalarini
ifodalovchi formulalar induksiya usuli yordamida isbotlanadi.
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Masal =tr H B . o qe . . .
bo'ladi: an, y=¢** funksiyaning yuqori tartibli hosilalari quyidagicha

......................

3.2. Sodda qoidalar. Leybnis formulasi

vt :‘Y‘ayhk’ /() va g(x) funksiyalar (a8) da berilgan bo'lib,
»b) nuqta(:l)a S(x) va g"(x) hosilalarga ega bo‘Isin:
1) {c-1(x)) sc-f®(x), c=cons,
) 2) (f(x)+ g(x))(") = fi (x)+g™ (x)
o‘ladi. Bu tengli i Cpinli b Clicht hncila b
Kelib chigadi, engliklarning o‘rinli bo‘lishi hosila hisoblash qoidalardan
Endi f(x)vag(x) funksiyalar ko* iy= i i
tartibli hosilalarini topamiz: el ko paytmest y=/(x)£6:) nivg yuqor
yr: f'(x)'g(x)"'g'(x)-f(x),
y"=f"(x)'g(x)+f'(x)-g'(x)+f'(x)-g' )+ o' 1
e gx 'f =
:f ‘g+2f"g'+f'g', ( ) ( ) (x)
y =mf"g+f"'8‘+2f"'8'+2f"g"+f"g"+f'g"'=
=(f _g'+3fu.gl+3 I_gv+f‘gnp,
IV) = 'V). e ’ " " '3
umumnan, YOS g4ar g r6r g vaf g 1 g™
o =f(").g+c'\'f(n-l)go+cjf(n-2)_gu+.“+f'g(u) 1)
bo‘ladi, bunda ¢t ~2(2=1)-(n~k+1)
kt

(k!1=1-2..k)

Keyingi tengliknin Cor1s s 1s . .
yordamida ko‘rsatiladi. g o'rinli bo'lishi matematik induksiya usuli

) i:ormula Leybnis formulasi deyiladi.
t::lsqt);;l ;I.j::: ; =_ :} (e‘ Junksiyaning n-tartibli hosilasini toping.
=f(x), x=g(x) deylik. Ravshanki,
M@= = (m=1,23.)
g(x)=l &' (x)=g"(x)=--=g"(x)=0
Unda Leybnis formulasiga ko‘ra y =(¢*-x)" = ¢*-x+n-¢* bo‘ladi.P>
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3.3. Yugqori tartibli differensiallar

Ma’lumki, y=7(x) funksiyaning differensiali dy=f(x)dx da f(x)
ko‘payuvchi x ning funksiyasi, dr esa ning orttirmasi ax bo‘lib, x ga
bog‘liq bo‘lmaydi. Demak, dy x ning funksiyasi bo‘ladi.

Ta’rif. y=f(x) funksiya differensialining differensiali berilgan
Sfunksiyaning ikkinchi tartibli differensiali deyiladi va d*y yoki d'f(x)
kabi belgilanadi.

Demak, d*f(x)=d(df (*)) (d’y:d(dy)).

Funksiyaning ikkinchi tartibli differensiali 'y, oz navbatida, x
ning funksiyasi bo‘lishi mumkin. Bu differensialning differensiali y=.f =)
funksiyaning uchinchi tartibli differensiali deyiladi va d’y yoki d’f(x)
kabi belgilanadi. Demak,

Fre=d(@r@)  (@r=dl@))

Umuman y=f(x) funksiyaning p-tartibli  differensiali  d"y
quyidagicha
d"y=d(d™'y) (asr(x)=d(a" (=)
ta’riflanadi.

Shuni yana bir bor ta’kidlaymizki, yugqoridagi funksiya
differensiallarida argument x ning differensiali d (@r=Ax) o‘zgarmas
sifatida  qgaraladi. Shu holatdan foydalanib, yuqori _tartibli
differensiallarning yuqori tartibli hosilalar orqali ifodalarini topamiz:

dy=d(d) = d(y'-ds) = dx-dy = dx- y"-dx = y'de’,
d’J’=d(d’y)=d(y'-abt’)=«b:’-dy'=dx’~y"-dx=y'-dx’
umuman, d"y=y"-a".
Keyingi tenglik matematik induksiya usuli yordamida isbotlanadi.
Masalan, y=sinx funksiyaning 8-tartibli differensiali

d'y =y .-&° =sin(x+8-%)dx“ =sinxdx® bo‘ladi.

Mashglar )
Berilgan funksiyalarning - tartibli hosilasini hisoblang.
1. y=vx 2. y=sin2x+cos(x+1)
3. y=3 ez 4, y=1g(5x+2)
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Masalan, y=¢"* funksiyaning yuqori tartibli hosilalari quyidagicha
bo‘ladi:

= e]*lx _4,

" elux 2 42,

y(ﬂ) 2 e:lMx _4!:_
3.2. Sodda qoidalar. Leybnis formulasi

Aytaylik, f(x) va g(x) funksiyalar (a5 da berilgan bo‘lib,
xe(ab) nuqtada f"(x) va g"(x) hosilalarga ega bo‘lsin:

1) (c-f(x))("] =e: M (x), c=const,

2) (/(3)+8()" =1 (x) +8% (x)
bo‘ladi. Bu tengliklarning o‘rinli bo*‘lishi
kelib chiqadi.

Endi 1 (x)vag(x) funksiyalar ko‘paytmasi y= s (x)-g(x) ning yuqori
tartibli hosilalarini topamiz:

Y=1(x)-e(x)+g'(x)- 7 (),

Y'=T"(x) 8+ 1 (x) g (x)+ £ (x) &' (x)+ £'(x)- 1" () =
=f"-g+2f"g'+f-g",

Y= gt A2 g2 g g [ g =

=" g3 e 4

Y =" graf. g r6fm g rag. gy g™

hosila hisoblash qoidalardan

umuman,

W= guClyt gy crpod gny .y 1. 0 1)

bo‘ladi, bunda ¢* =M)-§‘—"“_) (k1=1-2..%)

Keyingi tenglikning orinli bo
yordamida ko“rsatiladi.
(1) formula Leybnis formulasi deyiladi.
4-misol. Ushbu y=x-¢* funksiyaning n-tartibli hosilasini toping.
<4Bu tenglikda ¢* = 1 (), x=g(x) deylik. Ravshanki,
7 (x)= (e’ )(”) =" (n=1, 2,3,..)
(=1 g'(x)=g"(x)=--=g" (x)=0
Unda Leybnis formulasiga ko‘ra W= (e’ -x)w =e*-x+n-e* bo‘ladi.P>

‘lishi matematik induksiya usuli
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3.3. Yugqori tartibli differensiallar

Ma’lumki, y=7(x) funksiyaning differensiali = 7(x)as da /"¢
ko‘payuvchi x ning funksiyasi, dr esa x ning ortﬁrma‘si Ax bo‘lib, ¥ 82
bog‘lig bo‘lmaydi. Demak, &y x ning funksiyasi bo‘ladi. e e

Ta’rif. y=f(x) funksiva differensialining differensiali ber:g
funksiyaning ikkinchi tartibli differensiali deyiladi va d’y yoki d'f ()
kabi belgilanadi.

Demak, 4°f(x)=d(df (x)) (@2y=d(ay)). .

Funksiyaning ikkinchi tartibli differensiali a’y, 0z n:.a,vl-)atl_da:(x’;
ning funksiyasi bo‘lishi mumkin. Bu differensialning differensiali .y=1.f )
funksiyaning uchinchi tartibli differensiali deyiladi va o’y yoki d’f
kabi belgilanadi. Demak,

aremder)  (avale)

Umuman y=f(x) funksiyaning n-tartibli differensiali

quyidagicha

d'y

drry = d(dl‘l-ly) (d"f(x) = d(dn—]f(x)))
ta’riflanadi. w3 I
Shuni yana bir bor ta’kidlaymizki, yuqoridagi ‘fuliflllﬁ
differensiallarida argument x ning differensiali dr (dx=Ax) .0 Zgartibli
sifatida  garaladi. Shu holatdan foydalanib, -y.uqorl . t
differensiallarning yugqori tartibli hosilalar orgali ifodalarini topamiz:
d*y=d(dy) =d(y'-dx) = dx-dy' =dx-y"-dv = y'd’,
djyzd(dzy) =d(y'-(ﬂ'2):dx2 .ajp' =dx* .y"'.d:y'-dx]
umuman, d"y=y"-d". o .
Keyingi tenglik matematik induksiya usuli yordamida isbotlanadi
Masalan, y=sinx funksiyaning 8-tartibli differensiali

d'y=y® .dx* :siu(x+8--72£]dxs =sinxdx® bo‘ladi.

Mashqlar o
Berilgan funksiyalarning n-tartibli hosilasini hisoblang.

f, gl 2. y=sin2x+cos(x+1)

y_s,r_‘e-h_, 4. y:lg(5x+2)
3.7




4-§. Differensiallanuvchi funksiyalarning xossalari, Teylor formulasi

Biror oraliqda differensiallanuvchi bo‘l i
adi gan funksiyalar ma’l
;:(ossalarga, ega bo‘ladi. Odatda, ular teoremalar orqa]?, ifodalanz:g?
ossalardan ba’zilarini keltiramiz, .

4.1. Differensiallanuvchi funksiyalarning xossalari

o Avtaylik, y=7(x) funksiya (a,5) da berilgan bo‘lib, x e (a,5) bo'isin.
bo'ls, 7(6) mir pos g ESI)  (1(927(x)

o 2 /%) miqdor f(x) funksiyaning (4) dagi ) qiymati
kichik giymati) deyiladi, 8 (a0) dagl eng katta giymati (eng
1-t '

o tning en 1oy (Ferma). Agar y=1(x) funksiva c nugtada (c<(a5))
hosil. € ‘ta (eng kichik) qiymatiga erishib, funksiya c nuqtada
osiiaga ega bo Isa, u holdg 7(c)=0 bo'ladi )

<Aytaylik, 7(x iva ' -
qiymatiga erishsin:f(x) foaksiya ¢ nuqtada (ce(a5)) o'zining eng katta

F(x)=<1(e) (r€(ab)) ¢))

c nuqtaga Axorttlrma beramizki c+Axe(a,b) bo‘lsin.
o 'Unda (1) ko‘ra, (e

Jnd: +Ax)<f(c) bo'ladi. Keyingi tengsizlikdan
Ay=f(c+Ax)~1(c)<0 bo‘lishj kelib chigadi. )

Shax.tga ko‘ra J (%) funksiya ¢ nuqtada f'(c) hosilaga ega.

Ta’rifga binoan s'(c)= jiyy 47

A0 Ay
A .
8? 4x>0bo'lsa, unda 22 <0 bo'lib,
J'(¢)=lim Yo
bo‘ladi. A @
Agar Ax<0 bo‘lsa, unda
Ay
—=20
bo*lib, A
‘ F©)=1imY sy ?3)
. Ar—Q
bo‘ladi. (2) va (3) munosabatlardan &
f(e)=0

bo‘lishi kelib chigadi.»

- 156 -

2-teorema (Lagranmj). Agar y=f(x) funksiya [a,k}]‘ 'segrfzentda
uzluksiz bo‘lib, (a,b) intervalda hosilaga ega bo‘lsa, u holda a bilan b
orasida shunday c nugta (a<c<b) topiladiki, L@%:—‘:@-; f'(c) bo Yadi.

«dAytaylik, y=f(x) funksiya [4,] segmentda uzluksiz bo‘lib, uning
grafigi 1-chizmada tasvirlangan 4B egri chizniqni ifodalasin.

Y B
c
A i % D
(] ® —
] ac b X
1-chizma

AB vatarning OX o‘qining musbat yo‘nalishi bilan tashkil etgan
burchakni ¢ deylik. Unda bu vatar (to‘g'ri chiziq)ning burchak
koeffitsiyenti gp bo‘ladi. '

4B egri chizigda shunday C nuqta bo‘lishini- tasavvuf etish
mumkinki, egri chiziqqa shu nuqtada o‘tkazilgan urinma 4B~ vatarga
parallel bo‘ladi. Bu L urinmaning 0Xx e‘qining musbat yo‘nalishi bilan
tashkil etgan burchakni a deylik. Ravshanki, urinma to‘g‘ri chiziq bo‘lib,
uning burchak koeffitsiyenti gz bo‘ladi. SRR

Ayni paytda, y=s(x) funksiya hosilasining geometrik ma’nosiga
ko‘ra

tga=f'(c) . C))
bo‘ladi, bunda ¢ nuqta 4B egri chiziqdagi ¢ ning absissasi.

Modomiki, vatar bilan urinma parallel ekan, unda

1gp=1ga )
bo‘ladi.

1-chizma keltirilgan 4DB to‘g‘ri burchakli uchburchakda

AD=b-a, BD=f(b)-f(a), <d4=o.
Unda shu uchburchakdan
gp=22-L0)-7(a) ©)
AD b—a
bo‘lishini topamiz.
(4), (5), va (6) munosabatlardan
L0-1@) 1) ™

bo*‘lishi kelib chiqadi. ™

Bu teoremadan quyidagi natijalar kelib chigadi.
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1-natija. Agar (ab) intervalda f'(x)=0 bo‘lsa, u holda funksiva
(a,b) da o ‘zgarmas bo ‘ladi. ‘
4(ab) intervalda tayin x, va ixtiyorly x nugqtalarni olamiz. So‘ng
[%,,%] kesma(yoki[x,x,]) ga Lagranj teoremasini qo‘llaymiz:

Jx)-f(x)
x_'xo_—-f'((:) =0.
Bundan
/() =f(xo)=const
bo‘lishi kelib chigadi.»>

2-natija. y=f(x) finksiya uchun Lagranj teoremasining shartlari
bajarilib,
N 1@)=7 ()
bo'Isin. U holda ava b orasida shunday ¢ nugta (a<c<b) topiladil,
I'(c)=0
bo ladi.
. *.1Bu natijaning isboti f(a)=s(b) shartda (7) tenglikdan kelib
chiqgadi.»
it Endl Lagranj teoremasidan umumiyroq bo‘lgan teoremani isbotsiz
3-teorema (Koshi). Aytaylik, f(x) va g(x) funksiyalar
1) [a,b] segmentda uzluksiz,
2) (a,b) intervalda f'(x),g'(x) hosilalarga ega,
3) (ab) da g'(x)=0 bo'lsin. U holda abilan b orasida shunday c
(a<c<b) topiladiki,
S(®)-1(a) _f'(c)
&(b)-g(a) £'(c)

bo ‘ladi.
Xususang g (x) =X bo‘lga.nda Koshi teoremasidan Lagranj teoremasi
kelib chigadi.
4.2. Teylor formulasi

Faraz qilaylik, f(x)funksiya x, nuqtaning biror atrofi (x,-3.x, +5)
da (5>0)
f'(x)sfn(x)’f"l(x)”"’f(n) (x)’f(ml) (x)
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hosilalarga ega bo‘lsin. Berilgan funksiya va uning hosilalarining x,
nugtadagi qiymatlaridan foydalanib, ushbu ) ’
RTECS T TR I S S
ko*phad (butun ratsional funksiya) ni hosil qilamiz. .
Bu ko‘phadni s(x) funksiyaga qanchalik yaqinligini aniglash
magsadida
R ()= 76 ) [/ o)+ L)+ o
' ) (n) N
+-f'—2(;—°2(x—xo) +---+I—7’(Tx°—)(x-xo) ]

ayirmani qaraymiz. Keyingi tenglikdan topamiz:
7 )= 1 L )+ L oo+

)
per 2Ny iR G)(0)
(10) formula f(x) funksiyaning Teylor formulasi deyiladi, R (x) ga esa

Teylor formulasining qoldiq hadi deyiladi.
Qoldiq had R,(x)ning (9) formula bilan ifodalanishi (8) ko‘phad-

ning f(x) ga yaqin bo‘lishi hagida xulosa chigarishga imkon bermaydi.
Agar R (x)ni # va x larning qiymatlari bo‘yicha baholay olsak va uning
nolga intilishini ko‘rsata olsak, u holda s(x) funksiya (8) ko‘phadga

yaqin deya olamiz. o
x o‘zgaruvchini tayinlab, ¢ ni o‘zgaruvchi sifatida qarab quyidagi

. " )
Fli)=1(x)- f(z)—f—l(!’l(x-:)-f—zfﬂ(x-:)‘+.--+f( Q-

yordamchi funksiyani [x,,x]c (x,—8,%+ 5) (yoki[x,%,] < (%= 8, %, +5))
da garaymiz. Bu funksiyaning hosilasini topamiz:

F'(')=-f’(t)—[f—',§9(x—r)—f'(t)]—[i";@(x-f)’-L;f‘—)(x-f)]u...

..._[_f_("%t_).(x_‘g)" _M.(x_;)""]=_~_f_fn:£g_)-(x—t)".

B

(n-1)!
Demak, F'(t)= —I—(%(L) (x-1)'. (12)
Endi ushbu ¢(s)=(x-1)"" (13)

funksiyani olaylik. Bu funksiya ham [%.x] da uzluksiz va . o
¢ ())=—(n+1)(x-1f (14) hosilaga ega: - -
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I-natija. Agar (a,b) intervalda f'(x)=0 bo‘lsa, u holda funksiva
(a,b) da 0 ‘zgarmas bo ‘ladi.
<(ab) intervalda tayin x, va ixtiyorly x nuqtalarni olamiz. So‘ng
[x;5x] kesma(yoki[x,x,]) ga Lagranj teoremasini qo‘llaymiz:

S(x)-1(x)

=)=

Bundan
7(%)=s(x)=const

bo‘lishi kelib chigadi. P>

2-natija. y=f(x) funksiva uchun Lagranj teoremasining shartlari
bajarilib,

f(a)=r1(b)
bo'Isin. U holda ava b orasida shunday c nugta (a<c<b) topiladiki,
f'(e)=0

bo ladi.

<4Bu natijaning isboti f(a)= /(b) shartda (7) tenglikdan kelib
chigadi.»>

Endi Lagranj teoremasidan umumiyroq bo‘lgan teoremani isbotsiz
keltiramiz.

3-teorema (Koshi). Aytaylik, f(x) va g(x) funksiyalar
1) [a,b] segmentda uzluksiz,
2) (a,b) intervalda f'(x),g'(x) hosilalarga ega,
3) (ab) da g'(x)#0 bo'lsin. U holda abilan b orasida shunday c
(a<c<b) topiladiki,
f(4)-f(a) _1'(c)
g(t)-g(a) g'(c)

bo ‘ladi.

Xususan, g(x)=x bo‘lganda Koshi teoremasidan Lagranj teoremasi
kelib chiqadi.

4.2. Teylor formulasi

Faraz qilaylik, /(x)funksiya x, nugtaning biror atrofi (x,~8,x, +6)
da (6>0)
T ONT" @) " (), O (). £ (%)
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hosilalarga ega bo‘lsin. Berilgan funksiya va uning hosilalarining x,
nuqtadagi qiymatlaridan foydalanib, ushbu

' oo ") (x, n
P+ L) o L s Dy )

ko‘phad (butun ratsional funksiya) ni hosil gilamiz. _
Bu ko‘phadni f(x) funksiyaga ganchalik yaqinligini aniglash
magsadida

R)=7( )"[f(xo)““f‘ﬁ_n)(x—xo)i—
EACY
21
ayirmani qaraymiz. Keyingi tenglikdan topamiz:
£6)= 1)+ L8 o) L e

; ©)
(I"xo)1+"'+L;(!xL)(x_xo)" ]

+"'+£{_)';('!£Q(I_In)n+R,(:t) (10)

(10) formula f(x) funksiyaning Teylor formulasi deyiladi, R, (x) ga esa
Teylor formulasining qoldiq hadi deyiladi.

Qoldiq had R, (x)ning (9) formula bilan ifodalanishi (8) ko‘phad-
ning f(x) ga yaqin bo‘lishi haqida xulosa chigarishga imkon bermaydi.
Agar R (x)ni n va x larning giymatlari bo‘yicha baholay olsak va uning
nolga intilishini ko‘rsata olsak, u holda f(x) funksiya (8) ko‘phadga

yaqin deya olamiz.
x o‘zgaruvchini tayinlab, ¢ ni o‘zgaruvchi sifatida qarab quyldagl

F0=1 @10 L0 L0y e 20y any

yordamchi funksiyani [x,,x]c(x,~6,x,+8) (voki[x,%,] = (%, = &,%,+5))
da garaymiz. Bu funksiyaning hosilasini topamiz:

FO=-+ O L06-0-r0 - 5o L.

[0,y 0 nv-}z_f‘"*"(r)
_|: 7l ( ) ( ]),( ) al ( )
Demak, F'(;)=_f_(";:—(l(x-z)". (12)

Endi ushbu ¢(¢) = (x—1)"" (13) ‘
funksiyani olaylik. Bu funksiya ham [x,,x] da uzluksiz va
¢ (1)=—(n+1)(x—1)" (14) hosilaga ega.

-159-



‘Shunday qilib, F(1) va ¢(¢) funksiyalar uchun [%.x] da Koshi
teoremasining shartlari bajariladi. Unda Koshi teoremasiga ko‘ra
F(x)-F(%)_F'(c)
#(x) ) (15)
bo‘ladi, bunda ¢ nuqta x, va x nuqtalar orasida joylashgan.
(11), (12), (13) va (14) munosabatlardan foydalanib topamiz:

F(x)=0, F(x)=R,(x), p'(c)=_£":‘l"ﬂ(_‘_c),
#2)=0 $)=(-2)",  ¢(e)=-(n+1)(x-c)

) (g .

Natijada, (15) tenglik ushby _~%()__ ,,!()(H)

. . _(x"'xo e +1)(x-¢)"
ko‘rinishga keladi. Bu tenglikdan ) (rD)lx=e)

_ f(m-l) ( C) R (x_x nel sl
Ru(x)- x-cb - 0) =f (C) X— n+)
n! (z=c) (r+1)(x—c)" (n+1} (x=x)

bo‘lishi kelib chigadi.
(10) munosabatdan foydalanib topamiz:

1@= 5 () L) o) L) oy,

. f-(nfl) ( C) -
. (x~x) ""G'_,_—])T(x‘xo) "
t(iey)il a:lmwla Lagranj ko‘rinishidagi qoldiq hadli Teylor formulasi

Xususiy holda, x, =0 bo‘lganda

s(») =f(0)+£]—(i0—)x+ f'é—?)x’ +
droee g f(") (o)xn + f(""'l) (c).x)"l
o n! (n+1)!
bo‘lib, u Makloren formulasi deb yuritiladi.

A s . ) .
1 hol dagar (16) va (16°) formulalarda qoldiq had yetarlicha kichik bo‘lsa,

g L) (16)
nl

(16°)

S~ ﬂx&"‘%ﬁ‘"‘-"o)*%k""%f +..+ ——fnrffo)(x—xo)",

F0yn f0+ LR SO 2 SO

taqribiy formulalar hosil bo‘lib, ulardan funksiyalarning qi ini
1bly X s qiymatlarini
tagribiy l-nsoblashda foydalaniladi. Agar Teylor formulasida x, =0 bo‘lsa,
unda hosil bo‘lgan formula Makloren formulasi deyiladi.
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4.3. Ba’zi funksiyalar uchun Teylor (Makloren) formulalari.
Tagribiy formulalar

1) Aytaylik, p=e bo‘lsin. Ma’ lumki, y®=e-. Unda
WO =1, y¥@©@=1 (k=12..n+1) bo'lib, bu funksiyaning Makloren
formulasi
e L X AT A
€ —l+x-.—§+m+;?+———(n+l)!e
bo‘ladi. n - da qoldiq had nolga intiladi. Natijada,
e zl+x+i+---+£
2! n!
taqribiy formulaga ega bo‘lamiz.

2) Aytaylik, y=sinx bo‘lsin. Ma’lumki, y(")=sin(x+n--’2£')
Ravshanki, y(0)=0 va

@ (0)=sin2E =
¥ (0)=sin 5
bo‘ladi. Bu funksiyaning Makloren formulasi (n=2m)
. © X X ot X N
smx:x—§+—5?—7!-+---+(—l) ———(Zm—l)!+(—l) —_(2m+l)!°°sc

bo‘lib, undan ushbu

0, agar n juft bo'lsa
=l
(-1)7, agar n tfog bo'lsa

. ' X X X
smxmx—%+§i-1;-!-+m+(—l) l-(?m_—_lji
taqribiy formula kelib chigadi. o
3) Aytaylik, y=cosx bo‘lsin. Bu funksiyaning a— tartibli hosilasi
P = cos(x+n-§-)

bo‘ladi. Ravshanki, y(0)=1

»(0)=cos = =

o, agar n tog bo'lsa
2

_])%, agar n Juft bo'lsa
bo‘ladi. Bu funksiyaning Makloren formulasi (n=2m)

2 % A - X" ml ____—xzmz
cosx=l——2—!-+z-a+"‘+(‘l) (2m)!+(-1) (2m+2)!°°sc
bo‘lib, undan ushbu

¥ x5 . X"
cosxul—-z—!+z!—-a+---+( 1) ——(2m)!

taqribiy formula kelib chiqadi.
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Shunday qilib, F(f) va ¢(r) funksiyalar uchun [x,x] da Koshi
teoremasining shartlari bajariladi. Unda Koshi teoremasiga ko‘ra
F(x)-F(x) = F'(c) 15)
#(x)-¢(x) ¢'(c)
bo‘ladi, bunda ¢ nuqta x, va x nuqtalar orasida joylashgan.
(11), (12), (13) va (14) munosabatlardan foydalanib topamiz:

F(x)=0, F(x)=R (), F'(c)=- f“:”(c) (x-¢)
$(x)=0 (x)=(x-x)", ¢(c)=-(r+Dx-c)
/"’"’ (c )(x_c)
Natijada, (15) tenglik ushby ——%() ;
~(x-x )" —@+0@'d
ko‘rinishga keladi. Bu tenglikdan

=L ()x Gom)" Sy
R G

bo“lishi kelib chiqadi.
(10) munosabatdan foydalanib topamiz:

= f(xo)+f( °)(x xo)+f (x°) L35 (x-x)'+
+...+.f£_(£°_)_(x_xa) f('”l)( )( )ml

(n+1)!
(16) formula Lagranj ko‘rinishidagi qoldiq hadli Teylor formulasi
deyiladi.
Xususiy holda, x,=0 bo‘lganda

(16)

1&)=L LD )
ﬁ") (0) .,-‘ M) (C) +1 (

n! (n+l)'
bo‘lib, u Makloren formulasi deb yuritiladi.

Hol d*:&"“' (16) va (16’) formulalarda qoldiq had yetarlicha kichik bo‘lsa,
u ho

f(x)“f(xo)-}-_jli)(x_ ) f(xo)(x xo)2+ +f (xO)(x_xo)",
J(x)=~ f(0)+f (10) f (o)xz f (0) o

Froeed

taqribiy formulalar hosil bo‘lib, ulardan funksxyalarnmg qiymatlarini
taqribiy hisoblashda foydalaniladi. Agar Teylor formulasida x,=0 bo‘lsa,

unda hosil bo‘lgan formula Makloren formulasi deyiladi.
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4.3. Ba’zi funksiyalar uchun Teylor (Makloren) formulalari.
Tagqribiy formulalar

1) Aytaylik, y=e bo‘lsin. Ma’ flumki, y”=¢. Unda
yO) =1, y¥@©)=1 (k=12,..,n+1]) bo‘'lib, bu funksiyaning Makloren
formulasi

I wlp
4 —]+x-.—2!+ +n!+(n+l)!e
bo‘ladi. n—« da qoldiq had nolga intiladi. Natijada,
x x"
e mltx+—t-t—
2! n!

taqribiy formulaga ega bo‘lamiz.
2) Aytaylik, y=sinx bo‘lsin. Ma’lumki, y<">=sm(x+n.§)
Ravshanki, y(0)=0 va
0, i bo'l!
y(")(0)=sin-n—”= . agar n jufi bo'lsa
2 (-1)7, agar n tog bo'lsa
bo‘ladi. Bu funksiyaning Makloren formulasi (n=2m)

SR a1 X m X
sinx=x—To+ ;"7! ~+(-1) @m-1)1" +D) (2m+l)!msc

bo‘lib, undan ushbu

¥ X -t X
sinx s x——+ -+(-1)
AT n-1)

taqribiy formula kelib chiqadi.
3) Aytaylik, y=cosx bo‘Isin. Bu funksiyaning n— tartibli hosilasi

¥ = cos x+n-Z
2

bo‘ladi. Ravshanki, y(0)=1

y(0)=cos = =

{o, agar n log bo'lsa
2

(—1)%, agar n juft bo'lsa
bo‘ladi. Bu funksiyaning Makloren formulasi (n=2m)

xz ‘ m+l X
cosx = l—-—2-'-+ ] +oet (= 1y om ), +(-1) (2””_2)1
bo‘lib, undan ushbu
cosxml-fz—-+x‘ +(~ )
TR TR (2m)'

tagribiy formula kelib chiqadi.
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4) Aytaylik, y=(1+x)" bo‘lsin. Bunda n— natural son
Bu funksiyaning hosilalari

¥y =n(l +J:)"’l .

¥ =n(n-1)(1+x)"",

o =n(n=-1)(n-2)...(n-k+1)(1+x)™*,

Y =nt

(n dan yuqori bo‘lgan b S daot hac o
H =y = ~0), bf‘lib archa tartibdagi hosilalar O ga teng bo‘ladi:
YO=L yO=n, y(©0)=n(n-1),., y¥(0)=n(n-1)..(n+k+1)

. ¥ =nl
Eo‘ﬁ. Unda y=(l+x)" funksiya uchun (16') formula (]UYi dagicha
o‘ladi:

(1+x)" =l+m+-n(—z:—1)x’ +_._+n(n_—l)...k('n_—k+_l)x,‘ Fort X
Bu Nyuton binomi formulasidir. .

Mashgqlar

‘ 1 y=x egri chizig‘ida shunday nuqtani topingki, bu nugtada unga
o‘tkazilgan urinma 4(-1;-1) va B(2;8) nuqtalarni tutashtiruvchi vatarga
paralle] bo‘lsin.

2. Lagranj teoremasidan foydalanib, tengsizliklarni isbotlang;:
a) |sinx—siny|5[x—y|;
b) ]arclga—arctgbl <la-4;
d) e >1+x, xeR;
3. Quyidagi funksiyalar uchun Makloren formulasini yozing:
2) /(x)=n(i-22); b) £(x)=e; ) 7=

1-x?
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Vi BOB
Differentsial hisobning tatbiglari

1-§. Hosilalar yordamida funksiyalarning o‘suvehi, kamayuvchi
hamda ekstremumlarini aniglash

1.1. Funksiyaning o‘suvchi hamda kamayuvchiligi

y=7(x) funksiya (a,b) da berilgan bo‘lsin. Ma’lumki, ixtiyoriy
x, € (a,b), ixtiyoriy x, e(a,b) lar uchun
x, <x, bo‘lganda f(x)</(x) bo‘lsa,
f(x) funksiya (a,5) da o‘suvchi,
X <X bo‘lganda f =x)zrs (xz) bo‘lsa,
f(x) funksiya (a,5) da kamayuvchi deyiladi.
Funksiyaning hosilalari yordamida uning o‘suvchiligini ha!nda
kamayuvchiligini aniqlash (o‘suvchi hamda kamayuvchi bo‘ladigan

oraliglarni aniglash) mumkin. ,

1-teorema. Agar f(x) funksiya (a,b) da 1'(x) hosilaga ega bo lib,

r(x)20 (xe(@b))

bo ‘Isa, u holda funksiya (a,b) da o ‘suvchi bo ‘ladi.

<Aytaylik, f(x) funksiya (a.b) da f'(x) hosilaga ega bo‘lib,
f'(x)=0 bo‘lsin. (a.b) intervalda ixtiyoriy x, va x, nugtalarni (ular uchun
x <x, bolsin) olib, [x,x] segmentni qaraymiz. Ravshanki, [x.x,]<(a,5).
Bu segmentda f(x) funksiya Lagranj teoremasining shartlarini bajaradi.
Unda Lagranj teoremasiga ko‘ra shunday ¢ nuqta, x <c<x topiladiki,

f(x)-7(x) =1(e),
X =%

ya’ni ]
f(xz)—f(x,)=f'(c)-(x2—x,)bo‘ladl.

Keyingi tenglikda
f@=z0  x-#>0

bo‘lgani uchun f(x,)-f(x)20 bo'lib, undan f(x)<S (%
chigadi. Demak,

) bo‘ lishi kelib

x <x, bo‘lganda f(x)sS(x) bo‘ladi.
/() funksiya (a,b) da o‘suvchi.P>
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.2-teorems. Agar f(x) funksiya (a,b) da f "(x) hosilaga ega bo ‘lib,
Junksiya (a,b) da o ‘suvchi bo ‘Isa, u holda ‘
r(x)=zo0 x<(a,b
bo ‘ladi. betes)

4(a,b) intervalda ixtiyoriy x nuqta hamda x+Ax nugtalarni olaylik
(xe(a,b),x+Axe_(a,b)). f(x) funksiya (a,5) da o‘suvchi bo‘lgani uchun
Ax>0 bo‘lganda f(x)< S(x+4x), ya’ni

I(x+ax)-f(x)20
Ax <0 bo‘lganda S(®)2f(x+4Ax), ya'ni
' S(x+Ax)-f(x)<0
bo‘lib, ikkala holda ham *
J(x+Ax)-
(X Az f (1)20 (1)

bo'ladi. Shartga ko‘ra £(x) funksiya (a,5) da f(») hosilaga ega. Unda
f(x)=£;-;_f(x+A2-f‘(x)

bo‘lib, (1) n.:mnosabatga binoan s’(x)>0 bo‘ladi.»>
;(udd1 shunga o‘xshash quyidagi teoremalar isbotlanadi.
-teorema. Agar f(x) funksiya (a,b) da f'(x) hosilaga ega bo lib,
‘ f(x)=0 (xe(a.8))
bolsa, u holda funksiya (a,6) kamayuvchi bo ‘ladi.
.4-teorema. Agar f(x) funksiya (a,b) da f'(x) hosilaga ega bo ‘lib,
Junksiya (a, b) da kamayuvchi bo ‘Isa, u holda
"(x)<0
bo Tadi, e rete)
4-misol. Ushby
. y=f(x)=mn(1-5*
funksiyaning o*sish hamda kamayish oraliglarini toping.
“CBerilgan funksiyaning aniqlanish sohasi,

-2 50, (x-1)(x+1)<0, -l<x<l
E=(-11) bo‘ladi. Endi funksiyaning hosilasini topamiz:
y=2%
=

So‘ng y 20, ya’ni x,i_l 20 tengsizlikni yechamiz: Ravshanki,

2x
7120 Xr=D(x+120.
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Demak, -1<x<0 bo‘lib, bu (-L0) oraligda berilgan ﬁmlfsiya.‘

o‘suvchi bo‘ladi. . L
Yugoridagidek ko‘rsatiladiki, berilgan funksiya (o)) oraliqda
kamayuvchi bo‘ladi.»

1.2. Funksiya ekstremumi. . .
Funksiya ekstremumiga erishishining zaruriy va yetarli shartlari

f(x) funksiya (a,56) da berilgan bo‘lib, x, nuqta o‘zining atrofi
Uy (%)=(%-5,%+5) bilan (5>0) (a,6) intervalga tegishli bo‘lsin.
1-ta’rif. Agar ixtiyoriy xe(x—5,%,+5) uchun
S(x)2f(x)
bo'lsa, f(x) funksivya x, nuqtada maksimumga erishadi deyiladi. x,
funksiyaning maksimum nugtasi, f(x) ga funksiyaning maksimum
giymati deyiladi va wax f (x) kabi belgilanadi: (1-chizma)
J (%) =max £ (x)
mexd{x)

a—0 Xo Xyt X
1-chizma
2-ta’rif. Agar ixtiyoriy x e (% —8,%+8) uchun

f(x)2f(x) o
bo'lsa, f(x) funksiya x, nugtada minimumga erishadi deyiladi. x,

funksiyaning minimum nugtasi, f(x) &4 funksiyaning minimum gi)frfzaﬁ

deyiladi va min f (x) kabi belgilanadi: (2-chizma) f(%)=minf (89

2-chizma ] ] ]
" Funksiya maksimum va minimumlari umumiy nom bilan uning

ekstremumlari deyiladi.
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‘ .Mas.ala,, funksiyaga ekstremum qiymat beradigan- nugtalarni hamda
funksgyanmg ekstremum qiymatlarini topishdan iborat. Bu masala
funksiyaning hosilalaridan foydalanib hal etilishi mumkin.

S-teorema. Agar f(x) fumksiya xe(ab) nugtada ekstremumga
erishsa va bu nugtada Jfunksiyaning hosilasi mavjud bo ‘Isa, u holda

- S'(x)=0
boladi . .
<Aytaylik, f(x) funksiya x, nuqtada maksimumga ega bo‘lib,
f'(x) hosila mavjud bo‘lsin. U holda ta’rifga ko‘ra ixtiyoriy
xe(x%-8,%,+8) da f(x)sf(x) tengsizlik bajariladi. Ayni paytda, f(x,)
qaralayotgan funksiyaning (x,-5,x+4) dagi eng katta qiymati bo‘ladi.
Ferma teoremasidan foydalanib, S'(%)=0 bo‘lishini topamiz.

Xuddi shunga o‘xshash /(x) funksiya x, nugtada minimumga ega
bo‘lib, f*(x,) hosila mavjud bo‘lganda ham teorema isbotlanadi. P>

Eslatma. /(x) funksiyaning biror » (a,b) nugtada f'(x') hosilaga
ega va f'(¥)=0 bo lishidan uning x' nuqtada ekstremumga ega bo ‘lishi
har doim ham kelib chigavermaydi. Masalan, y=x' Junksiyaning hosilasi
y'=3x *=0 da y'=0 bo‘ladi, birog bu funksiva x=0 nugtada
ekstremumga ega emas. (3-chizma)

1
7

3-chizma

X

Demak, 5-teorema : o .
shartini ifodalayds, funksiya ekstremumga erishishning zaruriy

Endi funksiya eks . . .
keltiramiz: y tremumga erishishining yetarli shartlarini

Aytaylik, f(x) funksiya (s,5) da hosilaga ega bo‘lib, xe(a,b)
nuqtada v nolga aylangip,
. S '(x0)=0,
(demak, funksiya ekstremumga erishishining zaruriy sharti bajarildi).
Quyidagi savol tug‘iladi, x, nuqtada funksiya ekstremumga erishadimi?
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ya’nj f '(x) hosila X, nuqtadan o‘tishda ishorasini wp»

Erishsa, qaysi biriga maksimumgami, minimumgami? y={x| funksiya x=0
nuqtada minimumga erishadi, lekin ¥ (0) mavjud emas.

Bu savollarning javobi funksiya ekstremumga erishishining yetarli

shartlarini ifodalaydi.

x, nuqtaning (x,-8,%+8)<(a,b) atrofini olamiz.
a) Agar
ixtiyoriy xe(x-8,%) da f(x)>0,

ixtiyoriy xe(x,x+5) da f'(x)<0,
dall “_” ga

o‘zgartirsa, u holda s(x) funksiya x, nuqtada maksimumga erishadi (4--

chizma).
5% >0/I\f'[3)< 0

x,—6 x5 X+

4-chizma

Hagiqatdan ham, f(x) funksiya (%-0.%] da o‘Suvc:hi‘ bo“lib,
F(x)< f(%), [x,x+5) da kamayuvchi bo‘lib, f(x)>f £3) bo‘!adl.

Demak, ixtiyoriy xe(-6,%+5) Aa /(x)</ (%) bo‘ladi. Bu esa
funksiyaning x, nuqtada maksimumga erishishini bildiradi. .

b) Agar )
ixtiyoriy x & (x—8.%) da f'(x)<0
ixtiyoriy xe(%,x+5) da f'(x)>0 .
ya'ni f'(x) hosila x, nuqtadan o‘tishda ishor:j\s%m "= dan +. ia
o‘zgartirsa, u holda f(x) funksiya x% nuqtada minimumga erishadi. (5-

chizma).
\ /
~

fx)<o] sz
-6 R xntd i
5-chizma
Hagiqatan ham, f(x) funksiya (-
f(x)>7(%)s [%.x+8) da o‘suvchi bolib, f(x)>f(x) bo

8,x%) da kamayuvchi bo‘lib,
‘ladi. Demak,
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ixtiyoriy re(x-8,%,+5) da f(x)>f(x) bo‘ladi. Bu esa funksiyaning x,
nuqtada minimumga erishishini bildiradi.
d) Agar
' ixtiyoriy xe(x,~4,%) da f'(x)>0,
ixtiyoriy xe(x,x+5) da f(x)>0
yoki
ixtiyoriy xe(x-5,%,) da f'(x)<0,
ixtiyoriy xe(x,x+5) da r'(x)<o0
ya’ni f'(x) hosila x, nuqtadan o‘tishda ishorasini o‘zgartirmasa, u holda
/(x) funksiya x, nuqtada ekstremumga erishmaydi. Bu holda f(x)
funksiya (x,~6,x+6) da o‘suvchi yoki kamayuvchi bo*ladi.
Natijada, f(x) funksiya ekstremumini topishning quyidagi
qoidasiga kelamiz:
1) funksiya hosilasi f'(x) topiladi;
2) f'(x)=0 tenglama yechiladi. Aytaylik, bu tenglama yechimlaridan
biri x, bo‘lsin: '(x,)=0;
3) x, nuqgtaning chap atrofi (x%—-3.%) va o‘ng atrofi (%,x+5) da
TG
hosdanmg ishorasi aniqlanadi va yuqorida keltirilgan a), b) qoidalar tatbiq
etilib, ekstremum giymati topiladi.
2-misol. Ushbu

f(x)=x"-3x+2
funksiyani ekstremumga tekshiring.
ABerilgan funksiyaning hosilasini topamiz:
f(x)=3x*-3.
So‘ng uni 0 ga tenglab, f(x)=0 tenglamani yechamiz:
3x*-3=0, 3{(x-I)(x+1)=0,
x=-l x,=+L
Funksiya hosilasi
S'(x)=3x*-3=3(x~1)(x+1)
ning x, =-1 va x, =1 nuqtalar atrofida ishorasini aniglaymiz.
x =-1 nuqtaning (~1-8,-1+4) atrofini (o <é <%) olamiz.

Ixtiyoriy xe(-1-6,-1)da S'(%)=3(x-1)(x+1)>0 bo‘ladi, chunki
bunday nugtalarda x-1<0, x+1<0.
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Ixtiyoriy xe(-L-1+8) da f'(x)=3(x-1)(x+1)<0 bo‘ladi., chunki
bunday nuqtalarda x-1<0, x+1>0.

Shunday qilib, f'(x) hosila x =-1 nuqtadan o‘tishda ishorasini “+”
dan “-” ga o‘zgartiradi. Demak, berilgan funksiya x=-1 nuqtada
maksimumga erishadi va uning maksimum qiymati

max f(x)=f(-1)=4
bo‘ladi.

x, =1 nuqtaning (1-4,1+5) atrofini (0< ) <%) olamiz

Ixtiyoriy xe(1-81) da f'(x)=3(x-1)(x+1)<0 bo‘ladi, chunki,

day nuqtalarda x-1<0, x+1>0.
- I);{tly?)rly xe(L1+6) da f(x)=3(x-1)(x+1)>0 bo‘ladi, chunkl -

bunday nuqtalarda x—-1>0, x+1>0. o
Shunday qilib, f'(x) hosila x, =1 nuqtadan otishda 1shorasm1

dan “+” ga o‘zgartiradi. Demak, berilgan funksiya x,=1. nuqtada
minimumga erishadi va uning minimum giymati
min 7(x) = f(1)=0
bo‘ladi. P> ) -
Faraz qilaylik, /() funksiya (a,b) da berilgan bolib, x <(a,5)

bo‘Isin.
6-teorema. Agar f(x) funksiya x, nuqtaning (xo -8,%, +8) c(a,b)

atrofida birinchi va ikkinchi tartibli f’(x),f*(x) hosilalarga ega bo‘lib,

1) /'(%)=0,
2) x r:uqtada funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi f(x) ulelkSlZ

va f"(x,) =0 bo‘lsa, u holda
I'{x0)>0 .

bo‘lganda 7(x) funksiya x, nuqtada minimumga erishadi;
S*(x0)<0

bo‘lganda £(x) funksiya x, nuqtada maksimumga erishadi.

4Teylor formulasidan foydalanib topamiz:
f(x)= f(xo)+f (x'))(x x°)+f G )(x xo) c=x+60(x—x,),0<0<1
. Shartga ko‘ra 1'(x,)=0. Unda

F@-7 () =L oy

bo‘ladi.
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Aytaylik, f*(x,)<0 bo‘lsin. Unda ikkinchi taitibli hosilaning x,
nuqtada uzluksiz bo‘lishidan, x, nuqtaning biror atrofi topiladiki, bu
atrofdagi nuqtalarda f*(x)<0, binobarin, S"(c)<0 bo‘ladi. Ravshanki
(*-%)" >0. Demak,

. I'(c)

T (x-x) <0

3

bo‘lib,
f(x)_f(xo) <0
ya’ni,
J(x)<rs (%)

bo‘ladi. Bu esa f(x) funksiyaning x, nuqtada maksimumga erishishini
bildiradi. -

Xuddi shunga o‘xshash, f*(x,)>0 bo‘lganda, f(x) funksiyaning x,
nuqtada minimumga erishishi ko‘rsatiladi.p

3-misol. Ushbu

f (x) =x —12x

funksiyani ekstremumga tekshiring,.

ARavshanki, f'(x)=3x-12 bo‘ladi. 3¥-12=0 tenglamaning
yechimlari z =2, x, =2 bo‘ladi. Demak, f'(2)=0, s'(2)=0.

Berilgan funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi /" (x)=6x bo‘lib,

I"(-2)=6(-2)=~12<0, f"(2)=6-2=12>0
boladi. Demak, berilgan funksiya x=-2 da maksimumga, x =2 da
minimumga ega bo‘lib,
maxf(x)=f(—2)=l6, minf(x)zf(2)=—16

bo‘ladi.»>

Eslatma. Agar S'(%)=0 bo'lsa, u holda f(x) funksivaning x,
nugtada ekstremumga erishishi ham mumkin, erishmasdan qolishi ham
mumkin. Bu holda qo ‘shimcha tekshirish bilan aniglanadi.

1.3. Funksiyaning [4,5] segmentdagi eng katta va eng kichik
giymatlari

Ma’lumki, f(x) funksiya [2,6] segmentda uzluksiz bo‘lsa, unda
uzluksiz funksiyalarning xossasiga ko‘ra bu funksiya [4,6] da eng katta va
eng kichik giymatlarga erishadi. Bu giymatlar quyidagicha topiladi:
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1) f(x) funksiyaning hosilasi f'(x) topilib, u nolga tenglanadi:
7'(x)=0. .

2) f(x)=0 tenglama yechiladi. Aytaylik, bu tenglamaning
yechimlari x,x,,x, bo‘lsin.

3) f(x) funksiyaning x,,x,,x, nuqtalardagi qiymatlari topiladi.

Aytaylik, ular f(x),f(x,), /() bo‘lsin.

4) s(x) funksiyaning [4b] segmentning chekkalari a va b
nuqtalardagi qiymatlari topiladi: f(a),f(5). :

Natijada, f(x),f(x),f(x), f(a).f(b) giymatlar hosil bo‘ladi. Bfl
qiymatlar orasidagi kattasi f(x) funksiyaning [a,b] dagi eng katta qiymati,
kichigi esa s(x) funksiyaning [4,6] dagi eng kichik giymati bo‘ladi.

4-misol. Ushbu

f(x)=x%"*
funksiyaning [-13] segmentdagi eng katta va eng kichik qiymatlarini
toping.

<4Bu funksiyaning hosilasi

S(x)=2xe™ —x%e™ = (2x—x)e™
bo‘lib, f'(x)=0 ya’ni
(2x—xz)e" =0
tenglamaning yechimlari x, =0, x, =2 bo‘ladi.

Endi berilgan funksiyaning bu x =0, x =2 nugqtalardagi hamda
[-13] segmentning chetki nuqtalari x =-1, x =3 dagi giymatlarini
topamiz:

f(®)=7(0)=0,  f(x)=r(-N=e
f(R)=r(2)=4¢" Sf(x)=r@)=ve"

Demak, berilgan funksiyaning [-1,3]segmentdagi katta qiymati e,
eng kichik qiymati 0bo‘ladi.»>

Mashglar

Hosilalar  yordamida quyidagi funksiyalarning  o‘sishini,
kamayishini va ekstremum nuqtalarini aniglang.
1.y =2x* ~9x% +12x-9 2. y=3x-x*

x* -9x°
3. y=x(x-2) 4.y= 2 +6x-9

-171 -



2-§.Funksiya grafigining qavariqligi, botiqligi, egilish nuqtasi va
asimptotasi

2.1. Funksiya grafigining qavariqligi va botiqligi

Faraz gilaylik, s(x) funksiya (a,6) da berilgan, xe(a,b) va bu
nuqtaning (x, - 5,x, + 5) atrofi (6>0) shu (a.5) intervalga tegishli bo‘lsin.

Berilgan f(x) funksiya grafigi - egri chizigni T, unga
x&(x, -5, x, +6) nuqtasida o‘tkazilgan urinmanj £ deylik,

Agar (x-5,%+5) dar egri chiziq L urinmadan pastda joylashgan
bo‘lsa, f(x) funksiya grafigi (%-6,%,+6) da qavariq deyiladi (1-

chizma).
VAN

Olz,-d X L+6 ;<
I-chizma

Y

Agar (x, -6,%+6) da I egri chiziq 7 urinmadan yuqorida
Jjoylashgan bo‘lsa, /(x) funksiya grafigi (x, —-4,%,+6) da botiq deyiladi (2-

chizma)

L4r
L
0%=5 % %+ X

Y

2-chizma

Funksiya hosilalari yordamida uning grafigini qavarigligini,
botiqligini aniqlash mumkin,

Aytaylik, f(x) funksiya (x,-5,x, +8) da ikkinchi tartibli uzluksiz
S*(x) hosilaga ega bo*Isin.

1-teorema. Agar xc (%=8,%,+5) da

. r'(x)<o

bo'lsa, u holda f(x) funksiva grafigi (x%~6,x,+5) da qavarigq bo'ladi,
agar f"(x)>0 bo'lsa, u holda f(x) Junksiya grafigi (x,—3,%, +5) da botiq
bo ‘ladi.
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dAytaylik, abssissasi x bo‘lgan urinma nuqtasining ordinatasi y
bo‘Isin. Unda
f(x)-y<0 (xe(xo—&xo+5))
bo‘lganda funksiya grafigi qavariq bo‘ladi;
S(x)-y20
bo‘lganda esa funksiya grafigi botiq bo‘ladi. (3-chizma).

3

N >%?
f(tj y A s(®)

» %

DT TY T

-vausneeene

n x

3-chizma

Teylor formulasidan foydalanib (»=2 bo‘lgan hol uczhun) topamiz:
'] (x_xo) (1)
F® -1 (%)= ®)x-%)+ ()5
bunda ¢ nugta x, va x nugqtalar orasida. o
Ayni paytda, f(x) funksiya grafigiga (x.f (%)) nuqtada o tkazilgan
urinma (yuqorida aytilgan urinma) tenglamasi

y-1w)=1x)(-%) @
bo‘ladi. (1) tenglikdan (2) tenglikni hadlab ayiribztOPamlz:
19-y=1(0)} &2 ®
Ravshanki, x->x, da c—x, bo‘ladi. Ikkinchi tartibli hosila x
nuqtada uzluksiz bo‘lgani uchun
()= (%)

bo‘ladi.
Aytaylik, f*(x)<0 bo‘lsin. Bu holda (x-8,%+8) da f'(c)<0
bo‘lib, (3) tenglikka ko‘ra
S(x)-y=0 ) o
bo‘ladi. Demak, berilgan funksiya grafigi (x, -5, +) da qavariq bo‘ladi.
Aytaylik, f*(x)>0 bo‘lsin. Bu holda (x-4.% +6) da f7(c)=0
bo‘lib, (3) tenglikka ko‘ra
Je) iq boladi.>
bo‘ladi. Demak, berilgan funksiya grafigi (x —4,% +6) da botiq boladi.
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2.2. Funksiya grafigining egilish nuqtasi

Agar ixtiyorly xe(x,-4,x) da funksiya grafigi T urinma £ dan
yuqorida (pastda) joylashgan bo‘lib, ixtiyoriy xe(x,x, +8) da funksiya
grafigi T urinma Z dan pastda (yuqorida) joylashgan bo‘lsa, x, nuqta
/(x) funksiya grafigining egilish nuqtasi deyiladi.

Boshqacha qilib aytganda, Jf(») funksiya grafigi (x, -48,x,) da botiq
(qavariq) bo‘lib, (x,,x, +5) da qavariq (botiq) bo‘lsa, x, nuqta s (=)
funksiya grafigining egilish nugqtasi deyiladi.

Funksiya hosilalari yordamida uning grafigining egilish nugtasini
topish mumkin.

Yuqorida keltirilgan l-teorema va funksiya grafigining egilish
nuqtasi ta’rifidan quyidagi natija kelib chigadi.

. Natija. 7(x) funksiya grafigining egilish nuqtalarini ikkinchi
tartibli f*(x) ning nolga aylantiradigan nugtalar orasida (f"(x)=0
tenglamaning yechimiari orasidan) qidirish kerak.

2-teorema. Aytaylik, S (%) funksiya (x,-5,x, +5) da ikkinchi tartibli
I*(x) hosilaga ega bo Isin,

Agar f'(x) hosila %, nuqtani o'tishda ishorasini o ‘zgartirsa, u
holda x, nugta 1 (%) funksiya grafigining egilish nugqtasi bo ‘ladi.

I-misol. Ushby f(x)=x-32+1 funksiya qavariq va botiglikka
tekshirilsin, egilish nuqtasini toping.

“Berilgan funksiya uchun /" (x)=3x* —6x, J"(x)=6x-6 bo‘ladi.

Ravshanki, f'(x)=6x-6<0, x-1<0, x<I. Demak, berilgan
funksiya grafigi (~wo,1) da qavariq bo‘ladi.

Shuningdek, J"(*)=6x-6>0, x—1> 0, x>1.

Demak, berilgan funksiya grafigi (1,+) da botiq bo‘ladi. x=1 nuqta
/(=) funksiya grafigining egilish nugtasi bo*ladi (4-chizma). >

Y
1

/

?

#

YN
\L~7 ¥

4-chizma
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2.3. Funksiya grafigining asimptotalari

Aytaylik, f(x) funksiya aR nuqtaning biror (a-3, a+4) atrofida
(&> 0) berilgan bo‘lsin.
Agar ushbu
im, /=) i,/ 2)
limitlardan biri yoki ikkalasi cheksiz bo‘lsa,
x=a .
to‘g ri chiziq f(x) funksiya vertikal asimptotast d?,ylladl.
Masalan, x=0 to‘g‘ri chiziq (ordinatalar o°qi)
1 ,
y= 3
funksiyaning vertikal asimptotasi bo‘ladi, chunki

1 . l=dn.
lim — =00, lim =

i iglangan
Faraz qilaylik, f(x) funksiya (a,+), (- a) oraliqda aniqlang
bo‘Isin. ’
Agar x—»+0 da (x »>—o da) f(») funksiya ushbu
f(x)=tx+e+a(x)
ko‘rinishda ifodalansa, bunda k va ¢ lar o‘zgarmas sc:nlar va
Jim o(x) =0 (lim (x)= 0) bo‘lsa,

Q)
r= o +6 . . . .‘

to‘g*ri chiziq f(x) funksiya grafigining og‘ma asimptotasi deyiladi

Xususan, (1) da k=0 bo‘lsa,

> ine gor imptotasi deyiladi.

to‘g'ri chiziq f(x) funksiya grafigining gorizontal asimp

Masalan,

y=x—4

tog'ri chizig

#-3x-2
e

funksiyaning og‘ma asimptotasi bo‘ladi, chzunkl
f(x) =;_¢2_:2x_—_2_ =x—-4+-—+—l- =x-4+a(x)

x+1
bo‘lib, ,
Jfim ar(x) = Jim 5 =0

bo‘ladi (bunda k=1 6=—4).
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- 22 : .
2-misol. Ushbu f(x)= : Sunksiya grafigining asimptotalarini

toping. -
<«4Bu funksiya x=1 nuqtadan boshqga b .
va uzluksiz. 1 qa barcha nugtalarda aniglangan

s . X =2x . X =
Ravshanki, Jlim = Jim x_lzx =—o bo‘ladi. Demak, x=1
to°g‘ri chiziq berilgan funksiya grafiginin i i i i
i llgan funksiyz g vertikal asimptotasi bo‘ladi.
Berilgan funksiyani quyidagicha yozib olamiz:

=x2_2x_(x—1)2—l ]
f(x) x—l —T=x— _:i

Agar a(x)=ﬁ deyilsa, unda

lima(x)=lim—— =0
X=pm ml—x

bo‘lib, y=x-1 to‘g‘ri chiziq s (») funksiyaning og‘ma asimptotasi

ekanini topamiz (5-chizma).
YV /
W 7 /3 :

S-chizma

‘ Shlf.ni aytish kerakki, y=ir+e to‘g'ri chiziq f(x) funksiyaning
og-ma asimptotasi bo‘lishi uchun
T | ) I
o k=lm=", b=lim[f(x)-k]  (2)
tengliklarning o‘rinli bo*lishi zarur va yetarli.

. Bundan f (x) funksiya grafigining og‘ma asimptotasini topish uchun
(2) limitlarni hisoblash yetarli bo*ladi.p>

2.4. Funksiya grafigini yasash
Endi funksiya grafigini yasashga o‘tish mumkin. U quyidagi
" asosida bajariladi: ® o U duyidagt sxema
1. Funksfyan?ng aniqlanish sohasini topish.
2. Funksiyani juft-toglikka tekshirish.
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3. Funksiyani davriylikka tekshirish. . o

4. Funksiyani uzluksizlikka tekshirish va uzilish nuq_talanm to.pls.h.
5. Funksiya grafigining koordinata o‘glari bilan kesishish
nugtalarini topish.

6. Monotonlik oraliglarini aniqlash.

7. Ekstremumga tekshirish.

8. Botiq va gavariglikka tekshirish.

9. Funksiyaning asimptotalarini topish.

10. Funksiya grafigini chizish.

3-misol. y= (2" ')lz funksiyani to ‘liq tekshiring va grafigini chizing.
x-1

1. Funksiya x=1 nuqtadan tashqari sonlar o‘qining barcha
nugqtalarida aniglangan. .

2. f(-x)= (—2x-]~)12 2 f(x) va f(-x)#-f(x> demak, funksiya tog ham

_x .-

emas, juft ham emas.

3. Funksiya davriy emas.

: o 2x=1 _
4. x=1 nuqtada Il tur uzilishga ega: lim f(x)= lim, o= =400,

qolgan nugqtalarda funksiya uzluksiz.
5. Agar x=0 bo‘lsa, u holday=-1 va y=0 da x=

chigadiki, (0;-1) va (% o) nugtalar funksiya grafigining koordinata o‘qlari

bilan kesishish nugtalari. .
0 le), funksiya aniqlanish sohasini quyidagi oraliglarga
P
bo‘lamiz: (—c; 0), (0, 1), {§ +)

(0, vj oraiivjiarda funksiya kamayadi. (
o‘sadi. (1; +) oraliqda funksiya kamayadi.

7. y'(x) hosila ishorasini x=0 nugqtani o‘tishda man'ﬁydan mus.batgaf
o‘zgartiradi. Demak, berilgan funksiya x=0 nuqtada minimumga erishadi

va y,. =y(0)=-1 bo‘ladi. . s
8. Funksiya botiq va gavariqligini tekshirish uchun ikkinchi tartibli

(Zx . : funksiyaning aniglanish sohasini quyidagt
x= 7

%. Bundan kelib

6. y=-

0,1) oraliqda esa funksiya

hosilani olamiz. y"=2-
oraliqlarga ajratamiz.
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(—00; -%), (-21; l) (1; + ).

-l »
(_oo, .2_J da r (_1)=_%< 0 funksiya qavariq,

1 . .
( o 1) da f\(0)=2>0 funksiya botiq, (L +w) oraliqda /7(0)=10>0
funksiya botiq. Funksiyaning ikkinchi tartiblj hosilasi x=—. dan o‘tishda
2

o z ishorasini o‘zgartiradi, bundan kelib chiqadiki, f(-l)=—§ nuqta
egilish nuqtasi bo‘ladi. 2 ’ !
9. =1 i i 1
x funksiyaning  vertikal asimptotasi, y=0 gorizontal
- 3 - 2 ]
asimptotasi, ya’ni lim f(x)= lim 252! _ fjm 2.
Xepims Hh,(x_l)z _xﬂ(] 1)1 =0
Og*ma asimptotasini topamiz: ’
1
b= tim L0 gy 20m1 L 275

I-bo  x -t x(x —_ l)z T-rim xz(l 1 2
u holda k= 0 )
bz = lim /()= kx) = lim 22=2 =0

u hOlda b=0 Bundan kel, . . x-ydc (X_ 1)2 'y
' ib chigadiki v= ¢ . .
10. Funksiya grafigi; adikt y=ix+b 0g'ma asimptota yo'q.

1/
I .

2|2
4
Mashqlar
Quyidagi funksiyalarni to‘]; iri ini
e o yalarni to‘liq tekshiring va grafigini yasang.
L y=t 2 _ X —x+1
) "= x-1
3. y= 2 4x
x+2x 4. Ve
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3-§. Parametrik usulda berilgan funksiyalar

3.1. “Parametrik usulda” berilgan funksiya tushunchasi

Ma’lumki, X cR to‘plamdan olingan har bir x songa biror f
qoidaga ko‘ra, Y c R to‘plamdagi bitta y son moOS qo‘yilgan bo‘lsa, X
to‘plamda funksiya berilgan deyilib,

y=r(x)

kabi belgilanar edi. Bunda x ga y ni mos qo‘yadigan qoida turlicha,
jumladan, analitik, jadval hamda grafik usullarida bo*lishini ko‘rdik.

¥ va y o‘zgaruvchilar orasidagi bog‘lanish yordamchi o‘zgaruvchi
(vositachi), masalan ¢ o‘zgaruvchi orqali ham o‘matilishi mumkin.

Aytaylik, x ham, y ham biror ¢ o‘zgaruvchiga bog‘liq bo‘lsin:

x=p(1), 1
{y=w(t) @st=h) _ M
Bu (1) munosabatdagi
x=o(t) (2st<h) )

funksiyaning giymatlar to‘plamini x deylik. X to‘plamga tegishli
bo‘lgan ixtiyoriy x sonni olib, uni (2) munosabatdagi x ning o‘rniga
qo‘yamiz:

x,=¢(t)-

Natijada, ¢ ga nisbatan tenglama hosil bo‘ladi. Faraz qgilaylik, bu
tenglama yagona ¢=f, yechimga (h=0"(x)) eg2 bo‘lsin. Uni (1)
munosabat

y=vw(t)
dagi  ning o‘rniga go‘ysak, unda y, (% =v (%)) son hosil bo‘ladi.

X to‘plamdan olingan x, songa shu y, sonni mos qo‘yish bilan x,
va y, lar orasida bog‘lanish yuzaga keladi.

Natijada, X to‘plamdan olingan har bir x ga yuqorida ko‘rsatilgan
qoidaga ko‘ra bitta y mos qo‘yilib, funksiya hosil bo‘ladi:

‘ y=r().
Bunda x va y orasidagi bog‘lanishni
x=(),
{y:l/l(t) (@<1<p) 3

sistema bajaradi (1-chizma).
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Xm=

L y=f(x)

!Zy
I-chizma

Odatda, ¢ o‘zgaruvchi parametr deyiladi.
y=s(x) funksiyani (1) sistema yordamida aniglanishi funksiyani
_parametrik usulda berilishi deyiladi. Masalan, ushbu
: x=2,
{y=t’

y=x*

sistema
funksiyani aniglaydi,
3.2. Parametrik usulda berilgan funksiyalarning hosilalari

Faraz qilaylik, y- f(x) funksiya [4,6] oraliqda ushbu
{x =o(t),
y=y(t)(ast<p) 3)

SlStCIl:la yordamida parametrik usulda berilgan bo’lib, (1), v (1)
ﬁfnksxyaj]a.r [2.8] da uzluksiz va o(f) funksiya shu oraliqda gat’iy
osuvchi (qat’iy kamayuvchi) bo‘isin.

Teorema. Agar o(t) va y (1) funksiyalar i, €[a, 8] nuqtada ¢'(1,) ea
v'(v) hosilalarga ega bo lip, 9'(1)#0 bo'lsa, u holda y=f(x) funksiva
x €la,b] nugtada (x,= 0(%)) f'(x) hosilaga ega va .

f’(xo)=&"’;

bo ‘ladi. o'l
<€Ushbu
S(3)-1(x)
X=X

nisbau‘li qaraylik, bunda f(x)=y, s (%)= (3) sistemadan foydalanib
topamiz:

SE=1 (%) _y-3 _v©)-v(t)
=% x-x o(0)-e(n)”
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w(0)-w(t)

A G A £ P
Ravshanki, o ORI
-1,
Keyingi tenglikda limitga o‘tsak (11, da x—>x;) unda
()= L l) @)
J ("o) 2'(t)
bo‘lishi kelib chigadi.»
Eslatma. (3) munosabat quyidagicha

W‘:('o) _@_—_—l’.

V(%)= (%)= 2 () & %

ham yozilishi mumbkin. . ”
1-misol. Aytaylik, y= f(x) funksiya parametrik usu(dfz:rff . u
x=acos’t, (0<‘<£J (5)
y = bSins ’ 2 . 3 DI 3 »
sistema yordamida berilgan bo'lsin. y=f(x) funksiyaning hosilasini
toping. . )
<Bu y=7(x) funksiyaning hosilasini (4) formuladan foydalanib

: bsin’t)'  3psin’t-cost _ b .p
topamiz: y’ .—_.’._':.=( - st _ L
P V=5 (acos’ t)' ~3acos’t-sint  a

Faraz qgilaylik, y= f(x) funksiya ushbu

x=0(t),
{y=w(t) (est<f) 3

bo‘Isin.

N . . jlegan
sistema yordamida parametrik usulda berilg ikkinchi, uchinchi va hk.

Tegishli shartlar bajarilganda, bu funksiy2
tartibli hosilalarga ega bo‘ladi. .
Biz y=s(x) funksiyaning ikkinchi va uchin
ganday hisoblanishini ko‘rsatamiz.
Ma’lumki,
v'(s) @

S'@)==
?'()) s
(4) munosabatdagi '(x) hosilani » ning murakkab funksiyasi sifatida

f'(x)=%:-g—;, t=0"(x)

chi tartibli hosilalari
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(bunda r=¢"(x) funksiya x=g¢(t) funksiyaga nisbatan teskari funksiya
bo‘lib, uning hosilasi [ (x)]'l = %(‘) bo‘ladi) qarab topamiz:

(x)=(f"(x ‘=-d—L(’).d_. "(1)-@'()-w'(1)-@"
r@=(re)-5{58) 4.0 L0r 00 )
)
Q-0 )
Xuddi shunga o‘xshash ﬁ,(w‘(-t U . |
hisoblanadi. Bu hosila uchun /(x) funksiyaning uchinchi tartibli hosilasi
f.,(,)=am(z).yz-(,)_q,'(;).w'(t)-w"'(t)-3¢‘(t)-w"(t)-w"(:)+3¢‘"(r)~w'(t)
bo‘ladi. [2'()T

2-misol. Aytaylik, y= 1 (x) Junksiya parametrik usulda ushbu
{x=¢(r)=:-zJ},
o " y=pt)=t+2t
Sistema yordamida berilgan bo ‘Isin. Bu JSunksiyani iglani /
' . iyaning aniglanish sohasi
hamda 1'(x), 5 *(x) hosilalarini toping.
;{A’wval(z, berilgan funksiyaning aniglanish sohasini topamiz.
a’lumki, y=f(x) funksiyaning aniqlanish sohasi
*=¢()=t-2Jt (1<t<4x) funksiyaning giymatlari to‘plami bo‘ladi.
Jr=u deb topamiz:

(1<t <+x)

1w —2u—x=0.

U, =1+1+x.
. Demak, 1+x>0, y2’ni x>-1 bo‘lib, undan y=s(x) funksiyaning
aniglanish sohasi (-, +o) bo“lishi kelib chigadi.
/() funksiyaning birinchi va ikkinchi tartibli hosilalarini
hisoblaymiz: .

Ravshanki,

S'(x =Lt),._. t___‘\/;'i'lH 2
) () _1 N/ ECRL
N
d 2
f"(")=1[l+ 2 ).ﬁ'ﬁ=z(l+ t-l)= S
t—1) dx é (J;_l}a
dt

3.3. Parametrik usulda berilgan funksiyalarning ekstremumlari

Ma’lumki, y=s(x) funksiya XcR to‘plamda berilgan bo‘lib, y
x, € X nuqtada birinchi va ikkinchi tartibli hosilalarga ega bo‘lsa, funksiya
ekstremumi quyidagicha topilar edi: .
1) 7(x) funksiyaning hosilasi f'(x) hisoblanib, s'(x)=0tenglama
yechiladi. Aytaylik, bu tenglamaning yechimi », bo‘lsin: f'(x)=0, o
2) f(x) funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi /°(x) hosilasi
hisoblanadi. -
Agar f°(x)>0 bo‘lsa, f(x) funksiya x nuqtada minimumga,
/(%) <0 bo‘lsa, maksimumga erishadi. o
Xuddi shu yo‘l bilan parametrik usulda berilgan funksiyaning
ekstremumi topiladi.
Aytaylik, y= f(x) funksiya ushbu
{sz)’ (a<t<B) 3)
y=y¢@® .
sistema yordamida parametrik usulda berilgan bo‘Isin. Bunda ¢(¢) va y(7)

funksiyalar [e,p] da birinchi va ikkinchi tartibli hosilalarga ega bo‘lib,
@'(1)=0.

v 9)-0(0)-2’() ')
P4 ) PR U KA Ul M ORAU 3 6)
=gy 7 (0'0) .
Funksiyaga ekstremum giymat beradigan nuqtalarni
p'()=0
tenglama ildizlari orasidan izlanishi kerak.. L
Faraz qilaylik, t=¢4 bu tenglamaning yechimi bo

Unda (6) ga ko‘ra f"(x,) =[7¥;(—£5’)-%2— bo‘ladi.
0
Agar y"(t)<0 bo‘lsa, f(x) funksiya x=x =p(t,) nugtada
maksimumga, agar y'(f)>0 bo‘lsa, /() funksiya x=x,=p(1,) nuqtada
minimumga ega bo‘ladi.
3-misol. Ushbu

45 _&p3
x=g(t)=t 5:2201+7, (2<1<2y
y=w(t)=4r -3 -181+3

sistema yordamida parametrik usulda berilgan
tekshiring.

Isin: ¢'(3,)=0.

funksiyani ekstremumga
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<Berilgan ¢(r) va y(r) funksiyalarning hosilalarini hisoblaymiz:
@'(t)=51"-15¢* 20,
v'(£)=120*-6t-18,
w*(£)=24:-6.

Ravshanki, (-2,2) da y'(1)#0.4'(¢) 0.

Endi

w'(1)=0, ya’ni 12— 6:-18=0
tenglamani yechib, topamiz:

"Agar
) » v (-1)<o0, yf@)w
bo‘lishini e’tibo;ga olsak, y= f(x) funksiya
t,=-1 (ya’ni x=31) da maksimumga,

L= % (ya’ni x =—%) da minimumga
erishishini topamiz. »
Mashglar
1. Ushbu chizigning
x=3cost
y=2sint

parametrik tenglamasidan s parametr yo‘gctilib, uning Dekart
koordinatalar sistemasidagi tenglamasini toping va grafigini chizing.

Ko‘rsatma: Avval birinchi tenglamani 3 ga, ikkinchi tenglamani 2
ga bo‘lib, so‘ngra ¢ parametrni yo‘qoting.

2. Quyidagi chiziglarning parametrik tenglamasidan ¢ parsmetr
vo‘gotilib, uning Dekart koordinatalar sistemasivgi ©uglgine st "« pIng
va grafigini chizing.

a) x=t-1, y=r1-2t+2,

b) x=(¢+1), y=(t-1)".

3. Parametrik ko‘rinishda berilgan y=y(x) funksiya uchun y, ni
toping.

1 T
a)x=sin’t, y=cost, 0<t<-2—.

b)x=e”, y=£, —w<t<0.
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VII BOB

Anigmas integral. .
Integralning sodda xossalari va integrallash usullari

1-§. Anigmas integralning sodda xossalari. Integrallash usullari

“Funksiyaning hosilasi” tushunchasida mat?matllfadah n:;hsg
bo‘lgan differensiallash amali berilgan funksiyaga ko raunuillmdin 0; odily
topish bayon etildi. Bu amal orqali ko‘pgix;a.mas.alalar, jumladan, Mo/
nuqta harakat qonuniga ko‘ra uning tezligini topish, egfl chizigqa urinma
o‘tkazish kabi masalalar hal etildi. L.
Aksincha, funksiyaning hosilasi mz}’l.um !Jo‘lgaflda funll::izaaxzmﬁ
o‘zini topish (tezlikka ko‘ra harakat qonunint topish, unnm;lga et a%ar
chiziqni topish va hk.) masalalari ko‘p pchraydl. B\!n ay I i
yuqorida keltirilgan masalalarga teskari bo‘!lb, }llar fu"]kswamnasgh g
tushunchasiga olib keladi (Bayon etiladigan  integrall

differensiallashga teskari bo‘lgan amal bo‘ladi).

1.1. “Boshlang‘ich funksiya” va “gnigmas integral” tushunchalari

Aytaylik, f(x) funksiya (.5) da berilgan bo‘lsin. Agar shu

intervalda aniglangan F(x) funksiya uct(xu)n o

F'(x)=f(x . W
bo‘lsa, F(x) funksiya (a,b) da /(0 funksiyaning boshlangich funksiyast
deyiladi.

T
Masalan, f(x)=" funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi F(x)=7

shuningdek,  f(x)=cosx

2Y_ o
bo‘ladi, chunki F'(x)=(-3-] =x*=f() .
bo‘ladi, chunki

funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi F(x)=sinx
F'(x)=(sinx) =cosx=f(x)- (1) munosabatga ko‘ra
(F(x)+e) =F(x)+0=F(x)=/®)

bo‘ladi, bunda c-ixtiyoriy o‘zgarmas son. ' ot
oShunday qilib, F(x)+c funksiyalar ham f(x) ning boshlang 1C

funksiyalari bo‘ladi.

@
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<4Berilgan ¢(r) va y(r) funksiyalarning hosilalarini hisoblaymiz:
@' (t)=5¢"-151* - 20,
w'(£) =120 —61-18,
w(£)=24r-6.
Ravshanki, (-2,2) da y'(¢)=0.4'(r) 2 0.
Endi
w'(1)=0, ya’ni 121 ~6r—18 =0
tenglamani yechib, topamiz:

Agar
‘ (1) <o, M[%J:-O
bo‘lishini e’tiborga olsak, y= f(x) funksiya

4=-1(ya’ni x=31)da maksimumga,

3 . . .
& == (ya’ni xz_%) da minimumga

erishishini topamiz. »
Mashgqlar

1. Ushbu chizigning
x=3cost
|y =2sint
parametrik tenglamasidan s parametr yo‘goiilib, uning Dekart
koordinatalar sistemasidagi tenglamasini tcping va grafigini chizing.

Ko‘rsatma: Avval birinchi tenglamani 3 ga, ikkinchi tenglamani 2
ga bo‘lib, so‘ngra ¢ parametrni yo‘qoting.

2. Quyidagi chiziglarning parametrik tenglamasidan ¢ sorsmetr
y+'qotilid, uning Dekart koordinatalar sisiemasi gi tuglgine- i . oIng
va grafigini chizing.

a) x=1-1, y=1'-2t+2.

b) x=(t+1)°, y=(t-1)".

3. Parametrik ko‘rinishda berilgan y=y(x) funksiya uchun ' ni
toping.
a)x =sin’y, y=cos’t, 0<t<-’2£.

b)x=e”, y=F, —w<t<tw.
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VII BOB

Anigmas integral. .
Integralning sodda xossalari va integrallash usullari

1-§. Anigmas integralning sodda xossalari. Integrallash usullari

“Funksiyaning hosilasi” mshunchasifla matematik_ada muhlm
bo‘lgan differensiallash amali berilgan funksiyaga ko‘r? uning hosﬂasqu
topish bayon etildi. Bu amal orgali ko‘pgina.mas.alaiar, J_l]:ﬂl_ac}an, mo_dd_ly
nuqta harakat qonuniga ko‘ra uning tezligini topish, egri chiziqqa urinma
o‘tkazish kabi masalalar hal etildi. b

Aksincha, funksiyaning hosilasi ma’lum Po‘lga!lda funksiyaning
0‘zini topish (tezlikka ko‘ra harakat qonunini toplshi urinmaga ko‘ra egri
chizigni topish va h.k.) masalalari ko‘p _uchraydl. Bunday rt.iasalalal_-
yugorida keltirilgan masalalarga teskari bo‘!lb, }Ilar ﬁl{lkSlyanmg mtegra]}
tushunchasiga olib keladi (Bayon ehlz_ldlgan integrallash amali
differensiallashga teskari bo‘lgan amal bo‘ladi).

1.1. “Boshlang‘ich funksiya” va “aniqmas integral” tushunchalari

Aytaylik, 7(x) funksiya (ab) da berilgan bo‘lsin. Agar shu
intervalda anigqlangan F(x) funksiya uchun

F'(x)=1(x) ‘ _ (1?

bo‘lsa, #(x) funksiya (a,b) da f(x) funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi

deyiladi. .

Masalan, f(x)=a" funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi F(_x):-g-

bo‘ladi, chunki F'(x)=[§] =x?=f(x), shuningdek,  f(x)=cosx

funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi F(x)=sinx bo‘ladi, chunki

F'(x)=(sinx) =cosx=f(x)- (1) munosabatga ko‘ra
(F(x)+c) =F(x)+0=F'(x)=/() @)

bo‘ladi, bunda c-ixtiyoriy o‘zgarmas son. . 3
Shunday qilib, F(x)+c funksiyalar ham f(x) ning boshlang ich

funksiyalari bo‘ladi.
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Demak, s(x) bitta boshlang‘ich funksiyaga ega bo‘lsa, u cheksiz
ko‘p boshlang‘ich funksiyalarga ega bo‘lib qoladi.
Ayni paytda, f(x) funksiya ixtiyorly ikkita F(x) va ¢
boshlang‘ich funksiyalarga ega, ya’ni
F()=r(x), #@)=s()
bo‘lsa,
~ #(x)=F(x)+c (c=const)
bo‘ladi. Hagiqatan ham,
. [$)-FG)] =4 (5)-F'(x) = £ (1)~ £ (x) =0
bo‘lib, Lagranj teoremasining natijasiga ko*ra (qaralsin, 17-ma’ruza)
] #(x)-F(x)=c (c=const)
bo‘ladi va undan ¢(x)= F(x)+c bo‘lishi kelib chiqadi.
Natijada, quyidagi xulosaga kelamiz:
Agar f(x) funksiya (a,5) da boshlang‘ich funksiya F(x) ga ega
bo‘lsa, u holda
1) f(x) funksiya cheksiz ko°p boshlang‘ich funksiyalarga ega;
2) barcha boshlang*ich funksiyalarning umumiy ifodasi
F(x)+e  (c=const) 3
bo‘lz.tdi, ya'ni ixtiyoriy boshlang‘ich funksiya shu ifodadan (o‘zgarmas c
ga qiymat t.)erish natijasida) kelib chiqadi.
Ta’rif. (3) ifoda f(x) funksiyaning anigmas integrali deyiladi va
o [ £ ()
kabi belgilanadi, bunda f(x) integral ostidagi funksiva, f(x)dx integral
ostidagi ifoda, (- integral belgisi.
Demat, f S (x)dx=F(x)+c (c=const) )]
1-misol. Ushbu [sx'dxintegraini toping.
«dTa’rifga ko‘ra, bu integral shunday funksiyaki, uning hosilasi 5x*
ga teng. Ravshanki,
F(x)= %x‘ +c (c=const)
funksiya uchun
1«*’(;:):(-56-::6 +c)’=%-6x’ +0=55°
bo‘ladi. Demak,
jsx’dx=%x6+c.>
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Eslatma. Agar f(x) funksiya (a,b) da uzluksiz bo ‘I.?a, uning
anigmas integrali mavjud bo ‘ladi (bu tas@iq keyiproq 1sbotlanad1)'.

Ko*pincha funksiyaning anigmas mtegt:ah garalga:mda.um q;ndzy
oraligda bo‘lishi ko‘rsatilmaydi. Bunda funksiyaning aniglanish sohasida
qaralayapti, deb hisoblanadi.

1.2. Aniqgmas integralning sodda xossalari

Anigmas integral ta’rifidan uning quyidagi sodda xossalari kelib
chigadi: oo bo‘ladi
1) ushbu [ 7(x)x anigmas integralning hosilasi f(x) ga teng bo‘ladi.

(j ) =19 .
2) funksiya differensialining anigmas integrali shu funksiyaga teng
bo‘ladi (o‘zgarmas son aniqligida)
IdF(x):F(x)+c (c=const)
Xususan,
I dx=x+c (c= const)

bo‘ladi;
3) o‘zgarmas sonni integral belgisi tas
IU (x)dx= kj fx)dx  (k=const, k#0) .(5) '
4) ikki funksiya yigindisining integrali bu funksiyalar integral-
larining yig‘indisiga teng:
I(f(x)+g(x))dx=jf(x)dx+Jg(x)dx 6)

idagi 6) tengliklarni o ‘ng va chap tomom:dagf
e o (3 ormas barobarligi ma ‘nosidagi

ifodalar orasidagi ayirma o'zlg;‘zlrmc:; bsongaladi
0 ‘zgarmas son anigligida) tengliklar deb garatadl. N .
( g,Ma’lumki,' qbgilgzn funksiyaning hosilasini tomst};gmll;;;
differensiallash deyiladi. Berilgan funksiyaning aniqmas 1
topish esa uni integrallash deyiladi.
Yuqorida keltirilgan ma’lumotl (st
integrallash amallari o‘zaro teskari amallar ekanini

hqarisiga chiqarish mumkin.

ardan funksiyani differensiallash va
payqash giyin emas.

Ma’lumki, - )
[F(a)e=FE)+e yani F(x)=7()
bo‘lsa, unda
(F (x)+¢) =F'(x)=/(3)
bo*ladi va aksincha bo‘ladi.
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‘ Demak, f(x) bitta boshlang‘ich funksiyaga ega bo‘lsa, u cheksiz
ko‘p boshl.ang‘ich funksiyalarga ega bo‘lib qoladi.
Ayn.l paytda, sf(x) funksiya ixtiyoriy ikkita F(x) va ¢
boshlang‘ich funksiyalarga ega, ya’ni
Fx)=r(x), ¢#@)=s()
bo‘lsa,

~ #(x)=F(x)+c (c=const)
bo‘ladi. Haqiqatan ham,
5  E-FE]=#()-F @)= 1()-1(x)=0
bo‘lib, Lagranj teoremasining natijasiga ko‘ra (qaralsin, 17-ma’ruza)
o #(x)-F(x)=c (c=const)
bo‘ladi vaundan ¢(x)= F(x)+c bo‘lishi kelib chigadi.
Natijada, quyidagi xulosaga kelamiz:
Agar f() funksiya (a,5) da boshlang‘ich funksiya F(x) ga ega
bo‘lsa, u holda
1) f) funksiya cheksiz ko*p boshlang‘ich funksiyalarga ega;
2) barcha boshlang*ich funksiyalarning umumiy ifodasi
. F(x)+c (c = const) 3)
bO‘l?dl, ya'ni ixtiyoriy boshlang‘ich funksiya shu ifodadan (o‘zgarmas ¢
£2 qiymat l'Jensh natijasida) kelib chigadi.
Ta’nif. (3) ifoda f(x) funksiyaning anigmas integrali deyiladi va
o [y
kabi belgilanadi, bunda Sf(x) integral ostidagi funksiva, f(x)dx integral
ostidagi ifoda, [ integral belgisi.
Demak, If(x)dx= F(x)+c (c =oanst) (4)
1-misol. Ushbu [sx*axintegraini toping.
4Ta’rifga ko‘ra, bu integral shunday funksiyaki, uning hosilasi 5x*
ga teng. Ravs i

]v"(x):%,;;‘s +c (c=const)
funksiya uchun
F’(:l:):(-g-x‘S +c)’=%-6x’ +0=5%°
bo‘ladi. Demak,
ISx’dx:%x‘ +c.p
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Eslatma. Agar f(x) funksiya (a,b) da uzluksiz bo'lsa, unming
anigmas integrali mavjud bo ‘ladi (bu tasdiq keyinroq isbotlanadi).

Ko‘pincha funksiyaning aniqmas integrali qaralganda uni qanday
oraliqda bo‘lishi ko‘rsatilmaydi. Bunda funksiyaning aniglanish sohasida
qaralayapti, deb hisoblanadi.

1.2. Anigmas integralning sodda xossalari

Anigmas integral ta’rifidan uning quyidagi sodda xossalari kelib
chigadi:
1) ushbu [ 7(x)x aniqmas integralning hosilasi f(x) ga teng boladi.

(Jr () = 7 (x)-
2) funksiya differensialining aniqmas integrali shu funksiyaga teng
bo‘ladi (o‘zgarmas son anigligida)
Ilﬂ"(x):F(x)+c (c=const)
Xususan,
Idx =x+c (c=const)
bo‘ladi;
3) o‘zgarmas sonni integral belgisi tashqarisiga chiqarish mumkin,
[ )dx=k[f)de  (e=const, k#0) 5)

4) ikki funksiya yig‘indisining integrali bu funksiyalar integral-
larining yig‘indisiga teng:

[ )+ g(@x=[ £ (x)s+ [ g (x)ax ©

Eslatma. Yugoridagi (5), (6) tengliklarni o°‘ng va chap tomonidagi
ifodalar orasidagi ayirma o'‘zgarmas songa barobarligi ma’nosidagi
(0 zgarmas son anigligida) tengliklar deb garalad.

Ma’lumki, berilgan funksiyaning hosilasini topish uni
differensiallash deyiladi. Berilgan funksiyaning anigmas integralini
topish esa uni integrallash deyiladi.

Yuqorida keltirilgan ma’lumotlardan funksiyani differensiallash va
integrallash amallari o*zaro teskari amallar ekanini payqash qiyin emas.

Ma’lumki, - :
[f()e=F(x)+c, ya'ni F(z)=(2)
bo‘lsa, unda
(F(x)+c) =F'(x)=1(x)
bo‘ladi va aksincha bo‘ladi.

-187-




Funksiya hosilalari jadvali hamda aniqmas integral ta’rifidan
foydalanib, ba’zi funksiyalar aniqmas integrallarining jadvalini keltiramiz.
1) Il-dx=fdt=x+c, chunki (x+c) =1.

xml . xml g
2) Ix"dx:-m+c (n;t-l), Ghlmkl (n—“-i-c) =x".
- :
3) Ix dx—l - =lnjx}+¢, chunki
x>0 da I%=lnx+c va (lnx+c')=x,

x<0 da I%:ln(-xh—c va (ln(—x)+c)'=x".
4) Ia’ ~dx=-l:x—a+c, chunki (h;ia.w) =a".

5) Ie‘-dx=e'+c, chunki (e‘+c)' =e".
6) [sinxdr=-cosx+e, chunki (~cosx+c) =sinx.

7 Ieosxdx:sinx+c, chunki (sinx+c) =cosx.
1
sin® x

1
cos’x’

8) Iﬁ;=—agx+c, chunki (~crgx+c) =

9 I;‘%:rym-c, chunki (sgx+c) =

1

10)'[‘/1‘?:_"2 =arcsinx+c, chunki (aresinx+c) =

V-5
11)[\/1—%=—arccosx+c, chunki (~arccosx+c) = lix’ .
dx . ’
lz)fm=arctgr+c, chunki (arctgx +c) =

l3)f%=—arcc@c+c, chunki (-arcetgr+c) =
14) Isiadx:chx+c, chunki (chx+c) =shx.

1S) fchxdc=she+c, chunki (shx+c) =chx.

Yl}qoﬁda keltirilgan integrallar Jjadvali hamda integralning sodda
xossalaridan foydalanib, aniqmas integrallarni hisoblashga doir misollar
keltiramiz.

1
1+x2°
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Misollar

L. [(32 ~ 25+ T)abx = [3xcie— [ 2xcde + [ T =
=3szdx—2_[xdx+7jdx=3--§—2--§-+7x+c=x’—x‘+7x+c

2 . -
2. IL?J&:I(%—%-{-%)&:I:( 3dx—-jx"dx+jx dx

1 o 1 4,1 4 =_’_zf_+i&.l.+c
:_—2 ———]x +_4X +c 4X4

3 1
3. J’(SJ;-3VF—72;-)¢=ij%dx—3jxgdx—zjx 1dx =

3, 1,
SPER W P B P Sy P
l.'.l §.+] —-]-+1
2 5 2

=?\/x-3—%3/;;—4*/;+¢
. 2x 1_ws2x = l —l)d’:
4, jigzxdx=j:::2xdx=I coS® X & I(coszx

=J'.c_0;z_xdx—jdx=tgt—x+c.

1.3. Integrallash usullari

ini iri llash usuli .
1°. O‘zgaruvchini almashtlnb.integl‘a I vasi bo'lsin:
Aytaylik, F(x) funksiya f(x) ning boshlang‘ich funksiyasi

F(x)=71(x)
Ravshanki, %)
J’f(x)dx=F(x)+c ,
bo‘ladi. Keyingi integralda
x=p(t) o
deylik, bunda o(;) uzluksiz ¢'(r) hosilaga ega bo'lgan f““ksbofﬁ .
Ma’lumki, F(p(r)) murakkab funksiya hosilaga ega bo"ib;

(Flo()) =F'(¢())-'®)
bo‘ladi. Modomiki, F'(x)= f(x) ekan, unda
(Fle@)) =7 (p())-#')
ol keyingi tenglikdan e a=F(o0) e ®
bo‘lishi kelib chigadi.
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(7) va (8) munosabatlardan topamiz:
[r@)a=[1(o()-0' ().
Bu formula integrallarda o‘zgaruvchini almashtirish formulasi
deyiladi.
2-misol. Ushbu IE‘[{,& integranil hisoblang.
) Jx
4Bu integralda x=/* almashtirish bajaramiz. Unda dx = 21t bo‘lib,
js%;édx=j%l—-2ldt=2Isintdt=-2mst+c=-2ms~/;+c
bo‘ladi.»>
Ba’zi hollarda x=¢(r) almashtirish o‘rniga 1=y(x) almashtirish
qulay bo‘ladi,.
3-misol. Ushbu

J- 2x+1 ;
. x+x+1
integralni hisoblang.

4Buintegralda r=x* +x+1 deymiz. Unda
dr=d(x +x+1)=(x* +x+1) dr=(2x+1)dr

bo‘lib,
(2x+0)dx ‘ladi.p>
f—__+xz-l =J'-t_=1nlx|+c=ln|x2 +x+ll+c bo‘ladi.

Ko‘p hollarda o‘zgaruvchi almashtirish ifodasini yozish zaruriyati
bo‘lmaydi. Ushby

1) d(x+a)=ax, (a=const)
2) d(ax)=adx, mumu dx=-;—d(ax) (a=const,a+0)

tengliklarni e’tiborga olish va uni tatbiq etish yetarli boladi.
4-misol. Ushby
fx+1ax

integralni hisoblang.
“ARavshanki, d(x+1)=a . Unda

Iw}x+ldx=_[(x+1)%d(x+l)=(xT+l).i+c= %(x+l)M+c
=+1
2
bo‘ladi. >
S-misol. Ushbu
j elt dx
integralni hisoblang.
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<4Ravshanki, dx=%d(2x). Unda

1
Ie"dx = j'ez‘ %d(z:) =-!2-Ie"d(2x) =—z-fa“ +c

bO‘ladl. »
4x

integralni hisoblang. .
«Bu integral quyidagicha hisoblanadi: .
dx __1 d(4x)=ljd(4x+7)=-l—ln|4x+7|+c-’ .
I4x+7 TdlaxeT 40 4x+7 4

2°. Bo‘laklab integrallash usuli

Aytaylik, u=u(x) Ba v=v(x) funksiyalar uzluks
hosilalarga ega bo‘lsin.

Ma’lumki,

iz ¥(x) va v(3)

d(u-v)=viu+udv
bo‘ladi. .
Keyingi tenglikni integrall
o [ () = [vddu+ fuddv
so‘ng
_[d (w-v)=u-v
bo‘lishini e’tiborga olib topamiz:
u= Ivdu-i-judv .
Natijada, | o -
udy =uv—|vau v
i i deyiladi.
formulaga kefamiz. (9) formula bo‘laklab integrallash formulasi eyil

U [uav integralni hisoblashni [vau integralni hlsoblashga olib lLllceladl;-erﬂ -

Bo‘laklab integrallash formulasidan foydal?tllcls!l- ‘f:}u!l:a shunday
integral ostidagi ifoda u(x) va av lar ko'paytmasl kO nmm oblanadigan
yozib olinishi lozimki, bunda dv hamda v(x)du lar oson his

bo‘Isin.

7-misol. Ushbu [xe*ds integralni hisoblang.
<«Bu integralda eu
edx=dv

deymiz. U holda

-191-



du = dx,

v= Ie‘dx =e*
bo‘lib, (9) formulaga ko‘ra

Jredn= e [erax
bo‘ladi. (bu.holda fxe*dx integralni hisoblash jadvalda keltirilgan I edx
integralga keldi). Ravshanki, [e"dr=e"+c . Demak,
[reds=xe* - 1= (3-1)1c. B
8-misol. Ushbu (xcosxdx integraini hisoblang.

4Bu integralda
x=u,
cos xdx = dv
deymiz. U holda
du=dx,
v= I cos xdx = sin x
bo‘lib, (9) formulaga ko‘ra
Ixoosxdx:xsinx—jsinxdx:xsh\x+cosx+c
bo‘ladi.»
9-misol. Ushbu
dx
J,=| m (n=1,23,.)
integralni hisoblang.

4Avvalo, n=1 bo‘Igan holni ko‘rib chigamiz. Bu holda

2 1 43)
JK=I & I & =l _ﬁ_— a

= 1 R
+at 2 1+.:_:) a H(i),—a_[l-'{-{)z aarctga-l-c
a a
bo‘ladi.
Endi Jn = dx da
' I(x’-i—a’)"
u= 1
(.x2+a2)"
dv=dx
deylik. U holda
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2
bo‘lib, (9) formulaga ko‘ra J, = = :a,). +2nf = T
bo‘ladi. Bu tenglikning o‘ng tomonidagi integralni quyiQagxcha yozib
olamiz:
52 (*+d*)-a*
dx: a+l dx—
I(xz+a2)m I x2+a’) I

f+a
(J:2 + a’)""l

02 _ 1 vl 1 #xz‘,“_az.‘,“
—I(x’+a’)mdx_'[(x’+a’)"“x y I(x’+a’)m '

Natijada, J, =—>——+2n-J,~2na’-J,,, bo‘lib, undan
? (x’-i-az)

JJN-I

I S } (10)
" 2na? (x2 +a’)' 2na
bo‘lishi kelib chigadi.
Yugqorida ko‘rdikki, J, =-}’-arcrg§+c (10) formulada n=1 deb |

L= L aresgZsc
Jz:j(x’ﬂz’)z 24 f+a’)+2a3 a
bo*lishini topamiz. ‘ )
Sll[::l tal:'iqa (10) formula yordamida n=2,3,4,.. bo lgan hollarda mos
integrallar hisoblanadi. P

formula rekurent formula deyiladj. ] B _
g:;tidaﬂg:gd: « va dv lar uchun ulaming ifodglarini yozib

o‘tirmasdan (9) fomuladan foydalanib integr?ugm; ;:isoblash mumkin.
10-misol. Ushbu [ arctgs-ds integralni hisoblang.

. idagi isoblanadi: :
J-:l::: tzf‘fé?:ﬁﬁ;hj;%[(xz +1)-aretgx= [ ( rl)d(arcw)];
="‘"2“arcrgx—%I("’“)f1’;l"¢‘=% x-dxre P
. AMalnsliqlar -
Ouyidagi aniqmas inegrallarni hisoblang.
1. [(4-33)e™ax 2. farcigJax—1lds
3. [(4-16x)sindzs . 4] wfix
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2-§. Ratsional funksiyalarni integrallash

Biz 10-ma’ruzada butun va kasr ratsional funksiyalar, 6-ma’ruzada
yuqori darajali ratsional tenglamalar va ulamning ildizlari haqida
ma’lumotlar keltirgan edik. Endi ulardan foydalanib, ratsional
funksiyalarni integrallashni ko‘rib chiqamiz.

2.1. Ko‘phad va uning ildizlari

Biror
P(x)=ay+ax+a,x* +--+ax" (1)
ko‘phad (butun ratsional funksiya) berilgan bo‘lsin, bunda a,.a,...,a, —
o‘zgarmas sonlar, a,#0, neN esa ko‘phadning darajasi.

Ma’lumki, ¢ son uchun P(a)=0 bo‘lsa, « son P(x) ko‘phadning
ildizi deyiladi. Agar P(x) ko‘phad (x-a)' ga (keN) qoldigsiz bo‘linsa, a
son P(x) ko‘phadning  karrali ildizi bo‘ladi.

Agar h=a+if kompleks son P(x) ko‘phadning ildizi bo‘lsa, u holda
h=ca-~ip kompleks son ham bu ko‘phadning ildizi bo‘ladi. Demak, P(x)
ko‘phadning ifodasida quyidagi

(-B)(x-B)=[x~(a+iB))[x—(a-iB)]=
=X -2ax+a’+p =x*+ px+q (p=-20, q=a’+p8")
kvadrat uchhad ko‘paytuvchi sifatida qatnashadi.

Faraz qgilaylik,
; P(x)=a,+ax+ax’ +-+ax"
ko‘phad uchun o
@, son m karrali,
a, son m, Karrali,
o, son m, karrali, '
hagqiqiy ildizlari bo‘lib,

h kompleks son 1, karrali,
k, kompleks son ¢, karrali,

h, kompleks son ¢, karrali,
lldiZIBri bo*lsin. U holda P (x) ko‘phad quyidagi
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7 Ma’lumki, ushbu

P(x)= (x-a,)"‘ .(x-az)"’ ...(x—a’,)"' -(x’ +p‘x+q,)"

(5t + preqy) (5 +PAYE)
ko‘rinishda ifodalanadi, bunda
4 my +ee by +2( +eet,)=0,
(i= 12,...5)

@

X +p-x+g=0
tenglamalar haqiqiy ildizga ega emas. . .
P(x) ko‘phadni (5) ko‘rinishda ifodalash uni ko paytuvchilarga
ajratish ham deyiladi. . ] o
Endi ko‘phadlami ko‘paytuvchilarga ajratishga misollar keltiramiz:
1) ¥ -8=% -2 =(x-2)(x* +2x+4),
2) x* -1=(*-1)(* +l)=(x—l)(x+l)(xz +1),
3) x*+1=x* 42 +1-287 = (F + )} —(20)' =
=2 +2x+ D} —V2x +1),
4) @ +22 +2x+1=x" + 2 +2* +2x+1=
(D + (1 = (D +x+D)
Ushbu
1)) A 4 vaa o‘zgarmas sonlar;
xX—a
A
) Gy
Bx+C
3) P +px+q
kvadrat uchhad haqiqiy ildizga ega emas.
4 —BrC . ne234,. [!1’--4 <.o) ko‘rinishdagi kastlar
(3 +px+a) 4
sodda kasrlar deyilac!i. -
Masalan, quyidagi funksiyalar :
2 6 _ix-r_l_ 4 3x+2
1 (x-2) Faxl X (2 +ax+4)

sodda kasrlar bo‘ladi.

n=23,4,..;

, B,C hamda p va g o‘zgarmas sonlar, x’+px+q

2.2. To‘g‘ri kasrlarni sodda kasriar yig‘indisi orf]ali ifodalash
(to*g‘ri kasrlarni sodda kasrlarga yoyish)

P(%) g tax+ax’++ax
O(x) B +bx+bx" +---4bx”
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2-§. Ratsional funksiyalarni integrallash

Biz 10-ma’ruzada butun va kasr ratsional funksiyalar, 6-ma’ruzada
yuqori darajali ratsional tenglamalar va ularning ildizlari hagida
ma’lumotlar keltirgan edik. Endi ulardan foydalanib, ratsional
funksiyalarni integrallashni ko*rib chiqamiz.

2.1. Ko‘phad va uning ildizlari

Biror
P(x)=a,+ax+ax’+-+ax" (1
ko‘phad (butun ratsional funksiya) berilgan bo‘lsin, bunda g,,a,...a, —
0°zgarmas sonlar, 4,#0, neN esa ko‘phadning darajasi.

Ma’lumki, @ son uchun P(z)=0 bo‘lsa, @ son P(x) ko‘phadning
ildizi deyiladi. Agar P(x) ko‘phad (x-a)' ga (keN) qoldigsiz bo‘linsa, a
son P(x) ko‘phadning # karrali ildizi bo*ladi.

_ Agar h=a+ip kompleks son P(x) ko‘phadning ildizi bo‘lsa, u holda
h=a~ig kompleks son ham bu ko‘phadning ildizi bo‘ladi. Demak, P(x)
ko*phadning ifodasida quyidagi

(= )(x=B)=[x~(a+18)) [x~(e-18)] =

=x'-2ax+a’ + B =x*+ px+q (p=—22, g=a*+p)
kvadrat uchhad ko*paytuvchi sifatida qatnashadi.

Faraz gilaylik,
- P(x)=a,+ax+ax’ +--+ax"
ko‘phad uchun ;e
2, son m, karrali,
@, son m, karrali,
. @, son m, karrali,
haqigiy ildizlari bo‘lib,

k kompleks son 1, karrali,
h, kompleks son ¢, karrali,

h, kompleks son ¢, karrali,
ildizlari bo‘lsin. U holda P(x) ko‘phad quyidagi
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P()=(x—a) (x=a,) . (x-a)™ (= +p,:c+q,)'l

f

@
-(xz + p,x+q,)" ...(Jc2 + p,x+q,)
ko‘rinishda ifodalanadi, bunda
My my ey +2(f 1 401, ) =0,
X +p-x+g =0 (i=L2..5)
tenglamalar haqiqiy ildizga ega emas.
P(x) ko‘phadni (2) ko‘rinishda ifodalash uni ko‘paytuvchilarga
ajratish ham deyiladi.
Endi ko‘phadlarni ko‘paytuvchilarga ajratishga misollar keltiramiz:
1) ¥ -8=x-2'=(x-2)(<* +2x+4),
2) x*-1 =(.7:z —l)(x2 +l) =(.x'—l)(x+l)(x2 +I),
3) xl=xt 4207 +1-207 = (2 +1)2 - (V22) =
=0 +2x+ D(x? =2 +1),
4) P42 + 2 +1=X + 2+ X+ 2x+1=
=P (x+D+(x+1) = (x+ D +x+1).

Ushbu
1) ;f—a, A va a o‘zgarmas sonlar;

A
2 s =2,3,4,...;
) — n

3 Bx+C
Prpx+q’
kvadrat uchhad hagqiqiy ildizga ega emas.
2
4) (7”—”—@—}; =234, (%—q <o) ko‘rinishdagi kasrlar
+pxt+g
sodda kasrlar deyiladi.
Masalan, quyidagi funksiyalar
-2 6 2x+1 4 3x+2
x+17 (x-2)"7 X4x+l P41 (¥ +ax+4)

sodda kasrlar bo‘ladi.

B,c hamda p va ¢ o‘zgarmas sonlar, x*+px+q

2.2. To‘g‘ri kasrlarni sodda kasrlar yig‘indisi orqali ifodalash
(to‘g‘ri kasriarni sodda kasrlarga yoyish)
~ Mé’lumki, ushbu

P(%) _a+ax+ax’+--+ax
O(x) by+bx+bx*+---+bx"

-195-



kasr ratsional funksiya n<m bo‘lganda (suratidagi ko‘phadning darajasi
maxrajdagi ko‘phadning darajasidan kichik bo‘lganda) to‘g‘ri kasr
deyiladi.
Aytaylik, ?;% to*g'ri kasming maxraji 0(x) ko*phad quyidagicha
= X

a(x)= (x-a)k (x’ + px+q)‘ 3)
ko‘paytuvchilarga ajralgan bo‘lsin, bunda ke, seN, va x*+px+gq
kvadrat uchhad hagiqiy ildizga ega emas. Bunday to‘g‘ri kasr 28 ni
sodda kasrlar yig‘indisi orqali ifodalanishi hagidagi teoremani isbotsiz
keltiramiz.

Teorema. To ‘g ri kasr P uéhun
2(x)

P(x) % +ax+a,x +---+a x" 4 4,

——t= - = + s+

2(*)  (3-a) (= +prtq)  *¥-a (x-a)

gt 4 ot Bx+C, +Bx+C - Bx+C, _

(x~a) ¥ +px+gq (x’+pac+q) (x2+px+q)

bo ‘ladi, bunda A.4,..4, B.,C,B,C,,..,B,C, — 0 ‘zgarmas hagigiy son-
lar. (4) yoyilmadagi o zgarmas sonlar quyidagicha topiladi.

(4) tenglikning o‘ng tomonidagi sodda kasrlar yig‘indisi umumiy
maxrajga keltiriladi.

4

Natijada,
2(x) (%)
tenglik hosil bo‘lib, undan barcha x far uchun o‘rinli bo‘Igan
P(x)=R(x)

tenglik kelib chigadi. By tenglikning har ikki tomonidagi x ning bir xil
darajalari oldida turgan koeffitsiyentlarni tenglashtirib, noma’fum sonlarni

topish uchun tenglamalar sistemasi hosil qilinadi. Sistemani yechib
noma’lum sonlar topiladi.

Eslatma. Yugorida
P(x)
2(x)
to'gri kasrda maxraj (4) ko ‘rinishda ko paytuvchilarga ajralgan hol
uchun to ‘g ‘ri kasrni sodda kasriarga ajralishini ko ‘rdik.
To‘g’ri kasr maxraji O(x) ko‘phad boshqa ko‘rinishda
ko‘paytuvchilarga ajralganda ham kasr sodda kasrlar yig‘indisi sifatida
ifodalanadi.
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Masalan, P(3)

()

tO‘g‘l’i kasr maxrajl Q(x)=(x-a,)(x—az)'-..'(x-ak)

bo‘lsa,
P()__4 , 4 , , 4
0(x) x-a x-a x-a,
bo‘ladi;
0@)-(e s psa) s i) i)
bo‘lsa, : )
P(x) Bx+C, Bx+C, . ., szx.Ck
Q(x)=x2+p.x+q. X+ px+q, +px+q
bo‘ladi.

To‘g‘ri kasrlarni sodda kasrlar yig*indisi orqali ifodalash jarayonini
misollarda ko‘rsatamiz.
1-misol. Ushbu

3x*+8
X +4x* +4x
to ‘g 'ri kasrni sodda kasrlarga yoying. . .
ogn< tlz.;mz ;cas ming maxrajida turgan P+4’+ax ko phadni

ko ilarga ajratamiz:
 peymvelilare Jx’ +4x* +4x= ;v:(xz +4x+ 4) =x(x+2)1 . .
2) berilgan to‘g¢ri kasrni noma’lum koeﬂitsiye.ntlar orqali yuqori
‘rsati k sodda kasrlar yig‘indisi orqali yozamiz:
romatlgandeks 348 A4 B C_ )
x(x+2? x x+2 (x+2) N .
3) bu tenglikning ikki tomonini x(x+2)' ga ko‘paytirib, uni

: iramiz:
maxrajdan qutqartirami 357 +8= A(x+2)" + Br(x+2)+Cx.

Keyingi tenglik 35 +8=(4+ B)x* +(44+2B+C)x+44

bo hsﬁl) ﬁhtl;ﬁ:fgm:ag har ikki tomonidagi x ning bir xil darajalari oldida
turgan koeffitsiyentlarni tenglashtirib, ushbu

A+B=3
44+2B+C=0

44=8
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sistemani hosil gilamiz.
5) tenglamalar sistemasini yechib,
A=2, B=l, C=-10
bo*lishini topamiz va ularni (5) tenglikdagi 4,B,C larning o‘rniga qo‘yish
natijasida berilgan to‘g‘ri kasmi sodda kasrlar yig‘indisi orqali
quyidagicha
37*+8  3x’+8 2 1 10
2 +40° +4x x(;:+2)2 -;Tx+2-(x+2)z
ifodalanishini topamiz.»

. 2x+3 s . ;
2-misol. Ushbu Triing e kasrni sodda kasrlarga yoying.

dl) @ +2 +2x+1=x" + 2+ +2x+1=
=2 (x4 D+ @+ =@+ )(x* +x+1).
2x+3 4 lk+C
(x+l)(x’+x+l) ol A eael
3) 2x+3=A(x* +x+1)+(Bx+C)(x+1), ya'ni
2x+3=(A+B)x*+(A+B+C)x+ A+C

A+B=0,
4) I4+B+C=2,

A+C =3,
A=1, B=-1L, C=2
) 2x+3 2x+3 1 -x+2

+—
X +2x% +2x+1 (x+l)(x +x+l) x+1l x*+x+1

x*+10x* 425
A1) #4105 +25= (2 +5)';
x-3 _Bx+C,  Bx+C,
7T 3 + 7>
(x2+5) x'+5 (x2+5
3) x’-3=(le+Cl).(x’+5)+B,x+C,,
B =1,
C, =0,
5B,+B, =0,
5C,+C,=-3
5) B=1 (=0, B,=-5 C,=-3
¥-3 -3  x 5x+43
FH107425 (23] F45 (245)

3-misol. Ushbu _x-3 to ‘g 'ri kasrni sodda kasrlarga yoyirg.

4)
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2.3. Sodda kasrlarni integrallash
Sodda kasrlaming integrallari quyidagicha hisoblanadi:
) j——dx Ajd(" ~9) _ g tox—a+C-

2) [ A=t A0 fr-ade-0-

(x-a)’
(x- a'"*‘ P S
=4 -n+l +C A(l—n)(x—a)""
Ty Bx+C i hisoblash
3) Fx+C  sodda kasming integrali jx S ni
e adni uyldagxcha yozib olamiz:
uchun kasr maxrajidagi kvadrat uchhz q ” Y ( )M,
= xt
B
bunda ;
at=q-"
Natijada,

Bx+C . _ ." Ex+2C ;
Ix2+px+q (x_'__g_) +a
bo‘ladi. Keyingi integral quyldaglcha msoblanadx.

)4

Pl.d
(x+2 2y

T
et o WV

dx=dz]=

P
C—Bp l} 2 +€
=Zin( e prra) T T T
a-*r 973
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—

sistemani hosil gilamiz.
5) tenglamalar sistemasini yechib,
A=2, B=l, C=-10

bo‘lishini topamiz va ularni (5) tenglikdagi 4 B¢ larning o‘rniga qo‘yish
natijasida berilgan to‘g‘ri kasrni sodda kasrlar yig‘indisi orgali
quyidagicha

348 348 2 | 10

x +4x2+4qu(x+2)z x x+2 (x+2)
ifodalanishini topamiz. b

2-misol. Ushbu 2x+3
+2x* +2x+1

4]) X+ 2+ D+ l=xX + P+ 4 2x 41 =

=X (x+D)+(+H) = @+ 1)t x4 1).

2x+3 A Bx+C |
2) —————=——t5——;

(r+)(P+x+1) x4l X dxt]

3) 2x+3=A(x’ +x+1)+(Bx+C)(x+1), ya'ni
2x+3=(A4+B)x* +(A+B+C)x+ A+C
A+ B =10,

4) JA+B+C=2,

A+C=3.
C=2
243 2x+3 1 -x+2
x+2x +2x+1 (x+l)(xl+x+]) x+1 x*+x+1

t0'g 'ri kasrni sodda kasrlarga yoying.

. x-3 b gl 3 .
3-misol. Ushbu TR 10'g 'ri kasrni sodda kasrlarga yoyirg.

A1) 54105 +25= (5 +5)';
x*-3 =le+C', +B2x+C2
(x2+5)2 X245 (x2+5)1’

3) ¥ -3=(Bx+C)-(x*+5)+ Bx+C,,

x’-3 5x+43

x1+10x* 425 :(x2+5)2 =12+5_(xz+5)2 >

2.3. Sodda kasrlarni integrallash

Sodda kasrlarning integrallari quyidagicha hisoblanadi:
1) J.—A-ﬂdX=A M:A-Iﬂ|x-—a]+C.
X—a x—a
2 A _ 4fdx-a) _ T
) '[__(.r—a)" dx AJ _—_(x—-a)" .4I(x ay"d(x—a)
S G N M)
-+l (1-n)(x—-a)™
(n=2,3,4,..).
3) B+C  (odda kasming integrali [—2-C—x ni hisoblash
X+ px+q X +px+q. )
uchun kasr maxrajidagi kvadrat uchhadni quyidagicha yozib olamiz:

2

2 2 2 2
: TN TN AV A (WO ) N _P_=( +£) e
X" tpx+q=x +2-—2—x+T+q n [-‘H‘z) q 2 x 2

bunda

Natijada, L
X +
J- 2BI-.LC / =_[__.——2—-—a‘.r
X"+ px+q [JH-E) +a
2

bo‘ladi. Keyingi integral quyidagicha hisoblanadi:

Bx+C p_ P =d,]=
T —=I, — )
I [x+ = b A=t dx

2
[x+£] +a*
2

Bp dar__
’+a2+[c_ 2 )J-fz‘*az

+d’ 2

RGN )%j_"t_iL

f 2
+(2)
a
Bp

B 2.4, 3 T _1, rct i.}-C':
=51n(: +a )+(C Zjaa 8-




Demak,
J' Bx+C

2C - .
5 =£1n(x’+px+q)+ C-Bp arcig 24P ¢ 6)
x“+px+q 2

Vag-p* Jag-p

bunda ¢ - ixtiyoriy o‘zgarmas son.

Masalan, ushbu | x‘i‘i:l integral (6) formulaga ko‘ra (bu holda

B=1, C=0, p=-1, g=1) quyidagicha bo‘ladi:
xdx 1 1 2x-1
Im=EM(f—x+l)+7§-arctg——J§ +C".
4) Ushbu [—24C (m=234,.)
x4+ prg]

to‘g‘ri kasmning integrali quyidagicha hisoblanadi:

2

X P 7
TSR PO

(x’+px+q)" ) x+§=t

P
> ={—=
=

de=dt

=IBI+(C—§2£)dt=£Id(t2+02)+(C—'B£) _d

ey T 2 eay 2P vy

_B 1 1 Bp) dt
=— |-
2i-m (t’+a’)""+( 2 I(t’+a2)"
Bu tenglikning o‘ng tomonidagi integral avvalgi

paragrafda
keltirilgan rekurent formula yordamida hisoblanadi.

2.4. Ratsional funksiyalarni integrallash

Aytaylik, f(x) funksiya ratsional funksiya bo‘Isin.
-2

2(x)’

Agar g—g‘% noto‘g‘ri kasr (suratidagi ko‘phadning darajasi
maxrajidagi ko‘phadning darajasidan katta bo*lsa, unda suratini maxrajiga
bo‘lib, uning butun qismini ajratib, butun ratsional funksiya (ko‘phad)
ham to‘g‘ri kasr yig‘indisi ko‘rinishida quyidagicha

P(x) R(x)
=R
o6~ ")
ifodalab olinadi. Integrallash qoidasidan foydalanib topamiz:
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. R,
jf(x)dx‘=j—"d"£((x; =]R(x)d"+IQ(x)

N ; butun ratsional
Bu tenglikning o‘ng tomonidagl [R(x)ex 'm:?na:di ul
funksiya (ko*phad) ning integrali bo‘lib, u oson fm o g, Uk
wanoi (A esa to‘g‘ri kasming
Tenglikdagi [-=—dr integral
o(x 1 oloan usul bilan sodda
hisoblash uchun, avvalo, 5_(_::)_ kasr yuqorida ko‘rsatulg .
iso > Q(x) . Qotng integrallash qoidalari va
kasrlar yigtindisi orqali ifodalab olinadi. S(’)bngto‘g‘ri \eming infograli
sodda kasrlaming integrallaridan foydalanid,
topiladi. .
i 2x° +6x° +1 . integralni hisoblang.
4-misol. Ushbu | = Iniegr sional funksiya bo‘lib, u
QRavshanki, integral ostidagi funksiya Ta_i ! P b, uning butun
noto‘g‘ri kasrdir. Bu kasming suratini maxrajiga
qismini ajratamiz:
D
el 28462 +1 o0 =
x*+35° x'+3
7
1 =22
I2x5+6x3 +ldx=j(b+—%‘7)d"‘_[2xd"+lmdx—2 > +
T AL a2.2 X +3x
bo‘lib, x*+3x
+.{ x4 -:3;;2 dx . 10 g‘!’i kasmning i_ntegrah
bo‘ladi. Bu tenglikning o°ng tomonidagt l?:;ail:s]r
Uni hisoblash uchun integral osndagllto g

x* +3x°
ni sodda kasrlarga yoyami,z:
1) x* +3x" =x° (Jc2 +3),
1 _4, B CxD
2 xz(x’+3)_ z & x+3
3) 1=Ax(x’ +3)+ B2 +3)+x°(Cx+ D),
1=(4+C)x’ +(B+D)x +34x+3B,
4) 4+C=0,
B+D=0,
34=0,
3B=1.
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Demak,
J' Bx+C
X+ px+q

bunda ¢ - ixtiyoriy o‘zgarmas son.

Masalan, ushbu I,zf“ integral (6) formulaga ko‘ra (bu holda

B=1, C=0, p=-1, 9=1) quyidagicha bo‘ladi:

B . 2C-Bp 2x+p .
=S+ pr+q)+ arctg +C* (6)
ol ) Vig-p  J4q-p

xdx
Im=%m(x2 —x+l)+71_5wag-zﬂ+c-

V3
4) Ushbu [—2%*C -
) J’(x’ +px+g) (m=234.)
to‘g‘ri kasrning integrali quyidagicha hisoblanadi:
[ad 2 2
x’+px+q=(x+£) +q-&-,
BX+C 4 4
Jo= [ e = 2 =
(x’+px+q) x+£=¢, x=t-£, & =dt
2 2
Bz+(c-@) 2
2 B d(i*+a’ B, dr
NG N Y
(t +a) (t +a) (l *"2)

B 1 1 Bp) dt
B5_1 c .
2 1-m (12+a1)n-l+( 2 -[(lz_'_az)"'
Bu tenglikning o‘nmg tomonidagi integral avvalgi paragrafda
keltirilgan rekurent formula yordamida hisoblanadi.
2.4. Ratsional funksiyalarni integrallash

Aytaylik, f(x) funksiya ratsional funksiya boIsin.

_P()
f (x) Q(x)'
P ’
Agar 20 hoto‘gri kasr (suratidagi ko‘phadning darajasi

o(x)
mz:x.rajidagi ko‘phadnipg darajasidan katta bo‘lsa, unda suratini maxrajiga
bo llb,‘mg butun qismini ajratib, butun ratsional funksiya (ko‘phad)
ham to‘g‘ri kasr yig‘indisi ko‘rinishida quyidagicha

o)~ *O* o)

ifodalab olinadi. Integrallash qoidasidan foydalanib topamiz:
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[r(x)ax=] %«mlk(xwﬂ‘fgf—gd"'

Bu tenglikning o‘ng tomonidagi [R(x)dx integral .butun ratsional
funksiya (ko‘phad) ning integrali bo‘lib, u oson hisoblanadi. .
Tenglikdagi j% integral esa to'g'ri kasming integrali. Uni
X
hisoblash uchun, avvalo, g %x; kasr yuqorida ko‘rsatilgan usul bilan scdda
x -
kasrlar yig‘indisi orqali ifodalab olinadi. So‘ng mtegxﬂluh .qmd.alan va
sodda kasrlarning integrallaridan foydalanib, to‘gri kasming integrali
topiladi.
4-misol. Ushbu I—z%i#dx integralni hisoblang,
x'+3x . o
<dRavshanki, integral ostidagi funksiya ratsional ﬁ%nkSl)@ bo 1l,lb’ u
noto‘g‘ri kasrdir. Bu kasrning suratini maxrajiga bo‘lib, uning butun
Qismini ajratamiz:

Demak,
2°+6°+1_, ., 1
x*+3x° x* 4327
L
bo‘lib, x*43x° xt 4327 xt+3x° 2
1
1
+-"x‘+3x’

bo‘ladi. Bu tenglikning o°ng tomonidagi integral to‘g‘ri kasmning integrali.
Uni hisoblash uchun integral ostidagllto‘g‘ri kasr

ni sodda kasrlarga yoyamiz:
1) x* +322 =x* (2 +3),
1 _A B Cx+D
2) xz(x’+3)_-;+x2+ »+3°
3) 1= Ax(x? +3)+ B(* +3)+x*(Cx+D),
1= (4+C)x +(B+D)x’ +34x+3B,
4) 4+C=0,
B+D=0,
34=0,
3B=1.
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xz(x’+3)=? 3(x2+3)'
Endi keyingi tengli i oo .
toparmiz yingi tenglikdan foydalanib, to‘g‘ri kasming integralini

e IR

X+3

1 x—2+l

1 1 x 1 1
3 341 Bﬁarctg$+c=—5-————-arctg-f—+c.
Shunday qilib berilgan integral uchur;r » »

IM*_“& 1 1 x
432 o TEadg T+
bo*ladi.»> t ¥ 3B B
Mashgqlar
Amcirsnaf integralni hisoblang.
1. + -
f'—d‘,,z_x 2. 13:;’;1 e
3. x-17
Ixz—4x+3d‘ 4. jfzf_:—sidx
( —l)(x—Z)(.x—3)

3-§. Ba’zi irratsional funksiyalami hamda trigonometrik
funksiyalarni integrallash

3.1. Ba’zi irratsional funksiyalarni integrallash

Biz 22-ma‘ruzada ratsi
hisoblash ii‘.?’é 1zada ratsional funksiyalaming integralini har doim
hisoblashda v azr;lylftlm ‘l)toozdik.h;’rratsional funksiyalarning integrallarini
; . “yat ..boshqacha, . ya'ni  irratsional funksi i
mtegﬂtm h?r doim ham hisoblanavermaydi. = . i L paiyalaming
turli kai%md;s;:]ag i funksiyada o‘zgaruvchi x, ar+h, av+br+c lar
B laniehint jalarda qatnashgan ayrim hollarda _integrallarning
soblanishini misollarda bayon etamiz. Shuni aytish kerakki, bunday
hollarda integrallar o‘zgaruvchilarini almashtirish yordamida ratsional
funksiyalarga keltirilib, hisoblanadsi. - - - '
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1-misol. Ushbu

Jx
= [——Fdx
g I 1+4x
integralni hisoblang. . . “li
4Bu integralda x=7* almashtirish bajaramiz. Unda dx=2d bolib,

2
I_i\;fdp Lzt =2f
1+Jx 1+t . . .
bo'ladi, Natijada, irratsional funksiyani integrallash ratsional funkstyan
integrallashga keldi.
Ravshanki,

bo‘ladi. Unda

£ I 0 PR SUPRRPY 28 | B
Fﬁd"l(' HM}‘r 2

bo‘lib,

J=2(-'—2-—I+ln(t+l))+c=t’—2!+21n(t+l)+c=

2

=x—2J§+21n(J;+l)+c

bo‘ladi.p>
2-misol. Ushbu J = j dx
' EEoe |

almashtirishni bajaramiz. Ux;da d:f:éx dt

integralni hisoblang.

«4Bu integralda x=1°

bo‘tib, . (4
6°dt . tdt -6 1+ — dx=6[fl~dt- __-2-]=
J‘I(I_Hz)":‘b 1+2 I 14£° l-u o
=6t —6arcigt+¢ - et
bo‘ladi. Demak,

7 =64z ~6arctgdx+e ¥

3-misol. Ushbu T
! 1+x
J—-I; ""x‘dx

integraini hisoblang.
<«Bu integralda L2 _p deb
X
1 e
x=-—"'t2_.ls dx (tz‘__])2
bo*lishini topamiz. Natijada
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B i RN o

—— = T

xz(xz+3) =h—1—3(12+3)'

Eﬂdi k i i i 1 [P - .
S eyingi tenglikdan foydalanib, to g'ri kasrning integralini

le 1 dx
==X ti\’—-— —
3‘[ 343243

1 ) 1 1
Ix" +3x? dxﬁf[ix-?—:i(xz +3)

L 1 x—2+l 1

o s . % x 1

3 21 3 Ty e
g . 3J5

Shunday qilib berilgan integral uchun b

5
fg%%ﬂc& =’ —51;— %arctg‘—;_—+c
bo‘ladi. > ’
Mashqlar
Aniqrsnas integralni hisoblang.
L 20 2, [
4. Ifi;isdx % Ixff:—szdx

5[ coFted
e

3-§. Ba’zi irratsional funksiyalarni hamda trigonometrik
funksiyalarni integrallash

3.1. Ba’zi irratsional funksiyalarni integrallash
hisobliﬁ ri2~ma.=r]l-lzgd-a ra:tsi_onal funksiyalarning integralini har doim
pa umku'_l igini ko‘rdik. Irratsional funksiyalarning integrallarini
| a vaziyal _boshqacha, ya’ni irratsional funksiyalarning
integrallari har doim ham_hisob],anav_ennaydi- .

. Integral ost‘ldagi funksiyada o‘zgainivchi ,:c, ax+b, ax’+bx+c lar
tl..lrll kz%sr. darajalarda  qatnashgan ayrim hollarda integrallarning
hisoblanishini misollarda bayon etamiz. Shuni aytish kerakki, bunday

hollarda integrallar o‘zgaruvchilarini almashtirish - _
- sge d
funksiyalarga keltirilib, hisoblanadi. ' yorgerida ysbional
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T v e

1-misol. Ushbu &
= [tk
I '[ 1+x
integralni hisoblang. Ao i
<4Bu integralda x=¢* almashtirish bajaramiz. Unda dr=21dt bo'lib,

J; - _L.z:d;:z -’r—z—‘ﬁ
f:\(—;dx*.[ o

1+1 s
bo‘ladi. Natijada, irratsional funksiyani integrallash ratsional funssials
integrallashga keldi.

Ravshanki,
i-—.!‘—l-}"—'—‘
t+1 t+1

bo‘ladi. Unda L
i Vel pam(t+1)+e
j-_df2+1 I—J(r—l+‘+l; X 2
bo‘lib,
J-=z(i_g+1n(g+])J+c=¢z_2z+21n(t+1)+c=
2

= x-2x+2In(Vx +1)+e

bo‘ladi. b
. dx ] Ini hisoblang.
- =[= integraint
2-misol. Ushbu J Il“‘ ,,-x) -

almashtirishni bajaramiz. Unda dx=6rdt

<4Bu integralda x=¢°
bo‘lib, : L] dt
5 ) dt £ =l g dit—-|—|=
T e T B e dfra-fizl

=6t —Garcigt+¢
bo‘ladi. Demak,
7 =64z —6arctg¥x+c- P

3-misol. Ushbu
o J’l LtX 5
X X

integralni hisoblang.
«Bu integralda XX =7 deb
5 1 2udt
x= t_i-_l,

bo‘lishini topamiz. Natijada




—2udt 2_ '
J=j'(t’—1)-t“=_2j'£d¢ =-2‘["Mdt=_2‘[(1++ =

(#-1) £-1 £
o @ . o 1e(rD)-(-1),
x 2-[:’-1_ %-2 2I (e+1)(e-1) "~
ot cdt -
=-2t—j:+[m=—2¢—ln|t-1|+ln|t+1|+c=_m-mH+c
bo‘ladi. Demak,
2
J=-2,/“T"-1nx(‘,l’;_"-1”+c.>
2 dx
4-misol. Ushbu = J N (a#0) integralni hisoblang.
<«Bu integralda
t=x+fxlsq
deymiz. Unda
dt=(x+Jx*+a)'abc=(1+ - ]a&:""z’“““dm e
bo‘lib N
S
) . JP+a 1
bo*ladi: Natijada :
=& =j‘—"-=1n[z|+c_1n,x Jf+|
rg 4~ YR Eapte
bo‘ladi.p> :
54ihi.soll. Ushbu .
o , "’."I . dx
. . | 532-6x+13 -
integraini hisoblang. et

{J(x-:&)z +4

bo‘ladi. Bu integralda x~3~/ deyiniz. Natijada,
J=f A £ +4|+c

J=

ya’ni

J= h.ix,____= - e L
botladip Im lﬂ}x 3+\_/(x 3) +4|+c .
o‘ladi.
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6-misol. Ushbu \
J=[2(1-7)
integralni hisoblang. . e
<Bu integralda »* = y deymiz. Unc:la3 2xdx =dy bo'lib,
1 2
J =EI}’(] y) dy
bo‘ladi. Keyingi integralda
1-y=1 .
almashtirishni bajaramiz. Natijada, dy=-2dt bo'lib,

-7 (1 =1 =t —y+c
J=-IT:dt=—th_’—l]d‘—z+Hc Jl___-;+Jl-_

va nihoyat
+ofl-xt+c

J= 1
- Ji-#
bo‘ladi.p>

3.2. Trigonometrik funksiyalarni integrallash
ing integrallari
y=sin X, y=cosx, y=lgx, Y= cigx mnkSiYﬂMg ‘
ma’lum. Jumladan, R -
- " d(sinx) _, 1.1,
o= [ [ e

t

bo‘ladi. S e : =
Shuningdek,  y=sinax, y=cosax, yﬂga;’ g funksiyalarning
y=sin(x+a), y=cos(x+a), y=tg(x+a»): .Y=._clg(x+:lm nksly2'd
integrallarini oson hisoblanishini ham bil N{as 2x+1)+¢
o ——— + ‘
fsm(2x+1)wz=%fsin(2x+l)d(2x+‘)‘ 2>

et _\ayiﬁsh;’y,
sinx va cosx funksiyalar ustida ratsional mﬁﬂ;‘;ﬁ: s;’;f-:l’ bo‘lgan
ko*paytirish, bo‘lish, darajaga ko‘tarish) baj ) funksiya sinx va 0S¥
ifodani f(x) bilan belgilaylik. Odatda, bunday / (= o
larning ratsional funksiyasi deyiladi. Ularga quy‘dag‘ls. -

1 _ 1 , S (X)='m‘;§i—n‘z?
f(’)=§E}" /()= 3sinx—4cosx o0
_ sin’x
. f(x).—COSzX'f‘l’
misol bo‘ladi. integrallari hér doim ushbu

Bunday trigonometrik funksiyalarmning

-205-



2 —2udt IS -1+1 1
7=f(e 1):(12_1)2 o L= 2 d:-—zj(n -
dt 1e(e+1)—(e-1)
=“'21—2 = -— =
Iz =2 2I (t+1)(z-1) f
_ dt ¢dt _ . S
_-ZI—Iﬁ-I- t_:—_l.7—Zt_mlt_llﬂ-ln[rﬂhc:Hzt—lnmﬂ:
bo‘ladi. Demak,
2
J==2 H—x‘lﬂx[ H—x—l} L-c.’
X X i

4-misol. Ushbu J = ax

(a#0) integralni hisoblang.

X +a
<Bu integralda
[=x+x’+a
deymiz. Unda
dt=(x+\n'xz+a)’dx=[]+ % o il Jx’+a+xdx= !
_ Jx'+a Jxl+a ¥ +a
bo‘lib,
dx =£
X+a !

bo‘ladi. Natijada
dx
J= jﬁ=jit = I:ult}+c= lnlx-‘r-\,n‘:g2 +al+e

bo‘ladi. >
S-misol. Ushbu
g I_._dx_
- . - . xz - 61 + 13
integralni hisoblang. o
4Ravshanki, x> —6x+13=x*—6x+9+4= (x-3) +4.Unda
T |
J3y+a

bo‘ladi. Bu integralda x—3-; deﬁ'ﬁjz. Natijada,

J:‘[-\/:—:-—et =m|:+\./:3+4l+é, L
j:—3+,f(x—3)2+4

ya’ni
J —

+c

dx
=
bo‘ladi. P>

6-misol. Ushbu

J= jx’ (l—xz)% dx

imegn:b;iz Iiﬁ;:lg;ia ¢ = y deymiz. Unda 2udx=dy bo‘lib,
Y MK

bo‘ladi. Keyingi integralda -

almashtirishni bajaramiz. Natijada, dy=—2fdt bo‘lib,

J"""Iﬂdf=—[(l—l}ﬂ=-l~+t+c= . +ojl-y+c
fl Vs t J=y
va nihoyat
J= : +\[1—_Iz—+c
1-x*
bo‘ladi.P>

3.2. Trigonometrik funksiyalarni integrallash

y=sinx, y=cosx, y=Igx, y=cIgx funksiyalarning integrallari
ma’lum. Jumladan, - 108
Iclg;t[ix = I.C.?.Sidt :IM = ]_n‘sinxl-pc

{

‘sinx sinx
bo‘ladi. , .
Shuningdek, y=sinax, y=0c0Sax, y=tgax, y=cigax  hamda
v=sin(x+a), y=cos(x+a), y=1g(x+a), y=cig(x+a) funksiyalarning

integrallarini oson hisoblanishini ham bilamiz. Masalan,
Isin(lx+1)dx=—;—Isin(?.x+l)d(2x+1)=—-;-ms(2x+1)+c.

sinx va cosx funksiyalar ustida ratsional amallar (qo‘shish," ayirish,'

ko‘paytirish, bo‘lish, darajaga ko‘tarish) bajarilishidan hosil bo‘lgan

ifodani f(x) bilan belgilaylik. Odatda, bunday f(x) funksiya sinx va cosx

larning ratsional funksiyasi deyiladi. Ularga quyidagilar:

_ 1 _ 1 _sinx+cosx
f(x)ﬁsi.nx’ f(x)HSSinx—4cosx’ /() cosx-sin2x’
;3
sin® x
f(x)_ooszx+l’

misol bo‘ladi.
Bunday trigonometrik funksiyalarning integrallari har doim ushbu
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X
g==t
€2

bo‘lib, )

2
almashtirish natijasida ratsional funksiyalamning integrallariga keladi. 1 __5_+;§_
Bunda 1’+3t—l_l—l t+2

x=2arcigt, d:iz. : . 2 . 2
1+ bo‘ladi. Integralni hisoblab topamiz:
inZcosX x 2 2
e 2sm2°°62 - 2182 2 J I( =12 j.i‘._ _d% =
i2 X 2 X 2 X 14427 ) 1 1+2 T2509,_1 Y+
sin” >+ cos 3 l+1g 3 L‘ ) =3
cos __sinz l—lg X ) 1
Cosx = 2 1= 1 - 21,
sin?E 1o ¥ ngzx 78 Inlt-il—ln|1+2|)+c— In " c
bo‘ladi. -
7-misol. Ushbu ‘ Shunday gilib,
dx
J= _l
i I3sinx—-4cosx J ‘31“
integralni hisoblang.
“Bu integralda g7~ deymiz. Unda yuqorida aytilganlarga ko‘ra bo‘ladi.p-
N 8-misol. Ushbu &
".[ H‘z == dt =Il in X +C0SX
6 4(1-7) 2 ) +sm
T e t +§t 1 ntegralni hisoblang.
<4Bui
bo‘ladi. Natijada, berilgan trigonometrik funksiyaning integrali ratsional U integralda x
funksiyaning integraliga keldi. g5 =t
Ravshanl;x 1 1 N almashtirish bajarib, bunda )
z2+-:-1=,2+2t-_,-1=¢( -_) (-_)=' __) . -,
e ) 3 =5 ¥ 3 Lt > (t+2) =15
n inx=2
1 ___ 1 _ 4B XL
3,1 (, 1 RIS _1-7
tz+2t 1 (:—E)(H-Z) t 5 cosx =17
1=4(t +2)+B('—l), bo‘lishini e’tiborga olib topamiz:
2 24t
140 =
1 T2
l=(A+B)t+2.4—EB, J= I 1+¢ — _I]” m >
[ A+B=0, 1+;2+1+z
izA_.;.B=1, = li:ln’l-f-tl-l-c lnl+tg'2'
2 _ 2 Eslatma. Ba 'zi hollarda
A_g’ B_—S' sinx=f, cosx=t, gx=1
-206 -
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almashtirishlar integrallarni hisoblashni yengillashtiradi.
9-misol. Ushbu
J={ &

1+sin® x

integralni hisoblang.
4Bu integralda sgx=: deymiz. Unda

x=arctgt, dx=(arcigr) - dt=——dz

sin? x = sin’x __g'x tz
sinx+cos’x  1gix+1 147°
bo‘lib,
1
(2 _ a (2
I +_ ."14_212 TI ( )
1+#
= %arctg(\/i ~t)+c = :}_i-arctg(ﬁ 'tgx)—i'c
bo‘ladi. >

Eslatma. Ayrim  trigonometrik Sunksiyalarni  integrallashda
trigonometriyada ma’lum bo lgan ushbu

siner-sin B = 5[003((2—,8)—008(&-*.3)],
cosa-cos =%[cos(a—ﬂ)+cos(a+ﬂ)],
sina-cos,B=%[sin(a-,8)+sin(¢x+ﬂ)],

sina~cosa=%sin2a,

sin’a:l_wsza,

cos?qr = l+cos2a,
2

Jormulalardan foydalanilsa, integrallar oson hisoblanadi.
10-misol. Ushbu
Isin3x-cos Sxdx
integralni hisoblang.
<4Bu integral quyidagicha hisoblanadi:

Isin3xacos5xdx = %I[sin8x+ sh(—h)}#:%f sin8xdx-—;-fsin2xdx=

-208 -

=—; —;Ism8xd(8x)——-—[sm2xd(2x)=—-m3x+
1 1 1

= ——cos8x+c.
—4 52x+c—40052x 16

11-misol. Ushbu
J= Isin’ xcos* xdx

integraini hisoblang. ) .
«Bu integralni hisoblashda yuqorida keltirilgan formulalardan

foydalanamiz: -
2x) 1+cos =
J= j(smxcosx) cos® xdx = I(sm ) 2 =

=‘f sin®2x(1+cos 2x)dx = jsm=w+ljsin*zxooszm=

II cosdx 1 ljsm’Zxd(stX)"'I(] —cos4x)-dx+
"3
sindx i 2x, o p°
+—Ism22.xd(sm2x)—'—x" 4 ST

Mashglar
Ushbu anigmas mﬂlmx hlsobl__g___.———-————

D Ix x* +1 Z)j‘i : xz 1

dx 4) [cos 3 x.cos2xdx
3) jll;in’xeos’x ) J

5) Ioos’ 2x-sin” 2xdx
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almashtirishlar integrallarni hisoblashni yengillashtiradi,
9-misol. Ushbu

dx
hd Freec
integralni hisoblang.
<4Bu integralda 1gx=: deymiz. Unda

x= m.c‘gt’ k = (arag’)' 'dt = ‘lledt:
+

in2 2
sin? x = 'zsmx - t;gx 0
sin“x+cos’x fglx+1 1442
bo‘lib,
1
J=I—1+'2dt=ji— 1 [ d(vz2 1)
2 PR~ =
1+‘_2 1+2¢ 2 l+(~/§-l)z
1+¢
_1 1
—Jiarctg(ﬁd)-rc:75~arctg(ﬁ-tgx)+c
bo‘ladi. >

Eslatma. Ayrim  trigonometrik Sumksiyalarni  integrallashda
trigonometriyada ma'lum bo ‘Igan ushbu

sine-sin f = %[eos(a—ﬁ)—cos(a+ﬂ)].
cosa-cos f# =%[cos(a-ﬂ)+cos(a+,8)],
sina'cosﬂ=%[sin(af—ﬂ)+sin(a+ﬁ):i,

sina'-cosa:%sinZa,

2 =l—oos2a

sin‘ @ .
cos?q = 1+cos2o ’
formulalardan foydalanilsa, integrallar oson hisoblanadi.
10-misol. Ushbu
_[ sin3x-cos5xdx
integralni hisoblang.

<4Bu integral quyidagicha hisoblanadi:
ler. .
J‘sin3x.wssm=-5f[sm8x+sm(-2x)]¢:=-;-jsinsm—-zl-fsiandx=
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>

11-misol. Ushbu
J= I sin? xcos* xax
integralni hisoblang.
<4Bu integralni hisoblashda yuqorida keltirilgan formulalardan
foydalanamiz:

J=f(sinxoosx)zcoszxdx=j( dx=

2 2
1. 1¢. le. 2 =
=E‘[sm’?.x(]+00$2x)dx=-8-fsm’2xdx+§jsm 2xcos 2xdx

sm2x)2.1+oos2x

1¢l-cosdx 1 1p., . 1
=— -—— =—|(1- 4 dx+
8.[———dx2 +8 2J'sm 2xd (sin 2x) 16-[( cos4x)

- - 3 R
sindx sin2x .

1, I
+Ej‘sm’2xd(sm2x)—ﬁx—

64
Mashglar
Ushbu anigmas integrallarni hisoblang.
D= 2) =
xJx* +1 x'—x*~1
& .
3) I__sin’xoos’x 4) Icos x-cos2xdx
5) Ioos’ 2x-sin’ 2xdx
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VIII BOB
Aniq integral

1-§. Aniq integral va uning sodda xossalari.
> Anigq integralni hisoblash usullari

1.1. Masala

Faraz qilaylik, moddiy nugta to‘g‘ri chiziq bo‘yicha [£.T] vagt
oralig‘ida ¥ =¥ () tezlik bilan harakat qilsin. Uning shu vaqt oralig‘ida
bosib o‘tgan yo‘lini S toping.

Ma’lumki, tezlik o‘zgarmas, ya’ni V(1)=V,=const bo‘lsa, u holda
o‘tilgan yo‘l

S=V(T-5)
bo‘ladi.

Agar tezlik ¢ o‘zgaruvchining (te[%.T]) ixtiyoriy funksiyasi bo‘lsa,
unda masalani yechishga quyidagicha kirishiladi:

1) vaqt oralig'i [t,,T] ni #,,4,1,,...,¢, (t,=7) nugqtalar yordamida » ta
gismga ajratiladi, bunda
L<h<f, <<ty <ot <t =T;
2) har bir [4,,4,] (k=0,12,..,n-1) oraliqda ixtiyoriy £, nuqtani olib,
tezlikning shu nuqtadagi qiymati (&) topiladi:
3) ¥(&) ni [1,.4,,,] oraligning uzunligi (4,,,-1) ga ko‘paytiriladi.
V(&) (ha-1)  (k=012.,n-1) 1)

Bu miqdor, tezlik (¢)ni [4.4.] oraliqda o‘zgarmas va u ¥ (Z) ga
teng deb olinganda, nuqtaning [4.4.,] oraligda bosib o‘tgan yo‘lini
(tagriban) ifodalaydi.

4) (1) ko‘paytmani ning (k=0,1,2,..,n-1) qiymatlari uchun yozib,
so‘ng ularni yig‘ib, ushbu
V(go)'(tl"o)"'V('fl)(‘z""l)"'"""
+V(&)- (ta-t)+ V(£-)(, ~1,,)
yig‘indi hosil gilinadi. Bu yig‘indi ushbu = orqali quyidagicha yoziladi:

gV(ék)-(tm -1). Q)
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Ravshanki, (2) yig'indi nugtaning [.7] oraliqda @s;?nk"s l‘g::
yolini tagribiy ifodalaydi, chunki tezlik 7 (f) vagiing mfly?nlb)’ ok 4
bo‘lgan holda u har bir [s,.4,.,] da ozgarmas ¥ (&) deb olindi. De

SNEV(&)'(’M"‘&)’ . '
tu—1,=Ar, deb, bu a1, (k= 0,1,k2j..,n-1) larning eng kam:lSim A d;Zl;l:r i
Endi [4,T] oraligning bo*laklash soni orttira borilsa (bun
44, nolga, ya’ni A0 intilsin), u holda
Sv@)m
migdor izlanayotgan yo‘Ini tobora ?_rlliql'oq ifod
S=1h_g§V(é,)'Nk

alay boradi. Binobarin,

bo*ladi. r ot o‘lni topish
Shunday qilib, nuqtaning tezﬁg‘igijl.l{" - ‘})lt:%cae!llaryekan-
Masalasi maxsus tuzilgan yig*indining limitint topis ﬁﬂ an, sterjenning
Shunga o‘xshash ko‘pgina masalalar, Jll'l mpetsi,yaning)’“zmi
Zichligiga ko‘ra uning massasini topish, egri c}n zx ‘tlol ish masalalari ham
topish, o‘zgaruvchi kuchning bajargan ."f’h-ml 'ph a keladi. Bunday
Yuqoridagiga o‘xshash yig‘indining limitini tog’) lfl gan “aniq integral”
yig‘indining limiti oliy matematikada muhim bo"l8
tushunchasga olib keladi.

. - dligi
1.2. “Aniq integral” tushunchasi. Integraining mavl ligh

; po‘lsin. Bu
Aytaylik, y=7(x) funksiya [a8] segmentda berilge
Segmentni da n 2
xo:x,,xz,...,xﬂ_l,x" (xu =a, X, =b, X, <X <...<X”) nU([l‘talal' ¥0rdaln1

N b SETE .
[Xo»xn],[xv"z]""’[x""t‘,”]’ o larini mos ravishda

bo‘lakka ajratamiz. Bu bo‘lakchalaming uzuniilar
quyidagicha belgilaymiz:
Ax =X =%,

.........................




Odatda, Ax,,Ax,,...,Ax,, kesmalar sistemasi (to‘plami) [a,8] segmentni
bo‘laklash deyiladi vau 4 bilan belgilanadi:
A={Ax,Ax,...,Ax, }.
Bu Ax,,Ax,,..,Ax,, larning eng kattasini |4| deylik:
|}Ll = mmc{Axo,Axl,..., Ax,,_,} .
Har bir tayin 4 bo‘laklash [4,5] segmentining bitta bo‘linishini aniqlaydi.
Har bir bo‘lakchada ixtiyoriy ravishda bittadan
S0s6isersGserrsbny
nugqtalarni olib, bu nuqtalardagi funksiyaning giymatlari
TGS @E)sr f (&) F(E,)
ni mos ravishda bo‘lakchalarning uzunliklariga ko‘paytirib
S(G) A%, S(6) A% S(E)- % (€)%, ,

quyidagi
0'=f(fo)’Axo+f(¢|)'A"x +'"+f(§k)'Axk +
+...+f(§,,_,)-AxH =nz-]f(§k)‘Axk
yig‘indini hosil gilamiz.
Odatda,

o=3f(6)-a ©)
yig‘indi f(x) funksiyaning integral yig*indisi deyiladi. Bu yig‘indi [4,5]
segmentning bo‘laklanishiga, hamda har bir bo‘lakchada olingan ¢,
nugtalaiga bog‘liq bo‘ladi.
Endi [a,5] segmentining shunday bo‘laklashlar ketma-ketligi

At iy, 4)
ni olaylik, ular uchun

tim4 =0
bo‘Isin.
Ixtiyoriy, yuqorida aytilgan (4) ketma-ketlikni olib, bu ketma-
ketlikning har bir hadiga mos integral yig‘indilarni tuzamiz. Ular
0,,0,,0;,...,0,,... (%)
ketma-ketlikni hosil giladi, bunda
0, =3 S (6)-o%,
Ta’rif. Agar har bir bo ‘lakchada olingan ixtiyoriy & nugtalarda
{o.} ketma-ketlik har doim bittg | songa intilsa, (uni a,,=§- (&) -Ax,
k=0
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i uvchi, 1
ning limiti deyiladi), 7(x) funksiya [sb] segmenida i "‘ff:"’i.i? deyiladi
son esa f(x) funksiyaning [a,t] segment bo 'yicha aniq integr ] -
vau

]

[ 7
kabi belgilanadi. Demak, \ ;
lima'n (x):] =If(x)dr. s .

. A integralning
Bunda o son integralning quyl chegarasnl,’ I:i (Slzl;ilf:i.f
yuqori chegarasi, [4,b] segment integrallafb .01‘*: '8 % yorl tedlik 7(0)
24.1 da keltirilgan masalaning yechu?u, 0 tﬂi:::ugi; bil’dimdi:
ning [r, 7] oraliq bo‘yicha aniq integraldan iborat e
r
S =IV (IV‘
4
Misol: Agar [4,b] da f(x)=c—const bo lsa, u
icdx =c-(b-a)

holda

bo lishini isbotlang. .y i
< [a,b] segmentning ixtiyoriy bo 1aklashl] [ |
[a’xl], [I,,xz]9 [xz,x,],..-, [prpm gour =1

ni olib, har bir bo*lakchada bittadan ixtiyoriy
50761 !gz'"sgk, seey f,._l

nugtalarni tanlaymiz. Ravshanki, _ )=¢
R Aty A (S

P aa

bo‘iib,
o =c-Axy+c-Ax, +c-Ax, i
=°(Axo+Ax,+Ax,+...+Ax,+...+Ax,,_1)- e
=c(x-a+x-x 2= Xy ot T~ R HorFO T
=c.(b_a)
bo‘ladi. Demak, ’
icdx:li_xgoey;m;c-(b—a):c- b-a)-

Xususan, f(x)=1 bO‘ls'i, ,
[1ds=[dx=b-a

bo‘ladi.
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Odatda, Ax,,Ax,,..,Ax,, kesmalar sistemasi (to“plami) [a,5] segmentni
bo*‘laklash deyiladi vau A bilan belgilanadi:
A={A%,Ax,,..,Ax, ]
Bu Ax,,Ax,,..,Ax, , larning eng kattasini |2 deylik:
|2] = max{Ax, Ax;, ., Ax, } .

Har bir tayin A bo‘laklash [a,b] segmentining bitta bo*linishini aniqlaydi.

Har bir bo‘lakchada ixtiyoriy ravishda bittadan

5095!""16,@0‘“7571‘4
nugtalarni olib, bu nuqtalardagi funksiyaning qiymatlari
F(&)s 7 (&) T (&)sn T (E,0)

ni mos ravishda bo‘lakchalarning uzunliklariga ko‘paytirib
f(fo)-AxG,f(é’])-Ar,,...,f(g',)-Axk,.A.,f(.f_,_l)-Ax,,_i

quyidagi
o=f(&)Ax,+ f(&)Ax, +.+ f(&) Ax, +
n-]
"'»--+f(§f.-1)'Axn-1 =§of(§k)'mt
yig‘indini hosil gilamiz.
Qdatda,

o=3 7(6) o, )
yig‘indi 7(x) funksiyaning integral yig‘indisi deyiladi. Bu yig‘indi [a.5]
segmentning bo‘laklanishiga, hamda har bir bo‘lakchada olingan ¢
nugtalarga bog‘liq bo‘ladi. o
Endi [a,b] segmentining shunday bo‘laklashlar ketma-ketligi
AL Ko (4)
ni olaylik, ular uchun
i} =0
bo‘Isin. L o
Ixtiyoriy, yuqorida aytilgan (4) ketma—kc?thkm f}hb, bu ketma-
ketlikning har bir hadiga mos integral yig‘indilarni tuzamiz. Ular

[ - 2 - S (5)

ketma-ketlikni hosil giladi, bunda
a, =Z'f(§k)'Ax*
Ta’rif. Agar har bir bo‘lakchada olingan ixtiyoriy & nuglalarda

n=l
P i =5".f1(&) Ax,
{a,} ketma-ketlik har doim bitta | songa intilsa, (uni U-.“Mf ()-8,
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ning limiti deyiladi), f(x) funksiya [a] segmentda integrallanuvchi, I
son esa f(x) funksiyaning [a,t] segment bo'yicha aniq integrali deviladi
va u

b
[ 7 (2
kabi belgilanadi. Demak,
b
limo, (x)=7=[f{x)x. |
Bunda a son integralning quyi chegarasi, » son esa integralning
yugqori chegarasi, [a,b] segment integrallash oralig‘i deyiladi.»
24.1 da keltirilgan masalaning yechimi, o‘tilgan s yo'l, tezlik ¥ ()
ning [«,, 7] oraliq bo‘yicha aniq integraldan iborat ekanligini bildiradi:

.
S=[v (o
Misol: Agar [4,6] da f(x)=c—-const bolsa, u holda

jcdx=c-(b-—-a)

bo lishini isbotlang.
< [a,b] segmentning ixtiyoriy bo‘laklashi
[a.x] [xx] [wx].- (ENE 00 [%.-.8]
ni olib, har bir bo‘lakchada bittadan ixtiyoriy
[ R
nugtalarni tanlaymiz. Ravshanki,
f(éfo) = C’f('-fx) = C’f(‘fz) = C""’f(‘fk): C:---:f(f,..l) =c
bo‘lib,
O=c Ay t+c-Ax +e- A+ e Ax b de Ax | =
=c(Ax, + Ax, + A%, +.. 4 A%+ + Ax, )=
=c(f—a+X—H+5 =X+t X~ K +o+b-x, )=
=c-(b-a)
bo‘ladi. Demak,

b
_[f"dx’!,i_‘,na,g:,l.i_ﬂc'(b_a)=c'(b_a)"

Xususan, f(x)=1 bo‘lsa,
& b
[1av=[dr=b-gq
bo‘ladi.




Yuqorida funksiyaning aniq integrali integral yig‘indining limiti
sifatida ta’riflandi. Albatta, yig‘indining limiti _integrallanadigan
funksiyaga bog‘liq bo*ladi.

Integral yig‘indi limitining mavjudligini  ko‘rsatish (ya’ni
funksiyaning integrallanuvchi bo‘lishini isbotlash) ancha murakkab
bo‘lib, ular maxsus adabiyotlarda ma’lum sinf funksiyalari uchun
isbotlanadi. Biz quyida bunday teoremalardan birini isbotsiz keltiramiz.

Teorema. Agar f(x) funksiya [a,b] segmentda uzluksiz bo'lsa, u
shu oraligda integrallanuvchi bo ‘ladi.

Eslatma.

1) Agar f(x) funksiva [a,b} da integrallanuvchi bo Usa, u [a,b] da
chegaralangan bo ‘ladi. ,

2) Agar f(x) funksiya [a.6] da chegaralangan bo'lib, u [a,b] ning
chekli sondagi nugtalarida wzilishga ega va qolgan barcha nugtalarida
uzluksiz bolsa, f(x) funksiya [0.5] da integrallanuvchi bo ‘lad:.

L.3. Aniq integralning xossalari

Funksiyaning aniq integrali gator xossalarga ega. Bu xossalardan
aniq integralni hisoblashda va ing turli sohalarga tatbiglarida
foydalaniladi. Ko‘p hollarda xossalarning isboti aniq integral ta’rifi va
funksiya limiti xossalaridan kelib chigadi. Biz xossalarni keltirish bilan
kifoyalanamiz:

b
[) Aniq integral {£(x)x da x ning o‘rniga ixtiyoriy harf ishlatilishi

mumkin: | 7(e)as = £ (= | £t va ik
2) Ushbu
! f(x)=0,

[} a
Jf(x)dx=-! S (¥
tengliklar o*rinli.
3) Agar f(») funksiya [a.b] da integrallanuvchi bo‘lsa, u holda
c-f(x) funksiya (c = const) ham [a.5] da integrallanuvchi va
b b
Je-r@p=c-{ f(x)
bo*ladi.
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.  bo'lsa u
4) Agar f(x) va g(x) funksiyalar [2,5] da mteg;‘laillanuvchl bo'lsa,
i va
holda f(x)+g(x) funksiya ham [a,5] d?mtegratlanuvc
L7+ ()= e+ [
bo*ladi. N
o 51) Agac f(x) funksiya [4,b] da integrallanuvchi bo‘lib, ixtiyorly
xe[a,b] da f(x)20 bo‘lsa, u holda
[f(x)20
bo‘ladi. . R
o 61) Agar f(x) va g(x) funksiyalar [2,5] da integrallanuvc
ixtiyorly x<[a,] da f(x)s5(+) bo'lse, uholda
b
[7 (e [ (3
o grallanuvchi bo‘lsa, u holdg bu

. e s bolda bu
7) Agar f(x) funksiya [a,5] da in o anivchi
funksiya [4,6] ning istalgan [e, 5] qismida ([a,ﬂ]C[a,b]) integral
bo‘lad: .  bo'lib, <
i ladé') Agar f(x) funksiya [,5] da intcgrg:lanlivc;llflvzo ll a<c

bo‘lsa, u holda funksiya [a,c] va [e,5] d2 m:egral anw

j‘ f(x)=]f ()t ! =)
bo‘ladj.
Aytaylik, f(x) funksiya [2.0] segmentda

Segmentda integrallanuvchi bo‘lsin.
Ushbu

berilgan bo'lib, v shv

M=) 7%

. : i deyiladi.
rta giymati dey 1da shunday ¢

Mmiqdor /() funksiyaning [4,5] dagl © iz bo‘lsa, u ho

9) Agar f(x) funksiya [4] da vzluks
nuqta (a<c<b) topiladiki,
[£(pts=1(c)-(6=9)

oy adi.
i deb ham yuritil
bo‘ladi. Bu xossa o‘rta giymat hagidagi teorema
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Yuqorida funksiyaning aniq integrali integral yig‘indining limiti
sifatida ta’riflandi. Albatta, yig‘indining limiti integrallanadigan
funksiyaga bog* liq bo‘ladi.

Integral yig‘indi limitining mavjudligini  ko‘rsatish (ya'ni
funksiyaning integrallanuvchi bo‘lishini isbotlash) ancha murakkab
bo‘lib, ular maxsus adabiyotlarda ma’lum sinf funksiyalari uchun
isbotlanadi. Biz quyida bunday teoremalardan birini isbotsiz keltiramiz.

Teorema. Agar f(x) funksiya [a,b] segmentda uzluksiz bo’lsa, u
shu oraligda integrallanuvchi bo ‘ladi.

Eslatma.

1) Agar f(x) funksiya [a,b] da integrallanuvchi bo'‘lsa, u [a,b] da
chegaralangan bo ‘ladi.

2) Agar f(x) funksiya [a,b] da chegaralangan bo'lib, u [a b] ning
chekli sondagi nugtalarida uzilishga ega va qolgan barcha nugtalarida
uzluksiz bo ‘Isa, f(x) funksiya [a,b] da integrallanuvchi bo ‘ladi.

1.3. Aniq integralning xossalari

Funksiyaning aniq integrali qator xossalarga ega. Bu xossalardan
aniq integralni hisoblashda va uning turli sohalarga tatbiglarida
fovdalaniladi. Ko‘p hollarda xossalarning isboti aniq integral ta’rifi va
funksiya limiti xossalaridan kelib chigadi. Biz xossalarni keltirish bilan
kifoyalanamiz:

b age -
[) Anigq integral [ f(x)x da x ning o‘rniga ixtiyoriy harf ishlatilishi

mumkin: [ 7(e)e=| /(=] 7 (3 vahik.
2) Ushbu ’
:':f(x) =0,

frf(x)dn—If(x)dx

tengliklar o‘rinli.
3) Agar f(x) funksiya [s.5] da integrallanuvchi bo‘lsa, u holda

c-f(x) funksiya (c=const) ham [a,b] da integrallanuvchi va
e r(epts=c-f ()
bo‘ladi.

4) Agar f(x) va g(x) funksiyalar [4,5] da integrallanuvchi bo‘lsa, u
holda f(x)+g(x) funksiya ham [a,b] da mtegrallanuvchl va

I[f(x)4 g(x) e = jf(x):tc-fjg(x}ix

bo*ladi.
5) Agar f(x) funksiya [a,5] da integrallanuvehi bo‘lib, ixtiyorly

xe[a.b] da f(x}=0 bo‘isa, u holda
If(x)dxzﬁ

bo‘ladi.
6) Agar f{x) va g(x) funksiyalar [a,b] da integrallanavchi bo‘lib,

ixtiyoriy x€[a,5] da f(x)<g(x) bo‘lsa, u holda

b b
[ 7 (@px< [ g(x)s
bo‘ladi.

7) Agar f(x) funksiya [a.b] da integrallanuvchi bo‘lsa, u holda bu
funksiya [a,5] ning istalgan [e. 5] gismida ([a,f]<[a.5]) mtegml]anuvchl
be‘ladi.

8) Agar f(x) funksiya [a,b] da integrallanuvchi bo‘lib, a<c<b
bo‘lsa, u holda funksiya [a,c] va [c,] da integrallanuvchiva .

7 (ot =] 1 (e [ 1 (e
bo‘ladi.
Aytaylik, f(x) funksiya [a,b] segmentda berilgan bo‘lib, u shu

segmentda integrallanuvchi bo‘lsin.
Ushbu

M[f}=ﬁj:f(x)dx

miqgdor f(x) funksiyaning [a,5] dagi o‘rta qiymati deyiladi.
9) Agar f(x) funksiya [a,b] da uzluksiz bo‘lsa, u holda shunday ¢
nuqta (a<c <5) topiladiki,

b
[ £ ()= 7 (c)-(6-a)
bo‘ladi. Bu xossa o°rta qiymat hagidagi teorema deb ham yuritiladi.
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AL ol Sult atmasiid

Mashglar

Berilgan funksiyalarning  ko‘rsatilgan  oraliglardagi ofrta
qiymatlarini aniglang:
1) r(x)=+*, [0.1].
2) f(x)=Jx, [0,100}.
3) Agar
f(x)=e*,a=0,b=1
bo‘lsa, u holda ¢ ning qanday :]iymatida ushbu

[7()de=1()-(5-a)
tenglik o‘rinli bo*ladi?
4) 9-xossadan foydalanib, quyidagi integrallarni baholang:
2= 100

1 _x

& L €
reril b el P

o
2-§. Aniq integralni hisoblash. Aniq integralni taqribiy hisoblash.
2.1. Aniq integralni hisoblash usullari

1°. Amiq integrallarni Nyuton-Leybnis formulasi yordamida
hisoblash. Aytaylik, f(x) funksiya [a,5] segmentda uzluksiz bo‘lib, F(x)
funksiya esa uning [4,5] segmentdagi boshlang‘ich funksiyasi bo‘lsin:
RER F(x)=1(). |
Ravshanki, s(x) funksiya [a,b] da integrailanuvchi, ya’ni

&
7Gx
mavjud. Bu integral uchun

bo‘lishini isbotlaymiz.
[a.6] segmentni
t Koo Kiseees Xy gs X, (A=K <X < <Xy <X, =b)
nuqtalar yordamida n ta '
[a’xl]’ [x,,x,],..., [xk’xhvl]:-"a [x,,.pb}
bo‘lakchalarga ajratamiz. Har bir bo‘lakchada F(x). ﬁmksiyaga Lagranj
teoremasini qo‘lab topamiz: T
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[reye=rF(e)-F@) T,

F(x)-F(a)=F'(&) (n-a)=f (&) &%, a<&<x
Flx)-F(5)=F(&)-(n-n)=/E) 85 5<6<%

.........

F(b)"F(xn-l)=F(‘5.-x)'(b-x,.|)=f(§.:-1)'Axn-v Xy <Epa <b
Bu tengliklarni hadlab qo‘shish patijasida
F(b)-F(a)= é AT )
hosil bo‘ladi. f(x) funksiya [4,5] da integratlanuvchi bo*lgani uchun
"~ [
,;he,Zlf(é)-Ax» = [/ (x)ae
k=0 a
bo‘ladi. (2) tenglikda limitgba o‘tsak, unda
[7@)-a&s=F(b)-F(a)
‘lishi kelib chi adi. Shuni isbotlash kerak edi. . o
bo hsgdl;eu;a,c(l;lformxﬂa Nyuton-Leybnis formulasi deb yuritiladi. Bu

i ‘pgi iq i isoblanadi.
ula yordamida ko‘pgina aniq mteg.rallar hiso o -
fom (l)ytenglikning o‘ng tomonidagi F(b)-F(a) (yozuvni gisqa gilish

magsadida) F(x)|% kabi yoziladi: ,
' Fo)-F@=Fx)|;

[rea=F@),

Shunday qilib, N
[ £y
integralni Nyuton-Leybnis formulasidan 'fo.yd;]am‘b .?aisoblash uchun,
avvalo, f(x) funksiyaning aniqmas integrali hiso lanadi:
' [rod=F@)+C

sone (F(x)+c)|’; =F(b)+C—(F(a)+C)=F(b)—F(a)
’ topilfd'i. Misollar
1. Ushbu .
.
0
integralni hisoblang.
<4Ma’lumki, Isinxdx=—oosx+c.
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x

3 T .
Unda j'sinxdx=(—cosx+c)‘5 =—coslzr-—(—coso)=0+l=l
[+]
0

bo‘ladi. >
2. Ushbu
1
fxrax (n-1)
[\
integralni hisoblang.
4 f(x)=x" funksiyaning anigmas integrali
IJ."dx = iﬂ +c
n+l
bo‘lgani uchun
1
[xax =(_x:“_+c] A N T
° n+l1 0 n+l n+l n+l
bo‘ladi.» .
3. Ushbu
a xZ
! S (a>0)
integralni hisoblang.

<4Bu integralni Nyuton-Leybnis formulasidan foydalanib
hisoblaymiz:

1

a xz _a gdf _l°d(a’+x3) a xz l .

lezelomslos ‘oa’+x3d‘=(§‘”("’+x’))lo=-
1 1 1,24 1

Eslatma. Aytaylik, f(x) funksiya [a,b] segmentda uzluksiz bo ‘Isin. U
[a.6] da integrallanuvchi bolib, integralning xossasiga ko‘ra [ax] da
(a<x<b) da ham integrallanuvchi bo ‘ladi:
[B0%2
Agar F(x) funksiya f(x) ning boshlang‘ich funksiyasi bo‘lsa, ya'ni

F(x)=/()
bo‘lsa, u holda Nyuton-Leybnis formulasiga ko‘ra

j£(t)-di=F(x)-F(a)

bo‘lib, undan
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(176ra) -te-ri@) -3

bo‘lishi kelib chiqadi.

Demak,

[ 1)

funksiya f(x) ning boshlang‘ich funksiyasi. Bu uzluksiz funksiya har
doim boshlang‘ich funksiyaga ega bo‘lishini bildiradi. o

2°. Aniq integrallarni o‘zgaruvchini almashtirish_ usqh blla.n
hisoblash. [2,5] segmentda uzluksiz bo‘lgan f(x) funksiyaning amniq
integrali . :

(0% ®

ni hisoblash kerak bo‘lsin. Ko‘p hollarda bu integralda o‘zgaruvchini
almashtirish natijasida u soddaroq, hisoblash uchun qulayroq integralga

keladi.
3) integralda .
x=¢(1)

deylik, bunda ¢(f) funksiya quyidagi shartlarni ganoatlantirsin:
1) x=o(f) funksiya [, p] da uzluksiz ¢'(t) hosilaga ega,
2) ixtiyoriy re[a,f] da ase(r)<b Ba pla)=a, o@(B)=b-
U holda ,
']
[ (=)= [1(o()- 0 ()t
bo‘ladi. ' o
dFaraz gilaylik, F(x) funksiya f(x) ning boshlang‘ich funksiyasi

bo‘lsin:

F(x)=1 ().
Ravshanki,
[Fle@)] =F(p()-¢()=1 (e ()2 (®)-
Demak, F(e()) funksiya [a.] da f(e 0)-2® fupksiyaning
boshlang‘ich funksiya bo‘ladi. Unda Nyuton-Leybnis formulasiga ko‘ra

}r(o) 0 (at=Flo(®)-Flple)) =F ()-F (@)

[]
bo‘ladi. Ikkinchi tomondan | f(x)ds = F(5)- E(a)
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bo‘lishi ma’lum. Keyin ikki tenglikdan

] B
[f@de=] fl0)- o0t 4)
bo‘lishi kelib chiqadi.
Misollar
4. Ushbu
3
I Jx+ldx
1
integralni hisoblang. N
‘<4Bu integralda
x=2-1

almashtirish bajaramiz. Unda
x=1da1=2-1,ya’ni ¢=1,
' x=3da3=2-1,ya’ni r=2
bo‘lib,
dx =24t
bo‘ladi. Natijada,
3 2 24
[Nx+1de= [2r-2de =242 [Pt
1 1 1
bo‘lib,

bo‘lganligidan
t 2 42
JVr+ae= 2J§-§(J§-1) =2({8-1)
1

bo‘lishi kelib chiqadi.»

5. Ushbu
J= Ix«/l +x*dx
]
integralni hisoblang.
<4Bu integralda
Vi+x? =1, ya'ni x=+F-1
almashtirish bajaramiz.
Unda
x=0 da t=1,
x=1da t=2
N R S |
dx= (VP -1) =
-220 -

bo‘lib,

bo‘ladi. Demak,

6. Ushbu ,
&
integralni hisoblang.
«Bu integralda

ef =t ya’'ni x=In¢
almashtirish bajaramiz. Unda
x=In2 da r=2,
x=m3 da ¢=3,

dc=tdr
t
bo°lib,

2

& + dt oa
==] 2!1 -1
2

J=kj,;e’—e > at(e-17) -1
bo‘ladi. Ravshanki,

3
fa _1f(1 1V Lrpg-n)-m(e+D)]] =
!f-l’i!(t—l t+1 2[ (1) 2

_gemt
T2 1+l

Demak,

3 1(, 2 1) 1, 3
o= — ——ln— =—ln—-
2 2(1"4 3) 2 2

3°, Aniq integrallarni bo‘laklab integrallash usuli yordamida

hisom.:;!t:.ylik, f(x va gx) funksiyalar [a,b] da uzluksiz va uzluksiz
() va g@) hosilalarga ega bo‘lsin. Ravshanki,

(fx)ye=) =1 "(x)-g(x)+/(x)-8'(%)-
Ayni paytda, \ ' ,
[U@)-e@)ar=s(x)26),
bo‘ladi. Demak,
-221-



b
L7680+ 708 (b= 1(3)-5()°
bo‘lib, undan
[7/(<)g(x)ds=7(x)-£(x)| -]/ (x)-&'(x)ax ®)
bo‘lishi kelib chigadi. Bu formula yordamida aniq integrallar hisoblanadi.

b
a

Yuqoridagi (5) formula aniq integrallarda bo‘laklab integrallash

formulasi deyilib, uni
[7G)de(x)= 1 (x)-g(x)

kabi ham yozish mumkin.

-Je@arco)

Misollar
7. Ushbu
1
j.te’dx
0
integralni hisoblang.
<4Bu integralda
f(x)=x, dg (x)=eax
deymiz. U holda
o (x)= 1" () e = (v) e =,
g(x)= je'dx =e*
bo‘lib, (5) formulaga ko‘ra
1
I xedx = xe*

bo‘ladi. Ravshanki,

xe’lzl-e'--()-eoze I “dr=e*| —el—e®=p—1
0 3 ) (-4 =e O =¢é¢ —e =¢—
Demak,
1
Jxe’dx:e—(e—l):l_b
o
8. Ushbu
2
[1n xdx
integralni hisoblang,
<4Bu integralda

f(x)=Inx, dg(x)=dx
deymiz. U holda
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4 (3) = £ () de=(nz) =1, g()=x

bo‘lib, (5) formulaga ko‘ra

2 2 2 1 o
[Inxdx = xln x| - [x-—ds=2In2-1-Inl
1 I
—jdr=2[n2—-(x)?:21112—(2—1):21!12—1
1
boladi. P>
9. Ushbu
1
I.r’arc.rgxdx
0

integralni hisoblang.
<Bu integralda v
f(x)=arctgx, dg (x)=x'cx

deymiz. U holda
dx,

df(x)=f'(x)dx=(arctgx)' e 1+1x2

14
g(x)=[rde=2x
bo‘lib, (5) formulaga ko‘ra

1 1 bt
Ifarctg:tdx=%x"m’0‘83 s il
o

0 40]+Jc2

bo‘ladi. Ravshanki,
-l-x"arcfgx !
4 0

Keyingi integral quyidagicha hisoblan i
Lot ’("Q‘D’L]airfj G2+DE =D 12]¢r=
J.I+x2dr=',!- 1+x° il 1+x° 1+x* |

1 1 1 7!'_0__{
=ZarCIg1“Z'0'arng=Z'z T

adi:

: s rcl, |I=1-—l+arctgl=——2-+£.
0+a gxo : S0

' b
=a[(x2—])dx+£m;—(3 x)

Demak,

a0 el

f g2 =yw 1 =
f"’”’”‘g*dx:%"i(?*?]—E*é 16 6
2.2. Aniq integrallarni taqribiy hisoblash

S(x) funksiya [a,b] segmentda uzluksiz bo‘lib, uning boshlang‘ich

iyasi ma’ : iyani iq integrali Nyutun—Leyb_nis
funksiyasi ma’lum bo‘lsa, bu funl_cm_ya.mng z:ruq ‘m e
f'ormul};si yordamida hisoblanishini ko‘rdik. Ammo boshlang’ic
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xz.Tzf(x)dx":"'b6..-”a[f(xug)"‘“./‘(-xzhl)"‘f(xzn.z):’ (k=0,1,2,...,.n—1)

taqribiy ifodalaymiz.
Keyingi taqribiy formulani & ning 0,12, »- giymatlari uchun
yozib, so‘ng ularni hadlab qo‘shib, ushbu

[/ (x)ate Eé‘n—“g[f(xz.)+4f(xw,)+f(xw)]=

=[P+ S ) AU () S (1)t S ) )
+2(f(xz)+f(x4)+...+f(xz,,_z))]
taqribiy formulaga kelamiz. Bu (9) formula parabolalar (Simpson)
formulasi deyiladi.

Eslatma. Odatda, taqribiy Jormula chigarilganda, albatta, uni
go'llaganda yo'l qo‘yiladigan xatolikmi aniglash yoki baholash lozim
bo ‘ladi. Buning natijasida taqribiy formulalar o ‘zaro tagqoslanadi.

Integrallanadigan  f(x) funksiya tegishli tartibdagi uzluksiz

hosilalarga ega bo‘l ganda:

1) to‘g‘ri to‘rtburchaklar formulasi (7) ning xatoligi

R=]7()e-2225 0 1 ()

n
uchun

b _ 3
Ry CH
bo‘ladi;
2) Trapetsiyalar formulasi (8) ning xatoligi
& n-}
R2 =If(x)dx—b-a§ f(xk)'*'zf(xhl)

n

uchun

R = (l;;:z) I(c) (ce(ab))

bo‘ladi;
3) Parabolalar (Simpson) formulasi (9)ning xatoligi
b ]
R= If(x)dx —%;nag[f(xzt)"‘ 4f(xzx+|)+f(xzk+z)]

uchun
R,= (21,8;‘0034 " (c) (c e (a,b))
bo‘ladi (qaralsin, [2])
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Mispllar

g . ; taqribiy hisoblang.
—Z_ integralni tagrivly .
1. Ushbu !1 e 44 ‘]amiz. Bo‘linish nugqtalari

. ¢lakka bo
<«[0,1] segmentni 10 ta teng bo‘l r=0k %05

x=0, x=0L x=02% Xs=0,3;9 e
%=0,6 x=07 x%=08 %=0% o
bo‘lib, bu nuqtalarda |

S e

funksiyaning qiymatlari quyidagicha bo‘ladi:

7(x)=7(0)=1,00000,

£()=7(01)=05901%
£ ()= 1 (02)=05615%
7(x)=7(0.3)=0.91743
F(3,)=1(04)=0:86207.
£(x5)=1(0,5)=0800%.
7(x)=1(0.6)=0.7352,
F(x)=1(07)=067114
£(3)=1(08)=0.6975
f(x)= f(0:9) =0,55249,
7 (30)= 1 (1,0) =0,50000.

1-0 =0,1 bo‘ladi.
Ravshanki, bu holda Ax, = -, -
1) To‘g‘ﬁ to‘nbur(:haklar formulam (7) y0 86207+ 0,80000+
j. dx ~0,l~(0,99010+0,96154+0,9l743+ ),

2

00 =0,75998-
X ;+7§529+o 67114 +0, 60976+ 0,55249-+0,500 )
+0, , : e
2) Trapetsiyalar formulasi (8) bo‘yl on
[_dx =0, 1.(_1.."'_9’-—5-+7,09982)=0,
el
‘ . arini, uning
bo‘ladi calavotean integraloing bu tagribiy giymatlarini,
Qaralayotgan | & __ aretg| = aretel =%=o,73539s e
ll'i‘xz ; 0 o rdaml da Op

i formulasi ¥
qiymati bilan taqqoslab, UEPCLSHE (oL
integralning qiymati aniqroq exaniig
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I f(x dx—-——[f Iu)““’f\xu l)"‘f(-rznz ] (k=0,1,?,...,n—l)

1

tagribiy ifodalaymiz.
Keyingi taqribiy formulani % ning 0,1,2,.,n-1 giymatlari uchun
yozib, so ng ularni hadlab qo‘shib, ushbu

jf(x)dxm Z[I(Izl)+4f(x2k 1)"'./’(111‘2)]

=-E;-[(f xe)+f(xz.,))+4(f(x,)+f(x3)+...+f(xh_!))+ 9)

+2(f(x1)+f(x4)+...+f(.rz"_2))]
tagribiy formulaga kelamiz. Bu (9) formula parabolalar (Simpson)
formulasi deyiladi.

Eslatma. Odatda, taqribiy formula chigarilganda, albatta, uni
go llaganda yo'l qo 'yiladigan xatolikni aniglash yoki baholash lozim
bo ladi. Buning natijasida taqribiy formulalar o ‘zaro taggoslanadi.

Integrallanadigan f(x) funksiya tegishli tartibdagi uzluksiz

hosilalarga ega bo‘lganda:

1) to‘g‘ri to‘rtburchaklar formulasx (7) ning xatoligi

R = I S (x)ax-222 Zf(x*

uchun
b‘- 3

S R D)

bo‘ladi;
2) Trapetsiyalar formulasi (8) ning xatoligi
R,=Jf(x)dx— Zf(-’-’g)"‘f xrm)
uchun
b

Rl (ee@y)

bo‘ladi;

3) Parabolalar (Simpson) formulasi (9)ning xatoligi
R,= _[f(x)dr— Z[f(xu)+4f(xm)+f(x;m):|

ychun

}_(b ﬂ') f(ﬂ’)() (ce(a,b])

2380n*

bo‘ladi (qaralsin, [2])
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Misollar
1
1. Ushbu j‘% integralni taqribiy hisoblang.
° + X
<¢[0,1] segmentni 10 ta teng bo‘lakka bo‘lamiz. Bo‘linish nugtalari
x=0, x=01 x=02 x =03, x=04 x=05
x =06, x=07 x=08 x=09% x,=L0
bo‘lib, bu nuqtalarda

f( 1+x
funksiyaning giymatlari quyidagicha bo*ladi:

£ (%)= f(0)=1,00000,
f(x)=r(0.1)=0,99010,

f(xl)=f(0,2)=0,96154,
f(x%)=7(0,3)=091743,
f(x)=s(0,4)=0,86207,
7(x)=7(0,5)=0,80000,
/(%)= r(0,6)=0,73529,
£ () =7(0.7)=0.67114,
7(z)=1(0.8)=0,60975,
£ (%)= 1(09)=0,5524,
£ ()= (1,0)=0,50000.

1-0 s
Ravshanki, bu holda Ax, ——l—d—:(} 1 bo‘ladi.
1) To* g ‘i to*rtburchaklar formulasi (7) bo‘yicha
j.——wﬂ 1-(0,99010-+0,96154 +0,91743+0,86207+0,80000-+
+0 73529+ 0,67114 +0,60976 +0,55249+0,50000) = 0,75998.

2) Trapetsiyalar formu]am (8) bo‘yicha
j—-—ao I (”0 .3 17,09982) =0,78498
1+x°

bo‘ladi.
Qaralayotgan 1ntegra1nmg bu taqnbly giymatlarini, uning
[ = arcigx ! _ sroig1=Z=0,785398
et A rdamida topilgan

rmulasi Yo
slab, trapetsnyalar fo u
qiymati bilan tagqo lipini §e o iz

integralning qiymati anigroq ek
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10
2. Ushbu | éd" integralni taqribiy hisoblang.
4

4[4,10] segmentni 6 ta teng bo‘lakka bo‘lamiz. Bo‘linish nuqtalari
. 4,5,6,7,8,9,10
bo‘lib; bu nugtalarda
=L
7= Inx
funksiyaning qiymatlari quyidagicha bo‘ladi:

S (4)=0,72135,
7(5)=0,62133,
J(6)=0,55811,
7(7)=0,51390,
J(8)=0,48090,

7(9)=0,45512,

7(10)=0,43429,

Ravshanki, bu holda A, =1(;—34=L % =4+k-1  (k=0,1,23,4,56)
Parabolalar (Simpson) formulasi (9) dan foydalanib topamiz:
l‘fl;%s%[(0,72135+0,43429)+4(0,62133+0,51390+0,45512)+
+2(0,55811+0,48090) | = 3,19835.

Demak,
10
[& ~3,19835.0
+hx

Mashgqlar

Ushbu integrallami o‘zgaruvchilami almashtirish va bo‘laklab
integrallash usullari yordamida hisoblang:

l)jllchdx. 2)fe*sinxdx.
3) ‘f (cos?x+x sinx)dsx . 4) j'(e" +e™ iguds .

-x/2

Tog'ti to‘rtburchaklar hamda trapetsiyalar formulalari yordamida
xatoligi 107 dan ko‘p bo‘lmagan taqribiy qiymati hisoblansin:
2 2

1) |2, . 2) j;_";.
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N . lar
Anig integralning ba’z bir tatbiglari. Xosmas integra

rini yechishga tatbiglari

Matematika, fizika, mexanika hamda f:gu: te yaning aniq
sohalarida uchraydigan kz;?gix_llzdl {nasalalar m funksiyaning »
integralini hisoblash bilan hal etiladi. ' . amiq infe
; gmBlil:l quyida geometrik hamda fizik masalalarni aniq
yordamida yechilishini bayon gilamiz.

1-§. Aniq integralning geometrik masalaia

1.1. Tekis shaklning yuzini hisoblash -.
iz bo‘lib, Vxelab]
Aytaylik, 7(x) funksiya [a5] segmentda uzluksiz bOE, X

da f(x)>0 bo‘Isin. ] ol ea,x=b
Yuqoridan f(x) funksiya gra.flgl, zlo'nbitjo:chegmaraldimangan B

vertikal chiziglar hamda pastdan abssissa O q ,

tekis shaklni olaylik (1-chizma)

=~
-
S
o ffn
AN

[Ty .

1-chizma

. "‘|apetSiyad_ sirpiint
Odatda, bunday shakl egn °h‘.z‘q1;,ﬂsin [2]). Uning yuznt topish
chizigli trapetsiya yuzaga ega bo‘ladi (@
Mmasalasini yechamiz.

[a,5] segmentni .
a=xo<xl<xz<...fla;niz’bunda
nugtalar yordamida taAzo:l:ldcfx?O (k=0:1a7~"”']’i;1) —
e . ,
deymiz, Har bir [x,5.] da ixtiyorly & nuaeet© funks

nuqtadagi qiymatini Ax, gako‘paytirami
qtadagi qiym: 76) 5

PR 1 <x"=b
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4,5,6,7,8,9,10
bo‘lib, bu nuqtalarda

il
o
funksiyaning qiymatlari quyidagicha bo‘ladi:

F(4)=0,72135,
7(5)=0,62133,
/(6)=0,55811,
7(7)=0,51390,
7 (8)=0,48090,

f(9)=0,45512,

F(10)=0,43429.

Ravshanki, bu holda Ax, = 12—34

=1, x =4+k-1

dx 6

+2(0,55811+0,48090) ] = 3,19835.
Demak,

10
j-"im3,19835.>
2Inx

LTl TN S

Mashglar

integrallash usullari yordamida hisoblang:
1) I Ycosxdx .
J _:.'2

3) | (cos’x+x sinx)dsx .

-xi2

1) [,

10
2. Ushbu J’ﬁdx integralni taqribiy hisoblang.
4

4[4,10] segmentni 6 ta teng bo‘lakka bo‘lamiz. Bo‘linish nuqtalari

(k=0,1,2,3,4,5,6)

Parabollalar (Simpson) formulasi (9) dan foydalanib topamiz:
]l—‘:zﬁ[(o,msﬂ 0,43420)+4(0,62133+0,51390 +0,45512) +

Ushbu integrallarni o‘zgaruvchilarni almashtirish va bo‘laklab

2) ]r_ e* sin xdx .

4) :I[l(e‘ +e™ )tgudx .

.T_o‘g‘zri to‘rtburchaklar hamda trapetsiyalar formulalari yordamida
xatoligi 107 dan ko‘p bo‘lmagan taqribiy qiymati hisoblansin:

2
dx
2 [%.

Aniq integralning ba’zi bir tatbiglari. Xosmas integrallar
1-§. Aniq integralning geometrik masalalarini yechishga tatbiqlari

Matematika, fizika, mexanika hamda fan va texnikaning turli
sohalarida uchraydigan ko‘pgina masalalar ma’lum funksiyaning aniq
integralini hisoblash bilan hal etiladi.

Biz quyida geometrik hamda fizik masalalarni aniq integral
yordamida yechilishini bayon gilamiz.

1.1. Tekis shaklning yuzini hisoblash

Aytaylik, f(x) funksiya [a,b] segmentda uzluksiz bo‘lib, Vxe[q,b)]
da f(x)=0 bo‘lsin.

Yuqoridan f(x) funksiya grafigi, yon tomonlardan x=a,x=b
vertikal chiziglar hamda pastdan abssissa o‘qi bilan chegaralangan a4Bs
tekis shaklni olaylik (1-chizma)

Iy - .

|
H '

'
]

a
]
'

1 i
0 4% I Xy

v

o) RSt
b

I1-chizma

Odatda, bunday shakl egri chiziqli trapetsiya deyiladi. adBb egri
chiziqli trapetsiya yuzaga ega bo‘ladi (qaralsin [2]). Uning yuzini topish
masalasini yechamiz.

[a,b] segmentni

A=X <X <X, <..<X <.<X,<x,=b
nugtalar yordamida #» ta bo‘lakka bo‘lamiz, bunda
Ax, = X, ~%, (k=0,1,2,..,n~1)
deymiz. Har bir [x,x.,] da ixtiyorly & nuqtani olib, funksiyaning shu
nuqtadagi qiymatini Ax, ga ko‘paytiramiz:
I {5&)‘5‘7‘& .
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Bu miqdor asosi Ax, va balandligi /(&) bo‘lgan to‘g‘ri
to‘rtburchakning yuzini ifodalaydi (1-chizma). U xA,B,x,, egri chizigli
trapetsiyaning yuziga taqriban teng bo‘ladi.

Ushbu .

g-f (@)'A"k
yig‘indi esa a4Bb egri chiziqli trapetsiyaning yuzi s ga tagriban teng
bo‘ladi:
S ‘Zﬂ.;f (%)-ax, .
Endi [4,6] ning bo‘laklash soni orttirib borilsa, ya’ni n cheksizga
intila borsa,
Zf (gk)'Axk
miqdor izlanayotgan § yuzani tobora anigroq ifodalay boradi.
Binobarin,
a1
S=%§f(5z)&g .
Ravshanki,
a1 [}
HmD /(6)-An = [ £ (x)ak.
Demak,
)
S=[7(x)a. 1
1-misol. Quyidagi
y=0, y=%x‘, x=), x=3

chiziglar bilan chegaralangan shaklning yuzini toping.
4Bu shakl 2-chizmada tasvirlangan:
Y

] 4;”‘[((

2-chizma

3¥

(1) formuladan foydalanib topamiz:

1 1} 1{ 2 127 1) 13
= -x’ = — e K =] e——— =—->
S !2 o 2!”%‘ 2(3)E 2(3 3) 3
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. iz bo'lib,
Aytaylik, f(x) va f(s) funksiyalar (o8] da uzluksiz bo'li
Vxe[a,b] da 0< f,(x)< f;(x) bo‘lsin. .
Yuqoridan f,(x) funksiya gxaijgx, :
tomonlardan x=a, x=4 vertikal chiziglar bilan
yuzi

pastdan 7(x) funksiya grafigi,
chegaralangan shakining

] 1] b
§ = [ e e = [~ SR 2)
bo‘ladi (3-chizma).

Y A
y=5(x)
| y=4() i
0 ; b X
3-chizma
2-misol. Ushbu s 2

i ini toping.
chiziglar bilan chegaralangan shakining yuzini .ltfp 2 .
< Avvalo, { Y ;x , sistemani yechib, chiziglarning
y=2-% _ ]
nuqtalarining abssissalarini topamiz: (4-chizma)

‘kesishish

¥=2-x' =a%+x-2=0 =”'='2’Y“ »n=1
, X
2 I 1
4-chizma
ib hisoblaymiz:

Bu shaklning yuzini (2) formuladan foydalanib hiso’ ‘
Lo o ‘
S=j[(2—x’)—x}ix= _jz(z #-3) ‘
j 2 A =_9_=4.1. » ‘
=ex-377),72 ‘
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- Eslatma. Biz f(x) funksiya [a,b] segmentda (x>0 deb qaradik.
Agar f(x) funksiya [a,b] da ishora saglamasa, (1) integral egri chizigli
trapetsiyalar yuzalarining yig ‘indisidan iborat bo‘ladi. Bunda ox
0 ‘qining yugqorisidagi yuza musbat ishora bilan, ox o ‘qining pastdagi
yuza manfiy ishora bilan olinadi.

Masalan, ox o‘qi va f(x)=sinx ning 0<x<2r oraliqdagi gismi
bilan chegaralangan shaklni:xg yuzi
S =[sinxdx +(- | sinxdx) = (~ cos x)
0 z

2¢
=4

x

) ~{—cosx)
9

bo‘ladi.
Qutb koordinatalar sistemasida ushbu
r=f(9), aspsp
Funksiya bilan aniqlangan 4B yoyi hamda o4 va op radius vektorlar
bilan chegaralangan (S) shaklni olaylik (5-chizma).

y

o

A
S-chizma

Agar r = f(p) funksiya [, A] da uzluksiz bo‘lsa, (S) shaklning yuzi

1 a
S=3{[7(@) do *)
B
bo‘ladi.
3-misol. Qutb koordinatalar sistemasida ushbu
r’=a’cos2g (**)

Junksiya yuzi bilan chegaralangan shakining yuzini toping.
<4(**) tenglama bilan berilgan egri chiziq yopiq chiziq bo‘lib, u
lemniskata deyiladi.

Lemniskata koordinatalar o‘glariga nisbatan simmetrik joylashgan
(6-chizma)

. o . e i horak -

Izlanayotgan shakining yu;lm‘mp.lSh uchun uning I-chorakdagi

qismi (S) ning yuzini topish yetarli bo lad:. |
(5) shakining yuzi (*) formulaga ko‘ra .

=

1%, &% -az}AcosW(wFismwf:T
S=5!rdq)=7£cos2¢d¢—70 4

2

2
. s 4. 0 _ 2 oqnteng. P
bo‘ladi. Demak, izlanayotgan shaklning yuzl 4-2-=4 gateng

1.2. Yoy uzunligini hisoblash

. ;> (%) hosilaga
/() funksiya [5,5] segmentda uzluksiz va gzlu:;: é;? ch‘;zi :fi)
ega bo'lsin. Bu funksiyaning [s,5] dagi grafigl 48 ¥

tasvirlasin (5-chizma).
vt

[a,b] segmentda

a= xo,x,,xz,...,x,,,...,x,),‘,x,, =b
x,<x,=b N
(a=x°<xl<x,<...<xt<...<:_,. T
nuqtalarni olib, bu nugqtalar orgali OY Sg;g:ugm g
o‘tkazamiz, Ularning 4B yoyi bilan kesis1g
Ak(xl’f(xk)) (k=0t1!2)"'2n ’

AO =4, An 58) al .
[P izi kesm arl e o
deymiz. So‘ng bu nugtalarni 0‘zaro 10°8 r: :I::]l?igilgan siniq chiziq
birin-ketin birlashtiramiz. Natijada, 48 dyolji,k% .
boaladi. Bu Siniq chiziq perimetﬂnl Lp ey 4 G f(x“‘)) nuqta]arm
. P h' e nj A (xpf(x,‘)), TR 3 " i maSOfa
Ravshanki, siniq chiziqni 4 (ki nugta orasidag

birlashtiruvchi bo‘lagining uzunligi

yordamida
hosil

formulasiga ko‘ra
) ! Fn — % ) "'[f (xm)"'f (xk)]z
bo ik cinin atin: -
0°lib, siniq chiziq penn: ” f ,————-—-(xm '_x‘)z' N [ ) el
bo‘ladi.
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Endi [45] segmentning bo‘laklash soni orttira borilsa, ya’ni »
ch?ksizga intila borsa, unda siniq chiziq 4B yoyiga yaqinlasha boradi,
uning perimetri esa 4B yoyining uzunligi / ni borgan sari anigrog
ifodalay boradi.

Bundan, tabiiy ravishda 4B yoyining uzunligi deb

I=liml, = 1’22\/&“ =% +[f ) - fx)T
qarash mumkinligi kelib chigadi.

Yuqorida aytilishiga ko‘ra f(x) funksiya {a3] segmentda uzluksiz
f'(x) hosilaga ega. Binobarin, u har bir [x,,x,,] da ham shu xususiyatga
ega bo‘ladi. Har bir [x,x,] da f(x) ga Lagranj teoremasini go‘llab
topamiz: f(%.)-S(%)=s(z) A%, (k=012,.,n-1) bunda Ax, =x,,-x, va

7 €[x,x,,])

n=t!
I= nﬁﬂé\/(xbl % )+ f'(z)- CAEED)

L} ]
=’1.i_l’l;§\ﬂ+fz(t,)-(xm—x,,)=£.n;2 1+ f7(z,) Ax,
. k=0
. 1 ' funksiya [2,5] segmentda uzluksiz bo‘lgani uchun u shu
oraliqda mtegrallznuvchi bo‘ladi. Unda interal yig‘indi ixtiyoriy
& €lx.x,] da jumladan, 7, da ham chekli limitga, ya’ni aniq integralga
intiladi. Demak,

Natijada, bo‘ladi.

Eg 1+f’(§,)-Ax,=j 1+ f*(x)dx
Shunday qilib, 48 yoyinin% (egri ;hiziqm'ng) uzunligi
I=[ i+ @ (€)
bo‘ladi. , a
1-misoL Ushbu x* +y§ o tenglama bilan berilgan egri chizigning

uzunligini toping.
<4Bu yopiq egri chiziq bo‘lil;, u astroida deyiladi (6-chizma)

6-chizma
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Astroida koordinatalar 0‘qlaﬁg.a.“.i3bat.an Simm]- b ‘l?&hgaﬁénaﬁ
birinchi chorakdagi gismining uzunligini topish yeu?zruiﬂio' topiladi).
qiymatni 4 ga ko*paytirish bilan butun astroidaning gl

Astroida tenglamasidan topamiz: s

2 2

2 i\
2 2 2 st wolad-x*| .
y’:a’-x’,yamy

'
g[a%_x%)‘.
2 -
bo‘lib, birinchi chorakda 0<x<a bo‘ladi. L e . i
(3) formuladan foydalanib, astroidaning  birinchi chorakdag

qismining uzunligini topamiz: ——

] 4 = =" 1+(az-x§}x k=
—_— X
| e eods=[

a g1 1 3
=J’ l-i-a%x-%—ldX:J-a’x 3dx=-ia.

0 Ve

Demak, astroidaning uzunligi
[=4-50=6a

bo‘ladi.» )
Aytaylik, 4B egri chiziq ushbu
{"’"’(‘), (ast<5)
y =W(’) . bo‘lsin,
: ik ko‘rinishda) berilgan-
tenglamalar sistemasi bilan (parametrik ko juksiz ¢/() hamda ¥'®)
iyalar [2,/] d3 U2
bunda p) va w() funksiy uz;mﬁgi

hosilalarga ega. Bu egri chiziqning @
1=f ot od )
bo‘ladi.
2-misol. Ushbu {x= a(r—sinf)
y=“(1—,:;sr)egﬁ chiziqning [0.27] 408

parametrik ko ‘rinishda berilgan

(sikloidaning) uzunligini 10ping.
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Endi [a,b] segmentning bo‘laklash soni orftira borilsa, ya'ni n
cheksizga intila borsa, unda siniq chiziq 4B yoyiga yaqinlasha boradi.
uning perimetri esa 4B yoyining uzunligi / ni borgan sari anigroq
ifodalay boradi.

Bundan, tabiiy ravishda 4B yoyining uzunligi deb

1=timz, =lim Y G =5 +[Gia) - FGOT
garash mumkinligi kelib chigadi.
Yugqorida aytilishiga ko‘ra f(x) funksiya [a,b] segmentda uzluksiz
f'(x) hosilaga ega. Binobarin, u har bir [x,,x.,] da ham shu xususiyatga
ega bo‘ladi. Har bir [x,,x,] da f(x) ga Lagranj teoremasini qo‘llab
topamiz: f(x.,)-f(x)=/"(5,) A%, (k=012,.,n-1) bunda Ax, =x,, —x, va

7, €%, %)

I=1im Y (3, =%) + (@) (@~ 3,)F =
Natijada, = L bo‘ladi.
=tim >+ 77(2) (- %) =lim T T+ /7)) A,

f(x) funksiya [q,b] segmentda uzluksiz bo‘lgani uchun u shu
oraliqda integrallanuvchi bo‘ladi. Unda interal yig‘indi ixtiyoriy
£, €lx..%,,] da jumladan, r, da ham chekli limitga, ya'ni aniq integralga
intiladi. Demak,

b

EEM-A& = [1+ f2 @)
Shunday qilib, 4B yoyining (egri éhiziqning) uzunligi
1=f i+ 2 (x)dx (3)
bo‘ladi. i
1-misol. Ushbu x§' + y§ = a% tenglama bilan berilgan egri chizigning
uzunligini toping.

<4Bu yopiq egri chiziq bo‘lib, u astroida deyiladi (6-chizma)
P

a}

B Astroida koordinatalar o‘glariga nisbatan simmetrik bo‘lib, uning
birinchi chorakdagi qismining uzunligini topish yetarli bo‘ladi (topilgan

qiymatni 4 ga ko*paytirish bilan butun astroidanin
Astroida tenglamasidan topamiz:

2 2 2 i AN
V=gt —xl,yasni y:(ai—-.@) .
Ravshanki,

(2 2o, 2 :
e 2 - 2
B 2[03 hxj] 'L_?‘a 1}_(5 _ﬁ)‘ -
bo‘lib, birinchi chorakda 0<x<a bo‘ladi

(3) formuladan  foydalanib, astroidaning  birinchi
gismining uzunligini topamiz:

£=£\“+f'z(x)dx =]EJ1[G§—\I§-X_§&=
0

+
=aj\h+a :F§ —ldxzja%x_;dx=
o

a

S—

walr

3
—da.
2
Demak, astroidaning uzunligi

[ = 4'%0 = 60

bo‘ladi. P>
Aytaylik, 4B egri chiziq ushbu

{Fm(’) (ast<p)

y=w(ty

g uzunligi topiladi).

chorakdagi

tenglamalar sistemasi bilan (parametrik ko‘rinishda) berilgan bo‘lsin,
bunda () va y() funksiyalar [o,f] da uzluksiz @) hamda ')

hosilalarga ega. Bu egri chiziqning uzunligj

B
I=[Jo*@)+v @a 4) (4

bo‘ladi.
2-misol. Ushbu _
{x =a(t—sint)

y=a(l—cosr)

parametrik ko ‘rinishda berilgan 4B egri chizigning [0,2z] dagi

(sikloidaning) uzunligini toping.
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4Bu egri chiziq 7-chizmada tasvirlangan.

Y
-\.‘\ ./r"
~ o] 27a T
7-chizma
Bu holda
o(t)=a(t-sins), y(r) =a(1-cost)
bo‘lib,

#O)=a(l~cost) , y/(t)=asint,
() +y"*(f) = a*(1-cost)? +a’sin? 1 = a*2(1-cost) =4a*sin? % ,

bo‘ladi. (4) formuladan foydalanib topamiz:
= ’ Y; T o
l=£ 4a’-smf5dt=2a£sm5dt=
[t=2u, dt=2du va 1=0 dau=0, t=271da u=n)=

=4aIsinudu=4a(—cosu) :;:80.5
0

Aytaylik, AB egri chiziq qutb koordinatalar sistemasida quyidagi
r=pf), (@sf<p)
tenglama bilan berilgan bo‘lsin, bunda p6) uzluksiz p'(6) hosilaga ega.
Bu egri chizigning uzunligi
s
1=[p*@)+o*@)d6 ®)
bo‘ladi.
3-misol. Qutb koordinatalar sistemasida berilgan ushbu p(8)=e’

egri chizigning (logarifmik spiralning 8-chizma) 0<6<x dagi uzunligini
toping.

8-chizma
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<«{Ravshanki, : .
p(6)=¢

bo‘lib,

P(6)+ p*(6)=2¢" ) .

bo*ladi. (5) formuladan foydalanib topamiZz:

z=jﬂdo=ﬁzeode=ﬁ(ev)|;=ﬁ(e- i)

1.3. Aylanma sirtning yuzini hisoblash
i 20
Avtaylik, /() funksiya [a,5) da uzluksiz bolib, Vxela,5] da f()
ot K £3 o o g
bo‘lsin. Bu funksiya gl'aﬁgmm(a’f(a»’ (b,f(b))

i orasidagi bo‘lagini 4B yoy deylik. " irt aylanma
nuqtalil; zfrgsyﬁliag;bz‘qaigatroﬁda aylantirishdan hosil bo Igan sirt 2y

sirt deyiladi (9-chizma). )
Agar f(x) funksiya [a,5] da.uzlukﬂ'z, y (a
hosilaga ega bo‘lsa, aylanma sirtning yuz!

5) oraligda uzluksiz £

,, ®
§=2af £ ()i+ /2 BE -

bo‘ladi.
4-misol. Ushbu

a, l = ;>0 05x54 .
f (x)=§(e J;e ?’mi atrofida aylantirishdan hosil
‘ainil 0,a] gq*s
zanjir chizig'ini OX 0 qzmntg.[ »al
bo ‘Igan aylanma sirtning yuzim toping.
<«Ravshanki,



(6) formuladan foydalanib, izlanayotgan aylanma sirtning yuzini topamiz:

8,4 £ X 1 = =
S=2n[i‘2!(e=+e Wi+ g e ) dr=
0

a = = a E _2,
- =-—-I(e;+e ")’dx:%](e“ +2+e 9)dx=
[] ’ [

2= 2= 2
1 R T AT

1.4. Statik momentlar va og‘irlik markazlarini hisoblash

Tekislikda m massaga ega bo‘lgan 4 nugtani qaraylik. Bu
nuqtaning koordinatalari x va y bo‘lsin: A(x,y) = 4.

Ushbu

M. =m-y, M,=m-x

miqdorlar mos ravishda ox va oy o‘qlariga nisbatan statik momentlari
deyiladi.

Aytaylik, tekislikda har biri mos ravishda

my ,my, m, PRDIPY (N
massaga ega bo‘lgan
Aﬂ(xo:)’o)> 4 (xl’yl)"“’ 4., (-"n-nyn.x)

nuqtalar sistemasi berilgan bo‘Isin.

Ushbu

n=
M.\' =kayk’ My =kaxk
. k=0 k=0
miqdorlar 4,,4,4,.,...4,, nuqtalar sistemasining mos ravishda ox va oy
o°qlariga nisbatan statik momentlari deyiladi.

Agar tekislikdagi C=C(»,y*) nuqta uchun nugtalar sistemasining
barcha massalari (m=my+m +..+m,_) shu nuqtada bo‘lib, bu nuqtaning
OX va OY o'qlariga nisbatan statik momentiari sistemaning shu o‘qlarga
nisbatan statik momentlariga teng, ya’ni

M, =imkyl =my",
k=0
n=1
M, =3 mx, =mx",
k=0
bo‘lsa, C=C(x*y*) nuqta sistemaning og‘irlik markazi deyiladi.

Keyingi tengliklardan sistema og'irlik markazining koordinatalari
uchun
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imkh M, ;m‘x,,
oM S y=—="5
TR TR,

m Z”’* Z

bo'lishi kelib chigadi. hiziq (4B yoy))
A 1 1 c i
Aytaylik, 4B egri y:lf(x), asxsb,

. uzluksiz
o 13 P ﬁmkSlya I.a’b] dﬂ
tenglama bilan aniqlangan bo‘lsin, bunda /() hligi o‘zgarmas va u 1 g8

/'(x) hosilaga ega. Bu egri chiziq bo‘yicha ?lcbu o asea (4 YOV
teng bo‘lgan massa tarqatilgan. Ravshanki, bolganlici sababli) Yoy
uzunligi bilan zichlik ko‘paytmasiga teng £
uzunligiga teng bo‘ladi. . .

(3) formuladan foydalanib topamiz: @

m= I 77 ()t

Massali 4B egri chiziqning OX Y?l
statik momentlarini hamdz.l }mmg og'Ir
topish uchun [4,5] segmentini

a=x<x <...<J:,,_,U
i ‘lakka bo‘lamiz. Unt ol
Nuqtalar yordamida » bt;‘ T A ) (k.—.o,l:?,;;;i )B i A YOV
B ini 7 . bo‘lakka ajralatl
Duqtalar 43 yoyini n ta A4 ¢
bo‘lagining massasi (7) formulaga ko‘ra,

my= | JIF 1) & (=012--7"D
Xe

eq s ma)dan
po‘ladt ssi (o'tta qiymat hagidagi £
Aniq integralning XO0SS »

f . . .
Oydalanib topamiz = m o,

blmda g‘ (3 [x,,,x,m] > Axk =X 4 —X ’ko‘ra’ (;k,f(ék )) nuq-taning OX
Yuqorida aytilganlarga

¢ . s lari
0‘qlarga nisbatan statik moment ' B(E,) Mo
® M, =mﬁf(‘fk)=-f(§") J;TT

=m,'fx '—'-fk' l+f2(g’)'Axp

)) - S (é,..l)')
tik momen

inata oqlariga nisbaan
g:’ Ilr‘l‘:r’rd".‘a. g koordinatalarini

<x,=b

da 4B yoyidagi

va OY

. ar
M) .S nugtal
*k=012, 51 bolib, €& &

(4]
< n]ariga nisbatan St&
sistemasining ox va oY o‘glariga 1S
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n=l
M.=3 1 (6) 1+ /G o,
M=% ’\/“’f'z(f.) -Ax,,
bo‘ladi. k=0

chekSiEzindl. [¢.z,b] segmentning bo‘laklash soni orttira borilsa, ya’ni
et 22 lI;:;an;b:sl'Sﬁ, unda 4,4, yoyi nugtaga aylana boradi, yuqorid ;
nisbatan_statik moz:eg:ﬁi%a- bo‘lgan egri chizigning ox za o o laragl
Chistamioe ot ve o o lar;f:d{ﬂzy borad: Binobarin, (7) massalcil eggreil
' e Hms atan statik momentlari
x ="_hE§f(§,)'\ﬂ+f'z(f‘,)-Axb
n-1

I =Hhm .

- y=imX i+ &) A,
Ayni paytda,

ng(f,)-,luf’(é.)-m=ff(x)-J1+f"(x)¢r,
tim3 6, o+ @) = [ x- T 7ot

bo‘lganligidan
b
1, ={f(x)‘ l+f'2(x)dr, Iy:j"_x. l+fi2(x)dx
bo‘]jshini topa'niz. a ’
Shuningdek, (7) massali egri chiz .
nuqta koordinatalari uchun egri chiziq og‘irlik markazi C=C(x% y*)

-3
. l 2 2
x‘l:'!bx +f (x)dx » !f(x)_ 1+f'2(x)dx
I 1+ f2(x) dx ’ TR
o 1+ f7(x) dx
bo*ladi. fhare
Mashgqlar

1) To‘g‘ri burchakli koordinatalar si . .
egri chiziglar bilan chegaralan ar sistemasida berilgan quyidagi
a)y=xi+l, x+y=3 gan shakllarning yuzasini toping.

b) y=sin2x, y=sinx, gs.xSm

2) Egri cgﬁziq yoyining uzunligini toping.
4 3
a)y=§._x4’ 0<x<9 b)y:lnx, Z\ESISZJK

3) Quyidagi egri chiziglarni aylantirishdan hosil bo‘lgan aylanma

sirtlarning yuzlarini toping.
a)y=x% x=-—§-, x =§; 0X o‘qi atrofida.

b)y=tex, Ost%; 0x o‘qi atrofida.

4) Tenglamasi i—+=§=1 bo*lgan to‘g'ri chiziqni koordinatalar oqlari

orasidagi qismining OX va OY o‘qlariga nisbatan statik momentlarini

toping.

5) y=cosxegri chiziq yoyining x=—-§—, x=% nugtalar orasidagi
qismining OX o‘qiga nisbatan statik momentini toping.
6) Ushbu
x?+4y*-16=0, y=0
chiziglar bilan chegaralangan shakIning og‘irlik markazini toping.

2-§. Xosmas integrallar

Avvalgi, 24-ma’ruzada [a,b] segmentda berilgan (=) funksiyaning
aniq integrali o‘rganildi. Bunda:

1) [4,b] ning chekli oraliq,

2) shu oraliqda f (x) funks

Matematika va uning tatbiq
funksiyaning chegaralanmagan holl
masalalarga duch kelinadi.

Ushbu ma’ruzada cheksiz oralid bo‘yicha hfunda chegaralanmagan
funksiyaning integrali tushunchasi keltirilib, ular 0 rganiladi.

bo‘yicha) integrallar

oraliqda) uzluksiz
raliq) bo‘yicha

iya chegaralangan deb qaraldi. .
jarida integrallash oraligining chek‘sx.z,
arda uning integrali bilan bog‘liq

2.1. Chegaralari cheksiz (cheksiz oraliq

Aytaylik, f() funksiya [a+) oralida (cheksiz

bo‘lsin. Bu funksiyaning ixtiyorly [a1] oraliq (chekli ©
integrali
j’ fdx (a<t<+°°)
ni qaraylik, Ravshanki, integral ¢ ga boglid bo‘ladi.
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M, =§f(§t)' 1+ (&) - by,

k=0
M, =E§k ~\Jl+f'2(af,) -Ax,,
bo‘ladi. -

Endi [a,b] segmentning bo‘laklash soni ortira borilsa, ya'ni n
cheksizga intila borsa, unda 4,4,., yoyi nuqtaga aylana boradi, yuqoridagi
yig‘indilar esa massaga ega bo‘lgan egri chizigning ox Ba oy o‘glarga
nisbatan statik momentini ifodalay boradi. Binobarin, (7) massali egri
chiziqning OX va OY o‘glarga nisbatan statik momentlari

L =E‘£§f (&)-1+ /) A,
1, =,l,ifig§n 1+ 36 - A%,
bo‘ladi.

Ayni paytda,

ng(fz)w/“f“(i)-m, =[1(x)- 1+ 12 (x)dx,
Eﬂffx e &) A, =fx-Jl+f-= (x)ds

bo‘lganligidan

L[ T 1= e P
bo‘lishini topamiz.
Shuningdek, (7) massali egri chiziq og‘irlik markazi C=C(x% y*)
nuqta koordinatalari uchun

5 ——
Jxie i as

< T — y*

i L+ f2(x) dx

j’f(x)-./nf"(x)dx

T 1+ f(x) dx

>

Mashglar

1) To‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasida berilgan quyidagi
egri chiziglar bilan chegaralangan shakllarning yuzasini toping.
a)y=x"+1, x+y=3

b) y=sin2x, y=sinx, gsxSm

2) Egri chiziq yoyining uzunligini toping.
4 3
a))':*s-'-\’", 0<x<9 b)y=x, W2 <x<2J6
3) Quyidagi egri chiziglarni aylantirishdan hosil bo‘lgan aylanma

sirtlarning yuzlarini toping.

a)y=x"; x=-§. x=%: OX o‘qi atrofida.

b)y=tex, OSxS%; OX o‘qi atrofida.

4) Tenglamasi %+%=1 bo‘lgan to‘g‘ri chizigni koordinatalar oqlari
orasidagi gismining OX va OY o‘glariga nisbatan statik momentlarini
toping.

5) y=cosxegri chiziq yoyining x=~§, x=% nuqtalar orasidagi
qismining OX o°qiga nisbatan statik momentini toping.

6) Ushbu
x?+4y*-16=0, y=0

chiziglar bilan chegaralangan shaklning og‘irlik markazini toping.
2-§. Xosmas integrallar

Avvalgi, 24-ma’ruzada [q,b] segmentda berilgan f(x) funksiyaning
aniq integrali o‘rganildi. Bunda:

1) [a,b] ning chekli oraliq, :

2) shu oraliqda f(x) funksiya chegaralangan deb qaralldl.. .

Matematika va uning tatbiglarida integrallasfh oraliig‘mlmg chek?l:z,
funksiyaning chegaralanmagan hollarda uning integrali bilan bogliq

masalalarga duch kelinadi. .
Ushgbu ma’ruzada cheksiz oraliq bo‘yicha hamda chegaralanmagan

funksiyaning integrali tushunchasi keltirilib, ular o‘rganiladi.
2.1. Chegaralari cheksiz (cheksiz oralig bo‘yicha) integrallar

Aytaylik, /() funksiya [a,+0) oraligda (cheksiz F)raliqfia) gz}uis}i
bo‘isin. Bu funksiyaning ixtiyorly [a.f] oraliq (chekli oraliq) bo'y
integrali

i

If(x)dx (a<t<+)

ni qaraylik. Ravshanki, integral + ga bog'liq bo‘ladi.
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1-ta’rif. Agar
fim | £
limit mavjud bo ‘Isa, bu limit f(x) ﬁ;nks j j j
] , iyaning che
mantud bo lsc g cnegarasi cheksiz xosmas
f rax
kabi belgilanadi )
Demak,
Jr®ex=lim [ rzya. M
Agar (1) limit chekli bo‘lsa, T f(x)dx xosmas integral
yaginlashuvchi deyiladi. )
Agar (1) limit cheksiz bo‘lsa, T f(x)a&x xosmas integral
uzoqlashuvchi deyiladi. ’
Eslatma: Agar (1) limit mavjud bo ‘Imasa, T S(x)dx xosmas

integraini uzoglashuvchi deb qaraladi.

Misollar

1. U Mé . . . .
Ushbu “[ 7 Xosmas integralni olaylik. Bu integral ta’rifga ko‘ra

Tde . tdx oo
[ Z=lim]5 bo'ladi

[ W sl B o R U IR\ I
Tl 2411 -1 1 ¢ T)“‘?’

I x
[%- 1im(1-1)=1,
1 X e P

Dem » . . - - -
gateng. ak, berilgan xosmas integral yaginlashuvchi, uning giymati 1

o dx .
2. Ushbu !fﬁf xosmas integralni olaylik. Ta’rifga ko‘ra

bo‘ladi.

Ravshanki,

t
= arcigx 0" arcigt - arctg0 = arcigt,

o1+x*
'l_x;m); arctgt = %.
Demak, berilgan xosmas integral yaqinlashuvchi va
722
Jlex 2
bo‘ladi.
3. Ushbu
T% {a>0)

xosmas integralni yaginlashuvchilikka tekshiring.
<« Aytaylik, =1 bo‘lsin. Bu holda

m-d—r-—.l_a_. x—a?)lt_' l(l _1_)
j!.x" -‘113;{.: dx-'l-!'l;—a+l|a—'l-l*21—akt"" a*!

bo‘ladi, &>1 bo‘lganda

&1
* a-1a"

0 Sy

bo‘ladi, « <1 bo‘lganda

dx
— = 400
x*

h‘——.a

bo‘ladi. Demak, berilgan integral «>1 da yaqinlashuvchi, a<1 bo‘lganda

uzoqlashuvchi.
Aytaylik, @ =1 bo‘lsin. Bu holda

[t [ =pim (i) =t

bo‘lib, berilgan integral uzoglashuvchi bo‘ladi.
4. Ushbu
f cos xdx
xosmas integralni olaylik. Ta’rifga ko‘ra:
Tcosxdx=‘li_’1‘1;_[cosx¢bc=‘l_1;m;(—sinx)|;=‘]£m;sint
[ [}
bo‘ladi. Biroq keyingi limit mavjud emas. Yuqorida keltirilgan eslatmaga
ko‘ra berilgan xosmas integral uzoglashuvchi bo‘ladi.
Eslatma: f(x) funksiya (—o,a) oraligda uzluksiz bo ‘lganda
[ 1)
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xosmas integral, f(x) funksiya (—~, +0) da wzluksiz bo ‘Iganda
1

xosmas integrallar yuqoridagidel? ta’riflanadi:

. j reoae=tim jf(x)dx ,
[ rae= | s [ 5 (e)ae= tim ey tim | (31
Xosr:as integr;llar haqi:lagi keyingi I'na’lumotlam;

Ine

integralga nisbatan keltiramiz, )

2.2. Yaqinlashuvchi xosmas integrallarning xossalari

Yagqinlashuvchi xosmas integrallar 23-ma’ruzada o‘rganilgan aniq
integrallarning xossalari kabi xossalarga ega bo‘ladi. Jumladan,
1) agar

T r)as
xosmas integral yaqinlashuvchi bao ‘Isa, u holda
Ter@a  (=cons)
xosmas integral yaqinlash:lvchi bo Tib,

Te-r ()=t | rx)a

bo ‘ladi;
2) agar
Jrae . e
xosmas integrallar yaqin;ashuvchi bo ‘Isa, ;4 holda
U@ s (e

xosmas integral ham yaqginlashuvchi bo Tib,
[r@te@ldi= [ rxars [ geayax
bo ladi.
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3) agar T f(x)ax , T g(x)dx xosmas integrallar yaginlashuvchi
bo lib, ixtiyoriy ;e [a,4) da af(x) <g(x) bo Isa, u holda
T f(x)dxsfg(x)dx
bo ladi. )
2.3. Xosmas integralning yaginlashuvchiligi. Yaginlashish alomati

Aytaylik, f(x) funksiya [a+o)da uzluksiz bo‘lib, ixtiyoriy

xe[a,+x) da
f(x)=0
bo‘lsin. Ta’rifga ko‘ra ,
[ 7()ar=Jim [ 1 (x)ax

bo‘ladi.

Ayni paytda, f(x)=0bo‘lganda ¢'>r uchun

if(x)dx=:‘f(x)dx+!f(x)dt_>.jf(x)dx

bo*ladi (chunki, | /(x)dx>0). Bunda esa
o()=[ 7 ()

iyaning o° i i ikelibachiqadi. o .
ms&ms?ﬁlvzmiya har doim chekli yoki cheksiz limitga

ega:
agar ixtiyoriy ¢e(a,+») da
o()= i f(xpxsM (M =const)

a . da
ya'ni o(r) funksiya yuqoridan chegaralangan bo l.sa, :nl:;ldfw t l-):;oadl
o(t) funksiya chekli limitga ega, aks holda esa, uning
Natijada,
J Tf(x)dx (r(x)=o0 xe[a,+0))

. s a
integralning ):aqinlashishini ta’minlaydigan quyidagi teoremag
xosmas in
kelamiz.

-245 -



xosmas integrallar yugoridagidek ta'riflanadi:
f rede=1im [ roae
T reas=J reodes [ 7 ()ae=tim | 7 (s)eter tim | 1 (5)ce
Xosndlﬂas integr:liar haqizlagi keyingi r'na’lumotlarn;
[ r(x)ae
integralga nisbatan keltiramiz. )

2.2. Yaqinlashuvchi xosmas integrallarning xossalari

Yaginlashuvchi xosmas integrallar 23-ma’ruzada o‘rganilgan aniq
integrallarning xossalari kabi xossalarga ega bo‘ladi. Jumladan,
1) agar

I f(x)dx
xosmas integral yaginlashuvchi bo ‘Isa, u holda
[k-f(x)de  (k=const)
xosmas integral yaginlashuvchi bo ‘1ib,

Th-r(x)ax=k | 1 (x)as

bo ‘ladi;
2) agar
[ r(xa T a(x)ax
{ xosmas integrallar yaqin}ashuvchi boIsa, ; holda
| TUr ()t g (e

xosmas integral ham yaginlashuvchi bo ‘lib,
[[r@+g)ds= [ f(x)ds [ glx)dx
bo ‘ladi.

3) agar T f(x)ax f g(x)dx xosmas integrallar yaginlashuvchi

bo lib, ixtiyoriy xe[a,+x) da S/ (x)<g(x) bo'lsa, u holda

[f(x)dxs I g(x)dx

a a

bo ‘ladi.
2.3. Xosmas integralning yaginlashuvchiligi. Yaqinlashish alomati

Aytaylik, f(x) funksiya [a,+x)da uzluksiz bo‘lib, ixtiyoriy

x&[a,+<) da
f(x)=0
bo‘lsin. Ta’rifga ko‘ra
[ 7 (x)s=lim [ 1 (x)ax

bo‘ladi. ’

Ayni paytda, f(x)>0bo‘lganda ¢'>r uchun

j.f(x)dr: If(x}a‘x+Jf(x)dr?.J-f(x)dx

bo‘ladi (chunki, ] J(x)dx=0). Bunda esa

o(0)=| 7 ()

funksiyaning o‘suvchi ekanligi kelib chigadi.

Ma’lumki, o‘suvchi funksiya har doim chekli yoki cheksiz limitga
ega:

agar ixtiyoriy /e(a,+x) da

o(t)= j-f(x)dx <M (M = const)
ya’ni ¢(r) funksiya yuqoridan chegaralangan bo‘lsa, u holda ¢—+wda
@(r) funksiya chekli limitga ega, aks holda esa, uning limiti + bo‘ladi.
Natijada,

If(x)dr (£(x)20, xe[a,+n))

xosmas integralning yagqinlashishini ta’minlaydigan quyidagi teoremaga
kelamiz.



1-tecrema. Agar
P)=[7(pesM (e (a i)
bo‘lsa, u holda )
[r@e (1)20)
xosmas integral yaqz’nlashu;chi bo ‘ladi.
Eslatma: Agar o(/)= j: fxE (f(x)2 0) funksiya yuqoridan

chegaralanmagan bo‘lsa, u holda T S(x)as  xosmas integral

uzoglashuvchi bo ‘ladi.

Endi amaliyotda ko‘p foydalaniladigan xosmas integralning
yaqinlashishini ta’minlaydigan yaqinlashish alomatini keltiramiz. Odatda,
bu alomat solishtirish teoremasi deyiladi.

2-teorema. Aytaylik, f(x) va 8(x) funksiyalar [a,+) oraligda
uzluksiz bo ‘Iib, ixtiyoriy xe[a,+x) da

0<gx)</f(x)
tengsizliklarni qanoatlantirsin. Agar

j f(x)dx
xosmas integral yaginlashuvchi bo ‘Isa, u holda
_[ g(x)dx

xosmas integral ham yaginlashuvchi bo ‘lad;.
Eslatma: Keltirilgan leoremaning sharti bajarilganda,

j g(x)dx
xosmas integral uzoglashuvchi bo ‘Isa, u holda
[ (=)

xosmas integral ham uzoqlashuvchi bo ‘ladi.

Aytaylik,
[rxe )20

xosmas integral yaginlashuvchilikka tekshirilishi kerak bo‘lsin. Bunda
integral ostidagi funksiya bilan ushbu
S (x)<p(x) (xe [a,+<0))
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munosabatda bo‘lgan va ayni paytds, o(%) ning xosmaj integral
yaginlashuvchi bo‘lgan () funksiyani topish bilan I f(x)ax
integralning yaginlashuvchi bo*lishi aniqlanadi.

Misollar

& integraini yaqinlashuvchi—likka

X x2+x

xosmas

5. Ushbu |

tekshiring.
l__ uchun

ntegral ostidagi f(x)=— i ox

1 =
= ——T s l
2 1 3. - X
x-x -i}“; x J;:
bo‘ladi.

Ravshanki, ¢(x)= —l,— funksiyaning xosmas integrali
3

X

ol =T‘!§“"

. isol. bunda a=.5.>l).
yaqinlashuvchi (qaralsin, 3-misol, 3

Demak, yuqoridagi teoremaga ko‘ra

dx
‘! x-J’ P +x
xosmas integral yaginlashuvchi bo‘ladi.P>
6. Ushbu

* cos’ X
31+x

s hiring.
xosmas integralni yaqinlashuVCh’l‘kka teks

. 2 1 slib’
“Ravshanki, 25 <77 B0

-2 | -
Ina®

MR

integral yaginlashuvchi.

. hi bo‘ladi.P>
Demak, [ 3755ds xostmas integrel
0
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2.4. Xosmas integralning absolyut yaqinlashuvchiligi

Faraz qilaylik, f(x) funksiya [a,+) oraliqda uzluksiz bo‘lsin. Bu
funksiya ixtiyoriy x€la,+0) da f(x)20 bo‘lgan holda uning Xxosmas
integrali

j S(x)ax
ning mavjudligi hamda solishtirish alomati 27.3 da bayon etildi.

Endi [q,+x) oraliqda uzluksiz bo‘Igan ixtiyoriy funksiyani qaraymiz.
Bu funksiya yordamida tuzilgan

X
funksiya [, +«c) da manfiy bo‘hnayc'lJ;:( | /)’I(x)j 20
3-teorema. Agar
Tlreops
integral yaginlashuvchi bo ‘Isa, u cholda
T r)a

xosmas integral ham yaginlashuvchi bo ‘ladi,
4 f(x) Ba |f(x)| funksiyalar yordamida ushbu

¢(x)=,f(x)|;f(“)’ w(x)='f(x),2_f(x)

funksiyalarni tuzamiz. Ravshanki,
1) o(x)20, w(x)20,
2) o)<l (=), wix)<|r (=),
3) o(x)-w(x)=1(x)

bo‘ladi.

Shartga ko‘ra
firps
xosmas integral yaginlashuvchi. laJnda solishtirish teoremasiga ko‘ra
Totye Tues
xosmas integrallar ham yaqi;ﬂashuvchia bo‘ladi. Demak,
T 1= T o To (epae
integral yaqinlashuvchi.ab ’ )
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3-ta’rif. Agar

Tlr s

T integral absolyut
xosmas integral yaginlashuvchi bo lsa, !f (x)dx xosmas integr

yaginlashuvchi integral deyiladi.

inlashuvchi bo‘ladi,
Toosx integral absolyut yaq
222 dx xosmas in
Masalan, ! =
chunki I

cosX <

= | %
va .

=

integral yaqinlashuvchiligidan loses

bty
2
X

]

l I3 3
integralning yaqinlashuvchiligi kelib chiqadi.
2.5. Xosmas integrallarni hisoblash
5. | ) .
i uzluksiz bo‘lib, unin
Aytaylik, f(x) funksiya [a+°) oraliqda

Xosmas integrali -
L

+0) oraligda boshlang‘ich

inlashuvchi bo‘lsin.
Yaqginlashuv (F’(x)=f("))‘

Ma’lumki, bu holda /() ﬁmksgj‘gi{:’ym
funksiyaga ega bo*ladi. Uni 7(x) bilan

Ta’rifga binoan - (
J e = Jim [ 70

i lasiga ko‘fa
Ayni Nyuton-Leybnis formt!
yn Payfda, yui j' 76 de=F()- F(a)

bo‘ladi. Agar sim F() = FG)
deyilsa, unda
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T TS s (=t e Sl S 2

Tf (x)dx = lim (F (1)~ F(a)) = F(+)~ F(a)
bo'ladi. Demak,
T s = Foeo) - F(a)= F (x)j. )
Ko*pincha xosmas ;ntegrallar shu formula yordamida hisoblanadi.

Misollar -
7. Ushbu

T xdx

0 (1+:?)%

integraini hisoblang.
<«4Bu integralning yaqinlashuvchi bolishi ravshan. Endi

f(x)=( = 7
1+ )2
funksiyaning boshlang'ich funksiyasini topamiz:
xdx i 3 1(1+::2)_;+l
=={(1+x*)2d(1+x)==1—"21
I(1+x’)§ 2 J(+x)2d04) 2 —%+1
Unda (2) formulaga ko‘ra
b = C 1 1
j’ =[—(l+x’)2+c]0='_m[— ,__szJ—(-—(HO) 2)=0+1=l

3

o (l+.x’)2
bo‘ladi. Demak,

+c=-(1+x=)-i+c_

T s=1.p
° (14x%)?
8. Ushbu

I €"”dx  (a=const)

integralning ixtiyoriy o zgarmas p>0 da qiymatini toping.
«(2) formuladan foydalanib topamiz:

je’“’dx=—le'“ °°= Iim (—le"‘)—(—-l—e‘“’)=0+le"’“ .._._l_e-po‘>
a p

a >\ p 7 -
9. Ushbu

+x
fera
)]

xosmas integralni yaginlashuvchilikka tekshiring.
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<4Ravshanki ("—l)2 =xt-2x+120,
L, P P

Unda 3)

e-x’ ce™=e e
bo‘ladi. Ma’lumki, ;
je"‘dx .
] olishtirish teoremasiga
integral yaginlashuvchi. (3) munosabat hamda s
ko‘ra )
Ie": dx
0

integral yaqinlashuvchi bo‘ladi. P

i integrallari
2.6. Chegaralanmagan funksiyaning X0sm0as integ

uzluksiz bo‘lsin. Bu funksiya
Demak, 7(x) funksiya [& 5)
atrofida

Faraz qilaylik, 7(x) funksiya [& b) da

x—»b—0 da cheksizga intilsin: lim f (x)==
da chegaralanmagan (anigrog‘i S (x) |
chegaralanmagan). - voriy [o] oraliq (a<t< 5) potyicha integrali
f(x) funksiyaning ixttyo A
j f(x)dx (a<t <b)
1 ga bog‘liq bo‘ladi.

funksiya b Duqta

ni qaraylik. Ravshanki, integral ¢
4-ta’rif. Agar ushbu

1im | £
e | funksiyaning 16:6)
limit mavjud bo ‘Isa, bu limit chegaralanmagan f&
bo ‘yicha xosmas integrali deyiladi va
[ ras
kabi belgilanadi. .
Demak,

i f(X)dx",li_.&.! f (x)dt v
) s mas integral

‘Isa, [fG)dx %08

a

Agar (4) limit mavjud va chekli bo

yaqinlashuvchi deyiladi.
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i i chi va' uning
bo‘ladi. Demak, berilgan xosmas integral yaginlashuv

b
Agar (4) limit cheksiz yoki mavjud bo‘lmasa, [rxax xosmas
- qiymati % ga teng:

integral uzoqlashuvchi deyiladi.

[LE_-Zp
Aytaylik, f(x) funksiya (a,5] da uzluksiz bo'lib, x->a+0 da !T.‘.}T’Z
cheksizga intilsin. Ravshanki, bu funksjyan i . tini tODING.
bo“e ichegza;ntl:glragjl'n ) " ’ vemne [o] oralia {a<e<t) 11 Ushbui X _ v osmas integralning giymatini toping. o
y i \ . ) inx oo XOSMAS integrali bo‘ladi,
f S (x)dx (a<t<b) 4Bu chegaralanmagan funksiyaning
1
! chunki x->1+0 da —>+0.
1 o‘zgaruvchiga bog‘liq bo‘ladi. unki x -1+ x\}lnx. .
Agar ushbu . Ta’rifdan foydalanib topamiz: 2 _
5 b f® o tim [(nx) 3 d(inx)=
. =11mj “-»100
':l—igjo-”f(x)dx _!-x Inx HMI'leIIX t

limit mavjud bo‘lsa, bu limit chegaralanmagan f(x) funksiyaning xosmas . (’“-")—;*l 2 _ tim (2~/EE __M}ﬁ):z«/lﬁ-
integrali deyiladi va RV

5 2 . iva

! S @) Demak, beriigan integral yaginlashuvehl v

kabi belgilanadi. Demak, =2yn2.»>

2 &
vrs

. 5 g (a<b= p=00n5’>0)
I A [
12. Ushbu J, I(x—a)" A

J o= jim | reayas. ©)

. oy . . 4 o o
Agar (5) limiti mavjud va chekli bo‘sa, I Sf(x)dx xosmas integral integrallarni yaginlashuvchilila tekshiring.

<Aytaylik, p=1 bo‘lsh:. Bu holda e
- lim [(x-a)?dG-a)= 0" 541 |t

yaqinlashuvchi deyiladi, cheksiz yoki mavjud bo‘lmasa, f J(x)dx xosmas

integral uzoglashuvchi deyiladi. S ey )
“ =L lim{¢-a)” -€-a")
3 1— ptras0
Mjsollar P . by =__‘___,l_;_:;)—p-_7s
10. Ushbu bo'lib, p< bo'lganda | lim, [ =57 == S botlganda
j‘ & berilgan xosmas integral Yaqi‘ﬂaSh?vcg: il
[} \Jl—xz lil]]o J’ _}___a,i.; =40 o
integralni hisoblang, ' i hi bo‘ladi.
“ARavshanki, integral ostidagi £ (x)=—=— funksiya x>1-0 da berilgan xosmas integtal uzoqlaSh“‘éc
. . e er ol V1-x? Aytaylik, p=1 bo‘lsin. Bu holda ln("'a)]:m
cheksizga intiladi. Demak, berilgan integral chegaralanmagan 5oax . _ a))'b = lim [in(6—9)~
funksiyaning xosmas integrali, lim [——— = lim (In(x—a)}, = Sow0

sar0d x—aq ! »at0 laShuvchl-

’rifga bi ; uzoq
Ta’rifga bincan bo‘ladi. Demak, berilgan xosmas integral

e e

1 [
. dx RN L . . N
‘!Jl—x’ -'H{P"‘!Jl-x’ ‘,&ﬂ(mmx)0='l_’l{[la(arcsml—arcsm0)=arcsm]=—2-
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Agar (4) limit cheksiz yoki mavjud bo‘lmasa, i_f(x)dx xosmas

integral uzoqiashuvchi deyiladi.

Aytaylik, f(x) funksiya (a.6] da uzluksiz bo® lib, x—sa+0 da
cheksizga intilsin. Ravshanki, bu funksiyaning [2.8] oraliq (a<t<b)
bo‘yicha integrali

[ f()dx (a<i<p)

¢ 0‘zgaruvchiga bog‘liq bo‘ladi.
Agar ushbu

iim j' S(x)dx

limit mavjud bo‘lsa, bu limit chcgaralanmagan f(x) funksiyaning xosmas
integrali deyiladi va

b
[ fx)ax
kabi belgilanadi. Demak,
b b
J s = tim [ 1. ()

Agar (5) limiti mavjud va chekli bo‘lsa, ]' S(x)dx xosmas integral

yaqinlashuvchi deyiladi, cheksiz yoki mavjud bo‘lmasa, j f(x)dx xosmas

integral uzoglashuvchi deyiladi.

‘ Misollar

1‘ 10. Ushbu

| o

? 0 v1-x"

\ integralni hisoblang.

: “Ravshanki, integral ostidagi 7 (x)= J_ i —1-0 da
|

cheksizga intiladi. Demak, berilgan integral chegaralanmagan
funksiyaning xosmas integrali.
Ta rifga binoan

dx
IW HMI—ﬁx—]: lim (arcmn x) = l1m (arcsmr arcsin 0) = arcsin| ——2-
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bo‘ladi. Demak, berilgan xosmas integral yaginlashuvchi va uning

qiymati Z ga teng:

[
0 '\.“—-’l'2 2
2
11. Ushbu j J_ xosmas integralning giymatini toping. |
X

4Bu chcgamlaﬂmagan funksiyaning xosmas integrali bo‘ladi,

chunki x—>1+0 da —!
xvInx

Ta’rifdan foydalanib topamiz:

—> 0.

L B a 4 _
=1 = lim |(Inx) 2 d([nx)_
im0
]
= lim (ln T) J \ 111]11 (2JF 24/In? ) 2./in2
=140 13140
1

Demak, beriigan integral yaqinlashuvchi va

=2Jn2.»>
I
& (a<b, p=const>0)
- J, =|— ., =
12. Ushbu J, a)p ;5 J(M),,

integrallarni vaqm]ashuvchzl:kka tekshiring. 1
<4 Aytaylik, p#1 bo‘lsin. Bu holda

_ Pt b
b , i F=G Tl
b  (x~ a\P",l'm j(x graE=a =, -p+1 |t

ual—llm[(b a)? -(t—a)’],
1-pita
1
bo‘lib, p<1 bo¢ lgandalhm_[(x a7 (_p-](b—a)’“"

berilgan xosmas integral yaginlashuvchi, p>1 bo‘lganda
b

=40

: dx
11211;]0-’[ (x_a)"’ ‘
berilgan xosmas integral uzoglashuvchi bo‘ladi.
Aytaylik, p=1 bo‘lsin. Bu holda

= lim (ln(x a)) = lin}n[ln(l)—a)—ln(t—a)] =40

I—ra+0 x-4a 1—G+0
r

bo‘ladi. Demak, berilgan xosmas mtegral uzoqlashuvchi.




(x-a)
yaginlashuvchi, p>1 bo‘lganda uzoqlashuvchi bo‘ladi. p
Xuddi yuqoridagidek ko‘rsatish mumkin, ., =f(b 2
a -X, i
xosmas integral D<p<1 bo‘lganda yaqinlashuvchi, p21 bo‘lganda
uzoglashuvchi bo‘ladi.
Biz mazkur ma’ruzaning 1-5 paragraflarida chegaralari cheksiz

xosmas integral | f(x)a ni o‘rgandik. Bu integralga nisbatan keltirilgan

b
Shunday qilib, /,=[_%_  xosmas integral 0< <] bo‘lganda

tushuncha va tasdiqlarga o‘xshash ma’lumotlar chegaralanmagan

funksiyaning xosmas integrali (t=a+0 da f(x)>w yoki +—5-0 da
/(x)->) | 7 uchun ham keltirilishi mumkin. Jumladan, agar 7(e) va
g(x) ﬁmksiayalar:

1) (a,5] da uzluksiz va ixtiyoriy xe(a,5] da 0<g(x)< )

2) xosmas integral j’ f(x)dx yaqginlashuvchi bo‘lsa, u holda j'g(x)d):
Xosmas integral ham yaqi;]ashuvchi bo‘ladi. |

2
13. Ushbu Imj_xdx xosmas integralni yaqginlashuvchilikiq
X

4

tekshiring.

<«Ravshanki, 0<x<1 bo‘lganda %Wl“ boladi.
X
1
Ma’lumki, | Tl;dx yaqinlashuvchi. Demak, berilgan integral
tcos’x . 0
J de yaqginlashuvchi bo‘ladi.p

Mashglar

1) Ushbu [0 3000t hisoblang,
s

oY (x-1)?

1

2) Ushbu | & integralni hisoblang. Integralni yaqinlashuvchi-
o (+x)x

likka tekshiring.

3) Ushbu [e™Inxdx integralni yaginlashuvchilikka tekshiring.
1
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X BOB
Qatorlar
1-§. Sonli qatorlar

' r” i i ! \ ll‘ igi va

Aytaylik, biror {a,}:
By Ggy Byr-orr s ing hadlari
. 18 tlna-keﬂiknmg
hagiqiy sonlar ketma-ketligi berilgan bo‘Isin. Bu ke
yordamida tuzilgan ushbu ®
+a,+...+a,+...=Zan ¢))

e - a, sonlar
. . [ e PR
ifoda sonli qator (qisqacha qator) d'eyﬂad‘- Bfmdz al:z-hadl doyiladi.
qatorning hadlari, o, ga esa qatorning umumty ¥
(1) qator hadlaridan quyidagi s-a
Seaqta
S=atete.

»o..-..o.--ca.---.--:--.oo-i;miyYig‘indnari.
yigindilami hosil qilamiz. Ular (1) ngtorl};ji :ililari dan iborat {5,}:
deyiladi. Natijada, (1) qatoming 318:11)';’1 ]

73825 39eer2 Pn”

-ketligiga ega bo‘lami?.. - bo'lsa,
o ek fmga-ketlik chekli limitga g2 |
Agar s ke tim 5 =5 torning yig indis!

g 1) qato!
(1) qator yaqginlashuvchi de)filafg. s sonesa(1)d
deyiladi va quyidagicha yoziladi: e iaﬂ
S=aq+a, +a;t- - = laShuvchi

; ¢ 1) gator uzoq
Agar tims, limit cheksiz yoki U mavjud bo 1masa (1)

deyiladi,
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(x-a)
yaqinlashuvchi, p>1 bo‘lganda uzoglashuvchi bo‘ladi.
Xuddi yuqoridagidek ko‘rsatish mumkin, J, = f(b dx)
a -X, P
xosmas integral 0<p<1 bo‘lganda yaqinlashuvchi, p>1 bo‘lganda
uzoglashuvchi bo‘ladi.
Biz mazkur ma’ruzaning 1-5 paragraflarida chegaralari cheksiz

xosmas integral T f(x)ax ni o‘rgandik. Bu integralga nisbatan keltirilgan

]
Shunday gilib, J,=[-—%_  xosmas integral 0<p<1 bo‘lganda

tushuncha va tasdiqlarga o‘xshash ma’lumotlar chegaralanmagan -

funksiyaning xosmas integrali (r—a+0 da f(x)>~ yoki r—s5-0 da
7(x)->) [ fedx uchun ham keltirilishi mumkin. Jumladan, agar /() va
g(x) ﬁmks;yalar:

1) (a,6] da uzluksiz va ixtiyoriy xe(a,5] da 0<g(x) < f(x);

2) xosmas integral i S(x)dx yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda j.g(x)dx

Xosmas integral ham yaqinlashuvchi bo‘ladi.
13. Ushbu f °°7s.z_5-dr xosmas integralni yagqginlashuvchilikia
o VX

—_——

tekshiring.

<«Ravshanki, 0<x<1 bo‘lganda wjﬁ"o}- boladi.
X X

Ma’lumki, _[Tl;dx yaqinlashuvchi. Demak, berilgan integral

j-oos’x

=% dx yaginlashuvchi bo‘ladi.»>

Mashgqlar

1) Ushbu J% integralni hisoblang.

1
2) Ushb & i hi ;-
) u ‘!(l+x) T integralni hisoblang. Integralni yaqinlashuvchi
likka tekshiring.

3) Ushbu [e™Inxdx integralni yaginlashuvchilikka tekshiring.
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X BOB
Qatorlar
1-§. Sonli gatorlar

1.1. “Sonli qator” tushunchasi. Qatorning yaqinlashavchiligi va
uzogqlashuvchiligi

Aytaylik, biror {4,}:
31,85,83y0 85000 . .
hagiqiy sonlar ketma-ketligi berilgan bo‘lsin. Bu ketma-ketlikning hadlari
yordamida tuzilgan ushbu

Fota, +o= Y 0,
ata,t+a a, ; n)

ifoda sonli qator (qisqacha qator) deyiladi. B}mda 30350y SO{llar
qatorning hadlari, a, ga esa gatorning umumiy yoki n-hadi deyiladi.
(1) qator hadlaridan quyidagi

S; aq*@,,
S=ateta,

.o..--..--.:-..----.: ooooo " o . . s dilari
yig‘indilarni hosil gilamiz. Ular (1) qffwn_m“ign g:f;'dyarf m 5):
deyiladi. Natijada, (1) qatorning qismiy Yig borat
'S;:Sz:ssv""sn""
sonlar ketma-ketligiga ega bo‘lamiz. ;
Agar 5.} ketma-ketlik chekli limitga ega bo'ls?,
” s torning yig‘indisi
(1) gator yaginlashuvchi de}tilaQi. g sonesa (1) g8
deyiladi va quyidagicha yoziladi: ) i‘,a,.
S=a+a +a, +..ta,t= &

ud bo‘lmasa (l') gator uzoqlashuvchl

Agar lims, limit cheksiz yoki umavJ
deyiladi.
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1-misol. Ushbu

LIS SR S S
Snl+1) 12 237 afpel)

qatorni yaginlashishga tekshiring.

<« Qatorning qismiy' yig‘indilari ta’rifga ko‘ra
. s ‘S.=¢.11=%,

S,=a+a, =-;—+-;-=§,

S,=a+a, +a, =%+%+é=%,

=a, + az t...+a = e —
" ' " 1'2 2'3

+..+ n(n+ l)

bo‘ladi.
Endi s, ni quyidagicha yozib olamiz:

1 11 1 1
L [ B0 W LU T (N B O
" ( 2) (2 3) +(n n+1)
1 111 1 1 1

e R et =SS NGNSy I

2 2 3 n n+l n+l
Keyingi tenglikda » -« da limitga o‘tib
lim S, =m(n-¢)=1
me T omel gt}
bo‘lishini topamiz. Demak, berilgan qator yaqginiashuvchi va uning
yig‘indisi 1 ga teng. >
2-misol. Ushbu
14243 +..n+...
qatorni yaqinlashishga tekshiring,
4Bu qatorning hadlari arifmetik progressiyani tashkil etadi.
Arifmetik progressiya dastlabki » ta hadining yig‘indisini hisoblash
formulasidan foydalanib, topamiz:

8, =14243+.2= 241

Keyingi tenglikda -+ da limitga o‘tib topamiz:
lims, ="__mn(n;l) o

Demak, berilgan qator uzogqlashuvchi. »
3-misol. Ushbyu

a+ag+ag+..+aq" +...
qatorni yaginlashishga tekshiring.
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¢))

2)

i iyani il etadi. Shuning
Bu qatorning hadlari geometrik progressiyan taghlq |

uchun u geometrik gator Qeyil:adi.
Geometrik progressiyaning
formulasidan foydalanib topamiz: sad

S,=a+ag+aq’ +..+0q = 1-¢

dastlabki » ta hadi yig‘indisi

ik, |q] ‘Isi holda ‘
Aytaylik, |gj<1 bo‘lsin. Bu o e

n a = —
. (a=29 \_tim| —-——|=
ﬁms,.:hm( ]—&E‘:(;-q l—q] 1-4

| 1—-g

. i, yigtindisi
bo*lib, (2) geometrik qator yaqmlashu:ch” yig'in

= e

1-g
bo‘ladi.
Aytaylik, g >1 bo‘lsin. Bu holda ,
¢ _lim e;zq.]w
lnl—vmas”—n—w 1-¢q

bo‘lib, (2) geometrik gator uzoglashuvchi bo‘ladi.

Aytaylik, ¢ =1 bo‘lsm.]?i:go:d!i; o
bo‘lib, (2) geometrik qator Pz;qla;h:l;:tiioladl-

Aytaylik, g<-1 bo‘lsin. Bu oa—aq"

ey J—

ketma-ketlikning limiti mavjud po‘imaydi. Demak; (2)dqatiqinlashuvchi;
" Shunday qilib, (2) geome i qatf’l' l‘f'l:u;i t:a‘lgan ay
ldl>1 va g=41 bo‘lganda uzoglashuvelt boladi.

4-misol. Ushbu

LY

1
—t=t.t
l+2+3 n

uvchilikka tekshiring.

qatorni yaginlash qator deyila Ve o i

<Bu qator garmonik 3
Shuni isbotlaylik. Teskarl Slt-“‘indisi s
yaginlashuvchi bo*lib, uning ¥18 1, L)
ims, -1m(1+373"

bo‘lib,




";h:g(sz,,—s,,)=’1’i_§sh-ggs, =5-S=0
bo‘ladi. Ayni paytda,

1111 1
S, -8 = —t—t.t—t— -
525, (1+2+3 n atl 2,,)
11 1y 1 1
|ttt — |z
(+2+3 n) nil nmiz ot
1 11 111
b—> —=n-—==

bo‘ladi. Bu esa lim(s,, ~5,)=0 bo‘lishiga zid. Ziddiyat kelib chigishiga
sabab, garmonik qatorning yaginlashuchi bo‘lsin deyilishidir. Demak,
garmonik gator uzoglashuvchi. »

1.2. Yagqinlashuvchi gatorlarning sodda xossalari

Yagqinlashuchi qatorlarlar ma’lum xossalarga ega. Ularni keltiramiz.

1-xo0ssa. Agar
ia"=a,+az+a,+...+aﬂ+... )
qator yaginlashuvchi bo }:‘b Yig ‘indisi S bo ‘Isa, u holda
D.ca,=ca +ca, +ca, +..+ca, +... 4)
qator ham yaginlashuvchi bo ‘;;}7, Yig ‘indisi c-S bo ‘ladi, bunda c = const.

dAytaylik,
S.=a+a+a, +..+a,
0, =ca +ca,+ca;+...+ca,

bo‘Isin. Ravshanki,

o,=c-§,
bo‘ladi.
(3) qator yaginlashuvchi va uning yig‘indisi S bo‘lgani uchun
lim$, =S
bo‘ladi. Unda

limo, =lime-S, =c-imS, =¢-§

bo‘lib, bu tenglikdan (4) qatorning yaqinlashuvchiligi, uning yig‘indisi ¢S
ga teng bo‘lishi kelib chigadi.»
2-xossa. Agar

iaﬂ=al+a2 ot a, +..., )
m=l

ib,,=b,+bz+...+b,,+... (6)

-258 -

. « Py X} . o 2 hda s va o
qatorlar yaginlashuvchi bo lib, ularning yig indisi mos ravisidd = =
ga teng bo ‘Isa, u holda

i(a,, +b,)=1{q +5)+(a, +b,)+...+(a, +b)+.

i ‘indisi teng bo.ladi.
qator ham yaginlashuvchi va uning yig indisi S+o galeng

<Aytay“k’ S, =a+a +...+a,

c, =b‘ +bz +---+bn

bo‘Isin. Ravshanki, ) .
(a,+b,)+(az+b2)+(a,+b,)+...+(a,,+b,:) ai;:j::hi va' ularning
Shartga ko‘ra, (5) va (6) lcllji;t](:ﬂaf yaqinlashu .
rigéindisi ravishda s va o . Demak, ‘
yig‘indisi mos s, =5, limg, =0

Unda

lim (s, +0,)=limS, +1me, =5+

bo*lib, bu tenglikdagi _
Z(a" +5,)

! . . 62 'i S+o ga teﬂg
qatorning yaginlashuvchiligi va uning Y18 indis
kelib chiqadi.»
3-xossa. Agar

bo‘lishi

3 +...
Za,, =g +a+.tG o
M rning umumiy 2

gator yaginlashuvchi bo ‘lsa, u holda n— da qato g

nolga intiladi: -
lima, = |
- ' - - ‘l 3 1 S ga

aqinlashuvchi bo‘lib, uning y1& indis

<Aytaylik, 3 a, qatory

teng bo‘lsin: Ravshanki,

)=S,
. _ 1 + I ]
fims, =izt v

) ...+an-)=s'
£E5H=g(q+“z+ l

Ayni paytda, S —5.1=0

. . ,,S:O S
bo‘lib e —limS =S
’ lixna,."',l,;",';(s,.'su-l)".l.'-'»'és" S

bo‘ladi.»>
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Eslatma. Qatorning umumiy hadi n—« da nolga intilishidan uning
yaginlashuvchi bo ‘lishi har doim kelib chiqavermaydi. Masalan, ushbu

il=l+l+l+...+l+...
~n 2 3 n

garmonik qatorning umumiy hadi a, =% bo'lib, u n-« da nolga intiladi,

ammo bu qator uzogqlashuvchi.

Demak, yuqorida keltirilgan 3-xossa qator yagqinlashuvchi
bo*“lishining zaruriy shartini ifodalaydi.

1.3. Musbat hadli gatorlar va ularning yaqinlashuvchiligi.
Solishtirish teoremalari

Agar

ia,, =a+a, k..+a +...
n=}
gatorning har bir hadi uchun

a,20 (n=123,.)
bo‘Isa, qator musbat hadli (gisqacha musbat) qator deyiladi.

Aytaylik,
G +a,+..+a, +... N
musbat gator bo‘lib,
S,=a+a,+..+aq,
uning gismiy yig‘indisi bo‘Isin. Ravshanki,
Sn+l = Sn + anol
bo‘lib, 4,20 bo‘lgani uchun
5,<8,, (n=123,..)
bo‘ladi. Demak, musbat qatorlarda uning qismiy yig‘indilaridan iborat
{s,} ketma-ketlik o‘suvchi bo‘ladi.
1-teorema. Musbat hadli
iaﬂ =a +a, +...+a,+... (8)

n=l
qatorning yaginlashuychi bo ‘lishi uchun uning qismiy yig ‘indilari ketma-
ketligi {S,} ning yugoridan chegaralangan bo ‘lishi zarur va yetarli.
AZarurligi. Aytaylik, (8) qator yaqginlashuvchi bo‘lsin. Unda
ta’rifga binoan
lim§, =S (S-chekli son, S, =g, +a, +..+a, ).
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‘ jumladan,
Ma’lumki, yaginlashuvchi ketma-ketlik chegaralangan, - J

e Apil, () emekllk yugordn chepuge

borlsin. Ayni paytda, bu ketma-ketlk O'SuVERL ot ketik n->e da

ketlikning limiti hagidagi teoremaga ko' { inlashuvchi. >

chekli limitga ega bo*ladi. Demak, (8) qator yad dli qatorda, uning
Eslatma. Agar ia. =g, +a +..+d,Fe musbat hadll g

j idan chegaralan-
qismiy yig 'indilaridan iborat {S,} ketma'-ket‘lllde.’uqo" W |
magan bo ‘Isa, u holda gator uzoglashuvchi bo a 1(; y loshuvehiligini

Biror musbat gatorning yaqinlzfsh}wchxllg,; y munuzooqsaba tda bo‘lgan
bilgan holda, hadlari bu gator hadlari bilan ma’fum .

. . ili oki uz;oq]aShlIVC .
ilckinchi musbat qatorming yaqlnlashuvchlalller )Esolishtrish teoremalari)

aniglash mumkin. Ular quyidagi teorem:
orqali ifodalanadi. . .
2-teorema. Ikkita musbat hadli gatorlar .

@ =a +a2 +...+a,+...
24 10)
b, =ty by bbby

as)

, 1y
uchun a,<b, (n=1,2,3..)

ator ham
] hi bo'lganda (9) 4
bo‘lsa, u holda (10) qator yaqml“‘h"l"aih;vchi bo Iganda (10) qator

yaginlashuvchi bo ‘ladi, (9) qator w204
uzoglashuvchi bo ‘ladi. i
< ia va ibﬂ qatorlarning qismiy Y1 n
mal n=l S"=a‘+a2+"'+a"
o, =b‘ +b2 +...+bn

' a ko‘ra,
bo*lsin. - rgin deylik Unda 1-teorem ag
(10) qator yaginlashuvchi 120i in
i a’n
{s,} yuqoridan chegaralangin,s):w —
. 2 M=
bo‘ladi. (11) munosabatdan fOYd?::lﬁ,?z o,
S" =aq+a +... ] aralangan;
Demak, {S,} ketma-ketlik yuqo! dan cheg
n S" <M. hi bo; ]adi.
i Ve
Unda 1-teoremaga ko‘ra (9) gator yaql“]aSh"
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Aytaylik, (9) qator uzoglashuvchi bo‘lsin. Unda {S.} ketma-ketlik
yuqoridan chegaralanmagan, (11) tengsizlikka asosan {o.} ketma-ketlik
ham yuqoridan chegaralanmagan bo‘ladi. Bundan (10) qatorning
uzoglashuvchi bo‘lishi kelib chiqadi.»

3-teorema. Agar (9) va (10) qatorlar uchun

a,,_ b, ’
?_n,sb_l @,>05>0, n=12,.)

bo 'I:s-a, u holda (10) qator yaginlashuvchi bo Iganda (9) gator ham
yaginlashuvchi bo‘ladi, (9) qator uzoglashuvchi bo Iganda (10) qator
ham uzoglashuvchi bo ‘ladi.
Bu teorema 2-teoremadan foydalanib isbotlanadi.
S-misol. Ushbu
e 1
z2”+n

nsl

qatorni aginlashuvchilikka tekshiring.
“ARavshanki, berilgan gator musbat hadli qator. Qatorning umumiy

hadi
"=2"+n (n=1'2’3’"')
bo‘lib, uning uchun
P =;<i=(l)"
" 2+n 2" \2
bo‘ladi. Ma’lumki,

=(1 .
53)
geometrik qator bo‘lib, maxraji q:-;-<l bo‘lganligi uchun, qator
yaginlashuvchi. Unda 2-teoremaga ko‘ra, berilgan gator yaqinlashuvchi
bo‘ladi.»>
1.4. Musbat hadli qatorlarda yaqginlashish alomatiari

Ushbu bandda musbat qatorlarning yaqinlashuvchi yoki uzogla-
shuvchi bo‘lishini aniqiab beradigan alomatlarni keltiramiz. Ulardan
amaliy masalalarni yechishda ko‘p foydalaniladi.

Faraz qgilaylik, musbat hadli

"z::a,, =a,+a,+...+a,+... (12)
qator berilgan bo‘Isin.
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1. Koshi alomati. Agar (12) qatorning umumiy hadi a, uc:mr; bir;:
nomerdan boshlab 3, <1 bo'lsa, u holda (12) qator yaginlashuvchi

bo ‘ladi;
ga, 21

bo ‘Isa, u holda (12) qator uzoglashuvchi bq 'l.adf'. o o
Koshi alomati quyidagicha limit lfo‘nmshlda aytilishi ham mumkm.
Agar (12) gatorning umumiy hadi a, uchun
lim 3fa, =k
bo‘lib, k<1 bo‘lsa (12) qator yaqginlashuvchi, k>1 bo

uzoqlashuvchi bo‘ladi.
6-misol. Ushbu

”@2Jﬁ);+(;)‘+"‘+(2n"-1]n+"'

qatorni yaginlashuvchilikka tekshiring.

Isa (12) qator

«(Bu gatorning umumiy hadi a, =(2”"_1) bo‘ladi. Ra

i =t
i ‘ i ator
bolib, u 1 dan kichik. Demak, Koshi alomatiga ko‘ra berilgan ¢

inlashuvchi.» BT I id
T Essl:t\:na. Koshi alomatining limit ko '*""”'d;i’q;ﬁ,‘fﬁih?
bolsa, u holda (12) qator yaginlashuvchi harm,
bo lishi mumbkin.

2. Dalamber alomati. . hlab
Agar (12) qator hadlari uchun biror nomer dan bos

ﬁ'—"‘—(l (an>0’n=],2...)

k=1
ham

a" . ¢ .
bo Isa, u holda (12) qator yaqinlashuwh: bo ‘ladi;
sy (a,>0,n=12)

bO ‘ladl. ‘rinishida aytish han]

| a, _
bo ‘Isa, u holda (12) qator uzoglashuvchi ot ko

Dalamber alomatini quyidagicha
mumkin. o
Agar (12) gatorning hadlari uchunl

N 0 n:],z.--)
hm_i’-"'—-::d (a,,> ’ r
a7 51 bo‘lsa’ (12) qato

" . h" d
bo‘lib, d<1 bo‘lsa, (12) qator yaginlashuveil
uzoglashuvchi bo‘ladi.

-263-



7-misol. Ushbu
1 3 5 2n-1
'2""'2'3;‘"'?"'"-*—2,. +
qatorni yaginlashuvchilikka tekshiring.
<4Bu gatorning 4, va a,,, hadlari
N o =21 2n+1

n ” 4 nel = 2,,“

bo‘ladi. Ravshanki,
2n+1

et i 2 g 21402 1 (sl
i Gy 3 Gy
2’!
bo‘lib, u 1 dan kichik. Demak, Dalamber alomatiga ko‘ra berilgan gator
yaginlashuvchi bo‘ladi.»

Eslatma. Dalamber alomatining limit ko ‘rinishidagi ifodasida d=1
bo'lsa, u holda (12j qator yaginlashuvchi ham, uzoglashuvchi ham
bo ‘lishi mumkin.

3. Koshining integral alomati.

Faraz gilaylik,

1
(2n-1) 2

ia,,=a, +a,+..ta +.. (13)

musbat hadli gator berilgan bo‘lsin.
Aytaylik, f(x) funksiya [L+o) oraligda uzluksiz bo ‘lib,
1) vxe[l,+0) da f(x)20,
2) f(») funksiya [L+) da kamayuvchi,
3) fm=a, m=123.),yani
a=f(1).a,= 1(2),...q, = f(n),...
bo ‘Isin. U holda

I S (x)ax

1
xosmas integral yaginlashuvchi bo‘lsa, (13) qator ham yaginlashuvchi
bo ‘ladi;

I S (x)dx

1
xosmas integral uzoglashuvchi bo‘lsa, (13) qator ham uzoqlashuvchi
bo‘ladi.

8-misol. Ushbu
1

o | 1 1
—=l+—t—+.+—+.. 0
;n‘, 1+20+3a+ +n“+ (a>0)

qatorni yaginlashuvchilikka tekshiring.
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4Bu misol uchun alomatda keltirilgan s(x) funksiya sifatida
f@=L (@>0) olinsa, bu funksiya, ravshanki [L+<) da uzluksiz,
x -
ixtiyorly xe[l,+w) da f(x)20, [L+o) dakamayllwchl va
L _ r(2), L = 7 (3)srs = S (7)o
=/ (g =/ @ = ooz =1
bo‘ladi.
Ma’lumki,
b *dx
jro=] =
! »
xosmas integral o<a <1 da uzoqlashuvchi, o>1 da yaq
Hagqgiqatan ham

inlashuvchi.

W
——A—
1|
N
—
R
8
R
v
ok
o
S,
g

va =1 bo‘lganda

s ¢ > ator a>1
Demak, Koshining integral alomatiga ko‘'ra ;',-n-; q‘ !
‘]ganda — uzoglashuvchi bo ladi.

bo‘lganda — yaginlashuvchi, <1 bo for deyiladi.

© .k
Odatda, Z;‘; qator umumlashgan garmoni q

rlar.

Leybnis teoremasi

1.5. Istiyoriy hadli (!a.tc.n
Qatorning absolyut yaqinlashuvchlhgl,

Faraz gilaylik, (14

N = fo Ayt .

§a"_a'+.az .+ tivoriy ishorali l}aql‘tmr’
qator berilgan bo‘lib, uning har bir hadi X0y ixtiyoriy hadli gato
sonlardan iborat bo‘lsin. (Odatda, bunday act!]?:ilc-lan quyidagi
deyiladi.) Bu qator hadlarining absolyut giym

S o |=laf+la -+l

n=l

qatorni tuzamiz.
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4-teorema. Agar (15) gator yaginlashuvchi bo'lsa, u holda (14)
qator ham yaginlashuvchi bo ‘lad.

< Aytaylik,
. Zd:|a,,|=|a,|+|az[+...+[q,|+...

qator yaqinlashuvchi bo‘lsin.

Ravshanki,

0<a,+la|<2a| (n=123..) (16)
Solishtirish teoremasiga ko‘ra
Z.(a" +]a,))

qator yaginlashuvchi bo‘ladi.

Agar

a,=(a, +[an|)—,a,,|

bo“lishini e’tiborga olsak, unda

qatorning ikki yaginlashuvchi
(e, +la) 5a Sa
qatorlar ayirmasi sifatida ifodalanishini topamiz.
Demak, }'a, qator yaqinlashuvchi.
9-misol. "lﬂ]shbu

sl gy 1,1 1 =y~
gn"( =1 et (@>1)
qatorni yaginlashuvchilikka tekshiring.
<4Bu qator hadlarining absolyut giymatlaridan tuzilgan qator

quyidagicha

bo‘lib, u yaginlashuvchi éo‘lz::di. 4Unda nyuqoridagi teoremaga ko‘ra
berilgan qator yaqinlashuvchi bo‘ladi.»>
1-ta’rif. Agar f;[a,J qator yaginlashuvchi bo ‘Isa, ga,, qator
absolyut yaqinlashuvch? gator deyiladi.
Eslatma. Agar i'a"| qator uzoqlashuvchi bo ‘Isa, ia, qator
=

n=l
yaginlashuvchi ham bo lishi mumkin, uzoglashuvchi ham bo lishi
mumkin.
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2-ta’rif. Agar f:au gator yaginlashuvchi bo‘lib, g’:la,J gator

n=l

uzoglashuvchi bo ‘Isa, ia,, qator shartli yaginlashuvchi qator deyilad.
mal
10-misol. Ushbu

SEVITVERINS U8 U IR
E;(_l ’=1-E+-3--z+...+ " +
qator shartli yaginlashuvchi gator bo lishini tSbOt‘la?lg ]
<4Ravshanki, berilgan gatorning qismty y1g indisi
PR T O Y i an
=234 7

bo‘ladi. . ‘
Ma’lumki, In(l+x) funksiyaning Makloren formulasiga ko‘ra
yoyilmasi _

2,2 2, JE i,

Lt
In(l+x)=x 2+3 2 n

bo‘lib, 0<x<1 bo‘lganda

1
R <

bo‘lar edi.
Xususan, x=1 bo‘lganda

1.1 1, D7 (18)
ln2=l—-2-+3-—z+...+ n +&Nla)

1
’R«l (l)l < ;ﬁ

bo‘ladi. dan
tl
(17) va (18) munosabatlardas, = .

va undan i

I, -2 <75

bo‘lishi kelib chigadi.

Demak, n—»« da §, —>In2. .
Yaqinlashuvchi ekanini bilfiil‘adl. Ayni
absolyut qiymatlaridan tuzilgan gator

1 1
& )i IR WL VR
Z ( _1+2+3

Bu esa qaralayoigan qatox'fnfng
paytda, berilgan qator hadlarining

n -
arm ; tooe 0 oojum, Demak, berilgan
garmonik qator bo‘lib, uning uzoglashuvchiligi ma’lum.

qator shartli yaginlashuvchi qator.»

n=l
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4-teorema. Agar (15) gator vaginlashuvchi bo'lsa, u helda (14)
qator ham yaginlashuvchi bo ‘ladi.

<4 Aytaylik,
Zla =la|+ay|+...+|a|+...
qator yaqmlashuvchl bo‘lsin.
Ravshanki,
0<a +la|<2la| (n=1,23..) (16)
Solishtirish teoremasiga ko'ra
2. (a,

n=|

a])

qator yaqinlashuvchi bo‘ladi.

Agar
a,=(a, +|a,[)~|a,|
bo‘lishini e’tiborga olsak, unda
Sa,
qatorning ikki yaginlashuvchi "
> (e. +la) B2 Sa

qatorlar ayirmasi sifatida ifondalanishinj topamiz.

Demak, ia,, gator yaginlashuvchi.

n=)

9-miscl. Ushbu
n-1
ZI:_(— Yy = -ZL‘*%“%*---*(_’:?, +... (@>1)
qatorni yaginlashuvchilikka tekshiring.
<€4Bu qator hadlarining absolyut qiymatlaridan tuzilgan gqator
quyidagicha

I+L+i+L+ +—l—+
2° 3 4" n”
bo‘lib, u yaginlashuvchi bo‘ladi. Unda yuqoridagi teoremaga ko‘ra
berilgan gator yaqinlashuvchi bo‘ladi.»
1-ta’rif. Agar i|a"| qator yaginlashuvchi bo‘lsa, » a, qator
n=1 n=1

absolyut yaginlashuvchi gator deyiladi.
Eslatma. Agar i|an| gator uzoglashuvchi bo‘lsa, ) a, qator
n=l n=l

yaginlashuvchi  ham  bo ‘lishi mumbkin, uzoglashuvchi ham bo ‘lishi
mumkin.
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2-ta’rif. Agar ian qator yaqinlashuvchi bo lib, i|a_,,| qator
LT n=1

uzoglashuvchi bo ‘Isa, iaﬂ qgator shartli yaginlashuvchi qator deyiladi.

n=|

10-misol. Ushbu
-t 1,11 (—1)"'t
2 n(—) _1——+3 4+ —n +...

n=1

qator shartli yaqinlashuvchi gator bo lishini isbotlang.
<Ravshanki, berilgan qatorning gismiy yig‘indisi

PR e
8 = b Fdiae (17)

bo‘ladi.
Ma’lumki, In(l+x) funksiyaning Makloren formulasiga ko‘ra
yoyilmasi
2 1yt X"
In(1+x) = x——%+-x—3—%+ (l) )

bo‘lib, 0<x<1 bo‘lganda
1
IRnu(x)l{m

bo‘lar edi.
Xususan, x=1 bo‘lganda
111 (—
ln2=I——2-+3~—2+- +Rn+1(l) (18)
!R!?](I)[<_r'__'__1
bo‘ladi.

(17) va (18) munosabatlardan
In 2= Sﬂ 2 R-.f] (l)

va undan
1
I, 2<y
bo‘lishi kelib chigadi.

Demak, n—»>w da S —mh2. Bu esa qaralayotgan qatorning
yaqinlashuvchi ekanini bildiradi. Ayni paytda, berilgan qator hadlarining
absolyut giymatlaridan tuzilgan qator
> (i

| B

garmonik qator bo‘lib, uning uzoqlashuvchﬂigi ma’lum. De
qator shartli yaginlashuvchi gator.P>

1 1
+l+§+..,+;+...

mak, berilgan
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Aytaylik, biror ixtiyoriy
ia,, =g +a,+.+a, +..
]

qator berilgan bo‘lib, u yaqinlashuvchilikka tekshirilishi kerak bo‘lsin. Bu
qator hadlarining absolyut qiymatlaridan ushbu

Sel=lal+lals..+a ..

qator tuziladi. Ravshanki, keyingi qator musbat qator bo‘ladi. Binobarin,
uni yaginlashuvchilikka tekshirishda yaginlashish alomatlaridan

foydalanish mumkin. Agar biror alomatga ko‘ra i|an| qatorning

yaginlashuvchiligi aniglansa, unda qaralayotgan qatorning yaginlashuvchi
ekanligi topiladi.
Endi ixtiyoriy hadli qatorning bitta muhim xususiy holini garaymiz.
Ushbu
i(—l)”"cn =G =+, —¢, +..+ (1), +... (19)

qatorni qaraymiz, bunda ¢, >0 (n=1,2,3,..).

Odatda, bunday qator hadlarining ishoralari navbat bilan o‘zgarib
keladigan gator deyiladi.

Masalan, ushbu

Q—""'.l— _,l_ l_l _n—ll
pACH —=l-odzo st (D) ..

nal

qator hadlarining ishoralari navbat bilan o‘zgarib keladigan qator bo‘ladi.
S-teorema (Leybnis alomati). 4gar (19) qatorda:
1) ¢, <c,, (n=1,23,..)
2) lin_ﬂc" =0
bo'lsa, u holda (19) qator yaginlashuvchi bo ladi.
Berilgan (19) qatorning dastlabki 2m ta hamda 2(m+1) ta (meN)
hadlaridan iborat qismiy yig‘indilarni olib, ularni quyidagicha
Sin =G =G+ GGt t Cpy = G, =(6—6) H(6 =, ) ot (G = Co )
Sz(um) SQTG GGt et G — Gy + oy —Cppy =
=(q ‘cz)+(cz —cc)"'---"'(czm-l _02m)+(02mﬂ =Com2)
yozamiz. Ravshanki,
Samity = Som +(Compt =Camez) -
Teoremaning 2-shartiga ko‘ra c,,, <c,,,., bo‘lib,
Sotmety > Som (m=123,.)
bo‘ladi. Demak, {S,,} ketma-ketlik o‘suvchi.
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Endi s, yig‘indini quyidagicha yozamiz:
S =G (6, —6;)-(c, =¢5) == (Coue2 ~Cru1) " Com* o
Bu tenglikning o‘ng tomonidagi ifodada qatnash’gan gavs }chxdagn
ayirmalarning, shuningdek, c,, ning musbat bo‘lishini e’tiborga olib,
S <G
bo*lishini topamiz. Demak, {S,,} ketma-ketlik yugoridan chegaralangan.

Monoton ketma-ketlikning limiti hagidagi teoremaga ko‘ra 0
lim S,, =S (§-chekli son)

mavjud. . . o
Endi (6) qatorning dastlabki 2m-1 Ta (meN) sondagi hadidan iborat

ushbu
8y =6—C;+6 =6 +.+Cypy
Qismiy yig‘indisini olaylik. Ravshanki,
Szm—l = SZ.I +Cpp e )
Teoremaning n—« pa ¢ -0 bo'lishi sharti hamda ~ (20)
munosabatdan foydalanib topamiz:
lim S,,,_; = HI(Sp +620) =5 - borat
m—o Ll . . . . s . . dan . 0
Shunday qilib, berilgan (19) gatorning @S Y wgel;?dl:,ar}w) lqator
ketma-ketlik chekli limitga ega ekani ko‘rsatildi.
Yaginlashuvchi. »

Yugorida yaqinlashuvchiligi ko‘rsatilgan

l+l _1_+ +_(_—’l)i+_,, (21)
- ' .
- : botlanadi.
qator yaginlashishi Leybnis teoremasi yordamida oson s

Bu gatorda
e =4 (n=123-)
" n

bo“lib, uning uchun
Dey,<c,, (r=123.)

2) lime, =0

bo‘ladi. Leybnis teoremasiga ko‘ra .
11 1,

l-—+-—7 n
2 3 .
at i hi bo‘ladi. ) o sasini keltiramiz.
qator ﬁiﬁﬁfm yaginlashuvchi gatorming bitta X0S
Aytaylik, biror ixtiyoriy (22)

+...
Zaﬂ =a +a, +...+4a,
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qator berilgan bo‘lsin. Bu qator hadlarining o‘rinlarini ixtiyoriy ravishda
almashtirib, .

Sa=a+a+. ta+.. (23)

qator hosil gilamiz. Ravshanki, keyingi qatorning har bir hadi berilgan
qatorning tayin bir hadining aynan o‘zi.

6-teorema. Agar (22) qator absolyut yaginlashuvchi bo lib, uning
yig‘indisi S bo‘lsa, u holda bu qator hadlarining o ‘rinlarini ixtiyoriy
ravishda almashtirishdan hosil bo‘lgan (23) gator yaginlashuvchi va
uning yig ‘indisi ham S bo ‘ladi.

Mashglar

1. Quyidagi qatorlarning yaqinlashuvchiligini aniglang, yig*indisini
toping.

.. —+ es ——+——_+ o —— L
a) 5 25 Sn b) ! 3 9 27 ” 3"-l o

2. Quyidagi ia,, qatorlarni yaginlashish alomatlaridan foydalanib,

n=l

yaqinlashishga tekshiring.
2) =, b) o, =22y,
3. Quyidagi Sat_‘_)ﬂiflhllizng absolyut Zaciiln:ashuvchiligini isbotlang.
a) g(l)_znﬁ b) g(él;) arcsin-:;.
4. Quyidagi qatorlarni yaqinlashishga tekstlxiring.
Py =1 b) "z:l;—(“)j;“'" .

2-§. Funksional gatorlar va ularning tekis yaginlashuvchanligi
2.1. “Funksional qator” tushunchasi

Yuqoridagi qator tushunchasiga oid mavzuda har bir hadi haqigiy
son bo‘lgan gatorlar o‘rganildi.
Endi har bir hadi x o‘zgaruvchining funksiyasi bo‘lgan
4, (x) 438, (X)+...+u, (x)+,... (1)
gatomi qaraymiz, bunda har bir u,(x) funksiya (»=12,3,..) biror X(XcR)
to‘plamda aniglangan. Odatda, bunday qator funksional gator deyiladi.
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Masalan, ushbu

-
1) Y =lextat et 2™ 4y
=l

i LI Lo+ ! — oy
wnn(x+2)"-x+2 2(x+2)’ n(x+2)
<" ’x In*x In"x
3) mllnnx=‘—nl—x‘+E£‘£+-—3—+...+—;—‘+...
qatorlar funksional gatorlar bo‘ladi. -
X to‘plamdan olingan tayin x nuqtani
qo‘yish bilan
i (3) = 1 (5 )1y () oo 10 (50) @
=}

s i i ida, turli sonli
sonli qator hosil bo‘ladi. Ravshanki, x ning turli ql}’ﬂ}gﬂai“::; ltimqlaluiglar
qatorlar hosil bo‘ladi. Bunda x ning ba’zl qumatla;; bzg‘lishim o
yaginlashuvchi, ba’zi qiymatlaridagi esa 11_20‘11‘351““’c onal ummnqator %

Agar (2) sonli qator yaginlashuvchi bo Isa, (1) f“nks. o aoming
nugtada yagqinlashuvchi, x, nuqta ¢sa (1) funksional g
yagqinlashish nuqtasi deyiladi. _

1-ta’rif. (1) Funksional gatorning 54r ‘ - viladi.
dan iborat to ‘pl(am, funksional qatorning }"fqmlaSh'Sh ls 0{’::; dg; da]t anib,

28-ma’ruzada keltirilgan yaginlashish a“’f‘s‘;‘m““ o
funksional qatorlarning yaqinlashish sohalari! topish mumki
Masalan,

2)

(1) dagi = ning o‘miga

parcha yaginlashish nugtalari-

ix"::u—x’ e ik

= " bo‘lean geom
funksional qatorni qaraylik. Bu mlaxrajl * Sdct::ln (gla:zat%anﬁl’ll""hi har
qatordir. Demak, bu gator x ning || <! ten8s aralayotgan fimksional
bir qiymatida yaginlashuvchi bo‘ladi. BPndande;:I? tborat ekanligi kelib
qatorning yaginlashish sohasi (-L1) interv

chigadi.

. 1 0
Shuningdek, g;’;=l+5l:+§l:+-"+;7*"‘ (::dl)
funksional qatorning yaqinlashish sobasi (: ) :,ohadi ;,ig‘indisi
Endi (1) funksional qatorning dastlabl ")
w () () -+ deyiladi. Bt

. - iu yigéindisi
ni olaylik. U (1) funksional gatorning qismiy Y18

s ¢ . cli bo‘ladi:
yigindi x ga bog‘lig s"(x)=u,(x)*“”z(‘)*'"w"(x)'
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Ravshanki, (1) funksional qatorning yaginlashish sohasidan olingan
har bir x da n->« da S,(x) limitga ega bo‘lib, bu limit olingan x ga
bog‘lig, ya’ni x ning funksiyasi bo‘ladi. Uni S(x) deylik. Demak,

lims, (x)=8(x).
Bu §(x) funksiya (1) funksional qatorning yig‘indisi deyiladi va
Sx) =u(x)+u,(x)+...+u (x)+...= iu,,(x)

kabi yoziladi. "

Masalan, ushbu

T4 x+x% +eeet X obees
funksional qator (maxraji x bo‘igan geometrik gqator) (-1,1) da
yagqinlashuvchi bo‘lib, uning yig‘indisi
-
S(x) T i-x

bo‘ladi.

Faraz gilaylik,

iu,, (x) =1, (x)+1, (x) + ...+, (x)+u,,,(x)+... ¢))
funksional qator M to‘plamda (M cR) yagiunlashuvchi bo‘lib, uning
yig'indisi S(x) bo‘lsin:
S(x)=u (x)+u, (x)+ ... +u, (x) +u,, (x)+...
Odatda, ushbu
S(x)-8,(x)=u,, (x)+u,,, (x)+ ...
ayirma (1) gatorning n-qoldig‘i deyiladi va r,(x) kabi belgilanadi:
r,=8(x)-5,(x).
Ma’lumki,
lim S, =§(x).
Demak, (1) qator yaginlashuvchi bo‘lsa limr, (x)=0 bo‘ladi.

2.2. Funksional qatorning tekis yaqinlashuvchiligi

Aytaylik,
3w, (1) =t () + 1y () + oo 2, (5) oo (1)
funksional qator M to‘plamda (M cR) yaqinlashuvchi bo‘lib, yigindisi
§(x) bo‘lsin.
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son olinganda shunday x 83 bog liq

2-ta’rif. Agar ixtiyoriy V>0 y x 82
. ' sor ki, barcha n>n, Va ixtiyoriy xeM

bo'lmagan n,=n,(c)eN son topilsa
uchun
5. (3)-S(2) <
ya'ni
R (x)] <€
tengsizlik  bajarilsa, (1 ) ﬁmlmional qator
yaginlashuvchi deyiladi. ] ) i dioan ayni
O it funksional qatorning tekls‘yaqmlaSh‘Sh“i“kt:l m““*g 8
paytda, amaliyotda ko*p foydalaniladigan teoremani keltiram
Teorema (Veyershtrass alomati). Agar ”
iu,(x)-’“l(")*"z(x)"' ot at (X) e

e ‘plamda quyidagi
funksional gatorning har bir hadi M t(;«{,tzlne‘wq:ya) @

. (s)e, » (9ne
tengsizlikni ganoatlantirsava 3
Zc” =cl +cl + aee +c,, +...

Ilda (1) ﬁmksional qator M

M to'plamda tekis

a=l
sonli gator yaginlashuvchi bo‘lsa, u ho

to ‘plamda tekis ya inlashuvchi bo ‘ladf'. o uning yigin disi
°P ar: nyaylil}(’, q(3) sonli gator yaqmlashuvchl bo‘lib,
C gateng bo‘lsin:

c=lim(q +c,+c,+...+c,)=‘l'_n£c,j
n— o

Ravshanki, L = Cm, =G FEna T

botlib, s, =0
~ @
ya’ni
r,<& (" > ”o)

bo‘ladi. "

(2) tengsizlikdan foydalanid, Jxe M uchun

' Vn>n, . VPE va
(X)’ < Iuml (I)l +

vttt
|"n+n (x)+tnaa (=)+ s
+lu”+2 (X)I+"‘+ Iuﬂﬁ’ (X)l LChy +Cpi2

“lishini topamiz. Demak,
PR [t ()] + 2 (RS oo+

oo+ Curp

=0

bo‘lib,
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I ()], (5)
bo‘ladi. (4) va (5) munosabatlardan Vn>n, va ixtiyoriy xe M uchun
In(®)|<e
bo‘lishi kelib chiqadi. Demak, funksional qator M da tekis
yaqinlashuvchi.»
1-misol. Ushbu
= X X ¥ x
—== =t =

;n& +2J§+3J§+ +n~/r7+
Junksional qator tekis yaginlashishga tekshirilsin,

dBerilgan qatorning umumiy hadi
u (x):i’—
" nyn
bo‘lib, ixtiyoriy xe[-1,1] da
N U
S P e v i S
bo‘ladi. Ravshanki,
&1

sonli qator yaginlashuvchi (qaralsin, 28-ma’ruza). Demak, Veyershtrass
alomatiga ko‘ra berilgan funksional qator [-11] da tekis yaginlashuvchi
bo‘ladi.»

2.3. Tekis yaqinlashuvchi funksional qatorlarning xossalari

Ushbu paragrafda tekis yaginlashuvchi funksional qatorlarning
xossalarini isbotsiz keltiramiz.

Aytaylik,
gu,, ()= (3)+ 1, () ... +1, (x) ..
funksional qator yaginlashuvchi bo‘lib, uning yig‘indisi S(x) bo‘lsin.
1) agar
Zu,, ()= (x)+2(x)+ ... +u,(x)+...
Sfunksional qatorning har bir u(x) (n=1,2,3,..) hadi M da uzluksiz

bo 1ib, qator M to ‘plamda tekis yaginlashuvchi bo ‘Isa, u holda Sfunksional
qatorning yig ‘indisi S(x) funksiya M to ‘plamda uzluksiz bo ‘ladi;
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2) agar
S, (5) = (3)+1,(2) o 8 (3 4o

i tda
funksional gatorning har bir u,(x) (n=l,2,3.,---) hadi '[ab’b]‘lsfgt:n ;Zlda
uzluksiz bo ‘lib, qator shu segmentda tekis yaginlashuvchi bo'lsa,
qator hadlarining integrallaridan tuzilgan

3 fuy ()= fun () e+ fus )t +
" " ] "a si | dx ga teng bo ‘ladi;
qator [a,b] da yaginlashuvchi, uning yig ‘indisi !S(x) g

3) agar
iun (x):ul(x)‘i-“;(x)*'"- +uu(x)+... o ”
ne) ; , bl se ent a
funksional qatorning har bir u,(x) (n fl’2’3"") ha_(lha[:' | segm
uzluksiz ' (x) hosilaga ega bo lib, bu hoszlalardan'mzl 8
Su, (x)=u () +1g () oo+t (34
. ¢ ld ator
Junksional gator [a,b]mjda tekis yaqinlashuvchz bo‘Isa, u holda q
yig ‘indisi .
S (.x) = zluu (x)

funksiya [a,b] da uzluksiz S'(x) hosilagaoeg’a va
S’(x)=zlu,, (%)

bo ladi = (n+1)(n+x) (0sx5+2) funksional gator-
2-misol. Ushbu ;mm

7 3 6o s o e . : telds
ning yig ‘indisini t.opn:g , 1 qator 0.+ i
<4Ma’lumki, g'(n+x)(n+l+x) 1 -
RPTSNE T = ga .
yaginlashuvchi bo‘lib, uning Y18 indisi $(*)=177
= 1
1 .
TS:;W ) da uzluksiz. Demak,
Ravshanki, bu qatorning har bilt'l 1:“1' [(f":
uni 2-xossaga ko‘ra hadlab, inte%rellas dtumkll
[ =3 i)
OTI?—.,-W("*’)("*
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Aniq integrallarni hisoblaymiz:

!%:m(lu)]; =la(l+x),

x 1 " 1 1
—_dt= —— -
?.[(n+t)(n+1+t) !(nﬂ n+1+1)dt

- =h("+¢)’;—ln(n+l+t)|;=mm

n(n+l+x) )
Demak,
3 (n+l)(n+x)~
S rtan) ~n(0). >
Mashglar
1. Ushbu

4-x +1( 4—xJ’+1( 4-x)’+ +_1_( 4-;.:)”+
Tx+2 3\7x+2) 5\7x+2) " m—i\7x+2) "
funksional qatorni x=0 va x=1 nuqtalarda yaqinlashishga tekshiring,
2. Ushbu
] + ! + 1 + +;+
145 143 14x T gm0
funksional qatorning yaqginlashish sohasini toping.

3. Ushbu sinx+2]—z-sin22x+3l2.sin’3x+...+iz-sin"nx+... funksional
n

qatorni (—«,+w) oraligda Veyershtrass alomatidan foydalanib, tekis
yaqinlashishini ko‘rsating,
4. Ushbu 3'm

toping.

(-1<x<1) funksional qatorning yig‘indisini
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3-§. Darajali gatorlar

ularning yaqinlashish radiusi va yaginlashish

o Lo jali qatorlar. :
. Doreieia , intervali
Ushbu
ia X" =y +ax+aE o OE (xeR) )
o jali jladi, bunda
ko*rinishdagi funksional qator darajali qator deyiladi,

Y JR

i i deyiladi.
hagiqiy sonlar darajali gatorning koeffitsiyentlari dey

(1) qator hadlari

u,(x)=a,%"
bo‘lgan funksional qatordir.
Masalan,
) 14x+xP 442+ (¥€ R),
2 Ill R ,
2)l+]fi+;—!+...+;?+... (xeR)

3)x+5-2-+£+...+£+... (x€R),
2 3 n .

qatorlar darajali qatorlar bo‘ladl.. |

Darajali qatorning ) yaqin rnaydi.
keltiriladigan teorema muhim rolo y:n Yoy dass

Shuni aytish kerakki, har 4
yaqinlashuvchi bo‘ladi.

1-teorema (Abel). Agar

[

Yax =a°+a,x+a,x’+...+a,,x +o

ashish sohasini aniglashda quyida

ali gator x=0 nuqtada

o : chi bo Isa, * ning
darajali qator x ==, 0 nugtada vaginlashuv )

|x|< x|

jzlikni tlantiruvchi barcha qiym
tengsizlikni ganoatia (-—Ix.,l;lxo])

atlar ida, ya ni
2, j ba ‘Iadi‘ . ,ni
intervalda gator absolyut yﬂ;]’"la‘ihx':‘;cgn da yaqmlashuvchl, ya

<4 Shartga ko‘ra (1) qator *= 7 o

hi . qatorning ¥
sonli qator yaginlashuvchi. Unda sonli ¢

zaruriy shartiga ko‘ra

"
aX +...

mnaﬁ%’:O
R
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bo‘lib,

laxs|< M (M =const)
bo‘ladi. Ravshanki,

ferl- a"x"on)
Endi

"

%’nsu.%
Il <ol

tengsizlikni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy x nuqtani olib,
g'a,,i'l=|a°|+[a,z1+|a,x’|+...+|a,,x"]+..., (€]

2 S

qatorlarni qaraymiz.
(5) qator geometrik qator sifatida (maxraji

=la,x]

~~

3)

x
+M
Xo

x
o

X
- Y - 9, . xo
3) tetfgsmhk?n e’tiborga olib, solishtirish teoremasidan foydalanib, (4)
qatorning yaginlashuvchi bo‘lishini topamiz. Demak,
ga,,x" =@ tax+axt+orax+..
dafaj.ali qator |xj<[x,| tengsizlikni qanoatlantiruvchi » ning qiymatlarida,
ya’ni (-|x|i|x,]) intervalda absolyut yaqinlashuvchi bo‘ladi.»
Natija. Agar
iaﬁx" =a,+ax+a,x" +...4+ax" +...
darajali qator x=x, nugtada uzoqlashuvchi bo ‘Isa, ya'ni
ga,,x," =gy tax +axl +..+ax +...
sonli qator uzoglashuvchi bo Isa, u holda x ning
o > [
tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha giymatlarda, ya 'ni ushbu to ‘plamda
_ (oo~} o (f=. +<0)
Ea”x" qator uzoglashuvchi bo ‘lad.
}sbo%lash mumkinki, ixtiyoriy (1) darajali gator uchun shunday
chekli yoki cheksiz musbat r son mavjud bo‘ladiki, x ning:
1) |M<r tengsizlikni qanoatlantiruvchi giymatlarida (1) darajali
qator yaginlashuvchi (absolyut yaginlashuvchi),
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= {<1) yaginlashuvchi.

e . doraiali
2) |o>r tengsizlikni ganoatlantiruvehi qiymatlarida (1) dard)
gator uzoqlashuvchi,

3 3 . . hquhi,
3) le:r, ya'ni x=-r,x=r da (1) darajali gator yoki yaqinlas

ki lashvchi bo‘ladi. _ . s, ()
7 lué‘:lczl\t?isa, r son (1) darajali qatorning yaqmlashlsh radiusi, (

interval esa darajali qatorning y?,qmla§hlsh dl?::ir:'lﬂl;h lil:y!l
(1) darajali qatorning yaqinlas h ra
s fiml %] (a,#0,7=123-)

i O
formula yordamida topiladi.
Eslatma. Agar ,,
ia,,x" =gy +ax+a +otax +o
) ] . -
darajali qator fagat bitta nuqtafia yaqmlashuvchx (bu
bo ‘Isa, u holda r=0 deb olinadi.

©

o nugta bo Tadi)

Masalan Lot 20+ X e (xeR), schun r=0-
darajali qator fagat x=0 da yaqinl_aSh“i‘;‘:};'o?i; q:;;;aﬂaﬁda (xe (~=,))

Agar darajali qator x D08
yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda

r=+4®©

deb olinadi.

Masalan, . R, '

1+.’£+_".2-+...+--+... (xeR) vl

TR o)) yodi
darajali qator x ning ixtiyoriy qiymaﬂal'lda (xe(
ilashish radiusis (7)

Bu gator uchun r=-+c0. o e
Odatds, 7 son 3o darejel qatoml:-g Zervali deyiladi.
= . . in adl
interval esa darajali qatt;mil;gry:‘_l':rl:zgzlarda yaqinlashts i
Eslatma. Darajali qator *~
mumkin, uzoglashishi ham mum n.
Misollar
1. Ushbu P (e B
31‘_+"2 +-3—+...+—;-+---
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darajali qatorning yaginlashish radiusi hamda yaginlashish intervalini
toping.

4Bu darajali qator uchun
1 1
Gy
bo‘lib, (6) formulaga ko‘ra
1
r=lim|- %= | = lim| 2 =lim-’ﬂ=lin{]+.l.)=i
n-po| a"*' .0 _L. n-»a n n=y n
n+1

bo‘ladi. Demak, berilgan darajali qatorning yaqinlashish radiusi r=1
bo‘lib, yaginlashish intervali (-L1) bo‘ladi.
Ravshanki, x=1 da darajali qator
11 1
1+5+5+...+;+...
garmonik qator bo‘lib, u uzoglashuvchi.
x=-1da

;5]
w
+
E-N
X

bo‘lib, Leybnis teoremasiga ko‘ra bu qator yaqinlashuvchi bo‘ladi.
Demak, berilgan qatorning yaqinlashish sohasi[-1,1) yarim segmentdan
iborat.»>

2. Ushbu

® f x? X

F+E+ﬁ+...+m+m
darajali qatorning yaginlashish sohasini toping.
4Dastlab, bu qatorning yaginlashish radiusi hamda yaginlashish
intervalini topamiz.
Berilgan qator uchun
1 1
%= (n+1)-5"" o = (n+2)-5m
bo‘lib,
2
a, 1 1 (n+2)5nu l+;

—

4, (+1)5 (ne2) 5 (ael)s

2
a 1+=
—"—,:limS 41 =5
L noe 1+—

n

1+~
n

r=lm

n-yo
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iali i i ish radiusi r=5,
bo‘ladi. Demak, qaralyotgan darajali qatorning yaginlashish

yaqinlashish intervali (-5,5) bo‘ladi.
x=5 da darajali qator ,

LU LI
l+-—+§+.... .

garmonik qgator bo‘lib, u uzoglashuvchi,
x=-5 da esa darajali gator

1)
|_l+l_-l-+...+( ) +.

2 3 4 i lashuvchi.
bo‘lib, Leybnis teoremasiga ko‘ra bu qator yagin o nahich sohasi [5,5)
Shunday qilib, berilgan darajali qatorning yad
bo‘ladi.»
3.2. Darajali qatorning xossalari
Aytaylik, ushbu )
ytay

ia X" =a, +a,x+aztz+---+ﬂ.’" Ut
0 - ‘Isin.
Jal qatoming yaqinlashish radiusi r>0 bolsin L
da.raja:l; ?aton:]r;g ;an:-n }?)sgzrajali qatoming}'aqmlashz.;h "ZZ:: a; ([—c 3
-teorema. o ar y
bo'la,(r>0),w holda (-v) intervalga egSHl OB R P Ty
segmentda (0<c<r) (1) qator tekis _vaqmlashuvc " bu qator
4Ravshanki, ce(-. r). Binobarin, bu nuqtad
lao| - +laal-¢* + -+
yaginlashuvchi bo‘lib, {-c.c] d2 '
Ia,,/' , Slan
bo‘ladi. Veyershtrass alomatiga ko'ra, i, ek
lashuvchi bo‘ladi.P> . tar funksional qatquaf‘}l:;-v i o nal
Malumid, darajall 2 5% L tekis  yaainlashONl ) goral
yaginlashuvchi ~darajali g2 a ega bo‘ladi. Jumlaca ndisi S(9)
atorlarning xossalari kabi xossalarg bo'lib, uning Yi&
gatoming yaginlashish intervali (—r,f))
bo‘lsa, u holda [c,¢] segment.da (0‘;:‘;.’ - oan
1) S(») funksiya uzluksiz bo 'ﬁ',rensiallashdan hosil bo"ig
2) (1) darajali gatorni hadlab difie: e g e
Sona =044 +2a,%+3a5% T

I-c" +..

o (nm0n23) -
() aator [-oe] da 1kis ¥2a
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darajali qator ham yaginlashuvchi bo‘lib,
S'(x)= i(a,,x")'= 3 na,

bo‘ladi; "
3) (1) darajali qatorni hadlab integrallashdan hosil bo‘lgan
(b 5 5 5 b
Z[Ia,,x"dx)=_[a°ak +_[ axdx +I axdx +I ax"dx+.
R 70\ o a a a a
qator ham yagqinlashuvchi bo‘lib,
] bf o @ &
I S(x)ax= I (Z a,,x"dt) =3 Ia"x”dx
a a \n=0 n=0 o
bo‘ladi ([a, blc(-rr)).

3-misol. Ushby
inx" Sx+27 43+ 4 o<1
Bl
darajali qator yig ‘indisini toping.
€Quyidagi,

@
DA =x4 e b

n=1

darajali qatorni qaraymiz. Bu qator (-11) da yaginlashuvchi bo‘lib,
yig‘indisi S(x)=if_x ekanligi ma’lum (maxraji » bo‘lgan geometrik
ator): S w7 =X
gator) gx" i

Bu darajali qatorni hadlab differensiallab topamiz:
(fo") -3y S,

nel

(L] Jlexex 1
I-x (1—.::)2 (l-—-x)z'
Keyingi tengliklardan

1

S =L
; (1-x)
bo‘lishi kelib chiqadi. Bu tenglikning har ikki tomonini x ga
ko‘paytirmiz. Natijada,

;m“:(l—xx)z (-1<x<1)

bo‘ladi.»
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3.3. Funksiyslarni darajali qatorlarga yoyish. ‘I‘ey"lor qu.mT

Yuqorida . n 0
ia,x" =gy +ax+ax +otax to
M . 3
ko‘rinishdagi darajali qatorlar o‘rganildi. Ushliu o o
a°+al(x-x,,)+a,(x-xo) dotd (x-%) - _

ko‘rinishdagi qator ham darajali qator deyiladi, bunda .. .a.. !
x, 0°zgarmas sonlar. . o
Ravshanki, (2) umumiyreq ::;Jal:o
. . . «vinishidagi g3
almashtirish yordamida (1) ko rinist i
Agar » son (r>0) (2) darajali qatom‘lf%i yaq
uning yaginlashish intervali (x-7.% +r) bo‘la - s oor) atrofids
Aytaylik, f(x) funksiya xeR nuqtaning (% ’iyaning Teglor
istalgan tartibdagi hosilaga ega bo‘Isin. Bu hol s (») funks
formulasini yozish imkonini befrzzc::)
f(x)=f(:ro)+—,;"(""‘0)+

+—————f“(x°) (.:r«-::‘,)z + ...+!—(n—)}|'xgl(x"xo)" +1,(%)
2! !

qator bo'lib, y %=

celadi.
o li\::l::shish radiusi bo‘lsa,

aoldia fad i i i hosilaga
bundal\/’;cfz)r:?ki 13‘ (x) funksiya (%-":% +r) da istalgan tartibdag
ega ekan, unda quyidagi

f(n) (xo) (x—xo)“ +
£y LCe 5+ n.

!_12(_.{9_1(1_%)24-...4'
l ' 3)
+f(m)(xo)(x_x°)ml+m

(n+1)! kin e

. ) 1 _

darajali qatorni qarash mumkin. gtada yaqlnlashuvc.hl, P

3) Bu darajali qator *=% inlashuvchi  bo‘ladi

nuqtadan farqgli nuqtalarda qacl}O:ilisi zzzhon () ﬁmkswaga. tj:tg,
A . o unin, yig‘ll‘l . : teorema ja

ml:;asgwcm bjollg::f;o bo‘gladi. Bu savolga quyidag!

‘ladi degan sa

beradi (¥). ’ o
4(410"““3' il 76) ﬁ'm:g O;;rf'ha xe(%-rH%*t
tartibdagi hosilalarga €88 bo lib, ;

‘ 0 topilsaki,
n=0,12,... lar uchun shunday 0 Z§armas M>

alda istalgan

interv
2 +7) 5 va barcha
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» o @<
tengsizlik bajarilsa, u holda f(x) funksiya uchun (-r.7) da ( 79(x)= s (x))

PR T M

)
+...+ f( n(;o)(x_xo)u . (3.)

bo ‘ladi.
. <4Modomiki, (x,-r,x,+r) da s (x) funksiya istalgan tartibli
l;oigzl.arga ega ekan, l_mda‘ tfu_fu.nksiya uchun Teylor formulasi o‘rinli
0‘ladi. Uning Lagranj ko rinishidagi qoldiq hadli Teylor formulasini
olamiz
ORVCA AL AP /S

(%) 4

+...+ - ("—xo)"-H;,(x)

bunda,
f(""‘)(x +0(x~x,
r,(x)= (°n+1)1 "))(x-x,,)"” . (0<8<1)
Endi teoremaning shartidan foydalanib, qoldiq hadni baholaymiz:
7 (x, +6(x-x))

]

r(x)|= x—x [ lx-~]_
Ushbu R e
@ lx_x°|ﬂ+l
;o (n+1)1

musbat qatorni qaraymiz. By qator uchun
(n+1)t > ™ (n42)
bo“lib,

iF

N (e e
a, =\ (n+2)1 " (n+1)!
+2
=h.mlx—x°|" -(n+1)!= c-x
™= (n+ 2)tx -2, Mg 0l
bo‘l.adl. ].)al.ax.nber alomatiga ko‘ra qator yaqinlashuvchi. Unda qator
yaqinlashishining zaruriy shartiga binoan

ﬁmlx—%rl =0 (6)

bo‘ladi (5) va (6) munosabatlardan
limr, (x)=0
bo*lishi kelib chiqadi. . .
(4) tenglikda, n— o da limitga o‘tib topamiz:

fx= li_'ll;,[f(.\r(.)-l-f—ﬁi)(.zr—.:ro)-l~ f ;f") x—%) +.t

+——f"(f°) (x—xl.)"]+limr.(x)=f(x°)+f§f°)(x—xo)+
n! b !

fw('%) (x—%)" +omv >

n -

tori deyiladi. .
{x) funksiya Teylor qatoriga

+£§—T‘2(x—x‘,)’ e

(3) qator f(x) funksiyaning Teylor qa

Odatda, (3') munosabat o‘rinli bo‘ls3, /
yoyiladi deyiladi.

Agar (3') da x,=0 deyilsa, u ;
7', l'(o)x’ +...I—(—le" +..{(7)

s @Iy T

bo‘ladi va bu qatorni 1 (x) funksiyaning Makloren qatori de .

3.4. Ba'zi sodda funksiyalarning Makloren gatori
1) Aytaylik, f(x)=¢€ bo‘lsa, vxe[-p, pl(p>0) lar uchun
f(n) (x) =ex’ f(n) (0) =e0 =1, Ij-(u) (x)
bo‘lib, 4-teoremaga kootax” . +___+m+§';+_" (0!= 1).
Yl TR TR

: almashtirsak:

bo‘ladi. Agar bu munosabatda x i —¥ ga ash
e E R ()
=3 =1 o o

= <ef n=0911'2""

= n! 1!

‘ i . o . iy al al’i
" ladli’}a’lumki giperbolik sinus hamda giperbolik kosinus funks
quyidagicha: . e

th:i’:z-_-‘r Chx='—-'2-—‘
ta’riflanar edi.
Yugoridagi o .



X
€ ——1—ﬁ+§—...+(—l) ;-&-...
formulalardan foydalanib topamiz:
I P S I
T TR ™% T §(2n+1)!’

2 4
chx=1+x_+x_+m _lel - 3 xZn
S

2) Aytaylik, S (x)=sinx bo‘lsin. Bu funksiya uchun
£9(x) =sfn[x+"2_")
bo‘lib,
k=2n bo‘lganda s (0)=sink7”=0,
' k=2n+1 bo‘lganda 7% (0)=(-1)"
bo‘ladi. Ayni paytda, barcha xe&{—0,0) da

L . @)1 (n=0,12..)
tengsizliklar bajariladi. 4-teoremadan foydalanib topamiz!
Y

sinx= 3 2941 _ _l 1
* §(2n+])!x =* 3!x3+§x5‘---’x5(“°°’°°)

3) Aytaylik, f(x)=cosx bo‘lsin. Bu holda yuqoridagiga o‘xshash

-y (_l)" — 1 |
Oosx—;-z-zn—)!xz"—l—ix’+-‘-ﬁx o XE(—(D,CD)
bo‘ladi.
4) Endi 7(x)=(1+x)", aeR va f(x)=h(1 ks i
, = funks
Makloren qatorlarini keltiramiz. ) nlie) yemine
xe(-L1) uchun

(l+x)" =l+%x+%'__])x2+m+
L a(a=1)..(@=n+1)_ ®
t 7l X +...

x&(-1,1] uchun
» @ X

ln(l+x)=x——+———+...+(—l)""fn—+...
bo*ladi. 2 "
Natija. Yugoridagi (8) munosabatdan Jfo j 7 j
Nat . ydalanib, a ning ba’zi
xususiy qiymatlardagi funksiyalarning yoyilmalarini keltiramiz:

1 & n
1) m=§(‘l) F=lex+x*—x*+x* —t(=1)" X"+ ..
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2) L ix" =l+x+X +o+x"+.
1-x .3

l . e
3) lex=(1+x) =1+§_E._+ 16

1 .3.
A imx=(-af =5 T T

3.5. Darajali gatorlarning taqribiy hisoblashlarga tatbiglari

. s A1 * ‘rpaniladigan asosiy

Ma’luraki, “funksiya” oliy matematl!cada o rgant 4
tushuncha. Ko‘pgina masalalar funksiy.'ani .hlsoblash (bel';lf:{l ;ug:gg
qiymatini topish) bilan bog‘liq. Funksiyaning murakkab fam v
hisoblashlarda katta giyinchiliklar tug*diradi. Na[llfidff} fdalhnksaslf yat
va hisoblashga qulay bo‘lgan funksiya bilan tagribiy 1to |
butun ratsional

paydo bo‘ladi. . . o
Odatda, tagribiy ifodalovchi funksiya sifatida
funksiya-ko*phad olinadi. -

ol ilm
Funksi ing darajali qatorlarga Yoyl
unksiyalarning Jiy- fodalovehi formul

ularning qiymatlarini taqrib
mumkin. . - i
Biz yugorida f(x) funksiya ma’lum shartlarni qanoatlantirganda uni
darajali qatorga yoyilishini ko rd;lli.o) ), /0., formula
Jumladan, f(x)=S(@*+=— ** 2 * 7 al
(Makloren qgatori). Modomiki, #—>* da ’ _
0) . F @y L2 47 ()
f(x):f(O)'!'Tx"' 2! ) n! fda .
da 7,(x)—0 bo‘lar ekan, unda x=0 nugtaning atro 9 (0 :
10 +mx1+...f( '( < ®
F@= O

2! : . O
. alamjng qumaﬂa.ﬂm
devish mumkin. Bu tagribiy f?rm“ladan Y

taqribiy hisoblashda foydalaniladi.
(9) formulani
f(x):e‘, f(x)'_‘

funksiyalarga tatbiq etib topamiZ: .

alarni hosil qilish

inx, f(x)=c0s* f(x).—.]n(]+x), f@=0+0" (@€R)
2 ’ - ’

* x
e’=l+ﬁ+’2','+"'+,,v’
1 s -1 ane
sinxmx-—X ¥ T Tn+)!
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1 1 4 (]) Zr
cosxz]-2|x +— lx (2 )'
a(a ~1).. (a—n+l)

« a_ ala-1)
(l+1) Rll-i-‘i!'il'-l-Ta‘\'z Tl

Misollar

4. Ushbu a=sinl mz’qdorm' taqribiy hisoblang.

Agarsinxer-1+ Lo (2(")) 1 da x=1 deyilsa, unda
ST I N o
sinl~1 3'+ +(2n+l)l
bo‘ladi. Ma’lumki, 1 radian =57°18'. Keyingi munosabatda ikkita had
olinadigan bo‘Isa, unda

sinlesinS718 sl-t=1-123
3t 6 6
bo‘ladi. >
S. Ushbu
a=hl1
miqdorni hisoblang.
<Ma’lumki,
*2 X x x .
1"(1+x)=x—7+~3——%+...+(-1)"“-;- (-l<xs1).

Buyerda x=0,1 deyilsa,
2 3 4 n
InL1~0,1 (0’2') +(°’3’) : (";') +...+(—1)'*’(‘”Tl)
bo‘ladi. Agar keyingi taqribiy tenglikning dastlabki uchta hadi olinsa,
unda

2 3
anzo,l_@J"’T‘)go,ogs;;

bo‘“lishini topamiz. »
6. Ushbu
Ie"z dx
[}
integralni taqgribiy hisoblang.
<Ma’lumki,
-288-

xz -—
e §l+-l- 2 +... il .
Bu munosabatda x ni —* ga almashtirib topimlz
2 4 (]
"2 .'_x__f_. (-1
ﬁl—-H'FZ' 3’+ ( ) n'

Keyingi munosabatda dastlabki to‘rtta hadi olinib, so‘ng [0.1]

bo‘yicha integrallansa, natijada,

foraelfi-5o 55

LNPURD U SR WY Q 77
=13 0 2

bo‘ladi.»>

1. Ushbu

qatorni yaqinlashishga tekshiring.

2. Ushbu
a) f(x)=sio’x, b) /(x)= =n(1-#), V) f(x)= 1+x+.\’

funksiyalar Teylor qatoriga yoyilsin.

3. Ushbu
(xeR)

qatorning yig‘indisini toping.

4, Ushbu G

miqdorni 0,001 aniglikda hisoblang.

5. Ushbu ‘j[' E_(_‘_f_fl N

° X

integralni 0,001 aniqlikda hisoblang.
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4-§. Furye qatori
4.1. “Furye qatorlari” tushunchasi

Faraz qilaylik, f(x) funksiya R= (~0.+=) da berilgan bo‘lsin.
Ma’lumki, shunday 7 e R\{0} son topilsaki, Vxe R da
. S(x+T)=1(x)
tenglik bajarilsa, 7(x) davriy funksiya, 70 son esa uning davri deyiladi.
Agar T#0 son f(x) funksiyaning davri bo‘isa, u holda
KT (k=11,%2,..)
sonlar ham shu funksiyaning davri bo‘ladi.
Agar f(x) va g(x) davriy funksiyalar bo‘lib, 720 ularning davri
bo‘lsa,
1260 . 656) . L (glaymo)
funksiyalar ham davriy bo‘lib, ularning davri 7 ga teng bo*ladi.
y=sinx, y=cosx funksiyalar 7=2z davrli funksiya bo‘lgan holda
ushbu
@(x)=acosax+bsinax (a,b,a— o‘zgarmas, a=0)
2z

funksiya ham davriy funksiya bo‘lib, uning davri T == bo‘ladi.
Haqiqatan ham,
¢(x+ g£)=acos[ar(x+2—”)]+ bsin ra(x+-2£]J=
o a I_ a

=acos(ax+27)+bsin(ax + 27) = acosax + bsinax = p(x)

bo‘ladi.
Bu gp(x)=acosax+bsinax sodda davriy funksiya bo‘lib, u
garmonika deb ataladi.

Aytaylik, f(x) funksiya [-z,7] da uzluksiz bo‘Isin. Unda
S(x)eosnx,  f(x)sinmx  (n=1,2,3,...)
funksiyalar ham [-#,7] da uzluksiz bo‘lib, ular [-r,7] da integrallanuvchi
bo‘ladi. Bu integrallarni quyidagicha belgilaymiz:
] =

a, = p :!; S (x)dx,

a"=%;[f(x)cosnxdx, (n=1,2,..) M
b"=%j:’f(x)sinmdx. (n=1,2,..)
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Bu sonlardan foydalanib, ushbu
%Q + Z(“ﬂ cosnx +b, sinm) - @
P . iladi) hosil gilamiz.
atorni (uni trigonometrik qator deyll.adl) hf)s - ' )
! (2) qator funksional qator bo‘lib, uning har bir hadi garmonikadan

iborat. o ]
Ta’rif. (2) funksional gator f(x) fimksiyaning Furye qatort

deyiladi. (1) munosabatlar bilan aniglangan

a,,a,,b ,a,,b,,...,a,,,b,,,...

sonlar Furye koeffitsiventlari deyilac.li. .
Demak, berilgan f(x) funksiyaning Furye Xo ;
funksiyaga bog*liq bo‘lib, (2) formulalar yordamida aniglanadi, ator esa
quyidagicha: f(x)~ %+i(a,, cosnx+b, sinx) belgilanadi.
1-misol. Ushbu n}(x):e‘“ (-rsxsx,a=0) funksiyaning Furye

Furye koeﬂitsiyentlari shu

QGtom: {?{Ingnnulalaf dan foydalanib, berilgan funksiyaning Furye

koeffitsiyentlarini hisoblaymiz:

< 2
a, =%Ie"’dx=;l;(e"‘ —e’a)=2;5-’taﬂ',

i i 1 22 he
T lacosnx+nsmnxeax[ =(-1)" = —— shex
a,,=%je"cosnxdx=—7;——-—a-g—:;z—“" . ( n &+

(n=1,2,..),

N ki
I()ne:ai, .}(x) - ¢ funksiyaning Furye qatf)ﬁ
f(x)=¢" ~52'¥-+g(a,, cosx +b, sinmx) =
e i
bo‘ladi;tayﬁ]g () ﬁmksiyé [-7.7] da berilgan juft funksiya bo‘lsin:
7(~x)=£(%). U holda -

nmx togq (n=123- )
 )eosm i f(X)'sm': dala(:ib ’ f(x) funksiyanio Furye
oy ]
(1) formulalardan

koeffitsiyentlarini topamiz:
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_1% 1] ¢ t
a, -;if(x)cosnxdxz;{lj(x)cosmdi—_!f(x)cosmdx]:
1 s x £
=;!-of(x)cosnxxt+b[f(x)cosrmﬁ]= %!f(x)cosmdx {(n=0,1,2,..),
1 = . 0 E
b= ;if(x)smnm&=%[-j f(x)sinnxdwff(x)sin nxdx}:
1] . T
=;[—£f(x)smnxdx+_!f(x)sinnx¢r]=0 (n=1,2,..).
Demak, juft 1(x) funksiyaning Furye koeffitsiyentlari
2 x
a,,=;ff(x)cosmdx (n=0,1,2,..)
[

5,=0 (n=1,2,..)
bo‘lib, Furye qatori f(x)~%+§";a"cow bo*ladi.

Aytaylik, f(x) funksiya [-7.7] da berilgan toq funksiya bo‘Isin:

S(=x)==£(x). U holda
S(x)-cosmx toq, f(x)-sinnx juft (n=12,3,..)) funksiya bo‘ladi.

(1) formulalardan foydalanib, f(x) funksiyaning Furye

koeffitsiyentlarini topamiz;

a, =%if(x)oosnxdx:%[if(x)cosrzxdﬁjf(x)cosnxdx]:
=%[-If(X)°osnxdr+f(x)cosnxdx]=o (n=0,1,2,..)),
+f(F)eosmxdx]=0  (n=0,1,2,..),

1 x

b=y lr (X)Sinmdx=%[if(x)sinmdz+§ f(x)sinm:dx]:

=;[2-Lff(x)sinmdx] (n=1,2,..).

Demak, toq f(x) funksiyaning Furye koeffitsiyentlari
a,=0, (n=0,1,2, )

b, =%If(x)sinmdx, (n=12,.)

bo‘lib, Furye qatori £ (x)~ 35, sinnx bo‘ladi.

n=)
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2-misol. Ushbu f(x)=x (- sx<7) juft funksiyaning Furye

qatorini toping. . . )
< Avvalo, berilgan funksiyaning Furye koeffitsiyentlarini topamiz:
27 2, 2,
= — dx T .
a, - !x 37:
" -4 i xsinnxdx =
b M

2% 2_,sinmx
a,= —Ixz cos nxdx = —x *——
73 T n

_ 4| xcosnx
“anl mo
Demak, f(x)=x* funksiyaning Furye qatori
2 = n

)=~

—%j’cosnxdx]=(-])"--3;. (n=1,2,..)

bo‘ladi. > o
3-misol. Ushbu f(x}=x (-w<xs7) tog funksiyaning Furye

qatorini toping. . o .
‘4Bflﬂggan funksiyaning Furye koeffitsiyentlarini lusc:l:laynuz.
x -1
3(—M +-1-j'cosmdx]=2—(—n-)—-.
o n b m

x

b, =£jxsinm¢:=
’ o o = n-1 2 .
Demak, f(x)=x funksiyaning Furye gatori f(x)~"z_]:(—l) =sinsx
bo‘ladi. > »
Faraz qilaylik, /() funksiya [-7.7] (p>0) segmentda uzluksiz
bo‘lsin. Ma’lumki, ushbu i
t=—X
p . 9.2 < hi
i ¢ a’ni x 0°‘Zgaruve
almashtirish [-p, p] oraligni [-—71',7:! ga o ﬂ(;aza‘dl, m); g
[-p. ] da o‘zgarganda ¢ o‘zgaruvehi [-7,7] da 028
fG)=r (ft)w(')-
[-7.7] oraligda .
ffitsiyentlar
(,,:0,1,2,...)

. berilgan uzluksiz funksiya
deymiz. Unda o(f) funksiya g
bo‘ladi. Bu funksiyaning Furye koe
a=1 j' (1) cosnids
LR .
b =.I-I¢(t)sinmdl (n=1,2,...)
'n r’
ni topib, Furye gatorini yozamiz:
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¢p(t)~%+ i(a,, cosnt +b,sinnt).

Modomiki,

L4
[=—x
P

¢(£x}~ &-Pi(a” oosn£x+b,,sinn£x ,
P 2 5 P D
bo‘lib, uning koeffitsiyentlari

1

{
z T
a,=—|@|—x|cosn—xdx =0,1.2...
p.I, (.D J p (r=01.2..)

ekan, unda

1t (). =
b" = e — —de . =
N pl’;qa(prsmnp (n 1,2..)
bo‘ladi. Natijada, [-p, p] da berilgan f(x) funksiyaning Furye qatorini
quyidagicha
f(x)~&+i(a,, cos—n£+b,,sinﬂJ
2 P P

n=l

bo‘lishini topamiz, bunda

a,;%_jif(x)cos”pgdx (n=0,1,2..))
1% .
b,,=;_{f(x)sm%r-xdx (n=1,2..)

4-misol. Ushbu
f@)=¢  (-1sxs1)
Junksiyaning Furye qatorini toping.

«Yuqoridagi formulalardan foydalanib, f(x)=¢" funksiyaning

Furye koeffitsiyentilarini topamiz:

. 1
mrsmmrx-cosmxe, _

1 1
_ —_ —1
ao—fe‘dx—e—e s a,,:je‘oosmrxdx=
~i -

1+n°7? ’
-1 -1 n e—e’
kY (ecosmr—e cosmr):(—]) Torat (n=12,..),
1 . \
b, = [ & cosnmxdy = SONTE— A COSATX |
:[ 1+n’2? ¢ .

1 -
=W(emtcosmr+mte ! cosrm')=
n’r
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m(C g (P el2e):

T Tennt Len's’
Demak,
f(x)=¢ (-1<x<1)
funksiyaning Furye qatori “y ]
YN S S =
e ~2 2e +(e—e ‘)g[l(ﬂ,z’;’ oS mrsmmrxJ
bo‘ladi.p> b] segment a,

Aytaylik, 7(x)funksiya [a,0] da berilgan bo‘lsin. [a,
i ¢ jrati =a, a,=b).
nugtalar yordamida bo‘laklarga ajratilgan. (a,=a. a, .
Agar har bir (4.4.) (k:O,l,Z,...,n—l? ‘da f(x) funksiya
differensiallanuvchi bo‘lib, x =g, nuqtalarda chekli o‘ng
7'(a,+0) (k=0,1,2,....n—1)s

va chap 7(a.-0) (k=0,|,2,...,n)

hosilalarga ega bo‘lsa, f(x) funksiya [a,b] da bo
lanuvchi deyitadi. T
anuv%lidie)lgurye qgatorining yaginlashuvchi bo lishi hagidag: teore

isbotsiz keltiramiz.
Teorema. 2z davrli f(x)

differensiallanuvchi bo ‘Isa, u holda bu funksiyaning
f(x)~ %-rf:(a,, coskx-+b, sinkx)
k=l

‘lakli-differensial-

Sfunksiya [-7.7] oraligda bo ‘lakli-
Furye qatori

[~7.7] da yaginlashuvchi bo lib, uning yig ‘indisi
2

ga teng bo ‘ladi.
5-misol. US;Z?:; - cosax (-wsx<m,a* n; Z) t

- . - ishga te

funksiyaning Furye gatorini toping va uns agﬁ’:fpfmiz,

«Bu funksiyaning Furye koeffitsiyes

funksiyajuﬁ bo‘lgani UChl;n= 0 (”= 1,2,3, ...)

kshiring.
Qaralayotgal

bo‘lib,
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2% t
a, =;Icosaxcosnxdx=J[ms(a—n)x+cos(a+n)x]dx=
° °

=sinazr(_1),,[ 1 +L]

T a+n a-n
bo‘ladi. Dem ~siwr[1 = ( 11
ak, 1 (x) = a+§( 1) Tt s,

Agar f(x)=cosax funksiya teoremaning  shartlarini bajarishini

e'tib _sinaz|1 & of 1
orga olsak, unda cosax= - [;-}-Z(—l) (——+L)cosnx] bo‘lishini
por a+n a-n

topamiz. >
Mashqlar

1. Ushbu f(x)= 2sin(2x+2) garmonikaning grafigini toping.
- 2. Ushbu 1(x)=|y (-7 sx< ) funksiyaning Furye qatorini
toping.

3. Ushbu _]=*, agar —r<x<0 bo'lsa, funksivani
o ] f(x) {0, agar O<x<rz bo'lsa lyaning - Furye
qatorini toping va uni yaqginlashishga tekshiring,
4. Ushbu f(x):-—lnlsing-{ (x#2kr, keZz) funksiyaning Furye

qatorini toping va uni yaqinlashishga tekshiring.
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