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SO‘ZBOSHI

Ko*pchilik oliy o‘quv yurtlarida o‘rganiladigan dastlabki fanlardan biri
o mggmannk:lgrs::t]iakii?:g asosiy vazifasi talabalarni s!:u fanning
tushunchziari, tasdiglari va boshqa mafematik. ma’h.m.lot]ar majmuasi b:;xl:
tanishtirishdangina iborat bo‘lmay, balki ularm' llm‘antlgly ﬁln:lash, matem
usullarni amaliy masalalarni yechishda qofl!as!an o rgatns}xdan 1!:9:;1:.. "
O*zbekistonda kadrlar tayyorlash tizimini t'ubdan |sl9h qilis jarayonid
talabalarni darslik hamda o‘quv qo‘llanmalar bilan ta’minlash muhim o‘rin
egalla)sl‘liiy matematika kursi bo‘yicha turli darajada yozilgan, magsad hax.nda
yo‘nalishlari xilma-xil bo‘lgan qator darslik va o‘qu'v.qo‘llanmalar l";:;wl'ld
Ammo davlat ta’lim standartlari o‘quv dasturini zamon talablariga
moslashtirish va gayta ko‘rib chigishni taqo?O. etmoqda. i T vosilean
Mazkur o‘quv qo‘llanma davlat ta hm. stz.u.xdartan as.c‘m yozilg
bolib, u ma’lum tartibda bob va paragraﬂarga_ ajratilib ba){)on ;:;: gaaz;os i
T, o e s misol va macailar ham mazmns
., . . . (3 M an m s
o qltllafll- 'B:Ob::c?&au\]:?nammzﬁgag;:rab turlicha bo‘lishi lozim. .
hamhajn‘m, amo‘lla,nmaning barcha mutaxassisliklar uchun. mos keladigan
i rga?uc‘],o‘(l]lanma bo‘lishiga harakat gilindi. ’Q.o‘llanm.am YOIZItS,:lda ll)lﬁ:g
uygve davomida turli mutaxassisliklar bo‘yicha ta h{n oladfggn talabal :r i
YIl«ba'bori] an darslaridan, shuningdek, oliy matematika po yicha xorijda ¢ 10p
o 'll afabiyotlardan foydalanildi. Jumladan, LLBavrin, V.L.Matrosovning
‘e‘tl o pricmeii Matemarukn® (1995), V.G.Skatefskly va boshqalamm%
"06nnm it xve Meromst B xumun” (2006), L.LLurening “OcHoBEI BEICmEH
. Ma'remam'-‘l”et(:zoo?’) K.N.Lungu “CGopHuk 3a/1a4 N0 BbICHIeH M?Te}\aamxe” 1,
;a;e M-ﬁmgzoon kz;bi darslik va o‘quv qo‘llanmalari tahlil qilinib, ulardan
foydalaon‘lldl‘; o‘llanma ikki gsimdan iborat bo‘lib, uning mazkur .ikkil.’lc.hi
ismida cgzo:lla koordinatalar sistemasi, fazoda' tekis’lil_c va.to‘g.‘n chiziq,
Ok hi tartibli sirtlar, fazoda vektorlar va ularning ba’zi tatblqla.n,. v.ektorl_ar
lk.klr}c. 1 elementlar; ko‘p o‘zgaruvchili funksiya limiti, Eleulfmzh.gl,. hos1!a
anah‘zll'lmg iallari karr’ali integrallar, birinchi tartibli va ikkinchi ?ambh oddiy
i d‘ffer‘?nls ten, la’!malar, egri chizigli integrallar, sirt integra!lan, maydonla'r
dlﬁEﬂ.fmm?nin ge]ementlaui, matematik fizikaning ba’zi bir tenglamalari,
naZ'a“yl"l‘s aiari asining asoslariga oid misol va masalalar keltirilgan.
ehtlmOH:l’ ':Jir bzb (paragraf) zaruriy nazariy ma’lumotlamni keltirish bilan
boshlang;n. Muhim ta’riflar, teoremalar, formulalar kel.tirilgan.. So‘ng bir
nechta misol va masalalarning yechlhs.h yo‘llax:n va b?tafsnl yechimlari b:ayon
etilgan. Bu keyingi misol va masalalami mustaqgil yechishga yordam beradi.
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SO‘ZBOSHI

Ko‘pchilik oliy o‘quv yurtlarida o‘rganiladigan dastlabki fanlardan biri
oliy matematika hisoblanadi.

Oliy matematikaning asosiy vazifasi talabalani shu fanning
tushunchalari, tasdiqlari va boshqa matematik ma’lumotlar majmuasi bilan
tanishtirishdangina iborat bo‘lmay, balki ularni mantiqiy fikrlash, matematik
usullarni amaliy masalalarni yechishda qo*llashni o‘rgatishdan iborat.

O‘zbekistonda kadrlar tayyorlash tizimini tubdan isloh gilish jarayonida
talabalarni darslik hamda o‘quv qo‘llanmalar bilan ta’minlash muhim o‘rin
egallaydi.

O‘liy matematika kursi bo‘yicha turli darajada yozilgan, maqsad hamda
yo‘nalishlari xilma-xil bo‘lgan qgator darslik va o‘quv qo‘llanmalar mavjud.
Ammo davlat ta’lim standartlari o‘quv dasturini zamon talablariga
moslashtirish va qayta ko‘rib chigishni tagqozo etmoqda.

Mazkur o‘quv qo‘llanma davlat ta’lim standartlari asosida yozilgan
bo‘lib, u ma’lum tartibda bob va paragraflarga ajratilib bayon etilgan.

Ma’lumki, oliy matematika mutaxassisliklarga qarab, ularga mos hajmda
o‘qgitiladi. Binobarin, ularga mo‘ljallangan misol va masalalar ham mazmuni,
ham hajmi, ham sodda va murakkabliga qarab turlicha bo‘lishi lozim.

O‘quv go‘llanmaning barcha mutaxassisliklar uchun mos keladigan
universial qo‘llanma bo‘lishiga harakat gilindi. Qo‘llanmani yozishda uzoq
yillar davomida turli mutaxassisliklar bo‘yicha ta’lim oladigan talabalar bilan
olib borilgan darslaridan, shuningdek, oliy matematika bo‘yicha xorijda chop
etilgan adabiyotlardan foydalanildi. Jumladan, LLBavrin, V.L.Matrosovning
“QO6muii Kype Beicmeil MaTematnku” (1995), V.G.Skatetskiy va boshqalarning
“Maremarrgeckre Metomst B xumun” (2006), L.1.Lurening “OcHoBr BEICINE#H
Mmarematikn” (2003), K.N.Lungu “C6opHuk 3afa4 no uicHreit Marematunke” 1,
2 q. -M. (2007) kabi darslik va o‘quv qo‘llanmalari tahlil qilinib, ulardan
foydalanildi.

O‘quv qo‘llanma ikki gsimdan iborat bo‘lib, uning mazkur ikkinchi
gismida fazoda koordinatalar sistemasi, fazoda tekislik va to‘g‘ri chiziq,
ikkinchi tartibli sirtlar, fazoda vektorlar va ularning ba’zi tatbiqlari, vektorlar
analizining elementlari, ko‘p o‘zgaruvchili funksiya limiti, uzluksizligi, hosila
va differensiallari, karrali integrallar, birinchi tartibli va ikkinchi tartibli oddiy
differensial tenglamalar, egri chizigli integrallar, sirt integrallari, maydonlar
nazariyasining elementlari, matematik fizikaning ba’zi bir tenglamalari,
ehtimollar nazariyasining asoslariga oid misol va masalalar keltirilgan.

Har bir bOP (paragrat) zaruriy nazarly ma’lumotlarni keltirish bilan
boshlangan. Muhim ta’riflar, teoremalar, ‘f'onpulalar keltirilgan. So‘ng bir
ngc;hta misol va masalalaming )’CChlllS.h yo llax:l va batafsil yechimlari bayon
etilgan. Bu keyingi misol va masalalarni mustaqil yechishga yordam beradi.



Har bir bob (paragraf)da mustaqil yechish uchun misol va masalalar

keltiri i
o mamiap S eeeb (svval, sodda yechiladigan masalalar, keyin
joylashtirilgan. g3, pirovardida, mupakkabroq masalalar)

I e S i e i
“‘argal_lilazsgt.elidiganlaﬁni tanlash imkoni??:iarizlidasm po'yicha o'qiilishida
magsadida SI;VO?I‘:IS](:C;%:'?I; ;:nagt;%da keltirilgan mavzularni mustahkamlash
ikoniyatini beradi, 1b, ular talabalaming o‘zini o'z tekshirish
Oliy mat it . _—
il sohalarid::i?n?m% atztbnq doirasi nihoyatda keng. Fan va texnikaning
ko'pgina masalaly, an, mexanika, fizika, texnika, igtisoduyotdagi
Qo'llanmada ok usullar yordamida hal efiladi. o
ulardaer ayrimlarining yecehni]:nt'ﬂli:ntantl‘fil ;:;biqlatr.i]ga doir masalalarkeltrlib,
amiyatda £ 1 batafsil bayon etilgan.
ham texnik vositaal‘:r ‘;z)::xm_kanmg jadal rivojlanishi matematik masalalarni
:01 da qo'l ing ba,zaimll)g;g:;hlsh;ﬁ talab etadi. Shuni e’tiborga olgan
o'yicha Mlamnamn ! ida oliy matematikani >zi i
shu dasturasag:?d:%k;ﬁdan foydalanib, masalalar yechib ll?f‘r::tiga:l agﬁlﬂ;!;
qa matematik masalalarni ham yechish imkonir;i beradi.

Mualiif

11-bob
Fazoda tekislik, to‘g‘ri chiziq va ikkinchi tartibli sodda sirtlar
1-§. Fazoda dekart koordinatalari sistemasi
1% Asosiy tusbunchalar. Aytaylik, fazodagi biror O nuqtadano‘zaro

bir-biri bilan perpendikulyar va yo‘nalishga ega bo‘lgan uchta to‘g‘ri chiziq
o‘tkazilgan bo‘lsin. Bu O nuqta koordinatalar boshi deyiladi.

7 1-chizmada tasvirlangandek, to‘g’ri
chiziglardan biri OX o‘qi (abssissalar

i o'qi), ikkinchisi OYo'qi (ordinatalar
o'qi),  uchin-chisi esa  OZo‘qi

(applikataler o‘qi) deyiladi. Ularning
musbat yo*nalishlari 1-chizmada
strelkalar bilan ko‘rsatilgan.

Barcha o‘glarda bir xil oflchov
birligi (masshtab) belgilanishi bilan
sistema yuzaga keladi.

Bu sistema (tekislikda Dekart koordinatalar sistemasi singari) fazoda Dekart
koordinatalar sistemasi deyiladi.

OX va OY o‘qlari orqali o‘tgan tekislik XOY koordinata tekisligi, OY
va OZo‘glari orqali o‘tgan tekislik YOZ koordinata tekisligi, OZ va OX
o‘qlari orqali o‘tgan tekislik ZOX koordinata tekisligi deyiladi.

XOY, YOZ, ZOX koordinata tekisliklari fazoni 8 qismga ajratadi. Bu
qismiar oktantiar deyiladi. Ular 2-chizmada ko*rsatilgandek raqgamlanadi.

z Bu sistemada fazodagi har bir M nuqta

<

m i
v — x,y,z sonlardan tuzilgan (x,y,z) uchlik bilan
% B e aniglanadi.  Odatda,  (x,y,z)uchlik M
A S —s  nugtaning koordinatalari (dekart koordinatalari)
d /,/ — deyilib, x—M puqtaning birinchi koordiratasi,
v/ . ya'ni abssissasi, y-M nuqtaning ikkinchi
vul . koordinatasi, ya’ni ordinatasi, z~M nuqtaning
2-chizma uchinchi koordinatasi, ya’ni applikatasi deyiladi
va
M=M(x,y,z)
kabi belgilanadi.

Ravshanki, koordinatalar boshi O nugtaning koordinatalari (0,0,0)
bo‘ladi.

Fazodagi nuqta koordinatalarining ishoraiari uning oktaniada
joylashishiga qarab turlicha bo‘ladi. & 2




Nugta

koordinatalari | | IT 11 ISktantla\; VI VII | VIII
X + - - + + - -
y + + - - + :
z + + + + - R -

1-misol. Ushby P(

3;2;6) nugta T .
<Fazods Dot K200 0l yasalsn),

oordinatalar sistemasini olamiz (3-chizma).

3-chizma

OX o‘qini ‘ s q.

oM kesman?oo‘ 51 S‘“j‘;ﬁt yo'nalishi bo'yicha uzunligi 3 birlikka teng bo‘lgan
to'g'ri chiziqo: tkaznl; un'nuqm fopamiz. M nugqta orqali OY o‘giga parallel
MY ke’sma:ilg Il‘lu_sbat yo‘nalishi bo‘yicha uzunligi 2 birlikka
o‘qiga paralle] fo'g'r °yib N nugtani topamiz. N nuqta orqali OZ
bo‘yicha uzunligi § birfi, tkazib, XOY tekisligining yuqorisidagi qismi

Bu izlanaye a teng bo‘lgan NP kesmani qo‘yib P nugtani
2. Fazoda ikkigan nuqtaning tasviri bo‘ladi (3-chizma).»

Nuqta orasidagi masofa. Kesmani nisbatda bo‘lish

Fazodagi ikij 4
I I (xpypzl) va B(xz, yz,zz) nuqtalar orasidagi masofa
AB| = 2
(xz‘xl) +(yz—y1)2+(22 '-ZI)2 1)

A=4
nuqtalami tocg;ri Chiz' .(xhyl’zl)s B=B(x2,y2,22)

1q b : . .
kesmada i “lj‘;‘;b‘élashtmb, hosil bolgan kesmani 4B deylik.
kesma uzunligiga nighag; berilgan nug:; gt:}t)mglﬂ, AC kesma uzunligini CB
eng, ya’ni:
bo‘Isin. CB~ @
Izlanayotgan
nuqtap; . .
C=C (x,y,z). Qianing  koordinatalarini x,¥,z  deylik:

Bu nuqtaning koordinatalari

X, +Ax, W+Ay, z, + Az,
=—, = = = —_— 3
1+ 4 w1 T2 9

bo‘ladi.
2-misol. Uchinchi oktantada koordinata o‘qglaridan

d,=5 d=3J5 d=213
masofada joylashgan M(x,y,z) nuqtani toping.
< Aytaylik,
M,(x,0,0), M,(0,5,0), M,(0,0,2)
bo‘lsin. Unda shartga ko‘ra
MM,=d, =5 MM,=d =35, MM,=d =213
bo‘ladi. Ikki nuqta orasidagi masofa formulasidan foydalanib topamiz:

MM, =\/(x—x)2 +(0-y)' +(0-2)’ =W,
MM, = \[(0-x) +(y—y) +(0-z) =V +2*,

M, = f(0-x)' +(0-3) +(z-2)' = 7.

Demalk,
Yy +22 =5 yani y'+2°=25
J2+22 =35 yani x*+z=45
J+y2 =213 yani x*+yP=52.
Natijada, M(x, y,z) nuqtaning koordinatalarini topish uchun
Y +2z2 =25,
X +22 =45, 4
X+ =52
sistemaga kelamiz. Bu sistemaning ikkinchi tenglamasidan birinchi
tenglamasini ayirsak, unda:
x*—-y*=20
tenglama hosil bo‘ladi. Demak,
x*—y* =20,
{xz +y’=52.
Keyingi sistemani yechamiz:
2x*=72, x*=36, x=t16,
2y*=32, y'=16, y=+4,
(4) sistemaning birinchi tenglamasidagi y ning o‘rniga #4 ni yoki (4)
sistemaning ikkinchi tenglamasidagi x ning o‘rniga 6 ni qo‘yib

7



z=1%3
bo‘lishini topamiz. Demak,
x=16, y=44, =43

Izlanayotgan M(x,y,z) nuqta //7 oktantada bo‘lishi kerakligini e’tiborga
olib topamiz: M(-6, —-4,3).»

3-misol. Ushby

A=4(2,-1,7), B-= B(4,5,-2)

nuqtalami birlashtirishdan hosi] bo‘lgan 4B i i
tekisligi ganday nisbatda bo‘ladi? s kesmani XOY koordinata

“Ravshanki, 4 nuqta v oktantada., B nuqta ¥ oktantada joylashadi.

(4-chizma),

Endi XOY koordinata
topamiz.

Agar

tekisligini 4B kesma qanday nisbatda bo*lishini

4=4(2-17), p-p(ys
liching o4 > - ’ ’_2)’C=C(x:y:0)
bo*lishini e tiborga olsak va (3] formuladan foydalansak, unda ushbu

0=2=M—_22

tenglikka kelamiz. Keyingi tenglikda l+ 2'

7+/1-(-2)=0’ ya’ni l=1
bo‘lishi kelib chigadi.p 2

4-chizma

4-misol. Uchlari

A(x]’yl’zl)’ B(xz,yz,zz), C(xg,y3,23), D(xvyd’zd)

nuqtalarda bo‘lgan Pifami. ing ogeirfik  OXesYs,2 N
ifodalovchi nuqtaning koordinaa ;) toping. markazini (og‘irlik markazining

’ 1 iramidan; TR
™M lwﬂ}kt'; nfonmin;“;ng O8'irlik markazi, uning ixtiyoriy uchini by
uchi qarshisidagt o0 @ 2 ¢l markazini birlashtiruvehi to'g'ri chiziqda
yotadi. Demak, izlanay ' (X,y,z)nuqta, masalan, DE to‘g‘ri chizigda
yotadi, bunda E(x',y"? )~ 4BC tomonining og‘irlik markazi (5-chizma).

5-chizma
Ma’lumki, E(x',y",z') nugta AP medianani 2:1 nisbatda bo‘ladi, ya’ni

AE . EP=2:1 bo‘lib,
P=P(xz T Bty 5 +23)

b

2 2 2
bo‘ladi.

Kesmani berilgan nisbatda bo‘lish formulalari (3)dan foydalanib
topamiz:

X, +x

l,_xl+2 2 =xl+x2+x3
142 3 ’
oty

y.=y’+2 2 _ntmty
1+2 3 ’
z,+2,

'_z,+2 2 gtz +z
1+2 3

Izlanayotgan T'(x,y,z)nuqta DE kesmani A=3:1 nisbatda bo‘ladi:
DT:TE=3:1.

Yana kesmani berilgan nisbatda bo‘lish formulalari (3)dan foydalanib
topamiz:

Lttt
_"4+3 3 XX, X, +x,
1+3 4 ’
hty,ty,
+3=—2—2
y2 3 _Nthtuty,
143 4 ’
Z,+2,+z,
_24"'3 3 z+z,+z,+z,
z= 1+3 4 '

Demak, piramidaning og‘irlik markazi
T=T(x‘ +4,+X+% YAty zt+2,+z, +z‘,)

2

4 ’ 4 4
bo‘ladi. »



Quyidagi masalalarni yeching
1346. Agar
A=4(2,0,3), B=B(-5,2,1), C
Vs Js syl gy =C(3'21)
nuqtalar uchburchakning uchlari bo* i 7ilg
e onbu] g ari bo‘lsa, 4 uchidan o‘tkazilgan mediananing
1347. Agar M(x,y,z) nugtaning
a) uchchala koordinatalari musbat,
‘ b) uchchala koordinatalari manfiy
bo‘lsa, huqta nechanchi oktantda ioylashgan bo‘ladi?
1348. Agar M(x,y,z) nuqta .
a) III oktantda Joylashgan,
b) VI oktantda Joylashgan,
ol ¢) VII oktantda Jjoylashgan,
0'lIsa, nuqtaning koordinatalarj i
qanday ishorali bo*ladi
1349, Age M(x,y,z) s y 1shorali bo*ladi?
a) OX o‘qida Jjoylashgan,
b) OY o‘qidajoylashgan,
bo'l ©) OZ o‘gida joylashgan
0'Isa, nuqtaning koordinatalarj
and. ‘ladi
1350. Agar JW(x, y,z) nuc(llta " bo'ladi?
a) Xor tek'isligidajoylashgan
b} YOZ teldsligida joylashgan
‘ c) XOZ' tekisligida joylashgax;,
bo‘lsa, nugtaning koording

talari Tads
1351. Quyidagi nugtalar: =Y P'ladi?

4(2,0,0),  B(0,-s,0
koordinatalar sistemasida qanl,gy’joﬁg‘;;l‘:;g,b(o,z,z), E(5,-5,0)

1352. Quyidagi nu e

a) A (2, —33:,1 —l?lbilajqnta I;ES?ZS_’:;@ masofanj toping:

b) 4(1,5,3) bilan B(5,~1,7).

1353. AB kesma C, p, p va F
bo‘lakka bo‘lingan. Agar C(3,_5,7)’
nugqtalarning koordinatalarini toping_

1354, Uchinchi oktantda koordinat o qlaridan

dx =5, dy =3J§ dz = 2

nugtalar yordamida 5 ta teng

s ——

Vi3

masofada joylashgan M (X,J’,Z) Nuqtani toping_
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F (‘2,4,—8) bo‘lsa, boshga bo‘luvchi -

1355. Koordinatalar boshidan 8 ga teng masofada joylashgan {ON =8)
va ON kesma OX o‘qi bilan %, 0Z o'qi bilan -’;- burchak tashkil etuvchi

M(x,y,z) nugtaning koordinatalarini toping.

1356. Uchlari A= 4(2,5,0), B=B(11,3,8), C=C(5,1,12) nugqtalarda
bo¢lgan uchburchakning og'irlik markazini toping.

1357. Bir jinsli sterjenning og‘irlik markazi M (l,—l,S) nugqtada bo‘lib,
uning bir uchi 4(~2,-1,7) nugtada. Sterjen ikkinchi uchining koordinatalarini
toping.

1358. Ushbu E(0,y,0) nugta fazoning qayerida joylashgan?

a) Koordinatalar boshida;

b) OY koordinata o‘gida;

¢) OX koordinata o‘qida;

d) OZ koordinata o‘gida.

1359. A(-3,4,5) nugtadan OZ o‘qgigacha bo‘lgan masofani toping.

A) 4, B)5,C) 6,D) 34.
2-§. Fazoda tekislik

1°, Tekislikning umumiy tenglamasi

Fazoda tekislikni ikki nuqtadan bir xil masofada joylashgan fazo
nugtalari to‘plami (fazo nugqtalarining geometrik o‘rni) sifatida garash mumkin.
Bunday nuqtalaming koordinatalari x, y,z lar ushbu:

Ax+By+Cz+ D=0 ')
munosabatda bo‘ladi, bunda A4,B,C,D - o‘zgarmas sonlar. (1) munosabat
tekislikning umumiy tenglamasi deyiladi.

2°. Tekislikning kesmalar bo‘yicha tenglamasi. Fazoda ushbu
L AP @)
a b ¢
tenglama tekislikning kesmalar bo‘yicha tenglamasi deyiladi. Bunda a,b,c
sonlar sodda geometrik ma’noga ega, ular tekislikning koordinatalar o‘qlaridan
ajratgan kesmalarning migdorini bildiradi.
1-misol. Ushbu
3x+5y-7z+6=0
tekislikning umumiy tenglamasini uning kesmalar bo‘yicha tenglamasiga
keltiring.
dBerilgan tekislik tenglamasini quyidagicha yozib,
3x+5y-7z=-6
so‘ng bu tenglikning ikki tomonini —6 ga bo‘lamiz:

11




3x+i)i 7z

~—=1.

6 —6 —6
Natijada,
X LY Lz
2%t s"!
7

5
bo‘ladi.oBu tekislikning kesmalar bo‘yicha tenglamasidir.p
3". Uch nuqtadano‘tuvchi tekislik tenglamasi. Aytaylik, fazoda uchta
M, (x,3,2,), My (%,0,2,) va M, (%.75,2,) nuqtalar berilgan bo'lsin. Bu
nuqtalar orqalio‘tuvchi tekislik tenglamasi quyidagicha bo‘ladi:
X=X ¥y -y z-z
270 V=) z,-z|=0 3)
5N V=) z-z
bo‘ladi.
2-misol. Ushbu
4(1,2.3), 4,(4,-1,-2), 4,(4,0,3)
nugqtalardan o*tuvchi tekislik tenglamasini toping,
«4(3) formuladan foydalanib,

x-1y -2 2-3
4 -1 -1-2 -2-3=0,
4-1 0-2 3-3
ya’ni
x-1y -2 2.3
3. -3 -5]=0
3 -2 0

bo‘lishini topamiz. Endi bu uchinchi tartibi; determinantnj hisoblaymiz:
x—-1y -2 -3 ‘

3 -3 -5 =(x~1).(_3).0+
3 -2 0
+(y—2)-(—5)'3-%3-(—2)-(z~3)—(z—3).(_3).3_
~(x=1)(=5)-(-2)~(y-2) 3.0~
=—lO(x—l)—IS(y—2)+3(z—3)_
Demak, izlanayotgan tekislik tenglamasi
—lo(x—l)-ls(y—2)+3(z_3)=o,

ya’ni
10x+15y—32-31=0
bo‘ladi.p
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4°. 1kki tekislik orasidagi burchak. Ikki tekislik berilgan bo‘lib,
ularning tenglamalari
Ax+By+Cz+D =0,
Ax+By+C,z+D,=0
bo‘lsin. Bu tekisliklar hosil qilg:iu'l
qo‘shni ikkiyoqli burchaklarda biri
(bu qo‘shni burchaklar yig‘indisi # ga
teng bo‘ladi) ikki tekislik orasidagi

burchak deyiladi (6-chizma). Z
Bu burchak quyidagi formula lf /
bilan topiladi: -
6-chizma
AA,+BB,+CC,
cosg= 2 2 2 2 BZ CZ
JA, + B +C} -\]A2 +B; +C; @
3-misol. Ushbu
x—z=0,
y—z=0
tekisliklar orasidagi burchakni toping.

«4Bu tekisliklar uchun
A4=1, B =0, C=-1,
4,=0, B,=1, C,=-1
bo‘ladi. (4) formuladan foydalanib topamiz:
1:0+0-1+(-1)-(-1) 1

cos@ = =—.
JE+0 (1) Jor e 2o (1) 2

Demak, p=60".»
5% Ikki tekislikning parallellik hamda perpendikulyarlik shartlari.
Agar ikkita:
Ax+By+Cz+D,=0
Ax+B,y+Ciz+D,=0
tekisliklar uchun

A’l 'BZ CZ
shart bajarilsa, u holda tekisliklar o‘zaro parallel bo‘ladi.
Agar bu tekisliklar uchun
A -4,+ B -B,+C,-C,=0 (6)

shart bajarilsa, u holda tekisliklar o*zaro perpendikulyar bo‘ladi.
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4-misol. M,(3,-1,2) va M,(-12,5) nuqtalardan o‘tuvchi hamda OZ
o‘qiga paralle! bo‘lgan tekislik tenglamasini toping,
4AMa’lumki, tekislikning umumiy tenglamasi:
Ax+By+Cz+D=0
da C=0bo’lsa, tekislik OZ o‘qiga parallel bo‘lib, u
Ax+By+D=0 @
ko‘rinishga ega bo‘ladi. Modomiki, bu tekislik M, va M, nugtalar orqali o‘tar
ekan, unda bu nuqtalarning koordinatalari tekislik tenglamasini qanoatlantiradi.
%=3 n=-1vax,=-1y, =2 lami (7) tenglamadagi x va y larning o‘rniga
qo‘yib, ushbu:
{3A -B +D=0,
-A+2B+D=0
sistemani hosil gilamiz. Bu sistemadan

A="§D, B:—iD
5 5

bo‘lishini topamiz. Natijada,

AX+B_V+D=O
tenglama ushbu

3 4 !
5 Dx+(~§D)y+D =0
ya’ni
. . 3x+4y—-5=¢
ko‘rinishea keladi. Bu izlanayotgan tekislik tenglamasidir. b
6. Nugtadan tekislikkacha bo‘lgan masofa. Fazoda biror
Ax+By+Cz+ D=0
tekislic va bu tekislkda yotmagan M, < 1, (x,,,,2,) nuqia berilgan borlsin.
Bu nuqtadan tekislikka o‘tkazilg,

. . an perpendikulyarning uzunligi berilgan
nuqtadan berilgan tekislikkacha masof, deyiladi. U quyidagi formula:

a1t By 1oy ) e
A4 +B g :
yordamida topiladi.
S-misol. A(2.3,~4) nugtadan ushbu 2x-+-6y 32 +16=0 tekislikkacha
bo‘lgan masofani toping.
<4Bu masofani (8) formuladan foydalanib topamiz:
(xo =2,y ¢=3,z,=—4, A=2, B=g, C=-3,D= ]6)

d=|2-2+6-3—3»(~4)+16| 50

1
Ja+36+9 7 =75
14

Quyidagi masalalarni yeching
1360. Quyidagi uchta nugtadan o*tuvchi tekislik tenglamasini toping.
a) 4(LL1), B(1,-10), C(2,13)
b) 4,(3,-1,2). B,(4,-1,-1), C,(2,0.2)

1361. Quyidagi
4(-1,6,3), B(3,-2,-5), C(2,0,5),D(2,7,0), E(0,1, 0) nugtalardan qaysi
biri ushbu:

4x-y+3z+1=0

tekislikda yotadi?

1362. Ushbu:

a) 2x+3z+1=0;

b) 9z-3=0;

) x—-2y-5=0;

d) x+y+2z=0;

e) 8x-5y=0;

f) Sy+3z-5=0
tekisliklarning koordinata o‘qlariga nisbatan joylashish holatini aniglang,

1363. M{1,2,3} nuqtadan o‘tuvchi hamda XOY tekisligiga parallel
bo*lgan tekislik tenglamasini toping.

1364. M {1,1,1} nuqtadan o‘tuvchi hamda

2x+4y+z-5=0

tekislikka

a) perpindikulyar bo‘lgan,

b) parallel bo‘lgan tekislik tenglamasini toping.

1365. OY o‘qi orqali hamda M{-153} nugtadan o‘tuvchi teislik
tenglamasini toping.

1366. Ikki M,{2,-13}, M,{3, 12} nuqtalardan o‘tuvchi hamda
3x-y—4z=0 tekislikka perpindikulyar bo‘lgan tekislik tenglamasini toping.

1367. M{1,2,3} nugtadan o‘tuvchi hamda OZ o‘qiga perpindikulyar
bo*lgan tekislik tenglamasini toping.

1368. Ushbu

a) M{4,3, ~2} nuqtadan 3x—y +5z+1=0 tekislikkacha,

b) M{3,1,~1} nuqtadan 22x+4y-20z—41=0 tekislikkacha,

¢) M{1,2,1} nugtadan 2x—3y+6z—7=0 tekislikkacha,

d) M {O, 0, 0} nuqtadan x—y ++/2z-8=0 tekislikkacha
masofalarni toping.
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1369. Ushbu tekislik tenglamalarini
a) 3x+5y—-7z+6=0,
b) 2x+y—5z—-6=0,
c) 3x+4y—-3z-12=0.
kesmalar ko‘rinishidagi tenglamalarga keltiring,
1370. Quyidagi tekisliklar orasidagi burchakni toping.
a) 4x—5y+3z+1=0, x-4y-z+9=0;
b) 3x—y+2z+15=0, S5x+9y-3z—] =0;
c) 6x+2y—4z+5=0, 9x+3y—6z-2 =0;
d) 2x-3y+6z-7=0, 4dx—y+8z—14=0.
1371. Ushbu parallel tekisliklar orasidagi masofani toping.
a) x—-2y-2z-1=0, x-2y-2z-6=0-:
b) 2x-3y+6z-1=0, 4x—6y+12z+1=0.
1372. Ushbu
11x—8y—-7z—15=0 va 4x—-10y+z-2=0
tekisliklar fazoda qanday munosabatda joylashgan.
a) parallel;
b) perpendikulyar;
c) 45" burchak tashkil etadi;
d) 60° burchak tashkil etadi.
1373. OY o‘qida ushbu:
x+2y—-2z+6=0va2x+y+2z-9=(
tekisliklardan baravar uzoqlikda joylashgan nuqgtani toping,
A) (Os] ,0),B) (05'15’0)5 C) (0.,],0),]:)) (0,-7,0).
1374. Ushbu M (],2,3) nuqtadan koordinatalar tekisligigacha bo‘lgan
masofalar yig‘indisini toping.
A) (0,1,0),B) (0.-15,0), C) (0,1,0),D) (0,-7,0).

5 3-§. Fazoda to‘g‘ri chiziq
I". To‘gtri chizigning umumiy tenglamasi. Fazoda to‘g‘ri chiziq
parallel bo‘lmagan ikki

Ax+By+Cz+D, =0, Ax+B,y+Cz+D,=0

tekislikning kesish nugtalari to‘plami (nugtalarmning geometrik o‘rni) sifatida
qaraladi. Shuning uchun ushby:

{A]x+B,y+CIz+ D, =0,
A2x+Bly+sz +D,=0
sistema fazoda to‘g‘ri chiziqning umumiy tenglamasi deyiladi.
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1-misol. Ushbu
{2x—3y—3z+4=0, M
x+2y+ z-5=0
to‘g‘ri chiziq yasalsin (fazoda tasvirlang).
<4Bu to'g‘ri chizigni XOY koordinata tekisligi bilan kesishish nuqtasini
topamiz. Ma’lumki, XOY tekisligida (x, y,z) nuqtaning uchinchi koordinatasi
z =0 bo‘ladi. (1) sistemada z=0 deb ushbu:
2x=3y+4=0,
{ x+2y=5=0
sistemaga kelamiz va uni yechib, x=1, y=2 bo‘lishini topamiz. Demak,
to'g'ri chiziqning XOY tekisligi bilan kesishish nuqtasi A7(1,2,0) bo‘ladi.
Endi, to*g'ri chizigning XOZ tekisligi bilan kesishish nugtasini topamiz.
(1) sistemada y =0 deyilsa, unda:
2x-3z+4=0,
{ x+ z—=5=0
bo'lib, bu sistemadan x=2,2; z=2,8 bo‘lishini topamiz. Demak, to‘gri
chizigning XOZ tekisligi bilan kesishish nuqtasi P(2,2;0;2,8) bo‘ladi. A va
P nugtalar orqali to‘g‘ri chiziqo‘tkazamiz. Bu qaralayotgan to‘g‘ri chizigning
tasviri bo‘ladi (7-chizma).

675/~

P s
\\
N,
\
¢ R Y
/ "M
X
T7-chizma

0 ol comome . ] .
2. To'g'ri chiziqning kanonik (sodda) tenglamasi. Aytaylik, to‘g‘ri
chizigning umumiy tenglamasi:

Ax+By+Cz+D =0,

{‘ Lx+B,y+C,z+ D, =0
berilgan bo‘lib, u (x,,¥,,2,) nuqta orqalio‘tgan bo‘lsin (ya’ni (V%)
tekisliklarning kesishish nuqtalaridan biri bo‘lsin). U holda to‘g‘ri chiziq
tenglamasini quyidagicha:
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ko‘rinishda yozish mumkin, bunda
l=|Bl CI Cl A! n Al Bl '
B 2 C2 C2 AZ ’ AQ B 2
(2) tenglama to‘gri chizigning kanonik (sodda) tenglamasi deyiladi.
2-misol. To‘gri chizigning umumiy tenglamasi
x+2y-3z+2=0,
. {2x—2y+ z-5=0 ®
ni kanonik ko‘rinishidagi tenglamaga keltiring,
«Awvalo, bu to‘g‘ri chiziqda yotuvchi A (x5 Yo»Z,) nugtani topamiz.
Buning uchun z, =0 deb olamiz. Unda (4) sistema quyidagi:
X+2y+2=0,
{Zx -2y-5=0

» - =

3

ko‘rinishga keladi. Bu sistemaning yechimi x,=1y, =3 bo‘ladi. Demak,

3 . g, .
M (];-5;0) to‘g‘ri chiziq nuqtasi bo‘ladi. (xo =Ly, = _3, Z 4= 0)_

2
So‘ng (3) va (4) munosabatlardan foydalanib /,m, » lami hisoblaymiz:
2 -3 -3 1 1 2
l = = —4, = = - = -
2 1‘ "’,127’"2-2—6
Unda (2) formulaga ko‘ra to g'ri chizigning kanonik tenglamasi:
3
x=1_Y*3 _z-0
ya’ni: - -7 6
3
=1 M5 2
4 7 7%
bo‘ladi.o 7 6
3. To‘gri chizignin i : D W ot
chizigning kanonik tenglamaii parametrik tenglamasi. Fazodagi biror to‘g‘ri
X-—Xx,

o=Y‘}’o z—zo

. ! m
bo‘Isin. Bu tenglikdagi har bir nisba ¢ deyilsa, n

XX =y—yo 2=z,
I — ==

m n

unda

x=x,+1t,
y=y,+m, )
z=z +nt ‘

sistema hosil bo‘ladi.
(5) sistema to‘gri chiziqning parametrik tenglamasi deyiladi (z-—

parametr).
3-misol. Ushbu:
x-2 _y-3_z—-4
1 1 2
to‘g‘ri chiziq bilan
2x+y+z—-6=0

tekislikning kesishish nuqtasini toping.
<dRavshanki, ko‘rilayotgan to‘g‘ri chiziqning parametrik tenglamasi
xX=2+¢,
y=3+t,
z=4+1-2
bo‘ladi. Bu ~ x,y,zlar qiymatlarini tekislik tenglamasidagi x,y,z lar o‘rniga
qo'yib,
2(2+1)+(3+1)+(4+21)-6=0
bo‘lishini, unda esa #=-1 ekanini topamiz.
Demak, x=2-1=1, y=3-1=2,2z=4-2=2 bo‘lib, kesishish nuqtasi

(1,2,2) bo‘ladi.p>
4°. ki nugtadano‘tuvchi to‘g'ri chiziq tenglamasi. Aytaylik, fazoda

ikkita:
M, =M, (xvynzl) M, =M2(x2,y2,zz)

nugtalar berilgan bo‘lsin. Bu nugtalardan o*‘tuvchi to‘g'ri chiziq tenglamasi
quyidagicha:

X7 _Yh _z—z

N=X V=Y 2,z

©)

bo‘ladi.
4-misol. Ushbu:
2x+3y+5z-3=0,
x+y+2z-1=0
tekisliklarning kesishishidan hosil bo‘lgan to‘g‘ri chizigning sodda (kanonik)
tenglamasini toping.
<« Aytaylik, z=0 bo‘lsin. Unda masaladagi tenglamalar quyidagi

2x+3y=3,
x+y=1
ko‘rinishga keladi. Bu sistemani yechib,
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x=0, y=I1
bo‘lishini topamiz.
Demak, M, (0,1,0) nugta izlanayotgan to‘g‘ri chizigda yotadi.
Endi z=1 deylik. Unda x va y lami aniqglaydigan
2x+3y=-2
{ x+y=-1
sistemaga kelamiz. Bu sistemaning yechimi x = -1, y=0 bo‘ladi. Demak,
M,(~1,0,1) nugta ham izlanayotgan tog‘ri chiziqda yotadi.
Ikki nuqtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chizigning tenglamasini ifodalaydigan (6)
formuladan foydalanib topamiz:
X _y-l_z
-1 -1 1
Bu izlanayotgan to‘g ri chiziq tenglamasi bo‘ladi. >
5%, Ikki to‘g‘ri chiziqning parallellik hamda perpendikulyarlik shart-
lari Agar fazodagi ikkita
=% _JY-h _z2-3 X=X Y=V _z-z,
£ m n’ £, m, - n,
to‘g‘ri chiziq uchun

)

2
shart bajarilsa, u holda bu to‘g‘ri chiziglar o‘zaro parallel bo‘ladi.
Agar yuqoridagi to‘g‘ri chiziglar uchun:
&by +m my+non,=0 ®
shart bajarilsa, u holda to‘g‘ri chiziglar o*zaro perpendikulyar bo‘ladi
6°. Tkki to‘g‘ri chizig orasidagi burchak. Ikkita: '

XTh Yo h _z-z X=X _ Y=Y, z-z,

A m, n 4

to*g‘ri chiziglar berilgan bo*Isin. z " "

Fazoda biror nugta olib, undan beri] ‘g'ri chizi
da Diror nugta olib, und: gan to‘g‘ri chiziglarga parallel
bo‘lgan ﬁo.g ri chlz.lqlax.-m o‘tkazamiz. Ular orasidagi @ burchak berilgan
to*g¢ri chiziglar orasidagi burchak deyiladi, U ushbu
cosp=— Ly tm -m+n-n )

G+ [0 s nd 4

formula bilan topiladi :
5-misol. Ushbu:
3 6 5 > 3.2t

to‘g‘ri chiziglar OraSi‘?a,gi o‘tkir burchakni toping.
«Bu to‘g'ri chizidlar uchun
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L=3,m=6n=2val,=2,m,=9,n,=6
bo‘ladi. (9) formuladan foydalanib topamiz:
cosg = 3.2+6-9+2:6 -t 72 =i2
V3462422 22492462 a9+ 121 77
Demak, berilgan to‘g‘ri chiziglar orasidagi o‘tkir burchak

= WCCOS(E)
p= 77

Quyidagi masalalarni yeching o
1375. Ushubu to‘g‘ri chiziglarning kanonik tenglamasini tuzing.

2) {x—2y+3z+l=0, b) x=2y+3z-4=0,
2x—y—4z-8=0 3x+2y-5z-4=0.
Sx+y+z=0, 2x-3y-3z=0,
{2x+3y—22+5=0. ){ x=2y+z=0.
1376. Quyidagi to‘g'ri chiziglar orasidagi o‘tkir burchakni toping.
x-1_y+2_z-5 x y—3=z+l. :

bo‘jadi.»>

a) ’ —=—=—
3 6 2 2 9 6
b) x-2=y+2_z—5 x+2_y—3=z-§-5
1 -1 2’ 1 1 27
1377. Ushbu

x=2y+3z—-4=0,
{ 3x-2y+z=0
to*g‘ri chizigning yonaltiruvchi kosinuslarini toping,
1378. Ushbu M(2,5,4) nugtadan o‘tuvchi hamda quyidagi
1x-3p-32+420=0,
| x=3y-6z+1=0

to*gri chiziqqa parallel bo‘lgan to* g°ri chiziq tenglamasini toping.
1379. Ushbu

x-2 y-3 z x+1=y—2=z+5
1 J2° 1 2

to‘g‘ri chiziglar orasidagi ¢ burchakni toping.

1380. Quyidagi
¥+2_y _z-1 x-3 y-1_z-7
2 3 47 m 4 2

to*g‘ri chiziglar m ning qanday qiymatida kesishadi?
1381. M (—2,—3,5) nuqtadan o‘tuvchi hamda OY o‘qgiga parallel
bo‘lgan to*g‘ri chiziq tenglamasini toping,

21



-

1382. M(1,-5,3) nuqtadan o‘tuvchi hamda koordinata o‘qlari bilan mos

. 2
ravishda a=%, ,B=%, y=7” burchak tashkil etuvchi to‘g‘ri chiziq

tenglamasini toping.
1383. M(2,3,4) nugtadan ushbu
x_y-—

x_y=2_

13

to‘g‘ri chiziqqacha bo‘lgan masofani toping,
1384, Ushbu

i=y+] z-1 x-4 y

z=7
0

=——va—=

11 8 7 7 3

To'g'ri chiziglar fazoda qanday munosabatda joylashgan?

A) perpendikulyar;

B) 30° burchak ostida kesishadi;

C) parallel;

D) 45° burchak ostida kesishadi.

1385. Ushbu M (2,3,1) nugtadan

x+5 y—-4 2z-3
1 -3 2

to‘g‘ri chiziggacha bo‘lgan masofani toping.

A) 2410, B) 3110, C) 0,510, D) G .

z+]
8

4-§. Fazoda tekislik va to‘g‘ri chizig

Fazoda
X=% _Y=X =2-2
I m o, M
to‘g‘ri chiziq hamda

Ax+By+Cz+D=¢ )

tekislik;oerilgan bo‘Isin.

1°. To‘g‘ri chiziq va tekislik orasidagi burchak. (1) to‘g‘ri chizig bilan
(2) tekislik orasidagi burchak quyidagi (Di'e a

sing= Al+Bm+Cn
‘\/Az +Bz + C'2 . \/12 +m2 +’l2

formula yordamida topiladi.

1-misol. 4(-1,0,-5), B (1,2,0) nuqtalardan o*tuvchi to‘g’ri chiziqning

x=3y+z+5=0

tekislik bilan tashkil etgan burchakni toping,

43-§dagi (6) fomuladan foydalanib, 4 va B nuqtalardan o‘tuvchi
to‘g‘ri chizigni topamiz:

(3)
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x—(-1) _y-0 - z—(-5)
1-(-1) 2-0 0-(-5)

ya’ni

(1=2,m=2,n=5)

wh

Bu to*g‘ri chiziq bilan berilgan
x-3y+z+5=0 (A=1, B=-3,C=l)
tekislik orasidagi burchak (3) formulaga ko‘ra,
) fl-2+(=3)-2+1-5| 1 _B
singp = le " (_3)2 +12 .22+ 22+ 57 Ji +333 33

bo‘ladi. Demak, ¢ = arcsin(g} >

2°. To‘g'ri chiziq va tekislikning parallellik sharti. Agar (1) to‘g'ri
chiziq hamda (2) tekislik uchun @
Al+Bm+Cn=0 (adi
bo'Isa, u holda to‘g*ri chiziq bilan tekislik parallel bo‘ladi. .
3°. Tog'ri chiziq va tekislikning perpendikulyarlik sharti. Agar (1)
to°gri chiziq hamda (2) tekislik uchun
4.8.C )
bo‘lsa, uh o tekisik perpendikulyer bo'lad
0°lsa, u holda to*g*ri chiziq bilan tekislik perpendikulyar boladt. -
4.  Togri chiziq va tekisikning kesishishi  Agar
X—X, — - isli
/ t=2 myo =I5 to‘g’ri chiziq hamda Ax+By+Cz+D=0 tekislik
uchun ?

()
‘ Al+Bm+Cn#0 o f s
bolsa, u holda to‘g¢ri chiziq tekislik bilan bitta nugtada kesishadi. Bu kesishish

nuqtasi P(x, ¥,z)ning koordinatalari
x=x,+10t, y=y,+mt, 2=z, +nt
bo‘lib,
Ax, + By, + Cz
Al + Bm+Cn

=

boladi. .
X=X Y=Y _Z"% to‘g‘ri chiziq hamda
l m r

Ax + By + Cz + D=0 tekislik uchun
Al +Bm+Cn =0

Axy + By, +Cz, =0
bo‘lsa, u holda to‘g'ri chiziq tekislikda butunlay yotadi;
23

Eslatma; a) agar
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b)  agar T4 Yoh _Z75% to‘g’ri chiziq  hamda
{ m n
Ax + By +Cz + D=0 tekislik uchun
Al +Bm+Cn =0
Axy + By, +Cz, #0
bo‘lsa, u holda to‘g*ri chiziq tekislikka parallel bo‘ladi.
5%, Ikki to‘g’ri chizigning bir tekislikda yotish sharti. Agar
X=xh _Y—X _Z-3 va X=X _ Y~V _27%
h m on L m on

@®)

hamda
Ax+By+C =
tekislik uchun Hrceb=0
X2 =X V=), 2, _z|'
II I?ll nl = 0 (9)
L m,
(3 - - ’lz
bo‘lsa, u ho.lda ikki to‘g‘ri chiziq bitta tekislikda yotadi
2- misol. M(2,3,1) nugtadan ushbu .
Xl y _z=2
to‘ (] . . . @ 2 —l } 3 (*)
g'ri :h;gqqa ms-hnr;{l{g(an perpendikulyarning kanonik tenglamasini toping
Vs 2,3,1) nugtadano‘tuvchi ‘g*ti chiziani
nonip haﬂkl,i ) nug vehi har ganday to‘g‘ri chizigning

X2 _y-3_z-
bo‘ladi. Foom e ™)
kora ) @ () Wg'Ti chiziglar perpendikulyar bolishi kerakligi shartga
ya'ni: 2l-m+3n=0
2Lom_
bo‘ladi. non
tekisﬁl?::(;‘:)gii_’ (*) va (**) to‘g‘ri chiziglar kesishar ekan, unda ular bir

To’g’ri chiziglaming bir tekislikda yotish shartidan foydalanib topamiz:
2-(-1) 3-0 1-2
2 -1 3|=0
{ m n
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ya’ni

3 3 -1
2 -1 3|=8/-11m-9n=0
Il m n
Keyingi tenglamadan
{ m
§—-11—=
n n
bo‘lishi kelib chiqadi.
Natijada, ;
2—- ﬁ =-3
n n
8£ - l l-'z = 9
n n
sistema hosil bo‘ladi. Uni yechib,
i =-3 Z =-3

n n

bo*lishini topamiz. Demak, =3, m=3,n=-1.
Bu giymatlar (**) tenglikka qo‘yilsa, unda:
x-2 _y-3_z-1

3 3 -1
bo‘ladi. Bu izlanayotgan to‘g‘ri chiziq tenglamasidir.»>

Quyidagi masalalarni yeching
1386. Ushbu

to‘g'ri chiziq hamda 6x 3y +2z=0 tekislik orasidagi burchakni toping.
1387. M(3,-2,4) nugtadan o‘tuvchi hamda ushbu
5x+3y-2z+1=0
tekislikka perpindikulyar bo*lgan to‘g‘ri chiziq tenglamasini toping.
1388. M(3,-2,4) nuqtadan hamda ushbu
5 2 1
to‘g‘ri chiziq orqali o‘tuvchi tekislik tenglamasini toping.
1389. 0(0,0,0) nuqgtadan ushbu
x=5_ y-2 z+l
. .. 4 3 -2
to‘g‘ri chiziqqa tushirilgan perpindikulyarning tenglamasini toping.
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S-§. Fazoda sodda ikkinchi tartibli sirtlar

Fazodagi sirtlar dekart koordinatalaridao‘zgaruvchi nugta M(x, ¥,z)ning
koordinatalari x, y va z larga nisbatan ikkinchi darajali tenglamalar bilan

ifodalanadi. Sfera, ellipsoid,

silindrlar sodda ikkinchi tartibli

1) Sfera:
¥4

/ 0 "Y
X
8-chizma

1-misol. Ushbu

giperbaloidlar, paraboloidlar, konus hamda
sirtlar hisoblanadi.

Ushbu

(x-a) +(r=bY +(z-c)* =7 (1)
tenglama bilan aniglanadigan sirt sfera
deyiladi, bunda a, b, c lar sfera markazi,
r -radius. (1) sfera tenglamasi bo‘ladi.

Agar sfera markazi koordinatalar boshi
bilan ustma-ust tusisa, unda
a=0, b=0, c=0 bo‘lib, sfera tenglamasi
ushbu:

X2+t 22 =2 2
ko‘rinishga keladi.

X +3 422 =2y 370
sfera markazuung k(fordinaialari hamda sfera radiusini toping,
4Bu tenglikning chap tomonini quyidagicha yozib olamiz:

x2+y2+zz—2y—3z=xz+y2—2y+l—l+zz— 3..909

Natijada,

bo‘lishi kelib chiqadi.

Demak, sferaning markaz; (0, 1 EJ
2

2
=x2+(y-1)2+(2’§) E]

" 2
x2+(y—1)‘ +(Z—-§] =E

2-z42-2 .
2"

4

4

Vi3

, radiusi esa » =T bo‘ladi.»>
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2) Ellipsoid:
4o Ushbu
xl y2 22 l (3)
St t==
A A
tenglama bilan aniqlanadigan sirt
X ellipsoid deyiladi, bunda a, b, ¢
w lar ellipsoidning yarim o‘glari. (9-
e ——— chizma)
2-misol. Ushbu
. xZ yz zZ
9-chizma P SN |
~ 36 16 9
ellipsoid bilan x=4 tekislikning
kesishishidan hosil bo‘lgan chizigni
toping. )
«Ellipisoid tenglamasidan x ning o‘miga:l ni qo‘yamiz
2
16,y +2 =1
36 16 9
Natijada,
y' Z 16 5
i —=l——=—
16 36 9
bo‘lib, undan
y z =1 ’mz-z-+—z-i=
AP R
9 79 9
bo“lishi kelib chigadi. L
Demak, berilgan ellipsoid x =4 tekislik bilan
yLz
80 s
9

ellips bo‘yicha kesishadi. P
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3) Giperbsloidlar:
A
ty a) Ushbu
: 2 2 2
: x° Yy oz
; 2t z=
. 2ty @
: x  tenglama bilan aniglanadigan sirt bir
0 ] pallali giperboloid deyiladi. (4)
E tenglamadagi a,b,c lar bir pallali
B giperboloidning yarimo‘qlari
1= deyiladi (10-chizma).
10-chizma
b) Ushbu
2y 2
CAL A A

Fenglama bilan aniqlanadigan sirt
ikki pallali giperboloid deyiladi

(il-chizma).
z
4) Paraboloid:
a) Ushbu
Xy ‘} ¥
2z=—+=— >0, g>0
Sty (0420

tenglama bilan aniqlanadigan sirt
elliptik paraboloid deyiladi (12-
chizma).

12-chizma

28

b) Ushbu:
2:=X -2 (p>0,¢>0)(D

tenglama bilan aniqlanadigan sirt
giperbolik paraboloid deyiladi.
(13-chizma)

3-misol. Ushbu:

2 2

Xy

—t——=Z

elliptik paraboloid bilan

tog‘ri chizigning kesishish nugqtalarini toping.
<€ Avvalo, to‘g‘ri chizigni, uning parametrik ko‘rinishidagi tenglamasiga

keltiramiz. U quyidagicha bo‘ladi:
x=101,

y=3t-3,

z=3t+1.
Bu x, y, z laming qiymatlarini elliptik paraboloid tenglamasidagi

x, ¥, z laro‘miga qo‘yamiz. Natijada,

2 2
(10¢) +(3:-3) Sl
25 9

ya’'ni
5t* ~5t=0
bolib, =0, £, =1 bo‘ladi. Bu giymatlarni to‘g’ri chizigning parametrik
ko‘rinishidagi tenglamasiga qo‘yib topamiz:
=0, y=-3, z=]
X, =10, y, =0, z, =4,
Demak, berilgan elliptik paraboloid va to*g‘ri chiziq ikkita M, (0,_3,1)

va M,(10,0,4) nuqtalarida kesishadi.»>
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Ushbu: ) 0
xz yz z2
7+b7—?=0 (8) NG b

tenglama bilan aniqlanadigan sirt
konus deyiladi. ( 14-chizma)

CTTCET Ly
6) Silindr- 14-chizma
a) Ushbu:
Xty
FACE ®

tenglama  bilan aniqlanadigan sirt

elliptik silindr deyiladi (15-chizma). X
15-chizma
N R b). Ushbu
"] 2 2
; %-2= (10)
; a b
—T R te:'nglama. bilan aniqlanadigan sirt
—— 5 [ > eiperbolik silindr deyiladi (16-
z ! X chizma).

1 6-0}1i2:ma

Quyidagi masalalarnj Yeching

‘ 1?90- Markazi C(2-2,1) nugtada bo‘lgan va koordinata boshidan
o‘tuvchi sferaning tenglamasini toping.

1391. Quyidagi sirtlaming umumiy ¢ ini .
ko‘rinishiga keltirib, ulaming nomlarin; mizlme;glmmm sodda (kanonik)

a) X' +y +2" +2x+4y-4=¢,
b) x* +2y°+ 22+ 2x +4y—1=0;
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c) ¥* +2y* =z* +2x+4y-1=0;

d) x> +2y° +2x+4y—22+3=0;

e) x’ -4y’ 2" +8y—-2z-9=0;

f) x* +2y* -2x—4y-1=0.

1392. Fazoda quyidagi tenglamalar bilan ifodalangan sirtlarni aniqlang:

Y.z 3) y*=6
2, .2 z _Z - s =6z,
1) X +z" =7, 2) 25 16 y
4) x*-2* =0, 5) y* +2° =0, 6) x* +4y* +4=0,
7) x* =0, 8) x* +y* =0, 9) x? +y*+22 =0

1393. Ushbu:  (1,0,0), (0,4,0), (LL1) nugtalardan otuvchi

giperbolidning kanonik tenglamasini toping.
1394. Ushbu:

2 2 2
E__L.g.ET:l
a2 b2 c
bir pallali giperbolidning (0,0,c) nugtasiga urinuvchi urinma tekislikning

tenglamasini toping. . ) o .
1395. Ko‘rsatilgan sirtlar bilan to‘g‘ri chiziqlaming kesishish nuqtalari
toping.

X y 7 x-3 y-4 z+2
IPapals Rnayng '—=l, = = s
R TRET A 3 6 4
x ) x+l y-2 z+3
DTrTEE T T
1396. Ushbu:
2 2 2
'x—+L+-z—=l
16 12 4

elfipsid bilan x—2 =0 tekislikning kesishishidan hosil bo‘lgan ellipsning yarim
o‘qlarini toping.
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Nazorat savollari

1. Fazoda ikki nuqtalar orasidagi masofa i i
ek qanday hisoblanadi?
2. Kesmani nisbatda bo*lish ganday aniqlanaldi‘?y

3. Tekfslfkning umumiy tenglamasini izohlab bering.

4. Tekislikning kesmalar bo‘yicha tenglamasini izohlab bering.
5. Uc}} nuqtadano‘tuvchi tekislik tenglamas; ganday topiladi?
6. Ikki tekislik orasidagi burchak qanday aniqlanadi? .

7. Ikki tekislikni i ; . )
aniglanadi? g parallellik hamda perpendikulyarlik shartlari qanday

8. Fazoda nuqtadan tekislikkacha
9. Fazoda to‘g'ri chizigning um
10. Fazoda to‘g‘ri chizi
aniqlanadi?
11. Fazoda tq‘g‘ri chizigning parametrik tenglamasi qanday aniqlanadi?
qtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasi qanday
13. Fazoda ikki to‘g*
shartlari qanday aniqlanadi?
{lsi F;zodz ikki to‘g‘ri chiziq orasidagi burchak qanday aniqglanadi?
. Fazoda to‘g‘ri chiz isli idagi :
aniqanadi? g 121q va tekislik orasidagi burchak qanday
16. Fazoda to‘g‘ri chiziq va tekislikni i i
. q islikning parallellik sharti qanday
17. Fazoda to‘g‘ri chiziq va tekisliknin di i i
aialeni q g perpendikulyarlik sharti qanday
18. Fazoda to‘g‘ri chiziq va tekislikning kesishishi qanday aniqlanadi?

19. Fazoda ikki to‘e‘ri chiziani . . 1 . 1
aniglanadi? 1 to'g’ri chizigning bir tekislikda yotish sharti qanday

b.o‘lgan masofa qanday topiladi?.
numiy tenglamasi qanday aniglanadi?
quing kanonik (sodda) tenglamasi qanday

1 chizigning parallellik hamda perpendikulyarlik
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12-bob
Vektorlar analizining elementlari
1-§. Vektor hisobining asosiy formulasi. Vektorlar ustida amallar
Tekislikda vektorlar va ular haqidagi asosiy ma’lumotlar hamda
masalalar 1-bob 4-§da bayon etilgan. Vektorlaming fazoviy masalalarga
tatbiglari muhimligini e’tiborga olib, ushbu bobda fazoda vektorlar ana!i?j va
unga doir masalalarni keltiramiz. Bunda 1I-bob 4-§da keltirilgan

ma’lumotlardan foydalanamiz.
1", Vektor hisobining asosiy formulasi. Fazoda M =M(x,,y,,z) va

N = N(x,,y,,2,) nuqtalar yordamida hosil gilingan _
a=MN ‘
vektorni qaraylik. Bu vektorning
0X,0Y,0Z
koordinata o‘qlaridagi proeksiyalari
a, =x,—-%, a,=Y,"Jp» a, =2,z )]
bo‘ladi. Unda a vektor quyidagicha:
a= {xz =X Y2~ N % "21}

yozilib, ) . _
a =a, -;’+ay cjta, k=(x,— %) i+ (s -y)-j+(z,-z)k
bo‘ladi, bunda i, j, ¥ — koordinata o‘qlaridagi birlik vektoriar. (2) formula
vektor hisobining asosiy formulasi deyiladi.

I-misol. Ikki M,(3,-4,1) va M,(4,6,-3) nuqtalar berilgan bo‘Isin.
a=MM, vektorning koordinatalarini toping.

a vektorning koordinatalari a,,a,,a,lar (1) formulalar yordamida
topiladi. Bu holda

x =3, yy=-4z=1vax,=4,y,=6,2z,=-3
bo‘lib,
a,=4-3=1, a,=6-(~4)=10, g, =-3-1=—4

bo‘ladi. Demak, a=M,M, = {,,10,-4}

2-misol. Fazoda ikki — M(x,,y,,z) va M,(x,.y,,z,) nuqgtalar berilgan
bo‘lsin. M,M, kesmada shunday M = M(x,y,z) nuqta topingki,

MM _ A A —berilgan son
MM,
bo‘lsin.
Ravshanki, M,M va MM, vektorlar uchun
MM = iMM,

bo‘ladi. Vektor hisobining asosiy formulasi (2) dan foydalanib _topamiz: .
(x=x)- T+ (=-p) j+(z—2) k=40 =x)-i+ Ay, — ) j+ Mz, —2) -k
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Keyingi tenglikdan
x=x=A(x,—x),
Y=n=4y,-y),
: z2-z=Az,-2)
bo‘lib, undan
x=tAn NtAy,  z+iz,
1+4 ° 1+4 ° 142

bo‘lishiokelib chigadi.
2°. Vektorning uzunligi va yo‘nalishi, Vektorlar ustida chizigli

amal!ar. Ikkl vektorlar orasidagi burchak, Aytaylik, o vektor koordinatalari
orqali berilgan bo‘Isin:

a={ax,ay,az}

Ial=,’af+a§ +a? 3
wiqdor a vektorning uzunligi,
a a
cos@ =+x cos f=-2 cosr:% @
‘ CR
miqdorlar esa a vektorning yo*naltiruvchi kosinuslari deyiladi, bunda a, B,y

lar g vektorning mos ravishda OX,OY ,OZ koordinata o‘qlarining musbat
yo‘nalishlari orasidagi burchak.
Ikki

Ushbu;

G=a,ita, jta I,
b=b,-i+b, j+b, %

vektorlar berilgan bo‘lsin. By vektorlaming yig‘indisi, ayirmasi hamda

vektorning songa ko‘paytirish quyidagicha aniqlanadi:

a+b=(a,+b,)-i+(ay+by)-}+(az+bz)-7E &)
a-b=(a,~b,)-i+(a,~b,)-j+(a, -b,) ©
Z-A=,1-5=(z-a,)-§+(,1-ay)-}+(,1-a,)-1? 0

Berilgan @ va b vektorlar orasidagi burchak ushbu:
cos@ = ab, +ab +ab, ®

JaZ+at+a? ‘B2 + B2 +B?
formula yordamida topiladi.
Eslatma. Agar

ab.+ab +ab =0 ©)
bo‘lsa, a va b vektorlar perpendikulyar,
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By

a _4, a, (10)

bo‘lsa, a va b vektorlar parallel bo‘ladi.
3-misol. Agar F kuch
F={4,4-42}
bo‘Isa, bu kuchning miqdori va yo‘nalishml topn.ag. o
4Kuchning miqdorini, ya’ni F vektorning uzunligini (3) formuladan
foydalanib topamiz:

|7:{=,/42 +42 +(—4/2)? =16 +16+32 =8.

F vektorning yo‘naltiruvchi kosinuslari (4) formulaga ko‘ra,
LI SO SV R )
oosa= GHCEEX 2 g 2
bo‘ladi. Keyingi tenglikdan o =60°, 8 =60" va y = 13§° bo‘lishini.topaxmz. )
Demak, F=8 bo‘lib, bu vektor koordinata o‘qlari bilan mos ravishda & =60°,
B =60° va ¥ =135° burchaklar tashkil etadi. »

4-misol. Moddiy nuqta E?hbu:

-

F,=2a va E = —33
kuchlar ta’sirida bo*lib, .
a="Ti+2j+3k,b=3i-2j-3k
bo“Isa, bu kuchlarga teng ta’sir etuvchi kuchni top:lflg. .
4Bu kuchlarga teng ta’sir etuvchi bo‘lgan F kuch (2) formulaga ko‘ra,
-}": = F; + E = 2; —35

bo‘ladi.
Ravshanki,
271=(2-7)-}+(2.2).}+(2.3).}2= 14}'+4j+6k,_
=3b=(=3)-3} + (~3)(~2) + (~3)(~3)k = ~9i + 6 + 9%
Demak,

F=2a-3b=(14-9).i + (4+6)- ] + (6+9)-F =51+ 10j + 15
bo‘ladi. P o
S-misol. Agar 4BCD to‘rtburchakning tomonlari quyidagi
AB=-i+7j -k,

BC =-5i-3j +k,
AD =-7i--2f
vektorlardan iborat bo‘lsa, 4C va BD diagonallarni o‘zaro perpendikulyar
bo‘lishini isbotlang.
<qRavshanki,

AC=4B+BC,
BD=4D+AB  (1-chizma)
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0
1-chizma

Ayni paytda,
__ AB+kC =(—1-52-Z'+(7-3)-}+(-1+1)Z =—6i+4]
AD+ AB= (~7—(-1) TH2=T) O~ (1) =—67-9] +F

bo‘ladi.
Demak,
AC= —6i+ 4}'
N _ BD=—6i-9j +F
ya’ni koordinatalar shaklida
AC={-6,4,0}
. BD={6,-9,1}
bo‘ladi.

Ravshfln.ki, ~6:(6)+4-(-9)+0-1=0 unda (6) shartga ko'ra, 4C va 35
vektorlar, ya’ni 4C va zp diagonallar o*zaro perpendikulyar bo‘ladi. p

Quyidagi masalalarnj echi
1397. Agar yetne

a) A(-15,2), B(2,5,-2),
_ b) 43,0, B(-2,3,0)
bo‘lsa, 48 vektomning uzunligini toping,
1398. Agar a=3i-2j +6k,,5=—2i+7 bo'lsa,
a+b, a-b, 3a+25
vektorlarni toping.

. 1399. Ushbu 5={I,~1, \/5} vektorning uzunligi hamda yo‘nalishini
toping.

1400. Agar a vektoming uzunligi |E|=3 bo'lib, uning koordinata o‘qlari
bilan tashkil etgan burchaklar uchun o= g- ¥ bo‘lsa, a vektorning
koordinatalarini toping.
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1401. Ushbu: . _
a) a={2,-2,1} va b={4,1,1}
b) a={,1,0} va 5={0,1, 1}
vektorlar orasidagi burchakni toping.
1402. Agar o
a=3i—4j+6k
bo‘lsa, bu vektorning birlik vektori a® uchun vektor hisobining asosiy

formulasini yozing. L. e
1403. Ushbu: a={, 1, 1} vektorning yo‘naltiruvchi kosinuslarini toping.

1404. Agar O nugta ABC uchburchakning og'irlik markazi bo‘lsa, u
holda .
OA+OB+0C=0
bo‘lishini isbotlang.
1405. Ushbu: _
%, ={10, 20,0}, F; = {0, - 10, 20}, F; = {~10, 0, - 20}

kuchlarning teng ta’sir etuvchi F ning miqdori va yo‘nalishini toping.
1406. Agar 7 va b vektorlar 60° li burchak tashkil etib, [d=5, [§=8
bo‘lsa, |3+1;| va lz—q larni toping.
1407. N(,3,5) nuqta a=12i+16j+21k vektorga parallel b°‘lg.a“
vektorning boshi bo‘lib, uning uzunligi [VK|=87 ga teng. X nuqtani toping.
1408. Uchta— F, F, F, kuchlar bir nuqtaga ta’sir etuvchi kuchlar bo‘lib,
ular o‘zaro pependikulyar yo‘nalishlarga ega. Agar |I—’;|=2, If'“:t=10, |1-’;|=11

bo*lsa, bu kuchlarning teng ta’sir etuvchisining migdorini toping.
1409. Ushbu:

MK

a=1{m,3,4},b={4, m -7}
vektorlar  berilgan bo‘lsin. mning qanday qiymatida bu vektorlar
perpendikulyar bo‘ladi?
A)4,B)3,C)5D)2.
1410. Moddiy nugta quyidagi
F =i+2j+3k,
F,=-2i-4j-4k
F, =6i+2j+5k
uchta kuch ta’sirida. Bu kuchlarning teng ta’sir _etuvcilisinj t(iping.
A) F=5i+4k,B) F=5i+2j+4k,C) F=4i+j+5k
D) F=3i+4j+5k.
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2-§. Vektorlarning ska ¢ i
1". Vfl-jorlaming skall;ir k(:y::y‘t(;:s(;k\t':rlﬁ:;n‘;ajx’f:]saa:::. Fazoda
ikki— a va b vektorlar berilgan bo‘lib, ular orasidagi burchak » bo‘lsin.
Ushbu:
] |3]-|B]- cos &
_ miqdor a va b vektorlaming skalyar ko‘paytmasi deyiladi va (3, 5) kabi
yoziladi:
(a, 5)=,5]-|B|-cos¢ ()]
Ska!.y{r ko:pgyma quyidagi xossalarga ega:
1} (@, 5) =0, ),
2) @, b+c)=(ab)+(a,c),
3) (ia, b)=A(a, b)
43 =
5) (a,5)=0 <>alb
Agaravab vektorlai koordinatalari orqali berilgan bo‘lsa,
a=la, a,,a},b=4.5,05}
u holda bu vektorlaming skalyar ko‘paytmasi
(@ b)=ab, +a,b,+ab, )
bo‘ladi.
1-misol. Agar a va b vektorlar orasidagi burchak = 16’5 bo‘lib, bu
vektorlarning uzunliklari H:S , IZI =8 bo‘lsa, (a,5), a , 5 lami toping.
«(1) formulaga ko‘ra,
@, ;))=H-|3|-cosq)=5-8-cos267£
bo*ladi. Ma’lumki,

cos%”-=—£
Demak, (a, b) =203
Ma,lumkis
a =(a,a).
Shunga ko‘ra,
~2 - = -2
a =(a,a)=|al ccos0=5%.1=25,
-é -2 g (2
2 5 =(b,b)=|b| -c0s0=8.1= 64
bo‘ladi.
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2-misol. Agar 2 va b vektorlar orasidagi burchak ¢=% ga teng bo‘lib,

bu vektorlarning uzuuliklari IZI =10, H =2 bo‘lsa, ushbu:
(a+25, 3a-b)
skalyar ko‘paytmani toping.
«4Skalyar ko‘paytma xossalaridan foytialatjib tclpa?jz: L
(a+2b, 3a-B)=(a,3a-b)+(2b,3a—b)=(a, 3a)—(a, b)+(2b,3a)- (25, b)=
= 3(2,2)~ (@, ) +6(5, )25, By=3a +5(a, 5)-2b =3-|E|’ +5[al-[p|- cos o 2[5
Agar [4=10, [fl=2, o= _23£ bolishini e’tiborga olsak, unda

)

(a+2b, 3a-b)= 3-!00+5-10-2-cos-2§7£—-2-4=300—50—8= 242

bo‘lishi kelib chiqadi. » o
2°, Vektorlarning vektor ko‘paytmasi va uning*xossalari. Ikki @ va b
vektorlar berilgan bo‘lsin. Bu vektorlarga ko‘ra ¢ vektor quyidagicha
aniqlansin:
1) 2 va & vektorl t
vektorning boshi shu N nuqtada bolib, u a

tekislikka perpendikulyar bo‘ladi; - .
2) ¢ vektorning yo‘nalishi shundayki, uning oxmdan.qaralganda 2 dan

b ga aylanish soat strelkasi aylanishiga qarama-qarshi bo‘ladi; .
3) ¢ vektorning uzunligi a V& b vektorlarga  yasalgan

parallelogrammning yuziga teng bo‘ladi.
= plne ®

(9—a va b vektorlar orasidagi burchak).
Bunday aniglangan ¢ vektor a va b vektorlarning vektor ko‘paytmasi
deyiladi. Vektor ko‘paytma quyidagicha belgilanadi:
E=[5,5 ) (2-chizma)

arning boshlari bitta N nuqtaga keltiriladi. ¢
va b vektorlar joylashgan

(13

@y

2-chizma
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Vell_cior‘ ko‘paygnf quyidagi xossalarga ega:
1 (ba]= -2, b],

2) i-fo, 3] 1, 5|= |, 43),

3k, Z’ZE]= b+, 2,

4)agar a=1{a_, a,,a,}b= b.. b,.b,} bo‘lsa,

- -

L Ok
[a, b = a‘ ay a‘ yoki
b" b)’ bx
= ]
Fv bl:( o e
,:y b:‘ L, b, ’ b by )

bo‘ladi.
3-misol. Ushbu:
a=2%+j—k
N _ b=i-3j+k
vekiorlar bo‘yicha qurilgan parallelogrammning yuzini toping.

{Izlanayotgan parallelogrammni i Z .
¢ : . ng yuz S, b rni Kkt
ko‘paytmasi moduliga teng boladi; g a va b vektorlarning vektor

a va b S=":a,b:"_
a 1 - I3
hisoblaymiz: vektorlarning vektor ko‘paytmasini (4) formulaga ko‘ra

N
[ 81=]2 1 1= (- 3)i- 2+ 1)j + (6~ = -2i 3] 7.
=31

Bu vektorning modulini topamiz:
l[a,b]l:J(_2)2 +(__3)2 +(_7)2 =-\/6—2 .
Denfak, pmlleiogtammPing yuzi S =62 bo‘ladi. »
4-misol. Agar g vz } vektorlar uchun IZI =2, Ii,’:é, bu vektorlar

. . _ St . - . - . '
orasidagi burchak ¢== bo'lsa, [27+3), (@-45) vektorning modulini
toping. .

) dAvvalo, [a, b] vektor ko‘paytmaning modulini topamiz: (3) formulaga
o‘ra,

I[E,Z:II:lEI-IEI-sm%:z-ﬁ%=6
bo‘ladi.
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Endi, [(2a+3b), (a—4b)] vektomi vektor ko‘paytma  xossalaridan
foydalanib hisoblaymiz: . . .
[(2a +3b), (a—4b))=2{a, al-8a, b]+3(b, al-12{b, b] =-8la, b]-3a, b]=-11[a, }]
Bu vektorning moduli . .
[(2a+3b), (5—45)]i=|—n-[5,i>]1=11- a,bj=11-6=56
bo‘ladi.p>
Quyidagi masalalarni yeching
1411. Ushbu:
a={31-2} va b={,-4,-5}
vektorning skalyar ko*paytmasini toping.
1412, Aytaylik, L.
BA=3i-4j+2k,CA=2i-2j+10k
vektorlar berilgan bo‘lsin. QungagL o
284 -CA va 24C—-A4B
—_—2 =2 . .
vektorlarning skalyar ko‘paytmasi va B4, C4 larni toping. . o
1413. Agar 2 va  vektorlar uchun [d=2, [f|=1, bo'lib ular orasidagi

burchak ¢ = % bolsa, &= 2a—3b vektorning modulini toping.
1414. Ushbu: _
a=i,-21}vab={60-8
idagi ni toping.
vektorlar orasidagi burchakni toping posh D, CeC02 lar

1415. Agar A=A@23-D, B=BU C=
uchburchakning uchlari bo‘lsa, uning C uchidagi burchakni toping. o
|a|=3, I3I=2 va ular orasidagi

1416. Agar @ va b vektorlar uchun

burchak ¢ = % bo‘lsa, quyidagi
a+bvaa-b
vektorlar orasidagi burchakni toping.

1417. A ning qanday qiy@atit_{a u.ihbu:_. ..
G=Aa-5j+3k vab=a+2j- Ak

vektorlar o‘zaro perpendikulyar bo‘ladi? .
1418. Ushbu # va b vektorlar uchun H=12, H=«/2_7 bo‘lib, ular

orasidagi burchak ¢,=23f- bo‘lsa, quyidagi [a, b] vektorning modulini toping.
- || 1= - - -
1419. Agar a va b vektorlar uchun H=3, 'b|=26 a, b]l=72 bo'lsa,

va b vektorlarning skalyar ko‘paytmasini toping.
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1420. Ushbu:
. a=2%-3j+k va b=i+55-3%
vektorlarning vektor ko‘paytmasini toping.
1421. Agar a va b vektorlar uchun H:l, IBI:Z bo‘lib, ular orasidagi

27 o N LR
burchak ¢=-3— bo‘lsa, u holda E[a, bﬂ,f{aﬂb, —a+3bi larni toping.

1422, Uchlari 40,1,0), B0, 0,1) va c(. 11 lard. ‘
uchburchakning yuzini toping. . b mugelerda borlgan
1423. Ushbu:
a={i,-2 3} va b={3,2 1
vektorlarga qurilgan parallelogrammning yuzini toping.
1424. 00,2, 1) nuqtaga 75‘—{2, 4,5} kuch ta’si iri
! ,2, =2 -4, ta’sir ettirilgan. A(-1, 2,3
nuqtaga nisbatan kuch momentini aniglang, ¢ ( )
o :425. Nuqtaga‘ut’.f:ir ettirilgan F={, -1, -4} kuch 4@, -2, 3) nugtadan
(5, -6, 1) nuqtaga to‘g ri chiziq bo‘ylab harakatlanganda qanday ish bajaradi?
1426. Nugtaga ta’s1£‘ ettml~ga11 teng ta’sir etuvchi
kuchiar koordi ) F=i-j+k va E=2}+_7'+3Z
chlar koordinata boshidan M (2, -1, - araka i
bajaradi? (2 -1 -1) nuqtaga h tlanganda qanday ish
. 1427. A.(z,—l, 3) nuqgta va unga ta’sir ettirilgan F=0, 4,-2} kuch
benlgan. bo‘lsin. 0(0,0,0) nugtaga nisbatan kuch momentini va kuch
momentining yo‘nalishini aniqlang.
1428. 4(3, -4,8) nuqtaga uchta
- ] F=l 46 F={L-23,F=f1-7)
ch ta’sir ettirilgan bo‘lsin. B(4,-2,6) nuqtaga nisbata i i
ta’sir : ; , =2, n teng ta’sir etu
kuchning giymati va yo*naltiruvchi kosinusini toping. ® " emvehd
1429, Ushbu:
. a=i-3j+k va b=i+j_4f
vektorlarning skalyar ko‘paytmasini toping.
A) _5’ B) _6, C -
1430. Ushbu: )= D)4

a=2i+3j+4% va b=5i+j-Fk
vektorlarning vektor ko‘paytmasini toping.
A) 7i+22j-13k, B) 7i-22j-13%
C) -7i+22j-13k, D) 7i+22] +13%
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3-§. Vektorlarning ba’z bir tatbiqlari
Ushbu paragrafda fazodagi eng muhim mshuncha{ardz}n bO‘l.gat.l
“tekislik” va “to‘gri chiziq” tushunchalarini vektorlar yordamida ifodalanishi
va ularga doir masalalar qaraladi. i .
1°. Tekislikning vektor ko‘rinishidagi tenglama.fsl..Fazoda tekislikning
vaziyati undagi biror M,(x,,¥,%,) nuqta hamda bu tekislikka perpendikulyar

bo‘lgan N vektor bilan aniglanadi. .
Aytaylik, 1, ={x. Y. 20}- Mo nuqtaning radius-velgto.n r={x»z} esa
tekislikdagi ixtiyoriy M(x,y,z) nuqtaning radius vektori bo‘Isin.
Ushbu: .
(N, r—ro)=0

tenglama tekislikning vektor ko‘rinishidagi tenglamasi deyiladi (3-chizma)

3-chizma . . '
likning normali yoki tekislikning yo‘naltiruvchi vektori

N vektor tekis

deyiladi. ‘ _
Agar tekislikning tenglamasi /Jx+By+Cz+D bo'lsa, unda 4,B,C lar N

vektorning koordinatalari bo‘ladi: N ={4,5,C}.
1-misol. Ushbu:
M,(L0-D), M(223) M,(0-3D

‘ ¢ sekisli ini toping.
nuqtalardan o‘tuvchi tekislik tenglamasini ' ' .
< M,, M, va M, nugtalar bitta tekislikda yotgani uchun MM, va MM,
1’ 2 3

vektorlar ham shu tekislikda yotadi (4-chizma)
M;

4-~chizma
Demak, izlanayotgan tekislikning normali sifatida MM,, MM,

— ———

vektoriarning vektor ko‘paytmasi olinishi mumkin: N =[MM,, MM,].
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Endi M\M,, MM, va N vektorlarning koordinatalarini topamiz:
MM, ={2-1, 20, 3-(-D}={1,2,4}
MM, ={0-1, -3-0, I-(=D}={-1,-3,2}
-

k

N=[11{|Mz: 1M3]=l 2 4=}(4-(-3)'4)-;(l'2_(—1)'4)"‘}"("(‘3)—2'(—]))=]6;'—6}—z

, | N 1-3 2’
A—Il Demak, tekislik nor.mal.li N ning koordinatalari 16, -6, —1 bo‘lib, undan
=16, B=—6, C=-1 bo‘lishi kelib chigadi. Unda izlanayotgan tekislik
kotri 16x-6y-z+ D=0
0 nn.lshda b? .ladl..Shartga ko‘ra, M,(1,0,-1) nugta tekislikda yotadi. Uning
koordinatalarini keyingi tenglikka qo‘yamiz:
. 16-1-6-0-(-D+D=0
Bu tenglikdan D =-17 bo‘lishi kelib chiqadi.
Demak, M,, M,, M, nugtalardan o‘tuvchi tekislik tenglamasi
16x-6y~-z-17=0
bo‘ladi.»>
° ot bt -

. 2. . To‘g ri c!uznqmng vektor ko‘rinishidagi tenglamasi. Fazoda to‘g'ri
chmqning vaziyati undagi biror M(x,,y,,z,) nugta hamda yo*naltiruvchi
vektor S={I, m, n} bilan to‘liq aniglanadi.

i Aytaylik, ro={x,, Yo:2,} Vvektor M,(x,,,,7,) nuqtaning radius-vektori,
;; ]{x.’y’Z} ¢sa to‘g'ri chiziqdagi ixtiyory M(x,y,z) nugtaning radius-vektori
sin,

Ushbu;
ren+t-§  (~o<i<+w) (1)
tenglama to‘g'ri chizigni e
qning vektor ko‘rinishida: N TR
Agar fazoda to'g'ri chiziq ikli | tenglamasi deyiladi.

Ax+By+Cz+D, =0
Ax+By+Cz+ D, =0
tengl amin Sl e . 2; 2 2
YO‘xgzaalmtirua]vchi fe:tm.s hishi sifatida qaraladigan bo‘lsa, bu to‘g'ri chizigning
ort § ushbu N = — !
vektor ko‘paytmasi bo'lagi: {4.8.C} va N, ={4,,8,,C,} vektorlarl?ygg

)

bo‘ladi.
2-misol. Ushbu:

x—l= Y _z+3

4

<Ravshanki, bu to‘g‘ri chiziqlar orasidagi burchak, ularning
yo‘naltiruvchi vektorlari .
S, ={L -4, l}’ S, ={2’ -2 "l}

orasidagi burchak bo‘ladi. .
Vektorlar orasidagi burchakning kosinusi formulasi
L-l+m-my+n-n,

2 2 2 2
Jl,z+m,z+n, -JI, +my 40,

cosp =

dan foydalanib topamiz:

_ 1-24+(=4)- (=) +1-(=D) L
o= JE () + 12 22+ (=2 + P V2
Demak, ¢ = %_p
3-misol. Ushbu:

{x-2y+32+1=0, 3
2x~-y-4z-8=0
to’g’ri chizi ini ik ko‘rinishga keltiring.
: n:};?:qn;:nsfll:nr?agglﬁomun to g‘r%a chizigda bitta nuqtani va to‘gri
chiziqning yo‘naltiruvchi vektorini bilish kerak bo‘ladi. '
Aytaylik, z=—1 bo‘lsin. Unda (3) to‘g'ri chiziq tenglamasi
x=-2y=12,
ko*rinishga keladi. Bu sistemani yechib, x=2, y=0 Po‘lishlfll topamiz.
Demak, M(2, 0, -1) nuqta to‘g'ri chiziq nuqtas! bo‘ladi. _
Yugoridagi (2) formuladan foydalanib, A, ={l., -3, 3},. _.Nzo.—.{z, 1,_.4}
bo‘lishini e’tiborga olib, to‘g‘ri chiziqning yci‘ngltiruvchl vektori S ni topamiz:
RN R
§=[1\7,, i/j]: 4 B, C |=|t -2 3=5i+10j+5k
4, B,C| 2 11

Demak, § = 5i+10) +5% . _ )
To‘g‘ri chizigning izlanayotgan kanonﬂ(ztenglat?ﬁl.
x=2_y=0_z+1 oo f:_=z=T,>
5 10 5 1 2

Quyidagi masalalarni yeching . o
143);, Ag;(,_ -2, 10) nuqtadan o‘tuvchi, normal vektori N={5, 1 -3}

bo*lgan tekislik tenglamasini toping. N ]
1432. Koordinata boshidan p=3 birlik masofada hamda n={3, 4,12}

vektorga perpendikulyar bo‘lgan tekislik tenglamasini toping.
1433. M2 0, -1, M,(-3,13) nuqtalardan o‘tuvchi hamda

§=11 2, -1} vektorga parallel bo‘lgan tekislik tenglamasini toping.
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1434. Ushbu:
3x-4y-2z=0, [4x+y-6z-2= 0,
{2x+y-22=0 ’ {y—3z—2=0
to‘g‘ri chiziglar orasidagi burchakning kosinusini toping.
1435. M(-1, 0, 5) nuqtadan o‘tuvchi, yo‘naltiruvchi § vektor koordinata
o‘qlari OX, oY, 0z Ilar bilan mos ravishda
4 2z

/4
a=— =— ==
4“8 4)7 3

burchaklar tashkil etuvchi to g'ri chizigning kanonik tenglamasini toping.
1436. M (L, -3, 5) nugtadan o‘tuvchi, hamda ushbu:
3x-y+2z-7=0,
{x+3y—2z+3 =0
to‘g’ri chiziqqga parallel bo*lgan to*g*ri chizigning kanonik tenglamasini toping.
1437. Ushbu M(2, 3, 1) nugtadan
X+l y-3 z-3
1332
to“g‘ri chiziqgacha bo‘lgan masofani toping
1438, Ushbu:
x=2y+3z-4=0,
{31 ~2y+z=0
to’g’ri chiziqning yo*naltiruvchi kosinuslarini toping.

4-§. Vektor-funksiya, uning limiti va hosilasi

1° Vektor-funksiya tushunchasi. Faraz gilaylik, ¢ o‘zgaruvchi (haqiqiy
sonni qabul qiladigan o‘zgaruvchi) (e, g) da o‘zgarsin.

Agar ¢ o‘zgaruvchining (2, §) dan olingan har bir giymatiga biror
qoidaga ko‘ra bitta aniq (yo‘nalishi va uzunligi aniq) 2 vektor mos qo‘yilsa, a
vektor ¢ o‘zgaruvchining vektor-funksiyasi deyiladi. U a = a(r) kabi yoziladi.

aft) vektor-funksiyaning koordinatalari a,. a,, a, lar ham ¢ ga bog‘liq
bo‘ladi:

a.=a.(t),a,=a,),a,=a,l).
Vektor hisobining asosiy formulasiga ko‘ra,
aO=a.()-i+a () j+a,0)F
bo‘ladi.
Demak,
a=a()
vektor-funksiyaning berilishi uchta:
a.=a,(t),a, =a,(l),a,=a,(t)

funksiyaning (skalyar funksiyani) berilishiga teng kuchli.
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l-misol. Nugta y=+/x*+1 egri chiziq bo‘ylab o‘ng tomonga
harakatlanadi. ¢ =+ vaqtda nuqta koordinatasi (0,1) holatda bo‘ladi. Nugqtaning
4

chiziq bo‘ylab boshlang‘ich holatdan ko‘chishi o‘tg?n ! \.raqtga to‘g'r
proporsional. Berilgan harakatni ifodalovchi vektor ﬂn.lkSIyam aniglang.
<« 2(1) vektor funksiyani quyidagicha ifodalaymiz
a(t) = x(©)-i+ () J»

bu yerda: x va y har bir 12% uchun
O =fFO+1
tenglamani qanoatlantiradi. ) e
¢ Nuqt:ning chiziq bo‘ylab boshlang‘ich holatdan ko chishi o‘tgan vaqtga

to‘g‘ri proporsional:
VE@+y ) =kt

x 71 = 1
=T -G =3+
yoki o+1 =§, bunda # = 4. Demak,
\/xz +y =4 o
Oxirgi tenglikdan y(:) ni JF@+1 ga alm.ashtl-nb, ~t¢:nghkmng z1](1;51.;:;
tomonini kvadratga oshirsak, quyidagini hosil gilamiz 2x*(f)+1=16:" yol
=t 18r2 L Manfiy ishorani musbat ishoraga almashtirsak bo‘ladi, chunki
x()= v 3 . e
nuqta birinchi chorakda joylashgan. Bundan kelib chiqa : R
.x(t)=vl&’—% i )=V O+1= 87 +5 P
2°. Vektor-funksiyaning limiti va xossalari. Agar a() vektor-funksiya
uzunligi P(t)lning ¢ —¢ dagi limiti nol bo‘lsa;
fm a(t)l =0

Xususan,

a(t) cheksiz kichik vektor-funksiya deyiladi. B .
Aytaylik, () vektor-funksiya hamda o‘zgarmas a, vektor berilgan
bo‘Jsin.
Agar o
I'@Ja(z)-ao|=o
bo'lsa, a, vektor a(r) vektor-funksiyaning limiti dfyiladi va
tm a(f) = a, yoki a(r)->a,

kabi yoziladi.
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Agar o
bm a(1) = a,
bo‘lib,
a(l) a. ) i+a () j+a - -k va ao =al z*a J+a -k
bo‘lsa, u holda
ma,()=a’, Iima (0= ,!iEa,(l)=a,
bo‘ladi va aksincha. .
Aytaylik, a(r) va b(r) vektor-funksiyalar berilgan bo‘lib,
I:EE- 3(t) = ;o. ’
tim b(s) = b,

bo‘lsin. U holda:
tm @a(1), b)) = (aq., by)
m[a(e), B()} = (g, b]
bo‘ladi.
Ushbu:
im 20 AD-a(0) _ im 2800
A= At a0 Ar

limit a(f) vektor-funksiyaning hosilasi deyiladi va u g% kabi belgilanadi:

da(t) _ - a(t+At)-a(t)
) dat s At
Agar a(r) vektor-funksiya

a(t)=a,(x)-i+a, ()] +a,(Ok

bo‘Isa, u holda
da(t) _da () - da,() - da,(t) 7
a  a a ta
bo‘lib, bu vektorning uzunligi
da@)|  Ifda, ()Y (da, )V (da,()):
() (252 +(22)
bo‘ladi.

Aytaylik, moddiy nugta tenglamasi quyidagicha
r(t) x(®)- i+ Y- j+2(1)- -k
bolgan trayektoriya boyicha harakat gilsin, bunda ¢ vagt.
Bu vektor-funksiyaning hosilasi
dr(t)
dt
harakatning tezligini ifodalaydi va u

== =)

48

dx(t) - a)'(l) (‘) I

oy =24 ""
V==
o‘tkazllgan urinma yo ‘nalishida bo‘ladi.

alarini hisoblash qoidalari hamda hosilalar
un ham o‘rinli bo‘ladi.

bo‘ladi. Bu vektor egri chiziqqa
Eslatma. Funksiya hosil
jadvali vektor-funksiya hosilalari uch

2-misol. Ushbu: x=ty=tz=p
egri chizigga M(L LD ¢=D nuqtada otkazilgan urinmaning tenglamasini

toping.

dRavshanki, bu holda . i )
rO=t-i+ej+8 -k
bo‘lib,
ar ) =i+ _1+3t -k
dt
bo‘ladi.

Keyingi tenglamadan ko‘rinadiki, egri chiziqgga M(Q, 1, 1) nugta
o‘tkazilgan urinmaning yo‘nalishi ushbu:
ar@) =i+ 2} +3k
dr |
M
vektor bilan aniglanadi.
Demak, izlanayotgan urinmaning tenglamasi

bo‘ladi.»
3-misol. Ushbu: .
r(¢) =acost-i+bsint-j @>0, b>0)
vektorning hosilasi va uning qiymatini toping.
hanki, bu holda )
ARavs x(¢) =acost, V() =bsint

bo‘lib, bu trayektoriya ushbu:

2 2
+

=1

QNIH
%%

sdan iborat bo° ladi.
ciop Berilgan r(¢) vektorning hosilasi
ﬂ%__a sint-i+b-cost-j

atl (vektormng uzunligi)

‘ﬂ{ de(t) dy(t)\ =va’sm?t+p?co

bolib, uning qiy™

bo‘ladi.V
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Berilgan harakatni ifodalovchi vektor fuksiyani aniqlang

1439. Nuqta y=x’ parabola chizig‘i bo‘ylab o‘ng tomonga harakat-
lanadi. +=0 vaqtda nuqta koordinatasi (1,1) holatda bo‘ladi. r=3 da nuqta
koordinatasi (2,4) holatga yetib keladi. Nuqtaning gorizontal chizig bo‘ylab
boshlang‘ich holatdan ko‘chishi o‘tgan vaqtning kvadratiga to‘g‘ri
proporsional.

1440. Nugta y=x*+1 chiziq bo‘ylab o‘ng tomonga harakatlanadi. 11
vaqtda nuqta koordinatasi (—1,0) holatda bo‘ladi. (=2 da nugta koordinatasi
(1,2) holatga yetib keladi. Nugqtaning gorizontal chiziq bo‘ylab boshlang‘ich
holatdan ko‘chishi o‘tgan vagtning kvadratiga to‘g‘ri proporsional.

1441. Nugta y=38x to‘g'ri chiziq bo‘ylab o‘ng tomonga harakatlanadi.
=1 vaqida nuqta koordinatasi (0,0) holatda bo‘ladi. :=2 da nuqta
koordinatasi (1,8) holatga yetib keladi. Aytaylik, koordinata boshida y =8x
to‘g’ri chiziq bo‘ylab o‘ng tomonga harakatlanib, 0.X o‘qidagi proyeksiyasi
bilan hosil qlingan to‘g‘ri burchakli uchburchak yuzasi vaqtning kubiga to‘g‘ri
proporsional.

3

1442. Nugta 3y-2x? =0 egri chiziq bo'ylab o‘ng tomonga harakatlanadi.

t=2 vaqtda nuqgta koordinatasi (0,0) holatda bo‘ladi. t=16 da nuqtaning

3
abssissasi 3 ga teng. Nuqtaning 3y-2x% =0 egri chiziq bo‘ylab bosib o‘tgan
masofasi vaqtga to‘g‘ri proporsional.

Quyidagi vektorlarning hosilalari va ularnping giymatlarini toping
1443. ;(t)=tc;+%tz -5

1444. 7(1)=cos’t-i+sin’s. (0se<Zy,
2

. s~}

1445. 7(t)=cos?1-i+cos -

1446. 7= 2 Ay
1447. r@)=¢' -i+e™ .}
1448. r()=t-i+h1.j >0 .

50

It
l

Nazorat savollari

1. Vektor hisobining asosiy formulasini izohlab bering.

2. Vektorning uzunligi va yo‘nalishi qanday aniqlanadi?

3. Vektorlar ustida chiziqli amallarni izohlab bering.

4. Tkki vektor orasidagi burchak qanday aniqlanadi?

5. Vektorlarning skalyar ko‘paytmasi va uning xossalarini izohlab bering,
6. Vektorlarning vektor ko‘paytmasi va uning xossalarini izohlab bering.
7. Tekislikning vektor ko‘rinishidagi tenglamasi qanday aniqlanadi?

8. To‘g‘ri chizigning vektor ko‘rinishidagi tenglamasi qanday aniqlanadi?
9. “Vektor-funksiya” tushunchasini izohlab bering.

10. Vektor-funksiyaning limiti va xossalarini misollar yordamida izohlab
bering.
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13-beb
Ko®p o‘zgaruvchili funksiyalar va ularning differensial hisobi

1-§. Ikki o‘zgaruvchili funksiya, uning limiti va uzluksizligi

1%, “Ikki o‘zgaruvchili” funksiya tushunchasi. Funksiyaning
aniqlanish sohasi. Ma’lumki, Dekart koordinatalar sistemasida tekislikning har
bir nugtasi ikkita — x va y haqiqiy sonlardan tuzilgan (x, y) tartiblangan juftlik
bilan aniglanadi va aksincha.

XOrtekislik  nuqtalaridan  tashkil topgan biror £  to‘plam
(E={x»):xeR, yeR) berilgan bo‘Isin.

Agar E to‘plamdan olingan har bir (x, y) nuqtaga biror goidaga ko‘ra
bitta z son mos qo‘yilgan bo‘lsa, £ to‘plamda ikki o‘zgaruvchili funksiya
berilgan (aniglangan) deyiladi va

z=fi (xay)
kabi belgilanadi. Bunda E to‘plam funksiyaning aniqlanish sohasi, x va ylar
gerk-lli;{‘zgaruvchilar) funksiya argumentlari, z esa x va y larming funksiyasi
eyiladi.

Oda.tda, funksiyaning aniqlanish schasi funksional bog‘lanishning
(formulaning) ma’noga ega bo‘lishiga ko‘ra topiladi.

Aytaylik, z=f(x,y) funksiya E to‘plamda aniqlangan bo‘lib, (x,, y,)
nuqta E to‘plamga tegishli bo‘lsin: (x,, y,)e £. Bu nuqtaga mos qo‘yilgan z,
son z= f(x,y) funksiyaning (x,, y,) nuqtadagi xususiy giymati deyiladi va

Z = f1 (xo:yo)
kabi yoziladi.

1-misol. Ushbu

z=x+.fy
funksiyaning aniqlanish sohasini toping.

<4Bu funksiyaning aniqlanish sohasi tekislikning shunday (x, y)
nugqtalaridan iborat to‘plam bo‘lishi kerakki, bu to‘plam nugtalari uchun x+./y
ifoda ma’noga, ya’ni haqiqiy son qiymatga ega bolIsin.

Ravshanki, buning uchun y > 0 bo‘lishj lozim.

_Demak, berilgan funksiyaning aniglanish sohasi Yoy tekisligining yuqori
yarmidan iborat (1-chizma).p> e

1-chizma

4

2y
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2-misol. Agar
S (x,y)=xy+‘;-

bo‘lsa,
@ 7G-1. 5 7(33) O S(x=rx+)
larni toping. o )
da) 7(1,-1) ni topish uchun f(x, y)ning ifodasidagi x va y larning
o‘miga mos ravishda 1 va —1 lamni qo‘yib (x=1, y=-1I), amallarni bajarib
topamiz:

a)f(l,—l)=1-(—1)+(—_'ﬁ=—2 .

X—y .2 xX=y p
c)f(x-—y,x+y)=(x—y)(x+y)+x+y—x’ y2+_x+y

2°. Funksiyaning grafigi. Sath chizig®i. Aytaylik, z=f(xy) funksiya
tekislikdagi £ to‘plamda berilgan bo‘lib, (x,, y,) € E bo‘lsin. Funksiyaning shu
nugtadagi qiymatini z, deylik: z, = f(x,,). Ravshanki, (%55 ¥o» 2,) uchlik
fazoda bitta nuqtani tasvirlaydi. Agar (x, y) nuqgta £ to"plamda o‘zgara bor§a,
ularga mos ravishda z=f(x,y) funksiya ham turli giymatlarga ega bo‘lib,
fazoda {(x, y, z)} nuqtalar to‘plami hosil bo‘ladi. Bunt.iay ’to‘plam, umuman
aytganda, biror sirtni tasvirlaydi. Bu sirt z= f(x, y) funksiyaning g.ra.ﬁgl bo‘ladi.

Ko‘pincha ikki o‘zgaruvchili z=s(xy) funksiya grafigini geometrik
tasavvur etishda sath chizig‘idan foydalaniladi.

Tekislikda shunday (x, y) nuqtalamni ko‘rib chiqamizki, bu nugqtalardagi
z = f(x,y) funksiyaning giymatlari bir xil o°zgarmasga teng bo‘Isin:

z=f(xy)=c  (c=const).
Bunday (x, y) nugqtalar to‘plami sath chizig‘i deyiladi,
fy)=c

esa sath chizig‘ining tenglamasi bo‘ladi.

3-misol. Ushbu

z=l-x—y
iyani figini toping.
ﬁxnksl);a‘l‘;:gfi,aksigya telgsl;glming barcha nuqtalarida aniglangan. Yuqoridagi
tenglikni quyidagicha:
xX+y+z-1=0 (*)
yozib olamiz. Bizga ma’lumki, fazoda koordinatalari (*) tenglamani
qanoatlantiruvchi (x, y, z) nuqtalar to‘plami tekislikni ifodalaydi. Bu tekislik
0,0,1),(1,0,0), 0,1,0) nuqtalardan o‘tadi.
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1-chizma

52

,,,,,,,,,,,,,,,,,,, e Fatvlid Nuqtalarida aniqlangan, Yuqoridag,'

X+y+z—-1=0 *

ozib olamiz. Bizga ma’lumki, fazoda koordinatalar (*) tenglamanj

z}lanoatlantiruvchi (x. », z) nugtalar to‘plami tekisliknj ifodalaydi. By tekislik
(0,0,1), (1,0, 0), (0, 1, 0) nuqtalardan o‘tadi.
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Agar
Ax=x-x,, Ay= Y=o, Az = f(x,¥)— [(x4. 1)
deyilsa,
X=X+ BX, Y=y + Ay, Az = f(xy + A, Yo+ &)= [ (X, 75)
bo‘lib, yuqoridagi tenglik ushbu
lim Az =0 (2)
Ax—0
Ay =0
ko‘rinishga keladi.
Odatda, Ax erkli o‘zgaruvchi x ning, Ay erkli o‘zgaruvchi y ning
orttirmasi, Az esa funksiyaning orttirmasi deyiladi.
(2) munosabat z= f(x,y) funksiyaning (x,,y,) nuqtada uzluksizligi
ta’rifi sifatida qaralishi mumkin.
Agar
an;lﬂ f(x,y) = f(xmyn)
Y=y
munosabat bajarilmasa, f(x,y) funksiya (x,.y,

) nuqtada uziladi deyiladi.
5-misol. Ushbu

l—x
lim 7 y
0 3% 4 32
¥l

limitni toping.

<4Bu limitni topish uchun f(x,y)= 12— 1y2 funksiyadan x ning o‘rniga
X +y

0 ni, y ning o‘riga 1 ni qo*yamiz:
I-xy 1-0-1

lim —= =1.p

0 y2 2 z 2
syt 0041

6-misol. Ushbu

lim=—= 81y
o o
limitni toping.
<Limit ostidagi

Flxy) =282
y

funksiyani quyidagicha yozib olamiz:
sy S0 Fney . L,
» ycosxy xp cos xy
So'ng x>2. y =0, da xy— 0 bo'lishini e’tiborga olib topamiz:

sin 1
lim & — i 2( st J:ljmﬂﬂ limx-lim =1-2-1=2
;_ﬁ ¥y ;:0 xy cosxy ;_:% xy ;jé ,::" cosxy
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e . —

Igx
Demak, lm; EX —2
2 S
7-misol. Ushbu
e yx+p=2) ]

f_‘.:‘; 30+ x)(x+y—2)

limimi hisoblang. .
<Limit ostidagi O
3(1+xNx+y—2)
funksiyani quyidagicha yozib olamiz:
| e/=D ] ¥
D ty—-2) yx+y—2) 3(1+3) _
So‘ng x >0, y—>2dax+y-2->0vayx+y=-2)—=>0 bo‘lishi hamda

f(x, _v) =

hme_;l =1
a—0 o
formuladan foydalanib topamiz:
e fl i S Y =lim i -lim 4 =1.l:
l"*" 93(1+x)(x+y—2) lx-'ﬂ o y(x+y— 2) 3(1+x) -*g y(x+y=2) el 3(1+ ) 3
Demak, ) PR LS | B g__ NS
}.'r"i 30+0x~y-2) 3

8-misol. Ushbu

x+
lim——=—
x—0 X
y—2
limitni toping.
<4Bu
fix, =222

funksiyaning iimitini topishda limit ta’ rlﬁdan foydalanamiz.

Aytaylik, » =1, -1 bo'lsin. Unda n—w da x -0, y,-
"oon " n
bo‘lib,
11
X4V, _nom
f(".-.,}’,.)"—;—"=--*-1—=2
n
va demak,
limEr¥ =2
=3p X
bo‘ladi. -
Aytaylik, . =1~ , -2 bo‘lsin. Unda n—>» da x, >0,
TS " n
bo‘lib,

; |



1,2
f(x,,,y") =ﬁ= n_n =3
x, 1

va demak, n

lim =2 =3

y—0
bo‘ladi.

P (11
Demak, (o, 0) nuqtaga intiluychi (;, ;J va (% -'2;) ketma-ketliklar uchun

11 12
/(n,n)-ﬂ,/(;,;)—»s (2%3)

bo‘ldi. Bu hold.a funksiyaning limiti mavjud bo*lmaydi.
Qaralayotgan limit mavjud emas.p

Quyidagi masalalarni yeching
1449, Aytaylik, tekislikdagi

M nu i ¢ . .
koordinatasi ,y bo*lsin: qraning (o‘zgaruvchi nugtaning)

M=M(xy) (xeRyeR).

Koordinatalari quyidagi tengsizliklarni anoatlantiruychj il
. . 1 q ant h
nugqtalari to‘plami (tekislikdagi soha) toping: chitekislik

a) a<x<b, c<y<d: d) -1<x<], 0<y<1-[.
b) x>0, y>q, x+y<a (a>0). €) x*+y*<1,
©) xzy. DAP+y'<a, 22y,

1450. Quyidagi funksiyalarning aniglanish schalarini toping

1) z=x*+2y. 6) z=,/1—(xz+y2).

2 z=xty. 7) z=In(x+y).
_ 4
Ve YNy
4 z=w. 9 z=ln()’2-4z+8).
5) z::,/x—y. 10)z = arcsin 2. .
x

1451. Agar f(x,3)=x*+2 hqoe i topi
gar f(x,y)=x = bo‘lsa, 1(1,0), f(L1), f(21)ni toping.
“Ery -
1452. Agar f(x,y)= po bo‘lsa, f(2,-3)ni toping.
1453. Agar f(x+2y,x—2y)=xy bo‘lsa f(x, y)ni toping.

1454. Agar f(x,y)= ; - }; bo‘lsa, bu funksiyaning a) (1,2), b) (2,1},

c) (10,20}, d) (20,10) nuqtalardagi qiymatlari mavjudmi?
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1455. Quyidagi funksiyalarning sath chiziglarini toping

1) z=x+y.
2) z=x-y.
=2
3): .
4) z=xy.

5) z=x*+y".

6) z=y-x*.
)] z=\/ -xi=3%.
8) z=x*-)".
9) z=1-]x-]y.
2 2

10) z=1-%—;’—2.

1456. Quyidagi funksiyalarning grafiklarini toping

D) (x,y)=x+y.
2) (x,y)=x"+y*.
3) (xy)=x"-¥".

Quyidagi limitlarni toping

1457. a) lim(x* - 3*),

ra

1458. a) lim
s

9’
x+y?

1459, a) lim——,
;_:g X+y
x

1460. a) lim(l+y) ,

2
1461. ) lim 2=,
x4y

4 (xy)=x.
5) f(x.p)=1-x*-y*.

. 1=xy
b) 1 .
) ;glxz”z

1
lim
by tim =
b) lim 52,
;: X
. x+y+2x°+2y°
b) !ﬂ xz_'_yz ¢

1
x+y

b) lim(.x2 + y’)sin e

Quyidagi funksiyalarni uzluksizlikka tekshiring

1462. a) f(x,y)=—32

1+ +y°

2x-3

1463. a) f(x,y)=-;1—5t—

2
x2+y

xX=y

3 4
x -y

2 2
xt+y

1466. 3) 7 (x.y)="3_ E

1464. 2) f(x.y)=——>

1465. 2) f(x.y)=

1467. a) £ (% y)=|%|,

» D) ST

1
2y+x+1 )
x— 2
x+y

b) f(xay)=

b) f(x7)=

b) f(x,») -—-ln(9—xz —y’).
1

x4y
1

b) Sl y)=eos s

b) f(x.y)=sin
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1468. a) 1(x, y)=$,

1469. f(xy)= In\/xz +3°.
1470. Ushbu z= — 1 funiccivaning - i 1.
z ‘/5 funksiyaning aniqlanish sohasini toping.

A)E=§(x,y):x>0,y>0}
B E= (x,y :x>0,y>0} :
C')E={(x,y;:x<0,i<0;u{(x’y).x<0’y<o}
D)E={(x,y):x2+y251}

1471. Ushbu z=Inx+ .y funksi
A)E:{(x,y):x>0,y>0}.
B)E:{(x,y):x>0,y20}.

B) S (x.y)=—22¥

J+yi-a’

Yyaning aniglanish sohasini toping.
0 E={(x,y):x20,y>0}.
; D)E={(x,y):x20,y20}.
1472. Agar f (= y)= (x+y) bo‘lsa, 5 11
()

Y PR
) f (x. y), B) (;,y), O f(xy), D) -1 (x,y).

1473. Ushbu chi : .
bo‘ladi? chizmada tasvirlangan sirt qanday funksiyaning grafigi

] toping,

Az=x+), e aC)
Z=xy.
B)z=-\/l—3c2—y2 ¥
sinzy Dyz=xpy+1.
1474. Ushbu P_l_l} . limitni toping,
-0
A)l, B)2
)2 )3, D).
1475. Ushbu lim——22Y . . . .
0 m_ : Imitni toping.
A4, B) -4, 03 D)s
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2-§. Ikki o‘zgaruvchili funksiyaning hosila va differensiallari
1°. Funksiyaning xususiy hosilalari. Aytaylik, z = f(x, y) funksiya biror
(x. y) nuqtaning atrofi 1/, (x, y) da uzluksiz bo‘lsin. Ushbu ’
Az=f(x+8x,)- (%))
ayirma berilgan funksiyaning x o‘zgaruvchisi bo‘yicha xususiy orttirmasi
deyiladi.

Agar
Em A,£= m f(x‘*'flx,y)—f(l’,)')

&0 Ay A0 Ax
limit mavjud bo‘lsa, unga f(x,y) funksiyaning x o‘zgaruvchisi bo‘yicha
xususiy hosilasi deyiladi. Bu xususiy hosila quyidagicha:
—Zz—x- yoki £(x, »)

belgilanadi. Demak,
tm f+any)- (%))

, oz _
fx(xvy)':?a;_‘k_m Ax
Xuddi shunga of‘xshash y o‘zgaruvchi bo‘yicha xususiy hosila

ta’riflanadi: )73
. fry+a)-S(x,

fen=Sem ORI

Ikki o‘zgaruvchili f(x, y) funksiyaning x o‘zgaruvchi bo‘yicha xususiy
hosila ta’rifida y ni o‘zgarmas va y o‘zgaruvchi bo‘yicha xpsusiy hqsila
ta’rifida esa x o‘zgarmas hisoblanadi. - '

Demak, ikki o‘zgaruvchili funksiyaning xususiy hosilalarini ‘hisoblashda
bir o‘zgaruvchili funksiyaning hosilasini hisoblashdagi ma’lum bo‘lgan qoida
va jadvallardan to‘liq foydalanish mumkin.

1-misol. Ushbu

z=x"+x'y+y’
funksiyaning xususiy hosilalarini toping.
«Berilgan funksiyada y ni o‘zgarmas deb qarab, x o‘zgaruvchi
bo‘yicha hosilasini topamiz. Bunda ma’lum bo‘lgan qoida va formulalardan

foydalanamiz:
& _29 (* +x2y+y*)=3x" + 2xp+0=3x" +2xy.

ox
Xuddi shunga o‘xshash x ni o‘zgarmas deb hisoblab topamiz:

& _ —a—(x3 +xly+y’)=0+x7 +3y =x" +3y°. P

fay)=Ax" -y

funksiyaning (5; - 3) nuqtadagi xususiy hosilalarini toping.

2-misol. Ushbu
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<4 Avvalo, berilgan funksiyaning xususiy hosilalarini hisobiaymiz:
v 9 [x? ) 1 x
f;( , ) == - = 2x = ’
Y ax( * ¥ szz_yz -x sz_yz
'’ a ] —
f}(x,y)=—(«]x’—y’)=7====- ~2y) = e
ay 2./ x? _yz ( ») ?xz _yz
Endi, bu xususiy hosilalarning ko‘rsatilgan (5; - 3) nugtadagi giymatlarini
topamiz:

1] s 5 5
J(5,-3)= = =2,
J5i—(-3) J25-9 4
£6-p=ox=CD 3 2
J5*=(=3? J25-9 4

Dema‘%ﬂ(ﬁ-3>=%, f,’(S,-3)=%.>

2° Funksiyaning differensiali. Taqribiy formulalar. Aytaylik,
z=f(x, y) funksiya (x,, y,) nugqtaning biror Us(x, y) atrofida berilgan bo‘lib,
(% +Ax, y,+Ay) nuqta shu atrofga tegishli bo‘lsin, bunda Ax va Ay lar
argument orttirmalari.

Ushbu

Az = Af(xo,-yo) = f(x, + Ax, y, +AY) - f(x0, ¥0)

ayirma z = f(x, y) funksiyaning (x,, y,) nuqtadagi to‘liq orttirmasi deyiladi.

Ravshanki, bu to‘liq orttirma Ax va Ay larga bog‘liq bo‘ladi.

Agar funksiyaning to‘liq orttirmasini quyidagi:

N . Az=A-Ax+B-Ay+a-Ax+f-Ay )
ko‘rinishda ifodalash mumkin bo‘lsa, = Sf(x, y) funksiya (x,,y,) nuqtada
differensiallanuvchi deyiladi, bunda 4 va B lar Ax va Ay larga bog‘liq
bo‘lmagan o‘zgarmaslar, « va g lar esa Ar va ay larga bog‘'liq va
Ax—>0, Ay>0daa—0, f-0:

fima~ lim £=0
Ay->0 Ay—0
(1) tenglikdagi
- A-Ax+B-Ay
1fod'a z:= 'f(x, ) funksiyaning (x,, y,) nuqtadagi differensiali deyiladi va u &
kabi belgilanadi:
dz=A4-Ax+B-Ay.
Agar z = f(x, y) funksiya differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda
A = iz, B = @. A
3 . . a @ '
bo‘ladi. Unda funksiya differensiali ushbu

& oy
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ko‘rinishga keladi. Bu tenglikda Av=dx, Ap=dy deyilsa, z= f(x y) funksiya
differensiali uchun ) 5 . C
oz =
> = acﬁ + 50)'
bo‘ladi.
3-misol. Ushbu
z=f(x, y)=x"+xp . . . ‘
funksiyaning (2;l)nuqtada Ax=001, Ay=0,02 bo‘lgandagi to‘liq orttirmasi
hamda differensialini toping. _ o
d:=/(x,y) funksiyaning to‘'liq orttirmasi hamda differensialini
ta’riflardan foydalanib topamiz:
Az = f(x+O8x,y +AY) = f(x, ) = (x + Ax)* +(x+ ANy +Ay) = (x* + ) =
= (2x + Y)Ax + xAy + Ax? + AxAy,
dz=2x+y) Ax+x-4Ay.
Bu ifodalarda x,y va Ax, Ay laming o‘miga berilgan qiymatlari
x=2, y=1, Ax = 0,01, Ay = 0,02 lamni qo‘yib topamiz:
Az=(2-2+1)-0,01+2-0,02+ (0,01)? +0,01-0,02 = 0,0903
dz=(2-2+1)-0,01+2-0,02= 0,09
Demak, Az =0,0903, dz == 0,09 bo‘ladi.P>
4-misol. Ushbu
z=x"+3 +xy
funksiyaning differensialini toping.

<4Ma’lumki, N o
dz= gdn-gy-ay.
Berilgan funksiyaning xususiy hosilalari
%:—%(x’+y’+xy)=3x2+0+y=3x2 +,
%=%(x3 +Y +x)=0+3y* +x=3p" +x
bo‘ladi. Demak,

& = (3x* + y)dx + 3y* + x)dy >
Aytaylik, z= f(x, y) funksiya (x,, ,) nugtaning biror atrofida berilgan

bo‘lib, bu nuqtada differensiallanuvchi bo‘lsin. Bu funksiyaning toliq
orttirmasi

Az= f(xy +Ax, Yo + &)= (%) Yo)»
differensiali

dz = fl(xy, Vo) Ax+ f1(Xo, Yo) - &Y
uchun Ax va Ay lar yetarlicha kichik bo‘lganda

Az dz,

ya’ni
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J(x, +Ax, Yo +8Y) = f(xy, ,) +£i(x, »¥e) 'Ax'*'f,:(XOa}’u)'Ay 2)
bo‘ladi. Bu taqribiy formuladan ko‘p foydalaniladi.

S-misol. Tomonlari x=6x va =8y bo‘lgan to‘g‘ri to‘rtburchak
berilgan. Agar x tomoni 5sm ga oshirilsa, y tomoni esa 10sm ga kamaytirilsa,
unda to*gri to‘rtburchakning diagonali qanchagacha o°zgaradi?

«To*g'ri to‘rtburchakning diagonalini z bilan belgilaymiz. Unda

bo‘ladi. Bu funksiyaga

Azxdz
tagribiy formulani qo*ilab topamiz.
bemde=Zope Eopy B xareyy
EoW T afiy 2Jx* +y? N
Keyingi munosabatda

x=6cMm, Ax=0,05m
y=8cyu, Ax=-010x
deb olamiz. Natijada,
Az~ 6-0.05+8-(-0,10)

=-0,05
J36+ 64 "

bo‘ladi.
Demak, to‘g‘ri to‘rtburchakning diagonali taxminan 5sm ga kamayadi,
6-misol. Ushbu

a=107""
miqdomi tagribiy hisoblang.
“ARavshanki, & =1,07*" son ushbu
S y)=x

funksiyaning x=1,07, ;=397 dagi xususi
uchun 7(1,4) =1 bo‘lishinj e’tiborga olib,

%=1 y,=4

y qiymatidan iborat. By funksiya

deb olamiz. Unda

Ax=x—x, =107~} =0,07,

Ay=y-y, =397-4 =-0,03
bo‘ladi. Ushbu

S(x +Ax, y, +A)w f
formuladan foydalanib topamiz;
J(x, + Ax, Yo +8y) = f(1+0,7, 4 =-0,03)= 1(1,7,397) =1,7*"

To,30) = f04)=1* =1

FMEN'N) =%(x")

(o 30)+ £ (%0, 5)-Ax+ (%0, 30)-Ap -

= . P
"u.}'o_y *

- =4-1=4
y=b

, [}
j;(xo,yo)=5(x’) l'o’}'n:xyhxlnl =1*-Int=0
y=4
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1 = 8
L7 «1+4-0,07+0-(-0,03)=1+0,28 =12

k,
Demak a=17""=128.>

3°. Murakkab funksiyaning hosilalari. Aytaylik,
z=f(x)

funksiyada x=x@y), y=yav)

bo‘lib, ushbu 2= SC@y), YY)

murakkab funksiyaga ega bo‘laylik. Bu m
hosilaiari ushbu

ab funksiyaning xususiy

& _&x x, 29,
e 3)
& _& & ED

formulalar bo*yicha topiladi.
Xususan, e x(D), y=y®

bo‘lsa, unda z=1(x®: ¥(@®)
murakkab funksiyaning xususiy I:;silz:l . & d @)

d xada a
bo‘jadi, ‘ R
Agar z=f(x,y) va y=y(x boflsa, uncd
f““ksi)’izll'ling hosilasi & ad ®

mEpp 2

y(x)) murakkab

bo‘ladi.

7-misol. Ushbu t y=uv
Z=€xy: x=u,

murakkab funksiyaning xususiy hosi lalaﬁ:;ir;;}:)mg'
«4(3) formulalardan foydalanib top 7y = u've’”
o _8 o O W _ v qu+xe?v=3u

o —
= — o —

3u’v>
PYy=te .
7, e u

=ye” -0+

8-misol. Ushbu =72, y=t
z=x2+xy+y2’ x—t ’ y

L o oping.
murakkab funksiyaning hosilasini toping.
4(4) formuladan foydalanib topamiz:
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9
Y
=(Qx+y)- 2 +(x+2y)- 1= +1) -2+ + 2 =48 +3* +2t. >

“_a ax oz ay _9 .2 3 d d
+ T * T TY) )+ (IZ+XJ’+)’2)‘ZE(£)=

4°. Yugori tartibli hesila va differensiallar. : - f(x, y) funksiyaning

xususiy hosilalari
L

o oy

umuman aytganda, x va y o‘zgaruvchilaming funksiyalari bo‘ladi. Ularning

xususiy hosilalari

E(iz.)_ E(Z} 2(2\ 2 (5

x\&) y\& ay) 5)

berilgan funksiyaning ikkinchi tartibli hosilalari deyiladi va ular mos ravishda
9’z 9’z I

o @y Hx o

kabi belgilanadi:
a_’z_=3(z} o'z =£[§ oz _oafx) &z s(a
o ax\ax iy oy\ox 6yar'ax(5)' E*“g(a}-)

Xuddi shunga o‘xshash z=(x y) funksiyaning uchinchi, to‘rtinchi va

h.k. tartibdagi hosilalari ta’riflanadi.
Umuman, z = f(x, y) funksiyaning n-tartibli hosilasi

”

z
ox" oy’

(m+p=n)

x va yo‘zgaruvchi bo‘yicha (mos ravishda m va p martadan) ketma-ket »

marta hosila olish natijasida hosil bo‘ladi.

9-misol. Agar
Z= e"
oz
bo‘l i topi
0" 153, P ni toping.
€ Avvalo, berilgan funksiyaning y bo‘yicha Xususiy hosilasini topamiz:

az

a
—=—(e'y‘=x.ev.

y

Bu funksiyaning x bo‘yicha ketma-ket ikki marta hosilasini hisoblaymiz:

oyox  Ox\dy _6x(xe )=l-e +xé;(exy)=e’°'+xye"’=e"’(l+xy),

oz _o[dz)_o ,
"o\ 3n) o TN =T L) re” y= e 2 B

10-misol. Tebranib turgan tor z ning v . .
. A aqtda boshlang‘ich nuqtasidan x
masofada joylashgan M dagi egilishi x va ning z=2z(x,t) funksiyasi
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«

beo'lIsin. ? va 323 xususiy hosilalar ganday fizik (yoki geometrik) ma’noga
29 ot

ega? %;zf ikkinchi tartibli xususiy hosilalar ganday fizik ma’noga ega? 4t=t,

tayin vaqitda tebranuvchi z = z(x.%) chiziq bo“ylab joylashgan.

Gu xususiy hosila r=r,da X nuqtadagi urinma burchak koeffitsiyentini
da z(x,,7) funksiya mos nuqtadagi tor

aniqlaydi. Tayinlangan X,
?i xususiy hosila t vagqitdagi
o1

muvozanatidan chetlanishini aniqlaydi.
2

. . . . 0z .
nuqtaning X, koordinatasi bo‘yicha oniy tezligiga teng. —= esa nuqtaning

tezlanishini aniglaydi.»

Aytaylik, z=f(x,
bo‘Isin. .
Ma’lumki, bu funksiyaning differensiali

& &z
=—-¢+—‘d}’
dz pe Y

y) funksiya (x, y) nuqtaning atrofi Uj(x,y) da berilgan

bo‘ladi.
z= f(x,y) funksiya
funksiyaning ikkinchi tarti
d*z =d(dz). U quyidagicha: i 5
2
dz=T5ar +z%¢rdy+5y—f-aﬁ" ©
differensialini simvolik ravishda

siali d(dz) berilgan

differensiali & ning differen
z kabi belgilanadi:

bli differensiali deyiladi va d*

bo'ladi. Funksiyaning ikkinchi tartibli

quyidagicha:
3y ko‘tarilib

hidagi yigindi kvadratga ko'tanlib, so‘ng z ga

Z ko‘grlsatkichlari xususiy hosilalar tartibi deb

~2
] 2 J
= ——dx+"—@ "z
& (ax

yozish mumkin. Bunda qavs 1
“ko‘paytiriladi”. Keyin dara
mSOblinz?ix y) funksiyaning uchinchi, to‘rtinchi va hokazo tartibli
differensialla;'i ham xuddi yuqeridagidek ta'riflanadi. Masalan, n-tartibli

differensial 5 Y
oL+ Ly -
d"z= ( o dr+ > dJ’J z ™

bo‘ladi. b
-misol. Ushbu
11 z=2xy—-2x)" +3x-2y+5

funksiyaning ikkinchi tartibli differensialini toping.
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bo*Isin. % va % xususiy hosilalar qanday fizik (yoki geometrik) ma’noga

-

9%z
or
tayin vaqitda tebranuvchi z = z(x,1,) chiziq bo‘ylab joylashgan.

‘;—" xususiy hosila =1 da x nuqtadagi urinma burchak koeffitsiyentini

ikkinchi tartibli xususiy hosilalar qanday fizik ma’noga ega? dt=t,

ega?

aniqlaydi. Tayinlangan x, da z(x,s) funksiya mos nuqtadagi tor
muvozanatidar: chetlanishini aniqlaydi. % xususiy hosila t vagitdagi
2
nuqtaning x, koordinatasi bo‘yicha oniy tezligiga teng. % esa nuqtaning
tezlanishini aniqlaydi.p .
Aytaylik, z = f(x, y) funksiya (x, ) nugtaning atrofi U,(x,y) da berilgan
bo‘lsin.
Ma’lumki, bu funksiyaning differensiali
oz cz
dz=—dx+ —dy
&
bo‘ladi. ) o )
z= f(x, ) funksiya differensiali & ning differensiali d(d) b_enlgafl
funksiyaning ikkinchi tartibli differensiali deyiladi va 4’z kabi belgilanadi:
d*z =d(dz). U quyidagicha:

, 0%2,, .0z &z ,,
3,-92 Z—dxdy+—5 ©)
diz=—d’ +2o dy > dy

bo'ladi. Funksiyaning ikkinchi tartibli differensialini simvolik ravishda
quyidagicha: >
0 vl .
dz‘(&"" *ayd’J : N
yozish mumkin. Bunda qavs ichidagi yig'indi kvadratga ko'tarilib, so‘'ng z ga
“ko‘paytiriladi”. Keym daraja ko‘rsatkiChla.n xXususiy hosilalar tartibi deb

hisoblanadi. . Lo
funksiyaning uchinchi, to‘rtinchi va hokazo tartibli

2= £ ) chi, - to'rtinchi bl
differensiallari ham xuddi yuqoridagidek ta’riflanadi. Masalan, n-tartibli
differensial .
d"z= _a_(h.f—a_@\ .z (7)
= %%
bo‘ladi.

{-misol. Ushbu
! z=2x*y-20" +3x-2y+5

funksiyaning ikkinchi tartibli differensialini toping.
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<4 Avvalo, berilgan funksiyaning xususiy hosilalarini topamiz:
o 0

"

2x*y~ 2xy* +3x - =2y+5)=4xy-2y* +3,

(2x*y—2xy* +3x~2y +5) = 2x* ~4xy~2

|8 R

o
2
%

so‘ng ikkinchi tartibli hosilalarni hisoblaymiz

8’z 9
2 -2+ =4y,

az

P
L2 9 (4xy—2.2 —dr
= 3 (4xy-2y* +3)=4dx -4y,

2
$=§(2x2 ~4xy-2)=—4x,

Unda (6) formulaga ko‘ra,

d’z =4ydx® 4+ 8(x~ Y)drdy—4xdy?

bo‘ladi.»

Quyidagi funksiyalarning xususiy hosilalarini toping:

1476. a)z=x" + y* - 2xp, b)z=5x" +8x” + 7.

1477, a)z=x" +y* —3axy, byz=x*-2xp+ )72,

1478. )z=—2_,  p)z=%"Y,
x+y x+y

1479, v Jg
x Yy

1480. a)z=+/x*~)?, b)z=\/x+3y.

1481. 5y, 1 =z
a)z \/;—\/;’ b)z_\[xT-i-—yz
1482, a)z=yfx + =, b)z=InsinZt42.

NG
1483. Agar £ (x, y)=;

Jr
-xy 3 J ! M H
y bo‘lsa, £,(0,1), £, (0,1)ni toping.

1484. Agar f(x,y)= xy+-;‘; bolsa, f,(2,1), £,(2,1)ni toping,

1485. Agar f (x,y)=lﬂ x+y bO‘lsa, £:(2e.e), £,(2e,e)ni toping.
1486. Agar f(x,y)= ysmx+cos(x-—y) bo‘lsa, f,(x,0), f,(.,0)

toping.
1487. Agar f(x,y)=xye"? bo‘lsa, £:(0,0), £,(0,0)ni topmg

1488. Agar z-ln(x +xy+y) bo‘lsa, u holda ushbu x'é;”"__

tenglikning o‘rinli bo‘lishini isbotlang.
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Quyidagi funksiyalarning differensiallarini toping:

1489. z=x*y—x)* +3. 1490, z=(2* +y) .
1491, 7 =sin’x +cos y. 1492. z =arcig(xy). 1493. z=¢".

1494. z =(sinx) 7
x X o - [.
- 2 1. 1496. z==¢”. 1497. x=arcigxy
1495.z—ln(l+y) 1 z 5

1498. Agar f(x, y) == X bo‘lsa, df (1,1)ni toping.
funksiya to*liq differensialini .

dy=0,1 bo‘lgandagi qiymatini toping.
‘liq differensialini

1499. Ushbu f(x,y)—
x=1, y=2, dax=-0l

{
1500. Ushbu f(x,y)=—-— funksiya to

. =3 bo‘lgandagl giymatini toping.
x=2, y=] =-3 dy

‘liq di ialini
1501. Ushbu f(x.y)= arctg— funks:ya to‘liq differensi

3, dx=0,01 a}v =-0,05 bo* Igandagi qiymatini toping.
x=l’ y= t] =V Ve

Quyidagi miqdorlarni tagribiy ollnzmoblang:
1502. a) 1,08, b) L94e™”.
1503, a) sin1,59-1g3,09, b) 268"

i i ini toping:
Quyidagi murakkab funksiyalarning hosilalarini toping

. dz ., .
2427 po'lib, x=sint, y=cost bo‘lsa, ol toping.

1504. Agar z=¢ P

=In? bo‘lsa, -—m toping.
== bo lib, x=¢', ¥
1505. Agar z= — ”a —lm
Jib, x=u-2v, Y=v+2 a, o’ Oy

xz
1506. Agar z=— O

toping. X poflib, x=3, y=vii+1 bo'lss, Zni toping,

1507. Agar z=Insin Ny

1508, Agar 7= -y bolib, z=ueosy,  y=usiny bo' Isa, ?a'; avla"“

toping. p : v=cosx bo‘lsa, g—:ni toping.

1509. Agar z=% bo‘lib, u=sinx,
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funksiyaning x, =2, y, =
toping.

toping.

2z . n
1511, Agar z=¢: bo‘lib, x=x(u,v), y=y(u,v) bo‘lsa, %% ni toping,

Quyidagi funksiyalarning ikkinchi tartibli hosilalarini toping:
I512. z=x'-4x)* 4 3* 1513, z=¢In . 1514, - - In(x* +y).

2
1515. z—\/2 . 1516. Z—T. 1517. z=¢ “Iny+sin ylnx.

1518. z=¢", 1519, 2=xlny+\/-'“

1520. Agar z = arctg bo‘lsa, u holda ushby ¢ —+—
o‘rinli bo‘lishini :sbotlang i

1521. Agar z=sin(x- y) bo* lsa,

=0 tenglikning

7 hi toping,

1522. Agar z=x"—4xy* + * bo* !sa, zznitoping.

1523. A -y) bofl
gar z=cos(x-y) bo sa,dxdymtopmg

1524, Agar z=in(x+) bo'lsa, <% ni topi
gar z=In{x+y) bo‘lsa, dxz@mtopmg.

2
2 botlsa, 22
Jl-ln'c2 +3? - didx?
Quyidagi funksiyalarning ikkinchj tartibli differensiallarini toping:

1526, 7220 -3y -3 1527, 2=, 1528, z-- 1529, ~'='"‘éﬁ 7
1530. Agar f(x,5)~

1531. 2= sinxcos y,
1532. Ushbu

1525. Agar z=arcig

ni toping.

* +xy+ —4lnx-10my bo‘lsa. d’f(L2) toping.
z=3x" 4 xy—y? 4}

L Ax=oL - 0,2 bo‘lgandagi to‘liq orttirmasini

a) 1,31, b) 1,33, ) 1,3, d) 1,34.
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1510. Agar ;- !nJ_ bo'lib, u=ax+by, v=ar—by bo'lsa, . %npi
%

1533. Ushbu )
z=e"""

funksiyaning xususiy hosilalarini toping.
oz 1,
Z = 2xe”™,
a) e

|
N

Ll

¢

]
K

b) = =2ye™,

v olp @lw
%‘ i

1534. Ushbu =042
: ; ibiy giymatini toping. )
mlqdo;r)nil’;(;) fqn 1y q b) 1,03, c) 1,05, d) 1,08
1535. UShbu 7= h(xz +y2)
funksiyaning iiifﬁreax;sialini toping. e 20,‘# + xdy) '
a) dz= ———i:—- ©) 2+y
v + xaﬁi
st ) & =2
x*+ y

b) dz=

tekislik va normal
3-§. Sirtga o‘tkazilgan urll;m::) :lamda berilgan bo'lib, uning

= f(x, y) funksiya tekislikdagi
graﬁgl fazoda biror I sirtni ifodalasin. ) I sirtning nugtasi bo‘lsin.
Aytaylik, (x,, p, z,) nuqta (2 =S (%> %o) © ehistk tonglamasi
Unda sirtning (x,, ¥,, z,) nuqtada o‘tkazilgan urinm;

2(¥eYo) (., _ {
z"zc:'——‘_&(;yo(x"xo)*' - 3; 22 (v =) )
normalning tenglamasi esa n  yeye _i-E o
Gz(Xg, Yo) - %’fg_’__ygl -1
& W
bo‘ladi.
1-misol. Ushbu rmxtay?
tenglama bilan berilgan sirtga, uning (1; —1,2) nuqtasidan o‘tuvchi urinma
tekngshk va normalning tenglamalarini toping.
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1533, Ushbu
z=e"""
funksiyaning xususiy hosilalarini toping.
a) 2 = erx"y” _a_z =2 x4yl .
O o
& 2 2.,2
b)a=2yez+)-’ 2_:2;‘8:»
& iay? & oyl
©) & e, 5 =4y~ "
d) '§=xe' 4 %:ye"",
1534, Ushbu
a =1,04*"
miqdorning tagribiy qiymatini toping.
a) 1,01, b) 1,03, c) 1,05, d) 1,08.
153S. Ushbu
z=I(x*+y%)
funksiyaning differensialini toping. "
2 + X
a)a&:id;‘*y?’. c) dz:—%@.
x‘+y xt+y
_ 2(xdx+ ydy) Y tady
b) d < 2xt ), d) & =25

3-§. Sirtga o‘tkazilgan urinma tekislik va normal .
z=/f(x, y) funksiya tekislikdagi E to‘plamda berilgan bo‘lib, uning

grafigi fazoda biror I sirtni ifodalasin. o ) _
Aytaylik, (x,, y,, z,) nuqta (z, = /(% ¥)) I sirtning nuqtasi bo‘lsin.
Unda sirtning (x,, y,, z,) nuqtada o‘tkazilgan urinma tekislik tenglamasi

e
- ot -2+ ZE2 -y, )

-z,

normalning tenglamasi esa

x—X Y=Y _2-2%
Ty EwX) 1 @
Ta £
bo‘ladi.
1-miso). Ushbu
z=x?+)*

tenglama bilan berilgan sirtga, uning (1; -1,2) nuqtasidan o‘tuvchi urinma
tekislik va normalning tenglamalarini toping.
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<Avwvalo, z=x*+y* funksiyalaming xususiy hosilalarini topamiz:
Z_ D ayyany B0
o m" Y )—Zxaa—gy'(xz +y")=2y
Bu xususiy hosilalarning x=1, »=-1 nuqtadagi qiymatlari
oz(l-h _, (-1
=2, =-2
ox oy

bo‘ladi.
(1) va (2) formulalardan foydalanib, urinma tekislikning tenglamasi
z2=2=2-(x-1)-2-(y+1) ya’'ni 2x-2y-z-2=06

normalning tenglamasi
x=1_y+1_z-2
2 2 O
bo‘lishini topamiz. p-
2-misol. Ushbu
z= exoosy

tenglama bilan berilgan sirtning (1, =, %) nugtadagi normalini toping.

dMa’lumki, (1, #, 5) nugtadan o‘tuvchi normalning tenglamasi (2)

formulaga ko‘ra,
1
x-1 _ y-m _ 2Ty
#lm  otm -1
ax 2
bo‘lib, bu to‘g‘ri chizigning parametrik tenglamasi
x=1+ .ai(l’_”_),
ox
oz(l, 7)
=T+ —2"y
g »
1
z=——t.
e
bo‘ladi.
Ravshanki,
2—_—- cos Ioosy z _ 3 xcosy
ax ye 7, —=-xsm ye
bo‘lib, .
M:cm”.elmu=_e-|=_l ..“
ax e
oz(l, 7)

=Smz-e™* =0.e7 =

&
bo‘ladi. Demak, normalning parametrik tenglamasi

t
x=1-—, y=g, z=l—t
e e

bo‘ladi.P>
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Quyidagi masalalarni yeching
1536. Ushbu

z=x +2y2

tengiama bilan berilgan sirtga, uning (1, 1, 3) nuqtasida o‘tkazilgan urinma

tekislik tenglamasini toping.
1537. Ushbu

z=x"-y' .
tenglama bilan beriigan sirtga, uning (2., 1, 3) nuqtasida o‘tkazilgan urinma
tekislik va normalning tenglamalarini toping.

1538. Ushbu e
tenglama bilan berilgan sirtga, uning (3, -2, —6) nugqtasida o‘tkazilgan urinma
tekislik va normalning tenglamalarini toping.

1539. Ushbu
z=x"+y +3xy
tenglama bilan berilgan sirtga, uning (1, -1, -3) nugtasida o*tkazilgan rinma
tekislik va normalning tenglamalarini toping.

1540. Ushbu

z=yl-x*—y?
tenglama bilan berilgan sirtga, uning (% %, %) nuqtasida o‘tkazilgan urinma

tekislik va normalning tenglamalarini toping.
1541. Ushbu
x*+y?+zt=2x )
sferaga shunday urinma tekislik o‘tkazilsinki, u guyidag!:
x—-y—z=2Vva x-—y--i=2

tekisliklarga perpendikulyar bo‘lsin.
1542. Ushbu 6
z=x"y—5xy o
uning (2, 1 6) nugtasida o‘tkazilgan normal x=0 tekislikni qanday
sirtga, & 5
nuqtada kesadi?

. o‘zoaruvchili funksiyaning ekstremumi '
0 4-s§z I::'luuv:hzilgi funksiyaning Teylor formulasi. Aytaylik,

1% T OB ) mugtaning Ui(x) atrofids (5>0) n1-
2=/t )) ::u ‘ gal}; parcha uzluksiz xususiy hosilalarga ega l;o‘lsm. U holda
i 0 1 a "
tartlbgacha )+J(xo y°)+'2!jdzf(x°’y°)+m+ﬁd f(xo,yo)+(n+l)!d !f(clscz) (l)
1= fC e nx V8 X lar orasida, ¢, son esa y, va y lar orasida

0

bo‘ladi, bunda ¢ 5O
bo‘ladi.
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(1) formula z = f(x, y) funksiyani
) yaning Teylor fi i deyiladi
1-misol. Ushby g Teylor formulasi deyiladi.
fx y)=x"

funksiyaning (1.1 ¢
yozing g (1,1) nugta atrofida n=3 bo lgan holda Teylor formulasini

4Bu holda funksiyaning Teylor formulasi ushbu
- ar(L)  dfa)  d(l
f@y=san+ LD LS FED, o @

2 31

ko'rinishda bo*ladi,
tc’pamg?rllgan funksiyaning 3-tartibligacha bo‘lgan barcha xususiy hosilalarini
S =2y =35, fi(e,y) = %w )=x"lnx;
L2 =2 2=yt
So(x,3) =%(y~x"') =x""+y.x" 2y,
" f;‘z(x,y)=%(x’ln:=)=x’(hx)z,
I3 == 0-D-2) = y(y-y- 257,
73, y) = %(y(y—l»x“) = @y-Dr2 + Y- i x,
foG)= %(x*’ + 327 B 3) = 207 n x4 yr (i 57,

f3xy) =§(x’anx)’ =x"(hx)’

] Endi, berilgan funksi
quymatlazini hisoblaymiz:
Sy =1,

ya va uning hosilalarining (1,1) nuqtadagi

/ fiL) =i, J,an=0,
] JaL) =0, Sy =1, f:@D=0,
2aD=0,  rman=1  fnan=o, S (L) =0.
(2) formulada 9atnashgan differensiallarni topamiz:
i D= f,(LDAx + /(L DAY = Ax,
2 A fAD= 750,)Ax* +2 T (L1)AxAy + FRQADAY” = 2838y, -
d*fLh=f50DAx* +3 fa, (LDAX* Ay + 3 ™, ALDAxAY? + 7 ADA = 3&’A
Bu difierensiallarning (2) ga qo‘ysak:yunda ” . ’
N x’=1+Ax+AxAy+%Ax2Ay+ R,
bo‘ladi.»
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2°. Funksiyaning statsionar nuqtalari. :=s(x, y) funksiya xususiy
hosilalari %"— va -Zy—z larni nolga aylantiradigan nuqtalar funksiyaning statsionar
X

nuqtalari deyiladi. Statsionar nuqtalarning koordinatalari ushbu
{f,' (x»)=0,
_f}'(x,y )=0
tenglamalar sistemasini yechib topiladi.

2-misel. Ushbu
z=f(x,y) =4x’y + 24xy+y’ +32y—6

funksiyaning statsionar nugtalarini toping.
dBerilgan funksiyaning xususiy hosilalarini hisoblaymiz:

22—:-6—(4x’y+24xy+y‘ +32y—6)=8xy+24y>

ox é&x

-?i ——_:-56))—(4x2y-!—2¢‘bcy-f-y2 +32y—6)=4x> +24x+2y +32.
&y

So‘ng ulami 0 ga tenglab, quyidagi:

J&xy+ 24y =0,
[4x% +24x+2y+32=0
tenglamalar sistemasini hosil qitamiz.
Bu sistemani yechamiz: Ravshanki,
y(x+3)=0,
{Zx’ +12x+y+16=0
Sistemaning birinchi t nglamasidan y=0, x=-3, bo‘lishi kelib chiqadi.
Unda (y =0) da sistemaning ikisn hi tenglamasi
x> +6x+8=0
ko‘rinishiga keladi. Bu kvadrat tenglamaning yechimlari x =—4, x,=-2
bo‘ladi.
Demak, berilgan funksiyaning statsionar nuqtalari
(-4, 0),(-2, 0),(-3,2)

bo‘ladi. >
3  Funksiyaning “ekstremum” tushunchasi. Ekstremumning

zaruriy va yetarli shartlari. Aytaylik, z=f(x,y) funksiya tekislikdagi E
to‘plamda berilgan bo‘lib, (x,.,) € E bo‘lsin.

Agar (x,y,) nuqtaning shunday U, (x,,) atrofi topilsaki, Uy(x,3,)  E
bo‘lib, ixtiyoriy (x,y)€ U;(%,,¥,) uchun

S S (%0, 90)

bo‘lsa, f(x,y) funksiya (x,)s) nuqtada maksimumga erishadi deyiladi. Bunda
(x0,¥0) Nuqta f(x,») funksiyaga maksimum qiymat beradigan nuqgta, f(x,,y,)ga
esa funksiyaning maksimum qiymati deyiladi va max f(x,y) = f(x,,5,) kabi
yoziladi (2-chizma)
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Agar ( ) 2-chizma

o %o, %) nuqtaning shunday U, (x,,y,) atrofi topilsaki, r’

bo hb, ]xtiyoﬁy (x,y) c Us(xo,yo) uchun 6\*0>0 p ’ 5(meo) ckE
" f(x,y)éf(xo,yo)

l():lsa, f(xy) funksiya (x.o’yn) nuqtada minimumga erishadi deyiladi. Bunda

(X0,0) nuqta f(x,y)funksiyaga minimum qiymat beradigan nuqta, f(x,,,)ga

esa funksiyaning minimum qi . o
ymati deyilad i N .
yoziladi (3-chizma) yiadi va mi f(x,3)= f(x,,y,) kabi

3-chizma
maksimumi va minimumi umumiy nom bilan uning

Funksiyaning
ekstremumi deyiladj.

Agar z= /(x, ) funksi . :
: ya (x,,y,) nugtada differ i bo'li
nuqtada ekstremumga erishsa u holodxamo ! ensmuanu“-{?hl bo'lib, bu

. S0, ¥0) =0, £;(%0,7,) =0
bo‘ladi (ekstremumning Za.ruri;Shoarﬁ) ME YY)
Aytaylik, (x,,5,) nu y —_— .
) > > qta z=f(x, ») funksiyaning stats ;
2
a=ZLCour) | B Goy) (010
o &ay > 3_}'1
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Agar

1) ac-6*>0 va a<0 bo‘lsa, z=f(x, ) funksiya (x,,),) nuqtada
maksimumga erishadi;

2) ac-4*>0 va a>0 bo‘lsa, z=f(x,y) funksiya (x,,5,) nuqtada
minimumga erishadi;

3) ac-b* <0 bo‘lsa, z= f(x, y) funksiya (x,,»,) nuqtada ekstremumga
ega bo‘Imaydi;

4) ac-b*=0 bo‘lsa, z=f(x, y) funksiya (x,,y,) nuqtada ekstremumga
erishishi ham. erishmasligi ham mumkin. Bu holda qo‘shimcha tekshirish olib
boriladi. (ekstremumning yetarli sharti).

3-misol. Ushbu

z=x*+xy+y> —2x-3y
funksiyani ekstremumga tekshiring.

«Avvzlo, berilgan funksiyaning statsionar nugtalarini, ya’ni
ekstremumning zaruriy shartining bajarilishini ko‘rsatamiz. Buning uchun
funksiyaning xususiy hosilalarini hisoblab, ularni nolga tenglab, sistemani

yechamiz:
&

G +xy+yt—2x-3y)=2x+y-2,
(x* +xp+y* —2x=-3y)=x+2y-3,

2x+y-2=0,
x+2y-3=0

v Y|
Qo ¥

. i 1 4 .
Bu sisternaning yechimi x = 3 ¥=3 bo‘ladi.

. 4 R
Demak, izlanayotgan statsionar nugta G;) bo‘ladi.
Endi funksiya ekstremumga erishishining yetarli shartlarining

bajarilishini tekshiramiz.
Ravshanki,
2
%;f—:-aa;(Zx-#y-Z) =2,
&z 9
—=—2x+y-2)=1,
xdy &
2z 8
—=—(x+2y-3)=2
>
Demak,

a=2, b=l c=2
Unda ac-b*=2-2-1=3>0 bo‘ladi. Ayni paytda, a=2>0 bo‘lgani
\ . . .
uchun berilgan funksiya G %J nuqta minimumga erishadi. b
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4-misol. Ushbu

z=3xy-x -y

funksiyani ekstremumga tekshiring.
<4Ravshanki,
oz o
F 5;(3xzy-x—y‘) = 6xy—3x?,
oz
P 73;—(3x2y—x’ -y =3x? -4y’

Quyidagi
{62:31—3::2 =0
3xt -4y’ =0
sistemani yechib, statsionar nuqtalarni topamiz.
Bu sistemaning yechimi x, =6, »=3vax,=0, y,=0 bo‘ladi.
Demak, M,(6,3), M, (0,0) statsionar nuqtalar bo*ladi.

Berilgan funksiyaning ikkinchi tartibli xususiy hosilalarini hisoblaymiz:

3z 9
=5 -3 =6y-6x,
2
;; = %(ny—sz) =6,
?z o 5
? = 5(3.12 —4y’) = -12}’

M, (6, 3) nuqtada
a=-~18, b=36, c¢=-108
bo‘lib,
ac—-b*=-18. (-108)-36 =648 >0
bo‘ladi. Ayni paytda, a<0 bo‘lgani uchun berilgan funksiya M,(6, 3) nugtada
maksimumga erishadi. Uning maksimum qiymati

mex f(x,y)= 1(6,3)=3-36-3—6° —3* =324 —216—81=27
bo*ladi.

M,(0,0) nugtada
a=0, b=0 ¢=0
bo‘lib, ac-#* =0 bo‘ladi. Demak, bu holda ekstremumga erishishini aniglash
uchun qo‘shimcha tekshirish qilish kerak. :

Agar x=0, y=0 bo‘lsa, z=-p* bo'lib, funksiya (o,0) “niugtaning
atrofida manfiy giymatga ega bo‘ladi, agar x<0, y=0 bo‘lsa, z=-x* bo'lib,
funksiya (0, 0) nuqtaning atrofida musbat giymatga ega bo‘ladi.

Demak, berilgan funksiya 1, (0,0) nugqtaning atrofida ishora saqlamaydi.
Binobarin, funksiya bu nuqtada ekstremumga ega bo‘lmaydi.»

4°. Funksiyaning eng Kkatta va eng kichik giymatlari. Aytaylik,
z=f(x y) funksiya tekislikdagi chegaralangan yopiq E to‘plamda berilgan
bo‘lsin. Ushbu
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1. funksiyaning statsionar nuqtalardagi qiymatlari;

2. funksiyaning E to‘plamning chegarasidagi eng katta va eng kichik
qiymatlari orasidagi eng katta qiymat (eng kichik giymat) z=f(x,3)
funksiyaning £ to‘plamdagi eng katta (eng kichik) qiymati bo‘ladi.

S-misol. Ushbu

g %
funksiyaning E ={(X,y) x4 p? S4} — markazi (0, 0) nuqtada, radiusi »=2
bo*lgan yopiq doiradagi eng katta va eng kichik qiymatlarini toping.

<4Berilgan funksiyaning xususiy hosilalarini hisoblab, statsionar
nuqtalarmi topamiz:

%=§(x’ —y’)=2x,%=£-(x’ -y =-2y
2x=0
{—2y= 0
Demak, M(0,0) statsionar nuqta bo‘ladi.
Ravshanki, i
2
%=§;(2x)=2,%=%(2x)=0,$=%(—2x)=-2

bo‘lib, ac—b* =2-(-2)—0=—4 <0 bo‘ladi.

Demak, berilgan funksiya A(0,0) nuqtada ekstremumga ega emas.

Endi, z=x?-* funksiyani £ ning chegarasi x*+ y*> =4 aylanada qgarab,
hosil bo‘lgan funksiyaning eng katta va eng kichik qiymatlarini topamiz.

Agar chegarada y* =4—x" bo‘lishini e’tiborga olsak, u holda berilgan
funksiya chegarada

z=xt—y =2t —-(@-x)=2x* -4

bo‘ladi, bunda: ~2<x<2

Ravshanki, z'=4x bo‘lib, 4x=0, x,=0 nuqta z=2x*>-4 funksiyaning
statsionar nugtasi bo‘ladi.

z2"=4>0. Demak, z=2x*-4 funksiya x,=0 nugtada minimumga
erishib, uning minimum giymati -4 ga teng bo‘ladi.

Endi, z=2x*-4 funksiyani x=-2, x=2 nugqtalardagi qiymatlarini
topamiz:

ZL=2 =+4 4 zlr=-2 =4

Shunday qilib, berilgan z=x?-y* funksiyani E to‘plamdagi eng Katta
qiymati 4, eng kichik qiymati -4 bo‘ladi. 0>

Quyidagi funksiyalarni Teylor formulasi bo‘yicha yoying:

1543. Ushbu f(x,y)=e"siny funksiya (0,0) nuqta atrofida uchinchi
hadigacha Teylor formulasi bo‘yicha yoyilsin.

1544. Ushbu f(x,y)=¢*In(1+y) funksiya (0,0) nuqta atrofida uchinchi
hadigacha Teylor formulasi bo‘yicha yoyilsin.
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bo‘lsin. Ushbu




1545, Ushbu f(x, y)=,/l—x’— ¥* funksiya (0,0) nuqta atrofida uchinchi
hadigacha Teylor formulasi bo‘yicha yoyilsin.

Quyidagi funksiyalarning statsionar nuqtalarini toping:

1546. z=x’+xy+y2—2x-3y.
1548, z=x"+)’ _3xy.
1550. z=X4+xy+y —mx—ny.

1547. z=x"+8)" —6xy +5.
1549. z=x*+3x —15x-12y.

Quyidagi funksiyalarni ekstremumga tekshiring:

IS51. z=(x-1)" +252. 1552. z=x2+,\y+y2—6.x—9y.
1553. z=Jc\/_;—xz —~y+6x+3. 1554, z=xy(1-x-y).

1555. z=x"+)*—9x)+.27. 1556. z=%xy+(47—x—y)(§+%).

1557. z=%y*(6-x~y). 1558, z =~ (.x’+2y2),

1559. z=e: (x4 7). 1560. ==31n2 4 2lny +In (12~ - 5).

Quyidagi funksiyalarning ko‘rsatilgan sohadagi eng katta qiymatlari
va eng Kkichik giymatlarini toping:

1561. z=x-23-3; 05x$1,0$y51,05x+y$1.
1562. z=x" +3y’ —x +18y -4 0<x<1,0<y<l.
1563. z=x"+y, x*+ 2 <1,

1564, z=x"+ 3 _ 3y, 0<x<2,-1<y<2.

1565, z=3xy, x* +3%<2.

1566. z=x? 43,2 —x+18y—-4, 0<x<y<4.

1567. Hajmi » =132, bo‘lgan usti ochiq qutining tomonlari ganday
0*lchamda bo‘lsa, uning sirti eng kichik bo‘ladi?

1568. S.llmdr shaklidagj suy idishning material qalinligi d va sig‘imi ¥
bo‘lganda, uni tayyorlash uchun ketadigan material o‘lchovini aniglang.

1569. Uzunligi ; bo']

. : gan sim bo‘lagiden hajmi eng katta bo‘lgan
to* g‘nbur chakli parallelepiped qanday bo‘ladi?
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5-§. Oshkormas funksi).'alar o ’
1°. “Oshkormas funksiya” tushunchasi. Aytaylik, ikki x va )

o‘zgaruvchilaming (argumentlarning) F(x, y) funksiyasi
M={(x,y)eR2:a<x<b,c<y<d}
to‘plamda (to‘g‘ri to‘rtburchak shaklidagi sohada) berilgan bo‘lsin. x va »
larni noma’lumlar deb ushbu ]
F(x.y)=0 ) o
tenglamani qaraylik. Biror x, sonni (xo e(a,b))olib, uni (1) tenglamadagi x
ning o‘rniga qo‘yamiz: \
g N F(xo‘y)=0 i, ya’ni ing ten; Iamgs:
Ravshanki, (2) tenglama y ga bog‘liq bo‘ladi, ya’ni y ning teng
bo‘ladi. . in
" ;:araz gilaylik, (2) tenglama yagona y =Jo yechimga ega bo‘lsin
F(xo’yo)EO. . i borladi
(Shuni ta’kidlash lozimki, y, olingan x, ning q1?'manga bogii iq }; to‘.plamni
Endi x o‘zgaruvchining giymatlaridan iborat shunday M, oplan
. . . N
(ravshanki, M, c(a,b)) qaraylikki, bu to‘plamdan olingan har bir x qiym
F(x,y)=0
i bo‘lsin.
tenglama yagona y yechimga ega o o
g]aA :rgM to‘plamdan olingan ixtiyeriy x son.ga l‘xnga F (J;,:’) o
tenglamfnino y;chjmi y son mos qo‘yilsa, funksiya hosil bo‘ladi. Bunda x
¥ o‘zgaruvchilar orasidagi funksional bog‘lanish
F(x,y)=0

am damida bo‘ladi:
tenglama yor x>y F(xy)=0. . .
Bunday berilgan (aniglangan) funksiya oshkormas ko‘rinishda berilgan
un

. . iya) deyiladi. . .
fnkiy ok sbkormas kS 0, it
emax,

yechilmagan tenglama bilan aniglanadi.
1-misol. Ushbu

1.
F(x,y)=x—y+—2~smy=0 (3)
tenglama y ni x ning oshkormas funksiyasi sifatida aniglanishi ko‘rsatilsin.
«(3) tenglamani quyidagicha yozib olamiz:

x=y—%sin}’=¢(J’) (v e(-e0,40)).
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Bu funksiya (—o, +w0} da uzluksiz va

¢'(y)=1—%cosy>0
hosilaga ega. Demak, x = @() o‘suvchi bo‘lib, unga nisbatan teskari funksiya
y=¢"(x)
mavjud bo‘ladi (qaralsin, [2]).
Demak, (—0,4+®) dan olingan har bir x da (3) tenglama yagona
y=¢"'(x) yechimga ega bo‘ladi:
F(xp™(x))=0.
Har bir x ga y=¢™(x) mos qo'yilsa, oshkormas ko‘rinishdagi funksiya
hosil bo‘ladi.p>
2-misol. Ushbu
F(xy)=x"+3)*-Iny=0 (y>0) 4
tenglama oshkormas funksiyani aniglaydimi?
<Agar (—o0,+) dan olingan har bir x ning giymati (4) tenlamadagi x
ning o‘rniga qo‘yilsa, unda bu tenglama y ga nisbatan yechimga ega
bo‘lmaydi, chunki har doim y*~Iny >0 bo‘ladi.
Demak, (4) tenglama oshkormas funksiyani aniglaydi.»

2°. Oshkormas funksiyaning mavjudligi. Yugqorida keltirilgan
misollardan ko‘rinadiki,
F(x,y)=0

tenglama har doim ham oshkormas funksiyani aniqlayvermas ekan.
Endi, tenglamadagi F(x,y) funksiya qanday shartlami bajarganda
tenglama oshkormas funksiyani aniqlashini ifodalovchi teoremani keltiramiz,
Teorema. Aytaylik, F(x, ¥) funksiya (x,, ¥, )nugtaning
Ua.b((xo’yo))={(x’y):xo —a<x<x,+a,y,—b <Y<Y +b}

atrofida (a>0,b>0)aniqlangan (berilgan) bo'lib, u quyidagi shartiami
bajarsin:

1) F(x,y) funksiya U, 2 (%, ¥,)) da uzluksiz; o
2) F(x,y) funksiya U, (%, ¥,))da uzluksiz

6F(x,y! aF(x,y)
o dy

xususiy hosilalarga ega va

aF(xo’yo)
— ==z
oy
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3) F(x.y) funksiyaning (x,, ¥, )nuqtadagi giymati nolga teng:
F(%:%0)=0-
i day
U holda (x,,y,) nugtaning shun
Uas((xmyc))) = {(x,y):xo -8<x<x%+6, ) ‘.5<y<y-o; 5}((){ , ))
atrofi (0 <'5 <a,0<e<b) topiladiki (bunda Uj, ((xo,yo))C- a5\ (X020 /)

bo‘ladi), ixtiyoriy x €(x,~&, % +& ) uchun

F(x,y)=0
'ni F(xy)=0
tenglama yagona y yechimga (ye(¥:—& +£)) ege, ya'ni (
tenglama yordamida - f(x)

1 anl ]anlbs
oshkormas funksiya aniq x=x,day=y=S (%)

' iz bo*
va y = f(x) funksiya (x, —5, % +6) da uzluks
3-misel. Ushbu ( ) . riny1=0 "
F x,y - )’e B . 3 . l . i?
funksiyani aniglaydim
tenglama x =0 nugta atrofida y=op(x) oshkormz'ls. T D) o
4(5) tenglamada x=0 deb, y=1 bolishini topamiz. qta
englamada x = \

atrofida

ladi. (qaralsin,[2]).

F(xy)= J;ex_—.xq[::o;t:m tirishga tekshiramiz.
.. sy s ema shartiarini . islikda uzluksiz,
Funks“f;m;% yu?“;:xgl tz(;:l y—1 funksiya y> 0 yarim tekis
xX,YV)= -

iz bo*ladi;
jumladan, (0;1) nugtaning atrofida ham uzluksiz
2) F(x,y) funksiyaning -
aF(x,}’) =_§_(ye" -xlny'l) =ye - Vs
o cx

X
F(x2) 2 (e —xiny=1)=¢"7

i da uzluksiz va
Xususiy hosilalari garalayotgan atrof ™ :
_._.—-—-—- | =ze-—=1#0.
oF(0) (%] =e
o y ;:?
i giymati
3) F(x,y) funksiyaning (O;I)xnuqtada%l;; yn;ao.
F(0,1)=(ye —xlny s
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Unda teoremaga ko‘ra, (0:1) nuqtaning biror atrofida (5) tenglama
uzluksiz y = p(x) oshkormas funksiyani aniglaydi.»
4-misol. Ushby
F(x,y)=y? =2y +x—x' 4+ x2 =0
tenglama M(0;0) nugtaning atrofida oshkormas funksiyani aniglaydimi?

<4Yo'q, aniqlamaydi, chunkj
%2 =§(y2 —2x%y 4 X6 x4 +x’)= 2y —2x°

bo‘lib,
LR e (2y-20),, mo
bo‘ladi, teoremaning shartj bajarilmaydi, p
3°. Oshkormas funksiyaning hosilalar;

Agar F (X,)') funksiya Yuqorida keltirilgan teoremaning barcha
shartlarini bajarsa, u hoida

F(x,y)=0

tenglama bilan aniglanadigan y = ¥(x) oshkormas funksiya (x, -4, x, +35) da
hosilaga ega va

bo‘ladi.
Quyidagi teuglamalar ko‘rsatilgan nuqta atrofida oshkormas
funksiyani aniqlaydimi?
1570. F(x,5)=¢” + ysinx — +7=0, (20).
1571. F(x,y)=x3 +3° —3axy, (ai‘/z; ai/f)-
1572. F(x,2)=y—xe + x¥=0, (61).
1573. F(x,5) =sin(x+y)~y=0, (0.0).
Quyidagi tenglamalar bilap anigla

nadigan oshkormas funksiyalarni
oshikor y = y(x) ko‘rinishida yozib

> ularning aniglaunish sohalarini toping
1574. x* ~arccosy— 7 = ¢ 1575. 10" +10” -10=0,

1576. x+|y|-2y=0. 1577. & _ x5 _5-0.

Quyidagi tenglamalar bilan aniqlanadigan - oshkormas
funksiyalarning hosilalari toping '

xZ 2
1578. ;;+Z~2—1=0- 1579. y~x~Iny=0. 1580, y=l-y =o0.

—arclg==0,

2
IS8L. xe” ~yinx-8=0. 1583 1n V"z;” Y

=0.

N 34

1583. y* ~x” =0, 1584. 14+ xy~In(e” + &
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er yordamida aniq in_tegrall'arn.l !us.oblash
Ma lecll(aol?:)!‘)g l:)fzgaymvchili funksiyaning hosnlzzsnm hisoblash uchun
’ >diﬁ(expr,x.t$n!,x2$nié... H o' garuvehilarga bog'liq
puyrug'idan foydalanamiz, bu yerde sXp. 2 et 43 hosila tatbi
bo*lgan hosilasi hisoblanishi lozim bo lgan . " o o,
-misol. z=x’+y’ _2xy funksiyaning xususiy il
ek € x 3y A3-24xty itz difizy )

2
javob: 3x%-2y

2 :
o a4 kinchi tartibli hosilalarini
Zmisol. z=¢ Iny+siny ¥ {i’;a:;n;;l;g?s%(%w
. Sage JR A CIEN 2
toping. €zr=esp(x)*in(v)sin(y)y*ia{x):dill

sin()
javob: e*In0) - 2

. f: - sin() In(x)
2

¥y
f: N cos(y)
R - ini topi hun
I umlarini topish ucl
Maple yordamida berilgan funkstyaning ekstrem
Maple y ida
idagi buyruq kiritiladi: pr,vazs,nvd,
quyidagi buyruq exmema(expr,c:;lsishi lozim bo*lgan kattalik, constz

- chstremorn ¢ ishadigan nuqtalar
bu yerda: expr ‘ eks . v - ekstren:il}m;;ladlw o
’ Ch:gara,l v?x;‘s;en?ufng;umumjaat gilishdan oldin
koordinatalari. j
chagiriladi. . s sremuma ckshiving
3-misol. z=(x—1) +y funks.l)’
4> readlid
AZH2*Y
{0}

{{y=0,x=l}} .'
2 y’( 342 y’) funksiyani ekstremumga tekshiring
> (x

i b {extrena) Sty e

(exi:x‘emé): .
{£ 1} "2:{}:{2!:3(}."8'),7.
> axtyrema{ (X~

4-misol. z=¢€

> extrema{exp{~%

{{y=0,x=1}} »>
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Nazorat savollari

1. Sath c.hizig.‘im' izohlab bering.
g. ll::ﬁ:yamng limiti qanday topiladi?
4: FunkSiy:::;:g uz]uks.lzlxgx.qanday aniglanadi?
5 g ganing ;qxéumy l§o§1l§l§ﬁ qanday topiladi?
.-~ ﬁ;gn k; f erernsnalmx_ izohlab bering.
. Yuurakkabqori 2 fun h1yialnmg hPSlIalari qanday topiladi?
s o‘zgamvchi?js ﬁ; wllcag.dxﬁ'?rensial}ar qanday topiladi?
9. Funksiyoning stoe 1yaning ’!‘eylor formulasi ganday topiladi?
10, Funkene s ksonar nuqfalan qanday topiladi?
11 B aning geza:ruirinmn tushlfnchasini izohlab bering,
12 Funksiyamnmr'lmng e katt: ;’: g;eta;!: sl.1artl.ari qanday topiladi?
3 8:2::3:::: ﬁﬁl;kk:g:nm Ay ag bgl.ul;l;qumatlan qanday topiladi?
ing maviudlios heardacs .
15. Oshkormas funksiyaning hos‘;f:l:i’ig;:nag;gifpti?:;??anl Keling
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14-bob
Ko*p o‘zgaruvchili funksiyaning integral hisobi
1-§. Ikki karrali integrallar. Integralning xossalari va hisoblash
usullari
1°. “Ikki karrali integral” tushunchasi. Integralning xossalari
Aytaylik, tekislikdagi D to‘plam chegaralangan hamda yuzaga ega

bo*lgan tekis shaklni ifodalasin (1-chizma).
Bu to‘plamda z=f(x,¥)

F 4

funksiya aniqlangan va uzluksiz
bo‘lsin.
f(xy) fonksiyaning D
to'plam bo‘yicha ikki karrali
integrali quyidagicha kiritiladi:
Y 1. D to‘plam (shakl)

1-chizma yuzaga ega bo‘lgan
D,, D55 D,

-chizma). Bunda D bo‘lakchaning yuzini S, bilan

bo‘lakchalarga ajratiladi (1

belgilaymiz, k =1,2,3,...,7- o o
2. Har bir D, bo‘lakchada ixtiyoriy (fk,ﬂk) nugtani olib, funksiyaning

shu nuqtadagi qiymati f (fp’h) ni S, ga ko*paytiriladi:
f(‘fb’h)'sk (k=1,2,3,...,n)

3. Bu ko‘paytmalardan quyidagi
0'=Zf(§g’77k)'sk (1)
k=1
T a6 . . . . 62 . . . . deyiladi.
yig‘indi tuziladi. Bu yig‘indi integral yl_g‘mdl . o
® 4, Har bir bg‘lakcha diametrining eng kattast nolga intilganda, o
yig‘indining limiti qaraladi: )
limo =1im Y. 1 (&) Sk
k=1
avjud bo'lsa, (S (% y)funksiya D da uzluksiz bo‘lsa,

Agar bu limit m nzt
limit mavjud bo‘ladi) u £ (% y) funksiyaning D to‘plam bo*yicha ikki karrali
integrali deyiladi va

[[ £ e, y)axdy

D

kabi belgilanadi. Demak, .
[[ 7o sy =lim D f (657) 52
g -
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bunda: A=max{d,} (d, - D, bo‘lakchaning diametri. U D, schaning ikki
nuqtasi or?sidagi masofalaring eng kattasi).
. ‘]ad!kkx karrali integral ham aniq integral xossalari kabi xossalarga ega
o‘ladi.
1. Agar f(x,y) va g(x,y) funksiyalar D uzluksiz bo‘lib, & va g lar
o‘zgarmas sonlar bo‘Isa, u holda

[(art.)+ e ey = af] £ 3,y £ [ g, ety
D D

D
bo‘ladi.
2. Agar f(x,y) va g(x,y) funksiyalar D da uzluksiz bo‘lib, ixtiyoriy
(x,y)e D da f(x,y)< g(x,y) bo‘lsa, u holda
J7Geydndy < [[ g x, y)eay
l?

D
bo‘ladi.
3. Agar f(x,y) funksiya D da uzluksiz bo‘lsa, u holda shunday
M, (%, ¥,) € D nuqta topiladiki,

. P Y91 l
fl!f(x,y)t&dy =J (%o, ¥5)- S, ya'ni Ej;s[f(x,y)dxdy =/ (%0, 3,)
bo‘ladi.
4. Agar D to‘plam D= D,UD, (bunda D, D, = @) bo‘lsa, u holda
jbj f e ydaedy = [[ £ (x, y)dsdy + [[ £ (x, )y
D,
bo‘ladi. .
5. Agar f(x,y) funksiya D da uzluksiz bo‘lsa,
I
I _g fx, y)dxdyl < [f1r e, yfeteay
bo‘ladi. ?
1-misol. Ushbu
F(%,y)=c—~const
funksiyaning D to‘plam bo‘yicha ikki karrali integralini topi
. gralini toping,
<«(1) formulaga ko‘ra, bu funksiyaning integral yig‘i]r)ldig;i
o= m) S, =Y c-5,=c3S, =cS
= k=] =|
bo‘ladi. Ravshanki, l =
limo =limeS =c§.
Demak,
[ caxdy = cs
D
bo‘ladi.
88

2° Ikki karrali integrallarni hisoblash: a) to‘g‘ri to‘rtburchak so!m
(to‘plam) bo‘yicha ikki karrali integrallarni hisoblash. Aytaylik,
z=f (x, y) funksiya tekislikdagi
M={(x,y):asx<b, c<y<d)

to‘plamda (to*g"ri to‘rtburchak schada) berilgan va uzluksiz bo‘lsin (2-chizma).

dY‘t Bu holda v
J[ £ Geyysdy=[[1 (r)sdy =
CF-- M ac
0a A'x ars [ d
- j[ jf(x,y)dx]dy = [I f (x’y)ddex
2-chizma (2)..- ’
bo‘ladi. i integrallar takrorlab integrallash

Bu munosabatlar yordamida ikki karral

yo‘li bilan hisoblanadi.
2-misol. Ushbu
J=[[ (2 +7* )y
M
ikki ii alni hisoblang, bunda
ikki karrali integralni SM:__{(x,}’):OSxS]’ OSySI}

to*g'ri to‘rtburchak (kvadrat) dan 'ibor?t.. .
: <ntegrailash chegaralarini 40 yib, so‘ng (2)

topamiz: 5 y= 1,

J=i j)‘(xz . yz)mgmﬂ i (+ yz)a)/:,ldx‘=i(xéf:4;:_§_jly=0 )

~inAhnovsiaibaf.c:i:m foydalanib

=111 2
‘ 1 x3 }_ x =_.+—=—>
=I(x2+-3—de=('3"+3x x=0 3 3 3
¢ ha bo‘yicha ikki karrali integrallarni

i chizigli trapetsiya sO : h
hisobl::zhegr’flekislikda yugoridan @, (x) funksiya grafigi, pastdan @ (x)

=a,x=>b wvertikal chiziglar bilan

i i, yon tomonlardan x a,x .
mfuzl;:):aniﬁihani (to‘plamni) garaylik, bunda @, (x)va @,(x) funksiyalar
[a,b] da uzluksiz va unda @,(x) S @,(x). Odatda, bu scha egri chizigli
tra;aetsiya deyiladi. Uni M, bilan belgilaymiz (3-chizma).
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b “ M, ={(x.y):a<x<s, ?(x) <y <g,(x)}
ﬁ] Avtaylik,  z=f(x,)) funksiya M,

]

S : to‘plamda uzluksiz bo*[sin. Unda
B2 > 0
3-chizma
b1 osx)
hf{j S (x, y)dxdy = fL{ )f(x,y)dder ®)

Aytaylik, z = f(x, y) funksiya
M, ={(x,y):l//, (y)SJcSz,//2 (»),c gygd}
sohada (to‘plamda) uzluksiz bo‘lsin, unda

d| wi(»)
[[ 76y = | l | f(x,y)deLj' @

el wi(»)

4-chizma bo‘ladi (4-chizma).

3-misol. Ushby

ikki karrali integralni hisoblang, bunda:
M, ={(x,y):0_<_xsl, x? .<.ny}

to‘plamdan iborat (5-chizma)
£¢ 4Ravshanki, bu hol uchun
o a=0, b=1, ¢@(x)=x*, @x)=x

bolib, qaralayotgan integral (3) formulaga ko‘ra,

1| x
ﬂhW%%
@ o 2 M, ol 2
5-chizma bo‘ladi.
Avvalo, x ni 0‘zgarmas deb

iw’dy

2
x~

DR —

integralni hisoblaymiz:

h ) P r=x_ (2 _2) = ¥
_‘-xyzdy_xjy‘b’=x _3_' y=x2 x 3 3 3 3
d
o 1 7 1{x_x x—l_l(l_l}i
J=I§(x4—x )&= 5% Je=0"3\578)" %0
0
bo‘ladi.»>
4-misol. Ushbu ;
J=He' dxdy
M.

2
ikki karrali integralni hisoblang, bunda:
M, ={(x,y):0<x<y, 0<y<1}

<«Ravshanki, bu holda
l//,(y)=0, Wz(y):'y"
bo*lib, qaralayotgan integral (4) formulaga ko'ra

7 ey e o

c=0,d=1

bo‘ladi. - 5
Keyingi integralni hisoblaymiz:

o

olo

=zdy=jye";a5f=

X
x=

I y=1=1(1_11.
27 |y=0 2\ eJ
Demak,

1, 1),

ffo =31

Mz ' 3 3 . ka 3
i i bo‘yicha ikki rrali
ajraladigan soha . it s
. ¢) sodda b‘l:::;l?rregl:is lik':iagi P shunday soha (t‘cl) aﬁla;:l)al:o ls:'ﬂ:élnixx
lntegl.a-uaml‘hlso. a a.rauel tocg‘ri chiziqlar bll.an bo C! gAal‘JAl M
o g ol 8 S e e
natijasida 2an o
ko'rnishdagl schaler b " funksiya tekislikdagi P sohada uzluksiz bolb, bu

zZ= 3 . .
h Mas?(l;n;yﬁlgan ko‘rinishdagi M, M,, M, sohalarga ajralsin. Unda

soha yugqor

’ ’ (x, y)dxdy
fjr (x,}’)dxdyz.gf (x, y)dxdy + Q £ (e, y)edy + ;!;[ FCoy
bO‘]adi.i
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S-misol. Ushbu

J=[[(2x+3y+1)drdy

ikki karrali integralni hisoblan
gra soblang, bunda P to‘plam tekisli —
(1, 3) nugtalarni birlashtirishdan hosil bo‘lgan uchburi:l;:kllzg?cgli;;n;; &

x4 0

‘ 4.Avvalo, ikki nugtadan
otuychl to‘g'ri chiziq tengla-

y=-x-2 /\_/’.t’=2x+1
A masi

.
h
;

Y=h _X*X—X
Va=h XX
dan foydalanib, uchburchak

tomon_larining tenglamalarini
topamiz. Ular  6-chizmada

=71 ko‘rsatilgan.

So‘ng x =1 to‘gri chiziq

6-chizma yordamida P to‘plamni P va

B ={(x,y):

P, to‘plamlarga  ajratamiz,
bunda
—1<x<l,  —x-2<y<2x+1}

B={(x,y): 1<x<2, -x-2<y<
o OF < , —X—-2<y<-Tx+10
bo‘ladi. Integral Xossasiga ko‘ra, ’ }

[J@x+3y+ ety = [[ 2+ 3 + ity + [ 2+ 3 + ity

bo‘ladi.

1

Endi b ikning o* idagi
u tenglikning o‘ng tomonidagi integrallarni hisoblaymiz:

Ij(2x+3y
A

Ll 2x+1
+1)dtdy=_|'[ _[ (2x+3y+l)dy]dx=

=1 —x-2

1
= 3 =72 1
St )P e (2 0n- D
-1

21 »*

=|Z2.X 9. 3
(2 3 +9'?‘5")

] (2x+3y+l)d’Cdy=i[_7]:m(2x+3y+l)afy]dx=

L)

y=—x—2

x=1 r

=4,

x =—1]

—x—2

y=-x-2

I
3
=l 2xp+2+2 Y =-7x+10
!\ X+ y +y)| de=—1

Demak,

2x+3 -
IPI( x+3y +1)dxdy =4+ (~1) =3P
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6-misol, Ushbu
2 4
[ax[ f(x2)dy
2 2

integralda integrallash tartibini o‘zgartiring.
<dAvvalo, integrallash chegaralari
aniqlaymiz. -
Buning uchun x o‘zgaruvchini x
bo‘yicha integrallash chegaralariga
tenglab, y o‘zgaruvchini y bo‘yicha
integrallash chegaralariga tenglab
olamiz:
x=-2, x=2, y=x, y=4
Bu chiziglami tekislikda tasvirlab,
_» integrallash sohasini topamiz

ga ko‘ra integrallash sohasini

x=2 x'= -2 Y (7—chizma)

7-chizma . ik ‘

Endi integrallashni boshqa tartibda, avvalo, x bo‘yicha, song y
bo‘yicha  bajaramiz. y=x’ni xgd pisbatan  yechamiz. Unda
x=—y, x=4[y bo'ladi. Demak, _Jy<x<4ly. Ravshanki, 0<y<4

bo*ladi. Demak, .
2 4 Y
I‘b‘J.f(x,y)dy#“yI (oy)
2 2 o &
bo*ladi® bilan ikki karrali integrallarni

d) o‘z aruvchilarini almashtirish ; ' ar
hisobla:h. Bga’zan, integrallarda o‘zgaruvchi x va y larni almashtirish

natijasida integrallanadigan funksiya ham, integr:alla.f»h to‘plami ham soddarcq
ko‘rinishga keladi va ularni hisoblash osonroq bo ladi.

lik, ushb
Aytaylik, ushou j_ I o6 y)dxdy
D

integralni hisoblash kerak bo‘lsin.
Bu integralda = rcose,

y=rsing
almashtirish bajaramiz (qaralsin, [1])

Natijada, .
[[ 7y = [[ frcosoyrsing)-rdpr )
D M
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bo‘ladi (qaralsin, [1]). Agar
M={(¢,r):a5(psﬂ, q(¢)$r$t‘2(¢)}

bo‘lsa,
H S (x, y)dxdy = _f ['}_(f,) S(rcose,rsing)- rdr}(p (6)
bo‘ladi. e
7-misol. Ushbu x
J= H “dxdy

B (x*+y*)
integralni hisoblang, bunda D —
quyidagix=0, y=0’
x+y=a, x+y=b (0<a<b)

chiziglar bilan chegaralangan
soha (8-chizma).

(8-chizma)

ABerilgan integralda
X=rcos@ y=rsing
almashtirish bajaramiz. Unda:

x* +y* =r’cos’ p+r¥sin’ p =1

bo‘lib
rdrd¢ drd(p
I=lJ=
bo‘ladi. Bu integralni takror mtegra] ko nmshlda yozamiz:
J= !' do f dr

’1

Endi @, a,var, r lami topatmz

8-chizmadan ko‘rinadiki, @ burchak 0 bilan 75’_ orasida o‘zgaradi,
Demak’ al=0a az:%.

Koordinatalar boshidan Qx o‘gi bilan ¢ burchak tashkil etadigan r
nurni o‘tkazamiz. Bu nurning D sohaga kirishi r. va undan chigib ketishi 7* °
larni topamiz.

Ravshanki, X+ =a to‘g‘ri chiziqda

rcos@+rsinpg=a

bo‘ladi. Demak, nur D sohaga "= b nugtada kiradi.

cosg +sing

94

bo‘ladi.p

Xuddi shunga o‘xshash nur D sohadan
. a

=cos¢+sin¢

nugtada chigadi. Demak,

Ravshanki, ) ) |
“d [ 1) _cosptsing cosetsing D=8y sing).
I?.:(—-r- no a b ab
Natijada .
H b-a
B
0

Quyidagi takroriy integrallarni Insoblang
5

1585. j'ayj x*ydx. 1586. fdxj-dy

1587. j.'dxie‘-ydy 1588. jdxj ( " )

1589. ;jidxj'ysinzxay. 1590. jdxj l+y

1591. jdx;f(x— 2y )y - 1592. ja:vf §x+ y)d.
1594. j !—;

1593. jdxi(Zx+J’)d)’- 1
0 1

+y
b x|l l-——
_._._._dx, 1596. I J’(
1595. j dy |
Ilarda mtegrallash tartlbml 0 zgartmng

Quyldagl mtegra
)dy. 1598. jdxj f(xy)dy. 1599. jdxj‘ f(xp)d

1597. jdxjf(x y

. af 1) 60t f] s 1o ] r(en



1603, iay ;[y f(xy)dx. 1604, j.dyj'_l‘jy—f f(%)dx.

3
1605. jdxj:‘ f(xy)d.
[}
Quyidagi ikki karrali integrallarni hisoblang:
1606. [[xy*dxdy, bunda (D)={0<x<1,2<y<3)
)
1607. [ xydxdy, bunda (D) soha x=0, x=2, y=2x,
)
y=6—x to‘g‘ri chiziglar bilan chegaralangan soha.
1608. ([ cos? ydxdy, bunda (D)= {o <x<Z0<y sﬁ}
1609. (j j) (" - y*)dxdy, bunda (D) soha y==x, x=2 tog'ri chiziglar
D

hamda y=2-x* parabola bilan chegaralangan soha.

1610. [[\/4+x+ ydsay, bunda (D)={0<x<5-y,0<y <5}
)

2

1611. H%z-dxdy, bunda (D) soha y=x, x=2 to‘gri chiziglar hamda

()
xy =1 giperbola bilan chegaralandan soha.

1612. (ﬂ(x-l»Zy)dmjz, bunda (D) ={y* -4<x<5-3<y<3)
D)

1613. i[[)sin(x+y)cbcafv, bunda (D) scha y=x, y=0, x+y ='72E'

D

to“g‘ri chiziglar bilan chegaralangan soha.
1614. (ﬂ; x*(y—x)dxdy, bunda (D) soha y=x?, x=3 parabolalar
D

bilan chegaralangan soha.

1615. [[xddy, bunda (p) soha uchiari 0(0,0), A(L1) va B(0,1)

(D)
nugtalarda bo‘lgan uchburchak soha.

1616. I ¢’ dxdy, bunda (D) soha x=0, y=1 to‘g‘ri chiziglar hamda
)

y =x parabola bilan chegaralangan soha.
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2 e« 2 7z
1617. [[Jcos® y+x*sin® ydsdy, bunda (D)={0 <x<1,0<y 55}
(D)
1618. ﬁ——dx@ , bunda (D) soha radiusi 1 ga teng, birinchi kvadrantda
o) V2=x
joylashgan, koordinata o*qlariga urinuvchi doiraviy soha. N
1619. _U(x2 +y? +l)dxdy, bunda (D) soha y=0, y=x to'g'l chiziglar
»)
hamda x* + y* =1, x*+y* =4 aylanalar bilan chegaralangan soha.
Qutb koordinatalariga o‘tib, quyidagi ikki karrali integrallarni

hisoblang:
1620. ﬂ(x+y)dxafy, bunda (D) soha x*+y* =1, ¥* +y* =4 aylanalar

0
hamda y=0 to'g'ri chizig bilan chegaralangan soha. (D) da y>0 deb

qaraladi.
1621. H ——21———2dxdy, bunda (D) soha markazi (0,0) nugtada,
(D)l+x +y
cadiusi 1 ga teng bo‘lgan, x* +y* <1 doiraviy soha.

1622. (” ¢**" dxdy, bunda (D)= {x2 +y Sl} doira.
D)

1623. H\/1+x2+y2dxdy, bunda (D) scha ¥ +y* <1 doiraning

(D)
birinchi kvadrantdagi qismi.

1
1624. —=—===dxdy, bunda (D) soha x*+y*<1 doiraning
1= ©
birinchi kvadrantdagi qismi.

1625. _U sin (\] x* +y* )dxafv, bunda (D)= {.x2 +y*< 7[2} .

()]
1626. || ydxdy, bunda (D) soha, markazi M(
(D)

bo‘lgan yarim doira (y>0).

1627. H mdxdy, bunda (D)= {Jc2 +y°<a’,y> 0} .

(D)

,0) diametri a

ST

1
8. ————-,-———abrdy, bunda (D)={1<x*+y* <4},
162 (Il;'; x2+y2 ( ) { }
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2
1629. f”;xy dxdy, bunda (D) soha, x? +(y=1)°=1 va x*+y* =4y
D
aylanalar bilan chegaralalangan soha-halqa.

l_xz_yz
1630'(’;.)’; 1+x2+y2¢rdy’b““da (D)={xz+yzsl,x20,y20}.

1631. H arctg%dxdy, bunda (D)= {x2 +yP<L,x20,y2> 0} .
(o) S

o 1652 ]+ 57y, bunda (D)= {2+ 7 <2x).
D : ’ . .

, .
1633. Y _#dy, bunda (D —x pe—x vel to‘e'ri
(_’;;‘;xz+yz dy ( )9 Yy=x, y=-x }_1 togn
chiziglar bilan chegaralangan uchburchak soha.
2-§. Ikki karrali integrallarning tatbiglari
1°.IKki karrali integrallarning tatbiglari:

a) tekis shaklning yuzi. Agar D tekislikdagi chegaralan ha bo‘lib
§ — D to‘plam tasvirlagan shaklning yuzi bo‘lsa, g gan scha bo‘lib,

_ . N1
S—jbjcm (7)
bo‘ladi.
1-misol. Tekislikda, ushbu
2 2
a 2
¥=l, x=2, y=2, y=220  (450)
. . . x x
chiziglar  bilan chegaralangan y |
shaklning yuzini toping. r 3 ;
<Ravshanki, x=1x=2 i .................. x=2
- 2 o
vertikal to‘g’ri chiziglar, y= 2. N 'L
x ; ..
2 : : s
y= 24 lar esa giperbolalar bo‘lib, ” o1 >0
S ,
9-chizma

ular bilan chegaralangan shakl 9-
chizmada tasvirlangan: )
Bu shaklning yuzini (7) formuladan foydalanib topamiz:
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24
2l & 200 a 2
soffer ] o peell

2 2 -=
=I£—dx=a2-(lnx)l f=a2(ln2—lnl)=az-ln2;>
X X =
1

b) jismming hajmi. Aytaylik, z=f(x,y) funksiya tekislikdagi D
sohada berilgan va uzluksiz bo‘lib, f (x, ¥) 20 bolsin.

Yugoridan z=f (x, y) funksiya grafigi bo‘lgan S - sirt bilan, yon
tomondan yasovchilari OZ o‘qiga parallel yo‘naltiruvchisi D ning chegarasi
bo‘lgan silindrik sirt hamda pastdan XOY tekislikdagi D soha bilan
chegaralangan (V) jismning hajmi

V=[] f(xy)pedy ®
D)
bo‘ladi.
2-misol. Ushbu
x> +y*+z—-4=0
sirt (paraboloid) hamda XOY tekislik bilan chegaralangan jismning hajmini
toping.
<«4Bu holda . 2
z=f(xy)=4-x"-y

bo‘lib, u 10-chizmada tasvirlangan: .
Izlanayotgan hajm (8) formulaga

ko‘ra
v =([(4-x* -y )iy
(D)
bo‘ladi, bunda
_ I 1
% D—{(x,y).x +y 54}
doiradan iborat.
Ikki karrali integralni hisoblash
10-chizma uchun unda:
X=rcose,
y=rsing

almashtirish bajaramiz. Unda
4-x—y*=4-r', xX*+y’<4=0<p<27, 0<r<2

bo‘lib, 2-§da keltirilgan (6) formulaga ko‘ra,
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S='|;fdxdy=f Tdy =j’(2_"2_“_2 -

X X

a?
X

=az(ln2—lnl)=a2.[n2;>

2 2 P
=J‘-a—dx=a2-(!nx)x—2
X x=1

b) jismning hajmi. Aytaylik, z= f (x, y) funksiya tekislikdagi D
sohada berilgan va uzluksiz bo‘lib, f(x,)>0 bolsin.

Yuqoridan z= f(x,y) funksiya grafigi bo‘lgan S - sirt bilan, yon
tomondan yasovchilari OZ o‘qiga parallel yo‘naltiruvchisi D ning chegarasi
bo‘lgan silindrik sirt hamda pastdan XOY tekislikdagi D soha bilan
chegaralangan (V) jismning hajmi

V= f (v )iy ®
)

bo‘ladi.

2-misol. Ushbu

x> +y*+z-4=0

sirt (paraboloid) hamda XOY tekislik bilan chegaralangan jismning hajmini
toping.

<«Bu holda

z=f(x,y)=4-x -y
bo‘lib, u 10-chizmada tasvirlangan:
o Izlanayotgan hajm (8) formulaga
o‘ra

V=(”;(4—x2—y2):irdy
D
bo‘ladi, bunda

D={(x,y):x2 +y? s4}

doiradan iborat.

. Ikki karrali integralni hisoblash
10-chizma uchun unda:
X =rcosg,

X

y=rsing
almashtirish bajaramiz. Unda
4-x*—y*=4-r’, x*+)’<4=0<p<27, 0<r<2
bo‘lib, 2-§da keltirilgan (6) formulaga ko‘ra,
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] (4—x’—y’)obcdy=m(4_r2)rdr]d¢

bo*ladi.
Endi bu :engzlikning o‘ng tomonidagi takroriy integralni hisoblaymiz:
T 2z 2 4
47 rdr]d(/): 4. r=2d =
flf-ryabo-floz-2 ) 2

2r x
- 1(4.%_%6_0)@):2[4@):87& ‘
0

[}
Demak, izlanayotgan hajm ¥ =87z bo‘ladi; >
‘ ) snrtfnng yuzi. Aytaylk, z=f(x,y) funksiya tekislikdagi D
to Pla.mda a'mqlangan, uzluksiz va uzluksiz xususiy hosilalarga ega bo‘lib,
uning grafigi fazoda (S) sirtni tasvirlasin. Bu sirt yuzi:

S= !,NH FE )+ £ (x5 y)dxdy ©)

bo‘ladi.
3-misol. Ushbu
6x+3y+2z=12
tekislikning birinchi oktantada joylashgan qismining yuzini toping,
<€Agar i%lanayotgan sirtning yuzini S desak, unda (9) formulaga ko‘ra,

N o

(10) bo‘ladi. Bu integralda

Z=6—3x—iy
2 - 2
»  bo‘lib,
X
w2 oz _0fc .3 3
z ax 6x(6 3= "y)“3’
Y
o _0 3 3
o Qv( * 2yJ 2’
Bz 2 az 2
1+(——) +(——) =,/1+9+2=1
) \d 4 2
bo‘ladi.
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Berilgan tekislikning XOY tekislikdagi proyeksiyasi OX, OY
koordinata o‘qlari va 6x+3y=12 to‘g‘ri chiziq bilan chegaralangan
uchburchakdan iborat. Shunig uchun izlanayotgan sirtning yuzi:

o) S T

7% 7 x*\x=2
Tf(a-20Me=L| ax—2Z P72
2!(4 2x )dx 2[ X 2)

x=0
bo‘ladi. Demak, S =14.»

2° IKki karrali integralning fizik va mexanik tatbiqlari:

a) tekislikdagi shaklning (plastinkaning) massasi. Aytaylik, tekislikda
biror to‘plam (shakl) berilgan bo‘lib, bu shakl bo‘yicha massa tarqatilgan
bo‘lsin. Uni plastinka deb, uning zichligini esa p(x,y) deb qaraymiz. Bu
p(x, y) funksiya D da uzluksiz. Shu plastinkaning m massasi

m= jbjp(x,y)dxdy an

=4-2
y %

y=0

14

bo‘ladi.
4-misol. Radiusi R ga teng bo‘lgan doiraviy plastinkaning har bir (x, y)
nugtasidagi zichligi o(x,y) qaralayotgan nuqtadan doira markazigacha
bo‘lgan masofaga proporsional bo‘lsa, doiraviy plastinkaning massasini toping.
«Tekislikda dekart koordinatalari sistemasining boshini doira markaziga
joylashtiramiz. Unda doiraviy plastinkaning har bir nuqtasi uchun
¥ +)y* <R

bo‘lib, (x,y) nugtadan koordinatalar boshigacha bo‘lgan masofa /x> + y* g

teng bo‘ladi. Demak, zichlik
p(xy)=k-\x*+°

bo‘ladi, bunda k — proporsionallik koeffitsiyenti.
(11) formulaga ko‘ra,

m= kalxz + y dxdy

bao‘ladi, bunda
D= {(x,y):x2 +y*< Rz}.

1kki karrali integralda
x=rcosp, y=rsing

almashtirish bajaramiz. Unda
e+ =r
bo‘lib, integral quyidagi ko‘rinishga keladi:
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ﬁk-\/xz—-»yz_dxdy=k1)s[zr-rdr-id(o.

D 2
Keyingi integrallami hisoblaymiz:
27| R 2z 3 R k_R:; 2z 2
k| |rdr do=k (r_) dp=—— | dp=kx -R°.
ﬂl ]d !30¢ 3£¢3
Demak, plastinkaning massasi
m=§k7¢'-R3
ga teng; P>

b). t?k.islikdagi sfhaklning (plastinkaning) og‘irlik markazini (og‘irlik
markazinining koordinatalarini) topish. Agar tekis plastinkaning massasi 71,
zichligi p(x,y) bo‘lsa, plastinka og‘irlik markazi (%, ¥, ) ning koordinatalari

Hx-p(x,y)dxdy .
S e R

[[-p(x,y)dsdy
7 j;fp(x,y)dxdy

=%]:;|'yp(x,y)cbcdy (13)

bo‘ladi.

S-misol. Uchlari 0(0; 0), P (1; O), Q(l, ]) nugtalarda bo‘lgan
uchburchak shakldagi plastinkaning zichligi

. plx,y)=x"

bo‘lsa, uning og'irlik markazi koordinatalarini toping.

APlastinka 12-chizmada tasvirlangan:

=t Bu holda

P — A1l D={(x,y):0<x<l, 0sy<x]

bo‘ladi. Avvalo, (11) formuladan foyda-
lanib, plastinkaning massasini topamiz:

y.._ B L L1
=l x®dxdy = ’d =|x’dx==
e 1 0o " g e J;[! ; y]a ! 4
12-chizma

Unda (12), (13} formulalarga ko‘ra
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‘l ) B 1] x s B 1 . B .x—5x=1=ﬂ
x;=—”;Hx-x dxdy—4j[jxdy]dx—4jxdx_4 = 0=
n oLo 0
1 x
yO =l'[jx2 _})dxdy =4J‘[xZJ'ydy:P‘ —
mp 0 0
l = : 1 (x*)x=1 2
y =X 4 _
=4 xz-(-y—)| dx=4- xdx=4-—-(— T ==
J; 2 )ly=0 ! 2 SJx-O 5
bo‘ladi.
Demak, plastinkaning og‘irlil;markazi ko;rdinatalari
xo=-§, y0=g

bo‘ladi; > o

d) tekislikdagi shaklning (plastinkaning) statik m.omelgtlanm to!)lsh.
Agar tekis plastinkaning zichligi p(x,y) bo‘lsa, plastinkaning koordinata
o‘glari OX va OY larga nisbatan statik momentlari mos ravishda

M =([y-plxy)dy, M, =IDI x-p(xy)edy  (14)

bo‘ladi.
6-misol. Ushbu

ellipsning birinchi chorakdagi qismi va koordinata o‘qlari bilan chegaralangan
shakl-plastinkaning  statik ~ momentlarini  toping, bunda  zichlik
p(x.y)=kwy, k=const
«Bu plastinka 13—chizmada tasvirlangan:
y Bu holda

b

D={ x%,y):0<x<a, 0<y<Za®-yx?

S D) e
bo‘ladi.

¥ Shartga ko‘ra, p(x,y)=k 3y (k-

proporsionallik koeffitsiyenti) bo‘lib, bu hol

uchun (14) formulalar quyidagi ko‘rinishga
ega:

13-chizma

M, = [[loy- ydxdy, M, = ([loey- xdxdy.
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4 =2
59 yo 5

X, =

bo‘ladi; >
d) tekislikdagi shaklning (plastinkaning) statik momentlarini topish.
Agar tekis plastinkaning zichligi po(x,y) bo‘lsa, plastinkaning koordinata

o‘qlari 0¥ va OY larga nisbatan statik momentlari mos ravishda

M, =([y-p(xy)idy, M= J;I x-p(xy)edy  (14)

bo‘ladi.

6-misol. Ushbu
2 2
x° Yy
— + b—z =]
ellipsning birinchi chorakdagi qismi va koordinata o‘qlari bilan chegaralangan
shakl-piastinkaning  statik momentlarini toping, bunda  zichlik

p(x.y)=lkwy, k=const
«Bu plastinka 13—chizmada tasvirlangan:

¥ Bu holda
b
D={x, :0<x<a, O0<y<—/g*>-x?
e ) ye -2
bo‘ladi.

X Shartga ko‘ra, p(x,y)=k-3,y (k-
proporsionallik koeffitsiyenti) bo‘lib, bu hol
uchun (14) formulalar quyidagi ko‘rinishga
ega:

- < 0 PSRN

13-chizma

M, =[[loy-ydsdy, M, = ([ by xvay.
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Endi bu integrallarni hisoblaymiz:
o SF b =
M,=Hlocyz-dxdy=j’ j' kxyzdy =I b{l’_})’:; az_x2 _
1 4 =
1] 0 0 y= 0
.2 Jﬁs]ﬁ kb® ¢ 2 3@ E
=J. —-.—3 a‘—-x =——1x 2_ 2 =ﬂ 3_ 22
(|55 pr=frfx(er -y a2 (o -2) 0
5,
[ tal ot (PP e
L 2 J 6a’ 5 |x=0 15
2
D : . . . .
emak, plastinkaning OX oqiga nisbatan statik momenti
M = kb -a*

bo*ladi. 13

Yuqoridagidek, quyidagi

M, = Hkxy xdxdy
integral hisoblanadi: 7
LN e

M, = [t dsay=| " [ tonay e =
fre ()P e
y=0

—ﬁz-]"x“dx =£bi.[x3)

b
y=— a’®-x? 2 b2 2 a
7 82

x=a kb’ x’la _kb’a’ _kb*a® _ kb’a’

2a” 2 \3)|x=0 222 50 2.3 2.5 15
Demak, plastinkaning OY o*qiga nisbatan statik momenti
_kb-a’
>7 15

bo*ladi;
e) inersiya momentlarni topi i i i ichligi
. k : pish. Agar tekis plastinkaning : zichli
f(xjig :’0 Isa, . plastinkaning koordinata o‘qlari OX, OY " hamgz;
oordinatalar boshi O(0, 0) nuqtaga nisbatan inersiya momentlari mos ravishda

J, =_[5[J’2 ‘P(X,y)dxdy, J, =.[_!x2 -p(x,y)dxaﬁi
Jo=Jx+Jy=H(x2+y2)-p(x,y)dxdy (15)
bo‘ladi. ?
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7-misol. Ushbu
x=0, y=0, 2x+3y=6

chiziglar bilan chegaralangan bir jinsli plastinkaning koordinatalar boshiga

nisbatan inersiya momentini toping (14-chizma).
« Plastinka bir jinsli bo‘lgani uchun

uning zichligi p(x,y) =1 boladi.
Endi, 2x+3y =6 tenglamani y ga
nisbatan yechib topamiz:

2
=2—-=X.
Y=y

Demak, bu holda
D={(x,y)z0$xs3, 0$y£2—§x}

2

14-chizma

bo‘ladi.
Yugorida keltirilgan (15) formuladan _foydalanib topamiz:

2—2r

0

J, =_‘;‘)[(Jc2 +y2)-ldxdy=j: f (x2+y2)dy

Bu tenglikning o‘ng tomonidagi takroriy integralni hisoblaymiz:

2
j‘z_
0

3x(x’ +y*)dy =j(x2y+zs—)
) 3

0

2
y—2—§x¢=

y=0

3
3l 2 (2-},2_") _i(_Z_qxz_Qxa_§x+§ _
={"(2”§" T3 Wo* "™ 37737

Demak, J, =6,5.»

Quyidagi tekis shakllarning yuzasini hisoblang:
1634. Ushbu
x+y=2, x=0, y=0

chiziglar bilan chegaralangan shakllar yuzasini toping.
1635. Ushbu
y=0, y=x, y=2x-2

chiziglar bilan chegaralangan shaklning yuzini toping.
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1636. Ushbu =2x to‘e‘ri g 9
y=2x to'g'i chiziq hamda y*=Zx parabola bilan

chegar. :g;ﬂgan shaklning yuzini toping.

7. Ushbu x+y—-5=0 to‘g‘ri chizi

: = g'ri chi = i i

chegar:é;ngan <hakining yuzin o ziq hamda xy =4 giperbola bilan

8. U +y—5=0 to'e'ri chisi
N shbu ¥+y=5=0 to'g'ri chiziq hamda xy=4 giperbola bila
chegaralangan shaklning yuzini toping ’

1639. Ushbu x=2, x=—2 to'eri chi
. » X =-2 to‘g'ri chiziglar hamda y = x* =x’
Parabollzlar bl!an chegaralangan shaklning yuz;ln toping y=x°, 4y=x
40. Ushbu x=1, x=2 to'g'ri chiziglar hamda

= 22- = —Zi M
o ~ (a>0) giperbolalar bilan chegaralangan shaklning yuzini
toping. )

1641. UShbu =x2 2 _ .
yuzini toping, y va y” =x parabolalar bilan chegaralangan shakining

chegarlaf::g.an s;l.;sl:t:llilng yiz:l:l lt(()): i-i-ng2.5, »*=—6x+9  parabolalar bilan
1643. Ushbu (v —Jc)2 +x? =1 ellipsning yuzini toping.
shaklml_:;yuzgjl::;m ;1 =¢", y=e”, x=1 chiziglar bilan chegaralangan
2 2
:::z: U:i:: :? + % =1 ellipsning yuzini toping. |
cheklning szt topin; =x*, y=2-—x parabolalar bilan chegaralangan

Quyidagi sirtlar bilan
1647, x+y+z=1, x :o’egig‘:lgngazlll:j(l)swnmg hajmini toping:

1648. 2. Y 2
a+b+c-l, x=0, y=0, z=0.

1649. x=aq, y=b,z=mx, y=0, z=0.

1650. z=x+y, *+y=1 x=0, y=0, z=0
1651. y=x>, p=1, X+y+z=4, z-—-’O. |
1652. z=x", 2=0, y=0, x=0, x+yp=1.

1653. z=2-x~y, z=0, x*+y*=1, x=0, y=0.
1654. 2=\ +5, 220, x*4,2=2s.

2 2, 2 _ .2
1655. x" +y +z°=r*, z=gq, z=b(r>b>a>0).
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1656. Ushbu x +y* +z* =r* sfera bilan chegaralangan shar hajmini
toping.
1657.x_:+.z_:=1, y:-b-x, y=0, z=0-
a C a

1658. Ushbu z=x>+) giperboloid, y =x* silindr va y=1, z=0

tekisliklar bilan chegaralangan jismning hajmini toping.
Quyidagi sirtlarning yuzini toping:

1656. Ushbu X . ¥ 4 Z -y, tekislikn
a b c

joylashgan gismining yuzini toping.

1660. Ushbu 2z=x*—»%, *+ ¥y
bo‘lgan sirtning yuzini toping.

1661. Ushbu z=y>—x"+2%p, 2+
hosil bogan sirtning yuzini toping.

1662. Ushbu x* +y* +2° =22,
bo‘lgan sirtning yuzini toping.

1663. Ushbu x* +y* =z 2 +y?
bo‘lgan sirtning yuzini toping.

Karrali integrailarni fizik masalal?mi y

1664. Doiraviy plastinkaning har bir nuqtas
doira markazigacha bo‘lgan masofaning kvadratiga ten
massasllz:ig?p$§t:rlonlari 2 va b bolgan to'gr to‘rtbur‘chalmmg h?;mt:r
nugtasidagi zichligi shu nugtadan  bir toqtomg'acha bo ]gax; rf;aso g
kvadratiga teng. Shu to‘g’ri to‘rtburchak plas}xnkanlrfg massasini toping.

1666. Ushbu »* =4x, x=4 chith!ar bilan chegaralangan tekis
shaklning og"irlik markazi koordinatalarini toping.

167, Ushbu y=sinz, y=0(05x7) cht
tokis shaklning ogirlik markazi koordinatalarinl ©OPE: -

1668. Ushbu »* iziglar bilan chegaralangan

_gx, y=0, x+y=6ch
tekis shaklning og‘irlik markazi koordinatalarini toping.
1669. Ushbu x=4, V=

b to‘g'ri chiziglar hamda koordinata o‘qlari
bilan chegaralangan to‘g'ri to

«stburchakning koordinata boshiga nisbatan
inersiya momentini toping. ] Cotrt 4t -
¥ 670, Koordinatalari @ va b bo‘lgan to'griio rtburchakning:
2) to‘.g‘ri burchak uchiga nisbatan; b) a katetiga nisbatan inersiya
momentlarini toping. . L. . . ..
1671. Ushbu 'E; . i‘z’ 1 cllipsning boshiga nisbatan inersiya momentim

ing koordinata tekisliklari orasida

=1 sirtlarning kesishishidan hosil
=1 sirtlarning kesishishidan
x+z=2 sirtlaming kesishishidan hosil

=4 sirtlamning kesishishidan hosil

echishga tatbig etish
sidagi zichligi shu nuqtadan
g. Shu plastinkaning

iziglar bilan chegaralangan

toping.
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1°. Funksiyani .
formulafar :‘;tszﬁni :}s(u:.i h)osilalari va differensiallari. Tagribiy
. . »¥»2) funksiya fazodagi b ‘
(sohade) berilgan bo'lib, (x,,5,,2,) € bo'lsi Od:fcllabuor 7 plamda

Af(xo’yoazo)=f(xo +Ax’yo +AJ’sZo +Az) ‘f(xo Yos2 )
s Vo>2,

ayirma u=f(x,y,z) funksi i
i iyaning (x,, YorZ,) Nuqtadagi to‘liq orttirmasi,
A
xf(xo:yoszo)=f(xo +Ax,yo:zo)‘f(x s Y052 )
2,1" CNN (%0 35+, 2,)~f (xo yo’;)
020>
zf(xO’yo’zo)=f(xo:y0,Zo +AZ)‘f(xosy:,z:)
¥:2) funksiyaning (%05 3,2,

. i Y o'zgaruvch
gar bo‘yicha orttirma) deyiladj garuvchilari
- Jim 2 (0, 70,2,)
limit mavjud g Ax

‘Isa, uni »= f(x,y,
hosilasi deyiladi va
Ou

ox yOki fx'(xo,yo,zo)

botyl-cha xu5usiy Z) flmksiyaning x O‘Zgaruvchj

kabi belgilanadi;

) Ou
fe (xo’ymzo) = a =_Hn%%@
Xuddi shunga oexghach ax ‘

¢ o ash u=f( PR
0°zgaruy P x,)’,z) funks ani
garuvchilari bo yicha Xususiy hosilalari rrif] adi-ly ng y va 2z

f;’, (xo,ymzo):%: lim f(xo’yo +Ay’z°)‘.f(x0’y0’zo)

o L V0> 70>%)
Ay ) s
g (xo,yo,zo)=% = lim L (50220020 +82) - 15, 3,,2,)
. Az—y
1-misol. Ushby ° Az
U = 1
) o
funksiyaning xususiy hosilalar; }/tF
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«4Bu funksiyaning xususiy hosilalari quyidagicha topiladi:
1

e 2X

ou _ 0 1 __2\/x’+y’+z’ __ x 3,
o \/;2"‘)724-22 - ©+y*+z (x2+y2+z2)5
Xuddi shunga o‘xshash ) '
B R
% (x2+y2+22)3 & (x*+y +2°)
bo‘ladi.p ' » ’ . -
Agar u=f(x), z) funksiyaning to‘lig orttirmasi Az i
quyidagicha ' . s (D)
Au=1! (x,3,2)Ax+f; (m2,2)9+f; (r,y2) Dz bt BBy +y 42 ( )
ish mumkin bo‘lib,
yozish m hma-_-limﬂ=11m7=0
Ax->0 g;'—:g e
33 Az—0 A0

i i vchi
bo‘lsa, u=f(xy,z) funksiya (x.y,z) nugtada dlﬁ'erens;alla.@

deyiladi. Ushbu )
11 (x,y,z)Ax+f; (xy.2) v+ 1 (x

AN * devil
yigtindi u = f(x,y,z) funksiyaning differensiali dey
belgilanadi. Agar sy, Drmd

&+ f) (o2)d+ 1 (xy2) )

y,z)Az
adi. U du kabi

Ax=&’

deyilsa, unda
du=ﬂ (x’y’z)
bo‘ladi.

2-misol. Ushbu

u=e"

funksiyaning differensialini toping- siy hosil olarini topamiz: -

i siyaning Xusu :

o ;Berxlganﬁmk y Q_u_:_i(em):ew‘xzs %=_a_z_(ew)=em.xy.
5€=5;(em)=em-yz, % o CoE

Unda (2) formulaga ko‘ra berilgan fun}}(:ayanmg i dz)

du=e” yzdi+ e xzdy +e YAz =€ (yzdx + xzdy + X

s f(x2) funksiyaning argument orttirmalari: Ax, Ay, Az lar

u= » s
yetarlicha kichik bo‘lganda N
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bo‘lib, ushbu
f(xo +Ax’yo +Ay’zo +AZ) zf(xO’yoazo)"’f: (xo,yo,zo)AX'!'
+f, (xo’yo’zo)Ay”‘ﬂ (xo,yo,zo)Az (€))
taqribiy formula hosil bo‘ladi.
3-misol. Ushbu
a =1,002-2,003%-3,004°
miqdorni tagribiy hisoblang.
<«Bu miqdorni taqribiy hisoblashda (3) formuladan foydalanamiz.
Bu holda u = f(x, y,z) funksiya sifatida
f(uy,2)=x-y* - 2’ni
olamiz. Unda bu funksiya uchun (3) taqribiy formula quyidagi
2 3
(%0 + 2x)- (3o +89)" (20 + A2)” » x,3322 + £ (%1 10 2 ) Ax +
+f; (xo,yc’zo)Ay+.fz] (xo’Yo,zo)Az = x0y§Z§ +y§z§ ‘Ax+x,-
2y, ’z: Ay +x,-2y, 'Zg Ay +x, -y: '325 ‘Az
ko‘rinishga keladi.
Agar keyingi munosabatda
X, =1, ¥, =2, z,=3, Ax=0,002, Ay=0,003, Az=0,004
deyilsa, u holda
1,002-2,003%-3,004° ~108+0,216+0,324+0,432 =108,972
bo‘ladi. Demak,
a~108,972.»
2° Uch Kkarrali integral va ularni hisoblash. Aytaylik, = f(x,y,2)
funksiya fazodagi biror (V') to‘plamda (sohada) berilgan bo‘lsin. Bu
sohaning (jismning) hajmini esa ¥ deylik.
(V) ni (sirtlar yordamida) # ta bo‘lakka
(").(%:)(%,)
bo‘lamiz. Ularning diametrlari
d,.d,,....d,
bo‘lib, hajmi esa
I/]’ I/;,...,I/"
bo‘lsin.
Har bir (V) da ixtiyoriy (x,, Yi»2,) nuqtani olib, u=f(x,y,2)
funksiyaning shu nuqtadagi giymati f(x,,y;,2,) ni (¥;) bo‘lakchaning
hajmi ¥ ga ko*paytiramiz:
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f(x,,,yk,z,‘)-Vk (k=1,2,3,...,n).
Bu ko‘paytmadan quyidagi

0'=Zf(xk9yvzk)’y;:
=

yig‘indini tuzamiz. U integral yig‘indi deyila.di. . o
Agar maxd, >0 da o yig‘indi chekli limitga ega bo‘lsa, bu limit
F(x,7,2) funksiyaning (V') bo‘yicha uch karrali integrali deyiladi va
JIJ £ ey 2)eclydz
®)
kabi belgilanadi.
Demak,

‘mlf(X,J’,z dydz=m££1w§f(xk’yk’zk)'n-
(] ¢ =
Agar u =f(x:ys

funksiyaning uch karrali integrali mavjud bo‘ladi. '
E{O‘p %ollarda uch karrali integral takrorlab integrallash yordamida

hiseblanadi. o
a) aytaylik, integrallash sohasi (V) quyidagi
(V)={(x,y,z): a<x<h, c<y<d, psqu}

arallelepipeddan iborat bo‘lsin (15-chizma).

z) funksiya (V) da uzluksiz bo‘lsa, unda bu

to‘plamdan — p

L e N
\
N
=

O A e tte e

15-chizma

Bu holda u = f (% y,2) funksiyaning (¥) bo‘yicha uch karrali
[}

integral \

([ £ e 2)ebndyedz = I[fﬁf .7, Z)dZ)dy] dx 4
@) ol =\>

bo‘ladi.
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4-misol. Ushbu

J=m(x+y+z)dxdydz
)
integralni hisoblang, bunda
(7)={(x».2): 0<x<1, 0<y<3, 0<z<2}

paralielopipeddan iborat.
%€Berilgan uch karrali integral (4) formulaga ko‘ra

g ; (x+y+2)dedydz = jﬁ( foes y+z)dszdex

bo‘ladi. Uni takrorlab, integrallash yordamida hisoblaymiz.
Avvalo,

2
I (x+y+z)z
0
integralni hisoblaymiz, bunda x va y lar o‘zgarmas deb qaraladi.
2
0 =2x+2y+2=2(x+y+1)

Z =
Z =

2 2
I(x+y+z)dz=(xz+yz+-zi—)
°

Unda

J-( (x+y+z)dz)dy=!2(x+y+l)dy=2(;g;+lzz.+y)

0

y=3_
JI:O_

=2(335+§+3)=6x+15

va nihoyat
1

] [j[:(x+y+z)dzJaﬁszx= I (6x+15)dx=(3x +15x)}(lj =18

o
bo‘ladi.p»>
Aytaylik, fazoda (V) soha 0

(to'plam) pastdan  z="¥,(x,y), 0

yuqoridan z="¥,(x,y) sirtlar bilan,

yon tomondan esa OZ o°qiga parallel

silindrik sirt bilan chegaralangan jism iy

bo‘lib, uning XOY tekislikdagi X o

proyeksiyasi D bo‘lsin. (16- chizma) @
16-chizma
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Agar u=f(x,p,z) funksiya (V) da, z="Fi(x3), z=¥,(xy)
funksiyalar esa D uzluksiz bo‘lsa,

fJ[ £ .y 2xbedyet = ]

) D

¥y (x.)

[ [ fe z)dz]abcdy 5)

Wi (x)

bo‘ladi.
Agar

D ={(x,y): a<x<b, (q(x)SySgDz(x)}

bo'lib, ¢,(x) va @,(x) funksiyalar [a,5] da uzluksiz bolsa, u holda

5| eatx ¥,(x.)
[[f Gy 2xdeap = | [ f)( | f(x,y,z)dz}dy}tx ©

") a| a\ #i(x)

bo‘ladi.
5-misol. Ushbu 1
= [[{ —————dxdydz
d -!';g(l+x+y+z)4
integralni hisoblang, bunda
(V)={(x,y,z): 0<x<l, 0<y<l-x, oSle—x—y}
{(6) formuladan foydalanib hisoblaymiz. 4

<4Bu integralni
formulaga ko‘ra,
dz j’ T(l—]-y dz )a}]dx
_ dxdydz —_—
-[;[!(]+x+y+z)‘ 1ol o (1+x+y+2)
bo‘ladi.
Ravshanki,
1-x-y I-x=y - _
| _ 1= [ @extyr)tdlexiyo)=
D (+x+y+2) o
- =l—-x- 1 1 1
l+x+y+2)°|z=1-%=Y __ _______];
= 3 2=0 3| 1+x+y) 8
- I 1 1 y=1-x
x g 1 __l_ =l ________y:“ _
'!5[(1+x+,1’)3 de 3| 201+x+y) 8 Jly=0
1 1 i-x, 1 1 _2—x}.
=§[‘2.22'T 20+x | 3[20+x)* 8
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Unda
1 [ 1exf1=x—p 7
dz (1 1 2—
—* |z =f= _£=x =
!['g(i (1+x+y+z)"JyJ4‘ !3[2(1”)’ g ¥
1¢ dx 1 ¢ 1 ¢ 1 1) 1 x2|1
= |—7F-F=fdx+—fxdx=-2. L ' _x|' x 1 _
6'.[(l+x)2 12;[ 24-’- 6 Q+xo 12[0" a8lo
=1, 1 1 1 _1
12 6 12 48 48
bo‘ladi. Demak,
J=-L;>
48

b) o‘zgaruvchilarni almashtirish bilan uch Kkarrali integraliarni
hisoblash:

1) agar
Y = [
uch karrali integralda o‘zgaruvchilar Ztlyidagicha
X =rcosg,
y=rsing,

z=z
almashtiriisa, (silindrik koordinatalarga o‘tilsa) u holda

j(]:! S (x,y,z)dedydz = I I I S(reoso,rsing,z)- zdrdpdz )

bo‘ladi, bunda 0 < r < 4o, 0<p<27, =-0<z<+00

6-misol. Ushbu
[[§ 2 + * doctxaty
*)

uch karrali integl’alni hisoblang, bunda (V) scha z= O’ z=a tekisliklar
hamda y* =2x-x* silindrik sirt bilan chegaralangan jism (17-chizma)

17-chizma
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<«Bu integralai hisoblash uchun o‘zgaruvchilarini quyidagicha:
X =rcosg,
y=rsing,
z=2
: Lz z ¢ ;.
almashtiramiz. Bu holda p o‘zgaruvchi -3 dan 3 gacha o‘zgaradi;

%S ] £% r o‘zgaruvchining o‘zgarish oralig‘ini topish uchun

¥y =2x—x*,y2’ni x+y'=2x

da x=rcos@, y=rsing deymiz* _
cos? @+ r*sin’ g =2rcos@, 72 =2rcos@
g i r=2cos@ bo'lishi kelib chiqadi. Demak, 7

=0,
K e i. Ravshanki, 0<z<a

o‘zgaruvchi 0 bilan 2cos¢ oralig‘ida o ‘zgaradi

Unda (7) formulasiga ko‘ra, _
2 | 2c039f a
Jx = z -«/z_zrdz)dr]dq)
I”z x* + y* dxdydz 1[ ('[
2
bo‘ladi.
Endi bu tenglikdagi takroriy integrallami hisoblaymiz:

(e (T4 1

F 4, . s
zj‘(l sin (p)cos¢d¢ gaz(smgy— 3
2

min‘—le-d

2 4
ba cos’pdp = =34

>
wofn =

Demak, _ 16

2) Agar ‘

% 117 e bt
(y) - - .

uch karrali integralda o‘zgaruvchilar quyidagicha:

115



Xx=rcosg-sind,

. ] xE 3 T 3"25
y=rsing-sing, 3|2 | cos*@sind <] 0057‘9]0:_ "3 53
_ — = — — 2 d¢ =Aq d¢ =57
o z=rcosf "I {a 3 we 3! 7 Jo=0 2]"[ 21 2.
almashtirilsa (sferik koordinatalarga o‘tilsa) u holda °
_m' S (x,,2)dxdydz = f _Uf (rcos@sing, rsin gsin 8,rcos8)r*sinfdrdddep (8) ak. J = an >
¥) (0) Demak, J = 2 .
bo‘ladi, bunda 3% Uch karrali integrallarning ‘tatbiqlari: Uch‘.karral' i mtegrall. ltar
0Sr<+w, 0<@<2z, 0<O<x yordamida fazodagi jismning hajxm3 massasi, 08 irlik markaz. 2 ining
deb qaraladi. koordinatalari, inersiya momentlari kabi ko‘pgina miqdorlar topiladi:
7-misol. Ushbu a) fazodagi jismning hajmi
= [ vt v = {[f sy ®
. . (4]
integralni hisoblang, bunda () soha fazoda quyidagi “
(2 +y+2) =a?s* bo'ladi i
sirt bilan chegaralangan Jjismning birinchi oktandagi qismi Pjismning messes! dxdydz (10)
agt qismi. —_
4Bu integralda . "= J('gp(x, ” Z)

X=rcos¢-sinf, @
bo‘ladi, bunda p(x.y,z) - zichlik;

y=rsing-siné, . | |
c)jismning og‘irlik markazi koordinatalari

z=rcos8
almashtirishni bajaramiz. Bunda sirt tenglamasi
r*=a’r*cos’ 0 _1 X, y,2) xdrdydz,
bolib, undan & —'”J(.gp( )
r=0, r*=d*cos*d, r=acos’d 1 . ydxdydz
bo*lishi kelib chiqadi. Yo 7{!{ ) YA
Sirtni birinchi okiantda qaralayotgani uchun .
b3 ! ’ g:;m Z =-1-ﬂ]-p(x,y’z)-z¢&@d2,
05¢S—,=;. 056’55, 6<r<acos’@ ° my
bo‘ladi. Demak, qaralayotgan integral (8) formulaga ko‘ra
bo‘ladi; liklarga nisbatan jismning inersiya momentlari

d)koordinata tekis

z
2

’ '2 £ acos®
Q».J ='T J’( j- e’sinﬂ-err]de P Teor =!£!p(x,y,z)-22&@&,
olol o

bo‘ladi Jyoz = { j]j p(x.y,2) y'dxdyd,
. vV

Endi takroriy integrallarni hisoblaymiz: . S mp(x 3,2)- ¥
Yoz - t H
(]

zfx

)_;' acos’d . 2l 3 3
[T sne )i o ine ()

0

a6 o = bo‘ladi.

© Commmto | B

116 117



8-misol. Fazoda ushbu
x*+ 22
b L

y=b

(>0)

sirtlar bilan chegaralangan Jismning hajmini toping.

<4Bu jism chap tomondan
x*+7

b
paraboloid bilan, o‘ng tomondan

esa y=b tekislik  bilan
chegaralangan  bo‘lib, uning
XOZ tekisligidagi proeksiyasi

X +z2<h?

doira (uning radiusi b ga teng)
bo‘ladi (18-chizma).

(9) formulaga ko‘ra, jismning hajmi

y = [

)
bo‘ladi, bunda

={(x,y,z): —b<x<h, —Jb?-x* <z<Jb*-x?,

x* +2z*

Sysb},

Bu holda yuqoridagi uch karrali integral quyidagicha ifodalanadi:

o)
[[japac= | |
) -b| o
Ravshanki,
b
Ldy:y =xzzzz =b—§:%£2-=—
b
W

bo‘ladi.
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b

[ |

-+,

b

z=+b>-x* _
z=—b*—x*
( b’—x’)adx

Endi keyingi integralni hisoblaymiz:
5 s x =bsint, dx=>bcostdt
22\ gy =
-[( box )dx x=——baat=—%; x=boat=

SR

% z 4_ 1+cos2t _
= j(b’—bzsinz t)bcosdt=b4 j;cos rdt <b I(—T/ dx =
z = =
? x
3 b* f 1+cosdr), _
=b* i (1+2cosZt+cos2 2t)dt=-4— ”(l+2c0521+ > t
3 2 ]
3 b* 1 2 b
4t =—37
.—.2. Jz' (3+4c052t+cos4t)1t --—(3I+281n21+4sm )__7{ .
8 e .
2
Natijada . B .
V=—"" In=—
3 8 2
bo‘ladi.P>
9-misol. Ushbu Py +_}_:i+_z_2_=l
7 b

bir jinsli ellipsoidning uning markaziga nisbatan inersiya momeuntini

hisobla‘nﬁ. holda p(%Y z)=1 bo‘lib, ellipsoidning markazga nisbatan
u
inersiya momenti _ m’ Ydedyd

(4]
bo‘ladi. Ma’lumki, P=xt+y +2%.

[ [P [ P

_J +J, +J

d
_L}E"i +y +Z dzayk
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Endi yuqoridagi tenglikning o‘ng tomonidagi J,,, J,, J, uch
karrali integrallarni — ellipsoidning koordinata tekisliklariga nisbatan inersiya
momentlarini hisoblaymiz:

-t [
®) -a \(@
bunda 0 - x nuqta OX o‘qiga perpendikulyar bo‘lgan tekislik bilan
ellipsoidning kesishgan kesimi.

Bu kesim ushbu

2 zZ
62

UL

+—=1-

%[

ya’ni
2
y z -1

2\+ 2
5] <)

ellipsdan iborat bo‘lib, uning yarim o‘qlari

xz xz
bl=b“l—-a—2', ¢ =c ’1-—?

bo‘ladi. Shuning uchun

~

~

2
ﬁdzaji=7tbc(l—f-z-).
© a

Demak,
— T b 2 l xz dx T 2 2 x4 4 Y
- —-:[ﬂ' cxX -z =;rbc:[;zbcx x - dX=B7m'bc

bo‘ladi.

Xuddi shunga o‘xshash

4 3 4
o =F5-7tab c,  Ju =E7mbc’

bo*lishi topiladi.

Demak,

Jo=dpt et T ={35-7mbc(a’ +b2+c*) >

Quyidagi uch karrali integrallarni hisoblang:
c d a a h a-
1672. Idlj@f(xz+y’+zz)dx. 1673. [ ydy[dx fdz.
0 [ 0 0 0 0
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1674. jdxidyjf:g)zdz. 1675. iﬁjaﬁui(xq—y-&-z)dz.
0 0 0 0 0 0
2-2x

a =z NS
1676. dxjdy]yx’yzzdz. 1677. idx [yay | .
0 0 0 0 0 0

1678. Ushbu HI% integral hisoblansin, bunda (V) scha
) (x+y+z
koordinata tekisliklari hamda x + y +z =1 tekislik bilan chegaralangan soha.
. . .
1679. Ushbu [[[(x* +y*)drdydz integral hisoblansin, bunda (¥) soha
®)

quyidagi x*+y° =2z, z=2 sirtlar bilan chegaralangan'soha.

1680. Ushbu _m' xyzdxdydz  integral hisoblansin, bunda () soha

) .
quyidagi x=0, y=0, z=0, x+y+z =1 tekisliklar bilan chegaralangan

soha — piramida. . | -
1681. Ushbu [[[(2x+3y—z)dvdydz integral hisoblansin, bunda Q)
(4]
soha quyidagi x=0, y=0,z=0, z=3, x+y=2 tekisliklar bilan
chegaralangan soha-prizma.
Silindrik hamda sferik koordinatalarga o‘tib quyidagi uch karrali
i i hisoblan
mtegral!a.rmlh!ssl!:F ga =
1682. [ dyfde. 1683. [ax [ a2 +yPdz.
o i ° o o o
y R P
1684, & [ & [ .
R T 0

1685. Ushbu jﬂlexz +)’dedydz, bunda (V) soha z=0, z=a
(9]

cekisliklar hamda y* =2% —x? silindrik sirt bilan chegaralangan soha.
1686, Ushbu x* + " +2* =a* shaming hajmini toping.
1687. Ushbu z=0, x'+y’=daz, x*+y*=2cx sittlar bilan

chegaralangan tekislik hajmini toping.
1688. Ushbu z=2, z=3 tekislik hamda 2z=3x?+)? gt bilan

chegaralangan tekislik hajmini toping.
1689. Ushbu x*+y*+z°=4 yarim sferaning og‘irlik markazining

koordinatalarini toping.
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1-misol. Ushbu
J. x’dS
48

integralni hisoblang, bunda 4B egri chiziq ushbu
y=lnx (l<xs< 3)
tenglama bilan aniglangan.
4Bu integralni (3) foydalanib hisoblaymiz. Ravshanki,
bo‘lib, (3) formulaga ko‘ra

3
[ds =[x f1+ L
. - iB 1 x?
bo‘ladi. Keyingi integralni hisoblaymiz:

3 , 1 3 - 3 1
!x 1/1+x—2dx=!x\/x +ldx=-;—‘!(x2+l)2d(x2+l)=%(xz+l)ilf=§(5\/l_0-—\/§)

Demak,
[ Fas=2(s\i0-2) »

2-misol. Ushbu
I x%+ y—z-dS'
- - ZB
birinchi tur egri chizigli integralni hisoblang, bunda 4B egri chiziq markazi

koordinata boshida, radiusi r(r>0) ga teng aylananing yuqori yarim
tekislikdagi gismi (20- chizma).

X, <“Ma’lumki, 4B egri chiziq quyidagi
. {x=rcost, (0<t<7r)
/‘\ y=rsins T
o . a/ ; — sistemavbilan aniglanadi.
S 0 AB egri chiziqda
f(x,y) = \/xz +y* = J(rcost)z +(rsint)2 =r
20-chizma bo‘lib, (2) formulaga ko‘ra

_J" NER SR =jr-\/(rcost)+(rsint)zdt = rzfl -dt=rmr?
AB 0 0

bo‘ladi.»>
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2° Birinchi tur egri chizigli integrallarning tatbiq etilishi:
a) yoy uzunligini topish. Agar 4B egri chizigning uzunligini £ desak,
unda

£=|ds )
!
bo‘ladi.
3-misol. Ushbu
— () = readd
{x_‘p(t) acos ¢ (6<t<27)
y=y(t)=asin’t

sisterna bilan aniqlanadigan 4B egri chiziqning uzunligini toping.
<4 AB egri chiziq yopiq chiziq (ya'ni A= B) bo‘lib, u 21-chizmada
tasvirlangan egri chiziq (astroida) bo*ladi.

X (5) formulaga ko‘ra, yopiq 4B
egri chizigning wzunligi
£=|ds
|
> bo‘ladi. Bu yopiq chiziq (astroida)
Y 0 ning koordinata o‘qlariga nisbatan
simmetrik  joylashgan  bo‘lishini
e’'tiborga olib, (2) formuladan
21-chizma foydalanib topamiz:

© S |

I f(xy)ds= 4} @2 (1) +y (t)dt =4 J(—3acosz t sint)2 +(3asin’t . cost)zdt =
is 0

z z
2 2 —

=4J' -g-a—sin22ldt=6a(—c°szt) 2 =6a;p>
oV 4 2 0

b) massani topish. Agar AB egri chiziq bo‘yicha zichligi p(x, y)
bo‘lgan massa targatilgan bo‘lsa, bu AB massali egri chizigning massasi

m= J‘ P (x’.Y)df (6)
i
bo‘ladi. .
4-misol. Birjinsli sikloida
x=a(t-sint), (0<1<27)
y=a(1-cost),

yoyining massasini toping.
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<«Sikloida bir jinsli bo‘lgani uchun p(x,y)=1 bo‘lib, uning massasi
(6) formulaga ko‘ra, ‘
m= j ds
AB

bo‘ladi.
Endi,

¥'()=(a(t-sint)) = a(1-cost),

o ¥'(t)=(a(1-cost)) = asinr
bo‘lishini e’tiborga olib, (2) formuladan foydalanib topamiz:

2% 2z
m= .! \/x'z (8)+y*(¢)de = ! \/a’ (l -2cost + coszt)+ a*sin’tdt =

2x
= ! aJl ~2cost +(cos?s +sin? t)de = azf J2(1=cosr)dr = Zazfsin%dt =
(1] 0

27 g
0—a,>

=—4a cosi
2

c) statik I . = o .
o'qlari )OX va gl;nllentlal:ma tOPlSh.' Massali AB. egn chlz.lqmng koordinata
arga nisbatan statik momentlari mos ravishda

M =([y-p(xy)s, M,=[[xp(xypds @
bo‘ladi. v “
. hd) og'irlik _ markazini (og‘irlik markazinining koordinatalarini)
topish. Massali 4B egri chiziqning og‘irlik markazi koordinatalari
1 1
X —;pr(x,y)ds‘, Yo =—H}’P(x,}’)d3 ®
. 4B m 45
bo‘ladi.
.e) ine‘l'Siyz.l momentlarini topish. Massali AB egii chizigning
k?ordmafa o.q]an OX va OYhamda koordinatalar boshi O(0,0)nuqtaga
nisbatan inersiya momentlari mos ravishda

L= J[ el = [ ol

Jo-—~J,+J’,=H(x2+y2)-p(x,y)df )
bo‘ladi. v
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3% “fkkinchi tur egri chizigli integrallar” tushunchasi. Tekislikda
AB egri chiziq vaunda f (x, y) funksiya berilgan bo‘Isin.
AB egri chizigni (yoyni)
W e W 8 (4=4. 4,=B)
nuqtalar yordamida » ta
AA, (£=1,23,.., n)
bo‘lakka bo‘lamiz. Bu A,{_,Zk yoyning OX o‘qidagi proeksiyasini Ax,, OY
o‘qidagi proeksiyasi Ay, deylik. Har bir 4,4, yoyda ixtiyoriy (x,‘, yk) nuqta
olib, bu nugqtadagi funksiyaning f (x,,, yk) qiymatini mos ravishda Ax, va
Ay, ko*paytirib, ushbu
n n
o, =k§__:,f(xk:yk)‘Axk= o, =Zf(xk!yk)°Ayk

(=)
yig‘indilamni hosil qilamiz.

Agar A —0 da bu yig'indilar chekli limitga ega bo‘lsa, bu limitlar
f(xy) fanksiyaning 4B egri chizig'i bo'yicha ikkinchi tur egri chiziqli
integrallari deyiladi va mos ravishda

[ £y ,.Lf (x.»)dy
kabi belgilanadi. Demak,
J‘-f(x,y)dx = !‘it_gz_f(xk:}’k) -Ax,,

[f(x’yw=§$§f(xk:yk)°Ay¢ .

Eslatma. Ikkinchi tur egri chizigli integrallar AB egri chizigning
yo‘nalishiga bog'liq bo‘lib,
Jf(xay)d"’—"'j_f(x,y)d’%
B4 Al
Jf(x,y)03’=~.[f(x,y)ay
BA AB
bo‘ladi. _
Agar AB egri chiziq OX o‘giga perpendikulyar bo‘lgan to‘g'ri chizig
kesmasidan iborat bo‘lsa,

:Lf (x.y)x =0,
OY o‘qiga perpendikulyar bo‘lgan to*g‘ri chiziq kesmasidan iborat bo‘lsa,
[ f (xs y )dy =0
AB
bo‘ladi.
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Faraz qilaylik, AB egri chiziqda ikkita P(x, }') va Q(x, y) funksiyalar
berilgan bo‘lib,

[ P(x,)k, va [ O(x, y)y
ularning ikkinchi tur egri :;ﬁziqli integrall;ii bo‘lsin. Ushbu
[ Plry)e+ [ Ofx,p)ay
yigindi ikkinchi tur egri ch?jziqli integral:]?ng umumiy ko‘rinishi deyiladi va
j[_if’(st)def O(x.y)dy

kabi yoziladi. Demak,
_[P(x,y)dz:+ Q(x,y]@ = _[P(x,y)dx+ J. Q(x,y)aj/ !

]

Aytaylik, K yopiq egri chiziqda f (x, y) funksiya berilgan bo‘isin (22-
chizma).

Bu yopig K chiziqda
yo'nalish quyidagicha aniglanadi.
shunday yo'nalish musbat deb
qabul qilinadiki, kuzatuvchi yopiq
chiziq bo‘ylab harakat qilganda,
yopiq chiziq bilan chegaralangan
sofia unga nisbatan har doim chap
tomonda yotadi.

Ushbu

oV

22-chizma
ML,f(x,J’)ﬂbH | 1y

yig‘indi f (x,_v) funksiyaning X yopiq chiziq bo‘yicha ikkinchi tur egri
chizigli integrali deyiladi va

i (x.y)ax

K
kabi belgilanadi. Demak,

l}{ﬂf(&y)dr: If(x,y)aﬁ:%— I f(x.y)dx.

MaN

Xuddi shunga 9‘xshash
l}{ﬂf (x.y)dy [ﬂP(x, y)dx+Q(x,y)dy

integrallar ta’riflanadi.
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4°, Tkkinchi tur egri chizigli integrallarni hisoblash.
Aytaylik, [ (x, y) funksiya AB egri chiziqda berilgan va uzluksiz
bo‘lsin:
a)agar AB egri chiziq ushbu
x=0(1), (@ <r<p)
y=v(1)
sistema bilan berilgan bolib, ¢(f) va y(t) funksiyalar [a, B] da uzluksiz
o' (1‘ ) RVa (r) hosilalarga ega bo‘lsa, u holda
£
| 7xte = (0w (1) () (10)

J:f(x,y)a_‘y =

ﬂ . Y
[ P(xy)s + 0(x )y = § [ Plo () ())-0' () + Ol () ())-v () Jar, (12)
b::;‘ ladi;
b) agar AB egri chizig ushbu
y=y(x) (a<x<b)
tenglama bilan aniqlangan bo’lib, ¥ = y(x) funksiya [a,b] da uzluksiz
»'(x) hosilalarga ega bo'lsa, u holda

[ £(xp)dx= ff (zp(x))ax,

F o (0) v (e )

Q Sy T

[ Px.y)dx +Q(x.y)dy = [[Prr)+0(ny() vl a3

AB
bo‘ladi. _
¢) agar AB egri chizig ushbu
x=x(y) (c<y<d)

tenglama bilan aniglangan bo‘lib, x =X (y) funksiya [c,d] da uzluksiz

x'(y) hosilalarga ega bo‘lsa, u holda
d

Af’} f(xy)y =] 1 (x(»).5)d,

AJ;_ P(x,y)dx+0Q(x,)dy = I[P(x(y),y)x'(y) + Q(x(y),y)]a[v (14)

bo‘ladi.
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4°. Ikkinchi tur egri chiziqli integrallarni hisoblash.

Faraz qilaylik, 4B egri chiziqda ikkita P(x,}’) va Q(x,y) funksiyalar Aytaylik, f(x,y) funksiya AB egri chizigda berilgan va uzluksiz
berilgan bo‘lib, b lsiis ‘
.[P(x’y)dx’ va };Q(x,y)(b’ a)agar AB egri chiziq ushbu
AR r
ularning ikkinchi tur egri chizigli integrallari bo‘[sin. Ushbu {x = qa(r), (a ol g ﬁ)
J'P(I,}")ﬂbf’f J‘Q(x,y)a_'y b% =y/(t)
an Al . : . o ; funksiyalar |, f| da uzluksiz
yig‘indi ikkinchi tur egri chizigli integralning umumiy ko‘rinishi deyiladi va sistema bilan berilgan bo‘lib, qo(t) va i (1) funksiyalar [ ﬂ]
| P(xy)c+0(x, )y ¢'(1).y'(¢) hosilalarga ega bo‘lsa, u i
AB J r ’
kabi yoziladi. Demak, j Flxp)de=| /(e (). (0)- 9’ (1), (10)
AB a

[P(x,y)(bf+Q(x,Y)d}’ e A_‘;P(x,y)a!x: + _l O(x,y)dy .

A
Aytaylik, K yopiq egri chiziqda f(x,y) funksiya berilgan bo‘lsin (22-

[rens=f @@ va  an

chizma). 5 . 2 T2
_ Bu yopiq K chizigde SaP(x,y}cb:+Q(x,y)@=!\:P(w(f)sw(f)) o' (1) + Qe (0).w (1))-w' (1) lat,
y;‘m‘ﬁh quyidagicha aniglanadi. bo*ladi;
shunday yo'nalish mushat deb : R eoni chizia nshhy
qaif)u‘l qilinadiki, kuzatuvchi opig b) agar AB egri chizig ushbu cx<h)
Clll%lq b(.)‘ylab harakat qilganda, y= y(x) (a <x<
YoPiq chiziq bilan chegaralangan tengiama bilan aniqlangan bo‘lib, y = y(x) funksiya [a,b] da uzluksiz
R soha unga msttatan har doim chap y'(x) hosilalarga ega bo*lsa, u holda
i 0  tomonda yotadi. : ,
: Ushbu ~
22-chizma ,‘!,; S (x,p)dx= ! f (x, y(x)) dx,

I‘ Aiﬁ'f(x,yw-i- f f(X,,V)dT J'p(xsy)dx.yg(x,y)dy::':[P(x,y(x))+Q(x,y(x))-y'(x)}dx (13)

NoM

i yigtindi [ (x, y) funksiyaning X yopiq chizig bo‘yicha ikkinchi tur egri . i
| chiziqli integrali deyiladi va bo ladlc.) -
] I ‘&
‘; l;,pf(x’y) x=x(y) (cS,ySd_)
kabi belgilanadi. Demak, tenglama bilan aniglangan bo‘lib, x = x (y) funksiya [c,d] da uzluksiz
gjf(xs y)d’t"—' Ji f(x' }’)dx* J‘ f(x’y)dx- x'(y) hosila]arga cga bo‘]sa, u holda
3 Ma~N NEAF d
Xuddi shunga o‘xshash fix ={rf
Yy = | f(x(y),r)dy,
[ 76rkr=[ 1 (s

gjf (X [JP(xy)de+ O(x, )y

integrallar ta’riflanadi.

[ P(ro+Q(x )= [[ x0)y)x () + =) a8
bo*ladi. )
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fkkinchi tur egri chizigli integrallar yuqorida keltirilgan (12), (13) va (i
formutlalardan foydalanib hisoblanadi. gan (12), (13) va (19)
S-misol. Ushbu

_[ yidc+ xtdy
AB

ikkinchi tur egri chizigli integralni hisoblang, bunda 4B egri chizig
2 2
_x_z +2 =1
. - bz
ellipsning ylfqori yarim tekislikdagi qismi.
«Ma’lumki, ellipsning parametrik tenglamasi
x=@(t)=acost,
|y ="F(¢)=bsins
bo‘ladi. A=A(a,0) nuqtaga parametr ! ning £ =0 qiymati, B =B(—a,0)
nuqtaga esa /=7 qgiymati mos kelib, ¢ parametr 0 dan 7 gacha o‘zgarganda
(x.) nuqta 4 dan B ga qarab B ni chizib chigadi.
Bu holda

(ost<m)

. Plxy)=y' Q(xy)=x*
bo‘lishini e’tiborga olib, (14) formuladan foydalanib topamiz.

_‘[ Vdx+xtdy = j[bz sin’f(~asint)+a* cos®t-(bcos t)]dt =
AB 0

= ab_[(acos’ t —bsin’ t)dt = —gabz {qaralsin [2]»>
0

6-misol. Ushbu
[ (ax+y) de+5yx*ay
AR
integralni hisoblang, bunda AB egri chiziq quyidagi
2
y=3x

parabolaning 4= A(O, o), B= B(],3) nugtalari orasidagi gismi.
«4Bu integralni (14) formuladan foydalanib hisoblaymiz:

J (4x + J’)z dx +5yx*dy = j'[4x —3x* +5x%-3x%- 6x}ix = .
AB
=f(4x—3x2+90x’)dx=[:.-’i_3 * 190 i‘i) 16
) 2 >3 T
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5°, Ikkinchi tur egri chizigli integrallarni ta?biq eti.sh.:
a) tekis shaklning yuzini topish. Aytaylik, tekislikda yuzaga ega

bo‘lgan D shakil berilgan bo‘lsa, uning chegarasi (konturi — yopiq egri chizig)
3D bo‘lsin. Bu shaklning S yuzi

1 15
S= 5@’“’3' - ydx @15
bo‘ladi.
7-misol. Ushbu
{":"cos” (0=s1<27)
y=bsint

ellips bilan chegaralangan shaklning yuzini toping. .
P By shaklning yuzini (15) formuladan foydalanib topamiz:

2% . 1 .=
S= -l—mxay - ydx 1 _f (acost-beost +bsint-asint)dt =-2-ab_[ dt = wab .»>
25 245 °

b) bajarilgan ishni topish. Aytaylik, o‘zgam}’chi kuch
F=P(xy)i+0(xy)J \
tekislikdagi AB egri chizig'i bo‘yicha ish bajarsin, bunda P(.x, y) va O(x, y).
uzluksiz funksiyalar bo‘lib, ular F kuchning koordinata o‘qlardagi

proeksiyalari. Unda bu kuchning bajargan
w=| P(x,y)x+Q(%y)d (16)
pi]

bo‘ladi.
8-misol. Ushbu

F=( +2y)i+(y ~2x)-j
kuchning _
a) MN kesma bo'yicha, M =M(-40), N=N (0.2),
b) MON sniq chiziq bo‘yicha,

P 1 +vicha bajargan ishini hisoblang
¢) MN yoy, ushbu y =2 ry parabola yoyl bo‘yicha bajarg

(23-chizma).

23-chizma
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5°. Ikkinchi tur egri chizigli integrallarni tatbiq etish:

a) tekis shaklning yuzini topish. Aytaylik, tekislikda yuzaga ega
bo‘lgan D shakil berilgan bo‘lsa, uning chegarasi (konturi — yopiq egri chiziq)
dD bolsin. Bu shaklning S yuzi

1
S=5g;|xay—ydx (15
bo‘ladi.
7-misol. Ushbu
x =acost,
{y=bsint (osts2r)

eliips bilan chegaralangan shaklning yuzini toping.
«4Bu shaklning yuzini (15) formuladan foydalanib topamiz:

2z 2z
S= %[ﬁxdy—ydv =%I(acost~bcost +bsinz-asint)dt =—;-ab_f dt = zab.»>
aD 0 1]

b) bajarilgan ishni topish. Aytaylik, o‘zgaruvchi kuch
F=P(x,y)-i+Q(%y) J
tekislikdagi AB egri chizig‘i bo‘yicha ish bajarsin, bunda P(x,y) va Q(x, »)
uzluksiz funksiyalar bo‘lib, ular F kuchning koordinata o‘qlardagi

proeksiyalari. Unda bu kuchning bajargan #
W= I P(x,y)ix+Q(xy)dy (16)
AB

bo‘ladi.
8-misol. Ushbu

- ]

F=(x‘+2y)-?+(y’—2x)'.l

kuchning
a) MN kesma bo‘yicha, M =M(-4,0), N=N(0,2),
&) MON sniq chiziq bo‘yicha,

2
¢) MN yoy, ushbu y = 2—%- parabola yoyi bo‘yicha bajargan ishini hisoblang
(23-chizma).

23-chizma
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< Kuchning bajargan ishini (16) formuladan foydalanib hisoblaymiz:
a) MN kesma bo‘yicha:
Ravshanki, MN to‘g‘ri chiziqning tenglamasi

i.}. Z =1
-4 2
ya’ni
=lx+2
2
bo‘lib,
1
=—dx
Y 2

bo‘ladi. Unda (16) formulaga ko‘ra,
N D]
w= | (5 +2y)dx+(y* —2x)dy = j'[xz + 2(lx+ 2)+ 3{(1“ 2)2 - 2x]}tx =

= [8_?3)‘3 + x_zz + 6x)
bo‘ladi:
b) MON siniq chiziq bo‘yicha:
Izlanayotgan ish ushbu formula yordamida hisoblanadi:
W= I (xz +2y)d:c+(y2 —2x)dy= j (x2 +2y)d'x+(y2 —Zx)ajv +
MON MO
+I (xz +2y)dx+(y2 —2x)dy .
oN

Agar MO kesmada y=0 (dy=0), ON kesmada x=0 va dx=0
bo*lishini e’tiborga olsak, unda

MO oN -4 0

bo‘lishini topamiz: -

0
=40
4

2
c) MN yoy, ushbu y=2 —% parabola yoyi bo‘yicha:

2
bu holda y=2-is- va ay=-:’:-dx bolib, a
2 2 ¢ xz r xz : X
v % 4 8 4

0 5 3 5 6 a4 2
_—_J' ~—£-+i+—f—x+4]dx=(—-i-—+ d +—-S—x’—3‘—+4x 0 =45l
sl 256 8 4 256-6 8-4 4-3 2 —4 3

bo‘ladi.P>

It
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Quyidagi birinchi tur egri chizigli integrallarni bisoblang: .
1693. [xy’dS, bunde C, 4(0,0) va B(4,3) nugtalami birlashtiruvehi
[

to‘g'ri chiziq kesmasi. i
1694. [xdS, bunda C, y=x*+1 parabolaning 4(0,1), B(1.2)
c

nugtalari orasidagi kesma. ‘ ‘..‘ N
1695. [(x+y)dS, bunda C, y=2x-1, (-1sx<2) to'g'ri chiziq
c
kesmasi. .
1696. Ix’dS, bunda C, y=Inx (1£x<3) egri chiziq qismi.
C

| 1
3 P 1
1697. [%;ds, bunda Copy=l o8t chiziqning A(L1). B (2’2)
y
C

nugtalar orasidagi gismi. o

’ 1698 j ydS, bunda C:y=x" egri chiziqung A(0,0), B(L1) nuqtalar
c

orasidagi gismi. .

;;g@; j(zx+ y)ds, bunda C: uchlari A4(3,0), B(0,2), ¢€(0.0)

nugtalarida boc‘lgan ABC uchburchakning golgan kvadratidagi qismi.

| cos’x 4o punda C: y=sit%

2 \J1+cos’x

0<x<~ sinusoiddan

1700.

iborat.rm1 j 5 bunda C: @ arkazi (0,0) nuqtada radiusi R ga teng bo‘lgan
. | XA, °

c . .
; dratidagi qismi- . .
aﬂana;"l;:)gzqo}ﬁ;ndskvabunda C: markazi (0,0) nuqtada radiusi R ga teng
(o4

¢ i . arim tekislikdagi gismi. -
b lgmll;gslana;;?iiﬁqoﬁm;;ﬁ chizigli integraldan foydalanib, ushbu
x=2acost— acos2t, ogri chiziqning Jigini toping.

y= 2asint—asin2t

tur egri chiziqli integraldan foydalanib ushbu massasi egri

1704. Birinchi . "
)s B(l,—z-) nuqtalari orasidagi gismining massasini

chiziq 2y=Jr2 ning A(O’O

toping, bunda har bir nuqtadagi zichlik shu nugtaning absissasi x ga

proporsional.
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R

<4 Kuchning bajargan ishini (16) formuladan foydalanib hisoblaymiz:
a) MN kesma bo‘yicha:

Ravshanki, MN to‘g‘ri chizigning tenglamasi

i+X=1
-4 2
ya’ni
1
y=§x+2
bo‘lib,
1
=—dx
4 2

bo‘ladi. Unda (16) formulaga ko‘ra,

w =A_'|;v(x2 +2y)dx+(y* - 2x)dy = _jo;[xz + 2(%x+2)+%{(%x+ 2)2 - 2xJ}tx=

=(8;?3x’ +x?z+6xJ _04=40
bo‘ladi:
b) MON siniq chiziq bo‘yicha:
Izlanayotgan ish ushbu formula yordamida hiscblanadi:
W= I (Jcz +2y)d\:+(y2 -2x)dy= _" (= +2y)dx+(yz —2x)dy+
MON MO
+I (#* +2y)dx +(y* - 2x)dy .
oN

Agar MO kesmada y=0 (dy=0), ON kesmada x=0 va dx=0
bo‘lishini e’tiborga olsak, unda

W= [ x'ds+| ydy= ix’dx+iy2@=24-
Mo oN -4 0

bo‘lishini topamiz:

2
¢) MN yoy, ushbu y=2- % parabola yoyi bo‘yicha:

2
bu holda y=2—% va a)1=—§dx bo‘lib, o
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Quiyidagi birinchi tur egri chiziqli integrallarni bisoblang:
1693. [x/°dS, bunda C, 4(0,0) va B(4,3) nugtalami birlashtiruvchi
C

to‘g‘ri chiziq kesmasi.
1694. [xdS, bunda C, y=x'+1 parabolaning A(0,1), B(12)
C

nugqtalari orasidagi kesma. N
1695. I(x+y)dS, bunda C, y=2x—1’ ("ISXSZ) tO‘g‘l’i chizxq
c

kesmasi. L
1696. szdS, bunda C, y=lnx, (1<x 53) egri chiziq qismi.
C

; o 1
1697. [=;dS, bunda C:xy=1 egri chizigning A(L1), 3(2,5)
ey

nugqtalar orasidagi gismi.
1698. | ydS, bunda C:y=2 cgri chiziqning 4(0,0), B(L1) nugtalar
c :

orasidagi gism.
1699. [(2x+y)dS, bunda C: uchlari 4(1,0), B(0,2), c(0.0)

c

nugtalarida bo‘lgan 4BC uchburchakning golgan kvadratidagi qismi.
1700 j—-————-°°52x
T tl+cos?x
iborat. o ‘
1701. '[de, bunda C: markazi (0,0) nuqtada radiusi R ga teng bo‘lgan
C

dS, bunda C: y=sinx, O0<x<z sinusoiddan

aylananing golgan kvadratidagi qismi. o
1702. IJ’ZdS, bunda C: markazi (0,0) nuqtada radiusi R ga teng
C

bo'l Jananing yuqori yarim tekislikdagi gismi. )
© gar117ag'3' Birinchi tur egri chizigli integraldan foydalanib, ushbu

x=2acost—4 cc.>s 2z, egri chizigning uzunligini toping.
y=2asinf—asin2t

1704. Birinchi tur egri chizigli integraldan foydalanib ushbu massasi egri
chiziq 2y = x* ning 4(0,0), B (1,5] nuqtalari orasidagi qismining massasini

toping, punda har bir nugtadagi zichlik shu nuqtaning absissasi x ga
proporsional
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1705. Ushbu bir jinsli x*+y*=R?, y>0 yarim aylananing og'irlik
markazining koordinatalarini toping.

3
1706. Ushbu yarimkubik parabola y = x2 (0 <x< -;1) ning OY o‘giga
nisbatan inersiya momentini toping.

Quyidagi ikkinchi tur egri chizigli integrallarni hisoblang:
1707.  [x’dc+xidybunda  C: A(01), B(1,2)  nugtalami
[
birlashtiruvchi to‘g‘ri chiziq kesmasi.
1708. [(x*+y)dc+(x+y*)dy,bunda C: A(L1), B(31), D(3,5)
c

nugqtalarni birlashtiruvchi .4BD siniq chiziq.
1709. J' (x+y)ax+(x—y)dy bunda C:y=x* parabolaning
(s
A(-11), B(1,1) nuqtalari orasidagi qismi.
1710. I yide—x%dy, bunda C:y=1-x* parabolaning
c
A(-1,0), B(1,9) nuqtalami birlashtiruvchi to‘g‘ri chiziq kesmasi.
1711. J.xzdx+—l-5(1_)/, bunda C:x=-l— egri chizigning A(1,1), 3(4,%)
C y y )
nugqtalari orasidagi qismi.
1712. J (x+y)dx+(x-y)dy, bunda C: markazi koordinata bo‘lgan,
c
radiusi R ga teng bo‘lgan aylananing birinchi chorakdagi qismi:
x=Rcost, y=Rsint, 0<t s%.

1713. J' y?dx +xydy, bunda C:x=acost, y=bsint ellipsning birinchi
C

chorakdagi qismi: 0 </ < % .
1714. I( ydx + xdy), bunda C: quyidagi
C :

x=acos’t, y=asin’¢ OStS% astrondaning yoyi.
xdy — ydx cy .
. ——— b :
1715. 1) £ w1y bunda C: quyidagi

x=acost, y=bsint 0<t<2z aylana yoyidan iborat.
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2) j y(ydx+xdy), bunda C: uchlari 0(0,0), A(21), B(12)
[
nugtalarda bo‘lgan OAB uchburchak konturidan iborat.
3) Ushbu x=acos’t, y=asin’t (0<t< 27) chiziq bilan (astrenda
chizig‘i bilan) chegaralangan shaklning yuzini toping.

o Ustbu x=>%, y=2% (0srsw) ohiziq bilan (Dekart
147 1+¢ . o
yaprog‘i deb ataluvchi tekis shakl) chegaralangan shakining yuzu.u toping. .
5) Ushbu y=x’ egri chizigning har bir nugtasiga qo‘yilgan

F=dx*.7+3-] kuchning shu chiziqning 0(0,0) nuqtasi B(L1) nugtasiga

o‘tkazilgan sarflagan ishini toping.
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5-§ Sirt integrallari

1°. Birinchi tur sirt integrallari va ularni hisoblash. Aytaylik,
z=z(x, y
tenglama fazoda biror (S) sirtni tasvirla;in.} )
Bu sirtda f(x, y,z) funksiya aniqlangan. (5) sirtni undagi chiziglar
yordamida » ta
(S1), (5,),..,(S,)
bo‘lakka ajratamiz. So‘ng (S,) bo‘lakchaning yuzini AS, bilan belgilab, bu
bo‘lakchada ixtiyoriy (x,, y,,z,) nuqtani olamiz. s(x, y.z) funksiyaning shu
nuqtadagi qiymati f(x,,y,,z,) ni AS, ga ko‘paytirib bu ko‘paytmalardan
ushbu
0'=Zf(xkr}’n3k)'ASk (1)

k=l
yig‘indini tuzamiz. (1) yig‘indi f(x, y,z) funksiyaning integral yig‘indisi
deyiladi.
(S:) (n=1,2,3,..,n) bo‘lakchalar diametrining eng kattasini 2 deylik.
Agar 410 da o yig‘indi chekli limitga ega bo‘lsa, bu limit s(x, y, z)
funksiya (S) bo‘yicha birinchi tur sirt integrali deyiladi va

[ 7Gx y.2)as
[&)]
kabi belgilanadi.
[[/rd5 =m 3" 15,3, 2,45,
) k=l
Faraz gilaylik, () sirtni ifodalovchi

z=2z(x, y)
funksiya tekislikdagi D sohada aniglangan bo‘lib, unda uzluksiz z{(x, y),
z,(x, ¥) xususiy hosilalarga ega bo‘Isin.
J(x, y, z) funksiya esa (S) sirt bo‘yicha uzluksiz bo‘Isin.
U holda

LI) S&y.2d = [[ f(xp 2 1+ 22 )+ 2 E ety (2)
( D

bo‘ladi. Bu formula yordamida birinchi tur sirt integrallari hisoblanadi. = *
1-misol. Ushbu
J](6x+4y+3z)ds
(&)

birinchi tur sirt integrali hisoblansin, bunda () sirt quyidagi
X+2y+32=6

tekislikning birinchi oktantdagi qismi.
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«(s) sirt l-chizmada tasvirlangan bo‘lib, uning XOY 'tekislikdagi

proyeksiyasi D— ABO uchburchakdan iborat.
z .

—_—t - = —

1422 @ )+ 2 B =+ g+5 =

(2) formuladan foydalanib topamiz:
1 2 . .1_4-dx¢l=
H(6x+4y+3z)ds'=g(6x+4y+3-§(6—x— W\

(£3] ) )
Keyingi ikki karrali integral quyidagicha hisoblanadi:

=6-2y
3[6-2y q 3 5. )
g(5x+2y+6)dxay=£[ !(5x+2y+6)dtjdy=£(532+2xy+6x)[=c dy

Jia
ijj(ssw 2y + 6)dxdy

3 =3
1 ——
6( (2 —10y+ 2y = ¥ _5y? 421y =162
‘ 3 -0
a =

Demak,
J14
_U(6x+4y+32)ds=—-—; .162=54.Jﬁ_>

o ng tatbiq etilishi. Birinchi tur sirt
massalali sirming massasini, og‘irlik

2°, Birinchi tur sirt integralini

integrallari yordamida sirtlarning )fuzini, li sirtn .
::;Eraiiningy koordinatalarini, inerstya momentlarini topish mumkin:

a) sirtning yuzini topish. (5) sirtning yuzi S ushbu

s=[fds

formula bilan topiladi.
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2-misol. Ushbu
2' =2xy
konusning (konus sirtning) birinchi oktantda x=2, y =4 tekisliklar orasidagi
gismining yuzini toping.
«4Bu masalani yechishda (2) formuladan fo i
: _yechishda ydalanamiz. Konus
tenglamasidan foydalanib, birinchi tur sirt integralini ikki karrali integralga

keltiramiz:
. -
s=[fas=[[ 1422+ deay=(f| X+ 2
(IS-'; JnI e ﬁ‘g \Iy+Vx b
bunda D-(S)sirtning XOY tekislikdagi proyeksivasi — O4BC — to‘g'ri
to‘rtburchak (2-chizma).
Y

o 2-chizma
Endi ikki karrali integralni hisoblab topamiz:

s3] a8
= — = +.[= =— =
D x dy I(Z\/xy+3d } de_
[
2
zﬁj( x ‘;_]duz 2 3JF+§J§) =16
) VX 3 3 0
b) materal sirtning massasini topish. Materal sirtning massasi m ushbu
m= ([ p(x, y,2)ds 3)
«
formula bilan topiladi, bunda p(x, y, z) — zichlik. ce

3-misol. Agar ushbu
P+yl+zi=a?, 220
yarim sfera bo‘yicha massa tarqatilgan bo‘lib, uning har bir (x,y,z) nuqtasidagi
zichlik.
p(x,y,2) =

NN

bo‘lsa, massani toping.
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<Izlanayotgan massa (3) formulaga ko‘ra,

= H— = %gzds

(5)

z=yat-x* =y,
Sirt integralni ikki karrali integralga keltirib hisoblaymiz:
Ravshanki,

szS H,/a -3ty Fz'z(xy)+z (x,y)dxdy

)
bunda D yarim sferaning XOY tekxshkdagl proyekswasn bo‘lib, u
x+ y <a’

bo‘ladi, bunda (S) sirt

doiradan iborat bo‘ladi.

Endi,
; 2 —xt - J,z

funksiyaning xususiy hosﬂalanm h:soblab
1+ “y (xay)',' Z (x»}’)

ning qiymatini topamiz.
Ravshanki,

1 X
’ P —2X) = ——————
Zx(-xyy) - 2\'—————‘——_'-“: _xz _y2 ( ) ’az _xl_yg k4

7'( )=____.—-1—-———~‘-~(—2I)=" 2 ke
2y X, Y. 2 '—az_xz _yz az_xz_y
s ¥ a

v’l+z;2(x,y)+z;2(x,y) =d1+ Zoxi—y t2 -y Jai-x-y

Natijada,
[a—x - PR S, dxdy=
!J;ng -”‘ a —-x "y I—-——_—;——';_ dy a};*_{'!.sax a-m- a
bo‘lib, . ) ,
= . 2 =
,,,-_—;(J;[zdS— ~-a-m’ =m

bo‘ladi.»> irt integrallari va ularni hisoblash. Odatda, sirtlar bir

3°, ikkinchi tur S
va ikki tomonli bo‘ladi. Masalan,
z=2(x,¥)

an aniglanadigan snrtnmg uatkl hamda ostki tomoni, ushbu
Py +t=a

tenglama bilan aniqlangan sirtning (sferaning)

Aytaylik, fazoda (S) sirt

tenglama bil

z=z(x,y)
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tashqi va ichki tomoni bo‘ladi.



tenglama bilan aniqlangan bo‘lib, bunda z(x,y) funksiya oy tekisligidagi (D)
sohada uzluksiz hamda uzluksiz zj(x,y), z/(x,y) xususiy hosilalarga ega
bo‘lsin ((D) to‘plam (S) sirtning XOY tekisligidagi proyeksiyasi). Bu ikki
tomonli sirt bo‘lib, uning har bir nuqtasida urinma tekislik mavjud.

(S) sirtda uning chegarasi bilan kesishmaydigan x yopiq chizigni
olaylik. Bu yopiq chizigning XOY tekisligidagi proyeksiyasi K, bo‘lsin.

Agar (%,50,7,) nuqta (S) sirtning X yopiq chiziq bilan chegaralangan
qismiga tegishli bo‘lib, bu nuqtadagi sirt normali 0z o‘qi bilan o‘tkir burchak
tashkil etsa (bunda sirtning ustki tomoni qaralayotgan bo‘ladi) K va X ; Yyopiq
chiziglaming yo‘nalishlari musbat bo‘lib, X, bilan chegaralangan shaklning
yuzi musbat ishora bilan olinadi.

Agar (x,,%,,2,) nuqtadagi sirt normali oz o‘qi bilan o‘tmas burchak
tashkil. etsa (bunda sirtning ustki tomoni qaralayotgan bo‘ladi) ¥ ning manfiy
yo‘nalishiga X, ning musbat yo‘nalishi mos kelib, K ; bilan chegaralangan
shaklning yuzi manfiy ishora bilan olinadi.

Aytaylik yuqorida aytilgan

z=2z(x,y)
tenglama bilan aniqlangan (5) sirtda f(x,y,z) funksiya aniqlangan bo‘Isin. Bu
sirtning ikki tomonidan birini tanlaymiz.

(S) sirtni undagj chiziglar yordamida » ta

(S, (S3), -5(S,)
bo'laklarga ajaratamiz. Bu sirt bo‘lakchasi (S,) ning X0y tekisligidagi
proyeksiyasi (D,) ning yuzini D, deylik.

Har bir (S,) da ixtiyoriy (x,,y,,2,) nugta olib, bu nugtadagi f(x,y.z)
funksiyaning giymati f(x,,,.z,) ni D, ga ko‘paytirib quyidagi

0’=§f(x..yhzg)'l). (4)
yig‘indini tuzamiz. U integral yig‘indi deyiladi.

Agar i—0 da o yig‘indi chekli limitga ega bo‘lsa, bu limit f(x,y,z)
funksiyaning (S) sirtning tanlangan tomoni bo‘yicha ikkinchi tur sirt integrali
deyiladi va

[[ 1.y, 2yaxay
(&)
kabi belgilanadi: .
[[rcraddy=1m 3 £05.3,.2) D,
& >k

Yugqoridagidek, ushbu
[[7G.y. vz, [[ 5.y, 2)dix

) 5]

ikkinchi tur sirt integrallari ta’riflanadi.
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Umumiy holda, (S) sirtda P(x,y.z), O(x,,2) V& R(xy,z) funksiyalar

berilgan bo‘lib, ushbu
[[ Pz, . 2)tsdy, [[ Q. 2y [[ Rx, y, 2)eects
«) [&)] )
integrallar mavjud bo‘lsa, u holda
[[ Pee.y,s)tsdy+ fJ O,y )z + [[ RGx, . 2)dlds
) 1)) (&)

yig*indi ikkinchi tur sirt integralning umumiy ko‘rinishi deyiladi va u
[[ Px, 3, 2)dsdy+ O, y, ey + Rz, 2)decks

(€3]
kabi belgilanadi:
[ PGy, 2dedsdy+ O, y,2)dye + R, y, 2)cecs =
()

[ PG,y sy [[ 0.y ) + (ﬁ) R(x,y, 2)dady

(&3] .
i berilgan bo‘lib, uni o‘rab tt.l.rgan_yoplq
silliq sirt (7 ) bo‘lsin. Bu (¥) da f(x,,2) funksiya aniglangan. (V) jismni XOY

tekisligiga parallel bo*lgan tekislik yordamida ikki qismga ajratamiz:
W=)+C)
Natijada, uni o‘rab turgan (/) sirt ham (/

Faraz qilaylik, fazoda (v) jism

) ba (/ ,) sirtlarga ajraladi.

Ushbu
[[ £y sy [ fy Dty
(U] d :2 . . . ) L ]
yigtindi f(x,y,2) funksiyaning (') yopig sirt bo yicha ikkinchi tur sirt integrali
deyiladi ba
§f £ (5.3, 2)ddxdy

)

kabi belgilanadi: &
repasd=|l S padsdy [[ 16y, iy

)

Xuddi yuqoridagidek
™ ff 13tz §f £ x.y,2)deds
) &)

d

iy holda
hamda Umumly o P(x, » z)dxaﬁ"“ Q(x, Y, z)MZ + R(X, Y, Z)M

b

. ’riflanadi. o . . .
mtegralg:l;:?ng- S22 funksiyaning (S) sirtning bir tomoni bo‘yicha olingan
sirt integrali, funksiyaning shu sirtning ikkinchi tomoni bo‘yicha olingan sirt
integralidan faqat ishora bilafl farq qiladi.
Aytaylik, fazoda () sirt

z=2z(x,y)

141



tenglama bilan aniqlangan bo‘lib, z(x,y) funksiya (S) sirtning xoY
tekislikdagi proyeksiyasi (D) da berilgan ba tegishli shartlarni qanoatlantirsin.
Agar f(x,y,z) funksiya (S) sirtda uzluksiz bo‘Isa, u holda

(IS{f(x, ¥, 2)dxdy = jj S5y, 2(x, yY)dxdy (5)
bo‘ladi.
Xuddi yuqoridagidek, tegishli shartlarda
g S5y, 2)dydz = IDI S 02y, 2)dydz (6)
[ 1.y, 2)deds = [[ 1 (5, 30z 0), 21, (7)
bo‘ladi. ® ’

Ikkinchi tur sirt inte.
hisoblarad: grallari (5), (6) va (7) formulalar yordamida
4-misol. Ushbu
|| 2*axay
. . 3 (S)
ikkinchi tur sirt integralini hisoblang, bunda (s) sirt quyidagi
2+y*4zt =1 z20
sferaning tashqi tomoni.
4Ravshanki, qaralayotgan yarim sfera
= 1/1 —-xt-y?
tenglama bilan aniglanadigan sirt bo lib, uning XOY tekislikdagi proyeksiyasi
D) ={(x,y):.7t2 +y° sl}
doiradan iborat.
Sirtning tashqi toroni sirt normalining 0z o‘q bilan o‘tkir burchak
tashkil etilishi bilan aniglanadi. (5) formuladan foydalamb topamiz:

[[dsdy=[[ -5 -5y
* D
Endi ikki karrali integralni hisoblaymiz:

X=rcosg, 21
H(l"‘z'y‘)dxdw 0<r<l, 0<p@<2r|= j’j(l rz\rdr
° y=rsme, °

25 2 -
5-5)

r=1 1 1, =
r=0d¢'4£ =773

e

Demak,
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Quyidagi birinchi tur sirt integrallarini hisoblang:

1716. 1. [[dS, bunda (S): ushbu x +y + z = O tekislikning birinchi
(s)
oktantda joylashgan qismi.
2. _”de bunda {(S): ushbu z = /1 —x%—y? yarim ‘sferadan
()
iborat.
3. H(6x+4y+3z)dS,bunda (S)ushbux +2y +32=6

)
tekislikning birinchi oktantda joylashgan gismi.

4 ”(y+2+,/a2 x )ds bunda (S) ushbu xZ2 + y2 = a? silindrik
%)
sitiniz = 0, z = h tekisliklar orasidagi qismi.
5. .U *+y )dS , bunda (§) ushbu x2 4 y? = 2z paraboloid sirtining

®
z = 1 tekislik ajratgan gismi.
6. H x* + y dS bunda
(%
z =0, z = 1 tekisliklar orasidagi qismi. o '
Quyldagl ikkinchi tur sirt integrallarini hisoblang:
1717, j J‘ _ dxdy bunda (S): markazi koordinata boshida, radiusi 1 ga
©2-2
teng bo‘lgan sohaning XOY tekislikning yuqori gismida Joylashgz;n 2
yarim soha bo*lib, tashgi tomon bo‘yicha olingan. (Z = v 1—-x“—=y5%

z? = R? sohadan
1718. 1) j_[ Zdvdy, bunda (S) ushbu x2+y2% +

)
iborat bo‘lib, uning tashqi tomoni olingan. ,
2) [[zdxdy, bunda (5 ushbu 22 = X2 + ¥
)
bo‘lib, uning
3) [[22dudy, bunda (S
)
uning ichki tomoni olingan.
81719 ﬂy +z )dxdz bunda (S) ushbu x = a?—y? —z2

bolmdmng YOZ tekislikda ajratgan qismi bo‘lib, uning tashqi tomoni

(S) ushbu 22 = x2 + y? konus sirtining

2, 0 < z < 1 konus sirt

tashqi tomoni olingan.
o ) ushbu X 2432 + 22% = 2 ellipsoid sirt bo‘lib,

para
olingan.
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Kompyuter yordamida integrallarni hisoblask
Maple yordamida takroriy integralarni hisoblash uchun:

s kg ian SR iasa X
fnf(in i g=aLbly=aL )

buyruqni kiritib, Enter tugmasini bosish kifoya.
3

5
1-misol. J d‘y_'-.\:2 ydx takroriy integralni hisoblang.
1 2

€ iniliet{x 2Py, 0 By 1.3

Javob: 156.5

0 1
2-misol. Idx‘[e(z_y )ydy takroriy integralni hisoblang,
-1 0
4> inf{inf{epr-vh e 8hy=8.1n
Javob:—2e¢” +e7 +1.B
1 2-y
3-misol. _[dy I (x+ y)dx takroriy integralni hisoblang.
0 ¥y
o ind{niGrryoey vyl il

Javob:-:: g

2

:

A BRI R SRR N N

1 x N
X+
4-misol. dej(] - dey takroriy integralni hisoblang.
S

.11
Javob: — .
120
Nazorat savollari

1. Ikki karrali integralga ta’rif bering?

2. Ikki karrali integralni xossalarini keltring.

3. Ikki karrali integrallarni hisoblash usullarini keltring.

4. Ikki karrali integralning fizik va mexanik tatbiglarini izohlab bering.

5. Uch karrali integralga ta’rif bering?

6. Uch karrali integralni hisoblash usullarini keltring.

7. Uch karrali integrallarning tatbiglarini izohlab bering.

8. “Birinchi tur egri chizigli integral” tushunchasi va uni hisoblashni

izohlab bering.

9. Birinchi tur egri chizigli integrallarning tatbiqlarini keltring.

10. Ikkinchi tur egri chizigli integrallarni izohlab bering.

11. Ikkinchi tur egri chizigli integrallarni hisoblashni izohlab bering.
12. Ikkinchi tur egri chizigli integrallarning tatbiglarini keltring. ‘
13. Birinchi tur sirt integraliga ta’rif bering va ular ganday hisoblanadi?
14. Tkkinchi tur Sirt integraliga ta’rif bering va ular qanday hisoblanadi?
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15-bob

Oddiy differensial tenglamalar

Bitta erkli x o‘zgaruvchi, noma’lum funksiya (x ning funksiyasi
y=y(x)) va uning turli {artibdagi hosilalari qatnashgan ienglama oddiy
differensial tenglama deyiladi. U umumiy ko‘rinishda quyidagicha

da(.r,y,J",y",---,y("))=0 )
ifodaianadi. ) il Sk Y,
Tenglamada gatnashgan noma’lum funksiya hosilasining yuqori tartibi

differensial tenglamaning tartibi deyiladi. . . .
Agar shunday g?(x) funksiya topilsaki, (1) tenglamadagi y ning o‘rniga

@(x), y' ning o‘rniga (1)"(x), y" ning o‘rniga (p"(x),..., y(") ning o‘rniga

q;(") (\c) go‘yilganda tenglama ayniyatga aylansa,
0 (x.0(x).¢/ (1).6 (3)..-0" (x)) =0
go(x) funksiya (1) differensial tenglamaning yechimi deyiladi.

1-§. Birinchi tartibli differensial tenglamalar

1°. Birinchi tartibli differensial tenglama hamda vning urmamiy va
xususiy yechimlari. Birinchi tartibli oddiy differensial tenglama, umumiy
holda
D(x,3,¥')=0 @)
ko‘rinishda bo‘ladi, bunda x — erkli o‘zgaruvchi, y= y(x)— noma’lum
funksiya, y'= y'(x) esa noma’lum funksiyaning hosilasi.
Aytaylik, (2) tenglama y" ga nisbatan yechilgan bo‘lsin:
y'=f(xy). €)
Bu tenglama hosilaga nisbatan yechilgan differensial tenglama deyiladi.
Agar gp(x) funksiya uchun
¢'(x)= 1 (x0(x)
bolsa, qg(x) funksiva (3) differensial tenglamaning yechimi bol‘ladi.
3) differensial tenglamaning barcha yechimlarini ixtiyoriy o‘zgarmas C

- ‘lia b ‘lgan
B bt () yoki F(x,2.0)=0
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Kompyuter yordamida integrallarni hisoblash
Maple yordamida takroriy integralarni hisoblash uchun:

i LR BLYTALL)

buyruqni kiritib, Enter tugmasini bosish kifoya.
3

5
1-misol. J.aﬁ)_[ x” ydx takroriy integralni hisoblang.
1 2

> inilei{x 3Py e Syeilan

Javob: 156.B>

0 1

2-misol. Idxfe(x_y ) ydy takroriy integralni hisoblang.
200

o> inf{ini{exp(r-y) o8y in

Javob:—2¢” +e +1.b>
1 2-y

3-misol. jdy j (x+ y)dbx takroriy integralni hisoblang.
0 y
€ mifind(s by oy e by =0l il
4
Javob:-3—.>

N\

1 x
X+
4-misol. de!(l - > dey takroriy integralni hisoblang.
0 e

I .

AT o} ol
¥ R pee 13 H

X FRTEHLE L

™ Santfivti } Fx stuge} 7L o s
€ (it -y YL YR

Javob: l N4
120
Nazorat savollari

1. Ikki karrali integralga ta’rif bering?

3. Iqu karral? integralni xossalarini keltring.

3. Ikki karrali integrallarni hisoblash usullarini keltring.

4. Ikki karrali integralning fizik va mexanik tatbiglarini izohlab bering.
5. Uch karrali integralga ta’rif bering?

6. Uch karrali integralni hisoblash usullarini keltring.

7. Uch karrali integrallarning tatbiglarini izohlab bering.

8. “Birinchi tur egrj chizigli integral” tushunchasi va uni hisoblashni

izohlab bering.

9. Birinchi tur egri chizigli integrallarning tatbiqlarini keltring.

10. Ikkinchi tur egri chiziqgli integrallarni izohlab bering.

11. Ikkinch? tur egri chizigli integrallarni hisoblashni izohlab bering.
12. Ikkinchi tur egri chjzigli integrallarning tatbiglarini keltring.

13. Birinchi tur sirt integraliga ta’rif bering va ular ganday hisoblanadi?
14. Tkkinchi tur Sit integraliga ta’rif bering va ular ganday hisoblanadi?
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15-bob

Oddiy differensial tenglamalar

Bitta erkli x o‘zgaruvchi, noma’lum funksiya (x ning funksiyasi
,‘V=y(x)) va uning turli tartibdagi hosilalari qatnashgan tenglama oddiy
differensial tenglama deyiladi. U umumiy ko‘rinishda quyidagicha

O (x,0,7, 57 )20 M
ifodalanadi.

Tenglamada gatnashgan noma’lum funksiya hosilasining yuqori tartibi
differensial tenglamaning tartibi deyiladi.

Agar shunday q:(x) funksiya topilsaki, (1) tenglamadagi y ning o‘rniga
()

@(x), ¥' ning o‘rniga ¢'(x), y" ning o‘miga go'(x),..., ¥ ning o‘rniga

o™ (x) qo‘yilganda tenglama ayniyatga aylansa,

@(5.0(x).0'(x).0" (3).-.0" (1)) =0
o(x) funksiya (1) differensial tenglamaning yechimi deyiladi.

1-§. Birinchi tartibli differensial tenglamalar

1° Birinchj G s
ity i i ; o
xususiy yeChimlari:lrhbll differensial tenglama hamda uning urmumiy va

holda Birinchi tartibli oddiy differensial tenglama, umumiy

o (I)(x’y,y'):o (2)
ko'rinishda bo‘ladi, bunda x — erkii o‘zgaruvchi, y=y(x)- noma’lum
funksiya, )’ = y'(x) esa noma’lum funksiyaning hosilasi.

Aytaylik, (2) tenglama y' ga nisbatan yechilgan bo*lsin:

| y'=f(x). 2
Bu tenglama hosilaga nisbatan yechilgan differensial tenglama deyiladi.
Agar ©(x) funksiya uchun

| 7' (x)=f (w0 (x)
bo‘lsa, §0(x) funksiva (3) differensial tenglamaning yechimi bo‘ladi.

(3? differensial tenglamaning barcha yechimlarini ixtiyoriy o‘zgarmas C
ga bog‘lig bo‘lgan

y=0(x.C) yoki F(x,y,C)=0
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munosabat bilan umumiy ko‘rinishda ifodalash mumkin. U differensial
te.nglan}aning umumiy yechimi deyiladi. Bunda o‘zgarmas C ning har bir
qiymatida unga mos yechim hosil bo‘ladi. Bunday yechimlar (3) differensial
tenglamaning xususiy yechimlari deyiladi.

X argumentning, x, qiymatida funksiyaning qiymati y, deyilishi
quyidagicha:

r=1x, =Xo
yf)zilib, u boshlang‘ich shart deyiladi. Boshlang‘ich shartdan foydalanib
dnfferens:xal tenglamaning xususiy yechimi topiladi. ,
. l?d:‘feregsial tenglamaning  boshlang‘ich shartni qanoatlantiruvchi
yechnrm&m topish masalasi Koshi masalasi deyiladi.
2". O‘zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamalar. Agar

y'=f(x>y)
f(x3)=1(x) £(»)

b9‘]sa, u o‘zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglama deyiladi. Bu
differensial tenglamaning umumiy yechimi

I%:Iﬂ(x)dx+c (C=const)

differensial tenglamada

dan topiladi.
1-misol. Ushbu
V=xy+x+y+l
differensial tenglamaning umumiy yechimini toping.
ABerilgan differensial tenglamani quyidagicha

L oy e+ ()= (1)

ya’ni
v _
N | y+1—(x+l)dx
ko‘rinishda yozib, bu tenglikning har ikki tomonini integrallaymiz:

jy% = [+t
Ravshanki, e

v _
Iy+l =y +1|,

Jestpte= (e )= EEL
Demak,
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2
(x';l) +InC

In l y+ ll =
Keyingi tenglikdan
pr1_
C
ya’ni
y=Ce 2 -1
bo‘lishi kelib chigadi. Bu berilgan differensial tenglamaning umumiy yechimi
bo‘ladi.P>
2-misol. Ushbu
y'=g(x)
differensial tenglamaning
y x=1x, =Yo

boshlang‘ich shartni qanoatlantiradigan xususiy yechimini toping.
dAvvalo, berilgan differensial tenglamani quyidagi

D - g(x) yorni dy =5 ()
ko‘rinishida yozib olamiz. So‘ng bu tenglamani ikki tomonini integrallab,
foto= 5o
y=[g(x)x=F(x)+C

bo‘lishini topamiz, bunda
F'(x)=g().

undan

Boshlang‘ich shart

Y X =X, =
ga ko‘ra
Yo =F(x0)+c
bo‘lib, undan
C=y,~F(%)

bo‘lishi kelib chiqadi. Natijada,
y=F(x)+C=F(x)+y,~F(%)=y, +[F(x)—F(xo)]=yo + Ig(x)dx

%o
bo‘ladi.
147



Demak, berilgan differensial tenglamaning boshlang‘ich  shartni
qanoatlantiruvchi xususiy yechimi

Y=Yyt jg(x)dx

bo‘ladi.p>
Eslatma. Agar
Y'=f(xy)
differensial tenglamada f (x, y) funksiya quyidagi

_ . f(x0)=1(xy)
shartni ganoatlantirsa, unda qaralayotgan differensial tenglama
Y
—=yu =
- . (u u(x))
alr{u:ishtmsh yordamida o‘zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamaga
keladi.
3-misol. Ushbu

L xP+y
. - W
differensial tenglamaning umumiy yechimini toping.
<Berilgan tenglamada
o yz

f(x:y) =
bo‘lib, uning uchun
5) <) () way

ol
T ) T s )

bo‘ladi.
Qaralayotgan tenglamada

L—u,yoni y=umx
x
almashtirish bajaramiz. Unda
y':(u-x)’ =u+x-u

bo‘lib, tenglama ushbu
x* £utxt i+t

x-u'dtu= :
XUx u
ya’ni
J‘:du_l%*.u2 1
dx u u
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ko‘rinishga keladi. Bu o‘zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamadir. Uni
yechamiz:

xﬂ:-l- udu:ix-, J‘udu=_|-£,
x

E

dx u x
2
%:[nlxhlnC, w =2[n]Cx|.

ti

Keyingi tenglikdagi # ning o‘rniga .4 ni qo‘yib topamiz:
X
y=|x|\2In|Cx] >

3'. Chiziqli differensial tenglamalar. Noma’lum funksiya y= y(x) va
uning hosilasi "= y'(x) ga nisbatan chiziqli bo*lgan ushbu
y'+p(x)-y=4(x) @
tenglama birinchi tartibli chiziqli differensial tenglama deyiladi, bunda p(x)
va g (x) lar uzluksiz funksiyalar.
Xususan, (4) tenglamada g (x) =0 bo‘lsin. Unda (4) tenglama
¥ +p(x)y=0 (5)
bo'lib, bu tenglamaning umumiy yechimi

y= Ce_'[ i

bo‘ladi. o
Odatda, (5) bir jinsli chizigli differensial tenglama deyiladi.
Yugqorida keltirilgan (4) chizigli differensial tenglama quyidagicha

yechiladi:
(5) bir jinsli tenglamaga

¥ +p(x)y=0
tenglamaning umumiy yechimi
i e—fp(mr
dagi C ni x o‘zgaruvchining funksiyasi bo‘isin deb qaraladi:
c=C (x),
(4) tenglamaning umumiy yechimi
y= C(x) . eujm)dx (6)

ko‘rinishda izlanadi.
Natijada, C(x) ni topish uchun ushbu
dac )
_.__(,.J.C_) a f]()ﬂ) ejﬁ( )‘i“

dx
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differensial tenglama hosil bo‘lib, uning yechimi
C(x)=[a(x)-*ac+cC,
bo‘ladi. U (6) tenglikka qo‘yilsa, u
y=e [_[q(x)ej"('y'dx +C, ]

ko‘rinishga keladi. Bu

(C, =const)

Y+p(x)-y=4(x)
differensial tenglamaning umumiy yechimi bo‘ladi.
4-misol. Ushbu
V+xy=x’
chiziqli differensial tenglamaning umumiy yechimini toping.
<4 Bu tenglama uchun

P(x)=x, g(x)=x°
bo‘ladi.
(7) formuladan foydalanib topamiz:

y= e_Ip(x)# [J'q(x)ejp(x)bdx + Cl] = e_jxd‘ [jx’e-[x‘kdx + Cl] =

2 2
=e 2 [Ix’erx + C}.

Endi bu tenglikning o‘ng tomonidagi integralni hisoblaymiz:
2
=t,xdx = dt,x —22‘] J2te'de =2fte'de =

jerdx [2
P R G B

Demak,
= Eed =
y=e 2| x%? -2e2 +C,

berilgan differensial tenglamaning umumiy yechimi bo‘ladi.p»>
Eslatma. Ushbu

2 =
2 2

—-2e?,

Y +p(x) y=q(x) y"
ko‘rinishdagi differensial tenglama (Bernulli tenglamasi)

1-m

z=y
almashtirish natijasida chiziqli differensial tenglamaga keladi.
(8) tenglamaning umumiy yechimi quyidagicha:

y= { o Jamntp [ f (1-m)q(x)-e fa-mpteyes C]}ﬁ

bo‘ladi.
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®

5-misol. Ushbu
1 .
y-oy=e-y
differensial tenglamaning umumiy yechimini toping.
<«Bu differensial tenglama uchun
1
p (X) = —;9
bo‘lib, uning umumiy yechimi (9) formulaga ko‘ra quyidagicha boladi:

At o S L

= {e' 5@[— fe* o idx +c]}_l.

g(x)=¢€*, m=2

Ravshanki,
1 1
= - 1
~in
eI" =¢ F=e*=—,
x
1
~dt
ejx =" =x,
Ie’-xdx=x-e’ —é*.
Demak,

Lo —e*+C)) =™
={;(xe —e +C)} —e‘—xe’+C'>

4°. To‘liq differensialli tenglama

Agar M (x,y)dx+N(x,y)dy=0 (10)
differensial tenglamaning chap tomonidagi ifoda biror u=u(x, )
funksiyaning to‘liq differensiali bo‘lsa, (10) to‘liq differensialli tenglama
deyiladi va u quyidagicha:
du(x,y)=0
ko‘rinishga keladi. Bu tenglikning har ikki tomonini integrallash natijasida

u(x,y)=C (C =const)

bolishi kelib chiqadi. Bu (10) differensial tenglamaning umumiy yechimi
bo‘ladi.

Agar M(x,y) va N(x, y) funksiyalar ushbu

M (x,y) N(x,y)
&y
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shartni qanoatlantirsa, u holda
M(x,y)dx—f-N(x,y)abz
ifoda biror u(x, y) funksiyaning to‘liq differensiali bo*ladi:
du(x,y) =M (x,y)dx+N(x,y)dy.
Ayni paytds, ta’rifga ko‘ra,
Ou(x,y) ou(x,y)
du(x,y)= dx ’
u(x,y) o + > dy
ou(x, v)
=N
)N ()

bo‘lishi kelib chlqadl. Bu tengliklardan foydalanib, u(x,y) yechim
quyidagicha topiladi:
Ushbu

bo‘lib, keyingi tengliklardan
ou(x y
2 b9,

au(a:;,y) - M(x)

tenglikni, x bo‘yicha integrallaymiz (bunda y ni o‘zgarmas hisoblaymiz)

J@dx = IJW (x,y)dx
Natijada,
u(x,y)=J'M(x,y)dx+C(y) an
bo‘ladi, bunda C ( y) hosilaga ega bo*lgan ixtiyoriy funksiya.
Endi (11) tenglikning ikki tomonini y bo‘yicha differensiallab topamiz;

a"g’;”) 0 (jM(x y)dx)+C'(y)

Bu tenglikdan
C’(y)+§( [M(x.y)dx)=N(x.y)
bo‘lishi kelib chigadi.
Keyingi tenglikdan C(y) ni topib, uni (11) tenglikdagi C(y) ning

o‘miga qo°yish natijasida izlanayotgan u(x, ) topiladi.
6-misol. Ushbu

(2xy+3y2)dx+(x2 +6xy—3y2)dy =0
differensial tenglamani yeching,
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<4Bu tenglamada
M(x,y)=2xy+3y’, N{x,y)=x*+6xy-3y

bo‘lib,
3_114_0(Jif_,_y_) a(zxy+3y) 2x+6y,
8N(x,y) 0 2\ _
—o ¥ 693 =2x 46y,
bo‘ladi. Demak,
oM (x,y) ON(x.y)
y
Unda \ 2 e bry—3 z)afv
du(x’y)=(21y+3y )dx+(x +0xy —3y
bo‘ladi.
Ravshanki,
" au(x,y)_2 +3y° m=x2+6xy—3y2.
T SV T
Endi
f:"_(i’l).=2xy+3y2

ni integrallab topamiz: )
u(x,y)= I(ny+3y Jx=x"y+3* +C(y) (12)

Bu funksiyaning y bo‘yicha xususiy hosilasini hisoblaymiz:
<_3z_:(_x,_}i)_ = (x2y+3,\:y2 +C(y))y =x* +6xp+C'(y).

Demak,
x* +6xp+C'(y)=x" +6xp-3y".
Keyingi tenglikdan
C'(y)=-3»"
ya’ni
—===3y
dy

bo‘lishi kelib chigadi. Bu differensial tenglamani yechamiz:
dac
—:g—) =-3y’, dC(y)=-3y’dy,

C(y)= —3,fy’dy =—y'+C,
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bunda C, — ixtiyoriy o‘zgarmas. Topilgan, C ( y) ni (12) tenglikdagi C ( y)
o‘rniga qo‘ysak, unda
u(x,y)=x’y+39° -y’ +C
bo‘ladi.
Shunday qilib, berilgan differensial tenglamaning yechimi
u(x,y) =x’y+3x°* -y’ +C, =C,,
ya’ni
x’y+3gt -y =C
ko‘rinishida (oshkormas ko‘rinishda) bo‘ladi.»
7-misol. (Bakteriya ko‘payishining tezligi hagida) Bakteriyaning
ko‘payish tezligi uning soniga to‘g‘ri proporsional. Boshlang‘ich =0 vaqtda
100 ta bakteriya bo‘lsin, 3 soatdan keyin ulaming soni ikki barobar ko‘payadi.
Bakteriya sonining vaqtga bog‘ligligini aniglash kerak va 9 soatda bakteriya
gancha marta ko‘payadi?
4 Aytaylik, x bakteriyalar soni bo‘lsin. Masala shartiga ko‘ra,
dx
2 el
dt
bu yerda: ¥ — proporsionallik koyeffitsiyenti. Tenglamani o‘zgaruvchilarga
ajratib integrallasak, quyidagini hosil gilamiz:
x=Ce"
S ni aniqlash uchun =0 va x=100 dan foydalanamiz. C =100 bo‘ladi,
demak,
x=100e"
k-proporsionallik koyeffitsiyentini =3 va x =200 dan foydalanib topamiz:
200 = 100™ yoki 2=¢*

1
bundan kelib chiqadiki e* = 23 . Shuning uchun qidirilayotgan funksiya

x=100-2°

bundan =9 da x=800 ekanligini topamiz. Demak, 9 soat ichida bakteriya 8
marta ko‘payar ekan.»

8-misol. (Aralashmaning konsentratsiyasi.) Tarkibida 1001 suv va 10 kg
tuz bo‘lgan idishga 30 //min tezlik bilan suv to‘xtovsiz quyib turiladi va
idishdan 20 //min tezlik bilan aralashma ogib chiqadi. Faraz gilamiz, suv bilan
tuz tez aralashib ketadi. ¢ vaqt ichida idishda gancha tuz qolishini aniqlang.

dAytaylik, ¢ vaqgt ichida x-miqdorda tuz bor. df vaqt ichida idishda dx-
migdorda tuz chigib ketadi (minus ishorasi x— kamayuvchi funksiya ekanini
bildiradi). ¢ vaqtda idishda aralashma hajmi quyidagiga teng.

v=100+30¢ — 20t =100 +10¢

shuning uchun tuz migdori (bir litr aralashmada) ¢ vagtda
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X
100 + 10

ga teng. Bundan kelib chiqadiki, d¢ vaqt ichida tuz
x

<201
100 +10¢

ga kamayadi.

Bundan quyidagi differensial tenglamaga ega bo‘lamiz.
__20xdt
7100 +10¢
yoki
_ 2xdt
T10+¢
o‘zgaruvchilarga ajratib integrallasak,
dx _ 2dt
x  10+1
Inx=-2In(10+1)+mC
bundan kelib chiqadiki c
X=—7"
(10+1)’

Agart=0,x=10daC=1000 gateng. L ) '

Shunday qilib, ¢ vaqt ichida idishda tuzning kg hisobiga kamayish qonuni

uyidagi formula bilan beriladi:
e 1000

x=——3 1)
(10+1)

tuz migdorini bilgan holda yuqoridagi hodisaning

li havzadagi
() o o o . ‘tganini bilish mumkin. Mana shu fikr asosida

boshlanganiga qancha vaqt o'ig
dengiz va okean yoshi aniqlanadi. . .

9-misol. (Jismning sovishi.) Atrofdagi havo temperaturasi 20 ga teng
bo'lsin. Jismning sovish tezligi jism temperaturasi va atrofdagi havo
oporsional. Ma’lumki, 20 dagiga ichida

temperaturasi ayirmasiga to‘g’ri pr . .
jism 100°C dan 60°C gacha soviydi. Jism temperaturasi 6 ning ¢ vaqt ichida

o‘zgarish qonunini aniglang. . .
&Masala shartiga ko‘ra, quyidagini yozamiz:
dé
—=k(6-20
— =k(6-20)

bu yerda: k- proporsionallik koyeffitsiyenti. O‘zgaruvchilarga ajratib

integrallasak:
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do
20
In(6-20)=kr+Inc.
Bu ifodani potensirlasak,
o 8-20=ce".
¢ ni aniqlash uchun boshlang‘ich shartdan foydalanarniz:
t=0da 6=100°

Bundan ¢ =80 Shuning uchun

6=20+80e"

Proporsionallik koyeffitsiyenti A ni qo° shi .
imch
aniqlaymiz,t =20 6=60°. Bundan: 4 cha shartlar yordamida

. 60 = 20 + 80
yoki 17

Demak,

0f

Shunday qilib, natija quyidagicha:

1
9=20+8o(l)’°
2) »

10-misol. Ovqatlanish resursi - j . .
mikr . ) Al : juda yaxshi sharoitda bo‘igan
va ngt?:cgla;gfl:nizr Jamoasini qaraylik. Vagqt o'tishi bilan jamoaning ko*payishi
<A S[lk ©'2garib turadi. Ana shu o‘zgarish qonunini toping.
vtaylik, x=x(r) 1 vaqt ichidagi tirik organizmlarning soni bo‘lsin,
x(f+At) esa~ 1+ Af vagtdagi sonj. U holda ayirma #

o x(t+At)—x(z)=Ax
ni beradi. Ar vaqt ichida balogtat ot L aiemi P
qolgan gismi nobud bo‘lishi m n ﬁas{zﬁz:;mg bir qiemi nasl qoldirad,
Ax=G-H ’
bu yerda: G ¢ dan ¢+ At ¢ o .
nob)x;d bo*Iganlar soni. Vaqt o'tganda tug ilganlari soni, # shu vagqt ichida
cnilaming soiga bog i, chunty e 18 bog g va nas qoldinuveh “ota-
ko'p bo'lad. 5 1 ! ular qancha ko‘p bo‘lsa tug‘ilish shuncha :
Shunday qilib, !

G=(D(x,At)

156

bu yerda: d(x.At) funksiya x yoki Af ning o‘sishi bilan o‘sadi yoki x yoki

Ar larning biri nolga intilsa nolga teng bo“lad{.. o o
Atgo‘zgaruvchiga kelsak, eng oddiy tajriba shuni ko‘rsatadiki, u chizigli

bo‘lib agar kuzatishni ikki marta uzaytirsak, mikroorganizmlar nasli ham ikl -
marta oshadi. Shunday qilib,
@(x,A1) = f(x)Ar. . o
f(x) funksiya xususiyati murakkabrog. Biz bilamizki, xo'sishi l‘nlan
‘jsa nol bo‘ladi. Ammo o sish

‘sadi va x=0 bo ottt
f(x) monoton o'sadi “ota-ona” lar soniga to‘g'ri -

' i i ‘li. B iqdorining g
mikroorganizm turiga bog‘lig. Biz n?sl miqg o '
pTOporsi%mal bo‘lgan holati bilan chegaralanamiz, ya

f(x)=ax (a= const). Shunday qilib,

G=axAl.
Shunga o‘xshash, H = -l
va bundan kelib chiqadiki, e _ bt
. r=a-f lib, limitga o‘tamiz:
3 3 ini bO‘ i > -
(1) da tenglamaning ikkala tomomfn IXx gf_jd_?f_
v
.. . v . 'lamiz -
natijada, quyidagini hosil qi _{x_ . -
dt
yoki
_@x_ —yx=0.
dt

Birinchi tartibli chizigli bir jinsl tenglamaga kelamiz. Bu tenglamant
yechib L=Ce" G)

" hOSi: ki,lmsz x=x(t,) verda f, boshlang‘ich vaqtda x(to)=xo tirik
=1, a = 0 <

i i an ‘ich shart bilan S ni topamiz.
mikroorgamzmlar SOII]) bOShl g ] o, | B
buni (3) ga qO‘Yib vaqt davomida mikroorganizmlar o‘zgansh qonunini

1 ]

topamiz. e xoe’("'°) @
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Ammo topgan bu qonuniyatimiz ganchalik haqiqiy hayotga to‘g’ri kelish
kelmasligini tajriba va kuzatishlar hal etadi. (4) formula shuni ko‘rsatadiki,
o‘sish eksponensial darajada, lekin hayotda birorta ham tirik organizm bu
darajada o‘smaydi. Chunki biz faraz qilgan (2) tenglamada ovgatlanish sharoiti
yaxshiligi va tashqi faktorlarning ta’siri yo‘qligi bu hagiqatga ziddir. Shunday
qilib, (2) tenglama yoki nazariy xarakterga ega (uzluksiz oziqlantirib turilganda
va tashqi halaqit beruvchi kuchlar bo‘lmasa, tirik organizmlar ganday
ko‘payishini ko‘rish mumkin) yoki sun’iy ko‘paytirishlar natijasini ko‘rsatadi.

(2) tenglamani birinchi marta 1802-yil Maltus qo‘llagan. Uning xatosi bu
tenglamani nafaqat tabiatga, hatio insonlarga qo‘llasa ham bo‘ladi deb
tushungan. Aslida, tenglama tor doirada qo‘llaniladi. >

Quyidagi Keltirilgan differensial tenglamalar uchun Kko‘rsatilgan
funksiyalar yechim bo‘lishini isbotlang,

1720. y'=3x, J’=%x’.
1721. y'+y=0, y=cosx.

°
1722. y'-x’y=0, y=¢ 3,
1723. 2)91':1’ y= x.
1724. y'+2y =0, y=e™,
1

1725, y"=x* +y?, y==.

1726. y*+y=0, y=3sinx-4cosx.

1727. y'-2y'+y=0, y=x¢.

1728. y"=cosx, y=-sinx+x*+x+1.

1729. y"-2y'+ y =0, y=qe* +cxe, €,,¢, —0‘zgarmaslar.

1730. y"+y=0, y=c sinx +c, 008X, ¢,,¢, — 0‘zgarmaslar.

1731. Agar y'-3y=0 differensial tenglamaning umumiy yechimi
y=Ce’ bo‘lsa, uning y(1)=¢€’ shartni ganoatlantiruychi xususiy yechimini
toping.

1732. Agar xy'-2y=0 differensial tenglamaning umumiy yechimi
y=Cx’ ekanligi ma’lum bo‘lsa, uning y(2)=12 shartni qanoatlantiruvchi .
xususiy yechimini toping.

Quyidagi o‘zgaruvchilari ajraladigan differensial tanlanmalarning
umumiy yechimlarini toping

1733. D=2, 17 de=xdy. 1735 =24 .
dc x
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qanoatlantiruvchi xususiy yec

2 r_
1736. y' =™, 1737. x+yy'=0. 1738. 2x(1+y*)+y'=0.
1739. xydx +(x+1)dy=0.
1741, fydx+x*dy=0.

b 1746. e* (¥ +1)=1.

—{+? .
1745. Ex'—(y +1)cosx

1747. (x2+i)2dy—(y2—2)2dx=0.

. Yltgx=y.
1749. 1+(1+y)e’ =0. 1750. y'igx

1740. |y +1dx —xpdy = 0.
1742, (1-y)dx+(x+1)dy=0.

1743, xfi- prde +1-22dy=0. 1744, e*abr+e’(1+e*)dyfo.

1748.(x* +1)dy -+ 2x(y—1)ds =0.

'—y=0.
1751, 2xsin ydx +(x* +3)cos ydy = 0.1752- (Vo +x)y' -y ,

tenglamalarning ko‘rsatilgan
himlariuni toping
1753. y' =3z, »(2)=3
Z’_)=_1,
o

Quyidagi differensial

1754. ydx + cigrdy =0,

1755. y* +x°y'=0, y(-1)=1.

—|=1.

1756. y'sin’xlny+y=0, Y7

2 /3
Yl y(_)=0.
1757. TR+l 4

1758, 2(1+¢* )3y’ =€ y(0)=0.

i i i tenglamalarning
i i jinshi differensial
Quyidagi bir Jio

yechimlarini toping

dy="0.
1759, (x* +y* )&= 0%
_Im2.
1760. ¥ -—xlnx
b4

2y
1761, y'=e* +;-
1762. (x+2y)ds—xdy=0-
1763. y* +X’y=2% -

=Yg,
1764. ¥y —-x"’ gx
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shartni

umumiy



1765. y -x'=yn=.
y
1766. y—,XJ)'=x+w"
1767. ydx +(2xy —x)dy=0.

Quyidagi chizigli differensial tenglamalarning umumiy yechimlarini

toping

1768. y - L = x.
X

1769. y' +2y=¢*,

1770. ¥ +xy +x=0.

1771. ' =2xInx-y.

1772. (p+e*)dx—dy =0.

1773 3 _2sgxy =0 (_£<x<£)_
2

1774. ' +3x*y = x2.

1773, Y —2tgxy =sinx (—§<x<£).

1776. 2 %

] —'+—=x3.

dc x
1777. y' - yctgx =sinx.

1778. (x* +1)y’ +dxy =3,

1779. y +y=x[y.
Quyidagi chizigli differensial tenglamalarning  Ko‘rsatilgan

shartlarni qanoatlantirnvchi xususiy yechimlarini toping

1780. (1-x)(3'+ y)=e™, y(2)=0.
1781 (x+y)y'=1, y(-1)=o0.

1782. x%y' _

d-y R
1783. x4y =cosx, y(,,)=_’![_. 3
& _xp
17840 ;—xz-i-l =X, y(2ﬁ)=3.

1785, x(x -1/ +y=2(2x-1), y(2)=4.
, __1

1786. b% -ytgx—'&)?x, y(O):o.

1787, L —(3x+1+Iy)dy =0, y(_%)=,.
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Quyidagi to‘liq differensialli tenglamalarning umumiy yechimlarini

toping

1788. (3x°y* +7)dx +2x"ydy = 0.
1789, (¢” + ye* +3)dr=(2-x¢’ =€)y
1790. cos(x-—y)dx—cos(y—x)ajz=0.
1791. (x+y)abc+(x+2y—e’)dy=0-
1792. (3x+2xy - yz)dx+(x2—2xy—3y2)dy=0-
1793. (2y-3)dx +(2x+3y*)dy=0.
1794. sin(x+y)dx+xcos(x+y)(dx+d)/)=0-
xdy — ydx

x4+

2 2
1796, X% _ Y —3% 4 0.
Y y

1795. xdx + ydy =

2-§. Ikkinchi tartibli differensial tenglamalar
aning umumiy va xususiy

1°. Ikkinchi tartibli differensial tenglam :
yechimlari. Ikkinchi tartibli oddiy differensial tenglama umumiy holda ushb\(ll)
F(x».55Y")=0

Aytaylik, bu tenglama y" ga nisbatan yechilgan

ko'rinishga ega bo‘ladi.

bo‘lsin: '
3" =F (%)

Bunday tenglamaning umumiy yechimi (

ixtiyori ‘liq bo‘lib
ixtiyoriy o‘zgarmaslarga bog‘liq bo’lb, )
y=p(%.GC2) yoki y (x,5,C;,C2) =0

agar u mavjud bo‘lsa) ikkita

ko nngl:d;;z;gﬂ;:: ]diﬁ-'erensial tenglamaning Xususly yech‘munll ke'ltmb
chiqarish uchun _izlanayotgan y=y(x) va uning hosilasi y'=y (x),

argument x ning X, giymatida

yx=xo=)’o. yx=xo
bo*lishini bilish yetarli bo*ladi.
1-misol. Ushbu
y'= 1 46
1+x°
differensial tenglamaning
d =3 y'lx =0 =2



shartlarni qanoatlantiruvchi xususiy yechimini toping.
ABerilgan tenglamani integrallasak, unda

f}"'a'x =I(] +1x2 + G)dx

Y =aretgre+6x+C,

bo‘lib,

bo‘ladi. Agar
Y x=0 B
bo‘lishini e’tiborga olsak, unda keyingi tenglik
Y =arcigx+6x +2

2

ko‘rinishga keladi.
Bu tenglamani integrallab:
J7'dc = [(arctgx + 6x+ 2)dx
ya’ni
y=!arctgcdx+3x2 +2x+C,
bo‘lishini topamiz.
Ravshanki,
'_ 1
= '3 s du =
Iarctgxdx= “ =arcrgx “ 1+x2dx ==x-arctgx—jx-,—-l—zdx=
dv=dx v=x e
N 1.d (I + x’) 1 )
_xarctgx—EI I x-arctgx—Eln(l +x )
Natijada

y =WC’gx—%ln(l +x*)+3x% +2x+C,
bo‘ladi. Yuqoridagi

shartdan foydalansak, unda
5= O'Orctgo-%ln(l +0)+3-0+2.0+C,
ya’ni
C,=5
bo‘ladi. N
Shunday  qilib, berilgan tenglamaning  ko‘rsatilgan  shartni
qanoatlantiruvchi xususiy yechimi

y= xarctgx—%ln(l +x2)+ 3x? +2x+5
bo‘ladi.»
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2% Ikkinchi tartibli differensial tenglamaning ba’zi xususiy hollari va
ularni yechish: a) aytaylik, ' .
’ F(x,y5,y")=0 6))

i tashmasin. Bu holda (1)
differensial tenglamada y= y(x) funksiya qa |

tengiama quyidagi F(x, /. y") _0 @
ko‘rinishga ega bo‘ladi. 4
Agar (2) tenglamada
gar (2) y,=z (z:Z(x)) bicinchi. taribl
«sbatan birin
deyilsa, unda y"=2z' bo‘lib, (2) tenglama z ga nisbatan G
i i ladi:
differensial tenglamaga ke F(x, . z') _o
2-misol. Ushbu
" _.!. y= xe*
Y%
differensial tmglamaréi yeching.
lamada
<4Bu teng y, =z (z = z(x)) X yldagi
= nisbatan qu
deyilsa, unda Y= 2’ bo‘lib, berilgan tenglama Z=2 (JC) e )
’ z - 1ooxe 3)

x .
birinchi tartibli differensial tenglamaga keladi o (bu  holda

iri formula
1-§ da keltirilgan | p—
p(x) =1 g(x)=xe" bo'ladi). (3) tenglamaning urm
’ z= (e" +C ) x

bo*lishini topamiz. Demak, y'= (e" +C )x.

Keyingi tenglikni integrallash natijasida
&

2
x
vt — g+ C.—+C
y=jy'd)c=f(e’+C,)xabc—xe e+GT+G
bo‘lishi kelib chiqadi. ) ol tenglamaning wnuiy yoc
° Shunday qilib, berilgan differen | aning umumi 1

X
y=xex—ex +C|’E'+C2

bo‘ladi.P
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e —

n i 1 z 3 — - ’ - - -
shartiarni ganoatlantiruvchi xususiy yechimini toping. ; _2 . [ltikmchl tartibli differensial tenglamaning ba’zi xususiy hollari va
ularn ish: i
Berilgan tenglamani integrallasak, unda 1 yechish: a) aytaylik,

. 1) F(x,3,5,3")=0 )
J y dx=j (H— P +6 )d * differensial tenglamada y:y(x) funksiva qatnashmasin. Bu holda (1)

i bo‘lib, tengiama quyidagi
| y' =arctgx +6x+C, F (X, ¥, J’") =0 @
bo‘ladi. Agar ko‘rinishga ega bo*ladi.
; Agar (2) tenglamada
y =2
x=0

y’ =z (Z = Z(x) -
deyilsa, unda y"=z' bo'lib, (2) tenglama z ga misbatan birinchi tartibli
differensial tenglamaga keladi:

bo‘lishini e’tiborga olsak, unda keyingi tenglik
V' =arctgx +6x +2
ko‘rinishga keladi. F (x, z,z') =0
Bu tenglamani integrallab: 2-misol. Ushbu
[y = [(arcigr + 6x+ 2)ix B R
ya'ni 3" - ;y =xe
y= jarcrgxdx +3x" +2x+C,

A———— e
iy

differensial tenglamani yeching.

! bo‘lishini topamiz. <Bu tenglamada

’ l Ravshanki, y=z  (s=2(x)
T _ 1 " 7 4 = . Y 1 '.da i
i Iarctg =[u e e 1+x? dx ==x-arctgx — _fx - — ‘“L—"‘i’fl FOX = deyilsa, unda y" =z’ bo‘lib, berilgan tenglama z -—z(x) ga nisbatan quyidag
dv =dx v=x e z'--l—z=x€x (3)
1.4 ( 1+ xz) *
= xarctgx — S j' — T =X-arcigx— 1 In ( i+ x?)_ birinchi tartibli differensial tenglamaga keladi. - holda
. ﬁ Natijada ¥ 2 1-§ 1 da  keltirilgan  (4) Sorgllatini. Symlaic. (bl.l .
B X rilads ing umumiy yechimi
» y=xa"ctgx~—%ln(1+x2)+3x2 +2x+C, p(x)z—-;, g(x)=xe" bo‘ladi). 3) tenglamaning u ¥y
”I" bo‘ladi. Yuqoridagi z= (ff'!r +C, ) X
_s bo‘lishini topamiz. Demak,
= y’:(e"-i-Cl)x.
dalans g
shartdan foydalansak, unda ) Keyingi tenglikni integrallash natijasida !
5=0-arctg0—_in(1+0)+3-0+2-0+C, & 4G~
2 = _ [ v =[{e" +C, Jxdx=xe* —&" +C,—+C.
- y=[yae=[(e+C)x Nig 2
. C,=5 bo‘lishi kelib chigadi.
bo‘ladi.

Shunday gilib, berilgan differensial tenglamaning umumiy yechimi
Shunday  qilib,  berilgan  tenglamaning  ko‘rsatilgan  shartni O )
qanoat]antiruvchi Xususiy vechimj Epamanitie y=x& —&HC—%F C,

— 1
Y =Xxarctox — 2 L 2x+ 1.
clgx ln(1+x2)+3x 2x+5 bo‘ladi.
ho‘ladr.’
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b) aytaylik,
F(x,y,5,y")=0 €))
differensial tenglamada x erkli o‘zgaruvchi gatnashmasin. Bu holda (1)
tenglama quyidagicha
F(y,y,y")=0 @)
ko‘rinishga ega bo‘ladi.
Bu holda z=y' ni yangi noma’lum funksiya, y ni esa yangi erkli
o‘zgaruvchi deyilsa, (4) tenglama ushbu

dz
F byt —— =0
(yzz @J

birinchi tartibli differensial tenglamaga keladi.
3-misol. Ushbu

y-y"-2y" =0
differensial tenglamaning umumiy yechimini toping.
<«Bu tenglamada
y=z
deyilsa, unda
P T
dy dx dy
bo‘lib, berilgan tenglama quyidagi:
y-z E -2z =0
dy

ya’ni

Z(y%—k) =0

ko‘rinishga keladi. Keyingi tenglikdan
z=0,
dz
—=-2z=0
y & z
bolishi kelib chiqadi. Birinchi tenglikdan
z=y'=0,yani y=C (C—const),

ikkinchi tenglikdan esa
& _2dy
z
bo‘lishini topamiz. Bu differensial tenglamani integrallasak, unda
Inz=2lny+InC
ya’ni
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bo*ladi. Ma’lumki,
Demak,

Keyingi tenglamanti yechamiz:

%;:Cﬂ% j%¥=ch&

— — Clx"’Cz,

< |-

1

= — P

Y=Tcx+C,

lik, o o)
c) aytaylt F(Lydhyq—o
differensial tenglama ushbu ,
¢ =F(y) almashtirish natijasida

ida keltirilgan aim . .
ko‘rinishda bo‘lsin. Bu tenglamé yuqorida uni yechib berilgan

birinchi tartibli differensial 'tenﬁlfn&ag
tenglamaning umumiy yechim! top
4-misol. Ushbu

keladi va

differensial tenglamaning quyidagl '

, ¥ 1

yx=3= W=3
; imini toping-.

i tlantiruvechi yechim! i

shartlami qen? v ;. % polishidan fo¥

<Agu‘f=z, y dy

dalansak, unda berilgan

tengiama ushbu nzdz =3 yz dy X
AR ini integralla
. Acning ikki tomonint I
ko*rinishga keladi. Bu tengl gzz _ ) +C,

ya’ni, o f‘y3 +C,

artga ko‘ra x=3da

bo-lishini topamiz. Sh .




s e e T

b) aytaylik, : oo
F(x,y,y,y")=0 z=0y
. . . ‘( ol y ) . (]) bo‘ladi. Ma’lumki
differensial tenglamada x erkli o‘zgaruvchi gatnashmasin. Bu holda (1) ? &y
tenglama quyidagicha z= e
F(y, " )=
. . . (y s ) 0 “) Demak,
ko‘rinishga ega bo‘ladi. dy )
Bu holda z=y" ni yangi noma’lum funksiya, y ni esa yangi erkli o =Cy".
o‘zgaruvchi deyilsa, (4) tenglama ushbu Keyingi tenglamani yechamiz:
dz) d dy
F(y,Z,Z'E)—O y—};:qu’ I?=Cl!dx’
birinchi tartibli differensial tenglamaga keladi. 1
3-misol. Ushbu —; =Cx+C,,
y-y"=2y" =0 1
differensial tenglamaning umumiy yechimini toping. y=- CxiC >
<«Bu tenglamada ) . 1 2
y'=z c) aytaylik, . a
deyilsa, unda F(x,y.5,y")=0 )
. ay dy dz differensial tenglama ushbu
E e = T — ”
dy dx ~ dy y'=F0) . htirish natijasida
bo‘lib, berilgan tenglama quyidagi: ko‘rinishda bo‘lsin. Bu tenglama yuqorida keltirilgan almas necnhib nb ejnl oan
@z _5.2_g birinchi tartibli differensial tenglamaga keladi va uni ¥
Y-z E —2z°= tenglamaning umumiy yechimi topiladi.
- 4-misol. Ushbu
ya’ni L3,
y=3y
z( y-di —22] =0 o 2
dy differensial tenglamaning quyidag!
ko‘rinishga keladi. Keyingi tenglikdan =1 y' =1
z=0, =3~ x=3
E shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini toping.
y 2Z - 0 dz . . ra) H
dy <A =g y'=z— bo‘lishidan foydalansak, unda berilgan
bo*lishi kelib chiqadi. Birinchi tenglikdan gar y =2
z=y'=0,ya'ni y=C (C—const )a o : tenglama ushbu 2
ikdinchi tenglikdan esa 222 =3y \
dz _ 2dy ko'rinishga keladi. Bu tenglikning ikki tomonini integralla
Py Sy
bo‘lishini topamiz. Bu differensial tenglamani integrallasak, unda ya’ni,
Inz=2Iny+InC, z=4y’ +C,
ya'ni botlishini topamiz. Shartga ko‘ra x=3 da
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bo‘lishidan

1=im,ya’ni C =0
dy 3
Z===
dx \ly .

Bu tenglikni integrallasak, unda

kelib chiqadi. Demak,

1
. 2y ?*=x+C,
bo‘ladi. Yana boshlang‘ich shartdan foydalanib
) -2=3+C,,C,=-5
bo‘lishini topamiz. Demak,
2

——=S5—x.
\[J_? X

Shunday qilib, berilgan tenglamaning boshlang‘ich  shartni

qanoatlantiruvchi yechimi
4

(x-sy’

y:

bo‘ladi; >
d) aytaylik,
- . F(x,.),y")=0
differensial tenglama ushbu
i - y” =F (x)
ko‘rinishda bo‘Isin. Bu differensial tenglamaning umumiy yechimi
y=[[F(x)dpr+Cx+C,
bo‘ladi.
S-misol. Ushbu
. . y" = xex
dlﬁ'erer;slal teflglamax.ﬁng umumiy yechimini toping.
Bu differensial tenglanl)_aning umumiy yechimi (5) formulaga ko‘ra,
y= j I_Ixe‘dx]dx +ex+c, "
bo‘ladi.
Ravshanki,

* u=x, du:dx
xe'dx = . . . .
j’ |:d\)=eldx’ v=e,:|—xe —Je dx =xe* —e*.
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Shuningdek,

_[Uxe"dx]dx: I(xe" -e’)dx:xe" - =€ (x-2)

bolib,
y=(x-2)¢ +6x+6

bo‘ladi.p

3°. Ikkinchi tartibli chizigli differensial tenglami:lar. Noma’lum
) ’ . _ oo a
y=y(x) funksiya va uning hosilalari ¥ =¥ (%), ¥’ =Y () lar birinchi
darajada qatnashgan ushbu
y"+p(x)'y'+q(x)-y=f(X) e
tenglama ikkinchi tartibli chizigli differensial tenglama deyiladi, bunda
p(x),q(x), £ (x) urluksiz funksiyalar.

Agar (6) tenglamada f (x)=0 bo'ls3, o
y"+p(x)-y'+q(x)-y=.0d.
insli differensial tenglama.deyl!a i , .

m:lllte:lglamaning yechimi hagida ba’zi ma l.un?otlar‘.
bir jinsli @ tenglamaning yechimi bo Isa,
po‘ladi, bunda ¢ =const;

yechimi o
7) tenglamaning yechimlari

bu ikkinchi tartibli bir j
Bir jinsli differensi
1. agar yo=Yo(%)

y =c-y,(x) ham shu tenglamaning b
2. agar Y} =D (x) va 72 = y(x) bi JlnSh.( himi bo‘ladi;

botisa, u holda , (¥)+, (¥) ham sh tenglamanis yee i S
3, agar ¥, (x) va ¥, (x) fer bir jinshi tenglamaning chiziq

ﬂ(x—) # const) yechimlari bo‘lsa.
Yo (X
y=c(x) e (%)

. . N adi:
bir jinsli (7) tenglamaning umurniy yechimi boia

4.agar y= ¥ (x) birjinsli ’
1 y,+p(x).y +q(x)-y=0

mi bo'lib, % () #0 bo‘lsa, u holda
S +px)yy+a)r=/ (x) |
tenglamani yechish birinchi tartibli chizigli tenglamani yechishga keladi.

Bu holda y”+p(x)-y'+q(x)-y=f(x) ®

tenglamaning umumiy yechimi

tenglamaning yechi
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y=1 3y =z=1

1=i',/1+C, ,ya'ni C, =0
dy 3
Z==~== N
ety

Bu tenglikni integrallasak, unda

bo‘lishidan

kelib chigadi. Demak,

1
-2y 2=x+C,
bo‘ladi. Yana boshlang‘ich shartdan foydalanib
-2=3+C,, C,=-5
bo‘lishini topamiz. Demak,
2

——=5-x.
J’; X

Shunday  qilib, berilgan tenglamaning  boshlang‘ich  shartni
qanoatiantiruvchi yechimi

4

(e-5)

y =
bo‘ladi;»
d) aytaylik,
F(x,y,y,y")=0
differensial tenglama ushbu

. Y'=F(x)
ko‘rinishda bo‘Isin. Bu differensia] tenglamaning umumiy yechimi
}’=I[F(x)dX}ix+C,x+C2 ®)
bo‘ladi.
S-misol. Ushbu
yﬁ = xex

differensial te‘nglamax}ing umumiy yechimini toping.
<«4Bu differensial tenglamaning umumiy yechimi (5) formulaga ko‘ra,
- Y
y:jLIxe‘dx]dx+c,x+cz '
bo‘ladi.
Ravshanki,

x u=x du=dx
xe'dx = i =x&* ~ [ oy = yor — oF
I [dv=e‘dx, v=e"] xe fe dx=xe"—e".

Shuningdek,

J'Uxe"cbc]dx= I(xe" —e’)dx= xg*—e*—e"=¢€" (x—2)

bo‘lib,
y=(x—2)¢ +gx+c,
bo‘ladi.»>
3%, Ikkinchi tartibli chizigli differensial tenglamt:lar. No“fa_’l'mf
¥=y(x) funksiya va uning hosilalari y'= y'(x), ¥"="(x) lar birinchi
jad h hbu
darajada gatnashgan us y"+p(x)°y’+q(x)')’=f(") - ©)
tenglama ikkinchi tartibli chizigli differensial tenglama deyiladi, bunda
p(x),g(x), £ (x) uzluksiz funksiyalar.
Agar (6) tenglamada f (x)=0 bo'lsa, . o
y+p(x)-y+4(x)r=

- lad.
bu ikkinchi tartibl bir jinsl differensial tenglama deyiladi,
Bir jinsli differensial tenglamaning yechimi haq aning yechimi bo'lsa,
1. agar y,=J (x) bir jinsli (7) tenglam
: 0

X i s bo‘ladi, bunda ¢ =const ;
echimi bo‘ladi,
y=c-y ham shu tenglamanng y mi bol . o
oa(gar) W= (x) va y,= y(x) bir jinsli (7) tenglamaning yechimlari
2. =V

bo‘lsa, u holda y, (x)+ 2 (x) ham sfmfen
3. agar y, (x) va ¥, (x) ler bir jins

glamaning yechimi bo‘ladi;
i tenglamaning chizigli erkli (ya’ni

Z‘l‘% # const) yechimlari bo‘lsa,
n(x
i y=ah (x)"'czyz (x)
i imi bo‘ladi;
bir jinsli (7) tenglaman(inf :mu::gl yechimi bo
4. =y, (x) birJ )
agar Y=.n0 y,+p(x)‘y'+q(x).y_0
i 0 bo‘lsa, u holda
ine yechimi bo'lib, % (%) #
tenglamaning ye y”+p(x)-y’+q(x)-y=f(x) | |
glamani yechish birinchi tartibli chizigli tenglamani yechishga keladi.
tenglamani y

Bu holda y"+p(x)°y'+4(x)°y = f(x) 8)

tenglamaning umumiy yechimi




_[2hp(zkn _f2izp(xn 2ieplakn ,
y=clyl‘[e " dx'*'yl‘[ € / g 'flx—)el g dx |dx+c,y, (9)
by

bo‘ladi. »
6-misol. Ushbu
Y -2x) -2y=2 (10)
differensial tenglamaning umumiy yechimini toping.
<«Bu tenglamaga mos bir jinsli differensial tenglama
y'-2xy'-2y=0

b (x) =€

bo‘lib, uning bitta yechimi

bo‘ladi. Hagigatdan ham
yi=¢ 2x, =é” -4x*+e* -2=2¢" +4x’e”
va
Y =2x) —2y=2¢" +4x’e" —2x-2x-&" —2¢* =0
Ravshanki, berilgan differensial tenglama uchun
p(x)=-=2x, q(x)=-2, f(x)=2, y=¢
bo‘ladi. (9) formuladan foydalanib, tenglamaning umumiy yechimini topamiz:

_[22m? am? _r22xe? 2xe” 220" 227
y=c-e*-fe’ ¢ dxte” eI & -jix,ej oy |dx+
€

4
+c2e'z =c e -Ie"‘zdx +e”2_|‘[e"rz IZalx}lx =" [clje"zdx-.kcz]-l.
Demak,
y'=2xy'-2y=2
differensial tenglamaning umumiy yechimi
y=é" I:cJe“de+czj|—l
bo‘ladi.»

Quyidagi ikkinchi tartibli differensial tenglamalarning umumiy
yechimlarini toping I

1797, y" =1-x". 1798. y* = 1. 1799, y" = cos2x.
d*y g :
1800. = =e¥+4, 1801 xp"+3'=0. 1802. y"=1-)".
2 .
1803. " =". 1804. %:lnx. 1805, y" =sinx—1.
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1806. 2y =142 1807. y"=xsinx. 1808. x(3"+1)+y'=0-
! ” 2 __
1809. y" =\1-y7.  1810. y'—="x-=xe‘. 1811. 3 -2y =0.

Quyidagi ikkinchi tartibli differensial

shartlarni qanoatiantiruvchi xususiy yechimlarini toping

1

T
1812, ' =4x' —2x+1,  y(1)=55> Y()=2:

. 1 {111,
1813. y’ =i, y(5)=l,y(2) 1

1814. ' +y2 + " =0,

y(O) =], y'(—]) =0.

1 oy
1815. xp/ =2x—)", y(l)=—2-, y()=1.

1816. y"=%yz, y(3)=1 y(3)=1-
1817. 29(y) =0, ¥(0)=0. ¥ (0)="3-

Quyidagi ikkinchi

umumiy yechimlarini toping
1818. (x—1)y"— %' +y=0.
1819, 25" —y' —y =4xe”.
1820. y" -2y +y=xe’.
1821. y"+y=xsinx.

S T
1822 ' -~y +5y=7 (x>0).

2x

1823. )"+ 7

x? y

2
1-x*

!

y=0.

3-§. IkKinchi tartibli chizigli o‘zgarmas koeffitsiyentli

differensial tenglamalar

1°. Bir jinssiz hamda bir jinsli differensial tenglamalar. Ushbu

y”+l7}"+by=f(x)’
Yy +ay'+by=0

tenglamalarning ko‘rsatilgan

tartibli chizigli differensial tenglamalarning

(M
@

differensial tenglamalarni qaraymiz, bunda a,b o‘zgarmas sonlar, f (x)

berilgan funksiya.
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Odatda, (1) tenglama bir jinssiz chizigli o‘zgarmas koeffitsiyentli
tenglama, (2) tenglama esa bir jinsli chiziqli o‘zgarmas koeffitsiyentli
differensial tenglama deyiladi.

Ushbu

E+ak+b=0 3)
kvadrat tenglama (2) bir jinsli differensial tenglamaning xarakteristik
tenglamasi deyiladi.

2°. Bir jinsli  differensial tenglamaning umumiy yechimlari.

Aytaylik,
Y'+ay'+by=0 @
bir jinsli differensial tenglama berilgan bo‘lib,
E+ak+b=0

kvadrat tenglama uning xarakteristik tenglamasi bo‘lsin. Bu xarakteristik
tenglamaning ildizlarini &, va k, deylik:

1) agar k, =k, bo‘lsa, (2) differensial tenglamaning umumiy yechimi

y=e"(c + c,x) )]
bo‘ladi;
2) agar k, + k, bo‘lsa, (2) differensial tenglamaning umumiy yechimi
' y=cxe" +c e’ 5
bo*ladi;

3) agar K =a+ip, k,=a—if (kompleks sonlar) bo‘lsa, (2)

differensial tenglamaning umumiy yechimi
y=e"*(c,cos fx +c,sin Bx) (6)

bo‘ladi.

1-misol. Ushbu

Y —2)'—8y=0

bir jinsli differensial tenglamaning umumiy yechimi toping.

<Bu differensial tenglamaning xarakteristik tenglamasi

k> —2k—-8=0

bo*lib, uning ild_i;lari kl =4, kz =-2 bo‘ladi.

(5) formuladan foy

G dalanib, berilgan differensial tenglamaning umumiy
yechimi

‘ Y =ce¥ +c,e?* .j‘

bo'‘lishini topamiz.p>

2-misol. Ushbu

Y —=10y'+25y =0

bir jinsli differensial tenglamaning umumiy yechimini toping.

<4Berilgan differensial tenglamaning xarakteristik tenglamasi

k*-10k+25=0

bo‘lib, bu kvadrat tenglamaning ildizlari k =k, =5 bo'ladi.
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Demak, xarakteristik tenglama karrali ildiz.ga ega. .(4) formuladan
foydalanib, berilgan differensial tenglamaning umumiy yechimi
y =¢e* +cxe’ =’ (¢, +¢,x)
bo*lishini topamiz. »
-misol. Ushbu
T y' -6y +13y=0
ir jinsli differensial tenglamaning umuqxiy yechimixfi toping. .
bl”msd Berilgan differensial tenglamaning xarakteristik tenglamasi

K —-6k+13=0
“lib. bu kvadrat tenglamaning ildizlari
bolib, bu kva kl=3+2i’ k=32

b ]adll*:lndi a =3, B =2 bo'lishini e’tiborga olib, (6) formuladan foydalanib,

. . . . himi
berilgan differensial tenglamaning umumiy yec :
- y =e"(c,cos2x+c,sin2x)
bo‘lishini topamiz.»

3° Bir jinssiz differensial tenglamaning umumiy yechimlari

Aytaylik,
ytay y"+®/+by =f(x) o l (1)
bir jinssiz differensial tenglama berilgan bo‘lib, unga mos bir jinsli tenglama

differensial tenglama Yy +ay +by=0 )

. istik tenglamasi
ning xarakteris +ak+b=0

ol arakteristik tenglamaning ildizi karrali bo‘lsin: & = k. Bu holda (1

differensial tenglamaning umumiy yechimi

birJnnsslzy e 4, e J‘ f(x) e-hxdx—e""‘j‘lf (x)e™adx ()

bo‘lad; Xarakteristik tenglamaning ildizi k, va k, turli va haqigiy bo‘lsin. Bu

iz differensial tenglamaning umumiy yechimi

holda (1) bir jinss e e
y= clek" +czek,x + % —k‘ If(x)e dx +
2

I f(x)e™dx

@®

eklx

+
k! "kz

bo‘ladi.
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3. Xarakteristik tenglamaning ildizlari kompleks sonlar bo‘lsin:
k=a+if,k,=a-if

Bu holda (1) bir jinssiz differensial tenglamaning umumiy yechimi

y=e"{acos fx+bsin fx) + & I Sf(x)e™de+ it I S(x)e™ de (9)
k—k k -k
bo‘ladi.
4-misol. Ushbu

V' =3y +2y=4x?
bir jinssiz differensial tenglamaning umumiy yechimini topin
<€ Avvalo, bu differensial tenglamaga mos bir jinslip &
¥'-3y +2y=0
differensial tenglamaning umumiy yechimini topamiz. Ravshanki
tenglamaning xarakteristik tenglamasi P " e
. o K -3k+2=0
bo‘lib, uning lldlzla.n K = 1, k, =2 bo‘ladi. Demak, bir jinsli differensial
tenglamaning umumiy yechimi (5) formulaga ko‘ra,
y=ce +c,e”
ga teng.
Endi, (9) formuladan foydalanib, unda k=1, k=2va f (x)=4x*
ekanligini e’tiborga olib, bir jinssiz differensial tenglamaning umumiy yechimi
. 2x x
y=ce +ce” + -ze—l I4x2e'2‘dx + le— J. 4x%e™dx
bo‘lishini topamiz. 2
Bo‘laklab integrallash usulzidan foydalanib, integrallamni hisoblaymiz:
_"e'z" Axtdx e[ 4% _8x 8

3 T4t = (-2x —2x-1)

- — 4 2
.fe <4x’dx =e (_—xl—%’-c-+%)=e"(—4xz—8x—8)

Demak, berilgan bir jinssiz differensial tenglamaning umumiy yechimi
yY=qe* +ce*” +(—2x2 —2:\:-—1)—(-—4x2 —8x-8) =
=ce” +c,e®* 4+ 2x? :
bo‘ladi.p> TR TR -
S-misol. Ushbu

i i diffecencia V' 46y +9y =xe™>
ir jinssiz differensial tenglamaning umumiy yechimini topin
<4Bu bir jinsciz differensial tenglamaga mos bo‘lgaﬁ bigr. jinsli
Y'+6y'+9y=0 (10)
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differensial tenglamaning umumiy yechimini topamiz. Ravshanki, (10)
tenglamaning xarakteristik tenglamasi
B +6k+9=0 .

bo‘lib, uning ildizlari k, =%, =3 bo‘ladi. Unda bir jinsli tenglamaning
umumiy yechimi

y=e(c +cx)
bo‘ladi. .
Endi (8) formuladan foydalanib, unda Kk =-3, f (x)=x-*
ckanligini e’'tiborga olib, berilgan bir jinssiz differensial tenglamaning umurniy -
yechimi i .
y=e>(c +czx)+xe’3‘jxe"3"e2’dx—e 3"J‘J::-xe eV dx =

x* x* 3 3 x
_ 3x Z ¥ __eF=e¥|e +ox+—
=e (c,+czx)+ 5 e 3 VU6

bo‘lishini topamiz. P

e, ulyatsiya migdorining dinamikasi ) )
g’opl:lll’)l')ats)i'ya ’r,ningrining dinamika.si (ya’ni, .poptflsfatﬂya‘ da\{ngia
tug‘ilish va o‘lish natijasida tirik mayj.udotl?{ m}qdonpél;g (;)izgans' %
ekologiyaning muhim masalalaridfm biri. Birinchi t?mh ;ahmfferenam;]ﬂa(
tenglamalarni o‘rganishda yugqoridagi n.lasala:}mg, eng oddgr o q hold;;
Ozig-ovqat bilan ta’minlangan va t.ashql n'.xuhlt ta smdax'xlc igar;a;angan
populyatsiya dinamikasi quyidagi differensial tenglama bilan berildi:
Loy ®
dt

Bu yerda x=x(t)-—t vaqtdagi populyatsiya miqdori. Bu tenglamaning

yechimi quyidagicha: Y{t=t)
X=X

. . kelib Chiqdi . . o .
ekanligi boshlang‘ich vaqtdagi populyatsiya miqdori. (1)

Bu yerda Xo» t . " . . . .
tonglama yoki nazariy ahamiyatga ega yoki sun’iy sharoitdagi mavjudotlarning

tsiyasini aniglaydi. ] .
poPu]y;oleyatsiya!ﬁﬂg rivojlanishini 1845-yilda Ferxyulsta-Perla tenglamasi

. oritib beradi. Bu tenglama ma\duqotlamipg [chk1 qarama-.
a:glrm?l‘xlkla{lm hisobga oladi, bu esa populyatsiya miqdorining tezhg.lm
gek:inlashtiradi. Bu qarama-qarshiliklarga ozig-ovqat. uchun kur?sh., jips
yashaganda infeksiya tarqalishi va hk. kiradi. Yuqoridagi faktlarni hisobga
olib, Ax o*sishni hisoblashda yxAf qiymatdan h(x,At) giymatni ayiramiz:

Ax=yxAt —h(x,At)
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3. Xarakteristik tenglamaning ildizlari kompleks sonlar bo‘lsin:

k=a+if, k,=a-if

Bu holda (1) bir jinssiz differensial tenglamaning umumiy yechimi

k.

= [r(x)e —’¢c+mjf(x)e-’°~-‘a5c ©)

€

y=e" (acos Bx+bsin fx) + z
2

bo‘ladi.
4-misol. Ushbu
o ¥ =3y +2y=4x"
bir jinssiz differensial tenglamaning umumiy yechimini toping.
<« Avvalo, bu differensial tenglamaga mos bir jinsli
s 1 ¥'=3y'+2y=0
ifferensial tenglamaning umumiy himini i i
. — yechimini topamiz. Ravs
tenglamaning xarakteristik tenglamasi pamiz. Raushanid b
N o k*-3k+2=0
bo‘lib, uning lldlzia:n k =1, k, =2 bo‘ladi. Demak, bir jinsli differensial
tenglamaning umumiy yechimi (5) formulaga ko‘ra,
y=ce" +c,e””
ga teng.

Endi, (9) formuladan foydalanib, unda k =1, k, =2 va f(x)=4x"
ekanligini e’tiborga olib, bir jinssiz differensial tenglamaning umumiy yechimi
y=ce +c,e” + ——;3 : I AxPe i + —— I4xze""‘dx

bo‘lishini topamiz. - -z
Bo‘laklab integrallash usulidan foydalanib, integrallarni hisoblaymiz:

N T : g
Iez 4x dx =e (—J—C.——8—1—+h8—]=e*2’(—2x2~2xkl)

_— [ 4x?
Ie 4x*dx =e [.%]__%{+%):g“’(—4x2—8x—8)

Demak, benl%an bir £]'inssiz differensial tenglamaning umumiy yechimi
y=6e +ce” +(—2x? —2x—1)—(-—4—:>c2 -8x—8) =
. =ce” +c,e™ +2x* +6
bO‘-]ad].'. 1 2 x° +6x+7
5-misol. Ushbu

x

o _ Y +6y +9y=xe”
bir JInssiZ dlf‘f_er_e_nsm:l tenglamaning umumiy yechimini toping.
<Bu bir jinsciz differensial tenglamaga mos bo‘lgan bir jinsli
y'+6y +9y=0 (10)

differensial tenglamaning umumiy yechimini topamiz. Ravshanki, (1 0)
tenglamaning xarakteristik tenglamasi
K +6k+9=0
bo‘lib, uning ildizlari k =k =3 bo‘ladi. Unda bir jinsli tenglamaning
umumiy yechimi
y=e(c, +6,X)
bo‘ladi. ‘
Endi (8) formuladan foydalanib, unda k=-3, f(x)=x ey
ekanligini e’tiborga olib, berilgan bir jinssiz differensial tenglamaning umumiy
yechimi
y=e (¢ +ex)+xe _[xe""ez’dx —e™ J‘ x-xe e dx=
2 3 3
-3x X — X -3x -3x X
=™ (g +ox)F e — e =gl g +c2x+-—)
2 3 6 )

bo*lishini topamiz P

4°, Populyatsiya migdorining dinamikasi

Populyatsiya miqdorining dinamikasi (ya’ni, populyatsiya davrida
tug‘ilish va o‘lish natijasida tirik mavjudotlar migdorining o‘zgarishi)
ekologiyaning muhim masalalaridan  biri. Birinchi tartibli  differensial
tenglamalarni o‘rganishda yuqoridagi masalaning eng oddiy holatini garadik.
Ozig-ovqat bilan ta’minlangan va tashqi muhit ta’siridan chegaralangan holda
populyatsiya dinamikasi quyidagi differensial tenglama bilan berildi:

dx
S E 1
e (1)
Bu yerda x=x(t)—t vaqtdagi populyatsiya miqdori. Bu tenglamaning
yechimi quyidagicha:
x=x,e’
ekanligi kelib chiqdi.

Bu yerda X;, f boshlang‘ich vaqtdagi populyatsiya miqdori. (1)
tenglama yoki nazariy ahamiyatga ega yoki sun’iy sharoitdagi mavjudotlarning
populyatsiyasini aniglaydi.

Populyatsiyaning rivojlanishini 1845-yilda Ferxyulsta-Perla tenglamasi
anigroq yoritib beradi. Bu tenglama mavjudotlaming ichki garama-.
qarshiliklarini hisobga oladi, bu esa populyatsiyva migdorining tezligini
sekinlashtiradi. Bu qarama-qarshiliklarga ozig-ovqat uchun kurash, jips
ya'shaganda infeksiya tarqalishi va hX. kiradi. Yuqoridagi faktlarni hi’sobg;a
olib, Ax o°sishni hisoblashda yxAf giymatdan h(x,At) giymatni ayiramiz:

Ax = yxAt —h(x,At)
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h(x,At) fanksiya o‘rniga ko*pehilik hollarda Sx?Ar populyatsiyani qaraymiz:
h(x,At)=6x*At

bu yerda: J— koeffitsiyent ichki qarama-qarshiliklar,

h(x,At) qiymat — bu ichki qarama-qarshiliklar evaziga populyatsiya
miqdori tezligining kamayishini ifodalaydi. qarama-qarshiliklar gancha yuqori
bo‘lsa, urug‘lanadiganlaming bir-biri bilan uchrashishi shuncha ko‘p, bu
uchrashishlar soni x-x ko‘paytmaga to‘g'ri proporsional, ya’ni x2. Ikki xil
mavjudotning uchrashishi xy ga to‘g‘ri proporsional. Bu turlar bir-birining
joyini egallashi mumkin.

Shunday gilib,
Ax =vxAt - 5x*At
bu tenglikni At ga bo‘lamiz, @
Ax
Vit ox*

va At — 0 da limitga o‘tamiz.

dx _ 2

Z - ox 3)

bu tenglama Ferxyulsta-Perla tenglamasi.
Bu tenglamadan yx ni qavsdan chiqarib, quyidagicha yozamiz:

dx 7x(l 5)
— —_——X
dt 7

yoki
Yo x

dx 5

—-:}'x.

dt z
, o
E: H deb belgilaymiz:

Lo

ratia ) ®)

Agar , <yt bo‘lsa, u holda barcha ¢ > !, vagt uchun haqiqéxﬁm ham x(z)

differensiallanuvchi funksiya. (5) tenglamadan kelib chiqadiki, x(¢)< u da &
di
t b i x(t) o‘sadi. Bundan shuni xulosa qilish
mutt!ﬂﬂl‘lkl,.x(t ) -l‘ ga ten.g qlymatni gabul qilsa o‘sadi. x =y to'g'ri chizigni
kesib o‘tadi (1-chizma) yoki x = A to'g'ri chiziqqa urinadi (2-chizma).

musbat bundan kelib chiqadiki,
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X4 X
" ®
Xo
to t to t
1- 2-chizma

Birinchi holda: x(1)>u va x'(t)>0. Bu (5) tenglamaga zid. Ikkinchi
holda, x(t)<# va x'(1)<0, bu ham (5)-tenglamaga zid. Shunday qilib, x(r)
4 ga teng bo*lishi mumkin emas,agar x, <z bo‘lsa.

O‘zgaruvchilarni ajratib,

udx
x*(p-3)

= ydt

yoki
bundan

Agar x, < & deb hisoblasak, quyidagiga ega bo‘lamiz:
Inx-In(x-x)=yt+InC
bundan
=—Ce” ©
H—X
qulaylik uchun £, =0 va x(O) =x, < deb olib, (6) ga qo‘ysak,
C=—22
Moo
topilgan qiymatni (6) ga qo‘ysak, quyidagini hosil qilamiz:
X __ %
H=xX p—x
Bundan gidiralayotgan Ferxyulsta-Perla modelini hosil qilamiz:
_ xue”
H= X+ %"
Epidemiya nazariyasida differensial tenglama
Epidemiyaning eng oddiy turini qaraymiz. Aytaylik, o‘rgani layotgan
kasailik uzoq vaqt davom etadi, demak, infeksiya tarqalishi kasallanishga
nisbatan tezroq tarqaladi. Biz infeksiya tarqalish holati bilan chegaralanamiz.
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Aytaylik, a va n lar mos ravishda infeksiya yugqtirganlar va yugtirmaganlar
sonini aniqlasin. x =x(f) t vaqtdagi sog‘lom organizmlar, y=y(f) ¢
vaqtdagl mfek§iyalmgan organizmlar soni. Uncha katta bo‘lmagan vaqt
oralig‘ida, ya’ni 0 <t <T quyidagi tenglik o‘rinli:
x+y=n+a &)
.Demak, uchrashish chog‘ida infeksiya yugtirilgan organizmdan sog‘lom
organiznga o‘tadi, u holda sog‘lom organizmlar soni vaqt o‘tishi bilan
kamayadl va u uchrashuvlar soniga proporsional bo‘ladi (ya’ni, xj ga
g:;;l?g;sglic;r;ag;lgundan sog‘lom organizmlar soni kamayadi va kamayish tezligi
dx
= B-xy (10)
bu yerda: S — proporsionallik koeffitsiyenti. Bundan y ni topib.
(9) ga qo‘ysak: ’
%=—ﬂ-x(n+a-x).
O‘zgaruvchilarga ajratib quyidagini topamiz:

x(rn+a-x) ==h-d
yoki
(n+ra-x)+x
x(n+a—x) dx=-—/3(n+a)'dt'
Bundan
dx dx
x " (n—x+a) =—-,B(n+a)-dt '
Integrallab, quyidagini hosil qilamiz:
Inx—ln(n—x+a)=—,8(n+a)t+lnC
yoki
X e Pl
(n-x+a) ce

C ni topish uchun quyidagi boshlang‘ich shartdan foydalanamiz. Agar
t=0 da sog‘lom organizmlar soni n bo‘lsa(ya’ni x=n). Bundan C=2
ekanligi kelib chiqadi va

— X 7 Amay
n—x+a gq N
Demak, gidirayotgan ifodamiz quyidagiga teng ekan:
. __n(n+a)

X=m—7
n+a eﬂ(m»a)t
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Chumoli inidan tashqarida chumoli_nin.g mc‘hhgl |
Chumoli hayotining umumiy yash.a:sh belgilari ko pchnh}cka ma dm:;x
Chumoli topilgan ozig-ovgatni yoki qurilish rqatmal!an::m topilgan Joy?dan
uyasiga tashiydi. Shuning uchun chumoli soni uyasining yaqinida uyi
uzoqroggqa nisbatan ko‘proq (3-chizma).

S markai deb radiusi a ga teng doirani
i uyasining markazi de iusi @  doi
Chmntazl:qa)r?;a chumolilar uchun ozig-ovqgat bn{ ml::ia
tagsimlangan deb hisoblaymiz. Bu degnni radiusi r .ga.teng ayl:-;:dag;:n ad;
undan tashqarida ham bir xil. Shuning uchun radivsi 7 Iga . (ias ylenads
(»>a) chumoli zichligi bir xil taqsimlanganﬂdeb faraz. : qi a:::zamf s
i s
zichligi deganda ma’lum atrofdagt h?s!\ar.o ar sonining . ziga
niZba:tgilga :};gt?l:di). Bundan kelib chigadiki, zichlik bu r masofan{t;g funksiyasi
bo*lib, nugtalari bitta nurda yotgan nugtalar bilan c;he%lars::asflaakn kzll :g]?k b
Soddalik uchun statsionar holatni, ya’ni vaqt o'us zichlik har
nugtada o?z‘ga:;;as deb hisoblaymiz. Ammo bu flqg_am, chumoli l.)ll'-.bll‘.l bg:nn
aralashib ketmaydi degani emas. Ozig-ovqat qu.imshdzf chumoli .bu- joyds
ikkinchi joyga ko‘chib yuradi. Biz bu qidirishni fasodlﬁy deb hisoblaymiz,
ya’ni biri]ikyvaqt jchida ovqat gidirib biror atrofni t'a.rk etsa, Xuf!fh shunchz}
sondagi chumolilar shu atrofga qo*shni atrofdan o“tac.h. Shunday qilib, chumol{
uyasi gatrofidan ovgat izlab boshqa joyge ko‘chishsa, yana shu sondagi
i idan chigadi. ) . .

Chuml;)ilrﬂ:xu‘rlg:s ly‘i)atngan ?kkita go'shni nuqtan qaraymiz: A nuqta chumolilar
uyasining markazidan 7 masofada joylashggn I?o‘lsm, B .m_lqta r+ Ar
masofada bo‘lsin. Bu nugtalar atrofida chumolilarning ko‘chishini kuzatamiz.

Aytaylik, O(r +Ar) — B nugtadagi chumolilar soni. Chumoli ovqat
qidirayotganda birorta yo*nalish ikkinchisidan yaxshi bo‘la olmaydi. Chunki
atrof bir xil deb hisoblangan. Chmoli s‘oni umng qaysi yo‘nalishdan ovgat
qidirishiga bog'liq emas. Bundan kelib chigadiki, agarda A nugta atrofidan B
nugtaga qarab ag(r), @<l chumolilar chiggan bo‘lsa, u holda B nuqta

atrofidan 4 nugtaga aQ(r + Ar) sondagi chumolilar chigishdi.

Bunda, eng muhimi, ikkala holatda ham o sonining bir xil ekanligidadir.
a fiksirlangan yo‘nalishdagi chumolilar gismini aniglaydi. Ammo A nuqta
atrofidan B nugqta atrofiga chiggan chumolilarning barchasi ham B nuqtaga
yetib bormaydi, chunki yo‘lda ovqatni topganlari uyasiga qaytib ketadi. Bu
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Aytayhk, avan lar mos ravishda infeksiya yuqtirganlar va yugqtirmaganlar
sonini a.lm‘qlasm.‘ x=x(z) t vaqtdagi sog‘lom organizmlar, y=y(1) ¢
vaqt_da‘-g mfek:uyalangan organizmlar soni. Uncha katta bo‘lmagan vagqt
oralig‘ida, ya’ni 0<¢<T quyidagi tenglik o*rinli:
x+y=n+aq €))

Demak, ‘uch{ashlsh chog‘ida infeksiya yuqtirilgan organizmdan sog‘lom
organizmga o tadi, u holda sog‘lom organizmlar soni vaqt o‘tishi bilan
kamayadi va u uchrashuvlar soniga pro,

kn ( porsional bo‘ladi (ya'ni, xly ga
proporsional). Bundan sog‘lom organizmlar soni kamayadi va kamayish tezligi

quyidagiga teng:
dx
bu yerd a =l (10)
u yerda: ff — proporsionallik koeffitsiyenti. Bundan v nj toni
(9) ga qo‘ysak: y ni topib,

dx
= =—ﬂ-x(n+a—x).
O‘zgaruvchilarga ajratib Quyidagini topamiz:
dx

x(n+a—x) ==p-dt
yoki
(n+a—x)+x¢c
(nra—z) & Plrraya
Bundan

dx
> amxyg) Alrea)ar
Integrallab, quyidagini hosil qilamiz:

lnx-ln(n—x+a)=-—ﬂ(n+a)t+lnC
yoki

In

- -ﬂ(nm)l
(n-x+ a) Ce

C ni topish uchun quyidagi boshlang‘ich shartdan foydalanamiz. Agar

t=0 da sog‘lom organizmlar sonj » bo‘lsa(ya’ni x=n). Bundan C=2

ekanligi kelib chigadi va ¢
— X M ey
n—x+qg g N
Demak, gidirayotgan ifodamiz quyidagiga teng ekan:
y=_n(n+a)

\
n+ gefray
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Chumoli inidan tashqarida chumolining zichligi
Chumoli hayotining umumiy yashash belgilari ko‘pchilikka ma’lum.
Chumoli topilgan ozig-ovqatni yoki qurilish materiallarini topilgan joyidan
uyasiga tashiydi. Shuning uchun chumoli soni uyasining yaginida uyidan
uzogroqgqa nisbatan ko‘proq (3-chizma).

3-chizma o o
Oddiylik uchun chumoli uyasining markazi deb radlus.l a gateng dou_am
olamiz va bu doiradan tashqarida chumolilar uchun ozig-ovgat bir xilda
tagsimlangan deb hisoblaymiz. Bu degani radiusi r .ga.teng aylanadag:l;nn:i‘;l;
undan tashqarida ham bir xil. Shuning uchun radiusi r ga teng ay ada
(*>a) chumoli zichligi bir xil tagsimlangan deb faraz qxla;mz s:ts"h;ru;ga
zichligi da ma’lum atrofdagi hasharotlar sonining shu a 1ziga
nisbatgi;a(;;gu?lnadi). Bundan kelib chiqadiki, zi.chlik bu r masofam'rtx‘g funksiyasi
bo‘lib, nugtalari bitta nurda yotgan nugtalar bilan chegi.lra!a.n.sak kifoya. ‘
Soddalik uchun statsionar holatni, ya’ni vaqt o‘tl§hl bilan _zmphk. l.\ar.bxr
nuqtada o‘zgarmas deb hisoblaymiz. Ammo bu degam, chumoli !nr-}m:n b:jlaann
aralashib ketmaydi degani emas. Ozig-ovqat qu.imshdz_l chumoli bir l_;oy :
ikkinchi joyga ko‘chib yuradi. Biz bu gxdmshnl fasodlﬁy deb h1s9b :yrmh:;,
ya’ni birlik vaqt ichida ovqgat qidirib. biror atrof“m mrk etsa, Xu'd.dl shuncha
sondagi chumolilar shu atrofga qo‘shni 'fxtrofdan o‘ tadl Shunday qilib, chumol!
uyasi atrofidan ovqat izlab boshqa joyga ko‘chishsa, yana shu sondagi
i idan chigadi. .
Chun;)ilrﬂ:ru:gaas;ﬁngan ?kkita qo‘shni nuqtani qarayn:iZ_: A nuqta chumolilar
uyasining markazidan 7 masofada Joylashg.an l?o lsm,‘ B nugta r+ A,.
masofada bo‘lsin. Bu nugtalar atrofida chumolilarning ko‘chishini kuzatamiz.
Aytaylik, Q(r+Ar) — B nuqtadagi chumolilar soni. Chumoli ovqat
gidirayotganda birorta yo‘nalish ikkinchisidan yaxshi bo‘la olmaydi. Chunki
atrof bir xil deb hisoblangan. Chumoli soni uning qgaysi yo‘nalishdan ovgat
qidirishiga bog‘liq emas. Bundan kelib chiqadiki, agarda 4 nuqta atrofidan B
nuqtaga qarab aQ(r), @<l chumolilar chiggan bo‘lsa, u holda B nuqta

atrofidan 4 nugtaga @Q(r + Ar) sondagi chumolilar chigishdi.

Bunda, eng muhimi, ikkala holatda ham o sonining bir xil ekanligidadir.
a fiksirlangan yo‘nalishdagi chumolilar qismini aniqlaydi. Ammo 4 nuqta
atrofidan B nuqta atrofiga chiqggan chumolilarning barchasi ham B nu

yetib bormaydi, chunki yo‘lda ovqatni topganlari uyasiga qaytib ketadi. By
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toifadagi chumolilar 4 va B nugtalar orasidagi masofa qancha katta be‘lsa
shuncha ko‘p bo‘ladi. Shuning uchun 4 nuqta atrofidan chiqqgan B nuqta
atrofiga yetib boradigan chumolilar soni quyidagi ayirma bilan ifodalanadi:
Qs =aQ(r)- PaQ(r)Ar

Bu yerda p-proporsianallik koyeffitsiyenti (manzilga yetmasdan
qaytgan chumolilarni aniglaydi). Bu koeffitsiyent atrofga bog'lig, lekin atrofda
sharoit bir xil bo‘lganligi uchun S shu atrofda o‘zgarmas. aQ(r+Ar)
qiymatga B nuqta atrofidan 4 nugqta atrofiga emas, boshqa yo*nalishga chigib,
yo‘ldan ovqat topib orqaga qaytganlari ham kiradi. Bunday chumolilarga OMN
sektordan hali chigib ulgurmaganlari ham 4 nugqta atrofiga kiradi. Ar qancha
katta bo‘lsa, ular shuncha ko‘p bo‘ladi. Shunday qilib, B nuqta atrofidan
chigib, 4 nugta atrofiga tushadiganlari, quyidagi yig‘indi orqali aniqlanadi.

Oy =aQ(7 +Ar)+ BaQ(r + Ar)Ar

bu yerda: {;-chumoli uyasiga qaytgan chumolilar sonini aniqlaydigan
proporsionallik koyeffitsiyenti. Biz statsionar holatda bo‘lganimiz uchun, ya’ni
. nuqta atrofida o‘zgarmas sonda qolgani uchun quyidagi tenglik bajariladi.
Q45 =0

ya’ni,

aQ(r)- paQ(r)Ar =aQ(r + Ar)+ BaQ(r + Ar)Ar
Bundan biz differensial tenglamaga kelamiz. Chumolilar soni uning
zichligining yuza ko‘paytmasiga teng bo‘lgani uchun (@ ga gisqartirib) oxirgi
tenglikni quyidagicha yozamiz:

n(r)S,— Bn(r)S,Ar =n(r +Ar)S, + Bn(r + Ar)S,Ar - (12)
bu yerda: n(r) va n(r+Ar) lar 4 va B nugtalardagi mos ravishda zichligini
belgilaydi; S, va S, shu nugta atrofining yuzalari.

Yuzani qutb koordinatalar sistemasida hisoblab, quyidagini hosil
qilamiz: _

S,~hrA®; Sy ~h(r +Ar)Ad.
Buni (12) tenglikka qo‘yamiz: ~ -

n(r)irA® — fn(r)ir AGAr = n(r + Ar Yh(r+ Ar)A® + Bn(r + Ar)h(r + Ar)ADAr

buni AAD ga gisqartirib gruppalasak, quyidagini hosil qilamiz:: .-
n(r+Ar)(r+Ar)-n(r)r =—[ﬁn(r)r +Bn(r+ar)(r ii—'Ar)]Ar .
- Bu tenglikni Ar gabo‘lib, Ar — 0 intiltirsak
—r-n()=~(8,+)-m(r) (13)
Qisqalik uchun £, + B =y deb belgilaymiz va

e
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Biz n(r) zichlik uchun differensial tenglama hosil qildik.
Aytaylik, n(a)-chumoli uyasining chegarasidagi (r =a) zichlik giymati

— (14)ni integrallab, quyidagini hosil qgilamiz:

ln[r-n(r)]:—yr +C. (15)
Boshlang‘ich shartdan foydalanib, C = ln[a . n(a)] +ya ni hosil gilamiz.
Buni (15) ga qo‘yib,
In u&l = _7(r -— a)
a-n(a)
Bundan
n(r) =£n(a)e"(""). (16)
r

Bu — gidirilayotgan egri chiziq tenglamasi. Agar a, n(a) va y laming

giymatlari ma’lum bo*Isa,grafigini chizish mumkin.(4-chizma).

P}

0 a b P
4-chizma

» o'sishi bilan egri chiziq kamayadi. a va n{a) lami tajriba yo‘li bilan
i iyi as. Ammo ¥ koeffitsiyentni hisoblash giyinrog. Agarda
ttzlz).;:;anqg::te;?ﬁk modelni to‘g‘ri deb l.)isqblasak, bundan lseolib. c_:hjqadild:
gandaydir y ni berilgan deb (16) dan zichlikning masofaga bog’ llqhgxdan. ¥ ni
hisoblasak bo‘ladi. Agar (16) o‘rinli bo‘lsa, u holda r>a uchun ham o‘rinli,

xususan, r =b uchun

n{b)= -Z—n(a) e V),

bundan
1 n&n (a) :
"“b-a  b-n(d) )
y ni hisoblash uchun 2 ni ham n(a) kabi (16) formuladan
hisoblashimiz kerak. Buning uchun quyidagilarni hisobga olishimiz kerak.
A) (16) formuladan ixtiyoriy katta r uchun n(r)=0. Haqigiy hayotda,
albatta, bunday emas;
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B) y qiymat vaqtga, albatta, bog'‘liq, chunki kyechasi va kunduzi quyosh
aktiv vaqtda chumoli boshqa vaqtga nisbatan aktivligi kam bo*ladi.
Ammo kunning har xil vaqtda n(a) va n(b) qiymatlarni (17) formulaga

asoslanib hisoblab, y ni (16) formulaga qo‘yib, har xil vaqtda o‘zining egri
chizig‘ini topa olamiz.

Otsimlik bargining o‘sishi

Tuzilishi doira shaklida bo‘lgan yosh yaproq yuzasining o‘sish tezligi
yaproq aylanasi uzunligi va unga tushgan quyosh nuri miqdoriga to‘g‘ri
proporsional. Bu esa quyosh nuri va yaproq orasidagi burchak kosinusi va
yaproq yuzasiga to‘g‘ri proporsional. Agar ertalab soat 6 da yaproq yuzasi
1600 sm” va kech soat 18” da shu kuni 2500 sm? bo Isa, yaproq yuzi S bilan ¢
vaqt orasidagi bog‘lanishni toping.

Quyosh nuri va yaproq orasidagi burchakni, ya’'ni soat 6°° va 18% ni
(ishorasini hisobga olmagan holda) 90° ga teng, kun yarmida 0° ga teng deb
qabul gilamiz.

Aytaylik, ¢ vaqt yarim tun 00 dan boshlansin. Agar yaproq yuzasi S
o‘zgarsa, u holda yaproq o‘sishining tezligi

ds
7,=k|2717'Q

bu yerda: 27y —yaproq aylanasining uzunligi, QO —yoruglik nurining soni,
k,—proporsionallik koeffitsiyenti.

Yaproq yuzasi S = zy* dan quyidagini yozib olamiz:

S
r=.l—
T
U holda
ds_, 2m
==k J;@Q (18)
Quyidagi shartdan:
Q=kScosa 19)

(bu yerda: a-nur va vertikal orasidagi burchak, k,—proporsionallik
koeffitsiyenti) & burchak ¢ argumentning chizigli o*suvchi funksiyasi ekanligi
kelib chiqadi: '
a=kt+b
ky va b parametriarni qo‘shimcha shartlar asosida topamiz:

agar =6 bolsa, a=—%,
agar /=12 bo‘lsa, @ =0,

agar =18 bo‘lsa, a=%.

180

Oxirgi ikkita shartdan quyidagiga ega bo‘lamiz:
0=12k, +b

1
L 18k, +b
> ks

bu sistemani yechib,

ni topamiz. Bundan
a= %(l - 12)

buni (19) ga qo‘yamiz. .
=(t-12

0= kZScos[lz(f )]

buni (18) ga qo‘yamiz.

o _ klkzgf_SJg 005[%('”12)]

gt " om

schi i ajratsak,
k,-k, =k deb belgilasak. U holda o'zgaruvchilar!?)

ds 2= cos(l’.(t—n))df

sJs  Nr \12
buni integrallab,
2 Mgy Z(e-12)+C
Js bilan
=6 da §=1600 va t =18 da § =2500 shz.ﬂlﬂ-f 1
1 2rc
20 7
1 __zik_+C
25 Ir
Bu sistemani yechib: \/;

9 oV i

C="200° 24-20? -
. . ‘larmiz:
topamiz. Buni (20) ga qo‘yib, quyidagiga °&? bo

e AR

75 24-200dx 12
Bundan esa 160000 -
- inl Z(1-12 ]}
{9 —sin [ 12 (f )
I topamiz.
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2 24m sin[.”_(:—lz)]—g(,g
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B) 7 qiymat vaqtga, albatta, bog'lig, chunki kyechasi va kunduzi quyosh
aktiv vagtda chumoli boshqa vagtga nisbatan aktivligi kam bo‘ladi.

Ammo kunning har xil vagtda n(a) va n(b) qiymatlarni (17) formulaga
asoslanib hisoblab, y ni (16) formulaga qo‘yib, har xil vagida o‘zining egri
chizig'ini topa olamiz.

O'simlik bargining o‘sishi

Tuzilishi doira shaklida bo‘lgan yosh yaproq yuzasining o‘sish tezligi
yaproq aylanasi uzunligi va unga tushgan quyosh nuri miqdoriga to‘g'ri
proporsional. Bu esa quyosh nuri va yaproq crasidagi burchak kosinusi va
yaproq yuzasiga to‘g‘ri proporsional. Agar ertalab soat 6" da yaproq yuzasi
1600 sm” va kech soat 18° da shu kuni 2500 sm’ bo‘lsa, yaprog yuzi S bilan ¢
vaqt orasidagi bog‘lanishni toping,

Quyosh nuri va yaproq orasidagi burchakni, ya’ni soat 6”° va 18% ni
(ishorasini hisobga olmagan holda) 90° ga teng, kun yarmida 0° ga teng deb
gabul gilamiz.

Aytaylik, ¢ vaqt yarim tun 00 dan boshlansin. Agar yaproq yuzasi S
o‘zgarsa, u holda yaproq o‘sishining tezlig

di'
2k
L T
bu yerda: 27y —yaproq aylanasining uzunligi, O—yoruglik nurining soni,
k,—proporsionallik koeffitsiyenti.
Yaproq yuzasi S =7y’ dan quyidagini yozib olamiz:

JE
r=,—.
b2

U holda
ds 27
—=k =S 18
7=k J;‘/_ 0 (18)
Quyidagi shartdan:
O=kScosa (19)

(bu yerda: a-nur va vertikal orasidagi burchak, k,—proporsionallik
koeffitsiyenti) & burchak ¢ argumentning chizigli o‘suvchi funksiyasi ekanligi
kelib chigadi:
a=ki+b
k; va b parametriarni qo‘shimcha shartlar asosida topamiz:
agar {=06 bo‘lsa, « =—§,
agar £ =12 bo‘lsa, @ =0,

agar 1 =18 bo‘lsa, a:%.
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Oxirgi ikkita shartdan quyidagiga ega bo‘lamiz:

0=12k,+b
T
—=18k,;+b
L
bu sistemani yechib,
Fis
= b =T
b 12
ni topamiz. Bundan
a=2(t-12)
12

buni (19} ga qo‘yamiz.
0=kS cos[%(? - 12)]

buni (18) ga qo‘yamiz.

d: 27 L
& i 25\ )

k -k, = k deb belgilasak. U holda o‘zgaruvchilarni ajratsak,
& kzj—r-cos[%(t -—12)}:’!

Vs

buni integrallab,
D sin[i(r-lz)w] (20)

N A
t=6 da §=1600 va =18 da S =2500 shartlar bilan
1 —-ﬂw
200 <z
1 24k
——=——+C
25

Bu sistemani yechib:

9 e Jr 4
200 24-200
topamiz. Buni (20) ga qo‘yib, quyidagiga ega bo‘lamiz:

2 N .
_ =——sm[E(t—l2)] 200

Js  24-200Jz

160000 :
{9—sin[%(z‘—12)]}
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Bundan esa

S:

Ri topamiz,




Daraxt o‘sishini hisoblash hagidagi masala

Nega sharoit eng yaxshi bo‘lganda ham daraxt ma’lum uzunlikdan
oshmaydi? Nega daraxt turiga bog‘liq bo‘lmagan holda boshlang‘ich vaqgtda tez
o*sadi, so*ngra o‘sishi sekinlashib, asta-sekin o‘sishi nolga teng bo‘ladi?

Biroq biz bilamizki, daraxt tomirlarining osishi fotosintez yordamida
energiyasi ko‘payishiga olib keladi, ammo oziglanish borgan sari giyinlashib,
bora-bora energiya yetishmay boshlaydi va daraxt o‘sishdan to‘xtaydi.

Shu fikrlarga asoslanib, energiya balansining taxminiy tenglamasini
tuzamiz, ya’ni matematik modelini tuzamiz.

1. O'sayotgan daraxt o‘sish davrida geometrik xususiyatini saqlaydi,
ya'ni uzunligining daraxt diametriga nisbati o‘zgarmaydi.

2. Erkin energiyani (yoki harakatdagi moddani) faqat fotosintez orqali
oladi.

3.Erkin energiya tirik to‘qima hosil qilishga va tuproqdan
aralashmalarning ko‘tarilishiga sarf bo‘ladi. O‘rtacha hisobda katta vaqt
oraligéida birlik sirt yuzasiga o‘zgarmas miqdorda yorug‘lik tushadi va
tarkibidagi moddalardan bir qismini yutishi mumkin.

Aytaylik, x — daraxtning chiziqli o‘lchami. Bu degani daraxt
balandligini x orqali, yaprogning yuzasini x* orqali va nihoyat daraxt hajmini
x’ orqali belgilaymiz. x ning o‘zgarishini ¢ orqali, ya'ni x=x(t) orqali
ifodalashga harakat gilamiz.

Aytaylik, x(to)=0 bo‘lsin. Balans tenglamasini x bo‘yicha ifcdalasak,
E erkin energiya daraxt tanasining yashil gismidan fotosintez orqali hosil
bo‘ladi, yashil gismi ganchalik ko‘p bo‘lsa, shuncha energiya ko‘p bo‘ladi.
Shunday qilib, E x* ga to*g‘ri proporsional

E=ax’
bu yerda: « — proporsionallik koeffitsiyenti («¢ yaprogning o‘lchamiga va
tuzilishiga hamda fotosintezga bog‘liq). Bizning farazimizga ko‘ra, boshqa
encrgiya beruvchi omillar yo‘q va biz energiyaning tagsimlanishini
kuzatishimiz kerak. Energiya birinchidan, fotosintez sodir bo‘lishi uchun
sarflanadi. Bu sarflanish ham x* ga to‘gri proporsional, ya’ni S, bu yerda
B proporsionallik koeffitsiyenti @ dan kichik.

Energiya ozuqaning butun daraxi tanasiga tarqalishi uchun sarflanadi.
Ma’lumki, u energiya qancha ko‘p sarflansa, tana shuncha katta bo‘ladi.
Bundan tashqari, bu sarflanish og‘irlik kuchini yengishga bog‘liq va bundan
kelib chiqadiki, agar ozugani qancha balandga ko‘tarib sarflasa, energiya
shuncha ko‘p sarflanadi. Shunday gilib, energiyaning bu sarfi hajmi x’ ga va
balandlik x ga to‘g‘ri proporsional, ya’ni y-x*-x.

Nihoyat, energiya daraxtning massasini oshirishga sarflanadi (ya’ni
o‘sishiga). Bu sarflanish o‘sish tezligiga to‘g‘ri proporsional, ya'ni m= px’
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ing 0° chligi, **—hajmi).
massadan vaqt bo‘yicha hosila ( p—_t‘lal-'axml.ng 0 hr:sf?z azlla(;l:f’ x°—hajmi)
Shunday qilib, oxirgi energiya sarflanishi quyidagicha 1o

52(e7)
. . dagica teng
Energiyaning saglanish qonunidan energiya sarfi quyidagigd
bo‘ladi:
d
E=ﬂx’+7x‘+6z(px3)
yoki

& @1
ax? = prt+yxt +3¢5px‘}7

ini . Bu tenglamani 360%"
bu esa biz gidirayotgan energiya balansining tenglamast

bo‘lib quyidagicha yozamiz:

a=f_, L =b
3dp 3op
bundan: .
& b, a>0, b>0 @)
dt
k Ii . .
— & _ o bu demsk, a-bF 20, bunden
Daraxt o‘sayotgan ekan, u holda 7 >
. o oicha yOZAMIZ:
d <% kelib chiqadi. Shuning uchun (22) ™ quyidagicha ¥
___________dc =dt
b| ¥ —5’-)
7%
buni integrallab,
Dx
1 ln__é--— =t+C
2Nab  [a_,
b o
o ¢ nihosil qilamiZ-
boshlang*ich shart x(f,)=0 dan foydalanib, €=~ ™
f_ +X (23)
2Jab (4 _,
b

bu tenglamani x ga nisbatan yechamiz:
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Daraxt o‘sishini hisoblash hagidagi masaia

Nega sharoit eng ){axshi oo‘lganda ham daraxt ma’lum uzunlikdan
oshmaydi? Nega daraxt turiga bog‘liq bo‘lmagan holda boshlang‘ich vaqtda tsz
o‘sadi, so‘ngra o‘sishi sekinlashib, asta-sekin o°sishi nolga teng bo‘ladi?

Biroq biz bilamizki, daraxt tomirlarining o‘sishi fotosintez yordamida
energiyasi ko‘payishiga olib keladi, ammo oziglanish borgan sari giyinlashib
bora-bora energiya yetishmay boshlaydi va daraxt o‘sishdan to‘xtaydhi. ,

Shu fikrlarga asoslanib, energiya balansining taxminiy tenglamasini
tuzamiz, ya’ni matematik modelini tuzamiz. ’

1. O‘sayotgan daraxt o‘sish davrida geometrik xususiyatini saglaydi
ya’ni uzunligining daraxt diametriga nisbati o‘zgarmaydi. ’

i 2. Erkin energiyani (yoki harakatdagi moddani) faqat fotosintez orqali
oladi.

3. Erkin energiyz_i tik to‘gima  hosil gilishga va tuprogdan
aralashmalarning ko‘tarilishiga sarf bo‘ladi. O‘rtacha hisobda katta vaqt
oralig‘ida birlik sirt yuzasiga o‘zgarmas migdorda yorug‘lik tushadi va
tarkibidagi moddalardan bir qismini yutishi mumkin.

Aytaylik, x - daraxtning chizigli o‘lchami. Bu degani daraxt
balandligini x orgali, yaprogning yuzasini x* orgali va nihoyat daraxt hajmini
x’ orqali belgilaymiz. x ning o‘zgarishini ¢ orqali, ya’ni x=x(f) orqali
ifodalashga harakat gilamiz. }

Aytaylik, x(4,)=0 bo‘lsin. Balans tenglamasini x bo‘yicha ifcdalasak
E erkin energiya daraxt tanasining yashil gismidan fotosintez orqali hosi;
bo‘ladi, yashil gismi ganchalik ko‘p bo‘lsa, shuncha energiya ko‘p bo‘ladi.

Shunday qilib, £ x” ga to‘g‘ri proporsional

E=ax’
bu yerda: & — proporsionallik koeffitsiyenti (& yaprogning o‘lchamiga va
tuzilishiga hamda fotosintezga bog'liq). Bizning farazimizga ko‘ra, boshqa
energiya beruvchi omillar yo‘q va biz energiyaning tagsimlanishini
kuzatishimiz kerak. Energiya birinchidan, fotosintez sodir bo‘lishi uchun

sarflanadi. Bu sarflanish ham x* ga to‘g‘ri proporsional, ya’ni Bx*, bu yerda

F proporsionallik koeffitsiyenti @ dan kichik.

Energiya ozuganing butun daraxt tanasiga targalishi uchun sarflanadi.
Ma’lumki, u energiya gancha ko‘p sarflansa, tana shuncha katta bo‘ladi.
Bundan tashqari, bu sarflanish og‘irlik kuchini yengishga bog‘liq va bundan
kelib chigadiki, agar ozugani gancha balandga ko‘tarib sarflasa, energiya
shuncha ko‘p sarflanadi. Shunday qilib, energiyaning bu sarfi hajmi x* ga va
balandlik x ga to‘g‘ri proporsional, ya’ni y-x” - x.

Nihoyat, energiva daraxtning massasini oshirishga sarflanadi (ya’ni
o‘sishiga). Bu sarflanish o'sish tezligiga to‘g‘ri proporsional, ya’ni m= ox
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massadan vaqt bo‘yicha hosila ( p—daraxtning o‘rtacha zichligi, x’—hajmi).
Shunday qilib, oxirgi energiya sarflanishi quyidagicha ifodalanadi.
di s
o—[px
m (‘O ) . .
Energiyaning saglanish qonunidan energiya sarfi quyidagiga teng
bo‘ladi:
: d; s
E=px* +yx* +§E(px )
yoki
dx
ax® =gt +yxt+ 36px" b @D

bu esa biz gidirayotgan energiya balansining tenglamast. Bu ot
bo‘lib quyidagicha yozamiz:

a=fl L=
3dp 3dp
bundan:
iix—a—-bxz, a>0, b>0 @2)
dt
kelib chiqadi.

dx -
Daraxt o‘sayotgan ekan, u holda — >0 bu demak, a—bx" >0, bundan

a . . - - A
i B kelib chiqadi. Shuning uchun (22) ni quyidagicha yozamiz:

- ax =dt
z_ 8
b(x bJ
buni integrallab,
a
S
! ]n b =t+cC
2Jab [a_,
b

boshlang:ich shart x(t,) =0 dan foydalanib, ¢= ni hosil gilamiz.

a
— X
P AT @)

2JEJ§:
b

bu tenglamani x ga nisbatan yechamiz:
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-
\j; 1-e™?(r-1,) ”

x= Z'l-i-e'z‘ﬁ(t—to)

Bu daraxt o‘sishini aniqlaydigan formula.
Agar a,b va t, giymatlari ma’lum bo‘lsa, bu formula yordamida vaqtga
nisbatan o‘rtacha o‘sishini hisoblash mumkin. (24) formula bilan berilgan egri

chizigni tekshirish mumkin. %>0 ligidan va (22) formuladan quyidagini

hosil gilamiz:

Shunday qilib, agar >¢,, x(t)>0 (bu daraxt balandligi) bo‘lsa, u holda
.. . d’x .
oxirgi tenglikdan }—‘2—<0 ga kelamiz. Demak, (24) chiziq o‘suvchi qavariq

chizig. (24) formuladan f —> +w da x(f) > \lg hosil bo‘ladi. Grafigi

X

£

o S-chizma
quyidagicha bo‘ladi:
a < e g .

\l-l: balandlik daraxt o‘sishining chegarasi, chunki energiya daraxtning
fotosintez va ozuqa bilan ta’minlanishiga sarflanadi. Daraxt shuni
ko‘rsatkichdan yuqori o‘smaydi. & o suring uchun b
‘ @49 formula bllal} berilgan egri chiziq daraxt o‘sishini qanchalik to‘g‘ri
1fod§laydl? Bu §avolga Javob berish uchun dub daraxtini olib ko‘ramiz. Yoshi
40 yildan 22? yllgaChsf !Joflg?n dub daraxti uzunligi (24) formulada tekshirildi.
a va b o zgi‘ll'llvc-hlll lkklta tenglamalar sistemasi hosil bo‘ladi va bu
o :?g?ruvgh}lal:m topish mumkin. Topilgan a va b giymatga qarab aniq egri
chiziq chizildi. Bu egri chiziq tajribadagi dub daraxt o‘sishining egri chizig'i
bilan ustma-ust tushdi. Boshqacha qilib aytganda, (40 :x(40)) va
(220:x(220)) nugtadagi nazariy va tajribadagi egri chiziglar ustma-ust tushdi.
Demak, ko*‘rilgan matematik model ishonarli.
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ko‘rsatilgan shartni qanoatlant

Quyidagi ikkinchi tartibli chizigli o‘zgarmas koeffitsiyentli

differensial tenglamalarning umumiy yechimlarini toping

1824. y"-9y=0. 1825. y"+15y'=0.  1826. y"+49.y=0.

1827. y"+y'-2y=0. 1828. ¥ +2y +2y=0.
1829. 2y" -3y —2y=0. 1830. y"—4y'+13y=0.

1831, y=)"+y'. 1832. -J-L:,Z=3. 1833. y"+6y'+25y=0.
y

L ! — (] .—_.-Zx.
1834. y'+y'=%. 1835, 5 -5y +6y=3. 1836. Y +9¥

1837, y'+2y=¢".  1838. )"~ y=e¥.1839. ' -5Y +6y=2".

’ — 3x
1840. )" +4y=sinx. 184L y'-4y +3y=10e 2x
1842, y"—5)' =30x-11.1843. y"+y —2y=8sin2x.

o p—
Quyidagi ikkinchi Mﬁil.’:.ivﬁif:slﬁs;f:cmaﬁni togping.
1845, y* +3y'=0,  y(0)=1 y'(0)=3.
1846. y" +4y'=0, »(0)=0, y'(0)=2.
1847. y'—y' +2y=0, ¥(0)=0, y(0)=1.
1848, 5+ 4y +29y=0, ¥(0)=0 ¥(O=15
1849, y' -2y +10y=0, ¥(0)=1 y(0)=0
d {Z)=-1.
1850. y"+4y'=0, y(i‘):l’ y(z
1851 y' -6y +9y=0, ¥(0)=2 y(0)=7.
1852, -2y +29=0, »(0)=0 Y(O)=L-
1853, y~2y+3y=0,  ¥(0)=1 Y(O=3
1854, 3" -2y +2y=2x%, »(0)=0, ¥(0)=0-
1855, y" -9y’ =2-x, y(0)=0, yl(0)=l’
1856. y* +4y'=2c0s2x,  ¥(0)=0 y(0)=4 ,
1857, yf 2y +10y="T4sin3x,  ¥(0)=6 y(0)=3
1958, -6y =18, »(0)=b Y(O="
1859, ;7 +9y' =15sin2%,  ¥(0)=" y'(0)=0-

2% .’.’.):—27!-
3)- e

1860. y + y' = —8sinx — 6COSX,
1861. "= ;y; y(0)=a, y(0)=0
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Darajali qaterlar yordainida quyidagi differensial tenglamalarning
ko‘rsatilgan shartlarni qanoatlantiravchi xususiy yechimlarini toping.

1862. y"+y'-x* =0, y(0)=2, y'(0)=1.

1863. y"+x3=0,  y(0)=1, y(0)=0.

1864. y"+y-¢"=0,  y(0)=2, y'(0)=1.

1865. y'-xy=0,  y(0)=0, y'(0)=1.

1866. ' =2y?, y(O) =1.

1867. )" +1/+y=xcosx,  y(0)=0, y(0)=1.

Nazorat savollari

1. Birinchi tartibli differensial tenglama va uning umumiy va xususi
yechimiariga ta’rif bering. s > g

2. O‘zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamalar deb nimaga
aytiladi?

3. Chizigli differensial tenglamalar deb nimaga aytiladi?

4. To‘liq differensialli tenglama deb nimaga aytiladi?

5. Ikkinchi tartibli differensial tenglamaning umumiy va Xususiy
yechimlari deb nimaga aytiladi?

6. Ikkinchi tartibli differensial tenglamaning ba’zi xususiy hollari va
ulamni yechish usullarini keltring.

7. Hgkxfchi.tartibli chiziqli differensial tenglamalar deb nimaga aytiladi?

8. Bl{' Jinssiz ha.mda bir jinsli differensial tenglamalarga izoh bering.

9. Bir jinsli differensial tenglamaning umumiy yechimi deb nimaga
aytiladi?

10. Bir jinssiz differensial i : s .
aytiladi? 12l tenglamaning umumiy yechimi deb nimaga

16-bob
Maydon nazariyasi elementlari. Matematik fizikaning
ba’zi bir tenglamalari

Maydon nazariyasi elementlari

Fazoda biror P to‘plamni (fazo nuqtalari M lardan iborat to‘plamni)
qaraylik: P ={M } .Uni P soha deb ham yuritamiz.

Agar P schadan olingan har bir M nugtaga ma’lulfl goidaga ‘ko‘ra biror
 son (ko‘p hollarda fizik ma’nosi bo‘lgan # son) mos qo‘yilgan bo‘lsa,

M—u
P sohada skalyar maydon berilgan deyiladi va
u= u(M )

kabi belgilanadi. ] )
Mgalsalan, fazoning (atmosferaning) har bir nuqtasiga shu nuqtadagi havo

haroratini mos qo‘yish bilan skalyar maydon hosil bo‘ladi. U harorat maydoni
deyiladi. ‘ .
Agar P sohadan olingan har bir M nuqtaga ma’lm? qoidaga ko‘ra, a
vektor (fizik ma’noga ega bo‘lgan vektor) mos qo‘yilgan bo‘lsa,
M—a

P sohada vektor maydon berilgan deyi!adi va

a=a(M)
ol biflgali:?aﬁl.fazoda, uzluksiz massa tarqatilgan x_nz_tteriya har?k.atida unkl:lg
har bir nuqtasiga shu nuqtadagi tezlik (nuqta tezligi) mos qo‘yilsa, vektor
maydon hosil bo‘ladi.

1-§. Skalyar maydonning sath sirti va gradiyenti
1°. Skalyar maydonning sath sirti. Ushbu
w=u(M)=u(x.,7)
funksiya bilan berilgan skalyar maydonning unda u(x,y,z) funksiyaning
Qiymati bir xil (ya’ni o‘zgarmas C ga teng) bo‘lgan nuqtalarini qaraymiz:
u(x,y,z)=C (C=const) 0
Bu tenglama aniglagan sirt skalyar ma)(donning sath sirti deyiladi, (1)
tenglama esa sath sirtning tenglamasi deyiladi. .
Har bir nuqta orqali bitta sath sirt o‘tib, qaralayotgan schani butunlay
to‘Idiradi va ular o‘zaro kesishmayfli. o
Ma’lumki, skalyar maydonni quyidagicha:
u=u(F)
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Darajali qatorlar yordainida quyidagi differensial tenglamalarning
ko‘rsatilgan shartlarni ganoatlantiravchi xususiy yechimlarini toping.

1862. y"+y -7 =0, y(0)=2, y'(0)=1.

1863. " +xy=0, y(0)=1, y'(0)=0.

1864. y"+y-e*=0, y(0)=2, y'(0)=1.

1865. y"—xy=0,  y(0)=0, y'(0)=1.

1866. y'=2y*, y(0)=1.

1867. y"+x)'+ y=xcosx,  y(0)=0, ¥'(0)=1.

Nazorat savollari

1. Birinchi tartibli differensial tenglama va uning umumiy va Xususiy
yechimlariga ta’rif bering.

2. Ofzgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamalar deb nimaga
aytiladi?

3. Chizigli differensial tenglamalar deb nimaga aytiladi?

4. To‘liq differensialli tenglama deb nimaga aytiladi?

5. Ikkinchi tartibli differensial tenglamaning umumiy va xususiy
yechimlari deb nimaga aytiladi?

6. Ikkinchi tartibli differensial tenglamaning ba’zi xususiy hollari va
ulamni yechish usullarini keltring.

7. Ikkinchi tartibli chiziqli differensial tenglamalar deb nimaga aytiladi?®

8. Bir jinssiz hamda bir jinsli differensial tenglamalarga izoh bering.

9. Bir jinsli differensial tenglamaning umumiy yechimi deb nimaga
aytiladi?

10. Bir jinssiz differensial ten i i imi i
ytladi? glamaning umumiy yechimi deb nimaga

16-bob
Maydon nazariyasi elementlari. Matematik fizikaning
ba’zi bir tenglamalari

Maydon nazariyasi elementlari

Fazoda biror P to‘plamni (fazo nugqtalari A lardan iborat to‘plamni)
qaraylik: P={M}.Uni P soha deb ham yuritamiz.

Agar P sohadan olingan har bir M nuqtaga ma’lum qgoidaga ko‘ra biror
u son (ko'p hollarda fizik ma’nosi bo‘lgan # son) mes qo‘yilgan bo‘lsa,

M—u
P schada skalyar maydon berilgan deyiladi va
u=u (M )

kabi belgilanadi. ' ) )
Masalan, fazoning (atmosferaning) har bir nuqtasiga shu nuqtadagi havo

haroratini mos qo‘yish bilan skalyar maydon hosil bo‘ladi. U barorat maydoni
deyiladi. _
Agar P sohadan olingan har bir M nuqtaga ma’lum qoidaga ko‘ra, a
vektor (fizik ma’noga ega bo*lgan vektor) mos qo‘yilgan bo‘lsa,
M—a
P sohada vektor maydon berilgan deyi!adi va
a=a(M)
kabi belgi i. ' )
l\lg::?aﬁl fazoda, uzluksiz massa targatilgan r_ngteriya har?k?txda uning
har bir nugtasiga shu nuqtadagi tezlik (nuqta tezligi) mos qo‘yilsa, vektor
maydon hosil bo‘ladi.

1-§. Skalyar maydonning sath sirti va gradiyenti
1°. Skalyar maydonning sath sirti. Ushbu
u= u(M) = u(x:y’z)
funksiya bilan berilgan skalyar maydonning unda u (x,y, z ) funksiyaning
qiymati bir xil (ya’ni o‘zgarmas C ga teng) bo‘lgan nuqtalarini qaraymiz:
u(x,y,2)=C  (C=const) o))

Bu tenglama aniglagan sirt skalyar maydonning sath sirti deyiladi, (1)
tenglama esa sath sirtning tenglamasi deyiladi.

Har bir nuqta orqali bitta sath sirt o'tib, qaralayotgan schani butunlay
to‘Idiradi va ular o‘zaro kesishmaydi.

Ma’lumki, skalyar maydonni quyidagicha:

u=u(F)
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ham yozish mumkin, bunda 7 vektor M =M(x,y,z) nuqtaning radiusi-
vektori. Bu holda maydon sath sirtining tenglamasi
u(F)=C (C=const)
bo‘ladi.
1-misel. Ushbu

u(x,3,2) =R ~x* =2 _ 72

skalyar maydonning sath sirtini toping.

<«4Bu skalyar maydonning sath sirti

JR-x-y* -7 =(C, ya'ni x* + y* 4 22 = R? —C?

bo‘ladi. Keyingi tenglama markazi koordinatalar boshida bo‘l i
sferalar oilasini (to‘plamini) ifodalaydi. . olgan konsentrik

Xususan, C =0 bo‘lganda bu sath sirtj

*+)y 475 =R?

sfera bo‘lib, u maydonni chegaralab turadi. p

2°. Skalyar maydonning gradiyenti. Skalyar maydon
u=u(M)=u(x,y,z)
ning aniglanish sohasiga tegishli bo‘lgan M, = M, (0 ¥0+2,) nugtani va shu
nuqtadan P‘mvchi hamda shlx sohaga tegishli yo‘nalishga ega bo‘lgan !/
chizigni (! vektomi) olaylik. / vektor yo‘nalishida M, (%> ¥52,) nuqtadan
p masofada bo‘lgan nugtani M = pf (x, ¥, z) deylik: MM = p,
Agar @,B va y lar | vektor bilan mos ravishda OX,0Yva OZ

:ggadinata o‘qlarining musbat yo‘nalishlari orasidagi burchaklar bo‘lsa, u

X=X -
0 _ Y=y z—z
=cosa, % =cos 3, 2

=cosy 2)
bo‘ladi.

Agar M nuqta / chiziq bo‘ylab M, nuqtaga intilganda (bu holda p—0)
ushbu

u(M)""(Mo) _ u(x,y,Z)—u(xo,yo,zo)
. . el p p

msbatmnjg limiti mavjud bo‘lsa, bu limit » = u(x,y,z) funksiyaning M,
nuqtadagi / yo‘nalish bo*yicha hosilasi deyiladi va

S0 g
kabi belgilanadi. Demak,
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du(M,) =Hm“(M)_"(Mo) .

ol p—0 y)
Skalyar maydonning M, nuqtasidagi / yo‘nalish bo‘yicha hosilasi
ou{M,)

ol
maydonning (maydon aniglagan fizik holaming) shu yo‘nalish bo‘yicha
o‘zgarish tezligini ifodalaydi.

Agar  u=u(M)=u(x,y,z) funksiya M, (xo,yo,zo) nuqtada
differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda bu funksiya ixtiyoriy yo‘nalish bo‘yicha
hosilaga ega bo‘lib,

Ou(M,) _ au(]w")cosoz+2u—(£’!—Qcosﬂ-a- ou(M,)
al = ex oy oz

cosy 3

bo‘ladi.
Aytaylik,
u= u(x9 Ys Z)

skalyar maydon berilgan bo‘lib, u(x, y,z) funksiya uzluksiz xususiy

kosilalarga ega bo‘lsin.

Ushbu o
ou 7, Ou 5, %%}
ERAE —
vektor skalyar maydonning gradiyenti deyiladi va g7 adu kabi yoziladi:

ou - Ou - _a_u_]'c'
grad =—a_x_t+a}l J+t oz
Skalyar maydon u =u(x, y,Z)ning gradiyenti gradu shunday vektork,
u sath sirtining normali (%) bo‘yicha u ning o‘sish tomoniga qarab yo‘nalgan
bo‘lib, qiymati (uzunligi)

et (28] (2]

esa, shu yo‘nalish bo‘yicha o°zgarish tgzligjga teng l')o‘lad.i.
Gradiyentning koordinata o‘qlaridagi proyeksiyalari

ou o ad, u = o 4
grada,u = a'a gradryu @1 » 8rad, oz ( )
bo*ladi,
2-misol. Ushbu
u=xy + yz +l

funksiyaning 7 = {12,-3,—4} vektor yo‘nalishi bo"yicha ixtiyoriy nugtadagi
hosilasini toping.
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<4Ravshanki,

cosa =12
13°

Unda (3) formulaga ko‘ra berilgan funksiyaning / vektor yo‘nalishi
bo‘yicha ixtiyoriy nugtadagi hosilasi

w2, 3 4 _8y-3(x+z)
bo‘ladi.p>
3-misol. Ushbu
u=2- €

nuqtaviy zaryaddan hosil bo‘lgan elektrostatik maydonning potensial
gradiyentini toping.

4(4) formuladan foydalanib, gradiyentning koordinata o‘qlaridagi

. ., . ) o
proyeksiyalarini topamiz. u=: tenglikni x bo‘yicha differensiyallab topamiz:

u__eor
o riox’
Demak, r* =x* + * + 2% bolsa, u holda
ng= s 2:.{
. ox & r
bo‘ladi. Shunday qilib,
Ou_ ex
ax P
Shunga o‘xshash
M9 u_ e
&y P ox P
(4) formuladan foydalanib topamiz;
e e -
ad—=-——.7_ 5% = ez r=-S{y.7 7 r e -
&r ; 3 P==-j 3 k= 3(x z+y‘j+z-k)=-r_3r>

KN

4-misol. Ushby
u(M) =u(x,y,z)= i 10

- Ty
1ya M(x:yaz) huqtadan MD (—1,2,—2) nuqtaga o‘tish uchun qanday eng
katta tezlik bilan o‘sishiga erishishi mumkin?

Funksiya u(M) eng katta tezlik bilan kamayishi uchun M(x,y,z)
nugtadan M, (2,0,1) nuqtaga o'‘tayotganda qaysi yo‘nalish bo‘yicha
harakatlanishi kerak? ‘ da

<u(M) funksiya M(x,y,z) nugtadan P nuqtaga o.tayc:tgan
tezligining eng katta absolyut giymati giymat jihatdan ﬁmk‘sxyammia tti
nuqtadagi gradiyentning moduliga teng. Shu blolan. blrgi.l, bu ﬁm.kstya eng )
tezlik bilan o‘sadi yoki kamayadi. Uning o'sishi yoki kamay;];li ]:7(1:3 y,zti

i o iyaning P nuqta iyen
nugta P nuqta orqali o‘tayotganda ﬁx'rﬂcsiyangng | dagi | e
yo‘nalishi bo‘yichami yoki qarama-qarshi yo‘nalish bo yicha o‘tishiga bog‘liq
bo‘ladi. - . . . . - .
Yuqoridagilami hisobga olib, #(M) funksiyaning gradiyentini toparniz:
20 z(x-z’+y-f+z-k).
(x2 +y +2z +l)

Bundan tashgqari, quyidagilarni topamiz:

1) gradu(Mo)=%(-1:— 2_7+275) ping moduli giymat jihatdan u(M )

M (x,y,Z) nugtadan M, (—1,2,—2) nuqtaga q‘tayotganda funksiya o‘sishi
uchun gidirilayotgan eng katta tezlik quyidagiga teng:

it -(3] () 3

10;_3%); qidiri ama-qarshi yo‘nalishga
2) gmdu(M,)=(-—9—x—§k), gidirilayotgan qarama-q

gradu =

10~ 5%) bo'ladi. u(M) funksiya
ega funksiya gradiyenti —gradu(Ml)=(-—9-1+9k) bo (M)

eng katta tezlik bilan kamayishi uchun M, (2,0,1) nuqtadan M (x,y,z) nuqtaga
o‘tayotganda vektor yo'nalishi —gradu(, ) bo‘ladi.»>
Quyidagi masalalarni yeching
1868. Ushbu _ . B i
u=r, F=x-i+y-j+z'k va r=[7|
skalyar maydonning sath sirtini toping.

1869. Ushbu .

e
U=—=
ro eyt

elektrostatik maydon potensialining sath sirtini toping.
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1870. Ushbu

u =arcsin
x*+y
skalyar maydonning sath sirtini toping.
1871. Ushbu
u= f(F)

skalyar maydonning sath sirtini toping, bunda 7 =x-7 +y-j+z-k va r=|F|
bo‘lib, f(¢) monoton funksiya. ¢>0.
1872. Ushbu
u=xyz
funksiyaning - Q(l, —2,2) nuqtadagi ixtiyoriy yo‘nalishi bo‘yicha va Q
nugtaning radius-vektori yo‘nalishi bo‘yicha hosilasini toping.

Quyidagi #=(x,y,z) skalyar maydonning gradiyentini toping
1873. u=(x,y,2)=x*+y* - 2%,
1874. u=(x,y,z)=e” - yz*.
1875. u=(x,5,z) =In(x* +y* + 22).
1876. u=(x,y,zj=3x" -1’ +xz - 2%, A(1,2,3).
1877. u=(x,y,2)=zsin(x - y), A(%,%,l).
1878. u=(xy,2)=22, 4(2,0,1).
(r7.2)="—=, 4(2,0,)

1879. Ushbu
x
u=(x,y,z)=
(602 =—"0
skalyar maydonning A(3,0,]) va B(1,-1,0) nugtalardagi gradiyentlari
orasidagi burchakni toping.
1880.Ushbu

F@Q=£+Z+£
y z x

funksiya eng katta tezlik bilan ofsishiga erishishi uchun M(x,y,z) nuqta
M, (—1,1,-1) nuqtadan o‘tayotganda qaysi yo‘nalish bo‘yicha harakatlanishi
kerak?

1881. u(M‘)=ln(xz ~y* +2*) funksiya M(x,y,z) nuqtadan M, (1,1,1)

nuqtaga o‘tayotganda qanday eng katta tezlik bilan kamayishiga erishishi
mumkin?
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2-§. Vektor maydonning vektor chizig‘i va oqimi

1°. Vektor maydonning vektor chizig‘i. Biror
a=a(r)=d(x,y,2)
vektor maydon berilgan bo‘lib, a vektorning koordinata oqlaridagi
proyeksiyalari
a, =a,(x,,2),

a, =a,(x,y,2),

a,=a,(x,y,z)
bo‘lsin. Unda

a=a i+a,-j+a k
bo‘ladi.

Agar vektor maydondagi chizigning (egri chizigning) har bir nugqtasidagi
urinmasi maydonning shu nuqtasidagi vektor yo‘nalishi bilan ustma-ust tushsa,
bunday chiziq vektor maydonning vektor chizig‘i deyiladi.

Vektor chiziglari vektor maydonning har bir nuqtasidagi vektorning
yo‘nalishini aniglayd:.

Vektor maydon

a= ax.i'+ ay}' +a,l-5 (c—; #0)
ning vektor chiziglari haqida quyidagi tasdiglar o‘rinli:
1) ixtiyoriy vektor chiziq uchun
dz
e M
a, a,

X

N

bo‘ladi;

2) (1) sistemaning har qanday yechimi vektor chizig‘ini aniqlaydi;

3) a= ZI(M) vektor maydonning har bir M (M # 0) nuqtasi orqali fagat
bitta vektor chizig‘i o‘tadi.

1-misol. Ushbu _ _ L

a=x-i+y-j-2z-k (a#0)

vektor maydonning vektor chiziglarini toping.

«Bu holda

a=x, a=y a =—=2z

bo‘ladi. Unda (1) sistema quyidagi
dx

_dy_dz
x B y -2z
ko‘rinishga keladi.
Ravshanki,
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b _de & ds
y x’ z x
Bu tenglamalarni yechib topamiz:
Y= Clx’ = if
x‘

C, ...
Demak, y=C,x va z= ;;— chiziglar qaralayotgan vektor maydonning

vektor chiziqlari bo‘ladi. »

2°. Vektor maydon oqimi. Vektor maydonning muhim tushunchalaridan
biri “vektor maydon oqimi” tushunchasidir.

Aytaylik. fazoda harakatdagi materiyaning, masalan, suyuglikning har

bir M = M(x, y,z) nugqtasidagi tezlik ushbu
a(M)=Zz(x,y,z)=ax -?+ay -}"+az -k
vektor bilan berilgan bo‘lib,
a,=a,(xy.2), a,=a/(x,yz2), a-= a,(x,y,z)
uzluksiz funksiyalar bo'Isin. Bu fazoda,  chiziq bilan chegaralangan (8) sirt
(bu ikki tomonli sirt bo‘lib, uning ma’lum tomoni olinadi) orqali vaqt birligi
oralig‘ida ogib o‘tgan suyuglikning migdori
W = ([ a,dyds: +a dudz + a dyds )
(6))

bo‘iadi.

Esiatma. Umuman,

a=a(M)
vektor maydonning, uning fizik ma’nosidan qat’i nazar, ushbu
W = [[ @), n(ayyds
)

sirt integra‘li maydo.nning oqimi deyiladi.

Shuni ham aytish kerakki, vektor ogimi skalyar migdor bo‘ladi.

Agar (S) yopiq sirt (fazoda biror jismni o‘rab turuvchi sirt) bo‘lsa, u
holda ( S) sirt orqali o‘tuvchi vektor ogimi S

W =[] @), n(ay)ds (€))
()]

bo‘ladi (bu holda, tashgi normal olinsa, unda ogim (8)sirtning ichki oqimi
deyiladi).
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2-misol. Ushbu

xZ y2
—_—
a b
sirt ichidan ogib o‘tuvcllx: . )

a=x-i-3* -j-&-(x2 +22 —l)k

22
+ == 1 (ellipsoid)

vektor maydon ogimini toping.
<«(2) formulaga ko‘ra,

w =[ﬁ xa!ydz—yzdxdz+(x2 +2z? —l)dxdy.
Bu sirt integralini quyidagi integral yig‘indi ko‘rinishida yozamiz:
W = [ﬂ xdydz =deydz +deydz,
(+o) o -

bunda o, va o, ellipsning gismlari Y0Z tekislikning ikki tomonida joylashga
bo‘lib quyidagi tenglamalar bilan ifodalanadi:

2 z2

X, =—ayl->5 pr
J’l zZ

O

.
.
A
Ay
A Y
\L
N S
O
S D
A Y
‘
v

Karrali integraldan foydalanib, quyidagilarni yozib olamiz:

ﬂxdydz = —(;[!”—a"l _%z___‘z:?’

4

o, sirtning qismi 0X o‘qining manfiy gismida joylashgan,

2 2
o 455
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o, sirtning qismi 0.X o‘qining musbat gismida joylashgan.

o, va 0, sirtlaming Y0Z tekisligidagi proyeksiyalari (91),; va (o),
bir xil

2 2
Yy oz
b-2+c—2$l

ellipsni ifodalaydi.

Shuning uchun
W, = 2a”1/1——-— = dydz = 2aj ”1——— }dv
() _zl

bunda z,
2
y' z2
GG

ellips tenglamasidagi z ning musbat gi ati i ii i hi
quyidagin: topamiz: qiymati. lkki karrali integralni hisoblab

(+0) a3 L]
bunda o, va o, ellipsning qgismlari X0Z tekislikning ikki tomonida
Joylashgan bo‘lib, quyidagi tenglamalar bilan ifodalanadi:

Vo= bfi-Z _Z
a C

Yuqondag1 kabi bu sirt integralini quyidagi integral yig‘indi ko‘rinishida

yozamiz:
2 2 ot
== |f b2(1 ~5 -5 Wz [ 02)1-5 -2
-z =0

@ (a!)j a
demak, o; va o, su'tlaming X0Z tekisligidagi proyeksiyalari (C’z)a va
(o4),, larbir xil; ‘
3) xuddi shu sababga ko‘ra sirt integralining integral ostidagi funksiya va

o sirtning X0Z tekislikka nisbatan
chiqaramiz: simmetrikligidan quyidagini keltrib
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w, =[ff (x* +2* —1)xdy =0.
()
Demak, ’

W=W,-W,+W, =§7tabc.>

Quyidagi masalalarni yeching
1882. / kuchga ega bo‘lgan doimiy elektr tokining cheksiz to‘g'ri
chizigli simdan o‘tishidan hosil bo‘lgan vektor maydon chizig'ini aniglang.
1883. Ushbu

a=x-i+y-j+z-k
vektor maydonning (S) sirt orqali o‘tgan ogimini toping bunda (S) sirt
asosining radiusi — a, balandligi — # bo‘lgan silindring yon sirti.
1884. Uchi koordinatalar boshida,balandligi A va asos radiusi R
bo‘lgan konusning tashqi sirtidan o‘tadigan nuqtadagi r radius-vektor ogimini

toping.
1885. Ushbu
—-a<x<a, —asy<a, —a<z<a

to‘la kub sirtining ichidan o tadlgan
r=xi+y- _] +z-k
radius-vektor oqimini toping.
1886. Ushbu
XX +y*+28 =1

sferaning birinchi oktantidagi  qgismidan uning tashqi normali bo‘yicha
yo‘nalgan . .

P=xy-T+yz-j+xz-k
vektor maydon oqimini toping,

3-§. Vektor maydonning divergensiyasi va rotori

1°. Ostrogradskiy-Gauss formulasi. Fazoda, pastdan z=z(x,y)
tenglama bilan aniglangan (Sl) sirt, yuqoridan z = z,(x, y)tenglama bilan
aniqlangan (SZ) sirt, yon tomondan yo*naltiruvchilari XOY tekisligidagi (D)
sohaning chegarasi 8(D) ((D) soha z(z,3), z,(x,y)laming XOY
tekislikdagi proyeksiyasi), yasovchilari esa OZ o‘qiga parallel bo‘lgan
silindrik (S;) sirt bilan chegaralangan soha (jism)ni (V) bu jismni o‘rab
turgan sirtni (S )deyhk
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Faraz qilaylik, (V)da P=P(x,»,2), 0=0(x,5,2), R=R(x,2)
funksiyalar uzluksiz bo‘lib, ular uzluksiz
oP _OP(x.y,z) 0Q _0Q(x,y,z) OR_0R(x,y,z)
ox ox oy oy Y oz
xususiy hosilalarga ega bo‘lsin. U holda
oP 80 R 3 . i
J:!,)f(g +3+g)dxdvd- = g;dedz +Qdzdx+ Raxdy (1)
bo‘ladi (bunda sirt integral (S)sirtning tashqi tomoni bo‘yicha olingan).
(1) formula Ostrogradskiy-Gauss formulasi deyiladi.

2°. Vektor maydonning divergensiyasi. Aytaylik,
a(M)=a(x,y,z)=a, i+a,-j+a, -k
biror vektor maydonni ifodalasin, bunda
a,=a, (x,y,z), a,=a, (x,y,z), a,=a,(x,y,z)
funksiyalar uzluksiz
Oa, 94, Oa,
&’ &’ oz
xususiy hosilalarga ega bo‘lsin. Ushbu

&a, Oa, &a,

miqdor a(M ) vektor maydonning divergensiyasi deyiladi va dinz(M ) kabi
belgilanadi:
diva=25 % 20 @
ox o oz
Agar diva(Mo) >0 bo‘lsa,u holda M, nuqta manba deyiladi, agar
diva(M,)<0 bo'lsa, uholda M, nuqta yig‘uvehi deyiladi yoki birinchi holda
M, nuqtani o‘z ichiga olgar: ixtiyoriy cheksiz kichik sohadagi suyuqlik payde
bo‘ladi, ikkinchi holda suyuqlik yo*qoladi.

div a(11"-’0) ning absolyut giymati manba va yig‘uvchining quvvatini
xarakterlaydi.

OSQ'Ogrfldskiy-Gauss formulasiga ko‘ra, vektor maydonniri-ggoqimi va
divergensiyasi quyidagi formula bilan bog*langan:
a a
0} a.dvdz + a dxdz + a dedy =[{[| L=+ 22+ 2= | dz, @3
buning ma’nosi: (o) yopig sirtdan ogib o‘tuvchi vektor maydon ogimi (G)
sohada chegaralangan divergensiya oqimi bo‘yicha olingan uch karrali
integralga teng.
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1-misol. Quyidagi vektor maydon divergensiyalarini toping:
QF=x-i+y-j+z-k;
. i+j+k
b p=———
13’ (x+y+z)
c)fi:e"'(y'j-x.;'?x-y-k).
4(2) formulani qo‘llab quyidagilarni aniqlaymiz:
a" ar}' a’; _1 : =3.
ivF = o2 2141413
a)divi (M) 6x+ > 2 | -
buning ma’nosi quyidagicha: maydondagi har bir nugtaning radius vektori r
doimiy quvvatli manbani izohlaydi. .
b)P,=P,=P,=(X+y+Z) 3
op, O _OF _ 2

5
divIB(M)=—2(x+y+z)'§ N
buning ma’nosi quyidagicha, p vektor ' ma:)tdo.n mbnlk ' nuqtasining
koordinatalariga qarab yoki marba yoki yig uvchi bo lifhl mumkin.
0)g, =x€”; 4,=y€"s 4. =Xe";

aqx__ L4 =—————y, '——z=0,
e (1+x) > ;
div ij(M)=0.

q i yig‘uvchi ham yo‘q.»>
donda manba ham yoki yig'uvc ; o
! Vekt;;" sxtor maydonning sirkulyatsiyasi va rotori. Aytaylik, biror
' a=a(M)
vektor maydon berilgan bo‘lib, uning koordinata o‘qlaridagi proyeksiyalari
P=P(xy.2), @=0(%.2), R=R(%.,2)
bo‘lsin: ) ) )
a=P-i+Q-j+R-k.
Bu vektor maydonda biror yopiq chiziqni olaylik. Uni L deylik. Ushbu
C =[[|Pdx + Qdy + Rdz @
L
integral a = a( M) vektor maydonning sirkulyatsiyasi deyiladi.
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Faraz qilaylik, (V)da P=P(x,y,z), 0= O(x,3,2), R=R(x,y,z)

funksiyalar uzluksiz bo‘lib, ular uzluksiz
OP __SP(x.y,z) 30 _8Q(x,3,2) OR_AR(x,p,z)
ox Ox ay (’j} ? oz oz
xususiy hosilalarga ega bo‘Isin. U holda
opr 99  eRrR i
}:,!,)f(g "% % dedydz =({{Pa§vdz +Qdzdx+ Raxay (1)

bo‘ladi (bunda sirt integral (S)sirtning tashqi tomoni bo*yicha olingan).

(1) formula Ostrogradskiy-Gauss formulasi deyiladi.

2° Vektor maydonning divergensiyasi. Aytaylik,
a(M)=Ez'(x,y,z)=q, -f+qv J+a, -k
biror vektor maydonni ifodalasin, bunda
a =a, (x,y,z), q, =a, (x,y,z), a,=a, (x,y,z)
funksiyalar uzluksiz
a, %4, oa,
&’ 3’ &
xususiy hosilalarga ega bo‘Isin. Ushby
da, Oda, &g

~"’+_7+_-

o&x &y Bz

miqdor (M) vektor maydonning divergensiyasi deyiladi va dinz(M) kabi
belgilanadi:

.~ Ou da ca
diva=—x 42, %%
x @ & @

Agar diva(M,)>0 bo‘lsa,u holda M, nuqta manba deyiladi, agar
diva(M,) <0 bolsa, u holda M, nuqta yig‘uvchi deyiladi yoki birinchi hoida
M, nuqtani o°z ichiga olgar, ixtiyoriy cheksiz kichik sohadagi suyuqlik paydo
bo‘ladi, ikkinchi holda suyuglik yo*qoladi.

diva(M,) ning absolyut qiymati manba va yig‘uvchining quvvatini
xarakterlaydi.

_ Osﬁ'ogf?dSki_%Gfluss formulasiga ko‘ra, vektor maydonning oqimi va
divergensiyasi quyidagi formula bilan bog‘langan:

] vz + a i + a gy ([ %1 %, 2 dedydz, (3
] 3 , [ (j}j P vatrel L L AN O
buning ma’nosi: () yopig sirtdan ogib o'tuvchi vektor maydon ogimi (G)
:sohada chegaralangan divergensiya oqimi bo‘yicha olingan uch karrali
integralga teng.
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1-misol. Quyidagi vektor maydon divergensiyalarini toping:
QF=x-i+y-j+z-k;

by p= i+j+k
#(x +y+ z)2
c)¢7=e"'(y-]—x-z?+x-y-l-c').
4(2) formulani qo‘llab quyidagilarni aniqlaymiz:

or
a)divF(M)=%;’-‘-+3y’-+aa;‘ =1+1+1=3;

buning ma’nosi quyidagicha: maydondagi har bir nugtaning radius vektori r
doimiy quvvatli manbani izohlaydi.
2
b)P,=P,=P,=(x+y+2)73;
oP, OF, &P, _ 2

x oy o 3\3/(x+y+z)s,
S
divP(M)=-2(x+y+z)3
buning ma’nosi quyidagicha, p vektor maydon M nugqtasining
koordinatalariga qarab yoki marba yoki yig‘uvchi bo‘lishi mumkin.
0)q.=xe”; q,=ye”; q,=xye”,

5 = (lhw)=-2L 2
div(M)=0.

q vektor maydonda manba ham yoki yig‘uvchi ham yo‘q.»

3% Vektor maydonning sirkulyatsiyasi va rotori. Aytaylik, biror

a=a(M)
vektor maydon berilgan bo‘lib, uning koordinata o*qlaridagi proyeksiyalari
P=P(x,5,2), Q=0(x.3,z), R= R(x,y,z)
bo‘lsin: _ - .
a=P-i+0Q-j+R-k.
Bu vektor maydonda biror yopiq chizigni olaylik. Unj £ deylik. Ushbu
C =[f|Pdx+Qdy + Rdz @
L

integral g = E(M ) vektor maydonning sirkulyatsiyasi deyiladi.
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Kuch ta’sirida bo‘lgan vektor maydonning L chiziq bo‘vicha
sirkulyatsiyasi massali nuqtaning (zaryadning) bir joydan ikkinchi joyga
ko*chirishda bajarilgan ishni bildiradi.

2-misol. Ushbu

a=x]
vektor maydonning quyidagi
X =acost, (0<r<2rx)
y=asint
aylana boe'yicha sirkulyatsiyasini toping.

<4Bu holda
P=0, O=x, R=0
bo‘ladi. (3) formuladan foydalanib topamiz:
2r
c =[f]xafy = I acost -(asint)'dt =
L 0
22r

F a a’ 1 27
=qa jcos tdt=—I(1+c052t)dt=—(t+—sin2t)
° 29 2 2 0

Ko*pincha vektor maydonlar turli holatlar, jumladan,
tog‘langan bo‘ladi.

=r-a.»

fizik holatlar bilan
Bunday vektor maydonlarda aylanma harakatning sodir
etilishi maydonning muhim xususiyatlaridan hisoblanadi.

Maydonning bunday
xususiyatga ega bo‘lishi quyida keltiriladigan maxsus vektor yordamida
aniqlanadi.

Aytaylik,

a=a(M)
‘lib, uning koordinata o‘qlaridagi proyeksiyalari
a,=P=P(x,y,z),

a,=0=0(x,y,2),
a,=R=R(x,y,z)

bo'lsin, bunda P(x, ».2), O(x, ¥.z) va R(x, ¥,z) barcha o‘zgaruvchilari
bo‘yicha uzluksiz Xususiy hosilalarga ega bo‘lgan funksiyalar. -

Ushbu
0. - -~ -
(—E-B_Q .i+(a_P-gg).j+ a_Q_a_P -k
&y o 0z ox ox oy
vektor a =a(M ) vektor maydonning rotori deyiladi va rota kabi belgilanadi:

5=(2R_20\- (P aR\- (aQ oP) -
rota=| —-—=< 14| 2 15 | _P) 2
(By 82)1+(8z ax)”[ax @))k

vektor maydon berilgan bo

&)
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Vektor maydonning rotori quyidagi uchinchi tartibli determinant
yordamida sirnvolik yozilishi mumkin:

FR
- 10 _Q KA
rota = gc' ay oz
P Q@ R

Agar a vektor maydonning M nuqtasi orqali birlik normal vektori n
bo‘lgan T tekislik o‘tkazilsa, unda

(rota(M ),;z)
skalyar ko‘paytma qaralayotgan maydonning M nuqtadagi ayla.mr.na (k;:Ch:Il"l)
xarakterlaydi. U M nuqtaning koordinatalari hamda T tekislikka bog‘liq

bo‘lib, T tekislik rota vektorga perpendikulyar bo‘lganda eng katta giymatga
egavau

- a, 0a,Y &_ézx_)z (Ezv__.a&)’ (6)
|’°’“(M)|=\/(§'_az_J +(az a ) U o

ga teng bo‘ladi.
3-misol. Ushbu

a= a(xz, —yzz,xy)
vektor maydonning (0; —a, az) nuqtadagi rotorini toping.
«4Bu vektor maydon uchun ,
P(x,y,2)=xz, Q(x,y,2)=—y2*, R(x,y,z)=xy

bo‘lib

’ P o
aP=_6_(xz)=x’ _=:-(xz)—0,
oz dy o
5 o0 & 2
OQ_a —p22) = —=—{- =0,
% e g
8R & _ OR _ 8 ( ~_
R _2 (xp)=x, % = o)=Y

bo‘ladi. (5) formuladan foygalanib topamif: _
rota=(x+2yz)-i+(x—y)-J.
Bu vektor (0; -a, az) nuqtada

rotZz(O,—a, az) =24 -i+a- J
bo‘ladi.p>
Ma’lumki, ushbu

=(f(ee_2r oR _8Q 3P oR ™
fracroars rar = [[( 22 - o, (25 _20 Jo+ (L -2 )
formula Stoks formulasi deyiladi.
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Stoks formulasi sirt bo‘yicha olingan sirt integralini shu sirtning
chegarasi bo‘yicha olingan egri chizigli integralni o‘zaro bog‘lovchi
formuladir.

Aytaylik,
a=a(M)= P(x,y,z)- ?+Q(x,y,z)-]'+R(x,y, z)-k
vektor maydon berilgan bo‘Isin. Tegishli shartiarda
IP(x,y,z)dx+ Q(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz =
L

=Ian5¢t+"P,Zdy+nszdz
i

miqdor a (M) vektor maydonning sirkulyatsiyasi,
OR_20);,.(2P_or) - 29 _oP) ¢ _
(6y az) '+(6z ax) "+(ax ByJ k=
=np_rota-i + np rota-j + np,rota-k
vektor esa maydoenning rotori bo‘ladi.

Bu munosabatlar yordamida Stoks formulasi quyidagicha yoziladi:

I np_adx + np,ady + np_adz = ﬂ np,rotadydz + npyrotc‘zdzdx +np,rotadxdy (8)
L )

Demak, G = E(M ) vektor maydonning Yopiq egri chiziq L bo‘yicha
sitkulyatsiyasi, shu maydonning yopiq chiziq bilan chegaralangan (S) sirti
bo‘yicha rotor ogimiga teng bo‘ladi. Bu Stoks formulasining fizik ma’nosini
anglatadi.

4-misol. Ushbu

2’ =4-x-y
sirtning koordinata tekisliklari bilan kesishishidan hosil bo‘lgan ACBA4
konturdagi
G=x-T+xz-f+z-k
vektor maydonning sirkulyatsiyasini Stoks formulasidan foydalanib hisoblang.
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<€Quyidagi formulaga ko‘ra, A
s (%a_2) -, %_2&).;{3‘% _z@_).g
rota = 3 - oz i P .
berilgan maydonda vektor uyurmasini togam:z:_
rot&':z-k—x-{'. L
Proyeksiyasini (8) formulaga qo‘yib quyidagini hosil qilamiz:

C={[zdxdy-xdydz =-|;Izdxdy—gxdydz,

bu yerda
C= I xdx + xzdy + zdz .
ACRA . . h ]
o sirt sifatida ushbu sirtning birinchi oktantdagi -kontur bilan ¢ ;igara‘anﬁaﬁ
qismini olamiz. Integralni konturning soat strelkasiga garama-garshi yo*nalis
bo‘yicha olamiz

G, = [[zdedy=— [] JT—5 =y {H"@_x_y)% dy]d,=

1 ™ 27 T4 of 128

2 ? =2{(4- =2 (4-x)3| =-228

=-§I(4—x—y) | cbc-3£(4 x) dx 15(4 x) T
’ |y=0 0

(bunda o, ~04B uchburchak);

C, =‘[jxdydz=—£(4—y—zz)dydz=E[T(4—y—zz)dz}zy =
s

(bunda o, — egri chizigli 0BC uchburchak). .
Demak, gidirilayotgan sirkulyasiya C =C, - C, =0 bo‘ladi.p
Quyidagi masalalarni yeching
1887. Ushbu

Ja-x , 2% oA zl4=_1_2§
0 @'5!(4 Yy dy=ro(4 2N 15

_ a=x*i+x’y.j+22.k
vektor maydonning A(L;~1;3) nuqtadagi divergensiyasini toping,
1888. Ushbu -
Ei:(.xZ +y2)-i +(y2 +zz)-j +(z2 +x2).l_f
vektor maydonning ixtiyoriy nugta
1889. Ushbu @=¢ vektor
¢ —o*zgarmas vektor.

dagi divergensiyasini toping.
maydonning divergensiyasini toping, bunda
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1890. Ushby

d=xT+y.747.%
vektor maydonning divergensiyasin; toping.

1891. Ushby

5=x2y-17+yzz-]'+zzx-l€
vektor maydonning divergensiyasini toping,
1892, Hisoblang;
div’,
r
bunda 7 =i"(x,y,z), r=|Fl.
1893, Ushby

A=y T4 frz.k
vektq: ' maydonning 2 +) = a’, z=( aylana bo‘yicha sirkulyatsiyasin;
toping,
1894, Ushby

a:(x—Zz)-7+(x+3y+z)-f
vektor maydonning uchjarj A(L,0, 0), B(0,1,0
ACB uchburchak perimetri bo‘yicha sirkulyats

1895, Ushby

+(5x+y)-k
). C(0,0, 1)nugtalarda bo‘igan
iyasini toping.

a=y.i+x‘j+x-k

vektor maydonning rotorjn; toping,
1896. Ushby
A=xp-ityz- Gy
vektor maydonning rotorin; toping.
1897. Ushby
a=2.;+£.;’+2.;
x y z
vektor maydennin

& roterini toping,
oning 9anday nuqtalarida ushbu
a= (y2 -i-zz)--z"-!-(z2 +x2)-;’+ (xz +}'2);/-c.

vektor Mmaydenning rotorj o koordinata oqjga perpend

1898, Faz

ikulyar bo*Jad;.
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4-§. Matematik fizikaning ba’zi-bir tenglamalari

i bu funksional bog‘liqliknf
Fizikaning ko*p masalalarini yechishda u ygﬁt:l‘i’lmmg faqt bilan, yoki
topish talab etiladi, Masalan, gandaydic pak bog lgliklarini topish alab
: inatalari va shu kabi iqlikni topish qiyin yoki mumkin
nugianing koordinatal i bogliglikni top . ao‘viladi:
e . ¢ o yotgan iqlikni topish masalasi qo‘yiladi:
etiladi. Tug‘ridan-to‘g‘ri qiain bog'liglikni topish masalasi g b va'ni
idirilayotgan bog'ligiikni ‘lanishni topish, y

el'tt;?s"l bwtld:: ﬁllgicl:ir:: b‘illan uning hosilasi omld:gtlu ::;ﬁ ;

. 3 am . . <
g&n::‘;i;);gquanoatlanﬁradigan dlff_‘;; e“;;;ttegilm erksiz °‘zga_mvchl§;-:.:§si3
idirilayotgan funksi L tlantiradigan

bo"saA(g ;r =qfl(x))’ u holda bu ﬁmkSII)':m ganod »

o ; lama deyiladi. . iz o‘zgaruvchilarga

.Aga{ gldlmay:agerksiz o‘zgaruvchilaming tlwﬁ differensial tenglama

bog‘lig blo hb,bﬁjs;y tenglamaga xususiy hosila . .

ichiga olsa,

deyiladi. i
Xususiy hosi ali ditie iali botls

uning xususiy hosilalariga n‘Sbaw.l qll:}lé;?chi tarti
Fizikaning ko'p masalalari slhuning uchun ham ular

differensial tenglamalarga keladi.

tenglamalari deyiladi.

i barcha
i J]ama noma’lum funlfmy'a va
e o a, chizigli c:ltazyllad?1 | chiziql
bli siy hosilasi i
P ul ymatematik fizika

:1ali chizigli differensial tenglamani
xususiy hosilali chiziqli di

Quyidagi ikkinchi tartibli
qaraylik: 2 % u __6*‘ _.a” =0 ..
&u Zbau c _2+F PR ATA ’ay
a . ._2_ + —— +

i iyalari.
bu yerda a,b,c lar x va y ning funkSI‘)i'a Cnecbo
(1) tenglama qaralayotgan so::jarilsa, o
agarda shu sohada quyidagi shart
(tebranish) tenglamasi

lik tipdagi tenglama deyi‘lac!J,
—ac>0. Unga misol to‘lqin

a o x )
uchun
Agarda shu sohada .(l) tenﬂ:m;eyiladi.
tenglama parabolik tipdagi tengla
tenglamasi

Fu_p 08 (y=u(x)-

jarilsa,
?—ac=0 shart bajarilsa,
U?lga misol issiqlik tarqghsh

ou _ az_a_’_z; (u= u(x,1).
at) t :;cama uchun b’ —ac<0 shart bajarilsa,
da (1) ten

5zlf_+_a_z_li= (u:u(x,y))_
o o
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Ushbu

axay ’ a).’ ’ ay ’
o'u 34 bu
—=F|x,y,u—,—
ayz ( y ax ay),
62u azu ou u
—_— ou
P Flx,y,u, ’ay)
tenglamalar mos ravishda giperbolik, parabolik T . o
tenglamalar deyiladi. P va elliptik tipdagi kanonik
Ushbu
a.dyz _2b¢dy+c.d2=0 (2)

tenglama (1) tenglamaning xarakteristik tenglamasi deyiladi
yiladi.
Agar (1) tenglama giperbolik ti it ¢
tenglama ikkita integralga ega bo*ladi: PRE) torglama bo'lsay holds @
o(x,y)=C, o(x,y)=C,.
_(1)' tengla.mada $=o(xy), n=y(x, ¥) o‘zgaruvchilarni almashtirish
orqah uni kanonik ko‘rinishga keltiramiz,

3221 au au
=0 sl ey 2 T

Agar (1) tenglama parabolik tipdagi ten 1 ¢
tenglama bitta integralga ega bo‘ladi: pie geme bo'lsan holda )
. o(x.y)=C.
unday holda & =¢(x, y), 77=y/(x, y) o‘zgaruvchi almashtiriladi. Bu
" . Fw .8y » -5;;&0 shart o‘rinli bo‘lgan qandaydir funksiya.
zgaruvchi almashtirilgandan so‘ng quyidagi tenglamaga kelamiz:
u Ou ou
h2=‘D gsﬂau,_s_ .
Elliptik tipdagi o %o
quyidagicha gl tenglama uchun xarakteristik tenglama integrali
_— o(x.y) iy (x,y)=C,,
Uy ¢(x,y) va y (x,y) hagiqiy o‘zgaruvchili funksiyalar. (1) tenglamada
¢ =¢(x,y), n=y (x,y) o‘zgaruvchilarni almashtirsak, u holda tenglama

azu azu ~
—+t—=0 .ou ou
o on® (f’”’"' a:’a,,)

ko‘rinishga ega bo‘ladi.
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1-misol. Ushbu

2 2 2
Fu_, B0 g
& oy Oy

tenglamani kanonik ko*rinishga keltiring.

<«dTenglamada a=1,b=—1,c=2 bo‘lganl?gid
kelib chiqadi, demak, tenglama elliptik tipda, uning x

an b —ac=-1<0 ekanligi
arakteristik tenglamasi

a* + 2dxdy +2dx® =0 yoki Y242y +2=0

bo‘ladi. Bunda ' =-1%i dan
};.|.'x—i_;',=c‘l va y+X+ix=C2

kelib chiqadi.

O‘zgaruvchilarni £=y +2,

n=x deb almashtirsak,

ou ou OF Ou Bn_0Ou Ou.

o — — —

% o ox Om ox OF On

= —

- 2
—:(2_21._6.;4. a u 87’)-{-(

a__zu -_bfﬁ._a_é.p————azu =—a:%+
iy 0 ox 0&n 9

ou_du
e

Natijani tenglamaga

— — 0 —
.

Fu .a§+£3_2_y_ _f?i)_ ’u_

- . =T
oqdE ox on' x) 05
u .
agon’

2y on _0Ou
gé--'-_.a__’-‘—--—-,l:?.

"oy 8fom & O

qo‘yib, quyidagini hosil gilamiz:

u  Pu .
—_—t—
ogon on

? ’u o%u
ou 8'u _a_z_’i_z_a__u__z————+2——=0
2 2oy o’ o6 om0
ya’'ni ,
ou %% _o»
&> oy N .
Quyida tebranish hamda issiglik targalish tenglamalarini Fure usuli

yordamida yechilishiga doir

egiluvchan hamda og'irligi hisob

1°. Torning tebranishi

misollar keltiramiz.
tenglamasi va uning yechi 1 :
ga olinmaydigan ip tor deyiladi. Aytaylik,
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mi. Odatda,



Ushbu
o’u [ du ou
-~ :F Xy.u, s |»
dxdy Ox @;}J
2 A A
Y dx oy
52H Bzu ou ou
s ts=F LU, —,—
o' oy’ Ox ayJ

tenglamalar mos ravishda giperbolik, parabolik va elliptik tipdagi kanonik
tenglamalar deyiladi. )

Ushbu
a-dy* —2bdedy +c-dx* =0 2

tenglama (1) tenglamaning xarakteristik tenglamasi deyiladi.

Agar (1) tenglama giperbolik tipdagi tenglama bo‘lsa,u holda (2)
tenglama ikkita integralga ega bo‘ladi:

(D(X,}’):Cl, (p(xay)zcz-

(1) tenglamada £=¢(x,y), n=y(x,») o‘zgaruvchilarni almashtirish

orgali uni kanonik ko‘rinishga keltiramiz.

al =) ~
— =@ £,7,u 02, X
oéon & an

Agar (1) tenglama parabolik tipdagi tenglama bo‘lsa,u holda (2)
tenglama bitta integralga ega bo‘ladi:

gp(x,y) =C.
Bunday holda ¢&=¢(x,y), n=w(x,y) o‘zgaruvchi almashtiriladi. Bu
yerda W(x,)’)—g -@—%--a—qi 0 shart o‘rinli bo‘lgan gandaydir funksiya.
& y oy &

O*zgaruvchi almashtirilgandan so‘ng quyidagi tenglamaga kelamiz:

o* ( ou o

et Gy

S On o0& on
Elliptik tipdagi tenglama uchun xarakteristik tenglama integrali

quyidagicha

o(x,y) tiy(x,y)=C,,
bu yerda (P(I,}’) va W(«‘C,JJ) haqiqiy o‘zgaruvchili funksiyalar. (1) tenglamada
&= 9‘1(-"3, J’), 77=‘l’(x=}’) o‘zgaruvchilarni almashtirsak, u holda tenglama

Pu 'y ou Ou
-“—+_‘_=(D 3 ’uf_!-—-

ko‘rinishga ega bo‘ladi.

1-misol. Ushbu

tenglamani kanonik ko‘rinishga keltiring. y s

<Tenglamada a=1,b=-1,c=2 bo‘lganligidan &6” — ac= -1 <10 ekar igi
kelib chiqadi, demak, tenglama elliptik tipda, uning xarakteristik tenglamas

dy* + 2ebvy + 2k =0 yoki y* +2y'+2=0
bo‘ladi. Bunda y'=-1+i dan
y+x—ix=C va y+x+ix=C,

kelib chigadi. ‘

O‘zgaruvchilarni &=y +x, 7=x deb almashtirsak,

ou _ou 05 bu on _0ou Ou.
x of ox onp ox 9 on

e = 22
oi0f ox o ox) 0 8m on

. a2 2 2 8'u
azu (azu 6é_' o' B ‘ aua§ 011.@_6u+23u .
k =2 |+ —+—
ox \

n =~ 2
o ou 8¢ du AL Gu .

L = ;
axoy o0& ox oéem 95 0gom

ou Ou 06 Fu ar;___az_u_

- ——— b —— =

o o8 o o o 05

Natijani tenglamaga qo‘yib, quyidagini hosil gilamiz:

&’u g ou ,0u o'u o'u 0
2t e T TR
p&?  “afom on® 05 050m S
ya'ni
o'u  d'u
=S T3
ac”  on
Quyida tebranish hamda issiqlik tarqalish tenglamalarini Fure usuli
yordamida yechilishiga doir misollar keltiramiz.
1°. Torming tebranishi tenglamasi va uning yechimi. Odatda,
egiluvchan hamda og‘irligi hisobga olinmaydigan ip ter deyiladi. Aytaylik,

=0.p
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bunday torning uzunligi / ga teng bo‘lib, uning uchlari QX o‘gining x =0,
x =1 nugqtalariga tarang tortilib mustahkamlangan.

Agar tashqi kuch ta’sirida tor muvozanat holatidan qo‘zg‘atilsa, unda
torning tebranma harakati sodir bo‘ladi. Tebranish jarayonida tor nuqtasining

OX o‘qidan uzoglanishi (chetlanishi) u# shu nuqtaning abssissasi x hamda 7
vaqtga bog‘liq bo‘ladi.

Shunday qilib, torning nugtasida, ixtiyoriy vaqtdagi holatini bilish uchun
u ning x va ¢ orqali bog‘lanishini aniqlash, ya’ni u =u(x,t) funksiyani (tor
harakat qonunini) bilish kerak bo‘ladi. Bu funksiya ushbu

0*u 0u
Pl M

tenglamadan topiladi.

(1) ikkinchi tartibli xususiy hosilali differensial tenglama tor
tebranishining tenglamasi deyiladi,

Tor tebranishi tenglamasining ushbu boshlang‘ich

Ou
ull:O =f(x)’ —67

=o(x)
r=0
hamda chegaraviy
ul o =0, uI ey =0
shartlami qanoatlantiruvchi yechimi

u(xt)=3"4, (x.t)= Z(“k cos klt +b, sin k—”t sin k—”x.
k=1 k=] 1 1 [

bo‘ladi, bunda

1
a, =%J‘f(x)sin%xdx,
’ (k=1,23,..)

2 ¢ kn
b = —_— in 22
e = _! @(x)sin T xdk.

2-misol. Uzunligi ¢ £a teng bo‘lgan simning ikki uchi mahkamlangan.
Vaqtning boshlang‘ich vaqtida simning x=§ nuqtasini % masofaga tarang
tortib tebrantirmasdan qo°yib yuboriladi.
vaqtdagi chetlanishi aniglansip,

<«Qaralayotgan masajada ikki uchi mahkamlangan simning erkin

tebranishi qaralmogda V2 u quyidagi boshlang‘ich va chegaraviy shartlar bilan
berilgan, ya’ni boshlang‘ich shartlar;

Sim u(x,t) nuqtasining ixtiyoriy
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3) u(x;0)= f(x)= _f_

b M: =0 -

) ot (O(X) . ‘yib yuboriladi’ demak, unmng
(sim tarang tortib tebrantirmasdan qo’y N
boshlang*ich tezligi nolga teng).

Chegaraviy shart u(0,6)=0, u(£1)=0

c= m
buning fizik ma’nosi shu.ki, x=0 va x=¢ nugtalarga
Shu shartlarda berilgan

ahkamlangan.

azu 2 azu

o’ ox r
i erda: a*=—, T—

tenglamaning yechimini aniglash talab etilmogda (bu y -

Ssimning tarangligi, p —simning eich h%ul) ' uyidagi gator ko‘rinishida gidiramiz:
Tenglamaning umumiy yechimini ¢ it ko @

o nwakt b, sin sin—-,
u(x,t)=,‘z.(akcos 7 ! !

bu yerda: I . mwhx
o =3 [7(x)sin = 6)

! wkx
=2 _[p(x)sin==dx

=0 (k=123..). g, ni
Qaralayotgan masala p(x)=0. Demak, 5, =0 (

hisoblaymiz:

N

4 I 7k
= ’57 : ﬂ'zkz 2
Shunday qilib, al_ o7k (k=12,.)
L g P 2
k juﬁ bo‘lganda a. = 0, chunkl”k 2mz _ 0
sin—== s 2

=9 — ‘Iganda

k=2m~1 tog bo'lganda Cm-DZ_ iy (m=12,.)-
i nk_sm____—— (
sxrl--—‘2 = 2
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Umumiy holda a, uchun quyidagi formulani hosil gilamiz:
k-1 4/
—_— k=12,.)"
57 (2k—1)* ( )
Quyilgan masalaning yechimi quyidagi ko*rinishda yoziladi:
> zakt . 7k _ A & e 1 wakt . wkx B
u(x,t)_g(a, cos=——sin= ) = Z;( 1) T cos = =sin ==
2°. Issiglik tarqalish tenglamasi va uning yechimi. OX 0‘qi bo‘yicha
joylashgan sterjen bir xilda isitilmagan (ya’ni notekis gizdirilgan) bo‘lib, tashgi
mubhitdan (issiqlik tarqalishidan) saglangan bo‘lsin. Bu holda sterjen bo‘yicha
issiqlikning tenglashish hedisasi sodir bo‘ladi, ya’ni qattigroq gizigan qismi
bilan kamroq qizigan qismi orasida issiglik almashishi (issiglik targalishi) ro‘y
beradi.

t momentda sterjenning x nuqtasidagi harorat x va ¢ larga bog‘liq
bo‘ladi. Uni

Aoy = (-l)

u=u(x,t)
deylik. Bu funksiya ushbu
ou_ a5 s
o % a2 @

tenglama yordamida topiladi. (4) ikkinchi tartibli xususiy hosilali differensial
tenglama issiglik tarqalish tenglamasi deyiladi.
OX o‘qida joylashgan wuchlari x=0, x=/ nugtalarda  bo‘lgan

sterjenning issiglik tarqalish tenglamasi

ou .8

— a ————

ot ax?
ning ushbu

u(x,0)= u|'=o = f(x)
boshlang*ich shartni, quyidagi
u(o,t):uL_o =0, u(l,t)=u|’=, =0

chegaraviy shartlami ganoatlantiruvchi yechimi

u(x,2) = i(%j.f(x) sin i%’f-.wr:dx:) -sin kT”xl"",L""_ ®)
bo‘ladi. °
3-misol. Quyidagi chegaraviy .
u(o)=0,  u(li)=0 .
1
va boshlang‘ich shartiar u(x,0) x, ecnu O0<x< 3
20 ) =

{—x, ecnu Estl.
bilan berilgan
ou _ & ou
. ot ax?
issiqlik tarqalish tenglamasini yeching,
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«Yechim quyidagi formula bilan :lzt:zi:!’lanadl

= F . X
u(x,t):che -sm—-l—-
n=i

bunda ¢,
1
P ! .
c _2 Ixsinﬂtbc-i-j(l—x)sm——l—-a&t .
B { 1
2
bo‘ladi. .
Integrallarni hisoblaymiz:
: 2
3 I . 7n
2 . amx P zn sin”2,
Ixsm—;—-dx:——-—zﬂncos 2 +———-”zn2 2
X 2
I“ . 7@n
I o TIIX L L —sin—.
I(I —x)sm—l——dx=§-7;;605 > TR 2
1
E 3
i ij ij b topamiz:
Olingan natijalarni jarnlab top C o
c,,=-7—z_3——n-,-‘ .

= dan tashqari,
Shunday qilib, sinzzn=0 bo‘lsa, holda ¢,, =0. Bun

a ()

= ——— g
"7 (2n-1)
adi: ;
x%a?(2n-1) _
! . sinﬁz_n-—])- X. |

@ 1
4] n-1 e
u(x’t)=?f§(-l) (Zn—l)2

Masala yechimi quyidagicha yozil

idagi i yeching
Quyidagi masalalarni yeching
1899. u =u(x,y) uchun quyidagi
u

—=12y
tenglamani yechipg. ]
1900. Quyidagi ,
oz
oxdy

tenglamaning umumiy yechimini topirg.
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Umumiy holda a, uchun quyidagi formulani hosil gilamiz;
= 4/
Ay =(—1) |m~ (k = ],2,...)'
Quyilgan masalaning yechimi quvidaoi ko‘rinishda yoziladi:
wakt . - k-1 rakt . mhkx
u(x,r)= ;(a* cos——sin —J ) Z( 1) (Zk ) eos =" sifi —/—_>
2°, Issiglik targalish tenglamasi va uning yechimi. OX of qi bo‘yicha
joylashgan sterjen bir xilda isitilmagan (ya’ni notekis gizdirilgan) bo‘lib, tashgi
muhitdan (issiglik tarqalishidan) saglangan bo‘lsin. Bu holda sterjen bo* ylcha
issiglikning tenglashish hodisasi sodir bo‘ladi, ya’ni qattiqroq gizigan gismi
bilan kamroq gizigan qismi orasida issiglik almashishi (issiglik tarqalishi) ro‘y
beradi.
t momentda sterjenning x nuqtasidagi harorat x va ¢ larga bog'lig
bo‘ladi. Uni

u=u(x,t)
deylik. Bu funksiya ushbu
T @)
ot ox

tenglama yordamida topiladi. (4) ikkinchi tartibli xususiy hosilali differensial
tenglama issiglik tarqalish tenglamasi deyiladi.
OX ofgida joylashgan wuchlari x=0, x=/ nuqtalarda bo‘lgan
sterjenning issiglik tarqalish tenglamasi
__q"_lﬁ - &'u

ot ax?

ning ushbu
u(x,0)= uL:O = f(x)
boshlang*ich shartni, quyidagi
u(o,t):ulﬂo =0, u(!,t)=ulr‘_7__, =0
chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi yechimi

u(x,1) =i[%jf(x)sin£;?—xdr)-sin '_’Ciﬁxf""%r (5)
bo‘ladi.
3-misol. Quyidagi chegaraviy
u(0,)=0, u(l,t)=0

va boshlang‘ich shartlar s ecnu O0<x<—,
H(x, 0) = ;
I—x, ecnu Estz
bilan berilgan
u , O%u
S s
ot o

issiqlik tarqalish tenglamasini yeching,
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<Y echim quyidagi formula bilan aniqlanadi
o
e . mnx

u(x,t)=icne -sin—r

n=i

bunda ¢,

!
2 I
20% . amx : LTI
¢ == [xsinZ=dv+ |(I—x)sin——dx |.
n / J: 1 ,'[ l
2
bo‘ladi.
Integrallarni hisoblaymiz:

!

i r " il

J-xsmm“dx—— cos— +— 7SN 5

e l 2an 2 i

J I’ o I . 7n
i 2L 4 ——sin—.
2 dy = ——cos—+ s

I( - r)sm dx 5y 7750

i

Olingan natijalarni jamlab topamiz:

. 7N
4159
C, =2 2
i dan tashqari
Shunday qilib, sinzrn=0 bo‘lsa, u lm]da c,, =0. Bun A
n-1
a ()

Cont =72 (20 -1)

Masala yechimi quyidagicha yozlladl

’(zn-l)
— . #x(2n-1)
s L * .sin x>
u(x’t):?';(—l) (Zn—-l)ze I

Quyidagi masalalarni yeching
1899. u=u (x y) uchun quyidagi

0 u
=12y
>
tenglamani yeching. '
1900. Quyidagi (32
Bxﬁy

tenglamaning umumiy yechimini toping.
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Quyidagi tenglamalarni kanonik ko‘rinishga keltiring
2 azu 2 azu

1901. x 'BF— -a7'=0.
2, 2.
1902. Q—Z~sm2x—2ysinx~a—u+y2 ’6_2u_=0
ox ox o
o’u 3u 5*
1903. x* - ——+2xy- 222
Y Y
o’u u 0 o
1904, T8 _4. 0% 30U _, 00 o 0u_
w e o
2, 2,
1905, -Z—x’zi i,gy—’: =
y
1906. Ushbu
ull:() = xz, @ =0
| ot}
boshlang‘ich shart bilan berilgan
Fu_ou
atz a7
tenglamani yeching. o
1907. Ushbu
ou
u = 0, — =)
t=0 arlr=0""
boshlang‘ich shart bilan berilgan
o* ?
_’2‘ _q.0u
. . ot o’
tenglamani yeching.
1908. Ushbu
uL _ =sinx, ou =
=0 arle=0

boshlang‘ich shart bilan berilgan
Tu_ . Ou
o " ot
) z
tenglamaning f = 22 vaqtdagi torning holatini aniglang.
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1909. Ushbu
ou
= _ ==X,
M=o~ o l' =0
boshlang'ich shart bilan berilgan
AL
o o
tenglamani yeching.
1916. Ushbu
Ou
= 0, —_— =CO0SX
"o~ o |t=0
boshlang'ich shart bilan berilgan
ou_
o &
tenglamani yeching.
1911. Ushbu
Ou
=si —_— =COSX
o sinx, atlt=0
boshlang‘ich shart bilan berilgan
u Ou
o o

tenglamaning =7 vaqtdagi torning holatini a'niqlal.xg.
1912. Uchlari mahkamlangan ¢ uzunlikdagi t(?r u=x(. .
formasida egilgan va boshlangtich tezliksiz qo‘yib yuborilgan. Toming

i ini toping. ' ‘
tebramlsglg?‘llju:l’ﬂr:ri gla}ﬁcamlangan ¢ uzunlikdagi turg un holatda turgan t?rga
bolg‘acha bilan urildi. Urish natijasida torning [c—h, c+i.:] omhq.daf
joylashgan pugqtalari Uy boshlang‘ich tezlik oldilar. Torning tebranish qonunint
i va x=2{ uchlari qo‘zg‘almas qilib mahkamlangan,

1914. Toming x=0 va x=E UG :
boshlang*ich chetlanish quyidagi ko‘rinishga ega:

u(x,0)=Asin-7%, 0<x<EL.

Boshlang"ich tezliklar nolga teng. u(x,t) siljishni toping.

1915. x=0 va x=¢ uchlari mahkamlangan tor x=§£ nugtada

asofaga tortilgan, so‘ngra uning nugqtalariga

muvozanat holatidan h m A > e
boshlangich tezlik berilmagan holda go‘yib yuborilgan. u(x.t) siljishni

toping.
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Quyidagi Einglamat;rni kanonik ko‘rinishga kelfiring 1909. Ushbu N
1901, x*- 2% y*. 22 =0. cw B oeg,
o 0 oy w0~ arle=0
2 ~2 ~2
1902. a—,;i-sinlx—~2ysinx- fj - +y* _‘2__12{ =0. boshlang’ich shart bilan beril&a0 N
ox oxcy oy &u _du
2 2 ~2 27 A2
1903.x2-§§+2xy- ik +y2 220, ar o
ox oxou ay tenglamani veching,.
2 ) 2 1910, Ushbu
o S g g o T O R %
ox oxéu  Cy ox 1} =i, — =CoSX
uf, _ ? =0
1 &0 1 du ;=0 ot |t
1905, — o ——+——==0. : . ;
2 at Yy ol boshlang‘ich shart bilan beril2am .
1906. Ushbu ou _ ,0u
e p vy
= 32 Ou ot ax
uL:D %> Gl T 0 tenglamani yeching.
1=0
boshlang‘ich shart bilan berilgan 111 Lshidu o
ou o =sinx, — =COoSX
== “lt=0 orjt=0
o ox . : ;
tenglamani yeching. boshlang‘ich shart bilan berilgan
1907. Ushbu Gu_0u
. Ou ot 5.:’62. ‘
oo™ atl=0" tenglamaning ¢ =z vaqtdagi torning holatini aniglang.
boshlang‘ich shart bilan berilgan 1912. Uchlari mahkamlangan ¢ uzunlikdagi tor uzx(f ——x) parabola
5y 5 formasida egilgan va boshlang‘ich tezliksiz qo‘yib yuborilgan. Torning
=S tebranish qonunini toping. )
tenglamani yechin a % 1913. Uchlari mahkamlangan ¢ uzunlikdagi turg‘un holatda turgan torga
e . bolg‘acha bilan wrildi. Urish natijasida toming [c—h, c+h] oraliqda
. joylashgan nugtalari v, boshlang‘ich tezlik oldilar. Torning tebranish qonunini
w = sinx, %‘f =1 toping.
.. . - orle=0 1914. Torning x =0 va x =/ uchlari qo‘zg‘almas gilib mahkamlangan,
boshlang‘ich shart bilan berilgan boshlang‘ich chetlanish quyidagi ko‘rinishga ega:
2 2
a—lf“_-az..a_u u(x,0)=AsinE, 0<x<?.
or o’ ¢
Boshlang‘ich tezliklar nolga teng. u(x_.t) siljishni toping.

. T . ;
tenglamaning 7 = e vaqtdagi torning holatini aniglang.
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1915. x=0 va x=/¢ uchlari mahkamlangan tor x=%£ nugtada

muvozanat holatidan A masofaga tortilgan, so‘ngra uning nuqtalariga
boshlang‘ich tezlik berilmagan holda qo‘yib yuborilgan. u(x,t) siljishni
toping.
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1916. Ushbu boshlang‘ich
4rx Su

u',0=‘_ -
(x)sxn3, 0

thg
hamda chegaraviy
u(0,£)=0, u(3,r)=0
shartlarni ganoatlantiruvchi
u _ 0%
N a Yz
tor tebranishi tenglamasi Furye usuli yordamida (x, t) yechimini toping,
1917. Uzunligi ! sterjenning uchlari nol h ilami
Boshlang'ich tempratura quyidagi: eroratda deb faraz qilamiz
u(x,0)= 55in%-—2sin;ﬂ[—x
l

formula bilan angglan?sa, ixtiyoriy ¢ vaqtdagi sterjin tempraturasini aniglang.
1918. Sterjinning boshlang‘ich tempraturasi quyidagi
U, arapx, <x<x,

(s o=/ )=
. . = O,ar.'apx<x,émx>xZ
formula bilan aniglansa, quyidagi tenglamani yeching:

@ 2 6 211
ot at’
Nazorat savollari

1. Skalyar maydonning sath sirtini izohlab bering.
2. Skalyar maydonning gradiyenti deb nimaga aytiladi?
3. Vektor maydonning vektor chizig‘iga ta’rif bering.
4. Vektor maydon ogimi deb nimaga aytiladi?
3. Ostrogradskiy-Gauss formulasini izohlab bering,
g. xektor maydonn%ng divergensiyasi deb nimaga aytiladi?
- Vektor maydonning sirkulyatsiyasi va rotori deb nimaga aytiladi?
8. Stoks formulasini izohlab bering.

9. Ikkinchi tartibli xusus; A .
. oo oA y hosilasi chizigli differensial teng} h
giperbolik tipdagi differensial tenglama deyiladi? nglama gachon

10. Ikkinchi tartibli xususiy hosilasi chizigli differei
nehi ; y hosilasi chizigli differensial tenglam
qachon; i)arabo_hk tl.pdag{ differensial tenglama deyiladi? Bema
. chi tartibli xususiy hosilasi chizigli differensial tenglama

qachor; ;ll;ptﬂ{ tipdagi differensial tenglama deyiladi?
13- h Of'nllf;(g tebrafushi tenglamasi va uning yechimini izohlab bering.
- Issiqlik tarqatish tenglamas; va uning yechimini izohlab bering.
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17-bob
Ehtimollar nazariyasi va matematik statistika asosla.ri
1-§. Ehtimollar nazariyasining asosiy tushunchalari
va teoremalari

1% Tasodifiy hodisalar. Hodisalar ustida amal!ar. Hodi‘sa fieganda,
kuzatish yoki tajriba natijasida yuzaga keladigan fakt (dalil) tushuniladi.

Odatda, hodisalar ma'lum shartlar bajanlgapda yokl. tajriba (sm.ov)
ratijasida sodir bo‘ladi (ya'ni ro‘y beradi). Hodisalar bosh harflar bilan
belgilanadi.

Tajriba natijasida har doim dsodir bo
deyiladi va U harfi bilan belgilanadi. ) . )

Tajriba natijasida sodir bo‘Imaydigan hodisa mumkin bo‘lmagan hodisa
deyiladi va ¥ harf bilan belgilanadi.

Tajriba natijasida sodir bo‘lishi ham,
bo*lgan hodisa tasodifiy hodisa bo‘ladi.

Keyingi o‘rinlarda tasodifiy h

ishlatamiz. . . :
'In‘:;ibaning har bir natijasini ifodalovchi hodisa elementar hodisa

deyiladi. Tajribadagi barcha elementar hodisalardan iborat to‘plam elementar

hodisalar fazosi deyiladi va €2 bilf.n l_aelgilanadi.
Aytaylik, biror tajriba natijasida 4 va

umkin bo‘Isin. . . -
" zga‘: .:mhodisa sodir bo‘lganda har doim B hod}sa hgm so(;lilr bo‘lsa, 4
hodisa B hodisani ergashtiradi deyiladi va Ac B kabi belgtlana L. botliki

Bu holda 4 hodisaning sodir bolishi B hodisaning sodir bo‘lishiga
qulaylik tug‘diradi deb hamlyufitil:dl.

hodisalari uchun
Agar 4 va B ho ey B4
Coa o2 _  voziladi.
¢ kuchli hodisalar deyiladi va 4= B ka}b! yoziladi.
bo Isa’AA “,': %t?fdisalamiﬂg hech bo‘lmagand.a blttas._m‘l'ng.s.odlr })o !15!11
natijasida sodir bo‘ladigan hodisa 4 va B hodisalar yig‘indisi deyiladi va
A+ B kabi yoziladi.

A va B hodisa .
bo‘ladigan hodisa, 4 va B hodis
yoz'lai;gar 4 hodisasining sodir bo'lishi B hodisasining ham sodir bo*lishini
inkor etmasa, A4 va B birgalikda bo‘lgan hodisalar dt?yll:itd}. o

Agar A hodisasining sodir bo‘lishi, B hodlsgsun.ng sodir bo‘lishini
inkor etsa, A4 va B birgalikda bo‘lmagan hodlsal?r c!eylladx. o ’

Agar tajriba natijasi 4 hodisani sodir bo‘lishidan B l_lodlsasmmg sodir
bo‘lmasligini ifodalasa, bunday hodisa 4 va B hodisalar ayirmasi deyiladi va
A— B kabi yoziladi.

‘ladigan hodisa mugarrar hodisa

sodir bo‘lmasligi ham mumkin

odisa deyish o‘miga hedisa deb

B hodisalar sodir bo‘lishi

Jarning ikkalasini sodir bo‘lishi natijasida sodir
alar ko‘paytmasi deyiladi va A-B kabi
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Agar 4 va B hodisalar uchun
A+B=U, A-B=V
bo‘lsa, 4 va B o‘zaro qarama-qarshi hodisalar deyiladi. 4 hodisaga qarama-
qarshi hodisa A kabi belgilanadi.

1-misol. 3 ta talaba bir-biriga bog‘liq bo‘lmagan holda bitta topshirigni
bajarishmogda. Ushbu hodisalarni toping.

1) 4= {barcha talabalar topshiriqni bajardi}

2) B = {topshirigni fagat 1-talaba bajardi}

3) C= {topshiriqni hech bo‘Imasa 1 ta talaba bajardi}

4) D= {topshiriqgni faqat bitta talaba bajardi}

. 1) 4 hodisa ro‘y berishi uchun 4,4, va 4, hodisalarning barchasi
ro‘y berishi kerak:
A= 44,4,

2) bu holda 4 hodisa ro‘y berishi, 4,4, hodisalar esa ro‘y bermasligi
kerak, ya'ni 4,,4, lar ro‘y berishi kerak:

‘ B= A,Z‘Z,

3) C hodisa ro‘y berishi uchun yoki 4, yoki 4,, yoki 4, ro‘y berishi,
yoki ularning ixtiyoriy 2 tasi yoki barchasi ro‘y berishi kerak, shuning uchun

C=A4+4+4

4) bu holda yoki faqat 1-talaba bajardi (4,-4,-4,), yoki 2-talaba bajardi

(4-4,°4,), yoki 3-talaba bajardi (4,-4,- 4,), ya'ni
D=A|';i'z';’:’»"'/i’Az'Z:s"".'?l""?z"qz->

2°. “Tasodifiy hodisa ehtimoli” tushunchasi. Aytaylik, tajriba

natijasida bir xil imkonivat bilan
€,€55-.,8,
hedisalar (elementar hodisalar) yuzaga kelgan bo‘lsin.

Agar

1) ¢ +e, +...+e, =U (muqarrar hodisa)

2) ¢,-€, =V (mumkin bo‘lmagan hodisa) (i, j =1,2,3,...n, i#j)
bo‘lsa, &,€,,...,€, hodisalar jufi-jufti bilan birgalikda bo‘lmagan teng
imkoniyatli hodisalaring to‘la gruppasini tashkil etadi deyiladi. -

A4 hodisa hamda hodisalarning to‘la gruppasini tashkil etuvchi n ta
€,€,,-.-,€, elementar hodisalami garaylik. Aytaylik, bu elementar hodisalardan

m tasi (m < n) A hodisaning sodir bo‘lishiga qulaylik yaratsin.
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Ushbu
m

n
son A hodisaning ehtimoli deyiladi va P(4) kabi belgilanadi:
A== | M
L P(A) n .
(Bu hodisa ehtimolining klassik ta’rifi deyiladi).
Hodisa ehtimoli quyidagi xossalarga ega:
1) mugarrar hodisa ehtimoli 1 ga teng:
P(U)=1.
2) mumkin bo‘Imagan hodisaning ehtimoli nolga teng:
P(¥V)=0
3)A tasodifiy hodisa ehtimoli musbat bo‘lib, u nol bilan bir orasida
bo‘ladi:
o 0<P(4)<1
4) A hodisaga qarama-qarshi bo‘lgan 4 hedisaning ehtimoli
p(d)=1-P(4)
bo‘ladi. . . )
Aytaylik, N marta tajriba o‘tkazilgan bo‘lib, unda 4 hodisa 4 marta

sodir bo‘lsin. Ushbu

)]
w="—
N .

i hodisaning nisbiy chastotasi deynladl.. o . .
meatzfgaroJ\; ninggkatta giymatlarida A hodisaning nisbiy chastotasi p soni
atrofida tebranib tursa, p soni 4 hodisaning ehtimoli deyiladi.

ca ehtimolining statistik ta'rifi deyiladi.) o
(2]?;;2‘:.‘8;000 ta tavakkaliga tanlangan detaldan 32 tasi sifatsiz bo‘lsa,
i - sifatsiz detallar nisbiy chastotasini toping.
partlyagaglllsﬁ?aszada 4A— detalning sifatsiz bo‘lishi hodisasi deb olaylik.
N'=5000 ta tajribada 4 hodisa p=32 marta ro‘y berdi. Shuning uchun
=32 _0,0064.p>
5000

3-misol. Kitob 500 sahifadan iborat. Tavakkaliga ochilgan sahifa ragami
7 ga karrali bolishi ehtimolini toping.

4n=500 umumiy tajribalar soni. Ulardan qulaylik tugdiradiganlari
. ¢ cahi i . 500 .3
m=71 ta, chunki 7 ga karrali sahifalar soni 7k ta: 0<7k <500 (k 5—7-:715).

Demak,

71
=1l _0142.
P=500 >
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3°. Ehtimollarni qo‘shish va ko‘paytirish teoremalari. 4 va B
nodisalar birgalikda bo‘lmagan hodisalar (4-B=V)bo'lib, P (A) va P(B)
ularning ehtimollari bo‘lsa, u holda 4 va B hodisalar vig‘indisining ehtimoli
bu hedisalar ehtimollari yig‘indisiga teng bo‘ladi:

P(A4+B)=P(d)+P(B) @

Agar 4 va B hodisalar birgalikda bo‘igan hodisalar bo‘lib, P(_A) va

P(B) ulaming ehtimollari bo‘lsa, u holda
P(A+B)=P(A)+P(B)—P(A-B) 3)
bo‘ladi, bunda P(A4B) — A va B hodisalar ko*paytmasining ehtimoli.
4-misol, Usta 5 ta dastgohga xizmat ko‘rsatadi. Usta ish vagtida 20%
vaqti 1-dastgohda, 10% ini 2-dastgohda, 15% ini 3-dastgohda, 25% ini 4-
dastgohda va 30% ini S-dastgohda o‘tkazadi. Tavakkaliga tanlangan vaqtda
usta:
1) 1 yoki 3-dastgoh yonida bo“lishi;
2) 2 yoki 5-dastgoh yonida bo‘lishi;
3) 1 yoki 4-dastgoh yonida bo*lishi;
4) 1 yoki 2 yoki 3-dastgoh yonida bo‘lishi;
5) 4 yoki 5-dastgoh yonida bo‘lishi ehtimollarini hisoblang.
4Quyidagi belgilashlarni kritamiz, 4,B,C,D,E hodisalar mos ravishda
tavakkaliga olingan vaqtda ustaning 1-,2-,3— 4— 5-, dastgohining yonida
bo‘lishi hodisalar bo‘Isin. Masala shartiga ko‘ra, 4,8,C,D,E juft-juft bilan
birgalikda bo‘lmagan hedisalar va
P(4)=0,20, P(B)=0,10, P(C)=015, P(D)=0,25, P(E)=0,30,
1) Ustaning 1 yoki 2-dastgoh yonida bo'lishi hodisasi 4+C ekanligidan
P(4+C) (2) formulaga ko‘ra P(A4+C)=P(4)+P(C)=0,20+0,15=0,35
2) P(B+E)=P(B)+P(E)=0,10+0,30=0,40
3) P(A4+D)=P(A)+P(D)=0,20+0,25=0,45
4) P(A+B+C)=P(A)+P(B)+P(C)=0,20+ 0,10+0,15=0,45
5) P(D+E)= P(D)+D(E)=0,25+0,30=0,55.p
S-misol. Tavakkalida tanlangan 2 xonali son yoki 2 ga, yoki 5 ga, yoki
ikkalasiga bir vaqtda karrali bo‘lishi ehtimolini teping. ‘
<« 4 hodisa tavakkaliga tanlangan son 2 ga karrali bo‘lishi, 8 hodisa esa
5 ga karrali bo‘lishi hodisalari bo‘lsin. P(A+B)ni topish kerak. 4 va B
hodisalar birgalikda bo‘Iganligidan
P4+ B):P(A)+P(B)—P(A-B)
2 xonali sonlar 10, 11, ..., 98, 99 hammasi bo‘lib 90 ta. Ulardan 45 tasi 2 ga
karrali, 18 tasi 5 ga karrali, 9 tasi ham 2 ga ham 5 ga karrali shuning uchun
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P(A)=§=o,so; P(B)=%=0,2; P(AB)=%=0,1
va P(A+B)=0,5+0,2-0,1=0,6 bo‘ladi.p

Agar A va B hodisalar har birining sodir bo‘lishi ehtimoli boshqasining
sodir bo‘lishi yoki bo‘lmasligiga bog‘liq bo‘lmasa, 4 va B hodisalar erkli
hodisalar, aks holda, 4 va B bogz‘liq hodisalar deyiladi.

Agar A va B erkli hodisalar bo‘lib, P(A) va P(B) ulaming
ehtimoilari bo‘lsa, u holda 4 va B hodisalar ko‘paytmasining ehtimoli bu
hodisalar ehtimollarining ko‘paytmasiga teng bo‘ladi:

P(4-B)= P(4)-P(B) @

Ko‘p hollarda 4 hodisasining ehtimolini biror B hodisasi sodir bo‘lgan
degan shartda hisoblashga to‘g‘ri keladi. 4 hodisasining bunday ehtimoli
shartli ehtimol deyiladi va P( 4/ B) kabi belgilanadi.

Agar, A va B erkli hodisalar bo‘lsa,

P(4/B)=P(4)

bo‘ladi.

Agar 4 va B bog‘liq hodisalar bo‘lsa, u holda

P(A-B):P(A)-P(B/A)

bo‘ladi. o o )

6-misol. Ustaxonada 2 ta motor bir-biriga bog‘ligsiz ravishda
ishlamoqda. 1 soat mobaynida 1-motorga ustani kerak bo‘Imasligi ehtimoli 0,9,
2-motor uchun esa 0,85. 1 soat mobaynida birorta ham motor uchun ustaning
kerak bo‘Imasligi ehtimolini toping.

< 4 hodisa 1 soat davomida 1-motor uchun ustaning kesak bo‘lmasligi
hodisasi, 2 esa 2 motor uchun ustaning kerak bo‘lmasligi hodisasi bo‘lsin,
P(4-B) ni topish kerak. 4 va B hodisalar bog'ligsizligidan foydalanib
topamiz:

P(A-B)=P(4)-P(B)=0,9-0,85=0,765 .p

7-misol. Korxonada ishlab chigarilgan mahsulotning 96% i yaroqli
bo‘lib, yarogli mahsulotlarning 100 tasidan 75 tasi birinchi navli. Korxonada
ishlab chiqarilgan yaroqii mahsulotlarning birinchi navli bo‘lishi ehtimolini
toping.

«Aytaylik, ishlab chiqarilgan mahsulotning yarogli bo‘lishi hodisasi 4,
ulardan birinchi navli bo‘lishi hodisasi esa B bo‘Isin.

Shartga ko‘ra,

P(4)=0,96, P(B/A)=0,75
bo‘ladi.

(4) formuladan foydalanib, yarogli mahsulotlarning birinchi navli
bolishi ehtimolini topamiz:

P(A- B) =0,96-0,75=0,72.»
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4°. Tola ehtimol formulasi. Bayes formulasi. Faraz qilaylik, A4 hodisa
n ta juft-juft bilan birgalikda bo‘Imagan (hodisalami to‘la gruppasini tashkil
etuvchi)

H,, H,,... H,
hodisalaming faqat bittasi bilangina sodir etilishi mumkin bo‘lsin. Odatda
H,,H,,...,.H, hodisalar 4 hodisaning gipotezalari deyiladi.

U hoelda

P(A)=P(H,)~P(A/H,)+P(H2)-P(A/H2)+ 3)
bk P(H,)-P(AH,)
bo‘ladi.

(5) formula tola ehtimol formulasi deyiladi.

Aytaylik, H,,H,,..,H, hodisalar o‘zaro birgalikda bo*imagan
gipotezalarning to‘la gruppasidan iborat bo‘lib, tajriba o‘tkazilganga qadar
ularning ehtimollari p( H) (i=1,2,3,., r) ma’lum bo‘isin.

Tajriba natijasida 4 hodisasi sodir bo‘ldi degan shartda tajribadan so‘ng
H, hodisaiaming ehtimollari

P(H,)-P(A4/H,) €
P(H,)-P(A/H,)+...+P(H,,)-P(A/H,,)
bo‘ladi (i =1,2,3,...,n).

(6) Bayes formulasi deyiladi.

8-misol. Elektrolampalar 3 ta zavodda ishlab chiqariladi. 1-zavod 45%
ini, 2-si 40% ini, 3-si esa 15% inj ishlab chigaradi. 1-zaved ishlab chiqargan
mahsulotning 70% i standart, 2-zavodni 80% i, 3-zavodning esa 81% i standart.
Do‘konlarda mahsulot uchala zavodlardan kelib tushadi. Do‘kondan sotib
olingan mahsulotning standart bo‘lishi ehtimolini hisoblang.

<dQuyidagi belgilashlarni kiritamiz:

H,— sotib olingan lampa 1-zavodda ishlab chiqarilgan, H,— 2-zavodda
ishlab chiqarilgan, #,— 3-zavedda ishlab chigarilgan va 4 — lampa standart
bo‘lishi hodisalari bosin. Masalani shartiga ko‘ra:

P(H)=045 P(a,)=040, P(#,)=0.15,
P(4/H)=0,70, P(4/H,)=0,50, P(4/H,)=0,81
A=HA+H,A+H,A
ekanligidan hamda (5) formuladan foydalanib topamiz:
P(A)=P(H:)'P(A/H,)-o-!’(_Hz)-P(A/H,)+P(H,)-P(A_/H,)=
=0,45-0,70+0,40~0,80+0,15-0,81=O,7565.>

9-misol. Partiyadagi detallar 3 ta ishchi tomonidan ishlab chiqarilgan.
Partiyadagi detallarning 25% ini 1-ishchi, 35% ini 2-ishchi, 40% ini esa 3-
ishchi tayyorlagan. 1-ishchi ishlab chiqargan mahsulotning 5% i, 2-ishchi
ishiab chiqargan mahsulotning 4% i, 3-ishchi ishlab chigargan mahsulotning
2% i sifatsiz. Tekshirish uchun tavakkaliga olingan detal sifatsiz bo‘lsa, bu
detalni 2-ishchi ishlab chiqargan bo*lish ehtimolin; hisoblang.
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P(H,/ 4) =

= .-

/S

<€Quyidagi belgilashlar kiritamiz: A4— tekshirish uchun tavakkaliga
olingan detalning sifatsiz bo‘lishi, H,,H,,H, lar mos ravishda 1-, 2- va 3-
ishchilarning ishlab chigargan detallari bo‘lsin. Masalani shartiga ko‘ra:
P(H))=0,25, P(H,)=0,35  P(H,)=0,40,
P(4/H,)=0,05, P(4/H,)=0,04, P(A/H,)=0,02
ekanligidan hamda (6) formuladan foydalanib topamiz:

0,35-0,04 =28
P(HzlA)%' 0,25-0,05+0,35-0,04+0,40-0,02 69

Quyidagi masalalarni yeching ) ) ) ]
191);. Tilvakkaliga olingan detal yoki 1-(A hoc.ilsa). yokl.2-(V h?dlsa?
yoki 3 — navli (S hodisa) bo‘lishi mumkin. Quyidagi hodisalar nimani
anglatadi:
A+B, A+C, A-C, AB+C.
1920. A4 va B hodisalar uchun qanday shartlar bajarilganda quyidagi
tengliklar o‘rinli: _ _
1. A+B=A-B,2.(A+B)—B=4,3. A+A=4,4. A-4=4?
1921. Quyidagi hodisalar berilgan bo‘lsin:
A= {imtihon topshirildi} .
B = {imtihon a’loga topshirildi} S
1) A-B,2) A-B, 3) A—B hodisalar ganday elementar hodisalardan
iborat. .
1922. Qizil, sariq va oq rangli atirgullar solingan savatdan tavakkaliga 1
ta gul olinadi.
A= {qizil gul tanlangan}}
B= {sari tanlangan ) ' . .
C ={{oq guglmtanlangan} hodisalar bo‘lsa, quyidagi hodisalar nimani
anglatadi: _
1) 4,2) A+B,3) 4-C,4) A+B,5) 4+B,6) AB+C
1923. Quyidagi xolatlarni o‘z ichiga oluvchi hodisalar uchun ifodani
toping: )
1) fagat A hodisa ro‘y berdl,.
2) fagat 1 ta hodisa ro‘y berdi,
3) faqat 2 hodisa ro‘y berdi, .
4) 3 la hodisa ham ro‘y berdi.
5) kamida 1 ta hodisa ro‘y berdi.
6) kopi bilan 2 ta hodisa ro‘y berdi.
1924. 100 ta o°q uzishda nishonga 89 tasi tegdi. O“anine ni .
hodisasining chastotasini toping. & gning nishonga tegish
1925. 1000 ta yangi tug‘ilgan chagalognin i ofeti :
s o1 Lo g 517 tasi o‘gtil bola bo‘lsa,
0’g‘il bola tug‘ilish hodisasining chastotasini toping, g
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1926. Tavakkaliga tanlangan yilning yanvar oyida 4 ta yakshanba
bo‘lishi ektimolini toping.

1927. 5 ta ayol va jami 25 kishidan iborat majlisdan tavakkaliga
delegasiyaga 3 kishi tanlandi. Majlisdagi har bir kishi bir xil Internet bilan
tanlanishi mumkin bo‘lsa, delegatsiyaga 2 ta ayol va 1 ta erkak tanlangan
bo‘lishi ehtimolini hisoblang.

1928. Yosh oila kelajakda 3 ta farzand ko‘rishni rejalashtirishdi. Bu
farzandlarining uchalasi ham giz yoki 0‘g“il bo‘lish ehtimoli toping.

1929. Elektrostansiyadagi 15 ta navbatchi injenerlardan 3 tasi ayol kishi.
3 kishi navbatchilik bilan band. Ixtiyoriy tanlangan kunda 2 tadan kam
bo‘lmagan erkak kishi navbatchi bo*lishi ehtimolin; topish.

1930. Ikki yashikning har birida 10 tadan detal bo‘lib, birinchi
yashikdagi detallardan 8 tasi standart, ikkinchisidagi 7 tasi standart. Har bir
yashikdan tavakkaliga bittadan detal olingan. Olingan ikkala detalning standart
bo‘lish ehtimolini toping.

1931. 25 ta elektr lampochkaning 4 tasi nostandart ekanligi ma’lum. Bir
vaqtda olingan ikki lampochkaning nostandart bo‘lishj ehtimolini toping.

1932. Qurilma bir-biriga bog‘ligsiz ravishda ishlaydigan elementlardan
tashkil topgan. Har bir qurilmaning 1 kun davomida beto*xtoy ishlashi ehtimoli
mos ravishda 0,9, 0,95, 0,85 ga teng. Kamida 1 ta element ishdan chigsa,
qurilma ham ishlamaydi. Qurilmaning kun davomida beto‘xtov ishlashi
ehtimolini toping.

1933. Nishonga 2 ta quroldan 0°q uzildi. 1-quroldan nishonga tekkizish

ehtimoli 0,85 ga 2-quroldan esa 0,91 ga teng. Nishonga tegish ehtimolini
toping.

2-§. O‘zaro bog‘liq bo‘lmagan tajribalar ketma-ketligi.
Bernulli formulasi

1°. Bernulli tajribalari sxemasi, Aytaylik, n ta tajriba o‘tkazilgan
bo‘lib, ular quyidagi shartlarni qanoatlantirsin:
1) tajribalar o‘zaro bog‘liq bo‘Imasin;

2) har bir tajriba natijasida yoki 4 hodisasi, yoki unga qarama-qarshi 4
hodisalardan biri sodir bo‘lsin;

3) har bir tajribada 4 hodisaning sodir bo‘lishi ehtimoli ~0‘zgarmas
bo'lib, u p ga teng bo'lsin: P(4)=p.

Ravshanki, bunda 4 hodisasining sodir bo‘lishi ehtimoli P(Z) =1-p
Odatda, bunday tajribalar ketma-ketligi Bernulli sxemasi deyiladi.
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2°. Bernulli formulasi. Bernulli sxemasini .qaraylik. n ta tajribada A4
hodisasining & marta (k >0)sodir bo‘lishi ehtimoli
B (k)=Cip'q™* M

bo‘ladi, bunda
k n!

C = Hin-b)!
1) formula Bernulli formulasi deyiladi. . . o
(l-znisol. Har bir mahsulotning yaroqli bQ‘!xsh 4 hol:hia)‘ ;lsllt:me(l)xltln !(1)1,08! fua
teng. Tayyorlangan 5 ta mahsulotdan 3 tasining yarogh 50
toping, .
<«Masalaning shartidan _ 02
n=5 k=3, P(4)=p=08  P(4)=g=1-p=0,
bo“lishini topamiz. ‘ )
Bernulli formulasxgz; ko ra: S g.0.2% 20,2048
&(3)=C30’8 -0,2 ='3—!('5_3)_!' > >
‘ i . . . < . ta
N ]ad;:nisol. Bug‘doyning unib chigishi ehtimoli 0,9 bo‘lsa, ekilgan 7

‘ i unib chigishi ehtimolini his.ol?lang. o P
e dozdl?gig ?;:qunlslllx ehti:lnoli p=0,9 ekanligidan, unib chiqmasligi ehtimoli

. . 8 ko'ra

g=1-p=0,1 bo‘lishi kelib chigadi. Bernulli formu:asnga ;) i
B (5) ~Cpg"* ~CH =C%(0,9) .(0,1) =0, 24. |

3 7La lasni7ng lokal teoremasi. Bernulli sxem.asida mjn'l?alar soni dr;
yetarlich.a kal:ta bo‘lganda P, (k) ehtimolni Bernulli formulasi yordami

hiscblash katta giyinchilikiar tug‘dirad:. II:IatuadaH

B (k)=Crp* (1-P) »

ifodani o¢ziga qaraganda soddaroq, ayni paytda, hisoblash uchun oson bo’lgan

.ot i 1 masida »
foda bilan tagribiy ifodalash zarriyati yuzaga keladi. Bernulf Sxcrasich »
vetarlicha katta bo¢lib, har bir tajribada 4 hodisaning s

o‘zgarmas bo‘lsa, (0 < p < 1) uholda 7, (k) ehtimo! uchun

1
—— e
£ (8)~ 1/27mp(l -p)
k—np

JC’—_\/mv(l-l’)'
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bo‘ladi, bunda



Agar
(x)= ! e_’:
= eE
deyilsa, (2) formula ushbu
- 1 k—n 3)
F, (k)= o £ (
Jre(1-p) [‘/_np(l —p)]
ko‘rinishga keladi.

Ko‘pincha masalalami yechishda (3} formuladan foydalaniladi. Bunda
@(x) juft funksiya bo‘lib, x ning ma’lum giymatlarida ¢(x) funksiyaning
giymatlari 1-ilovada keltirilgan.

3-misol. Har bir ekilgan chigitning unib chigish (A4 hodisa) ehtimoli
P(A)=p=0,8 ga teng bo'lsa, ekilgan 100 ta chigitdan 85 tasi unib chigish
ehtimolini toping.

<« Shartga ko‘ra,

n=100, P(A)=p=0,8, 1-p=0,2, k=85

bo‘lib,
x=_—Fk—np _ 85-100.0,8 _85-80 . .
Jnp(1—p) 100-0,8-0,2 vie
bo*ladi.

(3) formuladan foydalanib topamiz:

1 1
85)~ ==
Pioo (85) m(v(l, 25) " ?(1,25)
1-ilovada keltirilgan ma’lumotdan foydalanib,
(o(l, 25) ~0,1826
bo‘lishini aniqlaymiz. Demak,
P (85) = %~0,1826 =0,0456.p

. 4Tmisol. Stanokda ishlab chigarilgan detalning oliy navli bo‘lishi
ehtimoli 0,4 ga teng. Tavakkaliga olingan 26 ta detaldan yarmi oliy navli

bo‘lishi ehtimolini hisoblang,
<Laplas teoremasiga ko‘ra,
p=04 np =26-0,4=10,4; g=1-p=0,6 npq=10,4-0,6 = 6,24;
n=26 Jnpg=\624=2,50, k=13 k-np=13-10,4=2,6;
x=k—np=é£9=1,o4;
anq 2,50

¢(x) = ¢(1, 04) = 0, 2323,
0,2323
P {13)~ =2
(13) ==

5 =0,093 bo‘ladi.p>
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4°. Laplasning integral teoremasi. Bernulli sr‘cemasini qaraylik. .B.:n;‘la
A hodisaning sodir bo‘lish ehtimoli P(4)= pbo‘lib, (0< p<1) tajribalar
soni yetarlicha katta bo‘lsin. Bu tajribada A hodisa. Kk, fnartadan kar;l
bo‘lmagan, k, martadan ortiq bo‘lmagan sonda sodir bo lishi ehtimoli
F, (kl,kz) ni aniglash mumkin.

Bu ehtimol uchun >

an(l-p) x?
‘ = @
Rlek) gz | o7
:]np(‘—P)
tagribiy formula o‘rinli bo‘ladi.

Odatda, ;
1 ;2

CI)(x):-\/E;J;e 2dx

funksiya Laplas funksiyasi (yoki ehtimol integrali) deyiladi. Bu funksiya

yordamida (4) munosabat quyidagicha:

k,—np 1_@ __ﬁl_‘_-_”.p_-—] ®)
KK ) = o (1—p np(l—-p
P, (k. k)= ® Jo(i-P) Jnp(1-p)

/

i deyiladi.
iladi. Bu (5) formula Laplas formulasi dey1 ' ' .
yoz'la(g)gc‘i(th funksiya bo‘lib, x ning ma'lum giymatlarida <I)(x) ning

i i 2-ilovada keltirilgan. . ; iz chigish
qumatslz-‘;l:ii(:l.o ‘;zorxonada ishlab chigarilgan ma(l;s;(l;;;m]n:;go f;ggli;zyzrocéSiz
ehtimoli 0,2 ga teng bo‘lsin. 400 ta mahsulotdan 7
bo‘lishi ehtimolini toping.

<4Shartga ko‘ra, —0.2
n=400, k: =70, k2 =l309 p 0’—-
bo‘ladi.

: ib topamiz:
(5) formaladan oy 0t B 00-0,2 ) d,[_vg;m_:'_) -

Feo (70:130)”¢(m \/400-0,2-0,8
= ®(6,25) - @(-1.25)-

-i eltirilgan
2-ilovada ke(llt)l?_g] 25) =—0,39435, ®(6,25)=0.5

1—p=038

ma’lumotlarga binoan ®(6,25)- (-1,25)=0, 89435

bo‘lib, izlanayotgan ehtimol
Proo (70, 1 30) ~(0,89435
bo‘ladi.»
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Quyidagi masalalarni yeching

1934. Korxona ishlab chigaradigan mahsulotning 30% i oliy navli.
Tavakkaliga olingan 6 ta mahsulotdan 4 tas oliy navli bo‘lishi ehtimolini
toping.

1935. O‘g‘il bola tug‘ilishi ehtimoli 0,515 bo‘lsa, 10 chaqaloqdan 4 tasi
qiz bola bo‘lishi ehtimolini toping.

1936. Ustaxonada 12 ta motor bor. Motorning muayan sharoitda ishlashi
ehtimoli 0,8 ga teng. Muayan sharoitda kamida 10 ta matorning ishlashi
ehtimolini toping.

1937. Test 10 ta savoldan iborat bo‘lib, har bir savolga yoki “ha” yoki
“yo‘q” deb javob berish kerak. Javobni tavakkaliga tanlash usuli orqali 80%
dan kam bo‘lmagan savollarga to* g'ri javob berish ehtimolini toping,

1938. Binoda 6 ta elektrolampochka bor. Har bir lampaning 1 yil
davomida ishlashi ehtimoli 0,7 ga teng. 1 yil davomida 2 ta lampani
almashtirishga to‘g‘ri kelishi ehtimolini toping.

1939. Radiosignalning har bir uzatishda qabul qilinishi ehtimoli 0,86 ga
teng. 5 ta uzatishda radiosignal 4 martasida qabul bo‘lishi ehtimolini toping,

1940. 18 ta avtobusdan har birining yo‘lga chigish ehtimoli 0,9 ga teng.
Avtobaza normal ishlashi uchun 15 tadan kam bo‘lmagan avtobus yo‘lda
bo‘lishi kerak bo‘lsa, avtobazaning normal ishlashi ehtimolini toping,

1941. 10 tup mevali daraxt ekildi. Bu daraxtlarning ko‘karib ketish
ehtimoli 0,7 ga teng. Ekilgan daraxtlaming 6 tasining ko‘karib ketish
ehtimolini toping.

1942. Televizor kineskopining kafolat muddatida nosoz ishlashi o‘rtacha
12% ni tashkil etadi. 46 ta televizordan kamida 36 tasida kafolat muddatida
nosozlik kuzatilmasligi ehtimolini hisoblang.

1943. Merganning har bir otishda nishonga tekkizishi ehtimoli 0,3 ga
teng bo‘lsa, 30 ta otishda 8 marta nishonga tekkizishi ehtimolini hisoblang.

1944. 800 ta mahsulotdan iborat partiyada oliy navli mahsulotlar soni #
uchun 600<k <700 o‘rinli bolishj ehtimolini hisoblang. Ixtiyoriy mahsulotning
oliy nav bo*lishi ehtimoli 0,62 ga teng.

1945. Bog‘ligsiz 700 ta tajribada 4 hodisaning ro‘y berishi chastotasi
460 va 600 orasida bo‘lish ehtimolini hisoblang.

1946. 1000 ta chaqaloq orasida og‘il bolalari soni 480 dan ko‘p, 540 dan
kam bo‘lishi ehtimolini hisoblang (o'g‘il bola tug'ilishi ehtimoli 0,515 ga teng
deb olingan). :

1947. Omborga 3 ta fabrikadan mahsulot olib kelinadi. Ombordagi
mahsulotning 30% i 1-fabrikaga, 329 i — 2-fabrikaga, 38% i — 3-fabrikaga
tegishli. 1-fabrikaning 60% i, 2-fabrikaning 25% i, 3-fabrikaning 50% —
mahsuloti oliy navli bo‘lsa, ombordan tavakkaliga olingan 300 ta mahsulotdan
sifatlilari soni 130 va 130 ning orasida bo‘lish ehtimolini hisoblang,
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1948. Nishonga tekizish chtimoli 075 bo'lsa, bog'ligsiz 300 fa oistda
nishonga tegishlar soni & uchun 210<k<230 o'nnli :
hISOb]a]an4 9. Ko‘chani yorituvchi 2450 ta lampadan yilning o?unli;an kzlr:li)n ;5; l
dan 1600 tagachasi yonib turishi ehtimolini toping. Thtiyorly lamp
davomida yonib turishi ehtimolini 0,64 deb oling. . htiyojining ehtimoli

1950. Xaridoming 3¢-razmerli poyafzalga bo'lgar, CPWE T8 T
0,3 ga teng. 2000 ta xaridordan 575 tasi shu razmerhl poy

bo‘lishi ehtimolini toping.
3-§. Tasodifiy migdorlar

“li i ki bu
Ma’lum shart-sharoitlarda tasodifiy holatlarga bog ggrrng??; zzqdor
son giymatlardan birini qabul giladigan o‘.zgaruvcihl ﬂgq” T bk
deviladi. Ular grek harflari bilan belgilanadi, masa an, 6,77, ¢ e ksivalari
) 1°. Diskret tasodifiy migdorlar va u_larnl!lg taqisgatlari chekdi yoki
Agar tas;)diﬁy miqdorning qabul qill.ishikrf)ulr:lel::i: lc:elt%::-g;lik hallida yozish
sanoqli (ya’ni bu qiymatlami chekli yoki chexsiz %
n?num(}dn()ybo‘lsa, u diskret tasodl.ﬁ: mlqu‘:;; gden)]:ll;?ll' qilishi mumkin bo‘lgan
. . T mﬂklli
Aytaylik, & tasodifiy muqdor,
giymatlari

Xys Xgyees X s

idagi qi i mos shda Dys Dps-eos
bo‘lsin. Bu tasodifiy miqdor yuqoridagi giymatlarni mos ravi s D2
chtimollar bilan gabul qilsin:

Py

P{E=x} =Py P =x,} =P,

P{E=x}=n
Keltirilgan ma’lumotlardan ushbu -
¢ X, X, | e A
..... D»
P {f = xi} b P,
Jjadvalni tuzamiz.
Ravshanki,

= E—x }
e e e N
hodisalar bir-biriga bog‘lig bo‘Imagan 'h.odlsalar bolib, tasodifiy miq
asz:ti: abitta giymatni gabul qilishi kerakhgldanp{f _. } _
’ p{§=x1}+P{§=x2}+...+ =x,}=1,

ya'ni p,+ Dyt Pn =1

" ladi.l) iadval & tasodifiy miqdorni tola xarakterlaydi. U & diskret tasodifiy
J . . . ..
miqdor chtimollarining tagsimot gonuni deyiladi
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1948. Nishonga tekizish ehtimoli 0,75 bo‘lsa, bog‘ligsiz 300 ta otishda

nishonga tegishlar soni k uchun 210<k<230 o‘rinli bo‘lishi ehtimolini
hisoblang. :

1949. Ko‘chani yorituvchi 2450 ta lampadan yilning oxiriga kelib 1500
dan 1600 tagachasi yonib turishi ehtimolini toping. IThtiyoriy lampaning yil
davomida yonib turishi ehtimolini 0,64 deb oling. o

1950. Xaridorning 36-razmerli poyafzalga bo‘Igan ehtiyojining ehtimoli
0,3 ga teng. 2000 ta xaridordan 575 tasi shu razmerli poyafzalga talabgor
bo‘lishi ehtimolini toping.

3-§. Tasodifiy miqdorlar

Ma’lum shart-sharoitlarda tasodifiy holatlarga bog'liq ravishda u yoki bu
son qiymatlardan birini qabul qiladigan o‘zgaruvchi miqdor tasedifiy migder
deviladi. Ular grek harflari bilan belgilanadi, masalan, &,7, & vahk.

1°. Diskret tasodifiy migdorlar va ularning tagsimot funksiyalari.
Agar tasodifiy migdorning qabul qilishi mumkin bo‘lgan giymatlari chekli yoki
sanoqli (ya’ni bu qiymatlami chekli yoki cheksiz ketma-ketlik shaklida yozish
mumkin) bo‘lsa, u diskret tasodifiy migdor deyiladi.

Aytaylik, & tasodifiy migdor, uning qabul qilishi mumkin bo‘lgan
qiymatlari

X5 Xy yeens Xy
bo‘lsin. Bu tasodifiy miqdor yuqoridagi giymatlarni mos ravishda p,, py;..., D,
ehtimollar bilan gabu! gilsin:

P{é =x|} =D P{g’—‘xz} =p2,...,P{§=x,,} = Dy
Keltirilgan ma’lumotlardan ushbu

$ X, X | e X,

Plé=x}| p | o | - P,
jadvalni tuzamiz.
Ravshanki,

{f =x1}’ {f =x2},..., {f =xn}
hodisalar bir-biriga bog‘liq bo‘lmagan hodisalar bo‘lib, tasodifiy miqdor,
albatta, bitta qiymatni qabul gilishi kerakligidan
P{é=x}+P{E=x}+..+P{{=x}=],
ya’ni
p+p,+..tp,=1

bo‘ladi.

(1) jadval & tasodifiy miqdomi tola xarakterlaydi. U ¢ diskret tasodifiy
miqdor chtimollarining tagsimot gonuni deyiladi.
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1-misol. Pul-buyumn lotoreyasida 1 ta 1000000 so‘m, 10 ta 100000
so'mdan, 100 ta 1000 so‘mdan yutuq o‘ynaladi. Lotoreya biletining umumiy
soni 10000 ta. Bitta lotoreya biletiga ega bo‘lgan kishining tasodifan
yutishining tagsimot qonunini toping.

dRavshanki, tasodifiy miqdor ¢ ning qabul gilishi mumkin bo‘lgan
giymatlari

x =1000, x, =100000, x; =1000000, x,=0
bo‘ladi. Ularning qabul gilish hodisalarining ehtimollarini topamiz:
100

=P = = - .

P =P{f=x} Toooo ~ %08
10

=P = - - .

P {f xz} 10000 0,001;
' 1

=P = = = .

p=P{{=x} 10000 = % 0001;

p,,tf,_g?.{é’:x“}=I—(0,01+0,001+0,000])=0,9889.
Yautish tagsimot qonuni quyidagicha: .-
e Gy 1600 100000 1000000. 0
P e 0,01 0,001 . 0,0001 | 0,9889
bo‘ladi.»> : S o :
2°. Uzluksiz tasodifiy miqdorlar va ularning tagsimot funksiyalari.
Agar tasodifiy miqdorniing qabul qilishi mumkin bo*lgan giymatlari biror
oraliqda joylashgan barcha giymatlardan jborat bo‘lsa, u uzluksiz tasodifiy
miqdor deyiladi.

Uzluksiz tasodifiy miqdorlar ulaming tagsimot funksiyalari orqali
o‘rganiladi. Faraz gilaylik, & ixtiyoriy tasodifiy migdor, x esa biror hagiqiy
son bo‘lsin.

Ushbu

{e<y
hodisaning, ya’ni tajriba natijasida sodir bo‘lgan tasodifiy miqgdoming x dan
kichik bo‘lishi hodisasi ehtimol;

P{¢<x}

¢ tasodifiy miqdoming tagsimot funksiyasi deyiladi va F(x) -orqali
belgilanadi: '
F(x)=P{&<x}.
Tagsimot funksiyasi quyidagi Xossalarga ega:
1) 0S F(x)<1;
2) F(x) kamaymaydigan funksiya;
3) lim F(x)=1, lim F(x)=o0.
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Aytaylik, & tasodifiy miqdor, F (x) esa uning tagsimot funksiyasi
o'lsin: F(x)=P{&<xj.
* mAgFar( F)'(x) i\liksi)}a differensiallanuvchi bo*lsa, uning .F'(x). hosi].asi
¢ tasodifiy migdorning ehtimol zichligi deyiladi va p(x) kabi belgilanadi:
p(x)=F'(x),
p(x) funksiya quyidagi xossalarga ega:
1) p(x)=0,;

2) T p(x)dx=1;
3) F(x)= | p(x)ds

3
8 P{x <&<x)=]|p(x)d L
5) agar & tasodifiy miqdoming tagsimot funksiyasi F (x)funksiya x,

nugtada uzluksiz bo‘lsa, u holda

P{¢=x}=0
bo‘lib,
Pix <£<xn}=P{n<{<x},
P{x, <& <x} =F(x2)-F(x,)
bo‘ladi.
2-misol. Ushbu 1 5 5
: ; 3 0,5
Pie =) 0l taqsimot funksiyasini
qonuniyat bilan tagsimlangan ¢ tasodifly miqdorning taq;
toping: £ ifiy mi ing qabul giladigan giymatlari
i. & tasoditly miqdorning q ,
<«qRavshanki, 5 o2
bo‘ladi. '

Aytaylik, x < -1 bo‘lsin. Bu holda{¢ < x} mumkin bo‘lmaganl:m:ma
’ - . . s 9 . . . .tta
bo‘ladi, chunki tasodifiy migdorning & < x tengsizlikni qanoatlantiruvchi bi

. . ¢ ak,
ham giymati yo‘q. Dem: F(x) _ P{(’K . x} o
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Aytaylik, ¢ tasodifiy miqdor, F(x) esa uning taqsimot funksiyasi
bo'lsin: F(x)=P{¢& <x}.
Agar F (x) funksiya differensiallanuvchi bo‘lsa, uning F' '(x) hosilasi
¢ tasodifiy miqdomning ehtimol zichligi deyiladi va p(x) kabi belgilanadi:
p(x)=F'(x),
P (x) funksiva quyidagi xossalarga ega:
D p(x)=0,;

2) Tp(x)dx=l;
3) F(x)= | p(x)ds

8 Pln<é<x)=[p() S

5) agar & tasodifiy miqdoming taqsimot funksiyasi F(x)funksiya x,
nugtada vzluksiz bo‘lsa, u holda

P {{ =X } =0
bo‘lib,
P{x <& <x}=P{x <f<x},
P{x <f<x}=F(x)-F(x)
bo‘ladi.
2-misol. Ushbu
s -1 0 2
P{E=x} 0,2 0,3 0,5
qonuniyat bilan tagsimlangan ¢ tasodifiy miqdorning tagsimot funksiyasini
toping.
<«Ravshanki, ¢ tasodifiy miqdorning qabul giladigan qiymatlari
-1,0,2 ‘
bo‘ladi. '

Aytaylik, x < -1 bolsin. Bu holda{¢ < x} mumkin bo‘lmagan hodisa
bo‘ladi, chunki tasodifiy migdorning & < x tengsizlikni qanoatlantiruvchi bitta

ham qiymati yo‘q. Demak,
F(x)=P{&<x}=0.
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Aytaylik, ~1 <x <0 bo'Isin. Bu holda {¢ <x} = {¢ = ~1} bolib,
F(x)=P{¢ <x}= P{§=—l} =0,2
bo‘ladi.
Aytaylik, 0 < x <2 bo‘lsin. Bu holda
<x={&=-1uis=0}
bo‘lib,
F(x)=P{S<x}=P{¢=-1}+ P{£=0}=0,240,3=0,5
bo‘ladi.
Aytaylik, x > 2 bo‘Isin. Bu holda {£ < x} muqarrar hodisa,
F(x)=P{¢ <x}=1
bo‘ladi.
Shunday qilib, & tasodifiy migqdorning tagsimot funksiyasi
0, aeap x<-1,
F(x): 0,2, azap -l1<x <0,
0,5, azap 0<x<2,
N I, azap x>2
bo‘ladi. Uning grafigi 1-chizmada tasvirlangan:

A%
FOle . —

]

:

« =

— ,
x+ ~1 8 i 7

1-chizma

3-misol. Agar §' uzluksiz tasodifiy miqdorning tagsimot funksiyasi
0, azap x<3
F(x)= C(x—3)2, azap 3<x<5 .
l, aeap x>5
bo‘lsa, u holda
1) C —koeffitsiyentni toping;
2) zichlik funksiya p(x)ni toping;

3) P{3<¢ <4} ehtimolni hisoblang,
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«41) Qaralayotgan tasodifiy miqdor uzluksiz tasodiﬁy miqdor
bo*lganligi uchun, uning tagsimot funksiyasi F(x) uzluksiz, jumladan, x=5

nugtada uzluksiz bo‘ladi. Ayni paytda, F (S) =1 bo‘lgani uchun
C-(5-3)" =1 bo‘lib, undan C =% bo‘lishi kelib chiqadi. Demak,
0, azap x<3
1 z
F(x)=4{=(x-3)°, azap 3<x%5,
()=12(:-3)
l, azap x>5.

2) zichlik funksiyasi ’
p(x)=F()
quyidagicha bo‘ladi:
0, aeap x<3

p(x)=j—é-(x—3), azap 3<x55,
0, azap x>5.

32) ushbu ,
Plasgsb)=[p(x)dr

formuladan foydalanib topamiz: . ,
P3sg<a)=[o(x-3)dx=7.
3

idagi i yechin, ) )
%‘g;‘d; g;::;::ﬂi::ﬂiga qa:a%a 1 tadan o‘q uzishdi. Ulmng nishonga
tekkizishlari ehtimoli mos ravishda 0,5, 0,6, 0,8 ga tgng. Nishonga tekkan
‘ i .6 migdorning tagsimot qonunini tuzing. o
v :321251\?::;::1{; tel?kizish ehtimoli 0,7 bo‘lsa, 2 ta bog‘lic'[s{z ot.lshda
‘qlar soni ¢ tasodifiy miqdorning tagsimot gonunini tuzing. .
skret tasodifiy miqdorning tagsimot qonuni berilgan:
£:-2 1 2 3
P:0,08 04 0,32 0,2
¢ tasodifiy miqdorning tagsimot funksiyasi F(x)ni to'ping. . ‘
1954, 16 ta sportchidan iborat komandsfda 6 tasi _l-mzr_yadh. :I‘avakkz‘ahga
tanlangan 2 ta sportchidan 1 razryadlilari soni ¢ tasodifiy miqdorning tagsimot

qonunini tuzing, tagsimot funksiyasini toping.

nishonga tekkan o
1953. £ —di
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1955. ATS 1500 abonentga xizmat ko‘rsatadi. 3 dagiqa mobaynida ATS
g2 chagiruv kelishi ehtimoli 0,002 ga teng. 3 daqiqa davomida ATS ga kelgan
chaqiruviar soni & tasodifiy miqdoming tagsimot qonunini topish va p{£>3}-?

1956. ¢ diskret tasodifiy miqdor butun qiymatlarni qabul giladi: ’

n=l x=2 x=3..
pn = p{g = n} = ;

" +3n+2
ma’lum bo‘lsa, o‘zgarmas son C ning giymatini toping?

1957. & — uzluksiz tasodifiy miqdorning tagsimot funksiyasi berilgan:

(0, x<z
F(x)= a(cosx +c), -m<x<0
1, x>0
O‘zgarmas sonlar — 4 va ning giymatini toping.
1958. & — uzluksiz tasodifiy miqdoming zichlik funksiyasi berilgan:
3
P (x) = x—4, x21
0, x«<1

Bu tasodifiy migdor tagsimot funksiyasi F(x)ni hisoblang.
1959. & uzluksiz tasodifiy miqdorning zichlik funksiyasi berilgan:

0, x<1
p(x)=42x-2, 1<x<2
0 x>2

Quyidagi hodisalaming qaysi birining ehtimoli katta: ¢ tasodifiy
miqdorning (1,6;1,8) intervalga tushishim; yoki (1.9;2,6) intervalga tushishi.
1960. ¢ tasodifiy miqdor tagsimot funksiyasi berilgan:

3, x<0
) _{ L, x>0
Bu tasodifiy miqdorning zichJik funksiyasini toping.
1961. ¢ tasodifly migdorning zichlik funksiyasi quyidagi ko‘rinishga

ega:
0, x<—4
( _ —-Ax, -4<x<0
?lx)= Ax, 0<x<4
0, 4<x

4, F(x), p{~1<£ <5}ni hisoblang,
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4-§. Tasodifiy miqdorlarning sonli xarakteristikalari

*. Di i igdorning matematik kutilmasi va dispersiyasi
ll?z;ralx)zl:‘;]’:;litl:,s (;d!;gkl::tqtasodiﬁf miqdor gabul qilishi mquin bo‘igan
b . '
qiymatlarni mos ravishda p,, Dy..., P, ehtimollar bilan gabul gilsin:
P{é=x}=p. P{t=x}=pp-P{E=%}=p
Ushbu

n
R R Y]

» 5 L3 . » . M
vig'indi & diskret tasodifiy miqdorning matematik kutilmasi deyiladi va £
kabi belgilanadi: ] )

= (]
ME=x-p+% P+t Xl gxkpk |

Diskret tasodifly miqdorning matematik kutilmasi ‘ quyldagl xossglgrga

e 1) o‘zgarmas C sonning matematik kutilmasi shu songa teng: -
M(C)=C, C = const.
2) ¢ tasodifiy miqdor uchun -
M(C-&)=C-Ms (C=const)'

bo‘ladi; .

3) & va 7 tasodifiy miqdorlar uchun

M(&E+n)=ME+Mn
porlads difiy miqdorlar uchun
4) o‘zaro bog'liq bo‘lmegan & va 77 tasodily
M(&-m)=M¢-Mn

bo‘ladi.

Ushbu ,

M (f i Mg) 3 » 3
miqdor & tasodifiy miqdorning dispersiyasi deyiladi va D¢ kabi belgilanadi:
. 2
DE=M(¢-MQ) @
. 1‘a$odiﬁy migdorning dispersiyasini quyidazglcha:

| D¢ =ME ~(M¢) ©)

ham ifodalash mumkin.
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4-§. Tasodifiy miqdorlarning sonli xarakteristikalari

I°. Diskret tasodifiy miqdorning matematik kutilmasi va dispersiyasi
Faraz qilaylik, & diskret tasodifiy migdor qabul qilishi mumkin bo‘lgan
X3 Xy 5005 X,
qiymatlarni mos ravishda p,, p,,..., p, ehtimollar bilan qabul gilsin:

P{g=x}=p, P{=x}=p,..P{=x}=p,
Ushbu

XN P A% D+t XD, =D %D
k=1

yig'indi ¢ diskret tasodifiy miqdorning matematik kutilmasi deyiladi va M&
kabi belgilanadi:

Mg:xl'pl+x2'p2+'"+xnpn=zxkpk )
H
Diskret tasodifly miqdorning matematik kutilmasi quyidagi xossalarga
ega: RPN R .
1) o‘zgarmas C sonning matematik kutilmasi shu songa teng: -
M(C)=C, C = const.
2) ¢ tasodifiy miqdor uchun -
M(C-&)=C-M¢ (C=const)
bo‘ladi;
3) ¢ va g tasodifiy migdorlar uchun
M(E+n)=ME+My
bo‘ladi;
4) o‘zaro bog'liq bo‘lmagan & va 7 tasodifiy miqdorlar uchun
M(¢-m)=M¢ My

bo‘ladi.
Ushbu
2
M (5 - M)
miqdor ¢ tasodifiy miqdoming dispersiyasi deyiladi va D& kabi belgilanadi:
| Dg =M (& - M) @
_ Tasodifiy miqdorning dispersiyasini quyidagicha:
‘ 2
Dg=Mg* -(M{) )
ham ifodalash mumkin.
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Diskret tasodifiy miqdorning dispersiyasi quyidagi xossalarga ega:
1) dispersiya har doim musbat
D§20;
2) o‘zgarmas C sonning dispersiyasi nolga teng.
D(C)=0 (C=const) ;
3) ¢ tasodifiy migdor va C o‘zgarmas uchun
D(C . f) =C*D¢
bo‘ladi.
4) agar £ va 77 bog‘liq bo‘lmagan tasodifiy miqdorlar bo‘lsa, u holda
D(¢$+n)=D¢+ Dy,
D(§-n)=D¢+Dy
bo‘ladi.
Ushbu
JDé¢

miqdor & tasodifiy miqdorning o‘rtacha kvadratik chetlanishi deyiladi va o

kabi belgilanadi:
o=DE.

1-misol. 100 ta lotereyada 1 ta 500000 so‘mlik va 10 ta 10000 so‘mlik
m o‘ynalmeqda. Tavakkaliga sotib olingan 1 ta lotereya bileti ¢ ning
tagsimot qonunini toping va matematik kutilmasini hisoblang,

<ATasodifiy migdor & ning qabul qgilishi mumkin bo‘lgan qiymatlari

%,=10000, x,=500000, x,=0

bo‘ladi. Ulaming qabul gjlish hedisalarining ehtimollarini topamiz:

P, =P{£=10000} =1th:) =0,1

P, =P{£ =500000} =-l%=o,01

P, =P{§=0}=]-(0,l+0,01)=1-0,1l=0,89
Yutish tagsimot qonuni quyidagicha

g 10 000 500 000 . 0
P 0,1 0,01 0,39
Bu tasodifiy migdomning matematik kutilmasini (1) formuladan
foydalanib topamiz:

M¢£=10000-0,1 +500000-0,01+0-0,89 =
=1000 + 500 = 6000.
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2-misol. Ushbu

n _¢-a (a,0 - o‘zgarmas)
o
: 4 . »* . - . - . 3 .toping.
tasodifiy miqdoming matematik kutilmasi va dispersiyasini | o
zTas?.tdiﬁy miqdorning matematik kutilmasi va dispersiyasining

xossalaridan foydalanib topamiz: .
= § -4 =—(ME&—a),
M(ﬂ)—M( = ) L(mg-a)

Dn= D(‘f—aJ=£2—(D§+Da)=;ljD§- >

o- [ - .
2°, Uzluksiz tasodifiy miqdorning matem?(.:k kutilmasi va
dispersiyasi. Aytaylik, & uzluksiz tasodifiy miqdor bo'lib, p(x) esa uning
ehtimol zichligi bo‘lsin.
Ushbu

I xp (x) dx
xosmas integral & tasodifiy migdorning matematik
ME= I xp(x)ax

kutilmasi deyiladi. Demak,

@

Ushbu -
[ (x-Mg) p(x)ax

difiy migdorning dispersiyasi deyiladi. Demak,

D¢'=T(x_M§)2-p(x)dx. 6))

xosmas integral & taso

3-misol. Uzluksiz tasodifiy migdor & ushbu
(0,2 —2<x<3

p(x)={ 0 x<-2, x>3
ehtimol zichligiga ega bo‘lsin. Shu tasodifiy miqdorning matematik kutilishi va

dispersz:::;g;n f;iqdor & ning matematik kutilishi va dispersiyasini (4) va

(5) formulalardan foydalanib t(:pamiz: .

ME= Txp(x)dx = ]' xp(x)dx+—_[2xp(x)dx+“!?xp(x)dx =

3 x?
— o e—] =0’5;
=IX'O,2ﬁ"'O’2 2 -2
-2
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-2

Dg = [ (x-M8) - p()te =] (x=0.5 - p(s)ats = [ (x~0,5)"  p(x)ete +

3 4
+.|‘(x—0,5)2 - p(x)dx +I (x—O,S)2 -p(x)dx =
-2 3
3
=j(x—o,s)’-o,2dx=%(x—o,5)’| 3.625 ,,p
4, 3 I

3°, Diskret tasodifiy miqgdorning asosiy tagsimot qonunlari
a) Binomial tagsimot qonuni. » ta tajribada 4 hodisaning sodir bo*lishi
soni tasodifiy miqdor bo‘lib, bu £ tasodifiy miqdorning qabul gilish mumkin
bo‘lgan giymatlari
0,1,2,3,..n
ni quyidagi ehtimollar bilan qabul gilsin:
P(¢=0)=¢", P({=1)=C)pg™*, P(£= 2)=C:p°q"*,. . .P(E=k)=

= :p"q"_",...,P(f =n)=p"
Tasodifiy miqdor £ ning tagsimotini ifodalovchi bu qonun binomial
taqsimot qonuni deyiladi.
Agar & tasodifiy migdor deb, A hodisa / -tajribada sodir bo‘lganda 1 ni,
sodir bo‘lmaganda 0 ni mos p va g ehtimollar bilan gabul giladigan tasodifiy
miqdor deyilsa, uning matematik kutilmasi

MéE=np,
dispersiyasi

Dg =npg,
o‘rtacha kvadratik chetlanishi

0 =\npq
bo‘ladi;

b) Puasson tagsimot qonuni. Bernulli sxemasida 4 hodisaning ehtimoli
P(A) =p, (pn > O)
bo‘lib,

1) n—>o© da p, >0, y
2)np, =4 (A>0) A=const

bo‘lsa, n —> oo da
/ik

k!

P(k)>—e™
bo‘ladi.
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Tajriba natijasida 4 hodisaning sodir bo‘lishi soni ¢ tasodifiy migdor

deyilsa, uning qabul gilishi mumkin bo‘lgan qiymatlari
0,1,23,..,n,..
bo‘lib, ularni qabul qilish ehtimollari

- A2 i A A
P(£=0)=e?*, P(E=1)=2e?, P(§=2)=—27e ,...,P(f—n)—n!e

bo‘ladi.
Tasodifiy miqdor £ ning tagsimotini ifodalovchi bu qomun Puasson
tagsimoti qonuni deyiladi.

Puasson qonuni bo‘yicha taqsimlangan
matematik kutilmasi

tasodifiy miqdor ¢ ning

MéE=2,

dispersiyasi
DéE=A

bo*‘ladi. . . .
4°. Uzluksiz tasodifiy migdorning asosty taqs?mot qc..munlttn .

a) Tekis taqsimot qonuni. Agar ¢ tasodifiy .qudormng' fehumol
zichligi biror oraliqda o‘zgarmas funksiya bo'lib, oral}qdan tasgqaflld; esa
nolga teng bo*lsa, tasodifiy miqdor shu oraligda tekis tac.lsnnlangan eyiladi.

Aytaylik, & tasodifiy miqdorning ehtimol zichligi

1

p(x)= { b-a

{ 0, azp x<a,x>b

azap a<x<b

bo‘isin. Bu tasodifiy migdorning tagsimot funksiyasi ushbu
0, azap x=a,
x—a <x<b
={=—, azp as=xsb
F(x) o
1, azap x2b

bo‘ladi.

4-misol. Tekis taq
a di iyasini toping. ) ) ) .
v lspzrzg’ va (5§) fgnnulalardan foydalanib, tekis tagsimlangan tasodifiy

migdoming matematik kutilmasi va dispersiyasi topamiz:
b

M= ap(e)a= | xp(x)as+ | xp(x)dx++_fxp(x)dx= !"‘bi_ad“

1 .xz b _a+b,

T e ¢ | = s

simlangan tasodifiy miqdorning matematik kutilmasi

b—a 2 a 2 LT
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D€=I(X—M§)z-p(X)dx=:!"(x—b;a)z 1 e 1 [x_b;-a) ,b“

b—a b—a 3

~(-a) p
12

b) Normal tagsimot qonuni. Agar uzluksiz tasodi i i
zichlik ehtimoli ey migdor & ning
1 GO

P(x)=—p=e =
bo‘l rmal b i
sa, u normal qonun bo‘yicha tagsimlangan tasodifiy mi iladi
Bu tasodifiy miqdorning tagsimot ﬁﬁsiyasi Y miador deyilad:

| R )

F(x)=\/§a_ J‘e?dt,
bo‘ladi. =
Ma’lumki,
Pla = -
Demak, te<t<p) F(P)~F(a).
P{a<é’<ﬂ}=¢(ﬂ—a)_¢(a—a)’ ©
bunda ¢ d

1 ;£
D(x)=—=|e 2dt
.y g e
. zatlIIa-'Ko Pmcha,. normal qonun bo‘yicha tagsimlangan tasodifiy
q o matemaulk kutilmasi (o‘rta qiymat) M¢ =a uchun ushbu
§—4<€ e>0
hodisaning ehtimolini, ya'ni ( )
i topishga t Pi6-al<e}
ni topishga to‘g‘ri keladi. Bu ehtimolni oo
murmkin. (6) formulagg ke, u ehtimolni (6) formuladan foydalanib topish

P{If'al“f} =Pla-g<¢ <a+g} =¢(£)—<D(—-£) - 2@(—6;)
. o c o
bo‘ladi. Xususan,
P{le-a| <30} =20(3)=0,9973
bo‘ladi.
5-misol. Normal qonun bo‘yicha tagsiml i i i
matematik ktiimasi va dipmniy e :l toping.q angan tasodifiy miqdorning
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<4(4) va (5 formulalardan foydalanib bu tasodifiy miqdoming
matematik kutilmasi va dispersiyasini topamiz:

' 1 7 L) x—a
MéE =[x - 2@ ge=|X"%t  dx=odt|=
I3 :[o.xp(x)dx am:[xe dx [ - t o t]
v 7 w P
_ l . - — (s2 -y
" -a-i(ot+a)e zdt—-Jz—_;_-[te 2dt + |
a *F N o ) s w P a
+ 2dt = —| | te 2dt+ | te *dt +——-27T =a.
«/272‘_‘[,e 27:L[ ‘! V27m
Demak,
Mé=a.
Shuningdek,
+x +o0 !-“‘“!3
1 x—a - —
D= [ (x-Mz)' p(x)de=—re=[ (x-a)'e 2°’dk=[—a—=r, abc—ad:}-
h o 2 <o A u=t, du=dt
l 2,2 "2 0'2 2,72 Jf — =
= .o | o¥e 2dt=——=-|t'e 2dt=| ¢ 7
o2 _'[ N2z _',[ te 2dt=dv v=—e ?
o’ L]+ ’”-fz-dt _9 oo
=.._§—7;-[—te _w+:‘[e _JE;

bo‘ladi. Demak,

Quyidagi masalalarni yeching . . o
196);. Agglar har bir sinashda A hodisaning ro‘y berish ehtimoli 0,6 ga

teng bo‘lsa, shu hodisaning 3 ta bog'ligsiz sinashda jami ro‘y l.aeris.hlar
sonining tagsimot genunini tuzing. Matematik kutilmasi va dispersiyani toping.
0, azapx<-2 :

1/3, azap—2<x<0 bo‘lgan t.m.
2/3, azap0<x<2
|, azapx>2
matematik kutilma va dispersiyasini toping

1964. Simmetrik tanga 7 marta tashlanadi. Tushgan gerb tomonlari soni
¢ tasodifiy miqdorning matematik kutilmasi va dispersiyasini hisoblang.

1965. Nishonga toki 2 ta o‘q tegmaguncha o‘q uzilmoqda. Nishonga
qarata o‘q uzishlar sonining matematik kutilmasi va dispersiyasini hisoblang

(Nishonga tegishi ehtimoli 0,2).

1963. Tagsimot funksiyasi FlX)=
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1966. £ — diskret tasodifiy miqdorning tagsimot qonuni berilgan:

X; =2 ~1 0 1 2 3

p; 01 0,2 0,25 1,15 0,1 0,2

Bu tasodifiy miqdorning matematik kutilmasi va dispersiyasini hisoblang,
1967. Nomerlangan kub 10 marta tashlanganda kublar ustida tushgan
ochkolar soni ¢ tasodifiy miqdorni M¢ va D¢ hisoblang,

1968. ¢ tasodifiy miqdorning matematik kutilmasi % va dispersiyasi

35 {o bo‘lsa, 45-1 tasodifiy miqdorning matematik kutilmasi va dispersiyasini
hiscblang,
1969. ¢ tasodifty migdomning zichlik funksiyasi beriigan:

p(x)=[2_36(x_3)2’ xe[0,2]
0, x¢[0,2]
M¢ va D¢ hisoblang,

1970. Korxona ishlab chiqaradigan mahsulotning 20% ini qo‘shimcha
qayta ishlash kerak. Tavakkaliga 150 ta mahsulot tanlanadi. Tanlangan
mahsnlotlar ichida qo‘shimcha qgayta ishlanishi kerak bo‘lgan mahsulotlar soni
¢ bo‘lsa, uning matematik kutilmasi va dispersiyasini hisoblang.

1971. 1 ta otishda nishonga tekkizish ehtimoli 0,4 bo‘lsa, o‘rtacha
nishonga 80 marta tekizish uchun necha marta o‘q uzish kerak?

1972. ¢ diskret tasodifiy miqdor 2=0,324 parametrli Puasson qonuni
bo‘yicha tagsimlangan. Bu tasodifiy miqgdomning matematik kutilmasi va
o‘rtacha kv tarqoqligini hisoblang,

1973. Do‘konga 1000 dona meneral suv yuborilgan. Jo‘natish vaqtida

meneral suv idishining sinishi ehtimoli 0,002 bo‘lsa, singan shishalar sonining
o‘rta qiymatini toping.

1974. ¢ tasodifiy nuqta — [4.8] oralig*ida tekis tagsimiangan. & tasodifiy
miqdorning [2, 3] oraliqqa tegishli bo*lishi ehtimolini hisoblang ([e 4] < s, 5]).
1975. ¢ ftasodifiy migdorning zichlik funksiyasi quyidagi ko‘rinishga
ega: :
0,25- 4, x€|0,4
Plx)= {0, xg %0, 4}
A, F(x), Mg, Df larni hisoblang,

240

1976. Kimdir soat 19% va 20% orasidzf tele:fon qc?‘ng‘irog‘ini ku?m:?da’
Qo*‘ng‘irogni kutish vaqti & [19,20] oral.iq’dagl. tekis tagsimotga ega. Qo‘ng‘iroq
o2 ‘1’337'9:ﬁfﬁiihaﬁﬁéfﬁiﬁ?°ﬂ?;£§?§;m 80% ni tashkil qiladi.
Tavakkalig;l tanlangan 50 ta 1-kurs talabalari.ichid.a o"zl.asl.xtlrganlan soni ¢

:fiy miqdorning matematik kutilmani va dxsl?emlyaSIm h:so}alang. o
fod 159,78 qLampc;chkalaming 90% i 800 soat ishlagandan so‘ng buleadl: &
tasodifiy rt;iqdor lampochkaning beto‘xtov igla‘?h' v?qti bo‘lsa, bu tascdifiy
migdorning 100 dan 200 gacha oraliqda o‘zgarishini hisoblang. .

5-§. Ehtimollar nazariyasining limit teoremalari .
1° Chebeshev tengsizligi. Agar £ tasodifiy miqdorning matematik

kutilmasi M& dispersiyasi D& bo‘lsa, u holda ixtiyoriy & >0 uchun

Plle-Melze} 22 0

bo‘ladi. ko
bishev tengsizligi deyila - ) ey s
glzeﬁil:‘»;:e:' tengsizligi tasodifiy miqdorning qabul qilishi mumkin bolgan

iymatlarini uning matematik kutilmasi (o‘rta qiymati) atrofida joylashish
l .
qdarajasini ifodalaydi.

Chebishev tengs'i 1
bog'‘liq hodisa ehtimolini baholas

igini tagsimoti ’ ‘Igan, tasodifiy miqdorga
Zligini tagsimoti noma ]}lm bo
o h uchun ishlatish mumkun.

e e o ea s ish mumkin: 4
Chebishev tengsizligini quyidagicha ham y;; umkin o

P{s-ME|<etz1-—

1-misol. & diskret tasodifiy miqdor quyidagi tagsimot qonuni bilan

berilgan:

10
X, 0 2 6

p 0 2 0: 3 014 0, 1
f] {]

Chebishev tengsizligi yordamida |6 -ME| <5 hodisa .ehtimo]i'ni baloxo.lang.
£ tasodifiy miqdorning  matematik kutilmasini va

4Avval,

- excivasini hisoblaymiz:
dlstly:;?l:t:)J?g,zg-0,3+6-0,4+10-0,1=4;
-03+6’~0,4+102-0,1—42=25,6—16=9,6.

=0*-0,2+2° ‘
b ega bo‘lamiz:

‘ idagiga
(2) formulaga ko“ra quy! 06
P{Ig:__4|<5}21_§2_-=l—0,384—0,616.>
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2°. Limit teorema. (Chebishev teoremasi). Aytaylik,
&3 senspsenn 3)
o‘zaro bog‘liq bo‘Imagan tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi bo‘Isin.
Agar shunday ¢ >0 mavjud bo‘lsaki,
Df<c  (i=1,23,.)
bo‘lsa, u holda ixtiyoriy £ >0 uchun

P{lz.f,. —lZMf, <8} >1-—
L= noa ne
bo‘ladi. Keyingi munosabatdan
. [ 1<
}’%P{;gg’, -;'Z:l;M; < g}=1
bo‘lishi kelib chiqgadi.
Odatda, ehtimoli birga yaqin bo‘lgan hodisa deyarli muqarrar hodisa deb

qaraladi. Bunda
“Yeaiume
. . ng "n il
taqribiy formula hosil bo‘ladi. Demak, n ning yetarlicha katta qiymatlarida
tasodifiy migdorlarning o‘rta arifmetigi
& +E .+ E,
n
deyarli o‘zgarmas miqdorga teng bo‘lishini ifodalaydi.
2-misol. Elektrol?.mpan_ing o‘rtacha chidamliligi mwuddatini aniglash
uchun 200 ta bir xil yashikdan iborat partiyadan har bir yashikdan tavakkaliga 1
tadan lampa olinadi. Olingan lampalaming o‘rtacha chidamlilik muddati
partiyadagi barcha lamgalammg o‘rtacha chidamlilik muddati orasidagi
farqining absolyut qiymati 5r (_ian kichik bo‘lishi ehtimolini quyidan baholang
(har bir yashikdagi lampalaming o‘rtacha chidamlilik muddatining o‘rtacha
kvadratik tarqoqligi 7r dan kichik).
<« ¢ i — ichi yashikdan olingan lampaning chidamlilik muddati bo‘lsin.
D¢ <7 =49 berilgan. Tanlangan lampalaming o‘rtacha chidamlilik muddati.
byt g
200 *

ga teng. Butun partiyaniki esa
ME+ME +. .+ ME,,
200

ga teng.

P{i§,+§2+...+£2_02_M§, M+t M)
I 200 200

.o

quyidan baholash kerak. &,,&,,...,&5 bog‘ligsiz tan.nug. lar bo‘lgani uchun (2)
tengsizlik o‘ng gismidan foydalanib bu ehtimollikni quyidan baholash mumkin.
Buyerda C=49, £=5, n=200. Demak,
9 - 49
200-25 5000

P21- =1-0,0098 =0,9902. >

Quyidagi masalalarni yeching .

1979. Elektrostansiya 18000 ta lampa tarmog‘iga xizmat ko‘rsatadi. Har
bir lampaning gish kechasi yonishi ehtimoli 0,9 ga teng. Qish ke:.:h.asi tarmoqda
yongan lampalar soni o‘zining matematik kutilmasidan fargining absolyut
qiymati 200 dan ko‘p bo*Imasligi ehtimolini hisoblang. _

1980. Detal uzunligining o‘rta giymati 50sm, (!JsperSIya esa 0,1 ga teng.
Chebishev tengsizligidan foydalanib, tavakkaliga olingan detal uzunligi 49,5
sm va 50,5 sm orasida bo‘lish ehtimolini toping. . N

1981. ¢ tasodifiy miqdor tagsimoti quyidagi jadvalda keltirilgan:

X -1 0 2 4 6
p(x) 0,2 04 0,3 0,05 0,05
[E—M& <5 hodisa ehtimolini toping. Chebishev tengsizligidan foydalanib bu

ehtimollikni baholang.

1982. Yilning yomg'irli kunlari M¢=100 bo‘lgan tasodifiy miqdor
bo‘lsa, keyingi yilda yomg‘irli kunlar 140 dan kam bo‘lishi ehtimolini
bahOIa;;gél Avtoparkda 200 ta avtomobil bor. Ulaming har b.iri b.iror ¢ vagt
mobaynida bir-biriga bog‘liq bo‘lmagan hol.da (_),04 ehtlmo!llk_ bilan ishdan
chigishi mumkin. Avtomobillar gismi, ixtiyoriy aviomobilning beto‘xtov
ishlashi ehtimolidan moduli bo‘yicha fargi 0,1 dan ko‘p bo‘imasligi ehtimelini
baholang.

1984. Poyezd 49 ta vagondan iborat. Vagonning ogtirligi £ tm. va
ME=60t, 5(£)=Tt. Agar poyezdning og‘irligi 3000 t. dan ortmasa, lokomativ
poyezdi umi yurgaza oladi. Aks holda, go‘shimcha lokomativ uianadi.
Qo‘shimcha lokomativ ulanadi. Qo‘shimcha lokomativ ulanmasligi ehtimolini
hisoblang.

1085. 5000 ga maydondagi o‘rtacha hosildorlikni aniglash uchun
tavakkaliga har gektardan Im* maydon tanlanadi va bu maydonlardagi
hosildorlik aniglanadi. Tanlangan maydon o‘rtacha hosildorligi umumiy
maydon o‘rtacha hosildorlikdan farqi 0,2 s dan oshmasligi ehtimolini baholash.
Bu yerda har gektarning hosildorligi o‘rtacha kvadratik tarqogligi 5 s dan
oshmaydi.
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Nazorat savollari

1. Tasodifiy hodisalar deb nimaga aytiladi?
2. Hodisalar ustida amallarni izohlab bering.
3. Ehtimollarni qo‘shish va ko“paytirish teoremalarini keltring.
4. To'la ehtimol formulasini izohlab bering,
5. Bayes formulasini izohlab bering.
6. Bernulli tajribalari sxemasini izohlab bering.
7. Bemulli formulasini izohlab bering.
8. Laplasning lokal teoremasini izohlab bering.
9. Laplasning integra} teoremasini izohlab bering.
~ 10. Diskret tasodifty miqdorlar va ulaming tagsimot funksiyalarini
izohlab bering.

1. Uzluksiz tasodifly migdorlar va ularning tagsimot funksiyalarini
izohlab bering.

12. Diskret tasodifiy miqdorning matematik kutilmasi va dispersiyasi deb
nimaga aytiladi?

13. Uzluksiz tasodifiy miqdoming matematik kutilmasi va dispersiyasi
deb nimaga aytiladi?

14. Diskret tasodifiy miqdorning asosiy tagsimot qonunlarini izohlab
bering.

15. Uzluksiz tasodifiy miqdorning asosiy taqsimot qonunlarini izchlab
bering.
16. Chebeshev tengsizligini izohlab bering.
17. Chebishev teoremasini izohlab bering.
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Javoblar

11-bob

1346. 17 . 1347. a) ], b) VIL 1348. a) x<0,y<0,z>0, b) x<0,y>0,2<0,
¢) x>0,y <0,z <0.. 1349, )M (x,0,0), &)M(0,,0), o
)M (0,0,2). 1350. a)M (x,,0), M (0,y,2), c?ﬁ{(fc,o,z). 1351. A-
o‘qida, B—OYo‘gida, C—0Z o‘qida, D—-YOZ tekisligida,
E - XOY tekisligida. 1352. 2) 5v2,b) 43 1

(14 u 222 E[--1-3|
1353. 4| =,-8,12|, B|-77-13}, D|3%2) 3

k 3 > > 3

\

20\
' 1635
1354, M(-6,—4,3). 1355. M,(442,-4.4), M, (442,4,4). 1356 [6 3)

1357. (4,-1,3). 1360. a) (x—])—2(y—-2)+3(z+3)=0, 4x+y—2z-—3=k(.) N

b) 3x+2y+z—8=0,3x+3y+z—8=0. 1361. 4, B va E. 1362. a)‘te is

OY o‘gida parallel bo‘ladi; b) tekislik, XOY tekisli.gxga paral_lel bo‘ladl.;' c)
ki l?kq OZpo‘qiga parallel bo‘ladi; d) tekislik kcc)fdmata boshlda‘n o_tadl, €)

wkislik OZ o'l orqali o'tadi; ) tekislik, OX 0'qida parallel bo'ladi. 1363.

—8z+5=0;
z—-3=0. 1364. a) masalan 2x+y i
b) 2(x—1)+4(y-1)+(z—1)=0. 1365. 3x+2=0.1366. 9x—y+7z-40=0
5 XL Y
1367. z=23. 1368. a) 0, b)13,5, c) 7 d) 4. 1369. a) _2+_£+§
5 7

=],

T
x Y, 2 X2+ Z _1.1370. a) arccos0,7, b) —, ¢) 0,
A e i R 2
g 3 2 z+1
9 3 by = x=2_y_z+1
d) arccos—. 1371.2a) E’b) 7 1375. a) ] 5=73
- 1 z x y+1 z-1
x—2 y—_z_.+_1- Lz:z_.l——:_,c —_———— S ———
11 10 3 W ==Y ST T
x_¥_z+3 4376 a)cos¢=12— (rp:arccosz), b) p=2=.
=57 77 77 2
1 _ 2 =L 378, x—2=y—5=z—4.
1377. cosa =7z, OOSﬂ—-J—g-, cosy Jg'l 3 > "

x+2 y+3_z-5
0 1 0’

. 1383. %JR . 1386. arcsing- .

1379. ¢=§. 1380. m=3. 1381.

—l_y+5___z—3

1 2 -l

1382. =
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x=3_y+2_ z-4

1387. - 1388. 8x—-9y-22z-59=0.
5 3 =7
x bd 2 2 .2, .2
1389, — = ——=—_1390. +z°— ~2z=0.
33~ 26 27 X +Y +z°—4x+4y-2z=0

1391. ) (x+1)° +(y+2)’+2°=9, r=3 bo‘lgan shar,
x+1=4, y+2=n, z={. &L+ +{? =9

&on, ¢
b)7+_+—4-=1,ellipsoid,a=2, b=+/2, c=2,

2
:2 ”2 2
€) %+~ == =1 —bir pallali giperboloid, a=2, 5=+2, c=2,
d) &% +2n° =2¢ — elliptik paraboloid, p=1, ¢= % ’
2 2
o % - % =1 — ikki pallali giperboloid,
&

) vy +? =1 — elliptik silindr. 1392. 1) yo‘naltiruvchisi x? +z> =9 aylanadan

2 2
iborat bo‘lgan silindrik sirt; 2) yo‘naltiruvchisi ;—5 - :—6 =1 giperboladan iborat
bo‘lgan silindrik sirt; 3) yo‘naltiruvchisi y* =6z paraboladan iborat bo‘lgan
silindrik ~ sirt; 4) Ikkita x-z=0, x+2z=0 tekisliklar;  5)
y=0, z=0; OX o‘qidan iborat to‘g‘ri chiziq; 6) fazoning biror nuqtasi
berilgan tenglamani kanoatlantirmaydi; 7) YOZ koordinata tekisligi; 8) OZ

22

2
0'qi; 9) 0(0,0,0) nugta. 1393, »* +%’6-—E= 1394, z=c.

1395. a) (3,4,~2), (6,-2,2);b) to‘g‘ri chiziq hamda sirt umumiy nuqtaga ega
emas. 1396, b=3, c=./3.

12-bob
1397. a) 5,b) 3. 1398. a+b=i-j+6k, a~b=5i—37+6k, 3a+2b=5i—4] +18% .
H=2 a=% pg2% _*% e T E
1399. [d=2, @=3, B=T.7=7. 1400, x=y=z=3. 1401 a) =",b) z.

1402. ;8=%;_§}+_§;". 1403. cosar = cos,B:L cosr:-—L

7 B I g
1405, |ﬁ=10.a=%,ﬂ=0,y=§. 1406. V129; 7. 1407. K,(37, 5, 68),

K,(-35,-45,-58). 1408. 15. 1411. (a,5)=9. 1412. (2BA—CA4, 24C-4B) =56,
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— — 2 _ 18
BA' =29, CA =108. 1413. Vi3. 1414, p=arccosi. 1415, g=arocos .

1416. arccos—lJ%. 1417, 2=-5. 1418. [l2. 5] = 54. 1419. (3, By=£30.

- - ] _
1420, [a, b] = 4i +7j +13k. 1421, V3; 5J3. 1422 EJE . 1423, S_&Ej -
1424. M =[O4, F]={8, 9, 4}. 1425. 20. 1426. 2 ish br. 1427. —10i+13/+1kk;

1 =2 =
a~120", B~49°, y~56°. 1428, IM|=15, cosa =z, cosf = 3° 7=73

1431, 5x+y-3z+27=0. 1432. 3x+4y+122+39=0,3x+4y+22-—39=0.
98 1435 x+l_y _z-5,
1433. 9x+ y+11z-7=0. 1434 cosg =0 R

1 ___2_. =_l_
1436. ‘—;1=”_—’;3-=E_L55-. 1437. 240, 1438. cosar= 008 =~y con7 = .
13-bob

. onlari koordinata o‘glariga paral{el bo‘!g§n to‘gfn to‘rtburchak
::::; 2l))ut;ohr;urchak ko‘rinishidagi soha;. 3)'yanm teloslllfisoha(,i 4.) uih(l;:lr;l:uak
soha; 5) markazi koordinata boshida, radmsg 1 ga.teng bo g}a;n‘l oira - doir mi
soha; 6) markazi koordinata boshida, radufsl?rl-l va Zh o‘lgan onsentrik
aylanalar orasidagi soha — halga. 1450. 1) teklsl:]qll{lg barc z;] nuqtalarl ;i ph i
R*; 2) yuqori yarim tekislik, bunda .OI.Y o‘qining barc| da n:qt: A a;::
aniglanish sohaga tegishli bo*ladi; 3) tekislikning (0,0) nuqt:al an oS .qa arc
nuqtalari to‘plami: &’ {(0,0)}; 4y I va Il kvadratni nuqtalari to'plan.n; 5) y=x
to‘g‘ri chizigning .o‘ng ;onﬁogsar:d::am?

isli idan iborat to‘plam; 6) markazi koordmata. oshi diusi
tg:lkxt:ﬁz Eggt;lzr 1ioira, bunda x*+y* =1 aylanani.ng rfuf;tal.an ham ﬁfnkSIyam'ng
aniglanish sohasiga kiradi; 7) x+y=0 to'g'n chizigning yuqori tomonida

joylashgan yarim tekislik; 8) x20. y=0, x2y; 9) ¥ >4(x-2); 10)
9
i<kl (x#0). 1451 F@o)=1 rQ1n=2, f(2,1)=.5_

o‘qi to‘g‘ri chiziq nugqtalari va bu

. 1, , .
1452. f (2,—3)=-:—;—. 1453. f(x. y)=-8-(x -y). 1454. a) mavjud emas, b)

mavjud, V) mavjud emas, g) mavjud. 1455._1) x+ y=0 to‘g‘ri Ch.'iZiqqa parftllel
bo‘lgan to‘g'ri chiziglar. 2) parallel to‘g‘ri chleqla.r. Zf) koo'rdmata boshldar!
o‘tuvehi to'gri chiziglar (x#0,y#0). 4) teng yonli glperbola‘lar. 5) markazi
koordinata boshida bo‘lgan konuentrik aylanalar. 6) o‘qi OY bo‘lgan
parabolalar, 7) konuentrik aylanalar. 8) teng tomonli giperbolalar. 9)

kvadratning konturlari.
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10) §+{z—=l—c ko‘rinishidagi ellipslar (c<1). 1456. 1) tekislik. 2) ayianma
parabolid. 3) giperbolik parabolid. 4) konus. 5) sfera (markazi koordinata
boshida, radiusi I ga teng sferaning XOY tekisligidan yuqori gismida
Joylashgan sfera. 1457. a) -3, b) 1. 1458. a)+e0, b) 0. 1459. a) mavjud emas, b)
2.1460. a) ¢*, b) 2. 1461. a) 0, b) 1). 1462. a) tekislikning barcha nuqtalarida
uzluksiz, b) y=-x to‘g'ri chiziq nugqtalarida uzilishga ega bo‘lib, tekislikning
qolgan barcha nugqtalarida uzluksiz. 1463. a) markazi koordinata boshida,
radiusi 2 ga teng aylananing nugtalarida uzilishga ega bo‘lib, tekislikning
qolgan barcha nugqtalarida uzluksiz, b) x+2y+1=0 to‘g'ri chiziq nuqtalarida
uzilishga ega bo'lib, tekislikning qolgan barcha nugqtalarida uzluksiz. 1464, a)
(0,0) nuqtada uzilishga ega bo‘lib, golgan barcha nuqtalarda uzluksiz, b)
»*=-x da uzilishga ega bo'lib, qolgan barcha nuqtalarda uzluksiz. 1465, a)
y=x to'g'ri chiziq nuqtalarida uzilishga ega bo‘lib, qolgan nugtalarda
uzluksiz, b) x*+)"=9 aylanada uzilishga ega bo'lib, qolgan barcha funksiya
aniqlanish sohasidagi nuqtalarda uzluksiz. 1466. a) koordinata o‘qlarida
uzilishga ega, b) x=0,y=0 chiziglarda uzilishga ega. 1467. a) y=0 to‘g'ri
chizigda uzilishga ega, b) x*+)* =9 aylanada uzilishga ega. 1468. b) x*+)* =4
aylanada uzilishga ega. 1469. x=0,y=0 da uzilishga ega.

%=3x2—2y ?:le-i-Syz %=3x2—3@,
1476. a) by & .1477.2) &
z=2y2 2x —=16xy+3)* 2 3y -3
% 2/
a oz__ ¥ oz__ 2y
BT g ® GO )
b) . 1478. 3) 7 )
—=-2x+2y o__x Z___ 2%
& (x+y) ¥ (x+y)
EY Z__y &___*
R NCRE TN N e
1479. b 480.
Ve Ve o MY,
%y x ¥ 2o oy Xt —y?
&z 1 % _ 1
_—————, - 22
ox 2,/x+3y ox 2\/;(*/—‘«/;)
b) . 1481. a) ;
oz 3 o 1
— T — T — 2
6y 2x+3y dy 2\/;(\/;_\/;)

oz__ Yy
o (e
Z___
oy (xz_‘_yz)%
0z Y
E_ sl @ gt
ox ’ 2 +y%) N
1482 )ox 2 ‘{c; ;b)az ( . 1483. £,(0,1)=2,
a ly ¥ ()

£(01)=0. 1484, £(21)=2, £(21)=0. 1489,z = (2= ") e+

+(x* ~2xy)dy. 1490. dz=6(x* +y?) et +6(5° +¥) vy

. Y x .
1491. dz =sin2xdx —sin2ydy. 1492. &z = T dx + Tr 2y dy

1493. dz = € (12dx + 5d). - .

X

1494. dz = (sinx)"™ [cosy-clgd -siny - Insinzdy]. 1495. iz = ;—y{au—;@J.
X N, 1 - 1 i + 5dy).

]496. dz=ev[(%+x)dx+;(x—;]dy_|. ]497. dz T—_w(]+w)( )

1499, —0,1-¢%. 1500. % 1501. —0,008. 1502, &) ~~132;

1498, df (11)=dx-2dy.
dz _e'(tin1-1)

. T+oos’ —_—
b) ~4,24. 1503. 3} ~-0,05; b) ~1,05. 1504. —sin2t-¢"=". 1505. dt et
& x z] = _1 _J‘_(s_L .
06 2-2(1-2), 2205150 G- o35

az . COSX . -
1508. Z = 2ucos2v, -Zvi=—2uz sin2v . 1509, — = (sin)™" (coxetgx—sinx-Insinx).
2
oz yex [_Z.ai-'rz.@),

P x u ou

1510 ?ﬁ:..—-f'i”—'——, ‘a’z‘="'z'_a£2_z‘lsll' : £ o A
" aR-by a*x* —by z=le*(—z-¢2+2—J

ov x xdv v

d’z 2_gy? iz..z.=12y’-—83r2 izi-=—-16)£y.
1512. E—z—=12x - }’ ) dyz ’dxa'y

x

d'z _ . dz_e dz _¢e
1513. E’-e Iny, 05’2 yz : dxdy y M
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b) _
O .
8y (xz_'_yz)?é
-~ 2
z__y 1 B it >
= T X 2 2)/2
1482, a) 2Vx Ay i b) _ ) £(01)=2,
& _hZ_ _Oiz__._'lg'_.s_
oy 2y.J; ay (x2+y2)’/2

. . 1 .
£(01)=0. 1484, £,(21)==, £,(21)=0. 1489.dz = (2=} +

+(x* - 2xy)dy. 1490. dz = 6(x" + yz)2 xdx +6(x* +-"7’)2 ydy -

I y x
1491. dz =sin2xdx —sin2ydy. 1492. dz = Ttry dx + T dy.

1493. dz = ¢ (12dx +5dy).
” N

1494, dz=(sanx)“’”‘[cosy-crgxdx—siny-lnsinxay]. 149s. d.z=rly{dx—fdyJ.
1496. f&=e»[(i+x]dx+f[pﬂ¢p} 1497. ﬂ:W@m;@.

1498, df (11)=dx—2dy . 1499. ~0,1-¢*. 1500. -3‘5 1501. ~0,008. 1502. a) ~-1,32;
b) ~4,24. 1503. a) ~-0,05; b) ~1.05. 1504, —sin2¢-€"=", 1505, %:ﬂ—:ll;;;-}:ﬂ
1506. %:%[:—ﬂ, %:—%[4%). 1507. %:%c[g%[’ﬁ_%}_

Bz oz . ycosx
1508. Z = 2ucos2v, -gv'— =—2u"sin2v. 1509. i (sin)™" (coxctgx —sinx-Insinx),

u

?izzﬁ[_zéi+2?1)

o abh 0z abx ou x xdu ou
15140. 52:’22_,\-1—_251_}?’ &= g g 51 5

Y zzlef(_xéhﬁ}
x xcv  ov)




1514, 2 yox  dr_ o1
("'2"'}') & (xz““J’) dxdy (:':2+y)z
1515, L= __ =¥ dz_ d'z

EI—_ ¥ = Erad = 34 .
@o+rY Y (2yay VT b (o i

d’z 2 d’z 8x? 2 2 i
1516. L2 dz_ & d’z _ 4x 151 az sin y
, s = =. 7. —==elny-—=
&’ 2y-3" &? (2y-3) dxdy  (2-3) i G
d’z_ e d’z e cos
=5 =-—-sinylnx, —=—4 22
& ¥ ddy y x

d’z y * a2 2 2 b4
1518. ___=_2_ez (Z—Z), —z=——:-l—e" ﬂ—_—ie’ (I_Z).

d’z_l+sin’x  d2_ x|
N o ddy y°

d’z . d?

1521. ——= =~y cos()~2xsin (). 1522. 22— _16%,
d*z 2

1523, - =-sin(x-y).1524. 22 __ 2 1535 'z __ l15np
& EE oy BE (e

1526. d°z = 4dx’ — dudy+2d* . 1527, d’z=e‘7[(y¢tr+xdy)2+2@2)].
(y’—x’)(dx’—dy’)—4xvdxdy
Fo)

1528, dzz=-y_%dy(ydx-xdy), 1529. d%z=

1530. d’f(l,2)=6cbc’+2dxay+4,5a5»2.
1531. d’z =sinxcos ydx® ~2cos xsin ydrdy — —sinxcos ydy*.
1536. 2x+4y-z=0. 1537, 4(x-2)-2(y-D-(z-3)=0,.

x=-2 y-1 z-3
_r=1_ _ 115 164
1 i) 1 . 1541. x+y-—]:t\/§. 1542, (0,—27,7]-

1
1543. y+1y+§(3xzy—y’), 1544. y+%(2}.y—y’)+3l!(3x1y-3}.yz+2y’).

1
1545 1-1+7). 1546, Gg) 1547, (0,0),(],%). 1548. (0,0),(L1).

1549. (1.2),(2.1) ’(_]’_2)’(_2_1)' 1550. (%(Zm—n),%(?.n—m)). =

1551. (1.0) nuqtada minimumga erishadi, z_, =0. 1552. (L4) nugqtada

minimumga erishadi, z,,=-21. 1553. (4,4) nuqtada maksimumga erishadi,
. 11 .. . .

z =15. 1554. (5,5] nuqtada minimumga erishadi. 1555. (3,3) nugqtada

minimumga erishadi, z., =0.

250

1556. (21,20) nugtada maksimumga erishadi. 1557. (3,2) nuqtada maksimumga
erishadi. 1558. (0,0) nugtada minimumga (0,1) va (0,-1) nugqtada
maksimumga erishadi. 1559. (-2,0) nuqtada minimumga erishadi, z,,=--.

1560. (6,4) nuqtada maksimumga erishadi, z,,, =5/n2 . 1561. Eng katta qiymati
-2, eng kichik giymati z=-5. 1562. Eng katta givmati z=17, eng kichik
eng kichik giymati

=

i i =11 1563. Eng katta qiymati T
qumat] zZ= 4 . . g 3\,;

2 1564. Eng katta qiymati z=13, eng kichik qiymati z=-1.

Z=——,

3ﬁ . -
1565. Eng katta giymati z=3, eng kichik qiymatt z=-3. 1566. Eng katta

qiymati z =128, eng kichik qiymati z=-4. 1567. 4x4x2.
v L .
1568. r=d+#—v—, h=2d+231fiv—. 1569. Qimasining ulchovi - bo‘lgan kub.
27 T

1570. aniglaydi. 1571. aniglamaydi. .
1574, y=—cos?, N7 s <27 . 1575, y=1g(10-107), ~e0<x<L.

2

X . bx
=T T <O, 6 = .
1576. V=3 < .1577.y=3,—x2+ln(x +5). 1578. y s

y=x, 0<x<+0

e -2
: AL - X 1582. y =
1579.y=_y_31_1.1580.y=1_xy,_,-1581-y T V=1

2! —'l) .
. 1583. y' = y lnx - 15840 y ==

x*(Iny-1)

®

14-bob

25 3 z
3 -1} = = .=
1585. ]56.1586.-2—0-.l587. (1-¢) . 1588. ln24.1589. 55 1990

1 4 2. 1595 i1
1591, ——. 1592. 5. 1593. 6.1594. - . 1595. 67 1596. ..

1597. idy]? (%) dx. 1598. jdy]f (x,)dx . 1599. j; dy J[ f(xy)d.

o
h

1 i'f; [} Inx
1600. [dy | f(x,y)dx. 1601. fax | £(x.y)dy. ;

} -
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1602. T‘b‘]’f (x,y)dyw“if (x’J’)aﬁdexff(x,y)ay. 1670. a)-a—b(az+b ): b)——- 1671. ’T""(a2+b2) 1672. i’gc(a +b%+c?).

a‘h at . 1 1 5
— - . 6. . ——. 1677. —. 1678. —ln2——-.
1673. S 1674 g . 1675. 6. 1676 1o 0 T 16

[} 4x+4 2-x

1603. I & [ fxy)dy+ jdx j f(xy)d.
4x+4 -Jax+a 16 ] 8 4
" 1679. — 7 . 1680. —. 1681. 11. 1682. -2-7r 1683. ;a .1684. 2 AT3)

1604. [ dxjo f(x,y)dy+jo¢¢jo f(xy)dy. 720

& 1685. 1847 1686. 2 na’. 1687. 2 7. 1688. 2x.

2 arcsin y 1 areoos 5 9 3 8a 3
1605. | dy x,y)d+ ’ 5 3

:!. Io f( y) édyj’o f(X,}’)dX'. 1606. 56 .1607. 4. 1689. x, =0, Y, =0, z, =Z'

4 17
151 1690. x, =0, y, =0, z,=—.1691. —7.1692.104.1693. 45.
1608. E1609 3— 510 . 1610. E 1611.%.1612. 50,4.1613.%.1614. L o Yo j‘ 30 .
504 1 5

1 1 82 (s /5-1). 1695. 332 1696. Z(5v10 —2). 1697. (17417 —22)-

1615.g.1616.5.1617.5.1618 82 1610, E .1620. 2 7. 1621. 2, 1694. 35(55 ) 2 ( 2)- 167 . %)
16" 2 l J5 1701. R*. 1702. =R’
% : | 1698, (10410 -1). 1699. 3+245. 1700. =, 1701. R*. 1702. —R’.

1622. 7(e~1). 1623. g(zx/i —1).1624.5.1625. 27%. 1626. . 54( ) 2"

1, 1 ) 12 3 1703. 16a. 1704. E(Zﬁ-—l). 1705. x, =0, yo=;R . 1766. ~1,42.
1627. 2ma’. 1628. 2. 1629. 0. 1630. E7;(”-2). 1631. ;’—6 1632. > 7. 1 6 b

7 20 -R*. 1713, ——.
. 1708. 190. 1709. 2. i710. —. 1711 18. 1712. -R". 3

z 27 1707. =
1633. . 1634.2. 1635. 1. 1636. <+ 1637. —(15—16ln2). 42 . 3‘”[ . o
1714. %. 1715. 1), 27.2). =5+ 3 4).-2—.1716. n —-.20

1 /4
1638. 5(3-5]; 2+§. 1639. 4. 1640. a*1n2. 1641.%. 1642. 13§Ji§ :

— 55493 a2
3)54\514.4).ah(4a+nh}.5). = -6 5 L1717, 7ln2.

-1)
1643, 7. 1644. (—E—L.l645. wab. 1646. & 1647. 1.1648"—1"" na*
ma’h 68 3 ° 1718.1). ’—Rz 2). -5 3101719 .
1649. .1650. 1. 1651. 58 1652. L. 1653, 3” 4 1654 2.
2( ’ 1 12 6 ? 15-bob
n(b-a
1655 =3 )(3’2'“2"“b‘b2) 1656. 3”" - 1657. % 1658. % 1731, y=¢*. 1732, y=3%".1733. y=Cx ;’“*0, C#0).1734. y=Inx+C.
x 2 2
1 173s. =—24+Ce*. 1736. y=—lnx+(c—e A737. x°+y" =C.
1659. —\/azbz-;-b 2+cd? . 1661. -7—7r 1663. 87 . 1664. llcfrr k- Y ) -
oy =C(Jc2 ~1).1739. y=C(x+1)e™. 1740. Injd=C+4y* +1.
Hik k : 1738. y N
proporsxona ik koeffitsiyenti, »— doira aylanasining radiusi. 1
12 =c+—.1742. y=1+C(x+1). 1743, arcsiny =C + 1 - * ,
1665. —-(a2 +5)166. (_ 0) 1667. (E ?) 1668. (2,48,1,4). 1741 2y =c+ . 1742. y (x+1) y=C+yfi-y
Y = =tg(sinx+C). b, V= +Ce™*
ab(a® +1%) 1744. ¢ g(sinx +C). 1746. y =In(1+Ce™).
1669, ——— 1747, y=tgx +sin’ y=C. 1H8. [y=1l(x* +1)=C. 1749. (e’ +1)e" =C.

3
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1750. y =Csinx. 1751. y =arcsin ZC =3 1752. 2 y+ln|y]—2\/;=C.
x

3
1753. y—zx -3.1754. y=—2cosx. 1755. x+y=0. 1756. |2

1757. Lin|2

> . 2¢” =¢" +1, 1759, y* =2x*InCx.

C

. 2
1760. y=xe*“. 1761. y=—xln;. 1762. x*>+C(y+x)=0. 1763. y=Ce*.

1764. y=xarcsinCx. 1765. y = xe". 1766, arctgZ + Inyf* + 52 =0.
X

1767. Vx +\[yInCy=0. 1768, y=Cx+x*. 1769. p=Ce™ + ™.
xz

1770. y=Ce * —1.1771. y=-§-+xlnx—§-. 1772. y=(C+x)e*.

1773. y = .1774.y=%+Ce“ 1775, y=-2%%, €

2 —
S” X 3 cos” x

1 C
1776. y=gx"+;;. 1777. y=(x+C)sinx. 1778. y(x2+l)2=x3+3x+C.

( =Y
1779. y=tx—2+Ce 2) - 1780. y=—¢"Infl-x|. 1781. y=—(x+1).

2 1
1782, y= = ——.1783. y s'“;‘“ 1784, y=x* +1-2J2 +1

2

1785. y=x*.1786. y=—>_ . 1787. x=2 —4—]ny. 1788. x*y* +7x=C.
cosx 9

1789. xe” + ve* +3x—2y=C. 1790. sin(x—y)=C.

2

1791. %+y2+xy—e’=c. 1792. ¥’ +x’y - xp* - y* =C.

1793. 2xp ~3x+y* =C. 1794. xsin(x+y)=C. 1795. x* + y* —2arcigZ = C.
X

4

2
1796. x> -3*=Cy*. 1797. y=%--1’£2_+c,x+cz. 1798. cy* —1=(gx+c,).

1
1799. y=—20082x+c‘x+c,_. 1800. y=-;—e"3’+2x2+c1x+cz.
1801. y=c, +c,ln|x.
1802, y=ln,ez"+c,|—x+cz. 1803. y =ce™.
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=ctgx—1.

2
) x
1804. » _x lnlxl—T*_cx-Fc“ 1805. y:—smx+—2—+c,x+cz.

2
1806. y=¢ +£%.-c—2)—. 1807. y = c,;x +¢, — xsinx—2cosx.
G

xz
1808. y=c, ln|x|~7+c2. 1809. y=c,—cos(x+¢).

2
1810. y=xe‘-e‘+c,52-+c2. 1811. y=

c,x+cz'
¥ X% s 4ol 1814, =St
1812-y=—5-—-3—+—;+x—1.1813. 2y" —4x"=1. . 1 1 e
x 4 ~. 1817. y —y=3x.1818. y=G& +Cyx.

1815, y=>-. 1816. y = .

5 4 C +Cx)e +—xe .
1819. y=Ce* +Cye ? +e¥* (Sx—-—z-g) 1820. y = ( . )

2
. p 5 . .
1821. y=C, cosx+(l'2smx———4 cosx+4smx

142
1822 y=Cxlnx+—1—x]nzx+C x.1823. y=G(Cx-1-x )
' 2

-15x
1824, y=Ce™ +C,e . 1825. y = =C,+Ce
1826. y=C,cos7x+C, sin7x.1827. y=C¢ +C2e
Cle2+C2e .

B, =]
((]e2 +Ce * |-

) 1833. y = (C cos4dx +C,sin4x).

1828. y=¢(C cosx +C,sinx). 1829. y=
2
1830. y = ¢%*(C, cos3x +C,sin3x). 1831. y =€

: ¥ ¥z
1832, y= eG[C cos—J;_—x+C sin 6 X
1

x =Cé* T+,
1834-y=C:+Cze-x+'2" 1835. y=Cie” +Co€ 2
in3x+%x. 1837. y=Ce™ +e”.
19

1 2x
1838. y——l e +Ce +Cze .1839. y= —x* +1 x N (o ('

1836. y =C,cos3x+C,S

x 3x x
1840 y=lsinx+Clc052x+Czsian. 1841. y=Ce +C,e”" +5xe™.
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1842. y=C,+C,e™" =3x* +x. 1843. y=Ce’ +C,e™* —%(3sin 2x +cos2x).

1844. y=Ce* +C,e™ +x(i —i)e" . 1845. y=2-¢7*, 1846. y =sin2x.

10 25

{
1847. y= -:];e” —-:-l;-e". 1848. y =3¢ -sin5x. 1849. y =¢* Lcos3x - %sin?:x).

J

1.
1850. y=—c052x+—2-sm2x. 1851. y =¢'*(x+2). 1852. y =¢"sinx.

1853. y=¢*(cos 2x+V2sinV/2x). 1854. y=1+x-e*cosx.

1855. y—2—77e 217e'3‘+%x—§. 1856.y=23in2x+%xsinx.

1857. y =" (—6cos3x +sin3x)+12cos3x+2sin3x. 1858. y =3 —2e" +3xe™.

1859. y =3sin2x-—7cos3x —2sin3x,

1860. y =—3cosx + zsinx+x(4cosx —3sinx). 1861. y=ach>.
a

2 3 . .
1862. y=2+x—x—+—5-x3 sl 1863.y=1—"—+l'-‘1x°-3izx9+....
2 6 8 3t 6! 9!
5 x3 x4 1865 4 7
1864. y=2+x—-x"-———+.. x+——+ + .
Y 2 12 YErT34 3467
3 S 7
1866. y=1+2x+4x" +8x’ +16x* +.... 1867. y = x—-§7+;——ﬂ+ .=sinx.
16-bab

1870. 2* =(x* +3*)-sin’C. 1871 x* +y* + 22 = R'.
1872. 2(cos B —2cosa —2cosy); —g. 1873. 2x,2y,2z.

1874. ye®,xe” —2%,2yz . 1875. 2x 2y 2z
X+y +z 4y +z2 i+ yr a2

143

i 1
1876. (1,-12,~5).1877. —,—— N2 1878. 1,1,-2. 1879. ¢ =arccos—= .
( ) 2 2" ¢ Js

1882. Ko‘rsatma. Agar sim deb 0Z o¢qgi olinsa, u holda magnit maydonning H
vektor kuchlanishi quydagi formula bilan topiladi.

/i - - 21 2
H:_—. - -l+):'j . Bu holda ax=——y, a, =-—Xx, az=0.
pz( Y ) pz y pz

x!+y* =2c. 1883. W =2na’h.1884. W = nR°H . 1885. W =24a’.
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1886. W = %ﬂ. 1887. 29. 1889. diva=0.1890. diva=3.

L F 2 _na®
1891. divd =2(xp + yz + zk). 1892. dv—="=. 1893. F—-. 1894. 3.

1895. rotd=—i — j —k. 1896. rota=—y‘x-z-f—x-l€.

1897. rota——(y z) l+——(Z x) ]——-(x y) .k. 1898. z=y tekisiik

nuqtalarida. 1899 u=2y"+y- ¢(x)+l,/(x) 1900. u = xy+¢(x)+l//(y)

Fu 1 Ou Pu_ 2% B
Ou 1 o qop2 Th=
oL atn % o ot 0
; du Ou ‘
&u =Z 04 I8 _PE_0, E=x+y, n=3x+y.
1903. 2 5=0 &=, =Y 1904. Feon ~ o0&
1905, — B‘u azu_ (1.314 1 BuJ 0, &=y, 7]=J€2.1906.u=.\:2+t2
s 5 £ O n on
% L .
. 1907. u = xt. 1908. u=sinx-cosat +1 (t=5; da u= o abssissalar uqiga

cosx-sinat I
paralel). 1909, u=x(1-¢). 1910, y=—"—""—""": 1911, u=—sinx.

1 (Zk l)zrat (2k- l)ﬂx
1912, u(x,t)= - Z 7 7
= (2k l)
sin kxh .
- T
1913. 4”"2 —sin i‘-’-rf sm—kﬂsm!—cﬂga teng, chunki hm he ="
ma‘k £ £ L -
krx  kma kn

227 tsin==.
914.u(x,t)= Asm—e—cos-—e—- 1915.u(x,t)= ﬂzz 55 sin= -

.1918. u(x,t):yzl [ (2a )— CD( J;):Ibu erda @(z):—j;j;e““’,

17-bob

1919. A+ B-detal 1-yoki 2-navli

4+C —detal 2-navli
A- B — mumkin bo‘lmagan hodisa

— detal 3-navli. . .
4-B+C - U, 4) 4=V. 1922. 1) gul sariq yoki

1920. 1) A=B,2) A-B=V,3) 4=
ogq rang? 2) gul qizil yoki sariq rang, 3) ¥ (¢). 4) gul oq rang, 5) 4,B va
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Cc iJ_(tiyon'y hodisalar bo‘lsin. 1923. 1) 4BC, 2) ABC +4BC + 4BC, 3) ( 0, x<-4
ABC + ABC + ABC, 4) ABC,5) A+B+C,6) ABC.1924. 0,35. 3 3’2
4 1 22X _4<x<0
1925. 0,517. 1926. =. 1927. 0,087. 1928. 1. 1929, ¢ 9137. . 0,56. ’ 7
7 2 ,9187. 1930. 0,56 1961, 4=2,F(x)={ 5 80 , p{_1<§<5}=ﬁ.
1931. 0,02. 1932. 0,727. 1933. 0,9865. 1934. 0,06. 1935. 0,217. 1936. 0,559. 40 2-:-—1— x, 0<x<4 |
1937. ~0,055. 1938. ~0,324. 1939. 0,383. 1940. ~0,902. 1941. ~0,2. 5 20 °
1942. 0,972. 1943. 0,147. 1944. 0. 1945, 0,993. 1946. 0,929. 1947. 0,719. L L 4sx
1948. 0,7258. 1949. 0,91. 1950. 0,0002. 1962. Me=1,8, DE=0,72. 1963. ME=0, D§=§-- 1964. 3,5, 1,75.
1951. ’
1
. 0 1 3 3 1965. 10. 1966, M£=0,55, D£=2,6475.1967. M£=035 Df=29-.
Pi 0904 0,26
0,46 0,24 1968, M (4-1)=13, D(4§_1)=1_§9_. 1969. MZ 0,692, DEwm0,259.
1952. 1970, M£=30, DE=24.1971. 200, 1972. 0,324, 0,569.1973. 2.
Pi 0,09 0,42 - = =4
0,49 1974, p{asgsp}=’z_:.l975- F(z)= %, 0<x<4, ME=2, Df=q.
1953. 1, =x>4
% -2 1 2 3] 1976. 0.4. 1977. 40; 8. 1978. =~0,19 (4=0,0029). 1979. 0,955. 1980. 0,6.
¢ 0,08
B 240 0,32 0.2 1981. 0,95, >0,872. 1982, p2>. 1983. p20,9808. 1984. p~0.89.
1954. L
. p2=
” 5 ] 3 1985. p 3
N 3 4 L
: 8 8 8
1955.
Xi 1 2 1500
P e’ 3.7 ¥e N I 2
1t 2! 1500!
0, x<1

1956. c=2.1957. a=2, c=1.1958. F(x)=] | :
l__S’ x21 S
x .

1959. (1,6;1,8). 1960. P(x)={len3, x<0

5 x>1
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1l
—fe z dx
¥2r HMHI KaJBa;TH

1-ns0Ba
1 =2
«’&)—Ee * mr xagam

X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0,0 10,3989 | 3989 | 3989 | 3988 | 3986 | 3984 3982 | 3980 | 3977 3973
0,1 | 3970 | 3965 | 3961 |[3956 | 3951 [ 3945 | 3939 | 3932 | 3925 3918
02 | 3910 | 3902 | 3894 | 3885|3876 | 3867 | 3857 | 3847 | 3836 3825
03 | 3814 | 3802 | 3790 [3778 13765 (3752 3739 | 37256 | 3712 3697
04! 3683 | 3668 | 3653 | 3637|3621 | 3605 | 3589 | 3572 | 3555 3538
05 | 3521 | 3503 | 3485 | 3467 | 3448 | 3429 | 3410 | 3391 | 3372 3352
0,6 | 3332 | 3312 | 3292 32713251 | 3230 3209 | 3187 | 3166 3144
0,7 ! 3123 | 3101 | 3079 | 3056 [ 3034 [ 3011 | 2989 | 2966 | 2943 2920
0.8 | 2897 | 2874 | 2850 [2827 [ 2803 | 2780 | 2756 | 2732 | 2709 2685
09 1 2661 | 2637 | 2613 | 2589 | 2565 | 2541 | 2516 | 2492 | 2468 2444
1,0 [ 0,2420 | 2396 | 2371 | 2347|2323 2299 | 2275 | 2251 | 2227 2203
L1] 2179 | 2155 | 2131 | 2107 | 2083 | 2059 | 2036 | 2012 | 1989 1965
1,2 1942 | 1919 | 1895 | 18721849 | 1826 | 1804 | 1781 | 1758 1736
1,3, 1714 1691 1696 | 1647 | 1626 | 1604 | 1582 | 1561 1539 1518
1,4 | 1497 | 1476 | 1456 | 1435 | 1415 1394 | 1374 | 1354 | 1334 1315
1,5 1295 1276 | 1257 | 1238|1219 [ 1200 1182 | 1163 1145 1127
1,6 | 1109 | 1092 | 1074 | 1057 [ 1040 | 1023 | 1006 | 0989 0973 0957
1,7 | 0940 | 0925 | 0909 | 0893 | 0878 | 6863 | 0848 | 0833 0818 0804
1,8 | 0790 | 0775 | 0761 | 0748 | 0734 | 0721 0707 | 0694 | 0681 0669
1,9 | 0656 | 0644 | 0632 | 0620 | 0608 | 0596 0584 | 0573 | 0562 0551
2,0 10,0540 | 0529 | 0519 | 0508 [ 0498 | 0488 | 0478 | 0468 | 0459 0449
2,1 | 0440 | 0431 | 0422 | 0413 | 0404 | 0396 | 0387 | 0379 | 0371 0363
2,2 | 0355 | 0347 | 0339 0332 0325][0317[ 0310 | 0303 0297 0290
231 0283 | 0277 | 0270 | 0264 | 0258 | 0252 | 0246 | 0241 | 0235 0229
2,41 0224 | 0219 | 0213 | 0208 [ 0203 ] 0198 | 0194 0189 | 0184 0180
2,51 0175 | 0171 | 0167 {0163 | 0158 [ 0154 | 0151 0147 | 0143 0139
2,6 | 0136 | 0132 | 0129 | 0126 | 0122 | 0119 | 0116 0113 | 0110 0107
2,7 | 0104 | G101 | 0099 | 0096 | 0693 | 6091 | 0088 | G086 | 0084 0081
2,8 | 0079 | 6077 | 6075 | 0073 | 0071 | G069 | 0067 | 0065 | 0063 0061
2,9 | 0060 | 0058 | 0056 | 0055 | 0053 | 6051 ] 0050 | 0048 | 0047 0046
3,0 10,0044 | 0043 | 0042 0040 | 6039 | 0038 | 0037 | 8036 | 0035 0034
3,11 0033 | 0032 | 0031 | 0030 | 6029 | 0028 | 6027 | 0026 | 0025 0025
32| 0024 | 0023 | 0022 | 0022 | 0021 | 0020 | 0020 | 0015 | 06018 0018
33 | 0017 | 0017 | 0016 [ 0016 | 0015 | 0015 | 0014 | 0014 | 0013 0013
34 ] 0012 | 6012 | 0012 [ 0011 [ 0011 | 0010 | 0010 | 0010 | G009 0009
3,5 ] 0009 | 0008 | 0008 | 0008 | 0008 | 6607 | 0807 | 0007 | 0007 0006
3,6 | 0006 | 6006 | 0006 | 000S | 0005 | 6005 | 0005 | 0GOS | 0005 0004
3,7 | 0004 | 0004 | 0004 | 0004 0004 | 0004 | 0003 | 00603 | 0003 0003
3,8 | 0003 | 6003 | 0003 | 0003 | 6003 { 6602 | 0002 | 0002 | 0002 0002
3,9 0002 | 0002 | 0002 {0002 0002|0002 0002 | 0002 | 0001 0001
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oW 2-nnoBa
X O(x X O(x) X dx) X D(x)
06 T ogo)o 045 | 01736 | 090 | 03159 1,32 g,:: ;f
001 | 00040 | 046 | 01772 | 091 | 03186 }; 04151
0.02 | 00080 | 047 | 0,188 | 092 | 03212 LT 04147
005 | 00120 | 048 | 0,844 | 093 | 03238 13 041
004 1 00160 | 049 | 0,879 | 094 | 03264 139 04777
005 0019 | 050 | 01915 | 095 | 03289 14004152
0.06 | 00239 | 051 -] 0,1950 | 096 0.3 :g L4l | 04207
007 | 00270 | 052 | 0,1985 | 097. 0,3365 L&2 | 04722
008 | 00319 | 053 | 02019 | 098 o,3389 L3 | 0475
0.00 1700359 | 054 | 02054 | 099 [0, w | L# | o]
010 100398 | 055 1| 02088 | 100 | 03 L5 | 00265
011 | 00438 1 056 | 02123 | 101 °’§ﬁ§f 146 04779
oz [ ooas | os7 [ogisT | Lo [ 03461 | 147 | A2
53 100517 | 058 | 02190 | 1,03 | 0348 L4g_| 04506
’ 00557 | 059 | 024 | L4 | 03508 | 149 | 04315
g’:g 0.0596 | 0,60 | 02257 },gg gggg; } R
T 32; 3’%‘;';,1 107 [ 03577 | 152 8:;_5”7)
oTs 38'773 065 | 02357 | 108 | 0359 1,;3 X
g}g 0,0753 0:64 0,2389 1?8 gggﬁ; :: % o451
020 1 00793 | 0.65 | 02422 1,ll n36s | LS| a8
021 ["00832 | 066 | 0205 i’lz 03636 | 157 | 04418
02 | oom | o7 | o2t | L [ 03|10 0ohs
023 [ 00910 [ 0,68 | 02T 1 i——5mo 150 | 0444l
024 | 00948 | 0,69 | 02549 ::5 T N
025 | 00987 | 070 | 02989 4 ~m—asmur 161 | 04463
X ' 02611 | 116 )
026 101026 1 D7 117 | 03790 1,62 | 04474
027 | o064 | 072 | 02682 | e —omeT 163 | 04484
025 701103 o 020T o 03830 | Lt | 04495
O | 07 om0 | e | LS 104505
’ ’ 076 | 02764 | LA o T 0455
031 | 0l oo | L2 | 03 R ;
032 1 01355 | o ——0ae | 123 | 03907 | 168 | 04535
034 0'1% 070 T 02852 | 124 | 03925 | 1,69 | 04545
0’34 0’11 0.80 0,2881 1,25 0,3944 1,70 0,4554
= o8l | 02910 | 126 [ 03962 | 171 | 04564
030 1 o o2 102039 | 127 | 03980 | 172 | 04573
037 | L3 L e —15a067 | 128 | 03997 | 173 | 04582
03¢ T om0 | 08 | 0B B en L
039 | 01317 085 | 03023 | 130 | 04032 | 175 | 04599
0 0’155‘1‘ ose | 03051 | 131 | 04049 | 176 | 04608
e 0’1533 087 | 03078 | 132 | 04066 | 177 | 04616
S 088 | 03106 | L33 | o4om 175 :ﬁ_%;j
o700 T 085 | 03133 | 134 | 0409 [ 179 [ O
261



JaBOMHA
X ®(x) X D(x) X D(x) X D(x)
180 04641 | 2,00 04772 | 240 |04918 280 | 04974
181 04645 |2.02 _ |04783 |242 |04922 |28 04976
182 | 04656 2,04 |04793 |244 [04927 284 04977
183 | 04664 206 04803 |246 | 04931 286 0497
184 | 04671 2,08 04812 |248 04934 288  10.4980
185 | 04678 |2,10 _ |04821 250 J0.4938 |290 04981
1.86 | 04686 |2,12 | 04830 [2.52 04941 |292 04982
187 104693 |2,04 04838 [2.54 | 04945 [294 | 04984
1.88__|04699 | 2,16 04846 |2.56 04948 296 104985
1,89 04706 |2,18  |04856 [2,58 04951 | 2.98 | 0.4986
1,90 [04713 ]220 04861 [2,60 04953 [300 | 049865
191 [04719 [222 04868 |2.62  [04956 320 ] 049931
192 [04726 |224 _ [04875 [2.64  [04950 [3.40 049966
193 04732 (226 [04881 [2.66 [04961 |360 _ |0499841
194 04738 228 (04887 |2.68  [04963 380 | 0499928
195 (04744 230  [04893 [2.70 04965 400 10.499968
1,96 04750 232  [04808 [272  J049%7 1450 10499997
197 04756 234 (04904 [274 04969 500 | 0.500000
1,98 04761 [236 __|04909 276 04971 ’
199 104767 (238 04913 1278 [0.4973
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