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SO‘Z BOSH1

Mamlakatimizda kadrlar tayyorlashning sifat darajasini oshirish,
xalgaro standartlar asosida oliy malakali mutaxassisiar tayyorlash, o'quv
jarayoniga xalqaro ta'lim standartlariga asoslangan ilg'or pedagogik
texnologiyalarni joriy eiish borasida olib borilayotgan keng islohotlar
natijasida oliy ta'lim muassasalarida o'qitish sifat-samaradorligi ortib,
pedagog va talabalarda kreativ, yangicha matematik tafakkur
rivojlanishiga sabab bo'lmogda. Shu bilan bir gatorda talabalar mustagqil
ijjodly o'quv, biluv faoliyatini faollashtirish zaruriyati ham yuzaga
kelmoqda.

Yosh mutaxasislarni har taraflama rivojlangan komil inson qilib
tarbiyalashda matematika alohida o’ringa ega. Matematikani o'rganish
jarayonida inson faoliyatining barcha sohasi uchun zarur gobilyatlar:
ijodiy fikrlash, mantigiy mushohada, fazoviy tasavvur, tahliliy
mulohaza, abstrakt tafakkur shakllanib boradi.

Ushbu o’quv qo’llanma matematika va fizikaning muhim
qismlaridan biri
bo'lgan kompleks argumentli funksiyalar tushunchasini o‘rganishga,
tahlil gilishga bag’ishlangan. Bu o’quv qo’llanmadan fizika, matematika
va texnika oliy ta’lim muassalari talabalari va tayanch doktorantlari
foydalanishi mumkin. Undagi kompleks sonlar, kompleks funksiyaning
hosilasi, integralli, analitik funksiyalar, yassi vektor maydonlar
tushunchasi, ulardagi muhim matematik amallar sodda tilda bayon
etilishiga harakat gilingan.

O’quv qo’llanma sakkiz bobdan tashkil topgan.

Birinchi bobda kompleks sonlarga oid tushunchalar, ular ustida
amallarga tegishli ma’lumotlar, kompieks sonlarning tregonametrik,
ko’rsatkichli va logarifmik shakillari keltirilgan.

Ikkinch bobda kompleks argumentli elementar funksiyalar,
aniglanish sohasi, egri chiziglarni kompleks shakldagi tenglamalari,
ayrim trigonometrik funksiyalarmning kompleks shakldagi ko’rinishlari,
kompleks sohadagi giperbolik funksiyalar va teskari trigonometrik
funksiyalarga tegishli amallar bayon qilingan.

Uchunchi bebda kompleks argumentli funksiyaning hosilasi,
analitik funfsiyalar va yassi vektor maydonlarni hisoblashda ularni

qo’Hanilishi hagida so’z yuritilgan.



o
tekisliga??:h hh'o'bd:: kompleks argumentli  funksiyalardan
v brror chiziq buylab olinpan eor hizigli integ is
orlimid tushintirilggn, gan egri chiziqgli integrallar misollar
i Beshm_ch l_m_bn!a.ba’zi kompleks argumentli  funksiyalardan
% %jm egri .ChIZ.lqll integrallarni Koshj formulasidan fovdalanib
a1so ash,_()ltmlchl bobda} hadlari kompleks sonlardan yoki klompleks
kgg(umeg;h "]fugmya]ardan iborat bo‘|gan qatorlar jumladan, praktikada
> P Ishlatiladigan darajal;j atorlar, L :
bilan shug‘ullanganmiz. ! 0 HOML. eter)
Sakmfiittmhc.hz bobda maxsus nuqtalar va ularning klassifikasiyasi
nazari ;i?' gf’bda qpld!qlar nazariyasi, integrallarni chegirmalar
azariya; Yordamida hisoblagh keltirilgan. Hay bir mavzular misollar

ariga doir misoliar

Mavzuga taallugli asosiy ta'riflar
oladi, sll'luningdck, ularning har bi;i
yordamida yechish orqali namoyish
. O'ylaymizki, 0’quv qulianma
mavjud o‘quy adabiyotlari i
i o' qatorida kompleks o
kursi bo‘yicha ularga bilimlarinj e

tasdiqlar, teoremalarni oz ichiga
ananaviv misollarni batafsi] tahlil
qilingan.

. 1 . . .
0°Z o'quvchilarinj topadi va boshga

. garuvehili funksiyal;
oshirishga kO‘maE -y unksiyalar
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KOMPLEKS SONLAR USTIDA AMALLAR
1.1-§ KOMPLEKS SON MODULI VA ARGUMENTINING
GEOMETRIK MA’NOSI

Kompleks son deb z=x+jp ko’rinishdagi songa aytiladi. Bunda »
va y ixtiyoriy haqiqiy sonlardir. Mavhum birlik deb nomlanadigan
kattalik i esa, =1 tenglikni ganoatlantiradi.

Haqiqiy x va y sonlarni - komleks sonning mos ravishda hagigiy
va mavhum qismining  koeffisiventi deyiladi va x—Rez. y—im-
ko’rinishda yoziladi (lotincha reabis — hagiqiy , imaginarius — mavhum
demakdir).

x+iy son kompleks sonning algebraik formasi (shakli) deviladi.

Komleks son z=x-iv  esa, z=x+iy  ga nisbatan go’shma
komleks son deyiladi va kempleks son belgisi ustiga chizigcha bilan
yoziladi.

To*g‘ri burchakli Dekart koordinatalar sistemasi Xoy ni tanlab,
uning absissalar o‘qiga z=x+i ning haqiqiy qismi x ni, ordinatalar
0°qiga esa mavhum qismining koeffisienti v ni Joylashtirsak, tekislikda
(x,y) nuqtaga ega bo‘lamiz.

Ana shu nugta z=x+i kompleks sonning geometrik tasviri deb
qabul gilingan.

Shunday qilib, har bir kompleks songa tekisiikda birgina nugta va
aksincha, tekislikdagi har bir nuqta uchun bitta kompleks son mos
keladi.

ox 0‘q — haqiqiy o‘q. ¢or — mavhum 0°q, xor tekislik esa
kompleks tekislik deyiladi.

Komleks sonning uch xil ko’rinishi mavijud:

Z=x+iy— algebmik korinish:

z=r{cosp+ising) — frigonometrik ko’rinish.

z =re"— esa ke ’rsaikichli ko’rinishidir.

Bu yerda r=f va g=agz kattaliklar mos ravishda komleks
sonning moduli va argumenti deyiladi.

Ta’rif bo’yicha, : komleks sonning moduli quydagi ifodaga

tengdir:
lzi’:\ﬁ’E: {xz_’_y:, (1”




To’rtinch  hobda kompleks
tekislikdagi biror chiziq buylab olingan e
yordamida tushintirilgan.

& Beshlth l-)olbd.a ' ba'zi kompleks argumentli funksiyalardan
h_mgan egri _chxz.uqll integrallarni Koshi formuiasidan fovdalanib
lsoblash,.()ltm.chl bobda hadlari kompleks sonlardan yoki k:ampleks
argumentli funsiyalardan iborat bo‘lgan qatorlar jumladan, praktikada

; L ntOl‘l P L ¢ [ i
, ; I i . J q ar, oran qatorh!lga dOll l]llSO”al

) kkjE‘ttinc_hi bobda maxsus nuqgtalar va ul
::Zw‘illl::(;ﬁl lc)l(lh(!a qgldiql:lr nazariyasi, integrallarni chegirmalar
o éa. yofl.amlda hlSObIaslll keltirilgan. Har bir mavzular misollar
1-];1{012.9:;“:?311 va mustaqll ishlash uchun mashqlar berilgan.
- taa": 1'1681511]} paragraflarga bo'lingan bo'lib. har bir paragraf
Q' asosly ta'riflar, tasdiglar, tecremalarni o'z ichi
L i r, qiar, teoremalarni o‘z ichiga
o 1cén, Sl"l(lilnlnbdc':k, uldm{ng har biri an’anaviv misollarnj batafsil tahﬁ‘il
yordamida yechish crqali namoyish gilingan
0‘ .[ - . 3 ¢ ’ .
ylaymizki, o’quv qulianma o‘z o'quvchilarini topadi va boshga

mavjud o‘quv adabiyotlari qatorida kompl
Je. o eks o’ il (siyals
kursi bo‘yicha ularga bilimlarini oshirishga ko‘mzl%ag;;iihiih nlsiyalar

argumentli  funksiyalardan
gri chiziqgli integrallar misollar

arning  klassifikasiyasi
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KOMPLEKS SONLAR USTIDA AMALLAR
1.1-§ KOMPLEKS SON MODULI VA ARGUMENTINING
GEOMETRIK MA’NOSI

Kompleks son deb z=x+iy ko’rinishdagi songa aytiladi. Bunda x
va y ixtiyoriy haqiqiy sonlardir. Mavhum birlik deb nomlanadigan

kattalik i esa, # =—1 tenglikni qanoatlantiradi.
Hagqiqiy x va y sonlarni = komleks sonning mos ravishda hagigiy
va mavhum qismining  koeffisiventi deyiladi va x-re-. y-im-

ko'rinishda yoziladi (lotincha reabis - hagiqiy , imaginarius — mavhum
demakdir).
x+iy son kompleks sonning algebraik formasi (shakli) deviladi.

Komleks son z=x-iv  €sa, z=x+iy  ga nisbatan go’shma
komieks son deyiladi va kempleks son belgisi ustiga chiziqcha bilan
yoziladi.

Tog‘ri burchakli Dekart koordinatalar sistemasi xor ni tanlab,
uning absissalar o‘qiga z=x+i ning haqiqiy qismi X ni, ordinatalar
0°‘giga esa mavhum qismining koeffisienti ¥ ni joylashtirsak, tekislikda
(x.y) nuqtaga ega bo‘lamiz.

Ana shu nugta z=x+iy kompleks sonning geometrik tasviri deb
qabul gilingan.

Shunday qilib, har bir kompleks songa tekislikda birgina nugta va
aksincha, tekislikdagi har bir nuqta uchun bitta kompleks son mos
keladi.

ox o‘q — hagigiy o‘q. ¢ — mavhum o‘q, xor tekislik esa
kompleks tekislik deyiladi.

Komleks sonning uch xil ko’rinishi mavjud:

z =x+ iy— algebraik korinish:

z=r(cos@+ising) — Irigonometrik ko’rinish.

- =1e"— esa ko rsatkichli ko’rinishidir.

Bu yerda r=| va ¢g=agz Kkattaliklar mos ravishda komleks
sonning moduli va argumenti deyiladi.

Ta’rif bo’yicha, : komieks sonning moduli quydagi ifodaga
tengdir:

|2l =22 =2t +y’ (1.1)




Oxirgi ifodadan kompleks sonning modulini gecmetrik ma’nosi kelib

chiqadi: Kompleks tekislikda kordi ;
nata boshidan - )
masofaga tengdir (1.1-rasmga qarang). an = nuqiagacha bo’lgan

1

TS

Komplek I.1-rasm
pleks sonning argumenti esa, hagiqiy o’ *nalishi bi

. » Naqiqly o°q yo’nalishi b .
nuqtaga mos radius-vektor orasidagi burchakdir. Birygina z korrlylpaltékﬂs

songa cheksiz ko’p burchaklar . . -
aniglilik chegarasi 24 ga tengr:nOS keladi, shuning uchun argumentning

. Argc=arpz+ 27k .
ag z— argumentning bosh qiymati deyiladi:

=p= Y
argz go—arc:g;, -w<argz<xw

1-misol. Quydagi munosabatlarning geometrik o’rnini anj
A. |z-z,|=|z—zzl

B. [z=2+[z+2|=5
Komleks son modulining geometrik ma'nosidan

qlang

Yeckilishi:
foydalanib,

a) tenglikni ismi

bi) g ai ﬂ;‘}rllﬂg ?haP qismi -z puqtadan qo’zg’almas nuqtagacha

o >, 0'ng qlsml €83, z nuqtadan qo’zg’almas -, nuqtagacha bo’lgan
asolaga tengligini topamiz. (1.2-rasm) :

1.2-rasm
Bu masofalarning bir —biriga tengligi esa, : nuqgtalar 2 va z
nugtalardan bir xil uzoglikda joylashganligini ko’rsatadi. Hamma :
nugtalarning geometrik o’rni esa, z, va z nuqtalarni tutashtiruvchi
kesmaning o’rtasidan o’tkazilgan perpendikulyarda yotadi.
e) Bu munosabatning hadlariga nazar tashlaylik:
|z—2|- = nugtadan kordinatalari x=2, y=0 nuqtagacha bo’lgan masofa,

|z+2|-z nuqtadan kordinatalari x=-2, y=0 nuqtagacha bo’lgan masofa.
A

1.3-rasm

Bu geometrik munosabatlar shunday = nugqtalarning o’rnini
ifodalaydiki, bunda fiksirlangan 2z =2 va z,=-2 puqtalardan =z
nugtagacha bo’lgan masofalar yig’indisi doimiy va 5 ga tengdir.
Bunday nuqtaning geometrik o’mi fokuslari z, =2 va z,=-2 nuqtalarda
jovlashgan ellipsdar: iborat bo’ladi (1.3-rasm). Ellipsning xossalarini
eslatib o’tamiz: ellipsning ixtiyoriy nuqtasidan ellips fokuslarigacha
bo’lgan masofa doimiydir.

2-misol. Geometrik mulohazalardan kelib chigib, quydagi

z

tengsizlikni isbotlang: l—’_—l—l <larg 2|

Yechilishi: Tengsizlikni kompleks sonning ko’rsatgichli

ko’rinishidan z=|z|¢'® foydalanib quydagi ko’rinishda yozib olamiz:
e - |<arg | .

le® —1|sarg 2| funksiyani kompleks tekislikda chizamiz (1.4-rasm).
Bu masofa z-c¢* nugqta bilan (bu nuqta radiusi birga teng aylanada
yotadi) z=1i nuqtani birlashtiravchi vatar bo’ladi. Ma’lumki,
vatarning uzunligi shu vatarga to’g’ri kelgan yoyning uzunligidan doim
kichikdir.




Oxirei if o . 1.4-rasm.
» gl ifodada birlik radiusli aylana bo’lganligidan yoyning uzunligi
|e -1~¢ gateng Shuni isbot gilish kerak edi.

Mashglar

Quyidagi kompleks sonlarnin .
. 3 g haqigiy va mavhum qi i
argumentning bosh qiymatini hamda modulini toping. qismlari,

1. z=2+3)G-i) 4, =L .1
1+4i 4-j
2. z=(-i -0+ 5. z=(l__‘_)2
o3
3. z=(1-2i)1+4) 6. ,=UrDB+) (A-H3-i)

. 3-i 3+i
Quydagi munosabatlarni : . !
: ganoatlantiruve .
geometrik o’mi ko’rsatilsin. hi kompleks  sonlarning

T |e-i<4 12. lz+4-54=3
8. |z+4d>3 13. Rez’=a
9. Rez<-5 2

14. Imz* =
10. Imz>3 "y

. 15. a<agz< f
11. ReZ+lmz<2 16. |z—4[+|z+2‘=10

1.2-§ KOMPLEKS SONLAR USTIDA AMALLAR
Agar berilgan

n=x+iy, va z,=x,+i
2 pe
kompleks sonlarda ’

x:‘-‘xz va yl=yz

8

bo’lsa, bu kompleks sonlar teng deyiladi.
Har ganday ikkita kompleks sonni quyidagicha qo’shish va ayirish
gabul gilingan:
atﬂ=(a+ib)i(c-ﬁ-id):(aic)ﬁ(bid) (1.2)
Masalon:
(3-4i)+(-8+ 2i)=(—8+3)+i(-—4+ 2)=-5-2i;

I, . 1 ) 1
(|+:J'3')—(6-E:)=(1—6)+:(J§+-2-)=-5+:(J§+§).
Har qanday ikkita kompleks sonni ko'paytirish  ko’phadlarni
ko’paytirish qoidasiga binoan bajariladi, ya’ni
a-B=(a+ib)(c+id)=ac+iad +ibc+i*bd
Ma’lumki, ## =-1, shuning uchun :
a,B=(a+ib)(c+id)=(ac—bd)+i(ad+bc) (13
Quyidagi:
a=a+ib va a=a-ib
kompleks sonlar o’zaro qo’shma sonlar deyiladi. Qo’shma sonlarning
yig’indisi ham haqiqiy son bo’ladi :
a+@=2a Va ad=a +b' (1.4)
Masalan :
(-5+2i)+(-5-2)=-10
(-5 +2i)(-5-2i)=25+4=21
Ikkita a=a+ib va B=c+id kompleks sonning birini ikkinchisiga
bo’lish uchun kasrning surat va maxrajini B=c-id qo’shma
kompleks songa ko’paytiramiz. U holda
g_=ﬂ=(ac+bd)+i(bc—ad)___ac+bd+i},c_ad (15)
B c+id c+d c+d’ +d’ ’

Masalan .
14 () 1e2i48 20

ey = 2
(-

i
'=T(T-l—)=-]—=-l.
Endi to’rt amal yordamida yechiladigan misollarning ayrim
namunalari bilan tanishamiz .

1-misol. i ning turli darajalarini hisoblang:

Yechilishi:

. . 3. . 2\? 2 S _ . ke
i=Dd, =13 P=it=-i3 i =(lz) =(~1) =15 £ =i-i" =i}

£ =(P) =(-i) = =-1

-

)




1]

1.4-rasm.
0)x1rg1 ifodada birlik radiusli aylana bo’lganligidan yoyning uzunligi
Iep ‘ll ~¢ gateng. Shuni isbot gilish kerak edi.

Mashgqlar

Quyi@agi kompleks sonlaming haqiqiy va mavhum qismlari,
argumentning bosh giymatini hamda modulini toping.

1. z=(2+31)(3~i N S
6= A v rirwr
2. z=0-9 -4y 5. z=(1_l)z
i3
3. z=(1-2i)1+41) 6 o= (1+HB+H A-93-9)
) 3-i 3+i

Quydagi munosabatlarnj ' ' .
'8i mun ganoatlantiruvchi kompleks sonlarnin
geometrik o’mi ko’rsatilsin. )

T le-i<a 12. |z+4-5{=3
8. |z+4423 13. Rez*=a
9. Rez<-5 2
14, Imz' =a
1(1) ll:n_za" 15. a<agz<pg
. €Z+lmz <2 16. Iz_4|+|z+2l=|o
1.2-§ KOMPLEKS SONLAR USTIDA AMALLAR
Agar berilgan
Z=x+iy, Va z3=x+iy,
kompleks sonlarda Y BTR
X =x, vVa y =y,
8

bo’lsa, bu kompleks sonlar teng deyiladi.
Har ganday ikkita kompleks sonni quyidagicha qo’shish va ayirish
qabul gilingan:
atp=(a+ib)t(c+id)=(atc)+i(btd) (1.2)
Masalan:
(3-4i)+(-8+2)=(-8+3)+i(—4+2)=-5-2i;
(l+i\/§)—(6—%i)=(l—6)+i(~/5+-;—)=—5+i[«/§+%).
Har qanday ikkita kompleks sonni ko'paytirish ko’phadlarni
ko’paytirish qoidasiga binoan bajariladi, ya’ni
a-pB=(a+ib)(c+id)=ac+ iad +ibc +i*bd
Ma’lumki, /> =-1, shuning uchun -
ap =(a+ib)(c+id)=(ac—bd)+i{ad +bc) 1.3
Quyidagi:
a=a+ib Va a=a-ib
kompleks sonlar o’zaro qo’shma sonlar deyiladi. Qo’shma sonlarning
yig’indisi ham haqiqiy son bo’ladi:
a+@=2a Va ad =a* +b’ (1.4)
Masalon :
(-5+21)+(-5-2i)=-10
(-5+2i)(-5-2i)=25+4=21
Ikkita «=a+ib va B=c+id kompleks sonning birini ikkinchisiga
bo’lish uchun kasrning surat va maxrajini J=c-id qo’shma
kompleks songa ko’paytiramiz. U holda
g_=a+ib=(00+bd)+i(bc—ad)=ac+bd+,bc—ad (1.5)
B c+id c+d c+d’ +d? )

Masalan :
Lei_ () _1e2is? 2
=i (+0(-0) 1= 2 7

Endi to’rt amal yordamida yechiladigan misollarning ayrim
namunalari bilan tanishamiz .
1-misol. i ning turli darajalarini hisoblang:
Yechilishi:
i==ly =1y F=if=ay it =(i2)2 =(-1) =13 £ =ii*=i3
£=(P) = (=) =i =1

9




va hokazo. Shunday qilib, ; ni ixtiyoriy musbat butun darajaga
ko’tarsak quyidagi to’rtta sondan biri kelib chiqadi:

=1, —il.
Umumiy holda buni quyidagicha yozish murmkin :

’4k =]’ e =i lAk.z =— . I“" == (16)

bu yerda k=0,12...
2-misol.Ushbu tenglamani yeching :
(1+2))x+(3~5i)y=1-3i.

Yechilishi: Dastlab qavslarni ochib tenglamaning chap
tomonida haqiqiy va wmavhum qismlamni ajratamiz:
(x+3p)+i(2x-5y)=1-3; .

Ikkita kompleks sonning tengligi ta’rifiga asoslanib, bularning
haqiqiy qismlarini 0’zaro hamda mavhum gismlarini o’zaro hamda

mavhum  qismlarini o’zaro  tenglashtirib , ushbu

tenglamalar
sistemasini hosil qilamiz :

{x+3y=1
2x-5y=-3
Bu sistemani yechib, x=—%, y=15—1 larni topamiz.
3-misol. Ushbu tenglamani yeching: 2 +l=-2z
Yechilishi: Kompleks somni  x+iy  ko’rinishida yozib

olamiz .
1+(x+iy) ==2(x-iy)
Qavslarni ochib chigsak:
L+ X' +i2xy—y* =-2x+i2y

Endi baqigly va mavhum qismlarini o’zaro tenglashtirib, quydagi
tenglamalar sistemasiga ega bo’lamiz.

fx’—y’=—2x—l X~y =-2x-1 y=32
= ‘ = .
12xy =2y x=1 x=1
4-misol. Ushbu Z_1*iga o0 soddalashtiring.
B l-ige
Yechilishi:
a _l+iga l+2iga-tg’a 1-1g%a ;_Ago isin?
£ l-iga l+ig’a l+1g%a 1+(g2a_oos2a+tsm *

. 1+i)
5-misol. %= (E _J:;), kompleks sonni hisoblang (n — natural

son).
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Yechilishi: oy ¢
a_ (1+i) =(1+i)" 1-i) 1+ Y =iV
B (-7 - "f) =9

Bundan -0, _iy =1-2-1=-2: bo’lganligi sababli
1-i 1+1

% = i"(<2)=-2i"".
6-misol. Quyidagi tenglamalar sistemasini yeching:
((3-i)x+(4+2i)y=2+6i
i(4+ 2i)x-(2+3i)y=5+4.

Yechilishi: Sistema yechimni determinantlar yordamida topish
osonroq. Ma’lumki,

_Dl. _DI

x—’B‘, y_E)
B-i 4+2i +6i  4+2i PB-i 246
Polasa —@ea] D Tleai -3 w2 seai

Hisoblab, quyidagi yechimni hosil qilamiz x=1+i, y=i. Mana shlf
misoldan ko’rinadiki, chizigli tenglamalar sistemasining koeffitsientlari
kompleks bo’lsa, uning yechimi ham, umuman aytganda, kompleks
sonlar bo’lishi mumkin ekan.

Mashglar
Misollarni yeching;:
a+ib b)(+2iy°
17. a)== )(+( .
(02 ~(1-1)’ 19. 4
18. (3+2) -(2+i)’ (1-iy
1 BY
20. (+2i)° 21. ['E“T)
1 . 3\'3 (___%i%i_)s--!-Z'—S
22, (—5+l—2—/ 23- (—l+i)3 d

24. (L) (n—butun son)
2(1-i)"

25. Ushbu (b-8i)x+(7+3i)y=2-i tenglamadan x va y ning hagigiy
giymatlarini toping.

11



26. x va y ning (7+2i)x—(5-4i i i
g;ymadmni topin(g -+ )x—(5-4i)y=-1-i tenglamani qanoatlantiruvchi

- Ushbu chiziqli tenglamal ini
o o g ar sestemasini
(3+i)x+(2—i)y=i}
28. Ushbu kvadrat tengl i i
* —(4+3i)x+1+5i =0 glamant yeching:
29. Ushbu bikvadrat te i

| ing:

x*~30x*+289=0 neemant yeching:
30. Tenglamani yeching:
a) (4+2i)x+5(1—§1)y=13+i

yeching:

b)L.2_ g5

zZ—i 1+i

1.3-§. KOMPLEKS SONNING TRIGONOMETRIK SHAKLI

a=a + ib kompleks sonning ikki xi :
Zj :: (tglgisiﬂikd% (a,b) nuqtangi 'tasvir);:lly%i?.0 metrik ma’nosi bor.
,U) nugta bil : .
(1.5-rasm). qta bilan (a,b) nuqtani tutashtiruvchi vektorn; tasvirlaydi
Ma’limki tekislikda har bi
. ar bir k .
aksincha, har bir nugtaga bitta g)nrgleks songa bitta nugta va

rasmdan quyidagilarni ko’rish mumkinl')leks son mos keladi. 1.5-

a=rcosg, b=rsing, r=+g?4p? (1.7) l
’g'?’—", w:arc(g- | |

Bu yerda iSh i y r =
t].l'Ok eta Otgan son o a+ib ning mOdun i
@ €Sa uﬂ]ng

argumenti i i iladi
| (yoki fazasi) deyiladi, quyidagicha yoziladi:
r=lo|=va*+#* va g=apgq '
;/ a (1.8)
.4
H
| -
e
e
A X
1.5-rasm. |
12

Shakldan ko’rinadiki, 0<r <+ V& 059<275 ba’zan -z <@ <z chegaralar
ham ishiatilib, ikkala chegara ham bir magsadga olib keladi. (1.7) ga
muvoffiq o kompleks son ushbu

o= a+ib=r(cosp+ising) 1.9
ko’rinishga ega bo’lib, U kompleks sonning trigonometrik shakl
deyiladi. Kompleks soplar ustida amallar bajarishda asosan 1.9
forma ishlatiladi. Matematik analiz kursidagi Eylerning

e* =cosx+isinx (1.10)
Formulasidan foydalanib, (1.9) ni
a=re’ (1.11)

ko’rinishida yozish mumkin. (1.1 1) Kompleks sonning ko rsatkichli
shakl deyiladi. Bu formulada
e=ﬁm(l+—l-) (1.12)

m
bo’lib, u irratsional sondir
2<e<3 yoki e=2,718281828459045.. .
Ta’rif. « kompleks soni deb ma’lum bir tartibda berilgan a
va b hagigiy sonlar juftiga aytiladi:

a=(a,b)-
Shunday gqilib, bitta kompleks sonni quydagicha
a=a+ib, a=r(cosp+ising), a=re” (1.13)

uch xil shaklda yozish mumkin bo’lib so’ngi ikkita ifoda ko’pincha
qo’l keladi. Har qanday kompleks sonni bir shakldan ikkinchi shakiga
o’tkazish mumkin. Buning uchun (1.7) munosabatlardan foydalanishga
to’g’ri keladi. Ko’pincha kompleks sonni trigonometrik shaklga
Keltirish talab gilinadi, bunday vaqtlarda 1.5- rasmga murojaat gilinib,
kompleks songa tegishli vektorning qaysi chorakda (kvadratda)
yozishiga e’tibor gilish tavsiya etiladi.

Izoh. o burchakka uning davrini ham qo’shib, quyidagicha
yoziladi:
Arga = arga+ 2kn = @+ 2k7, k=0,x1,%2,.. (1.14).
1-misol, Ushbu 1+i sonni trigonometrik shakliga keltiring.
Yechilishi: a=1 va b=l bo’lgani sabab refled-VE T =2

go=2=1 bo’lib, 1+iga tegishli vektor tekislikning birinchi choragida

yotgani uchun «p=% bo’ladi. Demak, 1+i=Ji(oos-}+isin-’§). Buning
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ko’rsatkichli formasi esa, (18) ga muvofiq 1+i= =2 ko’rinishga
ega bo’ladi.

2-misol. -1+; sonni trigonometrik shakiga kelt:rmg
Yechilishi: . =1, 5-1, relteij=dP e =2 gp= =—1

¢=arcg(-1) . Berilgan songa tegishli vektor ikkinchj chorakda
yotgani sababli ¢—T" bo’ladi. Demak,

—1+i=~/§(cos37+:sm——) ﬁe‘ .

3-misol. ~1-/ sonni trigonometrik shaklga keltiring.
Yechilishi:

a=-1, b=-1, r=~f2-; tg¢=é-=1.
) a
Lekin mos vektor uchunchi chorakda yotgani uchun ¢ =" bo’ladi.

Agar istasak buning o’ rniga manfiy (_T) burchakni olishimiz ham
mumkin. Ikkalasi ham bir xil natija beradi, chunki

3z T (5m
cos( 4) oos{zfr—T) cos{ 4),
il _37)_ 3z (5%
sm( 4) sm(zzt —4—}—sm(—4~).
Demak.
—I~i=ﬁ(cos%+isin%)=ﬁe'¥
4-misol. 1-i sonni trigonometrik shaklga keltirirng.
Yechilishi: 21, 5=-1, r=42; tgq:—-——-l, mos vektori
to’rtinchi chorakka Jjoylashganligi uchun ¢=7T” bo’ladi. Istasak
buning 0’rniga manfiy (-%) burchakni olishimiz ham mumkin.
Demak,
1- :—J—(cos—-+:sm——) s/ie'— .

S-misol. (-1) sonni trigonometrik shaklga keltiring.
Yechilishi: a=-1, 5=0, r=f-=1; 1gp=L ¢
-1 4

Mos vektor ox hagqiqiy o’qning manfi

. y tomoniga i
shu sababli p=7 bo’ladi. Demak, ga joylashgan,

14

~I=cosw+isinr=e"
6-misol. +1 sonni trigonometrik shaklga keltiring.
Yechilishi: Bu songa mos vektor haqiqiy o’qning musbat
tomonida joylashganligi sababli p=0, r=1 demak 1=cos0+isin0=¢" .
7-misol. 1+¥3 sonni trigonometrik shakiga keltiring.

Yechilishi: a=1, 5=v3 r=\l+(B3) =2; tg¢=§= 3
Mos vektor birinchi chorakda bo’igani uchun ¢=i3’-. Demak,
1+i3= 2(cos§+ fsini;-) =267
8-misol. -1+iv3 sonni trigonometrik shaklga keltiring.

=
Yechilishi: a=-1, 5=.3 r=2 :gq;=_"'l_3=..\6

vektor ikkinchi chorakka joylashganligi sababli ¢= 7:—73’ _% .

21
Demak, —l-is/§=2[cos-2%1+isin%) e 3
9-misel. -i-i/3 sonni trigonometrik ko’rinishga keltiring.
Yechilishi: a=-1, 6=-J3, r=2; gp=43

Mos vektor uchunchi chorakka joylashganligi uchun

nr 4r . T 27
=r+—=—— yoki -z+==-==
o=rt3=3 Y 4 33

bo’ladi. Demak, -1-i/3= 2(005—1-+1sm?) 2e
--1+l\/§
2

10-misol. sonni trigonometrik ko’rinishda ifodalang.

Yechilishi: a=-1, z,=_*/2§ ret; p=den

T 2

Mos vektor ikkinchi chorakda, shu sababli p=m-3=
3 2z 2m

Demak, —l+l—= cOS—+isiIn—=¢ 3
22 3 3 |
11-misol. 2-5; sonni tregonometrik shaklga keltiring.
3 1 3 _5
Yechilishi: a=-2 ,6=-5 ,r=+29 ; 1gp= =-25

J
12-misol. 1+cosa+isina sonni trigonometrik shaklga keltiring
Yechilishi: a=1+cosa , b=sina ,

~2-5i=+/29 i-cos(arc!g%)ﬂsin (arctg%)-l .
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_ J\zz —————— Ttcosa & Agar algebraik shaklda berilgan kompleks sonni darajaga ko’tarish
Pl o) sere=y2{irena) H\j oS taiab qilinsa, dastiab uni trigonometrik shaklga Keltirib olish magsadga

(i 2Sm(£"jmg”g“ muvofiqdir. N
zgm=1::;:a:>¢=arcrg' : S ]:ardg _2*1/,5@ - arcig] ,g(E\ @ 1-misol. (1+/” ni hisoblang. . o
el 2cosi|%J \"\2/)) 2 Yechilishi: dastlab 1+i ni tregonometrik shaklga keltirib
Semal a} . \ o L olamiz:
emax, I+ ising =2cos| £ 2o & 2 1=
cosa+ising CGS(L.(GOS S isin 2} (1+1) =|FJ§_[COS_+,5“,‘_JI =
Maghqlar =(\/§)"i [cosz—iz.v‘isin 23”): (xﬁ)h COS[53+%)+iSin(6ﬂ+%) =
£ J

Quydagi kompleks sonlarni triconom trik s iring: 2 2 \

. g netri shaklga keltiring: () COS_HMEL(\E 5(V2 2 (s
31,4132, —i; 34, 1,88, .35 1_\3 ~ 4 2 2
L~ by il 33 -2, 34. ",;+Tl 539, E—f—-za ; 36. —Cos@—ising | 37. /
1-cose ; 38. ~sina+i(1+cosa) . Demak,
(1+0)" =22 (1+4)
1.4-§. KOMPLEKS SONLARNI KO’PAYTIRISH VA (143"
b i i N P
DARAJAGA KO'TARISH 2-misol. L_i—_i J ni hisoblang.

Trigonometrik shaklda berilgan kompleks sonlani o’ zaro l Yech?lishi: Das'tiab kasrning surat va nffahrajida turgan kompleks
ko’paytirish va darajaga ko’tarish quydagicha bajariladi: L sonlarni trigonometrik shakilga keltirib olamiz.
fx-for(ooqusinﬂ)P(cosqo, +isin§02):rp(cgs(.p,+goz)+i5in(¢z,+@3)) (1.15) g I+i\n’§=2(cos§+isin%) ;
ya'ni ikki km?lp}eks sonni ko’paytmasi yana kompleks son bo’lib, il i e Z v ﬂ 2 (cosZ —isin
uning r'nOd:.l]l ko’p-aymvchining modullarining ko’ paytmasiga, 0 1_‘z\z[costmiﬂsm[.h?b}: ZI\COSE—IS'HZJ ’
argumenti ko’paytuvchilar argumentlariring yig’indisiga tengdir. [ Bulardan

Agar =g bo’lsa r . T .. ox T ..

LT o . J‘T 2(c05-ﬂ—+:5m7] (co.q:ﬂsm—J[cos_ﬂsm—J
a —Lr(coswﬂsmw)]:r‘(c052q0+isin2.rp) e . = 2L =2 : ¢ + 4,
I LI . " 5 A . . . 1=i .k 2 T . 2T
bo’ladi. Komphﬂks sonning ndm::gam esa quyidagicha ifodalanadi: l ‘5(°°S§'_'5"‘% J e
“ ~[rleoso+ising) ] =17 (cosnp +isin ) (1.16). Bu ifodaning suratidagi ko’paytma quyidagicha hiscblanadi:
Xususan i = 5 P LR -
. o ning moduli »=1 bo’lsa, (1.]6) dan: a-f=p(cosy+isiny)-r(cosf+isind)=p r I:cns(9+;/)+isin(6+y)j
5 (cos@+ising)" = cos np+isin ne. (1.17) Natijada
u tenglik Muavr formulasi deb ataladi. Buni idagi 3 7
- e ) - Buning chap tomonidagi 1+if3i_ o dx )
?{?;Slafgl N}S‘/Ut?n‘ binomi bo’yicha ochib, so’ngra tenglikning iicki =i "ﬁ'\“os TRAETY
o ?gh?i%i;ha{?l?l_y g&ssm%amx o’zaro hamda mavhum gismlarni o’zaro kelib chigadi. Endi buning ikki tomonini Muavr formulasiga asosan 20-
h'g _ h . ;uas: 4 trigonometryaga doir turli formulalarni keltirib darajaga ko tarib, ixchamlashtirilsa quyidagi natija hosil bo’ladi:
chiqarssh mumkin. Misol uchun (1.17) da n =2 bo’lsin, u holda ‘ 2(1-5)
cosz(p+2isinqacos¢—»sinz;o:coqup%—isin 2p ,

bu erdan _Agar x+y kompleks sonning.n-darajali ildizlari topish lozim bo’lsa,
‘. i trigonom > j ! Ll'lb olish. zarur e
dastiab uni Jlgonomet.r_l:k_;fshalf.l;ga kelt TR
‘ OLIY VA O'RTA MAXGUS TA'LIM VAZIRLIGH
; | . J TOSHKENT VILOYAT! Gl'.‘!va-:_HTlQ_
| ' ' 17 DAVLAT PEDAGOGHA ir.:c.l’.i?’.L
| AXBORO ?,,F'_E?s'_i?:* MARKAZIY

R

cos2¢ = cos’ g—sin’ o Va Si“2€°=25inmcog(p va hk




3-misol. Quydagi tenglikning to’g’riligini isbot qiling:
(«/i—i)"=2”(cos%—isin-'%z) , (n- butun son)

Yechilishi: Dastlab asosdagi kompleks sonni trigonometrik
shaklga keltirib olamiz:

a=‘/§ sh=-1 ,l'=\}az+bz=2 ; (g¢=£=_.
a

Kompleks songa tegishli vektor to’rtinchi chorakka joylashganligi
n .
uchun 9=-= (yoki ¢=2:z~% deb olish ham mumkin). U holda:

(Ji-:)":zn[ms(.g)ﬂ-sm[ g)]z[m(_g)(?ﬂ]

=2" cosﬂ—' i ﬂ\.
( o :sm6)

&l -

4-misol, Quyidagi o, =—%+i§ va a, =-l—i£.
2 2

Komp?ek.s sonlar berilgan bo’lib, ularning yig’indisi o +e; (#-butun

son) ni hisoblash talab qilinadi.

Yechilishi: . .
yozib ot n;!ilzs:hl. Dastlab kompleks sonlarni trigonometrik shaklga

2
wl=cos-3£+isin2?” va o, =cos4—”+isin-4'l .
Endi Muavr formulasj i
qo’shaylik, u holda

g 2 2
@; +a, =(cos—'z+isinﬂ + 0054”_”4.,'511,4”_” =
3 3 3 3

g2 muvofiq ularni darajaga ko’tarib, so’'ngra

2nz 3\
=(cos—3—+cos4"JJ+,~(sin .2"_”+s§n4"h”].
Ma’lumki BT

2

cos = a+f a- _
@+c0s f=2cog 5 cosTﬂ va Sina+sinﬂ=28inaz;ﬂcosu i
2

Bularga asosan quydagi natija hosil bo’ladi. o7 +ar - 2cosn—;— . Chunki,

cos(nz)=(-1)" , SnnzT=0 ,n=0414. .

S-misol.a=%'7’”8i"¢) o
2(1_,-)(008m ni hisoblang,

Yechilishi: i Kasrming hie oo s
olaylik, ya’lni hi: Dastlabki kasrning bir gismini soddalashtirib

Mz(ms(aﬂsinrp)z _
Cosp—ising c0s* g+ sin’ g =¢c082¢p +isin 2
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— / 1 7
So’ngra. 1-i43 =2[cosL—.’35 J+isin(-—§)_’, l—i:JE(cos(—%)Hsin(—-:—)J X

L

U holda l—;é: ff[cos(%—%)ﬁsin(%—%)]= ﬁ[cos(-%)ﬂsin(—l—’;-)].

Yuqoridagilarni inobatga olamiz va (1.17)-ifodadan foydalanamiz
@ = ?[cos(- %J+ 1sin{—%”(0052¢+ isian) = {%[cos(2¢—%]+ism(2¢-%)J .
6-miso}. Hisoblang: o=(1+cosa+isina)’.
Yechilishi: Dastlab qavslar ichidagi kompleks sonni
terigonametrik shaklga keltirib olamiz (bu esa bizga 3-§ dagi 12-
misoidan ma’lum):

L. a a .. «a
!+cosa+:sma=Zcosz(ws;+:sm3).

Endi (1.17) formulaga muvofiq ushbu natijaga erishamiz:
a e ..
w=2" cos”a(cos7+xsm7).

l+itga
1-itga
Yechilishi: Kasrning surat va maxrajini cosa ko’paytirilsa
o= {cosa+isina _ cosna +isinna
Lcosa—fsina) COs na —isin na
hosil bo’ladi uni cosner ga qisqartirsak
I+itgna
o= i:;f;
natijaga erishamiz. Bu misolni yechishda biz quydagi munosabatdan
foydalandik:

(cosa—isina)" =(cos(~a)+isin (-@))" =cos(~na)+isin (-na) = cos(na)-isin(na) .
. 9-misol. Agar x=cos#+ising bo’lsa -quydagicha tenglikni isbot
giling,.

§-misol: (:):( J ni hisoblang

x" "'L,.. =2cosm@
X
Yechilishi: x ni ko’rinishida izlab ko’raylik. Bundan
{ i _ cos@—isin@ = cos(~6)+isin(~6)

X cosf+ising cos’@+sin’ @
x" = (c0s6+isin@)” = cosmb +isinmé ,

1 .
—=cosmb@-isinmé .

Natijada x" + = =2cosmé . Tenglik isbot gilindi.
X




10-misol. sin’x funksiyani coskx, sinkx lar orqali ifoda qiling.
Yechilishi: Quydagicha ish ko’ramiz:

.. 4 1 .
a=cosx+isinx vaa™ =—=cosx—isinx,
a

o” =cosmx+isinmx Va & =cosmx—sinmx , bulardan esa
a-ca” =2isinx Vva a+a™ =2cosx,
a™—a ™" =2isinmx Va a” +a™ =2cosmx .
Shularga asosan
(a+b) =a"+Cla"'b+Cla""b* +..+C,a™"b* +..+C7'ab™" + "

3
sin® x = a-a _L 3 2, -1 2oy | - L
sin” x ( > )—Si,(a -3c‘a” +3ca™ ~a )_—E;(as_a 3_3(a—a')).~.
1 . .
-—§(2i5m3x—3-2ismx)=%(35inx—sin3x)

Demak, sin®x =%(3sinx—sin 3x).

Mashglar
Quyidagi ifodalarni hisoblang:
(=)
39. S +(1+§)(3-1)
(l+iJ§)
40. (i+ictg<p)s .
(I—:ctgq;)s ’
(l+iﬁ)(ms€+isin0) ]
" (t+i)(cos8-isind)
1 (l+i~/§)ls ‘
’ (I-H\ﬁ)m ’
43, (l+i)(l+iJ§)(cos¢p+isin¢) ;
44. Quyidagi tenglikning to’g’riligini isbot giling:

(1+iy = 2 [cos (”7”)+i sin(%'l)) .

1.5-§. KOMPLEKS SONDAN ILDIZ CHIQARISH

Agar x+ip .kor'npleks sonning n-darajali ildizlarini topish lozim
bo’lsa, dastlab uni trigonometrik shakiga keltirib olish zarur.
Kompleks sondan n-darajali ildiz chiqarish formulasi quyidagidan
iborat.
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{ +2kr .. y+2kx )
w,=(/;=,"/r(cosy+isinr)=J{wsz_";’_£+lsmy - ), (1.18)
k=0,1,2...n-1

4 2{k+n)7
Ma,lumki, coszﬂl_:cosu——)——’

. : ili Idingi ildiz kelib
Shuning uchun &=r n+l,. deb faraz qilinsa, oldIngt ldiz  kelid
chigaveradi. Shunday qilib wew,Weeos W ildizlar hOS}l bo’ladi, ya'ni
x+iy sonning n-darajali ildizlari fagat » ta bo’ladi
{-misol. w=¥-8 ni hisoblang. _ L
Vechilishi: Kompleks son  |-§ ni trigonometrik  ko’rinishga
keltiraylik.

-8 =8{cosm+isin ),

. m+2kw
u holda {/:§=2/§(cos7r+:k7r+ism——3‘—), k=0,12, ... deb,

Wy = 2(ccs%+isin%)=l+t\/§;
W, =2(cosm+isinz)=-2,
,,yz - I _iﬁ . - .
Bu kompleks sonlarning geometrik o’rni 1.6- rasimda ko’rsatilgan.
. I

1.6-rasm
5-misel. w, =,/-‘£f:—f' ni hisoblang.
—1+i o i .
Yechilishi: Avval ildiz ostidagi kasrm trigonometrik ko’rinishga
keltirib olamiz:
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10-misol. sin’x funksiyani coskx, sinkx lar orqali ifoda qiling.
Yechilishi: Quydagicha ish ko’ramiz:

L. 4 1
a=cosx-+isinx Vae ’=;=cosx—isinx,

@” =cosmx +isinmx Va @™ = cosmx-sinmx , bulardan esa
a-a™ =2isinx Va a+a™ =2cosx,
a”-a™" =2isinmx Va a” +a@™ =2cosmx .
Shularga asosan
(a+b) =a"+Cla™b+C?a™ b +..+ Cra™ b +. +Clab™ + b7

sin® x = a-a 3__1_ 3 2 -1 2 i \
sin’ ¥ =} —- T (a -3a'a” +3aa ~ g '):-a(ai_a-:_:!(a,_a-l)}:
1. . . 1
-—E(szm3x-3-2:smx)=Z(3sinx—sin3x)

Demak, sin®x= :1‘-(3$inx—sin 3x).

Mashgqlar

Quyidagi ifodalarni hisoblang:
39. ) e s
(!+i~/5)

40, (i+ictg¢)S .

(l-—xclg¢))5 ’

(l+iﬁ)(cos€+isin0) )

) (t+i)(cosf-ising) ’

o)
43, (l+i)(1+iJ§)(cos¢+isin¢) ;
44, Quyidagi tenglikning to’g’riligini isbot qiling:
(1+i)y =22 (cos(%)ﬂ'sin(%))

42.

1.5-§. KOMPLEKS SONDAN TLDIZ CHIQARISH

Agar x+p kompleks sonning n daraiali ildislarin: . )
) .. g n-darajali ildizlarini topish lo;
bo lsz;,( dastllal;( uni t;lgonometrik shakiga keltirib olish zarurp e
ompleks sondan n-darajali ildiz chinar:
iborat. P n-darajali ildiz chiqgarish formulasi quyidagidan
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W, = iz = ,"/r(0057+isin)') = Jr[m7~+:kn+ism7+'fknJ’ (1 . 18)
k=0,12....n-1

Ma’lumki. cos y+2kz cos y+2(k+n)7t’

n

Shuning uchun k= n+1.. deb faraz gqilinsa, oldingi ildiz kelib
chiqaveradi. Shunday qilib w,,w,w,..,w,, ildizlar hosil bo’ladi, ya’ui
x-+iy somnning n-darajali ildizlari fagat » ta bo’ladi

i{-misol. w=¥-8 ni hisoblang.

Yechilishi: Kompleks son |-§ ni trigonometrik ko’rinishga
keltiraylik.

~8=8(cosz +isin ),

u holda %/I§=%(cos“32""+issn”+32k”], k=01 2, ... deb,

w, =2(ccs%+isiu”/3)=l+nﬁ
W, =2(cosx+isinr)=-2,
W,=1-if3
Bu kompleks sonlamir:g geometrik o’rni 1.6- rasimda ko’rsatilgan.

N

—
\

\ \

\
Y,
u-'—"/g
| 2

_ 1.6-rasm
5-misol. WK=J§—3 ni hisoblang.

Yechilishi: Avval ildiz ostidagi kasmi trigonometrik ko’rinishga
keltirib olamiz:
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ﬁ-i=2(cos5?n+isin5?”),

3 .. 32
~]+'=\’2 S— +isin— |,
i [CO 2 isin 4)

-7 7 3
3 ‘=J5rcos-7£-+isin%}

=1+ S )
Demak, bulardan

W, =¥/§(eos(“‘2‘+)”+isin(l;i‘;m . k=0.123.
6-misol. Quyidagi yig'ndi hisoblansin. sing-+sin26+... +sin nd.
Yechlishi. Dastlab, quyidagi yig’indini ko’raylik.
Sy =(cos0+isim9)+(00520+isin20)+ ....... +(cosnB +isin nd).
Muavr formulasiga ko’ra
(cos6 +isin8)" = cosnd +isin nd
quyidagilarni topamiz
S, =(cos@ +isin @) + (cos & +isin §)? +...+(cos 8 +isin §)"
Bu ifoda esa, asosi g =cos6+ising va birinchi hadi a, =cosf+ismd dan
iborat bo’lgan kamayib boruvchi geometrik progressiya » ta hadining
yig’indisidir. Ma’lumki, uning hadlari yig’indisi ushbnga teng:
g+q* +..+q"=4-%9" _a(l-¢")

l—q ]—q
Demak

S = (cos8 +isinB)—(cos nf +isin n0)(cos d +1sin 6)
" 1-(cos@+ising)
Haqigiy va mavhum qismlarini ajratsak
S = €05 0 - cos ndcos @ + sin nBsin 6 + i(sin @ —sin nf cos @ —cosnsin )
" 1-cosd—ising

; . nf
Sin — sin—-
S..=ﬁ3—cos(—n+l)€+i 2 sin[LH)a
2 2

; 8
Sin 3 sin >
Bu ifodadan
sin n
SINO+sin26+ .. +sinng = 2 sin("—;—])G
sin 5
ekanligini topamiz.
Mashgqlar

Ildizning barcha qiymatlarini toping;
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45.J-1+i3
46. y-1=3
47. hel3
48. 3f2-2)"
49, -1+
50. V2-243i

S1. S’Ji(cos% +isin%)

52. J-z+2i-f3

Javoblar

. = = argz =90
1.Rez=9, Imz=7, a.rgz:arctg%, |z|=+130; 2.Rez=0 , Imz=16 , arg A
5
2 =J85; 4. =—, Imz=—
|z|=16; 3.Rez=9, Ilm:z=2, argz=art'lg'9'> |z|=85; 4.Rez 17° 17°
¥

4
3. V34 4 - z=0, |f==; 6.Rez=0,
argz.—.arctg-;-, Izl:_l; ; 5.Rez=§, Imz=0 , arg > | 9

Imz=28, argz=90", |f=2.8; 7.Markazi 1 nuqtada va R=4ra dl:ss:ga;}
aylananing ichi, ya'ni doira; 8. Markazi (-3) nuqtadaki‘;:di)' 9.x=-5
bo’lgan doiraning tashqarisi (aylana ham ,Sh,u 'soh.a_ga va unil;g 3;uqori
t0’g’ri chizigning chap tamoni; 10.y=3 to’g’ri chiziq koordinatalar
qismi; 11. x+y=2 to’g’ri chiziq bilan cheg.aralangaﬂ v kazi —4+5i
boshini 0’z ichiga olgan tekislik; 12.Radiusio 3 ga va mar , al
nugtada bo’lgan aylana; 13. #-y'=a giperbolalar oilasi; 14.xy=§

giperbolalar oilasi; 15. Hagqiqiy o’qnfng musba.’zi topgz;cll):;;l;l i;zg ‘;211?
burchak tashkil qiluvchi to’g’ri chizxq{ar mixsl agll6 -, =1>
burchakning uchi koordinata boshiga joylashgan; 16. A

nuqtada katta va kichik yarim o‘qlari mos ravishde:f bzva'4za%a telngg
bo’lgan mavhum o’q bo’yicha siqilgan ellipsl; 17. i Ee 1%

j 1B 9215 23.-5-62; 24.(-1+i) 25.
B3 19.2; 20117445 21-2-1F 22 > 241
e 9 5. 27 x_6+l3i __64'131, 28.
x=£,y=l—l; 26.x=—§§,y=—§‘§’ REE'Y 24 41 °
! " s 31.cosZwisinT ; 32. cos>Z +isin 2,
X =342 x,=1+i; 29. 4427 ; 30.x=2,y=1; ~COSTHISINT S 32, cos - 5
33.2(cosz +isinz); 34.cos—3~+:sm§, 35.cos 3 Hisin==)
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cos(7+@)+isin(z + ) 37.Zsin%(cos”;2a+isin”;a);

st%(cos”;a+isin”;a),0<a<7r; 39.2+2i(l+~/§);
cos(7-10p) +isin(z-10p); 41 .Ji[cos(26+%)+isin(26+ %)] 42.2";

LZAYW 77)]. Yo 2. an)
2J5[eos(¢+a)+xsm(¢+§)], 44.5[2 —22sm%J; 45.ii2—?-(1+i\/§);

2 .. 2k
92 co{£+—)+ Z - .
{7’_( 2t isin 4+ 3 £=012;
47.4/2 co{l+—i +isinl = fi _nE-
‘/_( 133 risin 18+ 3 k=05;

48.2%2 OOS(M+J'S§I M)}k:ﬁ :
5 5 ’

12)°

V4
49. Y% (1 e 43— coc v i T N T A
2(+1),w/5( cos12+zsm12).‘\/12(sma—:cos—) 50. +(3-p
@Gk+hz . . (dk+1 —
%‘)E(cos—-m—)+xsm(lh0)”),k=0.4; 52. +(1+iV3).
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38.
40.

43.

46.

51.

II BOB
KOMPLEKS ARGUMENTLI ELEMENTAR FUNKSIYALAR

Bu bobda kompleks argumentli elementar funksiyalarga tegishli
misollar yechish bilan shug’ullanamiz. Bunga tegishli nazariy
ma’lumotlarni shu sohaga doir kitoblardan o’qish tavsiya etiladi, chunki
bizning vazifamiz o’sha nazariyani mustahkamlashdan iborat.

2.1-§ FUNKSIYANING TA’RIF1

Komleks z=x+iy sonning geometrik tasviri teKislikdagi (x,y)
nuqtadan iborat ekanligi ma’lum (2.1-rasm).

N
7

Yﬂn

o X

2.1-rasm

Har bir songa tekislikda bitta nuqta va aksincha, tekislikdagi har
bir nuqgtaga bitta kompleks son mos kelishini ilgari ham aytib o’tgan
edik. Barcha kompleks sonlar to’plami bilan tekislikning barcha
nuqtalarini to’plami orasida o’zoro bir giymatlik moslik o’rnatilgan. Bu
tekislik kompleks tekislik yoki z tekislik deb ataladi.

Kompleks tekislikning birorta £ to’plami berilgan bo’lsin. Buning
geometrik ma’nosi Z tekislikdagi £ nuqtalar to’plamidan iborat. Agar
E to’plami ochiq va bog’lamli bo’lsa bu to’plam soha deb ataladi
.Sohani 6, 8, p harflarining biri orqali belgilaymiz (2.2-rasm).

Ta’rif. Agar E to’plamdan

1 olingan har bir z=x+i kompleks
songa biror gonun bo’yicha aniq
bir o =u+iv

kompleks son mos kelsa u holda
> £ to’plamda funksiya berilgan
deyiladi va bu quydagicha
yoziladi: we=f(z) (2.1). Bu

2 2-ram
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tarifdan ko’rinadiki o funksiyani (2.1) ko’rinishdan tashqari yana
quydagicha yozish mumkin ekan:

o=u(xy)+iv(x,y) (2.2)
Odatda » funksiyaning bir ko’rinishidan ikkinchi ko’rinishiga o’tish
mumkin bo’lib, uning uchun doimo :z=x+iy esda saqlash tavsiya etiladi.
Ma’lumki, z=x+p erkli o’zgaruvchi, ya’ni argument, » esa erksiz
o’zgaruvchi bo’lib, funksiya deyiladi, funksiyaning aniglanish sohasi
deb z tekislikdagi shunday nuqtalar to’plami £ ga aytiladiki, bu
to’plamdan olingan har qanday -, nuqtaga chekli f(z,) kompleks son
mos keladi. (2.2) dagi «(x,y) berilgan £(z) funksiyaning haqiqiy gismi,
v(x.y) esa mavhum gismi deyiladi.

Agar (2.1) yoki (2.2) funksiya berilgan bo’lsa uning £ to’plamdan
olingan har qanday nugtaga mos keluvchi qiymatini topish mumkin.
Buning uchun z=x+iy ning qiymatini (2.1) yoki (2.2) qo’yib, o topiladi.

1-misol. »=2* funksiyaning aniglanish sohasini toping.

Yechilishi: Bu misoldan ko’rinadiki, z=x+iy ga ixtiyoriy giymat
berish mumkin, chunki har qanday sonning kvadrati

mavjud.
Quydagicha belgilaymiz: !

7)==
U holda misoi uchun
SN =(+1) =2 4241220, # =-1,i=T; £ (=)= (=) = =1,

1 1Y -
f[*)=(—') =—'—l. . —-L.!
\1-i 1-i 1-2i+i¢ 2§ 2

Shunday gilib, o= funksiyaning aniqlanish sohasi tekislikning har
qanday chegaralangan qismidan iborat ekan.

2-misol. f(z):% funksiya berilgan bo’lsa, tekislikning noldan

farqli har qanday qismi bu

funksivyani ; : .
Masalan: styaning  aniqlanish  sohasidir.

f(%)=i=i, f(_m_):_l _ol=i il

1+i 2 2’
H

f(3-5i)=;= 3+5i =i+ii .
3~5i 34 34 34

3-misol. f(:)=z;+; funksiya uchun :=-i nuqta uning aniglanish
sohasiga kirmaydi. Boshqa nugtalar sohaga kiradi. Masalan:
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=i _ 0 _y. il e 5. AP
f@= 5= 5=G SO o . .
4-misol. f(z)=z*+z funksiya berilgan. Bu funksiyaning ba’zi
xususiy qiymatlarini topaylik:
i) =(1+) +14i=143i;
F(2=i)=(2-i) +2-i=5(1-i);
S(=)=(-1) =1=0; f()=F+i=-1+i.
5-misol. f(z)=x*-i* berilgan. Uning ba’zi xususiy qiymatlarini
topaylik: z 2 i ‘
F+)=1=i(1) =1-i; f(=)=i(=) =-i} F(3-3i)=5"=i(-3) =25-9i,
chunki bunda x=5 va y=-3 . . N
6-misol. o=z funksiyaning hagiqiy va mavhum gismlarini
toping. ‘ .
Yechilishi: o= s(x+ip)=(x+ip) = +20p-y' =x"—y' + 20y demak,
funksiyaning haqigiy va mavhum gismlari:
u=x*+y', v=2xy.
7-misol. a)=l,(:¢0) funksiyaning hagigiy va mavhum qismlarini
toping. o L
P gYechilishi. z o’rniga z=x+iyni qo’yib, maxrajm komplekislikdan
ozod gilamiz:

L xh XY
-x+iy xz +y3 x2+y2 xl +y2
Demak,
- X v= y
u—xz+y2 xz+yz

8-misol. o=2* (z#i) ning haqigly va mavhum qismlarini
Z—i
toping.
Yechilishi:
o= (xriy)+i_x+i(y+1) [(X+f(y +1))(x-i(}’-‘))] _ x4yl . x(y+1)-x(y-1)

-(X+i)J)~i_x+i(J’_1) x7'+(y—l)2 f"'(}'“)z xz+(y_1)2
shunday qilib,
2+y -l o %
= — Va v=———=
u x2+(y“'1)2 xt -i-(y—l)2

9-misol. »=z-iz* funksiya berilgan. » va v larni toping.
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Yechilishi: z=x+¥

va =x-iy laro’zaro qo’shma sonlardir.
o= (x-iy)—i(x+iy)1 =x—iy-—i(.\l +2bcy--yz)=JchZJty—i(xZ —ps y)
Demak, u=x+2x, v=—(xl ~yz+y).

Mashglar.

Quyidagi misollarni yugoridagi usul yordamida yeching.
1. f(z)=2" funksiya berilgan. Ushbu xususiy gqiymatlarni toping:
a) f(2+3i); b) f(-1-i); c) f(a+ib).
2. f(z)=f;- funksiya berilgan. Quyidagilarni toping:
a) f (1+i); b) r(-); ) f(-2+4).
3. f(z)=(z+i) funksiya berilgan. Quyidagilami toping:
a) £); b) £(-i); 0) £(7+6i).
4. o=2"+i funksiyaning haqigiy va mavhum gismlarini ajrating.
5. 0=id -Z funksiyaning haqiqiy va mavhum gismlerini ajrating.
6. m=l:izz funksiyaning hagigiy va mavhum

gismlarini ajrating.

z 3 - . -
7. 0=2 funksiyaning haqiqiy va mavhum qismlarini zjrating.

2.2-§. FUNKSIYANING ANIQLANISH SOHASI
Berilgan har ganday

w=u+iv=[(z)

gl;llksiyanir.xg gniql'jmish sohas_i G ga teng. Ma’lumki, agar chegara ham
Ma:fla tegn;l}h bo’lsa, u yopiq soha deyilib u G ko’rinishida yoziladi.
‘ a yee ishda soha berilgan bo’ladi, yoki funksiyaning 0’ziga qarab
sohani aniglash talab qilinadi.

Misollar

Lomi -
. misol. Ushbu |z-a}< R (2.3) tengsizlik qanday sohani bildirishini
aniglang, bu yerda z=x+iy va a=a+ib

Yechilishi: Ma’lumki
z—a=(x +iy)~(a+ib)=(x—a)+i(y—b),

. le—aj=|(x—a)+i(y-b) =lx-a) + (- <R
yoki

(x-af +(y-b) <R’
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Bu markazi (a.5) nuqtada joylashgan R radiusli aylananing ichki
nuqtalari to’plamidan, ya'ni doiradan  iborat (2.5-rasm). Agar
=0, R=1ho’lsa,ungad birlik doira deyiladi va (2.3) dan:

|z <1 2.4)
2-misol. Ushbu
Rez21 (2.5)
tengsizlikni qanoa’lantiruvchi nuqtalar ganday to’plamni aniglaydi?
Yechilish: Ma’lumki,
z=x+iy, Rez=Re(x+iy)=x21.
Bu esa x=1 to’g’ri chiziq va uning o'ng tomonida yotuvchi
nugtalar to’ plamidir (2.6-rasm). T
v

A’i\

X=1

;
Il

| \

2.6-rasm

2.5-rasm
3-misol. Ushbu

Iz <2 (2.6)
tengsizlikni qanoatlamiruvchi nugtalar to’plami ganday sohani
aniqlaydi?

Yechilishi: Ma’ lumki,
hnz:hn(x+iy)=y<2.
Bu esa y=2 10 g'ni chizigning ostida yotuvchi nugtalar sohasidan
iborat (2.7-rasm ).

2 y=2

TITO
! AR

2.7-rasm

———
————
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4-misol. U§hbu -1<Imz<2 (2.7) tengsizlikni qanoatlantiruvchi
nugqtalar to’plami qanday sohani tashkil etadi?
Yechilishi: 2-misolga ko’ra

~-l<y<c2,

¥

R v=2
"
B
[
- 1 x
- -1 y.:.].
2.8-rasm 2.9-rasm
Bu €sa y=-1va y=2 to’g,ri Chi.Zi lar orasi . .
asid ) .y
(2.8-rasm). 1 agl nuqtalar to’plamidir.
S-miscl. Ushbuy

IzZ—IIZaz, a>0
tengsizlikni qanoatlantiruvchi ny
Yechilishi:

(2.8)
qtalar to’plamini aniglang,
22—l=(x+iy)l—1=(x’~y1—l)+2ix;v;

Izz—II=J(x—2—yz —l)2 +4x7y? = J‘(f ‘yz)—ll:+4x2yz >a?

yoki bu yerdan

bu esa Bernul () =2~ )z,
¢sa Bernulli limp;i : . . )
rasm) I bmpiskatasi va uning tashqarisidan iborat (2.9-

6-misol. Ushby
o . 4S|z—l|+|z+l|$8
tengsizliklarni qanoatlantirgvchj nuqtalar to’plamini aniglang

Yechilishi:
|z‘1|=|(x—1)+1:y|=./ x=1) 437,
|z+1|=|(x+l)+iy|=m.
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U hoida

4S\l(x-1)2+y*+ (x+l)2+y1 <8
Radikallar yig’ndisini bir marta 4 ga ikkinchi marta 8 ga tfangla!)
olib, so’ngra irratsionallikdan ozod qilsak, quyidagi ellipslarni hosil
ailamiz:

P yl ~ 2y
T+—3— =] va 16 + 5 . .
Demak, izlanayotgan G to’plam bu ellipslar orasidagi halgadan iborat

(2.10-rasm).

y#‘\hs 7
1]
f V3
ol 4 .
! 0
X
G.
2.10-rasm
7-misol. Ushbu o
L Re(—l—) +Im ({-) <1 (2.9)
4 z z 2
Tengsizlikni qanoatlantiruvchi nugtalar to’plamini aniqlang.
Yechilishi:
l _ ] _ x+iy - X +i y
T x-iy xX+yt Pyt Xty
Bu yerdan

1 x 1 y
== va Im|—=|= .
Rc(?J x oyt (2') x4y
.. C ye g s s . 1 1
Ikkalasining yig’indisini navbat bilan 7 82 so’ngra 5 %

tenglashtirib, ya’ni

x+y 1 x+y 1
—=— Va 5—5=2

+yt 4 eyt 2
deb olinsa, quyidagi aylanalar kelib chigadi:

(x=1) +(y=11 =2 va (x-2) +(y-2) =8.

Demak, izlanayotgan G to’plam bu aylanalar orasidagi halqadan
iborat ekan (2.11-rasm), bu yerda r=v2 va R=\B=2/2=2r.
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4-misol. Ushbu -1<imz <2 (2.7) tengsizlikni qanoatlantiruvchi
nugqtalar to’plami qanday sohani tashkil etadi?
Yechilishi: 2-misolga ko’ra

~-l<y<2.

il
il

.1 -,J:Al

2.8-rasm 2.9-rasm

Bu esa y=-1 va y=2 to’g’ri chiziglar orasidagi nuqtalar to’plamidir.
(2.8-rasm).

S-miscl. Ushbu

iz"—l|?_a:. a=0 (2_8)

tengsizlikni qanoatlantiruvchi nuqtalar to’plamini aniqlang.

Yechilishi:

zz—l=(3r+iy)2—]=(x2 -y —1)+ 205

‘22_Jl=\/(?_y2 ~I)2 +dx%y? = J,(x = yz)—l

yoki bu yerdan

< 2o 2
+4x'y* za

(x: +y2)2 —2(x2 —y:)?_a" —1,
bu esa Bernulli limpiskatasi va uning tashqarisidan iborat (2.9-
rasm).
6-misol. Ushby
4$|z+l|+|z H| <8
tengsizliklarni qanoatlantiruvchi ny

talar to’plamini aniq!
Yechilishi: q P qlang.

|z—1|=|{x—1)+w|=-m’
fz+l|=|(x+l)+iy|=\[ x+1)’ +? .

30

U hoida

tJ,s\ﬂx—i)l +y +Vl{(x+l)2+_vz <8
Radikallar yig'ndisini bir marta 4 ga ikkinchi marta 8 ga tenglab
olib, so’ngra irratsionaliikdan ozod qilsak, quyidagi ellipslarni hosil
ailamiz:

2.7 X

4 3 16 1
Demak, izlanayotgan ¢ to’plam bu ellipslar orasidagi halgadan iborat
(2.10-rasm).

YA
4\!‘15
T 3
¥ i 4
| D X
G.
2.10-rasm
7-misol. Ushbu
1o (1Y (1) 1 2.0
Z‘.RL(;J+!“}L—E-J<E ( . )
Tengsizlikni ganoatlantiruvchi nuqtalar to’plamini aniglang.
Yechilishi:
l= ] ,‘tﬁl~[)’1 SJ: 3 "y _
£ ox—iy F+y 2yt x4yt
Bu yerdan
N ) ’
Rc{éh = vVa Imlé}: 1y -
\Z/) x"+y Z/) x+y
e v ae s & w « 1 5 1
Ikkalasining yig’indisini navbat bilan 7 83, so'ngra — ga

tenglashtirib, ya’ni
x4y Lva x+y 1

¥+y 4 x4yt 2
deb olinsa, quyidagi aylanalar kelib chigadi:
(x*])er(ywl)z =2 va (x—Z)z 4—(,}1—2)2 =8,
Demak, izlanayotgan G to’plam bu aylanalar orasidagi halgadan
iborat ekan (2.11-rasm), bu yerda r=y2 va R=\8=22-=2r.

31



2.11-rasm
Mashglar
Quyidagi tengsizli i i i
aniqlany. gl tengsizliklarni ganoatlantiruvchi nuqtalar to’plamini
8. Rez<-1 tengsizlik qanday sohani bildiradi?
9. Im>) '
10. —1<Rez<i
1. 1smz<2
12. 1s|z+24j)<2
13. |z—l|<lz—i]

14. |z-dl<l-| 4 -haqiqiy son bo’lib, 1

15. 1m(1)<-1 |
z 2

16.2=3

z-2

=1 o %1
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2.3-§. BA’ZI EGRI CHIZIOLAR
Tekislikdagi i .
murkin, Bdi:ggilnaegr; gilhlz:i .tl.1r11_ tenglarqa!ar orqali ifoda qilinishi
sistemasida, qutb koop din 1zigning o'zini dekart koordinatalari

tenglama orqali ham ifody gi; : .
tekislikdagi egri chiziqning ushb;?mSh mumkin. Miso] uchun, agar

x=x(0), y=y(1), {(t,<i<T)
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parameirik tenglamalari berilgan bo’lsa, uni
z=x+iy=x(t)+iv(f) =2(t),

ya’'nt
z=z(t), (4, stsT) 2.11)
Agar tekislikdagi chizigning dekart koordinatalari sistemasidagi
y=f(), (asx<b) (2.12)

tenglamasi berilgan bo’lsa,
z=x+iy Va Z=x-iy

lardan foydalanib

x=2F% ya yp=2iZ%
2 2
giymatlarni (2.12) ga eltib go’yiladi:
z=% [z+F
- f( . ) (2.13)

1-misol. Ellipsning Dekart koordinatalar sistemasidagi tenglamasi
berilgan:
i+y—2=l.
al bl
Bu tenglamani kompleks ko’rinishga keltiring.
Yechilishi: xy larning yuqoridagi z va : lar orqali ifodasi
qo’yilsa, ellipsning kompleks shakldagi tenglamasi
z+Z z-Z
Sasd B N 2.14)
ko’rinishga ega bo’ladi.
Agar o’sha ellips ushbu
x=acost, y=bsint, (0<1<2x)
parametrik tenglamalar orqali berilgan bo’lsa, uning kompleks
shakldagi tenglamasi:
z=acost-ibsint, (0<1<27) (2.15)
ko’rinishni oladi. Xususiy holda, agar b=a=r bo’lsa, ellipsdan aylana
hosil bo’lib, uning tenglamasi Eyler formulasiga muvofiq ixcham
z=r(cost+isint)=re’, (0<¢<27x) (2.16)
ko’rinishga keladi. Bu aylananing birinch xil tenglamasini (14) ga
asosan quyidagicha yozish mumkin:
(z+2) ~(z-2) =(2r)’ 17)
bu yerda 2r- aylana diametri.
2-misol. Ushbu
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Rez’ =4 (2]8)
tenglamani qanoatlantiruvchi nugtalar ganday to’plamni aniqlaydi?
Yechilishi:

z? =(.\'+ry)2 =x"=y +2ixp,
Rez’ =x' -y’ =a*.
bu teng yoqli giperbolaning tenglamasidir.
3-misol.Ushbu

l2-1={z+2| 2.19)

tenglama qanday chizigni ifodalaydi?
Yechilishi: Ma’lumki,

-4 =|x+i(y-—l)I= sz +(y—l)2 s

242 =[x+ 240f= Jx+2) 47 .
Bunga asosan [ +(y1)’ = Jx+2) 4,2,
Bu tenglikni ikkala tomonini kvadratga ko’tarib ixchamlashtirilsa,
ushbu
4x+2y4+3=0
to’g’ri chiziq tenglamasi kelib chiqadi. Bu chiziq
nuqtalarni tutashtiruvchi kesmanin
ekanligini ko’rsatish mumkin.
4-misol. Ushbu

==2 VA z;=-j
g o’rtasidan o’tadigan perpindikulyar

wg(z-i)=2

tenglama qanday chizigni ifodalaydi?
Yechilishi: Ma’lumki,

(2.20)

z—i=x+i(y-1),

-1
tg¢=z_
X

Berilgan misolda ¢ =% .
Demak,

y-1_
—tpl =
x 83

1 yoki y-x-1=0
Bu esa z =i nuqtadan o’tib, ox o’qning musbat tomoni bilan *
burchak hosil qiladigan to’g’ri chiziqdir.

5-misol. Ushbu

2Z+(2+)z+(2-i)z =2 221
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tenglama qanday chizigni ifodalaydi?
Yechilishi: Ma’lumki,
2:7 =2(x+iy)(x-ip) =2(x* +3?),
(2+)z+(2-i)F =2(z+2)+i(z-7)=4x-2y.
Shunga asosan berilgan tenglamaning chap tomoni quyidagi
- 2(x" +y*)+4x-2y=2

AT
aylana tenglamasini ifodalaydi.
6-misol. Ushbu

|zl-3imz=6 (2.22)
Tenglama qanday chizigni ifodalaydi.
Yechilishi: Ma’lumki,

lZI:ix-{‘-iy]: ’_\—24_}’1’ [mz=lm(x+1y)=y
\fxz-ry’ =3(2+y)’

buni irratsionallikdan ozod qilib, ixchamlashtirgandan so’ng giperbola
tenglamasi

yoki

Shu sababli

( y+ %)2 X

_1=

ol
4, T
kelib chiqadi. Demak, (2.22) giperbolani aniglar ekan.
7-misol. To’g’ri chizigning ushbu
Ax+By+C=0
tenglamasini kompleks shakiga keltiring.
Yechilishi: Ma’lumki,
x+iy va z=x-iy.
z+% z-Z
SRR
Bularni berilgan tenglamaga qo’yib chigamiz, u holda
z+Z

z-%
22y B—+C=0
4 2 " 2i

yoki
(4+iB)z +(4-iB)z+2C=0
AviB=a va a-iB=a deb belgilab, ixchamlashtirgandan so’ng:
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Rez’=a* (2.18)
tenglamani qanoatlantiruvchi nuqtalar qanday to’plamni aniglaydi?
Yechilishi:
2 =(x+v) =x" -3 + 2ixy,
Rez’=x'-y' =a'.
bu teng yoqli giperbolaning tenglamasidir.
3-misol.Ushbu
Jz—if=iz+2| 2.19)
tenglama ganday chiziqni ifodalaydi?
Yechilishi: Ma’lumki,

o= =fx+i(r=1h= 7+ (1),
[z+2l=|x+2+iy}=J x+2) 4y
Bunga asosan (x +(y-1)* = Jx+2) +)?,

Bu tenglikni ikkala tomonini kvadratga ko’tarib ixchamlashtirilsa,
ushbu

4x+2y4-3=0
to’g’ri chiziq tenglamasi kelib chiqadi. Bu chiziq z,--2 va =i
nuqtalarni tutashtiruvchi kesmaning o’rtasidan o’tadigan perpindikulyar
ekanligini ko’rsatish mumkin.
4-misol. Ushbu

arg(z-1)=2 (2.20)
tenglama qanday chizigni ifodalaydi?
Yechilishi: Ma’lumki,
z—i=x+i(y-1),

-1
X

Berilgan misolda ¢ =% i

Demak,

y-1 T .
~—=g==1 yoki y-x-i=
S g4 y y—x-1=0

Bu esa :z =/ nuqtadan o’tib, ox o’qning musbat tomoni bilap
burchak hosil giladigan to’g’ri chizigdir.
5-misol. Ushbu

22 +(2+i)z+(2-i)z =2 (2.2
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tenglama qanday chizigni ifodalaydi?
Yechilishi: Ma’lumki,
2:T = 2(x+iy)(x—-iy) = 2(,\'z +y1) .
(2+)z+(2-1)2 =2(z+3)+i(z-Z)=4x-2y.
Shunga asosan berilgan tenglamaning chap tomoni quyidagi
2(.\'3 +yz)+4x-2y =2

yoki
e
aylana tenglamasini ifodalaydi.
6-misol. Ushbu
ld-3imz=6 (2.22)
Tenglama qanday chizigni ifodalaydi.
Yechilishi: Ma’lumki,

|z =i.1:+i)’|=,/xz +y', Imz=Im(x+iy)=y

Shu sababli
x* +yT =3(2+y),

buni irratsionallikdan ozod gilib, ixchamlashtirgandan so’ng giperbola
tenglamasi

(,V + 2‘)2 %

_._..._.._zz

(ET [ﬂi)
4, 2
kelib chigadi. Demak, (2.22) giperbolani aniqlar ekan.
T-misol. To’g’ri chizigning ushbu
Ax+By+C=0
tenglamasini kompleks shakiga keltiring.
Yechilishi: Ma’lumki,
x+iy vVa zZ=x-iy.
x= Iz va y= id —‘z
2 2i
Bularni berilgan tenglamaga qo’yib chigamiz, u holda

422,852 00
2 2

yoki
(4+iB)Z +(4-iB)z+2C =0
A+iB=a va 4-iB=a debd belgilab, ixchamlashtirgandan so’ng:
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@ +az+2C=0

8-misol. A)'lananing X+ 2x=2p= i . .
shaklga keltiring. Y'+2x-2y=0 tenglamasini kompleks

Yechilishi: Ma’lumki,
Z+(1+i)z+(1-i)z =0
xz+yz—(x+iy)(x—tv)=72
a=z+7, 2p=225 iz
Demak, ’
Z+(z+2)z+(z~%)i=0 yoki Z+(1+i)z+(1-i)z =0
Mashglar
uyidai t . .. c L
aytin gQ yidagi tenglamalaming har biri qanday chiziqni ifodalashinj
17. Re(;)=1 ;
18. m(E):z-hnz;
19. 277 =1,
20. ]z—i|—|z+2§=2 5
21. 3|z|-Rez=12 ;
22. Re(:*-7)=0;
23. Re(l+z)=|4 .
24. z=141
i

2
2.t
25.z—t+i—2,

2.4-§. TRIGON OMETRIK FUNKSIYALAR

B . )
komplellis sﬁzgiagﬁdio’rgl:ﬁ i gflgonometrik funksiyalaming
ecivani ta’ri .. ohart bilan tanishamiz. Dastlab ucht
funksiyani ta’rif orqali kiritib, boshqa trigonometrik funksival fa
bulardan hosil gilamiz, siyalarni

¢', cosz Va sinz deb mos ravighq, quyidagi darajali qatorlarni gabul

gilamiz;
Zz 23 n
e =iy g (F
2030yt (2.23)
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T 4 6 Lan
Z Lz A (2.24)

PP AP LI ) 3,
e TR TR TR )(Zn)!

2r4)

3 $ 4
inz=ze it it (=1) et 2.25
sinz=z- =gyt O gyt (2.25)
: (1)
Bularda z=x+i - kompleks o’zgaruvchi va e=y_§(1+;} va

¢=2,718281828455045 z=x+iy ixtiyoriy son bo’lgani uchun (2.23) ning ikki
temonida z o’rniga iz qo’yib chiqamiz, u holda

et =1+(i:)+-(i;%‘+%‘%—+glz4—!l-+"_+(_’;_%—~

Ma’lumki, ;=31 i#=-1, i#=-i , i* =1, shuning uchun (2.24) va (2.25)

ga asosan Eylerning mashhur formulasi
¢® =cosc+isinz

kelib chiqadi. (2.26)

(2.26)

& = cos(-z)+sin(-2) »

ammo (2.24) va (2.25) muvofiq

cos(-z)=cosz Va sin(~z)=-sinz
bo’lgani uchun

e =cosz—isinz ] (2.27)
Endi (2.26) va (2.27) lami 0’zaro qo’shib, so’ngra o’zaro ayirsak, ushbu
formulalarni hosil qilamiz:

e e sine= S (2.28)
'

€
cosZ =

Bulardan esa
sinz _le*~ e”

b4 I —— - -
8= osz Qe e
va
B iz '-43
_Losz_.e *e (2.29)

sinz € -e™*
formulalar hosil gilinadi. (2.28) va (2.29) lar kor.npleks sohadagi
trigonometrik funksiyalar deyiladi. Elementar matematikada

|sinx<1 va |cos x| <1
edi, lekin kompleks sohada bu shart bajarilmasligi ham mumkin,
masalan, (2.28)ga muvofig,

_el+e 3,086
cosi= &

~],54>1

-1
sini=22— < L17520i,  [sinf~11752>1.
{



BN P i iy

- :1 ‘ 24 _.:f~ " :in . N ’)4)

Ty e .o W (2.24
o 21 4t 6l (2n)!
3 -] 7 2r4l

TRUR R g T, N 2.25

R TR I TRR )(v;m)r (2:25)

) . : 1Y
Bularda :z=x+i - kompleks o’zgaruvchi va e:l;m(ﬁ- va

== Py
¢=2,718281828455045 z=x+iy ixtiyoriy son bo’lgani uchun (2.23) ning ikki
twemonida = o’rniga = qo’yib chiqamiz, u holda
SR (2 M 3 N O o
e -.'r\f..)"TT TR bt
Ma’lumki, ;=J21 #=-1, ==, =1,shuning uchun (2.24} va (2.25)
ga asosan Eylerning mashhur formulasi
e¥ =cosc+isinz (2.26)

kelib chigadi. (2.26)
¢ =cos(—z)+sin(-z) ,

ammo (2.24} va (2.25) muvofig

cos(-z)=cosz va sin{-z)=-sinz
bo’lgani uchun

e =cosz—isinz (227)
Endi (2.26) va (2.27) lamni o’zaro qo’shib, so’ngra o’zaro ayirsak, ushbu
formulalarni hosil qilamiz:

-1z

L‘os::e‘+g va singu " (2.28)
2 2i

Bulardan esa

sinz le“—e™

" cosz iet+e”

=iz

cosz e"+e
— = 2.29
cig sinz Ie’“'—e'” ( )
formulalar hosil gilinadi. (2.28) va (2.29) lar kompleks sohadagi
trigenometrik funksivalar deyiladi. Elementar matematikada

|sinx|<1 va jcosx|<l

edi, lekin kompleks sohada bu shart bajarilmasligi ham mumkin,
masalan, (2.28)ga muvofig,
et+e 3086

Cosi =

~1,54>1
’767] B
sini=———=1,17520i, |sind~11752>1.
2 > | |




Elementar matematikada trigonometriyaga doir barcha
formulalar bu yerda ham 0’z kuchida qoladi. Ularning to’g’riligini
{2.28) va (2.29)larga asoslanib isbot qilish mumkin.

¢ ko’rsatkichli funksiya ko’p ishlatiladi. z=x+1y bo’lgani
uchun (2.26) ga muvofiq bu funksiyani ushbu

o=e"(cosy+isiny) (2.30)
ko’rinishga keltirish mumkin. o ning moduli va argumenti
quyidagilardan iborat:

jol=le’l=¢", agw=arge’ =y, (2.31)

fcos y+isin yj =\/oos’y+sin’y =l >0
Eyler formulasidan foydalanib ko’rsatkichli funksiyaning argumentning
mavhum qismiga nisbatan davriy ekanligini ko’rsatish mumkin, ya’ni

en-rm' z 2%
Chunki,

chunki,

=ee’ =¢° (00527:+isin2.1r)=e‘

cos2r=0 va sin2z=0

Demak,

e =e=yp (2.32)
bo’lib, uning o’zgaruvchining mavhum qismiga nisbatan davri 2. ga
teng ekan. Umuman, o’zgaruvchiga nisbatan davriy funksiyalar ikki
davrli yoki elliptik funksiyalar deb ataladi. Bunday funksiyalar
to’g’risidagi ma’lumotni [2] dan va u yerda ko’rsatilgan adabiyotlardan
olishingiz mumkin,

I-misol. ¢ ni hisoblang,
Yechilishi: (2.26) formulaga muvofiq

e =co5(—%)+isinl_.’2£)= G—~il=vj

demak, ’

e‘:i =—f
2-misol. & pj hisoblang,
Yechilishi: (2.30) formulaga muvofiq

e =el.g’ =¢*(cos1+isinl)

demak,
lez”| =e’, arge™ =]
3-misol. ¢™ ni hisoblang
Yechilishi:
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e =g e =g cos(—4)+isin (~4)]=¢"[cos(2m—4)+isin (27-4)] »
demak,
Ie""'l: e’ =-£,— va arge M =2r-4 o
4-misol. cos2+i) ning hagigiy va mavhum gismlarini toping.
Yechilishi:

) ) 1,4 -2 Evler
o e )2 Lot gt pe ). Y
(2.28) ga muvofiq cos(2+t)=5[e(2 +e ] e

formulasiga kura ~ -
oY = cos2+isin2 VA e =cos2—isin2

Bularga asosan, ixchamlashdlan so’ng N 2]
cos(2+i)=5[(e+e")ws2—1(e—e )sm

natijaga kelamiz. e —

. g—misol. Ushbu tenglikning to’g'riligini isbot giling
{5

Yechilishi:

Tenglamaning chap tomonini (2.28) ga asosan
orqalj ifodalaymiz.

’ = A\ x . X
lr :l;-—:] "‘(Z—:J =_l- e?’ .e-u +e-ll.e‘= ’
cos(£-z =—le" ‘e 2
\2 2

ko’rsatkichli funksiya

ma’ lumki, .
o NP Y
e? =COS-72£+ISln-2—=l va e i
shunga ko’ra
A l iz -& = H .
cos/f——ilzl(ie"’—ie")=-2—;(e -e ) sinz
6-misol. Quyidagi ayniyatni isbotlang:
sin22=25in2(fosz .
ilishi: laga murojaat etamiz:
Ye«chlhshl.l (2.28) forml“ % ] _,z)z]_ L pe) (e -e®)
sir122=5;(e2“—e'z")=-5[(e ) —(e 5
ei.'__e—ll el:+e—l:
. 2”""'btilin
7-misol. Ushbu formulaning to’g rlhg.lm isbot giling.
cos(z, +2,) =€05Z,C0SZ; —SinZ; SNz,
Yechilishi: (2.28) formulaga ko’ra

o 1 . i
cos(:l+zé)=%[ei(:|‘n)+e—.l(-u Z:):I=E(e‘31 ,e‘x +e0.e "1)

=2sinzcosz

=2-
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qavs ichidagi ifodaning qiymatiarini qo’yib ixchamlashtirilsa, masala
hal bo’ladi.

Agar z,=z=z bo’lsa o’sha berilgan tenglikning xususiv holiga ega
bo’lamiz, ya’ni
cos2z=cos’ z—sin"z, z=x+iy
8-misol. Ushbu formulaning to’g’riligini isbot qgiling.
2ugz
g2z =

Yechilishi: Tenglikni isbot gilish uchun so’nggi ikkita
formuladan foydalanamiz:

) ,Sinz
:gz‘_=sm2z= 2szmzc?s’: - "C9SIZ - 2Ig{
cos2z cos’ z-sin’z j_Sin"z 1-tg°z
cos’ z

9-misol. Ushbu tenglamani yeching.

cosz=2

Yechilish: (2.28) formuladan foydalanamiz:
cosz= %(eiz +e"“')= 2 yoki e*+e " =4:5e* 46" 410
¢* = deylik, u holda kvadrat tenglama hosil bo’lib,

o' -40+1=0 dan =213,
demak,

a)=ei'=21\/§, iz=Ln(2i\/§) z=—Ln(2:t\/§)

i

i

10-misol. w=sinz ning hagiqiy va mavhum qismlarini

toping.
Yechilishi: Oldingi misollardan ma’fumki,

M=u+iv=sinz =sin(x+iy) = sin x cos (iy) + cos xsin(iy)

(2.28) formulaga muvofig

cos (‘y) - e"/ +e)

=Y _ ¥
va sin(iy)=878-
I
bularga asosan
1 1
- y -V H 9 -— -,

u 2(c +e )sm.x va v—i(e"—e ’)cosx
11-misol. o =¢"
Yechilishi:

g S
T=x-iy, 22 =(x—ip) =x"~y* -2z, demak,

L Iy

L7l o et [COS (—ny) +isin (-ny)] = ex’—,,l (COS(ZX)’) —isin (2):‘:)) .

ning haqigiy va mavhum gismlarini toping.

k]
w=¢ =é

Shunday qilib,
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u=e" cos(2xy) va v= -e* sin(2x0)
Mashgqlar

26. Hisoblang. a) ¢*;b) ™5 c)e ¥ d)e™=.
27. sin(3-7) ning qiymatini topm.g.. ' o
28. Ushbu tenglikning to’g’riligint isbot qiling:

z 2
sin| =—z |=cosz
(2

29. Ushbu formulaning to’g riligini isbot qiling
sin(z, +z, ) =sinz, cosz, +sinz, €02, agiz-z

age ® o o 12 . = = iy
30. Ushbu formulaning to’g’riligini isbot qiling: crg2z 2018z FExy

31. Ushbu tenglamani yeching: sinz=3 ) N
32. p=usiv= ciz ning hagiqiy va mavhum gismlarini toping

33. w=¢" ning hagqiqiy va mavhum qismlarini toping.

2.5-§. GIPERBOLIK FUNKSIYALAR

Endi kompleks sohadagi giperbolik funksiyalar bilan tanisham

Ular quyidagilardan iborat:

= —z e:+e_: .
[ o =
shz= 2 2 chz 2 ’
- che e +c” (2.33)
shz _ef-e” . cthz==—=——="
’hz=7—e’+e" ’ she € ¢
cnz

- 4 =X bo,lib,
bu yerda z-x+iy - ixtiyoriy komplgks son ag8:r y=0 bt))(’)l S:,nz giperbolik
(233) dan bizga haqiqly analizdan wa M O B Ll arini
funksiyalar kelib chiqadi. (2.33) ming ba ’

hisoblaymiz:
) sh0=0, ch0=1, th0=0, cthQ=0. ]
-1 4 ere” hl—e—e-l c(hl_—_fil_’
shl === chl=—3— e e—e”
2
bu yerda

i
-2 1-0,3679
e=2,71828, € e

i tri trik
Oldingi paragrafda tekshirilgan komple!(s sohadag}dt;rlg;:l;r:; Tk
funksiyalar bilan (2.33) giperbolik funks:ya}ar orasida k.
o’ratish mumkin. Masalan, (2.28)da z o'rmiga & qo’y
quyidagi munosabatlar hosil bo’ladi:

41




qavs ichidagi ifodaning qiymatiarini qo’yib ixchamlashtirilsa, masala
hal bo’ladi.
Agar z,=z =z bo’lsa o’sha berilgan tenglikning xususiy holiga ega
bo’lamiz, ya’ni
cos2z=cos’z—sin"z, z=x+iy
&-misol. Ushbu formulaning to’g’riligini ishot qiling.
2igz

I~1g°z

Yechilishi: Tenglikni isbot gilish uchun so’nggi ikkita
formuladan foydalanamiz:

1g2z =

g2z _Sin2z  2sinzcoss ___cosz _ g
cos2z  cos’ z—sin® - S’z i-igiz
cos’ =

9-misol. Ushbu tenglamani yeching.

Sz =

Co!
Yechilish: (2.28) formuladan foydalanamiz:

i/, . i ) ;
cosz = E(rz" +s="‘) =2 }'Okl efre =45 —de" +1=0

" =e deylik, uholda kvadrat tenglama hosil bo’lib,
o' -dp+1=0 dan w=2+3,
demak,

o= =243, iz=!,fr(21\/§) :2%,!&(21\/5}

10-misol. w=sinz ning haqiqiy va mavhum qismlarini
toping.
Yechilishi: Oldingi misollardan ma’umki,
Or=u+iv=sginz =gin(x4 iv) = sin xeos (i) + cos xsin(iy)
(2.28) formulaga muvofiq

e 4+t e —

cos (iy) = - va sin(iy)=

2i
bularga asosan

u=%(e’+c"‘)sinx va v:%(c”—e"’)cﬂs-\'

11-misol. w=¢" ning hagigiy va mavhum gismlarini toping.
Yechilishi:
Z=X-iy, 2= (.I"i'y)‘ =x' L_yl _2'::)".' demak:

3 T R P

p=¢ =" e =" [Cos(—zxy'} +isin (—ny)_} =gt (cos (2xp) -isin (21 .
Shunday qilib,

u=e" cos(2xy) va v= - sin (2xy)

Mashgqlar

26. Hisoblang. a) ¢*;b) ¢™; . c)e¥;  dye™e,
27. sin(3-/) ning qiymatini toping. 3
28. Ushbu tenglikning to’g’riligini isbot giling:

sin| Z—zl=cosz

2 )
26, Ushbu formulaning to’g riligini isbot qiling
sin(z, +z,) = sinz, cosz, + sinz, cos 7,

e e R 13 - =crg___2::—2 z.-:x+i}‘
30. Ushbu formulaning to"g riligini isbot qiling: crg2z 20cizz

31. Ushbu tenglamani yeching: sinz=3 ) e
32. »=u+iv=cosz ning haqiqiy va mavhum lqlgmla.nm toping:
33. w=¢" ning hagiqiy va mavhum gismlarini toping.

2.5-§. GIPERBOLIK FUNKSIYALAR

Eadi kompleks sohadagi giperbolik funksiyalar bilan tanishamiz.
Ular quyidagilardan iborat:

c:_e—: y (,’:‘Fe_: e
shz = = 5 CE=T T
b g™ oS (2.33)
snz - s cthz=——="7_=°
I=—=— shz € ¢
" ch: e+et’

. agar y-0 bo’sa, z=x bo’lib,
bu yerda = - vy 4 - ixtiyoriy kompleks son agar vy d

: @ lgan  giperbolik
(233) dan bizga haqigiy analizdan ma’lum bo'lgan i\gf;;;la?i]ni
funksivalar kelib chigadi. (2.33) ning ba’zl xususty qn)

hi.‘.’()bla\,”nz:
J sh0=0, ch0=1, tho=0, cthl=c0.

=) -1
e—e! e+e’! il = L= 3 (;lhlz——e'H!_I 5
shl = -, chl= 2 3 1 et et e—e
2

bu verda

I 4
e=2,71828, el = -E =0,3679

Oldingi paragrafda tekshirilgan kompleks lsohadag_l dmgrﬁﬂﬁ?sﬁg:
funksiyalar bilan (2.33) giperbolik funksiyalar orasida munosaba
o’ratish mumkin. Masalan, (2.28)da » ©OTmga iz qoyl e
quyidagi munosabatlar hosil bo’ladi:
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cosiz = %(e‘z' + e"‘") = %(e" +e)=chz |

. _Siniz _ishz . cosiz | .
1giz = —=——=ithz; clgiz=— — =~-clgz ]
cosiz  chz siniz
demak,
1. . 1 .
shz=-siniz,; chz=cos iz, thz=-igiz; cthz= ictgiz .
i i
(2.34)

Shunday qilib, (2.34) - trigonometrik funksiyalardan giperbolik
funksiyalarga o’tish formulalaridir, Aksincha, (2.33) da ; o’miga
iz q0’yib chigsak, kompleks sobadagi giperbolik funksiyalardan
shu sohadagi trigonometrik funksiyalarga o’tish formulalarini hosil
qilamiz:

=j

. e — .. e +e” .
shiz = ={sinz; chlz=—2—-=cosw;

thx’z:‘m—iz=i8i"z

= itgz: ctlu‘z—Chiz- COs z —lct )
chiz COSzZ &z shiz isin z 8=,
demak,
. 1
sinz=cshiz, cosz=chiz; iz =thiz;  cige =icthic (2.35)
! i
Masalan,

sini=-:-sh(—l); cosi = ch(~1); 1gi=%th(—l); cigi = icth(-1) .
1-misol. sh(-2+i) ning giymatini hisoblang.
Yechilishi: (2.33) ga muvofiq:

sh(—2+i)=%[e‘z“—e""z“‘)]=zl(e"-c'—ez-e“), ¢ =cosl+isin] va

€™ =cosl-isin,
bularga asosan:

2, 02 2_ 2
£xe —cosl-iz—e;=isinlch2—c051shz.

2-misol. chi ning qiymatini hisoblang.
Yechilishi: : -; desak, (2.33) dan:

e+
chi=—%__

) %[(coshisinl)+(cosl-isinl)]=cosl
3-misol. ‘cos(1+i) ning qiymatini hisoblang.
Yechilishi: (2.35) ga muvofiq

cos(1+i) = chi(l+i)=ch(~1+i)= %[

sh(=2+i)=isinl-

R | :’ = %[e-’ (cos1+isin 1)+e(cosl —isini)] =

—_——

e+e™ . eS|
=c°s"T-—ism].e d
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bu yerda (2.33) ga ko’ra cos(1+i)=cosl-chl-isinl-shl .
4-misol. sin(i+i) ning qiymatini hisoblang.

Yechilishi: .
1r ) _pen gt (e“'~e’—e-e”):-L[e"(cosl+isinl)—e(cosl—lsml)]—
sin(l+i)=¢’—i|_e -¢ ]—'2—1 %

_1 -1

s e+e : .e—
—l[—cosl(e—e")nsinl(e+e“)]=sml- 5 +icos] 5
T
Demak, sin(1+7)=sinl-chl+ishl-cosl. .

5-misol. ig(i+i) ning qiymatini hisoblang.

i idagi mi foydalanamiz.
ilishi: Yugoridagi misoldan
Yoehilish ! sin(1+7) _ sinl-chl+ ishl-cosl ,
g(1+1)= cos(1+1) "~ cosl-chl—isinl-shl

. .. hbu
maxrajni komplekslikdan ozod qilib, so’ngra ixchamlashtirilsa, us
natija kelib chiqadi:

. sinl-cosl+ishi-chi
g(1+1)= cos* 1+ sh°1

6-misol. Ushbu tenglikning to’g’riligini isbotlang. ci'z-sh'z=1,

” H;y(echilishi: (2.33) formulalardan foydalanamiz:

: Yj=Ll.g=
Chzz_shzz=(e’+e”j2_(e‘—e“}zi[(ez:+2+e—=‘)—(ez‘+2+e’ )J-4 4=1

2 2 '
7-misol. sin(2-i) ning qiymatini to;:amg.
Yechilishi: (2.28) dan foydalanamiz:

! s2+isin2)—e™ (cos2—isin2) }=
. N .~(z_.)_e-,(uﬂ:_l_(eez:_e-f.e-l’)=5[e(coa2+rsm2) e {co: )
Sm(z—l)_z[e > et+e’ e~e”!
sinz]=sin2- 5 ic0s2-—

_-:_l_[(e_e“)cosz+i(e+e")
2i

i bu natija hosil bo’ladi:
(2.33) ni nazarga OISak’sl::EIZ—-l:'):s hgz'cm_icosz.sm

) ning giymatini hisoblang.
8-misol. cos(2-i) ning qlyma 5
Yechilishi: Bu yerda ham (2.28) dan floydalanamlz.
/i 1 T B T WL . Y+ isin2- skl
cos(2—i)=%[e'(l")+e“(2"]=5(ee +e e ) 2[cos2(e+e )+z<m S ]

i et ib. ushbu natijani hosil gilamiz:
(2.33) ni e’tiborga ohb:m(%i):wsz.mmsmz.sm.

. ini aniqlang,
9.misol. g(2-7) ning qlymatini aniq ‘ 5
Yechilishi: Yugoridagi misollardan foydalanamiz:
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A _Sin(2=4)  sin2-chl-icos2-shi
tg(2—l)= £ = — ,
cos(2~i) cos2-chl+isin2-shl
maxrajni komplekslikdan ozod qilamiz, u holda
+_ {sinz-cos2-ishisn?1)
lg(2-l)= 3 T 2 T
€0s”2-ch’l+sin? 2- sh?|
tenglikni ixchamlashtirish maqsadida tubandagi ishlarni bajaramiz:
cos” 2ch1+5in® 25kl = cos? 2ch’] + (1 -cos*2)

sh*l=cos* 2 (cl;’l-.sli’l) +5h*1 = cos? 2 + sh'l
chunki e’z -siz=1, shuningdek,
e-¢”! +e!
shlchl = Q-(ehel l 1
2 2 2 2 2
sin2¢os2 = %»ZSin 2cos2 = %sin 4,
bularga asosan, oxirida:
g(2~1)= (sin4 —lShZ)\
2(0082-»- shzl)

10-misol. sh(ln3+%i) ning qgiymatini hisoblang .

Yechilishi: (2.33) ga muvofiq . shz =—]-(e'—e"),

2
e x, _ LS
sh(ln3+%i)=%(em7'_e’"’7 i

Ih3 Zi 13 _v’\
=—c'-e“—e"~e‘J;
J 2

Ma’lumki,
e =3; e"""=ei°r:=3-’=l; e:7i=cos£i-is:'n£; cosi:sinfz_l._..
3 4 4 RN
Demak

(w3+Z (Y x (1 V2,

shkln3+4zj~2 3 cosz+zl3+§)sm§J=?(Sz+4).
11-misol. ch(ln3+%i) ning qiymatini hisoblang.
Yechilishi:

(32 (.. = ¢ N2 1_v2,.

chtln3+4a)—5‘:(3+3)cosz+lk3—~§}smﬁj=?(5+4')-

4
12-misol. th(ln3 +%1) ning qiymatinj toping.
Yeckilishi:

OMdingi ikki misoldan foydalanamiz:

th tn3+z,)=\=_i;
ch(ln3+%i S+4i

mahrajni komplekslikdan ozod qilib topamig, -
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rh(m3+%:~)=5—°+i3
13-misol. Quyidagi tenglikning to’g’riligini isbot qiling:

sh2z = 2shzchz
Yechilishi: s s

sh2z = %(e:‘ —e™)= %[{e‘): -(e7)
= Zy,zc'z g . . . g
14-misol. Quyidagi tenglikning to’g’riligini isbot qiling

2_
ch2z = shz + ch’z 2 gl g™ a2e 2e2’+Ze'2'+2"2___
+ _ -

I e’ =
Yechilishi. ch2z= 5 7 2 .
N2 £z -2 .
(e* +2+e"‘)+(e” —2+e"’) (e xe) o &8 J = chiz +shz
== 4 - 2 J \ 2 .l.
i ikni *o’riligini isbot qiling:
i idagi tenglikning to’g’n
15-misol. Quyidagi teng ol
th2z = ——=—
1+th'z

rajini bo’lamiz:
ilishi: i at va maxrajini bo
Yeckilishi: Kasrning S;;]:;z e 2
chaz  ciz+shiz 14tz
16-misol. Ushbu tenglamani yeching: chz=i
Yechilishi:

z, -3 2y 13 =0
e ) -2 9 g~ —2je" +1=0
Chz:—e * =la e‘+e "2'.‘ € * ’

th2z=

w=e' = wi=2iw+1=0;

( - — z +——7r '+2ﬂk1. k = O * l i2 e
} 2 . - ’+J_ 1 y > > >
w=7+F _I:i"‘i’\/_z, e:-—ll’ (l- )’ (l ) )

: N,
Demak, tenglamaning ildizlari : z, = m(1+ \/5)’“(2“5)”’
Mashglar

Ifodalarning giymatini hisoblang.
34 cos(2+i)

35.sh%i
36.cth(2+i)
37.ctg(%—iln2)

38.sh(-2+9)
39.sin{x+iy)
40. cos{x+iy)
45




Quyidagi tenglikning to’g’riligini isbot qiling:
41.sini-chl=cosi-shl

Tenglamalarni yeching.

42.¢+i=0

43 shiz=—i

2.6-§. TESKARI TRIGONOMETRIK FUNKSIYALAR

Bu paragrafda kompleks sohadagi  teskari trigonometrik
funksiyalar bilan tanishamiz. Ma’lumki,
z=sinw, z=cosw, z=Igw, Z=CIgW (2.35)
funksiyalar trigonometrik funksiyalar  deyilib, ularda ishtirok
etayotgan argument (erkli o’zgaruvchi) ni funksiya deb qarasak, (2.35)
mos ravishda esa uning funksiyasi (erksiz o’zgaruvchi) dir. Aksincha,
agar
w= Arcsinz, w=Arccosz, w=AdArcgz, w= Arcclgz , (2.36)
kabi yozilib bular, teskari trigonometrik funksiyalar deyiladi. Agar =
son berilgan bo’lsa, (2.36) dagi teskari funksiyaning gqiymatlarini

topishga imkon beradigan formulalarni keltirib chiqarish mumkin . Shu
formulalarni topaylik:

a). (2.35) ga asosan

. 1/ . i - -
z=smw=;(e‘*_e ‘")’ & —e™ =2z,
i

Buning ikki tomonini ¢* ga ko’paytirib, e~ ga nisbatan  kvadrat
tenglama hosil gilamiz, uni yechsak,

(e’l")z —2ize" -1=0, " =izi\/(72)z_-'~i 5
Tenglikning ikki tomonini logarfmlaymiz .
iw=Ln (tz +ft-z2 ) ,
bu yerda w o’rniga uning (2.36) dagi ifodasini keltirib qo’yamiz.
Arcsinz:%Ln(z’zi\/l—T) (2-37)
ildiz belgisi oldida + borligini esda saglaymiz:
b) Yana (2.35) muvofiq, z=cosw= -;—(e"" +e™),

iw —iw :
€' +e™ =2z, o™ 22" +1=0,

Bu kvadrat tenglamani yechsak:
w= Ln(zi\/zz-—l) e =z4~2* -1,
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P-1); 2.38
(2.36) ga asosan : Arccos:-—--]’;Ln(zi z —1), (2.38)

d)(2.35)va (2.36) ga asosan ;

o ; - .
1 e’w"e om_e—h'=i: e“'+e" 5
z=tgw=-,e,‘.48.n,, =
i -

bo’lib, o’xshash hadlarni guruhlasak,

. 1+iz,
(1-iz)e” =(+i2)e™, €=

1-iz
. . N
bu tenglikning ikki tomonidan logarifm olib, (2.36)dan qtyma

ao’yilsa, 14iz (2.39)
Arcctgz = Ln—l-:i;
formula kelib chigadi. vich
g) Yugoridagi usul bo’yicha Lz ' (2.40)
Arcclgz=2; L"'z"_','

umkin. Shunday gilib, to’rtala teskari

formulani ham _topish 1 orqali ifoda gilinar ekan. Sonning

trigonometrik funksiya ham logart \
lowarifmini hisoblash usuli oldingi bobda M SE L
1~-misol. Arcsini ning barcha quma.t a“,n AmiZ:
Yechilishi: (2.37) formulaga lz=i ni Qo yami&
Arcsini=~Ln (‘1 i‘ﬁ)’

1
ila . kiritamiz. U holda
=-1- =122 belgilashlarni
ushbu ¢, =-1-v2, ¢, (dhﬁ)wkm';,

Lnl‘=ln(—]+-/§):Ln‘—l+~/§‘+i¢1‘+2k7ti=ln( Byestens
¥ . '=In --]— 2 3wt ’
Lt = Ln{-1-2 )= In|-1- /2| + i, + 27K . . . .
h:mki( ate'ishL vekt\or 0x 0’quing musbat wmon}llda _]oylasrLg;rlllldgil
c t L3 e ioi un @, =7 .
uchun o %0 % esa chap tomonida joylashganhgl uc @,

rd | -

Shunday qlhb Arcsini=2k7r—iln(ﬁ —l),
Arcsini=(2k+1);z—iln(~/5+1), k=0,£L%2. »
. . : . t. . . OSi
chunki =i k=0 bo’lganda Aresint ning bosh giymati arcsini
i
bo’ladi.

5-misol. Arceos(-) ning barcha qiymatlarini. hiso.blang.;.
Yechilishi: (2.38) formulaga ==~ T qo’yib chigamiz

ArCGOS(—i)= %Ln(—iiﬁ) = };Ln(—lq. ‘\E)t .

Ko’rinib turibdiki,
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L==1+250, w,=%+2k7:,
6=(-D-v2<0, 0,=-Zi%4n, k=psim,.
shu sababli
Ln(il,)=Ln(\/f-l)i=ln(ﬁ—l)+£i+2km’,
Ln(it,):Ln( l)l ( 2+l)—-—1+2k7n

Demak, izlanayotgan qiymatlar ikkita bo’lib, ular quyidagilardan
iborat ekan:

(2k+ )7[ —iln(v2 -1); (2/.--];: m(«/‘n) k=0x142,. . ;

k=0 desak, 4rccos(~i) ning bosh qiymati, ya’ni arccos(~i) kelib chiqadi.

3-misol. Arcigsi ning barcha giymatlarini toping.

Yechilishi: (2.39) formulaga ;= 5: ni qo’yib chigamiz, u holda

Areig5i= iI Iy '(S‘) 4. _l-L,, 2.

L=t =
2i 11(51) 2 n6 2i 3’

_2' 2 - .
==, a]"g —; =j[’

ma’lumki, l— 2

ulw

Demak Ln( 3}—In—-km+21c7n ;
shu sababli

Arcthi:(k-&-zl—)zt-l-iln%; k=0,+142, . 5
k=0 da arcrg5i hosil bo’ladi.

4-misol. Arccig(-2i) ning barcha qiymatlarini toping.
Yechilishi: (2. 40) formulaga z=—2: ni qo ’yib
chiqamiz, u holda Arcetg (-2i) =1 7, 2% 1 =~ bo’lib,
5" "0y "3’
I_i

3

I 1
=3 arg(] 0 Ln-—ln_{+2/.m
ol

demak,

Arcetg (<24 = k4 53 k=0zls2.

=1+2i] ni qo’yib chigamiz,
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Kasming maxrajini komplekslikdan ozod qilib, uning moduli va

argumentini topaylik:

l . e — __-L——
g= | ' \)25 25 J”
( N, _L __)=__
s 575) 7 w5
2 1 1
i . —=t=l=lp—=-
(o:arctg(—%J:—arcrg-z'="a"cc’gz’ L"( 5+5) nJ.S-

L . hotladi
U holda, Arctg(l+2i)=k7z--;-arctg2+zln5, bo’ladi.
6-misol. /rcsin(v2-1); ning barcha qiymatlarini hlso].Jlang.
Vechilishi: (2.37) ga ¥2-1 ni qo’yib chigamiz, ya’ni

w:gmsm(ﬁ-l)=}Ln[1+i«/i*—\/l-(ﬁ—l)’)

buni soddalashtirsak, w= % Ln(l NAEL R ‘/;) hosil bo’lib,

£+2mﬂ —7254-2m;r 01
’ .7 2 si » Mm=91.
&, =i= cos%+ism3=005"—2“—+'sm 2 5

hY4 5_7’_____ 1+1)
g, —cosz+18m%='£(l+’) s,-cos-4—+zsm 2 ( N

i—1
3=

UIIN LIlIN

iarcctg2 + 2kmi

Bu yerda, yozuvni gisqartirish magsadida, &, ildiz bxlan chegaralanamiz.

U holda ba’zi soddalashtirishlardan so’ng

@ =l{ln(l+1fi)+ln«jl 2 +iarcigil2+ 2/f7"'],
i

Yoki bundan . 5
o= 2/(7:+arcctg</f—iln(|+3[2-)‘5']“ (l+ )’

kelib chigadi.

k=0,11,+2 .,

Mashglar

Quyidagi teskari tri gonometrik funkasiyalarning barcha
giymatlarini hisoblang.
44 Arcsin% 5
45, arc cos-;- 5

46. Arccos? ;
47. Arcsin2 ;
48. Arctg2i ;
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49, Arctg% ;

50. 4rcsin ?

2.7-§. TESKARI GIPERBOLIK FUNKSIYALAR

. Giperbolik funksiyalar oldingi paragraflardan bizga ma’lum
bo’lib, ular quyidagilardan iborat:

ew-e_"' @ — —
Z=s5ho = zechp=S e . "¢ e +e™” ,n
3 . 2=thw = (4‘4])

-~ H —— P =
> Z=cthe e

< e +e
bu’yferda - afgument, ya’ni erkli 0’zgaruvchi, : esa uning funksiyasi,
ya,ng erksiz o z'garuvcl'n deb faraz qilingan. Teskarisin faraz qilsak,
ya’ni o=u+iv ni funksiya, z=x+4 nj argument deb olsak, (2.41) dan
quyidagilar kelib chiqadi:
bor @ =Arshz, @ =Arche, ©= Arthe, o= Arcthz (2.42)
z=x+iy bo’lganda (2.42) dagi funksiyalami logarifm; i rqali
ifodalash mumkin. serimik funksiya orgali
a)w=4Arshz ga doir formulani keltirib chiqari
anirojont g 1qarish uchun (2.41) ga
em _.e-Q
) 2
Bu esae® ga nisbatan kvadrat tenglama bo’lib, uning yechimi
' . . €” =z+4z2 4]
dan 1borat: Endi buning ikki tomonidan logarifm olib, so’ngra ¢
(2.42) dagi qiymat qo’yilsa,

Arshz =Ln(z+\/;TI) (2.43)

§(;x;r{:1iu]a hosil bo’ladi. o= drerz ga doir formula ham shu usulda topiladi,

=2z, e“’--e"’—Zz:O

0’rniga

e’ 4e™°

e’ =zi-Jzz-l; m=Ln(z;t zz—l),

demak,
Arche = Ln(z 177 1) (2.44)
b) w=Arcthz ga dojr formuj ..
. . a h S
chigariladi, ya'ni am ana shu usulda Kkeltirib
- o
e’ TE e =z(ea+e-m)= ezu—l=z(€2"’+1),
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demak,
Arthz = %Ln:—“- (2.45)

-z

g) o=drckz ga doir formula ham ana shu usulda Keltirib
chiqariladi, ya’ni

ar -

+e - -o :
eo =z, e”+e =z(c"’-e ), ez‘+l=z(2“-l),
e’ -e™

demak,
Arcthz:%Lnﬂ (2.46)

1-misol. 4rshining barcha qiymatlarini hisoblang.
Yechilishi: (2.43) ga ko’ra
. . 2 _ P i _75 L. E =£ =|lil=11In1=0.
ArsIu-Ln(H— i +l)—Lm, i=cos> +isin 4 " 4=1,
Logarifmning formulasiga muvofiq,
Arsh(i)=Lni= {Zk-l‘-—;-)ﬂi, k=0,z1,%2,...

2-misol. Arch(~i)ning barcha qiymatlarini hisoblang.
Yechilishi: (2.44) ga ko’ra

Arch(—i)= Ln(—n,/(-i)’ +1) =Ln(-i);-i= cos(-§)+isin(-’zf),r=|—i|= 1

Shularga asosan
Arch(-i)= Ln(—i)= {2/:—%)7::‘ .

3-misol. 4rth(~i) ning barcha qiymatlarini hisoblang.

Yechilishi: (2.45) formulaga ko’ra
Arth(1+:) =%Ln$% = -;—Ln(—l +2i); |1+ 21 = 5, rng_i] =-2, p=rn-arclg?;

Arih(1+7) = %{ln\/§+ i(;r—arcrtg2)+2km] = $+ i(2kz +7-arcig2), k=0,21,42, .. .

4-misol. Arcth(-1+i)ning barcha qiymatlarini hisoblang.

Yechilishi: (2.46) formulaga murojaat giiamiz:

(=1+4)+1 1 [1 2.]1 2] 1
s L S LU L
(T+)-1 255 5T|TE B emara

{ {
Arcth(-1+ i) = %’Lln %—iarcth + 2k7[i) = ILk;z ~~%arc‘tg2)— InTS k=0,£1%2,..
: d

Arctk(—l+i) = %Ln
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Mashgqlar

Quyidagi teskari giperbolik funksiyaning barcha qiymatlarini
hisoblab toping.

51. arch(-1); 52. arn(i); 53. Arch(2i) 54. arth(1-i)

Javoblar

1-8)-5+2i; B)2i; €)a* -5+ 2b; 2. a)s; b)-y; c)-34i. 3

5> 3-a)-4;b)o; c)osi;

du=x—y v=lt2xy, S, u=-x-2y, v=xi=y 4y 6. u=gj-m

(L+x)' +y?
x(l+x)—y(1+ Pyt RIS
v=w, 7'“;7;’ x::f(zz_’:-‘;2 ; 8.x=-1 t0’g’ri chizigning chap

tomoni; 9. ;- to’g’ri chizigning yuqorisi; 10. x=-f y=) to’g’ri
chizigning orqasi; 11. ;-1 =2 to’g’ri chizigning orqasi; 12. Markazi
(=2-1) nuqtada joylashgan R=1 va R =2 radiusli aylanalar orasi; 13.
y=x 10’g’ri chizigning osti; 14. Birlik doira; 15. X (y-1)' =1 aylananing
ichi; 16. x=§ to’g’ri chizigning chap tomoni; 17.  Aylana
1y

|x—5) +y2=%; 18. Giperbola: w=-1;

{ 19. Giperbola: 2 -yt = %; 20.0y

! 3)
x-3
0’qdagi -1 dan -» gacha olingan nur; 21. Ellips: L 2

S+

(%J %z-ul; 22.

. [ 1Y 1 .

Giperbola {x—i] - z=Z; 23. Parabola: Y =2x+1; 24, Giperbola: y=£;
25, Giperboianing birinchi choragidagi tarmog’i:
e*(cos2~isin2); b)e-

-1 s
e+e” | e—e”’
\sm3+chos3; 31.

y=%(x>0); 26. a)
3(cosl+isinl); c)e"[cos(27t~5)+isin(27r~—5)]_: d)—%; 27.

> ;Ln(3+2\/§)i; 32.

1 ¥ ~-v 1 . :
w=§(e +e )cosx~51(e’—e"’)sinx; 33. o=
35", 36. Sh8"i5il)4 . 8+15; . N

> 2(0}124_005;2)’ 37. T, 38. 2""2'J7n,k=0,i'l,:‘:2,..; 39,

/7 7;'
[\k—;Jn, k=0.+112 5 40,

(costy) ; 34, €03 2chl - isin 2541 :

isinlch2—coslsh2; 41. sinxch)'+icosxshy; 42.
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: a2y 46. 2ux+ilm(2+43); 47.
cosxchy—isinxshy; 44. %+2k7:, 45, 2L7ri3 s 46, 2Uriti ( )
PRARLER . kreim2; 50
(2k+%):r—ln(2:t\/§); 48. Lk+5)m > 49 7+
’ )
Vs i e+ 2 i S22)+| 2kt |7i;
2k;z-iln{—§+‘]l+%2J; 51. (2k+1)xi; 52. [LIHZ)I, 53. ln(J_+2)+( izjm

54 -'-1n5+'1arcrg2+(k+l)”]"'
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III BOB
KOMPLEKS ARGUMENTLI FUNKSITY ALARNING HOSILASI

Bu bobda biz kompleks argumentli funksivaning hosilasiga doir
mashqlar yechish bilan shug’ullanamiz. Hosila argumentining va
modulining geomeirik ma’nolari haqida so’z yuritmamiz, ularni kelgusi
boblardan biriga qoldiramiz. Bu temaga tegishli nazariy
dan chuqurroq o’rganishni o’quvchilarga tavsiya etamiz.

3.1-§. HOSILANING TA’RIFI

Biror G sohada ani
berilgan bo’}sin:

masalalrni [1]

qlangan, bir qiymatli va uzluksiz funklsiya

o= f(z) yoki o=u(x,y)+iv(x, ) 3.D
Bu yerda z=x+iy- kompleks argument bo’lib, G sohaga tegishlidir (3.1-
rasm). G soha ichida ixtiyoriy bir 0’zZgarmas z,=x,+iy, nugta olaylik.
Ma’lumki,

Az=z-z, Aw:f(z)—f(z(,)zf(z“+Az)—f(z)

3.2)
ortfirmalar deyiladi (3.2-rasm). Ulami

‘ quyidagicha yozish ham
mumkin:
Az=Ax+idy, Aw=Au+iAv, Av=x-x, A=y-y, (3.3)
Au=u(x, +Ax, 3, +8y)-1u(x,, ), Av=v(x, +A%, 3o+ 8y)-v(x,,3,) (3.4)
Y t y 4
,/\Z
I
6 F 4
i
/ 5/ L
% / /S
A !
AX
o x 0 "L'x
3.1-rasm ) 3-2-rasm
Ma’lumki,

Z nuqta G sohaga tegishli
nuqtaga ixtiyorly ravishda yaqinlashishi mumk
ixtiyoriy ravishda intilishj mumkin.

bo’lib, tayinlangan -,
in yoki Az=z-j nolga
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Ta’rif Agar A- har qanday yo’l bilan nolga intilganda ham 2%

nisbat aniq birgina chekli limitga intilsa, o’sha limit f(z) funksiyaning
z, nuqtadagi hosilasi deyilib, bu quydagicha yoziladi:

£z = fim X
Bu ta’rif matematik analiz kursidagi hosila ta’rifiga o’xshash bo’lgani
sababli undagi asosiy formulalar bu joyda ham o’z kuchini saglaydi
(3.1-jadval).

3.1-jadval.
l. ¢ =£1£=0, bu yerda c-ixtiyoriy 7€) =¢,
dz 8.(¢™) =me™.
o’zgarmas kompleks son.
1
2. z’=£=1 9.(Inz)'=—, z=0,
dz z
3.2") =nz™ 10.(sin 2)' = cos z,
11. (cosz)' =—sinz,
4.(1)'=—-l—" z#0 ( )
\Z z
1 2
5.z7")'=- :’H, z#0 12.(1g2)' = —=—=l+1g’z
z cos z
- 1 . 1 2
{2} = 13.(c1gz)' = ~———-=-(1 + cte?2).
6.(¥z) P | (ctgz) ani, - (+cig2)

Agar funksiya w=u4-iv formada berilgan bo’lsa, undan hosila

olish uchun quydagi to’rtta formulaning biridan foydalanishga to’g’ri
keladi:

du .dv dv du du du dv dv
w'=fi2)=2

sl = — e = 3.5)
d d dy dy dx dy dy dx

Berilgan (1) funksiyaning biror ze G nuqtada hosilaga ega bo’lishi

uchun quvdagi

du _dv  du_ dv

=== 2. % 3.6
& @ (3.6)

Shartlarning  bajarilishi zarur va yetarli bo’lib, ular Koshi-Riman
(ba’zan Eyler-Dalamber) shartlari deyiladi.
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. dw b .
Kompleks argumentli funksiyalardan Xususiy E-" 2—2 hosilalar w

ning hagiqiy va mavhum qismlarining xususiy hosilalari orqali
ifodalanadi:

@—l,@_,’@ —.l_ ﬂ.{.ﬂ +l ﬂ.{.@
dz 2de dy) 2\dx dy) 2\dx dy)

@=l(@+i@)_1(du dv) l(dv du )

- ——— =] —

+— 1
20de d&y) 2\dx )
(3.6) Koshi-Riman sharti esa %=0 ga ekvivalentdir. Agar w=20
bo’lsa, ya’ni

u,=v,, u,=+v_ bo’lsa,
aw . . .
E-w =u i, =v o +iv, =y +iv, =V, —iu,.
1-misol.1 = z* funksiyaning hosilasini toping.
Yechilishi: Hosilalar jadvalidan foydalanamiz , u holda
W= =2z
Buning  to’g’riligini yuqoridagi formulalaring (3.6) birj orqali
tekshirib ko’raylik.
w=z'=(x+p) =x> =y + 2ixy, u=x? -y
Ou Ou o %

v=2x —=2x —_=-2 _i—_—- 2"_:
y’ ax ,(.}t}’ y’ ax zy,(_zv 2.x
bulardan esa,
ou ov ou oy
& v g a7

ya’ni, analitiklik shartlari bajariladi: Demak, hosila mavjud ekan va
o’sha hosilani quyidagicha topamiz.
w =%+i%=21+2iy=2(x+fy)= 2z
ya’ni, =) =2z
2-misol. w=3x"—53” +i2xy funksiyaning hosilasini toping.
Yechilishi: Dastlab (3.6) shartlarni tekshirib ko’raylik:

u=3x2—5y2, v=23 ; gﬁ:éx
Y &

du 7
‘=*10y, ~=2 A
dy a7
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=2x, @zﬂ dan 6x=2x, 4x=0, x=0;
dx dy

dy
ﬂ‘i=_ﬁ dan —-10y=-2y, 8y=0, y=0,
dy dx

Demak, funksiya bittagina (0,0), ya’ni z = x, +iy, =0 nuqtagina
hosilaga ega ekan. Shu hosilani topamiz:
w'= £(0) = (% +i-§v;):_o =(6x+2iy)., =0.
3-misol. w=>5xy—6x+9y+i(x*—)’) funksiyaning hosilasini
toping. .
Yechilishi: Yuqoridagi usul bo’yicha ish ko’ramiz, ya’ni
u=5xy—6x+9y, v=x*-3?

d_u=5y-6’ ﬂ=5x+9,
dx dy
, 6
.d_"=2x, ﬂ:dy; & gan Sy=6=-2y; y=_;
o dy dx  dy. 7
Q:-gv— dan 5x+9=-2x, x=—2-
dy  dx 7

9
Demak, z, = —3 +1 g nuqtadagina hosila mavjud bo’lib, u quydagidan
iborat:

9 6\ (du .dv . 6 9] 30-18i
Nz tiz =l —+iTo | =(5y-6+2ix) =5.840-2)_
G35 ~rmermm, = S -2) 20

4-misol. w = x —iy funksiyaning hosilasini toping.
Yechilishi: Bu funksiya z=x+iy ga qo’shmadir. Misolda
berilishiga ko’ra: u =x, v=-y. Topamiz:
Gy, Mg d_y &
dx dy dx dy

=1,
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; .odw dw 5
Kompleks argumentli funksiyalardan xususiy % =Y hosilalar w

dz
ning hagigiy va mavhum qismlarining xususiy hosilalari orgali
ifodalanadi:

cm_wmvxm_ﬁf@+@\¢ﬁﬁ+@

_ZLdr @J 20dx dy )
dw 1(dw dw 1pm m}i dv  du)
ool oot E = e = 22

2&(& &'11” 2\ dx dy)
(3.6) Koshi-Riman sharti esa -‘%=0 ga ekvivalentdir. Agar w=0
Z

bo’lsa, ya'ni

W=V, U,=4v, ho'lsa,

dw | . : . .

= WSu U, =y, +iv =u_+iv_= V=i,
1-misol.yw = 2* funksiyaning hosilasini toping.
Yechilishi: Hosilalar Jadvalidan foydalanamiz . u holda

W =(z}) =2

Buning  to’g’riligini yuqoridagi formulalaring (3.6) biri
tekshirib ko raylik.

w=z' =(xtip)? =xT 2 + 20Ky, u=x* -y’

orqali

bulardan esa,
ou_ov . ou
T S T
ox oy @y
ya'ni, analitiklik shartlari b jariladi:
o’sha hosilani quyidagicha topamiz.

w':%H%:zxury:z(nry):z:

Demak, hosila mavjud ekan va

ya'ni, (z})=2:

2-misol. w=3x* _5;7 ;. #2xy funksiyaning hosilasini toping,

Yechilishi: Dastlab (3.6) shartlarni tekshirib ko’raylik:
u=3x" -5y v=2xy, gﬂ:éx
dx

du dv
_-:hloy, s i
dy e Y.
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dv du dv

— =2x; —=— dan 6x=2x, 4x=0, x=0;
dy dx dy
du = _ dan -10y=-2y, 8y=0, y=0,
dy dx

Demak, funksiya bittagina (0,0), ya’ni z = x, +iy, =0 nuqtagina
hosilaga ega ekan. Shu hosilani topamiz:
du  .dv

)= ! =| ——— —_— = 6x+2f}’)c‘ =0.
w'= f'(0) (cix+:dt):_o ( 0

3-misel. w=5xy—6x+9y+i(x°—y’) funksiyaning hosilasini
loping. . - ' »
Yechilishi: Yuqoridagi usul bo’yicha ish ko’ramiz, ya’ni
u=5xy—6x+9y, v=x>—)%

% sy, Hoseun,
dx dy
; , 6
ﬂ.: X. é-:.— @-:‘ﬁ dan 5\"_6:_!"’3 y:_'x
dx dy dx dy 7
) 9
gﬁ:-_d—‘ dan 5x+9=-2x, x=-1,
dy dx 7

9 6 ) : .
Demak, z, = — + i—; nuqtadagina hosila mavjud bo’lib, u quydagidan

thorat:
f! —2-!-:'2):[@—&:’92) =(5y~—6+2;'x)_ =5--§+i2 —2—):§ng
77 e dx ), % 7 7) 7
=58 gun-2)--t2.18
7 7)" 775

4-misol. w=x—iy funksiyaning hosilasini toping.

Yechilishi: Bu funksiya z=x +iy
berilishiga ko’ra: u=x, v= —y. Topamiz:

diy g by

dx dy dx dy

ga qo’shmadir. Misolda

=1,
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Bunda ushby le = % Shart buziladi chunki 1=-1 bo’lib qoladi.
Demak, w=x—jy=73 funksiya hech qanday nuqtada hosilaga ega
emas. Lekin funksiya uzluksiz, Odatda funksiyaning uzluksizligi
quydagidan ma’lum bo’ladi:
lim Aw = (.
Az50
Bizning misolda esa,
Az = Ax +iAy. Aw= Ax—iAy, g_rg(Ax-—iAy)= 0.

Shunday gilib, funksiya uzluksiz bo’lsa ham hosilaga ega bo’lmay
qolishi mumkin, lekin aksincha, funksiya nuqtada hosilaga ega bo’lsa, u
shu nuqtada albatta uzluksi, bo’ladi. Aytib o’tish kerakki, w=7
funksiyadan w; hosila mavjud bo’lib, w_ =g tenglik esa qgoshma Koshi-
Riman sistemasini qanoatlantiradi:

du  av du dv

& & @ &
S-misol. w=e¢* funksiyaning hosilasi
tengligini tekshirib ko’ring.
Yechilishi: Buning uchun quydagicha ish ko’ramiz:
F=x+iy, w=e¢'.e¥ =e'(cos y+isiny),
u=e*cosy, v=e'siny,

funksiyaning o’ziga

@ (€’ cosy) =e*cosy du _ (e*cosy), =" sin
& x }” (6} y » y’
P (e’siny) =e¢*sin W % =(e*sin ¥), =e*cosy,
du dv ¢ cos du  dy X -
—_ A - =——=—£"sIn .,
& dy © Y & & g
Demak, Koshi-Riman shartlari bajarilganligi uchun e barcha
nuqtalarda hosilaga ega bo’lib, quydagicha topiladi:
v . N
(€)= % tioo e cosy tietsiny e'(cosy +isiny)=e* ¥ ="V = o2,

Shunday qilib, (¢*)' = ¢*.
6-misol. w=e¢” funksiyaning hosilasini toping.
Yechilishi: Oldingi misolga muvofig:

58

w'=(e) =) =ie%; (€)' =ie".
7-misol. w'=¢™ funksiyaning hosilasini toping.
Yechilishi: w'= (e-i:)' =e"(—iz)' =—ie™".

3.2-§. HOSILALARNI HISOBLASHGA DOIR MASHQLAR

Hosilaga doir asosiy formulalar 3.!—jadv§11.da Egrilg]?;: ulardan
ba’zilarini kgltirib chiqarishni misol tariq%lsxd.a }(o n'b chigaylik.
he 1-misol. w=sinz funksiyaning hosﬂasn?l topmg.i ;
Yechilis.hi. Eyler formulasidan foydalanib topz;m : N
| i o . ] 2 __ eIy — eh)a_(e—xz): -
w=sinz=2 —.e w'=(smz)=z(e e™) 2i[( ]

>
!

i —iz
. .. &% +e
=Lt +ie™) =
i

2

=C0sz,

demak, (Sin z)' =CO0SZ.

2-misel. w=cosz funksiya hosilasini toping.
Yechilishi: , | , ; ) .e-iz) )
1 iz —iz N iz e"z '——(ie” —1 =
w=cosz=§(e +e™), w 2(e +e”) >

iz —iz

e’ —e
2i

=-sinz.

1 i —izy _
=—(e' —-—e )_

demak, (cosz)' =—sinz.

3-misol. w=1gz funksiyaning hosilasini toping.

Yechil_isl:ii ‘sinz) _cos’z+sin’z _ ]2 =1+1g’z.
w=tgz==z:;;, w'=(tgz)'=(cosz) ~ cos’z cos’ z
Demak, I ,
(th)‘=COszz=}+tg z. |
4-misol. w=ctg z funksiyaning hosilasini toping.
Yechilishi:



=

Bunda ushbu c—ﬁi—ﬂ S

dx dy

Demak, w=x—jy-3 funksi

P4

emas. Lekin funksiya uzly
quydagidan ma’lum bo’lad;-

hart buziladi chunki 1=-] bo’lib goladi.

ya hech qanday nugtada hosilaga ega
ksiz. QOdatda funksiyaning uzluksizligi

fim Aw =0,
Az—0
Bizning misolda esa,
Az=Ax+iAy. Aw=Ax— iAy,

Eﬂ(z&x—iAy) =4

Shunday gilib, funksiya uzluksiz bo’1sa ham hosilaga ega bo’Imay
qolishi mumkin, fekin aksincha, funksiya nuqtada hosilaga ega bo’lsa, u
shu nugtada albatta uzluksj, bo’ladi. Aytib o’tish kerakki, w=7
funksiyadan . hosila mavjud bo’lib, w_= tenglik esa qoshma Koshi-
Riman sistemasini qanoatlantiradi:

du _dv du dv
& & @y g

S-misol. w=¢: funksiyaning hosilasi
tengligini tekshirib ko’ring.
Yechilishi: Buning uchun quydagicha ish ko’ramiz:
F=x+iy, w=e'.¢¥ = e*(cos y +isin ),

u=e’cosy,

funksiyaning 0’ziga

v=e'siny,

o . i " . .
—-=(e"cosy). =¢"cos ¥, —(E =(e"cosy) , =—¢€’sin y,

3 & &

x - ' x . C]V
=(G SlIly)I =g SIN y,

dx P (¢"siny) =e*cosy,
il _av ¢ oy du v it iy
& > i ;

Demak, Koshi-Rim
nuqtalarda hosilaga egab
sy du dv
() =—ti% =

X s X . e X iy X4y z
=€ COsy+ie*sin =e"(cos ¥ +isin )=e'-e” =" =7,
dx # : 4

an shartlari bajarilganligi uchun ¢* barcha
0’lib, quydagicha topiladi:

Shunday gilib, (¢*)' =¢*.
6-misol. w=¢" funksiyaning hosjlasin;

; toping.
Yechilishki: Oldingi misolga muvofiq:
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e ——

iz . . 4z, I\ = l."
‘H?'—_ (e‘—)'——e' {L’.)l—' e N (P ) =le
;-Illls(’ W =e = “. lks. a ['H II“Q‘ aSiIli tOpm“.
i l- l)' : il ‘}" ni g !I o)

a2

Yechilishi: w'={e™")'=e"(—iz)'=—ie"".

LAR
3.2-§. HOSILALARNJ HISOBLASHGA DOIR MASHQ

jadv berilgan ulardan
Hosilaga doir asosiy formulalar_ 3.}_-_]ad\?lia }?fr;gm? il
ba’zilarini kzllirib chigarishni misol tairlqg;sld;;(?o;lin: qaylik.
( | inz funksiyaning asini toping.
-misol. w=sinz funksiyaning hosilasir 3
i’el:;ls‘{;iql;i. Eyler formulasidan foydalanib topamiz:

] iz —iz t_l__
iz =iz 1 . T “)'—((3 ) _
—_g ' feinz)= —(e” —e ) ——'"[(e J
w:sinz:e 53 w _(511144) ZI(L 2
L. iz 2, :ciz te’” =c0Sz,
:—2—’_(16 +ie ) 5
demak,

(sinz)'=cosz. .
2-miscl. w=cosz funksiya hosilasini toping.
Yechilishi:

] - . =iz
1 = —izyt _ "’-'_le )_
P 2ol ) =—(le :
‘w:(‘,osz:—i(e +e ), W _2(8 re 2

iz =iz
]( ;_-_e—Iz):_e e
= 5\_(3 2}.

= —sinz.

demak, (cosz)' =—sin_z.

. ilasini foping.
3-misol. w =gz funksiyaning hosilasini toping

Yechil.ishi: ‘sinz) cos’z+sin’z - 1+1g°z.
w=lgz= 22;'; w"=(tg2’)"”‘[;£;) T cos’z cos’ z
Demak, .
(tg2)'= cos’z =i tg‘%. o
4-misol. w = cigz funksiyaning hosilasini toping.
Yechilishi:
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. 2 2
COsz ~SIn“ z—cos’ z 1
WEdgE==— W= (ag)'= -

sinz sin’ z sin’ z

=—(1+ci1g’z)

Demak,

(Ctgz)rz_ _ ]2 =_(] +Ctg22).
Sin” z

S-misol. w = s/ (giperbolik kosinus)ning hosilasini toping.
Yechilishi: Ta’rifga ko’ra

w=shz=2 € s w'= (Shz)':%(e: —e7)'= %(e’ +e)=che.
Demak, (shz)' = chz.
3.7)
6-misol. w = ¢z (giperbolik kosinus)ning hosilasini toping.
Yechilishi:
w=chz=& ;e ‘ s w'=(chz)'= %(e’ +e)' = —};(e‘ —e7)=shz.
Demak, )
(chz)' = shz (3.8)
T-misol. w = th » (giperbolik tangens)ning hosilasin; toping.
Yechilishi: Kasming hosilasi formulasiga muvofiq,
\chz ch’z ch’z ch’z
Demak,
1
thz)' = — 39
(thz) e (3.9)

8-misol. w = ¢z, {giperbo
toping.

Yechilishi: Oldingi misol

lik kotangens)ning hosilasini

: 8a 0’xshash topamiz:
W= (cthz) = ( EEJ (k) she —(she)'che _ shz-ch?z -
’ hz - = =

§ ShZZ :S'hZZ Sh22 ‘
Demak,
N1 1
(Cch =—§l2~2 (310)
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3.3-§. ANALITIK FUNKSIYALAR

Ta'rif. Agar w= f(z)funksiya £ sohaning =, nuqtasi.d.a va u;u;:lg
atrofida ha;n differensiallanuvchi bo‘lsa, u S]I:u {mqtada an;l;it:i]; (}]1?; ]Z ga;
i ohaning -, nuq
Ta'rif. Agar w=f(z) funksiya £ s : silag:
ega bo‘lib, uning atrofida hosilaga ega bo‘lmasa, u holda funksiya

en deyiladi. o .
nuqtaDiiz{gn%inksiyZ biror nuqgtada monogen bo‘lishidan, uning shu

¢ itik bo‘lishi kelib chiqgmaydi. . .
nuqt’i‘i%;til‘al:gml-)or(-l)s funksiya £ sohaning barcha nugqtalarida hosilaga
"y funksiy tik deyiladi.
¢ funksiya &da analitik deyi : . o
he t"I?a‘lffili‘ ’ f(z) yfunksiya analitik bo‘lgan nugtalar un.llnfl . to‘g‘ri
nuqtési an;llitil; bo‘lmagan nuqtalar esa maxsus nuqtalar deyiladi.

L ivaning ba’zi nuqtalardagi hosilasini
-misol.w=—= f(z) funksiyaning
f-misol. w . f

top":}(%t':cllilishi: /(z) ning hosilasini va bu hosilaning +i,1+i,—1+3i
nuqtalardagi qiymatlarini topaylik:

PN B
J”'(Z)=(;)=—;z'= VAU e AG),

U ry1430 ——— .
fl(l“"l)_ {1 i)z, ( 1 l) ( 1 .31)2
O’ng tomonidagi kasrlarx;i qanday hisoblash o’quvchiga ma’lum. Bu
n

1
i i i ilolmaydi. —
misoldan ko'rinadiki, hosiladagi z nol giymatni gabul gilolmay. .

ilasi yo’q; babli z=0 nuqta funksiyaning
i nuqtada hosilasi yo’q; shu sabab -
::Z}%s::(? ]n:;gsidir. Demak, berilgan funksiya z=0 dan boshga barcha
tala iti iya ekan. o
nuqt;]ar::ii:oalngl(tzl'i)( iuznikzynksiyaning hosilasini top;ng.
) - . . LN L2
Yechilishi: f(z)=22 =(x+P)}x—)=x"+)",

du dv

=0, —=2x, ——=2y, —=0, —=0.
u=x2+}’zav—0=dx 2x, 3%

&
dy & dy
i-Riman shartlariga muvofig _
KOShl Riman s 2x.g: 0, xX= 0, 2)’ = 0: y= 0, z=0.
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w=clgz :&; w' = (c1gz)' = ~sin®z —cos? z _ 1 5
Sinz sin? z __sinzz =—(l+ctg’z)
Demak,
(ctgz)' = —— ]2 =—(1+cg’z).
sin” z

S-misol. w=shz (gj i i i ilasi
perbolik k. i topi
Yoehitin, Tt osinus)ning hosilasinj toping.
o, €€ . I .
W= shz = 5 v =(shz)'=5(e'—e‘“’)':l(e‘+e":)=chz.
Demak, (shz)' = chs. ?
3.7)
6-misol 1y — . . . . .
Yechi(l)js}:‘;: chz (giperbolik kosinus)ning hosilasini toping.
w=chz=e:+e—:° . N D
S W =(chz) —E(e +e™) ==(e-e7)=shz.
Demak, -

. (chz)' = shz (3.8)
-misol. w = thz (giperbolik tangens)ning hosilasinj loping. .

Yechilishi: Kgsming hosilasi fonnulasiga muvofiq
w'=(thzy'=[ S,—"ZJ - k) che —(che)'shz _cliz—si?z |
chz 2 = =
Demak, ) 'z oh'z ch'z
1
thz)' = —__
(thz) pE. (3.9)

8-misol. = ; . .
toping, cthz (giperbolik kotangens)mng hosilasini

Yechilishi: Old'iﬂgi misolga 0’xshash topamiz:
Ww'= (cthz)" =(%J (k) she ~(shey'che  siz-citz -

s .
Demak, sh'z sh*z sh’z
(Cth 2)' = —-hl
Sz (3.10)
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3.3-§. ANALITIK FUNKSIYALAR

Ta'rif. Agar w=f(z)funksiya £ sohaning :, nuqtasida va uning
atrofida ham differensiallanuvchi bo‘lsa, u shu nuqtada analitik deyiladi.
Ta'rif. Agar w=f(z) funksiya E sohaning :, nugtasida hosilaga
ega bo‘lib, uning atrofida hosilaga ega bo‘lmasa, u holda funksiya :z

nuqtada monogen deyiladi. . _
Demak, funksiya biror nuqtada monogen bo‘lishidan, uning shu

nuqtada analitik bo‘lishi kelib chigmaydi.
Ta'rif. Agar /() funksiya £ sohaning barcha nuqtalarida hosilaga

ega bo‘lsa, u funksiya £da analitik deyiladi. . .
Ta'rif. f(z) funksiya analitik bo‘lgan nuqtalar uning to‘gri

niqtasi, analitik bo‘lmagan nuqtalar esa maxsus nugtalar deyiladi.
l-misol.w:-1-= f(z) funksiyaning ba’zi nuqtalardagi hosilasini
z
toping. o o .
Yechilishi: s(z) ning hosilasini va bu hosilaning =i, 1+i,—1+3i
nuqtalardagi qiymatlarini topaylik:
l 9§y 1 . [} Y — §-
r@=(2)-g r0=-5=t Seo=
z z !
1 :
U+ =———m; f-14+3)=——7...
fa+h=—aw I (—1+30)
O’ng tomonidagi kasrlarni qanday hisoblash o’quvchiga ma’lum. Bu
misoldan ko’rinadiki, hosiladagi z nol giymatni qabul gilolmaydi. 7
ning nol nuqtada hosilasi yo’q; shu sabal?li z=0 nuqta funksiyaning
maxsus nuqtasidir. Demak, berilgan funksiya z=0 dan boshqa barcha

nuqtalarda analitik funksiya ekan. o
2-miscl. f(z)=_zz funksiyaning hosilasini toping.

Yechilishi: f(z) =22 = (x +D)x—iy)=x"+3’,
d dv dv
“=x2’*'}’2, V=0, 'idu—=2xs _u=2y> _=0,—=0.
dx dy dc  dy

Koshi-Riman shartlariga muvofiq
2x=0, x=0. 2y=0, y=0, z=0.
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du . d .
f'(0)=(d—z+lzv)_:0 =Qx+i-0),_ =0.

Demak, berilgan funksiya fagat i)irgina z=0 nuqtada hosilaga ega
bo’lib, boshga nuqtalarda hosilaga ega emas, demak, analitik ham emas.
3-misol. f(z) =3 ning analitikligini tekshiring.
Yechilishi:
2
F@)=() =32, fG)=3G) ==3; f(2-3i)=302-3i,

Demak, har qanday chegaralangan G sohada by funksiya analitik
ekan.

1
4-misol. f(z)= 1 funksiyaning analitikligini tekshiring,
Yechilishi:
o=(_LY__ 1 We-_1 1
7@ (J Gy SO

Demak, z=—; dan boshqa barcha nuqtalarda funksiya anajjtik
bo’lib, —i maxsus nuqtadir.

S-misol. f (2)=¢’ funksiyaning analitikligini tekshiring.
Yechilishi: By yerda z ga har qanday giymat berish mumkin

bo’iganligi sababl; funksiya tekislikning barcha cheki; nuqtalarida
analitikdir.

6-misol. £(2)=zRe, funksiyaning analitikligini tekshiring.
Yechilishi: £(z) =70, = (=)x=x" - jxy;

du du
u=x* V==X, — =2y, — =0,
S &
a_ v
dx Vs E— X35
du gy
—=—d =_ -0 . —
dx cb) an 2x X, 3x 0, X Oa
du__a

aj}=~;dan O:y, y:O; zo=xo+1:y0=0’

Demak, funk'siyz} 2=0 nuqtada Manogen bo’lib, boshqa nuqtalarda
uning hosilasi yo’q. z= Nuqtadagi hosilas;:
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: _'du..g‘g =(2x—iy),_, =0,
f(O)—(—'rldr)“o (2x ).

7-misol. f(z)=|z|Rez funksiyani tekshiring.
=2 2o
Yechilishi: f(z) = ]zl Rez =[x+ y° -x, o
u=x\|x*+y*, v=0, E-—-;:O’

S il
Bundan, x=y=0 kelib chiqadi. Demak, birgina z=0 nuqtada hosila

mavjud. o N
JS-misol. f(z)=sin3z —i funksiyani tekshiring.

in3z)'=3 s3z=2(e3"z+e""z),
Yechilishi: f'(z)=(sin3z—i)'=(sin3z)'=3co >

. : ilgan
Bu verda z ga har qanday giymat berish rlx?t}llz:;;m, demak, berilg
funksiya har qanday chegaralangan sohada ana’ HXCIr. berilgan bo’lsa,
O-misol. Agar funksiya w=u+iv ko nm;iud;i-l:imfnan shartlari
hosilaga ega bo’lishi uchun yuqoridagi (3.6) Kos

Ya'n v du adv

&y b & .
dinatalar
bajarilishi zarur va yetarli edi. Bu shart}(ar rg;‘;atgark‘;‘i’;eﬁasi i
sistemasida berilgan. Bu Sha“larflmg. qutb r\:ao’lumki (3.6) da
qanday ifodalanishini tekSh]rayllk J:_z , arctgx
. =1 ]' = + > = -
usuixy)v=v(r,y) edi. Endi x=rcosp y=ming r=yx'+y Y

lardan foydalanib, u=u(rcosgrsing), v=v(rcosg,rsing) kabi yozish
kin. Shularga asosan
e Su oOu Or OSu Op ég_@.ﬁ_'_&u.&a

P T i o S A
ov_0v or v dp Ov_0v or bv dp
+

Sx Or Ox Op &x’ Sy Or Sy bp Sy’
bulaming birinchisini hisoblab chiqaylik:
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or
“r o 2 2 X ¥ COS
Jx—( x“+y ),r=\/2 = = ? =cosg,
x“+y r
-2
—-=(arctg11 X’ ___ Yy __rsing__sing
X/, 1+£ 2+t 2
2
X
u holda
Su S
3-C sqp—u——emwﬁ;
X or op
shunga o'xshash
or )
L) - s
N
6—(0-—(arclgl) = zx =059
x), xX+y* r
u holda
ou | Su
—=sing—+— —;
Sy 015'_ w&p
ov 8
5—=cos¢—v—lsin¢-ﬂ;
x or r op
ov 3}

TO .1 ] . ay ) or r 5@
l an .- i . . . .
priganiarni Koshi R';na“ tenglamalariga qo’yib chigamiz, u holda
u 1. Ju sv 1 )
C0SP————singp— =sin@—+—cos oy
or r 5¢ ¢5’_ r 0! ¢§¢y
. du 1 Su \
sm(oé,—r+;cos¢$=_cos¢.5_"+_l_sin§ J

Tkki noma’lumli ikki o
bo'lamia. olgli:inlc}ﬁh tlkklﬁa chigiq]i tenglamalar si§temasiga ega
ikkinchisini csa « cng amam.n.g ikkala tomonini cosp ga,

Sa sinp ga ko’paytirib bir-biriga go’shamiz. U holda
(mszw"‘sinzf/’)%=%(cos’¢+sin’¢p)ﬂ, ya'ni Su_16v.
Endi birinchi 1 e
et b e englamani sing ga, ikkinchisini cosp ga
ko’paytirib bir-biridan ayiramiz, natijada

1 Su v

hosil bo’ladi.

Shunday qilib, qutb koordinatalari i ) o
. : . istemasida K -
tenglamasi quydagicha ifodalanar ekan. asida Koshi-Riman
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ou_lov v _1du 3.11)
or rép Or rop
bu yerda u=u(r.0) va v=v(r,p).
Mashgqlar

Quyudagi kompleks argumentli funksiyalarning hosilalariui
toping.

i 6. S8 7. 1 8.(s-e7)"
1+2% e -1 1gz+cigz

Quyudagi funksiyalar hosilaga ega yoki ega_emasligini tekshiring.
a) ©=¢"; b) w=zJmz; v)@=l{Jmz; g) ©=|=.
Quvida berilgan funksiyalarning analitik
emasligini tekshiring.
9.a)w=z'z

l.sin(2¢°); 2.e™; 3.z¢7; 4.-8_—; 5

yoki analitik

b) w=2z+2z

10. a)w=2z-¢ b) w=z’+5‘z2
11.a)w=jzRez b) w=2z"+3z
12 a)w=z-|;! b) w=2z"+5z
13.3)w=zRez b) w=2.223-3z
14 ayw=zImz b) w=z -2z
15, a)w=|z|—imz b) w=z_—-3zz
16. a)w=z-2z b) w=3z 2z

17. Hosilalarni toping;:

i 2€0SZ
@)z, b)l+zz’ c)lgz+ctgz

18. Berilgan haqigiy va mavhum gisimlarning 2

binoan funksiyani 0’zini toping: |
a)u(z,y) —xt-y2x, f()=2i-1

) v(x.y)= 2(chsin y—xy),f(0)=0.
1. Qanday a.b larda funksiya analitik bo’ladi?
£(2) = cosx{chy + ashy) + isin x(chy + bshy}
3.4-§. GARMONIK FUNKSIYALAR HAQIDAGI
TUSHUNCHALAR

nuqtadagi qiymatiga

Kompleks argumentli funksiyaning ikki xil shaklda yozilishi

ma’lum:
w=f(z) va o=u(xy)+iv(xy) (3.12)
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bu yerda
u(x,y)=Ref(z) va v(x,y)=Ims(z) (3.13)
Ma’lumki, ushbu
sw=22.22_4 (.14)
ox® oy

Laplas tenglamasini qanoatlantiradigan har qanday ikki argumentli
@=0(xy) funksiya garmonik funksiya deyiladi. Garchi u(x,y) va v(x,»)
funksiyalar garmonik bo’Isa-da, (3.12) funksiya analitik bo’Imay qolishi
mumkin. Agar funksiya analitik bo’lsa. u holda (3.14) ni
qanoatlantiruvchi u(x,y) va v(xy) lar o’zaro go’shma garmonik
funksiyalar deyiladi. Uning uchun Koshi-Riman shartlari bajarilishi
kerak. Agar noma’lum analitik funksiyaning haqigiy yoki mavhum
gismi ma’lum bo’lsa, u holda analitik funksiyaning o’zini topish
mumkin. Shulardan biz ikkita usulni ko’rsatib o’tish bilan
chegaralanamiz.

Birinchi usul. Yuqorida, hosila ta’rifidan, kompleks argumentli
funksiyalardan olinadigan xosilalaming barcha xossalarini saglashini
uqtirib o’tgan edik. Shuning uchun ham haqiqiy o’zgaruvchi z ga
nisbatan olingan hosilalar jadvali sifatida analitik funksiyalar uchun
qo’llash mumkin. Shunday ekan, boshlang’ich funksiya tushunchasi va
analitik funksiyadan olingan anigmas integral tushunchasini ham
kiritish mumkin, ya’ni agar #'(z)=s(z) bo’lsa, F(z) analitik funksiya
f(z) analitik funksiya uchun boshlang’ich funksiya deyiladi va
F(z)={f(z)ez+Cc (C-kompleks o’zgarmas son) kabi veziladi. Bu

to’g’rida batafsil [1] dan ma’lumot olish mumkin. Ko’rgan edikki, agar
z=u(x,y)+iv(x,y) golomorf bo’lsa, v, =0 va

0); =f"(2)=ll“_—iuy:vy.'.l'-vx =u, +iv, =V’,—iuy,
unda

f(z)=f(u,—m,)ab=i(v, +iv, Yz

Shunday qilib, berilgan u(x.y) yoki v(x. ;) ga asosan f(z) funkisiyaning
o' zini topish mumkin.

1-misol. Analitik funktsiyaning haqigiy qismi

X 1
u= va =
x* +,V2 f(”) v 4
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berilean bo’lib funktsiyani o’zini topish ta'lgb q_ilinadi. = nuqtadagi
qiym:lti berilgan bo’lib, 0’zini topish talab qilinadi.

? 2yx
are 3 s y-x . 2 L
Yechilishi: = iy T u, (x’+yz)2
.\
g _yeawex O ep)=

+ j—=

y-x
(x’ +¥ ): (x2 + )z (xz +y )1 (x2 + y’)

I(=)=

ekanligadan foydalansak
_z? _ _L
,(e)= 7 £

2 2 b3
va x'+y =ZZ

U holda

1
f(5)=—j-zlz-d:+c=§+c, f(;z):-;.;-c__ —

1
Ya’ni, ¢=0. Demak, f(z)=; ekan.

2-misol. Analitik funksiyaning mavhum gismi
Y (x»0), f{1)=0

X

v{x, y)=arctg

Berilgan funksiyaning o’zini toping.

Yechilishi:

x . -
f@=g 7 Py w+y oz E

1 z =Inz+C.
f(z):j;da‘f'c Inz

f()=C=0dan s(z)=in

i berilgan:
3-misol. Analitik

funkisiyaning hagiqiy qism

u(x,y) =2sinx Ch}"X, f(o) =0.

Funktsiyaning 0’zini toping.
Yechilishi: Q"_ —2cosxchy—1, _‘;yﬁ. = 2sinx shy

(2= 2 cos xchy —1-2isinxshy = Z(wsxclgz—isinxshy)— 1.

Ammo (2.33) formulalarga asosan:
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bu yerda
u(x,y):Rcf(z) va v(.t.y)=[mf(z) (3.13)
Ma’lumki, ushbu
Zo do_
Aw—ax: .6}’2—0 (3.14)

Laplas tenglamasini qanoatlantiradigan har qanday ikki argumentli
w=o(xy) funksiya garmonik funksiya deyiladi. Garchi u(x.y) va v{x,y)
funksiyalar garmonik bolsa-da, (3.12) funksiya analitik bo’Imay golishi
mumkin. Agar funksiya analitik bo’lsa. u holda (3.14) uni
qanoatlantiruvehi u(xy) va v(xy) lar o’zaro go’shma garmonik
funksiyalar deyiladi. Uning uchun Koshi-Riman shartjar; bajarilishi
kerak. Agar noma’lum analitik funksiyaning haqiqiy yoki mavhlum
qisin: _ma’lum bo’lsa, u holda analitik funksiyaning o’zini topish
mumkin. Shulardan  biz  ikkita usuipj ko’rsatib o’tisii bj?l
chegaralanamiz. 4 ilan
Birinchi usul. Yuqorida, hosila ta’rifs 3 "
funksiyalardan olinadigz?n xosiialam?,lga ;;:;S;:J;, i(:sx:a[;:;];;i a;-glllrn3i1_tl!
ugtirib o’tgan edik. Shuning uchun ham haqiqiy O,Zgamv‘c‘t}qias_nm
nisbatan olingan hosilalar jadvali sifatida analitik funksj 'alzl- l‘hga
qo’i!a_sh mumkin. Shunday ekan, boshlang’ich funksiya ms%mnghuc' un
al.le.ﬂfuk funks.iy adan olingan  anigmas integral tuslrmnchasinias}:.va
il ml.lmkm’ ya'ni agar #'(z)=f(z) bo’lsa, F(z) analitik ﬁmks?}‘f:
f(z) analitik funksiya uchun boshlang’ich ki, dsyitadi v

Fz)=]f{z)+C (C-kompleks o’zgarmas son) kabi voziladi. Bu
to’g’rida batafsil [1] dan ma’lumot ol i ; |

L ish mumkin. Ko’rgan edikki, ¢
z:u(x,y)+iv(x,y) golomorf bo’lsa, ®, =0 va 0l Ry rgan edikki, agar

r !
ﬂ)' —_ -k e [ — ;- ;- —
L=f (.,.)kul-my EV RV Su v =v i,
¥ ¥

unda

Slzy= :[(u, - J'uv}d: = j-(vx +iv, dz

Shunday qilib, berilgan u(x_.):) yoki v :
o'zini topish murakin.

1-misol. Analitik funktsiya

(xy) ga asosan s{z) funkisiyaning

ning haqigiy qismi

u=—= va f('r)—i
4y e
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berilgan bo’lib funktsiyani o’zini topish talab gilinadi. = nugqtadagi
giymati berilgan bo’lib, 0’zini topish talab gilinadi.

oys s e 2yx
Yechiliski: u, =—2 “ = e 'm, T
(_,:1.,_},‘) (I +_1")
; e, 2 N2
f(:)_ YL . 2xy _¥ + 2ixy—x _ (}’+"T):.,v+1;\'=i(.‘:—l_\’)=f

Ty (@) (Fer) (@)

va x*+yp' =2z ekanligadan foydalansak
-3? 1

f'(:)= T L2

U holda
j‘(:):‘—’[;lz—¢+6‘='-];+(f. _f(ﬂ')="'—+C=J—1'
Ya'ni, ¢=0. Demak, f{:):% ekan.

2-misol.Analitik funksiyaning mavhum gismi
\'(x._y)::ﬂ'ctg% (x>0), f{1)=0

Berilgan funksiyaning o’zini toping.

Yechilishi:
av y o __ X
o 2y @y ¥y
; =3 .y _x=ip oz 1
f(z):l_z_é_yz—fxuy: X+y zz 2

fl@)= [ld;-i-C:ln:-FC.

f(l):C:U dan j_(:)zlm o - . .
3-misol. Analitik funktsiyaning haqiqgly qismi berilgan:
u(x, y)=2sinx chy—x, S(0)=0.

Funktsiyaning o’zini toping.
Yechilishi:

O _ 5 cosxchy -1, G 2sinxshy
b &
£ el 2cosxcig,_l_2;5mxghy:2(cosxc/ry—isinxshy)—l_

Ammo (2.33) formulalarga asosan:
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~z

AR TS
cos:z:-‘zchz‘
2
- _ 2
siniz=4-28 _ o
. . 2i
Shuning uchun
@‘2C j
ax— osxcosiy ~1,
ou i2si i
S =i2sinxsini
oy 1y

U holda

S (2)=2(cos xcos iy isin xsiniy)—1=2cos(x+ip)--1=2cosz -1

S@=[(2c05z-1)ds +C = 25inz -2 4.C

J®)=C=g.

(@) =2sinz—2

‘ 4-misol. Analitik funksiya 1(z) ning mavhum qismi
berilgan:
.. V(x,y)=—25in2x-sh2y+y, f({0)=0

Funksianing o’zinj toping . !

Yechilishi: 2%_ 4,

o xsh2y, %:»-4sin2xch2y+l.

7 2)= - . . .
/'(2) 4sm2x‘,h2y+1—i4cos2xsh2y=_4(sin2sti2y4_caszx'simzy)ﬂ:

r . .
“Asin2(x+ip) 4 1= —dginz 41,

f(3)=~4_[sinzz.dz+ [dzﬂ_:‘icosz::

f(0)=2+c=2, c=0.

Demak f(z)=2cos2z4,,
S-misol. Funkis;
Funktsiyaning garmonikliginj tekshiring,

Yechilishi: Undan ikki .
mart 1 1 H ~
Laplas tenglamasiga qo'yib chigqamig: O O

tZ+c.

2
a -2
o'u . &’u

@-2 ou
&~ X+L 5:27 _Y:—Zy, —?=—-2,
Shunga ascsan
u &
a2 T3 =2+(-2)=0

Demak, berilgan ﬂ;(nktsiya garmonik ekan
6-misol. Funktsiyani garmon ikli ini}. .

eksh :

Yechilishi: & iring
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Yaning hagigiy gismi berilgan: u=x*+2c-y2.

Shularga asosan:

Funksiya garmonik ekan.
7-misol. Funktsiyani garmonikligini tekshiring: u=2e"cosy.

Yechilishi:
B*u

Zu = 2e* cos y, > = 2e” cos y;
ox ox

. 2? ]
O4 _ 3¢ sin », ayzz‘ =—2e* cosy;

bularga asosan
Su du
Fe) +—6‘v2 =0

Demak, berilgan funktsiya garmonik ekan. ' ' .
Quyidagi juft u(x, y) va w(x, y) garmonik funktsiyalarning uzaro

qo’shma bo’lish yoki bo’imasligini tekshiring.
8-misol. #=3 (x2 —yz), v=3x"y-y’.
Yechilishi: Bularning garmonik ekanligiga shub.ha bulmaganligi
uchun Koshi-Riman shartlari bajarilishini tekshirish kifoya:
ou_ . on_ o & P _30_3 2
'a'x_—6xa a}/— 6}’, & 6;\3’, @ X y
bundan ko’rinadiki, shartlar bajarilmaydi. Demak, ular qo’shina emas.

9.misol. u=e*cosy+1, v=1+esiny.
Yeehilishi: Bu yerda ham o’sha shartlarni tekshirib ko’ramiz:

Su Ou B S 6v_ ein v @— *
* cosy, = =—¢*siny; — =€’ siny, —=e"cosy,
cosy, —=—€" sily; — Y EY

—=¢
E'tibor qilsak, Koshi-Riman shartlarining bajarilishini ko’ramiz. Demak,

berilgan funktsiyalar qo’shma garmonik ekan. ' '
16-miso). Ushbu ko’rinishga ega bo’lgan garmonik funktsiya

mavjudmi:
_ 2 219
u= w(x +y )

Yechilishi: Funktsiyadan ikkinchi tartibli xususiy hosilalar olib
ularni (3.14) Laplas tenglamasiga qo’yib chigamiz, u holda
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wmoll): =0 (05 =F () +y') ~2% () 57 =20 (1) <450 (1)
-~ =2
%:qua'(t), 'f—‘j-=zrp'(z)+4_v2w"(r);

ay

bularni (3.14) ga qo’yib soddalashtiramiz, natijada
Aue :% %:459‘ (t)+4(:r: +y3)rp'(r) =0, o ()+p(0)=0;
quyidagicha belgilash kiritamiz:

?'(1)=w ()

Natijada
v 1 yoki dv__d.
R

bt = ~Int+InC, w(r)= %L'- o (1)= '(;l o(1)= ¢ Ints ¢,

bu verda t=p(x*+y') bo’lgani sababli tekshirilayotgan garmonik funksiya
ko’rinishga ega bo’lar ckan. € va ¢ lar ixtiyoriy o’zgarmas haqiqiy
sonlar  bo’lgani uchun shu ko’rinishga ega bo’lgan  garmonik
funktsiyalar cheksiz ko’p ekan.

Ikkinchi usul. Noma'lum analitik funksiyaning hagigiy yoki
mavhum qismi berilgan bo’lsa, uning o’zini ikkinchi usul bilan
topish  ham  mumkin. Uning uchun Koshi-Riman (Eyler—
Dalamber) shartlaridan foydalanishga to’g’ri keladi. Buni misollar
orqali ko rsatamiz.

11-misol. Funksiyaning haqiqiy qismi va qo’shimcha shart
berilgan:

u(x,y)=2e"cos y, r{0)=2
o= f(z) analitik funktsiyani ikkinchi usu! bilan toping.
Yechilishi: Koshi—Riman
S T
cx &y’ dy  ox
shartlaridan foydalanib, % ma'lum bo’lgani sababli v ni topish mumkin :
L (2@‘ cosy)l =2e"cosy.
dy  ox £
bundan # buyicha integral olsak
v=2e’_[cnsydy +o(x)=2e"siny +¢(x)
Tenglikning ik_ki tomonidan x bo’yicha xususiy hosila olib, (A)
shartlarning ikkinchisidan foydalanamiz, u holda
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& aersing+ ¢ (x)= e —(Ze’ cnsy)v =2esiny,
o ) o
mos nadlar o’zaro yo’qotilib,l ,
¢ (x)=0, o(x)=C
kelib chiqadi. Demak, v=2¢"siny+C. Bularga asosan

*si j=2e" ckisiny)+iC=2e"*e” +iC=
g ; cos i2e” 4 Ci=2e" (cos vy +isin y)+iC
w= f(z)=u+iv=_2e"cosy+i2e’siny+Ci=2e ( )

= 20" 4 iC = 2e” +iC. ) . ) 3
Endi boshlangich sharidan foydalanib C ni topamiz, y

7(0)=2=2¢"+iC, bundan =0 . Shunday gilib, w= 7(z)=2¢ -
| 12-misol. Mavhum qismi v=ir(x*+y")+x-2y bo’lgan analit

funksiyani ikkinchi usul bilz'm topm}g. 1
Yechilishi: Oldingi misolga o’xshash
] 2y du_ &y _ { 2x . +I]= T2.r2 Y
o i @ [ Ehy il
bularning birinchisidan x bo’yicha integral olib u(x, y) ni topaylik:
) go a4 = 2arct '_r-2x+r/?(y),
:.r(,\',y) = Ej’jrﬁd': aX 0’7()’} g "

x4y

o

\(.J‘%J

ikki i icha hosila olib, yugoridagi giymatiga
buning ikki tomonidan u buyicha It

tenglashtiramiz, u holda

(1\1) —% < —2x . )__ —2x i
&g sg ()2t O E e Uy
v (x] 1+=
1+| — ¥
Y/

ikki tomondagi mos hadlar 0°zaro yugoladi va ¢(y)=-1 bundan
ikk

o(y)=-3+C, _—
1 ; =2arcig——2x—y+C.
hosil buladi. Bularga asosan u=2a¢igs
Demak, P =
f(z)ﬂva:Zarcrgi—2x—y-:‘~C+z[m(x +y )+x—2_1Jl.
W= =1 ¥

Buni ixchamlashtirish magsadida quyidagi formuladan foydalanamiz:
un :

i, 14z .
¥ =——Ln — Z:_‘;-l-[}i_
SR z2 1-iz
14i% . R o
Y oiinZdE = 12 7E i 2L =iln—;
Y _jlp—=2 =—iln — =1 - : -
U holda 2arctg—=—iln ; PR e =y -
¥ 1—i=
¥
shunga muvofiiq
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2arct‘g%+iln(.1r2 +y2) = i[Ln(~§}+ an;] =iln —z-::z =ilLn (—23) =

z

=iLn(iz)} = 2iLniz = 2i[ Lnz + Lni|=2iLnz + 2iLni,
so’ngi hadni C ichiga kiritib yuboramiz, natijada
S(2)=2itnz-(2-i)z+C
13-misol. Funksiyaning haqiqiy gismi berilgan:
u=x'~y'+xy
Analitik funksiyani toping.
Yechilishi: Bunday masalalarni yechishda Koshi-Riman

shartining istalgan formulasidan foydalanish mumkin:
ﬂ-—.ﬂ: 2x+y; Q:—ﬂ=—(—2y+x)= 2y-x;
&y dx T & @ -
bularning birinchisidan y bo'yicha integral olamiz:
2
v= I(2x+y)dy+¢(x) = 2xy+!2—+¢(x) ;

endi tenglikdan x bo’yich hosila olib, yuqoridagi ikkinchj tenglikdan
foydalansak:

v ’ U Xz
E=2y+¢ (x)=2y-x=¢ (x)=—x= w(x):——z-+c

2 2

Demak,

4 3 2 2 . ..2_x1 \
V=2x+ -t f(z)=u+lv=(x -y 4y "‘I(ZXJ’J.-J—*-.,.C _
2 2 ) | g

= %[(2—:‘).# -(2-9)y*+ 2i(2—i)xy]+.~'c = %(2 —i}2t+iC.
14-misol. Berilgan /(e) fanksiyaning analitik bo’ lishi uchun
a.b.c constantalar qanday bo’lishi kerak?
/(2) =xtay+i(bx+cy)=u+iv.
Yechilishi: (3.6) Koshi-Riman shartidan foydalanamiz.
A P,

ou
ERlr vl

~

ay
Ya'ni c=1, a=-b bo’lishi kerak.

Demak, koeffiscntlarning shunday qiymatlaridagina funksiya analitik
bo’ladi .

@

sa, ==b,

ax

(8

f(z)=x+ay +i(—ax+y): Z—juz = z(I -'ia)
15-misol. Qutb kordinatalar sestemasida funksiyaning
hagiqiy gismi berilgan:
U=rpcosp+rinrsing,

Analitik funksiyani toping.
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Yechilishi: Buning uchun Koshi-Rimanning qutb kordinatalari

ili i dalanamiz:
ii ngan ushbu shartlaridan foy.
orgali ifoda qiling e
dr rdp dr rdo
Berilganiga ko'ra: . |
dy__1du ——l(rcos¢—(orsin¢+rlnrcos¢)=¢sm¢—(l+lnr)cos¢,
-

—_— = —=

do ] ) »
bularning birinchisidan » bo’yicha mtegra? olamiz: i

v= rq)sin¢—cos¢j(l+lnr)dr+F(q)) =rpsing-rinrcosp+F(p).

Tenglikning ikki tomonidan ¢ bo’yicha hosila olsak:

P _ rsino+ r(ocos<p+rlnrsinq)+F'(¢)=r[(poos¢+(r+lnr)sin¢],
de '

v _ du r(¢cos¢+lnrsin¢+sin¢)=r[¢00w+(1-"1n")5in¢]1

d .
Bundan F'(p)=0,yoki F(p)=C.

Demak,
v=rosing—rinrcosp+C. o
o= f(z)=u+iv=(rpcosp+rinrsing)+i(rpsing—rinrcosp+ )=
. . j@ s
=r¢(cos¢+isin¢)—irlnr(oos¢+isin¢)+zC=r(q)—tlnr)e +iC,

chunki Eyler formulasiga muvofiq: ,»
cos@+ising=e”®

16-misol. Agar » va v funksiyalar qo’:ﬁma garmonik bo'lsa
idagilarning h armonik bo’lishini isbot giling:
quyidagilarning ham g onik borlishini isbo
bu yerda a, & lar o'zgarmas sonlar. o o .
Y Yechilishi: Berilgan u,v funksiyalar garmonik bo'lganligi sababli

ular Laplas tenglamasini qanoatlantiradi:
du du_, o, _dv dV_q

Au:?-";_ s "dxz a’
Bularga asosan 2 du du) (dv_ dv
2 du_,dv)_(du du -b —+—|=
dzU dZU 4 diu—bé—v + a'_{—b_z-)—a(dxz ‘b’z) kdxz dyz
AU=——2-+_T=LaExT i & Ay
&' dy
za-O—b-0=0‘ d k
Huddi shunmg € s - 2 2y d? d>v d%
2 du d’v du au +a| —5+—s|=
dwv d’V_(b&’_“J,aﬂ + b—7+a"3‘)=b[_z+ 2) dr’  ay?
AV ==—F+—5= e ay dy a’  dy
e’ dy
=b-0+a-0=0
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Demak, u, v lar Laplas tenglamasini i T:H
hom garmonis njfsiyalargeszsml qanoatlantirganligi uchun ular
' 17-m?sol.'Agar u va v funksiyalar 0’zaro qo’shma garmonik
bo'lsa, quyidagilar ham garmonik bo'lishini isbot qiling;:
Yechilishi: Bunj U=€";° n ’;”"5"“"
ilishiz ning uchun bular Laplas ini

qanoatlantirishi lozim. Birinchi funksiyani g:rlr?:onitlfnfl:m?;gz

{sbotlas'h bil_an chegaralanamiz; ikkinchisi ham xuddi shunday

isbot gilinadi. U dan ikki marta x bo'yicha, so'ngra ikki marta 5

b;)l']yicha hosila olib, Laplas teglamasiga qo'yamiz, u holda
& (eu cosv)x = (e")’r COSV + ¢ (Cosl’)', =e" cosv%—e" sin v% =¢* (%cosv—%smx);
bundan yana bir marta x buyicha hosila olib ixchamlashtirilsa: '

d'U r{(du 2 FAL

—_— =1 _ f d dv A 2 2

rEaal \\dx) (;J ]WSV—ZE“ESH]V-#%COSV—Q—;SI.DVJ
L L ax

)Izehb .chiqaqi. Huddi mana shu usulda ¥ bo’yicha ikkinchi tartibii
ususiy hosila olinsa x o'rnjda ¥ paydo bo'ladi, yani
.

dZU [ 2 2\
—5=é" '{(ﬂ] - iv. COS\'~2dudv . d'u dv . |
dy \dy & E;smv-»?cosv—gsmvj

A\
Bulami o'zaro qo’shib nolga tengligini ko'rsatamiz

. du g 2 z 2 2
AU==-2,94_ ,i|du ]
& +a),z € [(EJ —(%) }cosw»e"[(%} -(%] Jsinv+
] dzu dzu) 2, 2- )
e (‘f*\ cosv—et[ Y, V)
dx d}:’ '5‘.’ e (dxz+a§‘stmv-0
Yigindining nolga tengligi uv larning

garmonikligidan ma’lum oldingi ikki . : ..
quyidagicha isbot qilamiz: "l ikita ayirmaning nolga tengligini

’afu)z (dv" s
l— “| 5] =0 bundan #_4& du_db
(a_y} “(&) =0 bundan % _d&v du_dW

i & & D

so'ngi ikki tenglikni ?'Za{'o qo'shsak, yig'indi Laplas tenglamasiga
asosan nolga teng bo'ladi. Demak, berilgan U funksiya garmonik ekan.
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Mashgiar

Quyidagi funksiyalarning garmonik bo'lishi yoki bo'imasligini
Laplas tenglamasi orqali tekshiring, agar garmonik bo'lsa ularni
toping.
20.u=p(x); 2l.u=p(ax+by), a, b-0’zgarmas sonlar; 22.u=p(xy); 23.

\

m(f]; 24.u=p(s +5); 2s.u=¢[-"’;—y’J; 26.u=pxs{FT77); 27.

w=p(e+); 2B.u=p(s ).
Hagiqiy yoki mavhum qismi berilgan analitik funksiya topilsin:

29.u=x*-y*+2y, f(i)=2i-1; 30.v=2(caxsiny-xy), £(0)=0; 31.

v==2sin2xsh2y+y, £(0)=2; 32.v=2cosxchy—x*+y*, f(0)=2; 33.

wm o esery- (TROEIO R e 35,
Xy 2(x +y )

u=e'(xcosy- ysiny)+2sinxshy +x* -3x’ + y;

Agaruva v lar o'zaro qo'shma garmo'nik funksiyalar bo'lsa,
quydagilarning ham garmonik bo'lishini isbot giling:
A)U=e""cos2ev va V=" sin2uv;

2_.2 Vit

b)U=e""cosu va V=e’"sin——2—.

3.5-§. YASSI VEKTOR MAYDONLARNI HISOBLASHDA
ANALITIK FUNKSIYALARNING QG LLANILISHI

Fizika va texnikaning turli masalalarida, u yoki bu fizik
xususiyatning vektor maydonini hisoblash imkoniyati juda muhimdir.
Masalan, elektrostatikada E elektr maydon kuchlanganligining vektor
maydoni, gidrodinamikada - suyuqlik zarralari A tezligining maydoni
va boshqalar hagida gapirishimiz mumkin. Analitik funktsiyalar
yordamida bunday maydonlarni tekis, potentsial va statsionar bo'iganda
o'rganish nisbatan osonlashadi. Agar (x, y, z) fazoning har bir nuqtasida
A vektori Oxy tekisligiga parallel va uchinchi koordinata z ga bog'liq
bo'lmasa, A maydoni yassi deb ataladi. Agar A vektor vaqiga bog'liq
bo'lmay, faqat nuqtaning koordinatalariga bog'liq bo'lsa, A maydon
statsionar (yoki barqaror) deb nomlanadi. Nihoyat, A = A (x, y)
statsionar yassi maydon potentsialga ega deb ataladi, agar A vektorning
gradienti bo'lgan ¢ = @(x,y) funktsiya mavjud bo'lsa, ya'ni

A=grade 3.1 5)
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E elektrostatik maydon potensialga ega bo'lib, elektrostatikada

(3.15) o’rniga

E=—gradp (3.16)
ko‘rini.shida yozish qabul gilingan. Agar suyuqlik ideal, sigilmaydigan
va uning harakati uyurmasiz bo'lsa, harakatdagi suyuglik zarralari
tezligining maydoni potensialga ega bo'ladi.

Agar mana shu shartlarning hammasi bajarilsa, u holda E yoki A
maydfmlami z kompleks sonlar tekisligida z kompleks o'zgaruvchining
funksiyasi sifatida qarash mumkin. Masalan, tezlik vektori 0'miga

A=A2)=A4,(x, 3} +id, (x,y) =||e" (3.17)
kompleks tezlik hagida gapirish mumkin. Bunda 4(x,y) va A(x,y)
hagiqiy funksiyalar mos ravishda Ox va Oy koordinata o'qlaridagi A
tezlikning proyeksiyalarini ifodalaydi; |4 kattalik — A vektorning
moduli, @ — Ox 0'qi bilan A vektor orasidagi burchak. Xuddi shunday E
kuchlanganlik vektori o'rniga

E=E(z)= E,(x,y)+iE,(x,y) =|E|e"” (3.18)

kompleks o'zgaruvchili kuchlanganlik sifatida qarash mumkin.
N Gidrodinamikada  quyidagi isbotlangan:  Agar ideal va
siqilmaydigan suyuqlik uyurmasiz harakatda bo’lsa, u holda ¢-= p(x. )

tezlik potensiali i o - ) (x.y)
hisob]ar;ad{; tx vay erkli o'zgaruvchilarning garmonik funksiyasi

62 2
A¢=£+:;7f=0. (3.19)
Xud.dx s‘hunday S =f(xy) elektrostatik potensial uchun elektr zaryadidan
erkli bo’lgan sohada quyidagi tenglik o'rinli

~-Zx~2+—=0 (320)
Ma’lumki, o(xy) garmonik funksiyani bilgan holda (o0'zgarmas

qo:shiluvchi aniglikda) hech bo'lmaganda lokal ma’noda yixy)
qo'shma garmonik funksiyani qurish mumkin. Gidrodinamikada g(x.)
funksiya tok funksiyasi deb atatadi va uning fizik ma'nosi shundaki,
v(x,3)-w(x,%) farq silindrsimon sirt orqali Im balandlikdan |
sekundda oqayotgan suyuqiik hajmiga teng, ya'ni w(x,,y,)-w(x,») farq
ogim yoki boshi (x.x)nuqtada va oxiri (x,,y,) nugtada bo’lgan yoy
orqali suyuqlik sarfi hisoblanadi. Bu ikki funksiyani birlashtirsak,

PLx,¥) +ip(x, y) = B(2), (3.21)
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suyuglik oqimining kompleks potensiali deb nomlangan analitik
funksiyani hosil gilamiz.
Kompleks potensial va kompleks tezlik orasidagi bog'lanishni
ko'rib chigamiz. (3.15) va (3.17) formulalardan
- Az)= ; =%, ;%
A= A(z)=A.(x,y)+id (x,y) ™ +1i »
ega bo'lamiz. Koshi-Riman shartiga ko'ra ‘éy—'p=—% va

A2) =2 i - 3() (3.22)

kelib chiqadi.

Bu yerda yassi gidrodinamikaning asosiy formulalaridan biri
olingan: kompleks tezlik tezliklarning kompleks potensialidan olindan
kompleks qo’shma hosila kattaligi hisoblanadi. Tezliklar potensialini
bilgan holda (3.22) formuladan kompleks tezlikni oson topish mumkin.

Xuddi shunday, elektrostatik maydoa bo'lgan hol uchun f(x,y)
garmonik funksiya bo'yicha g(xy) qo'shma garmonik funkisiyani
qurish mumkin, uning fizik ma’nosi shundan iboratki, g(x,,y.)-g(x,.»)
farq boshi (x4,y,) nuqtada va oxiri (X,,y,) nugtada bo'lgan yoyni
kesuvchi elektrostatik maydonning kuch chiziglari sonini beradi. Bu
ikki funksiyani birlashtirib,

f(x, ) rigx,») = F(2), (3.23)
elektrostatik maydonning kompleks potensialini topamiz. 7(z) kompleks
potensial bilan kompleks kuchlanganlik orasidagi bog'lanish

F(2)=—F (2), (3.24)
formula orqali ifodalanadi, bu formula (3.22) ga o'xshash.

Demak, ma’lum shartlar bilan yassi vektor maydonning kompleks
potensiali z kompleks o'zgaruvchining analitik funksiyasi hisoblanadi.
Bu kompleks potensialni bilgan holda vektor maydonga ta’lugli barcha
kattaliklarni aniqlash imkonini beradi. Biroq shuni ta’kidlash lozimki,
har ganday berilgan analitik funksiya biror fizik real maydonning
kompleks potensiali ekanligini anglatmaydi. Bu yerda cheklanishlar
mavjud bo'lib, buni esa bu kitobda biz qarab chigmaymiz.

1-misol. Juda kichik diametrli cheksiz wzun togri chizigli
otkazgich Oxy tekislikni koordinatalar boshida togri burchak ostida
kesib o’tsin va g kulon zaryadni bir metrga kochirsin, bunda bu
otkazgich 1 m radiusli yerga tutashtirilgan silindr bilan o'ralgan bo'lib,
silindr bilan otkazgich orasidagi bo'shliq dielektrik sindruvchanligi
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E elektrostatik maydon potensialga ega bo lib, elektrostatikada

(3.15) o’rniga

E=—gradp (3 : 6}
ko'rinishida yozish qabul gilingan. Agar suyuqlik ideal, sigilmaydigan
va uning harakati uyurmasiz bo'isa, harakatdagi suyuqlik zarralari
tezligining maydoni potensialga ega bo'ladi.

Agar mana shu shartlarning hammasi bajarilsa, u helda E yoki A
maydonlarni z kompleks sonlar tekisligida z kompleks o'zgaruvchining
funksiyasi sifatida qarash mumkin. Masalan, tezlik vektori o'rniga

A=Az)=4,(x,y)+id,(x,y) = |4 3.17)
kompleks tezlik hagida gapirish mumkin. Bunda 4,(x.p) va A(xy)
haqiqiy funksiyalar mos ravishda Ox va Oy koordinata o’qlaridagi A
tezlikning proyveksiyalarini ifodalaydi; |4 Kkattalik — A vektorning
moduli, @ — Ox o'qi bilan A vektor orasidagi burchak. Xuddi shunday E
kuchlanganlik vektori o’miga

E=E(z)= E (x.y)+iE,(x.y)=|E|e” (3.18)
kompleks o'zgaruvchili kuchlanganlik sifatida qarash mumkin.

Gidrodinamikada  quyidagi isbotlangan:  Agar  ideal va
siqilmaydigan suyuqlik uyurmasiz harakatda bo'lsa, u holda p-gp(x. »)
tezlik potensiali x va y erkli o'zgaruvchilarning garmonik funksiyasi
hisoblanadi:

rp=20 T _
e ] (3.19)

Xuddi shunday - f(x, y) elektrostatik potensial uchun elektr zaryadidan
erkli bo'lgan sohada quyidagi tenglik o'rinli
524 A2
M:%+%{:o (3.20)
) Ma’[umki, P(x.y) garmonik funksiyani bilgan holda (o'zgarmas
qO‘ShthChi aniglikda) hech bo'lmaganda lokal ma’noda w(x,y)
go'shma garmonik funksiyani qurish mumkin. Gidrodinamikada P(x, ¥)
funksiya tok funksiyasi deb ataladi va uning fizik ma'nosi shundaki,
v y)-win) farq silindrsimon  sipt orqali Im balandlikdan |
sekundda ogayocigan suyugiik hajmiga teng, ya’ni Wi, y.)-p(x, ) farg
ogim yok: boshi (x,y)nuqtada va oxiri (x,,5,) nugtada bo’lgan yoy
orgali suyuqlik sarfi hisoblanadi. By ikki funksiyani birlashtirsak,
PLx, ) +ip(x, 3) = D(z), {3.21)
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suyuglik - oqimining kompleks potensiali deb nomlangan analitik
funksiyani hosil gilamiz.
Kompleks potensial va kompleks teziik orasidagi bog’lanishni
ko'rib chigamiz. (3.15) va (3.17) formulalardan
A=Az = A, (x, p)+id (x, v} = g -J-iéjz
ox 3y

—_—— p— : . 8o
ega bo’lamiz. Koshi-Riman shartiga ko'ra 3?_:_:; va
i [

Az =222 ) (3.22)

oy oOx
kelib chigadi.

Bu yerda yassi gidrodinamikaning asosiy formulalaridan biri
olingan: kompleks tezlik tezliklarning kompleks potensialidan oiindan
kompleks qo'shma hosiia kattaligi hisoblanadi. Tezliklar notensialini
bilgan holda (3.22) formuladan kompleks tezlikni oson topish mumkin.

Xuddi shunday, elektrostatik maydon bo'lgan hol uchun f (x,¥)
garmonik funksiya Dbo'yicha g(xy) qo'shma garmonik funkisiyani
qurish mumkin, uning fizik ma'nosi shundan iboratki, g(x,.y.)~e(x,.»)
farq boshi (x4, y,) nuqtada va oxiri (x,,y,) nugtada bo'lgan yoyni
kesuvehi elekirostatik maydonning kuch chiziglari sonini beradi. Bu
ikki funksiyani birlashtirib,

(e, ) +ig(x, ») = F(z), (5.23)
elektrostatik maydonning kompleks potensialini topamiz. #z) kompleks
potensial bilan kompleks kuchlanganlik orasidagi bog'lanish

F(z)=—F (2), (3.24)
formula orqali ifodalanadi, bu formula (3.22) ga o xshash.

Demak, ma’lum shartlar bilan yassi vektor maydonning kompleks
potensiali z kompleks o'zgaruvchining analitik funksiyasi hisoblanadi.
Bu kompleks potensialni bilgan holda vektor maydonga ta’lugli barcha
kattaliklarni aniqlash imkonini beradi. Birog shuni ta’kidlash lozimki,
har qganday berilgan analitik funksiya biror fizik real maydonning
kompieks potensiali ekanligini anglatmaydi. Bu yerda cheklanishiar
mavjud bo'lib, buni esa bu kitobda biz qarab chigmaymiz.

I-misol. Juda kichik diametrli cheksiz uzun togri chizigli
otkazgich Oxy tekislikni koordinatalar boshida togri burchak ostida
kesib o’tsin va q kulon zaryadni bir metrga kochirsin, bunda bu
otkazgich 1 m radiusli yerga tutashtirilgan silindr bilan o'ralgan bo'lib,
silindr bilan otkazgich orasidagi bo'shliq dielektrik sindruvchanligi &
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bolgan dielektrik bilan to'ldirilgan. Elektrostatikadan ma’lumki,

elektrostatik maydondan hosi) gilingan potensial fx, P PR, A S
27 x4+ y?

ko’rinishga ega bo'ladi. f(x,y)=—-2q;1n% uchun qo'shma garmonik
funksiya -5 =Argz+C bo'ladi, bundan C = 0 ekanligini hisobga olib,
berilgan silindr kondensatorning potensiali

=4 1

o F(z) = 2mLogz (3.25)
ekanligini topamiz.

‘ Bu ’nfisolda (3.25) kompleks potensial z kompleks
?zgmvchmmg ko'pma’noli analitik funksiyasi hisoblanadi. 0<|s<1.
}kkl b_og‘lamli sohada (halqada) go'shma garmonik  funksiyani
iziaganimizni anglatadi.

Ko‘rilgan juda sodda misolda kompleks potensial va analitik
funksiyalarning qo'llanilishi hech qanday afzallikni bermaydi. Biroq
(3.25) formuladan komform akslantirish yordamida turli tipdagi
kondensatorlar haqida elektostatikaning yetarlicha murakkab bo'lgan
masalalarining qator yechimlarini olish mumkin.

. Faraz qilaylik, fu,v) funksiya w=y+n kompleks sonlar
tekisligining biror G sohasida berilgan bo'lsin va w=w(z) funksiya
z=x+iy tekislikning biror D sohasini G sohaga komform akslantirishini
aflg§atsm, .namda bunda f(u,v) funksiya g, )= flu(x, y),%(x,y)). funksiyaga
o tsin. Hisoblashlar shuni ko'rsatadiki, Bu funksiyalaming Laplas
operatori

& oraati LT =0'@)°Ap(x, y) (3.26)
tenglik orqali bog'langan. Bundan agar flu,v) - garmonik funksiya
(A,f (u, v) = 0) bo'lsa, u holda hosil gilingan ¢(x, y) garmonik bo'ladi,
ya’ni Af:O‘LaI.)laS tenglamasi komform almashtirishlarga nisbatan
invariant bo’ladi. G sohada zaryadlardan holi bo'lgan elektrostatik
mayd'on D s?hadagi qudi shunday maydonga o'tishi kelib chigadi.
Shun{ gs!atlb otamizki, komform almashtirishlarga nisbatan
invariantlilik faqat Laplas tenglamasi uchun o'rinlidir. Masalan,
Af + ¢f = 0 eng sodda Gelmgols tenglamasi (bunda c«0 - 0’zgarmas

koeffitsiyent) o’zgaruvchi koeffitsiyentli

c
L\¢+*2¢= 0.

pvic2)

tenglamaga o'tadi.
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2-misol. Oxy teksligining koordinatalar boshidan fargli birlik
aylananing ichki ixtiyoriy z,=x, (0<x <1),nuqtasida to’g'ri burchak
ostida kesib o’tuvchi silindr bilan o'ralgan o'tkazgich bo'lsin. Bunday
kondensatorning kompleks potensialini toping.

Laplas  tenglamasining  invariantliligidan  foydalanamiz.
w=e“’:_;:“; -x, nuqtani koordinatalar boshiga o'tkazuvchi birlik
aylananing komform akslantirishi bo'lsin. U holda a=4rgw(x,)=90, deb
olib,

Fe)=-L Logl=®Z,
2me z-x,
qidirilgan yechimni hosil gilamiz.

Endi biroz boshqacha yondoshamiz.

3-misol. Yerdan h balandlikda bo'lgan zaryadlangan o'tkazgich
maydonining kompleks potensialini toping (3.3-rasm).

Tasvirlar metodidan foydalanamiz. Agar yer sirtida, ya’ni Ox
0'qida nolga aylanuvchi, (0, nugtadan o'tuvchi o'tkazgich maydoning
potensialini qursak, masala yechilgan hisoblanadi. Bunga esa (0,-h)
simmetrik nuqtada —q zaryad tasvirini qo'yish bilan erishish mumkin.
Zaryadlarning yig'indi potensiali

rpF(z):ﬁLog L9 jog ) -9 0 2¢H (3.27)

z—ih 2xe z+ih 27 gz—-ih
ko'rinishga ega bo"ladi. Uning hagiqiy qismi
27 |z—ih

Ox o'qida nolga teng bo'ladi. (3.27) formula masala yechimini beradi.

4-misol. Tkkita o'zaro parallel va U, potensiallar farqiga ega
bolgan o'tkazuvchan silindrlar z=x-+iy tekislikni togri burchak ostida
kesib ofsin. Ular orasida hosil bo'lgan maydonning kompleks
potensialini toping,.

Biz (3.27) formulani qo’llashimiz mumkin. O'tkazgichlar sirti,
yani 3.4-rasmdagi r radiusli aylanalar (3.27) maydon uchun
ekvipotensial hisoblanmaydi. Zaryadiarni (,h) va (0,-h) nuqtalarga
emas, r radiusli doiralarga nisbatan simmetrik bo'lgan (0,7) va (0,-n)
nuqtalarga qo'yamiz. n sonini simmetriya shartidan topish mumkin,

'

ya’ni
(+myth-m)=r",
bundan 5 =& -, va qidirilayotgan potensial
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PR 2_ 2
Fley=k Lgg 2200 8 ”’__’_ (3.28)

=i =2

ko'rinishga ega bo’ladi, bunda k — hozircha noma’lum haqigiy

0'zgarmas.
‘I

[04)

"
—
Y %8 % = ECE———
< X
L
o-h = t <

3.3-rasm. 3.4-rasm.

Silindr sirtida simmetrik joylashgan (0,h-1) va (0.~th- 1)) nuqtalarni
(3.28) formulaga qo'yib, k uchun tenglama hosil qilamiz:

kol FA— )+ iR -2 _“nl—!(h-—r).LNfzz—?]:2klnh+xfh2—r2 _

‘ L o,
~ilh=r) =K - | ~ith=r) =it — ] r (
bundan
k= o
hall? =2
2 ——X2 7T
. r
ega bo'lamiz.
r
Agar—~ & 1, u holda - _Ys va
h 21n 2h
¥
F(a)~ U, 7 ~-I-r's/;2 _ 7
z _2]]- SO —  [—
oy z—n/h“—r'
"
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1. 2ef cus(2e") : 2.2shee™; 3. (1-z)e~ 4. (-;—-—.)e ,c#05 5.

z

i\ g 3, e : F 4o
Ll_+: )(cos z—zsinz) -2z M9 pitts By 2e 3 Tecos2z; 8.-2-27% s 29,

(]+:-2)"' (e"-1) (e+e™)

u=CorrCys 2u=Claxst)r (s Qu=Cy+C, W.Caragl+c,y 24,
u=Cnfx*+ ')+ 0,3 25'”:?%%*(%; 26. ":‘—"n/-*-*_?*—;:*cz; 27. Yechimi
YO'Q; 28.u=C(s-y)+C; 29.f(2)=2v2e; I0.f()=2ha-75 3L,
S{z)=2cos22+25 32. f(z)=2i(cosz—1)—iz" +23 33‘-“")::ZJ“(S_'.):_%HC; i

7(z) =L~Liz2 +3/+C3 35.f(:)=::e: 4+ 2icosz+Z—iz+iC.
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IV BOB
KOMPLEKS SOHADA INTEGRALLAR

Bu bobda o= f() kompleks argumentli funksiyalardan tekislikdagi
biror I chiziq buylab olingan egri chizigli integral bilan tanishamiz.
Matematik analiz kursidagi aniqmas va aniq integrallar bilan tanish
bo'lgan o'quvchi uchun by bobning materialini o'zlashtirish qiyinchilik
tug'dirmaydi. Bundan keyingi bazi boblarda ham integrallar haqida

so'zlashga to'g'ri keladsi. Integral nazariyasiga oid tushunchalarni (1)
dan topish mumkin.

4.1-§. INTEGRALNING TARIFI

Tekislikning biror qQismidan iborat bulgan bir bog'lamli G sohada
kompleks argumentl;

o= f(z)=u(xy)+iv(xy) “.1
bir qiymatli va uzluksiz funksiya aniqlangan bo’lsin. Shu soha ichidagi
ixtiyoriy I" silliq chizigni olamiz. Usha chiziqni ixtiyoriy ravishda
205213205 B g3 Zpyeens 2 1,2, = 2
nugqtalar vositasi bilan n ta bo

lakka bo’lib, har biri orasidan ixtiyoriy
ravishda bittadan

2325502450, 2,

nuqta olamiz (4.1-rasm). Quyidagi belgilarni kiritaylik:

(5} — - — - ~ -
“AEh=Zy iz =zy-7,., 2, =Z=Z s enllz, =22

r Z
o
ok 2(v41)
¥ 22 2
c1/21

( 20 6
—\'\‘_____,..-—#' >
1] x

4.1-rasin

Shularga asoslanib ushbu integral yig'indini tuzib olamiz:

S, =&Y a+ S (&) s+ .+ £z )iz, +ot f(¢) 1z, =§f(§k)']zk “4.2)
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Ma’lumki, [iz,|=|z, -z son =, bilan z nuqt.alfxr orasdagi. n;asloflar:)l
bildiradi. Mana shu masofaning eng Kkattasini 5 orqali belgila
laylik:
o pz,]s5, JDZJS& s liz,|<8.
Endi integralga tarif berish mumkm.- o e
T:’ll'if. Aggr%s nolga intilganda s, integral yig mfll z,,z,,.t ~,an azz;r
va ¢.¢,,..¢, nuqgtalar chizigning qaysi joylfian olm1;3}1;(1(!and;;;l1 ;YChiZiq
aniq ]birginz; chekli limitga intilsa, o‘sha ?Imlt' f(2) fu.lacsl?/a
buylab olingan integral_deyiladi va quyidagicha yoziladi:
lim>/ (G1a =]/ ()%

66 k=1 r .
Ma‘lumki, &  nolga .intxl‘ganda ’ 31; J/

cheksizlikka intiladi, shu sababli ba zlar:i fx .a_r
dagi limit belgisi ostiga n—w er yozi anl. A gSh
' chiziq yopiq bo’lsa, ya’ni uning z A \ g
nuqtasi bilan oxirgi : nuqtasi ustma ust tushsa, ~
(4.3) integral ko'pincha @) ]

i/ ()t :

3

ko'rinishida vozilib, T" chiziq integrallash
konturi deyiladi (4.2-rasm).

4.2-§5. INTEGRALNI HISOBLASH

Ba’zan (4.1) ga asoslanib (4.3) integral quyidagicha yoziladi: 45)
[7(2)e = [ ) i) = v s 1 |
r ’ . . i chizigli integraldan iborat.
Buning o'ng tomonidagi har bir had egri ¢ 4. ‘Agar T chizigning
Integralni hisoblashning turli usullari 'ma\éju.l- an%o'lsa:
tcng%amasi Dekart kordinatalari sestemasida berilg “5)
= *) aSXSb oy . .
(4.4) dagi y va oy o’i"nigz(l 14-5) dan qiymatlar go'yilib aniq integralga
. agl y 5% %
(R4 . < nln
Wiantirilad. Agar I Ch:Z:l j(t). gy=y(t). ,<t<T . (?63
trik tenglamalari, yani z=z(t) berilgan bo'lsa, uni (3) ga qo'yi
parametr 1, yani
yana aniq integral hosil qlrlmadl.

j 7(z)ez =j Sz ()de = jR(r)dt +i:[1(:)dt 4.7

n

(4.3)

z
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Chap tomondagi integral belgisi ostidagi funksiyaning haqiqiy
qismini R(:) bilan, mavhum gisminj {(r) belgiladik. Integrallashga doir
ba’zi tushunchalarni ¢sga olib o’tamiz.

a) Agar 1(z) va o(z) funksiyalar bir bog’lamli G sohada analitik,
yani hosilaga €ga bo'lsa, u holda quyidagi bulaklab integrallash
formulasi urinj bo'ladi:

j 7)o (2)az = 7 (2)p(z)z - [o@2) () (4.8)

b) Integraini soddalashtirish uchun l;a’zan z 0'zgaruvchini boshqa
bir o'zgaruvchiga z=¢(w) orqali almashtirishga to'g'ri keladi:

,f. I =] f(v,0)y (0)do (4.9)

bundagi I, chiziq I' ning Ouy tekislikdagi aksidan iborat,

v) Agar [ chiziq markazi *=a+ib nuqtaga joylashgan aylanadan
iborat bo’lsa, integralni osonroq hisoblash uchun ushbu aylana
tenglamasidan foydalnamiz:

zZ—a=re'® (4.10)
g) Agar T chiziq 0 nuqtadan chiquvchi to'g'ri chizig-nurdan
iborat bo'lsa ham (4.10) dan foydalanish tavsiya etiladi, bunda @
0'zgarmas bo’ladj (0srsw).
1-misol. Ushby integralni hisoblang:
1= j (= +zz)dz
.

xX=0, r=J; &z = e®idgp, O0<o<r, Z=e?. ey
Shuning uchyp

I= ij(l +e*)-e*dgp = f(é}‘ +e")d(ip) = (e + 1e""’) =" —e")+ %(e"a -e

3

Bu  yerda e” =COST+ising =—] ™ =C0S37 +isin3mr =]
ekanligini hisobga olsak:

7=-8

la ]

J
2-misol. Ushbuy integralnj hisoblang:
1=f(1+i—22)dz,
r
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)

) . . =x2
Bu yerda I’ chiziq z,=0, z=1+ nuqtalardan utadigan y

araboladan iborat. e
P Yechilishi: y=x', x=0, x=1 dv=2dx, z—x-.Hy, F=x-iy
. 1+i-25 =1+i=-2(x—iy)=(1-2x)+i(1+2y).

ili [a+25)ds+(1-29)),
‘Slh:ljgf))cliz q:l[:';’:w”(w)]( -+ i) =[(1- 20—+ 2)) ]+ [+ 2p)de +

*roi izigni lamasidan
ko’rinishga keladi. Endi y va & o’miga cfglzlqnmig ti:fgral i
keladigan qiymatlarni qo’yib 0 < x <1 oraliqda anig
a §
kerak. Natijada ) 2 N
I=[§(1—2x)— 1+ 2x")2x}dx + if{(1+2x)+0 —~2x)2x}dx 3

4.
=241
I= 2+3

3-misol. Ushbu integralni hisoblang;
I= Lve dz

, = \Y = -_— i i Chi

¥ =—x to’g’ri chiziq kesmasidan iborat.

ilishi: Berilishiga ko’ra _
Yechilishi: Berili xi 0; x=m; y=0; y=-7

. ini tuzib olaylik
T ning parametrik tegg}imagim_l;“:’_l_’: 0) <rem

z=x+iy=t1-it=(1-Dt z= {1+,
wholda & =¢®%; dz=(1-i)ar

. T 1—1 1+ r.'=(1+e:t)i-
T 1—27 awy 1+i)t]=—e"""[;
I=(1-i)fe"™"dr ﬂ‘ﬁ!e d[+] 1+i
0

4-misol. Ushbu integraini hisobilang.
I= Izsin zdz
0

Yechilishis Lni hisoblab integr} gzin;: = —zcosz +sinz,
IZsinzdz="z°°SZ+ .

inz)| =—icosi+sini=——.
I = (—zcos z +sinz)|, =—icosi+s >

Bu yerda
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cosz = l(e" +e™%) va sinz= i‘(e" —e™%)
2 2;
formuladan foydalandik.

S-misol. Ushbu integralni hisoblang |- j Rezdk,

y chiziq z=z(f)=(2+i)r parametrik tenglama brlan aniglangan, (0<r<1).
Yechilishi: Ma’lumki z = x iy, Rez=x, d==dx+idy.

Parametrik tenglamadan €sa, x=2, y=¢, ya’'ni y-— kelib chigadi.

Bulardan dr=2dr, dy=at va Rezd= =x\(dv+idy)=4ddt+iudi ekan. Demak,
biz berilgan integralni . parametr orqali aniq integral shaklida yozib
oldik.

!=4Ildt+2iitdt=2+!

6-misol. Ushbu integralni hisoblang;
I= mzzdz,

r
buyerda I chiziq lz|=1 aylanadan iborat
Yechilishi: [ ni (4.10) ga asoslanib hisoblaymiz:
z=€®, 2z=¢%.¢7" v =1
=te“’d¢, 0<p<2nr,

Bularga asosan
2z

I=[e*d(ip)=e* —¢® = cos2m +isin2z -1 =11 =0,
0
Demak, 1=0.
7-misol. Ushbu integralni hisoblang;
I'=[eRezds,
r

Bu yerda I chiziq z=0 va z=1+i nuqtalarni tutashtiruvchi to’g’ri chizig
kesmasidan iborat.
Yechilishi: Ma’lumki,
Z=x+iy, dz = dx +idy, |z|2 =[Jc+iy|2 =x*+y?,
Rez=x,2,=0,z= 1+4,0<x<]1,
T chizigning tenglamasi y=x bulgani uchun

dy = dx, & Rezdz = x(dx +idy) = ¢* x(dx +idx) = €* xdx + ie** xdx;

bularga binoan
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1, 2 1. a1 1. 2
1211027 405+ L2 arty = L e lp=7+-D.
8-misol. Ushbu integralni hisoblang:
I =lemzzdz,

Buyerda I' tug’ri chiziq |z=1  aylananing pastki yarmi

(~7<p<0).

chilishi: (4.10) dan foydalanamiz: -
YeCthh; ( e, ) dz =ie®dp, z* =e*% =cos2p+isin2e,

Imz? =sin2¢; zdz = ie**dy; zlmz’dz =isin2¢-e“dp= .
= isin 2¢(cos 2@ +isin 2p)de = i(sin2¢cos 2¢+isin® 2¢)dp
Demak

do,
=i J sin2pcos 20dp — J‘ sin?2¢pdg = —J sin 2¢d(sin2¢) == I (1-cosdp)do

bulaml hisublab chlqsal\

V3
I=3

9-misol. Ushbu integralni hisoblang:
I= [I]ln zdz,

ili
bu yerda I’ |z’ =1 aylana bo’ylab z =1 nuqtadan chiquvchi soat mi

yo’nalishiga teskari yo’nalishli chiziq. . .
Yechﬁxshl (4.10)ga muvofiq quyidagicha belgilab olanipd
z=¢e", lnz=inz"=ip, & =id®dep, nzdz =—@pe’dg

2.
Inzdz =—pe dp, 0<@<
U holda bo'laklab integrallash natijasida quyidagiga ega bo'lamiz:

I=- j pe"dp = 27i.
0
10-misol. Ushbu integralni hisobla.ng;
I=[[p+D~ix]d,
[. . . . ’ 9 "
Bu yerda I chiziq z,=1va z=-i nugtalarni tutashtiruvchi to’g’ri
chiziq kesmasidan iborat.
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Yechilishi: Berilgan ikki nuqiadan utadigan tug’ri chizigning
tenglamasi y= - bo’Iganligi sababli:
dy=dx, 0<x<i; y+l=x,
O +1-ix)dz = x(1 —i)(dx +idy) =(1 —Dx(ce + i) = (1= iY(1 +i)xde = 2xckx,
bundan integral olsak
0
I=2[xdx=-]

1
kelib chigadi.

11-misel. Ushby integralni hisoblang;
] =[]'} dz ,
rz—(1+9)
bu yerda T chiziq |z—(1+ 5| =1 aylanadan iborat.

Yechilishi: Berilgan aylananing parametrik tenglamalarini yozib
olamiz:
x—1=cosg, y—I=sing; x=1+cosg, y=l+sing;

Z=x-+iy=(1+cosg)+i(l +sin(p)=(I+i)+(cos¢+isin(o) =1+ +&7?
0<p<2r, 2dz = ie"dgp;

‘k —

z—(1+§)

idg.
U holda
2z
I=i j do =27i.
0

12-misol. Quyidagi integralni hisoblang.
I ={lnzdz
Bu yerda » chiziq lz|=1 aylana bo’ylab z, =1 nuqtadan chiquvchi soat
strelkasiga teskari yo’nalishli chizigdir.
Yechilishi: Integral aylana bo’ylab  bo’lgani uchun quyidagi
almashtirishlarni bajaramiz:
z2=¢€", Inz=Ine"=ip, dz=ie"dp,
Inzdz = ~@e’dy, 0<g@<2x.
U holda bo’laklab integrallash natijasida quyidagiga ega bo’lamiz.
I= —T oe’dp =27

38

4.3- §. NYUTON- LEYBNIS FORMULASI
Ba’'zi integrallarni osonroq yo’l bilay hisoblas.h mt;r:]inln ?igzr
f(z) funksiya z, va z nuqtalarni 0’z ichiga oluvchi bir bog’lam
sohada analitik, yani, hosilaga ega bo’lsa u holda ushbu

.z[ [(2)dz = P(2)[},= P(2) - P(z,) @.11)

Nyuton-Leybnis formulasi o’rinli bo’lib, bu yerda o(z) ﬂﬂéswa /()
- : ] = e .
ning biror funksiyasidan iborat, yani @ (2)=,(2), z
Misollar ko’raylik; 3
H VapiLogintcol bu yerda f(z)=2z"-
1-misol. iz3dz=23 0 —Z(H”) ’
analitik funksiya.

2-misol. / = j'(3z4 -22)dz = (:;’-zs —%z‘) l= %(i5 -1 —-;—(z'“ -D=
1
= g(i-l), chunki #* =1, 7 =i.
3-misol. [ = j;ze"dz = (zez -é ) |;= (i—l)ei.
4-misol. / = 'li.( z— i)e‘zdz integralni bo'laklab integrallasak,
0

[=—¢"% (1~,-+z)|3-_-1_i—e“i = (1-cos1)—i(1-sint).

i 1gidz integral z,=1 va z=i nugqtalarni
‘z
' chizi asi bo’ ingan.

tutashtiruvehi tug’ri chizig kesmasi bo’ylab oling

Nyuton-Leybnis formulasiga ko’ra:

i i 1 i_‘_l .
1=jEE¢=fmzd(1nz)=5m2z|,_ 2[1111].
1 £ 1

5-misol. =

1+i 11+.- . =_l_ —COSZZ\ Il”:
6-misol. / = f sinzcoszdz = 5 _([ sin2zdz 4( ) o
0
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1
= Z[l —cos(2 + 22)].
)

7-mi . =i]n(]+z . ; . .. .
sol. s {*M % Integral =1 aylananing birinchi chorakdagi

qism.i bo’ylab olingan. Unij hisoblaylik

l
I=fin(1+ 1=tp2 1 :
j ( z)d[ln(]+z)_,-2ln (1+z)!;=51n2(]+z)-—%ln22;

In(] +i)=lm/§+%i; ln2(1+i)=(ln\/§+£i)2 =
4

=1n2 'z 4.7[2 ; l Y ’
\/5+121n\/§ ! -]?tzz(—anJ +%7n‘]n2-7[—’

V2 16°

bularni ori : : -
chiqad; yuqoriga keltib, ixchamlashtirilsa ushbu natija kelib

1( =2 v ;
T=—_|7Z_ 2 udl
8( 2 +3In 2)+§-ln2,

4.4- §. KO’P QIYMATLI FUNKSIYAL
A AR. TARMOQL
NUQTASI VA QIRQIMLAR QLANISH

) M.a’l'umki., agar z=x+iy ga bitta giymat berganda - /(z) funksiya
qzyn';:;;glnz ql};n:;tm qabul qilsa, funksiya bir qiymatli, aks holda ko’p
¢ deyiladi. i i 1 0 iyani
i yiladi. Har bir qiymati o’sha funksiyaning
Masalan, bizga ma’lus i i iyani i
diymat myad egi‘ a’lum logarifimli funksiyaning cheksiz ko’p
.f(2)=lnz=h!z|+iargz+2k;ri,

tarmog’i

e G=0t122..) (4.12)
ifod::itrln)éon:bull(m‘r]@e}(s sonining logarifimi deganda yuqoridagi
Bundsy kg’ iql lShl. mumkl.m bo’lgan biror giymati nazarda tutiladi.
sirtlans tushup ;1\ ymatli funksiyalar ustida amallar bajarishda Riman
nchasi juda katta qulayliklar yaratadi. Logarifmning ushbu
' o Inz=mhig+iargz,(0<argz < 21).
qtymatini, 'odatd? bosh  giymat deyiladi. Logarifmning boshga
qumatlarfm _hf)Sll qilish uchun, kompleks tekislikda hagigiy o’qning
musbat gismini kompleks tekislikdan “ajratib” tashlaymiz (musbat
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e =]

yo'nalishda “qirqim” hosil gilamiz). Qirqimn.ing garama-qarshi
“qirg oglarrida”gi nuqtadagi logarifimning qiymatlari uchun
F)=nlz]+i(argz+e), €0,

F(4)=n|z|+i(agz+27-£), £ 0. (4.3-rasm)

larni hosil qilamiz.

4

& A
.......
,,,,,, ’
———————— -
O] =~
ST

4.3-rasm. .
tmasdan argz Ni 27ga o’zgartirib bo’lmayd;.
“qirqim” hosil qilish ogibatida bir
bu funksiya uzliksiz emas,

Qirgimlardan o
Demak, kompleks tekislikda'
givmatli funksiya hosil qilamiz, ammo
chunki.

b (4.)- 7(4) | =220 @13)

Shunday qilib, cheksiz ko’p qiyrr.latli ﬁmksiyadan. chek'sw kc; p bir
qiymatli funksiya hosil qildik. Endi kn.tob varaq!an kabi taxlangan
kompleks tekisliklar sistemasini ko’raylgk, har. l?ll‘ \:ara_q k ngx%
qiymatlariga mos keladi, har bir tekislik .haqlql)" o’quing musbat
yo’nalishi bo’yicha girqilgan. Hamma 3oyd'a 0 zaro ,bfr gwmath
moslik o’rnatish uchun k- varagning yuqori .qlr% Og-lhm (}I:—kl)‘-
/ i + wiiotoo’i ? bilan  yelimlaymiz. Bu ish  cheksiz
v o Shunduy ot lgan sirt Riman sirti deb ataladi.

davom etadi. Shunday usulda yasaigan e
Yani, z=0 nugta atrofida aylanishning ~yo’nalishiga qarab u

tekislikdan bu tekislikka qirqim orqali yo yuqoriga ko’tariladi, yoki
o’xshagan zinapoyadandek).

astga tushiladi (xuddi vintga
P ge=0 va z=(oo nugtalar Riman sirtidagi barcha varaglar uchun,
umumiydir. Har bir “varaq” Riman sirti varag’i deyiladi va ularda

() funksiya bir qiymatlidir.

N



Funksiyaning har bir varaqdagi qiymatini - Sunksiyaning tarmog'i
deyiladi. Hamma varaq uchun bir xil bo’lib, ularnj atrofida aylanish
natijasida ko’p giymatlilik hosi} bo’igan nuqtalar ( z=0 va z=w0)
tarmoqlanish nugtalari deb nomlanadi.

1-misol. z=3% ning Riman sirtinj tuzing,
z=re®, w=pe*

deylik, unda

+2k :
r=ifp, a:g - z » k=0,L...(n-1).
8a tengdir.

205 215 2y ..l 2z,

nuqtalarning modulj ,- i/p gateng, argumentlari esa mos ravishda

o _9+2x P +27(n-1)
n? BT Ora ==

be’ladi. Agar biz ning har bir qiymatiga - ning faqat bitta
qiymatini mos qilib go’ymogqchi bo’lsak, : 8a tegishli nugtalarni
quyidagi

Do =

0<¢<2_”s %<(0<4~”, _.“2(n-2)7r<¢,<\2(n—])” .
n

n n n n
burchaklarning fagat bittasini ichida olishimiz kerak. Bularn;
quyidagicha belgilaylik (tarmogqlar):

2=, 2 =), ... 2, =@w),,.

Hagiqiy o’qning musbat yo’nalishi bo’yicha girqim hosil qilib, 1-
varagning pastki qirg’og’ini 2-varagning yugori “girg’og’iga”
yopishtiramiz, v.h. Agar - nuqta z=0 aylana bo’yicha 2=0 nugtani
aylanib chigsa, nuqia w=0 nugtani M=p aylana bo’yicha »
marta aylanib chigadi, ya’ni Riman sirtida w nuqta bir varaqdan
ikkinchiga, v.h. o’tadj. Bu funksiyaning logarifmdan farqi shundaki ,
k=n bo’ladi. Chunki,

z,=@w), =2,
ga teng bo’ladi, ya’nj ,. qiymat yana birinchi varagqa qaytib keladi.
Shuning uchun , w=0 (w—x) nuqta  (n-1)- tartibli tarmoglanish
nugtalari deyiladi, Logarifimik funksiya holida esa , hech gachon
boshlang’ich  tarmogqa qaytib kelinmaydi. Bunday Xossaga ega
bo'lgan tarmoglanish nuqtasini cheksiz tartibli, yoki logarifmik
tarmoqlanish nuqtasi deyilad;.

2-misol. f()~(="*  funksianing Riman sitti tuzilsin
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z=1+re"®
. . c ey lab
deb f(z)=\/;e‘% ni olamiz. lldizning qiymatini doim musbat tan

i i p+27 ga o’zgartirsak ‘
e e o g @ =Are " = e =1 - ish nugtasi
Ya’ni, bu funksiya- ikki qivmatli funksiyadir. Tarmoglanish nuq

esa, z=1 dir,

A 2 bilan
. .. s o< o2
ikki tarmoqga ega. Riman sirtt varagi o
aniqlanadi.(4.4-rasm)
Fy » "
-l
- - -
——s. - -
1 ~a -
™ o~
4 .4-rasm.
Mashglar.

R e
Quyidagi funksiyalarning Riman sirti tuzi

ISATNE S I

. w=sinz Misollar

dz : hisobl Bu yerda y chiziq !z]=l
-misol. /=|—= ni hisoblang.
1-misol ,! JE

] iyani shunday tarmog’i
lananing yuqori qismi. Y= funksiyaning shunday
ay
olinsinki, natijada J1=-1 bo’lsin.
93



Yechilishi: Bu misoln;j 2 xi] usul bilan yechaylik:

Frusul. Z=r(cosp+ising); r= r=lz, gp=argz. Yechilishi Nyuton-Leybnis formulasiga muvofiq
w‘=J;=J;(°08¢+2k”+151 P+ k’f) F=0L rol ]:fz }dz=4z4 _4(J— J_) 4(J—- D,
W, =cos@+isin? o . i -
Ly W'*°°SL5*”)+'S'H(§+”)=—| cos +isin b yerda =471 = Yomrr AT —cos T2 2T jin O2 2T,
eril :
bo'lgan (;agan 0\/1;) —11 shartni w, ildiz Qanoatlantiradi, chunki -1 k=0,1,2,3.
Niyutotx -Le (;, o fW =~1 82 teng bo’ladi: ¥, =z = -1, Endi mana shu to'rtta ildizdan gaysi birini olish kerak degan savol
Yonis Ormula51ga ko’ra tug'iladi. Uning uchun misolda berilgan shartdan foydalanamiz, ya'ni
1= Jz ’dz 2‘/_, =2 ‘/— \/_) ﬂk_\ 4cos(01-2k;r)+:sm(0+2k7r) cosggf-usm%{-l
Ma’lumki, z~-; bo’ lganda o=z bo’lib, w, ning ifodasiga muvofi iq bo'lishi uchun k=0 deb ohs\l}ga majburmiz. Shu sababli to'rtta ildizdan
V=1 =_( z ) _ w2 2
cosz My fagat @ =cos7 +lSln-4- --"2—+ 5 ildizni olishga to'g ri keladi.
d
emale U holda 7= 4(—{+1J— —1)=2+2-4+i242.

I=2(-i+)=2(1-;
2-usul, =2 ) cos zdz . . )
= J ni hisoblang. Bu yerda chiziq z,=1 va z=i

z=re®, r=lz=1, z=ev°, Jsm
Jz =e® —,/cos¢-usm¢ cos &2 in @12 nuqtalar orasidagi to'g ‘ri chiziq kesmasi bo'lib, ikki giymatli ‘/-,——
2 2 sinz

@
0S 2

=W, k=0,
7, =cos§+isin-2¢—=eizz; Wy=cos 2227, in @427 _ {$1s) ;unkslyamng shunday tarmog'i olinsinki, natijada Jsin(-1)=iVsinl
' 2 o'lsin
o Oir:,l;-f =1 shartga ko’ra w, ildizni olamiz, chunki z=] bo’lganda Yechihshs Nyuton-Levbms formulasidan foydalanamiz:
= i
1= j'sm zd(sinz) = 2sin? ZI = 2(«fsini —+Jsin(-1) = 2(«/sini —iv/sin1);

W, =¢~ ~coszr+zsm7r--l dz = je®dgp.

Aylananing ustkj
yarimida o0<p<ys.
S
hu sababli berilgan mtegralm aniq mtegralga aylantiramiz. "
2 v 2kn

I=I ” j'ei[z }d [ @ e . — k
fw ] Q= 2[ i ~_”] ( J ( ) +2 T 2
(2 ) 20-1). asz;: cos%ﬂ'sin%:cos2 > +isin= 5 k=0,1

£ = Ji-shi;

"e(2 a

Demak, |- —2(1-1) N \/—
2- .. . = 7 —_—— —_—
misol. /= f ni hisoblab, bu yerda I' chizig lz}=1 aylananing bundan biz fagat birinchi % =37 +isin : 2 g
. . i (k= i ki boshlang ich shartga muvofiq
ustki yarmi. =L .o . _ Iidizni (k =0) olamiz, chur
y {‘/-27 funksiyaning to'rtta tarmog’idan shunday bittasi \[_c,i—n(-_T)'—_-\/—l-sml =ifsinl, ya'ni v-1=1i

deb olishimizga sabab:
7T +2kn

— 7+2kw ..
=./_]=Jcoszr+tsm7r=cos 5 +1sm—2——~, k=01

94
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tanlab olinsinki, natijada 41 =1 bo'Isin.




3z . 37
=cosZ +isin%=; B =co —+isin== =
B, cosz+:sm2 i B cs2 >
Demak, 1=2[ f+l£)Jshl—i sml]=\/2shl+i(s/23hl—2«/sinl).

Mashglar

Kompleks sohada berilgan quyidagi integrallarni hisoblang.
6. [(x*+iy*)az, I chiziq z,=1+/ va z=2+3; nugtalarni tutashtiruvchi
r
to’g'ri chizig;

7. j:dz;

8. midz bu yerdal"chiziq X¥=cost, y=sint , (0<r<2r7);

9. L[}z 7 » buyerda I chiziq x=3cost, y=2sins ellipsdan iborat;

10. {z'¢: buyerda " chiziq z,=1 va 2=, nuqtalarni tutashtiruvchi to" g'ri
l'

chiziq kesmasi;

11. m% bu yerda I chiziq x= cos, y=sint aylanadan iborat;

12, T[(22+l)dz;

13. fe‘dz , buyerda I"chiziq z, =0 va z=1+; nugtalardan o'tadigan
r
y=x" parabolaning gismidir;
14..[005 zdz, bu yerda I” chiziq z,= %va z=n+i nuqtalarni tutashtiruvchi
r
to'g’ri chiziq kesmasi;
15. ff(z’-—z)e%dz;
16. I zcoszdz
17. j' zsin zdz
18. | Re(smz)cOSZdz bu yerda I” chiziq imzj<1, Rez=

19. jzlm(z’)dz bu yerda I chiziq: imz|<1 Rez= 1
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20. :e‘:dz;

1y

21. (1+1r) di, t- haqigiy o' zgaruvchi;

© —

'[ ¢- hagiqiy o'zgaruvchi;

25 jb“dt, ¢- hagiqiy o'zgaruvchi.
0 Javoblar

6.-2ioi: 7.14i 5 8 2qi; 9.0; 10. -%(m'); 11. 24i ; 12, =20+i); 13.
3 > Ty :

—l+ecosl+iesinl;, 14. -(1+ishl), 15. -7e*+(3- 2ae; 16. e";lz 17.
8. lsh2+%i; 19. -g; 20.0; 21. 244522, 20223
4

. S Y
cosl—sinl—je'

%-mmz; 24. -2i;

97



V BOB.

KOSHI FORMULASIDAN F OYDALANIB
HISOBLANADIGAN INTEGRALLAR

Ba'zi kompleks argumentli funksiyalardan olingan egri chizigli
integrallarni Koshj formulasidan foydalanib hisoblash qulaydir. Bu bob

ana shunday integrallarni hisoblashga doir  misoilar yechishga
bag ishlanadi.

5.1-§. KOSHI TEOREMALARI HAQIDA

Ba'zi integrallarning Jjavobini Koshi teoremasiga asoslanib aytish
mumkin. Bunday integrallarni hisoblab o tirishning mutlago hojati yo'q.
Shu teoremani esga olib 0'tamiz:

I-teorema. Agar bir bog'lamli G sohada J(z) funksiya analitik
bo'lsa, u holda G sohada yotuvchi har bir G yopiq kontur bo'ylab f@
funksiyadan olingan integral nolga teng bo'ladi:

Priz)e=0 5.1

Xususiy holda G soha Yopiq va uning konturi ¢'sha ° chiziqdan
iborat (5.1-rasm) bo'lib qolishi ham mumkin.

Demak, (5.1) integralning nolga tengligini bilish uchun dastlab
y

N
g7z
N =

hosilaga ega ekanligini tekshirish zarur. Hozircha zarurat bo'lmasa-da,
Koshining yana bitta teoremasin; isbotsiz keltiramiz:

2-teorema. Agar ko'p bog'lamli yopiq G sohada f(z) funksiya
analitik bo'lsa, u holda funksiyadan tashqi kontur bo'ylab olingan
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integral ichki konturlar bo'ylab olingan in’fegfal!ar .yig‘in'disig..a teng
bo'lib, bunda barcha konturlar bo'ylab yo'nalishi bir xilda olinadi:

01 ()= = ({1 (=) + [ £ (=) =+ lrj]f(z)dz (5.2)

Ko'pincha barcha kontu'rlar bo'ylab yo'nalish soat strelkasi
“nalishiga qarshi qilib olinadi (5.2-ras.m). . o .
7 1E;Z;l%élozhining birinchi teoremasi yordamida yechiladigan ba'zi

misollarni keltiramiz: . .
b 1-misol. f(2)=(z—a)", (n=0,1,2,....) funksiya har qanday chekli
i ) » n-1
sohada analitik, ya'ni hosilaga ega : f @=n(z-a)".
Shu sababli, (5.1) ga muvofiq [p(z—a) & =0.

Xususiy holda a=0 bo'lsa, @Z' dz=0.

l —
Z"miSOL f(z)=(_z:'a_)73 (n_la 2a """" ) r
funksiya @ nuqtani o'z ichiga olrp?ydlgan
har ganday chekli T sohada analitik (5.3-
rasm)

£
. . n
Chunkl f(Z)=—m, z#a, !

demak,

dz
| —=0 (5.3)
['[J(z*a) 5.3-rasm
Xususiy holda a=0 bo'lsa, m;ﬁn =0, n=1,2,3,

dz
(-a)
. bu yerda I aylana bo'lib, markazi 0 nugtada va

=0.

Agar n=1bo'lsa, (5.3) dan: (f

2’dz
z-2i

3-misol. / =[f]
!

radiusi R=1 ga teng. Demak, 7 soha birlik doiradan iborat bo'lib, =2
nuqta uning ichida emas, shu sababli

TO=75

funksiya o’sha doirada hosilaga ega. (5.1) ga asosan 7-o.

22
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4-misol. Agar I chiziq |4=2 aylanadan iborat bo'lsa, uning
I

ichidagi G doirada /(z)= funksiya analitik bo'ladi, shu sababli,

22+
dz
[Z==0
rE+G
S-misol. Agar I chizig [z{=é aylanadan iborat bo'lsa, u bilan

chegaralangan G doira ichida | iiflit 0. bo'ladi.

Z+4

6-misol. Agar I chiziq |z-4=1 aylanadan iborat bo'lsa, u bilan

chegaralangan G doira ichida _f(z):( J:)T tunksiva analitik. (1) pa
Y

=(.

e
muvofiq [ ££
[;,t(.ﬁa,)

Shunday qilib, umuman, se) funkstya hosilasi mavjud bo'lmagan
nugtalar G sohaning tashqarisida qolsa, G ning /” chegarasi bo'ylab
olingan infegral nolga teng bo'laveradi.

7-misol. 14; nuqtani 0’z ichiga olmaydigan va I bijlan
chegaralangan har qanday G sohada Liﬁfi& =0

wE—l—j

3.2-§. KOSHINING INTEGRAL FORMULAS]

Nolga teng bo'lmagan integrallarni Koshining integral formulasi
deb ataluvchi

vy L 0 f(z)dz

A s
Integral formuja asosida topish mumkin. By yerda o nuqia I” soha
ichida, = nuqta esa J° chegarada yotadi va /(=) I da analitikdir. (5.4-
rasm)

Kompleks argumentli funks;

(5.4)

yalar Bazatayasidan ma lumki, (5.4) dan

quyidagi  {ormulani keltirib chigarish g
mumkin: ™
. n! o f(z)dz L
(n) = — A T & -~
f(a)= eril?ﬂ(z_a),,..p 7=12.3.. (5.5) ) // /f/q{}

i=N-1, #=-1 x=3

fﬂfl%’. =27i-f(z) va
T—u
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J' 'f(z)ar’fg :Qm'f(“}(a)’
sl Z—ih) n!

Bu yerda f"(a) ifoda f(z) funksiyadan n—_tartibii hosila lolib,
so'ngra z o'rniga ¢ qo'yishni bildiradi. Misol -yechlshda .‘a nugtaning 1§
soha ichida ekanligiga e’tibor berishimiz lozim, aks‘h.oxda I<Lo:.;h:mn,g_r
birinchi teoremasiga asosan integral nolga teng bo‘ lib goladi. a ni
0'zgarmas kompleks son deb faraz gilamiz, xususiy holda haqiqiy
sondan iborat bo'lishi ham mumkin. ‘

I-misel. /= j % i hisoblang, bu yerda 1" chiziq markazi a nuqtada

r:—d’
jovi ixtiyoriy aylana. (5.5-rasm). _
JOV[a‘;l:%;?l:qh?Of?g n?isoida( f(z)=1 bo’lgani uchun (5.4) formulasiga

asosan

[ 2mt (5.6)

2=

Xususiy holda «=0 bo’lib avlana markazi 0 nugtada bo'ladi,

u holda J’f =27
1z

Z-misol. ,fz_{:—lfff ni hisoblang, bu yerda /" chiziq |:| =3 aylanadan

~Z—ut
4

ihorat. o ‘ . ’,
Yechilishi: ¢=2/ nuqgta aylana ichida bo’lgani uchun (5.4)
formulaga asosan:

f@=2,
S@ =20 =21 =4 =27zif(a)=-87i.
K ‘{' }
L r
f R—’/V—“". f: -2 ‘ *
&
¥ A'-..
G ) &.G-rasm

8. %-rasm
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e sin . .
3-misol. ;- q]:ffdz ni hisoblang, bu yerda I chiziq [z+4=R
aylanadan iborat bo’lib, q=-; nuqta uning ichida.
_— o
Yechilishi: f(z):smzzz(e"—e"), f(a)—-f(-i)=2l(e~e";)=-1,5h i: shu
. l
sababli (5.4) formulaga muofiq 7=2zi f(a)=2xshi. l

4-misol. s-jj—E_ pni hi izi
misol l_l,]fz’+9 m  hisoblang, bu yerda I chiziq |z-24=2
aylanadan iborat.
Yechilishi: Bu miscidagi kasrni jini
: : g! Kasrning maxrajini (5.4) va (5.5
formuladagi maxrajga o’xshash ko’rinishga keltiramiz: ) >
22+9=z’—i29=z’—(1i)1—( 3 ]
L H) =(z-3i)(z+3i)
iChidE:'yegclila ikkita nuqta bor po’lib, shulardan «=3; yuqoridagi aylana
ir. Shu sababli (l;:enlgan wtegralni quyidagicha yozib olamiz:

I=[l&83L  py-_1_. e 11
l‘z_3i ) Z+3i. f‘a)—f(3l)=§,+—3l=gl'

Demak, (5.4) ga muvofiq
[=2mi-fimy=%
mi- fia) 3

S'm. l. = ezdz g M . . .
isol. / l;ﬂ (z+27 ™M hisoblang. Bu yerda I chiziq a=—2 nugtani

0’z ichiga’o'lgan yopiq kontur (5.6-rasm)
Yechilishi: (5.5) formulaga asosan:
J(@)=¢;n=3; I @=¢;a ==2 [ (-2)=¢";

/=—. " =£_ -2 _ Wi
n!f(a) 3 e _g,

6-misol. /- f.__ %
F (2= (z+1)

aylanadan iborat bo’lib, r<3.
Yechilishi: Maxrajdag; ﬂdcza I va -1 nuqiadan birinchisi naylana

tchida yotgani uchun I ni /- &+ 0" ko rinishda yozib olib, yechishni

ni hisoblang bu yerda [chiziq jz-1|= R

davo ettiramiz:
1
f(Z)=m—=(2+l)-3; n= 2; f'(2)=—3(2+1)-4;

f(@)=12z+ D2, f=12.2"%= .3_;
8

(5.5) ga asosan

162

27 e 3 3@
I= T fila)=mi s 8

7-misol. /= |: f&l ni hisoblang.
it
Yechilishi: I ni (5.4) va (5.5) larning biriga keltiramiz:
2 +l=2—iF=(z~-N(z+])
Bu yerda ; va - nuqtalar |{=2 ayalana ichida bo’lganligi uchun
integralni shunday ikkiga ajratimizki, natijada aylana icl.lida o’sha
nuqtalardan fagat bittasi joylashgan bo’isin, Xolos. Buning uchun

quyidagicha ish ko’ramiz:
—l—-=——l—'—=-i-+--£-_;I=A(z+i)+B(z—i);
22+l (z-i)(z+i) z—i o

1
1,1 1 ___2—;___ 2%
A_-Z-;’ B= 2" 22+l z-1 z+i

u holda

1 1 .
a=-i. Demak, (5.4) gako’ra 1=1+/, =-_)—i--2m—z-2m=7r—7r=0.

8-misol. /= % ni hisoblang.

22 1
Yechilishi: Bu yerda ikkala z=#1 nuqta ham |:|=2 aylana ichida

joylashgani sababli integralni, yuqoridagi misolga o’xshash ikkiga
ajratsamiz,

i A B

2 -1=(z-D(z+1), 5—= +——; 1= A(z+1D)+B(z-1);
zf=1 z-1 z+1
1 . a1
=3 B=-L j@=es f=e sien=et= L
Bularga asosan
I=0+1,=— ez 1pe ¢z=l»27zi-e——l-2ﬂi~e" =71-'(e~e.')27ri=27ri-shl.
k pz-l 2ynz4l 2 2 2
9-misol. 7= (] —%— ni hisoblang.
o & D(z—-1}
dz
3 . . 3
Yechilishi: 7= [f &=l chunki a=-1 nuqta |z+i|=1 aylana ichida
ot
demak,
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3-misol. ; =[]]-S:i%§-dz ni hisoblang, bu yerda I' chiziq |:+{=R
aylanadan iborat bo’lib, a=-/ nuqta uning ichida.
Yechilishi:  f(z)=sinz= %(e"- e),  fla)=f(-1) =Elz-(e-e': ) ---!sh i: shu
i
sababli (5.4) formulaga muofiq 7=2zi-f(a)= 22 sh1.
4-misol. =LI[J% m hisoblang, bu yerda I' chiziq !z-2ij=2

aylanadan iborat.
Yechilishi: Bu miscldagi kasrning maxrajini (5.4) va (5.5)
formuladagi maxrajga o’xshash ko’rinishga keltiramiz:
24922~ 29= 27 _ (34) = (2-3i)(z+3i)
o Bu.yerda ikkita nugta bor bo’lib, shulardan «-3; yugoridagi aylana
ichidadir. Shu sababli berilgan integralni quyidagicha yozib olamiz:

dz
7 =rfiz+3i. 7) = [ - ot ...1.
025k sfo=5t r@=s6p=io=d
Demak, (5.4) ga muvofiq
1=27u‘~f(a)=%
e i €d ‘g . :
5-misol. 1~-¢}(2+2)2 ni hisoblang. Bu yerda I chiziq 2=-2 nugtani

0’z ichiga.o.lgan yopiq kontur (5.6-rasm)
Yechilishi: (5.5) formulaga asosan:

27 . i i
== L N 1]
por S (a) TR =37

g . d= ey .
6-misol. lz;;[,-(m ni hisoblang bu yerda ['chizig [z-1|=R
aylanadan iborat bo’lib, g<3.
Yechilishi: Maxrajdagi ikkita { va -1 nugtadan birinchisi naylana
d:

ichida yotgani uchun I nj ;- L[;fzj“]'; ko’rinishda yozib olib, yechishni
davo ettiramiz;
1
f(@)= (le)‘ =@+ n=2 F(2)=-3(z+1D7%

f(@=12(z+ D* =122 = 3;
8

(5.5) ga asosan
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3i

2 3 3w
I=qr l@=mg=

7-misol. /= | %{ ni hisoblang.
B2 7
Yechilishi: I ni (5.4) va (5.5) larning biriga keltiramiz:
2+l=2 =P =(z=-1)(z+])
Bu yerda i va -i nuqtalar [{=2 ayalana ichida bo’lganligi uchun
integralni shunday ikkiga ajratimizki, natijada aylana ichida o’sha
nuqtalardan faqgat bittasi joylashgan bo’isin, xolos. Buning uchun

quyidagicha ish ko’ramiz:

1 1 =_”-+._B__;1=A(z+i)+B(z—i);

2 41 = (z=i)(z+i) z—i z+i

LI S B N TR T
2i 2t z2+1 z-1 z+i
u holda
1 dz
1=1,+11=l,m£,——, -3
2 i 2,2t

Bulardan ikkalasi ham f(z)=1 bo’lib, birinchisi a=i, ikkinchisida esa
a=-i. Demak, (5.4)gako’ra 71=1+1, =%-2m—5]i-'27ri=7r—7r=0.
21

e
eaz
7

ni hisoblang.

8-misol. /= f
ngz -1

Yechilishi: Bu yerda ikkala z=+1 nuqta ham |;|=2 aylana ichida
joylashgani sababli integralni, yuqoridagi misolga o’xshash ikkiga

ajratsamiz,
B

z+1
A==, Bz";‘; f@=¢; fh=e, f(-h=c"=1
e

i

Z-l=(z-1)(z+1); ?_—]=_’—A-]-+ i 1= A(z+ D)+ B(z-1);

Bularga asosan

1=+l =.;- ed —%E E—‘E= %cZﬂi-e—-;-Zm'«e-' = -;--(e--e*‘)27n=27ri-sh1.

2 2+]
. dz
9-misol. /= ,.l.’,[}, T

dz
Yechilishi: /= [f iz—”—')i, chunki a=-1 nugta |z+i|=1 aylana ichida

feell = +

2 2~ 1

ni hisoblang.

demak,
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1 i

1
f(2)=_- = _] ——
S@= D= o=t

(z-1)*
(5.4) formulaga binoan

I=27n-(—1)=—”_i_
3 4

o 2(-z)
doiraning chegarasidadir,

Yechiﬁshi: a=0 nuqta Ossha Che . . o
gara ichid 1 : .

1(z) deb ushbu funksiyani qabul qilamiy: ? Joylashganligi uchun

83

(1-zy”’

-3 - e'dz . g
10-misol. 1=,¢, i ni hisoblang, bu yerda I' chizig j:]:%

@)=

f0=5=1,
u holda (5.4) ga ko’ra
1=2xi.
11-misol. Oldingj misolda lFl<Z deb 1 ni hisobiang.

Shu S:;:&iﬁ@i: Bu t!oir_a ichida ikkita =0 va a=1 nugtalar joylashadi.
1 integralni bir necha integrallarga ajratamiz. Buning uchun

matematif anaLiz k“;’Sidagi ushbu qoidadan foydalanamiz:
—_—= C D
(-2 2 + (-z) *m'*;, 1= 4Q-z)’ + Bz + Cz{l - 2) + D=(1 - 2)*

bu yerda : ga 0.£1,%2, giymatlar berilsa,

hosil bo’ladi. Demak, A=B=C=D=1

e?

Fl-z

I=f+1 41 +1 = @ e'dz oz 4z z 7. . 2
L+l =] 4{!]———+Uj i =mej2_m(f_dl‘)2+ﬂ°j(:_d]‘)2—;f_:‘iﬁ
r A= r re

r Z (]_2)3 -(hl-z)z +

TD=¢, f@=e. [@)=e; fO=e'=1, fO)=e, /D =c;
(5.4) va (5.5) formulalarga muofiq et e S0

T

_ . 2xi
1—2::1-1—?e+2;rie—27ri-e=(2—8)7”'

3.,
Shunday qiiib, || < 5 bo’lganda

I=2-e)ni
bo’lar ekan.
12-misol. ;= fj Shizdz
lzl‘@ T+a:.3 Dihisoblang

Ye'chilishi: ! ping maxraji (5.4) va (5.5) formulalarga to’g’ri
kelmaydi, shu sababli uni ko’paytuvchilarga ajratib olamiz:
2°+4z I=(z+1)(z+3)
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a=-1 nuqta |z|=2 aylana ichida bo’lib,
chiz

Si2)=2E

z+3
funksiva doira ichida analitik bo’lgani uchun
chiz '
1= 23 =27 f(a) =27 D
12 21 2
Demak, I=xi-cosl.

=mi-cosl.

13-misol. /= [ e::‘t_= €% _ pi hisoblang.
pda 70 g 2E .
Yechilishi: Bu yerda 2=0 nuqta z-2/=3 aylana ichida bo’lgani

uchun
e gL
f(~)=z_6, f(O)—_6 z
. l_nm'
]=273‘l(—g)— "—3 .

14-misol. Bundan oldingi misolda integrallash konturi jz-2|=5
aylanadan iborat bo’lsin. U holda bu misolni boshqa usul bilan yechish

ham mumkin.

Yechilishi: a0 nugtani kichik ¢, aylana bilan va a=6 nuqtani ¢,
aylana bilan o’rab olamiz. U holda o’sha aylana bilan chegaralangan
uch bog’lamli sohada

o
s(2)= pr s
funksiya analitik bo’ladi, chunki, 0’sha sohada z=0, z«6. Shu sababli
Koshining 2~ teoremasiga binoan tashqi |z—2|=5 kontur bo’ylab olingan
integral ichki ¢, va ¢, konturlar bo’ylab olingan integrallar yig’indisiga
teng bo’ladi:
e dz _ ﬂ-] et dz -

=5+,

l= . —
p_q‘}ldz'—&z S z(z-6)

bu yerda 7, uchun:
e LA
J@)=— fO===—¢.

1, uchun:

&

e _e_
f(—')——z—, S(6) = 5

Demak, (5.4) formulaga binoan
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36
1=27ri{—%]+2:ri-%:e—3—]7ri.
15-misol. ;- (j S :d:
ket (5 =1)
Yechilishi: Bu misolda .
uchun:

ni hisobiang,

=1 nuqta |z-i|=1 aylana ichida bo’lgani
2= sinzz n=l f(z)=ZS72z+ 0V ~2z+)sinTz _ moosmz(z+1)-2sinxz
ey TR - =

-+t (z+1)' ’
f@=f= —§,

(5.5) formulaga binoan
I=27ri~(-£)=_£i .
4 2

16-misol. = f 24z _ 1 picobtang

42 G+1)’(z-1)
Yechilishi: Bu misolda aylana ichiga ikkita nuqta a=1 va g=—|
Jjoylashgan. O’sha nuqtalarni mos ravishda C, va C, aylanalar bilan o’rab

olaylik, natijada uch bog’lamli soha hosil bo’ladi.
teoremasiga binoan

chzdz chzd:
I=h+],=——2 iz
b ([?(znf(z-x) ([.'jj(z+l)3(z—[)

Koshining 2-

bo’lib 7, uchun:

S(2)=-2_ f(l):%h‘:,

(z+1)*°
chz o (Z-Dshz—chz
1 . Z)=— =z )= —
» uchun: f(z) o "L/ R
1) = (chz(z=1)+shz)(z-1)? —shz(z-l)z~2(z-l)[(z—l)shz—clxz] -
(z-1*
= (z=B’ +2)chz—2(z~1)shz
-1 ’
- 3chl-2s5h1
S D=2 demak,
I=1+1, =:2m‘-—cﬁ=£.c_hl_.2ﬂ.§iﬂ__23’_’l=”_j(sh1_cm)’
i 18 21 4 2
shl—chl---e—_i!--eJre-’ =1
2 e’

Shunday qilib, / =3
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Mashglar

Integrakni hisoblang. (Bu misollarni ko’pcl:\iligi '1 integrl?lla‘sh
konturi |z-a|= R ko’rishdagi aylanadan iborat bo’lib, uning , markazi a
nuqtada radiusi esa R ga teng.)

zdz ing{z-1) , .
l'm eédz. 2. ﬂ-]e'cosxz‘t; 3. Lﬁ chzdz 4. m sin & 5.

A 3 PN et 22-2z42 7
ez’ g 225 fe-2le2 e
o d= sh{z+1)
= cos(z+zi) £ 11 rarmn 5 m 7 &,
Bk, i Che PO A ; 8. 1 Z2+9)(z+9)” 7 2+l
;g@, L 6'14@3 Het+D) 7 z:T@sz"“G (7 +9)(z+9)” 7T F
z+2 . 2 s
. . . W3 3___3?.
bu yerda I astroidadan iborat: x*+»* =3"; ar,
h2 dz SmT Z 14 m zskzdz'
zaz snzaz, —_— e 14 [
o, f{ BEPED g 11§ 25 2 (155503 0 oopey 4 e
) : i z el =I;
-2 -z gkt .
= edz 1-sinz
ixz COS-_—" - ) . dz;
g6 fi ALy fj—Etans ek 11—
ol E-2'(z+4) 3,7 -4 L2 k2t (2 Bt
A A LR -3 o
dz dz z =123..) 22 —_—
edr — 2 _(la|<z<|t].n=1.23, G-h
S5 2l A
2 l’j?_,l(z’-l)- 'gjlz(z—a) (z-b)
2
Javoblar

i . : - 10.0:
3 . . 8. —=—; 9. i2xsinlchl; ,

1.0: 2 71 3 lﬂch!."; 4. inshrm, 5. 0, 6. E‘lﬂ'Chl(, 7.0, 8 a5
.0 2. 233

>

—3”J;i
32
. -zi; 12782 13

. 2
2+ 15.- 2% 16.~Z-shl; 1773 18,
_——-8-——-—,

i ~-n. —-michl.
19 274 20 _lﬂe’; 21. -2ri(b—-a)y", 22 mich
. 3 ! 2
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ViIBOB
KOMPLEKS HADLI QATOGRLAR

Bu bobda hadlari kompleks sonlardan yoki kompleks argumentli
funsiyalardan iborat bo‘lgan qatorlar jumladan, amaliyotda ko‘p
ishlatiladigan darajali qatorlarga doir misotlar bilan shug‘ullanamiz.

6.1-§. SONLI QATORLAR

Kompleks sonlarning ushbu cheksiz
252y Ty Zy o (6.1)
ketma-ketligi berilgan bo‘lsin, bunda z,=x,+iy,n=423.. (6.1)
vositasida

242, 2y H et 2, + Ty e (6.2)
sonli qator tuziladi. Uni gisqacha
3.z, 6.2)

n=
ko‘rinishda ham yoziladi. Odatda qatorning yagqinlashish yoki
uzoglashish masalasi muhim bo‘lib, ularning ta’riflarini berish uchun
(2) ning hadlaridan ushbu xususiy yoig‘indilarni tuzamiz:
S, =z,
S,=z,+z,

S =2z+2, +z,, 63)

.........................

..........................

Ta’rif. Agar n- ® da 5, xususiy yig‘indi birgina chekli songa
intilsa, u holda (6.2) qator yaginlashuvchi deyiladi.
Demak bu ta’rifga muvofig, agar (6.2) qator yaginlashuvchi bo‘lsa,

S=lims, (6.4)
Chekli bo‘lib, S son (6.2) gatorning yig*indisi deyiladi.
S=z -f-zz+...+z,,+...=iz,,. (6.5)

Ta’rifga ko‘ra ,agar qator uzoqlashuvcﬁi bo‘lsa, u holfia Sa .\gususiy
yigindi +o0 yoki -oo ga intiladi yoki hech qanday songa intilmaydi.
Yugqoridagi (2) qatorni ushbu

L . \
(CAETS AL INE S SRS ES V755 7S P MUl
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ko‘rinishda yozib, bundan

(5 +x+.tx,+.)  (6.6) va (+y,+.t+y,+.)  (6.7)
qatorlarni yozish ham mumkin. Agar (6.2) qator yaqinlashuvchi bolsa,
u holda (6.6) va (6.7) gatorlar ham yaqinlvshvdi va aksincha, chunki

(6.4) ga binoan
S=1im$, = lim(o, +ir,) =0 +ir (6.8)

Bunda S=o¢+ir chekli son va

g, =X +X, +u X, va 7,=)+Y et s
yugoridagi (6.6) va (6.7) qatorlarning hadlari haqiqiy sonlardan iboFaF
bo‘lgani uchun tmatematik analiz kursidagi yaqinlash.ish alomatlarini
(6.2) qatorga ham tatbiq etish mumkin. Jumladan, biz Dalamber va

Koshi alomatlaridan keng migyosda foyda!anamiz. . '
Endi (6.2') qator hadlarining modullaridan ushbu qatorni tuzamiz:

o+l el = e (6.9)

Agar bu yator yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda (6.2) ni gbso.lyut
yaqinlashuvchi qator deyiladi. Bu holda, qatorlar nazariyasidan
ma’{umki, (6.6) va (6.7) ham absolyut yaginlashadi.
1. Dalamber alomati. Agar
2l _, (6.10)

lim ==

7,
bo‘lib, '
a) A<1 bo‘lsa (6.9) qator yaqiniashadx.;
b) i>1 bo‘lsa, (6.9) qator uzoglashadi; . o ‘
v} A=t bo‘lsa, (6.9) gatorning yaginlashish ma§ala51 oc!nl'( goladl,
ya'ni uning vaginlashuvchi yoki uzogqlashuvchi .ekanhgun. .ayta
olmaymiz. Bu holda (6.9) qatorni boshqa usullar bilan tekshirishga
to*gz‘ri keladi.
2. Koshi alcmati. Agar
timgflz,|= 2

n—sx

(6.11)

bo‘lib, ' .
a) 1<1 bo‘lsa, (6.9) qator yaginlashadi;

b) 2>1 bo‘lsa, (6.9) qator uzoqlashadi; . o .
v) 2=1 bo‘lsa, {6.9) qatorning yagqinlashish masalasi ochiq q.oladn.
Ma’lumki, yugoridagi alomatlardan tashqari ikkita qatorni o‘zaro

tagqoslab ko*rish usullari ham mavjud.
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Ba’zi murakkabroq qatorlarni tekshirishda quyidagi alomatlardan
foydalanishga to‘g‘ri keladi. Faraz qilaylik, ushbu
@G +a+a+..ta +a, +...=ia,, (6.12)

n=)

gator musbat hadli hamda
B, -—-n(!—%) (6.13)

bo‘Isin. '
3. Raabe alomati. Agar etarli darajada katta p sonlar uchun
B,>>r (» — o‘zgarmas son)

bo‘lib, >1 bo‘lsa, u holda (6.12) gator yaqinlashuvchi, agar biror p dan
boshiab

B, <<1
bo‘Isa, (6.12) gator uzoglashuvchi bo‘ladi.
Endi quyidagi
abrab +.+ap,+.=3ab, (6.14)
n=l

qator berilgan bo‘lib (4,, 5, kompleks sonlar bo‘lishi ham mumkin),
B =b,B,=b+b,..,B,=b+b,+..+b,,
p=123,. bo‘lsin.
4. Dirixle alomati. Agar ushbu

a,a..4,,....a,,...,
ketma-ketlik monoton ravishda nolga intilib, ushbu
by+by+.t b +... (6.15)
qatorning xususiy yig‘indilaridan tuzilgan
B,B,,..B,.... (6.16)

ketma-ketlik chegaralangan bo‘lsa, u holda (6.14) qator vaginlashuvchi
bo‘ladi.
5. Abel alomati. Agar ushbu
a,,a,,4a;,...,a,,...
ketma-ketlik monoton va chegaralangan bo‘lib,
b+b+..+b +...
qator yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda (6.14) gator ham yaginlashuvchi
bo‘iadi.
Izox. Yuqoridagi ketma-kegliklarni gisqacha f{a} va {b,}
ko‘rinishda yozish ham mumkin.

2 3 4 7 . ..
l'misol- 21+2i1+2—2+74-...+;r;+.,. qatornl tekshu‘lng'

1o

YYechilishi: Bu qator (6.6) yoki (6.7) qator ko‘rinishda (hadlari

hagiqiy son)ardan iborat). Dalamberning (6.10) alomatini qo‘llaymiz:
n n-1 1 lim - 1 lim 1

(Griomp) =5 lim = lim— =

1
27 T gmenol 2y 12
n

demak, 4=1<1 bo‘lgani sababli qator yaginlashuvchi ekan.
)

nowo

2-miisol. i ¢" qatorni tekshiring.
n=l

ishi ini ini qo‘llasak bo‘ladi;
YYechilishi: Koshining (6.11) alomatini qo ! )
e" =cosn+isinn,n=142,3,..., =|cosn+isinn|=«]cos’n+sin2n =k yﬂqiz_J:L A=1

Qatorning yaginlashish masalasi ochiq qoladi. Shu sababli
cosn va sinn .

gatorlarni alohida tekshirib ko‘ramiz. Ma’lumki, oo
sin L cos;

em

1+cosx+cos2x+...+CoOSX =

bunda x=1 deb olsak,

1+cosl+cos2+...+cosn= ‘
sin—

2
; idagi si inuslar
Bundan ko‘rinadiki, p—»« da kasrning suratidagi sinus va kosinus

i i 3 cos demak, berilgan
aniq bir songa intilmaydi. Shu sababli Z cosn qator, va de

qator ham uzoglashuvchi bo‘ladi.
3-misol. 3" qatorni tekshiring.
n

Yechilishi: Ma’lumki,

le'"|=]cosn+isinn|=l,

in

n

i n

1 i ik qatorning umumiy hadi
i ‘ng tomoni uzoglashuvchi garmon orn y h
ggg;ﬁl ioucﬁuﬂ berilgan qator absolyut yaqinlashuvchi emas. Endi unmg
shartli yaginlashuvchi ekanligini Dirixle alomati yordamida tekshiri

ko‘raylik;
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YYechilishi: Bu gator (6.6) yoki (6.7) gator ko‘rinishda (hadlari

hagiqiy sonlardan iborat). Dalamberning (6.10) alomatini qo‘llaymiz:

n-1 1., n

: n
—:——)=—lim
lim(=>: )

demalk, ,l=;l<l bo‘lgani sababli gator yaqinlashuvchi ekan.

gatorni tekshiring.

Y Yechilishi: Koshining (6.11) alomatini qo‘llasak bo‘ladi;
e" =cosntisinmn=1,23,.., I:|cas n+isimrl=cos3n+siu: n=1 limqm: L A=1.
Qatorning yaqinlashish masalasi ochiq qoladi. Shu sababli
cos» va sinn .,
gatorlarni alohida tekshirib ko‘ramiz. Ma’lumki,

sin
l+cosx+cos2x+...+coShx =

bunda x=1 deb olsak,
. n+l n
S = COS—
l+cosl+—cosls-...-kccsn:_“&1 2
sin—
) 2
Bundan ko‘rinadiki, p—»« da kasrning suratidagi sinus va kosinuslar

aniq bir songa intilmaydi. Shu sababli }: cosn qator, va demak, berilgan

n=!

gator ham uzoqlashuvchi bo*ladi.

3-misol. ZC—; qatorni tekshiring.

n=|

Yechilishi: Ma’lumki,
Ie”lrlcos::+isi1m|=l, I£‘=l
i n i
buning o‘ng tomoni uzoglashuvchi garmonik gatorning umumiy hadi
bo‘lgani uchun beriigan gator absolyut yaqginlashuvchi emas. Endi uning
shartli yaginlashuvchi ekanligini Dirixle alomati yordamida tekshirib

ko‘raylik;




e” _1 o cosn .sinn
—=—(cosn+isinn) = T iy
n n n n

£ l o ] .
E —Cosn va E —sinn
n=) 1 n=y 11

Dastlab bu gatorlarning birinchisini tekshirib ko‘raylik, buning uchun

a"=-’17 va b, =cosn deb belgilaymiz. So‘ngra

n+l . n
€08 ——sin —

B, =cosl+cos2+cos3+...+cosn=

sin—

bo‘lgani sababli

ketma-ketlik monoton kamayib, nolga intiladi, demak, Dirixle

alomatiga muvofiq, i%cosn qator yaqinlashuvchi. Xuddi shu usulda

ikkinchi qatorning  ham yaginlashuvchi  ekanligini  ko‘rsatish
mumkin.

Shunday qilib, berilgan qator shartlj yaqinlashuvchi, lekin absolyut
yaqinlashuvchi emas.

. o H(2i~1 . . .
4-misol. Z"( 3',, ) qatorni tekshiring.
n=i

Yechilishi:  Dastlab uning absolyut yaginlashish masalasini
tekshirib ko’raylik. Bu misolga Koshi alomatini qo‘llash qulay:

. ’ 2i-1 2i-1 , “ s
#ﬂl:“n 3 r:(‘/;i 3 '=%\/§{'/'_,= chunkl IZ‘-_]!:M’zZ{_(_]). =\/5_;{,/;=""=p;

!

) i
l]nn:lnp, 'l'im(lnp)=]im,l_n_”=1im_'1=0; limns =lim p=1;
n n~»e n—a

n LR | s

biz bu o‘rinda Lapital goidasini tatbiq etdik, demak,

!,i"lﬁm=3l\/r—zlime/;=i3§.<].

Shunday qilib. Koshi alomatiga muvofig, berilgan qator absclyut
yaginlashar ekan.

@« l i .

S-misol. "Z'W qatorni tekshiring.

Yechilishi: Bu qatorni quyidagicha tekshirish qulayroq:
] 1 1

[
= = < =
e Jn n+i] Jnrt+1  nn? n%

o‘ng tomondagi had ushbu

1 1 !
1+§7+3_"-+'"+n” +... 6.17)

- . TH 3 -
Dirixle qatorining umumiy hadidan iborat bo‘lib, p=3>1 bulgani l.lCthn
(6.17) qator yaqinlashuvchi, |c,| esa uning umumiy hadidan kichik.

Demak, beriigan qator absolyut yaginlashuvchi ekan.
6-misol. Zs: \/’_: - gatorni tekshiring.

n=1 +1

Yechilishi: Dastlab absolyut yaqinlashish masalasini tekshirib
ko‘raylik:

1 i

le.|=7==

l\[);-kil Jn+l n
. . e ¢ I
buni (6.17) Dirixle gatori bilan solishtirib ko rsak, p=5<1 Demak,

1
~TT

b

berilgan qator absolyut yaqinlashuvc?ni. emas. Endi um'n.,gs ;{J::I'tr::
yaqinlashishini tekshirish uchun haqigiy va mavhum qi
ajratamiz:

— e — R —
= ———

(6.17) ga asosan p=2<1 va ikkinchisi garmonik qator hadi bo‘igani
3 M 2

3 5 hidir. Demak,
uchun  ushbu 271_; va ;Z qatorlar  uzoglashuvchidir

berilgan qator shartli yaqinlashuvchi emas, ya’ni uzoglashuvchidir.
(<)
7-misol. ii qatorni tekshiring.
(]

7=l

Yechilishi: Koshi va Dalamber alomatlari l?ilan 'tekshim.dig‘an
bo‘lsak, i=1 bo‘lib, qatorning yaqinlashish masalasi ochiq qoladi. Shu
sababli Raabe alomatiga murojaat qilamiz;
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5-misol. Z 1) 7 qatorni tekshiring.
Yechilishi: Bu qatorni quyldag,chd tekshirish quiayroq:

1 1
cn e o p—
l l \/;7-|n+1| '\/n +1 \/;;_,\/— %

o‘ng tomondagi had ushbu

1+ L, !
§7+3—p+...+;7+... (6.17)

Dirixle qatorining umumiy hadidan iborat bo‘lib, = % >1 bulgani uchun

(6.17) qator yaqinlashuvchi, |c,| esa uning umumiy hadidan kichik.
Demak, berilgan qator absolvut yaginlashuvchi ekan.

6-misol. Z qatom1 tekshiring.

\zcclnhshn: Dastlab absolyut yagqinlashish masalasini tekshirib
ko‘raylik:

1
—T

b

I\[r;+1| \/}’H—
buni (6.17) Dirixle qatori bilan solishtirib ko rsak, p=%<l. Demak,

berilgan qator absolyut yaqinlashuvchi emas. Endi uning shartli
yaqinlashishini tekshirish uchun haqigiy va mavhum gismlarini

ajratamiz:

e T e = e £ e o o I i e

(6.17) ga asosan p=%<l va ikkinchisi garmouik qator hadi bo‘lgani

uchun ushbu Z J’ i% qatorlar uzoglashuvchidir. Demak,

rel

berilgan gator shartli yaqinlashuvchi emas, ya’ni uzoqglashuvchidir.

7-misol. V"— qatorni tekshiring.
n=l

Yechlhslu' Kosh1 va Ddlamber alomatlari bilan tekshiradigan
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B,,=n(l—£;]]=n—(n—l), limB, =1
n / n-»x

Demak, qator uzoglashuvchi. Endi uning shartli yaqinlashishini
tekshiraylik:

zn .
1 7 zY 0s—  sin—
=—(cos—+isin— =
ny 2 2

I-n

2 i —
n n n

Oldingi 3-misolga o‘xshash, Dirixle alomatiga asosan ushbu qatorlar
yaqinlashuvchidir:

< | zn =1 . 7n
;;COSE— va ;;SIDT
Demak, berilgan gator shartli vaqinlashuvchi ekan.
8-misol. )7 <" qator « hagiqiy parametrning qaysi qivmatiarida

n=1
yaqinlashuvchi bo‘ladi?
Yechilishi: Dalamber alomati yordamida tekshiramiz:
Cn-l

1V 7 P
P = — =(’2_]) ‘e'l=L|~l) <l
(n-1)"e" M Un ) n

bo‘lishi uchun a>0 bo‘lishi kifoya. Demak, berilgan qator a>0 da
yaqinlashuvchi bo‘ladi.

9-misol. i (a+1)(a ";j)...(a-f n) S

|ii=i ne”

qator & ning qaysi qiymatlarida

vaqinlashuvchi bo‘ladi?
Yechilishi: Dalamber alomati bo‘yicha

=I(a +9(a+2)..(a+n)(n-1)!

la
] (a+l)(a+2)‘..(a+n—))n!

Ao +ni,,_
e --I . I,LI—!+

Cu

crr—l

a
n

Demak, 1+2<i bolishi uchun a<o bo‘lishi shart. a ning shu
giymatlarida berilgan gator vaqinlashadi,

10-misol. if";l qatorni tekshiring.

n=)
Yechilishi: Dalamber alomatidan foydalanamiz:
i__c_osin‘cosi(n-])__l cos in
Cp 27 ™ 2 cosi(n-1)

M ] = ~ ; ] ~n a . ] ==ty {n-1))
Ma’lumki, COS"':E(" te ) C‘)Slf‘l:E(e +e ) cos:(nw}):z(e +e' ),

i14

14—
c, 1 _ef+e” 1 "+l 1 o
cn_|=-2-e'" ere-et 2e+et.é 2-:—+e“‘
e"
bundan
i elo et tmLoo e=27182.
1=liml—|=z—==>1, lim—=0, =27
A= ll_l& C, 23"1 2 o ez"

Demak, -1 bulgani sababli qator uzoglashuvchi.
Mashglar

Quyidagi kompleks hadli qatorlarning yaginlashuvchi  yoki
uzoglashuvchi ekanligini aniglang.

i
« Ch—
2 . = (1+3) e, shiNn g lnn . 4 n
Consinin | o & € er. 45 ) 5 $shivn, g Sl 75
smin. 2. ; 3. 4322 e T E
1."2=]‘ 3" ;nv’; ? ;Jr—[ i ,,_Z;z’i cosin we1 SLAIN $ 1

A Vi1 I

.. en@e) . 1y $ 10151

LI LR X S S T 1(-,——;12-2[ =35 | -
B 02 0 2 P e

Quyidagi qatorlar o haqiqiy parametming qanday qiymatlarida

yaqinlashl'xvchl bo lad:: ) e +1)]a | .
l3.in"’e7"; 14.Z(n2+l)_°(e7—l} 15.21 L—————n ; .
"=l \

3

&0 o Y.
gZ 2(1+i) i\hlctg-f—n,' y

6.2-§. DARAJALI QATORLAR

Kompleks sohadagi darajali gatorning umumiy ko‘rinishi

quyidagicha: .
PP SRR L) Yoy (6.18)

na}

bunda ¢,c.c,. - O°Zgarmas kompleks sonlar. z=x+iy kompleks
21 Cpone

‘zgaruvchi — argument. ' .
° Zg,Agal” (6 18)gda : o‘rniga biror o‘zgarmas z,=x+iy, son qo‘yish

ijasi il bo* sonli gator yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda (6.1 8).
:::2: S;danf:;igdlzzo }E;?nlasha:}i deyiladi. Bat.'c'ha yac‘linlash.ish nuc!talan
to‘plami (6.18) ning yagqinlashish s.ohasi deyllfb, u blror'doz‘rada.n .1borat
bo‘ladi. Yaqinlashish doirasini ikki usulda topn;hm eslat'g) o tam;lz

a) yaqginlashish doirasini Dalamber alomati yordamida topish:
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bundan

Sl By, hm—l-—O e=2,71828...
2 2 = 2"

Demak, -1 bulgani sababli qator uzoglashuvchi.

Mashglar

Quyidagi kompleks hadli qatorlarning yaginlashuvchi yoki
uzoglashuvchi ekanligini aniglang.

ch —

« '; 1- =, 5 J— in
L5 S s sea s 00 s Z;’; 6 S’ 2
" e = 2icosin " "
e’ < & & 2-i)+1 T
;8.3 —:0. : ;11 n( [—'i_— .
,,Z.:lgmﬂ' HZ-I”Z > 10. »Zx\rn+("’h z)-lz Z’l‘ § "(3'2’)"3'J

Quyidagi qatorlar « haqiqiy parametming qanday qiymatlarida
yaginlashuvchi bo‘ladi:

e m . n 1)]e
13.3 e ; 14.Z(n2+l)-°(e" —IJ; 15. Z: [ (n ? ) —_d 16.

n=)
\

«

£ ol A\
Zz 2(1+4) L.‘nctg{%J :
6.2-§. DARAJALI QATORLAR

Kompleks sohadagi darajali qatorning umumiy ko‘rinishi
quyidagicha:
c0+c,:»:+czzz+...+c"z"+...=chz" (618)

bunda ¢,c.c,.. - o‘zgarmas kompleks soniar. z=x+iy kompleks
o‘zgaruvchi — argument.

Agar (6.18) da - o‘rniga biror o‘zgarmas z,=x,+i, son qo‘yish
natijasida hosil bo‘igan sonli qator yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda (6.18)
qator z, nuqtada yaqinlashadi deyiladi. Barcha yaqinlashish nugqtalari
to‘plami (6.18) ning yaginlashish sohasi deyilib, u biror doiradan iborat
bo‘ladi. Yaqinlashish doirasini ikki usulda topishni eslatib o‘tamiz:

a) yaqinlashish doirasini Dalamber alomati yordamida topish:
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I
lim| 22— =limic_~ lzf<1.
oy C,uZ r:—»r.:c . '
Agar
L=lim£"-, ..I-=R (6'19)
n-»x cn-l L

deb belgilansa, izlanayotgan doira |z} < R bo‘ladi;
b) yaqinlashish doirasini Koshi alomati yordamida topish.
tim gfe,] 2] <1
Agar
L=timifle] T=r (6.20)
deb belgilansa, izlanayotgan doira iZl<R bo‘ladi (6.1-rasm). r darajali
qatorning yaginlashish radiusi deyiladi. Yaqinlashish radiusini topish
uchun R ni topish kifoya, markaz esa nol nuqtada joylashgan.
Umuman darajali gator yaginiashish doirasining radiusi 2 quyidagi
Koshi-Adamar formulasi bilan hisoblanadi:
y 1
N p= 'E = l{{g(’ﬂa
Bu erdagi limit quyidagicha ta’riflanadi.
.« Agar [«,] sonli ketma-ketlik uchun
i} [a] dan limiti 4 songa teng bo‘lgan
&, qismiy ketma-Kketlik ajratib olish mumkin,
ya’'ni
lime, bo'lsa;

2) har ganday «>0 son uchun shunday ~. butun musbat sonni
ko‘rsatish mumkin bo‘lsaki, barcha n>N, lar uchun o, <4+s bo‘lsa, u
holda 4 son [q,] ketma-ketlikning yugqori limiti deyiladi va lima, = 4 deb
yoziladi.

Masalan,

01,00+ 0142, o1+ L
2 3 n

ketma-ketlik uchun 4=1 son yuqoridagi ta’rifning ikkala shartini
qanoatlantiradi. Shu sababli bu ketma-ketlik uchun 1 soni yuqori
limitdir.

Agar IHEIC,,I mavjud bo‘lsa, Koshi va Dalamber alomatlaridan

bevosita foydalanish ham mumkin.
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1-misol. 3 ¢":" qatorning yaqinlashish doirasini toping.
=0 l

i il i i flof i = :: =lim3 =1, =-—-=l.
Yichilishi. c,=c", gfe] =4[ =lej=1 L=lmgfe]=1 R=]
demak, gatorning yaqinlashish doirasi |z]<1.

2-misol.. i( i)" gatorning yakinlashish doirasini toping
n-1 \in

— —1 —1_. 1 .
Yechilishi: ¢, =—, myfe]=lm_=im-=0=L, 7=R=+o
" (m)" n—ye n-»wlml 3

Demak, qator butun kompleks tekislikda yaginlashadi. o
3-misol.. iz"chi qatorning yaqinlashish radiusi va doirasini
n

sl
toping. ’ .
Yechilishi: Dalamber alomatidan foydalanamxz..
fhe” ' i 1 =ch——= COS—;

e =i e, "Ch%:%(en e »J: e

1
limcos—
:_ noe . n _cosO=L
i cos0

c’l

1
|¢‘.. =1 limcos —

n=po n—

Demak, r=1.
4-misol.. i(m;'mJ qatorni tekshiring.

n=|l . . . .
Yechilishi: Buni Koshi alomati yordamida tekshiramiz:

! . [ =limzfic,| =0,
L el ——= 7+ L=limgjc,[ =0

T -
(inin) e Zi J,,;M_;;

S-misol. i(n-n')z" gatorni tekshiring.

]
Demak, L=0, R::-Z=+cc,

Yechilishi: Koshi alomatiga ko’ra

1
n

,,.( t? —yr
e =l =L glle]=Snt +1=0r 4D =w;
limw=?  low=—ln(n +1);
n-om n
2n 2
7,y 3.1
1 2 T (In(n +1))..=|imn +l___h'n] n =0
L
n

demak,
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I-misol. Te'" " qatorning yaqinlashish doirasini toping.

=l
o ea e in i i ofle | = _1_
Yichilishi. « =e \ﬂf_|=\lf"| ‘I"l‘]- A '”I'I’R"Z”I'
demak. gatorning yaginlashish doirasi |2 <1.

2-misol.. i( i) gatorning yakinlashish doirasini toping
_in

T L= ] 1
Yechilishi: :L lim e, | = limfl—=hm—=0=L, —=R=4x
n (lﬂ) n-px n-ro lnl n L

Demak, qator butun kompleks tekislikda yaqginlashadi.
3-misol.. Y :"chl qatorning yaqinlashish radiusi va doirasini
- n
toping.
Yeckhilishi: Dalamber alomatidan foydalanamiz:
= ch—— = cos—;

: —s . ] 3 1
o 1
chz =2 o =ch—=—|e"+e " |=Cc05—, C

2 y €, Chn € < e -1 =] n—1

cosO

n—px n__ ]

cos(

Demalk, r=1.
4-misol.. 2(@—} qatorni tekshiring.

. - v n i i mzen . & U B B U, [ . L =<y




!i_.t;l(lnw):O; limw=1, L='i'_,2</":7|=]? R=1.
Shunday qilib, bu qatorning yaqilashish sohasi birlik doira ekan, jj<1

6-misol. ig—:’));z qatorni tekshiring,

Yechilishi: Dalamber alomatiga muvofiq,

o _ (2141)(21+2) _ 2(2“‘%)(“%)
(n+1) {H 1 )2 '

Cn
d

_ (2n+2)

[T

_(20)
o=t

)2 4 cnv'll

S| =1 !
= 1'..4, R-Z.Demak, |z|<z.

”

L =lim

Mashiqlar

. Qo’yidagi darajali qatorlarning yagqinlashish radiuslari va
yaqginlashish doiralarini toping.
o€x z" J z'l @ nn @ € @
17. 35 18. 5219, S 20. 3220 21, nl' 22. Y 23,

nal

o
2.2
& .

n=i

24. Y cosinz", 25,14y XetNat D @in=) BB+ 1B +2)..(5+ n-1),
nel el rl7(r+1)(7 +2)..(z+n-1) "
- k _n = d L g @
26;" z. 2720[111(” +21)] Z”, 28.2%:,0 >0. 292 e-Jl:zn.
o= =) n a0
30. S ("l’l)!l" & n(2+ i)" _n E) -2 ” @ 2 =z ©
En!(n L.t k=Dl 3]';:; > 322;(2,,% 33. 022— 34-23"2"-

© o @ . ' £ a n
Y02 36 sin 2", 373 cos Z. 3g 32
P wl N =l \/'; 2= Sh"(1+ in)

6.3-§ TEYLOR VA MAKLOREN QATORLARI

Kompleks.argumentli funksiyalar nazariyasidan ma’lumki, funksiya
a m.lqtanmg biror atrofida analitik, ya’ni hosilaga ega bo’lsa, uni (z-a)
ga nisbatan ’musbat darajali qatorga yoyish mumkin. Ma’lumki, markazi
o nuqta bf).lgan har ganday doira o’sha T nuqtaning atrofi deyiladi.
Shunday qilib, agar f(z)funksiyani quyidagi

JG)= A+ A(z~a) 4 Az =) + ot A (z—a) 4= 3 A (z—a)  (621)
n=0
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ko’rinishida yozish mumkin bo’lsa u
holda f(z) funksiya a nuqta atrofida
musbat darajali qatorga yoyilgan

0\

\

// 2 deyiladi. 4,44,  koeffitsientlarni
7 7 f(z)funksiya orqali ifodalash mumkin.
/// Buning uchun f{z)ni |z-g<R doirada
- *» (6.2-rasm) analitik deb hisoblab, ketma-
- ket hosila olgandan so’ng, z ning 6.2-

é.2-1asm rasm o’rniga aqo’yiladi.

F(2)= A4 +24,(z—a)+34,(z-a) +..+nd, (z-a)™ +.
I(2)=214,+2-34, (z—a)+...+(n—l)nA,,(z—a)H+...,

S7(2)=314,+2-3-44, (z-a)+..+(n-2)(n-1)n4, (z-a)" +...

Rulardan quyidagi munosabatlar kelib chiqadi :
" "(a) [(a)
A=/(a), 4= @), 4= -..zigg)-, 4 =£3-!£-,...,/‘1,I =—;E—,.... (622)

Bularni (6.21) ga qo’yish natijasida Teylorning mashhur( @
L] 9 (") n =2 1"’ a ”
S(z2)= f{a)+—-f(f) (:—a)+——f;r) (z-a)‘ +...+—-—f n!(a)(z—a) +...=Z——-—-ni (Z-—a)

1 =t

(6.23) ) .
gatori hosil bo'ladi. Koshinig oldingi boblarda qayd etilgan integral

formulalariga muvofiq,

1 re ) o .
gmc =L ,___\_).___n—!—, n=0,i2,.. (6.24)

iy (z-a)”
Bu formuladagi I chiziq |z-a/<R doiraning chegarasi bo’lgan aylanadir.
Berilgan f(z) funksiyani 4 puqta atrofida Teylor qatoriga yoyish
uchun uning ¢, koeffitsientlarini (6.24) formuladan topish talab qilinadi.
Lekin anugtaning atrofida f(2) funksiya berilgan bo’lsa, (6.24) formula
bo’yicha emas, balki ketma-ket f (z) funksiyaning a dagi hosilalarini
hisoblash mumkin.
Agar a=0 deb faraz qilinsa,
chiqadi:

(6.23) dan ushbu Makloren gatori kelib

) *(0) , “(0)
f(z)=f(0)+f’(0)z+—/—¥z‘+...+£T(glz Fns (6.25)
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Bu esa (z) funksiyaning z=0 nugia atrofidagi yoyilmasi bo’lib, |{<R
doirada absolut yaqginlashuvchidir. Ma’lumki, har bir qatorning o°ziga
x0s R yaqinlashish radiusi mavjud bo’lib, umuman, 0<R<+o.

Ba’zi soddaroq funksiyalarni qatorga yoyishda cheksiz kamayuvchi

a+aq+aq2+...+aq""+...=ﬁ (6.26)

geometrik progressiyadan foydalanish mumkin, bu yerda lg|<1.

Oldingi boblarning birida ¢, cosz, sinz ning darajaii qatorga
yoyilmalarini ta’rif orqali kiritgan edik. Endi esa (6.25) ga asoslanib,
ularning kelib chiqishini isbot gilish mumkin.

a) f(z)=¢" bo’lsin. U holda
r'(z) =(e’)' =e’, ['(z) =(e’)l =é,.., f(z)= (e")l =¢’, ... z=0da
fO=c"=Y f(0)="=1 f'(0)=€"=1,...,
Bularni (6.25) ga qo’yamiz:
e =l+z+i+i+...+—"+...= 3 i"-, (6.27)
0!=11=1 ekanligi ma’lum. Bunda .=0, R=+x.
b) f(z)=cosz bo’Isin. U holda
f(2)==~sinz, f*(z)=~cosz, f*(z) =sinz, f" () = cosz; . ..

Z=0 da f(0)=0050=], f’(0)=—$in0-—-0, f’(0)=—l, fn(0)=0_ f”’((j):];

Bularni (6.25) ga qoyamiz :
zZ 24 2'.') . zZu o ” zZn
ws::l—§+~a—a+...-r(—l) m”-...:;(‘l) m (628)

Bu qatomning yagqinlashish radiusi R = +cc.
V) f(z)=sinz bo'lsin. U holda
fl(z)=cosz, f(z)=-sinz, f”'(z) =--C0$2, f(” (z) =sinz, ...
z=0,f(6)=s5in0=0,/'(0)=cos0=1, f*(0) =0, /"(0) = -1 /¥ (0) =0, ...
Bularni (6.25) ga qo’yilsa,

sinz= z—%+-‘§—!~%+..,+ -y (Ti;rw+ =§(—])" (2‘;—”)7 (6.29)
Bu yerda ham R =+
Shunday qilib, uchala qator ham har qanday katta radiusli doirada
absolut yaqinlashadi. (6.27) dagi : o’miga izqo’yib, ushbu Eyler
formulasini keltirib chigargan edik:
€’ =coszrisinz (6.30)

Bﬂﬂdc’i 7= X HI, I'»‘:/—l, RO
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Makloren qatoridan foydalanib, ko’p uchraydigan ushbu funksiyani
z=0 nuqta atrofida musbat darajali qatorga yoyish mumkin:
7(z2)=(1+:)", a-haqiqiy son.

S =)=a(+2)" () =ala-1)(1+ L f(z)= a(a—l)(a—?.)(l+z)”,‘.. .
z=0;f(0)=I,f'(0)=a_.f"(0)=a(a—l),f"(0)=a(a—l)(a—2), e
Bularni (6.25) ga qo’ysak ushbu

1 "
(1+z)’ =l+az+%a(a—l)zz+ ..+Ea(a—-l)(a—2)...(a+n—l)z +o..

(6.31)

qator hosil bo’lib, uning yaginlashish radiusi R=1.
Xususiy holda a=-1 bo’lsa, (6.31) dan quyidagi

a2 bt (1) 2 4= D () R=1 (6.32)
1+z 0

qator kelib chigadi. o ‘
Shuningdek, f(z)=In(1+z) logarifmik funksiyani Makloren qatoriga
yoyish mumkin: 2 .
7(z)=m(+:).1'(=) =T—_‘1‘—:=(l+.‘.)_l S (2)=—(1+2) S(E)=2(1+2)7,
2=0,7(6)=In1=0,7'(0)=L/"(0)=-1/"(0)=2 ...,

Bularni (25) ga qo’ysak,
> -t 2" i(_l)n-l%’ (633)

# 2 2 V=
ln([+z)=z——+—-—-——+...+(-' ) =

2 3 4 n =
bunda R=1. o
) az)uyidagi funksiyalarni z=0 nuqta atrofida darajali gatorga
voying.

1-misol. f(z)=cosaz.

Yechilishi: f(z) ning z=0 nuqtadagi ketma-ket hosilalarni

hisoblaymiz: . . . 2
f(z)=cosaz,f'(z)=(°°5"z) =-asinaz, f*(z) =—a cosaz,

Im(z)=a'sinaz, /7 (z)=a’cosaz. .
o0 da /(0)=b s O)=0./(0) =" (0)=0./7 ="

Bularni (6.25) Makloren qatoriga qo’yamiz:

cosaz:I_L{;%z_+_(ﬁ4z%4_£"_g_!)_+._'=g(_1)”%, (6.34)

2-misol: f(z)=¢".
Yechilishi: 7(z)=e®. /'(z)=(e%) =ac” /" (z)=a’e". /" (z) =ae",.32=0 da
£(0)=¢ =17 (0)=a,1"(0)=a"./"(0)=".
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Bulami (6.25) ga qo’yamiz:

2 -3 " w)
TSN . I
A T R Zo

(6.35)

3-misol. /' (z)=e
Yechilishi: Bundan oldingi misolda « o’rniga (-a) qo’yish kifoya:
_ n(az)”
_Z )i o (6.36)
4-misol. (z)=cha
Yechilishi: 7{z) ning yoyilmasi giperboiik kosinusning ta’rifiga
asosan oldingi ikki misoldan kelib chigadi:

| az az azzn 2 (az)"
chaz:i(e se ) ( ) ( ) ( ) =Z=0( )

T T S TR Iy s

(6.37)

S-misoL f(z)=shaz.
Yechilishi: /(z)ning yoyilmasini topish uchun (6.35) dan (6.36) ni
ayirish kifoya |

shaz=§(e"‘-e“ )=Z;(2n+l)' (6.38)
6-misol. 7(z)= 1.

Yechilishi: Yuqoridagi (6.31) ga muvoﬁq
=l+z++. 42"+, .-Zz (6.39)

k4 n=j)
bunda R=1, yaginlashish doirasi |7<!.
7-misol. £(:)=—1__.
105
Yechilishi: Ma’lumki, (6.39) qatorni o’zining yagi i irasi
39 g yaqinlashish doirasi
ichida hama-had dlfferensxallash mumkin, u holda !

(! z} (1_’ (l+z+7 Fo+z" +) =142z+32% 4. +pz"" 4 .
Demak,
] @0
FZT:;(,'H»I)Z".

8-misol. s(;)- 2 _
=)

Yechilisbi: Yuqoridagi (6.31) formulada 4 o ’riga (-3) qo’yish
kifoya:
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-(1+—_Z(—I) (n+1)(n+2)z",R=1z| <1

9-misol. 7(- )_- —, a=0 ’zgarmas son.

Yechilishi: Buni (6.32) ga asosan quyidagicha hisoblash ham
mumkin:

-1 +)

Demak, -~ "Bl yani |z]<|a]= 0.

10-misol. /(z)=——-
miso ) (sz)z
Yechilishi: Bu misolni hal qilish uchun oldingi gatorda a=1 deb
faraz qilib, so’ngra kvadratga ko’tarish kifoya:

2 4 8 .
=l-z"+z" =2+

1+

! 3 =(l N AT 4—...)(]—22 +z'-2° J-) = i(—])” (n+1)2", )7 <L,R=1
(1 + Z: ) n=0
. 1
11-misol. f(Z) = -(ZTI)FZ)'
Yechilishi: Dastlab /(z) ni eng sodda kasrlarga ajratib olamiz:

1 A B
m:m+z—;§, I:A(Z—2)+B(Z+l),
1

z=-1 bo’lganda A=—-;—,z=2 bo’lganda -2 endi (6.32) va (6.39) ga

muvofigq, bu ikki kasrai qatorga yoyish mumkin:
2 3
_l.__‘_+l.__'___l._'__l.L=--l(1_:+z2_zz+m)_l ;+E+(i) 24 |=
31+z 3 z-2 31+z 6 4_2 3 6 2 2 2
2

Z z

_1 ifi =z 22 2
—3(—l+z- +20 =z +.)- 3(2 22+?+-2—4+...)=
RIMRANARE _ll ( _l) ]
_EM-I—E)J,LI }z+( 1 5 )z +1 > A
Shunday qilib, G 1)( ) 32[( 1y~ 2}

12. J(@)= " —1

l+z+2




. Yechi[ishi: Tekshirishlar ko’rsatadiki, bu misolni yuqoridagi usul
b;lan yechish magsadga muvofiq emas. Shu sababli uni sun’iy usul
bilan hal gilamiz. Kasrning suratini maxrajiga bo’lamiz, u holda

1 1+z+2z*

— 1z 2?
T—z4z23 2% 4 26274 2Y

..........

ol w3y 6 £l
l+z+2° ={l+z"+2 +Z°+"')—(Z+z‘+z7+z'°+~--)=Z(z"’—z”’“)

13-misol. 7 (z)=sin’z.
Yechilishi: |
S'(2)=2sinzcosz =sin2z, f(z) = 2cos 2z, |
ST(z)==2%sin2z, " (z)= -2’ cos 2z, ...;
z=0da
s (f)) =0,7°(0)=0,1(0) =2, 7(0) = 0, /™ (0) = 2", f*' (0) =0, /' (0) = 2°.....
Bularni Makloren qatoriga qo’yish natijasida 'r

: = = 22”_‘I -
sm’::%(_l) ’(2;;)!2‘"

n=0

hosil bo’ladi.
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Bu misolni boshqa yo’llar bilan hal qilish ham mumkin, masalan,
sinz ni qatorga yoyib, so’ngra kvadratga ham ko’tarilsa bo’ladi.
14-misol. f(z)=ch 2008z

Yechilishi: Ma’lumki,
chz = cosiz,cosacos 3 = é[cos(a+ ﬂ)-l-COS(fI"‘ﬁ)]n
S(z)=chzcosz=cosizcos= = -Zl-[cos(l +)z~cos(l —:’)z].
Bundan ketma-ket hosilalar olib,z=0 da hisoblaymiz.
r)= —%[(l+i)sin(l+i):+(l—i)sin(1—i):],

(=)= ——;-[(l +i) cos(1+i)z+(1-i)’ cos(l-i):],
()= é{(l +i)‘1 sin(l+i)z+(1—i)J sin(l-i)z],

P ()= _;.[(1.”')' cos(l+i):+(l-i)‘ cos(l—i):], -

z=0da s(0)= %[coso+ cos0]=1;

S(0)=0; £7(0) = --7]‘-[(] +i) +(1 -i)’]; 7O =0, f90)= %[(1 +i) +(1 -i)‘].
bularga o’xshash yig’indilarni hisoblab chigish uchun komp'leks
sonning trigonometrik  formasidan va  Muavr formulasidan
foydalanamiz, u holda

) ‘ L. T
]+i=ﬁ(cos%+isin%), 1—1=\/5(cos—;£—lsmz-),

4z . 4
A+ +Q+) = (ﬁ)“[eos“—f— +isin‘fT”)+(~/5)"[cosT”—zsm—f)=
=22.2cosw =-2°, cosz=-1, F0=-2*

va hokazo. Bularing hammasini Makleron qatoriga qo’yish natijasida
ushbu qator hosil bo’ladi:

£ n 22': z4n
cheosz = §(—1) )
15-misol. f(z)=Arcigz, Arctg0=0.

Yechilishi: Ma’lumki,
1
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buning ikki tomonidan, o’sha doira ichida faraz etib, integral olishga

haglimiz, ya’ni

=l-Z+z -2+ -2+,

2|=ld <1, R=1;

s
Z3 z 27

& L o
jl+zz=Arcth+C=j(1—z +2Z —26+,.,)d2=3——3—+?—71—...,
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z=0 da  Aregb+C=0, C=0,
demak,

2»4'

Arctgz = Z( o=

Quyidagi funksiyalarn z-a ga msbatan musbat darajali qatorga
yoying.

16-misol. f(z)=%2 funksiyani z—1 ga nisbatan, ya’ni z=a=1
r4

nuqta atrofida darajali qatorga yoying.
z  (242)-2 2

= = =]- =]-2 - "2)= z- 2,
f@ e 23 P 1-2(z+2)7, S (@)=2z+2)

fi(@)=-2(z+27, 12)=3-4(z+2)", fM(2)=-3-4(z+2)7,
S™(2)=3-45(z+2)",...
Endi yuqoridagilarni z=1 da hisoblab, topilgan qiymatlarni (6.23)
Teylor qatorlariga qo v1sh natijasida Jshb

RIS

qgator hosil bo’ladi.
17-misol. f(z)=Inz funksiyani - I ning darajalari bo’yicha
qatorga yoying.

Yechilishi:
f@=tz,  f(z)= g @)=zt =2
f"'(z)=—3!z , (=427,
i(z- 1)"

Natijada ushbu hosil bo’ladi: Inz = Z( -1

n=l

18-msiol. f(z)= l+13z funksiyani z+2 ga nisbatan darajali qatorga

yoying.
Yechilishi: (6.39) qatordan foydalanamiz:
1 1 B 1 1 1
1+3z2 143(z+2-2) —543(z+2) 5 1_3(”2)

l 3 32 3
=_-5-[1+-5-(z+2)+5—2(z+2)2+§~3(z+2)3+...}=——2[ =(z+ 2)}

L n= 0s_~
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R=2
3

. . 5
y2’ni, bu gatorning yaqinlashish sohasi |z+2|<-3-.
19-misol. f(z)=sin(2z+1) funksiyani z+1 ga nisbatan Teylor

qatoriga yoying.
Yechilishi:
f(2)=sin(2z +1), f{z)=2cos(2z+1),
SM(2)=-2cos(2z +1), f™(z)=2"sin(2z +1),
z=a=-1 da f(-1)=sin(-1)=-sinl, F'(=1) =2cos{-1)=2cosl,
7"(=1)=2?sin1, fr-h=—2"cosl, fT(-D)=-2%sinl, ....
Bularni Teylor gatoriga qo’yamiz: 3

2 ANl _2‘_ . 3 1-
f(@)=sin(2z +1) ==sin1 + 2z + Deosl + > (z +1)?sinl - Z-(z+1)*cos

f"==2%sin(2z +1),

—-zi(z+1)"sinl+
i

bunda sinl~sin57°17'45" va coslxcos57°17'45".
Mashgqlar

Quyidagi funksiyalarni Makleron qatoriga, ya’ni z=0 nugqta
atrofida darajali qatorga yoying.
2 1+z 44
L b20. 40 Al 42z 43 mT. 44,
b

az + T

2(z+a) ~ z 2Z
In(z* -3z +2). 45. o l2|<a, a#0. 46. cosv/z. 47~ 485

. 49.In(2+2). . .
Quyidagi funksiyalarni Teylor qatoriga, ya’ni z=a nugta
atrofida darajali gatorga yoying. N
50, ch(l-z) funksiyani z—(l—% J ga nisbatan. 51. cosz

. 1
funksivani z+Z ga nisbatan. 3 ‘12

z° - _ . ————= __ funksiyani
53.2—_z:— funksiyani z-2 ga nisbatan. 54. (z+l)(2 3 y

z--1 ga nisbatan.
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6.4-§. MANFIY DARAJALI QATORLAR

Yuqorida qaralgan Teylor qatori z~a ga nisbatan musbat darajali
qator bo’lib, uning yagqinlashish sohasi R radiusli biror doiradan
iborat o’sha z-a bo’yicha manfiy darajali qatorlar ham ko'p
uchrab turadi. Uni quyidagicha yozish mumkin:

b =
PO S S R : (6.40)
z-a (z-a)* (z-a) (z-a)" m(z—a)

Bunda 4, b,b,... o’zgarmas sonlar bo’lib, xususiy holda

haqiqiy sonlar bo’lishi ham mumkin:

lim b, L S lim l b 1. L<L ya’'ni
o= | (z—-a)' (z-a)”! e b Iz —-al
Eﬂ b": =r, |z—a'> T ya |
(6.41) JJJJL
Demak, manfiy darajali (6.40) gatorning 2
yaqinlashish sohasi |z—a|>r doira ;
tashqarisidan iborat ekan (6.3-rasm). < ?
Umuman olganda r>0 bo’ladi. Odatda ﬂm'r ’
b,=c, deb, (6.40) qator quyidagicha T —
yoziladi:
6.3-rasm
wete,(Z-a)" v, (2-a) "+t (z-a) 2+ c,(z-a) =) clz-a).
(6.40")

Xususiy holda a=0 bo’lsa, (6.40) dan quyidagi qator kelib
chiqadi:
3z (642)
u holda (6.41) doira tashqarisida |z|>r ko’rinishiga ega bo’ladi.

Quyidagi manfiy darajali qatorlarning  yaqinlashish sohalarini
toping.

1-misol. ie"(iz)" .
7=l
Yechilishi:
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n-|

—n _€ =i
c,=ei"== <5 r=lm

= C =
-n 0 ~(n-1) in-l ’ n-yo c-(n-l)

Cn

. €
=|1mﬁ=e, r=e,

Demak, qatorning yaginlashish sohasi |z|>e doira tashqarisidan

iborat ekan.
xo z-'l
2-misol. ) ——.
“~cosin
Yechilishi: | :
1 c = —,
= = —(n-1) —-
" Cosin  chn P ch(n=1)
el g gD el +ee?
. C . Ch(n-l) . € +e =l =e,
r=lim) —— = lim—"= = lim————=—= 10"
Yo c—(n-l) Chn e @ 4@
.1 — ul
chunki lime™ =£x_n):-;,,— =0, r=e, [f>e
5 3" +1
3-miSOI. ol
;} (z+2)"
Yechilishi: 1
" 3+
. c_, 3" +1 _ 31
. n = 1= ], =-————-”_ = Py
a=-2, c,=3"+l, c4,)=3"+ Con | 3 '+1 1.,.;"__1
.1 :
r=lim| -$2_|=3, lim— demak, |z+2{|>3.
n-ya c—(n--l) n-03
= n2™"
4-misol. Y ———
S(z-2-1) ' i ey
Yechilishi: z-2-i=z—-(2+), a=2+1, n 1
. C—n I—_l. !Z"Z—il>—v
_ —(n-1) r= lm] = 2
C-tn- = (n=12 ’ " Cy | .

Quyidagi funksiyalarni manfiy darajali qatorlarga yoying.

S-misol. —— funksiyani b ga nisbatan manfiy darajali
T z-b z
qatorga yoying. ,
Yechilishi: Ma'lumki |g|<1 bo’lsa,

a
n-}
atag+ag’+..+ag "+

1-q
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bo’ladi. Shunga asosan

ey ) ) e (5

z-b z(l—éj z z
z

g< fe
|z|<1, I > ol

Xususiy holda, agar »

i

bo’lsa. quyidagi gatorga ega

bo’lamiz.
1 - 1 i
—= >1.
z __] nzﬂ’ Z'”l 4 IZI
6-misol. ( ]b)z funksiyani 5 ga nisbatan qatorga yoying.
zZ— V4

Yechilishi: Oldingi gatordan o’sha yaqginlashiah sohasida
bo’yicha hosila olish kifoya:

L'=u " _=n-l\r
(Z_b] Sy,

n=0
+1)5"
2 H

1 = (n
bundan - by = g

7-misol. T funksiyani 4 ga nisbatan darajali qatorga
z z
yoying.
Yechilishi: Buni suniy usulda bajaramiz:
@]
2 2 2 iy X 2 : 2 7 4 6
2z 2=(z tb)zb=1— 2b =1-N\ZJ___q_ é]+2)_(.[.’.)+
z“+b z*+b 22 +h 1 (b)z z, z) \z}
+ —_—
.2

oyl 8Y"
=) (~1)| =] .
2 ()
Bu ba’zan quyidagicha ham yoziladi:
22 2 420 2n
o LEUE
Mashglar

Quyidagi qatorlarning yaqinlashish sohalarini aniqlang:
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» 1 Q(Z'i‘l-i)-”
56. . 57. Z——H——i . 58
n=l

= 1 —
> Z(Tj,)—; -~ 4"(i+2) =

n=l

i———(ﬁ”ﬁ)n. 59-ib‘2"‘"’zz". 60.5 (b-ay™(z—a),axb. 6L
=1 z" n=—s =

< l a-ln-lzbnl.

2] {arajali qgatorlarga yoying:
Quyidagi funksiyalarni manfiy darajali qatorlarga yo) o
62. —— funksiyani 7 ga nisbatan, ya'ni 7 - nuqta atronida

©2z-5

manfiy darajali qatorga yoying. .

63. *cos funksiyani z=0 nuqta atrofida yoying.

z

1

2
’-a

funksiyani z=0 nuqta atrofida yoying.

65. funksiyani z=0 ga nisbatan yoying.

zZ—a

6.5-§. LORAN QATORL

. s - . ..
. ‘s rinishi:
Loran darajali qatorlarining umumty ko

. C
c_, Cotn1) +...+ = +—="F

-t (Z— a)n + (Z — a)"'] - (z—a)z z—a (6.43)

< n
—~aY = 4 (Z—a)
+co+c,(z—a)+cz(z—a)2+---+Cn(z a) + ’Z-; ”

bo’lib, u ikki gismdan iborat:
a) To’g’ri gismi:
P=c, +C,(Z—a)+cz(z_a

N -2 —a)'=
b) BZJQS? qgscm'(‘z_a)_,,w ( -I)(z_a)"”""+...+c_z(z’a) +e,(z-2)

(6.44)

Y +.+e(z —a) + .

=n§tc"(z—a)” (6.45)

i i |z- doiradan
Ma’lumki, bu qatorning yaqinlashish sohast |z-a/<R do

iborat;
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Buning  yagqinlashish schasi /7’7//77@ 1
L 5e s i S _,///%/XA
iz—a|>r, ya’ni doira tashqarisidan /// Z// //;4 7 //’

iborat.  Shunday qilib, Loran - 0
umumiy qatorining yaqinlashish [Z/é// s ‘4//%{3
sohasi markazi @ nuqta bo’lgan r !,/ //f i /Aj
va R radiusli aylanalar orasidagi g///,% Y% f////
halgadan iborat blo’laclii (6.4-rasm): /éZ} e _/’f%
r<lz—al< R ’-v///”m. A %

Bu verda uch hol bo'lishi /{7//’75}%/////
muinkin: iz a

l. Agar r<R bo’lsa, halqa
mavjud  bo’lib, Loran qatori o’sha  halqa ichida absolyut
vaginlashadi.

2. Agar r=R bo’lsa, hzlqa fagat aylanadan iborat bo’lib,
Loran qatori uning ba’zi nuqtalaridagina yaginiashuvchi bo’lishi
mumkin.

3. Agar r>R bo’lsa, hech qanday halga yo’q. Shu sababli
Loren gatori uzoglashuvchi bo’ladi,

Agar Loran gatori berilgan bo’lsa, uning ikkala gismini alohida
tekshirish halgani tepish lozim  bo’ladi Aksincha, agar  funksiya
berilgan  bo’lsa, uni Ioran qatoriga yoyish uchun oldindan berilgan
halgaga qarab ish ko’rish talab qilinadi,

Kompleks arpumentli funksiyalar nazariyasidan ma’lumki. Loran
qatorining ¢, koeffitsienti ushbu formula orqali ifodalanadi:

=5 L%
2nlY (z-a)
Bunda « son ikkala aylana markazi, f(z) - halqa ichida analitik
funksiya: 1 chiziq — halqa ichidagi @ markazli ixtiyoriy aylanadan
iberat. Odatda ¢,  koeffitsienti (6.46) formula orqali topish giyin
bo’lganda, ba’zan sun’iy yo’l bilan ish ko’rishga to’g’ri keladi.
I-misol. Quyidagi Loran qatorlarini  yaginlashish  sohalarini

aniqlang.
x _Z—T‘l . {EJ"
Zl(z +.‘Z:;i\4 '

Yechilishi: Dastlab, qatorning to’gri gismini tekshirib ko’raylik:

n=0,+1 42 43, .. (6.46)

41':«]

o oL o o L o iiml = lim =
P :L_:-F‘ © #411 2 n-1 4’-’-‘ nomle n—so 4
1
L:_l.’ R=‘—= 3 |Z|<4.
4 L

Endi qatorsing bosh gismini tekshiramiz:

o 21’: =] " _an =2n—I-
0= =227 ¢, =2 Cpuy

n=1 & n=—cc
n

— 11 ._2_—2') 2> 2.
=lim =2 P

C7 n

r = lim

n—m

C_{n—]) ; :

5 =\
- = sinin < (z—1i)
Z-misol. =+ ), =
= n!
n=1 (Z 1) n=0 .
Yechilishi: Qatorning to’g’ri qismi:

1
o _1:)?1 . 1 _
_\_‘L‘E____.a:rc,:—-_-C_l— i
F=2, nt opl " (=D
n=0 * 1
| _ — il < +e0
L=limO 2 = =0, R=—=+e0, |z-1]
n—m n! n=a p o
Qatorning bosh qismi; |
2. sinin _sinin=—(e"-€");
i ce  =SIIn=—
=2 U 21
n=! (Z = I-) 5 [ l
=2
—(n=1)__ . ni » . € P
. — C__.,_.;i: F = him|- Con = “_T“'*;__T_'QT_‘TT o ! Ey
(’ ) 1 n—ow g . e (&
=(n=1 2 li® (,_(”_”

r:€:|2"fl>e'

Bemak, soha: ¢ < |z—i] <co.
1 n
2 2" -1 &zt
3-misol. Y ——+) —— -
‘:Z—l(z +1) = (n+1)

Yechilishi: gatorning to’g’ri qismi:

0 1
n [ _
? it (Z*f“r) .._—--—].(: — .”: nlcnl_ ‘2_—"_'
o= ((n+z')""a T (i) ]
n=0
1
1 | |
L:lim"[cr|:0, R=—=40, z+]I<®
n-x ! L

Qatorning bosh gismi:
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2, 2" -1 . c Co2n - o
Q‘Z , €, =27 =1, r =lim|—"— = lim— =lim =
o (Z+l)" g n-= c—(n-]) - ) ! noyx 1 ] ‘
2n-.
|z+]| > 2.

Demak, 2 <|z +1| <o, yani markazi a=-1 nuqtadan iborat bo’lgan doira
tashgarisi.

4-misol. +mnz+1—""
Z1(z+1 ; ( )
Yechilnshl..Qatommg to’gri qismi P da
c,=n, c,,_.=n-l,L=limL, lim =], R=1.
: nswp—1 nw i __l-

n
Qatorning bosh qismi Q da

€, =h,C yy=n-], r—hm—n——l r=1.
n—)aon_l
Shunday qilib, ==R=1, yani halga aylanadan iborat bo’lib, gator
uzoqlashuvchi.,

S-misol. Z—— + Z o (b=0).

n-()
Yechlllslu. Qatorning to'g'ri gismi P da
c 1.1 1 1
n - =— L:__’Rz—:b, bl.
e e T T Pl el <1
. c_, | a”
Qatorning bosh gismi Q da | S =lal, , =|la|, |z|>ld].
-(n-l)

Demak, |af <|5|. bolIsa, yaginlashish halqasn.lal <|z| <|p|. Agar |a|>|b|.
bo'lsa, qator uzoqlashuvchidir
Z (-1) (Z‘ ')
2(z— 1) 4 oy
Yechilishi: Bu misolning bosh qlsml birgina haddan iborat bo'lgani
uchun uning faqat to’g'ri qismining yaqinlashish sohasini tekshiramiz:

6-misol. —

134

1 11 -

. |,.|-l__]___l_ S
aEE TR 4,

1 1
L = —, R = e—= 2’
2 L
0<|z—i<2.
sinz . it toriga yoying.
7-misol. f(z)=—— ni z=0 atrofida Loran gatoriga yoy
z
3 5
) zZ 7 oz _
Yechilishi: Ma'lumki, inz=2— -+ ——=+...R =oo[z| <0
31 51 7!
. 2 4 6
sinz zZ z z
P =] ==t
Shu sabaii: . | 3 + R
8-misol. f(z)= z* cosl, z=0 nqguqta atrofida Loran qatoriga
z
yoying.
Yechilishi: Ma’lumki, , . e
1(1 1
cogl:l.—i 1 + — —-J ———'(-) + cees
z 21 4\ z 61\ z
Shu sababli 1
1 2 1 1 I +..R =0,
4 —_— 4 ——— v — — ceey
e TR TR R TR
9-misol. ¢l ni z=0 nugta atrofida Loran qatoriga yoying.
Yechilishi: Ma’lumki, .
2 3 n .. z
e:=l+z¢-2_!+§—'-+ +ﬂ' n=0n!
Shu sababli , - -
e-’_1=l+_:z_+z +-———+ —Z—-— R=+cc.
z 2! n!
16-misol. f(2)= L+ oos ni z=0 nugta atrofida Loran gatoriga
yoying.

Yechilishi: Ma’lumki,
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2 2t 2
CoSz=]——+—-" 1 |

21 41 6!
Buning ikkala tomoniga 1 ni qo’shib, so’ngra z' ga bo’lamiz:

H-misol. f(z)=>"

z
yoying,.
Yechilishi: Ma'lumki,
) r

F 4 §
Sinzzzl—c0322=i_l[]_(22) +(2z) _(2z)o+m _

20 4 g
_1) (22 (22 (2 T
T2 T e e 7
Shunga asosan -
sinzz_ 222__2“.';:3_‘_262S 2sz7+ I Pe
z L2t ATt g g Rt
]
(z—-2)(z-3)

2 2 2

12-misol. f(z)= funksiyani 2<|z|<3 halqada Loran

qatoriga yoying.
Yechilishi: Buniung uchun berilgan funksiyani eng sodda kasirga
ajratib clamiz:
1 A
= -+ .
(z=-2)(z~-3) (z-2) (z-3)
z=2 bo’lganda A=-1; 4-1 --3 bo’l
ish ko’ramiz:

l=A4(z-3)+ B(z-2),

ganda B=1. Berilgan halqaga binoan

a) || > 2, yani ﬁ <1 bo’lishi uchun quyidagi ko’rinishda yozamiz:
z

11 1 2 (2” 2Y ] =,
- Ity I S () I (el VIR PR s
z2=2 oz, 2 z[ z ‘zJ (z 2 2"

i n=|

z

b) |z| < 3, yani 3 <1 bo’lishi uchun quyidagi ko’rinishda yozamiz:
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Demak, ) ) )
5 IS
(z-2)(z-3) 2%\z) 3 \3

Bulardan birinchisi gatorning bosh gismi bo
gismidir.

13-misol. f(z) =

yoying. o . ) -

Yechilishi: Qatorga yoyishni ikki xil usul bilan bajaramiz -

I-usul. f(z)= ! 5 z=2 nuqtadan boshqa hamma nugtalarda

analitik. Avval ]<2 aylanada gatorga yoyamiz. Aylana nildagiga ega
shuning uchun (6.46) formuladan foydalansak, quy
bo’lamiz:

lib, ikkinchsi esa to’g’ri

ni z=0 va :-- nuqtalarda qatorga

o —
<

arkazi a=0,

1
——dE
1 E2
n_ 2xi y §n+1
@<0) C,=0, chunki bu holda integrfll
analitik (6.5-rasm). Endi n>0 bo’lsin

f2)=2.Cz2"

larni hisoblaylik. Manfiy » larda
ostidagi ifoda y - kontur ichida
1

| E—,.duf
—4
C'%,‘T
S
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e —

& “ &
tosz =]
2t 41 6!
Buning ikkala tomoniga I ni qo’shib, so’ngra z' ga bo’lamiz:
2
l+cosz 2 1 1 z
_“_.z_.____z +———=+4.., R=+wx.
Fi b 21z 4! 6!
. sin®z . ‘ )
11-misol. f(z)=-—— ni z=0 mnuqta atrofida Loran gatoriga
z

yoying.
Yechilishi: Ma'lumki,

1-cos2z 1 1{1_(22)2 (22)4 (Zz)h ‘

sinz=———=———

2 2 2

2! TR 8!

Shunga asosan

. 5 G5 65 8 _7
sin® z ZD z 2'z +_2di_~2 # J_—Llﬁ R = 1w,
z |2t a6 8t T2
12-misol. f(z)=— ] funksiyani 2<|z|<3 halqada Loran
(z-2)(z-3)

gatoriga yoying. o '
Vechilishi: Buniung uchun berilgan funksiyani eng sodda kasirga
airatib clamiz:
| 4 B - ae-3)+B-2),
z=2)(z-=3) (z-2) (z-3)
z=2 bo’lganda A=-1; 4=1 -=3 bo’lganda B=1. Berilgan halgaga binoan

1sh ko’ramiz;

. 2 3 . . . 8 = ! i - 12
a) |z| >2, yani — <1 bo’lishi uchun quyidagi ko’rinishda yozamiz:

2l

2\3 '(«2\3 23 21:—1

B 1 :_.l._l__A—i{]-l-E"’(_J -;-L_J —'r..,l—-—E—-—”—:
) \iE 2

z

b) |z <3 yaﬂi‘ <1 bo’lishi uchun quyidagi ko’rinishda yozamiz:
2
: 3

Demal,

| LETEY 1&0ey
L SR £ 2 N AT A
(z—=2)(z-3) 'J*’-*[z] 3Z 3)

< n=1 =0
Bulardan birinchisi qatorning bosh qismi bo’lib, ikkinchsi esa to’g’ri
gismidir,
1 .

13-misol. f(z2) = S _5 W z=0 va :.. nuqtalarda qatorga
yoying.

Yechilishi: Qatorga yoyishni ikki xil usul bilan bajaramiz :

1

- _ 5 ¢=2 nuqtadan boshqa hamma nuqtalarda

I—usul. f(z)=

G 7L | & e ’ : :
analitik. Avval l7<2 aylanada qatorga yoyamiz. Aylana markazi a=0,

shuning uchun (6.46) formuladan foydalansak, quyidagiga ega
bo’lamiz: i

. L
=Y Cz g=lge2_

no 2mi. en+l
¥ s

larni hisoblaylik. Manfiy » lardan<0) C,=0, chunki bu holda integral
ostidagi ifoda y - kentur ichida analitik (6.5-rasm). Endi n>0 bo’lsin
1

Cp= : Jé:_.z-l

£
el

2aid &P
2ni &

Sy B QRGeS TR



vy 4
el e
< ,/"’—- T ~ N
"/ // \\-. N
;o Lot
i !
T s
\ i b
..\ ‘,\ .! ,l" “/’
\\\\ \._\ \\\! y.—‘.’// //
\_\.\‘NA\L""’
I
6.5-rasm
Yuqori tartibli hosilalar uchun Koshj integrali  formulasidan
foydalanishimiz mumkin, chunki f = 75 ¢ - kontur ichida analitik:
(m
c =L1(_1 YV _ va
T ) B

g0 n!(=2)"" 2"
Shunday qilib {<2 ichida

f@)=-— funksiva Loran gatoriga
z—
quyidagicha yoyiladi:

z—2 _Z 327+
Hosil bo’lgan Loran yoyllmasmmg bosh qismi yo’q,
1
S(z) =

chunki
5 » I4<2 sohaning hamma nuqtalarida analitik

Bu holda Loran qatori Teylor qatori bilan mos tushadi.
2~usul. f(z)=

ning Loran qatorini cheksiz kamayuvchi
geometrik progressiya formulas;dan foydalanib hosil qilamiz :

Sar =L

> lg <1 (6.47)
.—15 ni quyidagicha yozib olayhk :
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1 -1

z-2 2.(1-5)
\

il<l
2
2

oL . - rmulani
chunki biz |5<2 sohadagi yoyilmani gidirayapmiz. (6.47) formulan
qo’llab, quyidagiga ega bo’ !amiz

z"
—_——— -\ = —'Z( J Z.;zrh]
2 (l _Z n—O s
2,
sul bilan
Shunday qilib, yagonalik tecremasiga mos ravishda ikkala u
ham bir xil Loran gatorini hosil qildik.

. : i uchun z=-
Endi ..atrofida yoyilmam topamiz. Buning

»

Wy | —

: i -0 atrofidagi
almashtirish bajaramiz. U holda - =« atrofidagi yoyilma ¢
yoyilmaga to’g’ri keladi :

1

L)

: kelamiz

. : e .

Biz —&_ funksiyani ¢-o atrofida qatorga yoyish masalasiga
1-2¢

1 __¢
-2 C1-%

dalanamiz :
Yana geometrik progressxya yig’indisi formulasidan foyda

fz 25 ZZ é;m—l

n=0 n=0
Nol nuqta atrofida i2§|<1-

O zgaruvchi . g2 gaytib, quyidagiga ega
bo’lamiz :

2n = n+l _iz ——1——

n=0
n=o

Buifoda .. matroﬁdagl yoyllmad" ..o nugtalar atrofida va
14-misol. Quyidagi funksiyani z=0, ==

lal <|2} <|#| halqada qatorga yoying

1 o<|d<|y
f(z) - (Z a)(z b) L] l hk
Yechilishi: Funksiyani o’zgartirib yozib © ail
1 1 (o (6.48)
oG-t G-a\(-b -9

I. z=0 atrofida qatorga yoyaylik:
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Yoyilma quyidagi ko’rinishda bo’ladi
] el
f(2)= =>.C,7"
(z—a)z~b) .,24;
Loran yoyilmasining bosh gismi nolga teng, chunki s(z)funksiya -=0
nuqtada analitik. Quyidagi o’zgartirishlarni bajaraylik :
1 I
1 1

= 7 s _ N\
R B ()
b a)

|
z=0 atrofida Hd, ’f <1 ekanligidan va (6.47) formuladan foydalanib,

berilgan funksiyaning qidirilayotgan yoyilmani topamiz :
1 1 1z 1&(zY] Lt 17,
(z-alz-b) (b—a) E%li) ) ZE[ZJ ,T“"b-anzo[b—"TFJz
2. (6.48) formuladan foydalanib z=a atrofida Loran yoyilmasini
topamiz. U quyidagi ko’rinishda bo’ladi:

J(z)= iC”(z—a)"

n=-~1
Bu yerda bosh gismi bitta haddan iborat, chunki (2 funksiya z=g¢
nuqtada 1-tartibli qutbga ega. __l_b ni ¢’zgartirib yozib olaylik.

_l_: 1 - 1 | S z—ad
z-b z—-a—(b—a) (b—a)[l- z—a_] - b_a.mnlb"ﬂj. (649)
L b-aj
z=a atrofida, ﬂ’d,
tb—aj

(6.49) ni (6.48) ga qo’yib, z=a nugqta atrofida Loran yoyilmasini
olamiz:

i L] 1 &(z-aY 1‘_”(Z~a)"
(z—a)(z-b) (b—a){ (b-—a)z(b—a) __-¥—_z(/)—c:);5

r=0 %\ z_aJ mze}

Hosil bo’lgan yoyilma 0<|z-dl<|b-a| halgada ma’noga ega, chunki
z=a. z=b nuqtalar funksiya uchun maxsus nuqtalar (6.6-rasm)
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ﬁ z=b
)
\ // 74/, .
W 7
ol idagi ko’rinishda
3. |d <2 <[y halgada yoyilmani topaylik. Qator quyidagi ko’r

bo’lishi kerak:

— iC,’,' z" chunki halqaning markazi nol nu
(z—aXz-b) =

qtada.

<1 ekanligidan quyidagicha o’zgartirish

zl a
laf <]z} <ol halqada ;|<1, .
qilamiz: 1 1
1 =
i —_ — Y Z— a Z(l — ———]
U holda "

(e-a)z—b) b-al bmb” zi3? |
halqada Loran gatoriga

15-misol. 12 funksiya 0<z|<]

z+z
yoying. y
Yechilishi: Ma’lumki, ® .
S S S SIS /S0
z+28 z(l+z) z ¥z 2 m

n iborat.

5 . - . . da
Bu gatorning bosh gismi birgina had |
q g q +2 <2 halgada Loran qatoriga

2. 1<z
16-misol. —— 1 funksiyani 1<|z

yoying.
Yechilishi:
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2 2 A B
= = +
=1 (z-D)z+1) z-1 z+1
2=A4(z+1)+B(z-1);
z=1bo’lganda 4=1,=-1 bo’lganda B=-1. U holda

1 1 i = (o
a) = = —— 1 =_lz z+2 :
z~1 (z+2)-3 3 _z+ 3 3

9

1 1 1 =
=_z+2[]+(z+2)+(z+2)2 ] Z(u:z)"

n=1

z+2Y
z —1__"2_,(“2) 5%,:(_3—) '

Buning birinchisi qatorning bosh qismi bo’lib, ikkinchsi to’gri qismidir.
7-misol. £(z)=- ’

+2Z

Demak,

funksiyani 1<|z-{<2 halqada Loran

gatoriga yoying.
Yechilishi: Ma’lumki,

1 A B
> = + y 1= A(z+ i) + B(z— i),
1+z2° z4i z-i

2i 2

11 1 1 1

1+ 22 24 z—i 2 Z4i
Bunda birinch had z—; ga nisbatan gatorga yoyilgan bo’lgani uchun
ikkinch hadni qatorga yoyamiz;

Demak,
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12= Z( 1)( ) 0<|z-i|<2.

1+z 2("‘1) 4

i Z+2  funksiyani 2< |[z—1j<e halqada
(misol. /()= 22 —4z+3

Loran gatoriga yoying.
Yecluhshl MaxraJm ko’paytuvchilarga ajratamiz: ~1)(z-3);
24z 4+3=22—z=3z+3=2(z=1)— -3(z-D=(z ’

z+2 A4 B .. 2=A(z-3)+B(z-1);
(z-1)(z--3) (z—l) (5—3)

3 _3
z=1da A=——2-, z=3da B—2.

Demak, a2 5 1, 5 _]—5 ’
—_— —— oo 7 z-—
Azt LT ean bo'lib,
Bunda birinch had z-l ga nisbatan gatorga yoyllgan 0
Ikkinch hadni z-1 ning darajalari orqali yozamiz. |

s 151 sl -
22-3 2 (z-D-2 2270 =
5 1 1 2 (_2__)2*(_37) +]
=—i—| T -
T2 21| z-1 z-1 z
2 2l 2<z- 1.
1
Shunga ko’ra o o2
___z_+—2___=—l-+5 —_—
-4z+3 z-1 FZ(Z_I)

Bu qatorning yaqinlashish sohasi 2 <|z — 1] <co.

Mashglar

larini aniqlang.
Quyidagi Loran q atorlarning yaqmldshlsh soxa

Z(3+4z) Z( +21) 67. z (z- 2+l)

=) (z+ 21) 7=0
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- 1 .
+Z (+in)(z-2+0)";  68. Z— + Z 85 funksiyani 1<|z}<2 halqad.

w2 2"4’ .(z—l)z(z+2)
l n n n . 3
69. Z(n ) Z > -1" 70. -;—l-+Z(—1) (z-1)"; 86. -_-—-—( - 1)]( - 4) funksiyani 1<|z|<2 halqada
n=1 =0 1 - n=0 7% 4 P
—( z R = (_])ﬂ"' n 1
2,;2—+Z,[ J > T2 Z 9 (z=1)"+ 87. z%e* funksiyani 0<|z|<w halgada.
-1 . z+)7 . . da.
"'Z 3’2-:,52 (z=1)"; 73 ) (n+2)i"M(z-)" 88. zzsm( ) funksiyani 0<|z| <o halqada -
w02 Com ; Zf ksiyalarni yo ko’rsatilgan halqada, yo ko’rsatilgan
Quyidagi funksiyalarni Loren gatoriga yoying: Berilgan funksiya
e’ nuqta atrofida Loran qatoriga yoying. alar atrofida.
74. — funksiyani z =0 nuqta atrofida. 89. j(z= (]1 . 2= 0,z=1, == NUq
zZ z(l-z
) _snz ta atrofida.
75.‘3—8 funksiyani z = 0 nugta atrofida. 90. f(2)=—%- =z=0 nuqid
z o ;=0 nugta atrofida.
1-cosx N s =%
76. funksiyani z =0 nugqta atrofida. 92, fizy~—) 0<|z| <1 halgada.
) Tz 4z
1.,2 Lo 93. rzy=—s2—: 1<|z+2<3 halqada.
77.—sm”— funksiyani z = 0 nuqta atrofida. 7 —1
z  z
1-¢~ 94, f(z)=%sfn2%; z=0 nugta atrofida
78. i funksiyani z =0 nuqta atrofida. e o muquaatrofida
27+3 95. f(2)=——
79. 95— funksiyani 1<|z/<2 halgada. 2z-3 . -/ <2 halgada.
243z O d<l <2 halg %. /D= 5ryg  O<H
z’~z+3 . 1 _ 2 halqada.
SO.T =3, funksiyani 1<|z/<2 halgada. 9. 1= i a 0<le <
(z+DZ. 5|7 <o halgada.
81. ———— funksiyani 1<|z+2|<4 halqada. 98. f(z)=2"sin=— """ %
z"+2z-8 o<|z—4<2 halqada.
1 . 99. F(=)= 3
82. G funksiyani 1<|z+2|<w halqada. 1+ o 2 <lr—1] < o0 halgada.
100. f(2) ——’T_’S ’
2z-3 1 |lzj]<9 halqada.
; P o . ;. 4<|z
F 3710 funksiyani 0 < |z—2| <1 halqada. 101, f(z)= m
2z-3

84. 7 3,12 funksiyani 2<jzl<w halqada.
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! trofida
102. f(z)=2" cos—; z=0 nuqtaa
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103.f(2)=l—+zc4°i; z=0

topolmadim)

nuqta atrofida {(javobini

JAVOBLAR

1.Yaqinlashuvchi 2. Yaqinlashuvchi 3. Uzoglashuvchi 4.
Yaginlashuvchi 5. Yaginlashuvchi 6. Uzoglashuvchi 7. Yagqinlashuvchi
8. Uzoglashuvchi 9. Yaginlashuvchi 10. Yagqinlashuvchi 11,
Uzoglashuvchi 12. Yaginlashuvchi
13.a>0 14.a>0 1I5. a-xar ganday xaqiqiy son. 16. 0<0. 17. R=].
18.R=0c. 20. R=2. 21. p=¢. 22.2-1 23.r=1; 24. R_-' 25.r=1, 26.r=,

27.R=t; 28.R=w;  29. p=1 30.R=k™: 31.R=0; 32.jz-20<3 33.

R=\2 = 34.p-1. 35r-1  36.8-1  37.a. L 38.R=w: 39
n(az) 1 . Z " +1 )
> k- ll 402*»0(2 G Ree 4LS I g 42,
21n_lg
+§o @n)!
44.1n2- z(u_,_n L 452 - R=d; 46.3 -1y 2 o
n=0
47 —iz+2 +i’ -7 -, ; = oo;
(2 )’
om2-tz, 2 2 )
. ——I\E'Fa-l*:;.s"‘..‘}.l’?—z
I N
50— _,ﬂ)_i(_ J 1, g7
1[2 773 l+2 +—|z l+2
1 ( = 1 7y 1 P
Slo{l4+z+Z |- L, 2y _1f 7 o
2[ +(z+4) 2!( 4) 3'(z+4]+...J.R o0;
32—l+l(z J)——(z 3)’+._( 3P~ R—E- 5 5 2
3 3 z~ -2.- - g z—- n"+
54.§§[Z+(—1)""](z—l)"; 55‘IZI>3 56)z+ p>% S7Jz+ k> 1 58Jg> 2
59. 12| > 4; 6 |- | &> | 6 |d>]dl 62. Z;,,; l7 [>
-I n=l
63. :2—%+:&%+6_I!T+8.]7+ M.Za""’"’zz". 'z!>a
65. Z(a B z-b), bea,lz-b>la-pf; g 6<|Br < i 67 <] +f<

n=-0
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68.1<[z<2; 69.1<|z]<2 70.0<|z-i{<l; TLI<|f|<2 72.i<fz-1<2 73.0<|z-]|<}

2 4 6
52 IPRLIR SO L SR P S S
7 5 va [ R T TAP TR TR 21 41 6 8
=l
L A 1 i_3+z_’_.
T e T TR
” -H™ ilmavdi:
=0 )i ( ;  81. Qatorga yoytlmaydi;
79 Z( ) Z(zllvl 80 g n~l+z znvl Q I 1
' LSl
8.5 8 3—+3 - "z " 82D Y
o (z+ Z)nn z-2 o .
Sh 3n=4 . (DT 86. Z( D e Z( U
85 Z-n Zq 2"’1; n=-<xc n=0)4

N==-o _l "’Hﬂz’”’l 2
(

87.2+2 +;+;+Z( +3)" 88. -7z +Z (2n+1)!
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VII BOB
MAXSUS NUQTALARNING KLASSIFIKATSIYASI

Kompleks argumentli funksiyalar nazariyasidan ma’lumki. o= ()
funksiya z, nugtada hosilaga ega bo’lsa, bu nuqta tog ri nugta deyiladi.
Agar shu nuqtada analitiklik shartlari bajarilmasa, bu nugqta

funksiyaning maxsus nugiasi deyiladi. Masalan, ,=2-1 funksiya uchun
Z+1

z=-i  maxsus ruqtadir, chunki bu nugtada hosila mavjud emas.
7.1-§. FUNKSIYANING NOLLARI

Faraz qilaylik, o-f@) funksiya biror a nvgtada hosilaga ega
bo’lsin (bu yerda z=x+iy, —kompleks son, w=u(x,y) Fiv(x, y)
kompleks o’zgaruvchining tunksiyadir). Agar o’sha @ son r(z) funksiya
nolga aylantirsa, va’ni f(a)=o0 bo’lsa, @ son f(z) ning noli deyiladi.
Agar

f@)=0, f(ay=0. fa)=o.. @) f¥(a)%0 7.
bo’lsa, u holda ¢ son funksiyaning . _ taribli yoki w-karrali noli
deyiladi. Agar n=1 bo’lsa, @ son oddiy nol deyiladi.

Demak, ta’rifga muvofiq a nugtada analitik bo’lgan () funksiya
uchun @ nuqta N — karrali nol bo’lishi uchun shu nugtaning biror
atrofida ushbu

f@)=(z-a)"p(z) (7.2)
tenglik bajarilib, 4 funksiva « nuqtada analitik va gy20 bo’lishi
zarur va yetarlidir. Chunki z=q da flz) analitik funksiya bo’lganligi
uchun u shu nuqta atrofida (z=a) ga nisbatan darajali qatorga yoyiladi.

Quyidagi funksiyalarning nollaring va ularning Kkarraliklarini
aniglang.

1-misol. f(z)=,_;
Yechilishi: fli)=i-i=0, a=i, f(z)=1 f(i)=1%0
Demak, z=a=i son funksiyaning oddiy nolidir.
2-misol. f(z)=2%+1.
Yechilishi: Ma’lumki,
fE) = Y +1=-141=0; 2 =i2,=-i

@ =2z r)=2)=22iz0,
Demak, ikkala ildiz ham oddiy noidir.
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3-misol. 1(z) =sinz-1. - ,
Yechilishi: rz ning o’ng tomonini nolga tenglab, so’ngra

tenglamani yechamiz: i )
sinz—1=0, sinz=l z="+2m=(@zr+D7.n=0.x1%2,.
Endi ”
f(z)=cosz; f'[(47:+ l)%—] = cos[(47r +1) E] =0;

Zl=-si L Y
f(z)=-sinz, f"[(47t -i-])—2-]-——sm [(47r+]) 2}

Demak, (4x+ 1)%, n=12,... funksiyaning ikki karrali nol.

z}

4-misol. f(z)=

3
E"“I'COSZ
2
Yechilishi: Ma’lumki, L
; 2 AP \—i+z——z—+z——...,
E—-+OOSZ==—+(I—E!‘+T!'—E'-+...)— FTRRIRET

5-misol. f(z)=z"+42’
Yechilishi. Ma’lumki,

2 +4z' =7 (zz +4)=0; 22=0; z'+4=0, z=%2i
F(z)=4z"+8z=4z(z*+2), f(0)=0, [f'(x2))=0
/(z)=122"+8, f'(0)=8=0
Demak, z=12i oddiy nollar, z=0 esa ikki karrali noldir.
6-misol. f(z)=2sinz
Yechilishi. Ma’lumki,

Z’sinz=0, z=0,z=0, sinz=0,z=zn,n =0,i1,zi?,...
J'(z)=2zsinz +2*cosz; f'(z)= 25inz+4zcosz”—z s:i\ z;
r(©)=0, f(0)=0; f'(zn) =(zn)’ cosn=(-1) (7m). =0 -
Tekshirish ko’rsatadiki, f"(0)#0. Demak, z=0 uch karrali nol bo’lib,
z=nn lar oddiy nollar ekan.
7-misol. f(z)=1+chz
Yechilishi: Qo’yidagi tenglamani yechamiz:
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lxl_r,naf(z) = 7.4
bo’lsa, u holda a son f(z) funksiyaning quth nugtasi deyiladi.

3. Agar @ nuqtada f(z) funksiyaring limiti mavjud bo’imasa,
(ya’ni f{z) funksiyaning a nuqtadagi limiti 7 ning a ga qanday qilib
yaqinlashishiga bog’liq bo'lsa), u holda a muhim maxsus nugta
deyiladi.

7.3-§. CHETLANTIRILADIGAN MAXSUS NUQTALAR

Biz bu paragrifda chetlantiriladigan (tuzatiladigan) nuqtalarga doir
misollar bilan tanishamiz. Yugqoridagi ta’riflarga binoan ajralgan
maxsus nuqtaning qaysi turga  kirishini aniqlash uchun f(2)
funksiyaning o’sha nuqtadagi limitini izlash talab gilinadi. Ba’zan bu
ish maxsus nuqtaning harakterini aniglash deyiladi.

1-misol. f(z)= - sz
zZ

Yechilishi: Bu funksiya uchun z=0 ajralgan maxsus nugtadir. Endi
f(z) dan limit olib, 0’sha nuqtaning harakterini aniqlaymiz. Ma’lumki,

AL l-cosz | 2 ¢ 2°
Cosz=l——+——+_; =—_Z 4,z ;

1 4! ¢! z? 2! 4! 6! 8!

I I 2 2 1

i/ ()=t 3=+ 5

Demak, .4=% chekli son bo’lgani uchun z=0 nugta berilgan f(z)

funksiyaning chetlantiriladigan nuqtasi ekan. z=0 ning maxsus nuqta
deyilishiga sabab, formal ravishda f(z) funksiyaning argumentiga 0
qo’yilsa, ushbu

l—cosO 0
0)=——=-
10)=——=3
Aniqmas ifoda hosil bo’ladi. Agar
f1-cosz
>—>2#0
f(z)=
—,z=0
2

deb qabul qgilsak, f(z) funksiya endi z=0 nuqtada ham analitik bo’ladi,
ya’ni 0 nuqtadagi maxsuslik chetlantiriladi.

2-misol. f(z )—f—;’—

Yechilishi: Ko’ nmb turibdiki, =z=0 m.lqtada ﬁmk.siya
aniglanmagan, chunki 7 ning o’miga formal ravishda 0 qo’yilsa,
qOyidagi 7(0)=>1=2 aniqmas ifoda hosil bo'ladi. Endi shu
nuqtadagi lm-ltm izlaymiz;

3 zd z ]

e —l+b+§+§.~ TR v f(2)=
Demak, =0 chetlantiriladigan nuqta bo lib,

70)=554-

2
—1+7 +-%—+ lzlp)gf() A=]

deb gabul gilamiz.

In(1+2°)
3-misol. /(= )-i(—i—’-
r4

Yechilishi: Ravshanki, z=0 maxsus nuqtadir. Ma’lumki,

ln(l+z’)=z3 _(23)2 _L(ZB)B _(23)4

; + ey
2 3 4
In{1+2* PRI )
f(Z)= (zz —:Z—:-’l'—"'*—"' l;_—l_?g:(}

sm Z

4-misol. f(z)=

Yechilishi: z=0 ajralgan maxsus nugiadir. Shu sababli,

£z )~l cosZz___l [ (22') (2;.’!)4__(2—2)6 "):I-_-

2z 2z

61
(22) L2 ()
o T hmf(z) A
Demak, z=0 cheﬂantmladlgan maxsus nuqta bo’lib,
(0)1‘—6:0
deb qabul qilinadi.
z? --l

S-misol. f (z).. -
Yechilishi: Bundan ko’rinadiki, z=1 chetlantiriladigan maxsus

nuqta bo’lib, f (1)=% =2 deb qabul gilamiz.
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Mashgqlar

Quyidagi funksiyalar chetlantiriladigan maxsus nugqtalarga ega
ekanligini ko’rsating.

: A . ] _
PELSRE R A VI AT ISP S S
z z z8+1 18z cos’z (7Y
L' 2
2—
17.ctgz—1; 181 . 19221,
z e’-1 sinz z+1

7.4-§. QUTBLAR

Agar ajralgan maxsus a nuqgta qutb bo’lsa, (7.4) tenglikning
bajarilishi lozim ekanligini ta’rifdan ko’rgan edik. Endi qutbdga ega
bo’lgan ba’zi funktsiyalar bilan tanishib o’tamiz. O’z o’zidan ma’lumki,
a nuqta f(z) funktsiyaning qutb nuqtasi bo’lsa, v holda a nuqta

| . . .
¢(Z)=7(—Zj funktsiyaning noli bo’ladi. Agar a son ¢ ning » karrali

noli bo’lsa, u f(z) ning 7 karrali qutbi deyiladi.
Berilgan a nuqta f(z) funktsiyaning » karrali noli bo’lishi uchun
/(z) ni quyidagicha yozish mumkin bo’lishi zarur va yetarli:

£(z)=22) (7.5)
(z-9)

Bu yerda ¢(z) funktsiya @ nuqtada analitik va ¢(a)=0.

Quyidagi funktsiyalarning qutblarini aniglang.

I-misol. f(z)= ]_

© z-sinz

Yechilishi: z=0 ning ifodasidan ko’rinadiki, z=0 nugtada qutbdir.

z=0 ning necha karrali ekanligini tekshiraylik:

(a(z)=z—sinz=z~(z—§+i—£-+...J=§——;i!-l»....

Bundan uch marta hosila olib, z=0 nuqtada tekshirsak, ko’ramizki,
¢(0)=0, ¢'(0)=0, 9"(0)=0, ¢"(0)=0.

Demak, z=0 ¢(z) ninguch karrali noli, va’ni s (z) ning uch karrali

qutbidir.

154

2-misol. f(z)= !

Z l t
SZ

Yechilishi: Bu misolda =0 nugta (7.4) ni qanoat!'antir.adi, shu
sababli u qutbdir, Endi uning necha karrali ekanligini tekshiraylik:

2 2 4 6 2_2 24 26 28 zm
cosz—1+Z = l—z—+—z——z—+...)—l+7=—'~-’- —T_F+"'
2 21 4t 6! 2 4 6! 8 10!
Bundan (7.5) ga binoan
_o(z) ] _ 1 .
f(z)_ 2 “24 zs+§_§o_ p l_fz__i_ T
4t 6 8 10t T (4 e

1
(p(z):—————1 e @(0)=41#0,
4 6
Demak, -=0 nuqta n=4 karrali qutb ekan.
hz
-misol. f(z)=—"_.
3-misol. f(z) p—— - N
Yechitishi: f(z) ning qutbini izlash uchun maxrajining nollarini
izlaymiz:

W(z):—l—-:Z—SE:O; z—shz=0; shz=e'—2€ ;

ma’lumki,

22 23 -2 23 \ 23 25
e"e-:=[l+2+—+—+--~J-—(1—Z+-"——-—+...J=2(z+-—+—+...),
21 31 21 3! 3t 5t
©.3 5 7
Z—ShZ‘:z——l-(e’—e"):—(-z—--.-z—+_"_]
2

Bundan ko’rinadiki, z=0 nuqta y ning uch karrali noli, f(z) ning esa
uch karrali qutbdir.

4-misol. f(z)= 1

1—sinz

Yechilishi: y(z)= f—Ez—) =l-sinz=0; sinz=1

z=27m+§=(4n+l)%, n=0,£142,..
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Bu nugta necha karrali nol ekanligini tekshirish uchun y(z) dan ketma-
ket hosilalar olamiz:

¥'(z)=cosz; y’(z)=sinz; W’L(4n " 1);2’.) =0;
‘/’"[(4” + l)g] = Siﬂ[(‘lﬂ + l)%] =1%0

Demak, : =2mr+% =(4n+l)§ lar y(z) uchun ikki karrali nol, f(z)
uchun esa ikki karraii qutblardir.

1
S-misol. =
ol 7(2) 24 +27° + 22
e 3. 1 1

Yechilishi: f(z)= P Exp
Demak,z=0, z=-1 nuqtalar ikki karrali qutblardir.
z°-3z42
22 -2z +1

Yechilishi: Surat va maxrajini ko’paytiruvchilarga ajratamiz:
2#=3z42 =(z-1)(z-2), 2 —22+1=(z—l)2; f(z)= z2-2

z-1
Demak, z=1 oddiy qutb, z=2 esa oddiy nol.
el‘-!

6-misol. f(z)=

y2=lz=2

7-misol. 7(z)=

zZ+e
Z+e
eZ‘(.’
Demak, z=-¢ oddiy qutb ekan.
. z -1

s-mISOH. f(Z) = m

Yechilishi: Surat va maxrajni  ko’paytuvchilarga  ajratib,
gisqartirsak,

W(z)==-=0, z+e=0, z=—g w(z)=e"; w(-e)=e’=120

z-1 z=1z=0z=-]

f(z)= 2 (z+ 1)z ’
Demak, z=0 to’rt karrali qutb, z=—1 oddiy qutb, z=1 esa oddiy noldir.

Mashqlar
Quyidagi funktsiyalarning quiblarini toping.
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L 2 ——-I 22 2 23.-——5——2—; 24.ctg-7-[—; 25.1gnz; 26.
0.2 N Ry BTy .
4 1 1
. \ . N
sx.n:z; 27.21’3; 28.]fz,; 29.ﬁ_—z—2, 30.e_,__1 .
7.5-§. MUHIM MAXSUS NUQTALAR

iya hech

Ta'rifdan ma’lumki, agar biror @ nu.qida fj;lki};k:lsaza limiti

qanday limitga ega bo’lmasa, ya’'ni chekll_ a;.,,l;him maxsus nugqtasi

mavjud bo’lmasa, u holda z=4 nuqta /() n,mg vehi z=x+iy ni ikki

deyilar edi. O’sha nuqtani aniglash ucihun _° ztg:::lanm aniglash lozim.

turli yo’] bilan a ga intiltirib, f(z) ning lim1 2 muhim maxsus ougta
Agar bu limit sonlar har xil bo’lsa, u holda

bo’ladi. . muhim maxsus nuqtani
Biz ikkitagina misol bilan chegaralanamiz, m

boshqa osonroq yo’l bilan aniqlash mumkin.
i ol i ioi ayon. Endi biz
Yechi!isl;i:(zf)(z) ning maxsus qutas.l z=0 ekanligt ay
2 ni 0 ga ikki xil yo’l bilan yaqinlashtiramiZ:
a) z=x —0 bo’lsin, u holda s |
f(2)=f(x)=e" >3
b) z=iy—0 bo’lsin, u holda .
f()=1)=¢ ’b-f]"di
. H 0' .
Shunday qilib, ikki xil limit{+eova 0) hosil
maxsus nuqtadir.
2-misol. f(z)=e* }
Yechilishi: Bu holdail har; #=
yo’l bilan § ga yaqinlashtiramiz:
a) x>0, z=x—0 bo’lsin, ¥ holda , |
F(a)=S(x)=e >+
b) x<0, z=x—>0bo’lsin, u holda .
f(z)=f(x)=e-\' —0
Demak, :=0 muhim maxsus nuqtadir.
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Demak, z=0 muhim

0 maxsus nuqta bo’lib, z ni ikki hil




7.6-§. MAXSUS NUQTALAR VA LORAN QATORI
Oldingi boblardan ushbu
f: c,{z-a)’ (7.6)

n=-oc

umumlashgan Loran qatori ma’lum bo’lib, bu qator to’g’ri va bosh
qismiardan iborat edi. Ajralgan maxsus nuqtaning qaysi tipga kirishini
Loran qatori yordami bilan aniglash osonroq. Kompleks argumentli
funktsiyalar nazariyasidan quyidagi teoremalar ma’lum.

I-teorema. f(z) funksiyaning ajralgan maxsus a nuglasi
chetlasntiriladigan maxsus nugta bo’lishi uchun Loran gatori bosh
qismiga ega bo 'Imasligi zarur va yetarlidir:

f(z2)=c,+¢,(z—a)+c,(z—a) +..+c,(z-a)" ~... =ic,,(z-a)"
=0
(7.7).
2-teorema. f(z) funkisiyaning ajralgan maxsus a nuqlaga ega

bo’lishi uchun Loran qatoridagi bosh qismning hadlari soni chekli
bo 'lishi zarur va yetarlidir:

c_ € k- C_ c, | < «n
e e g o I
(7.8),
bunda c_, #0 va 4 -chekli natural son.
3-teorema. f(z) funkisiyaning ajralgan maxsus a nuqtagasi
muhim maxsus nugta bo’lishi uchun Loran qatorining bosh qismi
cheksiz ko'p hadlarga ega bo 'lishi zarur va yetarldir:
f(z)= f: ¢,(z-a)’ (7.9).

Mana shu teoremalarga asoslanib, bir necha misollar ko’ramiz.

. i .
1-misol. f(z) =3z funktsiya uchun z=0 maxsus nugta.
¥4

Yechilishi: Buni Loran qatoriga yoysak,

1. 1 2?2 7 7 PP A
f(z)==sinz=—{,-Z 2 2 , ", 2,2z 2,
z z

hosil bo’lib, uning bosh gismi yo’q. Demak, birinchi teoremaga
0
21

muvofiq, z=0 chetlantiriladigan nuqta ekan va 1 (0)= 5

158

i z= ta.
2-misol. f(z)= s—zhf funktsiya uchun z=0 maxsus nuq

Yechilishi: Buni Loran qatoriga )5’0)’531(» ,
S[)Z_l( 23 +.z._+m =]+i-+-——+—+...

f2)=—=217+5*5 35T

i ismi vo’ =0 chetlantiriladigan nu.qfa
hosil bo’lib, bosh gismi yo'q. Dir:a:;nlzmiya e o analitik

bo’lib, z(0)=1 ni gabul qilsak.
bo’ladi.
i sm| ———
3-misol. f(z)_—_cos_z-+ > '
nuqtadir. Buning o’ng tomonini ixchamlazmlz. Rl o
osin[1-Z )= os-l-+ sin—l-cos-——cos—sm—z- = c0s— .
J(z)=cos—tsin| 2= T J=eos oSO, 7 e s nuqtadir
z . axsu .
Aniq son kelib chiqdi, demak, z=0 chetlantirilgan m
4-misol. / (z)=zsh-1— funktsiya uchun
2 2
Yechilishi: Oldingi 2-misolga ko'ra

1
1 1 1 1 _ "t
Z“"’;“(:*W‘“’sﬂ?*"‘]"*3!22 tz*

Bu esa Loran qatorining to
] tadir.
mulusm njlaxlsus(nl)iq 3 funktsiya uchun z=-2 maxsus nuq_ta.
-misol. f(z)=e* :  Malamk,
Yechilishi: f(z) ni Loran qat_Oﬂgjl yoyan: umk

-=0 maxsus nugta.

i ’]gani z=0
’]a bosh qismidan iborat bo’lgan uchun

zZ  Z Z.
e =1+z+—2—!-+§'!'+"'+ l
shunga asosan 1
1 1 | o Fe

st g (z42)

e =TT 2(2+2) o p—
Bu esa bosh gism bo’lgani uchun z=a=-2 son
muhim maxsus nuqtasidir.

. ivani tasi z=1.
6-misol. f(z)=e"* funktsiyaning maxsus nuq

4 M ': a’lumki = _ '—,]:'
Yechilishi: M . ,(z—l)"‘l_._.l-—-l-"; ei=ee
z ___f A ——=-1m77
-z z-1 z-1

Shunga muvofig,
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st

; iz -
2-misol. f{z)= funktsiya uchun z=0 maxsus nugqta.

Yechilishi: Buni Loran gatoriga yoysak,
.,f'{z\=~§{£:l[:+—";+2_—5+...]=l+i—_+f~i+z—ﬁ+
/ 36050 ) T3 5T
hosil bo’lib, bosh gismi yo’q. Demak, z=0 chetlantiriladigan nugqta
bo’lib, z(0)=1 ni qabul qilsak, bu funktsiya z=0 da ham analitik
bo’ladi.

31!

’

. 2—mz .
3-misol. V;'(z)=msl+smt:ﬁ”“) funktsiya uchun z=0 maxsus

nuqtadir. Buning o’ng tomonini ixchamlaymiz:

. 1 . {1 = 1 s 7 1. 1 1

./’(z)=cus—+sm - :cns-n-'r(sm—cosz—cos—sm— = cos——cos—=0
z z 2 z \ =z 2 z 2 z

'

Aniq son kelib chiqdi, demak, z=0 chetlantirilgan maxsus nugqtadir.
. ] ;
4-misol. f{z)=zsh— funktsiya uchun =0 maxsus nuqta.

Yechilishi: Oldingi 2-misolga ko’ra
1 1 1 L I 1
h—=z| —t —Fd+——+.. =l — b ——+...
5tz P 3

z .z 3z

Bu esa Loran qatorining to’la bosh gismidan iborat bo’lgani uchun z=
muhim maxsus nugtadir,

1
S-misol. f(z)=e? funktsiya uchun z=-2 maxsus nugta.
Yechilishi: f(z) ni Loran gatoriga yoyamiz. Ma’lumki,

2 ) Tr
€ =l+z4+ =ttt —+...
t3t n!
shunga asosan
1

T 1 l 1

42

et =1+

+ e —+
z+2 2z+2) ni(z+2)

Bu esa bosh gism bo’lgani uchun z=4a=-2 son berilgan funktsiyaning
muhim maxsus nuqtasidir.

6-misol. _/'(z)ze‘i funktsiyaning maxsus nuqtasi z=1 .
Yechilishi: Ma’lumki,
z z (z-1)+1 . 1 = -+

== —]——; e\ =ge L,
-z z—1 z—1 z—1

shunga muvofig,




r "
i

1 1 | 1
z)=(1- + - + -
/) R Wz-1) 3z-1) afz-1) J
Bu esa Loran qatcrining to’la bosh gismidan iborat bo’lgani uchun
z=-1 muhim maxsus nugiadir.

7-misol. f (z):sin]L funktsiyaning maxsus nugtasi z=1.
-z
Yechilishi: f(z) ni qatorga yoysak,
LI S U R S
I-z 1=z 31-z)° 51—z 7(1-z)
bosh gismdan iborat bo’lib, z =1 muhim maxsus nuqta ekan.

si

Mashgiar

Quyidagi funktsiyalarning muhim maxsus nuqtalarini toping:

31. 22cosZ; 32. € 33. sinZ; 34. cos——; 35, sin—= ~; 36.
z z 142 14z

1 i

. Z . .- 1 nZ e
Z’sin——; 37. sine?; 38. s—Cos ; 39.¢ ¢,
z+1 zt~1 1+z

7.7-§ . CHEKSIZ UZOQLASHGAN NUQTA.

Ta’rifdan ma’lumki, markaz nol nugtaga Jjoylashgan har ganday
katta R radiusli doira tashqarisi cheksiz uzoqlashgan z=co nuqtaning
Ry /,f’// 7 " atrofi deyiladi (7.1-rasm, bu yerda
a4 .77 .7 - 7 aylana manfiy yo’nalishda olinadi).

/ S Ba’zan berilgan f(z) funksiya

/ /»/—‘-f:. R ’
/ e 'Y h /" cheksiz uzoqlashgan nugta atrofida bir

s
s/

v

s ,/{’f g,;’ » /" qiymatki va analitik bo’lib, z=o0
// ‘//»"i /o /5,/ nuqtaning o°zi ajralgan maxsus nuqta
A R/ .77 bo'lib qoladi. Bu nugta ham z=a#
e /‘// o= /7 ajralgan maxsus nuqtaga o’xshash uch
LSS ’/_./"//"/ tipga ajratiladi:  cheklantiriladigan
'/./ e s ,/ /, e 4+ (tuzatiladigan), quth, muhim maxsus
A ¢ nuqtalar.

7.1-rasm

Bundan oldingi paragrafda biz
z=a#% ajralgan maxsus nuqtaning qaysi tipga kirishini Loran gatori
vositasida aniqlashni ko’rgan edik. Endi cheksiz uzoglashgan z=c0
nugtaning ham qaysi tipga kirishi o’sha Loran qatori yordamida topish
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mumkin ekanligini ko’raylik. Buning uch}m' biz. bdals;trl:ibz (7.9) dan
z=a=0 deb faraz etib, quyidagi Loran qatorini yozi 0 : )
3 3 S 2 PRI B
z)= "= c"z" + c,,z" =((:o 40z 40z +. kG,
Fe)= 2 e 2, >

n=-1

(7.10)

C. C_n
+ &‘_+.—'zl+...+-—"—+...)
z z z

. 1
. idir. Endi z=—
Bu esa f(z) funksiyaning z=0 atrofidagi Loran qatoridir. Endi 2 z

1

N ] . — ‘ni =0 ga é=w
. .1, Z=1 =00, ya'nt z
deb belgilab olamiz, u holda & =7 tim Z ;ng

mos keladi. Agar (1
16)-1{3)0@

i toriga e€ga
deb belgilab olsak, (7.10) dan & =conugqta atrofida Loran qa

bo’lamiz: c c .
a
R T L

f)=e()=1 (%)=(c°+5 et .11

(e +eaf Fet et + T irishini biz

Ma'lumki, z=0 a}ralgaﬂ maxsus'nu.qtanmg CEZ;;;P%; ,.;k; cheksiz
(7.10) dan aniglab olar edik. Ejnfjl ajgii?ni esa (7.11) qatordan
uzoqlashgan nuqtaning qaysi tpigd Kari bo’lgani uchun &=
aniglanadi. Lekin z bilan & bir-birigd te; ¢h va to’gri gismlarining
nuqtaga tegishli (7.11) Loran gatorining °

rollari almashadi, ya’ni ]
. 9 93 A1 M
i gismi:
a) qatorning to’g’ri g A €y =30t
_I__’.-—Z—"'..»'f' a=0

c(,+5 —.f_;

b) qatorning bosh gismi: .
c bHcEi et c £ +...=§c_".f B

) magsadida & o'rmigd z

funksiyani Loran gatoriga

uni o’zgaradi, ya’ni

(7.12)

yengillashtirish

ta atrofida 1(2)

ng mazm
f:l-+-('-'=2£+..-+£'_;"'+'" )
z Z z

Odatda misol yechishni
ishlatiladi. U holda z=0 nuq

yoysak, yana (7.10) qator yozilib, un

2 "+...)+
f(z) =(Co +Cz + 62 tot Gl
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Buning birinchisi z=c0 nugqta atrofidagi Loran gatorining bosh gismi
bo’lib, ikkinchisi to’g’ri gismidir. Shunday gilib, quyidagi qoidaga ega
bo’ldik:

1. (7.12) Loran gatori bosh gismga ega bo’Imasa, u holda z=%
chetlantiriladigan (tuzatiladigan) nugta bo’ladi.

2. Bosh qismdagi hadlar soni chekli bo’lsa, u holda z=cw qutb
bo’ladi.

3. Bosh gism to’la bo’lsa, ya’ni cheksiz ko’phadlarga ega
bo’lsa, u holda z=c0 muhim maxsus nuqta bo’ladi.

. z

1-misol. f(z)= P

Yechilishi: Bu funksiyani z=w nuqta atrofida Loran qatoriga
voyish oson:

1 5 5 %8 ;o 5Y
f(2)= 3 =]—z—2+';4——z—6+...+\—]) (Z—z) +...

1 +-—2
Bu qator faqat to’g’ri qismdangina iborat bo’lganligi sababli z=oc
chetlantiriladigan maxsus nuqtadir. Bu gatordan ko’rinadiki, lf— = da
J(¢)—1, shusababli f(x)=1 qabul gilinsa, f{z) 2=00 da ham analitik
bo’ladi.
1
2-misol. f(z)= e*+z° -4
Yechilishi: Ma’lumki,
. 111 I
/(z)=z 4+l+-z-+2!z2 NETIEREE R
Buning bosh gismi ikkitagina (2> — 4) haddan iborat bo’lib, 2-darajali
bo’lgani sababli z=% nuqta ikki karrali qutbdir.
3-misol. f(z)=e¢—
Yechilishi: Ma’lumki,

2 n
e =1_2+_2—!_§?+Z_"'+(_l) AL

bu qgator faqgat bosh qismdan iborat bo’lgani sababli z =0 nuqta muhim
maxsus nuqtadir,

4-misol. f(z)= eﬁ
Yechilishi: /(z) ni Loran qatoriga voysak, u

= 1 ! 1 1
flz)=ez =1+——14 +
(2) I-z 2i(1-2) 31(1-z2) * +n!(l—z)" ¥
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= chetlantiriladigan maxsus

to’g’ri qismdan iborat bo’]garli sababli z f(z) funkSiYa z=00 da ham

nuqta bo’lib, f(ec)=1 deb gabul qilinsa,
analitik bo’ladi.
Javoblar
. . i 2.
1. Z=(2n-l)7r(n=0,i-],i-2...) ikki karrallh ) at:;)f}?l‘::;dir; .
z=2nmi, (n=0,£1,42..) oddiy nollardir; 3. z=0 bes

_ a oddiy
z=%i lar uch Kkarrali nollardir: 2 =TW("=0’%1{2(.)"11E )eslar oddiy
noflardir; 5. z=ni ikki karrali nol bo’lib, z="f'("-1;r- K Karali
nollardir; 6. =0 Oddiy nOl, z:ﬂﬂi(ﬂ:O,i’l:—zu-)

ki li nollardir; 8.
nollardir: 7. z=(4n+l)§i (n=0,21,£2..) ikki kara

V2 T li‘i\/g (n____,o -_i:l,+2...) odd]y 9. z=0 oddiy
Z=J(2n+])_ 2=ﬁ2’l+1)3—7‘ 4 ' ) e i
; 11. z=0 ikki karrali nol; 12. z=
' il =0; 18.
7=—"; 17- Z"'O’
16. z 2

nol; 10. z=0 uch karrali nol:

karrali nol; 13, z=0; 14. z=e0; 152705 ' _o: 2 pme

> =0" _ s —o0: 21. Z=i-i; 22' z=m; 23. = i

"—0’ 19. Z——l, 20. Z_O’ 28 z=l"i"—' va
T2

=l;
25, z=i—%; z-—-i-%; 26. z=0; 27.z=0Va?Z ;
. =0; 32.z=7
Z:EH' 29 p=tit 30. z=2n7ri (n:O,il,iZ...), 31- V-4 ' 329
V2T .. 36, z=-1; 37 z=0; 38 z=-1; 5
33. z=0: 34. z=-1; 35. z=-1; 0. 2570
2=il:i—l-:il;....
2yt
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VIIi BOB
CHEGIRMALAR
8.1-§. Chegirmalarni hisoblash

Ta’rif:  s(z) funksiyaning a4 ajralgan maxsus nuqtadagi
chegirmasi (qoldig’i) deb quyidagi ifodaga aytiladi:
res f(@) =5 [ 1(£) d¢ (8.1)

Bu erda y-a nugqtani o'z ichiga olgan ixtiyoriy berk kontur.
Har ganday 2 (a =) ajralgan maxsus nuqta uchun quydagi tenglik
o’rinli
res f(a)=C_, (8.2)
C,-a nuqta atrofidagi Loran qatorining koeffisienti.
Agar a=» bo’lsa,
res f(a)=—-C, 8.3)
< - ajralgan maxsus nuqta bo’1sin (a» ).
1. Agar @ qutulib bo’ladigan maxsus nugqta bo’isa
res f(a)=0
2.Agar a n- tartibli qutb bo’lsa, u holda chegirma guyidagicha
hisoblanadi:
1 d

res f(a) Ry ey {(z—a)" (6 j (8.4)

Xususan, 1- tartibli qutb uchun
res f(@)=tm {(z-a) £(z) } (38.5)
3. Agar o muhim maxsus nuqta bo’lsa , chegirma yoki (8.1)
ta’rif, yoki (8.2) formula bo’yicha hisolanadi.
4. Cheksiz uzoqglashgan ajralgan maxsus nuqta uchun chegirma
yoki Loran qatori ( 8.3 ) yoki ta’rif (8.1) yordamida tcpiladi.
1-misol. Barcha ajratilgan maxsus nuqtalarga  nisbatan
chegirmalarni toping.
22
1+2

f(z)=

-
2
Yechilishi. 1{7 funksiya uchun, maxraj nolga aylanadigan

nuqtalarz=+; ajralgan maxsus nugtalar hisoblanadi:
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Bular 1-tartibli qutblardir. Chegirmani (8.5) formula bo’yicha
topamiz: )
res £(i)= 1}2{ (z—i)-(-—;-_—-———i) =

LA
2

2
resf(—i)=£;1a{(z+i)(—m:-i—)} 3

z =« nuqta regulyar oddiy nugta hisoblanadi, chunki
_liglmf (2)=1. .

2-misol. Barcha a_iralga;l maxsus nugtalarga  misbatan
chegirmalami toping. .
S @ =77)

ilar ajralgan maxsus
Yechilishi. Berilgan funksiya uchun quydagilar A8

nuqtalar hisoblanadi:

z=0 - 2-tartibli qutb,

z=13; - |-tartibli qutb,

=« - muhim maxsus nugta.
Chegirmalarni topaylik: z=0 nuqtada

: 1
dga_ € 3=
res}'(")zgi%};{“ sH(=+9 )} 9
. idagilarga teng:
z=+3; nuqtalarda chegirmalar quyidagilarg .

e

z -e
*(3i) = Im {(2—31) 2 2,9 —2-33'1'
res f(37) | 7(;—:—) .

e’ =-—e——;— s

i iz. Buning
. . i yordamida topamiz.
:=o nugtadagi chegirmani Loran qatort Y

uchun z=é almashtirish bajaramiz.
et g )
SO=5) (19E7)
Va gg) ni g=o atrofida yof" L LS9
0= aE &

yoyilmasidan foydaland

1 .
4 _.—— niesa
ik, 1+9¢?

Bu yerda biz eksponentaning

« g¢ . - 'k.
&cometrik progressiya y1g indisi deb oldi
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x _] k' 2k "
()= EN3Y 1,3 £4

: o’zgaruvchiga qaytib , ... atrofida s(;) funksiyaning Loran
yoyilmasini hosil qilamiz.
3 (")'32* n-2k~4
f(z)=ZTZ

Chegirma C, koeffitsientga teng, bu esa o’z navbatida z- ning

oldidagi koeffitsientdir. Darajaning tartibi minus (~1) teng bo’lishi
uchun, 7 va  lar quyidagi shartni qanoatlantirishi kerak

n-2k-4=-1
Bu yerdan

nk=0 n!
Ixtiyoriy o’zgaruvchi ¢ ni tanlab olib, n ni esa &« orqali ifodalab
quyidagini hosil gilamiz:
& (c1)Fan
C =), =~ .

= (2k+3)
Bu yig’indini hisoblash uchun & =m-1 almashtirish bajaramiz.
R ) N I - o ) I
C"',,Zﬂ (2m+1)t 33§ (2m+1)
Agar olingan summani $in3 bilan solishtirsak:
© (_] ) m_3 2m-1

in3 = ~ 7 -
=X G

1]

C_; osonlikcha topiladi:
C_ = ——g—{sin3-3 }
3 )
Shunday qilib, . - . bo’lganda:
resf(w0)=-C_= 2L7{sin3— 3}

Buni tekshirish uchun hamma chegirmalarning yig’indisini 1 ga teng
ekanligidan foydalanamiz:

res J©)+res SO0 + res [(-30 + res f() = 4 + b (e ~e) ¢ Sosin3- 2=
3-misol. f(z)=E:— funksiyaning ajralgan maxsus nugqtalardagi
z
chegirmalarini toping.
Yechilishi. z=km, k=0,%1,+2, .nuqtalar ajralgan maxsus
nugtalardir. Bu nugtalar birinchi tartibli qutblardir. , - . nugta z, =z
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shuning uchun, ajralgan

g i ulish nugqtasidir, :
maxsus nugqtalarming quy dagiga teng;

. : irmasi qu
maxsus nuqta emas. s(=) ning z, dagi chegirmasi quy

1], . }
resf(z,) = gi_rﬂ{(z-zk)~——shz}=}1‘.‘..‘,{(z"‘”) si(z— k)
U e & .o Sy ajoyib
Biz snz=(-I)! sifz—kn) ifodadan foydalandik. z—0, ===1 &0Y

k
limitni go’llab quyidagini olamiz: resf (kr)=(1)" -
Mashglar

i irmalarini
Quyidagi funksiyalarming maxsus nugtalardagi chegirm

toping. )
l . z :——-'—'z N 3-f(z)=0tgzz ’
/@)= 2.f(2) E L
[o{e . 6.f(z)=z .e? s
4. z=——_-z-——;;5. (2)= s
/) (z+1)’-(z=-2)° / z3-—;-'--z“

7./t2)= Z“ﬂ« (n>0.bunun); 8.f(2)=the-

(z=1)
8.2-§ CHEGIRMALAR TEOREMASINII;gIQI:IQ
I\iT EéRALLARNI HISOBLASHGA TA
o i ida hi h Koshining
Integrallarai chegirmalar nazariyasi yo;iﬁ;?jahgozszmg e
o teoremasign Ao agarbc];;;)qa ham;na nugqtalarda analitik

chekli sondagi maxsus nuqtalardazn( Do o onda:
va ¢ sohaning chegarasi Cda uzluksiz

\ (8.6)
; £(2,)-

f(ae = 2mi e :

/ ari 7 €G. Bu paragrafning

., ning maxsus nuqtal

Bu erda z, lar /¢ i hisoblash talab etiladi.

hamma misollarida integrlaln
.
1-misol: v=—- [ sn—d=. i
Zmix'l[t T i funksiya =0 nuqtada muhim maxsus
Yechilishi: Integral ostidag! di, shuning uchun:

nhuqtaga ega. Bu nuqta komummgjcbiifgota
= res . 17:
) ‘Imasidan topamiz.
. a yoyilmasidan
Chegirmani > =0 atrofida Lorm1qat2nil)k L 8.7
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Maxsus nuqtalarning quyulish nuqtasidir, shuning uchun, ajralgan

Maxsus nuqta emas. s(-) ning z, dagi chegirmasi quyidagiga teng:
cimdzezy g D’
resf (z,) = i { (= 2,) Sm}—gg,{(z-m-sm(z_ ,m)}.

Biz sinz=(-1)'si{z-kz) ifodadan foydalandik. : >0, 82-1 ajoyib

limitni go’llab quyidagini olamiz: resf(kx)=(-1)*.
Mashglar
Quyidagi funksivalaming maxsus nuqtalardagi chegirmalarini

lopmg

2

_—-_""l . z :_f—. - 2.
l"f(z)—zs-i-ZS > 2-f(-') (zz+1)2 s 3.f(2)_ctgz’

1
40f2=_____z_______- = Cosz - 6. =3,E;
J( ) (Z+1)s‘(z_2)2 > Sf(z) ——--.——‘ZS_Z:"“Z2 ; 6f(Z) )

2

zZn
(z—

7. f(z)= (n>0.butun); 8. f(z)=thz.
8.2-§. CHEGIRMALAR TEOREMASINING ANIQ
INTEGRALLARNI HISOBLASHGA TATBIQI

Integrallarni chegirmalar nazariyasi yordamida hisoblash Koshini.ng
ushbu teoremasiga asoslangan: agar s(z) funksiya G sohaning ichu?a
chekli sondagi maxsus nuqtalardan boshqa hamma nuqtalarda analitik
va C sohaning chegarasi C da uzluksiz bo’lsa, unda:

f f(z)dz=2zigresf<zk). (8.6)

Bu erda z, lar s(-) ning maxsus nuqtalari z, €G. Bu paragrafning

hamma misollarida integralni hisoblash talab etiladi.

L1-misol; /=—— [ sin L

Zig, 2

Yechilishi: Integral ostidagi funksiya z=0 nuqtada muhim maxsus

Nugtaga ega. Bu nuqta konturning ichida yotadi, shuning uchun:
J =resf(0).
Chegirmani ;=0 atrofida Loran qatoriga yoyilmasidan topamiz:
1o D)0 @7
7T g,:(zk T
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(8.7) dan C, =1 ekanligi ko’rinadi. Shuning uchun:
resf(0)=C, =1=1.
2-misol. J_—- | Ferds
27 1
Yechilishi: Integral ostidagi funksiya 2 xil maxsus nuqtaga ega:
z=0-muhim maxsus nuqta, z=w €sa h—tartibli qutbdir. integrallash

konturining ichida fagat z =0 maxsus nuqta yotadi, shuning uchun:
J = resf(0).
Chegirmani z=0 atrofida Loran qatoriga yoyilmasidan topamiz :
» Y
212 2K ek 8.8
s@= % 42 - E o (8.8)
n+l
. : C = :
(8.8) dan =t bundan
J=resf(©0)=C, = 2.

T (1)

2z
3-misol. J= I €™*? cos(np —sin¢) dp bu yerda n -butun son.

Yechilishi: Integral ostidagi funksiyani Eyler formulasi yordamida
boshqa ko’rinishda yozib olamiz:
cos(n¢—sm¢:)e°°s("- 1[ inp—ising __—inp+ising’] £COSP
2

z =¢e'® almashtirishdan keyin mtegral quyidagi ko’rinishga keladi:
J=—”: pve” ’+e“"”'e9]d(o—o— I[ e*+z7"’ ]‘L

IZ)| zZ

= ] zn-le,dz+ ." —(n-l)e;dz (8.9)
21H 'H='

n20 po Igan holni ko'raylik: (8.9) dagi birinchi integral quyidagiga

teng:

j e a’cL 27i resf(0) = Zm

=t
z=0 muhim maxsus nugta va chegirma quy /Idaglga teng (12-misolga

qarang)
res f(0)=C., =~
(8.9) dagi ikkinchi integral esa quyidagichadir :
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J' 27" dr = 2miresf (0) =——

e o
Bu yerda z=0 (n+I) — tartiibli qutb. Chegirmani z=0 atrofida Loran
yoyilmasi yordamida topish qulay : o

z
—{n+l;e = z'(’”l) ._'. = Z il
k=0 K &

Natijada:

al
dagi 1 - va 2 - integrallar
Endi n<0 bo’lgan holni ko’rayiik. (8.9) a(f); dagi chegirmasi nolga

nolga teng. |-integral ostidagi funksiyaning z asi nolga
teng 2—1!§egrai ostidagi funksiya esa z=0 da analitik, shuning

integralning qnymau nolga teng.
4-misol. J = I 1 — natural son.

Yechilishi : Integral ostidagi ﬁmks‘ya"mgj“ﬁhg'dan

]) 2z
— ==
t nl

1, .01
=—27i| —
I 2i [

-’j (1+x 2y egralni
e
Bu integralni hisoblash uchun kompleks tekisligida ushbu integra
ko’ramiz: &
I ~( +2%)"

ibli z=i qutb
Kontur 8.1—rasmda chizilgan. Kontur tch;ga a:; ,;, tartibli z=i q
maxsus nugqta bor. Bu nugqtadagi chegirmant top
! --—-dH (Z-')-——-—-—".? =
resf ()=l e ™ (z=0)"(z+1)
1 - ])...!n(n+])...(2n——2) ln(n+l)1 |(222nn—l 2)
=lim——m+ ' 211 (ﬂ )
-t (z+7) B .
Endi mtegrale C)kontummg q1smlar1 bo ylcha yoyib yozamiz:
ndi

-[(1+z I(I+x '[(”‘
: o’llab buni olamiz:
Kosh: teoremasini q n(n+l)...(2n"'2) a0
____.____- =2 resf (i) =27 1 92! 8.
J (I+z ) (n-1)!2
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///' - ! RS o
<& 7
# € N
/ +i s
/ %
/ A\
/ i
——— & S .
R ——h
t
!
!
i
1
I
8.1-rasm

& by i ; " b e -
o x yarim ayiana bo’yicha integral nolga intiladi, va’ni

v 5 . . I .
integral ostidagi funksiya ~ ga nisbatan tezroq kamayadi. Shuninge

7l

uchun 2>« da

J- dz _ j’- dx
2(+z%)" = d+x*)"
(8.10) ni qo’llab quyidagini olamiz;
15 dr 7 (2n=2)

2 n—DIf

S — misel. Integralning bosh givmatini toping :

J= F cossx
=4 — X
I+ x

Yechilishi: Integralning bosh qiymati quyidagicha aniglanadi:

SRR J'ios_'fdxl

ntcaraln - 1+ x° J{

. al;‘feém;( mr’llg bo?.h qiymatini chegnmalar nazariyasi vordamida
pamiz. Keyinchalik Jordano Ilemmasidan foydalanishga yordam

beradigan qo’shimcha almashtirish gilamiz:

Fidog
Vo= COsix
p h-T'i_J; T+x'

V. p.J = Relim i —dlx + - elx
v f e | el =
z kompleks tekisligida bu integralni ko’ravlik:

Iz
¢

e

vl z

170

¢ kontur &.2-rasmda ko’rsatilgan :

t=0 $ <0
el
e

/ g
b ,
__.a.,._____ i 7 B

o \ ® ZS /
\ /‘/\C
\\_ o 2
8.2-rasm.

Awvval >0 holni ko’rib chigamiz. Jordano lemmasidan

foydalanish uchun kontur yugori yarim tekisiikda olinad.
Integral ostidagi funksiyaning 3 ta raxsus nuqtaSI bor

‘_r.--zr. 2
legjs 22=e } =emo "'“=ej

Kontur ichida fagatgina Z; yotadi, shuning uchun:

3, A5¥
f]—v—dz+2mresf(z,)=-—me e
+z
Endi integralni ﬂismlalga ajmtib yozib oiayllk
e e T e
dz = dx: dx Iz (8.12
!'4—2 J.l-s-x *,£1+ +I1+, ‘ +—[1+v (8.12)

O’ng tomondagi birinchi ikki had bizga R—>w s-—0 kerakli
bosh giymatni beradi. C, bo’yicha integral Jardano lemmasi bo’yicha
R > nolga intiladi. Demak, fagatgina 3-integralni hisoblash goladi:

iff -1+ |

icedp lm:j e cedg
-l

lim f-——a'z~ J - P .2 o
pacey []+ 03 (] ge) 41 § 3ge® 367%™ +&'e™

Integral ostidagi funksiyaning tekis yaginlashuvchi ekanligidan
limitni integral ostiga kiritishimiz mumkin. Shunday gilib auyidagini

9 eu(-—l‘;r )

olamiz:

0 _.,'| IIT
= fj dp=-—¢
3 3

n

—it
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(8.12) formulaga gaytsak:

V.p.J:Re{.[le - [ ek

3
+ ' 4z J
( 3
"'v \5 ( . s \ﬁ f a9
] === W= h | T & i 14 s
=Rc4:me e .—'? "‘} S :-;m[-i-l-gﬁ']+ —sint

[= : /

(8.13)

Endi /<9 bc’lgan holnt ko’raylik. Jordano lemmasidan foydaianish
uchun Konturni pastki yarim tekislikda berkitamiz. Konturning ichida

Z3 maxsus nugta bor. Shuning uchun
i1z ”l r.w.i-- 184 niv| _,E,

2
_!-] Fdz= 2;mcsf‘.,3)——me Pt e B =—mie’ e-
+z 3

Integraim q; mlarga bolm yozaml? 5
. e ==z en: ) ¢ eil: 814
| & { 1+2° dz}+!J:szgd_+({l+zsdz ( )

R
Bu holda integrallash yo naiishl soat strelkasiga qarama-qarshi
bo’lgani uchun o’ng tomondagi integrallar oldiga “-* ishorasini qo’ydik.
Jordano lemmasi bo’yicha R—w da C, bo’yicha integralning qiymati
nolga intiladi. €, bo’yicha integral >0 bo’lgan holdagiday hisoblanadi.
Faqatgina chegaralar o<y <z bo’ladi. Shularni e’tiborga olsak :

l+z

e:tz IJT

—dz=——g¢

—it

lim | -
sk £ ot 3 :
topilgan qiymatlarni (8.14) ga olib borib qo’ysak :
2 —i '3""_: 3 3 7
V.pJ = Re{—gme- e %e'"}=5ﬁp sm@z—% —%sinl
(8.15)

Integrallarning 1>0 va <0 holdagi qiymatlarini bitta umumiy
formula bilan yozish mumkin:

Ay 2 I .
V.p.J =_§_4'2€ 2 i'sin(—;-:r#’—z]]+5m|"}

L
6-misol. Integralning bosh qiymatini toping:
J= J'x"cb —-l<p<0

Yechilishi. Bosh giymat quyidagicha aniglanadi.

172

ur.p.h;im{'fﬁ‘ [x “‘} (8.16)

0 0 I-x l*rl X
(8.16) ni hisoblash uchun kompleks tekislikda ushbu integralni
ko'rib chigamiz:
‘-z"’a’z
sz
bunda ¢ kontur 8.3-rasmda ko’rsatilgan.

B

.I'(Z)=[—Z— ning z=1 da I-tartibli qutbi, va z=0 da tarmogianish
-2

nuqtalari bor.
Ko’p qiymatli funksiya z” ning tarmog’ini shunday tanlaylikki
musbat haqiqiy yarim 0’q 0<x<= da
27 =y (8.17)
2= e (8.18)
(8.18) ni p=o0 dagi qiymatini (8.17) ga olib borib qo’yib, funksiyaning
tarmog’ini tanlaymiz. PP ™ = o f
Bu ifoda fagatgina £=0 bo’lgandagina o’rinlidir. Shuning uchun,

bizga kerakli tarmoq qo’vidagi ko’rinishga ega: z' pJe -

8.3-rasm.
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Shunday gqilib,bizga ushbu integralni hisoblash kerak:
‘- zldz

cl-cz
Bu yerdagi z’ =p”¢”’ deb tushunamiz. C kontur ichida maxsus
nuqtalar yo’q. Shuning uchun
i ’df =0 (8.19)

Integralni Ckonturning bo’laklari bo’vicha yozib chiqamiz:
g 7 2

zpdz_ x :npdx z xpelﬂpm 1+ dex 3 xl’dx Pd’.' i I’d_:
!1—-2 B 4 3 +|l[, 1-x +! 1- -[ i- (I% C‘:_Z.--—+

+ + :
I-x x x z A l-z
7. ’
A A (8.20)
c 1-z 4

-
= 1-z

Bu ifodaga izoh beraylik. Konturning (R:1+g) va (1-g;¢)

bo’lagida
2" =|z|" &P = xPe*™

Chunki Q=2

Shuning uchun, o’ng tomondagi 1-va 2- integrallarning ostida
fazoviy ko’paytuvchi paydo bo’ldi. C,, bo’yicha integral esa, R >~ da
nolga intiladi, chunki integral ostidagi funksiya |{—»>~ da |l'! ga
nisbatan tezroq nolga intiladi. Endi integralni hisoblaylik :

. rzfdz .t ePegie®dyp
lim | —hm'[—l—gc’“’

=0

2 (l + e,e"')" gie®dp -

i
4z -z -t £

) w\? .

tim (2 dz . -‘(e1"+£,e ) £ie®dp
m =lup | =

04 1=z _ce'®

&5~ & Z c=0 o gle

Oxirgi intgralning hisoblashga izoh beraylik.
C, konturdagi . kompleks sonni guyidagicha yozish mumkin.
z=z +£¢€"
z, kompleks son birga teng, modulga ega, uning argumenti 2~ ga
teng, chunki z, nuqta qirqimining pastki gqirg’og’ida joylashadi.
Shuning uchun, zeC; ni quyidagi ko’rinishda yozish mumkin.

= mie™™"
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8.4-rasm
z=e" +£€° .
Yugqoridagi intgraini hisoblashda shu tenglikdi,m‘ foydalam‘{éa;:-
Hisoblangan integrallarning qiymatlarini (8.20) ga qo yib, quydagicha
yozamiz:

a0 g " xPdx ‘__X_’_dxl____ (34 e
(l-.e !‘)L,_rg{;[ l—x+|;[vi--\‘ ] 7[1(1 e ) (82])

7-misol. Integralni hisoblang.

V.pd=

Yechilishi. Kompleks tekisligida integra! ostidagi ﬁl.nksw.z} k9 p
giymatlidir. Shuning uchun biz, birinchlflan, bu tu{lkSIyanmg
tarmog’ini tanlab olishimiz kerak. Ikkinchidan konturni shunday
tanlashimiz kerakki, bu funksiyaning tarmoqlanish nugfasi z=0 kontur
ichiga tushib golmasin.

Tarmogni shunday tanlab olaylik. N

jargz+27mi ;

1nz=ln|z|+i(argz+27r), J;=\/|_zicxp{ >

0.) yarim o’qda bu funksiyalar hx va Jx bilan mos kelishi kerak.
Shuning uchun |
Inz=Inx+27ki=Inx Jz = Jxe™ =x
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e, 1

;’”_“""_\\ oo=l=e”
/ \
— - - —
\ pind e
\\ K, :

e B c

A rasm
Zx= e sge®
hisoblagy, ,

Yuqoridagi intgraln? qiymag. 2 shu tenglikdan foydalanilgan.
Hisoblangan integrallarnif® MWarini {(8.20) ga qo’yib, quydagicha
yozamiz:

Sl (8.21)
l/!:i'.f :i’.(:f_j =7

eln,s =

ﬂ&ﬂj{)
7-misol. Integralni hisoblang,
]-;]' In xdx
¢ 3 o\2
0 Vx(x"+a')

Yechilishi. Kompleks tekisligiq, integral ostidagi funksiya ko’p
giymatlidir. Shuning  uchun bi;ﬁ birinchidan, bu  funksiyaning
tarmog’ini tanlab olishimiz Kerak  Jkkinchidan konturni shunday
tanlashimiz kerakki, bu funksiyaning tarmoglanish nugtasi z=0 kontur
ichiga tushib golmasin.

Tarmogni shunday tanlab olayjjk.

Inz=ln|z|+i(argz +27), J_=\ﬂ;iexp{fafgz'2fzﬁlnf}

(0.0} yarim o’qda bu funksiyalar j,, va /x bilan mos kelishi kerak.
Shuning uchun

Inz=Inx+27kisinx Jz = Jxe™ :\]';
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Oxirgi tengliklardan x=0, m=0 teng ekanligini aniqlaymiz, ya’ni
tanlangan tarmogqlarni quyidagi ko’rinishda yozish mumkin:

Inz=In|z|+iargz, «/::J]_z_le’%
Kompleks tekislikda quyidagi integralni ko’rib chiqaylik:

__Inzdz 8.22)

< \/-Z—(Z2 +(12)2'

C kontur 8.5-rasmda ko’rsatilgan

8.5-rasm.
C kontur ichida integral ostidagi ifoda z=ai maxsus nuqtada, ikkinchi
tartibli qutbga ega. Koshi teoremasiga asosan
Inz
——————dz =2rxires(i
|y wires(ia) (8.23).
z=ai nuqtada chegirma quyidagiga teng:

res(ia) = iﬂ-diz (z - ia)?

Inz ___2—3lnia(1_’_i)=
Jz(z-ia)’(z +iay o
2—3{!na+£7£]
——L 2144y (8.24)
(2a)?

endi (8.22) integralni kontur bo’laklari bo’yicha qaytadan yozamiz:

Inz f (in|xq+ir) e Inzdx % Inxdx Inzdz
I_—-dz = x dx+ — + + i
eNz(Z +a’) 'J;‘j]’;{ﬁ(xz +al) & Jz(2* +a*) ’,[x/;(x’ +a’)? ({ Vz(z' +d?)

(8.25)

C; kontur bo’yicha integral R-»w da lemsnaga muvofiq nolga intiladi.
€, kontur bo’yicha ham p—= da integral nolga intilishini ko’rsataylik.
Bu integralni quyidagi ko’rinishda vozish mumkun:
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kim ie
,‘-'QC', pe2(pzezw+az)2 .
Bu yerda ,%mnp aniqmaslikning p—»o dagi limiti Lapital qoidasi
yordamida osonlikcha topiladi va
lim Jpinp=0
p—‘o . .
Bu hisoblashlardan keyin (8.25) ni (8.23) ni hisobga olgan holda
quyidagicha yozish mumkin.

(In p.~+ ir—ipe®)dp -0

2
2riresf(ia)— % ! i +a) (8.26)
1= ;
1-i

Endi quyidagi integralni hisoblash goldi
% dx
L ="[\/;(X2 +a*)t

Bu integral quyidagi ko’rinishdagim

j X% f(x)dx
0
Biz yuqorida hisoblagan integrallar turiga kitadi (6-misolga qarang)
r
i 1
-2 +res ———————==
b= 1-¢° Jlres Jz(Z* +d Wieia 22+ Yy J?
N2 PR 1_4_’____}=_.3—,(—ia)—;
! = tim & [(z+ai)’ ___l_ﬁ}=_§(_a;)_z
T k| eyl
- i[2 2 Iz
2 az 024\15

Topilgan qiymatlami (8.26) ga qo’yib, quyidagiga ega bo’lamiz:

9

{2-30na-2) [a+-67°
27:‘1[2 3(ina 2)J(+) ” . {fiﬂ—l+,iina}
' (1-ia" 2" Wit 42
Mashglar
Integrallarni hisoblang
9. fiz bu yerda C kontur x*+y*=2x aylana.
241

o

zdz -_2]=1 aylana.
22 __  buyerda Ckontur |--2|=- ay
R e e U 2
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1.LA t .
11. Aniq integralni hisoblang. ja+cos¢, a>1
» f_sine -
12. J:a*bcow P, a»b>0.
K —

2 +4x+13)

4, & ,
_;[(x‘+a‘)(x2+b’) , (a>0, 5>0)

15, f__Cosxdx
;‘;(x2 +1(x? +4)

16. _f;?i":dx s (a>0,m>0).

2x
17. cos xclx 0.
Jl 2psinx+p’ (0<p<.)

18 J' XSifiX dx.

1+x +x*

8.3-§. ZOMMERFELD-VATSON METODI.

Bu metodning batafsil bayonini A.N.Tixonov, A.G.Sveshnikovning
“Kompleks o’zgaruvchining funksiyalari nazariyasi” kitobidan topish
mumkin.

1-misol.Yig'indini toping.

5= Z (a+ n)’
Yechilishi:
I. Aytaylik ¢ haqiqiy va har qanday n uchun a#n bo’lsin.
f( )_‘ el’l:

(a+ n)z 2isinrz

funksiyani va undan 1-+L- kontur bo’yicha olingan integralni qaraymiz .
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I

. 8.6-rasm.
s(z) funksiya :-o,z1:2..+¢ nuqtalarda birinchi tartibli qutbga va
z=-a nuqtada ikkinchi tartibli qutbga ega. Shuning uchun konturdan
olingan integral

_[ f(2)dz=2xi i restf(z,),z, = k) + 2miresf (-a) (8.27)

L)

Chegirmalarini hisoblaymiz:

e.‘,‘tl l
restf(z),z, == hm( +z)*27icosnz T 2zi(a+ k)
mz 7[

resf (-a) = h*-" dz {21 sinwz  2isin’7a

Shunday qilib, quyldaglga ega bo’lamiz: 2
N R < N
9 f JE)de = ,.mz 27i (a+k) ~ 2 2isin’za Z(a+k)2 sin’ za

Endi mtegralm hisoblaymiz. Buning uchun integralni qaraymiz:

[1E)e==[ 1 (x)dx+ff(z) (8.28)

Biz - kontur bo’yicha yo nahshmx teakarlslga tanlab olganimiz uchun
integral oldiga minus ishora go’yiladi.
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8.7-rasm.
C chiziq bo’yicha olingan integral nolga teng, chunki bu chiziq ichida
maxsus nuqgtalar yo’q. R« bulganda C bo’yicha integiral ham noiga
teng.

1 e dx Py R‘ e dx
Ej(a%')zsin‘r - '[ + 2" lsinzz]
i2'e, (a+z) sinzz olatz sinzz
er 2e7" 2 2

ls'n ’rzl = Ielx:,I]_L,Zt:zI = I’ _e—7.n':i < elta —1

Bu yerda 4 haqiqiy o’qdan L' chiziqqacha bo’lgan masofa. Shuning
uchun

1£1
e

sinzz

funksiya C, chizigda chegaralangan,

-(’—2 funksiya esa R« da
a.l.
kamayuvchi. Demak, (8.28) dan

-[ 7 (x)ax=o0.
Xuddi shuningdek - chizigdan olingan integral ham nolga
tengdir.
[ f(z)dz=-j f(z)dz+ J’ f(2)dz=0
& - i
Chunki kontur ichida maxsus nugtalar yo’q. 1.~ - chiziqdar olingan
integral C, kontur bo’yicha olingan integralga teng. Ammo R-o
bo’lganda C, bo’yicha integral noiga intiladi.
180

o
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L
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k /‘
8.8-rasm.
_LJ' e ds I leI & l Rdz
2

& (a+z) sinzz] 2} |sinnz| [a+z2)
Quydagi funkisiyani baholaymiz:

ixz

| e

2. 2
|sin ﬂ'z' = |l gt - Il _ gt
AR !|z,|—|zzu
bundan,
'] _e-Zmr-Zyxl > |1 _e-l_wrl = !e_z,., _ ll 5 e ]

e

. chegaralangan,
Smzr

_ esa z-»w da kamayuvchi funksiya
(a+z)

shunung uchun R-»e da C,; bo’yicha olingan integral nolga teng.
Ammo bu bo’yicha

[ feMe=0 ni beradi.
Shunday qilib quyidagiga ega bo’lamiz
[ r(z)az=0
+L

Lo
(8.27) ga qaytib, quyidagiga ega bo’lamiz:
o l ”2

"B_v(a-}-n)z Sinz ma

11. ¢ -kompieks son va yuqori yarim tekislikda yotsin.
U holda

J' ) f(z)dz = Z z;‘_:TY ) (829)
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8.8-rasm.
_!H ez |<lT| e | Rdz
25

2t (a+z)’ sin/z:‘

Quydagi funkisivani baholaymiz:
2 2

&= |] _(,*Em:l i i!__g..ﬁr_.-..zﬁ\

Iz —:2|z|}:,|—!:

} e:n.‘

[sinzz

It
24)

bundan,
|l - c| =|i- a'“"] =lgtr —Jf CRY L LB

e™ 1
!-, | chegaralangan, ——
{stnzr| (a+z)°

esa  z—w da kamayuvchi funksiya

shunung uchun R-»» da €, bo’yicha olingan integral nolga teng.
Ammo bu bo'yicha
[ /(zde=0 ni beradi.
,.
Shunday qilib quyidagiga ega bo’lamiz
_[ 7(z)dz=0
L' +L7

{8.27) ga qaytib, quyidagiga ega bo’lamiz:

=, 17

* sin‘za

me(a+n)
i1, o -kompleks son va yuqori yarim tekislikda yotsin.
U holda
1

j __f'(z)c'fz = Z —_— ’ (829)

Bl ne—w (a -+ n?




chunki z=0 L*+L- konturdan tashqarida yotadi, u holda .- bo'yicha
integralni hisoblayotganda ¢ bo’yicha integralni noldan farqli deb
hisoblaymiz, bu integral (-C) nugqtadagi chegirmaga teng:

”2

‘_[f(z)dz=-—ljjf(2)a§+(_‘f f(z)dzzzﬂi(_ 2:'si171t2 ﬁa}\=_sin::ra '

Ammo R—wda (o . Shuning uchun

Cr

FEAC

L* bo’yicha olingan integral esa birinchi holdagi kabi nolga terg, chunki
(-a) maxsus nuqgta yuqori yarim tekislikda yotibdi. Hisoblangan
integralni (8.28) ga go’yib quyidagini olamiz .

1 n’

-
§= ,,Zs(a +n)’ T Sin’za

sm na

2-misol . Yig’indisini toping .

Z (a + n)
Yechilishi: Quyidagi funksiyani
1
/(=)= 2i(a+z) sinzz
va f(z) dan olingan
[f(z)ae, C=L"+L (8.30)
integralni garaylik. Bu yerda ¢ kontur [8.9-rasmda ko’rsatilgan].
4;
£_+
et
%
!
-

8.9-rasm
Agar ¢ -haqiqgiy bo’la, u holda Koshi teoremasiga asosan:
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| 1(z )dz—Zeres{j (2).z=n}+2mires f(-a)

1 (=)

e f(n)v— 2 (a+n)'®

res f(-a)=] lim —- |

Shuning uchun
(<) #icigna

Jf( )d:_z(a+n)2 sina

(8.30) ni konturning qlsmlarl bo’yicha bo’lib yozamiz:
Jf(')dz ff(Z)d’+ If(Z)ﬂlz

0 (z+a) 1 -L 7 clgra
2i(z +a)’ sin 7z | 2i sinza

(831

(8.32)

L va U lar bo’yicha mtegmllarnl lnsoblash uchun C, va C, konturlar

bo'yicha integrallami qaraymiz.

J £ (2)de == ] S+ ] 7@dz=0

8.10-rasm

Chunki €, kontor ichida mahsus nugtalar yo’q. R« da | s(z)dz=0

bo’lishini ko’rsatamiz.

b rdp
6'. )k I2|a+z|2 Isin 72|
R
b ]2 ] 2 2 2
isin.'rzl—|e"':—e"’"|5|e —e"‘lsle 1| e™ -1

Cie




.
Jsinz) P

kabi bo’lishini anigladik. Shuning uchun

Ya’'ni biz

- 25 a+ :[z |sin 7]
integral ham yuqoridagiga o’xshash baholanadi,
Shunday gilib:

[[f(:—:)d*:(), [f(:)d-:o

€. cheklanganliging, —J—— funksiya esa R-»>x da L
. R”?

(8.33)

(8.33) ni (8.32) va (8.31) larga qo’yib quyidagini olamiz.

o

Y Zcigra

2T
“(at+n) sinza

Javoblar

},res[f(z)] :—%; res[f(z)}FfI

i

o (SR -
2 I’es[f(Z)_; - —Z;res[f(g” iy
3.res[ £{z)] =0

4orelr) =5 rels@), ==

< ] 27
- res[f(2)], == res[f{z)] 4 =0

6. res[ 1)) =5

7. res| (2] _ = 2!1(2!1—]2...(21.;?'—(,1_2)}
n—1

S.res[f(z)]z:(n_lmzi, (n=0,£1,22,+3, )
2

9.- 2. 10.-2m: = . qp, 28, i

F 102 1 12, S 13,
15,2 <, gy A e §r T ‘%" =l

5 2e=1); [6. =] 17, 80: 1B, JT?() -sm—?-,

i84

T
T ab(a+b)’

T .
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KOMPLEKS SONLAR USTIDA AMALLAR
Kompleks son moduli va argumenining geometrik

ma’nosi

). Kompleks sonlar ustida amallar

§. Kompleks sonning trigonometrik shakillar
. Kompleks sonni ko’paytirish va darajaga ko' tarish
. Kompleks sondan ildiz chiqgarish

JAVOBLAR

KOMPLEKS ARGUMENTLI ELEMENTAR

FUNKSIYALAR

. Funksiyaning ta’rifi

. Funksiyaning aniglanish schasi

3. Ba’zi egri chiziglar

. Trigonometrik funksiyalar

. Giperbolik funksiyalar

. Teskari trigonometrik funksiyalar.
. Teskari giperbolik funksiyalar

JAVOBLAR
KOMPLEKS ARGUMENTLI
FUNKSIYALARNING HOSILASI

. Hosilaning ta’rifi

. Hosilalarni hisoblashga doir mashalar

. Analitik funksivalar

§. Garmonik funksiyalar hagida tushuncha

. Yassi vektor maydonlarni hisoblashda analitik

funksiyalarning qo'llanilishi
JAVOBLAR
KOMPLEKS SOHADA INTEGRALLAR

. Integralning tarifi

. Integralni hisoblash

. Nyuton- Leybnis formulasi
. Ko’p giymatli funksiyalar. Tarmoglanish nugtasi va

qirgimlar
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