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IKKINCHI TARTIBLI CHIZIQLI XUSUSIY HOSILALI

DIFFERENSIAL TENGLAMALARNI TIPINI ANIQLASH

Tursunboy Abdullo 0’g’li Qobilov
Chirchiq davlat pedagogika universiteti

Annotatsiya. Xususiy hosilali differensial tenglamalarni qaysi tipga tegishli bo‘lishi,
uning yuqori tartibli hosilalari oldidagi koeffisiyentlari orqali aniglanadi. Ushbu maqolada
xususiy hosilali differensial tenglamalarning tipini aniqlash bayon qilingan. Kanonik
tenglamani yangi noma’lum funksiya kiritish bilan yanada soddaroq ko‘rinishga keltirish
ko‘rsatilgan.

Kalit so’zlar. Differensial tenglama, kvadratik forma va to’la kvadrat.

AnHotauus. Tun guddepeHnnanbHbIX ypaBHEHHH C YaCTHBIMH ITPOWU3BOAHBIMU
orpenenseTcss KodpGUIMEHTaMH Tepea MX CTapIIUMH HPOM3BOAHBIMH. B maHHOW cratbe
naercsi ompexaereHue Tuna AuQQepeHnnaIbHbBIX YpaBHEHHH B YacTHBIX IPOU3BOIHBIX.
[Tokazano ympolieHHe KaHOHHMYECKOTO ypaBHEHHUS IMyTeM BBEACHHUS HOBOM HEW3BECTHOMN
(bYyHKIHH.

KuoueBble cioBa. [{uddepennmanbuoe ypaBHeHnue, kBaapaTuunas (opMa u HOTHBIN
KBaJIpar.

Abstract. The type of differential equations with particular derivatives is determined
by the coefficients in front of their higher-order derivatives. This article describes the definition
of the type of partial differential equations. A simplification of the canonical equation by
introducing a new unknown function is shown.

Key words. Differential equation, quadratic form and full square.

Kirish. x = (X,,X,,...,X,) € D c E" bo’lib D -ochiq bog‘limli soha bo‘lsin. R" -Evkilid
fazosi X, X5,..., X, - ortogonal dekart koordinatalar sistemasidagi X nuqtaning koordinatalari.

Tartiblangan manfiy bo’lmagan n ta butun sonning @ = («,, @, ,...,,) ketma-ketligi n -tartibli

mu’lteindeks deyiladi, a| =a,+a,+..+a, son mu’lteindeksning uyg‘unligi deyiladi.
U(X) =U(Xy, X;,ee X))  funksiyaning xe D nuqtadagi |o| =, +a, +..+a, tartibli
hosilasini
8“lu
D%u=D"1,D%,...,Dwu = D°u = u(x)
0“%,,0% %y, ...,0U X, >

Xususiy hoda ko‘rinishda belgilashimiz o = «; bo‘lganda
_o0%u

ox

2
DU = au D2y = o°u

D“u d=—", i __z_ux-x-
oX; oX; o

F=F(X,...p,,...) funksiya D sohada X nuqtaning va p, = Puys Py seeer Py, = DU,

ap
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a, =01... haqiqly o’zgaruvchining berilgan funksiyasi bo’lib, kamida bitta 5
m

m= maX‘Ot‘ hosila noldan farqli bo’lsin.

Asosiy qism. Quyidagi

ZH:AJ( +ZB —+C) = f (x) (1)

=l ax 8x )

ikkinchi tartibli n o‘zgaruvchili chiziqli differensial tenglamani R" Evkilid fazosidagi
biror D sohada qaraylik.

Bu yerda X=(X,X,,...,X,)eDcR" , tenglamaning koeffitsientlari
A (X), B, (X),C(X) va ozod hadi f(X) yetarlicha silliq berilgan funksiyalar.
AgarVvxe D uchun (1) tenglamada A; (x)=0 bo‘lsa,uholda (1) tenglama birinchi tartibli
xususiy hosilali differensial tenglama bo‘ladi. Shuning uchun qaralayotgan D sohada
tenglamaning A, (x) koeffitsiyentlari bir vaqtda nolga teng bo‘lmasin deb talab gilamiz,
hamda Au( )=A i (x) tenglik o‘rinli bo‘lsin.
Faraz qilaylik, X, € D ixtiyoriy nuqta bo‘lsin. Chizigli (1) tenglamaga mos ushbu
xaraktristik forma

)= A (% )

i,j=1
kvadratik forma deb ataladi.
Algebra kursida ma’lumki, Q kvadratik formani D sohaning har bir X;nuqtasida

2 (&2 &,),i=12,...,n xosmas almashtirishlar yordamida quyidagi

Q=Y as G)

kanonik ko‘rinishiga keltirish mumkin. Bu yerda ¢, koeffitsientlar -1,0 va 1 qiymatlarni
qabul qiladi.

Qaralayotgan (1) chizigli tenglamaning klassifikatsiyasi (3) formaning «; koeffitsientlari
qabul qiladigan qiymatlariga asoslanadi.

Agar barcha ¢, =1 yoki ¢, =—1,(i =ﬁ) bo‘lsa, ya’ni (2) kvadratik forma musbat yoki
manfiy aniqlangan bo‘lsa, u holda (1) tenglama X, nuqtada elliptik tipdagi tenglama

deyiladi.
Agar «, koeffitsientlaridan biri manfiy, qolganlari musbat (yoki aksincha) bo‘lsa,u holda

(1) tenglama X, nuqtada giperbolik tipdagi tenglama deyiladi.
Agar «; koeffitsientlaridan kamida bittasi nolga teng bo‘lsa, u holda (1) tenglama X,

nuqtada parabolik tenglama deyiladi.
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Agar ¢, koeffitsientlarining / (1 < / <n-1) tasi musbat, qolgan n-/ tasi manfiy bo‘lsa, u
holda (1) tenglama X, nuqtada ultragiporbolik tenglama deyiladi.

Agar D sohaning har bir nuqtasida (3) kvadratik forma koeffitsiyentlarining barchasi
noldan farqli va har xil ishorali, barchasi noldan va bir hil ishorali hamda kamida bittasi
(hammasi emas) nolga teng bo‘lsa, u holda D sohada mos ravishda giperbolik,elliptik
hamda parabolik tipdagi tenglama deyiladi.

Agar (1) tenglama qaralayotgan D sohaning turli gismlarida har xil tipga tegishli bo‘lsa,
u holda (1) tenglama D sohada aralash tipdagi tenglama deyiladi.

1-misol. Butun R" fazoda aniglangan n o‘lchovli

A=Y aa‘)‘((zx) -0, 4)

Laplas tenglamasiga qaraylik.
Laplas tenglamasiga mos quyidagi

QAo dy) = 2 A4
n=1
kvadratik formani tuzamiz.
Agar i = jbo‘lsa,uholda A;(X) =1 vai= j bo‘lganda A;(X)=0 bo‘ladi. Shuning uchun (3)
kvadratik formaning koeffitsiyentlari ¢, =1, (i = 1,_n) giymat qabul qiladi.

Demak, Laplas tenglamasi butun R" fazoda elliptik tipdagi tenglama bo‘ladi.
2-misol. R"" fazoda aniglangan n o‘lchovli

n 2
u(x,t) =u, —azzaauT(ZX):utt —a’Au =0, (5)

to‘lqin tarqalish tenglamasini qaraylik. (5) tenglamaga mos kvadratik forma

Qs Ay Any) = D (%A + A5, = 22, =D a2 bo‘ladi.
=1

n=1

Bu kvadratik forma &, = a/,, (i=1n), & , = 4., almashtirish yordamida quyidagi

n+l
Q = ‘fr::—l - Zazgiz
n+l
kanonik ko‘rinishida keladi. Bunda «; koeffitsiyentlardan musbat, qolganlari esa manfiy.
Demak, (5) tenglama R"™(x,t) fazoda giperbolik tipdagi tenglama ekan.

3-misol. R"™ (X,t) fazoda aniglangan n o‘lchovli
n 2
ut—azzﬁu—(x):ut —a’Au =0, (6)

issiglik o‘tkazuvchanlik tenglamasini qaraylik.
Bu tenglamaga mos kvadratik forma

Qv A ) =S B+ 2,
=1
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ko‘rinishida bo‘ladi. Bunda &, =—a® <0, (i=1,n) vaa,., =0.
Shunday qilib, (6) issiglik o‘tkazuvchanlik tenglamasi R:y{l fazoda parabolik tipdagi

tenglama bo‘lar ekan.

Kvadratik formaning musbatligi haqidagi Silvestr alomatiga asosan (2) kvadratik formani (3)
kanonik ko‘rinishiga keltirmasdan qaralayotgan xususiy hosilalai differensial tenglamanining
tipini aniqlash mumkin.

Xususiy hosilali (1) differensial tenglama elliptik tipda bo‘lishi uchun quyidagi

AA .. A,
P B )
LY S—

Simmetrik matritsaning diagonal minorlari musbat aniqlangan bo‘lishi zarur va yetarli.
Agar (1) tenglama ikki o‘zgaruvchili x, = X, X, =y bo‘lsa, uni quyidagi

a(x, y)u,+2b(x, y)u,, +c(x,y)u,, =F(x,y,u,u,,u,), (8)
ko‘rinishda ifodalash mumkin.
Bu tenglamaga mos kvadratik forma

Q4 4,) =a(x Y)A +2b(x, Y) 44, +c(X, y) 4 €))
bo‘ladi.
Agar a(x, y) # 0bo‘lsa, u holda (9) kva,dratik formani ushbu
b. Y b?-ac , b. Y\ b?-ac ,
Q(A,@)za[4+5@j = Q(%%)Za(ﬂﬁgﬂzj =2 (0

ko‘rinishda ifodalash mumkin.

Agar §(M,)=b?—-ac<0 bo‘lsa, u holda (9) kvadratik forma M, =(X,, Y, ) nuqtada musbat

yoki manfiy aniqlangan bo‘ladi.
Chunki (10) ifoda quyidagi almashti'rish

b _ /ac—b2
§1=\/@(ﬂ1+gﬂzj’ 52_ |a| 2’2

yordamida ushbu kanonik ko‘rinishga

0. {55 réfia0
_4:1 _gzva<0

keladi. Bundan §(M,) =b? —ac < 0 bo‘lganda (8) tenglamaning M, =(X,, Y, ) nuqtada elliptik
tipda bodishi kelib chiqadi.

Faraz qilaylik, M, =(X,,Y,) nuqtada §(M,)=b*-ac<0 bo‘lsin. U holda (10) kvadratik
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b fac—b2
é:l:\/H(ﬂl-Fgﬂ?j’ S = Tﬂ?

[g+&.a>0,
Q_{_§12_§221a<0

ko‘rinishga keladi, ya'ni (3) kvadratik formaning koeffitsiyentlari «; va «, har xil ishorali.

forma

almashtirishdan keyin

Bundan ko‘rinadiki, qaralayotgan (8) tenglama M, = (XO, Yo ) nuqtada giperbolik tipga tegishli

ekan.
Agar My =(X,, Y, )nuqtada §(M,) =b*—ac =0 bo‘lsa, u holda

éfﬁ(ﬂﬁg@), & =4,

xosmas almashtirish (10) kvadratik formani quyidagi
o E+ & ,a>0,
_4:12 - 4:22 ,a<0

ko‘rinishga keltiradi. Demak, (3) kvadratik formaning «, va «, koeffitsiyentlaridan biri nolga
teng, ikkinchisi noldan farqli, ya’ni qaralayotgan (8) tenglama M, = (XO, Yo ) nuqtada parabolik
tipdagi tenglama ekan.

Yuqoridagi mulohazalardan garalayotgan xususiy hosilali (8) differensial tenglamaning tipini
aniglash 5(M,) =b’ —ac diskriminantning ishorasiga bog‘liq ekanligi ko‘rinadi.

Agar biror M; =(X,,Y,)nuqtada §(M,)=b’-ac>0 bo‘lsa, u holda (8) tenglama M,
nuqtada giperbolik tipdagi tenglama deyiladi.

Agar biror My =(X,,Y,) nuqtada 5(M,)=b*-ac<0 bo'lsa, u holda (8) tenglama M,
nugqtada elliptik tipdagi tenglama deyiladi.

Agar biror M, =(X,, Y, )nugtada 5(M,) =b* —ac = 0bo‘lsa, u holda (8) tenglama shu nuqtada

parabolik tipdagi tenglama deyiladi.
4 —misol. Quyidagi tenglamalarning tipini aniqlang.
a) U, —4u, +2u,+4u, +u, +3xyu=0;
b) u, +Uu, —25u, +2u, +6u, +Xu, + x*yu =0;
¢) 4u, +6u, +2u, +10u,+4u,6—6u, =0;

Yechish. Berilgan tenglamalarning yuqori tartibli hosilalari oldidagi koeffitsiyentlari
o‘zgarmas. Shuning uchun bu tenglamalarning tipi butun fazoda aniqlanadi.
a) Berilgan tenglamaga mos xarakteristik forma
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QA Aoy Ay )= A2 — A4 + 2005 + 422 + A2 =
~(h=2h+2) + (A4 A) ~( =)
ko‘rinishda bo‘ladi. Quyidagi

h=GrZE 4G A=S(6+E) A=2(G-8)

xosmas almashtirish yordamida Q(4,, A,, A, ) forma

2 2 2
K(érl’ éjz ’ 53): éjl + 52_53
kanonik ko’rinishga keladi.
a,=a,=1a,=-1 koeffitsiyentlar noldan farqli va har xil ishorali. Ta'rifga asosan bu
tenglama giperbolik tipga tegishli.
b) Yuqoridagi kabi berilgan differensial tenglamaning xarakteristik fo rmasini tuzamiz
2 2 2
Q(ﬂvl’ 12’23)2114_2&1 2/2_211 2/3 +2ﬂ/2+ 62«3 (*)
va uni to‘la kvadratlarga ajratib, kanonik ko'rinishga keltiramiz:
2 2 2 2
A +24 A2 A As-2 A At Aot At A2 4,
2 2 2
2,3—’_ /13 + 413 - (ﬂul+ ﬁyz _23)2 + (ﬂz 4’/13)2 + 413.
Bundan quyidagi xosmas almashtirishlar natijasida
§1=/11+ﬂaz_/13’ 522124_2’3’ 53:213.
Q kvadratik forma ushbu
2 2 2
K(é:l’ éjz ’ 53): éjl + §2+ 53
kanonik ko'rinishga keladi.

Demak, (3) kvadratik formaning ¢y, ¢, va ¢, koeffitsiyentlari noldan farqli va bir xil

ishorali. Shuning uchun berilgan tenglama R3 fazoda elliptik tipda bo’ladi.

c)tenglamaga mos xarakteristik forma

QUi . 25) = A2 4620, + 275 41020 + 420, ~645 =4 (44, +3%, +52)' =5 (4o +TA)
quyidagi
h=SGm 26w B=2 =T A=l Ai=123

xosamas almashtirish yordamida

K(é,l’é,z’éls) = 4112 _422 +O§32

kanonik ko'rinishga keladi.

Bundan ko'rinadiki, ; =1,a, =-1,a; =0 ekan. Demak,

berilgan tenglama parobolik tipga tegishli ekan.
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