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С У З  Б О Ш И

Ушбу китоб 1988 йилда «Укитувчи» нашриётида нашр этилган «Х,исоб- 
лаш методлари. 1-к,исм» дарслигининг давомидир. Дарслик муаллифнинг 
Тошкент Давлат университети (\озирги Узбекистон Миллий универси- 
тети)нинг математика, амалий математика ва механика факультетлари- 
да, университет к;ошидаги олий укув юртлари ук;итувчиларининг малака 
ошириш факультетида \амда Самарканд Давлат университетининг тат- 
бик,ий математика факультетида узок, йиллар давомида ук^иган маъруза- 
лари асосида ёзилган булиб, университетларда ук^тиладиган «Х,исоблаш 
математикасига кириш», «Х,исоблаш методлари» ва «ЭХ,М да амалиёт» 
фанлари учун мулжалланган дастурларнинг иккинчи к^исмига тула мос 
келади.

Мазкур дарсликда оддий дифференциал тенгламалар учун Коши ма
саласи ва чегаравий масалалар, хусусий х,осилали дифференциал тенгла
малар \амда интеграл тенгламаларни такрибий ечиш учун яратилган ме
тодларнинг тажрибада синалган, мутахассислар томонидан эътироф этил- 
ганлари уз аксини топган.

Дарслик университетларнинг «математика», «механика», «статистика», 
«татбик,ий математика» ^амда «ахборот технологиялари» ихтисосликлари- 
нинг бакалавр ва магистрларига мулжалланган булиб, ундан олий техника 
укув юртлари, педагогика олийго\ларининг талабалари ва аспирантлари \ам 
фойдаланишлари мумкин. Шунингдек, ушбу китоб \исоблаш марказлари 
ходимлари, ик^исодчилар, мух.андис-техниклар хамда \исоблаш математи- 
каси билан к,изикувчи барча китобхонларга мулжалланган.

Шу пайтгача узбек тилида \исоблаш методларидан дарслик ва укув 
кулланмалари булмаганлигини эътиборга олиб, дарсликнинг бу к,исмида 
хам купгина методларнинг гояларини яхширок* тушунтириш учун мисол 
ва машклар келтирдик. Укувчилар барча методларни тулик ва мукаммал 
узлаштиришлари учун «Х,исоблаш математикасидан мисол ва масалалар 
туплами»ни нашр этиш мулжалланмокда.

«Хисоблаш методлари. 2-к.исм» китоби узбек тилида илк тажриба булиб, 
жузъий камчиликлардан холи булмаслиги мумкин. Шу боисдан китоб кулёз- 
масини эътибор билан ук,иб чи^иб, камчиликларни бартараф этиш ва уни 
такомиллаштириш борасида к,имматли фикр-муло\азалар билдирган 
ф.м.ф.д., УзФА ^ак^ций аъзоси Т.Б. Буриевга, ф.м.ф.н., доцент F .n . Ис- 
матуллаевга, ф.м.ф.н. С.А. Бахромовга \амда нашриёт ишларини амалга 
оширган профессор Н.А. Халиловга миннатдорчилик билдираман.

М УАЛЛИФ



8-боб
ОДДИЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛ 

ТЕНГЛАМАЛАР УЧУН КОШИ МАСАЛАСИНИ 
ЕЧИШ ДА ТАКРИБИЙ МЕТОДЛАР

И лмий ва татбиций масалаларда купинча шундай оддий д и ф 
ф еренциал  тенглам алар учрайдики, уларнинг умумий ечими квад- 
ратураларда иф одаланм айди. Ечими ош кор куриниш да топилади- 
ган д и ф ф ер ен ц и ал  тенглам алар синф и нихоятда тор. М асалан, 
содда кури н иш га эга булган

тенгламанинг умумий ечимини элементар функциялар оркдли ифо- 
далаб булмайди. Бу ечим мураккаб тарзда каср тартибли Бессел функ- 
циялари ёрдамида ифодаланади. Куп лолларда ечимнинг \атто  шун
дай  тасвирини  х,ам билмаймиз. Ш унинг учун хдм бундай тенглама
ларни  у ёки  бу такрибий  метод билан  ечишга тугри келади.

Т акрибий  ечим аналитик куриниш да ёки жадвал ш аклида изла- 
ниш ига кура такри б и й  методлар икки  гурухга аж ратилади: анали
т ик  методлар  ва сонли методлар.

О ддий д иф ф ерен ц иал  тенглам а учун Коши масаласи ва чегара
вий масала куйилади. К ош и масаласи чегаравий масалага нисбатан 
анча енгилдир. Ш унинг учун хам айрим холларда чегаравий масала 
К ош и масаласига келтириб ечилади. Биз бу бобда Кош и масаласи
ни ечиш  учун ан али ти к  методлардан П икар ва дараж али к^аторлар 
м етодини куриб чик,амиз. Боинга аналитик методларни (Чаплигин, 
Н ью тон -К ан тарови ч , кичик параметр методларини) [7, 20, 33] 
дан  куриш  мумкин. Бу бобнинг боннца к,исми сонли методларга 
багиш ланган . ЭХ,М ларн и нг ривож ланиш и билан аникдик тартиби 
ю крри булган сонли  методларга эътибор кучайди. Аммо аналитик 
методлар хозир хам У3 м охиятини  сакдайди, чунки К ош и масала
си н и  куп кддамли айирм али методлар билан ечишда ж адвалнинг 
бош идаги  кдй м атларн и  топиш  учун, одатда, аналитик методлар 
иш латилади. Бу бобдаги такриби й  методлар битта тенглама учун 
хам, тенглам алар систем аси учун хам деярли бир хил кулланилади.



8.1-§. КОШ И МАСАЛАСИНИ ТАКРИБИЙ ЕЧИ Ш Н И Н Г  
АНАЛИТИК МЕТОДЛАРИ

8.1.1. Кетма-кет яцинлашиш методи. Ушбу биринчи тартибли

£ -= /(* > « )  (1 .0

дифференциал тенгламанинг

и(х0) = и0 (1.2)

дастлабки ш артни к,аноатлантирадиган ечим ини  то п и ш , яъ н и  
Кош и м асаласини ечиш нинг foh ж и \ати д а н  эн г соддаси  П и кар - 
нинг кетм а-кет яцинлаш иш  методидир.

М етоднинг мохияти куйидагидан иборат: К ош ининг (1.1) — (1.2) 
масаласи ушбу

х
и(х) = и0 + j f ( t , u ) d t  (1.3)

*0
интефал тенгламани ечиш билан тенг кучлидир. Аник^ик учун jc> х0 
деб оламиз (х< х0\о л  хам шунга ухшаш). (1.3) тенгликда и(х) 
номаълум ф ункция урнига ихтиёрий ф ункцияни, нолинчи як дн л а- 
ш иш ни, масалан, и(х) = и0 ни куйиб, интеф аллаш  натиж асида би 
ринчи яцинлашишни хосил кдламиз:

.г
ut (x) = ;/„ + J/(/,M 0)<ft.

*0
К ейин (1.3) тенгликда номаълум и ф ун кц ия урнига то п и л ган  и х 
функцияни куйсак,

иг {х) = щ +  j  f  (t, и, )dt
*0

иккинчи яцинлаш иш  хосил булади. Бу ж араённи давом эттириб, п- 
як^инлашиш учун

иЛ х ) = ип + |)dt (и= 1,2 ,...) ( 1 .4 )
v0

формулага эга буламиз.
Ф араз кдлайлик , f ( x , u )  ушбу ш артларни  цаноатлантирсин:
1) D = {0 < х  -  х0 < а, и - и о сохада \а р  иккала аргум енти  

буйича узлуксиз ф ункция, бу ерда а ва b — кдндайдир мусбат 
сонлар. Бундан



М  = тах |/(х ,и ) |
x.usD'

мавжудлиги келиб чикдди.
2) f ( x , u )  ф ун кц ия D сохдда и га нисбатан Л ипш иц ш артини 

^аноатлантирсин, яъни  шундай L сони мавжуд булсинки, ихтиёрий 
х, 0 < х  -  х0 < а ва и н и н г  иккита ихтиёрий й ва й , \й - и0\<Ь, 
й - и  < Ь кийматлари учун

\ f ( x , u ) - f { x , u ) \ < L \ u - i \  (1.5)

тен гси зли к баж арилсин. У холда {ип(х)} кетм а-кетлик х0 < х  < х0 + И, 
бу ерда

A = m in ^ a ,~ j (1.6)

ораликда текис як^инлашиши ва лимит функция

и(х) = Ншмл (х) (1.7)
«—»оо

(1.1)—(1.2) Кош и масаласини кдноатлантириши дифференциал тенг
лам алар курсида (мае. [41]) курсатилган.

Яцинлаш иш  хатолиги е„ (х)  = |и (х )-м п (х)| ни бахолаш учун (1.3) 
тен гли кн и  (1.4) тен гликдан  айирамиз, у холда

и ( х ) - и п(х)= dL
*0

Бу ердан х0 < х  < х0 +  И учун

е„ (х) = |и (х )-г /„ (х ) |<  X\ \ f{ t , u) - f ( t ,u„_ , ) \d t

га эга буламиз. (1.5) Л и п ш и ц  ш артига кура

(*)| = /,£„_, (*)

Хосил булади. Демак,

en( x ) < L \ £ n̂ ( t ) d t  ( « = 1 , 2 ,  ...). (1.8)
*0

Бу ерда £0 (х ) = и {х ) ~ ий ■ Л агран ж  ф орм уласидан  ф ойдаланиб, х0
< х  < х0 +  И учун

£0(х) = |и (х )-ы (х 0)| = ( х - х 0)|и '(£)|, (х0 <£, <*)

тенгликни  хосил к,иламиз.



Бундан |и'(дг)| = | / ( | , м ( | ) ) |  < М  булганлиги учун

е Д )  < М ( х - х 0)

тенгсизлик келиб чикади. Э нди (1.8) ф ормуладан ф ой далан иб , 
куйидагиларга эга буламиз:

* * ( -2 
е, (х) < L | е 0 (t)dt < LM  j ( t - x 0)dt = ,

*0 *0

е 2 М  * £ fe, {t)dt < Ll™ ) ( t - x 0f  dt =

/ v« + l

еп{ х ) < М П (х:(пУх)Г (п = 0 ,1 ,2 ,.. .) .  (1.9)

Охирги ф ормуладан  [х0, х(| +  /г] кесм ада л —> оо да ея(х ) н и н г  0 га 
текис як,инлаш иш и келиб чикади.

М и с о л .  К етм а-кет як,инлашиш методи билан

и ' = \ + х - и  (1.10)

диф ф еренциал тенглам анинг

и( 0) = I

дастлабки ш артини каноатлантирадиган такри б и й  ечим и топилсин .

Е ч и ш . Д астлабки як,инлашиш сиф атида и0(х) = 1 ни олсак, у \о л д а

и ( х )  =  1 +  J"(l +  t  - u ) d t

о
булганлиги учун куйидагиларга эга булам из:



сохада (1 .10) тенглам анинг унг том они

/  (х, и) = 1 + х -  и

анинутанган ва узлуксиз булиб,

| / ( . х , » ) <  1 1 + х - и | <|.v| +  | и -1  \ < a  +  b =  М .

Агар а -  1 ва b =  1 деб олсак , у \о л д а  (1.6) тенгликка кура

Куриб чик,к,ан м исолим из нихрятда содда булиб, барча интег- 
раллар аник, х,исобланди. Амалиётда учрайдиган масалаларда интег- 
ралларн и  аник, х,исоблаб булмайди, уларни такрибий равиш да то 
п и ш  керак, бу эса куп мех,нат талаб кдлади. Ш унинг учун х,ам кет
ма-кет як,инлашиш методи бошк,а методларни куллаётганда ёрдамчи 
метод сиф атида иш латилади. Кетма-кет як,инлашиш методини

д и ф ф ер ен ц и ал  тенглам алар  систем асини ечиш  учун х,ам куллаш 
м ум кин . Бунинг учун

учун

булади. D  сохада би знин г \о л  учун Л ипш иц  доим ийси

L = шах

Э нди  (1.9) ф орм уладан ф ойд аланиб , 0 < х  < -  да

|£5(*)| = |»(.v)-»5(x)|<2 15-
' б! 360

ни х,осил кдлам из. Д ем ак,

( 1.12)

й (х 0) = й0 (1 .13)

У



вектор-функцияларни киритиб, (1.12)—(1.13) вектор-дифференциал 
тенгламани ушбу

X
и (х) = й (х0) +  J / (х, й) dx

*о

вектор-интеграл тенглама ш аклида ёзиб оламиз. У \о л д а  и ^  (х )  

(к = 1 ,2 , ...) кетм а-кет якинлаш иш лар

й(к)(х) = й(| (х ) + Xj f ( t , u (k n )dt
XО

формула ёрдамида аник/танади. Одатда, йт(х) = йд(х) деб олинади.
8.1.2. Даражали ^аторлар методи. Айрим хдпларда биринчи \ам да 

говори тартибли оддий д иф ф ерен ц иал  тенглам аларни  ечиш  учун 
ечим ни Т ейлор ёйилмаси куриниш ида тасвирлаб, бу ёй и л м ан и н г 
маълум микдордаги ^адлари сакланади. Д араж али каторлар м ето
ди бош ка методларни куллаш учун ёрдамчи метод булиб, д аст
лабки к;ийматнинг унча катта булмаган атроф ида кулланилади. 

Ушбу

и(я) = f ( x , и ,и' ,и \. . . ,и(я''1)) (1.14)

«-тартибли оддий диф ф еренциал  тенглам анинг

и(х0) = м0, г/(х0) = (х0) = м<"“1) (1.15)

дастлабки ш артларни каноатлантирадиган  ечим ини  х0 н и н г  би- 
рор атрофида топиш  талаб килинсин .

Ф араз килайлик, f [x ,u,u' , . . . ,u("_|)) ф ункция барча аргум енгла- 
ри буйича (х0,г/0,И0,...,г4 ”_|)) дастлабки  нуктада ан али ти к  булсин, 
яъни у шу нуктанинг бирор атроф и да дараж али каторга ёйилсин:

f (x ,u ,u ' , . . . ,u in~l)) =

«о.а,

бу ерда а 0, а , ,  ..., а п м ан ф и й  б у лм аган  бутун с о н л а р  були б , 
Саа узгармас коэффициентлар. У \о л д а  К ош и-К овалевская те- 
оре'масига кура (1.14) тен глам ани н г (1.15) ш артларини  каноат- 
лантирадиган  и(х) ечими х0 нуктада аналитик ф ун кц и я булади, 
шунинг учун х,ам уни Тейлор катори ёрдам ида иф одалаш  мумкин:



бу е р д а  |х - х 0| < г (1 .1 6 )  к д т о р н и н г  д а с т л а б к и  п та и ( х 0), 
и' (х0 и("~'}(х0) коэф ф и ци ен тлари  (1.13) ш артлардан топилади. 
Э нди  (1.14) тенгликни м ураккаб ф ункцияни диф ф еренциаллаш  
кридасига кура х  га нисбатан  диф ф еренциаллаб,

M(n+i) _  5/ + у  а/ и(к+1)
& h d u (k)

н и  хосил к,иламиз (бунда кулайлик учун и{0) = и деб олинди). Бу 
ерда и(п) урнига ун ин г к,ийматини (1.14) дан  келтириб куйиб, 
курам и зки , и<л+|)м икдор х , и ларн и нг тула аникданган  
ф ун кц и яси д и р . Уни деб белгилаймиз, у холда

и(пн> = у- ^х/и11' и(пЛ)у  (1.17)

Ш унга ухшаш (1.17) тен гл и к н и  л: га нисбатан диф ф еренциаллаб,

(„+2) _ а/, , у  г/, ,.(ы) 
h * * k)

ва и(п) н ин г урнига у н и н г к^ийматини (1.14) дан  келтириб куйсак,

и(п+21 = ^  ^хи>и'> j (1.18)

га эга  буламиз. Бу ж араён н и  давом  эттириб, курамизки, ихтиёрий 
(п +  к) тартибли хосила х, м, и', w(n l) нинг тула аник^ланган 
ф у н кц и яси  булади. К улайлик уч у н / j  = /  деб олиб, (1.14), (1.17), 
(1.18) тенгликларда х, и, и', м(л |)лар урнида дастлабки климат 
х0, и0, и'0, м0<и|) л арн и  куйиб, куйидагига эга буламиз:

иГ к> = и{п+к) (х0) = / к (х0,и0,и '.... и„{п-1}). (1.19)

Э н ди  (1.19) ни (1.16) га куйсак,

«-1 (п) 00 f
им = £  uj r ( x - xo)/, + ' E ~ ( x - xo)p

р=О р—п

кели б  чикдди.

( 1.20)



Я кднлаш иш  радиуси гн и  аникдаш  масаласи анча мураккабдир 
(к,. [30, 36]), бу масалани биз бу ерда к,арамаймиз. Агар (1.14) тен г
лама чизик^и  булса, яъни

«<"> = р0(х) + p t(x)u + ... +  рпШ "~»

ва />,.(х)(/ = 0, 1, ..., п) коэф ф и ци ен тлар  х  га нисбатан  бутун ф у н к 
ция булса, у холда г  =  оо деб олиш  м ум кин, яъни  (1.16) дараж али  
цатор барча л: лар учун як,инлашади.

Мисол.  Ушбу

тенглам анинг
ы(0)=0, и'(0) = 1

дастлабки ш артларни цаноатлантирадиган еч и м и н и н г  дараж али к,атордаги ёйил- 
м асининг бир неча \ад лар и  топилсин.

Е ч и ш .  (1.21) тенгламани иккинчи \о си л а с и га  нисбатан ечам из:

Бу тенгликнинг > а̂р иккала томонини кетм а-кет ди ф ф еренц иаллайм из:

Энди (1.22) — (1.23) тенгликларда и(0) = 0, и'(0) = 1 к,ийматларни куйсак ,

н '(0 )  = 1, и"(0) = 1,и"' (0) = 0, г /  (0)=  -1 , и '  (0) = -  10 

келиб читали. Бу к,ийматларни (1.16) га к,уйиб, куйидагини \о си л  килам из:

и’ -  хи' + и2 — 1 = 0 ( 1.2 1 )

и’ -  хи' -  и + 1. ( 1.22)

ит=и'+.хи"-2ии',

u 'v =2и’+хи"'-2(и ')2-2ии",

wv=3 ит+хи" -Ьи‘и ’ -2unm,

»и =4и'^+хи' -6 (и ")2—&и'ит —Ъ ш п .

(1.23)

X'  х~ X'
ufx) = x+T  + T - 4 640 360

+

Э н д и  « (и,, и2,..., ип )Г , н(0) = (м<0), л‘0), ...,м|„0) f  , /  = (./;, / 2,.. . , /„ )Г
векторларни киритиб, вектор ш аклида ёзилган ушбу

(1.24)

тенгламалар системаси ва



й(х0) = и{0] (1-25)

дастлабки шартни кдноатлантирувчи ечимни даражали катор кури- 
ниш ида излаймиз. Б унинг учун } { х , й )  нинг / .  (/ = 1,2,..., л) ком- 
понентлари  (х0, й ^ )  нуктада аналитик булиш ини фараз киламиз. 
У холда (1.24) тенгламанинг (1.25) шартни каноатлантирадиган ечи
ми х  буйича аналитик булиб, куйидаги куриниш га эга булади:

" М = Е г/т ^ ( х -*<>Г (1.26)р=0 1
Бу ерда

й(х0) = й(0), й '(х 0) = / ( х , й (0))

булиб, ёйилм анинг бош ка коэф ф ициентларини  топиш  учун (1.24) 
тен гликни  мураккаб ф ун кц и ян и  диф ф еренциаллаш  коидасига би- 
ноан  кетм а-кет  диф ф еренциаллайм из:

d- “ =  + % du =  - I  +  &  f i x  й\
dx2 дх дй dx дх дй '  ’ ' ’

ди

дих ди2 ди„ 

Эи, ди2 ди„

Бундан эса

и ”{х о) =  fx  { x m ,ui0)) +  / ’(х ,й т ) / ( х 0,й0)

келиб  чикади. Ш унга ухш аш  кейинги й{г)(х0) ( р  = 3,4,...) хрсила- 
ларн и  топиш  м ум кин. Ш ундай килиб, (1.26) ф орм ал каторни ту- 
зиш  мумкин. Бу каторнинг якинлаш иш  масаласи мураккаб булган
лиги  учун биз карам айм и з. Ш уни \ам  таъкидлаб утиш керакки, 
агар (1.24) тенглам а ч и зи кти

d£  = A ( x ) u  + f ( x )

були б , А(х)  м атр и ц а ва / (х) векто р -ф у н к ц и я  л; га нисбатан  бу- 
тун  ф у н к ц и я  булса, у х1олда  (1.26) катор барча х  лар  учун як и н - 
лаш ади.



8 .2 -§ . ТУРТТА ЭНГ СОДДА СОНЛИ М ЕТОД

Биз бу ерда энг содда ва ан и кл и к  ж ихатидан куп олрок  булган 
методларни куриб чикамиз. Бу методлар катта ан и кд и кн и  талаб 
килмайдиган ечим нинг такрибий ки й м ати н и  унча узун булмаган 
ораликда аниклаш  учун иш латилади.

8.2.1. Эйлер методи (синиц чизикдар методи). Ф араз килайлик,

u' = f ( x , u ) ,  и ( х 0) = и0 (2.1)

Коши масаласи ечими и(х) нинг ип(х), х п — х0 +  nh (п = 1, 2,...) так 
рибий кийматини радами h булган бир улчовли мунтазам турда 
аникланиш и талаб кдлинсин. Куп такрибий методларни яратиш да

Х п+1

u ( x n+i) = u(x„)+ J  f ( x , u ( x ) ) d x  ( 2  2 )
X

тенгликдан фойдаланилади. Бу тен глик (2.1) тенглам ани  интег- 
раллаш дан келиб чикади. Энди (2.2) тенгликдаги  и нтегрални  так,- 
рибий равиш да чап тугри туртбурчаклар формуласи билан алм аш - 
тирамиз (7-бобга к,.) ва и(х )  н ин г такрибий  кий м ати н и  .^о р кд ли  
белгилаб, куйидаги ни хос ил килам из:

У„Н =  Уп +  У„)’ п =  0. ь  2 ’ -  (2 -3 )

Бу тенгликнинг геометрик м аъноси куйидагидан иборат: М(х(), 
и(х0)) нуктадан утувчи и = и(х) интеграл эгри ч и зи кн и  учлари 
Мп(ха, у )  нукталардан >тгувчи МпМ 1М2 ... си н и к  чи зи к  (Эйлер синик, 
4U3UFU.) билан алмаш тирамиз. С и н и к  ч и зи к  бугинининг бурчак 
коэф ф идиенти

У„+гУ!, =/{Хп>Упу

Ш ундай килиб, Эйлер си н ик  чизиги  МпМ п+х бугинининг хар бир 
Мп учидаги йуналиш и (2.1) тенглама интеграл чизигининг Мп нук
тадан утадиган у ’п = / ( хп, уп) йуналиши билан устма-уст тушади. Би- 
нобарин, уп ларн и  топиш  учун ушбу ф орм улаларга эга буламиз:

У„+1 =У„ + А у и,

А У„= hf(xn, у )  (п = 0, 1,2, ...).

Эйлер м етодининг камчилиги ан и кл и к н и н г пастлиги ва хато- 
нинг систематик равишда жамланиш идадир.



Эйлер методининг як,инлашиши ва хатолигини ба\олаш  масала
си н и  куриб чицамиз [21]. Ф араз к,илайлик, Д х ,  у) каралаётган ора- 
ликда х  буйича узлуксиз булиб, и буйича Л ипш иц ш артини каноат- 
лантирсин:

\ f ( x , u 2) - f ( x , u l ) \<L \u2 - u l\ (2.4)

ва бундан тацщ ари,

Ж Af ?\f
< N  (2.5)дА_+ f dL

дх J  ди

булсин. Энди

е„ = у„ -  “ (х„) (2-6)

оркдли у п такрибий ечим нинг хатосини белгилаймиз. У \олда (2.2) 
тенгликдан  куйидагини хосил к,иламиз:

х п+\

А „̂ = s „ +]~£„ = y n+l- y „ -  J  f ( x , u ( x ) ) d x .  (2.7)
хп

Ю крридаги  (2.3) ва (2.7) дан

/S.En = h f ( x „ , y n) - \ f ( x , u ( x ) ) d x  (2.8)

келиб чикдци. Охирги интегрални  булаклаб интеграллаймиз:

_  Х„+]

J / (х ,м (х ) )й гх = [ ( х - х „ +|) / ] ^ " +' -  |  ( x - x „ +i) d£ d x ,
хп хп

бундан эса

-*7!+1 хп+\
\  f ( x , u ( x ) ) d x - h f ( x rt,u(xri)) = | ( x - x n+1) J ^  (2 9 )

хп х„

келиб  чицади. Э нди Аеп ни  куйидагича ёзамиз: 

^ я = и \ _ / ( х Й, у я) - / ( х я, и{хя]) \  + к / { х я, и(хя) ) -  ^ f ( x , u ( x ) ) dx ,

кеии н

\ f ( X n ^ n ) - f { X n ^ { X n ) ) \ ^  1 \Уп ~ U { X n ) \ ^ L \e »\



•'■л+1
Aen =hdL\en\ + hf{xn,u(xn) ) -  J f ( x , u ( x ) ) d x  (|0| < l) (2.10)

хп

иф ода хосил булади.
Ю крридаги (2.5) ва (2.9) дан  куйидаги батога эга буламиз:

хп+1
¥ { х и,и (х„))-  J  f ( x , u ( x ) ) d x \ { x - x^ y ‘L dx

(2.11)

Энди (2.10) ва (2.11) муносабатлардан

1А£я| = |£»+1 + \ N h 2

бахони хосил кдламиз. М аълумки,

|£л+| | — |£„ I — |£„ + 1 ~ £п I ’
ш унинг учун хам

\ e ^ \ < ( \ +hL)\sn\ + ]2 N h \ (2.12)

яъни биз ш ундай муносабатга эга булдикки, у \е„\ маълум булган
да |е„+,| ни  бахолайди. Биз |е„| учун ш ундай бахони топ и ш и м и з 
м ум кинки , у фак,ат маълум м и кд о р л ар  ор^али  и ф о дал ан ад и . 
Х акикатан хам,

а  = 1 + Lh, р = ~ N h 2, е0 = 0  

деб олиб, (2.12) тенгсизликни

l£.+i N a k l  + j3 (« = 0,1,2,...)

куриниш да ёзиш им из мумкин, бундан эса

|е,| < Р,\ег \<а\е1\ +р< р ( \  + а ) ,

\e3\< a \e2\ + р  < a p ( l  + a )  + р  = p ( l  + a  + а 2},

, . р(ап- 1)
+ а + а  + ... + а  ) = —------'> а - 1



муносабатларга эга буламиз. Охирги тенгсизликда а  ва р ларнинг 
кийм атини  куйсак,

I I
I и I 2 L (1 + /г/,)” - l ]

х,осил булади. М аълумки, барча t > 0 учун 1 +  t < ё  тенгсизлик урин- 
лидир, бундан таш кари , nh = х  — х0 ни эслаб, методнинг хатоли
ги учун натиж авий  бах,ога эга буламиз:

Е„| ^ |Уп ~ и(х„)\ < ^ . | у (*-*>) _ i j .

Бундан курам изки , h -> 0 да ел-> 0 булади. Ш у билан бирга ^ар 
бир чекли  ораликда h -> 0 да Эйлер м етодининг якинлаш иш и 
келиб чикади.

Табиий равиш да ш ундай савол тугилади: (2.3) муносабат \и соб- 
лаш  хатолигига нисбатан  тургунми ёки йукми, яъни \и соблаш - 
н ин г бирор кадам ида йул куиилган хато кейинги  кадамларда че- 
гараланган  буладими ёки  кадам нинг ортиш и билан ортиб бора- 
дим и?

Ф ар аз ки лай лик , бирор  кадамда, м асалан , у п нинг ан и кда- 
н иш ида

<5oH.Po-.Fol 

хатога йул куйган булайлик, у хдпда

У, = Уо + ¥ { х 0,Уо) 

булиб, бири н чи  кадам даги  хато

= \?1 -  У11 = |й> - Уо + h [ /  (*о - Уо ) - /  ( хо. Уо )]| ^
<<50 +hLS0 =(1 + hL)80

тен гси зли к  билан аникланади . Ш унга ухшаш

82 = \у2 -  у 2 \ < <5, + Ш>, = (1 + hL)~ 80,

8 „ = \ y „ - y n\ < ( \ + hL)n8 , < e L(* ^ % .

Бундан курам изки , н оли н чи  кадамдаги хато кейинги кадамларда 
тарти б  жих,атдан узгарм ай  колар  экан. Бу эса Эйлер методининг 
\и с о б л а ш  хатолигига нисбатан  тургунлигини курсатади.
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, Х2-Х+\ , s
и = и --------— , и (0) = 1 (2.13)

Кош и масаласи ечим ининг жадвали Э йлер методи ёрдамида [0,1 ] орали кда  А = 0,1 
Калам билан тузилсин.

Е ч и ш .  Т акрибий \исоблаш  натижалари 1-жадвалда берилган булиб, так,к,ос- 
лаш  учун ж адвалнинг охирги устунида ечи м н и н г аник, к,иймати келтирилган .

I - ж а д в а л

(2.13) дифференциал тенгламани Эйлер методи билан интеграллаш

n X и
/ ( * , « )  =

2
— If _  x -  X + 1 

и
Д и = 0,1 f (x, u^ и = л/l + X2

0 0 1 0 0 1

1 0,1 1 0,09 0,009 1,00499
2 0,2 1,009 0,16749 0,016749 1,01980

3 0,3 1,02575 0,255558 0,025558 1,04403

4 0,4 1,05131 0,27709 0,027709 1,07703

5 0,5 1,07902 0,38394 0,038394 1,11804

6 0,6 1,11741 0,43727 0,043727 1,16619
7 0,7 1,16118 0,48084 0,048084 1,22066

8 0,8 1,20916 0,51436 0,051436 1,28062

9 0,9 1,26050 0,53856 0,53856 1,34534

10 1 1,31436 1,41421

8.2.2. Эйлернинг такомиллаштирилган методи. Бу методнинг асо- 

сий гояси куйидагидан иборат: А ввало, х  , = х  +-И  нук,тадаги
п + -  2

у  j нинг оралик, к^ийматини

yn+l = y „  + { ¥ „ = y „ + j h f ( x n, y n) 
2

формула ёрдам ида хисоблаймиз. К ейин f ( x ,  у) нинг 
урта нуктадаги

(2.14)

х  l t y  ,

V " 2 " 2 )

/  , = /

2— М. И сроилов

х  I .J ' Iп+ - п+-V 2 2 J
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цийматини хисоблаб, охирида

У, +1 =Уп + ¥  1 (и = 0,1, 2, ...) (2.16)

деб олам из. Бу формула билан  .у(х) нинг такрибий  к,ийматини 
топиш  Эйлернинг такомиллаштирилган методи дейилади. Бу м е
тодни н г аникугаги Эйлер методига нисбатан бирмунча каттадир. 
Агар L , N x ва /V2 узгармас сонлар

\ f { x , y 2) - f ( x , y [ )\<L\y2 -jy,],

<■Nlt d2f (2.17)

тенгсизликлардан  анинуганса, у \о л да  8.2.1 дагидек муло^аза юри- 
тиб, Э й лерн и н г таком иллаш тирилган  методи учун куйидаги ба- 
Хони чикдриш  мумкин [21]:

fl+AZ.+ -A2A2l-l

1е . 1 = к - “ К ) Н т И + й ) — — - ( 2 Л 8 )

Бундан курам изки , х,ар бир берилган л: учун гп хатолик h -» 0 да И2 
дек  нолга интилади.

2-мисол. (2.13) тенглама и(х) ечим ининг х  = 0,2 п (п =  1, 2, 3, 4, 5) нук,талардаги 
киймати (2.14) формула билан топилсин.

Е ч и ш .  Б у е р д а  h = 0 ,2 , / ( * ,» )  = и -
2-ж адвалда келтирилган .

х-х+1 деб олам из. Х исоблаш  натижалари

1 -м а ш к - (2.17) ш арт баж арилганда (2.18) б а \о  исботлансин.

(2.13) тенгламанинг ечимини (2.14)—(2.16) 
формулалар ёрдамида топиш

2-ж адвал

п х „ и п \ h f n
х +.

”+2
W.+ 1 

"+2
Аи„ = h f

П+2

0 0 1 0 0,1 1 0,018

1 0,2 1,018 0,01928 0,3 1,03728 0,05513

2 0,4 1,07313 0,03649 0,5 1,10962 0,06874

3 0,6 1,14187 0,04763 0,7 1,21061 0,11161

4 0,8 1,25348 0,05833 0,9 1,31181 0,12362

5 1,0 1,37710



8.2.3. Эйлер-Кошининг такомиллаштирилган методи. М етоднинг 
f o h c h  куйидагидан иборат: Олдин

& +i =  у „ +Vn>  /„+1 =  /(* „ + ,> Я ,+ 1) (2.19)

«купол як,инлашиш»ни, кейин  эса изланаётган у( х ) ечим нинг так 
рибий кийм атини

Упа=у„ + ~(/п + Л ) (2.20)

ф ормула ёрдам ида аниклаймиз.
Ф араз килайлик, L  ва N2 м икдорлар (2.17) м уносабатларни  

каноатлантирсин  ва М, М г М 2 узгармас сонлар

I <М, < м „ < м , (2.21)

тенгсизликлардан аниктансин. У ^олда (2.18) ба\ога  ухшаш (2.20) 
такрибий ечим нинг хатолиги учун куйидаги бахр уринлидир [21]:

12
*2.
L

- з (м , + м м 2) 1+0,5 hL 
1-0,5 h i

-1 (2.22)

3 - м и с о л .  х п= 0,2 п (п = 1 ,2 , 3 ,4 ,  5) нук,таларда (2.13) тенглам а еч и м и н и н г  
такрибий к,ийматлари (2 .19)—(2.20) ф орм улалар ёрдам ида топилсин .

Х исоблаш  натиж алари 3-ж адвалда келтирилган .

3 - ж а д в а л

п х « ип h 
-  f  
2 п

*„+! Я + 1 - f  2 Jn+\
h
2“ /и  + f»+1

0 0 1 0 0,2 1 0,016 0,016

1 0,2 1,016 0,01892 0,4 1,05384 0,03327 0,05219

2 0,4 1,06819 0,03649 0,5 1,10962 0,06874 0,08293

3 0,6 1,15112 0,04909 0,8 1,24930 0,05770 0,10679

4 0,8 1,25791 0,05901 1 1,37593 0,06491 0,12392

5 1 1,38183

Э нди 1- ва 2- ж адвалларни со ли ш ти р и б  курсак, 2-ж адвалда h кадам икки  
марта кагга булса *ам топилган такрибий  к,ийматлар аникуэокдир.

Бу ерда \а м  ш уни айтиш  керакки , калам нинг икки м арта катталигига кара 
масдан 3-ж адвалдаги натижа 1-ж адвалдагидан яхш идир.

2-машк- (2.17) ва (2.21) шартлар бажарилган деб олиниб, (2 .22) ба\о исбот- 
лансин.



8.2.4. Итерацион ишлов берилган Эйлер-Кошининг такомиллаш- 
тирилгаи методи. Бу м етоднинг м о \и яти  ш ундан иборатки, ушбу

«купол як,инлаш иш »ни олиб,

(2 .23)

итерацион  метод кулланилади.
И кки та ва у {̂ ] кетм а-кет  як,инлаш иш нинг мос равиш да- 

ги унли рак,амлари устм а-уст тушгунга кдцар бу итерацион  жара- 
ённи  давом  эттириш  керак. Ш ундан кейин

деб олиш  лози м , бу ерда у ^ х иккита у ^  ва vj/+j 11 нинг устма-уст 
туш ган цисми. Б орди-ю , у п такрибий  к,ийматга итерацион иш лов 
бераётганда уч-турт итерациядан  кейин керакли микдордаги унли 
рак,амлар устм а-уст туш м аса, у х,олда h кддамни кичрайтириш  ке
рак. Ш уни ^ам таъкидлаб утиш  керакки, х,ар бир к,адамда хатолик 
h3 тартибга эга булади, ш ун и нг учун хам хисоблаш ларда итерация 
ж араён и  кенг кулланилади.

4 - м и с о л .  И терацион иш лов  бериш  методи билан (2.13) тенглам а ечим ининг 
х  = 0,1 нук,тадаги и(0,1) к ,ийм атининг 5 та хонаси устма-уст туш адиган аник,ликда 
топилсин .

Е ч и ш . Бу ерда h = 0,05 деб олам и з, f ( x 0, и0) = / ( 0 ;  1) =  0 булганлиги учун 

у{°) = у0 =  1 деб , уш бу м етоддан

га эга  булам из.
И терацион  ж араённи тузатамиз:

у}1* = 1 + 0,025 1 -
0,05(0,05-1)+!

= 1,001188;

v,(2) =1 + 0,025 1,001188-
0,05(0,05-1)+!

= 1,001245;
1,001188

>>}3) = 1,001248; у{4) = 1,001248.



Ш ун дай  ^и ли б , y t -  и (0 ,05 ) = 1,001248 га эга  булди к . Э нди  =  0,05 ва 
у, = 1,001248 деб олсак, у \о л да

f { x\V\ ) = У\ = 0,049935
УI

о,м » з5„ | - " - У № ! 4 Н

У1
булиб, (2.23) итерацион жараён куйидагича ёзилади: 

v<v) = 1,001248 + 0,025 

Бу ерда куйидагиларни \оси л  к,иламиз:

У2 * = 1,004806; у р  = 1,004975; у ^  = 1,004983; у ^  = 1,004985.

Бир хонага яхлитлаб олсак, (0,1) = 1,004982 га эга булам из. Аник, к,иймат эса 

«(0,1) = V 1 + (0,1)2 = 1,004975.

8 .3-§ . РУНГЕ-КУГГА М ЕТОДЛАРИ

8.3 .1 . Умумий тушунчалар. Куйидаги

и' = J' (x,u),  и(х0) = и0 (3.1)

К ош и м асаласининг аник, ечи м ин и  и{х) оркдли белгилаймиз. К,а- 
ралаётган сох,ада/(х, и) етарлича силлик, ф ун кц ия булсин, у холда

“ ( * . ) - « W  = E l T  м<*)(л:о) + о ( ^ +1),
, *■' ч (3-2)
(х, = х0 +h, h > 0).

Энди u(xt) нинг такрибий к,ийматини оркдли белгилаб, (3.2) 
тенгликда к,олдик,хадни таш ласак,

(3.3)

ёйилма хосил булади. Бу ёйилм адаги  м'(дг0), и"(х0), ... хосилалар
(3.1) тенгликдан  аник^ланади. К ейинги  хисоблаш ларга кулайлик 
тугдириш учун ушбу операторларни  киритамиз:

D = ~ + / А  
дх J д и ’

гл2 _ О л /  О W /»2 О
“ a ?  f d x d u + f  ^ 7 *  ( 3 . 4 )

^  +  3 / 4 -  +  3  +

дх v дх2ди 7 дхд2и J д3и



бу ер д а /  = /О с, и) (3.1) тенглам анинг унг томони. Бу операторлар 
учун куйидаги тенгликлар уринлидир:

D ( v  + z ) = Dy + Dz, 
D ( y z )  = zDy + yDz,

(3.5)

D{D' "( z ) )  = D' " " ( z )  + m D ( f ) - D " ' ' [  £ ) .

М аш к,. Барча натурал m >  2 сонлар учун (3.5) тенглик исбот кдлинсин .

М ураккаб ф ун кц иян и  диф ф еренциаллаш  кридасини куллаб,
(3.1) тенглам адан  ва (3.4) тенгликлардан кетма-кет куйидагилар- 
ни топамиз:

Бу тенгликларнинг унг том они (х(|, ин) нуктада хисобланган деб 
карайм из. Ш ундай кдлиб, (3.3) ёйилмадаги барча иа)(хп) хосила- 
ларн и  назарий  жихатдан хисоблаш  мумкин. Аммо (3.6) форму
лалар  нокулай ва катта булганлиги сабабли уларни Дм0 ни топиш 
учун амалистда бсвосита куллаш мушкулдир.

Рунге Д«0ни \исоблаш  учун (3.3) нинг урпида pri узгармас ко
эф ф ициентлар билан олинган

и' = />
(3.6)

i r = D { D f )  = D 2f  + ^ D f ,

гЛ = о ( й 2/  + | ^ )  = о ( ^ / )  + ^ ( | ) - о / + | о (о л  

= D V + 2 D /D ( |)  + D / D ( | )  + J ( D !/  + g D / )  =

(3.7)

(3.8)

k.(h) = h f  (с,, п )  ( / =  1, 2 ......... г)

ф ун кн ияларн ин г

А“о = Pr]kAh)+ PrZkA h) + - + Prrk,{h) (3.9)



чизикуш ком бинациясини олиш ни таклиф  этди, бу ерда

=  *о +  a ih > a i =  °>

77,. =u0 +Pilk] (А) + Д-2^2 (/?) + ... + Д.,.., V ,  (А)

ва а., р.,— узгармас сонлардир. Ш ундай кдлиб,

К (h) = h f ( x 0,м0), 

k2(h) = hf (xQ+ a 2h, ,г/0 + & ,* ,), 

к} (А) = А/ (х0 + а 3А, г̂0 + &,*, + рп к2),

К  (А) = А/ ( * 0 +  « Л  “ о + Р Л  +  ••• + ( h ))-

(3.10)

Бу ерда а ,  р.. лар маълум булса, А ни тан лаб , кетм а-кет  &.(А) 
ларни  \исоблаш  мумкин. ргГ х., р.. парам етрлар ш ундай танлан- 
ганки , и х т и ё р и й /(х , и) ф ун кц и я ва ихтиёрий А кладам учун (3 .3 ) 
ва (3.7) ёйилмаларда А нинг им кони  борича ю крри  дараж асигача 
булган хдцлар устма-уст туш син. Бош ^ача айтганда,

ф ункция

<Pr{b) = u (x i ) - u 0- ' j T p l1kl (h)
1-1

( 0 )  =  <Р'Г ( 0 )  = . . .  =  ( о )  =  О, ср{Г ' ){0) *  о

хоссаларга эга булиб, рн, а , р.. лар  шундай тан л ан и ш и  керакки , 
ихтиёрий А в а / ( х ,  и) учун 5 мумкин кдцар катта булсин. Рунге- 
Кутта м етодининг хатолиги, яъни  и(х,) -  и0 билан  (3.9) ф ормула 
ёрдамида \исобланган  унинг такрибий  кийм ати  орасидаги  фарк, 
\а р  бир к,адамда

K ( h ) (,+1)!
, 0 < $ < h (3.11)

га тенгдир. Бу ерда 5 — Рунге-Кутта методининг ани^лик тартиби.  
(3.9) куриниш идаги ф ормулалар Рунге-Кутта формулалари  д ей и 
лади. М етоднинг асосий f o h c m  Рунге (1895) том он и дан  таклиф  
этилган булиб, кейинчалик биринчи тартибли тенглам а учун Хейн 
(1900) ва Кутта (1901) янада таком иллаш тирдилар, Н истрем , Цур- 
мол ва боищ алар ю крри тартибли тенглам алар учун кулладилар. 
Биз куйида бу методнинг айрим  хусусий х,олларини куриб чик,а- 
миз. Бу методнинг умумий хрлларини  [7,13] дан  караш  мумкин.



8.3.2. Биринчи тартибли Рунге-Кутта методи. Бу х,олда г = 1 булиб, 

<pl (h) = u(x0 + h ) - u ( x 0) - p nh f ( x 0,u0),

(p'l (h) = u' (x0 + h ) - p llf ( x 0,u0) 

м уносабатлар уринли булади. Бундан h = 0 да

(pl{0) = u' (x0) - p uf ( x 0,y0)

тенгликка эга буламиз. И хтиёрий /у ч у н  фак,ат р п = 1 булгандагина 
<р{ (0) = 0 булади. Н и \оят,

<РГ(°) = и'(^о)

булганлиги туф айли , умуман айтганда, нолга айланм айди. Ш ун
дай килиб,

A ua = h f ( x 0,u0) (3.12)

такрибий формула хар бир кддамда

* ; ( * ) = = *  И- ( | ) = * Я ( / ) (х0 < $ < х 0 + И)

хатога эга. (3.12) формула 8.2-§ даги Эйлер ф ормуласи билан уст
м а-уст туш ди. Эйлер ф орм уласи Рунге-К утта ф орм уласининг энг 
хусусий холи булиб чикди.

8.3.3. Иккинчи тартибли Рунге-Кутга методи. Бу ерда г - 2  булиб,

ц>2 (h ) = и(х0 + Ъ ) - щ  - \ p 2lkt (h) + p 22k2 (/?)],

<р2 (0) = и' (х0) - [ р 21к;(0) + р 22к2 (0)] = /„ ~[p2j 0 + p 22f 0], (3.13) 

(р”(0) = и"(х0) - [ р 2хГ ( 0 )  + р 22к1(0)]

тенгликлар бажарилади. Ш ундай килиб, q>2 (0) = 0 булиб, <р'2 (0) = 0 
булиш и учун

Р п + Р п =  1
тенгликнинг бажарилиши зарур ва етарлидир. (3.10) тенгликдан кури- 
ниб турибдики, к"(0) = 0 ва к2(0) ни топиш учун к2(И) ни даража
ли каторга ёйиб, А2олдидаги коэф ф ициентни топиш керак:

к2 (A) = h f  (х0 + x2hu0 + P2lhf0) =

= А f 0 + h ( a 2~  + p  / „ — ) /  + — (a 2— + P / A ) 2/  + ... 
7 0  \  2 dx  H u J o d u ) J  2  \  dx  ^ 2 \ j o 8 u )  j

(3.14)



Бундан куриниб турибдики,

(3.15)

Э нди  (3.6) ва (3.15) ни (3.13) га куйиб, курам изки , ц>'2 нолга 
айланиш и учун

ш артларнингбаж арилиш и зарур ва етарлидир. К урсатиш  м ум кин
ки, умуман айтганда, (р'"(0) нолга тенг эмас. Ш ундай  килиб, р2], 
р 22, а 2, р 21 ларни

ш артлардан аник^аб  олсак, \а р  бир кадамдаги хатолик учун

сидан иборатдир. Ш унинг учун х,ам у чексиз куп ечим га эга. Барча 
ечимлар учун хатолик (3.17) га тенг. А малиётда (3.16) си стем а
нинг ш ундай ечимларини танлаш  керакки , \и со б л аш  учун кулай 
формулаларни берсин. Биз ш улардан икки  вариантини  оламиз.

Биринчи вариант. a 2 = p 2l = 1 булсин, у \о л д а  р 22 = р 21 =  ̂ булиб, 
куйидаги формулаларга эга буламиз:

такрибий формула келиб чикади.

8.3.4. Учинчи тартибли Рунге-Кутта методи. Бу \о л д а  г = 3 булиб,

1 2р22а 2, 1 — 2р22Р2{

Рн  + Рп ~

(3.16)

(3.17)

га эга буламиз. (3.16) дан курам изки , р 22 ф 0, а 2 *  О, Р2] ф 0, а 2=Р2Г
(3.16) тенгликлар эса 4 та номаълум ли 3 та тенглам алар  систем а-

Дмо -  \{к\ +к2), кх = h f ( x0,u0), к2 = hf  (х0 + h,u0 + *,). 

Иккинчи вариант. а 2 = p 2l = I  ва р22= 1, р2 = 0 булса, 

Аио = k 2, k x= h f  (х0,и0), k2 = hf { x0 + h2 , и0 + к-У )

q>}j) (0) = u[J) ~ [ р ^ ] (0 ) + р Ъ2к[А (0) + р А >] (0)] ( j  = 1,2,3) (3.18)
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тенгликлар уринлидир. Энди (3.18)тенгликларда kjj) (0) ( i , j  1,2,3) 
ларнинг ифодаларини топиб келтириб куйсак, у \олда (рг (0) = <р} (0) -
= (р”(0) = 0 тенгликларнинг бажарилиши учун ушбу системани хосил 
к,иламиз:

Бу систем а 6 та тенгламадан иборат булиб, 8 та номаълумга эга, 
ш унинг учун хам бу систем ан и нг ечими чексиз купдир.

И кки та  вариантни  курамиз:
а) А ввало, а 2 = р 21 = а } = 1 деб оламиз. У \о л д а  осонлик би

лан куриш  м ум кинки , (3.19) систем анинг долган номаълумлари 
/З31 = -1 ,р 3| = р33 = Х- ,р ъг = |  га тен г булади. Ш ундай кдлиб,

а 2 =р.

а 3 — f t  1 Рз2 ’ 
Pii + Pi 2 + Pi 3 =

а 2 Р п  +  а з Р п  =  ~2 ’

а2 Р з 2 a i  Р ъ 3 ~  V ’

(3.19)

а 2 ^ 2 Р п  ~

ЛМ0 =  + 4 ^2 + * з ) (3.20)

такрибий  формулага эга буламиз, бу ерда

булиб,

Лг/о -  9 (2̂ 1 + ̂ 2 + 4ki ) (3.21)

такрибий  ф ормула келиб чикдци, бу ерда



Х,ар иккала (3.20), (3.21) такрибий  ф орм уланинг хатолиги

*3 (А) = £ * Г Ч « ) .

8.3.5. Туртинчи тартибли Рунге-Кутта методи. Бунда г -  4 булиб, 
так,рибий формуланинг парам етрларини  ан икдаш  учун куйидаги 
тенгламалар системасига эга буламиз:

0-2 — Р21 >

«3 = Рз\ "*■ Рз2 ’
^4 ~ Рл 1 Р42 Р43 ’
A ll  +  />42 +  А з  +  Л и  =  1.

«2^42 + «зАз + «4/^44 = j >

а2 Аг + аз Аз + а4 А4 = j - 

«2̂ 42 +0!зАз+«4̂ 44 =%> 

а гРъ2Рлъ + ^ 2Р42Р44 + а гРпРи ~

а га гРпР» + а 2а 4Р42Ри +а}а 4Р4}Р44

а 2 Р32Р4з + а 2 Р42Р44 + а , Р43Р44 = 7 ’

(3.22)

а 2 Рз2 P43 Р44 24 '

Бу системада \ам  номаълумларнинг сони тенгламалар сонига н и с
батан иккитага купдир. А малиётда энг куп кулланадиган туртинчи 
тартибли формула

Дмо — 6 (^i + 2кг + 2къ + кл) (3.23)

булиб, бу ерда

К = ¥ { х й, щ) ,  к2 = h f [ x „ + ~ h , u 0 + l2 k^,  

кз = Ь / [ хо + \ к’Щ + \ кг \  к4 =hf {x„ +h, u0 +&,).

И ккинчи  формула сиф атида

Аи0 = g(^i +3 2̂ + ^ 3  + ^4 ) (3.25)

27
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ни олиш им из мумкин, бу ерда

К  = h f ( x 0, u 0 ) , k 2 = h f [ x a + ^ h , u 0 + ^ k ^ ,

k i = hf { x 0 + \ к ’и 0 - \ к [ + к 2 ],

к* = h f [ x 0+h,u0+ ^ k 2 + \ к ъ -̂

(3.26)

Бу ф орм улалар  биринчи марта Рунге (1895) том онидан  таклиф  
этилган булиб, уни Кутта (1901) ривож лантирди, Гилл (1951) кбайта 
урганиб чикди. Х исоблаш  амалиётида Рунге-Кутта методлари ора
сида туртинчи тартиблиси кенг кулланилади.

У ёки  бу Рунге-К утта м етодини  куллаш натиж асида Дм0 нинг 
такрибий кийм атини  ва натиж ада и, = и (х 0 +h) ни топамиз. К ейин 
дастлабки ки й м атлар  сиф атида х, = х0 + h ва м, = и(х0 + /г)ни олиб, 
ян а  бир h ёк и  бош ка /г, * //  кадамга силж итиш им из мумкин. Бу 
ж араённи давом эттириб, изланаётган ечимнинг кийматларини ке
ракли нукталарда топиш  мумкин.

1 - м и с о л .  [0; 0,4] ораликда (3.23), (3.24) форм улалар ёрдамида h = 0,1 кддам 
билан

и' = 2хи, и (о )  - 1

К ош и м асаласинин г ечим и топилсин .

Е ч и ш . Ж ар аён н и н г  бош лан иш и ни  курсатамиз:

£| = 2hx0u0 = 0,1 ■ 2 ■ 0 ■ 1 = 0,

к2 = 2 h ^x 0 + * ) (м 0 + 1 * :, j = 0,1 -2 0,05 = 0,01,

к} = 2h^x0 + +  j k 2 j  = 0,1-2 0,05 1,005 = 0,01005,

к4 = 2h ( x 0 + й ) (и 0 + * з )  = 0 ,1-2  0,1 1,01005 = 0,020201.

Бу ердан

Аи0 = ~ (0+2 0,01+2 0,01005+0,020201) = 0,01005

ва натиж ада = и0 + Д«0 =1 + 0,01005 = 1,01005.

К олган  як ,и нлаш иш лар  *ам ш унга ухш аш  ^исобланади . Х и соблаш  нати- 

ж аси 4 -ж ад в ал д а  к ел ти р и л ган . Ш ундай  килиб , и (0 ,4) = 1,173510. Т аккослаш  

учун и  =  е х а н и к  е ч и м н и  к ел ти р а м и з, бундан

„(0 ,4 ) = е 0'16 = 1,1735109.



4 - ж а д в а л

(3.27) Коши масаласини (3.23), (3.24) формулалар ёрдамида ечиш

п X и к = 0,1 -2 хи Аи

0 0 1 0 0,00000
0,05 1 0,01 0,02000
0,05 1,005 0,01005 0,02010
0,10 1,01005 0,020201 0,020201

0,060301 = 0,01005
6

1 0,10 1,010050 0,020201 0,020201
0,15 1,020150 0,030605 0,061200
0,15 1,025352 0,030706 0,061521
0,20 1,040811 0,42039 0,041632

| -0,1841563 = 0 ,030760 
6

2 0,20 1,040810 0,041632 0,041632
0,25 1,061620 0,053081 0,106163
0,25 1,067351 0,053368 0,106735
0,30 1,094178 0,065651 0,065651

\  ■ 0,320181 = 0,053363 
6

3 0,30 1,094174 0,065650 0,065650
0,35 1,126999 0,078890 0,157780
0,35 1,133662 0,079353 0,158707
0,40 1,173527 0,093882 0,093882

-!-• 0,476019 = 0,079336 
6

4 0,40 1,173510

8.3 .6 . Рунге-Кутта методининг цадамдаги хатолиги. Рунге прин
ципи. Бибербах [57] Тейлор формуласи буйича ёйилмадан фойдала- 
ниб, и ' = /  (х,и)  тенглама учун Рунге-К утта м етодининг хатолиги- 
ни бахдпаш максадида ушбу

I , ЬМЩх^-хЛ |jv5-i|
1

тенгсизликни  топган эди, бу ерда М  ва N  ш ундай танланган  сон - 
ларки , \ х - х 0\ < а , \ и - и а\<Ь  со^ада



8i+kf
дх'ди

N

< Мк~ (3.27)

Ijc — jc0| N < \,аМ < b

муносабатлар баж арилиш и керак.
Агар / ( х, и) мураккаб ан али ти к  ифодага эга булса, бу форму

ладан ф ой далан иш  куп к^ийинчиликлар туш иради. Ш унинг учун 
х,ам ам алиётда хар хил билвосита усуллардан ф ойдаланилади. Кд- 
дам ни кичрайтириш  хисобига аникушкни ош ириш  учун \к2 - к 2\ ва 
|А:, — к21 айирм аларни  тузиб, буларнинг биринчиси кейингисининг 
бир неча ф о и зи н и  таш кил этиш и талаб к.илинади. Агар бу шарт 
бажарилмаса, у холда кддамни кичрайтириш га тугри келади.

к —кШ унинг учун хам со н н и  «сезувчанлик улчами» деб к,араш

мумкин [21]. Ф араз к,илайлик, тартиби s булган Рунге-Кутта мето- 
дин и  куллаётган булайлик ва х  ечим ни кдцираётган нук,та булсин. 
Бу ечим ни, аввало, h кддам билан, кейин 2И к,адам билан топамиз. 
Кддам h булганда х, = х0 + /г нук^а учун (3.11) формулага кура

u(x l ) = ul +Ah’*\  A = О < ^ < h

муносабатга эга буламиз. Бу ерда хатолик Ahs+I га тенг. Х атоликни 
х  = х0 + 2И нук^тада хомаки хисоблаш  учун хар бир кддамда хато
ли к  / f +l га пропорционал  деб ф араз циламиз, у холда х  ну^тада 
хатоликнинг ж ам и 2Ahs+] булади, яъни

и(х) = и™ + А 2 /f+1 (3.28)

муносабат келиб чикдди. Агар биз хисоблаш ни 2h кддам билан ба- 
ж арсак, у холда х  = х0 +  2h нук^тада хатолик A(2h)s+l булиб,

и(х) = м(|) + A2s*'hs + l (3.29)

тенгликка эга буламиз.
Э нди (3.28) ва (3.29) тенгликлардан хатоликнинг бош  хадини 

Хосил кдламиз:

(3.30)
V / 2 - 1

Бу тенглик Рунге принципы дейилади. Уни куйидагича тавсифлаш 
мумкин: А никдик тартиби s булган Рунге-Кутта методининг h кддам-



даги хатосини топиш  учун бу ечимни 2h кадам билан топиш  керак. 
Изланаётган хатолик ечимнинг h ва 2h кадамдаги кийматлари айир- 
маси модулининг 2s -1 га булинганига тенг. Топилган такрибий кий- 
матнинг аниклигини орттириш  максадида топилган такрибий кий- 
матга хатолик бош вддининг микдорини куш иш  керак:

А гар (3.30) иф оданинг абсолю т кийм ати  берилган  ани*уш кдан 
ки чик  булмаса, у хрлда h кадамни икки м арта ки чик килиб олиш  
керак.

М а ш и ,. 1-мисолдаги кддам бу бандда айтилган ш артларни  к,аноатлантири- 
ш и курсатилсин.

8 .3 .7 . Кутта-Мерсон методи. Рунге п ри н ц и п и га асосланиб h 
кддамни узгартириш  усули куп ме^нат талаб килади. М ерсон 1958 
йилда Рунге-Кутта методини узгартириб, бош кача куриниш да так 
л и ф  этди. Бу метод аникликка эриш иш  учун h кадам ни автом атик 
равиш да ва зудлик билан танлаш  усулини беради. Бу формула куйи- 
дагидан иборат:

Ушбу методнинг устунлиги ш ундан иборатки, h н инг ю кори дара- 
жаларини уз ичига олган каторнинг \адларини таш лаб юбориш х,исо- 
бига хрсил булган е хатолик

формула билан аникланади. Lily билан бирга h кадамни узгартириш  
мезони куйидагидан иборат: агар (3.34) иф оданинг микдори берил-

(3.31)

Аио = ^ { k ]+4k4 +k5) + o(h5), (3.32)

бу ерда

*i = \ ¥ ( х 0,и0),

К  = } А/(* о  + \ h ,  и0 +к  

к3 = l h f ^ x 0 + ~h, щ + [- к ,  + \ к г ,̂

К  = j ¥ ^ xo + j  ̂  мо +\ К  + ^ 'з)>

(3.33)

5е ~ к х- ~  кг + 4к4 -  -- к5 (3.34)



ган s хатоликка нисбатан  5 мартадан куп булса, у холда к,адамни 

икки  марта кичик к,илиб олиб, хисоблаш ни к,айтадан баж ариш  ке

рак; агар унг том он  берилган е аник,ликдан — марта ки чик булса, 

у \о л д а  И кддамни икки  м арта ош ириб, хисоблаш ни такрорлаш  
керак. М ерсонн и нг тасдигига кура, бу метод доим ий h к,адам би
лан олинган  стандарт Рунге-К утта методига нисбатан хисоблаш - 
ларни  20% га кискартиради.

М а ш  к- I-м и со л  М ерсон методи билан ечилсин.

8.3.8. Одций дифференциал тенгламалар системасини ечиш учун 
Рунге-Кутта методлари. Н ормал куриниш да ёзилган биринчи тар
тибли оддий д и ф ф ерен ц и ал  тенглам алар систем асини ечиш  учун 
Хам ю кррида келти р ган и м и здек  иш  тутиб, парам етрларни  аник,- 
лаш  учун ал геб р аи к  тен глам алар  си стем асин и  чикдриш  м ум кин 
[7]. П екин  бу ерда хосил буладиган  иф одалар  мураккаб ва алгеб
р аи к  си стем адаги  тен гл ам алар н и н г сони  хам куп булади. Ш унга 
>Ьоиаш

(3.35)

«-тартибли оддий диф ф еренциал тенгламалар учун хам Рунге-К ут
та методлари иш лаб чикдпган [7].

М аълумки, алмаш тириш лар бажариб, (3.35) тенгламани диф ф е
ренциал тенгламалар системасининг нормал шаклига келтириш мум
кин . Биз ю кррида к ( к  = 1 , 2 ,  3,4) тартибли Рунге-К утта м етоди
нинг формулаларини чик,арган эдик. Бу формулаларни бемалол тенг
ламалар системаси учун хам куллаш  мумкин.

Ф араз кдлай лик , ушбу

и = f t (x ,u ,z ) ,  z' = f 2(x ,u , z ) 

тенгламалар системасининг

м (-'"о ) =  и0 > 2 (*0 ) = zo

дастлабки ш артларни  к,аноатлантирадиган ечимини топ иш  талаб 
к^л и н си н . М исол учун биз бу ерда (3.23), (3.24) ф ормулаларни 
куллаймиз. Битта тенглам а булган холга ухшаб параллел равиш да 
Дн0, со н л ар н и  аник,лаймиз:

Дм0 = — (А:, + 2к2 + 2к} + к4),
6 (3.36)

Az0 =_g(A +21г + 2 /3 + / 4),



бу ерда

к\ h f | { х 0 , м0, z 0 ) ,  lx — h f 2 ( х 0 , и 0, z 0 ) ,

к 2 =  ¥ \  ( х 0 +  * ,  щ  + | , z 0 + 1 J , 12 =  h f2 ( x 0 +  , /,0 + Т ’2о + ~Ь

*з = ^ ( * o  + 2 ’"o+ 7~’Zo + 2 ) ’ ^ = /?/2(xo + 2 ’wo + y ’zo+ y ) ’

К  = ¥ t { x 0 +h,u0 +k:i, z0 +l 3), /4 = hf2(x0 +h, u0 + k 3, z 0+ l :s).

Натижада
г/, =  г/0 +  Дм0 , z, =  z 0 +  Az0

га эга буламиз.

З - м и с о л .  Рунге-Кутта методи билан карш илик курсатувчи м у\итда м аятник- 
нинг тебраниш  тенгламаси

d  <р dip
+ 0,1 + 5 sin ю = О

d r
(3 .37)

нинг <p(0) = 0,2,<p(0) = 0,lU dtp 
dt

дастлабки ш артларни к,аноатлантирадиган ечими топилсин . 

dtp
Е ч и ш  Ушбу —- -  у/ алм аш тириш ни баж ариб, (3 .37) тенгламани

<р=у/,
i/>=-(5sin<p+0,li//), <р(0)=0,2; у/(0)=0,1 (3 .38)

тенгламалар системаси ш аклида ёзиб  олам из. Х ,исоблаш ларни (3.36) ф орм ула 
ёрдамида бажарамиз. Бу ерда \ам  кддамни h = At =  0,1 деб олам из. Б изн и н г >^олда 
к. ва / куйидаги формулалар ёрдам ида аникланади:

кх = 0, li//0 , /| = -0,1 (5sin<p0 + 0, li//0 ) , 

к2 = 0 ,1 ^ о  + 2_)> 72 = - 0’1 + y ) + 0 -1(v'„

къ =0,l|v/(1 + /2 j , / ,  =-0,1 5 s in ^ „  + j  + 0,]^ /(l + I )

*4 =°.| (v/о +/з)- 74 = - 0’1 5sin(<Po + ^■) + 0' l(l'/o + /з)

Х и соблаш  натиж алари  5 -ж адвал да  к ел ти р и л ган . Ж адвал дан  к у р а м и зк и , 
Ф (0,1) = 0,204939; ф (0 ,2) = 0 ,198059 .
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8.3.9. Бир кдоамли методларнинг яцинлашиши. Бу бандда (1.1) Коши 
масаласини сонли ечишда ишлатиладиган турли методларнинг ш ун
дай  гурухини куриб чицамизки, бунда « (* ,)  (х0 - xj - х„ - хо + х )  
к,ийматларнинг у  як,инлашишлари кетм а-кет хосил булсин. Ф араз 
кдлайлик, т белгиланган булиб, сонли интеграллаш жараёнида барча 
j > m  учун у. нинг ьу-шматлари кдндайдир ф ункционалнинг к,ийма- 
тидек аникдансин:

Ум = (3.39)

С онли интеграллаш нинг бундай усули т ц,адаши метод дейилади. 
Ю кррида куриб чик,илган методларнинг барчаси ушбу умумий ху- 
сусиятга эга: такрибий ечимнинг кейинги ну^тадаги к,иймати ечим 
н ин г факдт олдинги нуктадаги к^ийматига боглик, равиш да аник,- 
ланган  эди, дем ак, бу усулларга мос келадиган хисоблаш  ф орм у- 
лаларини  (3.39) куриниш да ёзадиган булсак, т  = 1 булган холга 
тугри келади. Бундай методлар бир к;адамли методлар дейилади.

Шу пайтгача биз бир кддамли методларнинг факдт бир кдцамда- 
ги хатолигини текш ирган эдик. Энди бир кддамли м етодларнинг 
умумий хатолигини ба\олаш ни ва унинг як^инлашишини куриб чи- 
кдмиз. Бир кддамли метод учун (3.39) формула куйидаги куриниш - 
га эга:

« м  = F{f- ,x j l hJ,uJ ), hj = х /+| ~ Xj. (3.40)

Реал хисоблаш лар натиж асида топилган  у  як^инлашишлар (3.40) 
муносабат билан эм ас, балки

y j ^ = F ( f \ x r hj , y i ) + S j^  (3.41)

муносабат билан бокиангандир. Бундаги 5 +| куш имча хад куйида
ги сабабларга кура хосил булади:

а) хисоблаш ж араёнидаги яхлитлаш лар;
б ) f (x ,  и) н и н г  к и й м ати н и  то п и ш д аги  х ато л и кл ар ; бу хато- 

л и к л ар н и н г  м анбаи  ш ун даки , каралаётганУ (х , и) ф у н к ц и я  реал 
ди ф ф ер ен ц и ал  тен гл ам ан и н г  кан д ай д и р  я к и н л аш и ш и д ан  и б о 
рат , бундан таш кд р и , куп и нча J[x, и)  ни Э \ М  да хи соблаш  
ж ар аён и д а  бу ф у н к ц и я  Э Х М  да эл е м е н т а р  ф у н к ц и я л ар  билан  
яцинлаш тирилади;

в) айрим холларда у.+1 нинг к^иймати (3.39) тенгламага тенг куч- 
ли булган, аммо у.+1 га нисбатан ош кор  куриниш да берилм аган  
тенгламадан топилади, бундай холда 5 н ш ундай таш кил этувчига 
эга буладики, у ош кор булмаган тенглам анинг такрибий ечимидан 
келиб чикдди.



Биз курдикки, <5+] куп омилларга б о ти к ;, шунга к^арамасдан 
уни кадамдаги яхлитлаш хатолиги дейилади.

Ш унга ухшаш дастлабки маълумотларни аник^лашдаги хатолик 
ва яхлитлаш  ^исобидан бош лангич ш арт и0 изланаётган ечим нинг 
и(х0) кийм атидан фарк> кдпади.

Ф араз к,илайлик, и(х) диф ф еренциал тенгламанинг изланаётган 
ечими, н.(х) (/' = 0, 1 ,2 , ...) лар эса и.(х) = у. ш артларни к,аноатлан- 
тирадиган ечимлари булсин. Энди е„ = у„(х„) -  и(хп) хатоликни ку
йидаги куриниш да ёзиб оламиз:

£ п =  11 п ( Х п )  -  «О ( * „  )  +  «О { х п ) ~ и  ( Х п )  =

= Z [ М/ (*» (*» )] + [ М0 (Х„ )]• (3-42)
/“1

Кейинги муло^азалар учун ушбу леммани келтирамиз:
Л е м м а .  Ф араз цилайлик, их(х) ва и2(х) функциялар и' = J ( x , u ) 

диф ф еренциал тенгламанинг ечимлари булиб, Д х ,  и) ва унинг х,оси- 
ласи  f j x ,  и) узлуксиз булсин. У \о л д а  ушбу

и г { Ь ) - щ  ( Ь) = ( и 2 ( о ) - и ,  ( я ) ) е х р  j ] / „  ( х , м ( х ) ц |  (3 4 3 )

тенглик уринли булади, бу ерда

й (х )  = и, (х )  + 0 ( х ) ( и 2 ( х ) - м ,  (л:)), 0 < 0 ( х )  < 1.

И с б о т и . Ушбу

и2 = / ( х , и 2), и[ =  / ( х , м , )

тенгликларнинг биридан иккинчисини айириб, \осил булган f ( x ,  и2) — 
Д х ,  и х) айирмага Л агранж  теоремасини куллаймиз:

f ( x , u 2) -  / ( х , м , )  =  f„ [ х , й) { и2 -  и, ) ,

бунда и (х)  =  и ,  (х )  +  в  (х )  [ и 2 (х)  -  и ,  ( х ) ) . Н атиж ада и 2 -  и , га н исба

тан куйидаги чизиьуш диф ф еренциал тенгламага эга буламиз:

(и ,  - и , ) '  = f u ( х , й) ( и2 - и , ) .

Буни интеграллаб, (3.43) тенгликни  хрсил киламиз.
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Энди

а = хj , b  = х„, м, ( х )  =  uhl  ( о ) ,  и2 ( х )  = Uj ( х )  

булсин, у холда (3.43) тенгликка кура

м/ (х„ (-0 = [м/ {х , )]ехр| } f ,  ( x , « j  ( * ) ц | ,  (3.44)

бунда

“j ( x ) = uj -1 (*) + 0 (« Л * )-« ;.1  (*))
хосил булади.

Ш унга ухшаш

"о (*„)  -  « ( * „ )  = («„ (•'•о) -  и (*о ) ) ехР |  (х,й0 ( х ) ) с / х | . (3.45)

Ю крридаги (3.42), (3.44) ва (3.45) тенгликлардан  куйидагиларга 
эга буламиз:

* .= 2 > ,е * Р  j’/,;(x,;7/ ( x ) ) ^ i  + e0exp| J/(x ,z70 (x))dx  i, (3.46)
I v' I *0

бунда >ij =Uj (x j ) - U j , ( x y), j  = 1,2,... .

Биз (3.41) тенгликдан ушбуни хосил кдламиз:

4j = u j ( x j  ) -  ", I {* j ) = Vj ~ u j - i  {xj ) = rJ +  8 , ,  (3.47)
бунда

f j  = / ' { f . X ,

Аввало, г. нинг маъносини гушуниб олайлик , /7( / , х у | , hj_A, y /...,) 
(3.40) формула ёрдамида хисобланган сон , uJA(x)  эса д и ф ф ер ен ц и 
ал тенгламанинг и. ,(х ,) = у. л шартни к,аноатлантирадиган аник, ечи- 
мининг х нукддцаги к,иймати. Д емак, г. царалаётган м етоднинг бир 
кддамдаги хатолиги булиб, бунда хисоблаш (х  ,, у  ,) нук,тадан бош- 
ланиб, яхлитламасдан олиб борилади, кладам эса А. , = х. — х. , булади. 
г  микдор методнинг щдамдаги хатолиги дейилади.

Ф араз кд л ай л и к , куллан и лаётган  м ето д н и н г  як ,инлаш иш  
тартиби s булсин, у холда к^аралаётган интеграллаш  орали ги

хо < x j -  х п -  хо + X  га мос келадиган барча j  лар учун

\rj \ ~ ch7\  (3.48)



тенгсизлик уринли булади.
Куйидаги белгилаш ларни киритамиз:

£ =  sup |Л |<00’
х0<хйхо + х

И = max h . . , S = max <5,.
1 < j < N  1 j  ' 'I

Бу белгилаш ларни хисобга олиб, х 0 < Xj < х„ < х0 + X  булган
лиги  учун ушбу б а \о га  эга буламиз:

exp j (x,w;. ( x))dx  I < e x p | i ( x „  - x ,  ) |  < exp{ZJf}.

Бу тенгсизликдан ф ойдаланиб, (3.46) дан  куйидаги бахони то п а
миз:

£ „ |< e x p ( L X ) |  X ( | r/| + K I )  + l£ol 
/=1

\

(3.49)

Энди биз (3.48) ни куполлаш тириб, Ы  учун ушбу батога эга була-j  I

миз:

|r,| < c h s ( x j - x j A ). (3.50)

Бу бахони (3.49) га куйсак, натижада

|е„| < ехр (LX)  J (ch‘ (.х, -  ) + 1<5, |) + |е(
V ./='

< exp( I X ){chs (х„ - х 0) + пЗ+ |е0|) < (3.51)

< exp( L X ) [ c ( X - x 0)hs + NS  + |е0|)- -  ^0

Хосил булади. Бу бах,о шуни курсатадики, h -> 0 да шах |е„| -> 0 

учун, яъни (3.40) бир кддамли метод як;инлашувчи булиши учун 
бир вак^тда N 8  -> 0 ва |е0| -»  0 муносабатлар уринли булиши к е 
рак. Ш ундай кдпиб, интеграллаш  кодами етарлича кичик булганда 
\ам д а  \исоблаш  хатолиги ва бошлангич ш артнинг хатолиги (йукр- 
тилмас хато) £0 ки чик булганда, бир кдцамли методлар билан (ху- 
сусий х,олда Рунге-К утта методи билан) хрсил цилинадиган ечим 
аник, ечимга як,ин булади.



Агар h к,адам доим ий, яъни  h = - - j p -  булса, у ^олда (3.51) ни 
куйидагича ёзиб олиш  мумкин:

\еп \ -  exp(iAr)^c(A' - х 0 )И' + -̂ -— -5 + |e0|j. (3.52)

Бу бах,одан курам изки, агар /г -» 0 да ушбу

е0 -> 0, ~ -> 0 (3.53)

муносабатлар уринли  булса, у х,олда [х0, X] чекли оралик,нинг их
тиёрий нук,тасида бир кддамли метод билан топилган такрибий  
ечим аник, ечимга Я1динлашади.

Хусусий х,олда, агар £0 = 0, 5,- = 0 (/ = 1, /V) булса, у \о л д а  (3.52) 
бах,о

|е„| < с ( Х - x 0)exp(XL)hs

куриниш га эга булади, бу методнинг хатолигидир.
Реал хдооблаш жараёнида |х0, X] орали^нинг ихтиёрий нук,таси- 

да берилган s-тартибли аникдикдаги бир к,адамли метод билан  то 
пилган такрибий ечим дастлабки Кош и м асаласининг ечим ига hs 
тезлик билан як,инлашиши учун (3.52) ф ормулага кура

е0 =0(/г '+|), S = 0(/7v+1)

шартлар бажарилиши етарлидир. Бу шартларнинг бажарилиши наза- 
рий жи^атдан мумкин булса х,ам, реал \исоблаш ларда буларни таъ- 
минлаш к,ийин. Одатда, ЭХМ да И ни узгартирганда е0 ва 8, (/ = 1, /V j 
хатоликлар абсолют к,иймати билан куйидан чегараланган. ЭХМ  нинг 
хоналилиги саьутнса, к,адамни кичрайтирганда \а м  £() йукртилмас 
хато умуман узгармайди.

Такрибий ечим хатолигини яхлитлаш  х,исобидан келиб чик,к,ан 
к,исми — ^исоблаш  хатолиги эса (3.52) б ащ ц а  8/h  купаю вчи к,ат- 
нашганлиги учун h -> О да h н тезлик билан усиб боради. Юк,ори- 
да курганимиздек, методнинг хатолиги /г' тезликда камаяди. Ш у
нинг учун х,ам h нинг микдорига б о т и к , равиш да такрибий  ечим 
тулик, хатолигининг бош к,исмини, одагда, ё метод хатолиги (А 
нинг нисбатан катта к^йматларида), ёки \исоблаш  хатолиги (И нинг 
жуда кичик к^йматларида) ташкил этади. Агар дастлабки шарт купол 
равиш да берилган булса, у х,олда йукотилмас хатолик \а м  бошк,а 
хатоликларга нисбатан устун булиши мумкин. Аммо кддамни жуда



катта ёки жуда кичик килиб олганда метод хатолиги ёки хисоблаш 
хатолиги энг устун чикдди ва демак, катта ёки жуда кичик кдцам- 
лар учун хисоблаш  натиж аси яроксиз булиб крлади. Ш унинг учун 
Хам h нинг ш ундай кийм атини  танлаш  керакки , (3.52) нинг унг 
том они энг кичик кийм атни  кабул кдлсин. Купол килиб айтганда, 
м етоднинг хатолиги билан хисоблаш хатолигининг улушлари тенг 
булиш ини таъминлаш  керак. Бу ерда йукотилмас хатоликнинг хам 
улуши катта булмаслиги керак. Бу холда хисоблаш жараёни мувоза- 
натга келтиршган (балансланган) булади. Хисоблаш амалиётида метод 
хатолиги микёсида йукотилмас хато ва хисоблаш  хатоси натижага 
таъсир кил масли™ га эришилади. Бу ерда айтилган мулохазалар (3.52) 
бахога асосланган, унингузи  эса оширилгандир. Масалан, яхлитлаш 
хатоликлари хар хил ишорага эга булиб, бир-бирининг урнини тулди- 
риш и (ком пенсация килиш и) мумкин, ф ормула хатолиги хисоб
лаш  ж араён и ни н г хар бир кадамида уз иш орасини саклаш и шарт 
эм ас ва х-к. Аслида буларнинг хаммаси юкоридаги манзарани унча 
узгартирмайди.

Ю корида айтилганлардан  шундай хулосага келамизки, хисоб
лаш  ж араёнини таш кил килаётганда хисоблаш  методини, И кадам 
м икдорини , нати ж ан и нг талаб килинган аниклигини, дастлабки 
маълумотларнинг аниклигини  ва хисоблаш аниклигини узаро му- 
вофиклаш тириш  керак. Баъзан шундай мувофиклаштириш учун мо- 
дел тарзидаги масалалар каралади. Бу омилларни кисман мувоф ик
лаш тириш  (3.52) бахо асосида олиб борилади. Хисоблаш амалиёти 
курсатадики, м асалаларнинг берилган синф и ва ЭХМ  нинг ан и к  
бирор типи  учун кадам нинг ю коридан ва куйидан чегараланган 
шундай сохаси мавжудки, унда танланган метод хатолигининг бош 
хади такрибий ечим нинг тулик хатолиги микдори хакида яхши та- 
саввур беради. Бу соханинг куйи чегараси ЭХМ  нинг хоналилигига 
ж иддий равиш да богликдир. Х оналилиги катта ЭХМ лар учун бу 

Куйи чегара кичикдир, чунки бунда 5 кичик булиб, д нисбат узи- 

н инг критик нуктасига h нинг кичикрок кийматида эриш ади.

8 .4-§ . КУП КДДАМЛИ АЙИРМАЛИ МЕТОДЛАР

8.4Л . Масаланинг куйилиши. Бу бандца

^  = f ( x , u ) ,  и(0) = и0 (4.1)

К ош и м асаласини  ечиш  учун кадами h = х. ~ х ^ { доимий булган



Ah ={х„ = nh; « = 0,1,2,...}

турни киритам из ва Дл тур устида ан и кланган  ф у н кц и ял ар н и  
у„ = и(х„),  /„  = f ( x „ , y n) оркали белгилаймиз. Биз бу ерда Кош и 
масаласини ш-к^адамли айирмали методлар билан такрибий ечиш ни 
куриб чикдмиз. Бу методлар орасида кенг кулланиладиганлари

т т

Уп = Z  (4.2)
/=1 /=0

муносабат билан аникданади, бу ерда ат. ва Ьт. лар п га боглик, булмаган 
коэф ф ициентлар. Бу методлар чизи^ли-айирмали методлар ёки чи- 
зщли-айирмали схемтар  дейилади. (4.2) тенгламага уп ни олдин то 
пилган у0, у г ... , уп [ ьдийматлар оркдпи ифодаланадиган рекуррент 
муносабатдек кэраш керак. Х,исоб п = т дан, яъни

т т

Ут = ' Е С,т<Ут -,+hY u hm,L-i
/= I / о

тенгламадан бошланади. Бундан курамизки, \исобн и  бош лаш  учун 
т та у0, у |, ... , ут Х дастлабки к,ийматларни курсатмок, керак. Бу 
ерда у0 = и0 бош лангич шартдан топилади , кдпган у г  у 2, ... , ут t 
ларни эса бош ^а методлар, масалан, Рунге-Кутта методи ёрдамида 
топиш  мумкин. Кейинги м уло\азаларда >'ц, у г ... , дастлабки 
Кийматлар берилган, деб фараз кдламиз.

Агар Ьт0 = 0 булса, у хщ да (4.2) метод ошкор ёки экстраполя-  
цион дейилади, бу ,\олда уп ош кор равиш да у п_т, у п_т_г  ... , , ор- 
Кали ифодаланади. Агар Ьтй ф 0 булса, у \о л д а  метод ошкормас ёки 
интерполяцион дейилади. Бу ерда уп

Уп -  К М '  ( ,  v„) = Ф (у„ , г,,. ,„+1, • • •, v„_,) 

чизик/ш булмаган тенгламадан топилади, бунда

ф { у ,,-,,,. '-чУ„-1) = £  К „ У „ + Ы>т, / Я_, ) .
1 = 1

Одатда, дастлабки я^инлаш иш  у ^  ни y n_f га тенг деб олиб, бу 
тенглама Нью тон методи билан ечилади.

Хисоблаш  амалиётида (4.2) куп кддамли м етодларнинг хусу
сий \о л и  булган Адалгс методлари кенг таркдлгандир. Бунда и' (х)  
фак^ат хп_х ва хп икки нуь;тага кура ап п рокси м аци я кдлинади , яъни 
а . = 1, а . = 0, / = 2, 3, ... , т.т I ' п и  5 ’ ’ ’



Ш ундай килиб, Адамс методлари

У, = Л-. (4.3)

куриниш га эга. Агар />т(| =  0 булса, Адамс методлари экстраполяци
ей  булиб, Ьт0 ф 0 булганда эса интерполяциондир.

К ей и н ч ал и к  (4.2) айирм али  м етодларни урганиш да amj ва bmi 
коэф ф ициентлар  танланиш ининг аппроксим ациянинг хатолигига 
ва тургунлик \ам д а  яки н лаш и ш  масаласига таъсирини куриб чи- 
Камиз.

8.4.2. Куп кадамли методлардаги аппроксимациянинг хатолиги. Диф
ференциал тенглама ечимини аппроксимациялашдаги хатолик ёки (4.2) 
айирмали схеманинг ботаниилстлиги деб

1
Г"' 1 ~~ А

м икдорга айтилади.
Т а ъ  р и ф . Агар h ->  0  да

|И| = max jr„ I —> О
11 111 х0 <х„<ч + х '

муносабат уринли булса, m-кддамли схема [x0 ,jc0 + X] ораликда диф
ференциал масалани ечимда аппроксимация %илади дейилади.

Биз \о зи р  ami ва Ьт. коэф ф ициентларга б о и и к  равиш да /; -> О 
да аппроксимация тартибини аникпаймиз.

Ф араз килайлик, каралаётган функциялар керакли силликликка 
эга булсин. Энди f  ( xn_i , u ( x nA)'j = и’(хп_/ ) ва x /l_i = х п - i h  экан ли 
гини эслаб, х  = х п нуктада Тейлор формуласига кура

/ < * ~  У ‘ - ' - 2 - •”

тенгликларга эга буламиз. Бу ифодаларни (4.4) га куйиб, куйида- 
гини хосил киламиз:



r- ■ = T \ u(x* y 1 L a* i l ^ T r d l K x*}-
i-\ k=0 

m  P - 1 f  . . vft-1

/=0 /t=l
\-(^hp )=

1 н ч , +
V 1=1 J

m

- Y s K - ' T ' k ,

бу ерда

= y  w(x" ) + E  4  V<"M<t> (* - )+ 0 (A'’) ’ *=i

m m
л =1- 2 X ” a =X(*< ’л=1>2>-’ p-

Кулайлик учун куйидаги леммада

ат = 1, а„ = - a . ,  i = 1,2,..., и?/По ’ т, пи 5 4 1 5 (4.5)

деб оламиз.
Л е м м а .  Ф араз кдлайлик, м(х) ихтиёрий силлик, функция булсин,

* *о^} A v ^

I '1»1! Z  b™f i x ~ ih' и (х ~ih)) = f  (х’11 (*))
(4.6)

муносабатлар уринли булиши, яъни  (4.2) айирм али  схема (4.1) 
тенгламани аппроксимация к^илиши учун

Л  -  А  -0> ьт0 +ьпЛ + ...+ьтт - 1

тенгликларнинг бажарилиши зарур ва етарлидир. 
И с б о т и . Тейлор формуласига кура

(4.7)

u ( x - i h )  = u ( x ) - i h u ' ( x )  + 0 { h 2), 

f ( x - i h ,  u ( x - i h ) )  =  / ( . v ,  u( x ) )  + 0(h) .

Бу иф одаларни (4.6) нинг чап том онига куйиб, куйидагиларга эга 
буламиз:



li m
h- >0 Z  af  " W  + 2 X -  H K M  + ° ( A) = u ' i x ),/=o / /=o J

lim
h-¥ 0 2 > .VV / о J

f (x ,u (x) )  + 0(h)
}

Бу муносабатлар уринли булиши учун

= f ( x , u ( x ) ) .

=  ° ’  =  Ь  Z X '  =  1
/-0  i =0 /=0

ёки (4.5) га кура

т т т

1 -  Z  = °> Z  = *’ Z = 1 (4.8)
/=] /=0 / =0

тен гликларн ин г уринли булиш и зарур ва етарлидир. Энди

т т т

а  = 1 -  Z  А\ = - Z -  Z  ь>«'
/=1 /=() /=()

тен гликларн и  хисобга олсак , (4.7) тенглик, дем ак, лем м анинг 
исботи келиб чикдди.

Агар

булса, у холда

А = А =  ... =А = 0 0 1 р

Г = 0(/7")

(4.9)

булади ва (4.2) схема р-тартибли аппроксимацияга эга дейилади.
О со н л и к  билан  куриш  м ум кинки , агар и(х) ф ункция р-д ар а

жали к у п \ад  булса, у холда (4.9) ш артлар баж арилади ва гя_, = О 
булади. Д ем ак, бу холда (4.2) айирмали схема барча р -даражали 
купхад учун аник, тен гл и к ка  айланади. Умид к,илиш мумкинки, 
и(х) н и н г  ечими /ьдараж али  купхадлар билан яхши як,инлашади- 
ган (4.1) д иф ф ерен ц иал  тенгламалар учун гп етарлича кичик була
ди.

Ш уни таъкидлаш керакки, (4.9) шартлар amj, bmj ( /=  0,1, ... , т) 
ларга нисбатан ушбу

Z a™= Z /A1 ( /я™ - * * » ) = ° ’ k =/=! /=0
(4.10)



2т + 2 та номаълумли чизикди алгебраик тенгламалар системасини 
таш кил этади. Энди (4.8) ни  эътиборга олиб, (4.10) ни бош кдча 
ёзиш им из мумкин. Натижада ушбу 2т та номаълумли р  та тен г
ламалар системасига эга буламиз:

т т

Е ' а<ш = '• Z '* ' '  (ia»,i~kb™) = 0, к  = 2,3, (4 11)
/=1 /=!

Ьт0 коэф ф ициент эса
т

Ко  = i - l X
/ I

формула ёрдамида топилади. (4.10) система ортиги билан аник^пан- 
ган булмаслиги учун р < 2 т  деб талаб кдламиз. Бу талаб шуни бил- 
дирадики, w-кдцамли айирмали методлар аппроксимациясининг тар
тиби 2т дан ошмайди.

Ш ундай кдлиб, аппроксим ациянинг эриш иш и м умкин булган 
энг ю крри тартиби ош кормас ?^ол w -кдцамли методлар учун 2т 
булиб, ош кор (bmQ = 0) хрл учун 2т - 1 дир.

Адамс методларида ат{ = 1, ат2 = ...=  атт = 0 булганлиги сабабли
/7-тартибли аппроксимация учун (4.11) шартлар куйидаги куриниш га 
эга булади:

^  . т
Z  '* А«/ = А+| Л  = 1, 2 ,..., Р - 1, Ья0 = 1 -  £  Ьт.. (4 . 12)

i=i

Бу системанинг детерминанти Вандермонд детерм инанти  булиб, / 
хар хил к,иймат к,абул к,илади, ш унинг учун х,ам бу си стем а ихтиё
рий т учун ягона ечимга эга.

Бундан курамизки, А дамснинг w -кддамли методида ап п р о кси 
м ациянинг эн г ю крри тартиби ош корм ас х,ол учун т  +  1 булиб, 
ош кор (йи() = 0) х,ол учун т дир.

8.4.3. Адамснинг экстраполяцион методлари. Юк,орида айтгани- 
миздек, Адамснинг m-кдцамли ош кор

т

Уп=У„-i + hY , K J n 4  (4.13)
/=i

методи учун аппроксим ациясининг энг юкрри тартиби р  =  т.  Н о 
маълум коэф ф ициентларни  топиш  учун (4.12) систем а бу х^олда 
ушбу куриниш га эга:



(4.14)

\ а р  бир муайян т учун (4.12) системани ечиб, Ьт1, Ьт2, ... , Ьтт 
ларни  топам из. Агар т = 1 булса, у холда Адамс методи ушбу

Э йлер методига айланади.
Адамс машхур инглиз артиллеристи Бош ф орт илтимосига кура 

уз м етодларини 1855 й. яратган  эди. Бу методлар кейинчалик уну- 
тилган булиб, асрим изнинг бош ида норвегиялик математик Ш тёр- 
мер томонидан к,айта очилди.

О со н л и к  билан топиш  мумкинки, т = 2, 3, 4, 5 булганда мос 
рави ш да аппроксим ация тартиби  т га тенг булган куйидаги ме
тодларга эга буламиз:

А малиётда Адамс методлари т = 1 ,2 , ... , 10 лар учун ишлатилади.

М а ш  к;. Адамс методлари т = 6, 7, 8, 9, 10 лар учун чик,арилсин.

Адамс методларини куриш да бошк.ача ёндаш иш  хам мумкин. 
Ф араз кдтайлик,

такрибий  к^ийматлар хисобланган булиб, п > к +  1 булсин. К ейин- 
ги у п ни  хисоблаш  учун алгебраик Интерпол я циялаш дан фойдала- 
нам из. Бунинг учун и ' ( х )  н ин г ушбу

к  + q + 1 та ну^талардаги к,ийматларидан ф ойдаланиб, (к + д) тар
тибли Л агранж  интерполяцион  купхадини курамиз (5.4-§):

у п = У п ~ 1 + ¥ „ - 1

Уо’У г - ’У»., (4.15)

(4.16)

(4.17)



бунда

« W .  (*) = (* -  )(дс -  x„_t )...(* -  хя_1+я ).

Тугунлар бир хил узоьушкда ж ойлаш ганлиги  х  - x._t = h учун 
х  = х„-\ th алмаш тириш ни баж арамиз. У холда 1 J

* - x , - x - j = K t  + j ) ,  ®*+9+, ( * )  =  А*+,+Ч +, +1 ( 0 .

бунда

(О = ( ' + * ) ( ' + * - 1 ) - ' ( ' - , ) - ( / - 0 ) ,

®;+, +, К - , - / ) = ( -1 Г 'А * + ,( * - у)!(У + ?)!-

Бу холда (4.17) купхад куйидаги куриниш га эга булади: 

г ( у  _ u ^ - V  H ) ’ +'/<u*+?+1(0 \
*+Л (*"'->) • (4.18)

Бу купхаддан фойдаланиб, куйидаги тенгликни  ёзамиз:

и'(х ) = Lk,4 + th) + rk+q (v , +th), (4.19)

бунда rk+q (x n_[ + th) и нтерполяци ян и нг крлдик; хади. А г а р /х ,  и) 
Каралаётган сохада (к + q +  1) тартибли узлуксиз хусусий хосила- 
ларга эга булса, у холда крлдик, хадни куйидагича ёзи ш  мумкин:

г*+» + th) = ( ^ 1 ) 7 ° W i  (1)и{к+ч+1) (П)■ (4.20)

У Ф -Д 3 ха] ораликда иш латамиз. Ш унинг учун, агар 
q> 1 булса, <ri<xn_l+q ва агар q = 0 булса, х п_х_к < ц < х п деб 
к,араймиз.
Ушбу

хп 1

w(x«) = M(x«-i)+ j  u' (x)dx = u (xn_l) + h jV(x„_, +th)dt
xn-1 0

формулада u' (xn̂ + th )  ни  (4.19) ф орм уланинг унг том они  билан 
алмаш тирамиз, у холда куйидагига эга буламиз:
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1 1 
» (* ,,) = » ( ' V I ) + h j Lk+q ( x»-i + th )d t  + h J 'rk+q (x„_, +th) =

0  ̂ 0 (4.21)

=  «  ( * „ - , )  +  h  £  (*„_w ) +  >
h~q

бунда
a w  - r _ i v +« г Н Р И М ^ 1 . у,

^  ^  J (/+7-)(y+9)!(*-y)! ’
(4.22)

RM = **!!!!. fco* , (rW*+»+2)(Jc(,.1+/A)̂ .
"•* (/c+o+l)! J *+■/*>V ' V ’

V 0

Бу ерда w*+<H (?) уз и ш орасин и  саклайди ва м(*+,+2) + /Л) уз
луксиз булганлиги учун цолдик, \ад н и  куйидагича ёзи б  олиш им из 
мумкин:

^  = ( £ S “(*+,+2) ^  К * + >  (')<*• (4.23)

бунда х„„,„, < § < х„_1+, , агар q > 1 булса ва < |  < х„ , агар q =  0 
булса. Х осил к,илинган (4.21) формуладан \а р  хил айирмали схема 
ва улар учун крлдикхддн ин г ифодасини курсатиш мумкин. Бу м е
тодлар q > 1 булганда интерполяцией  дейилади, <7 = 0  хрлга мос 
келадиган метод экстраполяцией дейилади. Бундай аталиш ларнинг 
сабаби куйидагидан иборат: Lm+g (х) интерполяцион куп^адни куриш- 
да к,атнаш адиган, (4.10) тугунларни уз ичига олган эн г кичик ора- 
лик, х„_1+?]д и р . Агар q = 0 булса, кдралаётган [хпА, х п] ора-
л и к  \ х п_^к, х пА\ ораликдан таш кдрида ётади; ш унинг учун \а м  
[хл_ ,,х и] о р ал и кд а  эк стр ап о л яц и я  ки лин ади ; агар q > 1 булса, 
[х„ч_А , x„_]+J  о рали к  [хя_„ х„] орали^ни  уз ичига олади ва бу ерда 
асл маънода интерполяция кили нал и.

А ввало, экстраполяция м етодини куриб чикдмиз. q = 0 булган 
х,ол учун (4.21) ф орм улани куйидагича ёзиб оламиз:

« М  = «( - Vi ) + 4 0)“' (х»-|-у) + ^  =
/=о

= u { x n A ) + h ^ b f )M u l { x n_! ) + R (*l =  ( 4 2 4 )
7=1
т

= « К - . ) + ) + >
У=1



бунда т = к + 1 ва bmi= bf)_x булиб, q = О булганда у (4.22) ф ор-mj k , j~ \

муладан аникданади:

Ъ  = ( - 1 ) / ч  Г  ' И М ' * ” - 1 )  d t

!(,+,ч)(у-1)!(,«-у)! ’ (4-25)
О

j =  1, 2, ... , т.

К р л д и к \а д  Rnm =Rf}m.A эса q -  0 булганда (4.23) дан  куйидагича 
х,исобланади:

R.

Бу белгилаш ларда (4.24) куйидаги куриниш га эга:
т

« М  = 4 V i ) + ) + Rn.m- (4.27)

Бу формула х,исоблаш учун ярок,сиздир, чунки унда номаълум 
R  колдик \а д , изланаётган ечим  ^осиласининг ушбу кийм атла-п,т
ри

М'К - И). ч'{хп_т+1),...,и’(х„_]) (4.28)

ва и(хп {) к,атнашади. Агар ечим нинг

аник, кийматлари маълум булса, у ^олда (4.1) тенгламага кура (4.28) 
м икдорларнинг аник, кийматини топиш им из мумкин эди:

) = / ( v > > ^ V / ))>./ = U ,

А ммо бизга изланаётган

У*-т> Уя-т+1, - , У я. } ( п > т )

ечим нинг фак,ат такрибий кийм атлари  маълум ва булар оркали 
u' (x„-j) \о си л ан и н г y ’„ _ j такрибий  кийм атини  топ иш  мумкин:

Уп-j = f{x„-j ,y„-j)  = = 1,2,...,от. (4.29)

Э нди  (4.27) формуладаги хрсилаларни (4.29) такрибий  кийм ат- 
лари  билан, и(хп [) ни эса ун ин г такрибий  кийм ати  упХ билан ал-
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маш тирам из ва Rnткрлдик, хадни таш лайм из, натиж ада куйидаги 
такрибий тенгликка эга буламиз:

келиб чикдди. Ш ундай кдлиб, биз яна (4.13) тенгликка келдик. 
Бундан курам изки , Ьт. коэф ф и ц и ен тларн и  икки  хил усул билан 
топ иш им из мумкин: (Я. 14) систем анинг ечими ёки (4.25) интег- 
ралнинг к.иймати сифатида.

М исол учун т -  5 булганда bmj нинг сонли цийм атини  ва Rn т 
нинг иф одасини  келтирамиз:

М а ш ц . (4.25) ва (4.26) формулалар ёрдамида т =  6, 7, 8, 9, 10 учун bmJ ва 
Rnm лар топилсин.

Биз ю кррида (4.18) Лагранж интерполяцион формуласидан фой- 
даланиб, натиж ада (4.25), (4.26) формулаларни чикдрдик. Ш унга 
ухшаш Н ью тоннинг иккинчи интерполяцион формуласини куллаб,
(4.30) ф орм ула урнига /(х , и) ф ун кц иян ин г тугун ну^таларидаги 
к,ийматлари эм ас, балки чекли айирмалари кдтнаш адиган Адамс- 
нинг экстраполяцион формуласини чикэриш имиз мумкин. Бу фор
мула куйидагича ёзилади:

т

u i x„ ) = уя-1 , (4.30)

Бу тен гл и кн и н г унг том онини  уя деб оламиз, у холда
т

(4.31)

JQfll 2774 , _ 2 6 j6  
"720 ’ 53 ~  720

1274

_  251 
’55 "  720

(4.32)

(4.33)

5275 . 7 Е . я к
+  Т 7 ^ « П А  ^ - 7  + - + С т Д  £17280

Бу ерда

о



А'£,к эса %(х)  ф ункциянинг хк, хк+1 ...,хк+/ нукталардаги кийматла- 
ри буйича тузилган /-тартибли чекли айирмасидир (5-бобга к;.). (4.33) 
ф ормуланинг колдикхадини  куйидагича ёзиш  мумкин:

М а ш и .  (4.33) форм ула исботлансин.

Э нди (4.33) ф орм уланинг т = 4 булгандаги хусусий холини 
кдраймиз:

Ду„_, = + 1 • А2̂ п_2 + 1 А3̂ „_3 + * §  Д4С < . (4 .34)

Бу ерда п = 4 деб оламиз, у холда

Ду4 = $<+\ At;, + А  А %  + 1 А3̂  + 15 д ^ 0. (4.35)

Хисоблаш ни (4.35) формула билан бажариш  учун куйидаги жад- 
валдан фойдаланган маъкул:

X У Ay 4 =  А/ л 24 А34 ДЧ

х * . ..
А ^

. й . .  _ 5,
AV, А2^

А3^

*2 ... У2. к А 24 , А4^

. . . Щ я » А3^ ,

*3 Я . ^3
AVj Д ^з

*4 У4
Г  д у 4

*5 y s

(4.35) ф ормуланинг унг том онидаги  барча м икдорлар аник, булиб, 
ж адвалнинг пастки кия сатрида ж ойлаш ган. Б из Aj>4 ни топам из, 
д е м а к , ш у билан  у 5 хам ан и к л а н а д и . Т о п и л ган  у 5 га кура 
“з5 = ¥ ( . хъ’Уь) ни хисоблаймиз ва чекли айирм алар  ж адвалини  ян а 
бир кия сатр билан тулдирамиз. К ейин (4.34) д а  п = 6 деб  олиб, 
Хисоблашни давом эттирамиз.



8.4.4. Адамснинг интерполяцион методлари. Ю кррида Адамснинг 
интерполяцион методи

формула билан аникданиб, Ьт0 ф 0 эканлигини айтган эдик. Бу ме
тод аппроксим ациясининг тартиби р  -  т + 1 булиб, bmi коэф ф и ц и 
ентлар р  = т +  1 булганда (4.12) системадан, яъни

системадан топилади. Бундан т = 1 учун аппроксимация тартиби икки 
булган методни хосил к,иламиз:

Бу метод трапеция методи деб хам аталади. Биз т = 2, 3,4, 5 
булганда мос равиш да ушбу р  = т + 1 тартибли аппроксим ацияга 
эга булган методларни хосил к,иламиз:

Ю крридаги ош кормас методларда изланаётган уп чизикди булма
ган куриниш да к,атнашади. Ш унинг учун хам бу тенгламалардан уп 
ни топиш  учун итерация методини куллаш керак. М асалан, туртин
чи тартибли Адамс методи учун итерацион метод куйидагича кулла- 
нилади:

бу ерда s — итерация номери. Д астлабки як,инлашиш у ["] сифатида 
А дам снинг учинчи  тартибли ош кор методи ёрдамида топилган 
ечим ни  олиш  м ум кин, яъни

т

Уп = У п- (4.36)

т
k = l,2,...,rn,bm0= \ - ' £ lbmi

Уп =  Уп-1 + j ( f n  + f n - l ) ’ Р = 2 -

(4.37)



У У = У ^  + ^ [2 3 /(х „ _ ,,Л _ ,)-1 6 /(х „_ 2, Л _2) +

+ 5/(*,-з.Л-з)]-

булиш и учун —~  < 1 ш арт баж арилиш и керак , бу эса етарлича 

ки чик  h учун доимо бажарилади. Агар (4.34) да фак,ат битта итера
ция олсак, яъни  5 = 0 булса, у холда предиктор-корректор (башо- 
ратчи-тузатувчи) методи деб аталувчи методга эга буламиз.

Адамс интерполяцион формуласини Лагранж интерполяцион куп- 
Хади ёрдамида хосил килиш ни курамиз, бунинг учун (4.21) ф ор- 
мулада q = 1 деб оламиз. У холда

Энди (4.21) ва (4.23) формулаларда q = 1, k = т — 1 деб олиб, куйи
даги формулаларга эга буламиз:

Биз (4.24) формуладан (4.31) формулани кдндай чик,арган булсак, 
худди шунга ухшаш мулохазалар юритиб, (4.36) ф ормуладан куйи
даги формулани чикдрамиз:

Бу эса (4.3) формула билан устма-уст туш ади.
Э нди  (4.39) формула ёрдам ида т = 0, 1, 2, 3, 4, 5 лар учун

(4.41) Адамс интерполяцион формуласи коэф ф и ци ен тлари н и  кел
тирамиз:

т (4.38)
= и (*„-1) + b^u ' (x '_ j ) +

(4.40)

(4.39)

Уп = У ^ + ^ ь1 /У п-г (4.41)
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Адамснинг экстраполяцион ва интерполяцион методларини так,- 
крслаймиз. Бунинг учун (4.31) формулани

т -1
Уп = У*-1 + (4-42)

7=0

формула билан солиштириш керак, бу формула (4.41) формуладан 
т  ни т-\  билан алмаштириш натижасида х,осил булади, чунки бу 
формулаларни куриш учун бир хил сондаги, яъни т т а  нук^алардан 
фойдаланилади. Жумладан, (4.31) формулада

х ^ т,хп_т+1, . . . ,х ^ ,  (4.43)

(4.42) формулада эса

(4-44)

тугунлардан фойдаланилган.
Маълумки, и’(х) функцияни х„] ораликда (4.43) тугунлар 

ёрдамида кур ил га н интерполяцион купхад билан я к̂ и н л а шт и р и шла н
(4.44) тугунлар ёрдамида курилган купхад билан як^инлаштириш аник,- 
рокдир (6-бобга к,.). Ш у маънода Адамснинг интерполяцион методи 
экстраполяцион методига нисбатан аникрокдир. Буни яна хам яхши- 
рок^англаш учун (4.31) ва (4.42) формулаларнинг крлдик^хадларини 
т  =  1, 2, 3, 4 учун (4.26) ва (4.40) формулалар ёрдамида топамиз 
((4.40) формулада т  ни т - 1 билан алмаштириш керак):

2 " 2 12 v г  " 3 8 v ’ 720

* , „ = - ‘ - « ч ? ). * : = - > х = - С - ш , , v  >■



Булардан куринадики, R„ m_ x нинг сонли коэффициентлари Rn т ни- 
кига нисбатан анча кичикдир.

Энди Адамс интерполяцион формуласининг бошка куриниши- 
ни, яън и /(х , и) чекли айирмаларининг кийматлари катнашадиган 
куринишини келтирамиз, бунинг учун Н ью то нни нг иккинчи ин
терполяцион формуласини (4.21) формулага куйиб, куйидагига эга 
буламиз:

4> V 1 = %„~2 ~ j j  А £„_2 _  24 Д ‘зя-з _
(4.45)

— Д4£ — Д5£ —
720 hfl~4 160 60480 ^« -6  c m+l А

бу ерда
1

о

(4.45) формуланинг колдикхадини куйидагича ёзиш мумкин:

< я = А "+30 / (" +3)(£)-

Агар (4.33) формула билан (4.45) формулани таккосласак, унда 
куриниб турибдики, чекли айирмаларнинг тартиби ошган сари (4.45) 
формулада чекли айирмалар олдидаги коэффициентлар абсолют 
кийматлари билан (4.33) формуладагига нисбатан тезрок камайиб 
боради. Бундай х,олда эса, уз навбатида, (4.45) ёйилмадаги хддлар 
абсолют киймати билан (4.33) дагига нисбатан тезрок камаяди.

М а ш  ц. (4.45) формула исботлансин.

Энди (4.45) формуланинг т  = 3 булгандаги хусусий \олини 
Караймиз:

АУп-\ -  %п ~ 2 Л я̂-1 “ 12 ^ *=я-2 _ 24 А “эя-З _  720 (4.46)

Бу ерда п = 5 деб оламиз, у х,олда куйидаги х;осил булади:

АД = -  ' Д 4̂ -  1  -  2'4 А3<̂2 -  А %  ■ (4.47)



Хисоблаш ни (4.46), (4.47) формулалар билан бажариш учун куйи
даги жадвалдан фойдаланган маъкул:

X У Ду t, =  hf д4̂

*0 Уо

х , У,

&у , д , о̂

Х 2 У2 А44„

&У 2 А Ч,

*3 у 3

ду3 А з̂

*4 У 4 4̂

ьу< ^ 4

*5 у 5

Хисоблашни (4.45) формула ёрдамида олиб борганда

Д2§и-2,..., Л П „ „ т„,

номаълум айирмаларнинг дастлабки якинлашишлари Адамснинг 
экстраполяцион методи ёрдамида хисобланади. Дархакикат, ;/ Г|) 
ни (4.33) формула ёрдамида хисоблаш керак. Бу эса ни топиш- 
га имкон беради, натижада кол га н айирмаларнинг дастлабки якин- 
лашишини топиш мумкин булади.

Дастлабки якинлашишларни топиш нинг бошкача усулини хам 
курсатиш мумкин. Буни (4.47) формула мисолида курамиз. Бу фор- 
муланинг унг томонида ва жадвалнинг погонали синик чизотининг 
пастида

§5, А^4, Д2£э, Д3|2, А4̂ , (4-48)

айирмалар жойлашган булиб, уларнинг кийматлари номаълум. 
Буларни итерация методи билан топиш учун уларнинг дастлабки 
якинлашишини курсатиш керак. Агар h кадам тугри танланган 
булса, у холда охирги маъноли ракамнинг бир неча бирлиги чега- 
расида

А^{°>=Л%

булади, ш унинг учун д4̂ , нинг дастлабки якинлашиши сифатида 
Д4̂  = Д4£0 деб олишимиз мумкин. Бу эса (4.48) айирмаларнинг

^ 0),Д ^0),Д2<?з(0),Д3̂ 0),Д4̂ 0) (4.49)



дастлабки як,инлашишларини куйидаги формулалар ёрдамида то- 
пишга имкон беради:

a 3̂ 0) = a 3̂ + a 4̂ (0), 

а 2̂ 0)= д 2̂ 2 + а 3̂ 0),

Д^0)= Д ^ + Д 2§3(0),

^ 0)=^ + Д ^ °).

Энди (4.49) дастлабки якинлашишларни (4.47) формулага куйиб, 
д ^ 1* ни ва

Ау'1’ =Уа +ДУ4* 

ни топамиз. Бундан кейин

у ? )

ни х,исоблаймиз. Агар = <̂ 0) тенглик бажарилса, у хдлда у5 = у^  
деб олиб, у5 ни ^исоблашни тугатамиз. Агар ^  *  ^ 0) булса, у хрлда 
£5(|) га кура (4.49) айирмаларнинг янги

^ 1),Д ^ 1),Д2̂ |),Д3̂ ,),Д4̂ ') (4.50)

кийматини кетма-кет куйидаги формулалар ёрдамида х,исоблай- 
миз:

Д ^ '^ ^ - Д ^ з ,

Д3̂ '1 =Д 3̂ ') - Д 2£2,

д ^ д ^ - д 3̂ .

Топилган (4.50) кийматларни (4.47) формулага куйиб, Ду(2* ни, 
демак, _у(2) ни топамиз. Агар _у*2) = у*1* булса, у \олда уь = y f'1 деб 
оламиз. Акс \олда итерацияни давом эттирамиз. Табиийки, итера- 
цияни куп давом эттиришнинг фойдаси йук,. Кладам шундай танла- 
ниши керакки, битта ёки иккита итерация етарли булсин. у5 топил- 
гандан кейин шу усул билан у6 ва к. топилади.



8.4.5. Куп кддамли айирмали методларнинг тургунлиги, як,инла- 
шиши ва хатолигини ба^олаш*. Бу бандда т  ни белгилаб, кулайлик

учун ат1 = ап bmj = деб ёзамиз. У  ^олда (4.2) ва (4.4) тенгликлар

мос равишда куйидагича ёзилади:

бунда га (4.1) дифференциал тенгламани аппроксимациялашдаги 
хатолик булиб, аппроксимация тартиби р булса, яъни (4.9) шарт 
бажарилса,

Табиийки, (4.1) Коши масаласини (4.51) такрибий формула 
билан топишда х,исоблашнинг \ар бир кддамида хатоликка йул куйи- 
лади. Бу хатоликлар уч омилга бопшк. Биринчидан, дастлабки (4.1) 
дифференциал тенглама (4.51) чекли-айирмали тенглама оркали 
муайян аникдик билан алмаштирилган ва бундай алмаштиришнинг 
микдори гп (4.52) тенглик билан аникланади. Иккинчидан, (4.51) 
формула буйича х,исоблаш муайян аникликда олиб борилади ва ях 
литлаш хатолиги ая_, куйидаги тенгликдан аникланади:

бунда уп микдор уп н и нг амалда (4.51) формула ёрдамида \исоб-

ганда такрибий ечим нинг хатолиги £, = u (x j ) - y i жадвалнинг 

боши yt■= у,, (/ = 0,1,...,ш -  1) ни кураётгандаги e ,= w ( x ,) -y y 

<7 = 0,1 1) хатоликларга боглик.
Энди (4.53) тенгликни (4.52) дан айириб, такрибий ечимнинг 

хатолиги еп учун куйидаги айирмали тенгламага эга буламиз:

(4.51)
/=1

и (*») = Z  °/м (■'»-')+ hi f  ( x n - i  •и  (x n - i )) + К-\  - (4.52)

К,

булади.

т
у„ = ' Е а-Уп-<+н' Е ь‘1'(х^ ’Уп-,)-ап-п 

/=1 /=0
(4.53)

ланган киймати. Учинчида н, / = т , т  -  1,..., N\N  = — бул-

* Мазкур бандни ёзишда 123] дан фойдаланилди.



т  т

Е„ = £ «/«„ -, + hH bi и (*п -,’Уп-1 +е„-, ) -
/=1 /=о

(4.54)
- / К - (,Л -,)]  + Ч - . + «»-!.

бунда п = т ,  т  + \, ... , N к,ийматларни к,абул кдлади.
Юкрридаги (4.54) айирмали тенглама чизшути булмаганлиги 

учун такрибий ечим хатолигини текшириш мушкулдир.
Хисоблаш амалиётида, одатда, такрибий ечимнинг хатолиги

ни хрсил кдлишда юкрридаги омил \ам кдтнашади.
Одатга кура, биз аник, ечимга яхш и як,инлашишимиз учун тур 

кддамини кичрайтириб боришимиз керак. Кддамнинг кичрайти- 

рилиши эса п (я = — j нинг ортиб бориши билан боглик, — бу 

эса куп микдордаги кддамлар учун х,исоблашни бажаришни талаб 
кдлади; кдцам белгиланган булиб, х  нук,та дастлабки х0 ну угадан 
узок, масофада турганда \ам шунга ухшаш хрлат пайдо булади.
(4.51) формулани куп марталаб куллаганда хатолик тупланиб, уму- 
ман олганда, хатоликнинг микдори кддамдан к,адамга ортиб боради. 
К,адамнинг сони ошган сари бу хатонинг узгариш крнунини билиш 
катта а\амиятга эга. Бу крнун эса дастлабки дифференциал масалага 
\амда танланган (4.51) х,исоблаш кридасига богликдир. Агар (4.51) 
\исоблаш кридаси номувофик, танланган булса, такрибий ечимха- 
толигинингусиши шунча тез булиши мумкинки, кддамларнингсони 
унча катта булмаса х,ам, бу хатолик рухсат этилган чегарадан чик,иб 
кетиши мумкин. Хатолиги шундай крнун билан усадиган (4.51) х,исоб- 
лаш кридаси нотурьун дейилади. Бундай кридалар катта сондаги 
х,исоблашлар учун ярамайди.

1-та ър иф . Агар к,оида буйича топилган такрибий ечим /?-»() 
да дастлабки масаланинг аник, ечимига як,инлашса, мазкур ^исоб- 
лаш кридаси тургун дейилади.

Энди (4.51) х,исоблаш кридаси тургун булиши учун унинг ко- 
эффициентлари кдйси шартни кдноатлантириши кераклигини куриб 
чикдмиз.

Фараз кдлайлик, Оху текислигида шундай D сохд мавжуд булсин- 
ки, у куйидаги шартларни кдноатлантирсин:

1) (4.1) Коши масаласи аник, ечимининг графиги шу сохдда 
ётсин;

2) х,ар бир етарлича кичик И учун (4.52) формула ёрдамида 
топилган ечим \ам шу сохдда ётсин;

3) бу сох,а Оу ук,и йуналиши буйича кдварик, булсин, яъни  Оу 
ук,ига параллел булиб, четки нук,талари D да ётувчи х,ар кдндай



тугри чизик, D да ётсин. д̂ —у)  функция шу сох,ада узлуксиз булиб,
ду

<У{х-У)
ду < L  шартни к,аноатлантирсин.

Ш у шартлар бажарилган деб, епни бах,олаймиз. Лагранж фор- 
муласига кура куйидаги тенгликка эга буламиз:

f { x a-j,y „ - j+ e „ -j) -f(x„ - j,y n - j)  = ln-j en_J, (4.55)

бу ерда

/ = — f ( x  V +в £ ) ,О < 0  <1.п~] dyJ \ n-J n-j ) ’ п-1

Энди (4.55) ни (4.54) га куйиб, гп учун куйидаги ифодани х,осил 
кдламиз:

т  т

£п = Z  +hYab,ln-fin-, + 4 -1  + « И -  (4.56)
/=1 /=0

Бу айирмали тенгламада й (/ = 0, 1, ..., т )  коэффициентлар олдида 
h купаювчи булиб турибди, шунинг учун кутиш мумкинки, h етар- 
лича кичик булганда такрибий ечим хатосининг рафторига* b.t лар
нинг таъсири я.(/ = 1 ,2 , . . . ,  т )  ларга нисбатан камрок, булади. 

Энди

Ч„ = h ^ b ' l ^ E ^ + h r ^  +а„_, (4.57)

деб белгилаб олиб, (4.56) тенгликни

т

£n = 'E la,£r,4 + q„ (4.58)
/=1

куринишда ёзиб оламиз.
Биз 7-боб 12-§ да аник,мас интегралларни хисоблашда (12.8) 

айирмали тенгламанинг ечимини (12.12) куринишда ёзиб олган эдик. 
Агар шундан фойдалансак, (4.58) тенгламанинг ечимини

= Z  А» ]е* + Z  (4.59)

* Рафтор (русча «поведение») узини тутиши деган маънони англатади.



куринишда ёзишимиз мумкин. Бунда катнашадиган (/ = 0,1,..., 
т -  1) Грин функциялари х,акдда маълумки (7-боб 12-§ га к,.), улар 
(4.58) айирмали тенгламага мос келадиган

en=Y_aie„4 
i= 1

бир жинсли чизшути-айирмали тенгламанинг фундаментал ечимлар 
системасини ташкил этади. Демак, улар бу тенгламанинг бошка фун
даментал ечимлар системаси A/V ( j  = 0 ,1 ,...,kt -1 ;/  = \,2...,q) дан 
махсусмас матрицали алмаштириш натижасида хрсил кдлинади, бу 
ерда /,, /2, ... , / сонлар ушбу

т
А(1) = Хт - J ^ a . r 4  =0

/ = 1
(4.60)

характеристик тенгламанинг карралиги мос равишда к{, к2, ... , kq 

^ к ,  = т  булган илдизларидир. Куриниб турибдики, п —> оо да
V 1=1

Г {п,] (/ = 0,1,., . , о т  -  1) функцияларнинг рафтори А/ V  (у = 0, к, -1 ,

' = 1 ,о) функцияларнинг рафтори билан аникданади. Энди (4.57) 

дан qn нинг кийматини (4.59) га куйиб, куйидагини \осил к,ила-
миз:

т-\ п т  п-\
Е п =  Z  Г1'Ч + /?z  Z b i l j - i E j - i  + Z  { h r , +  a,). (4.61)

j  = m

Бу тенгликда e._. олдидаги коэффициентларни йигиб, уни бош- 

Кача куринишда ёзамиз. Бунинг учун s = j  — / деб оламиз, у \олда 

m < j < n , 0 < i < m  булганлиги учун 0 < s < п булади. Энди 5  ни 

белгилаб олиб, hzsls олдида турган r tnmJm_j bj коэффициентларни

йигамиз. Бу ерда i = j  — s ва т  < j  < п булганлиги учун т  — s < i< n — s 
булади. И кки н чи  томондан эса 0 < i  < т .  Ш у н и н г учун >̂ ам шах

(0, т  — s) < / < min(w, п ~  s) булиб, Иг I  олдида У  h Г (/л)
5 s / , t//-t n + m - i - s

/=max(0,m-i)

коэффициент туради. Демак, (4.61) тенгликни куйидагича ёзиш 
мумкин:



m -1 п min ( т .п - s )  „ - 1

c „ = Z  / ? Ч  + a £ / ,£, £  + I  / £ L ,  [hrj + a,.), (4.62)
s=0 .9=0 f=max(0,m-s) j=m

бунда m < n < N.
Энди (4.62) тенгликнинг унг томонида ея кдтнашадиган хддни 

ажратиб ёзамиз:

min(w,0)
hins„ £  *,^ 1 -!=К £Л г ^ ]-

/=тах(0,т-я)

Бу хадни (4.62) те нгликнинг чап томонига кучирамиз ва аввалги 
80, ер ... , em_, хатоликлар кдтнашадиган хадларни алохдда ёзамиз. 
Натижада (4.62) тенглик куйидаги куринишга эга булади:

m_ l  min ( m , n - s )

(\-h inb ,r l, : )) £ n = Y i r )̂+his X
5=0 i=m-s

M _ 1  min(/n.«-s) «-1 ( 4 . 6 3 )

♦ * 2 > ,  I5=m /=0 j=m

Каралаётган Z> со^анинг аникданишига кура |/s| < L  тенгсизлик ба- 
жарилади, бундан таищари, маълумки = 1 (7-боб 12-§ га к,.).

Демак, еполдидаги коэффициентни пастдан куйидагича бах,о- 
лаш мумкин:

l ~ hboL ^.\~hL\b0\.

Ш унинг учун х,ам h етарлича кичик < ф0| J булганда еп олдидаги

коэффициентни доим мусбат кдпиш мумкин, бу эса (4.63) тенглик- 
ни куйидагича ёзишга имкон беради:

-1 min(/H.rt-s)

Е" = Т-Ъьт\ Z [ r« ) + Ы* Z
л - 1 min(m,n-s) п - \  ] (4.64)

+ * 5 > .  I  b , r ' : L - , + Y . n : ! > , + « , )
/=0

Охирги тенглик хпнук1тадаги такрибий ечимнинг еп хатолиги
(4.52) хисоблаш формуласининг параметрлари, е0, е,, ... , еш_, даст
лабки хатоликлар, \исоблашнинг х;амма погоналаридаги формула-



нинг хатолиги, яхлитлаш хатолиги ^амда хт , хт+1 ... , х  t ну^талар- 
даги такрибий ечимнинг хатоликлари оркдли ифодаланади. Бизни п -> 
оо да еп хатоликнинг рафтори кцзиктиради. (4.64) формулага кура е 
хатонинг рафтори хусусий х,олда ( i = 0,1,..., т -  1) ёки бунга 
тенг кучли булган ( j  = 0,1,...Д, -  1; / = 1,2,...,q) функциялар
нинг рафторига бокликдир. Олдинги бандда (4.52) формуланинг 
коэффициентлари

т

^ 0) s| - Z « / = °
i=\

шартни каноатлантиришини курган эдик, бу эса (4.60) тенглама 
доимо X =1 ечимга эга эканлигини курсатади. Ш унинг учун \ам энг 
кулай х;олда п -»оо да (/ = 0,1,..., т  -  1) функциялар модули буйича 
чегараланган булишига умид килиш мумкин.

Агар А(Х)  =  0 характеристик тенгламанинг барча Я.,, Х2, ... , X 
илдизлари модули билан бирдан ошмаса ва модули бирга тенг 
булганлари каррали булмаса, у \олда илдизлар шарти бажарилган 
деймиз.

Куриниб турибдики, A/V (j  = 0,1..... Л, -1 ;  / = 1,2,...,<?) функция
лар чегараланган булиши учун илдизлар шартининг бажарилиши 
зарур ва етарлидир.

2 -т  аър иф . Агар илдизлар шарти бажарилса, у \олда (4.52) 
\исоблаш методлари тургун дейилади.

Биз туррунликнинг икки хил таърифини келтирдик, бутаъриф- 
ларнинг тенг кучлилигини 7-боб 12-§ да бу ерда царалаётган маса- 
лаларнинг хусусий \оли булган аник,мас интегралларни такрибий 
х,исоблаш коидаси учун курсатган эдик.

Биз бу ерда 2-таърифдан 1-таърифнинг келиб чик,ишини, яъни  
илдизлар шарти бажарилганда (4.52) формула ёрдамида топилган 
такрибий ечим п ->оо да (4.1) тенгламанинг ечимига текис як,инла- 
шишини курсатамиз.

Айтайлик, илдизлар шарти бажарилсин, у \олда

max
I I o</<w-i I I v * (4 65)0<n<jV

булиб, шу билан бирга /г —> 0 да Г  нолдан фарк^и чекли лимитга 
интилади.

Фараз килайлик, e.(i = 0, 1, ... , т  — 1), г  ва а лар учун куйида
ги бах,олар уринли булсин: 1

|е,.| <£(/' = 0, т  -  l);|r;.| <r;|a;| < a ; j = m,N.



Бу ба\оларни ва (4.65) ни >̂ исобга олиб, (4.64) дан куйидаги бато
га эга буламиз:

п-1
|еи| < Ре + hQ^\es\ + T(n -m )(h r + a), (4.66)

s-m

бунда

т  , , т
l + h L Z \ b i \  TL I  |й,.|

Р  =  т Г ~ - ] Щ - ’ Q =  \ -h L% y

j  —__L__
\-ьЩ'

Куриниб турибдики, h —> 0 да Р, Q ва Т  микдорлар чекли ли- 
митларга интилади.

Энди п -  m < Х ~̂ ~ лигини х,исобга олиб ва ушбу

Ре = а ,  ha =  b, T ( h r  + a ) ;Cj p  =  c

белгилашларни киритиб, (4.66) тенгсизликни куйидагича ёзиб ола
миз:

л-1

k l ^ a + 6 Z K I + c ’
s=m

бунда m < п < N. Бу формуладан кетма-кет куйидагиларга эга була
миз:

\ет \<а + с,

\em+\ < a  +  b\em\ + c < a  +  c + b(a +  c) =  {a +  c){\ + b),

К +21 < a  +  c +  b (|Em| + \ея+1 I) < { a  +  c ) ( \+b )2 ,

К +з | < ( a  +  c ) ( i  +  Z>)3

I £n\^(a + c)(i + bT m ■

Барча n ларда zn ни бахрлаш учун юкрридаги бахрни куполрок, к и̂либ 
оламиз:

|еи| < ( а  +  с)(1 +  6 ) "  < ( я  +  с)(1 +  б) * =

X хп ^
=  (a +  c){\ +  hQ)—  <(a + c)ehS ” = (а + с)е&х^ .



max |с I < (а + c)eQ{x~xo).m<n<N v >

Шундай к,илиб, такрибий ечимнинг хатолиги е учун куйидаги те- 
кис батога эга буламиз:

max е <m<n<N п' еР + { г + ^ т ( Х - х „ ) (4.67)

Юк,орида курдикки, илдизлар шарти бажарилса, h -> 0  да Р, Q, 
Гче кли  лимитга интилади. Ш унинг учун хам (4.67) дан курамиз
ки, такрибий ечим аник, ечимга текис интилиши учун

шартлар бажарилиши керак.
Юк,оридаги (4.67) бахо купол, амалиётда татбик,и кам, чунки 

унинг таркибидаги Р, Q, Т микдорларни эффектив равишда ба- 
Холаш к,ийин. Аммо бу бахонинг яхш илик томони шундан ибо
ратки, унинг ёрдамида хисоблаш жараёнининг як,инлашиш шарт- 
ларини аникушш ва як,инлашиш тезлигини сифат жихатидан ба- 
Холаш мумкин. Хусусий холда бу бахо шуни курсатадики, ечим 
изланаётган оралик,нинг узунлиги X  — х0 ортиши билан такрибий 
ечимнинг хатоси тез усади. Бундан ташк,ари, (4.67) бахо шуни 
курсатадики, (4.52) формуланинг хатолиги уч к,исмдан иборат. 
Хатоликнинг биринчи к,исми дастлабки маълумотларнинг хато
лиги билан боглик, булиб, И—> 0 да е нинг рафторига боглик,. 
Одатда, жадвалнинг бош к,исмини куришда кулланадиган алго
ритм шундай танланадики, h кичиклашганда е кичиклашади. Ха- 
тонинг иккинчи к,исми дастлабки дифференциал тенгламани ай
ирмали тенглама билан алмаштиришга б о ти к,, у И ->• 0 да кама- 
яди, чунки  /ьтартибли аппроксимацияга эга булган айирмали 
схемалар учун г =  0(hp).

Нихоят, хатоликнинг учинчи к,исми (4.52) формула ёрдамида 
Хисоблаш хатолигига боглик, булиб, h —> О да °  нинг рафторига 
боглик,. Агар хисоблаш формуласи танланган булса, г  ва /"ларнинг 
h га боглик^иги к,онуни аник, булади. Бизнинг ихтиёримизда И, е, 
а, ларни танлаш кдлади. Уларни оптимал равишда танлаш учун ай- 
рим мулохазаларни айтиш мумкин.

Фараз к,илайлик, хозирча а белгиланган булсин. Биз h ни кич- 
райтириб, хатоликнинг биринчи ва иккинчи к,исмини камайтириш 
хисобидан умумий хатони камайтирамиз. Лекин бу узок,к,а бормай-
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ди, маълум пайтдан бошлаб хато яна усиб боради, чунки h ни 
кичрайтирган сари  ̂ нинг микдори ошиб боради. Ш унинг учун 
х,ам h нинг шундай оптимал к,ийматини топиш мумкинки, бу к,ий- 
матда (4.67) нинг унг томони энг кичик булади. Купол к,илиб айт- 
ганда, бу оптимал к^иймат шунга олиб келадики, хатоликнинг уча- 
ла кисми бир-бирига тенг булиши керак. Агар биз (4.67) нинг унг 
томонини яна ?̂ ам камайтирмок^чи булсак, у ?̂ олда х,исоблаш аник,- 
лиги а ни оширишимиз керак. Агар е = 0(Ит) ва а = 0(/Г) булса, у 
хдлда (4.67) батога кура ^исоблаш жараёни /гтартибдаги тезликда 
аник, ечимга текис як,инлашади.

Ш уни яна бир бор таъкидлаш керакки, (4.67) ба\о як,инла- 
шишни таъминлаши учун (4.52) айирмали метод учун тургунлик 
шартлари бажарилиши керак. Агар бу шартлар бузилса, у \олда h->  О 
да (4.67) тенгсизликнинг унг томони даражали ёки курсаткич функ- 
циядек чексиз усиб боради.

Купинча тургун \исоблаш методлари орасида щ тъий тургун ме
тодлари ажратилади. Бундай методлар учун яна бир кушимча талаб 
куй ил ад и: |я| = 1 айланада факдт битта А. = 1 илдиз ётиши керак. 
Тадкикртлар шуни курсатадики, кэтъий тургун жараёнларнинг яцин- 
лашиш рафтори анча яхши булади.

Юкррида курилган Адамснинг барча методлари кдтъий тургун- 
дир, чунки А (А) = Ат+| -  Г  = 0 характеристик тенглама биргатенг 
булган битта туб илдизга ва нолга тенг булган w-каррали илдизга 
эга.

Айирмали методларни хрсил к,илиш учун бошкдча ёндашиш 
х,ам мумкин.

Мисол учун ушбу
*п Х".

и(х„) = и(х„_2) + J  u'(x)dx = u(xn_2)+  j  f(x ,u )d x
х „ _ 2  хп- 2

тенгликни курайлик. Бундаги интегрални такрибий равишда Симп
сон квадратур формуласи билан алмаштирсак,

У. -  У - г  + + 4 /.-| + Л )  <4 68»

х,исоблаш кридасига эга буламиз. Биз биламизки, бу методнинг 
(Симпсон квадратур формуласининг) крлдик; \ади куйидагига тенг:

гИ= - ~ и ' ’ (4 ) ,х я.2 й 4 ^ х я.



Бу метод учун характеристик тенглама А (Я) = Я2 -  1 = 0 булиб, 
унинг илдизлари Я, = -1 , Я2 =1. Ш унинг учун хам (4.68) метод 
тургун, аммо к,атъий тургун эмас.

Ушбу Эйлер методи

Уп = Уп- 1 + hf„_,

эса к.атъий тургундир.
Биз 7-боб 12-§ да аник,мас интегралларни такрибий хисоблаш 

учун

Уп, 1 = -  4у„ + 5у п , + 2А(/и_, + 2/„)

методни курган эдик. Бу метод учун характеристик тенглама 
Л (А) = Я2 + 4Я - 5  = 0 булиб, унинг илдизлари Я, = -5  ва = 1 эса 
илдизлар шартини ^аноатлантирмайди. Ш унинг учун хам бу ме
тод тургун эмас ва хисоблаш учун ярамайди.

Тургун ва к,атъий тургун такрибий методларнинг фарк,ини яхши 
тушуниш учун бир мисол курамиз. Осонлик билан куриш мум
кинки,

и' = -2м + 1, и(0) = 1 (4.69)

тенгламанинг аник, ечими

и(х:) = 0,5е 2* +0,5 (4.70)

булиб, бу ечим дастлабки шартга нисбатан тургундир, яъни  даст
лабки цийматнинг кичик микдорда узгариши х -ю о д а  ечимнинг 
кичик миедорда узгаришига олиб келади. Х.ак.икатан хам, даст
лабки шартни м(0) = 1 + £ га алмаштирсак, у холда ечим

и(х) = (0,5 + £-)е'2х + 0,5

кури ниш га эга булиб, фак,ат её'2* га узгаради.
Энди (4.1) дифференциал масалага (4.68) Симпсон формуласи- 

ни куллаймиз, у холда

Уп = У п-2 + | {~2Уп - 2  -  , -  2уп + 6), у0 = 1

ёки

„ -  8А „ , 3-2А 2h
Уп 3+2И У"~' 3+2h У"~2 + 3+2И ’ У° ~ (4-71)

формула хосил булади. Бу ерда у0 сифатида дастлабки шартни ола
миз. Аммо (4.71) метод икки кддамли булганлиги сабабли хисобни



бошлаш учун у, нинг кушматини бериш керак. у, н и н г кушмати 
сифатида (4.70) аник, ечимнинг х  = h даги кушматини оламиз, 
яъни

у, = 0,5<?~2* +0,5. (4.72)

Биз (4.71) ва (4.72) ларни бирлаштириб, ушбу

8А 3-2А  1 А

~  3+2А ^и_1 Ъ + 2 к ^ п~2 3+2А ’

у0 =1, у, =0,5е-2* +0,5
(4.73)

айирмали масала ечимининг рафторини текширамиз. Бу масалага 
мос келадиган характеристик тенглама

Я2 + ^ Я - Ь 2А=0 (4.74)
3+2А 3+2А

нинг ечимлари

,  _  -4 А + ^ 9 - 2 А 2 j  _  4A +V 9-2A 2

1 3+2А ’ ^  3+2А '' '

дан иборат. Бундан курамизки, (4.73) га мос келадиган

8А ; 3-2А  

•V" "  3 + 2 А 3+2А -V"~2

бир жинсли тенгламанинг умумий ечими

У„ = С\ К  + сг К

булиб, осонлик билан куриш мумкинки, (4.73) айирмали тенг
ламанинг хусусий ечими Уп ~ \ булади. Ш унинг учун х,ам (4.73) 
айирмали тенгламанинг умумий ечими

Уп ~  + С2^2 + g

булади. Номаълум с, ва с2 коэффициентларни топиш учун дастлаб
ки шартлардан фойдаланамиз:

l i n  i l l  -2 h . 1сх+с2 + -ь =\,с^+с2Х2 + ^ - -е  +--.

Бу тенгламаларни ечиб,



5 20й+(3+2/г)(2+3^2Л) 

12 12V9-2/;2

5 20А+(3+2/|)(2+3<Г2'')

2 12 n h - ih 2

ларни \осил кдламиз. Шундай к,илиб, (4.73) айирмали масаланинг 
ечими

/
9̂-2 h2 ) Г -4/г-л/9-4А+V9-2*z 

3+2 А + С, - 2/?2
\"

V 3+2А У
+ \ (4-75)

булади.
Ечим нинг бу куринишидан унинг п —> со даги рафторини осон

лик билан аниьуташ мумкин. Хак^и^атан \ам, куриниб турибдики, 
\ар к,андай белгиланган етарлича кичик Л >0  учун

0  <  -4/7+V9-2/ ;2 <  . 4h+\l9-2h2 .
3+2h ' 3+2h

Демак, п —» с» да (4.75) даги биринчи \ад нолга интилиб, иккинчиси 
чексизга интилади. (4.69) масаланинг (4.70) аник, ечими оо да 0,5 
га интилади. Равшанки, уп такрибий ечимнинг хатолиги чексизга 
интилади ва (4.73) методнинг (4.69) масалага кулланилиши нотур- 
гундир. Ш уни \ам таъкидлаш керакки, хатоликнинг бундай уси- 
ши яхлитлаш хатолиги билан богликэмас, чунки  (4.75) формула 
уп нинг аник, математик ифодаси булиб, (4.73) формулада ^исоб- 
лаш рационал сонлар устида олиб борилса, ?̂ осил к,илинган к,ий- 
матлар (4.75) формула ёрдамида х,исобланган к,иймат билан устма- 
уст тушиши керак. Бунинг сабаби (4.68) методнинг тургун, аммо 
кдтъий тургун булмаганлигидадир. Айнан мана шу к,атъий тургун- 
ликнинг йук,лиги уп нинг рафторини аниьушйди. Буни куйидагича 
тушунтириш мумкин: (4.73) айирмали тенгламада у„_2, у„ г  у лар 
к,атнашганлиги учун у иккинчи тартибли айирмали тенгламадир, 
ш унинг учун *ам у иккита я," ва Я2я фундаментал ечимга эга. 
(4.73) формула ёрдамида курилган уп кетма-кетлик битта фунда
ментал ечимга эга булган биринчи тартибли дифференциал тенг
лама ечимини аппроксимациялаш макрадида курилади. Дифферен
циал тенгламанинг бу фундаментал ечими Я” кетма-кетлиги би
лан аппроксимацияланади, Я2” кетма-кетлик эса «зарарли» булиб, 
тез нолга интилиши керак. Аммо \ар к,андай h > 0 сон учун 
1*2 1 > 1 булиб, X" нолга интилмасдан, тебраниб чексизга интила-



ди ва нотургунликнинг келиб чик,ишига сабаб булади. Ш\ни таъ 
кидлаш керакки, И —> 0 да ва к2 тургунлик куп\адининг 
илдизларига як,инлашади. Ха^и^атан хам, И -> 0 да (4.74) купхдд 

2̂_ i  _  о куп\адга айланади. Бу ерда цатъий тургунликнинг зарур- 
лиги як^ол куринади. Агар характеристик купхаднинг биттасидан 
ташкдри долган \амма илдизлари абсолют к,иймати билан бирдан 
кичик булса, у холда бу «зарарли» илдизларнинг даражалари айир
мали тенгламанинг ечими булиб, п —> со да нолга интилади ва 
нотургунлик холати пайдо булмайди.

Биз куриб чикдан тургунлик И ->■ 0 даги тургунликдир. Келти
рилган мисол курсатадики, метод тургун, аммо катьий тургун булма- 
са, исталганча кичик h учун нотургунликка олиб келади.

8.4.6. Одций дифференциал тенгламаларнинг к,атгик, системасини 
такрибий ечиш. Олдинги бандда (4.1) Коши масаласини (4.2) айир
мали методлар билан такрибий ечганда тургунлик ва кдтъий тур
гунлик тушунчасини киритган эдик. Бутушунчалар нихоятда уму
мий булиб, улар (4.1) дифференциал масала ва уни аппроксимация 
к,илувчи (4.2) айирмаларнинг куп характерли хоссаларини хисобга 
олмайди. Жумладан, бу тушунчаларда (4.2) айирмали схеманингунг 
томонидаги bv b2, ..., Ьт коэффициентлар х^ч к,андай таъсир курса- 
гаолмайди. Бутушунчалар

т
У п -Ъ ^ У п -, = 0  

/=1

бир жинсли айирмали тенгламанинг барча ечимлари п -»сода чега- 
раланганлигини курсатади, холос.

Фараз килайлик, дифференциал тенглама ечимининг у ёки бу 
узига хос хусусиятлари олдиндан маълум булсин. У  х°лда бу узига 
хос хусусиятлар айирмали тенгламанинг ечимида хам сак,ланиши 
керак.

Айтилган гапларни тавсифлайдиган ушбу Коши масаласини 
курайлик:

du = Аи, х  > 0 , и(0) = и0. (4.76)
dx

Фараз килайлик, X < 0 булсин, у холда тенгламанинг ечими

и(х) = и0вАХ

монотон камаяди, демак, ихтиёрий И > 0 учун
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|u(x  + h)| < |m(jc)| (4.77)

тенгсизликни кдноатлантиради, бу эса и(х) ечимининг туррунлиги- 
ни билдиради.

Табиийки, (4.76) тенгламани аппроксимация цилувчи айирма
ли масаланинг ечими х,ам (4.77) га ухшаш тенгсизликни кдноат- 
лантириши керак. Шу нук^аи назардан (4.76) масалани Эйлер мето
ди билан ечишни курам из:

у и+1 =(1 + Щ у я, п = 0, 1, 2,. 

Бундан куринадики, (4.77) бахр, яъни

к-и|ф„|

(4.78)

(4.79)

тенгсизлик бажарилиши учун |1+АЛ|<1 тенгсизликнинг бажари
лиши зарур ва етарлидир.

У з навбатида, X < 0 \олда бу шарг h кадам учун ушбу

0 < h <
Iя ! (4.80)

чеклашга тенг кучлидир. Шундай к,илиб, (4.78) айирмали метод
(4.80) шарт бажарилгандагина тургундир.

1-т а ър и ф. (4.2) айирмали метод абсолют равишда тургун дейи- 
лади, агар у барча И > 0 учун тургун булса ва шартли равишда тур-
i-ун дейилади, агар у h га нисбатан бирор шарт бажарилганда тургун 
булса.

Бундан куринадики, Эйлер методи шартли равишда ((4.80) шарт 
бажарилганда) тургун экан. Агар |я| етарлича кагта булса, у холда
(4.80) шарт И кдцамга нисбатан к.аттик, шартдир, бундан «кдттик,» 
тенглама атамаси келиб чиркан.

М и с о л . Ушбу

du
dx

-100и+ 100, и (0) = 2 (4 .81) и

Кош и масаласининг аник ечими и (х )  = 
= 1 + exp(-100x) (1-чизма) булиб, лг > 0,05 бул- 
ганла аник, ечим 1 дан учинчи хонасидагмна 
фарк; килади (масалан, «(0 ,0 5 ) = 1 + е '5 =  
= 1,0067).
Айирмали тенгламанинг ечими 

у„ = 1 + (1 — 100 И)"

и(х) =1 +ехр(- 100х)



эса фак,ат |1-100Л|<1 булгандагина аник, ечимни такрибий тасвирлайди, демак, 
h < 0,02 к,аттик, шарт бажарилиши керак. Агар бу шарт бузилса, масалан, h =  0,05 
булса, у *олда уп нинг к,ийматлари: у0 =  2, у, =  - 3 ,  у2 = 17, у3 = - 6 3 , у4 =  257, ... 
булиб, аник, ечим билан \еч к,андай алок,аси булмайди.

Аник, ва такрибий ечимларни так,к,ослаб курамизки, ехр(— ЮОх) ни аппрок
симация к,иладиган такрибий ечимдаги (1 — 100А)" *ад к,адамни йириклаштиришга 
имкон бермайди, аслида эса х  > 0,05 к,ийматларда ехр(— 100х) н и н г ечимдаги 
\иссаси учинчи хонада таъсир к,илади.

Бу мисолдаги факт цаттик, тенгламаларга хос булган умумий вазиятни на- 
мойиш этади: ечимда шундай \ад борки, интеграллаш оралигининг деярли 
Хамма ерида ун и н г \иссаси кичик булиб, бундай тенгламаларни ечиш учун 
мулжалланмаган методларни куллаганда тургунликни саклаш учун h ни кичик 
к,илиб олиб, бу \адни етарлича аник, аппроксимациялаш керак.

Кдгтик, тенгламани ечиш учун мулжалланган методлардан бири 
бу Эйлернинг ошкормас методидир. Уни (4.76) тенгламага кулла- 
сак, куйидаги х,осил булади:

У„+1 = Уп + hXyn+\ (Я < 0 ) .
Бундан

^  ^  (4-82)

тургунлик шартибулиб, ихтиёрий h > 0 лар учун (• -  АА) < 1 
бажарилади. Демак, (4.82) метод абсолют равишда тургун метод- 
дир.

Олдинги бандлардаги оддий дифференциал тенгламаларни сон- 
ли ечиш учун курилган методларни узгаришсиз бундай дифферен
циал тенгламаларнинг системаси

du = Аи (4.83)
ах

ни ечиш учун х,ам куллаш мумкин. Биз аввал m-тартибли А квадрат 
матрицани узгармас элементли матрица деб к,араймиз. Агар А матри- 
цанинг хос сонлари катта тарк,алишга эга булса, у х,олда (4.83) 
системани ечишда кушимча к;ийинчиликлар тугилади.

2-та ър и ф . Узгармас А (т х т )  матрицали (4.83) дифференциал 
тенгламалар системаси цаттищ дейилади, агар RcXk< 0 к = 1 ,2 ,. . . ,  
т  (яъни система Ляпунов буйича асимптотик тургун) ва

max \Rekk \
\<k<m 1
min \ЯеХЛ

\<k<m 1

нисбатан катта булса. Бу ерда s ^аттик^пик сони дейилади.



Агар А матрица л: га боглик, булса, у холда Хк = \(х), к = 1, 2, 
т  булади.
Хар бир х  учун

(4.84)

кдттикушк сонини аник^аш мумкин. Бу холда кдттикдик хоссаси 
интеграллаш оралигинингузунлигига боглик,булиши мумкин.

3 -т  аъриф. Ушбу

система (О, X) интервалда щ тти к, дейилади, агар барча х е ( О Д )  
учун  ReXk(x)< 0, k = 1, 2, ... , т  ва s = sup s (х) сон катта

Амалиётда, агар 5 > 10 булса, система цаттик, саналади, аммо 
кимёвий кинетика, бошкдриш, электр занжирлари ва бошкд ма- 
салаларда s сони 106 ва ундан \ам катта булиши мумкин.

Фараз ^илайлик, (4.83) системанинг А матрицасини Q 'A Q 
$Ьопаш алмаштириш ёрдамида диагонал матрицага келтириш мум
кин булсин. У холда и = Qfi алмаштиришни бажариб, (4.83) сис
тема ушбу

эркли тенгламалар системасига келтирилади (бу ерда Q 'AQ ва А 
матрицалар бир хил хос сонларга эга).

Фараз к,илайлик, т  = 2 ва

булиб, Я, > 0 ,^  > 0 ва Я, »  Я2 булсин. Бу холда (4.85) система 
ушбу

иккита эркли тенгламалар системасига айланади.
Бу тенгламаларни ечиш учун Эйлер методини кулласак,

айирмали тенгламалар хосил булиб, уларнинг
&2п = $2 {х„) ечимлари тургун булиши учун h кддам бир вак,тда

du = А (х)и  
dx v

булса. хе( О. Х)

dr  = Q 'AQdax
(4.85)

(4.86)



икки Я, А < 2, Я ^  < 2 шартни к^ноатлантириши керак. Я , « Я 2 булган- 

лиги учун бу шартлар h < --- чеклашга олиб келади. Бу огир шартдан 

кутулиш макрадида (4.86) системани ечиш учун Эйлернинг ошкор- 
мас методини куллаб, куйидагига эга буламиз:

Q _  })\п д _ bln
■•"+1 “  f+ Ц ’ 2-"+l “  \+k2h

Бу метод ихтиёрий h > О учун тургундир. Ш унинг учун \ам бу 
ерда И цадамни тургунлик нук,таи назаридан эмас, балки аник^ик 
э\тиёжига к,араб танлаш керак.

Умумий чизикуш булмаган тенгламалар системаси учун кдттик,- 
ликтушунчаси юкрридагига ухшаш киритилади.

Фараз кдлайлик, ушбу чизиьуш булмаган тенгламалар системаси 
берилган булсин:

f x = f { x ,u ) ,x >  0, (4.87)

бу ерда

« М  = (и, (х),и2(х),...,и т (х))Т , 

f ( x ,u )  = ( /  (х ,и )/ 2 ( х , и ) , (x ,u ) f  .

Энди (4.87) системанинг бирор ечимини #(х) оркдли белгилай- 
миз ва

орк̂ али элементлари

аа ( х , д ( х ) )  = о/‘^ хУ ) i , j  =

лардан иборат булган матрицани белгилаймиз.
Фараз килайлик, Хк (х) (к = 1 , 2 лар Л(х, #(х)) матрица- 

нинг хос сонлари булиб, ^(х) эса (4.84) тенглик билан аникутан- 
син.

4 -т  а ър  и ф. (4.87) система д(х) ечимда ва берилган (О, А') ин- 
тервалда цаттик, дейилади, агар: ___

1) барча х е ( О Д )  учун ReXk (х ) < 0, k = 1, т\

2) s ~ сони катта булса.
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Мисол сифатида кимёвий кинетиканинг ушбу чизшуш булма
ган масаласини келтирамиз |49):

= -0 ,04м, + 104м2и3,и, (0) = 1,

“  = -0,04м, -  104м2м3 -  3- 107и2, м2 (0) = 0, (4.88)

=  3 ■ 107w|, м, (0 )  =  0 .

Бу тенгламаларни кушиб чик^сак,

ddx = (и, +м2 + «з) = 0 (4.89)

\осил булади, бундан эса м, + м2 + м3 = с ва дастлабки шартлардан 
фойдаланиб, м, + м2 + и3 = 1 ни х,осил кдламиз, Демак, юкрридаги 
системанинг битта интеграли маълум. Ш унинг учун хам у иккинчи 
тартибли системага келтирилади. Бу системанинг (0,100) интервалда 
к.аттиьутик сони 5 ~ 105.

Кдттик.системани ечишга мулжалланган айирмали методларни 
текшириш учун модел тарзида ушбу тенглама кдралади:

fx = Аи, (4.90)

бу ерда X —ихтиёрий комплекс сон. Бу тенглама хдк.ицатан хам 
(4.83) системани моделлаштириши учун уни А матрицанинг барча X 
хос сонлари учун текшириш керак.

Агар (4.2) айирмали методни (4.90) тенглама учун кулласак, у 
куйидаги куринишни олади:

т
^ (а , -  j-ibj )yl!_i = 0, п = т , т  + 1,..., (4.91)
/=о

бу ерда a(j = 1 ва ц = Xh — комплекс параметр. Агар (4.91) тенглама
нинг ечимини уп = q" куринишда изласак, у холда q учун ушбу

т
£ ( ° /  - n bi)4 m~l = °  (4.92)
/=о

характеристик тенгламага эга буламиз.
Биз бу ерда ^аттик, система учун оддий тургунликка нисбатан 

торрок, булган Л-тургунлик тушунчасини куриб чикдмиз.
Аввал куйидаги таърифни келтирамиз:



5-т а ъ р и ф. (4.2) айирмали методнинг тургунлик со\аси деб (4.91) 
методнинг туррунлигини таъминлайдиган /л = Ih  комплекс текис- 
лик барча нуцталарининг тупламига айтилади.

Эйлернинг ошкор методи

учун (4.91) метод

Уп*\ = (' + и )у„, И = ял

куринишга эга булади.

Бу методнинг |1 + (л\̂ < 1 тургунлик шарти р. = цх + in 2 комплекс 
узгарувчи учун + 1) + ^2 < 1 ни билдиради. Бундан куринади- 
ки, бу методнинг тургунлик со^аси маркази (-1 ,0 ) нук,тада булган 
бирлик доирадан иборат.

Эйлернинг ошкормас методи

куринишга эга булиб, унинг тургунлик со\аси маркази (1,0) нук,- 
тада булган бирлик доиранинг таш^и нук^таларидан иборат.

6-т а ъ р и ф. Айирмали метод A-mypfyn дейилади, агар унинг тур
гунлик со^аси Re/л < 0 ярим текисликни уз ичига олса.

Ш уни таъкидлаш керакки, ReX < 0 булганда (4.90) тенглама
нинг ечими асимптотик тургундир. Ш ун ин г учун х,ам /1-тургун 
айирмали метод абсолют равишда тургун булади (барча h > 0 учун 
тургун), агар дастлабки дифференциал тенгламанинг ечими тургун 
булса (чунки Rep = hReX).

Равшанки, Эйлернинг ошкормас методида Л-тургун булиб, ош
кор методида эса /4-тургун эмас.

Бир кддамли иккинчи тартибли айирмали метод сифатида тра
пеция формуласи деб аталувчи

У„+1 =У„ + hf(x„, У)

У„+1 =Уп + ¥ { х я, У^ )

учун (4.91) метод

методни курсатиш мумкин. Бу метод учун (4.91) метод

2 + f.i 
Уп+1 =  2-ц У«



куринишга эга. Куриниб турибдики, 2+А'
2 - Л

< I булиши учун Rep < О

булиши зарур ва етарлидир. Демак, (4.93) метод /1-тургундир.
Кд гти к, си сте м ал ар и и ечишда /1-гургун методлардан фойдаланиш 

макрадга мувофикдир, чунки уларнинг тургунлик шарти И !<;адамга 
боглик^эмас.

Тургунликнинг бошк,а куринишлари, умуман, ^аттицсистема- 
ларни сонли ечиш методлари ^а^ида чукур ва кенг маълумотлар- 
ни [4,5,47] дарсликлардан ва хусусан [13,38,49] монографиялар- 
дан олиш мумкин.

9-боб
ОДДИЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР 

УЧУН ЧЕГАРАВИЙ МАСАЛАЛАР

9.1-§. МАСАЛАНИНГ К У Й И Л И Ш И

9.1.1. Чегаравий шартлар ва чегаравий масала. Фараз килайлик, п - 
тартибли оддий дифференциал тенглама

и(я) = /(х,м ,ы ',...,м (я_1>) (1.1)

берилган булиб, унинг и=и(х) ечимини чекли ёки чексиз [а, Ь\ 
ораликда топиш талаб к,илинсин. Бу ораликда т  та х. ну^таларни 
оламиз:

а < х, < х2 < ... < хт < Ь.

Бу нук,таларда и(х) функция ва унинг и'(х),...,и(" ' )(х) хрсила- 
ларининг к,ийматларини бирор кридага кура богловчи п та тенглама 
х,ам берилган булсин:

/г/(м(х1),м'(х1),...,м<"“|)(х|),...,м(хт ),м'(д:т ),...,м(' ' '|)(хт )) = 0 (1.2)

j  = 1,2,..., п.

Куйидаги масалани к^араймиз: (1.1) тенгламанинг [а, Ь\ оралик,- 
да п та (1.2) шартларни кдноатлантирадиган и(х) ечими топилсин.

Агар т  = 1 (х,=  а) булса, у ^олда Коши масаласига, яъни  (1.1) 
тенгламанинг (1.2) дастлабки шартларни кдноатлантирувчи ечими
ни топиш масаласига келамиз. Агар т  = 2 (jc, = а, х2= Ь) булса, у 
хдлда (1.1), (1.2) масала икки нуцтали ёки чегаравий масала де
йилади. Агар т  > 2 булса, у хрлда (1.1),(1.2) масала т  нуцтали ёки 
куп нуцтали масала дейилади.



Куп нуктали масалага мисол сифатида бир неча таянчларда ётган 
курилиш тусинининг урта чизигини топиш ёки икки нуктада мах,- 
камланган юклатилган эгилувчан ипнингсолкиланиш масалалари- 
ни курсатиш мумкин. Занжирли куприкларни хисоблашда солкила- 
ниш масаласи шунга олиб келади.

Битта дифференциал тенгламага жуда куп чегаравий шартлар 
Куйиш мумкин, у холда улар хар хил чегаравий масалаларга олиб 
келади.

1-м и со л. Ушбу

и" = / ( * ,  и, и')

иккинчи тартибли дифференциал тенглама берилган булсин. Бу ерда (1.2) чега
равий шартларнинг к,уйидаги турт хилини курсатиш мумкин:

1) и ia )=A , и ib)=B\ 2) и' (a)=Ah и' (A)=/?i;l

3) и (а)=А, и’ (* )= В ,; 4) и' (о)=Л,, и ib )= B . }  ( ,3 )

Чегаравий масала ечимининг мавжуд ва ягоналигини текшириш Коши масала- 
синикига нисбатан анча мураккабдир. Чегаравий масаланинг ечими мавжуд 
булмаслиги, ёки ягона ечимга эга булиши, ёхуд чексиз куп ечимга эга булиши 
мумкин.

2-м и с о л. Ушбу

и" + и = О, г/(0) = ы(гг) = 0

чегаравий масала чексиз куп

u(x) = csin х

куринишдаги ечимга эга, бу ерда с — ихтиёрий узгармас сон.
Куйидаги чегаравий масала

и’ + и=  О, и(0) = 0, i/(x0)= l

х0 нук,та 0 < х 0 <7г шартни к,аноатлантирганда ягона

, \ sin X 
и (х )  = — -  

sm х0

ечимга эга булиб, х0 = л булганда умуман ечимга эга эмас.

Биз бундан кейин (1.1), (1.2) чегаравий масаланинг ечими мав
жуд ва ягона деб фараз к,иламиз.

9.1.2. Чизи^ли чегаравий масала. Энди умумий чегаравий масала
нинг мухим хусусий холи булган читали чегаравий масалани кура- 
миз, бу холда (1.1) дифференциал тенглама ва (1.2) чегаравий 
шартлар чизиклидир.

Чизик^ли я-тартибли дифференциал тенглама кулайлик учун, 
одатда, куйидагича ёзилади:



L (u )= f(x ),  (1.4)

бу ерда

L (u ) = р0 (х)и(п) + р{ (х)м("_1) +... + рп (х)и

булиб, f ( x ) ,p i (х) (/ = 0,и| функциялар купинча берилган [а, b] 
ораликда узлуксиз функциялар деб кдралади.

Соддалик учун (1.2) чегаравий шартда [а, b] оралик.нингх, = а 
ва х2 = b четки нук^алари кирган деб кдраймиз. Агар чегаравий шартлар 
куйидаги куринишга эга булса

Г д {и) = уд (& = \,2,...,п), (1.5)

улар чизицли дейилади, бу ерда

г ь (“ ) = £  [аъ,ки[к) И  + Р ъ / к) (*)]
*=0

ва у§ , а9к , р%к берилган сонлар булиб, барча •& = 1 ,2 , ..., п учун

У'. (|а8.«:| + \Pt,k I) *  ^
*=0

шарт бажарилиши керак.
Чизиьуш чегаравий шартлар сифатида (1.3) шартларни олиш 

мумкин, чунки уларни

а0и(я) + а,и'(а) = у, р0и(Ь) + р,и'(Ь) = у,

куринишда ёза оламиз. Ха^и^атан \ам, бу ерда

«о = А> = 1. У = А  « , = А = 0, у, = В

ва к. деб олсак, 1-мисолдаги шартлар келиб чик,ади.
Ушбу

и(а) = и(Ь), и'(а) = и'(Ь)
даврийлик шартини \ам чизик,™ чегаравий шартлар деб цараш мум
кин.

Агар [а, b] ораликда / ( х )  = 0 булса, дифференциал тенглама 
бир жинсли дейилади, акс хрлда у бир жинсли эмас дейилади; агар 
барча у̂  = 0 (§ = 1, 2, ..., п) булса, чегаравий шартлар бир жинсли 
дейилади, акс ^олда улар бир жинсли эмас дейилади; агар диффе-
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ренциал тенглама ва чегаравий шартлар бир жинсли булса, чегара
вий масала бир жинсли дейилади.

Бир жинсли масала \ар доим и(х) = 0 тривиал ечимга эга. Аммо 
куп лолларда бу масаланинг \ар доим \ам мавжуд булавермайди- 
ган нотривиал ечими катта а^амиятга эга. Ш унинг учун \ам L(u) = О 
дифференциал тенгламага ёки Г  (и) = 0 чегаравий шартларга Я 
параметр киритилади ва бу параметрни узгартириб, шунга эриши- 
ладики, Я нинг айрим к^ийматларида чегаравий масала ечимга эга 
булади. Параметрнинг бу к,ийматлари масаланинг хос сонлари, уларга 
мос келадиган нотривиал ечимлар масаланинг хос фунщиягари дейи
лади.

9.1.3. Дифференциал тенгламалар системаси учун чегаравий ма
сала. Фараз к^илайлик, [а, b] ораликда чизиьуга оддий дифференци
ал тенгламалар системаси берилган булсин:

и[ + рп (х)щ + рп (х)и2 +... + ры (х)ип = / { (х), 

и\ + р2х(х)их +р22{х)и2 + ... + р2п(х)и„ = / 2 (х ),

<  + Р„\ (■*)«! + Рп2 (х )и2 + ■■■ + Рпп (Х) “п = fn (*),.

бу ерда p ix )  ва f.(x) лар [а, b] ораликда узлуксиз функциялар. 
Килайлик учун ушбу

A (x) = [ P ij(x)\,

} { х )  = [A { x ) , f 2 (x),...,f„  ( х ) ]Г ,

*г(х) = [и, (x),u 2(x),...,un( x ) J

матрица ва векторларни киритамиз, бу ерда Т — транспонирлашни 
билдиради. Бу белгилашларда (1.6) системани ушбу

й' + А (х)й = / ( х )  (1.7)

вектор куринишда ёзиш мумкин.
Фараз килайлик, (1.7) системанинг ечимлари куйидаги кури

нишда берилган чегаравий шартларни цаноатлантирсин:

ак й (хк ) = ук, 1 < к < т ,  т  > 2, (1.8)



маълум матрица ва вектор булиб,

т
= п, а < х, < х 2 < ... < хт =Ь.

к =1

Табиийки, (1.6), (1.7) чегаравий масала ягона ечимга эга були- 
шига умид кдлиш учун барча к учун (1.8) чизик^пи комбинациялар 
чизик^и эркли булиши керак. Ш унинг учун хам а* матрицанинг 
ранги sk га тенг деб фараз кдламиз. Бу шартни унга тенг кучли булган

куринишга эга булади ва одатда, x t = а, х2 = b деб олинади.
Ш уни \ам таъкидлаш керакки, я-тартибли чизик^и оддий диф

ференциал тенглама учун (1.1), (1.2) чегаравий масалани узгарув- 
чиларни алмаштириш ёрдамида (1.6), (1.7) куринишда ёзиш мум
кин.

9.2-§. И К К И Н Ч И  ТА Р ТИ Б Л И  Ч И З И К ^ И  Ч Е ГА Р А В И Й  
МАСАЛАНИ КО Ш И  МАСАЛАСИГА К Е Л Т И Р И Ш

Фараз к^илайлик, [а, 6]ораликда

deta/as ф 0, s = 1,2,...,т

шарт билан алмаштирамиз.
Агар т  = 2 булса, у холда чегаравий шарт

(1.9)

^ и ( х ]) = у1,а^ й(х2) = у2

и" + р(х)и' + q{x)u  = f ( x ) (2 . 1)

дифференциал тенглама берилган булиб, унинг 

а0и(а) + ахи'(а) = А,

Pou{b) + P\U'(b) = В, |
(2 .2)
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чегаравий шартларни к,аноатлантирадиган ечимини топиш талаб 
кдлинсин.

Ечимни
u - c y  +  z  (2.3)

куринишда излаймиз, бунда с — узгармас сон, у = jy(x) ечим (2.1) 
тенгламага мос келадиган

у" + p (x)y ' + q(x)u  = 0 (2.4)

бир жинсли тенгламанинг нолдан фарьуш ечими булиб, z  -  г(х) эса

z" + p (x )z ' + q {x)z = f { x )  (2.5)

тенгламанинг к^ндайдир ечими булсин. Равшанки, ихтиёрий с учун
(2.3) формула билан анивутнган и -  и(х) ечим (2.1) тенгламанинг 
ечими булади. Ихтиёрий с учун (2.2) чегаравий шартнинг биринчи- 
си бажарилишини талаб кдламиз, у ^олда

сайу(а) + айг(а) + саху'(а) + ах£(а) = А

ёки

[a0y(a) + aly'(a)]c + a0z(a) + a1z'(a) = А (2.6)

хрсил булади. Бу тенглик барча с ларда бажарилиши учун с олдидаги 
коэффициент нолга айланиши зарур ва етарлидир, яъни  куйидаги 
тенгликлар бажарилиши керак:

а0у (а) + щу'(а) = О, (2.7)

a0z(a) + axz'{a) = А. (2.8)

Агар ихтиёрий с 0 учун

у(а) = ахс, у'(а) = -а 0с (2-9)

деб олсак, у ^олда (2.7) тенглик бажарилади, (2.8) тенгликни 
таъминлаш учун а0 *  О булганда

Z (a) = ± , z '( a )  = 0 (2.10)

ва а, *  0 булганда

деб олиш мумкин.

«О

(2.11)



Шундай кдлиб, у = у(х) бир жинсли (2.4) тенгламанинг (2.9) 
дастлабки шартларни кдноатлантирадиган Коши масаласининг ечи
ми булиб, z = z(x) эса (2.10) ёки чегаравий шартларни кдноатлан- 
тирадиган (2.5) тенглама учун Коши масаласининг ечимидир. Ш у 
билан бирга и = су + z функция ихтиёрий с учун х  = а нуктада 
чегаравий шартларни кдноатлантиради.

Энди с узгармасни шундай танлаймизки, и = и(х) функция х  = b 
нуктада (2.2) чегаравий шартни кдноатлантирсин, яъни

[Ру(Ь) + р1у'(Ь)]с + pQz(b) + P,z'(b) = В,

бундан
С =  B ~ ^ { b ) - P \ Z ' { b )

Poy(b)+P iy '(b)

келиб чикдди. Бу ерда

РоУ{Ь) + Р У ( Ь ) ± 0  (2.12)

шарт бажарилади, деб фараз к,илинади.
Шундай к,илиб, (2.1), (2.2) чегаравий масала иккита _у(х) ва 

z(x) функция учун иккита Коши масалаларига келтирилди.

1 -э с л а т м а . Агар (2.12) шарг бажарилса, у \олда (2 .1), (2.2) чегаравий 
масала ягона ечимга эга булади. Акс \олда бу масала ё умуман ечимга эга эмас, 
ёки чексиз куп ечимга эга булади.

2 -э с л а т м а . Агар (2.1) тенглама бир жинсли, яъни / ( х ) э 0  булиб, А =  0 
булса, у *олда (2.10) ва (2.11) шартларга кура z(a) =  0 ва z'(a) = 0 ,  демак, 
г ( х ) з 0  келиб чик,ади. Ш унинг учун *ам и =  су{х) булиб, и (х)  функция (2.9) 
бошлангич шартни каноатлантирадиган (2.4) тенгламанинг ечимидир. Бу \олда

в
с ------------------

Роу{ь)+ Р{у'(ь)

булади.

9.3-§. Ч ЕК Л И -А Й И РМ А Л И  М ЕТО Д  ЁРД АМ ИДА И К К И Н Ч И  
ТА Р ТИ Б Л И  Ч Е ГА Р А В И Й  МАСАЛАНИ Е Ч И Ш

9.3Л. Чекли-айирмали метод гояси. Фараз килайлик, а < х  < b 
ораликда

L(u) = u' + p(x)u'  + q(x)u = f ( x )  (3.1)

дифференциал тенглама ва



p0u(b) + p y  (b) = y2, \p0\ + |/3,| ф 0 (3.3)

чегаравий шартлар берилган булиб, бу чегаравий масала ягона 
ечимга эга булсин.

Каралаётган [а, Ь] орали^ни тугунлар деб аталувчи

x i = а + ih { i = 0,1,..., N; h = (b - а)/ N ) (3.4)

нук т̂алар ёрдамида Л т̂а тенг булакларга булиб, тур \осил к^иламиз. 
Хар бир тугунда (3.1) — (3.3) лардаги хосилаларни сонли диффе- 
ренциаллаш формулалари буйича функциянинг айрим нук,талар- 
даги кийматларининг чизшуш комбинацияси оркали ифодалай- 
миз. Натижада / = 1,2, ..., /V— 1 \олда и(х.) ларни топиш учун N—1 та 
тенгламага эга буламиз.

Агар булар билан чегаравий шартлардан (/ = 0 ва / =  N) келиб 
чикддиган тенгламаларни х,ам бирлаштирсак, у \олда м(х0), и(х,), 
..., u(xN) га нисбатан N +  1 та тенгламалардан иборат системага эга 
буламиз.

Чекли-айирмали методни куллаганда куйидаги масаталар ечили- 
ши керак:

1) сонли дифференциаллаш формулаларини шундай танлаш ке
ракки, улар хрсилани яхши як,инлаштирсин ва бу формулада функ
циянинг тугун нукталаридаги к,ийматлари кдтнашсин;

2) хрсил булган система ечимининг мавжудлиги текширилсин;
3) бу системани ечиш методи курсатилсин;
4) хрсил булган натижанинг аникдиги бахщансин.
9.3.2. Оддий дифференциал тенглама ва чегаравий шартларни 

алгебраик тенгламалар системаси билан алмаштириш. Биз бу ерда 
[а, Ь\ ораликда (3.4) тугун ну^таларни танлаб, (3.1) дифференциал 
тенгламани фак,ат ички тугунларда караймиз, яъни х  -  х. (/' = 1, 2, 
..., N — 1) ва (3.2) — (3.3) чегаравий шартларни эса мос равишда 
х 0 = а ва x N = b нукталарда кдраймиз; (3.1) тенгламада х  =  х  деб ола
миз:

и" (х ,) + р (х ,) и' (х,.) + q (х, ) и (х ,) = /  (х ,), (3.5)

I = 1, 2,..., N- 1

ва бунда к,атнашадиган м'(х,) ва и"(х,)ларни и(х) функциянинг 
х. ,, х г х /+| ну^талардаги к,иймати, яъни м(х(._,), м(х), м(хж ) ор- 
к,али ифодалаймиз. Бунинг учун х (. нук,та атрофида и = и(х) функ
ция \а, Ь\ ораликда туртинчи тартибли узлуксиз х,осилага эга деб 
фараз килиб, и(хм) ва u{xj+i) функцияларнинг Тейлор формуласи



буйича ёйилмасини ёзамиз (крлдик, ^адни эса Лагранж формасида 
оламиз):

и(хм ) = и(х,) + f! и '(х,)+  и '(х,) + J  ия (х ,) + 

+ и'1 (а'( + Oh), 0 < в < 1,

и { х 1 - \ )  =  м( х / ) _ ]| М,( х / ) +  2! u " { x i ) ~ J \  u ”' ( x i )  +  

+ 4 , U' V (х< 0  < 0 ! < *■

Бу формулалардан куйидагиларга эга буламиз: 

- {-Xi+>)~l,{Xi) = и'(х,) + 0(h),

^ y ^ l  =  u ' ( X i ) + 0(h),

! Щ ^ А  = и’(х1) + 0(h2).

(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.9) 

(3.10)

Бу ифодаларнинг чап томони мос равишда унгх^осила, чап коси
ла ва марказий косила дейилади. Шунгаухшаш u”(Xj) учун куйида
ги симметрик ифодага эга буламиз:

(З.М)

Энди (3.5) тенгликда м'(х,) ва м’ (х,.) ларнинг урнига (3.10), 
(3.11) ларни куйиб ва ни унг томонга утказиб, куйидагини
^осил кдламиз:

и(х/+,)-2и(х, )+«(*,_,) , / чи(х,ч,
h7 + P\xi) Yh +

+ ? (*,> (*,■ ) = / ( * / )  + 0(А2)

(3.12)

еки

1 -  \ р (х ,)] и (X,..,) -  [2 -  h2q (х ,)] и (х ,) + [ 1 + h2 p (х ,)] и (х/т|) =

= h2p(xi ) + 0{h4), (3.13)

/=  1, 2, ..., N-\.



Шунга ухшаш (3.8), (3.9) лардан фойдаланиб, (3.2), (3.3) чега
равий шартлар учун куйидагиларга эга буламиз:

(a0h - a i )u(xQ) + alu(xl ) = Иу{ +0(/г2), (3.14)

-p ]u (xN_l ) + (j3l +hp0)u (xN) = hy2 +0(h2). (3.15)

Энди (3.13) — (3.15) ларнинг унг томонида О (И4) ва О (И2) крл- 
дик^адларни ташлаб юборамиз, натижада

1 -  2- Р О, )J У,а -  [ 2 -  h2q ( х ,)] у, + р 5 Р (*/)

= h2f ( X j ) ,  / = 1 ,2 , . . . ,N -  1, 

(а0/ / -а ,)у 0 +а,у, = /г/,,

~Р\Уп-\ + (А  +hPo)yN = hYi

Ум =

(3.16)

(3.17)

(3.18)

Х.ОСИЛ булади.
Бу ерда у оркдли и(х.) нинг такрибий киймати белгиланган. 

Кейинчалик кулай булиши учун куйидаги белгилашларни кири
тамиз:

h / \ ^ ,л _ / __ \ п 1 . h
Л  = 1 -  §/>(*/)’ С/ = 2 - h^{X;) ,  В, = 1 + 2 />(х,),

X -  » - >,7] _  А j) -  
1 a i- / ia 0 ’ 1 /lag-ai ’ 2 P i + h f i o ’ 2 А+ОД)

(3.19)

Бу белгилашларда (3.16) — (3.18) системани куйидагича ёзиб 
оламиз:

ДУ/-1 -  С;У, + %Ум = h'fn
y0 = x ]yi +d  |, > (3.20)

УЫ = Х2Ум-\+^2-

Бу системанинг матрицаси уч диагоналли булиб, куйидаги кури
нишга эга:

1 0 . . .  0 0 0

А -С, в , . .  0 0 0

0 0 0 •• -^лм ~ CN - 1 V
0 0 0 . . .  0 х2 1



Ш уни таъкидлаш керакки, (3.16) ифода дифференциал тенглама
ни 0(й2) хатолик билан, (3.17) ва (3.18) лар эса чегаравий шартлар
ни 0(h) хатолик билан алмаштиради. Куриниб турибдики, диффе
ренциал тенглама чегаравий шартларга нисбатан каттарок аник^ик- 
да алмаштирилади. Бундай аникутик мак.садга мувофик, булмай 
крлиши мумкин, у холда и'(а) ва w'(Z>) аникрок, формулалар билан 
алмаштирилади (5-боб 16-§ га к,.):

« ' (х« ) = j h [-Зи  (х0) + Аи ( х , ) -  и(х2)] + ^  ит (§)

ва

U (XA') = Yh [ W tJCA'-2 ) ~ ^U{XN-\) + 3w (% )] + * « ”'(<?)•

Умуман олганда, кушимча х._2, х.+2, х _ 3, х +3ва к. тугунларда 
и(х) функциянинг к^ийматини олиб, чегаравий масалани каттарок, 
аниьушкда алмаштириш мумкин. Аммо бу алгебраик системани му- 
раккаблаштириб юборади, табиийки, бундай системани сонли ечиш 
хам огир масалага айланади. Ш унинг учун хам хисоблаш амалиётида 
шундай системалар кдраладики, уларнинганик^иги катта булмаса 
Хам куриниши содда булиши керак. Аник^икни ошириш учун h 
кичикрок, кдпиб олинади. Ш у сабабларга кура, купинча (3.1) —
(3.3) чегаравий масалани ечиш учун (3.20) куринишдаги система 
олинади.

9.3.3. Максимум (принципи) ва уни чекли-айирмали тенгламалар 
системаси ечимининг мавжудлигини текширишга куллаш. Олдинги 
банддаги (3.20) система ечимининг мавжудлигини курсатиш учун 
салмоьуш бош диагоналга эга булган матрицалар хак>идаги леммани 
куллаш мумкин (б-боб 9-§ га к,.). Аммо биз бу ерда бошкдча иш 
тутамиз. Аввало, максимум (принципи) хак,идаги леммани келтира
миз. Бу принципнинг кулланиш доираси анча кенг, у нафакдт од- 
дий ва хусусий хосилали дифференциал тенгламаларни ечиш нати- 
жасида хосил буладиган (3.20) куринишдаги системани текшириш 
учун, балки бу методларнинг я^инлашишини текшириш ва хатоси- 
ни бахолаш учун хам ишлатилади.

Фараз к,илайлик, куйидаги икки шарт бажарилган булсин:

1} (3.21)

2) q(x) < 0, a < x < b .  (3.22)

Бу шартлар А., В., С коэффициентларнинг мусбатлигини таъ
минлайди.



Кейинги мулохазаларни содцалаштириш мак,садида (3.2) — (3.3) 
чегаравий шартларда а, = Д = 0 деб оламиз, у х,олда х, = х 2 = О 
булиб, (3.20) система куйидаги куринишга эга булади:

Бу система ечимининг мавжудлигини курсатиш учун бунга мос 
келадиган

Ду,-1 -  С;У, + в ,У,л = 0, ‘ = >,N -  1,Уо = 0 <3-24)

бир жинсли система факдт у0 = у{ = ... = yN = 0 тривиал ечимга эга 
эканлигини курсатишимиз керак, чунки бу холда (3.24) система
нинг детерминанта

- Q Я, 0 . .  0 0 0

А в2 . .  0 0 0

0 0 0 An-2 ~Cn- 2 Яд-2
0 0 0 . .  0 An-\ ~Cn-\

нолдан фаркуш булади. Аммо бу детерминант (3.23) системанинг 
Хам детерминанта булиб, D ^ 0 тенгсизлик бу система ечимининг 
мавжуд ва ягоналигини таъминлайди.

Фараз к,илайлик, кдндайдир Zq, Z v  ■■■, ^сонлар берилган булиб, 
Z; ^  const булсин. Ушбу айирмали операторни киритамиз:

л  (г,) = -C,z, + Вл + „ i = 1,2,..., N  + 1.

1-лемма (максимум принципи). Агар (3.21), (3.22) шартлар ба
жарилса ва /'= 1, 2, ..., N — 1 учун

А (г/)> 0 ( А ( г /)< 0 )

булса, у холда г,,, г,, г^сонлар орасида zi) ёки г^энг катта мусбат 
к,ийматга (энг кичик манфий к,ийматга) эга булиши мумкин.

И  с б о т  и. Айтайлик,

(3.23)

А (г,-) > о,/ = 1,2,..., N  -  1



тенгсизликлар уринли булсин. Тескарисини фараз киламиз, айтай- 
л и к , zi лар у зи н и н г энг катта мусбат киймати М ни i  = к 
(1 < к < N -  1) булганда к,абул килсин, яън и  = Zk =  М

булиб, г ^ ё к и  zk_ { сонларнинг \еч булмаганда бирортаси М  дан 
кичик булсин. У  х,олда

Л Ы =  Л г *_1 -C kzk + Bkzk l, =

^~ 2 Р (Хк) ~ [ 2 _ h2q(x k)] М + 1 + 2 р(хк)

Х~ Н2 Р М  М -  [ l - h 2q(xk)\M + 1 + h2 p(xk) 

h2q(xk)M  < О,

чунки лемма шартига кура Ак, Вк, Ск коэффициентлар мусбат булиб, 
Z k+t ёки zk.4 сонлардан х,еч булмаганда бири М дан кичик. Демак, 
А (г*) < 0. Бу эса лемма шартига зиддир. Бундан эсабизнингфара- 
зимизнинг нотугрилиги ва энг катта мусбат к,иймат факдт г, ёки 
£vб у л и ш и  мумкинлиги келиб чикади. Лемманингтасдиги А (г, )  ̂ 0 
учун \ам худди шунга ухшаш исботланади. Энди (3.24) системанинг 
факдт тривиал ечимга эга эканлигини курсатамиз. Яна тескарисини 
фараз к^илиб, бу система нолдан фаркди ечимга эга деб ^исоблай- 
миз, яъни уг у2, ..., yN_t сонларнинг орасида \еч булмаганда биттаси 
нолдан фаркди булсин. Бу ерда х,ам (3.21), (3.22) шартлар бажарил- 
ган деб фараз кдламиз ва бундан ташк,ари, барча /' = 1 ,2 , ..., N— 1 
учун Л (у, ) = 0 тенгликлар уринлилигини ^исобга оламиз. Ш унинг 
учун \ам лемманинг тасдигига кура у. сонларнинг энг катта мусбат 
к,иймати (энг кичик манфий циймати) фак^ат  ̂ ваул, булиши мум
кин. Пекин уй -  yN = 0, демак, уу у2, ..., yN_t лар нолга тенг булиши 
керак. Шундай к^илиб, (3.24) система фацат тривиал ечимга эга 
булиб, (3.23) система ягона ечимга эга.

9.3.4. Айирмали \айдаш методи ва унинг тургунлиги. Биз 4-бобда 
умумий куринишдаги матрицага эга булган /V-тартибли системани 
Гаусснинг номаълумларни йукотиш методи билан ечишда 0(ЛЧ) 
микдорда арифметик амаллар бажарилишини курган эдик. Агар мат- 
рицаси уч диагоналдан иборат булган (3.20) системани ечишда Га
усс методи буйича тузилган стандарт дастурга мурожаат цилсак, 
ЭХМ  0(N3) микдорда амал бажаради. Аммо (3.20) системада нолдан 
фаркди элементларнинг микдори 0(/V). Ш унинг учун \ам О(УУ’) мик,- 
дордаги амалдан 0(N) таси мазмундор амал булиб, кдлган О(А )̂ 
таси мазмунсиз амалдир, чунки улар нолни бирор сонга купайтириш 
(булиш) ва нолни нолга кушиш (айириш) дан иборат. Демак, (3.20) 
системани Гаусс методи буйича тузилган стандарт дастур ёрдамида



ечиш орти^ча амал бажаришга олиб келиб, мак,садга мувофик, 
булмайди.

Утган асрнинг эллигинчи йилларида бу нук,сондан кутулиш 
мак,садида уч диагоналли матрицага эга булган чизиьуш алгебраик 
тенгламалар системасини ечиш учун Гаусс методининг шундай 
варианти ишлаб чикдлдики, у матрицанинг фак,ат нолдан фарк,- 
ли элементлари устида амал бажаради. Бу вариант %айдаш методи 
деган ном олди. Хайдаш методида арифметик амалларнинг сони 
О(N) га тенг. Хозирги ва^тда хайдаш методининг узи хилма-хил 
вариантларга эга ва улар хилма-хил масалаларни ечишга мулжал- 
ланган [46 ].

Шундай кдлиб,

4 У /-1 -  С;У< + В1Ум = h2fi> ‘ = 1,2,..., УУ -  I (3.25)

айирмали тенгламалар системаси ва

yv = x ,J i + 0 ,, yN = x2yNA + д 2 (3.26)

чегаравий шартлар берилган булсин. Бу ерда А., В., Сг /Р х {, х2, , 

берилган сонлар. Биз (3.25) системанинг ечимини куйидаги

Уи 1 = « / +|Л + Рм, / = 0 , 1 А^-1 (3.27)

куринишда излаймиз, бу ерда ам ва Д +1 хозирча номаълум сонлар.
(3.27) тенгликдан куйидагиларга эга буламиз:

У! = а>У>-1 +  Рп 

Ум = амУ/ +  Рм =  а>амУм +  амР / +  Рм-

Бу ифодаларни (3.25) тенгламага куйсак,

[А, -а,. (С,. -  В,ам )]у,_, + [/3,. (5 Л+| -  С,.) + В,рм -  h2f t~\ = О 

келиб чикдди. Куриниб турибдики, агар

Д -  a, [Ci -  В,ххм ) = 0, р. ( Вр м -С ,)+  В,рм = h1

тенгликлар бажарилса, у холда (3.25) тенглик уринли булади.
Шундай к,илиб, а ва Д. ларни топиш учун ушбу рекуррент фор- 

мулаларга эга буламиз:



aN ва /З^микдорларни эса (3.26) чегаравий шартдан ва (3.27) те нг- 
ликда / = 7V — 1 булганда \осил к,иламиз:

(3.27) формула ёрдамида хисоблашни бажариш учун у0 нинг к,иймати- 
ни топиш керак, бу эса (3.26) чегаравий шартдан ва (3.27) тенгликдан 
/ = 0 булганда хрсил булади:

Шундай к,илиб, (3.25) — (3.26) чегаравий масаланинг аник, ечи
мини топиш учун ушбу %айдаш методи деб аталувчи алгоритмга эга 
буламиз:

Бу ерда у. лар чегаранинг чап нуктасидан бошлаб кетма-кет то 
пилади, шунинг учун хам (3.28) формулалар напдан х,айдаш форму- 
лалари дейилади. Шунга ухшаш унгдан %айдаш формулаларини хам 
чи^ариш мумкин:

Айрим холларда чапдан ва унгдан хайдаш методларининг комби- 
нациясини олиб, к,арама-щрши щйдаш методи деб аталувчи метод- 
ни ишлатиш маъкулдир.

1-м а ш к,. (3.29) унгдан ^айдаш формулалари исботлансин.

Агар а коэффициентлар модули билан бирдан кичик булса, у 
Холда (3.28) щйдовчи формулалар тур/ун деб аталади.

aN ~ Х2’ Pn — & 2 ■

'  C i ~ B ia i +1 
/ = 1,2,..., jV — 1;

° N  =  X 2 ’ P n  =  ^ 2 ’

Ум = “ /,iП + Р м ’ i  = 0,\,...,N  -1 , 

.Vo = (#i + x , a , ) / ( l - x , a , ) .

(3.28)

£ l =  X , ,  77, =  #|,

У1=$м Ум +г1м1 / = 0 ,1 ,...,/V -1 ; 

Ук ~ {ft2 + X24n )/  0  — X2%N ) ‘

(3.29)



Бундай хрлда (3.27) рекуррент формулалар буйича ^исоблаш олиб 
борилганда келиб чикддиган яхлитлаш хатоликлари усмайди. 

Те ор е м а . Агар куйидаги шарпыар

Д > 0, Bi > О, С,. > Д  + / = 1,2,..., N - l ;  
О < х , , х2 < 1

(3.30)

бажаршса, у у;олда х,айдашни бажариш мумкин ва у тургун булади.
И  с б о т  и. Хдкикдтан х,ам, 0 < aN = х2 < 1 эканлиги теорема шар- 

тидан келиб чикади. Фараз килайлик, 0 < аых < 1 булсин, у \олда

булади, чунки сурат ва махражнинг хддлари мусбат булиб, махраж 
суратдан катта. Шундай кил и б, барча / = 1 ,2 ,..., N -1  учун 0 < а, < 1. 
Энди 0 < х, < 1 шарт 0 < а, <1 шарт билан биргау0ни аниклайди- 
ган формулада махражнинг нолдан фарклилигини таъминлайди. 
Ш уни исбот к,илиш керак эди.

Э с л а т м а . Ш уни \ам таъкидлаш керакки, х  га куйилган шартларни юм- 
шатиш мумкин. Масалан, агар (3.30) шартлар урнига ушбу

шартлар бажарилса, у холда теореманинг тасдиги уринлилигича крлади.

2-м a in к,. (3.31) шартлар бажарилганда \айдаш методининг тургунлиги ис- 
ботлансин.

3-м a in к,. (3.32) шартлар бажарилганда ,\айдаш методининг тургунлиги курса- 
тилсин.

9.3.5. Чекли-айирмали методнинг якинлашиши. Асосий роя ту - 
шунарли булиши учун чегаравий шарти энг содда булган ушбу 
чегаравий масалани кдраймиз:

Aj > 0, 5,. > 0, С, > А + Вг  С,- Ф А, + й,

0 < х ,, х2 <1
(3.31)

еки

х, + х-, < 2
(3.32)

L(u) = и" + р(х)и' + q(x)u = / ( х ) ,  

и(а) = у,,  и(Ь) = у2.



Олдингидек фараз кдлайлик, и(х) ечим [а, Ь\ да туртинчи тар
тибли узлуксиз хосилага эга булсин. У  холда (3.6), (3.7) формула- 
лардан

+ » ,* ) . !» ,1 < 1

хосил булади. Энди 9.3.3 дагидек

- c iZi + BiZM

деб оламиз, бу ерда А., С, В. коэффициентлар (3.19) формулалар 
билан аникданади.

Фараз кдлайлик, и(х) — чегаравий масаланинг изланаётган ечи
ми булсин. У  холда юкрридаги ифодаларни (3.12) га куйсак,

“ 2 А ( « ( х , . ) )  =  / +  /?, (3 .34 )

Хосил булади, бу ерда f . - f  (х),

= п  [ и'У + eh^+ 2P ( x<)u"'(xi + 0|Л)].

Аммо А., С, В. коэффициентлар f. ни яхлитлаш билан \исоблана- 
ди, шунинг учун хам реал хисобланадиган у. лар урнига yt такри- 
бий к,ийматлар

2̂ А (^ ) = f i - a „  / = 1,2,...,/V- 1, (3.35)

Уо = X i, Уы = У2

муносабатларни к,аноатлантиради, бу ерда а яхлитлаш хисобидан 
Хосил булган хатолик. Ечимнинг аник, к,иймати билан унинг такри
бий к,иймати орасидаги фарк,ни

£, = и {х ,) -у ,

деб белгилаймиз, |е, | ни бахолаймиз ва к,айси холларда якднлаши- 
шини аниьутаймиз. Энди (3.34), (3.35) формулалардан фойдаланиб, 
£, ни анинуташ учун



A { s l ) = h2( R , + a i ) , i  = l ,2 , . . . ,N-l ,  ^  ^

е0 — n̂ ~~ ^

системага эга буламиз.
Биз |е,| ни бах,олаш учун шундай V.(x) функция «.урамизки, у 

|е,.| учун мажоранта булсин, яъни

|£,.|<К(х,.) , V ( х ) > 0 .

Мажоранта куриш учун куйидаги леммадан фойдаланамиз: Фа
раз к,илайлик, t0, ..., tN, ва Т0, Т х, ..., T N( T >  0) кдндайдир сонлар 
булсин.

Лем м а (мажоранта хасида). Фараз килайлик, куйидаги шарт
лар бажарилсин:

1) ^шах|р(х)| < 1;

2 ) < ? (х )< 0 ;

3) А (7 ])^ - | А (/ <)|,1 =  1>2 ,. . . ,^ - 1 ;

4) 1*0 | — 0̂’ |*jv| — TN-

У хрлда
\t\<Tn i = 1,2,...,N —I.

И  с б о т  и. Ушбу t. + Т  йигиндини кдраймиз. Лемманинг учинчи 
шартига кура

л(/,. + 7;) = л(/,.)+л(7;)<о.

Максимум принципи хдкддаги леммага кура t. + Т  сонлар ораси
да энг кичик манфий к^ийматни t0 + Т0 ёки tN+ Г^к.абул к,илиши 
мумкин. Лемманинг туртинчи шартига кура бу сонлар манфий эмас, 
демак, барча / учун t. + Т. > 0. Шунга ухшаш Г  — t.> 0 эканлигини 
курсатиш мумкин. Охирги иккита тенгсизлик курсатадики, 
- T t <t, <7  ̂ ёки |/, | < Т). Лемма исботланди.

Энди ёрдамчи масалани кдраймиз:

L ( u ) ° V '  +  p ( x ) V '  + q { x ) V  =  - 1,

V (о) = 0, V(b) = 0

ва унинг ечимини ^ (х)деб белгилаймиз. Барча а < х < Ь  учун 
V (х) > 0  эканлигини курсатамиз. Хакикдтан хдм, агар (а, b) да



V (х ) < 0 тенгсизликни к^аноатлантирадиган нук.талар топилса, у 
\олда V(x) функция [а, Ь] да узлуксиз булганлиги учун шу оралик,- 
нинг бирор £, ну красила узининг мусбат булмаган минимумига эри- 
шади. Бухолда F " ( £ ) > 0 ,  Г ( £ )  = 0, V {$ )< 0  ва q($)<  О булган

лиги учун биз > 0 тенгсизликка эга булар эдик. Бу эса 

к.арама-кдршиликка олиб келади, чунки V (х) функция L{v^  = — 1 
тенгламанинг ечимидир. Демак, барча х  е (а,Ь) учун У (х )  > 0.

Энди

W  ( х )  =  t V ( х )

функцияни киритиб, г мусбат параметрни шундай танлаймизки, 
Щ х)  сонлар |е,| лар учун мажоранта булсин. Буни н г учун и(х) 
функция Ц и )  = / ( х )  тенгламанинг ечими деб фараз цилиб, (3.34) 
формулани

h2 Л [ Ф / )] = £ [ « ( * , ) ] + Я, («)

к>финишда ёзиб оламиз. Шунга ухшаш W(x) учун

\T A(W (*/)) = L(W (Xl)) + R,(W) = - г  + R, (W) 

ни \осил к,иламиз, бу ерда

R , И  =  (х< +eh) + 2P(xl )W "(xl + в ,А )],

Н < 1 ,  |0,|<i.

Демак,

л (^ (х ,) )  = - г А 2 \-~-W ,v(X i+ e h)-2P(x i )W"’(xi+ eih) . ( з . з у )  

Куйидаги белгилашларни киритамиз:

Р  =  тах|/>(х)|, М ,  =  max|0""(x)|,
ай х < Ь1 4 ' I  J a S x Z b 1 V '>

M 4 = m a x | f f - ( x ) | , M = | l2 M 4 + V M 3.

Буларни эътиборга олиб, (3.37) дан куйидагиларга эга буламиз: 

л  (W (дс,)) < - г А2 (\-  ^  МА -  ^ РМ} j =  - Т  А2 (1 -  А2 М ) ,



бунда h каламни 1 -  h 2M > 0 тенгсизликни к,аноатлантирадиган кдлиб 
оламиз. Шундай кдлиб,

(3.38)
A ( W { Xi ) ) < - T h 2 ( \ - h 2M ) ,  / =  1 , 2 , . . . , W - 1 ,

W (x0) = W (xN) = 0.

Энди (3 .36)  дан курамизки,

|д(е,)| < h2 { h2M  + 5 ) ,  / = 1 ,2 , . . . , TV — 1, (3 .39)

бунда

м  = \  М4 + ' РМ3, Мг = тах\ит (х)\,
12 6 а<Х<Ь' V 71

М. = maxiu,v (х) , Ice.-1 < <5.
4 a<x<b I v 1 1

Агар биз г параметрни

А(И/ (х, )) < -|л(е,-)|

тенгсизликни кдноатлантирадиган кдлиб танлаб олсак, у холда 
е. = eN = 0 хдсобга олинганда мажоранта хакдлаги леммани кулла- 
шимиз мумкин. Буни н г учун (3 .38 )  ва (3 .3 9 )  тенгсизликларга 
кура

-zh 2( l - h 2M ) < -h 2 [h2M  + 5)

ёки

^ Mh2 Sт > ------- г + -------, .
1 -M h 2 1 -M h 2

Шундай тенгсизликни кдноатлантирадиган г учун 2-леммадан

Iе/1 й IV(х,) = t V (х,)

ёки

....."  <3-40)

батога эга буламиз; [а, Ь\ ораликда V(x) узлуксиз булганлиги учун 
у чегаралангандир.

Ш унинг учун х,ам, агар h —> 0 да 5 < 50h2 булса, у холда (3 .40)  

тенгсизликдан s(h) -  max Is,! = 0 (/?2) келиб чикдци.0 </</V 11 4 ’



Теорема. Фараз цилайлик,

и" + р(х)и' + q(x)u = / (х ) , и(а) = уи и(Ь) = у2

чегаравий масаланинг и(х) ечими [а, Ь/ оралицда туртинчи тартибли 
узлуксиз уосилага эга булсин ва куйидаги шартлар бажарилсин:

1) | max |/?(х)| < 1, 2) q{x) < 0, 3) 8 < ёаИ2.

У  уолда к;аралаётган чегаравий масала учун айирмали метод О (И2) 
аницликда текис як,инлашади.

Э с л а т м а .  Агар а0о!|<0 ва р{)р 1> 0  тенгсизликлар уринли булса, теорема 
(3.1)—(3.3) чегаравий масала учун *ам уринли булади.

Бу ва бунга ухшаш теоремаларнинг нуклон и шундан иборатки, унда номаъ- 
лум ечимнинг учинчи ва туртинчи ^осилалари кдтнашади. Одатда, бу \осилаларни 
ба.\олаш o f h p  масала. Ш унинг учун \ам бу теорема фа^ат назарий ах,амиятга эга.

М а ш ц . Ушбу чегаравий масала

и’ -  2х и' -  2и = -4 х ,  

и (0) = 1, «(1) = 1 + е = 3,718282

юк,орида келтирилган \айдаш методининг иккала варианти ёрдамида такрибий 

ечилсин ва натижа и ( х ) =  1 + ех аник ечимнинг к,ийматлари билан солишти- 
рилсин.

9.3.6. Чекли-айирмали метод ёрдамида иккинчи тартибли чи- 
зи1у1и булмаган чегаравий масалани ечиш. Куйидаги чизик/ш булма
ган

и" = f(x ,u ,u ')  (3.41)

дифференциал тенглама ва

а0и (а )-а 1и'(а) = у1, /50и(Ь)~ рхи'(Ь) = у2 (3.42)

чегаравий шартлар берилган булиб, бунда а0, а,, р0, /3, бир хил ишо- 
рага эга. Ш у билан бирга, фараз кдлайлик,/(х, у, z) функция Oxyz 
фазонингу ва гларга нисбатан кабарик, булган бирор б'сох.асида 
узлуксиз функция булсин.

Олдингидек

х,. = a + ih (/ = 0,1,..., А\ (b -a )h  = N)

тугунлар ёрдамида [а, b\ оралик,ни N  та тенг булакка булиб, (3.41) 
тенглама ва (3.42) чегаравий шартларни такрибий равишда ал- 
маштириб, (Л^+Отад'ц, yv ..., yN номаълумларга нисбатан ушбу
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= / ( * „ , „  / = 1,2,..., N -  1

“ oJ'o - « 1  = Xl. + P i  = /2

(3.43)

(N + 1) та чизшути булмаган тенгламалар системасини ^осил кдла- 
миз. Куйидаги белгилашларни киритамиз:

^ (у )= Щ У а -а 1У±]р1,

R A y )  = P « y » + P iy4 - -
(3.44)

Юкрридаги (3.43) системани ечиш учун итерация методини куйида
ги схема буйича куллаймиз:

х ,, у ш -у !'! '1 
W />  2 h

i = l,2 ,. . . ,J V - l

/ ф (' +1)] = Г м Л „ [ У ' +,)] = у2.

(3.45)

Бу ерда юкрридагиу индекс итерациянинг номерини билдиради. 
Итерациянинг а̂р бир кдцамида чизик,ли алгебраик тенгламалар 
системасини ечишга тугри келади. Бу система махсус куринишга эга 
булганлиги учун унинг ечимини ошкор куринишда ёзиш мумкин 
(бунинг исботини [7] дан к,аранг):

y\jA) = ^\_Ро7\{Ь-а) + рхух +a\Yi]- 

+ ̂ («072 -  PoY\) + h1 £  gikf (kj) ,
(3.46)

f kU) = / v vW y(̂ - y{k-\ 
к ' У к  ’  2 h

бунда a, b, a0, a,, f30, ftr  yr  y2 — маълум сонлар булиб, А ва g.kкуйидаги 
формулалар билан \исобланади:

Л  =  [ [ а о Р о { Ь ~ а ) +  а йР\ +  а А ] >

Sik =
(/«о + а±)(кр0 -  P0N  -  А )  (/ < к ) , (3.47) 

(‘ка0 + т ) (^ ° _ ~ т )  (' -



Ш уни хам таъкидлаш керакки, (3.47) формулада gjk лар итера
ция номерига боглик, эмас, шунинг учун уларни бир марта хисоб- 
лаб куйиш кифоядир.

К,аралаётган методнинг як,инлашишини текшириш анча му- 
раккаб иш булиб, R(x, у, z) функция G сохада у ва г  ларга 
нисбатан

|R (* ,У, z) -  /  ( * ,у, z )| < Ц |у -  у\ + L 2 \z -  z |

Липшиц шартини к,аноатлантирган \ол учун бундай тадк,ик,от [7] да 
келтирилган.

9.4-§. КОЛЛО КАЦИЯ М ЕТО Д И

9.4.1. Чизик^и хол. Олдинги бандда к,араб чик,илган чекли-айир- 
мали методлар универсал булиб, ечимнинг дискрет нук,талардаги 
жадвалини беради. Аммо физика ва механика масалаларини ечишда 
баъзан ечимни аналитик куринишда топиш керак булиб крлади. Одат
да, бундай холда ечимнинг катта аникушги талаб к,илинмайди, аммо 
аник, ечим урнига к,андайдир функцияни топиш талаб кдлинадики, 
у чегаравий шартларни аник, к,аноатлантиради ва дифференциал тенг
лама билан боглик, булган к,андайдир шартларни к,аноатлантиради. 
Бундай муносабатлар шундай тузиладики, уларни к,аноатлантира- 
диган функция такрибий равишда берилган дифференциал тенгла
мани хам к,аноатлантиради. Бу муносабатлар хар хил методларда хар 
хил олинади, уларнинг асосийлари билан вариацион методларни 
к,араганда танишиб чик,амиз. Биз бу ерда коллокация методи билан 
танишиб чик,амиз.

Фараз к;илайлик, куйидаги чегаравий масала берилган булсин:

L(u) = и" + р (х)и ’ + q(x)u  = / ( * ) ,  (4.1)

Гх(и) = aQu(a) + ахи'(а) = у,, |а()| + |а,| *  0, |

Г2(и) = p0u(b) + pxu'(b) = y2, |/?0| + |Д|*0.| (4'2)

Базис функциялар деб аталувчи ушбу

Г0( х ) ,^ ( х ) , . . . , Г „ ( х )  (4.3)



чизш уж эркли функцияларни шундай танлаймизки, улар орасида 
Y0(x) бир жинсли булмаган

ГЛУо) = Гч Г 2{Г0) = г 2 (4.4)

чегаравий шартларни к^ноатлантириб, кдлганлари Y, (x ) ( i = эса 
бир жинсли чегаравий шартларни кдноатлантирсин:

Г |(Г/) = 0, /'2(^ ) = 0 (/  = 1^). (4.5)

Хусусий \олда (4.4) чегаравий шартлар бир жинсли булса 
(у, = у2 = 0 ), у холда У0 (х ) = 0 деб олиб, фак,ат куйидаги

Y , { x ) , Y 2 ( x ) , . . . J „ { x )

системани кдраш мумкин.
Энди (4.1), (4.2) чегаравий масаланинг ечимини базис функ

цияларнинг куйидаги чизикуш комбинацияси шаклида кддира- 
миз:

П
« ( * )  = + (4-6)

/= I

Бу холда и(х) (4.2) чегаравий шартларни кдноатлантиради. Хакикэтан 
\ам, чегаравий шартлар чизик,ли булганлиги сабабли

Г\ (и) = г \ (Уо) + t ci r ( Y i ) = 7, + Ес ,. • 0 = у,.
/=1 /=1

Шунга ухшаш

^2 (w) = У 2-

Энди (4.6) ни (4.1) га куйиб, куйидагига эга буламиз: 

Л(х,с,,с2,...,сл) = L ( u ) - f ( x )  =

= О Д ) - / ( х )  + £ с ,/ ,(Г ,) .  (4 J )
/=1

Агар с, [ i = l,w) ларнинг бирор к,ийматида

/?(х,с|,с2,...ся ) = 0, а < х < Ь

булса, у холда и(х) функция (4.1), (4.2) чегаравий масаланинг 
ечими булади. Аммо, умуман олганда, коэффициентларни бундай
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танлаб олиш купинча мумкин булмайди. Ш у н и н г учун х,ам 
R (x ,c x,c2,...c„) функциянинг коллокация (устма-уст тушиш) нук,- 
талари деб аталувчи, етарлича зич олинган x t ,х 2,...хп нук т̂аларида 
R(x,c {,c2,...,c„) = 0 тенгликнинг бажарилиши талаб килинади. 
Шундай ну^таларда (4.1) дифференциал тенглама ани^бажарила- 
ди. Натижада ушбу чизик/ш алгебраик тенгламалар системасига эга 
буламиз:

R (x [,cl ,c1,.. b и о

r {x„,cu c2,. .,с„) = 0.

Агар (4.8) система ечимга эга булса, у холда бу системадан с,, с2, ..., сп 
коэффициентларни аник^аб, чегаравий масаланинг ечимини (4.6) 
куринишда топамиз.

(4.8) система ягона ечимга эга булиши учун ^ (.*)(/ = 1,«) куйи
даги шартларни к.аноатлантириши керак:

1) бу функциялар чизикуш эркли булиши керак;
2) агар р(х), q(x), f(x) функциялар \а, Ь\ да узлуксиз булса, у 

холда [а, b] да К(х) функциялар биринчи ва иккинчи тартибли 
узлуксиз хосилага эга булиши керак;

3) ^(х), К2(х), ... , Yn(x) функциялар ёрдамида хосил к.илинган 
система Ц К^ х)), L(Y 2(x)), ... , L (Y n{x)) ихтиёрий ва бир-биридан 
фаркути равишда танлаб олинган х. ну^талар учун Чебишев систе- 
масини ташкил этиши керак.

Чебиш ев систем асининг таъриф ини келтир а м из: 
<Р/(Х )(/ = 1,2,...,я) функциялар \а, Ь\ да Чебишев сис/пемасини таш
кил этади дейилади, агар |а, Ь\ оралицдан олинган бир-биридан 
фарк^и ихтиёрий х р х2, ... , хп учун

<Pl(Xl) < M * l )  -  <Р„(Х |)
</>,(х2) <р2(х2) ... (рп(х 2)

Р | (* .)  & ( * „ )  -  Vn(x„)

аникутовчи нолдан фарьути булса.
Коллокация тугунлари сифатида Чебишев купхадларининг ил- 

дизларини хам олиш мумкин. Биз к,араб чик^ан методдан фарнуш 
булган сплайн-коллокация методи \ам к,аралади. Бу методда такри
бий ечим сплайн-функция шаклида топилади. Бу метод юкрридаги 
метод билан чекли-айирмали метод орасида туради.



Е ч и ш . Базис функциялар сифатида чегаравий шартларни к,аноатлантиради- 
ган Yn = х "  (\ -х )  функцияларни оламиз. Коллокация тугунлари сифатида

Бу ерда коллокация нук,таларини к,уйиб, куйидаги чизикди алгебраик тенг
ламалар системасини >̂ осил к,иламиз:

Бу системани ечиб. такрибий ечим учун цуйидаги ифодага эга буламиз:

чизик/iH булмаган чегаравий масала берилган булиб, у ягона ечимга 
эга булсин. Бу ерда \ам биз юкрридаги усулни куллаб, (4.8) систе- 
мага эга буламиз. Аммо бу ерда (4.8) система чизик^и булмаган 
алгебраик тенгламалар системасини ташкил этади. Бу системани
2-бобдаги методларнинг бири билан, масалан, итерация методи 
билан ечиб, (4.10) тенгламанинг такрибий ечимини (4.6) кури
нишда тасвирлаймиз.

2 - ми с о л .  Коллокация методи билан чизи^ли булмаган ушбу чегаравий ма- 
салалар ечилсин:

и’ - и  = х , и (0) = 0, м(1) = 0. (4.9)

х \ ~ 4 ’ х2 2 ’ * 3 4

нуцталарни оламиз ва учта базис функция билан чегараланамиз:

Буни (4.9) тенгламага куйиб, куйидагига эга буламиз:

R (x ,c l ,c2,c3) = с, ( - 2 - Х + Х 2) +

+с2 ( 2 - в х - х 2 + х } ) + с3 (6х -\ 2 х 2- х , - х 4) -  х.

-560с, + 112с2 + 189ез = 64, 
-З6с|-18с2-с3 = 8,
560с,+676с2+603с3 = -192.

« з ( х )  = х(1-л:)(0,1547868 + 0,1325682х + 0,0414476х2).

9.4.2. Чизшуш булмаган х,ол. Фараз килайлик,

L ( u ) =  /  ( х , м , м ' ) ,  

и(0) = 0, м (1) = 0
(4.10)

а’ = х 2+и2, м(0) = 0, и(1) = 0. (4.11)



Е ч и ш . Базис функциялар сифатида

Y q s O ,  K|=.x(1-jc), Y2 = x 2 (  1-х)

функцияларни, коллокация нукталари сифатида дс, = 0,25 вах, =  0,75 ни оламиз. 
У >̂ олда ечимни u (x) = C\Y\(x) + C2Y2 (x )  каби излаймиз, хатолик эса

/?(.*,С|,С2) = —2С[ + (2-6х:)с2 -  

"  (cl2 |̂2 + 2С)С2К| Y2 + с2 Y2 ) -  х

куринишда булади. Коллокация нук,таларини куйиб, куйидаги чизик^ли булмаган 
тенгламалар системасига эга буламиз:

-2С| + 0, 5с2 = *6 + (0,035с|2 +0,009с,с2 + 0,002с2 ),

-2 с ,-2 ,5 с 2 = ^  + (0,035с|2 +0,053с|с2+0,020с22).

Аввал биринчи тенгламани 5 га купайтириб, иккинчи билан кушсак, янги  
тенглама \осил булади, кейин иккинчисини биринчисидан айириш натижасида 
иккинчи тенглама х,осил булади:

с, = 7 -  0, 018с2 -  0 ,012с, с2 -  0, 003с2, 

е2 = -  0,012С|С2 -  0 ,006с2 .

Бу системани кетма-кет як,инлашиш методи билан к,уйидагича ечамиз: 

с1.л 1 = -  %  -  ° ' 018сГу -  0,012С| ус2у -  0 ,003с2j , 

c2,j+\ = ~  ̂ -  0' 012с|,ус2,у "  0,006с2у-.

Нолинчи як,инлашиш сифатида

С|0= - 96 = - 0’0729’ с2 0 = -6  = - ° .|667

ни оламиз; кейинги як,инлашишлар куйидагидан иборат:

с,, = -0,0731, с21 = -0,1667, 

с12= -0,0732, с22 = -0,16 7 0.

Бир хонага яхлитлаб олиб, С| = —0,073; с2 = —0,167 ни \осил к,иламиз. Ш у н 
дай к,илиб, такрибий ечим сифатида

« ( jc) = - jc(1 -x )(0,073+0,167jc)

ни олишимиз мумкин.



10-боб
ХУСУСИЙ ХОСИЛАЛИ ДИФФЕРЕНЦИАЛ 

ТЕНГЛАМАЛАРНИ ТАКРИБИЙ ЕЧИШ

10.1-§. У М У М И Й  ТУ Ш У Н Ч А Л А Р

Хусусий ^осилали дифференциал тенгламалар фан ва техника- 
нинг турли со^аларида учрайди, аммо уларнинг ечимини ошкор 
куринишда чекли формула шаклида топиш камдан-кам лолларда 
мумкин булади. Ш у муносабат билан математик физика масалалари 
деб аталувчи \ар хил хусусий \осилали дифференциал тенгламалар- 
ни, хусусий хрсилали дифференциал тенгламалар системаси ва ин
теграл тенгламаларни такрибий ечиш методлари му^им ах,амиятга 
эгадир.

Бу ва кейинги бобларда биз математик физика масалаларини 
такрибий ечиш нинг айрим кенг тарцалган методларини куриб 
чикрмиз. Математик физика курсларида узгарувчиларнинг сони п{>2) 
ва \осилаларнинг тартиби т {> 2) булган тенгламалар кдралади. Биз 
асосий дик^атни икки эркли узгарувчили иккинчи тартибли хусу
сий хрсилали чизик/ш дифференциал тенгламаларга каратам из. Бун
дай тенгламалар мисолида кдраладиган методларнинг асосий f o h c h  

яхши тушунарли булиб, >;исоблаш схемаси \ам соддарок, булади.
Ш уни \ам таъкидлаш керакки, битта тенглама учун кдраладиган 

методларни бир неча номаълум функцияларни уз ичига олган тенг
ламалар системаси учун а̂м татбик, кдпиш мумкин.

10.2-§. Т У Р  М ЕТО Д И , ТУ Р Е У Н Л И К , 
А П П РО КС И М А Ц И Я ВА ЯК>ИНЛАШ ИШ

Тур методи (чекли-айирмали метод) хусусий хрсилали дифферен
циал тенгламаларни ечишнинг кенгтаркдлган методларидандир.

10.2Л. Тур методининг гояси. Тур методининг f o h c h  билан

I  1 \ д2и л , д2и д2и , ди ди г  _ , ,L(u) = a - j  + 2 b - + е 7 7  + (/,- + <? - + gu = f  (2.1)
v ’ дх{ дххх 2 дх2 дх\ дх2 '  '

тенглама учун Дирихле масаласини ечиш мисолида танишамиз. Бун
да а, Ь, с, d, е, g коэффициентлар ва /  озод х,ад чегараси Г  дан 
иборат булган чекли D со^ада аник^анган икки х, ва х2 узгарувчи
ларнинг функцияларидир. Бу функциялар С = GUF ёпик, со^ада 
аниьутанган х,амда G да а > 0, с > 0 ва g< 0 шартларни каноатлан- 
тиради, деб фараз к^иламиз.



Фараз к,илайлик, (2.1) тенгламанинг G да узлуксиз ва Г  да 
берилган к,ийматларни к,абул к,иладиган, яъни

и \ Г =  (р ( 2 .2 )

ечимини топиш талаб к,илинсин, бунда <р = <р(х,,х2)е Г  узлуксиз 
функциядир.

Такрибий ечимнинг сонли к,ийматларини топиш учун Ох х г те- 
кислигида

хи = х |0 + /Д, х2к = х20 + к!ь, (/,к = 0,± 1,± 2,...)

параллел тугри чизик/1арнинг иккита оиласини утказамиз. Бунда h{ 
ва h2 мос равишда абсцисса ва ордината йуналишларидаги цадашар 
дейилади. Бу туфи чизик^арнинг кесишган нук,талари тугунлар дейи
лади, тугунлар туплами эса турни ташкил этади. Одатда, hx ва h2 
к,адамлар бир-бирига боглик, равишда танланади, масалан, /?, = h, 
h2 = Aha (А ва а к,андайдир сонлар), хусусий х,олда h{ -  h2 = h. Ш у
нинг учун х,ам к,аралаётган тур битта И параметрга боглик, булиб, 
кддам кичрайганда h 0.

Агар иккита тугун 0xt ук,и ёки 0х2 ук,и буйлаб турнинг шу 
йуналиши буйича бир-биридан бир к,адам узонушкда жойлашган 
булса, уларни к,ушни тугунлар деймиз.

Фак,ат С да ётган тугунлар тупламини к,араймиз. Агар бирор ту - 
гуннинг туртала кушни тугунлари тупламда ётса, у х,олда бу тугун- 
ни ички тугун деймиз. Ички тугунлар тупламини тур сща деймиз ва 
Gh орк,али белгилаймиз. Агар тугуннинг х,еч булмаганда бирорта 
кушниси Gh да ётмаса, у \олда бу тугун чегаравий тугун, уларнинг 
тупламини эса тур со^анинг чегараси деймиз ва Гн орк,али белгилай
миз (2-чизмада ички тугунлар 0 билан ва чегаравий тугунлар 
♦билан белгиланган).

Агар Gh тур сох,а Гн чегараси би
лан биргаликда к,аралса, у \олда 
у_ёпик, тур  сох,а дейилади ва 
Gh = ChU rh орк,али белгиланади.

Биз Слтур устида аникутан- 
ган ^ (х , ,  х 2) функция учун  
yjk= у ( х , х 2А) белгилаш кирита
миз ва х,ар бир (/', к) = (х„, х2к) 
тугун учун (2.1) тенгламада к,ат- 
нашадиган барча ^осилаларни 
булинган айирмалар билан куйи
дагича алмаштирамиз:



бунда у.к микдорлар м(х,, х2) ечимнинг турнинг (/, к) -  (хи, х 2к) 
тугунидаги такрибий к,ийматларидир. Тенглама коэффициентлари- 
нинг (/', к) тугундаги к,иймагини ajk, b.k, cik, d.k, ejk, gjk, f , op кал и 
белгилаймиз. Хосилалар урнига (2.3)—(2.6) такрибий к,ийматлари- 
ни куйиб, натижада (2.1) дифференциал тенгламага мос келадиган 
куйидаги айирмали тенгламага эга буламиз:

L иУ>к =  foi _  2У'к +  3̂  1-1,* )  +  4 / ^ "  (У'+1,*+1

~У1-\м\ -У1,\,к+У-,-\,к-\) + Сц{У1М\ ~ 2У>к +У1,к-1)+ (2.7)

+ д -  ( J W  -  У1-ик) + Ц - (Д *+. -  У'.к-\) + s iky,k = к  ■

Бундай тенгламани хдр бир ички тугун учун ёзиш мумкин. Агар 
(/', к) чегаравий тугун булса, у хрлда у.к ни бу тугунга я^инрок, 
булган ср н и нг Густидаги к^ийматига тенг деб оламиз (чегаравий 
тугунларда у.к ларнинг к,ийматини бошкдча йул билан топишни 
биз кейинрок, куриб чикдмиз). Шундай к,илиб, ечимнинг ички ту- 
гунлардаги у.к к^ийматини топиш учун алгебраик тенгламалар сис
темасига эга буламиз. Бу системада тенгламаларнинг сони номаъ- 
лумлар сонига тенг. Агар бу система ечимга эга булса, у хщда уни 
ечиб, ички тугунларда ^идирилаётган ечимнинг такрибий к,ийма- 
тига эга буламиз.

Биз бу ерда тугри бурчакли туртбурчакдан тузилган турни кур- 
дик. Кейинчалик бошкд хилдаги турларни \ам куриб чи^амиз.

10.2.2. Тургунлик, аппроксимация ва як,инлашиш. Фараз к,илай-
т

лик, чегараси Г  = (J  Г ] булган сохдда ушбу



L ( u ) = f (28)

^ ( w)|y = Rj { u) = (Pj’ j  = 1 ,2 ,- , in (2.9)

чегаравий масала берилган булсин. Бу ерда L — ихтиёрий иккинчи 
тартибли чизикути дифференциал оператор, R — биринчи тар
тибли дифференциал оператор ёки чекли алгебраик ифода, хусу
сий хрлда R.u = и ва/  ц>2, <р2, ..., <рт — берилган функциялар.

Энди G да ётувчи кандайдир (7лтурсо\ани курамиз, кейин Uh 
оркали Gh нинг нукталарида (тугунларда) аникданган uh функция
ларнинг фазосини белгилаймиз, Lh оператор Uh даги функциялар
ни бирор Gh с  Gh тур со\ада аникланган функцияларга утказсин; 
Gh да аникутанган функциялар тупламини Fh оркдли белгилаймиз. 
Чегаравий шартларни аппроксимациялаш учун (7со\анинг /’ чега- 
расига мос келадиган Г]Н тур чегарасини танлаб, Ф.ь оркали ГИ да 
аникланган функциялар тупламини белгилаймиз.

1 -та ъ р и ф . Агар X а У  булиб, д  функция У да аникланган 
булса, у ^олда & нинг X тупламдаги изи деб шундай функцияга 
айтиладики, у X тупламда аникланган ва бу ерда г> билан устма-уст 
тушади.

Агар § функция Gh ни уз ичига олган тупламда аникланган 
булса, у хрлда # нинг Gh даги изини [#|А оркали белгилаймиз.

Фараз к^илайлик, U (2.8) ва (2.9) чегаравий масала ечимлари- 
нинг фазоси, Г (2.8) тенгламанинг унг томонидаги/функциялар
нинг ф азоси , Ф. эса  Г. да ан иклан ган  ф ункцияларнинг 
фазоси булсин.

2 -та ъ р и ф . Фараз килайлик, V, Uh, F, Fh, Ф ,, Фр, фазоларда

нормалар аникланган булсин. Бу нормалармосланган дейилади, агар 
И -* 0 да \ар к,андай етарлича силлик « e t/ ,/  е F,q>j е Фу функ
циялар учун куйидаги

I / J L I U  - Ч И IF ’

муносабатлар уринли булса.



булса, у х,олда uh тур функцияси (2.8), (2.9) чегаравий масаланинг 
ечимига ящнлашади дейилади.

Агар h га боглик, булмаган С > 0 ва и > 0 узгармас сонлар учун

I " * - H i ,

тенгсизлик бажарилса, у х,олда яцинлашишнинг тартиби h га нисба
тан а  га тенг дейилади.

Тур устида ушбу

М « * )  = Л .  (2Л°)

R A ub) = <Pjb (./'= 1 ,2 ,...,/и) (2.11)

масалани к,араймиз, бу ерда Lh ва R — чизикуж операгорлар. 
Энди куйидаги белгилашни киритамиз:

w  ( * Н 1м н н м " ) ] , | (1 + | /«  - 1/ ] » | г, +

+Ё { 1 М Н Н М " ) Ц  + 1 К * -Ы ,| |  }  <2' 12)
7 = 1 У <bjh ®Jh J

4 - т а ъ р и ф . Агар ихтиёрий силлик, и,/, <р. функциялар учун 
h —> 0 да Щ к) -> 0 булса, у х,олда (2.8), (2.9) чегаравий масала
ни (2.10), (2.11) тур устидаги масала аппроксимация цилади дейи
лади.

Агар (2.10) тенгламанинг унгтомонини

Л|(,.*) = / (*!/ ’ *2*)

деб олсак, у ^олда W{h) нинг таърифига кирган ||//, мик,-
дор нолга тенг булади. Аммо айрим х,олларда аникушкни ошириш 
учун (2.8) тенгламанинг унг томони (/, к) нук,тада _Дхи, х2к + 0,5h2) 
деб олинади.

5 -т а ъ р и ф . Тур устидаги (2.10), (2.11) масала туррун (коррект) 
дейилади, агар /? < /г0учун h га боглик, булмаган М0 ва М узгармас- 
лар топилиб, улар учун ушбу тенгсизлик бажарилса:



Бу таърифдан курамизки, чизик^ли масала учун тургунлик^ ва 
<pJh функцияларга боглик, эмас.

Бу таърифнинг маъносини тушунтиришга \аракат к,иламиз. 
Чизикуш масала учун (2.10), (2.11) айирмали схема чизикути алгеб
раик тенгламалар системасидан иборат. Шунинг учун хам (2.13) 
тенгсизликдан / „  =  0,  q>Jh = 0  булганда (2 .10)  -  (2 .11)  тенглама
лар системаси факдт тривиал ечимга эга. Бундан эса Кронекер- 
Капелли теоремасига кура (2.10), (2.11) масала унг томонидаги их
тиёрий f h, cpjh учун ягона ечимга эга. Демак, чизик,ли масалада 
тургунлик шартидан айирмали тенгламалар системасининг унгто- 
мони ихтиёрий функциялар булганда хам ягона ечимга эгалиги ке
либ чикдци.

Агар u'h, иI функциялар куйидаги

Lhuh = f l > Rjhul = <р)л, j  = 1,2,..., т\

= /Д RjMul = <p)h, j  = 1 ,2 ,...,/я

айирмали масалаларнинг ечими булса, у холда Lh ва /?Аоператорлар 
чизикди булганда (2.13) тенгсизликка кура куйидагига эга була
миз:

1К -и*И
т

< М0 jLhulh -  Lhu2u I +'YJ Mj IRjhu\ -  Rjhu\|| =
" j-\

(2-14)
= щ  (/; -  f h2 + j r  Mj I<p)h -  q>jh |ф .

j =i J"

Шундай кдлиб, агар тенглама ва чегаравий шартларнинг унг 
томони бир-биридан кам фарк, к,илса, у холда тургунлик шарти 
бажарилганда турдаги масаланинг ечими бир-биридан кам фар к, цила- 
ди.

Юцорида келтирилган я^инлашиш, аппроксимация ва тургун- 
ликнинг таърифидаги Uh,Fh, Фjh фазоларда аникушнган нормалар 
мухим ахамиятга эга. Шундай холлар булиши мумкинки, (2.13) тенг
сизлик айрим нормалар учун бажарилиб, бошкдлари учун бажарил- 
майди. Хар гал (2.13) тенгсизлик нима сабабдан бажарилмаслигини 
текшириш керак.

Агар нормалар нокулай олинганлиги сабабли (2.13) тенгсиз
лик бажарилмаган булса, у холда Uh, Fh,<bjh фазоларда нормалар- 
ни боцщача танлаб, (2.13) тенгсизликнинг бажарилишини таъ-



минлаш керак. Агар (2.13) тенгсизлик норманинг \еч бири учун 
\ам бажарилмаса, у хдлда бу айирмали схеманинг нотургунлигини 
билдиради.

Биз юкррида турдаги нормалар мосланган булиши керак деган 
эдик. Масалани текширишда купинча \\\\Uh ва ларнинг мосланган 
нормалари сифатида куйидагилар олинади:

N L  = SUPh 0 <т < М  
О <n<N

|м| = sup \и(х,у)\
а<х<Ь  
О < у<Т

(2.15)

еки

иЛиИ =„sup J /)S I m™I ’О<n<N V m=0

О< у< Т  V О
и\\ = sup dx,

(2.16)

Бу нормаларда h - ( b — а )/М (М  — бутун сон), N = [ T/h2\.
Фараз килайлик, и e ( J  булсин. гА° = Lh [u]h -  f h микдор масала

нинг ечимидаги тенглама аппроксимациясининг хатолиги дейилади, 
r£ = Rjh [u\h -  (pjh ( j  = 1, 2 ,... т) микдорлар эса масаланинг ечимида
ги чегаравий шартлар аппроксимациясининг хатолиги дейилади. Ушбу

Ро (Л) = \\U М * -  h\ Fh , Pj i h) = И д [«]* -  <Pjb\ljh

белгилашларни киритамиз.
Агар и функция (2.8), (2.9) масаланинг ечими булса, у ?^олда

р (/г) = £ р ; ( /г)
;=о

мивдор (2.8), (2.9) дифференциал масалани (2.10), (2.11) айир
мали схема билан аппроксимациялашда ечимдаги хатонинг улчови 
дейилади. Агар А —> 0 да р(А) —> 0 муносабат уринли ва и функция
(2.8), (2.9) масаланинг ечими булса, у хрлда (2.10), (2.11) айир
мали схема (2.8), (2.9) масалани ечимида аппроксимация цилади 
дейилади; А —> 0 да р(А) нинг тартиби ечимдаги аппроксимация- 
нинг тартиби дейилади.

1 0 .2 .3 . Тургунлик ва аппроксимациянинг як^инлашиш билан ало- 
кдси. Бу тушунчалар орасида куйидаги алокд мавжуд: аппроксима
ция ва тургунликдан я^инлашиш келиб чикади.



Филиппов теоремаси. Фараз цилайлик, (2.10), (2.11) турдаги ап
проксимация куйидаги шартларни щноатлантирсин:

1) дифференциал масаланинг ечими (т -к)т а турдаги чегаравий 
шартларни анщ цаноапиантиради:

j  = k + l , . . . ,m,

яъни

P j ( h )  = 0 ,  j  = к + 1, ...,т\
2) ушбу

Rjhuh = 0 ,  j  = к + \,...,т

бир жинсли чегаравий шарпыарни цаноатлантирадиган Uh даги функ- 
цияларнинг синфида тургунлик шарти бажарилади:

I K I L 2  +  Е м у 1 К а 1  •
У=1 J "

У  х;олда куйидаги тенгсизлик уринли булади:

I K - K L  - H Mj Pj ( h)- (2.17)

Агар айирмали масала дифференциал масалани аппроксимация н;илса, 
у холда Ода

муносабат уринли булади,
И с б  о т  и. Теореманинг 1) шартидан Rjh («А -  [w]J = 0 J  = k + 1, 

... , т келиб чикдци, 2) шартда эса иИ урнига uh— \u]h ни куйиб, 
куйидагига эга буламиз:

IK ~ -  Mo \LhUh -  Lh [u\h\Fh +

+Х  Mi \Rjhuh -  Rjh M j„ , . •
y=l J

Бунда Lhuh = fh, Rjhuh = <pjh ни куйсак, у х,олда р;(/?) нингтаърифидан 
(2.17) келиб чикдди. Агар аппроксимация уринли булса, яъни h —>0 
да j  = 0, 1, ..., к учун p.(h) -» 0 ва р(/г) —» 0 муносабатлар уринли 
булса, натижада (2.17) тенгеизликдан теореманинг иккинчи тас- 
диги

келиб чикдци.



Э с л а т м а .  Агар мосли к шарти бажарилса, у х,олда силлик, и функциялар 

учун И—>0 да (2 .1 3 )  муносабагда лимитга утиб, куйидаги

тенгсизликни \осил к,иламиз. Бундан эса (2.10) — (2 .11)  дифференциал масала
нинг корректлиги келиб чи^ади. Купинча шу йул билан, яъни аввал ( 2 .1 3 )  
тенгсизликни, кейин ундан (2 .18 )  тенгсизликни ^осил к,илиб, ( 2 .1 0 ) ,  ( 2 .1 1 )  
куринишдаги дифференциал масалаларнинг корректлиги текширилади ва улар- 

нинг ечими мавжудлиги х,амда ягоналиги исбот цилинади.

Энди айирмали схемаларни куриш ва уларни текшириш тугри- 
сида айрим мулохазаларни айтиш мумкин:

1. Аввало, турни ганлаш, яъни (7соха ва Гконтурни к^андайдир 
тур соха билан алмаштириш кридаси курсатилади.

2. Кейин конкрет равишда битта ёки бир нечта айирмали схема 
курил ад и; аппроксимация шартларининг бажарилиши текширилади 
ва аппроксимациянинг тартиби аниьуганади.

3. Курилган айирмали схеманинг тургунлиги текширилади. Бу 
эса энг мухим ва огир масала хисобланади. Агар айирмали масала 
аппроксимация ва тургунликка эга булса, юкрридаги теоремага кура 
у як^инлашади.

4. Айирмали схема тенгламаларини сонли ечиш масаласи к,арала- 
ди. Одатда, тенгламаларнинг сони куп булиб, бундай системани 
ечиш куп мехнат талаб килади. Шунинг учун хам тур методида 
Хосил буладиган системаларни ечиш учун махсус методлар яратил- 
ган ва яратилмокда.

Биз бундан кейинги баёнимизда юкррида киритилган тушун- 
чаларни эллиптик, параболик ва гиперболик тенгламаларни сон 
ли ечиш жараёнида имкони борича туларок, ёритишга харакат кила
ми з.

1 0 .3 -§ . Э Л Л И П ТИ К  ТЕНГЛАМ АЛАРНИ ТУР  
М ЕТ О Д И  БИЛАН ЕЧ И Ш

10.3Л . Эллиптик дифференциал тенгламаларни айирмали тенгла
малар билан аппроксимациялаш. Биз бу бандда куйидаги

г / \ д2и д2и j  8и , ди , г  /т

■ “ i ?  + c 5 f  + " Ч  + ' + '  7  <3-

эллиптик тенгламани (2.7) айирмали тенглама билан алмаштирган- 
да хосил буладиган хатоликни бахолашни куриб чикдмиз. Бу ерда



х,исоблашлар содда булиши учун „ аралаш хрсиланинг олдида-8х]8х2
ги коэффициентни b{xv х2) = 0 деб олдик. Кейинги бандларда ёзув- 
ни яна ^ам кисцарок, килиш макрадида купинча модел тарзидаги 
тенгламаларни кдраймиз. Бундай тенгламаларга кулланиладиган ме
тодлар яхши узлаштирилса, умумий \олда х,ам берилган тенглама
лар учун кдралаётган методларни куллаш мумкин. (3.1) дифферен
циал тенгламанинг и (х, у) ечимини туртинчи тартибли хусусий 
хрсилаларга эга деб фараз килиб ва Тейлор формуласидан фойдала- 
ниб, (2.3) — (2.6) такрибий тенгликлар урнида куйидагиларни 
хрсил кдиамиз:

J ( x u ,xu ) V ^ l

(x, ,,, <£ <X ,, + |),
(3.2)

У1М 1 ~У/,к- 1 _  I 8u
2 a, dx-,

%
(■*1/ >x2k ) dx 2 (̂ 1 ’X2k )

( *2 .* - l  ^ П ^ Х 2 к + 1) ,

(3.3)

У1+1,к 2yik+yi-\.k 8 2 u

dx.I JJ (X\i,X7k)

(•*1,1-1 -  “51 -  *1,1 + 1 )>

12 la*;'
(3.4)

M 'yiM 1 ~2y*  +У‘\к-1 _  f  82u
^ )( \

(3.5)

(X2,*-l -  -  X2,* + l )•

Энди (3.2) — (3.5) лардан фойдаланиб, (2.7) дан куйидагига 
эга буламиз:

/ _  J „  д2и 8lu , ди , ди
ЧУ<к =  1 а ,к ^ 2  +  c ik — 2 +  d ik 5х +  4  я\.; +  g ik uдхI дх2 дх-, U.к)

( d V
8х\

\дх\

1 %■*»)

+ 2а/, л
(«■*»

2 ( д4и
+  «  с,к

) 1М

A ' j L
дх I  1 \

2 Лхи -V J

113

К -",)



бунда h = hr  а  = h j h x булиб, R.k— крлдик, ха д. Агар ушбу 

Мъ = max ■ д \ д \

8х\ 8X2

д4и д4и

дх\ дх 2
, М, = max

4 с

белгилашларни киритсак, крлдик; хдд учун

| К  h  J2 {(lfl*  I + а2 \ь*  I) М 4 + 2 ( К  I + а  К I) М 3} (3 -6 )

бахо уринли булади. Демак,

Lhyik - f ik = { L { u ) - f \ . k] + Rik = R ik.

Бундан курамизки, (3.1) дифференциал тенгламани (2.7) айир
мали тенглама билан алмаштирганда Rik хатолик хосил булиб, унинг 
И к д д а м г а  нисбатан тартиби h2 дир. Агар Rjk кщдик, хадни ташласак, 
тур устидаги yjk функциялар учун

( 3 J )
тенгламалар системасига эга буламиз. Хусусий холда ушбу

д2и д2и
,  ; + т 4  = / ( *  1’хг)дх( 8x 2

(3.8)

Пуассон тенгламаси учун h = h2= h квадрат турни к,арасак, у холда 
(3.7) тенгламалар системаси

1.2
У м л + Ума + У,м\ +У:,к-1 -  = h  fik 

куринишга эга булиб, (3.6) дан кдлдик, хаа учун

\Rik\ < hl - M A

(3.9)

(3.10)

бахога эга буламиз. (3.9) айирмали 
тенгламада (/, к) тугун учун туртта 
кушни тугунлар 3-чизмадаги беш 
нуктали андаза буйича жойлашган.

10.3.2. Айирмали тенглама хосил 
кдлиш учун аницмас коэффициент
лар методи. Юкрридаги дифферен
циал тенгламани (г, к) нуктада ай
ирмали тенглама билан алмаштир-



ганда х,ар бир хусусий хрсилани алох.ида-алохдца булинган айирма- 
лар билан алмаштирган эдик. Дифференциал тенгламани тулалигича 
айирмали тенглама билан алмаштириш хдм мумкин. Хозир к,арала- 
диган методда тур со\а тугри туртбурчакдан иборат булиши шарт 
эмас, тур учбурчаклар, параллелограммлардан иборат ёки умуман 
нотекис булиши х,ам мумкин. Дифференциал тенгламани (/, к) ту- 
гунда айирмали схема билан алмаштириш учун (/, к) тугун атрофи- 
да маълум тартибда жойлашган Р та тугунни кдраймиз. Кулай були
ши учун (/, к) тугунни 0 орк,али белгилаб, кдлган тугунларни 1, 2, 
. . . ,  Р оркдли белгилаймиз. Энди с аницмас коэффициентлар билан 
ушбу 1

чизи1уш комбинацияни тузамиз, бунда и микдор и нинг j  тугундаги 
кдймати. Фараз цилайлик, и функция (я + 1) тартибли хрсилаларга 
эга булсин, у х,олда и. ларни 0 тугун атрофида Тейлор к,аторига 
ёямиз:

Бу ифодаларни (3.11) га куйиб, и функциянинг бир хил х,оси- 
лалари олдидаги коэффициентларни кушиб чик,амиз, натижада

Бу ерда a jk коэффициентлар с лар орк,али чизикути равишда ифо
даланади. Кдщщк.хад эса Off ' КМпА куринишга эга булади, бунда 
|0| < 1, К  кдндайдир сон булиб, h га боглик, эмас; И нинг узи эса О 
тугун ва j ( j  = 1 , 2 , . . . ,  Р) тугунлар координаталари айирмаларининг 
модули буйича энг кичиги хамда

Энди G сохада (п + 1) тартибли узлуксиз хосилага эга булган 
Хар к,андай и(х]г х2) функция учун

р

(3.11)

(3.12)
j =  1, 2, ...

(3.13)

г)1+ /уМ„л = max max
i+k=n+\ С  д х [ д х 2



тенгликнинг бажарилишини талаб кдламиз. Бунинг учун с  коэффи- 

циентларни шундай танлашимиз керакки, 0 < i + к  < п шартни к^ноат- 

лантирувчи барча / ва к  учун (3.14) тенгликнинг чап ва унг томонла-
( д'*ки ^рида — , олдидаги коэффициентлар устма-уст тушсин. Бу эса
^*,3X2 )0

сг с2, ..., ср номаълум коэффициентларга нисбатан куйидаги чизиьуш 
алгебраик тенгламалар системасига олиб келади:

«00 = g o (i + k  = 0),

«Ю = 0̂> «01 = ( * + к — 1)>

«20 = а0’ «02 = С0’«11 = 0( / + & = 2),

«30 — «21 — «12 — «03 — 0 (i к  3) ,

«„О =««-1,1 = -«1 ,и -1  = «on = 0 ( i  +  k =  n).

Агар бу система ечимга эга булиб, ечим с (/' = 0, 1, ..., Р) булса, 
у холда

± с Л = [ Ц и ) \ + вК к^М „+г (3. 15)
7=0

Энди кдлдик, х,адни ташлаб юбориб, г/ нинг тур устидаги такри
бий кдймати .у.учун ушбу

Р

Е сл  = л  (з.1б)
7=0

айирмали тенгламага эга буламиз. Бу тенглама (3.1) дифференци
ал тенгламани 0 тугунда 0(h"+I) аник^икда алмаштиради.

Чегарадан узокрок, ички тугунлар учун айирмали тенгламани ту- 
зишда кдтнашадиган тугунларининг жойланишини (3.16) дагидек 
сак^аш мак,садга мувофик, булади. Чегарага як,ин тугунлар учун бу 
холатни сакдаш хар доим хам мумкин булавермайди. Аммо царала- 
ётган методда тугунларни бироз бошцача жойлаштириб, дифферен
циал тенгламани керакли аниьушкда айирмали тенглама билан ал
маштириш мумкин. Бу метод чегаравий шартларни аппроксимация 
к,илиш учун хам яхши натижага олиб келади.

И з о * .  Шуни эсда саьуташ керакки, берилган дифференциал тенглама учун 
у ёки бу а н и м и к д а г и  айирмали схема куриш учун дифференциал масаланинг 
ечими керакли тартибли \осилаларга эга, деб фараз к,илиш керак. Бу эса,  уз 
навбатида, тенглам анинг коэффициентларига, со^ага ва чегаравий шартларда



к,атнашалиган функцияларга маълум шартларни куйишни талаб килади. Агар бу 
шартлар ечимнинг маълум тартибли х,осиласини таъминласа, айирмали схема- 
ни \ам шу тартибли аниьушкда излаш керак. Бу ердаги талаблар квадратур фор- 
мулаларни танлашга оид тавсияларга ухшайди.

10.3 .3 . Пуассон тенгламаси учун аник,мае коэффициентлар мето
ди асосида айирмали схема куриш. Фараз к,илайлик, G сох,а квадрат 
булиб, шу со^ада ушбу

а „  _  д2и д2и г / х
Au = sxJ  + Jx\ = (3.17)

Пуассон тенгламаси учун айирмали ?
схема куриш талаб кдпинсин. ^

Бундай схемани икки хил тур ус- 
тида бажарамиз. Аввало, кдцами h га 
тенг булган квадрат турни к,араймиз,
4-чизмада курсатилганидек, 0 тугун ■_______________________
атрофида 1, 2, 3, 4 билан белгилан- ®
ган тугунларни оламиз. Бу ерда х{ ва 
х2 тенг хукукуш булганлиги \амда 
тугунлар симметрик равишда жой- ^
лашганлиги сабабли айирмали ап- -----------------  ^
ПроКСИМацИЯНИ КуЙИДаГИ КурИН ИШ - 4-чизма.
да излаш мумкин:

Lhu0 = сйщ + с, (м, + и2 + и3 + w4). (3.18)

К,аралаётган со^ада (3.17) тенгламанинг ечими туртинчи тартибли 
узлуксиз \осилаларга эга деб фараз к,илиб, (3.18) ифода учун куйи
даги га эга буламиз:

0

4-чизма.



бунда
х,„ -  Л < < x10 + A, x20 -  A < 11 j < x20 + A, j  = 1,2,3,4.

Бу ифодани соддалаштириб, куйидагини \осил киламиз:

i A = h + 4 f l ) Ua+4 4 [ g  + g ) t ^ ( * ) ,  ,3.19)

бунда R(h) — колдикх,ад. (3.19) ифода (3.17) тенгламани аппрокси
мация килиши учун

с0 + 4с, = 0, 2с,/г2 = 1 

шартлар бажарилиши керак. Булардан эса

келиб чикади. Шундай килиб, натижада куйидагига эга булдик.

Lhu{) = -[2 (м, + щ + м3 + щ -  4и0) = (Ам)0 + /? (А). (3.20)
2п

Агар Д/4 оркали туртинчи хрсилаларнинг G даги максимуми мо- 
дулини белгиласак, у хрлда /?(А) колдик *>ад учун ушбу ба\ога эга 
буламиз:

|/?(А)| < 4 [с,| ^  24Л/4 = -f- м4- (3-21)

Юкоридаги (3.20) ифодада (Aw)0 ни f 0 оркали алмаштириб, 
R(h) колдик хддни ташлаб юборсак, натижада м. нинг турдаги 
такрибий киймати у. учун ушбу

У\+У7+Уъ + У*~ 4Уо = 2А7о

айирмали тенгламага эга буламиз. Бундай аппроксимациянинг хато
лиги j A2A/4 дан ошмайди.



И з о ^ .  (3 .10)  ва (3 .21) ба\оларни со -  х  
лиштириш шуни курсатдики, (3 .10) ба*о 2 
(3 .21)  га нисбатан 8 марта кичик. Ш у
нинг учун \ам амалиётда 3-чизмадаги 
схема ишлатилади.

М а ш  к,. К,олдик, \ад R(h) учун (3 .21) 
ба\о курсатилсин.

Энди Пуассон тенгламасини то- 
монлари h га тенг булган мунтазам ^ 
учбурчаклардан тузилган тур усти- 5-чизма.
да айирмали схема билан алмаштирамиз (5-чизма). 0 тугун учун 
айирмали тенглама тузишда уни куршаган 1, 2, 3, 4, 5, 6 тугунлар- 
ни олиб, куйидаги чизикуш комбинацияни тузамиз:

j =О
(3.22)

Агар 0 тугуннинг координаталарини (хр х2) деб олсак, у \олда 
равшанки, 1, 2, 3, 4, 5, 6 тугунларнинг координаталари мос ра
вишда куйидагидан иборат:

(л, + И, х2), + -  ,х, +

(*| - j .JCj ( j

¥ ) •
W5 

2

Бу ерда х,ам х, ва х2 тенг ^укук^ти булганлиги хзмда тугунлар 
симметрик равишда жойлашганлиги сабабли с,=  с2= ... = с6 деб оли- 
шимиз мумкин. Энди (3.22) ифодадаги и,, и2, ... иь ларни 0 (х,, х2) 
тугун атрофида Тейлор формуласи буйича ёйиб ва соддалаштириш- 
лар бажариб, куйидагига эга буламиз:

V o  =  <V'o +CY j U! =  ( С 0 +  6 c i К  +
7 = 1

+С\ зh2 ( e2i, , 9й4 ( e2 e2 V  e2u e2i<
2 dx2 J . 4 ? 4 ! (Jjrj2 8xj dx22 At

(3.23)
+ R(h) .

Бу ифода Лаплас операторини аппроксимация к,илиши учун

с0 + 6с, = 0, Ц- с, = 1

деб олиш керак, бундан эса



LhU0 = [W|+«2+ w3+ М4+М5+М5—6м0]

(3.24)

Агар u(xv x2) ечим G да олтинчи тартибли хрсилаларга эга 
булса, у хрлда к,олдик, \ад учун куйидаги батога эга буламиз:

Биз (3.24) тенгликдан куйидаги хулосаларга келамиз: ушбу

>’i + У 2 + Уз + У4 + Уз + Уь ~ 6Уа = 0

айирмали тенглама А и = 0 Лаплас тенгламасини /^аниьушкда ап
проксимация килади; А и =  f  Пуассон тенгламасини

айирмали тенглама И4 аникликда аппроксимация килади,

айирмали тенглама эса И2 аникдикда аппроксимация килади.
1 0 .3 .4 . Чегаравий шартларни аппроксимациялаш. Фараз килай

лик, чегараси Г  дан иборат булган Ссохдца Lu = /  биринчи чегара
вий масалани (Дирихле масаласини) ечиш талаб килинсин, яъни

муносабатларни каноатлантирадиган м(х,, х2) функция топилсин. 
Кулайлик учун томонлари И дан иборат булган квадрат турни карай- 
миз (6-чизма).

Фараз килайлик, (/, к) тугун Гь чегарадаги кандайдир тугун 
булсин, уни Шоркали белгилаймиз, х, йуналиши буйича (/' + 1, к) 
ички тугунни С оркали ва х, йуналишида Г  чегаранинг В га энг 
якин нуктасини А оркали белгилаймиз. Купинча ц>(В) — ср(А) деб

У1 +У2 +У 3 +У4 +У5 + У6 -  ЬУо = \  /о + у 2

1 [ м ( х , , х 2 ) ]  =  / ( х , , Х 2 ) ,  ( х , , х 2 ) G  G, 

« ( Х | , * 2 )|г =  <р(лг, ,JC2 )
(3.26)



олинади. Бу усул чегаравий шарт
ни турнинг энг якдн тугунига од
дий кучириш дейилади. Оддий 
кучирганда йул куйилган хатолик
нинг микдорини аник^аймиз. Фа
раз кдлайлик, А ва В иукталарнинг 
координаталари (x lf — 5̂ , х 21)  ва 
(хи , х 2к) булсин. У х,олда

и ( В )  =  и ( А ) - 8 Х ,  ( £ , * 2*)  =

= <p ( a ) - 8 au'Xi {$ ,х 2к),

бунда хи -  8а <£, < хг  Энди 5А< h 
ни эътиборга олсак, оддий кучи-
ришда йул куйилган хатолик 0(A) булади. Демак, (/, к) тугун учун 
0(A) ани!утикда

и = <р(А) (3.27)

тенгликка эга буламиз.
Агар яна бирор ички нуцтадан фойдалансак, у холда и(В) нинг 

Хисоблаш аниьушгини орттириш мумкин. Бунинг учун w(xp х2 ) 
нинг С = (х„ + А, х2к) нуктадаги кдйматидан фойдаланамиз:

и(А ) = и (х,/ -  8а ,х2к) = и ( Ё) -  8 ли'х1 ( В) + д* и"х, ( В ) , 

бунда В = (хи - в д А,х2к), 0 < в < 1 ва шунингдек,

и (С) = и(х„. + h,x2k) = и( В) + Ни'щ [В]  + м"2 (Л ),

бунда А = (х и +Qxh,xlk ), 0 < 0, <1.
Бу тенгликлардан биринчи хосилани йук,отсак, куйидаги хосил 

булади:

и ( В) = + 0 ( А2).

Агар 0(А2) ни ташласак, у холда (/', к) чегаравий тугун учун 
0(А2) ани1ушкда

h<p(A)+SAyi+lk
h+SA (3.28)У,к

тенгликка эга буламиз. Шундай кдлиб, биз хар бир чегаравий 
(/, к) тугун учун (3.27) ёки (3.28) тенгликни ёза оламиз. (3.28)



формула Коллатц формуласи ёки чизи/^ли интерполяция формуласи 
дейилади.

Аппроксимациялашнинг аник^мас коэффициентлар методини 
куллаб, юкрри тартибли аникутикка эга булган чегаравий шарт
ларни аппроксимациялаш формулаларини чик^ариш мумкин.

Энди иккинчи жинс чегаравий шарт

ди
дп = (р(х1,х2) (3.29)

ни айирмали шарт билан алмаштиришни куриб чик^амиз. Бу х,ол 
биринчи чегаравий масалага нисбатан анча мураккабдир, чунки бунда 
изланаётган функциянинг нормал хрсиласи кщнашади. Нормал хрсила 
функциянингтур тугунлардаги к,ийматларининг булинган айирма- 
лари билан алмаштирилиши керак. Бизумумийликни сакутш учун 
тугри туртбурчакли турни к,араймиз:

X = X, + /А,, х2 = х20 + Щ  (/, к = 0, ± 1, ± 2,...).

Фараз килайлик, В нук,та координаталари (хи, х2к) булган че
гаравий нук,та булсин, А эса В ну^тага я^инрок, булган Гчегара- 
нинг нуцтаси, С(х, ,_р х2к) — ички нук;та, D (х];, х2 к_{) — чегаравий 
нук,та ва п Г  нинг А ну^тасидаги тацщи нормал булсин (7-чизма). 
Нормал п билан Ох{ ук, орасидаги бурчакни а  билан, 0 х 2 ук,

орасидаги бурчакни эса /3 билан белгилаймиз. Энди = <р(А)
шартни В нуктадаги айирмали шарт билан алмаштириш масаласи
ни курамиз. Нормал буйича х,осиланинг таърифига кура

ди
дп

ди 
дх\

cos а  + — cos В.
дх2

Фараз к^илайлик, В нуктада 
нормалнинг йуналиши А нук,та- 
даги йуналиш билан бир хил 
булсин; А билан В орасидаги ма- 
софа 0 (h ] + h2) булганлиги учун 
бу ф ар ази м и з н ати ж аси да 
0(/г, + h2) хатоликка йул куямиз. 
Демак,

I V

dh И)
си
СП(В) ■ 0 ( 4 + М -



Энди хусусий ^осилаларини булинган айирмалар билан алмаш- 
тириб, куйидагига эга буламиз:

Ui.k - 1cosa + -a ~-cos р + 0(l\ +h2) = <p(A)h, h-'2

ёки крлдик, ^адни ташлаб,

У‘к-у,-U cos а  + л»-л ,*71 cos р  = <р (А ) (3 _30)

тенгликка эга буламиз. Шундай килиб, бу формула (3.29) чегара
вий шартни ( i,k ) е  r h тугунда айирмали шарт билан 0(И] + h2) аник- 
ликда алмаштиради; (3.30) куринишдаги ифода барча ( i,k )  е r h ту
гунлар учун ёзилиши керак, шундагина биз (3.29) чегаравий шарт
ни аппроксимация кдтувчи айирмали шартларни топган буламиз (а 
ва р лар А е Гн нуктанинг функцияларидир).

Учинчи чегаравий шартни аппроксимация килиш учун юкрри
даги биринчи ва иккинчи чегаравий шартлар аппроксимацияси- 
нинг комбинациясини оламиз.

10.3.5. Айирмали схеманинг тургунлиги. Биз ёзувни кискароккилиш 
максадида айирмали схеманинг тургунлигини Пуассон тенгламаси 
учун Дирихле масаласини ечиш мисолида куриб чикамиз.

Ф араз ки лай ли к, G сох,а тугри бурчакли туртбурчак 
С = {0 < х, < а, 0 < х2 < Ь) булиб, Гунинг чегараси булсин. Шундай 
м(х,, х2) функцияни топиш керакки, у С да

д2и д2и г ( \ .

&f + & r / ( , ,JC i)  <33|)

тенгламани каноатлантириб, Гчегарада Дирихле шартини каноат- 
лантирсин:

и\г =<р(х,,х2), (3.32)

бунда ср(х|,х2) маълум функция. Фараз килайлик, (3.30) — (3.32) 

чегаравий масала G = GUT со\ада ягона ечимга эга ва бу ечим С да
д4и д4и- т ва — 4 узлуксиз \осилаларга эга булсин.
<?Х| дх2

Биз куйидаги тугри бурчакли туртбурчаклардан иборат булган 
турни караймиз:

= /А„ / = 0,1,..., М, Mhx = о;] 3 33^

x2k=kh2, k=0,l,...,N, Nh2=b.



Энди G да ётувчи барча тугунларни G° деб олиб, чегаравий 
нук,талар Ги сифатида Г  да ётувчи тугунларни оламиз. Кейин

Лаплас операторини G°h га тегишли нуцталарда 3-чизмадаги беш 
нук,тали андаза ёрдамида

айирмали схема билан аппроксимация кдламиз. Агар А, -  h ,h 2 = ah 
(а  -  const) булса, у хдлда 10.3.1 даги натижадан курамизки, (3.34) 
аппроксимациянинг хатолиги

Кдралаётган со\а тугри бурчакли туртбурчак булганлиги туфай- 
ли (3.35) аппроксимациянинг хатолиги нолга тенг. Чегарадаги (3.35) 
кдйматлар маълум булганлиги учун уларни (3.34) тенгламага куйиб, 
кейин маълум \адларни унг томонга утказиб, куйидаги чизикди 
алгебраик тенгламалар системасига эга буламиз:

Равшанки, (3.36) тенгламалар фацат чегара якднидаги тугун- 
ларда (3.34) тенгламалардан фарк, кдлади. Масалан, (/, 1) куриниш- 
даги тугунларда (3.36) тенглама куйидаги куринишга эга булади:

(3.36) системада тенгламаларнинг сони номаълумларнинг сонига тенг. 
Шунинг учун х,ам (3.34) системанинг матрицасини Gh тур устидаги 
функцияни узига акслантирадиган чизик^и оператордек цараш мум
кин.

Энди (3.34), (3.35) тенгламалар системасининг ягона ечими мав- 
жудлигини курсатам из.

Аи =
дх\
8 и

(3.34)
/ = 1,2,..., Л/ -  1, к = 1,2,..., /V - 1

Rik(h)\<ĥ (\ + a 2)M ,

дан иборат. (3.32) шартни куйидагиларга алмаштирамиз:

У1к |ГА = (piih^kfb ), (/A, ,kh2 ) & r h. (3.35)

= Л ,  / = 1,2,..., Л/ -  1; к = N -  \. (3.36)

<р('\0)



1 -л е м м а . Фараз килайлик, #(/|) ={&,к} микдорлар Gh = G°Urh 
тур устида аникланган кандайдир функция булсин. Агар G° 
сох,анинг тугунларида Akd{h) ^ 0 шарт бажарилса, у \олда #№ узи- 
нинг энг катта кийматини GА нинг чегарасида, яъни Гь да кабул 
Килади.

И с б о т и . Тескарисини фараз киламиз. Айтайлик, узининг 
энг катта кийматини ички нуктада кабул килсин. Умуман айтганда, 
бундай нукталар куп булиши мумкин. Улар орасида шундай 
(i,k ) е  G° тугунни танлаймизки, д 1+ик, &i k+l, д. к кий-
матларнингбирортаси dik дан катъиян кичик, масалан, b i+l к <djk 
булсин. У \олда (/', к) тугунда куйидагига эга буламиз:

V  +* = ^  (0,-и -  20,* + $м ,к) + ^  (» а+| -  20,* + 0 а _,) =

= ~ М  + ( ^ > А ) ]  + (3.37)

чунки &M k -'Sik <0 булиб, колган кичик кавслар ичидаги ифода 
мусбат эмас, (3.37) тенгсизлик эса лемма шартига зиддир. Демак, 
бизнинг фаразимиз нотугри экан. Шу билан лемма исботланди.

2-л е м м а. Фараз килайлик, микдорлар Gh тур устида аник
ланган кандайдир функция булсин. Агар G° нинг тугунларида 
Ah9h <_0 шарт бажарилса, у \олда #(л) узининг энг кичик кийма
тини Gh нинг чегарасида, яъни Гн да кабул килади.

Бу лемма ^ам худди олдингисидек исботланади.
Т е о р е м а  {максимум принципи). Фараз килайлик, д {Н) = {§ jk} м щ - 

дорлар С h да аникланган булиб, Gk тугунларда

Ah§ik = 0, / = 1,2,..., М -\ ; k  = \,2,...,N -1

тенгламаларни цаноатлантирсин. У%олда узининг модул буйича 
энг катта кийматини Гн чегарада щабул килади.

Теореманинг исботи 1-ва 2-леммалардан келиб чикади.
Бу теоремадан f jk = 0ва  (pjk = 0  булганда (3.35) ва (3.36) бир 

жинсли тенгламалар системаси факат нол ечимга эга эканлиги 
келиб чикади. Чунки, агар м  0 булса, у х,олда #(л> узининг энг 
катта ва энг кичик кийматларини максимум принципига кура Гн 
чегарада кабул килади; аммо rhда #(А) = 0 , демак, бутун Gh сохдца 
^  = 0 . Шунинг учун х,ам (3.34), (3.35) айирмали схема ягона ечим
га эга.



Энди (3.34) айирмали схеманинг тургунлигини курсатамиз. Бу
нинг учун 10.2.2 даги таърифларни бу ердаги х,олга куллаймиз. 
Фараз к,илайлик, Uh, Fh ва Фл лар Gh , G°h ва Гк ларда аникданган 
функциялар фазоси булсин. Бу фазоларда шундай нормалар ки- 
ритамизки, улар узлуксиз функциялар фазоларидаги нормалар билан 
мослашган булиши керак. 10.2.2 даги 5-таърифга кура, (3.34), (3.35) 
айирмали схемалар тургун булиши учун /г, ва /г2 га боглик, булма
ган шундай С узгармас топилиб, (3.34), (3.35) масаланинг ечими

«<А) = {Ул} УЧУН

бах,о уринли булиши керак. Биз Uh, Fh, ФА фазоларда куйидаги 
нормаларни киритамиз:

м(л) I = max I yik I, \fih) II = max \fik |,
Uh Gh H f*  с »  W 'k '

Mil(p( } \\ =max|<p,*|
11Ф* A

Энди юкрридаги бах,они урнатиш учун Гершгорин к,оидасига кура 

функция учун мажорант функция курамиз. Ушбу 

Р (х ,, х2) = ^2о̂ "i 0 \\Х\Х2 + a^Xj + о,0х, + aatx2 + Ядо 

иккинчи даражали купхдц учун

\ Pik = д ^1<а)’

чунки 10.3.1 даги (3.4), (3.5) формулаларда к,атнашадиган туртин- 
чи тартибли х,осилалар Р(хр х2) учун нолга тенг.

Энди Щ хг  х2) мажорант функцияни куйидагича аникдаймиз:

W (x l,x2) = \ [(а 2 + Ь2) - { х 2 + х 22)]||/(Л)||̂ +|<P(/,)L  •

Ушбу г (х ,, х2) = (а 2 + Ь1 ) -  (х,2 + х\) функциянинг геометрик маъ- 
носини тушунтирамиз: 8-чизмада чегараси Г  булган G сох,а тасвир- 
ланган. Бучизмада ОА диагоналнинг узунлиги Va2 + b2 га тенг булиб, 
г(х,, х:) - 0 эгри чизик, маркази координаталар бошида ва радиуси 
ОА = л/а2 + Ь2 булган айланани билдиради. Шундай к,илиб, агар 
( х ,, х2) е (7 булса, у х,олда г(х,, х2) > 0 булиб, G сох,анинг фак,ат



А(а, b) нуктасида нолга айланади, аммо 
бу нук;га Gf,1 гатегишли эмас. Демак,

> 0.

Осонлик билан куриш мумкинки, Gjj 
нинг барча нук^аларида

AhWik =AlV / (*)

/= 1, 2, ... , М -  1; 
к =  1, 2, ... , N -  1.

Шунинг учун = и^ -  W айирма G® тугунларда

Ah9w = fW  +||/(А)|| > 0
II II Fh

тенгсизликни к,аноатлантиради. I-леммага кура узининг энг катта 
^ийматини ГИ да кабул килади. Аммо чегарада куйидаги муносабат 
уринлидир:

= i p (h)- W \ rh =«р<А) - | <г, (л>||ф _ | г (*)||/(*)|  ̂ < о .

Шундай к,илиб, Gh да < о, яъни м(Л)< W. Шунга ухшаш G\ да 
#,Л) = u[h] + W функция учун куйидаги тенгсизликларни \осил к,ила- 
миз:

Ahd(h) < 0, § (h)\ > 0.

У холда 2-леммага кура Gh да > 0  ёки (J^  > -W  тенгсизлик
< W ба\они курсатдик. Бундануринли булади. Демак, Gh да 

эса

, (л) < f(b) „ ( А )  I

ПфА

х,осил булади. Агар С = m axjl, + £2)| деб белгиласак, у ^олда 
охирги тенгсизликдан



келиб чикдци. Бундан эса (3.34), (3.35) чегаравий масаланинг тур- 
гунлиги хам келиб чикдци. Демак, (3.34), (3.35) айирмали масала 
(3.31) тенгламанинг аник, ечимига як,инлашади ва як,инлашиш тар
тиби 0(h2) булади, чунки як,инлашиш тартиби аппроксимация тар
тиби билан устма-уст тушади. Бошкд чегаравий шартларда (3.1) тенг
лама учун тур методининг тургунлик масаласини [5, 24, 44] дан 
куриш мумкин.

Тур методида х,осил буладиган чизик,ли алгебраик тенгламалар 
системасини 3-бобдаги методлар билан ечиш мумкин. Аммо бу сис- 
темаларни ечиш учун махсус методлар яратилган.

10.3.6. Рунге коидаси. Ечимнинг хатолиги учун юкррида келти- 
рилган ба^олар маълум нук,сонга эга. Бу бахдтарда изланаётган ечим 
х,осилаларининг модули к,атнашади. Одатда, уларнинг микдорини 
биз билмаймиз.

Амалиётда тур методи билан аник^анган такрибий ечимнинг ха- 
толигини ба\олаш учун 9.3.6 дагидек Рунге цоидаси ишлатилади.

Фараз к,илайлик, и(х,, х2) бирор чегаравий масаланинг аник,ечи
ми булиб, uh{xv х2) эса к,адамлари h = h ва h2-  ah  (а = const) 
булган тур методи билан топилган такрибий ечим булсин. Такрибий 
ечим eh(xv х2) хатолигининг И га нисбатан тартиби маълум булади. 
Айтайлик, хатоликни такрибий равишда

e h (x l ,x 2 ) * K ( x [,x 2) h p

куринишда ёзиш мумкин булиб, K(xv х2) бунда Ссох,ада чегара- 
ланган мусбат функция ва р  мусбат сон булсин. Фараз к,илайлик, 
мл(х,, х2) ва u2h{xv х2) мос равишда h ва 2h к,адамда тур методи 
билан топилган чегаравий масаланинг ечимлари булсин. У х,олда

и ( х , , х 2)  = г<л( х , , х 2) + £„(*,, х 2) ,  m ( x , , x 2) = м2й( х , , х 2)  + e2/i(x,,x2)

ёки
UH- U2U = Z2b-h

тенгликка эга буламиз. Бу тенгликнинг унг томонига

eh « К (х,,х2)hp, s2h ~ К(хх,х1)2р hp = 2peh

ларни куйсак,

келиб чикдди, бундан эса

га эга буламиз. Бу ифоданинг кулайлиги шундаки, уни х,ар доим 
х,исоблаш мумкин ва кутиш мумкинки,



к,иймат uh га нисбатан аник, ечимга як,инрокдир. Шу йул билан ии 
нинг кийматини аникрок,топиш мумкин. Амалиётда куйидагича иш 
тутилади: такрибий ечимни берилган тугунларда И ва 2h к,адамлар 
билан хисоблаб, uh ва u2h к,ийматлар такдосланади. Агар бу к,ий- 
матлар берилган хоналарда устма-уст тушса, у холда такрибий ечим 
сифатида млолинади. Акс холда h кддамни иккига булиб, uh/i к,ий- 
мат хисобланади. Кейин аникушкнинг етарлилигини билиш учун 
юкрридагидек иш тутилади.

Чегаравий к,ийматлар Коллатц тенгламаси буйича топилганда (3.1) 
тенглама учун Дирихле масаласини такрибий ечишдаги хатонинг 
тартиби h га нисбатан р = 2 булади. Демак, бу холда

■ „ _ uh-«2h 
Sh - Г~-

10.3.7. Матрицали хайдаш методи. Эллиптик типдаги дифферен
циал тенгламани тур методи билан ечганда хосил буладиган чизик,- 
ли алгебраик тенгламалар системасининг матрицаси махсус кури- 
нишга эга. Бундай матрицаларда нолдан фаркди элементлар факдт 
бош диагоналда ва унга параллел булган иккита кушимча диагонал- 
дажойлашади; матрицанингкрлган элементлари нолга тенг. Юкррида 
айтганимиздек, матрицанинг бундай хусусиятини хисобга оладиган 
махсус методларни кдрашга туф и келади. Бундай методлардан бири 
матрицали х;айдаш булиб, М.В. Келдиш томонидан таклиф к,илин- 
ган эди. Бу методни эллиптик тенгламалар беш нук^али андаза буйича 
аппроксимация к^липганда хосил буладиган чизикуш алгебраик тенг
ламалар системасига куллаш мумкин. Шуни хам таъкидлаш керак- 
ки, эллиптик типдаги тенгламада (3.1) тенгламага ухшаш аралаш 
Хосила цатнашмаслиги керак (к,. [24]). Бу методни G = {0 <х, < а,
О < х2 < Ь) сохада (3.31) Пуассон тенгламаси учун куйидаги

и ( 0 , х 2) = (р] (х2), и ( а , х 2) = (р2 (х2),  г / ( х , , 0 ) = у / ,  (х,  ) , и ( х ,  ,Ь)  =  ц/2 ( х , )

чегаравий шартларни к,аноатлантирувчи биринчи чегаравий масала
нинг ечимини топиш учун куллаймиз. Биз бу ерда (3.33) турни 
к,араймиз ва h [ - h , a =  h2̂ 2 деб белгилаб оламиз. Натижада (3.34) 
ва (3.35) муносабатлардан куйидаги айирмали схемага эга буламиз:

У м , к  + [ а У , , к - 1 -(.2 + 2 а ) У * + У ш 1 ]  +  У 1- 1. * = h 2 f a >  (3-38)
г =  1,2,  . . . , М - 1 ] к =  1 , 2,  . . . ,N -  1,
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Уо/, =<P|(*2 t ) ,y M =(p2{x2k) ,k  = l,2,...,N-\,\ 

У/о = v i (xi, ) , y m =y/2(xu) , i  = l,2 ,...,M -l. j
(3.39)

Фараз кдлайлик, M « N  булсин. Куйидаги векторни киритамиз:

■У/ = { У п ’ Уп>~-’ У*,м-\)Т ■

Бу векторнинг компонентлари х, = х,. тугри чизикда ётган тугун- 
ларда х,исобланган тур устидаги функциянинг к,ийматларидан ибо- 
рат. (3.38) системани куйидаги вектор-матрица куринишида ёзиб 
оламиз:

Ум + A$t + Ум = /,■ > i = 1.2, М -1 ,

У, Фо> Ум Фм’

(3.40)

(3.41)

бунда матрица (N — 1) тартибли уч диагоналли матрица булиб, ку
йидаги куринишга эга:

А =

- ( 2  + 2 а )  а 0
~(2 + 2 а )  а

О
О

0
0

а
0

-(2 + 2а )  а  
а  - ( 2  + 2 а )

/ ,=

h2f { x u,x 2 i)~ ay fl (xu) 

h2f { x Xi,x22)

^ f  (-*li ■‘X2 N_2 )  

h2f{x u ,x 2,N̂ ) - a v 2{xu)

(po

•Pi (* 11)

*P\ (X22 )

Ф\ ( * 2 , Л М  )

Ф2 ( х 21)

$2 (X22 )

% (X2,N-I )

Шундай к,илиб, (3.38) тенгламалар системасини ечиш учун
(3.41) чегаравий шартларда (3.40) айирмали тенгламаларни ечи- 
шимиз керак. Бу масалани \айдаш методи билан ечамиз. Бунинг 
учун (3.40) системада Д+1 векторни йукртиб, ни куйидаги 
куринишда ёзамиз:



бунда Х в а  z, номаълум матрица ва вектор булиб, уларни (3.40) 
тенгламадан топамиз; Д-_] ни (3.40) га олиб бориб куямиз:

yM +{^ + Xi )yi + i i = fr (3.43)

Энди (3.42) да / ни / + 1 билан алмаштириб, натижасини (3.43) 
га келтириб куйсак, куйидаги > о̂сил булади:

Бу тенглик ихтиёрий ум  вектор учун бажарилиши керак, демак,

Бу ердан Xv Х2, ... , Хм матрицаларни ва Z,,Z2, ,ZM векторлар- 
ни топиш учун ушбу рекуррент муносабатларга эга буламиз:

Бу формулалар ёрдамида \исоблашни бошлаш учун Х{ = 0 ва 
= Фо Деб оламиз. Шундай килиб, (3.44), (3.45) формулалар ёр

дамида X матрицаларни ва Z, векторларни топамиз. Бу микдорларни 
топиш жараёни туерих,айдаш дейилади. Кейин у м =ф м деб олиб,
(3.42) формула ёрдамида Ум-\> ■■■ векторларни топамиз. Бу жа- 
раён тескари щйдаш  дейилади. Матрицали хдйдаш методида асосий 
х.исоблаш х,ажмини (М — 1) тартибли тескари матрицаларни 
Хм = -  (А + Х,)~ формула ёрдамида топиш ташкил этади. Матри- 
цаларнинг тартиби ошган сари унинг тескарисини топиш куп ме\- 
нат талаб кдлади. Шунинг учун \ам М »  N булганда хдйдаш йуна- 
лишини Ох{ укининг йуналиши билан бир хил килиб олдик. Агар 
N »  М булса, у \олда матрицали хдйдаш йуналишини СЦу^ининг 
йуналиши билан устма-уст тушадиган килиб, матрицали хдйдаш 
йуналишини узгартириш керак.

Энди матрицали хдйдаш методининг тургунлик масаласини куриб 
чикдмиз. Бунинг учун куйидаги леммани исботлаймиз:

1-л ем м  a. (N -\ ) тартибли симметрик А матрицанинг барча X (А) 
хос сонлари ушбу формула билан аникданади:

(Е + (А + Х .)х м )ум = f , - z i -(A  + Xl)zM

Е + (В + Х ,)Х М = 0 ,  

f i-Z i~ {B  + Xt)zM= 0.

хм =-{в + х,)-\ (3.44)

(3.45)

At (/f)  =  - 2 - 2 a ( l  +  c o s ^ ) ,  £  =  1 , 2 , . . . , TV— 1. 
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И с б о т и . Кулайлик учун р = N - 1 ва 2/3 = -(2 + 2а) - Я белгилаш 
киритсак, у \олда А матрицанинг характеристик тенгламаси куйи
дагича ёзилади:

Dp ( l )  = deX(A-XE) =

2 р а 0 . . 0 0 0
а 2 р 0 . . 0 0 0

0 0 0 . . а 2 р а
0 0 0 . . 0 а 2 р

=  0 .

Биз Dp(X) = 0 тенгламанинг илдизларини топиш учун Dp (Я) 
нинг ошкор куринишини топамиз. Бунинг учун Dp (X) аникдовчи- 
ни биринчи устун элементлари буйича ёямиз, натижада

еки

Dp (X) = 2pDp_]( X ) -a 2Dp_2(X) 

Dp (X) = 2pDp_l {X) + a 2Dp_2(X) = 0-p v .)  ̂ (3-46)
хосил булади.

Бу тенглама иккинчи тартибли бир жинсли чекли-айирмали тенг
лама булиб, характеристик тенгламаси

q1 (X )-2P q(X ) + cc2 =0

дан иборат. Равшанки,

Ч,(Х) = р + 4 р 2- а 2,Чг{Х) = р - 4 р 2- а г .

Демак, (3.46) тенгламанинг умумий ечимини куйидагича ёзиш 
мумкин:

D p { ^ )  =  C\4l ( Я )  +  С2^2Р ( Я ) '

Бу ерда с, ва с2 узгармас сонларни шундай танлаймизки, куйидаги 
дастлабки шартлар бажарилсин:

с,q\ (Я) + с2q'2 (Я) = Z), (Я) = 2Р , 

с^ 2 (X) + c2ql (Я) = D2(X) = 4p 2 -  а 2.

Бу чизшути тенгламалардан с, ва с2 ларни топамиз:



Бу ифодани нолга тенглаштириб, А матрицанинг хос сонларини 
топамиз:

Агар (3.47) чап томонининг сурат ва махражини р + j p 2 - а 2 га 
купайтирсак, натижада

Лемма исботланди.
Н а т и ж  а. А матрицанинг барча хос сонлари \кк (А)\>2 тенгсиз- 

ликни кд н о атл а н т и р ад и.
Агар барчау = 0, 1, ... , М учун ||А',-[| < 1 булса, матрицами х,ай- 

даш методи яхлитлаш хатолигига нисбатан тургун дейилади (к,. [24], 
249-6.). Бу ерда матрицанинг ихтиёрий нормасини олиш мумкин. 
Агар |Х,||<1 булса, у холда куриниб турибдики, (3.42) ва (3.45) 
алгоритмлар хисоблаш хатолигига нисбатан тургундир.

(  I------- лр+1р+у1р2-а 2 _  ̂_  е2*и 
J - s ] p 2-a 2)

ЯЪНИ

p+j p 2- a 2 ') = e2ni
ч P~̂ lP2-ot2 J (3.47)

бунда

<Pi р + 1 N

Хос ил булади ва демак,

Р +\1р2 ~ а г = а е 'V  (3.47, а)(3.47, а)

Бунда/?номаълум сон, чунки Р = -  *■ (Я + 2 + 2 а ). Осонлик билан 
куриш мумкинки, (3.47, а) тенгликни

Рк = а  соs(pk = a  cos — 

кдноатлантиради. Шундай кдлиб,



Энди I * ,I  < 1 лигини курсатамиз. Фараз килайлик, s вектор Л 
матрицанинг Хк (А) хос сонига мос келадиган хос вектори булсин. 
Унда хос соннинг таърифи ва 1-лемманинг натижасидан куйидаги- 
га эга буламиз:

As = As, И |  = | А * | И  > 2||s||.

Фараз килайлик, бирор / учун ||Л',.|| < 1 булсин ва биз ||X,+i||  ̂ 1 
эканлигини курсатамиз. У х,олда ЦЛ̂Ц = 0 булганлиги сабабли бар
ча /= 1, 2, ... , М учун ||X;||̂ 1 эканлиги келиб чикади. Бунинг 
учун s билан аникданадиган ушбу

o = - ( A  + X ,)s = X ^s  

векторни оламиз. Равшанки, ЦА̂-Ц < 1 булганлиги учун 

||<т|| = fl̂ s + X,.s| > ЦЛжЦ-Цл-̂ ! > 2||s||-||s|| = ||s||.

A m m o  s = Х,Ч1сг, демак, ||X/+i<r|| =  ||s|| <  ||<т||. Бундан эса ||X/+i| ^  1 
келиб чикади. Шу билан матрицали х,айдаш методининг яхлитлаш 
хатолигига нисбатан тургунлиги курсатилди.

10.3.8. Пуассон тенгламаси учун Дирихле масаласини ечинща Либ- 
ман методи. Фараз килайлик, (3.31) Пуассон тенгламасининг G 
сохдда (3.32) чегаравий шартни каноатлантирадиган ечимини то
пиш талаб кдлинсин. Биз бу ерда беш нукдали андазадан квадратик 
тур учун (/г, = h2 = И) фойдаланамиз. У ^олда (3.34) дан куйидаги 
содда айирмали схемани хрсил киламиз:

У,к = \ {У ,  и  + Ум .к +  У,.к-1 + У , м \) -  > ( 3 -4 8 )

чегаравий шартни эса

уА =<р(А) (3-49)

шаклда оламиз. Бу ерда юкоридаги тенгламаларнинг сони УУжуда 
катта булиши мумкин, шунинг учун х,ам бу системани итерация 
методи билан ечиш маъкулдир. Биз итерация методини Либман [59] 
курсатган усул буйича куллаймиз. Бунинг учун турдаги тугунларни 
Куйидагича турларга ажратамиз: Чегаравий тугунларни биринчи тур 
тугунлар деймиз. Камида битта кушниси чегаравий тугун булган 
барча ички тугунларни иккинчи тур тугунлар деймиз. Олдинги турлар
га тегишли булмаган ва камида битта кушниси иккинчи турга те- 
гишли булган барча ички тугунларни учинчи тур тугунлар деймиз



ва к. Шундай к,илиб, Gh даги барча тугунларни чекли микдорда- 
ги турларга ажратамиз, шу билан бирга х,ар бир тугун факдтгина 
бигга турга тегишли булади. _

Фараз килайлик, у; (у = 1,2,..., N) ечим Gh со\адаги (3.48),
(3.49) айирмали чегаравий масаланинг у тугундаги аник, ечими булсин. 
Энди у г у2, ... , yN ларга ихтиёрий ... ,у $  к,иймат берамиз
ва буларни (3.48), (3.49) айирмали масаланинг нолинчи як,инлаши- 
ши деймиз. Биринчи як,инлашиш ни топиш учун (3.48) га кура
у,(0) нинг туртта кушни тугундаги к,ийматининг уртача арифмети-

h^гидан — / нинг 1-тугундаги к,ийматини айириш керак. Кейин у ^
ни топиш учун нинг туртта кушни тугундаги к,ийматларининг

И̂уртача арифметигидан ■ - f  нинг 2-тугундаги к,ийматини айириш 

керак ва к. Шунга ухшаш у*1’ лардан фойдаланиб, ларни 
топамиз ва к.

Энди z\n) = У] -  у\п) деб белгилаб, барча У (у = 1,N) учун

lim z{"] = О
п—

тенглигини курсатамиз.
Хаки^атан х,ам, z\n) (3.48), (3.49) айирмали чегаравий масала

нинг f jk = 0 ва чегаравий шартлар нолга тенг булгандаги ечимидир. 
Шунинг учун х,ам навбатдаги як,инлашиш г*"* олдинги як,ин- 
лашишларнинг туртта кушни тугундагиларининг уртача арифмети- 
гига тенг. Хусусий хдлда

Izj1’ ! < (l W ,  M  =  max|z*0)|,
I I I  4 /  i s ; s j v I ■' I

чунки биринчи тугуннинг камида битта кушниси Гн чегарада ётади 
ва унда чегаравий шарт нолга тенг. Шунга ухшаш

а  = 1 - 4  * <1.

Бу жараённи давом эттириб,/ га боглик, булмаган ихтиёрий п учун

|z«;»| < а " М

тенгсизликни х,осил к,иламиз. Бундан эса п -»  оо да z^  -> 0 келиб 
чик,ади.



Куриниб турибдики, бу алгоритм хисоблаш хатолигига нисбатан 
тургундир, чунки бирор кдцамда йул куйилган хатолик кейинги 
кдцамда камайиб боради.

Бу усулнинг хисоблаш учун кулайрок, булган схемасини куриш 
учун оркдли я-тузатмани белгилаймиз:

Равшанки, е * 0* н и  хисоблаш учун юкрридаги усулга кура у {'] 
ни хисоблаб, кейин

(0) (1) (0)
е )  = У у - У )

айирмани топиш керак. Барча кейинги е\п) (п > 1) х.исоблашлар zl. ] 
ни хисоблагандек олиб борилади, яъни е*л) ни топиш учун нолли 
чегаравий шартлар ва f jk = 0 деб олиб, е * "1* ларнинг туртта кушни 
тугундаги ^ийматларининг уртача арифметигини олиш керак.

деб олиб, бу таьуэибий тенгликнинг хатолигини бахрлаймиз. Рав
шанки,

у холда куйидаги га эга буламиз:

Энди

(3.50)

I (п)1 (°+1) ( (и) \ I (л+0 (и)1 ^
И  I= yj ~ v j  уп  = И  2/ |-

<|z("+,)|+Uи)l < а п" М  + OLnМ  = (\ + а)а"М,

бундан эса

У  <(1 + а )М  ^  а

Шундай к^илиб, (3.50) такрибий тенгликнинг хатоси

М

микдорга тенг булиб, бунда



Шуни хдм таъкидлаш керакки, (3.51) куполлигига кдрамасдан, 
жиддий равишда z f 1 = У,"1 -  у j ларга боглик,. Шунинг учун хдм у [р  
дастлабки я^инлашишларни танлаш учун кушимча маълумотлардан 
фойдаланиш керак. Айрим \олларда берилган турда ечиш керак булса, 
аввал бу масалани йирикрок, турда ечиб, кейин интерполяция ама- 
лини бажариб, натижада у {р  учун берилган турда озми-купми крни- 
кдрли к,ийматни х,осил к,илиш мумкин.

М и с о л .  К,уйидаги

д2и д2и .
—т  ̂— т — -2х, 
дх( дх\

Пуассон тенгламасининг ечими {0<Х | ,Х 2 < 4} квад- 
ратнинг 9-чизмада курсатилган 1 - 9  нукталардаги 
к.иймати топидсин. Чегаравий шартлар 9-чизмада 
курсатилган.

Е ч и ш .  Gh со \ан и н г тугунларини 9 -ч и з м а д а  
курсатилганидек белгилаб чик,амиз ва (3 .48 )  тенг
ламани куйидагича ёзиб оламиз:

1 И2
Уj  = 4  {Уа+Уь+Ус+Ус1 )+  4  • 2 (дг, )у. , (3.48а)

бунда (jc,);  орк;али /-тугуннинг абсциссасини белгилаймиз; а, Ь, с, d  лар эса  j -  
тугунга кушни тугунлар. Чегаравий шартларнинг симметриклигига кура

Ут=Уг У»=Уу У, = У5

тенгликлар келиб читали. Шунинг учун \ам фак,ат у г  у2, ... , у ларни топиш 
кифоядир. К,аралаётган турда h =  1 . Дастлабки як,инлашишларни танлаш учун 
куйидагича иш тутамиз: у̂ 0> ни топиш учун И = 2 деб олиб, (3 .48а)  дан куйи- 
дагига эга буламиз:

у (4 ] =  ̂ (0 + 0 + 0 + 1 6 )  + 2- ^ 2 ' 2  = 8 .

ни топиш учун (3 .48а)  да /г = %/2 деб оламиз, у \олда 

^ (0)=  ̂ (0 + 0 + 8  + 16) + 2 = 9.

Ш унга ухшаш

J'f* = 4  (0+0+0+8) + 2-'~ -  = 3.

Энди берилган турда h =  1 кдцам билан куйидагиларни \исоблаймиз:

^ 0 ) = ^ (8+16+8+8)  + 2'̂ - = I 1,5; 

у\0) = l4 (3 + 8  + 0 + 8 ) + 2 4 2  = 5 ,75 ;

^б0> = 4  (0+8+3 + 3) + 24 J = 4 .

0  0  0  0  0
9-чизма.



Хисоблашларнинг крлганлари 9-жадвалда келтирилган. Биз факдт 6 та итерация- 
ни олдик, аслида \исоблашни к'"' етарлича кичик булгунича давом эттириш ке
рак. Итерация жараёни секин як,инлашишининг сабаби кдцамнинг катгалигида 
(h -  1). Жадвалнинг охирги сатрида берилган дифференциал тенглама

u(xv х2) = х̂ хг(А -  х2) 

аник ечимининг тугунлардаги к,иймати келтирилган.

9 -ж  а д е  а л

j 1 2 3 4 5 6

У ? 9 11,5 5,75 8 3 4

yf 8,8125 12 6 7,75 2,9375 4

У ? -0 ,1 8 7 5 0,5 0,25 - 0 ,2 5 -0 ,0 6 2 5 0

у 0,1875 -0 ,1 5 6 2 -0 ,1 2 5 0,25 0,0625 -0 ,0 9 3 8

4 2) -0 ,0 4 5 3 0,1562 0,125 -0 ,1 2 5 -0 ,0 5 4 7 0,0938

4 3) 0,703 -0 ,0 5 3 9 -0 ,0 5 6 2 0,125 0,0547 -0 ,0 5 8 6

4 4) -0 ,0 2 7 5 0,0664 0,0625 -0 ,0 5 6 2 -0 ,0 2 8 7 0,0586

V 0,0322 -0 ,0 2 7 8 -0 ,0281 0,0625 0,0302 -0 ,0 2 8 4

U)
у к 8,9975 12,0125 6,0000 7,9438 2,9713 3,9716

ик 9,000 12,0000 6,0000 8,0000 3,0000 4,0000

Умумий узгарувчан коэффициентли (3.1) эллиптик тенглама учун 
чикдрилган (3.7) оддий итерация ва Зейдел методлари билан ечиш 
Хамда хатони бахрлаш мумкин. Бу масалалар [7] да келтирилган.

10.3.9. Фурьенинг тез алмаштириши. Фараз кдтайлик, а(п) (п = 0,
1, ... , N— 1) комплекс сонларнинг чекли кетма-кетлиги булсин. 
Биз Фурьенинг тез алмаштириш (ФТА) алгоритмини куриб чикд- 
миз. Бу алгоритм а(п) кетма-кетлик учун Фурьенинг дискрет алмаш- 
тиришида (ФДА) энг тежамкор алгоритмлардандир. Аникрок, кдтиб 
айтганда, ФТА

f(k) = Yda(ny*h*!\k = 0 Д . . . , Л Г - 1  ( 3 . 5 2 )
п=0

алмаштиришни ва унга тескари булган

а ( п) = 1  п = 0 , 1,..., N -1  ( 3 . 5 3 )
к = 0

алмаштиришни х,исоблаш учун ишлатилади. Кейинчалик кулай були
ши учун



W  = (3.54)

белгилашни киритиб, f(k )  ва a(n) ни куйидаги куринишда ёзамиз:

Бу ифодалар мос равишда Фурьенинг чекли натори ва Фурьенинг 
дискрет коэффициенти дейилади.

Агар а(п) лар ха^ик^й сонлар булса, у х,олда f[k )  нинг мавхум 
кдоми Im/(A:) куйидагига тенг:

(3.55)—(3.57) куринишдаги функциялар математикада ва унинг 
хилма-хил татбикдарида, жумладан, айирмали тенгламаларни ечиш
да, статистик маълумотларни ишлашда, рак,амларнинг спектрал тад- 
к.ик.ида учрайди. Аммо як,ин ва^тларгача ФДА кам ишлатилар эди, 
чунки берилган а(п) ва W kn учун f ( k )  нинг барча/О), Д1) ... ,J(N — 1) 
кийматларини \исоблашда № та купайтириш амалини бажариш 
керак.

Шуни таъкидлаш керакки, агар УУкуп булувчиларга эга булса, у 

Холда sin 2п̂ п сонлар орасида бирхиллари куп учрайди. Шунинг 
учун хам уларни гурухлаб, купайтириш амалини камайтириш мум
кин. Шу гояга асосланган ЭХМ  да хисоблаш учун тежамкор алго- 
ритмни Жим Кюли ва Жон Тьюки таклиф кдлишган [58]. Бу алго
ритм Фурьенинг тез алмаштириши ёки Фурьенинг тез дискрет ал- 
маштириши дейилади (ФТДА). Бу алгоритмда N -  t  ёки N = У  
булса, алгоритм тежамкор булади. ЭХМ  да дастурлаш кулай булиши 
учун N = 7’ деб оламиз. Умумий холда N = г, г2 .... г деб караш 
мумкин. Бу хол [26, 27, 50] ларда мукаммал к,аралган ва хар хил 
татбикдари келтирилган. Берилган А: ва я ларнинг иккилик санок, 
системасидаги ёйилмасини ёзамиз:

(3.55)

(3.56)

д(к)  = ^ a ( w ) s i n  к = 0 ,1 , ...,7V - 1 . (3.57)

бу ерда kj ва я. лар 0 ёки 1 га тенг. Куйидагича
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a{ri) = a(ng, и,,..., и ,) 

белгилашни киритиб, (3.55) йигиндини

f { k ) =  X  a [ n o , n t , - , n p A ) l V  ^
П0.ль-,лр-1

= ^  W knо 
"0=°

Y ,W 2kn'... £  ^ 2Р ‘v 'a (« 0,« ,, .. . ,V i)
"p-l =

(3.59)

куринишда ёзиш мумкин. Энди к нинг (3.58) ёйилмасидан фойда- 
ланиб, ички

Z  *',p"1a (« 0. « i , - . V i )  (3.60)
Лр-1=0

йигиндини бошкд куринишда ёзамиз. Равшанки,

2Р 1 *лр_, _ /j^2p 1 Vp_, \({{/2Р '2*1”р-1Ж '2 Vi

Бу купайтмада иккинчисидан бошлаб барча купаювчилар 1 га тенг. 
Хакикдтан хам, 1 < / < р -  I булсин, у \олда И7'  = 1 ва я к 2’ 
бутун сон (чунки п к. ифода 0 ёки 1 га тенг ва / > 1) булганлиги 
учун куйидаги тенгликлар уринли булади:

W -ap-l2Jkj _ w 2l>n̂ kJ2i = w N k̂/2'-' _ 1.

Шундай к,илиб, W 2 к"р~' = W 2 "р~1*0 тенглик бажарилади ва де
мак, (3.60) йигиндини

г рЧ! 2 п
a i (к0,п0,...,пр_2) = Z  W H " a ( « o . « i , - . V i )

яр. | =о

куринишда ёзиш мумкин. (3.59) ифодада охиридан битта олдинда 
турган йигиндини

]Г  Wk2 "р-2а, (к0,п0,...,пр_2) (3.61)

каби ёзиб оламиз. Кейин к2Р 2 пр_2 сонни

2Р~2 и„_2 (*0 + 2*.) + 2” V 2 (*2 +... + )

тж г к 2 р ~  ̂п . 2 r i / ( 't o + 2 A : i ) 2 p _ 2 n„_2куринишда тасвирлаб, р = И7' р тенгликнинг чин-
лигига ишонч \осил к,иламиз. Натижада (3.61) куйидаги куриниш- 
ни олади:



a2{ k „ n 0,...,np^ )  = £  W ^ 2k')2P~ ^ a , { k a, « „ , . . . , np_2).
2= 0

Худци шунга ухшаш навбатдаги кддамда куйидаги

a3(k0,kl,k2,n0,...,np_4)=  £  W^ +2k' )2Р 3"р-3я2(*0,к„п„...,пр_j )
"р-3=°

Хосил булиб, охирида

Д Л ) = £ ^ р_.(*оЛ.--->*р-2>«о)щ,=0
келиб чикдди.

Шундай кдлиб, (3.55) йигиндини хисоблаш учун ФТА алгорит- 
ми куйидагидан иборат: аввало, к ва п сонларнинг (3.58) ёйилмаси- 
ни ёзиб ва а(п) = а(п0, nv ... , я , . . ,) белгилаш киритиб, иккита 
Хаддан иборат булган куйидаги йигиндиларни \исоблаймиз:

а](к0,п0,...,пр_2) = W2” *0И'’-1а(и0,л1,...,лр_1),
"р-1

.....V j ) =

= I  ..... , „ „ 4
" р - 2 = °

ар-1 {kQ,kx,...,k2,nt)) =

-  V  n7(*0+2*I+-+2p'2V-l)2"l (, I , \2-1 ар-2 (̂ 0 ’ 1̂ ’■■■гкр_},...,П0, Я| J,
«I =0

"0=0

Энди /(&) (/: = 0,1, ..., TV— 1) йигиндиларнинг ФТА алгоритми 
билан топилгандаги купайтиришлар сонини хисоблаймиз. Равшанки, 
o t(kQ, п0, ... , пр 2) функция фак^ат а2(к0, к {,п0, ... , пр_3) функция- 
нинг кийматини хисоблашда керак булади, аммо бунда a t(k0, п0, ... ,п>2) 
ни факдт икки марта пр_2= 0 ва п 2= 1 булганда хисоблаш керак. п _2 
нинг ^ар бир к,иймати учун а,(к0, п0, ... , пр 2) ни хисоблаш иккита 
купайтиришни талаб кдлади. Демак, a t( k j п0, ... , п 2) ни хисоблаш 
учун купайтиришнинг умумий сони туртга тенг. кейинги хар бир



fl.(yt0, k v ... ,kj_r n0, я,, ... , np j l) йигиндини хисоблаш учун хам 
турттадан купайтириш амалини бажариш талаб кдлинади. Иигинди- 
ларнинг сони эса р га тенг. Шунинг учун хам берилган к учун f(k )  
ни хисоблашга 4р = 41od2./V та купайтириш керак. Барча к ларни 
к = 0, 1, ... , /V-1 учун хисоблашда сарфланадиган купайтиришлар- 
нинг сони 4pN  = 4M od2jVra тенг. Бу сон (3.55) йигиндини бевосита 
Хисоблаш учун сарфланадиган N 2 та купайтиришга нисбатан анча 
кичикдир.

10.3. 10. Декомпозиция методи. Эллиптик тенгламани айирмали 
тенгламалар системаси билан алмаштирганда система матрицаси А 
нинг тартиби ички нукталар сони N га тенг булади. Агар Лаплас 
операторида узгарувчиларнинг сони к булиб, хар бир узгарувчи буйи

ча к,адам И га тенг булса, тугунларнинг сони N  = о|  ̂j та булади. 

Масалан, к = 2, И = 10~2 булганда N ~ 104 булади. Бундан ташк^а- 
ри, матрицанинг куп элементлари нолдан иборат булиб, махсус 
структурага эга. Нихоят, бу матрица ёмон шартланган, яъни энг 
катта хос соннинг энг кичик хос сонга нисбати 0(h ~2) га тенг.

Эллиптик тенгламалар учун курилган айирмали тенгламаларнинг 
бу хусусиятлари махсус тежамкор методларни ишлаб чик,ишни та
лаб кдлади.

Хозирги вакдда Пуассон тенгламасини ечишда хосил буладиган 
чекли-айирмали масалани ечиш учун иккита тугри тежамкор ме
тод мавжуд. Уларнинг бири декомпозиция методи (буни редукция 
методи, циклик редукция методи ёки узгарувчиларни тощ-жуфт тарз- 
да йущотиш методи хам дейилади) булиб, Гаусс методининг мо- 
дификациясидир. Иккинчиси эса Фурьенинг тез алмаштиришига 
асосланган узгарувчиларни ажратиш методидир. Агар туфи туртбур- 
чакда хар бир йуналиш буйича тугунлар сони N булса, у холда хар 
иккала тежамкор метод учун арифметик амалларнинг сони 
Q = 0 (№\n N) та.

Матрицали хайдаш методи туфи метод булиб, мураккаб шакл- 
даги чегарага эга булган айирмали эллиптик тенгламага кулланила- 
ди. Аммо матрицали хайдаш методи Q = 0(N 4) та арифметик амални 
ва ораликдаги маълумотларни сакдаш учун катта хотирани талаб 
кдлади. Шу билан бирга, агар унг томони ва чегаравий шартлари 
билан фарк, кдладиган бир к а̂тор масалаларни ечиш талаб кдлинса, 
у холда хайдаш матрицаларини хотирада сакдаш хисобига матрица
ли хайдаш методида иккинчисидан бошлаб кейинги вариантлар учун 
амаллар сонини 0(N 3) гача камайтириш мумкин.

Энди декомпозиция методини куриб чик^амиз. Фараз кдлайлик, 
чегараси Гдан иборат G = {0 < х, < а, 0 < х2 < Ь) сохада Пуассон тенг
ламаси учун ушбу



Дирихле масаласини ечиш талаб к,илинсин. Биз /г, =  a / N  h =  b / N ,
— l \̂ > ху = Jh  2 олиб, G co\a ва / чегарани мос равишда куйила- 

гилар билан алмаштирамиз:

° 1  = {^1/,x2J; / = 1,jV, - 1 ,  j  = U V - i } ,

Г * = К > ° }  U {a,x2j } U { дг,(,Ь) U {О, x2j }.

(3.62) тенгламага беш нук,тали андазани куллаб, Лапласнинг куйи
даги А айирмали операторный х,осил кдпамиз:

АУtj fij> (̂ i/, x2j) е Gh,

АУи = А ^ +  АгУц J  = l,Nx- 1, j  = 1 ,N2 - 1,

у ‘Аи =%■

(3.62, а)

Бунда

лУц - i j { y MJ ~2yv + У , ^ ) ,  А2у9 = ' - 2 у .  к , , ).

Аввало, (3.62, а) системани куйидаги вектор тенгламалар системасига 
келтирамиз:

-Y j-i+BYj - Y j* = Fj , j  = \,2,...,N2 

Yo = F 0, YNl = F n2 >
(3.63)

бунда у  j ва F j  векторларнинг компонентлари мос равишда^.. ва/ 
ларнингу'-устундаги к,ийматларидап иборат булиб, В — квадрат мат
рица. Бу матрицани аник,лаш керак.

Агар (3.62) тенгламанингунг томонини чегара як,инида узгартир- 
сак, у хщда / = 0, / = Nx булгандаги чегаравий нук^аларда у.. = 0 деб 
олишимиз мумкин. iJ

Энди (3.62) системани куйидаги куринишда ёзиб оламиз:

-У/ ,  у- 1  + { l y - h l  - y IJ+l =  h l q l t ,

1 < / < Nx - 1, 1 < j  < N2 -1 ,

>’oj = y NlJ = 0 , 0  < j < N 2,

Ую=Ч>ю,  У щ  =  <plNl, 0 < i <  N t,

(3.64)



бунда q0 = fy, агар 1 < / < TV, — 1, 1 < 7 < 1, 1 < у < jV2 — 1 булса,

Юкрридаги у  j ва F j  векторларни куйидагича аншутаймиз:

Бу ва (3.64) дан курамизки, (3.62) айирмали масала (3.63) век
тор тенгламалар системасига тенг кучлидир.

Энди N2 = 2" деб олиб, декомпозиция методини тавсифлашга 
утамиз. Бу методнинг гояси шундан иборатки, (3.63) системадан 
аввал токракдмли Yj векторлар, кейин рак^амлари 2, 4, 8 вах- к. га 
каррали булган векторлар йукртилади.

Индекснинг j  = 2, 4, 6 , ... , N2 — 2 (бунда N2 = 2") цийматлари 
учун куйидаги учта тенгламани ёзамиз:

-Y j-i +BYj -  У /+1 = F j,
-Y j+ B Y j+i - Y j+2 = F J+y

Иккинчи тенгламанинг \ар иккала томонини В матрицага купайти- 
риб, кейин бу учала тенгламани кушиб чикдмиз:

4\j -  f \ j  +  h\ Ф0 1 . ?Ar,-l.l ФN\ -1,/ ■

Y j  = {У и > У у ’ - ’ У ъ - ч ^  > J  = 0 , l , . . . ,N 2,

j  = l,2,...,N2-\,

Fj =(<Р1/^2Я-’^1-1./)Г’ аГЗРJ  = °> N2 бУЛСа'
Айирмали Доператорни куйидагича аникдаймиз:

(3.65)
Уо1 = Учч = °-

—Y j - 2 + BY j- 1 — Y j — F  j-1,

бунда

B{1) = ( f i (0))2 - 2 E , B{0) = B,



Юк,оридаги (3.66) система фак,ат жуфт рак,амли у } номаълумлар- 
дан иборат булиб, уларнингсони |jV2-1  га тенг. Агар (3.66 ) сис- 
темадан жуфт ракдмли у > лар топилса, у холда ток, рак,амли но- 
маълумлар

тенгламалардан топилади.
Худди (3.63) системадан ток, рак,амли векторларни йук,отгани- 

миздек, (3.66) системадан j  индекслари 2 га каррали булиб, 4 га 
каррали булмаган векторларни йукртамиз ва к. Индукцияни куллаб 
исбот кдлиш мумкинки, йукртишнинг к кддамида (к = 1, 2,..., п) 
куйидаги система хосил булади:

бунда В 1к "матрицалар ва р ^ векторлар куйидаги рекуррент му- 
носабатлардан топилади:

Шундай к,илиб, хисоблаш жараёни Гаусс методига ухшаш туфи 
ва тескари юришлардан иборат. Тугри юриш (3.68) ва (3.69) фор
мулалар ёрдамида В{к) матрицалар ва ~р^ векторларни топишдан 
иборат. Тескари юриш эса к = л дан бошлаб (3.67) тенгламалар сис- 
темасидан К , векторларни топишдан иборатдир.

Юкрридаги алгоритмлар шу куринишда икки сабабга кура реал 
Хисоблашлар учун ярамайди. Биринчидан, хисоблашнинг хар бир 
боск,ичида умумий структурага эга булган Bik) матрицанинг теска- 
рисини топиш зарурлиги туфайли бу алгоритм тежамкор эмас. Ик- 
кинчидан, (3.69) формуланинг унг томони хисоблашда нотургун, 
чунки В {к~1) матрицанинг нормаси бирдан катта булса, хисоблаш 
хатолиги йигилади.

-Yj-2.k-\ +  B̂ k~^Y, - Yy+2,* - i  =  F j k~̂  
j  = 2*~',3-2k~x ,5-2k~',...,N2-  2k~x,
к =w,w-l,...,2,1, (3.67)
Yo = Fo,Yn2 = F n2 ,

B«) = (£ (*- l))2 _ 2 £ , k =  1, 2, ... , /7-1, (3.68)

(3.69)
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Энди биз шу нуксонлардан кутулишга харакат к,иламиз.
Аввало, В(к) матрицани 2* та уч диагоналли матрицаларнинг 

купайтмаси шаклида тасвирлаш мумкинлигини курсатамиз.

pt( a )  = a ,

р 2̂ { а ) = {р 2Л а ))2 ~ 2>к = (м -  ('3'70^

купхадлар кетма-кетлигини кдраймиз. Агар а  = 2 cos <р булса, у холда 

4 cos2 2к (р -  2 = 2 (l + cos 2*+> )  -  2 = 2 cos 2k+l (р 

тенгликларга кура
р 2„ ( а ) = 2 cos* ц>

келиб чикдди. Демак,

«/ = 2cos^ r a -

сонлар р к(а)  купхаднинг илдизлари булади. Энди (3.68) билан
(3.70) ни солиштирсак, В{к) ни куйидаги купайтувчиларга ажрат- 
ган (факторизация к,илган) буламиз:

# > = n f s - 2 c o s (2̂ £

Агар (3.63) ва (3.65) тенгликларни солиштирсак, у холда В матрица 
j  га боЕлик, булмаган уч диагоналли матрица эканлигини курамиз. 
Демак,

Bkl = B - 2 c o s 2̂lkl ] n Е,  I = 1 ,2, . . . ,2k ( 3 . 7 1 )
2

матрицалар хам уч диагоналли матрицалар ва шунинг учун Ва> мат- 
рицанинг тескарисини топиш урнига кетма-кет Вк1 уч диагоналли 
матрицаларнинг тескарисини топиш кифоядир. Х,акик,атан хам,

( 2‘ ^
в Щ = Y\Bki Я = 8 (3.72)

I )

тенгламанинг ечимини топиш талаб кдпинсин.
Агар = Ё оЛ 2к = # деб олсак, у холда (3.72) системани ечиш 

куйидаги

=£,_„/ = U , ....2* (3-73)



тенгламалар системасини кетма-кет ечишга келтирилади; Я^матри- 
цалар уч диагоналли булганлиги сабабли (3.73) системанинг хдр 
бирини хдйдаш методи билан ечиш мумкин.

Энди шундай р {р  ва ц[к 1 векторларни топамизки,

F ?  = В^р\к) (3.74)

тенглик уринли булсин. Бунинг учун (3.74) ни (3.69) га келтириб 
куямиз, натижада

+в<* " ( я и - и /  ч +

хрсил булади. Бу ердан (В(к~'у)2 = В (к> + 2£тенгликни \исобга олиб, 
куйидаги тенгламага келамиз:

( * ‘ - i  f t ’ -? ;-'> )+ ? ;> =2?;>

Энди q [j * ни шундай танлаб оламизки, куйидаги тенглик бажарилсин:

~(к) ~~ (А) -(*-1) -(*-1)
Я, =2Pj +q)_2L + q ) +2L .

У \олда (3.75) тенгламани (/?*-1))-|га купайтирамиз, натижада

и  s i -  P j _ +  -I +  P j + 2 ^  +  4 j

\осил булади, бунда 

Бундан
p (k )—p(k-\)+ g(k)

келиб чикади. Агар (3.67) нинг унг томонига (3.74) га кура

/(*-0 = В(к-\)р (к о + =(*-|)
J  *  j f f

ни куйсак,

B ^ F ^ ' ) = q ( k~') + y  k_l + y



Бундан эса

келиб чикдци.
Шундай к,илиб, декомпозиция методининг алгоритми куйида- 

гидан иборат:
Хисоблашлар циклда к индекс буйича олиб борилади. Аввал к = 1,

2, п— 1 учун

векторлар топилади, бу ерда / = 2*, 2-2к, ... , 2"—2к. Хисоблашлар 
к = 1 дан бошланади ва бу х,ол учун

дастлабки шартлар берилган булади.
Юкррида айтганимиздек, (3.76) система куйидаги соддарок, сис- 

темаларни ечишга келтирилади:

Хар бир у = 2к,2 -2 к, ... , 2"—2к учун (3.77) системалар белгилан- 
ган /учун ечилади. Вк р , матрица j  га боглик; булмаганлиги туфайли 
\исоблашни шундай ташкил этиш керакки, Вк._и матрицанинг тес- 
кариси бир мартагина топилсин.

Барча векторлар топилгандан кейин декомпозиция мето
дининг тескари юриши бажарилади, яъни к = л дан бошлаб

в {к~ Ч к~1) (3.76)

тенгламалар ечилади ва

бунда

(3.77)



n ( k - \ ) j ( k - \ )  _  ~(к -\ )  у  у  / 1 7 0 4и tj -  </, + J\_2*-. + * /+2<м (3.78)

тенгламалар ечилади ва

F  = +;<*-')

векторлар \исобланади, бу ерда

к = п ,п - 1,...,2,1;./ = 2*-‘ ,3 • 2*"1,5 • 2к~'..., 2" -  2к~\

Олдингидек белгиланган у, к лар учун (3.78) система куйидаги сод- 
да системалар кетма-кетлигига

Вк . u W,.j = 1,2,....2*-

j  = 2к~\ Ъ-2к~\ 5 - 2*“', . . .  ,2 й - 2 * _1 

келтириб ечилади, бунда

W 0j = q {*-') + Y j - ^  + F , t2*-\

Шундай к^илиб, Пуассон тенгламаси учун Дирихле масаласини 
декомпозиция методи билан ечишни куриб чиь^цик. Агар турда 
буйича нук.таларнинг сони Nx = 2" ва х2 буйича N2 булса, у холда 
декомпозиция методида арифметик амалларнинг сони 0(AfyV2log2Ay 
эканлиги |46|да курсатилган. Шу билан бирга [46] да декомпозиция 
методининг \ар хил масалалардаги татбик.и келтирилган. Равшанки, 
агар N̂  = N2= N булса, у холда Фурьенинг тез алмаштиришидагидек 
арифметик амалларнинг сони 0(N 2log2N) булади. ФТА дан деком
позиция методининг устунлиги шундаки, бу ерда хос функциялар
ни билиш шарт эмас. Шу туфайли \ам бу методни учинчи чегаравий 
масалани ечиш учун \ам куллаш мумкин.

1 0 .3 .Н.Айирмали операторлар учун хос к,ийматлар масалалари. 
Узгарувчиларни ажратиш методи (ёки Фурье методи) узгармас ко- 
эффициентли айирмали тенгламаларнинг ечимини топишда ва як,ин- 
лашишни текширишда кенг кулланилади. Бу метод айирмали масала 
ечимини операторнинг хос функциялари буйича ёйишга асослан- 
ган.

Маълумки, \ар бир айирмали чегаравий масалани операторлари 
бирор чекли улчовли f f h) чизик/ш фазода аник/шнган оператор тенг
лама сифатида к;араш мумкин.

Биз аввал бир улчовли, кейин куп улчовли масалаларни к,арай- 
миз. Фараз кдлайлик, 6 Л| = [-V,, = iht, / = О, N ,, /г, = а / N{ J турда куйи
даги айирмали чегаравий масала берилган булсин:



л , .Vi =  i =  \,Nt -\ ,y0 = (pL yN -  <P2 .
»i

(3.79)

Берилган y0= a ,, ум = <p2чегаравий шартлардан фойдаланиб, (3.79) 
системадан уа ва yN номаълумларни йукртиш мумкин. Натижада 
(3.79) системага тенг кучли булган ушбу системага эга буламиз:

- У‘~'~2Т Ум = f , ’ i = 2,3..... ^  - 2 ,
Л| (3.80)

2 У]~У2 _ ? »1_2_2-VWi-1 _ f
—Л-----/I’ 72

бунда

f\ = f + Л ’/м-1 = ./jv,-1 +

Энди ^ = (у, , у2 jv-i )Г векторлар тупламидаЛ операторни куйи
даги

(A y ) .= -\ y i,i = 2,\...,Nx-2 ,

формулалар ёрдамида аник^аймиз. Агар /  = (/рЛ^-ч/лг, 2’ /\-н) де  ̂
белгилаб олсак, у холда (3.80) системани ушбу

Ay = f  (3.81)

оператор тенглама шаклида ёзиш мумкин булади. Бу тенглама (3.80) 
тенгламанинг унг томони билан бир вацтда чегаравий шартларни 
хам хисобга олади.

Шундай к,илиб, айирмали масала (3.81) оператор тенгламани 
вужудга келтиради. Бу оператор СА| тур соханинг факдт ички нук,- 
таларида аниьуганган. Купинча А операторни Ghi соханинг барча 
нук.таларида аник^ланган ва четки нук,таларида нолга айланадиган 
y0=yN = 0 функцияларнинг Нт фазосида аник,ланган деб кдраш 
макрадга мувофик, булади. У холда А оператор бутун G  ̂ да

(Ау). = -\ у ,,  / = 1,2,...,^/,-1, у0 = ущ =0 (3.82)

формулалар билан аник^ланади. Бу оператор иккинчи айирмали %оси- 
ланинг оператори дейилади.

Биз 6-бобда умумий куринишдаги матрицаларнинг хос сонлари 
ва хос векторлари (функциялари) ни топишни куриб чик^ан эдик.
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Юкрридаги (3.82) тенгликлар билан аникданган А оператор ушбу 
махсус куринишга эга булган

2 -1 0 0 . . 0 0 0

-1 2 -1 0 . . 0 0 0

0 -1 2 -1 . . 0 0 0

0 0 0 0 . . -1 2 -

0 0 0 0 0 -1 2

матрицадан иборат. Маълумки, А оператор (матрица) учун хос сон- 
лар масаласи куйидагидан иборат: шундай Я сонларни (хос сонлар 
ёки хос цийматларни) топиш керакки, ушбу

Ау = ку  (3.83)

тенглама нотривиал ечимга эга булсин. А матрица (N — 1) тартибли 
махсусмас симметрик матрица булганлиги туфайли (TV — 1) та ^ацик^й 
мусбат хос ьуийматларга ва уларга мос келадиган (V,—1) тачизинуш 
эркли хос функцияларга эга. Бу хос сонлар ва хос функцияларнинг 
ошкор куринишини топамиз. Бунинг учун (3.79) ва (3.82) дан фой- 
даланиб, (3.83) системани куйидаги куринишда ёзиб оламиз:

~ 2'У +Я.У, =0, / = 1,2,..., N2- 1,
' ’ (3.84)

Уо =Ущ =0,А, =a/Nr

Энди а  = /г,2Я белгилаш киритиб, (3.84) системани

у ^ - (2 -а )у 1 + у И] =0, / = 1, 2,... ,,/V, — 1 (3.85)

куринишда ёзиб оламиз. Бу иккинчи тартибли айирмали тенглама 
булиб,

<f -  (2 -  a)q + 1 = 0

унинг характеристик тенгламасидир. Бу тенгламанинг илдизларини 
ЯI ва Чг орк,али белгилаймиз, у \олда (3.85) тенгламанинг умумий 
ечими

Ут=с,ч"'+c2q" (3 8 6 )

булиб, с, ва сг — ихтиёрий узгармас сонлар. Энди y{)=yN -  0 чегара
вий шартлардан 1

с, + с2 = 0 ,  + c 2q2' = 0
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бир жинсли системага эга буламиз. Бу система нотривиал ечимга эга 
булиши учун унинг детерминанти нолга тенг булиши керак, яъни

q = q 2'.

Аммо q{q2 = 1, шунинг учун \ам q fN' = 1 , яъни <?, бирнинг 2Nt 
тартибли илдизи экан. Демак,

nik
дМ = еъ = е *  (к = 1, 2, ...,NX -1 ).

Шундай кдлиб, бир томондан

q[k* = cos(p + /sin<p, 

иккинчи томондан (3.86) тенгламадан

'--НИ)’-'
келиб чикдди. Охирги икки тенгликдан

\осил булади, бундан эса

а  = 2(l-cos(p) = 4sin2 = 4sin2

Шундай кдлиб, (3.84) масаланинг хос сонлари куйидагиларга тенг:

Xk = ^ s m 2^ , k  = l 2,...,N l - l  (3.87)

бунда /г,7V, = а. Энди qtq2 = 1 ва с2 = - с ,  тенгликларни х,исобга олиб, 
хос функцияларни (3.86) формуладан топамиз:

Л, = с, (?," -  qm2 ) = с, (*Г -  ЯГ  ) = ^  )•

Бундан с, = 1  деб олиб, хос функция учун куйидаги га эга буламиз:

у<£1 = sin л̂ у-, k,m = \,2,...,Nl-\. (3.£'V,

Хос сонлар учун (3.87) формуладан

0<А, < ••• < Аш < Ят+1 < ... < AiV]_, < *2

Х.ОСИЛ булади. Охирги тенгсизликни яхшилаб булмайди, чунки



4 ___2 nh\
h\ 2а

булиб, ^ q COs2 j J  ~ Энди куйидаА, нингба\осини топамиз. Бу
нинг учун a  =nh, /  2а деб белгилаб, X ни куйидагича ёзамиз:

Доимо \ < а / Ъ  деб олишимиз мумкин. У хдвда А = " булади.
sin а  _ораликда — монотон камаювчилигини \исобга олсак,

о, *а

s ina
а

ЯЪНИ

Al -  ~2а

келиб чикади.
Юкррида аникланган Я<0) фазода скаляр купайтма ва нормани 

куйидагича киритамиз:

Av, л V '2 
.2

(“’ д ) = X  v * a ,>  |Н|= >/(м’м) = X
w  =  l V т = 1 J

Энди (3.88) функцияларнинг Нт да ортогоналлигини курсатиб, 
нормасини топамиз. Маълумки,

1' I ■
X

. кк,т ■ пк-,тSin 1 sin = =N N

О, агар к2 ф kt булса,

^ , агар к2 = кх *  О булса, 

О, агар к2 = /:, = 0 булса

(3.89)

(б-боб, (7.11) формулага к.). Бундан эса функцияларнинг ор- 
тогоналлиги ва

I! Г.(*) II' ; V  ■ 2 пкт , N, а  V ' = П. У Sin = I 1 = , 
IK II 1 ^  N, ' 2 2 ’

яъни

1И

келиб чикади. Шундай килиб,



Vk (хч) = ЛД sin 'Tf ;' >*’к=  !>^1 -  *> h\N\ = а V а  /7|
(3.90)

функциялар системаси //0) фазода ортонормал базисни ташкил эта
ди. Демак, Я(0) да антутанган х,ар к^андай функцияни (3.90) базис 
буйича ёйиш мумкин.

Биз

ум -2у,+ум = _f j  i = it2,...,Nl- 1, y0 =y„t = о (3.91)

чегаравий масала ечимини

jV, -1 ______
Я = .v(*n)= £ c*M*w)> i = -1 (3.92)

*=i

куринишда излаймиз. Буни бажариш учун (3.91) тенгламанинг унг 
томонини Фурьенинг чекли к,аторига ёямиз:

л
/ = (3.93)

к = 1 А

бунда
л Л’| --1
/* = ( f ’Vk) = h\ Z  -fak k = 1,2,...,TV1 -1 . (3.94)

/=1

Энди (3.92) ва (3.93) ларни (3.91) га куйиб,

Л ',-1  л

Z  с* м  (•х„) = -  X  /* ̂  (*»)
*=1 *=1

ни хосил циламиз, (3.83) ва (3.87) лардан курамизки, А/л(хх)  = 
= -k kfik(xli). Шунинг учун хам ц к(х{)  ларнинг чизиьуш эрклилигидан

скХк = f  к, к = \, 2, ..., jV,- 1

келиб чикдди. Бундан эса у (х,.) нинг Фурье коэффициентларини 
Хосил ^иламиз:

А

ск = - f - , k  = \ ,2 , - ,N -\ .  (3 95)

Энди Я^ва цк(хх)  лар хисобланиб машина хотирасида сак^анган деб 
фараз кдлиб, (3.91) масалани Фурье методи билан ечганда бажарили
ши керак булган купайтириш ва булиш амалларинингумумий сонини



х,исоблаймиз. Хар бир к учу!i f  к Фурье коэффвдиентларини топишда 
TV,— 1 та купайтириш бажариш керак, барча f  к (к = 1, 2, ..., /V,— 1) 
ни топиш эса (ЛТ,— 1)2та купайтиришни талаб кдтади; (3.95) форму
ла буйича скларни топиш учун TV,—1 та булиш амалини бажариш 
керак; (3.92) формула буйича барча у. ларни топишда ( vV,—1 )2 та 
купайтириш амали сарфланади. Шундай кдпиб, бу алгоритм 2(N — I)2 
та купайтириш ва TV,—1 та булишни талаб кдлади.

Фараз кддайлик, чегараси Гдан иборат булган G = {0 < jc, < а, 
О < х2 < Ь} сохада Пуассон тенгламаси учун ушбу

д2и д*и г  / ч I л
a ? ' = / U ’X2)>wl r =0 , (3.96)

x .v = А

Дирихле масаласини ечиш талаб кдлинсин.
Биз /г, = a/TV,, h2 = b/N2 деб олиб, хи = /А,, х2. = ih2 тугри чизик,- 

ларнинг кесишган нук^талари ёрдамида G сох,ани Слтур сох,а ва Г  ни 
Ги тур чегара билан алмаштирамиз.

Энди (3.96) тенгламадан беш нук.тали андаза ёрдамида Лаплас- 
нинг куйидаги айирмали операторини \осил кдпамиз:

( АУ )„ = ~ \ У ц  ~ А гУц* (•*■».x ij ) ^ G h,

/' = 1 ,^ -1 , у = 1 , ^ - 1 , ^  =0.

Бу ерда одатдагидек,

Л 1 y v = ^  {y M , j - 2у„ Д 2 Vy = Xh2 ( л , +, - 2 Vij , ) .

Дирихле масаласини ечишда чегаравий шартлар нолдан фарк^и 
булса, Аи =/оператор тенгламанинг унг томонини узгартириб, 
чегаравий шартлар нолга тенг булган \олга келтириш мумкин. Энди 
GhUrh турда аник^анган ва Гк да нолга айланадиган функциялар- 
нинг H(h) чизик^ли фазосини киритамиз. Бу фазонинг улчами 
(TV, —1) (TV2—1) га тенг. Бу фазода скаляр купайтма ва нормани 
куйидагича киритамиз:

(u ,d )= Y j h[ ^  M ;A'.|H| = \/(W’W)-
/=1 /=1

Анализдан маълум булган к,исмий йигиш формуласини куллаб, курса- 
тиш мумкинки, ихтиёрий м,#е//Л) учун (Аи,д) = (и,Ад) тенглик 
бажарилади. Демак, А — уз-узига кушма оператор. Энди А оператор 
учун хос сонлар масаласини к^араймиз:
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ёки

А \Уу + A 2 y,j +  я ,у =  о, (-y,-,jc2j. )  е  С?а ,

4 *  = 0'

А оператор уз-узига кушма (ва мусбат) булганлиги учун унинг 
(TV,— 1 )(jV2— 1) та хак;ик,ий хос сонлари мавжуд, хос функциялар эса 
№И) да ортонормал базисни ташкил этади. Бу хос сонлар ва хос 
функцияларнинг ошкор куринишларини топамиз. Осонлик билан 
куриш мумкинки, А, ва Л2 операторларнинг хос сонлари мос ра
вишда куйидагилардан иборат:

Хк = % sin2 nkxhx , Хк = -i-sin2 Д,  = 1, -1 ,  Л, = 1,/V2 -1.
*' h{ 2а  *2 h2 2Ь 1 1 2 2

Бу сонларнинг мумкин булган барча йигиндиларини оламиз:

к  к ~ к  + к  = т  s’n2 zk, h + ~4~2 жк?!!г -*1 *2 иг 2 а  /ь2 2 b
______1 _______  2 (3.97)

= 1,N, - 1 Д 2 =\,N2-  1.

Шунингдек, куриш мумкинки, А, ва Л2 операторларнинг хос функ- 
циялари мос равишда куйидагилардан иборат:

К - ) = sin Д,  = 1, N, -  U  = 1, W, - 1, = /Д,

Llk2 {Х2 j)  = yjfy Sin ’ к2 = l’N2 = [’ N2 -1 -Х2./ = J h2-

Бу функцияларнинг мумкин булган барча купайтмаларини туза- 
миз:

^ к 2 (*., *2, ) = Д*, U , К  ( x 2J ) = v ^  sin " ^ S i n  п к (3.98)

(3.89) тенгликдан фойдаланиб, курсатиш мумкинки, цк[кг (x{ix2j)
функциялар II"1' фазода киритилган скаляр купайтма ва норма буйича 
узаро ортогонал булиб, нормалари биргатенг. Шундай кдлиб, (3.98) 
функциялар туплами H h) фазода ортонормал базисни ташкил этади 
ва Нт да аник/тнган х,ар кдндай функцияни шу базис буйича 
ёйиш мумкин.

Биз ушбу



\ y v + Л2У» = Л ’ '■ = ^  j  = l’ N 2 - !.
• 4  = °

(3.99)

чегаравий масаланинг унгтомонини
Л/, -I N -,-] Л

А, -I *2=1 *1 2

Фурье цаторига ёйиб, .у. ечимни куйидагиУ
М-1 М-1

У j  Z  X  С'*1*2 *̂i*2 (*>' ’ л:2; )
А, =1 *2 = 1

куринищда излаймиз. Бир улчовли масаладагидек, бу ерда хам курса- 
тиш мумкинки,

А

U*'*2 A-lr I кхк2

Юкррида курдикки, бир улчовли масалани ечиш учун Фурье 
методи 0(М 2) та арифметик амални талаб килади. Худци шу йул 
билан курсатиш мумкинки, икки улчовли масалани Фурье методи 
билан ечиш 0(М 2М2) та арифметик амални талаб килади. Бу метод 
самарасиз булганлиги сабабли амалиётда кулланилмайди. Аммо икки 
улчовли узгармас коэффициентли чегаравий масалани ечишда Фу
рьенинг тез алмаштириш ва \айдаш методини биргаликда куллаб, 
яхши натижага эришиш мумкин.

Хакик.атан хам, (3.99) чегаравий масала берилган булсин. Биз 
7(0 <,/' < N2) нинг бирор кийматини белгилаб олиб, у  ва f  ни фак а̂т 
/(/ = 1 , 2 , . . . ,  УУ,—1) нинг функцияси деб к,араймиз, у холда у ва/у 
ларни (3.92) ва (3.93) лардагидек (3.89) масаланинг хос функция
лари буйича ёямиз:

*1-1 *1 1 л
У-Ч = Z  С* ( Х2 , ) Л  К  ) - f j  = Z  / *  { XV  ) Нь (*,/)•

к=\ к=\

Бу ифодаларни (3.99) га куямиз:

Л/,-1
Z  К  ( Х2; ) Л 1^  (*1/ )+  Л 2 (с* { * 2 ,  ))  Л  (*„' )} =
А=1

Л



Бундан Л,/.i* (х ,,) = -Хкц ( jc ,, ) ни х^исобга олсак, куйидаги хосил бу
лади:

Энди цк (jcw)(A: = 1 ,2 ...,/V, - 1 )  функцияларнинг чизик^ли эрклили- 
гини хисобга олсак, у х,олда

Энди (3.100) системани ^ар бир А: учун хайдаш методи билан куйи
даги формулалар ёрдамида ечамиз:

Шундай кдпиб, (3.97) айирмали масалани ечиш учун, аввало,
(3.101) формулаларга кура \ар бир j  учун f.. нинг барча /, (х2у), 
/ ,  (х2>), .../уу, .1 (х2j )  Фурье коэффициентларини Фурьенингтезал- 
маштириши ёрдамида х,исоблаймиз. Биз юкррида курганимиздек, 
0(jV2log2jVl) та арифметик амал бажариш керак. Демак, барча j  = 1,2,  
... ,  N2 — 1 учун Фурье коэффициентларини'^исоблаш учун сарфланган

*,-1 д
X  [ _ Я * Ск { Х2 ,  )  +  К 2Ск ( ( Х2, ) ) - / К ( Х2/ ) ]  Нк  ( Х1, )  =  0.
к-\

еки

Ск ( Х 2 ,/ + 1  )  2 б ' 4 ( х 2j )  +  Ск ( - * 2 , у - 1  )  ^ 2  ^ к Ск ( Х 2 j  )  ^2 fk ( Х 2 /  ) —

ехуд

С к ( Х 2 „ , + 1 ) (2 +  ^ 2  К  ) Ск { Х2j  ) +  Ск  ( Х 2 , ; + 1  ) — 2̂ fk  ( Х2, ) ’

j  =  1, Nx - 1, к =  1, N2 - 1, с* ( 0 )  =  ск (а )  = 0.

Л
Бунда Хк ва f k (x2 j) лар олдин курсатганимиздек,

(3.100)

(3.101)
j  -  1,2, . . . ,  АА2 - 1 .



арифметик амалларнинг сони 0(A^A,2log2yV|) та. (3.100) системани бар
ча к = 1,2, , N2— 1 учун х,айдаш методида сарфланадиган амаллар
нинг сони О(А^Л )̂ та. Нщоят, Ck(x2j) топилгандан кейин у  ечимини

дг, - 1

у* = Z  С* К  К  (хи), / = 1,2,..., N, -1  , j  = 1,2,..., N2 -1  
* = l

Фурьенинг тез алмаштириши билан х,исоблашда 0(NlN2\og2Nf) та 
амал бажариш керак.

Шундай килиб, мазкур метод билан (3.99) системани ечиш учун 
0(А ,̂jV2log2jV,) та, {ик1к2 (•*!/,-*2у)} хос функциялар ёрдамида ечиш 
учун О(Л^Л^2) та ва них;оят оддий Гаусс методи билан ечишда 
° ( Л ^ 23) та амал сарфланади. Шуни ^ам айтиш керакки, мазкур 
методни куллаш учун бир улчовли масаланинг хос сонлари ва хос 
функцияларини ошкор куринишда топиш керак. Агар масаланинг 
хос сонлари ва хос функцияларининг ошкор куринишини топиш 
мумкин булмаса, бу методни куллаб булмайди. Бундай доллар учин- 
чи типдаги чегаравий масала ёки коэффициентлари узгарувчан ва 
ажралмайдиган масала булган чегаравий масалалардир.

Юцорида айтилган методларнинг \аммасини ушбу Гельмгольц 
тенгламаси

д2и д2и , \ х _
ckf ~~ дх[ + ~ух1,х2)’\х1’х2 )е ’

«\г =0

учун Дирихле масаласини ечишда куллаш мумкин, бу ерда ц — 
берилган узгармас сон.

М a hi ц. С = { 0 < л :|<1, 0 < х2 < 1} со\ада ушбу Пуассон тенгламаси учун 
Дирихле масаласи ечилсин:

д2и д2и I ■) ->\
~ д х [~ д х ]  = 2 (х'+х2~х1 ~х2 ) ’

и(0,х2) = и(1 ,х2) = и(х\ ,0) = и(х\ ,1) = 0.

Ю .4-§. Ч ЕБИ Ш ЕВ Н И Н Г ОПТИМАЛ ОШ КОР И ТЕРАЦ И О Н  
М ЕТОДИ ВА У Н И Н Г АЙИРМ АЛИ ЭЛЛИ П ТИК  

ТЕНГЛАМАЛАРГА ТАТБИК.И

Биз бу ерда Чебишев куп^ади илдизларининг хоссаларидан фой- 
даланиб, ошкор итерацион методнинг як^инлашишини тезлашти- 
риш масаласини курамиз ва уни эллиптик типдаги тенгламаларни
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аппроксимациялашда хрсил буладиган айирмали системани ечишга 
куллаймиз.

10.4.1. Чебишев куп^адларининг иккита масалага татбикдо. Биз
5- ва 6-бобларда

Г  (х) = 2й" cos (и arccosх) (4.1)

Чебишев кущадлари билан танишган эдик. Бу куп^аднинг бош ко
эффициента 1 га тенг булиб, у [—1, 1] кесмада энг кам огувчи 
купхдцдир. Ихтиёрий [а, Ь\ кесмаучун

2х a b I < < __ >• jt = --- , -  1 < / < 1, а< x<bЬ-а

алмаштириш воситасида (4.1) купх,ад куйидаги куринишга эга бу
лади:

( b- а ) "  I 2 х - а - Ьv ’ г'гхс I и огррлс____ _тГ ' ( х )  = ^ r « ) s  „arccos--—  . (4.2)22п~] \ b~a 

Бу куп^аднинг максимал огиши

maxlr^^x)! = 

булиб, унинг илдизлари куйидагилардан иборат:

= а+±+ bALcoS{2k̂ - ,k  = 0,1,...,«-1. (4.3)

Энди куйидаги масалани ечамиз: л: = 0 нуктада 1 цийматни к,абул 
к.иладиган купхддлар орасида [а, Ь] кесмада нолдан энг кам огади- 
ган л-даражали Рп(х) куп^ад топилсин. Равшанки, изланаётган купхдд 
(4.2) купхдддан узгармас купаювчи билан фарк, к,илиши керак, 
яъни

< 4 '4 )

Биз кейинчалик 7’„1о,4,(0) ф 0 деб кдраймиз.
Агар T’J 0’*1̂ )  = 0 булса, у хщда кдралаётган масала даражаси аник, 

п булган купх,адлар синфида ечимга эга эмас. Масалан, биринчи 
даражали купхдд Р  (х) = ах + 1 учун

шах И м |= Н +1

ва у а = 0 булганда минимумга эришади. Аммо бу хдлда Р^х) би
ринчи даражали купх,ад булмай крлади.

Агар Ь> а>  0 булса, (4.2) ва (4.4) лардан куйидагини \осил 
к,иламиз:



бунда

Р„ = | cos | я arccos (4.6)
Энди

белгилаш киритсак,
? _ A,P o “ iV§ (4.7)

(  ( Г N\\->
cos «arccos -- (4.8)

Хосил булади. 
Куйидаги

cos(/j arccos(-z)) = (-1)" cos(/7 arccos z) = 

= (-1)" o, 5^z + + (z - л/7^Т)" (4.9)

айниятлар ихтиёрий ха^ик.ий ёки комплекс £сонлар учун уринли 
эканлиги маълум.

Агар (4.9) да z = I/р0 деб олсак, унда

Z_ 7 7 7 T = L _  ' = Ь Ы
Po pi Po

булиб, бунда p0 нинг (4.7) даги к,ийматини куйсак,

. - Х Г Г Г -  1-a/i-(1-02(1 Н Т г _  l+ g-2^ 1-Vf 
< K)/(l+ o 1-4 1 ^ ’

Z+V7^T = ̂  
h Z

ларни хосил кдламиз. Бу ифодаларни (4.9) га куйсак, (4.8) куйи
даги куринишга эга булади:

Р „= 2 (- \У {р "+ р - пГ  = (- 1 )"- р~"-,
1+р2"

бунда р = (1 -л/|")/(1 + лЩ) . Шундай к,илиб, х = О нук,тада 1 к,ий- 
матни кабул циладиган купхадлар орасида [а, Ь\ кесмада нолдан энг 
кам огадиган я-даражали купхад куйидаги куринишга эга:

P,SX) = М ) 'Ч ,  cos|«arccos -x~ ~ h- j , (4.10)
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Бу купхдднинг илдизлари (4.3) формула билан топилади.
Энди иккинчи масалага утамиз. Ушбу

Fn (Я) = (1 - т,Я)(1 - т2Я)...(1 -т „Я) (4.12)

куп^ад учун гр т2, ..., тп параметрларни шундай танлаш керакки,

шах lF„(x)|0<У| £Я<Г2

микдор узининг минимал к,ийматига эришсин.
Кдралаётган купхдд Fn(0) = 1 шартни к,аноатлантиради. Шунинг 

учун хдм бу масала Чебишевнинг (4.10) куп\ади ёрдамида ечилади. 
(4.12) нинг илдизлари

ушбу
\  =тк1 ,к = \,2,-,п

P JX )  = cos( flarccos-^ ^  72 | (4.13)

купхдднинг

l k = + cos к = 1,2,...,и (4.14)
2 2 2п

илдизлари билан устма-уст тушиши керак, бунда

2 р ”  п _ 1 - у Щ  И _

1+р

Демак,
т-‘ = Zi±2̂ _ + Z2ZZL cos , /с = 1,2,...,и (4.16)

деб олсак, у ^олда Fn{X) нинг нолдан огиши минимал булиб,

шах \F„(X)\ = q„
Г,

булади, бунда qn микдор (4.15) тенгликлар билан аникданади. д 
Параметрларнинг (4.16) тенгликлар билан аникданадиган {т^1 

тупламини оптимал дейиш табиийдир.
Ш уни  х,ам таъкидлаш керакки, {г  ̂ параметрларнинг тупла

ми оптимал булиши учун тк ни (4.16) тенгликларда курсатилган 
тартибда олиш шарт эмас. Бунинг учун туплам Чебишев



купхддлари идцизларининг |я*  ̂ туплами билан устма-усттуши- 
ши етарлидир.

10.4.2. Чебишевнинг оптимал ошкор итерацион методи. Матрица- 
си мусбат аникданган ва симметрик булган ушбу

Ay= f

тенгламалар системасини к,араймиз. Бу системани ошкор ностацио- 
нар метод

~ р  + = f ,k  = 0,1,2,... (4Л7)

билан ечамиз, бунда уп берилган вектор. Бу ерда итерацион параметр- 
ларни оптимал равишда топиш масаласи г,, т2, .., тп параметрларни 
У„—У хатоликнинг нормаси минимал буладиган к,илиб танлашдан 
иборат. Бундан кейин норма деганда векторнинг учинчи нормасини 
тушунамиз, яъни г = (г,, г,, .., z j  нинг нормаси

и м н и у ^ 2-

Куйидаги теоремада (4.17) итерацион методни оптималлашти- 
риш масаласи келтирилган.

Теорема. Фараз к, ш  а шик, А мусбат аник^шнган симметрик м а т 
рица булиб, ).m J A )  > 0 ва AwJ A )  унинг энг кичик ва энг к а т т а  хос 
сонлари булсин. Бундан таш^ари, итерациянинг сони п берилган булсин.
У  Холда (4.17) методлар орасидаги параметрлар куйидагича:

г* = 1 + ^ ’ * = 1’2»->и- (4.18)
бунда

t  =  --------------------------------------- р  =  £  —  ^ т т ( - Л )

W^)+Amax(/f)’ /o t+ r g \^ (А У  
t _ cos(2*-D* , , 7 (4.19)

танланган метод ||уп - у\\ хатоликнинг энг кичик цийматини таъ- 
минлайди ва бу хатолик учун куйидагича бщо уринлидир:

Ь ' - А ^ чЛ уо- у Ъ (4.20)
бунда

a = ^ L  к _ К т {Л )  />f_
q■ (4.21)

И с б о T и. Хатолик zk= yk~ y  учун куйидаги тенгламага эга була
миз:



f*±l tL + Azk = 0, к = 0,1,...,и —l,z0 = y0 -y. (4.22)
T*+1

Бу тенгламадан (Ac = 1 ,2 , .., л) учун куйидаги ифода келиб 
чик^ади:

zk = ( E -1 кА )(Е  - \ ЛА)...(Е - 1 tA)z0, 

бундан к = п булганда
z = Т zп и 0

ни хрсил к,иламиз, бунда
Г  = {Е - Х А ){Е - 1 лЛ)...(Е-\А). (4.23)

Теорема шартига кура А симметрик матрица. Ш унинг учун хам 
Т матрица симметрикдир ва унинг нормаси спектрал радиусга тенг 
булиб (3-бобга к,.), куйидаги тенгсизлик уринлидир:

||zj<|#|||z0||, (4.24)

бунда д сон Тп матрицанинг модули буйича энг катта хос сонидир. 
Маълумки, (4.24) бахони яхшилаб булмайди, яъни шундай ^ вектор 
топиладики, унинг учун (4.24) да тенглик белгиси олинади.

Теоремани исботлаш учун г,, г2, .., тп ларни шундай танлаш 
керакки, |#| минимумга эришсин.

Фараз к,илайлик, Хк (к = \, 2, ..., m) сонлар А матрицанинг хос 
сонлари булсин. Умумийликка зиён етказмасдан

0< lminW  = X < l < . . . < l = ^ )  

деб олишимиз мумкин. (4.23) га кура

|#| = nrax|(l-T,A^l-T2A*)...(l-r„At )|.
1 1 \<k<m

Равшанки,
|#|< шах |F (А)1,
1 1 ят|п(^)<я<;та1Х(/()1 1

бунда
F„(A) = ( l - r 1A )(l-T2A)...(l-r„A).

Шундай кдпиб, биз юкррида курилган ушбу 

min max F  (А)
Г | . Г 2 , . . ,Г „  Я т ш ( / ! ) < Я < Я т а х ( /1 )

минимакс масалага келдик. Равшанки, гк лар учун юк^орида хосил 
цилинган (4.16) формула (4.18), (4.19) формулалар билан устма-

164



уст тушади. Параметрларнинг танланган киймаги учун огишнинг 
микдори |#| = qn, бунда qn (4.21) формула билан аник^панади. Теоре
ма исботланди.

Параметрлари тк(4.18), (4.19) формулалар билан аникланган (4.17) 
итерацион метод Чебишевнинг ошкор итерацион методи дейилади.

Татбикларда купинча шундай масалалар учрайдики, уларда А 
матрица ёмон шартланган булиб, Am.lx (А )/ Amin (А ) нисбат каттадир. 
Бу ^олдар бирга якин булиб, итерация секин якинлашади. Берил
ган е аникликка эришиш учун (4.17) итерациянинг сонини ^исоб- 
лаймиз. (4.20) ба\одан q< е булганда

ни х̂ осил киламиз, бунда qn микдор (4.21) буйича аник/танади. Ш ун 
дай килиб, биз

тенгсизликка эга буламиз. Буни 1 = р "  га нисбатан ечсак,

келиб чикади. Охирги тенгсизлик бажарилиши учун 1 /р" > 2/е, яъни

деболиш кифоядир.
Энг ёмон \олда, яъни £ = Лт)п(Л )Дтт(А) кичик булганда куйида- 

гига эга буламиз:

ва (4.24) дан итерация сони учун ушбу такрибий кийматни \осил 
Киламиз:

Шундай килиб, кичик £ учун Чебишевнинг ошкор итерацион 
методи е антуш кка эришиш учун п{](с) = 0(1 /л/е) микдордаги ите- 
рацияни талаб килади. Буметоднинг

\у„ - у \\<4Уо- } ’

1+р-

Р  С

р



оддий итерацион методдан устунлиги хам шундадир, чунки (4.25) 
метод учун /20(е) = 0(1/4) (к,. [45], 97-6.).

Назарий жихдтдан тк параметрларни ихтиёрий тартибда ишлатиш 
мумкин. Масалан, улардан (4.16) да курсатилган тартибда ёки тес- 
кари тартибда фойдаланиш мумкин, яъни

Т* =— , к =1,2,...,«.
1+Рогл-*+1

Лекин бу методни амалда куллаганда параметрларни куллаш тар- 
тибининг методнинг сонли тургунлигига мух,им равишда таъсир 
Килиши аникланган. Ш у маълум булганки, параметрлар ихтиёрий 
тартибда ишлатилса, хис°блаш  хатолиги йул куйиб булмайдиган 
даражада усиб боради. Гап шундаки, бу метод, умуман айтганда, 
итерациядан итерацияга утганда хатоликнинг монотон камайишига 
кафолат бермайди. Хатолик тенгламаси (4.22) ни куйидагича ёзамиз:

^+г ( Е -*н,АК

Итерациядан итерацияга утиш оператори Е- тк+1Л нинг нормаси 
бир неча кушни итерацияларда бирдан катта булиши мумкин, бу 
эса хатоликнинг усишига олиб келади. Баъзан \исоблаш хатолиги 
шунчалик усиб борадики, натижада Э Х М  нинг арифметик курил- 
масида тулиб-тошиш пайдо булади.

Х,озирги вак,тда алгоритм асосида тк итерацион параметрларни 
шундай тартиблаш мумкинки, натижада (4.17) итерацион метод 
тургун булади. Бу алгоритмнинг муфассал баёни [43] да келтирил- 
ган.

Э с л а т м а .  Купинча А матрицанинг минимал ва максимал хос сонлари
Amjn(Л) \амда Ятах(>4) маълум булмай, балки уларнинг чегаралари маълум булади:

о < 71 ^тт(Л )<Я тах(Л)<72’
Бундай \олда, агар

4 = '^ , т 0 = -----,р0 =
72 71+72 1+£

гп (2/с — I)тг . . - (4.26)г.. =-- 9- ,/* = cos ■— — ,к = 1,2,...,я
* 1 + Ро'* 2я

деб олсак, у \олда теореманинг хулосаси уринлилигича к̂ олади, яъни хатолик 
учун ушбу ба\о уринли булади:

\y„-y\^qn\ya-yb (4-27)



9" = - ' 27’р = 7Г7Г’* = аГ- (4.28)
. V  - Р - Ь Ё  f -ri 
1+р2” ’ i+TF"

Шундай кдтиб, Чебишевнинг итерацион методини муайян тенг
ламалар системасига куллаш учун куйидагиларни бажариш керак:

1) А матрицанинг симметриклигига ишонч хосил килиш (ёки 
берилган матрица уз-узига кушма операторнинг матрицаси эканли- 
гини исботлаш);

2) А матрица спектринингу! ва у2 чегараларини аншушш;
3) (4.26) формула билан топилган тк итерацион параметрларни 

шундай тартиблаш керакки, натижада метод тургун булсин.
10.4.3. Чебишев итерацион методининг модел масалага татби^и. 

Пуассон тенгламаси учун чегараси /’булган бирлик С= {0<jc,, х2<1} 
квадратда ушбу Дирихле масаласини к^араймиз:

д2Ц ( д2Ц 
дх2 дх2

и(х) = 0, х = (х,, х2) е А .
G сохдда И кддамли квадрат тур киритамиз, яъни

G*={x, =(*«'\*‘»)>

тупламни оламиз, бунда х,(,) = ih,x\j) = jh , i , j  = 0,1 ,..,N ,hN  = 1. 
Одатдагидек, Gh орк.али ички нук,талар тупламини ва Гь оркдли 
чегаравий нук,талар тупламини белгилаймиз.

Дифференциал масалани айирмали масала билан алмаштириш 
натижасида ушбу системага келамиз:

yi- ij-2yv +yM ,j  ̂ -vi,j+\ —2.V,/+.vy,/ - 1 _
h2 h2 ir (4.29)

yi0 = У in = Уо i= y Ni=0,i,j = l2 ,..,N - l.

Бу мисолда математик физиканинг куп улчовли масалаларини 
аппроксимациялашда хосил буладиган тенгламалар системасининг 
характерли хусусиятлари якдол куринади. Бундай системаларнинг 
матрицаси юкрри тартиблилиги, нол элементларининг жуда купли- 
ги ва хос сонларининг катта сочилиши билан характерланади.

Хак.икдтан хам, (4.29) системанинг тартиби Gh тур нук^талари- 
нингсони билан устма-уст тушади ва (N - 1)2 га тенг. Одатда, И = 0,01 
деболинади. Бу холда системанинг тартиби 9801 = 104 га тенг булади.

Системанинг хар бир тенгламасида бештадан ортик, булмаган нол
дан фарьуш коэффициентлар бор. Демак, нолдан фарк^ти элемент
лар сонининг барча элементлар сонига нисбати 5/(N - 1 )2=0(Л2) дан 
ортмайди.



Агар (4.29) системани Ay = /матрицали куринишда ёзсак, у х,олда 
А матрица уз-узига кушма операторнинг матрицаси эканлигини ва 
унинг энг кичик хамда энг катта хос сонлари

8 . 2 71 h  8 г n h
У  -  ------ s i n  . .  у  =  — C O S

п h2 2 ,/2 h2 2

формулалар билан аниьутанишини 10.3.2 да курган эдик.
Бундан

4 = £  = tg2 ~  = -- f  + 0(/?4) (h -> 0)

келиб чикдди. Демак, £ жуда кичик ва (4.28) системанинг матрица
си ёмон шартланган.

Биз (4.28) системани (4.17), (4.28) Чебишев итерацион методи 
билан ечамиз. Навбатдаги итерация у <к+]) = {^*+l)}jv/Jl нихисоблаш- 
ни куйидагича ташкил этамиз:

Аввал маълум 1 як,инлашишлар буйича

, У$-г 2уГ+У(,Ъ  , ,
И2 h 2 "V /

(*+1)богланишсизликни хисоблаймиз, кейин у)к ’ ларни

формулалар билан хисоблаймиз. Ш у билан бирга

у!о+1) = .v«+1) =0,у1ок; ' ) =у%~') =0, i , j  = 1,2,...,TV 1.

Итерацион метод я^инлашишинингтезлиги

Л  = /й = tg n-h » ^  (h -> 0)
\ У 2 2 2

параметр билан аникданади.
Дастлабки хатолик 1/е марта камайиши учун керак булган ите- 

рациянинг сони п ни бахолаймиз. Биз (4.27) тенгсизлик ва (4.28) 
ифодадан qn учун куйидаги бахога эга буламиз:

\уп _ |̂| - 2Р" \\У0-У\[
Ш унинг 1р" < 8 , яъни

п > п,Ле) = In — / In 1U Е р
булишини талаб цилиш керак. Кичик h лар учун

In 1 * 2 Ve « к И
р



такрибий тенгликлар бажарилади. Демак,

,  Л 1п ( 2 / £ )

и„(£) = ^ г - -
Бундан шундай хулосага келамиз: эллиптик типдаги дифферен

циал тенгламани аппроксимацияловчи айирмали масалани Чебишев 
итерацион методи билан ечишда е аникушкка эришиш учун лозим 
булган итерациянинг сони пи(е) нинг микдори 0(/г1) булади.

Агар бу системани оддий итерация ёки Зейдел методи билан 
ечсак, п0(е) = 0(/г2) булар эди.

10.4.4. Чебишев итерацион методининг эллиптик тип тенгламани 
аппроксимацияловчи айирмали тенгламага татбик,и. Чебишев итера
цион методини умумий эллиптик типдаги дифференциал тенглама
га куллаш схемаси юкррида модел масалада курганимиздек булади, 
аммо бу ерда, одатда, спектрнинг чегаралари олдингидек аналитик 
формада топилмайди. Шунинг учун \ам спектр учун у ёки бу ба\о- 
лардан фойдаланилади.

Энди биз G = {0 < х,< /р 0 <х,< /2} тугри туртбурчакда ушбу 
эллиптик типдаги

а*, ( к' {х' ’*2) 1^) + ( А'2{х' ' ) “ 4(Х1 ’ )и = f (x ltx2) (4.30)

тенгламани аппроксимация килиш масаласини караймиз. Тугри 
туртбурчак С нинг /’чегарасида

г/(х,,х,) = т (х гх2), (х,,х2)е  Г  (4.31)

шарт берилган булсин.
Фараз килайлик, барча (xt,x2)E .G учун ушбу тенгсизликлар ба- 

жарилсин:
0<С, <*,(*„*,) <С2],

0 <с|2< k2(xr x2) < с 22, (4.32)

0 <d<q{x^x2)< d2.

(7со\ада х, ва х2 йуналишлар буйича кадамлари h] ва И2 булган 
Gh турни караймиз:

х,0) = ih{,x\J) = jh 2, x,j = (х\п, х[л ), 

h\N\ =/.. h2N2 = /2> УЦ =У(Хц), 
г = 0,1 , . . . , jV,,  / = 0,1 , . . . , TV2.

Энди ушбу белгилашларни киритамиз:
169



Нихрят, /^оркали Gh соханинг чегарасини белгилаймиз.
Юкрридаги (4.30), (4.31) дифференциал масалани иккинчи тар

тибли аппроксимацияга эга булган ушбу айирмали схема билан ал- 
маштирамиз:

(4.33)

Бу ерда

(A*, ( a ^ Xxy ) ) j  + (Д,2 {а2АХгу ))^ -d^y.. = -f.., 

i = 1,2,...,7V, j  =

уи = цг  агар х..<Е Гь булса. (4.34)

ds =qv,
aUj = 0,5 (*, (х,">, x<J >) + k2 (xf-11, x<'>)), 

a 2 j j  =  0 , 5 ( ^ 1( x i( ' ) , x ^ ) )  +  ^ 2 ( x 1<,), x ^ ‘ 1)) ) .

Энди (4.33), (4.34) айирмали масалани

A y= f  (4.35)

оператор тенглама куринишида ёзиб оламиз, бунда А — уз-узига 
кушма оператор. Бу оператор хос сонлари нинг у[ ва у2 чегараларини 
аникдаймиз.

Аввало, шуни таъкидлаш лозимки, (4.33) тенгламани мос ра
вишда узгартириб, Ги учун ^.=0 деб олишимиз мумкин. Шундай 
кдлиб, (4.33) ва (4.^4) ларга тенг кучли булган ушбу

(A,, (a, A V2 y ) ) j  + (А ,2 (а2 Д,2 y ) )v - d{ly y = - fv,

i = \ X . . . ,N x- \ , j  = \,2,...,N2-\, (4 ‘3 }

y.j = 0, arap х0Е Г л булса, (4.37)

тенгламалар системасига эга буламиз, бунда f 0 микдорлар^. дан 
фацат чегара атрофида фарк кдлиши мумкин. Энди С„ турда аникдан- 
ган ва Гь да нолга айланадиган функциялар фазоси Н{Н) ни кдрай- 
миз. Бу фазода скаляр купайтма ва норма куйидагича аник^анади:

(y,z) = Z  л, Z  I M I= /=| /=1

Кейин №h) фазода А операторни



(А у \  = - (A*, (a,Л,, у ) \  - (A Xl (a2AX2 y ) ) tJ + d0y0,

i = \,2,...,Nx-\, j  = \,2,...,N2-\ (4‘38)

формулалар билан аник,лаймиз. У  хщда (4.36), (4.37) айирмали схе- 
мани # (/° фазосида (4.35) оператор тенглама куринишида ёзиши- 
миз мумкин.

Фараз цилайлик, у, ft G H  булсин. Демак, бу функциялар (4.34) 
чегаравий шартларни, яъни

y ni= y N = У- =У-„ = д .= Ъ ы .= Ь .  =0s  oj s  N\j У  ю У  iN2 oj N\j ю iN2

шартларни каноатлантиради. Бундай функциялар учун куйидаги
N]~ I Л̂2 -1
Z Z V;; -V, ,„)]()„ =

N : -\ N2~\ iV|-1^2-t

= - £  £  " ,„0 v  V, + Z £  аии(У0-У,-и)йи = (4.39)
/=1 /=1 /=1 / = 1

N\-1 iV2 -l

= Z Z « . , ; (V„-V, . )(^;/ »>,
1 = 1 7 = 1

айниятларнингбажарилишини осонлик билан куриш мумкин. Шунга 
ухшаш

N, 1 А1,  -I

- Z Z - y-i.j ■ )]«, =
/v, in2 i (4.40)

= Z Z (V , • V ., •*>,., ,).
/=1 /=I

Энди (4.39), (4.40) лардан фойдаланиб, (Ay, д ) скаляр купайт- 
ма учун ушбу айниятни \осил киламиз:

/V, Л>,-|

(Ау,д ) = £/?, £  h2auj 
i=l /=!

■'У-.'м./ If V df-i.;

/V, -I /v2

/?1 /?2 ̂ 2,ij/=! /=1
J ij /../-I 

h?

(4.41)

Буердаува # ларнингуринларини алмаштириб, барчау, $ £ //  
учун (Ду,г)) = 0 ,Л )^  лигига ишонч \осил киламиз. Демак, (4.33) 
ва (4.34) айирмали схемага уз-узига кушма А оператор мос келади. 
Энди (4.41) айниятда $ =у деб, куйидагини хрсил киламиз:



(Ay,y) = T h  £  h2aVi ( M z L i ]  +
'=1 ' (4.42)/V| 1 AS , о  -V, -I Mo-1

+ L  A, X a .c .,, + I  A, I  //,</v(.vf,); -
/ 1 ./=1 4  «2  у  1=1 / =1

Энди ушбу
(Л y ),y = -(А.Г, ДХ2 >%• - (А,2 А,2 y )v.

о
вектор учун (4.42) дан курамизки, (А у, у) скаляр купайтма куйи- 
дагига тенг:

Л/, Л/,-1 .  \ 2  Л/,-1 Л/2 ,

(Л у ,;0  = Ё а, £  А, ( + Ё  А, Ё а,
1=1 1=1 " Л  «1 У  i=l /=1 "  V  2

о

Биз 10.3.2 да А операторнинг спектри учун куйидаги формула- 
ни х,осил калган эдик:

Хкк = ±s\n27r-k̂  + ± Sin2^ ,  
k]h hf 2/, h2 212

к, = \,Nx-\,k2 = \,N2 -1. 

Бундан эса куйидагилар келиб чикдяи:

<5 = Amm(i)=  4- к  hi 4 • 2 Tth-,--L + - — sin
2/, h i 2 I2 ’

2 я  А, 4 2 n h 2L + — COS
1 ~ Ц h i n 2

А = Апт(А ) = ±~
h}

О

Демак, (А у ,у )  учун куйидаги тенгсизликлар уринлидир:

8\\yfz(Ay,y)<A\\yf. (4-43)

Энди (4.32) шартлардан фойдаланиб, (4.42) дан куйидаги бах,о- 
ларга эга буламиз:

Р\(Ау,у) + «У, Щ 2 < (Ау, у) < /32 (А у, у) + d2 |.у I
д =с„ + с,2, p2 = q + c 2.

Охирги (4.43) ва (4.44) тенгсизликлардан

У | Ц 2 < (Ау,у) < у2\\у( ,

УI = Р\^ d\, у2 — Pi А + dj 
ларни хосил кдтамиз.

(4.44)



Шундай кддиб, биз у, ва у2 ларни топдик. Буларга кура (4.26) 
дан тк итерацион параметрларни аник^паймиз ва (4.27), (4.28) фор
мулалар буйича хатоликни ба\олашимиз мумкин.

Шуни таъкидлашимиз керакки, (4.33), (4.34) айирмали масала
ни (4.36), (4.37) айирмали масалага келтиришимизнинг сабаби Л 
операторни аникдаш ва спектрини бахрлаш эди. Итерация пара- 
метрлари тк лар аникдангандан кейин итерацияни бевосита (4.33),
(4.34) схема учун олиб бориш мумкин. Аввало,

Гу" = ~(А^(аАх1У)\ + (^2 («2Ах2 >”))/, +dijy]-) ~ f,r 
i = 1,2,...,7V, -1,7 = 1,2,...,N2 -1

богланишсизликх^собланади, кейин навбатдаги як^инлашиш

(*+|) ( * ) _ r (t*DTw  / = l,2,...,7V,-1, / = 1,2,...,7V2- I
ij  ‘j  i j  "  '

топилади. Чегаравий шартлар (4.34) буйича аник^панади:

10.5-§. ПАРАБОЛИК ТЕНГЛАМ АЛАР У ЧУ Н  
АЙИРМАЛИ СХЕМ АЛАР

Бу бандца параболик тенгламаларни тур усули билан ечишда ке
либ чикдциган айирмали схемаларни куриш ва уни текшириш би
лан шугулланамиз.

10.5.1. Икки ^атламли айирмали схема. Фараз килайлик, 
G = {0 <х< /, 0 < t<T) со\ада ушбу

ди д2и ... . / с 1 ч
/ U )  <51) 

параболик тенгламанинг (иссик^ик ^казувчанлик тенгламасининг)

и(х, 0) = и0(х) (5.2)
дастлабки шарт ва

г/(0,t) = и(1) = fu2(t) (5.3)

чегаравий шартларни кдноатлантирадиган u(x,t) ечимини топиш та
лаб кдлинсин. Бу ерда и0(х), /<,(0, ~  берилган функциялар. 
Маълумки, (5.1)—(5.3) масаланинг ечими мавжуц ва ягона [53]. Ке 
йинги мулохдзаларца u(x,t) барча керакли \осилаларга эга деб фараз 
^иламиз.



Айирмали схема куриш учун 
G сохани х ва t координаталар 
буйича мос равишда h - 1/М ва 
г = Т/N  булган тугри бурчакли 
туртбурчак тур билан крплаймиз 
(10-чизма). Кейин СЛг = {(ih,tk), 
/ = О, М , к  = О, N } тур соханинг 
(i,k) = (ih, тк ) тугунларида аник,- 
ланган Um функцияни кддира- 
миз, Ufh) функция и функция- 

_  нинг Gh,x турдаги к,иймати була
ди. Олдингилардек <7л,г турда аник^ланган y (x ,t) функция учун 
y f  = y (X j,tk) белгилаш киритамиз.

диЭнди (5.1) тенгламани аппроксимация кдлиш учун —  ва
х1осилаларни (ih, кт) ну^тада

Л
дх2

ди
_ , у Г - у ?

(ih,kr) (5.4)

ди
д7

yt-yf-'
(ih,kz) (5.5)

дги
а ?

к к , к 
У1-\~2 У1 + У м

( ih,kz)
(5.6)

такрибий формулалар билан алмаштирамиз. Айирмали масалани 
Хосил кдлиш учун (5.4) билан (5.6) ни (5.1) тенгламадаги хосила
ларнинг урнига куямиз хамда (5.2) ва (5.3) дастлабки ва чегаравий 
шартларни аппроксимация к,иламиз. Натижада куйидаги айирмали 
масала хосил булади:

*+1 к к ,  к , к Уi ~Уi _  У/-1-2у,-+yi+1 к
Г 1,2 (5.7)

Уо <Л)> Ум =H2(tk),k  = 0,N-
y f =u0(xi), i = 0 , M.

(5.8)

Агар (5.6) да к  ни (£+1) га алмаштириб, натижасини хамда
(5.4) ни (5.1) тенгламага куйсак, куйидаги айирмали масалага эга 
буламиз:



i = l M - l k  =  0 , N - \ ;

Уо Ум = V2(h +l),k  = 0,N-\,

У-, =  ио (xi )> i =  О, М .
(5.10)

Бу ерда <pf сифатида куйидаги ифодаларнинг бирортасини олиш
мумкин:

1
Х / +  —  >к+1 2

f ( X i , t k ) , i  j  f(x ,tk) d x ' jc *  J  f(x,t)dx.n I m /, l

Шундай кдииб, (5.1)—(5.3) параболик тенгламанинг аппрокси- 
мацияси сифатида биз (5.7), (5.8) ва (5.9), (5.10) айирмали тенгла- 
маларга эга булдик.

Бирор Lu = f  дифференциал масаланинг (x jrtk) тугунда 
L h (u(h) j = f h айирмали масала билан алмаштиришда иштирок этади- 
ган туплами андаза дейилади. Юкрридаги (5.8) ва (5.9) айирмали 
схемалар 11-чизмада курсатилган андазаларга мос келади.

а)

(i-1,к) 0,к) 0+1,к)

б)

- ------- -О------- о------- о
0-1,к+1) 0+1,к+1) 

6 0, к)

И  -чизма. а — икки щатламли ошкор схема, 
б — икки к;атламли соф ошкормас схема.

Энди (5.7), (5.8) айирмали схеманинг аппроксимацияси тарти- 
бини аник,лаймиз. Бунингучун (5.7) га дифференциал масаланинг 
аник, ечимини куямиз. Равшанки,

и(х,кт+т)-и(х,кт) _ ди 
т dt +----- —

U,kz) 2 дГ
,0 < Е, < т,

u({i-l)h,t)-2u(ih,t)+u((<i+V)h,T')
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(x,kz+4)

И + -

{ ih j )
,0 < т] < h.



Ш унинг учун х,ам

u(x , t+ r ) -u (x , l )  u (x -h , / ) -2 u (x , t )+ u (x+ h , t ) -<p(x,t) =

_  ди с ..
8t дх 2 д!2 (x j+ S )

\z дх4
-<p{x,t) =

( X + 4 J )

= f (x ,  t) - q>(x, t) + 0 (t + h2).

Агар (pf = f(ih ,kz) деб олсак, у холда (5.7), (5.8) айирмали ма
сала аппроксимация хатолигинингтартиби 0(т + h2) булади, чунки 
дастлабки ва чегаравий шартлар аник, бажарилади. Шунга ухшаш 
курсатиш мумкинки, (5.1)—(5.3) масаланинг (5.9), (5.10) айирма
ли схема билан аппроксимациясинингтартиби 0(г + И1).

Ш уни айтиш керакки, (5.7), (5.8) ва (5.9), (5.10) схемалар
(5.1)—(5.3) тенгламани бир хил хатолик билан аппроксимация 
кдлишса хам, улар уртасида катта фарк,бор. Хакикдтан хам, (5.7) 
дан куйидаги муносабат келиб чикади:

■У'*+1 = У‘ + А2 ~ 2У‘ + У'+' ^ 1 1 *

у,°(/ = 0, М )  маълум булганидан бирин-кетин барча у (/' = 1, М  - 1) 
ва х-К- ни топиш мумкин. Шундай к,илиб, u(h) функцияларни (5.11) 
формула буйича ошкор равишда топиш мумкин. Ш унинг учун хам
(5.7), (5.9) схема ошкор дейилади.

Энди (5.8) тенгламани узгартириб, куйидагича ёзамиз:

/ = 1,2,..., М-1, (5.12)

y k+' = ^ , ( ( *  + 1)г), укм+] = ^ И2((к + \)т).

Барча y f ( i  = \ ,M - l)  маълум булганида бу муносабатлар 
y f+], / = \,М  - 1 номаълумларга нисбатан чизик,ли алгебраик тенгла
малар системасидан иборат. Ш унинг учун хам (5.9), (5.10) схема 
ошкормас дейилади. (5.12) системани куйидагича ёзиш мумкин:

Ау = Ъ, (5.13)

бунда у  = {yk+\...,y k̂ \ } — номаълум вектор,



А =

1 + *
И2

т
~ h2

0 ... 0 0

Т 1+2̂
И2

г
~  И2 "

,. 0 0

0 0 0
h2

г
~ И 2

0 0 0 ... X \ + 2г-
h2

b векторнинг координаталари эса

bj =

ykx+ r ^ + T- ^ +\ j  = \, 

у* +T(pk;\ 2 < j< M - 2 ,

уЪ-1+*Рм\+^»г", j  = M - l.

А матрица уч диагоналли булганлиги учун (5.13) системани хай
даш методи билан ечиш мумкин.

Энди (5.7), (5.8) ва (5.9), (5.10) схемаларни уз ичига олган уму- 
мий схемани куриб чи^амиз.

Ушбу
Д0,= '2(^ +|-2д,.+^ , ) ,

И

AmL/> = л5 [u(x + h ,t)-2u (x ,t) + u {x -h ,t)] 

белгилашни киритиб, куйидагини хосил кдламиз:

— i .  = оА у^ ' + (1 -  ст)Д.у* + <р*, к = 1, М  - 1. (5.14)

Бу схемадасг е  [0,1] узгармас сон в а т  дейилади. Хусусий холда 
(5.14) дан о = 0 да (5.7) ва о = 1 да (5.9) келиб чикдди. (5.14), (5.8) 
схема вазний схема дейилади. Бу схема фа^ат о — 0 булгандагина 
ошкор булади; 0 < а < 1 булганда эса ошкормас булади. (5.9), (5.10) 
схема бошца ошкормас схемалардан фарккилиш учун соф ошкор
мас схема дейилади. Агар сг = ~ булса, биз куйидаги олти нук;тали 
симметрик схема деб аталувчи схемани хосил к,иламиз:

у Г -yf = }(Д у * +1+Ду‘ ) + <?,* 
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О-hk) (i+ l,k)

Бу схема 12-чизмадаги 
олти нуктали андаза буйи
ча тузил ад и.

Энди (5.1)—(5.3) диф
ференциал масалани (5.14) 
айирмали схема билан ап
проксимация к,илганда 
хос ил буладиган хатолик- 
ни аникугаймиз. Бунинг 
учун (5.14) масаланинг

а,ю

12-чизма.

ечимини y f  = u(Xj,tk) + zf куринишда ёзамиз, бу ерда и{х,t) функ
ция (5.1), (5.3) дифференциал масаланинг аник, ечими. Хатолик 
учун куйидаги тенгламалар системасига эга буламиз:

= стД2*+| + (1 _ + г*,

i = \,М -\,к = 0,N -\,
Z*+1 = zk; '  = 0, к = 0,N-\, zy° = 0, /' = ОД/.

(5.16)

Унг томонда кдтнашадиган г,к турдаги функция куйидагига тенг: 

* = _ » К Л +1 )- » и ^ )+(тДи| +(1- сг)а „| + ф*. (5.17)
' Г  К х ,.1 ы ) v ’  K X i.lt ) v '

Бу функция (5.1), (5.3) масала ечимидаги (5.14) схема аппрокси- 
мациясининг хатолигидир. Бу хатолик тартибини аниьутш учун 
(5.17) ифодада кдтнашадиган барча функцияларни (x.,tk+ г/2) нукта 
атрофида Тейлор к,аторига ёямиз:

^ ( x i ,tk+l) - u ( x i ,tk ) _  ди 

т dt (x ,,tk + r/2 )  24  8 t3

H xi.,k+r, =Hx„>

(X j. 't+S)

■0(r2),
(Jt/̂ +t/ 2)

+ 1д^
ц+т/2) 2 dt

+0(r2)

d2u h2 e4u + т л 8и
_a ?

T — 12 dx4
T — L\-2 dt + 0(r2 +h2).

(Xjjfr+r/2)

Ш унга ухшаш

Au\
Цх: ,1к ) ax2 12 &4 2 81

+ 0(r2 + h 2).
{ Xj,tk +r /2)



Бу ифодаларни (5.17) га куйсак,

т,* = ди , д2и . 1. . ди
-т  + ~ 7 + т(а - ̂ )■А -=г д! & 2 2 <5( + <р* + 0(г2 + /?2)

ни хосил кдпамиз. Энди

ди д2и
dt дх2

дан фойдалансак, у холда

ri =(Р: - f ( xi’h +т !2) + т { а - ^I ' l . ди
Jt + 0(г2 +h2)

(xhlk+rl 2)

келиб чикдци. Демак, q>f = f  [xj,tk + г / 2) деб олсак, у х,олда
/; = 0 (г + h2 j , агар t 0,5 булса ва г,к = 0(г2 + /г2), агар г = 0,5 булса.

/ 1 ^Шундай кдлиб, (5.15) олти нук,тали симметрик схема |сг = ^
учун /f = 0 (г2+ h2y

10.5.2. Икки к^тламли айирмали схемаларнинг тургунлигини тек- 
шириш. Кулайликучун куйидаги векторларни киритамиз:

У* = (y ly \ ,- ,y kU ), </ =((рк,...,<ркм_1),

Ушбу (x0,tk), (x,,tk), ..., (xM,tk) тугунлар тупламини /с-кдтлам дей- 
миз, шунинг учун хам уь ва фк векторларни uh ва <рн функция
ларнинг Ас-кдтламдаги к,ийматидек кдраш мумкин. Куйидаги норма- 
ларни киритамиз:

[у* = шах у* , \фк = max \<рк I,II N I II II 0</<А/1 I
||Д (j = m ax U *  U |/ i,*  || = maxL*|.11 11 o<*<jvl ' I  II1 2II o</tsjvl I

T а ъ p и ф. Айирмали схема С фазонинг турдаги нормасида тургун 
дейилади, агар h ва г га боглик, булмаган шундай узгармас с, сон 
топилиб, унинг учун

max
0<k<,N I

I = с (max) (Ц/i, I , ||д2||, |/||)+ m ax|^|) (5Л8)

ба\о уринли булса.



Энди (5.7), (5.8) айирмали схеманинг тургунлигини текшира- 
миз.

1 -теорем а. Агар г < h2/2 булса, у х,олда (5.7), (5.8) айирмали 
схема С фазонинг турдаги нормасида mypFyndup.

И  с б о т и. (5.7) тенгламани куйидаги куринишда ёзиб оламиз:

/ +1 = (1 -  2 р ) у к + p y U  + р у к+1 + г<рк,

бунда р = г/И2. Агар max |у к+] | га ички ( i0,k + 1) нук^ада эришилса, у 
хрлда

шах |у к+х | = шах |(1 - 2 р )у к + р у к_, + р у к+1 + щ к | <

^ О  -  2 Р )  Ih  I + 2р|.У* I + г || (рк I = || у* I + г ||ф* I .

Акс хрлда 

Демак,

L . 1тах  ^  < max ( | ^ +'| , | ^ +1|)<тах(||Д, ||,||Д2||).

I ^ тах  (ll^i 1 И К II. \\ук I +Т \<рк I)  ■■ (5.19)

Энди (5.7), (5.8) масаланинг ечимини

у* =$ к + W1

куринишда ёзиб оламиз, бунда ftk (5.7), (5.8) масаланинг унг 
томони (рк = 0 булгандаги ечими, wk эса (5.7), (5.8) масаланинг 
чегаравий ва бошлангич шартлари нолга тенг булган ечими. (5.19) 
га кура ft * учун куйидагини х,осил кдламиз:

#*+1| < таху|^,||,р2||,

< maxQ|ai,||,||/i 21|, 

Иккинчи томондан w* учун (5.19) га кура

<... <

_ _. II II _. ( _ _
w k+l < w k + 1 г  < +rl9 k + (pk+l

<„.< Z t
./=о <PJ < Т max

0</S/V
ф

бу ерда (к + 1) т < Гдан фойдаландик. Шундай кдлиб, куйидагига 
эга буламиз:



- max( ИйМ/У. г

max ш  L hu2 ,

+ T  max
0 <j<N <P‘

#1 +max \\(pj0<j<N II

бунда с i max( 1,7). Бу тенгсизлик барча к ,0 < к <  N  учун уринли, 
демак, айирмали схема С фазонинг турдаги нормаси учун тургун 
экан. Теорема исботланди.

Т а ъ р и ф . Айирмали схема шартли равишда mypFyn дейилади, 
агар тур кддамлари т ва И орасида бирор муносабат уринли булганда 
у тургун булса. Агар тур кддамлари т ва И орасида ихтиёрий муноса- 
батлар булганда \ам айирмали схема тургун булса, у \олда у шарт- 
сиз равишда тургун дейилади.

Юкрридаги теоремада тургунликни т < h2/2 шарт бажарилганда 
исботладик. Демак, (5.7), (5.8) схема шартли равишда тургун экан.
(5.7), (5.8) схема ошкор булганлиги учун х,исоблаш жуда кулай. 
Навбатдаги кдтламда у к" вектор ошкор формулалар ёрдамида ол- 
динги катламда топилган у к вектор буйича \исобланади. Аммо бу 
схеманинг шартли равишда тургунлиги г кладамни жуда кичик к,илиб 
олишга мажбур килади. Масалан, h — 0,01 булса, унда г < 0,0005 
булиб, Т = 1 да ечимни топиш учун камида 20 000 та кдтлам олиш 
керак. Бу эса жуда куп \исоблашларни талаб килади ва амалий иш- 
ларда ярамайди.

Энди (5.9), (5.10) ошкормас схеманинг тургунлигини текшира- 
миз.

2-т е о р е м а. Ихтиёрий h ва т щдамларда (5.9), (5.10) масаланинг 
ечими учун (5.18) ба.\о уринлидир.

И с б о т и. Олдинги теореманинг исботидагига ухшаш (5.9) ифо- 
дани куйидагича ёзамиз:

у кГ ' +р (-у >-х + 2 у^ ~ ук: ; )= у к+щ^ ,\ < 1 < м - \ . (5.20)

К,иймати модули билан |р*+'| га тенг булган у-*] ларнинг ора
сида / индекси энг кичик кийматни кабул киладиганини оламиз. 
Агар / = 0 ёки / = М  булса, у х;олда (5.19) нинг бажарилиши рав- 
шан. Фараз килайлик, энди /'^ 0 ва / ^ М  булсин, у \олда / нинг 
таърифига кура |у, | > \у1 I ва \yf+]I > I . Ш унинг учун \ам

ва sign (2у .+> - у *;1 - у^ ) = sign у-+1. Демак,



I =|у‘+' | * |>f+' +р +2у}+' - >и )|=

= |у .  +гср*+1| < рм Ц  + гЦ ф м Ц .

Шундай цилиб, барча h ват  к^адамларда (5.8), (5.9) схема учун 
(5.19) бахога эга булдик. Исботнинг крлган к,исми 1-теореманинг 
исботидек тугайди. Шундай к,илиб, (5.8), (5.9) схема шартсиз ра- 
вишда тургун экан.

Ошкормас схеманинг шуниси яхшики, ва^т буйича т кддамни 
анча катта к,илиб олиш мумкин, аммо цатламдан кдтламга утишда 
уч диагоналли тенгламалар системасини ечишга туфи келади. Бирок, 
бир улчовли х °л  учун бу кийинчилик тугдирмайди. Хусусий холда 
ук маълум булса, хайдаш усули билан О(М ) та амал бажариб, у *+1 
векторни топиб олиш мумкин, яъни катламдан к,атламга утишда 
арифметик амалларнинг сони такрибан ошкор схемадагидек булади. 
Бундан курамизки, амалда ошкормас схемани ишлатиш маъкулдир, 
чунки Э Х М  да хисобланганда машина вак,тини тежайди.

Энди (5.14) вазний схемани текширишга утамиз. Айирмали схе- 
малар назариясида матрица билан бу матрица яратадиган оператор- 
ни фарк, кдлишмайди. Бундан кейин биз хам шундай *диламиз. Биз
д оркдли (0 ,0 ,, ..., 0) векторга (0, д # . . . ,  Д & м_,, 0)
векторни мос куядиган операторни (матрицани) белгилаймиз. Агар 
^  = jx2 = (рк = 0 деб олсак, у холда (5.14) айирмали схема куйида
ги куринишга эга булади:

_у‘+' = у к + roAyf+1 + г (1 - <т )Ау.

ёки
( Е  -тстА)ук+1 = ( Е  + г(1 -<т)Д)у*, 

y*+l = (Е - тс тА у ,(Е  + т(1-а)А )у- .

Шундай килиб, (5.14) тенгламалар системаси
3>*+i = Sy*

куринишда ёзилади. Бунда кдтламдан цатламга угиш матрицаси

5  = ( £ - тстА ) '1(£ ' + т (1 - ст) )

дан иборатдир. Фараз к,илайлик, S  матрицанинг хос сонлари 
Я,, Я2, ..., Хм_л дан иборат булсин. 5 матрица симметрик булганлиги 
учун ||S|2 = max |Я,-1 муносабат уринлидир. Энди у? ни S  матрица
нинг хос функциялари буйича Фурьенинг чекли к,аторига ёямиз:



M-1о V  • яшй
л  = L C"s,n~ -л=0

Равшанки,

А • nnih 1Asm - - = -/ 2̂ s i n ^ 'M _ 2 s i n + sin'T" (/ n/' l I l
. . innh4 sin —

2 ■ nnih  a . nnih-— sin—  =-Asm —

Шундай к,илиб, Л операторнинг хос сонлари = - ^ s in 2 2 
(л = 1,2, ..., М — 1) га тенг. Демак, 5 матрицанинг хос сонлари

1 + ГСГ17„

булади. Шунинг учун \ам
М -1

j>*+' = SjJ* =... = S*+l j>o X  Я*+1С„ sin 7'"Ш.
»  = 1 /

Бундан курамизки, (5.14) схема тургун булиши учун |А„| < 1 тенг
сизлик бажарилиши керак. Демак, биз а ва г ларга нисбатан шундай 
шартларни топишимиз керакки,

_ |  < 1-г(1-ст)0„ < | 
i+rui)„

тенгсизликлар уринли булсин. Агар г > 0 булса, у \олда & >0 булган- 
лиги учун юкрридаги тенгсизлик т # л(1—2о) < 2 муносабат билан 
тенг кучли булади. Агар о > булса, охирги тенгсизлик барча г>0 
лар учун бажарилади. Агар ст < 1 булса, у хрлда

(1-2ст)шахг)„ 2(1-2ст) (5.21)

булиши керак.
Шундай к^илиб, (5.14), (5.8) айирмали схема дастлабки маълу- 

мотларга нисбатан тургунлигининг етарли шартларини урнатдик. 
Жумладан, <рк= 0, ц = ц 2= 0 булса, у \олда а  > 1~ булганда (5.14),
(5.8) айирмали схема шартсиз равишда тургун булиб, <т < булган
да (5.14), (5.8) схема (5.21) шарт бажарилганда тургун, яъни шартли 
равишда тургун булади.



Агар дифференциал оператор ёки чегаравий шартлар биз кдраган
(5.1)—(5.3) чегаравий масалага нисбатан мураккаб булса, у холда 
айирмали масала хам мураккаб булади ва унинг тургунлигини мак
симум принципи ёки Фурье методи билан текшириш маълум к,и- 
йинчиликлар тугдиради ёки умуман мумкин булмайди. Бундай холда 
энергетик ба^олар методилш фойдаланилади.

Юкрридагидек Ук оркдли uh нинг /с-кдтламдаги к.ийматини бел
гилаймиз, яъни ук =(0, у-, ..., у км_х, 0). Яна ушбу

белгилашни киритамиз. Бунда биз куйидаги тенгликларни хосил 
кдламиз:

Энди векторлар учун wl2 (11-бобга к,.) фазонинг турдаги скаляр 
купайтмаси ва нормасини киритамиз:

Равшанки, (5.14) тенгламани куйидаги куринишда ёзиш мумкин:

Бу тенгламани (5.22) ва (5.23) тенгликлар асосида куйидагича ёзиб 
оламиз:

вектор билан скаляр купайтирамиз. Натижада куйидаги хосил бу
лади:

(5.22)

(5.23)

/=1
А/-1

ук = oAy*+i +(\-о)Ауь +фк.

+2г2 (сг - 0,5)(ду*, у? ) + 2 (у^фь).
(5.24)

Ушбу



кисмий йигиш формуласида а, = 1 bj = #(. деб ва Ь0= г>0= О, 
Ьм= ди= 0 тенгликларни х,исобга олиб,

= - И ’i=i h ' ;=i \ h I II Hi

ни хрсил к^ламиз. Энди Д операторнинг симметриклигидан фойда- 
ланиб,

(Д.У*+' +уь), ук+1 - ук j = (Ду* + 1, ^* + | ) - (д я ,  ук j = ||j« ||2 - | ^ +,||

тенгликка эга буламиз. Охирги иккита муносабатдан фойдаланиб,
(5.24) ни куйидагича ёзиб оламиз:

2т Ия* Г  + II у*-1 II2 + 2Т2 (<т - 0,5) ||3?А Г  =!у*||2 +2т (У^Фк)- (5.25)III 1Г ‘ III 1Г 111

Бу тенглик w2 фазонинг турдаги нормаси буйича энергетик ай- 
ният дейилади.

Энди ушбу
\ab\ < со1 + --1 <ь - 

4е

е  тенгсизликда ||, £ = ||ф*|| деб олиб, скаляр купайт-
ма учун куйидаги

||Я*>^*|-е |Я*|Г + 4еИ Г

тенгсизликни ^осил кдламиз. Бунинг натижасида (4.25) дан куйида
ги ба\о \осил булади:

2г (1-е)|у*|2 +г(сг-0,5)||j>*||“ +||я+1|[ ф [  +Y 'll^ *f ' (5-26)

Х,озиргача е ихтиёрий сон эди, энди 0 < е < 1 деб оламиз. У \олда 
о > 0,5 шарт бажарилганда катта кдвслар ичидаги ифода манфий 
булмайди. Шунинг учун \ам (5.26) дан ушбу

|у*+1| -||.р|| +у “ ||(Р*|| (5-27)

бах,о келиб чикдди.
Курсатиш мумкинки, о < 0,5 булганда (5.27) ба\о уринли були

ши учун



шарт бажарилиши керак. Энди (5.27) бахрни кетма-кет куллаб,

Бу тенгсизлик эса (5.14), (5.8) схеманинг бошлангич маълумот- 
лар \амда унгтомонга нисбатан тургунлигини билдиради.

Шундай кдлиб, (5.14), (5.8) айирмали схема а > 0,5 булганда 
шартсиз равишда тургун булиб, о < 0,5 булганда г ва h кдцамлар 
орасида (5.28) шарт бажарилгандагина тургун булади.

М аш и . (5.28) шарт исботлансин. К у р с а т м а .  ||#||2 < 4 ||#||2 тенгсизликдан 
фойдаланилсин. 1 h2

Биз бошлангич шартлар ва унгтомонга нисбатан тургунлик ма
саласини куриб чик,иб, чегаравий шартга нисбатан тургунлик маса- 
ласига эътибор бермадик. Агар fi^t) ва /u2(t) функциялар диффе- 
ренциалланувчи булса, у холда чегаравий шартларни нолга айлан- 
тириш мумкин. Ха^и^атан хам, F (x ,t) = /i,(?)(1 - х) + /л2(х) у  Функ
цияни олсак, у холда §(х, t) = и(х, t)-F(x , t) функция (5.1) тенг
ламанинг унг томони |/ (х ,? )  + -£ /’(х,/)) дан иборат булиб, нолли 
чегаравий ва бошлангич шартларни к,аноатлантирадиган ечимини 
беради.

Шунга ухшаш бир жинсли булмаган (5.14), (5.8) айирмали ма
салани бир жинсли чегаравий шартли масалага келтириш мумкин.

*-i

u 1 fll  II
бахони хосил кдпамиз. Унгтомондаги йигинди ^  J J(0| dt интег
рал учун квадратур йигинди булганлиги сабабли шундай С, топила- 
дики,

Ь- 1 Г

тенгсизлик бажарилади. 
Бу ерда

|/(0 |=  \ f{x ,t )d x
Демак, J

H f  -ll^ol [ +ci dt-I Ml II III q "



Фараз кдгайлик, у- айирмали масаланинг ечими булсин. Куйи
даги тур функцияни киритамиз:

у . , агар 1 < / < М  -1 булса, 
О, агар / = О ва /' = М  булса.

Бу функция чегаравий шартлари бир жинсли булган ушбу айир
мали масалани к,аноатлантиради:

бунда

го = о. гм = о,

1-ст * 
* ^ рк+], агар / = 1 булса,

<р*, агар 2 < / < М - 2 булса,

Фм-1 - ’У А*2 /г

Шундай к,илиб, тенгламанинг унг томонини бироз узгартириб, 
бир жинсли булмаган (5.14) айирмали масалани чегаравий шартла
ри бир жинсли булган айирмали масалага келтириш мумкин.

10.5.3. Яцинлашиш тезлигини ба^олаш. Фараз к,илайлик, (5.1) 
дифференциал масаланинг ечими и булиб, yf эса (5.14), (5.8) айир
мали масаланинг ечими булсин, гк ={^*} орк,али эса аппроксима- 
циянинг хатолигини белгилаймиз (к,- (5.16), (5.17)). Агар биз иш 
орк,али аник, ечимининг турдаги к,ийматини белгиласак, у х,олда 
z = iih) ->f айирма ечимнинг тур устидаги хатолиги булиб,

ZL !!c£ L  = aAzk + (1 - ст) Azk + ц>" - f k +гк,
X i '  '  i i i i

/ = 1, 2 , M - 1

тенгламани кдноатлантиради. Агар ц>) = f {x , , t k +^j деб олсак, у 
х,олда z, ушбу

= стАzk+] + (1 -  a )A z k + r k. / = 1, М  - 1,

0 * к А
Z .  =  I L  =  М  =  О



масаланинг ечими булади. Агар к,аралаётган масала тургун булса, у 
холда (5.27) бах,о уринли булади. Бундан эса

Ik * II flu'll ^ X — max ||г/1
ii Hi /=0 2e W II j=0 2s II It 2£o< y< iV- ill H

келиб чикдди. Шундай кдлиб, max ||z*| як,инлашиш тезлиги 0(г + h2) 

булади, агар о ^ 0,5 булса ва 0(г2+ И2) булади, агар о = 0,5 булса.

М а ш  к. Ушбу
ди д2и
Т- + -  ̂= 2*
81 дх2

тенгламанинг куйидаги
и(х , 0) = х(1-х) (0 < х < 1),

«(0, 0 = 0, и(\, 1) = 1 (0 < t< Т)
бошлангич ва чегаравий шартларни к,аноатлантирадиган такрибий ечими то
пилсин \амда натижа и(х, 1) = х( 1 — х + t) аник, ечим билан солиштирилсин.

10.5.4. Айирмали схема куришнинг баланс методи. Иссик/тик утка
зувчанлик, диффузия, тебраниш ва ш.к. турли хил физик жараён- 
лар исстуш к, масса, харакат микдори, энергия ва \.к. сак,ланиш- 
нинг интеграл формадаги к,онунлари билан тавсифланади. Матема
тик физиканинг дифференциал тенгламаларини чик,аришда кичик 
Хажм учун сак^таниш крнунини ифодаловчи муайян интеграл муно- 
сабатдан (баланс тенгламасидан) ишни бошлашади. Тенгламада к,ат- 
нашадиган функцияларнинг барча керакли хосилаларини мавжуд 
деб фараз кдлиб ва баланс тенгламасидаги хажмларни нолга интил- 
тириб, дифференциал тенглама хосил кдлинади. Чекли-айирмали 
методнинг физик маъноси шундан иборатки, биз узлуксиз мухит- 
дан унинг к,андайдир дискрет моделига утамиз. Табиийки, бундай 
утишда физик жараённинг асосий хоссалари сак^анишини талаб 
к,илиш керак. Бундай хоссалар к,аторида, биринчи навбатда, саьуга- 
ниш к,онунлари туради. Тур сохада сакданиш к,онунларини ифода- 
лайдиган айирмали схемалар консерватив схемалар дейилади. Кон- 
серватив айирмали схемаларни хосил кдлиш учун тур сохада эле- 
ментар хажм учун ёзилган баланс тенгламаларида к,атнашадиган 
интефалларни ва хосилаларни такрибий айирмали ифодалари билан 
алмаштириш керак. Консерватив айирмали схемаларни хосил к,илиш- 
нинг бундай усули баланс методи ёки интеграл-интерполяцион ме
тод лейил'йли. Баланс методини куллашга мисол сифатида иссик^ик 
утказувчанликнинг стационар тенгламаси учун биринчи чегаравий 
масалани к,араймиз:



(/ К * )  -  q(x )u  + f ( x )  = о, о < x < l, 

и(О) = а,и( 1) = р,

(5.29)

(5.30)

бунда р(х), q(x), Дх) лар етарлича силлик, функциялар булиб, 
Р(х)^р0> 0, <7(х)> 0  шартларни каноатлантиради, а  в а э с а  берилган 
сонлар. Бу шартлар бажарилганда (5.29), (5.30) чегаравий масала 
ягона етарлича силлик, и(х) ечимга эга булади. Айирмали схема куриш 
учун [0, 1 ] кесмада мунтазам

v> = {x = ih,i = 0, 1 ,...,N,hN= 1} 

турни оламиз. Куйидаги

х. 1 = х/1 Т ’ Н’М  = р (х) 4  м(х), W = Wi±— 2 ах |±_ /±- V 2 J

белгилашларни киритиб, (5.29) тенгламани 
интеграллаймиз, натижада

■*. I •*. 1
. "2 ' + 2

ораликда

2 2 

J q (x )u (x )d x  + j f { x )d x  = 0
-1* 2

тенглама >;осил булиб, у 

тенгламасини аникдайди. Энди

X. И*. 1 
'“2 '+2

(5.31)

кесмада иссик/шкнинг баланс

|  q (x )u (x )d x

L

интегрални унинг и, J  q{x)dx такрибий киймати билан алмашти-
х, i

2
риб, куйидаги белгилашларни киритамиз:

X. I

d> = \  I  q (x )dx , J  f (x )d x . (5.32)



Натижада (5.31) тенглама

IV. 1 -W. 1
—--- — - d,u, + m,. = Оh 1 1 1

куринишга эга булади. Энди w , ни и(х) нинг тур нук^таларидаги

, jc; ] кесмада интефаллаймиз, натижада

рМ
dx

(5.34)

Хосил булади. Агар

у
(5.35)

V

деб белгилаб олсак, (5.34) дан куйидаги такрибий тенгликларни 
Хосил кдламиз:

Бу ифодаларни (5.33) тенгламага куйиб, изланаётган функция- 
нинг х. ,, х, х.+1 нук,талардаги цийматини уз ичига олган ушбу

айирмали тенгламага эга буламиз. (5.36) тенгламани a>h тур соха- 
нинг барча ички нук,талари, яъни / = 1, 2, ..., N - 1 учун ёзсак, у 
холда N +  1 та м0, и,, ..., uN номаълумли N - 1 тенгламалар система- 
сига эга буламиз. Иккита етмаган тенгламани (5.30) дастлабки шарт- 
дан хосил киламиз:

Айирмали масаланинг ечимини дифференциал масаланинг ечи- 
мидан фар к, к;илиш учун урги у оркдли белгилаймиз, демак, у.= у(х), 
х £ ш (. Энди (5.36) ва (5.37) тенгламаларни бирлаштириб, (5.29),
(5.30) чегаравий масала учун куйидаги айирмали схемага эга буламиз:

- A a M (uM -ui )- a l (ui -ui_l ) ]- d lul +(Pi=0 (5.36)
h

и0 = a, uN=p. (5.37)

~7 [а,+1 (У м  -  Л ) -  ai ( У; -  У м ) ]  -  d,y, + <Р, = °> h

Уа = а ,  Уn =Р-



Бу системани хдйдаш методи билан ечиш макрадга мувофик, булади. 
Бунинг учун (5.38) системани куйидаги куринишда ёзиб оламиз:

бунда

Чегаравий масаланинг коэффициентларига куйилган шартлар- 
дан а>  0 ва d.> 0 келиб чикади, булардан эса С>  Л.+ В. ни, яъни 
хдйдаш методининг тургунликшартини хрсил кдлдик. Демак, (5.38) 
айирмали масала я гона ечимга эга ва бу ечимни \айдаш методи 
билан топиш мумкин.

Энди (5.29) дифференциал тенгламани (5.38) айирмали тенг
лама билан алмаштирганда юзага келадиган аппроксимация хатоли- 
гини текширамиз. Бунинг учун (5.29) тенгламанинг чап томонини 
Lu(x) ва (5.38) тенгламанинг чап томонини L jty. оркдли белгилай- 
миз, яъни

Фараз к,илайлик, #(х) етарлича силлик, функция булиб, д(х) 
унинг шн турдаги киймати булсин. Энди

ба^о уринли эканлигини курсатамиз. Бунинг учун LJ). оператор тар- 
кибидаги д.±! = д(х.± И) нихнук^а атрофида Тейлор кдторига ёямиз. 
Равшанки,

Lip - W {x ) = 0(h2) (5.39)

Демак

Иккинчи томондан

Lu(xi ) = p(xi ) r i +p'(xi )9 ,l - ф ,  )#,.+/(*,.).

Бу муносабатлардан

L f i - L b W ^ - p L - p X x ^ y ,  +( ^ - М х , ) ) # ;  +

+ К  -q(xt))b. +(<Pl - f(x ,))  + 0[h2)

191



ни х,осил киламиз. (5.39) шарт бажарилиши учун

a i+1 a i р ' ( х . )  +  0 ( h ) ,
2 \ a,4i+Q, _ p ( x i )  +  0 ( h 2 ) ,h г- V-,/ -V- „  2

V, = f(x )  + О т ,  d, = q(x) + 0(Ю)

(5.40)

(5.41)

тенгликлар уринли булиши керак.
Энди к(х) = -J-- деб белгилаймиз ва к(х) ни х j нук^а атрофи-

Р ( х )

да Тейлор к,аторига ёямиз, натижада

—  =  j  J  k ( x ) d x  =  j  J
а' h *t-\ h ъ-1

- /  \ (  ^ 2

к  ] + х - х  J
*■ ■

х - х  j к "  +
/—  

2
i —

V 2
I-  - £ 

2
1—

^ 2 J
i—  

2

/ \
x  — X

V 2 J  

\ocw\ булади. Демак,

Ат", +0(/г4)]<& = £ , + ̂ Г  i +0(/г3)

Шунга ухшаш

Булардан эса

h1 К
a^  = Pi+L-T4-JT +

2

Рц .±  + P i - i +°/ 2 2

Л + 1 + Л_1

+ о( а2)= л +о ( а2),

1  +  о ( / ? 2 )  =  / ? ' ( х , ) + о ( / 7 2 )

ларга эга буламиз, булар эса (5.39) ни исботлайди. (5.41) тенглик- 
ларнинг бажарилишини курсатиш к,ийин эмас. Х,ак,икдтан х,ам, dj ва 
tp. ни мос равишда q(x.) ва f (x )  билан алмаштириш (5.32) интег- 
рални урта тугунли тугри бурчакли туртбурчак формуласи билан 
х;исоблашдан иборатдир. Маълумки, бундай формуланинг крлдик, 
Хади 0(А2) (7-бобга к,.). Шундай к^либ, биз (5.40), (5.41) тенглик- 
ларни ва шу билан бирга (5.39) бахрни курсатдик. Бу эса L hyj опера
тор Lu(x) ни (5.29), (5.30) масаланинг ечимида И га нисбатан ик- 
кинчи тартибли аппроксимация к^лишини курсатади.

1-эслатма. (5.38) айирмали схемани амалда куллаш, унинг коэффициент- 
ларини топиш учун (5.32) ва (5.35) интегралларни аник, \исоблаш шарт эмас.



Коэффициентларни топиш учун 0(/i2) ёки бундан юк,ори аник/шкка эга булган 
квадратур формулалар билан такрибий х,исоблаш мумкин. Масалан, (5.32) ва

(5.35) интегралларга гугри туртбурчаклар формуласини кулласак, коэффициент- 

лар к,уйидагича топилади: </. = (/(х,-),<р,- = / (* ,-),а, 1 j.
Агар трапециялар формуласини кулласак,

. </,_! + </,+ 1 /Л+/,1 
2 Р Р, I у = ___2_ 2 = ___ i  J_

U‘ P i + P m ' ‘ ' 2 ’ Vi 2
ларни \осил к,иламиз.

Курсатиш мумкинки, (5.38) айирмали масаланинг ечимлари кет- 
ма-кетлиги {yh{x)} h -> 0 да С(шл) турли фазода дастлабки (5.29),
(5.30) дифференциал масаланинг и(х) ечимига иккинчи тартиб би
лан як^инлашади, бошк,ача к,илиб айтганда,

IK  ~ mIL №) = max | vA (*,.)-/<(*,.)| < M h 2' 1 ,(U/i' Xjeoifj

бахр уринли булади (к..f28|).
2-эслатма.  Баланс методини бошк,а чегаравий масалалар учун хам к,уллаш 

мумкин. Бундан ташк,ари, р(х), q(x), f(x ) функциялар узилишга эга булган лол
ларда \ам айирмали схеманинг як,инлашишини текшириш учун коэффициент- 
ларни (5.32) ва (5.35) интеграллар орк а̂ли ифодалаш катта а^амиятга эга.

10.5.5. Тежамкор айирмали схемалар. Фараз к,илайлик, чегараси 
Г  булган С = <0 < хг х2< 1} сохдда ушбу икки улчовли иссикушк 
утказувчанликтенгламасини ечиш талаб кдпинсин:

ди д2и д2и . ч ^
■—  = ------1------, х  = ( х , , х , ) е О ,
д‘ дх2 дх2 1 21

и(x,t) = n(x,t),x е Г ,0 < t < Т, (5.42)
и(х,0) = и0(х), х е G  + Г .

Бунинг учун вак,т ва фазо буйича куйидаги турларни киритамиз:

ют = {tk = кт, к = 0,N — 1, jVr = 1},

Gh = Ц  = (XU> x2j)>xii = ih> x2j = A  j  = 0,N,hN = {}.

Gh турнинг ички нукталар туплами (/, j  -  1, 2, ..., jV-1) н и  Qh 
орк;али ва Gh нингчегарасини Th орк,али белгилаймиз.

Юкррида бир улчовли иссик^пик угказувчанлик тенгламасини 
ечишда ошкор ва ошкормас схемаларни куллаган эдик. Бу ерда х,ам 
шундай схемаларни курамиз. Бунинг учун куйидаги белгилашларни 
киритамиз:



A:-'« = ;2{Ум .З-2Уд + У,-и),П

АгУь = М У ^ - 2У«+У1,м)’

4у* =А1^+А2>’г  

Бу белгилашларда ошкор схема куйидагича ёзилади:

y t ' -Уа— — =АУи> xij е .

У1+' = H(xg,tk+l), ху е Г tk scoT, 

у Ц = ио(Хц), Xj s G h, к = О,

(5.44)

(5.45)

(5.46)

ошкормас схема эса куиидагича езилади:

^L- ^ L = Ayl+',x ijewh,tk e (oz, 

У Г  = K x v,tk̂ ),xv e r h,tk есот, 

y l = uо(*;;)> X e G h, к = 0.

(5.47)

Дастлабки ва чегаравий шартлардан фойдаланиб, (5.46) айирма
ли схеманинг ечими навбатдаги кдтламда

Уи+ = У* + тАУи ’ к = 0> N ~ 1, x0 е ah

ошкор формула ёрдамида топилади. Бу ошкор схеманинг устунлиги- 
дир. Аммо бу схеманинг мухим камчилиги унинг шартли равишда 
тургунлигидадир. Курсатиш мумкинки, (5.46) схема тургун були
ши учун г буйича кладам т < ^И2 шартни к,аноатлантириши керак 
[45, 46]. Агар И = 0,01 булса, у холда (4.42) тенгламанинг ечимини 
Т = 1 да топиш учун N  = 40 ООО та кдцам бажарилиши зарур. Агар 
фазовий узгарувчилар х,, х2, ..., х ларнинг сони р та булса, у холда 
ошкор схема тургун булиши учун г - тенгсизлик бажарили
ши керак. Ш у  сабабларга кура параболик тенгламаларни ечишда 
ошкор схема кам ишлатилади. Биз кейинги бандда курамизки, ги
перболик тенглама учун ах,вол бошк,ача булиб, ошкор схемада г = 0(h) 
булганда хам тургунлик сакутанади.



Энди ошкормас схемани куриб чикдйлик. (5.47) схемада т ва h ни 
кдндай олсак х,ам у тургун булаверади. Бу схеманинг камчилиги 
шундан иборатки, \ар бир вак,т к,атламида

у*;1 -гДу*+| = у*, х, е i, j  = 1,2,...,N - 1,
х е /  (5'48)Уц Ну 1 xij е А ь

тенгламалар системасини ечиш лозим. Бу системада у |+1 номаълум- 
ларнинг сони (/V-!)2 та. Агар бу системани Гаусс методи билан 
ечадиган булсак, О(/V6) та арифметик амал бажариш зарур. Ишнинг 
яна бир мушкул томони шундан иборатки, бундай системани вак^- 
нинг х;ар бир кдгламида ечиш лозим, бу эса ^исоблаш ишини яна 
\ам купайтириб юборади.

Фазовий узгарувчиларнинг сони иккита ёки ундан куп булганда
(5.48) система матрицасининг куринишини ^исобга олган хдпда сис
темани ечиш методларини к,уриш макрадга мувофикдир. Бу метод- 
ларнинг бири — Фурьенинг тез алмаштириши билан биз 10.3-§ да 
танишган эдик. Бу методлар куп улчовли масалаларни бир улчовли 
масалалар кетма-кетлигига келтириб ечишга асосланган. Бундай кел- 
тириш натижасида шундай айирмали методлар вужудга келадики, 
улар ошкор ва ошкормас схемаларнинг икки яхши хусусияти: абсо
лют тургунлик ва ечишнинг соддалигини узида мужассамлаштира- 
ди. Бу методлар эллигинчи йиллардан бошлаб \ар хил номлар — 
узгарувчан йуналишли методлар, парчаланиш методлари, каср цадам- 
ли методлар, локал-бир улчовли методлар остида математик физика 
масалаларини ечишда кенг кулланила бошланди. Х,озир бу методлар 
умумий тежамкор методлар номи билан аталади (туда маълумот 
учун к,. [28,46,47,56]).

Узгарувчан йуналишли метод. Биз хрзир шу узгарувчан йуналиш- 
ли методлардан бири булган буйлама-кундаланг айирмали схема ёки 
Писмен-Рэчфорд схемаси деб аталувчи методни куриб чиксам из.

Бу методда Ажэтламдан (k + 1) кдтламга утиш икки боск,ич- 
дан иборат. Биринчи боск,ичда

\ ^ = А , ^ +А (5-49)

к + \
системадан орадаги у0 1 цииматлар аникданади. Иккинчи бос^ичда

к*\эса топилган у0 2 к,ийматлардан фойдаланиб,

hi
= А1^Г2 + д2уГ  > Хц е ц , (5.50)

к+1 *+-*■ 
Уп -Уи 2

0.5г



системадан у-/1 лартопилади. Бунда ва Д^у айирмали нисбатлар 
(5.43) ва (5.44) формулалар билан аник^анади. (5.49) тенглама фа- 
к,ат х, узгарувчи буйича ошкормас булиб, (5.50) тенглама факдт х2 
узгарувчи буйича ошкормасдир. Шунинг учун \ам бу (5.49) ва
(5.50) тенгламалар системалари аввал х: йуналиш буйича, кейин х2 
йуналиш буйича бир улчовли \айдаш методи ёрдамида ечилади. Ме- 
тоднинг номи \ам шундан келиб чиркан.

Бу системаларнинг ечиш алгоритмлари куйидагидан иборат:
(5.49) системани

Бу системани j ( j  = 1, 2, ..., N -\) нинг х,ар бир белгиланган

кийматларни билиш керак. Бунинг учун (5.50) тенгламадан (5.49) 
тенгламани айирамиз, натижада

у нинг \ар бир белгиланган цийматида (5.51) системани х, йуна
лиш буйича \айдаш методи билан ечганда 0(N ) та арифметик амал

сини ечамиз. Бу тенгламалар системасини куйидагича ёзиб оламиз:

(5.51)

куринишда ёзиб оламиз, бунда

у =zh~\ F* = y l + 0 , 5 г А 2у*.

к,ийматида /узгарувчи буйича хдйдаш методи билан ечамиз. Х^айдаш
к +1

методини куллаш учун yQj 2 ва y Nj2 (j = 1, 2, ..., /V-1) чегаравий

к+-- к+-
\осил булади. Бу формула асосида y0J2, yNJ2 чегаравий к,ийматлар- 
ни куйидагича топамиз:

j  = 1,2,.., N— 1.

^ |
бажарилади. Демак, барча у / 2 ни топиш учун 0(7V2) та арифметик 
амал бажарилади.

*+'Барча у, 2 лар топилгандан кейин (5.50) тенгламалар система-



Куриниб турибдики, \ар бир белгиланган /(/= 1, 2, ..., TV— 1) 
учун бу системани у узгарувчи буйича хайдаш методи билан ечиш 
мумкин. Бунда чегаравий шартлар (5.42) масала буйича

куринишда аник^анади; (5.42) системадан барча у**' ларни топиш 
Q(N2) та арифметик амални талаб кдлади.

Шундай кдлиб, маълум у~ ларга кура у к+] ларни топиш узга
рувчан йуналишли метод буйича 0(7V2) та арифметик амални талаб 
кдлади. Курсатиш мумкинки, буйлама-кундаланг метод абсолют 
тургун булиб, и(х, г) етарлича силлик, булса, аппроксимация тарти- 
би 0(r2+ h2) булади ва L2 нинг турдаги нормасида такрибий ечим 
аник,ечимга 0(г2+ /г2) тезликда якднлашади (к,.[46, 47]).

10.5.6. Узгарувчан коэффициентли иссик^ик утказувчанлик генг- 
ламасини ечиш. Коэффициентлари узгарувчан булган куйидаги ис- 
сигуТик утказувчанлик тенгламаси учун биринчи чегаравий масала
ни к,арайлик:

бундар(х, /), р(х, i) ,f {x , /) етарлича силлик, функциялар булиб,

шартларни каноатлантирсин. Х,ар бир белгиланган /учун (x.,t) нук,-

айирмали нисбат билан аппроксимация кдпамиз. Бунда a(xr t) коэф
фициент баланс методидагидек иккинчи тартибли аппроксимация 
шартларини к,аноатлантириши керак:

Ую I-1 (х,о > h * I ) ’ y ’iN ~ ^(XiN’h+i)

= i ( /;M  a* ) +

u(x,0) = ua (х),г/(0,/') = n, ( t),u (l,t) = n2 (t), (5.53)

C, > p(x, t) > C2> 0, p(x, t) > C3 > 0 (5.54)

тада Lu - ~  {^p(x,t) j дифференциал ифодани 

Л 1 (/>v, = I  " ( v .i • t) У”  ~У' - a(x,, I) 1 (5.55)



Баланс методида курганимиздек, a{x:,t) ни куйидаги

формулаларнинг бирортаси билан ^исобласак, (5.56) муносабатлар 
уринли булади. Шундай к^илиб, (5.53) дифференциал тенгламага 
ушбу вазний айирмали масала мос келади:

Бунда 1 - tk+ 0,5г ва о -  0,5 булса, у холда (5.57) схема аппрок- 
симациясининг хатолиги г - 0 ( т 2+ h 2) булиб, ст*0,5 булганда 
г = 0(г + h2) булади. Шундай к,илиб, биз ошкормас схемага эга 
булдик. Бу системани ечиш учун хайдаш методини куллаш мумкин. 
Айирмали схеманинг тургунлигини текширишда, олдинги бандлар- 
да кдраганларимиздан ташкдри, коэффициентларни музлатиш прин
ципы хам ишлатилади. Бу принцип узгарувчан коэффициентли ма- 
салани узгармас коэффициентли масалага келтиради. Мисол учун
(5.57) схемада о = 0 ва Дх., /) = 0 деб олиб, куйидаги ошкор схема- 
ни кдраймиз:

k +I к
р (*,. = Д {t) (o\yf+1 + (1 - о- )у-) + /  (*,, I ),

i = 1,2,...,М-1,

у1 = щ (х, ) ’Уо = м, {h ) ,у км = (‘к )•

(5.57)

(5.58)

Фараз к,илайлик, р(х., t), я(х , /) коэффициентлар узгармас 
булсин, яъни р(х , t) = р = const, а(х., t) - а = const. У  холда (5.58) 
тенгламани куйидагича ёзиш мумкин:



еки

У*+1-У* = Ум -2У? *Ум _ _ _ ™ 
/г “ ■ Т| ~ р ■

Маълумки, бу ошкор схема г, < j-A2 булганда, яъни

(5.59)

булганда тургун булади.
Коэффициентларни музлатиш принципи шуни тасдик,лайдики, 

агар барча х. ва t = tk+ 0,5г лар учун

- Т * 7 Г * ?  (5'60)p(X;,t)  2 V ’

тенгсизлик бажарилса, у х,олда (5.58) схема тургун булади. Агар 
С>  а(х, /) >С2> 0, р (х., /)>С3> 0 муносабатлар маълум булса, у 
хрлда

L  < А
/г 2С,

бажарилганда (5.60) тенгсизлик уринли булади. (5.58) схеманинг 
тургунлигини кдтъий равишда асослашни [47] дан к,араш мумкин.

Агара > 0,5 булса, у ^олда коэффициентларни музлатиш прин- 
ципидан (5.57) схеманинг абсолют тургунлиги келиб чикдци.

10.5.7. Чизшуш булмаган иссик,лик утказувчанлик тенгламасини 
ечиш. Куйидаги чегаравий масалани караймиз:

(5.61)
u(x,0) = uu(x),u(Q,t) = (/),w(l,/) = fj.2 (0-

Одатда, чизиьуш булмаган тенгламаларда р(и) функциянинг уз- 
гариш со^аси олдиндан маълум булмаса, ошкор схемалар ишлатил- 
майди.

Соф ошкормас схема y f+x (/ = 1, М  - I j номаълумларга нисбатан 
чизик^и системани \ам, чизикуш булмаган системани \ам ташкил 
этиши мумкин. Ушбу схема

vk + 1-vk >! >/ * + 1 ,,* + 1 .,* + ) *+1 
п . >/+1 i . >; ~.Vi-1а М  a i ---------------



да а, = j \_р {у1 ) + р {у1 \)] деб олсак, у \олда y f ,l(i = 1, М  -1) но-
маълумларга нисбатан чизик^ш, абсолют тур рун булиб, аппрокси
мация хатолиги г = 0(r + h2) булади. Бу системанинг ечими х,айдаш 
методи билан топилади.

Купинча (5.53) тенглама учун ушбу

соф ошкормас схема ишлатилади. Бу схемани куллаш учун у ёки бу 
итерацион метод кулланилади. Масалан, итерацион жараённи куйи- 
дагича олиб боришимиз мумкин:

бу ерда S — итерация номери. Бу итерацион жараёндан курамизки, 
чизик^пи булмаган коэффициентлар олдинги итерацияда, яъни yf 
да \исобланади, y f+l нинг дастлабки яцинлашиши сифатида yf 
олинади. Агар г кддам к,анча кичик булса, бу дастлабки якцнлашиш 
шунча яхши булади. Агар коэффициентлар силлик, булиб, р(и) > С2 > О 
шарт бажарилса, одатда, икки-учта итерация крник^рли натижага 
олиб келади. Х,ар бир янги итерацияда v,-i+l> нинг к,ийматлари
(5.64) системадан х,айдаш методи билан аник.панади. Шунингдек,
(5.64) системани ечиш учун иккинчи тартибли аникдикка эга булган 
предиктор-корректор схемаси \ам ишлатилади. Бунда /с-кдтламдан 
(к + 1) к,атламга утиш икки боск,ичда бажарилади. Биринчи боск,ич- 
да \айдаш методи билан ошкормас чизик^ш система

Г h а

(5.63)

Г

(5.64)

+/(>>*),/ = 1,2,..., А /-1,

Уа 2 = Л  ('* + 5гХ Ум 2 =y2(tk+0,5т)



*+-
ечилиб, орадаги yt 2 (/ = 0,1,..., М ) к,ийматлар топилади. Иккинчи

к +
боск^ичда эса a(y),f(y) чизик^и булмаган коэффициентлар у = yi 2 
да х^собланиб, у ^ 1 ларни топиш куйидаги олти нуктали симмет
рик схема

к
V,

2

/ \

\ /

асосида олиб борилади.

10.6-§. ГИ П ЕРБО Л И К ТЕНГЛАМ АЛАРНИ АЙИРМ АЛИ 
МЕТОДЛАР БИЛАН ЕЧ И Ш

Бу бандда соддалик макрадида бир жинсли гиперболик тенглама 
учун Коши масаласини ва биринчи чегаравий масалани куриб чик,а- 
миз.

10.6.1. Коши масаласини ечиш. Маълумки, Коши масаласи куйи- 
дагича куйилади: G - {t > 0, — оо<х <оо} сохдда икки марта узлуксиз 
дифференциалланувчи шундай u(x,t) функцияни топиш керакки, 
бу со\ада у

дифференциал тенгламани цаноатлантириб, t = 0 туфи чизикда

дастлабки шартларни к^аноатлантирсин, бунда <р(х) ва гр(х) берил
ган функциялар.

Дифференциал тенгламани айирмали тенглама билан алмашти- 
риш учун (7^= ш,шттурни киритамиз, бунда

кейин 13-чизмадагидек беш нуктали андазадан фойдаланамиз. Бу 
андаза асосида курилган схема уч щ тл аш и  схема дейилади. Бу анда
задан куйидаги айирмали схема келиб чикдци:

(6.2)

a={x=ih, i = 0,±1,±2,...,/; > 0}, 

(£>={t=kt, k = 0, 1,2,..., t > 0},



,.* + 1 7 I»*-1 v*>7 ~ l ) i  +Л _  Л/+1 2>i +Л/-1
г r

/ = 0, ±1, ±2,..., к = 1,2,...

Бизбиламизки, бу схема (5.1) диф
ференциал тенгламани 0(г2+ И2) аник,- 
ликда аппроксимация к,илади. Чегара
вий шартнинг иккинчисини

- у , (6.4)

билан алмаштирсак, у \олда аппроксимация тартиби 0(г) булади. 
Аммо чегаравий шартни хдм 0(г2) аник^икда аппроксимация к^илиш 
мумкин. Хаки^атан х,ам,

а(х,т)-и(х,0)  _  ди(х ,0) т б2и(х,0) 0 ( т 2 ) 
г д/ 2 е ,2

ёйилмадан \амда (6.1) дифференциал тенгламадан хрсил буладиган

= <р”(х)д2и(х,0)  д 2и(х,0)

д Г  дх1

муносабатдан фойдаланиб, куйидагига эга буламиз:

ди(х^)_ = и (х .т )-и (х ,0) _  г (р„ (х )  + 0 ( г 2 }

Бундан эса
У1 -Уi _ (6.5)

га эга буламиз. Агар <р(х) нинг аналитик ифодаси берилган булмаса, 
у х,олда ср"(х) ни 0(//2) аник^икда

A 2<р, = 1-((р (хм ) - 2  <р(х,.) + <р(.хм ) 
h“

билан алмаштириш мумкин, натижада

- у 1 = ¥ (х,) + ~&2 <р, (6 .6)

га эга буламиз.
Шундай к,илиб, дастлабки шарт, (5.3) ва (5.6) дан куйидагилар- 

ни хрсил к,иламиз:



1 = 2y. + r2A2yf -yf~ ', i = 0,±\,±2,...k = 1,2,... (6.8)

Бундан курамизки, у,0 ва у[ (/ = 0,±1,±2,...) кдйматлар (6.7) дан 
маълум. (6.8) дан барча к =  1, 2, ... учун кетма-кет аввал 
y f(i = 0,±1,±2,...), кейин yf(i = 0,±1,±2,...) ва >̂ .к. ларни топиб ола- 
миз.

Параболик тенгламада схеманинг тургунлиги учун кдцамлар ора- 
1 1сида т < - h шартнинг бажарилиши кераклигини курган эдик. Энди 

гиперболик тенглама у = ~ учун кдндай шартни бажариш керакли
гини текширамиз.

Фараз кдлайлик, ихтиёрий /' ва j  > 2 учун M (x j, t) тугунда yf 
нинг кдйматини (6.8) формула билан топиш керак булсин. Бунинг 
учун (6.8) да к — j  — 1 деб олиб, курамизки, yf нинг к,иймати
Ум> У! Ум ва у! 2 лаР орк,али ифодаланади. Агар j  > 3 булса, уз 
навбатида, yf~f

itj-2 „у-2 „7-2 „у-2 „У-2 „У-З „/-! „У-3 ,;у-4 л & р  орцади Иф0-
Г> >’/ \ y f l ,  yf 2 ларнинг цийматлари паст к^атламлар-

даги yf+2, y JM , yf , yf_, , #_2 , _y/+i , yf , , y\ 
даланади. Бу жараённи давом эттириб, охирги натижада yf ни 
у°т ( т  = /' + s,s = 0,±1,...,± j  -2) ва yj„(m = / + 5,5 = 0,±1,...,+ j  - 1) 
орк,али ифодалаймиз. Бу кийматларнинг барчаси тенг ёнли ДMCD  
учбурчак ичида ётади (14-чизма). Бу учбурчакнинг учи М(хг /) 
нуктада булиб, бир томони Ох ук,ида, долган икки томони М С  ва 
М В ц ш  иборат. Улар Охукц билан ±arctgy, у = г/И = const бурчакни 
ташкил этади. MCD  учбурчак (6.8) айирмали схеманинг атщланган- 
лик учбурчаги дейилади.



Шундай к,илиб, у/ нинг к,иймати М нуктада (6.8) тенглама ва 
CD \амда E F  кесмаларда ётувчиу“ ва у'т дастлабки к^ийматлар 
орк.али аникутанади. Математик физикадан маълумки, и(х, t) ечим- 
нинг М(хг /.) нуктадаги к.иймати (6.1) тенглама \амда М(х., /) нук,- 
тадан утувчи

t — t = X —х., t —t.= -х + X. (6.9)

харакгеристикалар 1 = 0 туфи чизикда ажратадиган кесмадаги шартлар 
билан, яъни А В  кесмадаги бошлангич шартлар билан бир к^йматли 
равишда аникданади. (6.1) тенгламанинг (6.9) характеристикалари 
узаро перпендикуляр булиб, Ох ук,и билан ~ ва бурчакларини 
ташкил этади; МЛ В учбурчак (6.1) дифференцит тенгламанинг аниц- 
ланганлик учбурчаги дейилади.

Фараз к^илайлик, турнингг радами h дан катта булсин (14-чиз- 
ма). Бу >̂ олда /.МАВ < LM C D  ва tg(Z.MCD) = у>  1 булиб, айирмали 
тенгламанинг аникутанганлик учбурчаги дифференциал тенглама
нинг аникупанганлик учбурчаги ичида ётади. Ш унингучун х,ам CD 
кесмада бериладиган дастлабки шартлар М  нуклада ечимни анинушш 
учун етарли эмас. Агар биз АС  ва DB кесмаларда бошлангич шарт
ларни узгартирсак, (6.1), (6.2) масаланинг ечими бутун G со^ада, 
жумладан, Мнуктада узгариши керак. Аммо у{ нингтурдаги к,ий- 
мати М  нуктада бундай узгаришларга боглицбулмасдан, узгармай 
кдпади. Демак, у > 1 булганда (6.7), (6.8) айирмали масаланинг ечи
ми h-> Ода (6.1), (6.2) Коши масаласининг ечимига як^инлашмайди; 
(6.7), (6.8) айирмали масала (6.1), (6.2) дифференциал масалани 
аппроксимация кдлганлиги сабабли у тургун була олмайди, чунки 
аппроксимация ва тургунликдан я^инлашиш келиб чик,иши керак. 
Бундан биз шундай хулосага келамиз: у = т/h = const булганда тур 
методи билан топилган такрибий ечимлар кетма-кетлиги А-»0 да 
як^инлашиши учун у < 1 шартнинг бажарилиши зарурдир, яъни диф
ференциал тенгламанинг аникупшганлик учбурчаги айирмали тенг
ламанинг аникупанганлик учбурчаги билан устма-уст тушиши ёки 
унинг ичида ётиши керак. Умумий холда дифференциал тенглама
нинг анику^нганлик учбурчаги эгри чизикуш учбурчак булади, аммо 
бу холда \ам дифференциал тенгламанинг аникутнганлик учбурча
ги айирмали схеманинг аникутнганлик учбурчаги ичида ётиши ло- 
зим. Бу шартнинг бажарилиши учун тур кддамлари маълум муноса- 
батда олиниши, яъни турнинг махсус танланиши талаб кдпинади. 
Дифференциал тенгламанинг коэффициентларидан ва бошлангич 
шартларидан маълум силликушк талаб кдлинганда такрибий ечим
лар кетма-кетлигининг Коши масаласи ечимига я^инлашиши учун 
юкрридаги шарт етарли булади.



10.6.2. Биринчи чегаравий масалани ечиш. Биз энди тебраниш 
тенгламаси учун С = {0 < лг < 1, 0 < / < 7} сохдда ушбу биринчи чега
равий масалани куриб чицамиз. Яъни Ссохдда икки марта узлук- 
сиз дифференциалланувчи и(х, t) функцияни топиш керакки, бу 
со\адау

тенгламани к;аноатлангириб, /= Отугри чизикда

и(х,0) = ф(х), ^'(.v,0) = i//(x) (6.11)

дастлабки шартларни ва

и(0,0 = а/,(/), u(\,t) = n2(t),0<t<T  (6.12)

чегаравий шартларни к,аноатлантирсин. Бу масалани тур методи би
лан ечиш учун ушбу

GhT = {л-,. = ih,i = О, M ,h M  = \;tk = кт,к  = О, N, N  г = Т}

турни киритамиз ва 13-чизмадагидек уч к,атламли андаза буйича
(6.1) дифференциал тенгламани (6.3) даги айирмали схема билан 
алмаштирамиз, бу ерда / ва к куйидаги к,ийматларни к,абул кдлади:

/= 1,2, ..., М- l ;  к = 1,2, ..., N— 1.

Дастлабки шартлар учун (6.7) формуладан фойдаланамиз. Чегаравий 
шартлар куйидагича ёзилади:

Уо+' = л ((к+]),у1;' =H2{tt+l) ,k  = 0 ,l,...,N - l.

Буларнинг х,аммасини бирлаштириб, айирмали схеманинг куйидаги 
х,исоблаш алгоритмига эга буламиз:

=(р(ъ),у) =(р(х1) + тц/(х,) + ̂ -А2(рп (6.13)

ук; х =2у* +t2A2v- - у1 \  / = 1,2,...,М-1, (6.14)

Уо+' =0,1,...,^-1. (6.15)

Юкррида курдикки, бу схема (6.1), (6.3) чегаравий масалани 
0(г2+ /г2) аниьушкда аппроксимация к,илади. Курсатиш мумкинки, 
(К-[42, 47, 24]), агар ихтиёрий е> 0 учун г ва h кддамлар куйидаги
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шартни кдноатлантирса, (6.7), (6.10), (6.11) схема тургун булади. 
Биз бунинг исботига тухталиб утирмаймиз.

М и с о л .  Тур методи билан (7={0<х<1, 0 < /< 1} со\ада

д2и _ д2и 

dt2 дх2

тур тенгламасининг

«(0,0 = «(1,/) = 0(0 < 1 < 1),

и(х, 0) = sin кх, ~  (х, 0) = 0 
dt

чегаравий ва дастлабки шартларни к^аноатлантирадиган такрибий ечими топил- 
син.

Е ч и ш .  Бу  ерда Л = 0,1 ва т = 0,8/* = 0,08 деб оламиз. Кейин 
(р(х) = sin7rx, <р"(х) = -я2 sin7rx \амда i/j(x)=0 лигини \исобга олиб, (6.5) фор- 
мулани к^уйидагича ёзамиз:

у \ = У ° + y A x>) = (> -0,0032«2) s in « , .
Энди л 2 операторнинг куринишини эътиборга олсак, \исоблаш учун куйидаги 
алгоритм \осил булади:

у,0 = sin n X j,y )  = ( l  - 0,0032л2 ) sin кх-п i = 1 , 2 , М -  1,

Уо*' = У м Х = 0, А: = 0,1,..., N -  1,

У-+Х = 0,64Ум +0,72у) +0,64yf_, - у ^ .

Х,исоблашни фак,ат 0 < х < - учун бажарса етарли булади, чунки u=u(x,t) ечим- 
1 1

нинг графиги х = 2 текисликка нисбатан симметрик равишда жоилашган.

10.7-§. БИ РИ Н Ч И  ТАРТИБЛИ ГИ П ЕРБО Л И К ТЕНГЛАМ АЛАР 
СИСТЕМ АСИ НИ  ТАКРИБИЙ ЕЧИШ Д А 

ХАРАКТЕРИСТИКАЛАР МЕТОДИ

10.7.1. Квазигиперболик дифференциал тенгламалар системаси ха- 
рактеристикаларининг тенгламалари. Маълумки, х,ар к,андай хусусий 
х,осилали дифференциал тенгламаларни алмаштиришлар бажариш 
натижасида унга тенг кучли булган биринчи тартибли дифференци
ал тенгламалар системасига келтириш мумкин. Куп жихдтдан бун
дай системалар назарий урганишда х,ам, такрибий ечишда хам маъ
лум афзалликларга эгадир.



Ёзув мураккаб булмаслиги ва асосий гоя тушунарли булиши учун 
иккита биринчи тартибли хусусий хрсилали дифференциал тенгла
малар системасини к,араймиз:

„ д и  дд , ди , д& г 
11 дх ° ' 2 дх b" f y +h'2~ d y ~ J1’

-  + « - -  + й2|-̂  + А22#  = /. (7Л)Phi 22 л . ,  J 1а2\ +а22дх 22 дх 21 ду 22 ду

Бу ерда

аг  а/х’ У’ и’ ьг  Ь,М' У’ "•д)' f r f f r ’ у’
функциялар х, у, и, д узгарувчиларнинг бирор узгариш сохасида 
узлуксиз дифференциалланувчи функциялардир. Бундай системалар 
квазичизик^и дейилади. Агар а.., ^.коэффициентлар фак,ат х ва у  га 
боглик, булса, у холда (7.1) система ярим чизик^пи дейилади. Агар, 
бундан ташк,ари,/| ва f 2 лар и ва Ь га нисбатан чизик/ш функция 
булса, у холда (7.1) система чизик^и система дейилади.

Квазичизик^ти системалар купинча газодинамика масалаларида 
учрайди.

Фараз кдлайлик, С соха Оху те кисли кда ётсин ва и(х, у), д(х, у) 
функциялар (7.1) системанинг G сохада узлуксиз дифференциалла
нувчи ечими булиб, С эса G сохада жойлашган каррали нук,таларга 
эга булмаган силлик, эгри чизик, булсин. Биз бу ерда и - и(х, у) ва
&= д(х, у) ечимнинг С устидаги к,ийматига кура (7.1) системадан 
фойдаланиб, С устида Р\ = дх , <7, = ^  , Р2 = q2 = хусусий 
Хосилаларнинг к,ийматини аник^таш масаласини к,араймиз.

Аввало, (7.1) системадан курамизки, Сэгри чизик, устида рг р2, 
qv q2 хусусий хосилаларнинг к,ийматлари

аиР\ +а\2Р2+ьиЪ +Ьпя2 = А , )
а2\Р\+а22Рг + + b22q2 = f 2\  ̂ ^

муносабатларни ва С эф и  чизик,устида

ptdx + q̂ dy = dn,p2dx + q2dy = d& (7.3)

дифференциал муносабатларни к,аноатлантиради. Шундай к,илиб,p v 
Рг> 4v Ч2 ларни аник^аш учун туртта биринчи тартибли чизинуж 
тенгламага эга буламиз.

Энди С устида dx *  0 деб фараз к,илиб, (7.3) ни



куринишда ёзиб оламиз ва (7.3), (7.4) муносабатлардан р{ ва р2 ни 
йукртамиз, натижада q{ ва q2 га нисбатан куйидаги системани хрсил 
кддамиз:

{budx - audy)q, + (bndx-al2dy)q2 = j\dx-audu-andd, j  

(b2]dx — andy)q] + (b22dx - a22dy)q2 = f2dx-andu-a22dd.\

Агар бу системадан g, ва q2 ни топиш мумкин булса, у \олда
(7.4) дан рх ва р2 ни топамиз. Биз Сустида dx ^ 0 деб фараз калган 
эдик, акс \олда dy ^ 0 булиб, (7.4) нинг урнига

dx du dx dd /_
‘I - <('■ (7-6)

муносабатларга эга буламиз ва (7.5) нинг урнига

(audy-bndx)pl + (andy-bndx)p2 = j\dy-bndu-b]2d d , 
(a2lcfy - b2]dx) р] + (a22dy - b22dx)p2 = f2dy - b2]dn - b22df) (7.7)

системага эга буламиз. (7.5) ва (7.7) системаларнинг аник,ловчилари 
фак,ат ишораси билан фарк,к;илиши мумкин. (7.5) системанинг де- 
терминантини Д оркдли белгилаймиз:

Д =
bnd x-andy bi2d x-a ]2dy 
bn dx — a2]dy b22dx-a22dy (7.8)

Бу ерда икки \олни курам из:
1) Д детерминант С эгри чизикринг бирорта ну^тасида х,ам нол- 

га айланмайди;
2) Д детерминант С эгри чизик, устида айнан нолга тенг.
Биринчи хдлда (7.5) система qv q2 га нисбатан ягона ечимга эга,

демак, С эгри чизи^нинг \ар бир нуктасида и(х, у) ва д(х, у) лар- 
нинг С даги к,ийматлари \амда (7.1) система буйича бу функциялар- 
нинг хусусий хрсилаларини топиш мумкин.

Иккинчи \олда (7.1) системанинг ечими мавжуд деб фараз к̂ ил- 
ганлигимиз учун (7.5) система уриндош булиши керак. Аммо Д = О 
булганлиги учун (7.5) система чексиз куп ечимга эга булади. Ш ун 
дай килиб, иккинчи >̂ олда и(х, у), &(х, у) ларнинг Сустидаги к,ий- 
матлари буйича ечимларнинг хусусий хрсилаларини С устида бир 
к,ийматли равишда аникдаб булмайди. С эгри чизик, билан ечим- 
нингбу эгри чизик, буйлаб олинган киймати биргаликда (7.1) сис
теманинг (х, у, и, д) фазодаги характеристик эгри чизоти дейилади. 
Бу эгри чизик, буйлаб (7.1) системанинг ечими тармонутаниши мум
кин. С характеристика характеристик эгри чизи^нинг Охутекисли- 
гидаги проекцияси булади.



Схарактеристикага утказилган уринманинг Ох ук,и билан таш- 
кил этган бурчагинингтангенси Я = ^  куйидаги тенгламани к,ано- 
атлантиради:

Ли Я(7ц Ьп Я«12
2̂1 2̂2 А̂ 22

=  0 . (7.9)

Белгиланган (х, у, и, #) нуктада бу Я га нисбатан квадрат тенгла
ма булади. Агар бу тенгламанинг илдизлари хак.икий ва х,ар хил 
булса, у \олда (7.1) система (х, у , и, д) нуктада гиперболик система 
дейилади. Агар бу хусусият (х, у , м, г>) фазонинг бирор сохасининг 
х,ар бир нуктасида уринли булса, у >̂ олда (7.1) система бу сохада 
гиперболик системани ташкил этади дейилади. Биз факдт гипербо
лик системаларни к.араймиз.

Равшанки, (7.1) гиперболик системанинг берилган и(х, у), д(х, у) 
ечими аникданган G соханинг \ар бир нуктасида (7.9) тенглама 
иккита \ак,ик,ий хар хил ечимга эга булиб, улар берилган ечимга 
мос келадиган характеристикаларга утказилган уринмаларнинг ик
кита йуналишини аник^лайди. Берилган ечимга мос келадиган
(7.9) тенгламанинг илдизларини Я, ва Я2 оркдли белгилаймиз (улар х 
ва у  нинг функциялари булади), натижада куйидаги иккита тенгла
малар системасига эга буламиз:

dy = 1,(х, y)dx, dy = 12(х, y)dx.

Бу тенгламаларнинг \ар бири Ссохани тушовчи бир параметрли 
Эфи чизикдар оиласини — бу тенгламанинг интеграл чизикдарини 
ташкил этади. G соханинг ^ар бир нук,тасидан оиланинг биттагина 
эфи чизиги утади. (7.9) тенгламани биринчи тартибли иккинчи да- 
ражали дифференциал тенглама сифатида к,арасак, у холда (7.1) сис
теманинг берилган ечими и, д учун иккита бир параметрли эгри 
чизик,лар оиласи ёки характеристикалар оиласига эга буламиз. G 
соханинг хар бир нуктасидан хар бир оиланинг биттагина характе
ристикам утади. Агар (7.1) система к^тъий квазичизик,ли булса, у 
Холда унинг характеристикаси система ечимининг танланишига к,атъ- 
ий боглик, булиб, факдт ечим маълум булгандагина уни аник,лаш 
мумкин. Чизик^ли система учун а.., Ь коэффициентлар и, дларга 
боглик^булмайди ва шунингучун хам (7.9) тенгламадан характерис- 
тикаларни и, г) ларга боклик, булмаган холда аник^лаш мумкин.

Фараз к,илайлик, С эгри чизик, Оху те кисли гида (7.1) система
нинг и, г) берилган ечимига мос келадиган характеристика булсин. С 
эфи чизикда Д детерминант нолга тенг. Аммо (7.5) система уриндош 
булганлиги учун Д детерминантда мос равишда 1- ва 2- устунлари- 
ни озод хадлар билан алмаштириш натижасида хосил буладиган Д! 
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ва Л2 детерминантлар \ам нолга айланиши керак. Шундай кдлиб, С 
эгри чизикда и, д куйидаги учта муносабат билан богаанган:

А = О, А,= 0, Aj= 0.

Аммо бу шартлар узаро эркли эмас. (7.1) система гиперболик бул- 
ганлиги учун Д = 0 ва, демак, будетерминантнингустунлари ора- 
сида чизик^и богланиш мавжуд. Шунинг учун хам Д = 0, Д,= 0 ва 
Д = 0, Д,= 0 шартларнинг биридан иккинчиси келиб чикдди. Биз бу 
шартлардан асосийси сифатида

ни оламиз. Шундай к,илиб, С характеристикада и(х, у), д(х, у) ечим 
характеристика тенгламалари деб аталувчи иккита (7.10) шартлар 
билан богланган. Булардан биринчиси характеристика йуналиши- 
нинг тенгламаси, иккинчиси эса характеристика устида дифферен
циал муносабат дейилади.

Ш уни таъкидлашимиз керакки, агар биз характеристикани эмас, 
характеристик эгри чизик^ни к,арасак, у х,олда у (7.1) системанинг 
бир неча ечимига тегишли булиши мумкин. Агар ечимнингузлуксиз 
дифференциалланувчи булишидан воз кечсак, у \олда ечим узлук
сиз була туриб, биринчи хосилалар фак,ат характеристика буйлаб 
узилишга эга булиши мумкин. Бундай ечимларни куйидагича то
пиш мумкин:

Фараз кдлайлик, и{1)(х ,у), д0)(х,у) ва иа)(х ,у ),9а\х ,у )  лар
(7.1) системанинг иккита ечими булиб, улар <7сохдца узлуксиз хрси- 
лага эга булишсин, С эса х,ар иккала ечимга тегишли булган харак
теристик эгри чизикдинг Оху текислигидаги проекцияси булсин. 
Куйидаги ечимни к^араймиз:

Бу ечим (/сохдда узлуксиз, аммо С да ^осилалари узилишга эга. 
Юкрридагилардан куйидаги хулосага келамиз: характеристика- 

лар йуналишларининг тенгламалари куиидагилардан иборат:

д = о, д = о (7.10)

ит (х,у) С  нингбиртомонида, 
и(2\х ,у ) С  нингиккинчи томонида;

&0)(х,у) С  нингбиртомонида, 
д(2)(х,у) С  нингиккинчи томонида.



тенгламанинг илдизлари. Характеристикалар устидаги дифферен
циал муносабатлар

f xdx-andn-an dd bn -Я,.а12 
f2dx-a^du-a22dd b22-?^an

■ 0 (/" — 1,2)

еки

(Я,Л + B)du + Cdfi + Mdx+ Ndy = 0(/ = 1,2) 

дан иборатдир, бу ерда

(7.13)

(7.14)

А = аи «12, в =*12 "и ,с  =*12 «12
аг\ а22 *22 «21 *22 «22

л/ = П К , N  = а12 f\
Л  *22 аи /г

(7.15)

Ш уни таъкидлаш керакки, агар (7.1) система чизик,ли ёки ярим 
чизик/ти булса, яъни a.., b.tj коэффициентлар и, д га ботик, булма- 
са, у х,олда Я2 ва Я, лар х,ам и, # га боглик, булмай, (7.11) система 
куйидаги куринишга эга булади:

* = M x i ,y ) ,% = W x iy).

Бундай характеристикаларни Оху текислигида у, 9 ечимга боглик, 
булмаган хрлда топиш мумкин. Квазичизиьути булган ^олда харак
теристикалар и, д ечимга боглик, 
булиб, характеристикалар тури- 
ни куриш билан бу тур тугунла- 
рида и ва & ечимларнинг к;ийма- 
тини топиш бир вак,тда олиб бо- 
рилиши керак.

10.7.2. Характеристика тенгла
маларини сонли ечиш. Оху текис
лигида координаталари (х,, ) ва 
(х2, у2) булган 7 ва 2 ну^таларни 
оламиз (15-чизма). Фараз кдлай-



лик, бу нукталарда (7.1) системанинг изланаётган и, д ечимлари- 
нинг к.ийматлари маълум булсин. Уларнинг / ва 2 нукталардаги к,ий- 
матларини и,, ва и2, г>2 оркдли белгилаймиз. Кейин характеристи- 
каларнинг биринчи оиласига мансуб булиб, характеристика йуна- 
лиши буйича йуналган ва / нуктадан чикдциган тугри чизи^ни, 
шунингдек, 2 нуктадан чикдциган характеристикаларнинг иккинчи 
оиласига тегишли булган характеристика буйича йуналган тугри чи- 
зикни утказамиз. Бу тугри чизик/mp кдндайдир J -нукгада кесишади. 
Кейин (7.11) ва (7.14) тенгламаларни 1 ва 3 нукталарни хдмда 2 ва 3 
нукталарни бирлаштирувчи чизикдар буйича интеграллаймиз, на- 
гижада х3, у3 номаълум координаталарни хдмда (х3, >>3) нуктадаги и, 
д ечимнинг к,ийматлари и3, #3 ни топиш учун куйидаги тенглама- 
ларга эга буламиз:

Бу интегралларни бирор такрибий метод билан ^исоблаб, х3(|), 
j>3(l), и3(|), д20) такрибий ечимларни топиб оламиз. Бу ерда икки 
метод — Эйлер методининг аналоги ва трапециялар методининг ана- 
логини куллаш мумкин. Биз шулардан биттасини келтирамиз. Бу 
метод адабиётларда Массо методи х,ам дейилади.

10.7.3. Эйлер методининг аналоги. Кулай  булиши учун 
Я,0/ = А, (*,,>>,), Я̂ '1 = Я2 (х2,у2), белгилашларни киритамиз ва А, В, 
С, М, /Уифодаларнинг (х, у )  (/ = 1,2) нукталардаги к,ийматларини 
мос равишда A<'\ В<1), С/0, Л//'\ А'/0 оркдли белгилаймиз. Юкрри- 
даги (7.16)—(7.19) интегралларни хисоблаш учун чап тугри бурчак- 
ли туртбурчаклар формуласини куллаймиз, натижада х3(|), у3°\  «3(|), 
t>3(l) ларни топиш учун куйидаги такрибий чизик^пи алгебраик тенг
ламалар системасига эга буламиз:

3
Уз ~У  1 = \\(x ,y,u ,$ )dx (7.16)

(7.17)

3

1
+ M (x ,y,u ,d )dx  + N (x ,y ,u ,d )dy} = 0, (7.18)

3

+ M (x,y,u ,d )dx+  N (x ,y ,u ,d )dy} = 0. (7.19)



х Г -v , =A,(,I, (*S1)- * I),

Бу тенгликларнинг х,ар бирининг хатолиги 0 (h 2) булиб бунда
h = max 1Ьс(|) -  г I Ir*1» v II г(I з -̂ i I ’ j-гз ^ l}  • Бу системадан топилган x3(l), y3<'>, w3(",

#3(l> такрибий к,ийматларнинг аник^иги етарли булмаслиги мумкин. 
Чунки / ва 2  нук,талардан чик.к.ан характеристикаларни тугри чи- 
зиьуирнинг кесмаси билан алмаштирдик, аслида эса улар эгри чи- 
зикуш характеристикаларнинг кесишиш ну^таси булиши мумкин. 
Бундан ташк,ари, эгри чизиьуш интегралларни тугри чизик, буйича 
олинган интеграл билан алмаштирдик, маълумки, бу кушимча ха- 
толикка олиб келади. Шу муносабат билан х3а\ у3(|», и (|), д (|) лар- 
нинганикрок, к^ийматини топиш масаласи тугилади. Аникдаш ти- 
ришнинг бир неча усуллари бор. Буларнинг бири куйидагичадир: 

Олдин топилган биринчи якинлаш иш Я*1», 3, Я(1|2 , дан фойдала- 
ниб, кейинги як,инлашиш сифатида куйидаги урта арифметик сон 
лар олинади:

Худди шунга ухшаш /'— 1,2 учун куйидаги микдорлар аникла- 
нади:

 ̂ 4 2) = { ( 4 "  + 4 " ) ,  ,̂(2) = з К ’ + = J f c f  + c f ) ,

+ = (7 ' 20) 

Бу ерда А}<», Д3<», С3»>, N™ сонлар А, В, С, М, N  детерми- 
нантларнинг биринчи я^инлашишда топилган х3(|), у (|), и П), & (|) 
нук^тадаги кий мат и; ^-нук,тада изланаётган иккинчи якинлашиш' х  <2), 
Уз 1 иъ  ̂ * лаР кетма-кет куйидаги чизик^и алгебраик тенглама
лар системасидан топилади:



( Я “ Ч (2) + S,,2) ) ( и ‘2) - « / , ) + c ; 2) ( f i ?  - & , ) + < ’ ( 4 2> -  x, ) +  

+ < ( > f - * )  = <>,

Бу системаларнинг биринчисидан аввал координаталарнинганик,- 
ланган х  у *2* к^ийматларини, кейинги системадан эса изланаёт- 
ган функцияларнинг аник^панган м3(2), #3(2) к,ийматларини топамиз. 
Агар аникушк етарли булмаса, бу итерацион жараённи давом этти- 
рамиз. Кдчонки топилган иккита кетма-кет як^инлашишнинг к,ий- 
матлари керакли аник/шкда устма-уст тушса, жараённи тухтатамиз. 
Агар h етарлича кичик булса, одатда, иккита аникдаш етарли була
ди, чунки кейинги яцинлашишларда аникушк ошмайд и. Шундай 
к,илиб, маълум (хр у^ и,, г>,) ва (х2, у2, и2, д2) нукталар буйича 
учинчи (х3, уъ, иъ, #3) нуцтани топиш масаласини ечдик. Биз бу 
методни (7 . 1 ) система учун куйиладиган \ар хил масалаларга кулла- 
шимиз мумкин. Шуларнинг айримларини куриб чикдмиз.

10 .7 .4 . Коши масаласи. Фараз килайлик, (7.1) система, 10.7.1 да 
аникданган етарлича силлик, С ва бирорта нук,тасида \ам характерис
тик йуналишга эга булмаган эгри чизик, берилган булсин (16-чи з
ма). Коши масаласи куйидагича куйилади:

и, § функцияларнинг С нинг бирор ёйида берилган к,ийматлари 
буйича (7.1) системанинг ечими топилсин. Бунинг учун ёйда бир- 
бирига як,ин нукталар оламиз. 16-чизмада /, 2, ..., 6 нук^талар олин- 
ган. Аввал 1 ва 2нук,талар буйича юкрридаги метод га кура 7- нук^а- 
ни топамиз (яъни унинг координаталарини ва и, д нинг бу нуктада-

^  кдндайдир синик, чизик, булиб, а 
нукдадан чикддиган биринчи опла

ти кийматини). Бу ишни кдпиш 
мумкин, чунки 1 ва 2  нукталар 
учун керакли микдорлар дастлаб
ки шартлардан маълум. Кейин 2 
ва 3 нук,талар буйича ^-нуктани 
ва \.к. 5  ва 6  нукталар буйича 11- 
HVKjaHп топамиз. Энди 7, 8, 9, 10, 
11 нукталарни дастлабки нукта- 
лар деб кабул килиб, бу жараён
ни давом этгирамиз. Бу жараён асе 
«учбурчак» тулдирилгунча давом 
эттирилади (17-чизма). Бунда ас



17-чизма.

га мансуб булган характеристикага 
як^инлашишдир, Ьс эса b нук,тадан 
чикдциган иккинчи характеристика
га як,инлашиш булади.

Бундай куришни Сэгри чизик,- 
нинг бошкд томонидан хдм бажа- 
риш мумкин. Ш унда биз adb «уч- 
бурчак»ка эга буламиз, бунда ad 
томон а нуктадан чикдциган ик
кинчи оилага мансуб характерис- 
тиканинг яцинлашиши булиб, db 
томон b нуктадан чикдциган би
ринчи оилага мансуб харакатеристиканинг як;инлашишидир. Аник, 
ечим учун бу сохд а ва b четки нук,талардан чик,иб, ечимга м ос 
келувчи туртта характеристикадан ташкил топади.

10.7 .5 . Гурса масаласи. Гурса масаласида (7.1) системанинг ш ун
дай и, $ ечимини топиш керакки, у куйидаги шартларни кдноат- 
лантирсин: а нуктадан чикдциган иккита ab ва ас характеристикада 
и, 9  функцияларнинг к,ийматлари берилган булиб, бу цийматлар а 
умумий нуктада устма-уст тушсин. Равш анки, берилган и, & функ
циялар ^ар бир характеристикада характеристика дифференциал 
тенгламаларини кдноатлантиради.

Бу масалани сонли ечиш учун бир-бирига як,ин булган ну^та- 
ларни, масалан, 18-чизмадаги /, 2, 3, ...., 7  нук,таларни оламиз. 
Ю крридаги методга кура 1 ва 4нук,талардан фойдаланиб #-нук,та- 
ни, 8  ва 5нук,талар буйича 9-нук.тани, 9 в а  6 нук.талар буйича 10- 
ну^тани, 10 ва 7 нук,талар буйича //-нук^тани топамиз. Кейин 1,8, 
9, 10, // ларни янги нук,талар кдтори деб кдбул к^илиб, бундай 
жараённи давом эттирамиз. Бу жараён давомида элементар туртбур- 
чаклар эгри чизик^пи туртбурчакни аппроксимация келадиган си - 
ник, «туртбурчак»ни курам из. Бу туртбурчакнинг икки томони ab ва 
ас характеристикаларнинг берилган ёйидан ибораг булиб, бош кд 
иккитаси b ва с нук.талардан чи- 
кддиган характеристикаларнинг 
ёйларидан иборат. Равшанки, ab 
ва cd чизикдар характеристикалар
нинг бир оиласига тегишли булиб, 
ас ва bd лар бошкд оиласига те 
ги шл ид ир. Демак, биз шундай сохд 
курдикки, унда берилган циймат- 
ларга кура ечимни куриш мумкин.

10 .7 .6 . Биринчи аралаш м аса
ла. Ф араз кдлайлик, ас ёй ( 7 . 1 ) 
системанинг характеристикасида

О



19-чизма.

ётсин, ab ёй эса бирорта нук,та- 
сида хам характеристик йуна- 
лишга эга булмасин (19-чизм а). 
Биринчи аралаш масала куйида- 
гича куйилади: w ва # функция- 
ларнинг ab ва ясёйлардаги к,ий- 
матлари буйича (7 .1) си стем а
нинг ечими топилсин. Бунда 
куйидаги шарт бажарилиши ке- 
рак: умумий а нукгада функция- 
ларнинг кдйматлари мувофик,- 
ланган булиб, а нук,тадан чик,а- 

диган иккинчи оиланинг характеристикаси cab бурчакда ётиши лозим. 
Бу масаланинг ечилиши Коши масаласини ва Гурса масаласини кет- 
м а-кет ечишга келтиради. Биз аввал abd эгри чизиьуш учбурчакни 
аппроксимация кцладиган «учбурчак»да ечимни курамиз. Бу учбур
чак ab ёй хамда а ва b нук,талардан чик,иб, хар хил оилаларга ман- 
суб булган характеристикалар билан чегараланган. Illy  билан бирга 
номаълум булган ad характеристика хамда бу характеристика тугун- 
ларидаги и ва ларнинг к,ийматлари хам маълум булади. Энди cad 
сохада масаланинг ечилиши Гурса масаласини ечишга келтирилади, 
чунки и ва д ларнинг к,ийматлари а нук,тадан чикдциган хар иккала 
характеристикада маълум.

10 .7 .7 . Иккинчи аралаш масала. Бу масала куйидагидан иборат: и 
ва д функциялар нинг ab характеристикада к,ийматлари хамда харак
теристик йуналишга эга булмаган ас эгри чизикда уларнинг чизик^ли 
комбинацияси аи  + / ? # = /  маълум булса, (7.1) системанинг и в а $  
ечими топилсин. Бунда а, /3, /функциялар ас ёйда берилган. Бундан 
ташк,ари, а нук^тадан чикувчи иккинчи характеристика cab бурчак- 
дан ташк,арида ётади ва ab эф и чизик;нинг а нук,тасида и ва д нинг

к,ийматлари аи + /3# =  f  тенглик- 
ни цаноатлантиради.

Бу масалани ечиш учун куйи- 
дагича иш тутам из: ab характерис- 
тиканинг ёйида I, 2, 3, 4 , ... нук^а- 
ларни оламиз (20-чизма). И ккин
чи оила характеристикаси буйлаб 
1 нук,тадан ас эгри чизикни ке- 
сувчи тугри чизик, утказамиз. Ф а
раз кдлайлик, у ас ни 5  нук,тада 
кессин. Иккинчи оила характерис
тикаси устидаги дифференциал му
носабат ва чегаравий шартдан 5 
нук,тада и ва д ларнинг к,иймати-



ни топамиз. Кейин 5  ва 2 ну^талар буйича 6 ну^тани, 6 ва 3  нук,та- 
лар буйича 7 нук.тани топамиз ва х-к. Х оси л к,илинган 5, 6, 7, ... 
нук^алар кдторини дастлабки нук^алар кдтори деб олиб, буж араён- 
ни давом эттирамиз. Шундай кдлиб, ab ва ас эгри чизик^ар билан 
Хамда b нуктадан ас эгри чизи^ни кесгунга кдцар иккинчи оила 
характеристикам билан чегараланган сохдцаги тур нук,таларида ива 
д ечимнинг к^ийматларини топамиз.

М а ш ц .  Характеристика методи билан куйидаги квазичизик,ли

тенгламалар системасининг

u(°i У) = cosy, tJ(o, у)  = siny (0 ,5  < у <  1)

чегаравий шартларни к,аноатлантирувчи ечимининг бир неча \ийматлари топил- 
син (такрибий ечим м =  е "cosy, д = (r 'siny аник, ечим билан солиштирилсин).

и -б о б
ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАРНИ 

ЕЧИШ НИНГ ВАРИАЦИОН МЕТОДЛАРИ 
ВА УНГА ЯКИН МЕТОДЛАР

11 .1 -§ . ВАРИАЦИОН МАСАЛАЛАР БИЛАН  
ЧЕГАРАВИЙ МАСАЛАЛАРНИНГ 

УЗАРО АЛОКДСИ ХДКИДА

Вариацион \исобнинг дастлабки масалалари X V II аерда юзага 
келган булиб, уша вак,тдан бошлаб вариацион \исоб м атематика- 
нинг мухим тармоги сифатида ривожланиб келмокда. Вариацион 
х1исоб функционалларнингэкстремумини топиш билан шугуллана- 
ди. Вариацион масалаларга брахистохрона (Я . Бернулли), нурнинг 
бир жинсли булмаган му^итда тарк,алиш йулини топиш (П. Ф ерма) 
ва ук, буйлаб айланма харакат к,илиб силжиётган жисм энг оз к,ар- 
шиликка учраши учун унинг шакли к,андай булиши кераклиги 
(И. Ньютон) \ак,идаги масалалар киради. Вариацион \ и с о б  масала- 
ларини ечишга Л. Эйлер катта хисса кушган.

Вариацион хисоб методлари механика, бошцарув назарияси, ма
тематик физика ва шу каби сохаларда кенг кулланилади. Бу соха- 
ларда масалаларни ечиш учун уни ё дифференциал тенгламага ёки 
бирор функционал нинг минимумини топишга келтирилади. Бу боб-



да караладиган методлар х,ам коллокация методи каби такрибий 
ечимни аналитик шаклда ифодалайди.

Масаланинг мо^иятини тушуниш учун энг содда
ь

J(u) = If (x,u,u')cIx (1-1)
а

функционални кдраймиз, бунда F(x, у, г) берилган функция булиб, 
уч улчовли Евклид фазосининг бирор со\асида х, у, z узгарувчилар- 
га нисбатан иккинчи тартибли х.осилаларигача узлуксиздир.

Ф араз кдлайлик, и(х) функция [а, Ь\ ораликда узлуксиз булиб, 
(а, Ь) да узлуксиз хрсилага эга ва \а, Ь\ нинг чекка нуцталарида

ф )  = У{, и(Ь) = у2 (1.2)

шартларни кэноатлантирсин.
и = и(х) функциянинг е-атрофи деб функцияларнинг шундай 

D = {и^х)} оиласига айтиладики, улар [а, b] нинг барча ну^таларида

|м,.(х) — и(х)\ < £

тенгсизликни кдноатлантирсин, (а, Ь) да и.(х) узлуксиз х,осилага 
эга ва (1.2) чегаравий шартларни к,аноатлантирсин. Бундай оилага 
кирадиган функциялар тан^цослашга жоиз ёки содда кил и б жоиз 
функциялар дейилади. Вариациоп \исобнинг асосий масаласига кура 
ж оиз функциялар орасида шундай и*(х) функцияни топиш керак- 
ки, у ( 1 . 1 ) функционалга абсолют минимум берсин:

J(u) > J(u*).
Энди D оилада J(u) функционалга минимумни таъминлайдиган 
и*{х) учун зарурий шартни топамиз. Шу ма^садда

Tj(a) = ц(Ь) = 0  (1.3)

шартларни к.аноатлантирадиган узлуксиз х,осилага эга булган rj(x) 
функцияни оламиз. Кейин ушбу uf(x) = и(х) + 1г](х) функцияни 
к,араймиз. Бунда Г — кичик параметр, шунинг учун \ам ut(x) Z)оилада 
ётади, деб фараз к,илиш мумкин. Бу функцияни У функционалга 
куя миз, у холда

ь
J(u ,)=  I f  (x,u(x) + tri(x),u'(x) + tri’(x))dx (1.4)

a

ифода келиб чикдди. Бу ифодани t нинг функцияси деб кдраймиз: 
J(u t ) = <р (/). Бу функция хрсиласининг t -  0 нук^тадаги Kj-шмати J  
функционалнинг биринчи вариацияси дейилади ва dJ каби белгиланади:



Худди шунга ухшаш

dt

к^иймат /функционалнинг иккинчи вариацияси дейилади. (1.4) ифо- 
дадан с5Ува с52/вариациялар учун куйидаги ифодаларни топамиз:

S J = n')dx,би би'
(1 .5 )

Я 2 ,  IТ d2F  2 d2F  , 82F  ,2 
о  J  — J  — У Ч +  2  , >Р1 + 1 >1 а{ би2 ' биди’ 8и'2

dx. ( 1.6)

Энди (1.3) чегаравий шартларни \исобга олиб, (1 .5) ни булаклаб 
интеграллаймиз:

b
~ т ((dF  d dF\ , . , dF ,  ч

S J  = l [6 u -d x e A ll{x)dx+8u '^ x)

OF d dF
(1.7)

Маълумки, </>(/)нинг 1 = 0  нук,тада экстремумга эга булишининг шарти 
у?'(0) = 0, яъни (ЗУ =0. Шунинг учун хам (1.7) тенгликда rj(x) функ- 
циянинг ихтиёрийлигидан ( 1 .2 ) чегаравий шартларни кдноатланти- 
радиган ва ( 1 . 1 ) ингегралга минимумни таъминлайдиган и*(х) функ
ция

6F _  d 6F 
ди dx ди'

= 0 ( 1.8)

дифференциал тенгламани кдноатлантириши керак. Бу тенглама Эй
лер тенгламаси дейилади. Шуни \ам таъкидлаш керакки, и*(х) функ
ция J функционалга минимумни таъминласа, у холда <р'(0) =  b2J>  0 
булиши керак.

Мисол сифатида

J { u ) =  \ /?(*)(?/*) + с/(.г)(и*) + 2/м* dx (1.9)

функционални оламиз. Бу ерда [а, Ь\ да р(х) узлуксиз хосилага эга 
булиб, р(х) > р > 0  шартни цаноатлантиради, q{x) ва f(x )  ф ункция
лар эса узлуксиз булиб, q(x) > 0  деб фараз кдламиз.

Равшанки,
8F_
би'

= 2ц(х)и + 2 / ( х ), = 2q(x)u .



Ш унингучун х,ам (1 .9) интеграл учун Эйлер тенгламаси

2 ~  ( р(х)и * ' ) -2 q( x)u  * - 2  f ( x )  = О
га ёки

£ ( p ( x ) u * ' ) - q ( x ) u *  = f ( x ) ,  u*(a) = r ,, u*{b) = y2 (1.10)

чегаравий масалага келади; бу ерда чегаравий шартларнинг бажари
лиш и и*(х) функциянинг D оилага киришидан келиб чик,ади.

Ш ундай кдпиб, биз куйидаги теоремани исбот кдтдик:
1 -т е о р е м а. Агар и*(х) функция жоиз функциялар орасида ( 1.9) функ- 

ционалнинг минимумини таъмин/гаса, у х,олда у (1 .10) чегаравий маса
ланинг ечими булади.

Энди тескари теоремани куриб чи^амиз.
2-т  е о р е м а. Агар и*(х) функция (1.10) чегаравий масаланинг ечи

ми булса, у х,олда у жоиз функциялар орасида J(u*) функционалнинг 
минимумини таъминлайди.

И с б о т и  . Ф араз кдлайлик, и*(х) (1.10) чегаравий масаланинг 
ечими булсин. Ихтиёрий и*(х) жоиз функцияни олиб, и(х) — 
и*(х) -  е(х) белгилаш киритамиз, и(х) ва и*(х) функциялар [а, Ь\ 

оралицнинг чегараларида бир хил к,ийматларни к,абул кдлганлиги 
учун с(х) функция узлуксиз ^осилага эга булиб, е(а) = е(Ь) = 0  

шартларни кдноатлантиради. Энди и(х) = и*(х) +  е(х) ни (1.9) ин- 
тегралга куямиз:

b

J ( u )  = J ( u * + s ) =  \^р{и*'  + e ’f  + q ( u * + e ) 2 +2f(u*+e)~^dx  =

\ \ ( 1 .П )
= J ( u* )  + 2 j(pu *' s '  + qu * £ + f  s)clx + ) q ( p e ' 2 + q s 2)dx.

Ci a

Уртадаги интегралнинг биринчи \адини булаклаб интефаллай- 
миз, натижада

J( ри *' £ + q u * s  + f e  ) dx = р(х)и *' (х)е (х)

-J ^  (р(х)и*' )  -  q(x)u  * - / (х) e(x)dx  = 0

келиб чикдди. Чунки и*(х) ечим (1.10) чегаравий масаланинг ечими 
булиб, е(а) = е(Ь) = 0. Ш унинг учун х,ам (1.11) тенглик куйидаги

h
J(u) = J(u*)+  \{р£'2 +q£2)dx (1-12)

а '



курин и ш га эга булади. Бош и да куйилган шартга кура р(х) > 0 ва 
q{x) > 0. Ш унинг учун х,ам (1.12) даги охирги \ад манфий эмас ва 
\ар ^андай и(х) жоиз функция учун

J(u) > J(u*)
тенгсизлик уринли булади. Бундан ташкдри,

ь
!(ре'2 + e 2q)dx = О

тенгликдан ре'2 + qe2 ^манфий булмаган узлуксиз функция булган- 
лиги учун [а, b| да ре'2 + qe = 0  эканлиги келиб чикдди. М аълумки, 
р(х) > 0. Ш унинг учун \ам е'(х) = 0 ва е ( х )  =  const булиши керак. 
Аммо оралицнинг четларида е(х) нол булганлиги учун [а, Ь\ да 
£(х) = и(х) — и*(х) айнан нол булиши керак. Демак, J(u ) = J(u*) фа- 
Кат и -  и* булгандагина бажарилади. Теорема исботланди.

Биз энг содда масалада чегаравий масала билан вариацион маса
ла орасидаги богланишни куриб чикдик. Биринчи теорема чегара
вий масалани вариацион масалага келтиради, иккинчиси эса аксин- 
ча, вариацион масалани чегаравий масалага келтиради.

Энди мураккаброк;функционалларни куриб чик,амиз. Агар
ь

J(u )=  jF (x ,u ,u ',.. .,u <n))dx (1 .13)
а

функционалнинг минимуми

и(а) = у и'(а) = у ..., им (а) = у ,
(1.14)

и(Ь) = уд, и'(Ь) =  уг ..., uin)(b) =  уп

чегаравий шартларни кдноатлантирадиган функциялар орасида кдди- 
рилса, у ^олда Эйлер тенгламаси 2 / 7  тартибли булиб, куйидагидан 
иборат:

с/' _  d г /  d~ _  + ( _ XY ?  _dF_ = « „
ди dx ди' dx1 ди’ dx" 8и(п) ' ( )

Агар
ь

J(u^u2,...,uK) = lF (x ,u i,u2,...,u K,u'l,u'2,...,u'K)dx (1.16)

функционалнинг минимуми к;идирилса, у хщ да Эйлер тенгламаси 
куйидаги тенгламалар системасидан иборат:

8F _  d 8F _  0 
ди: dx ди, ’

------------------  (1.17)

<W__d dF _  q 
ди dx ди„

К  к



Бошкд томондан чегаравий масалалар орасида купинча уз-узига 
к,уьима деб аталувчи масалалар учрайди. Бундай масалалар хусусий 
^олда куйидагича тавсифланади: кандайдир функционал мавжуд- 
ки, унинг минимумининг шарти, яъни мос равишдаги Эйлер тенг
ламаси берилган чегаравий масала билан устма-уст тушади. Бундай 
чегаравий масалани ечиш учун унга мос келадиган функционал- 
ни нг минимумини таъм инловчи и*{х) ф ункцияни, масалан, 
(1.11) чегаравий масала учун ( 1 .9) интегрални топиш кифоядир.

Вариацион \исоб куп улчовли фазо учун хам яхши натижаларни 
беради. Биз бу бобда вариацион методларга як,ин булган методларни 
хам куриб чикдмиз.

11 .2 -§ . О П ЕРАТО Р ТЕНГЛАМАЛАРНИ ГИ Л Ь БЕРТ  
ФАЗОСИДА ВАРИАЦИОН МЕТОДЛАР БИЛАН ЕЧИ Ш

Аввало, функционал анализдан айрим тушунчаларни эслатиб ута- 
миз.

1- т а ъ р и ф . Бир ёки куп узгарувчинингх.ак.ик.ий ёки комплекс 
функцияларининг А'туплами чизик;ли (ёки линеал) дейилади, агар 
и £  К ва i> GK  булганда и + д GK  булиб, ихтиёрий (х.ак.ик.ий ёки 
комплекс) доимий а сон учун аи £  К булса.

2 - т а ъ р и ф . / = /(м) функционал чизи/^ли дейилади, агар у К ли- 
неалда аникутанган булиб, ихтиёрий иккита и ва д жоиз функция
лар учун куйидаги тенгликни кдноатлантирса:

/ ( а и  +  f i d )  =  a l { u )  + /31(д) ,

бунда а  ва /3 — ихтиёрий узгармас сонлар.
3 -т  а ъ р и ф . К = {м(х)} функциялар тупламида А оператор анщ 

ланган дейилади, агар хар бир и(х)Е.Кфункция учун бирор крнунга 
асосан ягона & = д(х) функция мос куйилган булса. Бунда х  сон ёки 
вектор булиши мумкин. Функциялар орасидаги бу мосликни симво
лик равишда куйидагича ёзиш  мумкин:

д  =  Аи.

К  функциялар туплами А операторнинг аницланиш соуаси дейи
лади.

1 - м и с о л .  Фараз к,илайлик, Рд(х), Р^х), ... , Рп(х) функциялар \а,Ь\ ораликда 

узлукси з булсин, у \олда

п-тартибли чизик^т дифференциал оператор дейилади. Бу операторнинг анинуш- 
ниш со\аси К  =  С”[а, А] дан иборат булиб, к,ийматлари С[а, Ь\ да ётади. Агар бу 
операторни и = и(х)е.С'\а, b\v& кулласак, у *олда ушбу



я-тартибли дифференциал тенгламани

А и =/(дг)

оператор тенглама шаклида ёзиш мумкин, бунда f(x) — маълум узлуксиз функ
ция.

2 - м и с о л .  Айтайлик, С берилган со^а булиб, и(х, y )S C 2(G) булсин. Энди 
К = {и (х ,у )} функциялар тупламини оламиз. У \олда ушбу

д2 д2 А — Л- + ----у
дх ду

операторни (Лаплас операторный) К тупламда и(х) функцияга к^улласак,

Аи д2и д2и
дх1 + ду2

дифференциал ифода келиб чикдди. Буни бирор маълум функцияга тенглаш- 
тирсак,

Аи = Д х , у)
Пуассон тенгламасини \осил ^иламиз. Хусусий \олда f(x , у)=0 булса,

Аи =  О

Лаплас тенгламаси келиб чикдци.

Шундай кдлиб, оддий ёки хусусий \осилали дифференциал тенг
ламаларни умумий нук^таи назардан оператор тенглама деб цараш 
мумкин.

4-т  а ъ р и ф . А оператор аддитив дейилади, агар \ар кандай м ,е К, 
и2Е К функциялар учун

A(i/t + и 2 ) =  Ai/t +  А и г

тенглик бажарилса.
5-т  а ъ р и ф . А оператор бир жинсли дейилади, агар \ар к,андай 

we К ва ихтиёрий а  сон учун

^(cf«) = аАи
булса.

6-т а ъ р и ф. А оператор чизи^ли дейилади, агар у аддитив ва бир 
жинсли булса.

Демак, ихтиёрий utEK, u2S K  ва ихтиёрий а, /3 сонлар учун чи- 
зикуш оператор

Л(аи, + Ри2) = аАи1 + РАи2 

тенгликни кдноатла i пиради.



Фараз к^илайлик, А'бирор G со\ада аник^анган ва узлуксиз и(р) 
функцияларнинг туплами булсин. Агар и, ft & К булса, у хрлда

( и , f t )  =  |u ftd p

с

сон (функционал) и ва # функцияларнинг скаляр купайтмаси дейи
лади, бу ерда д функция & га кушма комплекс функцияни билди- 
ради. Равшанки,

(и ,&) = (д,и j • (2 -1 )

Агар А'тупламдаги функциялар х а к ^ и й  булса, у хдлда

(и ,ft) = |uftdp = ̂ ftudp = (ft,и) 
с, с

тенгликлар уринли булади. Хар иккала хдлда х,ам и(х) функция- 
нинг нормаси

|М|= >/(“>“ )

формула билан аникданади.
Ф араз кдлайлик, Я  — бирор Гильберт фазоси булсин, НА линеал 

сифатида Я  нинг \амма жойида зич булган функциялар тупламини 
оламиз. А аддитив оператор НА да аниьутанган булсин.

7 -т а ъ р и ф . А оператор мусбат дейилади, агар х,ар бир и&НА 
элемент учун

(Аи,и)>  0 (2-2)

муносабат уринли булиб, шу билан бирга тенглик факрт и = 0  булган
дагина бажарилса.

8 -т  а ъ  р и ф. А оператор мусбат аницланган дейилади, агар (2.2) 
тенгсизлик урнига ундан кучли булган

(Аи,и) > у2 ||и|| , у2 = const (2.3)

тенгсизлик бажарилса.
9 -т  а ъ  р и ф . А оператор симметрик (уз-узига к;ушма) дейилади, 

агар и&НА, ft^HA элементлар учун

( Au,ft) = (и, Aft)

тенглик уринли булса.



3 - м и с о  л. С2\а,Ь] га тегишли ва и(а) =  0, и(Ь) =  О чегаравий шартларни к,ано- 
атлантирадиган функциялар тупламида аник^панган

Аи = -  и"

операторнинг симметриклиги ва мусбатлиги курсатилсин.
Ечиш.
а) Агар и ва $  жоиз функциялар булса, у \олда 

ь ь
j(6Au-uA§) dx = j( -d u ’+ud)dx =(ий'-9и') |* = 0,

шунинг учун >̂ ам
ь

j" flAudx = J".uAddx,

(Au,0) = (u,A§).

Шундай к,илиб, А оператор симметрикдир. Равшанки, w/fe0 да

ъ ь ь
( Аи,и) = juAu dx = -  juu"dx = -ии' fa + ju'2dx > 0,

a  a  a

ЯЪНИ

(Au,u)> 0.

б) Чегаравий шартлардан куриниб турибдики, и'= 0 функция и s 0  тенг- 
ликци к,аноатлантирадиган ягона функция. Шунинг учун >̂ ам и = 0 булгандаги- 
на (Аи,и) = 0. Демак, А мусбат оператор.

Энди куйидаги леммани исботлаймиз:
1 -л е м м а .^ о п е р а т о р  Н комплекс Гильбертфазосидасимметрик 

булиши учун хар бир и&НА учун (Аи, и) скаляр купайтманинг 
Хак.ик.ий булиши зарур ва етарлидир.

И с б о т и . Хак^ицатан хам, агар А оператор симметрик булса, у 
Холда

( Аи,и ) =  (и ,Аи)  =  (Аи,и),

яъни (Аи, и) хак,и1<;ий сон.
Энди етарлилигини курсатамиз. Ушбу

(iu,9) = i{u,‘&), = (2.4)

тенгликларни \исобга олиб, куйидаги айниятни курсатиш мумкин: 

4  (Аи,д)  = (А(и + &),и + 9 ) - ( А ( и - § ) , и - ' & )  +

+ i[(A (u  +  ib ) ,u  +  /#) — ( Л ( и  —/#),и - / # ) ] .  (2-5)

15— М. И ср о и л о в  2 2 5



Энди и ва д ларнинг уринларини алмаштириб, куйидагига эга була
миз:

4 (Ад,и) = (А(и + д),и + д )- (А (д - и ) ,д - и )  +

+г |̂ ( Л (t> +  ш ) ,д  +  iu)-[A (d  -  гг/), д -  /и ) ] .

Бу тенгаикнинг барча хадларини кушма комплекси билан алмашти
риб, скаляр купайтманинг (2.4) хоссасини назарда тутган холда 
(Аи, д) скаляр купайтманинг хак,ик^йлигини хисобга олсак, куйи- 
даги натижа келиб чицади:

4(и, Ад) = (А(и + д),и + д)-(А (и -д ),и  - д )  +

+ г[(/ 4 (и  + i d ) , u  + i d)  -  (А(и -  id),и -  г '# ) ] . ( 2 -6 )

(2.5) ва (2.6) тенгликлардан

(Аи,й) = (и, Ад)

келиб чикдди, яъни А оператор симметрик экан. Лемма исботланди.
Бундан кейин А операторни мусбат деб кэраймиз, борди-ю Гиль

берт фазоси хак,ик,ий булса, кушимча равишда уни симметрик деб 
фараз кайлам из.

1 - т е о  р е м а. Фараз цилайлик, А оператор НАда аник,ланган, чи- 
зик л̂и ва мусбат булсин. У  %олда

A u = f  (2.7)

оператор тенглама ягона ечимга эга.
И с б о т и .  Фараз кдлайлик, иккита м, е Я А ва щ е  НА(щ *  и2) 

ечим мавжуд булсин. А операторнинг чизюутилигидан

A(uj- u2) = 0 ва (А(и] - и 2),и[ - и 2) = О

келиб чикдди. Бу мумкин эм ас, чунки А мусбат оператор ва 
м, -  и2 *  0 .  Ш ундай к,илиб, (2 .7) тенглама ягона ечимга эга.

2 -т  е о р е м а. Фараз цилайлик, А оператор НА да аницланган ва 
мусбат булиб, 1(и) функционал куйидаги куринишга эга булсин:

I(u) = (A u ,u )- ( f ,u )- (u ,f ) ,  (2.8)

бунда /  = f (p )  (2.7) тенгламанинг унг томони. Агар (2.7) тенглама 
бирор и * ечимга эга булса, бу ечим (2.8) функционалга минимумни 
таъминлайди. Аксинча, агар шундай и & Н А элемент мавжуд булиб, 
у 1(и) функционалнинг минимумини таъминлайдиган булса, у %олда и 
элемент (2. 7) тенгламанинг ечими булади.
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И с  б о т  и. а) А операторнинг мусбатлигидан ва (/ , и) = (и, / ) тенг- 
ликдан 1(и) функционалнинг фак.ат ^ак^щий к^иймат к,абул к,или- 
ши келиб чикдди. Фараз кдлайлик, и Е  НА ихтиёрий элемент булсин, 
у ^олда и = и*+ у деб оламиз. Леммага кура НА комплекс Гильберт 
фазосида А нинг мусбатлигидан унинг симметриклиги келиб чик,а- 
ди. Демак,

1(и) -  (A u , u ) - ( u , f ) - ( f , u ) =  ( A ( u * + y ) , u * + y ) - ( u * + y , f ) -  

~ ( f , u * + y )  = l(u*) + (Ay, и*) + (Au*,y)  + (Ay, у)  -  (у, f )  -  ( / ,  у)  =

=  I (и*) + (у, Аи * - / )  + (Аи *  - / ,  у)  +  (Ау,у).

Фаразга кура Аи* - f  = 0 ва (Ау, у) > 0, шунинг учун \ам

/(и) = 1(и*) + (Ау,у)  > 1(и*).

Шу билан теореманинг биринчи к,исми исботланди.
б) Ихтиёрий и £  НА элемент ва ихтиёрий Я х1ак1ик>ий сонни ола

миз. У  хрлда и + ХиЕ. НА булиб,

1(и + Хи) > 1(и)

тенгсизлик бажарилади. Аммо

/(м +Ам) = |л(н + Ям),м + Аи|-(/,ы + Ам)-(м +Ам,/) =

= l{u ) + x{Au,u} + x[Au,u} + X1 (A u ,u ) - X (f ,u ) - X (u ,f )  = 

= I + х{и, Аи -  f^  + Х(Аи -  f  ,и)  + А2 (Ли, и).

Бундан куйидаги келиб чикдди:

2А Яе(Ли -  f , и)  + А2(Аи, и) > О
ёки

2 R e ( A u - f , u )  + X(Au,u) > 0 , агар А > 0  булса,

2Re(Au -  f  ,и) + Х(Аи,и) < 0 , агар А < 0  булса.

Бу муносабатлар ихтиёрий Я ^ак.ик.ий сон учун уринли булади, 
агар

R e ( A u - f , u )  = 0 (2.9)

булса. Агар и ни iu га алмаштирсак, у \олда юк,оридаги муло^азалар

2 2 7



тенгликка олиб келади, (2.9) ва (2.10) тенгликлардан

(А и- f  ,и ) = 0 (2 .11)

келиб чикдди. Агар фазо хдк.ик.ий булса, у хрлда (2.9) тенглик урни- 
га бирданига (2 .11)\ оси л булар эди. Бунда НА ни Н  нинг хамма 
жойида зич эканлигини хисобга олсак,

хрсил булади. Теорема исботланди.

11 .3 -§ . ИККИНЧИ ТАРТИБЛИ ЧИЗШ УШ  ЧЕГАРАВИЙ  
МАСАЛАНИ ВАРИАЦИОН МАСАЛАГА КЕЛТИ РИ Ш

Бизга ушбу оддий дифференциал тенглама

чизикди чегаравий шартлар берилган булсин, бунда [а, b] ораликда 
F\x), (Хх), Fix) функциялар ухгуксиз хдмда |а„| + |а,| *  0, |/30| + \р{\*■ 0. 
Бу чегаравий масалани вариацион масалага келтириш учун, аввало, 
уни уз-узига кушма булган куринишга келтириш керак. Бунинг 
учун унинг хамма \адларини

шунинг учун хдм (3 .3 ) тенгламани куйидаги куринишда ёзиш мумкин:

Аи — /  = 0

и” + Р(х)и’ + Q(x)u = F(x) (3.1)

а У (а ) + а0и(а) = у,, 

Plu’(b)+ Plu(b) = y2 (3.2)

\Р[<)Л 

p(x) = e"



бунда

Ушбу
Р (х) > 0,  q (х) = - р  (х) Q (x),f(x) = р ( х )  F (л).

Аи = (ри') + аи
ах

чизиьути операторни киритиб, куйидагига эга буламиз:

Аи =  - / , (3.6)

бунда р(х), р'{х), q{x),f(x) функциялар [о, b] ораликда узлуксиз.
Аввал (3.2) чегаравий шартлар бир жинсли булган \олни кура- 

миз:

(3.7)
а 1и'(а) + аои(а) = 0 , |ап| + |а,| *  0 , 1

РУ(Ь) + рои(Ь) = 0 , |д,|+|д|*о.|

Шу билан бирга умумийликка зиён етказмасдан а , > 0 ва /?, > 0 
деб кдрашимиз мумкин.

Энди и(х) функцияларнинг \а, Ь\ ораливда иккинчи тартибли 
\осиласигача узлуксиз (и (х )е С 2 [я, Л]) ва (3 .7 ) бир жинсли ш арт
ларни к,аноатлантирадиган К  = {м(х)} тупламида А операторнинг уз- 
узига кушмалигини (симметриклигини) курсатамиз. Фараз кцлай- 
лик, uElK ва # 6  К ихтиёрий функциялар булсин. (3.5) га кура

Г 1
( Au,d)  = | — ~j~ ( Pl< ) + ddx = - j-c/~( pu ' d)d x  +

" а

>> b b

- jquddx = - pu'd ha + ^pu'd'dx + jquddx = ( - pil'd + pd'it)^ (3.8)

udx.+ i
a

(3.7) бир жинсли шартдан фойдаланиб,

( - p u d  + pd'u)  |*= 0

эканлигини курсатамиз. Хаки^атан \ам,

( -p u 'd  + рд'и)\ьа= p(a)[u' (a)d(a)  -  d'(a)u(a)] -  

-p(b) [u ' (b )d(b)-d' (b )u(b)] ,  

и(х) ва d(х) функциялар

a tu'(a) + a ou(a) = 0 , 

a td'(a) + a od(a) = 0  

229

(3.9)

(3.10)



бир жинсли чегаравий шартларни кдноатлантиради. Агар а, ф 0 булса, 
у\олда

тенгликлар уринли булади. Масалан, а, ф 0 булсин, у\одда

и' (а)д(а)-д ' (а)и(а)  = - а^ и ( а Щ а ) + а̂ и(а)д(а)  = 0 
а, а[

тенглик бажарилади. Худди шунга ухшаш а 0 ф 0 булганда х,амда 
Ра ф 0 ёки ф 0 булганда

и'{а)д{а)  -  Ь'(а)и(а)  =  О, и'(Ь)д(Ь) -  и{Ь)д\Ь) =  О

эканлигини курсатиш мумкин. Демак, (3.10) га кура (3.9) тенглик 
уринли экан. Шундай кдлиб,

яъни Л — симметрик оператор.
Энди к,айси шарт бажарилганда Л оператор мусбат булишини 

аник,лаймиз. Айтайлик, иЕ К  булсин, у^олда

М аълумки, р(х) > 0, шунинг учун х,ам (3.11) тенгликдан А оп е
ратор мусбат булиши учун куйидаги шартлар бажарилиши керак:

Ф аразимизга кура а, > 0 ва /3, > 0 , шунинг учун х,ам (3 .7) чегара
вий шартга кура (3.15) шартлар

и'(а) = - ^ и ( а ) ,  9 ' ( а ) = ~ - ^ д ( а )  
а ,  а .

(3.11)

булиб, агар а 0 ф 0  булса, у х,олда

и(а) = —— и\а), #(а) = —— (а)
а п а о

(3.12)

(3.13)

а

q(x)  > 0 , а <  x < b (3.14)

ва
и{а)и'(а) > 0 , u(b)it'(b) < 0 . (3.15)



тенгсизликларга эквивалентдир.
Шундай к,илиб, (3.6), (3.7) чегаравий масала (3.14) ва (3.15) шарт

лар бажарилганда 1 1 .2 -§  даги 2 -теоремага кура функцияларнинг 
К  синфида куйидаги

функционалнинг минимумини топиш масаласига тенг кучлидир.
(3.13) формулага кура

Агар а {> 0 ва/?(> 0 булса, у холда (3.11) муносабатга кура

Крлган \олларда хам 1(и) учун шунга ухшаш ифодаларни хосил 
К.ИЛИШ мумкин. Бу функционаллар купинча юклатилган ва баъзан 
аралаш хам дейилади.

Энди (3.6) масалани (3.2) бир жинсли булмаган чегаравий шарт
лар бажарилганда курамиз. Шу билан бирга (3.12) ва (3.14) шартлар 
бажарилган деб фараз килам из. (3.2) шартларни кдноатлантирадиган 
функциялар синфида А оператор, умуман айтганда, симметрик ва 
мусбат эмас. Шунинг учун хам 1 1 ,2-§ даги 2-теоремани куллаб булмай-

Фараз килайлик, z -  z(x)G C 2 [я , Л] функция ( 3 .2 ) шартни кдно- 
атлантирсин, у холда

оператор тенгламанинг ечими булади. Д емак, и^ К ва  А оператор 
функцияларнинг К синфида симметрик ва мусбат. Ш унинг учун 
хам §(х) функция (3.6) ва (3.20) чегаравий масаланинг ечими булиб,
1 1  • 2 -§  даги 2 -теоремага кура

l(u) = (Au,u) + 2 (f,u ) (3.17)

Ци) = -рии' * + + qu2^dx.

I(u) = -  p(d)u2 (а) + р(Ь)и2 (Ь) +а| Pi
ь

+ J ] Ри'2 +Чи2 + 2jii\dx. (3.18)

ди.

(3.19)

Ад = - f ( x )  -  Az (3.20)



функционалнинг минимумини таъминлайди. Бундан (3.13) форму- 
лага кура

1(д )  =  - р М '
ь

I + J [/ ? f l '2 +  q f)2 +  2 f t )  + 2 9Az~\ dx. (3.21)

(3.19) тенгликдан курамизки, (3.6) ва (3.2) чегаравий масаланинг 
ечими куйидаги функционалнинг минимумини таъминлайди:

I l (u) = - p ( u - z ) ( u ' - z ' )  |* +

Ь
+ J1 / ? ( m ' - z ' ) 2 + q ( u - z ) 2 + 2  ( u - z ) j  + 2  ( u - z ) A z dx =

= - p ( u - z ) ( u ' - z ' ) ha + \(pu'2 +qu2 + 2 fu )d x +  (3.22)
a

b b 
+ j ( p z ' 2 + q z 2 -2 fz ^ d x + 2 ^ --p u 'z '  - q u z  + (u-z)Az~\jdx.

a  о

Буни булаклаб интеграллаб ва соддалаштириб, куйидагига эга була-

ь
j f /да' 2 + q u 2 + 2 fi i\ d x -

миз

/, (и) = -р (х ) (и  -  z)(u' +  z )

b
- pz'2 +  qz1 + 2./zJ dx.

(3.23)

Ф араз к^тлайлик, a, > О ва /?, > 0 булсин, у холда (3.2) чегаравий 
шартлардан куйидагилар келиб чикдди:

и'{а) = - ~ - а° и(и), z’(a) = — — z(a),
?! «I a ,  <х{

У холда

/1(M) = ^ ) [ 2 ylM(fl) - a nM2 (fl) ] - - ^ [ 2 y2 l/(6 ) - ^ I/2 (6 )]-  

k J [ / ™ ' 2 + q u 2 + 2 / м ] < Л г - | [ 2 y , z ( a ) - a 0z 2 ( a ) ] -

а

-  pî [ 2 y 2z { b ) - f3 0z 2(b)~\ + J [ p z ’2 + q z 2 + 2 fz~^x\.



Катта к,авс ичидаги ифода муайян ифода булиб, и(х) функцияга 
боглик^эмас, шунинг учун \ам 1^и) функционал урнига куйидаги 
функционални кдраш мумкин:

h (м) = \ 2УМа) ~ аУ  («)] -  [2b MW ~ Ро“2 (*)] +
b

+ ||̂ pu'2 + qa2 + 2  /г/J dx.

Шундай кдлиб, (3.6) ва (3.2) бир жинсли булмаган чегаравий 
шартлар билан берилган чегаравий масала (3.14) ва (3.16) шартлар 
бажарилганда (3.24) функционал учун вариацион масала билан тенг 
кучлидир.

Э с л а т м а .  Агар а , = 0  ва булса, у х,олда

и(а) = z(a) = Х| 
а о

булиб, (3.23) ва (3 .24) дан /(и) функционал сифатида к,уйидагини олиш м ум 
кин:

ь
т  = - ^ p - [ 2 y 2“( * )  -  P o » 2w ]  + J V 2 + q u 1 + 2 f u ) d x .

a

Агар а ,  ф 0 ва pi -  0 булса, у ^олда

u(b) = z(b) = 72
Ho

були б,
b

!(u) = ~ a-  [ 2 ytu(a) -  a „ « 2 ( o ) J  + j{pu'2 + qu1 + 2 fu'jdx
* a

булади. Ни\оят, 0 , = /?,= О булса, у ^олда /(и) функционал к,уйидаги содда кури- 
нишга эга булади:

h
I(и) = j '{̂ ри'2 + qu2 + 2 fu j  dx.

a

11 .4 -§ . РИТЦ М ЕТО Д И Н И Н Г FOflCH

Ритц методи вариацион масалани такрибий ечишга мулжаллан- 
ган. Соддалик учун бирор чизик,ли К = {«} функциялар тупламида 
аникутанган ушбу

I(u) = {A it,u )-2(f,u )  (4.1)

функционални к,араймиз, бу ерда А — мусбат симметрик чизикуш 
оператор, Др) — берилган узлуксиз ф ункция. Ф ар аз килайлик,



К  синфнинг функциялари куй ид а ги чизикут чегаравий шартни к,ано- 
атлантирсин:

R{u) = v (p), (4.2)

бу ерда R — маълум чизик,™ функционал, гр(р) — берилган функ
ция.

Энди етарлича силлик, чизикути эркли

<Po(P\<Pl(P),~; Ф„(Р)

функциялар кетма-кетлигини шундай танлаймизки, <ро(р) бир жинс
ли булмаган

R (<Po)=V(P)

чегаравий шартни к,аноатлантириб, крлганлари бир жинсли шарт
ларни кдноатлантирсин:

R(<Pi) = 0, i = 1,2,..., л.

Чегаравий ушбу
п

y n(p ,a x,a 2,...,a n)=(p0{p) + Y j a,<Pi{p) (4.3)
/=1

чизикута комбинацияни оламиз,

R (V„) = R(<P0) + X  а ‘° = R^ o  )=4>iP)
i—o

булганлиги сабабли ихтиёрий av а2, ..., ап учун ipnEK.
Энди (4.1), (4.2) вариацион масаланинг ечимини (4.3) куриниш

да излаймиз. Бунинг учун у/„(р; а,, а2, ..., о„)ифодани (4.1) функцио- 
налга куйиб, куйидагига эга буламиз:

7 (^ „) = ^ ( а , ,а 2 >...,ал) ,  (4.4)

бунда F п та аг а2, ..., ап узгарувчига бошик, булган маълум функ
ция. Биз а ,, а2, ..., ап ларни шундай танлашимиз керакки, F(ipJ 
минимумга эришсин. Бунинг учун а. сонлар куйидаги

дР = 0 , f  = 0 ,..., - ^  = 0  (4 .5 )
day да2 сап v '

тенгламалар системасининг ечими булиши керак. Бу системани ечиб, 
I(ip„) га минимум берадиган аи а2у. ап ларни топамиз; бу ций- 
матларни (4.3) га куйиб, керакли такрибий ечимни х,осил к,иламиз:



y/,l(p ;a [,a 2 ,...,a„'j = <po(p) + Y^al(pi(p). ^  ^

Ш уни Хам таъкидлаш керакки, муайян лолларда бу такрибий 
ечимни топиш жараёни жуда содда. Чунки амалиётда учрайдиган 
му^им х,олларда 1(и) функционалда учрайдиган интегралларда ин
теграл остидаги ифода и, и'х, и'у, ..., ларга нисбатан иккинчи дара- 
жали куп^ад булиб, (4.5) система аг а2, ап ларга нисбатан чи- 
зикди алгебраик тенгламалар системасидан иборат булади. Амалиёт
да етарлича аниьушкка эришиш учун п = 2, 3, 4 , 5, \атто айрим 
хрлларда п = 1 деб олсак \ам етарли булади.

11 .5 -§ . РИ ТЦ  М ЕТОДИ БИЛАН Э Н Г  СОДДА 
ЧЕГАРАВИЙ МАСАЛАНИ ЕЧ И Ш

Фараз кдлайлик, бизга уз-узига кушма дифференциал тенглама

-̂ x (p (x )u ' ) - q( x ) u  =  f ( x )  ( 5 . 1 )

ва энг содда чегаравий шартлар

1<(а) = у{, и(Ь) = у, (5.2)

берилган булсин, бунда р(х), р'(х), q (x ),f{x )  функциялар [а, b] да 
узлуксиз булиб, р{х) > 0, q(x) > 0. 11.3-§ даги эслатмага кура (5 .1 ),
(5.2) чегаравий масала (5.2) чегаравий шартларни к,аноатлантиради- 
ган « е С 2 [я, b] функциялар тупламида куйидаги

h
I(и)  =  j [ р{х)и '2 + q{x)u2 + 2 f { x ) u ^ k  (5  3 )

а

функционал учун вариацион масалага тенг кучлидир.
Ритц методини к,уллаш учун шундай

<?„(•*),<?!(*), <Р2(* )’ •■■><?„(*)

чизик^ти эркли функциялар системаси (базис функциялар)ни оламиз- 
ки, ср0(а) = у,, (ро(Ь) = у2 булиб, крлганлари бир жинсли чегаравий 
шартларни кдноатлантирсин: (р: (а) = <рД6 ) = 0 .
Вариацион масаланинг ечимини куйидаги чизикуш комбинация

п
Ч>Лх ) = (Р„(х) + ^ а^Ах) (5.4)

i=\

шаклида излаймиз, бунда a.(i = 1 ,2 ,.. . ,  п) — узгармас сонлар. Кури- 
ниб турибдики, грп(х) чегаравий шартларни «.аноатлантиради:



<//„(«) =  7 р  ¥ Л ь )  =  У2-  

Энди (5.4) ни (5.3) функционалга куямиз:

/{У«) = J  Р(*)

+ 2  / ( х )

/=1

п
(p0(x) + ' ^ aivi(x)

+ </(х) <Р0(х) + Х а/<Мл:)

(5.5)
>dx = F ( a x, a 2, , . . ,an).

Бу ифодадан д. (/ = 1 ,2 , ..., я) га нисбатан хусусий хрсила олиб, 
куйидаги системани \осил к,иламиз:

1 8 F

2 да,
_ И

=  И/>(х ) <Po(x) + '£Jai(p'i(x) ф ' ( х )  +

+<?(х) < P o W + S a-^ (x) <р;. (х)  + / ( х ) ф  Д х )  ^ / х  =  О

еки
п "

/=1 д

Ь
=  — J [  р (.х)<р ' о (x)(pj (^) + q(x)cp0 (х)срJ ( х )  + (pu ( х ) / ( х ) ]  dx,

а

ёхуд (/ = 1 , 2 , ..., п)
П

бу ерда
о

Ац = ^_p(x)(p;(x)tp'l (x) + q(x)(pi(x)(pj {x)jdx, (5.6)

(5.7)bj =  -  J [ p{x)<p'0( х)ф'  ( x )  + q{x)(po(x)(pj (x )  + ipo( x ) / ( x ) ] dx,
a

( i , j  = \ ,2 ,...,n ).

Куфиниб турибдики,

Z = M  (5.8)

матрица симметрик матрицадир. Энди (5.5) системани ечиб, I(ip )  га 
минимум берадиган функцияни (5.4) куринишда ёзамиз. Шуни таъ-



кидлаш керакки, ечимнинг аник,лиги купинча базис функциянинг 
танланишига ботик,.

М и с о л .  Куйидаги

и"-и = х, м(0) = 0, м(1) = 0 (5 .9 )

чегаравий масала Ритц методи билан ечилсин.
Е ч и ш .  Чегаравий шартлар бир жинсли булганлиги учун <ра(х) = 0 деб ол- 

сак, « = 2 деб олиб, <р, (х) = х(\ -  х), <р2(х) = х 2 (1 -  х) ни оламиз. (5 .9 )  чегара
вий масалани (5.1 )  масала билан солиштириб курсак, р(х) = 1, q(x) =  1, f(x )  = х. 
Шунинг учун \ам

I I
А« = + 4>i(x)<Pj(x)^dx, bj = -  jf(x)<pj(x)dx(i, j  = 1,2).

О О

Х,исоблашлар курсатадики,

I 1 I 1 11 , . 11 , 1

1 _ 12 ’ 2 '  20 ’ 11 "  30 ’ А'2 ~ А21 "  60 ' 22 “  7 •

(5.5 )  система куйидаги куринишга эга:

11 II 1 11 I 1
30 в > + 60 “2 ~ ~ 12 ’ 60 я ‘ + 7 ° 2 “  '  20 '

7 69
Ьу системанинг ечими эса а, = -  - -  , а-, = -
Д ем ак ,  43 473

V2(x) = x{\- х ) { - 1 ъ - - ^ - х у

Урнига куйиб текшириб куриш мумкинки, аник, ечим

shxи(х) = - г Г -  х. sh 1

М исол тарик,асида аник, ечим билан такрибий еч и м н и н г  цийматларини х =  0 ,5  
нук,тада солиш тириб курсак, и(0 ,5 )  =  - 0 , 0 5 7 ;  ^ 2(0 ,5 )  =  —0,059 .

11.6-§. МИНИМ АЛЛАШ ТИРУВЧИ КЕТМ А-КЕТЛИК  
ВА РИ ГЦ М ЕТО ДИ Н И Н Г ЯЦИНЛАШ ИШ И

Ушбу
ь

I (u )=  j F ( x , u , u ’)dx  (6 .1 )
а

функционални \а, Ь\ ораликда узлуксиз хосилага эга ва

и(а) = у1, и(Ь) = у2 ( 6 .2 )

чегаравий шартларни кдноатлантирадиган функциялар тупламида 
к,араймиз (жоиз функциялар синфида).



Фараз килайлик, 1(и) куйидан чегараланган булсин ва шундай 
и*(х) жоиз функция топилсинки, у куйидаги шартни каноатлан- 
тирсин:

min /(и) = т* = 1(и*) _
U

Агар шундай ип(х) (п = 0 ,1 ,2 ,...) жоиз функциялар кетма-кетлиги

мавжуд булиб, / функционалнинг киймати т* минимумга якин- 
лашса, яъни

т п =  Д Мл )  ОТ* =  ^ ( М* )

булса, у холда { ип} кетма-кетлик минималлаштирувчи кетм а-кет - 
лик дейилади. Кетма-кетликнинг минималлаштирувчи булишидан 
унинг якинлашувчи булиши келиб чикмайди, яъни П и„) 
дан ип ^ и * келиб чикмайди. Як^нлашиш \ип ^ х и *\ ю загакели- 
ши учун и* кетма-кетликни куриш методи айрим шартларни к,ано- 
атлантириши керак.

Минималлаштирувчи кетма-кетлик курилгандан ва унинг и* га 
якинлашиш шарти аникдангандан кейин энг огир масала колади, 
бу и '(х ) - и п(х ) хатоликни бахолаш масаласи. Бу масалани айрим 
Холларда ечиш мумкин. Энди (6.1) функционал учун и(х) га як,ин- 
лашадиган и*(х) = y {x ,a l,a 2,...,a n) функциялар оиласини курамиз. 
У (4.6) функция билан устма-уст тушиши шарт эмас. {«„ (*)} кетма- 
кетлик минималлаштирувчи кетма-кетлик булиши учун канака шарт 
бажарилиши кераклигини куриб чикамиз.

Т а ъ р  и ф . ип(х) = у (х, й,, а2, ..., ап) функциялар оиласи К жоиз 
функциялар тупламида С 1 тула дейилади, агар хар бир и(х)вК , 
ихтиёрий е > 0  сон учун п нинг шундай киймати ва av а2 ..., ап 
параметрларнинг шундай мажмуасини курсатиш мумкин булсаки, 
улар учун 1

\и{х)-ип{х)\ < £ , \и'(х)-м'(х)| < £, а < х < Ь

тенгсизликлар бажарилса.
Т е о р е м а .  Агар F(x,u ,u') функция {а < х  < Ь,-оо < и, и' < со} сощда 

узлуксиз булиб, ип(х) = у (х ,а 1,а2, а п) функциялар оиласи эса пусиши 
билан кенгайса ва С 1 тулалик хоссасига эга булса, у хрлда Ритц методи 
билан курилган |м„(х)| кетма-кетлик минималлаштирувчи булади.

И с б о т  и. Ф араз килайлик, К синфда и*(х) функция Дх) функ
ционалга минимумни таъминласин, и*ЕКва ип{х) функция С 1 тула
лик хоссасига эга булсин. Демак, ихтиёрий <3 > 0 сон учун шундай п 
ва а\, а г , а „  кийматлар топиладики, барча х  Е  [а, Ь\ да н„(х) = 
у (х, я , , а2, . . . ,  ап) учун куйидаги шартлар бажарилади:



Равшанки,

/[«/*(x)]</|^M„(x)J.

Энди F(x, и, и') нинг узлуксизлигидан ихтиёрий г > О учун шундай 
<5 > О ни танлаш мумкинки,

0 <  / [ м „ ( х ) ] - / [ н * ( х ) ] < < 5

тенгсизлик бажарилади. Аммо бу тенгсизлик Ритц методи буйича 
курилган ип(х) учун яна ^ам яхширок, бажарилади, чунки

l [ u ( x ) ] < l [ u n( x ) \ < l [ u n{x)],  

д > 0  ихтиёрий сон булганлигидан

]im 1 [«,*(•*)] = / [м * (х )]  =  т *  ( 6 . 3 )

келиб чикдди. Теорема исботланди.
Энди минималлаштирувчи кетма-кетликнинг якднлаш иш  м а

сал аси н и , яъни (6 .3 )  тен гси зли кдан  к,айси ш артлар б аж ар и л- 
ганда

lim ип{х)  = и * ( х )
п-+оо

уринли булишини куриб чик,амиз. Бу масалани (6 .1) интеграл учун 
курадиган булсак, катта тад^икрт олиб боришга тугри келар эди. 
Ш унинг учун \ам биз бу масалани энг содда масала учун, яъни

ь
70 )  = |[р(*)и ' 2 + q{ x) u 2 + 2/ (х )и ]< &  ( 6  4)

а

функционалнингминимумини и(а) = yt, и(Ь) = у2, и в С 1 Цо,Ь~̂ шарт
лар бажарилганда топиш масаласи учун куриб чик,амиз. Маълумки, 
бу масала куйидаги

~ [ р ( х ) и ' } - q(x)u = f { x ) ,  и { а )  = у{, u(b) = y2 ( 6 .5 )

чегаравий масалага тенг кучлидир.
Т е о р е м а .  Агар куйидаги

1 ) Р(х), р'(х), q(x) ва Д х) функциялар [а, b] да узлуксиз;



2 ) р(х)>  0 , q(x) > 0 , а < х  < Ъ\
3) {«„(*)} функциялар кетма-кетлиги (6.4) вариацион масала учун ми- 
нималлаштирувчи булсин деган шартлар бажарилса, у х;олда бу кет- 
ма-кетлик [а, Ь] оралик,да ( 6.5) чегаравий масаланинг ечими и *(х) га 
текис яцинлашади.

И с б о т  и. Равшанки,

л

| и * ( х ) - и „ ( х ) |  =  §_U*' {t)-u 'n(t)]dt < ^\и*' (x )-u 'n(x)\dx. ( 6 . 6 )

а а

Охирги интегралга Буняковский тенгсизлигини куллаймиз:

Ь  ’ Гj\u * ' (x ) - u l( x ) \ d x < 4 lT ^ \ lu * ' ( x ) - u ' „ ( x ) ] d x \  . (6.7)
а )

Охирги интеграл учун у ш б у  тенгсизликларни давом эттирамиз: 

л / б - я  j |[и * ' ( * ) - и ' ( я : ) ] 2 dx  1 <

b - a  

min /?(х)
J p(x)\ii *'(x)~u'„ ( x ) J  dx

b - a

min p(x) (6.8)

x j J p {x )(u * '  (x )-u 'n( x ) f  + q ( x ) { u * ( x ) - u n{x)] dx

Энди ушбу тенгликни курсатамиз:

j|  р {х )[и  (х) -  и'п ( X ) ] 2 +  q (x ) [и*  (х) -  ип ( х ) ]  | dx =
а

= 1(и„)-1{и).

Бунинг учун (1.12) тенгликдан фойдаланамиз:

(6.9)

о
1(и) = 1 (и *)+  | ( р ( х ) е ' 2 + q (x ) e 2^dx. (6 .10)

Бутенгликда и(х) ихтиёрий жоиз функция ва е(х) = и(х)—и*(х). Ш у
нинг учун х,ам (6 .9 ) ни хосил к.илиш учун (6 . 1 0 ) да и(х)= ип(х) деб 
олиш кифоядир. Энди (6 .6 ), (6.10) муносабатларга кура куиидагини 
хосил кдламиз:



Бу бахонинг унг томони х  га боглик, эм ас, х  эса [а, Ь\ нинг ихтиё
рий нук^аси. Теорема шартига кура п-*оо да 1{и) — /(м*)^0. Шунинг 
учун хам (6 . 1 0 ) тенгсизликка кура минималлаштирувчи {и (х)} кет
ма-кетлик (6.4) масаланинг ечими и*(х) га нисбатан текис як^гнла- 
шади. Теорема исботланди.

1 1 .7 -§ . ПУАССОН ВА ЛАПЛАС ТЕНГЛАМ АЛАРИ УЧ УН  
ЧЕГАРАВИЙ МАСАЛАЛАР ХДМДА УЛАРНИ Р И Т Ц  

МЕТОДИ БИЛАН ЕЧ И Ш

11-7.1. Пуассон ва Лаплас тенгламалари учун чегаравий масала-
лар^Айтайлик, Стекисликдаги бирор со\а булиб, /бунинг чегараси 
ва G = GUT булсин.

Фараз килайлик, бизга

д̂ и д2
+ ^ г  = ~ Д х , у ) ,  f ( x , y ) G C ( G ) ( 7 .1 )

Пуассон тенгламаси берилган булсин. Бу тенгламанинг Г чегарада

и\,.=(р(х,у) (7.2)

шартни каноатлантирадиган ечимини Ссо\ада топиш талаб кдпин- 
син, бунда <р(х, у) берилган функция. Агар <р(х, у) = 0 булса, у холда

« | г = 0  (7.3)

булади.
Биз, аввало, (7 .1), (7.3) чегаравий масалани ечамиз. Узининг

биринчи ва иккинчи хосилалари билан G да узлуксиз хамда /’чега
рада нолга айланадиган жоиз функциялар синфи D = {«(х, у)} да

Аи = -Аи (7.4)

операторнинг симметриклиги ва мусбатлигини курсатамиз. Бунинг 
учун Гриннинг [ 1 ] ушбу

f f f f - f  j dxdy  = ! Pdx + (7.5)
G г

формуласидан фойдаланамиз. Фараз килайлик, uGD ва § G D булсин. 
Ушбу ифодани курамиз:



Энди Грин формуласида Q = “  р  = м е > 7 ~ ^  деб
г дт) фди п ..д& А@и

дх дх
олиб, м| / - = 0  ва #|, = 0  чегаравий шартларни х,исобга олсак, у хщ да

(А и,д)-(и,Л д)

=
»  a j U + L J - a f U
ду dy J \ дх д х }

(7.6)

еки

(Ли,&) = (и, Ад)

келиб чикдди. Демак, А оператор симметрик. Энди унинг мусбатли-
гини аникдаимиз:

I д I ди
~ду\и Ъ

dxdy +

Я дх) I ду
dxdy.

Биринчи интегралга Грин формуласини куллаб, чегаравий шарт- 
лардан фойдалансак, куйидагига эга буламиз:

■я ди \2 +  / ди '  

дх j \ ду
dxdy = || ди \ / ди 

д х }  \

(7.7)

dxdy.

Демак,

('4»-")= Я  (I)
dxdy > 0 . (7.8)

Агар (Аи, и) = 0 булса, у хрлда (7.8) формулага кура

ди _  ди _  q

дх ду

Бундан и(х, у) = с ва (7.3) чегаравий шартдан



Шундай кштиб, А = -А  оператор мусбат экан. Бундан келиб чи- 
кддики, (7.3) бир жинсли чегаравий шартларни каноатлантирадиган 
(7.1) масала 11,2-§  даги 2-теоремага кура ушбу

функционалнинг D синфда минимумини кддириш билан тенг куч- 
лидир. (7.8) формулага кура бу функционал куйидаги куринишга 
эга:

Энди (7.1) чегаравий масалани (7.2) бир жинсли булмаган чегаравий 
шартлар билан карай миз.

Фараз к,илайлик, Z), = jw (x ,y )}  функциялар синфи С да ик
кинчи тартибли узлуксиз х,осилаларга эга ва ( 7 .2 ) чегаравий шарт
ларни каноатлантирадиган функциялардан иборат булсин. 1 1 . 3 -§ да- 
гидек шундай z(x,y)&C2(G) функцияни курамизки, у (7.2) чегара
вий шартни каноатлантирсин. Ушбу

функцияни киритамиз, бу ерда и(х, у) бир жинсли булмаган чега
равий шартни каноатлантиради. У \олда д(х, у) функция Г чегарада
(7.3) шартни к,аноатлантиради:

лум функция. Уш бу# -  &(х,у) функция (7.13), (7.12) чегаравий м а
саланинг ечими булиб, (7.9) формулага кура

функционалга минимум беради. Бутенгликда аввалги и(х,у) узга- 
рувчига к,айтиб, скаляр купайтма ва чизикли операторнинг хосса- 
ларидан фойдаланиб, куйидагиларни \осил киламиз:

/(и -  z) = (А(и -  z), и -  z) -  2(и -  Z ,  / ) + 2(и -  z, Az) =

=  (Аи, и) -  2{ f ,и) + {и, Az) -  (z, Аи) + 2(z, f )  -  (Az, z).

I(u) = ( A u , u ) - 2 ( u , f ) (7.9)

(7.10)

$(x,  y) = u ( x , y ) - z ( x , y ) (7.11)

м|г= 0 (7.12)
ва

Ad = Au — Az = f ( x , y )  — Az (7.13)

маъ-

I M )  = ( A d , d ) - 2 { f ) , f )  + 2 (d ,A z) (7.14)



Бу тенгликдаги охирги иккита х,ад и(х, у) га б о гл щ  булмаганлиги 
туфайли (7.12) функционалга минимум берадиган и = и(х,у) функ
ция куйидаги

/ , ( и )  = ( А и ,и ) -2 (и ,  f )  + ^[Az,u)-(Au,z)\ (7.16)

функционалга х,ам минимум беради.
Энди (7.16) функционални шундай функционал билан алмаш- 

тирамизки, унда £ функция кдтнашмайди. Бунингучун (7.6) фор- 
мулада ишлатилган алмаштиришдан фойдаланамиз:

(A z , u ) - ( A u , z )  = ^(zku-u£sz)dxdy  =  
с

Бу ерда п вектор Г  га нисбатан ташк,и нормал ва

ди _  ди dy _  ди dx dz _  dz dy _  dẑ  dx 
dh dx ds dy ds ’ dn dx ds dy ds

Бундан

z |r =  11 |r =<p(x,y)

ни \исобга олиб, куйидагини \осил к,иламиз:

( A z , u ) - ( A u , z ) =  j < p ( x , y ) ^ - ^ j d s .

Иккинчи томондан, (7.7) формулага асосан

(7.17)

[Аи,и)  = - { и - ! *  +  я  ( f )  +
Г  G L

ди
^ду

dxdy ■ 

dxdy.
(7.18)

Энди (7 .17), (7 .18) ларни (7 .16) формулага куйсак, куйидаги 
келиб чик,ади:

,<»>=JJ (IN!)1-2'- dxdy -  jV (x ,  у) Л  ds.

Бу формуладаги охирги х,ад и(х, у) функцияга бо ти к , эмас. Шунинг 
учун х,ам (7 .1), (7.2) чегаравий масала Z), жоиз функциялар синфида



функционал учун вариацион масала билан тенг кучлидир 
Хусусий холда Дх, у) = 0  булса, биз

= 0 (7.20)

Лаплас тенгламасигаi келамиз, у^олда (7.1), (7 .2 ) чегаравий масала 
Дирихле масаласига апланат. (7.19) формуладан курамизки, Дирих
ле масаласининг и(х, у) ечими Df синфда

■<*>-!][(£)и L ду )
dxdy (7.21)

Дирихле интегралига минимумни таъминлайди.

п  Д иРихле масаласини Ритц методи билан ечиш. (7.20) ва
( .21) Дирихле масаласини Ссохдда ечиш учун шундай эркли функ
циялар системасини (базис функцияларни)

W,Ax,y),Wx(x,y),..„ ц/п(х,у)<ЕС2(G) 

тузамизки, улар куйидаги шартларни каноатлантирсин:

V o i ^ y )  |г =(р(х,у),
(х’У)\у ~ 0  (/ = 1, 2 ,

У Х°лда ихтиерий av а2, ..., ап узгармас сонлар учун ушбу

п
11 „ ( х , у )  =  у / „  (.V, г )  +  <3,1//, ( Х , у )  (1.22)

/=1

ч и зи ^ и  комбинация жоиз функциялар синфига киради. Энди 
(/.2 2 ) ифода ни (7.21) интегралга куйиб, куйидагига эга буламиз:

>.)= JJ °Уо
аГ

п дц/,

/=1

дц/
ду'П+Т а , д'>v 1 д

/ = |

di//,•
dxdy. (7.23)

Биз аг а2, ..., ап ларни шундай танлаб оламизки, (7 .23) интеграл 
минимумга айлансин. Бунинг учун минимумнинг зарурий шартлари 
оажарилиши керак:



д 
да .7 y » , ) = 2 n ( ^ + i . f

J г. ' = 1

SVj
~дх

5iVo 
ду - т . *

дц/,
ду

S¥j
ду

dxdy =  О,

( / = 1, 2 ,..., и).

Ушбу

(г = 0 , 1 ,..., и, / = 1, 2 ,...,« )

белгилашни киритиб, (7 .24) системани куйидаги куринишда ёзиб 
оламиз:

Anat +  А12а2 + . . . +  Д„а„ -  Д, , ,  

А21а, +  А22аг + . . .  + А2пап =  -  Ди»

All'll 2 « 2  ДнА Д|и'

(7.25)

Бу чизикли алгебраик тенгламалар системасини ечиб, а2, ..., 
коэффициентларни аникдаймиз. Шу коэффициентлар билан олин- 
ган и (х, у) функция Дирихле масаласининг такрибий ечими булади. 
Бу ечимнинг аникдиги гр.(х, у) базис функцияларнинг танланишша
ва уларнинг сонига ботик,.

Ритц методининг умумийрок, хусусий \осилали тенгламалар учун 
чегаравий масалаларга кулланилишини [3, 19, 20, 21, 22, 32] данкдраш 
мумкин.

М и с о л .  G = {0 < х, у<  1} со^ада

Д и = 0 , (7 .26)

Дирихле масаласи ечилсин.
Е ч и ш .  Б у е р д а ч е га р а  л: =  0, х =  1, у =  0, у =  1 турри ч и з и м а р  булганлиги учун 

базис функцияларни к,уйидагича танлаймиз:

¥0(Х'У'> = А'3’
ц/^х,у) = х(1 -  ,х)у(1 -  у),

ц/2 (х, у) = х2 (1 -  х)у( 1 -  >’),

ц/ъ (х,у) = х(\ -  х)у2( 1 -  у)



ва чизик^ли комбинациями ушбу

«з (х,у) = х3 + ху{\ -х){\ -у)(ах + а2х + а3у )  (7.27)

куриниш да о л а м и з .  Равш анки, и хтиёрий а , ,  а2, а} учун и}(х,у)  ф ункция 
(7.29) чегаравий шартларни к,аноатлантиради. Х,исоблашлар курсатадики, (7 .25) чи- 
зик^ти алгебраик тенгламалар системаси куйидагидан иборат:

1 1 1  1 1
45 а\ + 90 ° 2 + 90 “ 1 2 ’

1 4  1 ]
90 0| + 525 °2 + 180 = 20 ’

1 1 4  1 
90 “> + 180 ° 2 + 525 ° 3 = 24 \

Бу системанинг ечими а, = ^  , а-, = , а,  = 0.
26 26

Бу к,ийматларни (7 .27)  га куйиб, берилган масаланинг такрибий ечимини топа
миз:

и3 (х,у) = х К  ху(I -  х)(1 -  у )  + ‘2°б5 .

11 .8 -§ . РИ ТЦ  М ЕТО ДИ Н И Н Г ХАТОЛИГИНИ БАХДЛАШ  
ВА УН ИН Г ЯЦИНЛАШ ИШ  ТАРТИБИ

Ритц методининг як,инлашишини ва унинг тартибини ба^олаш 
борасида академик Н.М. Крилов катта изланишлар олиб борган. Биз 
бу ерда энг содда \олни курамиз, бошкд \оллар [2 0 ] да ва унда 
курсатилган адабиётларда келтирилган.

Айтайлик, ушбу уз-узига кушма

- ^ ( Р 1,') + Ч» = /  (8 . 1 )

дифференциал тенгламанинг

и(0) = м(1) = 0 (8.2)

чегаравий шартларни каноатлантирадиган ечимини топиш  талаб 
кдлинсин. Бу ерда [0,1] ораликда

р {х )> р о, q(x) > 0  ( 8 .3 )

тенгсизликлар уринли ва р'(х), q(x), f{x) функциялар [0 , 1 ] да уз
луксиз деб оламиз.

Энди ( 8 . 1 ), (8.2) чегаравий масалани ечиш учун Ритц методини 
куллаймиз. Айтайлик, ип(х) функция



функциялар орасида
1

/(м)= §_рил +qu2 -  гju~\dx
О

функционалга минимумни таъминловчи функция булсин. Бу ип(х)
функцияни ( 8 . 1 ), ( 8 .2 ) чегаравий масаланинг и*(х) аникечим и га 
л-я^инлашиш деб к,арашимиз мумкин.

белгилаш киритиб, еп нинг нолга интилишини ва нолга интилиш 
тезлигини аникдаймиз.

Кдралаётган [0,1] ораликда квадрати билан интегралланувчи 
х а к ^ и й  функциялар фазосини к,араймиз. Бу фазода скаляр купайт- 
ма ва нормани куйидагича киритамиз:

ва ||ag| = |fl|||g|| (а — узгармас сон).

Бизга ||и*|, \и*'\\ ва ||м*'|| ларни бахрлашга тугри келади. Маълум - 
ки, функционалнинг биринчи вариацияси

х,ар кандай f j ( x ) e C ‘ [0 ,1 ]  функция учун нолга тенг. Ш унинг учун 
^ам т](х) = и * (х )  деб олиб, куйидагига эга буламиз:

Энди

еп = тах|гГ(х)-г/*(х)| (8.4)

(8.5)

Буняковский ва Коши тенгсизликларига кура

(8.6)

Равшанки,



Бундан
1 I
jp(x) [и * ' ] 2 dx  < |/(x)ii *' dx, 

чунки q(x)>0. Буняковский тенгсизлигини куллаймиз:
I
J / ; ( x ) [ w * f  J x <||/|-||m *'||.

Кейин куйидагиларга эга буламиз:
I
|[ы*']2 £&<---||/|-|м*||

Роо
ёки

1И1 2 *  j J / I H H I - (8.7)

Охирги тенгсизликнинг унг томонида номаълум ||и*|| микдор к,ат- 
нашади, бундан ушбу

11*11 *  I Ik'll (8 -8 )

Стеклов тенгсизлиги ёрдамида кутуламиз. Бу тенгсизлик [0,1] да 
узлуксиз, g'(x) хрсилага эга (чекли микдордаги ну^талардан истис- 
но равишда) ва квадрати билан интегралланувчи функция учун 
уринлидир. Шу билан бирга

I

l)g(0 )= g (l)  = 0  ёки 2 ) ^g(x)dx = 0

шартларнингбирортаси бажарилиши керак. Юкрридаги шартлар ба- 
жарилганда g(x) функция ва унинг \осиласи учун куйидаги к,атор- 
ларни ёза оламиз:

■х оо

g(x) = Y , hk sinkzx, g'(x) = I  knbk cos knx. 
k =1 * = l

Бу каторларга Парсевал-Стеклов тенглигини куллаймиз, натижада

келиб чикдди. Булардан ( 8 .8 ) тенгсизлик осонлик билан х,осил була
ди. Кдралаётган ы*(х) функция g(x) функцияга куйилган шартлар
ни каноатлантиради, шунинг учун (8 .8 ) тенгсизликка кура



Буни (8.7) тенгсизликка куйсак,

I I м  * 1 1 -  " Ч И 1II II П р 0  II II

келиб чик,ади.
Энди шах |и * (х)| ни бахрлаймиз. Агар 0 < х < -  булса, у х,олда

\и * м| =
X

(\ \ 
2

|м *' (t)dt < j\2dx
О о

\{u*'{t))2 dt < - j-Цм *11
■ п 11 11

ва агар у < х  < 1 булса, у хрлда

и * (х)

/ \2 { \
1

*' (t)dt < |l2 dx
1

J  (u*'(t))2dt
X

К2 К2 /

^ | | “ 4

Демак,

max w
0<х<1 1 (8.10)

Энди [Jw *"! ни ба^олаймиз, бунинг учун берилган ( 8 . 1 ) тенгламадан 
фойдаланамиз:

- р (х ) и  *"- р ’( х )и * '  +q{x)u*  =  f ( x ) .

Бунда Коши тенгсизлигига кура

||ри *"| < \р'и *'|| + \qu *|| +1|./ || (8 -1 1 )

келиб чик^ади. Куйидаги белгилашларни киритамиз:

||//|| =  max |/ / (x )| , \\q\\ = р  <ma\q(x) .  ( 8 . 1 2 )Н II 0<дг<1 1 I II II q<̂ |̂ V /

Юкрридаги (8.9), (8.12) тенгсизликлардан

(8 .13)

\осил булади, бунда
Г -  •" + Р + \ .

РоЛ Р0Х
Энди ушбу масалага Ритц методини куллаймиз, бу методда ба

зис функциялар сифатида ортонормалланган

[f/k (х )  =  V2 sin кях (к = 1,2,...) (8 .14 )

функцияларни оламиз.



Аник, ечим и*(х) учун курилган Фурье тригонометрик кдтори- 
нинг л-кисмий йигиндисини Yn(x) орк,али белгилаймиз:

Z bk sin кпх.  
к=1

Ушбу

» * w - n w  = Z Ък sin клх
к --- п f 1

айирмани олиб, ||и * -Уп||, ||м * ' -К„'||, ||м *" -К„'| ларнинг орасидаги му- 
носабатларни урнатамиз. Бунингучун П арсевал-Стекловтенглиги- 
ни куллаймиз:

Xк -/?+1

А=«+| к=п+\

к~п+1 А-и+1

Бу тенгликлардан куйидаги муносабатлар келиб чикдаи:

||г/*-Г„||< 1 - Ц м + ' - Н .II "II *(„+!) II "II л (п+]) " у

Кдралаётган /(и) функционалнинг ва и Ах), У„(х) функцияларнинг 
таърифига кура

1(и„*)-/(и*)< /(Yn)-/(i<*).

Бу тенгсизликни хдмда (6.9) формулани \исобга олиб, куйидагига 
эга буламиз:

§^р{и'п - и * ' ) 2 + q  (и п * - и * ) 2
О

< j [ P ( r ;  - г/* ')2 +<7(^, - и * ) 2

dx <

(8.15)
dx.

Ушбу

H H I ^ a x p ( x )  (8 . , 6)

белгилашни киритиб ва (8.10), (8 .13) тенгсизликлардан фойдала- 
ниб, куйидагини х,осил к,иламиз:



ва

l
J’[p (Y :- u ')2 +q{Yn- u ) 2]d x <

О

< A IY ’ -  и ||2 + p \ y „ -  и * '  ||2 < (я  + J ) Jr; -

^  "  I < 7T2(n + 1 ) 2 I1" “ I K n 2(n + 1 ) 2 I" I <

(8.18)

Энди (8.15), (8.18) тенгликлардан фойдаланиб, куйидагини келти- 
риб чинарам из:

II ||2 1
W. - и * '  < Ц х  + рХ ^ т- - - J/ fl

\  Л  I  ?Г ( и + 1 )  11

Кейин (8.10) тенгсизликни ип(х) - и  (х) функцияга куллаб, охир- 
ги натижага келамиз:

е„ = шах |м* (х)  -  и' (х)| < ‘ ||и* -  и* || < — , 
"  o<jc<i I ,Л  '  v ' I  л/ I I I  " II n + Г

бунда

L = -----
РоЯ

—  (я + * ) 2
2 Р о  V к  I

Мураккаб \исоблашлар курсатадики, оо да еп = L\ ба\они олиш
мумкин, бунда L, — маълум сон. п2

Ритц методининг тургунлик масаласи академик В.К,. Крбулов- 
нинг ишларида к^араб чицилган 12 2 ].

11 .9 -§ . ГАЛЁРКИН М ЕТОДИ

11.9.1. Галёркин методининг гояси. Ритц методининг асосий кам- 
чилиги ш ундаки, у факдг оператори симметрик ва мусбат булган 
тенгламаларга кулланилади. Академик Б.Г. Галёркин 1915 йилда шун
дай метод таклиф килдики, у Ритц методига нисбатан умумийдир. 
Бу метод х,еч кандай вариацион масала билан боглик^эмас, шунинг 
учун ^ам у батамом универсал метод \исобланади. Бу методни эл- 
липтик, параболик ва гиперболик тенгламаларга, х,атто улар вариа
цион масала билан богли^булмаса \ам, катта муваффа^ият билан



куллаш мумкин. Агар тенгламанинг оператори симметрик ва мусбат 
булса, Галёркин методи осонрок,йул билан Ритц методи берадиган 
такрибий ечимни беради. Такрибий ечимнинг коэффициентларини 
аникдайдиган чизикди алгебраик тенгламалар системаси бир хил 
булади. Галёркин методининг як,инлашишини академик М. В. Кел- 
диш курсатган.

Энди Галёркин методининг асосий гояси билан танишамиз. Ф а
раз к,илайлик,

Au=f(x,y) (9.1)

тенглама берилган булиб, А — к,андайдир икки узгарувчили диффе
ренциал оператор булсин ва (9.1) тенгламанинг ечими бир жинсли 
чегаравий шартларни к,аноатлантирсин. Бу масаланинг ечимини ку- 
йидаги куринишда излаймиз:

п
un{x,y) = Y d° k'l>k{x,y), (9-2)

к= 1

бу ерда ipt(x, у), гр2(х, у), ..... , хрп(х, у) функциялар берилган G
сохада тулик,булган чизикути эркли { w W } 0 0  системанингаввалги 
п таси булиб, бир жинсли чегаравий шартларни к,аноатлантиради. 
Такрибий ечим ип(х, у) аник, ечимга айланиши учун еп(х, у) -  
= А{ип(х, у)} —/(х, у) ифода айнан нолга айланиши керак. Агар еп(х, у) 
узлуксиз булса, бу талаб ея(х, у) функция {у к (х,у)} оо системанинг 
барча функцияларига ортогонал булиши билан тенг кучлидир. Аммо 
бизда фак,ат п та аг а2, а п узгармаслар булганлиги сабабли орто- 
гоналлик шартининг факдт п тасини к,аноатлантира оламиз. Бу шарт
лар куйидаги тенгламалар системасига олиб келади:

\\{A \ u „ {x ,y j\ -f(x ,y )}y j (x,y)dxdy =  0
(J

ёки

j j A [ ип {x,y)Vj [x,y)\dxdy =  j \ f(x ,y )v j (x,y)dxdy  (9.3)
С G

(/'= 1 , 2 , ...,«).

Ушбу система а. коэффициентларни топишга хизмат к,илади. Агар 
А оператор чизик^и булса, у холда бу систем а о,, а2, ..., ап ларга 
нисбатан чизикуш алгебраик тенгламалар системасидан иборат була
ди. Бу системадан я ларни топиб (9.2) га куйсак, керакли такрибий 
ечимни хосил кдламиз.



чегаравий масаланинг ечими топилсин.

, ч sinx .
(Осонлик билан куриш мумкинки, аник, ечим и(х)=   ̂ -  х  )•

Е ч и ш .  (9 .4 )  чегаравий масалага Ритц методини куллаб булмайди, чунки 
бунда и олдидаги коэффициент q(x) =  1>0. Бу мисолда (9.2) такрибий ечимини

ип(х) = х ( 1 - х )  (а, +  й2х  +  ... +  аях" ') (9.5)

куринишда к,идирсак, у \олда ип(х) чегаравий шартларни к,аноатлантиради.
Биз бу ерда, аввало, п = 2 деб оламиз, у х,олда гр1(х)= х( 1—х), Ц>2(х) = х 2(1 — х) 

булиб,

и2(х) = х ( 1 — х) (а, +  а 2х) 

булади. ы2(х) ни (9 .3 )  га куямиз, натижада

I 1

jA(u2)y/ldx = -  Jxi//](x)dx,
0 о

1 1 

jA (u 2)\i/2dx = -  Jxy/2(x )d x

i
j [ —2al+a2(2—'6 x ) + x ( l  —x)(fli+a2* ) ]  *  0  — ~
0

i
= — Jx 2 (l — x)*/x,

0

1
J [ —2 щ + a 2 ( 2 — 6 x )  + j c ( l - x ) ( f l ,  +  й2х ) ] х 2 (1 -  x)dx
о

l
=  — J x 3(l-x)</x

0

тенгламалар системасини ,\осил к,иламиз. Интегралларни \исобласак,

10 0 |  +  20  ° 2 12 ’



келиб чикдди. Бундан а, = ----- , а-> = —  ва
369 41

га эга буламиз.
Энди я = 3 булсин, у \олда ^](х) = х  (1—х), ц>г (х) = х2 (1 — х) Ц>ъ(х) = х3( I — х)

ва

иг(х) = х ( 1 - х )  (д ,+  а2х +  а3х2)

деб оламиз. Бу ерда w3(x) ни w} (x) = и2(х) +  я3^ 3(х) куринишда ёзиб олсак , у 
\олда (9.3) система куйидагича ёзилади:

лардан фойдаланишимиз мумкин. У \олда а г аГ аъ ни аниклаш учун куйидаги 
тенгламалар системасига эга буламиз:

о о

о о

о о

Биз бу ерда п -  2 булган \олда \исобланган

о о о о

1 0 fl| + 2 0 ° 2 + 2 1 0 аз -  1 2 *
3 3 19 1

™  а\ = т;

3 13 79 _  1
20 а' + “105 ° 2 + 840 ° 3 “  20 ’ 
19 79 103 _  1 

2К) а' + 840 ° 2 + 1260 “3 “  30

Бу системанинг ечими

а ,=  0 ,3 8 1 9 1 0 ;  а2= -  0 ,1 9 4 1 4 4 ;  а 3= - 0 , 0 2 3 4 1 2 .

Шундай килиб,

и}(х) = х(\-х)  ( 0 ,3 8 1 9 1 0  — 0 , 194144л: — 0 , 0 2 3 4 1 2л:2) . 
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11 .9 .2 . Галёркин методи ёрдамида хос сон ва хос функцияларни 
топиш. Куйидаги

бир жинсли чегаравий шартларда хос сонлар ва хос функцияларни 
топиш масаласини куриб чикдмиз.

Бу масаланинг ечимини топиш учун [а, Ь\ ораликда тулик,, икки 
марта дифференциалланувчи ва (9.7) чегаравий шартларни кдноат- 
лантирадиган <pt,<p2, ... ,<рп базис функцияларни танлаб, хос функция- 
нинг такрибий ечимини куйидаги

куринишда излаймиз, бу ерда а. — номаълум узгармаслар. Кейин бу 
функциядан (9.6) тенгликнинг тула каноатлантирилишини талаб 
кдлмасдан, бу тенгликнинг чап томони <рр <р2, ... ,<рп базис функция- 
ларга ортогонал булишини талаб кдтамиз. Бу бизни куйидаги тенг
ламалар системасига олиб келади:

Х оси л к,илганимиз п та номаълумли п та бир жинсли тенглама
лар системасидир. Бу систем а нолдан фаркуш ечимга эга булиши 
учун унинг детерминанти нолга тенг булиши керак:

Lu = -^( р(х) и ')-  q(x)u + Хи =  О (9.6)

дифференциал тенглама учун энг содда

и(а) = и(Ь) = О (9.7)

чЛх) = ^ а,%(х) (9 .8)

(9.9)

( 7  = 1, 2 ,..., п).

Охирги системани куйидагича ёзиш мумкин:

X ( « i f  +  A^ ) a / = °  (У =  1 , 2 , . . . , и ) , (9.Ю )
/  =  1

бу ерда

(9.11)



« 1 + АД, а2 + Я/?2,-- а п\ + W n l

(Ху + Щ 2 а2 + ад22. • а п 2  + = 0

а и + Щ п « 2„ + Щ „- ■ ат +

Бу тенглама я г а  нисбатан я-тартибли тенглама булиб, п та 
Я|<я,,Я2<"),. . .Д ^ ) илдизларга эга. \ар бир А = Х[п) учун (9.10) тенгла- 
малар системаси нолдан фарк^и а\к),а\к),...,а [к) ечимга эга булиб, 
Х[п) га мос келадиган хос функцияни к^уйидагича ёзиш имиз мум- 
кин:

/=1

Маълумки, бу функциялар узгармас сон купайтувчи аницлигида 
топил ади.

Биз биламизки, (9.6) тенгламанинг хос сонларини топиш учун Я 
нинг шундай к,ийматларини топиш керакки, ( 9 .6 ), (9 .8 ) чегаравий 
масаланинг нолдан фарьуш ечими мавжуд булсин. (9 . 1 0 ) систем а
(9.6) тенгламага яцинлашиш сифатида \осил булганлиги туфайли 
топилган А|(Л>,А^>,... к.ийматлар мос равишда Я ,, Яз,... (9.6) тенгла
ма хос к;ийматларининг як,инлашиши булиб, и{п')(х ),и <2)(х ),... функ
циялар мос равишдаги хос функцияларнинг як^инлашиши булади.

М и с  о л. Ушбу

и’ + Хи = 0, и (-1)  = м(1) = 0

чегаравий масаланинг жуфт хос функцияларига мос келадиган аввалги иккита 
хос сонлари топилсин.

Осонлик билан куриш мумкинки, бу масаланинг аник, ечими к^йидагилар- 
дан иборат:

/ \ КХ , к 2 Зтгх , 9л-2w,(x) = cos — , А, = --- , и2(х) = cos А2 = ■■ .

Е ч и ш .  Базис функциялар сифатида

<Р\ = 1 -  х2, q>2 = х2 ( l  -  х 2 ) ,  ... , <рп = х2п~2 ( l  -  х 2 )

ларни оламиз, у х,олда чегаравий шартларни каноатлантирадиган так,рибий ечим- 
нинг умумий куриниши куйидагича булади:

«„ М  = (! _ * 2) ( fli + агх1 +--- + апх2"~2У

Биз аввал п = 2 деб оламиз, у \олда 
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и'2(х) = 2 (а2 — « ! )  jc — 4я2х 3 ,

« 2  М  = 2  (а2 -  0 | ) -  1 2 о2 х2

булиб, (9 .10 )  тенгламалар системаси цуйидаги куринишга эга булади:

1

| ^ 2 ( а 2 -  а, ) -  \1а2х2 + Я^1 -  * 2 ) ( fli + а2л:2) ] ( 1 "  * 2)dx = 0,
-1

I
|| 2̂ ( а 2 -  а, )  -  12а2х2 + Я^1 -  v2 ) ( a i + а2* 2 ) ]  х2 ( '  ~ 3(2 )^х = 0- 

-1

Бундаги интегралларни ^исоблаб соддалаштирсак, натижада

( 3 5 - 1 4 1 )  а, + ( 7 -2 Я )  а2 = 0,

( 2 1 - 6 Я ) а ,  + ( 3 3 - 2 Я ) а 2 = 0

системага эга буламиз. Бу системанинг детерминантини нолга тенглаштирсак, Я 
ни аник^аш учун

Я2-  28Я + 63 = 0

х а р а к т е р и с т и к  т е н г л а м а  ^оси л  булади, у н и н г  и л ди зл ар и  я [2) = 2 ,467438 ,  

Я,22 ) = 2 5 ,532  5 62 лардан иборат.
Х о с  сонларнинг аник, ифодасидан куйидагиларни \осил к,иламиз:

Я, = 2 ,4674011 ,  Хг2 -  22 ,206609 .

Бундан курамизки, биринчи хос соннинг абсолют хатоси 3 ,7 -  10~5 булиб,
(2)

иккинчисин инг нисбий хатоси 15% дан иборат. Энди Я| нинг к,ииматини 
(9 .12 )  системага куйиб, а ,=  а, а2= —0 ,2 2 0 7 4 9 8 а  га эга буламиз, бундаги узгар- 

мас сонни эса

I 2
J [ 4 2>( x ) ]  dx = 1 

-1

. пх
нормаллаштириш шартидан топамиз, чунки бу шартни и(х) -  c o s - ^ -  аник, ечим 

каноатлантиради. Бундан а = 0 ,9 9 9 0 6 7 3  ва

и\1) {х) = 0 ,9 9 9 0 6 7 3 ( l  - x 2 ) ( l  -  0 , 2207498jc2 )

ни х,осил к,иламиз.
Энди я = 3  деб олиб, учинчи як,инлашишни

иг (jc) = ( l  -  х2 ) + а2х2 + а3х4 j

(9 .1 3 )



4Я3-  450Я2 + 8910А -  19305 = 0 

характеристик тенгламани \осил к,иламиз, бунинг ечимлари

я [3>= 2,467401108, Я<3) = 2 2 ,2 9 3 4 0 6 . . .

Я^3) = 87,739193 ...

лардан иборат. Булардан ва хос сонларнинг аник, к,ийматларидан курамизки, 
биринчи хос соннинг к,иймати 4 *1  О̂ 6 аник^пикда топилди, иккинчи хос со н -  
нинг аник^иги эса 0 ,9  %.

Энди Я|<3) нинг к,ийматини ( 9 . 13) системага к$йиб, а р а2, а} ларни аник,- 

лаймиз, улар а узгармас купайтувчи аник^пигида топилади, а  ни и[3> (х) нинг 

нормаллашганлигидан топсак, 0 = 0 ,9 9 9 9 7 2 9  = 1  булади.
Натижада биринчи хос функция к,уйидаги куринишга эга булади:

г/,(3> (х) = (1 -  * 2 ) (1  -  0 , 233430л:2 + 0 , 0 18962л:4 ) .

Юкрридагига ухшаш бошкд масалалар учун хос сон ва хос функ- 
цияларни Галёркин методи билан топиш мумкин. Масалан,

с и д и  .— « + —т- + Aw — 0
дх ду (9 -1 4 )

тенглама ва

и j г =  0 (9.15)

чегаравий шарт учун хос сон ва хос функцияларни аниклайдиган 
система

Я
я2 з 2
^  + - 4 +Ям„
дх ду

(р :dxdy  =  0 ,  / =  1 ,2 , . . . ,  п (9.16)

булиб, бу ерда

un(x^y) = Y J ai(pi{x,y)

ва {<р) иккинчи тартибли хусусий \осилаларга эга булган, (9 .14),
(9.15) чегаравий масалани кэноатлантирадиган функцияларнинг тулик, 
системаси. Х ос сонларнинг такрибий кийматини топиш учун (9.16) 
системанинг детерминантини нолга тенглаштириш керак.

2 5 9



11 .10-§ . Э Н Г КИЧИК КВАДРАТЛАР М ЕТОДИ

1 1 .10 .1 . Энг кичик квадратлар методининг fohch. Фараз кдлай- 
лик, Я  — х.ак.ик.ий Гильберт фазоси ва А — чизик/ш оператор булиб, 
к,ийматлари Я д а  ётсин ^амда унинг D(A) аник^аниш со^аси Я  
нинг х,амма жойида зич булсин.

Ушбу
A u = f  (ЮЛ)

оператор тенгламани кдраймиз, бунда и eZ ) (А) изланаётган эле
мент були б,/ эса Я  нинг бирор элементидир. Ф араз кдлайлик, бу 
тенглама ягона ечимга эга булсин.

Биз ( 1 0 . 1 ) тенгламага куйидаги

I(u) = \ A u-f\2 (Ю.2)

функционални мос куямиз ва ( 1 0 . 1 ) тенгламанинг ечимини излаш 
масаласини D (А) да бу функционалга минимумни таъминлайдиган 
элементни топиш масаласи билан алмаштирамиз. Равшанки,

min /(ы) = /(и*) = 0 ,
u<=D(A)

бу ерда и* элемент (10.1) тенгламанинг ечими. Мазкур методнинг 
энг кичик квадратлар методи дейилишининг сабаби ( 1 0 . 1 ) тенгла
манинг ечимини топиш ( 1 0 .2 ) функционални минимумлаштиришга 
асосланганлигидадир.

Энди 1(и) функционалнинг минимумини куйидагича кддира- 
м из: чизик^и эркли {^ (}, cplG.D(A) элементлар кетма-кетлигини 
танлаймиз ва ( 1 0 . 1 ) тенгламанинг ечимига «-як^нлашишни

= ( 10-3) 
/=1

куринишда излаймиз, бу ерда а. — номаълум сонлар. Улар шундай 
танланадики, <р] , <р2 ... , <рп элементлар устида тортилган Dn(A)&D(A) 
фазо остида /(wn) = Иг/я — /| | 2 функционал минимумга эришсин. Бу 
талаб а , , а2 ... , япларни аник^паш учун куйидаги

= 0 , / = 1, 2 ,..., п ( 1 0 .4 )
d a i

чизиьуш алгебраик тенгламалар системасига олиб келади. Агар а *  , 
а *  ... , а*плар (10.4) систем анинг ечими булса, у х,олда мпушбу



п
" .  = Z fl/V,

/=1

формула ёрдамида топилади.

11.10.2 . Чизивди чегаравий масалага энг кичик квадратлар мето- 
дини цуллаш. Биз ушбу

L(u) = и"+ р{х)и'  + ц(х)и = f ( x )  ( 1 0 . 5 )

иккинчи тартибли дифференциал тенгламани

r iOO = a 0u(a) + a lit’(a)= А, Г 2(и) = j30u{b) + Д «/(/>) = А (1 0 .6 )

чегаравий шартларда энг кичик квадратлар методи ёрдамида ечиш 
масаласига муфассал тухталиб утамиз. Бунда (10.5), (10.6) масала ягона 
ечимга ва бу ечим [а, b] да икки марта узлуксиз ^осилага эга деб  
\исоблаймиз. Куйидаги ш артларни к,аноатлантирадиган <р.(х) 
(/ =  0, 1, 2 ...) функциялар системасини ^араймиз:

1) <Р,(х) функциялар \а, Ь\ да икки марта узлуксиз х,осилага эга;
2) х,ар к^андай п учун <рt (х), у?, (х )... , <рп(х) функциялар [а, Ь\ да 

чизикди эркли;

3) <Р0(х) ф ункция (1 0 .6 )  чегарави й  ш артларн и, дол ган  <р.(х) 
функциялар эса  бир жинсли чегаравий ш артларни к,аноатланти- 
ради:

/|((р,) = 0, Г 2(<р,) = 0, / = 1,2,...;

4) <Р,(х) функциялар (10.6) чегаравий шартларни каноатланти- 
радиган С-[а, Ь) синфда тулик,системани ташкил этади.

Э с л а т м а .  С2[а, Ь\ га тсгишли булган па ( 10 .6 )  чегаравий шартларни к,ано- 
атлантирадиган и(х) функциялар синфини Шоркали белгилаймиз; {р (х ) }  функ
циялар системаси F  синфида тулик, дейилади, агар ихтиёрий е > 0 сон ва ихти-
ерий u (x )eF функция учун шундай п ва шундай аг  а2 ... , аа узгармаслар топил- 
сзки,

I ии)(х) -  и^(х)  | < е ,  7 = 0 ,  1, 2 , а < х < Ь  

тенгсизлик уринли булса. Бу ерда

П
u„(x) = %(x) + J^a:(p,(x). ( 1 0 7 )

/I

Бу таъриф шуни билдирадики, >̂ ар цандай жоиз « ( х ) е / гфункция 
учун шундай ип(х) функция топиладики, етарлича ани]уш кда |а, Ь\



да и(х) ни унингм'(*) ва и'(х) хрсилалари билан биргаликда як,ин 

лаштиради.
Энди (10.5), (10.6) чегаравий масаланинг ечимини (10.7) кури- 

нишда излаймиз, и'(х) функция а. ларнинг ихтиёрий к,ийматида
( 1 0 .6 ) шартларни кдноатлантиради. а.ларни шундай танлаймизки, 
и (jc) имкони борича (10.5) тенгламани яхширок, я^инлаштирсин. 
Биз ип(х) ни (10.5) тенгламага куйиб,

га эга буламиз. Деярли хдр доим рп(х) = 0. Биз шундай иш цилиши- 
миз керакки, |р„(х)| имкони борича кичик булсин. Шу мак^садда

микдорни кдраймиз ва а, , а2 ... , аяномаълум сонларни шундай 
танлаймизки, е2 энг кичик цийматга эга булсин.

Агар р(х), q(x) G L2[a, b] функцияларнинг (р, q) скаляр купайт- 
масини, одатдагидек,

Изланаётган а , , а2 ... , ап параметрларни топиш учун ^уйидаги 
системани хрсил к,иламиз:

L(u„)~ f(x )  = р„(х)

h
jp*{x)dx

Ь
(p,q) = jp(x)q(x)dx

каби аникдасак, у хдпда е 2п = 1(ип) булиб, бу ерда 

1(и) = ||Ци) -  / ||2 = Щи) -  /, L(u) -  /).

Равшанки,

L ( u n) =  L((p0 ) + ^ j aiL(<p,),

бунда

-1 8-"~ = [ ]Г а ,.£ ((р ,.)-/  L[(pj)dx = 0 , j  = 1, 2 ,..., п
2 да,



ёки ушбу

Ъ

ач = «;/ = |Д<Р,)Д<Р; К * ,

Pi = j f(x)L( (pj )dx
а

белгиларни киритиб, юкрридаги системани

± a* = P j >  У = 1. 2 ,...,я  ( 1 0 .8 )

куринишда ёзиб оламиз.
Шуни таъкидлаш керакки, ( 1 0 .8 ) системанинг матрицаси сим - 

метрик булиб, унинг детерминанти Ц<рх), L(<p2),..., L(<pn) лар учун 
Грам детерминантидир. Фараз кдтайлик, ( 1 0 .8 ) система ягона ечимга 
эга булиб, я *  , а*2 ... , а *пунинг ечими булсин. У х,олда и(х) га 
як^инлашиш сифатида

11Лх) = '£ а * ,  <рДх)
/'=]

олинади.
Энди (10.8) системанинг к^чон ягона ечимга эга булиши масала- 

сини куриб чик^миз. Системанинг ягона ечимга эга булиши факдт 
W^x)} системанинг танланишига боглик, булмасдан, балки ( 1 0 .5 ),
(10.6) чегаравий масаланинг табиатига хдм боглик,. Хусусий хрлда

Ци) = 0 , Г,(и) = 0 , Г 2(и) = 0  ( 1 0 .9 )

бир жинсли масала фа^ат нулли ечимга эга булишига х,ам боглик,- 
дир. Ёзувни к.иск.артириш макрадида а 0 = (30 = 1, а, = jS, = 0, хрлни 
кдраймиз. ( 1 0 .8 ) системанинг матрицаси а = \а^" булиб, унинг д е
терминанти А = deta булсин. 1

1-т е о р е м а. Агар (10.9) чегаравий масала фацат и(х) = 0  тривиал 
ечимга эга булса, у %олда А^О в а (10.8) система ягона ечимга эга 
булади.

И с б о т и . Ушбу
и

Z a ^ = ° >  7 = 1,2, . . . , /»
f=l

бир жинсли тенгламалар системасини караймиз. Бу система фак,ат 
Ь. = 0 тривиал ечимга эга эканлигини курсатам и з. Буни нг учун
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j  тенгламани b. га купайтириб, натижасиниубуйича 1 дан п гача 
кушиб чик,амиз:

= & 1 L hA (p,)bJL {(pJ ) dx = 0 • ( 10Л°)
7 = 1  /=1 а  /=1 7 =  1

Агар
п

i=i

белгилашни киритсак, у \олда ( 1 0 . 1 0 ) муносабатни

b
jz?(w „)A  = 0
а

куринишда ёзиш мумкин. Бундан эса L(un) =  0 келиб чицади. Энди 
<р.(х) базис функциялар = (р^Ь) = 0  (/ = 1 , 2 , ..., п) шартларни 
к,аноатлантиришини эсласак, ип(а) = ип(Ь) = 0 келиб чик;ади. Демак, 
Гх(и )  = 0, Г2(и ) = 0. Шундай кдлиб, ип(х) функция (10.9) чегаравий

шартларни к^аноатлантиради ва теорема шартига кура ип(х) = 0  ёки
п

Y jbtfiix) = 0 . Аммо <р{(х), <р2(х), ...., <рп(х) функциялар чизикуш

эркли, шунинг учун х,ам ип(х) = 0 шартдан 6 . = 0 келиб чикдди. Д е
мак, Д ^ 0 ва (10.8) система ягона ечимга эга. Теорема исботланди. 

Куйидаги

Г,(и) = м(а) = 0, Г 2(и) = и(Ь) = 0 (1 0 .1 1 )

хусусий хдлда ( 1 0 .5 ), ( 1 0 .6 ) чегаравий масала учун энг кичик квадрат
лар методининг як.инлашишини курсатамиз. Фараз к^илайлик, и*(х) 
функция ( 1 0 .5 ), ( 1 0 . 1 1 ) чегаравий масаланинг аник, ечими булиб, 
и *(х )  унинг энг кичик квадратлар методи билан топилган л-як,ин- 
лашиши булсин. Ш уни таъкидлаш керакки, (10.11) чегаравий шарт- 
ларда

(р0(х) = 0 ва и*(х) = ^ а *< р ,(х)
/=1

булади.
2 -т  е о р е м а . Агар н;уйидаги икки шарт бажарилса, у х,олда энг 

кичик квадратлар методи билан топилган |м„(х)| функциялар кетма- 
кетлиги L2 фазода и *(х) аник; ечимга интилади:

1) (10.5), (10.11) чегаравий масала ягона и *(х) ечимга эга;



2) шундай узгармас М сон мавжудки, [а, Ь] да х,ар к,андай икки 
марта дифференциаманувчи ва оралщнинг четки нущталарида нолга 
айланувчи и(х) функция учун

НДМ)11- ju2(x)dx

тенгсизлик уринли.

И с б о т и . 1) шартга ва 1-теоремага кура {ип(х )J кетма-кетликни 
куриш мумкин; {<р,- (х)} кетма-кетлик С 2[а,Ь] синфда тулик,, шу- 
нинг учун \ам (эслатмага к;.) \ар ^андай е > 0  сон учун шундай N ва 
а., а2 ... , о^параметрлартопиладики,

\\L{U* ) - J 1 U,L M \ \ < ~  ( 1 0 . 1 2 )

тенгсизлик бажарилади.
N f  N Л

L ( u * )  =  / , ' £ а ,ь ( (Р ; ) =  L  = L ( u n )
/=| V /=1 )

тенгликларни \исобга олсак, у хрлда ( 1 0 . 1 2 ) тенгсизликни куйида- 
гича ёзиш мумкин:

¥ ~ L {u N)\\<eM. (10.13)

Энди uN(x) функцияни я : , а2 ... , aN параметрлар тупламида 
/ (uN) = \\L(u n ) -  f  ||2 функционални минималлаштириш натижаси- 

да Х.ОСИЛ булган и *( х )  функция билан алмаш тирамиз. Равш анки, 
и*{х)  функция учун (10.13) тенгсизлик бажарилади. Демак,

Н Ц » * ) - ^ К ) ! 1 < д  

Агар п > N деб олсак, у \олда

\\Lu* - L u'n\\ = \\L(u * - u N | < -- 
1 M

тенгсизлик уринли булади. Теореманинг 2) шартидан фойдалансак, 
бундан

| | h * - m J<  M \ \ L { i i  * - u ' N )||< с 

келиб чик,ади. Энди е нинг етарлича кичиклигини \исобга олсак,

lim ||и*-и^|| =  0
я —>х

хрсил булади ва теорема исботланади.



11 .11-§ . ВАРИАЦИОН-АЙИРМАЛИ М ЕТОДЛАР. 
ЧЕКЛИ ЭЛЕМ ЕНТЛАР М ЕТОДИ

Биз олдинги бобларда чегаравий масалаларни чекли-айирмали 
методлар ва вариацион методлар билан такрибий ечиш масаласини 
куриб чик^кдн эдик. Бу методларнинг х,ар биринингустунликлари ва 
камчиликлари бор. Агар дифференциал оператор мусбат аник/танган 
ва симметрик булса, вариацион методни куллаш натижасида \осил 
булган чизик/ш алгебраик тенгламалар системасининг матрицаси \ам 
мусбат аниьушнган ва симметрик булади. Аммо бу матрица тула, 
яъни нолдан фарк^и элементлари жуда куп булади. Ш унинг учун 
\ам матрицанингтартиби катта булса, бундай системани ечиш жуда 
куп ме^нат талаб кдлади. И ккинчитомондан, чекли-айирмали ме- 
тодда матрица уч диагоналли булиб, чизик^и алгебраик тенгламалар 
системасининг матрицаси сийрак булади. Аммо дифференциал опе
ратор мусбат аникданган х,олда системанинг матрицаси мусбат аник,- 
ланмаган булиши мумкин.

Кейинги йилларда шундай методлар яратила бошландики, улар 
вариацион ва айирмали методларнинг ижобий томонларини узида 
мужассамлаштирган. Бу методлар вариацион-айирмали методлар (чеют 
элементлар методы) дейилади. Бундай методларни куриш учун ва
риацион методларда {<р.} базис функциялар сифатида чекли бардор- 
ли функцияларни* (финит функцияларни) олиш керак. Бундай 
функциялар ечим мавжуд булган сохднинг факдт кичик к,исмида- 
гина нолдан фаркдидир.

Биз биламизки, агар

функционал аник,ланган сох,адан олинган ва и (0) = и (1) = 0 шарт
ларни каноатлантирадиган и (х) функция (11.1) функционал учун 
минимумни таъминласа, у хрлда у

чегаравий масаланинг ечими булади. Аксинча, агар и(х) ечим (11.2) 
чегаравий масаланинг ечими булса, у\олда и (х ) ечим (11.1) функ- 
ционалнинг аникутаниш со\асида унинг учун минимумни таъмин- 
лайди.

* Функциянинг б а р д о р и  (русча «носитель») чекли дейилади, агар функ
ция ( - ° о ;  со)  ораликда аник/шнган булиб, бу оралик,нинг чекли к,исмида нолдан 
ф арми булса.

о V
(11.1)

7  2+ 4  = / (х ) ,  и(0) = И (1) = о
dx'

( 11.2)



Вариацион-айирмали методнинг мо^иятини тушуниш учун 
ео„ = |х,- = ih, i = oN; hN = l j  турда

( x  — X(_|) / /?, x e ( x , _ l , x /) ,  

%(*)  = ' ( * , +i ~ x ) /h ,  x e ( x , . , x /+1) ,

О, x e  x ,+1)
(П .З )

финит функцияларни олиб, уларни базис функциялар сифатида 
цабул кдтамиз. Финит <р:(х) функциянинг бардори supp <р.(х) орк,а- 
ли белгиланади, бизнинг хрлда supp <р.(х) = ( х х . +|). Такрибий 
ечимни

куринишда цидирамиз, бу ерда а. коэффициентларни вариацион 
алгоритм буйича аниьутймиз. Бу \олда (11.1) функционал учун 
минимумни таъминлаш шартидан

тенгламалар системаси келиб чикдди. (4.6), (4.7) формулаларга кура

Унча мураккаб булмаган х.исоблашлардан А , i , j  = 1 ,2 ,. . . , jV— 1 
лар учун куйидагиларни хрсил 1<;иламиз:

Шундай к,илиб, вариацион алгоригмни (11.3) финит функция- 
ларга куллаш натижаси бизни (11.4) тенгламалар системасига кел- 
тирди. Бу кдндайдир айирмали тенглама булиб, айирмали методлар- 
да хрсил буладиган тенгламаларга ухшашдир. Бу системанинг мат- 
рицаси уч диагоналли булиб, ^исоблаш учун кулай. Бундан ташк,ари,

N -1

(х) = ] Г  «,</>,. (х )

j  = 1,2,..., N- 1 (П .4 )

Aij = j[<p,'(-v)<p' (-*■) + <Pj(x)(pi (x ) ]  с/х, bj = J f (p i (x)dx. (11.5)

( 11.6 )

0, \i-j\> \.



(11.5) ва (11.6) дан курамизки, (11.4) системанинг матрицаси сим - 
метрик матрицадир.

Ф араз кдтайлик, (7 со^а Оху текислигида к;андайдир чегаралан- 
ган со\а булиб, чегараси Гбулсин. Куйидаги белгилашни кирита- 
миз:

а = (a v а 2), \ а \ = а^+ а 2, бунда а {, а 2 — бутун сонлар. Бизга ке- 
йинчалик L2(G), W2 (G) ва \Vi(G) Гильберт фазолари керакбула
ди , бу ф азоларда скаляр купайтма ва норма куйидагича аник,ла- 
нади:

белгилаймизки, W 2 (G) га тегишли булган функциялар Гда нол- 

га айлансин. Ф араз к,илайлик, берилган и(х, у) G w2 ( G) функция- 

ни G = {0 < х  < а, 0 < у < Ь) сохдца булак-булак чизикли функция 

билан аппроксимация к,илиш талаб к^илинсин. Бунинг учун G ни 

х. =  ihr у. = jh2 (/?! = а/М, h2 = b/N) турри чизик^лар билан (7.. тугри 

туртбурчакларга булиб чик,амиз, кейин х;ар бир G. ни диагонал 
билан иккига буламиз (21 -чи зм а), яъни С ни учбурчакларга булиб 
чик,амиз. Х,ар бир (х., у}  га ш ундай<р/х,у) функцияни мос куямиз- 
ки, у (хг у)  тугунда бирга тенг булиб, боища тугунларда нолга 
тенг ва \ар бир учбурчакда чизик,ли функциядир. Киритилган тур 
учун барча <р0(х, у) ларни куйидагича

L2(G) да

G

W2 (G) да

0 к к 
Энди Wi (Сморкали Wi (G) фазонинг шундай фазоостисини

о к



о х

1 - 5 ,  0  < 5 < 1, О < / < 5,

1 -  Л О < s < 1, 5  < t < 1,

1 + 5 -  Л - 1  < 5 < О, О < Г < 5 + 1, 

1 + 5 ,  -  1 < 5 < О, 5 < / < О,

1 + /, -  1 < 5 < О, -  1 < / < 5,

1 -  5 + /, О < 5 < 1, 5 — 1 < ? < О

(11.7)

киритилган функция оркдли ифодалаш мумкин. Бу функциянинг 
бардори 22-чизмада курсатилган. Энди <р..{х, у) ни куйидагича ёзиш 
мумкин: 4

Бу функциялар Курант 
функциялари деб аталади. 
Берилган и ( х ,у ) е w](G) 
функция учун

u,j = “(хп у Л , i = О, М ,

J = О, N 

сонларни киритиб,

м м
uh(x,y) = Y d ' Z u w f a y )

/=о у=о

SUppy?f5/>

( П . 8 )



чизик^пи комбинациями тузамиз, бу ифода и (х, y )jm  булак-булак 
чизик,ли тулдириш дейилади. Равшанки, uhGC(G)Awl2(G). Агар 
и е  WjAw\ булса, у хрлда

М - 1 N-\

“н(х,у) = Z Z
/=1 н

га эга буламиз, бунда йигинди G нинг ички ну^талари буйича 
оли над и.

Энди вариацион-айирмали метод билан тугри бурчакли туртбур- 
чак сох,ада Пуассон тенгламаси учун Дирихле масаласини ечамиз. 

Ф араз кдлайлик, G = {0 < х  < а, 0 < ^ < й }  со^ада

-A u = f ( x , y ) ,  и |г = 0 (11.9)

Дирихле масаласининг такрибий ечимини топиш талаб кдлинсин. 
Бу масалани Н  = L2(G) Гильберт фазосида кдраймиз. Масаланинг 
оператори А куйидаги

дифференциал ифода билан берилган булиб, аниьуганиш сох,аси 
D(L) = {м : u Elw\(G ),u \г = О }. Энди (11.8) масалани куйидагича ёзи- 

ш имиз мумкин:

Au = f ,  f E L , . (11.10)

Равш анки, А оператор симметрик:

G

Курсатиш мумкинки, А мусбат аникданган оператор. Оператор сим
метрик ва мусбат аник^ланган булганлиги учун (11.10) масалани 
ечишда Ритц ёки Галёркин методини куллашимиз мумкин. Бу ерда 
хдр иккала метод х,ам устма-уст тушади. Шунинг учун х,ам такрибий 
ечимни Галёркин методи шаклида кдцирамиз. А операторга мос ке- 
ладиган энергетик фазони НА оркдии белгилаб, унда скаляр купайт- 
ма ва нормани куйидагича аникдаймиз:

k # l =  f ( ^ +^ - } d x d y ,
L ’  J  i { d x d x  д у д у )

G



Галёркин методи асосида куйидаги интеграл тенглик ётади:

[и,д] = (/ ,{> ),  /£^2 .

Ихтиёрий # £//, функция учун (11.10) тенгламанинг умумлашган 
ечими бу тенгликни к^аноатлантиради.

Таьуэибий ечим uh(x,y) ни

М 1 /V 1

“н(х,у) = ^ ^ й у < р 1у(х,у)
М ./ I

куринишда излаймиз, бундаги а коэффициентларни Галёркин 
методи асосида

К  ] = (/>*/)> к = \ , М  - 1, / = 1 ,N  - 1

системадан топамиз. Бу системани куйидаги матрицали куриниш
да ёзиш имиз мумкин:

А а =  ? ,  ( П .11)
бунда

а  ~  ( f l l l  ’ f l 2l > ••••> а М 1,1 > а М - 1 ,2 ’ •••!

о, д,_|, ..., ам _| д,_ j ) ,

У  =  ( y i l  5 /2 1  >••••> f М А Л  ’ •••■> f ) >

Gijkl

fki = jf(x,y)<pkl(x,y)dxdy,
G

G ke = GAsupp<pw, G..w = G^Asuppcp...



Х,ар бир учбурчакда ф1у(х, у) чизиьуш булганлиги учун уларнинг 
^осиласи бу учбурчакда узгармас сондир. Шунинг учун хдм Ajjk/ лар- 
ни осонлик билан \исоблаш мумкин:

d(Pij . дери \ _
дх  ’ дх

, агар к = i, / = j  булса,
К

, агар к = i + 1, / = /' булса,
h

О, агар / = 7 + 1, к = i ёки к = i + 1 булса,

-  агар к = г -1 , / = j  булса,

О, агар / = 7 - 1, к = i - 1 ёки к = i булса;

' 8(Pij . d<Pkl
ду ’’ ду

\ , агар к = i, I = j  булса,

О, агар к = / +1, I = j  ёки I =

1 ;-  - j , агар к = i
и2

О, агар к = / -1 , / = j  ё

7  +1 булса, 

, агар к = /, / = у +1 булса,
ь2

7  ёки / = 7 - 1  булса, 

У , агар £ = /, / = 7 - 1  булса.

Топилган к,ийматларни (11.11) га куйсак, у к,уйидаги куриниш- 
га эга булади:

2а,у c t j - i j  a i+\,j 2a(y a ij-\  a i j +1 _
^  ; +  I? -  Jiji

i =  1 ,2 ,..., M -\ , j  =  1 ,2 ,..., TV -1,

бунда a0y =  aMj =  ai0 = ajN =  0 деб х,исобланади. Ш ундай к,илиб, 
Галёркиннинг вариацион-айирмали методи асосида булак-булак 
чизик,ли (1 1 .8 )  бази сд а (1 1 .9 )  масала учун маълум беш  нук.тали 
сх ем ага  келди к. А ммо бу ерда fy = (/,Ф,у) м ахсус куриниш га 
эга.



12-боб
ИНТЕГРАЛ ТЕНГЛАМАЛАРНИ 

ТАКРИБИЙ ЕЧИШ

1 2 .1 -§ . И Н ТЕГРА Л ТЕН ГЛА М А ЛА Р Н А ЗА РИ ЯС И Н И Н Г 
АСОСИЙ ТУШ УН Ч А ЛА РИ

Интегрсы тенглама деб шундай тенгламага айтиладики, унда и(х) 
номаълум функция аник, интеграл белгиси остида кдтнашади. Маса- 
лан,

ь
g(x)u(x)  -  Я |K(x,s)u(s)ds=f(x)(a<x<b), ( 1 . 1 )

а

бу ерда g(x), К(х, s) ва /(х) берилган функциялар ва X берилган 
параметрдир (купинча у 1 ёки —1 деб олинади). К(х,у)  функция 
интеграл тенгламанинг узаги (ядроси) ва f(x) функция тенглама
нинг унг томони (ёки озод %ади) дейилади. Ш уни таъкидлаш ло- 
зимки, X комплекс \ам, \ак,иций х,ам булиши мумкин, лекин х  ва 
s доим ^ак.ик.ий к,ийматни кабул к,илади.

Агар g(x) = 0 ва X = — 1 булса, у \олда (1.1) тенглама

ь

jK(x,s)u(s)ds = f ( x )  (1.2)
а

куринишга эга булиб, Фредгольмнинг I жинс интеграл тенгламаси 
дейилади. Агар барча х £  [я, />] учун g(x )  ^ 0 булса, у хрлда (1.1) тенг- 
ламанинг х,ар иккала томонини g(x) га булиб, кбайта белгилаб чик,- 
сак, уни

ь

u ( x ) - x j / ( ( x , s ) u ( s ) d s = f ( x )  (a < x < b ) (1.3)
а

куринишда ёзиш мумкин. Бу тенглама Фредгольмнинг II жинс ин
теграл тенгламаси дейилади. Агар [а, b] оралик;нинг айрим нук,та- 
ларида g(x) = О булиб, боища нук,таларида g (x ) *  О булса, у хрлда
(1.1) тенглам а Фредгольмнинг III жинс интеграл тенгламаси д е 
йилади. I II  ж инс тенглама кам урганилган, леки н татбик^тарда 
учрайди.

Юкрридаги (1.1), (1.3) тенгламалар бир жинсли булмаган тенг
ламалар дейилади. Агар (1.3) тенгламада/(х) = 0 булса, у \олда



b

u(x) -  Я s)u(s)ds  =  0  ( a < x < b ) ( 1 .4 )

a

Фредголъмнинг бир жинсли тенгламаси дейилади. Бу тенглама доимо 
нулли (тривиал) и(х) = 0 ечимга эга. Агар X параметрнинг айрим к,ий- 
матларида тенглама нотривиал ечимга эга булса, бундай к,ий- 
матлар К(х, s) узакнинг ёки унга мос келадиган (1.4) тенглама- 
нинг хос цийматлари (хос сонлари) дейилади, уларга м ос келади
ган нотривиал ечим эса хос функциялар дейилади. Ушбу

ь

и{х) -  X |АГ(5, х) и (s) d s - f  (х) {а < х <b) (1.5)
а

тенглама (1.3) тенгламага богловчи дейилади.
Фредгольм тенгламаси назариясининг асоси куйидагидан ибо- 

рат:
1. Агар X сон К(х, s) узакнинг характеристик сони булмаса, у 

х,олда ихтиёрий /(х) озод х,ад учун (1.3) тенглама ягона ечимга эга.
2. Агар X сон (1.4) бир жинсли тенгламанинг хос сони булса (унга 

(рк = (рк(х ), к = \,п хос функциялар мос келади), у 5^олда Я

ь
и(х) - 1 jK (s ,x)u (s)ds = 0 (1.6)

а

богловчи тенгламанинг \ам хос сони булади. (1.4) ва  (1 .6 )тен г- 
ламаларнинг X хос сонига м ос келадиган хос функцияларининг 
микдори бир хил булади.

3. Агар бир жинсли тенглама нотривиал ечимга эга булса, у хрлда 
бир жинсли булмаган тенглама, умуман айтганда, ечимга эга булмай- 
ди. У ечимга эга булиши учун

ь __
{ f ’Vk)=  lf(x)w k(x)dx = 0, к = \,п (1.7)

а

ортогоналлик шартининг бажарилиши зарур ва етарлидир, бу ерда 
грк(х) к = й п  богловчи K(s, х) узакнинг берилган хос сонига мос 
келадиган хос функцияларидир.

4. (1.4) тенглама хос сонларининг туплами чекли масофада ли
мит нук^тага эга эмас. Агар хос сонларнинг туплами чексиз булса, 
у ^олда лимит нуцта чексизликда ётади.

Татбикдарда K(x,s) узаги симметрик булган, яъни

К(х, s)=K(s, х)



Фредгольм тенгламалари катта а\амиятга эга. С имметрик узак ку- 
йидаги хоссаларга эга:

1. Хар к,андай симметрик узак >̂ еч булмаганда битта хос сонга
эга.

2. Симметрик узакнинг барча хос сонлари х.ак.ик.ийдир.
3. Симметрик узакнинг ^ар хил X ва /ДА ф f.i) хос сонларига 

мос келадиган <р(х) ва гр(х) хос функциялари [а, b] ораликда уза- 
ро ортогонал, яъни

интеграл тенгламалар ^ам куп учрайди, булар м ос равишда Воль- 
терранинг Iх;амда IIжинс интеграл тенгламалари дейилади.

функцияни киритиб, (1.8) ва (1.9) Вольтерра тенгламаларини мос 
равишда A"(x,5) узакли Фредгольм тенгламаси куринишида ёзиш 
мумкин. Аммо куп х^лларда Вольтерра тенгламаларини мустаь^ил 
равишда текшириш (ва такрибий ечимини топиш ) мак^садга муво- 
фик, булади.

Вольтерранинг I жинс тенгламасига мисол сифатида Абелнинг 
ушбу

тенгламасини олиш мумкин, бу ердаfix) узлуксиз хрсилага эга булган 
маълум функция. Маълумки, (1.10) тенгламанинг ечими куйидаги 
формула билан аникданади:

X

а

Амалиётда куйидаги куринишдаги
X
|/Г(х,.у)г/(5)Л = f ( x ) (1.8)
а

ва
X

и(х) -Х ^ К (х ,  s)u(s)ds = / (х) (1.9)
а

Ушбу

X

( 1.10)

и{х) = sinw'T т  + Г / М *
я-  ^ | _ а  W v - c l ' - aО (Х - S ) '



Агар К(х, s) ва f(x)  лар узлуксиз дифференциалланувчи функция
лар булиб, барча х £ [ а, Ь] учун К(х, х )^ 0  булса, у хрлда Вольтер- 
ранинг (1 .8) 1 жинс интеграл тенгламаси Вольтерранинг (1.9)
II ж инс интеграл тенгламасига келтирилади. Ха^ик^атан хдм,
(1.8) тенгламанинг \ар иккала томонини х буйича дифференциал- 
лаб,

X
А :(х ,х)и (х)+  jK'x(x,s)u(s)ds = / '(х )

а
ёки

и{х) + J X  (х, s)u(s)ds = f  (х) (а<  х  < Ь)
а

тенгламани ^осил ^иламиз, бу ерда

Ш унинг учун \ам биз кейинчалик Вольтерранинг И ж инс тенгла- 
масини кдраймиз.

Юкррида келтирилган тенгламаларнинг \аммаси \ам чизик^и ин
теграл тенгламалар де й ил ад и, чункиуларда изланаётган и(х) функ
ция биринчи даражада кэтнашади. Чизик,ли булмаган интеграл тенг
ламалар \ам куп учрайди. Ушбу

ь
и(х) - 1  jA 'lx ^ jW ^ )]*  = f { x )

а

Урисон тенгламаси ёки

ь
u ix )- l^ K ix ,s )F is ,u is ) )d s  = / (* )

а

Гаммерштейн тенгламаси чизиьуш булмаган интеграл тенгламага 
мисол була олади.

Интеграл тенгламалар математиканинг узида ва унинг турли 
татбикдарида учрайди. Дифференциал тенгламаларда Коши маса- 
ласи Вольтерра интеграл тенгламасига, эллиптик тенгламаларда- 
ги чегаравий масала Ф редгольмнинг II жинс интеграл тенглама
сига, параболик ва гиперболик тенгламалар эса Фредгольмнинг 
I ж ин с тенгламасига келтирилади.

М и с о л .  К,уйидаги л-тартибли оддий дифференциал тенглама учун Коши 
мае ал ас и



j V  * + P\ (x)(pin !)(x) + ... + Pn(x)q> = / ( x), 

[ р ( а )  = 0,  <p'(a) =  0 , . . . ,  f (̂" l ( (a )  = 0

берилган булсин. Бу масалани интеграл тенгламага келтириш мумкин. Хакикатан 
^ам,

9(Х)= (п-\)! (I.,2)а

деб оламиз, бу ерда и(х) янги номаълум функция. ( 1. 12) тенгликни к марта диф- 
ференциаллаймиз, натижада куйидагига эга буламиз:

1 х
9ik)(x)  = (П-\-к)\ J ’ 1 (1 < к < п -  1),

а

<р{п){х) = и(х).

Шу билан бирга барча 1 < к < п — I учун <рш(а) =  0 ш артнинг бажарилиши рав- 
ш андир. <р«>(х) лар учун топилган ифодаларни (1.11)тенглам анинг чап томонига 
Куйиб, куйидагига эга буламиз:

*
и(х) + jK(x,s)u(s)ds = f (x) ,  (1 1 3 )

а
бунда

К(х, S) = Pl (х) + Р 2 (х)  + ... + рп(х)  .

Шундай к,илиб, ( I . II) масала Вольтерранинг II жинс ( 1.13) интеграл тенглама- 
сини ечишга келтирилди. (1.13) дан и(х) ни топиб олиб, р(х) ни ( 1 .12) формула 
ердамида аник^аймиз. Бунга ухшаш мисолларни куплаб келтириш мумкин.

Бу бобда асосий масала куйидагилардан иборат: 
1) Я ниш берилган ^ийматларида бир жинсли булмаган интег

рал тенгламанинг аник, ёки такрибий ечимини топиш;
2) бир жинсли тенгламанинг хос сонлари ва хос функцияларини 

топиш.

1 2 .2 -§ . КВАДРАТУР Ф ОРМ УЛАЛАР ЁРДАМ И Д А И Н ТЕГРА Л  
ТЕНГЛАМ АЛАРНИ Т А ^РИ Б И Й  ЕЧ И Ш

12.2Л . Х,исоблаш алгоритмлари. Интеграл тенгламаларни такри- 
бий ечишда амалиётда кенг кулланиладиган усуллардан бири бу 
тенгламада к,атнашадиган интефални у ёки бу

|Ф (Х)Л  = ^ А Ф ( Х У)+/?(Ф ) (2 1 )
a  j =  I



квадратур формула (кв.ф.) билан алмаштиришдан иборатдир. Бу 

ерда х,, х2, ...хп ва А{, Л2,..., Ап лар мос равишда кв.ф. нинг тугунлари 

Хамда коэффициентлари булиб, улар Ф(х) функцияга богли кэм ас,
п

R (0)  эса крлдик^ад. Бу формулада А >  0 ва ^  Aj = b -  а шартлар
>=i

бажарилади, деб фараз к,иламиз. Мисол сифатида 7-бобда к,аралган

куйидаги формулаларни келтирамиз:
1. Умумлашган тугри туртбурчаклар формуласи:

X j = a  + ( j - l ) h ,  h = ь . Aj = h, у = 1 ,2 ,...,я .

2. Умумлашган трапециялар формуласи:

Xj = а + ( j  -  1 )h, h = —- "  , Л, = Д, = - ,  4  = h, j  -  2, п -  1.

3. Умумлашган Симпсон формуласи (и = 2т +  1 деб оламиз):

Xj = а  + ( j  -  1 )А, Л = , Л, = Л т +i = * >
' 2т 3

А2 = А4 = ... = Л2„, = h, А3 = A s -  ... -  А1т_| -  - ■

4. Гаусс формуласи:

+ А, = Ь- ! л '»,
j  2  J  2 1 2 1

бу ерда х ('° ва А (п) лар [—1,1] сегмент учун курилган Гаусс форму- 
ласининг тугунлари ва коэффициентларидир.

Энди (1 .3) интеграл тенгламани такрибий ечиш масаласига 
утамиз. Бунинг учун (1.3) тенгламада х = х,- (/ = 1, л) Деб оламиз. У 
\олда

м (х ,.) -Я ^K(xn s)u(s)ds = /(х,.) (i = \,n) (2 -2)
а

муносабатлар ^осил булади. (2.2) даги интегралларни (2.1) кв.ф. 
билан алмаш тирсак, куйидагиларга эга буламиз:

w(x, ) - l ^ A j K  (х,-, Xj )u(Xj) = f ( x , ) + XRn 
y=i

/?, = /?[ A" (x ,, s) m(s)], / = 1,«. (2.3)

2 7 8



(2.3) системада XR. микдорларни ташлаб юбориб, и(х) ечимнинг х р 
х2, ... , хп тугунлардаги ур у2, ... , уп такрибий к,ийматлари учун ушбу 
чизик^ли алгебраик тенгламалар системасини \осил к^иламиз:

ни ^исобга олиб, (1.17) системани ушбу куринишда ёзамиз:

булса, у \олда (2.5) система ягона уг  у2,..., уп ечимга эга булади ва 
бу ечимни 3-бобдаги усуллар билан топиш мумкин. Бу кийматлар- 
га кура интерполяциялаш йули билан (1.3) тенгламанинг такри
бий к,ийматини бутун [а, Ь\ оралик,учун топамиз. Одатда, бундай 
формула учун

л-даражали алгебраик тенгламанинг узаро фарьуш Я ,Я ,..., Ят 
(.т < п) илдизлари, умуман олганда, К(х, s) узак хос сонларининг 
такрибий к,ийматини беради. Агар у-к) (/' = 1 ,п\ к = 1,/и) лар (2.5) сис
темага мос келадиган

(2.4)

Кейин

_|0> агаР i *  j  булса, 
и [1, агар / = j  булса.

Кронекер белгисини киритиб ва
П

У! = Z ' V ,

п
(2 .5)

Агар

А(Я) = det(fy -XA jKv) *  О (2 .6)

П
у(х)  = f { x )  + Я ]Г  AjK (x ,xj )yj (2.7)



(2.8)

бир жинсли системанинг ечими булса, у холда узакнинг хос функ- 
циялари такрибий равишда

формулалар ёрдамида топилади ва булар (1.4) бир жинсли тенгла
манинг такрибий хос функциялари булади.

Куриниб турибдики, (2.3) системада XR. к,анча кичик булса,
(2.5) системада биз шунча кичик хатоликка йул куйган буламиз. 
Ш унинг учун хам кв.ф .ни танлаш катта ахамиятга эга. Агар тугун 
нук,таларни к,анча куп олсак, бир томондан, XRi кичик булиб, ик- 
кинчи томондан, (2.5) системанинг тартиби шунча ошади ва уни 
ечиш огирлашади. Купинча алгебраик аник^ик даражаси юк,ори 
булган Гаусс формулалари ишлатилади. Шуни х,ам таъкидлаш ке- 
ракки, агар К(х, s) ва Дх)  функциялар даврий булиб, уларнинг 
даври Ь—а булса, у холда тугри туртбурчаклар формуласининг аник,- 
лик даражаси Гаусс формуласининг аникушк даражасига тенг була
ди ва бу холда тугри туртбурчаклар формуласини куллаш маъкул- 
дир. Номаълум функция ёки узак оралик,нинг четки нук,таларида 
нолга айланиш и олдиндан бизга маълум булса, у холда М арков 
формуласини ишлатиш макрадга мувофи к, булади.

Агар К(х, 5 ) узак ва Дх)  озод хддлар анча силлик, булса, у холда 
юк,ори аниКгЛикдаги кв.ф.ни ишлатишни oi<yiaui мумкин. Чунки бу 
х,олда и(х) \ам шунча силликушкка эга булади. Х,ак,ик,атан хам, 
агар f ik\ x )  ва K ^ ( x , s ) j \ар мавжуд хамда узлуксиз булса, у холда
(1.3) тенгламани/смарта дифференциаллаб, и (х) нинг мавжудли- 

гига ишонч хосил к,иламиз:

Куйидагиларни таъкидлаш мак,садга мувофикдир: агар берил
ган тенглам ада Д х) озод хад ёки Д х , s) узак силлик, булмаса, у 
\олда тенглама устида алмаштиришлар бажариб, озод \ад ва уза- 
ги силлик, булган янги тенглам ани хосил к,илиш мумкин. М аса- 
лан , узак силлик, булиб, озод  хад махсусликка эга булсин, у 
холда

(2.9)

ь
и (к\ х)  = Я j K ^ )(x,s)u(s)ds + f <k)(x) (2.Ю)

а

д(х) = и(х) -  / (х )



функцияни киритиб,

ь ь
д(х) -  xjK (x,s)d(s)ds = & jK (x9s)f(s)ds

а а

тенгламани хрсил к,иламиз, яъни берилган тенглама куринишига 
эга булган тенгламани \осил к^илдик, лекин унинг озод хдди ол- 
дингига нисбатан силликдир, натижада # (х) ечим \ам силликрок, 
булади. #(х)ни топгандан кейин и(х) =&(х) + f ( x )  ни \ам топамиз.

Купинча К(х, s) ёки унинг K's(x,s) \осиласи 5 = хдиагоналда узи- 
лишга эга булади. Бу \олда тенгламани куйидагича узгартириш 
керак:

Энди иккинчи интеграл остидаги функция узилиш га эга 

булмайди, чунки s = x  диагоналда u(s)—u(x) нолга айланади.

у к^андайдир <р(х) функцияни беради.
Татбикутарда купинча шундай тенгламалар учрайдики, улар- 

нинг узаги

куринишга эга булади, бу ерда Н (х, .v) силлик, функция. Бундай 
узакли тенгламадан узаги такрорланган тенгламага утиш мак.садга 
мувофикдир. Бундай узаклар хдиагоналда махсусликдан холи була
ди.

Энди (1.2) тенглама х,амда чизшуш булмаган интеграл тенгла- 
маларни такрибий ечишга к.иск.ача тухталиб утамиз. Ушбу

чизик^ли алгебраик тенгламалар системасига эга буламиз. Бу си с-

ь Ь

и(х) 1 -  я|А'(х,5)(1у -  Я Ja^(x,.s)[m(.s) -  w(x)]c/.v =/(х)
а а

интегралга келсак, унда номаълум функция кдтнаш- 

майди, шунинг учун \ам уни осонлик билан \исоблаш мумкин ва

A (x..v) -  //( v " ) (0 < а  < 1)
\Х ~ s\

ь
Я JA"(x ,5 )m(5 )^  = / (х ) ( 2 . 11)

а
тенгламанинг такрибий ечимини топиш учун

п

темани ечиб, х ,, х 2, ..., хп нук^талардаги ух, у2, уп такрибий



ечимни топам из. (1 .2) тенгламани ечиш нокоррект м асалага ки- 
ради.

Агар биз га
b

и{х) = jV [ x ,  s, u{s)]ds + f {x )
а

чизикуш булмаган Урисон тенгламаси берилган булса, у хрлда 
юкрридагидек иш тутиб, ушбу

Я  =  Z  А , К  ( х - > x j  ’ У з ) +  А  ( '  =  " )
j=1

чизивути булмаган тенгламалар системасига эга буламиз. Бу система- 
ни Ньютон методи билан ечиб, yv у2, ..., уп ларни топиш имиз 
мумкин. Такрибий ечим сифатида

У(х) = Y dAJK(x ,xJ,yJ )+fix)
/=1

ни олишимиз мумкин.

1 2 .2 .2 . Хатоликни бах,олаш. Энди Kix, s) узак ва f{x)  озод \ад к 
тартибли узлуксиз х,осилага эга деб фараз кдламиз. У холда
(2.10) тенгламадан курамизки, «(х) ечим \ам к тартибли хрсила- 
га эга.

Агар (2.5) система аникуювчисини ва Д(А) элементларининг ал
гебраик тулдирувчиларини А,.ДА) орк.али белгилаб олсак, у хрлда 
Крамер кридасига кура ечимни куйидагича ёза оламиз:

У< = д (я )Х А'>Л- (2.12)

(2.3) системадан эса

“(*/) = (2.13)

хрсил булади.
Энди такрибий ечимнинг х. нук,тадаги хатолигини г], оркдли 

белгилаймиз:

IJi =u(xi) - y i

ва rjix) = uix) -  yix)  деб оламиз, бу ерда >’(•*) (2.7) формула билан 
аникутанади. (2.12) ва (2.13) тенгликлардан
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Д(А ■ Е м , -
;=1

келиб чикдци. Кулайлик учун куйидаги белгилашларни кирита- 
миз:

В =  шах , R* =  max |/?|, Я = /?[AT(jc ,j)m(j)],
а<х<Ь

Ll = max 8_K{xji)
дхк

8 K(x,s)
Ssk

M,  =  max
uS.rS*

ik)f \ u (x)

Осонлик билан куриш мумкинки,

|г,,|<|Я|бЛ*
ва

ij(x) =  и(х) -  у(х)  = А ]Г  AjК  (х ,  х ; ) [г/ ( X j ) -  у ;  ]  +  АД
/ = 1

муносабатлар уринлидир. Бундан эса

\п(х)\ < |А| |Д| + |А| Ё  л, |К (х, х - )| \ri j | <
./=1

п
< |А| Л* + |А|2 ^  = |А| /г* + |а|2 £иЯЛ* (Л - а)

(2 .14)

/=|

келиб чи^ади. (2.14) бах,ода R* дан ташк,ари к,олган узгармасларни 
хуисоблаш мумкин. R* узгармас эса Ф (^) = K(x,s)u(s)  функция учун 
курилган кв.ф. кщдик,х,ади абсолют к,ийматининг х е [ я ,  b\ буйича 
олинган максимумидир. 7-бобдан биламизки, юкррида келтирилган 
кв.ф.нинг к,олдик, хдци

R (0) = а„Ф(т)($) (а < $ < Ь ) (2 .15)

куринишга эга булиб, а пфак,ат п га б о ти к , булган узгармас сондир. 
Маълумки:

1. Умумлашган тугри бурчаклар формуласи учун

(b-а)3 , 
а" = -ы, (/w = 2).



2. Умумлашган трапециялар формуласи учун

(й-а)3 / а п = (т = 2).

3. Умумлашган Симпсон формуласи учун

а„ = ——Л- (т = и, п = 2р + \). 
" 2880/

4. л тугунли Гаусс формуласи учун

= и = 2/1.
" [(2л)!]3(2я+1) ’

(2.14) тенгликдан ушбу батога эга буламиз:

\Я(Ф)\ < а п max |ф(т)(л)|.
a < s < b  ’ '

Бизнинг \олда Ф (s) = К  (x ,s ) и (s) (х-параметр) булганлиги учун 
Лейбниц формуласига кура

0 < m,(s) = J c *  .(- ^ w (m‘ *)(s)
~kt 

~dsK
К = u

ва бундан
т

max|0<m)(.v)| < (2.16)

келиб чикдци. Lk ни аник^лаш учун (2.10) тенгликда модулга ута
миз:

\uik)(x)\<\X\LkM 0( b - a )  + Fk, = rn a x | / (*)w | ,

бундан эса

M k <\X\Lk( b - a ) M 0 + F k. (2.17)

Шундай 1<;илиб, (2 .16) ва (2.17)лардан

\0{m)(s)\<\X\(b-a)Mo J c * Z , A - *  +
Аг—0

т

■ Z c - l* f - * = c >m o+C 2

max
a < s < b I

+
A=0

(2.18)



ба^они хрсил киламиз, бу ерда

х.исобланиши мумкин булган узгармас сонлар, чунки К(х, s) узак 
ва/(х) озод хдд маълум. Энди 5 0 = max|>>(x)| деб белгилаймиз, на- 
тижада (2.14), (2.15) ва (2.18) лардан куйидагиларга эга буламиз:

Демак, г], ва rj(x) хатоликларни маълум микдорлар орк^али ифода- 
лаш мумкин.

Шундай кдлиб, агар (2.20) тенгсизлик бажарилса, (2 .21) >̂ ам 
бажарилади ва бундан Я хос сон эмас деб тасдикутш мумкин. 
Х.ак.ик.атан ?^ам, акс \олда и(х) га (1.4) бир жинсли тенгламанинг 
ихтиёрий (модули буйича етарлича катта) ечимини кушиш мум
кин, бундан эса (2 .21) тенгсизликнинг бажарилмаслиги келиб 
чикдди.

Келтирилган ба\олар хос сон ва хос функцияни топиш да йул 
куйилган хатоликни ба^олаш учун х,ам имкон беради. Бунга к.иск.ача 
тухталиб утамиз.

Я нинг бирор узгариш сох;аси, масалан, |я| < г доирани оламиз.п 1 1 0
Бу доирада maxV|A,J<A булсин. У \олда (2.21) тенгсизликда В ни 

л _ ,л|£'° *=i 
jT7yT| оилан алмаштирамиз. Агар Я

1и(*)| < \п(х)\ + \у(х)\ < Я/?* + |Я[2 L0B(b-a)R*+S0 <

-  {|Я1 + 1ЯГ L»B(h ~ « )}a„(QM0 +C2)+ S0

еки

М0 < {|Я| + |Я|2 L0B(b- « ) } a„(CtM0 +C2) + S0.

Агар

(2 .20)

тенгсизлик бажарилса, у холда

5п+а„С2||Я| + |Я|2 о̂Д|
(2.21)

1-а„С,|я|1 + |я|4(̂ > 0 (2.22)



тенгсизликни кдноатлантирса, у хдлдаЯ хос сон булмайди. Шунинг 
учун \ам хос сонлар Я к,ийматларининг шундай тупламида жойла- 
шиши керакки, у ерда (2.22) тенгсизлик бажарилмаслиги керак.

12 .2 .3 . Вольтерранинг II жинс интеграл тенгламасини квадратур 
формула ёрдамида ечиш. Юкррида биз

тенгламани (1 .3 ) Ф редгольм тенглам асининг хусусий холи деб 
Караш мумкин деган эдик. Ш унинг учун хам бу ерда, агару > / 
булса,

булади, натижада (2 .4) система куйидаги учбурчак матрицали чи- 
зик^ли алгебраик тенгламалар системасига келади:

тенгсизликлар бажарилса, у холда (2.24) дан кетма-кет куиидаги- 
ларни хосил к,иламиз:

Бу ерда А коэффициентларни кичикрок, кдлиб танлаб олиш хисо- 
бига берилган Я учун (2.25) шартни хар доим кдноатлантириш мум
кин.

М и с о л .  Кв.ф.усули ёрдамида ушбу

и{х) -  Я ^K(x,s)u(s)ds =/(х) (а < х < Ь) (2.23)

К.=  О

(2.24)

Агар
(2.25)

= У ; ( 1 - А Д А Г 1 1 ) - 1 ,

\

V '=1 )J

и(х) -  j x 2se ^uUyds = (1 -х )  ех
о

интеграл тенгламанинг такрибий ечими топилсин.



1
s Ф (0) + 4Ф| | + Ф(1)

Симпсон формуласини к$ллаймиз. Куриниб турибдики,

\
к\\ = ^ 1 2  = 1̂3 = к2\ = кг\ = °> К21 = I е4’ к:23 = 4 е ’

КЪ2 =-7 е 2 , К33 = е , / 1 = 1, /2 = /з  =0 .

Шунинг учун х,ам (2 .4)  система куйидаги куринишга эга булади:

yt = 1,

y' ~ i
1 - 1 1 'I 12е4у2+ 4 е2у3 = - е 2

1 (  -  ^

* " 6
2 е 2у2 + еу3 = 0

V

ёки соддалаштиришдан сунг

У\ =  1,

2е1у2 - ( 6- е ) у3 = 0,

f  1̂ 1 1 1
24 — 2е4 у2 ~ е 2у3 =  12е2 .

J

Бу системани ечиб, куйидагиларни топамиз:

У, = 1, у2= 1 ,00048, ^3= 1,00526.

Интеграл тенгламани ихтиёрий х е [ 0 , 1) учун ушбу куринишда ёзиш мумкин:

у(х)  =  (1 -  х)е х х
4 , 0 0 1 9 2 е 2 + 1, 00526<?л



12.3-§ . И ХТИ ЁРИ Й  УЗАКНИ БУЗИЛГАН УЗАККА 
АЛМ АШ ТИРИШ  ЁРДАМИДА ИНТЕГРАЛ  

ТЕНГЛАМАЛАРНИ ЕЧИ Ш

12.3Л . Бузилган узакли интеграл тенглама.
Т а ъ р и ф .  Кп{х, s) узак бузилган дейилади, агар уни к,уйидаги 

куринишдаги жуфт купайтмаларнинг чекли йигиндиси шаклида 
ёзиш мумкин булса:

* я(х ,5) = £ 4 ( * ) а д >  (3.1)
/ = 1

бунда А.{х), худди ш унингдек, В:(х) (/ = 1 ,« ) функциялар чизик,- 
ли эркли деб к^аралади. Чунки акс хрлда (3 .1 ) чизиьуш комбина- 
циядаги ^адларнинг сонини камайтириш мумкин. Бундай узаклар 
учун

и(х) =  f ( x )  + l^ K n(x,s)u(s)ds ( 3 .2 )

Фредгольмнинг II жинс интеграл тенгламаси осонлик билан ечила- 
ди. Хак,ик,атан х,ам, (3.1) ифодани (3.2) тенгламага куйсак,

u(x) = f { x )  + x f jCiAiix) (3.3)
/ = )

тенглик хрсил булади, бунда

b __
С, = jBi(s)u(s)ds (/ = 1,я)

а

х,озирча номаълум микдорлар. Ушбу

b
fi = J / ( . s ) f i , ( . v ) J . S ' ,

а
Ь

°J = \B,{s)Al(s)ds
а

белгиларни киритамиз. (3.3) ифодани (3.2) тенгламага куйсак,

f ix )  + С,- Д. (х) = f i x )  +А Aiix)Biis)
/=1

/ ( .)  + £  С ,/1,(5) ds



ифода хосил булади. Унинг \ар иккала томониниД х) га кискдрти- 
риб, Д (х ) (/' = 1,«)лар олдидаги коэффициентларни тенглаштира- 
миз (А.(х) лар чизикуш эркли булганлиги учун), натижада С. ларни 
топиш учун ушбу

с , = / + я Х а'Ус Д /=1’ '?)
./'=1

ёки (3.4)

i x 5v - kav)c j = f i  (/ = м
./=•

чизикуги алгебраик тенгламалар системасига эга буламиз. (3.4) си с
теманинг аникутовчисини

A(A) = det(5//- Я « ,)

орк,али хамда А)у (Я) =  [i,j -  1,я) оркдли 80 - Я а (. элементларнинг 
мос равишдаги алгебраик тулдирувчиларини белгилаймиз.

Агар А (Я) *  0 булса, Крамер кридасига кура

с ‘  =  Д ( Я ) Ё А " ( Я ) Л  ( ‘  =  ' Г " ) .

Бу кийматларни (3.3) га куйиб, ягона ечимни топамиз:

и{х)= /(х)+щ )  м м  w = v * /=1 /=1

= / М  + Ж ) £ Ё Л/'(Я) Л' ( х ) } /'(5) 5 Д 5') л = (3.5)
v /-1

бу ерда

А (х л ;Я ) = Ё Е ЛЛ Я ) 4 ( х ) б ; (.?).
/аI /=)

(3.5) тенгликдан

R{x..s;/.) -  ’ (3.6)

функция (1.3) интеграл тенгламанинг резольвентаси эканлиги ке
либ чикдди.
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интеграл тенгламанинг ечими топилсин.
Б ч и ш .  Равш анки, К(х, s) =  х2 +  s2 бузилган узак, (3 .7 )  тенгламадан

и(х ) =  х +  Я (с^Х2 + С2 )

ни \осил циламиз, бу ерда

С[ = j« (s )d .s , С 2 =  J s 2« (s )d s .
о

(3 .8 )  ни (3 .9 )  га куйиб, куйидаги

С> = 1  + Я( 1 С' + С2 ,

С, = — + я■ ( 5 + С 2 j

(3 .8 )

(3 .9 )

м ь
Я / Я\ 1

'5  С, + ( l - j ) C2 - 4

(3 .10)

чизикли алгебраик тенгламалар системасини х,осил к,иламиз. Системанинг аник,- 
ловчиси эса ушбуга тенг:

А (А) =

Агар А ( Я )  Ф 0  булса, у ,\олда

1 - Т 2Я 4Я 
Т  45

I +A
г  -  2 6 

' А(Я)'

булади ва (3 .9 )  тенглам анинг ечими

г  _  4 + 60
2 “ Д(А)

ЗЯ 10(3+ЯЪс2+15+Я 

=  *  +  4 5 -3 0 Я -4 Я 2

(3 .1 1 )

формула билан ан и м ан ад и .



12 .3 .2 . Бузилган узакнинг хос сонлари, хос функциялари ва ре- 
зольвентасини топиш. Юк,орида айтганимиздек, Кп(х, s) узакнинг 
хос сонлари

Д(А) =  0 (3.12)

тенгламадан топилади. Агар Хк (к =  1 ,2 , . . . ,т, т < п) сон (3.12) тенг
ламанинг ечими булса (равш анки, А* * 0 ) ,  у хрлда Kn{x,s) узак
нинг мос равишдаги хос функцияси, яъни

ь
й(х) =  Хк |Кп (x,s)H(s)ds

а

бир жинсли тенгламанинг нотривиал ечими

Фк{х) = ^ С Г М х )
/=1

куринишга эга булади, бу ерда С } к) ушбу

i ( « , - v s ) c “ = о ( i - v i )
у=1 v ’

бир жинсли тенгламалар систем асининг нотривиал ечимлари.
Шуни ^ам таъкидлаш керакки, агар А =  Хк сон Кп(х, s) узакнинг 

хос сони булса, у \олда бир жинсли булмаган (1 .3) тенглама ё 
ечимга эга эм ас, ёки чексиз куп ечимга эга.

2- м и с о л. Ушбу

К2(х, s) = x2+s2

узакнинг 0<х,  5<1 со\ада хос сонлари, хос функциялари ва резольвентаси то- 
пилсин.

Е ч и ш .  Ушбу
1

й(х) = Я J* ĵc2 + s 2 y<(s)cls
а

бир жинсли система ечимини

й(х) = я ( с  х 2 + С )
V i  г )  (3 .13)

куринишда ёзиш имиз мумкин. С ва С коэффициентлар эса куйидаги (к. (3 . 10)) 
системадан аникданади:



Энди (3 .1 4 )  системанинг (3 .10 )  аник,ловчисини нолга тенглаштириб.

, , , 2 А 4А2 „Д(А) = 1 -  -3 -  45 = 0.

хос сонларнинг кийматларини тоиамич:

А, = - 1 ( 5 + 3 7 5 ) ,  А2 = ( 5 - 3 7 5 ) .  (3 .15)

Х о с  сонларнинг ^ак.ицийлиги узак симмстриклигининг натижасидир.
Агар к = Х к (Л: =  1,2) булса, ( 3 .1 4 )  системанинг иккинчиси биринчисининг 

натижаси булади, шунинг учун \ам биз куйидагига эга буламиз:

(, -  *  - А,С М -  0

^(*) _ ЗА* ^(к)
С з г-

Бу тенгликнинг унг томонига Хк нинг (3 .14)  к,ийматини к^йсак,

с\'} = -Щ '\  с,(2> = S c (2)

келиб чик,ади. Бу к,ийматларни (3 .13)  га к^йиб, куйидаги иккита хос функция
ни \осил к,иламиз:

<Р 1 ( х )  = a ,  ( l  -  v 5 * 2 ) ,  Iр2(х)  = а 2 ( l  + 'В х 2 ) .

Бунда а/. = Хк С ^  *  0 булиб, бу сонлар хос функцияларни нормаллаштириш-
дан, яъни

,2
dx = 1j '<pI (x )dx  = а к | (l  ± V 5 x 2 )  

о о
дан тонилади. Равшанки, а к = - ^б(3±л/б). Шундай к,илиб,

<Р 1( х ) =  ‘ ^ 6 ( 3 W l ) ( l - V 5 x 2 ) ,  ф2(х)= ' J 6 ( 3 - J 5 ) ( l  + S x 2)

берилган узакнинг нормаллаштирилган хос функцияларидир.
Резольвентани топиш учун (3 .11 )  аник,ловчининг алгебраик тулдирувчила- 

рини топамиз:

д || ( А )  = 1 -  j  - д |2 (А )  = j  1 А 2| (А )  = Я, Д22 (А )  = 1 -  у -  

Ш унинг учун \ам

К2 (x ,s)  = А, (x ) f i ,  {s) +  А2 ( х ) В 2 ( j ) ,

At ( х )  = х 2 , В, (s) = 1, Л2 (х )  = 1, В2 ( j )  = i 2



тенгликларни назарда тутиб, (3 .6 )  формулага кура резольвентами цуйидагича 
ёза оламиз:

R(x,s;X) = ~J  Л(л) ' i 4 U 2 + .̂ + a A 2 + f i - Al.v2 l  =

1 - А |(х2+ .г )+ А „ Л '2 + —

2 )  5 I 3 j  j

_ _ _ , ) ____________
, _ 2 A _ 4 A 2 

3 45

Агар A *-- -- (5±3> / 5j булса, у \олда бир жинсли булмаган (3 .7 )  интеграч тенг

ламанинг ечими (3.5)  формулага кура

I [ I - j(A'2 -M'2W . V 2+ A
и(х)  = f i x )  +■ А Г  ' - ....  . 5 ils

о | 2 1 _  4А
” 3 45

формула оркдли ифодаланади.

12.3 .3 . Ихтиёрий узакни бузилган узак билан я^инлаштириш.
Ихтиёрий К(х, s) узакли

ь
и(х) = f { x )  + Я  J К(х, s)u(s) els (3.16)

а
интеграл тенгламани такрибий ечиш учун К(х, s) узакни (3.1) кури- 
нишдаги Кп(х, s) бузилган узак билан алмаштириб, кейин хосил 
булган (3.2) интеграл тенгламани 12.3.1 даги усул билан ечамиз. 
Бу ерда куйидагиларни таъкидлаш лозим: Ихтиёрий узакни берил
ган аникутикда Кп{х, s) бузилган узак билан алмаштиргандаЯ пара
метр К(х, s) узакнинг хос сонидан к,анча узок, булса, (3.2) тенглама 
ечимининг хатолиги шунча кам булади. Аксинча, Я параметр хос 
сонга канча як,ин булса, Кп(х , s) ни К(х, s) га шунча як,инрок, к,илиб 
алмаштириш керак, шу холдагина такрибий ечимни керакли аник,- 
ликда топиш мумкин. К(х, s) ни Кп(х, s) билан алмаштиришнинг 
усуллари куп, биз айримларига тухталиб утамиз.

Агар К(х, s) узак [а, b] ораликда х  буйича юк,ори тартибли сил- 
лик^ликка эга булса, у холда Кп(х, s) бузилган узак сифатида К(х, s) 
нинг Тейлор к,аторининг к,исмини олиш мумкин:

/ \т
* . < * . * ) £ * ( * . , ) .

т=О сл

бунда х0 сифатида [а, Ь] оралик,нинг ихтиёрий нук,тасини олиш мум

кин. Одатда, х0 = — деболинади. Ш унгаухш аш  мулохазаларни



5  буйича х,ам айтиш мумкин. Бузилган узакни куриш учун икки 
каррали Тейлор кдторининг чекли к,исмини олса <\ам булади:

к ,  м = *  [«•*]■
р = Оq =О

Ф араз килайлик, Т — Ь—а булсин ва К(х, 5) узак 2 Т даврли три 
гонометрик кугщщ билан якинлаштириш [/] шартини цаноатлан- 
тирсин. У хрдца

К„ (х, s)  =  j  я 0 (s) + £  ар (s) cos
/7=1

деб олиш имиз мумкин, бу ерда ap(s) (р =  0, 1 ,2 ,  ...) Фурье коэф- 
фициентлари:

b
a „ ( s )  =  |- \K(x,s)cosp- f  dx.

а

Шунга ухшаш муло^азалар 5 узгарувчи учун хам уринлидир. Кп(х, s) 
сифатида икки каррали Фурье кдгорининг чекли к,исмини олиш 
Хам мумкин:

к п{ х’5) -  \ аоо + \ X  аР° cos V  + 2 Е  a°q C0S 4 т +/7 = 1  ̂= 1

V-1 рях Qns
+Z 2 > ™ C 0 S r C0ST - ’

р = 1 q = I

бу ерда

= р- J J*(x,s)coŝcoŝ<*Kfc.
a  a

Шу макрадда 5-бобдаги \ap хил интерполяцион формулалардан хдм 
фойдаланиш мумкин. М асалан, х  аргумент буйича Лагранж интер
поляцион формуласини кулласак,

K„(x,s) = f

(й(х) = ( х - х 1) ( х - х 2) . . . ( х - х п).

Келтирилган формулалардан ташкдри Чебиш ев, Лежандр ва 
бошца ортогонал купхддлар буйича ёйилмалардан фойдаланиш 
мумкин.



12.3.4. Хатоликни ба\олаш. Куйидаги теорема уринлидир: 
Т е о р е м а .  Фараз нщаайлик, ушбу

ь
и(х) = f {x )  +X^K(x,s)u{s)ds (3.17)

а
ва ь

W  = /„ (х) + Я jV„ (х, s)dn (s)ds (3.18)
а

интеграл тенгламалар берилган булиб, уя(х,.?,Я) (3 .18) тенгламанинг 
резольвентаси булсин х,амда цуйидаги

ь
| а -(;м Ь М * , . 0 | Ж < 5 ,  ( 3 .1 9 )
а

\ f{x ) - fn{x)\<£, (3.20)

ь
^\Y„{x,s,X^ds < В (и = 1,2,...) (3 2 1 )
а

тенгсизликларнинг бажарилиши маълум булсин. Агар шу билан бирга
(3.17) тенглама чегараланган ечимга эга булиб,

1я 15 ( | + 1я 1б ) <1 (3.22)

шарт бажарилса, у %олда (3.17) тенгламанинг и(х) ечими ягона ва

\ф )~  9„ М| < e ( l  +|Я|д)+ (3.23)

ба^о уринли булади, бунда F0 = max \f{x)\.aZxib' 1

И с б о ти. Фараз кдгтайлик, М =  sup |w(x)| булсин. Кулайликучун
/ "Э 1 «_> .. o<,xib(3.1 /) тенгламани куиидагича езамиз:

ь
u(x)-X^Kn(x,s)u(s)ds = 0{x),  (3.24)

бунда

Ф
Ь

{х ) =  f ( x )  + X | (А "(х ,5) -  Kn(x,s)')n(s)ds. (3.25)

(3.24) тенглама К/х, s) узагининг резольвентаси уп(х, s, Я) булган- 
лиги учун унинг ечими



h

u(x) = Ф(х) + Я |уя(х,5,Я)Ф(5)с/у (3.26)
а

куринишга эга булади. Энди (3.25) ва (3.26) тенгликлардан куйида- 
ги ба^оларга эга буламиз:

b

|ф(х)| <|/(х)|+|я| J | a " ( x , s ) -  а :и( х , 5)||м(5)| л  < f q + \х\бм,
а

b

|м(х)| < |ф(х)| +|Я| ||у„(х,5,Я)||Ф(5)|йЬ<
а

< F 0 +\X\SM + \X\(F0 +\X\5M)B, 

M < F 0 +\1\8M+\X\(F0 +\X\8M)B.

Бундан (3 .22) тенгликни \исобга олсак, куйидаги келиб читали:

R i l + I A I S )

М й - < т ж  (127)

Шундай к,илиб, (3.22) шарт бажарилганда Д х) ни кдндай ганла- 
шимиздан катъи назар, (3.17) тенгламанинг барча ечимлари ягона 
узгармас сон билан чегараланган булар экан. Бундан эса Я нинг 
хос сон эмаслиги ва (3.17) тенгламанинг ягона ечимга эгалиги келиб 
чи^ади. Чунки, агар Я узакнинг хос сони булса, у холда (3.17) тенг
лам анинг бирор ечимига узакнинг хос функциясини кушиб,
(3.17) тенгламанинг бошкд ечимини хрсил кдлган булар эдик. Агар 
биз модули буйича етарлича катта булган хос функцияни кушсак 
(хос функцияни ихтиёрий сонга купайтирсак \ам у хос функция- 
лигича крлади), у х,олда (3 .17) тенгламанинг абсолют к^иймати би
лан етарлича катта ечимини топган булар эдик.

Шу билан (3.17) тенглама ечимининг ягоналиги исботланди. 
Энди (3 .23) бахрни курсатамиз. Бунинг учун (3.18) ва (3.24) тенг- 
ламалардан куйидагини \осил киламиз:

и ( х ) - # Д х ) - Я  jX ,(x ,.s ) (z / ( .y ) -# „ (s ))< &  =  Ф ( х ) - / я ( х )

еки
о

ы (х )-# „  (х) = Ф (х ) -  f n (х) + Я jV„ (x,s;X)(<t>(s)- J /I(v))ds. (3.28)
а

Бундан эса
Ь

|г/(лт) — &п (х)| < |Ф (х) -  /„ (х)| + |Я| ||/„ (x,s; Я)| |Ф(л’) -  /„ (л)|с&\



Пекин
b

\ф(х)~ f,Ax)\ = A|(A'(.r,j)-A^H(.Tc,s))i/(.v)J.v +

+ ./ W -/ .W I < е + [Я|<5А/. 

Д емак, (3.27) ва (3.28) муносабатлардан

<

ба\о келиб чик.ади. Теорема исботлацди.
Н а т и ж а .  Агар я-» о о  да Кп(х, s) узак в a f j x )  озод \ад мое ра- 

вишда К(х, 5 ) ва/(х)ларга текис як,инлашса \амда (3.21) бахр уринли 
булса, у \олда &Jx) \ам и(х) га текис як.инлашади.

М  и с о л .  Ушбу

о

интеграл тенглама ечилсин.

Х,озирча f(x)  ихтисрмй узлуксиз функция булсин. К2(х, s) узак сифатида

(3 .29)

(3 .31 )

(3 .30 )

Интеграл тенгламанинг ечимини

(3 .32 )

$2(х) = C,jr2+ С2х4+ f( x ) (3 .33 )

куринишда излаймиз. Энди

о а

белгилашлар киритиб, (3.33) ни (3 .32 )  га ну'йсак.



тенглик келиб чикдди. Бундан х 2 ва х 4 олдидаги коэффициентларни нолга тенг- 
лаштириб, С, ва С2 ларни топиш учун

63 „  Q  _  j.
64 1 ~ 384  “  h  ’
_ С, 12287 _

384 + 2048“ 2 /2

(3 .35)

системага эга буламиз. Бу системанинг ечими

С, = » ' IM 326( w ^  + | 4 ) . с ,  .  0,16И2б(-34  .  “  / , )  (3.36)

дан иборат. Ш унинг учун ) а̂м дЛх) ечимни куйидагича ёзи ш имиз мумкин:

д 2(х) = f ( x )  + |0 ,169326
о

f( s )ds .  ( 3 . 3 7 )

Бундан резольвента учун ушбу ифода келиб читали:

„з
y2 (x,s,\)  = 0 ,169326

2 (  12287 г М  4 / i  63 з\
*  [  2048 384 J  +  Х  \384 + 64 5 )

О сонлик билан куриш мумкинки

1 
2

Jо
Энди (3 .30 )  ва (3 .31)лардан

J|y2 (jc,s,l)|rfs < 0,032.

i\K(X,s)-K2(X.s)\ds < г ; , ;  л  = |И)Л6 . 2„

]
2 . 6  „5

Iо

\осил булади. Бу ерда х <  у  булганлиги учун <5 сифатида S = 6 2 12 =  ̂ ^  

ни олиш и миз мумкин. Бизнинг \ол учун е =  0 лигини х;исобга олиб, (3 .23) ба\о- 

дан цуйидагига эга буламиз:

, F0|A|5(l+|A|fl)2 /гп-310_7(1 + 0 ,032)7 _7
\и(х)-»2(х)\ < ^ — --------- Т}----- !------V- = 3 ,7  ■ Ю 7 F0 ,
1 2 1  1 -  Я 5(1+ Я й )  1 - 3 1 0  (1+0,032) 0

бунда Fn = max / (jc) . Шундай к,илиб, ихтиёрий узлуксиз f(x)  озод ) а̂д учун
0<х<̂

(3 .29 )  тенгламанинг такрибий ечими (3 .37)  формула билан аник/шнади (С,, С2



коэффициентлар (3.36) формулалар ёрдамида топилади) ва такрибий ечим к,у- 
йидагича ба^оланади:

\и(х)-92(х)\ < 3 ,7 -  1 0 " V 0 .

х
Агар f ( x )  = 2 -  ch — булса, у \олда f 0= l булиб, ечим и(х)= 1 булади. Бу \олда

такрибий ечимнингошкор куринишини топиш учун (3 .34),  (3 .36 )  ва (3 .37) форму
лалардан фойдаланамиз:

= \ “ sh 4  + 4ch 4  ~ 4- h  = + 32 + 24’25sh \ + 99ch 4  -

/ , =  0 ,1230386, /2 = 0 ,0152542;

С, = 0,1249983, С2 = 0 ,0025968 .

Шундай килиб,

V2(x) = 2 - c h * +  0 , 1 2 4 9 9 8 3 *2 + 0 ,0 0 2 5 9 6 8 х 4 .

JC Х̂ X̂
Агар с/г -  ни 1 + - у  + — билан алмаштирсак, у \олда е < 10~8 булиб, так,- 

рибий ечим

Я2 (х) = 1 -  0 ,0 0 0 0 0 1 7х2-  0 , 0000073л:4 

куринишга эга булади.

1 2 .4 -§ . M OM EHTJ1AP М ЕТО Д И  ВА У Н И Н Г БУЗИ ЛГАН  
УЗАК М ЕТО ДИ  БИЛАН АЛОЦАСИ

12.4Л . Моментлар методи. Фараз кдлайлик, [а, b] ораликда </?,(.*:), 
<р2(х),... узлуксиз, чизикути эркли ва ортонормал функциялар си с- 
темаси берилган булсин. Шу билан бирга {<р[х)} системани C\a, b] 
функциялар фазосида тулик;деб к^араймиз. Бунинг маъноси шун- 
дан иборатки, агар ихтиёрий fX.x:)eC|a, b\ учун

ь
^F(x)(p,(x)dx = 0  (/ = 1 ,2 , . . . )
а

чексиз куп тенгликлар бажарилса, у \олда /7(.х)=0 булади. 
М оментлар методида ушбу

»И(*) = Л * ) + £ £ > , . ( * )  (4 1 )
/=1

бир жинсли булмаган чизикуш комбинацияни к,араймиз. Бунга п та 
С номаълум коэффициентлар киради, уларни куйидаги муло^аза- 
лар ёрдамида танлаймиз. Юкрридаги ип(х) ушбу

ь
Lu = u ( x ) - X ^ K ( x , s ) u ( s ) -  f ( x )  =  0  ( 4 .2 )

а



интеграл тенгламанинг аник, ечими булиши, яъни Lun= 0 булиши 
учун ушбу

■<pl(x)dx = О (/ = 1,2,...)

чексиз куп тенгликларнинг бажарилиши етарлидир. Лекин бизнинг 
ихтиёримизда факдт п та С. коэффициентлар бор ва шунинг учун 
\ам юк,оридаги тенгликларнинг фак,аг п тасини к,аноатлантира ола- 
миз:

|Lm„ ■(pi(x)dx = j  ип{ х ) - f\x)-X^K(x,s)un(s)ds
а

i =  1,2, . . . ,  и.

ipi(x)dx = 0,

(4.3)

Бу тенгликлар Lun функциянинг {</т(л')) система буйича аввалги п 
та моментининг нолга тенглигини курсатади. Энди

Lun =   ̂С, | ф; (х )  -  Я (х ,  s)(pj (s)ds 1 -  Я j К (х, s ) f (s ) ds
/И [ а  ) а

эканлигини эътиборга олсак, у х,олда Сг С ,,..., Сп ларни топиш 
учун ушбу системага эга буламиз:

бунда
О О и

a ij = \ < P i(.x)(p j(x)dx, /3- = ^dx^Kix^^ix)^f(s)ds,

(4.4)

у,. = ^dx^K(xfs)(pl{x)f(s)ds.
a  a

Агар (4.4) системанинг детерминанта

£>(Я) = det(ai:/ -  ЯД..)

нолдан фаркуш булса, у \олда системадан ягона равишда С,, С2, 
...,С я ларни аник,лаш мумкин. Сунгра Z)(A)=0 тенгламадан Д х , 5) 
узакнинг Я,,Я2,...,Я„ хос сонларининг такрибий к,иймати топилади. 
Куйидаги



£ c , K - A t j8„) = 0 (/ = 1,2,...,и)
7 = 1

бир жинсли чизикди алгебраик тенгламалар системасининг нотри
виал ечимини топиб, осонлик билан Хк хос сонга мос келадиган 
и (х ) такрибий хос функцияни куриш мумкин.

Юкрридаги муло\азаларда { <£>;(х)} системанинг ортонормаллиги 
ортик^ча булиб, фак,аг тулалиги ва аввалги п тасининг чизиьуш эрк- 
лилигини талаб к,илиш етарлидир, чунки \ар кдндай система- 
ни ортонормаллаштириш мумкин.

Шуни х;ам таъкидлаш керакки, моментлар методининг f o h c h  

Галёркин методининг ( 1 1-бобга к,.) гояси билан устма-уст тушади.
12.4 .2 . Галёркин методининг бузилган узак методи билан алок,аси. 

Моментлар методи К(х, s) узакни махсус равишда куйида курилган 
Кп{х, 5) бузилган узак орк,али алмаштириш билан тенг кучлидир: 

Ф араз кдпайлик, {</г(х)> ортонормал система булсин. К(х, s) ни х 
узгарувчи буйича Фурье кдторига ёямиз ва Кп(х, s) сифатида бу 
кдторнинг пиемий йигиндисини оламиз:

тенгламага моментлар методини кулласак, у хрлда топилган ечим
(4.2) тенгламанинг ечими билан устма-уст тушади. Чунки Кп(х, s) 
узак учун курилган (4.4) система факдт/L коэффициент билан фар к; 
^илиши мумкин, аммо /?..=£ тенглик уринлидир. Буни курсатиш 
учун {<р:(х)} системанинг ортогоналлигидан фойдаланиб, куйида- 
гига эга буламиз:

Kn(x’S) = '£i>i(s)<pi(x),

бунда

Энди, агар
ь

L„u = и (х ) -Х  j K n( x , s ) u { s ) d s - f { x )  = О

Z  К  ( J )^  (5) ^  Ь  ( * К  (x )dx = Jflf is )<Pj (s)ds.
fl n  „

b b

a о



Иккинчи томондан

b ь

а а

Ь Ь Ь
jV , ( s )  jK(x^)(pi(x)dx ds = j(pJ(s)di(s)ds,
a a a

натижада

Ш ундай кдииб, \ap иккала тенгламанинг такрибий ечими уст- 
ма-уст тушади. Аммо Кп(х, s) бузилган узакли тенгламанинг мо
ментлар методи билан топилган ип(х) ечими унинг аник; ечими- 
дир. Бу эса моментлар методининг узакни махсус равишда бузил
ган узак билан алмаштирилган бузилган узак методи билан тенг 
кучлилигини билдиради. Бундан келиб чикдцики, такрибий ечим 
билан аник, ечим орасидаги хатоликни бахрлаш учун 12.3.4 даги 
теоремадан фойдаланиш мумкин.

М и с о л .  Маълумки, торнинг тебраниши масаласининг узаги

бир жинсли интеграл тенгламанинг хос сони ва хос функцияларини топишга 
келтирилади.

Биз п =  3 деб олиб, (4 .5 )  узакнинг аввалги иккита хос сони ва уларга мос 
келадиган хос функцияларни такрибий равишда топамиз. Бунинг учун (4.5) узак
нинг К(х, s)=K(s,x)  симметриклигини эътиборга олиб, <рг <р2 ва функциялар
ни куйидагича танлаймиз:

куринишда излаймиз. Бизнинг \олда (4.4 )  система бир жинсли булиб, atj ва 
куйидагига тенг:

(4 .5 )

тенгликлар билан а н и ^ а н г а н
ь

Lu = и(х) -  Я | K(x,s)u(s)ds  = О (4.6)
а

<р,(х) = 1, (р2(х) = х(1 -  х ) ,  <р3(х) = х(1 -  х)(1 -  2х),

такрибий ечимни эса

и3 (х )  = С[ + С2х(  1 -  х )  + С3х ( 1 -  х)(1 -  2х) (4.7)



= jd}

1 I
bn = \dx ^K(x,s)s(\ -  s)ds =

О о 
х 1
J ( l - x ) . w ( l  - s ) d s  + J x ( l - s ) s ( l  - s ) d s
0

1
= 112 6 12 dx

60 '

Топилган коэффициентларни (4.4)  га куйиб,

210 (' 4о )С з“ °

(4.8)

бир жинсли чизик^и алгебраик тенгламалар системасини х,осил киламиз. С исте
манинг детерминанта куйидагига тенг:

0(A)
(а2 -180А + 1680)(А -40)

63504000 .................

Буни нолга тенглаштириб, хос сонларнинг такрибий кийматини топамиз:

Я ,  =  9 , 8 7 5 1 ;  Я~2 = 4 0 ;  А~з = 1 7 0 , 1 2 4 9 .

Топилган А ва Я; ларнинг к,ийматини (4.8 )  тенгламага к^йиб, С., С  ва С 
ларни аник^аймиз: 2 3

я = А, учун С = -0 ,0 1 1 7 5 6  С2, С3= 0;

А = А2 учун С =  С2= 0, С3 — ихтиёрий сон.

Бу кийматларни (4.7 )  га куйиб, куйидаги

Ч х)  = С2 [ - 0 , 0 1 1 7 5 6 + j t ( l - j t ) ] ,  

г/(2) (х )  = С3х( 1 -  jc)( 1 - 2 х )

хос функцияларни топамиз. _Бу ердаги С2 ва С3 узгармасларни хос функцияларни 

нормаллаштириш | й{к)(х)

~(1>,

dx=  1 шартидан топамиз, натижада

и (х )  = - 0 , 0 6 8 4  + 5 ,8 1 7 х ( 1 - х ) ,  

и ( х )  = 14,49х(1 - х )(1 -  2 х )  

нормалланган хос функцияларни аникдаймиз.
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Аслида (4 .5 )  узак чексиз куп ЯА. = (knf (Аг=1,2...) хос сонларга эга, уларга 

мос келадиган хос функциялар эса

и̂ к\х)  = 42  sin кпх.

Х о с сонларнинг топилган такрибий к;ийматини уларнинг аник, к,иймати

Я, = к 1 = 9 ,8 695877 , . . . ,  Я2 = 39.47835.. .

билан солиштирсак, уларнинг нисбий хатолиги S (я, ) = 0 ,0 0 0 5 6  на 6 (Х2 ) = 0 ,0 1 3  
булади. Хос функцияларга келганда уларнинг хатолигини 12.3-§ даги метод би
лан ба\оласак, биринчи хос функциянинг абсолют хатолиги старлича кичик 

булиб, иккинчисиники эса анча каттадир.

1 2 .5 -§ . Э Н Г  К И Ч И К КВАДРАТЛАР М ЕТО Д И

Олдинги 12.4-§ даги каби <р,(х), <р2(х),..., <рп(х) чизиьуш эркли 
функциялар (координат функциялар) системаси берилган булсин. 

Ушбу
ь

Lu = и(х) -  X ^K(x,s)u(s)ds -  f ( x )  = 0 (5.1)
а

интеграл тенгламанинг такрибий ечимини

«„(*) = £ £ > / ( * )  (5-2)
/ = 1

куринишда излаймиз, бунда С,, С2,..., Сп изланаётган коэффици- 
ентлар. (5.2) ифодани (5.1)тенгликнингчаптом онига куйиб, ушбу 
борланишсизликка эга буламиз:

r„(x) = - f { x )  + ^C,.i//,.(x,A), (5.3)
/=1

бунда
ь ___

ц/^х,Х) = <р^х)-X^K(x,s)<pi(s)ds (/ = 1 ,«). (5 -4 )
а

Энг кичик квадратлар методига (б-боб) кура С,, С2,.., Сп коэф- 
фициентлар ушбу

-]2

1 = \{rm(x)}2dx= J- f ( x )  + Y^Ciy/i(x,?i) dx (5.5)

интегрални минимумга айлантириш шартидан топилади. Бу шарт 
куйидаги алгебраик тенгламалар системасига олиб келади:



J  _5/_
2  a c ;

D

- J - / ( * )  + £  £ > , ( * ,  A)
/=1

O' = 1,2..., л ) .

t//y(x,A)<fr = 0,

Ушбу
b

(v„yfj)= jyfi(x^)Vj(x,k)dx, fj  = ( f , ¥ j ) (5.7)

белгилашларни киритиб, (5.6) системани энг кичик квадратлар 
методининг нормал системаси шаклида ёзиш мумкин:

(V'I.V '.K, + ( щ ,щ ) С 2 +... + (¥ l , у/„)Сй = f t, 

(i//2,v/,)C, +(|//2,1//2)C 2 + -  + (i//2,'//n)C n = / 2,

(v/„,v/,)c, + (i//„,i//2)C 2 + ... + (у/„,п)С„ =/„.

(5.8)

Куриниб турибдики, (5.8) системанинг матрицаси [(гр.,гр) ] сим - 
метрикдир. Агар (5.8) системанинг детерминанти 7

/)(Я ) =  det ) ]

нолдан фаркуш булса, у хрлда (5.8) системадан ягона равишда С , 
С С  коэффициентлар аникланади ва (5.2) формула ёрдамида 
ип\х) такрибий ечим топилади.

12.4-§ дагидек энг кичик квадратлар методини \ам К{х, s) узак
нинг аввалги бир нечта хос сонлари ва уларга мос келад’иган хос 
функцияларини топиш учун куллаш мумкин. Бунинг учун /(л:)=0 
деб олиб, 0(A) ни нолга тенглаштирамиз ва хрсил булган л-дара- 
жали алгебраик тенгламани ечиб, хос сонларнинг такрибий к,ий- 
матини топамиз. Одатдагидек, А урнига бирор хос соннинг такри
бий к,иймати куйилиб, мос хос функция топилади.

М  и с о л. Ушбу

1
и(х) = 3 -  2х -  Ъх1 + | (xv + х 2 ) u(s)ds

интеграл тенглама энг кичик квадратлар методи билан ечилсин.

Ч> }(х)

Бу ерда я 3 деб олиб, координат функциялар сифатида <р,(х)= 1, <р2(х)=х ,

Лежандр куп\адларини (6-бобга к,.) оламиз ва такрибий ечимни

и3(х) ~~ + С2х  + С3



Vl (лс) = 1 -  J  (xs + x )ds = 1 -  2x2,

y/2(
Г 24 , X(x )  = x  -  J ( x s  + x  )sds = - ,

, . 3 x 2 - l  'r „ 2 4 3 i2 - l  i/3(x) = —y
3 x 2 - l

J  (xs + x  ) - - y — ds = - j

Энди (5 .7 )  формулалар ёрдамида (5.8)  системанинг коэффициентларини топамиз:

(i//,,V\) = . ( V p ^ )  = (¥ 2 ’ V\) = (Ч/ 2 ’ Ч'з) -  ( ^ 3 ’ ^ 2 > ~ 0  >

g 2 2 
(у/,,1//3) = (у/3, V[)  = -  15'(i/2>'//2) = 27 = 5 >

А з ’ Л 9 ’ /з з

Натижада к^йидаги системага эга буламиз:

14 С, =

2 С . . 4 
27 2 9

15

О со н ли к билан куриш мумкинки, бу система ечими к,уйидагидан иборат:

С, = 4 ,  С2 = - 6, С3 = 2.

Шундай щ л и б ,

-  Зх2-1  .  ,  - 2  
м3 (х )  = 4 -  6х  + 2 ■ — ^—  = 3 -  6х  + Зх .

Бу эса  тенгламанинг аник, ечимидир.

1 2 .6 -§ . КОЛЛОКАЦИЯ М ЕТО ДИ

Бу ерда \ам
и

Lu = и(х) -  Я |K(x,s)u(s)ds -  f ( x )  ■■ О (6.1)

интеграл тенгламанинг ип(х) такрибий ечимини топиш учун 12.5-§ 
дагидек {</>,(*)} ва {<р̂ х, Я)} функциялар системасини киритамиз ва



п
Un(x)  = £  С > , .( х )  ( 6 2 )

/=i

деб о л а м и ^  Кейин Lw^x) б о гл а н и ш си зл и к н и н г берилган 
■х = х ДУ = 1 .я ] турнинг нукталарида (коллокация нук,таларида) 
нолга айланишини, яъни

п
Lun(Xj) = Y . CiW,{Xj,k)- f ( x j )  = 0, j  = 1 ,2 ,.. . ,я

/ 1

булишини талаб киламиз (бу ерда а < х,< х2<...<  х  < Л). Натижада 
Ср С2,..„  Ся номаълум коэффициентларни топиш учун

п
X  С >,(х,.,А ) = / ( х Д  j  = Un ( 6 3 )

тенгламалар системасига эга буламиз. Агар системанинг детерми- 
нанти

£>(А) = det[v/,.(xy,A)] ф 0

булса, у хрлда (6.3) системадан Ср С2,..., Сп ягона равишда топи- 
лади ва (6.2) формула ёрдамида ип(х) такрибий ечим аникданади.

Агар D (l)—0 булса^ у хрлда бу тенгламадан К(х, s) узак хос 

сонларининг A* ^  = l ,« j  такрибий киймати топ клади. Кейин (6.3) 
системада / ( х у) = 0  |у = ва я = хк деболиб,

' L C ilk)4 '(x j ,  А*) = 0 , y = U  
/  =  1

бир жинсли тенгламалар системаси \осил кдлинади. Бу систем а
нинг С, = 1,л| нотривиал ечимлари Aj(x, 5 ) узакнинг хк = Хк
хос сонига мос келадиган хос функциясини такрибий равишда 
аник,лайди:

и к\ х)  = £ С , . % ;.(х ).
1=1

М  и с о л. Ушбу
I

и(х) = Х - Х 2 + j* (xs + X2 )u(s)ds 
-1

тенгламанинг такрибий ечими коллокация методи билан топилсин.
Бунинг учун такрибий ечимни

«3(х) = С, + С2х  + С3 Злу^-'



куринишда к,идирамиз ва уни тенгламага к^йиб, боптанишсизликни топамиз 
(1 2 .5 -§  даги мисолга к,.):

r3(x )  = C,v/,(jc) + С2ц/2(х) + С}ц/3(х) -  f ( x )  =

= С, (1 -  2х2 ) + у -  л: + С3 -  х + х 2.

Коллокация нукталарини jc, =  — 1, х2= 0 , х3 =  I деб оламиз ва нук,таларда богла- 
нишсизликнинг нолга айланишини талаб к,иламиз. Натижада

- С ,  -  * С2 + С3 = - 2 ,

- c , - i c 3 =o,

—С| + С2 + С3 = о

системага эга буламиз. Бу системанинг ечими С, =  —1, С2=  3, С3=  —2 дан иборат. 
У \олда такрибий ечим

З х 2-1и3(х) = -1 + Ъх -  2 ■ —^—  = Зх (1 -  х) 

булиб, у аник, ечим билан устма-уст тушади.

1 2 .7 -§ . И Н ТЕГРА Л  ТЕНГЛАМ АЛАРНИ К ЕТМ А -К ЕТ  
ЯК.ИНЛАШ ИШ  М ЕТО Д И  БИЛАН ЕЧ И Ш

12.7Л . Фредгольм тенгламасини такрибий ечиш. Бу методда
Ь

и(х) -  / ( х )  + A |A(x,s)M(.9)<iv ( 7 . 1 )
а

интеграл тенгламанинг ечимини X нинг даражаларига нисбатан 
жойлаш ган кдтор шаклида излаймиз:

и{х)  =  (ра (х ) + А <р, ( х )  + А 2(р2 (х )  + . . .  (7 -2 )

Бу каторни (7.1) тенгламага куйиб

сро (х )  +  А ф, (х )  + А2ф2 W  + -  = 
ь

= /(х) + А |а:(х,^)[ф„(.?) +Аф, (5 ) + х 2(р20?) + ...]<*,
а

X нинг бир хил даражалари олдидаги коэффициентларни тенг- 
лаш тирсак, натижада куйидагиларга эга буламиз:



<Po(x) = f ( x ) ,
b

<pt(x)  =  ^K{xfs)(po{s)ds, ^  ^
a
b

(Рг(х ) =  (x,s)<p] ( s)ds.

Агар такрорланган узак деб аталувчи ушбу

K{(x,s) = K(x,s),
b

K2(x,s)= jK(x, /)*,(/, s)dt,
a

b
K3 (x,s)= jK(x,t)K2(t,s)dt

функцияларни киритсак, у ^олда изланаётган <р (х ), <р7(х),... функ- 
циялар учун к^уйидаги ифодаларга эга буламиз:

ь
<Po(x) = f ( x ) ,  <р„(х) = j  Kn( x j ) f  (s)ds (П = 1 ,2,...).

а

Энди (7.2) к^аторни куйидагича ёза оламиз:

*. h 
и(х) = f {x )  + я Ja:, (x,s)f(s)dx + Я2 $К2(х,s)f{s)ds +... =

° и
Ь

= f ix )  + я j[tf, (х, s) + ХК2 (х, s) + ...]f(s)ds = (7.4)
а

b
— f i x) + А р?(х, .у; X)f(s)ds,

а

бунда

Д(*,.у;Я) = /:, (*,$ ) + Я/Г2 (*,$) + ... (7.5)

интеграл тенгламанинг резольвентасидир.
Ф ар аз к,илайлик, D = { a < x , s < b ]  со\ада < Л/ ва

|/(х)| < N булсин, у холда (7.3) формулалардан индукция методи- 
га кура



\(pjx)\< N [M (b - a )J  (n = 0,1,2,...) 

тенгсизликлар уринли булади. Шунинг учун х,ам

|А|< 1 - (7.6)I I М(Ь-а)

тенгсизлик бажарилганда (7.2), (7 .4) ва (7.5) кдторлар те кис як^ин- 
лашади. Интеграл тенгламанинг такрибий ечими сифатида

п
и„(х) = ^ Х к(рк(х)

к--О

ни олиш мумкин, бунинг хатолиги куйидагига тенг.
ПС

£п = \u{x) ~Un(x)| < X  1Я1* \(Рк ^ 1  “
к-П-¥\

“ г  I П *  wl "  М { Ь - а ) \ Х  П

к=п+ 1

М исол сифатида
1

и(х) = е'1 -  -j е Х + 2 Iе * Su(s)^s
о

интеграл тенгламанинг ечимини топамиз. Бу ерда |А̂ (х,5)| е ^
< 1, | Дх)| = ех -  ~ е х < 2 ,6  ва Я =  ̂ булганлиги учун (7.6) як,инла- 
шиш шарти бажарилади. О сонлик билан куриш мумкинки,

<Ро(Х) = еХ ~ \ е~Х’

<£>,(*) = j  e"X~S [е' ~2 е"' ) d s  = e Х - - J - ’ 
о

(рк(х)  = е~х -3+J- ■ ^ l_~  j  (к = 1,2,...).

Бу ифодаларни (7.2) каторга куйиб, аник^ечимни топамиз:

00 / \ к-\
/ ч V 1 -> . 3+е V I ]~е 1 -  и(х) = е -  е + е  а ,  2 - 1  ,  ) “

к=1

= е’ - \ е - * + е-*\=е*.

\ ар доим хам бу мисолдагидек (7.3) интеграллар аник, ^исоблан- 
майди. Ш унинг учун \ам (7 .3) интеграллар учун 12.2-§ дагидек 
бирор



j<P(x)dx = ^  АкФ (хк)
а к=\

кв.ф. ни куллашга тугри келади.
К,уйидагича белгилашлар киритамиз:

Kv = K ( ^ x l ), % ,= % (*/ )>  / = / (* ,)■

Шу билан бирга <рп(х)  нинг такрибий к^ийматини <р„,- ва и(х)  нинг 
такрибий к,ийматини у(деб белгилаймиз. У хдвда (7.3) формуладан 
куйидагига эга буламиз:

ь п

<Ри =  | а ( х , , л > 0 (5 )< *  ^ Y j Aj K ^ ' . ,
а /=1
п

V " = ' Z Aj K s <Po j
7 = 1

ва умумий \олда п
Vm,=Y,AjKtiVm-\.r

>1

Бу формулаларга кура ^исоблашни куйидаги жадвал буйича ба- 
жариш мумкин:

1 2 п Vorfi Ф 1 / У,

*1 М ^2, ХА.К.1 п\ Ч>о\ Лфи X ф21 У-1

*2 ХА2К[2 ха2к22 ХА, К,2 п 2 Фиг Хф\2 X ф22 У/2

Xп ХА К,п 1л х а к2п ХА КИ пп V’o „ ЯФ1„ А Фгп Уш

Бу жадвал икки к,исмдан иборат. Биринчи к,исми квадрат жадвал 
булиб, унинг элементларини \осил кдлиш учун К(х, s) узак (х , х )  
нук^аларда ^исобланади ва бу к^иймат ДА сонга купайтирилади. Жадвал 
иккинчи к^исмининг биринчи устуни <po(x)=f(x) функциянинг х. 
ну^талардаги к,ийматидан тузилган. Кейинги (фц устун) устуннинг



1-, 2- ва хрказо элементлари куйидаги формулалар ёрдамида топи
лади:

формулалар ёрдамида ^исобланади. Худди шунга ухшаш яна ке- 
йинги устунлар элементлари хисобланади. Х ис°блаш  жараёнини 
охирги хисобланаётган устуннинг элементлари берилган аниьушк- 
дан кичик булгунича давом эттирамиз. Бундан кейин топилган 
устунларнинг элементларини сатрлар буйича кушиб, охирги устун 
элементларини, яъни и{х) еч и м н и н гх  нуцтадаги у. такрибий к;ий- 
матини топамиз:

Бу кдтор (7.6) шарт бажарилганда як,инлашади. Х.а^ик.атан \ам, фа- 
раз ^илайлик, |<р0/| = \f \ < N булсин, у хдлда

батога эга буламиз. Бу ба^олардан (7.7) кдгорнинг якинлашувчи- 
лиги келиб чикдди.

М  а ш  к,. Ушбу

1 2 .7 .2 . Вольтерра тенгламасини такрибий ечиш. Маълумки, агар 
К(х, s) ва Д х)  функциялар D = { a < s < x < b }  сохдсида узлуксиз 
булса, у холда Вольтерранинг II жинс интефал тенгламаси

X нинг ихтиёрий к,ийматида ягона ечимга эга. М азкур ечимни ку- 
йидаги к^финишда излаймиз:

я Фп = Х я ЛД,,ф0., X<pn = Y JXAiK2i(poi

Кейинги <Р2. устун элементлари эса

А 2ф ц  -  j £ J A .A jK t j (X (p lj ) , X 2V22 -  У ' , X A j K 2 i (X (p 2 Д  —

У, =<Ро1+ ХФи+Х2(Р21+ - (7.7)

|фи | = £  < NM | А| X  А, = NM\X\(b -  а).

Бу жараённи давом эттириб,

\Фт\- м[м\Х\(Ь-а)\ (и = 1,2,...)

и(х) + 0,2  1 }u(s)ds  = 0,2 ( е *  -  х  + 4 )
о

тенгламанинг ечими е =  10 4 аник,ликда топилсин.

(7.8)



Бу кдторни (7.8) тенгламага куйиб, кейин Я нинг олдидаги бир 
хил даражали коэффициентларни тенглаштирамиз, натижада

х
<Ро(х) = f(x),<pk(x )=  jK(x,s)(pk_l(s)ds,k = 1 ,2 ,... (7 .1 0 )

а

тенгликлар келиб чик,ади. 12.7.1 даги белгилашларда

N\M(b-a)\ (7.11)
к\

батога эга буламиз. Агар (7.8) тенгламанинг такрибий ечими сифа
тида (7.8) к,аторнинг аввалги п та \адини олсак, у ^олда (7.11) тенг- 
сизликка кура хатолик учун куйидаги бахрга эга буламиз:

£ п = |"М -*'„(*)! =
[М(Ь-а)  |А|]*

Т\ (7.12)

Бу бах,о анча купол. Куп \олларда абсолют хатолик бундан анча 
кичик булиши мумкин. Буни мисолда курамиз.

М и с о л. Ушбу

и(х) -  | (.5 -х )м (.? )Л -= х , 0  <  X < 2

интеграл тенгламанинг ечими е — К) ' 5 абсолют хатолик билан топилсин. 
Бу ерда N = x <  2, \К(х, s)| < 2, А= 1, Ь—а <  2 булганлиги учун (7 .11 )  дан

(*)| : А'!

ба\ога эга буламиз. Бундан эса
*  ~к 

« . - 2 Z  Т < - “5к=п+1 К-
тенгсизлик бажарилиши учун п =  11 булиши лозим. Аслида бундай эмас. Ха^и^атан 
\ам, у)0(х) =  х д е б  олиб, кетма-кет куйидагиларни \осил киламиз:

¥>i(*) = J(j-jO<jt>0(s)afc = *■- - 3! ’

<р2(х) = j(J—л:)чо,(.¥)<*■ = ’’ 
0 3' Ч



Бундан курамизки, ell=  10 5 булиши учун п — 5 етарлидир. Шундай кдлиб, так,- 
рибий ечим сифатида

, . , . х 3 х5 х 1 х 9 х ии(х) = us (x) = x -  - у  + у ,  -  уу + 9у  -  y j ,

ни олиш имиз мумкин. Куриниб турибдики, аник, ечим i/=sinx.

Агар (7.10) интеграллар аник, олинмаса, у ,\олда квадратур фор- 
мулалардан фойдаланишга тугри келади. Масалан, \а, b] оралщни п 
га булиб, умумлашган трапециялар формуласидан фойдаланамиз. 
Бунинг учун h = b-^  , Xj = а + ih, KtJ = К(хп х} ), <pkj = <pk(x ,) деб 

белгилаймиз ^амда <pk(x), ип(х)  ларнинг такрибий к,ийматини мое 

равишда Ф ы , У м  орк,али белгилаб, куйидагига эга буламиз:

<PkAxi ) =  l K { x i ,s)(pk (s )ds  = 
о

=  \  [ ^ , 0 % 0  + 2  { К П<Рк\ +  К п<Рк1 +  -  +  K i-\<Pu- 1 )  +  K i,(Pki ]

ёки

Ф к + и  =  ^ [ К ю Ф к О + 2 { К п Ф к\+К 12Ф к2+---+К 1.)-1Фк.1-\) +

+Кцфк1 ], i = п.

Барча фк! [ к = 0, я j ни х,исоблаб булгандан кейин мл(х) нинг ynj так
рибий к,иймати

Уп, =
*=0

формула ёрдамида аникуганади.
Бошк,а квадратур формулаларни х,ам куллаш мумкин. Масалан,

h — п
х ,■ = а + ih, h = 2 п~ нук,талар ёрдамида [а, Ь\ ораликни 2п булакка 

булиб,

<Рк + 1 . 2 ,  =  %  +  | Ы =  | а - ( д С 21. , 5 ) % ( 5 ) Л

о
интегралга Симпсон формуласини куллаб, такрибий циймат учун 
куйидаги формулага эга буламиз:

Фк + 121 =  hj [ K 2 i , ( A o + 4 ( K 2 , , l9 H  + К 2>зФк1 +  К И.И-\Фк,И-\) +

+  2 { К 2К2Фк2 +  К 2;АФк4  + ” - +  ̂ 2 / , 2 / - 2 % , 2 / - 2 ) +  ^ 2 / . 2 / % .2 i  ]  ’ 

i =  1,2

Ток, /лар учун ф . интерполяция йули билан топилади.

3 1 4



Кетма-кет як^инлашиш жараёнини

шарт бажарилгунча давом эттириш керак, бунда ||у|| = max ly (.*)!, е

— берилган нисбий хатолик. Бу шарт шуни курсатадики, жараённи 
тухтатиш учун иккита кушни кетма-кет як^инлашишлар натижаси- 
ни солиштириш керак. Агар улар як,ин булишса, у \олда керакли 
аник,ликка эришилган деб \исобланади.

(7.9) тенгламани такрибий ечиш учун унга кирадиган интеграл- 
ни туфидан-тугри бирор кв.ф. билан алмаштириш мумкин. Юкрри- 
да курганимиздек, бу мак;садда умумлашган трапециялар формула- 
сини куллаш мак;булдир. Мазкур формулаларни куллаб, куйидагига 
эга буламиз:

келиб читали. Шундай кдлиб, биз кддам-бакддам у. ларни топиб 
оламиз.

1-м a ui к. Ушбу I

= У, -  Y  К о  Л  +2 ( К«Уь + КпУг + -  + v, ,)  + К „у, ]  = / (*,)

еки

У/ у \ _ к тУо + 2 ( К ц У \  +•■■ +  к и -  !>’/ - ! ) +  K , , y i \  =  f n

бундан эса

1-
2

и(х) = х + xjxsu(s)ds  
о

интеграл тенглама учун куйидагиларнинг тугрилиги куреатилсин:

А (Я) = 1 -  ~ , D(x,s,X) = Xxs, и(х) = .
3 — Я

2-м а ш к,. К,уйидаги

и(х) = X + Я |л(х+5) u(s)ds 
о

тенглама учун

А(Я) = 1 -  з  Я -  7‘2 Я2 ,

D(x, s; Я) = As(x + j )  + A.2s ( * xx -  ' x -  * ? + ' j

эканлиги курсатилсин.
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