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SO‘Z BOSHJ

Muml.ikulimizda kadrlar tayyorlashning sifat darajasini oshirish,

i Mhliiiilui asosida oliy malakali mutaxassislar tayyorlash, o‘quv

i ,.lil.ue la'lim standartlariga asoslangan ilg’or pedagogik

bPMmL.|’'niiluiin joriy ctish borasida oiib borilayotgan keng islohotlar

*ntilla iila uliv 1a’lim muassasalarida o’qitish sifat-samaradorligi ortib,

............ va lalabalarda kreativ, yangicha matematik tafakkur rivoj-

Iriitl ur*i abab bo'lmoqda. Shu bilan bir gatorda talabalar mustaqil ijo-

1\ v giiv luliiv laoliyatini faollashtirish zaruriyati ham yuzaga kelmog-
ila

Nifill mutnxasislarni har taraflama rivojlangan komil inson gilib
i nla%iila .lula matematika alohida o’ringa ega. Matematikani o0°’rganish
[iiim\ uiiiilii inson l'aoliyatining barcha sohasi uchun zarur qobilyatlar:
withv litili'h, mantigiy mushohada, fazoviy tasawur, tahliliy mulohaza,
iih n il i lalakkui shakllanib boradi.

IUilni o’quv qo’llanma matematika va fizikaning muhim gismla-
iMini bill
Ine 1f,in kompleks argumentli funksiyalar tushunchasini o’rganishga,
i1 qili'ihgu bag’ishlangan. Bu o’quv go’llanmadan fizika, matematika

i i inki oliy ta’lim muassalari talabalari va tayanch doktorantlari
i" ilnlinimhi mumkin. Undagi kompleks sonlar, kompleks funksiyaning
if ili i |Integralli, analitik funksiyalar, yassi vektor maydonlar
Inilium IniM, ulardagi muhim matematik amallar sodda tilda bayon
i illl ibiii hiirakat gilingan.

« quv go'llanma sakkiz bobdan tashkil topgan.

HirInclii bobda kompleks sonlarga oid tushunchalar, ular ustida
iiiiHilnif.il tegishli ma’lumotlar, kompleks sonlarning tregonametrik,
1" i Mitkiehli va logarifmik shakillari keltirilgan.

llikiiieb bobda kompleks argumentli elementar funksiyalar,
meliniinh sohasi, egri chiziglarni kompleks shakldagi tenglamalari,
mini Ingoiwmetrik funksiyalarning kompleks shakldagi ko’rinishlari,
lauiiplek msohadagi giperbolik funksiyalar va teskari  trigonometrik
limk ivnlarga tegishli amallar bayon gilingan.

Ihhunchi bobda kompleks argumentli funksiyaning hosilasi,
nini lilik liinl'siyalar va yassi vektor maydonlami hisoblashda ularni
<i Mindisli hagida so’z yuritilgan.



To‘rtinch bobda kompleks argumentli funksiyalardan tekislikdagi
biror chizig buylab olingan egri chizigli integrallar misollar yordamida
tushintirilgan.

Beshinch bobda ba’zi kompleks argumentli funksiyalardan
olingan egri chizigli integrallami Koshi formulasidan foydalanib
hisoblash, Oltinchi bobda hadlari kompleks sonlardan yoki kompleks
argumentli funsiyalardan iborat bo‘lgan qatorlar jumladan, praktikada
ko‘p ishlatiladigan darajali gatorlar, Loran gatorlariga doir misollar bilan
shug‘u!langanmiz.

Ettinchi bobda maxsus nuqtalar va ularning Kklassifikasiyasi
Sakkizinchi bobda qoldiglar nazariyasi, integrallami chegirmalar
nazariyasi yordamida hisoblash keltirilgan. Har bir mavzular misollar
bilan bayon gilingan va mustaqil ishlash uchun mashglar berilgan.

Har bir bob tegishli paragraflarga bo‘lingan bo‘lib, har bir paragraf
mavzuga taallugli asosiy ta’riflar, tasdiglar, teoremalarni o‘z ichiga oladi,
shuningdek, ularning har biri an’anaviv misollarni batafsil tahlil
yordamida yechish orgali namoyish gilingan.

0 ‘ylaymizki, o‘quv qullanma o‘z o'quvchilarini topadi va boshqa
mavjud o‘quv adabiyotlari gatorida kompleks o‘zgaruvchili funksiyalar
kursi bo‘yicha ularga bilimlarini oshirishga ko*‘mak beradi.

Miialliflar.



| BOB

KOMPLEKS SONLAR USTIDA AMALLAR
Iti KOMPLEKS SON MODULI VA ARGUMENTINING
GEOMETRIK MA’NOSI

Aom/ilithvson deb : =x+iy ko‘rinishdagi songa aytiladi. Bunda x
M i haqgigiy sonlardir. Mavhum hirlik deb nomlanadigan
ki.H.ia | tenglikni ganoatlantiradi.
ILiglgly i va y sonlarni z komleks sonning mos ravishda hagiqiy
\M iii.nhum gr,mining koeffisiyenti deyiladi va x=Rez, y=Imz
Kevoree. toIn vu/iludi (lotincha reabis - haqgigiy , imaginarius - mavhum
|LHHUKAIT)
t in Mn kompleks sonning algebraik formasi (shakli) deyiladi.
imull 1 Min X—ty esa, z-Xx +iy ga nisbatan go‘shma
Al son deyiladi va kompleks son belgisi ustiga chizigcha bilan
toBUII
1w |1 il mwilink1l Dekart koordinatalar sistemasi xoy ni tanlab,
miliv} iib i alai o'giga z x+ iy ning hagiqiy gismi X ni, ordinatalar
li ilijia i i MMvIlaiin gismining koeffisienti vy ni joylashtirsak, tekislikda
11 ii inigt>i['n ega ho'lami/.
\n i ,hu niHjla x 4 iy kompleks sonning geometrik tasviri deb
i ibni glllnuan
bund.i\ qllib, liar bir kompleks songa tekislikda birgina nugta va
ifctliii bn b kZilikdagi har bir nugta uchun bitta kompleks son mos keladi.
iM iig  hagigiy o‘q, oy - mavhum o‘g, xoy tekislik esa
kniiilib r it linlllt deyiladi.
... I iiinniii). uch xil ko‘rinishi mavjud:
» il korinish:
| . i/Mmif)  trigonometrik ko‘rinish.
.............. ko'ruilkichli ko‘rinishidir.
va <Pp=argz Kkattaliklar mos ravishda komleks
eiimiiliil. nim/iil/ vi ar™umenti deyiladi.
Inill lin'ylilia, :  komleks sonning moduli quydagi ifodaga
iltenils

H=yll =yix2+y?2 (11)



Oxirgi ifodadan kompleks sonning modulini geometrik ma’nosi kelib
chigadi: Kompleks tekislikda kordinata boshidan r'nuqtagacha bo‘lgan
masofaga tengdir (1.1-rasmga garang).

11-rasm
Kompleks sonning argumenti esa, hagigiy o‘q yo'nalishi bilan z
nugtaga mos radius-vektor orasidagi burchakdir. Birgina z kompleks
songa cheksiz ko‘p burchaklar mos keladi, shuning uchun argumentning
aniglilik chegarasi Ink gateng:-"
Argz =argz+2nk.
argz- argumentning bosh giymati deyiladi:
mgz =<p=arctgz, -n <argz<n
X
1-misol. Quydagi munosabatlarning geometrik o ‘rnini aniglang
A |lz—z,|=lz —=22
B. |Z-2|+ |2+ 2| =5
Ycchilishi:  Komleks son modulining geometrik ma’nosidan
foydalanib,
a) tenglikning chap gismi z  nugtadan qo‘zg"almas r, nuqtagacha
boigan, o‘ng gismi esa, z nugtadan qo‘zg‘almas z2 nuqtagacha bo‘lgan
masofaga tengligini topamiz. (1.2-rasm)



Hv iMHuiilnlurning bir -biriga tengligi esa, z nuqgtalar z va 22
HM<d HiH bit xil uzoglikda joylashganligini ko‘rsatadi. Hamma z
geometrik o‘rni esa, z va z2 nugtalami tutashtiruvchi
..... mi u'ltisidan o‘tkazilgan perpendikulyarda yotadi.
b M MuH.... that ning hadiariga nazar tashlaylik:
|  migindun kordinatalari x=2, y =0 nuqtagacha bo‘lgan masofa,

i ! - Mugltulim kordinatalari x=-r, >-0 nuqtagacha boigan masofa.

\

1.3-rasm

Wn i.(imelrik munosabatlar ~ shunday  z  nugtalarning o‘mini
HinlMliivdiki, bunda fiksirlangan z,=2 va 2z2=-2 nuqtalardan z
..... iimi Iui bo'lgan masofalaryig‘indisi doimiy va 5 gatengdir. Bunday
MMiiiiiiing geometrik o‘rni fokuslari z =2 va 2z2=-2 nugtalarda
194ii JlijMii ellipsdan iborat bo‘ladi (1.3-rasm). Ellipsning xossalarini
nnllp o'lamiz: ellipsning ixtiyoriy nuqtasidan ellips fokuslarigacha
bit IgM masol'a doimiydir.

)y misol Geometrik mulohazalardan kelib chigib , quydagi

t. In .i-bkui isbotlang: pj-i <largz|

AV ithilishi: Tengsizlikni  kompleks  sonning  ko‘rsatgichli
.......... - =|rle'r foydalanib quydagi ko‘rinishda yozib olamiz:
p

| Jiiji | lunksiyani kompleks tekislikda chizamiz (1.4-rasm).

iin in.isota ell nugta bilan (bu nuqta radiusi birga teng aylanada
milikli ) r 1 nugtani birlashtiruvchi vatar bo‘ladi. Ma’lumki,
viMiMiiing u/.unligi shu vatarga to‘g‘ri kelgan yoyning uzunligidan
ilitlm kicbikdir.



1,4-rasm.
Oxirgi ifodada birlik radiusli aylana bo‘lganligidan yoyning uzuniigi
je*- Y« ga teng. Shuni isbot gilish kerak edi.

Mashqlar

Quyidagi kompleks sonlarning hagigiy va mavhum gismlari,
argumentning bosh giymatini hamda modulini toping.
I

1 z=(2+30(31) 4, sl Aof
2. z=(1-03-(1+0° 5. x-fi-iy
3. z=(-2/)(1+40 6. (1+0(3+0 (1-0(3-0

Quydagi munosabatlarni  ganoatlantiruvchi ~ kompleks  sonlarning
geometrik o‘rni ko‘rsatilsin.

7. —i|<4 12. |z+4-5/j=3
8. ¥+ 4/>3 13. Rez2=a

9. Rer <-5 14, Imr =a

10. Imr>3 15. a<argz<p

11. Rez +Imz<2 16. |z-4|+|z+2]=10

1.2-§ KOMPLEKS SONLAR USTIDA AMALLAR

Agar berilgan
=%+  va z22=x2+iy2
kompleks sonlarda
X =x2 Va vy, =y2
bo‘lsa,bu kompleks sonlar teng deyiladi.
8



I IH (uwny ikkita kompleks sonni quyidagjofghish va
hho it ijhlril gilingan:
atp =(a+ib)x(c+id) =(axc)+i(b +d) (12
X'lhin
(1-4/) +(-8+ 2i) =(-8+3)+/(—4+2) =-5-2/;
(1 HV3)-"6-l«j=(I-6)+/ " + ij =-5+, " +[J.

ein  ||lmHmy ikkita kompleks sonni ko‘paytirish  ko‘phadlarni

Ini pinllii".li goidasiga binoan bajariladi, ya’ni

Il P =(a+ib)(c +id) =ac+iad+ ibc +ifhd
Mwm liimki ./ i, shuning uchun

dp =(a+ib)(c +id) =(ac - bd) +i(ad +be) (13
i bn idupi

a=a+ib Vaa=a-ib
....... plit sonlar o‘zaro qo‘shma sonlar deyiladi. Qo‘shma sonlarning
yI* linlim ham hagigiy son bo‘ladi :
a+a=2a Va aa =a2+b2 (1.4)

(-5+2)+(-5- 2)=-10

(-5+2/)(-5-2<)=5+4=2
MIHi » ,nih va p=c+id kompleks sonning birini ikkinchisiga
bn lisli uchun kasming surat va maxrajini p=c-id qo‘shma kompleks
mil'ii ko paytiramiz. U holda

Shuiihm

— 15
P c+id cl+dz + -)? ( )

Mtiuiltin:
W+ (I+<f +2i+i2 2
i-< 0+00-0 12 2
1 H
I C) I

I mil lo rl amal yordamida yechiladigan misollarning ayrim

I niisol. i ning turli darajalarini hisoblang:
Ycchilishi:
[ VINT, i2=-1; 2=i i2=-i; #=(|22=(H2=15 i5=i i“=i;
,68(/")2=(-,)2=r=-1
'nlinkazo. Shunday qilib, / ni ixtiyoriy musbat butun darajaga ko ‘tarsak
wmi\ ulagi to'rtta sondan biri kelib chigadi:
9



Umumiy holda buni quyidagicha yozish mumkin :
(16)
bu yerda k=0,12.

2-misol.Ushbu tenglamani yeching :

(L+2)nr+(3-5)y=1-3/.

Yechilishi: Dastlab qgavslarni ochib tenglamaning chap
tomonida hagigiy va mavhum gismlarni ajratamiz:
(x+3y)+i(2x-5y) =1-3i .

Ikkita kompleks sonning tengligi ta’rifiga asoslanib, bularning
haqgiqiy gismlarini o‘zaro hamda mavhum gismlarini o‘zaro hamda
mavhum  gismlarini o‘zaro  tenglashtirib , ushbu tenglamalar

sistemasini hosil gilamiz : "
x+3y =1
2x—by - =3

Bu sistemani yechib, x=—2t lami topamiz.

3-misol. Ushbu tenglamani yeching: r2+1=-2r.

Yechilishi: Kompleks sonni  x+iy  ko‘rinishida yozib
olamiz.

I+ (x+iy)2=-2(x-iy)
Qavslarni ochib chigsak:
\+X2+i2Xy—y2=—=2x+i2y

Endi hagiqiy va mavhum gismlarini o‘zaro tenglashtirib, quydagi
tenglamalar sistemasiga ega bo'lamiz.

Ix2-y 2=-2x-1 jx2—y2=-2x—4\ 1> =42
[2¢>=2y [x=1 \x =1

4-misol. Ushbu g =li_it®£ kasmi soddalashtiring.

-itga

Yechilishi:

5-misol. —=-2111- kompleks sonni hisoblang (n - natural
p (i-«r

son):
Yechilishi:

10



\-2i-\=-2i boiganligi sababli
i"(-2/) =
> niisol. Quyidagi tenglamalar sistemasini yeching:
f(3-/)jc+(4+2/)_y = 2+6/
\[4+2i)x-(2+3i)y =5+4l.

Vcilillishi:  Sistema yechimni determinantlar yordamida topish
MMining. Ma’lumki,

D y=-~5’
3-1 442 2+6/  4+2/ 3-1 2+6/
, d2=
4+2/ -(2+3)) 5+4/  —2+3)) 4+2/  5+4/

I nliliib quyidagi yechimni hosil gilamiz x=i+/, y=i. Mana shu
........ ko'rinadiki, chizigli tenglamalar sistemasining koeffitsientlari
I niiiph I bu'lsa, uning yechimi ham, umuman aytganda, kompleks
entiin bn'lishi mumkin ekan.

Mashqglar
Misollami  yeching:
I/ ain b) (i+2)5
IN -(n >
iy @+/2
U oii
@
it @i
14 AN (n—hulunson)
hi 1)
| I"lihii (> X)g+(7+3/)3=2—tenglamadan jv a; ning hagiqiy
ghiiiiilliiiini toping.

n



26. x vay ning (i+2i)x-(5-M)y=-\-i tenglamani ganoatlantiruvchi
giymatlarini toping.

27. Ushbu chizigii tenglamalar sestemasini yeching:

2+Njc(3+H~=/|

(3+i)*+(2-i1)>-=1

28. Ushbu kvadrat tenglamani yeching:

x1-(4 +3/)x+1+5/=0

29. Ushbu bikvadrat tenglamani yeching:

x*-30x2+289=0

30. Tenglamani yeching:

a) (4 +2ix +51—Li)y =13+/

1.3-8. KOMPLEKS SONNING TRIGONOMETRIK SHAKLI

a=a +ib kompleks sonning ikki xil geometrik ma'nosi bor.
a) U tengsizlikda (a,b) nugtani tasvirlaydi:
b)  u (0,0) nugta bilan (a,b) nugtani tutashtiruvchi vektorni tasvirlaydi
(1.5-rasm).

Ma’limki tekislikda har bir kompleks songa bitta nugta va
aksincha, har bir nuqgtaga bitta kompleks son mos keladi. 1.5-
rasmdan quyidagilarni ko‘rish mumkin:

a=rmsgq>, b=rsmg>, /=\jal+b2 .7

g<P=E q>=arctb—

a’ g

Bu yerda ishtirok etayotgan r son a=a+ib ning moduli 9 esa uning
argumenti (yoki fazasi) deyiladi, quyidagicha yoziladi:

f=la|=Va2+ii2 va ">=aiga (1.8)
Y
e
* X
15-rasm.



Minkldun ko'rinadiki, o<r<-H» va O<<p<2n\ ba’zan -n<q><n chegaralar
h.in ishlatilib, ikkala chegara ham bir magsadga olib keiadi. (1.7) ga
muvolliq n kompleks son ushbu

1.9
korinishga ega bo‘lib, u kompleks sonning trigonometrik shakl
tleyiladi. Kompleks sonlar ustida amallar bajarishda asosan (1.9)
luima ishlatiladi. Matematik analiz kursidagi Eylerning

(1.10)
I tirmulasidan foydalanib, (1.9) ni

a =rev (1.11)

ko'rinishida yozish mumkin. (1.11) Kompleks sonning ko'rsatkichli
shakl deyiladi. Bu formulada

(112

bo*lib, u irratsional sondir
2<e<3 yoki e=2,718281828459045...

Ta’rif. a kompleks soni deb ma’lum bir tartibda berilgan a va
[ haqgiqgiy sonlar juftiga aytiladi:

a =(a,b).
Shunday qilib, bitta kompleks sonni quydagicha
a=a+ib, a =rs?>+/6iN{?), a=rep (1.13)

uch xil shaklda yozish mumkin bo‘lib so‘ngi ikkita ifoda ko‘pincha
(lo*l keiadi. Har ganday kompleks sonni bir shakldan ikkinchi shaklga
o'lkazish mumkin. Buning uchun (1.7) munosabatlardan foydalanishga
lo‘g‘ri keiadi. Ko‘pincha kompleks sonni trigonometrik shaklga keltirish
lalab gilinadi, bunday vaqtlarda 1.5- rasmga murojaat gilinib, kompleks
songa tegishli vektorning qaysi chorakda (kvadratda) yozishiga e’tibor
qilish tavsiya etiladi.

Izoh. < burchakka uning davrini ham qo‘shib, quyidagicha
yoziladi:

Arga =arga +2kn =(p+2k1r, Kk =0,+1,£2,... (1.14).
1-misol. Ushbu 1+i sonni trigonometrik shaklga keltiring.
Yechilishi:  a=l va b=l bo‘lgani sabab r=|i+i|-Vi2+2=7"7

tgpzt-)zi bo‘lib, 1+/ ga tegishli vektor tekislikning birinchi choragida

yotgani uchun <p=lk bo‘ladi. Demak, i+/=d2(cosj+isui*). Buning



ko’rsatkichli formasi esa, (18) ga muvofiq i+/:V2e$ ko'rinishga
ega boiadi.
2- misol. -i+j sonni trigonometrik shaklga keltiring.

Yechilishi:. a=-i, b=I, r=|-i+z|=Vi7+F=V2 tg<p;-=-1
=anctg(-1) . Berilgan songa tegishli vektor ikkinchi chorakda
yotgani sababli = boiadi. Demak,

a+i =V Cos T hsin VLV 45 Y
Vv 4 4/

3-misol. sonni trigonometrik shaklga keltiring.
Yechilishi:
a=-1,b=-1i-=s[2", tg<p=;:1.

Lekin mos vektor uchunchi chorakda yotgani uchun P= boiadi.
Agar istasak buning o‘rniga manfiy burchakni olishimiz ham
mumkin. Ikkalasi ham bir xil natija beradi, chunki
cosj =cosf2;r-—1
| 4)
sin nfj 31
Demak.
-1-/ =V2*cosM +jsin™j =V2e 4
4- misol. I-/ sonni trigonometrik shaklga Keltirirng.
Yechilishi: a=1, *=-1, r=J2; /g»=y = -1, mos vektori
to‘rtinchi chorakka joylashganligi uchun <=~ boiadi. Istasak
buning o‘rniga manfiy burchakni olishimiz ham mumkin.
Demak,
[-i =V2~cos-"isin-"j=V2 4 .
5- misol. (-1) sonni trigonometrik shaklga keltiring.
Yechilishi: a=-1 *=0, r=4j=1; lg»=-9-=0,

Mos vektor ox hagigiy o‘gning manfiy tomoniga joylashgan, shu
sababli boiadi. Demak,
—A=cos/r+isinn - e*
14



h-misol. +1 sonni trigonometrik shaklga keltiring.

Yechilishi: Bu songa mos vektor haqgigiy o‘gning musbat
loiiionida joylashganligi sababli <=0, r=1 demak i=cosO+sinO=¢" .

7-misol. |+/'/3 sonni trigonometrik shaklga keltiring.

Yechilishi: a=I, 6=\3 r=4i+>3)2=2; tgtp=-a="l

Mu . vektor birinchi chorakda bodgani uchun <=y. Demak,
+(V3=2"cosy+/sinyj =2e"

K-misol. -1+4/3 sonni trigonometrik shaklga keltiring.
Yechilishi: a=-1, 6= r=2 gp=-~-=-13

ml lot ikkinchi chorakka joylashganligi sababli <»=?r-y=-y .

Hemnk, -1-11/3=2 cos%rﬂsr'n%}i:Ze
V-misol. -1- M8 sonni trigonometrik ko‘rinishga keltiring.
Yechilishi: a=-i, A=-v3, r=2; tgp=5
Mu . vektor uchunchi chorakka joylashganligi uchun
<p:n\—|—)K;E]I— yoki —m—m Ig
bn Imli  Demak, -i-ii/3 =2fcos— +/sin— - 2«

I()-misol. H2”  sonni trigonometrik ko‘rinishda ifodalang.

Yechilishi: a- & *:/\2 1=1; tgp= -i/3

Mu . vektor ikkinchi chorakda, shu sababli <p=n-§=23;r
I)eLuvul< III—73=cos—2n+is'in'—2ﬂ=e
T2 2 3 3

11-inisol. -2-5/ sonni tregonometrik shaklga keltiring.
Yechilishi: «=-2 ,6=-5 /=129 ; g¢>=-~ =25
-2-5i=i/29 cos arctg— +ism arctg-

12 niisol. l+cosatisina: sonni trigonometrik shaklga keltiring
Yechilishi: a=I+cosar , 6=sinar ,

1 N1+cosaf2+sm a =I{iFoosa] =298 —oc0d)

15



sina 2sin bl_ cos bl_ § H
= =arctg\ =arcl —orc'gl’
tg9 >p g 1+ cosa g orc'gl'g

Demak, I1+cosa +/sin« =2cos(— Icos—-
A2

Mashqglar

Quydagi kompleks sonlami trigonometrik shaklga keltiring:
3. 32 33.-2;34. i+"™i ;35. 1 2£I, ; 36. -cos?-/sin«  37.
22 2 v %

I-cosar+isinar ; 38. -sina +!'(I+cosa) .

1.4-§. KOMPLEKS SONLARNI KO‘PAYTIRISH
VA DARAJAGA KO‘TARISH

Trigonometrik shaklda berilgan kompleks sonlani o°‘zaro
ko‘paytirish va darajaga ko‘tarish quydagicha bajariladi:

a 0 =r(cos&+/sinp,)p(cos™2+/sinqr)=rp (cos(y> + )+/sinz+R))

(1.15)

ya’ni ikki kompleks sonni ko‘paytmasi yana kompleks son boiib,
uning moduli ko ‘paytuvchining modullarining ko ‘paytmasiga, argumenti
ko ‘paytuvchilar argumentlarining yig‘indisiga tengdir.

Agar a =p bo‘lsa

or2=[/s(cos p+/sin<p)J = r1(cos Ip+isinA)

bo‘ladi. Kompliks sonning n-darajasi esa quyidagicha ifodalanadi:

a" =\r (costp+;sin(p)J =r”(cosmp+isinntp) (1.16).
Xususan a ning moduli r=1 bo‘lsa, (1.16) dan:
(0oS(3H(SIN(>)" =cos rup-+isinntp. (1.17)

Bu tenglik Muavr formulasi deb ataladi. Buning chap tomonidagi
gavslarni Nyuton binomi bo‘yicha ochib, so‘ngra tenglikning ikki
tomonidagi haqiqgiy gisimlarni o°‘zaro hamda mavhum gismlarni o°‘zaro
tenglashtirish natijasida trigonometryaga doir turli formulalarni keltirib
chigarish mumkin. Misol uchun (1.17) da n=2bo‘Isin, u holda
€0 St 2isin<pcos - Sin2P= cos 2<p+ isin 2ip
bu erdan
coshp = cosl(p-sml<p Va sin2” = 2sinpcos0> V3 h.k.

16



Nuyr algebraik shaklda berilgan kompleks sonni darajaga ko ‘tarish
(«liil> (jilinsa, dastlab uni trigonometrik shaklga keltirib olish magsadga
Minvnligdir.

I-misol. (1+/)5 ni hisoblang.
Yvchilishi: dastlab 1+ ni tregonometrik shaklga Keltirib
tilnnilr.:

*JI\ cos—+/sm—
(< 13 4

NO cos-?-?:'-+ ISin-2in- w2 6ff +— 1+ fSinj 67T+ —
M(COSD—-hi'an
4 4

(1+,f =211+,

Ib'ntitk.

2-misol. i?“i”i ni hisoblang.

Ycchilishi: Dastlab kasrning surat va mahrajida turgan kompleks
unliirni  trigonometrik shakilga keltirib olamiz.

\+iJl =2(cosy +isiny) ;

=y T-I'S‘H) = A (cosT -'sinf) ’

Mill, Itd; ill
é b . . n\ ( n . . n\( 7n ... 7
. I- COS—+ISIn —, COS—+ISm— "CcOoS—+iIsIin —
1+jy3 13 3j 3 4 4
, . 2, L 1TC
© \2fcos-j-isin® cos’ -sm  —-

lili Mbdaning suratidagi ko ‘paytma quyidagicha hisoblanadi:
ore/?=p(cosj' +i'sinj')>-(cos0+isin0) =p r [cos(6 +y)+ism (0 +/)]

Nalijada

I+h./3 =\;2/cos£] +isin Ly
1-i 12 12

I+1ib chigadi. Endi buning ikki tomonini Muavr formulasiga asosan 20-
ilniiiiaga ko'tarib, ixchamlashtirilsa quyidagi natija hosil bo‘ladi:
29(1- H)
\g,n nn kompleks sonning n-darajali ildizlarni topish lozim bo‘lsa,
da-,llab uni trigonometrik shaklga keltirib olish zarur.
3-misol. Quydagi tenglikning to‘pi‘riligini isbot giling:

OUY VA B BUKA31

TOSHKEt TV* n RLIGI
OAVI at «'». %ﬂ Owa



Yechilishi: Dastlab asosdagi kompleks sonni trigonometrik
shaklga keltirib olamiz:

a=J3 ,*=-1 r=\la2+b2=2 ; gp=—=—2 .
o(p PRV

Kompleks songa tegishli vektor to‘rtinchi chorakka joylashganligi
uchun <‘p=‘~g (yoki <p=2n e deb olish ham mumkin). U holda:

V5-)" =r cosl +/'sin -2 cos--2% isin (. nm
(V&) 6 | 6 6] 76
-2 (cos-rm--/s'in' _n
\% 6 6
4-misol. Quyidagi &= - ¢ va

Kompleks sonlar berilgan bo‘lib, ularning yig'indisi eyu' (u-butun son)
ni hisoblash talab gilinadi.
Yechilishi: Dastlab kompleks sonlarni trigonometrik shaklga
yozib olamiz:
©=C - va mz:ooé”— +/sif .
1 3 3 3 3
Endi Muavr formulasiga muvofiq ularni darajaga ko‘tarib, so‘ngra
go'shaylik, u holda

|£os£1n +/sr'n£]n \'i—limgmi/(gin 4nn\
1 3

=(cos 2™ +cost 2l +] sinZi-+ sinl-qz;-u-I -
3 3) 'y 3 3)
Ma’lumki,
Csa +0osn - 200551--;-&603?--'-29- va sm)r+smB:25in§--; §-3-2'°—.

Bulaiga asosan quydagi natija hosil bo‘ladi. a)*+tf =2cos”. Chunki,

QH/7)=(hH” 79nn=0 /7=04 2. .

. I- /4 is\ .
5-misol. a :(i——33~(-cf-s-f?f-'_§-r1(-p)— hisoblang.
2(1-N)(cos™-/sin™)
Yechilishi: Dastlabki kasrning bir gismini soddalashtirib
olaylik, ya’ni
COSO\L(S.i n_ (cos” is.in’\)"_: c0s2”\H-/sin 2(p
cos (p—tsin(p  cos- (p+sin

So'ngra, 1- 4B8=2 cos| —J+/sinl

18



ViH|oridagilarni inobatga olamiz va (1.17)-ifodadan foydalanamiz

2
2 2

h-misol. Hisoblang: o =(i+cos«+/sino*)*".
Yechilishi: Dastlab gavslar ichidagi kompleks sonni terigonametrik
.Imkiga keltirib olamiz (bu esa bizga 3-§ dagi 12-misoldan ma’lum):

. A -
+ - o
(cos2(3+Isin2<p) m \bp 12/+ isinf b p 5

1+cosa +isma = 2’cosa—(cosa—+/s'm(1
272 2
I nili (1.17) formulaga muvofiq ushbu natijaga erishamiz:

=2 COS”%{COS”—; +/sinl;K).

8-misol: _ . ni hisoblang
I-ilgaj
Yechilishi: Kasrning surat va maxrajini cosa ko‘paytirilsa
_{cosa+isina¥Y _cosna+isinna

Vcosa-isina)  ¢osna-isxnna

In>il bo‘ladi uni cosna ga gisqartirsak
I+itgna

nnlijaga erishamiz. Bu misolni yechishda biz quydagi munosabatdan
loydalandik:
(ins«-/sinflr)" =(cos(-a) +/sin(-a)y =cos(-nor) +ism(-«ar) =cos(na)-/sin(«or)
>-misol. Agar x--=a>s0+ism0 bo‘lsa ,quydagichatenglikni isbot
qiling.

xm+— =2005TB

Xn
Yechilishi: r ni ko‘rinishida izlab ko‘raylik. Bundan
1 1 COs#-/sin<? S R

x COS<OHSME#  cos2#+sin @
X" =(cos0+/sin0)” =cos inD+isinTs ,

1 =cosmO-/sinm# .
NG

Natijada x”+-~=2cosm0 . Tenglik isbot gilindi.

1()-misol. sm’.r funksiyani cosfa, sinLx larorgali ifoda giling.
Yechilishi: Quydagicha ish kolramiz:
a =Ccosx +isinx vaa-x= = COoS*-/sin*,

a'n=cosw*+/sinmx va a~"“=cosmx-sinmx , blllardan esa
19



a-a~'=2/sing V3 a+a 1=2cosx, " '
aT-a~wWw=2/sinTx V3 a" +all” = 2cosHn .
Shularga asosan
(a+b)"=a" +C',,a"-'b+C ™2 +...+C*a"-*A* +...+C,"-"a*"-1+*"

=’\%/én%- ia ga-:ll+3ara}'—§-ar—q 1(:;12-&1 3-3(ar-a

—2 (2/sin3jc—3 ®/sin 1) = -i(3sin ni—sin3jg

2

Demak, sin’jc=i(3sinjr-sin3.v).

Mashqlar
Quyidagi ifodalarni hisoblang:

39,
(i+/\VJ)
0 0+'[bl? .
(1-ictgtpf
(I+/4/3)(cos0 +isin 0)
(I1+()(cos0-/sin @)

1
- (Y.
(i+
43. (LM K/ cos  sind)
44. Quyidagi tenglikning to“g‘riligini isbot qiling:

£+0+0(3-0 ;

(I+if =2*fcosf™ | +/sinfr'

20



[.5-§. KOMPLEKS SONDAN ILDIZ CHIQARISH

Agar x+iy kompleks sonning n-darajali ildizlarini topish lozim
Inp 1.3, dastlab uni trigonometrik shaklga Keltirib olish zarur.
Kompleks sondan n-darajali ildiz chigarish formulasi quyidagidan

Lk

w, - tfz = ~jr(cosy+isiny) = » costE2KC, i Yx2kn) (1.18)
k=0,1,2...,n-1
M.i'Inmki, ¢ o s =cosl +2 t shuning uchun k=n,n+1.. deb
n

n
11,y qilinsa, oldmgi ildiz kelib chigaveradi. Shunday  qilib
w if.if w, ildizlar hosil bo‘ladi, ya’ni x+iy sonning n-darajali

lldi/lari fagat « ta boMadi
I-misol.  H=\Ps ni hisoblang.
Yechilishi: Kompleks son  |-8] ni trigonometrik  ko‘rinishga

kelliraylik.

-8 = 8(costt + ism >k\
o liolda = 05— -+/sin j, k=0,i. 2, ... deb,
N0 =27 cos™Nj +/sin™>0 =1 +iji.
2(cosn + sinn) =-2,

wW2=1-iy/i

21



Yechilishi: Awal ildiz ostidagi kasrni trigonometrik ko‘rinishga
keltirib olamiz:

/g i —ﬂlcos— +ISIn56

Y -\H(cos— +/sm§n
4 4y

Tt . K
cos— +/sin—
.12 12;

Demak, bulardan
-f (1+24k .. (1+24£)n
V\k:’\jrz cos( --------- KN +1sin (1+242 nn , *=01.23.
n 48 )
6-misol. Quyidagi yig‘ndi hisoblansin. siné>+sin2<9+  +sinns.
Yechlishi. Dastlab, quyidagi ydg‘indini ko ‘raylik.
Sv =(coss +1sin0) +(cos 20 +isin 20) + ...... +(cosnO+isinn0).
Muavr formulasiga ko‘ra
(cosB +isinB)" = cosng+/sinnB
quyidagilarni topamiz
Sn- (cos9 +isin0) +(cosO+ism0)2+ ...+(cos#+isin<?)“
Bu ifoda esa, asosi  9=cos<?+/sin6> va birinchi hadi a, =cos<?+;sin0 dan
iborat boMgan kamayib boruvchi geometrik progressiya n ta hadining
yig‘indisidir. Ma’lumki, uning hadlari yig‘indisi ushbuga teng:
q+q+...+q _d-a?"  a,(l-qi")
\-q Iq
Demak .
(cosO +isin0) - (cos nB+/sinnB\ cos0 +/sin0)
1- (cosO + jsin 0)
Haqgigiy va mavhum qismlarini ajratsak
g = 0SB - COSMBCOSB +sinnBsinB +i(sinB - sinnBcosB - cosnasin0)

S. =

I-cos#-/sin<?
ns ns
S=- -2-cos™Mx!1)*+/— g- S|n(£||)<7
4 ' sin— 4
Bu ifodadan
smO+sin2e +...+sinn0 = -----i-sin -— \0

ekanligini topamiz.
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Mashglar

lldizning barcha giymatlarini toping;
1’>J it'V]

n Ji,Jd;

IH \J(2-2i)4

14 T

M yjl-ljii

11 ,{'}IZ(cos?lsing)
x \f2+2/n3

Javoblar
| Ke: 9, Imr=7, arg:=arc/g”™, |-|=VI30; 2.Rez=0, Imr=16 , argr=90 |~|=16
2 5 3 3
' Rer=9, Im==2, argr =arclg—, |r|=JS5; 4. Rez=—, Imz=—, argz =arctg-~,

|-]- yp-; 5.Rez=", Imr=0 , argr=0‘, |zZ|]="; 6.Rez=0, Imz=2.8, argz=90°‘,

|| 2.8; 7.Markazi / nuqtada va «=4 bo'lgan aylananing ichi, ya’ni
doira; 8. Markazi (-3/) nugtada va radiusi 3 bo‘lgan doiraning tashqarisi
laylana ham shu sohaga kiradi); 9.*=-5 to‘g‘ri chizigning chap tamoni;
10. v=3 to‘g‘ri chiziq va uning yuqori gismi; 11. x+y=2 to‘g‘ri chiziq
bilan chegaralangan va koordinatalar boshini o0z ichiga olgan tekislik;
I2.Radiusio 3 ga va markazi -4+5; nuqtada bo‘lgan aylana; 13.
\ yl=a giperbolalar oilasi; 14.xy=~ giperbolalar oilasi; 15. Hagiqgiy

o'gning musbat tomoni bilan a va p  burchak tashkil giluvchi to‘g‘ri
(hiziglar orasidagi burchakning ichi, burchakning uchi koordinata
boshiga joylashgan; 16. Markazi z,=i nugtada katta va kichik yarim
o'glari mos ravishda 5 va 4 ga teng bo‘lgan mavhum o‘q bo‘yicha

igi insl: 4 8 B+10 19 20.117+44/; 21.
sigilgan ellipsl;  17.a,—- +i- 22 3 ]

26

I - _-' - N - i+ X =- = - -
A ,qz 22.i; 23.-5-62/; 24.-(i+/) 1 25.x 010 =5 - 28
27 X=A AN = AN DBX, =3+2/,X2=1+/; 29.+4+, ; 30.x=2,"=i; 31.
4 4 '
is—+/sin—; 32. cos— +/sin— ; 33.2(cosx-+/sinx-); 34.cos—+/sin—; 35.

23



5n, .. 5n. | L o 17 2em O a2 jeini-a_ .
cos—3-+/s111—g, Jo.cos(\/r+pi+/sm\/-+§>> J/25m—2Jcc)s 7 2t /sin 2 2 X

el n+a n+a\
i—,cos- —————+/ ———————

21772 27)

s(A—10«0)4-/sin (3r —102); 41.V2 cos| 209+ 12j+/smf #+—

N2 9|H_o||15|31 VIH— ------- 44, e

k=02

Moo f+t J4/6in(F4T-))

47.%57cos™»  +—j+/Sin

39.2+2/(1+,/3);

2'M-2 2sin—
4

K = 0.5;

48.2"[cos(N+smM JW o N

49. —(1+/) cllacos +/sm1 ¥ VAfsin—=-/cos

4250 (w+1)T +.8gn(r  +1>1), k—-
30

7RVl
;52 £ (1+.N)

24

45.+ — @+/V3);

50.

M 422%

t(V3-))

38.
40.

43
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I BOB
KOMNEKS ARGUMENTLI ELEMENTAR FUNKSIYALAR

Itii hobda kompleks argumentli elementar funksiyalarga tegishli
mi <llii  yechish bilan shug‘ullanamiz. Bunga tegishli nazariy
«hm lumotlumi shu sohaga doir kitoblardan o‘gish tavsiya etiladi, chunki
In umijmvii/ilamiz o ‘sha nazariyani mustahkamlashdan iborat.

2.1 -§ FUNKSIYANING TA’RIFI

Komleks r x+iy sonning geometrik tasviri tekislikdagi (x.y)
....]i.nkin iborat ekanligi ma’lum (2.1-rasm).

2.1-rasm

Ilnr bir songa tekislikda bitta nugta va aksincha, tekislikdagi har bir
inmliiiim bitta kompleks son mos kelishini ilgari ham aytib o‘tgan edik.
h mli,i kompleks sonlar to‘plami bilan tekislikning barcha nugtalarini
In jiliini orasida o‘zoro bir giymatlik moslik o'rnatilgan. Bu tekislik
I munpicks tekislik yoki z tekislik deb ataladi.

Kompleks tekislikning birorta E to‘plami berilgan boisin. Buning
pcoiiiclrik ma’nosi z tekislikdagi E nugtalar to‘plamidan iborat. Agar e
lo plami ochig va bog‘lam!i bo‘lsa bu to‘plam soha deb ataladi .Sohani
i, v 11 barllarining biri orgali belgilaymiz (2.2-rasm).

Ta’rif. Agar E to‘plamdan
olingan har bir 2=x+iy kompleks
songa biror gonun bo'yicha aniq bir
o= u+iv
kompleks son mos kelsa u holda e
to‘plamda funksiya berilgan deyiladi

X va bu quydagicha yoziladi: to=f(z)
(2.1). Bu tarifdan ko‘rinadiki m

2.2-rasm 25



funksiyani (2.1) ko'rinishdan tashgari yana quydagidia yozish mumkin
ekan:

to=u(x,y) +iv(x.y) 2.2)
Odatda © funksiyaning bir ko‘rinishidan ikkinchi ko‘rinishiga o‘tish
mumkin bo'lib, uning uchun doimo ==*> esda saglash tavsiya etiladi.
Ma’lumki, z=x+iy erkli o‘zgaruvchi, ya’ni argument, © esa erksiz
o'zgaruvchi bo‘lib, funksiya deyiladi. funksiyaning aniglanish sohasi deb
Z tekislikdagi shunday nugtalar to‘plami e ga aytiladiki, bu tcfplamdan
olingan har ganday z, nuqgtaga chekli f(z0) kompleks son mos keladi.
(2.2) dagi u(xy) berilgan /(z) funksiyaning haqigiy gismi, v(xy) esa
mavhum gismi deyiladi.

Agar (2.1) yoki (2.2) funksiya berilgan bo"Isa uning e to‘plamdan
olingan har ganday nuqtaga mos Iceluvchi giymatini topish mumkin.
Buning uchun z=x+iy ning giymatini (2.1) yoki (2.2) go‘yib, ©topiladi.

1-misol. eo=z2 funksiyaning aniglanish sohasini toping.

Yechilishi: Bu misoldan ko'rinadiki, z=x+iy ga ixtiyoriy giymat
berish mumkin, chunki har ganday sonning kvadrati mavjud.
Quydagicha belgilaymiz:

U holda misol uchun
[ ([+D=(/+D2=/242/+1=2, i2=-L1=nrT;/ (-/)=(-if =13=-1;

Shunday gilib, m=z2 funksiyaning aniglanish sohasi tekislikning har
ganday chegaralangan gismidan iborat ekan.

2-misol. /(z)=- funksiya berilgan bo‘lsa, tekislikning noldan fargli

har ganday gismi bu funksiyaning aniglanish sohasidir. Masalan:

-1+ i+l
- 14/ 2 2
3-misol. f(z)=~ funksiya uchun z=-/ nugta uning aniglanish

sohasiga kirmaydi. Boshga nuqtalar sohaga kiradi. Masalan:
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I iiiisol. /(r)=/2+r funksiya berilgan. Bu funksiyaning ba’zi
*n u in (liymatlarini topaylik:
[(i+,)=(i+,)2+i+,=i+3/;
1(2 =) =(2§2+2—+=H1;
[(-D=(-1)2-1=o0; /(,)=i2+/=-1+].
%niisol. f(:) =x2-iy2 berilgan. Uning ba’zi xususiy giymatlarini
Injiityllk:
1) -i)E=1-15 1(-«) =»(-)2=-»; (5 -3)=52-,(-3)2=25- 9,
iinmki bunda x=5 vay=-3 .
< niisol. to=z2 funksiyaning haqigiy va mavhum gismlarini toping.
Ycchilishi:  eo=/(x+iy)=(x+iy)2=x2+2ixy-y2=x2-y 2+2ixy  demak,
liliik .iyaning hagigiy va mavhum gismlari:
N=X2+y2, V=2Xy.
7 niisol. ft=—A(r”~0) funksiyaning hagigiy va mavhum gismlarini
loping.
Ycchilishi. r o'rniga z=x+iyni qo'yib, maxrajni komplekislikdan
n/ml gilamiz:

x—iy
X+iy x2+y
I1>rmuk,
U—
X +y~
S-misol. ¢g=— (z*i) ning haqgigiy va mavhum qismlarini
loping.
Ycchilishi:
(Fi)m+, x+,(j+1) + S+ /-1 | x(v+1)-jo(>-1)
(>+ty)-i x+i(y-1) X2+ (>-1)2 x2+ (y-1)2 j’+(>,-1)2
shunday qilib,

9-misol. m=z-iz2 funksiya berilgan. ,, va v larni toping.
Ycchilishi: z=x+iy \a <=x-iy laro‘zaro qo‘shma sonlardir.
S=(X-iy)-i(X +iy)2=X-iy-i(X2+2iXy-y2) =X +2Xy-i(X2-y 2+>>)

Demak, u=x+2xy, v=-(x2-y2+y).

Mashqlar.
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Quyidagi misollarni yuqgoridagi usul yordamidS yeching.
1 £ {:)=:* funksiya berilgan. Ushbu xususiy giymatlarni toping:
a)/(2+3/); b)/(+-H; c)f(a+,b).
2. /(r) =r funksiya berilgan. Quyidagilarni toping:

a)/(i+)); b)/(-1); c)/(-2+4/).

3. I(z)=(z+/)2 funksiya berilgan. Quyidagilarni toping:

a)/(/); b)/(-1); c)/(7+6/).

4. W=rr+/ funksiyaning hagiqiy va mavhum gismlarini ajrating.
5. m=iz2-z funksiyaning hagiqiy va mavhum gismlarini ajrating.
6. ‘>=y~- funksiyaning hagigiy va mavhum gismlarini ajrating.

7. 0=~ funksiyaning hagigiy va mavhum qismlarini ajrating.

2.2-8. FUNKSIYANING ANIQLANISH SOHASI
Berilgan har ganday

co=u+iv= f(z2)
funksiyaning aniglanish sohasi G ga teng. Ma’lumki, agar chegara ham
sohaga tegishli bo‘lsa, u yopiq soha deyilib u G ko‘rinishida yoziladi.
Masala yechishda soha berilgan bo‘ladi, yoki funksiyaning o‘ziga qarab
sohani aniqglash talab gilinadi.
Misollar
1- misol. Ushbu \z-a\<R (2.3) tengsizlik ganday sohani bildirishin
aniglang, buyerda z=*+/> va a=a+ib
Yechilishi: Ma'lumki
T-a =(x+iy)-(a +ib) =(x~a) +i(y-b),
\z-a\ =\(x-a) +i(y-b)\=y](x-af +(y-bf <R
yoki
(x—a)2+(y—A <R2
Bu markazi (a,s) nugtada joylashgan r radiusli aylananing ichki
nugtalari to‘plamidan, ya’ni doiradan iborat (2.5-rasm). Agar a =o, r =i
bo‘lsa, unga birlik doira deyiladi va (2.3) dan:
N<1 (2.4)
2- misol. Ushbu
Rez>1 (2.5)
tengsizlikni ganoatlantiruvchi nuqgtalar ganday to'plamni aniglaydi?



Yei'lillisli: Ma’lumki,
1=x+iy, Rez=Re(*+9)=.)£>l.

2.5-rasm 2.6-rasm
J-misol. Ushbu
Imz<2 (2.6)
li ngsizlikni ganoatlantiruvchi nugtalar to‘plami ganday sohani

anlglaydi?
Ycchilishi: Ma’lumki,
Imz =Im(x+iy)=y <2.
Itn esa y=2 to‘g‘ri chizigning ostida yotuvchi nuqtalar sohasidan
lliorat (2.7-rasm ).

2.7-rasm
4-misol. Ushbu -i<imz<2 (2.7) tengsizlikni ganoatlantiruvchi
nuqtalar to‘plami ganday sohani tashkil etadi?
Yechilishi: 2-misolga ko‘ra
-\<y<2.
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-1 y=1

2.8-rasm 2.9-rasm
Buesa y=~1 va y =2 to‘g‘ri chiziglar orasidagi nuqtalar to‘plamidir.
(2.8-rasm). -
5-misol. Ushbu
\z2-I\>a\ a>0 (2.8)
tengsizlikni ganoatlantiruvchi nuqtalar to’plamini aniglang.
Vechilishi:
r2-1=(x+iyy-1=(*2-y2-1) +2m>;
1-2-1|= -/ -if +4x2 =J3(,2-1) - if+4*Y >a2
yoki bu yerdan
(x2+/) 2-2(x2-y2)za*-I,
bu esa Bernulli limpiskatasi va uning tashgarisidan iborat (2.9-rasm).
6-misol. Ushbu

4<|z-1|+|r+1] <8
tengsizliklami ganoatlantiruvchi nugtalar to‘plamini aniglang.
Yechilishi:

[r-11=1Gr-D +0 =7 (f-92+ /7,

Ir+.H (* +)+ix{=\V(*+)2+ / .
U holda

4-V(X- D2+>2+\I(x+"'f+y2
Radikallar yig‘ndisini bir marta 4 ga ikkinchi marta 8 ga tenglab
olib, so'ngra irratsionallikdan ozod qilsak, quyidagi ellipslarni hosil
gilamiz:

£1+Z1=1 va
4 3 6 15
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I» ...k i/lunayotgan G to‘plam bu ellipslar orasidagi halgadan iborat
I in mum).

2.10-rasm
7-inisol. Ushbu
i<ReMNj+Im (Mj<i (2.9)
li ii|’si/.likni ganoatlantiruvchi nugtalar to‘plamini aniglang.
Yechilishi:
ZF. X +iy ;X—I’+/;J-y--r
z  x-iy  X-+Y1l x-tY +y
llu ycrdan

Re - =-J1-r va Im -
w * 4y \ZJ X +y

Ikkiilasining yig‘indisini navbat bilan x ga, so‘ngra

li-nglashtirib, ya’ni
xf =1va X -1
X+Y x2+y2 2
ilchb olinsa, quyidagi aylanalar kelib chigadi:
(*-1)2+(>-)2=2 VA (x-2)I+(y-2)I=8.
riemak, izlanayotgan ¢ to‘plam bu aylanalar orasidagi halgadan
iborat ekan (2.11-rasm), bu yerda r=\2 va #=n/8=2r/2 =2r .
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aniglang.

8. Rez<-1 tengsizlik ganday sohani bildiradi?
9. Im>1

10. —4<Rez<

11. I<Iimz<2

12, 1<|z+2+;)<2

13. |z-1|<|z-/]
14. -a|<|i-or| a -hagiqgiy son bo‘lib. bI*1 15. IM— —

16. 23 &

2.3-§. BA’ZI EGRI CHIZIQLAR

Tekislikdagi egri chizig turli tenglamalar orqali ifoda qilinishi
mumkin. Birgina egri chizigning o‘zini dekart koordinatalari sistemasida,
qutb koordinatalar sistemasida, parametrik shaklda yoki vektor orgali
berish mumkin. Ana shu egri chizigni kompleks shakldagi tenglama
orgali ham ifoda qilish mumkin. Misol uchun, agar tekislikdagi egri
chizigning ushbu

*=*(). y=y(@)> T) (2-10)
parametrik tenglamalari berilgan bo‘lsa, uni
z=*+iy=*(f) +i>'()=z(/),
ya’ni
=-()> (o7 T) (2.11)
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\i'ii tekislikdagi chizigning dekart koordinatalari sistemasidagi
y=/(x), (0<x<A) (2.12)
IHi|dimmsi berilgan bo‘lsa,
z=x+iy VS z =x—y
Ihmliiii loydalanib
x=1mn va y=t—L
2 2

illvmiillnri (2.12) ga eltib go‘yiladi:
(2.13)

I inisol. Ellipsning Dekart koordinatalar sistemasidagi tenglamasi

biillgnn:
K22,
b2

Z
Hit lenglamani kompleks ko‘rinishga keltiring.
Yechilishi: x,y laming yuqoridagi r va 1 lar orgali ifodasi
qo'yilsa, ellipsning kompleks shakldagi tenglamasi
Lo w2 (2.14)
kn linishga ega bo‘ladi.
Agar o‘sha ellips ushbu
x =acost, y =bsint, (0</<2;r)
pnrumetrik tenglamalar orqgali berilgan bo‘lsa, uning kompleks shakldagi
tenglamasi:

z =<zcost-ibsint, (0 <<<2n) (2.15)
ko’rinishni oladi. Xususiy holda, agar b=a=r bo‘lsa, ellipsdan aylana
liosil boMib, uning tenglamasi Eyler formulasiga muvofiq ixcham

z —recast +isint) =re", (0<I<2x) (2.16)
ko'rinishga keladi. Bu aylananing birinch xil tenglamasini (14) ga asosan
quyidagicha yozish mumkin:

(z+z)2-(z-z)2=(2r .17)
bu yerda ir- aylana diametri.
2-misol. Ushbu
Rez2=a2 (2.18)
tengiamani ganoatlantiruvchi nugtalar ganday to ‘plamni aniglaydi?
Yechilishi:

z22=(x+/V)2=x2-y 1+2ixy,

Rez2=x2-y 2=a2.
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bu teng yoqli giperbolaning tenglamasidir.
3- misol.Ushbu
IM=M 2.19)
tenglama ganday chizigni ifodalaydi?
Yechilishi: Ma’lumki,

=+ 2A=\WX+2+iN\=J(x +2)2+y2.

Bungaasosan ~x2+ (y-1D2=3(x+2)2+yr,
Bu tenglikni ikkala tomonini kvadratga ko‘tarib ixchamlashtirilsa,
ushbu
4x+2y+3=0

to‘g‘ri chiziq tenglamasi kelib chigadi. Bu chiziq z=-2 va z=-i
nuqtalami tutashtiruvchi kesmaning o ‘rtasidan o'tadigan perpindikulyar
ekanligini ko ‘rsatish mumkin.

4- misol. Ushbu

arg(r-0=-j (2.20)

tenglama ganday chizigni ifodalaydi?
Yechilishi: Ma’lumki,
z-i=x+i(y-D,

tgq)—_.\{ 1

Berilgan misolda v>=~-

Demak,
—~ {=th:1 yoki y —x—i=0
Bu esa nugtadan o ‘tib, ox o0‘gning musbat tomoni bilan 4—burchak
hosil giladigan to‘g ‘ri chizigdir.
5-misol. Ushbu
222+ (2+Nz+(2-i)z2 =2 (2.21)

tenglama ganday chizigni ifodalaydi?
Yechilishi: Ma’lumki,
27z=2(x+iy)(x-iy) =2(xl +y'-),
(2+i)z+(2-/)z =2(z+2z) +/(z-2) =4j-2j>
Shunga asosan berilgan tenglamaning chap tomoni quyidagi
2(xr+y2)+4x-2y =2
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hi i"n lenglamasini ifodalaydi.
¢ niisol. Ushbu
|z|-3lmz =6 (2.22)

11 Mi'lmna ganday chizigni ifodalaydi.
Yechilishi: Ma’lumki,
\2\=\x+iy\ =-Ix2+y2, Imr=Im(x+iy) =y
‘din sababli
yix2+y2=3(2+y),

Iriiglumasi

krlib chigadi. Demak, (2.22) giperbolani aniglar ekan.
7-misol. To‘g‘ri chizigning ushbu
Ax+By+C =0
li iiglamasini kompleks shaklga keltiring.
Yechilishi: Ma’lumki,

x+iy Va z=x-iy.
X="y va y=iz”
Hulami berilgan tenglamaga qo ‘yib chigamiz, u holda
11—2 +B_2/ +C=0
yoki
(A+iB)z+(A-iB)z+2C=0

A+iB=a va A-iB=a deb belgilab, ixchamlashtirgandan so‘ng:
cc+az+2C=0
8-misol. Aylananing x2+y2+2x-2y =0 tenglamasini kompleks

shaklga keltiring.
Yechilishi: Ma’lumki,
z+(1+/)z+(1-/)z =0

x1+y2~(x +iy)(*-iy) =2z
2x=:+:, 2y=- - =i(z-2)

35



Demak,
22 +(z+2)z +(z-2)i =0 YOKi zz+(\+i)z +(\-i)z =0

Mashqlar
Quyidagi tenglamalarning har biri ganday chizigni ifodalashini
ayting.

17. Ref—1=1

18. Imfz2—#j =2—mz;
19. z2+7?=lI,

20. M -]z +2|=2 ;
21. 3|z|-Rez =12 ;

22. Re(z2-z) =0 ;

23. Re(l+2) =z ;

24. z=/+j ;

25. z=i2+-~ ;

2.4-8. TRIGONOMETRIK FUNKSIYALAR

Bu paragrafda ayrim trigonometrik funksiyalaming kompleks
shakldagi ko‘rinishlari bilan tanishamiz. Dastlab uchta funksiyani
ta’rif orgali kiritib, boshga trigonometrik funksiyalarni bulardan
hosil gilamiz.

e’, cosz va sinz deb mos ravishda quyidagi darajali gatorlarni gabul
gilamiz;

2 3 n

el=l+z+—+—+ (2.23)
21 3l Al
cosz =1 > +-4-!---—6!+...+(- I (2;)!& (2.24)
sinr = §+§-ﬁ+m+$f 1}"(2;;-5!+... (2.25)
Bularda z=x+iy - kompleks o‘zgaruvchi va e=limM+-j Va

e=2,718281828459045 z=x+iy ixtiyoriy son bo‘lgani uchun (2.23) ning ikki
tomonida z o™miga /z qo‘yib chigamiz, u holda

e*=1+(K )X +& X +...X
2! 3! 41 Al
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"lilumki. /=>M 2=-1 | i3=-/ , i“=I] , shuning uchun (2.24) va (2.25)
IM i.osan Eyleming mashhur formulasi

€7 =c0sz+/sinz (2.26)
I'" li>chigadi. (2.26)

e~" =c0s(-z) +sin(-2) ,

iiitlino (2.24) va (2.25) muvofiq

cos(-z) =cosr va sin(-r) =-sinz
bo'lgani uchun

e~ =C0Sz-/sinz (2.27)
linti (2.26) va (2.27) larni o‘zaro go‘shib, so‘ngra o‘zaro ayirsak, ushbu
lormulalarni hosil gilamiz:

. )
cosz=%*"% va sin (2.28)
llulardan esa
@@= 'Ie‘z‘-e-z
cosT ie“+ea
va
oSz e te
—o2f 48 TE 2.29
@ =gmz ~te e ( )

lormulalar hosil qilinadi. (2.28) va (2.29) lar kompleks sohadagi
Irigonometrik funksiyalar deyiladi. Elementar matematikada
sinx<l va cos*<!
cdi, lekin kompleks sohada bu shart bajarilmasligi ham mumkin,
masalan, (2.28)ga muvofiq,
e~'+e 3086 15451

sini = 21_ *1,17520/, ,Si|i1/I =1,1752>1

Elementar matematikada trigonometriyaga doir barcha formulalar
bu yerda ham o‘z kuchida qoladi. Ularning to‘g‘riligini (2.28) va
(2.29)larga asoslanib isbot gilish mumkin.

ez ko‘rsatkichli funksiya ko'p ishlatiladi. z=x+iy bo‘lgani uchun
(2.26) ga muvofiq bu funksiyani ushbu

m=e'(cosy +isiny) (2.30)
ko'rinishga keltirish  mumkin. a ning moduli va argumenti
quyidagilardan iborat:

(@=led=e", aga=amgez=y, (2.31)
chunki,
cosv+ fsin=\A0s y+sm‘y - e2>0
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Eyler formulasidan foydalanib ko‘rsatkichli funksiyaning argumentning
mavhum gismiga nisbatan davriy ekanligini ko ‘rsatish mumkin, ya’ni
el =ee*=e (00s2n +/sin2n) =e~
Chunki,
0s2n=0 va sin2n=0

Demak,

eM«=el=m (232)
bo‘lib, uning o‘zgaruvchining mavhum gismiga nisbatan davri 2m ga
teng ekan. Umuman, o°‘zgaruvchiga nisbatan davriy funksiyalar ikki
davrli yoki elliptik funksiyalar deb ataladi. Bunday funksiyalar

to'g’risidagi ma’lumotni [2] dan va u yerda ko‘rsatilgan adabiyotlardan
olishingiz mumkin.
4. N
1-misol. e 2 ni hisoblang.
Yechilishi: (2.26) formulaga muvofiq

e 1 =cosl- —I+/sinl =0-/1=—+

demak,
e- =—
2-misol. e2* ni hisoblang.

Yechilishi: (2.30) formulaga muvofiq
e2* =e2 ¢ =e2(cos1+/sin )

demak,
\ebi\=e2, arge2t=1

3- misol. e ni hisoblang
Yechilishi:
=e~2-e" =e_J[cos(-4) +/sin(-4)] =e_Jcos(2a--4) +/sin(2"-4)j ,
demak,
li'"l'4|1:e~2=—ei— Va arge'34=2n-4
4- misol. cos2+/) ning hagigiy va mavhum gismlarini toping.
Yechilishi:
(2.28) ga muvofiq cos(2+)="c'(h+e"w)] =-(e_'c 2+ee'd). Eyler
formulasiga kura
€2 =0082+/sin2 va e2 =C0S2-/Sin2
Bulaiga asosan, ixchamlashdan so‘ng
cos(2+/)=— +e"Dcos2- /(e- e'Dsin2j
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imlijaga kelamiz.
5-misol. Ushbu tenglikning to‘g'riligini isbot qgiling: cosf-|-z i=sm:

Yechilishi:
lenglamaning chap tomonini (2.28) ga asosan ko‘rsatkichli funksiya
orgali ifodalaymiz.

coST—- 3=§— =—te e +e e
uia'lumki,
=cos—+/sin—=/ Va e 2=-i",
2 2
shunga ko‘ra
CCG|,2 i)|=2, o )=sinz .
6-misol. Quyidagi ayniyatni isbotlang:
sin2z = 2sinzcosz
Yechilishi: (2.28) formulaga murojaat etamiz:
sin2r =’él(e2=- e F)=~[(N)-(«™) ] ="T(r +e~"“)(e"~e ) =
gt -e~* e“+e

_2. - =2sinrcosz
2 2

7- misol. Ushbu formulaning to‘g ‘riligini isbot qiling.
00s(z, +22) =005Z, 005 22- Sinz,sinZ2
Yechilishi: (2.28) formulaga ko‘ra

c0s(z, +22) = N[V* A +c_ NM+¥2)="-(e" -e2+e ™ 1e-' ;)

gavs ichidagi ifodaning giymatlarini qo‘yib ixchamlashtirilsa, masala hal
bo“ladi.
Agar 2=z,=z bo‘lsa o‘sha berilgan tenglikning xususiy holiga ega
bo‘lamiz, ya’ni
00522 =00822-SiN2Z, z=x+iy
8- misol. Ushbu formulaning to‘g ‘riligini isbot giling.

tglz--
\-tg-:
Yechilishi: Tenglikni isbot gilish uchun so‘nggi ikkita formuladan

foydalanamiz:

sin2z  2sinzcosz cosz

'92: = o052, am2z-sin%z j S|n22 1th
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9- misol. Ushbu tenglamani yeching.
cosr=2

Yechilish: (2.28) formuladan foydalanamiz:
cosr =/ (e'-"+e*) =2 YOKI e*+e' =4=>e2-4e“+1=0
ea=a deylik, u holda kvadrat tenglama hosil boiib,
(2-4(y+l=0 dan Q=2=zs,
demak,
a=elz=2+S, iz=Ln[2+S) z=-Ln[2%YS)
10- misol. w=sin- ning hagiqiy va mavhum gismlarini toping.

Yechilishi: Oldingi misollardan ma’lumki,
ft)= M+ jv =sin: = sin (* + <y) = sin * cos (<>")+cos x sin (iy)

(228) formulaga muvofiq

COS(/y)=m;E% Va sin(/y)z‘f?./i_pf_

bularga asosan
u="(ey+e~y}sinv V3 v- ~[e'-e 1)cosx
1I-misol. w=ef ning hagigiy va mavhum gismlarini toping.
Yechilishi:
z=x—y, z1 (v-))1 -X:—~—2m. demak,
f)=el =e'~y -e~liv =e* ~y [cos(-2xy)+is'm(-2xy)™ =ex-y (cos(2xy)-/sin(2jcy))
Shunday qilib,

u=ex-y cos(2xv) Va v=-e ' sin(2xy)
Mashqglar
2d. Hisoblang. a) €22;b) e3*;  c)e"2S; d) e

21 sin(3—/) ning giymatini toping.
2S. Ushbu tenglikning to ‘g ‘riligini isbot qgiling:

21 Ushbu formulaning to“g ‘riligini isbot giling
sir(z, +22) =sinz, cosz2+ sinz2cosz,
3d. Ushbu formulaning to ‘g ‘riligini isbot qiling: ctg2z = 1=z z=x+
2ctgz
31. Ushbu tenglamani yeching: sinz=3
32 ft)=Mtiv=cosz ning hagigiy va mavhum gismlarini toping:
31 o)=e= ning hagigiy va mavhum gismlarini toping.
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2.5-8. GIPERBOLIK FUNKSIYALAR

linli kompleks sohadagi giperbolik funksiyalar bilan tanishamiz.
ILhi quyidagilardan iborat:

shz - chz—
" zL e=£E=£ . = (233
chz el+e * shz e'-e
Ih yerda z x+iy - ixtiyoriy kompleks son agar y= 0 bo‘sa, r=x bo‘lib,
Ir It) dan bizga hagigiy analizdan ma’lum bo‘lgan giperbolik
limksiyalar kelib chigadi. (2.33) ning ba’zi xususiy giymatlarini
liKoblaymiz:
shO=0, chO=1, 1hO=0, cthO=oo0.
shi= chi =- =872 cni= XS

iyerda
e=X71828, e =%0,3679

Oldingi paragrafda tekshirilgan kompleks sohadagi trigonometrik
limksiyalar bilan (2.33) giperbolik funksiyalar orasida munosabat
o rnatish mumkin. Masalan, (2.28)da z o0‘miga iz qo'yib chigsak,

quyidagi munosabatlar hosil bo‘ladi:

iz=- +e~'~) =- (e*=+el)=chz;
_siniz _ ishz cosiz_ 1
----=——=jthz, ctgiz=—"_=-ctgz
siniz

" cosir chz iniz i

cthz = ictgiz . (2.34)

Shunday q|I|b (2.34) - trlgonometrlk funksiyalardan giperbolik
liinksiyalarga o‘tish formulalaridir. Aksincha, (2.33) da z o‘rniga iz
qo‘yib chigsak, kompleks sohadagi giperbolik funksiyalardan shu
sohadagi trigonometrik funksiyalarga o‘tish formulalarini hosil gilamiz:

demak,
shz—~sm/r chz=cosiz; thz=- tglz

. e -e e +e
shiz - i— -=-—-=/SiAr; cniz = -2 =cosiz;
2 2

_shiz _/sinr . _chiz_cosz _1
thiz= ——=--—=1ltgz, clhiz=—-=—— =- ? 9z;

chiz  cosz shiz Jsinz_

demak,
ctgz = icthiz (2.35)

sinr=-shiz:  cosr=chiz; tgz=- thiz;
i i

Masalan,



sin/=-]§//(-l); cos/ =cli(-1); tgi=-]ih(-1); ctgizi-;th(-l).
t-misol. sh(-2 +i) ning giymatini hisoblang.
Vechilishi: (2.33) ga muvofiq:
sA(-2+/')z’é?+,‘ékﬂ§j:—fe'2 e'-e2 ea e‘=cos l+/sin1 va e =cosl-/sin/,
bulaiga asosan:

sh(-2+i)=/sin1- 5 -Cos Im- 2 =/sin Ic//2 - cos L.S//2

2- misol. chi ning giymatini hisoblang.
Yechilishi: ==/ desale, (2.33) dan:

chi=~"2 ——C(cos™*»'nl)+ (c°s 1—#sin 1)] = cosl
3- misol. cos(l+/) ning giymatini-hisoblang.

Yechilishi: (2.35) ga muvofiq
cos (1+/) =chi(1+/) =ch (-1 + 2) = —(e "W +e-x1**] = —{e | (cos 1+/sin ) + e (cos 1- /sin 1)] =

=cosl-EXE osmi®®
2 2

bu yerda (2.33) ga ko‘ra cos(I+z)=cosicAi-z'sinis/zi .
4-misol. sin(i+/) ning giymatini hisoblang.
Yechilishi:
sin@+/) =—V(*)- 1" =—e~ »*- em~) =—{?" (cosI +/sin])- e (cos 1 BN =
=n-n-cosl(e-e ') +/sinl(e+e Dj =sin e 4e m'cosl-
Demak, sin(l+/) =smi ch\+«/ii scosl.
5- misol. i*(i-hi) ning giymatini hisoblang.
Yechilishi: Yuqoridagi misoldan foydalanamiz.
._ sin(l+i) _ sin1mchi+isM mos 1
cos(l+/) cosl cAl-isinl sAl ’
maxrajni komplekslikdan ozod qilib, so'ngra ixchamlashtirilsa, ushbu
natija kelib chigadi:
_ sin I-cas 1+ ishi mchi

<gll+N)="> g

cos 1+s//2l
6-misol. Ushbu  tenglikning  to‘g‘riligini  isbotlang.
chz-shz =1 z =x+iy
Yechilishi: (2.33) formulalardan foydalanamiz:

ch2-sh2~= +2+e" eZ+2+e:
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7 inlsol. sin(2-/) ning giymatini toping.
\ nliilishi: (2.28) dan foydalanamiz:
st () | fet, " -eci€)] =":(eed-e ] €72) = -~:[e(cos2+;sin2)-e" I (cos2-/sin 2)] =

et+e

Hitle-e ‘)79052+/(e+e ')fin25=sfn2 ----------- /cos 2--2--=
I 11) ni nazarga olsak, ushbu natija hosil bo‘ladi:
sin (2—) = sin2 ¢l —icos2sh\
K-misol. cos(2—/) ning giymatini hisoblang.
Yechilishi: Buyerda ham (2.28) dan foydalanamiz:
cos(2- =i [M2»+e™2"=i (eel +e~e~b) = ~[cos 2(e+e~")+/sin 2sshlj
I"11) nie’tiborga olib, ushbu natijani hosil gilamiz:
cos(2-z) =cos2 cAl+(sin2-sh\.
9-misol. tg(2-i) ning giymatini aniglang.

Yechilishi: Yuqoridagi misollardan foydalanamiz:

. _sin(€d—) sin2ch\-icos2sh\
tg(2—) = =T~ el P ,
\Y cos(2—#) cos2c/*1 +/sin2-sAl

maxrajni komplekslikdan ozod gilamiz, u holda
(sin 2mos 2—vAlsA2])
921 4522 c/i2+5in22.sh2L"
lenglikni ixchamlashtirish magsadida tubandagi ishlarni bajaramiz:
c0s22ch21+sin22sh21= cos22ch1l+ (I - cos22)shll=cos22(chll- shil)+ sh'I=cos22+sh2l
chunki ch2 - sh2 =i, shuningdek,

shichl (e-e-D) (ere’) |(e2—e~‘ -sin 2;

sin2co0s2 = --2sin2c0s2 = —sin4,
2 2

bularga asosan, oxirida:
(sin4-w/z2)

tg(2-0) = 2(cos 2+s/r2l)

10-misol. s”in3+j/j ning giymatini hisoblang .
Yechilishi: (2.33) ga muvofiq . sfe=-(e*-e~-),

sh\ In3+—#1= = eh3-e4-e 1

Ma’lumki,

e =8 ¢g"® & =3 =- =cos #/sin = cos—=sm = .
4 4 4 4 V2
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Demalk,

—i1=- 3T eod +il 34V gin
sh\ In3+—i 1 3 1)cos4 +) 3+3j sing-— [(5 , 4.
11-misol. c/i(In3+) ning giymatini hisoblang.
Yechilishi:
L n noy Mo
ch\ In3+-j/j =j 3q—3]cos4 +/|( 3—3J Sin m£(5,4,).

12-misol. rANn3+-jij ning giymatini toping.
Yechilishi: Oidingi ikki misoldan foydalanamiz:

i/i\ ]I'I3H—4 iJ "y
I 13+ 2= *5/.
cAlln3+[;) 5+4

mahrajni komplekslikdan ozod qilib topamiz :
(m> dA 40 9
L 4) 4 4

13-misol. Quyidagi tenglikning to‘g‘riligini isbot qiling:
sKlz —2shzchz

Yechilishi:
sh2z— 2 2 1f/i\2i-n20 1/12 212 . ez-e~2 ez+e=
2" 2L oty 2t v ' 2 2

= Ishzchz
14-misol. Quyidagi tenglikning to‘g‘riligini isbot giling
chlz =shz +chZ

Yechlllshl chlz elz+e 2e +2d4x 2ex+2e'2+2-2

2 4 4
(e2+2+e 2Y+(e"-2 +e 2 (e:+e~-\ [e~-e
4 2 3 { 2 -ch2z +shZ
15- misol. Quyidagi tenglikning to‘g‘riligini isbot giling:
, 2lhz
thlz —----—-- —
\+thz

Yechilishi: Kasrning surat va maxrajini bo*lamiz:
__shlz Ishzchz _ 2thz
chlz chz+shz l+thz -’
16-misol. Ushbu tenglamani yeching: chz =i
Yechilishi:

chz=e ~ 7=i, ez+e~z=2i, ex-2ez+l=0 w=ez=>w2 2iw+1=0
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n 11dit-1=1+M2, e'=w=(1+V2); r=1In+s/2j+" "+2q/Ir, A=0, #1,+2,...

Hi'inuk, tenglamaning ildizlari : zt =in(i + V2)+j~2a+ et

Mashqlar
Ifodalaming giymatini hisoblang.
14.cos(2 +9
35.NVA—
2

16.</A(2 +/)

iX NAC2+H)

39. sin(jt+iy)

40. cos(jct />)

Quyidagi tenglikning to ‘g ‘riligini isbot giling:
4 1.sin/cAl =cosl shl

Tenglamalarni yeching.

42.e:+i=0

43.shiz=—

2.6-8. TESKARI TRIGONOMETRIK FUNKSIYALAR

Bu paragrafda kompleks sohadagi teskari  trigonometrik

funksiyalar bilan tanishamiz. Ma’lumki,
smiv, r=cos>v, z=tgw, z=ctgw (2.35)

funksiyalar trigonometrik funksiyalar deyilib, ularda ishtirok
etayotgan argument (erkli o‘zgaruvchi) ni funksiya deb garasak, (2.35)
mos ravishda esa uning funksiyasi (erksiz o°‘zgaruvchi) dir. Aksincha,
agar

w=Arcsinz, w=Arccosr, Ww=Arctgz, w=Arcctgz (2.36)
kabi yozilib bular, teskari trigonometrik funksiyalar deyiladi. Agar z
son berilgan bo‘lsa, (2.36) dagi teskari funksiyaning giymatlarini
topishga imkon beradigan formulalarni keltirib chigarish mumkin . Shu
formulalarni topaylik:

a). (2.35) ga asosan

sinw =
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Buning ikki tomonini e" ga ko‘paytirib, e« ga ntshatan kviulMI
tenglama hosil gilamiz, uni yechsak,
(e"™)2-2ize* -1 =0, e" =iz£J(iz)2+1,
Tenglikning ikki tomonini logarfmlaymiz .
iw=Ln"izt-J\-z2j,

bu yerda w o‘rniga uning (2.36) dagi ifodasini keltirib go‘yamiz.

Arcsinr =- Ln7iz\I1-2 ] (2.37)
ildizbelgisi oldida + borligini esda saglaymiz:

b) Yana (2.35) muvofiq, : =cosw =~ (e"+e~'~),

e"+e"~=2:; e2w- 2ze“+1=0,

Bu kvadrat tenglamani yechsak:

iw=Ln"z£-Jz2-1] e'w=ztyjzl—,

(2.36) ga asosan : Arccosr =- [.«(r+Vr2- 1);

(2.38)
d) (2.35) va (2.36) ga asosan ;
l ew-em .
z=tgw- =iz(e
le +e
bo‘lib, 0‘xshash hadlarni guruhlasak,
(1—  =(1+iz)e~" :”Z
bu tenglikning ikki tomonidan logarifm olib, (Z.ée)dan giymati qo‘yilsa,
Arcclgz=  Ln (2.39)
formula keiib chigadi.
g) Yuqoridagi usui bo‘yicha
Arccigz =—L n (2.40)

formulani ham topish mumkin. Shunday qilib, to‘rtala teskari
triganometrik funksiya ham logarifm orgali ifoda gilinar ekan. Sonning

logarifmini hisoblash usuli oldingi bobda ma’lum.
1-misol. Arcsmi ning barcha giymatlarini hisoblang.
Yechilishi: (2.37) formulaga z=i ni go‘yamiz:
Arcsin/=-Ln(-1+
ushbti r2=-1-%/2, r,=—+V2 belgilashlarni kiritamiz. U holda
Lnt\ =/ (—1+n/2] =gn | \+\127M+ 1w +2KT =10 (+2 27N+ 2K 30N,
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wo L YD M| VA Hp2+2TAR=In (-\-\12}+ ni +2kxi',
tnl i . ca Ulishli vektor ox o‘gning musbat tomonida joylashganligi
um ,. o i csa chap tomonida joylashganligi uchun f=n bo‘ladi.

nlhhminVgilih
Arcsini =2-lar-i\n{sl2 -ij,

/lrcsin/ =(2A+1)n--/1n(V2 +1|, k=0, +1,+2... ,
ihunti ,1 / it=0 bo‘lganda Arcsim ning bosh giymati arcsini hosil

" IIIII;Linisol. Arccos (-9 ning barcha giymatlarini hisoblang.
Ycchilishi: (2.38) formulaga r=-/ ni qo‘yib chigamiz
Arccos(-/)=-Ln(-i£\/2j=- Ln(-1+5s/2)/.
Ko'rinib turibdiki,
/,=-1+s/2>0, <qt=y +2/br,

©2=(—1)—Y2<0, p2=-y +2Am, £=0,%122,..,

Jill sababli
[«(»)=£«(\M2- D(=In(M2-1J+y i+2km ,

Zn(f2) = in (—32- 1|/=In(Ji +1)- y i+2kni
Dcmak, izlanayotgan giymatlar ikkita bo‘lib, ular quyidagilardan iborat
L'kan:
N2t+yja--iln(s/2-1); "~2*-yj*-iln(s/2 +1); k=0,+1,+2,... ;
A 0 desak, Arccos(-i) ning bosh giymati, ya’ni arccos(-<) kelib chigadi.
3-misol. Arcigsi ning barcha giymatlarini toping.
Yechilishi: (2.39) formulaga r=5 ni qo‘yib chigamiz, u holda

I+/g5<) anf - ?}L'nlzg'.

Arctgbi = 1/ &) 2
ma’lumki, =r ,arg --
Demak, inj— I=in—ni+2kni ;
shu sababli

Arctg5i=Ik+—\rr+/In—j A=0,£1,+2,... ;

k=0 da arctgn hosil bo‘ladi.
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4-misol. Arcctg(-2i) ning barcha giymatlarini toping.
Yechilishi: (2.40) formulaga r=-2 ni gqo‘yib

chigamiz, u holda Arcctg(-2/)=—Ln~2'+1=—Ln-; bo‘lib,
2/ -2/-1 2/ 3
1

=-, arg - =0 Ln-=]n:]'+2bn;

demak, .4rccig(-2/) =Ar+f In3 A=0,+1,%2,... ;
5-misol. /ircc/g(i+2/) ning barcha giymatlarini toping.
Yechilishi: (2.39)formulaga [3=1+2/] ni qo‘yib chigamiz,

Ya’ni Arcctg(l+2l)= —Lnl+'ft+2:1=—in—

vooho2 i-I(h+2i) 20 3-(
Kasming maxrajini komplekslikdan OZod gilib, uning moduli va
argumentini topaylik:

#-i ___1_1/. ___1_1
3-/' 55’ 575 V2542575’
2.1 1.
w 2ti-e e miff) 5
N=arctg — =-arctg—=-arcctg2\ Ln '5'1'5 In—= —arcclg2 + 2kjri;
75

U holda, Arctg(l+2i)=kx-~arctg2+~In5; bo'ladi.
6-misol./fi-csin(72-i); ning barcha giymatlarini hisoblang.
Yechilishi: (2.37) ga 72-1 ni qo‘yib chigamiz, ya’ni

w= Arcsin®j2 - = +H12 M -T2

buni soddalashtirsak, n>=-£n(1+/72+78-7/) hosil bo‘lib,

X
=+2Tn A vimrr
—\Jlr:,/ICOS?-K-h/'S'inLt:C '2— ‘2— m=0,1.
AV 2
£.=cosi(+7sm£=i]2(1+;) £\=coss—;r+/sr'n5—>K-= ---7-3@+j) !
0 4 4 2 v /1 4 4 2 ;

Bu yerda, yozuvni gisqgartirish magsadida, e, ildiz bilan chegaralanamiz.
U holda ba’zi soddalashtirishlardan so‘ng
th= M+ 77+ In Tl +77 +icirctgifl +2A/r/j,
Yokibundan
=2kn+arcctgifi-/InM+72|—/In(1+T2), k=0 +1+7
kelib chigadi.
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Mashqglar

Quyidagi teskari trigonometrik funkasiyalarning barcha
giymatlarini hisoblang.

44 Arcsin—;
2

45, A-ccosj;
46.Arccos? ;

47. Arcsin2
48. Arctgli ;

49. Arctg”;

50. Arcsin?

2.7-8. TESKARI GIPERBOLIK FUNKSIYALAR

Giperbolik funksiyalar oldingi paragraflardan bizga ma’lum bo‘lib,
ular quyidagilardan iborat:

, r=cheo=-——--—, 7 —tho) = ., z=cthco- (2.41)
B +e e +e

bu yerda a>- argument, ya’ni erkli o‘zgaruvchi, z esa uning funksiyasi,
ya’ni erksiz o‘zgaruvchi deb faraz qilingan. Teskarisini faraz gilsak,
ya’ni at=u+iv ni funksiya, z=x+iy ni argument deb olsak, (2.41) dan
quyidagilar kelib chigadi:
= Arshz, = Archz, o= Arthz, o= Arcthz (2.42)
:=x+iy bo‘lganda (2.42) dagi funksiyalarni logarifmik funksiya orqgali
ifodalash mumkin.
a)w=Arshz ga doir formulani keltirib chigarish uchun (2.41) ga
murojaat gilamiz:

Bu esae" ga nisbatan kvadrat tenglama bo‘lib, uning yechimi
e* =z+slz1+1
dan iborat. Endi buning ikki tomonidan logarifm olib, so‘ngra ¢ 0‘rniga
(2.42) dagi giymat qo‘yilsa,
Arshz=1Ln (2.43)

formula hosil bo‘ladi. a=Archz ga doir formula ham shu usulda topiladi,
ya’ni
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\nh{\ f/) =-/-.«1+f—m =—Ln(-1+2i);1-1+21="-JE, >— --2, <P- n- arclg2;
1 2 «1—(|+1) 2 ( ) o -1 P g

lith(1t-/)=~[jn-Js+i(jr-arcrlg2)+ j= +i(2kKk+n- arctgl), A=0,+1,£2,...

4-misol. Arcth(—+/)ning barcha giymatlarini hisoblang.
Yechilishi (2.46) formulaga murojaat gilamiz:

I/f/' 1+ —L (1+ + 1 (l gl) =-j=, lg=-2, tp--arctg2
A7] n:-—-—--1— = == =-2, tp--

n= (2+/j— 2" (5 5) 5 5

i o ) N I _
Int/i( -\+i) =~\n — iarctg2+2kxij=iykx-—arctgl*—~—, k=0,+1,+2,...

Mashqglar

Quyidagi teskari giperbolik funksiyaning barcha giymatlarini
hisoblab toping.
5 1. /freA-I); 52. Arth(i); 53. Arch(li) 54. Arth(I-i)
Javoblar

l. a)-5+2/; b)2i; ¢)°2—bh2+2iabe 2. a)<; b)-1;¢c)-"il; 3.a)-«; b)

< )98 4.u=x2-y2, V=It2xy; 5. u=-x-2xy, v=x2-y2+y\ 6.
v=R(l£fb1Z),7.«=® 4. v= " £:8.1=-i to'g"ri
(I+x)2+>-2 (1+x)2+ / x4 |

chizigning chap tomoni; 9. y=i to‘g‘ri chizigning yuqorisi; 10.
» -l, >=1 to‘g‘ri chizigning orasi; 11. y=I, y=2 to‘g‘ri chizigning
orgasi; 12. Markazi (=) nuqtada joylashgan ;=1 va R,=2 radiusli
aylanalar orasi; 13. y=x to‘g‘ri chizigning osti; 14. Birlik doira; 15.

,F'+(>-i)2=1 aylananing ichi; 16. x=+ to‘g‘ri chizigning chap tomoni;
17.  Aylana jx-/1 +yi=j1 18. Giperbola: xy=-1; 19. Giperbola:
x2-/=1; 20.0y o'qdagi -1 dan 00 gacha olingan nur; 21. Ellips:
1; 22. Giperbola *— 23. Parabola: /=2x+1i;

J (3
24. Giperbola: y=~; 25. Giperbolaning birinchi choragidagi tarmog‘i:
y =—(x>0); 26. a)eJ(cos2-isin2); b)e~3(cosl +/sinl); c)
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11l BOB
I nm 14,1, KS ARGUMENTLI FUNKSIYALARNING HOSILASI

Mu bobda biz kompleks argumentli funksiyaning hosilasiga doir
Mol Iv/lam ycchish bilan shug‘ullanamiz. Hosila argumentining va
Miiiiliilining geometrik ma’nolari hagida so‘z yuritmamiz, ulami kelgusi
liuliLirdim biriga goldiramiz. Bu temaga tegishli nazariy masalalrni [1]
«bin i luiqurrog o ‘rganishni o‘quvchilarga tavsiya etamiz.

3.1-8. HOSILANING TA’RIFI

liror G sohada aniglangan, bir giymatli va uzluksiz funklsiya
lu'illgan bo‘lsin:
B>=f(z) YOKIi m=u(x,y)+iv(x,y) (3.1)
Mh yerda :=x+iy- kompleks argument bo‘lib, ¢ sohaga tegishlidir (3.1-
iii'm). G soha ichida ixtiyoriy bir o‘zgarmas ra=x0+% nuqta olaylik.
Ma’luinki,

A Ac,=f(z)-f(z20)=f(z0+Az)-f(z) 3.2)
mil malar deyiladi (3.2-rasm). Ularni quyidagicha yozish ham mumkin:
Az=A+iAy, Ao>=Au+iAv, AX=X-X0 A=y-yo0 (3.3)

Au=U(x0+Ax,y0+Ay)-u(x0y0), Av=v(x0+Ax,y0+Ay)-v(x0y0) (3.4)

3.1-rasm )
Ma’lumki, z nugta G sohaga

tegishli bo‘lib, tayinlangan nuqtaga ixtiyoriy ravishda yaginlashishi
mumkin yoki f: =z-z,, nolga ixtiyoriy ravishda intilishi mumkin.
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Ta’rif Agar o= har ganday yo‘l bilan nolga intilganda ham —

Az
nisbat aniq birgina chekli limitga intilsa, o‘sha limit /(z) funksiyaning
nuqtadagi hosilasi deyiiib, bu quydagicha yoziladi:

/ 1(20)= IlmAZ.
Bu ta’rif matematik analiz kursidagi hosila ta’rifiga o‘xshash bo'lgani

sababli undagi asosiy formulalar bu joyda ham oz kuchini saglaydi (3.1-
jadval).

3.1-jadval.
d R . . ‘=
1¢=2 =0, bu yerda c-ixtiyoriy Mer)y=el
dz 8.(e™zy =mem
o'zgarmas kompleks son.
2.2'- — = 9.(Inz)'=— znO,
dz z
3.(z"y =nz 10.(sinr)' =cos z,
1 . '=-gj
2l = 0 11. (cosz)' =-sinz,
J z
5 = N0 12.(tgz)’= B =1+tg2
co
6.(>/;)+=- L 13
2>l (ctgz)’= . = (L+ctg2).

sin z
Agar funksiya w =u +iv formada berilgan bo‘lsa, undan hosila
olish uchun quydagi to‘rtta formulaning biridan foydalanishga to‘g‘ri
keladi:

wimp(ey 28U Y SOV U _du jdu gy dv g

dx dx dy dy dx dy dy dx
Berilgan (1) funksiyaning biror zeG nuqtada hosilaga ega bo’lishi
uchun quydagi
du _ dv du dv N

dx dy dy dx
Shartlarning bajarilishi zarur va yetarli bo‘lib, ular Koshi-Riman (ba’zan
Eyler-Dalamber) shartlari deyiladi.
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. . . ow ctw .
kompleks argumentli funksiyalardan xususiy — . — hosilalar w

nine hugigiy va mavhum qismlarining xususiy hosilalari orqali
Ihulnlunadi:

dw _ 1 dw .dw du +fv"l lfdv du”
~ck~ 2 dx dy dx dy dx dy
dw _ 1 dw dw | 1 du dv dv  du
_ + i
IE ~ 2 dx dy 2 dx dy dx dy
R . dw . ]
(16) Koshi-Riman sharti esa z:- =0 ga ekvivalentdir. Agar w=0
dz
Ini*lsa, ya’ni
ux=V,, W ==vx bo‘lsa,
dw : . : .
-=W'=UX-IUV=Vy +IVX = UX+IVX=VYy-1UV.
dz

I-misol.vr = z2 funksiyaning hosilasini toping.
Yechilishi: Hosilalar jadvalidan foydalanamiz, u holda
W=(z2)'=2r
IInning to‘g‘riligini yuqoridagi formulalarning (3.6) biri orgali tekshirib
ko‘raylik.
w=2z2=(X+iy)2=%x2- y2+2ixy, u=x2-y 2
- du.du dv-dv
VEXY, =X =Y K=Y ] =X

Inilardan esa,

du_dy_2x dy_dy 2
dx dy dy dx N

ya’ni, analitiklik shartlari bajariladi: Demak, hosila mavjud ekan va
o'sha hosilani quyidagicha topamiz.

W ~— +i— = 2x+2iy =2(x +iy) = 2z
dx dx

ya’ni, (22)=2z
2-misol. w =3x2-5y2+/2xy funksiyaning hosilasini toping.
Yechilishi: Dastlab (3.6) shartlarni tekshirib ko’raylik:

3 3 du
u=3x -y, v=2xy; =6X
dx

i dv
iu =-\|J]y, =2y,
dy dx
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dv du dv

— =2x; — =— dan 6x=2x, 4x =0, x =0;
dy dx dy

du dv .,

— =-—-ddn -10y=-2y, 8y =0, y=0,
dy dx

Demak, funksiya bittagina (0,0), ya’ni z=x0+iyo=0 nugtagina
hosilaga ega ekan. Shu hosilani topamiz:

du dv
*'=/'(0) = e - 6X + 2i =0.
(0) Ax dx)z0 " )2
3-misol. w=5xy- 6x +9y +i(x2- y2) funksiyaning hosilasini

toping.
Yechilishi: Yuqoridagi usul bo‘yicha ish ko‘ramiz, ya’ni
Nn=5xy-6x +9y,~"v=x2—y2;
du

— =5y~6, X +9,
dx dy
d d dud 6
d = 2X, A4 =-2y; LA danby-6 =-2y; v=—
dx dy dx dy. ' 7
du_ & dah 5x+9=-2x, X - —9.
dy dx 7

9 6
Demak, z0= - —+/— nugtadagina hosila mavjud bo’lib, u quydagidan

iborat:

f 9 6' du .d ( Q@ -
P20 2 M —(sy-e 420 =5— i 30-18/
v dx dx), V 4

==5 26 +i2U ],-H =/I1?
7 V 7j 7 7
4-misol. w -x -iy funksiyaning hosilasini toping.
Yechilishi: Bu funksiya z=x+iy ga qo‘shmadir. Misolda
berilishiga ko‘ra: v =x, v=—y. Topamiz:
du _j du_g dv

) o=,
dx dy dx dy
Bunda ushbu — =— Shart buziladi chunki 1=—1 bo‘lib goladi.

dx dy
Demak, w =x - iy - z funksiya hech ganday nugtada hosilaga ega emas.
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| «lin lunksiya uzluksiz. Odatda funksiyaning uzluksizligi quydagidan

Hm him bo'ladi:
lim Aw= 0.

Ili/ning misolda esa,

Az = Ax+/Ay. Aw=Ax—Ay, lim (Ax- /Ay) = 0.

Shunday qilib, funksiya uzluksiz bo‘lsa ham hosilaga ega bo‘Imay
gnli'ihi inumkin, lekin aksincha, funksiya nuqtada hosilaga ega bo‘lsa, u
*lin nuqtada albatta uzluksiz bo‘ladi. Aytib o‘tish kerakki, w =1
hull iyadan wF hosila mavjud bo‘lib, wz=0 tenglik esa goshma Koshi-
him.in sistemasini ganoatlantiradi:

du dv du _ dv
dx dy dy dx

5-misol. w =ez funksiyaning hosilasi funksiyaning o0°ziga
li nyligini tekshirib ko‘ring.

Yechilishi: Buning uchun quydagicha ish ko‘ramiz:

r=x+iy, w=e'-eJ=ex(cosy +/siny),

u = e x COSjy, v =exsiny,
, . du . .

(e'cosj)z=excosy, — =(e COSy) =-e siny,
dx dy
dv . dv X . .

=(ersiny)x =exs\ny, — =(e SIny) =e COSY,
dx dy

du v , du , .

— =— -e 'cosy, — =-——-=-¢'siny,

dx dy dy dx

Demak, Koshi-Riman shartlari bajarilganligi uchun ez barcha
nugtalarda hosilaga ega bo‘lib, quydagicha topiladi:

Nozy ~ E +/d— =excosy+ iexsiny =ex(cosy +isiny) —ex mey =ex+' =e~.
X X

Shunday qilib, (ez)' =e2.
6- misol. w =e4 funksiyaning hosilasini toping.
Yechilishi: Oldingi misolga muvofiq:

w'=(e,n) =e"(iz)' =ie,z (e,)) =ie2.
7- misol. w' =e~iz funksiyaning hosilasini toping.
Yechilishi: wil= (@“*) =e*(—iz)' —
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3.2-§. HOSILALARNI HISOBLASHGA DOIR MASHQLAR

Hosilaga doir asosiy formulalar 3.1-jadvalda berilgan ulardim
ba’zilarini keltirib chigarishni misol tarigasida ko‘rib chigaylik.
1-misol. w=sinz funksiyaning hosilasini toping.
Yechilishi. Eyler formulasidan foydalanib topamiz:

w-smz=- w'=(sinz)=jxe"-e"y="[("'-(0 '] =

1,.a ."KY ez +e Z(I:BZ

5«e +K )=—
demak,
(sinz)' = cosz.
2-misol. w=cosz funksiya hosilasini toping.
Yechilishi:

W=C0SZ=-(ezZ+e~2), W' =~(ez+e~2)’= et - ie~tz) =
S ( ) > )=t )

1 eiz- e~z .
=—(ez~e~7)~ =-SInz.
2 2i
demak,
(cosz)' =-sinz.

3-misol. w =tgz funksiyaning hosilasini toping.

Yechilishi:
sinz ., 4, sinzN cos"z+sin z
w=tgz = -~ , W'=(tgz)'= =\+tg2.
cosz coszy cos" z c0S2z
Demak,
(tgz)' ! 1+tg2
gz)' =- +tg2z.
5z
4-misol. w =ctgz funksiyaning hosilasini toping.
Yechilishi:
) -sin2z-co0s2z 1
w =ctgz =——; w' = (ctgzy = ) =-(I +ctg-2)
sinz sm‘z sin2z
Demak,
{ctgz)' =———=-(1 +ctg2z).
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inKol. w = shz (giperbolik kosinus)ning hosilasini toping.
N«<liilishi: Ta’rifga ko‘ra

M \h w'=(shz)'- "(ez-e~z)'=-"(ez+e~z)-chz.

Mtiii.it (sh:)' =chz.

It /1
0 niisol.w =chz (giperbolik kosinus)ning hosilasini toping.
Yechilishi:
n chz=e~2~—1i w'=(chz))="(ez+e "Y=~(e‘-e”z)~shz.
lii'inuk.

(chz)'=shz (3.8)
7-misol.w =thz (giperbolik tangens)ning hosilasini toping.
Yechilishi: Kasming hosilasi formulasiga muvofiq,

, fshz\ (shz)'chz- (chz)'shz _ch2z-sh2z _ 1
n' (thz)'
chz chz chzz chiz
llemak.
1
(thz)’ (3.9)
ch2z
8-misol.w = c7/7z (giperbolik kotangens)ning hosilasini toping.
Yechilishi: Oldingi misolga o‘xshash topamiz:
, (chz\ (chz)'shz-(shz)'chz shz-ch2z _ -1
w' =(cthz)
shzy sh2z sh2z sh~z
I)emak.
1
(cthz)' = (3.10)
sh2z

3.3-8. ANALITIK FUNKSIYALAR

Ta'rif. Agar w=f{z) funksiya e sohaning z, nugtasida va uning
atrofida ham differensiallanuvchi bo‘lsa, u shu nugtada analitik deyiladi.

Ta'rif. Agar w=/(z) funksiya e sohaning nuqtasida hosilaga
ega bo"lib. uning atrofida hosilaga ega bo‘Imasa, u holda funksiya z
nugtada monogen deyiladi.

Demak, funksiya biror nugtada monogen boiishidan, uning shu
nuqgtada analitik boiishi kelib chigmaydi.



Ta'rif. Agar f(z) funksiya e sohaning barcha nuqgtalarida hosilii}ni
ega boisa, u funksiya e da analitik deyiladi.

Ta'rif. f(z) funksiya analitik bo‘lgan nuqtaiar uning to‘g‘ri nuglicU
analitik bo'Imagan nugtaiar esa maxsus nuqtaiar deyiladi.

I-misol.w =- =/(z) ftinksiyaning ba’zi nuqtalardagi hosilasini
z
toping.
Yechilishi: /(.) ning hosilasini va bu hosilaning +i, 1+/,-1 +3/
nuqtalardagi giymatlarini topaylik:

0 ‘ng tomonidagi kasrlami ganday hisoblash o‘quvchiga ma’lum. Bu
misoldan ko'rinadiki, hosiladagi z nol giymatni gabul gilolmaydi. —
z

ning nol nuqtada hosilasi yo‘q; shu sababli z=0 nuqgta funksiyaning
maxsus nuqtasidir. Demak, berilgan funksiya z =0 dan boshga barcha
nugtalarda analitik funksiya ekan.
2-misol. /(z) =zz funksiyaning hosilasini toping.
Yechilishi: /(z) =zz =(x +iy)(x —ty) = x1+y 2,
ity v=b oy, Wapy Mo o
dx dy dx dy

Koshi-Riman shartlariga muvofiq
2x=0, x=0, 2y -0, y=0, z=0.

Demak, berilgan funksiya fagat birgina z=0 nugtada hosilaga ega
bo‘lib, boshqga nuqtalarda hosilaga ega emas, demak, analitik ham emas.

3-misol. /(z) =zJ ning analitikligini tekshiring.
Yechilishi:

2

=-3; /'(2-3i) =3(2-3/)2,

Demak, har ganday chegaralangan G sohada bu funksiya analitik ekan.
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(z+02> ' w (1+H2 4

Demak, z —— dan boshga barcha nugtalarda funksiya analitik
Im'lib, -/* maxsus nuqgtadir.

5- misol./(z) = er funksiyaning analitikligini tekshiring.

Yechilishi: Bu yerda z ga har ganday giymat berish mumkin
Imlganligi sababli funksiya tekislikning barcha chekli nuqgtalarida
Jdnalitikdir.

6- misol. /(z) =zRez funksiyaning analitikligini tekshiring.

Yechilishi: / (z) =zRez —(X —ty)x =x1- ixy;

n=x, V=-=Xy; 2]7( MZU,
dx dy
dv

dx dy

— =— dan 2x =-x, 3x =0;
dx dy
ﬂ:-fj-\f-dan 0=y, y=0 0=x0+iy0=Q,
dy dx
Demak, funksiya z=0 nuqgtada manogen bo‘lib, boshga nuqgtalarda
uning hosilasi yo‘q. z =0 nuqtadagi hosilasi:

=1n =(2x- yrH=0,
/m«a ax1 a?(f J=0 ( 9
7-misol. /(z) =|z|/?ez funksiyani tekshiring.

Yechilishi: f{z) =\z2\Rez =yjx2+y2x;

7 dv  dv
n=Xylx +y, V:(f\ —=—=\,
dx dy
du :
_Ix~+y +-
dx x/x4y5 dy

Bundan, x=y =0 kelib chigadi. Demak, birgina z=0 nuqtada hosila

mavjud.
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8-misol. /(:) =sin3z-/ funksiyani tekshiring.
Vechilishi:

[ \z) =(sin3z- /)'=(sin3z2)'=3c0s3z =" (e3z + e~32),

Bu yerda z ga har ganday giymat berish mumkin, demak,
berilgan funksiya har ganday chegaralangan sohada analitikdir.
f-misol. Agar funksiya w =u +iv ko‘rinishida berilgan bo’lsa,
hosilaga ega bodishi uchun yuqoridagi (3.6) Koshi-Riman shartlari
ya’ni
du dv du _ dv
dx dy dy dx
bajarilishi zarur va yetarli edi. Bu shartlar Dekart koordinatalar
sistemasida berilgan. Bu shartlarning qutb koordinatalar sistemasida
ganday ifodalanishini tekshiraylik. Ma’lumki, (3.6) da v =u(x.y), v =v(x.y)

edi. Endi x-r GBASWESEx1+y2, 9rcig— lardan  foydalanib,

. y
u = u(ncos<p,rsm(p), VENGCHZET kabi yozish mumkin. Shularga asosan
Su_5u dr 5u 5p Su_5u Sr Su S

dx Sr Sx 5p dx dy Sr dy Sep dy'

dv_dv dr dv dip dv_ dv dr dv dip

dx dr dx dtp dx dy Sr dy dip dy'
bulaming birinchisini hisoblab chigaylik:

dr . r cos (p
= 2+y2),: N / == COS <p
dx 4
6 an
dx r
u holda
du du = 0 du
dx dr r dp
shunga o ‘xshash
dr_ y |
Sy mITT/ ’
dtp Gﬁ)
Ty r

u holda
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leepilf'Hnlami Koshi-Riman tenglamalariga qo‘yib chigamiz, u holda
Su 1. Su_ . Sv1 Sv
COS #2——usin #2? =SINip H cos#? .
S(p Sror Sp
sinataf’?gj +icos#’.§i =- cos#?s—v +1—sinS¥
Sror Sp Sr r Sip
Ikki noma’lumli ikkita chizigli tenglamalar sistemasiga ega
Ito'lamiz. Birinchi tenglamaning ikkala tomonini ase ga, ikkinchisini

., s> ga ko‘paytirib  bir-biriga go‘shamiz. U  holda
(ins ip+sin2<pfY :1—€c07s 0+ s #’.;fs%v, ya'f Su = 1sy
r p

Sr r S(p’
Endi birinchi tenglamani sinp ga, ikkinchisini cosp ga ko‘paytirib
bir-biridan ayiramiz, natijada
1su Sv
rSip Sr
liosil bo‘ladi.
Shunday qilib, qutb koordinatalari istemasida Koshi-Riman
Icnglamasi quydagicha ifodalanar ekan.
Su_1Sv Sv_1Su (311)
Sr rSp Sr rSp

bu yerda u=u(r.<p) va v=v(r.<p).

Mashqglar
Quyudagi kompleks argumentli funksiyalarning hosilalarini toping.
I.sin(2ez); 2.edh; 3.zez; 4,—j 5.: 6 ez+l 7,- — 8.(ez-fT2)
1+r2 e‘-\ tg: +clg:

Quyudagi fimksiyalar hosilaga ega yoki ega emasligini tekshiring.
a) w=ezl; b) o) rdmz; v)o)=|rdmz; g) <7z
Quyida berilgan funksiyalarning analitik yoki analitik
emasligini tekshiring.

9.a)w =22z b) w=123+2z
10. ayw =zez b)w =z2+5z
11. a)w =|z|Rez b)yw =z2+3z22
2 ayw =z- b) w=z2+52
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13. awr=zRez b) w=223-3z

14 a)yw =z\mz byw-z 2z

15. avr=jz|-Imz b) V=2-3z22

16. a)w =z —2z b) w=3z -
17. Hosilalarni toping:

Wz _z_g_QS~ . 1

)'e ’ bs \+:Q tgz + ctgz

18. Berilgan hagiqiy va mavhum gisimlarning z0 nuqtadagi giymatign
binoan funksiyani o°‘zini toping:
a) u(:,y)=x2-yr2x, / (I)=2i—1
b) v (.x,=2(c/)siny-xy),f(Q) =0.
19. Qanday a,b larda funksiya analitik bo‘ladi?
/(--) =cosx(cliv+ ashy)+isinx(chy+bshy). —

3.4-8. GARMONIK FUNKSIYALAR HAQIDAGI
TUSHUNCHALAR

Kompleks argumentli funksiyaning ikki xil shaklda yozilishi
ma’Inm:

=(z) va m=u(x,y) +iv(x,y) (3.12)
bu yerda
u(x,y) =Ref(z) va v(x,y)=Imf(-) (3.13)
Ma’fcimki, ushbu
do>+d~o _
Ao dx2  dy2 (3.14)

Laplas tenglamasini ganoatlantiradigan har ganday ikki argumentli
m=to(x,y) funksiya garmonik funksiya deyiladi. Garchi u(x,y) va v(x.y)
funksiyalar garmonik bo‘lsa-da, (3.12) funksiya analitik bo‘Imay golishi
mumkin. Agar funksiya analitik bo‘lsa, u holda (3.14) ni
ganoatlantiruvchi u(x,y) va v(*>) lar o‘zaro go‘shma garmonik
funkiiyalar deyiladi. Uning uchun Koshi-Riman shartlari bajarilishi
kerat. Agar noma’lum analitik funksiyaning hagiqiy yoki mavhum gismi
ma’liim bo'lsa, u holda analitik funksiyaning o‘zini topish mumkin.
ShuUrdan biz ikkita usulni ko‘rsatib okish bilan chegaralanamiz.
Birinchi usul. Yuqorida, hosila ta’rifidan, kompleks argumentli
funksiyalardan olinadigan xosilalarning barcha xossalarini saglashini
ugtiriib o‘tgan edik. Shuning uchun ham haqiqiy o‘zgaruvchi z ga
nisbstan olingan hosilalar jadvali sifatida analitik funksiyalar uchun
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litti mumkin. Shunday ekan, boshlang‘ich funksiya tushunchasi va

lull hinksiyadan olingan anigmas integral tushunchasini ham Kiritish

linkin ya'ni agar F'(:)=/(:) bo‘lsa, f(=) analitik funksiya /(.)
mtinil  funksiya uchun boshlang‘ich  funksiya deyiladi va
fii |/( W ic (C-kompleks o‘zgarmas son) kabi yoziladi. Bu to‘g ‘rida
pnilill |lj dan ma’lumot olish mumkin. Ko‘rgan edikki, agar
m . i)iH'(xy) golomorfbo‘lsa, <r=0va

(< =f"(z) =ux- iu, =v,+ iv, =u,,+ivx=vy- iuy,
IMKIIE
1(Z)=] (.- i"y)* =}(v, +iv.)d-

Munulay gilib, berilgan u(x,y) yoki v(x,y) ga asosan /(:) funktsiyaning
n /mi lopish mumkin.
I-misol. Analitik funktsiyaning hagiqiy gismi
u=y :yT va /(*m) =—
hi iilgan boiib funktsiyani o‘zini topish talab gilinadi. n nuqtadagi
giymati berilgan bo‘lib , o‘zini topish talab gilinadi.

Yechilishi: « e ? W - 2yx
V?+y

y2+2ixy-x2 (y+IX)2,y+ix=i(x-iy)=i:
(x2+ /)3 "> "+ [)2 = (*2+ /)2 =(*2+1):

va xi+y2-2. ekanligadan foydalansak

U holda
1(-)=-3_T71:+c=5+c> [(*)=:-+C==
Ya’ni, ¢=0. Demak, /(:)=- ekan.
2-misol.Analitik funksiyaning mavhum gismi
v(x,y) =arctg— (*>0), /(l)=0

Berilgan funksiyaning o‘zini toping.
Yechilishi:
dv _ y dv _ X
dx X2+y2’ 8y x2+y2’
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/(1) =c=0 dan /(.-)=/nr
3-misol. Anaiitik funktsiyaning haqgiqiy gismi berilgan:
u(x,y) =2sinxchy-x, /(0)=0.
Funktsiyaning o‘zini toping.
Yechilishi:
o =2cosxchy-\, (W = 2sinxshy
f (z) =2c0Sxchy-1-2isinxshy =2(cosxchy - isinx.shy)-1.
Ammo (2.33) formulalarga asosan:

Shuning uchun

_ 2 cosiccosiv,
dx

du
— = /2sinjtsinly

dy
U holda
/I (z)=2(cosxcos/y-isinzsin;y)-1= 2cos(jr+ (>)-1=2cosz-I
I(z) =J(2cosr-1)ot+C = 2sinz-z +¢C

1(0)

/(z) = 2sinz-z.

4- misol. Anaiitik funksiya .., ning mavhum gismi berilgan:
v(ry) =-2sin2xsn 2y+y, /(0) =0
Funksianing o‘zini toping.

Yechlllshl — = 4cos2xsh2j, — = -4sin2xc62>>+ |.
dx dy

1"(z) = —asin 2XCh2Y+ 1 —14 cos 2XSh2Y = —a(sin 2jc0si2Y tcos2visin 12Y)+1 =

cagsin 2(X+ +1=-4sin 2z +1
I(z) = -4 jsin 2r =at + J<£ + C= nc*snr~ +2z+ C.
f(0)=2+c=2, c=0.
Demak /(:) - 2c0s22+2.
5- misol. Funktsiyaning haqigiy gismi berilgan: u=x2+2x-y2.
Funktsiyaning garmonikligini tekshiring.
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Yechilishi: Undan ikki marta xususiy hosila olib, (3.14) Laplas
i.'Mi'l.mmsiga qo‘yib chigamiz:
d_u,: 2X+2, d_Lur_: 2; d_u :-2y’ 5_|'7: .2;
dx dx1 dy dy2

ox oy
Ib mak, berilgan funktsiya garmonik ekan.
6- misol. Funktsiyani garmonikligini tekshiring:
Yechilishi:
du 2x d2u  2(y2-x2)
dx x2+y2' dx2 (r2-

du 2y 3 _2-{x -y )
dy x2+y2' dy2 (g2+>2):
Shularga asosan:
du B _
dx2 dy2
I unksiya garmonik ekan.
7- misol. Funktsiyani garmonikligini tekshiring: «=2" cosy.

Yechilishi:
Bu 8 un
= 2e* cosy, — 2e* CcOSy;
S x dx1
du X . 82u X
ez —2€  SiNV, 7 = -2e CcO0SYy;
dy dy
bularga asosan
dau dau

Demak, berilgan funktsiya garmonik ekan.
Quyidagi juft u(x, y) va v(x, y) garmonik funktsiyalarning uzaro
go‘shma bo‘lish yoki bo‘Imasligini tekshiring.
8- misol. M=3(x2->72), v=3x% -y \
Yechilishi: Bularning garmonik ekanligiga shubha bulmaganligi
uchun Koshi-Riman shartlari bajarilishini tekshirish kifoya:
du =6X, du =-8y, d—V=6xy, i =3x2-3y2,
dx dy dx dy

bundan ko‘rinadiki, shartlar bajarilmaydi. Demak, ular go‘shma emas.
9- misol. u=excosy+I, v=I+cisiny.
Yechilishi: Bu yerda ham o‘sha shartlarni tekshirib koTamiz:
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m X o V. dv . dv
— =€ cosy, — =—€ slny. — =e¢ smy\ — =€ Ccosy,
x By X By
E *tibor gilsak, Koshi-Riman shartlarining bajarilishini ko ‘ramiz. Demak
berilgan funktsiyalar qo‘shma garmonik ekan.
10-misol. Ushbu ko'rinishga ega bo‘lgan garmonik funktsiya
mavjudmi:
u=(p[x2+y2)?
Yechilishi: Funktsiyadan ikkinchi tartibli xususiy hosilalar
olib ularni (3.14) Laplas tenglamasiga qo‘yib chigamiz, u holda

x2+y2=1
u=<p(i), ~ =" (y =4'®™2+y j =2x<p(t); ~ =2(F>(1)+Axlp (?);
du B
3 =22 + .
dy (@ ArerV(f) AyY (/),

bulami (3.14) ga go‘yib soddalashtiramiz, natijada
A"=Ipr+|jj=V (0+4(*2+y2)9 (0=0; tp F)+« (0=0;

quyidagicha belgilash kiritamiz:
PO =i/

Natijada
= yoki _ rﬂ’
r() ¥ t
Ini//(r) = - Int+InC\; (//(/) =—/; P(t) = ip(i) =¢, Int+c2

bu yerda =1>(*2+/) bo‘lgani sababli tekshirilayotgan garmonik funksiya
ko‘rinishga ega bo‘lar ekan. G va Clar ixtiyoriy o‘zgarmas haqiqiy
sonlar bo‘lgani uchun shu ko‘rinishga ega bo‘lgan garmonik funktsiyalar
cheksiz ko‘p ekan.

Ikkinchi usul. Noma'lum analitik funksiyaning haqiqiy yoki
mavhim qgismi berilgan bo‘lsa, uning o‘zini ikkinchi usul bilan
topish ham mumkin. Uning uchun Koshi-Riman (Eyler—
Dalannber) shartiaridan foydalanishga to‘g‘ri keladi. Buni misollar
orgak ko‘rsatamiz.

11-misol. Funksiyaning hagigiy gismi va go'shimcha shart
berilgan:

u(x,y) =2e’cosy, /(0) =2
g=1(z) analitik funktsiyani ikkinchi usul bilan toping.

Yechilishi: Koshi—Riman
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dv dv cu dv /g\
d* dy9 ay ox'

i Inmiliiiiilan foydalanib, n ma’lum bo‘lgani sababli v ni topish mumkin :

dv agn |/

— =— ~\2e cos =2e cosy,

ay Ox Yy X
...... . Il buyicha integral olsak

v =2exj cosydy +<p(x) = 2e%sin v + <p(X).

Imi'likning ikki tomonidan x bo‘yicha xususiy hosila olib, (A)
li nllarning ikkinchisidan foydalanamiz, u holda

— =2e'smy +tp(x) =- — =-lie*cosy) =2e'siny,
ax ay X

....<liadlar o‘zaro yo‘qgotilib,
«»'(*)=0, <p(x)=C
11 hbchigadi. Demak, v=2e*sinx+c. Bularga asosan
n f(z) =u+iv=_2e*cosy +i2exsiny +Ci = 2e*(cosy+/sin_y)+/C = 2e’ *ev+iC =
- 2eMy+iC =2e! +iC.
I ndi boshlangich shartdan foydalanib C ni topamiz, ya’ni
i(i>) 2=2e +ic, bundan ¢ =0 . Shunday qilib, w=f(z) =2¢
12-misol. Mavhum qismi v=in(x2+y2)+x-2% bo‘lgan analitik
lunksiyani ikkinchi usul bilan toping.
Yechilishi: Oldingi misolga o‘xshash
du dv du dv 2X 1 -2X
dx dy x2+y2 dy dx X +y x2+yl
bnlaming birinchisidan x bo‘yicha integral olib u(x, y) ni topaylik:

u(x,y) =2yj-r-~"-2x +<p(y) =2arctg”™-2x +</)(y),

buning ikki tomonidan u buyicha hosila olib, yuqoridagi giymatiga
lenglashtiramiz, u holda
-4 A

-~+<p(y) =2—N"T + (p{y) = *—_----+«)>(>>) = --1
+Yy X +y

du

1+ I+ -

ikki tomondagi mos hadlar o‘zaro yugoladi va <+(y)=-1 bundan
v=>(y)=-y+c,

hosil buladi. Bularga asosan u=2arctg--2x-y+c.
y

Demak,
w=f (z) =n+/v=2arctg—=2x- y +C +i[in(x2+y 2}+x-2y~".
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Buni ixchamlashtirish magsadida quyidagi formuladafl foydalanami/:

Arctgz =1 I'_n-l-'--!-z, 7 = X+iy.
2 \-z

I+ —
Uholda 2arcs*=-U n » =-iL n " =iLnXZ* =Lnz ~ L ILnZL,
y y —ix y+ix X-iy z
y
shunga muvofiq
larctg —+iln(x2+yr)- i Ln*~j +Lnzz =Ln~~~~ =iLn{—2) =

=iLn(izf =2iLniz =2i[Lnz +Lni\ =2iLnz +2iLni,
so‘ngi hadni C ichiga kiritib yuboramiz, natijada
f(z) =2iLnzr (2.-i)z+C
13-misol. Funksiyaning haqigiy gismi berilgan:
u=x2-y 2+xy
Analitik funksiyani toping.
Yechilishi: Bunday masalalarni yechishda Koshi-Riman

diartining istalgan formulasidan foydalanish mumkin:
dv _du . dv du 4
d—y—&—zxﬂlr ij_“ail_-(-zwx)_zy-x’
hularning birinchisidan y bo'yicha integral olamiz:
v=J(2x + v)dy + <p(x) = 2xy + -+t[>(X)

endi tenglikdan x bo'yich hosila olib, yugoridagi ikkinchi tenglikdan
foydalansak:

— =2yt P =2y-x =) =-x =><p(x)=-y +C
Demak,

v=2xy+-2— ?+C; f(z) =u+iv=(x2-y 2+jiy)H| Xy+-— —+C|=

= +[(2-1)x2-(2-1)y2+2i(2-i)xy]+iC =% (2-i)z2+iC.

14-misol. Berilgan f(z) funksiyaning analitik boMishi uchun
nb,c constantalar ganday boMishi kerak?
f (z) =x+ay+i(bx+cy) =un+iv.
Yechilishi: (3.6) Koshi-Riman shartidan foydalanamiz.
du_i dv_c du_a dv_~
dx dy dy dx
Ya’ni c=t, a=-b boMishi kerak.
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It..... koel'fiscntlarning shunday giymatlaridagina funksiya analitik

I(r)=x+ay+/(-ax+y)=z- iaz=z(l- ia).
IS inisol. Qutb kordinatalar sestemasida funksiyaning hagiqiy
ilm mi brrilgan:
n=rtpcostp+r Inrsintp.
Nvmlmk lunksiyani toping.
Yechilishi: Buning uchun Koshi-Rimanning qutb kordinatalari
nhliili iCoda gilingan ushbu shartlaridan foydalanamiz:
du 1dv dv_ 1du
dr rdtp dr r dtp
Itciilguniga ko‘ra:

(lecosp- tprsintp+r\nrcostp) =~sin”-(l +Inr)cos”;
dr r dtp r

dir = (-%j = m(tpcostp-r In/-sintp+sin <) = r\tp cos ?>+(1 + Inr)sm#f];
tp r
hulitrning birinchisidan r bo‘yicha integral olamiz:

v=rtpsmtp-cos J(I+Inr)dr + F(tp) = rtpsintp-r\nr costp+ F (tp) .
lenglikning ikki tomonidan t bo‘yicha hosila olsak:
4 =rsintpr- rtpcostp+r\nr sin<p+ F’(tp) = r\It_pcostp-\-(t' +\nr}smtpl,
tp
llundan
=0, Yyoki F(p)=c.
I)cmak,
v =rtpsintp-r\nrcostp+C .
a>=f(z) =u+iv =(r<pcostp+r Inrsintp) +i(rtpsintp- /Inr costp+C) =
= ;-p(cos(3>+ isin”™)-;>Inr(cosp +/smp) +/C =r(tp-i\nr)e"f+iC,
chunki Eyler formulasiga muvofiq:
cosM+/sin™ =e'”
16-misol. Agar » va v funksiyalar go‘shma garmonik bodsa
quyidagilarning ham garmonik boiishini isbot qgiling:
U-au-br, V=bu+av
bu yerda a, b lar o‘zgarmas sonlar.
Yechilishi: Berilgan u,v funksiyalar garmonik bo'lganligi sababli

ular Laplas tenglamasini ganoatlantiradi:

PO S WL | S Y
dx dy dx dy

Bularga asosan
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daJ da f dw da't f dau ,do
dx dy (dx dxJ {dy dy | A~dr dy) dy2)
=a-0-b-0=0
Huddi shuningdek
dy dyv (da dai (da d2\ L (da da] [Ox dY
dx2 dy2 | dx2 dx2) t dy2 d)2) Kdx2+ dy2]
=b0+a-0=0
Demak, u, v lar Laplas tenglamasini ganoatlantirganligi uchun ular ham
garmonik funksiyalar ekan.
17-misol. Agar u va v funksiyalar o‘zaro go‘shma garmonik
bo‘lsa, quyidagilar ham garmonik bo‘lishini isbot qiling:
U=e'008V, V=g sinv
Yechilishi:  Buning uchun bular Laplas tenglamasini
gancatlantirishi lozim. Birinchi-'funksiyani garmonik ekanligini
isbodash bilan chegaralanamiz; ikkinchisi ham xuddi shunday
isbot gilinadi. U dan ikki marta x bo‘yicha, so‘ngra ikki marta y
bo‘yicha hosila olib, Laplas teglamasiga qo‘yamiz, u holda

_EMCOSVZX t cosv -+ COSV} -e COSVddTe smv#le |‘j—i’cosv %’smx

a) =

bundan yana bir marta x buyicha hosila olib ixchamlashtirilsa:

dau ff-Y - CosvV—2 g_U_g_\/sm vA—gr?chosv quﬁz‘ism v
dx2 dx2 dx'

kelib chigadi. Huddi manashu usulda v bo‘yicha ikkinchi tartibli
xususiy hosila olinsax oXnida y paydo bo’ladi, yani
du o5 dudv .. d
dy1 dy dy dy~
Bularni o‘zaro qo‘shib nolga tengligini ko'rsatamiz
da da
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Tax2 dy2

Lerfd2 \

e ot —aZcosve -;(X7+dzz)9n\/ 0
churki  so‘ngi ikki yig‘indining nolga tengligi u,v laming
garmonikligidan ma’lum, oldingi ikkita ayirmaning nolga tengligini
quyidagicha isbot gilamiz:

e :0 bundan dU_dV d2J_d2/
LLI dx dx’ dx2 dx2

du] - =0 bundan *L—*L xg. 4%
rdy dy dy” dy2 dy2
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w ii|’i ikki tenglikni o‘zaro qo‘shsak, yig‘indi Laplas tenglamasiga
«,n .hi nolga teng boiadi. Demak, berilgan U funksiya garmonik ekan.

Mashqglar

Quyidagi funksiyalarning garmonik boiishi yoki bo'lmasligini
| iplas tenglamasi orqgali tekshiring, agar garmonik bo*lsa ularni toping.
MJI <p),  21,u =<p(ax+by), &, b-0‘zgarmas sonlar; 22.u=<p(xy); 23.

27.
a W +>); 28.U=ip(x1-y 2) .
Ilagigiy yoki mavhum gismi berilgan analitik funksiya topilsin:
29, 11=x2-y 2+1y,f (/) =2/—1* 30.v=2(chxsiny -xy), /(0) =0; 31.
r ~2sin2xsh2y+y,f(0) =2" 32.v =2cosxchy-x2+y2,f(0) = 2; 33.
35.

n-e{xcosy-ysmy) +2smxshy +x2-2xy2+yJ

Agar u va vV lar o‘zaro go‘shma garmo‘nik funksiyalar bo‘Isa,
quydagilarning ham garmonik bo‘lishini isbot giling:
a)U =ea Vcos2mv Va V =e*“? sin2uv

2

3.5-8. YASSI VEKTOR MAYDONLARNI H1SOBLASHDA
ANALITIK FUNKSIYALARNING QO'LLANILISHI

Fizika va texnikaning turli masalalarida, u yoki bu fizik
xususiyatning vektor maydonini hisoblash imkoniyati juda muhimdir.
Masalan, elektrostatikada E elektr maydon kuchlanganligining vektor
maydoni, gidrodinamikada - suyuqlik zarralari A tezligining maydoni va
boshqalar hagida gapirishimiz mumkin. Analitik funktsiyalar yordamida
bunday maydonlarni tekis, potentsial va statsionar bo‘lganda o‘rganish
nisbatan osonlashadi. Agar (X, y, z) fazoning har bir nuqgtasida A vektori
Oxy tekisligiga parallel va uchinchi koordinata z ga bog‘lig bo'Imasa, A
maydoni yassi deb ataladi. Agar A vektor vagtga bog'liq bo'lmay, fagat
nuqtaning koordinatalariga bog'lig bo'lsa, A maydon statsionar (yoki
bargaror) deb nomlanadi. Nihoyat, A = A (X, y) statsionar yassi maydon
potentsialga ega deb ataladi, agar A vektorning gradienti bo'lgan
® = cp(x,y) funktsiya mavjud boisa, ya’ni

(3.15)
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E elektrostatik maydon potensialga ega bo'lib, elektrostatikada

(3.15) o'rniga

E =-gradtp (3.16)
ko'rinishida yozish qgabul gilingan. Agar suyuqlik ideal, sigilmaydigan
va uning harakati uyurmasiz bo'lsa, harakatdagi suyuqlik zarralari
tezligining maydoni potensialga ega bo'ladi.

Agar mana shu shartlarning hammasi bajarilsa, u holda E yoki A
maydonlarni z kompleks sonlar tekisligida z kompleks o'zgaruvchining
funksiyasi sifatida garash mumkin. Masalan, tezlik vektori o'rniga

A=AG) = A'(xy) +Hg,y) = /e 317)
kompleks tezlik hagida gapirish mumkin. Bunda A,(xy) va Ay(xy)
haqigiy funksiyalar mos ravishda ox va oy koordinata o'qlaridagi A
tezlikning proyeksiyalarini ifodalaydi; w\ kattalik - A vektorning moduli,
a - Ox o0'qi bilan A vektor orasidagi burchak. Xuddi shunday E
kuchlanganlik vektori o'rniga

E=E(z) = EJX, y)+iEf(x,y) =\E\t'p (3.18)
kompleks o'zgaruvchili kuchlanganlik sifatida garash mumkin.

Gidrodinamikada quyidagi  isbotlangan:  Agar ideal va
sigilmaydigan suyuglik uyurmasiz harakatda bo'lsa, u holda <=<pixy)
tezlik potensiali x va y erkli o'zgaruvchilarning garmonik funksiyasi
hisoblanadi:

Ao=En 4+ A =0 (3.19)
dx-  dy2 \Y ’
Xuddi shunday f =f(x,y) elektrostatik potensial uchun elektr zaryadidan
erkli bo'lgan sohada quyidagi tenglik o'rinli

A=SH°

Ma'lumki, v(x,y) garmonik funksiyani bilgan holda (o'zgarmas
go'shiluvchi aniglikda) hech bo'Imaganda lokal ma’noda go'shma
garmonik funksiyani qurish mumkin. Gidrodinamikada <p(xy) funksiya
tok funksiyasi deb ataladi va uning fizik ma’nosi shundaki,
o (xr>Yr)-u/ (x\'Yg far4 silindrsimon sirt orgali Im balandlikdan 1 sekundda
ogayotgan suyuqglik hajmiga teng, ya’ni inx2y2)-v(x,yl) farq ogim yoki

boshi nuqtada va oxiri (}2>g nuqtada bo'lgan yoy orgali suyuglik
sarfi hisoblanadi. Bu ikki funksiyani birlashtirsak,
<P(xy)+iill(xy) =0(z), (3-21)
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mnviiglik ogimining kompleks potensiali deb nomlangan analitik
luiiksiyani hosil gilamiz.

Kompleks potensial va kompleks tezlik orasidagi bog'lanishni
Ko rib chigamiz. (3.15) va(3.17) formulalardan

A=A() = A'(X,V)+IiA (xy) = ’(‘))2+ i~-

dy
ega bo'lamiz. Koshi-Riman shartiga ko ra d—y: o V2
t 4 dp py T—
A =10 M=l (322)

kelib chigadi.

Bu yerda yassi gidrodinamikaning asosiy formulalaridan biri
olingan: kompleks tezlik tezliklarning kompleks potensialidan olindan
kompleks qo'shma hosila kattaligi hisoblanadi. Tezliklar potensialini
bilgan holda (3.22) formuladan kompleks tezlikni oson topish mumkin.

Xuddi shunday, elektrostatik maydon bo'lgan hoi uchun f{x,y)
garmonik funksiya bo'yicha #(x\y) qo'shma garmonik funkisiyani qurish
mumkin, uning fizik ma’nosi shundan iboratki, g~y~-gCx,,”,) farg boshi
(*i,y2) nugtada va oxiri (x2,y2) nuqtada bo'lgan yoyni kesuvchi
elektrostatik maydonning kuch chiziglari sonini beradi. Bu ikki
funksiyani birlashtirib,

f(xy) +ig (y)= Fz), (3.23)
elektrostatik maydonning kompleks potensialini topamiz. F(z) kompleks
potensial bilan kompleks kuchlanganlik orasidagi bog'lanish

F(z)=-7(7), (3.24)
formula orgali ifodalanadi, bu formula (3.22) ga o'xshash.

Demak. ma’lum shartlar bilan yassi vektor maydonning kompleks
potensiali z kompleks o'zgaruvchining analitik funksiyasi hisoblanadi.
Bu kompleks potensialni bilgan holda vektor maydonga ta’lugli barcha
kattaliklarni aniglash imkonini beradi. Biroq shuni ta’kidlash lozimki,
har ganday berilgan analitik funksiya biror fizik real maydonning
kompleks potensiali ekanligini anglatmaydi. Bu yerda cheklanishlar
mavjud bo'lib, buni esa bu kitobda biz garab chigmaymiz.

I-misol. Juda kichik diametrli cheksiz uzun togri chizigli otkazgich
Oxy tekislikni koordinatalar boshida togri burchak ostida kesib o‘tsin va
q kulon zaryadni bir metrga kochirsin, bunda bu otkazgich 1 m radiusli
yerga tutashtirilgan silindr bilan o°‘ralgan bo‘lib, silindr bilan otkazgich
orasidagi bo‘shlig dielektrik sindruvchanligi e bolgan dielektrik bilan
to'ldirilgan. Elektrostatikadan ma’lumki, elektrostatik maydondan hosil
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gilingan potensial f(x>0=— in—==m® ko'rinishga ega bo’ladi.
29e  -JIxX*+y2

,y)=—2—in—UChun go'shma garmonik funksiya —ZA =Argz+c bo'ladi,
X r K

bundan ¢ — 0 ekanligini hisobga olib, berilgan silindr kondensatoming
potensiali

(3.25)
ekanligini topamiz.

Bu misolda (3.25) kompleks potensial z kompleks o'zgaruvchining
ko'pma’noli analitik funksiyasi hisoblanadi. o<|-|<l. ikki bog'lamli
sohada (halgada) go'shma garmonik funksiyani izlaganimizni anglatadi.

Ko'rilgan juda sodda misolda kompleks potensial va analitik
funksiyalarning qo'llanilishi hech ganday afzallikni bermaydi. Biroq
(3.25) formuladan komform akslantirish yordamida turli tipdagi
kondensatorlar hagida elektostatikaniog yetarlicha murakkab bo'lgan
masalalarining gator yechimlarini olish mumkin.

Faraz gilaylik, ,.., funksiya »- v+ kompleks sonlar tekisligining
biror G sohasida berilgan bo'lsin va w=wz) funksiya r=x+iy tekislikning
biror D sohasini G sohaga komform akslantirishini anglatsin, hamda
bunda f(u,v) funksiya <p(xy)=f(u(x,y),v(xy)). funksiyaga o'tsin.
Hisoblashlar shuni ko'rsatadiki, Bu funksiyalarning Laplas operatori

Af(u,v) =\a)'(z)\2A (p(x.y) (3.26)
tenglik orgali bog'langan. Bundan agar f(M) - garmonik funksiya
(Of(u,v) = 0) bo'lsa, u holda hosil gilingan <p(x,y) garmonik bo'ladi,
ya’'ni af=o Laplas tenglamasi komform almashtirishlarga nisbatan
invariant bo'ladi. G sohada zaryadlardan holi bo'lgan elektrostatik
maydon D sohadagi xuddi shunday maydonga o'tishi kelib chigadi.
Shuni  eslatib o'tamizki, komform almashtirishlarga nisbatan
invariantlilik fagat Laplas tenglamasi uchun o'rinlidir. Masalan, A f +
cf =0 eng sodda Gelmgols tenglamasi (bunda c*o - o'zgarmas
koeffitsiyent) o'zgaruvchi koeffitsiyentli

A<p+ - f 'T=0.

tenglamaga o'tadi.

2-misol. Oxy teksligining koordinatalar boshidan fargli birlik
aylananing ichki ixtiyoriy :0=x, (0<x,,<I),nugtasida to'g'ri burchak ostida
kesib o'tuvchi silindr bilan o'ralgan o'tkazgich bo'lsin. Bunday
kondensatoming kompleks potensialini toping.
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Laplas tenglamasining invariantliligidan foydalanamiz. w=ea, o

>, nugtani koordinatalar boshiga o'tkazuvchi birlik aylananing komform
akslantirishi bo'lsin. U holda a = Arg» (x0) =o. deb olib,

27TE Z~Xn
i|lidirilgan yechimni hosil gilamiz.

Endi biroz boshgacha yondoshamiz.

3-misol. Yerdan h balandlikda bo'lgan zaryadlangan o'tkazgich
maydonining kompleks potensialini toping (3.3-rasm).

Tasvirlar metodidan foydalanamiz. Agar yer sirtida, ya’ni Ox
o'gida nolga aylanuvchi, (oh) nugtadan o'tuvchi o'tkazgich maydoning
potensialini qursak, masala yechilgan hisoblanadi. Bunga esa (0,-h)
simmetrik nugtada -q zaryad tasvirini qo'yish bilan erishish mumkin.
/aryadlarning yig'indi potensiali

9| ookt
=976 109, _ih ~ e LO97 Ll o I_ng?:;-i_h ' (3.27)

ko'rinishga ega bo'ladi. Uning haqgigiy gismi

«-in =xHL
2uf z —ih

Ox o'gida nolga teng bo'ladi. (3.27) formula masala yechimini beradi.
4-misol. Ikkita o‘zaro parallel va u, potensiallar fargiga ega bolgan

o‘tkazuvchan silindrlar z=x+iy tekislikni togri burchak ostida kesib otsin.

Ular orasida hosil bo'lgan maydonning kompleks potensialini toping.

Biz (3.27) formulani go'llashimiz mumkin. O'tkazgichlar sirti, yani
3.4-rasmdagi r radiusli aylanalar (3.27) maydon uchun ekvipotensial
hisoblanmaydi. Zaryadlami (o.h) va (o.-h) nugtalarga emas, r radiusli
doiralarga nisbatan simmetrik bo'lgan 0/ va (0,-/7)nuqtalarga
go'yamiz. // sonini simmetriya shartidan topish mumkin, ya’ni

(h+I1Ty(h -T)=r\

bundan q=yjh2-r2, va qgidirilayotgan potensial
= (3.28)

ko'rinishga ega bo'ladi, bunda k - hozircha noma’lum haqiqiy
0'zgarmas.
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Silindr sirtida simmetrik joylashgan (0,h-r) va (o,-(h-r)> nugtalarni
(3.28) formulaga qo'yib, k uchun tenglatfia hosil gilamiz:
i(h- r)+ivA2-r1 —Hh-r)+i'Jhl-r1
-i(h-r)-ijh2-r2

k\n -Jtin T [ L

bundan

2Inh+.]h2-r2

ega bo'lamiz.

Agar”™ « 1, uholda k* = va
2In—

'5(3 _____ er_Log_z+islh2- ril
21In2* z-iji?
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Javoblar

I.  2ff'cos(2e’);  2.2steech;  3.(l-z)e-* 4, 5.

(i )(cosz-rsinz)-ZchoszYZ*t/; . s ceere 8 r 20,
(«'-9)' (" +e-i

I (v|-(r; 2l.u=cCl(ax+by)+C2; 22.Uu=C,y+C2 23.Clarctg—+C2I 24.

n < in(y2+ \P)+c25 25'”:x~+y +C2j 26.n=cldx+\Ix* +V"'+C25 27. Yechimi

yo'g; 2S.u=c,(x1-y+cl; 29./(z)=z2+2z; 30./(z) =2sfc-z2; 31.

I(.-) 2co0s2z+z; 32./(z)=2((cosz-1)-iz2+2; 33./(z) =22+ (5-/)z-—+iC; 34.

/(r)y=J-+1s2+3/+C ; 35./ (r)=2ze"+2/c0Sz+23- iz+iC.



IV BOB
KOMPLEKS SOHADA INTEGRALLAR

Bu bobda o =/(2) kompleks argumentli funksiyalardan tekislikdagi
biror I chizig buylab olingan egri chizigli integral bilan tanishamiz.
Matematik analiz kursidagi anigmas va aniq integrallar bilan tanish
bo‘lgan o'quvchi uchun bu bobning materialini o‘zlashtirish giyinchilik
tug‘dirmaydi. Bundan keyingi bazi boblarda ham integrallar hagida
so‘zlashga to‘g‘ri keladi. Integral nazariyasiga oid tushunchalarni (1)
dan topish mumkin.

4.1-8. INTEGRALNING TARIFI

Tekislikning biror gismidan iborat-bulgan bir bog'lamli G sohada

kompleks argumentli
0=f(2) =u(x,y)+iv(x.y) (4.1)
bir giymatli va uzluksiz funksiya aniglangan bo‘lsin. Shu soha ichidagi
ixtiyoriy I sillig chizigni olamiz. Usha chizigni ixtiyoriy ravishda
Zg,z1,z2,...>2k_i,zk,..., Zn_x Zn —Z

nuqtalar vositasi bilan n ta bo‘lakka bo‘lib, har biri orasidan ixtiyoriy
ravishda bittadan

zl,22,---ZK,...,zn
nugta olamiz (4.1-rasm). Quyidagi belgilarni Kiritaylik:
AN~ Z\ ~ ZQ>aZ2 =22~ ZI>'-> AZk ~ Zk ~ Zk-1" —j AZ, = Z ~~Zn-\

Shularga asoslanib ushbu integral yig‘indini tuzib olamiz:
s.=/(E)* ,+/(GK +..+/(r, K+.+/(CK =E/(CK (4.2)

Ma’lumki, \*zt\=\zt -zk ,\ son zt_, bilan zt nugtalar orasdagi masofani

bildiradi. Mana shu masofaning eng kattasini 8 orqali belgilab olaylik:
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lar) <8, \az2\<8,.... laz([< 8
Endi integralga tarif berish mumkin.
Ta’rif. Agar 8 nolga intilganda s,, integral yig‘indi z,.zv ....zt,...i,._, va
....£, nuqtalar chizigning gaysi joyidan olinishidan gatiy nazar aniq
hirgina chekli limitga intilsa, o‘sha limit /(r) funksiyadan I chiziq
buylab olingan integral deyiladi va quyidagicha yoziladi:

=\f(z)ct (4.3)
SHQ £=1 r

Ma’lumki, s nolga intilganda n
cheksizlikka intiladi, shu sababli ba’zan (4.3)
dagi limit belgisi ostiga «»=<*> deb yoziladi. Agar
I chizig yopig bo‘lsa, ya’ni uning z0 bosh
nugtasi bilan oxirgi - nugtasi ustma ust tushsa,
(4.3) integral ko*pincha

jr>f(z)dz (4.9

ko‘rinishida yozilib, " chiziq integrallash
konturi deyiladi (4.2-rasm).

4.2-8. INTEGRALNI HISOBLASH

Ba’zan (4.1) ga asoslanib (4.3) integral quyidagicha yoziladi:

J/(z)ob =|(i( +tv)(dx +idy)=j udx-vdy +iJvdx +udy (4.5)
r r r r

Buning o°‘ng tomonidagi har bir had egri chizigli integraldan iborat.
Integralni hisoblashning turli usullari mavjud. Agar [ chizigning
tenglamasi Dekart kordinatalari sestemasida berilgan bo‘lsa:

y=f(x), a<x<b (4.5)

(4.4) dagi y va dy o‘rniga (4.5) dan giymatlar go‘yilib aniq integralga
aylantiriladi. Agar I" chizigning

x=x(t), y=y(t), to<t<r (4.6)

parametrik tenglamalari. yani z=z(t) berilgan bo‘lsa, uni (3) ga go'yib
yanaaniq integral hosil gilinadi:

Ji(:)dz =\f[{z{h)Iz{l)dt =| R(DdI +i\I(t)d] (4.7

Chap tomondagi integral belgisi ostidagi funksiyaning haqiqiy
gismini r (i) bilan, mavhum gismini /(/) belgiladik. Integrallashga doir
ba’zi tushunchalarni esga olib o ‘tamiz.
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a) Agar /(r) va <={) funksiyalar bir bog‘lamli ¢ sohada analitik,

yani hosilaga ega boisa, u holda quyidagi bulaklab integrallash
formulasi urinli bo'ladi:
= L)< (4.8)
10 10
b) Integralni soddalashtirish uchun ba’zan z o‘zgaruvchini boshga
bir m o0‘zgaruvchiga : =2(<») orgali almashtirishga to‘g‘ri keladi:
= (4.9)

bundagi 't chizig I ning onv tekislikdagi aksidan iborat.

v) Agar I chiziqg markazi a=a+ib nuqtaga joylashgan aylanadan
iborat bo‘lsa, integralni osonrog hisoblash uchun ushbu aylana
tenglamasidan foydalnamiz: _

z-a =re'p (4.10)

g) Agar I chizig 0 nugtadan chiquvchi to‘g‘ri chizig-nurdan
iborat bo'lsa ham (4.10) dan foydalanish tavsiya etiladi, bunda <
0°‘zgarmas bo‘ladi(o</-<°0).

1-misol. Ushbu integralni hisoblang:

| =J(zz+z2)dz

bu yerda r chiziq |z =t aylananingyuqori yarmi, yani o<argz</r.
Yechilishi: I ni hisoblash uchun (4.10) dan foydalanamiz, bizning
misolda
x=0,r=1 dz=€"idgp, 0<Pp<n, :z=e‘tmv=1
Shuning uchun

| = i)1(1+ eZ’S) = 6dcp =J(er +e"T)d(i<p) = (e* '= (e -e"+ -S(e m-e)

3
Bu yerda em =COS”™ +/sinr =—, ebr =c0s37r +/sin3?r = —
ekanligini hisobga olsak:

3

2-misol. Ushbu integralni hisoblang:
[ =31 +/- 22)dz,
r
Bu yerda I' chizig z0=0, z =1+/ nuqgtalardan utadigan y =x2
paraboladan iborat.
Yechilishi: y=x\  *=0, x=i dy=2dx, z=x+iy, z=x—y.
1+/- 2z = 1+/- 2@r- iy) = (1- 2x)+/(1+2y).
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Nhunday qilib,
Ii;  2:)dz =[(\-2x) +i(l +2y)](dx+idy) = [(I-2x)dx-(\+2y)cfy]+i[(\ +2y)dx + (I-2x)dy],

k.i'imishga keladi. Endi y va 4 o‘rniga chizigning tenglamasidan
Irladigan giymatlarni qo‘yib 0 <x <1 oraliqda aniq integral olish
kenik. Natijada

/:\(]){(1—2jc)—(1+2x2)2x\ix +i(\){(l+ 2x2) +(1-2x)2x}dx = -2 +

oI 1,

3-misol. Ushbu integralni hisoblang.
/=) edz
Bu yerda T chiziq zo=0 va z =n-in nuqtalami tutashtiruvchi
y =-x to‘g‘ri chizig kesmasidan iborat.
Yechilishi: Berilishiga ko‘ra
X=0; x-n\ y=0; y=-n
I ning parametrik tenglamalarini tuzib olaylik
x=t y--x =-t, 0<t<n\
z=x+iy=t-il =(1-)t; z=(1+ <),
u holda e =e); dz=(I-)<*.
/= (- NyeMidt = — JeMyd [(L+n/ =l_Le(o/ |-=(i+e),-.
n A 1+/

4-misol. Ushbu integralni hisoblang.

0
Yechilishi: I'ni hisoblab integrallaymiz:

-ZC0Sz +stnz,

I =(—2c0sz+sinz)\0=-i

C0Sz - —(e,z+e va Sinz =—(eu —e U)
2 2i

formuladan foydalandik.
5-misol. Ushbu integralni hisoblang i=fRez<*

Y chiziq z=z(t)=(2+i)t parametrik tenglama bilan aniglangan, (0<r<lI).
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Yechilishi: ™M a’tumki z =x+iy, Rez=X, dz=dx+idy.
Parametrik tenglamadan esa, x=2i, y=t, ya’ni y=2 kelih chlq.iili

Bulardan dx=2dt, dy=dt va Rezdz=x(dx+idy) =4tdt+i2tdt ekan. Demilk. I'i/
berilgan integralni i parametr oquIi ani?ﬂ integral shaklida yozib olclik
I=48d|+2i6tdi =2+

6-misol. Ushbu integralni hisoblang;

| = (fyzzdz,
r
buyerda ' chiziq |r|=i aylanadan iborat

Yechilishi: I ni (4.10) ga asoslanib hisoblaymiz:
z=¢", zz=¢"p-e-"p=1
dz =ie'vd<p, O0<(p< 2n,

Bularga asosan

/= =e2m-e° =co0s2n-+;'sin2”-1 =1-1 =0.
Demak, 1=0.
7-misol. Ushbu integralni hisoblang;
I =| Rezdz,

.
Buyerda r chizig z=0 va z=i+i nugtalami tutashtiruvchi to'g‘ri chiziq
kesmasidan iborat.
Yechilishi: Ma’lumki,
z =x +iy, dz =dx +idy, |-[2=|x+iyf =x2+y2,
Rez=x, 20=0,z=1+/,0<x <1,
I" chizigning tenglamasi y=x bulgani uchun
dy =dx, Rezdz =ex +y x{dx +idy) =e2x x(dx +idx) =e2xdx + ié_ﬂ%x
bularga binoan

1= 1 e + Besktdiod = 1+ 02X 1 o),
40 40 4 0 4
8-misol. Ushbu integralni hisoblang:

/| = Jzlm z 2fe,
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Wmst-nlii T tug‘ri chizig =1 aylananing pastki yarmi

| 4 * e ().
\ 1 hllishi: (4.10) dan foydalanamiz:
Z=89, dz =ie9d(p, 22 =e29 = COS2tp+/Sin 2>,
linz2=sin2”"; zdz =ie29d<p; z Im z2dz = isin2<p me‘9d<p =
is\n2ip(cos2<p +isin2cp)d(p =/(Sin 2(pcos2<p +/sin22(p)d<p

Inma
0 .0 , 0

7
4-misol. Ushbu integralni hisoblang:

r
L1 ycrda I |-| =1 aylana bo‘ylab Z0=I nugtadan chiquvchi soat mili
vo'nalishigateskari yo ‘nalishli chiziq.
Yechilishi: (4.10)ga muvofig quyidagicha belgilab olamiz:
Z—&9, Inz=Inz"p- i(p, dz =ie9d(p, Inzdz = —<pevd(p
Inzdz = —e*d<p, O< Pp<25.
I) holda bo'laklab integrallash natijasida quyidagiga ega bo'lamiz:

I —— (pe'9d(p =Ini.
0
10-misol. Ushbu integralni hisoblang;

r
Bu yerda I’ chizig z0=1va z=-i nuqtalarni tutashtiruvchi to‘g‘ri

chiziq kesmasidan iborat.
Yechilishi: Berilgan ikki nugtadan utadigan tug‘ri chizigning
tenglamasi »== -1 bo‘lganligi sababli:
dy —dx, 0<*<1l y +I=x,
(y +1- ix)dz =x(I - i)(dx +idy) = (1- i)x(dx +idx) = (- )L +i)xdx = 2xdx,
bundan integral olsak

0
I =2}xdx =-1
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kelib chigadi.
11-misol. Ushbu integralni hisoblang;

| =
?z-(1+0
buyerda T chiziq |z-(I+/)| =1 aylanadan iborat.
Yechilishi: Berilgan aylananing parametrik tenglamalarini yo/lh
olamiz:
x -1 =cos?, y-l=sin<3; x=I1+cos"?, y =1I+sin(o;

z=x+iy=(+cosp)+/(L+sinp)=(L+i)+(cospp+/sinE)=("+/)+ IV

0<(p<2n, zdz = ie"pd(p\
— = idcp.
z-(i*o
U holda
bl
| —Jd(p=2m.

12-misol. Quyidagi integralni hisoblang.
1=fInzd:z
Yy

Bu yerda y chiziq |z|=l aylana bo‘ylab z0=1 nuqtadan chiquvchi soat

strelkasiga teskari yo‘nalishli chizigdir.
Yechilishi: Integral aylana bo'ylab  bo'lgani uchun quyidagi
almashtirishlarni bajaramiz:
z—eT, Inz=Ine*=itp, dz- iedcp,

Inzdz =-(perdy, 0 <<p<2n.
U holda bo‘laklab integrallash natijzasida quyidagiga ega boMamiz.
A

1=- J (e'"dip = 2t
4.3- 8 NYUTON- LEYBNIS FORMULASI

Ba’zi integrallami osonroq yo‘l bilan hisoblash mumkin. Agar
/(:) funksiya z0 va z nuqtalarni o‘z ichiga oluvchi bir bog‘lamli ¢

sohada analitik, yani, hosilaga ega bo‘lsa u holda ushbu

| H{z)dz =@ (r) ]|, =& (r) - ®(ra) (4.11)
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kiiliin I cybnis formulasi o‘rinli bo‘lib, bu yerda ¢(r) funksiya /(z)
Wiy lumr lunksiyasidan iborat, yani ® '(r) =f(z\ z~G .
MKollur ko'raylik;

| misol. jz3Jz="-z4H=i(l+ N)d=-I, bu yerdaf(z) =z3-
0 4 ke |
sm1hlik lunksiya.

i niisul. | = |(3z4—=2z3)<iz=(-jZ25—"-z4)j'=j (/5—1)—r4—1) =

- I"J/ [, chunki i =\, f =i.

J-misol. | —zezdz —{"zez —e == (i —i)el.
|
/

4-misol. 1 = J(z —i)e~zdz integralni bo laklab integrallasak,
0

[=-e_z(l-/ +2))=I-/m-<?_, = (L—cosl) —(1 —sinI).
5-misol. 1= \— dz integral z0O=1 va z —i nugtalarni
J *7

lutashtiruvchi tug‘ri chiziq kesmasi bo'ylab olingan.
Nyuton-Leybnis formulasiga ko‘ra:

/= =l|lnzr/(Inz) = —In2z ||= —in/].
6-misol. 1 — \] sinzcoszfife = —\] sin2zr/z = —(-co0s2z)|,,+=

=i[1- cos(2+2z)].

7-misol. /=|r]r|(1+r)* integral |44 aylananing birinchi chorakdagi
1z

gismi bo‘ylab olingan. Uni hisoblaylik
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[ =Jinl+2)<MIn(l +2z)J=—n2(1+2)|j=—In2 (1 +/") —n2 2;

In(l+/) = InV2 _I_ri»' In2(1 + /) = [ \nyp2 .+ 1
|

INV2 +7 —Innf2 +~—72 = n2  Lg71m2-02
2 16 4 16
bulatni yuqgoriga keltib, ixchamlashtirilsa ushbu natija kelib chigadi:
/ 2 \
/| =— — +31n22 +— In2.
v 4 J 8

4.4- 8. KO‘P QIYMATLI FUNKSIYALAR.
TARMOQLANISH NUQTAS1 VA QIRQIMLAR

Ma’lumki, agar z =x+iy ga bitta giymat berganda w=f(z) funksiya
ham birgina giymatni gabul gilsa, funksiya bir giymatli, aks holda ko p
giymatli deyiladi. Har bir qgiymati o‘sha funksiyaning tarmog'i
deyiladi.

Masalan, bizga ma’lum logarifimli funksiyaning cheksiz ko‘p
giymati mavjud edi.

[(z) =Inz=In|z|+Hargz+2far7,  (z=0H£2...) (4.12)

Ixtiyoriy kompleks sonining logarifimi deganda  yuqoridagi
ifodaning gabul gilishi mumkun bo‘lgan biror giymati nazarda tutiladi.
Bunday ko‘p giymatli funksiyalar ustida amallar bajarishda Riman
sirtlari tushunchasi juda katta qulayliklar yaratadi. Logarifmning ushbu

Inz = In|z| +/argz,(0<argz <2X).

giymatini, odatda bosh giymat deyiladi. Logarifmning boshga
giymatlarini hosil gilish uchun, kompleks tekislikda hagigiy o°‘gning
musbat qismini kompleks tekislikdan “ajratib” tashlaymiz (musbat
yo'mlishda “qgirqgim” hosil gilamiz). Qirgimning garama-qarshi
“girg'oglarrida’ gi nugtadagi logarifmninggiymatlari uchun

IW =Ind+(rgg+z), E£->o+

[(/<) =In|z|+/(argz +27-€), £-->0. (4.3-rasm)
larni hosil gilamiz.
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4.3-rasm.

Qirgimlardan o‘tmasdan argz ni 2”°ga o‘zgartirib bo‘lmaydi. Demak,
kompleks tekislikda “qirgim” hosil qilish oqibatida bir giymatli
hmksiya hosil gilamiz, ammo bu funksiya uzliksiz emas, chunki.

lim)/(.t,)-/(.4_) |[=2m 0 (4.13)

Shunday qilib, cheksiz ko'p giymatli funksiyadan cheksiz ko'p bir
diyinatli funksiya hosil qildik. Endi kitob varaglari kabi taxlangan
kompleks tekisliklar sistemasini ko‘raylik, har bir varag k ning
giymatlariga mos keladi, har bir tekislik haqgigiy o‘gning musbat
yo‘nalishi bo‘yicha girgilgan. Hamma joyda o‘zaro bir giymatli
moslik o‘rnatish uchun «- varagning yugori *“qirg‘og‘i” ni (i-1) -
varagning quyi “qirg‘og‘i” bilan yelimlaymiz. Bu ish cheksiz davom
etadi. Shunday usulda yasalgan sirt Riman sirti deb ataladi. Ya’ni,
r=o nuqta atrofida aylanishning yo‘nalishiga qarab u tekislikdan bu
tekislikka qirgim orqgali yo yuqoriga ko'tariladi, yoki pastga tushiladi
(xuddi vintga o *xshagan zinapoyadandek).

2=0 va .= nugtalar Riman sirtidagi barcha varaqglar uchun,
umumiydir. Har bir “varaq” Riman sirti varag‘i deyiladi va ularda
f(=) funksiya bir giymatlidir.

Funksiyaning har bir varagdagi giymatini -funksiyaning tarmog‘i
deyiladi. Hamma varaq uchun bir xil bo‘lib, ularni atrofida aylanish
natijasida ko‘p giymatlilik hosil bo‘lgan nugtalar ( .=0 va z=°0)
tarmoglanish nuqtalari deb nomlanadi.

1-misol. :=fw ning Riman sirtini tuzing.

z-re"p, w=pe“
deylik, unda
r=fp, <p:B+I1IKn , ¥=0]l... (n-1)
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ga tengdir.

~05“1? 2>** ZH
nugtalarning moduli 'm=t/p ga teng , argumentlari esa mos ravishda
B 0+2n . Pt+2a(n-\)
<p«=ﬁ y - o e I'Il rrrrrrrrrrrrrr

bo‘ladi. Agar biz w ning har bir giymatiga z ning fagat bitta giymatini
mos gilib go‘ymoqchi bo‘lsak, z ga tegishli nugtalarni quyidagi
2 2n \n 2(n-2)7r 2(n-1);r
O<<p<~ — <P — , ... — .
n n n n

n
burchaklarning fagat bittasini ichida olishimiz kerak. Bularni
quyidagicha belgilaylik (tarmoglar):

20=(<£)., 4=(),, ... Z,, =(sfw)*.

Haqgigiy o’gning musbat yo’nalishi bo‘yicha girgim hosil gilib, 1-
varagning pastki qirg‘og‘ini 2-varagning yugori  “girg‘og‘iga”
yopishtiramiz, v.h. Agar z nuqgta z=o0 aylana bo’yicha z=0 nugqtani
aylaraib chigsa, w nugta u=0 nugtani w=p aylana bo‘yicha n
marti aylanib chigadi, ya’ni Riman sirtida w nuqta bir varagdan
ikkinchiga, v.h. o‘tadi. Bu funksiyaning logarifmdan fargi shundaki ,
k=n boiadi. Chunki,

<p

z,=(W),, =20
ga teng boiadi, ya’ni n- giymat yana birinchi varagga gaytib keladi.
Shuning uchun , w=o0 O-x») nuqta (n-i)- tartibli tarmoglanish
nugtilari deyiladi. Logarifimik funksiya holida esa , hech gachon
boshllang‘ich tarmoqqga gaytib kelinmaydi. Bunday xossaga ega bo‘lgan
tarmoglanish nugtasini cheksiz tartibli, yoki logarifmik tarmoglanish
nugtisi deyiladi.
1-misol. /(r) =(z- )2 funksianing Riman sirti tuzilsin .
Z—A+re'r
deb f(:) =J37e'mt ni olamiz. Ildizning giymatini doim musbat tanlab
olamiz. ¢ ni 9+2n ga o‘zgartirsak
1(2) =si$e <(9>+2W)2—'—5Trre|q7r =-1{:) .
7a’ni, bu funksiya ikki giymatli funksiyadir. Tarmoglanish nugqtasi
esa, r=i dir,
1(z) =(z-1)2
ikki tarmoqga ega. Riman sirti varag‘i N«p< w+2n bilan
aniglanadi.(4.4-rasm)
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4.4-rasm.
Mashqlar.
Quyidagi funksiyalaming Riman sirti tuzilsin.
1 w=e:

2. z=Argsin tv

3. z =Arctgn
4. »=cosz
5. w=sinz
Misollar
1-misol. ni hisoblang. Bu yerda y chiziq |z|=I

ayiananing yuqori gismi. LS funksiyaning shunday tarmog‘i

olinsinki, natijada vT —4 bo‘isin.
Yechilishi: Bu misoini 2 xil usul bilan yechaylik:

1-usul. z =r(cos</?+/sin<) r=\2\, (p=arg
w.=\[: =\I(/Icosi9)-'-§1(-’1+/sinfp-tzgﬂ'), A=01 r=1
Tr P P Tr (¢ Nm @ 0 (@ <
° 2 2 o2 u J { 2 23
Berilgan VI=-i shartni w, ildiz qanoatlantiradi, chunki z=i
bodganda <p=0 bo‘lib, w,=-i ga teng bo‘ladi: w=4z=-1.

Niyuton-Leybnis formulasiga ko‘ra
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I=jzn* =20=2(V =i-1)

Ma’lumki, z = -1 bo‘lganda <p=« bo‘lib, w, ning ifodasiga muvofiq

. K\
7=T=- 1(4./ in 2K =-/
cos ) sin >
demak,
1=2(-/+1)=2(1-i)
2-usul.
z=rep, r=bE T=
Vr=\1d§ = Jléb'éT'[iIfsrﬁp = cost 22K>K + isin<p+22K>K =W, k=01
W“=COS%Hsih i%: eT_\ W,:«éys <p+--2-[]--Hsr'nto--*-'égﬁzev -

Endi VI=i shartga ko‘ra w, ildizni olamiz, chunki z=1 bo‘lganda
<=0 boMib
W=e” =cosT+/sin;r=-1, dz = ie"okp.
Aylananing ustki yarimida ()<rp<x..
Shu sababli berilgan integralni aniq integralga aylantiramiz.

2eR' 21— =),

nl-*
Demak, -z 2(1-0
2-misol. /:J€Z:3 ni hisoblab, bu yerda I chizig |{=1 aylananing
r V-
1

ustki yarmi. m : 47 funksiyaning to'rtta tarmog'idan shunday bittasi

tanlab olinsinki, natijada VI = 1 bo'lsin.
Yechilishi: Nyuton-Leybnis formulasiga muvofiq

-1 3
| =jz ack=4z
4—F _ 4f----mcmm- 7 NH+2KN .. PFH2KN
buyerda =v—1=vcosM+/sm” =cos 7 Hsm 2 7
A=0.1,2,3.

Endimana shu to'rtta ildizdan gaysi birini olish kerak degan savol
tug'iladi. Uning uchun misolda berilgan shartdan foydalanamiz, ya'ni

Pt =i/l ="cos(0 + 2k>K +/sin(0 + 2k>K) = cos +/sin =1
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liil li-li ucliun k=0 deb olishga majburmiz. Shu sababli to'rtta ildizdan

X .. a2 N2 ) i
Infiii M=cos—+»sm— ildizni olishgato'g'ri keladi.
. =
fliolda /= "+ © D=oyfra+izyi2
rcos~ct . . .
3. 1= r=— ni hisoblang. Bu yerda chizig z0=1 va z=« nugtalar
ysmz

ui.isidagi to'g'ri chiziq kesmasi bo'lib, ikki giymatli Vsinz funksiyaning
liunday tarmog'i olinsinki, natijada Vsm(-i) =,%W bo'lsin.
Yechilishi: Nyutori-Leybnis formulasidan foydalanamiz:
[ jsin 2zct(sinz) =2sin2zj =2(Vsin/-?/sin(-1) =2(Vsin/-/'Vsin 1);
-l 1
IZEE =VT7.M;

—+2for
=N = I/cosn?rkfsin"—:cos—--z- -+/sin- k=01

I no32 32
bundan biz fagat birinchi ao=cos'J +,s'ri"N =~2~+r_2 '
Ildizni (k=0) olamiz, chunki boshlang’ich shartga muvofiq

syisin—) = V- 1sinl =Msinl, yani V—4=/
deb olishimizga sabab:

p. =  1=ylcos X+ /sin X= cos ) -/sin- ) *=01
4 :cosj‘?-+isin7(:/, ﬁ :cong+/si'n2K:-/.

/ /
Demak, / =2.(—y t-/—y)O/dSIVI- KAl =-32shi + i(yllsh\ —2Vsm 1),
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Mashqlar

Kompleks sohada berilgan quyidagi integrallarni hisoblang.
6. Jr(j12+<y2)*, Tchiziq z0=1+/ va z-2 + 3i nuqtalami tutashtiruvchi

to'%'ri chizig;

7. Jafe;
8. bu yerda/’chiziq x =cost, y =sint , (0<t<2x);
r cfe
9. A ~ ,buyerdal/’chiziq jc=3coss j =2sim ellipsdan iborat;

10. jVct buyerda ' chizig z0=1va.-=( nuqtalarni tutashtiruvchi to'g'ri
. A

chiziq kesmasi;

11. j>— bu yerda /’chizig x=cost, j =sm? aylanadan iborat;

12. | (2--+i)dt;
H

]
13. Jeld: ,buyerda Tl chiziq z0=0 va z =1+i nuqtalardan o'tadigan
r

y=sz paraboianing qismidir;
14. Jcoszdz, buyerda /"chiziq z0=-va z=x+i nuqtalarni tutashtiruvchi
to‘g;'ri chiziq kesmasi;
15. J (z3—=)e* (t;
W

16. Jzcoszdz m
0

17. Jzsinrat,
1

18. jRe(sinz)cosr~z, bu yerda r chiziq |Imrj<1 Rer=—;
r 4

19. Jzim(z3#fc bu yerda/"chiziq: |imz|<i Re-=i;
r

20. Jze2at *

2 48 +/)'n, ?-hagiqiy o'zgaruvchi;

AN

22. f“—Al(rj, t- haqigiy o'zgaruvchi;
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i-haqiqiy o'zgaruvchi;

Tt

1S Jovdt, i- haqigiy o'zgaruvchi.

Javoblar

ft. —3+9i ; 7.§+/ ; 8. 2niv 9.0; 10. --(1+/); 11. 2ni ; 12. -2(i+0; 13

I+ecosl+/esinl ;  14. -(1+isA);, 15. -7e~2+(3-2/)e; 16. 17

cosi-sini-fe-1; 18. -4sh2+-2r, 19.-‘,-3; 20.0; 21. -3+/; 22. 4 9 23

%- 1+/in2; 24. -2/:
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VBOB.

KOSHI FORMULASIDAN FOYDALANIB
HISOBLANADIGAN INTEGRALLAR

Ba'zi kompleks argumentli funksiyalardan olingan egri chizigh
integrallami Koshi formulasidan foydalanib hisoblash qulaydir. Bu bob
ana shunday integrallami hisoblashga doir misollar yechishga
bag'ishlanadi.

5.1-8. KOSHI TEOREMALARI HAQIDA

Ba'zi integraliarning javobini Koshi teoremasiga asoslanib aytish
mumkin. Bunday integrallami hisoblab o'tirishning mutlago hojati yo'q.
Shu teoremani esga olib o'tamiz: —

I-teorema. Agar bir bog'lamli G sohada /(z) funksiya analitik
bo'lsa, u holda G sohada yotuvchi har bir G yopiq kontur bo'ylab /(2)
funksiyadan olingan integral nolga teng bo'ladi:

jrf(z)dz =0 (5.2)

Xususiy holda G soha yopig va uning konturi o'sha r chiziqdan
iboret (5.1-rasm) bo'lib golishi ham mumkin.
Demak, (5.1) integralning nolga tengligini bilish uchun dastlab

integral belgisi ostidagi /(z) funksiyaning G sohada analitik, ya'ni
hosihga ega ekanligini tekshirish zarur. Hozircha zarurat bo'lImasa-da,
Koshining yana bitta teoremasini isbotsiz keltiramiz:

I-teorema. Agar ko'p bog'lamli yopiq G sohada /(z) funksiya
analitik bo'lsa, u holda funksiyadan tashqi kontur bo'ylab olingan
integral ichki konturlar bo'ylab olingan integrallar yig'indisiga teng
bo'lib, bunda barcha konturlar bo'ylab yo'nalishi birxilda olinadi:
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j>f(:)d==j>f(:)dz +j>f(: )t + §/(:)<E (5.2)
r

Ko'pincha barcha konturlar bo'ylab yo'nalish soat strelkasi
yo'nalishiga garshi qilib olinadi (5.2-rasm).

Endi Koshining birinchi teoremasi yordamida yechiladigan ba'zi
misollarni keltiramiz:

I-misoi. /(z) =(z-a)", (n=0,1,2,...) funksiya har ganday chekli
sohada analitik, ya'ni hosilagaega :/ (z) =n(z-a)"
Shu sababli, (5.1) ga muvofiq j>(z-a)"ct=0.
r

Xususiy holda 1 =0 bo'lsa, § z dz-0.
r

r
funksiya a nugtani o'z ichiga olmaydigan
har ganday chekli ' sohada analitik (5.3-
rasm)
chunki / @)=------ +; z*a,
(z-a) 1
demak,
5.3-rasm

Xususiy holda a=0 bo'lsa, ¢"-=0, n=1,2,3,

3-misol. i:r“ 5 bu yerda Taylana bo'lib, markazi 0 nugtada va

radiusi «=t ga teng. Demak, . soha birlik doiradan iborat bo'lib, z=n

nuqgta uning ichida emas, shu sababli
2

2=
funksiya o'sha doirada hosilaga ega. (5.1) ga asosan /=o0.
4-misol. Agar r chizig |-|=2 aylanadan iborat bo'lsa, uning
ichidagi G doirada /(z) = funksiya analitik bo'ladi, shu sababli.

97



5-misol. Agar r chiziq |-|=— aylanadan iborat bo'lsa, u bilan

chegaralangan G doira ichida fsinrf: =0. bo’ladi.

r

6-misol. Agar r chiziq |z-/|=i aylanadan iborat bo'lsa, u bilan
chegaralangan G doira ichida /(z)=( sty funksiya analitik. (1) ga
z

ezdz
(z+4)3

Shunday gilib, umurnan, /(2 funksiya hosilasi mavjud bo'Imagan
nugtalar g sohaning tashqarisida qolsa, g ning r chegarasi bo'ylab
olingan integral nolga teng bo'laveradi.

7-misol. i+/ nugtani o'z ichiga olmaydigan va T bilan

chegaralangan har ganday g sohada fztgzldz(

muvofiq ¢

5.2-8. KOSHINING INTEGRAL FORMULASI

Nolga teng bo'lmagan integrallarni Koshining integral formulasi deb

ataluvchi

w,  1r/(2)dz

/<a)=i 5 f 7 54>
Integral formula asosida topish mumkin. Bu yerda a nuqta I" soha ichida,
Z nugta esa /'chegarada yotadiva /(z) I da analitikdir. (5.4-rasm)
Kompleks argumentli funksiyalar nazarayasidan ma'lumki, (5.4) dan
quyidagi formulani keltirib chigarish mumkin:

_i l(z)dz _
I 'w(a) 20 i3 (2-d)kT «=123.. (5.5)
i=~A, i2- -1 n = 3141592
f— — =2m-f(a) va
h

r/ (zydz Ini
d(z-ar2 /n

Bu yerda / °"(a) ifoda /(z) funksiyadan n-
tartibli hosila olib, so'ngra z o'miga a qo'yishni
bildiradi. Misol yechishda a nuqtaning I soha ichida ekanligiga e'tibor
berishimiz lozim, aks holda Koshining birinchi teoremasiga asosan
integral nolga teng bo'lib goladi. a ni 0'zgarmas kompleks son deb faraz
gilamiz, xususiy holda haqigiy sondan iborat bo'lishi ham mumkin.
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I-misol. /= ni hisoblang, bu yerda r chiziq markazi a nugtada
rz~a
M\ lashgan ixtiyoriy aylana. (5.5-rasm).
Yechilishi: Bu misolda /(z) =1 bo'lgani uchun (5.4) formulasiga
nsosan

f o= (5.6)

r--a
Xususiy holda a=0 bo'lib aylana markazi 0 nuqtada bo'ladi,

u holda J—=2ni

rz
2» .
2-misol. /=J— ni hisoblang, bu yerda r chiziq |z| =3 aylanadan

r-~2i
iborat.
Yechilishi: a=2i nuqta aylana ichida bo'lgani uchun (5.4)
lormulaga asosan:
/I(z) =22,

(a) =/(2i)=(2i)2=-4; / =2nif(a) =-8n i.

3- misol. /=<5lHa ni hisoblang, bu yerda I chiziq |r+/|=W

[

aylanadan iborat bo‘lib, a=-i nugta uning ichida.

Yechilishi:  /(z) =sinz=5(ea-e 2, f(a) =/(-/) :—Z;e-ea)z-siAI; shu
sababli (5.4) formulaga muofiq i - 2ni f(a)=2nsh\.

4- misol. i= ni hisoblang, bu yerda I chiziq |z-2/|=2
aylanadan iborat.

Yechilishi: Bu misoldagi kasrning maxrajini (5.4) va (5.5)
formuladagi maxrajga o ‘xshash ko‘rinishga keltiramiz:
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r2+9=z2-/29=22-(3/)2=(z-3/)(z+3i)
Bu yerda ikkita nugta bor bo‘lib, shulardan a=3, yuqoridagi aylana

ichidadir. Shu sababli berilgan integralni quyidagicha yozib olamiz:
dz

Demak, (5.4) ga muvofiq
[ =2q7-/(a) =j

0°‘z ichiga olgan yopiq kontur (5.6-rasm)
Yechilishi: (5.5) formulaga asosan:
/(z) =6 ;n=3;/ (2)=ez; -2;f "(-2)=<2

/=

n\
6-misol. /=] — S i hisoblang bu yerda Tchiziq |z-i|=«

FG—1¢+»
aylanadan iborat bo‘lib, R<2.

Yechilishi: Maxrajdagi ikkita 1 va -1 nuqtadan birinchisi naylana
dz

ichida yotgani uchun I ni / jy-]j, ko‘rinishda yozib olib, yechishni
davo ettiramiz:
I(--) =" ~ =(-+ir5 "=2; /(z) =-3(z+ )™

["(-)=12(z+ir5 | ()=12-25=";

(5.5) ga asosan

Yechilishi: I ni (5.4) va (5.5) laming biriga keltiramiz:
22+ 1=22-i2=(z-1)(z +1)
Bu yerda ; va -/ nuqgtalar |z=2 ayalana ichida bo‘lganligi uchun
integralni shunday ikkiga ajratimizki, natijada aylana ichida o°‘sha
nuqtalardan fagat bittasi joylashgan bo'lsin, xolos. Buning uchun
quyidagicha ish ko‘ramiz:
22+ (z-1)(z+9 =A@+ B(z-);
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i
AT BT Y AT AL AN
u holda
|j=ir-il-i2 lt dz 1r dzr.
’ Vil zH
[liilindan ikkalasi ham /(z) =1 bo lib, birinchisi a=i, ikkinchisida esa

/. Dcmak, (5.4) ga ko‘ra/ =/|+/2=-"-20T-"-20T =N--N-=0.
8-misol. /= | 4”- ni hisoblang.
HzZ -1

Yechilishi: Bu yerda ikkala z=+l nuqta ham |z7=2 aylana ichida
(oylashgani sababli integralni, yuqoridagi misolga o°‘xshash ikkiga
njratsamiz,

22-1 =(z-1)(r+l); zh \ =T r\+rT\ 1=z +D)+B(r-1);

, B=-) f)=ef()=e, /(-I)=e~*=;

Utdarga asosan

I=h* 2 2 -1 2(22-42_"1——2]” €~ _ZX' e ——(e e )2ni=2ni sh\.

9-misol. / 7 ni hisoblang.
.. @+D(Z-1)
dz
vechilishi: /= € () chunki a=-i nuqta |z+i|=i aylana ichida
M-1
demak,

@y /9 0 (2 s
(5.4) formulaga binoan

10-misol. /=] n' hisoblang, bu yerda I chiziq |4="

doiraning chegarasidadir.
Yechilishi: a=o nugta o‘sha chegara ichida joylashganligi uchun
/(z) deb ushbu funksiyani gabul gilamiz:
(=)= /(0)=jT=1’
u holda (5.4) ga ko‘ra
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/=2ni.
11-misol. Oldingi misolda |r|<4 deb / ni hisoblang.
Yechilishi: Bu doira ichida ikkita a=0 va a=i nuqtalar joylashadi.

Shu sababli integralni bir necha integrallarga ajratamiz. Buning uchun
matematik analiz kursidagi ushbu goidadan foydalanamiz:

r=—i rH H——,1- A(\—2)3+ Bz+Cz(l—z) + Dz{\ —2)~
r(l-z)5 z (1-z2)5 (1-z)2 1—=

bu yerda r ga o,i,+2, giymatlar berilsa,

a=b=c=d =i

hosil bo'ladi. Demak,
f—ﬁj+/"2+/@+fﬂ—&) _____ 12 gz r ez £7°dz rezz r ezdz r exdz re'dz

I(z)=e\ f\z) =e\ f (z)=e‘\/(of=e°=1, /"(I)=¢, f(\)=¢\
(5.4) va (5.5) formulalarga muofiq
/=2;|71—2:—e+2Kie-2nie=(2-e)ni

Shunday qilib, |z|<” bo‘lganda
I1=(2-e)ni
bolar ekan.
12-misol. /= -"292 i hisoblang.
Ilﬂ +4-+3 g

Yechilishi: / ning maxraji (5.4) va (5.5) formulalarga to‘g‘ri
kelmaydi, shu sababli uni ko‘paytuvchilarga ajratib olamiz:
22+4z+3 = (z+1)(r+3)
a=-1nugta |- — aylana ichida bo‘lib,
chiz
z+3
funksiya doira ichida analitik bo‘lgani uchun
chiz
1= $/ \d z =2ni-f(a) =2ni " i mos1.
N2t 1

Demak, /=~/cosi.

13-misol. i= p 2% €29z i hisoblang.
n

n - L-(--6)
Yechilishi: Bu yerda a=0 nuqta |r-2|=3 aylana ichida bo‘lgani

uchun

1()=7=,. - o

102



J—ni\,—. = -,
I 6J 3

I I'inisol. Bundan oldingi misolda integrallash konturi |z-2|=5
n iunHkliin iborat bo'lsin. U holda bu misolni boshga usul bilan yechish

hum imimkin.
Yechilishi: a=0 nugtani kichik c, aylana bilan va a=6 nugtani c2

u liiini bilan o'rab olamiz. U holda o‘sha aylana bilan chegaralangan uch
Ii|' Ininli sohada

limksiya analitik bo‘ladi, chunki, o‘sha sohada z*o, z* 6. Shu sababli
| ir.liining 2 -teoremasiga binoan tashqi |-—=5 kontur bo‘ylab olingan

Inli'l'ial ichki ¢, va c2konturlar bo‘ylab olingan integrallar yig‘indisiga
leng bo‘ladi:

1= ¢ _ezdz e2dz “A+A
Ix yerda /, uchun:
= a /(0) :.e :-.I_
I, uchun:
I(-) =- 1(6) =
Demak, (5.4) formulaga binoan
+2ni-
15-misol. /= | sm*2% ni hisoblang.
kii (z -1)
Yechilishi: Bu misolda a=i nuqgta |z-i|=i aylana ichida bo'lgani
uchun:
sinnz , , ncosnz<z +\]2-2(z +1)sinnz ;rCOS/rZ(Ztl)-ZSin/rZ
()=~ F *"=1;/(2)= (rn7 = (77 ’

I» =I()=-T,
(5.5) formulaga binoan

16-misol. i= ¢

ch:~— ni hisoblang.
I @+ (z-1)
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Yechilishi: Bu misolda aylana ichiga ikkita nugta «i va , i
joylashgan. Olsha nugtalarni mos ravishda c, va c2 aylanalar bilan o‘inh
olaylik, natijada uch bog‘lamli soha hosil bo‘ladi. Koshining

teoremasiga binoan
chzdz r chzet

(Z+D3(z-1) Iz +NXz-)

=N
/ § (zZ+1)%‘ f'm 8I
_ (z-)il'Z-cAz

bo‘lib /, uchun:

h uchun: /1-) :7cr,\z__ n=r, f(z)

/>)_ (eiiz(z-1)+shz)(z—)2- Mz (z- 1)2- 2(z-1) [(z-1) shz- chz]
- 4
((z-)2+2)c/'Z-2(z-1)5/'Z
(z-1)3
/ (-1 3en—Am demak,
[:)'+/T:2m._9_r1i: 2ni ch\ 27ri 3Ch|-28h|=£i{sh’l-chl)
Y o o8 2 4 2 ’
sh\—en\=®¢ €€
Shunday qilib, /=
Mashglar
Integrakni hisoblang. (Bu misollarni ko‘pchiligi 1 integrallash

konturi \z-a\=r ko‘rishdagi aylanadan iborat bo‘lib, uning , markazi a
nuqgtada radiusi esa R ga teng.)

ezdz ) chzdz Jesin”(r-1)

: mdz- 3. , . - b5
- wi Z t2z a2l TT K-HLj 22722 %2
tg'-dz +NN
s cos(r+/)"_ ‘ shirdz
Hi -(r+2) hsZ +16; 8- H(249)(2+9); 22+1

z+2

bu yerda I" astroidadan iborat: *3+73=3J;
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shdz ) zshzdz

| * - A K n.#=S*; 'M "~ 3. 4 .u . fS
N w - MM - g™ -D2
*
lit ch¥®+ O il ) 1-sinr
111 2)0(s+4) ‘A ,5/3-4/2" | e +4 0 L1 ¢
- coszdz
VIR o s | R a— (lal<z<|Al, n=1,23,..); 22. i =~
s DJ (z-aUz-b) 14 ,(z-
Javoblar

lo n7; 3. ?nch\i\ 4 inshn; 5 0; 6. Z—inchrr, 7.0; 8.-4—5; 9. /22rsm Ic/il; 10.0;

+ i
;12 13;‘{;‘-2)”/ 14. 0; 15.---[1-!; 16.---]-1--15M; 17./r3; 1813;‘46/

8 27 2 32
lo 2n/; 20.-— e2; 21.-2alb-aY\ 22,-nichl.
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VI BOB
KOMPLEKS HADLI QATORLAR

Bu bobda hadlari kompleks sonlardan yoki kompleks argumenlh
funsiyalardan iborat bo‘lgan qatorlar jumladan, amaliyotda ko'p
ishlatiladigan darajali gatorlarga doir misollar bilan shug‘ullanamiz.

6.1-§. SONLI QATORLAR

Kompleks sonlarning ushbu cheksiz

7pzj.Zj,.. ... (6.1)
ketma-ketligi berilgan bo‘lsin, bunda  =*,+/>,,n=1,24... (6.1) vositasida
2 (6-2)

sonli gator tuziladi. Uni gisgacha
2>, (6.2)

ko‘rinishda ham vyoziladi. Odatda gatorning yaginlashish yoki
uzoglashish masalasi muhim bo‘lib, ularning ta’riflarini berish uchun (2)
ning hadlaridan ushbu xususiy yoig‘indilarni tuzamiz:

S, =zi>

S2=2 +22

S2=27+22+123,

..................... (6-3)

s»=zi+zi+ —+zn,

Ta’rif. Agar n->® da s, xususiy yig‘indi birgina chekli songa
intilsa, u holda (6.2) gator yaginlashuvchi deyiladi.
Demak bu ta’rifga muvofiq, agar (6.2) gator yaginlashuvchi bo‘lsa,
s=lims (6.4)
Chekli bo‘iib, S son (6.2) gatorning yig'indisi deyiladi.
5 =zl+z2+..+z.+..=]]z,. (6.5)
M

Ta’rifga ko‘ra ,agar gator uzoglashuvchi bo‘lsa, u holda S,, xususiy
yig“indi +co yoki -oo ga intiladi yoki hech ganday songa intilmaydi.
Yugqoridagi (2) gatorni ushbu
(*1+X2+..+0C, +..) +Hi(yl+y2+.. +y,+..)
ko'rinishda yozib, bundan
(ictx2+.+x,+.) (6.6) va (yity2+..+y,t+.,) (6.7)
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iliiini liuni yozish ham mumkin. Agar (6.2) gator yaginlashuvchi bo‘lsa, u
Iilil.i  (6.6) va (6.7) gatorlar ham yaginlvshvdi va aksincha, chunki (6.4)
w hlnoan
Szrlﬂ%s =I%<x +ir )=cr+ir (6.8)

lhimla's a+ir chekli son va

L= T+ +...+%, Va r,=y,+y2+..+y,,
Miqoridagi (6.6) va (6.7) gatorlaming hadlari hagiqiy sonlardan iborat
Ini Igani uchun matematik analiz kursidagi yaginlashish alomatlarini
K. ’) gatorga ham tatbiq etish mumkin. Jumladan, biz Dalamber va
hushi alomatlaridan keng migyosda foydalanamiz.

Ivndi (6.2) gator- hadlarining modullaridan ushbu gatorni tuzamiz:
g i+iZ+. +ki+...=iki (6.9)

n=l
Agar bu qator yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda (6.2) ni absolyut
yaginlashuvchi gator deyiladi. Bu holda, qatorlar nazariyasidan
ma’lumki, (6.6) va (6.7) ham absolyut yaginlashadi.
1 Dalamber alomati. Agar

I,mM=A (6.10)

bo‘lib,

a) z<i bo‘lsa (6.9) gator yaginlashadi;

b) a>1 boisa, (6.9) gator uzoglashadi;

v) x=\ bo‘lsa, (6.9) gatorning yaginlashish masalasi ochik goladi,
ya’ni uning vyaginlashuvchi yoki uzoglashuvchi ekanligini ayta
olmaymiz. Bu holda (6.9) gatorni boshga usullar bilan tekshirishga

to‘g‘ri keladi.
2. Kashi alomati. Agar
HTt™=4 (6.11)
bo‘lib,

a) A<l bo‘lsa, (6.9) gator yaginlashadi;

b) a>] bo‘lsa, (6.9) gator uzoglashadi;

v) a=i bo‘lsa, (6.9) gatorning yaginlashish masalasi ochiq goladi.

Ma’lumki, yuqoridagi alomatlardan tashqgari ikkita gatorni o‘zaro
tagqoslab ko“rish usullari ham mavjud.

Ba’zi murakkabroq qatorlarni tekshirishda quyidagi alomatlardan

foydalanishga to‘g ‘ri keladi. Faraz gilaylik, ushbu
a, +a2+a, +..+a,+a,4+.=X3a, (6.12)
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gator musbat hadli hamda
B =«(1-—) (6.)
aM

bo‘Isin.
3. Raabe alomati. Agar etarli darajada kattap sonlar uchun
sa» r (r — 0°‘zgarmas son)
bo‘lib, r>1 bo‘lsa, u holda (6.12) gator yaginlashuvchi, agar biror p dan
boshlab

b,« |
bo‘lsa, (6.12) gator uzoglashuvchi boiadi.
Endi quyidagi
a,6, +ad2+... +alblt+... =" a lbn (6.14)

H
gator berilgan bo'lib (o,,*,, kompleks*sonlar bo‘lishi ham mumkin),
S =6,B2=6, +b2,....Bn =bt +b2+...0,,,

[71=1.23... bo‘lsin.
4. Dirixle alomati. Agar ushbu
a,az2,a,
ketma-ketlik monoton ravishda nolga intilib, ushbu
A , (6.15)
gatoming xususiy yig‘indilaridan tuzilgan
f i ” (6.16)

ketma-ketlik chegaralangan bo‘lsa, u holda (6.14) gator yaginlashuvchi
bo‘ladi.
5 Abel alomati. Agar ushbu
al,a2as,..., an,...
ketma-ketlik monoton va chegaralangan bo‘lib,
b| +b2+..+bn-..
gator yaginlashuvchi boisa, u holda (6.14) gator ham yaginlashuvchi
bo‘ladi.
box. Yuqoridagi ketma-kegliklami gisgacha {a,} va {b,}ko‘rinishda
yozish ham mumkin.

1-misol.  Jr+™ +7'+ + A+ mqatorni tekshiring.

YYechilishi: Bu gator (6.6) yoki (6.7) gator ko'rinishda (hadlari

haqiqgiy sonlardan iborat). Dalamberning (6.10) alomatini goMlaymiz:
n un-l | n | | 1
2" 2l 2verenA 2t L 2
n
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2-misol X €* gatorni tekshiring.

a=1
YYcchilishi: Koshining (6.11) alomatini qo‘llasak bo‘ladi;
cosn+/sinn,n=1,23,.,.,|e"| = |cosn+/sinn| = Acos2n+sindn =1; lim;Njzj =1, N=1
«>.ilorning yaginlashish masalasi ochiq qoladi. Shu sababli
cosn Va sinn m
iliilorlarni alohida tekshirib ko‘ramiz. Ma’lumki,

n+1l m
sin-—- cos—
|+ COSX +COS2X + ... + COSW.X = 2 2
sinx—
2
bunda x =i deb olsak.
n+1 n
Sin----- COoSs
1+cos|+cos2+... +cosn 2 1
sin—
Mundan ko ‘rinadiki, da kasrning suratidagi sinus va kosinuslar

aniq bir songa intilmaydi. Shu sababli V£\71 cosn ator, va demak, berilgan

gator ham uzoqlashuvchi bo‘ladi.
3-misol. gatorni tekshiring.
Yechilishi: Ma’lumki,
\e™I= Icosn +/sinn| = 1,

buning o‘ng tomoni uzoglashuvchi garmonik gatoming umumiy hadi
bo‘lgani uchun berilgan gator absolyut yaginlashuvchi emas. Endi uning
shartli yaginlashuvchi ekanligini Dirixle alomati yordamida tekshirib
ko ‘raylik;
eM
n

= i(cos/? +/smn) = cosn .sin/?;
n

—€oswW  va -sinw

n n
Dastlab bu qatorlarning birinchisini tekshirib ko’raylik, buning uchun
a,=— va b,=cosn deb belgilaymiz. So‘ngra
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<+l . n

cos-(----sih—
B, =cosl+cos2+cos3 +...+cosn = 2

. . n

Qos----- <i va sm2—<!

bo‘lgani sababli

I jcu= «
ketma-ketlik monoton kamayib, nolga intiladi, demak, Dirixle
alomatiga muvofiq, )ré]-cos« gator yaginlashuvchi. Xuddi shu usulda

n

ikkinchi gatoming ham yaginlashuvchi ekanligini ko‘rsatish mumkin.
Shunday qilib, berilgan gator shartli yaginlashuvchi, lekin absolyut
yaginlashuvchi emas.

4-misol. - gatorni tekshiring.
=
Vechilishi: Dastlab uning absolyut yaginlashish masalasini
tekshirib ko‘raylik. Bu misolga Koshi alomatini goMlash qulay:
= A=->[57, chunki F4=  +(i)2=s5<fc=n" =p,
n—ln» =Inp, limtln /?) = )I)_l,[)p HA :rl}i_[%]—z 0; limn« =limp =1

biz bu o'rinda Lapital goidasini tatbiq etdik, demak,
lim\\cl =-Tn lim\n = <I.

Shunday qilib, Koshi alomatiga muvofig, berilgan gator absolyut
yaginlashar ekan.

S-misol. Z9i(n +iyan gatorni tekshiring.
Vechilishi: Bu gatorni quyidagicha tekshirish qulayroq:
r-_ 1 1 1 1

\fn\n +i\ \fn*\In2+1  yftTyfr?  Ji

0'ng tomondagi had ushbu
, 11 1

2y - (6.17)

no



Diiixlc gatorining umumiy hadidan iborat bo'lib, a=|>* bulgani uchun
io 17) gator yaginlashuvchi, |c,| esa uning umumiy hadidan kichik.
lirmak, berilgan gator absolyut yaginlashuvchi ekan.

6-misol. Y~f=— qatorni tekshiring.
€ Vet

Yechilishi: Dastlab absolyut yaginlashish masalasini tekshirib
Ko'raylik:

huni (6.17) Dirixle qatori bilan solishtirib ko‘rsak, P=-<\. Demak,

berilgan gator absolyut yaqginlashuvchi emas. Endi uning shartli
yaginlashishini tekshirish uchun haqigiy va mavhum qismlarini

ajratamiz:
1 -Jn-i -Jn t -Jn i 1i

eJn+i ﬁl-lhl-ln n 4n n

(6.17) ga asosan p=~<i va ikkinchisi garmonik gator hadi boigani

uchun ushbu Y 4= va Y - qatorlar uzoglashuvchidir. Demak, berilgan

gator shartli yaginlashuvchi emas, ya’ni uzoglashuvchidir.
7-misol. Y J- qatorni tekshiring.
Jin

Yechilishi: Koshi va Dalamber alomatlari bilan tekshiradigan
boisak, n =1 bo‘lib, gatorning yaginlashish masalasi ochiq qoladi. Shu
sababli Raabe alomatiga murojaat gilamiz;

n-1
c n n—\ n
B —n\[l--TJ— Ilna%a—l

Demak, gator uzoglashuvchi. Endi uning shartli yaginlashishini

tekshiraylik:

r 1 s _..=a

ER ISR T n
Oldingi 3-misolga o‘xshash, Dirixle alomatiga asosan ushbu qatorlar
yaginlashuvchidir:



val L An g S 1, 0N
«l« 2 n
Demak, berilgan gator shartli yaginlashuvchi ekan.

8-misol. \((Cln" e qator a haqiqiy parametrning qaysi giymatlaiidn

yaginlashuvchi bo'ladi?
Vechilishi: Dalamber alomati yordamida tekshiramiz:

%y — Tki=fi-i <

bo'lishi uchun «>o0 boiishi kifoya. Demak, berilgan gator a>o da

yaginlashuvchi bo'ladi.

8-misol. Y(?-i\-)-(-%-t??-':-(ﬁf-rl)-e gator a mng qaysi giymatlarida

/=1 ne
yaginlashuvchi bo'ladi?

Vechilishi: Dalamber alomati bo'yicha = .

CN (a+ )(n+2)...(a+ N)(N—) ! |a+n|/| 14
co-l (a+ 1)(a+2)..(<3+ N—)nt -

Demak, i+|—_|<| bo'lishi uchun n<o bo'lishi shart. a ning shu

giymatlarida berilgan qator yaginlashadi,

10-misol. 2" gatomi tekshiring.
[o2]
Vechilishi: Dalamber alomatidan foydalanamiz:
cn  COSIN cos/(n-1) 1 cosm
C,,—i 2" 2= 2cos/(«-1)

cos IN=A(~"+€"), cos/(n-1=A("

1
h 1 e'+e" 1 e+l 1 “+e2'
ch, 2e*-e+e"e~" 2e+e~"-e2' 2 e
-JN+e
bundan
N=iim = i -44= =
| 96 =2 lz_g%ezb‘ 0, e=2,71828

Demak, n>i bulgani sababli gator uzoglashuvchi.
Mashqglar

Quyidagi kompleks hadli qatorlarning yaginlashuvchi yoki
uzoglashuvchi ekanligini aniglang.

12



Quyidagi qatorlar a hagiqiy parametming ganday gqiymatlarida

16.

6.2-§. DARAJALI QATORLAR

Kompleks sohadagi darajali gatorning umumiy Kko‘rinishi
»|uyidagicha:
c0+c,r+c2z2+..+¢,2"+... = J]c, (6.18)

luinda co,c,c2. - o‘zgarmas kompleks sonlar. :=x+iy kompleks
o0'/.garuvchi - argument.

Agar (6.18) da z o‘rniga biror o‘zgarmas z0=x,+tyu Son o ‘yish
natijasida hosil bo‘lgan sonli gator yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda (6.18)
gator :0 nuqtada yaginlashadi deyiladi. Barcha yaginlashish nugtalari
(o'plami (6.18) ning yaginlashish sohasi deyilib, u biror doiradan iborat
bo‘ladi. Yaqginlashish doirasini ikki usulda topishni eslatib o ‘tamiz:

a) yaginlashish doirasini Dalamber alomati yordamida topish:

Agar
L =lim di.- —=R (6.19)

deb belgilansa, izlanayotgan doira |r|<x bo‘ladi;
b) yaginlashish doirasini Koshi alomati yordamida topish.

Agar

(6.20)
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deb belgilansa, izlanayotgan doira |z|<« bo‘ladi (6.1-rasm). R ilai

gatoming yagqinlashish radiusi deyiladi. Yaginlashish radiusini loplih
uchun r ni topish kifoya, markaz esa nol nugtada joylashgan.
Umuman darajali gator yaqinlashish doirasining radiusi r qu y i
Koshi-Adamar formulasi bilan hisoblanadi:

P= -I =lim~c,
Bu erdagi limit quyidagicha ta’riflanndi
x Agar [a,] sonli ketma-ketlik uchun

1) [a.] dan limiti = songa teng bo'lgan
a,t gismiy ketma-ketlik ajratib olish mumkin.

ya’ni

lima, "bo‘Isa;

2) har ganday «>0 son uchun shunday v, butun musbat sonui
ko‘rsatish mumkin boisaki, barcha n>Ns lar uchun an<n+£ bo‘lsa , u
holda A son [a ] ketma-ketlikning yugori limiti deyiladi va iima,=a deb

yoziladi.
Masalan,

0 10gmO
ketma-ketlik uchun a=\ son yuqoridagi ta’rifning ikkala shartini

ganoatlantiradi. Shu sababli bu ketma-ketlik uchun 1 soni yuqori limitdir.
Agar iimc,| mavjud bo‘lsa, Koshi va Dalamber alomatlaridan

bevosita foydalanish ham mumkin.
I-misol. JV"z” gatoming yaginlashish doirasini toping.

Yichilishi. ¢,=e", = =el=l, £ =limNe~| =I, R=—=1
demak, gatoming yaqginlashish doirasi || <lI.
2-misol.. j gatoming yakinlashish doirasini toping

Yechilishi: ¢ =—3—, ut:'/IM =Tl =T~ =0=/,, 1=A=+00.
(in)" —*-[in| n L
Demak, gator butun kompleks tekislikda yaginlashadi.
3- misol.n.:'X r'cA* gatoming yaginlashish radiusi va doirasini
n

topirg.
Yechilishi: Dalamber alomatidan foydalanamiz:
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. *f i Af - 1 R 1.
iln- —. ¢, =ch—=—="e“+e ™ =cos— cAa |=Cc«---- = C0S-—--- ;
2 n 21 I n n-1 n-I|
) limcos - 0sO
lim
&1 Jimcos I, ©0SO
n-1
Ib ik, H 1.
I misol.. ¥ — | qatorni tekshiring.

Yechilishi: Buni Koshi alomati yordamida tekshiramiz:
* * ==, L=limjljcj=0,
.2 PRt 1
1w+ 1 \yen H

(Irm)

Itrmak, 1 =0, r = +@

L
5-misol. )]{]4(n+i)z" gatorni tekshiring.

7
Yechilishi: Koshi alomatiga ko‘ra

len=In+/|=V«2+1; s :\ =%2+1 =(,,2+1)" = w,
limw=?  Inw=—n(/?2+1);

2n
B =2 D = g 5t =gy g "
demak,
lim(Inw) = 0; ,%w: L L=lipgjei =L n=1
Shunday qilib, bu gatoming yagqilashish sohasi birlik doira ekan, |-|<i

6-misol. gatorni tekshiring.
Zzo(n))

Yechilishi: Dalamber alomatiga muvofiq,

r»1~%2AII\Z’ I—'»l-]l i(:é(:% 2a+1)(2n+2) ’H K)

(«+12 1+

L=lim =4, Rr=- Demak, hz|<-.
4 1 4
Mashiglar

Qo‘yidagi darajali gatorlarning yaginlashish radiuslari va
yaginlashish doiralarini toping.
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7. X - 18 X7™ 19 20. 2" 21. S"--" 22. £27-".23. X

n=o n\ n=1
g(g+ N(@+2).,,(a+«-N)m2(/? +1X/?+2)..,(* +n-1)n
wir(r+1Xr+2)...(r+n-I)

24, i;]-cosinz*. 25.:|.+E]>1l1

26.X«V . 27 X[In(«+2>)] 2* 28V ,a>0.
ts(nh)*
(A»)tz” y. «(2+)",, —2r
-"Xrl!(m +L.(n+k-1) ¢ 2" 32XE g 33‘5:‘0 3‘&:18/\"

3B6.X"z". 36.ysin—z". 37.Xcos"=  38.Y—
=0 fl A1

A /H s/ (\+in)
6.3-8 TEYLOR VA MAKLOREN QATORLARL1

Kompleks argumentli funksiyalar nazariyasidan ma’lumki, funksiya

a nugtaning biror atrofida analitik, ya’ni hosilaga ega bo‘lsa, uni (z-«)

ga nisbatan musbat darajali gatorga yoyish mumkin. Ma’lumki, markazi

a nugta boigan har ganday doira o‘sha T nugtaning atrofi deyiladi.
Shunday qilib, agar / () funksiyani quyidagi

I(-)=Ai+A(:~a)+A(-—a)2m—y4 (- ~a)' — :éOA(z—a)" (6.21)

ko‘rinishida yozish mumkin bo'lsa u

holda /(z) funksiya a nugta atrofida

musbat  darajali gatorga yoyilgan

deyiladi. 4>4>4>- Kkoeffitsientlarni /(z)

funksiya orgali ifodalash  mumkin.

Buning uchun /(z)ni |z-a|<« doirada

----- (6.2-rasm) analitik deb hisoblab, ketma-

ket hosila olgandan so‘ng, z ning 6.2-
6.2-raan rasm o‘rniga aqo ‘yiladi.

f'(:) =4 +242(:-a)+3A,(:-a)2+...+ndr(:~ “[”

I 7(z)y=214 +2-3/1, (z—a)+...+(«-jn./, (z—a
I"(z) =34, +2-3-44, (r-a)+... +(n-2)(n-1)nA, (z-a)" +..,

Bulardan quyidagi munosabatlar kelib chigadi:

A S -/ @ (6 22

Bularni (6.21) ga qo‘yish natijasida Teylorning mashhur
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n 3)
3ikul hosil bo‘ladi. Koshinig oldingi boblarda gayd etilgan integral
Ini mulalariga muvofiq,

(6.24)

lin Ibrmuladagi I" chiziq \z-a\<R doiraning chegarasi bo'lgan aylanadir.

Berilgan /(r) funksiyani a nuqta atrofida Teylor gatoriga yoyish
in Inin uning cnkoeffitsientlarini (6.24) formuladan topish talab gilinadi.
I okin anugtaning atrofida /(z) funksiya berilgan boisa, (6.24) formula
lio'yicha emas, balki ketma-ket /(z) funksiyaning a dagi hosilalarini
liisoblash mumkin.

Agar a=o deb faraz gilinsa, (6.23) dan ushbu Makloren gatori kelib
ohigadi:

(6.25)

Hu esa (z) funksiyaning z=o nuqta atrofidagi yoyilmasi bo‘lib, |-|<R
doirada absolut yaqginlashuvchidir. Ma’lumki, har bir gatorning o°‘ziga
x0s R yaginlashish radiusi mavjud bo‘lib, umuman, o<«<+».

Ba’zi soddaroq funksiyalami gatorga yoyishda cheksiz kamayuvchi

a+aq+aq’ +.+aq" . =" (6.26)
I-q
geometrik progressiyadan foydalanish mumkin, bu yerda [7<I.

Oldingi boblarning birida e2 cos-, sin- ning darajali qatorga
yoyilmalarini ta’rif orgali kiritgan edik. Endi esa (6.25) ga asoslanib,
ulaming kelib chigishini isbot gilish mumkin.

a) / (r) =e: bo‘lsin. U holda

fr()=® = 17(r)=()=g2 = /("(2)=(r) =e2 ... z=o0da
/(0)=e>=1 /'(0)=e° =1 /'(0) =e"=L--- -
Bularni (6.25) ga qo‘yamiz:
(6.27)
0?=11=i ekanligi ma’lum. Bunda 1=o, r =+m

b) /(z) =cosz bo‘Isin. U holda
| (z)=-sinz,/'(z) =-cosz,/"’(z) =sinz,/'1(z) =cavz;,..
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.=0da /(0)=coso-1 ['(0)- sino -0 AO)=1:. *O0)=0{"0=2
Bularni (6.25) ga qgoyamiz :
(6.28)

Bu gatorning yaginlashish radiusi g =+oo.
V) /(2=sinr bo‘Isin. U holda
I'(z) =cosz, /'(z) =-sinz, f*(z)=- cosz, / #(z) =sinz.
2=0,/(G)=5sin0=0,/"(0) =cos0 =1,/",(0)=0,/"(0) =-1,/"1(0) =0,...
Bularni (6.25) ga qo‘yilsa,

Bu yerda ham « = + oo.
Shunday qilib, uchala qator hariT har ganday katta radiusli doirada

absolut yaginlashadi. (6.27) dagi z o‘rniga /zqo‘yib, ushbu Eyler
formulasini keltirib chigargan edik:
(6.30)

Bunda z=x+iy, 1=n/4

Makloren gatoridan foydalanib, ko‘p uchraydigan ushbu funksiyani
z=o0nugta atrofida musbat darajali gatorga yoyish mumkin: /(-)=(i+z)",
a-hagiqiy son.

frz)=a(l+z)* /" (z) =a(0—(L+2)*2,/" (z) =a(a—d) (a—2)(L +r)° 3.....
2=0,/(0) =1,/'(0) =a,/'(0) =0 (a-1),/"(0) =a(a-1)(a-2),...
Bularni (6.25) ga qo‘ysak ushbu
(I+2z)° =l+az+~|a(a-l)z2+..+-~Na(a-I)(a-2)...(a +n-1z"+ ... (6.3 1)

gatorhosil bo‘lib, uning yaginlashish radiusi R=1

Xususiy holda a=-\ bo‘lsa, (6.31) dan quyidagi

" +H_z4 AV =XV, R (6.32)

qatorkelib chigadi.
Shuningdek, /(r) =in(i+z) logarifmik funksiyani Makloren gatoriga

yoyish mumkin:
I(z)=In(l+2),/'(z) =y-i—=(I+z2)_1,/'(z) =—1+2)41, ] "}(z) = 2!(I+2)"3, ...
~=0:/(0) =In1=0,/'(0) =1/ "(0)=-1,/"(0)=2,...,
Bularni (%) ga qo‘ysak,

In(l+z) =z . (6.33)

118



lunula g=1.
Quyidagi funksiyalarni z=0 nuqta atrofida darajali gatorga yoying.
I-misol./(z) =cosaz.
Yechiiishi: /(z) ning z=o nugtadagi ketma-ket hosilalarni

hisoblaymiz:

f(2) = cosaz,f'(z) =(cos<rzy = —«sinaz,f"(z) - —alcosaz,

f m(p) =a3sinaz, f n (r) =a4cosar,
z=0da /(0) =1,/'(0) =0,/'(0) =-a2/" (0) =0,/*n*0) =a4...
Mnlarni (6.25) Makloren gatoriga qo'yamiz:

2 4 4 S' () {9'34)7
2-misol:/(z) =e?\
Yechiiishi: /(z) =e“./'(-) =(«*) =ae*“./'(r)=1",/"(.-) =/1 “,..;,r=0 da
/(0)=e°=1./(0) =a,/’(0) =a3,/ "(0) =a3..
Bularni (6.25) ga qo‘yamiz:
az2, az3, , (az)", = \é"i(ar—. (6.35)

e—=1+az+ -~ + s +
1

3-misol./(z) =e
Yechiiishi: Bundan oldingi misolda a o*miga (-a) gqo‘yish kifoya:

i) ((2?)2, | (6.36)

4-misol./ (z) =chaz .
Yechiiishi: /(z) ning yoyilmasi giperbolik kosinusning ta’rifiga
asosan oldingi ikki misoldan kelib chigadi:

cte=!eUe-— = |{YL +H2¥ + +8)A + VAT (6.37)
2 > 2 4 (2u)! S (2 n)!

5-misol. f(z) =shaz.
Yechiiishi: f(z) ning yoyilmasini topish uchun (6.35) dan (6.36) ni

irish kif
ayirish kifoya |

shaz = Ié\e} - et ):X(éﬂ +Ir
6-misol. /(vz)=T .

1

Yechiiishi: Yugoridagi (6.31) ga niuvofiq.

(6.38)



1__r =1+r+r2+ (639)

bunda rR=1, yaginlashish doirasi |
7-misol./(r) =

Vechilishi: Ma’lumki, (6.39) gatorni o°‘zining yaginlashish doirasi
ichida hama-had differensiallash mumkin. u holda

F-Z ey T= (I T+ 12+ 4" +.0) = 1427 +312+. + U1+,
Demak, I Z(«+0-"
Z) h=0

: 2
-misol./(r) =—"=
8-misol./(r) e

Vechilishi: Yugoridagi (6.31) formulada a o‘rniga (-3) qo‘yish
kifoya:

(14 =S (- (D("+2)7 R=if<i

¢-misol. /(z)= 2' a-o0'zgarmas son.

Vechilishi: Buni (6.32) ga asosan quyidagicha hisoblash ham

mumkin:
a-i=4, 1, BIF AL =N g, Tl (124416 +(-1T/2+.)

1+t2

Demak, <4, ya’ni ||<ja a

10-misol. /(?) 2@-
Vechilishi: Bu misolni hal gilish uchun oldingi gatorda a=1 deb

farazqilib, so‘ngra kvadratga ko ‘tarish kifoya:

AT =1-22+24-2 6+...;
I+z

=(l-z2+z4-r6+...)(l-r2+rd4-z6+...)=£ (-1)"(n+1)r\|r|<1,/r =1
(‘«m) =0
H-miSol./(.-)-(=+[}(j2).
Vechilishi: Dastlab /(r) ni eng sodda kasrlarga ajratib olamiz:
(r+1)‘(r-2) AT 1=N(r-2) +ar+1,
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z=—1 bo'lganda n=-~,r=2 bo‘!lganda a=1; endi (6.32) va (6.39) ga

muvofiqg, bu ikki kasmi gatorga yoyish mumkin:

Shunday qilib, (r+1)(2-2)

Yechilishi: Tekshirishlar ko'rsatadiki, bu misolni yuqoridagi usul
bilan yechish magsadga muvofiq emas. Shu sababli uni sun’iy usul bilan
hal gilamiz. Kasming suratini maxrajiga bo‘lamiz, u holda

1 l+z+22

1+Z+

1 (1+23+26+29%---)-(z+z4+27+z2°+---) =" (2 3"—z34).
l+z+z
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13-misol. /(r) =sin2r.
Yechilishi:
/'(z) =2sinzcosz =sin2z,/'(z) = 2cos 2z,
/" (z) =—22sin2z,f n\ z) = —23co0s 2z,...;
z=o0 da
/(°) =0,/(0) =0,/"(0)=2,/"(0)=0,/" (0)=-23/"' %0)=0,/""(0)=
Bularni Makloren gatoriga go‘yish natijasida
sm22=}(f'(-l)"]i27()EzI'
hosil bodadi.
Bu misolni boshga yodlar bilan hal gilish ham mumkin, masalan,
in. NI qatorga yoyib, so‘ngra kvadratga ham ko ‘tarilsa bodadi.
14-misol. f(-) =c/ircosr. -

Yechilishi: Madumki,
chz =cos /z; cosa cosp =i [cos(a +p) +cos(a—F)],
| (z) =clizcosz = cos/zcosz =-i[cos(l +/)z—o0s(l —2)z]j.
Bundan ketma-ket hosilalar olib,z=0 da hisoblaymiz.
1'(2)=-|[(1+")sin(1+0 z+(2- Osin(L-") z]>
1'(z) =-i[*(1+/)2C0s(1+/)z + (1-j) 2C Oj(I-1)zJ,

1" (2)=|[ (1+') s,n(1+")z+(1_")3sin0 - ") z].
I <l(z)="[(1+7),cos(1+")z+(1-") jeos(l-") z]." -
z=0da /(0) =~cosO+cosO] -1;
['(0)=0; /*(0) =~ [ (L+ )2+ (1-1)2]; /"(0) = 0;/ <4(0)=+[(1 +i)4+ (I-/)4],

bularga o°‘xshash yigdndilarni hisoblab chigish uchun kompleks
sonning trigonometrik ~ formasidan va  Muavr  formulasidan
foydalanamiz, u holda

1+/=V2(Cosz+isinz), 1- i=—J|.(cos—4- iszilnﬂ,
L+0)4+@+)H4=(n/2)4 cos~ +/sin— j +(V2)I~cos- - / sin =

=22-2cos" =-23 ~ cosT—, /7(0)=-22
va hokazo. Bularning hammasini Makleron qgatoriga qo‘yish natijasida
ushbu gator hosil bodadi:
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27217 N4n

cAcosr="(-1)"
)

(4a)!
15-misol. f{z) =Arc!gz, Arctg0 =0.
Yechilishi: Ma’lumki,
1 =|-r2+z4-z6+2z8-r0+..., N =bb<1, =1
1+2z2

himing ikki tomonidan, o'sha doira ichida faraz etib, integral olishga
Imglimiz, ya’ni

f— r=Arctgz+C = fl—r2+24—26+ ...)dz =2 — H--——— — ...
31+z 3 3 5 7
- Z=0 da Arctgo+C=0, C=o,
demak,
(] An+l
Arctgz=Y ,(-W j—-*
g to ( 2/H-1

Quyidagi funksiyalarn z-a ga nisbatan musbat darajali qatorga
yoying.
16-misol. /(z) = , funksiyani z-1 ga nisbatan, ya’ni z=a=I
7+

nuqta atrofida darajali gatorga yoying.

(z+2) 2_j-—L_=j_2(z+2r] I'(z) =2(z +2)\
z+2 z2+2 z2+2

flz) =-2\z +2T\ ' (2)=3-4(z+2)" f'(z) =-2-4\z +1 f ,

["'(2)=3-42-5(z +2)N, ...
Endi yuqoridagilarni z=I1 da hisoblab, topilgan giymatlarni (6.23)
Teylor qatorlariga qo‘yish natijasida ushbu
-t— =- 2N (DA r=:
3 3

z+2

Ne =

gator hosil bo'ladi.
17-misol. / (z)=Inz funksiyani z-1 ning darajalari bo‘yicha

gatorga yoying.

Yechilishi:
/(z)=|nZ, I'(z) =- =z-°, /7 (z)=-2-2, 1" (z) = 21z-3,
z
/'v(z) =-3'z-4, f v(z)= 41z*5, ... ;
Natijada ushbu hosil bodadi: - A
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18-msiol. /(;) :-1+[3_ funksiyani z +2 ga nisbatan darajali gatorga

yoying.
Yechilishi: (6.39) gatordan foydalanamiz:
1 1 1

143z 143(@z+2-2) -5+3z+2) 5 j_3(z+2

I+-(z+2)+-(z +2)2+-(z +2)3+... (r+2)

J

n
A3

ya’ni, bu gatorning yaginlashish sohasi |z+2|<-.

19-misol. /(z) =sin(2z+1) funksiyani z+1 ga nisbatan Teylor
gatoriga yoying.

Yechilishi:

[(r) =sin(2z +1), ['(z) =2cos(2z +1), /' =-22sin(2z + 1),

/"(z) =-23c08(2z+1), [""(r) = 24sin(2z +1),
z—n—32 da /(—=sin(—)=—sinl ['(-1) =2cos(-1) =2cosl,
/4 -1) =22sinl, /"(—)=-2cosl, ["(-1)=—24sinl, ....

Bularni Teylor gatoriga qo'yamiz:

/(2) =sin(2z +1) =-sin 1+ 2(z + I)cos| +-2(z + sinl - 2(z + 1)3cos -

4 (z+Ddsinl +...,
bunda sinl ~sin57°1745" va cosl» cos57°17'45".
Mashqglar

Quyidagi funksiyalarni Makleron gatoriga, ya’ni z=o nuqta atrofida
darajali gatorga yoying.

39—, 6%*0. 40.chz. 4\.shz Al.ctfz. 43. InT. 44,

az+b -7
In(z2—3z+2). 45. |-i<a, a*0. 46. c0s-Jz. 47 .-/-. 48.sh2~.
(a— z +/ 2
49.1In(2+2).
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Quyidagi funksiyalarni Teylor gatoriga, ya’ni z=a nuqta atrofida
ilnajali gatorga yoying.

5» c¢h{\-z)  funksiyani z-fl-yj ga nisbatan. 51. cosz
funksiyani 2+ ga nisbatan. 5254 funksiyani z- 3 ga nisbatan.

53. %275 funksiyani z-2 ga nisbatan. 54. funksiyani
1-47 +3 (Z+|)(2-Z)

I ga nisbatan.
6.4-8. MANFIY DARAJALI QATORLAR

Yugorida garalgan Teylor gatori z-a ga nisbatan musbat darajali
gator bo‘lib, uning vyaginlashish sohasi R radiusli biror doiradan
iborat o‘sha z-a bo’yicha manfiy darajali qatorlar ham ko‘p
uchrab turadi. Uni quyidagicha yozish mumkin:

b’ K b -+, +-A_+..=£- b-
-a {z-a) '{z-a)® {z-a)’ =v{z-a)" c6-40)
Bunda n, bv b2 ... o0’zgarmas sonlar bo‘lib, xususiy holda
mumkin:
) b. _ bn i . -
I = Tiy <1, ya’ni
f‘f@) {z—a)n {z-a)" n—% y
lim =, -a\>r (6.41)
NKC V,
Demak, manfiy darajali (6.40) qatorning ¥n
yaginlashish sohasi |z-a|>/- doira

tashqarisidan iborat ekan (6.3-rasm). Umuman
olganda r>0 bo'ladi. Odatda bn=c ,, deb,
(6.40) gator quyidagicha yoziladi:

v tc_{z- ay" +cH, n{z- a)HA) +...+ cJz-a)"2+C M
(6.40")
Xususiy holda a=0 bo‘lsa, (640) dan 6.3-rasm
quyidagi gator kelib chigadi:
£y (6.42)

u holda (6.41) doira tashqarisida |z|>r ko‘rinishigaega bo’ladi.
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Quyidagi manfiy darajali gatorlarning yaginlashfsh  sohalarini

toping.
1-misol. Y?e"{izT
n=1
Yechilishi:
Gn=e' =—> c r=Ilim =m==¢e, r=e¢,
' o
Demak, gatorning vyaginlashish sohasi \z2\>e doira tashgarisidan
iborat ekan.
® A
2-misol. 2]-
%l-lcoslm
Yechilishi:
1 | 1
cosin chn ch(n—l)
r =lim - m®Lree?
ch »*» e"+e " "y 1+e
chunki lime 2=lim”~-=0, r=e* lz|>e"
. N3+
3-misol. [ --------- .
£(* +20"
Yechilishi:
a=-2/, c,=3"+1, = 3" 1+1, 3"+_i 3+3v
r-.i I+1
r=lim 3, lim— demak, |z+2/|>3.
. n2~"
4-misol. V —
tr(z-2-/T
Yechilishi:  z-2-/=z-(2+1i), a=2+i, C_,=w2",
c.nn=(n-1)r-"-0, r=Iim z2-2-i >

Quyidagi funksiyalarni manfiy darajali gatorlarga yoying.
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ga nisbatan manfiy darajali gatorga

* misol. —  funksiyani -
z-b i
ynylllg.
Vechilishi: Ma’lumki [M<1 bofisa,
a+agq+ aqg~ +... + aq”’l P .
14
bii'ladi. Shungaasosan
\ .
T+ -+f-i - 1+ -+ -]+
1= E

|
R)
<l >14
Xususiy holda, agar »=1 bo‘lsa, quyidagi gatorga ega bo‘lamiz.

JL=V L [>1
2-1 hz""

6-misol. — L—r funksiyani - ga nisbatan gatorga yoying.
Z- z
Yechilishi: Oldingi qatordan o‘sha yaginlashiah sohasida z
bo'yicha hosila olish  kifoya:

1 A(n +\)b"
bundan -— = no bl>
undan T wo A
7-misol. —-—b7 funksiyani - ga nishatan darajali gatorga yoying.
z + z

Yechilishi: Buni suniy usulda bajaramiz:

(22+b2)-b2 o L ‘e
22+b2  72+b2 22+ b2
1+
$~=£(-0"TT

Bu ba’zan quyidagicha ham yoziladi:

+{-x)'b-"2M>\b\.
z +b
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Mashqlar
Quyidagi gatorlaming yaginlashish sohalarini aniglang:

.S -L . 57. 58.
s?(l-0"zn t14 (1 +z)n tl i

E p—rt 89y §%>220 60y (b-a) “e—a)iath. 6L

1 ¥
2.1 -2
22/z+]

Quyidagi funksiyalarni manfiy darajali gatorlarga yoying:

62. ) |5 funksiyani z ga nisbatan, ya’ni z - nugta atrofida manfiy
z_
darajali gatorga yoying. —
63. z2cos- funksiyani z=0 nuqta atrofida yoying.

64 L funksiyani z=0 nuqta atrofida yoying.

65. ! funksiyani z=0 ga nishatan yoying.

z—a
6.5-§. LORAN QATORI

Loran darajali gatorlarining umumiy ko ‘rinishi:

ot O T T o Sy
(z-a)* (r-u)™1 (z-f)2 z-a (6.43)
+cO0+cl(z-a)+cl(z-a)l+..+cll(z-aj' +...= Yjcn(z-a)"
bo‘lib, u ikki gismdan iborat:
a) To‘g'ri gismi:
P =c0+c,(z—a)+c2(z-a)2+..+C,(2—a)" +.... (6.44)
b) Bosh qismi:
Q=.-+C,(z-a)" + (z- +..4c_2(z-a)"l+c_(z- a)~' =
=Z,c(z-M
(6.45)

Ma’lumki, bu qatorning yaginlashish sohasi \z-a\<R doiradan
iborat;
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Mulling yaginlashish sohasi
| >{ er, ya'ni doira tashqarisidan
Ibnmt.  Shunday qilib, Loran
iiiniimiy qgatorining yaginlashish
.Uluisi markazi a nuqta bo‘lgan r
It radiusli aylanalar orasidagi
luilgadan iborat bo‘ladi (6.4-rasm):
r<\z-a\<R

Bu yerda uch hoi bo‘lishi
inumkin:

1. Agar r<R bo‘lsa, halga
mavjud bo‘lib, Loran qatori o‘sha halga ichida absolyut
yaginlashadi.

2. Agar r=R bo‘lsa, halga fagat aylanadan iborat boiib,
loran gatori uning ba’zi nuqtalaridagina yaginlashuvchi bo‘lishi
mumlcin.

3. Agar r>R bo'lsa, hech ganday halga yo‘g. Shu sababli Loren
gatori uzoglashuvchi bo‘ladi.

Agar Loran qatori berilgan bo‘lsa, uning ikkala gismini alohida
tekshirish halgani topish lozim bo‘ladi. Aksincha, agar funksiya
berilgan boisa, uni Loran qatoriga yoyish uchun oldindan berilgan
halgaga garab ish ko‘rish talab qilinadi.

Kompleks argumentli funksiyalar nazariyasidan ma’lumki, Loran
gatorining ¢, koeffitsienti ushbu formula orqali ifodalanadi:

c :En7l}éz—(a) , «=0,+1,+2,+3,.... (6.46)

Bunda a son ikkala aylana markazi, f(z) - halga ichida analitik
funksiya; r chiziq - halga ichidagi a markazli ixtiyoriy aylanadan
iborat. Odatda cn  koeffitsienti (6.46) formula orqgali topish giyin
bo‘lganda, ba’zan sun'iy yo‘l bilan ish ko‘rishga to‘g‘ri keladi.

1-misol. Quyidagi Loran qatorlarini yaginlashish sohalarini
aniglang.

Yechilishi: Dastlab, gatorning to‘gri gismini tekshirib ko ‘raylik:
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Endi gatorning bosh gismini tekshiramiz:

Q=+ "= %2 -lzn-c_n=T, ¢, ,.=2"
f = lim = lim-7—= 2, 21>2.
) »"2u '

Shunday qilib, biz izlayotgan soxa 2 <|-| <4 halgadan iborat ekan.

tT (z-/r to n!
Yechilishi: Qatorning to‘g‘ri gismi:

P = /\>(_Z___-_!_-_I:_ a = / c = 1_ C. = e :!- JR—
h n! at (n-n
L i (T i lolR 400, z -/ <+
= -————— —_= =—= - <
H}nb - im , 2 0, Z 00
Qatorning bosh gismi:
N sin/'« .
6= _ - Noc»=smw =—(e“ -e )
o (z- 1) 21
e-(r,)-enl . .
™) = lim = lim- me
2/ “woeee2’—1 el 7
r=e;lz—1>e

Demak, soha: e<|z-/|<oo0.

3-misol, | -4y (2D
tf(z + )" W (n+»r

Yechilishi: gatorning to‘g‘ri gismi:

Vkl=

AO(*+) (1) WOE

2+1

Z=limWc -0, tf=

—=+00, z + 1<o00
a-*o vl | £ [

Qatorning bosh gismi:
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2_ L
2" . 727 9T
Yy — ¢ =24-1,r=lim = lim— =lim——=2,
t]_(z +\y - EI; H>Q:2 1 =0 1
"r7
[z +1] >2.

Dcmak, 2<|r +l|<oo, yani markazi a=-1 nuqtadan iborat bo‘lgan doira
lashqarisi.

4-misol. Y -— +/N nz 1"
FA*+1 0 «D

Yechilishi:.Qatorning to‘gri gismi P da

M 1
ey~ n>cnd =«-1» i :!%7\——_—], Ui% ——1—=l R=1
M

Qatorning bosh gismi Q da
C,,=«<? ,, »=u-1, r= IHIK@I'I__ 1: Lr=\
Shunday qilib, r=R=I, yani halga aylanadan iborat bo‘lib, gator
uzoglashuvchi.,

5-misol. £ ~ + (b*0).
lZ rob
Yechilishi: Qatorning to'g'ri gismi P da
cn 11 1
c, -1 Kb"-'

Qatorning bosh gismi Q da w =H»r=u, H>N-
gk

Demak, |a|<|6]. bo'lsa, yaginlashish halgasi:|a| <|z| <|6]. Agar|a|>|&|.
bo'lsa, gator uzoglashuvchidir.

_ SRR CRDs
6-misol.------- — +
2(z—) (29
Yechilishi: Bu misolning bosh gismi birgina haddan iborat bo'lgani
uchun lining fagat to'g'ri gismining yaginlashish sohasini tekshiramiz:



1 1 11 11 4 '
4 2iy 4 2 g “4 22U 2n'J

O<|z—g<2
] sinz ) ) )
7- misol. /(z)=-- niz =0 atrofida Loran gatoriga yoying.
z

z3 z5 z7

Yechilishi: Ma'lumki, sinz=z ——+— -——-- Vi R=oo,{z| <>
3 571 1
2 4 6
Shusabali: = 1omm oot 1
z 3 57

8- misol. /(z) =z4cos— z=0 nugta atrofida Loran qatoriga

yoying.
Yechilishi: Ma’lumki,
cosiz’ 1 +-1(1
z 2\zJ  4VzJ 6lvz
Shu sababli
1
z4cos1 z4 " ll ! 6-....R —tco.
z 21 41 61z2 8!z4 10!zb
e2-1
9-misol.------ ni z=0 nugta atrofida Loran gatoriga yoying.
z
Yechilishi: Ma’lumki,
” @ n
z2 73 z
ez=\tzZ+—ote—+ +—+ =y —.
2 3 n!
Shu sababli
er-\ , z 122 7"~ - g @
z 21 3 n! 0 n\
1+cosz ) )
ni z=0 nuqta atrofida Loran gatoriga
yoying.

Yechilishi: Ma’lumki,



......... . ikkala tomoniga 1 ni qo‘shib, so‘ngra z4 gabo ‘lamiz:

1+C0sz 2 1 1 Z2
—_— e T e 7 A e +..,, R =+00

z4 z4 21z2 41 6!
. sin2z . . .
Il-misol. f(z) = ---—--—-- ni z=0 nuqgta atrofida Loran gatoriga
z

I'tylllg.
Vcrhilishi: Ma'lumki,
I c0s2z 1 1 (2252 ,(--)\4 (2236 A
2 2 2! 4 6!

\6

sin“z =

2l 41 6! 8l
Sluinga asosan
sin2z 927 B 9% 3T
20 4 6! 8l 2

12-misol. /(z) = -----zmmmmmmmm- funksiyani 2<|z|<3 halgada Loran

(z-2)(z-3)

gatoriga yoying.
Yechilishi: Buniung uchun berilgan funksiyani eng sodda kasirga

ajratib olamiz:
------- +—"N— 1=A(z-3) +S(z- 2),
(z-2)(z—8) (z-2) (2-3)
z-2 bo'lganda A=-1; . =i, r =3 bo‘lganda B=I. Berilgan halgaga binoan

ish ko‘ramiz:
2
a) |z| >2, yani — <1 bo‘lishi uchun quyidagi ko‘rinishda yozamiz:
FI
o o
+2 + +.
Z-—2 z |_2 z z v© W z

b) |z] <3, yani <1 bo‘lishi uchun quyidagi ko‘rinishda yozamiz:

z-3 3-z i ' 30
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Demak,

1
z 2)(z 3) _42;1:] 72\“'

Bulardan birinchisi gatorning bosh gismi bo‘lib, ikkinchsi esa to‘g‘r
gismidir.
13-misol. /O ) =

yoying.
Vechilishi: Qatorga yoyishni ikki xil usul bilan bajaramiz :

ni r=o0 va z=& nugtalarda gatorga

l-usul. f O) =2z\_2"' z=1 nu4tadan boshga hamma nuqgtalarda
analitik. Avval |;|<2 aylanada gatorga yoyamiz. Aylana markazi a=o,
shuning uchun (6.46) formuladan foydalansak, quyidagiga ega boiamiz:

dt

f(z) =X C nz" C =—L jbe—2
n 2ni +1
Y b

larni hisoblaylik. Manfiy n larda(n<0) C,,=0, chunki bu holda integral
ostidagi ifoda y - kontur ichida analitik (6.5-rasm). Endi n>0 bo‘lsin
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Vu»lori  tartibli ~ hosilalar uchun  Koshi integrali  formulasidan

Inydulanishimiz mumkin, chunki / =~~~i y "'contur ichida analitik:

Slinnday qilib |z<2 ichida /(z>:—kz- funksiya Loran qatoriga

Z-2 Jylo 2
llosil bo‘lgan Loran yoyilmasining bosh qgismi yo‘q, chunki
2 , N sohaning hamma nuqtalarida analitik.
Bu holda Loran gatori Teylor gatori bilan mos tushadi.
2-usul. f (z) = —~ ning Loran qatorini cheksiz kamayuvchi

geometrik progressiya formulasidan foydalanib hosil gilamiz :

X« |-<7 W <1 (6.47)
ni quyidagicha yozib olaylik :
-i

- <
2

chunki biz |r|<2 sohadagi yoyilmani qidirayapmiz. (6.47) formulani
qo‘llab. quyidagiga ega bo‘lamiz :
1
2 2n12 =X
"2
Shunday qilib, yagonalik teoremasiga mos ravishda ikkala usul bilan
ham bir xil Loran qatorini hosil gildik.

Endi r=«atrofida yoyilmani topamiz. Buning uchun z=-

almashtirish bajaramiz. U holda -=» atrofidagi yoyilma c =o atrofidagi
yoyilmaga to‘g ‘ri keladi :



£
Biz Tig funksiyani <=0 atrofida gatorga yoyish masalasiga kelami/

Yanageometrik progressiya yig'indisi formuiasidan foydalanamiz :

A =W 2AT=12-T"
70 HO

Nol nuqgta atrofida |2£|<l. O'zgaruvchi z ga gaytib, quyidagiga cga
bo'lamiz:
1
z—2 n=0
Bu ifoda - -.. atrofidagi yoyilmadir.
14-misol. Quyidagi funksiyani 2=o0, z=a nuqtalar atrofida va
|a <[j <|d4 halgada gatorga yoying :

[(2) = = m o , 0 < bl <bl
(r—a)(z —b) 11 11
Yechilishi: Funksiyani o‘zgartirib yozib olaylik :
1 1 f 1 1
(z—a)(z —=b) (b—a){(z —b) (z—a)J (6.48)

I. z=o atrofida gatorga yoyaylik:
Yoyilma quyidagi ko'rinishda boMadi :

(= t3T 0y 0
Loran yoyilmasining bosh gismi nolga teng, chunki /(-) funksiya z=o0
nuqtida analitik. Quyidagi o‘zgartirishlami bajaraylik :
1 1 1 _ 1

z-a
z~b -b\\-z R

;=0 atrofida PRLE s i ekanligidan va (6.47) formuladan foydalanib,

berilgan funksiyaning gidirilayotgan yoyilmani topamiz :
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1 1
| a)(:-b) (b-a) [dAybj a~\a - b—a‘ b+ am
2, (6.48) formuladan foydalanib z=a atrofida Loran yoyilmasini
luluuniz. U quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

/10 ) =

«=1
llu ycida bosh gismi bitta haddan iborat, chunki /(-> funksiya z=a
Miiglada I-tartibli qutbga ega. - ni o ‘zgartirib yozib olaylik.
i | 1 1 ™ Ir-af (6.49)
2=b --a-(b-a) (b-a) - — b-ats

y atrofida, E-_;\ <l.

(6.49) ni (6.48) ga qo'yib, z-a nuqta atrofida Loran yoyilmasini
olamiz:
1 © 1 (z-a)"
(:-a)(z-b) (b-d)\_(b3)§"yb-aj z-a :'E\(b-a)
llosil bo‘lgan yoyilma o<|z-a|<|A-a] halgada ma’noga ega, chunki z=a,
h nugtalar funksiya uchun maxsus nuqtalar (6 .6 -rasm)

3. lal <|7 <[id halgada yoyilmani topaylik. Qator quyidagi ko‘rinishda
bo‘lishi kerak:

(1-a ))(z_b) chunki halganing markazi no) nugtada.
l2 <\ halgada <l ekanligidan quyidagicha o ‘zgartirish

gilamiz:
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1
Z —b
<-§)l
U hdda
— 1 &
(z—a){z—b) b a | hx Y—f= ﬁhwa a-b 2.
15-misol. N funksiya 0<|z|<| halgada Loran qatoriga
z+z
yoying.
Yechilishi: Ma'lumki,

| 1
1 1 = 1)z
7 +z Z(|+Z) Z X+z z (- )

Bu gatorning bosh gismi birgina haddan iborat.
2
16-misol. —— - funksiyani I<|z +2| <2 halgada Loran qatoriga
yoying.
Yechilishi:
2 2 A B
u+-
z -1 (z)(z+1)) z41 z+1
2=A(z+\)+B{z-X)\
=lbo‘lganda a =\,z=-\ bo‘lganda B =-\. U holda

1 z+2
1 (z+2)—=3 3 zZ+2 3§

—  Z+2
b) z+1 (z+2)4 1- 1
z+2
1 —_
242 b (z+2) (z+2)2 _'_S(Z+2)_
Derrak,
2 N I +2
=2(z +2)"

Buning birinchisi gatorning bosh gismi bo‘lib, ikkinchsi to‘gri gismidir.
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17-misol. /(z):-ll2 funksiyani 1<l- —A<2 halgada Loran
+z

uiltiiiga yoying.
Yechilishi: Ma’lumki,
1 A B—,\zA(z+i)+B(z—i);
1+z z+i oz —i

z=i; A 1;zz_i sz:---_;

2i 2/

1 1 1 1 1

1422 2i z—i 2i z+i

llunda birinch had z-i ga nisbatan gatorga yoyilgan boigani uchun
ikkinch hadni gatorga yoyamiz:

J__i i | iy, 'z —i
2i z+i 20 (z-i)+2i 4 +z_ [ 47N 2
2/
Kl z/<2
2i
Demak,
1
- -o" ;0< z— <2,
1+z2 2(2-0 +4>’/‘( 0 2i -
18-misol.  /(z)= +2 funksiyani 2<[z-l|<oo halgada

Loran gatoriga yoying.
Yechilishi: Maxrajni ko ‘paytuvchilarga ajratamiz:
22-4z2+3=22-2-3z2+3=2(z-1)-3(z-1)=(z- )= -3):

zZ+2
A +- - —;z2+2=A(z-3)+B(z-\);
(z-)(z-3) (z-1) (z3)

z=1ldaA——, z=3da B=—.
2 2

Demak,
z+2 3 1_?__ 1

z -4z+3 2 z-1 2 z-3
Bunda birinch had z-1 ga nisbatan gatorga yoyilgan bo‘lib,
Ikkinch hadni z-1 ning darajalari orqgali yozamiz.
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5 1 1 5 1
2 2-8 2 (z-1)-2 2 z-1

1.
2 -1

5 1 2 221 TV
+ + + ...

2 2-1 z-1 y -j; vz-uy

<12<|z-l].
Shunga ko'ra
2+2 1 A2

z:-4z2+3 z-1  “"(z-1)"™
Bu gatorning yaginlashish sohasi 2 <jz - 1 < oo.

Mashglar

Quyidagi Loran gatorlarning yaginlashish soxalarini aniglang.

«0.
t1(z +2i)" ts 6" tin"(z-2 +i)
+X(1+/«)(2-2+0"; 68.x J1 + 1 " r;
« AN N
©/_1\n o _« 1 ®

69'2 N +& ;wHr 70.--T+2<-Ir(r-,r;

n=-00
1
73-1(»+2)r '(2-0"
- wo P2 (200
Quyidagi funksiyalarni Loren gatoriga yoying:

€
74. — funksiyani z =0 nugta atrofida.
z
75. — funksiyani z =0 nugta atrofida.

1-cosx
76.----- 2— funksiyani z =0 nuqta atrofida.
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/7. sin"— funksiyani z =0 nuqta atrofida.

z z
K 'e funksiyani z = 0 nugta atrofida.
zZ+3 . .
79. -—---funksiyani 1<z<2 halgada.
7 +3z+2
~ +3
80.— _;E---r funksiyani I<|z|<2 halgada.
z -32+2
funksiyani I<|z +2|<4 halgada.
z22+2z-8
82. funksiyani 1<|z +2|<oo0 halgada.
(z2-4)2
2z2-3 L
3. -, funksiyani 0<|z—2| <1 halgada.
z22-32 +2

2z-3
84. ——7-—-1 funksiyani 2 <|z| <oc halgada.
z -3z+2

85. funksiyani I<|z|<2 halgada.
(z-1)2(z+2)

86. funksiyani I<|z|<2 halgada
(z2+1)(z2-4)
87. zV funksiyani 0<|z|<oo halgada.
2. 2+~ L
88. z sin---—-—--- funksiyani o<|z|<oo halgada.
z

Berilgan funksiyaiarni yo ko‘rsatilgan halgada, yo ko'rsatilgan nugta
atrofida Loran gatoriga yoying.

i .

89. J(*) =-m0-) 2—0 . z—14 »- o0 nuqtalar atrofida.
sin z .

90. /(O = z=0 nugta atrofida.

91- z=0 nugqta atrofida.

92./(,)-Z ., o<|z| < halgada.

93. = 22|. I<|z+2<3 halgada.
z -
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94. /(r) =-Uin2", z=0 nugta atrofida

l-e*’
95. =

z=0 nuqta atrofida
9. /(z) = . +~32§2 ;  0<bl<2 halgada.

gre/(z) =" +DI" - 4); °<W <2 halgada.

98. /(z) =z2sin — 0<\2A<® halgada.
9. yu» = —-— o0<\:—/I<2 halgada.
Z+2
100. /(-) =—— 7 2<|z—4|<-u» halgada.
101. f(z) :-(_2"-_4;)(r-9) 4 <|z|<9 halgada.
102./(z) =z4cos-i; r=o nugta atrofida
103.3(z) = Zroose ; z=0 nugta atrofida (javobini

topolmadim)

Javoblar

t.Yaginlashuvchi 2. Yaginlashuvchi 3. Uzoglashuvchi 4.
Yaginlashuvchi 5. Yaginlashuvchi 6. Uzoglashuvchi 7. Yaginlashuvchi
8. Uzoglashuvchi 9. Yaginlashuvchi  10. Yaginlashuvchi 11
Uzoglashuvchi 12. Yaginlashuvchi
13. a-=>0 14.a >0 15. a-xar ganday xaqiqgiy son. 16. a<0. 17. R=l.
18R=00. 20. R=2. 21. R=e; 22.r=u 23.r"u 24.r=L 25.4=1 26.9=T

27.8=1;, 28.a=a 29. a=1 30.1=I* 3l.g=0; 32.[z-2;|<3; 33.1=]
34.5-.. 35..- 36.9=1 37..-1 38.A=> 39.jT(-)"~p-; R=  40.
=y

@241 I
——— = -+ -
41.2Y— [z 42.+Y A=c0 43,

2+|2n)l” R~ 2 s (o

213+ M =1
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53.1-4£(z-2/5)2'+1;
54.1£[2H-1T'](:-1Y-, B |g>4=; 56.z+I|>1; 5/.|z+1> L 58[z>2

R2Z-AN>-;
fr23

6. ~(a-by™"(z-b)\b*a,\z-b\>\a-b\:

66.5<|z +2i<6; 67.0<|z-2 +/|<I.
68.1<|-|<2; 69.1<|-|<2; 70.0<|z-jI<L; 71.1<|z|<2; 72.1<|z-l|<2; 73.0<|r- 1<y
I «z'™ , 1 1 1 1 z z2 . 1 22 zJ z6
- 4- n\’ W 2 717 V 4 98l 14 6 X
7 S, T SR S TP S APLY 2
‘21223 4125 61227 22 2z 3 478
HF 81. Qatorgayoyilmaydi;
=0 L 4* o 24 A
«4" &. +X Dn 2 ", .\A «1
&%U(Z+2)" ,\_2 m(' (Z' ) ' M-FQ_H r'\s +M}\j;
85.VJJ_rLIi"+'réI!£I; BEL£ H)>+E (-1 -2
it 9 g -2 54+
87.;4 r+—+—1+>«’—“7n ; 88.—Tr+F /'IJ\./IM*ZM—Z’\ 1
6 7r(r+3)

(2a+1)!
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VIl BOB
MAXSUS NUQTALARNING KLASSIFIKATSIYAS1

Kompleks argumentli funksiyalar nazariyasidan ma’lumki, m=
funksiya z0 nuqgtada hosilaga ega bo'lsa, bu nuqgta tog ri nugta deyikuli
Agarshu nugtada analitiklik shartlari bajarilmasa, bu nugta funksiyaninj
maxsus nugqtasi deyiladi. Masalan, 0=—. funksiya uchun z=-i  maxsus

nugtadir, chunki bu nugtada hosila mavjud emas.

7.1-8. FUNKSIYANING NOLLARI

Faraz qilaylik, <=f(z) funksiya biror a nuqtada hosilaga ega
bo'lsin (bu yerda z=x+iy, a*-kompleks son, @=u(x,y)+i<xxy)
kompleks o‘zgaruvchining funksiyadir). Agar o‘sha a son f@funksiya
nolga aylantirsa, ya’ni f(«)=o0 bo‘lsa, a son f<» ning noli deyiladi.
Agar

f(«)=o0, f'(a)=o0, f(or)=o,.., fHa), f(l(ar)*0 (7.1)
bo‘lsa, u holda a son f(2 funksiyaning n- iartibli yoki karrali noli
deyiladi. Agar n=I bo'lsa. a son oddiy nol deyiladi.

Demak, ta’rifga muvofiq a nuqtada analitik bo‘lgan u2 funksiya
uchui a nugta n — karrali nol bo'lishi uchun shu nugtaning biror
atrolkla ushbu

f2)=(z-a»(z) (7.2)
tenglik bajarilib, ~z) funksiya a nuqtada analitik va ¢@a)*o bo'lishi
zarur va yetarlidir. Chunki z=a da ) analitik funksiya bo'lganligi
uchui u shu nugta atrofida (Z=< ga nisbatan darajali qatorga yoyiladi.

Quyidagi funksiyalarning nollarning va ulaming Kkarraliklarini
aniglang.

1- misol. qu—i

Yechilishi: f(i)=i-i =0, « =i, f(2=i, f(i)=i*o.

Demak, z=a=i son funksiyaning oddiy nolidir.

2- misol. f(z2)=2z2+l.

Yechilishi: MaMumki,

f(i) = (£i)2+1=-1+1=0; z,=i,22=—
f(2)=22; #(2i) = 2(20) = 22i%0.

Demak, ikkala ildiz ham oddiy noldir.

3- misol. f@=nz-1
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Yechilishi: f(Z ning o‘ng tomonini nolga tenglab,

Icnglamani yechamiz:

sinz-1=0, sinz=1; z=—+2nn=(41r+1)~,n=0,+1,%2,...
I'Ildi
f'(z) =cosz; f (4n+1)» 4n+1)- @
f'@=-sinz; © (4n+1)- (4n+1)5 =-1%Q;

Demak, (4n+1~, n=i,2.. funksiyaning ikki karrali nol.

3

4-misol. /(z) =———.

—+C0Sz

Yechilishi: Ma'lumki,

3 71
E N TR 6

I(r)=2z>(z), <»(z)=-—-3T-L}------

14— —+..
41 6!

so‘ngra

/(0) =0, p(0)=1*0 Demak, z=0 son funksiyaning uch karrali nolidir.

5- misol. /(z)=24+422

Yechilishi. Ma’lumki,
z4+412=22(z2+4) =0; 22=0; 22+4 =0, r==£2i
I(2)= a23+82 = 42(Z242), (o) =0 i (+2n*0

1'(2)=1222+8; /'(0) =8*0
Demak, z=+2< oddiy nollar, z=0 esa ikki karrali noldir.
6- misol. /(z) =z2sinz
Yechilishi. Ma’lumki,
z2sinz=0, z2=0,z=0, sinz=0,z=?m, n=0,%1,+2,...

| '(z) =2zsinz+z2cosz; /"(z) =2sinz+4zcosz—z2sinz;
/'(0) =0, /'(0)=0; f\nn) =(jrnfcosnn=(-\)'(nnf *0

Tekshirish ko'rsatadiki, / ”(0)*0. Demak, z=0 uch karrali nol bo'lib.

z=nn lar oddiy nollar ekan.
7-misol. /(z) =1+dz
Yechilishi: Qo’yidagi tenglamani yechamiz:

I+cfc=0, chz=—]er+e_3=—1 e2+2e +1=0
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 +1) =0,e-=-1;r= =Inl+ 7+ 2nni- (2n+ a7, n =0,£1,+2,...;
f'(:) =shz, f’(z)=chz.
Tekshirish ko ‘rsatadiki,
I'(2s8+ 1)a7=0, / "[(28 + 1)a7~* 0.
Demak, (2a+ D7 ikki karrali nollardir.
8- misol. /(r) =(r2+n-2)(1+e--).
Yechilishi:
22+ n2=0,z =+q7; 1+e—~=0,er=—4 z=Ln(—2) = 2u + l)/zv;
[ (z)=2z(l +e~")—r2+x2e—; ed>=costtt/sin;r=—I;
['(£a7)=0 I'[(2n+Dar/]* 0. /"(x?r/)*0.
Demak , +xi ikki karrali nollar bolib, (2n+\)m oddiy nollardir.
9- misol./(z) =2(cfc-1)-z2 funksiya uchun z=0 necha Kkarrali nol
bo‘ladi?
Yechilishi: /(z) dan hosilalar olaylik:
f'(z) =2shz-2z; f’(z) =2chz-2; f m(z) =2shz; f'v(z)=2chz
bulardan
/(0) =0, /'(z)=0, /”(0)=0, /"(0)=0, /"'(0)=2*0
Demak, z=0 to‘rt karrali noldir.
10- misol. /(z) =z2(e*2-1) funksiya uchun z=0 necha karrali nol
bo'ladi?
Yechilishi: /(z) =z2(er -1) dan ketma-ket hosilalar olamiz ;

f'(z) =22(ez -1) +zV -2z =er (222+22)-27;
f(z) =e- (424+102+2)- 2, " (z) =e=2(8z5+3628+24z);
['" (2) =2zr (8z5+362z8+ 24z) +ez (40z) +108z2+ 24),

Bulardan /(0) =0,/'(0)=0,/'(0) =0,/(0)=0,/""(0) =24*0 demak,z=0
nugta berilgan funksiyaning to‘rt karrali noli ekan.

11- misol. /(z) =ilb.
Yechilishi: ----- —0 sinz=0,z=nn, n=%1,+2,...

ZCOSZ sinz

1(-) = jmn- / ’(n'n):%l)_%*o.

Demak z=nn berilgan funk5|yan|ng oddiy nollaridir.
146



Mashglar
Quyidagi funksiyalarning nollari hamda ularning karraliklarini
imiglang.
1./(r) =l+cosz; 2./(z) =1-ez;3./(z) =—4 -; 4./(z2) =(z2+D)3shz
Z-S1nz X

V [(2)=(z+OT")jfe; 6. /(z)="-~; 7./(z)=-— -, 8./(z) =cosz .

s22).

1./(z)=@€"-/)In(1-2).
z—sfc

*jo./ =.
l+2—62° /()

7.2-§ AJRATILGAN MAXSUS NUQTA

Agar /(z) funksiya « nuqtada analitik bo‘lmay, uning biror
0 <\z—a\<s atrofida analitik boisa, u holda a nuqta /(z) funksiyaning

ajralgan maxsus nuqtasi deyiladi. Masalan, /(z) =Z— uchun z=0
ajralgan maxsus nugtadir, chunki bu nugtadan boshga barcha nuqgtalarda

/(z) hosilaga ega; ~(z)="j ning ajralgan maxsus nuqtasi z=1 dir;

funksiyaning ajralgan maxsus nuqtasi z =+i dir;

Berilgan /(z) funksiyaning boshga xil maxsus nugtalari ham

bo‘lishi mumkin, lekin ajralgan maxsus nuqtalar funksiya hagida asosiy
informatsiyani beradi.

Ajralgan maxsus nugtalar uch xil bo'ladi.

1 Agar /(z) funksiyaning maxsus nugqtasida

lim/(z) =" (7-3)
mavjud bo‘lib, A anig chekli son bo‘lsa. u holda a nugta /(z)
funksiyaning chetlashtiriladigan (yoki tuzatiladigan) maxsus nugqtasi
deyiladi.

2.Agar /(z) funksiyaning maxsus nugtasida

lim/(z) =°0 (7-4)
bo‘lsa, u holda a son /(z) funksiyaning qutb nuqtasi deyiladi.

3. Agar a nuqgtada /(z) funksiyaning limiti mavjud bo‘lmasa,
(ya’ni /(z) funksiyaning a nugtadagi limiti r ning a ga ganday qilib
yaginlashishiga bog‘lig bo‘lsa), u holda a muhim maxsus nuqta
deyiladi.
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7.3-§. CHETLANTIRILADIGAN MAXSUS NUQTALAR

Biz bu paragrifda chetlantiriladigan (tuzatiladigan) nuqgtalarga doir
misollar bilan tanishamiz. Yuqoridagi ta’riflarga binoan ajralgan maxsus
nuqtaning gaysi turga Kirishini aniglash uchun /(z) funksiyaning o'sha
nugtadagi limitini izlash talab gilinadi. Ba'zan bu ish maxsus nugtaning
harakterini aniglash deyiladi.

1-misol. /(z) =L_££5£.

Yechilishi: Bu funksiya uchun z=0 ajralgan maxsus nugtadir. Endi
/(z) dan limit olib, o‘sha nugtaning harakterini aniglaymiz. Ma’lumki,

cosz =1 . l_z ______ z_ K 1—cosz 1 ; z z
204 6 20 41 6 8
T 4 6
lim/(z) =lim| ———+-— —+... |=—
wooo2*20 4 6 8l j 2

Demak, A~~1 chekli son boigani uchun z=0 nuqta berilgan /(z)

funksiyaning chetlantiriladigan nuqgtasi ekan. z=0 ning maxsus nuqgta
deyilishiga sabab, formal ravishda /(z) funksiyaning argumentiga 0
go'yilsa, ushbu

/{0)=I1~s0 0O

Anigmas ifoda hosil bo‘ladi. Agar

1—osz
z"O

/100 -
—,Z:O
2

deb gabul qgilsak, /(z) funksiya endi z=0 nuqtada ham analitik boladi,
ya’ni 0nuqtadagi maxsuslik chetlantiriladi.

2-misol. f(z) =- —

Yechilishi: Ko‘rinib turibdiki, z=0 nuqtada funksiya aniglanmagan,
chunki z ning o‘miga formal ravishda O qo‘yilsa, qo‘yidagi
/(0)= EOe_'J =? anigmas ifoda hosil bo‘ladi. Endi shu nugtadagi limitni
izlaymiz;

=1+ o h o booeee Feeeen K., f(z) =-—-=1l+—=+—+ limf(z) =4=1
! W z 2! 3l V
Demak, z=0 chetlantiriladigan nugta bo‘lib,
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deb gabul gilamiz.

In(l +23)
J-misol./(r)=—H

Yechilishi: Ravshanki, z=0 maxsus nugtadir. Ma’lumki,

A2 2 3 2
In(l +z3 4 -7 -D L
/(*)u r 7+'3_ '4_K IIm—O.

4-misol./ (z) = sin-
z

Yechilishi: z=0 ajralgan maxsus nuqtadir. Shu sababli,

l—cos2z_ 1, ¢ (22)\22)4 (22) | N
f(z)= 22 22 21 41 61
bl T , N
41 6! 8l v

Demak, z=0 chetlantiriladigan maxsus nugta bo‘lib,

/(0)=J=0
deb gabul gilinadi.
5-miso|./(z):z—2'I
Yechilishi: Bundan ko‘rinadiki, z =1 chetlantiriladigan maxsus

nuqta bo‘lib, /(1) =L=2 deb gabul gilamiz.
Mashqlar

Quyidagi funksiyalar chetlantiriladigan maxsus nuqtalarga ega
ekanligini ko‘rsating.

13.b22i; i4.£zi; 15.-5-; 16.

1 1
z2+1 tgz €0S2z
*HlI

\l.ctgz--; .y 19,
z e~-\" SInz z41
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7.4-§. QUTBLAR
Agar ajralgan maxsus a nugta qutb bo‘lsa, (7.4) tenglikning
bajarilishi lozim ekanligini ta’rifdan ko‘rgan edik. Endi qutbdga ega
bo‘lgan ba’zi funktsiyalar bilan tanishib o'tamiz. o ‘z o‘zidan ma’lumki,
a nugta /(z) funktsiyaning qutb nugtasi bo‘lsa, u holda a nuqgta

A(r) =—— funktsiyaning noli boiadi. Agar a son < ning n Kkarrali
J\z)
noli bo‘lsa, u /(z) ning n Karrali qutbi deyiladi.
Berilgan a nuqta /(z) funktsiyaning n karrali noli bo‘lishi uchun

/(z) ni quyidagicha yozish mumkin bo‘lishi zarur va yetarli:

_ ®)
(D= ) (7.5)
Buyerda <p(z) funktsiya a nuqtada analitik va <p(a)*O0.
Quyidagi funktsiyalarning qutblarini aniglang.
1-misol. /(z) = ——
Z-sinz
Yechilishi: z=0 ning ifodasidan ko‘rinadiki, z=0 nuqgtada qutbdir.
z=0 ning necha karrali ekanligini tekshiraylik:
foo 5 7 \j_ S8 5
517 ) 3 5l
Bundan uch marta hosila olib, z=0 nuqtada tekshirsak, ko ‘ramizki,
®e@=0, ((°)=o, (ff(0)=0, (m{o)"0.
Demak, z=0 <p(z) ninguch karrali noli, ya’ni /(z) ning uch Kkarrali
qutbidir.

<Kz)= z—sinz =z-

2-misol. /(-) =-----m-m-m--- r
cosz-1+—

Yechilishi: Bu misolda z=0 nuqta (7.4) ni ganoatlantiradi, shu
sababli u qutbdir, Endi uning necha karrali ekanligini tekshiraylik:
f z2 24 - 22 24 z 6 28 zAlO

cosz—h— =
2 21 41 61 2 4 -6 10!

Bundan (7.5) ga binoan

n--)-# -
4 61+ 10! 4 Gl+"
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)= - . <p(0) = 41%0.

4 61+
Demak, z=0 nuqta n=4 karrali qutb ekan.
3-misol. f(z) =——.
' z- shz
Yechilishi: /(.) ning qutbini izlash uchun maxrajining nollarini

izlaymiz:

1 :-shz =0; r-sh:=0; sh:=°22%.
1(-) sh:
ma’lumki,
~7= lHz7+—+—+ -7 + —yf 23 25 7
ez-emz= Mrzdorgtelll-zry g [ 3 5 ]
r- ste=z ---I-{e'z—e ) = —fﬁ- l—zé- 1__?1
! 8 5 Al

Bundan ko‘rinadiki, z=0 nuqta w ning uch Karrali noli, /(z) ning esa
uch karrali qutbdir.

4-misol. /(z) = i
1—sinz

Yechilishi: w(s)~ Lo isinr =0; sinz=|
/CO
c=2an+ 2 =(4n+\)~, n=0,x1%2...
Bu nugta necha karrali nol ekanligini tekshirish uchun ys(z) dan ketma-
ket hosilalar olamiz:
y/(r) =cosz; ~"(z)=sinz; i/I'""4n+1)" =0;

(etOt  (det])f =170

Demak, z=2ar+" =(4/j+1)» lar v{~) uchun ikki karrali nol, /(-)
uchun esa ikki karrali qutblardir.

5-misol. /(z) = *
4+ 2z23+122

Yechilishi: /(z) =— ! .
24+ 223+ 22 72(z+1)2

Demak,z=0, z=-I nuqgtalar ikki karrali qutblardir.
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. zZ -32+2
6-misol. /(-) =22_22+|

Yechilishi: Surat va maxrajini ko‘paytiruvchilarga ajratamiz:
"2_3-+2=(z-1)(r-2), z2-2z+1=(z-1)2; I (z2)=" ; z=1z=2

Demak, z =1 oddiy qutb, z=2 esaoddiynol.
7-misol. /(z) =%
z-ve

® )= zve 0 z+e=0, z=-e; ill(z)=e, if/(-e)=€"'=1*0
Demak, z--e oddiy qutb ekan.
_z2-|
zb+2z3+ 24 _
Yechilishi:  Surat va maxrajni  ko‘paytuvchilarga ajratib,
gisqartirsak,

8-misol. f (z) =

IM =— z=1,z=0,z=-1
W z4(z+])
Demak, z=0 to‘rt karrali qutb, z=-1 oddiy qutb, z=1 esa oddiy noldir.
Mashqlar

Quyidagi funktsiyalarning qutblarini toping.
205, 21.——r; 22.-"—: 23—
z (z+) e2+1 (e'-1)-

sinz I 1

;21 3, 28.1-|+_£21, 29.i4l__&-2, 30'ez-| S

7.5-8. MUHIM MAXSUS NUQTALAR

Ta’rifdan ma’lumki, agar biror a nuqtada /(z) funktsiya hech
ganday limitga ega boMmasa, ya’ni chekli ham, cheksiz ham limiti
mavjud bolmasa, u holda z=a nuqgta /(z) ning muhim maxsus nugqtasi
deyilar edi. 0 ‘sha nuqgtani aniglash uchun o‘zgaruvchi z=x+iy ni ikki
turli yo‘l bilan a ga intiltirib, /(z) ning limit sonlarini aniglash lozim.
Agar bu limit sonlar har xil bo‘lsa, u holda a muhim maxsus nugta
bo‘ladi.

Biz ikkitagina misol bilan chegaralanamiz, muhim maxsus nugtani
boshga osonroq yo‘l bilan aniglash mumkin.

1

24.ctg—; 25.,07z; 26.

1-misol. y (z) =e:
Yechilishi: /(z) ning maxsus nuqtasi z=0 ekanligi ayon. Endi biz z
ni 0 ga ikki xil yo‘l bilan yaqginlashtiramiz:
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a) r=x->0 bo‘lsin, u holda
f(z) =f(x) =e* —-H»,
b) z =iy-> 0 boisin, u holda
1
f(z) =f(iy) =er ->0
Shunday qilib, ikki xil limit(+oowO) hosil boidi. Demak, z=0 muhim

maxsus nugtadir.
[

2-misol. /(z) =er

Yechilishi: Bu holda ham z=0 maxsus nugta boiib, z ni ikki hil
yoi bilan 0gayaqginlashtiramiz:

a) x>0, z=x-/0 boisin, uholda

f(z)=f(x) =ex-»+o00;

b) x<0, z=Jt-/0 boisin, u holda

f(z)=f(x)=ez ->0
Demak, z=0 muhim maxsus nuqtadir.
7.6-8. MAXSUS NUQTALAR VA LORAN QATORI
Oldingi boblardan ushbu

Nec,(z-a)" (7.6)

umumlashgan Loran gatori ma’lum boiib, bu gator to‘g‘ri va bosh
gismlardan iborat edi. Ajralgan maxsus nugtaning qaysi tipga Kirishini
Loran qatori yordami bilan aniglash osonrog. Kompleks argumentli
funktsiyalar nazariyasidan quyidagi teoremalar maium.

1-teorema. [(z) funksiyaning ajralgan maxsus a nugtasi
chetlasntiriladigan maxsus nuqta bo ‘lishi uchun Loran qgatori bosh
gismiga ega bo ‘Imasligi zarur vayetarlidir:

/[(z)=cO+c,(z-a)+C2(z- ay2+...+<,(z- a)y" +...= £ (z- 2y (7.7).
«0

2-teorema. /(z) funktsiyaning ajralgan maxsus a nuqtaga ega

bo1ishi uchun Loran gatoridagi bosh qismning hadlari soni chekli
bo flishi zarur vayetarlidir:

/(Z):.(Z-,q) (z-a)~ Ez-a) (z-a)
bunda ¢ k#0 va « -chekli natural son.

+X o»(z-a) (7-8),
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3-teorema. f(z) funktsiyaning ajralgan maxsus a nuqtagasi muhim

maxsus nuqta bo flishi uchun Loran gatorining bosh qgismi cheksiz ko 'p
hadlarga ega bo flishi zarur vayetarldir:

w=0 (7-9)-
Mana shu teoremalarga asoslanib, bir necha misollar ko'ramiz.
1-misol. /(r) =~Li funktsiya uchun z=0 maxsus nuqgta.

Yechilishi: Buni Loran gatoriga yoysak,

/(z)=-sinz=- Z-—+- =1 -+
31 51 7 3t 5 7

hosil bo'lib, uning bosh gismi yo‘q. Demak, birinchi teoremaga muvofiq,

z =0 chetlantiriladigan nugta ekanva /(0) =~ =1

2-misol. /(z) =— funktsiya uchun z=0 maxsus nuqta.

Yechilishi: Buni Loran gatoriga yoysak,
shz 1 +. =1+ —+—+—+
f(z) Z+-3! 5!- A ? ; 7—|
hosil bo‘lib, bosh gismi yo‘q. Demak, z=0 chetlantiriladigan nuqgta
bo‘lib, z(0)=I1 ni gabul qilsak, bu funktsiya z=0 da ham analitik

bo‘ladi.

3- misol. /(z) =cos- +sin*2~;rzj funktsiya uchun z=0 maxsus
nugtadir. Buning o ‘ng tomonini ixchamlaymiz:
/(z) =cos—+ sinfE AN cos Ly 1sinleosn—eosismI{1= cosd--cos-L1
1 z k z 2 z  2jl z z

Aniq son kelib chiqdi, demak, z=0 chetlantirilgan maxsus nuqtadir.

4- misol. f{z) =zsh- funktsiya uchun z=0 maxsus nugta.
Yechilishi: Oldingi 2-misolga ko‘ra
i 1 1
h—=12\ - = — j— ~
BIER T s T TN ER et

Bu esa Loran gatorining to‘la bosh gismidan iborat boMgani uchun z=0
muhim maxsus nuqtadlir.

5-misol. f(z)=e-+ funktsiya uchun z=-2 maxsus nuqta.
Yechilishi: /(z) ni Loran gatoriga yoyamiz. Ma’lumki,
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z+2 2Y(z+2) nl(z +2)"
IUi esa bosh gism bo‘lgani uchun z=a=-2 son berilgan funktsiyaning
muhim maxsus nugtasidir.
6-misol. f(z) =et* funktsiyaning maxsus nuqtasi z=1 .
Yechilishi: Ma’lumki,
* z (*-m)+m. 1
l—= z z— z—1
Shunga muvofig.

I(s)= ==+, !
z— 2z—  31(z-H3 4l(z—)

Bu esa Loran gatorining to‘la bosh gismidan iborat bo‘lgani uchun z=-1
muhim maxsus nuqtadir.

7-misol. /(z) =sin— funktsiyaning maxsus nuqtasi z = 1.

Yechilishi: /(z) ni gatorga yoysak,

sin- -+
1---  1--- 31(1--)2 51(I-2)5 7!(I-2)?
bosh gismdan iborat bo‘lib, z =1 muhim maxsus nuqta ekan.
Mashqlar

Quyidagi funktsiyalarning muhim maxsus nugtalarini toping:
3L 220052—; 32. e , 33 sinz—; 34.

cos--g--; 35. sr'n---g--r; 36. z2sin-"— 37.
1+z 1+z z+1
1 1 71z x
smez; 38. —rcos” ;39 e
41 1+2
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7.7-8 . CHEKSIZ UZOQLASHGAN NUQTA

Ta’rifdan ma’lumki, markaz nol nugtaga joylashgan har ganday
katta R radiusli doira tashqgarisi cheksiz uzoglashgan z=00 nugtaning
atrofi deyiladi (7.1-rasm, bu yerda aylana manfiy yo‘nalishda olinadi).

Ba’zan berilgan /(z) funksiya cheksiz uzoglashgan nuqta atrofida
bir giymatki va analitik bo'lib, z=m nugtaning o‘zi ajralgan maxsus
nugta bo‘lib goladi. Bu nugta ham z -a ® o ajralgan maxsus nuqtaga
o‘xshash uch tipga ajratiladi: cheklantiriladigan (tuzatiladigan), qutb,
muhim maxsus nuqtalar.

Bundan oldingi paragrafda biz 2=a® oo ajralgan maxsus nugtaning
gaysi tipga kirishini Loran qatori vositasida aniglashni ko‘rgan edik.
Endi cheksiz uzoglashgan z =°ojiugtaning ham gaysi tipga Kirishi o‘sha
Loran gatori yordamida topish mumkin ekanligini ko‘raylik. Buning
uchun biz dastlab (7.9) dan z=a=0 deb faraz etib, quyidagi Loran
gatorini yozib olamiz:

f(z)=X cz"=X 62"+ X c¢"=(co+c\vz +V 2+ —+c, 7'+ ..)+

(7.10)

Bu esa /(z) funksiyaning z=0 atrofidagi Loran gatoridir. Endi z =—

i i = im-=lim"= ni z= A=
deb belgilab olamiz, u holda #=-;  lim 1I_Il;Xq 00, ya’ni z=0ga "=

mos keladi. Agar

deb belgilab olsak, (7.10) dan £=«nuqgta atrofida Loran gatoriga ega
bo'lamiz:

(7.11)

Ma’lumki, z=0 ajralgan maxsus nuqtaning gaysi tipga kirishini biz

(7.10) dan aniglab olar edik. Endi ajralgan maxsus z=oo cheksiz

uzoglashgan nugtaning qaysi tipiga Kkirishini esa (7.11) qatordan

aniglanadi. Lekin z bilan g bir-biriga teskari boMgani uchun <g=a0

nugtaga tegishli (7.11) Loran qatorining bosh va to‘gri gismlarining
rollari almashadi, ya’ni
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a) gatorning to“g ‘ri gismi:
L RO R S
co + Tb A - b- - 55 '
b) gatorning bosh gismi:

c-N+c_N2+m+-GN" +-=

n=I

Odatda misol yechishni yengillashtirish magsadida g o°‘rniga r
ishlatiladi. U holda z = nuqgta atrofida /(z) funksiyani Loran gatoriga
yoysak, yana (7.10) gator yozilib, uning mazmuni o ‘zgaradi, ya’ni

c, c,
f(z)=(CO+Piz +c22 +-+ ¢,z +..)+
(7.12)

Buning birinchisi z=00 nugqta atrofidagi Loran gatorining bosh gismi
bo‘lib, ikkinchisi to‘g‘ri gismidir. Shunday qilib, quyidagi goidaga ega
boldik:

1 (7.12) Loran gatori bosh gismga ega bo‘lmasa, u holda z=x
chetlantiriladigan (tuzatiladigan) nugta bo‘ladi.

2. Bosh gismdagi hadlar soni chekli bo‘lsa, u holda z =°o0 qutb
bo“ladi.

3. Bosh gism toia boisa, ya’ni cheksiz ko‘phadlarga ega

bo‘lsa, u holda z =00 muhim maxsus nuqta bo‘ladi.

1-misol. f(z) =— 7
v’ 5+z2
Yechilishi: Bu funksiyani z=0m nugta atrofida Loran gatoriga

yoyish oson:

Bu qgator fagat to‘g‘ri gismdangina iborat bo'iganligi sababli z=x
chetlantiriladigan maxsus nugtadir. Bu gatordan ko‘rinadiki, |{—0 da
/ (?)—>1, shu sababli /(°0) = | gabul qgilinsa, /(z) z=o00 da ham analitik
bo‘ladi.

2-misol. /(z) =e=+z2- 4

Yechilishi: Ma’lumki,

1
[(z)=2z2-4 +1+- +
z

1 1
— o+ + ...
21z 31z] n\z"
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Buning bosh gismi ikkitagina (z2- 4) haddan iborat bo'lib, 2-darajali
bo‘lgani sababli z =°0 nuqgta ikki karrali qutbdir.

3-misol. f(z) =e*

Vechilishi: Ma’lumki,

'=1-7 +:
21 31 4]

bu gator fagat bosh gismdan iborat bo‘lgani sababli z =°0 nugta muhim
maxsus nugtadir.

4-misol. f(z) =e'~z

Vechilishi: /(z) ni Loran gatoriga yoysak, u

f(z) =elz=1+——4-—l yhe T

boooool  y 4
1-2 21--y  7I(1-2) n!(1-r)"
to‘gri gismdan iborat bo'lgani sababli z=o chetlantiriladigan maxsus
nugta bo‘lib, /(00)=1 deb gabul gilinsa, /(2) funksiya z =00 da ham
analitik bo“ladi.
Javoblar

i 2=(2u-1)n(«=0,£1,%2...) ikki karrali nollardir; 2.
z=2mi, («=01,#2..) oddiy nollardir; 3. z=0 besh karrali noldir; 4.
z=4i lar uch Kkarrali nollardir: r=pa/(r=0£1,%+2...) lar esa oddiy
nollardir; 5. z=m ikki karrali nol bo'lib, z=Mn(«=0,%l,£2...) lar oddiy
nollardir; 6. z=0 oddiy nol, z=mti(n =0,2l,+2...) lar esa ikki karrali

nollardir; 7. z=(4n4-)— (3=0£1+2.) ikki Karrali nollardir; 8.

z=N@EI+1)~ z=J@2n+1) 1A (a=0,£1,#2...) oddiy. 9. z=0 oddiy
nol; 10. z=0 uch karrali nol; 11. z=0 ikki karrali nol; 12. z=0 uch
karrali nol; 13. z=0; 14. z=o0; 15 z=0;

z=0; 19. z=—4; 20. z=0; 21. z==i; 22. z—m\ 23. z=0; 24. r=c

= 26. z=0; 27. z=0 va z==%l; 28. 7=~
2 72

Z:U‘ES; 29. z=4r; 30. z=2rmi (M=0,£1,+2..); 31. z=0; 32. : -'2—;

zZ=t—

3

33. z=0; 34. r=-1; 35. z=-/; 36. r=-1; 37.z=0; 38. z=-1; 39.

Z=z*1;%

E;tg .....
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VIillI BOB
CHEGIRMALAR
81 -8 CHEGIRMALARNI HISOBLASH

Ta'rif: j\z) funksiyaning a ajralgan maxsus nuqtadagi chegirmasi
(goldig“i) deb quyidagi ifodaga aytiladi:
resf(a)z-I’;T—l*lf(E)dE (8.1)

Bu erda y —a nugtani o‘z ichiga olgan ixtiyoriy berk kontur.
Har ganday a (0”co) ajralgan maxsus nuqta uchun quydagi tenglik
o'rinli
resf{fay=c_x " (8.2)
C_,-a nuqgta atrofidagi Loran qatorining koeffisienti.
Agar a=® bo‘lsa,
resf(a)=-C_, (8.3)
« - ajralgan maxsus nugta bo‘Isin (a* &>
1 Agar a qutulib boMadigan maxsus nugta bo‘lsa
resf (a)=0
2. Agar a n- tartibli qutb boisa, u holda chegirma quyidagicha
hisoblanadi:

resf(a)-bmafn i)id\z a) /(*) J (8.4)

Xususan, 1-tartibli qutb uchun
resf(a) = lim{(r- a)/(r) } (8.5)

3 Agar a muhim maxsus nuqgta bo‘lsa, chegirma yoki (8.1) ta’rif,
yoki (8.2) formula bo‘yicha hisolanadi.

4. Cheksiz uzoglashgan ajralgan maxsus nugta uchun chegirma
yoki Loran qatori ( 8.3 ) yoki ta’rif (8.1 ) yordamida topiladi.

I-misol. Barcha ajratilgan maxsus nuqtalarga nisbatan
chegirmalarni toping.

Vechilishi. ~-7  funksiya uchun, maxraj nolga aylanadigan

nugtalarz=+/ ajralgan maxsus nuqtalar hisoblanadi:
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Bular 1-tartibli qutblardir. Chegirmani (8.5) formula bo‘yicha
topamiz:

resf(i)zﬂ{ (Z_l)(z-/)(z+ 0 2

res/(—/—)zy_g}_@(zﬂfln
z=00 nugta regulyar oddiy nugta hisoblanadi. chunki
limf(z) =1
2-misol. Barcha ajralgan maxsus nuqtalarga nisbatan chegirmalarni
toping.

[(~=-1(-2+9)
Yechilishi. Berilgan funksiya uchun quydagilar ajralgan maxsus
nuqtalar hisoblanadi:
z=0 - 2-tartibli qutb,
z==+3/ - 1-tartibli qutb,
z=w - muhim maxsus nugta.
Chegirmalarni topaylik: z =0 nuqtada

- lim— — ¥
ES;(O) !'flgdz{22 TzzT)}_g
=3/ nuqtalarda chegirmalar quyidagilarga teng:

res/( 3/) = lim —3
(31 (e 22 (z2+9) j 2-3

s/(—=8/)= lim ((z +3/) 23 4
2=m nuqtadagi chegirmani Loran gatori yordamida topamiz. Buning

uchun z=i almashtirish bajaramiz.

IO 220y (14912 =p(E)
va >#) ni £=0 atrofida yoyamiz.
A=< T — wZ(-0°(9)"
Bu yerda biz eksponentaning yoyilmasidan foydalandik, L ni esa

+9£2
geometrik progressiya yig‘indisi deb oldik.

161



« L1y nx
P(<f)=ZU ¥
z o‘zgaruvchiga qaytib , r=® atrofida /(z) funksiyaning Loran
yoyilmasini hosil gilamiz.
1(*)= %Ngn\l —
Chegirma C, koeffitsientga teng, bu esa o0‘z navbatida z~' ning
oldidagi koeffitsientdir. Darajaning tartibi minus (-1) teng bo’lishi
uchun, nva « lar quyidagi shartni ganoatlantirishi kerak
n—2k—A——1.

Bu yerdan
(-0*-32
C=d " n
Ixtiyoriy o‘zgaruvchi x ni tanlab olib, u ni esa « orgali ifodaiab
quyidagini hosil gilamiz:
(-Q1-3
h (2%+3)
Buyig‘indini hisoblash uchun « = m - 1almashtirish bajaramiz.
SDe3zn2 1 A(-1) 32
C-"ZL1omly  33+( (2m+1)!
Agarolingan summani sin3 bilan solishtirsak:
-1)”.32°4
B=Z  pmag

C_, osonlikcha topiladi:
C-=-jr|~ns3-3 |.
Shunday qilib, 2=® bo'lganda:
resf(x)=—€_="{s/n3—3 }.

Buni tekshirish uchun hamma chegirmalarning yig'indisini 0 ga teng
ekanEigidan foydalanamiz:

resf(®) + resf(3i) + resf(—3i) + res/(m») = i -H--— — (e~3 —3)H——sin3— =0
9 2-33-1 27 9

3-misol. /(2

funksiyaning ajralgan maxsus nuqtalardagi

sin z
chegirmalarini toping.
Vechilishi. :k=kn, T=0,%1,%2,..nugtalar  ajralgan  maxsus
nugtalardir. Bu nugtalar birinchi tartibli qutblardir. . =@ nuqta zt =«n
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maxsus nuqtalarning quyulish nugtasidir, shuning uchun, ajralgan
maxsus nugta emas. @ ning zt dagi chegirmasi quyidagiga teng:
res/(r,)= Iimj(z—;,)l;lﬁz}: Iimj(z—for)—s-m/'\lz_I?(?r—)jI.
Biz sinz=(-1)*sin(z- K ifodadan foydalandik. z->0, 5'£=i ajoyib
limitni qo‘llab quyidagini olamiz: resf(kn) =(-1)*.
Mashqiar

Quyidagi funksiyalarning maxsus nugtalardagi chegirmalarini
toping.

- _ N . - _Il = _/\ . - = * .
I./W = z7+zT ; 2-1(-") z€>£+1) 0 3-f(z) =ctg*z ;
’ 5/(n= % 6.(2)=23-e2 ;
4-/00 = ; A(z)= ) . = - )
(Z+1) -(2_2) z3---22
2
7./(z)= (n>0,butun)', 8 .f(z) =thz.

8.2-8. CHEGIRMALAR TEOREMASINING ANIQ
INTEGRALLARN1 HISOBLASHGA TATBIQI

Integrallarni chegirmalar nazariyasi yordamida hisoblash Koshining
ushbu teoremasiga asoslangan: agar /u» funksiya G sohaning ichida
chekli sondagi maxsus nugtalardan boshga hamma nugtalarda analitik va
¢ sohaning chegarasi ¢ da uzluksiz bo‘lsa, unda:

if(:)d: =22/37resf(:1). (8.6)

Bu erda zt lar /(z) ning maxsus nuqtalari rtec. Bu paragrafning
hamma misollarida integralni hisoblash talab etiladi.

1-misol; j =— fsin-dz.

2x1\fr

Yechilishi: Integral ostidagi funksiya z =0 nuqtada muhim maxsus

nuqtaga ega. Bu nugta konturning ichida yotadi, shuning uchun:
./ =resf(0) .

Chegirmani z =0 atrofida Loran gatoriga yoyilmasidan topamiz:
1

nE2*+1 za4

sin (8.7)
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(8.7) dan C, =1 ekanligi ko‘rinadi. Shuning uchun:
resf{0)=Cc, =1=1

, 2
2-misol. y=— fz"e‘dz.
liri Im.
Vechilishi: Integral ostidagi funksiya 2 xil maxsus nugtaga ega:
i =0-muhim maxsus nuqta, r=«esa a-tartibli qutbdir. Integrallash

konturining ichida fagat z=0 maxsus nugta yotadi, shuning uchun:
I = re.lf(0) .

Chegirmani z=0 atrofida Loran gatoriga yoyilmasidan topamiz :

_.. o 12y o gkyp—u
I(z) =2 P = (8.8)
kEoRivz7 iz K
2
(8.8)dan: C_,= bundan :
(a+ !
1=resf(0)=C,, = z*
(!
7
i n buyerda a -butun son.

3-misol. ,/=|exs?cos(«#>-5 i
0
Vechilishi: Integral ostidagi funksiyani Eyler formulasi yordamida
boshija ko'rinishda yozib olamiz: _
cos (n<p—sirup) ecos<” = >H/sin™) - cose?

e, almashtirishdan keyin integral quyidagi kcfrinishga keladi:
dz _

N
I

j =-ffernm4e-nr ’}drp=—f Ze:i+z e~
2)L 2/ z
=— fz"~'ezdz + == f z"\" ezt (8.9)
L'\JA# Z él
«>6 bo'lgan holni ko'raylik: (8.9) dagi birinchi integral quyidagiga
teng: _
J e"~le£jz = 2ni resf(0) = _2ni
iT

M
z - 0 muhim maxsus nuqgta va chegirma quyidagiga teng (12-misolga

garang)

res/(0) =C,, =

(8.9) dagi ikkinchi integral esa quyidagichadir :
J :He:ck =Iniresf(0) = 2ni
]4__; ~n\
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Huyerda .-o (.. - tartiibli qutb. Chegirmani . =o atrofida Loran

yoyilmasi yordamida topish qulay :
oc o k-n-1
_ T-(«H) Vv I’7K _ "
ot Tho 7T
Natijada:
1. (1 T4 2n
297 — + —
2/ (- «1) n\

Endi n<o bo‘lgan holni ko‘raylik. (8.9) dagi 1- va 2 - integrallar
nolga teng. l-integral ostidagi funksiyaning z=o0 dagi chegirmasi nolga
teng. 2-integral ostidagi funksiya esa z=0 da analitik, shuning uchun
integralning giymati nolga teng.

4-misol. J =f— —n- natural son.

Y echilishi: Integral ostidagi funksiyaning juftligidan :

dx
J=If-.
IQ’J(h +x2)"
Bu integralni hisoblash uchun kompleks tekisligida ushbu integralni
ko‘ramiz:

(I+zx
Kontur 8.1-rasmda chizilgan. Kontur ichida n - tartibli z=i qutb
maxsus nugta bor. Bu nugtadagi chegirmani topamiz:

_ d" 1
resf(i) = lim
(n —21)rdz" (z-i)"(z +i)a
im 1 (-1)"“sa(s+ 1§)>..i.(2«-2) in(n +1)...(2n-2)
(«-1)! (z+0 ' wmd
Endi integralni ¢ konturning gismlari bo‘yicha yoyib yozamiz:
dz r dx t dz
E(i+22r )JIO+*2)" 4,(]+z )n
Koshi teoremasini qo‘llab buni olamiz:
d . - ...(2w-2
e  =3nm resf(/)=2n nn = 1D)-..( ) (8.10)
Ja+z2)" (u-1)122m :
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>0 CR yarim aylana bo‘yicha integral nolga intiladi, ya’ni
integral ostidagi funksiya " ga nisbatan tezroq kamayadi. Shuning

uchin R da

ro* =1
1d+z2v i Q+m2)"
(8.10) ni go‘llab quyidagini olamiz:
dx jt (Z/I—Z)
YTl 2227 (-2
5 - niisol Integralning bosh giymatini toping :
COS tx M
1+xJ
Yechilishi: Integralning bosh giymati quyidagicha aniglanadi:
V.p.d= '{-f-i% &"ﬁ.\(‘/lx+ (5 10:17 dx
Integralning bosh giymatini chegirmalar nazariyasi yordamida
topamiz. Keyinchalik Jordano lemmasidan foydalanishga yordam
beradigan qo‘shimcha almashtirish gilamiz:
|pJ—ReI|m\ fi:lﬁ_— _LI—+7\r3dx} (8.11)
z  kompleks tekisligida bu mtegralnl ko‘raylik:
f- Tz
[1+*3
¢ kontur 8.2-rasmda ko‘rsatilgan :
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8.2-rasm.
Awval + > 0 holni ko‘rib chigamiz. Jordano lemmasidan foydalanish

uchun kontur yugori yarim tekislikda olinadi.
Integral ostidagi funksiyaning 3 ta maxsus nuqtasi bor

n+2n

- 3~T~ - J*

Kontur ichida fagatgina z\ yotadi, shuning uchun:

\1+Z-dz=2niresf(z,):—nie e<)K
Endi integralni gismlarga ajratib yozib olaylik :
\-f7dz= fopojxs ty o f dx (8.12)

O'ng tomondagi birinchi ikki had bizga r = . —>0 kerakli bosh
giymatni beradi. @R bo‘yicha integral Jardano lemmasi bo‘yicha R »
nolga intiladi. Demak, fagatgina 3-integralni hisoblash goladi:

‘ L [ h<jjggvrfp e e dip
.I*:an()JfT;'Z:dZ :L',ynSJfT_Hee*) “ lim; B A5

Integral ostidagi funksiyaning tekis yaginlashuvchi ekanligidan
limitni integral ostiga Kkiritishimiz mumkin. Shunday gilib quyidagini
olamiz:

(8.12) formulaga gaytsak:
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V.p.J- Re< f——-rck- f dz\ =
P I+ 8 T+ 23

N S e sinn )y

Endi /<O bo‘lgan holni ko‘raylik. Jordano lemmasidan foydalanish
uchun konturni pastki yarim tekislikda berkitamiz. Kontuming ichida

z 3 maxsus nugta bor. Shuning uchun

//cos—7r+/sin§rl Si—7 — if /[ «-+4]

j’--g-J--dz—2/r|resf"23)——7r|e ¢ 3 =la/e2e3

Integralni gismlarga bo‘lib yozamiz : »
fts iz noje 1 Jz iz

i3 7 1e2s 128058 § s1vs BIW,P (B9

Bu holda integrallash yo‘nalishi soat strelkasiga garama-garshi
bodgani uchun o‘ng tomondagi integrallar oldiga ishorasini qo‘ydik.
Jordano lemmasi bo‘yicha da cB bo‘yicha integralning giymati
nolga intiladi. ct bo'yicha integral i>0 bodgan holdagiday hisoblanadi.
Fagatgina chegaralar a<<p<~n bodadi. Shularni e’tiborga olsak :

. e
lim — —dz — -——---- e ~
c->0 r i —3 3
topilgan giymatlarni (8.14) ga olib borib go‘ysak :
2 (2 tyn
f.p.J=Re|- —n|e“2—>e*3 d-Dew | ——Irg 2'sinN—~r+—J - —sin/
(8.15)

Integrallaming />0 va /<0 holdagi giymatlarini bitta umumiy
formula bilan yozish mumkin:

—Mf in o ’1[|+sinr/“n|
V.pJd = |2e 2 E _ZJ "1

i-misol. Integralning bosh giymatini toping:
3P r<p<e
+

Vechilishi. Bosh giymat quyidagicha aniglanadi.
*>em/=hm i ot (8.16)

0 1 «x e 1 x
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(8.16) ni hisoblash uchun kompleks tekislikda ushbu integralni
ko‘rib chigamiz:

bunda ¢ kontur 8.3-rasmda ko‘rsatilgan.
/(r):—zp ning z=1 da 1-tartibli qutbi, va z=0 da tarmoglanish

nuqtalari bor.
Ko‘p giymatli funksiya zp ning tarmog‘ini shunday tanlaylikki
musbat hagiqgiy yarim 0‘q o<x<% da

- 2'=x (8-17)

z"=p’ (8.18)

(8.18) ni <p=o dagi giymatini (8.17) ga olib borib qo‘yib, funksiyaning
tarmog'ini tanlaymiz. p’eXrrxt=yx

Bu ifoda fagatgina *=0 bo‘lgandagina o‘rinlidir. Shuning uchun,

bizga kerakli tarmoq qo‘yidagi ko rimshga ega: Z ~P e

Shunday qilib,bizga ushbu integralni hisoblash kerak:
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Bu yerdagi zp=ppe'pp deb tushunamiz. ¢ kontur ichida maxsus
nuqgtalar yo‘g. Shuning uchun
fs_ (8.19)

Integralni ¢ kontuming bodaklari bo‘yicha yozib chigamiz:

PJ 1+C] P 2Kip , E P 20> « 1+C, P R Pi P P,
fz Ix e dx, x e ,rx’*,rxéL{rzdz,eri
11 1 1% 1% {l-x {i-x | 1-z 1-r

8.20)
¢, I e

Bu ifodaga izoh beravlik. Kontuming («,; 1+c,) va (I-e,;c) bodagida

Chunki &=2*
Shuning uchun, o‘ng tomondagi 1-va 2- integrallarning ostida
fazoviy ko‘paytuvchi paydo bo‘ldi. ck bo‘yicha integral esa, R->* da

nolga intiladi, chunki integral ostidagi funksiya |z->°° da ga

nisbatan tezroq nolga intiladi. Endi integralni hisoblaylik :
fim £2r92 = jjm fEPEfPlieTdD
¢~ 1— e—y0 \-£

y er
. (I +EE™)
lim f ~— =lim f
e
.orzpdz  -iU* +E /Y £liefdtp
limf— =limfi e =jrie p
1-r «o0J —sleT

Oxirgi intgralning hisoblashga izoh beraylik.
G konturdagi kompleks sonni quyidagicha yozish mumkin.
z=z +cel
z, kompleks son birga teng, modulga ega, uning argumenti 2* ga
teng, chunki z, nuqta qirgimining pastki girg‘og‘ida joylashadi.
Shuning uchun, zeC, ni quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin.
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2=¢bl +
Yugoridagi intgralni hisoblashda shu tenglikdan foydalanilgan.
Hisoblangan integrallarning giymatlarini (8.20) ga qo‘yib, quydagicha
yozamiz:

(8.21)
niil +el™)
VpJ= e2”_! =nct«nP
7-misol. Integralni hisoblang.
Ao Inxdx

Yechilishi. Kompleks tekisligida integral ostidagi funksiya ko‘p
giymatlidir. Shuning uchun biz, birinchidan, bu  funksiyaning
tarmog‘ini tanlab olishimiz kerak. Ikkinchidan konturni shunday
tanlashimiz kerakki, bu funksiyaning tarmoglanish nuqtasi z=o0 kontur
ichiga tushib qolmasin.

Tarmogni shunday tanlab olaylik.

Inz =In|r|+/(argz + 21-), \[z ="jzfexp] 'arg~" *nT1j

(0X) yarim o‘gda bu funksiyalar in* va Jx bilan mos kelishi kerak.
Shuning uchun
Inz =>\nx +2nki =In* \fz  slxe™" =-Jx
Oxirgi tengliklardan k=0, m=0 teng ekanligini aniglaymiz, ya’ni
tanlangan tarmoglami quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin:
1



P
Inz =In|z| + ['argr, <7z="|z|e2

Kompleks tekislikda quyidagi integralni ko‘rib chigaylik:

inzdz 8.22)

¢ kontur 8.5-rasmda ko ‘rsatilgan

C kontur ichida integral ostidagi ifoda z=ai maxsus nuqtada, ikkinchi
tartibli qutbga ega. Koshi teoremasiga asosan

chz(z RN dz = 2nires(ia) (8.23),
z=ai nuqtada chegirma quyidagiga teng:
res(ia) = lim 21 (z-ia) 1-j=--reerere - f. 2231002

edz | -Jz(z-ia) (z+ia) J o\
2-3 Ina+2
—(t+0 (8.24)
(2a)2

endi (8.22) integralni kontur bo'laklari bo‘yicha gaytadan yozamiz:
r Inz T  (Inpg+iff) < Inzrfr | Inxdx n  Inzofe
c\fz(z2+a22 ' |~ J (x2+a22 +I1™ (z 2+d")1+1"N (x 2+a2R+1N (z 1+a2)

(8.25)
R kontur bo‘yicha integral /<> da lemmaga muvofiq nolga intiladi. O

kontur bo‘yicha ham />><» da integral nolga intilishini ko‘rsataylik. Bu
integralni quyidagi ko‘rinishda yozish mumkun:
(Inp +in - ipe'* )d<p
mJpel(p222p+a2)2

lim |
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Mu yerda p~inp anigmaslikning P-*o dagi limiti Lapital goidasi

yordamida osonlikcha topiladi va
rI|_m:0.Jp\np:O

Mu hisoblashlardan keyin (8.25) ni (8.23) ni hisobga olgan holda

quyidagicha yozish mumkin.

ljriresf(ia)-nf r

j \-(i, \IX(x- +a~) (826)

Endi quyidagi integralni hisobiash goldi

1lyfx(x2+a2)2
Bu integral quyidagi ko ‘rinishdagi
\x af(x)dx
0
Biz yugorida hisoblagan integrallar turiga kitadi (6-misolga garang)
A:.-_Z_I]-/.{Les I PR I
1—"1 Vz(22+a‘)gN1-M
= lim — <(z —ai)’ 13
N(z2+a2)l_m ~«dz
b= b M — (G baly o ——2(uW)
A=1l-|rl4f=
Ja21 J a2

Topilgan giymatlarni (8.26) ga qo‘yib, quyidagiga ega bo‘lamiz:

2ni 2-3(lna-—) (1+/)-6n-2
I=- 2 = N7i-g--1+-Ina
(I-)a/22¥ Isflan2 H 2

Mashqlar

Integrallarni hisoblang
9 j-r—, bu yerda C kontur g2+y2=21 aylana.

10. f---- o bu yerda ¢ kontur |\:—2||:7 ayﬁlana.

(z-1)(z-2)
2 i
11. Aniq integralni hisoblang. f— , a>l.
' a+cosp

12. f—Sn V—dtp, a>b>0.
e at+hcosp
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18. f—HjHLafr.

Bu metodning batafsil bayonini A.N.Tixonov, A.G.Sveshnikovning
“Kompleks o‘zgaruvchining funksiyalari nazariyasi” kitobidan topish

mumkin.
1-misol.Yig‘indini toping.

5 ?(a+n):

Yechilishi:
I. Aytaylik a hagiqiy vahar ganday n uchun a*n bolsin.

(a+rif lismnz
funksiyani va undan ¢ + ¢ kontur bo‘yicha olingan integralni garaymiz .

8.6-rasm.
/(r> funksiya z=o,ti,+2...+* nuqtalarda birinchi tartibli qutbga va
i--a nuqtada ikkinchi tartibli qutbga ega. Shuning uchun konturdan

olingan integral
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| f(:)dz=1juY~res{f(:t),zt =k) +2xiresf(-a) (8.27)

Chegirmalarini hisoblaymiz:

res[f(-k),zk =k} = Y\m
—~'t (a+zflnicosTtz 2m(a+kf

resf(-a)= lim —{
°dz 2/sinjtz 2/sin2aa
Shunday qilib, quyidagiga ega bo'lamiz:
1 1 o ] Nl 22
7ri(a+k)2 Jisin na Z+k)2 sin2;ra
Endi integralni hisoblaymiz. Buning uchun integralni garaymiz:
JI(z)A =-J/(x)afsr+ J/(z) (8.28)
c b
Biz ¢ kontur bo‘yicha yo‘nalishini teskarisiga tanlab olganimiz uchun
integral oldiga minus ishora qo‘yiladi.

\ f(z)dz=2%if-

c chizig bo‘yicha olingan integral nolga teng, chunki bu chiziq ichida
maxsus nugtalar yo‘g. «><» bulganda ¢ bo‘yicha integiral ham nolga
teng.

Tcrva £y Bme=mr O\a+2\ [sinf-)
_ 2e~yx 2 N2
[sinir2\ ~ |e""||l-e 2™\~ | | ~ eM -\

Bu yerda d haqgigiy o‘gqdan ¢ chiziggacha bo‘lgan masofa. Shuning
uchun
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sinnz

funksiya CR chizigda chegaralangan, — — - funksiya esa da
("+2)

kamayuvchi. Demak, (8.28) dan
-jf(x)dx =o.

Xuddi shuningdek ¢ chizigdan olingan integral ham nolga
tengdir.
Jf{z)k =-\f(z)dz+ Jf(z)dz=0
c r c,
Chunki kontur ichida maxsus nugtalar yo‘q. ic- - chizigdan olingan
integral G kontur bo‘yicha olingan integralga teng. Ammo  /?><»
boMganda Cl, bo‘yicha integral nolga intiladiT

8.8-rasm.
. e™ay e'x Ret
bleaa+a) sin* ST o)t
Quydagi funkisiyani baholaymiz:
e 2
sinitz - l-e2nh 2
i~
bundan,
>|l-e"2M =2 -
chegaralangan, esa z-"oo da kamayuvchi funksiya

(a+z)2
shunung uchun /x> da C,, bo‘yicha olingan integral nolga teng.
Ammo bu bo‘yicha
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| f(z)dz=0 ni beradi.

Shunday qilib quyidagiga ega bo‘lamiz

J f(z)dz =0
Cc +C
(K.27) ga gaytib, quyidagiga ega bo‘lamiz:
A 1 m
.ri(a +n)2 sin2 TG

Il. a -kompleks son va yugori yarim tekislikda yotsin.
U holda

J f(z)dz = jr , (8-29)

C+C »— (« + «)
chunki r=0 C-+C konturdan tashqarida yotadi, u holda ¢ bo‘yicha
integralni hisoblayotganda ¢  bo‘yicha integralni noldan fargli deb
hisoblaymiz, bu integral (-c) nugtadagi chegirmaga teng:

LI =2 »

Y nhy
\' zzs,A
Ammo fi-><»da J_>0 *Shuning uchun
-J/(z>fc=—24 -
a sin TR

r bo‘yicha olingan integral esa birinchi holdagi kabi nolga teng, chunki
(a) maxsus nuqta yugori yarim tekislikda yotibdi. Hisoblangan

integralni (8.28) ga qo‘yib quyidagini olamiz .
$= % 5(«-!:/7)

2-misol. Yig‘indisini toping .
g?(am)z
Yechilishi: Quyidagi funksiyani

) =2i(a +2) sinsrz
va /(:) dan olingan
f/(z)dz, c=C+C (8.30)

integralni garaylik. Bu yerda ¢ kontur [8.9-rasmda ko ‘rsatilgan].



£+

£r
8.9-rasm

Agar 1 -haqigiy bo‘la, u holda Koshi teoremasiga asosan:
|/(r)at=2aT1|] res{/(:),: =n}+2xiresf(-a)

1 "r

2 @a+n)~T7

resf(\-/a)z lim — (—+«)2 . K ctgKa
" xt+edz A(z+af smr 2isinna

resf(n) m

Shuning uchun

- HI  jrxtgjra
H(-->*=0 (G4+nf sinna (8.31)
(8.30) ni kontuming gismlari bo‘yicha bo‘lib yozamiz:
\f(z)ck =\f(z) <t +\f(z)dz (8.32)
e t c

¢ va c lar bo‘yicha integrallarni hisoblash uchun C va C konturlar
bo‘yicha integrallarni garaymiz.

jf(z)dz =-j f(z)dz +J f(z)dz =0
c (022 cH
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8.10-rasm
Chunki C kontor ichida mahsus nugtalar yo‘q. «>m» da J/(z)" =0
On

boMishini ko'rsatamiz.

rd<p
/(--)<E
) A02|a+~| |sin;rz|
! 2 < .2 <2 <2
sin7z  eK—e e \ey’-\\ e -1
Ya’ni biz 1 =,,, cheklanganligini, funksiya esa />-><» da _L
[sintfr]| la+z|

kabi bo‘lishini anigladik. Shuning uchun
1j  Rip
2, |a+z|2jsm 72\
integral ham yugoridagiga o‘xshash baholanadi.
Shunday qilib:
\f(z)dz=0, J/(z)cfc=0 (8.33)

(8.33) ni (8.32) va (8.31) largaiqo'yib quyidagini olamiz.
(-1)” _ TTctgna
i'Z(a+n) sinka

1



Javoblar

i-""[/(-)LH=_2; «*[/(*)]r=o=i
2. res[/(z)] ~ sr«[/(2)]12.=~
3.res[/(-)] 0

4. rs[/(M)], =~;  »«»[/(r)]N=~

5 « M@ _(=—i-; res[/(2)] £2:O

6. res[/(z)],=0=~

7. M )L=A2~Ffi~ (,~2)

8.res[f(zj\*< =1, (,,=0,21,£2,+3,...)

9.-f2, 10-2./; 11.~: 12.£ia-Jtty,
15.7e (2¢_1): 16. 17.0; 18 -~«T'smi
12 2a vi3 2
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