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ÏÐÅÄÓÂÅÄÎÌËÅÍÈÅ Ê ÏÐÀÊÒÈÊÓÌÓ

Íàñòîÿùåå ïîñîáèå ñîäåðæèò îñíîâíûå ôîðìóëèðîâêè, ðåøåíèå ïðèìåðîâ, à òàê-
æå âîïðîñû è çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû èç ãîòîâÿùåãîñÿ ê ïå÷àòè êóðñà
"ÂÂÅÄÅÍÈÅ Â ÊÎÌÏËÅÊÑÍÛÉ ÀÍÀËÈÇ". Àâòîð ðàññ÷èòûâàåò íà îãðàíè-
÷åííîå ðàñïðîñòðàíåíèå ñëåäóþùåãî íèæå òåêñòà äî åãî èçäàíèÿ è íàäååòñÿ íàéòè â
ýòîì ïîíèìàíèå ñî ñòîðîíû ïîëüçîâàòåëåé.

ÏÐÅÄÈÑËÎÂÈÅ Ê ÊÓÐÑÓ ËÅÊÖÈÉ

Ïðåäëàãàåìûé âíèìàíèþ ÷èòàòåëÿ êóðñ ñôîðìèðîâàëñÿ âî âòîðîé ïîëîâèíå
1990-õ ãã., êîãäà îáó÷åíèå ïî ïðîãðàììå áàêàëàâðîâ íà ôàêóëüòåòå ÂÌÊ ïðîõîäèëè
èíîñòðàííûå ñòóäåíòû. Ïðîöåññ ïðåïîäàâàíèÿ ñòðîèëñÿ ñ àêöåíòîì íà óìåíèå ó÷àùèõ-
ñÿ â èòîãå ïðèìåíèòü ïîëó÷åííóþ òåîðåòè÷åñêóþ áàçó ê ðåøåíèþ êîíêðåòíûõ ïðàêòè-
÷åñêèõ çàäà÷. Îòñþäà íàñûùåíèå òåêñòà, â îòëè÷èå îò ïðèíÿòûõ â òî âðåìÿ ó÷åáíèêîâ,
ìíîæåñòâîì ïðèìåðîâ ïðè íåêîòîðîì ñîêðàùåíèè îáúåìà òåîðåòè÷åñêîé ÷àñòè êóðñà.

Âðåìÿ ïîêàçàëî, ÷òî òàêîé ïîäõîä îêàçàëñÿ âïîëíå âîñòðåáîâàííûì: â êîíöå 1990-õ
� íà÷àëå 2000-õ ãã. ïîÿâèëñÿ öåëûé ðÿä ó÷åáíûõ ïîñîáèé (â òîì ÷èñëå è ïî ÒÔÊÏ),
ïîñòðîåííûõ ïî ýòîìó ïðèíöèïó.

Â òå÷åíèå ïîñëåäíèõ 15 ëåò òåêñòû ëåêöèé áûëè íå îäíàæäû ïåðåðàáîòàíû, áûëè äî-
áàâëåíû âîïðîñû è çàäà÷è â êîíöå êàæäîãî ïàðàãðàôà. Â èòîãå ëåêöèè ïðèîáðåëè âèä,
ïðåäñòàâëåííûé íèæå. Îíè ïðåäíàçíà÷åíû ñòóäåíòàì îòäåëåíèÿ áàêàëàâðîâ ïî íàïðàâ-
ëåíèþ "Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà"(4-ûé ñåìåñòð), à òàêæå èíîñòðàííûì
ó÷àùèìñÿ-áàêàëàâðàì (5-ûé ñåìåñòð).

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ýòî åùå íå çàâåðøåííûé ó÷åáíèê; êàêèå-òî ðàçäåëû, à
òàêæå ïîðÿäîê èõ èçëîæåíèÿ ìîãóò áûòü ïåðåñìîòðåíû. Íà íèæåñëåäóþùèõ ñòðàíèöàõ
íåò ðèñóíêîâ, ïðèñóòñòâóþò òîëüêî îòñûëêè ê íèì. Âîçìîæíî, âîññòàíîâëåíèå ðèñóíêîâ
áóäåò íåïëîõèì óïðàæíåíèåì äëÿ ó÷àùèõñÿ.

Àâòîð áóäåò ïðèçíàòåëåí âûñêàçàâøèì ñîâåòû ïî óëó÷øåíèþ ïîñîáèÿ, à òàêæå óêà-
çàâøèì íà åãî íåäî÷åòû.

c© Å.À. Ãðèãîðüåâ, 2008, 1996-2007
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Ãëàâà 1

Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ êîìïëåêñíîãî àíàëèçà

�1. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà è èõ ñâîéñòâà

1.1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Êîìïëåêñíûì ÷èñëîì íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà

z = (x, y) , ãäå x, y ∈ R .

Ïåðâûé è âòîðîé ýëåìåíòû ïàðû (x, y) íàçûâàþòñÿ äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé
÷àñòÿìè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z ñîîòâåòñòâåííî. Îáîçíà÷åíèÿ:

x = Re z ; y = Im z .

Ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C ñ àðèôìåòè÷åñêèìè îïåðàöèÿìè, íóëåì è åäèíèöåé
ÿâëÿåòñÿ ïîëåì. Ýòî ïîëå C � ðàñøèðåíèå ïîëÿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R. Ïðè ýòîì
äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî x îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ïàðîé (x, 0) . ×èñëî âèäà (0, y) íàçûâàåòñÿ
÷èñòî ìíèìûì ÷èñëîì.

Êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûì ñ ÷èñëîì z = (x, y) íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñíîå ÷èñëî z =
(x,−y) .

Ïðåäñòàâëåíèå ýëåìåíòà z = (x, y) â âèäå z = x + iy íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé
ôîðìîé çàïèñè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà

1.2. Ïðèìåðû.

1. Íàéòè äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà c =
1− i

1 + i
.

B

c =
1− i

1 + i
=

(1− i)2

(1 + i) (1− i)
=

(1− i)2

2
= −i

Îòñþäà Re c = 0 , Im c = −1 C

2. Ðåøèòü óðàâíåíèå: (z)2 = z .

B Ïóñòü z = x + iy , x, y ∈ R . Òîãäà óðàâíåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

(x− iy)2 = x + iy .

Ïðèðàâíèâàÿ äåéñòâèòåëüíûå è ìíèìûå ÷àñòè ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷àåì ñèñòåìó
óðàâíåíèé {

x2 − y2 = x ,
−2xy = y .

Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ýòîé ñèñòåìû èìååì y = 0 ëèáî x = −1

2
. Ïîýòîìó

y = 0 ⇒
[

x = 0
x = 1 ;

x = −1

2
⇒ y = ±

√
3

2
.
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Îòâåò: z = 0 ; z = 1 ; z = −1

2
+ i

√
3

2
; z = −1

2
− i

√
3

2
C

3. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n

Pn(z) = a0 zn + a1 zn−1 + · · ·+ an

ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè ak íàðÿäó ñ êàæäûì êîìïëåêñíûì êîðíåì z0 èìå-
åò òàêæå êîðåíü z0.

B Â ñàìîì äåëå, ïî ñâîéñòâàì êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ

Pn(z) = a0 zn + a1 zn−1 + · · ·+ an = a0 (z)n + a1 (z)n−1 + · · ·+ an = Pn(z) .

Ïîýòîìó åñëè Pn(z0) = 0 , òî è Pn(z0) = Pn(z0) = 0 , ÷òî è òðåáîâàëîñü C

1.3. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ

Êîìïëåêñíîå ÷èñëî z = (x, y) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êîîðäèíàòû òî÷êè íà ïëîñ-
êîñòè R2 , òîãäà ìíîæåñòâî C îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ìíîæåñòâîì âñåõ òî÷åê òàê íàçûâà-
åìîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè (èëè ìíîæåñòâîì âåêòîðîâ ñ íà÷àëîì â òî÷êå (0, 0), ò.å.
ðàäèóñîâ-âåêòîðîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷åê).

1.4. Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ôîðìà çàïèñè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë

Åñëè ïîëîæåíèå òî÷êè z = (x, y) íà ïëîñêîñòè îïðåäåëèòü ñ ïîìîùüþ ïîëÿðíîé
ñèñòåìû êîîðäèíàò: (r, ϕ), ãäå r � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè, èçîáðàæàþùåé z, äî íà÷à-
ëà êîîðäèíàò, ϕ � óãîë, êîòîðûé ñîñòàâëÿåò ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè z ñ ïîëîæèòåëüíûì
íàïðàâëåíèåì îñè àáñöèññ ïîëó÷èì òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ ôîðìó çàïèñè êîìïëåêñíîãî
÷èñëà:

z = r (cos ϕ + i sin ϕ) .

Çàìå÷àíèå. Åñëè z = 0 , òî r = 0 , à óãîë ϕ íå îïðåäåëåí.

Ïðèíÿòî íàçûâàòü r ìîäóëåì, à ϕ � àðãóìåíòîì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z è îáîçíà÷àòü:
r = |z| , ϕ ∈ Arg z .

Ïðè ýòîì

r =
√

x2 + y2 , cos ϕ =
x√

x2 + y2
, sin ϕ =

y√
x2 + y2

.

Àðãóìåíò z îïðåäåëåí íåîäíîçíà÷íî: Arg z = {arg z + 2πk} , ãäå k ïðîáåãàåò ìíî-
æåñòâî Z öåëûõ ÷èñåë, à arg z � ãëàâíîå çíà÷åíèå àðãóìåíòà, ò.å. òî çíà÷åíèå, êîòîðîå
ïîïàäàåò â îïðåäåëåííûé ïðîìåæóòîê äëèíû 2π . Îáû÷íî ïðèíèìàþò îäèí èç ñëåäó-
þùèõ âàðèàíòîâ: 0 ≤ arg z < 2π èëè −π < arg z ≤ π .

Åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, ìû íèæå èñïîëüçóåì âòîðîé èç íèõ.

1.5. Ïðèìåðû

1. Äîêàçàòü òîæäåñòâî

|z1 + z2|2 + |z1 − z2|2 = 2 (|z1|2 + |z2|2) .

B 1-ûé ñïîñîá. Ïóñòü z1 = x1 + iy1 , z2 = x2 + iy2 . Òîãäà

|z1 ± z2|2 = (x1 ± x2)
2 + (y1 ± y2)

2 ,
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îòêóäà
|z1 + z2|2 + |z1 − z2|2 = 2 (x2

1 + x2
2 + y2

1 + y2
2) = 2 (|z1|2 + |z2|2) .

2-îé ñïîñîá Ðåøåíèå î÷åâèäíî, åñëè íà ïëîñêîñòè (z) èçîáðàçèòü âåêòîðû z1, z2, z1 +
z2, z1− z2 è ïðèìåíèòü èçâåñòíóþ òåîðåìó ïëàíèìåòðèè (ðàâåíñòâî ïàðàëëåëîãðàììà)
C

2. Äîêàçàòü íåðàâåíñòâî ∣∣∣∣ z

|z|
− 1

∣∣∣∣ ≤ | arg z| .

B Ïóñòü òî÷êè A è C ñîîòâåòñòâóþò ÷èñëàì z è 1, òîãäà ÷èñëî
z

|z|
èçîáðàæàåòñÿ

òî÷êîé B, ãäå OB = 1. Â ëåâîé ÷àñòè äàííîãî íåðàâåíñòâà ñòîèò äëèíà õîðäû BC,
êîòîðàÿ ñòÿãèâàåò äóãó äëèíîé | arg z| . C

1.6. Ïîêàçàòåëüíàÿ ôîðìà çàïèñè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Ýéëåðà eiϕ = cos ϕ + i sin ϕ , ïðèõîäèì ê çàïèñè

z = r (cos ϕ + i sin ϕ) = r eiϕ ,

ãäå ïðàâàÿ ÷àñòü íàçûâàåòñÿ ïîêàçàòåëüíîé ôîðìîé ïðåäñòàâëåíèÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñ-
ëà.

1.7 Ïðèìåðû

1. Ïðåäñòàâèòü â ïîêàçàòåëüíîé ôîðìå ñëåäóþùèå êîìïëåêñíûå ÷èñëà:
à) c = 5 ; á) c = −2 ; â) c = i ; ã) c = 1− i .

B à) Òàê êàê |c| = 5 , arg c = 0 , òî c = 5 ei2πk , k ∈ Z .

á) Â ýòîì ñëó÷àå |c| = 2 , arg c = π , òîãäà c = 2 eiπ (1+2k) , k ∈ Z .

â) Ïîñêîëüêó |c| = 1 , arg c =
π

2
, òî c = eiπ (1

2
+ 2k) , k ∈ Z .

ã) Òàê êàê |c| =
√

2 , arg c = −π

4
, òî c =

√
2 eiπ (−1

4
+ 2k) , k ∈ Z . C

Çàìå÷àíèÿ. 1) Â ïðåäñòàâëåíèè ÷èñåë ïðèìåðîâ à) � ã) â ïîêàçàòåëå ýêñïîíåí-
òû èñïîëüçóåòñÿ Arg c . Â òî æå âðåìÿ ïðè ïðîâåäåíèè àðèôìåòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé
ìîæíî îãðàíè÷èâàòüñÿ êàêèì-òî êîíêðåòíûì çíà÷åíèåì ϕ ∈ Arg c . Îáû÷íî (íî íå
îáÿçàòåëüíî) áåðóò ϕ = arg c .

2) Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ìîäóëÿ è àðãóìåíòà ÷èñåë â ïï. à) � ã) ïîëåçíî ðàññìàòðèâàòü èõ
ãåîìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå.

2.Ôîðìóëà Ìóàâðà. Èñïîëüçóÿ ïîêàçàòåëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ÷èñëà, èìååì:

zn =
(
r eiϕ

)n
= rn einϕ = rn (cos nϕ + i sin nϕ) ,

â ÷àñòíîñòè,
(cos ϕ + i sin ϕ)n = cos nϕ + i sin nϕ .

3. Íàéòè äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè ñëåäóþùèõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë:
à) (1 + i)n + (1− i)n ; á) (1 + cos ϕ + i sin ϕ)n .
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B à) Òàê êàê 1 + i =
√

2 ei
π
4 , 1− i =

√
2 e−i π

4 , òî

c = (1 + i)n + (1− i)n = (
√

2)n
(
ei

πn
4 + e−i πn

4

)
=

= 2
n
2

(
cos

πn

4
+ i sin

πn

4
+ cos

πn

4
− i sin

πn

4

)
= 2 1 + n

2 · cos
πn

4
.

Èòàê, Re c = 2 1 + n
2 cos

πn

4
, Im c = 0 .

á) Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû Ýéëåðà äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé,
ïîëó÷àåì

c = (1 + cos ϕ + i sin ϕ)n =
(
1 + eiϕ

)n
=

= e
inϕ
2

(
e

iϕ
2 + e−

iϕ
2

)n

= 2n cosn ϕ

2

(
cos

nϕ

2
+ i sin

nϕ

2

)
.

Îòñþäà

Re c = 2n cosn ϕ

2
cos

nϕ

2
, Im c = 2n cosn ϕ

2
sin

nϕ

2
C

4. Íàéòè ìîäóëü, àðãóìåíò, ãëàâíîå çíà÷åíèå àðãóìåíòà (arg z ∈ (−π; π]) ñëåäóþùèõ
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë z :

à) z = (1 + i
√

3)4 ; á) z = − cos
π

4
+ i sin

π

4
.

B à) Òàê êàê äëÿ ÷èñëà c = 1 + i
√

3 èìååì r = |c| = 2 , arg c =
π

3
, òî z = c4 =

24 ei
4π
3 , ïîýòîìó

|z| = 16 ; Arg z =

{
4π

3
+ 2πk , k ∈ Z

}
; arg z =

4π

3
− 2π = −2π

3
.

á) Î÷åâèäíî, |z| =
√

cos2
π

4
+ sin2 π

4
= 1 . Ïîñêîëüêó tg ϕ = −1 è

Re z < 0 , Im z > 0 , òî ϕ ∈ Arg z =

{
3π

4
+ 2πk , k ∈ Z

}
; îòêóäà arg z =

3π

4
. C

1.8. Èçâëå÷åíèå êîðíÿ èç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà

Êîìïëåêñíîå ÷èñëî z íàçûâàåòñÿ êîðíåì n-îé ñòåïåíè èç ÷èñëà c : z = n
√

c , n ∈
N , åñëè zn = c .

Çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî n
√

0 = 0 .

Èñõîäÿ èç ïîêàçàòåëüíîé ôîðìû ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñëà c = ρ eiα , ãäå c 6= 0,
èìååì:

n
√

c = n
√

ρ e
arg c+2πk

n , k ∈ Z .

Çäåñü n
√

ρ � àðèôìåòè÷åñêèé êîðåíü èç ïîëîæèòåëüíîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà ρ.

1.9. Ïðèìåðû
1. Âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ êîðíåé à)

√
−2i ; á) 4

√
−1 .

B à) 1-ûé ñïîñîá. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì íàäî íàéòè òàêîå ÷èñëî z = x+iy ,
÷òîáû z2 = −2i .
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Èìååì

x2 − y2 + 2ixy = −2i ⇔
{

x2 − y2 = 0 ,
xy = −1

⇔{
x = y ,
x2 = −1

èëè

{
x = −y ,
x2 = 1

Ïåðâàÿ èç ñèñòåì íå èìååò ðåøåíèé (x è y � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà!), à âòîðàÿ äàåò
äâà ðåøåíèÿ:{

x = 1 ,
y = −1

èëè

{
x = −1 ,
y = 1 ,

ò.å. z1 = 1− i , z2 = −1 + i .

2-îé ñïîñîá. Òàê êàê c = −2i = 2 ei (−π
2

+ 2πk) , òî

z1,2 =
√

c =
√

2 ei (−π
4

+ πk) , k = 0, 1 ,

ò.å.

z1 =
√

2 e−i π
4 =

√
2
(
cos

π

4
− i sin

π

4

)
= 1− i ;

z2 =
√

2 ei
3π
4 =

√
2

(
cos

3π

4
+ i sin

3π

4

)
= −1 + i .

á) Òàê êàê c = −1 = ei (π + 2πk) , òî

zk = 4
√
−1 = ei (π+2πk

4
) , k = 0, 1, 2, 3 .

Èòàê, èìååì ÷åòûðå çíà÷åíèÿ êîðíÿ:

z0 = ei
π
4 =

1 + i√
2

; z1 = ei
3π
4 =

−1 + i√
2

;

z2 = ei
5π
4 = −1 + i√

2
; z3 = ei

7π
4 =

1− i√
2

C

2. Ðåøèòü óðàâíåíèÿ
à) z3 = z ; á) z6 + 7z3 − 8 = 0 .

B à) Ïóñòü z = r eiϕ . Òîãäà r3 e3iϕ = r e−iϕ .
Îòñþäà ëèáî r = 0 , òîãäà z = 0 ; ëèáî r2 = e−4iϕ , òîãäà r = 1 è −4ϕ = 2πk ,

ò.å. ϕ = −πk

2
, òàê ÷òî z = e−i πk

2 .

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé äîñòàòî÷íî âçÿòü k = 0,±1, 2 . Òîãäà ïðèõîäèì
ê ðåøåíèÿì z = ±1 ; z = ±i

á) Ïîñëå çàìåíû t = z3 èìååì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå

t2 + 7t− 8 = 0 ⇔
[

t = 1
t = −8 .

Ïîýòîìó, âû÷èñëÿÿ çíà÷åíèÿ

z =
3
√

1 = ei
2πk
3 , z = 3

√
−8 =

√
8 ei

π+2πk
3 , ãäå k = 0, 1, 2,
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ïîëó÷àåì 6 ðåøåíèé äàííîãî óðàâíåíèÿ:

z = 1 , z =
1

2
(−1± i

√
3) , z = −2 , z = 1± i

√
3 C

1.10. Âîïðîñû è çàäà÷è.

1. Íàéäèòå Re z , Im z , |z| , Arg z , arg z ∈ [0 ; 2π) , åñëè

a) z =
(√

3 + i
)7

; b) z = 5i

(
1

2
− i

√
3

2

)28

;

c) z =
i5 − 2

i19 − 1
; d) z =

(1 + i)9

(1− i)5
;

e) z =

(
1

4
− i

√
3

4

)7

· (1 + i)10 ; f) z =
(−1 + i

√
3)30

(1− i)45
;

g) z = −3i · e−5i ; h) z = −1− cos
π

7
+ i sin

π

7
.

i) z =
1 + cos α + i sin α

1 + cos α− i sin α
.

2. Äîêàæèòå òîæäåñòâî

|z1z2 + 1|2 + |z1 − z2|2 = (1 + |z1|2) (1 + |z2|2) .

3. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî

|z − 1| ≤ ||z| − 1|+ |z| · | arg z| .

4. Ïóñòü |z1| = |z2| = |z3| > 0 è z1+z2+z3 = 0 . Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè, èçîáðàæàþùèå
÷èñëà z1, z2, z3, ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà.

5. Êàêîå èç ñëåäóþùèõ ðàâåíñòâ âåðíî, à êàêîå � íåò:

a) arg zn = n arg z ; b) Arg zn = n Arg z ;

c) Arg zn = n Arg z + 2πk , k ∈ Z ?

6. Ïóñòü Pn(z) � ïîëèíîì n-îé ñòåïåíè. ×òî ìîæíî ñêàçàòü î åãî êîýôôèöèåíòàõ,
åñëè:

a) Pn(z) = Pn(z) ; b) Pn(z) = −Pn(z) ?

7. Ïóñòü z +
1

z
= 2 cos α. Äîêàæèòå, ÷òî zn +

1

zn
= 2 cos nα.

8. Âû÷èñëèòå çíà÷åíèÿ êîðíåé:

a) 3
√
−64i ; b)

√
2− 2

√
3 i ; c) 3

√
−2 + 2i .

9. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà âñåõ çíà÷åíèé n
√

1 ðàâíà íóëþ.
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10. Ðåøèòå óðàâíåíèÿ:

a) z4 + 4 = 0 ; b) z6 − 64 = 0 ; c) z3 = 27 i ; d) z4 + 8 = 8
√

3 i ;

e) z4 + i z2 + 2 = 0 ; f) z4 + (2− i) z2 − 2i = 0 ;

g) z4 + 3i z2 + 4 = 0 ; h) z5 + iz3 − 8iz2 + 8 = 0 ;

i) z2 + z = 0 ; j) iz2 + 2z · Im z = 0 ; k) (z)3 = 4 z ;

l) z · |z|2 = 4i z ; m) z2 · z = Re z ; n) z2 · z = Im z .

�2. Ðàñøèðåííàÿ êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü.
Ìíîæåñòâà íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè

2.1. Ðàñøèðåííàÿ êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü. Ñòåðåîãðàôè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ

Ìíîæåñòâî âñåõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C (êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü), äîïîëíåííîå áåñ-
êîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êîé (íåêîòîðûì óñëîâíûì êîìïëåêñíûì ÷èñëîì∞), íàçûâàåòñÿ
ðàñøèðåííîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòüþ C , ò.å. C = C ∪ {∞}.

Ìîäåëüþ ðàñøèðåííîé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ ñôåðà Ðè-
ìàíà. Ñòåðåîãðàôè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ çàäàåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó
òî÷êàìè ýòîé ñôåðû â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå è òî÷êàìè êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.

2.2. Êðèâûå íà ïëîñêîñòè

Ïóñòü íà îòðåçêå α ≤ t ≤ β çàäàíû äâå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè x(t) è y(t) . Òîãäà
íà ýòîì îòðåçêå îïðåäåëåíà íåïðåðûâíàÿ êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ äåéñòâèòåëüíîé
ïåðåìåííîé

z(t) = x(t) + i y(t) , t ∈ [α, β] . (1)

Îïðåäåëåíèÿ.

Çàäàíèå ôóíêöèè z = z(t) , t ∈ [α, β] , îïðåäåëÿåò íà ïëîñêîñòè îáúåêò γ, íàçûâà-
åìûé íåïðåðûâíîé êðèâîé. Äðóãèìè ñëîâàìè, γ � íåïðåðûâíûé îáðàç îòðåçêà [α, β] .

Óðàâíåíèå (1) íàçûâàåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèì óðàâíåíèåì ýòîé êðèâîé.
Êðèâàÿ γ îðèåíòèðîâàíà ïî âîçðàñòàíèþ íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé t. Ãîâîðÿò, ÷òî

ýòà îðèåíòàöèÿ èíäóöèðîâàíà ïàðàìåòðèçàöèåé (1). Òî÷êà z(α) ÿâëÿåòñÿ íà÷àëüíîé, à
òî÷êà z(β) � êîíå÷íîé òî÷êîé êðèâîé γ.

Êðèâàÿ, îòëè÷àþùàÿñÿ îò γ òîëüêî ïðîòèâîïîëîæíîé îðèåíòàöèåé, îáîçíà÷àåòñÿ
γ−1.

Åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå çíà÷åíèÿ t1, t2, íå ñîâïàäàþùèå ñ îáîèìè êîíöàìè îòðåçêà
[α; β], ÷òî t1 6= t2 , à z(t1) = z(t2) , òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ òî÷êà íà êðèâîé íàçûâàåòñÿ
òî÷êîé ñàìîïåðåñå÷åíèÿ.

Êðèâàÿ áåç òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé (èëè æîðäàíîâîé) êðèâîé.
Íåïðåðûâíàÿ êðèâàÿ, ó êîòîðîé ñîâïàäàþò íà÷àëüíàÿ è êîíå÷íàÿ òî÷êè, íàçûâàåòñÿ

çàìêíóòîé.

Ïðèìåðû.

à) z = t, t ∈ [0, 1]. Ýòî ïðîñòàÿ êðèâàÿ γ � îòðåçîê äåéñòâèòåëüíîé ïðÿìîé
ñ íà÷àëîì â òî÷êå z = 0 è êîíöîì â òî÷êå z = 1

á) z = 1 − t, t ∈ [0, 1] � ïðîñòàÿ êðèâàÿ γ−1 � îòðåçîê äåéñòâèòåëüíîé ïðÿìîé ñ
íà÷àëîì â òî÷êå z = 1 è êîíöîì â òî÷êå z = 0

â) z = t2, t ∈ [−1, 1] .
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Óðàâíåíèå çàäàåò äâàæäû ïðîõîäèìûé îòðåçîê ñ íà÷àëîì è êîíöîì â òî÷êå z = 1
Ýòî çàìêíóòàÿ êðèâàÿ, êàæäàÿ èç âíóòðåííèõ òî÷åê êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñàìîïå-
ðåñå÷åíèÿ.

ã) z = cos t, t ∈
[
0,

π

2

]
� òà æå êðèâàÿ, ÷òî è â ï. á).

ä) z = 2 e it, t ∈ [0, π] .
Óðàâíåíèå çàäàåò âåðõíþþ ïîëóîêðóæíîñòü ðàäèóñà 2 ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò

Ýòî ïðîñòàÿ êðèâàÿ ñ íà÷àëîì â òî÷êå z = 2 êîíöîì â òî÷êå z = −2.

å) z = −1 + e it, t ∈ [0, 2π] .
Ýòî îêðóæíîñòü åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â òî÷êå z = −1, ïðîñòàÿ çàìêíóòàÿ

êðèâàÿ. Ïîëîæèòåëüíîå íàïðàâëåíèå íà íåé � ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.

æ) z =


cos3 t + i sin3 t , t ∈

[
0,

3π

2

]
,

4i

π

(
t− 7π

4

)
, t ∈

(
3π

2
, 2π

]
.

Êðèâàÿ, ñîñòîèò èç òðåõ çâåíüåâ àñòðîèäû è îòðåçêà ìíèìîé ïðÿìîé, èìååò òî÷êó
ñàìîïåðåñå÷åíèÿ, ò.å. íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé.

Îïðåäåëåíèÿ.
Íåïðåðûâíàÿ êðèâàÿ z(t) = x(t) + i y(t) , t ∈ [α, β] , íàçûâàåòñÿ ãëàäêîé, åñëè

ôóíêöèè x(t) è y(t) â åå óðàâíåíèè íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû íà îòðåçêå [α, β] ,
ïðè÷åì (x′(t))2 + (y′(t))2 6= 0 . Äðóãèìè ñëîâàìè, êðèâàÿ ãëàäêàÿ, åñëè ôóíêöèÿ z(t)
èìååò íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ z′(t) = x′(t) + i y′(t) è z′(t) 6= 0 ïðè âñåõ t ∈ [α, β].

Â ñëó÷àå, åñëè êðèâàÿ çàìêíóòà, äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ãëàäêîñòè òðåáóåòñÿ åùå âûïîë-
íåíèå ðàâåíñòâà z′(α + 0) = z′(β − 0) .

Åñëè z′(t0) = 0 ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè t0, ñîîòâåòñòâóþùàÿ òî÷êà z0 êðèâîé íà-
çûâàåòñÿ îñîáîé.

Íåïðåðûâíàÿ êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ êóñî÷íî ãëàäêîé, åñëè åå ìîæíî ðàçáèòü íà êîíå÷-
íîå ÷èñëî ãëàäêèõ êðèâûõ.

Ïðîñòóþ çàìêíóòóþ êóñî÷íî ãëàäêóþ êðèâóþ íàçûâàþò ïðîñòûì çàìêíóòûì êîí-
òóðîì, èëè, êîðî÷å, êîíòóðîì.

Ïðèìåðû.
Êðèâûå èç ïï. à), á), ã), ä), å) ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè; ï. â) äàåò ïðèìåð êóñî÷íî

ãëàäêîé êðèâîé ñ îñîáîé òî÷êîé z = 0 (òàê êàê z′(0) = 0 ); êðèâàÿ ï. æ) êóñî÷íî
ãëàäêàÿ ñ îñîáûìè òî÷êàìè z = ±1, z = ±i.

2.3. Ìíîæåñòâà íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè

Ìíîæåñòâî E íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì, åñëè ëþáûå äâå åãî òî÷êè ìîæíî ñîåäèíèòü
íåïðåðûâíîé êðèâîé, öåëèêîì ïðèíàäëåæàùåé E.

Íåïóñòîå ìíîæåñòâî D íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ, åñëè D �
îòêðûòîå è ñâÿçíîå ìíîæåñòâî.

Òåîðåìà (Æîðäàí).
Ïðîñòàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ γ ðàçáèâàåò êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü C íà äâå îáëàñòè

� âíóòðåííþþ (îãðàíè÷åííóþ êðèâîé γ) è âíåøíþþ, íåîãðàíè÷åííóþ, ñîäåðæàùóþ
áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ òî÷êó (îíà òàêæå èìååò ãðàíèöó γ).

Âíóòðåííþþ ïî îòíîøåíèþ ê ãðàíèöå γ îáëàñòü áóäåì îáîçíà÷àòü int γ, à âíåøíþþ
îáëàñòü îáîçíà÷èì ext γ.
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Îáëàñòü D íà ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ îäíîñâÿçíîé, åñëè ëþáóþ ïðîñòóþ çàìêíóòóþ
êðèâóþ, ïðèíàäëåæàùóþ D, ìîæíî íåïðåðûâíîé äåôîðìàöèåé ñòÿíóòü ê òî÷êå èç D.
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå D ÿâëÿåòñÿ íåîäíîñâÿçíîé îáëàñòüþ.

Îáëàñòü D íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè îäíîñâÿçíàÿ, åñëè äëÿ ëþáîé ïðîñòîé çàìêíó-
òîé êðèâîé, ïðèíàäëåæàùåé D, åå âíóòðåííîñòü òàêæå öåëèêîì ëåæèò â D.

Ïðèìåðû.

à) Îòêðûòûé êðóã ðàäèóñà r > 0 ñ öåíòðîì â òî÷êå z0 : {z : |z − z0| < r }.
á) Îòêðûòûé êðóã áåç öåíòðà z0 : {z : 0 < |z − z0| < r }.
â) Çàìêíóòûé êðóã: {z : |z − z0| ≤ r }.
ã) Âíåøíîñòü êðóãà: {z : |z − z0| > r }.
ä) Êðóãîâîå êîëüöî ñ öåíòðîì â òî÷êå z0 ìåæäó îêðóæíîñòÿìè ðàäèóñîâ r è R
(0 < r < R) : {z : r < |z − z0| < R }.
å) Ëó÷, âûõîäÿùèé èç íà÷àëà êîîðäèíàò ïîä óãëîì α ê äåéñòâèòåëüíîé îñè:
{z : arg z = α }.
æ) Âíóòðåííîñòü óãëà ñ âåðøèíîé â òî÷êå z0: {z : α < arg(z−z0) < β } (β−α < 2π).
ç) Âåðõíÿÿ ïîëóïëîñêîñòü: {z : Im z > 0 }.
è) Ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå êîîðäèíàòíûì îñÿì: {z : Re z = x0 }; {z : Im z = y0 }

(x0, y0 ∈ R).
ê) Âåðòèêàëüíàÿ ïîëîñà ñ ãðàíèöàìè: {z : x1 ≤ Re z ≤ x2 }, çäåñü x1, x2 ∈ R.
ë) Çàìêíóòûé ïðÿìîóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè, ïàðàëëåëüíûìè îñÿì êîîðäèíàò:
{z : x1 ≤ Re z ≤ x2, y1 ≤ Im z ≤ y2 }.

2.4. Ïðèìåðû ìíîæåñòâ, çàäàâàåìûõ óðàâíåíèÿìè è íåðàâåíñòâàìè. Ïî-
ñòðîåíèå òàêèõ ìíîæåñòâ

1. Çàïèñàòü â êîìïëåêñíîé ôîðìå óðàâíåíèÿ: à) ïðÿìîé; á) îêðóæíîñòè.

B à) Óðàâíåíèå ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè èìååò âèä
bx + cy + d = 0 , b2 + c2 6= 0 , b, c, d ∈ R .

Ïîäñòàâëÿÿ x =
z + z

2
, y =

z − z

2i
, ïîëó÷àåì

b (z + z)− ic (z − z) + 2d = 0 ⇔ (b− ic) z + (b + ic) z + 2d = 0 ,

èëè
B z + B z + D = 0 ,

ãäå B = b + ic , B 6= 0 , D = 2d .

á) Óðàâíåíèå

a (x2 + y2) + 2bx + 2cy + d = 0 ⇔
(

x +
b

a

)2

+
(
y +

c

a

)2

=
b2 + c2 − ad

a2
,

ãäå a 6= 0 , b2 + c2 − ad > 0 çàäàåò îêðóæíîñòü íà ïëîñêîñòè.

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè â èñõîäíîå óðàâíåíèå x =
z + z

2
, y =

z − z

2i
, x2 + y2 = z z , èìå-

åì

a zz + b (z + z)− ic (z − z) + d = 0 ⇔ a zz + (b− ic) z + (b + ic) z + d = 0 ,

èëè
A zz + B z + B z + D = 0 ,

ãäå A = a, B = b + ic , D = d , ïðè÷åì BB − AD = b2 + c2 − ad > 0 . C
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2. Óêàçàòü ìíîæåñòâà òî÷åê êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, óäîâëåòâîðÿþùèõ óêàçàííûì
óñëîâèÿì (ðàññìàòðèâàåìûå íèæå çàäà÷è ìîæíî ðåøàòü êàê àíàëèòè÷åñêè, òàê è èñ-
õîäÿ èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé).

à) |z − 4| = |z + 4i| .
B 1-ûé ñïîñîá. Òàê êàê |z − z0| äàåò ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè z è z0, òî èñêîìîå

ìíîæåñòâî � ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê îòðåçêó, ñîåäèíÿþùåìó òî÷êè z = 4 è z =
−4i . Î÷åâèäíî, ýòî ïðÿìàÿ y = −x , èëè ìíîæåñòâî òî÷åê êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè:
{z = x− ix , x ∈ R}.

2-îé ñïîñîá. Ïóñòü z = x + iy , òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ ìîäóëÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà√
(x− 4)2 + y2 =

√
x2 + (y + 4)2 ⇔ −8x + 16 = 8y + 16 ⇔ y = −x C

á) Re
1

z
= c .

B Çàìåòèì, ÷òî z 6= 0 . Ïóñòü z = x + iy.

Òàê êàê
1

z
=

z

|z|2
=

x− iy

x2 + y2
, òî

x

x2 + y2
= c , îòêóäà

ëèáî c = 0 ⇔ x = 0 � ýòî ìíèìàÿ îñü çà èñêëþ÷åíèåì òî÷êè z = 0;

ëèáî c 6= 0 ⇔ x2 + y2 =
x

c
⇔

(
x− 1

2c

)2

+ y2 =
1

4c2
� ýòî îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì

â òî÷êå z =
1

2c
è ðàäèóñîì

1

2 |c|
çà èñêëþ÷åíèåì òî÷êè z = 0 C

â) |z| > 1 + Im z .

B Äàííîå íåðàâåíñòâî ïåðåïèøåì â âèäå
√

x2 + y2 > 1 + y .
ßñíî, ÷òî îíî âûïîëíåíî äëÿ âñåõ y < −1 . Ïðè y ≥ −1 èìååì x2 > 1 + 2y .
Èòàê, èñêîìîå ìíîæåñòâî � ÷àñòü êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, íàõîäÿùàÿñÿ ïîä ïàðàáî-

ëîé y =
1

2
(x2 − 1) C

2.5. Âîïðîñû è çàäà÷è

1. Êàêîå ìíîæåñòâî íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ñîîòâåòñòâóåò à) ýêâàòîðó ñôåðû
Ðèìàíà; á) íèæíåé ïîëóñôåðå ïðè ñòåðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèè ?

2. Íàéäèòå îáðàç ïåðâîé ÷åòâåðòè êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè íà ñôåðå Ðèìàíà.

3. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ñòåðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèè îêðóæíîñòÿì è ïðÿìûì êîì-
ïëåêñíîé ïëîñêîñòè ñîîòâåòñòâóþò îêðóæíîñòè íà ñôåðå Ðèìàíà.

4. Ðàññìîòðèòå íåñêîëüêî êðèâûõ íà ïëîñêîñòè:

a) z = t2, t ∈ [0; 1]; b) z = t3, t ∈ [0; 1];

c) z = t2, t ∈ [−1; 1]; d) z = t3, t ∈ [−1; 1];

e) z = sin t, t ∈
[
0;

π

2

]
; f) z = sin t, t ∈ [0; π];

g) z = 1 + e it, t ∈ [−π; π]; h) z =

{
1 + e it, t ∈

[
−π

2
; π
]
,

t− π , t ∈ (π; 2π] ;

i) z = t + it2, t ∈ [0; 1]; j) z = t2 + it4, t ∈ [−1; 1];
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k) z = t +
i

t
, t ∈

[
1

2
; 2

]
; l) z =

1

t
+ it, t ∈

[
1

2
; 2

]
;

m) z = eat, t ∈ [0; 4π] (a ∈ C); n) z =
1− t2

1 + t2
+

2t i

1 + t2
, t ∈ [−1; 1];

o) z = aeit + be−it, t ∈ [0; 2π] , a, b � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà.

Êàêèå èç ýòèõ êðèâûõ à) ïðîñòûå; á) çàìêíóòûå; â) ãëàäêèå;
ã) êóñî÷íî ãëàäêèå ? Åñòü ëè ñðåäè ýòèõ êðèâûõ ñîâïàäàþùèå?

5. Çàïèøèòå â êîìïëåêñíîé ôîðìå óðàâíåíèÿ ñëåäóþùèõ ëèíèé:

a) y = ax, a ∈ R; b) x2 − y2 = a2, a ∈ R;

c) x2 + y2 − 2x = 1.

6. Êàêèå ñðåäè ìíîæåñòâ â ïðèìåðàõ ï. 2.3 à) çàìêíóòû; á) îòêðûòû; â) ÿâëÿþòñÿ
îáëàñòÿìè; ã) îäíîñâÿçíûìè îáëàñòÿìè ? Êàêîâû ãðàíèöû ýòèõ ìíîæåñòâ ?

7. ßâëÿåòñÿ ëè îäíîñâÿçíûì ìíîæåñòâî UR(∞) â C; â C ?

8. Èçîáðàçèòå ìíîæåñòâî òî÷åê ïëîñêîñòè, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñî-
îòíîøåíèÿ:

a) 1 < |2z + 4i| < 4 ; b) 1 ≤ |z + 2i| ≤ 3 ; c) |π − arg (2z2)| < π

4
;

d) |z − 1| ≤ |z| ; e)

∣∣∣∣z − 2i

2z − i

∣∣∣∣ ≥ 1 ; f)

∣∣∣∣ z − a

1− a z

∣∣∣∣ = 1 , (|a| < 1) ;

g) |z|2 < Re z ; h) |z|2 ≥ Im z ; i) 2 |z| < Re z + 6 ;

j)

{
1 < |z + 1| < 2 ,

−π

2
≤ arg (z + 1) ≤ 0 ;

k)

{
1 ≤ |z + 2− i| < 3 ,

| arg (z + 2− i)| < π

4
;

l) Re
i

z
>

1

2
; m) Im

i

z
≥ 5 ; n) Im

(
i

z
− 1

)
< 1 ;

o) Im

(
i

z
+

i

2

)
≥ 1 ; p) Re

z + 1

z − 1
≥ 0 ; q) Im

z − 1

z + 1
≤ 0 ;

r) Re

(
1

z

)
+ Im

(
1

z

)
> 1 ; s) Im

(
1

z

)
≥ Im z ;

t) |z2 − 1| < 1 ; u) |z2 − i| < 1 .

9. Êàêèå ñðåäè ìíîæåñòâ a)− u) ïðåäûäóùåé çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ:
à) îáëàñòÿìè; á) îäíîñâÿçíûìè îáëàñòÿìè ?

�3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ðÿäû êîìïëåêñíûõ ÷èñåë

3.1. Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë

Îïðåäåëåíèÿ. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {zn} ñõîäèòñÿ ê ïðåäåëó z0 (z0 6= ∞) :

lim
n→∞

zn = z0 , èëè: zn → z0 , n →∞ ,

åñëè ∀ε > 0 ∃N(ε) ∀n > N ⇒ |zn − z0| < ε .
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Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {zn} ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé, åñëè

∀M > 0 ∃N(M) ∀n > N ⇒ |zn| > M

Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò òàêæå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {zn} ñõîäèòñÿ ê z0 = ∞.

Ïóñòü zn = xn + iyn (n = 0, 1, 2, . . .) .

Óòâåðæäåíèå 1. lim
n→∞

zn = z0 , z0 6= ∞, ⇔

{
lim

n→∞
xn = x0 ,

lim
n→∞

yn = y0 .

Óòâåðæäåíèå 2. Ïóñòü zn = rn eiϕn , ãäå rn = |zn| , ϕn = arg zn , n = 1, 2 . . .
Åñëè rn → r0 è ϕn → ϕ0 , òî zn → z0 = r0 eiϕ0 ïðè n →∞.

Ïðèìåðû. Íàéòè ïðåäåëû ñëåäóþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé:

a) zn =
n− in

2in + 1
; b) zn =

ein

in nα
, α ≥ 0 ; c) zn =

(
1 +

i

n

)n

.

B a) Êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, òåîðåìû îá àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèÿõ ñ ïðåäåëàìè
îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè äëÿ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, ïîýòîìó

lim
n→∞

n− in

2in + 1
= lim

n→∞

1− in

n

2i +
1

n

=
1

2i
= − i

2
,

òàê êàê

∣∣∣∣ in

n

∣∣∣∣ =
1

n
→ 0 ïðè n →∞.

b) Äëÿ α > 0 èìååì |zn| =

∣∣∣∣ ein

in nα

∣∣∣∣ =
1

nα
→ 0 , êîãäà n → ∞, ñëåäîâàòåëüíî,

lim
n→∞

zn = 0.

Ïðè α = 0 ïîëó÷àåì ðàñõîäÿùóþñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

zn =
ein

in
=

1

in
· (cos n + i sin n) .

Äåéñòâèòåëüíî, ïåðâûé ìíîæèòåëü íå èìååò ïðåäåëà ïðè n → ∞ (ó ýòîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè ÷åòûðå ïðåäåëüíûå òî÷êè: ±1, ±i), à èç êóðñà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà
èçâåñòíî, ÷òî íè îäíà èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {sin n}, {cos n} íå ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ.

c) Èñïîëüçóåì ïðåäñòàâëåíèå ÷èñëà â ïîêàçàòåëüíîé ôîðìå: cn = 1 +
i

n
= rn eiϕn ,

ãäå rn =

√
1 +

1

n2
, tg ϕn =

1

n
.

Ñóùåñòâóþò ïðåäåëû

R = lim
n→∞

(rn)n = lim
n→∞

(
1 +

1

n2

)n
2

= 1 ; α = lim
n→∞

n ϕn = lim
n→∞

n tg ϕn = 1

(ïðè âû÷èñëåíèè âòîðîãî ïðåäåëà ìû èñïîëüçîâàëè ýêâèâàëåíòíîñòü áåñêîíå÷íî ìàëûõ
ïðè n →∞ âåëè÷èí ϕn è tg ϕn). Ïîýòîìó â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 2 ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
n→∞

(cn)n = R eiα = ei = cos 1 + i sin 1 C
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3.2. Ðÿäû êîìïëåêñíûõ ÷èñåë

Îïðåäåëåíèÿ. Ðÿä
∞∑

n=1

zn , (1)

÷ëåíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíûå ÷èñëà zn = xn + iyn, íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ,

åñëè ñõîäèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {sn} åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì: sn =
n∑

k=1

zk . Ïðè ýòîì

÷èñëî s = lim
n→∞

sn ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ýòîãî ðÿäà.

Ðÿä (1) íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ, åñëè ñõîäèòñÿ ðÿä
∞∑

n=1

|zn| . (2)

Óòâåðæäåíèå 3. Ðÿä (1) ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñõîäÿòñÿ ðÿäû
∞∑

n=1

xn è
∞∑

n=1

yn îäíîâðåìåííî.

Óòâåðæäåíèå 4 (êðèòåðèé Êîøè ñõîäèìîñòè ðÿäà).
Ðÿä (1) ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∀ε > 0 ∃N(ε) ∀n > N, ∀p ∈ N ⇒ |sn+p − sn| =

∣∣∣∣∣
n+p∑

k=n+1

zk

∣∣∣∣∣ < ε .

Óòâåðæäåíèå 5 (íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè ðÿäà).
Åñëè ðÿä (1) ñõîäèòñÿ, òî lim

n→∞
zn = 0 .

Óòâåðæäåíèå 6.
Åñëè ñõîäèòñÿ ðÿä (2), òî ñõîäèòñÿ è ðÿä (1).

Óòâåðæäåíèå 7 (ïðèçíàêè àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà).
Äëÿ ðÿäà (2) ïðèìåíèìû èçâåñòíûå ïðèçíàêè ñõîäèìîñòè ðÿäîâ ñ íåîòðèöàòåëü-

íûìè ÷ëåíàìè (ïðèçíàêè ñðàâíåíèÿ, Äàëàìáåðà, Êîøè, Ãàóññà, èíòåãðàëüíûé ïðèçíàê
è ò.ä.)

Ïðèìåðû. Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ñëåäóþùèõ ðÿäîâ:

a)
∞∑

n=1

5in2 + in

3n2 − 2ni
; b)

∞∑
n=1

n3 ·
(

3 + 4i

10i

)n

; c)
∞∑

n=1

2i− n i 2n

n2 + 1
;

B a)

lim
n→∞

5in2 + in

3n2 − 2ni
= lim

n→∞

5i +
in

n2

3− 2i

n

=
5i

3
6= 0 ,

ïîýòîìó ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

b) Ïðè n → ∞ n
√
|zn| =

n
√

n3 n

√∣∣∣∣3 + 4i

10i

∣∣∣∣n = ( n
√

n)3

∣∣∣∣3 + 4i

10i

∣∣∣∣ =
1

2
( n
√

n)3 → 1

2
< 1 ,

çíà÷èò, äàííûé ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî ñîãëàñíî ïðèçíàêó Êîøè.

c)
2i− n i 2n

n2 + 1
= (−1)n+1 n

n2 + 1
+ i

2

n2 + 1
,
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ðÿäû ñ âåùåñòâåííûìè ÷ëåíàìè
∞∑

n=1

2

n2 + 1
è

∞∑
n=1

(−1)n+1 n

n2 + 1
ñõîäÿòñÿ (ïåð-

âûé ïî ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ, âòîðîé � ïî ïðèçíàêó Ëåéáíèöà), ñëåäîâàòåëüíî, ñõîäèòñÿ
è äàííûé ðÿä C

3.3. Âîïðîñû è çàäà÷è

1. Ñëåäóåò ëè èç ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {|zn|} ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè {zn} ?

2. Â êàêèõ ñëó÷àÿõ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {|zn|} ðàâíîñèëüíà ñõîäèìîñòè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {zn} ?

3. Ïîêàæèòå, ÷òî óòâåðæäåíèå, îáðàòíîå ê óòâåðæäåíèþ 2, âîîáùå ãîâîðÿ íå âåðíî.
Ïðè êàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ îíî èìååò ìåñòî?

4. Âåðíî ëè óòâåðæäåíèå: åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {zn = xn + iyn} áåñêîíå÷íî áîëü-
øàÿ, òî õîòÿ áû îäíà èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {xn} èëè {yn} òàêæå áåñêîíå÷íî
áîëüøàÿ?

5. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â C ñîäåðæèò ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü.

6. Íàéäèòå lim
n→∞

zn (åñëè îí ñóùåñòâóåò) äëÿ ñëåäóþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé:

a) zn = n sin
2

n
+ i

3n + 1

n
; b) zn = (1− i)n ·

(
1 + i

2i + 1

)2n

;

c) zn = arg

(
2 +

in

n

)
; d) zn = arg

(
−2 +

in

n

)
;

e) zn = (3− 4i)n ·
(

1 + in

2in + 1

)n

; f) zn =

(
1 + i sin

2

n

)n

;

g) zn =

(
i√

2 + i

)n2

; h) zn =
1√
n

(
1 + cos α + i sin α

2

)n

, α ∈ R.

7. Íàéäèòå âñå êîìïëåêñíûå ÷èñëà z, äëÿ êîòîðûõ ñõîäèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{cn}. Âû÷èñëèòå ïðåäåëû ýòèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé:

a) cn = (2iz)n ; b) cn =
zn

1 + zn
; c) cn = nk · zn k ∈ Z .

8. Èññëåäóéòå ñõîäèìîñòü ñëåäóþùèõ ðÿäîâ:

a)
∞∑

n=1

2n2 − 3nin

3in2 −
√

5
; b)

∞∑
n=1

in

i
√

n + 2n
; c)

∞∑
n=1

(4i)n

n!
;

d)
∞∑

n=1

1√
n

e
iπ
n ; e)

∞∑
n=1

√
n ·
(

1 + e−iα

2i

)n

, α ∈ (0, 2π).
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�4. Ôóíêöèè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé. Íåïðåðûâíîñòü

4.1. Îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåðû

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü E, F ⊂ C. Ãîâîðÿò, ÷òî íà ìíîæåñòâå E îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ
êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé (ÔÊÏ) f : E → F , èëè w = f(z), åñëè ∀z ∈ E ∃w ∈ F :
w = f(z) .

Îïðåäåëåíèå. ÔÊÏ w = f(z) íàçûâàåòñÿ îäíîëèñòíîé íà ìíîæåñòâå G ⊂ E, åñëè
∀z1, z2 ∈ G , z1 6= z2 ⇒ w1 6= w2 . (ò.å. îáðàòíàÿ ê íåé ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íîé).

Ïóñòü íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå E îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ w = f(z). Îáî-
çíà÷èì w = u+iv , z = x+iy (x, y, u, v ∈ R). Òîãäà çàäàíèå ÔÊÏ w = f(z) ðàâíîñèëüíî
çàäàíèþ ïàðû äåéñòâèòåëüíîçíà÷íûõ ôóíêöèé äâóõ âåùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ, êîòî-
ðûå îïðåäåëåíû íà ìíîæåñòâå ïëîñêîñòè Oxy, ñîîòâåòñòâóþùåì E (ñîõðàíèì äëÿ íåãî
îáîçíà÷åíèå E).

Ïðèìåðû.

à) Ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ w = az + b , a, b ∈ C.
Ýòî îäíîçíà÷íàÿ, îïðåäåëåííàÿ íà C ÔÊÏ. Ïðè a 6= 0 îíà îäíîëèñòíà, èìååò îä-

íîçíà÷íóþ îáðàòíóþ ôóíêöèþ z =
w − b

a
, òàêæå îïðåäåëåííóþ íà âñåì C.

á) Ôóíêöèÿ w = z2 îäíîçíà÷íà, îïðåäåëåíà íà C. Ýòî íåîäíîëèñòíàÿ ÔÊÏ, òàê
êàê w(−z) = w(z) . Îíà èìååò äâóçíà÷íóþ îáðàòíóþ ôóíêöèþ, òàêæå îïðåäåëåííóþ
íà C : z =

√
w (ïðè âñåõ w 6= 0 êîðåíü èìååò ðîâíî äâà ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿ).

â) ÔÊÏ w = z2 , z ∈ C , ïîðîæäàåò ïàðó ôóíêöèé u = x2 − y2 ; v = 2xy , îïðåäå-
ëåííûõ íà âñåé ïëîñêîñòè Oxy.

ã) Ôóíêöèÿ w =
z

z
îïðåäåëåíà ïðè z 6= 0, íå ÿâëÿåòñÿ îäíîëèñòíîé íà ìíîæåñòâå

îïðåäåëåíèÿ, òàê êàê w(−z) = w(z).

Ïîñêîëüêó
z

z
=

z2

|z|2
, òî u =

x2 − y2

x2 + y2
, v = − 2xy

x2 + y2
.

4.2. Íåêîòîðûå ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé

a) Ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ.
Ñòåïåííàÿ (ñ íàòóðàëüíûì ïîêàçàòåëåì) ôóíêöèÿ èìååò âèä

w = zn , ãäå n ∈ N , n > 1 .

Ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà ∀z ∈ C , îíà ÿâëÿåòñÿ n-ëèñòíîé â C. Îáëàñòüþ îäíîëèñò-

íîñòè ñòåïåííîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííîñòü âñÿêîãî óãëà {z : α < arg z < β} , β − α ≤ 2π

n
.

b) Îáðàòíàÿ ê ñòåïåííîé ôóíêöèÿ

w = n
√

z (n ∈ N, n > 1)

îïðåäåëåíà â C è ÿâëÿåòñÿ n-çíà÷íîé: w(0) = 0 ,

w = n
√
|z| · e iϕk , ãäå ϕk =

arg z + 2πk

n
, k ∈ Z (z 6= 0) . (1)

Ôèêñèðóÿ çíà÷åíèå k, ïîëó÷àåì òàê íàçûâàåìóþ îäíîçíà÷íóþ âåòâü w =
(

n
√

z
)

k
äàí-

íîé ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè. Ñóùåñòâóåò ðîâíî n ðàçëè÷íûõ îäíîçíà÷íûõ âåòâåé.
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c) Ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ.
Ïî îïðåäåëåíèþ:

ez = ex (cos y + i sin y) , z = x + iy. (2)

Èç (2) ñëåäóåò ïåðèîäè÷íîñòü ôóíêöèè ez ñ ïåðèîäîì T = 2πi k, k ∈ Z, k 6= 0 , çíà-
÷èò, îïðåäåëåííàÿ â C ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ íåîäíîëèñòíà â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè
(áåñêîíå÷íîëèñòíà).

d) Ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ.

Ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ w = Ln z â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ââîäèòñÿ êàê ôóíê-
öèÿ, îáðàòíàÿ ê ïîêàçàòåëüíîé (2). Ýòà ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà â C \ {0}. Ëîãàðèôìè÷å-
ñêàÿ ôóíêöèÿ áåñêîíå÷íîçíà÷íà.

Ln z = ln |z|+ i Arg z = ln |z|+ i (arg z + 2π k) , k ∈ Z . (3)

Çàäàâàÿ â (3) çíà÷åíèå k, ïîëó÷àåì îäíîçíà÷íóþ âåòâü (Ln z)k ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíê-
öèè. Îãðàíè÷èâøèñü ðàññìîòðåíèåì ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà (ïðè k = 0), ïðè-
õîäèì ê ãëàâíîìó çíà÷åíèþ ëîãàðèôìà 1:

ln z = ln |z|+ i arg z . (4)

e) Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè.

Ïî îïðåäåëåíèþ:

cos z =
eiz + e−iz

2
, sin z =

eiz − e−iz

2i
, tg z =

sin z

cos z
, ctg z =

cos z

sin z
.

Ñïðàâåäëèâû âñå ôîðìóëû òðèãîíîìåòðèè, èçâåñòíûå èç êóðñà ýëåìåíòàðíîé ìàòå-
ìàòèêè.

f) Îáðàòíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè.

Ââåäåì çíà÷åíèÿ w = Arccos z êàê ìíîæåñòâî ðåøåíèé îòíîñèòåëüíî w óðàâíåíèÿ

z = cos w ⇔ eiw + e−iw = 2z

Ðåøàÿ ýòî óðàâíåíèå (ñì. íèæå ïðèìåðû èç ï. 2), ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

Arccos z = −i Ln (z ±
√

z2 − 1) , (5)

îïðåäåëÿþùåå áåñêîíå÷íî ìíîãî ÷èñåë (çäåñü ìîæíî èñïîëüçîâàòü êàêîå-òî îäíî èç
ïàðû çíà÷åíèé

√
z2 − 1 ).

Àíàëîãè÷íî
Arcsin z = −i Ln (iz ±

√
1− z2) ; (6)

Arctg z =
i

2
Ln

1− iz

1 + iz
, z 6= ±i. (7)

g) Ãèïåðáîëè÷åñêèå ôóíêöèè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî
âåùåñòâåííîìó ñëó÷àþ:

ch z =
ez + e−z

2
, sh z =

ez − e−z

2
.

1 Èñïîëüçóåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóë (3), (4) îáîçíà÷åíèå ln îòíîñèòñÿ ê ëîãàðèôìó ïîëîæèòåëüíîãî
äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà |z|, îïðåäåëåííîìó â êóðñå ýëåìåíòàðíîé ìàòåìàòèêè.
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Îòìåòèì ïîëåçíûå ðàâåíñòâà (îíè ïðîâåðÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî):

ch2 z − sh2 z = 1 (îñíîâíîå òîæäåñòâî)

cos (iz) = ch z , sin (iz) = i sh z , (8)

ch(z1 + z2) = ch z1 ch z2 + sh z1 sh z2 , (9)

sh(z1 + z2) = sh z1 ch z2 + ch z1 sh z2 . (10)

Èç ðàâåíñòâ (8) î÷åâèäíà íåîãðàíè÷åííîñòü â C òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé sin z è
cos z.

Ïðèìåðû.

1. Íàéòè äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè ñëåäóþùèõ ÷èñåë:
a) sin(4− 3i) ; b) ln(1 + i) ; c) Ln(

√
3− i) .

B a) c = sin(4− 3i) = sin 4 · cos 3i− cos 4 · sin 3i = sin 4 · ch 3− i cos 4 · sh 3 .
Èòàê, Re c = sin 4 · ch 3 , Im c = − cos 4 · sh 3 .

b) c = ln(1 + i) = ln |1 + i|+ i arg(1 + i) = ln
√

2 + i
π

4
,

çíà÷èò, Re c =
1

2
ln 2 , Im c =

π

4
.

c) c = Ln(
√

3− i) = ln |
√

3− i|+ i Arg(
√

3− i) = ln 2 + i
(
−π

6
+ 2πk

)
,

k ∈ Z , îòêóäà Re c = ln 2 , Im c = −π

6
+ 2πk C

2. Â êàêèõ òî÷êàõ êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ôóíêöèÿ ch z ïðèíèìàåò a) äåéñòâè-
òåëüíûå çíà÷åíèÿ; b) ÷èñòî ìíèìûå çíà÷åíèÿ ?

B Òàê êàê ch z = ch (x+ iy) = ch x ch iy +sh x sh iy = ch x cos y + i sh x sin y, òî

a) Im (ch z) = 0 ⇔ sh x sin y = 0 ⇔
[

sh x = 0
sin y = 0

⇔
[

x = 0
y = πn , n ∈ Z;

b) Re (ch z) = 0 ⇔ ch x cos y = 0 ⇔ cos y = 0 ⇔ y =
π

2
+ πn, n ∈ Z C

3. Äîêàçàòü, ÷òî Ln (z1 z2) = Ln z1 + Ln z2, ãäå z1, z2 ∈ C, z1, z2 6= 0.

B Ïóñòü c1 = Ln z1 , c2 = Ln z2, òîãäà, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ëîãàðèôìà, z1 =
e c1 , z2 = e c2 . Ïîýòîìó z1 z2 = e c1 · e c2 = e c1+c2 , çíà÷èò, c1 + c2 = Ln(z1 z2) , ÷òî è
òðåáîâàëîñü C

4. Ðåøèòü óðàâíåíèÿ: a) sin z = 0 ; b) cos z = i .

B a) Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå sin z , ïîñëå çàìåíû t = eiz ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

t− 1

t
= 0 ⇔ t2 = 1 ⇔ e2iz = 1 .

Îòñþäà
2iz = Ln 1 = i 2πk ⇔ z = πk , k ∈ Z .

Èòàê, ñèíóñ â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè èìååò òå æå ñàìûå íóëè, ÷òî íà âåùåñòâåííîé
ïðÿìîé.
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b) Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

t +
1

t
= 2i ⇔ t2 − 2i t + 1 = 0 .

Îòñþäà

t = i±
√
−2 ⇔

[
t1 = (1 +

√
2) i

t2 = (1−
√

2) i .

Èç ðàâåíñòâà t = eiz èìååì iz = Ln t ⇔ z = −i Ln t . Ïåðâîå èç çíà÷åíèé t äàåò
ñåðèþ ðåøåíèé

z = −i Ln(1 +
√

2) i = −i
(
ln |1 +

√
2|+ i

(π

2
+ 2πk

))
=

=
(π

2
+ 2πk

)
− i ln(1 +

√
2) ,

à âòîðîå:

z = −i Ln(1−
√

2) i = −i
(
ln |1−

√
2|+ i

(
−π

2
+ 2πk

))
=

=
(
−π

2
+ 2πk

)
− i ln(

√
2− 1) , k ∈ Z C

4.3. Ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå ÔÊÏ

Ïóñòü f(z) � îäíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé îêðåñò-
íîñòè U̇ òî÷êè z0 = x0 + iy0. Ïðåäåë f(z) â òî÷êå z0, îïðåäåëÿåòñÿ â òî÷íîñòè òàê æå,
êàê â âåùåñòâåííîì ñëó÷àå (è â ñìûñëå Êîøè, è â ñìûñëå Ãåéíå).

Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü f(z) = u(x, y) + iv(x, y), z0 = x0 + iy0, l = a + ib. Òîãäà

lim
z→z0

f(z) = l ⇔
{

u(x, y) → a ,
v(x, y) → b

ïðè

{
x → x0 ,
y → y0 .

Íà êîìïëåêñíûé ñëó÷àé ïåðåíîñÿòñÿ âñå òåîðåìû îá àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèÿõ ñ
ïðåäåëàìè ôóíêöèé èç âåùåñòâåííîãî àíàëèçà.

4.4. Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f(z) íåïðåðûâíà â òî÷êå z0 ìíîæåñòâà E, åñëè ñóùåñòâóåò

lim
z→z0

f(z) = f(z0) , ò.å. ∀ε > 0 ∃δ(ε) > 0 ∀z ∈ E : |z − z0| < δ ⇒ |f(z)− f(z0)| < ε .

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f(z) íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå E, åñëè îíà íåïðåðûâíà
â êàæäîé òî÷êå E (îáîçíà÷åíèå: f ∈ C(E)).

Òåîðåìà 4.3. Íåïðåðûâíîñòü f(z) = u(x, y) + iv(x, y) â òî÷êå z0 = x0 + iy0 ðàâ-
íîñèëüíà íåïðåðûâíîñòè äâóõ ôóíêöèé u(x, y) è v(x, y) ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ
(x, y) â òî÷êå (x0, y0).

Íà êîìïëåêñíûé ñëó÷àé ïåðåíîñÿòñÿ óòâåðæäåíèÿ âåùåñòâåííîãî àíàëèçà î íåïðå-
ðûâíîñòè ñóììû, ïðîèçâåäåíèÿ è ÷àñòíîãî äâóõ ôóíêöèé, à òàêæå î íåïðåðûâíîñòè
ñëîæíîé ôóíêöèè.

Ñîõðàíÿþòñÿ îïðåäåëåíèå ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè f(z) íà ìíîæåñòâå E:

∀ε > 0 ∃δ(ε) > 0 ∀z1, z2 ∈ E : |z1 − z2| < δ ⇒ |f(z1)− f(z2)| < ε ,
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à òàêæå óòâåðæäåíèå òåîðåìû Êàíòîðà.

Ïðèìåðû
1. Èññëåäîâàòü íåïðåðûâíîñòü ÔÊÏ:
a) f(z) = z .
B Åñëè z = x + iy, òî f(z) = x− iy = u + iv . Òàê êàê

u(x, y) = x , v(x, y) = −y

� ôóíêöèè, íåïðåðûâíûå âñþäó â R2, òî ôóíêöèÿ f(z) íåïðåðûâíà íà âñåé êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè C C

b) f(z) = arg z , ãäå arg z ∈ [ 0; 2π).

B Ôóíêöèÿ f(z) = arg z , îïðåäåëåííàÿ ïðè z 6= 0, ðàçðûâíà íà ïîëîæèòåëüíîé
âåùåñòâåííîé ïîëóîñè R+. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü z0 = x0 > 0. Òîãäà äëÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé zn è z′n, ñõîäÿùèõñÿ ê z0, à èìåííî: zn = x0 +
i

n
è z′n = x0 −

i

n
� èìååì arg zn → 0 ïðè n →∞, â òî âðåìÿ êàê arg z′n → 2π.

Íåïðåðûâíîñòü f(z) â îñòàëüíûõ òî÷êàõ C î÷åâèäíà C

c) f(z) = zn , n ∈ N .

B Î÷åâèäíî, ôóíêöèÿ f(z) = z íåïðåðûâíà â ëþáîé òî÷êå C. Ïðè n > 1 ôóíêöèÿ
íåïðåðûâíà âñþäó â C êàê ïðîèçâåäåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé (ñì.
òåîðåìó 4.4) C

d) f(z) = (
√

z)0 � îäíà èç äâóõ îäíîçíà÷íûõ âåòâåé êâàäðàòíîãî êîðíÿ (0 ≤ arg z <
2π ).

B Èç (1) ïðè n = 2 , k = 0 ïîëó÷àåì f(z) =
√
|z| e

i
2

arg z, z 6= 0, f(0) = 0 .
Òàêèì îáðàçîì,

f(z) = u + iv =
√
|z|
(
cos

arg z

2
+ i sin

arg z

2

)
� ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ âñþäó, êðîìå ëó÷à R+ (òàêèì ñâîéñòâîì, î÷åâèäíî, îáëàäàþò
ôóíêöèè u è v).

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ arg z òåðïèò ðàçðûâ íà R+ (ñì. ïðèìåð b)), òî f(z) òàêæå
ðàçðûâíà íà ýòîé ïîëóïðÿìîé. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü z = x0 > 0. Òîãäà

lim
z→x0, Im z>0

f(z) =
√

x0 (cos 0 + i sin 0) =
√

x0 = f(x0) ,

lim
z→x0, Im z<0

f(z) =
√

x0 (cos π + i sin π) = −
√

x0 ,

òàê ÷òî íå ñóùåñòâóåò lim
z→x0

f(z) C

Çàìå÷àíèå. Àíàëîãè÷íî óñòàíàâëèâàåòñÿ íåïðåðûâíîñòü â C\R+ k-îé îäíîçíà÷-
íîé âåòâè êîðíÿ: f(z) = ( n

√
z)k.

e) f(z) = ez .

B ez = ex (cos y + i sin y) , ïîýòîìó

u(x, y) = ex cos y , v(x, y) = ex sin y .

Ôóíêöèè u(x, y), v(x, y) íåïðåðûâíû âñþäó â R2, ñëåäîâàòåëüíî, f(z) = ez íåïðåðûâíà
íà âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C C
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f) f(z) = sin z .

B Ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà C. Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî òåîðåìå 4.5 ïðè ëþáîì z

íåïðåðûâíû ôóíêöèè eiz è e−iz à ïî òåîðåìå 4.4 íåïðåðûâíà
eiz − e−iz

2i
C

g) f(z) =

{
Re z

z
, z 6= 0 ,

1 , z = 0 .

B Ïðåîáðàçóåì
Re z

z
=

x

x− iy
=

x (x + iy)

x2 + y2
. Âñþäó, êðîìå òî÷êè (0, 0), ôóíêöèè

u(x, y) =
x2

x2 + y2
, v(x, y) =

xy

x2 + y2
íåïðåðûâíû, ñëåäîâàòåëüíî, f(z) íåïðåðûâíà ïðè

z 6= 0.
Â òî÷êå (0, 0) íå ñóùåñòâóåò ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ íè u(x, y), íè v(x, y). Â ñàìîì

äåëå, ïåðåõîäÿ ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì x = r cos ϕ , y = r sin ϕ , íàïðèìåð, äëÿ v(x, y)
èìååì

lim
(x,y)→(0,0)

v(x, y) = lim
r→0

r2 cos ϕ sin ϕ

r2 (cos2 ϕ + sin2 ϕ)
= lim

r→0
cos ϕ sin ϕ ,

òàê ÷òî ðåçóëüòàò ðàçëè÷åí ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ ϕ. Ïîýòîìó â òî÷êå z = 0 ôóíêöèÿ
f(z) èìååò íåóñòðàíèìûé ðàçðûâ C

h) f(z) =


z Im z

|z|
, z 6= 0 ,

0 , z = 0 .

B Òàê êàê ôóíêöèè z, Im z, |z| íåïðåðûâíû âñþäó, òî ïî òåîðåìå 4.4 f(z) íåïðå-
ðûâíà ïðè z 6= 0.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ íåïðåðûâíîñòè â òî÷êå z = 0 íàéäåì

z Im z

|z|
=

(x + iy) y√
x2 + y2

,

ñëåäîâàòåëüíî, u(x, y) =
xy√

x2 + y2
, v(x, y) =

y2√
x2 + y2

.

Âû÷èñëèì

lim
(x,y)→(0,0)

u(x, y) = lim
r→0

r2 cos ϕ sin ϕ

r
= lim

r→0
r cos ϕ sin ϕ = 0 ,

lim
(x,y)→(0,0)

v(x, y) = lim
r→0

r2 sin2 ϕ

r
= 0 .

Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò lim
z→0

f(z) = 0 = f(0) , çíà÷èò, ýòà ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà â òî÷êå

z = 0, òàê ÷òî f(z) íåïðåðûâíà âñþäó â C C

2. Èññëåäîâàòü ñëåäóþùèå ôóíêöèè íà ðàâíîìåðíóþ íåïðåðûâíîñòü íà ìíîæåñòâå
E = {z : 0 < |z| < 1 } :

a) f(z) =
Re z · Im z

|z|
; b) f(z) =

Re z · Im z

|z|2
.
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B a) Î÷åâèäíî, ôóíêöèÿ f(z) =
xy√

x2 + y2
íåïðåðûâíà âî âñåõ òî÷êàõ ìíîæåñòâà

E. Òàê êàê ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
z→0

f(z) = lim
(x,y)→(0,0)

xy√
x2 + y2

= 0

(ñì. ïðèìåð 1h)), ôóíêöèÿ F (z) =

{
f(z) , 0 < |z| ≤ 1 ,
0 , z = 0

îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà

íà îãðàíè÷åííîì çàìêíóòîì ìíîæåñòâå E = {z : |z| ≤ 1}. Òîãäà ïî òåîðåìå Êàíòî-
ðà F (z) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà E, ñëåäîâàòåëüíî, ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà E.
Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò ðàâíîìåðíóþ íåïðåðûâíîñòü íà E ôóíêöèè f(z).

b) Êàê óñòàíîâëåíî â ïðèìåðå 1g), ôóíêöèÿ f(z) =
xy

x2 + y2
íå èìååò ïðåäåëà â

òî÷êå x = 0, y = 0. Ïîêàæåì, ÷òî îíà íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé íà E.

Â ñàìîì äåëå äëÿ çíà÷åíèé z
(n)
1 =

1

n
(1 + i), z

(n)
2 =

1

n
, ïðè ëþáûõ n ∈ N, n > 1, èìååì

z
(n)
1 , z

(n)
2 ∈ E, f(z

(n)
1 ) =

1

2
, f(z

(n)
2 ) = 0. Ïîýòîìó õîòÿ ðàññòîÿíèå

∣∣∣z(n)
1 − z

(n)
2

∣∣∣ =
1

n
ìîæåò

áûòü ñäåëàíî ñêîëü óãîäíî ìàëûì, äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèé ôóíêöèè èìååì∣∣∣f(z
(n)
1 )− f(z

(n)
2 )
∣∣∣ =

1

2
C

Çàìå÷àíèå. Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ïåðâîì ñëó÷àå äàííàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü
äîîïðåäåëåíà ïî íåïðåðûâíîñòè â òî÷êå z = 0, à âî âòîðîì � íåò.

4.5. Âîïðîñû è çàäà÷è

1. Äëÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà c íàéäèòå Re c , Im c , Arg c , arg c :

a) c = −3i e−5i ; b) c = −2 e4+5i .

2. Äëÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà c íàéäèòå Re c , Im c :

a) c = cos (1−3i) ; b) c = sh (3+i) ; c) c = ln (−2ei) ; d) c = Ln (−2+i 2
√

3) .

3. Äîêàæèòå ôîðìóëû (7)�(9).

4. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

a) sin z = sin z; b) | sh y| ≤ | cos z| ≤ ch y (z = x + iy).

5. Â êàêèõ òî÷êàõ êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ôóíêöèè ez ; sin z ïðèíèìàþò à) äåé-
ñòâèòåëüíûå çíà÷åíèÿ; á) ÷èñòî ìíèìûå çíà÷åíèÿ ?

6. Ðåøèòå óðàâíåíèÿ:

a) eiz = cos z ; b) sin 2z = i ; c) ch z = 0 ; d) sh z =
i

2
.

7. Èìåþò ëè ðåøåíèÿ â C óðàâíåíèÿ a) tg z = i , b) th z = −1 ?

8. Äîêàæèòå ôîðìóëû (4)�(6).

9. Äîêàæèòå, ÷òî Ln
z1

z2

= Ln z1 − Ln z2 , ãäå z1, z2 ∈ C, z1, z2 6= 0.
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10. Âåðíû ëè ðàâåíñòâà a) Ln z2 = Ln z + Ln z ; b) Ln z2 = 2 Ln z , ãäå z ∈ C,
z 6= 0 ?

11. Ñôîðìóëèðóéòå, ÷òî îçíà÷àþò ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

a) lim
z→z0

f(z) = ∞ (z0 6= ∞) ; b) lim
z→∞

f(z) = w0 (w0 6= ∞) ;

c) lim
z→∞

f(z) = ∞ .

12. Âû÷èñëèòå ñëåäóþùèå ïðåäåëû:

a) lim
z→0

sin 2z

sh iz
; b) lim

z→− iπ
2

e2z + 1

ez + i
; c) lim

z→ iπ
4

ch z + sin iz

ch 2z
.

13. Âåðíî ëè, ÷òî ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ íà ìíîæåñòâå E, îãðàíè÷åíà íà ýòîì ìíî-
æåñòâå ?

14. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f(z) íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå E, òî ôóíêöèÿ |f(z)|
òàêæå íåïðåðûâíà íà ýòîì ìíîæåñòâå. Âåðíî ëè îáðàòíîå óòâåðæäåíèå ?

15. Èññëåäóéòå íà íåïðåðûâíîñòü îäíîçíà÷íûå âåòâè ôóíêöèé:

a) f(z) =
(

n
√

z
)

k
; b) f(z) = (Ln z)k

ïðè óñëîâèè, ÷òî 1) arg z ∈ [ 0; 2π) ; 2) arg z ∈ (−π ; π] .

16. Èññëåäóéòå ñëåäóþùèå ôóíêöèè íà íåïðåðûâíîñòü:

a) f(z) = tg z; b) f(z) = ln2 z; c) f(z) = ez;

d) f(z) =
ch z

1 + sh2 z
; e) f(z) =

{
e
− 1
|z| , z 6= 0,

0 , z = 0 ;

f) f(z) =

{
e−

1
z4 , z 6= 0,

0 , z = 0 ;
g) f(z) =

 z2

|z|2
, z 6= 0,

1 , z = 0 .

17. Ïóñòü ôóíêöèÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå E. Ñëåäóåò ëè îòñþäà åå
îãðàíè÷åííîñòü íà ýòîì ìíîæåñòâå ?

18. Èññëåäóéòå ñëåäóþùèå ôóíêöèè íà íåïðåðûâíîñòü è ðàâíîìåðíóþ íåïðåðûâíîñòü
íà ìíîæåñòâå E = {z : 0 < |z| < 1 } :

a) f(z) =
1

1 + z2
; b) f(z) = ctg z; c) f(z) = ln z;

d) f(z) =
z2

|z|
; e) f(z) = e−

1
z2 ; f) f(z) = e

− 1
|z|2 ;

g) f(z) = e
1

z2−1 ; h) f(z) = e
1

|z|2−1 .

19. Èññëåäóéòå ôóíêöèþ f(z) = e
1
z íà íåïðåðûâíîñòü è ðàâíîìåðíóþ íåïðåðûâ-

íîñòü íà ìíîæåñòâàõ E1 =

{
z : 0 < |z| < 1, | arg z| > 3π

4

}
;

E2 =
{

z : 0 < |z| < 1, | arg z| > π

2

}
. Çäåñü arg z ∈ (−π, π].
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20. Ïóñòü E � îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî, à E � åãî çàìûêàíèå. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèþ
f(z), îïðåäåëåííóþ è íåïðåðûâíóþ íà E, ìîæíî ïðîäîëæèòü ïî íåïðåðûâíîñòè
íà ìíîæåñòâî E òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòà ôóíêöèÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà
íà E.

�5. Äèôôåðåíöèðóåìîñòü ÔÊÏ. Óñëîâèÿ Êîøè-Ðèìàíà

5.1. Äèôôåðåíöèðóåìîñòü ÔÊÏ

Ïóñòü f � îäíîçíà÷íàÿ ÔÊÏ, îïðåäåëåííàÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè z, à ∆z � ïðèðàùå-
íèå çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà, íàñòîëüêî ìàëîå, ÷òî z + ∆z òàêæå ïðèíàäëåæèò óêàçàííîé
îêðåñòíîñòè; ∆f(z) = f(z + ∆z)− f(z).

Åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

f ′(z) = lim
∆z→0

∆f(z)

∆z
,

òî îí íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîéôóíêöèè f â òî÷êå z, à f(z) ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé
â ýòîé òî÷êå.

Ôóíêöèÿ f(z) äèôôåðåíöèðóåìà íà ìíîæåñòâå E, åñëè îíà äèôôåðåíöèðóåìà â
êàæäîé òî÷êå E (ò.å. â ëþáîé òî÷êå E ñóùåñòâóåò f ′(z)).

Ñîõðàíÿþòñÿ âñå òåîðåìû îá àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèÿõ íàä äèôôåðåíöèðóåìûìè
ôóíêöèÿìè, à òàêæå ôîðìóëû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé òåîðåìà î
äèôôåðåíöèðóåìîñòè ñëîæíîé ôóíêöèè.

5.2. Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè ÔÊÏ

Òåîðåìà 5.1. Äëÿ òîãî. ÷òîáû ôóíêöèÿ f(z) = u(x, y)+ iv(x, y) áûëà äèôôåðåíöè-
ðóåìà â òî÷êå z = x + iy, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ôóíêöèè u(x, y) è v(x, y)
áûëè äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå (x, y) êàê ôóíêöèè äâóõ äåéñòâèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ
è ÷òîáû â ýòîé òî÷êå áûëè âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

∂u

∂x
(x, y) =

∂v

∂y
(x, y) ,

∂u

∂y
(x, y) = −∂v

∂x
(x, y)

(ýòè ðàâåíñòâà íàçûâàþòñÿ óñëîâèÿìè Êîøè-Ðèìàíà).

Çàìå÷àíèÿ. 1) Ïðîèçâîäíàÿ f ′(z) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â ëþáîé èç ñëåäóþùèõ
ôîðì:

f ′(z) =
df

dz
= ux + ivx = vy − iuy = ux − iuy = vy + ivx .

2) Èç êóðñà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà èçâåñòíî, ÷òî äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì äèô-
ôåðåíöèðóåìîñòè âåùåñòâåííîé ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ u(x, y) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâ-
íîñòü åå ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ux, uy.

3) Ââåäåì îáîçíà÷åíèå äëÿ äèôôåðåíöèðóåìîé íà ìíîæåñòâå E âåùåñòâåííîé ôóíê-
öèè äâóõ ïåðåìåííûõ: u ∈ D(E) .

5.3. Ïðèìåðû
Èññëåäîâàòü äèôôåðåíöèðóåìîñòü ÔÊÏ.
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a) f(z) = z .
B f(z) = x− iy = u + iv, ïîýòîìó

u(x, y) = x , v(x, y) = −y .

Ôóíêöèè u(x, y), v(x, y) ∈ D(R2), îäíàêî óñëîâèÿ Êîøè-Ðèìàíà íå âûïîëíåíû íè â
îäíîé òî÷êå, òàê êàê

∂u

∂x
= 1 6= ∂v

∂y
= −1 .

Òàêèì îáðàçîì, ÔÊÏ f(z) íèãäå íå äèôôåðåíöèðóåìà C

b) f(z) = zn , n ∈ N .
B Èñïîëüçóÿ äëÿ z 6= 0 ïîêàçàòåëüíóþ ôîðìó ïðåäñòàâëåíèÿ z = r eiϕ , ïîëó÷àåì

f(z) = rn einϕ , ïîýòîìó

u(r, ϕ) = rn cos nϕ , v(r, ϕ) = rn sin nϕ .

Ôóíêöèè u(r, ϕ), v(r, ϕ) ∈ D(R2). Âû÷èñëèì

∂u

∂r
= n rn−1 cos nϕ ,

∂u

∂ϕ
= −n rn sin nϕ ,

∂v

∂r
= n rn−1 sin nϕ ,

∂v

∂ϕ
= n rn cos nϕ .

Î÷åâèäíî, óñëîâèÿ Êîøè-Ðèìàíà, çàïèñàííûå â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ (ñì. çàäà÷ó
1 ï. 5.4), âñþäó âûïîëíåíû. Èòàê, äîêàçàíî, ÷òî f(z) âñþäó (êðîìå òî÷êè z = 0)
äèôôåðåíöèðóåìà, ïðè÷åì

f ′(z) =
r

z
·
(
n rn−1 cos nϕ + i n rn−1 sin nϕ

)
= n zn−1 .

Äèôôåðåíöèðóåìîñòü zn â òî÷êå z = 0 ëåãêî ïîêàçàòü íà îñíîâå îïðåäåëåíèÿ:

f ′(0) = lim
∆z→0

∆f(0)

∆z
= lim

∆z→0

(∆z)n

∆z
=

{
1 , n = 1
0 , n > 1

C

c) f(z) = ez .
B ez = ex (cos y + i sin y) , ïîýòîìó

u(x, y) = ex cos y , v(x, y) = ex sin y .

Ôóíêöèè u(x, y), v(x, y) ∈ D(R2), à óñëîâèÿ Êîøè-Ðèìàíà âûïîëíåíû âñþäó âR2 (ïðî-
âåðüòå!) Ñëåäîâàòåëüíî, ÔÊÏ f(z) = ez äèôôåðåíöèðóåìà íà âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñ-
êîñòè C, ïðè÷åì

f ′(z) = ux + ivx = ex cos y + i ex sin y = ex (cos y + i sin y) = ez C

d) f(z) = sin z .
B Ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà â ëþáîé òî÷êå C. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó âñþäó

ñóùåñòâóþò ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé ez , iz , òî äèôôåðåíöèðóåìû ñëîæíûå ôóíêöèè

(eiz)′ = i eiz , (e−iz)′ = −i e−iz ,



27

à òàêæå èõ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ
eiz − e−iz

2i
. Ïîýòîìó âñþäó ñóùåñòâóåò

(sin z)′ =

(
eiz − e−iz

2i

)′
=

eiz + e−iz

2
= cos z C

e) f(z) = tg z .
B Âûøå äîêàçàíî, ÷òî ôóíêöèÿ sin z äèôôåðåíöèðóåìà â ëþáîé òî÷êå C. Àíà-

ëîãè÷íî óñòàíàâëèâàåòñÿ òî æå ñâîéñòâî ôóíêöèè cos z. Òîãäà ïðè cos z 6= 0 ò.å. äëÿ

z 6= π

2
+ πn, n ∈ Z, ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ tg z, ïðè÷åì

(tg z)′ =

(
sin z

cos z

)′
=

1

cos2 z
C

f) f(z) = z Im z .
B Íàõîäèì u(x, y) = xy ; v(x, y) = y2 .
Î÷åâèäíî, u, v ∈ D(R2).
Ïîñêîëüêó óñëîâèÿ Êîøè-Ðèìàíà ïðèâîäÿò ê ñèñòåìå óðàâíåíèé{

y = 2y ,
x = 0

⇔
{

y = 0 ,
x = 0 ,

äàííàÿ ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà òîëüêî ïðè z = 0. Òåïåðü íàõîäèì f ′(0) = ux(0, 0)+
ivx(0, 0) = 0 C

g) f(z) = (Im z)2 .
B Çäåñü u(x, y) = y2 ∈ D(R2) ; v(x, y) = 0 ∈ D(R2) .
Èç óñëîâèé Êîøè-Ðèìàíà ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé{

0 = 0 ,
2y = 0

⇔ y = 0 .

Òàêèì îáðàçîì, äàííàÿ ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà âî âñåõ òî÷êàõ äåéñòâèòåëüíîé
îñè: Im z = 0. Äëÿ òàêèõ çíà÷åíèé z ïî ôîðìóëå èç çàìå÷àíèÿ 1 íàõîäèì f ′(z) = 0
C

h) f(z) =
√
|Re z · Im z| .

B Â ïðèíÿòûõ âûøå îáîçíà÷åíèÿõ u(x, y) =
√
|x · y| ; v(x, y) = 0 ∈ D(R2) .

Çàìåòèì, ñíà÷àëà, ÷òî âñþäó vx = vy = 0.
Ïóñòü xy 6= 0. Ðàññìîòðèì ê ïðèìåðó òî÷êó, ðàñïîëîæåííóþ âî âòîðîé ÷åòâåðòè

êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè: x < 0, y > 0. Íà ýòîì ìíîæåñòâå u(x, y) =
√
−x · √y �

äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, ïðè÷åì ux = −
√

y

2
√
−x

6= 0 = vy. Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèÿ

Êîøè-Ðèìàíà çäåñü íå âûïîëíåíû. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äåëî îáñòîèò âíóòðè ëþáîé
èç îñòàâøèõñÿ ÷åòâåðòåé ïëîñêîñòè.

Ðàññìîòðèì äàëåå òî÷êó, ëåæàùóþ íà êàêîé-ëèáî êîîðäèíàòíîé îñè, íàïðèìåð, (0; y),
y 6= 0. Ïðåäåë, âû÷èñëÿåìûé ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé:

ux(0, y) = lim
∆x→0

u(∆x, y)− u(0, y)

∆x
= lim

∆x→0

√
|∆x| ·

√
|y|

∆x
,

íå ñóùåñòâóåò.
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Îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü òî÷êó (0; 0). Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå, íàõîäèì

ux(0, 0) = lim
∆x→0

u(∆x, 0)− u(0, 0)

∆x
= 0 , uy(0, 0) = lim

∆y→0

u(0, ∆y)− u(0, 0)

∆y
= 0 .

Èòàê, óñëîâèÿ Êîøè-Ðèìàíà âûïîëíåíû â òî÷êå z = 0 è òîëüêî â íåé.
Òðåáîâàíèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè u(x, y) â (0, 0) îçíà÷àåò, ÷òî ïðèðàùåíèå

∆u(0, 0) = u(∆x, ∆y)− u(0, 0) =
√
|∆x| ·

√
|∆y|

ïðè ρ =
√
|∆x|2 + |∆y|2 → 0 ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå

∆u(0, 0) = ux(0, 0) ∆x + uy(0, 0) ∆y + o(ρ) ,

ò.å. √
|∆x| ·

√
|∆y| = o(

√
|∆x|2 + |∆y|2) ⇔ lim

(∆x,∆y)→(0,0)

√
|∆x| ·

√
|∆y|√

|∆x|2 + |∆y|2
= 0 ,

÷òî, êàê ëåãêî óáåäèòüñÿ, íåâåðíî. Ñëåäîâàòåëüíî, u(x, y) íå äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå
(0; 0).

Èòàê, äàííàÿ ôóíêöèÿ f(z) íèãäå íå äèôôåðåíöèðóåìà. (Îáðàòèòå âíèìàíèå: â òî÷-
êå z = 0 óñëîâèÿ Êîøè-Ðèìàíà âûïîëíåíû, f ′(0) íå ñóùåñòâóåò ïî ïðè÷èíå íåäèôôå-
ðåíöèðóåìîñòè u(x, y)) C

5.4. Âîïðîñû è çàäà÷è

1. Ïîëó÷èòå ôîðìóëû, âûðàæàþùèå óñëîâèÿ Êîøè-Ðèìàíà è ïðîèçâîäíóþ â ïîëÿð-
íûõ êîîðäèíàòàõ 

∂u

∂r
=

1

r
· ∂v

∂ϕ
,

∂v

∂r
= −1

r
· ∂u

∂ϕ

f ′(z) =
r

z
·
(

∂u

∂r
+ i

∂v

∂r

)
.

2. Ïîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå
∂f

∂z
= 0 , ãäå f ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ôóíêöèÿ íåçàâè-

ñèìûõ ïåðåìåííûõ z è z, ðàâíîñèëüíî óñëîâèÿì Êîøè-Ðèìàíà.

3. Èññëåäóéòå äàííûå ôóíêöèè íà äèôôåðåíöèðóåìîñòü; íàéäèòå èõ ïðîèçâîäíûå
òàì, ãäå îíè ñóùåñòâóþò:

a) f(z) = ez ; b) f(z) =
z2

ch2 z − sh2 z
; c) f(z) =

1

z
;

d) f(z) =
1

z
; e) f(z) = z · |z|2 ; f) f(z) = (z)2 ;

g) f(z) = sin z ; h) f(z) = cos (z2) ;

i) f(z) = cos x + i sin y (z = x + iy) .

4. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ôóíêöèè f(z) =

{
e

1
z4 , z 6= 0;

0 , z = 0 ,
â òî÷êå z = 0 âûïîë-

íåíû óñëîâèÿ Êîøè-Ðèìàíà, îäíàêî îíà íå äèôôåðåíöèðóåìà â ýòîé òî÷êå.
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�6. Àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè. Ñâÿçü àíàëèòè÷íîñòè ñ ãàðìîíè÷íîñòüþ

6.1. Àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè è èõ ñâîéñòâà

Îïðåäåëåíèÿ.

Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â îáëàñòè D, åñëè îíà èìååò â ýòîé îáëàñòè
íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ.

Îáîçíà÷åíèå: f ∈ A(D) .
Çàìå÷àíèå. Íàðÿäó ñ òåðìèíîì "àíàëèòè÷åñêàÿ"â ëèòåðàòóðå âñòðå÷àþòñÿ èíûå

íàçâàíèÿ òàêîé ôóíêöèè: ðåãóëÿðíàÿ, ãîëîìîðôíàÿ.

Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â òî÷êå z0, åñëè îíà àíàëèòè÷íà â íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè. Îáîçíà÷åíèå: f ∈ A(z0) .

Ôóíêöèÿ f àíàëèòè÷íà â çàìêíóòîé îáëàñòè D, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ îáëàñòü
D1, ÷òî D ⊂ D1 è f ∈ A(D1) . Îáîçíà÷åíèå: f ∈ A(D) .

Ïðèìåðû.
Ñðåäè ïðèìåðîâ ï. 5.3 òîëüêî ôóíêöèè b), c), d), e) ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè (ïðè-

÷åì ïåðâûå òðè èç íèõ àíàëèòè÷íû â C, ôóíêöèÿ tg z àíàëèòè÷íà âñþäó, ãäå äèôôå-

ðåíöèðóåìà, ò.å. ïðè z 6= π

2
+ πn, n ∈ Z). Ôóíêöèè f), g) äèôôåðåíöèðóåìû íà íåêîòî-

ðûõ ìíîæåñòâàõ, íî íèãäå íå àíàëèòè÷íû; ôóíêöèè a), h) íèãäå íå äèôôåðåíöèðóåìû,
ñëåäîâàòåëüíî, íå àíàëèòè÷íû.

Òåîðåìà 6.1 (ñâîéñòâà àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé).
à) f ∈ A(D) ⇒ f ∈ C(D) ;
á) f, g ∈ A(D) ⇒ f ± g ∈ A(D) ;
â) f, g ∈ A(D) ⇒ f · g ∈ A(D) ;

ã) f, g ∈ A(D) , g 6= 0 ⇒ f

g
∈ A(D) .

Òåîðåìà 6.2 (àíàëèòè÷íîñòü ñëîæíîé ôóíêöèè).
Ïóñòü ôóíêöèÿ f àíàëèòè÷íà â îáëàñòè D, à ôóíêöèÿ g àíàëèòè÷íà â îáëàñòè

G, ñîäåðæàùåé îáðàç îáëàñòè D. Òîãäà ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ g(f(z)) ∈ A(D).

Òåîðåìà 6.3 (àíàëèòè÷íîñòü îáðàòíîé ôóíêöèè).
Ïóñòü îäíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ w = w(z) àíàëèòè÷íà â òî÷êå z0, ïðè÷åì w′(z0) 6= 0 .

Òîãäà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè w0 = w(z0) ñóùåñòâóåò îäíîçíà÷íàÿ îáðàòíàÿ
ôóíêöèÿ z = z(w), àíàëèòè÷åñêàÿ â òî÷êå w0, ïðè÷åì

z′(w0) =
1

w′(z0)
.

Çàìå÷àíèå. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû 6.3 èìååò ëîêàëüíûé õàðàêòåð. Êàê ïîêàçûâàþò
ñëåäóþùèå ïðèìåðû, îäíîçíà÷íàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ â îáëàñòè D ôóíêöèÿ w, äëÿ êîòîðîé
w′(z) 6= 0 ∀z ∈ D, ìîæåò èìåòü íåîäíîçíà÷íóþ îáðàòíóþ ôóíêöèþ.

Ïðèìåðû.
B a) Ñðåäè ïðèìåðîâ ï. 5.3 òîëüêî ôóíêöèè b), c), d), e) ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêè-

ìè (ïðè÷åì ïåðâûå òðè èç íèõ àíàëèòè÷íû â C, ôóíêöèÿ tg z àíàëèòè÷íà âñþäó, ãäå

äèôôåðåíöèðóåìà, ò.å. ïðè z 6= π

2
+ πn , n ∈ Z). Ôóíêöèè f), g) äèôôåðåíöèðóåìû íà

íåêîòîðûõ ìíîæåñòâàõ, íî íèãäå íå àíàëèòè÷íû; ôóíêöèè a), h) íèãäå íå äèôôåðåí-
öèðóåìû, ñëåäîâàòåëüíî, íå àíàëèòè÷íû.
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b) Ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ ñ ïîêàçàòåëåì n > 1 àíàëèòè÷íà â C. Âûøå, â ï. 4.4,
îòìå÷åíî, ÷òî îäíîçíà÷íàÿ âåòâü îáðàòíîé ê íåé ôóíêöèè

( n
√

z)k = n
√
|z| (cos ϕk + i cos ϕk) , ãäå ϕk =

arg z + 2πk

n
,

íåïðåðûâíà â C \R+.
Äîêàæåì, ÷òî f(z) àíàëèòè÷íà â òîé æå îáëàñòè. Ïî îïðåäåëåíèþ, åñëè w = ( n

√
z)k,

òî z = wn. Òàê êàê â ëþáîé òî÷êå w 6= 0 ñóùåñòâóåò z′ = nwn−1 6= 0 , òî â ñèëó
òåîðåìû 6.3 ïî ôîðìóëå (1) èìååì:

w′(z) =
1

z′(w)
=

1

nwn−1
=

1

n ( n
√

z)n−1
k

,

ò.å. â ëþáîé òî÷êå C \R+ ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ w′(z).

c) Ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ àíàëèòè÷íà â C. Èç ðàññìîòðåíèé ïï. 4.2, 4.4 ñëåäóåò,
÷òî îáðàòíàÿ ê íåé ôóíêöèÿ w = Ln z áåñêîíå÷íîçíà÷íà, ïðè ýòîì êàæäàÿ èç
îäíîçíà÷íûõ âåòâåé

w = (Ln z)k = ln |z|+ i (arg z + 2πk) , k ∈ Z ,

íåïðåðûâíà â îáëàñòè C \R+ (çäåñü arg z ∈ [0 ; 2π) ).
Ïîñêîëüêó z′ = ew 6= 0 , òî â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 6.3 âñþäó â ýòîé îáëàñòè

ôóíêöèÿ w = (Ln z)k èìååò íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ

w′(z) = (Ln z)′k =
1

z′(w)
=

1

ew
=

1

z
,

ñëåäîâàòåëüíî, àíàëèòè÷íà â C \R+. Çàìåòèì, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ íå çàâèñèò îò k C

6.2. Ñâÿçü àíàëèòè÷íîñòè è ãàðìîíè÷íîñòè

Îïðåäåëåíèÿ. Ôóíêöèÿ äâóõ äåéñòâèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ u(x, y) íàçûâàåòñÿ ãàð-

ìîíè÷åñêîé â îáëàñòè D, åñëè u ∈ C2(D) è ∆u = 0 , (x, y) ∈ D. Îáîçíà÷åíèå:
u ∈ H(D).

Çäåñü ∆u =
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
� îïåðàòîð Ëàïëàñà, à ∆u = 0 � óðàâíåíèå Ëàïëàñà.

Äâå ôóíêöèè u(x, y), v(x, y) íàçûâàþòñÿ ñîïðÿæåííûìè (ãàðìîíè÷åñêè ñîïðÿæåí-
íûìè), åñëè îíè óäîâëåòâîðÿþò â D óñëîâèÿì Êîøè-Ðèìàíà.

Òåîðåìà 6.4. Ôóíêöèÿ w = f(z) = u + iv ∈ A(D) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà u
è v ãàðìîíè÷åñêèå è ñîïðÿæåííûå ôóíêöèè â D.

6.3. Çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè

Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü â íåêîòîðîé îäíîñâÿçíîé îáëàñòè D çàäàíà îäíà èç ôóíê-
öèé u(x, y) èëè v(x, y), ÿâëÿþùèõñÿ ñîîòâåòñòâåííî äåéñòâèòåëüíîé èëè ìíèìîé
÷àñòüþ f(z) ∈ A(D). Òîãäà âòîðàÿ èç íèõ ìîæåò áûòü íàéäåíà åäèíñòâåííûì (ñ
òî÷íîñòüþ äî àääèòèâíîé êîíñòàíòû) îáðàçîì:

v(x, y) =

∫ (x,y)

(x0,y0)

−uy dx + ux dy + C ,

ãäå (x0, y0) � ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà D, à C ∈ R � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.
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Çàìå÷àíèå. Íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ v(x, y) ìîæíî íàéòè, ðåøèâ ñèñòåìó óðàâíåíèé
Êîøè-Ðèìàíà (ñì. íèæå ïðèìåð b)).

Òàê êàê äëÿ f(z) ∈ A(D), f(z) 6= 0 èìååì Ln f(z) ∈ A(D), òî ñïðàâåäëèâî
Óòâåðæäåíèå 2. Ïóñòü â íåêîòîðîé îäíîñâÿçíîé îáëàñòè D äëÿ àíàëèòè÷åñêîé

ôóíêöèè f(z) 6= 0 èçâåñòíà îäíà èç ôóíêöèé |f(z)| èëè Arg f(z). Òîãäà âòîðàÿ èç íèõ,
à ñëåäîâàòåëüíî è ôóíêöèÿ f(z), ìîæåò áûòü íàéäåíà åäèíñòâåííûì (ñ òî÷íîñòüþ
äî ìóëüòèïëèêàòèâíîé êîíñòàíòû) îáðàçîì.

Çàìå÷àíèå. Ïðåæäå ÷åì íàõîäèòü àíàëèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ f(z) ïî íåïîëíîé èí-
ôîðìàöèè â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèÿìè 1�2, íàäî óäîñòîâåðèòüñÿ â åå ñóùåñòâîâà-
íèè, ò.å. ïðîâåðèòü ãàðìîíè÷íîñòü èñõîäíîé ôóíêöèè u(x, y) (èëè v(x, y)).

Ïðèìåðû. Íàéòè àíàëèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ f(z) (åñëè îíà ñóùåñòâóåò) ïî çàäàííîé
ôóíêöèè

a) Re f(z) = x2 ; b) Im f(z) = x + y + xy ; c) |f(z)| = e2xy.

B a) Äëÿ u(x, y) = x2 èìååì uxx + uyy = 2 6= 0 . Òàê êàê ýòà ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ
ãàðìîíè÷åñêîé, â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 6.4 àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè, äëÿ êîòîðîé îíà
ñëóæèò äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ, íå ñóùåñòâóåò C

B b) Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî v(x, y) = x+ y +xy ∈ H(R2), ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò
f(z) ∈ A(C), v(x, y) = Im f(z). Íàéäåì òåïåðü ãàðìîíè÷åñêè ñîïðÿæåííóþ ôóíêöèþ
u(x, y) èç ðàâåíñòâ Êîøè-Ðèìàíà: {

ux = 1 + x ,
uy = −1− y .

Èíòåãðèðóÿ ïåðâîå èç ðàâåíñòâ ïî x, èìååì u(x, y) = x +
x2

2
+ C(y). Ôóíêöèþ C(y)

íàéäåì ïîñëå ïîäñòàíîâêè ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ âî âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû:

C ′(y) = −1− y , îòêóäà C(y) = −y − y2

2
+ C .

Ïîýòîìó u(x, y) = x− y +
x2 − y2

2
+ C, òàê ÷òî

f(z) =
x2 − y2

2
+ (x− y) + C + i (x + y + xy) =

1

2
z2 + (1 + i) z + C, ãäå C ∈ R C

B c) Âî-ïåðâûõ, çàìåòèì, ÷òî u(x, y) = ln |f(z)| = 2xy ∈ H(R2), ïîýòîìó ñóùå-
ñòâóåò f(z) ∈ A(C) ñ çàäàííûì ìîäóëåì. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ãàðìîíè÷åñêè ñîïðÿæåííîé
ôóíêöèè v(x, y) = Arg f(z) âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâîì (3):

v(x, y) =

∫ (x,y)

(0,0)

−uy dx + ux dy + c =

=

∫ (x,y)

(0,0)

−2x dx + 2y dy + c = −x2 + y2 + c.

Òîãäà
f(z) = |f(z)| ei Arg f(z) = e2xy · ei(−x2+y2+c) = e−i z2 · eic, c ∈ R C

6.4. Âîïðîñû è çàäà÷è.
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1. Ïóñòü f(z) ∈ A(D), f(z) 6= const. Ñëåäóåò ëè îòñþäà àíàëèòè÷íîñòü ôóíêöèé

f(z) è f(z) ?

2. Ïóñòü f(z) ∈ A(D) è âñþäó â îáëàñòè D âûïîëíåíî îäíî èç óñëîâèé:

a) Re f(z) = const ; b) Im f(z) = const ;

c) |f(z)| = const ; d) arg f(z) = const .

Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà f(z) ïîñòîÿííà â D.

3. Èññëåäóéòå äèôôåðåíöèðóåìîñòü è àíàëèòè÷íîñòü ñëåäóþùèõ ôóíêöèé:

a) f(z) = z · Re z ; b) f(z) = Re (z2) ; c) f(z) = z2 · Im z ;

d) f(z) = i (z)2 − 2 |z|2 ; e) f(z) = (z2 + z2) · Re z ; f) f(z) =
z

z
;

g) f(z) =
i

z
+ z ; h) f(z) = 2 |z|2 − z (z + 4i) ;

i) f(z) = tg x + i tg y ; j) f(z) = y2 − x2 + 2i |xy| ;
k) f(z) = shx · cos y + i |chx · sin y| (z = x + iy).

4. Ïóñòü u, v ∈ H(D). Âåðíî ëè, ÷òî a) u + v ∈ H(D) ; b) u v ∈ H(D) ?

5. Ïóñòü u(x, y) è v(x, y) � ñîïðÿæåííûå ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè â îáëàñòè D. Äî-
êàæèòå, ÷òî ôóíêöèè a u(x, y) − b v(x, y) è b u(x, y) + a v(x, y) , ãäå a, b ∈ R,
òàêæå ãàðìîíè÷åñêè ñîïðÿæåíû â D.

6. Ïóñòü u(x, y) v(x, y) � ñîïðÿæåííûå ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè â îáëàñòè D. Äîêà-
æèòå, ÷òî ãðàäèåíòû u è v îðòîãîíàëüíû â êàæäîé òî÷êå D.

7. Ïóñòü D � îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü, v(x, y) = Im f(z), f(z) ∈ A(D). Ïîêàæèòå, ÷òî
ôóíêöèÿ u(x, y) = Re f(z) îïðåäåëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì (ñ òî÷íîñòüþ äî àääèòèâ-
íîé êîíñòàíòû) îáðàçîì ïî ôîðìóëå

u(x, y) =

∫ (x,y)

(x0,y0)

vy dx− vx dy + C ,

ãäå (x, y), (x0, y0) ∈ D, C ∈ R.

8. Âîññòàíîâèòå àíàëèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ f(z), z = x + iy, (åñëè îíà ñóùåñòâóåò) ïî
äàííîìó óñëîâèþ :

a) Im f(z) = 2y (x + 1)− 1 ; b) Re f(z) = x3 − 3xy2 + y ;

c) Im f(z) = sin x · cos y − x2 ; d) Im f(z) =
2x

x2 + y2
;

e) Re f(z) = sin x · chy − y ; f) Arg f(z) = x2 − y2 ;

g) Arg f(z) =
π

2
+ 2 arctg

y

x
; h) |f(z)| = (x2 + y2) · ex2

.
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Ãëàâà 2

Êîíôîðìíûå îòîáðàæåíèÿ

�7. Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ìîäóëÿ è àðãóìåíòà ïðîèçâîäíîé.
Ïîíÿòèå êîíôîðìíîãî îòîáðàæåíèÿ

7.1. Èñõîäíûå ñîãëàøåíèÿ è îïðåäåëåíèÿ

Îïðåäåëåíèÿ.
Óãëîì ìåæäó äâóìÿ ãëàäêèìè êðèâûìè â òî÷êå èõ ïåðåñå÷åíèÿ z0 6= ∞ íàçûâàåòñÿ

óãîë ìåæäó èõ êàñàòåëüíûìè â ýòîé òî÷êå.
Óãëîì ìåæäó äâóìÿ ãëàäêèìè êðèâûìè â òî÷êå z0 = ∞ íàçûâàåòñÿ óãîë, ïîä

êîòîðûì ïåðåñåêàþòñÿ îáðàçû ýòèõ êðèâûõ â òî÷êå ζ0 = 0 ïðè îòîáðàæåíèè ζ =
1

z
.

7.2. Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ìîäóëÿ ïðîèçâîäíîé

Ïóñòü îäíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ w = f(z) îïðåäåëåíà è àíàëèòè÷íà â íåêîòîðîé îêðåñò-
íîñòè òî÷êè z0, ïðè÷åì f ′(z0) 6= 0.

Òîãäà ÷èñëî k = |f ′(z0)| > 0 � êîýôôèöèåíò ðàñòÿæåíèÿ (ñæàòèÿ, åñëè k < 1 ) â
òî÷êå z0 ïðè îòîáðàæåíèè f.

Ýòî � ñâîéñòâî ïîñòîÿíñòâà ðàñòÿæåíèÿ â òî÷êå z0 ïðè îòîáðàæåíèè w = f(z)
(ïîñêîëüêó k íå çàâèñèò îò ñïîñîáà ïðèáëèæåíèÿ ê ýòîé òî÷êå).

7.3. Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë àðãóìåíòà ïðîèçâîäíîé

arg f ′(z0) � ýòî óãîë ïîâîðîòà ãëàäêèõ êðèâûõ â òî÷êå z0 ïðè îòîáðàæåíèè f.

Ïóñòü γ1 è γ2 � äâå ãëàäêèå êðèâûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç z0, Γ1 Γ2 � èõ îáðàçû ïðè
îòîáðàæåíèè f . Ïîñêîëüêó êàæäàÿ èç êðèâûõ ïðè ýòîì ïîâîðà÷èâàåòñÿ íà îäèí è òîò
æå óãîë α = arg f ′(z0), òî óãîë ìåæäó êðèâûìè γ1 è γ2 â òî÷êå z0 ðàâåí óãëó ìåæäó
êðèâûìè Γ1 è Γ2 â òî÷êå w0.

Ýòî � ñâîéñòâî ñîõðàíåíèÿ óãëîâ (ïî âåëè÷èíå è ïî íàïðàâëåíèþ îòñ÷åòà) ìåæäó
êðèâûìè ïðè îòîáðàæåíèè w = f(z).

7.4. ßêîáèàí îòîáðàæåíèÿ è åãî ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë

Ïóñòü ôóíêöèÿ w = f(z) = u(x, y)+iv(x, y) îñóùåñòâëÿåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîá-
ðàæåíèå íåêîòîðîé êâàäðèðóåìîé îáëàñòè D ïëîñêîñòè (z) íà êâàäðèðóåìóþ îáëàñòè
G ïëîñêîñòè (w). Ïóñòü f(z) ∈ A(D), f ′(z) 6= 0.

Òîãäà ÿêîáèàí J = |f ′(z)|2 èìååò ñìûñë êîýôôèöèåíòà ïåðåñ÷åòà (êîýôôèöèåíòà
ðàñòÿæåíèÿ) ïëîùàäåé ïðè äàííîì îòîáðàæåíèè îáëàñòåé (â òî âðåìÿ êàê |f ′(z)| � ýòî
êîýôôèöèåíò ëèíåéíîãî ðàñòÿæåíèÿ).

7.5. Ïîíÿòèå êîíôîðìíîãî îòîáðàæåíèÿ. Îñíîâíûå ïðèíöèïû êîíôîðì-
íûõ îòîáðàæåíèé

Íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå w = f(z) íàçûâàåòñÿ êîíôîðìíûì â òî÷êå z0, åñëè îíî
ñîõðàíÿåò óãëû (ïî âåëè÷èíå è íàïðàâëåíèþ) ìåæäó ãëàäêèìè êðèâûìè, ïðîõîäÿùèìè
÷åðåç ýòó òî÷êó.
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Îòîáðàæåíèå w = f(z) êîíôîðìíî â îáëàñòè D, åñëè îíî âçàèìíî îäíîçíà÷íî è
êîíôîðìíî â êàæäîé òî÷êå D.

Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü îäíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ f ∈ A(z0) è f ′(z0) 6= 0. Òîãäà
îòîáðàæåíèå w = f(z) êîíôîðìíî â z0.

Óòâåðæäåíèå 2. Ïóñòü îäíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ f(z) àíàëèòè÷íà, îäíîëèñòíà â D
è f ′(z) 6= 0 ∀z ∈ D. Òîãäà îòîáðàæåíèå w = f(z) êîíôîðìíî â D.

Îñíîâíûå ïðèíöèïû êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé

Ôóíäàìåíòàëüíûì ôàêòîì òåîðèè êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé ÿâëÿåòñÿ
Òåîðåìà Ðèìàíà. Ïóñòü D è G � îäíîñâÿçíûå îáëàñòè â C, ïðè÷åì ãðàíèöà êàæ-

äîé èç íèõ ñîäåðæèò áîëåå ÷åì îäíó òî÷êó. Òîãäà ñóùåñòâóåò êîíôîðìíîå îòîáðà-
æåíèå îáëàñòè D íà îáëàñòü â G

Îòìåòèì, ÷òî ïðè êîíôîðìíîì ïðåîáðàçîâàíèè îáëàñòè
1) âíóòðåííîñòü îáëàñòè D îòîáðàæàåòñÿ íà âíóòðåííîñòü G;
2) ãðàíèöà ∂D îòîáðàæàåòñÿ íà ãðàíèöó ∂G;
3) ñîõðàíÿåòñÿ îðèåíòàöèÿ ãðàíèöû îòíîñèòåëüíî îáëàñòè.

7.6. Ïðèìåðû

1) Íàéòè, êàêàÿ ÷àñòü êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ðàñòÿãèâàåòñÿ, à êàêàÿ ñæèìàåòñÿ
ïðè îòîáðàæåíèè w = z3.

B Íàéäåì ïðîèçâîäíóþ w′ = 3z2. Óñëîâèå k = 3 |z|2 > 1 ⇔ |z| > 1√
3

îïðåäåëÿåò ìíîæåñòâî � âíåøíîñòü êðóãà ðàäèóñà
1√
3
, ãäå ïðîèñõîäèò ðàñòÿæåíèå.

Î÷åâèäíî, âíóòðåííîñòü óêàçàííîãî êðóãà ñæèìàåòñÿ ïðè äàííîì îòîáðàæåíèè C

2) Íàéòè óãîë, íà êîòîðûé ïîâîðà÷èâàþòñÿ êðèâûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êó z0 = i,

ïðè îòîáðàæåíèè w =
z − 1

z + i
.

B Íàéäåì ïðîèçâîäíóþ

w′ =

(
z − 1

z + i

)′
=

i + 1

(z + i)2
; w′(i) =

i + 1

(2i)2
= −1 + i

4
.

Äàííîå îòîáðàæåíèå ïåðåâîäèò òî÷êó z0 = i â òî÷êó w0 =
i− 1

2i
=

1 + i

2
, ïðè ýòîì

óãîë ïîâîðîòà α êðèâûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó z0, ðàâåí

α = arg w′(i) = arg

(
−1 + i

4

)
= −3π

4
C

3) Ñâîéñòâà ëèíåéíîé ôóíêöèè l(z) = a z + b, ãäå a 6= 0, b ∈ C, è îñóùåñòâëÿåìîãî
åþ îòîáðàæåíèÿ.

B Ôóíêöèÿ w = l(z) îïðåäåëåíà íà âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè è îäíîëèñòíà.
Ïîñëåäíåå âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî

a (z1 − z2) = 0 ⇔ z1 = z2 , åñëè a 6= 0

(ñì. òàêæå ïðèìåð a) ï.4.1).
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Ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ âñþäó èìååò ïðîèçâîäíóþ w′(z) = a 6= 0, òàê ÷òî l(z) ∈ A(C).
Â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèåì 2 ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ îñóùåñòâëÿåò êîíôîðìíîå

îòîáðàæåíèå êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè íà ñåáÿ. Ïðè ýòîì âî âñåõ òî÷êàõ ïðîèñõîäèò ðàñ-
òÿæåíèå (ñæàòèå) ñ îäèíàêîâûì êîýôôèöèåíòîì k = |a| C

4) Ôóíêöèÿ w = z2, ãäå z ∈ D = {Im z > 0}.
B Ýòà ôóíêöèÿ àíàëèòè÷íà è îäíîëèñòíà â D, ïîñêîëüêó ðàâåíñòâî z2

1 = z2
2

ïðè z1 6= z2 ðàâíîñèëüíî z2 = −z1, à òî÷êè âèäà z è (−z) íå ìîãóò îäíîâðåìåííî
íàõîäèòüñÿ â îäíîé ïîëóïëîñêîñòè.

Âñþäó âíóòðè îáëàñòè D èìååì w′ = 2 z 6= 0, ïîýòîìó îòîáðàæåíèå D êîíôîðìíî.
Îòìåòèì, ÷òî êîíôîðìíîñòü íàðóøàåòñÿ â òî÷êå z0 = 0, ãäå w′(0) = 0. Â ñàìîì

äåëå, ïàðà ëó÷åé γ1 = {z : z = r eiα1 , r > 0 } è γ2 = {z : z = r eiα2 , r > 0 }, ãäå
α1, α2 ∈ (0 ; π) � íåêîòîðûå ôèêñèðîâàííûå ÷èñëà, ïðåîáðàçóåòñÿ â äâà ëó÷à Γ1 = {w :
w = r2 e2iα1 , r > 0 } è Γ1 = {w : w = r2 e2iα2 , r > 0 }.

Î÷åâèäíî, óãîë ìåæäó ëó÷àìè óâåëè÷èëñÿ âäâîå C

5) Íàéòè ïëîùàäü îáðàçà åäèíè÷íîãî êâàäðàòà D = {0 ≤ Re z ≤ 1, 0 ≤ Im z ≤ 1}
ïðè ïðåîáðàçîâàíèè f(z) = ez.

B Ïîñêîëüêó f ′(z) = ez 6= 0, |ez| = ex, òî ïî ôîðìóëå (4) èìååì

S =

∫ ∫
D

|f(z)|2 dxdy =

∫ ∫
D

e2x dxdy =

=

∫ 1

0

e2x dx

∫ 1

0

dy =
1

2
(e2 − 1) C

6) Íàéòè îáðàç êðèâîé x2 + y2 − 2y = 0 ïðè îòîáðàæåíèè a) w = 2iz + 1 ;

b) w =
z − 1

z + 1
.

B a) 1-å ðåøåíèå. Ïóñòü w = u + iv, òîãäà

u + iv = 2i (x + iy) + 1 , îòêóäà

{
u = −2y + 1 ,
v = 2x .

Ïîýòîìó äàííîå óðàâíåíèå, ïåðåïèñàííîå â ôîðìå x2 + (y − 1)2 = 1 , (3)

ïðèîáðåòàåò âèä
(v

2

)2

+

(
1− u

2
− 1

)2

= 1 ⇔ (u + 1)2 + v2 = 4.

2-å ðåøåíèå. Óðàâíåíèå (3) çàäàåò îêðóæíîñòü |z − i| = 1. Ïîäñòàâëÿÿ â ïîñëåäíåå

ðàâåíñòâî z =
w − 1

2i
, ïîëó÷àåì∣∣∣∣w − 1

2i
− i

∣∣∣∣ = 1 ⇔ |w + 1| = 2 .

b) Èìåÿ â âèäó, ÷òî x =
1

2
(z + z) , y =

1

2i
(z − z) , x2 + y2 = zz, óðàâíåíèå äàííîé

îêðóæíîñòè ïåðåïèøåì â âèäå zz + i (z − z) = 0 .

Èç óðàâíåíèÿ, çàäàþùåãî îòîáðàæåíèå w(z), âûðàçèì z =
w + 1

1− w
. Òîãäà z =

w + 1

1− w
è, ñëåäîâàòåëüíî,

w + 1

1− w
· w + 1

1− w
+ i

(
w + 1

1− w
− w + 1

1− w

)
= 0 ⇔ ww + (w + w) + 2i (w − w) = 0 ,
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ò.å.
u2 + v2 + 2u− 4v + 1 = 0 ⇔ (u + 1)2 + (v − 2)2 = 4 C

7.7. Âîïðîñû è çàäà÷è

1. Íàéäèòå ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê z, â êîòîðûõ ïðîèñõîäèò ðàñòÿæåíèå ïðè îòîáðà-
æåíèè f(z), åñëè

a) f(z) = 2z + i z2; b) f(z) =
1 + iz

1− iz
.

2. Äëÿ îòîáðàæåíèÿ f(z) íàéäèòå ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê z ñ çàäàííûì êîýôôèöè-
åíòîì ðàñòÿæåíèÿ k; ñ çàäàííûì óãëîì α, ïîâîðîòà ãëàäêèõ êðèâûõ, åñëè

a) f(z) = i z2; k = 2, α = 0 ;

b) f(z) = −8z3; k > 6, α = π ;

c) f(z) = i z3; 1 ≤ k < 9, α = −π

2
;

d) f(z) =
1

z
; k = 4, 0 < α < π.

3. Íàéäèòå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå w = az+b, êîòîðîå îñòàâëÿåò òî÷êó z0 íåïîäâèæ-
íîé, à òî÷êó z1 ïåðåâîäèò â w1, åñëè

a) z0 = −1 + i, z1 = 2 + i, w1 = −4 + 3i;

b) z0 = −i, z1 = 1− 2i, w1 = 2− 3i.

4. Íàéäèòå ïëîùàäü îáðàçà îáëàñòè D ïðè ïðåîáðàçîâàíèè f(z) = z2, åñëè

a) D = {|z| < 1, Im z > 0}; b) D = {0 < Re z < 1, 0 < Im z < 1}.

5. Óêàæèòå ìàêñèìàëüíûå ìíîæåñòâà îäíîëèñòíîñòè ôóíêöèé:

a) f(z) = z4; b) f(z) =
1

2

(
z +

1

z

)
;

c) f(z) = ez; d) f(z) = sin z.

6. Ïóñòü D = {|z| < 1, Im z > 0}. ßâëÿåòñÿ ëè îòîáðàæåíèå f(z) = z3

a) êîíôîðìíûì â êàæäîé òî÷êå D ?

b) êîíôîðìíûì â îáëàñòè D ?

7. Íàéäèòå ìàêñèìàëüíóþ îáëàñòü, ãäå êîíôîðìíî îòîáðàæåíèå
w = f(z) , åñëè:

a) f(z) = e 3z; b) f(z) = sh(z − 1); c) f(z) = i z2.

8. Íàéäèòå îáðàç ìíîæåñòâà {|zi− 2| < 2} ïðè îòîáðàæåíèè ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè
w = −5zi + 3 .

9. Íàéäèòå îáðàç ëèíèè γ ïðè ïðåîáðàçîâàíèè 1) w = z2 ; 2) w =
1

z
, åñëè a)

γ : |z| = 2; b) γ : arg z =
π

4
.
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�8. Äðîáíî-ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ è åå ñâîéñòâà

8.1. Îïðåäåëåíèÿ. Êîíôîðìíîñòü îòîáðàæåíèÿ

Äðîáíî-ëèíåéíîé íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

L(z) =
az + b

cz + d
, ãäå a, b, c, d ∈ C, ∆ = ad− bc 6= 0.

Ïóñòü äîïîëíèòåëüíî ïðèíÿòû óñëîâèÿ

w

(
−d

c

)
= lim

z→− d
c

L(z) = ∞, w(∞) = lim
z→∞

L(z) =
a

c
.

Òîãäà ïîëó÷àåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íîå è íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ðàñøèðåííîé êîì-
ïëåêñíîé ïëîñêîñòè íà ñåáÿ L : C↔ C.

Òåîðåìà 8.1. Äðîáíî-ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ àíàëèòè÷íà íà ìíîæåñòâå C \
{
−d

c

}
è

êîíôîðìíî îòîáðàæàåò ðàñøèðåííóþ êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü C íà ñåáÿ.

8.2. Ãðóïïîâîå ñâîéñòâî

Òåîðåìà 8.2. Ìíîæåñòâî äðîáíî-ëèíåéíûõ ôóíêöèé {L} îáðàçóåò àëãåáðàè÷å-
ñêóþ ãðóïïó îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñóïåðïîçèöèè.

8.3. Èíâàðèàíòíîñòü äâîéíîãî îòíîøåíèÿ

Òåîðåìà 8.3. Ïóñòü (z1, z2, z3) è (w1, w2, w3) � äâå òðîéêè ÷èñåë, â êàæäîé èç
êîòîðûõ íåò ñîâïàäàþùèõ. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå äðîáíî-ëèíåéíîå ïðåîá-
ðàçîâàíèå w = L(z) , äëÿ êîòîðîãî wk = L(zk) , k = 1, 2, 3. Îíî çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì

z − z1

z − z2

:
z3 − z1

z3 − z2

=
w − w1

w − w2

:
w3 − w1

w3 − w2

. (1)

Ïóñòü z, z1, z2, z3 � ÷åòûðå ðàçëè÷íûõ ÷èñëà. Âûðàæåíèå
z − z1

z − z2

:
z3 − z1

z3 − z2

íà-

çûâàåòñÿ äâîéíûì îòíîøåíèåì, à ðàâåíñòâî (1) îçíà÷àåò åãî èíâàðèàíòíîñòü îòíîñè-
òåëüíî äðîáíî-ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.

8.4. Êðóãîâîå ñâîéñòâî

Òåîðåìà 8.4. Äðîáíî-ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ îòîáðàæàåò ìíîæåñòâî ïðÿìûõ è îêðóæ-
íîñòåé â ñåáÿ.

8.5. Ñîõðàíåíèå ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî ïðÿìûõ (îêðóæíîñòåé)

Îïðåäåëåíèÿ. Òî÷êè z è z∗ ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé γ, åñëè γ � ñå-
ðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê îòðåçêó ñ êîíöàìè â ýòèõ òî÷êàõ.

Òî÷êè z è z∗ ñèììåòðè÷íû, èëè ñîïðÿæåíû, îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè γ ðàäèóñà
R ñ öåíòðîì â òî÷êå z0 , åñëè z è z∗ ëåæàò íà îäíîì ëó÷å, èñõîäÿùåì èç z0, è |z − z0| ·
|z∗ − z0| = R2 .

Ñâîéñòâà ñèììåòðèè.
1) Î÷åâèäíî, â îáîèõ ñëó÷àÿõ (z∗)∗ = z.
2) z = z∗ ⇔ z ∈ γ.
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå òî÷êè z è z∗ ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû γ.
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3) Ïóñòü γ � îêðóæíîñòü |z| = R. Òîãäà ïàðà ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî γ òî÷åê
z 6= 0 è z∗ ñâÿçàíà ðàâåíñòâîì

z∗ =
R2

z
.

Åñëè òî÷êè z 6= z0 è z∗ ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè γ : |z − z0| = R, òî
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

z∗ = z0 +
R2

z − z0

.

4) Òî÷êå z0 ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè ëþáîãî ðàäèóñà òî÷êà z∗0 = ∞.

Òåîðåìà 8.5. Ïóñòü γ � ïðÿìàÿ ëèáî îêðóæíîñòü, òî÷êè z è z∗ ñèììåòðè÷íû
îòíîñèòåëüíî γ, ïðåîáðàçîâàíèå L äðîáíî-ëèíåéíîå. Òîãäà òî÷êè L(z) è L(z∗) ñèì-
ìåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî Γ = L(γ).

8.6. Ïðèìåðû

1) Ïîñòðîåíèå äðîáíî-ëèíåéíîé ôóíêöèè ïî òðåì òî÷êàì, çàäàííûì âìåñòå ñ èõ
îáðàçàìè.

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ìîæíî èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó (1). Â ñëó÷àå, åñëè êàêàÿ-òî
èç çàäàííûõ òî÷åê, íàïðèìåð, z1, ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî óäàëåííîé, îáå ðàçíîñòè â (1),
ñîäåðæàùèå z1, çàìåíÿþòñÿ íà 1.

Âòîðîé ñïîñîá ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè ïðåäñòàâëåíèÿ

L(z) = λ
z + a

z + b
. (2)

Íàéòè äðîáíî-ëèíåéíóþ ôóíêöèþ, ïåðåâîäÿùóþ òðîéêó òî÷åê (−1, i, 1+ i) ñîîòâåò-
ñòâåííî â a) (−1,∞, 1) ; b) (0,∞, 2).

B a) Âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé (1), èìååì

z + 1

z − i
:
2 + i

1
=

w − i

1
:
2

1
,

îòêóäà

w = −1 +
z + 1

z − i
· 2

2 + i
= −1 +

2 (2− i)

5
· z + 1

z − i
=
−(1 + 2i) z + (4 + 3i)

5 (z − i)
.

b) Äðîáü âèäà (2), ïðèíèìàþùàÿ ïðè z = −1; i çíà÷åíèÿ w = 0; ∞ ñîîòâåòñòâåí-
íî, âûãëÿäèò òàê:

w = λ
z + 1

z − i
.

Êîýôôèöèåíò λ îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ

w(1 + i) = 2 ⇔ λ =
2

2 + i
.

Òàêèì îáðàçîì, èñêîìîå îòîáðàæåíèå: w =
2

2 + i
· z + 1

z − i
=

2 (z + 1) (2− i)

5 (z − i)
C

2) Ïîñòðîåíèå îáðàçà äàííîãî ìíîæåñòâà ïðè çàäàííîì äðîáíî-ëèíåéíîì ïðåîáðà-
çîâàíèè. (Ïðè ðåøåíèè òàêîãî ðîäà çàäà÷ íàðÿäó ñ îáùèìè ïðèíöèïàìè êîíôîðìíûõ
îòîáðàæåíèé (ïðåæäå âñåãî ýòî ïðèíöèï ñîîòâåòñòâèÿ ãðàíèö, ñì. ï. 7.4) èñïîëüçó-
þòñÿ òàêæå ñâîéñòâà äðîáíî-ëèíåéíîé ôóíêöèè).
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Íàéòè îáðàç
a) ïîëóêðóãà D = {z : |z| < 1, Im z > 0 } ïðè îòîáðàæåíèè ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè

w =
z + 1

1− z
.

b) îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé îêðóæíîñòÿìè |z−1| = 1 è

∣∣∣∣z − 1

2

∣∣∣∣ =
1

2
ïðè îòîáðàæåíèè

ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè w =
1

z
.

B a) 1-ûé ñïîñîá. Èìåÿ â âèäó ïðèíöèï ñîîòâåòñòâèÿ ãðàíèö ïðè êîíôîðìíîì
îòîáðàæåíèè, íàéäåì îáðàç ãðàíèöû îáëàñòè D . Ãðàíèöà ∂D ñîñòîèò èç ÷àñòè ïðÿìîé
è äóãè îêðóæíîñòè. Â ñèëó òåîðåìû 8.4 ôóíêöèÿ w ïåðåâîäèò èõ òàêæå â ÷àñòè ïðÿìûõ
ëèáî îêðóæíîñòåé. Âû÷èñëèì

w(−1) = 0, w(0) = 1, w(1) = ∞, w(i) = i.

Î÷åâèäíî, îòðåçîê [−1; 1] ïåðåõîäèò â ïîëîæèòåëüíóþ äåéñòâèòåëüíóþ ïîëóïðÿìóþ,
à îáðàçîì ïîëóîêðóæíîñòè ÿâëÿåòñÿ âåðõíÿÿ ÷àñòü ìíèìîé îñè. Ó÷èòûâàÿ ñîõðàíåíèå
îðèåíòàöèè ãðàíèöû, ïîëó÷àåì â êà÷åñòâå îáðàçà D ïåðâóþ ÷åòâåðòü ïëîñêîñòè (w)

2-îé ñïîñîá. Ñ ñàìîãî íà÷àëà ÿñíî, ÷òî ÷àñòè ∂D ïåðåõîäÿò â êóñêè ïðÿìûõ, ïî-
ñêîëüêó òî÷êà z = 1, îáùàÿ äëÿ îòðåçêà è ïîëóîêðóæíîñòè, îòîáðàæàåòñÿ â w = ∞.
Âûÿñíèâ, ÷òî îòðåçîê [−1; 1] ïåðåõîäèò â ïîëîæèòåëüíóþ äåéñòâèòåëüíóþ ïîëóîñü,
ó÷òåì êîíôîðìíîñòü îòîáðàæåíèÿ. Òàê êàê ÷àñòè ãðàíèöû ∂D ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå
z = −1 ïîä ïðÿìûì óãëîì, òîò æå óãîë ñîñòàâëÿþò èõ îáðàçû, ïåðåñåêàþùèåñÿ â òî÷êå
w = 0.

b) Îáå îêðóæíîñòè ïåðåõîäÿò â ïðÿìûå, òàê êàê w(0) = ∞. Ïîñêîëüêó îêðóæíîñòè
γ1 è γ2 îðòîãîíàëüíû âåùåñòâåííîé ïðÿìîé, êîòîðàÿ ïðè äàííîì îòîáðàæåíèè, î÷åâèä-
íî, ïåðåõîäèò â ñåáÿ, ãðàíèöû èñêîìîé îáëàñòè, ò.å. ïðÿìûå Γ1 è Γ2, òàêæå ïåðïåíäèêó-
ëÿðíû äåéñòâèòåëüíîé îñè â ïëîñêîñòè (w). Îñòàåòñÿ íàéòè îáðàçû òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ:

w(1) = 1, w(2) =
1

2
è, âû÷èñëèâ, íàïðèìåð, w

(
3

2

)
=

2

3
, ó÷åñòü, ÷òî âíóòðåííÿÿ òî÷êà

îáëàñòè ïåðåõîäèò âî âíóòðåííþþ. Èòàê, ðåçóëüòàòîì îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëîñà
ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè Γ1 è Γ2 C

3) Ïîñòðîåíèå äðîáíî-ëèíåéíîé ôóíêöèè, îòîáðàæàþùåé îäíî çàäàííîå ìíîæåñòâî
íà äðóãîå.

Ðåøåíèå òàêîé çàäà÷è (åñëè îíî ñóùåñòâóåò) òàêæå îñíîâàíî íà îáùèõ ïðèíöèïàõ
êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé è èñïîëüçîâàíèè ñâîéñòâ äðîáíî-ëèíåéíîé ôóíêöèè.

a) Íàéòè êàêóþ-ëèáî äðîáíî-ëèíåéíóþ ôóíêöèþ, îòîáðàæàþùóþ åäèíè÷íûé êðóã
{|z| < 1} íà ïðàâóþ ïîëóïëîñêîñòü {Re w > 0}.

B Äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ òðåáóåìîãî îòîáðàæåíèÿ äîñòàòî÷íî âûáðàòü êàêóþ-òî òðîé-
êó òî÷åê íà îêðóæíîñòè |z| = 1 è, ó÷èòûâàÿ ñîõðàíåíèå îðèåíòàöèè ãðàíèöû, óêàçàòü
â êà÷åñòâå îáðàçîâ òðîéêó òî÷åê íà ìíèìîé îñè ïëîñêîñòè (w).

Íàïðèìåð, ïðåîáðàçîâàíèå L : (1, i,−1) −→ (∞, i, 0) ðåøàåò çàäà÷ó. Îñòàåòñÿ íàéòè

ÿâíûé âèä w = L(z). Äåéñòâóÿ, êàê ïîêàçàíî â ïðèìåðå 1a), ïîëó÷àåì w =
z + 1

1− z
C

Îòìåòèì, ÷òî çàäà÷à ï. a) èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé. Áîëåå èíòåðåñíà ñëå-
äóþùàÿ ïîñòàíîâêà.
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b) Íàéòè äðîáíî-ëèíåéíóþ ôóíêöèþ, ïåðåâîäÿùóþ âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü
{Im z > 0} íà åäèíè÷íûé êðóã {|w| < 1} òàê, ÷òîáû çàäàííàÿ òî÷êà z0 âåðõíåé ïîëó-
ïëîñêîñòè ïîïàäàëà â öåíòð êðóãà: w(z0) = 0.

B Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ýòîãî îòîáðàæåíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 8.5: ñèììåòðè÷íûå
îòíîñèòåëüíî âåùåñòâåííîé ïðÿìîé γ òî÷êè z0 è z0 äîëæíû ïåðåéòè â ñèììåòðè÷íûå
îòíîñèòåëüíî åå îáðàçà Γ � îêðóæíîñòè |w| = 1 � òî÷êè w = 0 è w = ∞ ñîîòâåòñòâåííî.
Ïîñêîëüêó ïîñëåäíÿÿ ñèììåòðèÿ íå ó÷èòûâàåò çíà÷åíèÿ ðàäèóñà îêðóæíîñòè, íàäî
ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû äëÿ z̃ ∈ γ åå îáðàç w̃ ∈ Γ. Òîãäà èìååì

w = λ · z − z0

z − z0

, |w(z̃)| = 1 .

Ïîñêîëüêó z̃ = x, x ∈ R, âòîðîå èç ðàâåíñòâ ïðèíèìàåò âèä

|λ| ·
∣∣∣∣x− z0

x− z0

∣∣∣∣ = 1 ⇔ |λ| = 1 ⇔ λ = eiα α ∈ R,

òàê êàê |x− z0| = |x− z0|.
Èòàê, èñêîìîå îòîáðàæåíèå:

w = eiα · z − z0

z − z0

, α ∈ R. (3)

Îíî åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî ïîâîðîòà êðóãà |w| < 1 îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò
(α � óãîë ýòîãî ïîâîðîòà). Ïîëó÷èòü åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ìîæíî óêàçàíèåì îáðàçà
êàêîé-ëèáî òî÷êè ñ ãðàíèöû γ, ëèáî çàäàíèåì ϕ � óãëà ïîâîðîòà êðèâûõ, ïðîõîäÿùèõ
÷åðåç òî÷êó z0 ïðè îòîáðàæåíèè (3): ϕ = arg w′(z0) C

c) Íàéòè äðîáíî-ëèíåéíóþ ôóíêöèþ, êîòîðàÿ ïåðåâîäèò åäèíè÷íûé êðóã {|z| < 1}
íà åäèíè÷íûé êðóã {|w| < 1} òàê, ÷òîáû çàäàííàÿ òî÷êà z0 ïîïàäàëà â öåíòð âòîðîãî
êðóãà: w(z0) = 0.

B Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 8.5 èìååì: w(z∗0) = ∞. Êàê îòìå÷åíî âûøå, z∗0 =
1

z0

.

Ïîýòîìó

w = λ1 ·
z − z0

z − 1

z0

= λ1 ·
z0 (z − z0)

z z0 − 1
= λ · z − z0

1− z z0

, λ = −λ1 z0.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ λ èñïîëüçóåì ñîîòâåòñòâèå ãðàíèö: åñëè z̃ ∈ γ, ò.å. |z̃| = 1, òî
îáðàç ýòîé òî÷êè w̃ ∈ Γ, òàê ÷òî |w̃| = 1. Ïîñêîëüêó z̃ z̃ = |z̃|2 = 1, òî

|w̃| = |λ| ·
∣∣∣∣ z̃ − z0

1− z̃ z0

∣∣∣∣ = |λ| ·
∣∣∣∣ z̃ − z0

z̃ z̃ − z̃ z0

∣∣∣∣ = |λ| · |z̃ − z0|
|z̃|
∣∣z̃ − z0

∣∣ =

= |λ| · |z̃ − z0|
|z̃ − z0|

= |λ| = 1 , òàê êàê |z̃ − z0| = |z̃ − z0| .

Çíà÷èò, λ = eiα α ∈ R. Òàêèì îáðàçîì,

w = eiα · z − z0

1− z z0

, α ∈ R C (4)
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d) Îòîáðàçèòü ñ ïîìîùüþ äðîáíî-ëèíåéíîé ôóíêöèè êðóã {|z| < 2} ñ ðàçðåçîì ïî
îòðåçêó [−i; 2i] ìíèìîé îñè íà êðóã {|w| < 1} ñ ðàçðåçîì ïî îòðåçêó [0; 1].

B Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñæàòèÿ ζ =
z

2
ïîëó÷àåì åäèíè÷íûé êðóã ñ ðàçðåçîì ïî

îòðåçêó

[
− i

2
; i

]
. Ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå (4), ïðè êîòîðîì òî÷êà ζ0 = − i

2
ïåðåõîäèò

â w = 0, èìååì

w = eiα ·
ζ +

i

2

1− i

2
ζ

= eiα · 2ζ + i

2− i ζ
.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðà α ∈ R èñïîëüçóåì óñëîâèå ζ = i −→ w = 1. Îòñþäà
eiα = −i, ñëåäîâàòåëüíî,

w = i
2ζ + i

i ζ − 2
= 2i

z + i

iz − 4
=

2 (z + i)

z + 4i
C

e) Íàéòè îòîáðàæåíèå w(z) êðóãà {|z| < 1} íà ëåâóþ ïîëóïëîñêîñòü {Re w < 0},
ïðè êîòîðîì w(−2i) = 1, w(i) = 0.

B Òî÷êà z = − i

2
ñèììåòðè÷íà òî÷êå z = −2i îòíîñèòåëüíî åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè,

à òî÷êè w = 1 è w = −1 ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé Re w = 0. Ïîýòîìó â ñèëó

òåîðåìû 8.5 èìååì w

(
− i

2

)
= −1. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (1), ñòðîèì äðîáíî-ëèíåéíóþ

ôóíêöèþ ïî òðåì òî÷êàì è èõ îáðàçàì:

z +
i

2
z + 2i

:

3i

2
3i

=
w + 1

w − 1
:

1

−1
,

îòêóäà

w =
z − i

3 (z + i)
C

8.7. Âîïðîñû è çàäà÷è

1. Äîêàæèòå êîíôîðìíîñòü ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ â C.

2. Íàéäèòå ëèíåéíóþ ôóíêöèþ w = l(z), êîíôîðìíî îòîáðàæàþùóþ ïîëîñó D íà
ïîëîñó {0 < Im w < 1} , åñëè

a) D = {a < Re z < b} ; b) D = {a < Im z − Re z < b} .

3. Íàéäèòå ôóíêöèþ w = f(z), êîíôîðìíî îòîáðàæàþùóþ êîëüöî {2 < |z| < 3}
íà êîëüöî {4 < |w| < 6} òàê, ÷òîáû

a) w(−2i) = 4 ; b) w(−2i) = 6 .

4. Íàéäèòå îáðàç ìíîæåñòâà D ïðè îòîáðàæåíèè w = f(z), åñëè

a) D = {Re z < 0} ∩ {Im z > 0} , f(z) =
z

z + 3
;

b) D = {|iz|2 < 1} , f(z) =
1

z
+ i;
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c) D = {|z − 1| < 2} ∩ {Im z > 0} , f(z) =
z + 1

z − 3
;

d) D = {|9i z2| < 4} , f(z) =
i

z
;

e) D =

{
1

2
< Rez < 1

}
, f(z) =

1

z
.

f) D =
(
{Im z > 0} \ {|z + 1| < 1}

)
\ {|z − 1| < 1}, f(z) =

z − 2

z
.

g) D = {|z − 2| < 2} ∩ {|z − 3| > 1} ∩ {Im z > 0}, f(z) =
z − 2

z − 4
.

5. Íàéäèòå òî÷êó, ñèììåòðè÷íóþ òî÷êå z = 2 + i îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè γ, åñëè

a) γ = {|z| = 1} ; b) γ = {|z| = 3}; c) γ = {|z − i| = 3} ;

d) γ = {|z − 2− i| = 1} .

6. Íàéäèòå ôóíêöèþ w = f(z), êîíôîðìíî îòîáðàæàþùóþ îáëàñòü D íà ìíîæåñòâî
G è óäîâëåòâîðÿþùóþ äàííûì äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì, åñëè

a) D = {Im z > 0}, G = {Re w < 0}, w(i) = −2, w(0) = ∞;

b) D = {|z + 1 + i| <
√

2}, G = {Re w > 0}, w(−1− i) = 1, w(0) = i;

c) D = {Im z < 0}, G = {|w| > 2}, w(i) = 0, w(1) = −2;

d) D = {|z + 1| > 1}, G = {Im w > 0}, w(1) = i, w(−2) = 0;

e) D = {|z − 1| < 2}, G = {|w| < 1}, w(1) = −1

2
, w(−1) = −1;

f) D = {|z| < 2}, G = {|w + i| < 1}, w(0) = − i

2
, w(2i) = 0;

g) D = {Im z > 0}, G = {|w| < 1}, w(i) = 0, arg w′(i) = −π

2
;

h) D = {|z| < 2}, G = {|w| < 1}, w(i) = 0, arg w′(i) =
π

4
;

i) D = {Im z < 0}, G = {|w + i| < 2}, w(−i) = −i, arg w′(−i) = 0 ;

j) D = {Im z > 0}, G = {|w| > 1}, w(i) = ∞, arg w′(−i) = π ;

k) D = {Re z < 0}, G = {|w + 1| < 1}, w(−2) = −1, w′(0) = i ;

l) D = { |z| < 1} ∪ { |z − 3i| < 2} , G � âíåøíîñòü ïîëîñû {0 < Im w < 1} ;

m) D = { |z| < 2} \ { |z − i| < 1} , G = {−1 < Re w < 1}.

�9. Ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ è îáðàòíàÿ ê íåé

9.1. Ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ ñ íàòóðàëüíûì ïîêàçàòåëåì

Ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ � ýòî ôóíêöèÿ âèäà

w = zn, ãäå n ∈ N, n > 1.

Óòâåðæäåíèå 1. Ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ àíàëèòè÷íà â C è êîíôîðìíî îòîáðàæà-

åò âíóòðåííîñòü óãëà α < arg z < β , β − α ≤ 2π

n
, íà âíóòðåííîñòü óãëà nα <
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arg w < nβ. Â ÷àñòíîñòè, ëþáîå èç ìíîæåñòâ Dk =

{
z :

2π(k − 1)

n
< arg z <

2πk

n

}
,

k = 2, . . . , n, êîíôîðìíî îòîáðàæàåòñÿ íà C \R+.

9.2. Ôóíêöèÿ w = n
√

z

Ôóíêöèÿ w = n
√

z , n ∈ N, n > 1, îïðåäåëÿåòñÿ êàê îáðàòíàÿ ê ñòåïåííîéôóíê-
öèè z = wn.

Â ëþáîé òî÷êå îáëàñòè G = C \R+ ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ

( n
√

z)′k =
1

(wn)′
=

1

n wn−1
=

1

n ( n
√

z)n−1
k

6= 0.

Îïðåäåëåíèå. Îäíîçíà÷íàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ â íåêîòîðîé îáëàñòè G ôóíêöèÿ f(z)
íàçûâàåòñÿ îäíîçíà÷íîé ðåãóëÿðíîé âåòâüþ ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè F (z), îïðåäåëåí-
íîé â ýòîé æå îáëàñòè, åñëè çíà÷åíèå f(z) â êàæäîé òî÷êå G ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç
çíà÷åíèé F (z) â ýòîé òî÷êå.

Óòâåðæäåíèå 2. Ôóíêöèÿ w = n
√

z â êàæäîé òî÷êå C, êðîìå z = 0 è z = ∞,
èìååò ðîâíî n çíà÷åíèé. Íà ìíîæåñòâå G = C \ R+ îíà äîïóñêàåò âûäåëåíèå n
îäíîçíà÷íûõ âåòâåé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ àíàëèòè÷íà â G è êîíôîðìíî îòîáðàæàåò
ýòó îáëàñòü íà âíóòðåííîñòü íåêîòîðîãî óãëà Dk.

9.3. Ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü

Ìíîãîçíà÷íóþ ôóíêöèþ w = n
√

z ìîæíî îïðåäåëèòü íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå áî-
ëåå ñëîæíîãî óñòðîéñòâà òàê, ÷òîáû îíà ñòàëà îäíîçíà÷íîé. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì
âìåñòî G n èäåíòè÷íûõ åìó ìíîæåñòâ Gk ("ëèñòîâ"), âîñïðèíèìàåìûõ êàê îáðàçû ñî-
îòâåòñòâóþùèõ îáëàñòåé Dk ïðè îòîáðàæåíèè z = wn. Ïóñòü Γ+

k è Γ−k � âåðõíèé è
íèæíèé áåðåãà ðàçðåçà ïî R+ ñîîòâåòñòâåííî. Ñîåäèíèì ýòè ëèñòû â îäíó ïîâåðõíîñòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì: íèæíèé áåðåã G1 "ñêëåèì" ñ âåðõíèì áåðåãîì G2, íèæíèé áåðåã
G2 "ñêëåèì" ñ âåðõíèì áåðåãîì G3 è òàê äàëåå. Ïðè ýòîì îòîæäåñòâëÿþòñÿ ëó÷è Γ−k
è Γ+

k+1, k = 1, . . . , n − 1. Íèæíèé áåðåã ïîñëåäíåãî, n-ãî ëèñòà "ñêëåèì" ñ âåðõíèì
áåðåãîì ïåðâîãî.

Ïîëó÷åííàÿ êîíñòðóêöèÿ íàçûâàåòñÿ ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòüþ ôóíêöèè w = n
√

z.
Îáîçíà÷èì åå ÷åðåç R.

Îòîáðàæåíèå w : R → C âçàèìíî îäíîçíà÷íî, ïðè÷åì òî÷êè z = 0 è z = ∞,
îáùèå äëÿ âñåõ ëèñòîâ, ïåðåõîäÿò â w = 0 è w = ∞ ñîîòâåòñòâåííî. Ôóíêöèÿ w =
n
√

z ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé íà R. Ïðè ýòîì êàæäûé ëèñò R ñîîòâåòñòâóåò î÷åðåäíîé
ðåãóëÿðíîé îäíîçíà÷íîé âåòâè ôóíêöèè w = n

√
z.

Íåêîòîðàÿ òî÷êà z0 íàçûâàåòñÿòî÷êîé âåòâëåíèÿ ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè w = f(z),
åñëè íå ñóùåñòâóåò îõâàòûâàþùåãî äàííóþ òî÷êó çàìêíóòîãî êîíòóðà, ïðèíàäëåæàùå-
ãî òîëüêî îäíîìó ëèñòó ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè ýòîé ôóíêöèè.

Â îêðåñòíîñòè òî÷êè âåòâëåíèÿ íåâîçìîæíî âûäåëåíèå ðåãóëÿðíûõ îäíîçíà÷íûõ
âåòâåé ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè.

Íàïðèìåð, òî÷êè z = 0 è z = ∞ ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè âåòâëåíèÿ ôóíêöèè w = n
√

z.

9.4. Ïðèìåðû

1) Äîïóñêàåò ëè âûäåëåíèå ðåãóëÿðíûõ îäíîçíà÷íûõ âåòâåé ôóíêöèÿ F (z) â
îêðåñòíîñòè óêàçàííîé òî÷êè ?

a) F (z) = 3
√

2z − 3i ; z1 = 0 ; z2 =
3

2
i ;

b) F (z) =
√

1−
√

z ; z1 = 0 ; z2 = 1.
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B a) Â îêðåñòíîñòè òî÷êè z1 = 0 ìîæíî âûäåëèòü òðè ðåãóëÿðíûå îäíîçíà÷íûå
âåòâè äàííîé ôóíêöèè.

Òî÷êà z2 =
3

2
i ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé âåòâëåíèÿ F (z), ïîýòîìó âûäåëåíèå ðåãóëÿðíûõ îä-

íîçíà÷íûõ âåòâåé â åå îêðåñòíîñòè íåâîçìîæíî.
b) Â îêðåñòíîñòè òî÷êè z1 = 0 íåâîçìîæíî âûäåëåíèå ðåãóëÿðíûõ îäíîçíà÷íûõ

âåòâåé, òàê êàê ýòî òî÷êà âåòâëåíèÿ äàííîé ôóíêöèè.
Â îêðåñòíîñòè òî÷êè z2 = 1 ñóùåñòâóþò äâå ðåãóëÿðíûå âåòâè ôóíêöèè G(z) =√

z, ïðè÷åì g1(1) = 1 , g2(1) = −1 . Òî÷êà z2 = 1 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé âåòâëåíèÿ òîëüêî

â ñëó÷àå ïåðâîé âåòâè, ò.å. äëÿ ôóíêöèè F (z) =
√

1− g1(z), òàê ÷òî ëèøü â ñëó÷àå

F (z) =
√

1− g2(z) ìîæíî âûäåëèòü îäíîçíà÷íûå âåòâè â îêðåñòíîñòè z2 = 1 C

2) Âûäåëèòü ðåãóëÿðíóþ âåòâü f(z) ôóíêöèè F (z) = 3
√

z, çàäàâàåìóþ óñëîâèåì
f(i) = −i è íàéòè çíà÷åíèå f(−8).

B F (z) = 3
√
|z| ei

arg z+2πk
3 , k = 0, 1, 2, ïîýòîìó F (i) = ei

(
π
6

+ 2πk
3

)
= −i = ei

3π
2 ,

îòêóäà k = 2. Ñëåäîâàòåëüíî, f(z) = 3
√
|z| ei

arg z+4π
3 , çíà÷èò,

f(−8) =
3
√

8 ei
π+4π

3 = 2

(
1

2
− i

√
3

2

)
= 1− i

√
3 C

3) Íàéòè ôóíêöèþ, îòîáðàæàþùóþ íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü

a) âíóòðåííîñòü óãëà

{
π

3
< arg z <

7π

12

}
;

b) âåðõíèé åäèíè÷íûé ïîëóêðóã {|z| < 1} ∩ {Im z > 0};
c) ïëîñêîñòü ñ ðàçðåçîì ïî îòðåçêó [−i; i ];
d) âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü ñ ðàçðåçîì ïî îòðåçêó [ 0; ih ], h > 0;
e) "ëóíî÷êó" {|z| < 1} ∩ {|z − i| < 1}.

B a) Ñîâåðøèì ïîâîðîò äàííîé êîíôèãóðàöèè íà óãîë
π

3
ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå:

ζ = e
−π

3
i
· z . Ïîñêîëüêó âåëè÷èíà óãëà ñîñòàâëÿåò

π

4
, ðåøåíèå ïîëó÷àåòñÿ ïîñëå ïðå-

îáðàçîâàíèÿ w = ζ4, ò. å. w = e
−4π

3
i
· z4 =

−
√

3 + i

2
· z4 . C

B b) Ñäåëàåì äðîáíî-ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ζ = L(z), ïðè êîòîðîì ζ(−1) = 0,
ζ(1) = ∞. Ïîñëåäíèå ðàâåíñòâà ãàðàíòèðóþò, ÷òî îáå ÷àñòè ãðàíèöû èñõîäíîãî ìíî-
æåñòâà (ïîëóîêðóæíîñòü è îòðåçîê) ïåðåéäóò â ëó÷è ñ íà÷àëîì â òî÷êå ζ = 0. Äëÿ
òîãî, ÷òîáû îäèí èç ýòèõ ëó÷åé (íàïðèìåð, îáðàç îòðåçêà) ñîâìåñòèëñÿ ñ âåùåñòâåí-
íîé ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñüþ ïëîñêîñòè ζ, ïîòðåáóåì ζ(0) = 1. Òîãäà â ðåçóëüòàòå

ïðåîáðàçîâàíèÿ ζ =
z + 1

1− z
ïîëó÷àåòñÿ ïåðâûé êâàäðàíò, òàê êàê â ñèëó êîíôîðìíîñòè

îáðàçû ÷àñòåé èñõîäíîé ãðàíèöû îðòîãîíàëüíû.

Òåïåðü îñòàåòñÿ ñîâåðøèòü ïðåîáðàçîâàíèå w = ζ2, òàê ÷òî w =

(
z + 1

1− z

)2

C

B c) Ñíà÷àëà ñ ïîìîùüþ äðîáíî-ëèíåéíîé ôóíêöèè ζ = L(z) îòîáðàçèì äàííîå
ìíîæåñòâî íà ïëîñêîñòü ñ ðàçðåçîì ïî ïîëóîñè R+. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî òðîéêó òî÷åê

(−i; 0; i ) ïåðåâåñòè â òðîéêó ( 0; 1; ∞) , îòñþäà ζ =
z + i

i− z
.
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Çàâåðøàåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è ïðèìåíåíèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ w =
√

ζ. Èòàê, îêîí÷à-
òåëüíî

w =

√
z + i

i− z
C

B d) Çàäà÷à ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îòîáðàæåíèé: ζ = z2 ,
s = ζ + h2 , w =

√
s.

Òàêèì îáðàçîì, ðåçóëüòèðóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå èìååò âèä: w =
√

z2 + h2 C

B e) Äðîáíî-ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ζ = L(z), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ ( z2; 0; z1 ) →
( 0; 1; ∞) , ïåðåâîäèò äàííóþ îáëàñòü âî âíóòðåííîñòü íåêîòîðîãî óãëà. Îñòàåòñÿ ðàç-
âåðíóòü ýòîò óãîë äî ïîëóïëîñêîñòè ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè w = ζp , ãäå ïîêàçàòåëü p
òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü.

Òî÷êè z1,2 =
±
√

3 + i

2
ìîæíî íàéòè êàê òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòåé |z| = 1 è

|z − i| = 1 . Òîãäà

ζ =
z − z2

z − z1

· z1

z2

=
2z + (

√
3− i)

2z − (
√

3 + i)
·
(
−1

2
(1 + 3i)

)
=

2z + (
√

3− i)

2z − (
√

3 + i)
· e

i
4π

3 .

Â ñèëó êîíôîðìíîñòè îòîáðàæåíèÿ ζ = L(z) óãîë ϕ, ïîä êîòîðûì ïåðåñåêàþòñÿ
îêðóæíîñòè â ïëîñêîñòè (z), ðàâåí óãëó ìåæäó ëó÷àìè â ïëîñêîñòè ζ, ò.å. ϕ = arg ζ(i).

ζ(i) =

√
3 + i

i−
√

3
· e

i
4π

3 = −1 + i
√

3

2
· e

i
4π

3 = e
−i

2π

3 · e
i
4π

3 = e
i
2π

3 ,

ñëåäîâàòåëüíî, ϕ =
2π

3
. Îòñþäà p =

3

2
, ïîýòîìó w = ζ3/2.

Èòîãîâàÿ ôîðìóëà ïðåîáðàçîâàíèÿ òàêîâà:

w =

(√
2z + (

√
3− i)

2z − (
√

3 + i)

)3

· e
i
3

2
· 4π

3 =

(√
2z + (

√
3− i)

2z − (
√

3 + i)

)3

C

9.5. Âîïðîñû è çàäà÷è

1. Íàéäèòå îáðàç ìíîæåñòâà D =
{π

6
< arg z <

π

2

}
∩ {|z| > 2} , ïðè îòîáðàæåíèè

w = f(z), åñëè

a) f(z) = z2; b) f(z) = z3; c) f(z) =
1

z2
.

2. Íàéäèòå îáðàçû ïðÿìûõ a) Re z = c; b) Im z = c ïðè îòîáðàæåíèè w = z2.

3. Âûÿñíèòå, äîïóñêàåò ëè âûäåëåíèå ðåãóëÿðíûõ îäíîçíà÷íûõ âåòâåé ôóíêöèÿ F (z)
â îêðåñòíîñòè óêàçàííîé òî÷êè:

a) F (z) = 5
√

z + 1− 2i ; z1 = 0 ; z2 = −1 + 2i ; z3 = ∞ ;

b) F (z) =
√

i + 4
√

z ; z0 = 1 ; z2 = 1 ; z3 = −1 .



46

4. Âûäåëèòå îäíîçíà÷íóþ ðåãóëÿðíóþ âåòâü f(z) ôóíêöèè w = 4
√

z, çàäàâàåìóþ

óñëîâèåì f(−1) = − 1√
2

(1 + i), è íàéäèòå îáðàç ìíîæåñòâà {|z| < 4, 0 < arg z < π}

ïðè îòîáðàæåíèè f(z).

5. Îòîáðàçèòå êîíôîðìíî íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü

a) âíåøíîñòü îòðåçêà [0; 1];

b) âíåøíîñòü ìíîæåñòâà (−∞;−a] ∪ [a; +∞) (a ∈ R);

c) âíåøíîñòü ìíîæåñòâà
{
|z| = 1, −π

2
≤ arg z ≤ π

2

}
;

d) ÷åòâåðòü êðóãà
{
|z| < 2,

π

2
< arg z < π

}
;

e) ìíîæåñòâî {|z| < 1} ∩ {|z − i| > 1}.

�10. Ïîêàçàòåëüíàÿ è ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèè

10.1. Ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ

Ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä w = ez = ex (cos y + i sin y) .

Óòâåðæäåíèå 1. Ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ àíàëèòè÷íà â C è êîíôîðìíî îòîá-
ðàæàåò âíóòðåííîñòü ëþáîé ïîëîñû Dk = {2πk < Im z < 2π(k + 1)} íà ïëîñêîñòü ñ
ðàçðåçîì C \R+.

10.2. Ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

Ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä

w = Ln z = ln |z|+ i Arg z = ln |z|+ i (arg z + 2πk) , k ∈ Z.

Îíà îáðàòíà ê ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè z = ew.

Óòâåðæäåíèå 2. Ôóíêöèÿ w = Ln z â êàæäîé òî÷êå C, êðîìå z = 0, èìååò
áåñêîíå÷íî ìíîãî çíà÷åíèé. Íà ìíîæåñòâå G = C \ R+ îíà äîïóñêàåò âûäåëåíèå
îäíîçíà÷íûõ âåòâåé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ àíàëèòè÷íà â G è êîíôîðìíî îòîáðàæàåò
ýòó îáëàñòü íà âíóòðåííîñòü íåêîòîðîé ïîëîñû Dk.

Îäíîçíà÷íàÿ ðåãóëÿðíàÿ âåòâü ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèè ïðè k = 0 íàçûâàåòñÿ
ãëàâíîé âåòâüþ è îáîçíà÷àåòñÿ ln z = ln |z|+ i arg z .

10.3. Ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü
Ðàññìîòðèì ïëîñêîñòü C êàê ñîâîêóïíîñòü ìíîæåñòâ âèäà

D̃k = {w : 2πk < arg w ≤ 2π(k + 1)} , k ∈ Z ,

âíóòðåííîñòü êàæäîãî èç êîòîðûõ îòîáðàæàåòñÿ ôóíêöèåé z = ew íà ìíîæåñòâî Gk =
G = C \R+, à ãðàíèöà ïåðåõîäèò â ëó÷ Γk = Γ = {z : Re z > 0, Im z = 0}. Îáîçíà÷èì
γk = {w : Im w = 2πk}. Ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ ïåðåâîäèò ãðàíèöû γk è γk+1 ïîëîñû
Dk ñîîòâåòñòâåííî íà âåðõíèé áåðåã Γ+

k è íèæíèé áåðåã Γ−k îäíîãî è òîãî æå ðàçðåçà
ïî âåùåñòâåííîé ïîëîæèòåëüíîé ïîëóïðÿìîé ïëîñêîñòè (z).

Ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü R ôóíêöèè w = Ln z ïîëó÷àåòñÿ èç áåñêîíå÷íîãî êîëè÷åñòâà
ëèñòîâ Gk â ðåçóëüòàòå "ñêëåèâàíèÿ"èõ ãðàíèö Γ−k è Γ+

k+1 ïðè âñåõ k ∈ Z.
Îòîáðàæåíèå w : R → C âçàèìíî îäíîçíà÷íî è íåïðåðûâíî, ïðè ýòîì êàæäûé

ëèñò ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè ñîîòâåòñòâóåò î÷åðåäíîé ðåãóëÿðíîé îäíîçíà÷íîé âåòâè
ëîãàðèôìà. Òî÷êè z = 0 è z = ∞ ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè âåòâëåíèÿ ôóíêöèè w = Ln z.
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10.4. Ïðèìåðû

1) Íàéòè îáðàç ïðè îòîáðàæåíèè w = ez ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ:
a) ïîëîñû {z : 0 < Im z < π};
b) ïîëóïîëîñû

{
z : Re z < 0, 0 < Im z <

π

4

}
;

c) ïðÿìîóãîëüíèêà {z : c < Re z < d, a < Im z < b} , ãäå 0 < b− a < 2π.

B Óêàçàíèå. Ðåçóëüòàò ïîëó÷àåòñÿ íà îñíîâå ðàññìîòðåíèÿ îáðàçà ïðÿìîóãîëüíîé
ñåòêè íà ïîëîñå {0 < Im z < 2π} C

2) Íàéòè îáðàç ìíîæåñòâà {z : |z| > 1, Im z > 0} ïðè îòîáðàæåíèè òîé îäíîçíà÷íîé
âåòâüþ f(z) ôóíêöèè F (z) = Ln z, äëÿ êîòîðîé f(ei) = 1− 3π

2
i.

B Òàê êàê

Ln (ei) = ln e + i
(π

2
+ 2πk

)
= 1 + i

(π

2
+ 2πk

)
,

óñëîâèå çàäà÷è âûïîëíåíî ïðè k = −1. Ïîýòîìó äàííàÿ îáëàñòü îòîáðàæàåòñÿ íà
ïîäìíîæåñòâî ïîëîñû D−1.

Èìåÿ â âèäó, ÷òî ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îáðàòíà ê ïîêàçàòåëüíîé, ïîëó÷àåì
îòâåò: {Re z > 0 ; −2π < Im z < −π} C

10.5. Âîïðîñû è çàäà÷è

1. Íàéäèòå îáðàç ìíîæåñòâà D ïðè îòîáðàæåíèè w = ez, åñëè

a) D = {α < Im z < β} , 0 ≤ α < β ≤ 2π ;

b) D = {0 < Im z < π , Re z < 0} ;
c) D = {π < Im z < 2π , Re z > 0} ;
d) D � ïðÿìàÿ Im z = Re z .

2. Íàéäèòå ôóíêöèþ, êîíôîðìíî îòîáðàæàþùóþ íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü ìíî-
æåñòâî D, åñëè

a) D =
{

0 < Im z <
π

2

}
\
{

Im z =
π

4
, Re z ≥ 0

}
;

b) D = {Re z > 2 , 0 < Im z < 2π} ;

c) {0 < Re z < π} \
{

0 < Re z ≤ π

2
, Im z = 0

}
;

d) D = { |z| < 2} \ { |z − i| < 1} .

e) D � âíåøíîñòü ìíîæåñòâà { |z| < 1} ∪ { |z − 3i| < 2} .

3. Íàéäèòå îáðàç ìíîæåñòâà D ïðè îòîáðàæåíèè w = ln z, åñëè

a) D = {α < arg z < β} , 0 ≤ α < β ≤ 2π ;

b) D = {0 < arg z < π , |z| > 1} ;
c) D = {π < arg z < 2π , |z| < 2} ;
d) D � êîëüöî {e < |z| < e2} ñ ðàçðåçîì ïî âåùåñòâåííîìó èíòåðâàëó (e; e2).

4. Íàéäèòå îáðàç ìíîæåñòâà {z : |z| < 1, Im z > 0} ïðè îòîáðàæåíèè òîé îäíîçíà÷-

íîé âåòâüþ f(z) ôóíêöèè F (z) = Ln z, äëÿ êîòîðîé f

(
i

2

)
= − ln 2 +

5π

2
i.
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�11. Ôóíêöèÿ Æóêîâñêîãî

11.1. Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà

Ôóíêöèÿ Æóêîâñêîãî èìååò âèä w =
1

2

(
z +

1

z

)
.

Ìàêñèìàëüíûìè îáëàñòÿìè îäíîëèñòíîñòè ôóíêöèè Æóêîâñêîãî ÿâëÿþòñÿ D1 =
{|z| > 1} è D2 = {|z| < 1} , à òàêæå D3 = {Im z > 0} è D4 = {Im z < 0}.

Óòâåðæäåíèå 1. Ôóíêöèÿ Æóêîâñêîãî w = G(z) àíàëèòè÷íà â C \ {0} è îñó-
ùåñòâëÿåò êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå ëþáîé èç îáëàñòåé Dk, k = 1, . . . 4.

10.2. Îòîáðàæåíèÿ îáëàñòåé Dk

Óòâåðæäåíèå 2. Ëþáóþ èç îáëàñòåé D1 ëèáî D2 (ò.å. âíåøíîñòü ëèáî âíóòðåí-
íîñòü åäèíè÷íîãî êðóãà ñîîòâåòñòâåííî) ôóíêöèÿ Æóêîâñêîãî êîíôîðìíî îòîáðà-
æàåò íà âíåøíîñòü îòðåçêà [−1 ; 1] ïëîñêîñòè (w). Ïðè ýòîì îáðàçîì îêðóæíîñòè
r = 1 ÿâëÿåòñÿ äâàæäû ïðîõîäèìûé îòðåçîê [−1 ; 1].

Óòâåðæäåíèå 3. Ôóíêöèÿ Æóêîâñêîãî êîíôîðìíî îòîáðàæàåò âåðõíþþ ïîëó-
ïëîñêîñòü D3 = {Im z > 0} íà âíåøíîñòü ëó÷åé C \ (I− ∪ I+), ïðè÷åì îáðàçîì
ãðàíèöû Im z = 0 ÿâëÿþòñÿ ýòè ëó÷è, ïðîõîäèìûå äâàæäû.

Òîò æå îáðàç èìååò è íèæíÿÿ ïîëóïëîñêîñòü D4.

11.3. Ïðèìåðû

1) Íàéòè îáðàç îáëàñòè D = {|z| < 1 , Im z > 0} ïðè îòîáðàæåíèè w = G(z).

B Ïîëóîêðóæíîñòü γ1 ôóíêöèåéÆóêîâñêîãî îòîáðàæàåòñÿ íà îòðåçîê Γ1 = {−1 ≤
Re w ≤ 1} âåùåñòâåííîé ïðÿìîé; ðàäèóñ γ2 = {0 < Re z ≤ 1} � íà ëó÷ Γ2 = I+, à ðàäèóñ
γ3 = {−1 ≤ Re z < 0} � íà ëó÷ Γ3 = I−. Ó÷èòûâàÿ ñîõðàíåíèå îðèåíòàöèè ãðàíèöû
îòíîñèòåëüíî îáëàñòè ïðè êîíôîðìíîì îòîáðàæåíèè, èìååì G(D) = {Im w < 0} C

2) Îòîáðàçèòü ìíîæåñòâî
{

z : |z| < 1
}
\
{

1

2
≤ Re z < 1 , Im z = 0

}
íà âåðõíþþ

ïîëóïëîñêîñòü.

B Çàäà÷ó ðåøàåò ñëåäóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðåîáðàçîâàíèé.

à) ζ = G(z), çäåñü ζ(1) = 1 , ζ

(
1

2

)
=

5

4
;

á) s = L(ζ) , ãäå äðîáíî-ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ L îïðåäåëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì òðîéêè(
−1 ; 0 ;

5

4

)
−→ (0 ; 1 ;∞) è èìååò âèä s = −5 (ζ + 1)

4ζ − 5
;

â) w =
√

s.

Ðåçóëüòèðóþùåå îòîáðàæåíèå òàêîâî: w =

√
− 5 (z2 + 2z + 1)

2 (2z2 − 5z + 2)
C

3) Íàéòè îáðàç îáëàñòè {0 < Re z < π , Im z > 0} ïðè îòîáðàæåíèè w = cos z.

B Òàê êàê

w = cos z =
1

2

(
eiz + e−iz

)
= G(iz) ,

ñîâåðøàåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðåîáðàçîâàíèé:

à) ζ = iz � ïîâîðîò íà óãîë
π

2
;

á) s = eζ � ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ âåðõíèé åäèíè÷íûé ïîëóêðóã;
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â) w = G(s) � â èòîãå ïîëó÷àåòñÿ íèæíÿÿ ïîëóïëîñêîñòü C

11.4. Âîïðîñû è çàäà÷è

1. Íàéäèòå îáðàç ìíîæåñòâà D ïðè îòîáðàæåíèè ôóíêöèåé Æóêîâñêîãî, åñëè

a) D = {|z| = 1}; b) D = {|z| = 2}; c) D =

{
|z| = 1

2

}
;

d) D = {Im z = 0}; e) D = {Re z = 0}.

2. Íàéäèòå ôóíêöèþ, êîíôîðìíî îòîáðàæàþùóþ íà âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü ìíî-
æåñòâî D, åñëè

a) D � ìíîæåñòâî {Im z > 0}∩{ |z| < 1} ñ ðàçðåçîì

{
0 < Im z ≤ 1

2
, Re z = 0

}
;

b) D � ìíîæåñòâî {Im z > 0}∩{|z| > 1} ñ ðàçðåçîì {1 ≤ Im z ≤ 2 , Re z = 0} ;

c) D � ìíîæåñòâî {|z| < 1} ñ ðàçðåçàìè

{
1

2
≤ |Re z| < 1; Im z = 0

}
;

d) D =
{

0 < Im z <
π

2

}
\
{

Im z =
π

4
, Re z > 0

}
.

3. Íàéäèòå îáðàç ìíîæåñòâà D ïðè îòîáðàæåíèè w = f(z), åñëè

a) D = {0 < Im z < π , Re z > 0} , f(z) = ch z;

b) D =
{
−π

2
< Re z <

π

2
, Im z > 0

}
, f(z) = sin z.
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Ãëàâà 3

Èíòåãðèðîâàíèå ôóíêöèé êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé

�12. Îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà èíòåãðàëà

12.1. Ïîíÿòèå èíòåãðàëà

Ïóñòü γ � êóñî÷íî-ãëàäêàÿ êðèâàÿ áåç îñîáûõ òî÷åê íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè:

z(t) = x(t) + i y(t) , t ∈ [α, β] .

ñ íà÷àëüíîé òî÷êîé A = z(α) è êîíå÷íîé � B = z(β).
Òåîðåìà 12.1. Ïóñòü f(z) � êóñî÷íî-íåïðåðûâíàÿ íà êðèâîé γ ôóíêöèÿ. Òîãäà

ñóùåñòâóþò ñëåäóþùèå èíòåãðàëû, ïðè÷åì âûïîëíåíû ðàâåíñòâà∫
γ

f(z) dz =

∫
γ

u dx− v dy + i

∫
γ

v dx + u dy , (1)

∫
γ

f(z) dz =

∫ β

α

f(z(t)) z′(t) dt , (2)∫
γ

f(z) |dz| =
∫

γ

u ds + i

∫
γ

v ds , (3)∫
γ

f(z) |dz| =
∫ β

α

f(z(t)) |z′(t)| dt . (4)

12.2. Ñâîéñòâà èíòåãðàëîâ

Òåîðåìà 12.2. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñâîéñòâà èíòåãðàëîâ:

à)

∫
AB

f(z) dz = −
∫

BA

f(z) dz ;

á) èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà (3, 4) íå çàâèñèò îò íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ ïî γ; èíòå-
ãðèðîâàíèå â ôîðìóëå (4) âñåãäà èäåò îò ìåíüøåãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà t ê áîëüøåìó;

â) ïóñòü γ1 è γ2 � ÷àñòè, ñîñòàâëÿþùèå êðèâóþ γ áåç íàëîæåíèÿ, òîãäà∫
γ

f(z) dz =

∫
γ1

f(z) dz +

∫
γ2

f(z) dz ,

ïðè÷åì èíòåãðàëû â ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòÿõ ðàâåíñòâà ñóùåñòâóþò îäíîâðåìåííî;
ã) ïóñòü f è g � èíòåãðèðóåìûå íà γ ôóíêöèè, a , b ∈ C � ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà,

òîãäà ∫
γ

(a f(z) + b g(z)) dz = a

∫
γ

f(z) dz + b

∫
γ

g(z) dz ;

ä) ïóñòü f èíòåãðèðóåìà íà γ, òîãäà ôóíêöèÿ |f | òàêæå èíòåãðèðóåìà íà γ,
ïðè÷åì ∣∣∣∣∫

γ

f(z) dz

∣∣∣∣ ≤ ∫
γ

|f(z)| |dz| .
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12.3. Ïðèìåðû

Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

∫
γ

f(z) dz , åñëè

a) f(z) = Im z , γ � ÷àñòü ïàðàáîëû ñ âåðòèêàëüíîé îñüþ, ñîåäèíÿþùåé òî÷êè
z = 0 è z = 1 + 2i;

b) f(z) =
z

z
, γ � îòðèöàòåëüíî îðèåíòèðîâàííàÿ ãðàíèöà âåðõíåãî åäèíè÷íîãî

ïîëóêðóãà;
c) f(z) = (z − a)n , n ∈ Z, γ = γr : |z− a| = r � ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííàÿ

îêðóæíîñòü;

d) f(z) =
(

4
√

z
)3

+ 1 , ãäå áåðåòñÿ òà îäíîçíà÷íàÿ âåòâü ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèè,

äëÿ êîòîðîé 4
√

1 = i; γ � ÷àñòü îêðóæíîñòè {|z| = 4, Re z ≥ 0}, îò òî÷êè z = −4i
äî òî÷êè z = 4i.

B a) Âûïèñàâ óðàâíåíèå ïàðàáîëû y = a x2, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè (0; 0) è
(1; 2) , ïîëó÷èì ïàðàìåòðèçàöèþ êðèâîé γ: x = t , y = 2t2 , ò.å. z = t + 2i t2 , ãäå
t ∈ [0 ; 1] .

Ñîãëàñíî (1) èìååì∫
γ

Im z dz =

∫ 1

0

y dz =

∫ 1

0

2t2 (1 + 4t i) dt =
2

3
t3 + 2t4 i

∣∣∣1
0

=
2

3
+ 2 i .

b) Â ñèëó àääèòèâíîñòè èíòåãðàëà èìååì ñóììó èíòåãðàëîâ ïî îòðåçêó äåéñòâè-
òåëüíîé ïðÿìîé γ1 è ïîëóîêðóæíîñòè γ2. Äâèæåíèå ïî γ ïðîèñõîäèò ïî ÷àñîâîé ñòðåë-
êå.

Íà γ1 z = x, x ∈ [−1 ; 1], z = x, ïîýòîìó

I1 =

∫
γ1

f(z) dz =

∫ −1

1

dx = −2 .

Êðèâàÿ γ2 çàäàåòñÿ â âèäå z = eit, ãäå t ∈ [0 ; π]. Ïîñêîëüêó z = e−it, èìååì
f(z) = e−2ti, dz = i eit dt, ïîýòîìó

I2 =

∫
γ2

f(z) dz =

∫ 0

π

i e−it dt =

∫ 0

π

i (cos t− i sin t) dt = (i sin t− cos t)
∣∣∣0
π

= −2 .

Îòâåò äàåò ñóììà I1 + I2 = −2− 2 = −4 .

c) Îêðóæíîñòü γr èìååò ïàðàìåòðèçàöèþ z = a + r eit, ãäå t ∈ [0; 2π]. Òîãäà
dz = i r eit dt, çíà÷èò,∫

γr

(z − a)n dz =

∫ 2π

0

i rn+1 ei(n+1)t dt =

∫ 2π

0

i rn+1 (cos(n + 1)t + i sin(n + 1)t) dt =

=
i rn+1

n + 1
(sin(n + 1)t− i cos(n + 1)t)

∣∣∣2π

0
= 0 , åñëè n 6= −1 .

Äëÿ n = −1 ïîëó÷àåì∫
γr

dz

z − a
=

∫ 2π

0

i r eit

r eit
dt = i

∫ 2π

0

dt = 2πi .
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Çàìåòèì, ÷òî ðåçóëüòàò íå çàâèñèò íè îò ïîëîæåíèÿ öåíòðà, íè îò ðàäèóñà îêðóæ-
íîñòè

d) Íàéäåì óêàçàííóþ îäíîçíà÷íóþ âåòâü êîðíÿ ÷åòâåðòîé ñòåïåíè. Ëåãêî ïðî-

âåðèòü, ÷òî â ðàâåíñòâå 4
√

z = 4
√
|z| e

i
4
(arg z + 2πk) ñëåäóåò âçÿòü k = 1, ÷òîáû

îáåñïå÷èòü óñëîâèå 4
√

1 = i. Åñëè z ∈ γ, òî z = 4 eit, t ∈
[
−π

2
;

π

2

]
, ñëåäîâàòåëüíî,

f(z) =

(√
2 e

i
4
(t + 2π)

)3

+ 1 = 2
√

2 i3 e i 3t
4 + 1 .

Ïîýòîìó ∫
γ

f(z) dz =

∫ π/2

−π/2

4i

(
−2
√

2 i e i 3t
4 + 1

)
eit dt =

= 8
√

2

∫ π/2

−π/2

(
cos

7t

4
+ i sin

7t

4

)
dt + 4i

∫ π/2

−π/2

(cos t + i sin t) dt =

= 16
√

2

∫ π/2

0

cos
7t

4
dt + 8i

∫ π/2

0

cos t dt =
64

7

√
2 sin

7π

8
C

12.4. Âîïðîñû è çàäà÷è

1. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå ñâîéñòâà â) � ä) èç òåîðåìû 12.2 ïðèìåíèòåëüíî ê

èíòåãðàëó ïåðâîãî ðîäà

∫
γ

f(z) |dz|.

2. Ïóñòü γ � êóñî÷íî ãëàäêàÿ êðèâàÿ ñ íà÷àëîì â òî÷êå z = a è ñ êîíöîì â z = b.

Íàéäèòå, ÷åìó ðàâíû çíà÷åíèÿ èíòåãðàëîâ

∫
γ

dz è

∫
γ

|dz| .

3. Âû÷èñëèòå

∫
γ

f(z) dz, åñëè

a) f(z) = z Re z, γ � îòðåçîê ïðÿìîé îò òî÷êè z = 0 äî òî÷êè z = 2 + i;

b) f(z) = z Re z, γ � ÷àñòü ïàðàáîëû x = 2y2 îò òî÷êè z = 0 äî òî÷êè z = 2+i;

c) f(z) = (z − a)n, n ∈ Z, γ = {|z − a| = r, −π ≤ arg (z − a) ≤ 0};

d) f(z) � òà îäíîçíà÷íàÿ âåòâü Ln z, äëÿ êîòîðîé Ln i =
5

2
πi;

γ = {|z| = 2, Im z ≥ 0}.

4. Âû÷èñëèòå

∫
γ

f(z) |dz|, åñëè

a) f(z) =
z

z
, γ � ãðàíèöà âåðõíåãî åäèíè÷íîãî ïîëóêðóãà;

b) f(z) � òà îäíîçíà÷íàÿ âåòâü
√

z, äëÿ êîòîðîé
√

i = − 1√
2

(1 + i) ; γ � ãðàíèöà

ñåêòîðà

{
|z| = 2,

π

4
≤ arg z ≤ 3π

4

}
.
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5. Ïóñòü f(z) íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà γ = {|z| = R, Im z ≥ 0}, |f(z)| ≤ M ïðè
z ∈ γ. Äîêàæèòå, ÷òî ∣∣∣∣∫

γ

f(z) eiz dz

∣∣∣∣ ≤ π M R.

Âåðíî ëè ýòî íåðàâåíñòâî, åñëè γ = {|z| = R, Im z ≤ 0} ?
6. ∗ Äîêàæèòå, ÷òî â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé çàäà÷è ñïðàâåäëèâà îöåíêà∣∣∣∣∫

γ

f(z) eiz dz

∣∣∣∣ < π M.

Óêàçàíèå. Âîñïîëüçóéòåñü íåðàâåíñòâîì sin ϕ ≥ 2

π
ϕ, ãäå 0 ≤ ϕ ≤ π

2
.

�13. Èíòåãðàëüíàÿ òåîðåìà Êîøè

13.1. Ñëó÷àé îäíîñâÿçíîé îáëàñòè

Òåîðåìà 13.1 (Êîøè). Ïóñòü D � îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü, f(z) � îäíîçíà÷íàÿ ôóíê-
öèÿ, f ∈ A(D). Òîãäà äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî êîíòóðà γ ⊂ D ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî∮

γ

f(z) dz = 0 .

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü D � îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé ∂D, f(z) ∈ A(D). Òîãäà∮
∂D

f(z) dz = 0 .

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü D � îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü, f(z) ∈ A(D). Òîãäà äëÿ ëþáûõ

òî÷åê z1, z2 ∈ D èíòåãðàë

∫ z2

z1

f(z) dz íå çàâèñèò îò ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ (íà-

õîäÿùåãîñÿ â D).

13.2. Ñëó÷àé ñîñòàâíîãî êîíòóðà

Òåîðåìà 13.2 (òåîðåìà Êîøè äëÿ ñîñòàâíîãî êîíòóðà). Ïóñòü D � n-ñâÿçíàÿ
îáëàñòü ñ ïîëíîé ãðàíèöåé ∂D, êîòîðàÿ ñîñòîèò èç âíåøíåé ãðàíèöû � êîíòóðà γ è
çàìêíóòûõ êîíòóðîâ γ1, . . . , γn−1, ñîñòàâëÿþùèõ âíóòðåííèå ãðàíèöû. Åñëè f(z) ∈
A(D), òî ∮

∂D

f(z) dz =

∫
γ

f(z) dz +
n−1∑
k=1

∫
γk

f(z) dz = 0 ,

ïðè÷åì èíòåãðèðîâàíèå ñîâåðøàåòñÿ â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè (ò.å. îáëàñòü
ïðè äâèæåíèè ïî ãðàíèöå îñòàåòñÿ ñëåâà).

Ñëåäñòâèå. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 13.2∮
γ

f(z) dz =
n−1∑
k=1

∮
γk

f(z) dz ,
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ãäå èíòåãðèðîâàíèå âñþäó èäåò â îäíîì íàïðàâëåíèè (íàïðèìåð, ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåë-
êè).

13.3. Ïðèìåðû

1) Âû÷èñëèòü èíòåãðàë I =

∮
γ

(z − a)n dz , n ∈ Z, ãäå γ � ïðîèçâîëüíûé çà-

ìêíóòûé êîíòóð, íå ïðîõîäÿùèé ÷åðåç òî÷êó z = a.

B à) Ïóñòü òî÷êà a ∈ ext γ. Òîãäà f(z) = (z − a)n ∈ A(int γ), ïîýòîìó ïî òåîðåìå
13.1 ïîëó÷àåì I = 0.

á) Ïóñòü a ∈ int γ. Òîãäà ñóùåñòâóåò îêðóæíîñòü äîñòàòî÷íî ìàëîãî ðàäèóñà γr :
|z − a| = r , êîòîðàÿ öåëèêîì ñîäåðæèòñÿ âíóòðè γ (ðèñ. 53). Èñïîëüçóÿ ñëåäñòâèå èç
òåîðåìû 13.2 è ðåçóëüòàò ïðèìåðà c) ï. 12.3, ïîëó÷àåì

I =

∮
γ

(z − a)n dz =

∮
γr

(z − a)n dz =

{
0 , n 6= −1 ,
2πi , n = −1

C

2) Âû÷èñëèòü èíòåãðàë I =

∮
γ

dz

2z + i
, ãäå γ � ýëëèïñ x2 +

y2

4
= 1 , ïðîõîäè-

ìûé ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå.

B Çàìåòèì, ÷òî z = − i

2
∈ intγ. Ïîýòîìó, ó÷èòûâàÿ íàïðàâëåíèå îáõîäà, â ñîîò-

âåòñòâèè ñ ðåçóëüòàòîì ïðèìåðà 1) ï.á) èìååì

I =
1

2

∮
γ

dz

z + i
2

= −1

2
· 2πi = −πi C

3) Âû÷èñëèòü èíòåãðàë I =

∫
γ

z e sin2 z dz , ãäå γ � ïðîèçâîëüíàÿ êðèâàÿ, ñîåäè-

íÿþùàÿ òî÷êè z = −i è z = i.

B Òàê êàê f(z) = z e sin2 z ∈ A(C), òî I íå çàâèñèò îò âûáîðà ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ,
òàê ÷òî â êà÷åñòâå ïîñëåäíåãî ìîæíî âçÿòü îòðåçîê ìíèìîé îñè, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè
z = −i è z = i. Èòàê, z = it, t ∈ [−1; 1], ïîýòîìó

I =

∫ 1

−1

it · e sin2(it) i dt = −
∫ 1

−1

t · e− sh2 t dt = 0

â ñèëó íå÷åòíîñòè ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè C

13.4. Âîïðîñû è çàäà÷è

1. Âû÷èñëèòå èíòåãðàë I =

∮
γ

f(z) dz, åñëè

a) f(z) =
1

2iz + 5
, ãäå γ : |x|+ |y| = 4 ;

b) f(z) =
1

(2iz + 5)3
, ãäå γ : |x|+ |y| = 4 ;

c) f(z) =
1

2iz + 5
, ãäå γ : |x|+ |y| = 1

(âñå êðèâûå îðèåíòèðîâàíû ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè).
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2. Âû÷èñëèòå

∫
γ

e sin z cos z dz , ãäå γ = {|z| = 2, Im z ≥ 0} , èíòåãðèðîâàíèå

èäåò îò z = −2 äî z = 2.

3. Ïóñòü D = {z : 1 < |z| < 2} , ôóíêöèÿ f(z) ∈ A(D), ïðè÷åì

∮
|z|=2

f(z) dz = 2i .

×åìó ðàâíî çíà÷åíèå èíòåãðàëà

∮
|z|=1

f(z) dz ?

4. Ïóñòü D � îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü, ôóíêöèÿ f(z) ∈ A(D), γ ⊂ D � çàìêíóòûé êîí-

òóð. ×åìó ðàâíî çíà÷åíèå èíòåãðàëà

∮
γ

f(z) dz ?

5. Ïóñòü f(z) àíàëèòè÷íà â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè D çà èñêëþ÷åíèåì òî÷êè z0, ãäå ñó-
ùåñòâóåò ïðåäåë lim

z→z0

(z − z0) f(z) = 0 . Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî

êîíòóðà γ ⊂ D, z0 /∈ γ, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∫
γ

f(z) dz = 0.

�14. Èíòåãðàëüíàÿ ôîðìóëà Êîøè è åå ñëåäñòâèÿ

14.1. Èíòåãðàëüíàÿ ôîðìóëà Êîøè

Òåîðåìà 14.1. Ïóñòü f(z) � ôóíêöèÿ îäíîçíà÷íàÿ è àíàëèòè÷åñêàÿ â îáëàñòè D,
γ � ïðîèçâîëüíûé çàìêíóòûé êîíòóð, z0 ∈ int γ ⊂ D. Òîãäà

f(z0) =
1

2πi

∮
γ

f(z)

z − z0

dz . (1)

Ðàâåíñòâî (1) íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíîé ôîðìóëîé Êîøè.

Äðóãîé âàðèàíò èíòåãðàëüíîé ôîðìóëû Êîøè äàåò
Òåîðåìà 14.2. Ïóñòü D � n-ñâÿçíàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé ∂D = Γ ∪ γ1 ∪ . . . γn−1,

ôóíêöèÿ f(z) ∈ A(D). Òîãäà â ëþáîé òî÷êå z0 ∈ D

f(z0) =
1

2πi

∫
∂D

f(z)

z − z0

dz ,

ãäå èíòåãðàë áåðåòñÿ ïî ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííîé ïîëíîé ãðàíèöå ∂D.

Ñëåäñòâèå (ôîðìóëà ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ). Ïóñòü γR : |z − z0| = R � îêðóæ-
íîñòü, êîòîðàÿ âìåñòå ñ âíóòðåííîñòüþ ðàñïîëîæåíà â îáëàñòè àíàëèòè÷íîñòè
ôóíêöèè f(z). Òîãäà

f(z0) =
1

2π

∫ 2π

0

f
(
z0 + R eiϕ

)
dϕ .

14.2. Ïðèìåðû

Èíòåãðàëüíàÿ ôîðìóëà Êîøè (1) ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòå-
ãðàëîâ.

1) Âû÷èñëèòü èíòåãðàë I =

∮
γ

dz

z (z2 − 1)
ïðè ðàçëè÷íûõ ïîëîæåíèÿõ êîíòóðà

γ (γ íå ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè z = 0, 1, −1).
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B à) Ïóñòü z0 = 0 ∈ int γ, à òî÷êè z = 1, −1 ∈ ext γ. Òîãäà âûáèðàÿ f(z) =
1

z2 − 1
,

ïî ôîðìóëå (1) èìååì

I1 =

∮
γ

f(z)

z
dz = 2πi f(0) = −2πi .

á) Ïóñòü z0 = 1 ∈ int γ, à òî÷êè z = 0, −1 ∈ ext γ. Òîãäà ïðè f(z) =
1

z (z + 1)
ïî

ôîðìóëå (1) ïîëó÷àåì

I2 =

∮
γ

f(z)

z − 1
dz = 2πi f(1) = πi .

â) Àíàëîãè÷íî äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà z0 = −1 ∈ int γ, à òî÷êè z = 0, 1 íàõîäÿòñÿ âíå

γ , èìååì f(z) =
1

z (z − 1)
è

I3 =

∮
γ

f(z)

z + 1
dz = 2πi f(−1) = πi .

ã) Ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ, êîãäà z = 0, 1 ∈ int γ, à òî÷êà z = −1 ∈ ext γ. Òîãäà
äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà èñïîëüçóåì òåîðåìó Êîøè äëÿ ñîñòàâíîãî êîíòóðà (ï. 13.2)
è ðåçóëüòàòû ï.ï. à), á) íàñòîÿùåé çàäà÷è. Èìååì

I =

∮
γ

dz

z (z2 − 1)
=

∮
γ1

dz

z (z2 − 1)
+

∮
γ2

dz

z (z2 − 1)
= I1 + I2 = −πi .

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ðàññìîòðåòü îñòàâøèåñÿ ñëó÷àè. C

2) Âû÷èñëèòü èíòåãðàë I =

∮
γ

sin z

2z2 + πz
dz, ãäå γ :

∣∣∣z +
π

2

∣∣∣ = 1.

B Ïåðåïèñàâ äàííûé èíòåãðàë â âèäå I =

∮
γ

sin z

2z

z +
π

2

dz, ïðèìåíèì ôîðìóëó (1),

èìåÿ â âèäó, ÷òî z0 = −π

2
, f(z) =

sin z

2z
, ïðè÷åì f(z) ∈ A(int γ) . Ïîýòîìó

I =

∮
γ

sin z

2z2 + πz
dz = 2πi f(z0) =

2πi

π
= 2i C

14.3. Ïðèíöèï ìàêñèìóìà ìîäóëÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè

Òåîðåìà 14.2 Ïóñòü f(z) ∈ A(D) è íå ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé â îáëàñòè D. Òîãäà
ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå |f(z)| íå ìîæåò äîñòèãàòüñÿ âî âíóòðåííåé òî÷êå D.

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè D � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü, f(z) ∈ A(D) ∩ C(D), òî
max

D
|f(z)| = max

∂D
|f(z)| .

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü D � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü, f1 , f2 ∈ A(D) ∩ C(D) è f1(z) =
f2(z) âî âñåõ òî÷êàõ z ∈ ∂D. Òîãäà f1(z) ≡ f2(z) íà D.

Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü f(z) ∈ A(D) íå ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé â îáëàñòè D è f(z) 6=
0. Òîãäà ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå |f(z)| íå ìîæåò äîñòèãàòüñÿ âî âíóòðåííåé òî÷êå
îáëàñòè D.
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14.4. Âîïðîñû è çàäà÷è

1. Âû÷èñëèòå

∫
γ

ez

z2 + 2i z
dz, ãäå γ � çàìêíóòûé êîíòóð, ïðîõîäèìûé ïî ÷àñîâîé

ñòðåëêå, åñëè

a) z = 0 ∈ int γ , z = −2i ∈ ext γ; b) z = −2i ∈ int γ , z = 0 ∈ ext γ;

c) z = 0 ∈ ext γ , z = −2i ∈ ext γ; d) z = 0 ∈ int γ , z = −2i ∈ int γ.

2. Âû÷èñëèòå

∫
γ

cos πz

2 + z − z2
dz, ãäå γ � çàìêíóòûé êîíòóð, ïðîõîäèìûé ïðîòèâ

÷àñîâîé ñòðåëêè, åñëè

a) z = −1 ∈ int γ , z = 2 ∈ ext γ; b) z = 2 ∈ int γ , z = −1 ∈ ext γ;

c) z = −1 ∈ ext γ , z = 2 ∈ ext γ; d) z = −1 ∈ int γ , z = 2 ∈ int γ.

3. Âû÷èñëèòå

∫
γ

z dz

(ez + 1)(2iz + π)
, ãäå γ � ïðîõîäèìûé ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè

çàìêíóòûé êîíòóð:

a) γ : |z| = 1 ; b) γ : |z| = 3 .

4. Ïóñòü D = {z : |z| < 10} , ôóíêöèÿ f(z) ∈ A(D), ïðè÷åì f(2i) = 2i.

Íàéäèòå

∮
C

f(z)

z − 2i
dz , ãäå C : |z + 1| = 5 .

5. Âû÷èñëèâ èíòåãðàë
1

2πi

∫
|z|=1

dz

(z − a)(z − a−1)
, ãäå 0 < a < 1, äîêàæèòå

ðàâåíñòâî ∫ 2π

0

dϕ

1− 2a cos ϕ + a2
=

2π

1− a2
.

6. Äîêàæèòå, ÷òî àíàëèòè÷åñêàÿ è îãðàíè÷åííàÿ â C ôóíêöèÿ f(z) ÿâëÿåòñÿ ïîñòî-
ÿííîé (òåîðåìà Ëèóâèëëÿ).

Óêàçàíèå. Âû÷èñëèòå èíòåãðàë

∫
|z|=R

f(z)

(z − a)(z − b)
dz, ãäå |a|, |b| < R, a 6= b,

è âîñïîëüçóéòåñü îöåíêîé ýòîãî èíòåãðàëà ïðè R →∞.

7. Íàéäèòå àíàëèòè÷åñêóþ â êðóãå {|z| < 2} ôóíêöèþ f(z), åñëè èçâåñòíî, ÷òî îíà
ïðèíèìàåò ìàêñèìàëüíîå ïî ìîäóëþ çíà÷åíèå ïðè z = i, ïðè÷åì |f(i)| = 3 ,
arg f(i) = π.

8. Ïðèâåäèòå ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé ñóùåñòâåííîñòü òðåáîâàíèÿ f(z) 6= 0 â óòâåð-
æäåíèè î ìèíèìóìå ìîäóëÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè (ñëåäñòâèå 3 ï. 14.3).

9. Ïóñòü D � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé ∂D, f(z) ∈ A(D)∩C(D) íå ÿâëÿåòñÿ
ïîñòîÿííîé â îáëàñòè D, íî |f(z)| ≡ const ïðè z ∈ ∂D. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò
õîòÿ áû îäíà òî÷êà z ∈ D, ãäå f(z) = 0.
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�15. Ñóùåñòâîâàíèå ïðîèçâîäíûõ âñåõ ïîðÿäêîâ ó àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè

15.1. Èíòåãðàë òèïà Êîøè

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü γ � êóñî÷íî-ãëàäêàÿ êðèâàÿ, f � îäíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, íåïðå-
ðûâíàÿ íà γ. Èíòåãðàë

g(z) =
1

2πi

∫
γ

f(ζ)

ζ − z
dζ , z /∈ γ (1)

íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì òèïà Êîøè.

Òåîðåìà 15.1. Ïóñòü f ∈ C(γ). Òîãäà g ∈ A(C \ γ), ïðè÷åì äëÿ ëþáîãî n ∈ N
ñóùåñòâóåò

g(n)(z) =
n!

2πi

∫
γ

f(ζ)

(ζ − z)n+1
dζ .

15.2. Áåñêîíå÷íàÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòü àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè

Èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû âûòåêàåò ñëåäóþùèé çàìå÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 15.2. Ôóíêöèÿ f(z), àíàëèòè÷åñêàÿ â îáëàñòè D, èìååò â ýòîé îáëàñòè

ïðîèçâîäíóþ ëþáîãî ïîðÿäêà, ïðè÷åì

f (n)(z) =
n!

2πi

∮
γ

f(ζ)

(ζ − z)n+1
dζ , (2)

ãäå γ � ïðîèçâîëüíûé çàìêíóòûé êîíòóð, äëÿ êîòîðîãî z ∈ int γ ⊂ D.

Ñëåäñòâèå (íåðàâåíñòâî Êîøè äëÿ ïðîèçâîäíûõ).
Ïóñòü KR = {ζ : |ζ − z| ≤ R}, γR = {ζ : |ζ − z| = R} , f(z) ∈ A(KR) ,

MR = max
z∈γR

|f(z)| . Òîãäà

|f (n)(z)| ≤ n! MR

Rn
.

15.3. Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ è åå ñëåäñòâèå
Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f(z) ∈ A(C) íàçûâàåòñÿ öåëîé.

Òåîðåìà 15.3 (Ëèóâèëëü). Âñÿêàÿ öåëàÿ ôóíêöèÿ, îãðàíè÷åííàÿ â C, ÿâëÿåòñÿ
êîíñòàíòîé.

15.3. Ïðèìåðû

1) Âû÷èñëèòü èíòåãðàë I =

∮
γ

ez

(z2 + 1)2
dz , åñëè i ∈ int γ, −i ∈ ext γ.

B Ïóñòü z0 = i, f(z) =
ez

(z + i)2
, òîãäà ïî ôîðìóëå (2)

I =

∮
γ

f(z)

(z − i)2
dz = 2πi f ′(z0) = 2πi ez z + i− 2

(z + i)3

∣∣∣
z=i

=
π

2
ei (1− i) C

2) Íàéòè f(z) ∈ A(C), óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ |f(z)| ≤ e−|z| ∀z ∈ C.

B Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò |f(z)| ≤ 1 ∀z ∈ C. Òîãäà ïî òåîðåìå Ëèóâèëëÿ
f(z) ≡ const. Òàê êàê ïðè |z| → ∞ èìååì f(z) → 0 , òî f(z) ≡ 0 C
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15.4. Âîïðîñû è çàäà÷è

1. Âû÷èñëèòå äàííûé èíòåãðàë ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó (íàïðàâëåíèå � ïðîòèâ ÷à-
ñîâîé ñòðåëêè):

a)

∫
|z|=1

cos z

z2
dz ; b)

∫
|z−i|=2

sh z

z (z2 + 4)2
dz ; c)

∫
|z+1|= 1

2

sin 1
z

(z2 − 1)(z + 1)
dz .

2. Âû÷èñëèòå

∫
γ

eπz

(z2 + 1)3
dz, ãäå γ � ýëëèïñ 4x2 + y2 = 2y, ïðîõîäèìûé

ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.

3. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f(ζ) è íåêîòîðîé ãëàäêîé

êðèâîé γ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

∫
γ

f(ζ)

ζ − z
dζ = z sin z , z /∈ γ. Íàéäèòå, ÷åìó

ðàâåí èíòåãðàë

∫
γ

f(ζ)

(ζ − z)3
dζ .

4. Íàéäèòå àíàëèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ f(z) èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:∫
|ζ|=5

f(ζ)

(ζ − z)2
dζ = 2 cos z , |z| < 5 ; f(π) = 1.

5. Íàéäèòå âñå öåëûå ôóíêöèè f(z), îòâå÷àþùèå óñëîâèþ f(z) = O(|z|−1) ïðè
z →∞.

�16. Ïåðâîîáðàçíàÿ è íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë. Òåîðåìà Ìîðåðà

16.1. Îñíîâíîå óòâåðæäåíèå

Òåîðåìà 16.1 Ïóñòü f ∈ C(D) è äëÿ âñÿêîãî çàìêíóòîãî êîíòóðà γ ⊂ D âû-
ïîëíåíî óñëîâèå ∮

γ

f(z) dz = 0 . (1)

Òîãäà ïðè ëþáûõ z0 , z ∈ D ôóíêöèÿ F (z) =

∫ z

z0

f(ζ) dζ (2)

ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â îáëàñòè D, ïðè÷åì F ′(z) = f(z).

Ñëåäñòâèå (òåîðåìà Ìîðåðà). Ïóñòü f(z) � íåïðåðûâíàÿ â îáëàñòè D ôóíê-
öèÿ è ïóñòü äëÿ âñÿêîãî çàìêíóòîãî êîíòóðà γ ⊂ D âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (1). Òîãäà
f(z) ∈ A(D).

16.2. Ïåðâîîáðàçíàÿ

Îïðåäåëåíèÿ. Àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ F (z) íàçûâàåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé ôóíêöèè
f(z) â îáëàñòè D, åñëè â ýòîé îáëàñòè F ′(z) = f(z).

Ìíîæåñòâî âñåõ ïåðâîîáðàçíûõ ôóíêöèè f(z) íàçûâàåòñÿ íåîïðåäåëåííûì èíòåãðà-
ëîì ýòîé ôóíêöèè

Óòâåðæäåíèå 1. Åñëè D � îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü,òî ôóíêöèÿ f(z) ∈ A(D) èìååò
ïåðâîîáðàçíóþ, îïðåäåëÿåìóþ ðàâåíñòâîì (2).
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Óòâåðæäåíèå 2. F (z) è Φ(z) � äâå ïåðâîîáðàçíûå äëÿ ôóíêöèè f(z) â îáëàñòè D
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F (z)− Φ(z) = C ïðè ëþáîì z ∈ D.

Óòâåðæäåíèå 3. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 16.1 ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà Íüþòîíà-Ëåéáíèöà∫ b

a

f(z) dz = Φ(b)− Φ(a) , (3)

ãäå a, b ∈ D, à Φ(z) � êàêàÿ-òî ïåðâîîáðàçíàÿ ôóíêöèè f(z).

16.3. Ïðèìåðû

Âûøå, â ï. 5.1, 5.3 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è âèä ïðî-
èçâîäíûõ îñíîâíûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé ïåðåíîñÿòñÿ íà êîìïëåêñíûé ñëó÷àé. Ñî-
îòâåòñòâåííî ñîõðàíÿåòñÿ òàáëèöà ïåðâîîáðàçíûõ. Ïîýòîìó àíàëîãè÷íî âåùåñòâåííîìó
ñëó÷àþ ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ è ôîðìóëó Íüþòîíà-Ëåéáíèöà
(ñì. íèæå ïðèìåð 1), îäíàêî ñëåäóåò èìåòü â âèäó ñïåöèôèêó, îáóñëîâëåííóþ íåîäíî-
ñâÿçíîñòüþ îáëàñòè (ñì. ïðèìåðû 2, 3).

Çàìåòèì, ÷òî íåîáõîäèìûìè óñëîâèÿìè ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðâîîáðàçíîé F (z) äëÿ f(z)
â îáëàñòè D ÿâëÿþòñÿ âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà (1) è àíàëèòè÷íîñòü f(z) (ïîñëåäíåå âû-
òåêàåò èç òðåáîâàíèÿ àíàëèòè÷íîñòè F (z) è òåîðåìû 15.2).

1) Âû÷èñëèòü èíòåãðàëû a)

1∫
0

eiπz dz ; b)

1∫
0

zn dz , n ∈ N.

B Èñïîëüçóÿ íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë, íàõîäèì:

a)

1∫
0

eiπz dz = − i

π
eiπz

∣∣∣1
0

= − i

π

(
eiπ − 1

)
=

2i

π
.

b)

1∫
0

zn dz =
1

n + 1
zn+1

∣∣∣1
0

=
1

n + 1
C

2) Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

∫
γ

1

ζ
dζ ïî ëèíèè, ñîåäèíÿþùåé òî÷êè ζ = 1 è ζ = z,

íå ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ζ = 0.

B Ôóíêöèÿ f(ζ) =
1

ζ
àíàëèòè÷íà â íåîäíîñâÿçíîé îáëàñòè D = C \ {0}. Ðàññìîò-

ðèì äâà ñëó÷àÿ.
a) Êðèâàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ γ1 íå îáõîäèò âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò. Ïðèíÿâ äëÿ çíà-

÷åíèé arg ζ ïðîìåæóòîê (−π; π], ðàññìîòðèì ïëîñêîñòüC ñ ðàçðåçîì ïî îòðèöàòåëüíîé
âåùåñòâåííîé ïîëóîñè. Â ïîëó÷åííîé îäíîñâÿçíîé îáëàñòè f(ζ) èìååò ïåðâîîáðàçíóþ

ln ζ (ñì. ï. 10.2). Ïîýòîìó

∫
γ1

dζ

ζ
=

z∫
1

dζ

ζ
= ln ζ

∣∣∣z
1

= ln z − ln 1 = ln z.

b) Êðèâàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ γ2 ñîâåðøàåò n ïîëíûõ îáîðîòîâ âîêðóã íà÷àëà êîîðäè-
íàò. Ýòîò ïóòü ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñîâîêóïíîñòü γ1 è n çàìêíóòûõ êðèâûõ, êàæäàÿ

èç êîòîðûõ ñîäåðæèò âíóòðè òî÷êó ζ = 0. Ó÷èòûâàÿ ðåçóëüòàò ï. 13.3:

∮
c

dζ

ζ
= 2πi ,

ïîëó÷àåì

∫
γ2

dζ

ζ
= 2πn i +

∫
γ1

dζ

ζ
= 2πn i +

z∫
1

dζ

ζ
= ln z + 2πn i.
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Ýòîò ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî â íåîäíîñâÿçíîé îáëàñòè D = C \ {0} íå ñóùåñòâóåò

ïåðâîîáðàçíîé äëÿ f(z) =
1

z
è ôîðìóëà Íüþòîíà-Ëåéáíèöà íåïðèìåíèìà C

3) Âûÿñíèòü, ñóùåñòâóåò ëè ïåðâîîáðàçíàÿ ôóíêöèè f(z) â óêàçàííîé îáëàñòè D:

a) f(z) =
1

z2
, D � îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü, z = 0 /∈ D;

b) f(z) =
1

z2
, D = C \ {0};

c) f(z) = z , D = C.

B a) Ôóíêöèÿ f(z) =
1

z2
àíàëèòè÷íà â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè D, ïîýòîìó îíà

èìååò ïåðâîîáðàçíóþ â D (ñì. óòâåðæäåíèå 1). Ýòî, íàïðèìåð, F (z) = −1

z
.

b)

∮
γ

dz

z2
= 0 , ãäå γ � ëþáîé êóñî÷íî ãëàäêèé çàìêíóòûé êîíòóð â D. Â ñëó÷àå,

êîãäà γ íå îáõîäèò âîêðóã òî÷êè z = 0, ýòîò ôàêò ñëåäóåò èç èíòåãðàëüíîé òåîðåìû
Êîøè. Äëÿ ñëó÷àÿ 0 ∈ int γ, ðàâåíñòâî áûëî ïîëó÷åíî â ï. 13.3.

Òàêèì îáðàçîì, â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 16.1, F (z) = −1

z
� ïåðâîîáðàçíàÿ ôóíê-

öèè f(z) â îáëàñòè D = C \ {0}.
c) Ôóíêöèÿ f(z) = z , íèãäå íå àíàëèòè÷íà, çíà÷èò, îíà íå èìååò ïåðâîîáðàçíîé

C

16.4. Âîïðîñû è çàäà÷è

1. Íàéäèòå ïåðâîîáðàçíûå äëÿ ôóíêöèé

a) cos az; b) sh az; c) ez sin az.

2. Âûÿñíèòå, èìååò ëè ïåðâîîáðàçíóþ ôóíêöèÿ f(z) â îáëàñòè D :

a) f(z) =
1

z − 1
, D = C \ {1}; b) f(z) =

1

z − 1
+

1

z
, D = {0 < |z| < 1};

c) f(z) =
1

z − 1
− 1

z + 1
, D = {|z| < 1}; d) f(z) =

1

z − 1
− 1

z + 1
, D = {|z| > 1};

e) f(z) =
1

z2 + 1
, D = {|z| < 1}; f) f(z) =

1

z2 + 1
, D = {0 < |z + i| < 2};

g) f(z) =
z

z
, D = {|z| > 0}; h) f(z) = z Re z, D = C.

3. Ïóñòü D � îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü, íå ñîäåðæàùàÿ òî÷åê z = ±i. Äîêàæèòå, ÷òî â

ýòîé îáëàñòè arctg z =

∫ z

0

dζ

1 + ζ2
� ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ ôóíêöèè f(z) =

1

1 + z2
.


