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C$3 БОШ И

Ушбу китоб 1993 (I том) ва 1995 (М том) йилларда 
уцув цулланма с и фат ид а чоп этил га н «Математик анализ 
курсидан мисол ва масалалар туплам»ларининг давоми 
булиб, у комплекс Узгарувчили функцияларнинг анализи 
буйича мисол ва масалаларнн уз ичига олади.

Бу китобда \ам аввалгиларидаги анъаналар, жумлалан 
таърифлар, теоремалар, тасдик^ар киска, аник ва равон 
булишига, уларга дойр мисол ва масалаларнн счиб курса- 
тишда дастлаб содда ва муайян тасаввур \осил цилинган- 
дан кейингина мураккабларини ечишга утилишига ало- 
чида эътибор бердик.

Мисол ва масалаларнн шар\па6, уларни счиб курса* 
тишдан кузланган мацсад, бир томондан, комплекс ана­
лиз курсидан олинган назарий билимлардан мисол ва 
масалаларнн ечищда фойдалана борилишини намойиш 
цилиш булса, иккинчи томондан, табиий фанларга оид 
масалаларнн ечишга тайёрлашдан иборатдир.

Маълумки, \акикий ва комплекс Узгарувчили функ­
циялар анализи орасида ухшашликлар ва тафовутлар бор. 
Биз мазкур китобнинг \ар бир бобида келтирилган мисол 
ва масалаларда ана шу ухшашликлар ва тафовутларни анг- 
латиб боришга \аракат кддцик. Айни вактда комплекс ана- 
лизга хос булган усуллар алохида таъкидланди ва улар 
ёрдамида алгебра ва х,ак,икий узгарувчили функциялар 
анализининг айрим масалаларини (масалан, чегирмалар 
ёрдамида аник, интегралларни \исоблаш) содда \ал эти- 
лиши курсатилди.

Мазкур китоб университетлар ва педагогика институт- 
лари талабалари учун мулжалланган булиб, укув адабиёти 
Давлат таълим стандартининг бакалавр мутахассислиги 
Б.01.01.00 — «Математика», Б.01.02.00 — «Татбик^й ма­
тематика ва информатика» ва Б.01.03.00 — «Механика» 
йуналишларига мос келади.
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Кулланма олти бобдан иборат булиб, унда комплекс 
сонлар, комплекс аргументли функциялар, элементар 
функциялар ва улар ёрдамида бажариладиган конформ 
акслантиришлар, комплекс аргументли функциянинг 
интеграл и, каторлар, чегирмалар назарияси мавзулари 
баён этилган.

Кулланмада 161 та мисол ва масалалар батафсил ечим 
билан таъминланган \амда 2076 та мисол ва масалалар 
мустакил ечиш учун тавсия этилган.

Кулланма кулёзмасини укиб, унинг мукаммаллашишига 
уз \иссаларини кушган Тошкент давлат университети ма­
тематик анализ кафедраси аъзоларига муаллифлар уз мин- 
натдорчиликларини билдирадилар.
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I б  о б  

КОМПЛЕКС СОНЛАР

1-§. Комплекс сон тушунчаси. 
Комплекс сонлар устида амаллар

Комплекс сон тушунчаси укувчига алгебра курсидан 
маълум. М аз кур курсда аргуменги комплекс узгарувчи 
булган функцияларга дойр мисол ва масалалар билан шу- 
гулланишимизни эътиборга олиб, комплекс сонлар тугри- 
сидаги маълумотларни келтирамиз.

Маълумки, комплекс сон

z = x + iy (1)

куринишда ифодаланади, бунда х ва v лар хдкикий сон­
лар, / эса (/2=—1) мавхум бирликдир.

Одатда х \акикий сонга z комплекс соннинг ^ациций 
К и с ми дейилиб, у Rez каби белгиланади:

х = Re г

(Re — лотинча realis — «х^киций» деган маънони англа- 
тувчи суздан олинган).

у х^кикий сонни эса г комплекс соннинг мавхум кис- 
ми дейилиб, у 1гщ каби белгиланади:

у = Im<:

(Im — лотинча imaginarins — «мавхум» деган маънони анг- 
латувчи суздан олинган).

Агар (1) да >'=0 булса,

Z = x + г0 = х

булиб, г х1ак,икий х сонга тенг булади.
Агар (1) да х=0 булса,

z = 0+iy= iy

булиб, бу хдлда г соф мавхум сон булади.
( 1 ) да х=0 , у= 0  булса, z комплекс сон 0  га тенг бу­

лади.

5
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Иккита

Zl= x l + i y r  Z = x 2+ i y 2 (2)

комплекс сонлар берилган булсин.
Агар (2) да *,=.х2, Ух—У2 булса, у \олда г, ва z2 комплекс 

сонлар бир-бирига тенг дейилади ва z,=Z2 каби ёзилади.
Агар (2) да x = x v У2= ~УХ булса, у \олда z2 комплекс 

сон z, га цушма комплекс сон дейилади ва г, каои белгила­

нади. Демак,

z = x+iy булса, z = х + iy = х - iy булади.

Масалан, z = 5 + |/ комплекс соннинг кушмаси 

z = S - j i  булади, z= 2~3i комплекс соннинг кушмаси

Z = 2 + 3/ булади.

Энди комплекс сонлар устида амалларни келтирамиз. 
Иккита
Zl—xl+iyl ва Z2~x7+iy2 комплекс сон берилган булса, 

ушбу (x|+x2)+/(^i+>’2) ййгинди \ам комплекс сон булиб, 
Zx ва z2 комплекс сонларнинг йигиндиси дейилади ваг, +Z2 
каби белгиланади:

Zx+ Z 2= ( x x+ x 2) + i  (ух+у2).

Кушиш амали куйидаги хоссаларга эга:

Г. Z]+Z2= Z 2+Z1 (коммутативлик).
2°. Z.+(Z2+Z3)-(Z1+Z2)+Zy (ассоциативлик).
Ушбу

(лух2->у.у2)+/(х1>'2+у|х2)

комплекс сон г, ва z2 комплекс сонларнинг купайтмаси 
дейилади ва Z{Z2 каби белгиланади:

zl-z2= (x l‘x2~yl-y2)+i(xly2+ylx2).

Z{Z2 купайтма (х1+/у|)-(.х2+/у2) ифодани \адма-\ад купай- 
тиришдан \осил булишини куриш кийин эмас:

(xi+iyi)'(^2+iy2)~x lx2+xl’iy2+iyi-x1+i2y{y2=  

= (xxx - y xy2)+i(xxy2+yxx2). '

Купайтириш амали куйидаги хоссаларга эга:

I '•Zl'Z2= ZjZl (коммутативлик).
2°. zl(z2'zi )= (z l-z2)z} (ассоциативлик).

6
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3°. (zl+z2)-z)=zfa+z2z3 (дистрибутивлик). 
Ушбу

*1*2 + > ’l> ,2 +  j У\Х2 ~ Х1У2

2 2 2 2 
Х2 +у2 х2 + У2

комплекс сон г, ва z2 комплекс сонларнинг нисбати дейи­

лади ва т~ каби белгиланади. -7 - = ^ТлГ нисбатни хисоб-
-2  ^2 Х2 + 1 У2

лашда касрнинг сурат ва махражини Z2~x2—iy2 га купайти- 
рилади:

А  =  А'| +/>'| _  ( ^ 1 + / > | ) ( А -2 -/ > 2 )  _  Х1Х2 +У 1У2 +  j У\Х2 ~ Х\У2

'•2 X2+/V2 (x2+iy1){x1-iy1 ) х2+ у 2 x j + y 2

Бирор г комплекс сон берилган булсин. Ушбу

Z  ■ Z - . . - Z  

я та

комплекс сон г комплекс соннинг п — даражаси дейила­
ди ва z" каби белгиланади:

1 - м и с о л . Ушбу

г, = 1 + /Уз, z 2 = \ -  /Уз
комплекс сонларнинг йигиндиси, айирмаси, купайтмаси 
ва нисбатини топинг.

Юкори да келтирилган коидалардан фойдаланиб топа­
миз:

г, + z 2 =1 + /Уз + 1*-/Уз =(1 + 1) + ( У з - У З ) /  = 2,
Z\ -  z : = \ + /Уз -  1 + /Уз = (1 -  1) + (Уз + Уз)/ = 2Уз/, 

z r  z 2 = (  1 + /У3)(1 — /У з) =
= ( 1 1 -  У з(-У з))  + /(1 • ( -У з)  + Уз ■ 1) = 4 + / • 0 = 4,

Ч _ 1±/Уз = м+Уз(-Уз) | • Уз 1-1 (-Уз) _
^ 1 -/Уз 12+(-Уз)2 !2+(-7з)2

- ^ 2  • 2 Уз _ _ 1  • Уз 
~ Т  + “ 2 2 •
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2-мисол.  Ушбу

] ^  + (1+л/3)!
1-/

ифоданинг цийматини топинг.
Агар

1+/ _ 0  + ' ) 2 _ 1+2 /+/- _ 2l _ /
1-/ (1-/)(1+/) !_ / 2  2

\амда

(1 + / Л ) 2 -  I + 2л/3/ + З/2 = -2  + 2л/3/ 

булишини эътиборга олсак, унда

+ (1 + /л/3)2 = / -  2 + 2л/3/ = -2  + (1 + 2л/3)/

эканлигини топамиз.
3-мисол.  Ушбу

a) Zi + Z.2 = Z\ + г2, 

б) z\ ■ Zi = z\ ■ 12

тенгликларнинг уринли булишини курсатинг. 
Айтайлик,

г = Х|+/>|, г2= х2+ / > 2

булсин. Унда

г, = хх - /у,, г2 = * 2 ~

булади. Равшанки,

г,+г2= (*, + />',,) + (х2 + />2) = (х,+х2)+(.у+у2)/. 

Демак,

+ гз = (х,+х2)-/(у,+у2).

Иккинчи томондан:

(х,+х2)-/ (у,+>'2) = (х]-/у|)+(х2-/>2)= Z\ +

булади. Кейинги икки тенгликдан

8
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z\ + zi = z\ + г2

булиши келиб читали.
Энди б) тенгликнинг уринли булишини курсатамиз. 
Равшанки,

V  Z2=U ,+/у, )(х2+/у2)=(х,х2-у.у2)+i(xiy2+x2yi).

Унда

гtZi - (xl-x~yiy2)-i(xly2+x2yl)

булади. Агар

(* | -х2 ->' | у,)-/(*, у 2+х,у,)=Х| (лу iy2) -у , (у 2+ix2)=

=х, (х2-/у2)+у, (Яу2-/х2)=х, (х2-/у2)-/у1(х2 -/у2)= 

=(х-/у|)(х2-/у2)= г 1 • г:

булишини \исобга олсак, у \олда кейинги икки тенглик­
дан

Z\ • Zi - Z\ ■ Z2

эканлиги келиб чикади.

z., z,, г комплекс сонлар учун

г, + z2+..-+zn - г, + z2+...+zn

Z\ ■ z2 •• • •Zn — Z\ ■ z2 

булиши юкоридагидек курсатилади.

М И С О Л  В А  М А С А Л А Л А Р

Куйидаги комплекс сонларнинг х̂ акуп̂ ий ва мавхум 
кисмларини топинг:

1 . а) } ;  6 ) J j ;  в )

2 . а) М ;  б) Ь т Ь ;  в)1+/ ’ / 1-/ ’ i J.

з й) _L  + J_ .  б) Ц±£КЫ) 
1+/ 1-/ ’ U) 1 -/

9

www.ziyouz.com kutubxonasi



(2-7)/
8 . а) (1 + /)(1 - 2 /)(1 -/); тЛуГТ

(«-7Д2 + 7

Куйидаги тенгликларни исботланг:

10. a) z + I = 2Rez\ б) z - z  = 2/Im г;

в) (г) = г.

11. а) (г, -г2) = г, - г2;

« ( ! ) - !  (* * 0 ).

2-§. Комплекс соннинг геометрик тасвири. 
Комплекс текислик

Текисликда тугри бурчакли Оху Декарт координаталар 
системасини олайлик. Охукда (абсциссалар укида) комп­
лекс соннинг \акик,ий кисмини, Оу укда (ординаталар 
ук,ида) мос комплекс соннинг мав\ум к,исмини жойлаш- 
тирамиз. Натижада,

 ̂= x+iy

комплекс сон текисликда координаталари х ва у булган 
М(х, у) нуктани ифодалайди ( 1-чизма).

Шу М{х, у) нук,та z—x+iy комплекс соннинг геометрик 
тасвири дейилади. Масалан, / комплекс соннинг геомет­
рик тасвири текисликнинг /1(0 , 1 ) нуктаси булади 
( 1-чизма).
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1 - чизма

Демак, \ар бир комплекс сон текисликда битта нукта­
ни ифодалайди.

Аксинча, текисликдаги \ар бир нукта \акикий кисми 
шу нуктанинг абсциссасига, мав?^ум кисми эса ордината- 
сига тенг булган комплекс сонни ифодалайди.

Бу \ол комплекс сонлар туплами билан текислик нук­
талари туплами орасида узаро бир кийматли мослик бор- 
лигини курсатади. Шуни эътиборга олиб, комплекс сон де- 
ганда текислик нуцтасини, текислик нуцтаси деганда ком­
плекс сонни тушунавериш мумкин.

1- чизмада ОМ  векторга М(х, у) нуктанинг радиус век- 

тори дейилиб, бу векторнинг узунлиги г га z=x+iy комп­
лекс соннинг модули дейилади. Комплекс соннинг модули 
|г| каби белгиланади. Пифагор теоремасига кура

булади. ОМ вектор билан ОХ вектор орасидаги ф бурчак z 

комплекс соннинг аргумента дейилади ва ф=агgz каби 
белгиланади.

г = yjx2 + у2 О

arctg J , агар х > 0, у > 0 булса, 

aigz = * arctg ̂  + к, агар х < 0 б^лса,

arctg ̂  + 271, агар х > О, у < 0 булса.
(**)

тенгликнинг уринли булишини куриш кийин эмас.

11
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1 -  ч и з м а д а н

cos ф = у , sin ф = у

эканлиги ва бундан

7 = x+iy =  г со8ф+/>-апф = г (совф + i sinco) ( 3)

ифодага эга буламиз. Бу ифода z комплекс соннинг триго­
нометрик ифодаси (шакли) дейилади.

Одатда

enf= соБф+/5Шф (4)

тенгликни Эйлер формуласи дейилади. Бу муносабат ке- 
йинрок, w=ez функцияси урганил ганда, исбот цилинади. 
(3) ва (4) муносабатлардан

Z = гек

булишлиги келиб читали.
1-т е о р е м а .  Иккита г, ва z2 комплекс сон купайтма- 

сининг модули шу комплекс сонлар модулларининг купайт- 
масига тенг:

k,-z2| = W ‘W-

Иккита комплекс сон купайтмасининг аргументи шу комп­
лекс сонлар аргументларининг йигиндисига тенг/'

arg(z1z2)=argz,+arg^2.

2 -теорема. Ушбу
I п I I Iя

' ~ ^  ’ (яе N) (5)

argz" = rrnrgz

тенгликлар уринлидир.

3-теорема .  Иккита комплекс сон нисбати ~  учун

arg~ = argz,— argz2

тенгликлар уринлидир.

'• Комплекс сонлар аргументларига дойр келтириладиган тенглик- 
ларда комплекс сон аргументи шу сонга мос радиус векторнинг те­
кисликдаги \олати маъносида тушунилади.

12

www.ziyouz.com kutubxonasi



(3) муносабат ва 2-теоремадан

Iг (coscр+/ sincp)]" = /"(cosщ +i sinmp) (6)

булиши келиб чикади. Бу Муавр формуласи де й и л ад и.
4-м ис ол .  Ихтиёрий zx \амда z, комплекс сонлар учун

lk,l  —  k 2ll < к , + г 2| <  к,1 +  к 21 

булишини курсатинг.

zt ва г2 комплекс сонлар 2- чизмада курсатилган ОА 

\амда ОВ векторлар орк,али ифодаланган дейлик. Унда ОС 

вектор Z\+Z2 комплекс сонни ифодалайди. ОА векторнинг 

узунлиги |г,|, ОВ векторнинг узунлиги \z2\ \амда ОС век­

торнинг узунлиги эса \z]+z2\ эканлиги ва учбурчак бир то- 
монининг узунлиги крлган икки томони узунликлари йи- 
гиндисидан катта эмас, айирмасидан эса кичик эмасли- 
гидан берилган тенгсизликнинг уринли булиши келиб 
чикади.

5- м и с о л . Куйидаги

1)г  = 3/, 2) г = 1 + cos у + /'siny 3)г = -^(1-/')

комплекс сонларнинг модули х,амда аргументини топинг.
Берилган комплекс сонларнинг модули \амда аргумент- 

ларини (*) ва (**) формулалардан фойдаланиб топамиз:
1 ) г=3/ комплекс сонда л-0 , у= 3 булиб,

\z\ = \ 1 *2 + у 2 =>/9 = 3.
13
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tgtp = 1 = oo, яъни <p = f  булади.

Демак, |3/| = 3, arg(3/) = -§ .

2) r=l+cosy +/siny комплекс сонда

х = 1 +cos у , у — sin у

булади. Унда

\z\ = ylx2 + /  = ^(1 + cos^)2 + (sin у)2 =

= ^2(1 + cos^) = J W I  = 2cos^

булади.
Берилган комплекс сон учун дгХ), >>0 булганлиги са- 

бабли -

у ; sin-f
aig* = arctg-= arctg у ^ т  =

IsiiiTi'COSn • .  ■ *

aillClg 2 с « гй Jatct«<>g u )=  M 

булади. Демак,

jl + cos у + 1 sin *| = 2 cos , 

ai>»(l + cos у + / sin y) = ^ .

3) ^ “ 0 комплекс сонда x =  , У ~ —^2 була­

ди. Унда

и  =  V T 7 7  =  = 1

булади. К,аралаётган комплекс сон учун *>0 , у<0  булган 
лиги сабабли

arg z = arctg ̂  + 2 я = —arctgl + 2 я = -̂ - + 2 я = ^

м
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булади. Демак,

172 < 1 - 0 1 = 1 ,

Ц ^ а - о )  = ^ .

6 - м и с о л . Ушбу

z = -\ + /V3

комплекс сонни тригонометрик шаклда ифодаланг. 

Берилган комплекс сонда х = — 1, у = >!3 булиб,

r = N = V-*21 у1 ~ + ̂  ~ ^ .

Ф = arg г = arctg у + л: = arctg(->/3) + я = -у

булади. У хрлда (3) формулага Кура берилган комплекс 
сон ушбу

z = - 1  + /Ч/З .= 2 (cos / sin ^-)

тригонометрик куринишга эга булади,
7- м и с о л . Агар P(&*-atg ,+aiz"~1+ . +f l „_a . ,  R,j=  1,

2 , ..., л) булса, у \олда P(z)= P(z) булишини курсатинг.

Ихтиёрий иккита комплекс сон zv z2 учун

Z 1 • Z i =  Zi " Z2 ■> Z 1 + Z 2 =  + Z2 ,

тенгликлар уринлидир (к- 3- мисол).
Бундан

P(z) = a{)z" +axz"~' +...+an_xz + a„ =

= aQ ■ z" + я, z z+a„ =

= a() • Г  +axz n~'+...+an_x Z+an = P(z).

8 - м исол . Ушбу

A„ = 1 + r COS ф + r2 COS 2ф+.. .+r"~l cos(/z - 1)ф ,

B„ = r sin ф + r2 sin 2ф+.. .+/*"-1 sin(« - 1 )ф

йигиндиларни топинг.

15
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Бу тенгликлардан иккинчисини i га купайтириб, сунгра 
уларни \адлаб кушамиз:

A+ iB^X+ rcosy+ r2 cos2 9 +...+r"_lcos(/7— 1)ф)+

+/(rsin9+r2 sin2 9 +...+r4_lsin(/7—1)ф)=

= 1 +Г (СОЗф+/ Бтф) + Г 2(С052ф+/ 8т2ф)+...+

+r "_/(cos (п— 1 )ф+/ sin(/2— 1 )ф).

Агар
Z = r(cosy+i БШф)

дейилса, у хрлда

A +iB =1 +£+г2~К..+г"-1п п

булади. Геометрик прогрессиянинг хддлар йигиндисини 
топиш формуласидан фойдалансак, унда

Ап + iB„ =п П \ _ г

булиши келиб чикдди.
Равшанки,

1 —; n _  l-/~” (cos9 + /s iny )” _  (1 - rn cos mp)-/r” sin mp 

l- z  — l- r (c o s 9 + /s in9 > — (1-r cos<p)-/rsin(p

Демак,
л D — (I —/•" cos mp)-/V/’ sin mp 

n + 1 " ~ (1 - r cos <p)-/> sin ф

Кейинги тенгликнинг унг томонидаги касрнинг сурат ва 
махражини махражнинг кушмасига купайтириб, топамиз:

а ■ о  _  [(1-г” cos пф)-/>” sifl mp][(l —r cos ф)+//* sin <p] _
л ti /• \2 2 * 2

( l- rco s 9) +r sin ф 

_  (1-г” cos mp)(I-r cos ф)+гп+| sin ф sin mp
-

г -2гсо$ф+1

I (1 -rn cos mp)r sin ф—(1—г cos ф)гя sinmp _

Г2-2r COS ф+1

_  r n+l cos(/i—1 )ф—гл cos пц>—г cos ф+l ^  

r 2 - 2 r c o s q > + \

. rn+l s in (rt- l^- r '1 sin mp+r sin ф 
+1 2  ̂ ; ■

Г -2r COS ф + 1 

16
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Комплекс сонларнинг хд^икий х*амда мавхум кисмла- 
рини тенглаштириш натижасида

_  г ” +| C O S ( / J - l ) 9 - / ‘ ”  COS Я ф - Г  COS ф + 1
”  г 2 - 2 r  cos ф+1 ’

n rn+l 5т(/7-1)ф-г" втЛф + ГвтфJj _  - - ■
г - 2rcos<p+l

булади.
Демак,

1 + Г С05ф+^С052ф+... +Л~ 'C0S(rt — 1 )ф=

_  г л+| cos(ai—1)ф —г ”  cos Л ф - Г  cos ф+1 
г 2 - 2 r  cos ф+1

г sin(p+r2sin2(p+...+r"_lsin(/i -1 )ф=

_  r ” +1 5 Ш ( / 7 - 1 ) ф -г "  sin Лф + r s in  ф 
г 2- 2 r  cos ф+1

М И С О Л  В А  М А С А Л А Л А Р

12. Ушбу zl= x l+iyl ва z2=x2+iy2 комплекс сонлар учун 
г, +z2 ва zx ~z2 ларнинг геометрик маъносини аникданг ва 
уларни чизмада тасвирланг.

13. Агар z,, z2, z3 нук;талар параллелограммнинг кетма- 
кет жойлашган учлари булса, у \олда параллелограммнинг 
Z2 га карама-карши булган z4 учини топинг.

Куйидаги комплекс сонларнинг модули ва аргумента - 
ни топинг \амда уларни тригонометрик шаклга келти- 
ринг:

14. а ) /; б) —3.

15. а) + б)

16.0) j  + i ^ ;

17.0) f t ;  в ) { ^ .

18. а) - cos-  ̂+ / sin ̂ ; б) 6/ (М)).

19. я) —соБф—/sin9 ; б) 1—cosa+/sina.
20 . —sina+/(l+cosa), 0<а<л.
21. Муавр формуласидан фойдаланиб, собЗф функция­

ни соБф ёрдамида ифодаланг. . ...— _

www.ziyouz.com kutubxonasi



22. Муавр формуласидан фойдаланиб, sin5(p функция­
ни sin(p ёрдамида ифодаланг.

Амалларни бажаринг, \осил булган комплекс сонлар- 
нинг модули ва аргументини топиб, уларни комплекс те­
кисликда тасвирланг:

23. а) (1+ /Л )3; б) (—4+3/)3.

24. а) (1+/)'°; б) (1 Н-/)8( 1 —/Ч/З )~ь.

26. а )  (л/2 + /V 2 )25; б)

27. ■

.... Кур с д т м а . 23-27- мисолларни ечишда комплекс сон- 
нинг тригонометрик шакли ва Муавр фюрмуласцдан фой- 
даланинг. ,

28. Ушбу ? vv ..

|* + z2|2 +|z, - ^ | 2 = 2 (|г,|2 +|z2f )

тенгликни исботланг.
Муавр формуласидан фойдаланиб 29—33- мисоллардаги 

ифодаларни соддалаштиринг. ,

29.(73-0".

30.(1+0Л.

Ч -и # Н -и # Г
32. (l+cosa+Zsina)"

33* ~  ^кикий сон).

34. Агар z + - = 2 cos а  булса, у \олда zn + -V = 2 cos па
z z

тенгликнинг уринли эканлигини исботланг.

35. P{z)=aQz!'+cil̂ ,~]+...+anбулсин. Ушбу

a) P{z) = W Y , б) P(z) = - Ж )

18
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тенглик z нинг ихтиёрий кийматида уринли булиши учун 
P(z) куп\аднинг коэффициентлари кдндай булиши керак?

Йигиндиларни топинг:

36. о) 1+cos jc+ c o s  2x+...+cos пх\ 
б) sin x+sin 2x+...+sin пх.

37. a )  cosx+cos Зх+...+cos (2л— 1)x;
6) sin x+sin Зх+...+sin (2л—l)x.

38. sin x^sin 2x+...+(— l)/r_lsin nx.

39. a) cosa+cos(a+p)+...+cos(a+/ip);
6) sina+sin(a+p)+...+sin(a+/iP).

3-§. Комплекс текисликда со\а
Г. Маълумки, текисликнинг барча нукталари туплами 

билан барча комплекс сонлар туплами орасида узаро бир 
КИйматли мослик мавжуд. Бунда барча \акикий сонлар- 
нивг геометрик тасвири абсциссалар укини, барча соф  
мавхум сонларнинг геометрик тасвири ((ОД)) нуктадан 
фарцли) эса ординаталар укини ифодалайди. Шунинг учун 
абсциссалар укини %а%ш$ий уц, ординаталар укини эса 
мавхум ук дейилади.

хОу текисликнинг \ар бир нуктаси комплекс сонни 
ифодалаганлиги сабабли шу текисликни комплекс текис­
лик дейилади ва С \арфи билан белгиланади. Комплекс 
сонлардан ташкил топган бирор тупламнинг С текислик­
даги геометрик тасвири шу текисликда, табиийки бирор 
шаклни аникупайди.

9- м и с о л . ^=х0+гу0е С тайинланган нукта булсин. Ушбу 
I z—^  I <р тенгсизликни каноатлантирувчи барча нукта­
лар тупламини С  текисликда тасвирланг. Бу ерда р>0 
\акикий сон.

Z комплекс сонни x + iy  га тенг деб оламиз. Унда

г-г0=(х+/у)-(х0+/у0)=(х-х0)+/(у-у0) 

булиб, бу z~Z() комплекс соннинг модули

\z -  Zo\ =  y j ( x - x о ) 2 + ( у -  V0)2 

булади. Натижада, кдралаётган тенгсизлик куйидаги 

7 (х-х0)2 + (у - у о )2 < р.

19
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яъни

(л-х())2+(у-у0)2<р2

куринишга келади. Бу маркази (х(), у0) нуктада, радиуси р 
га тенг булган очик, доирадир.

Демак.

\z~z0\<p

тенгсизликни каноатлантирувчи нукталарнинг геометрик 
урни С да маркази zi) н ук т ад а , радиуси р булган очикдои- 
ра б улар экан.

10- м и с о л . Комплекс текислик С да ушбу

\z - а\ < |1 - az\

тенгсизликни каноатлантирувчи нукталарнинг геометрик 
урнини топинг, бунда а — х,акикий сон.

Аввалгидек,

г = x+iy

деб оламиз. Унда z = х - iy булади.

Равшанки,

Z~a=x+iy—a=x—a+iy,

1 —a z — 1 ~(ax~iay)= 1 —ax+iay.

Бу комплекс сонларнинг модуллари

\z-a\ = yl(x - а)2 + у2, |1 -az\ = > / 0  - ах)2 +а2у2

булиб, берилган тенгсизлик куйидаги

J ( x - a ) 2 + у2 < yj( 1 - ах)2 + а2у 2

куринишни олади. Бу тенгсизликда содда алмаштиришлар 
бажариб ушбу

( 1—а2)(х2+у2)<( 1—а2)

тенгсизликка келамиз.
а) агар 1— а2>0 булса, у \олда

x2+y<l

булиб, бу маркази (0 , 0 ) нуктада, радиуси 1 га тенг булган 
очик дойра булади.

20
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6 ) агар 1— я2< 0  булса, у хдлда

х2+у2> 1

булиб, бу маркази (0 , 0 ) нуктада, радиуси 1 га тенг булган 
ёпик доиранинг ташки кисми булади.

2°. Энди комплекс текисликда эгри чизик хамда со\а 
ту ш у н ч ал ар и н и кел тирам и з.

Айтайлик.

х — х( t), у — у( I)

функциялар [о:, [5] да ([а, р]с/?) аникланган ва узлуксиз
булсин. Унда

z = x+iy

комплекс сон хдкикий узгарувчи t га боглик булиб,

Z= z(t) = x(t)+iy{t)

\акикий аргументли комплекс кийматли функцияга эга 
пулами 5.

Равшанки, t узгарувчи [а, (3] сегментда узгарганда z(0 
функциянинг кийматлари С  да узгариб, бирор эгри чи- 
зикни гашкил этади. Шу сабабли

Z=z(t) (а < t < Р)

функцияга эгри чизикнинг параметрик тенгламаси дейи­
лади.

Агар z=z.(t) да V/ , , / 2 e[a, р] учун t^ t2 булишидан 

z(t )*z(t2) булиши келиб чикса, у \олда z=z(t) эгри чизик 
соода чизик; дейилади.

Агар г(ос)=г(р) булса, z=z(t) эгри чизик ёпиц чизик дей­
илади.

1 1 - м и с о л . Ушбу

z = z(t) = zQ+re" (~n<t < к) (7)

функция аникдаган эгри чизикни топинг, бунда ̂  — ком­
плекс сон, г> 0  узгармас сон.

Агар

z = x+iy, z„=xlt+i}’„

дейилиб,

е"= cost+i si nr 

булишини эътиборга олсак, унда (7) тенглик
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x+iy = xQ+iy0= rcost+irsint,

яъни

x+iy = (jt0+rcos/)+/'0'0+rsin0

куринишга келади. Кейинги тенгликда \акик;ий ва мав\ум 
цисмларини бир-бирига тенглаб,

тенгликларни \осил кдламиз. Бу маркази (х0, >>0) радиуси 
г булган айланадир. Демак,

функция маркази (х0, >>0) нуктада радиуси г га тенг булган 
айланани ифодалар экан.

И з о \: бу айланани |Z~Z^-r тенглама билан \ам ифо- 
далаш мумкин.

12- м и с о л . Ушбу

функция аникдайдиган эгри чизикни топинг, бунда а, b
— узгармас \ак,икий сонлар.

г комплекс сонни z = x + iy  деб, сунгра

булишини топамиз. Кейинги тенгликда х.ак.икий ва мав^- 
ум кисмларни бир-бирига тенглаштириб,

тенгликларга келамиз. Бу ярим yigiapn а ва b булган эл- 
липсдир. Демак,

Z =  z ( t )= z 0+ re il

ё ' =  c o s t+ i sin/, 
еч ' =  cos t~ i sin t

муносабатлардан фойдаланиб,

x  + iy =  — (cos t + i sin t) + (cos t - i sin /);

яъни

x + iy  =  a  cost+ ib  sinr

(0  <  /  <  2 k )
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функция эллипсни ифодалар экан.
13-мис о л .  Ушбу

z — a(cos3t+i sin3/) (0 < / <2 л)

функция аникдаган эгри чизикни топинг, бунда а  — узгар- 
мас мусбат сон.

Агар z=x+iy дейилса, унда

куринишда ёзсак, ундан
2 2 2 

х 3 + у 3 =  а 3

булиши келиб чикади. Бу чизик астроидадир. Демак, 

Z =  a (c o s 3t+ i sin3?)

*

ai

x+ iy  =  a (c o s 3t+ i sin3/) = a c o s3t+ ia  sin3/

булиб,

(0 < / < 2к)

булади. Кейинги тенгликларни
2  2 1 

x 3 = a 3 • cos2 1,

y 3 =  a 3 ■ sin2 1

-a a
x

3-чизма

астроиданинг параметрик тенгламаси (3- чизма).
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3°. Комплекс текислик С  да бирор zi) нукта (^е Q  \амда 
£ > 0  сон олайлик.

1 - т а ъ р и ф . Ушбу

[z e C : |z-z0|<e}

туплам z{) нуктанинг е атрофи дейилади ва V(z0, е) каби 
белгиланади:

Y(-0, £ )  =  { : е С  : | z - r 0 | < e } .

Равшанки, z0 нуктанинг е атрофи маркази z0 нуктада, ра­
диуси е булган очик дойра 
булади (4- чизма).

С да бирор D туплам бе­
рилган булсин (D aQ . Агар 
Z0e D нуктанинг шундай £ 
атрофи К(г0, £) мавжуд

х булсаки, бу атрофнинг бар­
ча нукталари шу D тупламга 

4- чиз ма  тегишли булса (V(Zq, £)<=/)),
у хдпда zt) нукта D туплам-

нинг ички нуктаси дейилади.
2-таъриф .  Агар D тупламнинг х,ар бир нуцтаси унинг 

ички нуцтаси булса, у х,олда D очик, туплам дейилади.
С да бирор / ’туплам берилган булсин (FaC ).
3- т а ъ р и ф .  Агар z ^ C  нуктанинг ихтиёрий V(z0, £) 

атрофида (е — ихтиёрий мусбат сон) F тупламнинг ^  нуц- 
тадан фарцли камида битта нуцтаси булса, z0 нуцта F 
тупламнинг лимит нуцтаси дейилади.

4- таъриф .  Агар F тупламнинг (FcC) барча лимит 
нуцталари шу тупламга тегишли булса, F ёпиц туплам дейи­
лади.

5-т а ъ р и ф . Агар D тупламнинг (D aС) ихтиёрий z{, Z2 
(<~g D, z2e D) нуцталарини бирлаштирувчи шундай узлуксиз 
у эгри чизиц топилсаки, у D тупламга тегишли булса (ус/)), 
D богламли туплам дейилади.

6 - т а ъ р и ф . Агар D(DaC) туплам очиц х,амда боглам­
ли туплам булса, бундай туплам со\а деб а т а - 
л а д и .

D со^анинг узига тегишли булмаган лимит нукталари- 
дан ташкил топган туплам D соханинг чегараси дейилади 
ва dD каби белгиланади.
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Ушбу
DUdD

туплам D каби белгиланади.
Демак,

D = DUdD

Агар D сохднинг чегараси dD богламли туплам булса, 
D бир богламли, акс \олда эса куп богламли co%a дейилади.

D сохд чегараси dD нинг богламли компоненталари 
сонига к,араб D сохдни бир богламли, икки богламли, ... п 
богламли сох,а деб атаймиз.

Со\а чегарасинингжусбят йуналиши деб шундай йуна- 
лишни кабул киламизки, кузатувчи бу йуналиш буйлаб 
,\аракат кил ганда со\а унга нисбатан \ар доим чап томон- 
да жойлашган булади.

Масалан, 5- чизмада а) бир богламли, б) икки бог­
ламли, в) уч богламли со\алар тасвирланган булиб, со\а 
чегараларининг мусбат йуналишлари стрелкалар билан 
курсатилган.

6)

5-чизма

14- ми с о л .  Комплекс текислик С  да ушбу 

0<Re(/z)<l

тенгсизликни каноатлантирувчи нукгаларнинг геометрик 
урнини топинг.
Z—x + i y  булсин дейлик. Унда

Re (/г) = R e(i(x+iy)) = Re(—>;+/х) = —у

булиб, берилган тенгсизликлар

0<-у<1,
яъни

-\<у<0
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тенгсизликларга келади. Стекисликнинг мавхум кисми — 
1 <у< 0  тенгсизликларни каноатлантирувчи z нукталари 
туплами у=— 1 ва у= О горизонтал тугри чизиклар ораси­
даги текислик кисмидан иборат булади. Бу сох,а 6 - чизма- 
да тасвирланган.

15-мисол.  Сдаушбу

I z r i | + I z+i I <4

тенгсизликни каноатлантирувчи нукталарнинг геометрик 
урнини топинг.

Равшанки, куйидаги

|z & С :\z - /| + \z + /| = 4}

туплам со\анинг чегараси булади. Агар z=x+iy дейилса, 
унда

| z~i | + I Z+i | — | x+iy—i | + | x+iy+i | =

= |x+0'-i)<l + l*+0’+ l)'l =

булиб,

= yjx2 + (>’ - I ) 2 + ylx2 + (y + l ) 2

yjx2 +(y- l ) 2 + yjx2 + (у + l ) 2 = 4,

яъни

булади. Бу эса ярим укдари V3  ва 2 булган эллипсдир.
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Демак, изланаётган нукталар тупламининг чегараси 
эллипс б^либ, берилган тенгсизликни цаноатлантирувчи 
нуцталарнинг геометрик урни шу эллипс билан уралган

7-чизма

текислик к^исмидир. Бу нукталар туплами бир богламли 
сохд булиб, у ва унинг чегарасининг мусбат йуналиши 7- 
чизмада тасвирланган.

16-м и сол .  Ушбу

П " 1к
< arg z, (z * 0)

тенгсизликни исботланг.
Z комплекс сонни

г = гё^

курсаткичли куринишида ёзамиз. Бунда г — z комплекс 
соннинг модули, ф эса унинг аргумента.

Унда берилган тенгсизликни куйидагича

яъни

| е* - 1  | < ф

куринишда \ам ифодалаш мумкин.
Маркази (0, 0) нуктада, радиуси 1 га тенг булган ай- 

ланани олайлик (8- чизма).
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8-чизма

Бу айланадаги z= 1 хамда z=e:': нукталарни тугри чизик, 
кесмаси билан бирлаштиришдан \осил булган ватарнинг 
узунлиги

I ё'~\ |,

айлана ёйининг узунлиги эса <р га тенг булади.
Маълумки, ватарнинг узунлиги шу ватарга тортилган 

ёй узунлигидан капа булмайди:

| е:: 1 <ф .

Бу эса берилган тенгсизликнинг уринли булишини 
курсатади.

М И С О Л  В А  М А С А Л А Л А Р

Куйидаги функциялар аникдаган эгри чизикларни то­
пинг:

40. г = 1 /1, 0< t < 2.

41. z = a+(b~a)t, 0</<1;  ci,b&C.

42. a) z = Re", 0 < r < f  (Я>0) ,

б ) £ = Re", я < t < 2я (R > 0);

в) < = Re", 0 < / < 2я (R > 0).

43. z = t + у , - со < / < 0.

44. z - t + it2, 0 < / < oo.

45. г = t2 + itA, -  oo < t < oo.
28
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46. z = «(cos t + i sin 0 ,  f  < / <  у  (a > 0) .

47. * = ae" + -~e~". 0 < t < 2k (a > 1).

48. z =  1 +e~", 0 < t < 2k.

49. г = e2"~l, 0 < t < 2k .

V " ,  0  < f < 1,

t - 2 1 < t < 3.
50. г = \

51. z = i cost, 0 < t< 2k .

52. г = 1 +/ cos2r, 0 < t < 2k .

53. z = t + /V1 - t2, ~ 1 < 1 (арифметик илдиз олинади).

54. z = -t + /л/! - Г , — 1 < r< 0 (арифметик иддиз оли­

нади).
55. г = a(t+i—ie~")', — а>0.
56. г = a+at—ibe~'\ 0</<2л,  я>0, />>0.
Айтайлик у эгри чизик, z=z(t), 0< t<  1, функция ёрда­

мида берилган булсин. Куйидаги тенгламалар ёрдамида бе­
рилган z=z,(0 , 0 < / < 1  функциялар аниклаган эгри чизик,- 
ларни топинг.

57. z,(0 = Z(1~0- 

' :(2 /), 0 < / < ^  .
58. г.(/) =

- (2 — 2 /),

59. z,(0 = z(sin2m).

Куйидаги тенгламалар ёрдамида берилган чизи^лар 
оиласини аникланг:

60. a) ReT = c ; 6 ) Im-^ = c (—оо<с<+°о).

61. a) Rez2 = с; б) Imz2 = с (-°о<с<+°о).

62.
Z-Zi

=  X (X  > 0); Z,, Z2 е С .Z-Z2

63. arg = а  (0 < а  < 27с); z ,, Z2 e С .
Z. — Zj

64. Ушбу

a) z = z ; 6 ) z= I z I; в) z=argz.

тенгламаларни каноатлантирувчи гларни топинг.
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Чегараси 65-69- мисоллардаги функциялар ёрдамида 
аникданган 3Z) чизикдан иборат булган D сох,ани тенгсиз- 
ликлар ёрдамида ифодаланг ва чизмада тасвирланг:

65. z - а+рё',
66. z = ~it, 
b 7 .z= f,
68 . * = /  + /*,

69. z = ae" + ±е~‘\

0< t<2n , p>0.
-oo</<C+oo.
-00<t<00'
-oo<f<+oo.

0</<2л, a> 1.

Комплекс текислик С  да куйидаги шартларни едноат- 
лантирувчи нукталарнинг геометрик уринларини топинг 
ва уларни чизмада курсатинг:

7#. a) Re*>2;
Tt. а) | Rez [<!;
72. a) i\£2;
73. а)
74. а) 1<| г-11<3;

75. а> 0 < aig -~z

Т*.а) I m ^ O ;

77. a) |*+ i'N *-f|;
7*. a) Re* = £  <e>0);

79. a) = 0;

80. a) Re L < 1;

81.а)|1+*|<|1-г|;

82. a) |z|>l-Rez;
83. a) | zrzx | = | z~z2\\ z, 

б) I г- l | =Re^.
84. a) a<argz<p;

б) 1тг<0.
б) [1тг|<1, 0<Rez<l. 
6) U+/[>i.
6> e<|rM|<2.

0 < a i g Z < f .  

| « - a i g z | < f .

6>

6)

6) Ref * 0 .

6> l rH.|+|r-l |=4. 

6)

85.
86.

z|=Rez+l.

2z I > ! 1 +Z2

6) R e f ^  = 0 (e>0 )

6) | ?-21-| г+21<2. 

6) ReUd - i)l < 72 .

6) Rez4>Im^4.
г2е С;

6 ) a<arg(z~z()<p. 
(0<а<(3<2л).

87. a) I z |<arg z, arap 0 < arg г < 2 л булса; 
б) | z |<argz, arap 0  < argz < 2 л булса.

Комплекс текислик С  нинг куйидаги тупламларини 
тенгсизликлар ёрдамида ёзинг.
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88. а). Мав^ум укнинг унг томонида жойлашган ярим 
текислик;

б). Биринчи квадрат.
89. а). Хакикуий укдан юкорида ва ундан 2 бирлик масо- 

фа узокдикда жойлашган ярим текислик;
б). Ихтиёрий нуктасидан мавхум укгача булган масофа 

1 дан кичик булган йулак.
90. Маркази г=0 нуктада, радиуси 1 га тенг булган ва 

мавхум укдан чап томонда жойлашган ярим дойра.
91. Фараз килайлик, А, Е  — х^кикий, В — комплекс 

сон булиб, АЕ<\ В |2 шарт бажарилсин. У хщда ушбу

А ■ \z\2 + Bz+ Bz + Е  = 0 (А > 0)

тенглама айлананинг тенгламаси эканини исботланг ва бу 
айлананинг маркази хдмда радиусини топинг.

92. Айтайлик, а комплекс сон 1тя>0 шартни каноат-
z - a

лантирувчи ихтиёрий сон булсин. Ушбу z - a нисбатнйнг

куйи ярим текисликда бирдан катта, юкори ярим текис­
ликда бирдан кичик ва х^кикий укда бирга тенг эканли­
гини исботланг. , ,;Г

4-§. Комплекс сонлар кетма-кетлиги ва унинг 
лймити f

Фараз килайлик, /  хдр бир п(пе ДО натурал сонга би­
рор zn нуктани (ze С) мос куювчи акслантириш булсин:

/ :  N -» С(п-> z,).

Бу акслантириш тасвирларидан тузилган

Z\, Z2> Z3, •••, Zn, •••

ифода комплекс сонлар кетма-кетлиги дейилади ва у {zj
каби белгиланади.

Масалан, {л + / л}:

1 + /, 4- + 4- /, 4- + 4- /, ...,
’ 2 2 ’ 3 3 ’ ’ и п ’

комплекс сонлар кетма-кетлигидир.

Бирор {гя}:

^2» £3» • Zni •••
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комплекс сонлар кетма-кетлиги \амда а комплекс сон 
берилган булсин.

7-таъриф .  Агар Ve > 0 сон олинганда %ам шундай на­

турал л0=л0(е) сон топилсаки, барча п>п0 сонлар учун

I Z ~ a  |<е

тенгсизлик бажарилса, а комплекс сон {гп} кетма-кет- 
ликнинг лимиты деб аталади ва

lim Zn =  а ёки п -> °° да z n -» а
п->*о

каби белгиланади.
Агар {z} комплекс сонлар кетма-кетлиги а(ае Q  ли- 

митга эга булса, у якинлашувчи кетма-кетлик дейилади.
8-таъриф .  Агар Ve > О сон олинганда %ам шундай на­

турал п0=п0(Е) сон топилсаки, барча натурал п>па сонлар 
учун

W>*
тенгсизлик бажарилса, {zn} кетма-кетликнинг лимити чек­
сиз катта сон дейилади ва

lim z„=°° ёки м оо да zn оо
П — > оо

каби белгиланади.
Бирор {z„} комплекс сонлар кетма-кетлиги берилган 

булиб, z„ нинг годик^й к^сми хп: л:я=11егя, мав^ум к,исми 
yn:y  =\mzn булсин (п=\, 2, 3, ...)

Унда

(«=1 ,2 ,3 , . . . )

булади. Натижада иккита {хя} \амда {>>я} \акик,ий сонлар 
кетма-кетлигига эга буламиз.

4- т е о р е м а .  {гп} комплекс сонлар кетма-кетлиги 
{z=x+iyH, л=1, 2, ...) якинлашувчи булиши учун {дся} ва 
{>>л} сонлар кетма-кетликларининг якинлашувчи булиши 
зарур ва етарли.

Бу теорема комплекс сонлар кетма-кетлигининг ли- 
митини урганишни х.акикий сонлар кетма-кетлигининг 
лимитини урганишга келтирилишини ифодалайди.

Маълумки, [1] да х,акик,ий сонлар кетма-кетлиги ва 
унинг лимитига дойр мисол ва масалалар ва кетма-кет- 
ликлар устида амаллар батафсил урганилган.

32

www.ziyouz.com kutubxonasi



5-теорема .  Иккита {zn} ва {z'n} яцинлашувчи кетма- 
кетликлар берилган булиб,

l im  z n = a ,  l im  z'n =a\  (a e C , a'  e C )
n —> oo П - +  oo

булсин. У  холда

1) lim (zn ± z'n)  = a ± a';
n—>00

2) lim zn z'n = a- a';
fl —> 00

3) lim p- = Ъ (a ' Ф 0).
л->~ “

тенгликлар уринлидир.
Бу тенгликларнинг биттасини, мисол учун 2) ни ис- 

ботлаймиз.
Айтайлик,

Zn = xn+iyn, Z'n = x'n+iy'n, 

а =  ос +  / р , а' = а' + ф'

булсин. Унда 4- теоремага кура

l im  х„ =  a ,  l im  У„ =  Р,
П — >°° /7— >оо

l im  К  -  l im  У'„ =  Р '
Ц — >оо П^>°о

булади.
Энди

Z„-Z'„= (х„ + iy„)(x'„ + iy'„) =

= (xn • х' - у„ ■ у') + i(x„ • у' +  х' ■ у„)

хдмда

l i m  (х„ ■ х' - у„ у ') = о с а ' -  р р ' ,
П — > оо

l i m (х„ у'+х'„ уп) = сср' +  ос'р
ОО

булишини эътиборга олиб,

lim(z„ z') = (оса' -  РР') + /(ссР' + а'Р) = а ■ а'
п—>°°

эканини топамиз.
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17- м и с о л . Ушбу

к }  = М  (fleO

комплекс сонлар кетма-кетлигини якинлашувчиликка 
текширинг.

Ихтиёрий £>0 сонни олиб, унга кура п0 натурал сон­
ни куйидагича

п =  и0(е) =  [ log и ;£ ]

аникланса, (у |я|<1 булганда | а |”<£ тенгсизликни ечиб 
топилади):

| а |"<£ => log а | а |">log а £ => >log ,е .

У \олда барча п>пи учун

\z„\ = \a |"<£

тенгсизлик бажарилади. Бу эса 7- таърифга биноан 

lim zn = lima" = 0

булишини билдиради.
Демак, берилган кетма-кетлик, |я|<1 булганда якин­

лашувчи булиб, унинг лимити 0  га тенгдир.
а— 1 булса, lim z„ = 1 эканлиги равшан. Бошк,а х,амма

П — Ьоо

лолларда, яъни | а|>1 , аф 1 булганда {zj кетма-кетликнинг 
узокдашувчи эканлигини курсатиш кийин эмас.

18 - м и с о л . Ушбу

Ы  = {i<j + + е'2* +...+ете} (0 < Ф < 2к)

кетма-кетликнинг лимитини топинг.
Берилган кетма-кетликнинг умумий \ади

г„ = 77 ( i + <?"' +е'2°+...+<■")

булиб, прогрессия хддлари йигиндисини топиш форму­
ласига кура

\ + elif +е'2ф+...+е"'ф = Jp ^-

булади. Демак,

_  1
П 1 _(/ч- •
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Агар 0<ф<2л булганда 1— булишини \исобга ол- 
сак, унда

l- e in*

\ -е *

микдорнинг чегараланганлигини аникдаймиз.
Унда шундай узгармас М>О сон топиладики, ул е N

учун

тенгсизлик бажарилади. Демак,

0<U„|sJLw.

Кейинги тенгсизликдан

l im UJ=0
П—><»

булиши келиб чикади. Унда

lim z„ = lim (1 + е/<р + е/2(р +.. .+eimf) = О

булади.
R3 фазода (£, т|, Q Декарт координаталари системаси- 

ни олайлик. Бу фазода £={(4, r|, Qe/?3: ^2+Л2+£2=£} 
сферани к,араймиз. Фараз килайлик £ ва ц укдар мос ра­
вишда х ва у билан устма-уст тушсин (9- чизма).

Равшанки, каралаётган <5* сфера Оху текислигига коор­
дината бошида уринади. Комплекс текисликда £0=х0+/у() 
нукта олиб, бу нуктани сферанинг Р нуктаси билан тугри 
чизик кесмаси ёрдамида бирлаштирамиз. Натижада бу тутри 
чизик сферани Л/((с,0, г|0, £0) нуктада кесади. Демак, ком­
плекс текисликдаги \ар бир нукта S сферадаги бирор нукта 
билан ифодаланади, ва аксинча, S сферадаги \ар бир нук­
тага (Р  нуктадан бошка) комплекс текисликда ягона нук­
та мос келади.

Шундай килиб, S\{P} туплам билан комплекс текис­
лик уртасида узаро бир кийматли мослик урнатилади. Одат- 
да бу мослик комплекс текисликнинг стереографик проек­
циям дейилади. Агар z{) нукта оо га интилса, бу z{) нуктага 
S сферада мос келувчи нуктанинг Р га якинлашишини
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p

9-чизма

куриш кийин эмас. Бу \ол Р нукгага комплекс текислик­
да г=°° нуктани мос куйиш табиийлигини курсатади. Де­
мак, комплекс текислигидаги ягона г̂ 00 нукта S сферада 
Р нукта билан ифодаланади. Комплекс текислик чексиз 
узокдашган нукта билан биргаликда кенгайтирилган 
комплекс текислик деб аталади ва q  каби белгиланади. S

сферадаги М(^, r|, Q ва комплекс текисликдаги z=x+iy 
нукта орасидаги мослик куйидаги формулалар ёрдамида 
аникланади:

93. {z„} комплекс сонлар кетма-кетлиги берилган булсин. 
lim Zn = 00 булиши учун

тенгликнинг бажарилиши зарур ва етарли эканлигини 
исботланг.

М И С О Л  В А  М А С А Л А Л А Р

lim = О
/7—400
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94. {zj кетма-кетлик oo га интилиши учун хдкикий сон­
лар кетма-кетлиги {| zn\} нинг лимити +°о булиши зарур ва 
етарли эканлигини исботланг.

95. Айтайлик, {zj комплекс сонлар кетма-кетлиги бе­
рилган булиб, бирор п0е N номердан бошлаб барча п>п{) 
лар учун | zn |<А/<°° булсин. У \олда {г,,} кетма-кетликдан

чекли лимитга якинлашувчи {г„А.} кисмий кетма-кетлик

ажратиш мумкин эканлигини исботланг.
96. Ихтиёрий {zj кетма-кетликдан чекли ёки лимит­

га якинлашувчи {z„K} кисмий кетма-кетлик ажратиш мум­

кин эканлигини исботланг.
Куйидаги мисолларда а параметрнинг кдндай к̂ иймат- 

ларида берилган кетма-кетликларнинг якинлашувчи ёки 
лимити оо булишини аникданг .

97. {па"}.

100. {\+а+...+ап}.

Кетма-кетликларнинг лимитларини х,исобланг:

105. - К < (р < к.

106. iim z„ = А ф оо булса,

те н г л и к н и и с б отл а н г.
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107. Агар lim (хп + iyn) = °о булса, у х^лда {х } ва {>’ }
И —* =*■ п п

кетма-кетликларнинг лимитлари \ак,ида нимадейиш мум- 
кин?

108. Хисоб ланг:

109. Хисобланг.

1 1 0 —J 1 2 -мисоллардаги тупламларнинг лимит нукта­
ларини топинг:

110. г = 1 + ( -1 )"  ( п  =  1, 2 , . . . ) .

1 1 1 . г = ~ (т , п — ихтиёрий бутун сонлар).

112. z - ~ + / ~п (т , п,  р, q — ихтиёрий бутун сонлар).

Куйидаги кетма-кетликларнинг якинлашувчи эканли­
гини исботланг ва лимигини х,исобланг:

113. \п + 1 + nz + (я - 1)г +...+гя}, \z\< 1, Z * 1.

114. { ^ [ 2 »  + 1 - (2л - 1 )г  + (2п  -  3 )z<- ...+ (- l)V "]}

U l< 1, Z *  ±/.

115. i f  . F *  : к [. Id s  1. Z * l  
L“ V " !

116. lim z„ * 0  лимитнинг мавжуд булиши учун ушбу 

limj^J * 0  ва lim arg zn лимитларнинг мавжуд булиши за-
/?-»<* /f~*oc

рур ва етарли эканлигини исботланг. К̂ айси ,\олларда {*„} 
кетма-кетликнинг якинлашиши факат {| zn\} кетма-кетлик- 
нинг якинлашишига тенг кучли булади?

117. Фараз килайлик, ф — \акикий сон булсин. 1 ! 6- 

мисолдан фойдаланиб ушбу

г  (1 /(Р Уl i m ( l + —J - cosф + /sinф 

тенгликни исботланг.
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118. С комплекс текисликдаги ушбу

а) г= 1; б) г = -1; в) г = /; г) г = ^

нукталарнинг S Риман сферасидаги образларини топинг.
119. Агар M(z) нук,танинг S сферадаги координаталари

(£,, т], С) булса, у \олда

а) М{~ z)\ б) М{1)\ в) ^ (у ) .

нукталарнинг сферадаги координаталарини топинг.
Стекисликдаги куйидаги тупламларга Риман сфераси- 

да кандай тупламлар мос келишини аникланг:

120. a) Rc£>0; б) Re^<0.
1 2 1 . а) lnu> 0 ; б) lnu< 0 .
1 2 2 . a ) |*|>1 ; б) \z\<\.
123. Риман сферасидаги О ва Р дан фаркли Л/(г,) ва 

M(z2) нукталар факат

шарт бажарилгандагина диаметрал карама-карши нукта­
лар булишини исботланг.

124. Риман сферасидаги \ар бир айланага комплекс 
текисликда айлана ёки тутри чизик мос келишини, жум- 
ладан, тугри чизикнинг факат Риман сферасининг Рнук- 
тасидан утган айланаларгагина мос келишини исбот­
ланг.

125. а параметрнинг кандай кийматида ушбу айлана­
лар Риман сферасининг катта айланаларига мос келади:

a)\z-a\=a {а > 0 ); 6)\z + f\=a (а > 0 );

в) | z-i\=a (а > 0 ); г) | г - 2ai\= а (а > 0 )?

126. Сфера кандай алмаштирилганда г нуктанинг обра- 

зи 7  нуктанинг образига утади?

127. Айтайлик, zv z2e С нукталар берилган булсин. Сфе- 
рик мегрикада г, ва нукталарнинг орасидаги масофа де- 
ганда, уларнинг Риман сфераси £даги образлари ораси­
даги масофа тушунилади ва у р(гг Z-) каби белгиланади. 
Ушбу
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формулаларни исботланг.
Комплекс сонлар текислиги С  даги ушбу тенгсизлик- 

ларни каноатлантирувчи нукталар тупламини топинг:

128. p(z, 0)<R; 0<R<\.

129. p(z, °°)<R; 0<R<\.

130. p(z, 0>T2 •

131. 1 < p(z, 0 < ^ -

132. Текисликдаги параллел тутри чизикдар оиласига 
Риман сферасида нима мос келади?

133. Стереографик проекция натижасида сферадаги чи- 
зиклар орасидаги бурчак ва уларнинг текисликдаги об- 
разлари орасидаги бурчак бир-бирига тенг булишини ис­
ботланг.
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I I  б о б

КОМПЛЕКС АРГУМЕНТЛИ ФУНКЦИЯЛАР

1-§. Комплекс аргументли функциялар, 
уларнинг лимити, узлуксизлиги

1 °.Ко мпле к с  а р гументли  ф у н к ц и я  тушун- 
ч а с и . Комплекс сонлар текислиги С  да бирор Е туплам 
берилган булсин (Е аС ).

1 -т а ъ р и ф . Агар Е тупламдаги х,ар бир z комплекс сонга 
/  коида ёки конунга кура битта w комплекс сон мос куй ил- 
ган булса, Е тупламда функция берилган (аникланган) деб 
аталади ва у

f : z —>w ёки w=f[z)

каби белгиланади.
Бунда Е туплам функциянинг анщланиш туплами, z эр- 

кли узгарувчи ёки функция аргументи, w эса z узгарувчининг 
функцияси дейилади.

Масалан, / — \ар бир комплекс z сонга унинг квадра- 
тини мос куювчи коида булсин. Унда

/ :  Z —» Z2 ёки w = z2

функцияга эга буламиз.
Айтайлик,

w=Az)
функция бирор Е (ЕаС) тупламда берилган булсин. Бу 

функцияни

w = u+iv = Дх+/У) (хе R, ye R)

куринишда \ам ёзиш мумкин. Бу эса £ тупламда икки узга­
рувчили иккита

\и = и(х, у),

\  V = v(x, у)
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функцияларнинг аникданишига олиб келади. Бундан бит­
та комплекс узгарувчили w=Az)  функциянинг берили- 
ши иккита икки узгарувчили х^и^ий функциялар

и = и(х,у),

V = v ( x ,y )

берилишига эквивалент эканлиги келиб чикдци. 
Масалан,

vv = z2 — (x+iy)2 = х2—y2+2ixy 

муносабат ушбу (w=u+iv)

и = х2-у2, 
v - 2 ху

муносабатларга эквивалент булади.
1 -м и с о л . Ушбу

fiz) = tT3

функциянинг \акикий ва мавхум к,исмларини топинг.
jiz) функциянинг х.акик.ий к,исмини и. мавхум к,исми- 

ни эса v деб олайлик. Унда

Az) = u+iv

булади. 7r=x+iy булишини эътиборга олиб, топамиз:

Z + 5 X + /V + 5 

_  К-V f 3)-н/> 1 [(А- н- 5) — /у 1 _  х2 + у2 + 8х + 15 

(х + 5)2 + у2 х2 + v2 +1 Ох + 25

+ / 2>'
х2 + v2 ч-I Ох+ 25

Демак,

и = и(х,у)= -V̂ 22+8^ 15 

х ‘ +у +10х+25

V = v(x,y) = -г— J2y
х“+ >'“ + 10х+25
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w~Az) функция £ЬСтупламда берилган булиб, гузгарув- 
чи Е тупламда узгарганда функциянинг мос кийматлари- 
дан иборат туплам

F={S\z):zeE}

ни карайлик. Одатда бу туплам функция цийматлари тупла­
ми дейилади.

Демак, Е тупламда (ЕаС)

w=Az)

функциянинг берилиши Оху — комплекс текислигидаги 
Е тупламни (туплам ну^таларини) Ouv — комплекс те­
кислигидаги F  тупламга (туплам нук,таларига) акс этти- 
ришдан иборат экан. (10-чизма). Шу сабабли w=f{z) ни Е 
тупламни F тупламга акслантириш деб х,ам юритилади.

Айтайлик, w=J{z) функция Е тупламда (ЕаС) берил­
ган булиб, F эса шу функция к^йматларидан иборат туплам 
булсин:

F={Az):zeE}.

С>тпра F  тупламда уз навбатида бирор £=<p(w) функция 
берилган булсин. Натижада £тупламдан олинган х,ар бир 
г га F тупламда битта w (f.z—>w) сон ва /7тупламдан олин­
ган бундай w сонга битта С, (cp:w->C) сон (це Q  мос куйи- 
лади:

7 — L— > vv — —— > С,.

Демак, Е тупламдан олинган \ар бир г га битта £ сон (£е Q  
мос куйилиб, z~>̂  функцияси хрсил булади.
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Одатда бундай функция мураккаб функция дейила­
ди ва

С =  ф (Л * ))

каби белгиланади.
w=f(z) функция £  тупламда берилган булиб, / ’туплам 

эса шу функция к,ийматларидан иборат туплам булсин. 
Энди F  тупламдан олинган \ар бир w комплекс сонга Е 
тупламда факдт битта z сон мос келсин дейлик. Бу \олда F 
тупламдан олинган хар бир w га Е тупламда битта z мос 
куйилишини ифодалайдиган функцияга келамиз. Одатда 
бу функция w=Xz) функцияга нисбатан тескари функция 
дейилади ва у z=/“'(w) каби белгиланади.

Фараз килайлик, w=Az) функция Е (EczQ тупламда 
берилган булсин.

2-т аъ р и ф . Агар аргумент z нинг Е тупламдан олинган 
ихтиёрий z, ва z2 кийматлари учун ZjtZ2 булишидан f(z)*f(z) 
булиши келиб чикса, f(z) функция Е тупламда бир япрокли 
(ёки бир варакли) функция деб аталади.

2-м и с о л . Ушбу

= А

функцияни E={zaC : I z I < 1} да бир япрок,пикка текширинг. 
Фараз килайлик, zv Z,eE лар учун

Azx) =Az2),

яъни
1 _ 1

Z|-l Z2-\

булсин. Кейинги тенгликдан

г - 1  =  г - 1
ёки

г, = г2

булиши келиб чикиб, бу Az) функциянинг бир япрокли 
эканлигини курсатади.

2 °. Ф у н к ц и я  л и м и т и . Фараз кдлайлик, w=Az) 
функция Е (ЕаС) тупламда берилган булиб, ^  нукта шу 
Е тупламнинг лимит нуктаси булсин.

3-т аъ р и ф . Агар V е>0 сон учун шундай 5=5(е)>0 сон

топилсаки, аргумент z нинг 0 <|z—zj< 6  тенгсизликни каноат­
лантирувчи барча ze Е (&Zq) кийматларида
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\Az)—A I <£

тенгсизлик бажарилса, у %олда А комплекс сон f(z) функци­
янинг z-̂ Zq даги лимити деб аталади ва

lim f{z) = А
Z^Zq

каби белгиланади.
f=a+iv функциянинг лимитини \исоблаш и ва v лар- 

нинг лимитларини \исоблашга келтирилиши мумкин.
1 -т е о р е м а . и>=Дг) функция z-̂ ẑ  (z0=JC0+i^0) да А =а+/|3 

лимитга эга

lim f(z) = А
z->z0

булиши учун

lim и(х, у) = а ,
х ->г0 

У~*У0

lim v(x,y) = р
*->*()
У~>У0

булиши зарур ва етарли.
Демак,

lim f(x  + iy) = а  + /р <
Z~*Zf)

булади.
3-м и с о л . Ушбу

f (z)  = fz| ( z *  0)

функциянинг £ - > 0  даги лимити мавжуд буладими?
Аввало берилган функциянинг хдкикий х̂ амда мавхум 

кисмларини топайлик:

f(?\ - -L - x + iy - Х 4- у
N  yjx2+y2 yjx2 + y2 <Jx2 + y2

lim w(x, >’) = ос,
x~>x0

lim u(x, у) = p ( 1)
*->*o
У~>У 0
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функциянинг лимити мавжуд эмас, чунки 

х—>0, у = Ауг-»0 ( к  — const)

да

булиб, к нинг турли кийматида функция лимити турлича 
булади.

Юцорида келтирилган 1-теоремага кура 0 да берил­
ган функциянинг лимити мавжуд булмайди.

4-мисол. Ушбу

функциянинг z—>0 даги лимитини топинг.
Берилган f(z) функциянинг ха^иций ва мавхум к,исм- 

ларини топамиз:

Л г) = ^  (г *  0)

т = Lr

U(X, у) = I--1V--:

Равшанки,
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Яна I-теоремага кура

lim / (г) = lim = О
г_>0 >0 [г|

булади.
Айтайлик, f x(z) \амда f 2(z) функциялар Е тупламда 

берилган {ЕаС) булиб, zt) нукта шу Е тупламнинг лимит 
нуктаси булсин.

Агар

lim /,(г) - A,, lim f 2(z) = Л2

булса, у \олда

\\m[f{z)±hiz)\ = Ax ±Л2
~->Z0

lim [ fiz ) f 2iz)] = A, A2,
z->za

!im = 4  (A2 * 0)

булади.
3°.Ф у н к ц и я н и н г  у з лук с и з лиг и .
Фараз килайлик, w=f(z) функция Е ( Еа С) тупламда 

берилган булиб, zi) нукта шу £  тупламнинг узига тегишли 
булган лимит нуктаси булсин.

4-таъриф.  Агар \/ е>0 сон учун шундай 5=5(е)>0 сон

топилсаки, аргумент z нинг\ z—zj <5 тенгсизликни цаноат- 
лантирувчи барча z& Е цийматларида

\f(z)—f(zj\ <е

тенгсизлик бажарилса, у холда f(z) функция zi) ну и; та да уз­
лу к сиз деб аталади.

(Равшанки, бу халд а

Hm f(z) = f iz ,)
Z - Z о

булади).
Одагда z—ẑ  айирма функция аргументининг орттир- 

маси дейилиб, уни А  ̂каби белгиланади:

Аг = г—<:0,
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f(z)—f(z j  айирма эса функция орттирмаси дейилиб, уни 
Д/каби белгиланади:

Af=f(z)—f(zj.

Шу тушунчалардан фойдаланиб, zi) нуктада функция 
узлуксизлиги 4-таърифини куйидагича \ам айтиш мум­
кин:
Агар

lim А/ = О
Дг—>0

булса, f(z) функция z0 нуктада узлуксиз дейилади.
5-т а ъ р и ф . Агар f(z) функция Е тупламнинг %ар бир нук,- 

тасида узлуксиз булса, у уолда f(z) функция Е тупламда уз­
луксиз дейилади.

5-м и сол  . Ушбу

f(z) = z3

функциянинг ихтиёрий z{) нук,тада узлуксизлигини исбот­
ланг.

f(z)—f(Zo) айирмани карайлик:

f(z)—f(Ziy)T=Z-— zl = (z - Zo )(z2 + ZZo + z l) ■

Z—̂Zq булгани учун шундай M> 0  сон топиладики,

Ы <м, IzJ < m

тенгсизликлар уринли булади.
£

Энди v  е>0 сонга кура 5 ни 5 = -- Т деб олсак, у хрлда
ЗМ

I z— ^ 1  <§ тенгсизликни каноатлантирувчи барча z лар учун

|г3 -4\ = \z-z<>\\z2 +ZZq + zi\ <

< 3 M 2| z  -  Zo| <  3 M 25 •= e

муносабат бажарилади. Бу эса 4-таърифга кура, f(z)~z3 

функциянинг ихтиёрий нуктада узлуксиз эканини бил- 
диради.
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6 -м и со  л . Ушбу

fiz) = т (z*0)

функцияни узлуксизликка текширинг.
V ^ e C  ( ^ 0 )  нуктани олайлик. Бунга Az орттирма бе-

риб, функция орттирмасини топамиз:

а /  - / ( г о  + a z )  - / ( г 0) - ^  - i a =  .

Энди Д£->0 да А/ нинг лимитини \исоблаймиз:

lim Д/ = lim
д^->0 Дг—>0

Аг
г0(г0+Лг) =  0 .

Демак, берилган функция у £ое С  ( ^ 0 )  нуктада узлук­

сиз булади.
2 -теорема.  f(z) =  и(х, у) +iv(x, у) функциянинг z =  x + i y  

нуктада узлуксиз булиши учун и = и(х, у) хамда v = v(x, у) 
функцияларнинг (х(), y j  нуктада узлуксиз булиши зарур ва 
етарли.

w=f(z) функция Е (Е сС ) тупламда берилган булсин.
6 -т а ъ р и ф . Агар v  £ > 0  сон учун шундай 8 = 6 (е) > 0  сон

топилсаки, Е тупламнинг I z'—z"\ <5 тенгсизликни каноат­
лантирувчи ихтиёрий z' ва z" iz ' е Е, z" е Е) нукталарида

\f(z')-f(z")\ <е

тенгсизлик бажарилса, f(z) функция Е тупламда текис уз­
луксиз дейилади.

3-теорема ( К а н т о р  т е о р е м а с и ) .  Aeapf(z) функ­
ция чегараланган ёпиц тупламда узлуксиз булса, функция 
шу тупламда текис узлуксиз булади.

7-мисол. Ушбу

f(zj = e |г|

функция E={ze С:0<| z \ ^R} тупламда текис узлуксиз була- 
дими?

Берилган функция Е тупламда узлуксиз булади, чунки

1

f(z) = e
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I 2 2

булиб, u(x, у) = e +y , v(x, y) = 0  функциялар {(x, у)е№\

0 <х2+>^</?2} да узлуксиз.
Агар

lim f{z) = lim е ^ = О
г->0

булишини эътиборга олсак ва

Л0) = 0

булсин деб карасак, унда берилган функция чегараланган 
ёпик, {ге С: I z \ <R) тупламда узлуксиз булиб колади. Кан­
тор теоремасига кура бу функция {^е С. I z \ <R] да текис 
узлуксиз булади. Бундан эса берилган функциянинг Е да 
текис узлуксизлиги келиб чик,ади.

8 -м и с о л . Ушбу

/(г) = 4
Г

функция Е={ге С: 0<| zl <R} тупламда текис узлуксиз була- 
дими?

V §>0 сон олинганда х,ам е=1 ва Е тупламга тегишли 

булган

нукталар учун

булиб, п нинг етарлича катта килиб олиниши х,исобига 
уни у 8  дан кичик кила олиш мумкин булсада

I Az')—Az")\ = I п2—(—п2)\ = 2  п2> 1 =е

булади. Бу эса берилган функция E = { z e C :  0<ld^/?} 
тупламда текис узлуксиз эмаслигини билдиради.
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М И С О Л Л А Р  В А  М А С А Л А Л А Р

Функцияларни берилган со\аларда бир япрокдакка 
текширинг:

1 -Лг) = г2, 
l.Az) = г2,

£ =  {Rez>0}. 
£ ’= { 1шг>0 }.

З.Ук) = г2, Е =  {0 <argz< f}.

4./г ) = г2, £ ,=  {Ы < 1 ).

5. Л г) = г2, Е =  {1 d <1, 0<агк<х>-

6 •Лг) = г2, Е =  {1г)>2}.

7 .Лг)=Ч(г + {), £ = ( 1г)<1 ).

8 .Л г )=| (г  + {), £= {U < 2 ).

9 .Л г)= ^(г  + |), £ =  (Ы >2}.

10. Лг) = т(г + ^), Е =  {1гщ>0}.

И.Л*>- * (<  + ! ) . Е =  {Rez>0}.

12.Лг)= }(г +j ) , Е = {у < a rg z< ^}.

13. Лг) = -гт г . Е =  {1 d <2}.

14. Лг) = -j+2 > Е = { Id >2}.

15. Лг) = тг: • Е =  {Rez>3}.

16. Дг) = e^cosy + /siny),
17. Лг) = ^(cosy + /siny),
18. Л г) = ^(cosy + /siny),
19. Л г) = e*(cosy + /siny’),

£ = { 1гщ>0 }.
Е=  {0<1шг<2тс}. 
Е =  {! d <1}- 
£={0<Rez<l}.

20./г )  = } (г  + ^)2 , £ = { l d <  1, 0<argz<f}.

21. Ушбу.Дг)^"-^ (г^О) функциянинг z—>0 даги лими­

ти мавжудми? Мавжуд булса, уни топинг.
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22. Ушбу f i z ) — |г|2 (г*0) функциянинг г->0 даги ли­

мити мавжудми? Мавжуд булса, уни топинг.
Куйидаги функцияларни узлуксизликка текширинг:

30..A<:) = Sgn(^ —1).

jz  + l, агар Imz > 0  булса,

31.y(z)-|^2^ агар I пи < О булса.

32. Агар^Дг) функция ^  нуктада узлуксиз булса, у хрлда 
I Дг)| функциянинг \ам шу нуктада узлуксиз булишини 
исботланг.

33. f{z) функция Zq нуктада узлуксизлигининг геомет­
рик талкинини ифодаланг.

34. Агар fiz)=uix, y)+ivix, у) функция z0 нуктада узлук­

сиз булса, у \олда f ( z) =uix, у)— ivix, у) функциянинг

Хам шу нуктада узлуксиз булишини исботланг.
35. Агар f(z) функция яе С  нуктада узлуксиз булса, 

tyiz)=Abz+c) (М )) функция нуктада узлуксиз були­

шини исботланг.
36. Бутун комплекс текисликда аникланган ва \ар бир 
С  нуктада узилишга эга булган функцияга мисол кел-

тиринг.
37. Факат биргина^е С нуктада узлуксиз, бошка барча 

нукталарда эса узилишга эга булган функцияга мисол кел- 
тиринг.

23. Az) = z2 ■

24. Лг) = ГЩ-

25. f iz )  = 7 7 7  •

21. fiz) = arg*, (z* 0).

28. fiz) = lim v b  (0 < 'dTgz < f )
f l--> 30 !+<•

|Z|, агар z * 0  булса, 

1 , агар г = 0  булса.
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38. Бутун комплекс текислик С  да аникланган, г=—1 
ва z= 1 нукталарда узлуксиз, колган барча нукталарда эса 
узилишга эга булган функцияни тузинг.

39. Агар Az)+g(z) функция z() нуктада узилишга эга 
булса, у холда flz) ва g(z) функцияларнинг камида битта- 
си z0 нуцтада узилишга эга булишини исботланг.

40. Агар f{z) ва g(z) функцияларнинг \ар бири ^  нук­
тада узилишга эга булса, у х,олда Дz) +g(z) функция хам ^  
нукгада узилишга эга булиши шартми?

41. Агар f[z) ва g(z) функцияларнинг хар бири ^  нук­
тада узилишга эга булса, у холда J{z)'g{z) функция хам ^  
нуктада узилишга эга булиши шартми?

Куйидаги функцияларни берилган сохаларда текис уз- 
луксизликка текширинг:

42 .fliz) = z2, £= { ld< l } .
43 .Az) = z\ Е — С.

44. .Дг) = l| i , Е =  {0<| d <1).

4 5 .A z )= ^ r ^ - , Е =  {0<| d < 1 }.

46.Лг)=тт- £ = { Ы < 1 ).

47.Лг)= 7 7 7 , £ = { ld < l } .

48..Дг) = 7 , Е =  {К| d <+~}, /->0.

49 .Лг)=7 ,  Е =  (0<|d <+«•}.

50. f{z) функция Zq нуктада текис узлуксиз деган жум- 
ла маънога эгами?

51. Агар f{z) функция Е а С тупламда узлуксиз булса, у 
берилган тупламда текис узлуксиз буладими?

52. {I d  <R} доирада текис узлуксиз функция чегаралан­
ган буладими?

53. Агар f[z) функция E={a<Rez<br <з2< 1 т < :< £2} ва 
E1={bl<Rez<с,, b2<\mz<c2} туртбурчакларда‘текис узлук- 
сйз булса, у холда бу функция

£  ̂ { tf^R e ^c ,, a2<\mz<c2}

гуртбурчакда \ам гекис узлуксиз булишини исботланг.
54. Агар 53-мисолдаги Е2 туртбурчак урнига

Е2 ={bx<Rez<cp 62<1т*<с2}
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туплам олинса, fiz) функциянинг Е туртбурчакда текис 
узлуксизлиги хаки да нима дейиш мумкин?

55. Агар J[z) ва g(z) функциялар М аС  тупламда гекис 
узлуксиз булса, у \олда ихтиёрий а, [ЗеСлар учун afiz)+ 
+ fc(<;) функция хдм М тупламда текис узлуксиз булиши­
ни исботланг.

56. Агар fiz) ва g(z) функциялар бирор М аС  тупламда 
текис узлуксиз булса, ip(z)=fiz)'g(z) функция шу туплам­
да текис узлуксиз буладими?

57. Агар f(z) функция D ва G тупламларда (DaC, G<Q  
гекис узлуксиз булса, у хдлда унинг Z)f) G тупламда те­

кис узлуксиз булишини исботланг.
58. Агар fiz) функция {I z\ <Я) доирада текис узлуксиз 

булмаса, у .\еч булмаганда [\ z \ <Щ доирадаги бирор нук­
тада узилишга эга эканлигини исботланг.

59. Чегараланган {ld<A} доирада fiz) функция текис 
узлуксиз б>>лиши учун, унинг {Ы<Я} доирада узлуксиз 
булиб, ихтиёрий £,e{fd— R} нуктада чекли

lim f(z)

|г|<Л

лимитнинг мавжуд булиши зарур ва етарлилигини исбот­
ланг.

Айтайлик, fiz) функция кенгайтирилган комплекс те­
кислик С даги А/ тупламда аникданган булсин.

Агар ихтиёрий е>0 сон олинганда х,ам шундай 5=6(е)>0 
сон топилсаки, р(£, 0 < 5  iz^eM) тенгсизликни каноат­
лантирувчи барча zern лар учун р(fiz), fizа))<е булса, у 
хщда fiz) функция А/ нуктада с ф е р  и к метр ика  
буйича у з лук с и з  деб аталади. Бу ерда

г ва ^ нукталар орасидаги с ф е р и к  м а с о ф а .
Сферик метрикада текис узлуксизлик таърифи \ам шу 

каби киритилади.
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Куйидаги функцияларнинг сферик метрика буйича 
кенгайтирилган комплекс текислик С  да узлуксиз экан­
лигини исботланг.

60.дг)= { .

61.Лг>=*& .

62.М)=ё*.

6 3 .Л г )= 7 ^ .

Агар fiz) ва £(£) функциялар М  тупламда (MczC) сфе­
рик метрика буйича узлуксиз булса, 64—66-мисолларда 
келтирилган функцияларнинг М тупламда сферик метри­
ка буйича узлуксиз булиши шаргми?

64. f(z)+g(z)
65 .AzYgiz)
ft : №66. g{7)

67. Айтайлик,Az) функция А/тупламда сферик метри­
ка буйича узлуксиз ва R(z) функция г узгарувчига нисба­
тан рационал функция булсин. ̂ z )= R(Az)) мураккаб функ- 
циянинг М  тупламда сферик метрика буйича узлуксиз 
булишини исботланг.

2-§. Функциянинг дифференциалланувчилиги. 
Коши-Риман шартлари

Г. Бирор F со^ада (E c Q  w=Az) функция берилган 
булсин. Ихтиёрий Zq& Е  нукта олиб, унга шундай Аг орт- 
гирма берайликки, ^q+Azg Е булсин. Натижада,/(г) функ­
ция хдм z{) нуктада

Aw = AAZq) =Az0+Az)—Az0) 

орттирмага эга булади.

7-т а ъ р и ф . Агар А^—>0 да нисбатнинг лимити

Aw г f ( z {) + Az)~f(ZQ) 
lim 7 7  = lim — ----
A<•->() A;->U Д<-

мавжуд ва чекли булса, бу лимит комплекс узгарувчили J(z) 
функциянинг z() нуцтадаги уосияаси деб аталади ва f(z f) каби 
белгиланади:
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/у/ Ч f(z0+Az)-fUo)
Л ^ - h m ---- й---- .

9-мисол.  Ушбу

Az)=z2
функциянинг v С  нуктадаги \осиласини топинг.

Zq нук,тага Az орттирма бериб, шу нуктада функция 
орттирмасини \исоблаймиз:

&Azf)=A z()+&z)-Az-0)==(Zo+Az)2-  zl =2*0а*+(а*)2.

Унда

4f(zo) _   ̂ , . 
~ лГ~  ~ 2zo +

булиб,

булади. Демак,

10-м и сол . Ушбу

Af ( z 0) „ 
lim ~zz = 2 * 0
Д г -» 0

f(Zo) = 2^.

Az) ’■= I d Re*

функциянинг * = 0  нуктадаги \осиласи нол булишини 
курсатинг.

Берилган функциянинг *=0 нуктадаги \осиласини 7- 
таърифга кура топамиз:

l i m / ( o ^ ) - / ( o )  =  1 . m N ^  =

д г -> 0  ^  Д г - » 0  ^

\az\ax
=  lim - -Д-- ■ (А* =  Ах + iAy)

Д г - * 0

Равшанки, А*—>0 да Ах \ам нолга интилади. Демак,

lim /(0+у-/<0> = lim , 1*4 .дх = 0.
д г-> 0  A Z  Д г—>0

Бу эса /'(0)=0 эканини билдиради.
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Фараз килайлик,/(^=и(х, y)+iv(x, ^функцияZ^=xQ+iy0 
е Q  нуктанинг бирор атрофида аникданган булсин.
8-т аъриф.  Агар и(х, у) ва v(x, у) функциялар х, у узга- 

рувниларнинг функцияси сифатида (Xg, y j  нуктада диффе- 
ренциалланувчи булса, f(z) функция z0 нуктада х,акикий ана­
лиз маъносида дифференцисьушнувчи дейилади.

Бу х,олда dufrp y)+idv(x0, y j  ифода f(z) функциянинг z() 
нуктадаги дифференциали дейилади:

4-т е о р е м а . f(z)—u(x, y)+iv(x, у) функциянинг z0 нук­
тада f ( z )  х;осилага эга булиши учун бу функциянинг z/x^ 
y j нуцтада хсакиций анализ маъносида дифференциалла- 
нувчи булиб,

шартларнинг бажарилиши зарур ва етарлидир.
Одатда (2) шартлар К о ш и - Р и м а н  ш а р т л а р и  

дейилади.
Комплекс анализда ушбу

белгилашлар ёрдамида f(z)=u(x, y)+iv(x, у) функциянинг 
тула дифференциали df=du+idv

куринишда кулай ифодаланади.
Юк,орида келтирилган (2) Коши-Риман шартлари

тенгликка эквивалент булишини исботлаш к,ийин эмас. 
Демак, 4-теоремани куйидагича \ам ифодалаш мумкин.

4 - г е о р е м а . w—f(z) функция z—z0 нуцтада \осилага эга 
булииыиги учун унинг ̂ ациций анализ маъносида df(z J  диф-

df^du+idv.

(2 )

dz = dx+idy, dz - dx - idy \
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ференциали мавжуд булиб, |£ = 0 тенгликнинг бажа-
г=г0

рилиши зарур ва етарлидир.
Arap w =Az) функция z0 нуктада хрсилага эга булса,

бу нуктада = О булиб,/нинг ^осиласи f '(z 0) = f r  , диф- 

ференциали эса

df = ^dz = f '(z 0)dz

куринишда булади. Комплекс анализда хрсилага эга булган 
функциялар С — д и ф ф е р е н ц и а л л а н у в ч и  функция­
лар дейилади.

Амалиётда функцияларни С — дифференциалланувчи- 
ликка текширишда Коши-Риман шартларидан фойдала- 
нилади.

11-мисол . Ушбу
Az) = z2

функциянинг хосиласи мавжудлигини текширинг.
Равшанки, f(z)~(x+ iy)2—(x2—y2) + 2ixy булиб, и(х, 

у)=х2—у2, \{х, у )—2ху функциялар (х, у) буйича диффе­
ренциалланувчи.

- 2л-, ^  = -2у,дХ ду

= 2у, ^  = 2х.dx ду

тенгликлардан (2) шартларнинг бажарилишини курамиз. 
Бу эса функция текисликнинг х,ар бир нуктасида \осилага 
эга эканлигини курсатади.

12-м и со л .  Ушбу

Az) = г2
функциянинг ,\осиласи мавжудлигини текширинг. 

Кдралаётган

Az) = z2 = x2—y1—2ixy
функция учун

и(х, v) — х2—у-, v(x, у) = —2ху
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булиб, (2) тенгликлар (0, 0) нуктадан бошка *еч бир нук­
тада бажарилмайди. Демак, Az)~z2 функция нукта­
ларда \осилага эга эмас, ^=0 нуктада эса унинг хрсштаси 
мавжуд ва / '(0)=0.

13-м и сол  . Ушбу
Az) - I z \ 2+i [Re*-Imz]2

функцияни С — дифференциалланувчанликка текширинг. 
Бу функция учун

и(х, у) = \z\ 2 = х2+у2, 
v(x, у) = [R e r lm ^ —x2/

булиб, и ва v функциялар R2 да дифференциалланувчи. 
Энди (2) шартларни текширайлик:

[ 2х = 2х2у,
[2 у = -2 XV'.

тенгликлардан куринадики, Коши-Риман шартлари фа- 
кат х=0, >,=0 нуктада бажарилади. Демак, берилган функ­
ция факат ^=0 нуктада С — дифференциалланувчи.

14-м и с о л . Ушбу
Az) = i d 2[Re*]2

функцияни С — дифференциалланувчанликка текширинг. 
Равшанки,

и(х, у) = (х2+у2)х2, 
v(x, у) = 0

булиб, бу функциялар хдкикий анализ маъносида диффе­
ренциалланувчи булиб,

4  ̂- 4х3 + 2/х , Р- = 2х2>’Эх J ду '

булганлигидан Коши-Риман шартлари х=0 тугри чизик 
нукталари учунгина бажарилади. Демак, берилган функ­
ция факат {х=0} тупламда С — дифференциалланувчи 
булади.

15-мисол . Ушбу
w=Az)= z

функцияни С — дифференциалланувчанликка текширинг.
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~\f
Равшанки, -щ = 1 булиб, бу каралаётган функцияни те-

кисликнинг бирорта нуктасида хам С — дифференциалла- 
нувчи эмаслигини курсатади.

16-м и с о л . Ушбу

f(z ) = IjRez- Im г

функцияни С — дифференциалланувчанликка текширинг. 
Берилган функция учун

и(х, у) = '\[ху, v(x, у) = О

булиб, г=0 нуктада Коши-Риман шартлари бажарилади:
ди(0,0) <?v(0,0) _  п 

дх ду

ди(0,0) <?v(0,0) _  п 
ду д х ~

Бирок,

lim 4 М  = lim т ы ш  _  lim =
Дд>=0 Ду=0 Az Ду=о Az

Дг=Дл-*0 A z=Ajc-»0 Дг=Дх—>0

lim = lim = °°
Дх=Ду A Z  Дх—>0 (1 + / )A X  

Дг=(1+/)Дх-»0

булгани сабабли Az->0 да Ад^  нинг лимити мавжуд эмас.

Бинобарин, каралаётган функция z=0 нуктада С  — диф- 
ференциалланувчи эмас (и=\[ху функция (0, 0) нуктада
Хаки кий анализ маъносида дифференциалланувчи эмас).

Кутб координаталар системасида f[z)=u+iv функция 
учун Коши-Риман шартлари

ди _  1 д\' 
ф  р Лр ’
d}L = _ 1 дЦ (2')
др Р

куринишда булади. Буни исбот килишни укувчига хавола 
киламиз.
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Фараз кдпайлик, w=Az) функция бирор Е сохдда (EczC) 
берилган булсин.

9-таъриф .  Агар f(z) функция z0(z0eC ) нуцтанинг фа- 
ка т  узида эмас, балки унинг бирор v(z0, е) атрофида С
— дифференциалланувчи булса, у х,олда f(z) функцияси zn нуц- 
тада голоморф функция дейилади.

10-т а ъ р и ф . Агар f(z) функция Е  сох,анинг х,ар бир нуц- 
тасида голоморф булса, функция Е  сох,ада голоморф дейилади.

Одатда Е  сохдда голоморф булган функциялар синфи 
о(£) каби белгиланади.

11 -т а ъ р и ф . Агар g(z)—f\j\  функция z=0 нуцтада голо­

морф булса, f(z) функция «°°» нуктада голоморф дейилади.
12-т а ъ р и ф . Агар f iz ) функция z/z0e С)нуцтада голо­

морф булса, f(z) функция z0 нуцтада антиголоморф дейилади.
17-м и с о л .  Ушбу

функцияни С — дифференциалланувчанликка текширинг.
Берилган функциянинг хдкикий кисми и{х, у) хдмда 

мавху м кисми г;(х, у) ларни топамиз.

Энди и(х, у) ва v(x, у) функциялар учун Коши-Риман 
шартларини текширамиз:

Равшанки, ху>0 булганда, яъни I ва I I I  чоракларда
61

Az) y2+2i\xy\

Az)=u(x, y)+iv(x, y)=x2—y2+2i] ху\ = 
jarap xy > 0 булса, x2 - у 2 + 2ixy, 
[arap xy < 0 булса, jc2 - у 2 - 2ixy.

Демак,
arap xy > О булса, 2xy,

u(x, y) x у , v(x, у) | агар Xy < о булса, - 2xy.
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du =  dv chi _  dv 
dx dy ’ dy dx

булади. Демак, берилган функция

Е  = |* е С: 0 < argz < f  }и {г е С: я < aig* < Др|

да голоморф булади. ху<О булганда, яъни II ва IV  чорак- 
ларда функция Коши-Риман шартларини бажармайди. 
Демак, бу чоракларда функция С — дифференциалланув­
чи була олмайди.

\у=ё — функция учун
и(х, у) = e*cosу, 
v(x, у) = e*sin}>.

булиб, С  — текисликнинг барча нукталарида Коши-Ри- 
мзн шартларининг бажарилишини, яъни функция голо­
морф эканлигини курамиз.

w = zz функция факат *=0 нуктада С — дифференци­
алланувчи булиб,

V = Z V  I =0 ы э*|г=0 и’

у бу нуктада голоморф эмас.
3°. Фараз килайлик, R2 фазодаги ^со^ада ( EczR2)F=F(x,

у) функция берилган булиб, у шу сохдда иккинчи тар-
d2F(x,y) d2F(x,y) 

тибли — ^ 2— ’ — ^ 2—  узлуксиз хусусии \осилаларга эга

булсин.
13-т а ъ р и ф . Агар Е  сохранит х,ар бир нуцтасида

^ + ^  = °  <3> 

тенглик бажарилса, F=F(x, у)  функция Е  сох,ада гармоник 
функция дейилади.

(3) тенгламани Л а п л а с  т е н г л а м а с и  дейилади. Бу 
тенглама ушбу

* 2 Эу2
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Лаплас оператори ёрдамида куйидагича
Д^= 0

шаклда \ам ёзилади.
Лаплас оператори учун

a  = ^  + ^ L  = U - / A V ^  + /j L] = 4 ^ -
д у 1 b t t  , П 'К . ! Х  1 3 y j

булишини эътиборга олсак, унда (2) тенгликни

й  = 0 <г >

шаклда ёзиш мумкинлигини курамиз.
5-теорема.  Е  со^ада (Е сС ) голоморф булган х,ар 

цандай j{z ) функциянинг х^кикий ва мав^ум кисмлари 
и(х, j )  ва v(x, j )  функциялар шу сохдда гармоник булади- 
лар.

Э с л а т м а .  Ихтиёрий иккита и(х, у) ва v(x, у) гармоник функци­
ялар учун J [ х)=и(х, y)+iv(x, у) функциянинг голоморф булиши шарт 
эмас./ нинг голоморф булиши учун и ва v лар Коши-Риман шартлари 
оркал и богланга оулишлари лозим. Бундай \олда и ва v гармоник 
функциялар K,yui'ia  г а р м о н и к  ф у н к ц и я л а р  дейилади.

18-м исо л  f[z)~ z функцияси учун и(х, у)—х ва v(x, у)—
—у функцим/j^p гармоник, аммо кушма гармоник 
функциялар э\кк-.

Бир богламли (Е с С )  со^ада u(z)=u(x, у) гармоник
функция булиб. £тайинланган нук,та булсин. У х,олда

у(^)= )- % d x  + % d y

интеграл u{z) функцияга кушма гармоник функция v(z) 
ни аникдайди.

М И С О Л  В А М А С А Л А Л А Р

Куйидаги 68—72-мисоллардаги функцияларнинг .\оси- 
лалар кийматларини шу \осилалар мавжуд булган нукта- 
ларда ^исобланг:

6 М * ) =  2 с Н .
69 .fiz) = z\

63

www.ziyouz.com kutubxonasi



7(Mz) = f  
71 - Л г ) = ^ .
72./*) = ev(cos>>+ /'si ny), (* = x+ /» .
Ушбу функцияларни С — дифференциалланувчиликка 

текширинг:
73. Л г) = Re*.
74./(*) = (Re*)2.
75./*) -  Re*2.
76. Д*) = [ Re*]2-[Im*]2.
77./г) = I г1’.
78.Лг) = [Кег]2+/[1шг]3.
79. / * ) = [Re*]2—/[Im*]2.
80./*) = *Re*.
81. Л*) = *Im*.
82./*) = 2xy—i(x2—y2), (z=x+iy).
83./(*) = *Im* функция учун /'(0 ) ни ^исобланг.

84—87-мисолларда берилган / * )  функциялари учун 
шундай а, Ь, с узгармасларни топингки, натижада / * )  
функциялар голоморф булиб крлсин:

84.Л*) = x+ay+i(bx+cy).
85./*) = x2—ay2+ibxy.
86.flz) = -2̂ -2 + 1~ гЧ  .j\\./ л +>' X +у

87. / * )  ~ cosx(chy+ashy)+/siiix(chy+ bshy).

88. Уш б у/*) H x 2—y2\ +2ixy функция голоморф булган 
сохдларни топинг.

89. Уш бу/*) =1 х2—уР\ +2/1 ху| функция голоморф булган 
сохдларни топинг.

90. Агар / * )  функция *,, нуктада антиголоморф булса, 
у \олда шу нуктада

шартнинг бажарилишини исботланг.
91. Агар *=p(cosq)+/sin<p) (**0) ва Д*)=и(р, ф)+/у(р, ф) 

булса, у \олда / '(* ) ни куйидаги
64
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Л  ч _  Р . _  Р , , - л Л

еки

куринишларда ифодалаш мумкинлигини исботланг.
92. Ушбу Az) =Z? функция учун Коши-Риман шартла- 

рининг бажарилишини текширинг ва

генгликни исботланг.
93. Айтайлик,-Дг)“ «+^=р(со5ф+/51Пф) голоморф функ­

ция берилган булсин. Агар и, v, р, ф функциялардан би- 
рортаси узгармас булса, у х,олда Az) функциянинг узи 
\ам узгармас булишини исботланг.

94. Ушбу A z)= yj\xy\ функция учун £=0 нуктада Коши-

Риман шартларининг бажарилишини, лекин шу нуктада 
функциянинг хрсиласи мавжуд эмаслигини исботланг.

Агар Az)=u{x, y)+iv{x, у) функция ^=л:0+/>0 нуктада 
дифференциалланувчи булса, 95—99-тенгликларнинг 
уринли эканлигини исботланг:

100. Фараз килайлик, Az) функция Е со\ада голоморф 
булиб, шу со\ада f'(z)= 0  булсин. У  *олда.Az)=const экан­
лигини исботланг.

101. Айтайлик, Az) функция Е  со\ада дифференциал­
ланувчи булиб,

(£")' = П 1 1

95. f'(z0)= и[ (х(), y0)+i v[ (х0, у0).

96. f'(zQ)= vj, (х0, yQ)—i и\ (.х0, у0).
97. f\z,)= и[ (х0, yQ)—iUy (х0, у0).

98. f'(z0)= vly (х0, j 0)+/vi (х0, у0).

99. |/ч^)12=(«;.)2 + (w; )2 = («|)2 + (vi_)2

5-952
ЖеЛг)+ 51ш Дг)+ С= 0
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булсин. Бу ерда А, В, С лар узгармас сонлар ва уларнинг 
камида биттаси нолдан (J)apiym../U)=const эканлигини ис­
ботланг.

102. Фараз килайлик, f{z) функция D со\ада диффе- 
ренциалланувчи, F(t) эса бутун х,акикий укда монотон ва 
узлуксиз дифференциалланувчи функция булсин. Агар

Re/{z) = /^1тД г)]
тенглик бажарилса, y(z)=const эканлигини исботланг.-

103. Агар w =f[z)=u(x, y)+iv(х, у) функция учун z нук­
тада ушбу

limдг->0

лимит мавжуд булса, у х,олда и[ ва v', хусусий хрсилалар- 

нинг мавжуд булиб, и[ = v‘, тенгликнинг бажарилишини 
исботланг.

104. Агар w =f(z)=u(x, y)+iv(x, у) функция учун z нук­
тада ушбу

lim
д;->0

т Aw
Im  дГ

лимит мавжуд булса, у хрлда и\, ва v‘ хусусий хрсилалар- 

нинг мавжуд булиб, u\,=— v[ тенгликнинг бажарилиши­
ни исботланг.

105. Фараз килайлик, w=f(z)=u+iv функция z нуктада 
куйидаги шартларни каноатлантирсин:

1) и, v — дифференциалланувчи,
Aw2) lim

дг->0 AZ — мавжуд.

У \олда г нуктада ёки.Дг), ёки f (z) функциянинг диф­
ференциалланувчи эканлигини исботланг.

106. w(z) функцияга тескари булган z(w) функция учун 
ушбу

www.ziyouz.com kutubxonasi



2 dw
dz dz

тенгликнинг уринли эканлигини исботланг. Бу ерда
w — W -dw уГ7-- Эуу
* dZ ’ г d z ’ z dz

белгилашлар киритилган.
107. w(*) акслантиришнинг якобиани учун

/ _  д(и, у) _  
д(х, у )

тенгликни исботланг.
108— 112-мисоллардаги функциялар учун ва -щ лар-

ни \исобланг:
108. .Az) — I г I •
109.Дг) = e~x(cosy—/siny), (z=x+iy).
110. Az) = I z—a Ip, —oo<p<oo.
111./ г )  = д / |г - д |2 + \ z - t f .

\z-a \+ i\z+ a \
m .A z )-  .

d2 f113— 117-мисоллардаги функциялар учун ни то­

пинг.
ИЗ.Лг) = 1*к —оо<р<оо.
114. Л*) = , —оо<р<оо.
\ 1 5 .A z )  =  \n\ z - a  I.
116. Лг) = in ( l+ k l2).

1+|г|
117.Л*) = arctg jqTj .

Голоморф Az) функция учун 118— 122-мисоллардаги 
тенгликларнинг уринли эканлигини исботланг:

m . | r ( i / « l H ! / < d -Ж Г-

— </><“ ■

120. -4 [Re/(*)] = +/'(г).
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123. Агар ик(х, 2, п) гармоник функциялар
булса, у \олда уларнинг чизикди комбинацияси

.\ам гармоник булишини исботланг.
124. Агар и(х, у) гармоник функция булса, и\х, у) функ­

ция \ам гармоник буладими?
125. Гармоник и(х, у) функциянинг ихтиёрий к — тар­

тибли хусусий \осилалари \ам гармоник булишини ис­
ботланг.

126. Агар гармоник и(х, у) функциянинг аргументлари 
учун

алмаштириш бажарилса, у \олда алмаштиришдан кейин 
\осил булган функциянинг хам гармоник булишини ис­
ботланг.

127. Агар и(х. у) гармоник функция булса, у .\олда кан- 
дай /функциялар учун flu ) \ам гармоник булади?

128. АгарДг) функция голоморф булса, \J{z) I , arg/U), 
In \f{z) ! функциялар гармоник буладими?

сГ д2129. Ушбу А - ~~т + Лаплас операторини (р. ф) кутб

координаталар системасида ёзинг.
130— 137-мисолларда берилган гармоник функциялар- 

га курсатилган сох1аларда кушма булган гармоник функ- 
цияларни топинг:

п
v(x,y) = h C kuk(x.y)

130. и(х, у) = х1—У+х, Е=  С
Е — {0< | z\ ^°°}- 
Е=  С
Е=  С \ {у=0, 0<л'<+оо}. 

£  = С

132. и(х, у) = ху+1,
133. и(х, у) = \ 1п(х2+У),
134. и(х, у) = ху,
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135. u(x, v) = x2—y+xv’,
136. u(x. y) = >’cos>’shx+jcsinvch.v.
137. t/(p, ф) — рфСОЧф+р1пр5!Пф,

E=  С 
E  = С 
E  — С

Хдкикий ёки мавхум кисмлари 138— 146-мисоллардаги 
тенгликлар ёрдамида берилган голоморф/(г)—//(х, y)+iv(xv) 
функция мавжудми? Мавжуд булса, уни топинг:

138. и(х, у ) = л'----)’2.

145. v(.v. у) = 3 + л- у2---- -Л--,-.
2 <x‘ +.vJ )

146. и(х, у) — е х .

347—152-мисоллардаги и, v ёки ик, vk(k=\, 2) функ­
циялар Е  сохдда кушма гармоник функциялар булса, у 
холла (У, V функциялар \ам Е  сохдда кушма гармоник 
функциялар булишини исботланг.

147. U = au—bv, V= bu+av (а ва b — узгармаслар).
148. U = au+bur  V — av+bv2 (а ва b — узгармаслар).
149. U — ихи2—v,v2, V= uxv2+\\ur
150. U — eucosv, V= e"sinv.
151. U=eu'~v2 cos2uv, у=еи~'̂  sin2wv.

152. U= e“vcos u2 ~y2 , F=e“vsin v .

153. Айтайлик, и, v функциялар E сохада, ф, ф функци­
ялар /гсох1ада кушма гармоник функциялар булиб, x+iye Е  
булганда и(х, y)+iv(x, у) нинг киймати F  па ётсин. У\олда

U(x, у)=ф[г/(л-. у), v(x, у)}, У(х, >’)=ф[и(х, у), v(x, у)]
69

139. v{x, у) — Зл':> — у\
140. v(x, у) ~ 2ху+2х— 1.
141. и(х, у) - -- .

143. и(х, >’) = x;--v2+5x+>'— -2—

www.ziyouz.com kutubxonasi



функциялар Е  сохдда кушма гармоник функциялар були­
шини исботланг.

154. Фараз килайлик, и, v функциялар ^со^ада кушма 
гармоник функциялар булиб, Е  сохднинг *еч бир нукта- 
сида и ва v функциялар бир вактда нолга айланмасин. У 
\олда

U(x, у) = \п[и2(х, у)+^(х, у)]
функциянинг Е  со^ада гармоник функция эканлигини 
исботланг.

155. Агар и, v, ва и, v лар Е  сохддаги икки жуфт кушма

эканлигини исботланг.
156—164-мисолларда берилган куринишдаги узгармас - 

дан фаркли гармоник функциялар мавжудми? Мавжуд 
булса, уларни топинг:

156. и—ф(х).
157. u=q>(ax+by) (а ва b лар хакикий сонлар).

162. и=<$(х2+у).
163. «=ф(х+^/х2 + у2 )•
164. и=ф(х2—у2).
165— 168-мисолларда берилган чизикдарнинг устида 

узгармас кий мат ни кабул килувчи гармоник функциялар- 
ни гопинг.

165. х=с
166. у=сх
167. х2+у2=с
168. х2+у2—сх
169. Ушбу Re/U)=x3+6jt2y— Зху2—2у3,/(0)=0 шартларни 

каноатлантирувчи голоморф f{z) функцияни топинг.
170. Фараз килайлик,/(г), #(г)ест(£) булсин. ArapyU)= 

=£(<-;)+<: (с — \акикий узгармас) булгандагина f{z)+ g(z)

Ж ъ/ • / 1 1  С1^/ И  у V | U  C i  И  у  V -  J  1 СЛ. y J  U  г  1 я

гармоник функциялар булса,
V2(x, у)—v,(x, у) = const

159. и=у(ху).
160. u=q(x2+y2).
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йигиндининг Е  со^ада \ак,ик,ий кийматларни кабул к,или- 
шини исботланг. __

171. Дг), g(*)eo(£) ва g(z)=0 булсин. Az)=cg{z) (с — 
манфий булмаган узгармас) шарт бажарилгандагина 
f(z) g(z) купайтманинг Е  со\ада манфий булмаган кий­
матларни кабул килишини исботланг.

172. Az), giz)ecj(E) ва gU)^0 булсин. Ф акат/(г) = cg(z) 
(с — х.ак.ик.ий узгармас) шарт бажарилгандагина Az)' g(z)
купайтманинг /‘’сохдда хдкикий кийматларни кабул кили- 
шини исботланг.

3-§. Хосила модули ва аргументининг геометрик 
маъноси. Конформ акслантиришлар

Фараз килайлик,
w=Az)

функция бирор Е (ЕаС ) со\ада берилган булсин. У ни (z) 
текисликнинг нукталарини (w) текислик нукталарига акс­
лантириш деб караймиз ( 11-чизма).

1 > 
1 1 1*1“’"Iи '\

©

1 1 1
о* 

©

0 ОX " и

11-чизма

Айтайлик, w=Az) функция Е  нуктада/'(*,,) (f'iz JtO ) 
хрсилага эга булсин. Х,осила таърифидан фойдаланиб, то­
памиз:
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I г—z j етарлича кичик булганда \z—*1 \амда \w— и>()| 
микдорлар прогюрционал булиб, \f'(ẑ )\ эса шу пропор- 
ционалликнинг коэффициентини ифодалайди:

I w—w() | = | f'(z0) I I z—ẑ I +o( I z—^1)
w=f(z) акслантириш ёрдамида | г— zi) I —г айлана, чек­

сиз кичик микдор о{ | z—z() !) эътиборга олинмаса,

I W-W01 = |//(*0) I г

айланага аксланади. Агар \f'(zs) I < 1 булса, унда I z—zi) I —г 
айлана сикилади, | / ' ( I > 1 булганда эса айлана чузи­
лади.

Демак, функция \осиласининг модули w=ftz) акслан- 
тиришда «чузилиш» коэффициентини билдирар экан ( 12- 
чизма).

12-чизма

Энди w=ftz) акслантириш ^ нуктадан утувчи у силлик 
чизикни (w) текисликдаги Г  чизикда акслантирсин (13- 
чизма).
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Ушбу

l i m ^ r  = / ' ( *  о)Z-+ZQ
муносабатдан

lim arg(w— w0) =  arg/'/( ^ ) +  lim  arg(z—Z-*Z0
булиши келиб ч и кади. Агар

lim  arg(w—>v0) =  р,
‘•—’'о

lim  arg( z — Zq) =  « .Z-)J0

булишини эътиборга олсак, унда
р =  a + a r g /’/(^0)

булишини топамиз.
Демак, функция \осиласининг аргументи w=f[z) акс- 

лантиришда у чизикни кандай бурчакка буришини бил- 
дирар экан.

Агар ^  нуктадан утувчи икки у, ва у2 эгри чизиклар 
орасидаги бурчак а  булса, w=f(z) акслантиришда бу чи- 
зикдарнинг акслари Г, ва Г2 лар орасидаги бурчак \ам а га 
тенг булади (14-чизма).

р, = a, + aig/'(*o),
Р2 =а2+arg/'(Zo)

булганлигидан, Р2—р,= а2—а, эканлиги келиб чикади.
73
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Фараз килайлик, w=J{z) функция Е (ЕаС ) сосала бе­
рилган булиб, Е  булсин.

14-т а ъ р и ф . Агар w=fiz) акслантириш
1) маркази z() нуктада булган чексиз кичик айланани чек­

сиз кичик айланага утказиш хоссасига,
2) Z0 нуктадан утувчи х,ар кандай иккита чизик, ораси­

даги бурчакнинг мьщдорини .\ам, йуналишини х,ам сацлаш 
хоссасига эга булса, w=f(z) акслантириш z0 нуктада кон­
форм акслантириш деб аталади.

Агар бу таърифдаги 2-шартда бурилиш бурчагининг мик- 
дори узгармай, йуналиши карама-каршисига узгарса, бун- 
дай акслантириш I I  тур конформ акслантириш дейилади.

15-таъриф. Агар Е (ЕаС ) сохдда аник^анган w=flz) 
акслантириш учун

1) w=f(z) функция Е  сох,ада бир я продли функция,
2) Е  соланин г х,ар бир нуктасида конформ булса, берил­

ган акслантириш Е  со^ада конформ акслантириш деб а та ­
лади.

Конформ акслантиришлар куйидаги хоссаларга эга:
Г. Конформ акслантиришга тескари булган аксланти­

риш х.ам конформ акслантириш булади.
2°. Иккита конформ акслантиришнинг суперпозиция- 

си яна конформ акслантириш булади.
19-м и с о л . Ушбу w=zy функцияси ёрдамида берилган 

акслантиришни конформлиликка текширинг.
Бу функция текисликнинг барча нукталарида голоморф 

булиб, унинг хрсиласи W=3z2 координаталар бошидан таш- 
кари барча нукталарда нолдан фаркдидир: w'^0. Демак, их­
тиёрий 7,̂ 0 нуктада акслантириш конформдир. а =0 нукта­
да бу акслантириш конформ эмас: Ы  =г айлана | vv| =г3 ай­

ланага утади, лекин у,:{>’=0} тугри чизик билан Y2: | ^  j
тугри чизикдар орасидаги бурчак булган и \олда улар­

нинг акслари /’|:{_у=0} ва /^{л—0} лар орасидаги бурчак у

га тенгдир. Демак, акслантиришимиз г=0 нуктада бурчак 
сакланиши хоссасига эга эмас.

w = акслантириш |о < arg с < у-},

Еу < arg г < у 1} ва £3: < arg г < 2 л}
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со^аларда бир япрокли. Демак, бу акслантириш шу со*а- 
ларда конформдир.

Умуман олганда, w=z3 акслантириш учи координата
бошида ва кенглиги Щ- дан катта булмаган ихтиёрий

D = {a< argz<a  + 0 < а  < ,

чексиз секторда конформ булади.

М И С О Л  В А  М А С А Л А Л А Р

Фараз цилайлик, у—^ нуктадан чикувчи arg(z—г0)=Ф 
нур булсин. 173—187-мисоллардаги акслантиришлар учун 
Z0 нуктадаги чузилиш коэффициента R(ф) ва бурилиш 
бурчаги а(ф) ни топинг:

173. w= z2, *0= i.

174. VV= z2, *0= 1.
175. w= 2z+iz , 0.
176. w = z2, *0=

1
4 •

177. w= z2, 1+/.
178. w= Z2, *0= 3+4/.
179. w= z\ 1.
180. w= z\ *0=

1
4 •

181. w= z3, *0= 1+1.
182. w= z3, )̂= -3+4/.
183. w= z2+2z, /.
184. w = ie2x(cos2y+is'm2y), 0̂= 0
185. w = —iz2, -/.
186. _  г-г0 

w z+z0 ’ V 0.

187.

.M 
.tv

7 
¥ 

и *

0̂= -/.

188— 194-мисолларда берилган w=J[z) акслантиришлар 
натижасида текисликнинг к,айси кисми сикилади, к,айси 
кисми эса чузилади?

188. w = z2-
189. w= z2+2z.
190. w =
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191. w= e'(cos>4 /sin y).
192. w= elv(cos2_v+/sin2>').
193. w =  zr—4z.
194. w —

Шундай нукталар тупламини топингки, шу нукталар­
да 195—200-мисоллардаги акслантиришларнинг чузилиш 
коэффициенти i га тенг булсин.

195. w- z2-
196. w = z}-
197. w — г —2?

' » * "  • •

199. w — | з | .» ч

200. >v = f f ” / , . ad—bctO, с*0.

Шундай нукталар тупламини топингки, 201—206-ми- 
соллардаги акслантиришларнинг шу нукталардаги бури- 
лиш бурчаги 0 га тенг булсин.

201. vv = iz2.
202. *=-*>.
203. н’=г2~2г.
204. w = ” .

205.w=£f.

206. w = , ad— be = 1, с *  0.

207. Айтайлик, w=J{z) функция Zq нуктада голоморф 
булсин ва у,, у силлик чизиклар ^ нуктадан утиб, куйи- 
даги шартлар оажарилсин:

fRe/U ) = Re/Uo), Ум 
|lm /(z) = Im/(z0), г е у 2.

Агар /'(^>*0 булса, у хрлда у, ва у2 чизикдарнинг ^  
нуктада тугри бурчак остида кесишишини исботланг.

208. Фараз килайлик, w=j{z) функция Zq нуктада голо­
морф булсин ва ^нуктадан утувчи силлик у,, У2 чизиклар 
учун куйидаги шартлар бажарилсин:
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\\f(zi = \f(zQ)\, г e у ,; 
[ai?/(z) = arg/Ŷ o), z e y ,.

A rap f'(z,)*0  булса, у \олда у, ва у, чизиклар ^ нуктада 
тугри бурчак остида кесишишини исботланг,

209, Ушбу w=2z акслантиришни конформликка тек­
ширинг.

210. Ушбу w=(z—20)2 акслантиришни конформликка тек­
ширинг.

211 .J(z)—^zj Функциянинг^ 00 нуктада конформ экан­
лигини исботланг.

212—220-мисоллардаги функцияларни берилган Е  со- 
х,ада конформликка текширинг:

lll.A z ) = z+ \ , Е = { I г i< 1}.

213. Аг) = , ad-bc*0; Е={ Ы  <-}.

214. Az) = Z2, £={-'< ! Z+ 2 ! <4, 0<arg(?+2)< &  ).

215.Лг) = гг, £={!< k l  <2, 0<argz<-f ).

216. J{z) = e^cosyHiny), E={\z\ <4}
217. j\z) — e4cosy+/snvy), E={
218. fiX) = e^cosy+Zsiny), E={
219.Az) = z\E={lmz>0}.
120.Az) = Z+\,E={\z-i\<j2 )

Z I < 1}.
Re[( 1+/)г1! <rc}.

221. Ушбу /(z)=x+ejrcos>,+/(>'+^siniy) функциянинг 
{Rez<0} ярим текисликда конформ эканлигини исботланг.

222. Айтайлик.,Л z) функция каварик Е а С сох̂ ада голо­
морф булсин. Агар шундай х,акикий узгармас а сони мав­
жуд булиб, Е  сохдца

Re{e*/'(*)M>
булса, у хщда jXz) функция Е  сохдца бир япрокли були­
шини исботланг.

223. Ушбу/(г)=г3—3<т функциянинг
Е=  {(Re^)2>l+(lm<:)2, Re?>0}

сохдца конформ эканлигини исботланг.
224. f {z )=anz?+ ... +a.z+a0 куп^аднинг даражаси иккидан 

катта булмагандагина {1ш*>0} ярим текисликда конформ 
булиши мумкинлигини исботланг.
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225. fiz)=z2+az+b купхдд ẑ =— f  нуктадан утувчи би-
рорта тугри чизикнинг бир томонида ётувчи ихтиёрий Е  
сохдда конформ булишини исботланг.

226. Айтайлик, а, b ва ^  — берилган комплекс сонлар 
булсин. R нинг шундай энг катта кийматини топингки, 
fiz )z=z2+az+b функция { I г—-г01<Л} доирада конформ 
булсин.

227. г=оо нуктада голоморф булган fiz) функция шу 
нуктада конформ булиши учун

шартнинг бажарилиши зарур ва етарли эканлигини ис­
ботланг.

228. Фараз килайлик, п> 2 бутун сон ва а  — ихтиёрий 
\акикий сон булсин.

fiz) = z^+n ẑ
функциянинг { 1̂ ,1 <1} доирада конформ эканлигини ис­
ботланг.

229. Ушбу fiz)—z2+az функция факат 1тд>0 булганда- 
гина {1тг>0} ярим текисликда конформ булишини исбот­
ланг.

Куйидаги тасдикларни исботланг:
230. Ушбу fiz)=z? функция Е  сохдда конформ булиши 

учун Е  ва —E(—E={—z'. Ze Е ]) сохдлар умумий нуктага 
эга булмаслиги зарур ва етарлидир.

231. Ушбу Л^)= 2"('г + 'г) Функция Е  сохдда конформ

булиши учун £ва  : ге f j j  сохдлар умумий нук­

тага эга булмаслиги зарур ва етарлидир.
232. Ушбу /(z)=e4cos>H7sin>’) функция Е  сохдда кон­

форм булиши учун Е  ва E+2ni (E+2ni=z{z+2ni, ze Е }) 
сохдлар умумий нуктага эга булмаслиги зарур ва етарли­
дир.
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III б о б
ЭЛ ЕМ ЕН ТА Р Ф У Н КЦ И Я Л А Р ВА УЛАР ЁРДАМ ИДА 

Б АЖ АРИ ЛАД ИГАН К О Н Ф О РМ  АКСЛАН ТИ РИ Ш ЛАР

Конформ акслантириш назариясида асосан куйидаги 
икки масала урганилади:

1-м а с а л а С  комплекс текисликдаги бирор Е  со\ада 
(£<=С) w=f(z) акслантириш берилган \олда сохднинг ак­
сини, яъни w(E) ни топиш.

2-м ас ал а. Иккита ихтиёрий EcC z, EczCw со^алар бе­
рилган хдлда Е  сохдни F  сохдга акслантирувчи конформ 
w=f(z) акслантиришни топиш.

Бу масалаларни хдл к,илишда куйидаги тасдик^ардан 
фойдаланилади.

1 - т е о р е м а  (Риман теоремаси). Агар Е  ва F  лар мос 
равишда кенгайтирилган комплекс текислик С дщмда С, 
лардан олинган ва чегараси 2 т а  нуктадан кам булмаган 
(континуум булган) бир богламли со^алар булса, Е  сохрани 
F  сох[ага конформ акслантирувчи w=f(z) функция мавжуд.

2 - т е о р е м а  (со^анинг сацланиш принципи). Агар f(z ) 
функция Е  сох,ада голоморф булиб, f(z)$const булса, f (E ) 
х,ам с ох, а булади.

Амалиётда купинча берилган D сохдни узидан содда- 
рок булган сохдга, масалан бирлик дойра ёки юк,ори ярим 
текисликка конформ акслантириш масаласини ечиш та- 
лаб килинади. Бу масалани хдл цилишда биз комплекс 
аргументли элементар функциялар синфини, биринчи нав- 
батда уларнинг геометрик хоссаларини, татбик, к,илиш 
услубларини урганишимиз зарур.

1-§. Чизикли функция

1 - т а ъ р и ф . Ушбу

w=az+b (а, Ь&С, аФ0)
куринишдаги функция чизицли функция (акслантириш) деб 
аталади.
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Чизикди функция Cz комплекс текисликни С. комп­
лекс текисликка конформ акслантиради.

Чизикди функциянинг хусусий \олларини караймиз: 
1°. Айтайлик,

w=z+b (be С)
булсин. Бу функция параллел кучиришни амалга о т и ­
рали.

2°. Айтайлик,
w = zeia (ссе R)

булсин. Бу функция С текисликдаги \ар бир z нуктани 
координата боши атрофида соат стрелкасига тескари йуна- 
лишда а бурчакка буришни амалга оширади.

Масалан,

w = iz- (cos-| + /' sin-|j- z- e'1 ■ z

функция координата боши атрофида 90°га,
w =— г

эса 180° га буришни амалга оширади.
3°. Айтайлик,

w = kz (к> 0)
булсин. Бу функция берилган сох,ани унга ухшаш со\ага 
чузиб (к>1 да) ёки сик,иб (к< 1 да) акслантиради. 

Умуман,
w = az+b (a, be Q

функция ёрдамида акслантириш Cz текисликдаги сохрани 
«чузиш», бирор бурчакка буриш х;амда параллел кучириш­
ни амалга оширади. Амалиётда бу функциянинг шу хосса- 
ларидан фойдаланилади.

1 -мисол .  Учлари
А = 3+2/, В =7+2/, С = 5+4/ 

нук^таларда булган ABC  учбурчакнинг ушбу
w = iz+1

чизикди функция ёрдамидаги аксини топинг.
Берилган чизикди w= /г+1 функция ABC учбурчакни 

А^ВХСХ учбурчакка акслантиради. Бунда А., B v С, нукталар 
мос равишда А,В, С  нукталарнинг акси булади:
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A = w(A), B = w(B), C = w (Q .
Равшанки,

w(A) = /(3+2/)+1=— 1+3/, 
w(B) = /(7+2/)+1=-1+7/, 
w (Q  = /(5+4/)+l =-3+5/.

Демак,
Л=-1+3/, £=-1+7/, <7,=—3+5/.

Шундай к^либ, w= iz+ l функция учлари 3+2/; 7+2/; 
5+4/ нук;таларда булган ЛЯСучбурчакни учлари —1+3/';
— 1+7/; —3+5/ нукталарда булган Ах В } С, учбурчакка акс- 
лантирар экан (15-чизма).

2 - м и с о л . (z) текисликдаги Z) = {ze С : |г—^К/*} дои- 
рани (и>) текисликдаги {we С : Н<1} бирлик доирага акс­
лантирувчи чизик,ли функцияни топинг.

Ушбу
VV, = Z-Zo

функцияни карайлик. Бу функция берилган Лдоирани (w,) 
текисликда маркази координата бошида булган |w,|<r до­
ирага акслантиради (16-чизма).

Энди
w = J-w,г 1

функцияни кдраймиз. Бу функция |w,|<r доирани бирлик 
дойра Н<1 га акслантиради (16-чизма).
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16-чизма
Шундай к,илиб,

W = i  (г — )

чизикли функция (г) текисликдаги D доирани (w) текис- 
ликдаги {we С: |w)< 1} — бирлик доирага акслантиради.

Фараз кдлайлик, w =f(z) функция С текисликдаги би­
рор Е  сохдда берилган булсин.

2 - т а ъ р и ф .  Агар ае Е  нуктада
Д а ) = а

тенглик бажаршса, у уолда z=a нук,та w=f(z) аксланти- 
ришнинг цузралмас нуктаси дейилади.

w— az+b чизикли акслантириш аФ 1 булганда иккита

кузгалмас нуцталарга эга.
Агар а= 1 булса, г =о° шу чизикни акслантиришнинг 

каррали кузгалмас нуктаси булади.
3 - м и с о л .  (г) текисликдаги ,̂= 1+/ нуктани кузгал- 

мас колдириб, г,=2+/ ну^тани эса w,=4—3/ нуктага ^ка- 
задиган чизикни акслантиришни топинг.

Изланаётган чизикни акслантиришни
w = az+b ( 1)

куринишда излаймиз.
Модомики, г, = 1+/ кузгалмас нук т̂а булиши керак экан, 

унда
az0+b = Zv (2)

булади.
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( 1) хамда (2) муносабатлардан 
0̂= a (z—ẑ )

булиши келиб чикдди.
г,=2+/ нук,та акслантириш натижасида >v,= 4—3/ нук,- 

тага утишидан фойдаланиб

булишини топамиз. Демак,
4—3/'—(1+/) = а [2+/—(1+0].

Бу тенгликдан (а =3—40 булиши келиб чикдди.
Шундай кдлиб, изланаётган акслантириш:

w = zi)+a(z—z{))= 1 +/+(3—40 х [z— (1 +/)]=(3—ii)z—6+2/.

М И С О Л  В А  М А С А Л А Л А Р

1. Ихтиёрий сондаги чизикди функцияларнинг супер- 
позицияси яна чизикди функция булишини исботланг.

2. Ихтиёрий чизикли акслантириш тугри чизикни тугри 
чизикка, айланани айланага акслантиришини исботланг.

Берилган D сохднинг w=f{z) чизикди функция ёрда- 
мидаги аксини топинг:

3. D = {|г— 1|<2}, w = \-2iZ.
4. Z)={Rez<l}, w =( 1 +/)z+1 -
5. Z> ={0<Re’:<l}, w=2iz+l — /.
6. £>={|d<l, 0<argz<^}, w=2/^+l—i.

7. D = {\z-\- i\< Jl }, w=iz+\+i.
8. D= {0<Re<i<2, Jm^<0}, w —i— 2z-
9. D — учлари A=\+i, B=5+i, 0=1 + 3/, £=5+3/ нукта- 

ларда булган Л В С Е туртбурчак ва w=2z—\+i.

10. D = \fg- + ;y< l|>  w=—iz+ 3.

11. D= {(Re<:)2+Jmz<l}, w=—z+1.
12. 0 = {|г— 1|<2, k+l|<2i , w = ^ z+1-

13. Учлари /1=0, 5=1, С- i нукталарда булган ЛВС  уч- 
бурчакни учлари Л,=0, =2, С  = 1+* нук,таларда булган, 
берилган учбурчакка ухшаш Л, я, С, учбурчакка аксланти­
рувчи чизикди функцияни топинг.
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14. Учлари /1=3+2/, 5=7+2/, С=5+4/нукталарда булган 
Л ВС учбурчакни учлари Al—0, B = —2i, С=1—/ нукталарда 
булган, берилган учбурчакка ухшаш AiBiCl учбурчакка 
акслантирувчи функцияни топинг.

15. Ушбу {!г— /1 <2} доирани {jw— 2|<4} доирага акслан­
тирувчи ЧИЗИК/!и функцияни топинг,

16. Ушбу {k— доирани {!w-—и-. KR} доирага акслан­
тирувчи чизикли функцияни топинг.

17. Ушбу г, = 1+2/ нуктани кузгалмас крлдириб, г,=/ 
нуктани эса w~—i нукта га утказадиган чизикли акслан­
тиришни топинг.

Куйидаги акслантиришлар учун чекли кузгалмас нук­
та zi) (агар у мавжуд булса), бурилиш бурчаги ф ва чузи- 
лиш коэффициента к ни топинг. Акслантиришни vv— 
z~X(z— г,) каноник куринишга келтиринг.

18. vv = 2z+1 — 3/.
19. w—iz+4.
20. w=z+\—2i.
21. w— w=a(z— -с.) (й^О).
22. vv = az+b (афЬ).
23. Юкори ярим текисликни узини узига аксланти­

рувчи чизикли функциянинг умумий куринишини то­
пинг.

24. Юкори ярим текисликни куй и ярим текисликка 
акслантирувчи чизикли функциянинг умумий куринишини 
топинг.

25. Юкори ярим текисликни унл ярим текисликка акс- 
лантирувчи чизикли функциянинг умумий куринишини 
топинг.

26. Унг ярим текисликни узини узига акслантирувчи 
чизикли функциянинг умумий куринишини топинг.

27. {0<х<1} со\ани («йулак»ни) узини узига акслан­
тирувчи чизикли функциянинг умумий куринишини то­
пинг.

28. Ушбу {—2<у<1} «йулак»ни узини узига аксланти­
рувчи чизикти функциянинг умумий куринишини топинг.

29. у=х ва у=х— 1 тутри чизиклар билан чегараланган 
«йулак»ни узини узига акслантирувчи чизикли функция­
нинг умумий куринишини топинг.

Куйидаги мисолларда берилган тугри чизиклар билан 
чегараланган «йулак»ларни {0<Rew<l} йулакка аксланти­
рувчи ва берилган шартни каноатлантирувчи чизикли vv(z) 
функцияни топинг:

30. х= а, х = a+b\ w(a) = 0.
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31. X  =a, X  -~~a+ b\ w(a + y) = \ + /, Jmwjfl + |  + / j < 1,

32. у — kx, у = kx+ b; w(0)--0.
33. у -kx+b.r y= kx+ bw (ib .)= Q .
34. Куйидаги 1} доирани {jw- -wj< /?} доирага акс- 

лантирувчя шундай чизикли функцияни топингки, дои- 
раларнинг марказлари бир-бирига мос келсин ва бирин­
чи доиранинг горизонта л диаметри иккинчи дойра 
\ак,икий укнинг мусбат йуналиши билан о: бурчак хрсил 
к,! I л у в ч и д и а метр! i га а ксл а н с и н

2~§, Каср чизикли функция

Г. 3-т а ъ р и ф . Ушбу

V. = -:~-j (а, Ь, с, de  С)

куринишдаги функция каср-чизикли функция (каср чизик;- 
ли акслантириш) деб аталади. Бунда

ad ~ Ьсф  О

деб кдраймиз, акс \олда ас - j  булиб, w функция узгар-
масга а ила над и,

Каср чизикди функция кенгайтирилган (г) комплекс 
текисликни кенгайтирилган (w) комплекс текисликка 
конформ акслантиради.

Умуман, \ар кандай каср чизикли акслантириш, чи-
зикди акслантириш билан vv = ~ куринишдаги аксланти-

ришни кетма-кет бажарилишидан ибораг. Х^кикатан \ам,
с * 0 десак,

bĉ ad
ш - az+t> - а , С2 

cz+d с 7+<1

булиб, ушбу
W, = Z + - , W2 = -J-1 С 1 W |

белгилашлар ёрдамида
_ а , bc-ad ,,, W  - -  + — j —  • W  2

булиш ини топамиз.
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4-м и со л .  Ушбу
w = -

Z

акслантириш (г) текисликдаги тугри чизик,ни ёки айла- 
нани (w) текисликдаги тугри чизик,к,а ёки айланага утка- 
зишини исботланг.

Маълумки, R 2 текисликда
A(x2+y2)+2Bx+2Cy+D = 0 (3)

тенглама (>4=0 булганда) тугри чизицни ёки (А ф 0, ЕР+О— 
—AD>0 булганда) айланани ифодалайди.

Энди
х1 + у2 = Z- Z,

Y -  Z + Z 
х  ~  2 ’

и = - ii lz l l  
у 2

булишини эътиборга олиб, (3) тенгламани куйдагича ёза- 
миз: _

A z z  + Ez + Ez + D = 0 (4)
Бунда E=B+Ci.
Шундай к,илиб, (4) тенглама (г) текисликда тугри 

чизик, ёки айлананинг комплекс аргументлик куриниши- 
даги ифодаси булади ва аксинча.

(4) нинг w = \ акслантириш ёрдамида х,осил булган 

аксини топиш учун ундаги г урнига ~  ни к^ямиз. Нати- 
жада

А ■ + Ё  — + E  = + D = Q,WW W W
ЯЪНИ

Dw vv + Ew + Е  ■ w + А = 0 (5)

тенглама х,осил булади. (4) х,амда (5) муносабатларни со- 
лиштириб, (5) нинг х,ам (w) текисликда тугри чизик, ёки 
айлана булишини топамиз.

2°. Каср чизикди акслантиришлар к,атор хоссаларга эга.
1 -х о с с а . Каср чизик^и акслантиришларнинг суперпо- 

зицияси яна каср чизицли акслантириш булади; каср чи- 
зиКгПи акслантиришга тескари булган акслантириш х>ам каср 
чизик,ли булади.
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2-х о с с a . Ихтиёрий каср чизикли акслантириш Cz даги 
айлана ёки т$три чизицни Cw даги айлана ёки тугри чи-
зикда акслантиради.

Бу хоссани каср чизикди акслантиришнинг доиравий- 
лик хоссаси дейилади (тугри чизик одатда радиуси чексиз- 
га тенг булган айлана деб каралади).

И з о \ . Каср чизикди функция ёрдамида айланани ай- 
ланага ёки тугри чизикка акслантиришини аникдаш учун
унинг махражини нолга айлантирувчи Z = -^  нуктани
кдралаётган айланага тегишли ёки тегишли эмаслигини 
текшириш кифоядир.

Масалан,

акслантириш {z : | z \ — 1} айланани айланага. {z : | z | =2} ай­
ланани эса тугри чизикка утказади.

Текисликдаги у тугри чизикка нисбатан симметрик 
нукталар тушунчаси укувчига элементар математикадан 
маълум. Энди бу тушунчани айланага нисбатан таъриф- 
лайлик.

4- таър  и ф . Агар z ва z* нукталар учи у = {ze С :
| Zo I айлана марказида булган битта нурда ётиб, улар- 
дан айлана марказигача булган масофалар купайтмаси у 
айлана радиусининг квадратига тенг булса, яъни

| arg(z\ - zo) = arg(zi - го),
|  \z\ - z q \ ]z \ -zo\= R 2

тенгликлар уринли булса, г, ва z *  нукталар С комплекс 
текисликдаги у айланага нисбатан симметрик нукталар 
дейилади.

Агар г, ва z* нукталар у айланага нисбатан симметрик 
нуцталар булса, у х,олда

булади.
3-х о с с а . ХаР кандай каср чизикли акслантириш нати- 

жасида (г) текисликдаги у айлана ёки тугри чизикда нисба­
тан симметрик булган г, ва z2* нукталарнинг акси (w) те-
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кисликда у айлананинг акси булган w(y) айлана ёки тугри 
чизикда нисбатан симметрик булган w, ва w* нуцталардан 
иборат булади.

Бу хосса каср чизикди акслантиришда симметриклик- 
нинг сацланиш хоссаси дейилади.

4-х о с с а . (z) текисликда берилган ^ар хил zv zv Z3 нук­
таларни (w) текисликда берилган х,ар хил wv w2, и>3 нуцта- 
ларга акслантирувчи каср чизикли функция мавжуд ва у 
ягонадир.

Бу акслантириш ушбу

каср чизик^и функция кщори ярим текислик {lnu>0} ни 
бирлик дойра {| w|<l} га акслантиради, бунда 0 -ихтиёрий 
хакикий сон.

6-х о с с а . Ушбу

каср чизикли функция (z) текисликдаги бирлик дойра 
{| z \ < 1} ни (w) текисликдаги бирлик дойра {| w \ < 1} га 
акслантиради, бунда 6 — ихтиёрий ^ациадш сон.

5-м и с о л . (г) текисликдаги E  = {ze С : 1 < | г | < 2} сохд 
(\ал ка)

каср чизикди функция ёдрамида (w) текислигидаги к,ан- 
дай сохага аксланади?

Бу мисолни икки усулда ечамиз.
Б и р и н ч и  усул.Аввало

ни z га нисбатан ечамиз. Натижада
_ _  l-2w 
4 _  w-1

W —УУ[ УУ3-УУ2 _  Z~Z\ Z1-Z2 

W —W 2 W’ 3 — WI Z — Z2 v 3~"£l (7)

муносаоатдан топилади.
5-х о с с а . Ушбу

z-a (8)

(9)

булади.
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Унда Е  — {ze С : | < | г | < 2} со^анинг (w) текисликдаги 
акси

F  = w (E) = jw е С 1 < |-Ь^| < 2|

булишини топамиз.
Равшанки,

1 < | ^ |  => jw — 1| < |1 — 2>v| =>

=> |и + /у - 1| < |1 - 20 + /v)| => (г/ - I)2 + v2 <

< (2и - I)2 + (2v)2 => 3и2 - 2и + 3v2 > 0 =>

^ ( U~ j ) 2 + v2>( I )2 =>|w_ i | > i .

Шунингдек:

I— -ri < 2 => jl — 2н'| < 2|w - 1| =>| W-1 | I I I !
=> |l -  2(и + iv) < 2\и + /у -  l|j =>

=> (2и - I)2 + (2v)2 < 4|(w - l)2 + v2 j => 

=>4«<3=>w<|-=>Re>v<^

булади. Демак,

F  = w (E) = jw g C: |w - ^ , Re w < -̂j.

Шундай килиб, (z) текисликдаги E ^ z  e С : 1 < | z | < 2} co^a

функция ёрдамида

F  = w (E) = j w  g  C: |w - ^ , Re w < -jJ

сохдга аксланади (17-чизма).
И к к и н ч и  у с у л .  Е  со\анинг чегараси у ,: | z | = 1, У2: 

|^| = 2 булган иккита айланадан иборат. Берилган каср 
чизикли функцияни чексизга айлантирадиган нук^а 2 
булиб, бу нукта иккинчи айланага тегишлидир: ^  g  у2, 
w(Zq)= оо. Демак у, айлананинг акси айлана булиб, у2 нинг 
акси тугри чизикдир. у, нинг аксини топиш учун у, га те-
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17-чизма

гишли учта z, =1, Z2=~ 1, Z3—i нук,таларни кдрайлик. Бу нук,- 
таларнинг акси

w(z\) = = \ , w(z2) = 0, w(z3) =
_  /+1 _  2-/+2/+1 _  3+/ _  3 , J_
~  i+2 ~  5 “  5 ~ 5 + 5

булиб, бу учта нук,тадан утувчи айлананинг тенгламаси 
|w “  з| = 3 дир. у, нинг аксини топиш учун, унга тегишли
z=2i, z= —2/ нук^таларнинг аксини топамиз:

и , т \  — 1+2/ _  2+4/—2/+4 _  6+2/ _
W' Z l '  ~  2+2/ ~ 8 “  8 "

_  3 | / . , т,\ _  1-2/ _  2-4/'+2/+4 __ 3 /'
— 4” "4 ’ w y- l l > - T T i ~  1 ~ 4 _ 4-

Бу нук,таларни бирлаштирувчи тугри чизик, Re w = ^ дир.

Демак, {1 < j z \ < 2} со.\анинг акси ||w - ^ , Re w < ^ j

эканлигини курамиз (17-чизма).
6-м и с о л . Ушбу х=0 чизик,нинг

акслантириш ёрдамидаги аксини топинг.
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^=1 нук̂ та {х=0} тугри чизикка тегишли эмас. Демак, 
каралаётган чизик, w = акслантириш ёрдамида айла-
нага утади. Бу айланани топиш учун Jt=0 тугри чизикда 

Zl=~i, z2=0, z3=i 
нукталарни оламиз. Уларнинг акси

w, =^(Zi) = z j^  = - }2+ \i,

w2 = w(z2) = -1, 
w3 = w(zi) = -^  = - ± - \ i

булади. (w) текисликда бу w,, w2, w3 нукталардан >пувчи 
айлананинг тенгламаси

if+rf+au+bv+c =0 (10)
булсин дейлик. Бу тенгламадаги номаълум а, Ь, с ларни 
топиш учун w,, w2 ва w3 нукталарнинг координаталарини
(10) тенгламага куямиз. Натижада

(_ т) + (т) + а(~ т ) + + с = яъни о+^+2с=о,
1+0+а1+£0+с=0, яъни 1— а+с=0,

(_ i )  + (~ i) + а(- т )+ ̂ (_ т )+ с = яъни а~^+2с=о

булиб,
f 1 — о. + b + 2 с — 0,
11 - а + с = 0,
[l - а - b + 2с - 0

система \осил булади, Бу системанинг ечими
а—1, Ь=с—О

булади. Демак, л—0 тугри чизикнинг берилган аксланти­
риш ёрдамидаги акси

и2+и-fvJ=0 ,
яъни

jw е С: jw + = j-j 

айланадан иборат экан.
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7-м и с о л . Комплекс текисликда £, = 1+/ нукта учун ушбу 
{~t. С : j z j = 1} айланага нисбатан симметрик нуктани то­
пинг.

Изланаётган нуктани г,* дейлик. Уни топиш да 
-• , _ R1М м) ~ --—

формуладан фойдаланамиз. г.= 0 хамда R— 1 булишини 
эътиборга олиб,

_ 1-<-1 "  :Г Ч

булишини топамиз. Демак,

8-м и с о л .  О, J, оо нукталарни мос равишда /, <*>, О 
нукталарга акслантирувчи каср чизикли функцияни то­
пинг.

Аввало zv zv z3 нукталарни w н’ w нукталарга акс­
лантирувчи каср чизикли функцияни ёзиб олайлик:

Z~Z\ Z\~Zi  vv-H'j Н’з—\v’2 
Z~ < 2 Zi ~Z\ W —Wj \Vt(—Vl’|

Бу генгликда zf 00, w2 —>00 дсб лимитга утсак,
м _ w~w\

Z~Z}  W3— W]

муносабатга келамиз. Бу тенглик ёрдамида zv zv 00 нукта­
ларни wp 00, w3 нукталарга акслантирувчи каср чизикли 
функцияни аниклаймиз. Демак, изланаётган функция

г-0 _  vv—/ 
z-l 0-/ ’

яъни

9-м и с о л .  Юкори ярим текислик П={^е C : Im z > 0 }  
ни бирлик дойра U={we С: | w| < 1} га шундай аксланти- 
рингки,

w(i) = 0, argw'(/) = - y

булсин.
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Каср чизикди функциянинг 5° — хоссасига кура 
н- = е!в ■ , !пт а > ОZ-(l

функция юкори ярим текисликни бирлик доирага акс- 
лаш иради.

Берилган
и( /) =0

шаргдан
О - e,Q Ы .1-0

яъни cr-i булиши келиб ч и кади. Натижада

булади. Масаланннг arg w’U) = - |  шартидан фойдаланиб 
9 ни топамиз:

w'(z) = ■ - -—-у, w'(0 = ■ у ,U+0 ~

Агар
arg(~ г/в у) = arg(-l) + arg е,в + arg у = я + в + у  = Ар + в

булишини эътиборга олсак, унда

Д® 9 -- - у

булиб, в - -2л(е/0 = 1) га эга буламиз. Демак, w - ~т  из- 

ланаётган акслантириш булади.

М И С О Л  В A M A C  АЛ АЛ А Р

Куйидаги тупламларнинг vv = -̂ акслантириш ёрдами­

даги аксини топинг:
35. л-= 0.
36. > = 0.
37. arg z = j .
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38. -1 < x < 1, у = 0.
39. | г | =1, 0< arg z < п.
40. г = cos /(cos t + i sin /), - у  с t < ^ .

41. у =x+b — параллел турри чизикдар оиласи,
42. у =кх — турри чизикдар оиласи.
43. Zq*  0 нуктадан утувчи тутри чизикдар оиласи.
44. у =х2.
45. х1+у1=ах — айланалар оиласи.
46. х2+у2 <сх (с>0) — доиралар оиласи.
47. х2+у2<сх (с<0) — доиралар оиласи.
48. х2+у2<су (с>0) — доиралар оиласи.
49. у>сх (с>0) — ярим текисликлар оиласи.
50. | z~а | < R — доиралар оиласи; бу ерда а — тайинлан- 

тан нук т̂а, R>0 эса R< \ а | тенгсизликни каноатлантирув- 
чи узгармас.

51. | z~а | < R — доиралар оиласи; бу ерда а — фиксир- 
ланган нукта, R эса /?>| а | тенгсизликни каноатлантирув- 
чи узгармас.

52. Ушбу {| £ | =1} айлананинг w = акслантириш ёр-
дамидаги аксини топинг.

Ушбу vv = акслантириш куйидаги чизикдарнинг

кайси бирини турри чизикка ва кайси бирини айланага 
акслантиришини уларнинг аксларини топмасдан аникданг.

53. \z + i\ = j .
54. U| =1.
55. х=—\.
56. х~2 у= 1.
57. х—2у+1=0.
58.H = f

Куйидаги чизикларнинг

акслантириш ёрдамидаги аксининг турри чизик булиши­
ни исботланг ва уларнинг генгламасини топинг.

К у р с а т м а .  Турри чизик иккита нукта ёрдамида аник- 
ланишидан фойдаланинг.
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59. x2 + у2 = л/2.
60. х2+у2+2у = 0.
61. у =х.
Берилган D сохднинг каср чизикли w=f(z)  аксланти- 

риш ёрдамидаги аксини топинг.
62. D = {|;| < 1}, »  = | 4 .

63. D = {х > 0, у > 0}, w = | .

64. /> = { N > 1}, »  = ■£.

65. D = {Im  г > 1}, w =

66. Z)={0<Rez<l}, w=|.

67. D =: jo < arg z < H 
^II£

68. D = [\z\ < 1, \z- 4< V2}, w =

69. Z) = {k - 1|< 2}- w ■- жг+3 '

70. D = { l* “ 1|<2}, VV :-  г+1 
г-2 '

71. Z) = {k~ l| <2}, VV :_ г-1
2г-6 '

72. Z) = {Re z < 1}. W = Z
г-1+/ ‘

73. Z) = {Re z < Ч. w = г
г-2 ’

74. Z) = {Re z < 1}. vv = г-3+/ 
г+1+/ ’

15.D = {\z\<\, Im г > 0}, w = |T| .

76. Z) = jz e [- 2,1]}, w = f±£.

77. Z) = {|z - /| >1, Im z > 0}, w = | .

78. D = [\ <\z\<2), w = ^\-

79. Z) = {*  > 0, у > 0}, vv = .
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80. D = {И < 1, lmz> 0}, w = .

81. D = {о < arg г < f }, w = ^ .

82. D = {0 < x < 1}, w = ~ .

83. D = {0 < x < 1}, w = —j .

84. D = {1 <| z\ < 2}, w = ^ .

85. Z> = jz: Re z > 0, |z - || > y j  со\ани

G = {w.O < Rew <1} йулакка акслантирувчи каср чизик­

ли функцияни ТОПИНГ.
Комплекс текисликда г,=1+/ нукта учун куйидаги чи- 

зикдарга нисбатан симметрик булган нуктани топинг:
86. х = 0.
87. у =0.
88.|г| = 2.
89. | г | = л/2.
90. | г-1-/1 = 2.
Куйидаги Г  чизик учун { | z \ = 1} айланага нисбатан 

симметрик булган чизикни топинг:
91. Г  = {х=1}.
92. Г  = {у=2).
93. ir = {|z| = 2}.
94. Г  = {arg* = ос}.
95. Айтайлик, Г  — айлана ёки туфи чизик булиб, Р  ва 

Р* нукгалар Г  га нисбатан симметрик булган нукталар 
булсин. У  холда ихтиёрий М х, М2е Г  нукталар учун

\ ЩР \ _ = \ М2Р\_
\М,Р*\ \М2Р*\

тенгликнинг уринли булишини исботланг.
96. Фараз килайлик, z, ва нукталар у тугри чизикка 

нисбатан симметрик нукталар оулсин. У  \олда ва ̂  нук- 
талардан утувчи ихтиёрий айлана у тугри чизик, билан тугри 
бурчак остида кесишишини исботланг.

97. Айтайлик, zl ва ^  нукталар Г  айланага нисбатан 
симметрик нукталар булсин. У  \олда z, ва ^  нукталардан
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утувчи ихтиёрий айлана Г  айлана билан туфи бурчак ос- 
тида кесишишини исботланг.

98. zv z*, Zq, z f  нукталар берилган булсин. Бу нукта­
лар учун шундай шартни топингки, агар шу шарт бажа- 
рилса, шундай /’айлана ёки туфи чизик, топилсинки, ^  
ва zK* (к= 1, 2) нукталар Гчизикка нисбатан симметрик 
булсин. _

99. Айтайлик, С  дан олинган ихтиёрий бир-биридан 
фаркди zv Zq, нукталар берилган булсин. z3 нуктадан утув­
чи ва zv z2 нукталар Г  га нисбатан симмефик булган шун­
дай ягона /чизик (айлана ёки тугри чизик) мавжуд экан­
лигини исботланг.

Куйидаги шартларни каноатлантирувчи каср-чизикди 
w(z) акслантиришни топинг:

100. w(0)=4, w (l+/)=2+2/, w(2/)—0.
101. и<0)=0, w(l+/)=2+2/, w(2/)=4.
102. и<0)=0, w( l+ 0=oo, w(2i)=2i.
103. н</)=2, w(oo)=l+/5 w(—0=0.
104. w(/)=0, W(oo)=l, w(—0=oo.
105. w(/)=—2, w(oo)=2/, w(-i)=2.
106. н<-1)=0, w(0=2/, w( 1+/)=1-/.
107. w(-l)=/, W(/)=°o, w(l+/)=l.
108. и<-1)=/, W(oo)=l, w(/)=l+/.
109. w(—1)=оо, W(oo) = /, w(/)= 1.
110. w (-l)= —0, W(o°)=o°, w(/)=l.
111. Ихтиёрий каср чизикди акслантиришнинг камида 

битта (чекли ёки чексиз) кузгалмас нуктага эга эканли­
гини исботланг.

112. Узгармасдан фаркди булган ихтиёрий каср чизикди 
акслантиришнинг купи билан иккита (чекли ёки чексиз) 
кузгалмас нуктага эга булиши мумкинлигини исботланг.

113. Икки 1 ва / нукталарни кузгалмас колдирувчи, О 
нуктани эса — 1 нуктага акслантирувчи каср-чизикди 
функцияни топинг.

114. у ва 2 нукталарни кузгалмайдиган, |  |  / нукта­

ни эса с» га акслантирувчи каср чизикди функцияни то­
пинг.

115. / нукта икки каррали кузгалмас нуктаси булган ва 
1 нуктани оо га акслантирувчи каср-чизикди функцияни 
топинг.

116. Юкори ярим текисликни узини узига аксланти­
рувчи каср-чизикди функциянинг умумий куринишини 
топинг.
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117. Юкори ярим текисликни куйи ярим текисликка 
акслантирувчи каср-чизикли функциянинг умумий кури­
нишини топинг.

118. Юкори ярим текисликни унг ярим текисликка акс­
лантирувчи каср-чизикли функциянинг умумий курини­
шини топинг.

119. Ушбу {|г|</?} доирани {Rew>0} унг ярим текис­
ликка акслантирувчи ва

w( R) = 0, w(—R) = оо, vv(0 )= 1
шартларни каноатлантирувчи w(z) функцияни топинг. Бу 
акслантириш ёрдамида юкори ярим дойра каерга аксла- 
нади?

120. Ушбу {1тг> 0} юкори ярим текисликни {| w—w0|</?} 
доирага шундай акслантирингки, / нукта доиранинг мар­
казита утсин ва акслантирувчи функция хрсиласининг 
аргументи / нуктада нолга тенг булсин.

121. Ушбу {| г | < 1} бирлик доирани {Imw>0} юкори ярим 
текисликка шундай акслантирингки, — 1, 1, / нукталар 
мос равишда «>, 0, 1 нукталарга утсин.

122. Ушбу {| г — 2| < 1} доирани {| w—2/| < 2} доирага шун­
дай акслантирингки,

vv(2) = / ва argvv/(2) = 0
булсин.

123. Ушбу {Re^>0, 1тг>0} квадрантни {| vv |< 1} доирага 
каср-чизикчи функция ёрдамида акслантириш мумкин- 
ми?

D со\ани G со^ага конформ акслантирувчи ва куйида­
ги шартларни каноатлантирувчи w(z) функцияни топинг.

124. D = {1тг >0}, G = { |w |< l } ,  
w(2/) = 0. argvv'(2/) = 0.

125. D = {Im z>0}, G = {| w| < 1}, 
w(a+bi) = 0, c\Tgw(a+bi) = 0 (Zj>0).

126. Z)={lm^>0}, G = {| w — w01 < R}, 
w'(/) = vv0, w'(/)>0.

127. D = {\z\ <2}, G = {Rew > 0}, 
w(0) = 1. argvv^O) = у  .

128. D ={\ z —4#| <2}, C7 = { Imw> Rew}, 
w (4/) =~4, vv (2/) = 0.

129. Z) = {lm^>0}, G = {lmw>0},
w(a) = b, argw'(tf) = а(1тя>0, Im6>0).
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К у р с а т м а .  Аввал иккала ярим текисликни бирлик 
доирага акслантириб олинг.

130. D = {Im * >0}, G = {Imw < 0},
w{a) = а, argw'(fl) _  л 

2 (1т я > 0).
131. /> = {U I  <i}, G = {\w\ < П,

д м
— II о arg w' (у ) “  o.

132. Д = {| <:!<!}, G = {|w| < 1},

д II о arg w ' ( y И -
133. D = {\z\< 1}, (7 = {| w| <! } ,

w (0) = 0, arg w ' (0) _  n
2

134. 0  = { |г |<1}, G = {\ w| < 1},
w(a) = а , argw'(<2) -= а ( | я |< 1).

135. А = <!г|<Л,}, <7 = {|w| < / y ,
w(a) = b, argw'(fl) = a (| о |< я„ !*!< «,)

136. Z) = {| г| <1}, G = {[ w--1 |< 1

о II ю|
— w(l)  = 0.

137. {j z \ < 1} доирани {Rew > 0} унг ярим текисликка акс­
лантирувчи шундай каср-чизикди w(z) функциянинг уму- 
ми й куринишини топингки,

н!(г,) = 0, w(z2) =
шартлар бажарилсин. Бу ерда г,, г2 нукталар {| г | =1} айла- 
нанинг arg ,̂< argz2 тенгсизликни каноатлантирувчи берил­
ган нукталари.

138. доирани узини узига акслантирувчи ва 
w(<2)=0 (|я|</?) шартни каноатлантирувчи каср-чизикли 
функциянинг умумий куринишини топинг.

139. {|<:|<^} доирани узини узига акслантирувчи ва 
w(a)=b (| а \ < /?, | b\<R) шартни каноатлантирувчи каср- 
чизикди w(z) функциянинг умумий куринишини топинг.

140. {|г|</?} доирани узини узига акслантирувчи ва 
w(±R)=±R шартларни каноатлантирувчи каср-чизикди w(*) 
функциянинг умумий куринишини топинг.

141. {| г i < 1} доирани узини узига шундай акслантиринг- 
ки, ^акикий укнинг {v=0, 0 < х < а) (а< 1) кесмаси хдкик,ий 
укнинг координата бошига нисбатан симметрик булган 
кесмасига акслансин. Хосил булган кесманинг узунлиги- 
ни х^исобланг.
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3-§. Даражали функция

5-таър и ф . Ушбу
w = Z' (пе N, п> 1)

куринишдаги функция дара жени функция дейилади. Даража­
ли функция бутун комплекс текислик С да голоморф. Бу 
функция ёрдамида бажариладиган акслантириш ихтиёрий 
ге С\{0} нуктада конформ булади: w' = nzn~'\oсила С\{0} 
да нолдан фарктидир.

Агар z=re i'*, w=pe,'v дейилса, р=/*, \|/=жр эканлигини 
курамиз. Бу тенгликлардан w=? функция аргумента ф га 
тенг булган, 0 нуктадан чикувчи / нурни, аргумента «ф га 
тенг булган /нурга акслантиришини курамиз. (18-чизма).

Агарда биз (,•:) текислигида орасидаги бурчаги ^ д а н

кичик булган иккита нур билан чегараланган D со^ани 
карасак (19-чизма), w=z? функцияни бу сохдда бир яп- 
рокли эканлигини курамиз.

Масалан, w—zn функция

< arg г < 2{-k^ )K , к = О, 1, ..., п - 1

сох,аларнинг \ар бирида бир япрокли, демак, конформ 
булиб, уларнинг \ар бирини (w) текислигидаги C \R+ со- 
х,ага акслантиради (20-чизма).

Жумладан, w=z? функцияси 0<argz< f  сохдни Imw>0

юкори ярим текисликка конформ акслантиради.
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<c\ r+

19-чизма. 20-чизма.

10-м и сол  . Ушбу
w = £3

даражали функция ёрдамида (г) текисликдаги 
Е  ={зе С : argz = f  } тупламнинг (vv) текисликдаги аксини
топинг.

Берилган Е  тупламни

Е  = jz е С: arg г = | }  = {ф = J-, 0 < г < ° ° }

деб
w (E) ={vveC:\|i = ^ L, 0<р< +ooj = {vv е С: arg vv =

булишини топамиз.
11-м и с о л . Ушбу

w = £
даражали функция ёрдамида (г) текисликдаги

Е  = {z е С: I z\ < 1, f  < arg г < f }

сохднинг (w) текисликдаги аксини топинг.
Берилган Е  сохдни

Е  = {О < г < 1, f  < Ф < f }

деб,
w (E) = {о < р < 1, -у < \|/ < я } = {w е С:| w|< 1, y<argw<rc}

булишини топамиз (21-чизма).
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21 -чизма.

12-м и с о л . (z) текисликдаги

Е  = е С :0 < arg г < j }  

секторни (w) текисликдаги {weC:|w|<l} бирлик доирага 
шундай акслантирингки, г, = е 8 нукта ^,=0 нуктага, .̂ =0 
нукта эса и>2=1 нуктага утсин.

Берилган Е  - е С:0 < arg г < секторни функ­

ция ёрдамида {/еС:1т/> 0} юкори ярим текисликка акс- 
лантирамиз. Унда г, =е н нукта t=z{4—i нуктага, ^=0 нукта
эса /2=0 нуктага утади. Сунгра {feC:Imr>0} юкори ярим 
гекисликни {we С:\ w| <1} бирлик доирага шундай акслан- 
тирайликки, /,=/ нукта уу,=0 га >пгсин (22-чизма).

Равшанки, бундай акслантиришнинг умумий куриниши
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булади (2-§ га). t2=О нуктанинг w=\ нуктага аксланиши- 
да;; фойдаланиб/

i = £4 = V е 0+/

яъни, е т=—\ булишини топамиз. Демак,

w = (- \ )H  = -l=L у ’ t+i t+i

булади. Агар t~z4 эканини эътиборга олсак, унда

булиб, у изланаётган акслантириш булади.
Амалиётда w--z!' функциясидан бурчакли со\аларни узи- 

дан соддарок, со\аларга акслантиришда фойдаланилади.

М И С О Л  В A M A C  АЛ  АЛ А Р

Куйидаги тупламларнинг w=z} акслантириш ёрдами- 
даги аксини топинг:

142. Re^=r/, (<7>0).
143. Imz=a, (а>0).
144. argr=oc, (0 < ос < п).
145.!:;=/', f  <аг8г< f  .
146. Inu > 0.
147. Rez > 0.
148. л < arg z< y  ■

149. U!< 1, ^  < arg г < -у •

150.1тг<-1.
151. Rez>\.
152. \z\< 2, 0 < arg г < f  •

153. U i >  2 ’ Rez > °-
Куйидаги E  тупламнинг берилган акслантириш ёрда- 

мидаги аксини топинг:
154. Е = (|г|< I, arg с = и’ =
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155. II {N >  1, arg z = f } ,  w = г3.

156. Е  = {N = 2, < arg г < j } ,  w = zb.

157. н {|argd< * e I0,1]|, w = *x.

158. D =II N A Im* > 0} ярим доирани G= {Imw > 0}
юкори ярим текисликка шундай акслантирингки, нати­
жада

w(—1) = О, w(0) = 1, w(l)  = °°

шартлар бажарилсин.
159. Z)={| *| >1, Im* > 0} со\ани G— {Imw > 0} юкори ярим 

текисликка конформ акслантирувчи функцияни топинг.
0 ={| *|< 1, Im * > 0} ярим доирани <7={Imw>0} ярим 

текисликка конформ акслантирувчи ва куйидаги шартлар­
ни каноатлантирувчи w(z) функцияни топинг:

160. w (l)=— I, w(—1)=1, w(0)=oo.
161. W(t ) = ЭГё Н''(у) = .
D={| z\<\, Imz > 0} ярим доирани G= {| w \ < 1} доирага 

конформ акслантирувчи ва куйидаги шартларни каноат­
лантирувчи v,’(z) функцияни топинг:

162. w ( - l ) = - l ,  w(0)=-i.
163» щ {■] ~ 0, arg vv'(i) = | .

Куйидаги сох.аларни { lmw>0} юкори ярим текислик­
ка конформ акслантирувчи н<г) функцияни топинг:

. 164. U ! <1, | *-/| >1.
165. | *| >1, | *-/| <1.
166. | z | >2, \ z ~ Ji\ < y[7. ■
167. 23-чизмада гасвирлан-/• j->rf I ган со\ани { l m w > 0} юкори

~ярйм~гёкисликка конформ акс- 
\  У  лантирувчи w(z) функцияни

топинг.
168. 24-чизмада тасвирлан- 

ган со\ани { l m w > 0} юкори 
I ярим текисликка конформ акс­

лантирувчи w(z) функцияни 
23-чизма. ТОПИНГ.
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24-чизма.

169. {j z \ <1} доирани jw £ (- °°, - ^]| со\ага конформ 

акслантирувчи ва
w(0) = 0, w '(0)>0 

шартларни каноатлантирувчи w(z) функцияни топинг.
170. j|argz|< бурчакни {| w | < 1} доирага конформ

акслантирувчи ва
w (l) = 0, argw '(l) = я 

шартларни каноатлантирувчи w(z) функцияни топинг.

4-§. Жуковский функцияси

6-т а ъ р и ф . Ушбу

w = i ( z+l )  <п >

функция Жуковский функцияси деб аталади.
Бу функция г=0 ва нук^талардан ташкдри бутун 

текисликда голоморф функциядир.

Жуковский функциясининг хрсиласи и;/=2’(^- ‘̂ ’)

булиб, { + 1; —1} нукталардан ташкдрида w'* 0  дир. 
w = -j(z + ^) функция ёрдамида акслантириш {+ 1; - 1}
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нукталардан ташкарида (z=0, нукталарда \ам) кон- 
формдир.

(11) функция бирор £ сохдда (EczQ  бир япрокли були- 
iijи учун бу сох,а ушбу

муносабатни каноатлантирувчи г, ва г2 нукталарга эга 
булмаслиги зарур ва етарли.

С да бирлик дойра U={ze С: \ z |<1} ни олайлик. Жуковс­
кий функцияси

W = | ( z + I )

бу доирада бир япрокли ва уни (w) текисликдаги [—1, 1] 
кесманинг ташкарисига акслантиради.

Худди шунингдек, Жуковский функцияси бирлик дои­
ранинг ташкариси U*={ze С: | <: |> 1} ни [— 1, 1] сегментнинг 
ташкарисига конформ акслантиради (25-чизма).

©

,-1

Агар Жуковский функцияси
w = +I

да

дейилса, унда

булиб,

Z =  r e w  =  u+iv 

и+ iv= \[rei{* + ^ “ 'ф)

_ i -I jsintp
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булади. ( 12) дан ( 11) акслантириш учун куйидагилар ке­
либ ч и кади:

1) (z) текисликдаги {ze C:\z\-r, г>1} айлана (vv) ге- 
кисликдаги фокуслари (—1, 0) ва ( 1, 0) нукталарда. ярим 
у Клари

а = {('• + !). * = ! ( '• - } )

булган эллипсга аксланади.
2) (z) текисликдаги {z&C\\z\=r, г< 1} айлана (н-) те­

кисликдаги фокуслари ( — 1, 0) ва ( 1,0) нукталарда ярим 
уКлари

а = \ (г  + ^ , * = {(}- / • )

булган эллипсга аксланади.
3) (z) текисликдаги {zeC:argz=0} нур (vv) текислик­

даги { vve С : arg vv=0} нурга, {ге С : arg нур 
(We С : arg w = h} нурга аксланади.

4) (z) текисликдаги {z е С :arg z = у} \амда

{w е С :argz = у }  нурларнинг \ар бири (vv) текисликдан

{vve С: и =0} тугри чизикка аксланади.
5) (г) текисликдаги

|г е С: arg г = ф; ф *  0, ф * ^ , ф * к, ф * 

нур (vv) текисликдаги ушбу
и 2 _____VZ______ J

cos2 ф sin2<p

гииерболанинг мос «шо\часига» аксланади (26-чизма).
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13-м и с о л .  Жуковский функцияси ёрдамида

I = [z е C:\z\= 1, ^< a rg  z < Jf }
ёйнинг аксини топинг.

Равшанки,

/ = {ге С :|* |= 1, ^  < arg г < у }  = {/* = 1,

( 12) муносабатларга кура

и = 1 (г + г)cos = cos Ф> 
v = sin ф = О

булади.
Агар ^  < Ф < у  булганда - ^  < cos ф < ^  булишини 

эътиборга олсак,

v - 0}  = f - 4 , #

эканини топамиз (27-чизма).

©
w(«)

-1 Л  г аг

27-чизма

14-м и с о л .  Жуковский функцияси

и.'=4(г + { )

ердамида
/ = [z g С: arg z = -у} 

нурнинг аксини топинг.
108
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Аввало / ни куйидагича ёзиб оламиз:
/ = |ф = ^ ; 0 <Г<оо|

Сунг
w = u+iv (z ~ гет ) 

деб, ( 12) муносабатлардан топамиз:

и = 2 (Г + г) COS ф = 2 (r + г) COS Ч  = “  ^2  (Г + ~г )'

V = 1(г -  1) Sin ф = 1 (г -  1) Sin ^  (г -  1).

Равшанки, бу чизик^нинг тенгламаси w(f)= {и2 - v 2 = j-, 

м<0} гипербола булагидир (28-чизма).

15-м и с о л . Жуковский функцияси ёрдамида (z) текис­
ликдаги

Е  = е С:0 <| z\ < 1, 0 < arg г < f  }

соханинг аксини топинг.
Берилган Е  соханинг чегараси /,, /2 ва /3 чизиклардан 

ташкил топган: дЕ = lyv^vlj. Бунда

lx = jz = г ■ е,ф е С: ф = 0, 0 < г < 1 j,

/2 = = г е1ц> е С:0 < ф < , г = 1J,
109
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h = {z = r e'v еС:ф = | ,  0 < r < lj,

Жуковский функцияси ёрдамида бу чизикутарнинг ак- 
сини топамиз. Бунда (12) формулалардан фойдаланамиз:

w(A) = |w = и + iv е С.и = + ijcosq), v = - i j  sin ф| = 

= |w = I|/* + ^J, v = 0; 0 < r < l j  = {1 < и < oo, v = 0} = /,‘, 

w(l2) = jw = и + /v g С. и = ^ [r + l j  cos ф, v = 1 (r - l j  sin ф| = 

= |u-  cos ф, v = 0; 0 < ф < -|j = < и < 1, v = o| = l\, 

w(/3) = |w = и + iv g С:и = + ^соБф, v = i | r -  yjsin ф| =

= { "  = (Г + r )> V = iTT (Г - r ); O S ' - S l } 3

= j w2 _ у2 = 1, v < Oj = /3‘.

Агар н^(£)=/7дейилса, унда dF = ^vljvl̂  булади. Демак, 

w (E) = F  - \u2 - v2 > , и > 0, v < 0|

булади (29-чизма).

29-чизма
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16-м и со л .  Ушбу

W = —у-—Z +1

акслантириш ёрдамида (г) текисликдаги ушбу

Е  = {ze С : | z |< 1}

со\анинг (доиранинг) (vv) текисликдаги аксини топинг. 
Аввало берилган vv = функцияни

W '
2- iM '

куринишда ёзиб оламиз. Агар Щ = 4 (г + т) дейилса, унда

VV = -у—2и’|

булади.
Маълумки, w, = ^ (^ + 2) ФУнкиия (Жуковский функ- 

цияси) бирлик дойра

E  = {zeC:\z\<\}

ни [—1, 1] кесманинг ташкарисига акслантиради.
Каср чизикли

VV = -у—IW\

функция [О, 1J кесмани [-у. + °°)  нурга, [ — 1, 0] кесмани 

эса (- со; - • j нурга акслантиради. Демак, берилган со^а- 

нингакси

I U Jvv( Е ) = jvv е С: w е •{(- °°, - J, |v| , + 

булади (30-чизма).
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©

30-чизма

М И С О Л  В А  М А С А Л А Л А Р

Жуковский функциясини куйидаги со^аларда бир яп- 
рок^икка текширинг:

171. | z|>2.
172. | г |<2.
173. | z |<2, 0 < arg z < -у .
174.Imz > 0.
175. Im* < 0.
176. Rez > 0.
177. Rez < 0.
178. 0 < arg z < у  ■

179. Imz > (Rez)2.
180. Imz < (Rez)2.
Жуковский функцияси ёрдамида куйидаги тупламлар- 

нинг аксини топинг:
181. U l = f

182. | z | — 2.
183. arg z = -J •

184. | z|>2.
185. | z| < 2 ■

186. |  < argz < у  •

187. -J < argz < у , г г  [0,/].
112
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188. | г|<1, & [O tl].
189. Im z > 0, z e {| *| = 1, 0 < arg z < J , ^  < arg z < л}.

190. I z\< 1, Im z < 0, z e [- /, - y j

191. \z\< 1, 0< aig*< f .

192. \z\< 1, + ^  < arg*< + -^.

193. Imz>0.
194. Im*<0.
195. | z\<\, lmz>0.
196. | г|<1, lm*<0.
197. UI>1, lm*<0.
198.1 z |>1, lm*>0.
199. 1<UI<R, lm*>0.
200. R<| *|<1, lm*>0.
201. <UI< R, Im z > 0, R e z > 0.

202. у - a < arg * < -y + a (0 < a < -j).

203. {|*|<1, z<£ [a, 1]}, (0<£7< 1) со\анинг Жуковский 
функцияси ёрдамидаги аксини топинг.

204. {|г|<1, z<£ [а, 1]}, (— 1<д<0) со\анинг Жуковский 
функцияси ёрдамидаги аксини топинг.

205. j z - ih\ > л/1 + h21 со\анинг w = j  (г + т ) Жуковский

функцияси ёрдамидаги акси учлари w=± 1 ну^таларда 
булган ва w=ih нук,тадан утувчи айлананинг ёйи буйича 
киркилган (w) текислиги булишини исботланг.

206. Жуковский функциясидан фойдаланиб 31-чизма- 
да тасвирланган сохрани {| w|<l} бирлик доирага конформ 
акслантирувчи w(z) функцияни топинг.

207. 32-чизмада тасвирланган сохдии {|w|<l} бирлик 
доирага конформ акслантирувчи w(z) функцияни топинг.

208. {| z |< 1, 1т г  >0} ярим доирани {| w |< 1} доирага кон­
форм акслантирувчи ва

шартларни каноатлантирувчи w(z) функцияни топинг.
X—952 113
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-1 0 1

31-чизма. 32-чизма.

209. D={| z |< 1, Im<: >0} ярим доиранинг

акслантириш ёрдамидаги акси w(D) ни топинг. 
210. D = {о < arg г < } бурчакнинг

акслантириш ёрдамидаги акси w(D) ни топинг.

5-§. ^функцияси. Тригонометрик функциялар

1°. Маълумки п —>°°да

|(l + f ) " l  (Я = 1, 2, 3, х е R)

кетма-кетликнинт лимити ех га тенг.
Комплекс текислик С да ихтиёрий г ни олиб, цуйидаги

кетма-кетликни кдраймиз, п —>°°да бу кетма-кетликнинг 
лимити мавжуд булади ва бу лимитга z комплекс сони 
учун ё  нинг киймати дейилади:

e: = !™ (1+f ) ” с >- 
Агар z=x+iy десак

е1 = е х (cos у + /sin у) (13)
тенглик уринли (к,. 1-боб, 4-§, 117-мисол).
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Курсаткичли w=ez функциянинг асосий хоссаларини 
келтирамиз:

1) ez функция С комплекс текисликда голоморф ва унинг 
%осиласи

(ez)' = ez
булади.

2) е1 функция учун

е Ъ+Ъ _  e zi , e z2 (zteC, z2eC)

булади.
3) ez функция даврий булиб, унинг асосий даври 2ni

булади:

4) \/z е С учун (е7)'ф 0 булиб, w—ez функция ёрдамидаги

акслантириш С текисликнинг %ар бир нуктасида конформ 
акслантириш булади.

(13) тенгликка кура, | ez |=е*, arg ez=y. Демак, w—e1 функ­

ция (г) текисликдаги {х=х()} тугри чизик,ни \w\= ех° ай-

ланага, {>'=уп} тугри чизи^ни эса {arg w=k} нурга акслан­
тиради. w=ez функция Я={>г()<1тг<>’0+2я} сохдда бир яп~ 
рокди булади, Жумладан, w=ez функция ушбу

Я  =  {2/сл<1гги<2(&+1)я}, к= 0 ,±1,±2 ,...

сох,аларнинг \ар бирини (w) текисликдаги C\R+ га кон­
форм акслантиради (33-чизма). Худди шунга ухшаш w=ez

©
C\R'1

33-чизма
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функция {0<1тг<я} со\ани юкори ярим текисликка акс- 
лантиради.

17-м и с о л . Курсаткичли

w = ег

функциянинг z - 1 ± -j/ \амда z=kni (к— 0 ,±1,±2 ,...) нук,-

талардаги кийматларини топинг.
(13) формуладан фойдаланиб топамиз:

= e(±i) = ±iew (l± f/) = е +2' = е ■ е*2' = е cos(± + i sin(±

w(kni) = екю = cos kn + i sin kn - cos kn = (-1)*

(k= 0, ±1+2 ,...)

18-м и с о л . Курсаткичли

w = ez

функция С  текисликдаги

/) = |<;б С:0 < Re <; < 1, 0 < Im z < y j

тугри туртбурчакли со\ани Cw текисликдаги кандай со\а- 
га акслантиради?

г=х+/у х,амда и>=ре'4' деб олайлик. Унда D сохдда

е° < р < е\ 0 < у < у

булади. Шуларни эътиборга олиб топамиз:

w(D) = j w  = ре'У  ё  С:1 < р < е ,  0 < \\i < у |

D х,амда w(D) сохдлар 34-чизмада тасвирланган.
19-м и с о л . Ушбу

w — е '

акслантириш ёрдамида С текисликдаги

D = {z е С: Re z > 0, - я < 1тг < я}

сохдни - ярим йулакнинг Cw текисликдаги аксини топинг. 
Равшанки, z=x+iy, w=pe'v дейилса, унда

D — {(x, у)е Л2: хХ), —я<у<я}
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34-чизма

булиб, бу со\ада

р>1 , —п<у/<п

булади. Демак,

w(Z)) = jw = р е е  С: р > 1, - я < у  < л j =

= [w е C:|w|> 1, wg(-~, -1]}.

Бу w(D) сох,а - [— —1] нур буйича *уир*;илган 

{w е С: | w| > 1} 

доиранинг ташкдрисини ифодалайди (35-чизма).

©  ©

35-чизма

20-м и с о л . С  текисликда мавхум укда параллел кдлиб 
олинган ва Н кенгликка эга булган
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D = {ze С :0<Rez<H}

сохрани (йулакни) Сн текисликдаги ушбу

{we С:  | w |< 1}

бирлик доирага конформ акслантиринг.
Бу масалани бир нечта акслантиришларни кетма-кет 

бажариш билан \ал киламиз:
1) берилган D со,\ани

'т
w , =  е  2 z -  1Z

акслантириш ёрдамида

Д  — { w,6 С  :0<ImwI<//}

сохдга акслантирамиз,
2) бу Д  сох>ани

W,

акслантириш ёрдамида

Д  =  { w2e  С :0 < lm w 2<rc}

сохдга акслантирамиз,
3) Д  сох,ани куйидаги

vv3 = е4'2

акслантириш ёрдамида

Д  = {w?e C:lmw3>0}

сохдга (юкори ярим текисликка) акслантирамиз.
4) Д  сохрани

w3 -/
^  ~  Н’з +/

каср чизикди акслантириш ердамида

Д={и>3е С:\ w|<l}

сохдга — бирлик доирага акслантирамиз. Демак, излана- 
ётган акслантиришни куйидагича

>v3-/ e~Hu'-iW - —*—г = £-- -ь------ i-
w3+/ e w2 + j  * /- .

n _j_/

булишини топамиз (36-чизма).
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36-чизма

21-м и с о л . Ушбу

D = {ze С: — 7i<Im^<7i, ze~ [а, +°о )}

со\ани ([а, +с*=) ц>р буйича киркилган йулакни ае R) 
юк,ори ярим текисликка конформ акслантиринг. 

Берилган D сохрани олдин

w, = ё

функция ёрдамида (—оо, 0] ва [ё, +оо) нурлар буйича ке- 
силган (w,) текисликка акслантирамиз:

Z), = {vv, е С: vv, ё  (-°°,0]l)[ee,+°oJj.

Сунгра D] сохрани

W,

акслантириш ёрдамида [0 , +°о) нур буйича кесилган (w2) 
текисликка акслантирамиз:

Д  = jw2 eC :w 2 ё[0, +

Них,оят, х,осил булган D2 со.\ани ушбу 

w = y[ŵ , = /'
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акслантириш ёрдамида (w) текисликнинг юкори ярим

кисмига акслантирамиз ( — функция куйида, 6-§ да

келтирилади).
Натижада,

булади. Демак,

w = Vl - ea~z , V -Т  = /

акслантириш берилган D со\ани юкори ярим текисликка 
акслантиради.

2°. (13) тенгликда х= 0  десак,

е'у = cos у + / sin у, \ 

e~iy = cos у - i sin у\

тенгликларга эга булиб, бундан

(14)

р 1У л -р  • рО —р  у | с \
cos у = —— — , sin y = fL—fi— (15)

ифодаларни оламиз. (15) формулалар ихтиёрий хдкикий 
сон учун уринли булиб, улардан биз

w = cos*, w = sin*

функцияларни аникдашда фойдаланишимиз мумкин.
7-таъ риф . z комплекс аргумент учун тригонометрик 

функциялар куйидагича ани^ланади:

pi%. . piz__р  iz
COS Z = — , Sin z = ^ 7— ,

tg7 =  sinz =  eiz-e~iz ,

^  cos г /(е'г+е-'г) ’ * '

ctg7 _  cos_z _  i(g!±£2) 
sin г e,z-e~iz '

Тригонометрик функцияларнинг асосий хоссаларини 
келтирамиз:

1) cos* ва sin* функциялар С  комплекс текисликда го­
ломорф ва уларнинг хрсилалари
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g  С :z * у  + кк", к = 0, ±1, ±2,...}

тупламда, ctgz функция эса

{z g  С :z *■ кп\ к =  О, ±1, ±2,...}

тупламда голоморф булади.
3) sinz, ctgz, tgz ток, функциялар, cosz эса жуфт функ­

ция булади.
4) Тригонометрик функциялар даврий булиб, cosz ва 

sinz нинг даври 2я га, tgz ва ctgz нинг даври я га тенгдир.
5) Ха^и^ий узгарувчили тригонометрик функциялар 

орасидаги муносабатларни ифодаловчи формулалар ком­
плекс узгарувчили булган \олда \ам уринли булади.

6 ) Ушбу

Одатда (17) функциялар гиперболик функциялар дейилади.
7) Тригонометрик функциялар ёрдамида бажарилади- 

ган акслантиришлар бир нечта (маълум) акслантириш- 
ларнинг композицияси натижасидан иборат булади. 

Масалан,

функция ёрдамида бажариладиган акслантириш

акслантиришлар композициясидан иборат булади:

cos iz = ch^, isinz = — sliz; 
cos z — ch iz, sinz = —ishiz

муносабатлар уринли, бунда

(17)

vv =  sinz

W, = iz, W2 = ew', w3 = }w2.

Шунингдек,
w=tgz
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w, = 2iz, н’, = eW]

акслантиришлар композициясидан иборат булади:

. w2-\
W =  tg  z =  - / —— г ° W2 +1 '

22-м и сол . Ушбу

sin2£+cos2£ = 1 (ze Q

тенгликнинг уринли булишини исботланг.
Маълумки,

е1' —с ' е*‘sin - = —  , cos z — ■ - v  ■

ф ун кц и я  ёрдам ида б аж арид ад и ган  ак сл ан т и риш л ар  уш бу

Унда

sin2 7  =  (  T =  - 1  ^ 2/г -  2 +<Г2* 1
2/

cos! ;  = f ^ — j = +2 + e"ic)

булиб, бу тенгликларни ,\адма-\ад кушсак, 

siir г + cos2 г = 1 + 1 = 1

булади.
23-м и сол  . Ихтиёрий (ze С) комплекс сон учун ушбу

е '■ = cos г + / sin £ (18)

Эйлер формуласини исботланг.
Тригонометрик функцияларнинг таърифига кура

cos г = е'' +2е 'v , sin г = -g-1-=£■■■'*■ 

булиб, бу тенгликлардан

cos £ + / sin £ = — у  - + —~у - = е/г

экани келиб читали.
24-м и с о л . Ихтиёрий г, е С, г2 е С  учун

cos(£, + о ) = cos г, • cos г, - sin г, • sin г2< 

sin (г, + о )  = sin г, • cos г2 + cos г, sin г2 

тенгликларнинг уринли булишини курсатинг.

www.ziyouz.com kutubxonasi



Эйлер формуласидан фойдаланиб, топамиз: 

cos(z, + Z2) + i sin(z, + z2) = el(Zl+Z2\

Равшанки,

еИъ+ь) = еЩ .eiZ2

Яна Эйлер формуласига кура

eU[ = cos i\ + i sin г,, elZl = cos z2 + i sin z2

булади. Натижада

cos(zi+z2)+ism(z]+z2)=(coszl+is\nzxy(cosz2+isinz2)= 
=(coszl cosz2—sinz1sinz2)+/(sinzl,cosz2+cosz,sinz2)

тенгликка келамиз. Бу тенгликда z{ ни ~zx га, z2 ни — z2 га 
алмаштириб, cosz функциянинг жуфт, sinz функциянинг 
ток, эканлигини эътиборга олиб, топамиз:

cos(z1+z2)-/sinU1+z2)= (20)
(cosz1cosz2-sinz|-sinz2)-/(sinzi-cosz2+cosz,-sinz2)

(19) \амда (20) тенгликларни хддлаб кушсак,

cos(z,+z2)=cosz, -cos^-sinz, -sinz2,

(19) тенгликдан(20) тенгликни хддлаб айирсак,

sin(z,+z2)=sinzi-cos^+cosz, sin^

экани келиб чикдди.
25-м и сол . Ушбу

w =cos z

функциянинг комплекс текислик С  да чегараланмаганли- 
гини курсатинг.

Маълумки,

Бу тенгликда z=iy деб оламиз. Унда

cosO» = = <0 ! ^

булади, Равшанки,

lira 4 - j—- - +°°
_v—>+°°
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Бу эса w=cosz функциянинг С  да чегараланмаганлиги- 
ни билдиради.

26-м и с о л . Ушбу

a) cos-^; б) sh/; в) ctg^

комплекс сонларнинг ^акикий \амда мавхум кисмларини 
топинг.

а) хщни кдраймиз. z=x+iy деб, топамиз:

cos* = cos(x+/y)=cosx cos(iy)—sin* sin (iy). 

6-хоссага кура

cos(/>) =  chy, sin(/>) = ishy

булишини эътиборга олсак,

cos(jc+/>) = cos* -chy—/sinxshy

булади. Бу тенгликдан

Re cos (x+iy) =  cosjc clry,
Im cos (x+iy) = —sinx -shy (21)

булиши келиб чикдди. Равшанки,

COS / J  = cos^O + / j )  .

(21) муносабатларда jc=0 , y = f  дейилса, унда

Re cos / ̂  = cos 0 • ch j  = ch ,

Im cos / = - sin 0 • sh -J = 0

булишини топамиз.
б) хрлни к,арайлик

sh* = -isin(iz) 

тенгликдан фойдаланиб топамиз:

sh/ =  —/sin(/ • /) = —/sin(—1) = sin 1 •/

Демак,

R esh /=0 , Im sh /=  sinl.

в) Х.ОЛНИ караймиз.

cos(/*) = ch* sin(/*) = /sh*
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муносабатларда z = j  дейилса,

cos(/' ■ 1 ) = ch 1 , sin(/ ■ 1 ) = /sh 1

булиб,

c* H ) = 3 f H c ‘h j

булади. Демак,

Re ctg(^) = 0, Im ctg(^) = -cth ± .

27-м и с о  л . Ушбу

w = siiu

функция ёрдамида бажариладиган акслантириш (z) те- 
кислигидаги

D = g  С.- -J < Re z < f , Im z > o|

со\ани (ярим йулакни)(и>) текисликдаги кандай со^ага 
акслантиради?

Берилган w=sin£ функция ёрдамида бажариладиган 
акслантириш бизга маълум булган

Wi Щ
wx= iz , w2 = е 1, w3 = -f

акслантиришлар композициясидан иборат булиб, 

w = sin г = .L (* - ,+ £ )

булади. Бинобарин, бу акслантиришларни кетма-кет ба- 
жариш натижасида w=sinz учун w(D) топилади:

1) D сохд w=iz акслантириш натижасида

Dx = jw, g  С: Re w, < 0, -  -| < Im w, < -|J

сохдга утади.

2) Dx co^a w2 = ew1 акслантириш натижасида

Z)2 = [ w2 g C:|w 2|<1, - у < argw2 < J 

ярим доирага угади.
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3) D2 co^a w3 = у w2 акслантириш натижасида

D3 = jw3 e C:| w3|< 1, n < arg w3 < 2nj 

со\ага утади.

4) D3 сохд w = sin z = у ̂ w3 + акслантириш натижа­

сида

w(D) =  {wg С : lmw>0}

со\ага утади.
Демак, w=sinz акслантириш (z) текисликдаги

D = jz  e C :- f < Re 2 Im z > oj

сохрани (w) текисликдаги

w(D) = {we C:lmw>0} 

со\ага акслантирар экан (37-чизма).

37-чизма

М И С О Л  ВА М АС А ЛА Л А Р

Куйидаги комплекс сонларнинг модули ва аргументи- 
ни топинг.

211. е2 '
213. е3+4'.

212. в2-3'. 
214. е-3-4'.
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ё  функдиясининг куйидаги нукгалардаги кийматларини 
топинг.

215. г=2л/.

216. z=ni.

217. z = f  •

218. z = - f .

219. z = f .

220. ez функцияси факдт хдкикий к,ийматларни кабул 
киладиган барча г нукталар тупламини топинг.

221. ё  функцияси факат соф мавхум кийматларни кабул 
к^иладиган барча г нукталар тупламини топинг.

Куйидаги тупламларнинг w=ez акслантириш ёрдами­
даги аксини топинг:

236. у=х ва у=х+2к тугри чизикпар орасидаги йулак.
237. {Rez<0, 0<1пгг<а<2л:} - ярим йулак.
238. {Rez>0, 0<Imz<oc<27i} - ярим йулак.
239. {a<Re*<(3, у<1шг<5} (5—у<27и) - тугри бурчакли 

туртбурчак.

240. D = |Re г > 0, 0 < Im г < у} соханинг w=e2z акслан­

тириш ёрдамидаги аксини топинг.
241. Z)={z:0<Rez<7c, lmz>0} соханинг w=eiz акслантириш 

ёрдамидаги аксини топинг.
Куйидаги мисолларда айтилган чизмаларда тасвирлан­

ган сохдларни {lmw>0} юкори ярим текисликка конформ 
акслантирувчи бирорта w(z) функцияни топинг.

242. 38-чизма.
243. 39-чизма.
244. 40 -чизма.
245. у=х ва у=х+Ь тугри чизикдари орасидаги йулакни 

юкори ярим текисликка конформ акслантиринг.
246. {| г | = 2} ва {| z-Ц = 1} айланалар билан чегаралан­

ган доиравий ойчани юкори ярим текисликка конформ 
акслантиринг.

222. Rez=\. 229. Im z=C

223. Im z = f .  230. Imz^/cRez+b.

224. Rez=—1. 231. —я<1т*<0.

225. 1тг = - у .  232. — л<1тг<л:.

226. Imz=Rer-l. 233. - f  < I m * < f .

227. Imz=Rez. 234. 0<Imz<27i, Re*>0.
228. Rez=C. 235. oc<Imz<|3 (0<а<(3<2к).
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247. {| z =2} ва {| z ~ 3| = 1} айланалар билан чегараланган 
со\ани юкрри ярим текисликка конформ акслантиринг.

248. {| z  |>1, 1тг<1} сохдни {| vv | < 1} доирага конформ 
акслантирувчи ва

w(-3/') = =y ± , arg w'(-3i) = у

шартларни к^аноатлантирувчи w(z) функцияни топинг.
249. {| z |>l, Imz<l} со\ани {Imw >0} говори ярим те­

кисликка конформ акслантирувчи ва ушбу

w(-3/) = 1 + /, arg w'(-3/) = к 

шартларни к,аноатлантирувчи w(z) функцияни топинг.

* * *

Тригонометрик функцияларнинг таърифларидан фой­
даланиб куйидаги тенгликларни исботланг:
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250. ch2£-sh2£= l.
251. ch(£1+z2)=ch£, ch£2+sh£1sh£2.

252. cos Z\ + cos z2 -2  cos • cos .

253. sh(z + -y) = /chz. 260. cos(/>)=chz.

254. c h ^  + y j  = /sh*. 261. ch(/£)=cos£.

255. sh(£+7i/)= -sh£. 262. tg(/^) =/thz-
256. ch(£-bt/)=—chz. 263. th(/£)=/tgz.
257. th(£+7i/)=thz. 264. ctg(/z)=—icthz.
258. ch(z+2ni)=chz. 265. cth(/'<:) =—ictgz-
259. sin(/z)=/shz.

Куйидаги комплекс аргументли функцияларни х^кикий 
аргументли тригонометрик ва гиперболик функциялар 
ёрдамида ифодаланг хдмда берилган функцияларнинг мо- 
лулларини топинг:

266. sin^. 269. shz.
267. cos£. 270. ch г.
268. tgz. 271. thz.

Куйидаги комплекс сонларнинг хдкикий \амда мав- 
хум кисмларини топинг:

272. sin(m). 277. sin(2/).

273. sin(^ + /). 278. tg(2-/).

274. ch(2/). 279. ctg(J - / ln 2).

275. tg(fz). 280. cth(2+/).

276. cos(2+/).

Куйидаги функциялар факат хдкикий к,ийматларни 
Кабул киладиган г нукталар тупламини топинг:

281. cos .̂ 284. tgz-
282. chz 285. cihz
283. sinz.

£ нинг кандай кийматларида куйидаги функциялар соф  
мавхум кийматларни кабул килади?

286. sin г 289. ctgz.
287. sh г. 290. thz.
288.cosz
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Куйидаги функцияларни бир япрокдикка текширинг.

291. sinz. 293. tgz. 295. shz.
292. cosz. 294. ctgz. 296. chz

Куйидаги тупламларнинги>=а^ акслантириш ёрдами­
даги аксини топинг.

297. х=с, у=с — Декарт тури.

298. {о < х < у , у > о} — ярим йулак.

299. {—к<х<о, ^>0} — ярим йулак.

300. {- у < х < -J, у > 0 }  — ярим йулак.

301. {0<х<л} — йулак.
302. {0<х<л, ~h<y<h} (И>0) — тугри бурчакли туртбур- 

чак.

Куйидаги D сох,ани берилган w=f(z) акслантириш ёр­
дамидаги аксини топинг.

303. D = {- -J < Re Z < f }, w = tgz.

304. D = {| Im z|< |}, w = thz.

305. D = {0<Rez<rc}, w=tgz.

306. Z) = jo < Re z < f }, w = ctgz.

307. D = {0<Rez< 1, lmz>0}, w = tg 7tz.
308. D = {0<lmz<rcj, w=chz.
309. Z) = {Rez>0, — l<lmz<0}, w=chnz.

310. D = {Re z > 0, 0 < Im z < 1, z e [ j ,  ^ ] } , w = chnz.

311. D = {| Imz |<rc, Rez>0}, w=shz.
312. D = {0<Rez<2n, lmz>0} w=sinz.
313. D = {Rez>0, 0<lmz<rc} w=chz.
314. D = {0<Rez<tt, lmz>0} w=tgz.

315. Z) = {0 < Re z < f }, w — tgz.

316. Z) = {0<lmz<rc}, w =  cthz.
317. Z) = {Rez>0, 0<lmz<rc} w=cthz.

318. D = {\z~ 1| >1, |z+l|>l, lmz>0} со\ани {lmw>0} 
юк,ори ярим текисликка конформ акслантирувчи функ­
цияни топинг.
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Куйидаги мисолларда айтилган чизмаларда тасвирлан­
ган со^аларни {lmw>0} юкори ярим текисликка конформ 
акслантирувчи бирорта w(z) функцияни топинг.

319. 41-чизма.
320. 42-чизма.
321. 43-чизма.

in

■ih

41-чизма.
42-чизма.

ih

Щ г

NsX

д а

-ih

43-чизма

322. 44-чизма. 
323.45-чизма.

44-чизма. 45-чизма.
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6-§. Куп кийматли функциялар

Комплекс аргументли функциялар назариясида голо­
морф функцияга тескари булган функцияни урганиш ма- 
саласи \ам мух,им уринда туради. Аксарият хрлларда бун- 
дай функциялар бир кийматли булмай, аргументнинг битта 
кийматига бир нечта (баъзи лолларда чексиз куп) комп­
лекс сон мос куйилади. Бундай функцияларни катъий 
математик асосда бериш йулида комплекс анализга Ри- 
ман сиртлари термини киритилади. Биз бу ерда энг содда 
куп кийматли функцияларни караш билан кифояланамиз. 

Г. VV = yfz (п>2 - бутун сон) функцияси.

8-таъ риф . Ушбу

wn = z (22)

тенгламанинг ечимларига г комплекс соннинг я-даража- 

ли илдизлари дейилади ва w - yfz каби белгиланади.

(22) тенгламани ечиш учун г ва w комплекс сонлар- 
нинг тригонометрик шаклларидан фойдаланамиз.
г=/?е'в деб белгилаб,

Л>,.етв— ген?

тенгламага эга буламиз. Бу тенгламадан Rn=r, ё"в =е/ф му- 
носабатларга келамиз. Бундан

R = 'f r , e = i£±^£, k e z  

Демак, (22) тенгламанинг умумий ёчими

Ф+2£я j
w = yjr е п , к е z

булади. Бу ечимлар к нинг 0, 1,2, ..., («—1) кийматларида 
бир-биридан фарк килиб, к нинг бошка кийматларида эса 

улар такрорланади. Шунинг учун \ам ^  л та кийматли

булиб, бу кийматлар

--  arg z+2kn .•

Vilf-е ' *  = 0, 1, ... , (л-1) (23)

дир.

w=nfz нинг функционал хоссаларини урганишда ту- 

бандаги содда, лекин му\им теоремадан фойдаланилади.
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3- т е о р е м а .  (Тескари функциянинг конформлиги 
хакида). Фараз щиайлик £, ~f(r\) функцияси (ц) текисликда­
ги D сосаны (t) текисликдаги G сщагй конформ аксланти­
рувчи функция булсин, У%олда бу функцияга тескари булган 
Л ~/~х(0  функция G ни D га конформ акслантиради.

Китобхонга z~wп функциянинг бир я продли булади- 
ган со>;алари 3-§ дан маълум: функция ушбу \ар бир

Dk = < arg.v < 2......

сохдда бир я прокат и булиб, бу сохрани у

G = С \R.

ео\ага конформ акслантиради. к= О десак, z—w” функция 

А) = {о < arg и’ < сохдни G га конформ акслантиради.

3-теоремага кура бу акслантиришнинг тескариси G ни Д  
га конформ акслантиради. Бу тескари функция (23) даги

j arg_;
4j\z\e "

га мос келиб, бу бир кийматли функцияга 'ifz куп кий­

матли функциянинг 0-тармот дейилади ва у ( ^ ) 0 каби 

белгиланади. Худди шундай, w" функция 

д  = 12л < arg vv < 2 •

сохрани хдм С га конформ акслантиради. Бу функциянинг 

тескариси G ни Д  га акслантириб, унга nfz нинг 1-тар-

m o f u  дейилади ва у (>/*) каби белгиланади. Бу жараённи 

давом эттириб, 'i[z куп кийматли функциядан биз п та

бир к;ийматли тармокдар И , .  ( Ч ...... л ар ни

ажрата оламиз. Бу х,ар бир ( ^ )  , £= 0, 1, ..., (п— 1), тар-

мок, С да бир кийматли ва уни Dk соната конформ акслан­

тиради.
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Бу тармокдарнинг узаро богланганлигини куриш учун 
(z) текислигида г радиусли айлана у буйлаб мусбат йуна- 
лишда г нуктани .\аракатлантирайлик (46-чизма).

* нукта Л дан В оркали А  га караб \аракатланганда

/— /— — / " CL
функциянинг кийматлари чг дан Цг е п гача узгарио, 

олдинги кийматга кайтиб келмасдан, ( ^ ) ,  тармокнинг

бошлангич кийматига келади. Шундай килиб, z нукта у 

айлана буйлаб бир марта айланса, w='-yfz функциянинг

46-чизма. 47-чизма.

Кийматлари О-тармокдан 1-тармокка утади; агар у буйлаб 

2-марта айланса, кийматлар тармокка мос узгаради

ва хрказо. Бу жараён z нукта у буйлаб п марта айлангунча 
давом килади; п - марта ,\аракат килиб А  ну^тага келган-

да tfz нинг кийматлари яна кайтиб ( ^ ] о тармокка ке­

лади.

w=nJz  ни тасвирловчи сирт, п= 2 хрлда 47-чизмада бе­

рилган. Бу ерда О ва O' нукталар, / ва Г, у ва у кирралар 
бирлашган (ёпишган) деб фараз килинади.

Бу сирт vv = yfz функциянинг Риман сирти дейилиб, О 

нукта тармокланиш нуктаси дейилади.
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28-м и с о л . D=C  \/?+сохрани бирлик доирага конформ 
акслантиринг.

(■'/ )̂0 тармокнинг хоссасига кура w = ( ^ )  функция/) 

ни юкори ярим текисликка конформ акслантиради.
w, -/'

w ~ ^7 7  каср чизикли функция эса юкори ярим текис­

ликни бирлик доирага акслантиради. Демак,

( Ч -w -

+i
о

функция С \R+ ни бирлик доирага конформ акслантиради.

29-м и с ол . w = (yfz  ̂ функцияси

G = {z е С: а  < arg z < (3}, 0 < а  < (3 < 2к

бурчакли со\ани кайси сохдга акслантиради?
Берилган функция G ни

< arg w <

сохдга акслантиришини куриш кийин эмас. 

w=n[z куп кийматли функцияда yJZj

i бир кийматли функцияларнинг хрсил килиниши

куп кийматли функциялардан тармок ажратиш дейилиб, 
бу ерда биз тармок ажратишнинг битта услубини бердик.

Бу тармокдардан одатда w=yJ zjo тармок куп ишлатилади.

Амалиётда бу функциялардан бурчак сохдларни кичрай- 
тириш (сикиш) учун фойдаланилади.

Баъзи бир масалаларни ечишда куп кийматли w="Jz

функциянинг бир кийматли тармокдарини берилган шарт- 
ларга караб \ам ажратишга тугри келади. Масалан, п= 2 

булганда, икки кийматли vv = J~z функциянинг иккита бир

кийматли (w)0 ва (w), тармокдарини куйидагича \ам аж­
ратиш мумкин:
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(w )0= yfz ’ л/М = / (ёки  VT = 1 )

ва

(п ) г Л >  / Л  = -/ (ёки = _ i )

(w)0 тармок С \А’*ни юкори ярим текисликка, (w), тар- 
мок эса С\/^ ни куй и ярим текисликка конформ акслан­
тиради.

30-м и с о л .  Икки кийматли w = J~z функциянинг

J~z\z=i = ~ ^ 2  шаРтни каноатлантирувчи бир кийматли тар-

m o f u  /)={1тг>0} юкори ярим текисликни кандай со\ага 
акслантиради9

w = -J~z функциянинг битта тармоги D ни |о < arg w < | j

га, иккинчи тармоги эса [я < arg w < -у} га акслантири-

шини функциянинг таърифидан келтириб чикариш ки- 
йин эмас.

эканлигини х,осил киламиз.
31 -м и с о л . Жуковский функциясига тескари булган

функциянинг w(°o)=0  шартни каноатлантирувчи тармош

^  е |я < arg w < булишидан

w = £ + V ? -  1

со\ани кандай со\ага акслантиради? 
Аввал D со\анинг чегараси булган

эллипснинг образини топиб оламиз.
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Жуковский функциясининг хоссасига кура бу функ­
ция {|г|= /?}, R< 1, айланани

Т +

М )ГL2 V Rl\ [2\R

эллипсга акслантирар эди. Шунга асосан dD нинг образи 
айлана булади. и>( ЭD)= Э<7={| w (=/?} деб белгиласак, R 
ушбу

Ш *  + -1 ) = . ,

\±(-L-r ) = J 7 ^

системани кдноатлантириши керак булади. Бу системадан 

R = а - 4а2 - 1 

эканлигини топамиз. Демак,

dG = ||w|= а - 4а1 - 1 j

айлана экан. Чегараси dG дан иборат иккита сохд бор: 

|| vvi < а - лГсг - 11 __ дойра ва бу доиранинг ташкдриси. 

н’(оо)~0 шартдан фойдалансак,

G = jw: | w| < а - -la2 - 1 j

дойра берилган D соханинг образи булиши келиб чикади 
(48-чизма).

3 2 - м и с о л .  Жуковский функцияси  ёрдамида
j  2

*1 + У— = 1 эллипснинг ташкдрисини бирлик дойра ташк,а-
сг b

рисига конформ акслантирувчи хдмда w(°°)=°°, argv/(°°)= 0  

шартларни каноатлантирувчи w(z) функцияни топинг (49- 

чизма).
Кдралаётган эллипснинг фокуслари (—с, 0), (с, 0) нук,- 

таларда жойлашган булиб, бунда с = \'а2 - Ь2 эканлиги

Z .. х 2 У‘2 1
равшан. w\ = акслантириш ердамида —  т ту = 1

yja~-b~ а 0
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48-чизма.

эллипсни --- !— -у + --- !— j  =  1 эллипсга акслантирамиз.

Бу эллипснинг фокуслари (—1, 0 ), ( 1, 0) нукталарда жой- 
лашган булиб, унинг ташкарисини

VV2 =  W, + y fw f-  1, W2(oo) =  оо

функция {| w2|=/?, R> 1} айлана ташкарисига акслантира­
ди (31-мисолга каранг). Бунда /?ушбу
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P — a+b
системани к,аноатлантириб, бундан эса ]̂а2-Ь2 экаи" 

лиги келиб чикади. Энди

vv, =_  2 _  ■Ja 2-b2
a+b W,

акслантириш ёрдамида R радиусли дойра ташкарисини 
бирлик дойра ташкарисига утказамиз. Демак,

w -
/ф ~Ja2-b

a+b
2 /ф \а2 -Ь1Wt =е а+Ь W, + y[wT- l )  =

a+b Z +

функция берилган "V + “j  = l эллипснинг ташкарисини

бирлик дойра ташкарисига акслантирар экан. Агар 
argH/(co)=0  эканлигини эътиборга олсак ф=0  булиши ке­
либ. чикади. Шундай килиб, изланаётган акслантириш

а+Ь Z + ylz 2 - ( а 2

куринишда булади.
2°. н—Lnz функцияси.
9-таъриф . Ушбу

ew = z (24)

тенгламанинг ечимлари z комплекс сонининг логарифми 
дейилади ва w=Lnz каби белгиланади.

Тенгламани ечиш учун z ни z=rei(f куринишда, w ни эса 
w-̂ u+iv шаклида ифодалаймиз:

ё л ге

Бундан ё=г, e'v=ei'9 тенгликларга эга булиб, ечим 

ы=\пг, у=ф+2А:я, keZ,
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эканлигини курамиз. Демак,

vv = Lnz=ln| г j + /(arg7+ 2кп), ке Z  (25)

булиб, Liu функцияси куп кийматлидир. 
е" функцияси

Г1; =  { н е  С:2/сл<1ти<2(<Н ! )л}, ке Z

со^аларда бир я прокси ва бу со\аларнинг ,\ар бирини C\R+ 
га конформ акслантиришини биламиз. 3-теоремадан фой- 
дачансак, биз vv=Lnz функциясидан чексиз куп тармок^ар

w = (L .n^)^ 1п| г |+/(argz+2fot), ке Z

ни ажрагиш мумкин эканлигини \осил киламиз. Бу >;ар 
бир гармок G=C\R+ да голоморф булиб, уни П ( йулакка 
конформ акслантиради. К,аралаётган тармокдар бир-бири 
билан бо гл а н I a i \ д и р .

Агар у={| ^ |=-г} айлана буйлаб мусбат йуналишда бир 
марта айлансак w=Liu нинг кийматлари к- тармокдан 
(к +1) тармокка утади, агар манфий йуналишда бир мар­
та айлансак, унда олдинги (А:—1) - тармокка утади.

tv=Ln<; га мос Риман сирти чексиз япрок/ш сирт булиб, 
унинг тармокданиш нуктаси 0 га логарифмик тармоцла- 
ниш пуцтаси дейилади.

Амалиётда w=Ln£ функциясидан бурчакли со\аларни 
йулак сохдларга акслантиришда фойдаланилади.

33-м и с о л .  D = jo < arg z < со.\ани £/={0<Rew<l}

йулакка конформ акслантиринг.
Ушбу w1 = (L n£ )0= ln £  тармок ёрдамида D со\а

jo < Im vv, < |-| йулакка аксланади. w = vv, акслантириш

эса бу со\ани G га акслантириб, изланаётган аксланти­
риш

w = - — In zя

эканлигини курамиз.
Келишувга кура (Ln^) =lnz деб белгиланади ва бу функ- 

цияга Lnz функциянинг бош тармот  дейилади.

34-м и с о л . z0—i нуктани wq =  нуктага утказадиган

логарифмнинг бир кийматли тармот  ёрдамида D={z : ze 
(—«j, 0]} со\анинг аксини топинг.
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Lnz функциянинг

w = (Lx\z)k=z\nz+2kn.i, k= 0, ±1, ±2 , ... 

тармокларидан кайси бирини танлашимиз кераклигини

w(i) - ~y

шартдан аникдаймиз:

~Y = In i + 2 Arc/ = ln| /[+/ arg / + 2 km = / у  + 2kni.

Бу ердан k= 1 эканлигини топамиз Демак, Lnz нинг ке- 
ракли тармоги

w = (Lnz),= 1пг+2я/

экан. vv^Lrm функция ёрдамида /)со\анинг {wt:—л<1тн><л} 
йулакка аксланишини текшириш кийин эмас. w=wl+2m 
функция ёрдамида эса йулак

{vv :7t<Imvv<3n}

йулакка аксланади (50-чизма).
35-м и с о л .  0 ва 1+/ нукталарни туташтирувчи кесма 

буйича киркилган {z: Rez>0, lmz>0} квадрантни {vv:—К  
lmw<0} йулакка конформ акслантирувчи функцияни то­
пинг.

Аввало w=z* функция ёрдамида берилган со\ани 

{ny.vv, ¥  [-4; + оо)}

сохдга акслантирамиз (51-чизма). w2=vv,+4 функция бу со ­
храни

{w2: vv2 ef [0; + °о)}

со\ага акслантиради. Энди бу со\ани

w3= lnvv2

функция ёрдамида

{vv3: 0<Imvv3<2rc}

йулакка акслантирамиз. Бу йулакни vv4 = ^  ва vv=vv4-/ акс­

лантиришлар кетма-кетлиги {vv: — l<lmw<0} йулакка утка- 
зишади. Демак, изланаётган акслантириш
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5u

50-чизма.

И', . hi iv-, 
W = W4 - / = —3- - / =

4 2 n  2 n
/ = Н £ ± ! > - /

2 л

куринишга эга булади.
3°. К о м п л е к с  с о н н и  к о м п л е к с  д а р а ж а г а  

к у т а р и ш .  w-Lnz функциядан фойдаланиб, ихтиёрий 
г * 0 ва а комплекс сонлар учун таърифга кура
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za _ eaLnz _ f̂lfln|z|+/(arg z+2kn\ (26)

деб к,абул килинади.
36-м и с о л . /' х,исоблансин. Таърифга кура

ji _ eiLni _ ei\\n\i\+i(argi+2kn)] _ e' '( j+2lcn) _ e~2~2kn , keZ.

Демак, i ' нинг чексиз куп кийматлари мавжуд булиб, 
уларнинг хдммаси хдкикий сонлардир.

37-м и с о л .  $2= 2 *  ^исоблансин.

кгх ^ L n 2  T[jn 2+/(arg2+2kn) i ^ + 2 ki
= 2n = en = en = e K

Демак, нинг фак,ат битта, k— 0 га мос кийма-

ти \ак,икий сон булиб, колган чексиз кийматлари ком­
плекс сонлар экан.

(26) муносабат ёрдамида биз ихтиёрий комплекс сон 
а учун w—za функциясини урганишимиз мумкин. Амали- 
ётда а - хдкикий сон булган х,ол куп кулланилиб, w=? 
функция бурчак сох,аларни конформ акслантиришда фой- 
далидир.

4 ° . Т е с к а р и  тр и го н о м е тр и к ф у н к ц и я л а р .  
Комплекс узгарувчили функциялар назариясида тес- 

кари функция тушунчаси хдкикий узгарувчили функция­
лар синфидаги каби киритилади.

Масалан,

w = Arc cosz,

£=cosw тенгламани каноатлантирувчи барча w ларнинг 
кийматлари тупламидан иборат, яъни cosz функцияга тес- 
кари функциядир.

Arc sinz, Arc tgz, Arc ctgz

ва бошка функциялар х,ам шунга ухшаш аникланади.
38-м и сол  . Ушбу

Arc cos z =. -/Ln(z + ylz2 - 1)

тенгликни исботланг. Бу ерда илдизнинг барча кийматла­
ри олинади.

Аввало w=Arc cosz белгилашни киритамиз. У *олда бу 
тенглик, таърифга кура, z=cosw тенгликка эквивалент 
булиб,
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J w  - iw
z =  COS VV =  — Y --

муносабатга эга буламиз. Бундан

- 2ге'и' + 1 = 0

тенглама хрсил булади. Кейинги тенгламани е lw га нисба­
тан ечиб, топамиз:

еы = z ± y l 7 ^ i

ёки

iw = Ln(z + ylz2 - 1).

Демак,

vv = Arc cos г = -iLn(z + y[z2 - 1).

Бу тенгликдан куриниб турибдики, логарифмик функция 
каби Arc cosz функция \ам бир кийматли эмас. (У куп кий­

матли функциядир). Ln(z + Vz2 - 1) функциянинг бош кий- 

мати vv=arc cosz деб олинади. Шундай килиб,

w = arg cos z  = ~i + ylz2 - 1 j  .

39-м и с о л . Arc cos у нинг барча кийматларини топинг. 

Юкоридаги 38-мисолда исботланган тенгликка кура:

Arccos ̂  = - iL n ^  + - 1 j  = - /L n ^  ± i y- j =

= -/(in 1 ± / + 2kni^ = ± у + 2kn, к = 0; ± 1; ± 2,...

Бу ерда ar8^  ~ i ̂  j  = - -3 деб олинади.

40- мис ол .  Ушбу

cosz=2

тенгламанинг барча илдизларини топинг.
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cosz=2 тенглама г=Агс cos2 тенгламага эквивалент булга- 
ни учун, 38-мисолдан фойдаланиб, топамиз:

г = Arc cos 2 = -/'Ln(2 ± у[3) = -фп(2 ± л/З) + Ikni^j =

= 2кп -  / 1п(2 ±у/3)

41- м и с о л . Ушбу

sinrbcos^ = 2 .

тенгламанинг барча илдизларини топинг.
Кдралаётган тенгламани ечиш учун V a ,  (3 е С учун

уринли булган

cos^a - j ) = sin a, 

cos a  + cos (3 = 2 cos • cos 

тенгликлардан фойдаланамиз:

cos^z - т )+ cos z = 2 => 2 cos(z - f ) cos ̂  = 2 =>

=> cos(z - ^  ) = 4 i  =» z - f  = Arc cos 42  =>

=> Z = -1  - /Ln(V2 +  V2^Tj =  ^  +  2 f a t  -  /  1п(л/2 ± 1).

Энди w=Arc cos z функция ёрдамида акслантириш ма- 
саласини кдрайлик.

Маълумки, w=cosz функция бутун комплекс текисликда 
аникланган ва

{z :— K<Rez<0, lmz>0} 

ярим йулакда бир япровуш булиб, бу йулакни

{vv: ImwX)}

юкрри ярим текисликка конформ акслантиради. \/ze С 

учун

cos(-z) = cosz

cos(z+2/tft) = cosz, k=0 , ±1, ±2 ,... 

тенгликлар уринли булгани учун ушбу 
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{z:0<Re£<rc, lmz<0}
ва

{z: rc<Rez<2rc, 1гщ>0}

ярим йулаклар х,ам w=cos£ функция ёрдамида юкрри ярим 
текисликка конформ аксланади. Бу жараённи давом этти- 
риб w=eosz функция

{zn+2kK<Rez<2kn, lmz>0},
{z :2kn<Rez<n+2kn, lmz<0}, &=0 , ±1, ±2 ...

ярим йулакларнинг хдр бирини (52-чизма)

52-чизма

{w: lmw>0}

юцори ярим текисликка конформ акслантиришини топа­
миз.

Равшанки, w=Arc cosz функция 

{z: lmz>0}

юцори ярим текисликда чексиз куп цийматли булиб,

Arc cos г = - /L n^  + yjz2 -  1 j

тенглик ёрдамида унинг бир цийматли тармокугарини аж­
ратиш мумкин. Уларни

(Arccosz)k = -i{Ln(z + ylz2 - l ) j  , к=0, ±1, ±2...

тенглик ёрдамида аникданади. Масалан, к=0 булса,
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(Arc cos z)о = arccos г = -/ In[z + *Jz2 - 1 

функция
{z: lmz>0}

сохрани

{w:0<Rew<H, lmw<0} 

ярим йулакка конформ акслантиради (53-чизма).

53-чизма

42-м и с о л .  D = {<: : | z—i |> 1, \ z~ 2 / 1 < 2} со\ани 
G={w: 0<Rew<rc, lmw>0} ярим йулакка конформ акслан- 
тирувчи бирорта w(z) функцияни топинг.

и\ = ~, w2 = w, +4, w3 = 4 тш2, w4 = е* и' !

акслантиришларни кетма-кег бажариш ёрдамида D ни 
{vi'( : limvt>0} кжори ярим текисликка конформ аксланти- 
риб оламиз.

w.=arccosw4

акслантиришни ёрдамида, юкрри ярим текислик 

{w5 : (KRewXrc, ImvvxO}

ярим йулакка аксланади. Бу ярим йулакни G со,\ага акс­
лантириш учун эса

W — к W.

функцияни олиш кифоя. Олинган функциялар D сох,ани 
к,айси йул билан Gco^ara акслантириши 54-чизмада курса­
тилган.
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54-чизма

Шундай к,илиб, масала шартини к,аноатлантирувчи 
функция

w - к - w5 = к - arccos vv4 = я - arccos ew?i =

4 nw~,
=  7 i-  arccos e 2 = к -arccos e

4jt
= 7Г - arccos e z экан.

4rt(vv| +

М И С О Л  B A  M A C A J IA J1 A P  

Куйидаги илдизларнинг барча к,ийматларини топинг:

324. VT7- 328. VT-

325. . 329. 11-2 + 2/ .

326. Ifi . 330. ^ 8  .

327. V3 + 4 / . 331. V-4 + З / .

Тенгламаларни ечинг:

332. -2=/. 336. z7+l=0.
333. г2=3-4/.

334. г3=-1.

335. ^=64. 339. \z\~Zr=\+2i.
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340. Агар zl+z2+z3= 0 ва | г, |=| г21=| Z31=1 булса, у холда 
г,, г,, е3 нукталарнинг бирлик айланага ички чизилган 
мунтазам учбурчакнинг учлари эканлигини исботланг.

341. Агар мунтазам п — бурчакнинг маркази нуцтада 
булиб, битта с, учи берилган булса, цолган учларини топинг.

342. Агар г, ва г2 лар мунтазам п —-- бурчакнинг иккита 
куш ни учи булса, у холда z2 билан цушни булган учинчи 
^(г 3̂ , )  учини топинг.

vv = Jz  функциянинг куй и да берилган шартни цано-

атлантирувчи бир кийматли тармоги ёрдамида D соханинг 
аксини топинг:

343. D = {Re г > 0}, Jz\z=l=L

344. D = {z г (-ос, +1]}, V?U=4= 2.

345. D '■= i\z\< I  Im г > 0}, yfz\ L- Ц 1.
\ 2

346. D = |U1 > 1, ^  < arg г < V*| z=-\= 1 •

347. D = {(Im z)2 > 2 RqZ+ 1}, -J~z\z=-\ =

348. D = {Im г > 0, (Im z)2 > 4 Rc z + 4}, V*|*=-i = i-

349. Z)={| г|<1, lnu>0} соханинг w _ zi  акслантириш-

нинг w(jj = шартни каноатлантирувчи бир кийматли 

тармош ёрдамидаги аксини топинг.
_з

350. Z)={j г |>4, Rez>0} соханинг w = г 2 акслантириш- 

нинг w(9) = - 27 шартни каноатлантирувчи бир кийматли

тармоги ёрдамидаги аксини топинг.

351. {--J <arg^<-|| бурчакни {lmw>0} юкори ярим

текисликка шундай акслантирингки, w (l—i)=2, w(i)=~ 1, 
w(0)=0  шартлар бажарилсин.

Куйидаги сохаларни {lmw>0} юкори ярим текисликка 
конформ акслантирувчи w(z) функцияни топинг.

352. Imw>0, z£ [ 0, ai\.
353. z\<R, 0<argz<m (0<a<2).
354. z\>R, 0<arg£<7toc (0<a<2).
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355. Н < 1 ,к - /| < 1 .
356. | z |> 1, к-/|>1.
357. Z£ [-1, 1].
358. z<£ [-/, /]•
359. ze U,, z2).
360. гй{(-оо, -R]\J[R, +-)}, R >0 .

361. {| z |= 1} айлананинг ёйи буйича z=  1 нуктадан z=eia, 
0<a<7i нук^тагача кир^илган {lnu>0} юк,ори ярим текис- 
ликни {lmw>0} юкрри ярим текисликка конформ акслан- 
тирувчи w(z) функцияни топинг.

55-чизма

362. {|г|=1} айлананинг ёйи буйича z= l нуктадан г=£'а. 
(КсКтф, 0<(3<2, нук^тагача киркилган {0<argz<7i(3} секторни 
{Imw>0} юкрри ярим текисликка конформ акслантиринг.

56-чизма.

150

57-чизма.

www.ziyouz.com kutubxonasi



58-чизма.

369. 61-чизма.
370. 62-чизма.
371. 63-чизма.
372. 64-чизма.

59-чизма.

Куйидаги мисолларда айтилган чизмаларда тасвирлан- 
ган со\аларни {lmw>0} юкори ярим текисликка конформ 
акслантирувчи бирорта w(z) функцияни топинг:

363. 55-чизма.
364.56-чизма. ///
365. 57-чизма.
366. 58-чизма.
367. 59-чизма.
368. 60-чизма.

60-чизма

61-чизма.
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64-чизма.

65-чизма. 66-чизма.

373. 65-чизма.
374. 66-чизма.
375. {/>4(х+1)} со.\ани {j vv j< 1} доирага конформ акс- 

лантирувчи ва

w(—4)=0, a r g w 4)=0

шартларни каноатлантирувчи w(^) функцияни топинг.
376. [О, /] кесма буйича кир^илган {lmz>0} юкрри ярим 

текисликни {| vv |< 1} доирага конформ акслантирувчи ва

w(^-) = 0, w(i) = -/ 

шартларни кдноатлантирувчи w(z) функцияни топинг.

* * *

377. [~а, — 1], а> 1 кесма ва [1, +°°) нур буйича *;ир- 
к,илган бирлик доиранинг ташкдрисини {Imz>0} юкрри 
ярим текисликка конформ акслантиринг.
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Жуковский функциясига тескари булган

w = Z + -Jz2 - 1

функциянинг берилган шартни каноатлантирувчи бир 
Кийматли тармоги ёрдамида D со\анинг аксини топинг:

378. D = - 7 ~т < l l  (0 < а < 1), vv(0) = /.
\а \-а- )

379. D - {~ <£ (-оо, -I], ze[  1, w(0) =/.

380. Z) = {lm£>0}, w( + /°°)=0.

381. D = ' ^  г < b >’ > 0 (o > 1), w(+/'0) = /.
a--i j

382

u1 1 -э)=0 .

383, D

D = \ ----> 1, x > 0 . у > 0 (0 < a < f  ,
cos' u sirT a \ / /

cT <7-1
2_J г e [-1, 1]| ( я > 1 ) ,  w (+ /0 )  =  — /. 

3.84. ^  = \ t r  + IT + > 1} (я >6>1), w(z)> 1,<r -1

агар b<z<a булса.
385. Жуковский функциясидан фойдаланиб [—с, с] (с>0) 

кесманинг ташкдрисини {| w > 1} — бирлик доиранинг таш- 
карисига конформ акслантирувчи ва

w(°o) = оо, argw'(°°) = о 

шартларни к,аноатлантирувчи w(z) функцияни топинг.

68-чизма

6 7 - m is  :ма.

69-чизма
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386. D - {^m z > 0} \ |p- + p- < 1, у > oj сохдни юкрри

ярим текисликка конформ акслантиринг.
Куйидаги мисоллардаги чизмаларда тасвирланган со- 

\аларни {lmw>0} юк,ори ярим текисликка конформ акс- 
лантирувчи бирорта w(z) функцияни топинг.

387. 67-чизма. 392. 72-чизма.
388. 68-чизма. 393. 73-чизма.
389. 69-чизма. 394. 74-чизма.
390. 70-чизма. 395. 75-чизма.
391. 71-чизма. 396. 76-чизма. 41

-1 о 1
-1 0 1

72-чизма. 73-чизма. 74-чизма.

75-чизма 76-чизма.
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77-чизма. 78-чизма.

79-чизма. 80-чизма.

397. 77-чизма.
398. 78-чизма.
399. 79-чизма.
400.80 -чизма.

Куйидаги мисолардаги чизмаларда тасвирланган со,\а- 
ларни {| w |< 1} бирлик доирага конформ акслантирувчи 
бирорта w{z) функцияни топинг:

401. 81-чизма.
402. 82-чизма.
403. 83-чизма.
404.84 -чизма.
405. 85 -чизма.
406. D={x2- f<  1} со^ани {| w\< 1} доирага конформ акс­

лантирувчи ва
w(0)=0, w(l)=l 

шартларни кдноатлантирувчи w(z) функцияни топинг.
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81-чизма. 82-чизма.

т т т / / / / / / / / / / / / /
/  > / :////////Щ //л  V /// ' /> т ш т щ ш ш /Щ

т  Ш т  ш щ г ш М
Ш /щ / Шт /й ^ М /Ж /.
V////////М  ... -1 ’ 0 1

84-чизма.

83-чизма.

85-чизма.

407. D = ^  < arg z < ^  , I z\< l j  секторнинг ^  /п

(w(z)>0 , агар г>0 булса) акслантириш ёрдамидаги акси­
ни топинг.

_ W| _ J
К у р с а т м а .  w = ? , wi ~ (i+vv ^ ~ \ w2 деб белги- 

ланса, w = w3 о vv2 о w, булади.

Куйидаги чизмаларда тасвирланган сохдларни {lmw>0} 
юкрри ярим текисликка конформ акслантирувчи бирорта 
w(z) функцияни топинг:
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408. 86-чизма.
409. 87-чизма.

jii

- JIL

86-чизма.

410. 88-чизма.
411. 89-чизма.
412. 90 -чизма. 
413.91 -чизма.

-7и

87-чизма.

89-чизма.

414. 92-чизма.
415. 93-чизма.
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416. Z)={0<Imz<7i, ze [0, id\), 0<d<n, сохрани {lmw>0} 
юкрри ярим текисликка конформ акслантиринг.

Куйидаги логарифмларнинг барча кийматларини то­
пинг:

425. Ln(2—3/).

434. Ln(cosa+/sincx), а — х^ки^ий сон.

438. Ушбу фикрлаш кетма-кетлигидаги И. Бернулли
парадоксига олиб келадиган хатони топинг:

1) (~z)2=z2.
2 ) Ln[(-d)2]=Ln(r).
3) Ln(-^)+Ln(-z)=Lnz+Lnz.
4) 2Ln(-<;)--=2LiK.
Демак, ихтиёрий z*0 учун

Куйидаги даражаларнинг барча цийматларини топинг.

* * *

417. Ln4. 426. Ln(— 2+3/).
427. \пе.
428. Lne.
429. ln( 1 +/).
430. Ln( 1+7).

418. ln(-l).
419. Ln(-l).

420. Ln(l—0-
421. In/,

422. Ln/.

423. Ln Щ .
V2

424. Ln .
42

432. Ln(l + iyj3)•

433. Ln(e/).

Тенглама.парни ечинг:

435. 1-е • 436. In z = i + у  • 437. ez=e

Ln(-z)=LnU).

439. lv2 444. ( ^ J .  448. (-1)'.444.

440. (-2)^ .

441. 2.
442. 1'.

445. (—3+4/),+/. 449. H ) ^ 3.

446. (3-4/)l+/. 450. e*.
447. 1'. 451. (-/)'.
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Куйидаги мисолларда а ва b лар берилган лолларда az—b 
тенгламани ечинг.

452. <7=2, b—i. 454. а=е, Ь=е.
453. a=i, b=\. 455. a=i, b=i.
456. а2а, (аа)2, (а2)а ларнинг кийматлар туплами устма- 

уст тушадими?
457. ос нинг к̂ андай к;ийматларида (а2)а ва а2а ларнинг 

кийматлар туплами устма-уст тушади?
458. а  нинг к,андай кийматларида (я3)“ ва а3а ларнинг 

к;ийматлар туплами устма-уст тушади?
Куйидаги тупламларнинг w=lnz акслантириш ёрдами- 

даги аксини топинг.

459. | г |=R; a r g — поляр тур.
460. г=Аекч> (Л>0) — логарифмик спираль.
461. 0<argz<a<2rc — бурчак.
462. | z|<l, 0<argz<oc<2n — сектор.
463. [rr r2\ кесма буйича киркилган {r^l z|<r2} \алка.

Куйидаги со\аларнинг w—Lnz функциянинг куйилган 
шартни каноатлантирувчи бир кийматли тармоги ёрда-
мидаги аксини топинг.

464. Z)={lmz>0}, w(/) = f .

465. D = { z<£ 0]}, w(l)=47i/'.

466. D = { z<£(—00, 0]}, w(-/') = --y

467. D={z<z[0, +°°)},

468. D = { z<£ [0, +оо)}, w{— 1 )=ni.

469. D = { z z [ 0, +00)}, w(-i) = - f

470. D={z<£[0, +-)},

471. D={z<z [0 , + 0 0 ) } , w(— 1)=—ni.

472. D={ze(-°°, 0], 32[1, +-)}, w(i) = f .

473. Д={|г|<1, lmz>0}, w(i-i0) = - 2 f .

474. 0=(|г|<1. г«[0, 1]}, w(—1+0)= —л/.
475. {Imz>0} юкори ярим текисликни {0<Imw<27x} йулак- 

ка конформ акслантиринг.

Куйидаги мисолларда берилган чизмаларда тасвирлан- 
ган со^аларни {0<lmw<l} йулакка конформ акслантирув- 
чи бирорта w(z) функцияни топинг.
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98-чизма.

481. {| Imz|<7t} йулакни {| Imw|<7c} йулакка конформ акс- 
лантирувчи ва ушбу

и>(л/)=+°°, w(+oo)=—л/, w(—я/)=—оо

шартларни к,аноатлантирувчи w(z) функцияни топинг.
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Z нинг цандай кийматларида куйидаги функциялар О 
га айланади?

482. sinz 483. cosz. 484. shz- 485. chz.

Куйидаги тенгликларни к,аноатлантирувчи z нинг бар­
ча кийматларини топинг:

486. | tgz |= 1. 487. | thz |= 1.

Куйидаги тенгликларни исботланг. Бу тенгликларда 
илдизнинг барча кийматлари олинган:

488. Arc sin z = —/Ln/Г z: + J z 2 - 1 j.

489. Arctgz = \ Ln = j j  Ln .

490. Arcctgz = -r- Ln .°  2 z+i

491 . Arcchz = Ln(z + y/z2 - 1).

492. Arcshz = Ln(z + -Jz2 - 1 )•

493. Aretha = ^ Ln .

494. Arccthz = ^ Ln — .

Куйидаги ифодаларнинг барча к,ийматларини топинг:

495. Arccos 1. 500. Arctg 2/.

496. Arc sin 501. Arctg(l+2/).

497. Arcsin 2. 502. Arc ctg (1 + /).
498. Arcsin /. 503. Ar ch 2/.
499. Arctg 1. 504. Ar th (1-/).

Куйидаги тенгламаларнинг барча илдизларини топинг:

505. sin г = у .  509. tgz = f .

506. sin г = 4 - 510. ctgz = - j-j

507. cos z = ^  ■ 511. shz = j .

508. cosz = ^- . 512. chz = ^.
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513. situ — cosr=3. 517. 2ch^+shz=/.
514. sinz — cosz=i. 518. cosz=chz.
515. chz ~ sh^= l. 519. sin^=/sh^.
516. shz ~ chz=2/. 520. cosz=/sh2z.

Куйидаги со^аларнинг w=f{z) акслантиришнинг берил­
ган шартларни каноатлантирувчи бир кийматли тармоги 
ёрдамидаги аксини топинг.

521. D = {Rez >0}, w = Ln^z + y]z2 + l\.w(+0) = ni

522. Z)={Rez>0, Inu>0}. w = Ln( z  + J z 2 + l\ w(2)>0.

523. D = {(Im z)1 - (Re z)2 < |}. w = Lnj^z + ylz2 + 1 j, 

w(0)= 2tc/.
524. D={ze(—°°, — 1 ], z e [L  +°°)}, w,=Arcsinz, w(0)=0.

525. D = {im г > 0 j, w = Arc cos г, vv(0) = - у  •

К,уйидаги со\аларнинг w=arcsin^ акслантириш ёрдами­
даги аксини топинг:

526. Z)={lmz>0}.
527. Z)={Re^>0, lmz>0}.
528. Z)={Rez<0, ~Ш-

7-§. Симметрия принципи

Бир со\ани иккинчи со\ага конформ акслантиришда 
симметрия принципидан кенг фойдаланилади. Бу прин­
цип аналитик давом эттиришга асосланган.

Айтайлик, £  тупламда (Ecz О  бирор f { z )  функция бе­
рилган булсин.

10-т а ъ р и ф . Агар D ссцада (Е с  D) шундай F(z) функция 
топилсаки, е Е учун

F(z)=f( z)

булса, у холда F(z) функция f(z) функциянинг Е тупламдан D 
со^ага аналитик давоми дейилади.

4-т е о р е м а . Агар а(а& D) нуцта Е тупламнинг лимит 
нуцтаси булса, Е тупламдан D сох,ага аналитик давом ягона 
булади.
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Хусусан, Е  туплам D со^ага тегишли булган эгри чи­
зик; ёки шу со^анинг бирор кисми булса, у \олда f(z) 
функциянинг D со^ага аналитик давоми биттадан куп 
булмайди.

43-м и сол  . Ушбу

/ (г )=  £ г "  = 1 + г + г2+...
л=О

функциянинг аналитик давомини топинг.
Равшанки, бу J{z) функция

E={ze С  : |г|<1}

тупламда (бирлик доирада) голоморф.
Куйидаги

т = £

функцияни карайлик. Бу функция Z)=C\{1} сохдда голо­
морф булади.

Иккинчи томондан Vz е Е  учун F[z)~Az) тенглик ба- 

жарилади.

1 00 
Демак, F(z) = j — функция / ( г ) = Х г и функциянинг

^ л -О

E={ze С : j г|<1} тупламдан D=C\{ 1} сохдга аналатик да­
воми булади.

Фараз килайлик, f x(z) функция /), сохдда (Dl с  С) бе­
рилган >дмда шу сохдда конформ булсин. Бунда D] со\а- 
нинг чегараси ЭD, нинг бирор кисми у(усЭ/), ) айлана ёйи 
ёки т>три чизик кесмасидан иборат, Бу f\(z) акслантириш 
D, сохдни G{ сохдга, у чизикни Гчизикка (Г — айлана ёйи 
ёки тугри чизик кесмаси) акслантирсин:

С г Ш ) ,

г=№ -

D сохднинг у ёйга нисбатан симметрик булган сохдси 
D2, G сохднинг Гёйга нисбатан симметрик булган сохдси 
эса G, булсин. f 2(z) функцияни D2 сохдда шундай аник- 
лаймизки, унинг кийматлар и f {(z) функциянинг Gx даги 
кийматларига Гёйга нисбатан симметрик булган киймат- 
ларни кабул килсин. У х,олда f 2(z) функция D2 ни G2 га, 

ушбу
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'/,(?), г е Д , 

w = <fi(z) = f 2(z), ze  у, 

f 2(z), ze Д

функция эса Д  U у U А  со\ани G{ U / ’U G2 со\ага конформ 

акслантиради (99-чизма).

Одатда юкрридаги тасдик, симметрия принципи ёки 
Риман-Шварц теоремаси деб аталади.

Э с л а т м а .  Агар у ва Г лар х̂ ак̂ икий укдаги кесмалар 
булса, у \олда J\(z) функция ушбу

со\ани юкрри ярим текислик

{we С: Imw>0}

ка конформ акслантирувчи w=w(z) функцияни топинг 
(100-чизма).

Куйидаги

Д  = [ze C:\mz > 0, z е [0, /]}

Cz)

99-чизма

f2U) = A(z)

генглик ердамида аникланади.
44-м и с ол .  Ушбу

D = { ze C : ze  |-1, 1|, г ё  [-/, /]}

со\ада

w =z
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функцияни кдраймиз. Равшанки, бу акслантириш D{ сохдца 
конформ булади.

Энди D{ сохдни юцори ярим текисликка акслантира- 
миз. Бу куйидаги

w,=z2,
w=w,+1, (27)

w 3 = = /

акслантиришларни кетма-кет бажариш натижасида содир 
булади. ((27) акслантиришларнинг бажарилиши жараёни 
101 -чизмада тасвирланган).

100-чизма

101-чизма

Шундай цилиб, D] со\а ушбу

w, = jw~2 = + 1 = yfz2 + 1, / Л  = / 

функция ёрдамида
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G = {w3e C : l m w 3>0}

кка конформ аксл; 
лринципидан фой,

= ylz2 + 1, лРТ = /

юк,ори ярим текисликка конформ аксланар экан.
Энди симметрия принципидан фойдаланиб, D со^ани

w3

функция ёрдамида

G = iw, е С :w, е

сохдга конформ акслантирамиз. Бу со\ани юкори ярим 
текислик

{we С : lmw>0} 

ка конформ акслантириш куйидаги

w .

4 V2-W3 ’ 

vv = y]w4, / Л  = i

акслантиришларни кетма-кет бажарилиши натижасида 
булади.

Демак, /) = { г е С : ^ ё ( - 1, 1], z e  [-/, /]} со\ани юкори

ярим текислик {vve С : lmvv>0} ка конформ акслантирув- 
чи функция

I jw^+y/I hjz2 + 1+V2 I 7

булади.

45-м и с о л . Ушбу {z е С: Re г = \, h < Im г < °°} нур 

буйича киркилган куйидаги

{ге С : 0<Re<<l}

сохрани (йулакни)

{vve С : lmw>0}
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102-чизма

юк,ори ярим текисликка конформ акслантирувчи функ­
цияни топинг ( 102-чизма).

Куйидаги

Д = е С:0 < Re z < 

со\ани кдраймиз. Бу со\а

w,=/z,
w2= 2 tcwx, (28)

акслантиришларни бирин-кетин бажариш натижасида

С: Imw3>0}

юкрри ярим текисликка конформ аксланади ((28) акс- 
лантиришларнинг бажарилиши жараёни 103-чизмада тас- 
вирланган).

Симметрия принципидан фойдаланиб, берилган со\а

w3 = е"2 = е2™' = e2niz

функция ёрдамида

G = {w3 eC:w , е [-е '2'\ +<»)}

со\ага конформ аксланишини топамиз.
Бу G со\а
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103-чизма.

w4 =  vv, +  О

, Г- 7 = /

акслантиришлар ердамида

{wg С : lmw>0}

юкори ярим текисликка аксланади.
Демак, берилган со\ани юкори ярим текисликка кон 

форм акслантирувчи функция ушбу

куринишда булади.
46-м и с о л . Ушбу

Г 2 kni

l z e C : z  g 0, е "

со\ани

{ w e  С :  |w |>  1}

со\ага конформ акслантирувчи функцияни топинг (104 
чизма).

w = + е
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Hi1

104-чизма

Куйида ги

D0 = {z е С.О < arg z < 77} 

со\ани (секторни) кдраймиз. Бу сох,а

w, = г2,

И>2 = vV'j + д/u',2 -  1, 7^1 =

_ ЛА, п
2Н’ = W

(29)

акслантиришларни бирин-кетин бажариш натижасида
ушбу

G0 = jw е С:0 < arg w < ^ , | w|> l|

со\ага конформ аксланади ((29) акслантиришларнинг 
бажарилиши жараёни 105-чизмада тасвирланган).

Бу ерда

w = и>2 =1 w, + VW12 - 1) ” = W * "  - I]

2 тс/

акслантиришнинг

И>(1) = 1, w(°о ) = оо5 Н>| £ " 
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м JilJl
-1

'W,

Ji
105-чизма

шартларни к,аноатлантирувчи бир кийматли тармога олин- 
ган.

Симметрия принципидан фойдаланиб,

2 ж/
О, е

со\а

функция ёрдамида

{vv е С: | w| > 1, 0 < arg w <

со\ага конформ аксланишини топамиз.
Айтайлик,

Dk = {г е С < aigz < А: = 1, ..., л-1

булсин.
Равшанки,

W = I Z2 + 

акслантириш Z) со^ани
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Gk = |w e С. | w| > 1, ^  < arg w < 2(^ 1)7t|, к = 1, 2, ..., n -1

сохдга конформ акслантиради. Шуни эътиборга олиб, сим­
метрия принципини п марта цуллаш натижасида

w = ( V + > /7 ^7 )"

функция берилган

Г 2/cni

j zeC '.z  е 0 , е "

сохрани

{wg С: |w|>l}

сох,ага конформ акслантиришини топамиз.
47-м и с о л .  Симметрия принципидан фойдаланиб,

ушбу

D={zeC:\z\<\}

со\анинг (бирлик доиранинг)

w - - ■
<0(1+znr

функция ёрдамидаги тасвирини (образини) топинг.
D — бирлик доиранинг учлари z= 0  нуцтада ва кенгли- 

ги 2к га тенг булган Z)0, Dv Dv ..., Dn_v п та секторга

ажратамиз. Равшанки,

D0 = jz  е С:- - < arg £ < -|, \z\<\)

Сунг берилган w функцияни цуйидагича ёзиб оламиз:
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W, = г",

W, = \ { w, + -L 
‘ 4  w,

W3 = w2 + 1, 

W< = 2 k

дейилса, унда w функция ушбу

w = ( ц[щ )

куринишга келади. Бу акслантиришлардан фойдаланиб, 
Рь нинг тасвири (образи)

<70 = <j и> е С . - £  < arg z < - J , vv е

булишини топамиз (106-чизма).

-7= , +
у[4

Шу муло\аза асосида, симметрия принципини п мар­
та куллаш натижасида

И' =  — —
п4 ч п + !)2

функция бирлик дойра D~\ze С :  (z|<l} ни п га

\ arg w = — , | w[ > -)= L к = 0 , п -  1 
1 л '/41
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нур буйича киркилган (vv) текислигига акслантиришини
топамиз.

М И С О Л  В А  М А С А Л А Л А Р

* (_о°, 1]* [ 1 , +°°), (~/°°, ~i) ва [/, +/00)

нурлар буйича кесилган (z) текисликни бирлик доира- 
нинг ташкарисига конформ акслантирувчи функцияни 
топинг.

530. D = {z : z e  [~а, b], z<z [~ci, ci]}
(а>  0 , £ > 0 , с > 0 , а2+Ь2+с2Ф 0 )

со\ани юк,ори ярим текисликка конформ акслантиринг.
531. D = {z: Z<£ [—a,b\, z £ [—ci, ci]}

(a>0 , fr>0 , c>0 , а2+Ь2+с2Ф 0 )
со.\ани бирлик доиранинг ташкарисига конформ акслан­
тиринг.

532.
[—а, +°°) ( а > 0 ) нур ва [—ci, ci] (с> 0 )

кесма буйича киркилган текисликни юкори ярим теки с­
ликка конформ акслантиринг.

533.
D =  {z: Z£ [—1,1], z<t[—/',#]}

сохрани бирлик доиранинг ташкарисига конформ акслан­
тиринг.

534.
D -  {z : z<£(\z\=l, Jm z<0), ze(R ez= 0 , Jm z<0)}

сохдни бирлик доиранинг ташкарисига конформ акслан­
тиринг.

535.
D =  {z : Z£ [—а/,0] (а < 1 ), z£(\z\= 1, Jm z<0)}

сохдни юкори ярим текисликка конформ акслантиринг.
536. Пастки мавхум ярим ук ва учлари ±1 нукталарда 

булган хдмда z = —i нуктадан утувчи ярим айлана ёйи 
буйича киркилган (z) текислигини (107-чизма) {w:Jmw>0} 
юкори ярим текисликка конформ акслантирувчи vv(z) 
функцияни топинг.

5 3 7 . (—оо, — 1] ва [ 1 , +оо) нурлар ва учлари ±/ нукталарда 
булган х,амда г=1  нуктадан утувчи ярим айлана ёйи буйича 
киркилган (z) текислигини (108-чизма) {w:Jmw>0} юкори 
ярим текисликка конформ акслантирувчи w{z) функцияни 
топинг.
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1 07-чиз ма.

109-чизма.

538. [— 1,1] кесма ва учлари
е̂ п нук,таларда булган \амда z. —— 
1 нуктадан утувчи айлана ёйи 
буйича киркилган (г) те кисли- 
гини (1 0 9 -ч и зм а ) '{w :Jrnw >0} 
юкрри ярим текисликка кон­
форм акслантирувчи vv(z) функ­
цияни топинг.

539.
D =  {z: й > 1 , ze[i, bi], 

ze [—bi, — /'] , 
zel 1 , a], z e [~ a ,—\]} (a> 1 , 6 > 1)
сохдни юкори ярим текисликка 

конформ акслантиринг.
540. 110-чизмада тасвирланган со.\ани бирлик доира­

нинг ташкдрисига конформ акслантиринг.

5 4 1 . - 1
c o s 'o t  s i r T u
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1 10-чизма

гиперболанинг унг шохчаси орасидаги сохдни юкори ярим 
текисликка конформ акслантиринг.

542.

*> . 2  
c o s  “ ос s in  “ сх

гипербола унг шохчаси ташцарисини юкрри ярим теки с­
ликка конформ акслантиринг.

543 . ^ -  — = 1 гиперболанинг шохлари орасидагисг Ь~
сохрани юкори ярим текисликка конформ акслантиринг.

Ко/йидаги мисолларда берилган сохдларни юкори ярим 
текисликка конформ акслантирувчи бирорта функцияни 
топинг:

544.
{.г = \ , /?, < у < оо| ва {х = -j, -  оо < v < /г21

(/?,<//,) нурлар буйича цирцилган {0 <х< 1} йулак.
5 4 5 . {О < А' </?, у=0 } (Л < 1) кесма буйича цирцилган 

{0 <-V< 1} йулак.
546.

{О <л:<//,, у=0} ва {\—h2<x<\,  у=0}

(h+h,<\) кесмалар буйича циркилган {0 <л*<1} йулак.
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547. { * - y > 0 < ^ < л |  кесма буйича киркилган {0<х<л,

v>0 } ярим йулак.
548 . [х  = ^ , h < y <  ooj (А>0) нур буйича киркилган

{0 <jt<n, )>>0 } ярим йулак.

5 4 9 .  = кесм а ва { *  = f ,  К ^ У < °°}

(h2>h{) нур буйича киркилган {0 <х<л, ^>0 } ярим йулак.
' 550. {|г— 1|=1}, {|г+1|=1} айланалар билан чегараланган 

ва {2<х<оо, ^ = 0 } нур буйича киркилган со\а.
551. {|г— 1|=1}, \z— 2|=2 айланалар билан чегараланган 

ва {у=0 , 2<х<а} (а<4) кесма буйича киркилган со\а.
552. {|z— 1|=1, {|г— 2|=2} айланалар билан чегараланган 

\амда {у=0 , 2<х<а} ва {у=0 , Ь<х<4} (а<Ь) кесмалар буйича 
киркилган сох,а.

553. Мавхум у к ва  {|̂ — 1|=1} айлана билан чегараланган 
х,амда {у=0 , 2<х<а} кесма ва {>>=0 , Ь<х<°°} (а<Ь) нур буйича 
киркилган со\а.

554. {\z—1|=1}, {|г+1|=1} айланалар билан чегараланган 
ва {х=0, —а<><(3} (ос>0, (3>0) кесма буйича киркилган со\а.

555. {х=0, 0<></z} кесма буйича киркилган {\z— 1|>1, 
|гН|>1, Jn u > 0} со\а.

556. у2=4ос2(л + а 2) параболанинг ичи.
557. j ’2= 4 a 2(x + a 2) параболанинг ичини бирлик доирага 

конформ акслантиринг.
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Куйидаги мисоллардаги чизмаларда тасвирланган со- 
\аларни {w:Jmw>0} юкрри ярим текисликка конформ акс- 
лантирувчи бирорта w(z) функцияни топинг:

558.
559.
560.
561.
562.
563.

1 1 1 -чизма.
1 12 -чизма.
113-чизма.
114-чизма.
115-чизма.
116-чиm

564.
565.
566.
567.
568.

117-чизма.
118-чизма.
119-чизма.
1 2 0 -чизма.
1 2 1 -чизма.

1 1 5 - чиз м а .  116 - чиз ма .

-1

1 17- чиз ма .

114-чизма.

12-952
118 - чиз м а .
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1 19-чизма.

- 2i
1 2 0 -чизма. 1 2 1 -чизма.

569. j .v < + т ) }  ( р > 0) со\ани {w:Jmw>0} юцори

ярим текисликка конформ акслантирувчи w(z) функцияни 
топинг.

{cos2 а ~~ >  ̂ Х > |̂ < а  < f ) СОХДНИ {W.JmW>0}

юкори ярим текисликка конформ акслантирувчи w(z) 
функцияни топинг.
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К^йидаги мисоллар чизмаларида тасвирланган со^алар- 
ни {vv:|wj<l} доирага конформ акслантирувчи w(z) функ­
цияни топинг:

571. 122-чизма. 572. 123-чизма.
К^йидаги мисоллар чизмаларида тасвирланган со\алар- 

ни {w.Jmw>0 } юкрри ярим текисликка конформ акслан­
тирувчи w(z) функцияни топинг:

573. 124-чизма. 575. 126-чизма.
574. 125-чизма.

ттттттг

j! mi , 
11 HIM
! j-(i + P

125-чизма.

1Г1

Г717?

! l l

126-чизма.

-Til

576.
Z)={z:Jm z>0, z e {Rez=y+A Ti, 0<Jmz<<7, k=0, ±1, ± 2,...}}

сохрани (127-чи зм а) {w:Jmw>0} юкрри ярим текисликка 
конформ акслантирувчи функцияни топинг.

577. { z : j d , < l }  — бирлик доирани
|и: |u'| < 1, arg w = , к = 0, п — 11 
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1 27-чиз ма.

«юлдуз»нинг ташкдрисига конформ акслантирувчи w(z) 
функцияни топинг.

578. Бирлик доиранинг ташкдрисини
jw: |w| < 1 , argw = , к = 0 , п -  1J

«юлдуз»нинг таищарисига конформ акслантирувчи w(z) 
функцияни топинг.

579.

{ - а < х < а ,  у = ^  + кк}  ( к = 0 ,  ±1, ±2 ,...)

кесмалар буйича цирцилган (г) текисликни \акик,ий укдаги 
[кк—b, kn+b] (k=  0 , ± 1, ±2 ,...; О< Ь < ~)  кесмалар буйича

к,ирк,илган (w) текисликка конформ акслантирувчи w(z) 
функцияни топинг.

580. {О < у < -  х = (/с= о, ±1, ±2 ,...)

нурлар буйича к,ирк,илган текисликни юкрри ярим теки с­
ликка конформ акслантирувчи функцияни топинг.

581.
{z:ze[kni, kni+°°], (k= 0 , ± 1 , ± 2 ,...)}

сохдни {w:Jmw>0} ярим текисликка конформ аксланти­
рувчи w(z) функцияни топинг.

582.
{z:Jm >0, zz[kn, kn+ni], (k=0, ±1, ± 2 ,...)}

сохдни {w:Jmw>0} ярим текисликка конформ аксланти­
рувчи w(z) функцияни топинг.

583. {z\ Jm z>0: z&[2k, 2k+2i\. 
z<z[2k+\, 2 &+1+/] (&=0, ± 1 , ±2 ,...)}

сохдни {w:Jmw>0} ярим текисликка конформ аксланти­
рувчи и>(г) функцияни топинг.
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I V  б о б
КОМ ПЛЕКС А РГУ М ЕН ТЛ И  Ф УН КЦ И ЯЛАРН И Н Г  

И НТЕГРАЛИ

1 -§ . Интеграл тушунчаси

Комплекс текислик С да бирор тугриланувчи у = А В эгри 
чизикни олайлик.

у = АВ эгри чизикни А дан В га к,араб ẑ , Zv  . . .  , zn нук­
талар ёрдамида п та у,, у2, ... , уп ёй- 
ларга ажратамиз (АВ ёйининг боши- 
ни ^  нукта, охирини zn нукта тасвир- 
лайди (128-чизма). ук-ёйларнинг (к =
1 , 2 , ... , п) узунликлари /к ларнинг (к 
= 1 , 2 , . . . ,  п) энг каттасини Я билан
белгилаймиз:

Я=шах 1К
1 <к<п

Айтайлик, у эгри чизикда /  (z) 128-чизма 
функция берилган булсин. Ю корида- 
ги х.ар бир ук ёйда ихтиёрий £, нукта олиб, сунг берилган 
функциянинг шу нуктадаги / (^к) кийматини ^  — ZK_ { га 
купайтириб, ушбу

G = t f { Q - ( z k - z k_,) ( 1)
к = \

йигиндини тузамиз. Одатда бу йигинди f(z )  функциянинг 
интеграл йигиндиси дейилади.

Равшанки, /  (z) функциянинг интеграл йигиндиси у 
эгри чизикнинг булинишига \амда \ар бир ук да олинган

нукталарга боглик булади.
1 - т а ъ р и ф . Агар Я —> О d a f(z ) функциянинг интеграл

йишндиси у эгри чизикнинг булиниш усулига %амда у, да Ь,к 
нуктанинг танлаб олинишига ботик; булмаган %олда чекли 
лимитга эга булса, бу лимит /  (z) функциянинг у эгри чизик, 
буйича интеграли деб аталади ва
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S/ (z)dZ (2)

каби белгиланади. Демак,

\f(z)dz = lim X  f{& k) • (Zk -  zk-i)
k=IY

Агар г = x  + iy, f ( z )  = w (x, >>) + /V (x, >>)•= и + iv

дейилса, унда (2 ) интеграл 2  — тур эгри чизикди интег- 
раллар билан куйидагича богланган

J f (z )  dz = \и dx -  v dy + i\v dx + и dy 
у у у

1- т е о р е м а .  /  (z) функциянинг у эгри чизиц буйича 
интеграли

j f ( z )  dz 
у

нинг мавжуд булиши учун цуйидаги

\ и dx -  v dy, J v dx + и dy
у У

эгри чизицли интегралларнинг мавжуд булиши зарур ва 
етарли.

Хусусан, /  (z) функция узлуксиз булса, унинг интеграли

\ f (z )  dz 
у

мавжуд булади.
И н т е г р а л н и н г  х о с с а л а р и .
1°. Агар /  (z) ва g  (z) функциялар у(ус=С) У эгри чизик­

да берилган ва узлуксиз булса, у хрлда

\[af{z) + bg (z)] dz = a \ f ( z )d z  + b\g (z) dz (4) 
у у у

булади, бунда а , b — комплекс сонлар.
2°. Агар /(^) функция у эгри чизикда берилган ва уз­

луксиз булиб, у =  у, и  у2, у, п  у2 =  0  булса,
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I f ( z )  dz = J f { z ) d z +  \ f{z )  dz
У Yi У 2

( 5 )

булади.
3°. Агар f  (z) функция у эгри чизикда берилган ва уз- 

луксиз булса,

j f ( z ) d z  = - j f ( z )  dz (6)
* У~

булади. Бу ерда у~ — берилган ориентация 
(йуналиш ) га тескари ориентация билан )г/  
олинган чизик (129-чизм а). Lu

4°. Агар /  (z) функция у эгри чизикда бе- 
рилган ва узлуксиз булса,

\ f(z )  dz
У

( 7 ) 129-чизма

булади, бунда \dz\ = -J(dx)2 + (dy)2 (z =  x + iy). 

Жумладан,

M  = maxi/ (*)L
Y

l (у) — У ЭГРИ чизикнинг узунлиги булса,

\ f(z )  dz < М  I (у)

булади.
5е. Агар /  (z) функция у эгри чизикда берилган ва уз­

луксиз у эгри чизик, ушбу

z =  z (t)  (ос < / < (3)

тенглама билан берилган булиб, ^ (0 * 0  булса, у \олда

Р
I f ( z )  dz = J f ( z  (O )z '(t)  dt (8)

булади.
Бу формуладан комплекс аргументли функция интег- 

ралини \исоблашда фойдаланилади.
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1 — м и с о л .  Ушбу

j dz
У

интегрални \исобланг, бунда у чизик, боши а (а е Q  нук­
тада, охири b (Ь е  О  нуктада булган эгри чизик-

Равшанки, /  (z) = 1 функциянинг интеграл h h fh h  - 
диси

а = 1  f ( ^ k) ( z k - z k. , )  = X  ~ Z k- , )  = 
it=i /t=i

= z - z (+z2- z l+ ...^ -z -z n_ г  z —ẑ

булади. Агар’

f dz = l im <7
у  * - > o

ва ^  =  a, zn = b эканини эъгиборга олсак, унда

j dz -  b -  а
у

булишини топамиз.
2 — м и с о л .  Ушбу

/„ = \ ( z - a ) " d z  (п -  бутун сон)
7

интегрални х,исобланг, бунда у =  {г е С :! г — а\ =  р, р > 0 } 
айланадан иборат (йуналиш соат стрелкасига карама-кар- 
ши олинган).

у айлананинг тенгламасини куйидаги

Z — z (t) = а + р ё' (0 < t < 2л)

куринишда ёзиб оламиз. Унда

dz — d (а + р е") = /ре" dt

булиб, (8 ) формулага кура

I„ = j U - a y d z  = ip" i e in"*"dt 
у о

булади.
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Агар п *  — 1, булса,

?"<я+|) 2f _  о
\п+1) о

булади.
Агар п ~ — 1 булса,

/_, = / j е"° dr = 2ти
о

булади. Демак,

с / , г / , 1 о, агар Л *  - 1  булса,
| (z - a )  dz=  J (z - a )  dz=< .
У |г-в|=р l2™> агаР n = - 1 булса,

3- м и с о л . Агар у эгри чизик, юзаси S  га тенг булган 
сохдни чегараловчи ёпик, чизик, булса, у холда

j  j х dz = S
у

тенгликнинг уринли булишини исботланг.
Бундан буён j — белги ёпик, контур у буйича олинган

интегрални билдиради.
Равшанки,

/  (г )  =  и  ( х ,  у) + /V (л-, у) =  X

учун
и (х, у) =  X, V (х, у) =  О 

булади. (3) формуладан фойдаланиб топамиз:

^х dz = §х dx + i§x dy
У У У

Бу тенгликнинг унг томонидаги х,ар бир эгри чизикди ин­
тегралга Грин формуласини кулласак, натижада

ji х dz = jj odx dy + i\\dx dy = / JJ dx dy -  iS
Y (S) ( J )  (S)

булиши келиб чикдди.
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4- м и с о л .  Ушбу

J х dz
у

интегрални х;исобланг, бунда у эгри чизик,

{Z е С : \z\ =  1, 0 < arg z ^ л}

дан иборат (чизшднинг боши z = 1 нук,тада).
Аввало у эгри чизикни куйидагича

Z =  ел, 0  <  t < п

параметрик куринишда ёзиб оламиз. Унда (8 ) формулага 
кура

j х dz = Jcos t d (e“) 
у 0

булади. Бу тенгликнинг унг томонидаги аник, интегрални 
^исоблаймиз:

к к %
j cos t d (e ) = j cos t d (cos t + i sin 0  =J cos t d (cos t) +
o o  о

К К
cos / sin 1 1-  J -  sin / dt+ i\ cos t d (sin 0  = | + /

о 2 о

= /Jsin2/ dt = /J 2* dz = /̂ (/ -  ŝin 2fjj = 41 

Демак,

in

0 2

J x  Jz  = Y  •

5- м и с о л .  Ушбу

2
Г

j\z\ ■ z dz 
r

1 интегрални ^исобланг, бунда у эгри чизик,

{z £ С : Id =1, Imz > 0}
-1  0 i

юкрри ярим айлана х,амда [— 1 , 1 ] кесмадан 
130-чизма иборат булган ёпик, чизик, (130-чизма).
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Агар у, деб {z = х  + iy е С . —\ < х < \ , у =  $} ни, у2 деб 
{z е С : i z\ =  1, Im z < 0} ни белгиласак, унда

у =  у, и  у2

булиб, интегралнинг 2 ° — хоссасига кура

f |z| z d z =  J|z| z dz + J|z| • z dz
7  7 I 72

булади. Бу тенгликнинг унг томонидаги интегралларни 
алохдда-ало^ида \исоблаймиз:

1 0 1 
\\z\ - Z dz -  j х  |jc| dx = j x  (-x ) dx + j x 2dx = 0.
Yi 0

Кейинги
/|г| • z dz

72

интегрални ,\исоблаш учун z — e" (0 < t < я) деймиз. Унда

J|z\-zdz = J|e"| e~“d (е“) =
ii

= J 1 e~" ie"dz = /J dz= in
о о

булади. Демак,

j |z| zdz = in.
Y

6 — м и с о л .  Агар/  iz) функция О нуктанинг бирор 
атрофида узлуксиз булса, у \олда

lim J dz -  2 m f (0 ) (9 )
г->0

Y,

тенгликнинг уринли булишини исботланг. Бу ерда уг = 
{z е С : Ы =  г) айлана.

f {z )  функция z — 0 нуктада узлуксиз. Таърифга биноан 
V е > 0 олинганда \ам шундай 5 > 0 сон топиладики, i d <
5 тенгсизликни кдноатлантирувчи барча z е С лар учун

| / « - / ( 0)| < *
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тенгсизлик уринли булади. Бинобарин, г < 5 тенгсизлик- 
ни каноатлантирувчи барча г лар учун

/ ( « * ) -  / ( 0 ) (Ю)

тенгсизлик бажарилади.
уг ёпик, чизикни z =  re*9, 0  < ф < 2л шаклида ифодала- 

сак,

J d z - i \ f  {re"9) d<p

булиб, бундан

j/ U ) dz - 2 n i/ ( 0 ) /}/(гб?'ф) dtp -  2 я//(0 )
о

] / ( ^ ' Ф) / /  ( 0 )  </ф
о о

Т [ / ( « * ) - / ( о ) ]  -  Т | / Ю - / ( о ) |  <*р-

( 10 ) муносабатга кура охирги интеграл е дан катта эмас. 
Демак, г < 5 лар учун

( Z M  j 7 -  2 л// ( 0 )
Уг

< £

булиб, бу
lim f dz -  2 л i/ ( 0 )
.-_>П J  7r-»0 J Z

Y

булишини курсатади.

М И С О Л  B A  М А С А Л А Л А Р

1. Ушбу
\ Zdz

интегрални \исобланг, бунда у чизик бош и а (а е С) нук­
тада, охири b (о € С) нуктада булган эгри чизик,.

И н те г рал j  !  ар н и х,и соб л a 11 г .
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2. J Imz dz, бунда у боши 0  ва охири 2  +  / нуктада булган
Y

турри чизик, кесмаси.
3. { х dz, y :z  = 2 + i нуктанинг радиус вектори.

у

4 . \х dz, y.\z-a\ = R, 
у

5. f |z| dz, у: боши (— 1 , 0 )  нуктада, охири ( 1 , 0 )  нук-
у

тада булган кесма.
6 . ||г| dz, у : ( -  1 , 0 ) нуктадан ( 1 ; 0 ) нуктага караб йунал-

у

ган юкори ярим бирлик айлана.
Агар у боши z, = — 2 нуктада, охири z2 = 2 нуктада 

булган {U  = 2 , Imz < 0 } айлана булаги булса, куйидаги 
интегралларни хкисобланг:

7. jz  dz 9 . \\z\ dz
Y У

8. j 1 0. fz\z\ dz
у 1 *

11. j  (2x -  3 iy) dz.
у

Куйидаги интегралларни х,исобланг, бунда у боши 
г, =  1 нуктада, охири z2 =  i нуктада булган кесма.

1 2 . \zdz. 13. J Im z dz. 14. \h,dz
у у г |г|

Куйидаги интегралларни хкисобланг.

15. b z z d z . 17. j R e z d z .
|*Н ИН

16. izlnvz2dz. 18. j ln z d z
| « | = 2  M = l

19. J [(У + О -  ix] dz, у : Zo = 1 ва z\ = - i
Y

189

www.ziyouz.com kutubxonasi



нукталарни туташтирувчи тугри чизик, кесмаси.

2 0 . f f - o + o  > У1 к  -  (1 + 1)| = 1
г

21  J (х 2 + iy2) dz, y;zo = 1 + i ва = 2 + 3/ 
у

нукталарни туташтирувчи тугри чизик, кесмаси.

2 2 . jz  dz, у: х = cos /, у = sin t (0  < t < 2п)
у

23. j  -£ц, у: х = 3cos t, у = 2 sin / -  эллипс.
.. У

24. Y: *  = cos U У = sin/ -  айлана.
"  У

25. j У dz, у. z = 2 + / нук,танинг радиус вектори.
у

26. | у dz, у: |г| = 1 , 0  < argz < к -  ярим айлана (чизик,-
у

нинг боши z — 1 нуктада).
27. jy d z , у :\z -  а\ = R -  айлана.

у

28. J|z| dz, y:z = 2 -  i нуктанинг радиус вектори.
у

29. J|z| dz; y:\z\ = l, 0 < arg г < it (чизикнинг боши г =1
у

нуктада).

30. |Н dz; y:\z\ = l ,R e  z ^ 0 (чизикнинг боши z ~  — i
Y

нуктада).
31. j\z\ dz; y:\z\ = R -  айлана. 

у

32. j |  dz; y: i 3 i _  чизмада тасвир-
y

131 чизма ланган ярим хдлканинг чегараси.
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33. J (z—a)ndz (n — бутун сон); у : | z—а \ = R, 0 < arg
у

(z — а) < п — ярим айлана (чизикнинг боши z —а + R 
нуктада).

34. j (z -a )"  dz(n  — бутун сон); маркази а нуктада, то-
у

монлари координата укларига параллел булган квадрат- 
нинг периметри.

35. Агар у эгри чизик юзи S  га тенг булган сохрани чега- 
раловчи ёпик чизик булса, у хрлда

i у dz = - S  
у

тенгликнинг уринли булишини исботланг.
36. Агар /эгри чизик юзи S  га тенг булган сохдни чега- 

раловчи ёпик чизик булса, у хдпда

j z dz = 2/ S
у

тенгликнинг уринли булишини исботланг.
Куйидаги интегралларни \исобланг:

37. \ezdz\ х  Zq =  0 ва г, =  я — in нукталарни туташти-
7

рувчи т\три чизик кесмаси.
I |2

38. je ^  Rez dz; у: zn = 0  ва £, = 1+/ нукталарни туташ-
7

тирувчи ryFpn чизик кесмаси.
39. \ezdz, у: у =  х2 параболанинг z{) =  0 ва z{ =  1 + i

у

нукталарни туташтирувчи булаги.

40. j  cos z dz\ Y'-Zo = f  ва z, = n  + i нукталарни туташ-
7

тирувчи тугри чизик кесмаси.
41. J Re (sin z) cos z dz', Y'-x = f , — 1 < у < 1 — кесма.

у

42. f z Im (z2) dz\ y: x — 1, — 1 < у < 1 — кесма.
У
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Агар у : боши ^  = 0 охири zx =  ̂+ i у -  нуктада булган

тугри чизик кесмаси булса, у х^лда куйидаги интеграл- 
ларни \исобланг:

43. l^ d z . 
у

4 4  j  е1г1 Re z dz
у

45. j ez Re z dz .
у

46■ i $ i d z - 
r

47. <f|z-l||fik|.
H=i

48. Агар у чизик Ẑ =  0 нуктадан Z{ — i нуктага караб 
йуналган тугри чизик кесмаси булса,

J z sin zdz
у

интегрални х,исобланг.
49. Ушбу

f \dz\ 2 nr | | ,
J 7-------a =  I a 21> W *  r

\z\=r 'Z ~ a \ N  ~ r  I

тенгликни исботланг.
50. Агар I a\ ф R булса,

i  N  ,  uR
|л2 -И2|

тенгсизликни исботланг.

Куйидаги мисолларда интеграл остида куп кийматли 
функциянинг интеграллаш чизигининг бирорта нуктаси- 
да берилган шартни каноатлантирувчи бир кийматли тар­
моги туради. Агар чизик ёпик булса, уша нукта интеграл-
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лаш чизирининг бошланрич нуктаси деб кдбул к,илинади 
(интегралнинг киймати шу бошлангич нук,танинг танла- 
нишига борлик, булиши мумкин эканлигини ёдда тутиш  
керак).

f ни \исобланг.
Y rZ

51. у: I г I =  1 , Im г > 0 ; VI =  1 — ярим айлана.

52. у. I г I =' 1, Im г > 0; VT =  — 1 — ярим айлана.

53. у: I z\ =  1, Im z  ̂ 0 ; л/Г =  — 1 — ярим айлана.

54. у: I z I =  1 , л/Т — 1 — айлана.

55. у: I z I =  1; л/-Т =  / — айлана.

56. \ -j=- ни х^исобланг, бу ерда
у  V Z

X- Ы  =  1, Im z а 0; VT =  1 •

57. \ifidz ни х^исобланг, бу ерда у: z0 = — 2 нуктадан zt
у

=  2 нук^тага караб йуналган {I z \} =  2 , Im z ^ 0  ярим айла­
на ва Vi =  i шартни каноатлантирувчи бир к,ийматли тар-
мок, олинган.

j Ln z dz ни х>исобланг.
у
58. у; Id =  1; Ln 1 =  0 .
59. у. Id =  1; Ln /= f  •

60. у: I d -  R', Ln/? =  ln R.
61. у; I d =  R, Ln R =  ln R + 2л/.
62. n — бутун сон ва Ln 1 =  0 булса,

<f z”Ln z dz
N='

интегрални х.исобланг.
63. n — бутун сон ва Ln ( — 1) =  ni булса,

jz"Ln z dz
14-'

интегрални \исобланг.
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64. Куп кийматли а1 функциясининг \ар кдндай тар­
моги олинганда хам

j azdz = О
И=‘

тенгликнинг уринли булишини исботланг.
65. а  — ихтиёрий комплекс сон ва 1“ =  1 булса,

j z adz
И-i

интегрални хисобланг.

66. Агар/ (z) функция z — о нук,танинг бирор атрофида 
узлуксиз булса, у холда

lim £ f  ̂  z = 2nif (a)
r->о . z-a

\Z - a \ - r

тенгликнинг уринли булишини исботланг.
67. Айтайлик, /  (z) функция кенгайтирилган комплекс

текислик С да узлуксиз булсин. Агар уа чизик, а (а е  Q  
нук,тадан а + 1 нук,тага к,араб йуналган тугри чизик, кесм а­
си булса, у холда

lim J/ ( z )  dz = / (°°)
а—>•>

У а

тенгликнинг уринли булишини исботланг.
68. Фараз кдлайлик, /  (г) функция {Im z ^ 0 } юк,ори 

ярим текисликда узлуксиз булиб,

И Ф ^ И ”

тенгсизлик бажарилсин. Агар yR чизик, ̂  =  R нук,тадан z, =  — R 
Hyigrara кдраб йуналган {Id =  R, lm z>0} ярим айлана булса, 
ушбу

Y R

тенгсизликни исботланг

< nMRrj f ( z )  e ildz
R

ланг.
К у р с а т м а .  Бтф > -2-ф|о < ф < тенгсизликдан фой­

даланинг.
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69. Айтайлик, /  (г) функция

— а  < arg z < а  (0  < а  < я)

бурчакда узлуксиз булиб, I arg d < а  лар учун z— да zf (z) 
-> А булсин. Агар у.. чизик,^ = /te'/a нуктадан г, =  Re " нук­
га га к,араб йуналган

I г ! =  R< I arg г I < а 
ей булса, у \олда ушбу

lim J /  (z) dz = 2iaA

У /г

тенгликнинг уринли булишини исботланг.
Куйидаги тасдикдарни исботланг.
70. Фараз цилайлик,/ (z) функция

{х > л'0, 0  < у < И) 

ярим йулакда узлуксиз булиб, ушбу 

lim  f ( x  + iy ) = А
\—>or.

лимит у га боглик булмаган \олда ва у узгарувчига нисбатан 
текис равишда мавжуд булсин. Агар|Зх--- пасгдан юкррига кдраб 
йуналган 0<y<h вертикал тутри чизик, кесмаси булса, у х,олда

lim [ f ( x )  dz = iA h

P,

булади.
71. Айтайлик, / (z) функция 0 < ! ~ — a\ < r0,

0 < arg (z—a)  ̂ a  (0  < a  < 2я) 

секторда узлуксиз булиб,

И т [ ( г - я ) / ( ; ) ]  = /!

лимит мавжуд булсин. Агар уг чизик, шу секторда ётган ва 
йуналиши мусбат булган {I z — d = п  айлана ёйи булса, у 
х,олда

lim { f ( r ) d z  = iAa/-—»о J ' w
У г

булади.
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72. Фараз килайлик, /  (z) функция

I d > R{), 0  < arg z  ̂ ос ( 0  < a  < 2 я) 

сохдда узлуксиз булиб,

lim z f (z )  = АZ—>°°
лимит мавжуд булсин. Агар Г к чизик, шу сохдда ётган ва 
йуналиши координата бошига нисбатан мусбат булган {I z\ 
= R} айлана ёйи булса, у хрлда

lim J / (г) dz = iAa
R̂ r R

булади.

2 -  § . Коши теоремаси

Комплекс узгарувчили функциялар назариясида фун- 
даментал теоремалардан бири Кошининг интеграл теоре- 
масидир.

2 - т е о р е м а .  (Кошининг интеграл теоремаси). Фараз 
цилайлик, f  (z) функцияси комплекс текислик С даги бир 
богламли D сохада голоморф булсин. У  д;олда D га тегишли 
булган ихтиёрий тугриланувчи спиц эгри чизик; у буйича 
олинган интеграл нолга тенг булади:

j f ( z )  dz = О
г

Юкррида биз курдикки (2 — мисол)

/<*> = ■ £
функциясидан у. I z — а I =р айлана буйича олинган интег- 
рал 2ni га тенг. Бу мисолда/ (г) функцияси С\{я} да голо­

морф булиб, бу сох,а бир богламли эмас. 
Шунинг учун хдм j f  (z) d z *  0  булади.

У

2 -теорема тубандагича хдм ёзилиши 
мумкин.

2 ' - т е о р е м а .  Фараз цилайлик, D с  
С бир богламли, чегараси тугриланувчи 
ёпиц чизицдан ташкил топган сох1а 
булсин. Агар /  (г) функцияси D со^анинг132-чизма
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ёпит D нинг бирор атрофида голоморф булса (132-чиз­
ма), у х<олда

\ f ( z )  dz = О
Э D

булади.
Бу теоремани / ( z) функция ф ам т  D да голоморф булган 

хол учун хам исботлаш мумкин.
3- т е о р е м а .  D a  С бир богламли, чегараси тугрила- 

нувчи соха булиб, /  (z) функцияси D да голоморф, D да 
узлуксиз булсин. У  холда

j f ( z )  dz = О
Э D

булади.
4 - т е о р е м а .  (Куп боыамли соха учун). Фараз цилай- 

лик, D с: С чегараси Г, у,, ... , уп турриланувчи чизтсгардан 
та шкал топган куп боыамли соха булсин (133-чизма). Агар 
/ (z) D да голоморф, D да узлуксиз булса, у холда

j f ( z )  dz= \f{z)dz = 0
Г  и уГи ...и у ‘Э D (И)

( 12)

тенглик уринлидир.
( 11 ) тенгликни куйидагича хам ёзиш мумкин

l f ( z ) d z = ±  \ f i z ) d z
*=' Ук

Н а т и ж а .  Фараз цилайлик; D (D с  О  бир богламли 
соха булиб, у,, у2 чизицларнинг хар бири (у ,с:Д  У,<= )̂ боши 
^  ва охири z нуцтада булган чизикдар булсин (134-чизма). 
Агар f  (z) е 0 (D) булса, у холда

133-чиз ма.
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j f ( z ) d z = j f ( z ) d z  13
Yl Y2 '  '

булади.
(13) тенглик, каралаётган интегралнинг z{) ва z нук,та- 

ларигагина боглик, булиб, интеграллаш йулига безлик, 
булмаслигини билдиради. Шуни эътиборга олиб, (13) 
интегрални

j f ( z ) d z  0 4 )

каби белгилаш \ам мумкин.
Агар (14) интегралда zi) нук^тани тайинлаб, г ни эса 

узгарувчи сифатида кдралса, (14) интеграл г узгарувчи- 
нинг функцияси булади:

Fiz) = ) f i z)  dz

5 - т е о р е м а .  Агар /  (z) функция бир богламли D a С со- 
.\ада голоморф булса, у х;олда F  (z) функция х,ам D сохада 
голоморф булиб,

F'iz) = f i z )  iz е D)
булади.

Бу теоремадан куринадики,бир богламли сохдда голо­
морф функция / (г) нинг бошлангич функцияси мавжуд- 
дир.

6 - т е о р е м а .  Агар Ф (z) функция D (D с  С) со^ада 
/  (г) нинг бошлангич функцияси булса, у \олда

J f i z )  dz = <t>iz)-<b (Zo) = ф iz) I ( 1 5 )

формула (Ньютон — Лейбниц формуласи) уринли булади, 
бунда z0 ва z нуцталар D со^ага тегишли ихтиёрий нукта­
лар.

7 - м и с о л  . Ушбу

У

интегрални ^исобланг, бунда у = {z е С : Id =  1 }.
Агар D (D с  О  со\а деб куйидаги
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0  = { г е С :  |г| < 1 }  

сох,а олинса, унда биринчидан

s w  = А
функция голоморф булади, иккинчидан к,аралаётган ёпик, 
чизик, у шу сохдга тегишли булади: у с Д  2 / ё Z).

Унда 2-теоремага кура

j f ( z )  dz = ^  = О
У У

булади.
8 - м и с о л . Агар f  (z) функция ушбу

D = {z е  С: г <\z — а\ < R) 
сохдда (хдлкдда) голоморф булса, у х,олда

i f ( z ) d z  (r < p < R )
k-a|=p

интеграл нинг к,иймати р га б о ти к , эмаслигини курсатинг.
Ихтиёрий р,, р2 сонларни (г < р» < R, г < р2 < R) 

олайлик. Улар учун р, < р2 булсин део, ушбу
у, =  {z £ c .\ z  — а\ =  р,}, у2 =  {z £ C :\ z -  а\ = р2}

ёпик, чизикдарни кдрайлик.
Равшанки,

G =  {z € С: р, < I г — а\ < р2} 
сохд учун _

G а а  С: г < \z -  а\ <

булади. Унда 4-теоремадан

$ / (г )  dz = j f ( z )  dz
Yl 7i

булиши келиб чикдди. Демак,

§ f i z )  dz = j f ( z ) d z
M = P |  |г-о|=Р 2

l+(
.2

9 - м и с о л . Ушбу

\ z2 dz

интегрални х,исобланг.
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Равшанки, f  (z) — z2 функция бутун комплекс текис­
лик С да голоморф. Бинобарин, берилган интеграл ^  =  1,

Z, =  1 + / нукталарни бир- 
лаштирувчи йулга боглик 
булмайди. Шундан фойда­
ланиб интеграллаш чизири 
у сифатида

1+1

*
0 1 У =  {z — х+ iy е  С: jc =  1 ,

О < у  < 1}

тугри ч и з ик  к есм аси н и  
оламиз (135-чизма). 

135-чизма Бу у чизикда

г  =  1 +  iy, dz =  i dy 

булишидан фойдаланиб топамиз:

}  Z2dz = \ z2dz = j ( l  +  iy f i  dy =
о

= i\f 1 + 2 iy -  y 2) dy = i ( у + iy2 -  ) = -1 + 2 /.
о v Jo

10-мисол. Ушбу

Y
интегрални х,исобланг, бунда у эгри чизик боши ^  =  1 ва 
охири zx = + i нукталарда булган у1 =  1 — х параболанинг 
ёйи.

К^йидаги
D = С \ (-о о , 0 ]

бир бокламли сохдни карайлик. Кдралаётган у эгри чизик 
шу сохдга тегишли булади: у с  D.

Иккинчи томондан, D сохдца Ф (z) = ^ ln 2z функция

учун
f

Ф' (z) = 1п2 )̂ =
In _

булганлиги сабабли, Ф (z) функция f (z )  =  - j -  нинг бош -

лангич функцияси булади. Ньютон — Лейбниц формула- 
сидан фойдаланиб топамиз:

200

www.ziyouz.com kutubxonasi



J  l!LS dz = ^ T  = | [ln2(+ /) -  In l] =
У 1

= \ ln2(+ 0  = M H 1 + '1 + '■ ar« (+ Of = I ' ! ( f f  = - T -
1 I - м и с о л .  Ушбу

I f  ( z *  0)
I

интегралнинг киймати Zq -  1 ва zx =  2  нукталарни бир- 
даштирувчи йулга борлик буладими (йул координата бо- 
шидан утмайди деб фараз килинади)?

Равшанки,

/<*> = ■*

функция Z) =  С\{0} сохдда голоморф. Айни пайтда бу бир 
богламли сох,а эмас. Демак, Кошининг интеграл теорема- 
сидан фойдаланиб булмайди.

Zq =  1 ва zt — 2  нукталарни бирлаштирувчи иккита у, 
\амда у2 чизикдарни

уf = {z = х  +iy е С: 1 < х < 2, >> =  0}, 
у2 =  {z е С: Id =  1} и  у,

деб оламиз (136-чизма}.

1 3 6 - ч и з м а

у, чизикда z = х, dz -  dx булиб,

Г dz _  [ dz _  С dx _ In x  | = ln2
1 * Г, * I х

булади.
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I z I =  1 айланада
z =  e'v (0  < ф < 2k), dz = ie">d(p

булиб,

булади. Демак, берилган интеграл интеграллаш йулига 
боглик, экан.

1 2 - м и с о л  . Ушбу

интегрални ^исобланг.
Комплекс текислик С  да

D = {z = х + iy е С: Ы  < г, 0 < у < Ь)

тугри туртбурчакни олиб, унинг чегарасиниудейлик (137- 
чизма).

| е 1 dz^yfn  (Пуассон интеграли)

тенгликдан фойдаланиб,
+оо  ̂ 2

I = \е х cos 2bx dx > Q)
о

А

- R 0 R

137-чизма

К^йидаги f ( z )  = e~z2

функцияни караймиз. Бу функция D ни уз ичига олган 
сох,ада голоморф булади. Унда 2-теоремага кура
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i e - z dz = 0 (16)
У

булади.
Энди z = х + iy эканини эътиборга олиб топамиз:

л
j e  z dz = §е d(x  + iy) =
у у

= } e - (x2- y 2 )- e - i2xl’d (x  + iy). ( 1 7 )

Y

у чизикда x  e [—г, г], у е  [О, &] булганлиги сабабли

 ̂<? (*2 >,2) • е l2xyd(x + iy)~ Je  *2 dx + /J e (' 2 y2) 2iry dy +

+ ]e - (x2-b2)-i2xbdx + i\e-{r2-y2)*i2rvdy= je - x2d x -
- r  b - r

-  eb2 j e ' x2-i2xbdx + ie-r2j e y2(e~i2ry- e i2ry) dy (18)

булади.
Равшанки, г -»  + да e'r -> О,

e_r2 J  e*2 -  e '2,y) dy —> 0 . (19 )
о

(16), (17) ва (19) муносабатларни эътиборга олиб, (18) 
тенгликда г —> + оо да лимитга утсак, унда

+оо 7 7 +оо 7
0 = j  е~х d x - e b j е х ' i2xbdx

— оо —оо

тенгликка келамиз. Берилишига кура
+оо 2
| е х dx = л/я

\амда

, - х г -П хЬ\ е х i2xbdx = j е х cos(2  xb) dx -i j е х sin(2xb)dx
-оо —оо —оо
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булганлигидан

+со 2 +°° 2 /— 
f е~х cos ( 2xb) dx -  i f е~х sin (2xb) dx =

eb— oo —oo c

булиши келиб чикдди. Бу тенгликнинг хдкикий кисмла- 
рини тенглаштириб

J е~*2 cos (2xb) dx =

яъни

J е a2cos (2 xb) dx = 1)2
о

булишини топамиз.

М И С О Л  В А  М А С А Л А Л А Р

Куйидаги интегралларни Ньютон — Лейбниц форму- 
ласидан фойдаланмасдан х,исобланг.

7 3 - |J |„ ^ 3 ) T *  78. j z cos z dz

74. ^  79. | г sin г *
2М4

75. j zdz  80. j z ez dz
-i

I
0

76. J ( 2 z + l ) d z  81. j  sin zdz
l+i о

2; z l  In2

77. J U  - z )  e 2 dz 82. j  ze^z.

83. f ( z  -  a)ndz ( л — бутун сон), бунда у чизик, z =  а
у

нук,тани уз ичида сакуювчи ихтиёрий сох,ани чегараловчи 
ёпик, тугриланувчи Жордан чизиги.
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Куйидаги функцияларнинг бошлангич функциялари- 
ни топинг.

84. е®. 89 . e°z cos bz.
85. ch az. 90 . z e°z.
8 6 . sh az. 91 . z2ch az.
87. cos az.
8 8 . sin az. 92 . z cos az.
Куйидаги интегралларни ^исобланг.
93. j — ; у чизик, Zq — — i нук,тадан zt = i нук,тага к,араб

г
йуналган у2 = х  + 1 параболанинг ёйи.

94. f — ; у чизик, zQ=  — i нук,тадан г, =  i нук,тага к,араб
у

йуналган {Id =  1, Re z > 0} айлана ёйи.
к / 2 +;

9 5  J sin z dz.
л/2

l+m
96. j  ze~zdz.

о

97. J ln(z + 1) dz, бунда у чизик, z0 = — 1 — / нук,тадан z,
у

= — 1 +/ нук,тага к,араб йуналган ва (—°°, — 1] нурни кес- 
майдиган ихтиёрий тутриланувчи эгри чизик,.

Куйидаги функциялар берилган сохдларда бошлангич 
функцияга эга эмаслигини курсатинг.

98. / ( £ > = { ;  Д =  ( 0 < Iг1 < “ (•

99. / W  = i - + T ; » = { 0 < Ы < 1 ) .

1 0 0 . f ( z )  = - LT ; Д = { 1  < Ы
1+ Z

1 0 1 . / ( * )  = — Ц - ;  Д =  { 0  < Ы  < 1).
г (1- Г )

102. Агар интеграллаш йули ± / нук,талардан утмаса, у 
\олда ушбу

1 Т Т Т  =  4 +  ^  ( *  —  б у т у н  СОН)о 1+2
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тенгликнинг уринли булишини исботланг.

103. {z * ±  /} со\ада [ интегралнинг киймати Arctg г
о S +1

функциянинг кийматлар туплами билан устма-уст туши- 
шини, яъни

J = Arc tg г
о ^ +1

тенгликнинг уринли булишини исботланг.

104. jibdLili- dz интегрални х,исобланг. Бу ерда (Ln z)]
I г

оркали куп кийматли Ln z функциянинг Lnl =  2ni шарт­
ни каноатлантирувчи бир кийматли тармоги белгиланган 
ва интеграл С\( --  оо ̂ 0 ] со\ада ётувчи чизик буйлаб олин­
ган.

Kj/йидаги тасдикларни исботланг.
105. Агар/ ( z) функция U -  {! z — d < R} доирада голо­

морф булиб, v  z& U учун ! / ( г )|< М  тенгсизлик бажарил ­
са, у х,олда v  Zr  z2& U нукталар учун

j f ( z )  dx s

булади.
106. Агар/ (z) функция U -  {! г — d < R} доирада голо­

морф булиб, v  Z£ U учун Re f(z )  > М >  0 тенгсизлик ба­
жарилса, у \олда v  Zv z, €  U нукталар учун

j  f ( z )  dz\ > М \z2 ~

булади.
107. 106-мисолдаги тасдик R e/ (z)> A / (< e U) шартни 

Re {^/ (z)} ^ M  шарт билан узгартирилганда \ам уз кучи- 
ни сак т1айди (бу шартдаги ф ,\акикий сон г нуктанинг тан- 
лашига боглик эмас).
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108. Агар f i z )  ва g(z)  функциялар бир богламли чега­
раланган D a  С сохдда голоморф булса, у х,олда v  a, b e  D
нукталар учун ушбу

J f i z )  dg (z) = f ( z )  g (z) |- J f i z )  g'iz) dz
a a  a

булаклаб интеграллаш формуласи уринли булади.
109. А йтайлик,/(г) функция [r<  I d < Щ хдгскдда голо­

морф булиб, у чизик, {Id ^г) доирани 
уз ичида сакдовчи ва {I d ' < -Я} доира­
нинг ичида ётувчи сохдни чегаралов- 
чи мусбат йуналишли содда, булакли
— с илл и к, булган чизик, булсин (138-  
чизма). У х,олда

j f ( z )  dz
г

интегралнинг к^ймати шундайучизик 
нинг танланишига боглик, булмайди. 138-чизма

110. Фараз кддайлик, f (z)  функ­
ция ёпик,, булакли — силлик,у, ва у2 чизикдарнинг ораси- 
да жойлашган икки богламли чегараланган D a  С сохдда 
голоморф булиб, унинг ёпиги D да узлуксиз булсин ./(г) 
функция D сохдда бошлангич функцияга эга булиши учун

j f ( z )  dz = 0
У\

тенгликнинг бажарилиши зарур ва етарлидир.
111. Айтайлик, f (z)  функция п та ёпик,, булакли — 

силлик, у у , ... , уп чизикдар билан чегараланган п бог­
ламли D со^ада голоморф булсин. У \олда/(г) функция D 
сохдда бошлангич функцияга эга булиши учун

j f i z ) d z =  0  (к = 1 ,2 , . . . , ( « -  1)
У к

шартларнинг бажарилиши зарур ва етарлидир. (Бу ердауп 
контур билан чегараланган сохд барча \  (к =  \,п -  1 ) чи-

зикдарни уз ичида сакдайди деб фараз к,илинади.
112. f i z )  функция {— а < Im z < a )  йулакда голоморф 

булиб,
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z -> °o (— a < Im z < а) да f{z )  -»  0  

булсин. Агар

J f { x )  dx

интеграл як,инлашса, у \олда у  а е  (— а, а) учун
/а+оо

| / (^ ) dz
/а-оо

интеграл \ам якинлашувчи булиб, унинг к,иймати а  га 
боглик, булмайди.

К у р с а т м а .  Коши теоремасини

{— /?,< Re г < /?2, 0 < I Im d < I d  }

туртбурчакларнинг бирига куллаб, кейин R —> + ° о ,  оо 

да лимитга утинг.
113. Фараз кдлайлик, f iz )  функция {0 < у < /г} йулакда 

голоморф булиб,

,im f  (х + iy) = О
X—

-f-oo
булсин. Агар j  f ( x )  dx мавжуд булса, у \олда

\ f { x  + ih) dx

интеграл \ам мавжуд булиб, иккала интегралнинг к,ий- 
матлари тенг булади.

114. Айтайлик, f iz )  функция

{0 < a r g z < a }  (0 < а < 2 л;)

бурчакда голоморф булиб,
lim z f (z )  = О
Z-> оо

булсин. Агар

] f i x )  dx
о

мавжуд булса, у \олда

y —{z = r e ia, 0  < г<  оо}
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нур буйича олинган

J f ( z ) dz
у

интеграл ^ам мавжуд булиб, иккала интегралнинг к,ий- 
матлари тенг булади.

К у р с а т м а .  1 1 3 — 114-мисолларни ечишда 70 — 72- 
мисолларнинг натижаларидан фойдаланинг.

3 -§ . Кошининг интеграл формуласи

Комплекс текислик С да чега­
раси тугриланувчи чизик, булган, 
чегараланган D со\ани (D a  С) 
к,арайлик. Кузатувчи бу со\а чега­
раси dD буйлаб \аракат к,ил ганда 
сохд \ар доим чап томонда колсин 
(139-чизма).

7 - т е о р е м а .  Агар/ (z) функ­
ция D сох<ада голоморф булиб, D да
эса узлуксиз булса, у х;олда

139-чизма

_!_ с Ж  dt = Г^ ^ ),агар  z e D  булса,
2ni \ о,агар z е D булса * '

тенглик уринли булади.
Одатда (20) формула К о  ш и н и н г и н т е г р а л  ф о р ­

м у л а с и  дейилади. Бу формула/(г) н и нг ^ е  D нуктадаги 
кийматини чегарадаги кийматлар билан боглайдиган фор- 
муладир.

1 3 - м и с о л . Ушбу

f ^ d z  3 z+l
У

интегрални \исобланг, бунда у =  {z е С: I z + /1 = 3 }  айла- 
надан иборат.

Равшанки,

D = { z e  С: |г + /1 < 3 }

со\а \амда / (z) =  sin z функция учун 7-теорема шартлари 
бажарилади. (2 0 ) формулага кура

1 4 - 9 5 2  2 09
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2 л:if(a )  -  J z_a dz булиб, бундан
dD

\ TS”U;) dz = 2ni sin(-/') =
|z+/|=3

= 2я/ • (e -  e ~') = 2k sh 1

тенгликка эга буламиз.
1 4 - м и с о л . Ушбу

<£-А_
7 г 2 +9 
7

интегрални х,исобланг, бунда у эгри чизик, С текислик- 
нинг ±3/ нукталаридан утмайдиган ихтиёрий ёпик, чизик,.

Фараз килайлик, у ёпик, чизик, билан чегараланган 
туплам D булсин.

а) ±3/ нукталар D сох,ага тегишли булмасин: ±3/е D. Бу 
хдлда __

Ф ( г )  =  — е 0(D)
Z + 9

булиб, 2 -теоремага кура

$ср (z )  dz = = 0
У У

булади.
б) +3/е D, — 3 /е D булсин. Бу х,олда, аввало интеграл 

остидаги функцияни
1

1 _ 1 _ г+Я
г 2 +9 (г+3/) (г-3/) г-3/

куринишида ёзиб оламиз. Унда

/<г > = ?Г Т 7’ а = 3/
лар учун 7-теореманинг шарти бажарилганлиги сабабли
(2 0 ) формулага асосан

= 2я^(3«) = зЙ 7  = Т
7  7

булади.
в) —З/е Д  3 ie  Z) булсин. Бунда, юкрридаги б) \олда- 

гига ухшаш мулохдза юритиш билан топамиз:
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j-4±- = j -Щг dz = 2ni —L-|._ = -  л
J  r + Q J  r + З /  С—3/ I '  - 3
Y

r) 3/e Д  — 3/e I) булсин. Бу \олда, аввало интеграл 
остидаги функцияни содда касрларга ажратамиз:

„ I___ ______ 1_____ __ 1
■ ' +9 (" + 3/) (с — 3/.) 6/

У холлу

= -I. j ф(м J
dz -  1 Гх *  A dz
L * i )  6/  i - " - 3 /  - , :+ 3 /

■ 2п/ (1 -  1) = ОО/

оулишини топамиз.
1 5 - м и  с о л , Ушбу

i 5 ” 4  ^Z
7

интегрални \иеобланг, бунда у = { z ~ x + i y £  С :л*-+ у- + - 
! 6 у =  0 } ёпик, чизикдан и борат.
Равшанки

л'“ + v'2 f 6 v = 0 w  л2 "г v1 + 2 • 3)’ + 9 — 9 — 0 —>
=> л*-’ + (у + З)2 =  З2 -4>! z + 3/1 = 3.

Демак, у =  {z е С: ! г + З/i = 3}. Бу айлана билан чегара­
ланган соханн D дейлик:

D = {z e  С: U +  3/1 < 3}.

Ушбу J  (z) -  t iV t  функция учун берилган интеграл ку­

йидаги ча

<f ^т- j  dz = - 1 ту dz
7 7

ёзилади./U ) g а(7))булишини эьтиборга олиб, Кошининг 

интеграл формуласидан фойдаланиб топамиз:

j { ■ dz. = 2 тс// (—2 /) =
у '

= 2 л/ = я  sin (2 л/) = ^ / sh 2 .-2/ — 2/ 2 2
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Демак,

m *  = f / s h 2 .
z + 4У

(20) формуладаги 2л/ J" t-V  ^  интегралга Коши ин-
gD ’  '

те г рали д е й и л а д и .  Ко ши ин тегралида —oD  — 
контур со\а чегараси булиб, /(£,) функция D со^ада голо- 
морфдир. Энди, фараз килайлик, С текисликда ихтиёрий 
тугриланувчи контур Г ва Г да аникданган ва узлуксиз 
функция /(£,) берилган булсин. У \олда ушбу

интегралга К о ш и  т и п и д а г и  и н т е  гр ал  дейилади.
8 - т е о р е м а .  Коши типидаги интеграл С\ГсохдцаF(z) 

функциясини аник^лаб, бу функция ушбу хоссаларга эга- 
дир:

а) F(z) функцияси С\Г да голоморф,
б) lim F  (z) = 0 ,

в) F(z) функциянинг исталган тартибли хосиласи F n)(z) 
мавжуд ва

р (п)(7\ = л L f _Л§2. -  dt

Н а т и ж а . Голоморф функция исталган тартибли ^оси- 
лага эгадир.

Хакикдтан \ам, голоморф функцияни Коши интегра- 
ли ёрдамида ифодалаш мумкин. Коши интегралининг ис­
талган тартибли \осиласи мавжудлигидан берилган функ­
ция \ам исталган тартибли \осилага эга:

(2.)
П\ J  / ( S> 

dD

1 6  - м и с о  л . Ушбу
I  eldz

(Z+2)4

интегрални \исобланг, бунда у чизик, С текисликдаги 
Z =  — 2 нуктани уз ичига оладиган ихтиёрий ёпик, кон­
тур.
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у контур билан чегараланган сохрани D деб белгилай- 
миз.

Равш анки,/(г) =  & у ч у н / " (z) — е* булади. Бу функция 
ва D со\а учун 8 -теореманинг шартлари бажарилади. Унда
(2 1 ) формуладан фойдаланиб топамиз:

f
e: dz _  2 ni

(г+2)4
= I f  f " \ - 2 ) = 2eL p~2 -  

6 e 3 r

1 7 - м и с о л .  У ш б у  

i
z+l

г ( г - 1) (г-3) dz
k =2

интегрални \исобланг.
^  =  0, г, =  1 нукталар {г е С: i d =  2} 
айлана билан чегар алан ган  {z e  С:
I d < 2 } доирага тегишли булиб, z2 = 3 
нукта эса шу доирага тегишли эмас,
Zi) = 0 ва zt = 1 нукталарни {z e  С: Id <2} 
доирага тегишли ва узаро кесишмайди- 
ган у ва у2 ёпик чизикдар билан урай- 
миз. Буу,, у, чизикдар \амда {ze  С: id —
2} айлана билан чегараланган уч 6o f- 

ламли со^ани D билан белгилаймиз 
(140-чизма).

Каралаётган интегралда интеграл остидаги
г + 1

140-чизма

г (г-1) (г-3)

функция D сохдда голоморф булади. 4-теоремадан фойда­
ланиб топамиз:

г+1 L г+1

Ы=2
г (г-1) (г-3) dz = j

У1
г (г-1) ( г —3) dz +

г+1

72
г (г-1) (г-3) dz = I\ + 12-

Агар
г+1

г (г-1) (г-3) dz

интегралда
f ( z )  = г+1

(г-1) (г-3)

дейилиб, (2 0 ) формуладан фойдаланилса

213

www.ziyouz.com kutubxonasi



булиши келиб чикдди.
( 2 1 ) формуладан фойдаланиб топамиз:

г+1

У 2
(г-1 )2(^-3) - 1)"

= 271/ г+1 
г (г-3)/ г=1

Шундай килиб,
____ Z + 1 ___
(г-1)2(г-3)

= 27С/ f V '̂ V l = 
(г —Зг) Л=|

dz = + 12 =

булади.
1 8 - м и с о л . Агар/ (z) функция комплекс текислик С 

да голоморф ва чегараланган булса, у \олда/(г) функци­
янинг С да узгармас булишини исботланг.

Ушбу
г / ( г )  ^г

J  ( z - a ) ( z - b )  ( I d  <  Г, | Z>| <  Г, Я * 6 )
|г|=г

интегрални кдраймиз. Уни Кошининг интеграл формула- 
сидан фойдаланиб \исоблаймиз:

/ (г ) г̂ / (г) t/г 
z - a, / ( z - a ) ( z - b )  a - b  

|г|=г

-  f ! / ( « ) - / д а ] .  <22 >
|г|=г

Шартга кура /(z) чегараланган функция I f  (z)l < А/.
Унда

/ (г )  dz

|г|=

<

( z -a ) ( z - b )

М
(г-М)(г-|6|)

г 1/(г)|кг|
- |г|=Г ||г|-М ||г|-И “

М -2 кг  
(г-\а\)(г-\Ь\)

булади. Демак,

0 < / (г )
(г-а)(г-6)

2 Л/яг 
(г—|а|)(г-М) (23)
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(2 4)
Равшанки,

lim ___IMel__ = о
vm (г-|ф(г-|ф u-

(22), (23) ва (24) муносабатлардан 

яъни
f ( a )  —f ( b )

булиши келиб чикдди. Бу эса/(г) функциянинг С да узгар- 
мас, яъни f (z )  =  const булишини билдиради.

М И С О Л  В А  М А С А Л А Л А Р

Куйидаги интегралларни ^исобланг.

z 2dz115.

116.

117.

1 1 8 .

119.

1 2 0. 

1 2 1 .

г-2 Г

г-2/|=2

dz
I2 + 9 '

dz

з (г-1)3(г + 1)3
"2

I e zdz

</г
1=1 (г + 1)(г-1)

--------- Г dz-1 г (1-г )

.2  
е' dz

1 25 * * г2-6г

126.

-2|=5 

e zdz

128. f
k+/|=i

г2+1

dz
г2 +1 •

129. j
kl=2

130.

131.

kl=|

г^г
г+/

г2̂ г
г+/

sin г

122.

123.

\z\=
(1-г)

j  dz-

г ch [ z d z  
, 1 2 г2+4г+3

132. j
Н И

cos г 
z - n dz-

133. i
k-ii=

г dz 
г2- 1

124
|г-2|=3

e z dz 

_я г2-6г

г г dz 

134. , Д =2 г2-1
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135.

136.
I

137. .
I<

138.

139.

140.

141.
I

142.
I

151.

152.

153.

154.

155.
I

156.

e\ , dz-
.1 ( Z + i ) : 143. f  - f —  dz.

I; l!-' ’  * Z

r  COS z d  r .

,4 4 - гЧ 2г

*f 4 - г c h  ,
P - '  1 4 5 - , X ^ ' * '

I  - £ r  *  ,4 6 . j
■1-- г _l I--1-/M 1 - 2г+2

COSH r  dz. 147.
tg Zcl:

i--H zeib

c o s  { z + n i )r COS -  , f  COS U  +  /Z7)
J T T T J dz. 148. f — — —-  dz. ^ ( z - n  |zf=3 г (^ + 2)

* - ^ - r f z .  149. 1 *
; - l | = l  " •  "  |;| = 5 г  + 1 6

r c h ;  J ;  £ _ d z -------- _

,|=2 U + 1)3U - 1 )  |/=4 ( г ‘ +9 ) ( г+9 )

£Sh(^+l) , \ 4 л iаг; / :х 3 + y 3 + 3 3 астроида.

i  sin г-sin(z-l) , ЛСп &  S ______ ^
jL  r - z  * ■  1 5 ? - l;- t  (г-2)3(г+4) * '

x coszdz 158. j f ^ j d z -J , 3
d=l г  U-2|=3

159. j — ir^dz .
UH г 

i
e ldz

Д .,  (г-1)2(г-3) * •  160- |;4 , ( г г+4)г '

г shz , x 1-sin z ,
— dz. 161. J — - — dz-h i t -n
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164. / 2  , бунда у чизик, z =  0 ва г. =  ± 1 нук,та-
ZKZ - I )  '

лардан утмайдиган ихтиёрий ёпик, контур.

165. $ — г— dz\ T-Zi) — 0 ва г, =  1 нук,талардан утмай-
Y  ̂ '

диган ёпик, контур.
166. Агар шя(г) = (z — z{)(z — zJ^Xz — zn) (zt* z P i * j )  

булиб, у чизик, бирорта х,ам zi(i =  1 , я )  нук,тадан утмаса,
ушбу

dz 
C0„(zY

У
интегралнинг неча хил бир-биридан фаркуш кийматни 
к,абул к,илиши мумкин эканлигини аникданг.

167. j , (а > 1).

1 г e zdZ
168. 2л1 * Т2— Т' бу ерда у чизик, билан чегараланган сох,а

у<- +а

{I d < а) доирани уз ичида саклайди.

169. j  . ze чз dz', бунда у чизик, билан чегараланган
У \Z~a)

со\а а нук,тани уз ичида саклайди.

* *  *

170. Агар у :Ы =  2 — айлана булиб, а > 0 учун Ln а =  In а 
шарт бажарилса.

Y
интегрални х,исобланг.
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171. Агар у :| г— ll =  1 айлана булиб, а > О учун Ln а =  In а 
шарт бажарилса, ва z — 1 + /' интеграллашнинг бошлангич 
нуктаси булса, у \олда

интегрални хцсобланг.
172. Айтайлик, f {z )  функция координата бошини уз 

ичига олувчи ва содда ёпик контур у билан чегараланган 
D cz C со\ада голоморф булсин. Куп кийматли Ln z функ- 
циясининг ихтиёрий бир кийматли тармоги олинганда \ам

тенгликнинг уринли булишини исботланг. Бу ерда — 
интеграллашнинг бошлангич нуктаси.

173. Ушбу теоремани исботланг (чегараланмаган сохд 
учун Кошининг интеграл формуласи).

Фараз килайлик, D со\а чегараланмаган со\а булиб, 
f (z )  е o(D) булсин. Агар

lim f ( z )  = АZ~> 00
булса, унда бундай х,ол учун Кошининг интеграл форму­
ласи куйидаги куринишга эга булади:

f (z )  функциянинг п — тартибли \осиласи учун интеграл 
формула эса (2 1 ) формула куринишига эга булади.

К у р с а т м а .  Аввал DR = D\{\zI  ̂ Я} со\аучун Кош и­
нинг интеграл формуласини кУллаб, кейин R ни °° га ин- 
тилтиринг.

174. Айтайлик, у чизик чегараланган D сохднинг чега­
раси булиб, f{z )  е a(C\D) булсин. Агар О е D булса, у хрлда 
ушбу

у

J -  j f ' ( z )  Ln z dz = /(z„) -  / (0)

*  *  *

формуланинг уринли эканлигини исботланг.
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175. Агар D ={| z I < 1} булиб, f(z )  ва g  (z) e a(Z>) n  С  ( D ) 
булса, у холда ушбу

1 I \ f ( z ) , ag(z) 1 / |a| < 1/ (a ) , \a\ < 1,
2ni

формуланинг уринли эканлигини исботланг.
176. Агар а  =  {I d < /?} булиб,/(г) е a(D) n  C ( D )  булса,

j j f ( z )  dx dy
r<\z\<R

интегрални х^исобланг.
177. Айтайлик, чегараси чекли сондаги ёпик, булакли- 

силлик чизиклардан иборат булган чегараланган D c C  
со^а берилган булиб, f ( z ) e c ( D ) r \ C ( D )  булсин. 
М -  та_х|/[z% z нуктадан /)со^анинг чегарасигача булган

ZeD ' '

масофани р ва D со\а чегарасининг тулик узунлигини L 
деб белгилаймиз. У х,олда D со^ада ушбу

< ML
2 кр n+i

тенгсизликнинг уринли булишини исботланг.
178. Фараз килайлик, D = {Ы < булиб,/(г) е a(D) п С ( / ) )  

булсин. Агар М = тах|/ (z)I булса, у х,олда D сохдда
|г |= Л  • 1

MR

(/?—|г!
\Л + 1 (« = 1, 2 , . . . )

тенгсизликнинг уринли булишини исботланг.
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V б о б  
КДТОРЛАР

1-§ . Сон ли ^аторлар

Бирор

Zv  Zv  Zv  •••, Zn, ■ ■■

комплекс сонлар кетма-кетлиги берилган булсин. Бу кет­
ма-кетлик хддларидан тузилган ушбу

г , + г г+ г 3+  . . .  + Z  +  . . .  

ифода цатор дейилади ва Ег» каби белгиланади:

| |г„ = г,+г2+г,+...+г„+... (I)

Бунда Zj, z2,... комплекс сонлар цаторнинг х,адлари дейи­
лади. (I) кдгор хддларидан ташкил гопган

s,=z„
S ^ + z , ,

n 1̂ 2̂ n

йигиндилар цаторнинг цисмий йитндилари дейилади.
I - т а ъ р иф . Агар (I) цаторнинг цисмий йитндиларидан 

иборат {S J  кетма-кетлик яцинлашувчи булса, (I) цатор 
яцишашувчи,

lim S п = S
П -> ос

эса цатор йитндиси дейилади. Акс %олда, агар { S J  яцинла- 
шувчи булмаса, (I) цатор узоцлашувчи дейилади.

Айтайлик,

Z —х +iy ( x e R , y e R , n —1 , 2 , . . . )П п J  п х п J  п 9 ’ 5 7
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булсин. Унда
п п п п

S„ = I  zk = X  (хк + iyk) = X  хк + / £  ^

булади.

1- т е о р е м а .  X цаторнинг якинлашувчи булиши учун

цаторлар якинлашувчи булиши зарур ва етарли.
Демак, математик анализ курсида урганилган кдтор- 

лар ва улар хдкидаги маълумот ва тасдикдар комплекс

хддли кдторлар учун \ам уринли булади. Жумладан,

булади (кдтор як^инлашишининг зарурий шарти).
I- м и с о л . Ушбу

булади. Демак, берилган к,атор узокдашувчи (цатор як,ин- 
лашишининг зарурий шарти бажарилмайди).

2 - м и с о л . Ушбу

к,аторни як^нлашувчиликка текширинг. 
Бу кдторнинг умумий хдци учун

к,атор якинлашувчи булса,

lim zn = О

кдторни як,инлашувчиликка текширинг. 
Бу к,атор учун

COS/1 + fSinn
п

cos п 
п и
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булади. Равшанки,

у  cos л у  sin п
I " ’ I I п «-1 Аг = !

каторлар якинлашувчи. Унда 1-теоремага кура берилган 
к,атор \ам якинлашувчи булади.

З 'М и с о л .  Ушбу

I V - Tл=| vn+y

к,аторни як,инлашувчиликка текширинг.
Берилган к,аторнинг умумий хддини куйидагича ёзиб 

оламиз:

•7 _  __1__ __  _  yfn-i _  yfn-i _  jv/rt _  j j
^n -fn  + i (yjn + i ) { J n + i )  /г+* + *

Бизга

у  Л  у  i
~  п+ 1 ’ п+ !

к,аторларининг узоклашувчи булиши маълум. Унда, 1-тео­
ремага кура, берилган катор узоклашувчи булади.

4-м и с о л . Ушбу

у  cos(/>;')

к,аторни як,инлашувчиликка текширинг. 
Бу ка ториинг

7 _  cos(!П) ,  _  c o s /(« + !)
~ yi ’ "̂*-1 -)>;+] "

хдаларини олиб,

нисбатни к,араймиз:

£/;г| _  COS_/(« + I_) 2п _ i cos/'(/[_+1) 
Z„ 2"^! cos in 2 cos in

Агар

cos in = I  (f  " + cos /'(// + 1) = j- (e ("T" + e"+l)
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эканини эътиборга олсак, унда учун
Z-n

zn+\ _ 1 e-(n+])+en+l _ 1 е-2("+|> + 1
Zn 2 в-" + е п 2 e - 2”- ' + i

булиши келиб чикади. Кейинги тенгликдан

lim л̂+1 = > 1

эканини топамиз. Демак, берилган катор узокдашувчи. 

М И С О Л  В А  М А С А Л А Л А Р

1. Айтайлик, Zn= x n+iyn (хпе R, y e  R, п =  1 , 2 ,  ...) булсин. 
Унда

£ ^ „
п= I

кдторнинг абсолют як^инлашувчи булиши учун

ва £
«=| «=i

каторларининг абсолют як,инлашувчи булиши зарур ва 
етарли эканлигини исботланг.

2. Куйидаги шартларнинг бирортаси бажарилганда

каторнинг абсолют як,инлашишини исботланг: 
1) I zj <Мрп (п>п0). Бу ерда ва 0<р<1.

2) lim =  р < 1 .

К,уйидаги мисоллардаги шартлар бажарилганда X  zn
п=\

к,аторнинг абсолют як,инлашишини исботланг:
3. \zn\<Mn~a(n>n0),a> \ , М<°о.

4. п( 1 - я̂+1 )Zn
=  а >  1.
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6 . Айтайлик, X  zn цатор яцинлашувчи булиб, Re z„^0,
/7=1

Lm z  ̂0 булсин. У \олда Z  ^  ва X  z„ цаторларнинг аб-
/7 = 1  /7 = 1

солют яцинлашишини исботланг.

7. Фараз цилайлик, X  Z„ ва £  z] цаторлар яцинлашув-
/7 = 1  /7 = 1

чи булиб, Rez >0 булсин. У \олда X k J 2 цаторнинг яцин-
” />=I

лашувчи эканлигини исботланг.

8 . Агар X  Zn цатор яцинлашувчи булиб,
/7 = 1

I arg zn | < а  < f , п = 1, 2 , ... ,

булса, у \олда берилган цаторнинг абсолют яцинлаши- 
шини исботланг.

9. Агар X  Z„ цатор яцинлашувчи булиб,
/7 = 1

0<oc<argz„<7c—а , п =  1 , 2 , . . . ,

булса, у \олда берилган цаторнинг абсолют яцинлаши- 
шини исботланг.

Кдторларни шартли яцинлашишга текширишда ва бош- 
ца куп масалаларда Абель алмаштиришидан фойдаланилади. 
Интегралларни \исоблашда булаклаб интеграллаш амали 
цанчалик му^им булса, Абель алмаштириши йигиндилар 
учун шунчалик му^имдир.

10. Ушбу формула ( А б е л ь  а л м а ш т и р и ш и  )ни ис­
ботланг:

i * A  = X s k(bk - ь к+]) ~ s mAbm + s nbn.
к=т к=т

Бу ерда 1 < т < п ,  ^ = я ,+ я 2+ ...+ д к (к> 1), 5 ()=0, ак ва Ьк лар 
ихтиёрий комплекс сонлар.
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11. Айтайлик, Х й/А комплекс х,адли к,атор берилганп= I
булиб, Ь >0 булсин. Бу кдторнинг якинлашувчи булиши

учун X й,, к,аторнинг кисмий йигиндилари чегараланган
/i=i

булиши ва {Ъ сонлар кетма-кетлигининг нолга монотон 
ингилиши етарли эканлигини исботланг (Дирихле 
аломати).

К у р с а т м а .  Абель алмаштиришидан фойдаланинг.

12. Фараз килайлик, X  а^ п катор берилган булиб, b
«=1 "

лар х.акик.ий сонлардан иборат булсин. Бу катор як,ин- 

лашувчи булиши учун X fl/i катор якинлашувчи ва {b }
n=i п

кетма-кетлик монотон ва чегараланган булиши етарли 
эканлигини исботланг (Абель аломати).

К,уйидаги мисоллардаги шартлар бажарилганда

Х аЯ
я=1

Каторнинг якинлашувчи булишини исботланг.
13. lim yfnb" = 0 .w—>°°

14. х ^ I bn ~ bn+x\ к,атор якинлашувчи.
л=1

15. $„ = ^ ак булса, j ^ j  кетма-кетлик чегараланган.

16. Айтайлик, X е/! катор берилган булиб,
/i=i

булсин. Агар q< 1 булса, к,аторнинг абсолют якинлашувчи 
ва q>\ булса, унинг узокутшувчи булишини исботланг.
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17. Ф араз цилайлик, X е* цатор берилган булиб,

lim = 1 булсин. Кдгорнинг абсолют яцинлашувчи були-

ши учун

lim п\ 1 < - 1

тенгсизликнинг бажарилиши етарли эканлигини исбот­
ланг (Раабе аломати).

18. Айтайлик,

сп+1 = \ + — + о (1 ) 
п \п)

булиб, бу ерда а сони п га бояпиц булмай, а<— 1 булсин. У 
\олда

П— I

цаторнинг абсолют яцинлашишини исботланг (Гаусс ало­
мати).

К,уйидаги цаторларнинг яцинлаш увчи эканлигини 
курсатинг (Дирихле аломатидан фойдаланинг).

1 9 . Х

20. Х ^ г ^ ( а * 2 А:я, к = 0 , 1, 2, . . . )
п = I >/«

21. X
/7 = 2 In П

Куйидаги цаторларни яцинлашувчиликка текширинг.

2 2 . 1 ^ ^ .
/7=1

оо
24. X

/7=1

2 3 \ ? , ( П+,)Л ' 25. X
/;=|
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26. X ™ .  36. 1 ^ .
/1=1 i п=I *

" ■ 5 f t

*  I s -  *  i * 4 ( * r ' -

V  («+/)Л ~ / л \
29. I - ------- - 39. I  £

" 22 cos in я=|

(1-nT
n

12 COS //

ЯО У 40 y l ! ± 0 l
* 5 ^ ’ k(n+\)r

-» ! y J l L Z L  4 1  у  n
4 l u h a i f

OO ^  ni oo
3 2 . 1 y d -  42- £ i i »n=l Я /,= 1 ("»)

33- I  l i f e -  4 3 . 1n=l a n~\
gin*

34. I V  44. X „  e ”
n=l Л /1=1

•чс у ______!______ 4c у  /* sin in
Э* „ t , l « + ( 2 « - l ) / j 2 ' „tl 3"

Куйидаги кдторларнинг \акикий парам етра нинг кан- 
дай кийматларида якинлашувчи булишини аникданг:

46. £ « " V \  4 9 . X  (а+1)(.а±2М ?± ?-> /л
* л=1 ’ я=1

4 7 . £ / i V « .  so. s  <* ||п("г; ' )|а.

48. Z < ” + 1)"“ (е " -  1). 51. X  2 4 1  + / )" ( ln c tg ^ )“.
n-! n=l
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2 -§ . Функционал цаторлар

Бирор D (D cC) тупламда аник/шнган и,(г), u2(z), u^z), 
un{z), ... функциялар кетма-кетлиги берилган булсин. 

Бу кетма-кетликдан тузилган ушбу

u{(z)+u2(z)+ ... +un(z)+ ... 

ифода функционал цатор дейилади ва ^Lun(z) каби белги-
п= I

ланади:

£  ип (z) = щ (z) + и2 (<:)+.. .+и„ (*)+ ... (2 )
п= I

Одатда

5,(г)= м ,(г),
S2(z)=u^z)+u2(z),

Sn(z)=u{(z)+u2(z)+ ... +un(z)

йигиндилар (2 ) функционал каторнинг к,исмий йигинди-
лари,

l im ^ U )

ни эса каторнинг йириндиси дейилади.
2-т а ъ р и ф . Агар (2) функционал цаторнинг цисмий йи- 

гиндиларидан иборат

{£ (?„ )} (z^eD), « = 1 , 2 , ...

кетма-кетлик якинлашувчи (узоцлашувчи) булса, (2) функ­
ционал цатор z„ нуктада якинлашувчи (узоцлашувчи) дейи­
лади.

(2 ) функционал каторнинг барча як^инлашиш нук;тала- 

ридан ташкил топган М туплам (М с  D )^ u n(z) функцио-
/1= I

нал цаторнинг яцинлашиш туплами дейилади. Кдгорнинг 
йигиндиси £(<:) = lim Sn(z)

П —>оо

М тупламда аникданган функцйядир.
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3-таъриф . Агар V е>0 олинганда хам шундай л0е N 
топилсаки, v  п>п{) ва \/ze М  учун

I S„(z)—S(z )1 <е
тенгсизлик бажарилса, {^„(z)} функционал кетма-кетлик 
М тупламда S(z) га текис яцинлашади дейилади.

2-т е о р е м а (Вейерштрасс аломати). Агар

X  u„(z) = щ (г) + и2 (z)+.. .+u„(z)+...
/1=1

функционал цаторнинг х,ар бир х,ади М  тупламда (Mcz С)
I un{z)I <ап (я= 1, 2, 3, ...) 

тенгсизликларни цаноатлантирса ва

Х а« = Я| + Д2"К --+0л+---л=1

с о нл и цатор яцинлашувчи булса, у %олда X  функцио-
П=\

нал цатор М  тупламда текис яцинлашувчи булади.
5-м и с о л . Ушбу

функционал цаторнинг яцинлашиш тупламини топинг. 
Бу цаторнинг умумий \аднни цуйидагича ёзиб оламиз:

.. sin г/г _  emt-emz _  _
—  - 2/V ”  1 ш2

_  е'"А е~пу -ё'пх епу 
й 5 *

Агар уФ0 булса, унда

М г М - Ж  2 А Н  - И  = "  е"'"!
булиб,

lim|«„(z)!=/7—
булади. Демак, г =х+/у, у *  О нуцталарда берилган функ­
ционал цатор узоцаашувчи булади.
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l«„U)|= sm'uп
булиб, берилган к,атор ушбу

у  sin tix
и= I «2

каторга айланади. Равшанки, бу каторнинг \адлари учун 
s!” fA - > тенге и зли к уринли булиб, L  сонли кагор

якинлашувчи. Вейерштрасс аломатига кура берилган функ­
ционал катор

{ze С Jmz= 0}
тупламда текис якинлашувчидир.

6-м и с о л . Ушбу

I  —«и 1 -г"
функционал каторнинг якинлашиш со\асини топинг.

Бу каторнинг

Агар v-О булса, унда

х,адлари учун
1-г 

,/|+1

//„ (Z) -«
i г"'

булиб, I zl <1 булганда
limlM”+lU)

,л+|
1-г,,+

=1 г

un(z) =\z\<\

булади. Демак,
d  <1

булганда берилган кагор якинлашувчи булади. 
Агар I z\ >1 6\lica,

Нт|и„(г)|= lim lim т—1— = 1*0

булиб, катор узоклашувчи булади.
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z\ —1 булганда <; дейилса, унда

Zn ' |етф|
17-7-1 = i7̂ 7̂ 7|и„(г)| = 

булиб,

{|w„U)|} =

кетма-кетлик узокдашувчи булади. Демак, берилган к,атор- 
нинг як,инлашиш со\аси

{zzC:\z\<\}
бирлик доирадан иборат булади.

7-м и сол . Ушбу

I  ±  к + лп=1 п V г

функционал кдторнинг текис як;инлашадиган тупламини 
топинг.

Равшанки, I z \ <1 \амда U I >1 булганда

Пт|м„(г)|= lim z + пzn

булади. Бинобарин, бу хрлда берилган функционал к,атор 
узокдашувчи булади.

Энди I z\ =1 булган *олни кдраймиз. Бу \олда

z =e"s>
булиб,

булади. Маълумки,
оо

2  £п= 1 П

катор якинлашувчи. Вейерштрасс аломатига кура берил­
ган к,атор текис як,инлашувчи.
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Шундай цилиб, берилган функционал цаторнинг
С :i z \ -1}

айланада текис яцинлашувчи булишини топдик.

М И С О Л  В A M A C  АЛ АЛ АР

Куйидаги функционал цаторларнинг берилган туплам- 
ларда абсолют яцинлашишини исботланг.

_ Y (2//-1)! Z* ■ \г 1<г 152- т:?.-' т*

53. X  ' U 1< Ь - ™ < а < ж.
п- I

54. I  -п zn\ \z\<e.
п-\ п

55. I- -- -W-; 7* -2, “ 3, -4, ...я=2(Я+г)1п п 

,:(г+1)..(с4я).

£*! ч . .л.!_______ • 7 *  —2 ~ 4 — 6
f ,  U'?)lt+4)...(z+2ny ’ ’ ’ ■■

i-ч- V  ... ... _______ • Re 7 > i
*-• {.•;Ч)С-: + 3)...(г+2л+1)’ 2

59. Айтайлик, D тупламда X «„U ) функционал цаторЛ=1
берилган булиб,

л„(г) = I  w*U)
к~п

цаторнинг цолдиги булсин. У холда берилган функционал 
цаторнинг D тупламда текис яцинлашиши учун ушбу

Hm Sup \ R„(z)\ =0
zeD

тенгликнинг бажарилиши зарур ва етарли эканлигини 
исботланг.
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60. I  Л  г ""; />={! г! >1},1г; 1 П

Куйидаги ф ункционал каторларнинг берилган туплам-
ларда текис яки н лаш и ш и н и  курсатинг:

61. Tyfne~r,z\ D={\z\< р < у }.п=\ '

62. £ л  />={/?ег>5>0}.
л= I

63. Х«~г; />={/?ег>5>1}.Л=1

64. £ (-1 )яя “г; />={/?ег> 6>0}.
/7=1

65. L  2'"cos nz: />={! Jrru<5<ln2}
л=|

/>={! z\ </?<<»}.66. л?1 («+Z)2 '

67. £ - f s  л=|е

6*- п-( '

69. у  п~ -
, л+г’Л=|

Z)={Rez < 0}. 

Z>={Rez<5<-l}.

70. X  (z" ~ z" ') функционал каторнинг Z>={| г I <1} до-
/1=1

ирада нотекис якинлашишини исботланг.

71. Х.е'^|п” каторнинг v  £>0 учун {Rez >1+е} ярим те-
л=!

кисликда абсолют ва текис якинлашишини ва {Rez>l} 
ярим текисликда нотекис якинлашишини исботланг. 

Агар lim d\a \ = 1 булса, у \олда куйидаги тасдик^арни

исботлан г.
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72. Y*anZn катор {I z \ <p< 1} тупламда текис якинлаша-

73. X ane катор {Rez>5>0} тупламда текис якин­

лашади.

74. cosnz катор {I Jmzl <5<1п2} тупламда текис
я=о 2 

якинлашади.

якинлашади.

76. X fl«e " катор {Re^5>0} тупламда текис якинлаша-

функционал катор {Re^<0} ярим текисликда нотекис якин­
лашади; V е>0 сони учун {Re^ l+ e} ярим текисликда те­
кис якинлашади, {Re^>l} ярим текисликда эса нотекис 
якинлашади.

Куйидаги функционал каторларнинг якинлашиш со^а- 
сини топинг:

ди.

75. X  a„n R катор {|z |< р <min(l, I  )} тупламда текися=о г +г л

ди.
77. Куйидаги тасдикни исботланг: ушбу

п

П— 1
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Куйидаги функционал каторларнинг текис якинлаша­
ди! ан тупламларини топинг.

86. ' 87. I . e ';in". 8 8 . 1 ^ .
/М> "- I  /1 = 1

3-§. Даражали каторлар

Г. Д а р а ж а л и  к а т о р  л а р н и н г  я к и н л а ш и ш 
ради у с и \а м д а я к ин л а ш и ш д о и р а с и .

Функционал каторлар орасида уларнинг хусусий ,\оли 
булган

£г„г" = с() +с,г + с2г+...+с„г"+..., (3)
и=0

ёки умумийрок

£ с „ (г - а )я = с0 + с,(£-я) + с2(г-д )2+... (4)
/1=0

+C„(z—fl)"+• • •+сл(£—я)"+■ - •

каторлар (бунда с(), с,, с2, ..., ся, ... \амда а — комплекс 
сонлар) математика ва унинг татбикларида мух,им роль 
уйнайди.

(3) ва (4) каторлар даражали цаторлар дейилади. 
Агар (4) каторда z—a=  ̂дейилса, у хдлда (4) катор 

с, узгарувчига нисбатан (3 ) куринишдаги каторга келади. 
Бинобарин, (3) куринишдаги каторларни урганиш биз 
учун етарли булади.

Одатда, с0, ср с , ... сп, ... комплекс сонлар (3) даража­
ли каторнинг коэффициентлари дейилади.

3-теорема ( А б е л ь  теорем ас и ) . Агар

£ с „г ” = с0 +c,z + c1z1+...+cnz"+...
/1=0

даражали катор z нинг z=z0 (z0Ф 0) кийматида якинлашувчи
булса, у х>олда к,атор

{zeC:\ z\ <1 z0l }

доирада абсолют якинлашувчи булади.
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Агар X  cnz" даражали цатор z нинг z=z. цийматида узоц-п—0
лашувчи булса, у х,олда цатор

{ze С: I z\ >1 z ,l}
тупламда узоцлашувчи булади.

Абель теоремасидан куринадики, (3) даражали цатор 
учун шундай г сони (0<г<+°о) мавжуд буларканки, (3) 
цатор {ZeC: lzl<r} доирада яцинлашувчи, унинг ташца- 
рисида, яъни {ze С: I zl >г) тупламда узоцлашувчи булади. 
Бу г сон (3) даражали цаторнинг яцинлашиш радиуси,

U={ze С: I zl <г)
дойра эса унинг яцинлашиш сох;аси дейилади.

(3) даражали цаторнинг яцинлашиш радиуси

формула ( К о ш и - А д а м а р  формуласи) ёрдамида топи- 
лади.

(3) даражали цатор узининг яцинлашиш со\асига те­
гишли булган ихтиёрий

{zeCrlzUp}, (р <г)
ёпиц доирада текис яцинлашувчи булади.

2° .Д а р а ж а л и  ц а т о р л а р н и н г  хос са ла р и .  
Бирор

оо

£c„z" = с0 + C,z + c2z2+...+c„z"+... (6)
я=0

даражали цатор берилган булиб,

U={zs С: I zl <г}

унинг яцинлашиш со^аси булсин. У хдлда
1) (6) цаторнинг йигиндиси S(z) функция U да голо­

морф функция булади.
2) (6) каторни U да хддлаб дифференциаллаш мум­

кин:
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3) (3) каторни хддлаб интеграллаш мумкин:
(  оо ^ оо

f \
оо

Х ^ и dz = X jc„Zn dz = Ic jz "d z ;
{п=0 л=0 л=0 у

бунда, у — (/га тегишли булган ихтиёрий силлик чизик,.
8-м и сол . Ушбу

i  -V г"я=1 «
даражали цаторнинг якинлашиш сохдсини топинг.

Равшанки, даражали каторнинг якинлашиш сох,асини 
топиш учун унинг якинлашиш радиусини топиш лозим 
булади. Берилган каторнинг якинлашиш радиусини (5) 
формуладан фойдаланиб топамиз:

2 (  I  \
г = =-- Ц= = lim пп = 1 lim пп = \\.

lim Ц\с„\ iim J- L  п~*°° J
п->°° \

Демак, даражали каторнинг якинлашиш сох,аси

U={zeC:\z\<\}
бирлик доирадан иборатэкан. Кдтор! z\ <1 сох,ада якинла­
шувчи. Берилган катор сох,анинг чегараси 1г1=1 да х,ам 
якинлашувчидир.

9-м и с о л . X  z" каторнинг якинлашиш радиуси г = 1 га
л=0

тенг. Кдгор| z \ <1 да якинлашувчи булиб, чегара |z |=1 нинг 
\ар бир нуктасида узокдашувчидир.

°° 7П10-м и с о л . X  „ каторни карайлик. (5) формулага кура
л=1

г - 1 дир. Демак катор |г|<1 со^ада якинлашувчи булади.
оо

Чегарада ётувчи z = 1 нуктада катор X  т  куринишда булиб,
л=0

у узокдашувчидир. z=—1 нукта учун эса X - Лейбниц
л=0

катори хрсил булиб, бу нуктада катор якинлашувчи була­
ди. Демак, катор l d =l айлананинг баъзи нукталарида 
якинлашувчи, баъзи нукталарида эса узокдашувчидир.
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11 -м и с о л . Ушбу

£[2  + <-1 YYz"
л=0

даражали каторнинг якинлашиш со\асини топинг.
(5) формуладан фойдаланиб берилган даражали катор­

нинг якинлашиш радиусини топамиз:
г = 1 = 1 = 1 _ 1 

lim фс~\ Йтф+(-1)яГ Ит |2+(-1)я| 3
П—>°° fj_^  П—

Демак, каторнинг якинлашиш со\аси

t/ = {г е с:|г |< j }
доирадан иборат.

12-мисол. Ушбу

£  (sin in)zn
л=0

даражали каторнинг якинлашиш со^асини топинг. 
Берилган каторнинг п — коэффициенти

с =sin/>?п
ни куйидагича ёзиб оламиз:

р ~п- р пс„ - sin in — е
2/ ' 

Унда

с 1 =
2 2

булиб,

= е

булади. Демак, берилган даражали каторнинг якинлашиш 
радиуси г = j  булиб, якинлашиш со\аси эса

t/ = k e C : U i < i }

булади.
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13-мисол . Ушбу
_2л+1

Zfcr<UI<i>
/7 = 0

даражали цаторнинг йигиндисини топинг.
Берилган цаторнинг як^нлашиш радиуси r = 1 булиб, 

як,инлашиш сох>аси
U={zg C:\z \<1}

бирлик доирадан иборат булади. Бу цаторнинг йигиндисини 
S (z )  дейлик:

п-О

Кдторни U да, яъни ze U деб хддлаб дифференциал- 
лаймиз:

( 00 2/7+1 1̂ оо -,2/7+1 \
S\z) = У гn 2/1+1\ /7= ) = 2л=0j . . , )

Демак,

Кейинги тенгликнинг \ар икки томонини интеграллаб, 
топамиз:

J S'(z)dz = \ --Ljdz => S(z) = \ In i±| + с.
n n

Равшанки, S{0)=0. Унда с =0 булади. Демак, берилган 
цаторнинг йигиндиси

а д  = | 1п |^

булар экан.
3°. Ф у н к ц и я л а р н и  д а р а ж а л и  к , аторларга  

ё й и ш . Функцияларни даражали каторларга ёйиш кдтор- 
лар назариясидаги му^им масалалардан ^исобланади. Бу 
масала куйидаги теорема ёрдамида х,ал этил ад и.

239

www.ziyouz.com kutubxonasi



4-т е о р е м а . Агар/ (г) функция DczC сохдда голоморф 
булса, у х,олда D сох,адаги ихтиёрий

U={z е С: I z-a I О }  ( V ее D)
доирада ( UczD) уни даражали каторга ёйиш мумкин:

формулалар ёрдамида хисобланадилар.
Одатда, (7) катор/ (z) функциянинг а нуктадаги Т е й ­

лор к а тор и  дейилади. 4-теоремада келтирилган (7) да­
ражали каторни U да исталган марта хддлаб дифференци- 
аллаш х,амда интеграллаш мумкин. Улар натижасида хрсил 
булган каторлар сох,ага тегишли булган ихтиёрий ёпик 
доирада текис якинлашувчи булади. Амалиётда купчилик 
масалаларни \ал килишда элементар функциялар ёйил- 
маларидан фойдаланилади:

f ( z ) = l c n(z - a )\ (7)

Бу ерда сп коэффициентлар

U-«i=p(Z 
(п = 0, 1, 2, ...)

4) cos*= £ (- 1Г ^ ;  zeC .
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8) 1п(1 + г) = х  1г |< 1.
n=1

14-мисол. Ушбу
f(z)=zez

функцияни a= 1 нуктада Тейлор кдторига ёйинг.
' Аввало берилган функцияни

f(z) = [1 + (z- D] ■ = [1 + (z - 1)] • е-(г-|)
куринишида ёзиб оламиз. Сунг 2) муносабатдан фойда­
ланиб

п—0

булишини топамиз. Натижада

/(г) = ге-г = [1 + U  - 1)Г' £(-1)" =
; i= 0

= e-| + | (- 1)V l( X . _ I _ ) ( z - i r  =

= «-| + £ ^ ( - 1Г ,«- '(г- 1)’п=2
булади.

15-мисол. Ушбу
/(z)=sin2z

функцияни а=0 нук̂ та атрофида Тейлор кдторига ёйинг. 
Равшанки,

sin2 z = 1-c° s2  ̂ = 2 “  2 C0S^̂

Энди 4) муносабатдан фойдаланиб

п=0 4 7 л=0 v

= 1- 25<-1>” ^ г2"Я = 1
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булишини топамиз. Натижада

булади. Бу берилган функциянинг а=О нук,тадаги Тейлор 
каторидир.

16-мисол . Ушбу

функцияни а=О нук,та атрофида Тейлор к,аторига ёйинг 
ва унинг як^нлашиш радиусини топинг.

Берилган функция С\{-1} тупламда голоморф булади. 
Кдралаётган функцияни

куринишида ёзиб оламиз, бунда

булади. Равшанки,

1)— тенгликдан фойдаланиб топамиз:

Унда
\

J

= -£[(- ir znY = -i(-\)n -nZn-'

булади. Натижада берилган функция учун

/(г) = -г2£ (- 1>"иг”-' =
я=1 я=1

242

www.ziyouz.com kutubxonasi



ёйилмага келамиз. Кейинги даражали катор {! z\ <1 } да як^н- 
лашади, {I z\ > 1} да эса узокдашади. Демак, каторнинг якин­
лашиш радиуси г — 1 булади.

4°.Д а р а ж а л и  к а т о р л а р н и н г  б а ъ зи  т а т б и к -  
лари .

1) Фараз килайлик, f(z )  функция бирор ае С  нукта­
нинг атрофида голоморф булсин. Агар

т =о
булса, а сони f(z ) функциянинг ноли дейилади. Агар

f(a )= f'(a )= f’(a )= ..= f^ (a )= 0 , /<">(<*)*О
булса, а сони f(z )  функциянинг п — тартибли ёки п 
каррали ноли дейилади. Хусусан, п - 1 да а оддий ноль дейи­
лади.

Агар f(z )  функция z=°° да голоморф булиб,
/(оо) = 0

булса, ° ° нуцта функция ноли дейилади. Функциянинг бун- 
дай нолининг тартиби

« « = / ( ! )

функциянинг z = 0  нуктадаги ноли тартиби билан аникла- 
нади.

17-м исол  . А гар/^  функция ае С нуктанинг атрофи­
да голоморф булиб, а сон функциянинг к — тартибли ноли 
булса,

f(z)= (z — a)k<p(z)

булиши курсатилсин, бунда ф(г) функция а нукта атро­
фида голоморф ва ф (а)ф0 .

Бу масалани \ал килишда f (z ) функциянинг Тейлор 
каторига ёйилмаси

/ (г )= 1  ̂ ( z - а)" (8)
/1=0

дан фойдаланамиз.
Модомики, а сони/(г) функциянинг к — тартибли ноли 

экан, унда

A a)= f'{a )= f'\a )= ..= rk"{a)= 0 , /  « (а ) * 0  
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булиб, (8) тенглик ушбу

= (z-aY

М  (г - <,)**•+

У (Дг)(в) . / (к+1)(а)
к\ (* +1)! U - д)+.

куринишга келади. Кейинги тенгликда
/ ч f (k)(a) / (*+1)(а) ,Ф<г> = ~тг- + (*+1>! (z-a)+... 

деб белгиласак, унда ф (z)e О {а}, ф (д)*0 булиб, 

f(z)=(z-a)kq>(z)

булади.
18-мисол. Агар f(z) функция де С нук^танинг атро- 

фида голоморф булиб, ушбу
f(z)=(z —  a)ky{z)

куринишга эга булса, у х,олда а сон/ (г) функциянинг к — 
тартибли ноли булишини курсатинг, бунда ф(г) функция 
а нук^танинг атрофида голоморф ва ф(д)*0.

Равшанки, f(a )= 0. f (z ) функциянинг \осилаларини 
олиб, уларнинг а нук,тадаги кийматларини топамиз:

f'(z)=k(z — в)*-,-ф(г)+(* — a)ky'(z), Г(а)=0; 
f"(z)=k(k —  1)(г — a)k~2-y(z)+(z — a)k-uk‘q\z)+

+k{z —  a)k~ l'y'(z)+(z — a)k-q>"(z), f ” (a)=0

Ш у йул билан f {k~l)(a)=0 ва айни пайтда f (k\a)* 0 булиши 
курсатилади. Бу эса а сони / (г) функциянинг А:-тартибли 
ноли эканини билдиради.

19-мисол. Ушбу
f(z)=z2(eг - 1)

функция учун <3=0 нук,та нечанчи тартибли ноль булади?
Маълумки, е? функциянинг Тейлор кдторига ёйил- 

маси
2 ,  _4  6

ez = 1 + z + j j  + fr+---

булади. Шуни эътиборга олиб топамиз:
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f{z) = Z2(ez2 - 1)= Z2̂ l + Z2 +^- + ^-+...-lj

j  = z4 ■ ф(z),

бунда
<p(z) = 1 + §т + | г +---

Равшанки, ф (z)e 0{O}, ф (0)=1*0. Демак, a= О сон бе­
рилган функциянинг 4-тартибли ноли булар экан.

20-м исол .  Агар а нук̂ та f{z) функциянинг п — тар­
тибли, g(z) функциянинг т  — тартибли ноли булса, а 
нуктаДг) g(z) функциянинг нечанчи тартибли ноли була­
ди?

а нук,таДг) функциянинг п — тартибли ноли. Демак,

а нукта g(z) функциянинг т  — тартибли ноли. Демак,

Az)g(z)=(z — a)”<p(z)(z — a)mv(z)=(z —a)n+mq>(z)y(z)
булиб, ф(г)*\|/(г)е 0{а}, ф(я)-у(д)*0 булади. Бу эса а нук­
та ни f(z)g(z) функциянинг п+т — тартибли ноли були- 
шини билдиради.

21-мисол. Ушбу

функциянинг нолларини аникданг ва уларнинг тартиби- 
ни топинг.

Равшанки, бу функция

булганлиги сабабли 3/ ва —3/ сонлар берилган функция­
нинг оддий ноллари булади.

Энди функциянинг а = °° нолининг тартибини аник,- 
лаймиз. Равшанки,

Az)=(z — я)я-ф(г), Ф(^)е 0{а}, ф(а)*0;

g(z)=(z — a)my(z), y(z)t 0{а}, \|/(я)*0.
Унда

a=3i, a2=—3i, a3—°° 
нук;таларда нолга айланади ва

/'(3/')*0; / '(—3/)#0
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g(z) = /({;) = 14 = г2 + 9z4

функциянинг zr= 0 даги нолининг тартиби, 2 га тенг.
Демак, г=°о нукта берилган функциянинг 2-тартибли 

ноли булади.
Айтайлик, Az) функция U={ze С:I z— d </*} доирада го­

ломорф булиб,
М  = maxl/fo)!гег)£/ 1 1

булсин. У  х>олдаДг) функциянинг а нукта атрофида Тейлор 
катори

f ( z ) = i c n(z - a )n
п=О

коэффициентлари учун ушбу

\сп\ < ^ (п  = 0, 1 , 2, ...) (9)

тенгсизлик уринли булади. Бу тенгсизликлар Коши тенгсиз- 
лиги дейилади.

22-м и сол . Агар .Д г) функция С да голоморф булиб,

\Az) <M\z \т
(п>0 бутун сон) тенгсизлик бажарилса, у хрлда f(z) нинг 
даражаси т  дан юкори булмаган купхдд булишини исбот­
ланг.

Az) функция С да голоморф булганлиги сабабли

/(*)=  l c nzn/1=0

тенглик уринли булади.
Энди ихтиёрий р >0 сонни олиб, ушбу

Yp=ke С I z\ =р }
айланани караймиз. Шартга кура ур айланада

I Az) I < Мрт
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булади. Коши тенгсизлигидан фойдаланиб топамиз:
Мрт _ м (п = 1, 2, 3, ...)

Кейинги тенгсизликдан ихтиёрий п>т учун р — о да
с =0п

булиши келиб чикдди. Демак,

Лг)=с0+с1г+с2г2+...+спг'.

Бу теоремадан хусусий \ол т =0 учун Лиувилл теоремаси 
келиб чикдди. Агар/(г) функцияси бутун текисликда голо­
морф булиб, |/(г)| <М  булса, у узгармас функциядир: 
/  (z)^const.

М И С О Л  В А  М А С А Л А Л А Р

К,уйидаги даражали цаторларнинг яцинлашиш радиус- 
лари ва яцинлашиш со\аларини топинг:

89. X * V .

90.

96. I - V„=| Sin /2

97. £ ( «  + /)гл.

91. £ (еН К '
/7=1

п

92- •
/7=1

93. £ (co s*W .
л=0

94. £(1 + 0 V .
п=()

98- ! „ ( - )  •

99. I V ’
/7=1

100. £ ^ " -  л=0 («!) 

101. £ ^ ”V .
л=0

95. а—ихтиёрий 102. 1 ^ .п=0
хдциции сон.
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103. £[3 + <-l)"l zn. 117. £[1п(я + 2)1^я.
. . Л  J  п=о/1=01 л=0

104 У-- 118 У , « > 0.
1U4* £  "! *=o("!)“

105. £л"г". 119. £ ~ т г ” .
„=-! я=1 {п)

{кг,у. z"106. ЪтгХ- 120. 1-т

115. I
"=о[з+(-1)"4]"

,1» ' ~  я!(«+Г)! ... (п + к -1)!П=1 “ П=1

107. 121. 1е~-г\
л=I « "=°

108. £  2"̂ '7'. 122. f> 'e  "V , а > 1.
л=(> л=<>

109. 123. £ ^ V -
л=() я - i

110. £ « Ц ~ -  124. £ ^ f .3 „=1 J

111. + 125. 1 ^ - ./1=0 л=0 ^
сю ‘О 7П

112. Х ^ ” - 126. X ^ ’V .
п-О "-=1

113. 1<1 + 0"г". 127.
я=0 я=0

114. 1(2г)". 128. I  s in fF-
я=0 я--1

129 У I c<̂s" ~Ч= \ z"
{ yin )1=1 V

116 . £ “ (°- 1M g-” 1̂V . 1зо. 1 - г^ — -л=0 " Я=0 sh ( 1 + /«)
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Агар 1LC,X' даражали каторнинг якинлашиш радиуси/;=()
R(0<R<°°) булса, у \олда куйидаги к,аторларнинг якинла­
шиш радиусларини (/?,) топинг:

131. Х (2Л- 1) ^ 138. Х т т Ь -
/7=0 „=о ]+\Сп\

132. Х « Ч
л-0

Г, (А: =  1, 2, ...). 139. 1 п с „ и - \ У .

133. £ - 4  Z" 
t i  ) п -

140. £[г  +  ( - 1)"|
П-0 L. J

134. £ * я сп 
/1=1

zn. 141. i ^ c n(z + о я
л=!

135. X  ct z 
/i=0

\  (* == 1, 2, ...). 142. у ^ 7 »,
"  In л "п-1

136. X  (1 + zZ) сп „п <. ■ 143. i c ; ( z  + 2 i)'.
/? =0 п-0

137. X  сХ к 
>1=0

, (fc = 1, 2, ...). 144. Х ^г " .

Агар X  а,Х  ва X  b„zn даражали к,аторларнинг якинла-п=0 <1=0
шиш радиуслари мос равишда г, ва г2 булса, у \олда куй 
идаги каторларнинг як.инлашиш радиусларини (R) то­
пинг:

145. i ( a „ + b n)zn. 146. i a „ b nzn. 147. X f ^ " .
я=0 л=0 /!-0 п

Куйидаги даражали кдторларнинг йигиндиларини то- 
пинг:

148. (I z\ <1). 149. X-T-dzKl).■

150. Х (-1)й+| £  ( ! d < D .п= I
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Куйидаги цаторларни яцинлашиш со\асининг чегара- 
сида яцинлашувчиликка текширинг:

ш .£ (- 1 )"£ т . ,59. z+ -fez2 + -^5г5+.• •
п=О

152. £ ^ .  160. £ - f  •*=1 n n= I «Vrt

153. £-£• 161. I- f V -11=1 л=2«1пл

154. £ * £ .  162. £ ^ г".
я=2 1пп ' ' Л=1 (я!)2

155. Х Ц С ** . 163. |  $$,< -!)* **■

лл /_ 1 \Л
156. натурал сон). 164.

л=1 п=2

157. £ ^ 3"-'- 165. £ ^ г " .л=2 Л=1

Л 1Я'
158. Х 4 -  166. t 4 - z " .

п~ 1 п п=\ ч П

167. Айтайлик, барча сп(п=0, 1, 2, ...)лар мусбат булиб, 
с0>с,>с2> ... ва limc„ = 0 булсин. У \олда

п—>°°

i c nZn
п=О

даражали цаторнинг {I z \ =1} айлананинг фацатг=1 нуцта - 
сидагина узоцлашувчи булиши мумкин эканлигини, бош- 
ца барча нуцталарида эса яцинлашувчи эканлигини ис­
ботланг.

168. Куйидаги тасдицнинг уринли эканлигини исбот­
ланг (Абельнинг иккинчи теоремаси):

оо

агар X  сп цатор яцинлашса, у л;олда ушбу«=о
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тенглик уринли булади.
169. Абельнинг иккинчи теоремасига тескари теорема- 

нинг уринли эмаслигини исботланг, яъни шундай узоц-

лашувчи Х г« цатор топингки, унинг учун lim Т с  г" мав-«=0 г-»1 п=0
жуд булсин.

Абельнинг иккинчи теоремаси ва 148— 150-мисоллар- 
нинг ечимларидан фойдаланиб ушбу тенгликларни исбот­
ланг:

170, £  = -lnhsin | ; 0 < |ф| < л.
п=1 1

Ctgf ; 0 < |ф| < л.v  cos(2/r+l)(p _  1 |
171- ~  2/7+1 2

Л=()

172. 0 < ф < 2л.
П— I

173 у  sin(2«+l)9 = К- 0 < ф < л. 
i / j .  2л + 1 4 4л=и

174. £ (- 1Г ‘ = lnf2cos^1; -  л < ф < л.
П=1 ^ '

175. S (- 1 Г 1 “ ^2  = 1 ; -л<ф< п.

176. Куйидаги тасдицларни исботланг:
00 °° a zn1) агар X й* цатор яцинлашса, у х,олда Х 'ГЗ Г  цагор

я=1 я=I 1 - <

{#е С:| d *1} тупламнинг хдмма ерида яцинлашади;
°° ™ а 7п

2) агао X й,, цатор узоцлашса, у \олда Х т ^  ФУНКЦИ­ЯМ Я—i
оо

онал цатор £ a„zn даражали цаторнинг яцинлашиш со^а-
я= I

сида яцинлашиб, унинг ташцарисида узоцпашади.
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177. X  ; r  функционал каторнингл=о(1+г)

{ы > о, |argz! < 4}

ёпик, сохдда абсолют якинлашувчи, лекин текис якинла­
шувчи эмаслигини курсатинг.

И з о \ . Б у  мисол шуни курсатадики, функционал 
каторнинг хдтто ёпик сохдда абсолют якинлашувчи экан- 
лигидан х,ам унинг шу сохдда текис якинлашиши келиб 
чикмайди.

178. X  7 7 ^ 2 каторнинг 177-мисолдаги сохдда текисл=о(‘ + ̂  )
ва абсолют якинлашувчи эканлиги ва абсолют текис якин­
лашувчи эмаслигини (яъни, абсолют кийматларидан ту- 
зилган катор текис якинлашмаслигини исботланг.)

* * *

/ л;(0 ) ни тугридан-тугри \исоблаш ёрдамида куйидаги 
формулаларнинг у ze С учун уринли эканлигини исбот­
ланг:

179. еаг = Х ^**0 ZoY,Zo  ̂С  — ихтиёрий тайин-
п=()

ланган нукта.

180. с Ь а г = £ ^ г 2". 

т - shaj= £ < & ” '•л=0 ' '

182. sinaz =

183. cos«=  £<-1)” ^ г 2".

Куйидаги мисолларда берилган f{z) функцияни z=a 
нуктанинг атрофида Тейлор каторига ёйинг ва каторнинг 
якинлашиш радиуси R ни топинг.
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184. f(z ) = , a = 0. 190. f(z ) = cos2̂ , a = n.

185. / U ) = TL-, a = l. 191. f (z ) = ~ f~ , a = /.
j -г  ̂ +4

186. / (г) = > в = °°- 192. f (z )  = 2~г ’ я = 2.j -г  ̂ +4

 ̂ .2
187. д г) = е‘\  а = о 193. /(^) = JV  d£, а = 0.

188. Л г ) = ~ т , а = 2. 194. /(z) = j d£, а = 0.
о

189. / (г ) = cos2z, а = 1.

195. Куп кийматли /(^) = -Jz + / функциянинг л/7 = 
шартни каноатлантирувчи бир к>ийматли тармоги; а=0.

196. /(г) = }Ц, t P i  = -2; fl = -8.
197. / (г ) = lnz; lnl = 2те/; a = 2.
198. /(z) = 1пг; o = l.

199. / (г ) = (1 - г)ег; о = 0.
2 0 0 . / (г ) = sin2z - 2sinz; о = 0 .
201. / (*) = ch2z; a = 0.
2 0 2 . / (г) = (b+ z)a(ba = ea'nh); a = 0 .
203. /(<:) = *  0); о = 0.

204. f(z )=  2 ;  ; o = o.
г -4г+13

205. /(z) = ln {r|; “  = 0.
206./(z) = Aretgz, ArcrtgO = 0; a = 0.
207. f(z ) — Arcshz, ArcshO = 0; a = 0.
208. у (г) = in(z2 _ 3  ̂+ 2); a = 0.

209. / ( г )  = / 5¥ < /« ;  o = o.
0
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2 1 0 . f(z ) = ~T2', я = I-

212. / (z ) = l f z , l l i  = a = 1.

213. / (0  = sin(2z-Z2); fl = 1.
214./W  = ^ ; a = o.

215-/<г)=( Т ^ ¥ ; fl = a

216. /<?) = 7- l o-; a = °-(l-г )
Куйидаги мисолларда г=а нуцтанинг атрофида голо­

морф булган J(z) функция учун берилган ёйилмадан фой­
даланиб f (k\a) ни топинг ва берилган цаторнинг яцинла­
шиш радиусини аницланг.

217. / (*) = к = 1, 5.С OS/Ля=()

218. / (г) = £ ^ ± 1 ( г + ()” ; * = 0, 1 , 5.
п=0

219./(Г. T ]̂ h i l ( z + \ )n-, к = 1,3.
,+3)

220. /(<:)= 1  • - 0, 10.w=U
Куйидаги мисолларда J{z) функциянинг ^=0 нуцта атро- 

фидаги Тейлор цаторига ёйилмасининг биринчи туртга \ади- 
ни топинг ва цаторнинг яцинлашиш радиусини аницланг.

22\.f(z) = g~aog.
222. f(z ) = yjsmz + 1; л/Т = 1.
223./(<:) = e4n(l+z)
224. / (г ) = функциянинг (г+/')нинг даражалари

буйича Тейлор цаторига ёйилмасининг биринчи учта \ади- 
ни топинг ва цаторнинг яцинлашиш радиусини аницланг.
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Куйидаги мисоллардаДг) функциянинг г=0 нукта атро- 
фидаги Тейлор каторига ёйилмасининг биринчи бешта 
хдцини топинг ва каторнинг якинлашиш радиусини аник- 
ланг:

225./(г) = 228./(г) = е̂ .
226. fiz ) = /cos-; л/l = 1. 229./(У=е-'1п(1+г).
227./(г) - (l+z)z= e dn<l+z).
Куйидаги мисолларда

= у  а/,гпZ- „I •
/7 = 0

ёйилмадан фойдаланиб, ушбу тенгликларни исботланг:

230. c o s ^ = I(- l ) ” ^ .

231. \  (ег + е~' + 2cosj) = £

V

= Го<3")!

Куйидаги мисолларда {I z \ <1} бирлик доирада уринли 
булган

* /7 = 0

ёйилмадан фойдаланиб, ушбу тенгликларни исботланг:

233. — Ц- = £ («  + Ог” ; (|г| < 1}(1-г) л=о 4 7

234. —2-т = X  (- !)” («+ 1)(« + 2)z” (Ы < 1).(1+г) и=о Vl '

235. ^  = £ ^ ;  (И <14 а *  0).
/7=1
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238. = | У ? 2";(|г|<1).

239. (m = 1 , 2 , ...).

Куйидаги мисоллардаги рациопал функцияларни z=0 
нук,та атрофида Тейлор цаторига ёйинг.

240. f(z ) = ,.4. , ' • 243. / (г ) =(г+1)(г 2) • +4)

241. Я * )  = ~Г” ”~  • 244. f(z ) = 2 -z' -  -.•г -5г+6 (^ +1)(г_1)

242. / (г) = - ; г ; —  . 245. Л  г) = , ; J  ~  ~  ■(z +1 )(г -4) (г -1) (г +4)

Баъзи бир хрлларда унинг сурат ва махражини мос 
купайтувчига купайтириш ёрдамида соддалаштириш мум- 
кин.

246. f(z ) = у - 2 ■ 248. f(z ) = ------Ц--- 4“  •
1 + г+г (1 + г)(1+0(1+г )

247. f(z ) = -~y -}  • 249. Я * )  =4zz-2*+l ’ (1-г4)(1+г+г2+г3)
Курсаткичли ва тригонометрик функцияларнинг ком- 

бинациясидан иборат булган функцияни Тейлор кдгорига 
ёйишда функцияни фак,ат курсаткичли функцияларнинг 
комбинацияси шаклида тасвирлаб олиш яхши натижа бе- 
ради.

250./г) = cos3z. 253. f{ z) = ê sinz.
251. f{z) = sin4̂ +cos4̂ . 254. f{z) = chrcosz.
252. Xz) — cos2z+ch2z.
Куйидаги (l+z)“ функциянинг Тейлор цаторига ёйил- 

масидан фойдаланиб, ушбу тенгликларни исботланг:

255- 7 ^  = ! 0̂ 2" ; (W < ')'

2 5 6 .4 ^ 7
“ i 2 л!(л-1)! 
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2 5 8 . a r c s h u = £ ^ ^  (H < l).

Куйидаги мисоллардаги тенгликларни исботланг: 

259. ln j± l.2£ £ £  (И < 1}
п=0 '

260. arctgj = £ (- !> "- &  (И < 1}11=0

261. i  arctgz + 1  In i±| = | £ ± ,  (И < 1}  

262.1-i ! „ ( ! - „  = -l + £ - ^  (M < 1).

Куйидаги мисолларда fiz) функциянинг г=0 нукта ат- 
рофидаги Тейлор каторига ёйилмасининг биринчи учта 
нолдан фаркди \адини топинг.

К у р с а т м а .  Номаълумкоэффициентларусулиданфой- 
даланинг.

263. / W  = -K( f c r  “ б ./ (г ) = ^ -

264. Л г) = tgг. 267. Я г )  = ■
(1 -z )suu

265. Я г ) = . 268./(г) = е**.

269. Ушбу

r - 4 = i v "
1-Z-Z п=0

ёйилмадаги сп коэффициентлар

С,=С.-1+С.-2 <Ла2>

муносабатни каноатлантиришини исботланг. ся коэффи­
циентларни ва каторнинг якинлашиш радиусини топинг.
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Э с л а т м а .  сп сонларга Фибоначчи сонлари деб ата- 
лади.

Куйидаги мисолларда z= 0 нуцтанинг бирор атрофида 
голоморф булган ва берилган тенглама \амда шартларни 
цаноатлантирувчиДг) функцияни г=0 нуцтада Тейлор ца­
торига ёйинг:

270./'(г)=/и);У(0)=1.
271. (1+г2)/'(г)=1;Л0)=0.
272. f"(z)+zAz)—0 ,f l(0)=\, / ‘(0 )=0 .
273./"и)+а2Лг)=0;/Ч0)=0,/Ч0)=1.
274. (1 -z2)f"(z )- z f'(z )= 0; / ‘(0 )=0 , /■ (0)= 1.
275./"(г)+^/(г>+/Ц)=0;Л0>=1,/'(0)=0. 

27«.(1-а/"(г)-5^ '(г)-4Лг)= 0;Л0)= 1,/'(0 )= 0.
277 /(^) = 5 cs,nf  функциянинг

Vl-г
(1  z 2)/ '(г )- ^ (г )= 1 ; / ( 0 )=0 ,

дифференциал тенгламани цаноатлантиришидан фойда­
ланиб,

arcsiiu _  (2л)!! ^ 2п+1

7 ^ 7  л=о '
тенгликнинг уринли эканлигини исботланг.

* * *
Г о л о м о р ф  ф у н к ц и я н и н г  нолла ри

Куйидаги мисолларда берилган Az) функциянинг z=a 
нуцтадаги нолининг тартибини аницланг:

278. y(^)=sin^+3sin2̂ ; а=кк, к= 0 , ±1 , ±2 , ...
279. f(z ) = sin(^ - l)cos3 |  z, а = 1

280./(z)=6 sin^+^Cz6—6 ); д=0 . 
281 .f[z)=e?[nz— ёЧ\ а=0 .
2S2.f{z)=2(chz— 1)—z2] а= 0 .
283. f(z ) = ; а = кя, к = ±\, ±2,...
284.Az) = ŝin  ̂— z2\ а=0 .
285.Дг)=1п(1+г)— г + у ; д=0.

286. / (г) = yll + z - 1 ; VT = 1 ; о = 0 .
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287. ftz)=elz— esin2z; a—0.
Агар z=a нукта Az) функция учун n — тартибли, g(z) 

функция учун m — тартибли ноль булса, у х,олдаг=а нукта 
куйидаги функциялар учун кандай нукта булади?

288.f(z)+g(z). 290.f'(z)-g(z).
289. f iz )  

g(z) ' 291 .f2iz)g{z).
292. cif(z)+c2g(z)', с, ва с2лар узгармас сонлар.
Куйидаги мисолларда f{z) функциянинг барча нолла- 

рини топинг ва уларнинг тартибини ани^анг.

293.Az)=z2+9.
294. Л  £)=sinz — 1

295. f(z) =
+ COSZ

296.Az)=z4+4z2.
297. Az) —̂ si nz.
29S.Az)-z2smz.
299.Az)=l+chz,

300.y(*)=(<:2+7i2)(l+ e^).

301./z)-l+cosz.

302.yU)=l
303. f iz )  =

e .
X

304./(^)= (^+ l)3shz

305./(z)=U+7t/)sh<.
306. fiz)  = sh'z

307. f iz ) = 

3№.Az)=coszi

309. / U ) =

{I —shz)

1 + г-е

3 1 0 . / ( , ) = < » .

3 1 1 .^ )= (e '- V )ln (l- ? ).

312.y(̂ )=^cos2<:.

313.Дг)-(г2+2г+1)(^-1).
314. Az)= (z2+1 )3tgz
315./U )= d-^)(z2-4V. 
316 .Az)=l — cos z.
317. = г
318. /(7) = r c.tg<' .

319 .^ )= ^ .
320./z)=sin3z.

321. f iz )  - S!!p  .
322./z)=sinz3.
323./ U)=COS’£.

324. f iz )—{--jz —2)3.

325. /(*) = (1 - л/2 - 2coŝ
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Я г о н а л и к  т е ор е м а си
326. Куйидаги гасдик,ни исботланг (ягоналик теорема­

си): Айтайлик, f(z) в a g(z) функциялар D cC  соцада голо­
морф булиб, камида би тта  лимит нуцтага эга булган EczD 
тупламда f(z )—g(z) булсин. У  д\олда барча ze D лар учун 
f(z)=g(z) булади.

Ха^и^ий анализдаги маълум формулалар ва ягоналик 
теоремасидан фойдаланиб, куйидаги формулаларнинг 
комплекс узгарувчиларнинг ихтиёрий к,ийматлари учун 
уринли эканлигини исботланг:

327. sin2z+cos:£=l.
328. £N+;2=eM <?~2.
329. sin2^=2sinz cosz.
330. ch2z=ch2£+sh2£.
331. sin (z,+z2)=sin^l cosz +cosz,, sinz2.
332. ch^+^^ch^-ch^+sh^fshzj.
333. cos^+z^cos^-cos^—suu.-sinz,.
334. cos ,̂+cos^2=2cos —~  ■ cos 4 2 Zl .

335. sĥ ,+sĥ 2=2sh z- ^г'2 ■ ch Z,~Z2 .

336. cosz = e--f- тенглик ёрдамида аникданган cos^

функция ШГукида cos* функцияси билан устма-уст туша- 
диган ва комплекс текислик С да голоморф булган ягона 
функция эканлигини исботланг.

iz _  -iz

337. sin̂  = --jf— тенглик ёрдамида аникданадиган sin̂
функция ОХукуш sinx функцияси билан устма-уст тушадиган 
ва Сда голоморф булган ягона функция булишини курсатинг.

338. еz = lim(l + тенглик ёрдамида аникданадиган &
л ->~Л  п  J

функция ОХук,ида ех функцияси билан устма-уст тушади­
ган ва С да голоморф булган ягона функция эканлигини 
исботланг.

339. f iz )  = sin  ̂ функция О нуктага интилувчи чексиз куп

сондаги Zk =-£-> к = \, 2, ..., нук?аларда 0 га айланади, ле-
кинДг) Ф 0. Бу факт ягоналик теоремасига зид эмасми?
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340. f(z ) - sin j-L- функция Zr=\ нуцтага интилувчи чек­
сиз куп сондаги нуцталарда нолга интилади, лекин 
f{z) £ const. Бу факт ягоналик теоремасига зид эмасми?

341. Комплекс текислик Сда голоморф ва узгармасдан 
фарцли булган функция нолларининг кетма-кетлиги ли­
мит нуцта га эга булиши мумкинми?

нуцтада голоморф булган ва z = ~(n = 1, 2, ...)
нуцталарда цуйидаги мисоллардаги цийматларни цабул 
циладиган fiz) функция мавжудми?

342. 0, 1, 0, 1, 0, 1, ..., 0, 1.......
343.0, 1, 0.  1 , 0 ,  1 .......0, j l ,  ... .
344 1 J  I  1 1 1 1 I
•> w * 2 ‘ 2 '  4 '  4  ’ 6  '  6 '  2 к ' 2 к ’ ’

345. 1 2 3 4 5 6 п
2 '  з  . 4  • 5 ’ g  ’ 7 ' л  +  1 ’ •

£=0 нуцтада голоморф булган ва я=1, 2, ... лар учун 
цуйидаги мисоллардаги шартларни цаноатлантирувчиДг) 
функция мавжудми?

346. / ( > ) = /(- i )  = Л • 353. / ( i )  = / (- i )_ _L_) ~ 2л+1

347. /(т,) = / Н )  = А- 354. /(} )= е - п.

348. / (l)  = s in f. 355. /(1 | <

349. /(•,)= J,cosда. 356. 2~" < /(1| < 21-".

350. /(,',)= jn+ Г• 357. п~~2 <!/(“ | <2п\

351- /(;;и ? й а- 358. < л .п

352. y (i)= a JL .-

Куйидаги мисоллардаги ап(п-2, 3, ...) лар учун {I z\ <1} 
бирлик доирада голоморф булган ва /(^ ) = ап шартларни

цаноатлантирувчи f{z) функция мавжудми?
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359. a =(—1)".
360.a; = i± i r .n n

361. an = n±l.

362. #2k = a2k+1 = ; к = 1, 2, ...

{(<— l! <2} доирада голоморф булган ва куйидаги ми­
соллардаги шартларни кдноатлантирувчи (п= 1, 2, 3, ...) 
fiz) функция мавжуд булса, шу функцияни топинг.

3 6 3 ./ (^ ) = / ('b J) = i .

364. Ы  = М Ш ) = - ^ -

365.4 $ ) ~ 4 % ) — dp-

366. / ( = М ).” .J \п+\/ п+1
367. Фараз к^илайлик, fiz) функция D сох,аниш ёпиги 

D да голоморф булсин. Ихтиёрий тайинланган а сони учун
fiz) = а

тенгламанинг чекли сондаги ечимларигина D со\ада ёти- 
шини исботланг.

368. Айтайлик, fiz) ва g(z) функциялар D сохдда голо­
морф булиб, шу сохдда ушбу

F\z) =P(z, F(z))
дифференциал тенгламани кдноатлантирсин. Бу ерда P(z, 
w) — уз узгарувчиларига нисбатан купхдд. Агар бирор z^eD 
нук,тада fiz<)=g(z0) тенглик бажарилса, у хрлда D сохдда

fiz) = g(z)
булишини исботланг.

369. Фараз к,илайлик, fiz) ва g(z) функциялар D сохдда 
голоморф булиб, шу сохдда ушбу

F m){z)=P(z, F , F'_, ..., /*-«>)

дифференциал тенгламани к^аноатлантирсин. Бу ерда Р  — 
уз узгарувчиларига нисбатан купхдд. Агар бирор D учун

fiz0)=g(z0), f '(z 0)=g/(z0), ..., f (m'i)(z0)=g(m-l)(z0)
262

www.ziyouz.com kutubxonasi



тенгликлар бажарилса, у \олда/{г)=^) булишини исбот­
ланг.

370. У(г)=Л2г) функционал тенглама г=0 нуктада голо­
морф ва узгармасдан фаркди булган ечимга эга булиши 
мумкин эмаслигини исботланг.

371. Айтайлик, даврий Az) функция £=<» нуктани уз 
ичида сакдовчи бирорта D сохдда голоморф булсин. У хдгсда 
D да/(̂ )=const эканлигини исботланг.

К о ш и  т е н г с и з л и к л а р и  ва м о д у л н и н г  
м а к с и м у м  п р и н ц и п  и

Айтайлик, {Id  <R} доирада Az) функция ушбу 

/ (* ) = «=0
каторга ёйилган булсин. Куйидаги тасди^арни исботланг.

372. Ихтиёрий K R  учун

^ / 7 (/ * /ф) dy= £|с„|>2л

тенглик уринли.
373. Маълумки, Коши генгсизликларига асосан, агар

max|/U)| = M (r) (г < R)

булса, у хдлда
|с„|< ^> , л = 1, 2, ...I I г"

тенгсизликлар уринли булар эди. Агар бу Коши тенгсиз-
- \с I - М{г)ликларининг бирортаси тенгликка аиланса, яъни |с*| - гк

булса, у х,олда берилган функция ушбу

Az)=ck?
куринишга эга булади.

К у р с а т м а .  372-мисолдаги тенгликдан келиб чикади-
ган

£ | c „ | V " < [M ( r ) f
/7=0

тенгсизликдан фойдаланинг.
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374. Агар р берилган цаторнинг яцинлашиш радиуси- 
дан катта булмаган ихтиёрий сон булиб,

М  = М ( р) = max|/(z)|

булса, у х,олда z=0 нуцтадан f(z) функциянинг энг яцин 
нолигача булган масофа

р Ы
М  +jc0j

дан кичик эмас.
К у р с а т м а .  {If{z)—с01 <1 cj } сохада/fc) функция нолга 

тенг эмаслигини курсатиб, Коши тенгсизликларидан фой- 
даланган холда I f[z)—с()|ни бахоланг,

375. f(z ) - X е,X  функция {I Ж <г} да голоморф булсин.л=0
Ушбу

<pu>=
п- О

цаторнинг бутун комплекс текислик С да яцинлашувчи ва 
унинг йигиндиси учун цуйидаги

- И|ф(̂ )| < M eг ва |ф^(г)| < -Ц- е r (М  — узгармас)

тенгсизликларнинг уринли булишини курсатинг.
376. Ихтиёрий

Рп(д=с<>+с^+-~+сп?Г (с ф 0, п> 1)

купхад .\еч булмаганда битта нолга эга эканлигини исбот­
ланг (алгебранинг асосий теоремаси).

377. Куйидаги тасдицни исботланг: агар / (z) функция 
DaC  сохада голоморф булиб, унинг модули 1/1 бирорта 
ички D нуцтада (локал) максимумга эришеа, у холда 
f[z)=const булади (модулнинг максимум принципи).

378. Агарf[z)aO{D)nC{D) булса, у холда|/1 максимумга 
фацат соханинг чегараси dD да эришишини исботланг.

379. Агару(^)е 0(D) ва v  Z^D учунД^М) булса, у холда
l/U)| нинг D соханинг ичида минимумга эришиши мум­
кин эмаслигини исботланг.
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380. 379-мисолдаги/(г)*0 шарт олиб ташланса, у \олда 
мисолдаги тасдик, тугри буладими?

381. Айтайлик,/U)^const ва f{z)e 0(D) булиб, {1Лг)1 =с} 
чизик, билан чегараланган сох,а ва чизик,нинг узи D сохдда 
тулик, ётсин. У хрлда {|Дг)1 —с) чизик, билан чегараланган 
со\анинг ичидаДг) функциянинг камида битта ноли ёти- 
шини исботланг.

382. Агар P(z) — п — тартибли купх,ад булса, {I P(z)\ =с} 
лемнискатанинг п тадан куп булмаган богламли компо- 
ненталарга ажралиши мумкинлигини исботланг.

383. Куйидаги тасдиьдни исботланг: агар fiz) функция 
U-{I d < 1} доирада голоморф булиб,/(0)=0 ва v  zeU  учун
I f{z)I <1 булса, у хрлда \ /  ze U учун

1Дг)1 <1 d
тенгсизлик уринли булади. Агар бирорта г*  0 ва ze U нук̂ - 
тада|Д )̂1 =1 d булса, у хрлда U нинг \амма ерида|/(<:Н z I , 
яъниf[z)=eiaz (ос — х.аки^ий сон) булади (Шварц леммаси).

384. Агар f(z) функция £ /= {ld < l} доирада голоморф 
булиб, у  ze U учун [Дг)<1 ва/(а)=0 (I а \ <1) булса, у хрлда
У Ze U учун ушбу

тенгсизликнинг уринли булишини исботланг.
К у р с а т м а .  ср(г) = ёрдамчи функцияни

кдранг.
385. АгарД^е 0(D)r\C(D) ва/= const булиб,|у(г)| №=const 

булса, у \одда f{z) функциянинг D сохдда камида битта 
нолга эга булишини исботланг.

386. Айтайлик, / ( г ) е О { Ы < Я }  булиб, /(0)=0 ва 
V ге {I z\ <R} учун i/(z)l <М булсин. У *олда

|/'(0)( < f

булишини ва бу тенгсизлик

/ (г )= М > - |

булгандагина тенгликка айланишини исботланг.
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387. Фараз килайлик, /  (<:) функция {Id  </?} доирада 
голоморф булиб, уша ерда \f(z)\<M ва Да)=0 (|я|</?) 
булсин. У \олда куйидаги

1/ (Ф " р й ( И < л )

ва
• 1" ;R'-a-

тенгсизликларнинг уринли булишини исботланг.
388. fiz) функция |;Re<: < 4} йулакда голоморф ва

/(0)=0 булиб, шу йулакда \fiz)\ < 1 тенгсизликни к,аноат- 
лантирсин. У хрлда шу йулакда

\f{z)\<tgz

тенгсизликнинг бажарилишини исботланг.
389. f{z) функция {Rez>0} ярим текисликда голоморф 

ва чегараланган булсин. Агар fiz) функция шу ярим те­
кисликда ётувчи {г„}, Zn—>°°, кетма-кетлик нукталарида

нолга айланса, у хрлда ёки/(г)=0 булишини, ёки
/7=1 ^

Каторнинг якинлашишини исботланг.
390. fiz) функция {I d <R} доирада голоморф ва чега­

раланган булиб, шу доирада ётувчи {zn} кетма-кетлик нук­
таларида нолга айлансин. У \олда ё fiz) = 0 булиши, ёки

"L (R ~ k J) каторнинг якинлашувчи булишини исботланг./1=14
К у р с а т м а .  387-мисолдан фойдаланинг.
391. f{z) функция D со\ада голоморф булиб,

inf|/(z)| = (I > 0

булсин. У \олда ё fiz)^?'*, ёки D со\анинг \ар бир ички 
нуктасида I fiz) I >ц булишини исботланг.

392. Айтайлик,piz)-n-тартибли купхддва M ir) = max|P(^)j

булсин. У \олда 0<г̂ <г2 лар учун
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М{г\) > М(гг)
п пГ\ г2

тенгсизликнинг уринли булишини ва бу тенгсизлик 
P(z)=azP булгандагина бирорта rv г2 жуфтлик учун тенг- 
ликка айланишини исботланг.

393. Фараз килайлик, 0(D)nC(D) булиб, I/(г)| (Ю= 
=const булсин. Агар D naf(z) £ const булса, у х,олда D соха­
нинг камида битта нук,тасида f(z) функция нолга тенг 
булишини исботланг.

4-§. Лоран катори

Ушбу
+ г ■----- + ~--г+---+С_1 —-— +

+cf)+cl(z—a)+c2(z—a)2+ ... +cn(z—a)n+ ... 

ифода Лоран цатори дейилади ва

Ь п к - а У
п - - о *

каби белгиланади. Бунда ...,с с (п_ ,...,с0, сг ..., сп, ... ком­
плекс сонлар Лоран каторининг коэффициентлари, а эса 
бирор комплекс сон.

Лоран кдтори

i c„(z -a )n (Ю )
п=<)

I  c„U-o)” (П )
п=-1

каторлар йигиндиси сифатида ифодаланади. ( 10) кдторга 
Лоран цаторининг myfpu цисми, (11) га эса бош кисми
дейилади.

( 10) даражали цаторнинг яцинлашиш радиуси
R = lim sf\c„\ ( 12)

формула ёрдамида топилиб, унинг як,инлашиш сохаси, 
{ге С: 1 z—a\<R} булади.
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( 11) каторнинг якинлашиш радиуси

г =1 ™ а/ Ы  <13)
формула ёрдамида топилади ва унинг як,инлашиш сох̂ аси

{ 7G с : \z—а\>г)
булади. Берилган Лоран к^аторининг якинлашиш со^аси

{ze С I z—a ! <R\ П{.сс С: I z—a | >г}={з= C\r< \ z—a \ <R}

тупламдан (хдлкддан) иборат булади.
5-т е о р е м а . Агар f(z) функция U—{r< | z—a \ <R} сох̂ ада 

(ха^гцада) голоморф булса, у шу ха.щада Лоран цаторига 
ёйилади:

Л<)= f.c,Sz~a)". (14)
П= -оо

Кдторнинг коэффициентлари ушбу

с” = м ,  * ,п = 0; ±|; ±2--> <15>
\Z-0 =р '** ‘

формулалар ёрдамида топилади (Кр</?).
Агар м  - max|/(z)| Десак, Лоран кдтори (14) нинг

|г-4=р
коэффициентлари учун

| ф ^ -  (л=0; ±1; ±2,...) (16)

тенгсизлик уринли булади. Одатда (16) Коши тенгсизлик- 
лари дейилади.

Лоран кдторини якинлашиш со\асида хддлаб диффе- 
ренциаллаш

( £ с „ (г -<*)” ) = £  [с „(*-а )” ]', 

шунингдек хддлаб интеграллаш

/Г Ъ Л г - а ) "
_п =-°°

мумкин.
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23-м исол.  Ушбу

Лоран к,аторининг якинлашиш нукталари тупламини то­
пинг.

Равшанки,

Бу тенгсизликнинг унг томонидаги ,\ар бир каторнинг 
якинлашиш радиуси \амда якинлашиш со\асини топамиз:

якинлашиш доираси эса { ld<3}  булишини топамиз. Бу 
каторнинг умумий \ади учун { Ы  =3} да

булганидан, унинг { Ы — 3} да узоклашувчи эканлиги ке- 
либ чикади.

Энди

катор ни

( 12) формуладан фойдаланиб даражали катор-J + I
нинг якинлашиш радиуси

R = 1 - = 3,

кдтор { I w I < 1} да, (17) катор эса

да якинлашувчи булади.
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Берилган Лоран каторининг якинлашиш нукталаридан 
иборат туплам

{ Ы <3}гI{ ы  >1}={1<Ы <3}
\алкадан иборат булар экан.

24- м и с о л . Ушбу
00 „л

1  -т-т
„= —  П +1

Лоран каторининг якинлашиш нукталари тупламини то­
пинг.

Бу каторнинг коэффициентлари

с =_L_  с =__ !__ = - !—п -) . ’ -л 2 2 11Г +1 (_/,)■1+\ И +1

булиб, (12) ва (13) формулаларга кура
R= 1; r = 1

булади. Бу хрлда берилган Лоран каторининг якчинлашиш
сохаси {/< | z \ <R} туплам — буш туплам булади. | z \ = 1 да

U--I = vI п" +1 j гг +1

булганлиги сабабли
 ̂ и

У
>г +1

катор якинлашувчи (абсолют якинлашувчи) булади.
Шундай килиб, берилган Лоран каторининг якинла­

шиш нукталаридан иборат туплам { Ы  ~ 1} айлана булади.
25-м и сол.  Ушбу

V  sin in , v  (Z-i)n 
-if ft, n\

Лоран каторининг якинлашиш со\асини топинг. 
Аввало Лоран каторининг тугри кисми

у  iiz iil
А  и '
п-(1

ни караймиз. Бу даражали каторнинг якинлашиш радиуси
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булиб, якинлашиш сох.аси { I г—/|<°°} булади. 
Энди берилган каторнинг бош к,исми

,,=i (г-/)” 

ни караймиз. Бу катор учун
-  1 \o'{in)

булиб,

с_п - sin in = -fj \е

г = I,'"1 т/Ы = е
булади. Демак, каторнинг якинлашиш сохдси { \z—i\ >е}- 
Шундай килиб берилган Лоран каторининг якинлашиш
со\аси {е< \ z—i I <°°} булар экан.

26-м и с о л . Ушбу
f iz ) = (z-l)(z-2)

функцияни {zg С: \<\z \ <2} да Лоран каторига ёйинг.
Равшанки, берилган функция К={ге С: I < Ы  <2} \ал- 

када голоморф. Бинобарин, уни Лоран каторига ёйиш мум- 
кин булади.

Аввало f{z) функцияни

f iz )  = 1 _ _ J _  
(г-1)(г-2) г-2

куринишида ёзиб оламиз. Сунг бу тенгликнинг унг томо- 
нидаги функцияларнинг х,ар бирини каторга ёйамиз:

_ 1 1 _
И -  . м , - - * 5 ( 4 )  - I #

2

Бу катор { \z \ <2} да якинлашади.
1 I  J___1 у  J ______ у  _J____ у  J ___ Y

— 7 La „ La ^п+1 7П '
л=0 z п = о<~ п= 1 п = -1г-1 г ' i _ i  г

Бу катор эса { m  >1} да якинлашади.
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Натижада берилган функция

/U) = -S*"-i ~т
Л---1 /7=0

каторга ёйилиб, у { 1< | z\ <2} да яцинлашувчи булади.
27-м и с о л . Ушбу

f(z) =

функцияни К={0< Ы  <°°} хдлцада г нинг даражалари буйича 
Лоран цаторига ёйинг.

I
3-§ да келтирилган (2) формуладан фойдаланиб ez функ­
цияни цаторга ёйамиз:

ez = У  — ) = 1 + — • — + — • — + — • — + h n'\z> 1! г 2! г2 3! гз+---
Бу цатор { | z\ >0} да яцинлашувчи булади. Шуни эътиборга 
олиб топамиз:

f{z) = zV  = z\ 1 + у, 7 + ут • тг + з! 7Г+---+z г
—я

z" 2 6 (л+3)!

Бу берилган функция г нинг даражалари буйича ёйилма- 
сидир.

М И С О Л  ВА М А С А Л А Л А Р

К,уйидаги мисолларда Лоран цаторининг яцинлашиш 
нуцталари тупламини топинг.
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399 ± ( W  + y (i± W l
t -г ±1; \п ^  £пп=\ ( Z  + 2.1) л=0 6

400. X  „ „ + X  (1 + /я)(г - 2 + /)".п=\ п (z-2+i) п=о

401. I- L +  Z ^ r .
/7= I Z /7 =  0 ^

402. L  4 (I + X  •n=l п Z /1=1

403. - тгт + £ (-• )"(? - 1)"
/7=0

404. Z p r + £(§)"■
/7=1 £  / 7 = 0 '  '

405. s ^ u - i r  + i ^ a - i rп=-1 и=0 " ̂

406. X («  + 2)/"+,U-/T.
/7— — I

407. 12-Иг” .
/7 = —ОО

408. I  а>0.
Л=-«

409. 1 (2 -"3 +1)-'(г-а)2" .

410. £2-”2<г + 1)".

+“ 2 3
411. 1 2  л

/! = — оо

412. I 2 V .
Л=-ос
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413. Фараз килайлик, ]Г  cn(Z-a)n Лоран цатори

{г < I z—a | <R} ёпик, \алкдда як,инлашсин. Бу каторнинг ко- 
эффициентлари учун ушбу

N s M ^ + r )  (и = 0, ±1, ±2, ...)

тенгсизликларнинг уринли булишини исботланг. Бу ерда 
М — п га боЕлик, булмаган бирорта узгармас сон.

+оо + 00
414. Айтайлик, Y a n( z - a ) "  ва Y,bn{ z - a ) n Лоран

п=~™ П=-°о

каторлари {r< \ z—a\<R} х.алкдда мос равишда f(z ) ва #(г) 
йигиндиларга эга булсин. У \олда

+~ +ОС
х с „(z-a)" , бу ерда с„ = ^ а кЬ„_к.

Лоран кдтори уша хдлкдда fiz)’g(z) йигиндига эга були­
шини исботланг.

415. Куйидаги теоремани исботланг (функциянинг Ло­
ран к,аторига ёйилмасининг ягоналиги а̂к̂ ида):

Айтайлик:
D={ry<\z—a\<Rx} ва G={r1<\z—a\<RJ 

булиб, ур={ | z—a I =р}cZ) ва урс:G булсин. Агар

f(z ) = I  a „(z - a )n ва g(z) = X  b„(z-a)"
n = -oc n=-r>о

Лоран к,аторлари мос равишда D ва G х.алк.аларда яцин- 
лашса \амда

Az) I =g(z)|гр 'р
булса, у \олда бу к^аторларнинг коэффициентлари бир- 
бирига айнан тенг булади:

а=Ьп (п=0, ±1, ±2,...),
яъни кдторлар устма-уст тушади.

Куйидаги мисоллардаДг) функцияни курсатилган \ал- 
кдда ёки курсатилган z= Ẑ  нукдшшнг атрофида Лоран 
кдторига ёйинг. Кейинги хщда кдторнинг як,инлашиш со- 
\асини топинг:

274

www.ziyouz.com kutubxonasi



416. f(z) = -~2 ', Zo=0.

417. Az) = -± 2  ; 0̂==o°-

418. Az) = ( я*0,  £ — натурал сон); ^=0.

419. Az) = U_")T ; (a*0, к — натурал сон); ^

420. A z) = j ^ y  ^ = 0.

421. /U ) = ; Zo=l.

422. Az) = T ^ y  ^ = ~.

423. /U)= (i=iKT2); ^ {O c W d } .

424. /(-) = (Z-i)(z-2); V—{2< I г I <~}.

425. Az)-  K={0<kl<l}.

426. Az) = ; K={2< I г-11 <-}•

427. Az) - i *b=1-

428. f(z) - z2_yz_2 ’ Zq—2/.

429./^) = - ^ ;  7̂ - 1.

430. /(^) = 7 7 j; v= i.

431. Лл) = ; zj= 0.

432. Л г) = г4 cos-̂ ; ^=0.

433. /(£) = *— ; 0 .
434. Л г ) = ^ ;  ^=0.

435. Л О  = ^ ;  Ч)= 0-
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436. f (z ) = l
(z - 2 )(z - з ); к-{2<Ы<3}.

437. f U )  = 1 •

z+z2 ’ И={0< 1г1<1}-

438. f (z ) = 2 .
г7-Г К=!1<к+2|<3}.

439. / (* )= 1 .

l+г2 ’ К={0<1г-(|<2}.

440. /U ) г+2
г2-4г+3 ; и={2< 1г—11 <+~

441. f (z ) = г ’ <o= 0.

442. / U ) = e'7 .
' V = 0.

443. / U ) = 1-cos z . 
z2 ’ г ,- 0,

444. f (z ) =-1-sin2 -2-:г г ■; г г  0.

445. / (* ) = 1-е_г .
г3 ’ г»= 0.

446. f (z ) = 2г+3
г2+Зг+2 ; К={1<|г1<2}.

447. / (г) = г2-г+3
-̂Зг+2 ; И=(1< 1 г1 <2>.

448. f (z ) = 1
г2 +2г-8 : К={1<к+2|<4}.

449. / (z )= (г2-4)2 ’ V={4< 1г+21 <~).

450. / (* )= 2 г—3 
г2 —Зг+2 ; K={0<U-2|<1}.

451. / U ) = 2г+1 . 
z2+z-2 ’ к=(2<1г1<~}.

452. / (* ) = (1_ , > W  ^={1<к1<2}.

453. A z ) = 1
(г2+1)(г:,_4); K=(i<ld<2}.

454. /(z ) =
I

гге! ; и=(0<1г1<~).
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455. f{z ) = r  sin . V- {0< | г I <«>}.

456. f(z ) = z~ sin j ;  z = 0.

457. f(z) = -т-p ; = 1 •

458. /(z) = 2sin2 г + cos- ^=0.

459. f(z) = ~-{ + cos^-; ^=0.

460. f(z) = z cos - J- y : _  1.

461. f(z) = z2 sin ; ^=1.

462. / U ) = 7 T ^ ;  ^=0.

463./(z) = ^ f r ^ ;  *=2.

464. / < г ) ~ 7̂ Г ~ ; v={)<\z\< 2}.

465. /<г) = ур~т;

466. / 'г ) = 77717’ ^= ~-

467. /(z ) = sin г sin j ;  r={0< ld<  <»}.

468. f ( z) = ez+z; К={0<Ы<~}-

469./ U ) = sin-^; ^=1.

Куйидаги мисолларда берилган функцияларни F={ 1 < | z I <2} 
халк.ада г нинг даражалари буйича Лоран каторига ёйинг:

470. /(г) ~ ( г+ |)(г-2) '

471. / (г ) = (г_|)(г+2) ■

472. f(z ) =
( z 2 + \ ) (z + 2)

277

www.ziyouz.com kutubxonasi



473. /<*) = <7 ^ 5 5  ■

475. Г (г)= (г2_|)2»(г2+4).

Куйидаги мисолларда функцияларни берилган Кх.алк.а- 
да (z—a) нинг даражалари буйича Лоран к,аторига ёйинг:

476. f(z ) = ’ о = 1; V={\<\z-l I <2}.

477. /U )=  ? о=1; Г= {1< iz—11 <2}.

478. /U ) = ; о = / ва - i e Kг

479. /U ) = 4 4 ’ я=1 ва 2/e Кr+l
480. f(z) = ’ я - О, ва —j-eV

481. / U ) = - r V ; о=1 ва —1е КГ  -21

482./(<)= а = -1, К= {0< I г+11 <3}.

48 3 ./W  = (zi_l)'u2+4); а - 0, К = { | г |>2).

484. Л ?) = г3 COS а = 2, К= {0< ! г-21 <~}.
Куйидаги мисолларда функцияларни z~ о ну^танинг 

атрофида Лоран кдторига ёйиш мумкинми?
4*5 ./(г) = ^ ;  а — .

486. / (г ) = cos-f; а — 0.

487. /(z ) = cos -Ь д = оо.

г-1 о =488. / (г ) = sec

489. / (г) = ctgz о = о°.
490. / (г) = th Ь  а = 0.
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491. f i d

492. f (z )

5-§. Функциянинг яккаланган махсус нуцталари

Бирор У(г)_функцияни к,арайлик. Бу функция учун а 
нуктада {а е С ) голоморфлик шарти бажарилмаса, a f{z) 
функциянинг махсус нуцтаси дейилади.

4-т а ъ р и ф . Агар а махсус нуцтанинг шундай
U(a)={zeC: 0< \z— а | <е}

атрофи топилсаки, f(z)  функция U(a) да голоморф булса, а 
нуцта f(z) функциянинг яккашнган махсус нуктаси дейилади.

Фараз кдлайлик, а нукта f{z) функциянинг яккалан­
ган махсус нуктаси булсин.

1) Агар
lim f(z )  = АZ-*a

(А — чекли сон) булса, а нукта j{z) функциянинг барта­
раф килинадиган махсус нуцтаси дейилади.

2) Агар
lim f{z ) — оо

булса, а нукта f[z) функциянинг цутб нуцтаси дейилади.
3) Агар z—>a да J{z) функциянинг лимити мавжуд булма- 

са, а нукта J{z) функциянинг ута  махсус нуцтаси дейилади.
Э с л а т м а .  а нукта f{z) функциянинг бартараф кили­

надиган махсус нуктаси булса,
f (a ) = lim f(z )Z—>a

деб олиниши натижасида махсуслик бартараф этилади. Агар 
а нукта f{z) функциянинг кутби булса, у \олда шу нукта

у функциянинг ноли булади. функция нолининг

тартибигаДг)функция к у т б и н и н г  т а рти би  дейи­
лади.

Энди функциянинг махсус нукталари билан унинг 
Лоран катори орасидаги богланишни ифодалайдиган тас- 
дикларни келтирамиз.

а = 0.

sin z-З ’ а =
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6 -т е о р е м а . f(z ) функциянинг яккаланган махсус а нуц- 
таси унинг бартараф цилиш мумкин булган махсус нуцта- 
си булиши учун f(z ) функциянинг а нуцта атрофида Лоран 
цаторига ёйилмасида бош цисмининг булмаслиги, яъни

f(z )=  X  cn(z - а)пп=0

булиши зарур ва етарли.
7-теорема. f(z ) функциянинг яккаланган махсус а нуц- 

таси унинг цутби булишц учун f(z ) функциянинг а нуцта 
атрофида Лоран цаторига ёйилмасида бош цисм таркиби- 
да чекли сондаги нолдан фарцли цадларининг булиши, яъни

/(*)= Х с/Дг-я)" (т>  0 )
п - -т

булиши зарур ва етарли.
8 -теорема. f(z ) функциянинг яккаланган махсус а нуц- 

таси унинг ута  махсус нуцтаси булиши учун f(z ) функция­
нинг а нуцта атрофида Лоран цаторига ёйилмасида бош 
цисм таркибида чексиз куп сондаги нолдан фарцли х;адла- 
рининг булиши зарур ва етарли.

28-мисол . Ушбу

т  = z
функция учун z — 0  нук,та к,андай махсус нук,та булади?

Аввало cos  ̂функцияни z — 0 нук̂ та атрофида даража- 
ли каторга ёйамиз:

7 2 7 4 7 6
COS? = l - f T  + -JT--|7+-" '

У х,олда

/ ( г ) ж к « ц ж 1 (18)

булади. Кейинги тенгликда z->0 да \адлаб лимитга утиб, 
топамиз:

lim f (z ) = \.?->о А

Демак, z -О  берилган функциянинг бартараф »дилиш мум­
кин булган махсус нуктаси экан.
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Ш у хулосага (18) ёйилма ва 5-теоремага кура х,ам ке- 
лиш мумкин.

29-м и со л . Ушбу
/ U ) = - f тег +1

функциянинг махсус нуктасини аникданг.
Бу функция {0< | z—я/1 <тс} да голоморф булиб, z=ni 

нуктада голоморф булмайди. Бинобарин ni нукта махсус 
нукта булади.

lim = оог-* л/ с1' +\
булишидан ni нукта берилган функциянинг кутб нуктаси 
эканлиги келиб чикдди.

30-м и с о л . Ушбу
f(z ) = ez

функция учун а = 0 нукта ута махсус нукта булишини 
курсатинг.

1
Берилган f (z ) = ez функция {0< Ы  <°°} да голоморф

булиб; а — 0 нук̂ та унинг махсус нуктасидир. Махсус нук- 
танинг характерини аникдаш максадида г—>0 даДг) функ­
циянинг лимитини цараймиз.

Айтайлик, z = х булсин. Бу >̂ олда
I  1

lim ez = lim ех = оо
г-»о х-*о
г=лЛ *>0
д->0 J

I  i

lim ez = lim ex = 0.
г->0

л<0

Демак, г -»0 даJ{z) функциянинг лимита мавжуд эмас. а = 0 
нукта берилган функциянинг ута махсус нуктаси булади.

31-м и со л . Ушбу

/(г) = о ^ ?
функциянинг барча махсус нукгаларини топинг ва улар­
нинг характерини аник,ланг.

Берилган функция {0< | г—11 <«>} да голоморф булиб, 
а=  1 \амда а2=°° унинг махсус нукталари булади.
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г-*- (\-Zy
булганлиги сабабли бу а=  1, а=°о функциянинг кутблари 
булади.

Энди бу кугб махсус нукталарининг тартибини аник,- 
лаймиз:

_  (1-г)2ф(г) =
/ (О  г5

функция учун а = 1 нукта 2-тартибли нол, бинобарин бу 
нук,та f{z) функциянинг 2-тартибли кутби булади.

Агар

g(Z) = 9(7) = r(i- |) = z\z - I )2

булишини эътиборга олсак, унда а = О нукта g(z) функция­
нинг 3-тартибли ноли, айни пайтда а2 = °° нукта эса f(z) 
функциянинг 3-тартибли кутби булишини аникдаймиз.

32-м и с о л . Ушбу
Az) = Z

функциянинг барча махсус нукталарини топинг ва улар- 
нинг характерини аникданг.

Равшанки, z=  0 ва z — 00 нукталар берилган функция­
нинг махсус нукталари булиб, функция {0< \zI <°°} да го­
ломорф булади.

Маълумки,
cosz = l - i  + i-...+ (-l)” ?g T+...

Шунга кура

булади. Бу берилган f(z) функциянинг Лоран каторидир. 
Унинг бош кисми 72" га тенг. Демак, 6-теоремага кура, т=0

нукта f(z) функциянинг 2-тартибли кутб нуктаси булади.
f(z) функциянинг г = оо нуктанинг атрофидаги Лоран 

Каторига ёйилмасининг бош кисми
„2 л-2
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га тенг. Бу йигиндининг хддлари чексиз куп булиб, 7-тео- 
ремага кура, z=°° берилган функциянинг ута махсус нук,- 
таси булади.

М И С О Л  В А  М А С А Л А Л А Р

К^уйидаги функциялар учун z=a нукта бартараф кили­
надиган махсус нукта эканлигини курсатинг:

493 J'(z) = z2-l . 
z-\ ’ a — 1.

494. fiz) = sin г .
z a = 0.

495. f(z) = tgz ’ a = 0.

496. fiz) = e: -1 . <2 = 0.

497. fiz) = 1п(1 + г3
„2-С a —  0.

498. fiz) = sin2 г . 
Z a = 0.

499. f(z) = z2-\. 
z3 +1 ’ я =—1.

500. f(z) = Ctgz - ~ ; я = o.

501. fiz) = _ J___
ez -1 sin с ’ a — 0.

fiz) = 1 l . n  n
502. с os2 г V f ) 2’ ~ 2

5D3. fiz) =
Г-! .

г3+Г
=  ОС.

Куйидаги функциялар учун z = а нукта кутб нукта экан­
лигини курсатинг:

504 ./ (0 = 4 ; а = 0.

505. = 1̂)2 ’ а =  /.

506. / «  = ^ f ;  а = “ -

507./(г) = ^ ;  а = 0.
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508. II •c
1-cos z ' a = 0.

509. Az) = z
(e '- l )2 ’ a =0.

510. Az) = c tg f ; a = °°.

511. f(z) = tgTi-; a = + i_ 2 ■ + 1' , — 2

512. Az) = 1 ■)
COS C-l + S ; оII

513. f(z) = sh; . 
z-shz ' a = 0.

514. Az) = —-— ; a1-S1IK
_ Л ■>+ 2kn,

Куйидаги мисоллардаги функцияларнинг z = а нукта - 
даги кутб и нин г тартибини аникданг.

С OS ■) -<1

515. f (z ) = - r r rT ^  о=1-sin ( z-i )

516. A z) = -T - ;  a=kn. k=0, ±1, ±2,... .Slir г ’

517. J (z) - ; я = 2 ва o=l .u -4)~u-l)
/V_\ COS7TZ+1 .518. f(z ) - (,2_г_2)3 ’ я =— 1 ва й = 2.

519. Фараз килайлик,/(г) ва g(̂ ) функциялар z=a нук­
тада голоморф булиб, J\a)-g(a)= 0 булсин. У хрлда z=a

гч \ /(г) ,нукта F(z)=—(Tj функция учун яккаланган махсус нукта 

булиб, му\им махсус нукта була олмаслигини исботланг.
Куйидаги мисоллардаги функциялар учун z=a нукта- 

нинг ута махсус нукта булишини курсатинг.
j

520. f (z ) = e :1; а -  0.
521 \ A z ) = ez\ а = °°.

2
522. f ( z )  = e~:~- а = оо.
523. /(*) = sî ; = °°-
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524. f i t )  ~ sin ~j\ a = 0.z
525. f{z ) = ^2cos y  ; « = 0.

526. f(z ) = exgz\ a = 2 '
527. f ( i )  = sine"'; a = <».

528. f(z ) = c o s ; a = - 1.

529. /(z) = sin —p—; a =v +1
Куйидаги мисоллардаги функцияларнинг барча якка- 

ланган махсус нукталарини топинг ва уларнинг характе - 
рини аник/тнг.

функция учун { \z \ =1} бирлик айлананинг \ар бир нукта- 
си яккаланмаган махсус нукта булишини исботланг.

Куйидаги мисоллардаги функцияларнинг барча мах­
сус нукталарини топинг ва уларнинг характерини аник- 
ланг (кутблар учун уларнинг тартибини курсатинг).

534. f(z) = ctgz - -t
j

535. f(z) = z(e' - I).

532. f(z) = z2 sin^-. +ctg—
536. f(z) = e *.

537. f(z) = sine'.

538. f(z) = — j функция учун Z — 0 нуктанинг якка­

ланмаган Maxcvc нукта булишини курсатинг.
539. Ушбу

543. f (z ) = e*~2i.

544. f(z) = cos-L.541. y(^)=ctg^
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Куйидаги мисоллардаги функциялар учун z — 0 нукта- 
нинг характерини аникутнг.

sin z

545. f(z) = е г . 548. J{z)=(ez— 1— z)ctg3z.

546. f iz )  = ■ 549. f iz )  = - 51п2г г .
cos z-\+~-

1

547. f(z) = ---sL~ j-  550. f(z ) = e:K,z.
sin

Фараз килайлик, f{z) ва g(z) функциялар z=  а нукта­
да мос равишда п ва т  — тартибли кутбга эга булсин. У 
х,олда куйидаги мисоллардаги функциялар z=a нуктада 
кандай махсусликка эга булади?

551. Az)+g(z). 553- i f f f

552. AzYgiz). 554. / ‘(г)У(г) (к, /е N).

Фараз к,илайлик, f(z) ва g(z) функциялар берилган 
булиб, z=o нукта J{z) функция учун ута махсус нукта ва 
g{z) igiz)^0) функция z=a нуктада голоморф булсин. У ,\олда 
Z = о нуктанинг куйидаги функциялар учун ута махсус нукта 
булишини курсатинг.

555 -Az)+giz). 556. AzYgiz). 5 5 7 . ^ .

АгарДг) функция z — 00 нуктанинг бирор атрофида го­
ломорф булса, у хдлда куйидаги мисоллардаги тасдик- 
ларни исботланг:

558, z = 00 нукта/(г) функциянинг к — тартибли кутб и 
булиши учун ушбу

lim[z~kf(z)] = A (ф 0; оо)

шартнинг бажарилиши зарур ва етарлидир.
559. £ — о о  нукта f{z) функциянинг к — тартибли ноли 

булиши учун ушбу

limfzkfiz)\ = A (* 0; ос)

шартнинг бажарилиши зарур ва етарли.
Куйидаги функциялар учун г = ос нуктанинг характе­

рини аникданг.
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560. f(z ) =
izlQ-z9+z*+z+2i '

z5+3zA-2z3+l
rlO _  -9 , _8 , _  , л 563. f(z ) = z5sin 1.

564. /U ) =

562. f(z)=(z2+iy°e-z.

565. Айтайлик, f{z) функция {0< | z— a | <r} да голоморф 
булиб, z=a нуктада кутбга эга булсин. У х,олда {| z— а | <г} 
доирада ушбу

тенглик ёрдамида аникданган g(z) функция z=a нуктанинг 
бирор атрофида голоморф булишини курсатинг.

566. Фараз килайлик, f{z) функция ушбу

куринишда ифодалансин. Бу ерда т  — бутун сон, ср(г) 
функция эса z=a нуктада голоморф ва ф(д)*0. У х,олда агар 
т >0 булса f(z) функция z=a нуктада т  — тартибли нолга, 
т <0 булса, т  — тартибли кутбга эга булишини исбот­
ланг.

567./(г) функция чекли z=a нук,тада голоморф булиб, 
шу нуктада т — тартибли нолга эга булсин. У х,олда z=a 
нукта F{z)-fn\z) (п<т) функция учун нечанчи тартибли 
ноль булади?

568. f{z) функция чекли z=a нуктада т  — тартибли кугб- 
га эга булсин. У \олда z=a нукта F(z)=fn)(z) функция учун 
нечанчи тартибли кутб булади?

569. f{z) функция z=°° нуктада голоморф булиб, шу нук­
тада т  — тартибли нолга эга булсин. У хрдца F(z)=/n)(z) 
функция г=°° нуктада нечанчи тартибли нолга эга булади?

Куйидаги функцияларнинг барча махсус нукталарини 
топинг, уларнинг характерини аникланг ва функциялар­
ни г=°° нуктада текширинг.

Az)=(z— a)my(z)

572. f(z) = т^т- 
1+z

570. f(z) =
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576./(z) = ze~l.

577. f(z) = JTeiz.
Z

578. =

579. Az) = - fr  - 7  •
e"-l *

5 80 ./U ) = ^ .

581. Hz) =
2+eJ

1
582. Az ) = —

г (2-cos г)

583. /(г ) =
sin z

584. / ( г )  = tg-L.

585. f(z) =
cosг-l ‘

5S6.f(z)=zctgiz.

i
587. / ( г )  = sin г ■ esinz.

588. / ( г )  = .

590. f(z) = zcos^-z.

591. f(z)= Z3 sin j  ~ Z2.

592./(z)=thz.

593. f(z) = e *2 ■

594. Az) = zez.

595. Az)

596. Az)

597. Az)

598./(г) =

599. f(z)

600. Az)

1-г

= e г 

i

= gZ~* 
ez-l 

= tgZ.

=  tg2Z.

ctgz 
,2

601. Az) = Ctgz -

602. Az)

603. Az)

604. Az) = sin

605. Az)

sin г-sin a 

1
cos z+cos a

1
1 -z' 

л

(z2- 4)2 cos

606. Az)

607. /(z )

608. /(г )

609. Az)

610. Az)

611. Az)

612. /(г )

c t g f

= ctg1.1
z z '

= sin - + -L

= е г cos -.
г

Ctgi
= e

tg7e z .

= sin

613. Az) = sin

( \
i

vsinb  
 ̂ \

cosx 
V г У
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Фараз килайлик, Pn{z) ва Q (z) лар мос равишда п ва 
m-тартибли куп^адлар булсин. У \олда куйидаги функци- 
яларнинг г=  °° нуктадаги характерини аникланг:

614. Pn(z) + Qm(z). 617. pn(z)e n̂iU)

P»(z)
615. тгт;т 618.QJz)' UAO* Pn(z) Qm(z)

616. W Q M  619.

620. Айтайлик, f{z) ва g(z) функциялар г = °° нуктада 
мос равишда т  ва п- тартибли кутбларга эга булсин. У 
,\олда г = °° нуктанинг ушбу

F(Z) = / Ш )

функция учун пт- тартибли кутб булишини исботланг.

Кенгайтирилган комплекс текислик С  да факат куйи­

даги махсусликларга эга булган функцияларга мисоллар 
тузинг.

621. Z, — 00 нукта — иккинчи тартибли кутб.
622. г = 0 нукта — иккинчи тартибли кутб, Лоран като-

рига ёйилмасининг бош кисми ^  га тенг ва z = °° нукта
г

оддий кутб.
623. zk=wk нукталар — оддий кутблар, бу ерда

2ni
w = е п {к—0, 1, 2,..., /7—1).

Кенгайтирилган комплекс текислик С  да факат куйи-

да берилган махсусликларга эга булган функцияларнинг 
умумий куринишини топинг.

624. Битга оддий кутб.
625. Битта п — тартибли кутб.

626. Лоран каторига ёйилмасининг бош кисми га

тенг ва г = 0 нукта иккинчи тартибли кутб.
627. п та биринчи тартибли кутблар.
628. г = 0 нукта — л-тартибли кугб ва z = 00 нукта — 

/и-тартибли кутб.
629. Айтайлик, f(z) функция D a  С  со^ада бир кий­

матли булиб, шу сохдца кутблардан бошка махсус нукта- 
ларга эга булмасин. У хрлда
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f ( z\ = 'W
KZ) f(z)-\

функция f(z) функциянинг барча кутб нукталарида ва 
f(z) = 1 тенгликни к,аноатлантирадиган барча нукталарда 
оддий кутбга эга булиб, бош ка махсусликларга эга булмас- 
лигини курсатинг.

* * *

С о х о ц к и й ва П и к а р  т е о р е м а л а р и

630. С о х о ц к и й  т е о р е м а с и н и  исботланг:
Фараз килайлик, z=a нуцта f(z) функция учун ута

махсус нуцта булсин. У  х,олда ихтиёрий (чекли ёки чексиз) 

комплекс Ае С сони учун а нуцтага интилувчи шундай {zj 

кетма-кетлик топюшдики, lim  f(z„) = А булади.
п—»°о

631. / ( ^) ^ s in 4г функциянинг ута махсус нуктаси

булган г — 0 нукта ва ихтиёрий Ае С сони учун Сохоцкий

теоремасининг шартини каноатлантирувчи {zj кетма-кет- 
ликни топинг.

i
632. f(z) — е : функциянинг ута махсус нуктаси булган 

г=0 нукта ва ихтиёрий А е С сони учун Сохоцкий теоре­

масининг шартини каноатлантирувчи {г,,} кетма-кетлик- 
ни топинг.

633. Айтайлик, г = а нуктанинг бирор агрофида f(z) 
функция кутбдан бош ка махсус нукта га эга булмасдан, а 
нукта кутб нукталарнинг лимит нуктаси булсин. Бу \олда 
\ам Сохоцкий теоремасининг уринли булишини (яъни

V А еС  сони учун 3{г„}; Z — ва lim f(z„) = A булиши­

ни) исботланг.
634. П и к а р  т е о р е м а с и н и  исботланг:
Айтайлик, z = а нуцта f(z) функциянинг ута махсус нуц-

таси булсин. У  х,олда

f(z) —А

тенглама купи билан битта А=А0 дан ташцари барча А *  °о 
сонлари учун а нуцтага интилувчи чексиз куп сондаги бир- 
биридан фарцли ечимлар кетма-кепыигига эга.
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Э с л а т м a . Пикар теоремасидаги А0 нуктага функция­
нинг к,абул килмайдиган киймати дейилади.

635. Агар z—a нукта f{z) функциянинг ута махсус нук­
таси булса, у \олда шу нукта

функция учун кандай нукта булади?
Куйидаги функциялар учун Пикар теоремасини тек- 

ширинг ва *ар бир функция учун унинг кабул килмайди- 
ган кийматини (агар у мавжуд булса) топинг:

642. Айтайлик, z —a нукта f(z) функциянинг яккалан­
ган махсус нуктаси булсин. Агар z - a  нуктанинг бирор 
атрофида Re/(z)>0 булса, у ^олда z = a нукта f(z) функ­
ция учун бартараф килинадиган махсус нукта булишини 
курсатинг.

643. Фараз килайлик, z - a  нукта / (z) функциянинг 
яккаланган махсус нуктаси булсин. Агар z = a  нуктанинг 
бирор атрофида / (z) функция w = а  ва w =  р нукталарни 
туташтирувчи кесмада ётувчи кийматларни кабул килма- 
са, у холда г = а нукта f(z) функция учун ута махсус нук­
та була олмаслигини курсатинг.

К у р с а т м а . z = а нуктанинг бирор атрофида Reg (г)>0 

шартни каноатлантирадиган

функциянинг бир кийматли тармоги учун 642-масала на- 
тижасини кулланг.

Айтайлик, z — a нукта f(z) функциянинг >та махсус 
нуктаси булсин. У хрлда z= а нуктанинг ихтиёрий кичик 
атрофида куйидаги функцияларнинг барча \акикий кий­
матларни кабул килишини исботланг.

К у р с а т м а . 643-мисолнинг натижасидан фойдала- 

нинг.

636. f(z) = sin|.

637* f{z) = ez.

638./(*)=<*

639. f{z) = cos|.

640./(z)=tgz.

641./(z)=tg2z.

Im  f (z )
644. Ref(z). 645.1mf(z). 646. Rej(~zy
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VI боб 

ЧЕГИРМ АЛАР НАЗАРИЯСИ

1-§. Чегирмалар ва уларни х^исоблаш

Фараз к,илайлик, f (z ) функция {0< | z—.a| <5} да голо­
морф булсин, яъни а бу функциянинг яккаланган махсус 
нуцтаси булсин- 

1 - т а ъ р и ф . Ушбу

2я/. $f(z)dz (0<р<8)
|г-а|=р

интеграл fiz) функциянинг а нук^тадаги чегирмаси дейилади 
ва res f{z) каби белгиланади:

1=а

res f(z) = ^ 7  if(z)dz.
k - l = P

Равшанки, f[z) функция а нуктада голоморф булса, 

res f{z) = О
Z=a

булади.
Айтайлик, f(z) функция {г< Ы < °°}  да голоморф 

булсин.
2- т аъ ри ф . Ушбу

~ 2л/1  ̂f(z)dz (д*<р)

интеграл f{z) функциянинг z — 00 нуцтадаги чегирмаси де­
йилади ва res f{z) каби белгиланади:

Z - 00

res/(z) = - ^7  if(z)dz.
UI=p
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1 -т е о р е м a . Агар f(z) функция {0< lz—a / <r} co%ada — 
j{алцада Лоран цатори

f{z) = f,cn(z-a)n
П =-  OO

га ёйилган булса, у х;олда f(z) функциянинг z — а нуцтадаги 
чегирмаси с_г га тенг, яъни

res/U ) = c_,
Z=a

булади.
АгарДг) функция {r< \ z\ < 00} *алкдца Лоран кдтори 

Az) = i c nzn

га ёйилган булса, у хрлда f(z) функциянинг z = 00 нукта- 
даги чегирмаси — сх га тенг, яъни

TQsf(z) = -с_,
z=~

булади.
2-т е о р е м а . Агар f(z) функция С\{ар а2, ..., a j  туплам- 

да голоморф булса, у х,олда

X  res fiz) + res f(z )  = О
lc=\z=ak г=~

булади.
Энди функция чегирмаларини ^исоблашда фойдала- 

надиган формулаларни келтирамиз:
1) Агар z — а нукта f(z) функциянинг биринчи тартиб­

ли кугб нуктаси булса,

res/(г ) = hm(z -a)f(z) ( 1)
Z-a z->a

булади.

2) Агар Az) = учун <p(z) ва y(z) функциялар а 

нуктада голоморф булиб, vj/(tf)=0, \j/(a)^0 булса, у х,олда

/V ч /лчres = (2)

булади.
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3) Агар z= а нукта f(z) функциянинг л-тартибли кутб 
нуктаси булса,

™ f ( z ) -  C^ i v  Й? — — 1 <3>

булади.
4) Агар z — 00 нуктада /(г ) функция голоморф булса,

res f(z) = lim г[/(~) - f(z) J (4)
г=- z->- v '

булади.

5) Агар f(z) = <p(|) булиб, ф(г) функция z-0 нуктада 

голоморф булса,

res/(z) = -<p'(0) (5)

булади.
1-м и со  л. Ушбу

функциянинг z - 1 нуктадаги чегирмасини топинг.
Берилган функцияни z — 1 нуктанинг тешик атрофи 

0< U—11< еда (z— 1) нингдаражалари буйича Лоран като- 
рига ёйамиз:

, iizlli , (lzl£ , 1 ____ е__ _JL_ е e(z-1)
+ 2 ! + 3! +--\- U _ i ) 2 Z-l + 2 + 3! + --'

Бу ёйилмадан с =e булиши келиб чикдди.
1-теоремадан фойдаланиб, берилган функциянинг г=1 

нуктадаги чегирмаси

булишини топамиз.
2-м и с о л . Ушбу

f(z) = Z2 siny

функциянинг z = 00 нуктадаги чегирмасини топинг.
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Берилган функцияни z нинг даражалари буйича Лоран 
каторига ёйамиз:

Демак, с_, = ва функциянинг z — °° нуктадаги че­

гирмаси

булади.
3-м и с о л . Ушбу

функциянинг барча махсус нукталаридаги чегирмалари- 
ни хисобланг.

Берилган функцияни куйидагича ёзиб оламиз:

Демак, a= i, a2= —i нукталар функциянинг биринчи тар­
тибли, <2=1 нукта эса 2-тартибли кутб нукталари булади.

(1), (3) ва (4) формулалардан фойдаланиб, функция­
нинг чегирмаларини топамиз:

fiz) =
U2+l)(z-l)2 (г-|')(г+/)(г-1)2 ’

res / (z) = lim(z - 0 f(z) = lim j____ = l = l-
(z+i)(z-1)2 2/(/'-l)2 4 ’

res f(z) = lim (г + i)f(z) =

TQsf(z) = \imj-[(z- 1)2Лг)| = lim -±-
г=! z-»l QZ г-»1 zr +1

res f(z) = lim z(/(°°) - f(z)) =
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4-мисол . Ушбу

f iz )  =  ctgnz

функциянинг барча чекли махсус нукталаридаги чегир- 
маларини топинг.

Равшанки,

г/ \ * cos nz
/ (« )  =

булиб, а~ п  (п = 0, ±1, ±2, ...) нукталар унинг С  даги 
махсус нукталари булади. Берилган функциянинг бу нук- 
талардаги чегирмаларини (2) формуладан фойдаланиб то­
памиз:

Агар ф(г) = cos7i z, \|/(z) = sin nz дейилса, унда\1/(/7) = sinit/i = О, 
Yin) = ncosnn ф 0 булади. Демак,

res ctgnz = Щ  = - 1 (« = о +1 +2 )
с  \|/ (п) ncosnn п , , 1 • ■ • /•z=n

5-м и с о л . Ушбу

/  (z) = cos к ~~

функциянинг г = 30 нуктадаги чегирмасини хисобланг.
Берилган функциянинг г = °° нуктадаги чегирмасини 

(5) формуладан фойдаланиб хисоблаймиз.
Агар

. ф ( г )  -  / ( { )  -  C O S  Щ ^п

дейилса. бу функция ?=  О нуктада голоморф. Демак,

res f(z) = -фЧ0) = - 

tcJtc

cos; ( Ь Ц с=0

= sin I =  T is in  -Ц- =  71
-=o

булади.
6- м и сол . Ушбу

f iz )  =
z2(z2+ 9)

функциянинг барча чекли махсус \амда нуктадаги
чегирмаларини хисобланг.
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Берилган функцияни

f(z )  =
____ (Г

z2(z2+ 9) z2(z-3i)(z+3i)

куринишда ёзиб, унинг махсус нукталари: я,=3/, а2= —3/
— биринчи тартибли кугб нукталар, я3=0 — иккинчи тар­
тибли кутб нукта ва z — оо - ута махсус нукта булишини

аниклаймиз. res f(z), res f(z )  ларни *исоблашда (1) фор-
г=<ц г=<?2

муладан фойдаланамиз:

res f(z) = res(z - 3i)f(z) = lim y  .;-" - =
z=ai z=3i г—*3/ Z ( Z+j i )

= e
3 i 1

-9 6/
= -54 (sin 3 - i cos3),

res f(z) = res(z + 3i)f(z) = -54 (sin3 + / cos3).
Z=G2 z=-3/

(3) формулага кура res / (z )  ни ^исоблаймиз:
г=а3

res /(г ) = lim -£■ (z2f(z)) = lim
г=а3 г-̂ 0 az г-»о

=  l i m  eZ ( z 2- 2 z+ 9 ) i  

U2 + 9)2 9'

,2
+9

res /(г ) ни \исоблашда эса 2-теоремадан фойдаланса 

булади:

res f{z) = - Z  res /(г ) = 27 (sin 3 “ 3)-
k=\Z=ak

7-м исол . Агар нукта/(г) функциянинг «-тар 
тибли ноли булса,

res
Z = a

f '(z )

f(z )

ни топинг.
Маълумки, z = а нукга f(z) функциянинг «-тартибли 

ноли булса, функцияни ушбу

f(z) = (Z— a)nq>(z)
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куринишда ифодалаш мумкин. Бунда ср (г) функция z~a 
нуктада голоморф ва ф (я)*0 . Бундан f{z) функциянинг 
\осиласи

f'(z)=(z— a)n-'[ny(z)+(z— о)ф'(г)]

булиб,

А г )  _  (г-д)”' 1!/» ф(г)+(г-д)ф'(г)1 _ /щХО+и-аМг) 
f U )  ~ ( z - a ) ” y ( z )  ~ (г-л)ф(г)

А г )
= акуринишда ифодаланади. Демак, функцияси учун z

нукта биринчи тартибли кутб булади. Унда (1) формулага 
биноан

res 77$  = lim (z- a )
z=a J  7 —>a

/'(г)
/(г)

= lim(z - a)
/1ф(г)+(г-о)ф'(г) ^ф(а)

(г-я)Ф(г) ф(о) = п.

Демак,

res
А г ) '
/(г) = л.

8-м и с о л . Агар z — а нукта/ (г) функцияси учун £-тар- 
тибли кутб булса,

res
Z=a

’А г ) '
/(г)

НИ ТОПИНГ.

г —а нуктани^-тартибли кутб булишидан, уни f(z) =

куринишда ифодалаш мумкин, бу ердаф(г) функция а нук­
тада голоморф ваф(я)*0. Худди 7-мисолдагидек, z — а нукга

функцияси учун 1- тартибли кутб булишини ва

res
z=a

А г )'
/(г) = lim(z - а)

А г )
/(г) = -*

булишини куриш кийин эмас.
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Куйидаги мисоллардаги чегирмаларни Лоран катори- 
нинг с , коэффициентини ани^лаш ёрдамида \исобланг.

I
1 . res 4ф res ze z-1

г=~ z г=1

i  й.
2. resez. 5. res*"**.

z=~  z= -

3. res . 6. res
г=2 г-f г=о г +

МИСОЛ ВА МАСАЛАЛАР

Куйидаги функцияларнинг z - a  нуктадаги чегирмала­
рини топинг:

7. f iz )  - (г+2)2(г_3)» о =  3.

8-/ U ) = ; ^ f c ; а = - 2-

9. Дг> = т г 7Т; а = 0-г (г+4)

10./(z)=tgz; c = f .

11. Ж >  = е<Ц  д = - 2.

12 . / (г ) = sin — f ; fl= l-

Куйидаги функцияларнинг барча чекли махсус нук,та- 
лардаги чегирмаларини топинг.

„г
13. Л *) = - Ч -  18. fiz) = (z+2)(z-l)'

7 2 г/ \ sin г

14. Лг) = т Ч -  19. Л *) = Т О ?1+г 4г

15-/ a , =  o f r f '  20-/fe> = Sib- 

16. /(г ) = ^5 ~ 7 ' 2 1 . / (г ) = г  cos

= Ш  22. / ( О  = ^ ,  « = 1, 2,...

299

www.ziyouz.com kutubxonasi



23. f(z ) =
е'

г3(г - 1 ) ' 3»- =  sin,г ■

и - A z)  =
I

z3e: . 31.f(z)=thz.

25 .Я г ) =
tgz

„2 nz ■<. 4 32./(z)-cth2z.

26. Я г ) =
е '

4-sin2 г ’
33

27. / ( г ) = cos^ + г 3-

28. / ( г ) = е * 2 + — 
г2 ‘

35. т  -

29. / ( * )=
1-cos г 

г3(г-3) ‘ /(г) = si„V '

Куйидаги функцияларнинг z = °° нуктадаги чегирма- 
ларини топинг.

38. / ( z ) - jz f -  41. f(z ) = z cos2 j .

42. Ихтиёрий жуфт f(z) функция учун ушбу

res f(z) = res f(z) = 0

тенгликнинг бажарилишини курсатинг (бу ердаги чегир- 
малар маънога эга деб фараз килинади).

43. Ихтиёрий жуфт f(z) функция учун

res/(г ) = - res f(z),
Z = - a

ва ток,/(г) функция учун

res f(z) = res f(z)
Z - a  z = - a

тенгликларнинг бажарилишини исботланг (бу ердаги че- 
гирмалар маънога эга деб фараз килинади).
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44. Айтайлик, f{z)=g(az), аф 0 булсин. У \олда 

res f ( z ) = -J- res g(z)
z=aZ() a  Z=Z()

булишини исботланг.
К,уйидаги функцияларнинг барча махсус нукталарида- 

ги ва z =°° нуктадаги чегирмаларини \исобланг (бунда z — 00 
нукта махсус нукгаларнинг лимит нуктаси булмаган хол 
карал ади).

1+г8
4 5 ./ « >  = 7 ^ -  48. / (? )  = гб(г+2) •

46. 49.

47- / W  = ^ W

г2”
50. / (г ) = (п — натурал сон).

f  1+z}n
51. f ( t )  = z„^z^  а  ф  0 {п — натурал сон).

52. / ( * )=  г(,1г2}- 60./(г) = ctg2z.

53. / (г ) = 61./(z)=ctg3z.

54. /<*> = ^ -  62. т  = cos J j .

55. Л  г) = sin г • sin i . 63. Л  г) = г3 cos

5 6 ./U )  = ^ T -  64. f(z ) = e

57. f(z) = ^ 7 ^  cos zchz. 65. f(z) = sin ^ .

58. / (* )  = • 66. / (* )  = cos z2^ 3~-.

59./U )  = tgz 67. / (* )  = (A*0)
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68. f(z) = zn sin ^ (n — бутун сон).

69. f(z ) =
_ I

sin i  •

70. /(г ) = -Д = .
sm -Jz

71. f(z) = ^  (n — натурал сон). 

Куйидаги чегирмаларни \исобланг:

72. л=1, 2,... .
г=0 sin Z

sin 3z—3 sin z 
z=o sin г (sin z - z ) '

-. tgz-г74 res---------r .
’ г=о (l-cosz)

75. r e s n=2,3 , . . . .
г=о sh”z

76. res^n‘3ctg',z, «=2, 3, ....

77. res —

ch z- l- v

7S.f(z) ва g(z) функциялар чекли г = о нуктада голоморф 
булиб, шу нуктада /я-тартибли нолга эга булсин. У \олда

res f(z) . __i_
g(?) Z - a

тенгликнинг уринли булишини курсатинг.
79. Агар функциянинг г = 00 нукта атрофидаги ёйилмаси

/ и )  = с0 + ^  + -Ц-+...
г

куринишга эга булса, res{[/(^)|2} ни топинг.

80. Агар g{z) функция z = о нуктада голоморф булиб, 

fiz) функция г = а нуктада оддий кутбга эга ва res f(z )  = А
Z ~ a

булса, у \олда resf/U) • #(г)] ни топинг.
Z - 0
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81. Агар g(z) функция а нуктада голоморф,/(г) функ­
ция эса г = а нуктада ^-тартибли кутбга ва

с-к
z~<* (z-a)

бош кисмга эга булса, у \олда res[/(>) g(z)\ ни топинг.
Z - o

82. Агар г = а нуктаf iz )  функциянинг л-тартибли ноли 
булиб, g(z) функция а нуктада голоморф булса, у х̂ олда

res

ни топинг.
83. Агар z = а нукта/ (z) функциянинг «-тартибли кутб 

нуктаси булиб,/(г) функция а нуктада голоморф булса, у 
\олда

res f i z ) f  (z) 
f(z )

ни топинг.
84. Айтайлик, g{z) функция z —а нуктада голоморф 

булиб, g\ci) ф 0 булсин. Агар / (^ )  функция £,=g(a) нукта­
да 1-тартибли кутбга эга ва

res / (£ )  = А
S=g(a)

булса, у \олда

res/[gU)]
Z-a

ни топинг.
85. Агар f[z) функция z — °° нуктада к-тартибли кутбга 

эга булса, у хщда

ге? /(г ) = ± 1)!ти “ / <м,(г)]

тенгликнинг уринли булишини курсатинг.

2- §. Интегралларни чегирмалар ёрдамида 

х;исоблаш

Чегирмалар ёрдамида турли интегралларни ,\исоблаш 
мумкин. Бунда куйида келтириладиган теорема му\им рол 

уйнайди.
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Г. 3- т е о р е м а  (К о ш и  т е о р е м а с и ) .  Фараз 
цилайлик,

О /(г) функция

D\{av а2, ая}

соуада голоморф (D a  С, ах, а2, а е  D)
_  2) /(г) функцияси сохрани негарасигача аницланган ва 
D\{av а , л,} да узлуксиз.

3) Эи  — тугриланувчи ёпиц контур булсин. У  \олда

\f(z)dz=2nij^YQSf(z) / 6)
ад *=i z=ak

формула уринлидир.
И з о \: (6) формула & D булган \ол учун уринлидир. 

Фак,ат бу х,олда г = 00 ни f(z) учун махсус нук,та деб \исоб- 
лаш хдмдаЭ/) чизик, ориентациясини соат стрелкаси йуна- 
лишида олиш кифоядир.

Юкррида келтирилган Коши теоремасидан фойдала- 
ниб ёпик, контур буйича олинган интегралларни \исоб- 
лаймиз.

9- м и с о л . Ушбу

j  - t V *
ki=3 ’  + 4z

интегрални х,исобланг.
Бу \олда интеграл остидаги функция

f(z) =
44 г

интеграллаш контури {££С:|г|=3} айлана, D со\а эса 
D={ze С:| z |<3} доирадан иборат. f(z) функцияни

f(z) =
+4z г (Г + 4 ) z(z+2i)(z-2i)

куринишда ёзиб, я ,=0, а = —2/, a=2i  лар функциянинг 
1-тартибли кутб нук,талари эканини аникдаймиз. Равшан- 
ки, av а2, аъ махсус нукталар D со^ага тегишли булади.
3- теореманинг барча шартлари бажарилиб, шу теоремага 
кура

i -jLr dz = 2Ki'£ res-г1-,.|=3 Z +*Z n=u=an z}+4z

булади.
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Унг томондаги чегирмаларни (1) формулага кура \исоб-
лаймиз:

res f(z ) = r e s = lim Z • 31  ̂ = 4-,
г=о, г=0 Z +4z z->0 Г + 4 г  4

res f(z ) = res 31 л = lim тгЛ-Ул = “  i  >
г=а2 г=-2( г  + 4г  г->-2/ 5

Натижада

d=3 <■

булишини топамиз.
10- м и с о л . Ушбу

:dz

интегрални \исобланг, бунда у : х2+у1=2х айланадан ибо- 
рат.

Равшанки,

х 2 + у2 = 2х => (х - I )2 + у2 = 1 => [z е С  :| z - 1| = 1} ,

D со\а эса D={\ z~ 1|<1} доирадир.

Энди f(z ) - функциянинг D сох,ага тегишли булган

махсус нуцталарини топамиз:

z4 + 1 = 0 => z = V-T = i]l • (cos я + i sin 7i ) =s>

=> zk = cos K+̂ k% + i sin я+lkjL (k = 0, 1 , 2 , 3 ) .

Zq, z v zv  z3 махсус нукталардан

г0 = cos-J + / sin ̂  = £ . (  i + /),

<:3 = cos + / sin (1 - /)

лар Z) сох.ага тегишли булади. Шуни эътиборга олиб, (6) 
формуладан
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J ~r~dz - 2ш( res -j-— + res
- + 1 Z +\ z=Z} Z +1

булишини топамиз. Бу тенгликнинг унг томонидаги че- 
гирмаларни \исоблаймиз:

res „4 + 1 U4+l)'

Щ  г4 + 1 U 4 + l4 , 1 у I £ г3 4г33 ‘

Натижада

1 3 + ^

булади.
Агар

-L + -L =
,3  ^  ,3  г г-
го гз v2£(1 + /)

3 ~ Л
0-/)3 + (1+/)3 

((1+/)(1-/))3
=  - Л

булишини \исобга олсак, унда

1 . Л  .
■7^7 dz = -~^ni

эканини топамиз.
11 - м и с о л . Ушбу

i-1=-> U - 3 ) U - - 1 )

интегрални ^исобланг.

(6) формулага кура f(z ) =
(z-3 )U 3-l)

учун

jf(z )d z  = -2т
d=2

res/(z) + res/(z)

булади. Бу тенгликнинг унг томонидаги чегирмаларни 
\исоблаймиз:
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res f(z )  = lim(z - 3)f(z) = lim -J-  = ^ .
z=3 z-»3 z-»3 £>-] 242

Агар

/U ) = X _  JL
( г - 3 ) ( г 5 -1 )  zb MM

эканини эътиборга олсак, унда z —00 нукта f(z)  функция­
нинг 6- тартибли ноли булишини аниклаймиз. Бу функ­
циянинг Лоран катори

/< * > = £

булиб, с_,=0 булади. Демак, 

Шундай килиб,

res f(z )  = 0.
z=°°

i  — Ц —  dz = ~2ni[ + ° ) = _ rh-, / =2 ( г - з к г - l )  \2 4 2  ) 121

12- м и с о л . Ушбу

2

bzkezdz (А -бутун сон, г > 0)
izi=r

интегрални х,исобланг.
Бу интеграл (6) формулага кура

2 2 
i z keldz = r e s ^ V2 л:/ J г=о
г|=г

булади, Чегирмани \исоблаш учун /(г )  = zkez функцияни 

г=0 нуктанинг уйилган атрофида Лоран каторига ёямиз:

Az) = = z 

1 2

2 . 1  2
г 2! 72

_L 21 
А:! ,*

+

,/t + i

(Л + 1)! +...

(Л + 1)! ' г + (к+2)! ' 
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Бу тенгликдан
Г 2*+1

с , =  f e '  агаР * г -1 булса, 

[О, агар к < -1 булса

булиши келиб чикдци. 
Энди

с ,  = res zkez
Z=о

булишини эътиборга олиб,

Г 2̂L  агар & > -1 б^лса,

[О, агар к < -1 б^лса
2л/

khz-

буЛИШИНИ топамиз.
13- м и с о л . Агар D={z eC:\z |>3} булса, ушбу

r)D

интегрални \исобланг.

f(z ) = деб, сунг (6) формуладан фойдаланиб то­

памиз:

\f{z)dz = 2л/ res f(z).
д D

Энди f{z) функциянинг чегирмасини (4) формулага кура 
\исоблаймиз:

res f(z) = lim z(f(°°) - f(z)) = lim z(sin 1 - sin - O  =
z=~ z-»= z->°° \ Z+1/

= lim
z-»°°

2zcos z+l sin z+l

= lim cos 2*+l sin 2(z+n 2z Л

2̂ +1> 2(г+1) 2« +1>
= COS 1.

Демак,

[ sin dz = 2ni cos 1. 
J z+1dD
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2°.Аник,  и н т е г р а л л а р н и  ч е п  р м а л а р  ё р д а ­
м ида  \ и с о б л а ш

Аник, интегралларни \ам чегирмалар ёрдамида \исоб- 
лаш мумкин. Бунда аник, интеграллар комплекс узгарув- 
чили функциянинг контур буйича олинган интегралига 
келтирилиб топилади.

2л
1) j/?(cosx, sinx)dx к у р и н и ш д а г и  и н т е г р а л -

0

л а р н  и \ и с о б л а ш .
Ушбу

2 я

I  = j /?(cos x, sin x)dx ( 7 )
о

интеграл берилган булиб, уни х,исоблаш талаб этилсин, 
бунда 7?(cosjc, sinx) — cosx ва sinx ларнинг рационал функ­
цияси ва у [0, 2п] да узлуксиз.

Эйлер формуласига кура

р** 4.р~̂  • р^_Р ^
cos х - — у — , sm х = —

булишини эътиборга олиб, сунг

z=eix

деб белгилашни киритсак, унда

х £ [0, 2к] => [z е С : \z\ = 1}, 

cosx = i ( z  + |), sin х = ± (z - i) , 

dx = 4- dz
iz

булиб, берилган (7) интеграл куйидагича

2 71 _
/ = J R{cos x, sin x)dx = <f R(z)dz

булади, бунда

Л(г) = Х = Л(1 (г + 1) Х , г - 1)).
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14- м и с о л . Ушбу

2к
f <fr
I cosx-2
о

интегрални \исобланг.
Бу интегралда ebc=z белгилашни киритамиз. Унда

2к —Н7 г
f dx = 1  I zaz _  2 L dz 

i COSJt-2

булади. Интеграл остидаги

f(z) = -г-J—7 
z -4z+l

функция учун z{ = 2 +у/3 ва = 2 - л/3 нукталар 1- тар­

тибли кутб нукталари булиб, улардан z2 - 2-Jb нукта

D={z& С : | г|<1} со\ага тегишли булади: z2 = 2 - -Уз е D . 

Унда Кошининг чегирмалар \акидаги теоремасига асосан

$f(z)dz = -у-1— dz = 2niresf(z) 
l i ,  ш  г'-4^+1 г=г2

Функция чегирмасини \исоблаймиз:

res f ( z ) = limU - г2)f(z ) =
:~zi Z-+Z2 

= lim(z ~ Z2)' 7---77---r = —■—  = - -W ■
Z-+Z2 г (Z~Z\)(Z~Z2) Z2-Z1 2V3

Демак,

f — dx = l  i  — dz = 2ni\(— 1=) = -2*.
* cos x—2 i j = iz 2-4z+i 2V3 J  V3

15-мисол.  Ушбу

j — -чЛр
J 5+3 cos ф T
-n

интегрални х,исобланг.
Бу интегралда е,ф=галмашгиришни бажарамиз. Натижада
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f___ i___ аф = 1 i ___^ ___=1 i _____i____dz
_ 5+3cosФ ^  i J ,  5+31(г+1) Зг2+10г+3

|z|=l 2 V*- г '  |г|=1

булади. Интеграл остидаги

/(С ) = ,2  L  ,
Зг +10г+3

функциянинг />={г е С : | г К 1} сох,ага тегишли битта z = - у 

махсус нуктаси булиб, у 1-тартибли кутбдан иборат. Унда

—  = 2л/ res - 1
ki=i ki= 

булади. Равшанки,

f / ( z)dz = - -r ——  = 2л/ res —г—1---
I ,  ,L З̂ +Юг+З z=-| Зг +10г+3

Демак,

/ г г 1-- d(p = i 2ra' 4  = f .
J 5+3 cos <p ^  i 8 2
— 7t

16 - ми с ол . Ушбу

J COS2 ф*/ф 

q 2-sin2 ф

интегрални х,исобланг.
Бу интегралда e2iv>=z алмаштиришни бажарсак,

фе[0, л]=>{ге С : U|=l} 

J _
2 izdq> = Ti7dz,

2 1+С082ф l + 2^ +j)
COS ф = --2 = -- 2 :

. 2 1-С052ф 
sin Ф = -- 2—^ = —  2

булиб,

 ̂ 1+l(z+z) ?
f COs2 <P<*P = 1 1 1 .  2 ' /У7 = 1  I 1 . <?+1>2 ■ 
I  2 - s i n 2 Ф  2 / J = i z  ^ , _ 1 [ Z+1 )  2 / ^ z  г 2 + 6 г + 1

тенглик уринлидир.
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Интеграл остидаги

(г+1)2 _ _________U+1)2_________

z(z2+6z+l) ^_(_3+2>/2)|z-(-3-2>/2)]

функциянинг ^,=0 ва г ,=-3+2 Л  , z2=-3-2 4 l  махсус

нукталари булиб, улардан ^= 0  ва zt=~3+2 4l лар {| z | < 1}

со^ага тегишли булган кугб нукталардир.
Коши теоремасини куллаб, топамиз:

X 1 . (*+1) dz = 2n i  
J=lz г2+6z+l res ( (г+\7)2— T + res — Тг=0 Z(Z~ZI)(Z~Z2) z=zi z (z~ Z i)(Z~ Z i)

= 2ni 1 , 1 Ui+1)2
Z1Z2 Z\ Z[-Z2

= In i
1 (-3+2V2+I)2

-3+2-J2 4yf2

= 2T " i
Демак,

f cos2 ф̂ ф - J 1 _ _ 0  
I'2-sin2 ф V Л  J

2) Х о с м а с  и н т е г р а л л а р н и  р с о б л а ш .  
Чегирмалар назариясидан фойдаланиб хосмас интег­

ралларни ) а̂м х^исоблаш мумкин. Бу куйидаги теоремага 
асосланган.

4-т е о р е м а .  f(z) функция {z е С : 1ш z >0} сохраним чек­
ли сондаги махсус нуцталардан ташцари барча нуцтала- 
рида голоморф булиб, унинг чегарасида узлуксиз булсин. Агар

lim J /  (z)dz = 0 (Y,={ I г |=/•, 0 < arg г < п} (8)

оо

булса, у х;олда j f(x)dx якинлашувчи булиб,

jf(x )dx = 2ni £  res/(г) /т
_оо’ lmzfc>0z_z*

булади.
Бу теоремадаги (8) шартнинг бажарилишини курса- 

тишда куйидаги леммалардан фойдаланилади.
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1- лемма (Жордан леммаси). Агар 

lim г • тах| / (г)| = О (Ю)

булса,

lim j f(z)dz = О ( 11)

булади.
2-лемма (Жордан леммаси). Агар 

lim max |/(г)|= О (12)

булса, у \олда VX. > 0 учун

lim j  f  (z)eiXzdz = О
r—

Y

(13)

булади.
17 - м и с о л . Ушбу

хосмас интегрални х.исобланг. 
Равшанки,

функция {ге С : Im г> 0} да ягона z — i махсус нуктага, 3- 
тартибли кутбга эга.

^=оо нук,та f ( z ) функция учун 6-тартибли нол булга- 
ни сабабли г->°° да

булади. Демак,/(г) функция 4- теореманинг барча шарт- 
ларини бажарар экан. Шунинг учун

тах|/(г)|~ \ (у={ \z\=r, 0<argz<rc})
z*yr г

б$'либ, 1-леммага кура

lim J f{z)dz = О

булади.
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Энди кейинги тенгликнинг унг томонидаги чегирмани 
.\исоблаймиз:

res —г-*—г = lim ^
z= i(z 2 +1)3 z ^ i 2-

f

| lim f— l—j\ 
2 z-^i\(z+i) J

____ !____
dz2 (z-i)3(z+i)3

= i  a m  _ J.-..!,. =  _3_ 
2 ^ . (г + /)5 16/ •

Натижада

f .. .dx__= 2л/ —  = -7Г
1 (x2 + \)3 H i s

булишини топамиз.
18-мисол.  Ушбу

+оо

J —  (n - натурал сон)
0 (x +1)

интегрални хисобланг.
Аввало берилган интегрални

f dx — X Г dx 

J (х2 + 1)п 2 _оо(х2 + 1)"

куринишда ёзиб оламиз. 
Энди

f ( 7) = ___1___= ______!_____
(г2+1)" (z+i)n(z-i)n

десак, бу функция {z<e С  : Im z > 0} да z=  i махсус нук,- 
тага, п- тартибли кугбга эга.

Равшанки,

lim г ■ max| f (z )\ = 0 (у={ | г |=г, 0 < argz < п}).
Г—> оо

Унда 4- теоремага кура

— ОО <. *

булади.
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(1) формуладан фойдаланиб топамиз:

res /  (z) = lim rf(z - 0 я--- -----1 =
z-i J V г-»/ (я-1)! dz"~{ I  ( z + i) " ( z - i) " ]

= _ i _  iim Г__l__1 = (2*-3)?j . j .
(«-о! V" df-x L(*+/rJ <2"-2)!! 2/'

Натижада

7  dx _  r  • 1 (2/t-3)!! _  (2/1-3)!!

J (x2+!)" “  2/ (2/t-2)!! “  (2/1-2)!!71
— оо

булиб, берилган интеграл учун

Т  _  (2/»-3)!! я

{ (х2+,)л (2л-2)!! 2

булишини топамиз.
Энди

7 ^  В Д  dx

куринишдаги хосмас интегралларни карайлик.

Агар lim maxj /?(z)i= 0 булса, у *олда Жордан леммаси-
г->°о геу,.

га кура

lim f f(z)dz = О
Г—> ОО *

Yr

булади, бунда

f(z)=elXzR(z).

4- теоремага кура биз

j e,XxR(x) dx = 2ni У res[e,Xz/?(z)]
—00 lm >0 Z

тенгликни \осил киламиз. Бу тенгликдан

°° f Г 1 ^
J R(x)cosljcdx = -2яIm i ]Г resle,x‘T ■/?(гт ({5)

_ о о  [ \ m z k > 0 z ~ zk  J
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\амда

j /?(x)sin Ajcdx = 2n Rej £  res[e'x* ^(z)][ (16)

формулалар келиб чикдди.
19- м и с о л . Ушбу

I х -2х+2
dx

интегрални \исобланг. 
f ( z ) функция деб

f(z ) =
z2 - 2 z + 2  U-(1+/)JU-(1-/)J

ни оламиз. Бу функциянинг 2 та: г,= 1+/ ва z2—l~ / кутб 
нук,талари булиб, улардан z,=l+/e {Im z > 0} булади.

R(z) = z2_2Z+2 функция учун г— да R(z) ~ \ булган-

лигидан 2- лемма шартининг бажарилиши таъминланади. 
Унда (16) формулага кура

I х -2х+2
— dx = 2 л Re res f(z )

булади.
( 1) формуладан фойдаланиб res f(z)  ни ^исоблаймиз:

z=z\

res/(z) = H m (—
z=z\ c->l+il_K_

Демак,

J

2 /

dx = 2n Re

(l+/)][*-(l-0| ^  + 

(sin 1 - / cos 1).

_oo x -2x+2

20- м и с о л . Ушбу 

интегрални \исобланг.

V (s in l - / cos 1) = ке 1 sin 1.

f ^̂ y-—dx
3 X т 1
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Аввало берилган интегрални

7 ^фк!х = 1+cos 2хdx = 1  7 \ 7 £̂ l2Ldx =
- о с  Х + 1  - о о  X +l _ о о ,+ Х  - L  X +l

_ 1  , 1  Г c o s 2 x j v  

~ 7 J 1 , „2 ил

куринишда ёзиб оламиз. 
Энди

( s ^ - d x
1 1+ Х

интегрални (15) формуладан фойдаланиб хисоблаймиз:

пе 2г cos 2*^  _  -2л;Im  res-g^- =-2n\m(^V\ =
^  x 2 + l L - ' z + l J  v 2' У

Демак,

J = f  + \ке~2 = #(1 + е~г)
-оо Х +1

21- м и с о л . Ушбу

7 *MLX^x

I *2+|

интегрални х,исобланг.
Интеграл остидаги функция жуфт функция булганли- 

гидан

7 x m i x ^ = 1 7
I х +\ 2 J х +1
U —оо

булади.
Равшанки,

/7г ) = _5ё1 = __ _____
J KZ )  г2 +1 (г-|)(г+|)

функциянинг битта махсус нуктаси z = / булиб, у кутб нук-

тадир, zr=iе {Imz > 0}. /?(г) = функция учун г -> °° да
г +1
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R(z)~ булади. Булар каралаётган интегралга нисбатан

(14) формулани куллаш мумкинлигини курсатади. (16) 
формуладан фойдаланиб топамиз:

J X  + 1dx = 2 к Re
ze

Я  7 м
= 2к Re%-

7t
е '

Демак,

М И С О Л  В А М А С А Л А Л А Р

Куйидаги интегралларни ^исобланг:

86. j  - f* _ . 87. | - f H * .
i/.2 *■«> J hJ г3-/г

88. j  £-dz.

2

эллипс.89. i z- +\ -2 dz; y  = t  + t  =  1
^ (2;+3) z Г 1 4 1

90. <ftgzdz. 95. j (2z- I)cos-̂ -rdz.

91. j 96. j dz.
-,7 4-4 . • Z ~ £

kl=3 z  4  |г|=4

92. ф 97. * zdz
,i=, l + 2s i i r  r

93. f 98. | Z1 sin | dz.

94. j  ~ ~ dz • 99.
iz-2/:=2 ^  + 1 -+l:=4 ?г+3
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100. j у = |%- + х  = l} _ эллипс.

101. j J  у = {x2 + v2 =1б} - айлана.
7 ''

102. j dz\ у = j^- + ^  = 1 j - эллипс.

103. j г  sin i  dz. 109. | ----^ ---- dz.
i-= , *• ;/ =3 z ( z + l )  ( z + 2 ) ( z + 4 )

104.
z~dz.

110. $ dz
? _

( r  + I)U - 2 )' I У ( r  + 4)2

105. i dz.
111 .

r .Sy-
J

,- = i
Z(z + 2) (z + 4) '

ld=4 Я ’ ; ’

106.

A

z:'dz 
; 4 -1

112. # . f dZ ■ 
Sill' '  COS С

107.
L

dz
cl5+l

113 . I  ZXgnzdz.

108.
i

г = 1.

114. j

Z ~Z

115. В

Y ^
И х ‘

+ v 2 =  2 x j .

116. i e'dz

, z4+ 2 r  + r

117.

+и

= 4V -
Y

-1 )2(- + 2 )' 7

118. f u  + l ) ^ f l f e .

. i

y = { f  + r  = i).
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120. j z-sin-£{</*.

121.

122.

jrdz 
z+ i '

sin zdz

l--i!=i (z z)(z-i)

123. <ftgnzdz, /7=1, 2, ... .

124. <f sin±dZ.

125. zdz

(z- l)(z- 2 )
i;  y = \\z

126.
7 2z4 + l

127. f -y4— dz.
, J=1 z (z~ -9)

128- $  f "|п У---
id=/*

129. f(l + г + z2)(ez + ez~{ + ez~2 )dz.

130. zdz
sin г (1-cos z)' 

dz
131 f— тт~->— ; & ~ {U - 1 - /|< 2}. 

,uM-\y(* +D 1 1

132. J D = J*s + v’5 < 251.
дд(г+1Г 1

133.
j/)

dz

( r - l ) 2U -3 )2
; D = {2 <| zj < 4}.

134. [773 0  = {kl>4}.
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,35- / „ ? г а /г; D=№ <2\

136. fo<zl|,'(" j2)dz; o  = {UI<3}.

137. j  - j - —dz; Z) = {|*|<2}.
dDZ

138. Jsin-J^fe D = {|г- 1|> l}.
i)D

139 D = hz-  2|+| z + 2\< 6].
ZD

140. \zcos^dz\ D = {\z\>2}.
i)D

?D Z

142. jTT~dz\ D = {\z\<h Rez > 0, lrru>0} .
м2*- ‘

143. \ r̂~\ D = {\z\>4).
dDez -1

144. \^-dz\ Z) = {kl<4}.
dDez -1

145. Z>={lmz>0} ярим текисликнинг чегараси буйича 
олинган

dD (Z-i)

интеграл шу интеграл остидаги функциянинг шу ярим 
текисликдаги чегирмаларининг йигиндисига тенг экан- 
лигини курсатинг ва унинг к,ийматини топинг.

К у р с а т м а .  Кошининг чегирмалар \акддаги теоре- 
масини {1ш г > 0, | z | < Щ ярим доиранинг чегараси буйи­
ча олинган интегралга кулланг ва кейин R ни °° га интил- 
тириб лимитга утинг.

Куйидаги мисолларда чегараланмаган сох,анинг чега­
раси буйича олинган интегралларга Кошининг чегирма­
лар ^акддаги теоремасини куллаш мумкинлигига ишонч 
\осил к,илинг ва уларни \исобланг:

2 1 - 9 5 2 321
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146. f Ц-dz, D = {Re z > 0}.
9DZ - 1

147* ^  = {~f < I m Z<f}-
i)D

148. l-^-je-'dz; D = {-| < argz < f}.

Куйидаги мисоллардаги интегралларга Кошининг че­
гирмалар \ак,идаги теоремасини куллаш мумкин эмасли- 
гини курсатинг.

149. / = \е z dz, D = {Im z > 0}.
i)D

150. / = f^ d z \  D = {\mz> 0}.

Аник,  и н т е г р а л л а р н и  ч е г и р м а л а р  
ё р д а м и д а  х , и с о б л а ш

Бу булимдаги барча мисолларда аник, интегралларни 
\исоблаш талаб к,илинганда, агар интеграл хосмас ва узок­
лашувчи булса, у \олда унинг бош к,ийматини топиш ту- 
шунилади1.

Куйидаги мисолларда интегралларни х,исобланг.
2 я Ц

>51- [ J b  153.sin х + 2 ‘о

2 п *
152. f ---^ — у. 154. Jtg(x + i)dx.

I (5+4 cosх) о

Айтайлик, /(х) функция [a, ]\{с} да узлуксиз булиб, J f(x)dx

интеграл узоклашсин. У *олда

lim
р—>0

с-Р Ь

\ f(x)dx + j f(x)dx
а с+р

лимитга Дх) функция интегралининг бош циймати деб аталади ва у

ь
V. p. J / (x)dx каби белгиланади.

а

Дх) функциянинг |а, Ь\ кесмадаги узилиш нукталари сони бир 
нечта булганда \ам интегралнинг бош циймати шу каби аникданади.
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155 J ———  (a > 0-1 J J - J a+ cos.v 
о

156. J
dx

13+12sin x '
— It

In

1 f__^— dx
j 13+12 cos xо

,4
158. f Ĵ 4 L~dx.

1 + sirr л

159. J ctg(x - ia)dx, (a > 0).
0

к
160. i e2“ctg(x - ia)dx, (a > 0).

о

161 J — ~ — i > (a>b>0 ) .
‘ n (a+b cosx)

162 f --- dx 2 2 ’ (a > 0’ b > 0)-10Z- q (fl + ft COS x)

2 7T

153 [--- ^ ---T (о - комплекс сон ва а * ±1).
q 1-2а cosx+a

2я 2
с cos 3xdx <q _ комплекс сон ва а ф ±1).

104, j 1-2а cosx+a

2 л
165. J ecosx cos(«x - sin x)dx (n - бутун сон).

0

п
166. \ tg(* + ia)dx (а ~ хакщий сон).

о

2 к
167. jctg(x + a)dx (а - комплекс сон ва 1т я  * 0).

168. 1 , ,s111,2 ^  г 
_ 1-2а cosx+o
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169. (_ 1< а < 1).
_ I- la  cos x + a

173 f — — (o>l)- 1/B* j a+sin A'

я

172. I -c—---41 - бош кий мат.
I, l- 2 s in2 a

2 n
Ш 1—&—  (-1 < д < !)-  бош кий мат.

• J fl + Sin XI)

174 j  s<&2 *d x _  (0  < ,7 < 1).
,, I -11 sin Л

175 i у11- ( я > 1)~ бош киймат.
* 0 1-asin x

176. (-1 < a < 1).
_ 1 la  cos x-'-a

j 77 ) — шуж— j-dx (-1 < a < 1), /7 = 0, I, 2, ...

7j| ?'— — —~—у dx (-1 < a < 1), /7= 1, 2.
' 4 la  ssn x t~a~

179.
(i+ 2coSA)'; c o sn x d x  n = 0 \ 2, . . .
s+4 cos.v

18«- (0 < a < f)- " = ' •  2’ ■
— K '

К^йидаги мисолларда чегараси чексиз булган инте- 
гралларни х,исобланг:
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185.

186.

187.

188.

193.

194.

195.

196.

197.

198.

199.

200. 

201.

л'2 -х+2

х4+10х2+9
\ --d x . 189. ____.Y dx

.v4 +6х2 +25

Г dx

-Их-2
190. х dx____

(.V2 +4/-V-5)2

^ d x . 191. xdx

+or: Л

f ly ^ d x .
J X +1

192. | (a > 0).
0 (* )

dx
7 , 1 i ~> ч (Jt'+tf )(X + 0“)

(a > 0, b > 0).

j 4~ЛТТ (fl > °)-
J (х"+я4)'0

+oo

— — —— — j  [a > 0 ).
(x - 2 /x -T — я )

+ 00

J * :-гт (a > °> b > °)-
о ( a + b x ~ )

- T - ^ r - T T  (o > 0, b > 0). 
(x +a“ Xx" +b )

dx r ^ T  (a  > 0, p > 0), я = 1, 2, ... .
(x2‘-2/'av-ai -|i‘ )

+ 00

| — (« > 1 - натурал сон).
о !+x

dx
Г37 {a > 0, 6 > 0), w = 1, 2, ... .

(a+bx )

f (n >  2 - натурал сон).
, l+x
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* * *

202. 7  dx. 205. T  dx.
x l -2\ + 2 x -6x+109

203. +j 206. 7  kV l)g~3;A rfy
x2-2ix-2 _Jm x2-2x + 5

-f-oo +oo

204. j 207. { — --£■ “ з dx.
_Ĵ  (x2+4/x-5)3 (x +4/x -5)

Куйидаги интегралларни Жордан леммаларидан фой­
даланиб \исобланг:

208. 7  -ш х-xdx , 213. Т  ^ 4 +5A)f n-Y dx.
х -2х + 10 J х +10х +9

209. Т ̂ sinxrfx 214. Т (lv,3+l 3 Y,)sm x dx
J х -2х+10 J х +13х +36

210. Т  -4§in*fr . 215. Т  .(.x ~1)cos2x dx.
X +4х+20 х -4х+5

2П . / <*±1)sin2* <fr. 216. f - * sin* dx.
J V-Z 0  V' 1 1  J  ^  ^  ^  , 1 П

J +00

212. J -* sin-v rfy. 217. f -^«&x_dx.
J x +5x +4 J x -2x + I0

218. (f l> 0).
0 *

+oo

219. f ^ fЩ -dx (a>  0, />>0).
0 * +*

+oo

220. J x2sin f  dx (a > 0). 
о * +fl‘

221. +J ~ ¥ 4 r dx ( a > 0)- 
0 (* +fl )
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222. [ 2Цш т- dx {a > 0, b> 0).
о x +b

223. j - 2OSi 3 dx (я>0) .
' (x'+al y

224. 1 - г г т т  <a >° .  * > 0 >-
i  (x +a )(x +b )

225. J- S ^ f- d x  (a > 0).
,, X  + X  +1

Куйидаги интегралларнинг бош цийматларини топинг:

226. j h r  dx (a > 0).

Г ^/ax
227. J ( a < 0).

228. 7  *cosx dx.
J x -5x+6

229. j
+oo

sinx^x

(x + 4)(x- l)

230. 7° (̂ Mfd x .

231. +f - H r ---  (fl >  0 ,  -  -  <  /  <  o o ) .

J (x +a )(x-t)

232. | (a > 0).

oo

233. j -Ц ^л-  (a < 0).
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234. I jz j  < '> 0 )-
— oo

235. \jr, ('< °)-

Куйидаги интегралларни ^исобланг:

236. *\ ^dx .
О

2 3?."рщ хх dx (а  > о).

о

238. J sinax dx (а < 0).
о *

240. Т- siŷ  dx (а > 0, Ь> 0).
J0 х(х*-+Ь1)

241. Т " г И Ь  dx ( а> 0 ,Ь > 0 ) .
J0 х(х +Ь )

242. Тьш>д* dx (а>  0). 
о *

243 Tcos2ax-cos2fa ^x (а > О, b > 0).
о *

244. Т * “т~dx.
о *

К у р с а т м а .  141-чизмада курсатилган Г л=[—/?, —р] 
Uy U [р» Щ иУл контур буйича олинган ушбу

i ‘V *
Гр.Л г

интегралдан фойдаланинг.
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245. f
о х

К у р с а т м а .  141-чиз- 
мада курсатилган Г л=[—Л,

—р] UypU tp, ^ Ш ул —

контур буйича олинган 
ушбу

j  £

ГР.Л  ч‘

интегралдан фойдаланинг.

246. Т ^ d x .
О *

247. Т  T?T lTdx (° > 0, 6 > 0).
J0 Г (хЧ Г )

248. <а>0)-
J  х  ( х  + а  )

+оо +°°
249. Ушбу /, = JcosxVx ва / 2 = Js inx2rfx Френель ин-

0 о

тегралларини ^исобланг.
К у р с а т м а .  142- чизмада курсатилган yR контур буйи­

ча олинган ушбу

je ‘z2dz 
г R

интегралдан фойдаланинг.
Куйидаги мисолларда д:> 0 булганда хР > 0 булади деб 

\исоблаб, берилган интегралларни х,исобланг:

250. \ хР ' cos axdx (а > 0, 0 < р < 1).
о

+оо

251. j хр~{ sin axdx (а > -0, - 1 < р < 1).
о
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143-чизма.

К у р с а т м а .  250 ва 251 -мисолларни ечишда 143- чиз- 
мада курсатилган Г R контур буйича олинган ушбу

$Zp-'e'azdZ
Гр. л

интегралдан фойдаланинг.

+ С»

252. j cos xpdx (/>>1).
о

253. js in x ^ x  (|/?|>1).
о

254. J ^ j^ d x  (р > ±).

3-§. Аргумент принципи. Руше теоремаси

Фараз кдлайлик, комплекс текисликда бирор у содца 
ёпик эгри чизик, \амда ^  (^еУ)  нукта берилган булсин:

у с  С, ^ е С .  Бу эгри чизикда

Ф (z)=arg (z—Zq) (z e у)

функцияни к^райлик.
Одатда, ф (г) = arg (z — ẑ ) функция охирги хдмда бош- 

лангич нукталаридаги кийматлари айирмасининг 2п га 
нисбати у чизикнинг ^  нуктага нисбатан индекси дейи­
лади ва у
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ind у

каби белгиланади.
Бу ind. у сон боши zi) нуктада охири z нуктада (z е у)

булган
-

векторнинг z нукта атрофидаги тулик

айланишлар сонини ифодалайди. Агар векторнинг йуна- 

лиши мусбат булса, ind. у > 0, манфий булса, in d .y <0 
булади. М)

Куйидаги
а) z = а+ р е", 0 < t < 2п, I а I < р
б) z =  а + P е*', 0 < t < 2тг, | я | > р > О

ёпик чизикдарнинг ^  = 0 нуктага нисбатан индексини 
\исобланг.

Равшанки,

Z = а + р е 0 < t < 2п

маркази а нуктада, радиуси р га тенг булган айланани 
ифодалайди. Демак,

У = {ге С : \z — а\ = р}

а) Бу \олда | а \ < р булгани сабабли ^= 0  нукта у айла­
на билан чегараланган доиранинг ичида ётади. 144-я чиз- 
ма. t узгарувчи 0 дан 2л 

гача узгарганда z  -  Zq =  Z

вектор 0 нукта атрофида 
тулик бир марта айлана- 
ди. Демак, ind0 у = 1;

б) Бу \олда | а | >р 
булганлиги сабабли ^= 0  
нукта у айлана билан че­
гараланган доиранинг таш- 
карисида ётади 144-6. t 
узгарувчи 0 дан 2п гача 

узгарганда z - Zq = z век­

тор 0 нукта атрофини бир 
марта \ам тулик айланма- 
ганлиги сабабли ind0 у=0 
булади.

Айтайлик, комплекс 
текисликда бцрор D сох,а

берилган булсин: D a  С. 144-чизма

33!

www.ziyouz.com kutubxonasi



Агар D сохдда /  (?) голоморф функция кутбдан бош ка 
махсус нукта га эга булмаса,/(г) функция D да мероморф 
функция дейилади.

5 - т е о р е м а  (аргумент принципы). Фараз цилаИгик, 
f  (z) функция чегараси булакли — силлиц чизщдан иборат 

булган чегараланган D со^анинг (D с: С) ёпит D да меро­

морф булиб, BD да функциянинг ноллари х,ам, цутблари х;ам 
ётмасин.

Агар N ва Рлар мое равишда / (z) функциянинг D со^адаги 
ноллари ва цутбларининг умумий сони булса (х;ар бир ноль 
ва цутб неча каррали булса, шунча марта %исобланади), у 
х,олда

булади.
Юкрридаги (17) тенгликни

TV— Р — ind0 dD* (18)

куринишда хам ёзиш мумкин, бунда dD* — J\dD).
6 - т е о р е м а  (Руше теоремаси). Фараз цилаИгик, /  (z) 

eag(z) функциялар D со^анинг ёпиги D да голоморф булиб, 

ихтиёрий z е 91) учун

l / ( z ) l> lg (z )  (19)

тенгсизлик бажарилсин. У  х,олда f(z) ва /  (z) + g (z) функ­
цияларнинг D сохадаги ноллари сони бир-бирига тенг була­
ди.

22-м и с о л . Хар кандай я-даражали

Ря(г) = a0z"+a{zr~l+az?-2+. . . + ап xz+an

{а^0, п > 1) купхдц п та илдизга эга эканлигини исбот­
ланг.

Агар

f(z)=a0 z\ 

giz) = a{z n~' + a2zn~2+ . . . + an lz+an

десак, унда

Pn (z) = f (z) + g (z)

булади.
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Равшанки,

g{£) л 
! ™ T w = a

Унда шундай R > 0 сон топиладики, v  ze {z е С:! z\ >

R} учун

Щ  <  J  / Т  П  ‘|
/и)! (2и^

булади.

Агар D={z&C\z\<R), dD={z&C.\z\-R} дейилса, унда 
(20) муносабатга кура ЭD да

I f(z )  I > \g (z) I

тенгсизлик бажарилади. Руше теоремасига биноан,

f(z) = й0Г, g(z) + f iz )  = Pn(z)

функцияларнинг D сохддаги нолларининг сони бир-би- 
рига тенг булади.

Равшанки, z~ 0 нукга f(z) функциянинг п каррали 
ноли. Бинобарин, Pn(z) куп\аднинг D со.\адаги ноллари­
нинг сони \ам п га тенг булади.

Яна (20) тенгсизликдан фойдаланиб, v z е {z& С \ z\ ^ R)

да Рп(<)ф 0 булишини топамиз. Демак, Pn(z) купхдднинг 
барча ноллари п та булади,

2 3 - м и с о л .  Айтайлик,/(г) функция D со.\анинг ёпи- 

т  D да мероморф булиб, dD да узлуксиз булсин. Агар 

у £ е dD учун Imf(z) * 0 булса, / (z) функциянинг D сох,а-

даги ноллари ва кугблари сони бир-бирига тенг булиши­
ни исботланг.

/(г ) функциянинг D сохддаги нолларининг умумий 
сони N, кугбларининг умумий сони Р булсин. Масала- 
нинг шартидан/(г) функциянинг dD да ноллари *ам, кутб 
нукталари ,\ам булмаслигини топамиз. Аргумент прин- 
ципига кура

N—P=ind0dD* (21)

булади, бунда 3D* =f(dD )
Шартга кура \/£е ^/)учун 1т /(г )*0 . Бинобарин, BD*

туплам ёки {z е С: Imw > 0}, ёки {z е С: Imw < 0} ярим те­
кисликда ётади (w = /(z )). Равшанки, бу лолларда w=f(z)
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нук̂ та Э/)* чегара буйлаб х,аракатланганда w = f(z)  вектор

w = О нуктанинг атрофида бирор марта \ам тулик айлана 
олмайди. Демак,

ind03Z)* = 0 (22)

булади. (21) ва (22) муносабатлардан

N=P

булиши келиб чикади.
2 4 - м и с о л .  Ушбу

^'+2z2- l  = 0

тенглама D= {z е С: \z\ < 1} со\ада нечта илдизга эга бу­
лади?

Аввало

f(z) = 2г , g(z)= &—\ 

деб оламиз. Унда берилган тенглама куйидаги 

f(z) + g (z) = 0

куринишни олади.
Сунг v  Z& {zeC: | z I =1} учун | g (z) I ни бахрлаймиз:

\g(z)\ = \ez - l| < ^  + ^+ ...<2 = |2г2| = |/(г)|.

Руше теоремасига кура

f(z) = 2 z2 = 0, 
f (z)+g(z)  = е z—\+2z2 — 0

тенгламаларнинг D={zeC:\z\ <1} сохддаги илдизлари 
сони тенг булади. Равшанки, f(z) = 2z2=0 тенглама икки- 
та илдизга эга. Бинобарин, берилган

е z — 1 + 2z2 — 0

тенглама D да иккита илдизга эга булади.
2 5 - м и с о л .  Ушбу

z + X - e* = 0 (Л. > 1) (23)

тенгламанинг {ze С: Rez< 0} ярим текисликда ягона ил­
дизга (\акикий илдизга) эга булишини исботланг.
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Аввало куйидаги белгилашларни киламиз:

ул =  {zе С: \z\ =  R, Rez< 0} 
l = { z = i y : - R < y < R }

Сунг ушбу

ёпик чизикни оламиз.
Агар

f(z) = z+ Я, #(*) = — е* 

дейилса, унда берилган тенглама ушбу

f(z) + g(z) = 0
куринишни олади.

Равшанки,

V ^е / учун | /(г ) I =  U+ />1 = ylx2 + у2 >Х>\,

I g(z) I = 1 ~ Н  = 1;

V Z g Ул учун, > Л, + 1 булганда

I f(z) | = 1 г + А , | > Ы - А . =  R-X > 1,

\g(z) = \ех+'у \ = ех<\

булади. Руше теоремасига кура Гк ёпик чизик, билан чега­
раланган сохдда (ярим доиранинг ичида)

f(z) = z + X = О, 
f(z) + g(z) = z + X — е7 ^  0

тенгламанинг илдизлари сони тенг булади. Демак, берил­
ган тенглама {ге С : Rez< 0} ярим текисликда ягона ил­
дизга эга. Энди бу илдизнинг хдкик.ий эканлигини курса- 
тамиз. Бунинг учун

х + X — ех = 0

тенглама (— «>, 0) ораликда илдизга эгалигини курсатиш 
кифоя. у (х) = х+'к — ех деб белгиласак, бу функция (— оо, 0) 
ораликда узлуксиз ва четки нукталарда тур л и ишорали кйй- 

матларни кабул килади: ср (0) = X — 1 >0 ва ф (— °°) = — =>0. Де­
мак, ф (х) = 0 тенглама (— °°, 0) ораликда илдизга эга.
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2 6 - м и с о л .  Руше теоремасидан фойдаланиб, куйи- 
даги Гурвиц теоремасини исботланг. D  сохдца голоморф 
булган (F(z)} функциялар кетма-кетлиги берилган булиб, 
бу кетма-кетлик шу сохдца F(z) функцияга текис як,ин- 
лашсин. Айтайлик, Гчизик; 0со\ада узи чегараланган соха 
билан бирга тулик, ётувчи ёпик, тугриланувчи Жордан чи- 
зири булиб, v  Z е /учун F(z) *0  шарт бажарилсин. У  холда

шундай натурал п0 -п. (Г) сон топиладики, ихтиёрий п > п0 
учун барча F п (т) ва F(z) функциялар Г  билан чегаралан­
ган соханинг ичида бир хил сондаги нолларга эга булади. 

F(z) функция Г да узлуксиз ва v  ze Г учун F ( z ) * О

булгани учун

inf|/’(z)| = m > О

булади. Г да F n(z)^F(z)  булганлиги сабабли шундай 
п0= п0 (Г) топиладики, \/п>п0 ва ze Г лар учун

тенгсизлик бажарилади. п > п0 лар учун

FJz) = F(z) + [F(z)-F(z)]

деб ёза оламиз. Агар f(z) — F(z) ва g(z) = F n(z) — F(z) 
деб белгиласак, бу функциялар Г чизик, билан чегаралан­
ган соханинг ёпигида голоморф булиб, v  ze Г  учун

\f(z)\ > /и > f  > \g(z)\

булади. У холда п > п0 лар учун Руше теоремасини куллаб, 
/ ’чизик, билан чегараланган соханинг ичида F(z) ва Fn (z)~ 
=f(z)+g(z)  функцияларнинг ноллари сони тенглигини 
топамиз.

27- м и с о л .  Агар Р < у  булса, етарлича катта булган 

барча п лар учун

F (z) = 1 - £- +. .+(-1)"
2! ~ ; (2и)!

купхадлар ёпик, { Ы  < р} доирада нолга эга булмаслигини 
исботланг.
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Ушбу

F(z) = cos г = £ (-1 )" z2n
<2">!

функцияни оламиз. Маълумки, бу к,атор С  да як^инлашиб, 

ундаги ихтиёрий ёпик, доирада, хусусан, {Ы  ^ р }  [p < j

доирада текис як,инлашади: {| z\ < р} да Fn(z) ^ F ( z). { U| < р} 
да F(z)=cosz* 0 булгани учун, Гурвиц теоремасига кура,

шундай п() = п() (р) мавжудки, \/п > п0 ва |£| < р < у  лар учун

Fn(z) Ф О

булади.

М И С О Л  В А  М А С А Л А Л А Р

К,уйидаги параметрик тенгламалар ёрдамида берилган 
чизикдарнинг го=0 нук^тага нисбатан индексини х,исоб- 
ланг.

255. z = р е -2", 0 < t < 2л, р > 0.

256. 2 c o s t + 7 s*n ® -  .

257. Z — 2 cos t— / sin t, 0 < t < 6n .
258. z = 1 + / sin21, 0 < t < 2k . _
259. /(z ) функция D сохднинг ёпиги D да мероморф 

булиб, dD да узлуксиз булсин. Агар v  zedD  учун

Re/U ) *0

булса, у хрлда / (z) функциянинг D сохддаги ноллари ва 
кугблари сони бир-бирига тенг булишини_исботланг.

260. f(z), F(z) лар D со\анинг ёпиги D да голоморф

булиб, \/*еЭ/)учун i m ^ y ^ O  булсин (бу ерда D чегара-

ланган со\а). У *олда F(z) ва F{z) + f(z) функциялари- 
нинг D со\адаги нолларининг сони бир-бирига тенг экан- 
лигини исботланг.

Куйидаги тенгламаларнинг D со^адаги илдизлари сони- 
ни топинг:

261. z 4 — 3^ + 1 = 0 ;  D={ 
262.2z*-5z+2 = 0; D={
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263. г8 — 7 ^ — 3^+ 1=0; D={ 1z 1
264. г4 — Зг2 — 1 = 0; D={ 1 < I d  <2)
265. ?  — 2г = 1; D= { zI<1>-
266. 0,9е г+1=2^; D={ Ld <1, Re^>0}.
267. 1 +2z-z5 = 0- D={ z < 1, Re^ > 0}
268. z7 - 5 ^  + г2— 2=0; D={ z <!}.
269. г8 — 4г5 + z2 — 1 = 0; D={ z <1}
270. г3 -  12г+ 2 = 0; D— { z <2}.,
271. z? — 9z+ 1=0; D = { z <2}
211.zb-6z+ 10 = 0; D={ z
273.г4+г3-4г+ 1=0; D={ < \z 1 <2}
274. г9 — 2^ + г2 — 8г — 2 = 0; D={ z <1}
275. 2z5 — z3 + Зг2 — z + 8 = 0; D — { z <!}•
276. z7 -5z4 + z2-2  = 0-, D={ z <l}.
277. Агар ш (z) функция {\z I < 1} ёпик, доирада голо­

морф булиб, I ф(г) I < 1 булса,

Z? = ф (z) (я — натурал сон)

тенглама { Id  < 1} бирлик доирада нечта илдизга эга?
278. Фараз цилайлик, у <= С  контурнинг барча нуктала- 

рида

I а т? I > I + a,z + ... + а . 7*'*+ а , т*+|+ ... + a zP I1 1 О I4- к-1 дс+14* п** 1
тенгсизлик бажарилсин. Агар z = 0 нукта у контур билан 
чегараланган со^анинг ичида ётса,

a0 + alZ+ ... + anzr

куп^ад шу контурнинг ичида к та илдизга эга, агар z = О 
нук,та у контур билан чегараланган сох^анинг ичида ётма- 
са, у \олда шу купхдднинг контурнинг ичида бирорта \ам 
илдизга эга эмаслигини исботланг.

279. £  — 5г+ 1=0 тенглама
а) {\z\ < 1} доирада,
б) {1 < I z I < z} *алк,ада 

нечта илдизга эга?
280. t  — 8z + 10 = 0 тенгламанинг
а) <Ы  < 1> доирада,
б) {1< \z\ <3} \алкдда 

нечта илдизи ётади?
281. Агар | <х01 > |а,| + |а2| +1 шарт бажарилса,

zn + a0z2 + осxz + а  = 0 (п — натурал сон) тенгламанинг 
нечта илдизи {\z\ < 1} доирада ётишини аникданг.
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282. e*-4zr + 1 = 0 (n — натурал сон) тенглама { | z I < 1} 
доирада нечта илдизга эга?

283. Агар \а\ > булса,

с7 — azl' (п — натура,! сон)

тенглама {Ы  < R} доирада нечта илдизга эга?
284. {Rez> 0} унг ярим текисликда

z = X -e-z(k> 1)

тенглама ягона (у \ам булса хаки кий) илдизга эга экан- 
лигини исботланг.

285. Ихтиёрий комплекс а сони учуй п > 2 булганда

1 + i  + а Г  = 0

тенглама { Ы  < 2} доирада хеч булмаганда битта илдизга 
эга булишини исботланг.

286. { id  < 1} доирада

zê --= 1 (Л > 1)

тенгламанинг ягона (у хам булса хдкикий) илдизи ёти~ 
шини исботланг.

287. {Re~>0} ярим текисликда

az: — z + Ь — е ~(z 1 2) (а > 0; Ь > 2)

тенглама ечимга эга эмаслигини исботланг.
288. fiz) функция {| г! < 1} доирада голоморф булса, 

куйидаги тасдикни исботланг:
шундай р > 0 сон топ клади ки, v H’f ( ' vv I <Р) учун

z = wf(z)

тенглама {|z| < 1} доирада 1 та илдизга эга булади.
289. Агар f(z) g0{ \z\ < 1} булиб, /(0 ) -а 6 булса, куйи- 

дагини исботланг:

Зр  > 0 сон топиладики,

v  w  G  {() < i w \  <р} учуй

Г = wf (.z)

тенглама { Ы  1) доирада т та бир-биридан фаркди ил­
дизга эга булади.

290.  ̂sin ^ — 1 тенглама фа кат хаки кий илдизларга эга 
оул и ш ин и исботланг.
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К у р с а т м а .  Берилган тенгламанинг - (я + 'г)71’ !'7 + \)к

кесмадаги хакиций илдизларининг сонини аниклаб, уни 

шу тенгламанинг ||zj < [п + *)тт| доирадаги барча илдизлари­

нинг сони билан солиштиринг.
291. tgz =гтенглама фак,ат х>акик,ий илдизларга эга були- 

шини исботланг.
292. Ихтиёрий R > 0 сони учун бирор п0 — п0 (R) но- 

мердан бошлаб барча п > п{) лар учун

Р '„{<■) -  1 + и + 2! + ---+ п\

купхадларнинг {Ы  < R) ёпик, доирада нолга эга эмасли- 
гини исботланг.

293. р > 0 сони .\ар к̂ андай кичик к.илиб олинганида 
хам, етарлича капа п лар учун

F„(z) - 1 + -  + —у + ...+ ■
i\z

функциянинг барча ноллари {| z | < р} доирада ётишини 
исботланг.

294. Агар 0 < р < 1 булса, етарлича катта п лар учун

Р (г) = 1 + 2г+ 3z2+...+nz"~’

куп^аднинг { \z\ < р }  доирада илдизга эга эмаслигини ис­
ботланг.

295. С да голоморф булган f{z) функция комплекс те- 
кислик С нинг ихтиёрий чекли к,исмида текис як,инла- 
шувчи {Pn(z)} купхддлар кетма-кетлигининг лимита булсин. 
Агар барча Pn(z) куп\адлар фа кат х,ак,ик;ий илдизларга эга 
булса, у \олда J(z) функция ва унинг барча хрсилалари 
\ам фак;ат \акикий илдизга эга булишини исботланг.

296. Агар а ихтиёрий \ак,икий сон булса, у \олда

f(z) = e~̂ +uz

функциянинг барча \осилалари факат ^а^и^ий илдизга эга 
булишини исботланг.
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297. j{z) функция D с  С сохднинг ёпига D  да меро- 

морф булиб, dD да узлуксиз булсин. Агар v  zedD  учун

l/(z) I >1

шарт бажарилса, у .\олдаУ(г) = 1 тенгламанинг D со\адаги 
илдизлари сони f(z) функциянинг шу со\адаги ноллари 
сонига тенг эканлигини исботланг.

298. f{z) функция Ос; С со\анинг ёпиги D да меро- 

морф булиб, dD да узлуксиз булсин. Агар v z^dD  учун

1/(г)I < 1

шарт бажарилса, у \олдаf(z) = 1 тенгламанинг D со^адаги 
илдизлари сони f(z) функциянинг шу сохддаги ноллари 
сонига тенг эканлигини исботланг.

299. £  + г5 + бг4 + 5 r + 8^2 + 4z + 1 купхдднинг унг ярим 
текисликдаги илдизлари сонини топинг.

300. t  + 2^3 + Зг2 + z + 2 = 0 тенгламанинг
а) унг ярим текисликдаги,
б) биринчи квадрантдаги илдизлари сонини топинг.
301. I t  — Зг3 + Зг2 — Z + 1 = 0 тенглама \ар бир квад- 

рантда нечтадан илдизга эга?
302. г4 + г3 + 4z2 + 2z + 3 = 0 тенгламанинг илдизлари 

к.айси квадрантларда ётади?
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И Л О В А

I. Каср-чизшуш функция

1) Ангармоник нисбат.

zr zv zyz С

нукталарни мое равишда wr к>,, и\ е Си. нукталарга акслантирувчи каср- 
чизикли функция ушбу

W  W] — Vi'2 _  Z.~ -С| Z?~Z2

ангармоник нисбатдан топилади.

2) w = е'д , Irru? > 0 ва I) — {г : Imc > 0} булса. w (D) - { W\ I И-1 < 1}
Z—a

булади (145-чизма).

145-чичма.
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3) w = e® -  — , | й | < 1 ва D = {z: I z\ < 1} булса, w (D)= {w : | w| < 1}
1 -az

булади (146-чизма).

II. Даражали функция ва унга тескари булган функциялар t

1) н’ =  z2 ва D = {z : 1 т г  > 0} булса, w(D) = C\R' булади (147-чизма).
2) w =  z2 ва Z) =  {г : 1 т г < 0} булса, w (D) ~ C\R‘ булади (148-чиз-

ма).

148-чизма

3) w =  г  ва D = |г:0 < arg г < булса, w (D) = {w : Imw > 0} булади 

(149-чизма).

149-чизма
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4) w = z" ва D -  j z :0 < arg z < -^ J  булса, w (D) =  C\R+ булади (150- 

чизма).

150-чизма

5) w = z" ва О =
1 n

w(D) = C \ R + булади (151-чизма).

<аг%г < * £ ± M  к= о, I, . п -1, булса,

(w)

151-чизма

6) w = (Jz)n (ёки w = yR, 7^1 = /) ва Z>=C\ /Г булса, w( £))={*•: lm*v>0} 

булади (152-чизма).

©

1'"1|

т

I k  i l l  l l i l  l l l l

©

152-чизма

7) tv = (Jz )j (ёки ,, = J7, V -T  = - i) ва D=C\f? булса, w (D) =  {w: 1ти<0} 

булади (153-чизма).
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8) w = , к=0,1,...,п— 1 в а D =  C\R* булса, и</)) = < arg w <

2(k+l)n]
< „ г булади (154-чизма).

153-чизма

154-чизма

I I I .  Жуковский функцияси ва унта тескари функция

1) M' = y ( z+ 7 ) 83 D -{z \ |г| < 1} булса, w(D) =  {w : w <t J - l, 1|} 

булади (155-чизма).

2) w = + ̂ ) 83 & =  {г : I z I > 1} булса, w(D) =  {w : w e l - l ,  1J} 

булади (156-чизма).

w

155-чизма 
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3) w = z + J z 2 -  1, yf- 7 = / (ёки w (oo) =  oo) Ba Z) =  {z : г e [-1, 1|} 
булса, w(D) = {w: |w| > 1} булади (157-чизма).

156-чизма

4) w = г + ylz2 -  1,уГ~\ = - i  (ёки w (°°) =  0) ва D =  {z : Z « 1 -1 , 41  

булса, w (D ) =  {w : |w| < 1} булади (158-чизма).

158-чизма

IV. Курсаткичли ва логарифмик функциялар

1) w =  е: ва D= {z : 0 < 1т г<  2л} булса, w (D) = С\ R+ булади (159- 
чизма).
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159-чизма

2) w = е ra D — {г : 0 < Imz < л} булса, w (D) = {w : Imw > 0} булади 
(160-чизма).

’ 60-чизма

3) w = с ' ва D -  {z : 0 < In i’ < Л, h < 2л} булса, vv( D) •- {w : 0 < arg w < h) 
булади (16! -чизма).

161-чизма

4) W = ё  ва D = {z : 2кп < Imz < 2 (к +  1) л} (к =  0, ± 1, ± 2, ...) булса, 
w(D) = С\№ булади. (162-чизма).

5) w -  (Lnz)0 =  1пг ва D = С\Я+ булса, w (D) = {w : 0 < Imw < 2л} булади 
( 163-чизма).

6) w = (Lnz)K ва D =  С\/Г булса, w(D) = {мг.2кп < Imw < 2  (к + 1) л} (к =  0, 
± 1, ± 2, ...) булади (164- чизма).
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©
2 ( k + i )5Tl

I I  " I H Ж  I I T f T T T !
2 K TT i

2-371

0

-2 1 П

VJ--Z W,

©

II. llll
0 I I I ' 1

162-чизма

( l^nZ )o  = £-n  *

163-чизма

W
257 i

164-чизма
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V. Тригонометрии ва тескари тригонометрии функциялар
I) и' — sin £ ва Z) = | ^ : - y <  Rez<^ ,//?гг>о| булса, w (/)) =  {vv:lmvv>0} 

бУлади ( 165-чизма).

©

nHj Sin?
IW

165-чизма

2) w =  cos - ва D = {z: — n< Rez < 0, lm?>0} булса, w(D)~ {и-: Imw > 0} 
булади (166-чизма).

®

166-чизма

3) w = ch г ва D =  {z : 0 < Im z < я, Rez > 0} булса, vv (D) =  {w:Imw > 0} 
булади (167-чизма).

©
T\l

\N
W

167-чизма
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4) w=tgz ва /> = {*:- j  < Re г < - j j  б?лса, и-(/))={и>:| и>|<1}булади (168- 

чизма).

168-чизма
5) H,=r(Arccos^ =arccos z ва D={z: 1шг > 0} булса, w(Z))={h’:0 < Rew < я, 

ln w < 0 }  булади (169-чизма).

6) н’ =  Arccos z, w(0) = -  f  ва / ) = { ; :  1 ш г>  0) булса, w (D) -  {w :

— n < Rcw < 0, Imw > 0} булади (170-чизма).

W

©

LLLLU .

170-чизма
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ЖАВОБЛАР ВА КУРСАТМАЛАР

I  б о б

1. a) Rez = 0, lm z =  — 1; б) Rez =  у  Imz =  у  , в) Rez =  1, Imz =  — 1.

2. a) Rez =  0, Im z =  — 1; б) Re? =  — у  , Im z =  — -у , в) Rez =  у  , 

Imz =  — у -  . 3. a) Rez =  1. Im z =  0; 6 )R e z  =  2, Im z=  1. 4. a) R e z=  у  

lm z ~ — ; 6) Rez =  — |> Im z =  у  5. a) Rez =  — ^  I m z = j y  

6) Rez = 0, Im z = — у  6. a) Rez = — у  Imz = 0; 6 ) R e z = 0 ,  lmz =  0.

7. a) Rez = — y -  I m z = y ;  6) Rez =  1 ■ Im z =  — ■

8. a) Rez =  2, Imz =  — 4; 6) Rez =  — 0,1; Im z =  0,7. 9. Rez =  — у

Imz =  — у  12. Z, + Z2 ва Z—Z2 векторлар z, ва ẑ  векторларга курилган 

параллелограммнингдиагоналларигатенг. 13. z4=  z, + z, — Zr  14. a) I zI =  1, 

arg z =  -у ; б) I zl =  3, argz =  л. 15. a) I zI = 1 ,  argz =  у  ; б) I zl =  1,

argz =  у  • 16. a) I zl =  1, argz= у  6) |z | =  1, argz =  у  • 17. a) Id = 1 ,

argz = у  б) I zl =  1, argz =  f  ■ 18. a) I zl =  1, arg z =  - y  6) | z| =  I b |.

{ -у ; агар b > 0 булса,

,

у  ; агар /> < 0 б^лса.

19. a) I z I =  1, arg z =  л: +  ф; — cos cp — i sin ф =  cos (к +  cp) +  i sin (n +  ф); 6) 

|z| = 2 sin SL, argz = у  -  у  : 1 -  cos a + i sin a =2sin “  (cos ]L̂ L + / sin
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К у р с а т м а : х =  I — cos а, у  =  sin а, 0 < а < 2п. |̂| -  V *2 + У1 -  

= ^ 4 s iir  Ц- = 2 s i i iy , чунки 0 < у < л  булганлиги сабабли sin у  > я

булади.

sin9 = -  S'-Vv = cos ^  = s in (~  -\Z\ 2sin ^  2 \2 2)

cos(p = A  = l ~cos«  = sin = cos/- -̂ -\z\ 2 s in « 2 12 2 )

тенгликлардан argz = <p = y - y  эканлигини куриш цийин эмас. 20. 

Id = 2cos-v , arg? = 4  + -^-Sina + /(1 + cosa) = 2ccs~| c o s^ ^ - + /sin-̂ Ц
1 1 2 2 2 2 v 2 2

21. cos3(p=4cos'(p—3cos(p

К у р с а т м а : n= 3 булган \олда (6) — Муавр формуласини ёзамиз: 

(cos ф + / sin ф)3 =  cos Зф + / sin Зф .

Бу тенгликнинг чап томонини соддалаштириш ва тепгликнипг иккала 
гомонидаги комплекс сонларнинг \ак,икий к,исмларини тенглаштириш 
патижасида керакли тенгликнп \осил килиш кийин эмас.

22. Бт5ф =  16siп5ф—20 sin ^  + 55Шф. 23. а) z—— 8; Ы  = 8 ,  argz=7t; 

б) Ы  =  125, argz = у ^  + 3arctgy. 24. а) г =  32i; I г I =32, argz = y ;

5) <- = 4" ’ М = 4 - arg <: = 0. 25. а) г = 1; Ы  =  1, argz =  0; б) г = -  ^  + / - у - ;

I г |=1, arg г = -у - . 26. а) г= 2 24 ^2(1+ /); I d = 224- , arg г =  ^ ;

6) г = 2Ч (1— / >/з К Ы  =2'", argz = Д р 27. г = 2"'-/; I г1 =2'°, argz = -|.

29. 2"  (cos М  _ , sin 30. 2y :(r0̂  + , s in ^ )  . 31. 2 c o s^ L .

32. 2wcos/Ĵ  ^cos-^+ / s in -^ j. 33. 1 * ^ ”“  35. а) Барча коэффи-

циентлар \акик,ий; б) Барча коэффициентлар соф мав\ум. 36.
. (п+1).т их (и+1).г . пх . „ ,а) « .  2 6) j7 ^  & ,

sin^ sjn *  2 s in x  sm X
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("+!)* nx ("+1)* ■ «VSin---=---COŜ y- COS - sin^-
38.  &—-----, агар n — ток; сон булса; ---- -------± , агар

cos^ COSj

sin^p  / no\ s in^ p  / nn\
n—жуфт сон булса. 39. a ) ----- ^ —  cosl a + - у  I; 6) ----- ^ —  sin a + - y  1;

sin^ ' ' s in^  ' '

40. {x = l,  — 2 <y < 0} — тугри чизик кесмаси. 41. z=a нуктадан z = b нук- 
тага караб йуналган тугри чизик кесмаси. 42. а) { | z I =R, Rez > 0, Imz S 0}
— айлана ёйи; б) { I z I —R, Im z < 0} — пастки ярим айлана; в) { | z I =  R}
— айлана. 43. -г = ~  гиперболанинг I I I  чоракда жойлашган булаги.

44. у = х2 параболанинг унг ярим булаги. 45. у = х2 параболанинг икки  
марта босиб утилган унг ярим булаги. 46. { ш = я ,  Rez< 0} — чап ярим

,2

айлана. 47. У

. г 2) Н )
эллипс. 48. { k — I 1=1]

49. И кки  марта босиб утилган {U+1 1 =  1} айлана. 50. {Ы < 1 , lm z>0} 
юк,ори ярим доиранинг чегараси. 51. Икки  марта босиб утилган z = — i  
ва г =  / нукталарни туташтирувчи тугри чизик кесмаси. 52. Турт марта 
босиб утилган z ~  1 ва г=1+/ нуцталарни туташтирувчи тугри чизик кес­
маси. 53. { I z\ = 1 - Imz  ̂0} — юкори ярим айлана. 54. { | z\ =1} — айлана-

I -  = a{t -  sin /),
нинг биринчи чоракда етган булаги. 55. — циклоида.

у = а( 1 -  cost),

\х = at -  Ь sin /, . г-
56. i  циклоиданинг I чоракдаги еии. 57. Берилган иуна-

[у = а - bcost,

лишга тескари йуналишда босиб утилган у эгри чизик,. 58. И кки  марта 
босиб утилган у эгри чизик,. 59. И кки  марта босиб утилган у эгри чизик. 
60. а) {c(jc?+>|2)=x} — координата бошида мавхум укка уринувчи айла- 
налар оиласи (с*0) ва мав^ум укнинг узи (с=0); б) {с(х2 + У ) + у =  0} — 
координата бошида \акикий укка уринувчи айланалар оиласи (с*0) ва 
\акикий укнинг узи (с =  0). 61. а) {х2—у2=с} — гиперболалар оиласи.

б) jxy = -|| — гиперболалар оиласи. 62. Х,ар бир чизик, Апполоний ай-

ланасидан иборат, яъни шундай чизикки \ар бир нуктасидан г. ва z2 
нукталаргача булган масофалар нисбати узгармас сонга тенг. 63. Четки 
нукталари г, ва z2 нукталарда булган айлана ёйлари оиласи (бу оилага г, 
ва z2 нукталарни туташтирувчи иккита тугри чизик кесмаси \ам кира- 
ди; бу кесмаларнинг бири чексиз узокдашган нуктадан утади).
64. а) z=x, —оо<х <+«= б) z=x >0 в) z=n. 65. D={ \ z-^a \ <р}. 66. D={Rez > 0}.

67. />={0<argz<2ji}. 68. Z)= {Im z>  (/fez)2} 69. D =

23 -9 5 2  353
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70. a) {x>2} — ярим текислик (x=2 тугри чизик,нинг нукталари кирмай- 
ди); б) {^<0} — ярим текислик (у=0 тугри чизикнинг нукталари кира- 
ди). 71. а) {— 1 < х < 1} — йулак; б) учлари — 1 — /, 1 + / ва / нукта- 
ларда булган тугри бурчакли туртбурчакнинг ичи. 72. а) Маркази г=0  
нуктада ва радиуси 2 га тенг булган ёпик дойра; б) Маркази z~—i 
нуктада ва радиуси 1 га тенг булган доиранинг ташцариси. 73. а) Мар­
кази z—i нуктада ва радиуси 1 га тенг булган доиранинг ташцариси. 
б) г=0 нукта олиб ташланган маркази z=—i нуктада ва радиуси 2 га 
тенг булган дойра — х,алка. 74. а) Марказлари z~ 1 нуктада ва радиусла- 
ри 1 ва 3 га тенг булган айланалар орасидаги {1<(х— 1)2+>>2<9} \алк,а; 
б) \акикий укдан юк,ори жойлашган, учи г= 0  нуктада булган \амда

{argz = 0} ва jargz = y j  нурлар билан чегараланган чексиз сектор.

75. а) {х>0, х2+у2< 1} — маркази координата бошида ва радиуси 1 га 

тенг булган унг ярим дойра; б) учи z =  0 нук,тада булган jargz = ва

|argz=^| нурлар билан чегараланган \амда у  катталикдаги кенг-

ликка эга булган чексиз бурчакнинг ичи. 76. а) {х—у=0} — тугри чизик,;

\х2 у2б) {у= 0} — т$три чизик,. 77. а) {у=0} — тугри чизик б) \ + у -  = 1

— эллипс. 78. а) Диаметри [0, а\ кесмадан иборат булган 

(х -  у )  + у 2 -  (у )  | айлана; б) маркази г =0 нуктада ва радиуси

1 га тенг булган айлана. 79. а) Х,ак,ик,ий УК- б) Маркази г=0 нуктада ва 
радиуси а га тенг булган айлана. 80. а) {(х— 1)2+у2>1} —маркази z= 1 
нуктада ва радиуси 1 га тенг булган ёпик доиранинг ташкариси;

б) j x 2- ^ - = l j  гиперболанинг чап шохчасининг унг томонида жойлаш­

ган текислик кисми. 81. a) {R e z < 0 }  — ярим текислик; б) {х2 + у2= 1} 

айлананинг Z = нуктасига утказилган уринма билан чегараланган

ва г=0 нуктани сакяовчи ярим текислик. 82. а) {У = 1 —2х} парабола 
билан чегараланган ва z= 1 нуктани сакловчи ярим текислик; б) учла­

ри г=0 нуктада ва jargz = -у ^  + -у-} > 2, 3, 4 нурлар биссектрисала-

ри булган - j  кенгликдаги туртта чексиз бурчакнинг ичи. 83. a) z , ва z2

нукталарни туташтирувчи тугри чизик кесмасининг уртасидан угувчи 
кесмага перпендикуляр тугри чизик; б) Мавхум ук, директрисаси булган 
ва фокуси г=1 нуктада жойлашган парабола. 84. а) Учи координата 
бошида, кенглиги р—а га тенг булган \амда {argz=a} ва {argz=P} нурлар 
билан чегараланган бурчакнинг ичи; б) учи факат z=ZQ нуктада булган

а) даги бурчакнинг узи. 85. {у2=2х+1} — парабола. 86. ||̂  -  /| = ва
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||г + /| = j  доираларнинг ичидан уларнинг умумий кисми чикариб

ташланган. 87. а) {г = ф, 0 < ф < 2л} — Архимед спирали ва {0 < х < 2л} 
кесма билан чегараланган со\анинг ичи; б) а) даги со^а хакикий укнинг 
(О, 2л) интервали билан тулдирилган. 88. a) {Rez > 0}; б) {Rez>0, 1ш г>0}.
89. а) {Im z>2}; б) { | Rez I < 1 }■ 90. { I z I < 1, /?ег<0}. 91. Айлананинг марка-

д 1\в\2- а с
зи z = ~-j нуктада, радиус и эса J — —2—  га тенг. 97. Параметрнинг

барча кийматларида. 98. Параметрнинг барча кийматларида. 99. \а \ < 1,
I а\ > 1 ва а =  1 да. 100. | а ! < 1, I а | > 1 ва д=1да. 101. Параметрнинг бар­
ча кийматларида. 102. 0.103. 0.104. <*>. 105. 0.107. {хя} ва {уп} кетма-кетлик- 
ларнинг \еч булмаганда биттаси чегараланган. Агар иккала {хл} ва {>'„} 
кетма-кетликлар чегараланмаган булса, у хрлда уларнинг иккаласи х,ам

лимитга эга булмаслиги мумкин. Масалан, хп -  пъ'тЦ^-, У„ = n co s^  

булсин. Унда |х + iy ! = « — лекин l’m хп ва 1'™ Уп — мавжуд эмас.п у п—>О

Агарда бу кетма-кетликлардан бирортаси, масалан, чегараланган 
( |vJ<A/) булса, у \олда iim хп =  «  булади. Чунки

! хп! > ! xn+ i v„ I — ! v(l I > I xn+iyn I — A/->°o.

Бу холла .\aм (y j  кетма-кетликнинг лимити мавжуд булмаслиги мум- 
j—

кин. 108. - ^ L .  109. ----110.z = 0 ваг =  2. 111. г =  0, Z = - L >z = i
5-2 v'2 41—20v 3 т  п

(т . п -- ихтиёрий бутун сон). 112. Комплекс текисликнинг барча нукта-

лари. 113. 114. —Ц - . 115. 7-®— 116. Ушб\' Iim zn лимит 0 ёки

га тенг булганда. 118. a) ; о, -yj; б) I  , о, ’ ); п) (о,

г) И 9 - а) _Г|’ ^  б) ('^ ' п ' ^  в) ^ ’ ~п ’V 4 4 2 J
120. а) {с > 0} ярим фазода ётувчи ярим сфера; б) {^<0} ярим фазода 
ётувчи ярим сфера. 121. а) (л>0 } ярим фазода ётувчи ярим сфера;
б) {г|<0} ярим фазода ётувчи ярим сфера. 122. а) Юкори ярим сфера;

б) куйи ярим сфера. 125. а) я=°с; б) а = в) а = J ~2\ г) а нинг х,еч

кдндай кийматида. 126. Сфера узининг (г) текислигининг хдкикий укига 
параллел диаметри атрофида 180° га бурилганида. 128. Маркази z= 0

D
нуктада ва радиуси , ■ га тенг булган дойра. 129. Маркази <г= 0

Vl-Л2
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нуктада ва радиуси -^у]\ -  R2 га тенг булган доиранинг ташцариси.

130. Хакикий укдан юцорида жойлашган ярим текислик. 131. Мавхум 
укдан унг томонда жойлашган ярим текисликдан маркази г=  2 нуктада
ва радиуси V5 га тенг булган дойра чикариб ташланган. 132. Кутб
нуктада бир-бирига уринувчи айланалар оиласи; бунда текисликдаги 
координата бошидан угувчи тугри чизикка катта айлана мос келади.

П  б о б

1. Бир япрокли. 2. Бир япрокли. 3. Бир япрокди. 4. Бир япрокли эмас.
5. Бир япрокли эмас. 6. Бир япрокли эмас. 7. Бир япрокди. 8. Бир япрок­
ли эмас. 9. Бир япрокли. 10. Бир япрокли. 11. Бир япрокли эмас. 12. Бир 
япрокли эмас. 13. Бир япроктп. 14. Бир япрокли. 15. Бир япрокли. 16. Бир 
япрокли эмас. 17. Бир япрокли. 18. Бир япрокли. 19. Бир япрокли эмас.
20. Бир япрокти. 21. Мавжуд эмас. 22. Мавжуд эмас. 23. Бутун комплекс 
текисликда узлуксиз. 24, { Ы  *1 } да узлуксиз. 25. {z*± 1} да узлуксиз.

26. {&— 1; 0 } да узлуксиз. 27. C\R* да узлуксиз. 28. jlz) = 1, 0 < argz < -ylI  ̂J
да узилишга эга. 29. С\{0} да узлуксиз. 30. С\{0} да узлуксиз.

31. |г е R. z *■ | да узилиш га эга. 40. Шарт эмас. Масалан,

1 ^  ~ т_т, ва = 1 -  7 ~ 4 j_ Шарт эмас. Масалан, f{z) = Д- ч, с to |z-zo|

/ л -  1г_г°1ва g(z) -  42. Текис узлуксиз. 43. Текис узлуксиз эмас. 44. Текис

узлуксиз эмас. 45. Текис узлуксиз. 46. Текис узлуксиз эмас. 47. Текис  
узлуксиз эмас. 48. Текис узлуксиз. 49. Текис узлуксиз эмас. 64. Шарт эмас. 
Масалан,/^=z+sin|z| ва g(zj=—z. 65. Шарт эмас. 66. Шарт эмас.68./ '( г )= 2,

ге с  69.f'(z)=2z\ ze С 70 .f ’(z)=- ’ г*0. 71. f'(z) = -  — i - j , z *  -2.
1 (г+2)

72. f ( z )  -  ev(cos>’ + isiny), ее С 73. .\еч ерда С дифференциалланувчи 
эмас. 74. {Rez=0} — тутри чизик нукталарида С — дифференциалланув­
чи. 75. z=0 нуктада С — дифференциалланувчи. 76. {Rez=0} ва {Jmz^O} 
т\три чизиктарда С — дифференциалланувчи. 77. z=0 нуктада С — диф­
ференциалланувчи. 78. {Rez=Jm z} тутри чизикда С — дифференциалла­
нувчи. 79. {Rez+Jm z=0} т\три чизикда С — дифференциалланувчи. 80. 
Z = 0  нуктада С — дифференциалланувчи. 81. z= 0 нуктада С — диффе­
ренциалланувчи. 82. Хамма ерда С — дифференциалланувчи. 83 ./ '(0 )= 0 .

84. c=\,b=-a\ f(z )=(\—ai)z- 85. а= 1, 6 = 2 ;/ (z )= z2. 86. а = - 1 ;Л*)= 7 •

87. a=b=—l;f(z)-e-'(cosx+isinx)=e,z. 88. Е={х2—у3>0} тупламда голоморф 
ва J{z)=z2- 89. Функция ушбу

Е = jo < argz < |}u { ж argz <
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F = j-2. < arg г  < L lj-y - < argz <

\амда f  (z)~ z~■ 108. =  1  • И  |£ =  1 .  X . Ю 9. =
dz 2 z dz 2 |г| Эг

= (cosv-,-sin ,.) ■ |С = 0. 1»
ог . dz 2 z -a  dz 2 z -a

i f !  d/ _  2z -a -b  . df _  2z -a -b  , *  Э/ _  2iz
111 dz -Г.---- 7 Г 7~ а' di . [  T~T~72 Эг fl2_ 2 ’

2у|г-о| +|г-£| 2V r  fll +1г_А 1

______ !^2- fl2l______ =  2i* • l^2- fl2l . i n  £_\ 7\p~2
(|г+а |-/ \z-a I)2 dz " 2- г 2 (\z+a\-i\z-a\)2 ' 4

>14. J ^ ,  + ± }  1 .5 ,0 ,  116. 117. 124. Йук. arap

u^const булса. 127.f(u)=au+b. 128. [Дг)| — гармоник эмас. argf(z) ва In |Дг)| 

лар гармоник функциялар. 129. А =  -^Ц- +  ^  • 130. \(х,у)—

= 2ху+у+с. 131. v(x, у) ------ + с. 132. v(x, _v) = - 1  (х 2 -  у 2) + с.
X +у *■

133. v(x,y)=argz+c. 134. v(x,y)=— у (х2—у2)+с. 135. v(x,y)=2xy— у (х2—у2)+с.

136. v(x,y) = х cosyshx—.ysinychx+c. 137. у(р,ф)=рф5тф—plnp соэф+с.
1 
z

142. f(z) =  z+ ■“  +c. 143. f(z)=z2+(5—i)z— 7  +ci. 144. f(z) = ~  ̂+ ci.

, *
145. f(z)~Yz +‘Z2+3‘+c- 1^6. Мавжуд эмас, чунки берилган и(х,у)=ех
функция гармоник функция эмас. 156. и=схх+сг Курсатма. и=ф(х) фун-

■,2 „ -,2,.
кция гармоник функция булиши учун — 5- +  — л- = ф"(*) = 0 були-

Эх ду
ши керак. Бу ердан ф(х) =  с,х +  с2 эканлигини куриш к;ийин эмас.

у
157. и =с,(ах +  by) +  с2. 158. и =c,arctg — +  с2. 159. и =  с,ху +  с2.

С\Х
160. и =  с,1п(х2 + у2) +  с,. 161. и = у- -J  + с2. 162. Мавжуд эмас.I I X +у

тупламларда голоморф ва мос равишда бу тупламларда / ( z) ~ Z 2

138 .f(z)=z2+ci. 139 .f(z)=z3+c. 140. f(z)=z2+2iz— i+c. 1 4 1 ./ ^ =  "г +с/.

163. u - c ^ x + J ?  + у2 + с2. 164. и =  с,(х2—у2)+сг  1 6 5 ./4х +  5.
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166. ^arctg - +B. 167. Aln(x2+y*)+B. 168. 2АХ , + В. 169. Д г)=(1—2/')г3. 
л ' X +у“

173. Л(ф)=2: а(ф)=—2ф— у . 174. /?(ф)=2, (х(ф)=0'. 175. Л(ф) = ^5 + 4sin  2ф.

176. Л(ф)=у ; а(ф)=п, a^)=arctg( ~ ^  I. 177. /?(ф)=2-^2 ; «(ф) =
 ̂  ̂ 1 + (§ф+Г̂  Ф '

к
4 ’

178. /?(ф)=10; ос(ф)=я — arctg  ̂ ■ 179. К(ф)~3; а(ф)=0. 180. Л(ф) = 3 ■

а(ф)=0. 181. Л(ф) = 6; а (ф )= ^  . |82. /?(ф)=75; а(ф)=—2arctg ^ • 

183. Я(ф)=2 V2 ; а(ф)= • 184. /?(ф) ~2; и(ф)“  у ■ 185. /?(ф) = 2. а(ф)=л. 

186. Я(ф) =  * ^|; а(ф)=—argz(l. 187. /?(ф) =  у  , сх(ф)=— 188. {|г|< у  }

сикилади. {|-|> 2 } чузилади. 189. {jz+l|< * } с и кил ад и, {!г+1|> у  } чузи-

лади. 190. {jd> 1} сикдлади. {|zj<l} чузилади. 191. {Rez<0} сицилади, {Rez>0} 

чузилади. 192. { Re с < — \п^2 } сикилади, {Re c > — In yfl } чузилади. 193.

>илади. 194. {|г|>1} сикилади, {И<1}-2| < 2 } с и кил ад и, {\г.—2]> j

I 199. \z+H=y/2чузилади. 195. |г|= . 196. |zj= j y  197. \z—\\= у  . 198.

200. \cz+fc fad -b c\ . 201. argr,”  32я ■ 202. Rez, =0. 203. 1< г()< + ~ .

204. Jm [(l+/)z„j—0. 205. Jm l( 1— i)(z,+i)\—0. 206. Jm(c^,+t/)=0. 209. Бутун 
комплекс текисликда конформ. 210. Чегараси z~2 нуктада» угувчи тугри 
чизикдан утувчи ихтиёрий ярим текисликда конформ. 212. Конформ.
213. Конформ. 2)4. Конформ. 215. Конформ эмас. 216. Конформ эмас. 
2J7. Конформ 218. Конформ. 219. Конформ эмас. 220. Конформ.

226. R= _  а
i-S) 1 2

III боб

3. {! w— 1 + 2/1 <4}. 4. {Rew+Imw<3}. 5. {— 1<1тг< 1}. 6. { | —(1—/) i <2},

у  <arg(w— l+i)<7r. 7. { I w I < V2 }. 8. {—4<Rew<0, Im w > l}. 9. Учлари/4,=1+3/,

B=9+3i. С, =  1+7/, /:'|=9+7/ нугкталарда булган AlBlCtEl туртбурчак.

Г (Re vv-3)2 (Im w )2 .1 . „  I4l , x l . . .
10. < ----- -̂-----+ 16—  I '  {(Rew— 1)-— Im w<l). 12 w -  1 +

1±L
J2

<2,
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15. w=2z+2—2i. 16. w ~ w0 + £ (z  -  Zo). 17. w =  ( 2 + i) z + l—3i. 18. z,=

= - 1 + 3 / , <p=0. k=2; w+ 1 —3/= 2(z+ 1 —3/). 19. *,,=2+2/, ф= у  , *= 1 ; w -2 — 

—2i=i(z—2—2i). 20. Чекли кузгалмас нуктаси й у к  21. Агар а= 1 булса, 

чекли кузгалмас нуктаси иук,; агар а* 1 булса, у \олда г0 = --j--— - ,

I I н-’| -azi _  f  >V| -az i >
Ф=а1̂ о, A:= | о |; H' -----П /̂—  I- 22. Агар я=1 булса, чекли

кузгалмас нуктаси йук,. Агар аФ 1 булса, у холла = у—  < ф=аг£а, к= \ а |;

н' ~ у ~  = ^  г -  j- 23. w=az+b\ а , 6е /? ва а>0. 24. w=—az+b; а, £е /? ва

а>0. 25. w=—i(az+b): а,ЬеЯваа>0. 26 .w=az+br, д, be R ва а>0. 27. 
w=z+bi; ёки w=—г + 1+й/; /?. 28. w=z+b; ёки vv=—г— /+/>; beR.29.

w’=c+ b(l+i): ёки w=—г + 1+ 6(1 +/); 30. w ~ - 31. w + /

32. 33.w= 4Ь о2 -U\

34. w=e“‘Rz +w0. 35. и = 0 .36. v= 0 .37. aig>v= . 38. { I и I >1, v=0}. 39. { I w | =1,

rc<argw<27t}. 40. m=1.
К у р с а т м а . vv = ^ = c o s l^ in /  _  j _  — у  <t< у  . Буердан«=1,

v=—tg/. г параметр — у  ва у  ораликдаги к,ийматларни кабул килганда

—oo<v<+oo булишини куриш кийин эмас. 41. {b(u2+v2)+u+v=0}—v=—u 
тугри чизигига координата бошида уринувчи айланалар оиласи (тугри 
чизикнинг узи хам бу оилага киради). 42. { v = — ки) — тугри чизиклар

оиласи. 43. Координата боши ва vv0 = —  нуктадан утувчи айланалар 

оиласи (бу оилага, шунингдек, w=0 ва w=w0 нукталардан утувчи тугри

J  2 _  V3 1
чизик, хам киради). 44. i w -  г — циссоида. 45. Мавхум укка парал- 

лел булган |м = тугри чизикдар оиласи (мавхум укнинг узи хам бу 

оилага киради). 46. |^е w > “ | — ярим текисликлар оиласи. 47. jRew  < i j

— ярим текисликлар оиласи. 48. |̂ m w < _  ~:J — ярим текисликлар оила­

си. 49. {Im w<—cRew} — ярим текисликлар оиласи. 50.
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к - * 2
доиралар оиласи. 51.

а(|о| - R 2) * ! -И

52. jRew -  y j. 53. Туфи чизик,- 54. Айлана.55. Айлана. 56. Туфи чизик,. 

57.Айлана. 58. Туфи чизик,. 59. m+v=-j. 60. v = y  61. и— v=—1.62. v>u.

63. и>0, КО. 64. и>0.65. \w ~ у  < у  • 66. |w -  у| >  -j и > 0. 67. ^  <ащи<2л.

68. ^  < argw < ^  . 69. | w|< 1.70. Iw—2 1>4.71. Rew < i . 72. Rew-lm vKl.

73. I wI <1.74. I w| >1.75. -y- <argw < 0. 76. wg |0, +°°).77. - y  < lm w < 0.

78. Rew>— 1, |w -  -j > j|- 79. | w \ < 1, lmw<0.80. I w | =  1 ва |w + - ĵ = ^ ай­

лана ёйлари билан чегараланган, >v=0 нук,тани уз ичида сакдовчи со\а.

7л

81. Imiv<0, -у-- 82. Rew< 1, |w ~ у| > у  83.

\w ~ dl >  i -  84. Reiv > i  L - 4 | > 2  85. *  = - т  +  1+Л/ёки w = 4  +

II -  1+hi,heR. 86. -1+/. 87. 1—/. 88. 2(1+/). 89. 1+/. 90. 00. 91. Z = у

/1-1 _ 1
92. z “ 4 Г  4 ' 93- |Z Г  2 ' 94‘ ai? ^ =a- 92

Z2~Z| Z2 ~Z|
Z2- Z 1 Z2 — Z|

> 0  99. К у р ­

сатм а. Аввал Z|=0, z2=°° ва г3=1 булган \олда ягона Г  айлананинг 
мавжудлигини курсатинг. Умумий \олда исботлаш учун w=L(z) берил­
ган zr  z2, z3 нукталарни мос равишда w,=0, w3=<», w3= l  нук,таларга 
акслантирувчи каср чизицли функция булсин деб фараз циламиз. У  
*олда Zr=L~\w) каср чизик^и функция {|w|=l} айланани г3 нуцтадан 
утувчи Г  айлана ёки туфи чизик,к,а акслантиради. Гчизикнинг масала 
шартларини цаноатлантирувчи чизик булишини исботлаш кийин эмас.

100. w = 2 iz+ 4 .  101. w - ^ ~  -  -  /• -  а 1+1

108. w =

z+ i 

(1+/)г+1+3/

z - i

г-1
г +1 4г-1-5/

(1+/)г+3+/ '

5( z - i)

110. w = l j t ( z  + l).

„ 3  w = ld ± 3 0 z ± iz i  l l 4  w, -  z ( l- 4 i) -2 ( l- i)  _ z(3-/)-(l+/>
l13* (1+/)г-1+/ ‘ I14 - 2г(1 —/)—(4—/) ’ 1 IS - ( l+ /)(l-z) '

116. w = az.+b бу ерда a, b, с, d — \ак,ик.ий сонлар ва ad—bcX). 
cz+d
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117. w = , бу ерда a, b, с, d — хакикий сонлар ва ad—bc<0.cz+d

118. vv = / ^  ' бу ерда a ,b ,c ,d  — \ак,икий сонлар ва ad—bc<0.

R—z119. vv = ; Бу акслантириш ёрдамида юкори ярим дойра {Revv>0,

lmw<0} сохага аксланади. 120. vv = w0 + / 7 ? . 121. w = i-
г+/ l+z

122. vv = , ^ * 9  123. Мумкин эмас. 124. vv = i z~\{ . 125. 
2+iz-ii z+21

= '( f+e) Z ~ ( a  + bi) n 6  w = R j z J_  + w  127. W = 128.
Z - ( a - b i ) ’ z+ l z+2‘

w = - 4 - ■  129. = <>'“ . 130. = / l z £ . .  131. 
г-2 -4 /  w -6 г-а  w-о  z-a

2г-1  _  2iz +1 . , , ,  w-a _  „«x г - я  ,-,r
W = T T -  l3 2 ' "  T T T T  134. \-aw ~ T-az' ,3 5 '

i I t  i  rr+arg-5- |i
Я2 - ?~ £  - = <?/а/г, • 136. w = — | . 137. w = ^  Z| J I Z * L  бу

Rl-bw  R t-az  z+ 2  Z~Z2

d2 ia z -a  w-b _ z-a
ерда *> 0 .1 38 . "  = R * *39. R2_^w ~ e R2_~z ’ 140. w=

= R2 ■ >-— ■■■, бу ерда a — хакикий сон ва | а | <R. 141. w = ± —  ,
R ~°z ( 1 - v l- a 2 )z-a

2 M / l V _  142. Rew =a2— —Ц- (Im w)2. 143. Rew =—аг +  тЦ -  
a 4 a

144. aigw=2a. 145. \w\=r2, «  < argw < Др. 146. w « [0 ,+°°). 147. w « ( - « ,  0J. 

148. lmw>0. 149. |w |<l, ^ < a rg w < n . 150. Rew < -1  + i ( I m  w)2.

151. R e w > l- I ( I m w ) 2. 152. |w\<4, lm w > 0 .153. N > 4 ' - 4 }

154. | vv | < 1, argw=n. 155. I w | > 1, argw=n. 156. |w|=64, n<argvv<2n.

157. « ( - » ,  И 158. " " ( { i f )  • >5». w = ( f f r )  ' 140’ " " ’ " Л Г ' '

,6 I. ,62_ w,£+VzM  w_ 2г^+Зк+2
2z+3z+2 iz +2z+i 2 г -З/г+2

z-yf2 (\ -i)*164. w - - I z t J l - L  I . 165. w f 2^ - 0  . 166. w = 
v2 z -V 3 -/ J  {2z—j 3 - i :-V 2 ( l +/)
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167. w = ( 0 ) . Г - 1 ) 4168. w \z+\) 169. (1 -г)
г 1 -z
—  ■ 170. W = T ^ T -l+z

171. Бир япрокли. 172. Бир япрокли эмас. 173. Бир япрокли эмас. 174. Бир 
япрокли. 175. Бир япрокли. 176. Бир япрокли эмас. 177. Бир япрокли 
эмас. 178. Бир япрокли эмас. 179. Бир япрокли. 180. Бир япрокли эмас.

181. Щи2 + Щу1 =\. 182. Щи2 +Щ ^ = \. 183. m2- v 2= ^ ,  и>0. 184. 

6̂ w2 +J|v2 >] lg5  ̂ ^|w2+J^v2 > , 186  ̂ w2_ y2<I  lg7> ц2_
25

-v2< wt (-/' ,/ЦО). 188. tv г  1—1,+°°). 189. w « | - ~ , - y ,  w e A  
2 ’

И 1
Зл
2

191. < arg w < 2л. 192. и2 -  v2 < 1  v>0.

193. w « { ( - o e ,- l ]  и  1 1 ,+ 00)}. 194. w e { ( - o o , - l ju i l , + ~ ) } . 1 9 5 .  ImvKO. 

196. Imw>0. 197. Imw<0. 198. Imw>0. 199. ■ 4ц2 , + ■ 4y2 , -  1 эллипс

(*+i )  ( M )
4 и1 4v

юкори ярми. 200. ^  + _Lj2 ^ __!_j
= 1

эллипс ичининг паст-

ки ярми. 201. 1, 4г Л + 4и , 4v
кесма буиича к^ркдлган-------- - + ------

эллипс ичининг унг ярми. 202. ---------- 5—
sin a cos а

М Г  (*-±)

I гиперболанинг шох- 

204. 1 (д +

_  Г  +2// + 1
/2—2//Ч-1 /=( 3-

210. w(D)={z<£ ( - e e , - l ] ,  [ ! ,+ « * ) } .  211. \e2+1\=e2, arge2+'= l .  212.

Ie2-3'I =e2, arge2-3'=27c—3. 213. I e}+4'\ =e\ aTge344‘=4. 214.
-3-4/1 _  1

, 3 ,

aige-3-4'= 2n -4 .215. 1.216. -1 .217 . i. 218. -/ . 219. &  + / & .  220.1mz=kn, 

k = 0, ± 1,± 2,... 221. lm z = — * l)n , к =  0, ± 1, ±2,... 222. \w\=e.

362

www.ziyouz.com kutubxonasi



223. arg и' = у . 224. Н = ^- 225‘ arg w = f ' 226. { I w I =evH, — < у < - }  -

спирать. 227. { I w I =ev, — — спираль. 228. { | w \ ~ec. 229. argw^c.
\ \ i-b

230. k=0 булса, argw=b. 231. Imw<0. к* 0 булса, p = e k (-«> < \j/ < —

спираль. 232. w s  (—°°, 0).233. Rew>0.234. | w| >1, [1, + 00). 235. a<argw<p.

236. p=ew спираль буйича к,ирк,илган бутун текислик. 237. | w | < 1, 0<argw<a

,2 38 . i w I >1, 0<argu’<a. 239. ea< \ w \ <ep, y<argu’<8. 240. i w \ > 1, lmw>0.
4t i / t 2я/ 2nj. 4 я

241. I H’| <1, lmw>0. 242. w = e Зг 3 . 243. w = e z . 244. w = e z .
m!rl

n ( [ - i ) z  2u i z  я/(£+2) ^
245- w = e - T - \  246. w = eF 2 .  247. w = el(F-2 T . 2 4 » . ^ - * — ( .

e г ' +2+ i

к  i

249. w = — —— — . 266. sinz=siruchy+/cos.xshv, is in ^ i~  <Jsh2y + s in 2 x.

i+e1"*-7
Г71 2 , sin2x+/sh2y

267. cos^=cosjcch>’—ftiavshy, |cos?j= Vsh >'+ cos x. 268. tgz -  cos 2jc+ch2y ’

|tgc| = - i x ~cli'2 y~ ‘ 2 ^ -  shc=shjrcos>'+ +/chxsin>\ jsh<:j = Jsh2x + sin2 v.

. , f—~-------- -—  _ „ sh2x+/sin2 v
270 . сh г = с 1 u c оsv 4 /sh.xsiny, ic h z i =  y s h r x  + s in "  у . 271. tg£ -  ch 2 x+ c o s2 > ’ ’

jthd = -S-n-j-—  • 272. 0; /shn. 273. ^  shl; &  shl. 274. cos2; 0.I 1 ch2.x+cos2v I I

275. 0: th f  . 276. cos2 c h l; —sin2sh l. 277. 0; sh2. 278. -----s,,n 4 , ;
2 2(со5  ̂2+sh 1)

sh2_____ -,7Q _8_ • 1 5  18ft _______sh4___ . _____sm _ 2 _
2(cos2 2 + sh2!) " i 7 ' 17 ch4-cos2 ’ ch4-cos2

• 281.

Imz^O; Rez=kn, k=0, ±1, ±2,... 282. Re?=0; !т г = £ л , k=0, ±1, ±2,... 283. 

Im -=0: Re* = f * +  ~ - k  *= 0 , ±1, ±2,... 284. lm *=0. 285. Irnc  = ^ ,  *=0 , 

±1, ±2,... 286. ln u = 0 ; Re£=/bt, A;=0, ±1, ±2,... 287. Rez=0, lmz=kn, k= 0, 

±1, ±2,... 288. lm z=0; R e *  = ( *  + y)*> * = 0 ,± 1 ,± 2 ,.. .2 8 9 . Re? = - y .  A=0,

±1, ±2.... 290. Im г = ^  + y jn ,  A:=0, ±1, ±2,... 297. x=c тутри чизик^ар

и2 v2синфи фокуслари ±1 ну^таларда булган у ~~5 гипербола-
' cos с sin с

лар синфига аксланади; у -с  эса фокуслари ±1 нуцталарда булган
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и а _ j
~~2------ Г7 "  эллипсларга аксланади. 298. Т\;ртинчи квадрант. 299.
ch4' sh с
lmw>0. 300. Re->0, г«| 0 , 1|. 301. wg { ( - ° ° ,  - 1 1 у  [\, +«»)}. 302.

(Row )2 (Im w )2 . I I I I
— л т ^ < Ь  w g {1 —chh, — 11 U 11, chhJ}. 303. I w| <1.304. | w| < 1. 

crr/z sh ~h
305. w g {[--/, /]. 306. I w ! > 1. Rew>0. 307. Imw>0, w g [0, /). 308. w g {[—°°,

— 1J u  11. + “ )}■ 309. Irnw<0. 310. lmw>0, *  g [o, s h ^ j.  311. W g (—«,, 0],

w g j— /, /j. 312. w g } — 1. 1J, wg|0. +/' oo|. 313. lmw>0. 314. lmw>0, 
wg 10, f']. 315. I w j < 1, Rew>0. 316. w g — 1 ] 1J  [ i , +co)|. 317. Rew>0,

я(г+2) „„„ __7zz :u
wg [ 1, + 00). 318. w = cos 319. w = - c o s - ^ . 320. w = /sh- h In

321. w = /sh kU ‘f  + h ) . 322. w = -  cos — — . 3 2 3 . w = - c h ^ .  3 2 4 .In Z Z

325. ± ^ ( 1 + / ) .  ± J2-(\ -i).± 4 - (\Qi~+1 - i j j 2 - 1).L

± 2̂ . + l  _/. 327. ±(2+/). 328. 1, 329i f  /̂2

326.

(2A-+1W

[2k + l)n
(k=0. 1,2). 330. ± ^ - ( S  + /), ± ^ ( Л - / ) ,  ± л/2/. 331.

(2£ + l)rc-arctg| (2A;-t-l)7t—arctgj 
cos--------- -------- — + / sin — ------- -------- — (*= 0 , I, 2, 3, 4). 332.

333. г ,= 2 - / ,  ^ = - 2 + / .  334. г ,= — 1, г 2 = }  + /Jy --

335. г* = 2 'Л - л 2*+1. -  о 1г3 = -у -  / - у - . 335. <̂аг — — 2— j  2. 3, 4, 5). 336. zk = е

5'U+il
(к=0, 1, 2, 3, 4, 5, 6). 337. ^  -  7 2 ?  4 4 X J(A-=0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7). 338. 

г = 0 ,  Z2= 1, г 3= — 1, г4=Л .Zb=—i. 339. z = ^ - 2 i .  341. ^  = Z|(COs-^ p  + .

+ /sin-2^0 (£ = 0 , 1, 2, ..., л — 1). 342. г = г ,+ ( г ,— г.) (cos-^- + /sin— \ 343. 
« У  К п п )

n il  if In0 < arg w < < argw < 2n\. 344. Rew>0, w g [0 , 1]. 345. |w|<l,
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I I /у
О < arg vv < . 346. | w| > 1, |y -  arg w| < J . 347. I m W<- S A .  343. R Cvv>0, 

Imw> 1. 349. {M  < К 0 < arg w < yju{|w| < 1, n < arg vv < 2л}. 350. |vvj < i ,

I к -  argu’l < 351.

ту 4

2m+\)e 3 г 3
Kl 4

(^ 4 -2 )e  3 г 3 +3V4
352. iv  = J~z~  + a1, л / -  1 = /.

' 1i za +R° !
353. w ^ j —i----- Г  i 354.

z" - R a J

vv = 1( 2 z + f i - i )
I 2z - y f i - i

za - Ru 
! L i
I z° +Ra

+ 7

355.
2 С-Л-/ 356.

357. н' = J утт- 358 = M - 359. н’ = J f - f r -  360.
1 2 ^

-+/? 
■ -/г

С ГТГ
* 1. -  -  н и + / Г - Т -  362.

г м

ZP+1
+ V  •Гр- 363.

= | Л - Л
364. w = i z -i

( 1 + 7 У 5 
l l - z j  '

366. vv = . 367.

368. w = е
г- 1

/г2 + /?2 371.

7U ,-------
8 L _ j 372. W = a - z f i - 0 + z / 3 

(1 -г)^+(1+г)^
+  1. 373. w = л/г +1

v - 1 = /. 374.w - ( £ +1
U -

! 2 - Г
- Л Т  = - / .375. w = ~—f=~ ■ 376. w =

V F-i,

3 + 4 / V I2 + l

л/г ’ 3/+4^/г2+ Т

377. w + "7 + 0 + 378. a<argw<n—a, a=arcsin yj\ -  a2 . 379.

lmw>0. 380. I w |< l, lmw<0. 381. l<  I vv | <a+ yja2 -  1 , lmw>0. 382. |w|<l,

—oKargw<0.383. a— -ja2 -  1 < I vv I < 1.384. b+ д/l + b2 < I vv | <a+ \\ + a" . 385.

eia , П  I\ ->0  ̂ az-b-Jz2 -(a 2 -b 2) . 2 + ̂ 2+4 w = ±— (z + yjz -  с ). 386. w = -------i -тт---- -̂------- . 387. w = /— 2-------- .
a2 -Z>2
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■ I z I  
f z '

388. w =  z - \  + J z 2 - 2 z - 8 .  389. tv = .2^ +5z+2 , 390. vv = /
\ - 2 z 2+5z- 2

l lM 16, 392. W = J Z ± T .  393. >v = ll +
l  г  + 1 7 г+ 1 6  \ г - 1  V *  0 + г 2 )

391. w =

394. w = J l + * L * £ .  395. w = 11 +
Л (1 + г )

Л /  It /
г /«(1-^/а)2

Я /  7t /

/г/а(1 + : /а)2

^ 7 Г  -  /2 -  4/ -  1 ’ ' = у (г + 7 г 2 + 3). 397. W = (г + 7 г 2 -  l ) /0

М (г + y lz2 -  1 j

2 и
. а = arctg у - . 399. w = ( г  + >/г2 -  1 V а = arctg

400. и' = ^Н2( 1 + /г2) -  г 2(<3 -  I). 401. vv -  —----^
z - z +1

1+1
402.

2t +t+2
403. w = '-2«<-Ib/»2-/+l

404. u t - 2i(f-l)\lt2 -/ + 1 
2t7-3t + 2

2t2-3t+2

' = l V г

T Y л \2

405.

/3 + 2 ^ - 1  z+(2-y[3)i 2+2i-(z  +

■ — < arg w < —, w 
n n Г г  + -<08. w = v', _ f - , .  409.

410.
4я

4 я
£---- — 411.  vv = i ---- l— . 412. w = ll +

sh-5- >/2sh4

i------ з---------
413. w = ^sin2 у  + sh2 у . 414. =

sh2
415. w -  /sh
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-  II g * - l  ) t n 1 a416' *  = vli^+l J 2 ' 417, ln4+2A:7t/’ keZ- 418- л/- 419- (2* + 1)л/, ke Z.

420. ln>/2 +^(8A: + 7)ni, к e Z  421. y .  422. ^2* + y jn /, 423.

( 2* + 4 J™’ ke Z 424. ( 2* -  ±  Jn/\ £6 Z  425. у  In 13 ч- (2Лл -  arctg | ) i,

keZ. 426. T ln l3 +  f2A + 1 ) л - arctg | Аж Z  427. 1. 428. 1+2 Ал/, Ae Z  429.

In 2 + / 4  • 430. 4- In 2 + /f -j- + 2Ал\ £e Z. 431. -  i т  . 432. In 2 + /f -5- + 2Ал\

t e Z  433. 1 + ' ( у  + 2Ал j, £ e Z  434. /(а+2£л). 435. г=2кл, keZ. 436. *= « . 437. 

кл ■2 = y  i,keZ. 438. 2LnztLnz2, чунки 2Lnz нинг кийматлар туплами Ln z2 

нинг кийматлар тупламининг бир к^сминигина ташкил кдлади, холос. 439. 

cos(2/c-/2 n)+ism(2k-j2 л), keZ. 440. 2^  [cos (2 k+ 1)л -Jl +/sin(2A + 1) 7t -У2 ],

AeZ. 441. e2;it(cosln2+/sinln2), keZ. 442. e2kn, A e Z .  443. ^  £

-$-2кк  arctg-+ (2л + 1)л
t e Z  444. C 4 , A e Z . 445. -  5e 3

2kn 1. _ -7 л-» 1—/ /̂V 4/ 

4

cos(ln5 -  arctg + 

+- /sin(ln5 -  arctg к e Z . 446. 5e 3 |cos(ln 5 -  arctg-4-j+

+ / s i n ^ l n  5 -  a rc tg  4 . A e Z .  447. elKn,x eZ . 448. e(2*+1)'r, к e Z.

449. e(:etl)^ , * 6 z. 4 5 0 .e2KK+'', * e Z .  451.

. . .  (4A + l ) y i  4A . / m r 7 i r i  1+2Ал/ . i me 7
452- ln l+lrnni m e 453‘ 4 ^ 1 ’ 5 ■ 1 ^ 2 ^ ’

455. ^ 7 7 ; w e Z  456. а2" ва (an)2 ларнинг к,ийматлар туплами устма-

уст тушади, (а2)а нинг кийматлар туплами, умуман олганда, устма-уст
тушиши шарт эмас. 457. а - к, т е  Z. 458. ОС =  ^ ' к, meZ.

2т+\ э т -1

459. Тугри бурчакли Rew = с, Imw = с — Декарт тури. 460. Тугри чизик,- 
лар. 461. {0 < Imw < а] — йулак.462. {Rew < 0, 0 < Imw < а} — ярим йулак. 
463. {lnr, < Rew < 1п/*2, 0 < Imw < 2л} — тугри бурчакли туртбурчак. 464.
0 < Imw < л . 465. Зл < Imw < 5л. 466. — л < Imw < л. 467. 2л < Imw < 4л. 
468.0 < Imw < 2л. 469. — 2л < Imw < 0 .470 .2л < Imw < 4л. 471. —2л < Imw < 0.

3 6 7
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472. I Inw|< я, we [0,+ °°).473. |-ŷ  + Imwj < y >  R e * '<  0 474. —2я < Imw < 0, 

Rew < 0. 475. w =  21nz. 476. w = T z'nz- 477. w = -L In f г '/а + г а \па. л I i

478. и' = — I n + -jr. 479. w = — Infz + Jz 2 -  2̂ ) 480. w = — L in  И + Г “ I  я /-г 2 я I 1 2  2л

481. vv = 2 In 482> г =  f a  ke z  483 . z = [k + i  я, k e Z. Ш . z= kni,
1 +ie v L J

keZ  485. + keZ. 4g6. Rez = -J + ^p, keZ  487. Imz = ^  + ̂ .  

495. 2/ся, ke Z. 496. ~ + 2/ai,^- + 2kn\ k eZ. 497. 4 Ш л _/1п(2 ±^ зТ , Л eZ. 

498. *K -/ ln p 2  + (- l)*  + 1J A- e Z. 499. -|- + £я, t e Z .  500. ~̂ ,+ 1 я + /-Цр-, k e Z. 

501. y [a rc tg I + (2A: + 1)я] + ^-1п5. 502. +  Л я - ^ 1 п 5 ,  A: e Z . 503. 

ln (V i ± 2) + (2*  ± ± W  k e Z .  504. 4 ln5+ \  arctg2 + |4 + 1  j j i  i, k e Z. 

5 0 5 .г = / ( - П Ч п З  + Дгл, k e Z. 506. z = ±/ In 3 + у  + 2kn, k e Z. 507. г = ±  

±  |- / In 2 + y j  + 2Ая, k e Z. 508. z = ± ( - i- ln 2  + + 2Ал, ke Z. 

509.z = iln 2  + j^ *  + l J ,  keZ. 510. z = / In 2 + я (*  + l ) ,  keZ. 511. г= (—l)*-f- +

+kni, keZ. 512. z = ±&- + 2kni\ keZ. 513. Z = " j-  + 2kn -  / In , * e Z

514. z = -£+ 2Ля-/1п-^=Д ва г = + 2Ая- i I n , k e Z  515. z=2kni,
4 VI 4 J2

k e Z516. г=—ln2+(2£+1 )я/, fe Z  517. z = ( 2* + 1)я/ ва г = -  In 3 + (2*  -  ^)я/, 

ke Z. 518.z=fot(l±i), ke Z. 519.* =  kn(\+i) ва z = , ke Z. 520.

Z = (4k-+}).n Ba z = ll^ LzllZL k e Z. 521. RewcO. 522.
2(1+2/) 2(1-2/) 2 2

0< lm w <£, Rew>0 523. ^ < Anw< Ba Rew>0. 524. |ReKj < £ .  

525. — n</?ew<0 Ba/mw>0. 526. ~ y  <Rew<%- ва lm>v>0.
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л/ iW T^
527. О < Rew < ~ , lm iv>0 528. -^ < R ew < 0  529. W =  .... ^

2 2 Z

530. w = v^+c^+V«“+c2 . . .  i..5J1. VV = 77 X
J isT s-jz 7^- p

2 2 
+  С

- +c2j, P = 2 + c2 + + ° 2 j- 532. w = ^ J z 2 + c2 + yla2 + c2 .

533. w = ]/z2 +)lz4 - 1 =-j=r^y/z2 + 1 + л/̂ 2 -11 534. w =
f l

■\1 z±±\
z - i )

m 7
Курсатм а. Касрчизицдиакслантиришёрдамида 533-масалагакел- 

тирилади.

535. w = l+ Z - i

J s L + h ^ -J J T ,

Кур са тм а . Каср чизикли акслантириш ёрдамида 530-масалага 
келтирилади.

536. w =
11+-Jiz +iZ
1 --JiZ+iZ

_  • Z+iКурсатм а. vvj - - i каСр чизикли акслантириш ердамидаечими 

келтирилган 44-мисолга олиб келинади.

538. w =537. w — " Ш -  5Ж • ■ Д
+ ctg2 &  + c tg & .

539. w = -
( Z2 l+fb2+4rl + (fl4  П +Гй2+ - 0

К  Z2) { b l J ll I a J 1 Ь2)

Курсатма.Ж уковский функцияси каралаётган со\ани 530- ми- 
солдаги со^ага акслантиради.
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540. w =
J 2W 5

J jz 4 + 4+2+ J jz 4+4-~S

К у р с а т м а . w, =  z2 функция [0, 1 +  /] ва [0, — 1+/J кесмалар буйича 
к,иркилган юк,ори ярим текисликни 532-мисолнинг шартида берилган 
со^ага акслантиради. 532- мисолнинг жавобидан ва симметрия принципи- 
дан фойдаланиб, к,идирилаётган функцияни топиш к,ийин эмас. 541.

Л
(г + - Jz2 -  ! j “ + (z + ' Jz2 -  1 j  “ + 2 = (<; + J z 2 - l j 2a

+ U + 2a

( n —
К у р с а т м а . и’, - I z + \Z -1 функция ёрдамида берилган со\а-

нинг юкориги ярим кисми { I w, I > 1 . Imn^ > 0} со\ага аксланади. Ж у­
ковский функцияси бу со\ани юкори ярим текисликка акслантиради. 
Симметрия принцигшдан фойдаланиб масала шартида берилган со\а- 
нинг (— «>, — 1] нур буйича к,ирк,илган бутун текисликка аксланиши- 
ни топамиз. Бу со\ани юкори ярим текисликка акслантириш кийин

542.
2 (л -а )

г +h 2 - 1)
2(л-а)

543. w =
z + jz 2-c:

Бу ердас= f a 2 , 2  t Ь  К+ Ь , a=arctg — , р= 2arctg|

544. к'
„2 Kiz+ е Inll]

К  у р с а тм а . Аввал |0 < х < йулакни юкори ярим текисликка

акслантирувчи функцияни топинг. Симметрия принципига кура бу 
функция берилган со.чан и \ак,ик,ий укдаги нурлар буйлаб циркилган 
бугун текисликка акслантиради.

545. и-= /cos7tz-cos7i/i 546 н
V !+cosrrz V c o snz+ co snh2 547. и1 = Vcos2z + ch2A

548 . |cos2 j+ch 2h 
c o s 2 r+ l

‘ 49.
\ c o s2 z+ c h 2 ^  

c o s! z+ch2h->
550.

i+sm
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I 1+cos^~ jcos^~-cos—~  c o s ^ - c o s ~
551- W= 'J— Tir— 552- w = ----r ------T- 553- vv= ----T------ 4 -

cos—— cos^a у c o s ^ —c o s ~  у cos^-~-cos~-

2 л/

r -<? z
2 * 2 к/

1 e  а  - *
j ~ T  ~ T  c”  COS* _  /7

' 555- *  ~ J l b s a "  556- " ‘ “ Ч т  •

К у р с а т м а . Аввал параболанинг симметрия уки буйлаб кесим 
утказиб, w, = Jz  функция ёрдамида параболанинг юк;ориги ярмини 
ярим йулакка акслантиринг. Кейин ярим йулакни юк,ори ярим текис- 
ликка акслантиринг ва симметрия принципидан фойдаланинг.

557. w = th2 1Ф -  . 558. w = 
4а

K/2+V1+? 559. w =
l+z

1+

V 2 -V ^ 7‘

560.

562. н =

zJ34+\4zA +\lz2 +4 4+Z2+ jJz A+\7z2+\6

J 5 z - ^ z A+\1z2+4 1 (4 + г 2)л/з4+5д/<;4+ !7 г2+16

z-i-ylz -1 £2 + 1+V £4—2£‘'cas,2cx+l +2<:(l+sina)

-o V 5+Зл/е2-1 £*+l+\ г 4- 2 г 2со52а+1 -2z(l+sina)

56 4 . К +1 / 2г" +1 + -Jz* + 5 6 5 . w = — X

J{z2 -  ! ) ( Г  -  i + + 1) + 2(2 + 4 l ) z .  566.
4z +\7z + 4-lz

yl4zA + \7z2+4 -5<

567 . w = \ \ - J~\ I ^ch2 Y + sh " I  -ch

^■+sh -chn
569. M- = i chj

570. w = /c h l^ - ln (z  + v z 2 -  1)|. 571. Vv = | -z

= V? - V/ ь ш = 5
2 г \

-3 +>/ ^ T 7 J J 572.

V2+VF-/2-V? +4

i j j  Z* +4 +>/J
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574 * 4  + £ W < 4 +  4 • 5 7 s - w =  -Jsh у  -  yjch2z + sh2 +

+ ^jch у  -  ^ch2  ̂ + sh2 у . 576. и’= arc sin '

К у р с а т м а . w ,=sinz функция А ) = {г: - y < R e £ < y  Im<;>o| ярим 

йулакни юк,ори ярим текисликка акслантиради, бунда ± j  + ai нуцта- 

лар ±cha нукталарга утади. Бу ердан н'~  arc sin функция Da сохрани 

Go = |н :_^ < Revv< ~2 ' 1тн > °| ярим йулакка акслантиришини топиш  

К и й и н  эмас. Бунда |яег = ± у , а < Imw < °° j нурларга

|Re w = ± у , 0 < Im и' < нурлар мос келади. Симметрия принципини

чексиз куп (санокли) марта к^уллаб, w =arcsin'^ ^ ‘ масала шартини 

Каноатлантирувчи функция эканлигига ишонч \осил циламиз.

577. w = M .  578. 579. .
?/4z !fcz arcs,nd^

580. w =  arcsin e2,z.

К у р с а т м а . D0 = |г:0 < Re z < y j  деб олиб, 576-мисолни ечиш усу-

лидан фойдаланинг.

581. w = ih {e-*+ Je-2l - l ) .  582. w = ,Щ _
сИл

583. w = i\n
ijcos2 +sh2 j- +^cos2 ^ - c h  2л

I cĥ n+sh2̂

I V  б о б

1. |  (A2 -  a ) . 1  1 + 1 .  3 .2+/. 4. m:R2. 5. 1. 6. 2. 7.4ni. 8. m 9. 8. 10.0. 11 .10m. 

12./. 13. .14. ^  ln(3 -  2V2). 15.0.16.-16n.17.ro. 18.2ro. 19 .-1 .2 0 . 2 ni.

21- -  у  + 9/. 22. 2ni. 23 .0 .24.2л/. 25. 1 + ^ . 26. -  | . 27. - ^ R 2. 28. ^5^1 -  ^
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f /?”+* Г л+1 1
29. 2. 30. 2/. 31. 0. 32. j .  33. "  Т  агар "  *  _1 б?лса'

34.
0, агар п *■ -1 булса, 
2л/, агар л = -1 б^лса.

[л/, агар л = -1 б^лса 

37. (1+<*)/. 38. 1(1 + /)(е2-1).

1+Д
39. —l+ecosl+/esinl.40. —(l+/shl).41. 4 sh2 + 4/. 42. -  4 .  43. е2 2 -1.

4 2 3

44. ‘’ г 1 (I +|-/3) 45 .| (1  - W 3 ) 4*4 ? 2 2 -  1 46. /7з (1 -  In 2). 47. 8.

J/
48. -ic-K  51. - 2 ( 1 - 0 -

К у р с а т м а . -J\ =1 шарт икки кийматли л/£ функциясинингбир 

кийматли ( )0 тармогини ажратиш имконини беради. Бу \олда

Vz = (V z)0 = -J\zс
arg г+0 arg г+0 ) - Л

, arg?
булиб, у : г=?'ф,

r dz 7 /е'ф J '1
0 < ф < л, булгани учун ^  q- ч’ ’’ о \ 2 /  ~ — 2(1 — /)

Y е 2

булади. 52 .2 (1—/). 53. —2(1 + /). 5 4 . - 4 .  55. 4/. 56. 2 -J l.—4 + / 2 л/2 .

57. + /(V2 + 2)|. 58. 2л/. 59. - 2 л . 60. 2л«/. 61. 2л/?/.

К у р с а т м а . Берилган шарт куп кийматли Lnz функциясининг бир 
кийматли (Ьпг),=1пг+2л/ тармогини ажратиш имконини беради. У  \олда 
у : z=ReK, 0<ф<2л булганлиги учун

2 7Г
f  Ь п ^ г  - j  [In г + 2ni]dz = R j [In R + /(ф + 2/гл)]^ .
Y 0

булади. Булаклаб интеграллаш натижасида

j  Lnzdz -  2 л Ri

эканлигини топиш кииин эмас.

, агар п * -1 булса,
62. J /1 + 1,

[-  2л '. агар и = -1 б̂ ’лса.

IV ™  -1
65. 1-т агар а *  - i  еулса,

63.
(-1)”+1 —Л1.-. агар «5^—1 булса, 

/1 + 1

( - 2л , агар п = -1 булса.

2л/, агар а = -1 булса.
73. 0. 74. 0. 75. у + '• 7 6 .- 2 ( 1 + / ) .
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77. —7e~2+ ( i—2i)e. 78. e- 1—1.79. cosl—sin l—/е̂ 1. 80.0. 81. l+ sh l.82 .21n2-l.

83. j 0' " * " " 6УТУН 84. У ’ +c. 85. I s t e  + c. 86. W c .  
л • . a a a2л/, я = -1.

87. i  siire+c 88. - 1  ccs^c. 89. e" 2 «« fe + ts in fe  + c. 90Ла f г -  1 > «  - с.
a +b

2
91. — shaz -  с/гас + -2- shaz + c. 92, ~ sin аг + - у  cos az + c. 93 _ 7r/- 

a a a a a

94. ni. 95. /shl. 96. 2e~l+l+ne~4. 97. —2/. 106. — - .  К у р ­

с а т м а : берилган шартдан . (Ln^)l=inz+2^/ эканлигини топамиз. У  

( L lu ) i ,/, -  \ 1 п г  + 2 л / . __ } I n z , , dz _ к 2 9 л 2\олда 1 —  —dz -  J — -———dz = \ — ^dz + 2л/} —1 = -------- л" = -
I Z \ Z 1 Z ! Z % 8

эканлигини куриш кийин эмас. 1 1 5 .—8л/. 116. у -  117. 118, 0.

119. 2л/sh l. 120. -  -4- 121. 2л/. 122. (2—e)ni 123.л /cos 1 124. -  -у  125.

,36
я/. 126. 2л/. 127. л. 128. - л .  129. -2л/. 130.0 131. 0 132. 0.133. л/. 134.3

я/. 135. л и г 1. 136. |я/(сок2 -  cos 1 -  3 sin 1;. 1 3 7 . 0 . 138. 2ягёЫ. 139, 0.

140. —л/ch 1.141. - J L i  142. -  -f- . 143. 0. 144. л;. 145. i \nch l и б . mshn.2 ' 2e 2

147. 0.148. у  inchn. 140 0. 150. -  j- i 151. /2nsinlchi. 152. 0.153. - n i.  154. я/.

155. _ k{k :-2)J2 l56> 0 157. _  Ж  158. - i ^ i  159. n7. 160.
8 27 2 32 '•

161. —2л/. 162. -  163. —2ni(b—a)~" 164. —2я/, агар 0 нукта у кон­

тур билан чегараланган со.\ага теги шли, 1 ва — 1 нуцталар эса тегиш- 
ли булмаса; л/, агар у контур билан чегараланган со\ага — 1 ёки 1 
нук,таларнинг фак,ат биттаси тегишли булиб, 0 нук,та тегишли булма­
са ва \оказо Хуллас интеграл бешта \ар хил (—2ni; —л]; 0: jti; 2rci) 
кийматларни кабул кдлиш и мумкин. 165. а) 2п\, агар 0 нук,та контур­
нинг ичида ва 1 нукта контурнинг ташкарисида ётса: б) —nie, агар
1 нукта контурнинг ичида ва 0 нук,та контурнинг ташкари-

сида ётса; в) 2л/( ! ....! е |, агар 0 ва ! нуцталар контурнинг ичида
V I j

ётса; г) 0, агар 0 ва 1 нукталар контурнинг ташкарисида ётса.

166. агар л >1 булса, 167 Ж  168 sino ] 69 еа(\ + %
2. агар п = ! булса. L a v 2
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К у р с а т м а : Ф ункц иянинг хосиласи учун Кош ининг интеграл фор- 

муласидан фойдаланинг. 170. у  171. 172. К у  рсатм  а . Куп кий-

матли L n z функциянинг ихтиёрий бир кийматли тармоки (Lnz)k-\nz+2nik 
ни оламиз. У ,\олда f'(z)(Lnz)kdz = i (Ln z)A.ĉ f (z) = ((булак-

лаб интеграллаймиз)) =  [(Ln z)^ У ( z ) ]Y ~  ^  х
у

х {[(1 л ц ,)*  +  2 iti]f(zJ  -  [( L n z 0)t / ( z 0) ] } - / ( 0 )  =/(Zq)—/(0 ) булади. Бу 

ерда биз К о ш и н и н г интеграл формуласига кура ^ 7  f  ~~—dz -
у

= 2л7  ̂"z-0 ^Z =f  ̂  булишидан фойдаландик.
у

Гбоб

22. Абсолют якинлашувчи. 23. Абсолют якинлашувчи. 24. Шартли якин- 
лашувчи. 25. Якинлашувчи. 26. Якинлашувчи. 27. Якинлашувчи. 28. Узок,- 
лашувчи. 29. Якинлашувчи. 30. Якинлашувчи. 31. Узоклашувчи. 32. Я к и н ­
лашувчи. 33. Узоклашувчи. 34. Якинлашувчи. 35. Якинлашувчи. 36. Узок- 
лашувчи. 37. Якинлашувчи. 38. Абсолют якинлашувчи. 39. Абсолют якин­
лашувчи. 40. Узоклашувчи. 41. Абсолют якинлашувчи. 42, Абсолют якин-

[Шартли якинлашувчи, <п *  2кп. . .  , ,  
лашувчи. 43.  ̂ 44. Узоклашувчи. 45.

[ узокдашувчи, ф = 21л , к е z.

Абсолют якинлашувчи. 46. сх>0. 47. а> 1. 48. а>0. 49. а<0. 50. а— ихтиёрий

\акикий сон. 51. а < 0 .78. ^  <1 z\ < 1. 79. |̂ > 1. 80. |г|< 1.81. Кег< — !. 82. г*0, ±1,

1 (2k + \)ni

±2, ... 83. |z|> 1. 84. \z\*\. 85. г * 4 л е 4 (* , л = 1, 2, . . . ) .  86. Rez>5, бу

срда5>0 — ихтиёрий сон. 87. Rez>l+fi, бу ердай>0 -• ихтиёрий сон. 88. \а- 
Кикий укнинг ихтиёрий |2&л -+е . 2 (А + 1)л — f ] кесмасида текис якин-

лашади 89. R = !.  90. Л =<*>. 91. R =  1.92. R =*». 93. R \ 94. R = 4 - . 95. R= 1.
6 л/2

96. Л=0. 97. /?=1.98, Rr= J l  2. 99. R = - 100. Я  = т -  101. #=+<*>. 102. Л^1в ч

103. R = \ 104. Л = ~ . 105. Л = 0 .106. /?-2 107. /? -с . 108. Л=1. 109. /?= 1;

j 1. агар |о| .5 1 Оулса,
Цг+-й< 1.110. Л = 3 ;р - Ы < 3 .  Ш .  Л ~  1 L ,  агар jd >  I Gv.ica. И2. Л- i .  И З. / М .

: щ
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114. Л = у  115. Л=1,|гН+/|< 1.116. ^ = { Т , ’ а €У У .’ 117. Л = 1 .118. Л =~ .

119. R = ^ 120. Л=Л-*. 121. Л = 1 .122. Л=оо. 123. Л = 0 .124. Л=3; |г—2i|<3.

125. /?-л/2 .126. Л = 1 .127. / М .  128. Л = 1 .129. Л = 1 .130. Л=«». 131. у  • 132./?

Г Я, arap | 'п ! < 1 булса,
133. « .1 3 4 .0 .1 3 5 ./г*. 136. J О , , 137. «Гп 138. max {/?; 1}.

I , агар j г I > 1 б^лса. v
v . -)!

139. R. 140. у  ^ | <  R h i .  о. 142. Я. 143. R2. 144. Л >/?. 145. fe m m fr,, гг}.

146. R>r f r 147. л  ^ ^  • 148. (“ ^ 2  ' 149. —1п(1—с). 150.1п(1+г). 151.|г|=1,

z*— 1 булганда шартли якинлашади; z=—1 нуктада эса узоклашади.
152. |г+1|-1 айланада абсолют якинлашади. 153. | z |= 1, z* }j\ , нукталар-

да якинлашади; бирлик айламанииг куби 1 га тенг булган учта нукта- 
сида узоклашади. 154. Бирлик айлананинг |г|-1, z *  XT, , нукталарида

якинлашиб, кол га н туртта нуктасида узок^ашади. 155. Яцинлашиш  
со\аси чегарасининг ихтиёрий z -1 нуктасида якинлашади. 156. Чега-

2 k rz i

ранинг .ихтиёрий г  * е р (к=0, 1, ..., р— 1) нуктасида якинлашади.

157. Чегараиикг г  *  ва^ — 1 нукталарида якинлашади. 158. Чега-

рада абсолют кцинлашади. 159. Чегаранинг г*  1 нукталарида якинлаша­
ди. 160. Чегарада якинлашади. 161. Чегарада якинлашади. 162. Чегара-

нинг ихтиёрий I г  нуктасида якинлашади. 163. Чегаранинг z *  ±^f

1 /знукталарида якинлашади. 164. Чегаранинг z*— 1 ва z * ~ ± i ~  нукта­

ларида якинлашади. 165. Чегаранинг г *  1 Bas*±i нукталарида якинлашади. 
166. Чегаранинг г*  1 ва z*± i нукталарида якинлашади. 169. Масалан,

~  /(2/1+1 )ф _  ~  cos(2w+!)ffi , 
с = ( - 1)\ 171. К у р с а т м а .  1~ 2п + \ ~ ^ “ Т я + 1  "  +/7 = 0 /1 = 0

^  -V  sin(2« + l )9 ..
^  2и+1 ердамчи катор оламиз. Бу каторнинг якинлашувчи
/7 = 0

эканлиги Дирихле аломатидан келиб чикади. Энди унинг йигиндисини  
топамиз. Абелнинг иккинчи теоремасига асосан z узгарувчи ещ га 0 ва 
е1» (ф*0, тг) нукталарни туташтирувчи радиус буйича интилганда

°° /(2я+1)ф 00 2л+1
У ^ — т— = lim У ^ — г  тенгликни оламиз. Ечими билан келти- 2я+1 ^*>„7о 2«+1
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o° „2/j+I j +
рилган 13-мисолга кура jzi< 1 да X  2 «+ T  = 2 ln T - z  булганлиги сабаб-

/<2n+i)ф j ]+ е 'ф V  cos(2/? + 1)ф __ 
л и . 2^ 2n+\----- 2 H j— б Ул а л и - Б У т е н гл и к  ва Ъ ------ 2л+ 1---------

-  d „ V  е'(2”+1)ф
"  ке 2- ->я + j эканлигидан исбот килиш  керак булган тенгликни

/7=0 “

Л ОО / | v/J
хосил цилиш цийин эмас. 184. X  Я  = 1. 185. ^  =  ̂ 186.

л=оЗ Ы) 2

0 0  -Н оо ./7 /7 оо

-  I  Л = 3- 187. Л = “ ■ 188. I  (— l)-(z—2)-; 189.

/7=0

H I
,/7  + 1

(z -  /)"; /? = !. 193.

oo 2n+1
X  n\(2n+\)' ^ = °° ' К у р с а т м а ; J[z)e 0(C) эканлиги равшан. Ихтиёрий

£ 2 оо ^2/7

се С учун Уринли булган vui6y е ' = Х " ~ г  каторни \адлаб интеграллаш/1=0 п
натижасида Дг) функциянинг даражали каторга ёйилмасини \осил киламиз.

195. ^ - [ l  +  1  4  +  Х ( - 1 ) "  ~~( ^ )3м~ ( f ) ’ Л=1 К у р с а т м а . Берилган

шарт асосида куп кийматли Jz + 7 функциянинг бир кийматли (л/г + ‘ J 

тармогини ажратиб оламиз ва элементар функциялар ёйилмалари учун кел- 

тирилган (7) формуладан фойдалансак (бизнинг \олда «  = у  ), керакли

оо 2 h _ i )

натижани \осил киламиз. 196. - 2 + ^  — -----—\------- - ( г  + 8)"; /?—*>.
/7=1 я ‘

197. In 2 + 2ni + X  (_ 1)”_1 R - 2 .  198. £ ( - l ) ”+1 ; Л = 1.
/7=1 2 Я  /7=1

”  . I ^  , , 4/i+l 2 —2^”+* 2/7+1 D

l99' 1 -  £(-„ТШг ; Я = “ 2°°- 2

201. 202. * “  £  ( a ) ( | ) " ; Я Н 4 |. Буерда
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a = I, a {n = 1 ,2 ,...). 203. Z ( - D ” ~ J r .  *  = 1 4/1=0
/til

204
/ y ( 2 - 3 i ) ' - ( 2 + 3 i ) \ * _  у  n r -  v \ n " v. t L -------- ------------Z -  l cnZ - R = л / 1 3 .  Буерда c„ = 2 ,  H )  x

Я = 1 13 Я = 1

Я |-,я-2/я-1-,2я1
2m +

2я+1

i=0
2я+1

, 2”-! " - '3 J” . 205. 2 Х ^ ;  Л .  I. 206. *  -  '•

V/ n" (2/1-1)!! 2л+1 _ , . _ ~
207. г +  К - 1 )  -  — — - г  , Л = 1.208. ln 2 ~ £  

я=о 2 я!(2«+1) Я=1

1 + - L U - ;  /? =

2/7+1 1 . ✓ _1 \
209. В г ^ Т ^ Ш ^ П Т . Д = 210. ; * 2 1 Н Г ' Ц ^ ;  я  = зЯГ0| (2/1+1)!(2я+1) я=0

) ~  Г - П \ ,  , , 2 я  . . ,  2 я + 1 , „  ^  - 1  +  /Ч /3  V
211. т  X ^ iH ( z - l)  +(г-1) 1, Л = 2. 212.----2— ^4 я=0 2 л=0

гг*
3
/2

(z -  1) ,

sin(l + -^)
/г- l .  213. X — ^ г - М г - 1)‘и; л  = «  _ 214. у  ( - 1)л(я + 1к 3"; /г = 1.

»=0 " яТо

215. | < » + l ) z U : к ‘  1. 216. Х < 5 ± 1 К г± 2 )г ‘ ”. г1 7 - / Ч (-) = М р ,
п = О л=0

/-(5),.. 5! ln(l + 5/) D} (/) = ---- . К = е. К у р с а т м а  К,атор коэф ф ициентинис/г5

\исоблаш учун берилган сп = (/J = l, 2, . . . )  формуладан фой-

даланинг. 2 1 8 . Л - / ' ) = 0 , / , ( - / ) = 2 + / , / - , > ( - / ) = ( 2 6 + 5 / ) 4 ! ;  / ? = 1 .  2 1 9 . / ' ( 1 ) = 0 ,

/ ( 3 ) ( - 1 )  = j P J j -tO. ■ З3 • 3 !; /? = „ 3 . 2 2 0 .  / ( 0 ) = 0 .  У  *°>(0) =  
103 |1п(1+/)|

/ chi 1

2 2 5 .  1
2

+ С +
4

“з " + ■
2 2 6

♦ К
+ . . . 2 2 8 .

2 2 9 . <. + 2 У +  2*1 
' 3!

2 4 1 .
- £ ( : я= 0  4

г " - 1 + 3“" ')  г "

г ! _  г !  
4 96 :2 - 1 г 3

2 4 0 . { X I (-1) - 2п=()

30

Л+1 т-Я-1 1 п
Z ■

7Ь
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243. 5 Д , ! 1 + ( " 1)”4 ” 1 ] ^2" 244. -  £ ( г 4" + г 4" ') .  245. |5л + 6 +
л=0

>• 25 ^ ['ZJ п=п L
/ 2 я  „  (  З л  3/741 ^  . , . п ( ~ З п + 2  3/1+2 -3/7 Зл

+ ( - 1 ) 4  \z -246 . I U  - г  -247. 1 ( - 1 )  2 г - 2  -г  
J /)=0V 7 /1=0 v

248. I I  г
«=(Л

[ * " _ 7Х" + П  V  / _ п « з 2я+ з  г 2"249. K « + 1 ) U  - г  250. I  (-1) - - I
л=0 V / „_п £t/7 = 0 (2л)!

251. |+ £ < - !) *  2 ^ г2'. 252. >+ £ 2
(4л)! 253. Y 2 2 s in Ш ■ S  

. п  4 п!

« 4 .  | (< -0  2- 263. 1 + 1 -  С  + .. .

К у р с  а г м а Номаълум коэффициентлар усули цуйидагидан ибо- 

рат Айтайлик, g(z) -  X  ап (.7 - « ) "  ва h{z) = £  ьп (z -  а)п ёйилмалар
/7=0 /7 = 0

маълум булиб, f(z ) = функция д нуктанинг атрофида голоморф

булсин ва бу функциями (г—а)нинг даражалари буйича Тейлор като- 
рига ёйиш тал а б цилинсин. У \олла

/7 = 0

леб фараз к,илиб.

fizYKz) = g(z)

тенгликдаги мос даражалар олдидаги коэффициентларни тенглаш ёр- 
ламида

с b + с.Ь, , + ... +с а , п = 0, 1, 2 ........ .

чА) - й0-
С(А + С|6() =  Д|

С()/̂>2 + С\Ь\ + ~ а1> 

чА> + aA -i+- • ■ +СЛ) = ап
(*)

тенгламалар системасини \осил киламиз. Бу системадан эса с0, сг с,, ... 
номаълумларни кетма-кет топиш мумкин.
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Бизнинг мисолда g (г) =  z ва h(<~) =  In (1 + г) =  г -  -г- +  - -̂--- ... булиб

(*) система урнига ушбу
с0 1

- у I + С,

с0 • а  I +с,

1 = О,

13 -±| + с2 1=0

систсмани \осил киламиз. Бу системадан с() =  1, = у ,с 2 

эканлигини топиш кийин эмас.

264. -U2 + -2- 75
3 Z 15 <‘

265. 1 + - ^ t - 4 f Z 4+... 266. I - 4 1 - JLZ_z 4+.
45

267. 1+ 2г + ^ г 2+... 268. 1 + * + -?-+... 269. cn =  - L6 I yj 5

6 360 

1 + 75

я+1

' ¥ ) 270. Iп=0 '

23  2 3 5 6  2 3 5 6 8 9

271.

п (Az)2'

I H )
я=0

2

2/7+1

(2/7+1)!
= sin Xz.

К у р с а т м а .  f  (z) =  c0 + с,г +  c2z2 + с3г5 + ... + с г" + ... деб олиб, но- 
маълум коэффициеитлар усулидан фойдаланиш ёрдамида сл( п = 1, 2, 
...) коэффициентларни топамиз. Берилган шартлардан фойдалансак 
f(z) = z + c2z2 + c}z} + ■ +  cnz" + ... Бу даражали каторни икки марта .\ад- 
лаб дифференциаллаймиз, /  (г) ва f"(z.) ларни берилган тенгламага 
олиб бориб куйиб, номаълум коэффициентларни топиш учун ушбу

2 с2 =  0.

6 с3 + Я3 = 0.
4 Зс4 + Я2с2 = 0

(л + 2)(/; + 1 )сп+2 + = 0. 

тенгламалар системасини \осил киламиз. Бу ердан

с2 = 0 , с — — , с4 0,
■п+2 (и+2)(я + 1) ""

эканлигини топамиз. Демак, к -О ,  1, 2, ... лар учун с2к = 0 экан. Мате­
матик индукция усулидан фойдапаниб.

с-,2*+ 3 (2к + 1+2)(2А + 1 + 1 = ( - D (2А+3)!

тенгликнинг уринли эканлигини курсатиш кийин эмас. Бу ердан :;е- 
ракли ейилмани \осил киламиз.
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y - l lql l - Z2n+\ у  ( _ n ” г2" .  , у  22"(и!)2 2п
2 7 4 ' „ = o 2 2”(/i!)2 2л +1  2 7 5 - ^  > 2 2> ! ) 2 ' 2 7 6  ~о  <2 " > !

278.1. 279.5. 280.15. 281.3. 282.4. 28 3 .1 .2 8 4 .4  285.3 286.1 ,287. 3.

{
п -  т , п > т ,
оддий нукга, п = т ,  290. п + т  — 1. 291. 2п +  3т . 
махсус нукта, п < т.

292. J m*n {п' т )’ п *■ т > 293. г =  ±3/ нук,талар — 1-тартибли ноллар. 
[>  п, п = т.

294. (4£ + 1)-у, к =  0, ± 1, + 2,... нук,талар — 2-тартибли ноллар. 295. z -  0

— 3-тартибли ноль. 296. z ~  0 — 2-тартибли ноль, z =2/ — 1-тартибли 
ноль. 297. г  = 0  —  2-тартибли ноль, z — кп (к =  ±1, ± 2 , . . .)  1-тартибли 
ноллар. 298. z ~  0 — 3-тартибли ноль, z=kn(k=± 1, ±2,...) 1-тартибли 
ноллар. 299. z =  (2к+  1)л/ (к =  0, ± 1, ± 2 , ...) — 2-тартибли ноллар. 
300. z = ±ni— 2-тартибли ноллар, z = (2к +  1) ni (к=  0, ±1, ±2 , . . . )  — 
оддий ноллар. 301. z -{ 2 k  + 1)тг (к = 0, ± 1 , ±2 , . . . )  — 2-тартибли нол­
лар. 302. z= 2kn i (к =  0, ± 1, ±  2, ...) — оддий ноллар. 303. z ~ 0 —
5-тартибли ноль. 304. z ~ ± i  — 3-тартибли ноллар; z ~  kni (к = 0, ± 1 , 
± 2, ...) — оддий ноллар. 305. z — — ni — 2- тартибли ноль; z = kni (к = 0, 
± 1, ± 2 , ...) — оддий ноллар. 306. z =  0 — оддий ноль; z — kni (к = 0,

± 1, ± 2 , ...) 2-тартибли ноллар. 307. г=(4А :+1)у i(k=0, ±1, ±2,...) —2-

тартибли ноллар. 308. Z = ^(2к + 1 )у  ва г -  у  J(2к + 1 )у  |1 ± /V3 j

(к =  0, ±1, ±2,...) — оддий ноллар. 309. z = 0 — оддий ноль. 310. z,=  0 —
3- тартибли ноль. 311. г =  0 — 2- тартибли ноль. 312. z = 0 — оддий ноль;

z = у  (2к + 1) п (к = 0, ±1, ±2,...) — 2- тартибли ноллар. 313. z = — 1—2-

тартибли ноль; z^2n ik  (к = 0 , ± 1, ±  2; — ...)—оддий ноллар. 314. z = ± i  —
3- тартибли ноллар; z=kn (к =  0, ± 1, ± 2 ,...)—оддий ноллар. 315. z ~± 2—
3 — тартибли ноллар; z ~ 2kni (к = 0, ± 1 , ±2 ,...) — оддий ноллар. 
316. z~2kn {к= 0, ± 1 , ± 2 ,...)  — 2 — тартибли ноллар. 317. z = ± n i— 3- 
тартибли ноллар, колган барча z — кп (к = 0, ± 2 , ± 3 ,...)  нук,талар —

оддий ноллар. 318. z = ^  + kn (к = 0, ± 1, ± 2,...) — оддий ноллар.

319. Ноллари йуц. 320. z =  кп (к=  0, ± 1, ± 2,...) — 3- тартибли ноллар.
321. z =  0 — 2- тартибли ноль; z = кп (к -  ± 1, ±  2,...) — 3- тартибли ноллар.

322. z =  0 — 3- тартибли ноль; z  = ва Z = j  Укл ' [l -  * Л  j (к = ± 1, 

± 2,...) — оддий ноллар. 323. z  = (2k + \) у  (к=  0, ± 1, ± 2,...) — 3- тар­

тибли ноллар. 324. z = 4 нуцта илдизнинг бир кийматли |>/г тармоги 

учун 3-тартибли ноль булади. 325. Бу мисолда 2 та функция берилган,

381

www.ziyouz.com kutubxonasi



чунки w = Jz  функция икки кийматли функциядир. Бу ф ункциянинг 

биринчи бир кийматли тармоги учун Z = 2кп ± ^  нукталар, иккинчи

бир кийматли тармоги учун эса z -  (2к + 1) п ±  (к =  0, ±1, ± 2 ,...)
6

нукталар 2-тартибли ноль булади. 339. Зид эмас, чунки функция нолла- 
рининг лимит нуктаси а =  0 нуктада функция голоморф эмас. 340. Зид 
эмас, чунки z = 1 нуктада функция голоморф эмас. 341. Фак,ат чексиз 
узоклашган нуктагина лим ит нукта булиш и мумкин. Масалан, 
f(z) — sin ге 0 (Q  ва а = пп (я =  1, 2,...) булса, f ( a  ) =г 0 ва lim ап =

П П П—>о°

булади. 342. Мавжуд эмас. К у р с а т м а .  Айтайлик, f ( z )  функция z = 0 
нуктада голоморф булса, унда шундай ^(О . е) атроф топиладики,

f(z) ~ О ( К(0, е)) булади. Е = | деб белгилаймиз. £тупламнинг

лимит нуктаси 0 булиб, Ое К(0, е). V (О, е) да g ( z ) s 0  деб олсак, 
шартга кура v z е Е учун/(<:) =  g {z) булади. Ягоналик теоремасига кура

У(0, г.) да /"(г) = 0 булади, лекин шартга кура /|-=М  = 1, я =  1, 2, ... ,V 2п J
эди. Зиддият куйилган масала шартини каноатлантирувчи функция­
нинг мавжуд эмаслигини курсатади. 343. Мавжуд эмас. 344. Мавжуд эмас.

345. Мавжуд ( / ( г )  = “ у |  346. Мавжуд. К у р с а т м а .  Айтайлик,

f(z) функция 0 нуктанинг V(0. е) - D  атрофида голоморф булсин. 

Е = | — 1 деб оламиз. Е тУпламнинг лимит нуктаси 0 е D. g (z) -  Z1 де-

сак, g{z)ea(D ) булиб, g ( d  = g f - U  = - L  = /  f - U  = / U ) L  У холда\E \n) n2 \nj
ягоналик теоремасига кура D да f(z) = g (z) =  г2 булиб, бу функция куйил­
ган масала шартини каноатлантиради. 347. Мавжуд эмас. 348. Мавжуд 
эмас. 349. Мавжуд эмас. 350, Мавжуд 351. Мавжуд. 352. Мавжуд эмас. 
353. Мавжуд эмас. 354. Мавжуд эмас. 355. Мавжуд. 356. Мавжуд эмас. 
357. Мавжуд эмас. 358. Мавжуд эмас. 359. Мавжуд эмас. 360. Мавжуд эмас. 
361. Мавжуд;/(г) = 1 + z- 362. Мавжуд эмас. 363. Мавжуд эмас. 364. Мав­
жуд; f(z) =  (z — I) 3. 365. Мавжуд; f i t )  ~ (z — 1): . 366. Мавжуд эмас. 
376. К у р с а т м а .  Тескарисини фараз кила ми з. Айтайлик Р (z) куп\ад

бирорта хам нолга эга булмасин. У \олда / (z) = функция С да

голоморф булади. z —> 00 да f(z) -» 0 булганлиги сабабли (чунки z -» «> да 
Рг (Z) - c j n),f(z)  функция бутун комплекс текислик С да чегаралан-
ган. Дархакикат, i,rn f  (г) = 0 => 3 /? > 0 V г е {I г I > R] учун! / (z)\ < 1 бу­

лади. Агар j/(>)j = М десак. у \олда v ге  С учун!/и)! < М + \ тенг-

сизлик бажарилади. Унда Лиувилль теоремасига Kypa/(z)=const ёки Pn(z) =
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= const булади. Бу эса Pn(z) н и н г берилишига зид, чунки шартга кура 
п > 1 да сп *  0 эди. Зиддият фаразнинг нотугри, тасдик^инг тукрилиги- 
ни исботлайди. 380. Йук,. Масалан,/(г) =  z ваD = {I z I < 1}. 394. 2 < I z I < 4 .

395. 2 < I г + 11 <оо . 396. 0 .  397.
И < И < 14 аГаР Н < и  булса,

0 ,  агар |а| > |̂ |б̂ лса,

398. 0< I z—i I < 2 399. 5 < k+ 2/| < 6 . 400. 0 < l z - 2 + i| <  1 401. 1 < l d < 2 .  
402. 1 <ld< 2. 403. 0 < k - l | < l .  404. 1 < Id < 2. 405. 1 < Iг - ll < 2. 

406.0 < I г — /1 < 1.407. 1  <|г |<2. 4 0 8 . ^ < k - l |  < ^ . 4 0 9 . 0 < k - d  < 1.

410. 0 < I г + ll <oo. 411. | г I = 1. 412. 0. 416. £  f f l  ; Id <2.
n=0

417. I  - ^ i- ;  k l> 2 . 418. i i L  £  ( n + k ‘
n=o z a I к - 1  J  \a

— I ; \z\ <a.

419. - L  X
г n=о

n + к -  1 
к -  1

£ )  ; Ы  >0 .420 . - U  £ z " ; l d  < i .  421. -  тту  +
/7=0

+ 1  (—l)"(z—D”; 0 < !z—l i < 1- 422. -  X  - L ; l d > 1 . 4 2 3 . 2  l - - l r  U " .
/7=0 л= 2  £  n = 0  V 2

424. X  I d r r  -  1 I z"- 4 2 4 - I  г " 426 U < - "
2” 427 — 1

2 uti 4 *' (г-1)"+1 ‘ г-1

-  £ ( г - 1 ) " ;  0 < [г— 1 1< 1428. -  -Кг-. + I  (-1)” [ ^ ]  ; 0 <  1 г— 2/1 < 1.
„=о г  zz я = 0   ̂ 1 >

= Х
/1=0

429. £  ”  ; | г+ ll <4. 430. X  у
^  4л+! л=о

- [(«+D j

(-/-1)"+1 (/-1)'|+| (г— 1)"=

п+1 
2 2

(г-1)”2/

( г — 1)";  |<:— 11< >/2 да ва хп=1

[(«-!)}]. |Т. „ > Л | И ,

(г-1 Г

00 1 г
43!. 2 (-1) ^2«+Г)!; ,г' <сю- 432‘ „?0 (2п)!г2"-4

Н ) ” _ И _ г2 , I _
*  2! +  4!

6 ! Г
J _  - __L _
!;4 Ю!гь 0< \ Z\ < « .  433. У  ; I г ! < 

_ , п!
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434- - k - Ч Н г * - 5 •<'*'<-■ 435- i  ~ m r - ’ 1 d < ̂ П= I y 7
2;i-l 2n-

436. - 4 x [ 4 T ; 437- T -  i( -n v . 438.2 ^ ,U J  3„to l3 j <• л=о

-  У - l l  i 1^ !  439. - т , - Ц  + т 1 Н Г ^ .  440.Л -S •? — i\ /1 -fa— ' /'л-хЛЯ=1 (г+2)" 3 „ = Л J > ‘ 2(z-z) 4„ to  (2i)”

_L_ + 5 у  2” 441 ± + у  ^2 _L + JL + .JL + у  z”_ 443
*2 (z-1)"’ 44L  ̂ h  «! ' г 3 г 2 2!z *  (и+З)!’ 443*

y b 1̂ '  г2»-2 444 1 у Б .). '^ 2Д  445 _L _ _L + у  i z l l l  zn 445 
h  <2">! ' 2,a г2 2!г + ^  („+3)1 * 44<K

v  (—I)” 1 p (—l)n n у  n i у  (—1) £ jjo  »#•Z X  -447- 2. З Т Г +  1  , л+1- • 448. Каторга еиил-
n =  1 г  /7=0 2  w=l z  я = 0  z

маиди. 449. £  -u -f ~ '  ■ 450. - L  + £ (- !) " (*  -2 )”. 451. £  И Г '  “  +
n=i U + 2)"+J г-2 “ 0 /7=1 г

+ X >  452. ± ^ Z ’  +  ± t £ £ .  453. 2 ^ г ! " +
И=1 z *=-1 7 /7=0 7-2 /7=-!/7 =  -!

f — l V  2/7 “  I  ° °  / 1 \/7+l 2/7 + 1
+ ■ 454. г  + г + Х  - p L y -  455. -  тег +  X  i v x

/7=0 J 4 /j=2 л!г (2/2+1)!

х г2'н . 463. - 4 t  +  / £ ( - 1 ) /' (2+<)П+1- ( 2- /)Я+‘ ( г - 2 ) ” ; 0 <  U  — 2| < V5 .
г /7=о 5

464.2 У  (-1)” —L  -  У  465. - __ L__- ____!___+ У  (”+3№ ~ />" •
„=i г 2" ,=о 2 4(г-/) 4 (г-/ )2 “ о 2Л+4

0 < I г — /I < 2. 466. U  > 1.467. Х ^  + Ё ^ ' . б у
П=1 Z „=0 я= |

ерда.с,(|=с_2л=( — 1 )"Х  (2Л+1)!(2я+2Л + 1)!; =  °- *• 2, ...). К у р с а т м а .

/,(г) =  sin  ̂ ва/2 (г) =  sin ~  деб белгилаб, / (г) ни г нинг мусбат даражала- 

ри буйича ва / 2(г) ни z нинг манфий даражалари буйича цаторга ёйамиз:
“  -2/7+1

= sin* = 1 Н ) "  (I г I < “ ),

/!(г,= ” М н г с ^ Г <1г1>0>-
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У  холла бу цаторларни к у п а й ти р и ш  ёрдамида V =  JO < I cl < ^ } \алкдаа 
я к и н л а ш у в ч и  ке р а кли  Л о р а н к а то р и н и  то па м и з.

468. Х сл г +  X  c - n z ’ бу ерда с„ = с_п = У  т - -1 (п = 0, 1.2, . . . ) .п-0 п- 1 k-Q к'.(п+к).

s i i i j  1 + j — 1 /_00 «
469. “ I  — -— 0 < k - l | < ~ ,  470. X  — ?— ?■" + X

.о « ! и - 1 ) "  1 ‘ J л=о 3 2

V 2 л , 1  5 7  1 v  1 7 ( - 1Г ” ! „ v  ( - 1 ) " - 1 2л ,
471. I  у*. + б + Т 2 " + 2 4 г + ^  , 2<,+ . г ■ 472. I  — 5—  г +

+ V  I z l l__ 7" J - т  V  —3/7—4  ,л у  ( - 1)” .и
+  £ ,  2"5 '  • 4 7 3 - 9 *  + J o  9 - 2 -  2 -

г  2 (--\)п~1
5

х  ] -D ” ,2
5

у  i
9Л_-оо

,  ̂_̂ /7+1 2И+1

С4л+!  ̂ • ‘♦'Э. ^  25 1ПП 4
’1=0 5 4  „=—  п=о 100 4

п л , v  _Зп±5 _/7 _ п « V (я + 1 )(-1 ) '
«=о 9 2 ',+2 • „ = -  9

(г-1)" +

+ I J ;  ( г - 1 Г -  478. 1 ( я  + 2 ^ + ,- и - « Г .
л=о 27-2 „=—

479. 1+ I  ( - l) ,,+ l 2_ 2+1 s i n ^ ( z - i r _ l. 480. -  X  г л - = L - X 2 “''“V .
л=-~ л = -~> ^  /1=0

481 „ 1 Г "‘,<гН)”+| „ ^ < г Ч Г  482- 3(?й)-|  + 57<г + 1>- 

- X  483. X  1+(~ V -----z2n. 484. (г- 2 ) 3+6(< ;-2)2+
0=2 И = -оо

+ f(z_ 2) +5
П—I v Л=1

х(16я2+24л+5)(г—2)2n. 485. Йук- К у р с а т м а .  Берилган / ( г )  = sjn^_'j 

функция а-оо нуктанинг бирор уйилган атрофида голоморф булиши 

етарли. f(z) функциянинг голоморфлиги zk = у  + 2л& (А: е Z) нук,та- 

ларда бузил ганлиги ва lim zk = 00 булгани учун а = °° нуцтанинг ихтиёрий

уйилган атрофини олганимизда \ам бу атрофда J[z) функция голоморф 
була олмайди (чунки бу атрофда {л } кетма-кетликнинг чексиз куп сон- 
даги нук^алари ётади). 486. Ха. 487. да. 488. Йук. 489. Йуц.490. Йук,. 491. 
Йук,. 492. Иук- 515. 1. 516. а—0 —2-тартибли кутб; а=кп (к=±\, ±2, ...)
— 3-тартибли кутблар. 517. а=2 — 1-тартибли кутб; а= 1 — 2-тартибли 
кутб. 518. а =— 1 — 1-тартибли кутб, а =  2 — 3-тартибли кутб. 530. г = 0
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— бартараф кдлинадиган махсус нукта; z=kn (lc=± 1, ±2, ...) — цутб- 
лар. 531. г= 0  — бартараф килинадиган махсус нукта; z=±(ln— 1)п (пе N)
— кутблар. 532. zr=°° — кутб нукта; г = — 1 — ута махсус нукта. 533. г=°° ва 
Z= 1 — бартараф килинадиган махсус нукталар; г = — 1 ута махсус нукта. 
534. г= 0  — бартараф килинадиган махсус нукта; z=kn (к=±1, ±2, ...)
— кутблар. 535. z=°° — бартараф килинадиган махсус нукта; z—0 — ута

махсус нукта. 536. z = j  (к =± 1, ±2,...) _  ута махсус нукталар. 537. г=0  

ута махсус нукта. 538. К у р с а т м а .  f(z )  = - -- функция учун

нинг лимит нуктаси булади. г= 0  нуктанинг ихтиёрий тешик атрофини 
олганимизда хам Дг) функциянинг чексиз куп махсус нукталари (кутб- 
лари) ётганлиги сабабли z=0 нуктаДг) функция учун яккаланган махсус 
нукта була олмайди. Ф ункц иянинг бундай нукталарига унинг яккалан- 
маган махсус нукталари дейилади. 540. г=  1 — 3-тартибли кутб; г= 0  ва 
Z ~ —  1 — 1-тартибли кутблар. 541. z=kn (к=0, ±1, ±2, ...) — 1-тартибли

J2Кутблар. 542. г  = ± - у ( 1 - 0  — 3-тартибли кутблар. 543. <г=2/ — ута мах­

сус нукта. 544. z = — i — ута махсус нукта. 545. Бартараф килинадиган 
махсус нукта. 546. Бартараф килинадиган махсус нукта. 547. 5-тартиб- 
ли кутб. 548. 1-тартибли кутб. 549. 3-тартибли кутб. 550. Ута махсус 
нукта. 551. Агар п* т  булса, шах{«, т}-  тартибли кутб; агар п—т  булса, 
тартиби п дан катга булмаган кутб нукта (хусусан, бартараф килина­
диган махсус нукта). 552. (п+ т) — тартибли кутб. 553. Агар п>т булса, 
(п—т) — тартибли кутб; агар п<т булса, у \олда z =а нукта ( т -п ) -  
тартибли ноль. 554. (кп+1т) — тартибли кутб. 567. т —п. 568. т+п 
569. т+п. 570. z = 0 ва г =± 1 — 1-тартибли кутблар; z =°°— 3-тартибли

ноль. 571. z=— 1 ва Z = ~  1-тартибли кутблар; z =°° 3-тартибли

573. г - 0 — 1-тартибли кутб; г =±2/ — 2-тартибли кутблар; г =о° 5-тартибли 
ноль. 574. г—±/ — 1-тартибли кутблар; г ута махсус нукта. 575. г =ос — 
ута махсус нукта. 576. г=°° — ута махсус нукта. 577. г=0 — 3-тартибли кутб; 
г=о° — ута махсус нукта. 578. г=— 1— ута махсус нукта; г=с*> —3-тартибли 
ноль. 579. z=2kni (к=±\, ±2, ...) — 1-тартибли кутблар; г=°° — кутблар- 
нинг лимит нуктаси. 580. г =  0 — 2-тартибли кутб; z~2kn (к=± 1, ±2, ...)
— 1-тартибли кутблар; г - ° ° — кутбларнинг лимит нуктаси. 581. г = 
=(2k+\)ni (k-Q , ±1, ±2, ...) — 1-тартибли кутблар; г = °° — кутбларнинг

лимит нуктаси. 582. z= 0 — 3-тартибли кутб; z = 2кл ± Лп(2+ л[з ) (к= О,
±1, ±2, ...) — 1-тартибли кутблар; г= °° — кутбларнинг лимит нуктаси. 
583. г=0 — 1-тартибли кутб; г=±2/ — 2-тартибли кутблар; г=с» — ута 
махсус нукта. 584. г =  0 — кутбларнинг лимит нуктаси; г =о° — туфи 
нукта (оддий ноль). 585. г - 0  — бартараф килинадиган махсус нукта; 
z=2kn (к=± 1, ±2, ...) — 2-тартибли кутблар; г= ° °  — кутбларнинг 
лимит нуктаси. 586. z=0 — бартараф килинадиган махсус нукта; z=ikn 
(к=± 1, ±2, ...) — 1-тартибли кутблар; г=°° — кутбларнинг лимит нуктаси.

z.

Z = j  (к =±1, ±2,...) кутб нукталар булиб, г= 0  нукта бу кутб нукталар-

ноль. 572. z = —f= ва z =
yfl
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587. z -  kn (k=±l, ±2, ...) — ута махсус нукталар; г = °° — яккаланмаган 
махсус нукга. 588. z =±1 ва z=±i — 1-тартибли кутблар; z=°° — туфи нукга. 
589. г=0 — бартараф килинадиган махсус нукта; z—kn (к=± 1, ±2, ...) —
1-тартибли кутблар; z=o° —кутбларнинг лимит нуктаси. 590. z =0  — ута 
махсус нукта; z=°° — одций ноль. 591. г= 0  — ута махсус нукта; zr=°° — 
туфи нукта. 592. z~kni (к= 0, ±1, ±2, ...) — 1- тартибли кутблар; г=°° — 
Кутбларнинг лимит нуктаси. 593. z= 0 — ута махсус нукта; Zr=°° — туфи 
нукта. 594. z=0 — ута махсус нукта; z=°° — 1-тартибли кутб. 595. z= 1 — 
ута махсус нукта; г=°° — туфи нукга. 596. г=0 — ута махсус нукта; 
z =оо _  ута махсус нукта. 597. г - 1  — ута махсус нукта; z =2kni (£=0, ±1, 
±2, ...) — 1-тартибли кутблар; z —°° — кутбларнинг лимит нуктаси.

598. Z -{2k + \)^ (к = 0, ±1, ± 2 , . . . ) _  1-тартибли кутблар; г=°° — кутб­

ларнинг лимит нуктаси. 599. Z = (2£ + l ) y  (А: = 0, ±1, ±2,...) _  2-тартиб­

ли кутблар; — кутбларнинг лимит нуктаси. 600. 7=0 —3-тартибли 
Кутб; z=kn (Аг=± 1, ±2, ...) — 1-тартибли кутблар; z=°° — кутбларнинг 
лимит нуктаси. 601. z~kn (к=± 1, ±2, ...) — 1-тартибли кутблар; z=°°—
Кутбларнинг лимит нуктаси. 602. Агар а * т к  + Ц (т = 0, ±1, ±2,...) 

булса, у \олда z=2kn+a ва zr={2k+\)n—a (к — 0, ±1, ±2, ...) 1-тартибли 

Кутблар; агар а - т п  + ̂  булиб, т  жуфт сон булса, Z = 2kK + -у ва т  ток

сон булса, 1=(2к+\)п+ -у лар — 2-тартибли кутблар; z —°° — барча

Холларда х,ам кутбларнинг лимит нуктаси. 603. Агар а*тп (т=  0, ±1, 
±2, ...) булса, у холда z~(2k+ 1) к±а (к=0. ±1, +2, ...) — 1-тартибли 
Кутблар; агар а=тп  булиб, т  ток сон булса, z=2kn ва m жуфт сон 
булса. z~ {2 к+1)п лар — 2-тартибли кутблар; z=°° — барча лолларда 
\ам кутбларнинг лимит нуктаси. 604. г=  1 — ута махсус нукта; z=°° — 
оддий нукта. 605. г - —2—2-тартибли кутб; z—2 — ута махсус нукта; z=°°

— 3-тартибли кУ'гб. 606 ва 607. {/с=±\, ±2, ...) — 1-тартибли кутб-
к к

лар; '-О — кутбларнинг лимит нуктаси; — 1-тартибли кутб. 608. г=0
— ута махсус нукта; 2=°° — оддий ноль. 609. г= 0  —ута махсус нукта;
z-°° v th  махсус нукта . 610. z = ~r~ (* = ±1, ± 2 , . . . )  — ута махсус н у к -КТ1
тал ар; 0 — ута махсус нукталарнинг лимит нуктаси; z=°° — ута мах- 

сус нукта. 611. ■: = q]c+\)k “ ° '±1>±2-- ) — Ута махсус нукталар;

г=0  — ута махсус нукгаларнинг лим ит нуктаси; z ~°° — тутри 

нукта. 612. г = (А — ± 1, ±2,...) — ута махсус нукталар; z~ 0 —

ута махсус нукгаларнинг лим ит нуктаси; г=°° — ута махсус нукта. 

613. Z = -. - - - {к -  0, ±1, ± 2 ,. . .)—уга махсус нукталар; г - 0  — ута мах-(ZK-M )Я

сус нукгаларнинг лимит нуктаси; z=°° — тугри нукта. 614. Агар п*т 
булса, у холДа z =°° нукта та х {« , т }- тартибли кутб булади. Агар п—т  
булса, у холда z =°° нукта ёки тартиби < п булган кутб нукта ёки тугри
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нукта булади. 615.

(л -  т )  -  тартибли кутб, агар п > т  б^лса,

тугри нукта, агар п < т  б^лса, 616. (п+т)-
(т -  п) -  тартибли ноль, агар п < т  б^лса.

тартибли кутб. 617. «-тартибли кутб. 618. z=°° — тугри нукта (агар п*т 
булса, min {п,т}~ тартибли ноль ва агар п=т б^лса, тартиби п дан

\п -  т  - тартибли кутб, агар п *■ т  б^лса,
кичик булмаган ноль). 619.

т^фи нукта, агар п = т  булса.

621. Масалан, У(г)=г2. 622. Масалан, /(г) = - у  + г. 623. Масалан,
z

f(z) = — -— . 624. - 3— (а*0) ёки az+b (а*0). 625. — ^—  (а*0)  ёки 
Zn~ 1 (Z~a)n

. a()+alz+-+cinzn
a0+aiz+...+anzr, (a„*Q). 626. ~^ + c. 627. агар

k - l  булса ва \еч булмаганда ат лардан бирортаси *0 булса), ёки
a0+alz+...+a„zn _____ ао+а\Z+...+an+mz n+m

*  о ва к * /бу л га ш а ^ .« 2 8 . р

(а0*0 , <Vm*0). 631. К у р с а т м а .  А=™ булсин. У  \олда{*л} = К " }  десак, 

lim zn = 0 ва Iim f ( z„)  = Iim sin —  = lim sin (/л) = - i  lim shn = <» = A
л_> ОО Я-»~> Л - » ~  Л -> °°

булади. А * 0 булсин. У  \олда {гл} кетма-кетликни топиш учун

sin — = А
Z

тенгламани ечамиз. Бу тенгламадан

— = Arc sin А = 4 Ln(iA + -Jl -  А2 ) 
z i

ёки

*  = --------11 , = -------- 1 1 , ; (к = О, ±1, ±2,...)
Ln(iA+-Jl-A \n(iA+-Jl-A )+2кк

эканлигини топамиз. Энди

Zn =-------- , ' и = Ь 2,...
ln(i/4+ y l - A 2 )+2rmi

деб олсак (бу ерда VI -  Л2 нинг битта киймати олинган), lim z„ = 0 

ва /(г ) -А  (л = 1 , 2, ...) шартлар бажарилади. Демак, lim  f{z„) = A.n n->~
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632. А=оо булса, к „ } = { ^ } ’ A = 0 булса, {г„}= { “  ^}> A* 0, °° булса,

{zn}*= {'in  Л+2/ш  j ’ ^=a нУк>та ф ункциянинг яккаланмаган мах-

cyc нуктаси булади. К у р с а т м а .  Пикар теоремасига кура ихтиёрий 
чекли Л*Л0 (А0—бирорта чекли комплекс сон) сон учун а нуктага ин- 
тилувчи шундай {г„} кетма-кетлик топиладики,

Az„)=A (я=1 , 2, ...)

тенглик бажарилади. О ва 1 сонларини оламиз. А0 бир вак,тнинг узида 
уларнинг чар иккаласига тенг була олмайди. Ш унинг учун Пикар тео­
ремасига кура а нук,тага интилувчи шундай {zj кетма-кетлик топила­
дики, барча /1=1, 2, ... лар учун ёки f(z„)=0 ёки f(zn)=1 булади. Барча zn 
нук,талар F(z) ф ункциянинг кугблари булади, а нукта {zn} кетма-кет- 
ликнинг лимит нуктаси (функция кутб нукталарининг лимит нуцта- 
си) сифатида F(z) ф ункциянинг яккаланмаган махсус нуктаси булади. 
636. z~  0 — ута махсус нукта; чекли Аа мавжуд эмас. 637. г= 0  — ута 
махсус нукта; Л0=0. 638. z=°° — ута махсус нукта; А = 0. 639. г= 0  — ута 
махсус нукта; чекли А0 мавжуд эмас. 640. г=°° — ута махсус нукта; A = i. 
641. — ута махсус нукта; A = —i.

VI боб

1. 1.2.-1.3. 4. 5. {ап+1у  . «. п у  /. 25 -о. 2 5 ' 6 46. 4т ■ 7. 4 1 - 8 .  - S  9. - - к -  10. —1.

11.1 12.4 1Я. re sf(z) = 1; re sfU ) = - \ ;  re sf(z)  = - \ .  14.
Z = 0 z = i  Z = - i

res f (z )  =

Z=e

геи / м ‘ +Ш ’ геы т = ~ т к '  ге1ш т  = ~ ж
z=e 4 г= е  4

3 i
16- «/<«>  = &  n- S ? /k> = 0;

rc sf(z) = 1. 1 8  res f ( z )  = f ; re s / ( г )  = - - Ц - . re s f( z )  = 0;- i ‘ .:=! J г=-2 3e =̂°

res f  (z) -  20. res / U )= (— 1)\ £=0, ±1, ±2,... . 21. ™ sf(z )-  ■
V ~ K  7 r- TT I'

-  143

' “4

:/(<;) = e; re s/U ) -  -5- 24. res f i z )22. r e s f { : : )  -  C-,,, 23. res'v v<./ -  v<., -  l ч. w  24
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25. res f ( z )  = 0; res f ( z )  = —; res f { z )  =
r=o ,_я

4
л (2л+1)(4л+1)

/1= 0 ,

±1 , ±2 , 26. res f{z) =
r=<-i)"|+™

л
, n -  жуфт сон,

—£ + (2 / j - I ) r

, Л -  TOK сон.

res f(z)
г=(-1)Л+|я+Ля6

2 - j+ 2 n r .
e , n -  жуфт сон.

Л
2_ e 6

-£+(2я-1)я н=0, ±1, ±2
, n -  ток, сон.

27. resf(z) = 0. 28. resf(z) = 0. 29. res f(z )  = -  4  ; res f(z ) = s in 2 ^  •r=0 ;--=!) T=o b г=з I! I
(-1)” res

30. res jiz ) = л = 0 , ± 1 , ± 2 ....... 31. г=(л+1)я,- /<Ъ)=1, я= 0 , ±1, ±2, ... .

32. res f(z)=о, я = 0, ±1, ±2 ....... 33. res f(z )  = sin !. 34. z=(2r„e+s, )jt, f(z) =

= — 1, /г =  0, ±1, ±2, 35 . resf(z) = 0. 36. resf(z)= \.

- = 2yfnn ’ *  =  0' ^ 2.......вая=1, 2, 3,... .37. 0.38. 0.39. — 1.40.—1

41. л-’ . 45. res / ( г )  = - i ; res f(z ) = 1; res f(z) = 0. 46. res / ( г )  = - 4 - :  
г=±! 2 ;=o г= « .' г=/ 4

_re s/U ) = -£; res / ( г )  = 0. 47. re s/U )=  A ;  re s/ ( r)= -^ - ; 
Г-2 64 i=o 64

res f(z ) = 0. 48. res f(z ) = ~~j-\ resf  (z) = -  у-т ; res/ ( г )  = -4 . 
r=“  г=-2 Ь4 т=о ' Ь4 г=«,

49. res f(z ) = 0; res f(z )  = -  /; res / ( г) = /; res / ( * )  = 0.

50 . ; ;. res/(г) = (-1)" (2я)!
(Л7—!)!(«+!)!

51. res f(z ) = a + a " \ res j \ z ) - - a  'n\ res f(z)  = -a ". 52. res f(z )  -  1; 
.-=« -=o ;=<» r=0

res / ( г )  = -  - j ; re s/ ( г )  = 0. 53 . res/(<) = 0; re s / U )  = l;

res / ( г )  = -1. 54. res f  (z) = 2 sin 2; res f(z )  = -2 sin 2. 55. r<̂ / U )  = 0: 

res f(z) = 0; 56. res f(z ) = -  ; res / ( г )  = ; res / ( г )  = 0.
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57. res/ ( г )  = 0; res f(z ) = - \ e  4 (cosyfl + сАл/г); £=0,1, 2, 3; 
?=o M±i„, 4 V /

4

res / ( г )  = 0. 58. res f ( z )  = -  ̂ ; res / ( г )  = ^  . 59. _ res^ f ( z)  =—

— l(ik=0,±l,±2...... ) 60. res f(z) =0 (fc=0,±l,±2,... .) 61. res f(z) =—Z=kx z=kn
— \(k=0,±1,±2 ........ ) 62. res/(z) = res f ( z )  -  0 . 63. res f ( z )  = -

Z= 2 г=~ z=2

- r e s / ( z )  = - W .  64. res f ( z )  = -  res / ( г )  = I
24 г=2 z=~ л=о л!(л+1)!

65. res f  (z) = — res f  (z) = -  cos 1. 66. res f(z )  = -  res / ( г )  = -  sin 2 x 
z=-l г=~ г=-3 г=~

у  42” ■ у  42n+1 
“ j (2л-1)!(2л)! " ,  (2л)!(2л+1)! • 67. re s/(^ ) = | ;  res f(z ) =

Z =0 l  2 f a i

"  2 Ы  ^ _± 1 ’ ± 2 .............. * 6 8 ' res / ( г )  = -  res f(z )  =
“  ;= 0

\ 0, агар n < 0 ёки n > 0 ва ток, сон булса, ч
= J /_j чл/2 69. re\ f(z ) =

1 (л+1)! ’ аГ31? п = ® ^ки п > ® ва ЖУФ1 сон булса.

= ( - П * +‘ —у-у (к = ±1,±2,. . . ) ,  res f(z)  = 4 -  I ^ y -  = - т  70.
к к г=~ я А.-=1 к 0

res / ^ =  (- l)*2 A ;V (J t = I, 2,.. .),  72. 1. 73.24 . 74. 4 .  75.0.  76. -  у  .
г=£2я2 J J

77. - 4 .  79. —2с0с,. 80. /& а). 81. с__^а)+ S=2L &1  + . . .+  .

82. /г^а). 8 3 .-л#(я). 84. ^ 4)- 86. (1-2е-')л/. 87. 2(1-£-')л/. 88. 2л/. 89. 0.

90. —4л/. 91.2л/. 92. . 9 3 .-n i.  94. -2л/. 95. -2n/(co sl+sin l). 96. 2л/. е

97. _  5 2/ 98. -  ^  . 99. -  4  In Зл/. 100. 0 101. 2л/. 102. si.n l - 4 co s l. ю з. о.
2 ‘ 3 3 4!

sin -!
104. 2л;. 105. -  Ш-. 106. 2л/. 107. 0.108. 2л/ 109. - ^ 4- я/. 110. -2л/. 111. я/.

4 Зо

112. 2л/ И З . 0 114. 0 115. 2 e2ni. 116. [c o s l+ s in l+ i(s in l-c o s l) ] ^ . 117.0.

118. Зл/. 119. 0.120. 4 л/(cos 1 —sin 1). 121. -  2^ .  122. у  (/ -  Osin !. 123. -4л/.
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124. 2л/. 125. -In i.  126. ni. 127. -  Ш - . 128. 0. 129. 32л/. 130.0. 131. -  Ж .  

132. л/sin 1. 133. -  Щ- 134. у  я/. 135. о. 136. 0. 137. 2л/. 138. -2л/. 139. 2л/.

JK
140. ni (cosl+2sin l). 141. 0. 142. -£ (/-  1)е2 . 143. — ! Отт/. 144.0 .145. -  2- * .

2 е

146. у  ■ 147 . л г 148. 0.149. I >0, лекин чегирмаларнинг йигинлиси 0 га 

тенг. 150. 1=0, лекин чегирмаларнинг йигиндиситЮ. 151. Д=-. 152. 27 я -

153. §*• 154. л/. 155. 156. 157. ||л. 158. 2л( ^2 - 1 ) 159. л/.
Va2 -1

160. 2nie-2°. 161. — • 162- »63. - 22Ц. arap 1а|<1
(a -b y  [a(a+b )f/2 1 -а 2

булса; агаР lf lM  булса; 0 (бош к.иймат), агар |о|=1; а*± 1 булса
а -\

я(а6 + 1) , ,
(а=± 1 булганда бош к,иймат мавжуд эмас). 1 6 4 . ------2' “ ’ агар |а|<1

1-0

л(а6+ 1) Л 1 —а
булса; —I— ч---- , агар о >1 булса: 2 6/ 2 1ч (бош к,иймат), агар

а (а - 1) а (а _1>

|о|=1, а*±1 булса (а=±1 булганда бош циймат мавжуд эмас). 165. 

^7 , агар п > 0 булса,
я! 166. л /signa (я=0 булганда интегралнинг бош-
0, агар п < 0 булса,

киймати 0 га тенг). 167. — 2nsign(Jma). 168. 169. л. 170. л. 171. - 2л ~

172. г .  173.0. 174. 175. Е .  176. я  1+я . 177. 2к
2 а а 1-а 1V
[О,arap п = 2k булса,

178

О, агар п = 2к булса,

179* ¥ f l T -  180. л2 !- "(—/)". 
2л -— -— —̂  , агар п = 2к + 1 булса. 3 v4 у

1 -0

181. f  182. 183. f  184. *  185. 186. 0.187. л V2 . 188. 4 ? .
о 2 4 12 3

189. 190. О 191. 192. . 193. - г т ^ - г г .  194. 195.0
4 27 4 а ab{a+b) 16 о
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196. -gra 1 b 2 . 197. 1 9 8 .0 .1 9 9 .---- ^ — . 200. а~" Д л  х
32 2ab\a+b)2 2 «sm f-  V b

,1-л (2.л -3 ) !! s in # -  л
Х Т я - Т Т г ' 201* -  — —  ■ 202- л«^ '+/-203- -  sin 1. 204. 0.205. л/е3- 10. 

л sin-5 ^П
_2

206. л(1 — /)е~3'-6. 207. - у ^ - -  2 0 8 . (cos 1 -  3 sin 1). 209. (3cosl+sinl).

210. J L - (2cos2 + s in 2). 211. Ke~2cos2.212. f  e“2(4 -e ) . 213. f  (e~‘ + e~3). 
2e J z

214.rt(e_3+^-,).215.rte_2(cos4—sin4).216. ;r<r3(cosl + ^ sin 1).217. ле~3( | cosl — 

—sin 1). 218. 219. 220. fe~a. 221. j^e~a. 222. f  <?'“*•

223.  к(? У 3-“+3) e~°. 2 2 4 . ---- r - r - [ £ - - V l  225 ‘ f f 2 s i n T -16o5 2 ( y V ) l  ° 3 L 2

/ 4 i
-  s in (|  -  | )je  2 . 226. ni. 227. -n i. 228. n(2sin2-3sin3).229. |  (cos 1 -  - L ) .

230. £  Ге“|а! -  sini all. 231. -  *  ■ - - L  . 232. да. 233. - л а . 234. л/. 235. -n i. 
L J ° t\a2

236. . К у р с а т м а .  Берилган интегрални \исоблаш учун 141 -чизма- 

да курсатилган Г рЛ ёпик контурни олиб, ушбу

*р ,R = i  Y  dz
Г Р *

белгилашни киритамиз. Бу интегралнинг к,иймати 0 га тенг, чунки —

функция Г к контур билан чегараланган со\анинг ичида голоморф. И к-  
кинчи томондан эса

0 = 1Рл = If dz* 1 1Г dz+ (1)Yp yR -x

—  функциянинг г= 0  нукта атрофидаги Лоран каторига ёйилмаси-
Z

нинг бош кисми -  га тенг булганлиги сабабли (чунки г= 0  нукта бу 

функция учун 1-тартибли кутб),
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булади. Бу ердаги #(г) функция г= 0  нуктада голоморф. Агар zeyp булса, 
унда г=ре™, 0 < ф < л, dz = /ре'4’ ва

о
| dz = j - j  +  \ g(z)dz = / j d<p + J g(z)dz = -/n + J
Гр Yp Yp * Yp Yp

булади. g(^) функция z~  0 нуктанинг атрофида чегараланган булгани 
учун (чунки у г = 0  нуктада голоморф) р->0 да \g(z)dz —> 0 булади. У

ip
\олда охирги тенгликдан ушбу

/г
lim I dz = -/л . . .
p- о./ г (2)

тенгликни \осил киламиз. Жордан леммасига кура 

lim [ = ОJ 7

булади. Ундан таш^ари

[ dx + f dx = [ ~g~'A dx = 2/ [
• ' X  J X  X  J X

~  = I  + g(z)

я-*- J г (3)
4 R

Jx
Я (4)

тенглик уринли Энди (1) тенгликдар ни 0 га, R  ни +°° га интилтириб 
лимитга угамиз (бунда (2), (3) ва (4)-тенгликлардан фойдаланамиз):

л
U = —гк + 0 + 2/ l im  [ dxо->0 J х

Бу тенгликдан

sinx dx = л
3 х 2

эканлиги келиб чикдци

237. К . 238. 239. п{е~°ь-  \ ). 240. (I -  е~аЬ ). 241. [2—<2+

'rab)e~ab\ 242. Ш 243. п(Ь-а). 244. 5 ■ 245. 3J: ■ 246. т  ■ 247. “ Т  ~2 ® -- 2/)
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- M l 248.  - V 1 249. I, = l2 = #46 2a 1 4

— . 251. I ( /?):Sm i : . 252. L  r f- O c o s  J5- 253. 1 r f i - l i  
ap aP P VP) 2 p p \p)

1 ' 1 1 яp~Z\ p cos 2p ' P булганда интегралнинг киймати у  !
2 5 4 ‘ p - i  V Р )

2 5 5 .-2 .25 6 . 1. 257. — 3.258. О 261. 1 262. 1.263. 5.264. 2.265. 1.266. 1.267.0.
268. 4.269, 5.270. 1.271.1. 272. 6.273. 3,274. 1.275. 0.276.0.277. п. 279. а) 1.
6) 3. 280. а) 0. б) 4. 281. 2. 282. п. 283. п. 293. К у р с а т м а .  Гурвицтеоре- 
масидан фойдаланинг. 297. К у р с а т м а .  Масала шартидан f(z) функ­
ция D со\ада чекли сондаги аг аг ..., ал нолларга ва Ьг Ь2.......  Ьт
кутбларга эга булиши келиб чикдди. Унда

{z- a s)...U~an) f  
/ U “ (j-4 ,).. .U-4u)/lU)

деб олишимиз мумкин. Бу ерда (5(D) ва. v  ге D учун /,(г)*0. Агар
<?(z)=(z—a,) ... (z—o j  j\(z) ва g{z)-—{z—bl) ... (z—b j  деб белгиласак, 
Ф(7) ва f i t ) функиияларнинг D сохадаги ноллари устма-уст тушади 
*амда масала шартидан у z e d D  учун |ф(г)|>1#(г)| тенгсизликнинг бажа-
рилиши келиб читали. У  \олда Руше теоремасига кура ф(г) (уз навба- 
тида fit)) ва q(z)+g(z) функцияларнинг D со\адаги ноллари сони тенг

б\;лади. Ушбу f(z) -  1 = тенгликдан эса исбот келиб чи-
\ Z -D \ ) . .\ Z -D m)

к,ади. 299. 0. 300. а) 2. б) i. 301. Х,ар бир квадрантда биттадан илдизга эга. 
302. И ккинчи ва учинчи квадрантларда иккитадан илдизга эга.

www.ziyouz.com kutubxonasi



А д а б и ё т л а р
1. Х у д о й б е р г а н о в  Г., Б о р и с о в  А., М а н с у р о в  X- Комп­

лекс анализ (маърузалар).—Т .  «Университет», 1998.
2 . С а ъ д у л л а е в  А . ,  М а н с у р о в  \ . у Х у д о й б е р г а н о в  Г . ,  

Б о р и с о в  А . ,  Р у л  о м о в  Р .  Математик анализ курсидан мисол ва 
масалалар туплами. 1-кисм. —Т . ,  «Узбекистан», 1993; 2-цисм, —Т .  «Узбе­
кистан», 1995.

3 . М а к с у д о в  Ш ., С ал ох,и дд и н о в М ., С и р о ж и дд и н о в С. 
Комплекс узгарувчининг функциялари назарияси. —Т . ,  «Укитувчи», 
1979.

4. М а к с у д о в  Ш . Аналитик функциялар назариясидан машкдар.— 
Т .  «Укитувчи», 1978.

5. В о л к о в и с к и й  J1. И. ,  Л у н ц  Г . Л . ,  А р а м а н о в и ч  И  Г .  
Сборник задач по теории функций комплексного переменного, 3-наш- 
ри. М ., «Наука», 1975.

6. Е в г р а ф о в  М . А . ,  Б е ж а н о в  К . А . ,  С и д о р о в  Ю . В . ,  
Ф е д о р  ю к М .  В . ,  Ш а б у н и н  М .  И .  Сборник задач по теории 
аналитических функций, 2-нашри. М ., «Наука», 1972.

7. А н г и ле й  ко  И . М . ,  К о з л о в а  Р . В .  Задачи по теории функ­
ции комплексной переменной. М инск, «Вышэйшая школа», 1976

8. М а р к у ш е в и ч  А . И . ,  М а р к у ш е в и ч  Л . А .  Введение в 
теорию аналитических функций, М ., «Просвещение», 1977.

9. С и д о р о в  Ю . В . ,  Ф е д о р ю к  М . В . ,  Ш а б у н и н  М .  И .  
Лекции по теории функций комплексного переменного. М ., «Наука», 
1976.

10. Л а в р е н т ь е в  М . А . ,  Ш а б а т  Б .  В .  Методы теории функ­
ций комплексного переменного, 4-нашри, М ., «Наука», 1973.

11. Ш а б а т  Б .  В .  Введение в комплексный анатиз, 2-нашри, I- к  
М .. «Наука», 1976.

12. П р и в а л о в  И .  И .  Введение в теорию функции комплексного 
переменного. М ., Госиздат физ.-маг. литературы, 1977.

396

www.ziyouz.com kutubxonasi



М УН Д А РИ Ж А

Суз бош и....................................................................................................................  3

/ б о б . Комплекс сонлар

1-§. Комплекс сон тушунчаси. Комплекс сонлар устида амал- 
лар.................................................................................................................5

2-§. Комплекс соннинг геометрик тасвири. Комплекс те- 
к и с л и к .......................................................................................................  10

3-§. Комплекс текисликда со\а............................................................... 19
4-§. Комплекс сонлар кетма-кетлиги ва унинг лимита .............. 31

II б о б . Комплекс аргументли функциялар

1-§. Комплекс аргументли функциялар, уларнинг лимита, уз- 
лу кс и зл и ги ..............................................................................................41

2-§. Ф ункциянинг дифференциалланувчилиги. Кош и-Риман  
шартлари................................................................................................. 55

3-§. \осила модули ва аргументининг геометрик маъноси 
Конформ акслантиришлар..............................................................71

III боб.  Элементар функциялар ва улар ёрдамида бажарнладиган
конформ акслантиришлар

1-§. Чизик^и ф ункция.................................................................................79
2-§. Каср чизик^и ф ункция......................................................................85

3-§. Даражали ф ункция............................................................................  100
4-§. Жуковский функцияси .................................................................... 105
5-§. е1 функцияси. Тригонометрик функциялар.............................. 114
6-§. Куп к,ийматли функциялар............................................................  132
7-§. Симметрия п р и н ц и п и ......................................................................  162

IV б о б . Комплекс аргументли функциянинг интеграли

1-§. Интеграл тушунчаси.......................................................................... 181
2-§. Коши теоремаси.................................................................................. 196

3-§. Кош ининг интеграл формуласи..................................................209

397

www.ziyouz.com kutubxonasi



V б о б . Каторлар

1-§. Сонли каторлар................................................................................... 220
2-§. Функционал каторлар...................................................................... 228
3-§. Даражали каторлар ............................................................................ 235
4-§. Лоран катори........................................................................................267

5-§. Ф ункциянинг яккаланган махсус нукталари......................... 279

VIбоб . Чегирмалар назарияси

1-§. Чегирмалар ва уларни х,исоблаш ................................................  292
2-§. Интегралларни чегирмалар ёрдамида \исоблаш .................. 303
3-§. Аргумент принципи. Руше теоремаси .......................................  330

Илова ........................................................................................................................  342
Жавоблар ва курсатмалар.................................................................................  351
Адабиётлар...............................................................................................................396

www.ziyouz.com kutubxonasi



Азимбой Саъдуллаев, Гулмирза Худойберганов, 
Хожиакбар Мансуров, Азизжон Борисов, Тохир Туйчиев

С БО РН И К  П Р И М Е Р О В  И  ЗАДАЧ 
ПО  М А ТЕМ А ТИ Ч ЕС К О М У  А НА ЛИЗУ

На узбекском языке

Учебник для студентов университетов

Издательство «Узбекистон»—2000.
Ташкент, 700129, Навои, 30.

Бадиий мухаррир Т. К,аноатов 
Техник мухаррир М. Хужалщулова 

Мусахлих Н Умарова

Теришга берилди 30.06.99. Босишга рухсат этилди 22.03.2000. Бичими  
84х 108732. «Таймс» гарнитурада офсет босма усулида босилди. 

Шартли бос.т. 21,0. Нашр т. 20,98. Буюртма № 952. 2000 нусхада чоп 
этилди. Бахоси шартнома асосида.

«Узбекистон» нашриёти. 700129, Тош кент, Навоий кучаси, 30. 
Нашр № 229-96.

Узбекистон Республикаси Давлат матбуот цумитаси, Тош кент матбаа 
комбинатида босилди, 700129, Тош кент, Навоий, 30.

www.ziyouz.com kutubxonasi



Математик анализ курсидан мисол ва масалалар тупла- 
ми/А. Саъдуллаев, Г. Худойберганов, Мансуров ва боищ. 
[3-китоб]: (Комплекс анализ).— Т .: Узбекистон, 2000.— 
400 б.

1. Саъдуллаев А. ва бошк,.

Кулланма университетлар \амда педагогика институтлари, шунинг- 
дек, олий техника укув юртларининг олий математика чукур дастур 
асосида укитиладиган факультетлари талабалари учун мулжалланган.

Кулланма ук,ув адабиёти Давлат таълим стандартининг бакалавр 
мутахассислиги Б .01.01.00 — «Математика», Б .01.02.00—«Татбикий ма­
тематика ва информатика» ва Б .01.03.00 — «Механика» йуналишлари- 
га мос келади.

Кулланма комплекс анализга кириш, элементар функциялар ва 
улар ёрдамида бажариладиган конформ акслантиришлар, комплекс 
узгарувчили функцияларнинг дифференциал ва интеграл \исоби мав- 
зуларини уз ичига олади. Кулланмада 2237 та мисол ва масалалар кел- 
тирилган булиб, уларнинг аксарияти батафсил ечим ва курсатмалар 
билан таъминланган.

Б Б К  22.161я73

№ 30-2000
Алишер Навоий номидаги 
Узбекистон Республикасининг 
Давлат кутубхонаси

www.ziyouz.com kutubxonasi




