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SO‘ZBOSHI

«Algebra va sonlar nazariyasi» fani pedagogika oliy o‘quv
yurtlarining «Matematika va informatika» yo‘nalishi o‘quv reja-
siga kiritilgan asosiy mutaxassislik fanlaridan biri bo‘lib, 1—V se-
mestrlar davomida o ‘gitiladi.

Mazkur o‘quv qo‘llanma Oliy va o‘rta maxsus ta’lim vazirli-
gi tomonidan tasdiglangan o‘quv dasturiga mos ravishda tayyor-
langan bo‘lib, u talabalarning egallagan nazariy bilimlari asosida
amaliy ko‘nikma va malakalar hosil gilishlariga garatilgan.

0 ‘guv goMlanma matematik mantiq elementlari, to‘plamlar va
munosabatlar, algebra va algebraik sistemalar, asosiy sonli siste-
malar, arifmetik vektor fazo, chizigli tenglamalar sistemasi, mat-
ritsalar, determinantlar, vektor fazolar, chizigli akslantirishlar,
chizigli tengsizliklar sistemasi, butun sonlar halgasida bo‘linish
munosabati, taggoslamalar, ko‘phadlar mavzusidagi modullardan
tashkil topgan bo‘lib, I-11 modullar I kursga, V111—XI1 modul-
lar 11 kursga va XII1 modul 111 kursga moMjallangan.

0 ‘guv go‘llanmada fan boflimlarining modullar bo‘yicha
jamlanganligi talabalarning bir bo‘lim yuzasidan nazariy va ama-
liy bilimlari orasidagi o‘zaro bog‘lanishiarni o‘matish, yaxlitligini
ta’minlash, ko‘nikma va malakalarni takomillashtirish, umum-
lashtirishga imkoniyat yaratadi. Mavzular bo‘yicha keltirilgan
amaliy topshiriglami bajarishda talabalarga metodik yordam sifa-
tida paragraflar boshida zaruriy nazariy ma’lumotlar hamda mi-
sol va masalalaming yechilish namunalari keltirilgan.

0 ‘quv go‘llanmadan nafagat pedagogika oliy o‘quv yurtlari,
balki «Algebra», «Sonlar nazariyasi», «Algebra va sonlar naza-
riyasi», «Algebra va geometriya» fanlari o‘gitiladigan ta’lim
muassasalari matematika ta’limi jarayonida foydalanish mumkin.



| MODUL. MATEMATIK MANTIQ
ELEMENTIJAM

rO#r
I-§. Mulohaza. Mulohazalar ustida mantiq amallari

Jj Asosiy tushunchalar: mulohaza, rost mulohaza, yolg‘on
mulohaza, konyunksiya, dizyunksiya, implikatsiya, ekvivalen-
siya, inkor, rostlik jadvali.

Mulohaza matematik mantigning asosiy tushunchalaridan
bo‘lib, u rost yoki yolg‘onligi bir giymatli aniglanadigan darak
gapdir. Masalan, «Kvadrat to‘g‘ri to‘rtburchakdir», «2>5» kabi
tasdiglar mulohazalar bo'lib, birinchi mulohaza rost, ikkinchi
mulohaza esa yolg‘on mulohazadir.

Berilgan A mulohaza rost bo‘lganda yolg‘on, A mulohaza
yolg‘on bolganda rost bo‘ladigan mulohaza A mulohazaning in-
kori deyiladi va ~U yoki A orgali belgilanadi.

A va B mulohazalar rost bo‘lgandagina rost bo‘lib, golgan
hollarda yolg‘on bo‘ladigan mulohaza A va B mulohazalarning
konyunksiyasi deyiladi va A = B yoki A & B ko‘rinishda belgi-
lanadi.

A va B mulohazalar dizyunksiyasi deb, A va B mulohazalar-
ning ikkalasi ham yolg‘on bo‘lgandagina yolg‘on, golgan hollar-
da rost bo‘ladigan Av B mulohazaga aytiladi.

A va B mulohazalar implikatsiyasi deb, A mulohaza rost va B
mulohaza yolg‘on bo‘lgandagina yolg‘on, golgan hollarda rost
bo‘ladigan A => B mulohazaga aytiladi.

A va B mulohazalar ekvivalensiyasi deb, A va B mulohazalar-
ning ikkalasi ham yolg‘on yoki ikkalasi ham rost bo‘lganda rost,
golgan hollarda yolg‘on bo‘ladigan A 0 B mulohazaga aytiladi.

Yuqorida ta’riflangan amallar rostlik jadvali quyidagi ko*‘-
rinishda bo‘ladi.

Misol. V(x,y,z e Z)(X":y a y':z =Xx":z) mulohazaning rost
yoki yolg‘onligini aniglang.

Yechish. Berilgan mulohaza konyunksiya hamda implikatsiya
amallari yordamida hosil gilingan. Bu mantiq amallarining ta’rif-
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lariga ko‘ra garalayotganx':y a y :z =>x":z mulohazaxly ny :z
rost va X:z yolg‘on bo‘lganda yolg‘on, boshga hollarda rost. Har
bir mulohazaning rostlik giymatini aniglaymiz.

x:..y predikat butun sonlar to‘plamida olingan har ganday
(x, y) juftlikda rost mulohaza bo‘lmaydi. Masalan, x = 1,y = 2

y\z predikat butun sonlar to‘plamida olingan har ganday
(y, 2) juftlikda rost mulohaza bo‘lmaydi. Masalan, y = 2, z —3.

x\z predikat butun sonlar to‘plamida olingan har ganday
(X, 2) juftlikda rost mulohaza boMmaydi. Masalan, x = 1,2=3.

Quyidagi holatlami garab chigamiz:

1) \/(x,y,zeN)(x":yAy\z*>x:z) mulohazadagiV(x,y,z g
e N)(x:y) mulohaza yolg‘on. U holda konyunksiya va impli-
katsiya amallari ta’rifiga ko‘raV (x,y,z &N){x:y ny :z =>x:z)
mulohaza rost.

2)V(X,y,z e N)(x":y Ay:z=>x:z) mulohazadagiV(x,y,z g
gN)(y\z) mulohaza yolg‘on. U holda konyunksiya va im-
plikatsiya amallari ta’rifiga ko‘raV (x,y,z g 7V)(x\yAy\z"x':z)
mulohaza rost.

3)\V/(x,y,zsN)(x:y Ay:z=>x:z) mulohazadagi V(x,y,z e
gN)(x\z),y(x,y,z g N)(y':z) yolg‘on. U holda konyunksiya
va implikatsiya amallari ta’rifiga ko‘raV(x,y,z g N)(x\y a
Ay:z=>x\z) mulohaza rost.

4V (X,],zg7V)(x:jaj:z) rost bo‘lsa, \/(x,y,zeN)(x\y)
vaV(x,y,z e N)(y\z) lar bir vaqgtda rost.x\y vay\z bo‘lsa, u
holda sbunday/t, 1g N sonlar topiladiki, x —y mk way —z ' I,
Bundan x =y ek =(z ml) *k =z M1+K). Demak, x:z implikat-
siya ta’rifiga ko‘ra, bu holda ham berilgan \f(x,y,z g N)(x":y n
ny :z =>x:z) mulohaza rost.

Demak, berilgan mulohaza rost mulohaza.



v Misol va mashglar

1. Quyidagi gaplarning gaysilari mulohaza bo‘ladi?

1.1. ABCD to‘rtburchakning yuzi A'B'C'D" to‘rtburchakning
yuziga teng.

1.2. Tomonlari teng Parallelogramm rombdir.

1.3. Berilgan uchburchaklar o *xshash.

1.4. Har ganday tub son toqg.

15. V3 —irratsional son.

1.6. Yashasin 0 ‘zbekiston yoshlari!

1.7. 2 ga garama-qarshi son mavjud emas.

1.8. 5 ning butun bo‘luvchilari 4 ta.

1.9. —1 kompleks son.

1.10. 6 soni 3 ga karrali son.

1.11. Oyda hayot mavjud.

1.12. Ertaga qor yog‘adi.

1.13. Guruhdagi talabalar soni 20 nafar.

1.14. Sirdaryo Orol dengiziga quyiladi.

1.15. Siz qaysi oliygohda o“qiysiz?

1.16. 0 ‘zbekiston Mustagqilligining 15 yilligi muborak bo“Isin!

1.17. Har ganday son musbat.

1.18. 0 har ganday hagigiy songa bo‘linadi.

1.19. 2, 3, 5 sonlari tub sonlar.

1.20. Barcha insonlar yoshi 20 da.

1.21. Galaktikamizda shunday sayyora borki, unda hayot mavjud.

1.22. 5 soni 25 va 70 sonlarining eng katta umumiy bo‘luv-
chisidir.

123. 3c3- 5y +9.

2. Mulhazaning rost yoki yolg‘onligini aniglang:

2.1. 2e{x| 2x3—3x2+ 1=0, x e R}.

2.2. 1966-yil Toshkentda yer gimirlagan.

2.3. 8-mart dam olish kuni.

25 {1, 1,2}c{ x\x3+ x2—x —1=0,x e Z}
26.2<3



2.7. 10 ning natural boluvchilari 2 ta.

28.2m2 <4,

2.9. [4, 12, 24]=24.

2.10. Gipotenuza to‘g‘ri burchakli uchburchakning eng uzun
tomoni.

3. Quyidagi mulohazalarning inkorini ifodalang:

3.1. 15 soni 5 songa bo‘linadi.

3.2. Oy Yerning yo‘ldoshi.

33.2>3

34.5+ 3< 10

3.5. i —mavhum son.

3.6. ABCD to‘rtburchak —romb.

3.7. n —juft natural son.

3.8. Shunday hagigiy son mavjudki, u juft son.

3.9. Barcha natural sonlar musbat.

3.10. Barcha natural sonlar birdan katta.

4. Biri ikkinchisining inkori bo‘lgan mulohazalar juftligini
aniglang:

41.2<3, 3<2

42.5 < 4,5>4,

4.3. «4 —murakkab son», «4 —tub son.

4.4. «Shunday natural son mavjudki, u tub son», «Barcha
natural sonlar murakkab sonlardir».

4.5. «6 ning barcha natural bo‘luvchilari tub sonlardir»,
«6 ning kamida bitta natural bo‘luvchisi murakkab son».

4.6. «<ABC —to‘g‘ri burchakli uchburchak», «ABC — o‘tmas
burchakli uchburchak».

4.7. «f—toq funksiya» , «/—juft funksiya».

4.8. «Barcha tub sonlar tog» , «Shunday tub son mavjudki, u
juft».

4.9. «lrratsional sonlar mavjud», «Barcha sonlar ratsional
sonlardir».

5. Quyidagi mulohazalarning rostlik shartlarini mulohazalar
dizyunksiyasi yoki konyunksiyasi orgali ifodalang:

51 x ey* Q.

52. x ey =0.



5.3. X2 + y2* 0.

54. * =0.

y

55. [x] <6

56. W\ =4m

6. Quyidagi mulohazalarning rostlik giymatlarini aniglang:

6.1. Har ganday natural son yo tub, yo murakkab.

6.2. Shunday natural son mavjudki u ham tub, ham juft son.

6.3. 2 ga teng bo‘lmagan son yoki 2 dan katta, yoki 2 dan ki-
chik bo‘ladi.

6.4. Agar uchburchak teng tomonli bo‘lsa, u teng yonli
bo‘ladi.

6.5. Agar to‘rtburchak romb bo‘lsa, u kvadrat bo‘ladi.

6.6. Agar 15 : 5, u holda 15 < 4.

6.7. Agar x2—4 bo‘lsa, u holda x —2 vax ——2

6.8. Natural son 6 ga bo‘linadi, fagat va fagat shu holdaki,
agar u 2 ga va 3ga bo‘linsa.

6.9. Ikkita uchburchak teng bo‘ladi, fagat va fagat shu holda-
ki, agar ularning mos tomonlari teng bo‘lsa yoki ularning mos
burchaklari teng bo‘lsa.

6.10. Berilgan butun sonning butun bo‘luvchilari kamida
to‘rtta bo‘lsa, u murakkab son bo‘ladi.

7. A orgali «10 soni 5 soniga bo‘linadi», B orgali «10 soni
3 soniga bo‘linadi» mulohazalar belgilangan bo‘lsa, u holda
quyidagi mulohazalarni o‘ging va ularning rostlik giymatlarini
aniglang:

71. AaB.

7.2. Aw B.

7.3. ~\Aa B.

74. A. 5.

75 M a AB

76. ANB.

7.7. B=>A.

7.8. M">B.

7.9. 1B=>A.

7.10. AoB.



7.11. 1401B.

7.12. BBoM.

8. Quyidagi mulohazalarni sodda mulohazalarga ajrating.
Sodda mulohazalarni harflar yordamida belgilab, berilgan
mulohazalarni ular yordamida ifodalang.

8.1. Agar berilgan funksiya juft ham emas, toq ham bo‘l-
masa, u holda u yoki juft funksiya, yoki tog funksiya bo‘ladi.

8.2. Agar berilgan son 3 ga bo‘linsa va 5 ga bo‘linmasa, u
holda bu son 15 ga bo‘linmaydi.

8.3. Ketma-ket kelgan uchta natural sonning kamida bittasi
tog son bo‘ladi.

8.4. Har ganday natural sonni 3 ga bo‘lganda yoki 0, yoki 1,
yoki 2 qoldiq goladi.

9. Birvaqtda Aa B —rost, Aa C —yolg‘on, (Aa B)a]C —
yolg‘on bo‘luvchi A, B, C mulohazalar mavjudmi?

1® Berilgan shartlar asosida quyidagi mulohazalarning rost-
lik giymatini aniglash mumkinmi? Agar mumkin bo‘lsa, mulo-
hazaning rostlik giymatini aniglang.

10.1. (A=>R)=>Q C —rost mulohaza.

10.2. A a(B=>Q, (B=>Q —yolg‘on mulohaza.

10.3. Av(B =>Q, B —yolg‘on mulohaza.

10.4. \ A vB)<5>(\A'AB), A —rost mulohaza.

10.5. {A =>B)=>(\BvT4), B —rost mulohaza.

10.6. (AaB)=>(Av @, A —yolg‘on mulohaza.

% Takrorlash uchun savollar

1 Mulohaza deb ganday gapga aytiladi? Har ganday o‘tgan
zamon darak gapi mulohaza bo‘la oladimi? Kelasi zamon darak
gaplari-chi?

2. Mulohazalar konyunksiyasi nima? U ganday o‘qiladi?
Rost konyunksiyaga, yolg‘on konyunksiyaga misollar keltiring.

3. Mulohazalar dizyunksiyasi nima? Qanday o‘giladi? Rost
dizyunksiyaga, yolg‘on dizyunksiyaga misollar keltiring.

4. Mulohazalar implikatsiyasi nima? U ganday o ‘giladi? Rost
implikatsiya, yolg‘on implikatsiyaga misollar keltiring.



5. Mulohazalar ekvivalensiyasi nima? U ganday o‘giladi?
Rost ekvivalensiyaga, yolg‘on ekvivalensiyaga misollar keltiring.

6. Mulohaza inkori nima? Qanday o‘giladi? Rost inkorga,
yolg‘on inkorga misollar keltiring.

7. Mantiqiy amallarning bajarilish tartibini ayting.

8. Rostlik jadvali nima?

2-8. Formula. Teng kuchli formulalar. Mantiq gqonunlari

[ Asosiy tushunchalar. mulohazaviy formula, rostlik giymatlar
tizimi, formulaning rostlik jadvali, teng kuchli formulalar,
aynan rost formula, tavtologiya, mantiq qonuni, aynan
yolg‘on formula, ziddiyat, bajariluvchi formula.

1) Har ganday mulohaza formuladir.

2) Agar A, B lar formula bo‘lsa, u holda

(1A), (A a B), (Av B), (A=>i?), (AoB) lar ham formuladir.

A formula fagat Av ..., Anmulohazalardan hosil gilingan
bo‘lsin, u holda A formulani A (Av ..., An) ko‘rinishida yozib
olamiz va Av ..., Anrnulohazalarni elementar mulohazalar dey-
miz. Har bir Ak (k=1, n) mulohaza 0 yoki 1 giymatlarni gabul
gilishi mumkin. Ak mulohazaning gabul giladigan giymati /¢bo'l-
sin, u holda (/,, ..., i —n lik Av ..., An—mulohazalarning
gabul giladigan giymatlari tizimi deyiladi.

A va B formulalar tarkibiga kirgan barcha mulohazalar Av ~ An
lardan iborat bolsin. Agar Av ..., “mulohazalarning barcha
(/,, ..., in) giymatlari tizimida A va B formulalar bir xil giymatlar
gabul qgilsa, u holda bu formulalar teng kuchli formulalar deyiladi
va A=B ko‘rinishida belgilanadi.

Formulada gatnashgan mantig amallari soni formulaning
rangi deyiladi.

1 A formula —A mulohazadan iborat bolsa, uning formu-
laosti fagat uning o‘zidan iborat.

2. Agar formulaning ko‘rinishi A * B dan iborat bolsa, u
holda uning formulaostilari A, B, A * B lar hamda A va B lar-
ning barcha formulaostilaridan iborat boladi. Bu yerda « — a, v,
=>, <>amallaridan biri.
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Agar formulaning ko‘rinishi JAbo‘lsa, uning formulaostilari
A formula, A formulaning barcha formulaostilari va ]JA ning oxi-
dan iborat.

A formula, shu formula tarkibiga kirgan barcha mulohazalar-
ning gabul qgilishi mumkin bo‘lgan barcha giymatlari tizimida
rost bolsa, bu formula aynan rostformula yoki mantiq gonuni,
yoki tovtologiya; mulohazalarning kamida bitta giymatlari tizimi-
da rost qiymat gabul qgilsa, bajariluvchi formula; barcha giymat-
lari tizimida yolg‘on giymat gabul gilsa, aynan yolgn formula
yoki ziddiyat deyiladi.

1-misol. (Aa B =A . C) formulaning turini aniglang.

Yechish. Berilgan formulada uchta A, B, C mulohazalar
gatnashganligi sababli, ularning giymatlar tizimlari 23 = 8 ta
boladi. Formulaning rostlik jadvaliga 8 ta tizimni tartib bilan
joylashtiramiz. Mantiq amallarining bajarilish tartibiga ko‘ra awal
A a B konyunksiyani, keyin A v C dizyunksiyani va nihoyat ho-
sil gilingan formulalarning implikatsiyasini bajaramiz. Ya’ni
amallaming ta’riflariga ko‘ra mos ustunlami to‘ldiramiz. Natijada
quyidagi rostlik jadvali hosil bo‘ladi:

A B C AaB Av C AaB—=Av C
1 1 1 1 1 1
1 1 0 1 1 1
1 0 1 0 1 1
1 0 0 0 1 1
0 1 1 0 1 1
0 1 0 0 0 1
0 0 1 0 1 1
0 0 0 0 0 1

Formulaning rostlik jadvalidagi oxirgi ustun —formulaning
rostlik giymatlar ustuni fagat rost giymatlardan iborat bolganli-
gi uchun berilgan formula aynan rost (tavtologiya, mantiq qonu-
ni), degan xulosaga kelamiz.

2-misol. Berilgan 1(A a B), A+ ~\Bformulalar teng kuchli
ekanligini isbotlang.

u



Yechish. Berilgan formulalar teng kuchli ekanligini isbotlash
uchun rostlik jadvallari tuzamiz:

A B AnB JIAnB) A B 1A ~UvIB
1 1 1 0 1 1 0 O 0
1 O 0 1 1 0 0 1 1
0O 1 0 1 O 1 1 o0 1
0O O 0 1 O 0 1 1 1

Formulalaming rostlik jadvallaridagi formulalar rostlik giy-
matlari ustunlari mos tizimlarda bir xil ekanligidan berilgan for-
mulalarning teng kuchli ekanligi kelib chigadi.

Formulalaming teng kuchli ekanligini isbotlash uchun bitta
rostlik jadvalini tuzish ham mumekin:

A B ANB Xane) 1A 18 IAvIB
1 1 1 0 0 0 0
1 0 0 i 0 1 1
0 1 0 [ 1 0 1
0 0 0 i 1 1 1

Hosil bo‘lgan 4- va 7- ustunlardagi rostlik giymatlarini solish-
tirib, berilgan formulalaming teng kuchli ekanligiga ishonch ho-
sil gilamiz.

3-misol. A<=>B =A/\B\/A a B tengkuchlilikni asosiy teng
kuchliliklar yordamida isbotlang.

Yechish. Asosiy teng kuchliliklardan foydalanib, quyidagi
teng kuchli formulalar ketma-ketligini hosil gilamiz:

Ao B=(A=B)n(B=A)=LAVB)n(1BVA)=

=(CAVB) AB)V((14vB)nA) =(Aa~BV(@BalB)v
v (1"a ~)v (Sa”™)e (1™a 15)v Ov Ov (5a 4)e

3 (1A A]l5) V(B AA).
Misol va mashglar

1. Quyidagi ifodalaming qaysilari mulohazaviy formula bo ‘ladi?

11. A(B=>C).
12



12. (M V(A 1 C)) «(]£>)).
13. A*(B aD"C).
14. (Aw(BaC))"D.

5 Dy ( NN Ra~\A.
16 (< ) Vo =1 - @)
2. Quyidagi ifodalarga gavslami turli xil joylashtirish yorda-
mida mulohazaviy formulalar hosil qiling:
2.1. AaB=>C.
22. A=BaC=>IC.
23. 1AolIBvC aB.

24. 1A a B=>C.
3. Berilgan formulalaming barcha gismformulalarini aniglang:

3.1 (N o B)a (IC)) = (N vS)=>i)=> (IC))).
3.2. ((U VB) V(1C)) » (/) V((LB) VC))) »
3.3. (((1n) «m (AB) V(C nB)) m

34. ((1(¢o (1CBvC(C))))a b)-

35. (((A =B)a(C =A)) V(B . (10))).

3.6. (d(("U) « C)a5))v((AvC)o C)).

37. (Ao O™ v (W) (2C))).

38. ((B=(((1,6) VM) n O) « (14))).

4. Quyidagi formulalaming turini aniglang (formulalaming
tashqi gavslari tushirib qoldirilgan):

41. (I(Zv 7) =1 (Xa 7)).

42. (X=>Y)=(1 7=» 1X).

43. ](X=> (Y=>X)) . Z

44, 172=> (Z=>T7)VZ

45 1(1™ YY) =((la Z2) = ( Fa Z».

46. (Ja Y) =>27Z<= (7=> 2).

47. (la7) >Z<=> (Xal Z2)=>U

48.1(1=>7)o | aU

49. (f=>7) n 1 7=>1X

410. (Z=>Y) = (la Z=> Fa 2).

411. (Z=>7)n (Z=> 7)) =>(laz="7n 7).

412.1(b 7))« QUT=Y)V1(7T=>1)).

13



413. (Xa Y) =>(Za! Zz=>1v Z).

414. (X0 Y) (Xr>Y) a (Y=>X).

5. 4-misolda keltirilgan formulalar ranglarini aniglang.

6. Quyidagi formulalarning aynan rost ekanligini isbotlang:
6.1. (Ao B) (JA<>=1B).

6.2. (A=B) = (A =>(/?=> C)) = (A= 0(C)).

6.3. (A"B)=> ((B"A)=> (A0 B)).

64 =C)=>(04v B)=(Cv)5)).

7. Quyidagi formulalarning aynan yolg‘on ekanligini isbotlang:
71. Aa (Ba (\Av~\ B)).

721 (L (AvB) =1 ab)).

73. 1 (A = (B =>>i)).

741 =>C)=(E=C)=(Av 5=>0).
75.1(4=>B) ((Aa. C)=(fla ).

8. Quyidagi formulalarning gaysilari bajariluvchi ekanligini

aniglang:

8.1 1(A=1A).

82. (A=B) = (5 =>"M).

83. (5=>(4a0O0)al((Av C)=¢£)

84.1((Ao I£)v C)a

85 (A By=((Cviu)~r(5al bH)).

9. Rostlik jadvali yordamida quyidagi formulalar tavtologiya

ekanligini isbotlang:

14

9.1. (;4v(ly4)) (uchinchisini inkor qgilish gonuni).

9.2. (I(A (ziddiyatni inkor cjilish cjonu.nl).

9.3. ((1(1,4)) o a) (go‘sh inkor gonuni).

94. (A =A) (ayniyat gonuni).

95. ((Aa A) A) (konyunksiyaning idempotentlik gonuni).
9.6. ((Av A) <>A) (dizyunksiyaning idempotentlik qonuni).
9.7. ((A=5) ((13) =1l/ijlj (kontrapozitsiya gonuni).
9.8. (U =>B)<=>((W VvS)).

9.9. (U 5)0 (U B)a (BrA))).

9.10. ((~a(uvi)) <A) (yutilish gonuni).

9.11. (™4a (Bv A)) <>A) (yutilish gonuni).



9.12. (OU nb5)) o ((lv4) V(15))) (de Morgan gonuni).

9.13. (1Uv5)) <=((1"4) a(1le)) (de Morgan gonuni).

9.14. (UvS) <>(ao0 =>«)).

9.15. (™4=B)a (B =C)) = (A =C)) (tranzitiv xulosa
qoidasi).

916. (A B)«m((1n)o(|5))) (garama-garshilikgonuni).

9.17. (U B)<*>(BnA)) (konyunksiyaning kommutativlik
gonuni).

9.18. (04 B) <=(B VA)) (dizyunksiyaning kommutativlik
gonuni).

9.19. ((bl n B)nC) <=(A n(B n C))) (konyunksiyaning as-
sotsiativlik qonuni).

9.20. ((UvAE)vC) o (AV(BVCQ))) (dizyunksiyaning as-
sotsiativlik gonuni).

9.21. ((Aa(BvQC)<=>((AaB)v (AaC))) (konyunksiya-
ning dizyunksiyaga nisbatan distributivlik gonuni).

9.22. ((AV(BaC))<>((AVB)a(AvC(C))) (dizyunksiya-
ning konyunksiyaga nisbatan distributivlik gonuni).

10. Quyidagi tengkuchliliklami isbotlang (mulohazaviy for-
mulalarning tashqi gavslari tashlab yuborilgan):

10.1. AaA =A.
102. AVA™A.
10.3. AVIALL.
10.4. AaJA=0
105. AVO"A.
106. *v U I.
10.7. N 0=0.
108. Aa!=A.
10.9. 11A =A.
10.10. AaB "B aA.
10.11. AVB=BVA.
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10.12. NTnCBv ) M .

10.13. Av {BAA) =A.

10.14. A=>B"\AwB.

10.15. Ao B=(A" B)n{B A).

K0.16. J1(A”B) ZhnAs .

10.17. MA n B) =~\Av\B.

10.18. (AnB)nC "An(BnC).

10.19. (AvB)vC=Av(BvC).

1020. An(BvC)=(AnB)vU nC).

1021. Nv(bnC)=U vB)n (AvC).

11. 10-misoldagi tengkuchliliklar yordamida quyidagi formu-
lalarni soddalashtiring (mulohazaviy formulalarning tashqgi gavs-
lari tashlab yuborilgan):

11.1. 1(1AvB)=>((AvB)=>A).

112. 1(b4ni8Mu=>0)nn).

11.3. (A=>B)n(B=> A)a (Av B).

114. (A=B) (B=1A)» (C=1).

115. UaC)v UalC)v (BAC)v (1,4 AB AC).

11.6. 1(U=> A)n(A=>Db4)).

12. Teng kuchli almashtirishlar yordamida quyidagi formula-
lami shunday almashtiringki, natijada hosil bo‘lgan formulalarda
fagat 1va n amallari gatnashsin:

12.1. (Av B)=> (1A=> ().

122. (1LA=B)v 1(A=B).

123. (AvBv C)=A)v C

24 (=) =>C)=1+4

125. (v (A=> C)) = A

13. Teng kuchli almashtirishlar yordamida quyidagi formula-
lami shunday almashtiringki, natijada hosil bo‘lgan formulalarda
fagat 1va v amallari gatnashsin:

131. (A=>B)"(B n Q.

132. 1An1B)=(Aab).

133. ((1nnl1 v C)=>(CnliA);

134. (N= B n O) =1 B = 1/1)) =>15;

135. (N=B)n(5=Q) =U1= 0-



14. Quyidagi formulalarning inkorini toping:

141. (Aa(Pv]Q) vOA aB)

142. ((I1"alPalQ v”™ alQalPalP.

143. ((LAa(1PvO)vDalQvVv(lRa (Pv 1F)).

144. (Aa (] Bv(1Caf))viQacP

15. Teng kuchli almashtirishlar yordamida quyidagi formula-
laming ziddiyat ekanligini isbotlang:

151. (A=B)a(P=A)a((AalB)v (LAaP)).

152 (04a 1P) =>(1Av (4a P))) a (1P Vv ((4AP)) =>4 AIP)).

153. ("=P)a(B=0)=1¢=Q.

154 (A=P)a (A 1P)aA

155. (Aal1lP)v (Aal1C)) <>(™M=P)a U= 0).

[7~] Takrorlash uchun savollar

1. Mulohazaviy formula ta’rifini ayting va misol keltiring.

2. Mantiqiy amallami bajarilish tartibi ganday?

3. Mulohazalarning gabul giladigan giymatlar tizimi nima?
Ularning soni nimaga bog‘lig?

4. Formulaning rostlik jadvali ganday tuziladi?

5. Teng kuchli formulalarga ta’rif bering.

6. Formulalarning teng kuchli ekanligi ganday isbotlanadi?

7. Aynan rost, aynan yolg‘on, bajariluvchi formulalar ta’rif-
larini ayting.

8. Tavtologiya, ziddiyat, mantig qonuni ta’rifini ayting.

9. Asosiy tengkuchliliklardan gaysilarini eslab qoldingiz?

10. Teng kuchli formula bilan mantig gonuni orasida ganday
bog‘lanish bor?

3-8. Predikatlar. Kvantorlar

| Asosiy tushunchalar: predikat, bir o‘zgaruvchili predikatning
giymatlar sohasi, predikatning rostlik sohasi, predikatlar kon-
yunksiyasi, dizyunksiyasi, implikatsiyasi, ekvivalensiyasi,
predikat inkori, umumiylik kvantori, mavjudlik kvantori,
predikatli formula.
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M to‘plamning a elementi haqgida aytilgan tasdiqgga a ning
o‘rniga M ning aniqg bitta elementini qo‘ysak mulohaza hosil
bo‘lsa, bunday tasdiglami bir o zgaruvchili mulohazaviy formula
yoki bir o2zgaruvchili predikat deb ataymiz. n ta xv ..., xn
o°‘zgaruvchilarga bog‘lig R(x{ ..., xn) tasdig berilgan bo‘lsin. U
holda x,, ..., xno‘zgaruvchilarning mazmunga ega bo‘ladigan
giymatlar to‘plami, shu o‘zgaruvchilarning yo1 go¥iladigan qiy-
matlari sohasi deyiladi. Agar R(xv ..., xn) tasdiq X,, ..., Xn0‘zga-
ruvchilaming yo‘l qo‘yilishi mumkin boMgan har ganday giymat-
larida mulohazaga aylansa, n o zgaruvchili predikat yoki n o z-
garuvchili mulohazaviy formula deyiladi. Bu yerda n= 0, 1, 2 va
hokazo manfiy bo‘Imagan butun giymatlar gabul giladi. 0 o‘rinli
predikat sifatida mulohaza tushuniladi.

to‘plamda aniglangan bir o‘rinli R(x) predikat berilgan
bo‘lsin, u holda R(x) predikatning inkori deb har ganday x e M
element uchun R(x) predikat rost bo‘lganda yolg‘on bodadigan;
R(x) yolg‘on bo‘lganda rost bo‘ladigan ] R(x) predikatga aytiladi.
Ya’ni M ning ixtiyoriy elementi uchun

(J R)(x) = 1 (R(x)) tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Xuddi shunday M* 0 to‘plamda aniglangan P(x) va Q(x) bir
o'rinli predikatlar uchun a, v, =, o amallari quyidagi tenglik-
lar yordamida aniqlanadi:

(Ra Q) = R(X) a QX);
(Rv Q) = RX) v Q(x);
(R Q)X =R(X) " QX);
(/1?70 ®(x) = R(X) 0 Q(X).

M* 0 tofplamda aniglangan R(x) predikat berilgan bo‘lsin,
u holda R(x) predikatni rost mulohazaga aylantiradigan x ning M
to‘plamga tegishli barcha elementlarini ~orgali belgilaymiz. Erni
R(x) predikatning rostlik sohasi deyiladi.

VXR(x) ifoda, M to‘plamning barcha elementlari uchun R(x)
rost bo‘lganda rost, M to‘plamning kamida bitta x0 elementi
uchun R(x0 yolg‘on bo‘lganda yolg'on bo‘ladigan mulohazadir.
Bu yerdagi V belgi umumiylik kvantorini bildiradi.

3xR(x) mulohaza bo‘lib, M to‘plamning kamida bitta x0
elementi uchun R(x0) rost bo‘lganda rost, golgan hollarda, ya’ni
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M to‘plamning barcha elementlari uchun R(x) yolg‘on boMgan-
da yolg‘on bo‘ladigan mulohazadir.

R(x, y) butun sonlar to‘plami Z da aniglangan «x+.y>0» maz-
munidagi predikat bo‘lsin, u holda:

\IX\lyR(x, y) — «ixtiyoriy ikkita butun son yig‘inidisi musbat
bo‘ladi» —yolg‘on mulohaza;

\/x3yR(x, y) —«har ganday butun son x uchun shunday
y butun son mavjud bo‘lib, ulraning yig‘indisi musbat» —rost
mulohaza;

3xVyR(X, y) —«shunday x butun son mavjud bo‘lib, uning
ixtiyoriy y butun son bilan yig‘idisi musbat» —yolg‘on mulohaza;

3x3yR(X, y) —«shunday x va y butun sonlar mavjudki, ular-
ning yig‘indisi musbat» —rost mulohaza bo‘ladi.

1-misol. Dekart koordinatalar tekisligida x < 3a x > —la
a}>< 3a y >1predikatning rostlik sohasini tasvirlang.

Yechish. Berilgan ikki o‘rinli predikat to‘rtta bir o‘rinli predi-
katlarning konyunksiyasidan tashkil topgan. Konyunksiya amali-
ning ta’rifidan, predikatlardagi ikkala o‘zgaruvchi o‘rniga gqiymat-
lar berganimizda, ularning barchasini rost mulohazaga aylanti-
ruvchi x va y laming qiymatlari berilgan predikatning rostlik
sohasi bo‘ladi. Buning uchun har bir predikatning rostlik soha-
larini aniglab, ularning kesishmasini topamiz (chizmaga q.)

Hosil bo‘lgan chizmadagi ABCD to ‘rtburchakning ichki nug-
talari berilgan predikatning rostlik sohasi bo‘ladi.



2-misol. M= {1, 2, 20} to‘plamda quyidagi predikatlar
berilgan: A(X): «(x : 5)»; B(X): «x —juft son»; C(X): «x —tub
son»; D(x): «x 3 ga karrali». A(x) a B(x) = C(x) v D(x) predikat-
ning rostlik sohasini toping.

Yechish. K orgali M to‘plamning A(x) a B(x) predikatni rost,
C(x) v D(x) predikatni yolg‘on mulohazaga aylantiradigan ele-
mentlarini belgilab olamiz. Mantiq amallarining ta’rifiga ko‘ra
berilgan predikatning rostlik sohasi M to‘plamdan K to‘plamni ayi-
rishdan hosil bo‘lgan to‘plamdan iborat. K to‘plamni aniglaymiz:

1) A(X) a B(x) predikat rost mulohazaga aylanadigan giymat-
lar to‘plami A(x) va B(x) predikatlarni bir vaqtda rost mulohaza-
ga aylantiradigan M to ‘plamning elementlari, ya’ni Ax= {5, 10,
15, 20} va Bx= {2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20} to‘plamlar-
ning kesishmasidan iborat. Bu tofplamni Mxorqali belgilaymiz:

MI=A1n Bx= {10, 20}.

2) C(x) v D(x) predikat C(x) va D(x) predikatlar bir vaqgtda
yolg‘on mulohazaga aylanadigan M to ‘plamning giymatlarida
yolg‘on mulohaza bo‘ladi. U C1'= {1, 4, 6, 8, 9, 10, 12, 14, 15,
16, 18, 20} va Dj={1, 2, 4, 5, 7, 8, 10, 11, 13, 14, 16, 17, 19, 20}
to‘plamlaming kesishmasidan hosil boMgan M2 = {1, 4, 8, 10, 14,
16, 20} to‘plamdan iborat.

Demak, K —Mxn M2 = {10, 20} to‘plamdan iborat. U hol-
da M\K berilgan A(x) a B(x)  C(xX) v D(x) predikatning rostlik
sohasi.

Misol va mashglar

1. Quyidagi gaplardan qaysilari predikat ekanligini aniglang:

1.1. Natural sonning natural bo‘luvchilari fagat ikkita bo‘lsa,
u tub son bo‘ladi.

1.2. «x —mevali daraxt» (x daraxtlar to ‘plamining elementi).

1.3. «Nargizaning yoshi 18 da».

14, «x+y = 5», (X, yeN).

15. «x + yi —mavhum son», (X, y&R).

16. «x3+ 3x —4», (xeZ).

1.7. «xvay bir sinfda o‘qgiydi», (X, y o‘quvchilar to‘plamining
elementlari).
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1.8. «x vay o‘xshash» (x, y geometrik shakllar to'plamimng
elementlari).

1.9. «5=2+4».

1.10. «Nodir x ning akasi» (x insonlar to‘plamining elementi).

1.11. «xx 5 gabo‘linadi» (x e N).

112, «2+ 2x+4» (X g R).

1.13. «ctg 45° = 1».

1.14. «x vay lar z ning turli tomonlarida yotadi» (x vay lar
tekislikdagi nuqtalar to‘plamiga, z esa tekislikdagi to‘g‘ri chiziglar
to‘plamiga tegishli).

2. Quyidagi mulohazalar uchun shunday predikatlar tuzing-
ki, ulardagi o‘zgaruvchilar o‘miga giymat berganda berilgan mu-
lohaza hosil bo‘lsin:

2.1. 2+3 > 7.

2.2. Feruzaning farzandlari 3 nafar.

2.3. A.Navoiy ko‘chasi Toshkent shahridagi markaziy ko‘cha-
lardan biri.

24. log2 = 1

2.5. Nargiza Namangan viloyatida tug‘ilgan.

26. (52—1) = (5- (B + 1).

2.7. 16 —murakkab son.

2.8. (4, 12, 20)=4.

2.9. Palov —o‘zbek milliy taomlaridan.

2.10. Berilgan ABCuchburchak AB C uchburchakka teng.

3. Sonlar o‘gida quyidagi bir o‘rinli predikatlarning rostlik
sohasini tasvirlang:

© X +4x+3

3.2. a/x2-1 = -3.
33.2x2+ x- 30>0.
3.4. (sinx > 0).

35. (x+ 2 <0).

3.6. <0
X -\

3.7. 3x2—2x + 4 > 0.
38 [x < |x+ 3.
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39. x+ 5§ <3
3.10. W< 1
4. Dekart koordinatalar tekisligida quyidagi ikki o‘rinli predi-

katlaming rostlik sohasini tasvirlang:

41 (x>2)a (y>1D)a((x<-1) a (y<-2)).
42. X + 3>= 3,

43.x 3P0
44, (x- 2)2+ (y + 3)2= 4.
45. lgx=1lgy.

46.1(x > 2) a (y< 2).

47. x=y)v (|x]< 2.

48 (x>3) = (y<5).

49. (x—D2+y2—4) a (y = x).

410. X2+ 2x+ 1=0a(y=2x+ 3).

5 M={1 2, .. 20} to‘plamda quyidagi predikatlar berilgan:
A(X): «@ (X : B)»; B(X): «x —juft son»; C(X): «x —tub son»;

Z)(X): «x 3 ga karrali». Quyidagi predikatlarning rostlik sohasini
toping:

5.1. A(x) a D(x) = 1 C(x).
52. A(x) a C(x) =>] D(x).
5.3. M(x) = B(x).

54. D(x) =] C(x).

55. C(x) =>"M(x).

5.6. A(X) v B(x) v D(x).

57. 1B(X) v 1 D(x).

58.1 C(X) v 2(X) a B(X).
59. 1B(x) v CX)zz> D(x).
5.10. )(x) a I(X) a D(x).
511 I"(X) a 1C(X) v B(X).
5.12. 15(x) a 1 C(X) a J(X).
5.13. /I(x) v J/?(x) a D(x).
5.14. A(x) a C(x) vl D(x).
5.15. B(x) v C(X) a ™M(X).
5.16. /4(X) « 1B(X) = 2)(X).
6. Quyidagi mulohazalarni o‘ging va ulaming rostlik giyma-

tini aniglang:
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6.1. \fXA(X), A(X): «x —natural son», X e R.

6.2. 3XA(X), A(X): «x —butun son», X e R.

6.3. Vx(x+3 =5),xeR

6.4. 3x(4 + x = 10), X g R.

6.5. VxVy(x + y<4), x,¥y g R

6.6. VxVj"x +y>4), x,¥Y gR

6.7. XVyyx+y = 14), x jg I

6.8. 3x3.y(xy)> x, ¥ g jR

6.9. VxVy3z([x,yj =2), X,y e R

6.10. \/Ix\ly3z(\x, Y\ =2), x, ¥y, Z g i?.

6.11. VXx(x<0=x>0),x g {0 1, 2}

6.12. (xg7) (a2+ b2=c2), T —uchburchaklar to‘plami va a,
b, ¢ —uchburchak tomonlari.

6.13. VXVyS; > . Xy &N.
6.14. Vx(/(x) > 0),M(x) = x2—4x + 3, X g R.
6.15. Vx gR), X gP.

6.16. Vx (x < 10), x ¢{1, ..., 10}

6.17. Vx(x+ 5 < 15), x g{1, ..., 10}

6.18. VxVj(x —y < 10), x, ¥y g {1, ..., 10}.
6.19. Vx3y(j g A), x,y g{l, ..., 10}

6.20. VxVy(x <y), x g {1, ..., 5}, ¥y g{5, ..., 10}.
6.21. VxVy (x :y ), x g {4k |k g Z), y e{l, 2, 4}.
7. Quyidagi predikatlardan kvantorlar yordamida mulohazalar

hosil giling va ularning giymatlar, rostlik sohalarini toping:
7.1. A(X): «x —talaba».
7.2. A(X): «x —butun son».
7.3. A(X)\ «x —to‘g‘ri chizig».
7.4. A(X): «x i 5».
7.5 A{X, y): «x +y = 4»,
7.6. A(X, y)\ «X < y»,
7.7. A(X, y): «x :y».
7.8. A(X, y): «x LLy».

79. AKX, Y, 2): «] =
7.10. A(X, Y, 2): «[x, y] = 2».
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8. Quyidagi formulalardagi erkli va bog'lig o‘zgaruvchilarni
aniglang:

8.1. Vx4(x).

8.2 A(y)  Bxfi(x).

8.3. IXVY(A{x) a B(y)) = yyC(t, y).

8.4. Vx3y(,4(xy)) = B(t, 2).

V Takrorlash uchun savollar

1 Predikatga ta’rif bering.

2. Predikatning giymatlar sohasi, rostlik sohasi nima? Misol-
lar yordamida tushuntiring

3. Predikatlar dizyunksiyasi, konyunksiyasi, implikatsiyasi,
ekvivalensiyasiga misollar keltiring.

4. Mantiq amallarini go‘llash natijasida hosil bo‘ladigan pre-
dikat o‘zgaruvchilarining soni hagida nima deyish mumkin?

5 Umumiylik va mavjudlik kvantorlarini qo‘llashga misollar
keltiring.

6. Predikatli formula ganday hosil gilinadi?

7. Predikatli formulaning ganday turlarini bilasiz?

4-8. Matematik mantigning tatbiglari

[ Asosiy tushunchalar: teorema, to‘g‘ri teorema, to‘g‘riga tes-
kari teorema, to‘g‘riga garama-garshi teorema, teskariga
garama-qarshi teorema, teorema isboti. Rele kontakt sxemasi.

Matematik mantiq elementlari mavzuning o‘qitilishidan qo*-
yilgan asosiy maqgsad o'quvchilami matematik analiz fanining al-
gebra, geometriya, matematik analiz kabi bir gancha matematik fan-
larga tatbigining eng sodda ko‘rinishlaridan biri —matematik
jumla (aksioma, teorema, ta’rif, ...)larni mulohazalar va predi-
katlar algebralari tili orgali ifodalashga o ‘rgatishdir.

Natural sonlar to‘plamida garalgan tub son tushunchasi uchun
quyidagi formulani keltirish mumkin:

(VeejV)((W —tub son) (n*1an:p=p=Ivp=n).

Yoki quyidagi belgilashlami kiritsak:
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A(X) —«x —tub son», B(X) —«x* 1», C(X) —«x :p», D(X) —
«X=I», P(x) —«x=p» , u holda yugoridagi formulan! quyidagicha
ifodalash mumkin:

(VxeN) (A(X) o B(x) a C(x) = D(x) v P(x)).

Teorema va uning turlari. Har ganday teorema shart va na-
tijadan iborat. Agar A teoremaning sharti, B esa uning xulosasi
bo‘lsa, u holda teoremani

A =B (1) ko‘rinishda yozishimiz mumkin.

B = A (2) teoremaga (1) teoremaga teskari teorema deyiladi.

1A = 1B (3) teoremaga (1) teoremaga garama-garshi teo-
rema deyiladi.

] B = ~\A (4) teoremaga berilgan (1) teoremaning teskarisiga
garama-garshi (yoki berilgan (1) teoremaning garama-garshisi-
ga teskari) teorema deyiladi.

Rostlik jadvallari orgaliA =B ="B AvaB =A =-A=1B
tengkuchliliklami isbot qilib, quyidagi xulosani chigaramiz:

A => B teorema o0‘miga ] B =>] A teoremani isbot qilib, A=> B
rost, ya’ni to‘g‘ri deb aytishimiz mumkin.

Isbot tushunchasi. Av A2, ..., An (1) mulohazalar berilgan
bo‘lib, quyidagi shartlar bajarilsa:

At —aksioma yoki awal isbot gilingan mulohaza bo‘Isin;

har bir Aj, i > 2 yoki o‘zidan oldingi mulohazadan keltirib
chiqarilsin, yoki awal isbot gilingan mulohaza bo‘Isin.

U holda (1) ketma-ketlikni biz An mulohazaning isboti dey-
miz.

Isbot qgilish usullari. Teorema shartining rostligidan, xulosa-
ning rostligini to‘g‘ridan to‘g‘ri keltirib chigarishni bevosita isbot
qgilish, deb tushunamiz. Mantiq qonunlari orgali isbot gilishga,
teskarisidan isbot gilish, uchinchisini inkor gilish gqonuni orgali is-
bot qilish, induksiya yordamida isbot gilish va h.k.lar kiradi.

Avtomatik boshgarish qurilmalari va elektron hisoblash
mashinalarida ko‘plab rele-kontakt sxemalar uchraydi. Har gan-
day sxemaga mulohazalar algebrasining biror-bir formulasini mos
go‘yish mumkin va aksincha. RKS bilan mulohazalar algebrasi-
ning formulalari orasidagi bunday munosabat murakkab
RKS lami mulohazalar algebrasining formulalari yordamida sod-
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dalashtirish imkoniyatini beradi. Kontaktni shartli ravishda
yold—- e-----, yoKi----------- , YOKi-----¢ m—

ko‘rinishda belgilaymiz. Kontakt yopiq (tok o‘tkazadigan) yoki
ochiq (tok o‘tkazmaydigan) holatda bo‘lishi mumkin. Kontakt-
ning yopiq holatiga 1 ni, ochiqg holatiga 0 ni mos qo‘yamiz.

Barcha kontaktlar orasida doimo tok o‘tkazadigan (doimo yo-
pig) hamda butunlay tok o‘tkazmaydigan (doimo ochiq) kon-
taktlar mavjuddir. Ulami ham, mos ravishda, 1va 0 bilan belgi-
laymiz va hamda-— ¢-----, ----------- ko‘rinishda ifodalaymiz.

Biz o‘zgaruvchi kontaktlar bilan ish ko‘rganimiz uchun ularni
X, Y, Z, ... harflar bilan belgilaymiz. U holda ikkita X va Y
mulohazalarning konyunksiyasiga kontaktlarni ketma-ket ulash
natijasida hosil boladigan

—— ¢ X e-——-*7 e————-sxemani, Xva Y mulohazalarning diz-
yunksiyasiga kontaktlarni parallel ulash natijasida hosil boladigan

quyidagi
— o X o

sxemani mos go‘yamiz. Har ganday mulohazviy formulani fagat
1. n, v amallar gatnashgan formulaga keltirish mumkin bo‘lgan-
ligidan har bir formulani RKS orqali ifoda gilish va aksincha, har
ganday RKS ni mulohazaviy formula orgali ifodalash mumkin.

1-misol. (X 7) VI f formulaga quyidagi rele-kontakt
sxemasi mos keladi:

—— X | m———— [ ] Y. -----
L----- * 1AV
2-misol.
——=e X - — .Y — |
_Ae —=. 1Y

sxemaga (Xv IX) n (7 v ]Z) formula mos keladi.
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Misol va mashglar

1. Quyidagi teoremalarga teskari, to‘g‘riga garama-garshi,
teskariga garama-qarshi teoremalarni ifodalang:

1.1. Agar berilgan to‘rtburchak kvadrat bo‘lsa, u romb bo'ladi.

1.2. Agar berilgan ikki to‘g‘ri chizigning har biri uchinchi
to‘g‘ri chizigqga parallel bo‘lsa, u holda berilgan to‘g‘ri chiziglar
parallel bo‘ladi.

1.3. Agar Parallelogramm romb bo‘lsa, uning diagonallari
perpendikular bo‘ladi.

1.4. Agar ketma-ketlik monoton va chegaralangan bo‘lsa, u
holda u limitga ega bo‘ladi.

1.5. Agar berilgan natural sonning ragamlar yig‘indisi 3 ga
bo‘linsa, berilgan son 3 ga bo‘linadi.

1.6. Agar ratsional sonlar ketma-ketligi yaginlashuvchi bo‘lsa,
u holda u fundamental ketma-ketlik boladi.

1.7. Agar 3 ta sonning ko‘paytmasi nolga teng bo‘lsa, u hol-
da ko‘paytuvchilaming kamida bittasi nolga teng bo‘ladi.

1.8. Uchburchakning ichki burchaklari yig'indisi 180° ga teng.

2. Quyidagi mulohazalami predikatlar algebrasi tilida ifodalang:

2.1. «Barcha ratsional sonlar haqigiy».

2.2. «Ayrim ratsional sonlar hagigiy emas».

2.3. «12 ga bo‘linuvchi har ganday natural son 2, 4 va 6 ga
bo‘linadi».

2.4. «Ayrim ilonlar zaharli».

2.5. «Bir to‘g‘ri chizigda yotmagan 3 ta nuqta orgali yagona
tekislik o‘tkazish mumkin.

2.6. «Yagona x mavjudki, R(x)».

3. AX)\ «x —tub son», B(X): «x —juft son», C(x): «x —toq
son», D(X): «xy ni bo‘ladi» kabi xossalami bildirsa quyidagilami
0‘qing:

3.1. A(7).

3.2. 5(2) a A(2).

3.3. Vx(iB(x) = Vy(D(X, y) = B(Y)).

3.4. Vx(C(x) = Vy(A(y) =1 D(x, }))).

4. Quyidagi tasdiglar va ularning inkorlarini predikatlar tilida
ifodalang:
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4.1. Tartiblangan to‘plam chizigli tartiblangan deyiladi, agar
to‘plamning ixtiyoriy x, y elementlari uchun yoki x=y, yoki x<'y,
yoki X >y bo‘lsa.

4.2.fix) funksiya M to‘plamda chegaralangan deyiladi, agar
shunday manfiymas L soni mavjud bo‘lib, har ganday xeM
uchun |/(x)| <L bo‘lsa.

4.3./(x) funksiya M to‘plamda o‘suvchi deyiladi, agar to‘p-
lamning ixtiyoriy x,, X2 elementlari uchun, x, < x2ekanligidan
[ (*1) </ (*2 kclib chigsa.

4.4./(x) funksiya davriy deyiladi, agar shunday T * 0 soni
mavjud bo‘lib, funksiyaning aniqglanish sohasidan olingan har
ganday x uchun x —T va x + Tlar ham shu sohaga tegishli
bo‘lib,/(xx 7) =/(x 2 shart bajarilsa.

5. Quyidagi formulalar uchun rele-kontakt sxemalarini tuzing:

51. {XaYaZ)v](X aZ)v(XaY)m

52. (X =>Y)a (Y =2).

53. (X =>Y)a (Yr> 2)) =>(X=>2).

54. (X =(Y =2)) =>(Y=>X).

6. Quyidagi rele-kontakt sxemalariga mos keluvchi mulo-
hazalar algebrasining formulasini aniglang:
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7. Quyidagi rele-kontakt sxemalarini soddalashtiring:

7.1. Mx *17* «Z .
7 «-
-e] Y>
7.2.
LI r-*Z«i M*7-1 —X.—. 7.—@RZ .—
-.17.- L.Ix*- —lz. —17.—.lz.—
73 Z< -.X))_
=17 .-
7.
< Z e
-e17. Hz.
7.4,
----- * X® b«(
_®X- — 17«
7 .-
*
»wZ*—~17« I
""" “IA™ -lzM X,
L7« T 1Z*

Takrorlash uchun savollar

1 Teoremaning ganday turlarini bilasiz?

2. Teoremalami isbotlash usullari ganday?

3. Matematik tasdiglami predikatlar tilida ifodalashga misol
keltiring.

4. Rele-kontakt sxemalarini soddalashtirishda mulohazaviy
formulalaming ahamiyati nimada?
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Il MODUL. TO'‘PLAMLAR VA
MUNOSABATLAR

To‘plam. To*plamlar ustida amaliar.
Eyler—Venn diagrammalari

[ Asosiy tushunchalar: to‘plam, to‘plam elementi, to‘plamlar-
ning tengligi, gismto‘plam, bo‘sh to‘plam, universal to‘plam,
to‘plamlar birlashmasi, to‘plamlar kesishmasi, to‘plamlar
ayirmasi, to‘plamlar simmetrik ayirmasi, idempotentlik xossa-
si, kommutativ amal, assotsiativ amal, distributivlik xossasi,
to‘plam to‘ldiruvchisi, Eyler-Venn diagrammalari.

To‘plam tushunchasi matematikaning asosiy tushunchalari-
dan biri bo‘lib, misollar yordamida tushuntiriladi. Toplamni tash-
kil giluvchi obyektlar to‘plamining elementlari deyiladi.

Agar A to‘plamning har bir elementi B to‘plamning ham
elementi bo‘lsa, u A ¢ B orqali belgilanadi va A to‘plam B to‘p-
lamning to plamostisi deyiladi.

Bir xil elementlardan tashkil topgan to‘plamlar teng deyiladi.
A va B to‘plamlarning teng bo‘lishi uchun A <B va Bc.A
bo‘lishi zarur va yetarli ekanligini ko‘rish giyin emas. Bitta ham
elementi yo‘q to‘plamni bo $h to plam deb ataymiz va uni O or-
gali belgilaymiz.

A va B to‘plamlarning kamida biriga tegishli bo‘lgan barcha
elementlardan tashkil topgan Au B to‘plam A va B to‘plamlar-
ning birlashmasi yoki yigindisi deyiladi.

A va B to‘plamlaming kesishmasi yoki ko paytmasi deb, A va
B to‘plamlaming barcha umumiy, ya’ni A ga ham, B ga ham te-
gishli elementlardan tashkil topgan A n B toplamga aytiladi.

A va B to‘plamlarning ayirmasi deb, A to‘plamning B to‘p-
lamga kirmagan barcha elementlardan tashkil topgan to‘plamga
aytiladi. A va B to‘plamlarning ayirmasi A\B ko‘rinishida belgi-
lanadi.

(A\B) u (B\A) to‘plam A va B to‘plamlaming simmetrik ayir-
masi deyilidi va AAB orgali belgilanadi.
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Agar A a B bolsa, B\A to‘plam A to‘plamning B to‘plamga-
cha tofidiruvchi toplam deyiladi va <=A yoki A" orgali belgilanadi.

Misol. A Ba M = {], 20} to ‘plamlar uchun quyidagilar-
ni aniglang:

A\B, B\A, Au B, An B, A, ff. A={1,3,5,7,9}, B={2,4,7,8}.

Yechish. Berilgan to‘plamlar uchun to‘plamlar ustida bajari-
ladigan amallarning ta’riflarini go‘llab, quyidagi to‘plamlami ho-
sil gilamiz:

A\B = {1,35,9}; B\A = {248}; Au £={1,2,3,4,5,7,8,9};

An B= {7} A'={2,4,6,8,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,20};

#={1,3,5,6,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,20}.

Misol. (A u B)\C = (A\B) n (B\Q tenglikni isbotlang.

Yechish. To‘plamlarning tengligini isbotlash uchun
<=Ma N n N c M tasdigdan foydalanamiz.

1) Vxe((y4 u B)\C) =>xg(An B) n xgC =

#>xeA VXGB n xgC=> (xg™M a x€Q v (xgBaxiQ =

" xg(AQ v xg(B\C) = [xg(("\Q u (B\Q).

Bundan (Au B)\Cc (AO u (B\Q ekanligi kelib chigadi.

2) VXg((AQ u (B\Q) =xe(A\Q v xe(B\C) =

= (xg/l n x?C) v (xgB n xiQ =>(xeA VXGB A XgC) =>

=X g(An B) n XSC =>xg((¢4 u B)\C).

Bundan (VM\C7) u (i7\C) c (v Iu /?)\C ekanligi kelib chigadi.

Demak, (/1u 5)\C = (A\C) u (5\Q.

To*plamlar ustida amallarni Eyler—Venn diagrammalari deb
ataladigan quyidagi shakllar yordamida ifoda gilish amallarning
xossalarini isbot gilishni ancha yengillashtiradi.

Universal to‘plam to‘g‘ri to‘rtburchak shaklida, uning
to‘plamostilari to‘g‘ri to‘rtburchak ichidagi doiralar orgali ifoda
gilinadi. U holda, ikki to‘plam birlashmasi, kesishmasi, ayirma-
si, toMduruvchi to ‘plamlar, ikki to‘plamning simmetrik ayirmasi,
mos ravishda, quyidagicha ifodalanadi.

(Au B)\C = (A\Q u (B\C) tenglikni Eyler—Venn diagram-
malarida tasvirlaymiz. Buning uchun tenglikda gatnashgan uchta
to‘plam uchun biror-bir vaziyatni aniglab, tenglikning ikkala to-
monini ikkita diagrammada tasvirlaymiz:
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ASB

An Bni

A\C ni A- B\C ni | ;

(AO u (B\Q ni I orgali belgilab, quyidagilarni hosil
gilamiz:

Masola. 58 nafar mexanizatorlar haydovchi, traktorchi, kom-
baynchi mutaxassisligiga ega. Ulardan 11 nafari ham haydovchi,
ham traktorchi; 6 nafari ham traktorchi ham kombaynchi;
5 nafari —haydovchi va kombaynchi; 3 nafari —uchala muta-
xassislikka ega. Agar kombaynchi, haydovchi va traktorchilar
soni ayirmasi 7 ga teng arifmetik progressiyani tashkil etsa, u
holda mexanizatorlardan necha nafari fagat bitta mutaxassislikka
ega?

Yechish. A, B, Cto‘plamlar —haydovchi, traktorchi va kom-
baynchilar to‘plamlari bo‘lsin. Masala shartidan kelib chiggan
holda quyidagi Eyler-Venn diagrammasini tuzamiz:
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Masala shartiga ko‘ra, An Bn C—3,An B= 11, An C=5,
Bn C=6. U holda (AnB)\C =8, (An Q\B =2, (Bn Q\A =3
boladi. Fagat haydovchilar to‘plami (A\B)\C ni x, fagat traktorchi-
lar to‘plami (B\A)\Cm y, fagat kombaynchilar to‘plami (C\A)\B ni
z orqgali belgilasak, u holda x + y + z+ 3+ 8+ 2 + 3 =58
bo‘lib, bundan x +y + z = 42 kelib chigadi. z, x, y lar ayirmasi
7 ga teng arifmetik progressiyani tashkil etganligi uchun x = 14,
y=1l,z= 21

Javob . Fagat haydovchilar — 14 nafar, fagat kombaynchi-
lar —7 nafar, fagat traktorchilar —21 nafar.

Misol va mashglar

1. AABa M—{1 .., 20} to‘plamlar uchun quyidagilarni
aniglang:

A\B, B\A, Au B,An B, A", B, AAB:

11. A={1 3 5} B= {11, 13, 15}

12.A={3 5 7} B= {8, .., 15}

13A={1 .., 5, B={ .., 13}

14. A —4§, ..., 12}, B ={12 .., 15}

2. Shunday A, B, Cto‘plamlarni topingki, ular uchun quyi-
dagi shartlar bajarilsin: Aa B, Act C AaBa CAaBaAc
zCaBcC

3. M = {{0}, {1}, {1,2}} toplamning barcha to‘plamostilari-
ni toping.

4. Agar n e N uchun Mn={1,2, ..., n}bo‘lsa, Mv M2 Mv
MA ..., Mnlarning barcha to ‘plamostilari sonini aniglang.
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5. Quyidagilarni isbotlang va Eyler-Venn diagrammalarini
tuzing:

51. (A\B)\C = (A\Q\(B\Q.

52. A\(B\Q c Au C

53. (A\C)\(B\A) <A\C.

54. A\C @ (A\B) u (5\C).

55.("*u5)n WMuB) ~Au B

56AaBxzC=AuB=Bn C

57.Aa B=;\C c 5\C.

58 AaB*"AnCczBnC.

59. ¢ u Ca Bvj C

5A0. Ba Aa. C—A\B=A=B. C

5A1. ActBa Bn C=0 =Av CctBv C

512. C—A\'B Bn C—O0.

513.in C—0a An C*0 =A\B*0.

514. 4¢c C=Au Bn Q =(Au B)n C

515. AA\(B n O = (¢(\E£) u C4\5).

6. Lyuis Kerrol masalasi. Shiddatli jangda 100 nafar garog-
chidan 70 nafari bitta ko‘zidan, 75 nafari bitta qulog‘idan, 80
nafari bitta qo‘lidan va 85 nafari bitta oyog‘idan ayrildi. Bir vagt-
ning o‘zida ham ko‘zi, ham qulog‘i, ham qo‘li va oyog‘idan ay-
rilgan garoqchilaming eng kam sonini aniglang.

7. To‘plamlar ustida bajariladigan algebraik amallaming quyi-
dagi xossalarini isbotlang:

7.1. An A = A kesishmaning idempotentligi.

7.2. Au A = A birlashmaning idempotentligi.

7.3. An B = B n A kesishmaning kommutativligi.

74. Au B= Bu A birlashmaning kommutativligi;

75. (An B)n C=An (Bn Q kesishmaning assotsiativligi.

76. (Au B)u C=Au (Bu Q birlashmaning assotsiativligi.

77.An Bu Q =(An B)u (An Q kesishmaning bir-
lashmaga nisbatan distributivligi.

78.Au (Bn Q = (Au B)n (Au C) birlashmaning ke-
sishmaga nisbatan distributivligi.

79. AAB)n C—(An Q\B =(An Q\(B n Q.

34



710 X\(jAi=p|(Z\4).

i=i m

711 x\p |4 =(I(X\4).
H A

(*g Takrorlash uchun savollar

1 To‘plam tushunchasiga misollar keltiring.

2. To*plam elementi deb nimaga aytiladi?

3. Qismto‘plam ta’rifini ayting.

4. Teng to‘plamlar tushunchasiga ta’rif bering.

5. Bo‘sh to‘plam, universal to‘plamlar ta’riflarini ayting. Mi-
sollar keltiring.

6. To‘plamlar birlashmasi, kesishmasiga ta’rif bering.

7. To*plamlar ayirmasi, simmetrik ayirmasiga ta’rif bering.

8. To‘plamlar birlashmasining ganday xossalarini bilasiz?

9. To‘plamlar kesishmasining ganday xossalarini bilasiz?

10. Toplamlar ustida bajariladigan amallarning xossalari gan-
day tushunchalar yordamida isbotlanadi?

11. Eyler—Venn diagrammalarini tushuntiring.

12. Eyler—Venn diagrammalari yordamida to‘plamlarning
tengligini isbotlash mumkinmi?

6. '§ Dekart ko‘paytma. Binar munosabatlar.

" Ekvivalentlik munosabati

] Asosiy tushunchalar: tartiblangan juftlik, kortej, to‘plamlar-
ning to‘g‘ri (Dekart) ko‘paytmasi, binar, n-ar munosabatlar,
binar munosabatning aniqlanish va giymatlar sohasi, binar
munosabat inversiyasi, binar munosabatlar kompozitsiyasi,
refleksiv, antirefleksiv, simmetrik, antirefleksiv, tranzitiv binar
munosabatlar, ekvivalentlik munosabati, faktor-to‘plam.

Av  An—bo‘sh bo‘Imgan to‘plamlar \/ax&Av ..., \laneAn—
elementlardan tuzilgan barcha (av ..., an «-liklar to‘plami Av ..., An
to‘plamlarning dekart kopaytmasi deyiladi. Av ..., Anto‘plamlar-
ning dekart kofaytmasi A{x...xAnko‘rinishida belgilanadi.
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A = 0 to‘plam berilgan bo‘lsin. A" ning ixtiyoriy p to‘plam-
ostisi A to‘plamda aniglangan n-ar munosabat deyiladi. A2 ning
ixtiyoriy to‘plamostisi A to‘plamida berilgan binar munosabat
deyiladi.

Agar R —binar munosabatga tegishli barcha juftliklarning
barcha birinchi koordinatalaridan tuzilgan to‘plam Domi? anigla-
nish, barcha ikkinchi koordinatalaridan tuzilgan to‘plam esa \mR
0 zgarish sohalari deyiladi.

RJ={(b, a)\((b, a)eR)} munosabat R munosabatning inver-
siyasi deyiladi.

P va Qbinar munosabatlar bo‘sh bo‘lmagan A to‘plamda be-
rilgan bo‘lsin. U holda P°Q = {(a,c)\ 3 beA, (6,A)gQa (b,c)&P)
to‘plam Pva Q binar munosabatlarning kompozitsiyasi deyiladi.

A to‘plamida R binar munosabat berilgan bolMsin.

a) Agar VaeA uchun (a,a)eR bo‘lsa, R binar munosabat
refleksiv munosabat deyiladi.

b) Agar (a,b)eR bo‘lishidan (b,a)eR bo‘lishi kelib chigsa,
ya’ni Rrl=R shart bajarilsa, R simmetrik munosabat deyiladi.

d) Agar \/(a,b)&R va (b,a)eR bo‘lishidan (a,c)eR bo‘lishi
kelib chigsa, ya’ni R°RcrR shart bajarilsa, R tranzitiv munosabat
deyiladi.

e) Refleksiv, simmetrik va tranzitiv bo‘lgan binar munosabat
ekvivalentlik munosabati deyiladi.

VaeA uchun a orgali A to‘plamning a ga ekvivalent bo‘lgan
barcha elementlarini belgilaymiz va bu to‘plamni a element yarat-
gan ekvivalentlik sinfi deb ataymiz. R ekvivalentlik munosabati
bo‘yicha aniglangan barcha ekvivalentlik sinflari to ‘plami A to‘p-
lamning R ekvivalentlik munosabati bo‘yicha faktor-to plami
deyiladi.

1-misol. R, S, TczA x A — binar munosabatlar uchun
Ro(S\T) = (R o09S)\(R o 7) tenglikni isbotlang.

Yechish. Binar munosabatlar tartiblangan juftliklardan iborat
to‘plamlar ekanligini bilgan holda to‘plamlar ayirmasi, to‘plamlar
tengligi hamda binar munosabatlar kompozitsiyasining ta’riflari-
dan foydalanib, berilgan tenglikni isbotlaymiz:
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D V(Xy) g (R°(S\T)) =3z"A, (x,2) e(S\T) a (z,y) ¢ I? =
=> (X2) e Sa(X2) i 7afcy) e R=>(X2) g£a(zy)eRa
a(xz) ¢Ta @y gi?=(xy)e(R°S)a (xy) £R°T)=
=(x,y) ¢ ((UoS)\(i?07)). Demak, i?0(S\7) (R ° H\(R<>D);
2 v(x,y) o ((ROS)\(ROT)) => (x.y) s (Ao 6) a (x.y) g (i% r) =>
=>3 726G 4 ((X,2) G 5a fcj) G i) A ((X,*) £ Ta (z,y) G 1?) =>
= (x,z) GSa (x,2)i Ta (z,y)"R = & .2)s (6\7) a (Z,y)&R =
= (x,y) ¢ (A0 (S\T)). Demak, (A°S)\(d0J)cfio (5\7).

Natijada /7° (5\7)= (i?° 0 7) tenglik isbotlandi.

2-misol. M= {1, 2, ..., 10} to‘plamda berilgan.

R={<xy> X,y e Max =y — 1} binar munosabatning
xossalarini tekshiring va grafini chizing.

Yechish. Berilgan binar munosabat ganday xossalarga bo‘y-
sunishini tekshiramiz:

1) refleksivlik xossasi: V(xgM) (x = x —1) yolg‘on, chunki,
masalan, M to‘plamning 2 elementi uchun 2 * 2 — 1. Demak,
R —refleksiv emas;

2) antirefleksivlik xossasi: V(xeA/), 1(x = x — 1) rost.
Demak, R - antirefleksiv;

3) simmetriklik xossasi: V(xjg M) (x=y —1 y=x —1)
yolg‘on. Chunki, masalan, 3,4 ¢ M uchun 3 =4 —1:=>4 =
= 3 —1 da birinchi mulohaza rost va ikkinchi mulohaza yolg‘on
bo‘lganligi uchun implikatsiya yolg‘on. Demak, R —simmetrik
emas;

4y antisimmetrUdikxossasi: V(x,yeM) (x =y —lay =x~ 1=
=X =y) rost. Chunki, M to‘plamning har ganday x, y element-
lari uchun x =y — 1vay = x —1 mulohazalar bir vaqtda rost
bo‘la olmaydi. Bundan ularning konyunksiyasi berilgan to‘plam
elementlari uchun yolg‘on. Birinchi mulohaza yolg‘on bo‘lgan
implikatsiya rost ekanligini e’tiborga olsak, R antisimmetrik binar
munosabat ekanligi kelib chigadi;

5) tranzitivlikxossasi: V(X,y,z ¢ M) (x =y —1Ay =z,~ 1=>
x = z —1) yolg‘on mulohaza. Chunki, masalan, M to‘plamning
3, 4, 5Blementlari uchun 3= 4 —1)a (4= 5- 1)=> (3= 5-1)
implikatsiyada konyunksiya rost, lekin implikatsiya natijasi yol-
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g‘on mulohaza. Implikatsiya ta’rifigako'a, (3=4—1)a (4 = 5) =
=>(3 = 5-1) mulohaza yolg‘on. Demak, R - tranzitiv emas;

6) R ekvivalentlik munosabati bo‘la olmaydi, chunki reflek-
sivlik, simmetriklik, tranzitivlik xossalariga ega emas;

7) R tartib munosabati bo‘la olmaydi, chunki R antisimme-
trik bo‘lgani bilan tranzitiv emas.

3-misol. A —{1,2}, B = {25} to‘plamlar uchun R = A x B,
S~ B x A binar munosabatlarni topib, R ° S, S ° R, R2,
S2 lami aniglang.

Yechish. To*plamlarning to‘g‘ri ko‘paytmasi, binar muno-
sabatlar kompozitsiyasi ta’riflaridan foydalanib, quyidagi to‘plam-
lami hosil gilamiz:

R=Ax B= {(1,2), (1,5, (2,2), (2,5}

S—B x A ={21), 2,2), (51), (52)};

RoS= {(22), (25), (5.2), (5.5}

So R= {(1,1), (1,2), (2,1), 2,2)};

R2=R° R= {(1,2), (1,5), (2.2), (2,5)};

S2=50,5= {(2,1), (2,2), (5,1), (5.2)}.

4-misol. Berilgan A = {lola, shoda, olomon, osmon, olma,
boshoq} so‘zlaridan iborat to‘plam va undagi S binar munosabat:

«XSy» «xvay so‘zlarda o harfi bir xil sonda gatnashgan»
berilgan. A/S faktor-to‘plamni aniglang.

Yechish. Faktor to‘plam —bo‘sh bo‘Imagan to‘plamda aniq-
langan ekvivalentlik munosabati yordamida hosil gilingan ekvi-
valentlik sinflaridan tuzilgan to‘plam. Berilgan to‘plam 6 ta
so‘zdan iborat to‘plam va undagi har ganday ikkita x,y so‘zlar
berilgan binar munosabatda bo‘ladi, agar bu so‘zlar tarkibida o
harfi bir xil sonda gatnashgan bo‘lsa.

To‘plamda berilgan S binar munosabat ekvivalentlik mu-
nosabati ekanligini isbotlaymiz:

1.5 —refleksivlik munosabati, chunki A to‘plamning har bir
so‘zini 0°zi bilan solishtiisak, ularda o harfi bir xil sonda gatnashgan.

2. S —simmetriklik munosabati, chunki A to‘plamning har
ganday X, y so‘zlari uchun agar x so‘z bilan y so‘zda o harfi bir
xil sonda gatnashgan bo‘lsa, u holda y so‘z bilan x so‘zlarda ham
o harfi bir xil sonda gatnashadi.
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3. S —tranzitivlik munosabati, chunki A to‘plamning har
ganday X, y, z so‘zlari uchun agar x so‘z bilan y so‘zda vay so‘z
bilan z so‘zda o harfi bir xil sonda gatnashgan bo‘lsa, u holda x
so‘z bilan z so‘zlarda ham o harfi bir xil sonda gatnashadi.

Endi S ekvivalentlik munosabati yordamida ekvivalentlik sinf-
larini tuzamiz. Buning uchun «lola» so‘zi bilan ekvivalentlik mu-
nosabatida bo‘lgan so‘zlami bir to‘plamga yig‘amiz:

$\0l = shoda, olma}. Xuddi shunday yo‘l bilan golgan
ekvivalentlik sinflarini tuzamiz:

Xsmon = {osmon, boshoq}, ¢ olomon = {olomon}.

U holda As = {%Ia ' §{Jsmon ’ ?ollomon }

>3 Misol va mashglar

1. Quyidagi tengliklarni isbotlang
1.1. (A\B) x C= (Ax Q\(B x Q.
12. A x (B\C) = (Ax B)\(A x Q.
13. (AuB)xC=(AxQu (Bx Q.
14 AxBnQ=(AxBn (Ax Q.
15 (An B)x(CnD) =(Ax C)n(BxD).
16, AzZB=Ax CaBxC
17.Au Bc. C=AxB=(AxB)n (Cx B).
15 (Ax B)u (BxA)—Cx C=A=B=2C
2. R, S, T —binar munosabatlar uchun quyidagilami isbotlang:
21 (Rn S =Ne n 3=
22. (Ru S = Ne u 5°.
23. Ro(So ) =(RoS) o T
24. (RoSy = Ne o Noe.
25. (RuS)° T=RoTu SoT
26. £0(Su T) = (RoS)u (o).
27. (En6)0oTe i?0 Tn T.
28. Ro(Sn T)c:R°SnR° T
29. Dom(/?) = Im A&
2.10. Im (R = DomiJ.
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2.11. Dom (R0oS) ¢ Domdl

2.12. Im(i?0 S) ¢ ImR.

2.13. (A*S) u = R™M\su.

2.14. R, S —tranzitiv =R u S —tranzitiv.

2.15. R, S —refleksiv =R u S, Ru, Su —refleksiv.

2.16. R, S —simmetrik =R u S, Rw, Sw—simmetrik.

2.17. R, S —ekvivalent =R u S, R u, Su —ekvivalent.

2.18. R, S —antirefleksiv =R u S, RJ, Su —antirefleksiv.

2.19. 7, S —antisimmetrik =R u S, Ru, Su —antisimmetrik.

3. M3={1,2,3} to‘plamda nechta turli ekvivalentlik mu-
nosabatlari mavjud? M4da-chi?

4. M = {1, 2, ..., 20} to‘plamda berilgan quyidagi binar mu-
nosabatlaming xossalarini tekshiring:

41 R={<Xxy>|X,yg Max<y+ 1}

42. R = {<xj>\x,yaMa |{ = |j|}

43. R={<xy>ix,y e Max :y}L

44,17 = {qc>? | e MaXx <y}h

45 R = {<xy>[x,y ¢ M a x <y).

46. R={xy>|x,y¢ Max Vy}L

A47. R ={<Xy>|X,y ¢ Ma x2+ x =y2+y}

48. R —{<xy>|x,ye Max :yv x <y}h

49. R —{<xy> X,y ¢ Ma (x—y) *2}.

410. R={<xy>|X,y g Max +y = 12}.

411. R= {Kxy> IX,y ¢ Ma x +y <7}

412. R={<xy>|X,y g Ma (X>Yy a x *3)}

413. R —{<x,j> [X,y ¢ Ma x +y >10}

414 R = {<X¥y> [ X,y ¢ Max —y =2}

5. R=A x B, S—B x A binar munosabatlar uchun R ° S,
S oR, R2 S2larni aniglang:

51.A={1, 3 5} 5= {1, 3 15}

52. A= {3 6, 9},B= {4, 8, 16}.

53. A=B= {1, 2, 3 4}

54.A={0 2 4} B={a p Vvt

55.A = {0 0}, B = {*,¢¥*}

56 A=(a,v, =, B={n,u, ¢, <



6. Berilgan A to‘plam va undagi S binar munosabat yordami-
da A/S faktor-to‘plamni aniglang:

6.1. A —tekislikdagi to‘g‘ri chiziglar to‘plami, S —parallellik
munosabati.

6.2. A —tekislikdagi ramblar to‘plami, S —o“xshashlik mu-
nosabati.

6.3. A —tekislikdagi to‘rtburchaklar to‘plami, S — o°‘xshash-
lik munosabati.

6.4. A —{ax +by +c= 0\a b ceR}, S —parallellik
munosabati.

6.5. A —tekislikdagi muntazam ko‘pburchaklar to‘plami, S —
0 xshashlik munosabati.

6.6. A —Dbir ko‘chada joylashgan binolar to‘plami, S —
«gavatlar soni teng» munosabati.

6.7. A —tekislikdagi aylanalar to‘plami, S —«radiuslari teng»
munosabati.

6.8. A —maktabdagi sinflar to‘plami, S — «o*quvchilar soni
teng» munosabati.

6.9. A —maktabdagi sinflar to‘plami, S —«qizlar soni teng»
munosabati.

6.10. A —sinfdagi o‘quvchilar to‘plami, S — «ismlari bir xil
harfdan boshlanadi» munosabati.

6.11. A —sinfdagi o‘quvchilar to‘plami, S —«ismlarda a harfi
bir xil marta gatnashgan» munosabati.

6.12. A —tekislikdagi kesmalar to‘plami, S —parallellik mu-
nosabati.

6.13. A —tekislikdagi vektorlar to'plami, S —tenglik mu-
nosabati.

6.14. A = Z, S —«p tub songa bo‘lgandagi goldiglari teng»
munosabati.

Takrorlash uchun savollar

1. Tartiblangan juftlik nima?
2. Tartiblangan juftliklar gachon teng bo‘ladi?
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. To‘plamlarning to‘g‘ri (Dekart) ko‘paytmasi nima?

. Tartiblangan n lik ganday hosil gilinadi?

. Binar munosabatga ta’rif bering. Misollar keltiring.

. Binar munosabatning aniglanish sohasiga misol keltiring.

. Binar munosabatning o ‘zgarish sohasiga ta’rif bering.

. Binar munosabat inversiyasi ganday hosil gilinadi?
9. Binar munosabatlar kompozitsiyasini misol yordamida tu-

shuntiring.
10. Refleksiv binar munosabatni ta’riflang va misol keltiring.
11. Simmetrik binar munosabatni ta’riflang va misol keltiring.
12. Tranzitiv binar munosabatni ta’riflang va misol keltiring.
13. Ekvivalentlik binar munosabatini ta’riflang va misol keltiring.
14. To*plamni bo‘laklash deganda nimani tushunasiz?
15. Faktor-to*plamni tushuntiring.

0o ~NO OB~ W

7-8.  Akslantirish (funksiya). Tartib munosabati. Graflar

J  Asosiy tushunchalar: akslantirish (funksiya), akslantirishning
aniglanish sohasi, akslantirishning giymatlar to‘plami, akslan-
tirishlar kompozitsiyasi, inyektiv syuryektiv, biyektiv, teskari-
lanuvchi akslantirish, tartib munosabati, gisman tartib, gat’iy
tartib, chizigli tartib, tartiblangan to‘p!am, to‘la tartiblangan
to‘plam, binar munosabat grafi.

/| —A to‘plamda berilgan binar munosabat bo‘lsin. Agar
VX, Y, z&A lar uchun (x, y)Bfva (x, z)af bo‘lishidan y=z kelib
chigsa, u holda/ binar munosabat akslantirish (funksiya) deyiladi.

Dom/= {X/3};(x, y)af) to‘plam funksiyaning aniglanish sohasi,
Im/= {yRx(x, y)af}to‘plam funksiyaning o zgarish sohasi deyiladi.

/ va g funksiyalar berilgan bo‘lsin, u holda f°g =
—{(x, 2)/3t(x, t)eg va (t, z)af} to‘plam/ va g funksiyalarning
kompozitsiyasi deyiladi.

Agar VX, x2gA va x{ax2 elementlar uchun f(xx = /(x2)
bo‘lsa, /: A->B —inyektiv, Im/= B bo‘lsa, syuryektiv akslantirish
deyiladi. Agar/ ham syuryektiv, ham inyektiv akslantirish bo‘lsa,
u holda biyektiv akslantirish deyiladi.
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/. A~> B, g\ B—=A akslantirishlar berilgan bolsin, agar f°g =
=EBbo‘Isa, / akslantirish g akslantirishga chapdan teskari deyiladi.

A to‘planida berilgan RaAxA antisimmetrik va tranzitiv mu-
nosabat A to‘plamdagi tartib munosabati deyiladi. Tartib mu-
nosabati refleksiv munosabat bolsa, noqatiy; antirefleksiv mu-
nosabat bolsa, gatiy tartib munosabat deyiladi.

A to‘plamda R —tartib munosabat berilgan bolsin. U holda,
agar \fa, beA elementlar uchun xRy yoki x—y yoki yRx mu-
nosabatlardan kamida bittasi albatta bajarilsa, bunday munosabat
A to‘plamdagi chizigli tartib munosabat deyiladi.

Chizigli bolmagan tartib munosabat, gisman tartib munosa-
bat deyiladi.

Tekislikda chekli sondagi nugtalardan va shu nugtalarning
ba’zilarini tutashtiruvchi chiziglardan iborat geometrik shakl graf
deyiladi. Nuqgtalar grafning uchlari, chiziglar esa grafning qgirra-
lari deyiladi.

Misol. A = {a, b, c} to‘plam va jB(A) uning barcha to‘plam-
ostilari bolsin. U holda to‘plamosti bolish munosabatini quyida-
gi graf yordamida ifoda gilish mumkin:

@ b, ©)

Misol va mashglar

1 Quyidagi munosabatlardan qaysilari akslantirish boladi?
Akslantirishlarning aniglanish va giymatlar sohalarini aniglang:
1.1 *={(1, 1), (2, 1), 3, D}



13. R ={(n, n+\)\n 4 N).

14. R —{(1, z)\z e Z}.

2. Maktab matematikasidan inyektiv, syuryektiv, biyektiv,
teskari funksiyalarga misollar keltiring.

3. R =41 1), (2, 1), (3, 2), (1, 5, (4, 9} binar mu-
nosabatni M5dagi gisman tartib munosabatgacha to‘Idiring.

4. M4 dagi barcha gisman tartib munosabatlami graflar yor-
damida keltiring.

5. R, S —binar munosabatlar uchun quyidagilami isbotlang:

5.1. R, S —qat’iy tartib munosabat => Ru S, —qat’ly
tartib munosabat.
52. R, S —qisman tartib munosabat =R u S, —qisman

tartib munosabat.

5.3. R, S —chiziqli tartib munosabat =R u S —chiziqgli tar-
tib munosabat.

6. M —{1, 2, ..., 20} to‘plamda berilgan quyidagi binar mu-
nosabatlaming xossalarini tekshiring va grafini chizing:

6.1. R={<x,y> Xyyc Max2=y2Z

6.2 R={<x,y> XyecMax<y}

6.3. R={<x,¥> X,yg Ma x+y>20}

64 R—{<x,y> xye M (X+y)ib}h

65. R={<x,y> X,y ¢ Ma (x>ya x: 3}

6.6. R—{<x,y> Xyec Ma X—y =2}

6.7. R={<x,y> xye Ma (x—y) \4}.

6.8. R—{<x,y> X,y g Ma X —y —6}.

rM  Takrorlash uchun savollar

1. Akslantirishning aniglanish, giymatlar sohasiga misol kel-
tiring.

2. Akslantirishlar kompozitsiyasini tushuntiring.

3. Akslantirishlar kompozitsiyasi xossalarini ayting.

4. Inyektiv akslantirishga maktab matematikasidan misol kel-
tiring.
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5. Syuryektiv akslantirishga maktab matematikasidan misol
keltiring.

6. Biyektiv akslantirish maktabda ganday nomlangan? Misol
keltiring.

7. Tartib munosabatiga misollar keltiring.

8. Tartib munosabat turlarini maktab matematikasidan olin-
gan misollar yordamida tushuntiring.

9. Tartiblangan to‘plamlarga misollar keltiring.

10. Butun sonlar to'plami to‘la tartiblangan to‘plam bo‘ladimi?

11. Qanday binar munosabatni graf yordamida ifodalash
mumkin?
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Il MODUL. ALGEBRA VA ALGEBRAIK
SISTEMALAR

8-S. Algebra. Faktor-algebra

J Asosiy tushunchalar: binar algebraik amal, n-ar algebraik
amal, kommutativ binar amal, assotsiativ binar amal, neytral
element, regular element, simmetrik element, kongruensiya,
algebra, algebra turi, gomomorfizm, izomorfizm, faktor-
algebra, algebraik sistema.

Anto‘plamni A ga akslantiradigan har ganday akslantirish
A to‘plamda berilgan n-ar yoki n-o finli algebraik amal deyiladi.
Bu yerda n —manfiy bo‘Imagan butun son bo‘lib, algebraik
amalning rangi deyiladi. A * 0 to‘plam va A da bajariladigan al-
gebraik amallar to'plami Q berilgan bo‘lsin. (A, Q) juftlik algebra
deyiladi.

a) Agar Ma, b&A uchun a*b =b* abo‘lsa, u holda * amali
A to‘plamida kommutativ algebraik amal deyiladi;

b) Agar V/a, b, ceA uchun a* (b *c) = (a*b) *c shart
bajarilsa, * amali A to‘plamida assotsiativ algebraik amal deyiladi;

d) Agar Ma<=A uchun shunday eeA topilib, e* a = a shart
bajarilsa, e element * amalga nisbatan chap neytral element, agar
a* e —a shart bajarilsa, ong neytral element, agar ikkala shart
ham bajarilsa neytral element deyiladi.

aeA element va Vb, ceA elementlar uchun a* b = a* c
tenglikdan b=c kelib chigsa, u holda a element chap regular
element deyiladi.

aeA element uchun shunday a'&A element topilib, a' * a=e
bo‘lsa, a' element a elementga chap simmetrik element deyiladi.

A to‘plamdagi ekvivalentlik munosabati bo‘lsin. Agar av a2,
bv b2eA elementlar uchun axkbx va aRb2 shartlardan
(aj *a2R(bl * b2 kelib chigsa, u holda R ekvivalentlik muno-
sabati kongruensiya deyiladi.
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Agar (A, Q) algebra berilgan bo‘lsa, 1) to‘plamdagi amallar-
ning ranglaridan iborat to ‘plam algebraning turi deyiladi.

A * 0 to‘plam uchun D to‘plam A da aniglangan amallar to‘p-
lami, Q' to‘plam A da aniglangan munosabatlar to ‘plami bo‘Isin.
U holda (A, Q, Q") tartiblangan uchlik algebraik sistema deyiladi.

(A, Q), (B, Q) algebralar berilgan bo‘lsin. Q dagi barcha
amallarni saglaydigan cp.A-"B akslantirish (A, Q) algebraning
(B, Q) algebraga gomomorfizmi deyiladi.

qA-"B akslantirish (A, Q) algebraning (B, Qn algebraga go-
momorfizmi bo‘lsin. U holda agar @ inyektiv akslantirish bo‘lsa,
monomorfizm, @ syuryektiv akslantirish bo‘lsa, epimorfizm,
@ biyektiv akslantirish bo‘lsa, izomorfizm deyiladi.

Algebrani o‘zini o‘ziga gomomorf akslantirish endomorfizm,
algebrani 0°zini o°ziga izomorf akslantirish esa avtomorfizm deyi-
ladi.

(A, Q,) va (A, Q2 bir xil tipli algebralar berilgan boMib, Bc=A
bo‘lsin. Agar VcojgQ «-ar algebraik amalga Q2dan mos keladigan
n-ar algebraik amalni a® orgali belgilaymiz. Agar Vbv bneB
uchun abv ..., bn) = €}(bl, br) tenglik bajarilsa, u holda a2
n-ar algebraik amal ©, «-ar algebraik amalning B to‘plami bo‘yi-
cha cheklangani, (B, Q,) algebra esa (A, Q2 algebraning gism
algebrasi yoki algebraosti deyiladi.

(A, 1) algebra va dagi har bir amalga nisbatan kongruen-
siya bo‘lsin. Q* to‘plam esa A/~ faktor-to‘plamda aniglangan va
Q dagi amallar bilan assotsirlangan barcha amallar to‘plami bo‘l-
sin. U holda (A/~, ZY) algebra (A, Q) algebraning ~ kongruen-
siya bo‘yicha faktor-algebrasi deyiladi.

MisoL Z —butun sonlar to‘plami bo‘lsin. Z da a~b deymiz
va a ga a —bjuft son bo‘lsa, ~ munosabat kongruensiya bo‘lishi
ravshan. Bu munosabat bo‘yicha ekvivalentlik sinflari fagat ikki-
ta bo‘lib, ular [0]; [1] sinflardan iborat. Bu sinflar to‘plamini Z/~
orqali belgilaylik, V[a], [b\&Z/~ uchun ®, O amallarini
[a\®[b]=[a+b], [a\Q[b]=[a mb] tengliklar orqgali aniqglasak,
([0}, 1]}, ©, O, [Q], [1]) algebra (Z+, = 0O, 1) algebraning fak-
tor algebrasi bo‘ladi.
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Misol va mashglar

1. Berilgan munosabatlarning gaysilari A to‘plamda aniglan-
gan amal bo‘lishini tekshiring va uning rangini aniglang:

1.1. o={(a,b,c)|a,b,ce Ra a=he},A =R.

1.2. o= {(a,by|a,be R+a b3= a},A = R+

1.3. o= {(a,b,c)|a,b,ce Ra c=ab}A=R.

1.4. °={(a,b)\a,beZ aab=1},A=2Z.
1.5. 0={(a,b,c,d)\a,b,c,d e Z Ad =[a,b,c]}, A =Z.
2. Ato‘plamda amal quyidagi Keli jadvali yordamida berilgan:

a

o o T 9 o

a
b
c
d

Uning assotsiativligini, kommutativ emasligini isbotlang. Ney-

tral element mavjudmi?

3. Natural sonlar to‘plamida har ganday n, m natural sonlar
uchun quyidagi amallar kommutativ, assotsiativ ekanligini isbot-
lang. Bu amallarga nisbatan neytral element mavjudmi?

L. n*m=11= (, m).

32z.n*m=1 1—]n, m.

4. Quyidagi shartlar asosida algebraga misol keltiring:

4.1. Ikkita binar amal va bitta unar amal aniglangan.

4.2. Ikkita binar amal va ikkita unar amal aniglangan.

4.3. Uchta binar amal va bitta binar amal aniglangan.

5. R2to‘plamda quyidagi amallaming kommutativ, assotsiativ,
distributiv ekanligini tekshiring:

5.1. (a,b)+(c,d)=(a+c,b +d),(a,b) xc,d) = (ac,ad + be).

5.2. (a,b) +(c,d) =(a+c,b+d),(a,b)-(c,d) =(ac +bd,ad +bc).

6. Quyidagi algebralar orasida gomomorfizm o‘mating va

uning turini aniglang:
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6.1 <{3Lz€Z}, »-1, 1>A<Z +, 0>

6.2. < Z; 0>a<2Z;+, 0>
63. <{at+bi\a, beRai2=—1} ,0>a<RZ+ 0>
64.<Z; 0>a<Z2 , 0>,

65. <Z-;+,>a<Z+ + >
6.6. < {2U e Z}; o -1, 1>a <{3z\ze Z}; -1, 1>.
6.7. < 2Z; +, 0>a<5Z; + 0>
6.8. < {a + b\[p]| a,b&Q}; +, *>a < {a —b Mp | a,b&Q}N

+, o>,

7. Quyida berilgan A to‘plam, undagi S binar munosabat
tashkil gilgan A/S faktor-to‘plamni faktor-algebragacha to‘ldirish
mumkinmi:

7TA.A={ax +by+c =0\a,b,ceR},S- parallellik mu-
nosabati.

72.A={ax+by=0]|a beR},S- tenglik munosabati.

7.3. A —tekislikdagi kesmalar to‘plami, S —parallellik mu-
nosabati.

7.4. A —tekislikdagi kesmalar to‘plami, S —tenglik mu-
nosabati.

7.5. A —tekislikdagi vektorlar to‘plami, S —parallellik mu-
nosabati.

7.6. A - tekislikdagi vektorlar to‘plami, S - tenglik mu-
nosabati.

7.7. A —Z, S —«p tub songa boMgandagi qoldiglari teng»
munosabati.

8. Algebraosti bo‘lish munosabati nogat’iy tartib munosabat
bo‘lishini isbotlang.

9. Agar 9- (A Q) algebraning (B, Q2 algebraga izomorfiz-
mi bo‘lsa, u holda g>ga teskari bo‘lgan @1 akslantirish (B, Q2
algebraning (A, Qt) algebraga izomorfizmi ekanligini ishotlang.

10. (Gv Qj), (G2 @), (G, Q) - bir xil turdagi algebralar
berilgan bo‘lib, GX=G2 (G2 Q2 algebra (G, Q) algebraning al-
gebraostisi bo‘lsin. U holda (G\, Q,) gism algebradan iborat gism
algebraga ega bo‘lgan (G, Q) algebraga izomorf (G3, Q3 algebra
mavjudligini isbotlang.
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11. (p:A-*B akslantirish (A, Q,) algebraning (B, fi2 algebraga

epimorfizmi, R ={(x',x")} |\/x",x" e A, cp(x’) = (p(x") esa A da
aniglangan ekvivalentlik munosabati bo‘lsin. U holda (A/R, Q%)
faktor algebra (B, Q,) algebraga izomorfligini isbotlang.

Takrorlash uchun savollar

1 Algebra tushunchasiga maktab matematikasidan misollar
keltiring.

2. Algebraning turi ganday aniglanadi?

3. Algebralar gomomorfizmini tushuntiring.

4. Monomorfizm, epimorfizmga misollar keltiring.

5. 1zomorfizm, avtomorfizm ta’rifidagi umumiy, fargli shart-
lami aniglang.

6. Gomomorfizmlar kompozitsiyasi yana gomomorfizm ekan-
ligini isbotlang.

7. Biyektiv akslantirishlar izomorfizm bo‘la oladimi?

8. Algebralar izomorfizmi ekvivalentlik munosabati ekanligini
asoslang.

9. Algebraostilar kesishmasi yana algebra bo‘lishini isbotlang.

10. Faktor-algebra tushunchasini misol yordamida tushuntiring.

11. Akademik litsey, maktab matematikasidan algebraik sis-
temaga doir misollar keltiring.

9-8. Gruppa. Halga. Maydon

[ Asosiy tushunchalar: gruppoid, yarimgruppa, monoid, grup-
pa, gruppalar gomomorfizmi, gruppaosti, halga, kommutativ
halga, butunlik sohasi, halgalar gomomorfizmi, gismhalga.

A* 0 to‘plam va unda aniglangan * binar algebraik amal be-
rilgan bo‘Ilsin. U holda (A, *) juftlik gruppoid deb ataladi.

(A, *) gruppoidda * assotsiativ amal bo‘lsa, bunday gruppoid
yarimgruppa deyiladi.

Neytral elementga ega boMgan yarimgruppa monoid deyiladi.
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liizga (2, 1) turli (G, *, 1) algebra berigan bo‘lib, quyidagi
sluirtlar bajarilsin:

1) * —Dbinar algebraik amal assotsiativ, ya’ni Va, b, csG
uchun (@ *b) *c=a * (b * c¢) bo‘lsin;

2) Gda neytral element mavjud, ya’ni VasG uchun shunday
ce Gtopilib, e * a = a shart bajarilsin.

3) har ganday ae Guchun & * a = e bo‘lsin.

U holda (G, *, ") algebra gruppa deyiladi.

Gruppadagi amal kommutativ, ya’ni Va, b”G uchun (a * b) —
=b * a shart bajarilsa, bunday gruppa abel gruppasi deyiladi.

Gruppadagi elementlar soni uning tartibi deyiladi. Agar grup-
pa tartibi natural sondan iborat bo‘lsa, bunday gruppa chekli tar-
tibli gruppa, aks holda cheksiz tartibli gruppa deyiladi.

Gruppadagi binar algebraik amal «¢» bo‘lsa, bunday gruppani
multiplikativ gruppa, «+» bo‘lsa, additiv gruppa deymiz.

Gruppalar nazariyasida gomomorfizm, izomorfizm, gruppaosti
tushunchalari algebradagi mos tushunchalaming xususiy hollaridir.

Agar (K, +, — ) turli algebra uchun quyidagi shartlar
bajarilsa:

(1) (KT +, — —abel gruppasi;

(2) (K, *) - yarimgruppa;

(3) Va, b, c&K uchun a (b + c) = amb+ a-scva
(b+ c)ea=Dbea+ cea, uholda (K, +, — *) algebra halga
deyiladi.

(K; +, — additiv gruppaning neytral elementi halganing noli
deyiladi va 0 orgali belgilanadi.

Agar ko‘paytirish amali assotsiativ bo‘lsa, halga assotsiativ
halga, ko‘paytirish amaliga nisbatan birlik element mavjud bo‘lsa,
halga birlik elementli halga deyiladi.

Nolning bo‘luvchilariga ega bo‘lmagan assotsiativ, kommutativ
halgada 1*0 shart bajarilsa, bunday halga butunlik sohasi deyiladi.

(K; +, — *) halga berilgan bo‘lsin. L esa K ning bo‘sh
bo‘lmagan to‘plamostisi bo‘lsin. Agar L to‘plam K dagi +, —
amallariga nisbatan algebraik yopig boMsa, ya’ni Va, beL uchun
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a+bel,aebel, —ae L shartlar bajarilsa, (L, +, — - al-
gebra (K; +, — ) halganing halqgaostisi deyiladi.

1-misol. K ={a+ byfp \a,b e R} to‘plam maydon tashkil
etishini isbotlang.

Yechish. Maydon ta’rifiga ko‘ra berilgan to‘plamda quyidagi
shartlar bajarilishini tekshiramiz:

1) V(ZX22°K),3\( zeK) (zx+z2=2);

2) \I(zvz2"K) (z1+22=22+121);

3) \/(z,zvz2eK), (U+Z))+ 22=z+(z1+22));

4) V{z&K),3\(e&K) (z+e=z);

5) V(zeA),3 (z!cK) (z+z'=e);

6) \/{zvz2zK),3!( zeK) (zxz22=2);

7) v(zxz2eK) (zxz2=221X);

8) V(z,2v 22eK), ((.zZ> 22)=z-(z1-22));

9) \/(ZeK),3\(eeK) (z-e =2);

10) \/(zeK),3 (z'eA) (z-2'=e).

1 To‘plamning ixtiyoriy zx=ax+bxy[p, z2=a2+b2Jp
elementlari uchun zx+22 =(ax+\ Jp) +{&o+ Jp) =(ax+ )+
+(bx +b2)-Jp tenglik bilan aniglanuvchi shu to‘plamning
a+by[p =z elementi mavjud. Demak, K to‘plamda qo'shish
amali aniglangan. <K; +> —additiv gruppoid.

2. To‘plamning ixtiyoriy zx=ax+bxJp, z2 =a2+b2Jp
elementlari uchun zx+z2 =((flj +a2) +(bx H1%)#/>) =  +ax) +
+(b2 + bx)y[p = z2 +Z,. Demak, go‘shish amali kommutativ va
<K; +> —additiv abel gruppoid.

3. To‘plamning ixtiyoriy z-a +b”p, zx=ax+hx-Jp,
72 =a2+b2Jp elementlari uchun (z +2\)+2 = ((« +«i) +
+Hb +bl)Jp) +{a2 +b2Jp) =((a +ax) +a2 +((b +bx) +02)JIp) =
=a+(ax+a2) +(b +(bx+b2))Jp =z +(zx +z2)- Demak, go‘-
shish amali assotsiativ va <K; +> —additiv abel yarimgruppa.

4. To'plamning ixtiyoriy z =a+bjp elementi uchun z+e~z
tenglikni ganoatlantiruvchi elementni aniglaymiz: (a +by[p) +
+(x +yy[p) =a+bjp tenglikdan (a+x)+ (b+y)Jp =a+bjp
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a+x =a, ) S
tenglikni va undan j ~+ _ ” tenglamalar sistemasini hosil gila-

\x =0, r
miz. Uning yechimi |~ _q bo’lib, bundan e=0+0 = 0
hosil bo‘ladi. Demak, K to‘plamda qo‘shish amaliga nisbatan
neytral element mavjud ekan. <K; +> additiv abel monoidni
tashkil etdi.

5. To‘plamning ixtiyoriy z = a + byfp elementi uchun z+z'=e
tenglikni ganoatlantiruvchi elementni aniglaymiz: (a + b"p) +
+(x +yy[p) =0+04p tenglikdan (a+x) +(b+y)y[p =0+ 0"P

- - .fa + X = 0 1 - - - - -
tenglikni va undan JI"-_li_y _ q tenglamalar sistemasini hosil gila-

al
miz. Uning yechimi |( N bo‘lib, bundan z’=-a+{-b)"p =

=-{a +bjp) hosil bo‘ladi. Demak, Kto*plamda go‘shish amaliga
nisbatan simmetrik element mavjud ekan. <K; +> additiv abel
gruppani tashkil etdi.

6. To'plamning ixtiyoriy 4 =ax+ b™-Jp, z2 =a2 +b2Jp ele-
mentlari uchun 2\-Z2 =(ax+blJp)-(a2 +b2'Jp) = (ax-a2 +pbxR) +
+(ax2 + ba2)”p tenglik bilan aniglanuvchi shu to‘plamning
a + byfp =z elementi mavjud. Demak, K to‘plamda ko ‘paytirish
amali aniglangén. <K; > —multiplikativ gruppoid.

7. To‘plamning ixtiyoriy A -clx+biy[p, z2=a2 +b2y[p
elementlari uchun 2\-Z2 - + pbx2) + (a2 + be™)Jp) =
= (fizfl, + pb2by) + (a2bi + b2ax)Jp =z2 -zx. Demak, ko‘paytirish
amali kommutativ va <K; ®> —multiplikativ abel gruppoid.

8. To‘plamning ixtiyoriy z=a+bjp, zx=ax+bxy[p,
z2=a2+ Jp elementlari uchun (z *4) 2 = ((aax+ pbbx) +
+(as[ +bax)4p)-(a2 +b2fp) = ((aax)a2 +p(b” )a2 + p(abx)b2 +
+?(£al) ") +((aa1)2 +p(bbx)b2 +(62\)62 +(bai)a2)y[p = (0(0 ) +
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+pb(blb2) + pa{b\b2) + pb(ax2)) + (a(axb2) + pb(bx2) +a(\a2) +
+b(ala2))yfp = (a+bjp)-((ala2 + pblb2) + (alb2 + bla2)yfp) =

=(a+bjp)((ax+blsfp)-(a2 +6,Jp)) =z Mzx-Z2)- Demak, ko*-
paytirish amali assotsiativ va <K; m>—multiplikativ abel yarimgmppa.

9. To‘plamning ixtiyoriy z =a+ b Jp elementi uchun z ee—z
tenglikni ganoatlantiruvchi elementni aniglaymiz: (a+ byfp)x

X(x +y-Jp) =a+byfp tenglikdan (ax + pby) +(ay +bx)-Jp =

| o \ax + pby = a, _
=a+byjp tenglikni va undan jl gy +b)z<_ b tenglamalar sis-

\x =
J

1, .
temasini hosil gilamiz. Uning yechimi _" bo‘lib, bundan

e=1+0jp =1 hosil bo‘ladi. Demak, K to‘plamda ko‘paytirish
amaliga nisbatan neytral element mavjud ekan. <K; s> multi-
plikativ abel monoidni tashkil etdi..

10. To*plamning ixtiyoriy noldan fargli z =a+bjp elementi
uchun z ' z'=e tenglikni ganoatlantiruvchi elementni aniglay-
miz: (a+bjp)(x +yjp) =1+0O"Jp tenglikdan (ax +pby) +

iax + pby =1,
+(ay + bx)?jp =1+ oyjp tenglikni va undan j ay + )X =Q teng-

X =
. .. . . . .. a2-pb2
lamalar sistemasini hosil gilamiz. Uning yechimi b
y a2-pb2
bo‘lib, bundan z"'= , ° ~ ~ b, Jp hosil boladi. Demak, K

-pb a -
to‘plamda ko‘payti?isﬁ amaliggbnisbatan simmetrik element
mavjud ekan.

<K; m, _1, 1> multiplikativ abel gruppani tashkil etdi.

K to‘plam qgo‘shish va ko‘paytirish amallariga nisbatan abel
gruppa shartlariga bo‘ysunganligi uchun <K; +, ¢, — 0, 1>
maydon boladi.

2-misol. K ={a+bjp \a,beR} va P-{a+bjq \a,b &R]
to‘plamlar tashkil etgan maydonlar orasida izomorfizm o‘mating.
54



Yechish. Algebralar izomorfizmi ta’rifiga ko‘ra berilgan
<K\+,-,—-1,0,I> maydon elementlarini <R,+,-,—_1,0,1> may-
don elementlariga akslantiradigan akslantirish asosiy amallami
saqglashi, inyektiv va syuryektiv bo'lishi kerak.

[: K~P akslantirishni f (a+bjp) =a+b*Jg ko‘rinishda
olamiz.

K to‘plamning ixtiyoriy z1=ax+bx"Jp, z2 = a2 + b2y[p ele-
mentlariga R to‘plamning tx=ax+bl”™q,t2 =a2 +b2-"q ele-
mentlari mos keladi. Tanlab olingan akslantirish izomorfizm
ekanligini isbotlaymiz:

1) Vzx,z2 e K uchun f(zx+z2)=f((al +b[JIp)+(al+b2™p)) =
=f{{ax+a2) +{bx+b2)JIp)) = (al +02)+(6i +R)Iq=(ax+t\4q) +
+(a2 +b2y[q) =/ (ax+bxdp) +/ +b2Jp).

Demak, qo‘shish amali akslantirish natijasida saglanadi.

2) Vzi,Z2 uchun f(zx-z2) =f((ax+blJp)-(a2+b2Jp)) =
=/((q«2 +pbl2)+ (axt2 +bla2)Ip)) = (ala2 +gbx2) +{axd + \a2)s[q =
= (ax+bxJq) +(0, +b2Jq) =f (ax+bxJp)- f{a2 +b2y[p).

Demak, ko*paytirish amali akslantirish natijasida saqlanadi.

3) 1(0)=1f(z +(-z)) =f((a +by[p) +{-a-Dbjp)) =
=f ((a-a)+ (b-b)y[p)) =(a- a) +(b- b)y[g =(a +bjq) +
(-a-bjg) =f(a +b-Jp) +(-/(« +bjp)) =o.

Demak, go‘shish amaliga nisbatan neytral element neytral
elementga, simmetrik element simmetrik elementga o ‘tdi.

4) /(1) =f(z -z~")=f((a +bjp)- (-m—2-+ 4p)) =
a -pb a -pb

=1=(a+bjg) *(;- oo+ 0 VI9 =(@+bjo)-(a +bja)" =

=/ (z) & 1(z) =1+ Demak, ko‘paytirish amaliga nisbatan ney-

tral element neytral elementga, simmetrik element simmetrik

elementga o ‘tdi. Aniglangan akslantirishning gomomorfizm ekan-
ligini isbotladik.

5 \/zx,z2eK lar uchun /(zi) =/(z2) ekanligidan

al +bly[q = a2 +b27q kelib chigadi. Bu shart ax=a2 bx=1
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shartlar bajarilganda to‘g‘ri. Bundan esa ax+ t\""fp =a2 + ly, *Jp
ni hosil gilamiz. Demak, bir-biriga teng tasvirlarga bir-biriga teng
asilar mos keldi. Tekshirilayotgan akslantirish inyektiv akslanti-
rish ekan.

6) R To‘plamdan olingan har ganday f(z) =a+bjq ele-

mentga a + byfp e K element mos keladi. Demak, akslantirish
syuryektiv ekan.

Tekshirilgan xossalarga ko‘ra, / <K\ +,¢-, 10,1 >-»
-><P'+,¢ 10,1 > akslantirish izomorfizm.

Misol va mashglar

1. Gruppadagi ixtiyoriy elementga chap teskari element, shu
elementga o‘ngdan ham teskari bo‘lishini isbotlang.

2. Gruppada o°‘ng birlik element, chap birlik element bo*-
lishini isbotlang.

3. Gruppaning ixtiyoriy a va b elementlari uchun ax = b va
ya = b tenglamalaming har biri yagona yechimga ega bo‘lishini
isbotlang.

4. Quyidagi to‘plamlami multiplikativ gruppa tashkil etishini
isbotlang:

41. G={a+ bjl |a,be Q a2+ bl> 0}

42. G—{jf \p —tub son , z e Z).

5. Quyidagi to‘plamlarni additiv gruppa tashkil etishini isbot-
lang:

51. (?= {a +by/3 |a, be Z}.

52. G={™\aeZ,keN}.

53. G={a — |a, be Z;p —tub son}.

6. (G;e (H ;s _1) gruppalar berilgan bo‘lsin. @: G-+H
akslantirish gomomorf akslantirish bo‘lishi uchun Ma,be G,
9(0 *b) = cp(fl) «(p(6) bo‘lishi yetarliligini isbotlang.

7. (G;s _1) gruppa berilgan bo‘lsin. H*Q, H a G to‘p-
lamosti gruppaosti bo‘lishi uchun Va,b e H elementlari uchun
amwT1 e H bo‘lishi zarur va yetarli. Isbotlang.
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8. a b, clar (K; +, — ¢ halganing ixtiyoriy elementlari
bo‘isin, quyidagi xosssalami isbotlang:

1) agara + b = abo‘lsa, 6 = 0;

2) agara + b = 0 bo‘lsa, a = —b;

3) -(-a) = g

4)0ea—am0=0;

5 (-d)(-b) = a -b\

6) (a —b) ec= a mc —Db mc;

7Yce(a—b)=cma —c-h

9. Quyidagi to‘plamlaming halga tashkil etishini isbotlang:

91. G={a+bj2 |a be QL

9.2. G—{a —b\[p |a, be Z;p —tub son}.

9.3. < Znj;+, o>

10. (Z; +, 9) butun sonlar halgasi, (K; ©, ©, 0),
K= {0, e, a, b) to‘plamida amallan quyidagi jadvallar orqgali beril-
gan halga bo‘Isin:

) 0 e a b © 0 e a b
0 0 0 0 0 0 0 e 0 b
e 0 e a b e e a a a
a 0 a 0 a a a b 0 e

0 a e a a a

Bu halqgalar orasida gomomorfizm o ‘mating.

11. Butunlik sohasi bo‘lImagan kommutativ halgaga misol
keltiring.

12. Halganing barcha gismhalqalari kesishmasi yana shu hal-
gaga gismhalga bolishini isbotlang.

13. Jismga tashkil etadigan algebraga misol tuzing.

14. Quyidagi algebralaming maydon tashkil etishini isbotlang:

141. <{a —b\J3 | a be Q}; +, m>

142. < Z 7T, +, *>.

15. <{a+b”[p |a,bG Q}; +, «> va < {a~b™[p |a,be Q) +, =>
maydonlar orasida izomorfizm o ‘mating.
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7/J Takrorlash uchun savollar

1 Yarimgruppa deb nimaga aytiladi?

2. Monoidga ta’rif bering va misol Keltiring.

3. Gruppa ta’rifini keltiring. Uning asosiy xossalarini ayting.

4. Additiv, multiplikativ gruppalarga algebra, geometriya kur-
sidan misollar keltiring.

5. Gruppalar gomomorfizmining ganday turlarini bilasiz?

6. Har ganday gomomorfizm izomorfizm bo‘la oladimi yoki
aksincha?

7. Gruppalar avtomorfizmi nima?
8. Gruppaosti tushunchasiga misollar keltiring.
9. Halganing ganday turlarini bilasiz?

10. Halgalar gomomorfizmi, izomorfizmiga misollar keltiring.
11. Halqalar avtomorfizmi ta’rifini bayon giling.
12. Halqgaostilar kesishmasi yana halqgaosti bo‘lishini isbotlang.
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r “ANfA ofiMiTasosiyfonli —

SISTEMALAR
- _ n i>

10-§.  Natural sonlar sistemasi. Matematik induksiya prinsipi

Asosiy tushunchalar: natural sonlar sistemasi aksiomalari,
matematik induksiya prinsipi, induksiya gqadami, natural son-
lar yarimhalgasi, tartib munosabati.

N to‘plami unda bajariladigan +, «binar algebraik amallar,
N to‘plamining ajratilgan elementlari 0 va 1 lardan iborat (N, e,
+, 0, 1) algebra uchun quyidagi aksiomalar (shartlar) bajarilsin:

1 Va, beNuchuna+b*1

Il. Va g N uchun yagona shunday a' element mavjud bo‘lib,
atl=a'.

1. Va, b g TVuchun a+l=b+\ bo‘lsa, a~b.

IV. Va, b ¢ N uchun a+(b+1) = (a+b)+L1

V.VagNuchunael=a

VI. Ma, b ¢ N uchun a(b+1) = ab + a

VII. Induksiya aksiomasi. N to‘plamning M ixtiyoriy to‘plam-
ostisi uchun:

1) 1g M

2) Va ¢ Nuchun a+ 1g Mbolsa, M —N bo‘ladi.

Agar (N, ¢, +, 0, 1) algebra uchun yuqorida sanab chigilgan
I—VII shartlar bajrilsa, u holda bu algebra natural sonlar sis-
temasi deyiladi.

A(n) natural sonlar to‘plamida aniglangan bir o‘rinli predikat
boMib, quyidagi shartlar bajarilsin:

A(\) —rost mulohaza.

2. VK ¢ N uchun A(k) rost mulohaza boflishidan A{k+\)
mulohazaning rost mulohaza bo‘lishi kelib chigsin. U holda
V7 g N uchun A(n) mulohaza rost mulohaza bo‘ladi.

A(l) ni induksiya bazisi, A(k) ni induksiyafarazi, deb ataymiz.

A(k) = 1dan A(k+\) = 1 kelib chigishi induksiya gadami
deyiladi.
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Va, b ¢ TVnatural sonlar uchun shunday n ¢ TVtopilib,
a—b+n bo‘lsa, a natural son b natural sondan katta deymiz va
a > b deb belgilaymiz.

(A; +, ¢ algebra uchun quyidagi shartlar bajarilsin:

1) Va, b, cuchun (a+ b) + c=a+ (b + c);

2) Va, b g Auchuna+ b=>b+ g

3) Va, b, X ¢ A uchun ((@a + jc=b +jo = (a = 0)a
n((x+a=x+6) => (a=h);

4) Va, b, ¢ ¢ Yuchun (a*b) ec = a m(b mc);

5) Va, &, ¢ ¢ Auchun ((a + B »c —ac + bc)n(c(atb)=
~ca+ch).

U holda (A; +, *) algebra yarimhalqga deyiladi.

Misol. -1—< ? ”», (,, > 1) ekanligini isbotlang.
ntl (n\)
2

Isbot. 1. n=2 da -é.q<i(2||)é :>_3 <6 kelib chigadi, ya’ni

tengsizlik o‘rinli.

2. Har ganday k>0 uchun < (2fc+1)(2"+2) ekanligidan
ganday (o1 ( (&)é) ) g

T~r' < ‘ SZ’M'Z)' Bundan g | < | 2%2>]
fetl  k+2 (A 1)2 (&+1)2 ct2  ((ffe+D))2
kelib chigadi.

(2a)

4-II
Demak, har ganday n > 1 natural son uchun ﬁ_1< e -

Misol va mashqlar

1. Quyidagi teoremalarni isbotlang:

11. (Va,bg ™M)= (3lc ¢ AOn (a + 2= ).
12.Va, 6, cqo TV=>(a+ b)) +c=a+ (6 + ).
13. (Vag Vy=(a+ 1=1+ a).

14. (Va,bg M= (a+ b —b + a).

15 (Va, bces Mo (a+tc=b+c)=(a= 2D
16. (Va, b ¢ TV =3l/>@+ b —p).

17. (Va, bcg M =((a+ 06) sc=asesc+ bec).



18. (Vacivy=>a-1 = I-a.

19. (Va, b g T™=>(a+b —1b -a).

1.10. (Va, 6, CGTV)=~>c-(a + ¢() = c- a+ cCc-¢.

1.11. (Va, b, c e N) => (a mb) mc = a m(b *c).

112. Vae ™o (@~ 1) => B« s M (a= 1+ A).

1.13. (Va, ée7V)=>aa+e.

2. Va, b g MNMuchun quyidagi tengsizliklardan fagat biri o‘rin-
li ekanligini isbotlang:

1) a = b\ 2)3ne N, b=2a+n; 3)3/0TV,a=>nb+ [

3. Natural sonlar to‘plamidagi tengsizlik munosabatining
quyidagi xossalarini isbotlang:

N (Va,og™Mn@*b =(@>€) Vv (b >a).

2. (VagM™uchun (a > a).

3°. Va, b g N uchun a >b => (b > a).

4°.Va, b, ¢ s TVuchun (@> ¢) n >> c) => (a > ¢).

50.Va, b, ¢ g Tvuchun ((@>¢) => (@ + ¢) > {b + ¢)).

6°Va, b gTVuchun @+ b > a

7°. Va, b, ¢ &N uchun (a> () => ac > bc.

4. Tekislikda berilgan bir nugtadan o ‘tuvchi n ta turli to ‘g ‘ri

chiziglar tekislikni 2n bo ‘lakka bo‘lishini isbotlang.

5. (xin) ketma-ketlik uchun x, =1, x,+1 = xn - n”™ +1" beril-
gan bo‘lsa, xnni ifodalang.

6. Quyidagi tasdiqglarni isbotlang:

6. (4« + 15« - 1) i 9

6.2. (10« + 18« - 1) : 27.

6.3. (32n+ 3 + 40« - 27) i 64

6.4. (62" +3»+ 2+ 3n) \ 11

6.5. (5« + 2-3"- 1+ 1) ; 8.

6.6. (ii« +2+ i22*+ 1) ; 133.

6.7. (9« +1 — 8« — 9 ) : 16.

6.8. (36u - 26n) 1 35.

7. Quyidagi tengliklami isbotlang:
7.1. %*+’ 21 +i LA n?— l7|2($1+1)2l

61



72 L U+ 22 4 .+ unesl = (+1)! - 1

2n+1

7.3. 4
1/Vv.  9A 25 (2n-1) y 2n-2 "

74, L+ L+..+ 1 9
T4 77 (3n-2)(3n+1)  3n+1'

nn+1)
75.1- 224+ 32- 42+ ... + (-1)«- 1«2 = (-1)« 1

12 22 n2 nn+1)
7'6" 13+ 35+ """+ (2n-1)(2n+1) 2(2n+1) *

7.7, (X, +...+Xn)2 = X2 +...+Xm2 +2(XX2 + - + X n_1X)).

78 1+ X+ 2+ . +xr= Lt (X & 1).

21 31 (n+1) (n+1)r

7.10. ET(EirlT + {a+1:)(a+'g'|+ -t (ﬂ+r|-1])(a+n) a(a+n) '
8. Quyidagi tengsizliklami isbotlang:

a — L | 13
N2 + N3+ M+ 2042 > 24"

on 1 1 it
8-2- THT+ M2 +"“+ JHT> o

1 3 5 2n-1 ~ 1
8’3" 2 4 6 ” 2n

84. IX +x2 +... +X, [<| §+ Ix2 I+...+ IX,,].
11 1 1
8.5. YTt W+t H < 2.

9. Agar n>2, a>-1 bo‘lsa, n natural son uchun
@ +fl)" >1+na o‘rinli ekanugini isbotlang.

3 2
10. Har ganday n natural son uchun ~ +~2 + 2 natural son

bo‘lishini isbotlang.
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Takrorlash uchun savollar

. Natural sonlar sistemasi deb nimaga aytiladi?
Matematik induksiya metodini ifodalovchi teoremani ayting.
Induksiya bazisi, induksiya farazi, induksiya gadami nima?
Natural sonlami go‘shishning ganday xossalarini bilasiz?
Natural sonlami ko‘paytirishning xossalarini ayting.
. Natural sonlar to‘plamida tartib munosabatini aniglang.
7. Natural sonlar to‘plamidagi tengsizlik munosabatining xos-
salarini bayon qiling.
8. Natural sonlar to‘plami kommutativ yarimhalga bo‘lishini
isbotlang.

© gk wdpE

Butun sonlar halgasi. Ratsional sonlar maydoni.

- .. ) .
S Haqigiy sonlar sistemasi

| Asosiy tushunchalar: butun sonlar halgasi, bo‘linish mu-
nosabati, maydon, ratsional sonlar maydoni, hagiqiy sonlar
sistemasi.

Vz g Z element ikkita natural son ayirmasi ko‘mishida ifoda
gilinadi. (Z; +, ) halgani butun sonlar halgasi, deb ataymiz.

Agar a, b, b*0 butun sonlar uchun shunday q butun son to-
pilib, a=bq tenglik o‘rinli bo‘lsa, a butun son butun songa
bo‘linadi yoki b butun son a butun sonni bo‘ladi deyiladi va,
mos ravishda, a : b yoki b\a ko‘rinishda belgilanadi.

\/a, b ¢ Z sonlar uchun a : i va b : a shartlar bajarilsa, a va
b sonlar assotsirlangan deyiladi.

Assotsiativ, kommutativ, birlik elementga ega, noldan fargli
har bir element teskarilanuvchi bo‘lgan va 1V O shart bajariladi-
gan halga maydon deyiladi.

Maydonning noldan fargli har ganday elementi teskarilanuv-
chi bo‘lgan halgaosti maydonosti deyiladi.

K butunlik sohasi P maydonning halgaostisi bo‘lsin. P may-
donning ixtiyoriy P elementi uchun R butunlik sohasining m, n
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elementlari topilib, P—mn~I tenglik o‘rinli bo‘lsa, P maydon
K butunlik sohasining nisbatlar maydoni deyiiadi. Butun sonlar
halgasining nisbatlar maydoni misional sonlar maydoni deyiiadi.

Tartiblangan maydonning ixtiyoriy musbat a, b elementlari
uehun shunday n natural son mavjud bolib, n-a > b shart
bajarilsa, bu maydon Arximedcha tartiblangan maydon deyiiadi.

F tartiblangan maydondagi har ganday fundamental ketma-
ketlik shu maydonda yaqinlashuvchi bo‘lsa, bunday maydon
to 1iq deyiiadi.

Arximedcha turtiblangan ratsional sonlar sistemasini 0°z ichi-
ga oigan eng kichik to‘lig maydon hagigiy sonlar sistemasi deyi-
ladi.

KS:  Misol va mashglar

1. 5ga bolinuvchi butun sonlar to‘plami halqga tashkil etishi-
ni isbotlang.

2. Ze to‘plam halqa tashkil etishini isbotlang.

3. Q2to‘plam (a,b) +(c,d) - (a+c,b+d), (a,b) m(c,d) —
= (ac+2bd, ad+bc) amallarga nisbatan maydon tashkil etishini
isbotlang.

4. Butun sonlar halgasidagi boMinish munosabatining quyida-
gi xossalarini isbotlang:

la Va <Z, a* Ouchuna:a

2°.VaeZ a”0uchun 0 :a

3aVagZz ailOvaal\ ().

40 : munosabati tranzitiv munosabatdir, ya’ni Va, b, c ¢ Z
uchun a\ bva b : cbolsa, a ec

50 Va, b, c g Zuchunaicholsa, a*b:c

60.Va, b, c ¢ Zuchunal\cvab\cbolsa, (a+Dh):c

T.Va, b, cg Zvac*0uchun beiacholsa, b:a

8o Va, b, cg Zuchuna:cvab:dbolsa, (a *b) :(ced).

9. Va, b, cy Zva a :bbolsa, a mc:b mc.
10°. Va, b, ¢, m, ngZvaa\lcvab\cbolsa, (ma + nb) ic

64



5. (P; +, — =, 1) maydonning ixtiyoriy a, b, c elementlari

uchun quyidagi munosabatlar o‘rinli ekanligini isbotlang:
1°°0ea= am = 0.
2°. Agar ab = 1bo‘lsa, u holda b = a~K
3. ¢ * 0bo’'lib, ac = be bo‘lsa, a = h.
4°, ab = 0 bo‘lsa, a —0 yoki b —O0.
52 a*0vabv0bolsa abv a
6°. %-= . bo‘lsa, ad = be.

o a , ¢ _ ad+bc
m~b+ T bd

go d c ac
" ~t>~~hd

n n n

10°. Noldan fargli a, b elementlar uchun

11° cv 0 element uchun A =~ =N~
b be be~I

6. (F;, +, — « 1, >) tartiblangan maydon uchun quyidagi
xossalarni isbotlang:

1°. Va, b&F uchun a<b bo‘lishi uchun b —a > 0 bo‘lishi
zarur va yetarli.

2. \/aeF uchun a<0, O<a, 0=a shartlardan bir vaqtda fagat

biri o‘rinli.

3°. Agar a>0va b >0 bo‘lsa, u holda ab >0 va a+b >0
bo‘ladi.

4°. a<bvac<dbolsa,a+c<b+d

5°. Agara <bva c < 0bo‘lsa, ac > be.

6° \/asF element uchun a2>0. Xususan, a* 0 bo‘lsa, a2 > Q.

7°. \IneN uchun n m1 > 0, xususan, 1> 0.

g° Tartiblangan maydon butunlik sohasidir.

7. (F; +, — « 1, >) tartiblangan maydonning Va, b element-
lari uchun quyidagi munosabatlami isbotlang:
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1°. il = I-fll.

2°\d>a va \d>-a.
3. \a+ b <|d] +]s].

4°. \a b\< \d\ me|.

5°. 16]>0.

6°. VaeF, a2 >0 element uchun \b\ < a bo‘lishi uchun
—a < b <a bo‘lishi zarur va yetarli.

7°. Va, b, ¢, F, a > 0 elementlar uchun \b\ > a bo'lishi
uchun b > a yoki b < —a bo‘lishi zarur va yetarli.

8. Har ganday a+bjl (a,b e Q) ko‘rinishdagi hagigiy son
uchun aniglangan f (a +by/l) =a- b\i7 akslantirish hagigiy son-
lar maydonining avtomorfizmi bo‘lishini isbotlang.

Takrorlash uchun savollar

1. Natural sonlar yarimhalgasini gamrab oigan eng kichik
kommutativ halgani quring.

2. Butun sonlar to‘plami halqga tashkil etishini isbotlang.

3. Butun sonlar halgasida tartib munosabatini aniglang.

4. Butun sonlar halgasida bo‘linish munosabatining xossalari-
ni ayting.

5. Maydon tushunchasiga ta’rif bering.

6. Maydonning sodda xossalarini ayting.

7. Maydonlar izomorfizmiga misol keltiring.

8. Ratsional sonlar maydonida tartib munosabatini aniglang.

12-§.  Kompleks sonlar maydoni

| Asosiy tushunchalar: kompleks son, kompleks sonlar maydo-
ni, sonli maydon, o‘zaro go‘shma kompleks sonlar, kompleks
son moduli, kompleks tekislik, mavhum o°‘q, kompleks son
argumenti, kompleks sonning trigonometrik shakli, Muavr
formulalari, n- darajah ildizlar.
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C = {b+bi/a,b& R} to‘plamni qgaraylik. C da (a+bi) + (c+di)—
= (a+c) + (b+d)i; (a+bi) m® +d/ = (ac —6J) + (ad + bc)i;
—{atbi) —(—a)+(—b)i tengliklar orgali qo‘shish, ko‘paytirish,
garama-qgarshisini olish amallarini aniglaymiz. Ixtiyoriy a+bi*0

element uchun teskari element (a +bi)~l = ,a------- t~t1fer-
ath a+b

mula bilan aniglanadi.

Kompleks sonlar maydonining har ganday maydonostisi sonli
maydon deyiladi.

Z —a+bi kompleks son uchun z —a—bi goshma kompleks
son deyiladi.

\2\ = +b2 son a+bi (a,b&R) kompleks sonining moduli
deyiladi.

Har bir a+bi kompleks songa tekislikda (a,b) nuqgtani mos
go‘ysak, bu nuqta kompleks sonning geometrik tasviri deyiladi.
Bu nuqgtani koordinatalar boshi bilan tutashtirsak, boshi koor-
dinatalar boshida, uchi esa (a,b) koordinatali nugtada bo'lgan
OA vektor hosil bo‘ladi. Bu vektorning uzunligi esa a+bi kom-
pleks sonning moduliga tengligi ayon.

Har bir bi kompleks songa Oy o‘gida
(0, b) nugta mos keladi. Bu o‘gni mavhum
0 deb ataymiz. Ox o‘gni hagiqgiy ofq
deymiz.

OA vektorning Ox o‘qi musbat yo‘na-
lishining soat mili garama-qgarshi yo‘na-
lishida hosil gilgan (o burchagi a+bi kompleks sonning bosh-
langich argumenti deyiladi.

a+bi kompleks son berilgan bo‘lib, r uning moduli gesa ar-
gumenti bo‘lsin, u holda b— sincp, a=rcoscp tengliklarni ko‘rsa-
tish giyin emas. Demak, a+bi = r(cos<p+/sincp) tenglik o‘rnili.
Bu esa kompleks sonning trigonometrik ko rinishi deyiladi.

Z1 —"\(coscpj+Z sincp,), z2 — F2(coscp2+/sincp2) kompleks son-
lar berilgan bo‘lsin. U holda quyidagilar o‘rinli:

1°. zj-Z2=rl-r2(cos((pi+(p2) + /sin(cp,+cp2)).
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Z"==(r(cos(p+/sin<p))',=ra(cos«(p+/sinmp), bu formula Muavr
formulasi deyiladi.

£=r(coscp+¢ sintp) kompleks son berilgan bo‘lsin. Bunda r
kompleks sonning moduli, (p=(po+2fot kompleks sonning argu-
ment!, qo - boshlang‘ich argumenti bo‘lsin. U holda z kompleks
son nta har xil n- darajali kompleks ildizlarga ega bo‘ladi va bu
ildizlar quyidagi formula yordamida topiladi:

1-misol. 1z+2 1= 3 tenglamani yeching.
Yechish. Kompleks sonning moduli, kompleks sonlarning
tengligi ta’riflaridan quyidagi ifodani hosil gilamiz:

\z+2|=\x+yi+2|=|(Xx+2)+yi\= X+2)2+y2

va N(x+2)2+y2 =3.

Bundan (x +2)2 +y2 - 9 tenglamani hosil gilamiz. Hosil bo‘l-
gan tenglamaning yechimlari tekislikdagi markazi (—; 0) nug-
tada bo‘lgan, radiusi 3 ga teng aylananing nugtalaridan iborat.
2-misol. \z+2+/| <3 tengsizliklarni yeching va yechimlar
to‘plamini Dekart koordinatalar tekisligida ifodalang.
Yechish. \z +2 +i\<2 tengsizlikka kompleks sonning moduli
ta’rifini go‘llasak, \z+2 +\N=\x+yi +2+/|=|(x +2)+ (] +1)/| =
=y](x+2)2+(j +1)2 ni hosil gila-

miz. Bundan (x+2)2+(y+1)2<4
tengsizlikni hosil gilamiz. Bu
> tengsizlikning yechimlari markazi
X (—2; —) nuqgtada bo‘lgan, radiu-
si 2 ga teng doiradan iborat. Doi-
rani Dekart koordinatalar tekisli-
gida chizamiz.
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3-misol. a/3+4/ ni hisoblang.
Yechish. Kompleks sondan kvadrat ildiz chigarish formulalari

) g+Va2+b2 + ml-a+yja2+b2
1) alo+bi ~+
b>0

a+'Ja2+b2 _m /-B+VR2+b2

2) yla+bi- + lardan foydala-
b<o

namiz. Berilgan misolda b > 0 bo‘lganligi uchun birinchi formu-
lani go‘llaymiz:

V3+d/ =+ 332 +42 + ¢ |-3+7/32+42 + 3+5 + . /-3+5
4>0 T 2 V 2

=+(2 +2/) =%2(1 +o0 -

4-misol. 3/2 + 3/ ildizlami hisoblang.
Yechish. Ixtiyoriy kompleks sondan n- darajali ildizlarni to-
pish formulasi

H, cos @M fom 2228 g = Bonot

n n )’

dan foydalanamiz. Buning uchun awal berilgan z=2+3/ kompleks
sonni trigonometrik ko‘rinishga keltiramiz: kompleks sonning

moduli |4 =\ja2 + b2 =yj22 +33 = VI3 ; argumenti P=arctg =

=arctg dan iborat. U holda z =2 +3i = Vi3 ~cos|arctg-|j +
+isin larctg”™ 1J. Topilgan modul va argumentni (1) formulaga

; arctgLZ?IA' arctgi-l-z tik N
go‘yamiz: uk =V133 cos ! +isin 1 ,k=0,1,2.

N
_ arctg?3 arctg-
Bundan «0 =sJI3 cos—é +/sin——/
Vv



3 N
arctg—+2 7t arctg—t+2n

#13 cos +:sin

/ 3 . 3 N
arctg—+47i arctg—+4 1

« =N —— | ——— i 81N —=—=== 1 -==—=
2 13\(13- J_'L +isin Jl

ildizlami hosil gilamiz.

5-misol. sin x +sin 2x +... +sin nx = ----- X_Sin/\gi tenglikni

isbotlang. S

. |+
sin-——-
Ishot. 1. «<=1 bo‘lsin. U holda sinx =— —sing‘=>sinx=sinx
sinx?
tenglik o‘rinli.

. . 0 N (
2. n~k uchun sinx +sin2x +... +sinkx —------ —sm% boll-
sinx?

sin. U holda n=k+ 1da
sinx +sin2x + ... +sinf£x +sin(& +1)x =

. k+1 . k+1
Sin n . fa.. . Sin o . eV . t-,1 i-,1
= — —sin—+sin(A; + I)X = -— —sin—+2sin—xc0s—-X =
L oX 2 v . 2 2
Sin— Sin—
2 2

k+2

- . i . £+
=3 cos-k";ixst—: sm k;—zx - sh k—zx— =Sin 2 gy £21

. X
sin—
2

X.

Demak, har ganday neN uchun sinx +sin2x +... +sinnx =

)g -sin-é\ tenglik o‘rinli.
sin?
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Misol va mashgiar

1. Berilgan kompleks sonlarning haqiqiy va mavhum gism-
larini toping:
ji @+o2+n (I-»)(2-i)
2-i
2007
(1+2£)3—1+3/)2

" (30)3+(1+50)2 °

2. Ixtiyoriy Zj, z2 kompleks sonlar uchun quyidagi xossalar
o‘rinli ekanligini isbotlang:

1°4+2=24+22
2°. (-«1 )=-Zi |
3. M2 —A 72

4, (z) =z-

6°. 1 =2z bo‘lishi uchun z &R bo‘lishi zamrva yetarli.

7°. Agar z =a+bi bo‘lsa, u holda z-z =a2 +b2.

3. Ixtiyoriy zv 22 kompleks sonlar uchun quyidagi xossalar
o‘rinli ekanligini isbotlang:

1°. \zf =z-z.

2° |zl = o faqat va faqgat shu holdaki, agar z= 0 bo‘lsa.



3. *-"N"bbl.
4a K-11=kl1(1* o).
5. kI +12\<\11\+\n2 .
6°% kil-kahki +7].

7-1kH M -ki +7].
4. Tenglamani yeching:

41. 1 =5-r.
42. z = 3z —1+ 2.
43.10+1 =1

44.72-2z2-3 = 3.

45 .22+ 52+ 5- 3/=0.

46. z2(1+/) —z+ 1+ 2/ = 0.

47. 22+ 2+ 1j1- 1+ H=0.
48. 1 + )2+ iz+2+ A=0.

5. Quyidagi tenglamalarni yeching:
51.z+ \z+ I+ /= 0.
52.11Z1—11 + i= 0.

53.1\1\- 2l +1i=0
6. Quyidagi tenglamalar sistemasini yeching:

Wz-2i )71,
6 L lu-/|=u-il.

r-12 5

r-sr 3’

63 (4 +22=1+/,
[3" +iz2 =2-3/.



64 \AIA ~5Z ~“4+14/,
B2 +2iz2=7+3/.

65 fk+i-'iM z +il,
[B+2/-r] =k +1].

6.6. fk +i|=U +21,
[ 38 + 9 |=|5z + 10/1.

7. Quyidagi tengsizliklarning yechimlar to‘plamini koor-
dinatalar tekisligida ifodalang:

71.\z+ 2\>\z\.

72.U -5 + /|<4.

73. 1M+ 6/1> 1z ~ 3|

74.\z + 2+ 2i\<y/2.

75.\z- 1- 3/1I<vz- 1F

76.1z+ 5+ 6/1>0.

77.1z+ i\>1lz- 2|

78. U - 3-/| <\z+ 2i\

8. Nyuton binomi va Muavr formulalari yordamida quyida-
gilami hisoblang:

8.1 1-3C2+9C4-21Cl +....

8.2. Ch-3C3+9Ch-21Cl +....

83. Vr -n/3”c2+T3"ca-yjy"ch+...

Ir3+-C5-—C7+
3 n 9 7 27 "

9. Har ganday K butun sonlar uchun quyidagilami isbotlang:



10. Quyidagi kompleks sonlami trigonometrik shaklga kelti-

ring:

74

10.1. 5.
10.2. -21

10.4. (VI2 - 2/)4/13.

10.5. sina +/cosa.
11. Quyidagilami hisoblang:

(cos6-isin 0)(ctgR+/)(-cosa+isina)
11.1. I-i tg(a+R)

113. (1 -cosa +/sina)",« e Z.

12. Ddizlami toping:
12.1. #277.

12.2. #64.
12.3. #2 +3/.



12.8.

13. Biming 6-darajali ildizlari to‘plami multiplikativ gruppa
tashkil etishini isbotlang.

14. Agar « va m o‘zaro tub bo‘lsa, u holda birning nm-
darajali ildizlarini biming «- va m- darajali ildizlari yordamida
ifodalash mumkinligini isbotlang.

Takrorlash uchun savollar

1. Hagqiqiy sonlar maydonining kompleks kengaytmasini quring.

2. Kompleks sonlar ustida arifmetik amallami aniglang.

3. Kompleks sonning geometrik tasviri nimadan iborat?

4. Geometrik ko‘rinishdagi kompleks sonlami qo‘shish gan-
day bajariladi?

5. Kompleks sonning argumenti ganday aniglanadi?

6. Trigonometrik ko‘rinishda berilgan kompleks sonlarni
ko'paytirish, bo‘lish amallari ganday bajariladi?

7. Kompleks sonning trigonometrik shaklga keltirish ganday
amalga oshiriladi?

8. Biming «-darajali ildiziga ta’rif bering.

9. Biming «-darajali ildizlari soni nechta? Javobingizni asoslang.

10. Ixtiyoriy kompleks sondan «-darajali ildiz topish formu-
lasini ifodalang.
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VMODUL. ARIFMETIK VEKTOR FAZO.
CHIZIQLI TENGLAMALAR SISTEMASI

13-§8.  Arifmetik vektor fazo

| Asosiy tushunchalar: «-o‘Ichovli arifmetik vektor, vektorlar
yig‘indisi, skalami vektorga ko‘paytirish, «-olchovli arifmetik
vektor fazo, chizigli vektor fazo, fazoosti, vektorlar sistemasi,
chizigli kombinatsiya, chizigli bog‘liq sistema, chizigli bog*-
lanmagan sistema, vektorlaming ekvivalent sistemalari, vek-
torlar sistemasini elementar almashtirishlar, vektorlar sistema-
sining bazisi, vektorlar sistemasining rangi, vektorlar sistema-
sining chiziqgli qobig‘i, chizigli ko‘pxillik.

F =</’+,-,-,~1,0,1 > ixtiyoriy maydon bo‘lib, / ’uning aso-
siy to‘plami bo‘lsin. Fn to‘g‘ri ko‘paytmaning ixtiyoriy
a=(@Z, ,...,an) elementi n-o Ichovli arifmetik vektor deyiladi.

F nning ixtiyoriy ikkita a = (®, ,a2,...,an) va b ={b[,b1,...,bn)
vektorlari uchun ax=bx, 02 =b2,...,an=bn bo‘lsa, berilgan
vektorlar teng deyiladi.

JF" ning ixtiyoriy ikkita a = (ax,al,...,an) va b-(t\ \b,...,bn)
vektorlarining yig‘indisi deb a+b =(a, +1 ,& +bl,...,an+bn)
vektorga aytiladi.

VA F skalarning w54 /"vektorga ko‘paytirish deb,
Xa = (Aflj ,Xa2,...,Xan) vektorga aytiladi.

F1to‘plam, unda aniglangan qo‘shish binar amali va skalami
vektorga ko‘paytirish ufiar amallari yordamida hosil gilingan
Fn=< Fn;+,{o\ |As F} > algebra maydon ustida qurilgan
n o ‘chovli arifmetik vektorfazo deyiladi.

Fn=<Fn;+{co? | As F} > «-0‘lchovli arifmetik vektor fazo
berilgan bolsin. Fnning ixtiyoriy bo‘sh bolmagan gism to‘pia-
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mi Fk (k <n) arifmetik vektor fazo tashkil gilsa, Fk arifmetik
vektor fazo Fnarifmetik vektor fazoning fazoostisi (gismfazosi)
deyiladi.

F nvektor fazoning vektorlaridan iborat ax,a2,...,an,... sis-
temaga vektorlarning cheksiz sistemasi’, ax,42, an sistemaga
vektorlarning chekli sistemasi deyiladi.

Fnvektor fazoning &x,a2,...,an  sistemasi va F maydonning
\,X2,...Xn,... skalarlari berilgan bo‘lsin. \ax+X2al+...+Xren+...
ifoda ax,a2,...,an,... vektorlar sistemasining chizigli kombina-
tsiyasi deyiladi. Agar kamida bittasi noldan fargli shunday
XX, X2 skalarlar topilib, Xta, +A262 +... + Xnan =0 tenglik
bajarilsa, u holda ax,a2,...,an sistema vektorlarning chizigli
bog‘langan sistemasi deyiladi; tenglik Xx=0,X2 - 0,..., Xn=0
bo‘lganda bajarilsa, u holda ax,a2,...,an vektorlarning chizigli
bogianmagan (chizigli erkli) sistemasi deyiladi.

Agar Sva T sistemalaming ixtiyoriy biridan olingan har gan-
day noldan fargli vektomi ikkinchi sistema vektorlarining chi-
zigli kombinatsiyasi sifatida ifodalash mumkin bo‘lsa, bunday sis-
temalar ekvivalent sistemalar deyiladi va R~T ko‘rinishda belgi-
lanadi.

Vektorlar chekli sistemasini elementar almashtirishlar deb
quyidagi almashtirishlarga aytiladi:

1) sistemaning gandaydir bir vektorini noldan fargli skalarga
ko'paytirish;

2) sistemaning skalarga ko‘paytirilgan bir vektorini ikkinchi
vektoriga qo‘shish yoki ayirish;

3) nol vektomi sistemadan chigarish yoki sistemaga Kiritish.

Vektorlar chekli sistemasining chizigli erkli, bo*‘sh bo‘lmagan
gism sistemasi yordamida sistemaning har ganday vektorini chi-
zigli ifodalash mumkin bolsa, bunday gism sistema berilgan sis-
temaning bazisi deyiladi.

Vektorlar chekli sistemasining ixtiyoriy bazisidagi vektorlar
soni uning rangi deyiladi.
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a,fl j+o”Bj + ... + and,,(ol™"F) ko‘rinishdagi barcha chizigli
kombinatsiyalar to‘plami fl, ,42,...,an vektorlaming chizigli qo-
big‘i deyiladi va u L{ax,a2,...,an) ko‘rinishdabelgilanadi.

X0+ W={x0+y\ xo0eFn} to'plam W gism fazoning xo vek-
torga siljitishdan hosil bo‘lgan chizigli ko pxillik deyiladi va u
N = xo+ W orqgali belgilanadi.

1-misol. V =[ax2 +by +c\ a,b,c,x,y g R} to‘plam R may-
don ustida chiziqli fazo tashkil etishini isbotlang.

Yechish. Chiziqli fazo ta’rifiga ko‘ra, berilgan Vto‘plamda
go‘shish binar amalini, skalami vektorga ko‘paytirish unar amal-
larini aniqlab, ular uchun quyidagi xossalar tekshiriladi:

1°- V(a,beV) (a+b=Db+a)e

2°. V(a,b,cgV) (a+(b+c)=(a+b)+c).

3. v(agF)a3egV) (a+e-=a).

& v(agV)a3s@gV) (a+a =0).

5. v(a g R)a\/(a,bs V) (a(a+ b)=-aa+ ab).

6°. v(a,8 gR)av(a gV) ((otB)s = a(ra)).

7°. v(a,8 QR)av(s QF) ((a +8)a = aa + Bfl) .

8% V(6gF) (1-6 =fl).

V to'plamning ixtiyoriy 2 = fljX}2 +q vaz2 =(hP? +fyy +°i
elementlari berilgan bo‘lsin.

Z1+z2 =alx2 +fyy+c\+a2x2 + ¥y + Q@ =
= (fl, +02)x2 +(bi +b2)y +(cl +c2)eV.

Demak, qgo‘shish binar amali Vto‘plamda aniglangan va
<V, +> additiv gruppoid bo‘ladi.

1-Xxo0ssaning isboti. Vto‘plamning ixtiyoriy zx,z2
elementlari berilgan bo‘lsin:

+

Zx+22 =a,x2+bly +cd +<w*2 +b2y + @ = (fl, +a2)x2+(I\ +7)j
+(c, +C2)-\R da qo‘shish amali kommutativbo‘lganligiuchun|=
= (6j +fl,)x2 +(b1 +bl)y +(c2 +cl) =a2x1+hbly +c2 +

+a,x2+bly +cl =z2 +zr
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Demak, Vda go‘shish amali kommutativ va <\{ +> additiv
abel gruppoid.

2-x0ssaning isboti. V to‘plamning ixtiyoriy zx=
—axx2+1y +cx,Z2 =a2x2+h2y + @, Z3 = OjX2 + b3y +c3 ele-
mentlari berilgan bo‘lsin. (zx+z2)+Z3 =|1° ga ko‘ra| =
= (ax+a2)x2 +(bx+bj)y +{cx+€2) +a3x2 + b3y +c3= |haqiqiy
sonlar to‘plamida go‘shish amali kommutativ, ko‘paytirish qo*-
shishga nisbatan distributivligidan |= ((flj + )+a3)x2+
+ ((bx+b2)+hi )y +(c, +c2) +c3 - lhagigiy sonlar maydonida
go‘shish amali assotsiativ bo‘lganligi uchun | =

={ax+((j2 +ai))x2 + (6, +(ftj +b3))y +cx+ (™ +c,)-
= axx2 +hy +cx+(a2 +ai )x2 +(b2 +b3)y +(c2 +c3) =
—ax2+bly +c +(0jX2 +b2y +c2+a™2+”"y +¢3) =zx+(z2 +23)
Demak, Fto‘plamda qo‘shish amali assotsiativ va <\, +> —
additiv abel gruppa.
3-xo0ssaning isboti. Vto‘plamning ixtiyoriy z =ax2 +
+by +c¢ va shunday e =exx2+e2y +e3 elementlari uchun
Z+e =1z ekanligini aniglaymiz: z+e=z dan ax2+by+c+

a+tex=a,
+exx2 +e2y +e3 = ax2 + by + ¢ tenglamani, bundan b+e2=b,
c+e3=c
tenglamalar sistemasini hosil gilamiz. R da tenglamalar sistemasi
yagona et=0, e2=0, €3=0 yechimga ega.

Demak, e=0 x2+0 y+0=0eK va <F, +, 0> —additiv
abel monoid.

4-xo0ssaning isboti. Vto‘plamning ixtiyoriy z - ax2 +
+by + ¢ va shunday z'- a'x2+Db'y+c' elementlari uchun
Z+ 7' = O ekanligini keltirib chigaramiz:
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at+a =o,
tenglamani, bundan b+b' =0, tenglamalar sistemasini hosil
c+c' =0
gilamiz.
Tenglamalar sistemasi R maydonda yagona a' =-a, b' =-b,
c' ~-c yechimga ega. Demak, z!=-co™-by-c=-{c0? +by+c)eV
va <V;+,-,0 > additiv abel gruppa.
Kto‘plamda skalami ko‘paytirish unar amalini aniglaymiz:
ixtiyoriy aeR skalar va ixtiyoriy z =ax2 +by +c eV berilgan
bo‘lsin. oa(z) =a-z-a-(ox2+by+c)=a-(ax2)+a-(by) +a-c =
= IR da ko‘paytirishning assotsiativligidan| =(a ea)x2 +(a *b)y +
+a ec e V ni hosil gilamiz. Demak, Vda skalarni Vning ele-
mentiga ko‘paytirish unar amallari aniglangan.
5-xo0ssaning isboti. Ixtiyoriy aeR skalar va V ning

Z\,z2 elementlari berilgan bo‘lsin.

a(Zi +Z2) =a((6j +a2)x2 +(bl +b2)y + (c, +c2)) =

=a(a, +a2)x2+af(e, +b2)y +a(c, +c2) =
=| R da ko‘paytirishning go'shishga nisbatan distributivligidan | =
—acaxx2+am™2+a-chy +tac-y +tam +a 2=

I R da qo‘shish amalining kommutativligidan| =

=a e*a,x2 +a-et\ly +aescx+a ca™2 +a *b2y +a 2 =

IR da ko‘paytirishning go'shishga nisbatan distributivligidan|=
=a(axx2 +t"Ny +cx) +aityx2 +b2y +c2) =a-zx+cl-Z2.

Demak, skalami vektorlar yig‘indisiga ko‘paytirish distributiv.

6-x0ssaning isboti. Ixtiyoriy a, fieR skalarlar va ix-
tiyoriy z g V element berilgan boMsin.

(a *B)z = (a *B)(ax2 + by +c) = |R da ko‘paytirishning qo*-
shishga nisbatan distributivligidan | = (a *fyax1+ (a *R)sy+(a *3)c =
= lko‘paytirishning R da assotsiativligi va ko*paytirishni qo‘shish-



ga nisbatan distributivligidan | = a(3 *ax2) + a(3 *by) +a(R &) =
=a(R(ax2)+ (B(6y) +(Bc))) =a(R(ax2 +by +c)) =a(BR =).

Demak, skalarlar ko‘paytmasini Velementiga ko‘paytirish as-
sotsiativ.

7-xo0ssaning isboti. Ixtiyoriy a, Bei? skalarlar va ix-
tiyoriy z e V element berilgan bo‘lsin.

(a +B)z =(a +RB)(ax2 + by +c) = \R da ko*paytirishning qo*-
shishga nisbatan distributivligidan| =(a +)ax2+ (a + )by +(a +8)c =
=| Rda yigandini o‘ngdan ko‘paytirishning distributivligidan | =
=a *ax2 +R-ax2 + <x-by + R-by +a-c +R-c=\RddL go‘shishning
komutativligidan | = a sax2 +a -by + a.-c + 3- ax2 + B sby + B ec =
= | R da ko‘paytirishning go‘shishga nisbatan distributivligidan|=
a(ax2 +by +c) +3(ax2 +by +c) =a-z+R-Z.

Demak, skalarlar yig‘indisini Velementiga ko‘paytirish distri-
butiv.

g-xossaning isboti. Vto‘plamning ixtiyoriy z elementi
berilgan bodsin. Skalarlar to‘plami maydon tashkil etishi va har
ganday maydonda 1 mavjud ekanligidan

19z =1-(ax2+by+c)=ax2+by+c=z.

Demak, <V; +{®a |ugR} > algebra chizigli fazo bo‘ladi.

2-misol. ax=(1,2,3,4), g =(0,1,2,1), a3=(1,-1,2,1) vek-
torlar sistemasining chizigli bog‘liq yoki chizigli bog‘ligmasligini
aniglang. Uning bazisi va rangini toping.

Yechish. 1-usul. Chizigli tenglamalar sistemasi yordamida.
Ixtiyoriy a, B, y skalarlar berilgan bo‘lsin. Berilgan vektorlar sis-
temasining chizigli kombinatsiyasini tuzamiz: aaf{+R62 +ya3 =0,
ya’ni a(l,2,3,4) +#(0,1,2,1) +y(1,-1,2,1) = O. Hosil bo‘lgan
tenglikdan skalarlar giymatini topamiz. Buning uchun chizigli
tenglamalar sistemasini tuzamiz:

a+ty=o,
2a +B- A=0,
3a+20+2y=0,
da+R+y=0
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Hosil bo‘lgan chizigli tenglamalar sistemasini Gauss usulida
yechamiz:

a+y=o,

aty=o, aty=o, a =0,
R- 3y =0,
28_1'/_0 B-3y=o0, B-3Y=o Q=o,
- 2R - =0, =0 =0.
B3 =0 y A y

aa, +R02 + Yo = O tenglikdan skalarlarning barchasi nolga
tengligi kelib chigdi. Deraak, ax, a2, a3 vektorlar sistemasi chi-
zigli bog‘liq emas. Shuning uchun sistema o°‘ziga bazis, rangi 3 ga
teng.

3-misol. {a)\ax=(1,-1,3);u" =(-1,1,1) va =(-2,2,-6);
b2 = (-1,0,1) sistemalar ekvivalentligini tekshiring.

Yechish. Vektorlaming chekli sistemalari ekvivalentligining
ta’rifiga ko‘ra (a) sistemaning har bir vektori (b) sistema orgali va
(b) sistemaning har bir vektori (a) sistema orqali chizigli ifodala-
nishini tekshiramiz. Buning uchun

a\ - BRIl +RI20b2°
62 =21 +R2h2,
Bh—ana +<r ]

b2 = a2l a\ + a22n2

tenglamalardagi skalarlarning giymatlarini topamiz. Ya’ni

1) (1,-4,3) =Rn (-2,2,-6) +B12(-1,0,1);
2) (-1,1,1) =R2a (—,2,-6)+ B2 (-1,0,1);
3) (-2,2,-6)=au (I,-1,3) +a(-1,1,1);

4) (-1,0,1) =azn (1,—2,3) +a2(-1,1,1).

Tenglamalaming har biridan quyidagi tenglamalar sistemalari-
ni hosil gilamiz:
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1=-2Ru - Ri2,

-1 - -2R2 - R25

1) -—1=28n, 2) "1=2R21,
3= 6Q)j +R12 1=—R2 +R22,
-2=ay a,. -1 - a2 - a2z
3 2=-am +tan, 4) +0=—azn +a22,
-6 =3an +a 1=3a2 +a,,

Tenglamalar sistemalarini yechamiz:

1- _2Bu - R12, )
) -1=28,, = Bn- 7,
3=-6Rn +Ri2 IBi2 -0;
=-202 - R22,
2) 1=2R21 L
1=—6R2 +R22, B2 =o0;
-2 - -ai2, .
, 8 " f2=an-Oi2, [-2=0,1-012, Tan=o,
3) f © (-6=3a, +3,2, ]0=40,2, [Rou=-2;
-6 =3an +042,
1= ~%~a22» -1 -a21 az, a21_0,_
4) 0= sy +a25=>"0=-a2 +an»=>e<x2 =0» : Yechim
1=30d +a».  0=4a2, 1% 0-0

mavjud emas.
Demak, a{ =~\bx, 02 =-by, bx -2ax.

Ya’ni b2 vektor (a) sistema yordamida chizigli ifodalanmay-
di. Shu sababli (0), (b) sistemalar ekvivalent emas.
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4-misol.  x=(1,2,1,1) vektorni (a):ax=(0,1,1, 0),
a2=(-1,0,0,1), a3 =(2,1,1,4) vektorlar orqgali chizigli ifoda-
lang.

Yechish. Haqiqiy sonlar maydonidan shunday a, 3 y skalar-
larni aniglashimiz kerakki, ular x =aax+pa2 +ya3 tenglikni
ganoatlantirsin.

Buning uchun tenglamalar sistemasini tuzamiz:

1, 2, 1, D=a(0, 1, 1, 0O)+p(—4, 0, 0, D+y(2, 1, 1, 4) teng-
likdan quyidagi sistema kelib chigadi:

1=-P +2a,
2=a+y,
l=a +y,
1=P +4y.

Hosil bo‘lgan sistema hamjoyli bo‘lsa, x vektor a,, a2, a3

vektorlar orgali chizigli ifodalanadi. Lekin sistemaning 2- va 3-
tenglamalari birgalikda yechimga ega emas.

Demak, x vektor (a) sistema orgali chizigli ifodalanmaydi.
5-misol. x = (1, 3, 0) vektorni (a):ax=(1,0,2), =(2, 3, 2)
vektorlar orgali chizigli ifodalang.

Yechish. x =aax+p« tenglikni ganoatlantiruvchi a, p
haqiqgiy sonlami aniglaymiz:

l=a +2p,
(1, 3, 0)=a(l, 0, 2)+p(2, 3, 2) tenglamadan m3 = 3p,
0=2a+2p

tenglamalar sistemasini hosil gilamiz.

fp =1,

Chizigh tenglamalar sistemasining ip j yechimi yordami-

da x =(-1) a +1 a2, ya’ni x =-ax+a2 ifodani yozish mum-
kin. Demak, x vektorning ax, a2 vektorlar orgali chizigli ifoda-

si mavjud.
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6-misol. (a):aj=(0,1,1,0), ™ =(-1,0,0,1), =(2,1,1,4)
vektorlar sistemasining chizigli qobig‘i chizigli fazo tashkil etishi-
ni isbotlang.

Yechish. Ta’rifga ko‘ra (a): ax=(0,1,1, 0), a, =(-1,0,0,1),
a3=(2,1,1,4) sistemaning chizigli qobig’i
L(ay, c® a3) - {oga, +a2Q +a363 a3eR}
to'plamdan iborat. Uning chizigli fazo tashkil etishini tekshira-
miz:
1 L(&x,a42,a3) to‘plamning ixtiyoriy z{ = 0ij6, + a202 +a3&3

va z2 = Bi«, + 282 + 3303 elementlari berilgan bo‘Isin.

A + 22 =ctiflL +a202 +a3sfls + RutfL + $2<h +B3~3 =
= (tx, +Rl)«1l+ (a2 +R2)a2+ (a3 +R3)tF3 e L(ax,a2,a3).
Demak, qo‘shish binar amali L(&{,a2,a3) to‘plamda aniqg-
langan.
2. L{ay,a2,a3) to‘plamning ixtiyoriy zx,z2 elementlari
berilgan bolsin.
A + 2 = cijRj +a202 +a303 + Rjfl] +B2a2 +R3GB =

=(«i +BIM + (a2 +R2)A +(3 +B3 =
= (Bx+aj )fl] + (B2 +a2)az +(R3+a3)a3 =
=[jdy +B2d2 R3~3 ccjdj +ct2d2 +a3a3 —2 +A-e

Demak, £(5), 62,63) da qo‘shish amali kommutativ.

3. ¢(5, ,a2,63) to‘plamning ixtiyoriy  =a,0, +a202 +a303,
22 = Riflj +R252 +R343, ;3 = YiNi +Y2Q +¥3"3 elementlari be-
rilgan bo‘lsin.
(A +22)+24, =) +0i)ax+(a2+R2)a2+ (a3 +R3)a3 +
+Yi«i +Y2062 + 7373 =|haqiqiy sonlar to‘plamida qo‘shish amali
kommutativ, ko‘paytirish go'shishga nisbatan distributivligidan |=
= ((tt! +B,)+¥Yi)ax+((ct2 +R2) +y2)a2 +((a3 +R3) +y3)a3 =
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= | hagiqgiy sonlar maydonida qo‘shish amali assotsiativ bo‘lgan-
ligi uchun | =
(e +(pj +yl))al +(ct2 +(p2+y2))5) +(a3+(p3+y3))3 =
= (alal +02" +a3a3)+((p, +yl)al +(p2+y2)a2+(p3+3)tf3) =
=(aii +a2®@ +a353) + ((p,al+p2® +p303) + (y151+ y2a2 +y3al)) =
=zx+(z2 +Z3).

Demak, L(dj,a2,a3) to‘plamda qo‘shish amali assotsiativ.

4. L(al,a2,a3) to‘plamning ixtiyoriy z =a,5, +a2a2 +a3a3
elementi z +e =z uchun tenglikni ganoatlantiruvchi shunday
é = e]al +e2a2 + e3a3 mavjudligini aniglaymiz.

z +e =z tenglikdan (a, +ex)al + (a2 +e2)a2 + (a3 +e3)a3d =

a, +ex=at,
a,«, +a2a2+ a3ald tenglamani, bundan a2+ e2=a2, teng-
a3 +e3 =2as3
lamalar sistemasini hosil gilamiz. R da tenglamalar sistem asi
yagona ej=0, e2=0, e3=0 yechimga ega.

Demak, e =0-ax+ 0Om2 +0-a3 =0e L(ax,a2,a3).

5. L(ax,a2,a3) to‘plamning ixtiyoriy z = a, <5 + a2a2 + a3a3
va shunday = ala, +a2a2 + a3a3 elementlari uchun z +z' =20
ekanligini keltirib chigaramiz:

Z+1z'"=0 dan
(aj +a ’i)flj + (a2 +a 2" + (a3 +a'3)a3 =0-5, +0e+a2 +0 a3l

aj +aj =0,
tenglamani, bundan <a2 + a2 =0, tenglamalar sistemasini hosil
a3+ald3=0
gilamiz.
Tenglamalar sistemasi R maydonda yagona a, = -a,, a2 = -a 2,

a3 =-a3yechimga ega. Dem ak,



z' = -CLylly - a2a2 - a353 = -(a”! +a2a2 +ad83)g X(4aj ,a2,a3)
va < L(a, ,62>63 O> - additiv abel gruppa.

6. Z(0! ,a2,a3) to‘plamda Askalarni ¢ =«j01 +a2d2 +a303
vektorga ko‘paytirish unar amalini aniglaymiz.

Ixtiyoriy Ae7?skalar va ixtiyoriy z = axax+ a 2482 + a3a3 beril-
gan bo‘lsin.

C (") =A-z=A-(al4 +02" +a34) =~'(aid) +7'(a2n)+7*(a¥Q)
=(Aedj +(Aed)> + (A o L(jxx@,U3Y)
Demak, L(&x,a2,a3) da skalarni L(ax,42,43) ning ele-
mentiga ko‘paytirish unar amallari aniglangan.

7. Ixtiyoriy AgR skalar va L(ax,d2,43) ning zx,z2 element-
lari berilgan bo‘lsin.

X(z\ +Zj)- M (ai+Bi)a\ + (a2 + R2)a2 + (a3 +R3)a3) =
= A(cxj + RBjI)R[ + A(a2 +B2)R2 + A(a3 + R3)R3 =

= A ranr)+ A(a2fl2) + A(a363)+ A.(Bx* )+ A(R202) + A,(R303) =

A((X|ux + 02@ + IBEB) + ARJiZj +R2B2 + R3EB) = A+£l + X mz2»

Demak, skalarni vektorlar yig‘indisiga ko ‘paytirish distributiv.
8. Ixtiyoriy A 5 ¢ R skalarlar va ixtiyoriy z =axix+a2" +aso,
element berilgan bo‘lsin.
(Ae8)ez =(x m)(a,41+a2a2 +a353) =
= (Aeg)(a1al) + (Ae«g)(az2fl2) + (A8)(a34 ) =
= ((A+80r1yax+ ((A*8a2)az2 + (A w8)a3)r3=
=A(S-aj )] + A(s m2)a2 + A8 *a3)as =
= A((8 W4 )ax+ (8 m2)a2 + (8 *a3)0s =
= A(s (a1l +d2a2 + ) = A8 *2)-
Demak, skalarlar ko‘paytmasini L(ax,a2,a3) elementga

ko‘paytirish assotsiativdir.

9. Ixtiyoriy A 8 g R skalarlar va ixtiyoriy z =axax+0~4 +0,4
element berilgan bo‘lsin.
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A+8)ez=(A+8)(alal +a25j +asa3z)=A+8)"4 +(A+8)o2" +
+(A,+8)0,03 = A(a,flj) + S(aifl, ) + X(a202) + 8(az2<2) + A(a303) +
+P(a3fld) = X(axax+a202 + «3"3) +8(044 +a2®R +o0t3;3) =
=A-Z+8-Z
Demak, skalarlar yig‘indisini L(af{,a2,d3) elementga ko‘pay-
tirish distributivdir.
10. L(ax,a2,a3) to‘plamning ixtiyoriy z =a,a, +a2a2 +a3a3
elementi berilgan bo‘Isin. Skalarlar to*plami maydon tashkil etishi
va har ganday maydonda 1 mavjud ekanligidan

l1ez - 1e(a-i«i +u2(h +a3d3) = 1+(ajflj ) + 1+(a2a2) + 1+(a353) =
=@ +@ "'y =2z

Demak, <L(ax,4 ,a3);+,0\| XeR > algebra chizigli fazo bo*-
ladi.

ax, «2, a3 vektorlar sistemasi chizigli qobig‘i tashkil etgan chi-
zigli fazo bazisini topish uchun ax,a2,a3 vektorlar sistemasining
bazisini topamiz.

ax=(0,1,1, 0),a2 =(-1,0,0,1), @3- (2,1,1, 4) sistema vek-
torlarini matritsaning satrlari sifatida olamiz va matritsaning bazi-
sini topamiz:

&0 110 , 1200V @ (loor
14001~ 011,77 @ 0110
2114 ooy 11g ot o 00 ¢

Matritsaning satr vektorlari chizigli erkli bolganligi uchun,
a =(0,1,1,0),a2- (-1, 0,0,1), a3=(2,1,1, 4) vektorlar sis-
temasining bazisi sistemaning o‘zidan iborat. Demak, L~
= <L(ax,a2,a3);+,a\| XeR > chizigli fazoning bazisi berilgan
vektorlar sistemasidan iborat.

Misol va mashqlar

1. X - a+b-c vektomi toping:
11 a=(4,2,3),e =(2,3,7), c =(1,7,11).
88



12. a=(2,4-,2,0), b=(-1,3,17,3),c =(0,-7,1,4).

13. a=(4,2,3) +(1,1,1), b=(2,3,7), ¢ =2(1,7,11).

14. a=(-1)(4,2,3),b-c,c =(1,7,11).

2. X vektorni toping:

2.1. x=25-3b+c,a- (1,2,3,0), b=(-2,1,5,-1), c =(n/2,-1,0,1).
22. -35-x =25,8=(0,-2,1), A=(1,-3,7).

2.3. 2x+35-4£ =0,5 =(sina, 0,-cosa), b =(sin3a,i,-cos3a).

2.4. Ma+3b-x =6c,a=(1,-3,2), b=(1,H,_2), ¢ =(1,],-2).
3. Vektorlaming quyidagi sistemalari chizigli bog‘liq yoki chi-
zigli erkliligini aniglang hamda uning bazisi va rangini toping:
3.1 5=(-1,2,-3,4); 52=(—,1,—4,1).
3.2. 5=(0,2,0,4); 52=(0,-2,-3,0); 53=(-1,1,-1,1).
3.3. 5,= (1,2,3); 5*=(2,-3,4); 53=(-1,-1,1); 54=(3,4,2).
34. 5=(1,2,3,4,-3); a,=(-1,-2,3,4,1); 53=(-5,1,-7,1,2);
54=(0,4,1,2,0).
3.5. 5=(2,3); 5j]=(—,—3); 53=(1,-1); 54=(3,1).
3.6. 51=(1,1,-1); 52=(4,1,2); =(-2,4,7).
3.7. 5,=(0,2,3,4); ~=(5,-2,-3,-4); 53=(3,1,2,-3).
3.8. 5,=(0,2,0); 5=(0,-2,-3); e3=(-1,1,-1).
3.9. 5=(-4,2,3); 5=(2,04); 5=(-1,-1,-1).
3.10. ~=(-4,2,3,0); 52=(2,0,0,4); 53=(-1,-1,0,-1).
4. Vektorlaming (a) va (b) sistemalari ekvivalent ekanligini
tekshiring:
4.1. G=(2,3); 52=(—,—3); 53=(1,-1); 54=(3,1);
"=(-2,-6); b2=(1,-1); A=(4,0).
42. 5j=(1,—34); 5,=(-1,-2,-3); 3,=(8,1,-1); 54=(-3,-4,-1);
by= (-1, 3, -4); b2=(0, -5, 1); 63=(5, -3, -2).
43. 5,=(0,1,2,3,4); ~=(-2,-1,2,-3,4); 53=(3,-1,1,-1,1);
54=(9,3,4,1,2); b= (0, -1, -2, -3, -4); 2= (-2, 0, 4, 0, 8).
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44. ;*=(1,2,3,4); ~"=(-1,2-3,4); 3,=(-1,1-1,1);
04—(3,4,1,2); bx= (5, 6, 7, 8); £=(0,4,0,8); ¢3= (2,3,2,1).
45 4 —0,2,04); ~=(0,-2,-3,0); 3,=(-1,1,-1,1);
b~=(0,0,-3,4); b= (6,-8,3,-6); £= (-1,3,-1,5).
46. <*=(0,1,4); ¢*=(2-3,4); a3=(-1,1,-1);
¢,=(6-3,8); ¢2= (3,-4,5); ¢3= (-2, 2, -2).
47. a,=(-1,2,-3,4); S2=(1,2,3,-4); ~=(1,1,-1,1);
= (-1,86,-3,4);, ¢2= (0 4,0,0); 53= (2, 3, 2, -3).
48. *=(1,-2,3,-4); ¢%=(-1,-1-1-1); 5,=(-3,4,1,2);
5= (O -3, 2, -5); (2= (-4,3,0,1).
49. *=(0,2,3,4); ¢*=(-1,0,-1,1); ¢*=(3,4,1,0);
4=(-1,2,2,5); ¢2= (2,4,0,-1); ¢(F (-6,-8,-2,0).
4.10. a,=(-1,1,-3,3); ¢*=(-4,1,-3,0);
br (-3,0,0,-3); £ = (4,3,2,2).
5. X vektoming (a) sistemadagi chiziql ifodasini toping :
51. X=(1,1,1); &=(1,2,3); ¢*=(2-3,4); ¢*=(-1,-1,1);
¢*=(3,4,2).
52. X=(4,7,1,-); &=(-1,7,-3,9); ¢%=(-1,6,-1,1);
¢*=(3,-4,-1,2).
53. x= (-4,9); 4 =(3,4); ¢*=(~2,-3); ¢*=(-1,6).
54. X=(1,1,1,1,1); ¢*|=(0,1,2,3,4); ~"=(-2,-1,2,-3,4);
¢*=(3-1,1,-1,1).
55. 3c= (1,—3,0) ; ¢*=(0,1,4); ¢*=(2-3,4); ¢*,=(-1,1-1).
56. k=(-6,-1,0,0,1); ¢*=(1,2,3,4,-3); ¢*=(-1-2,3,4,1);
¢*=(-5,1,-7,1,2).
57. je=(-9,1); 4 =(2,3); 5j=(-1,-3); ¢*=(1,-1); <*=(3,1).
58. X=(-2-1,0); ¢*=(1-3,4); (*=(-1,-2,-3); 03=(8,1,-1);
fla=(-3,-4,-1).
59. k=(4,-1,1) ; 4 =(5,3,-4); ¢*=(0,2,4); ¢*=(1,5,2).
6. 5-misoldagi (a) sistema chizigli gobig‘ining chizigli fazo
tashkil etishini tekshiring.
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7. Fnda aniglangan go‘shish va skalarni vektorga ko ‘payti-
rish amallarining quyidagi,xossalgrini isbotlang:

1°. V(a,b gFn)(a+b =Db+a) - go‘shishning kommutativ-
lik xossasi.

2°. \I(a,b,c e F")((a+b) +c=a+(b+c)) —qo‘shishning
assotsiativlik xossasi.

3°. V(ae Fn)(a+0=a) (qo‘shish amaliga nisbatan neytral
element mavjud).

4.V (fleF )(a +(-a) = O (qo'shish amaliga nisbatan sim-
metrik element mavjud).

5. VA g F)aV( gFn)(X(a+b) =Xa+ Xb) (skalarni vek-
torlar yig‘indisiga ko‘paytirish distributiv).

6°. V(A,igF)aV(agFn)(A «\)a =X,(h(6))) (skalarlar
ko‘paytmasini vektorga ko‘paytirish assotsiativ).

7°. V(A,ligF) a V(a g Fn)((X+fi)(fl) = {Xa + (ifl)) (skalarlar
yig‘indisini vektorga ko‘paytirish distributiv).

g V(fl g T77)(1 wfl = fl).

8. Quyidagi to‘plamlar R maydon ustida chizigli fazo tashkil
etishini isbotlang:

8.1 V= {%-\a,bez Ab*0}.

82. V= {(«,0) |flg Rj .

83. V= {(f,0,0) |lagR}.

84. V—{(f,0,¢c)|a cgR) .

85. V= {({fl,0,b,0) |a be R}

8.6. V—{©, fl, b, 0) | fl, b g R).

8.7. V—{(ax + by) | fl, b g i?}.

88. F= {(y=flx+s6)|fl,bgi?}

89. K= {(flx + by[2) |fl, b g Q}

8.10. F= {(flx —¢y + c2) | fl, by c g i?}

9. Har ganday c" sonlar uchun quyidagi vektorlar sistemasi
chizigli erkli bo‘lishini isbotlang:
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& =(l,0,0,.,0,0,an,ax,...,au ),
@Z(O,Z,O,...,O,O,aﬂ,azz Z()))

M —0?0,0,0,1, cxmj,cin? ).

10. Har ganday a, (/' =1,2,...,«) sonlar uchun quyidagi n-o°l-
chovli vektorlar sistemasi chizigli bog‘liq bo‘lishini isbotlang:
ex=(1,0,0,...,0,0),
< =(0,1,0,...,0,0),

en=(0,0,0,...,0,1),
a=(a,,az ).

11. Kamida bitta nol vektorga ega vektorlarning éx,a2,...,an

chekli sistemasi chizigli bog‘langan sistema bo‘lishini isbotlang.
12. Chekli vektorlar sistemasining biror-bir gismi chizigli
bog‘langan bo‘lsa, sistemaning o‘zi ham chizigli bog‘langan
bo‘lishini isbotlang.
13. Vektorlarning chizigli bog‘lanmagan sistemasining har
ganday qism sistemasi chizigli bog‘lanmagan sistema bo‘lishini
isbotlang.

14. Agar &2,...,anvektorlardan kamida bittasi o‘zidan oldingi
vektorlarning chizigli kombinatsiyasidan iborat bo‘lsa, u holda
a{ =Obo‘lgan ax,a2,...,an vektorlardan iborat sistema chizigli
bog‘langan bo‘lishini isbotlang.

15. Agar ax,42,...,anvektorlarning sistemasi chizigibog‘lan-
magan bodib, ax,a2,...,anb sistema chizigli bog‘langan bo‘lsa, u
holda b vektor &ay,a2,...,an vektorlar sistemasi orgali yagona
usulda chizigli ifodalanishini isbotlang.

16. Agar & vektor 6, ,b2,...,bnorqali va bj(/ = 1,«) vektorlar
ci,c2,...,cmvektorlar orgali chizigli ifodalansa, u holda a vektor
g,c2,...,cmvektorlar orgali chizigli ifodalanishini isbotlang.
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17. Agar & ,—amH vektorlar bx,b2,...,bnvektorlar orgali chi-

zigli ifodalansa, u holda &x,...,amH sistema chizigli bog'langan
bo‘lishini isbotlang.

18. Agar ax,az2,...,anvektorlar bx,b2,...,bmsistema orgali chi-
zigli ifodalansa va n>m bo‘lsa, u holda ax,a2,...,an sistema chi-
zigli bog‘langan bo‘lishini isbotlang.

19. Agar ax,a2,...,a,, vektorlar bx,b2,..., bmsistema orgali chi-

zigli ifodalansa va ax,a2,...,an sistema chizigli bog‘lanmagan
bo‘lsa, u holda n< m bo‘lishini isbotlang.

20. Agar vektorlarning har ganday chizigli erkli ikkita chekli
sistemasi ekvivalent bo‘lsa, ulardagi vektorlar soni teng bo‘lishini
isbotlang.

21. Agar vektorlarning bir chekli sistemasi ikkinchi sistemani
elementar almashtirishlar natijasida hosil gifingan bo‘lsa, bunday
sistemalar ekvivalent bo‘lishini isbotlang.

22. Kamida bitta noldan fargli vektorga ega bo‘lgan har gan-
day chekli sistema bazisga ega. Vektorlar chekli sistemasining har
ganday ikkita bazisi bir xil sondagi vektorlardan iborat bo‘lishini
isbotlang.

23. a2,...,anvektorlar bx,b2,...,bmsistemasi vektorlar sistema-
si orgali chizigli ifodalansa, u holda a2,...,ansistemaning rangi
bx,b2,...,bmsistemaning rangidan katta emasligini ko ‘rsating.

24. Vektorlar chekli sistemasining har ganday gism sistema-
sining rangi sistema rangidan katta emasligini isbotlang.

25. Vektorlar ekvivalent chekli sistemalarining ranglari teng
bo‘lishini isbotlang.

26. «-oMchovli arifmetik vektor fazo har ganday chekli sis-
temasining rangi n dan katta emasligini ko‘rsating.

27. Agar vektorlar chekli sistemasining rangi n ga teng bo‘lsa,
u holda uning k ta vektordan iborat har ganday gism sistemasi
k>n bo‘lganda chizigli bog‘langan bo‘lishini isbotlang.

28. Agar a2,...,anvektorlar sistemasining rangi al,...,an,b
vektorlar sistemasining rangiga teng bo‘lsa, u holda b vektomi
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a2,...,anvektorlar sistemasining chiziqli kombinatsiyasi ko ‘ri-
nishida ifodalash mumkinligini ko‘rsating.

29. L(&a{,a2,...,an) chizigli gobiq vektor fazo tashkil etishini
isbotlang.

30. Agar bl ,b2,...,bmsistemaning har bir vektori al,a2,...,an
sistema orqali chiziqli ifodalansa, u holda L(bj ,b2,...,bma
cl(6, ,a2,...,an) bo‘lishini isbotlang.

31. Agar ¢j,a2,...,an sistemaning rangi k bo‘lsa, u holda
L(ax,a2,...,an) chizigli gobiq k oichovli bo‘lishini ko‘rsating.

32. N chizigli ko*pxillik Fnfazoning gismfazosini ifodalashi
uchun xogs W, ya’ni N=W munosabat bajarilishi zarur va yetarli
ekanligini isbotlang.

33. Ixtiyoriy ikkita xo+ W va y0+W chizigli ko‘pxilliklar
umumiy elementga ega bo‘lmaydi yoki ular ustma-ust tushadi.
Isbotlang.

34. Fn vektor fazoning gismfazolari W va W berilgan
bo‘lsin. U holda N»= xx+ W, N2~ x2+ W" kofpxilliklaming ustma-
ust tushishi va x, —x2g4 )Fbo‘lishi zarur va yetarli. Isbotlang.

V Takrorlash uchun savollar

1. «-0‘lchovli vektor deb nimaga aytiladi?

2. «-0°‘Ichovli vektorlar'ning yig‘indisi va skalarni vektorga
ko‘paytmasi deb nimaga aytiladi?

3. «-0‘Ichovli arifmetik vektor fazo deb nimaga aytiladi?

4. Vektorlarning chizigli bog‘liq sistemasi deb nimaga aytiladi?

5. Vektorlarning chizigli bog'lig bo‘lmagan sistemasi ta’rifini
ayting.

6. Vektorlarning ekvivalent sistemalari deb nimaga aytiladi?

7. Vektorlar sistemasida ganday elementar almashtirishlar
bajariladi?

8. Elementar almashtirishlar natijasida ganday sistema hosil
bo‘ladi?
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9. Vektorlar chekli sistemasining bazisi va rangiga ta’rif
bering.

10. Vektorlar sistemasining chizigli qobig‘i deb nimaga aytiladi?

11. Chizigli qobigning asosiy xossalarini bayon eting.

12. Chizigli ko‘pxillikka ta’rif bering.

13. Chizigli ko‘pxillikning asosiy xossalarini ayting.

14. Chizigli ko‘pxillikka maktab matematikasidan misol keltiring.

14-§  Matritsa va uning rangi

| Asosiy tushunchalar: matritsa, nomdosh matritsa, teng
matritsalar, matritsaning satr rangi, matritsaning ustun rangi,
transponirlangan matritsa, matritsani elementar almashtirish-
lar, pog‘onasimon matritsa.

F =< F\+,-,-,~1,0,1 > maydon berilgan bo‘lsin.
F maydonning mn ta aij(i—,m,j=1,n) elementlaridan tu-
zilgan ushbu

an an

a2 i . aln
A= hi

yywl im2 ¢ @m7

ko‘rinishdagi jadval /maydon ustidagi m*n tartibli matritsa deyi-
ladi.

A va B matritsalar berilgan bo‘lib, ulaming, mos ravishda,
satrlari va ustunlari soni teng bo‘lsa, u holda A va B matritsalar
nomdosh matritsalar deb yuritiladi.

A matritsaning har bir ay elementi V matritsaning unga mos
by elementiga teng bo‘lsa, u holda A va B nomdosh matritsalar
teng (aks holda teng emas) matritsalar deyiladi.

Bitta satrli matritsalarni satr vektorlar, bitta ustunli matritsa-
lami ustun vektorlar deb garash mumkin.
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"wll  «12 -«

A= (» (h matritsada Ax  Amsatr vektorlar

vem 1 «m3 ese «mny

va A1  A” ustun vektorlar mavjud.

Matritsadagi satr vektorlar sistemasining rangi matritsaning
satr rangi, ustun vektorlar sistemasining rangi uning ustun rangi
deyiladi. A matritsaning satr rangini r(A), ustun rangini p(A)
ko‘rinishda belgilaymiz.

Matritsa rangini aniglash uchun matritsa ustida elementar al-
mashtirishlar bajariladi. Ular quyidagilar:

1. Matritsadagi ixtiyoriy ikkita satr yoki ustun o‘rinlarini al-
mashtirish.

2. Matritsadagi ixtiyoriy satr yoki ustun elementlarini noldan
fargli songa ko ‘paytirish.

3. Matritsaning satr yoki ustun elementlarini noldan farqgli
songa ko‘paytirib, boshga satr yoki ustunning mos elementlariga
go‘shish.

4. Barcha elementlari nollardan iborat bulgan satr yoki ustun-
ni matritsadan chigarish.

Matritsa satrining boshlovchi elementi deb uning birinchi
(chapdan o‘ngga garaganda) noldan fargli elementiga aytiladi.

Matritsa pogonasimon deyiladi, agar uning nol qatorlari bar-
cha nolmas gatorlardan keyin joylashgan va aUl ,a2@ ,...,ak
boshlovchi elementlari uchun k} <k2 < ... <kr bo‘lsa.

A 1matritsa A matritsaning transponirlangani deyiladi, agar A 1
matritsa A matritsa satrlarini ustunlar orqgali yozishdan hosil
bo‘lgan bo‘lsa, ya’ni

"l «12 - a')d i «21 e «ml|"
A «21 «22 oo «2n A* «12 «22 ooe «m?2
yaml «m3 . ®mn y Aeln K2K . «mn y
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rz 13 o
Misol. A= -10 2 2 matritsaning ustun va satr rang-
vd 4 3 4
larini toping.
Yechish. Matritsaning satr rangini topish uchun satr elemen-
tar almashtirishlar bajarilib, matritsaning satr vektorlari sistema-
si rangi aniqglanadi:

2 13 r¢r t-120 2 2N f-1 0 2 2"
A= -1 02 2~ 0 1 7 5 ~10 1 7 5
15 4 3 4 1o 4B 14) lo © 15 .6

Hosil bo‘lgan pog‘onasimon matritsada noldan fargli satrlar
3 ta, demak r{A)—3.

Endi matritsaning ustun rangini aniglash uchun unda ustun
elementar almashtirishlar bajaramiz:

(2 123r 0 o o r 0o o0 01 a o o ON
A=-1022~-5-2-42~0 0 12~2100
434 130 -9 4 13-90 4 140 -3

Hosil bo‘lgan ustunli pog‘onasimon matritsada 3 ta nolmas
ustun mavjud, ya’ni p(A)=3.

Misol va mashglar

1. Matritsa rangini aniglang:

fl 2N '3 0 2"
1.1. 1 2 12. 6 0 4
lo 19 o gy
3 0 2A
13. 1 -1 3 14. (3 0 2.
4-16
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2. Matritsaning ustun va satr ranglarining tengligini tekshiring:

reé 0
21 -4 5
| 7
r4 o
23. -8 5
14 1
f2 4
25 23
0 6
11 2
f-3 1
-1
2.7. 3
0o 9
|; -4

3. Xning turli giymatlarida

gini toping.

4. X ning ganday giymatida

kichik boMadi?

? | Takrorlash uchun savollar

r

3.

v

~N © & o

= N oo N

2.2.

2.4.

26.

2.8.

= X X P
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1. Matritsa deb nimaga aytiladi?
2. Nomdosh matritsalarga ta’rif bering.
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3. Qanday matritsalar teng deyiladi?

4. Matritsaning satr (ustun) vektorlari sistemasi nima?

5. Matritsaning satr (ustun) rangi deb nimaga aytiladi?

6. Matritsani elementar almashtirishlar deb ganday almashti-
rishlarga aytiladi?

158.  Chizigli tenglamalar sistemasi

| Asosiy tushunchalar: chizigli tenglamalar sistemasi, CHTSning
yechimi, hamjoyli CHTS, hamjoyli bo‘lmagan CHTS,
CHTSning natijasi, CHTSning chizigli kombinatsiyasi, teng
kuchli CHTSIlari, CHTSni elementar almashtirishlar, bir
jinsli CHTS, BCHTSning fundamental yechimlar sistemasi.

F=<F ,.1,0,1 > maydon berilgan bo‘lsin.

Barcha noma’lumlarining darajasi birdan katta bo‘lmagan
tenglama chizigli tenglama deyiladi. a{xj +... + anxn - b tenglamani
to‘g‘ri sonli tenglikka aylantiruvchi | =(*,...,*),*. eF,i =l,n
vektor berilgan tenglamaning yechimi deyiladi. Ushbu

011*1 +al2x2 +... + alnxn =6,
aaAxl +a2x2 +... + d2nXn=b2 M

amX +amX2+ - +V n=bm

sistema F maydon ustida berilgan nta noma’lumli m ta chizigli
tenglamalar sistemasi deyiladi, bunda ,iteF (i=I,m;j =\,n)
sistemaning koeffitsiyentlari, aj no’malumlar koeffitsiyentlari,
bj ozod hadlar bo‘lib, x{lar esa no’malumlardan iborat.

nta noma’lumli mta chizigli tenglamalar sistemasining yechi-
mi deb shunday 1=(" eF,i =1,n vektorga aytiladiki, u
sistemaning barcha tenglamalarini to‘g‘ri tenglikka aylantiradi.

CHTS kamida bitta yechimga ega bolsa, u hamjoyli, yechim-
ga ega bo‘lmasa, hamjoyli bo 1magan CHTS deyiladi.

Yagona yechimga ega bo‘lgan sistema aniq sistema, cheksiz
ko‘p yechimga ega bo‘lgan sistema anigmas sistema deyiladi.
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Berilgan ikkita CHTS uchun birinchisining har bir yechimi
ikkinchisi uchun ham yechim bo‘lsa, ikkinchi CHTS birinchi
CHTSning natijasi deyiladi.

Ikkita CHTS teng kuchli deyiladi, agar birinchisining har bir
yechimi ikkinchisiga yechim bo‘lsa va aksincha.

CHTSning noma’lumlari oldidagi koeffitsiyentlardan tuzilgan

n a, #n

@ @ ~2n . : . .
matritsa (I)ning asosiy matritsasi, no-

V 1 anp a,
ma’lumlar oldidagi koeffitsiyentlar va ozod hadlardan iborat

"1 an «ln
azl ey, azn D2 . . .
B= matritsa (l)ning kengaytirilgan
an? .. emn

Kroneker—Kapelli teoremas!. Chizigli tenglamalar sistemasi
hamjoyli bo fishi uchun uning asosiy va kengaytirilgan matritsalari
ranglarining teng bo 1ishi zarur va yetarli.

«ii™ +al2x2 + ... +alnxn =0,
02,*, +a2x2+..+a2nxn=o0,

(1%)

KL« +H«<m2*2 + - +amXn =0

chizigli tenglamalar sistemasi bir jinsli chizigli tenglamalar sis-
temasi (BCHTS) deyiladi.

F narifmetik vektor fazoning W gism fazosining bazisini tash-
kil etuvchi istalgan vektorlar sistemasi (1*) sistemaning funda-
mental (asosiy) yechimlari sistemasi deyiladi.

1-misol. Tenglamalar sistemasini Kroneker—Kapelli teorema-
si asosida tekshiring va yechimlarini toping:
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2xy +3x2 - x3+x4 =1,
-x{-X2+3x3+2x4 =3,
"3xj +4X3-4 x4 =5,

5Xj +x2 +2x3 = 6.

Yechish. Kroneker-Kapelli teoremasiga ko‘ra, bir jinsli bo‘l-
magan chizigli tenglamalar sistemasi hamjoyli bo‘lishi uchun
uning asosiy A va kengaytirilgan B matritsalarining satr ranglari
teng bo‘lishi kerak.

Berilgan chizigli tenglamalar sistemasining asosiy va kengay-
tirilgan matritsalari ranglarini topamiz. Buning uchun chizigli
tenglamalar sistemasining no’malumlari oldidagi koeffitsiyentlar-
dan A matritsani, unga ozod hadlar ustunini go‘shib, matritsani
hosil gilamiz:

fa2 3 -1 V "2 03 -1 1
1 -1 3 2 5= 1 -1 3 23
3 0 4 -4 3 0 4 -45

u 1 2 9:; 1s 1 2 0 6j

Matritsaning satr rangini topish uchun satr elementar almash-
tirishlar bajarib, uni pog‘onasimon matritsa ko‘rinishiga keltira-
miz. Elementar almashtirishlar natijasida berilgan matritsaga
ekvivalent matritsa hosil bo‘ladi:

2 3 -1 1

-1 -1 3 23
3 0 4 -45
1 2 O 6j

birinchi va ikkinchi satrlar o‘mini almashtiramiz:

f-1 -1 3 23
2 3 -1 11
3 0 4 -45

1 2 0g
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birinchi ustun birinchi gator elementi —1 ni goldirib, birinchi
ustun boshqga elementlarini o ga aylantiramiz:

u -1 3 2 3"
0O 1 5 57
0 -3 13 2 14

lo 4 17 1w 21J

birinchi va ikkinchi satrlami o‘zgartirmaymiz, ikkinchi satr yor-
damida uchinchi, to‘rtinchi satrlarning ikkinchi ustunidagi ele-
mentlami nolga aylantiramiz:

f-1 -1 3 2 3"
0 1 5 57

0 28 173

o 0 37 3049

1-, 2-, 3- satrlami qoldirib, 4-satrning 3-ustunidagi elemen-
tini nolga aylantiramiz:

u -1 3 2 3"
0 1 5 5 7
0 o 28 17 35
0 0 -211-77y

Hosil bo‘lgan pog‘onasimon matritsadan asosiy matritsaning
rangi r(A)=4 va kengaytirilgan matritsaning rangi r{B)—4 ekan-
ligini aniglaymiz (noldan fargli satrlar soni).

Demak, chizigli tenglamalar sistemasi asosiy va kengaytirilgan
matritsalarining ranglari teng, ya’ni teoremaga asosan berilgan
chizigli tenglamalar sistemasi hamjoyli. Endi chizigli tenglamalar
sistemasining yechimlarini topamiz. Buning uchun to‘g‘ridan
to‘g‘ri pog‘onasimon matritsa yordamida berilgan chizigli teng-
lamalar sistemasiga teng kuchli chizigli tenglamalar sistemasini
tuzamiz:
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-jtj - X2 +3x3+2x4 =3,
X2 +5x3+5x4 =7,
28x3+ 17x4 = 35,

-211x4 =-77.

165 7 217 77 o )
Bundan xj = 2H’" =2IT,x3 =2iT" x4 =In yechimni topamiz.

2-misol. Berilgan tenglamalar sistemasini Gauss usulida yeching:
3X, +X2 - 2X3+ x4 =2,
\2xXx+ X3 - 2x4 =3,
4xx+8x2 - 12x3 = 4.

Yechish. Chizigli tenglamalar sistemasini Gauss usuli bilan
yechish deganda, sistemadagi noma’lumlami ketma-ket yo‘qotish
tushuniladi. Ya’ni tenglamalar sistemasida elementar almashti-
rishlar bajarib, tanlab olingan tenglama yordamida qolganlaridagi
noma’lumlardan biri oldidagi koeffitsiyentini nolga aylantiramiz.
Bu jarayonni davom ettirib, berilgan chizigli tenglamalar sistema-
siga teng kuchli chizigli tenglamalar sistemasini hosil gilamiz.
Noma’lumlar soni eng kam bo‘lgan tenglamadan boshlab, no-
ma’lumlar topiladi.

Berilgan chizigli tenglamalar sistemasidagi 3-tenglamani 4 ga
bo‘lib, birinchi o‘ringa joylashtiramiz va uning yordamida qolgan
tenglamalardan noma’lumni yo'qotamiz:

3Xj +X2-2X3+Xx4 =2, Xj +2x2 - 3X3 =1,
-2X] +X3-2x4 =3, <> 5x2+7X3+x4=-1, <>
4xj +8x2 - 12x3 =4 ~4x2+ TX3-2x4 =1

Hosil bo‘lgan chizigli tenglamalar sistemasidagi 1-, 2- teng-
lamalarni 0‘z o‘mida o°‘zgarishsiz goldirib, 3-tenglamaning x2
noma’lumini 2-tenglama yordamida yo‘gotamiz:

X, +2x2 - 3x3 =1,
-5x2 + 7X3 + X4 = -1,
7x3 - 12x4 =09,
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Chizigli tenglamalar sistemasidagi uchinchi tenglama ikki no-
ma’lumli bitta tenglama bo‘lib, uning cheksiz ko‘p yechimlari
mavjud, ya’ni x3 yoki x4 noma’lumni ixtiyoriy haqigiy son gabul
giladi deb olib, ikkinchisini u orgau chizigli ifodalaymiz.

Tenglamalar sistemasining yechimlari x4 noma’lum orqali
ifodalanuvchi to‘rt o‘lchovli arifmetik vektorlardan iborat cheksiz
ko‘p elementga ega bo‘lgan to‘plam bo‘ladi. Uni topamiz. Buning
uchun x4<=Rdeb olib, x3anoma’lumni x4 yordamida ifodalaymiz:

7x3-12x4 =9 7X3=12x4 +9 <>X3 =y X4 +~.

Oxirgi chizigli tenglamalar sistemasining ikkinchi tenglamasi-
dagi x3 noma’lum o‘rniga uning topilgan ifodasini qo‘yamiz:

12 9
5x2 +7(— X4+ ) +X4 =-1<=> -5x2 +84x4+63 +Xx4 =-1 <>
0 -5x2 +85x4+63=-1.

Hosil bo‘lgan tenglamadagi x3 noma’lumning x4 orgali ifoda-
sini topib, birinchi tenglamaga qo‘yamiz:

-5x2 =-85x4-640 x2 =17x4- ]
Birinchi tenglamadagi x, ni topamiz:

X-2x2-3x3=10 X =2x2+3x3+1=

128 , 36 27 _ 214 761
=34xa =4+ 2xt +2L =2,

Demak, berilgan chizigli tenglamalar sistemasining yechimlar

2% x4 - 1 1 7xa - B2 P a+y:xa'lxa ei? t0°p-

to plami
lamdan iborat.

2X, +3X2 - X3 + x4 =1,
3-misol. Berilgan -X, - x2 +3x3 +2x4 =3, chizigli teng-
3Xj +4x3 - 4x4 =5
lamalar sistemasi yordamida ko ‘pxillik tuzing.
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Yechish. 1) Berilgan bir jinsli bo‘lmagan chiziqgli tenglamalar
sistemasi hamjoyli bo‘lsa, bitta aQyechimini topamiz.

2) Chiziqgli tenglamalar sistemasiga assotsirlangan bir jinsli
chizigli tenglamalar sistemasining yechimlar fazosi W aniglanadi.

3) Chizigli ko‘pxillik ta’rifiga ko‘ra ~ +W bir jinsli bo‘l-
magan hamjoyli chizigli tenglamalar sistemasi va unga assotsir-
langan bir jinsli chizigli tenglamalar sistemalari yordamida hosil
gilingan chizigli ko*pxillik boladi.

2XX+3JQ2 -X 3 +x4 =1, X +x¢e -3x3-2x4=-3,
1) ~Xj - +3x3+2x4 =3, <> x2+5x3+5x4 =7, =
3Xj +4x" - 4x4 =5 -3x2+13x3+2x4 = 14

X +x2- 3X3- 2x4 =-3,
<> X2 +5X3 +5x4 =7,
28x3+ 17x4 = 35.

Noma’lumlarni ketma-ket yo‘qotish natijasida 4 ta no-
ma’lumli 3 ta tenglamadan iborat sistema hosil bo‘ldi.
Demak, chizigli tenglamalar sistemasi cheksiz ko‘p yechimga

(115 S B 2y 47;-Yxa+2; x4, x4 eR

ko‘rinishda bo‘lib, uning bitta a0 yechimini x4=0 giymatni qo‘-
yib topamiz:

2) Berilgan chizigli tenglamalar sistemasiga assotsirlangan
berilgan chizigli tenglamalar sistemasi

2Xj +3x2 - x3+x4 =0,
Xj -x 2+ 3x3+2x4 =0,
3Xi +4x3- 4x4 =0
ko‘rinishda bo‘lib, uning yechimlari cheksiz ko‘p. Chunki
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2Xj +3x2- x3+x4 =0, Xi +x2 “3x3- 2x4 =0,
-X, -X2+3x3+2x4 =0, < Xx2+5x3+5x4=0,

3xj +4x3-4x4=0 28x3+17x4 = 0.
Bundan, x4eA desak, yechimlar to‘plami
115 225

W = ;; x4:x4 x4 e R\ ko‘rinishda bo‘ladi.

14 *4° 28 *4°
Bir jinsli chizigli tenglamalar sistemasining yechimlar to ‘plami
chizigli fazo tashkil etadi (W =<w ;+ ,{gx [a e i?} >)®

3) Hosil bo‘lgan af vektor va Wto‘plam yordamida H=a{+W
chizigli ko*pxillikni hosil gilamiz. Chizigli ko*pxillik #ning ele-
mentlari berilgan bir jinsli bo‘Imagan chizigli tenglamalar siste-

masining yechimlar to‘plamini tashkil etadi.
4-misol. Berilgan

X +3x2- 5x3+ x4 =1, f2Xx, +x2- 2x3-x4 =4,

D o es2rae mxd Y22 [axt-x2+x3 3xd=7

chizigli tenglamalar sistemalari uchun 2-sistema 1-sistemaning
natijasi ekanligini tekshiring.

Yechish. 2-chizigli tenglamalar sistemasi 1-chizigli tenglama-
lar sistemasining natijasi bo‘lishi uchun ta’rifga ko‘ra 1-chizigli
tenglamalar sistemasining har bir yechimi 2-chizigli tenglamalar
sistemasining ham yechimi boMishi kerak.

1-chizigli tenglamalar sistemasining yechimlarini Gauss usu-
lidan foydalanib topamiz:

[ X +3x2-5x3+x4 1, o ix, +3x2- 5x3+x4 =1,
X 2x2+3x3 x4 =3 -5x2+8x3 3xn=2.

Hosil bo‘lgan teng kuchli chizigli tenglamalar sistemasidagi
2-tenglamada x3 x4eR deb olib, golgan noma’lumlami aniglaymiz:

. 4
Xi= |x3+-x4+111:
X 2 5 X3 5x4 5>

x3,x4 e R.
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Demak, berilgan 1-chizigli tenglamalar sistemasining cheksiz
ko‘p yechimlari mavjud bo‘lib, umumiy yechim quyidagi ko‘ri-
nishda bo‘ladi:

(

Topilgan umumiy yechimni 2-chizigli tenglamalar sistemasi-
ga qo‘yamiz:

Demak, 1-chizigli tenglamalar sistemasining har bir yechimi
2-chizigli tenglamalar sistemasining ham yechimi bo‘ladi. Ta’rif-
ga ko‘ra 2-sistema 1-sistemaga natija ekan.

5-misol. Berilgan bir jinsli chizigli tenglamalar sistemasi

* * ’ H - ‘ .
))qq m2 1 Jx Z‘f'(4 ~y "y yechimlar to‘plami fundamental

sistemasini toping.

Yechish. Har ganday bir jinsli chizigli tenglamalar sistemasi
hamjoyli hamda yechimlar to‘plami chizigli vektor fazo tashkil
etadi.

Agar birjinsli chizigli tenglamalar sistemasi yagona nol yechim-
ga ega bo‘lsa, u holda yechimlar fazosi nol o‘lchovli chizigli vek-
tor fazo bo‘lib, uning fundamental sistemasi mavjud emas.

Agar birjinsli chizigli tenglamalar sistemasi cheksiz kop yechim-
larga ega bo‘lsa, u holda yechimlar to ‘plami tashkil etgan chizigli
vektor fazoning bazisi fundamental sistema boladi.

[} +3%x2- 5x3+x4=0, fx, +3x2 - 5x3 + x4 =0,
[ - 2x2 +3x3 - 2x4 =0 [ -5x2 +8x3- 3x4=0.

Hosil bo‘lgan teng kuchli bir jinsli chizigli tenglamalar sis-
temasidagi 2-tenglamada x3, x4ei? deb olib, qolgan noma’lumlar-
ni aniglaymiz:
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r>q =—1x3+§4/X4;

8 3
X2 =5*3 - 5*4:
x3,x4 e R.

Demak, berilgan bir jinsli chizigli tenglamalar sistemasining
cheksiz ko‘p yechimlari mavjud bo‘lib, umumiy yechim quyida-

gi ko‘rinishda bo‘ladi: |jX 3 +-"x4;|x3 -|x 4;x3;x4j,x3,x4 <R

Umumiy yechimdagi x3 x4eR erkli o‘zgaruvchilarga kamida
bittasi noldan fargli qiymatlar beramiz. Masalan, x3=1, x4=0;
x3=0, x4=1.

Hosil bo‘lgan & =|I;i;l;0], [;0;1j yechimlar

yechimlar to'plamining ixtiyoriy yechimini chizigli ifodalay-
di. Demak, berilgan bir jinsli chizigli tenglamalar sistemasi

yechimlar to‘plamining fundamental sistemasi 1] =ii;-|;l;0j,

a2=(y " ; 0;1 vektorlardan iborat.

Misol va mashqlar

1. 2-sistema 1-sistema uchun natija bo‘lishini tekshiring:

f X -3x2+4x3+2x4 =1,
L1000 2xj +4x2- 3x3+3x4 = -1;

2) 3X, +X2+x3+5x4 =0.

J2x! +4x2-3x3+3x4=—4,
12. 1) [36 +x2+2x3- x4=0

2) -X! +3x2- 53+4x4=-1.

J3Xj +x2+2x3-x4 =0,
13 1) [12x, +4x2 +7x3+2x4 =2;

2) -8Xj -3x2-5x3-3x4=-2.
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3X, - 3x2- 6x3- x4 =1,

X, - 6x2+5x3- 12x4 = 2,
14, 1) Xxi~7x2+Xx3+4x4 =23,

X2 +23x4 =23,

-2X, -1X2-2 x3+2x4 =14;

4Xj -9x2 —x3-13x4 =3,
‘X, 14x, &3+ 6x4 =37.

6Xj -5x3+2x4 = 41,

3X, +5x2-x3-3x4 =11,
159 X, +2x2 +2x3 +13x4 =10,

2X] +4x2 +x3-x4 =3;

[3xj -5x2-4x3 +5x4 =30,
2) [-Xj - 2x2+x3+14x4 = T.

2. Quyidagi elementar almashtirishlar yordamida berilgan
CHTSga teng kuchli CHTS hosil bo‘lishini isbotlang:

1) sistemadagi tenglamalar O ‘rnini almashtirish;

2) sistemani gandaydir tenglamasining ikkala gismini noldan
fargli skalarga ko‘paytirish;

3) bir tenglamaning ikkala gismiga skalarga ko‘paytirilgan
boshga tenglamaning mos gismlarini qo‘shish yoki ayirish.

3. Kroneker—Kapelli teoremasi yordamida quyidagi CHTS-
larini tekshiring va yechimlar to ‘plamini aniglang:

5xj +4x2 +3x3 =1,
2X] +X2+4x3 =1,

3.1 .
-3Xj -2x2-X -1,
X +3x2+2x3 -2
X, +2x2 + 3X3- 2x4 = 6,
2X, -X2-2x3-3x4 =8,
3.2.

3X] +2x2 - X3+ 2x4 =4,
2X( - 3x2+2x3+x4 =-8.
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6Xj +5X2 +2x3+4x4 = -4,
IX, +X2+4x3- x4 =-1,

33 Xt +4x2 +2x3 - 2x4 =-5,
3X, - 9x2 + 2x4 =11,
X +x2 +3x3- 2x4 +3x5=1,
34 2Xt +2x2+4x3- x4 +3x5 =2,

3Xj +3x2+5x3-2 x4 +3x5 =1,
2Xt +2x2 + 8x3- 3x4 +9x5 = 2.

4. Aning ganday giymatlarida CHTS hamjoyli boishini aniglang:
2X, - X2 +3x3+4x4 =5,
4X[ -2 x2 +5x3+6x4 =7,
6X, -3X2+7X3+8x4 =9,
AX -4 x2+9x3+10x4 =11.

4.1.

(A+3)Xj +2x2 - x3+4x4 = A
Ax, +(A- 1)x2+2x3- x4 =2,
X +3x2-x3+1Ix4 =-10,
X +4x2- x3+18x4 =-18.

AX, +X2+x3+x4 =1,

A +A2+x3+x4 =1,

A +x2+ AB+ x4 =],

X +x2+x3+A4fcl

X, +(L+AX2+(2- A)X3+Axd =3,

Ag - X2+ (2- A)X3+ A4 =2,

“AX +AX2 +(2-A)X3 +AX4 -2,

AX, + A2+ (2- A)X3- x4 -2.

5. Quyidagi CHTS larini mos usul tanlab yeching:

4.2.

4.3.

4.4,

ty+z+t=0,
X-y+z2+t=D,
X+y-z+t=c,
X+y +z-t - d.

5.1
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5.2.

5.3.

5.4.

toping:

ax + by +cz +dt =p,
-bx+ay +dz-ct =q,
-cx -dy +az +bt =r,
-dx +cy-bz +at =s.

X +alx2 +... + a*~Ixn = by,
XX+a2x2 + ... + &elxn = b2,

X +anx2 +... + amxxn =bn,

X +x2+...+xn=1
)y +a2x2 +... + anxn = b,
ajxy +ajx2+..+abxn=hb2,

ax 'xj +a2Ix2+... +anIxn="b"1,

CHTS ning umumiy yechimi va bitta xususiy yechimini

2X +7x2+3x3+x4 =6,



6X, +4x2 +5x3+ 2x4 +3x5=1,
33Xt +2x2 +4x3+ x4 +2x5=3,

6.5. 3Xj +2x2 - 2x3+x4 =1,
OXj +6x2 +x3+3x4+2x5=2,
6X, +3X2 +2%x3+ 3x4 +4x5 =5,
14§ +2%2 + x3+2%4 + 3x5 =4,
6.6.

4Xj +2x2 + 3x3+2x4 + x5 =0,
2Xj +X2+7x3+3x4 +2x5 =1.

7. Tenglamalar sistemasining yechimlarini Gauss usulida toping:
IXX-3x2-2 x4 =-1,
-Xj +3%X2 - 2X3 + X4 = -6,

7L o + 2x3 + 13x4 =14,
2X] -4x2-3x3+2x4 =-3.
"3X, +4x2 +2%x3- x4 = -1,
-X, +4x2- x3+3x4 =-13,
7.2.

-3X] +2x2 +3x3+ x4 =10,
22Xj -5 x2+7x3 -2 x4 =20.

"3X, - 8x2 +X3+4x4 =-5,
7.3. X, -7X2+2x3+14x4 =3,
-Xj - x2-4x3+5x4 =-13.

-4X, +3x2+x3-2x4 =0,
2Xj + %2 - 3x3 +3x4 = 6,

T4 - 3x2+2x3+5x4 = 10,
X, -X2-6X3+2x4 =1
X, -13x2+x3-3x4 =0,
X, —X2-5x3+3x4 =1,
7.5.

3x, +x2+2x3-11x4 =10,
X, -4x2-3x3+2x4 =0.



3X] +3x2- 6Xx3- 2x4 =-1,
OXt +X2- 2x4 = -2,

76 6xj - 7x2 +21x3 + 4x4 = 3,
OXj +4x2 - X3+4x4 =3.
IIxj - 5x3+2x4 =5,

X2 -4x2-x3=-1,

7.1 X +2x2 - 12x3 +13x4 =7,
5X[ - 4x2 + 3x3 - 2x4 = 20.
5x, -13x2 +x3+23x4 =11,
XX+ 3%x2 - 5x3+3x4 =1,

7.8.

13xj +x2+2x3—1Ix4 =0,
12xj +4x2-17x3 +2x4 =20.
8. Quyidagi CHTSning umumiy yecliimini va yechimlar fun-
damental sistemasini toping:
[3%, -3x2 +17x3-25x4 +7x5 =0,
O [Xj +2x2-7 x3+x4-11x5 =0.

X +4x2 +2x3- 3x5=0,
8.2, 2Xj +9x2+5x3+2x4 +x5 =0,
X +3x2+x3- 2x4 - 9x5=0.

X - 3x2 +2x3+x4 =0,
83. -xt- X +2x3+4x4 =0,
4x{ +3x2- 4x3 +x4 =0.

2Xj -5x2+4x3+3x4 =0,
3Xj - 4x2+ 7x3+5x4 =0,
4xj -9 x2 +8x3 +5x4 =0,
-3Xj +2x2-5x3+ 3x4 =0.

8.4.

g5 [9Xi +13x2-3x3-25x4+6x5=0,
T [2xt -7x2 +x3—Ixj =0.

113



X +%x2+x3+x4+x5=0,
3xj +2x2+x3+x4-3x5=0,
X2 +2x3+2x4 +6x5=0,
5Xj + 4x2 + 3x3+ 3x4 - x5=0.

8.6.

-9xj +3x2- x3+4x4 =0,
8.7. 4Xx, - X2+ 2x3- 5x4 =0,
-8x1+2x2-3x3+15x4 =0.

[Xxj + AX2 + Ax3 + Xx4 = 0,
T (2AXj + 38X2 + 4AX3 + 5AX4 = 0.

25%x, +13x2-x3+3x4 =0,
8.9 -13xj - 4x2+ x3- 5x4 =0,
2X, +32x2-3x3-15x4 =0.

-AxXX+ (2 +2A)X2 + 2Ax3 + 2Ax4 = 0,
Xxx+ (1 + X)x2 + A3 + Xx4 = 0,
Xx{+ (L +A)X2- 2x3+Xx4d =0,

—AXj - L+Aa)x2- A3-(2-2x)x4 =0.

8.10.

Takrorlash uchun savollar

1. nta noma’lumli mta chizigli tenglamalar sistemasi deb ni-
maga aytiladi?

2. CHTSning yechimi deb nimaga aytiladi?

3. Hamjoyli, hamjoyli bo‘lmagan CHTSga ta’rif bering.

4. CHTSning natijasiga ta’rif bering.

5. CHTSning chizigli kombinatsiyasi nima?

6. Teng kuchli CHTSlariga ta’rif bering.

7. CHTSni elementar almashtirishlar deganda ganday almash-
tirishlar tushuniladi?

8. Kroneker—Kapelh teoremasini bayon eting.

9. Birjinsli CHTS deb ganday sistemaga aytiladi?
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10. CHTS va unga assotsirlangan BCHTS yechimlar yig‘in-
disi, ayirmasi ganday sistemaga yechim bo‘ladi?

11. BCHTS yechimlar to‘plami vektor fazo tashkil etishini
tushuntiring.

12. BCHTSning fundamental yechimlari sistemasiga ta’rif
bering.

13. CHTSni yechishning Gauss usulini tushuntiring.
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VI MODUL. MATRITSALAR

16-8.1 Matritsalar va ular ustida amallar

j Asosiy tushunchalar: kvadrat matritsa, matritsalami qo‘shish,
skalami matritsaga ko‘paytirish, matritsalar ko‘paytmasi, tes-
karilanuvchi matritsa, elementar matritsa, matritsali tenglama.

F=<F ; 1,0,1 > maydon va maydon ustida matritsa-
lar to‘plami berilgan bo'lsin. Quyidagi munosabatlarni aniglay-
miz:

VA, BeFm=>A=Bo dy—byi=1 .., mj—, .., n

MAB e Fmn, A+B—C, CeFm

VA e Fmma VaeF = coa(yi) = aA = BeFmh

VAe Fm \/B e FnXk®* A mB=C, CeFnmxk

Ai Bj = aaby+ aa by+ .. +airbrj = cipi=1, ..., iw;y=Il, .., k

Shunday XvaA «-tartibli kvadrat matritsalar berilgan bo‘lib,
ular uchun XA = AX = E (E —«-tartibli birlik matritsa) shart
bajarilsa, u holda X matritsaga A matritsaga teskari matritsa deyi-
ladi va A ko‘rinishda belgilanadi.

Teskari matritsaga ega matritsa teskarilanuvchi matritsa deyi-
ladi.

Birlik matritsadan quyidagi elementar almashtirishlarning biri
yordamida hosil gilingan matritsa elementar matritsa deyiladi:

1) birlik matritsa satri (ustuni)ni noldan fargli skalarga ko*-
paytirish;

2) birlik matritsa biror-bir satri (ustuni) ga noldan fargli skalar-
ga ko‘paytirilgan satr (ustun)ni qo‘shish yoki ayirish.

E birlik matritsada bajarilgan ¢>satr elementar almashtirish
1) yoki 2) ko‘rinishdagi elementar almashtirish bo‘lsa, u holda

hosil bo‘lgan elementar matritsani E ko‘rinishda belgilaymiz.
Agar A kvadrat matritsani elementar almashtirishlar zanjiri
(ketma-ket bajarilgan elementar almashtirishlar) birlik matritsaga
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o‘tkazsa, u holda A matritsa teskarilanuvchi va bajarilgan ele-
mentar almashtirishlar zanjiri E matritsani A_1 matritsaga kelti-

radi. Ya’ni A g Frm matritsaga teskari matritsani topish uchun

«ii @2 "M o« l 0 e 0"

r 0 1 e 0
tartibi nxIn bo‘lgan A\E = A R «2«

vall «2 ' ax 0 0 o g

matritsani elementar almashtirishlar zanjiri yordamida

fl 0 < 0 hl - \n
0 1 e+ 0m ~2 ™ bn = E\B ko‘rinishga keltira

0 ¢ 1K\ K2 ' "mn

miz. Hosil bo‘lgan B matritsa berilgan A matritsaga teskari mat-
ritsa.

R maydon ustida n ta noma’lumli n ta chizigli tenglamalar
sistemasi
«A1*] + «12%2 + »e + «I»*n =\ 5
021*1 +« 222 + - +«2«<*n =¢ 2,

1] +««2*2 + - 4w«

ko'rinishda berilgan bo‘Isin.
Quyidagi belgilashlami kiritamiz:

"((ii «12 P aInN f*o r*o
A:«Z. @ . «2n,B:(j’2’X:*2
KN «@ «m. V&S

U holda berilgan CHTSni matritsali tenglama, ya’ni AX=B
ko‘rinishda yozish mumkin.

Agar A matritsaning satrlari chizigli erkli bo‘lsa, u holda A 'R
vektor AX —B tenglamaning yagona yechimi bo‘ladi.
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Lekin matritsali tenglama fagat CHTS yordamida hosil qilin-
maydi. Balki A, B matritsalar berilgan bolsa A mX = B yoki
X- Z = B ko‘rinishdagi matritsali tenglamalarni; A, B, C mat-
ritsalar berilgan bolsa, A - X- B = Ckolinishdagi matritsali teng-
lamalami tuzish mumkin bolsa, ulami yechish uchun o ‘zgaruv-
chining chap yoki o‘ng tomonidagi A matritsa teskarilanuvchi
bolsa, uning yechimi A | B yoki B -A~l ko‘rinishda; o‘zgaruvchi-
ning o‘ng va chap tomonidagi Aw B lar teskarilanuvchi bolsa,
X =An oC mB 1ko‘rinishda boladi.

f1 2 3n
1-misol. A 4 1 -1 wva f(x) =3x-x2+4 berilgan
2 10
bolsa,/ (A) ni hisoblang.
Yechish. f (A) - 3®A - A2 +4 ni hisoblash uchun 3-A A2va
4 E matritsalami aniglaymiz:

"1 2 3N '3 9’
D3A=3- 4 1 -1 =1 2 -3,
12 1 oj 16 2 0

2

"1 2 3"° f1 2 3" '1 2 3"
A% 4 1 -1 =4 1-1 4 1-1
1-2 1 0j 21 0y 2 1 0j

%486 2+2+3 3-2) "3 7 1
_ 44442 4+1-1 12-1 = 10 4 |l
A2+4 441 6-10 2 -3 -T

1 0 oN '4 0 O
3)4 E=4- 0 10 =04 0
o O k 10 0 v
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‘3 6 9 '3 7 1"
4) f(A) =3-A-A2+4= 12 3 -3 - 10 4 11 +
16 3 0, 12 W8 e
(4 -1 8 "4 -1 8N
+ 2 3 -14 = 2 3 -14
€6 H] 86 4]
a i o4
2-misol. A= 2 -1 1 matritsaga teskari A matritsani toping.
VW 3 2

Yechish. 1) Berilgan matritsaning teskarilanuvchi ekanligini,
ya’ni r{A)—bekanligini tekshirib olamiz:
f1. 1. 00 A 1 0s r1 1 O"
2 -1 1~0-3 1~0-1 2
n 3 2> 125 10 0 -v
Demak, r{A)—bekan, ya’ni matritsa chizigli erkli va shu

sababli teskarilanuvchi.
2) Teskari matritsani elementar matritsalar yordamida topamiz:

rh 1 01 0 oN A 1 01 0O
2 -1 10 1 0~0 -3 1-2 10

W 3 200 jj g0 -1 2-4 0

( \

Mm 1 01 0 O 11 01 O 0
0 -1 2 -4 1 ~01-24 0 -1
00 0 5101 ] oo 12 o
( \ ’
1101 0 0 roo1 o 4
o100 2 Y- 9100 21
5 5 5 5
00 1-2 3% o9 1.0 Y3
v 5 5, v 5 57
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Teskari matritsa to‘g‘ri topilganligiga tekshirish natijasida
ishonch hosil gilamiz.

1 2
4 1 0 5 fi O O
Tekshirish: 2 .11 o 2 Y oio
5 5
4 3 2
\ y_2 -1 1 V00 1/
5 5
1 £ =+
5 5
Demak, A 1= 0 -1 1
5 5
? 1 3
5 5y

Misol va mashglar

1. Matritsalami qo‘shish amalining quyidagi xossalarini isbot-
lang:

11. VAB ¢ FmX'==A + B = B + A (kommutativlik).

12. VA B, CeFnmh= (A+B)+C=A+(B +Q (assotsiativlik).

13. VA gFnmh 3 XeFmn=A + X = A (X=0 - neytral).

14. VA e FnmXn BA'eFmh=A+A’= 0 (A'= ~A - sim-
metrik).

2. Skalarni matritsaga ko‘paytirishning quyidagi xossalarini
isbotlang:

2.1. VA g Fn¥n Va, Bg F=> (a+tB)>4 = 0A + RA

22. VA g Fn¥n Va, Bg F™ (a *B)A = a(R™M).

23. VA, Bg F™n Vag F=a(A+B) —a *A+a *B.
24. W4 g F XN <MaeF=">a-A —A -a.

3./ (A) ni hisoblang:

3.1. [1x) = x3 + 4x; A=T) g!’l
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-2 20 L
32./(x) =x2+ 24x+7; ™M 6 -4 3

7 50
2 3
3.3./(x) = 33+ 15X2—2x +1; A=
v-1 Oy
ri -1 r
34.f{x) = —AxX’+ 25x +9; ~ 2 6 3
4, Matritsalarni ko*paytirish amalining quyidagi xossalarini

isbotlang:
1.37- BzF mXkA3B+Ce Fk& = *5) e C=N¢(5+Q
(assotsiativlik).

2. AeFnmha Vfi.Ce =>Ne(5+Q =" mb+"C
(yig‘indini chapdan ko‘paytirish).

3. VA, BeFnmha VCg Fnk=» ("+5)eC="eC+ B+C
(yig‘indini o‘ngdan ko ‘paytirish).

4. Va<i VAMFm \UBMFnXK” a m(A mB) = (a mA) mB.

5. Quyidagi matritsalar ko‘paytmasini toping:

'5 2 -7 37
1 2-1
51.A=(0 10 0),B 0 , AB =7
9-315
2-1 3 4,

"21 22 23 24N rr

59 A 25 26 27 28 5 = -1 AB =1
- 29 30 31 32, -1’07
s 4 s ol |
sina\ v _cosph
c_osa sina B = c_o§p cosp AB=?BA=?
ySina cosa j sinjB cos(3 y
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‘2 0N

-2 30 1 1 -1
54. A= B= AB=1BA=1
112-1 12
13
2 3 0 -r "2 -6 2N "1r

S =0 1 -1 3 ,B=18 -9 3 ¢c= 12 (AB)C=?
A3 g 22y 3y

rin ii\
56. A= ,B=(53 22 -35),C- -4 Zz>=(2 -3 -1),ABCD=?
v-2y v2y
6. Hisoblang:
61 r2 1. 62, 2 1Y
3 -2_j vo 2, .
_ H \ n
g3 C0sa -simaito g, O
sina cosa 0 a
fl 0 0 O "0 0 0 sinaN
65 0200 66 0 0 sina 0
0 0 30 o 0 cosa 0 0
lo 0 0 4j cosa 0 0 oJ

7. Berilgan matritsa bilan kommutativ bo‘lgan matritsalarni
aniglang:

7.1, LoN 72 112
1k 3 4
- 2 10

7.3. _ 7.4, 3
v 003
010 1700

75. 001 76. 020
00 g lo 0 3



1 0 n
w0 n fo 0
77. 0 1 0 7.8 0010
' 0 0 00 1

1l a
8. R maydonda 0 1 ko‘rinishdagi matritsalar to ‘plami

multiplikativ gruppa tashkil etishini va uning hagiqiy sonlar ad-
ditiv gruppasiga izomorfligini isbotlang.

+ bi + di
9. R maydonda 2 b_' ¢ d! ko‘rinishdagi matritsalar
c-di a- bi
to‘plami nolning bo‘luvchilariga ega boMmagan halga tashkil
etishini isbotlang.

1® Q maydonda ab bb ko‘rinishdagi matritsalar
_~ a~,

to‘plami kommutativ halga tashkil etishini isbotlang.
11. Teskari matritsalaming quyidagi xossalarini isbotlang:
D A~D)"1=A
2) (AR)~y= B~IA~\
3 ATy I = (A-y.
12. Quyidagi matritsalaming teskarisini toping:

121 4 SN 100, 1@ bS
3 2] d.
f-1 1 n h -4 51
123 2 0 -3 124, 2 -3 1
I 1 o B -5 -l
" 0 0 0 fl1 1 n
s 32 00 e b1l
11 3 4 12690 1 1 4
u -1 2 3; -1 -1 j
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fi1 1 1 r flaa20’.
0 11 1 01 a a2 .. amA

127. 0 0 1 1 128. 00 1 a .. an?
Vo 0 0 K 000 0 . 1.
‘2 -1 0 0 o

29 0 -1 2 -1 . 0.

N +ax 1 1 1 N
0 1+(2 1 1
12.10. O 0 1+Q 1

, 0 0 0 . Fé¢
13. Ixtiyoriy A kvadrat matritsa uchun quyidagi shartlar teng
kuchli ekanligini isbotlang:
1) A matritsa teskarilanuvchi;
2) A matritsaning satrlari (ustunlari) chizigli erkli.
14. Quyidagi matritsali tenglamalami yeching:
3 5 "1o2"
2 4 2 4

14.1.

142 12y _13
39
f1 -3N "3 2N
u 6, 11 4

25 T3 .o

"3
14.4. X _ _
U 4j K9 -6j
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145 v f-5 > ° M
3 -2) 2 3y 2 -3y

—1nx/% £ a4 160
2 778 L9 1

ri 2 -3N ri -3 0"
147. 3 2 -4 x =10 2 7

14.6.

12 -1 o] lio 7
0 2 "2 0 n
148. 1 3 0 -3 0 4
1-3 0 4 11 1 2

rs 3 n .8 3 ON
149. X 1 -3 -2 = -5 9 0

1-5 2 1-2 1 o

4 0 r ri 1n
1410 X 0 0 1= 1 1 1

n 1y 122y

231 91 2 0 -2N
1411 4 -5 2 X 1 12 =18 12 9

15 -7 3 1 1 [ 15

. . N ]
121, 161F 1203
14.12. ) X =
1 3 1101 0 -2 1 0
o 00 1 1n 1 1oy g 12
15. Quyidagi tenglamalar sistemasini matritsali tenglamaga
keltirib yeching:
X ~X2+X3=6 5xj - 4x2 +2x3 =-9,
15,1 2xj +x2+x3 =3, 152,  3xt-2x2+x3=3,

X +Xx2+2x3=5. 10x, - 92 +2x3 =7.
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2X, +5%x2 +4x3 + x4 = 20,
1 X, +3x2 +2x3+x4 =11,
53 2xj +10x2 +9x3 +7x4 =40,

3X, + 8x3+9x3+2x4 =37.

3X, +5x2-3x3+2x4 =12,
4x, - 2x2 +5x3+3x4 = 27,
7X, + 8x2—x3 +5x4 =40,

6X, +4x2+5x3+3x4 =41.

15.4.

2Xj +2x2-x3+x4 =4,
3X, +4x2 - X3+ 2x4 =6,
5X, + 8x2 - 3x3+4x4 =12,
3X, +3x2-2x3+2x4 =6.

15.5.

6X] + X2 +4x3- x4 =6,
7X, +X2 + 3x3+x4 =-3,
5xj +x2 +2x3- x4 =0,
9x, +2x2 +5x3- 2x4 = 0.

15.6.

3X, - X2 +X3- 4x4 =3,
3X, X2 +2x3-1x4 =3,
5Xj - X2 +x3- 4x4 =-1,
11X, -3Xx2 +2x3+-5xn =-2.

15.7.

5X, +2x2- x3+3x4 +2x5 =0,
4x, -7x3=0

15.8. )2xi +3x2-7x3+5x4 +3x5 =2,
2X] +3x2- 6x3+4x4+5x5=0
3%, - 4x3=0.

16. Quyidagi matritsali tenglamalar sistemasini yeching:

H ||1 \L
161 Xx+v=""T ox437=1 0
lo 1j lo K
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162. 2X-Y =

y
Takrorlash uchun savollar

. Kvadrat matritsa va uning turlari.
. Matritsalami go'shish va uning xossalari.
. Skalarni matritsaga ko‘paytirish va uning xossalari.
. Matritsalami ko‘paytirish va uning xossalari.
. Teskarilanuvchi matritsa deb gqanday matritsaga aytiladi?
. Elementar matritsalar xossalarini ayting.
. Teskari matritsani ta’rif asosida topish jarayonini bayon
qiling.
8. Matritsaning teskarilanish shartlarini ayting.
9. Teskari matritsani elementar matritsalardan foydalanib to-
pish jarayonini tushuntiring.
10. CHTSning matritsali ifodasi ganday hosil gilinadi?
11. Matritsali tenglamalaming ganday ko‘rinishlarini bilasiz?
12. Matritsali tenglamani yechish jarayonini bayon giling.

[ —

~No ok wN
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VIIMODUL. DETERMINANTLAR

17-8. 0 ‘rniga qo‘yisMar

y Asosiy tushunchalar: n-darajali o‘miga qo‘yish, «-darajali
simmetrik gruppa, inversiya, juft o‘miga go'yish, tog o‘miga
go‘yish, transpozitsiya, o0‘miga qo‘yishning ishorasi.
A={l,2,3,...,n} to‘plamni o°‘ziga biyektiv akslantirish «-dara-

jali o‘miga qo‘yish deyiladi.

A to‘plamda aniglangan $o‘miga qo‘yish

1 n
cp() o@2) .. o(n);
ko‘rinishda belgilanadi. Agar @ va W o‘miga go‘yishlarda ik=jk
(k =1,n) bo‘lsa, u holda pva y o‘rniga qo‘yishlar o zaro teng
deyiladi.
(bvay o miga qoYishlar ko paytmasi deb qva VW akslantirish-
lar kompozitsiyasi <pv(0 =<p(v(0), i = 1,—« ga aytiladi, ya’ni

(o

1 2 ... n 2™ f v @) .. vl« A
W@ W@) ... W{r)i <pw@) <pv@) .. <p0O(«)

A to‘plamdan olingan (p o‘miga qofyishga teskari o ‘miga
goyish deb

<pl) o) .. (p«) 1 2 n

(p =
1 2 ...n @ 1(1) <P-"(2) .. o 1(/)

<P-vj/ = cp-

0‘miga qo‘yishga aytiladi.
A to‘plamning har bir elementini shu elementning o°‘ziga
o‘tkazuvchi e akslantirish ayniy o ‘miga qo yish deyiladi va u
12

1 9 ko‘rinishda belgilanadi.
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<s¢  _1> gruppa n-darajali simmetrik gruppa deyiladi va u
Snorqali belgilanadi.

r\ 2 . n
<pl) (@) .. dn)

to‘plamning ixtiyoriy i,j elementlaridan tuzilgan juftlik uchun i —
va (/) —a(j) ayirmalar bir xil ishoraga ega bo‘lsa, bu juftlik
tog Ti, bir xil ishoraga ega bo‘Imasa, to‘g‘ri emas yoki inversiya
tashkil etadi deyiladi. 0 ‘rniga qo‘yishda inversiyalar soni juft
(tog) bo‘lsa, o‘miga go‘yish juft (tog) o' miga qoYyish deyiladi.

0 finiga qofyishda shunday i,j elementlar mavjud bo‘lib, ular
uchun (/) =j, d() = i, qu) = s, seA\{i, j} shartlar bajarilsa,
bunday o‘miga qo‘yish transpozitsiya deyiladi.

b o‘miga go‘yishda A={\,2,b,...,n}

! 2 ...n . o :
® = ofiniga qo‘yishning ishorasi deb
va>1) o (2) - ®0()

1, agar ¢p —juft, . -
gar & —] giymatga aytiladi.
-1, agar ¢ —toq;

1-misol. Berilgan o‘rniga qo‘yishlar va ular kompozitsiyasi-
ning juft-togligi, ishorasi, inversiyalar sonini aniglang:

sgn ¢ =

123456N 12345
P=p 16543 %0 2564y
Yechish.
o @ 2345 6N
i o2 1435 ¢

123456
12 © 1 =

v2 1 3 4 6 5y
®, dagi inversiyalar sonini aniglaymiz:

12 3 45 6

0 16 5 4 3 oMmoa go‘yishda birinchi gatorda-

Pl

gi i - j ayirmalar manfiy. 2-qatordagi ularga mos ayirmalardan
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®1(1)-d,(2) =2-1 = 1 mushat, qolganlari manfiy, demak, cp, dagi

inversiyalar soni 1ta. Shuning uchun ishorasi sgn< =-1; tp, -
tog o‘rniga qo‘yish;
' 2 3 45 64

2 [L 256 43 dagi inversiyalar soni 3 ta; g2 —toq
o‘rniga qo'yish va sgn 2 = . 1.

12 3 456

N 14 35 6 dagi inversiyalar soni 2 ta, u

<Pl ° 452 =

juft o‘miga qo'yish va sgn (] og2) =1;

12 3 456

®°0L=5 93465

o‘rniga qo‘yishda inversiyalar

soni 2 ta, ¢2 o ljuft o‘rniga qo‘yish va sgn(h2o.01) = 1.

pmiso, L2 3456 wishni Siklli o“mi
-misol. 1 Og'niga gogishni siklli o‘miga
go‘yishlar kompozitsiyasi kofinishida ifodalang.
"\ 2 3 4 5 6/

Yechish. T o =02 () (4) (56)

Misol va mashqglar

I. 0 ‘miga qo‘yishlami ko‘paytiring:
1f\2345V123451‘I
.34152 5312 4

12.1234561/123456)
L86452|ju 4 156 3j
131234567 234567
U 3127561531427 6j
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" 23456789V 2345¢6 789N
V5391246 957213146 gj

2. 0 ‘miga qo‘yishni sikllarga yoying:

"l 2 3 4 5 6
[5 4 1 7 3

<<—

" 9 3 4 6 1 8
W . 27 458 |
" 2 3 4 5 7 8 oN

U468 1357 g

"I 2 3456 189 10
VIO 5 4 7 6 9 8 3 2 1

>

o2 3 4 . 2f-1 2«

U4 s 2l 2l

"1 2 . NN N znl
KI+1 «+2 2N 1 2,

3. S$4 dagi barcha tog o‘miga qo‘yishlami aniglang.

4. Quyidagi shartlar asosida a, p larni toping:

41.(a 6 7 1 p 5 3) —toq.

42. (11 57 a 129 84 3 p)- juft.

5. Qaysi 10 ta sondan iborat o‘rniga qo‘yish eng ko‘p inver-
siyaga ega? Inversiyalar sonini aniglang.

6. S5dan quyidagi shartlar bo‘yicha o‘rniga go‘yishlarni
aniglang:

6.1. 4 ta inversiyaga ega.

6.2. 7 ta inversiyaga ega.

6.3. 9 ta inversiyaga ega.

6.4. 11 ta inversiyaga ega.

7. 0 finiga go‘yishlar ishorasining quyidagi xossalarini isbot-
lang:
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1) sgn funksiya multiplikativ, ya’ni har ganday (p,yeSnlar
uchun sgn(cp\l//) = sgncp msgny o ‘rinli;

2) transpozitsiya ishorasi (—1) ga teng;

3) o‘zaro teskari o‘rniga qo‘yishlar ishorasi bir xil;

4) agar x —transpozitsiya va @ —ixtiyoriy o‘rniga qo‘yish
bo‘lsa, u holda sgn(xcp) = sgn((px) = -sgncp bo‘ladi.

8. 0 ‘rniga qo#yishlardagi inversiyalar sonini aniglang:

81L. (1 4 7 .. 311-2 258 ... 3«1 369 .. 3«),

822369 .. 32258 .. 3141 147 . 32-2).

83.(2 58 .. 3«-1 369 .. 3« 147 .. 3/2-2).

84.(2 58 .. 3«-1 147 .. 3/2-2 36 9 .. 3.

2/ Takrorlash uchun savollar

1. «-darajali o‘rniga qo‘yishga ta’rif bering.

2. 0 ‘rniga go‘yishlar gruppa tashkil etishini tekshiring.
3. /2darajali simmetrik gruppaga misol keltiring.

4. Inversiyaga ta’rif bering.

5. Juft, toq o‘miga qo‘yishlami ta’riflang.

6. Transpozitsiya nima?

7. 0 ‘miga qo‘yishning ishorasi ganday aniqlanadi?

18-§. Determinantlar

[ Asosiy tushunchalar: determinant, matritsaosti (qismmatritsa),
[2tartibli minor, algebraik toMdiruvchi, Laplas teoremasi, al-
gebraik to‘Idiruvchi, Kramer formulalari.

Kvadrat matritsaning har bir satr va har bir ustunidan bit-
tadan elementlar olib tuzilgan ko‘paytmalaming algebraik yig‘in-
disi berilgan kvadrat matritsaning determinanti deyiladi.

0. a‘12 1in

a22

/2tartibli kvadrat matritsa ning deter-

\“nl w2 Ann J
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minanti deb Ul =~ sgn(x)a]T(2) m..marx) (n! qo‘shiluvchilar-
xeSn
dan iborat) yig‘indiga aytiladi.

F—<F; +, -, — -1, 0, 1> maydon va maydon ustida Fnm¥
matritsalar to‘plami berilgan bo‘Isin.

A matritsaning matritsaosti deb, uning gandaydir satr va us-
tunlarini o‘chirishdan hosil bo‘lgan matritsaga aytiladi.

AE-tartibli matritsaosti determinanti A matritsaning k-tartibli
minori deyiladi.

Kvadrat matritsaning /- gatori j- ustunini o‘chirishdan hosil
bo‘lgan matritsaosti determinanti atj elementning minori deyiladi
va Mj ko‘rinishda belgilanadi.

Ay = (—1)"1mMyko‘paytma afj elementning algebraik to1di-
ruvchisi deyiladi.

an an . alnN
. ad a2 .- an .
Laplas teoremasi. A= kvadrat matritsa
a2 @n/

ning determinanti biror-bir satr (ustun) elementlari bilan ularning
algebraik to1idiruvchilari kopaytmalarining yigindisiga, ya hi

Ul = axgax +... +anjaig (Ul = anAn + ..+ ainain), i,je{l,...,n}
ga teng.
A matritsa atj elementining Ay (i,j e {!,...,«} algebraik to‘ldi-

(A Ax AN

An Aa - AT

ruvchilaridan iborat A* = matritsa A mat

YAN Ain m Any
ritsaga biriktirilgan matritsa deyiladi.
Agar IA1¢ 0 bo‘lsa, u holda A matritsa teskarilanuvchi va
A~l =\AYX-A'
F—<F; +, -, — _1, 0, 1> maydon ustida quyidagi
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0.1*1 *T anx2 + .+ aXnxn =Ji

_u21x1 * @2x2 * - w+ a2nxn - b2,

««1*1 Y an2x2 * e« Annxn T

CHTS berilgan va uning asosiy matritsasi A bo‘lsin.
Agar |A|jt 0 bo‘lsa, u holda CHTS yagona yechimga ega va

u quyidagi formulalar orgali ifodalanadi: X,

1-misol. Determinantni elementar almashtirishlar yordamida

hisoblang.
Yechish.
1-101 11201 1-1 0 1 1-1 0 1
131 033-1 03 3 -1 03 3 -1
-1 412 0313 00 -2 4 00 -2 4
3 101 040-2 0O0-12 -2 00 0 -26
=13 (-2) (-26) =156

2-misol. determinantni 1-qator hamda 2-ustun elementlari
yoyilmasi orgali hisoblang.
Yechish. 1-gator bo‘yicha yoyamiz:

1-10 1

| 3 1 2 31
2 13 _
T14 1, ((-DHM4 1 2+(-D(-Dr1 1 2%
s 10 1 101 3 01
2 11 2 13
+0-(-DH-1 4 2+1-(-1)H4-1 4 1=(1+6- 1- 12)+
3 11 3 10

+(2+18—8+3)+0+(—1)(—8+3—36—2) = -6 + 20 + 38 = 52.
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2-ustun bo‘yicha hisoblaymiz:

1-10 1 ) 31 101
_21 41 312 (-).(-Dm-1 1 2 +1-(-D22-1 1 2+
3 01 301
3 10 1
101 101
+4+(-1)322 3 1+1-(-1)42 2 3 1 =(2+18-3+3)+
301 112

+4(3—9)+(6+2+3—1)=20—2—4(—6)+10=18+24+10=52.

X - 2x2+3x3=1,
3-misol. —¢ +x2- x3=2, tenglamalar sistemasini Kramer
2X, +4x2+x3=3

formulalari yordamida yeching.
Yechish. Kramer formulalari:

_A(D. ., _A(2). ., _A(3)

Oetak, A A(1),A(2), /1(3) lami hisoblaymiz:

1 -2 3
-1 1 -1 1-12+4-6+4-2=9-20 il;
2 4 1
1 -2 3
=2 1 -1 1+24+6- 9+4+4=30
3 4 1
1 1 3

AQ) -1 2 -1=2-9-2-12+ 3+1=6-23  -I7.
2 3 1
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136

1 -2 1

AB=-1 1 2=3—4—-8—2—8—6 -25.
2 4 3
S .30, 17 25
Bundan, jg —-ﬁ., X2 IT” x3= 11
Misol va mashglar
1. Determinantni hisoblang:
-2 5 n+l n
11 1.2.
47 n n-1
1-3/ 2/ * 1
13 14, 10972
4/3 1+3/ 1 log. b
1-a2 2a
i l+a2 |+a2
15 tga sina 16.
2 cosa -2a  1- a2
I+a I+a
111 2 -2 4
17.1 2 3 18. 3 3 -6
136 5 1 0
a b a+XxX X
19. b ¢ a 1.10. X b+X
a b X X

sina sin2a 1
111 cosa 1l+cosa 1
tga 2sina 1

1 -1 e
112 s e 1 8=cos§—+ 'rsr'nzt—
-1 e 1



a2+l aP ay
113. aB 2+1 py

ay Py y2+1

a Py
114. P v a, a,P,ye{x
y a P

2. Determinantning quyidagi xossalarini isbotlang:

2.1. Nol satr yoki ustunga ega kvadrat matritsaning deter-
minant! nolga teng.

2.2. Diagonal matritsaning determinanti asosiy diagonal
elementlari ko‘paytmasiga teng.

2.3. Uchburchak matritsaning determinanti asosiy diagonal
elementlari ko‘paytmasiga teng.

2.4. Kvadrat matritsa va unga transponirlangan matritsalar
determinantlari teng.

2.5. Kvadrat matritsaning ikkita satr (ustun)lari o‘rnini al-
mashtirish natijasida determinant ishorasi o°‘zgaradi.

2.6. Ikkita bir xil satr (ustun)ga ega kvadrat matritsa deter-
minanti nolga teng.

2.7. A kvadrat matritsaning biror-bir satr (ustun) element-
larini noldan fargli Askalarga ko‘paytirilsa, u holda A matritsa-
ning determinanti Askalarga ko ‘paytiriladi.

2.8. Qandaydir ikkita satr (ustun)lari proporsional bo‘lgan
kvadrat matritsaning determinanti nolga teng.

2.9. Kvadrat matritsa i- gatori (ustuni)ning har bir elementi
m ta qo‘shiluvchilardan iborat bo‘lsa, bunday kvadrat matritsa-
ning determinanti m ta determinantlar yig‘indisidan iborat bo‘lib,
birinchi determinant i- gatori (ustuni)da birinchi, ikkinchi deter-
minantda ikkinchi go‘shiluvchilar va h.k. boshqa gatorlar A
matritsanikidek boUadi.

2.10. Kvadrat matritsaning biror-bir satr (ustun)iga noldan
fargli skalarga ko‘paytirilgan boshqa satr (ustun)ni qo‘shish na-
tijasida determinant o ‘zgarmaydi.
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2.11. Kvadrat matritsaning biror-bir satr (ustun)iga golgan
satr (ustun)lar chizigli kombinatsiyasini go‘shish natijasida deter-
minant o‘zgarmaydi.

2.12. Kvadrat matritsaning oxirgisidan boshga barcha gator-
lariga undan keyingi gator go‘shilsa, uning determinanti 0‘zgar-
maydi.

2.13. Kvadrat matritsaning ikkinchi ustunidan boshlab har bir
ustuniga undan oldingi ustun qo‘shilsa, uning determinanti 0°‘z-
garmaydi.

2.14. Kvadrat matritsaning biror-bir satri (ustuni) qolganlari-
ning chizigli kombinatsiyasidan iborat bo‘lsa, uning determinanti
nolga teng.

2.15. Har ganday elementar matritsaning determinanti noldan
farqgli.

2.16. Kvadrat matritsalar ko‘paytmasining determinanti beril-
gan matritsalar determinantlari ko‘paytmasiga teng.

2.17. Kvadrat matritsaning determinanti nolga teng bo‘lishi
uchun uning satr (ustun)lari chizigli bog‘langan bo‘lishi zarur va

etarli.
’ 3. Determinant xossalaridan foydalanib quyidagilami isbotlang:

(a+bf

3.1 (b+c)2 a2 =2abc(a+b+c)3

b2 |(c+a)2
1

a+tx  a+y

2 (a-b)(a-c)(b-c)(x-y)

b+x bty (@+x){b+x)(c+x)(a+y)(b+y)(c+y)’

c+X Cc+y
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g3 P& 0 C b2 +c2+d2).
-c -d a
-d ¢ -b a

X'y Zt O

=-4(X2+y2+22+12- 2(Xy +XZ +xt +yz +yt + zt))-
4. Quyidagi determinantlami hisoblang:
1

1 2 3 .. n 1 nn
-1 0 3 .. n n 2 n
41. -1 -2 0 .. n 42. n n 3
-1 -2 -3 0 nnn n
1+ X 1 1
1 | +x2 1 1
4.3. 1 1 | +)3 1
1 1 1 1+ x,
>q a\2 013 e a\n
X %2 o a2n
44, x| X2 ., a3n
¥ x2 X3 X,
1 2 3 n
1 X+1 3 n
45 1 2 X+1 n .
1 2 3 . X+1
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2-0 1
46. 1 1 3-a 1
1 1 1 .. n+l-a
0 0 320 0
1 1 .0 132 ..0
47. 01 2 .. 0 48 0 1 3 .. O
0 0O 2 0 0O 3
X+ax a3 a,
6l X + 2 a3 an
49. o X+a3 . a,
a\ < a3 X +an
1 X X2 .. X7
ai 1 X ..o x"1
4.10. M a2 1 - X2
an a,ry ®m - 1

5. CHTSni Kramer foraiulalari yordamida yeching:

XX+X2 X3=2, 3X, - X2 =5,

51. -2xj +Xx2+x3=3, 52. -2x] +x2+x3=0,
Xi - X2+x3=6. 2Xt -x2+4x3=15
2X, +2x2 - x3 =4, 5x, +4x3 =1,

53 3Xx] +x2- x3=7, 54. X - x2+2x3=0,
Xt +x2-2x3=3 4xj +x2+2x3 =1.
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X +x2+2x3 3x4=1,
3X, X2-x3-2x4=-4,

55 oyj 8x2- x3- x4 = -6,
X +2x2+3x3- x4 =-4.
2X1+ X2+ x3- x4 =1,
3Xj - X2+x3+x4 =2,

56. AXi +2x2+Xx3- x4 =1,
x4 =2.
2Xj -Xx2-6x3 3x4= 1,
X, wix2 +2x3 15x4 =-32,

5.7. 23> 4X3+9x4 =5,
X, BX +2X0 -6x4 =-8.
2Xj - 3x2 +5x3 + x4 = -7,
X, +X2+4x3- 2x4 =1,

5.8. 5Xj +2x2 - 3Xx3 +6x4 =5,
-2Xj +5x2 +x3-7x4 =5,
X +2x2- 3x3 x4 =-8,
2X] - X2+2X3 -x4 =2,

5.9. 4xj +3x2- X3 - x4 =3,
XX+ 2x2 + X3+ x4 = 12.

5Xj 2X2+x3+4x4 =4,
4xj +6x2 +3x3+7x4 =1,

5.10.

3Xj +X2+2x3+4x4 =1,
2Xj +3x2+4x3+5x4 =-2.

6. Birjinsli nnoma’lumli n ta chizigli tenglamalar sistemasi-
ning nolmas yechimga ega bo‘lishi uchun, uning determinanti
nolga teng bo‘lishi zarur va yetarli ekanligini isbotlang.

7. Har ganday kvadrat matritsa uchun quyidagi shartlar teng
kuchli ekanligini isbotlang:

7.1. \A\p O
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VIII MODUL. VEKTOR FAZOLAR

7
19-8.  Vektor fazo. Fazoostilar kesishmasi, yig‘indisi.

J Asosiy tushunchalar: vektor fazo, fazoosti, fazoostilar kesish-
masi, fazoostilar yig‘indisi, fazoostilar to‘g‘ri yig‘indisi, vektor
fazo bazisi, vektor fazo o‘lchovi.

Bo‘sh bo‘lmagan V ={x,y,z,-} to'plamvaf= {a,ky,..}
maydon berilgan bo‘lib, quyidagi aksiomalar bajarilsa, u holda V
to‘plam  sonlar maydoni ustiga qurilgan vektorfazo deyiladi:

V —additiv abel gruppa;

(a-B)x =a(Bx) (Vxg V,Va, BgF),

a(x +y) =ax +ay (Vx,y eV, VaeF),

(a+RB)x =ax +Bx (VxeV, Va, Bs F),

Il x=x (Wxev, lgF)-

cf maydon ustida aniglangan Vvektor fazoning biror L to‘p-
lamostisi Vda aniglangan algebraik amallarga nisbatan vektor fa-
zosini tashkil etsa, u holda L ga Vfazoning fazoostisi deyiladi.

Vvektor fazoning biror L to‘plamostisi shu vektor fazoning
fazoostisi bo‘lishi uchun quyidagi ikkita shartning bajarilishi za-
rur va yetarli:

a) (VX,jel) (x-i)gX

b) (VxgL,VagF) ax g L.

Agar Uv ..., Unlar Vvektor fazoning fazoostilari bo‘lsa, u
holda U= QjnU2 ... r\Unga Uv ..., Unfazoostilamingkesishma-
si deyiladi.

X g Uy, x2g U2, .., xng Unbo‘lganda X, + X2 + ... + xnko'ri-
nishdagi barcha yig‘indilar to‘plamiga Wv ..., Unfazoostilaryigin-
disi deyiladi va u U+ W2+ ... + Unko‘rinishda belgilanadi.
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Agar Vvektor fazoning chizigli bog‘lanmagan
xI,xX2,...,Xn (1)

vektorlar sistemasi mavjud bo‘lsaki, V ning qolgan barcha
vektorlari (1) sistema orqali chizigli ifodalansa, u holda (1) vek-
torlar sistemasi V vektorfazoning bazisi deyiladi.

V vektor fazoning bazislaridagi vektorlar soni V vektor fazo-
ning o ‘Ichovi deyiladi.

Vfazoning o‘lchovi dim V orqgali belgilanadi.

. ua bA ]
1-misol. V- c d a,b,c,d g R to‘plamning R maydon us-

tida chizigli fazo tashkil etishini va uni bazisi, o‘lchovini aniglang.
Yechish. Berilgan V* 0 to‘plamda go‘shish va skalami to ‘p-
lam elementiga ko‘paytirish amallarini aniglaymiz:
1) VAIA2eV A1l a_' bx , A2 — larga yagona
vei  dj 2 2/

ly +a2 by+b2 . .
A +A2 - ‘
Yy K +c2 oy + 2] ni mos qo‘yamiz. Bu yerda

ax,a2,by,b2,Cy,c2,dy,d2g R va haqigiy sonlar to‘plamida

go‘shish amali aniqlanganligi sababli ax+a2,bl +b2,0y +c2,
dy +d2 g R, ya’ni Ax+A2 matritsa V ning elementi. Bundan
tashqgari ikkita berilgan haqgiqgiy sonning yig‘indisi yagona uchin-
chi hagiqgiy son ekanligidan berilgan ikkita kvadrat matritsalar
yig‘indisi bo‘lgan uchinchi kvadrat matritsaning yagonaligi kelib
chigadi.

2) V to‘plamning ixtiyoriy A 2

b S
c elementi va ixtiyoriy

aeR uchun wAA):aA:afa aa ap" matritsani
v d, vyac ady
hosil gilamiz. Haqiqiy sonlar to‘plamida ko*paytirish amali anig-
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langanligi uchun aa, ab, ac, ad g R, ya’ni aA g V. Hosil qgilin-

gan V =<F;+{(oa|a e R} > algebra chizigli vektor fazo tashkil
etishini isbotlaymiz. Buning uchun go‘shish, skalami matritsaga

ko‘paytirish amallarining quyidagi xossalari bajarilishini isbotlay-
miz:

1) VAX A2 eV, A+a =A +Ac

2) vaj.A2.A3QV, A+(A+A)=(A+ta)tA >
3) VAeVa30g V, A+0=A;

4) VAeVa3A gV, A+A" =0

5 Va,BgRa VAg V, (a +R) A =aA +RA;

6) Va,Bg Ra VAgV, (aR)™ =a(Ryd);

7) Vag Ra VAXA29V,  A(A +A2) =aAx+am2;
8) VAgV, L-A=A

Isbot. 1. Kto'plamning ixtiyoriy A SA - az Vv
ve, dx Vo)
elementlari uchun Al+A2= | matritsalarni qo‘shish amali ta’rifiga
ax + fi2 +b2 R da qo‘shish amali
ko‘ra| = ) . .
vg +c2 o\ +d2j kommutativ ekanligidan

vo +flf b2+ V da go‘shish amali

n+G d2+dx™ tarifiga ko‘ra

"Q + < hi

b g «

Demak, V to‘plamda aniglangan qo‘shish amali kommutativ
va <V;+ > additiv abel gruppoid.

=B+A

2. V to‘plainning ixtiyoriy A r< hi),j'IAZT(<h h2N
Vi d Pi

h " )
A - (h 4 elementlari uchun
VG A3y
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vs b w Kdago‘shish
bi - ’ -

\ C g
A +(-4z+A,) ~ . amali ta’rifiga
flj I fu2+R3 b} +b3N V da qo‘shish amali

c dJ I~+Cj d2+d3j ta’rifiga ko‘ra
ax+ (a2+a3) bx+(b2+hb3)A V daqo‘shish amalining
cx+ (c2 +¢c3) +(i/2+d3)  assotsiativligidan
(61+a2)+03 (6, +22)+63"' V da qo‘shish amali
(ci +c2)+c3 (dx+d2)+d3) ta’rifiga kora
‘ax+a2 bl +b2' N~V V da qo‘shish amali
+c2 dx+d2y ,c3 d,y tarifigako'ra

Demak, <V;+ > additiv abel yarimgruppa.

=(A+B) +C.

: o la A
3. Vto‘plamdan olingan ixtiyoriy A v if element uchun

shu to‘plamda yagona 0 :;g 8; element mavjudki, A+0=0+A=().
Demak, <V;+,0 > —additiv abel manoid.
4. Vto‘plamdan olingan har ganday A = ¢ d element
uchun shunday A'&Velement mavjudki, A+A'=0. Bu yerda

A d ekanligi har ganday hagigiy son uchun garama-

garshisi mavjudligidan kelib chigadi. Yoki bo‘Imasa, (—)A = —Ani
A ga garama-garshi element sifatida hosil gilish mumkin.
Demak, <V ;+,—0 > —additiv abel gruppa ekan.

5. Va,Rei? va VieF uchun

V da skalarni matritsaga ko ‘pay-

'a
(@*BA=@*B) 4 tirish amali tarifiga ko'ra
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Ma+R)a (a+B)6”™ R da ko‘paytirishning qo‘shishga
“(a+B)c (a+B)uf)y nisbatan distributivligidan

‘aa+BO ab +R6 V da qo‘shish
nac + Rc  afi? + Ril amali ta’rifiga ko‘ra

Naa a0~flRa RBbn V daskalami matritsaga ko‘paytirish
ac ad) Bc Ri/)  amali ta’rifiga ko‘ra
ra b\ Ja bn

= = a4 + Ryi.
acd+Bcd 4

6. Va,Rei? va VAeV lar uchun

'a bN V da skalarni matritsaga ko‘paytirish

(aB) ™ = (aR) _ “
\c d/ amali ta’rifiga ko‘ra

(aR)d6  (@%)Z> R da ko‘paytirish
v(aB)c (aR)ufy amali assotsiativligidan

ra(Ba) a(®z>) V da skalami matritsaga ko‘paytirish
va(Bc) a(Bi/)} amali ta’rifiga ko‘ra

Ba RZ2 V da skalami matritsaga ko ‘paytirish
Bc Rof  amali ta’rifiga ko‘ra
anp a b a(RJ).
v ve dJ)
7. VagRaVA{,A2 e V lar uchun

) \\ F da qo‘shish va skalami
a(A +AI) =a . 2, + ko‘paytirish amallarining
y M2y ta’rifiga ko‘ra

'a(ax+a2) a(b{+®R)n R da ko‘paytirishning qo'shishga
va(Cj +c2) a(dx+d2) nisbatan distributivligidan
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"aax+al2 <0 +ab2 V da qo‘shish amalining
aq +ac2 ad}+ad2?j ta’rifiga ko‘ra

aaYy at\ | faa2 a V da skalami matritsaga ko‘paytirish
ag alJ,J ”aCj ad?j amalitarifigako‘ra
=a] +(&

8.Vto‘plamning har ganday A = i 2 elementi va kR

skalarlar uchun 1A = A ekanligi Vda skalami ko‘paytirish amali

ta’rifi va Rto‘plamda 1ma = a (\faeR ) ekanligidan kelib chi-
gadi.

Demak, V= <F;+,{o\ |AgRJ > chizigli vektor fazo ekan.
9. Bu fazoning bazisini aniglaymiz. Chizigli vektor fazo bazisi

ta’rifiga ko‘ra Vto‘plamning ixtiyoriy A ri Z elementini chi-

zigli ifodalovchi chizigli erkli sistemani topamiz. Bunday sistema

I ‘a on "0 b °© ° o o
sifatida A, = = , Ac- , Aj =
20 o;' Ao - ¢ 030 M 1° d)

sistemani olsak, u holda 2 3 - Aa+Ab+Ac+Ad ekanligi
ravshan. Bazis vektor sifatida Aa, Ab, Ac, Ad bazisdagi a,b,c,d
haqiqiy sonlar o‘miga 0 dan fargli ixtiyoriy haqigiy sonni qo‘yish
natijasida V fazoning boshqa bazislarini hosil gilish mumkin.

Demak, V= <V;+, {<&0|A e R} > vektor fazoning bazisi chek-
siz ko“p.

10. Chizigqli vektor fazoning o‘lchovi ta’rifiga ko‘ra

V=< V;+,{(ox|d e 7%} > fazoning ixtiyoriy bazisidagi vektorlar
soni uning o‘lchovidir, ya’ni dimV= 4.

149



2-misol (a):aj=(1 1 2),52=(0, 1 1); (6):*=(2, 1 3),
2=(1, 1, 3), =(O, 1 1) vektorlar sistemalari tashkil et-
gan chizigli fazolar, ulaming yig‘indisi, kesishmasining bazisi va
o ‘Ichovini aniglang.

Yechish. 1) (a):ax=(1, 1, 2),« -(0, 1, 1) vektorlar sis-
temas! chizigli erkli, rang(a)=2. Shuning uchun L((a)) chizigli
fazoning o‘Ichovi dimL((U))=2.

2) {b)\b{=(2, 1, 3), b2=(1, 1, 3), b3=(0, 1, 1) sis-
temani tekshiramiz:

13 k A 1 3 K n 1 3"
0 113 K 0 1 1 A 01 1
1ij k-2blo -1 -31 BB+bx-20270 0 -y

Demak, (b) sistema chizigli erkli. Bundan dim£((;>))=3.

3) L((4)), L((b)) gism fazolar yig‘indisining bazisini to-
pish uchun wularning bazis vektorlaridan ax=(1, 1, 2),
3j=(Q, 1 1), bi-(2, 1 3), b2=(1 1 3), ;3=(0, 1, 1
sistemani hosil gilamiz va bu sistemaning bazis vektorlarini topa-
miz. Qaralayotgan misolda L((b))=R3bo‘lganligi uchun L((a)),
L((b)) gism fazolar yig'indisi ham R3dan iborat bo‘ladi. U hol-
da dim(E((fl))+ L((b)))=3. Agar
dim(L((¢2))+ L((b)))+ am(L((a)) nL({b)))=a\mL((a))+ d\mL((bj)

tenglikni e’tiborga olsak, u holda dimz((a)) n dimZ((;>)) =2
ekanligi kelib chigadi.
Demak, dimZ((«))=2, dim¢((6))=3, dim£((;z))+dim L((b))—3,
dim(Z((a)) n L((b)))=2.

Misol va mashglar

1. Berilgan to‘plamlaming chizigli fazo tashkil etishini isbot-
lang va uning bazisi, o‘lchovini aniglang:

N

ua 0
- ae R\
1.1. v 0 0
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12 V {c b "abcdeA}

a\\ a2 ai3

13. V= a2\ a2 am 1 S Ra I='_\8/\ = $8
M3 az a3,
‘an O 0\

14 v= < 2 0 ¢ &Rar=13ny =13<

Ka3\ a3 a3,

»
41 0 as

1.5.V:<|7m_ 0 a23 dyeRa|=L|,fI|V| , 3
a8 0 asa/l

I
a\ an

16.v=<0 0 0 x ERaAi=132y=13>

W3 6 a3y

vO .2 «31
1.7.V—- ™ 0 .2 K e Rai=13ny=13»
P31 azm 0 >

2. Kompleks sonlar maydoni tashkil etgan vektor fazoning
bazisi va o‘lchovini aniglang.

3. Vharifmetik vektor fazoning quyidagi vektorlar sistemasi
tashkil etgan fazoostilari bazisi va o‘lchovini aniglang:

3.1. Birinchi va keyingi koordinatalari teng boMgan barcha
vektorlar.

3.2. Koordinatalari yig‘indisi nolga teng bo‘lgan barcha vektorlar.

3.3. Juft o‘rindagi koordinatalari nolga teng bo‘lgan barcha
vektorlar.

3.4. Juft o‘rindagi koordinatalari teng bo‘lgan barcha vektorlar.

3.5. Koordinatalari teng bolgan barcha vektorlar.
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3.6. Har bir koordinatasi o‘zidan oldingi koordinataning gara-
ma-qgarshisiga teng bolgan barcha vektorlar.

4. Quyidagi to‘plamlarning qaysilari vektor fazo tashkil etadi:

4.1. Rnvektor fazoning butun koeffitsiyentli vektorlar to *plami.

4.2. Tekislikning koordinatalar o‘glaridan birida joylashgan
barcha vektorlar to ‘plami.

4.3. Tekislikning boshi koordinatalar boshida oxiri berilgan
to‘g‘ri chizigda yotuvchi barcha vektorlari to ‘plami.

4.4. Tekislikning boshi va oxiri bir to‘g‘ri chiziqda yotuvchi
vektorlari to‘plami.

4.5. Rnvektor fazoning barcha koordinatalari yig‘indisi 1 ga
teng bolgan barcha vektorlar to ‘plami.

4.6. Rnvektor fazoning barcha koordinatalari yigindisi 0 ga
teng bo‘lgan barcha vektorlar to ‘plami.

5. Fazoostining quyidagi xossalarini isbotlang:

5.1. Agar Vfazo [F maydon ustida vektor fazo bolsa, u holda
uning ixtiyoriy fazoostisi ¢;F maydon ustidagi vektor fazo boladi.

5.2. Agar Ufazo Vvektor fazoning fazoosti va Kfazo 1Vvek-
tor fazoning fazoosti bolsa, u holda U fazo W vektor fazoning
fazoosti boladi.

5.3. Vvektor fazoning ixtiyoriy fazoostilarining kesishmasi V
vektor fazoning qism fazosi boladi.

6. Quyidagi vektorlar sistemasi tashkil etgan fazoostilar bazisi
va olchovini aniglang:

6.1. ax(1,0,0,—1), 5,(2,1,1,0), 03(1,1,1,1), 04(0,1,2,3).

6.2. 0,(0,-1,0,-1), a2(1,2,1,2), 4jd, 1,1,1), a4(2,3,1,0),
5(4,5,3,2).

6.3. 5,1,1,1,1,0), 0,(1,1,-1,-1,-1), 03(2,2,0,0,-1),
04(1,1,5,5,2), 05(1,-1,-1,0,0).

6.4. 0,(1,1,0,0), 3,(0,1,1,0), 03(0,0,1,1).

65 0,(1-1-1), G (—=2,2,2), 03(1,0,1), 04(2,3,1),
05(5,3,2).
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6.6. 5j(—4,3,—2,1), a2(2,2,2,2), «3(—0,1,—1,1), 64(3,3,1,1),
%(0,1,2,3).

1. Fazoostilar yig‘indisi va to‘g‘ri yig‘indisining quyidagi xos-
salarini isbotlang:

7.1. Agar L va i/lar Vvektor fazoning fazoostilari bo‘lsa, u

holda L+U = t/+£bo ‘ladi.

7.2. Agar L, U W lar Fvektor fazoning fazoostilari bo‘lsa, u
holda Z+(£/+WO0 = (X +t/) + Pi/"bo‘ladi.

7.3. Agar X fazoosti V vektor fazoning fazoostisi bo‘lsa, u
holda L+V =V bo‘ladi.

7.4. L va Ular Kfazoning fazoostilari bo‘lsa, u holda L+U
yig‘indi to‘g‘ri yig‘indi bo‘lishi uchun LnU={0} bo‘lishi zarur
va yetarli.

8. Bektorlarning (a) va (b) sistemalari tashkil etgan chizigli
fazolar, ularning yig‘indisi, kesishmasining bazisi va o‘Ichovini
aniglang:

8.1 (aYM 1, 2,3), (0, 1, D;

(h): M1, 0,0, 4(,1,1).
8.2. (0): a&(1,2, 3,3), 5,0, 1,1, 5);
(b): 4(1,0, 7, 1), 4(2, 0, 1, ).
8.3. (fI): fij(1, 2, 3), ~(0, 1, 1), fi3(-1, 4, 3);
(6): 4(1,0, 1), 4(2, 1, 1), 4(- 3, - 2, - 1.
8.4. (f): 0,(1, 2, 3,6), a2(0, 1, I, 7), «3(-1, 4, 3, 8);
ch): 4(1, 0, 1, -4), 4(2, 1, 1, -3), 4(-3, -2, -1, -2).
85. (f): 5,(1, -2, 3), fi2(0, 1, -1), fI3(-1, 4, 3), 54(-1, O, -3);
() 4(9,0, 1), 4 (-5, 1, 1), 4(-3, 2, -1).

8.6. (f): (0, 2, 3), 0,(0, 1, 0), fi3(- 1, - 4, 3);

(6): 4(1,0,1), 4(2, 1, 1), 4(-3, -2, -1), 4(-5,4, -3).

8.7. (f): fir(-5, 1, 2, 3), fi2(-6, 0, 1, 1), fi3(~1, -1, 4, 3);

(b): 4(-3, 1,0, 1), 4(-4, 2,1, 1), 4(—=2,~3,-2,-1).
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88. (a): 6,(-3, 1 2 3), a (-4, Q 1, 1), 43(~8, -1, 4, 3);
(): B{(=5, 1, Q 1), 2(~6, 2, 1, 1), B{~2, -3, -2, -1).

Takrorlash uchun savollar

1. Maydon ustida vektor fazo deb nimaga aytiladi?

2. Vektor fazoning asosiy xossalarini bayon eting.

3. Vektor fazoga misollar keltiring.

4. Vektor fazoning fazoostisi deb nimaga aytiladi?

5. Fazoostilar kesishmasi deb nimaga aytiladi?

6. Fazoostilar yig‘indisi, to‘g‘ri yig‘indisi ta’rifini ayting.

7. Fazoostilar yig‘indisi va to‘g‘ri yig‘indisining ganday xossa-
larini bilasiz?

8. Vektor fazoning bazisi deb nimaga aytiladi?

9. Vektor fazoning o‘lchovi deb nimaga aytiladi?

20-5 Skalar ko‘paytmali vektor fazolar.
" Evklid vektor fazolar. Vektor fazolar izomorfizmi

[ Asosiy tushunchalar: skalar ko‘paytma, xosmas, nol skalar
ko‘paytmalar, unitar vektor fazo, ortogonal vektorlar, ortogo-
nal bazis, ortonormal bazis, Evklid vektor fazo.

Agar Vfazoning har birjjuft x va y elementlariga ularning

skalar ko‘paytmasi deb atdluvchi yagona (x, y ) hagiqiy son
mos qo‘yilib, bu moslik uchun

D(x,y)=(y,x);

2)(x+y, z) =1Ix, z) + (y, zv,

3 (kx,y) —X(x,y), VAeR,

4) (x,x)>0
shartlar bajarilsa, u holda V vektorlar fazosi skalar ko paytmali
fazo deyiladi.

Agar V fazoning istalgan x 0 vektori uchun (x, x) * 0
bo‘lsa, V fazoda aniglangan skalar ko‘paytma xosmas skalar
ko paytma deyiladi..
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Agar Vfazoning istalgan x va y vektorlari uchun (x,y)=0
bolsa, Vfazoda aniglangan skalar ko‘paytma nol skalar ko paytma
deyiladi.

Agar V fazoning istalgan x *0 vektori uchun (x, x)> 0
bolsa, bunday fazoga unitarfazo deyiladi.

Agar unitar fazoning ikkita ¥ va y vektorlari uchun
(3c, y) =0 bolsa, u holda X va y vektorlar ortogonal vektor-
lar deyiladi.

Agar Vfazoning

ax, az2,..., &, (1)
vektorlar sistemasining istalgan ikkita elementi o‘zaro ortogonal
bolsa, u holda (1) sistema ortogonal vektorlar sistemasi deyiladi.

Agar ortogonal vektorlar sistemasi garalayotgan fazoning ba-
zisi bolsa, bunday sistema ortogonal bazis deyiladi.

R maydon ustida aniglangan Vhfazoning ixtiyoriy

()
bazisini
M, 72 >ee>"M (2)
ortogonal bazisga aylantirish jarayoni bilan tanishamiz. Bu yerda
(1) dan (2) ni hosil gilish ortogonallash jarayoni deyilib, u quyi-
dagicha amalga oshiriladi: ex=ax deb olamiz, a, » 0 bolgani
uchun € * 0 boladi. Endi €2 ni e2 =82 +aéx=a2 + aexshakl-
da olib, a sonni shunday aniglaymizki, natijada (el,e2) =0,
ya’ni
(éj,e2) = (ex, 2 +aex) = (ex,™ ) +afex, &) 3)
bolsin. ax=ex* 0 va  * 0 bolgani uchun e2* 0 boladi. (3)
tenglikdan a =~ "y topiladi.

Endi €3 ni e3 =43 +ye2 +$ex shaklda yozib olib, § va y larni
shunday tanlaymizki, natijada {ex,e3)=0 va (e2,e3)=0 bol-
sin, ya’ni

(ex,a3 +ye2 +Re,) =0, 4)
(e2,a3+ye2 +Re,) =0 (5)
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tengliklar bajarilsin. (4) va (5) tengliklardan
(éj ,fI3) +y(ey,e2) +B(e; ,ex) =0,

(e2,6,)+Y »¥2)+R(e2,ej)=0
hosil bo‘lib, bunda (éi,e2) = (e2,ex) = 0 ekanligini e’tiborga olsak,

va T
(el >ei) (e2>e2)

lar kelib chigadi.

Bu jarayonni oxirigacha davom ettirib, (2) ortogonal bazisni
hosil gilamiz.

Haqiqgiy sonlar maydoni ustida aniglangan V unitar fazo
Evklidfazosi deyiladi.

+yj(&, &) miqdor de V vektorning normasi (uzunligi) deyila-

di va ||fl| orqgali belgilanadi. Agar ||6|| =1 bo‘lsa, & normallangan

vektor deyiladi.
Evklid fazosining har biri normallangan

A»\ K (6)
ortogonal vektorlar sistemasi ortonormallangan vektorlar sistemasi
deyiladi.

Agar (6) sistema bazis tashkil etsa, u Evklidfazoning ortonor-
mallangan bazisi deyiladi.

¢F maydonda berilgan Vhva F,; chizigli fazolar orasida shun-
day opakslantirish mavjud bo‘lib, u Vhning har bir x vektorini
\,, ning yagona bitta x' vektoriga o‘zaro bir giymatli akslantir-
sa va quyidagi shartlar bajarilsa, Vhva V\,r fazolar o zaro izomorf
chiziglifazolar deyiladi:

1) Vx,y e W(cp(x +y) =cp(x) +<p(if));

2) Vxe Vha Vaei'XcpCax) = acp(x)) .

1-misol. Berilgan (a): ax=(1,2,1), =(1,1,1) vektorlar
sistemasini 3 usulda bazisgacha toldiring.

Yechish. I-usul. Vektorlar sistemasini bazisgacha to'ldirirish-

ning birinchi usuli —sistemani fazoning maksimal sondagi chi-
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zigli erkli sistemasiga aylantirish uchun vektorlarni sistemaga bit-
talab go‘shish va har gal sistemaning chiziqgli erkliligini tekshi-
rishdan iborat.

Berilgan vektorlar sistemasining chizigli bog‘liq yoki chizigli
erkli ekanligini tekshirib olamiz:

axl 2 n_ g 1 2 T
a 1lij @& [0 -1 o

Demak, ax,a2 vektorlar sistemasi chizigli erkli.

A ,a2 vektorlar R3fazo vektorlari bo‘lganligi uchun ax,a2
sistemani i?Jning bazisigacha to‘ldiramiz, ya’ni shunday a3
vektorni R3dan topamizki, ax,a2 vektorlar bilan 53 chiziqgli

ifodalanmasin. Masalan, a3=(0,0,1) bo‘lsa, u holda ax,A>A
sistema chiziqgli erkli sistema bo‘lishini tekshiramiz:

Al 27 ax 1 2r
Alll aA~aA0-1o0
Alo Op A lo O jj

Demak, &x,a2,a3 sistema E uchun bazis.

2-usul. Berilgan vektorlar sistemasiga fazoning biror-bir bazi-
sini go‘shish yordamida vektorlar sistemasini bazisgacha to‘ldira-
miz. Buning uchun R3fazoning ex(1,0,0), €2(0,1,0), e3(0,0,1)
bazisini olamiz. U holda hosil bo‘lgan ax,a2,a3,ex,e2, e3 vek-
torlar sistemasi bazis xossalariga ko‘ra chizigli bog‘liq. Bu sis-
temadagi a,,a2 vektorlarni saglab qgolgan holda uni chizigli erkli
vektorlar sistemasiga keltiramiz:

aa 2f (L 2 n A 127 A

A 111 0-1 0AaA-A 0 -1 0 A ~A

A 100 0 -2 -1a~-A 00 -1A-A-~2A~
010 01 0 A 0 0 O A +A~A

800k 1o 0 1, A 1o 0 1 A
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fl 2 1] di
o-1 O a, -d{
0 0 i é3
0 0 -1 é-3ax- 2.2
® 0 0J &2+2-A

Demak, ay,a2,a3, é sistema bazis bo‘ladi.

3-usul. Berilgan sistema asosida ortogonal bazis hosil gilish.

Buning uchun berilgan ay, a2 sistemani ortogonallash jarayo-
ni asosida ortogonal sistemaga keltiramiz:

ty = axva b2 = a2 - abx belgilashlar kiritsak, u holda 6,, b2
vektorlar ortogonal bo‘lishi uchun (6,,b2)=0 shartni go‘llay-
miz, ya’ni 0=(¢,,b2) =(by,a2)- a(bj,bj). Bu tenglamadan

ortogonal sistema chizigli erkli.

by,b2 sistemani ortogonal bazisgacha toMdirish uchun shun-
day b3 vektorni topamizki, u (by,b3) - 0a (b2,b3) - 0 shartlarni
ganoatlantirsin. b3 =(x,y,z) deb olib, (by,b3) =0a (b2,b3)=0

shartlardan e tenglamalar sistemasini tuzamiz.
L3 3 3

Keltirib chigarilgan chizigli tenglamalar sistemasining yechimlari-
ni Gauss usulida topamiz:

x*ay+z =0, x+2y+2=0, IXyz—-g’
4y =0 ZeR.
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Demak, chizigli tenglamalar sistemasining cheksiz ko‘p
yechimlari mavjud. Uning noldan fargli biror-bir yechimini,

masalan, (—1, 0, 1) ni b3 vektor sifatida olish natijasida b],b2,b3
ortoganal bazisni hosil gilamiz.

2-misol. ax=(1, 2, 3), =(1,1,1) vektorlar berilgan bo‘lsa,
L(ax,a2) gismfazoning ortogonal toMdiruvchisini toping.

Yechish. Qismfazo ortogonal to‘ldiruvchisi ta’rifiga ko‘ra

,a2 vektorlarga ortogonal vektorlar tashkil etgan gismfazoni
topamiz. Buning uchun (ax,X) = 0a (a2,X) = o shartlarni ga-
noatlantiruvchi x vektorlami aniglaymiz. Berilgan ax,a2 vektor-
lar yordamida va x =(X, Yy, z) belgilashdan quyidagi chiziqgli
[xV 2y +32 =0
[ x+j +z=0.
sistemasi cheksiz ko‘p yechimga ega, chunki sistema 3 noma’-

lumli 2 ta tenglamadan iborat. Tenglamalar sistemasining umu-
miy yechimini aniglaymiz:

tenglamalar sistemasini tuzamiz: ' Tenglamalar

X =Y,
\Xx +y +z =0, (x+y +z=o, y—y22
+2y +3z=0A" +27 = -
IX+2y +32=0" 1y +2z =0 76 R.
Bundan ax,N sistemaga ortogonal vektorlar

A ={(z;-2z;2)\z e R] to‘plamdan iborat. Bu to‘plam z ning qiy-
matiga bog‘lig bo‘lgan vektorlardan iborat. Shuning uchun A
to'plam tashkil etgan A—< A;+,{a)x|a e 7%} > chizigli fazo
o‘lchovi dimA =1 va A chizigli fazo L(ax,a2) chizigli fazoning
ortogonal to‘ldiruvchisi bo‘ladi.

3-misol. Berilgan to ‘plamlar tashkil etgan chizigli fazolar ora-
sida izomoriizm o‘rnating:

'a b 'a 0 O
=-0 0 0 a,b,ceR V'=-0 b 0 a,b,ceR
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Yechish. Berilgan to'plamlar tashkil etgan chizigli vektor
fazolar 3 o‘lchovli fazolar. Berilgan V ning bazislaridan biri

‘1T 0 oN '0 1 oN ‘0 0 r
A=000B=000,C=000
0 0 lo 0 O lo 0 gj
va V ning bazislaridan biri
'1 0 ON ‘0 1 ON "0 0 T
AA=000,B=000,C=000
lo 0 ¢ N 0 g lo 0 o

bo‘lishi ayon. Bu fazolar orasida f(V) =V akslantirishni quyi-
dagicha aniglaymiz:

fia b cY] (a 0 O4

/000 0 b o
w0 005 o0o0c

/akslantirish izomorfizm bo‘lishini isbotlaymiz:

4 Ao 4 h
)V4,A2ev, 4 0 0 0,A- 0 0 O laruchun
matritsalami qo‘shish
(asay=1 0 1 %+ 0 ¢ i q
000 0 0 arnali ta’rifidan
% J)
ra oty ocr et akslantirish
° ° ° t ?'f'dl |
W O 0 0 i a’rifidan
A4 0 ° _ o
0 bp+b © matrltsa.lllaml_q_o shish
amai ta’rifidan
10 0 qi+e,
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4 0 ON g4 o o"

O o 0+ 0 @ 0 =/(4)+/(4)-

lo O @ lo 0

Demak, / akslantirish go‘shish binar amalini saglaydi.

2) VA eV AVaeR lar uchun

i "4 b C\\
skalarni matritsaga ko ‘paytirish
f{a-A)=f a 00O ! I_lt1g_f_d|0yll
amali ta’rifidan
v vO OO0 3
iraa ab ac akslantirish (/aa (0] O\”
S iris
=/ O 0O . O ab O
ta’rifidan
wo 0 0y 0 0 aC/y
skalarni matritsaga ko ‘paytirish 'a 0 on
. g. . pay =a O b 0 =0
amali ta’rifidan
[o O

Demak, / akslantirish skalarni matritsaga ko‘paytirish amali-
ni saqlaydi.

V, V chiziqli fazolar orasida aniglangan/ akslantirish gomo-
morfizm ekan.

3) V dan olingan ixtiyoriy [/ (4 ), /(J12)lar uchun

rax O 071
I (Ay) ®f (A,) bolsin. U holda / ()= 0 ¢i 0 ning asli
0 0 g
c "
‘ax b g a2 0 0 4 h
A=20 00 < = 0 b2 0 ningasli = 0 0 O
lo O Oj v0 0 4 lo o Oj
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U 0 ON '« 0 O"
Agar 0 A O * 0 |z O bo‘lsa, uholda a xa2/\ *

lo O lo 0 ay
fai by rop b2
b2v cx* ¢c2 bo‘ladi. Bundan 0O 0 0o 0 0 O
10 0 ¢ lo 0 g
ekanligi kelib chigadi. Ya’ni f(V) =V inyektiv akslantirish.

fa 0 O
4) V to‘plamning ixtiyoriy / (A) = 0 b 0 elementi uchun
<° 0
fa b cN
Vto‘plamda A 0 0 O element mavjud. Ya’ni/ suryektiv
.0 0 0,

akslantirish.

Demak, f(V) =V' akslantirish izomorfizm ekan.

KS/  Misol va mashglar

1. Skalar ko‘paytmaning quyidagi xossalarini isbotlang:

L1 (x,y +z) =(y +Z,x) =(y.,x) +(z,x) =(x,y) +(x,2).

1.2. (x,Xy) = (Xy,x) = X(y,x) = X(X,y).

2. Agar V skalar ko‘paytmaga ega bo‘lgan fazo bo‘lsa, u hol-
da Vx eV uchun (x,0) =0 bo‘lishini isbotlang.

3. Biror V fazo Evklid fazosi bo‘lishi uchun uning element-
lari ustida quyidagi shartlar bajarilishi lozimligini isbotlang:

3.1 (x,y) =(y,x) (\fx,yeV).

3.2. (x,y +z) =(x,y) +(x,z) (VX,y,z eV).

3.3. (Axy) =A,(XYy) (VXx,y €V, VA e R).

34. (x,x)>0 (VxeK,x*0), (x,x)>0 (VxeK, x =0).
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4. a,b — Evklid fazosining ixtiyoriy vektorlari va Xei?
uchun quyidagi xossalar o‘rinli ekanligini isbotlang:

4.1.
4.2.
4.3.
4.4,

6] >0, (Hall=0 & =0).

(X0l > W [|a]].

[1(6,6)] < ||a||-1"1 (Koshi-Bunyakovskiy tengsizligi).
[|a+ /7 <|[fl]l +]l¢]] (uchburchak tengsizligi).

5. Quyidagi vektorlar sistemasini ortogonallang:

5.1.
5.2
5.3.
5.4.
5.5.
5.6.

¢*(-1,1,1), ~(0,1,2), 53(1,2,3).

5,(1,2,1,0), 4j(-1,1,2,0), 53(1,1,1,1), 64(1,4,4,1).
5,(—1,3,2,1), 42(0,0,5,5), 53(2,1,-1,1).

5,(1,0,1), fi2(-1,1,3), fi3(13,34,5).

5,1,0,1,1), 52(1,1,1,1), 53(0,0,1,2), 54(-1,0,3,1).
f1,(1,0,1,1), 52(3,1 -3,0), 53(5,7,1,1).

6. Chekli oMchovli Evklid fazosining istalgan bazisini orto-
normallash mumkinligini isbotlang.

7. Agar V xosmas skalar ko‘paytmali vektor fazo bo‘lsa, u
holda Vfazoning nolmas vektorlaridan tuzilgan ortogonal vektor-
lar sistemasi chizigli erkli bolishini isbotlang.

8. Berilgan vektorlar sistemasini 3 usulda bazisgacha to ‘Idi-

ring:
8.1.
8.2.
8.3.
8.4.
8.5.
8.6.
8.7.
8.8.

5,(1,0,3), 52(0,-4,-1) .

5 (-1,1,0,3), 52(2,0,-4,-1), 53(3,-1,0,-3).
5,(0,2,3), 52(3,1,2), 0,(6,2,4).

5(1,-2,1,0,1), a (2,0,—5,1,1), 53(3,2,-3,-2,-1).
5(-1,1,0,3), 52(2,0 -4 -1), 53(1,1 -4,2).
5,(5,-1,-4,-4), 522,0,—4,-1).

5,(1,2,1,2,3), 52(3,4,0,1,1).

5,(7,0,5,1), 52(3,5,5,0), 5, (-3,2-7,4).
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9. Evklid fazo fazoostisi ortogonal to ‘Idiruvchisining quyidagi
xossalarini isbotlang:

9.1.
9.2
9.3.
9.4.
9.5.

. 9.6.
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9.7.
9.8.

(Ux)x=U.
(UnV)1l =U1l+VX.
(E)x ={0O}.

{O1 =£.
(UlnV1)l=UH+V.

(UL+V1)1=UnV.
(UnVnT)x =UL+V1+TL.
(U+V +T)x =ULnVLnTL.

10. Berilgan L(o0,,..., 0,) fazoostining ortogonal to‘ldiruvchi-
sini toping:

10.1.
10.2.
10.3.
10.4.

10.5.

0,(3,-2).

ax(1,—2,0).

5 (1,-2,0,1).

fl, (-1,2,3), a, (3,—4,1).
5,(1,1,1,0), 02(1,2,—4,0).

10.6. 0,(1,—2,0,1), 5,(2,—4,0,2), a3(1,1,1,1).

10.7.
10.8.

0,(4,1,0,1,1), 52(3,1,0,1,0), 03(1,0,0,0,2).
ax(2,1,2,1,3), 02(1,2,1,2,1), 03(3,3,3,3,3), 04(-1,1,-1,1,0).

11. Berilgan L(ax,..., 0,,) fazoostining ortogonal to‘ldiruvchi-
si bazisini toping:

11.1.
11.2.
11.3.
11.4.
11.5.

0,(1-2,3).

ax(1,—1,2), 02(1,0,1), o03(2,—1,4).

0j(1,1,0,-2), 02(2,1-1,1), 03(3,2,—1,—1).
0,(1,-1,2,1), 02(1,0,1-1), 03(2,-1,3,0).
~(1,1,-1,2), 02(2,0,1,3), 63(4,2,—1,7), 04(3,1,0,5).

11.6. 0,(2,-1,1,-3,1,1), 5,(1,-1,1,-1,1), 03(0,2,1,2,0),
o4(-1,1,-1,1,-1).



12. Quyidagi tenglamalar sistemasi yechimlar to ‘plami tashkil
etgan fazoostining ortogonal to ‘Idiruvchisini toping:
\Xx+x2+x3+x4 =0,

t2.1. I-Xj +x2 - x3+x4 =0."

X - 2x2 +x3 =0,
12.2. 2xx- x2-x3=0,
X +x2- 2x3=0.

2xt +x2 +3x3- x4 =0,
12.3. 3x, +2x2 - 2x4 =0,
3X, + X2 +9x3- x4 =0.

X +x2+x3+x4=0,
12.4. "Xj -x2-x3-3x4 =0,
3Xj +Xx2+x3-x4=0.
13. maydon ustidagi n o‘lchovli har ganday ikkita Vnva
V¢, chiziqgli fazolar izomorfligini isbotlang.

14. Berilgan to‘plamlar tashkil etgan chiziqli fazolar orasida
izomorfizm o ‘mating:

a 0 0 a
14.1. V- agR\ va V= agR>.
n0 O a o0

\Y, a 01
14.2. V= a . abgR>vaVz bi a,b g R>.
J

to oj VO
ra bn cn
143. V= a,b,c gR\ va V- agR>
ve °y Kb ay
f \L} ; ] "
144 v P b cded vave ® 2 \ab.c.dery
J 1 1c 4dy J
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14.5.

14.6.

14.7.

14.8.

14.9.

14.10.
14.11.

14.12.

"0 a bN

V=--a 0 ¢ 1la,b,c <R
{-6 "C oj -
To -a b

v="'a 0 -c \ab,c &R
xp ¢ 07

ra b on ‘0 0 on
v="'¢ 1 01ab,ceReygy="0 1 c 1a,b,ceR
lo 0 o lo b aJ
fa O on "0
= «0 b O\a,b,csR myg v= w0 b 0 1a,b,ceR
lo 0 . e
'a 0 on 1 "0 a
v=-0b O 1abc<=Rmyav—+ 0O b 0 1a,b,ceR
0 g lo 0 ¢
'a 1 oN
y=¢<Db 2 0 la,b,ceR>
S 3 0
'a b ol
v=z - a B vy lab,c,aB,y GR

V= {a +bil\a, be R} va V—{a —bi \a, b e R).

V—{a +bl la, be R} va V= R2

V — {a+bn/q \a,b&Q n q —tub son} va

V={a+by[p la,be Q np —tub son}.



Takrorlask uchun savollar

. Vektor fazolar izomorfizmini tushuntiring.

Skalar ko‘paytmaning xossalarini bayon eting.
Skalar ko‘paytmali vektor fazo deb nimaga aytiladi?
. Xosmas skalar ko‘paytma ta’rifmi ayting.

. Unitar fazo deb nimaga aytiladi?

. Ortogonal vektorlar deb nimaga aytiladi?

. Ortogonal vektorlar sistemasi deb nimaga aytiladi?
. Ortogonal bazis deb nimaga aytiladi?

. Ortogonallash jarayonini bayon giling.

10. Evklid fazo deb nimaga aytiladi?

11. Vektorning normasi deb nimaga aytiladi?

12. Vektor normasining xossalarini bayon giling.

13. Normallangan vektor deb nimaga aytiladi?

14. Ortonormallangan bazis deb nimaga aytiladi?

© o ~NOoOUAWN R
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21-8  Chizigli akslantirish. Chizigli operator yadrosi va
mlL J| obrazi. ChMgffi operator matritsasi

i f Asosiy fashiinchalar: chizigli akslantirish, chiziqli operator,
operator yadrosi, tasviri, defekti, rangi, matritsasi.

& sonlar maydoni ustida aniglangan U vektor fazoni V vek-
tor fazoga akslantiruvchi akslantirish uchun ushbu

1) Ppx, +x2) = Pxj) +cp(x2) ;

2) cp(Ax,) =/.<p(x,) (a e F) shartlar bajarilsa, u holda U vek-
tor fazo Vvektor fazoga chizigli akslanadi deyiladi.

U fazoni Vfazoga chizigli akslantirishlar to‘plami Hom( U, V)
orgali belgilanadi.

U vektor fazoni o‘zini o‘ziga chizigli akslantirish U fazoda
aniglangan chizigli operator deyiladi.

Uvektor fazoning ixtiyoriy x, va x2 elementlari va Uda anig-
langan @ operator uchun (p(x, +x2) = cp(x1) + (p(x2) tenglik ba-
jarilsa, u holda @ga U da aniglangan additiv operator deyiladi.

Agar X ixtiyoriy son bo‘lganda U fazoning ixtiyoriy x ele-
menti uchun cp(“x) = Acp(x) tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda @ga
U da aniglangan birjinsli operator deyiladi.

Agar Vx e U uchun cp(x) =0 tenglik bajarilsa, u holda @
operator nol operator deyiladi.

Agar Vx g U uchun e{x)-x tenglik bajarilsa, u holda e ga
ayniy (birlik) operator deyiladi.

Agar Vxei7, XeP uchun cp(x) = Xx tenglik bajarilsa, u
holda @ga o kshashlik operatori deyiladi.

Agar Unfazoning ixtiyoriy x vektori uchun /(x) =cp(x)+\[/(x)
tenglik bajarilsa, u holda/ ga @va y operatorlarning yigindisi
deyiladi vau @+y =/ orqali yoziladi.
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a&F, Vx gUnuchun (acp)x =oup(x) tenglik bajarilsa, u
holda a(p ga a skalarning @ operatorga ko paytmasi deyiladi.

Un fazoning @ operator yordamida nolga akslanuvchi barcha
elementlari to‘plami tp operatorning yadrosi deyiladi va u Kercp
orqali belgilanadi. g chizigli operator yadrosining oMchovi shu
operatorning defekti deyiladi.

cpC/fazoosti operatorning obrazi deyiladi. (pUn obrazning
o‘lchovi @operatorning rangi deyiladi.

Agar X =(xXX,X2,...,X,,) g U bo‘lib, cp(x) = (p(Xj ,x2,...,X,,) =
= (xI,x2,...,xk) (1 <k <n) bo‘lsa, ya’ni @operator n o‘lchovli
fazodagi vektomi k o‘lchovli fazodagi vektorga o ‘tkazuvchi opera-
tor bo‘lsa, u holda qproyeksiyalovchi operator deyiladi.

IF maydon ustida Vnvektor fazo berilgan bolib,

el,e2,...,en (D)
uning bazisi bo‘lsin. Agar @operator Vnfazoda aniglangan chizig-
li operator bo‘lsa, u holda cp(ei), (p(e2), ..., (p(e,,) € Vnvektorlar
(1) bazis orqali chizigli ifodalanadi, ya’ni

<p(ei)=an~ +a21e2 +..+anle,,
\cpe2) =ane{ +a22e2 +... + an2Zen,

M~n ) = +a2n'\2 + e+ g e, |

an al2 .main

«1 a2 -m ao2n

Ushbu M (p) = matritsa chizigli opera

a@ = iz

toming (1) bazisdagi matritsasi deyiladi.
x va cp(x) vektorlar (1) bazis orgali x =gxex+ ... + $,e.,
cp(x) = YiNi +... +ynen ko‘rinishda ifodalansin. x va qJ ) vek-

torlarning (1) bazisga nisbatan ustun koordinatalarini mos ra-
vishda ushbu
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Pi Yi
M(x) = P2 Mep(ry) = P
A . Yu.

ko‘rinishlarda belgilaymiz. U holda Vx e Vnuchun Al(cp(j )=
=M(<p)M(x ) tenglik bajariladi.

Agar <F maydon ustida A,BeF nXnh matritsalar uchun teskari-
lanuvchi TsF X matritsa mavjud bo‘lib, ular uchun B=T IAT

tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda Awa V matritsalar o kshash matri-
tsalar deyiladi.

cF maydon ustida Vhvektor fazoning (1) dan boshga
e;,?22,....e; (2)

bazisi berilgan bo‘lsin. (2) bazisning vektorlarini (1) orgali chizig-
li ifodalaymiz:

mPlIft + P2172

/2 =Pl2el + P22e2
K =P1.5 + P2A
iPii PI2 e Pi, \

U holda T = P 7% "% P2"  matritsa (2) bazisdan (1) ba-

APnl P«2 " Pnny
zisga o tish matritsasi deyiladi.

x vektorning birinchi va ikkinchi bazislardagi ustun koordi-
natalarini, mos ravishda, M(x) va M '(x) deb belgilasak, u holda
Vx eVnvektor uchun M(x)=TM"'(x) va M'(x)=TTIM (x)
tengliklar o‘rinli bo‘ladi.

Vn fazoda aniqglangan (p chizigli operator uchun M(cp) va
M' () lar g chizigli operatorning birinchi va ikkinchi bazislarga
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nisbatan mos matritsalari bo‘lsa, u holda M '((p)=7"1Af(cp)7’
tenglik o‘iinli bo‘ladi.

1-misol. Berilgan f(x) =(xI -x 2 +x3;x1;x2); akslantirish
chiziqgli operator ekanligini isbotlang va uning rangi, defektini
aniglang.

Yechish. Chiziqli operator ta’rifiga ko‘ra/ akslantirish berilgan
fazoni o‘ziga akslantirishi va f(a +b) =f(a)+f(b),f (Xa) =11 (a)
shartlarga bo‘ysunishi kerak.

1) V/x,y gR3,x = (X, ,Xj ,X]), y(yx,y2,y3) lar uchun f(x+y)=
=/((*1 +y\',x2+y2\x3+y3)) = (X +y{-(x2+y2) +x3 +y3;
X, +yx;x2 +y2) =|vektorlarni go‘shish ta’rifiga ko‘ra| =
=(X, - X2+X3;X,;X2) (Y, -y2+y35y:\y2) =/ (X) +(y).

2) Vx g R3va VaeR lar uchun

/(ax) =/(a(x, ,x2,x3)) =/((aXj,ax2,ax3)) =

= (ax, - ax2+ax3;ax,;ax2)=a (X, - X2+x3;x,;x2) =a f(x).

Demak, / akslantirish chizigli akslantirish va u R3 ni o‘ziga
akslantirganligi uchun/ —chiziqli operator.

3) defect/ ni  topish  uchun Ker/ni aniglaymiz.
Ker/ ={x|/ (x) =0} ta’rifdan / (x) =0 shartni ganoatlanti-
ruvchi vektorlarni topamiz:

f(x) =(Xj - x2+x3;X,,x2) =0. Bundan

X, - X2+x3=0, X =0,
X, =0, « x2=0, Demak, Ker/ ={0}
x2=0, x3 =0.

Nol chizigli fazoning o‘lchovi 0 ga teng. Bundan defect/= 0.
dim V =defect/ +rang/ tenglikdan rang/ =dimV - defect/ ni,
bundan,/= 3 —0 = 3 ni hosil gilamiz.
Demak, 1)/—-chiziqli operator;
2) defectf —O0;
3)rang/= 3.
1



2-misol. Agar M — el ,e2,e3 bazisdagi, M' Noce2,ce3
zisdagi /(x ) =(x, ,x2,x3) operator matritsalari bo‘lsa, u holda

a) M{f{x)) =M{f)M{x)-_

b) M'{x) =T-"M(x)nM{x) =TM"'{x)\

d M'(f) =T~IM(f)T n M (f)=TM'(f)T~xshartlar baja-
rilishini tekshiring.

x =(1,3,1); é[ =(1,0,2), W =(2,1,1), W =(1,3,0).

Yechish. 1) Berilgan [/ (x) =(xj,x2,x3) operatorning
€1,62,63 bazisdagi M(f) matritsasini topamiz. Buning uchun

/(82),/(ej) vektorlarning éx,62,63 bazisdagi chiziqli

kombinatsiyalarini aniglaymiz:

/(«i) =/((1,0,0)) =(1,0,0) =1+S) + 0 *e2 +0 *e3;

/1(62)=/((0,1,0)) =(0,0,1) =0 ér +0 €2+ 1%B;

/(é3)=/ ((0,0,1)) =(0,1,0) = O™ +1elll+0°w.

Chizigli kombinatsiyalar koeffitsiyentlaridan matritsa hosil
gilamiz. Bunda /(ej) (/=1,3) ning chizigqli kombinatsiyasida
gatnashgan koeffitsiyentlar ustun qiUb yoziladi:

a
0
0

on

» o ©O

1
0
2) M(f) matritsa yordamida /(x) vektorning ustun koor-
dinatalarini topamiz: M (/(x)) =M (f)M(x) dan
f\ 0 0N rr
M(@{/(x))= 00 1 3 = 1 ni hosil gilamiz.
010 vy .3

Olingan natijani tekshirish uchun operator talabini x =(1, 3,1)
vektorga qo'llaymiz. Bundan /(x) =/((1,3,1)) =(1,1,3) kelib

chigadi.
3) Berilgan birinchi bazisdan ikkinchi bazisga o‘tish matritsa-
sini topamiz:
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f(a[) =ajg, +a22 +a%3,
[(~) =Rlel+R2e2 +R3e3,
/(W) =YN +y282 +73%-
Bundan
1((1)0,2)) = (1,2,0) = 18] +2 62 + 0 +63;
[(2,1,1) =(211) = 2-e1+1 0841 &
/((1,3,0)) =(1,0,3) = 1+8 + 082 +3 63

kelib chigadi.
Birinchi bazisdan ikkinchi bazisga o‘tish matritsasi

m2r

T=2 10 dan iboratbo‘ladi. Uning teskarisini topamiz:
\0 13

42 11200N fl 2 11 0 oN n 2 11 0 O
2100100 -3 -2-2 10" 0130 0 1

013001 o 1 300 07-2 13
/ 2 1 3N / 3 5 1A
1207 7« 1007 7 g5

6 3 2 - 6 3 2
010> T {7010 _
2 1 1
v001777Jv001777J
'3 5 O
Demak, T 1=i 6 -3 -2
VR
U holda
"13
-3 5 1 '13N 7
6-3-2 3 -1.5 _ 5
~ 7 7
-2 1 3 h J 4
17

Tekshirish magsadida M(x) =TM'(x) tenglikni tuzamiz:
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A13n

rn-ri 2 n 7 fi) rn

3=210 =2 3 =3
7

lu lo 131 4 lu lu
V7y

Demak, T, T 1to‘g‘ri topilgan.
4) / operatorning 1- va 2-bazisdagi matritsalari orasidagi
bog‘lanishni o‘rnatamiz:

3 5 1' ' 0oNTi 27T
6 -3 -2 001 210
2 1 37910 1ojlo 13

-3 5 INri 2n -1 0 12N

6 -2 -3 210:722 7 -3

1-2 1 3310 135 14 0 y
Tekshirish uchun M {f) =TM'(f)T~I tenglikka topilgan
giymatlarni go‘yamiz:

ri 01T ri 2n -1 0 12N '-3 5 1IN
001=210]712 7 -3 /16-3-2
lo e 10 13 14 0 5 1.2 13y

io@r 7 147350 12r 3 s5n
001S~0121 6 -3 -2 —_710136-3-2

g

lo 1o0; 14 7 0j13.2 1 3y 12 1oj1-2 1 3]
'7 0oN ri 0 ON
007=001
070, 010,

Demak, berilgan misol to‘g‘ri yechilgan.
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Misol va mashglar

1. cF sonlar maydoni ustida aniglangan U vektor fazoda anig-
langan additiv operatoming quyidagi xossalarini isbotlang:

1.1. <p(0) = 0.

1.2. cp(-x) =-g>(x) (Vxg U).

1.3. cp(rx) =r<p(x) (VreQ).

14. (p(x, - x2) =<p(x,) - <p(x2) (Vx,,x2g U).

2. (p operator chizigli operator bo‘lishi uchun U fazoning ixti-
yoriy X, va x2 elementlariva A ,X2 e F berilganda 9("Y* +75X2) =
= A,(p(x,) + A2cp(x2) tenglikning bajarilishi zarur va yetarli
ekanligini isbotlang.

3. Agar 9 chizigli operator bo‘lsa, u holda Vx, g U,
XigP (i=1n) wuchun wushbu (p(Ax, +X2x2+ ...+ 'knxn) =
=A-,(p(x,) + X2(p(x2) + ... + Xncp(x,,) tenglik o‘rinli bo‘lishini is-
botlang.

4. Nol operator ham chizigli operator bo‘lishini isbotlang.

5. ay,a2, 63 vektorlarni b{,b2, b3 vektorlarga o ‘tkazuvchi
yagona chizigli akslantirish mavjudligini isbotlang va uning mat-
ritsasini toping:

51. 5,=(2, 3,5), @2=(-0, 1, 2), a=(I, 0, 0);

¢&,=(1, 1, 1), b2=(1, 1,-1), h}=(2, 1,2).

52. 6,=(2, 0, 3), f2=(4, 1, 5), a3=(3, 1, 2);

br(l, 2, -1), b2=(4, 5, -2), B3H 1, -1, 1).

6. Berilgan akslantirishlar chizigli operator bo‘lishini tekshiring:

6.1./(x) = (X2+ x3; 2x, + x3; 3x, —x2+ Xx3).

6.2./(x) = (X, + X2, 4x3; X, + X3 +3).

6.3./ (X) = (X, —x2; x2+ x3; x3J).

6.4./(x) = (X,; X2+ 2x3; ~x3.

6.5./(x) = (38(X, + X2); x2+ X3; X,).

6.6./(x) = (0; 3(x2+ x3); X,).
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6.7./ (x) = (Xt —x2; 3x2—x3; 0).

6.8./(x) = (x2; x3; 2).

6.9. f{x) = (x2 x3; Xj).

6.10./(X) = (—x2; x2+ x3; x3).

6.11./(x) = (x2+ x3; 0; xx— 2x2+ x3.

6.12./(x) = (0; Xp —2x2+ x3).

6.13./(x) = (X —x2+ x3; X3, X,).

6.14./(x) = (1 —x2+ x3; X3, X, —2x2).

7. 6-misoldagi chiziqli operatorlaming rangi defektini aniqg-
lang.

8. Nol bo‘Imagan chekli olchovli vektor fazodagi @ chiziqli
operatoming rangi @chizigli operator matritsasining rangiga teng
bo‘lishini isbotlang.

9. Berilgan chizigli operatorlaming rangi r va defekti d ni toping:

91 a 2A 9.5 a OA
DR 2y 11
1 2 3N 1 2 37
93. -2 -4 -6 94, -2 -1 -1
4 8 12 0O 3 -1
£ 1 ri1 3 1 2"
21 -1 -3 -1 -1
95. 3 1 1 9.6.
1 3 3 2
v J 2 6 2 4,
fi1 -2 1 2N ri1 1 0 n
2 1 0 -1 01 1
9.7. 9.8.
3 -1 1 0 1 1 3
u -3 2 5j 1 2 1y

10. chiziqli operatorlar yadrosi shu operator garalayotgan
fazoning fazoosti bo‘lishini isbotlang.

11. 6-topshirigdagi chizigli operatorlar uchun quyidagi shart-
lar bajarilishini tekshiring:
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a) M(f{x)) = MQJ)- M(x)-

b) M

d) M
11.1.
11.2.
11.3.
11.4.
115.

11.6.
11.7.
11.8.
11.9.
11.10.

1111
11.12.

11.13.

(x) —T~xmM (x)a M(X) = TaM'(x) ;

if)y = T~1mM(f) TaM(()=T M'(f) T~
x=(l, 2, 3); el(2, 1, 0), 3(0, 3, 1), 3(~1,0,2).

x = (6-5,13); 3(3, 1,-2), 3(1, 3,.1), 3(1,5,0).
x= (1, 2, 3); e{(1, 0, 3), “(1, 1, -2), 3(2,-1,2).
x= (-8, 5, 2); e[(L 1, 1), 3(1, 2, 3), 3(1,3,3).

x —(7,-2,-4,3); 3(1, 2, 3,-1), 3(2, 3, 41),
3(1,4,3,3).

x= (3,-5,7); 3(-1, 1, 1), 3(“1 2, 3), 3(-1,3,3).
x= (3,1,9); 3(1, 2, 3), 3(2, 3, 4), 3(1,4,3).

x= (6, 45); 3(2, 2, 3), 3(1, -1, 0), 3(-1,2,1).
x= (50.1); 3(1, 2 3), 3(~1, 2 0), 3(-1,2,1).
x= (-4,5-2); 3(2-1, 0), 3(0,- 3,- 1), 3(1,0,-2).
x=(33-2): 3(1, 10), 3(0, 1 1), 3(1,0,1).
x= (5,6,7); 3(2, 3, 0), 3(0, 2, 3), 3(2,0,3).

x= (-1-2-3); 3(4, 0, 4), 3(4, 4,0), 3(0,4,4).

| Takrorlash uchun savollar

0N U WN e

. Chizigli akslantirish, chizigli operator deb nimaga aytiladi?
. Additiv, bir jinsli operatorlarga misol keltiring.

. Nol, birlik operatorlar deb nimaga aytiladi?

. 0 *xshashlik, proyeksiyalovchi operatorlar ta’rifmi ayting.
. Chizigli operatorning yadrosi hagida tushuncha bering.

. Chiziqgli operatorning obrazini misol yordamida tushuntiring.
Chizigli operator matritsasi ganday topiladi?

. Chizigli operator rangi deb nimaga aytiladi?

9. Chizigli operatorning turli bazislarga nisbatan matritsalari

orasidagi

bog‘lanish formulasini tushuntiring.

10. 0 “xshash matritsalar deb nimaga aytiladi?

11. x

va (p(x) vektorlar ustun koordinatalari orasidagi bog*-

lanish ganday o ‘rnatiladi?
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22-§ Chizigli operatorlar ustida amallar. Chizigli algebralar.
Teskari operator. Xos vektorlar va xos giymatlar

/ Asosiy tushunchalar: chizigli algebra, rangi, chizigli algebralar
ustida amallar, operatorlar chizigli algebrasi, chizigli operator
X0s giymati, xos vektorlari.
<Fmaydon ustidagi V chizigli fazo elementlari uchun quyidagi
D xy gV (VXygV);

2) x{yz) =(xy)z (Vx,iv,z gV);
3) x(y +z) =xy +xz va(y +z)x =yx +zx (Vx,y,z gV);
4) X(xy) = (Xx)y =x(ky) (XeF, \Ix,y g V)

shartlar bajarilsa, u holda V fazoni ¢F maydon ustidagi chizigli al-
gebra deyiladi.

Agar Vchizigli algebrada x m =y & (VX,y eV) shart baja-
rilsa, V kommutativ chizigli algebra deyiladi.

Vchizigli algebraning rangi deb F fazoning o‘Ichoviga aytiladi.

F fazo 3 maydon ustidagi vektor fazo bo‘lib, q \t lar shu
vektor fazoning chizigli operatorlari bo‘lsin, u holda:

D @+ \)(x) = (p(x) +\[/(x);

2) (A(p)(x) = tap(x);

3) (epvI() = (P(Vi/(x)).

Hom(V,V) to‘plam <Fmaydon ustida vektor fazo tashkil giladi.

<Hom (V, V), +, {©J"giT7}, > algebra F vektor fazoning
chizigli operatorlar algebrasi deyiladi va quyidagicha belgilanadi:

EndF= <Hom (F,F), +, {ox\XeF}, > .

Uva U' algebralar ¢F maydon ustidagi chizigli algebralar va
(p:U-> U' akslantirish biyektiv akslantirish bo‘lib, quyidagi

<pla+b) =g>(a) + P& 5

(P(Aa) = tap(a) ;

(p(o *b) =cp(fl).- 2>, Vao<=F a VAQF
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shartlar bajarilsa, u holda @ akslantirish Uva U"' chizigli algeb-
ralar izomotfizmi deyiladi.

Kompleks sonlar maydoni ustida qurilgan Vnvektor fazo va
qx Vn Vn chizigli operator berilgan bo‘lsin. Ushbu cp(x) = X(x)

(MxeVn,x "0 F) tenglikni ganoatlantiruvchi a son @chi-

zigli operatorning xos giymati, x vektor esa X xos giymatga mos
keluvchi xos vektori deyiladi.

Vn vektor fazoning el,e2,...,en bazisida @ chiziqli operator

an al2 - aln "

hi a2 - «@n

A= matritsa yordamida berilgan bo‘lsa,

.am am2 e "M J
\A- XR =0 tenglama

lamasi deyiladi.
a 2 i
1-misol. Berilgan A = 2010 operatorga teskari opera
-misol. ilg = 0 10 1 p g i opera-
110 O

torni toping.
Yechish. Berilgan A operatorga teskari operatorni topish
uchun A matritsaga teskari matritsa topiladi:

n2101000 1 2 101 00 0
20100100 0 -4-10 2100
1010010 01 0 10 010
g 100000 3 0-1-10 100 j
fl 2 01000 1 2 0100 0
0 1 10010 01 10010
0 -4 -1 0-2 100 00 -14-2140
o 1L -1 0-1 001, |5 0 -1 1-1 01 j
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ri1 21 01 0 0 0 121 O
010 100 10 01010010
001-42-1-40 00142 140
1000-31-1-3 0001111 1
V ~3 3 \%
12 10
1 00 0x 0 0
0 0 0 10 O 0J3—
210_4 4
0 0 10 g4 3 0 -
0 0 10 3
00 1 1
1
3 3 3
0 0 0 1
N \ . \
1200 1, 4 ri 00 0 1, e
3 3 3 3 3 3
o 1001 1, 1 o100 1 o 1
3 3 3 - 3 3 3
2 1 4 2 1 4
0 0 1 0 4 38 3 00 104 4 9 4
114 1 11 1
s 0 0 1 3 5, 4o 0 0 1 3 3,
f-1 1 0o 2N
1 1 1 0 1
3 1 o -4
-1 1 3 -1,
rl 2 1 o0*:-i 1 o 2N fl 0o o o-
Tkh"h'12010 i -1 0 1 o0 1 o0 o0
eSIrIS'301012 1 o -4 0o 0 1 o0
||100j,_113_K |000|j

2-misol. f chizigli operator (a) bazisda A matritsa orgali,
@ chizigli operator (b) bazisda B matritsa orqali berilgan bo‘lsa,
4/+2(p operatorning bazisdagi matritsasini toping:
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(@) A =(11), fl2=(21); A= 2
Y-

e _ ) _ro 1n
(b):bi =(2,3), b2=(3,2); 5=, _

Yechish. (fl) bazisdan (<) bazisga o‘tish matritsasini topamiz:

. ) A 21
fli =(1,1) =1ee\ +1£2;f12=(2,1) =2eei +1leerva T :V| |y

0 ‘tish matritsasiga teskari matritsani topamiz:

21 oN fl 21 oN " &

: , bundan
n 10 o= L] o o1g

-1 2
1 -1

3-misoldagi M'(f) -T M (f)T bog‘lanishdan foydalanamiz:

ra 2V 2V 214 ot 12

L1y oVl ly -2 1wy
r5 2/r1 1o
1 -1 -1 -3

AT())

10
-1 -8

Endi (b) bazisdan (e) bazisga o‘tish matritsasini topamiz:

Demak, / operatorning (e) bazisdagi matritsasi

bi - (2,3) =2¢e\ +3¢ei; br - (3,2) =3¢e\ +2¢ei.

. Lo 2 3
0 ‘tish matritsasi T = . Uning teskarisini topamiz:

W 2y
< 3 1 VT 3N
2 31 oN o o 0 1o |
K 2 2 yv0 15 <
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-2 3
3 -2

Bundan T A

Endi ¢ operatorning (e) bazisdagi matritsasini topamiz:

"2 3VO0 1V2 3 if6 7V2 3
M'(®) =1 ! 3
v3 2,23 32 42 -3 32

lys 830
-13 -12
Demak, (e) bazisda/operator matritsasi 1 -3 ;  opera-
N33 32n
ga teng. U holda
-13 -12
f 66 64 ~
1 N
4/+2¢)=45 1OV+.2F33 32 (20 4011+ 5 5
-1 -3 -13 -12), 4 -12 26 _24
V'5 5y
' 166 264 n
5 5
46 84
y"T Ty
i o N
3-misol. o i 1 operatorning xos vektorlari va xos
3 10

giymatlarini toping.

Yechish. Berilgan operatorning xos giymatlarini topish uchun
\XE —A\ = 0 tenglikdan foydalanamiz:

O ON'1T O X-1 0 -1
A0 10-011 = © _ = =[-1)2-3(X-1)
10 O |j 13 1 O, -3 -1 X

=(1-1) (I(X-1)-4) =(~-1)(X2- A- 4) =0,

Bundan X} =1, X2 = Ii\ll?-, x0s giymatlarni topamiz.
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Endi, berilgan operatorning xos vektorlarini topish uchun
(A -\E)X =0 tenglamadan foydalanamiz. Bu tenglamalarning
noldan farqgli yechimlari berilgan operatorning xos vektorlari
bo‘ladi.

I,=1 uchun xos vektorlarni aniglaymiz:

ir

101 1000 (e
{A-E)X =0 » 011 0 10 x2 =0
310 0 0 ijy
°©° Lrv 0 = So X GA,
< o o X2 0 o +x3=0, -»e =0
[3 1 -1j ~3, 3xj +x2-x3=0 £ =0

Demak, A,j=I xos giymat uchun berilgan operatorning xos
vektorlari {(Xj ,-3x, ,0) |x, e R nxx* 0} to‘plamdan iborat.

1-VI7 . .
uchun xos vektorlarni topamiz:

U-I£)I =00 U — £ \X=0o0
1-\;7 0 0
10 r g . oA
o 011- o Y™WI" % =0 o0
3 1 o 0 o L7 vV*3, W
%%
\1Yr7 0
2 I-yfrf V (r
0 -y2r =0 o
3 1 -viz v, W
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M “4F N +n3 =0’

/ . -
i TV xo+x3= 0, 0 LI ig +x3=0,
1-Vi7 Xj +x3=0
X - x3=0
1+VI7 3
2
0 x, = - x3=0
2 1+VI17
X3 £ Y2
1-V17 . .
Demak, A2 X0s giymat uchun operatoming xos vek-
torlari .2 X3, - AN=x3; x3]x3eT?nx3*0}> to‘plam-
i+Jvf 1+VIT *
dan iborat.

s - M7 ychun xos vektorlami topamiz:

/IWi7 0
Mmor 2 ) Vv 'oN
Oo011- 0 1"‘;'7 0 = =00

V 2 13 1 ~ R
g 0 g i
/1 1+Vi7 0 1
2 IOI
0 0 “\2"7 1 Ny =
17 V*3,
3 1 1+T17 w
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1-VT7 1-VT7

5 N +x3=0, , X +x3=0,
xeex3z0, e x24x3=0, <«
3xj +x2-m— x3=0 L x2-x3=0
1'\?7 X, +x3=0,

X, =0,
1"’2T7 x2+x3=0,<> x2=0,
-2x3=0 x3=0.
Demak, X = VT yos giymat uchun xos vektorlar mavjud

emas.

Misol va mashqglar

1. / chizigli operator ax, a2 bazisda A matritsa, tp chiziqli

operator b{, b2 bazisda V matritsa yordamida berilgan bo‘lsa, /+(p
operatorning matritsasini toping:

11 ~=(1, -2), a2=(3, -5) a="3 c18A
E O o' e
by=(1,2), B2=(2, 5), B °
y=(1,2), b2=(2, 5), » 5
N\ 5/\
12. 5j=(7, 3), ~=(2, 1), A
vl 2y
3 -2
6 -6

2. | chizigli operator ~=(-3,1), ~=(7,2) bazisda

A
A= P matritsa, 9 chizigli operator 6,=(3, 2), b2=(4, 3)
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-14 10
bazisda B 21 15 matritsa yordamida berilgan bo‘lsa, qp

operatorning matritsasini toping.

3. / chizigli operator (a) bazisda A matritsa orqali, chiziqli
operator (b) bazisda B matritsa orgali berilgan bo‘lsa, Xf + jig
operatorning (e) bazisdagi matritsasini toping:

rz 1A
3.1. (a): 4(1,2), a2(0,1); A
v3 -ly

{by ¢,(3,1), 4(2,1); b = 4 o 31+ (o

\2 H

rz 1A
v3 -b

3.2. (@): 3,(-1,3), 5,(1,1); A

-1
(by \ (-2,1), ¢.(2,4); B ;-2 + 3p
74 2
7 -2A
VI 5y

-5a
v0o =2,

A-4 BA
34. (ay ax(1,2), 5,(3,4); " v-7 6y

(b): ¢,(-1,-2), ¢2(—3,—4); B :v-9 10’;5/- 2.
N0 2X

35. (@) ay(—.6), * (5.4 %,

A3 -5A

L 3+
4 o =T @
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36. (3): A(1-1), a2(—2,1); A 3 7Y

Is 4/
i1 5
(b): ¢i(2,1), ¢2(1,3); B = 3 o D2/ + 5.

40 C={a+bil\/a,beR, i2= —1} to‘plam i? maydon ustida
rangi ikkiga teng bo‘lgan chizigli algebra tashkil etishini isbotlang.

50 Barcha a-tartibli kvadrat matritsalar to‘plami F nX1 ning
iF maydon ustida rangi n2 bo‘lgan chizigli algebra tashkil etishi-

ni isbotlang.
6. Berilgan operatorlarga teskari operatomi toping:
\ ‘0 -1 -I
61 A O 62.A= 1 2 3
&K 12 1 -lj
1 0 1 1111
01 -1 -1 0 111
03 A=31 , 0011
4 2 3 1, Ww 00l
5 4 62 -79' "3 21 2N
00 2 3 7 52 5
05 A= 6 5 183 201 06. A= 4 09 4
OO0 3 4 W 011 5
5 4 P "3 5 -3 2
3 21 _4-2 53
10 9 7 °8.A=178 as
8 9 2 6 4 5
2 vo 107
23 1 2
6.9.A—1 1 1 610 1= 0 1 0 0 2
40 2 -6y 10 001
-2 41 53
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7. Quyidagi chizigli operatorlarning xos giymatlari va xos
vektorlarini toping:

2 4
7.1. A = 7.2. A= 2 0
1 2 1 2
1 3 0N 2 0O 0N
73. A= -1 2 3 74, A= 0 3 2
-1 4 4 Ny
6 1 -5N "0 1 on
75. A=3 12 -3 -4 4 0
7 1 _gj 2 12
1000 r3 -1 00
77A_oooo 78A_1100
T T 1010 7T 3 0 5-3
000 1 4 -1 3 -1,
1 10 0-10 on
79A_-1 10 210, A 110 0
T 0 00 2 o 3 0 5 -3
0 1 1 4-13-1

[i/f] Takrorlash uchun savollar

. Chiziqli operatorlar ustida qanday amallar bajariladi?
Chiziqgli algebra deb nimaga aytiladi?
. Chizigli operatorlar algebrasi deb nimaga aytiladi?
Matritsalar chizigli algebrasini tushuntiring.
Chizigli operatoming teskarisi ganday topiladi?

6. Chizigli operatorning xos giymatlari, xos vektorlari deb ni-
maga aytiladi?

ok WD
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X MODUL. CHIZIQLI TENGSIZLIKLAR
SISTEMASI

23-8.  Chizigli tengsizliklar sistemasi. Qavariq konus

N Asosiy tushunchalar: chizigli tengsizliklar sistemasi, yechim,
chizigli kombinatsiya, gavariq konus, yo‘ldosh sistema.

Ushbu

axx+a2x2 +..+anxn +b>0 (@8]
tengsizlik R hagiqiy sonlar maydoni ustidagi n ta noma lumli chi-
zigli tengsizlik deyiladi. (1) da X2, xn—noma’lumlar,

ap bzR (i =\,n) esa koeffitsiyentlar deyiladi.
Agar (1) da b=0 bo‘lsa, (1) birjinsli, b * 0 bo‘lsa, (1) birjinsli
bo Imagan chizigli tengsizlik deyiladi.
anxi +ai2x2 + ...+ aixn +bi >0, i =\"n (2)

sistemaning barcha tengsizliklarini ganoatlantiruvchi x”otj,
X2-a2 xn—an sonlar (2) sistemaning yechimi deyiladi.

Agar (2) tengsizlik bitta ham yechimga ega bo‘lmasa, ya’ni
f)-xI+0'x2+ ... +()-xn+b >0 (b < 0) bo‘lsa, u ziddiyatli tengsizlik
deyiladi.

(2) sistemaning tengsizliklarini, mos ravishda, kx>0, k2>0, ...,
km>0 sonlarga ko ‘paytirib, ularni hadlab go‘shsak, hosil bo‘lgan
ushbu

m m m m

Z klJan X\ +Z kian X2 + e+ Z kjajmXm+ Z kJhJ - 0

j=1 7=1 j=I 7=1
tengsizlik (2) sistemaning manfiymas chizigli kombinatsiyasi deyi-
ladi.

Bir xil xv x2, xnnoma’lumli ikkita hamjoyli tengsizliklar
sistemasidan birining istalgan yechimi ikkinchisi uchun ham ye-
chim bo‘lsa yoki ikkala sistema ham hamjoysiz sistema bo‘lsa,
ular teng kuchli sistemalar deyiladi.
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Vektorlarni go‘shish va manfiymas haqiqiy songa ko ‘paytirish
amallariga nisbatan yopiqg bo‘lgan V vektor fazoning vektorlaridan
tuzilgan bo‘sh bolmagan to‘plam V vektorfazoning gavariq ko-
nusi deyiladi.

Chizigli tengsizliklar sistemasidan noma’lumlar sonini bittaga
kamaytirib tuzilgan yangi sistema berilgan sistemaga yo ‘1dosh sis-
tema deyiladi.

(2) sistemadan

Pi x, ~Q\> IR >0,
b9 =) R2 7 0, (3)
Pp Xn ~Qn, R >0

sistemani hosil gilamiz.
Bundan

\Pa (a=1/> @=109)),
[*>0(y-U)

sistemani hosil gilamiz.

Agar (3) sistemada birinchi yoki ikkinchi blok tengsizliklari
boMmasa, u holda yo‘ldosh sistema fagat Ry> 0 tengsizliklardan
iborat bo'ladi. Agar (3) sistemada birinchi va uchinchi yoki ik-
kinchi va uchinchi bloklar bo‘Imasa, u holda yo‘ldosh sistema
mavjud emas. Ya’ni bu sistemani ayniy (0 > 0) deb garash va
uning yechimlari sifatida ixtiyoriy n o‘lchovli arifmetik vektomi
olish mumkin.

1-misol. Chiziqli tengsizliklar sistemasini algebraik va

geometrik usullarda yeching:
2XX+X2 <1,
3x{-x2<2,
X +2x2 <4,
-Xj - 3x2 <3
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Yechish. 1) Algebraik usul:

/1 1

2XX+Xx2 <1, 2x, <1-x2, Xl 2~2
- X <2 j

3x, ' B — ¥ <2+x2, « X < 3*27 «
X +2x2 <4, XN <4-2x2, 4- 2%2

< 4 -
Xj - 3x2<3 -3x2 < 3+ Xj, 5 X

-3x2-3< X

-3Xr -3<1-iX 2, -

<> 11 10 <>
T AT A X2
-3x2 -3<4-2x2 1< x2 Xj >-7

< 3Xr-3<!+i*2.

x2 = —1 deb olamiz. U holda

1
A A N <1,
1
X < 3 < X « 0<X <].
X A 4423 N <6,
3-3<X [Xi >0

Xj = 0 deb olsak, u holda berilgan chizigli tengsizliklar sis-
temasining xususiy yechimi sifatida (0; —1) vektomi olish mumkin.
2) Geometrik usul:

2Xj +x2 <1,
3xj - x2<2,
X +2x2 < 4,
-Xj - 3x2<3

chiziqli tengsizliklar sistemasini tashkil etgan 4 ta tengsizlikning
har biri tekislikda yarimtekislikni bildiradi. Ularning umumiy qis-
mi berilgan sistemaning yechimi bo‘lad;.

Chiziqli tengsizliklar sistemasining yechimi Dekart koor-
dinatalar sistemasidagi AIA2A3 sinig chizig bilan chegaralangan
sohadan iborat.
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X, +X2 <2,

- 2Xt _X2 <1, - - - - - - - -
2-misol. 3xx + 2x2 <3, chizigli tengsizliklar sistemasini geo-
X-X<1

metrik usulda yechib, uning manfiymas yechimlari orasidan
berilgan /= 2x1+3x2 chiziqli formani minimallashtiruvchi va
maksimallashtiruvchi nuqtalarini aniglang.

/chizigli formani minimallashtiruvchi nuqgtalar A(—1; 0),
maksimallashtiruvchi nugta B(—1; 3).
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2XX+x2 >0,

3-misol. \ 3x, - x2 >0, chizigli tengsizliklar sistemasi yechim-
-xx+2x2 >0

larining gavariq konusini tekislikda tasvirlang.

Yechish. Bir jinsli chizigli tengsizliklar sistemasi yechimlari-
ning gavarig konusi uning nolmas yechimlaridan iborat. Shuning
uchun tekislikda berilgan bir jinsli chiziqgli tengsizliklar sistemasi-
ning nolmas yechimlaiini topamiz.

Demak, berilgan chizigli tengsizliklar sistemasi yechimlar
to ‘plami tashkil etgan gavarig konus chizmadagi shtrixlangan
sohadan iborat.

2Xj +3x2 - x3>1,
4-rnisol. *-xx+2x2+3x3 <2, chizigli tengsizliklar sistema-
-3Xt —x2-2x3>-2

sini yeching.

Yechish. Berilgan chizigli tengsizliklar sistemasidan x2ni yo*-
gotamiz. Buning uchun berilgan tengsizliklar sistemasiga yo‘l-
dosh sistemani hosil gilamiz:
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2X( +3x2-x3>1, 3x2 > -2xt +x3 +1,
X, +2x2+3x3<2, <> 2x2<X -3x3+2, O
-3x1-x2-2x3>-2 X2 <-3Xj - 2x3+2

NS -TX1+.I;.LX3+.JL'

L 3 ZEH 33 3 217?<§+1’

RA2xI~2X3 +1> -|x, +|x3+ -3X, -2X3+2
X2 <-3Xj -2X3 +2

+(é+4)"-(e-"'NO. o
~1+3b +(i+2b +(i*2i-°

*1/\~*3 +y’
Igl)G—T<-X3+— 0

X >yx3-*

o /i +i\x »A<;_’+‘7‘—<> 17—8x3 <97—¢:> ﬁxé 21 <X <12—‘

*I AT,
X, ning topilgan sohasidan x,=0 giymatni olsak,
X

ya’ni -1 <X <y hosil bo‘ladi. Agar Xj=0 deb olsak, u holda,

*2 N3,
X2 <1, ya’ni i <x2<1 hosil bo‘ladi.
X2 <2

Demak, berilgan chizigli tengsizliklar sistemasining xususiy
yechimlaridan biri (0, 1, 0) bo‘ladi.
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1. Quyidagi tengsizliklar sistemalarining yechimlar sohasini

aniglang:
(xj +x2>-2,
11
[2x, -x 2> -1.

pXj - 2x2 > 6,

13 [x<3

2X] +x2 <-3,
15 XX- 3x2 <1,
4x, +3x2 < 2.

4Xj +5x2 - 20 <0,
1.7. -7x, +3x2—12 <0,
-3xj +8x2+ 15> 0.

8xj +8x2-64 <0,
4x, - 4x2-16 <0,
-4xj +4x2-16 <0,
8xj +8x2+64 > 0.

1.9.

1 —22 —"1.

12. [2x, - x2 >3.

\Axx-3x2 <1,
14 [xj +x2 >0.

-Xj +x2>4,
16. x{- 3x2<-1,
3xj - 3x2 <-2.

j| - x2- 3<0,
18. x, +x2-6<0,
X -2x2<0.

X, -X2<0,

X! +x2-4 <0,
Xl - x2+6>0,
2xt 2x2+8<0.

1.10.

2. Chizigli tengsizliklar sistemasining har bir manfiymas chi-
zigli kombinatsiyasi shu sistemaning natijasi bo‘lishini isbotlang.

3. Quyidagi tengsizliklar sistemalarining biri ikkinchisiga na-
tija bo‘ladimi? Teng kuchli sistemalami aniglang:

3.1. 1) xt—x2<0,
32. 1) -Xj+x2 4<0,

4x, +5x2- 20 <0,
33. 1) -7x! +3x2-12 <0,
-3xt+8x2+15 >0,

X - 2x2 <0,

34. 1) -2x! +x2+3<0,

X +x2-10 < 0;

2) X X2+ 6>0.
2) xt—x2+ 6> 0.

2) x2—5 < 0.

2Xj - x2- 3>0,
2) X +x2-6<0,
X, - 2x2 < 0.
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Xj - x2>0,

+X2-3<
35.1) x2-3>0, >q.x2 3<0,
4x, +4x2 +16 <0; “X] - x2+5<0.
8xj +8x2-64 <0,
4x! -4 x2-16 <0,

8x! + 8x2+64 > 0.

4. a<=Rnva a * 0 lar uchun {ka \X >0, X<eR} to‘plam Rn

fazoning gavarig konusi bo‘lishini isbotlang. Bu gavariq konus a
vektor yaratgan to‘g‘ri chiziq deyiladi.

5. ax e R" vektorlar sistemasining barcha manfiymas
chizigli kombinatsiyalar to‘plami Rnfazoning gavariq konusi
bo‘lishini isbotlang.

6. Bir jinsli chiziqgli tengsizliklar sistemasining barcha yechim-
lar to ‘piami V=Rnfazoning gavariq konusi bo‘lishini isbotlang.

7. Chizigli tengsizliklar sistemasi hamjoysiz bo‘lishi uchun
uning biror chizigli kombinatsiyasi ziddiyatli tengsizlik bolishi
zarur va yetarli ekanligini isbotlang.

8. Birjinsli chizigli tengsizliklar sistemasining har bir natijasi
bu sistemaning manfiymas koeffitsiyentli chizigli kombinatsiyasi-
dan iboratligini isbotlang.

9. Yo‘ldosh sistemaning har bir tengsizligi berilgan tengsiz-
liklar sistemasining chizigli kombinatsiyasi bo‘lishini isbotlang.

10. Chizigli tengsizliklar sistemasini algebraik va geometrik
usullarda yeching:

-2Xj +5x2 <-1, 5xj +3x2 >3,
. X +3x, <13 X - x2>6,
101 i .
-3X] +2x2 <5,
-Xt+3x2<2
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10.3.

10.5.

10.7.

11.

11.1.

11.3.

115.

11.7.

+4x2 <1,

-8XX- 4x2 < -1,

2xl -3x2 <5,

-2xX+ 3X2 < -5.

5Xj - 9x2 < 4,

-5Xj +9x2 <-4,
-2x1+3%x2 <5,

2XX-3X2>-5,
A +x2<-1.

-2X, +x2>-1,
4x] +3x2<3,
-Xj +7x2 >5,

-4X, +3x2 <-2.

Chiziqgli tengsizliklar sistemasi yechimlarining gavariq ko-
nusini tekislikda tasvirlang:

A +x2>0,
2x1- x2 <0.

-x1+x2 >0,
2xy - 3x2 > 0.

9xj +8x2 >0,
2Xj +3x2 >0,
-Ax{+2x2 >0,
-7x1 +3x2 > 0.

2xj +8x2 >0,
X +3x2>0,

-Xj +2x2 >0,

-3xj +3x2>0.

10.4.

10.6.

10.8.

[*1 - 3x2 < 30,
2Xj +5x2 < -6,
12xj - 6x2 <4,
-5xj +1x2 < 12.

2x! +5x2 < -10,
XX+ 3X2 <2,
6xl +1x2>5,
4xj +3x2 <12

5xj - x2 <4,
3xj +11x2 <2,
6Xj +7x2 > -5,
-Xj +3x2 <0.

X - x2>0,

11.2. <

11.4.

11.6.

11.8.

2XX- X2 >0.

4xj - 3x2 <0,
XX+ x2 > 0.

3xj -4 x2 >0,
-2X, +13x2 >0,

) —4xi +3x2 >0,

7xj +3x2 > 0.

4xx+8x2 > 0,
6xj -3x2 >0,
7Xj +2x2 >0,
-Xj -3x2>0.

197



198

XX+ X2 - 8<0, -8x, +8x2 +64 <0,

xl-x2-4<0, 4xx- 4x2 —16 < 0,
119 -xl +x2- 3<0, 11.10. -4xXxX+4x2- 6 <0,
2X, +2x2 +16 > 0. -8x, +8x2-64 > 0.

12. Chiziqli tengsizliklar sistemasini yeching:

6X - 5x2 +2x4 <11,
2Xj +4x2 - x3+3x4 <-1,

12.1 X +2x2+2x3+ 13x4 > 10,
2XX-4 x2 +7x3-2 x4 >0.
6x! - 5x2 + x3 - 2x4 <11,

X +4x2- x3+3x4 <1,

12.2.

2x2 +2x3+13x4 <17,
2XX-7%X3-2 x4 > 0.

-2Xj +3x2- 6x3- x4 <11,
X! +6xj +5x2-12x4 <2,
12.3. X - TX2 +x3+4x4 > 23,
V ¥ 2PR4 &,
-2XX+ 2 +2X3 + 2@ < 14.

-2XX+ 3X2 +3x3 +2x4 < 4,
2X, +4x2 - 3x3 +3x4 < -1,
13xj —x2+2x3+1Ix4 >0,
12xj +4x2 - 6x3 +2x4 < 10.

12.4.

-4Xj +5x2 +3x3+4x4 <1,
12.5. -2Xt+3x2- 9x3- x4 >2,
-9x, +10x2 - x3>3.

-9Xj +5x2 +3x3- 5x4 <1,
12.6. 3Xj +3x2- 9x3 +x4 <2,
7Xj +10x2 - x3 +x4 <3.



2XX+5Xx2 +3x3-3 x4 >1,
12.7. XX+ 3Xx2 - 9x3 +x4 <2,
2xx+10x2 - x3 +3x4 < 3.

2Xxx-3x2-9x3+5x4 <11,
128. 3xt +x2+8x3- 3x4 <0,
-2X, - 4x2-2x3> 2
XX+2x2 +x3- x4 +x5>21,
12.9. 2xx- 3x2-9x3-3x4 >3,
3Xj + X2+ 8X3 + 2x4 + x5 <3.

X, - X3+ X3+5x4 - 4x5>7,
12.10. xx- x2+ X3+ 3%x4 - 5x5<6,
XX-3X2-X3+x4>09.

-2Xj - x2 +3x3+4x4 <1,
12.11.  —3xj +3x2- 9x3- x4 >2,
XX +10x2 —x3 >3.
2XX- X2 +5x3- 5x4 <3,
12.12. xx+3Xx2- 4x3+x4 >2,
-XX+10x2 - x3+x4 <3.

BXX-2x2+3x3-4 x4 <1,
12.13. XX+ 3X2- 9x3- x4 >2,
5xj +3x2 - x3 >3.

3XX+ X2 - 2x3 - x4 <4,
12.14. -2x, +3x2- 4x3+x4 <2,
-3Xj - X2 - x3+ x4 <3.
13. / chizigli formaning minimum giymatini va uni minimum
giymatga keltiruvchi nugtani toping:
X +3x2 <12,
3X! - X2 >6,
13.1./= "X+ X, 3xj +4x2 >0,
X >0,
3x2 > 0.
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X +2x2 <4,
Xt <3,
13.2./= 4x, X -2x2"-1,
X >0,
3x2>0.

2Xj -x 2 <12,
xj + X2 <6,
13.3./= 2 —Xo5, X +3x2>1,
x, >0,
3x2 > 0.

2X, +4x2 <8,

3%, <6,
13.4./= X+ 2x2+ 3, 5x2<5,

X >0,

3x2 > 0.

14. / chizigli formaning maksimum giymatini va uni maksi
mum giymatga keltiruvchi nugtani toping:
4x, + 3x2 <40,
12xj +3x2 < 24,
i <6,
X2 < 3,
X >0,
x2 > 0.

14.1./= 2 + 4xyp

3X, +2x2 <12,
2X, -X 2 <0,
-3Xj +2x2 <3,
Xt +2x2 < 3,
X >0,

x2 > 0.

14.2./1= =X + 4x2,
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4XX- X2 > -4,
2Xj +3x2 <12,
50 - 3x2 < 15,
X2 <7,
Xj >0,
x2 > 0.

14.3./—2xx+ X2,

X +x2>1,
-5xj +x2 <0,
5xj - x2 >0,
14.4./= 3xj + 2x2, N - x2>-1,
x{+x2 <6,
X >0,
x2 > 0.

Takrorlash uchun savollar

1. Chizigli tengsizliklar sistemasining umumiy ko ‘rinishini
yozing.

2. CHTS ning yechimi deb nimaga aytiladi?
Hamjoyli va hamjoysiz CHTS ta’riflarini ayting.
CHTSning natijasi deb nimaga aytiladi?
CHTSning manfiymas chizigli kombinatsiyasini tuzing.
Birjinsli CHTS deb nimaga aytiladi?
Qavariqg konus ta’rifini ayting.
Ziddiyatli tengsizlik deb nimaga aytiladi?

© N o U w
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X1 MODUL. BURUN SONLAR HALQASIBA
BO‘LINISH MUNOSABATI

24-8J Ttili va murakkab sonlar. EKIJB. EKUK

J Asosiy tushunchalar: tub son, murakkab son, natural son,
natural bo‘luvchilar soni va yig‘indisi, EKUB, EKUK, Eyler
funksiyasi.

Faqgat ikkita turli natural bo‘luvchilarga ega bo‘lgan natural
son tub son deyiladi.

Natural boMuvchilarining soni ikkitadan ortiq bo‘lgan natural
son murakkab son deyiladi.

a > 1lnatural son bo‘lsin. a = p22...p,,n tenglik a sonning
kanonik yoyilmasi deyiladi.

Agar ava b* 0 butun sonlar uchun a = bg munosabatni ga-
noatlantiruvchi q butun son mavjud bo‘lsa, u holda a son b songa
bo 1inadi yoki b son a sonni bo fadi deyiladi.

a =pxlp22 mwAm son uchun x(f=(al+1)(a2+l)... (a."+1) va

cq+l_ i L«2+1, 1 an+

0(«) =—+ TR i boladi.

a va b butun sonlarning ikkisini ham bo‘ladigan son shu son-
larning umumiy bo quvchis'i deyiladi.

avab natural sonlar umumiy boMuvchilarining eng kattasi
shu sonlarning eng katta umumiy bo fuvchisi (EKUB) deyiladi va
u (a; b) ko‘rinishda belgilanadi.

Agar (a; b)—I bolsa, u holda a va b natural sonlar 0 zaro tub
sonlar deyiladi.

fl,, av ..., anbutun sonlarning barchasini boMadigan son shu
sonlarning umumiy bo 1uvchisi deyiladi.

Agar (fl,, a2 ..., fl,)=I bo‘lsa, u holda av av ..., annatural
sonlar 0 zaro tub sonlar deyiladi.

Agar quyidagi ikkita shart bajarilsa, u holda (p(m) sonli funk-
siya Eylerfunksiyasi deyiladi:
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1 <p(h)=I-
2. g(m) funksiya m dan kichik va m bilan o‘zaro tub bolgan

natural sonlar soni.

Natural sonlar to‘plamida aniglangan / funksiya uchun
(m;n)=1bo‘lgandaf(m mn)=f(m) s (n) tenglik bajarilsa, u hol-
da/ funksiya multiplikativfunksiya deyiladi.

Eyler funksiyasi g(m) ni hisoblash formulalari quyidagicha:

m—p tub son bo‘lsa, u holda (p(p)=r — L

m=ra (r — tub son, a — natural son) bo‘lsa, u holda
W)=Pa{(P- 1.

m =P\IPj2mPk bo‘lsa, u holda

,Im) = P? y-m(l -£) (I 1-

I+

).

1-misol. \/neN uchun n(n+I)(2n+1) ning 6 ga bo‘linishini
isbotlang.

Yechish. 1-iisnl. Matematik induksiya metodi. n= 1bo‘lsa, u
holda n(n +1)(2n +1) ifoda 6 ga bo‘linadi. Faraz gilamiz, n=k
uchun k(k +1)(2k +1) ifoda 6 ga bo‘linsin, u holda n=k+ 1 da
(k +1)(k +2)(2k +3) ifoda 6 ga bo‘linadi. Hagigatan ham
(k +1)(k +2)(2k +3) = k(k +1)(2k +1) + 6(k + 1)2 bolganligi va
go‘shiluvchilarning har biri 6 ga bo‘linganligi uchun
(k +1)(k + 2)(2k + 3) ifoda 6 ga bo‘linadi.

2-usid. Natural sonlar gatorida 2 ta ketma-ket kelgan sonlar
ko‘paytmasi n(n+1) 2 ga bo‘linishidan n(n +\)(2n +\) ifoda
ham 2 ga bo‘linadi. «<=1 bo‘lganda 1-2-3=6 va (2,3)=1 ekan-
ligidan (k+ I)(k+ 2)(2k+3) ifodaning 6 ga bo‘linishi uchun
n(n + 1)(2n +1) ifodaning 3 ga bo‘linishini ko‘rsatish kifoya. Qol-
digli bolish haqgidagi teoremaga ko‘ra har ganday natural sonni
n=3fcyoki n=3k+1, yoki n=3k+2 ko‘rinishida ifodalash mumkin.
Bundan

1) agar n—3k bo‘lsa, u holda n(n +1)(2n +1) ifoda 3 ga
bo‘linadi;
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2) agar n=3k+1 ko‘rinishda bo‘lsa, u holda 2n+1—6k+3 va
n(n +1)(2n +1) ifoda 3 ga boflinadi;

3) agar n=3k+2 ko‘rinishida boflsa, u holda n+1=3k+3 va
n(n +1)(2n +1) ifoda 3 ga bo‘linadi.

Demak, n(n +1)(2n +1) ifoda 6 ga bo‘linadi.

3-usul. Agar n{n+\){2n +\) =n(n +1)[(n-1) +(n +2)] -
=(n+1)"(«+!)+n(n+1)0 +2) shakl almashtirishdan foyda-
lansak, u holda n(n +1)(2n +1) ifodani 2 ta ketma-ket keluvchi
3 ta son kofpaytmasidan iborat 2 ta qo&hiluvchili yigfindi ko#i-
nishiga keladi. Ketma-ket kelgan 3 ta natural son kofpaytmasi-
ning 6 ga bo‘linishidan n(n +1)(2n +1) ifodaning 6 ga bofinishi
kelib chigadi.

2-misol. Berilgan 150 va 200 sonlar orasidagi barcha tub son-
lami aniglang.

Yechish. 150 va 200 sonlar orasidagi barcha natural sonlarni
tartib bilan yozib olamiz:

150 151 152 153 154 155 156 157 158 159

160 161 162 163 164 165 166 167 168 169

170 171 172 173 174 175 176 177 178 179

180 181 182 183 184 185 186 187 188 189

190 191 192 193 194 195 196 197 198 199

200

Tuzilgan gatorning birinchi soni 150 - juft son. Demak, 2 ga
boflinadi. 150 dan boshlab gatorning har 2-sonini o£hirib chigamiz:

190 151 JAZ 153 15*T 155...cccminne. W3

Berilgan gatordan 2 ga boflinuvchi sonlarni ofhirib chiqdik.
Endi sonlar gatoridan ragamlari yigfindisi 3 ga bofinadigan bi-
rinchi sonni topamiz. Bu sonni va undan keyin keluvchi har 3-
sonni gatordan o‘chiramiz. Bunda ofhirilgan sonlar ofini ham
hisobga olinadi. Bu jarayonni 7200 * 14 dan katta boAmagan
tub songa boflinadigan sonlarni o&hirguncha davom ettiramiz.
Berilgan gatorning ofhirilmay golgan sonlari 150 dan 200 gacha
bo‘lgan tub sonlardir.
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X 151 W L L 155 X 157 W ]
X T W u3 T W > ]6/ w X
K170 W 173 XK W K K W 179
w 18l w T T T W T T
T 191 wi 193 T 195 T 197 T 199
200

Demak, 150 bilan 200 orasidagi tub sonlarni topish uchun
2, 3,5, 7, 11, 13 ga bolinadigan sonlar gatordan o‘chirildi va
berilgan oraligdagi tub sonlar Eratosfen g‘alviri yordamida anig-
landi. Ular 151, 157, 163, 167, 173, 179, 181, 191, 193, 197,
199.

3-misol. Berilgan 1321 sonning tub yoki murakkab ekanligi-
ni aniglang.

Yechish. Berilgan natural sonning tub yoki murakkab ekan-
ligini aniglash uchun berilgan sonning 4a songacha bolgan tub
sonlarga bolinishi yoki bolinmasligi aniglanadi. Agar berilgan
a son Va gacha bolgan birorta ham tub songa bolinmasa, u
holda u tub son boladi.

Demak, n/1321 « 36 ni topamiz. Berilgan 1321 sonning
36 gacha bolgan tub sonlar 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31 ga
bolinish-bo ‘linmasligini tekshiramiz.

2 ga bolinmaydi, chunki 1321 toq son;

3 ga bolinmaydi, chunki 1+3+2+1=7/3;

5 ga bolinmaydi, chunki 1321 ning oxirgi ragami 1;

1321 7 « 188;

1321 11 * 120;

1321 13 « 101;

1321 17 «77;

1321 19 *69;

1321 23 *54;

1321 29 *45;

1321 31 *42.

Demak, 1321 soni 36 gacha bolgan tub sonlarga bolinmay-
di. U tub son.
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4-misol. Berilgan 123 va 321 sonlaming EKUB va EKUKIari-
ni ikki usulda toping. EKUBnNI berilgan sonlar orqgali chiziqgli
ifodalang.

Yechish. Berilgan natural sonlarning EKUB va EKUKIarini
topish uchun ularni tub ko‘paytiruvchilarga yoyilmasidan yoki
Evklid algoritmidan foydalanish mumkin.

1-usul. Berilgan sonlarning tub ko‘paytiruvchilarga kanonik
yoyilmasini topamiz:

123 3 321 3
41 41 107 107
1 1

123 = 3-41 = 31+411-107°;

321 = 3-107 = 31-41° 1071

n=/p ..Pma" va m=/f" ..P,g" sonlar uchun

EKUB («’m) =/"min@’@) .p2mn(“2R) . .p mn@,R,).

EKUK [«'m] —/*maxai’ N na(“2R2) pmax(a,,R,,)

Demak, (123; 321) =3 va [123; 321] =3 41 107 =13161.

2-usul. Berilgan sonlar uchun qoldigli bo‘lish teoremasi yor-
damida Evklid algoritmini tuzamiz:

321 =123-2 +75; 75=321-123-2;
123 = 75-1 + 48; 48 =123-75-1;
75 = 48-1 + 27, 27 =75-48-1;
48 = 27-1 + 21; 21 =48-27-1;
27 = 21-1 +6; 6=27-21-1;

21 =6-3 +3; 3=21-6-3.
6=3-2+0.

Evklid algoritmidagi oxirgi noldan fargli qoldig EKUB ni beradi.

Demak, (321; 123) = 3. Bundan [321;123] = = 13161.

Topilgan EKUB (321; 123) = 3 ning 123 va 321 lar yordami-
dagi chizigli ifodasini topamiz. Tuzilgan Evklid algoritmidagi goldiqg-
lami bo‘linuvchi va bo‘luvchilar yordamidagi ifodalarini topamiz:
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3=21-6-3 = (48 —27+ 1) —{27 —21+1)-3 =48 —27 -4+ 21 -3 =
=123- 75-1- (75-'48 -1) mh + (48 - 27 -1)-3=123- 75-5+48 -7 -
27 +3=123- (321-123 2) o5+ (123 —75 -1) -7 —(75 - 48 +1)+3 =
=123 18- 321 +5- 7510+ 48 +3 =123 18-321-5-

(321 -123 *2) #10+ (123-75-1)-3 =123-41-321-15-75-3 =
= 12341 - 321 15- (321 -123 2) 3=123+47- 321 W8 =

= 123 +47 + 321 +(-18).

Bundan, 3 =123 47 + 321 +(-18) kelib chiqgadi.

5-misol. Berilgan «=126 sonning natural bo‘linuvchilari soni
va yig‘indisini, undan katta bo‘lmagan va u bilan o‘zaro tub son-
lar sonini toping.

Yechish. Berilgan « sonining natiiral bo‘luvchilari soni x(n)
va natural bo‘luvchilari yig‘indisini a(ri), n dan katta bo‘Imagan
u bilan o‘zaro tub sonlar soni <p(«) larni aniglash uchun n soni-
ning tub ko‘paytuvchilarga kanonik yoyilmasini topamiz. Agar
n= ....Pnn bo‘lsa, u holda

x(«) = (ai +1)(a2+l)...(a, +1);

a(«) — Picqﬂ- i Pim-l-l—l Pnan+1- 1
RA“i P2-1 Pn-1
l—L JI--L]
pi Pp2j V Pn)
bo‘ladi.
«=126 ning tub bo‘luvchilarga kanonik yoyilmasini topamiz:
126 2
63 3
21 3
7
1

Bundan, 126 =2 -3 -7 ekan. U holda
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a) X(126) = (1 +1)(2 +1)(1 +1) = 2 «3 2 = 12. Demak, 126 ning
natural bo‘luvchilari 12 ta. Hagiqatan ham ular: 1, 2, 3, 6, 7, 9,
14, 18, 21, 42, 63, 126;

b) a(126)= 227 B0 721 _F 26 48 _ 5% 13 -31%

Hagigatan ham,
1+2+3+6+7+9+14+18+21+42+63+126=312.

<07126)-126.(1-*)(1-)(1-i).126.1.8 =36.

Demak, 126 dan katta bo'Imagan, u bilan o‘zaro tub sonlar
soni 36 ta.

6-misol. 23! ning tub ko‘paytiruvchilarga kanonik yozilmasi-
ni toping.

Yechish. Berilgan n\ sonning tub ko‘paytuvchilarga yoyilma-
sini topish uchun, n dan katta bo'lmagan tub sonlar ganday
daraja bilan kanonik yoyilmada gatnashishini topamiz.

23 dan katta bo‘lmagan tub sonlar 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23.

2 ning 23! ning kononik yoyilmasidagi darajasini topamiz.
Buning uchun 23 ni 2 ga bolamiz. Bu jarayonni bolinma 2 dan
kichik son boMguncha davom ettiramiz:

23=211 +1,

11=25 +1,

5=2-2+1,

2=21+0.

Demak, 2 ning kanonik yoyilmadagi darajasi 11+5+2+1=19.

3 ning darajasini topamiz:

23 =3-7 +2,

7=3-2+1

3 ning darajasi 7+2=9.

5 ning darajasini topamiz: 23 = 54 + 3.

5 ning darajasi 4.

23 =73+ 2
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7 ning darajasi 3.

23 = 11«2+ 1

11 ning darajasi 2.

13 ning darajasi 1, chunki 23 = 13 « 1+ 10.

Xuddi shunday, 17, 19, 23 laming ham yoyilmadagi daraja-
lari 1 ga teng.

Demak, 23! =219-39-54 -73-112 ml3 #17 19 +23 .

[a mb =768,
[(a,b) =8

7-misol. sistemani ganoatlantiruvchi a va b son-

larni toping.

Yechish. Berilgan a va b sonlarning eng katta umumiy bo‘luv-
chisi 8 ekanligidan, bu sonlarni a=Sk va 6=8/, £,/eZko ‘rinishda
yozib olamiz. Bu yerda (£,/)=1. Bundan a-b =8k-Sl =
=64k | =768 va k ¢/ = 12 larni hosil gilamiz. Demak, 12
0°‘zaro tub k va / sonlarning ko‘paytmasi ko‘rinishida ifodalanadi.
Quyidagi holatlar bo'lishi mumkin:

k / k ol

1 12 12

3 4 12

4 3 12

12 1 12
Bundan, a b a mb

8 96 768

24 32 768
32 24 768
96 8 768

Demak, (a,b):(8;96), (24;32), (32;24), (96;8)
j Misol va mashqlar

1. Tub va murakkab sonlarning quyidagi xossalarini isbotlang:

1.1 a >1 murakkab sonning 1 dan boshga eng kichik natu-

ral boMuvchisi r bo‘lsa, u holda r son tub son bo‘ladi.
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1.2. Har ganday natural a va r tub sonlar yoki o‘zaro tub,
yoki a son r ga bo‘linadi.

1.3. Agar ab kofaytma biror r tub songa bo‘linsa, u holda
ko‘paytuvchilardan kamida bittasi r ga bo‘linadi.

1.4. Agar ko‘paytma r tub songa bo‘linib, uning barcha ko*-
paytuvchilari tub sonlardan iborat boMsa, u holda bu ko‘paytuv-
chilardan biri r ga teng boMadi.

1.5. 1 dan boshqga ixtiyoriy natural son yoki tub son, yoki
tub sonlar ko‘paytmasi shaklida yoziladi, agar bu ko‘paytmada
ko‘paytuvchilarning o‘rni e’tiborga olinmasa, u holda bu ko ‘payt-
ma yagona boMadi.

2. Eratosfen g‘alviri yordamida berilgan sonlatr orasidagi bar-
cha tub sonlarni aniglang:

2.1. 1050 va 1150. 2.2. 2100 va 2200.

2.3. 1100 va 1200. 2.4. 2550 va 2650.

2.5. 1880 va 2000. 2.6. 4550 va 4670.

2.7. 5555 va 5750. 2.8. 4660 va 4770.

2.9. 4422 va 4525. 2.10 1122 va 1222.

3. Berilgan natural sonning tub yoki murakkab ekanligini
aniglang:

3.1. n = 1559, 3.2. n = 1627.

3.3. n = 1783. 3.4. n = 3061.

3.5. n = 3700. 3.6. n = 4057.

3.7. n = 1987. 3.8. n = 2339.

3.9. n = 2671. 3.10. n = 3343.

4, Butun sonlar halgasida bo‘linish munosabatining quyidagi

xossalarini isbotlang:
41. Vag Z a*0)0:a
42. Vag Z a*0)ala
43. Vag Z) a:l
44, Va, b,cgZ b*0,c*0)((a:b)a (b:c)” (a:c).
45. Va,bg Z, a*0,b*0) ((6: :a)) = (b=z%a).
46. VW a b,cg Z, cM0)a:c=>ab:c
47. Va, bgzZ c*0) ((6 :c)a (b:c)=>(azxh):c
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48. (Va, bjez, a®0,i=1n) ((bl:a)n (b2:a)n..n(Eq: a)) =>

NejCj £ bx2+ .. x ZZm)ia (c(g Z, /= 1«).

5. Ixtiyoriy a butun, b natural sonlar uchun shunday yagona
g butun son va yagona manfiymas r butun son topiladiki, nati-
jada ushbu a=bg+r, 0 <r <b munosabatlar o‘rinli bo‘ladi. Is-
botlang.

6. n= p22...plk sonning bo‘luvchisi d bo‘lishi uchun d
sonning kanonik yoyilmasi d =p\' p\2...p[k bo‘lib, bunda R;<a(
(/= 1,k) bolishi zarur va yetarli ekanligini isbotlang.

7. Berilgan n natural sonning natural boMuvchilari soni va

yig‘indisini:
7.1. n = 60. 7.9. n = 1000.
7.2. n = 100. 7.10. n = 1200.
7.3. n = 360. 7.11. n= 1542.
7.4. n = 375. 7.12. n = 3500.
7.5. n = 720. 7.13. n = 680.
7.6. n = 957. 7.14. n = 865.
7.7. n = 988. 7.15. « - 779.
7.8. n = 990. 7.16. a2 = 410.
8. a! ning tub ko‘paytuvchilarga kanonik yoyilmasini toping:
8.1. n —55. 8.7 n = 53.
8.2. n= 92. 8.8. n = 45,
8.3. « = 87. 8.9. n = 50.
8.4. n —63. 8.10. n —38.
8.5.1= 34. 8.11. « = 90.
8.6. /7= 99. 8.12. n = 100.

9. Quyidagi xossalarni isbotlang:

9.1. (a,b)=(a+b,a+2b).

9.2. (a\ b) —d bo‘lsa, u holda shunday u va v butun sonlar
topiladiki, ular uchun au+bv=d tenglik bajariladi.

9.3. (a; c)=1n (b; c)=1=> ((a¢>; c)=1).

9.4. (a>:c)n (a,c)=1) =>(&:c) (c v 0).

9.5. ((a;fr)=1) 1) (V«g?V).
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9.6. ((a;6)=d) =>((£;£)=1).

9.7. ((a:6)A(«;c)A((6;c)=l) => (a:bc) (6 £0, c * 0).

9.8. a—hqg+r==> (a;b)—{b;r).

9.9. &son a va b sonlaming EKUBI bo‘lishi uchun d umu-

miy bo‘luvchi a va b sonlarning har ganday umumiy bo‘luvchi-
siga bo‘linishi zarur va yetarli.

9.10. Agar (ava2...,an)~d bo‘lib, (avad—d2 (d2a3d=dv ...,

(dn-i',ap=dnbo‘lsa, u holda dn=d boMadi.
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10. Berilgan sonlarning EKUBIini ikki usulda toping:
10.1. 1232, 1672.

10.2. 135, 8211.

10.3. 589, 343.

10.4. 29719, 76501.

10.5. 469459, 519203.
10.6. 179370199, 4345121.
10.7. 12606, 6494.

10.8. 162891, 32176.

10.9. 7650, 25245.

10.10. 35574, 192423.
10.11. 10140, 92274.

10.12. 46550, 37730.
11. x va y natural sonlami toping:

(x,y) = 30. [(x,y) = 20.

x 1
X+y =661,

1L3" \[x,y] =m (a,b).

x my - 20,

1151 Xy 1L6* {[x,j] = 10.

" \x,y] =975.



x 5 .
119 —=q> ix +y = 100,
e (X,y) =28 11100- LLrX,y]lz

fl  Takrorlash uchun savollar

. Arifmetikaning asosiy teoremasini bayon eting.

. Tub va murakkab sonlaming ganday xossalarini bilasiz?
. Bo‘linish munosabati xossalarini bayon eting.

. Qoldigli bo‘lish hagidagi teoremani bayon eting.

. Sonli funksiya deb nimaga aytiladi?

i (n) va o(n) sonli funksiyalar qanday hisoblanadi?
Ikkita sonning EKUBIi deb nimaga aytiladi?

n ta sonning EKUBIi ganday topiladi?

. Ikkita sonning EKUKi deb nimaga aytiladi?

10. n ta sonning EKUKi ganday topiladi?

11. 0 ‘zaro tub sonlar deb nimaga aytiladi?

12. Evklid algaritimini tushuntiring.

copo_\l_mm-hooml_\

25-8.  Chekli zanjir kasrlar. Munosib kasrlar

| Asosiy tushunchalar: uzluksiz zanjir kasr, chekli zanjir kasr,
munosib kasr.

Ushbu
o+ Y
g +
fl2 +...
+h -
“k
(ai (i=0,k), bj(j=I1,k) butun sonlar) ko‘rinishdagi ifoda uzluk-
siz zanjir kasr deyiladi. Agar (1) da by=b2= ... =bk=\, a0 —butun

son, av a2 ... ak —natural sonlar bo‘lib, ak> 1 bo‘lsa, u holda
ushbu
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a2+

1
e |

%

ifoda chekli zanjir kasr deyiladi.
T =30 + ——cmemmmmm Y- bo‘lsin.
T
a2 +

an

N(—a0 deb olaylik. U holda bu nolinchi tartibli munosib kasr
deyiladi.
A =a0 +—=22"___ birinchi tartibli munosib kasr deyiladi.

A2 = a0 +—Ll - —ikkinchi tartibli munosib kasr deyiladi.
CFJ+é
«

A =T esa n-tartibli munosib kasr deyiladi.

Al =-Y :ﬁe‘o deb belgilaylik. U holda RO=a0, QO=1 hosil
bo‘ladi.

A =060 = desak, u holda R™a”a”+I, 0=ax
hosil bo‘ladi.
AR = @ #-—-y- =N ikkinchi tartibli munosib Kasr:
G+—

a2

A,—T= 81_ n- tartibli munosib kasr.
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Shu yo‘l bilan R(, Rv Rv ..., Q0, Qv Qv ... ketma-ketliklar-
ni hosil gilamiz. Bu ketma-ketliklardan quyidagi rekurrent for-
mulalami hosil gilamiz:

~ Pk-iak+ R-k-2” Qk~Qk-\ak+ Qk-2-

@---- k- tartibli munosib kasr deyiladi.

T? 2=0, 0_2=1, Q-x-0 deb belgilaylik. Lekin ularning
0‘zi ma’noga ega emas. Yuqoridagi tushunchalardan quyidagi
jadvalni tuzamiz:

K -2 -1 0 1 2 n—1 n

Ak - - a0 «l a2 an-1

Pk 0 1 Po Pi P2 Pn-l  Pn
x 1 0 00 (0% 02 w Ot n
1-misol. Berilgan — kasrni chekli zanjir kasr ko‘rinishida

ifodalang va uning munosib kasrlarini toping.

Yechish. =2 kasrni chekli zanjir kasr ko‘rinishida ifodalash

magsadida 104 va 23 sonlari uchun Evklid algoritmini tuzamiz:

104 = 23-4 + 12;
23 =12-1+ 11,
12=111+1;
11=1-11+0.

Evklid algoritmidagi tengliklarning har ikkala tomonini bo*-
luvchilarga bo‘lamiz:
104 A 12



Hosil bo‘lgan tengliklaming o‘ng tomonidagi kasr sonni uning
teskarisi bilan almashtirish natijasida

104 12 _ 1 _ _ 1 R
ERRAr REAr-REANEL 4+
1+- 1+- l+r
12 12 12 L
u u
chekli zanjirni hosil gilamiz. Uni gisgacha =[4; 1, 1, 11]
ko'rinishda ifodalaymiz. Agar berilgan kasr manfiy boMsa, birin-
chi qgoldigni musbat gilib olamiz. Masalan, B = 2+2 vakasr
gismi chekli zanjir ko‘rinishida ifodalanadi:
23 _ | .
B 2+¢ A 2+ivERT, 243
3 3

Berilgan 12%4= [4; 1, 1, 11] ning munosib kasrlarini topish

uchun quyidagi jadvalni tuzamiz:

K -1 0 1 2 3
4k — 4 1 1 11
Pk 1 4 5 9 104
Qk 0 1 1 2 23
__4. _c. A A 104
Demak, |- =4; Q@ =5 ® B = -

2-misol. Berilgan VN sonni zanjir kasr ko‘rinishida ifodalang.

Yechish. VI4 =3 g

_ 1
" VI4-3 «Q
o _ 1 ] VI4+2 24
Vi4+3 nln-1 a3
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1 2 Ti4+2 i 1

a3 ~ VI4+2 ~ V14-2 * 5 - ad’
2
ad=-=);——-=-=f£—=Vi4d +3 =6 +—
n/14+2 _x  VI14-3 a5
5
1

Vi4+3-6  V14-3'
a5= a, boMganligi uchun, yana yuqoridagi jarayon hosil bo‘ladi.
Demak, Vi4 =[3; (1, 2, 1, 6)].
3-misol. -117x +343y =119 tenglamani butun sonlar to ‘p-
lamida yeching.
Yechish. Tenglamani 117(-x) + 343y =119 ko‘rinishida yozib
olamiz va ax + by + ¢ tenglama agar (a, b) =1 bo‘lsa,

X=(-1)"“1ec+Qn\ + bt,
y =(-1)" ecePny- at, tez
formulalar orqali topiladigan butun yechimlarga ega. Buning

uchun ~ kasming munosib kasrlari topiladi.

T =>K uchun chekli zanjir kasrni topamiz:

117 = 0-343 + 117;
343 =117-2 + 109;

117 =109 1+8;
109 = 8-13 + 5;
8=5-1+3
5=3¢1+2;
3=21 +1,
2=1-2+0.

117
Demak, — =1[0;2, 1, 13, 1, 1, 1, 2]. Munosib kasrlar

jadvalini tuzamiz:
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Kk -1 0 1 2 3 4 5 6 7
K 0 2 1 138 1 1 1 2
Pk I 0 1 1 14 15 29 44 117
ok 0 1 2 3 41 44 8 129 343

P6—44, Q6 —129 lardan foydalanamiz.

" jd=(-1)6 119 129 = 15351,

Xususiy yechim: v = (1), 119-44 = -5236.

Umumiy yechim:

j-x =15351 + 343/, x =-15351 -343/,
[y =-5236-117/, tez yOki y =-5236-117/, tez.

Berilgan misolni yechishda - "7 uehun zanjir kasrni tuzish
ham mumkin.

U holda = 1,1, 13, 1, 1, 1, 2] bo‘lib, k=8,

a=-117, b =343, c.= 119, PnA =P7 =-44, R,-i =Qi =129
bo‘ladi.

jx =-15351 + 343/,
Undan | 5236 +1yjt tez Mec”'ITar hosil bo‘ladi.

Misol va mashglar

1. Quyidagi tasdiglarni isbotlang:
1.1. Har ganday ratsional con chekli zanjir kasrga yoyiladi va
bu yoyilma yagona bo‘ladi.

12. 4 ="-{k =0Tn).

1.3. RkQk-i~PkiQk—{—)® 1tenglik k ning har ganday qiy-
matida to‘g‘ri bo‘ladi.

p
1.4. Ak =-(%- munosib kasrning surati bilan maxraji o°‘zaro

tub, ya’ni (Rk; QR =1 bo‘ladi.
218



2. Berilgan kasrni chekli zanjir kasr ko‘rinishida ifodalang:

21 323 n~ 135 90 187 2 4.

17 ' e 2797 v 63 m 67
25 07 127 2.8.

337 ° <" -#nm ¢ 2! 35
29. 1.23.  210. 11. 211, 51, 212. 507

3. Berilgan irratsional sonlami chekli zanjir kasr orgali ifoda-
lang:

3.1. VIT. 3.2. VI2. 3.3. n/is.
3.4. n/28. 3.5. n/30. 3.6. n/59.
3.7. 1+ n/2. 3.8. so e
3.16. **V° 3.11, 27 3.12. 34n .

4. Quyidagi zanjir kasrlar orgali ifodalanuvchi gisgarmas
kasrlarni toping:

4.1. [2;1,3,4,2]. 4.7. [4;(3,2,1)].

4.2. [2;1,19,1,3]. 4.8. [(2,1)].

4.3. [2;14,3,1,2]. 4.9. [3;(3,6)].

44. [1;1,2,3,4]. 4.10. [1;(1,2)].

45. [0;4,1,2,5,6]. 4.11. [1;7,(1,6)].

46. 1—2;1,3,1,1,5]. 4.12. [3;(5,2,1,2)].

5. Berilgan tenglamalami butun sonlar to‘plamida yeching:
5.1. 38x + 117j = 209. 5.2. 23x - 42y = 72
53. 119x-68y = 34. 5.4. 15x + 28y = 185.
5.5. 41x +114y =5. 5.6. 90x -5j> = 5.

5.7. 49x +9y = 400. 58. 10x-Ily =15
5.9. 12x + 31j; = 170. 5.10. 31x - 41y = 23.
5.11. 37x + 23y = 15. 5.12. 10Ix + 39y = 89.
5.13. 53x + 17y = 25. 5.14. -26x + 174) = 2.
5.15. 64x - 39y = 15. 5.16. -6x +11y = 29.
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5.17. 3827x +3293y = 1869. 5.18. -FOx +23y = 17.
5.19. 571x + 359y = -10. 5.20. 903x +5y =43

Takrorlash uchun savollar

1. Uzluksiz kasr deb nimaga aytiladi?

2. Chekli zanjir kasr deb nimaga aytiladi?

3. Ratsional sonni chekli zanjir kasrga yagona yo‘l bilan
yoyishni bayon eting.

4. Munosib kasrlar hagida tushuncha bering.

5. Munosib kasrlar hagidagi teoremalarni bayon eting.

6. Chekli zanjir kasrlar tatbigiga misollar keltiring.

26-8.  Sistematik sonlar va ular ustida amallar

y Asosiy tushunchalar: sanoq sistemasi, asosi g ga teng boMgan
sistematik son, sistematik sonlarni qo‘shish, ayirish, ko‘pay-
tirish, bo‘lish.

0 ‘nlik sanoq sistemasidan boshga 2, 5, 7, 12, 60, ... sanoq
sistemalari ham mavjud. Bu sanoq sistemalarining barchasi bitta
umumiy yo‘nalish asosida quriladi.

m> 1natural son bo‘lib, M={0, 1, 2, ..., m—1} to‘plam beril-
ganda har ganday a natural son uchun ushbu a—aO+alm+
+a2m2+...+amn=alm°+alml+...+amn (a”M, i=1,n, an* 0)
yoyilma mavjud va yagonadir. a natural sonning bu ko‘rinishi
a ni m ning darajalari bo yicha yoyish deyiladi.

Ixtiyoriy g> 2 natural son va har ganday m natural son uchun

m=af+arf~ 1+..+algrtaQ(0<a<g~ 1,/=0,n- 1, 1<an<g-1)

tenglikni yoza olamiz. Undagi a0, av ..., anlar m sonning ragam-
lari deyiladi, uni m=(ananl,...,a,0) ko‘rinishda gisqacha yozish
mumkin. Bu ko‘rinishdagi son asosi g ga teng bo ‘lgan sistematik
son deyiladi.

g asosli ixtiyoriy avab sonlarni qo‘shish, ayirish, ko‘payti-
rish va bo‘lish ko‘phadni ko‘phadga ko‘paytirish kabi bajariladi.
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1-misol. Hisoblang:

(2023324 + 222014) + (2201114 - 323034)-232303014 :1134.

Yechish. 4 lik sanoq sistemasida berilgan amallarni bajarish
uchun qo‘shish va ko‘paytirish amallari jadvallarini tuzib olamiz:

+ 0 1 2 3 x 0 1 2 3

o o0 1 2 3 0O 0 0 0 O

1 1 2 3 10 1 0 1 2 3

2 2 3 101 2 0 2 10 12

3 3 10 11 12 3 0 3 12 21

Berilgan misoldagi amallarni bajaramiz:
2023324 Tekshirish: 2311334
222014 2023324
2311334 222014
2201114 Tekshirish:  + 1212024
323034 323034
1212024 2201114
2311334 Tekshirish: 10130014
1212024 2311334
0130014 1212024
232303014 1134 Tekshirish: y 2002034
232 2002034 1134
_ 303 1201221

232 + 200203
_ 1101 200203
1011 232302114
304

32114+ 304= 23233014.

5) 10130014
2002034

12132104
Demak, javob: 12132104
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2-misol. n asosda berilgan sonni m va k asoslarga o ‘tkazing:
a=211, n=3, m=2, k=4
Yechish. Berilgan 6 sonni 3 lik sanoq sistemasidan 2 lik

sanoq sistemasiga o ‘tkazish uchun berilgan sonni va hosil bo‘la-
digan bo‘linmalarni 2 ga bo‘lamiz:

2113 93 - 1023 23 _ 12 23 _ 23 23 _ 13
2 1023 2 12, 11 2. 23 13 0
1 o 12 1 0 1
11 11

1 ~7

Bu jarayonni bo‘linmada 0 hosil bo‘lguncha davom ettiramiz.
Oxirgi goldigdan boshlab barcha qoldiglar yordamida berilgan
sonning 2 lik sanoq sistemasidagi ifodasini topamiz: 2113= 101102

Tekshirish ikki usulda bajariladi:

1-usul. 2113 va 101102 sonlar o‘nlik asosga o ‘tkazilib solish-
tiriladi.

2-usul. 101102 uchlik asosga o ‘tkaziladi.

2113 =2-32+1-31+1-3° =18+3+ 1=2210,

101102 = 124 + 023 +1 *22 +1 «21+0-2° =16+4+2 = 2210

Demak, 2113 son ikkilik asosda to‘g‘ri ifodalangan. 2113 ning
to‘rtlik asosdagi ifodasini topamiz. Buning uchun 2113 ning
o‘nlik asosdagi ifodasini topib, hosil bo‘lgan sonni to ‘rtlik asosga
0 tkazamiz: 2113= 2210

22

10 410 _ ~0 4,0 — 110 410
20 Ao 4 110 0 00
2 1 1

Demak, 2210=1124, bundan 2113—1124. Tekshirish yugorida-
gi usullarda bajariladi.
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Misol va mashglar

1. Hisoblang:

1.1. 11012+ 10112 12. 10112+ 11012

1.3. 1000U02- 110112 1.4. 1000112 : 1012

1.5. 36047 « 4237. 1.6. 7(10)112 « 5(11)7312

1.7. 23054y + 43267.
1.8. (10)(11)79212 + 9534(10)2 + 70(10)012

1.9. 261537 : 3267. 1.10. 8(1005)(11)12 : 9(10)12
1.11. 1018: 328

2. Hisoblang:

2.1 11011,1012 + 101,0112.  2.2. 11,0012 =1,012

2.3. 111,012+ 101,1012 2.4. 0,258+0,438.

2.5. 2,68+3,48

3. Amallami bajaring:

3.1. 73068 + 256458 -67748-2615649.

3.2. (4256 +546- 5316 436). : 2456.

3.3. 206718 : 1318 - 1408.

3.4, 232135: 325+ 1135+ 35- 12425

3.5. 2320115:104 + 12345+ 3225- 10221315

3.6. (5638 + 2170) » 15, + (23650 - 6368):178- 151228,
3.7. 1201 3: 1023+ 2013« 123- 112203

3.8. 63257 - 4567 - 1503357:237- 5517

3.9. 32157 « 247 - 114617:257+15327 - 1150447.

3.10. (41238- 42218 - 118+ (1222g+ 7739 : 3g.

3.11. (33334 + 22224) « 124 - (2310204+33333334) : 234.
3.12. [(215,, + 5328 « 16, - (1103L - 527,,)32J : 147758
3.13. [(3516« 146- 11536:316- 1506) : 2056] : 256.

4. Berilgan sonlarni o‘nlik sanoq sistemasida ifodalang:

4.1. 1001112 4.2. 110011012,
4.3. 3458 4.4. 5071g.

4.5. 13008 4.6. 333117.
47. 46027 4.8. (10)6(11),
4.9. 260147, 4.10. 421256,

4.11. 530415,
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5. Berilgan sonlarni o‘nlik sanoq sistemasida ifodalang:

5.1. 0,1112 5.2. 0,1102

5.3. 11001,11112 5.4. 437,321g.

5.5. 0,0278

6. Bir sanoq sistemasidan ikkinchisiga o ‘ting:

6.1. 333117 x12 6.2. 210001221223 -* x9.

6.3. 46725109 -> Xy 6.4. 111101110111000012 -> X8
6.5. 210667548 -> x2 6.6. 2063157 x5

6.7. 32014  x8
7. 0 ‘nlik sanoq sistemasidan berilgan sanoq sistemalariga
o0‘ting:

7.1. 2042  x2,yv z5m 7.2. 2786 -> X2, yv %
7.3.729"X 7. 7.4. 231632 N XT.
7.5. 23163 —xg. 7.6. 17527 -* xg
8. X ni toping:
8.1. 201418 8.2. 203x=5310 8.3. 106x=1537.
8.4. 236x=12405  8.5. 324x=100223 8.6. 541x = 20146.
8.7. 364x=30014. 8.8. 401x=2657. 8.9. 100x=347.
9. Quyidagi tengliklar 0 ‘rinli bo‘lgan sanoq sistemasini toping:
9.1. 12 + 13 = 30. 9.2. 15+ 16 = 33;
9.3. 35 + 40 = 115. 9.4. 236 —145 = 61.
9.5. 263 - 214 = 46. 9.6. 216 *3 = 654.
9.7. 656 : 5 = 124. 9.8. 736 : 6 = 121.
9.9. 1520 : 12 = 123. 9.10. 10 *10 = 100.

| Takrorlash uchun savollar

1. Sanoq sistemalari hagida tushuncha bering.

2. Sistematik son deb nimaga aytiladi?

3. Sistematik sonlar ustida amallar ganday bajariladi?

4. Bir sanoq sistemasidan boshga sanoq sistemasiga o ‘tishni
tushuntiring.
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X1l MODUL. TAQQOSLAMALAR

m... e, t,

27-§ Butun sonlar halgasida tagqoslamalar.
" Eyler va Ferma teoremalari

y Asosiy tushunchalar: «taqgoslanadi» munosabati, chegirmalar
sinfi, chegirmalaming to‘la sistemasi, chegirmalarning keltiril-
gan sistemasi, Eyler teoremasi, Ferma teoremasi.

Z —butun sonlar halgasi bo‘lib, m > 1 natural son bo‘lsin.

Agar Z halgaga tegishli a va b sonlarni m natural songa bo‘l-
ganda hosil bo‘lgan goldiglar teng bo‘lsa, yoki a —b ayirma m ga
bo'linsa, ya’ni a=b+mq tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda a va b son-
lar m modul bo‘yicha taqqoslanadi deyiladi va u a=b{moam)
ko‘rinishda belgilanadi.

m ga bo‘linganda r ga teng bir xil goldiq beradigan butun

sonlar to‘piami m modul bo‘yicha chegirmalar sinfi deyiladi va r
kabi belgilanadi.

m modul bo‘yicha tuzilgan har bir chegirmalar sinfidan ix-
tiyoriy bittadan element olib tuzilgan to‘plam m modul bo‘yicha
chegirmalaming to 1a sistemasi deyiladi.

m modul bilan o‘zaro tub bo‘lgan barcha chegirmalar sinfidan
ixtiyoriy bittadan chegirma olib tuzilgan to‘plam chegirmalaming
tn modul bo yicha keltirilgan sistemasi deyiladi.

Eyler teoremasi. Agar (a;m)=1 bo‘lsa, u holda agm=1 (modm)
taggoslama o Trinli bo1adi.

Ferma teoremasi. Agar (a;r)=1 bo‘lsa, u holda ap~;=1
(modm) taggoslama o rinli bo iadi.

1-misol. a=2511 sonini 6=123 ga bo‘lgandagi qoldigni toping.

Yechish. Qoldigli bo‘lishi haqgidagi teoremadan foydalanib
a=bqg+r, 0 <r< bifodani topamiz: 2511=123 «20+51.

Demak, «=2511ni ¢(>=123 ga bo‘lganda r = 51 qoldiq qoladi.

2-misol. a=25m ni 6=16 ga bo‘lgandagi goldigni toping.

Yechish. a=25112sonini 16 ga bo'lish uchun tagqoslamaning
xossalaridan foydalanamiz. 25=16-1+9 ekanligidan 25=9(mod 16)
kelib chigadi. Bundan
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25112 =9112M(92)5%6=-8 1%. 81=16 «5+1 ekanligini e’tiborga ol-
sak, u holda 25112=815%" | %5=1(mo0dI6).
Demak, 25112 ni 16 ga bo‘lganda 1 qoldiq qgoladi.

3-misol. Agar 100a+I0fb+c = 0 (mod 21) bo‘lsa, u hol-
da 6 —26 + 4c =0 (mod 21) ekanligini isbotlang.

Isbot. Tagqoslamaning ikkala tomonini modul bilan o‘zaro
tub 4 songa ko‘paytiramiz: 400<z+406+4c = 0 (mod 21).

400=21 « 19+1, 40=21 «2+(—2), 4=21 «0+4 lardan foydala-
nib, quyidagi taggoslamalami yozamiz :

40006 = a (mod21), chunki 4006 —a = 399a \ 21,

406 = —2b (mod 21), chunki 406 —(—26) = 426 : 21,

4c = 4c (mod 21), chunki 4c —4c = 0 : 21.e

Berilgan taggoslamadan yuqoridagi taggoslamalami e’tiborga
olib, 4000+406+4c = a —26 + 4c (mod 21) tagqoslamani hosil
gilamiz.

Demak, 400a+406+4c = 0 (mod 21) shartdan a~26+4c =
s 0 (mod21) kelib chigadi.

»Si Misol va mashqlar

1. Butun sonlar halgasida aniglangan taggoslama munosaba-
tining quyidagi xossalarini isbotlang:

1.1. Taqqoslama ekvivalent binar munosabat.

1.2. Bir xil modulli tagqoslamalami hadma-had qo‘shish
(ayirish) mumkin.

1.3. Taggoslamaning bir gismidagi sonni uning ikkinchi qis-
miga qarama-qarshi ishora bilan o‘tkazish mumkin.

1.4. Taqgoslamaning ixtiyoriy gismiga modulga karrali sonni
go‘shish mumkin.

1.5. Bir xil modulli tagqoslamalami hadma-had ko‘paytirish
mumKin.

1.6. Tagqoslamaning ikkala gismini (modulni o‘zgartirmay)
bir xil natural darajaga ko ‘tarish mumkin.

1.7. Modulni o‘zgartirmagan holda taggoslamaning ikkala
gismini bir xil butun songa ko‘paytirish mumkin.

1.8. Agar x= y(modm) bo‘lsa, u holda ixtiyoriy butun koef-
fitsiyentli f(x)=afxn+axn I+... +an Ix+an f(y)=a0 kaiy ir1+...+
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+an w+ anko'phadlar uchun f(x) =f(y) (mod m) taggoslama
o‘riali bo‘ladi.

1.9. Agar bir vaqtda ai=bj (modm)(i=l,n) va x=y (mod m)
taggoslamalar o‘rinli bo‘lsa, u holda
ap¢l+alogN+...+anlx +an=b0/ + bly Hl+...+bn ly+bn(mod m)

tagqoslama o‘rinli bo‘ladi.

1.10. Taqgoslamada gatnashuvchi qo‘shiluvchini o‘zi bilan
teng qoldigli bo‘lgan ikldnchi songa almashtirish mumkin.

1.11. Tagqoslamaning ikkala gismini modul bilan o°‘zaro tub
bo‘lgan ko‘paytuvchiga gisqartirish mumkin.

1.12. Tagqqoslamaning ikkala gismi va modulini bir xil musbat
songa ko ‘paytirish mumkin.

1.13. Taggoslamaning ikkala gismi va moduli umumiy
ko‘paytuvchiga ega bo‘lsa, u holda bu taggoslamaning ikkala qis-
mi va modulini bu umumiy ko‘paytuvchiga bo‘lish mumkin.

1.14. Agar tagqoslama bir nechta modul bo‘yicha o‘rinli
bo‘lsa, u holda bu tagqoslama shu modullarning eng kichik
umumiy bolinuvchisi bo‘yicha ham o‘rinli bo‘ladi.

1.15. Agar taqgoslama biror m modul bo‘yicha o‘rinli bo‘lsa,
u holda bu tagqoslama modulning ixtiyoriy bo‘luvchisi bo‘yicha
ham o‘rinli bo“ladi.

1.16. Tagqgoslamaning bir gismi va modulining EKUBI bilan
uning ikkinchi gismi va modulining EKUBI o°zaro teng bo‘ladi.

1.17. Sinfning bitta chegirmasi m modul bilan o‘zaro tub
bo‘lsa, u holda bu sinfning barcha elementlari ham m modul bi-
lan o‘zaro tub bo‘ladi.

2. Bo‘lish natijasida hosil bo‘lgan goldigni toping:

2.1. 15231 ni 14 ga.

2.2. 15231+ 2 ni 16 ga.

2.3. 15325- 1ni 9 ga.

2.4, 12131 + 144¥Ani 13 ga.

2.5. 20828 ni 23 ga.

2.6. 25- 7ni 25 ga.

2.7. 3L + 5ni 17 ga.

2.8. 10Z;2 + 10 ni 22 ga.

2.9. 18&815- 3ni 14 ga
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2.10. 210+ 520 ni 29 ga.

2.11. 131054 - 23 « 16X + 2217 ni 15 ga.

2.12. 29299 - 34UA+ 29 «41 <623 - 24 « 171Dni 31 ga.
3. Har ganday a, b lar uchun quyidagilarni isbotlang:
3.1 (lla+5)2l + (112>+6)2+1 = 0 (mod 11).

3.2. (13a+3)3R2+ (136—4)3+2+1 =0 (mod 13).

33. 934+ 3 + 1=0 (mod 13).

4. Berilgan sonlarning oxirgi ikkita ragamini toping:

4.1. 29%, 4.2. 399 4.3. 2341
4.4, 28928, 4.5. 2032038 4.6. 14144,
4.7. 99, 4.8. 790,

5. Isbotlang:

5.1. Agar (a + b —c) \ 2 bo‘lsa, u holda (a —b —c) : 2.

5.2. Agar (11a + 2b) : 19 bo‘lsa, u holda (18a + 5b) : 19.

5.3. Agar (a —5b) : 17 bo‘lsa, u holda (2a + Ib) : 17.

5.4. Agar (12a —7b) : 16 bo‘lsa, u holda (4a + 23b) \ 16.

5.5. Agar (a —5b) : 19 bo‘lsa, u holda (10a + Ib) : 19.

5.6. Agar (16a—1Ib + ¢): 21 bo‘lsa, u holda (11a —b+ 2c) : 21.

5.7. Agar (6a —Ilib) : 31 bo‘lsa, u holda (a —b) : 31 .

5.8. Agar (50a + 86 + c) : 21 bo‘lsa, u holda (a + b + 8c) : 21.

5.9. Agar (15a + 3b) : 17 bo‘lsa, u holda (5a + b) : 17 .

5.10. Agar (50a—b + 60c): 388 bo‘lsa, u holda (a —4b + 41c): 194.

6. Quyidagilarning gaysilari uchun Eyler teoremasi o‘rinli
ekanligini aniglang:

6.1.a=2 m=09. 6.2. a= 2, m—15
6.3.a= 3, m=4 64.a=3, m=9
6.5.a=3, m—16. 66.a=4 m= 9.
6.7.a=5 m = 24. 6.8. a= 2, m—33.

6.9. a= 3, m—24.
7. Quyidagilarning gaysilari uchun Ferma teoremasi o‘rinli
ekanligini aniglang:

71.a=2,p =3 72.a=2,p=5.
73.a—3,p =2 74.a=10,p —5.
75. a—5p =2 76.a=5p=3
1.1. a—5p —1L 78.a=4,p=3
79.a=4,p =5 7.10.a= 14,/>= 1.
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8. Eyler teoremasi yordamida boMishdan hosil bo‘lgan qoldig-
ni toping:

8.1. 767ni 12 ga. 8.2. 10936 ni 14 ga.
8.3. 197157 ni 35 ga. 8.4. 35623 ni 39 ga.
8.5. 3831/ ni 45 ga. 8.6. 293Zh ni 48 ga.
8.7. 4391 ni 60 ga. 8.8. 5274 ni 65 ga.
8.9. 3531 ni 75 ga. 8.10.485& ni 129 ga.

9. Ferma teoremasi yordamida bo‘lishdan hosil bo‘lgan qol-
digni toping:

9.1. 9333 ni 7 ga. 9.2. 5008100 ni 5, 7, 11, 13 ga.
9.3. 429 ni 17 ga. 9.4. 208 ni 17 ga.

9.5. 259833 ni 17 ga. 9.6. 23034 ni 37 ga.

9.7. 719ni 67 ga. 9.8. 51242 ni 101 ga.

10. Bo‘lish natijasida hosil bo‘lgan goldigni toping:

10.1. 458 ni 24 ga. 10.2. 67 ni 26 ga.

10.3. 96WB ni 92 ga. 10.4. 20441 ni 111 ga.
10.5. 46013 ni 425 ga. 10.6. 763'7ni 29 ga.

10.7. 342Z%6ni 29 ga. 10.8. 5813/ ni 37 ga.
10.9. 1010 ni 67 ga. 10.10. 24448 ni 73 ga.
10.11. 74918 ni 79 ga. 10.12. 34126 ni 89 ga.
10.13. 175411 ni 629 ga. 10.14. 272141 ni 135 ga.
10.15. 3510 ni 1242 ga. 10.16. 206n+5 ni 9 ga, neN.
11. Bo‘lish natijasida hosil bo‘lgan goldigni toping:

11.1. 710+ 810 ni 5 ga. 11.2. 1010+ 4010ni 7 ga.
11.3. 310+ 410 ni 7 ga. 11.4. 550+ 2570 ni 9 ga.
11.5. 2580+ 408 ni 11 ga. 11.6. 1580+ 2030 ni 13 ga.
11.7. 570+ 750 ni 12 ga. 11.8. 350+ 750 ni 101 ga.

11.9. (12371% + 145)8ni 111 ga.

11.10. 3-55+ 4-710ni 132 ga. 11.11. 5320+ 4317ni 37 ga.
11.12. 3785« 427%@1ni 41 ga. 11.13. 3720+ 2312ni 61 ga;
11.14. 319 3r“1ni 19 « 37 ga;

11.15. (5622 + 179 - 346) *923 ni 23 ga.

11.16. (63157 + 25058) « 926 ni 23 ga.

11.17. 7180 - 380 ni 100 ga.

11.18. (12371% + 34)8 ni 111 ga.
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12. Quyidagi sonlarning oxirgi ikkita ragamini toping:

12.1. 31m 12.2. 3219 12.3. 11283
12.4. 13219 12.5. 1790 12.6. 198
12.7. 903124 12.8. 5731RL 12.9. 210
12.10. 21s3. 12.11. 10254

13. Isbotlang:

13.1. 211'3= 2 (mod 11  31).
13.2. 29B“ = 1 (mod 19 » 73).
13.3. 217 9= 23 (mod 17 « 19).
13.4. 21083 10@= 1 (mod 10932,
135. 273 37“ 1= 1 (mod 73 « 37).

14. Isbotlang:
14.1. a1l —a \ 42. 14.2. an —a : 66.
14.3. a2l - a3i 27. 14.4. a®2 - a2\ 100.

145. alB - a3i 125.

14.6. al2- bn \ 65, (a,65) = (&) = 1

14.7. a3 - a \ 2730.

148. aB0 - 11561, (a, 561) = 1

149. aml - a i 11

14.10. al0 - a6—a4+ 1 35, (a, 35 = 1L

14.11. 1410 —1 ! 45.

14.12. 131/6- 11 89.

14.13. 37265450 + 72 « 107 i 18.

14.14. 2108 - 2 i 10932

14.15. 4328 + 2343 ! 66.

14.16. 22296 + 55522 ! 7.

14.17. 220119 + 692019 + 119620 i 102.

15. Ixtiyoriy m,n natural sonlar uchun quyidagilami isbotlang:
151. nl1+ 6n : 7. 152. 10"O9n- )+ 1i09.
15.3. 3«5+ + 23nH i 17. 15.4. 620t + 5742 ! 31.
15.5. Agar m = 2n bo‘lsa, 20m + 16m —3m —1 : 323.
15.6. mn(m60 - n6)) ! 56786730.

15.7. Agar (m,12) = (n,12) = 1bo‘lsa, m% - b% : 144.
16. Isbotlang:

16.1. Agar ax+ a2 + ... + an=0 (mod30), ava2...amZ bo‘lsa,

u holda a{ + +...+aB =0 (mod 30).
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16.2. Agar neN, (a, 10) = 1bo‘lsa, u holda amn+l = a (modlOQO).
16.3. Agar (n,6) = 1bo‘lsa, u holda n2= 1 (mod 24).

16.4. am+ ath=0 (mod 7) =>a 7, m, ne N.

16.5. Agar a butun sonning kubi bo‘lsa, u holda

(a—Da( a+ 2)= 0 (mod 504).
| Takrorlash uchun savollar

1 Tagqoslama deb nimaga aytiladi?

2. Taggoslamaning sodda xossalarini bayon eting.

3. Modul bo‘yicha chegirmalarning tola sistemasi deb nima-
ga aytiladi?

4. Modul bo‘yicha chegirmalarning keltirilgan sistemasi deb
nimaga aytiladi?

5. Eyler va Ferma teoremalarini bayon eting.

28-§. Birinchi darajali va tub modul bo‘yicha
yuqori darajali tagqoslamalar

| Asosiy tushunchalar: bir noma’lumli n- darajali tagqoslama,
taqqoslamaning yechimi, teng kuchli taggoslamalar, bir no-
ma’lumli birinchi darajali tagqoslama, tub modulli taggoslama.

Koeffitsiyentlari butun sonlardan iborat
fix) =afpdl+ a~r+ .. + an”™x + an
ko‘phad berilgan bo‘lsin.

Ushbu /(x)=0(modm) (aQson m ga bo‘linmaydi, «jgZ,
m > 1) ko‘rinishdagi taqqoslama bir noma’lumli n- darajali tag-
goslama deyiladi.

Agar x~c boMganda f(c)=0 (modm) tagqoslama to‘g‘ri bo‘lsa,
u holda c¢ sonfix) tagqoslamani ganoatlantiradi deyiladi.

Agar c son/ (x) taggoslamani ganoatlantirsa, u holda c¢ che-
girmalar sinfifix) taggoslamaning yechimi deyiladi.

Yechimlari to‘plami ustma-ust tushgan taggoslamalar teng
kuchli tagqoslamalar deyiladi.

Ushbu ax=b (modm) ia,b e Z, Vm e TV) ko‘rinishdagi taq-
goslama bir noma lumli birinchi darajali tagqoslama deyiladi.
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Agar f{x)—ap+axn-l+...+an Ix+an, aj(=Z, p —tub son,
(a0, p)=1bolsa, u holda/(x) =0 (mod p) tagqoslama tub modulli
n-darajali bir nomalumli tagqoslama deyiladi.

1-misol. 1 mx = 10 (mod4) taggoslamaning yechimlarini taqg-
goslama xossalaridan foydalanib toping.

Yechish. (7,4)=1 ekanligidan taggoslama yagona yechimga
ega ekanligi kelib chigadi. 7 va 11 sonlari 4 dan katta bo‘lganligi
uchun 7 ¢x= 3x (mod 4) va 10=2 (mod 4) lardan foydalanib,
3x= 2 (mod 4) ni hosil gilamiz. Bundan 3x=—x (mod 4) ni e’ti-
borga olib, —= 2(mod 4) ni, va nihoyat x= —2(mod 4) ni hosil
gilamiz.

Agar —2 =2(mod 4) ni qollasak, u holda x= 2(mod 4) kelib
chigadi.

Tekshirish:  7-2=10 (mod 4),

14=10 (mod 4) => (14 —10) = 4:4
kelib chigadi

2-misol. Tagqoslama xossalaridan foydalanib, 27x= 47 (mod 38)
taggoslamaning yechimlarini toping.

Yechish. 47 =9 (mod 38) dan 27x= 9 (mod 38) hosil bo‘ladi.
(27.38)=1 bo‘lgani uchun taggoslama yagona yechimga ega.
(9.38)=1 bolgani uchun taggoslamaning ikkala tomonini 9 ga
bo‘lamiz: 3x= 1 (mod 38).

Taggoslamaning o‘ng tomoniga 38 ni qo‘shamiz: 3x= 39 (mod 38).
Hosil boflgan taggqoslamaning ikkala tomonini (3,38)=1bo‘lgani
uchun 3 ga bo‘lamiz: x= 13 (mod 38).

Tekshirish: 27 « 13 - 47 = 304 = (38 «8) i 38.

3-misol. Berilgan 7x= 10 (mod 4) tagqoslamani tanlash usuli
bilan yeching.

Yechish. ax= b (mod m) tagqoslamaning yechimlarini tan-
lash usuli bilan topish uchun awal yechimlar sonini aniglaymiz.
So‘ngra m modul bo‘yicha chegirmalar to‘la sistemasidagi har bir
sinfning yechim bo‘lish-bo‘Imasligini tekshiramiz.

7x= 10 (mod 4) taqqoslamada (7,4) = 1

Demak, yagona yechim mavjud. 4 modul bo‘yicha chegirma-
lar to‘la sistemasidagi O, 1, 2, 3 sonlar x noma’lum o‘miga birma-
bir go‘yib tekshiriladi. Qaysidir chegirmalar sinfi yechim bo‘lishi
ma’lum bo‘lsa, tekshirish jarayonini to ‘xtatamiz:
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x=0 da 7 «0= 10 (mod 4) o‘rinli emas, chunki (0—10)/ 4;
x=lda7e<1 10 (mod 4) o‘rinli emas, chunki 7—10=3/ 4;
x=2da 7 «2= 10 (mod 4) o‘rinli, chunki 14—10=4 : 4.

x= 2 (mod 4) yechim bo‘ladi. Qolgan sinflar berilgan taqqos-
lamaning birgina yechimi mavjud bo‘lganligi sababli, tekshiril-
maydi.

Tekshirish. 7*2 —10 = 14 —10 = 4:4.

4-misol. 2x= 5 (mod 9) taggoslamaning yechimlarini tan-
lash usuli yordamida toping.

Yechish. 9 modul bo‘yicha 0, 1, +2, +3, 4 chegirmalar
sinflaridan (2;9)=1 boUganligi uchun berilgan tagqoslamaning
yagona yechimini topamiz:

2 0=0"5 (mod 9);
2¢1=2"5(mod 9);
2+(-1) =-275 (mod 9);
2-2 =475 (mod 9);
2+(-2) =-4 =5 (mod 9).

Demak, x= —2 (mod 9), ya’ni jc= 7 (mod 9) berilgan taqqos-
lamaning yechimi.

Tekshirish: 2-7 —5= 14 —5 = 9:9.

5-misol. Ix= 10 (mod 4) tagqoslamani Eyler teoremasi yor-
damida yeching.

Yechish. Agar a s =b(modm) taqqoslama {a,ni)—L bo‘lsa,
u holda uning yechimi x - bmd(”H (mod m) formula yordami-

da topiladi. Hagiqatan ham, Eyler teoremasiga ko‘ra, ad(r) =
=I(modm).Bundan a”~b =b(modm) va amy{m)Ab = b{voodm)
larni hosil gilsak, x = bd™'?*1(mod m) kelib chigadi.

7x =10(mod4) dan a=7, b= 10, m—4 yechim
X =10+784° 1(mod 4) ni topish uchun ¢(4) ni aniglaymiz. 4=22
ekanligidan <p(4) =4 |l - ij =2 kelib chigadi.
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Demak, x =10721(mod4). Agar 10 =2(mod 4), 7 =3(mod4)
va 6 =2(mod4) taggoslamalardan foydalansak, x = 10721 =
=2-3 =6 =2(mod4), ya’ni x =2(mod 4) yechimni hosil gilamiz.

Tekshirish: 210 —0=14—-0=4:4.

6-misol. 21x =24 (mod 102) taqqoslamaning yechimlarini

Eyler metodidan foydalanib toping.
Yechish. (27,102)=3 va 24=2-8. Demak, tagqoslama 3 ta ye-
chimga ega. Berilgan tagqoslamaning ikkala gismi va modulni 3

ga bo‘lamiz: 9x =8 (mod 34).
Bunda a=9, m=34, £=8 boMgani uchun x = b- (f{mA (mod m)
dan x =8<9¢(34) 1 (mod 34) ga ega bo‘lamiz.

g>(34) = 2171 - -jj|I - = 16 ekanligini e’tiborga olamiz:

X =895 =8¢9¢914 =4 mM92)7 =4 137 =4 137 =4 +13+(132)3 =
= 184333 =18+33¢(33)2 = 1612 =16 (mod 34).
Bundan x =16 (mod 34) ga ega bolamiz.

Tekshirish: 916- 8 =136i34. U holda 27x =24 (mod 102)
tagqoslama
x =16 (mod 102),

x =16+34 (mod 102)|,

X =16+34+2 (mod 102) yechimlarga, ya’ni
x =16 (mod 102),

x =50 (mod 102),

x =84 (mod 102) yechimlarga ega.
Tekshirish: 27 «16 - 24 = 408 1102;

27-50-24 =3126il02;
2784 - 24 = 22441 102.
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7-misol. 7x =10 (mod 4) taggoslamani munosib kasrlar
yordamida yeching.

Yechish. Agar ax =b (mod m) taqqoslamada (a,m) =1 va
Pnj son — ning oxiridan oldingi munosib kasr surati bo‘lsa,
u holda x =bm P\ (mod m) berilgan tagqoslamaning
yechimi bo‘ladi.

Berilgan tagqoslamada m—4, a=1 bo‘lganidan, ¢ ning muno-
sib kasrlarini topamiz:

4=7-0 +4
7=41 +3;
4=31+1
3=1-3+0.
Bundan y = [0; 1, 1, 3] ko‘rinishda bo‘ladi.
Munosib kasrlar jadvalini tuzamiz:
k - 0
ok 0
Pk ' 0
Qk 0 1

1 2
— 1 1
1 1
1 2

~N B oww

Demak, Pnx=P2=1 va X =be(-1)"“1PrA=10+(-1)31¢1=
=10 =2 (mod 4). Berilgan taggoslamaning yechimi mavjud ekan.

Tekshirish: 7-2—30=14-—-410=4:4.

8-misol. 220x =28 (mod 348) taqqoslamaning yechimlarini
munosib kasrlar yordamida toping.

Yechish. (220,348) =4 va 28 : 4 dan berilgan taggoslama
4 ta yechimga ega ekanligi kelib chigadi. Tagqgoslamaning ikkala
tomoni va modulni 4 ga bo‘lamiz: 55x =7 (mod 87). 1817 kasrni

chekli zanjir kasr ko‘rinishiga keltirib, munosib kasrlar jadvalini
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tuzamiz: —=1[1;1, 1, 1, 2, 1, 1, 4]. Bundan,

K 1 0 1 2 3 4 5 6

Pk 1 1 2 3 8 1 19 87

va n=6, PnA = P5 =19, ;>=7, m=87 larni x =(-1)"i*_16(inodm)
formulaga qo‘ysak, x = (-1)6¢19¢7 =133 =46 (mod 87) kelib
chigadi.

Demak, 55x =7 (mod 87) ning yechimi x =46 (mod 87)
va 220x s 28 (mod 348) ning yechimlari x =46; 133; 220;

307 (mod 348).

Tekshirish: 220 46 - 28 = 10092 1348 ;
220-133-28 =29232:348;
220m220 - 28 = 48372:348;
220307 - 28 =67512:348.
9-misoL Ix =10 (mod 4) tagqoslamani 7 ga 4 modul bo‘yi-
cha teskari sinfi orgali yeching.
Yechish. ax = b (mod m) taqqoslamada (a,m)=1 boMsa, u

holda 1 ning a va m sonlarga chiziqli yoyilmasini topamiz:
l=au+myv yoyilmadagi u soni a soniga m modul bo‘yicha teskari
son bo‘ladi.

7
Evklid algoritmi yordamida berilgan N sonlarning eng katta

umumiy bo‘luvchisining chizigli ifodasini topamiz:

7=4-1+3; 3=7-4-1;
4=3-1+1; 1=4-31.
3=1-3+0.

Bundan 1=4-3-1=4-(7-4-1) =4-2-7=4-2+7(-1).
Demak, 1=4-2 +7(-1). 7 soniga 4 modul bo‘yicha teskari son
—1yoki -1 =3 (mod 4) ekanligidan 3 soni bo‘ladi.
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7x =10 (mod 4) taggoslamaning ikkala tomonini 7 ga 4
modul bo‘yicha teskari son 3 ga ko‘paytiramiz: ((3,4)=1).
73x =103 (mod 4);
21x =30 (mod 4);
21x =x (mod 4);
30x =2 (mod 4)
lardan x = 2 yechimni topamiz.

Tekshirish: 7-2 —0=14—-10=4:4.

10-misol. 37x725 (mod 107) taggoslamani teskari sinf
yordamida yeching.

Yechish. (37,107)=1 dan berilgan tagqoslamaning yagona
yechimi mavjudligi kelib chigadi. 107 modulda 37 ga teskari sonni
topamiz:

107 =37-2 +33;

37 =33-1 +4;

33=4-8+1;

4=1-4+0.

1=33-4+8=33-(37- 33+1)«8=33-9+37(-8) =

= (107 - 372)¢9 +37(-8) =107<9 + 37(-26).

Bundan 1=1079+37(-26), ya’ni 107 modulda 37 ga tes-

kari sinf —26 ni musbat son bilan almashtiramiz: —26+107=81.
Hosil bolgan 81 ga berilgan tagqoslamaning ikkala gismini ko‘pay-

tiramiz va 37 «81x = 28-81 (mod 107) dan x =2025 (mod 107),
ya’ni x =99 (mod 107) yechimni topamiz.
Tekshirish: 37 +99 - 25 = 3638 i 107.

11-misol. 21x + 38y =47 tenglamani taggoslamalar yorda-
mida yeching.

Yechish. Tenglamaning butun yechimlarini tagqoslamalardan
foydalanib topish uchun 27x =47 (mod 38) bir o‘zgaruvchili tag-

goslamani tuzib olamiz. (27,38)=1 ekanligidan tagqoslamaning
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bitta yechimi mavjud. 47 =9 (mod 38) dan TIx =9 (mod 38) ni
hosil gilamiz. Bundan 3x”1 (mod 38) va x =13 (mod 38)
kelib chigadi.

X =13 (mod 38) berilgan 21x =9 (mod 38) taggoslamaning

47-27*13)

(13, —jg— =4{13,-8} berilgan

yechimlaridan biri bo‘ladi.

ax + by = c tenglamaning barcha yechimlari x' =x0 +£/ ,

y' =Y +~t ko‘rinishda bo‘lib, bu yerda x0=13, y0=~8, m=18,

fx' =13+ 38/,
a=21, d=I. Demak, jy =_g_27i>tgz

Tekshirish: 21 (13 +38/) +38(-8 - 271) = 47;

351+ 1026/-304-1026/ = 47;
47 - 47.

3x =11 (mod 17),
12-misoL jI5x =35 (mod 13), tagqoslamalar sistemasini
21x =33 (mod 30)
yeching.
Yechish. Berilgan taggbslamalar sistemasidagi har bir tagqos-
lama yechimlari yuqoridagi misollarda keltirilgan usullardan biri
yordamida topiladi:

x =15 (mod 17),
-x =11 (mod 13),
x =3 (mod 10).

Hosil gilingan tagqoslamalar sistemasidagi tagqoslamalar
modullari o‘zaro tub bolganligi uchun ulaming eng kichik umu-
miy karralisi M bo‘yicha quyidagi giymatlarni topamiz:

M =17-13-10 = 2210;
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M\ = 219 130;

17 )
M2 = 3%9 = 1%b;

2210
“Tr
Quyidagi taqgoslamalarni tuzib, yechimini topamiz:
1) 130jj =1 (mod 17),
Vi =14;
2) 170j2 =1 (mod 13),
y2=i;
3) 221j3=1 (mod 10),
¥3 =1-
Bundan berilgan tagqgoslamalar sistemasining yechimi
x =~ =130-14-15+170-1 + 11+ 211-1-3 = 29833 = 1103 (mod 2210),
ya’ni X =1103 (mod 2210) kelib chigadi.
Agar berilgan tagqoslamalar sistemasidagi uchinchi taggos-

lamaning 3 ta yechimi borligini e’tiborga olsak, u holda tagqos-
lamalar sistemasining 3 ta yechimini topish mumkin:

X=15 (mod 17), Xs 15 (mod 17), x =15 (mod 17),
x =11 (mod 13), X=11 (mod 13), X=1 (mod 13),
x = 3 (mod 30), X =13 (mod 30), Xs 23 (mod 30).
X = 5523 (mod 6630); x = 3313 (mod 6630); x s 1103 (mod 6630)
yechimlar hosil gilinadi.
x =2 (mod 15),
13-misol. x =7 (mod 20), tagqoslamalar sistemasini
x =12 (mod 35)

M3 = = 221.

yeching.
Yechish. Taqqoslama ta’rifiga ko‘ra birinchi tagqoslamadan
x =2+ 15t,t e z ifodani hosil gilamiz. Bu giymatni ikkinchi tag-
goslamaga qo‘yamiz: 2+ 15/ =7 (mod 20). Bundan, 15/ - 5 (mod 20)
yoki t =3 (mod 4) ni olamiz. Yana taqqoslama ta’rifini qollab,
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Z=3+Ak, k &z ifodani olamiz. Bu ifodadan x =2+151=
=2+15(3 +4£) =47 + 60k kelib chigadi. Hosil gilingan x ning
ifodasini uchinchi taggoslamaga qo‘yamiz: 47 + 60k = 12 (mod 35)
tagqoslamani yechib, k =0 (mod 7) yechimni topamiz.

Bundan k-11, le Z kelib chigadi. Hosil bo‘lgan ifodani
x ning ifodasiga qo‘llaymiz: x =47 + 60A=47 +60 *11 = 47 + 420/.

Demak, x =47 (mod420) berilgan tagqoslamalar sistemasi-
ning yechimi.

'47-2 =45:15,
Tekshirish: - 47 - 7 =40:20,
47 -12 = 35:35.

14-misol. 251x54 +63x5- 7xu +4x3+2 =0 (mod 5) tag-
goslamani soddalashtiring.

Yechish. Berilgan tagqoslamani soddalashtirish uchun taqqos-
lamalar xossalari va Eyler teoremasidan foydalanamiz:

251 =1 (mod 5);

63 =3 (mod 5);

7=2 (mod 5);

4 =4 (mod 5);

2 =2 (mod 5).

¢ (5)=4 dan

x5 =(x4)B x2 =x2(mod 5);

X2 = (x4)6 *x = x (mod 5);

X1 = (x4)2 *x3 =x3(mod 5).

Keltirilgan taggoslamalar yordamida berilgan taggoslamani
soddalashtiramiz:

251x54 +63X5-7Xn +4Xx3+2=X2+3X-2X3+4x3+2 =

=2x3+x2+3x+2 =0 (mod 5).
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Misol va mashglar

1. Quyidagi xossalarni isbotlang:

1.1. Agar c son f(x)=0 (modm) taggoslamani ganoatlantirsa,
u holda ¢ chegirmalar sinfiga tegishi ixtiyoriy son ham shu taq-
goslamani ganoatlantiradi.

1.2. Agar (a;m)=1bo‘lsa, u holda ax=b (mod m) tagqoslama
yagona yechimga ega bo‘ladi.

1.3. Agar (a; m)=d bo‘lib, b son d ga bo‘linmasa, u holda
ax= b (mod m) tagqoslama yechimga ega emas.

1.4. Agar ax"b (mod m) taggoslamada (a; m)—d boMib, b son
d ga bo‘linsa, u holda tagqoslama soni d ga teng bo‘lgan ushbu

a,a+ a+ ~ m yechimlarga ega bo‘lib, bundagi a yechim

~ imod-~-j taggoslamaning yagona yechimi boladi.

1.5. Agar f(x) va g(x) koeffitsiyentlari butun sonlardan iborat
ko‘phadlar bo‘lsa, u holda/ (x)*O(niodp) va (x) - (xp—x)g(x)=
=0 (mod/?) taggoslamalar teng kuchli bo‘ladi.

1.6. Darajasi n (n>r) bo‘lgan r tub modulli taqgoslama dara-
jasi — 1dan katta bo‘Imagan tagqoslamaga teng kuchli bo‘ladi.

1.7. Tub modulli a-darajali tagqoslama yechimlari soni n ta-
dan ortiq emas.

2. Quyidagi taggoslamalami tanlash usulida yeching:

2.1.2x=1 (mod 3). 2.2. 8x"3 (mod 4).
2.3. 6x=7 (mod 5). 2.4. 3x=22 (mod 7).
2.5. 4x=6 (mod 10). 2.6. 12x=1 (mod 7).
2.7. 5x=7 (mod 11). 2.8. 8x= 1 (mod 16).

3. Quyidagi taqqoslamalami tagqoslama xossalari yordamida
yeching:

3.1. 7x"8 (mod 13). 3.2. 6x= 11 (mod 14).
3.3. 8x= 10 (mod 14). 3.4. lIx=-32 (mod 27).
3.5. 16x"50 (mod 23). 3.6. 25x= 1 (mod 37).
3.7. 17x=23 (mod 41). 3.8. 32x"43 (mod 51).
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4. Berilgan taggoslamalarni Eyler teoremasi yordamida

yeching:
4.1. 5x=7 (mod 13).
4.3. 5x=26 (mod 12).
4.5. 27x= 11 (mod 34).
4.7. 15x=23 (mod 22).

4.2. 29x=3 (mod 12).
4.4. 8x= 17 (mod 19).
4.6. 24x=1 (mod 15).
4.8. 12x=51 (mod 39).

5. Berilgan tagqoslamalarni chekli zanjir kasrlar yordamida

yeching:
5.1. 15x=37 (mod 98).
5.3. 105x772 (mod 147).
5.5. —50x =67 (mod 177).
5.7. 192x=9 (mod 327).
5.9. —639x= 177 (mod 924).

5.2. 32x= 182 (mod 119).
5.4. 97x=53 (mod 169).
5.6. 69x= 393 (mod 201).
5.8. 365x= 50 (mod 395).
5.10. 1296x= 1105 (mod 2413).

5.11. 1215x7550 (mod 2755). 5.12. 1919x= 1717 (mod 4009).
6. Berilgan ax = ¢(mod m ) taqgoslamalarni a ga teskari sinf

orqali yeching:
6.1. 21x= 17 (mod 23).
6.3. 17x= 19 (mod 24).
6.5. 28x= 33 (mod 35).
6.7. 9x= 18 (mod 41).

6.2. 5x=1 (mod 24).

6.4. 13x=—1 (mod 30).
6.6. 12x= 24 (mod 30).
6.8. 1Ix= 31 (mod 50).

7. Quyidagi taggoslamalarni yeching:

7.1. (a + b)x=a2+b2(mod ab), (a,b) = 1

7.2. (a2+rb2x=a —b (mod ab), (a,b) = 1

7.3. (a + b)X= a2—b2(mod ab), (a,b) ~ 1

7.4. (a —b)x=a2+b2 (mod ab), (a,b) = 1

7.5. 2x=1 + p (mod p), bu yerda p —tub toqg son.

7.6. (m —1)x =1 (mod m).

1.7. (m + 1)X= a (mod m).

7.8. ax= 1 (mod p), bu yerda p tub son va (a, p) — 1
8. Berilgan tenglamalami tagqoslamalar yordamida yeching:

8.1 2x + 3y = 4. 8.2. 4x —3y = 2.
8.3. 3x + 4y = 13, 8.4. 5x + dy= 3.
85. 3x+ 8= 5, 86. 17x + 13y = 1

8.7. 23x + 15 = 19.
8.9. 91x —28>= 35.
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8.10. 17x - 39y = 26.



8.11. 50x —42y = 34. 8.12. 47x - 105y = 4.
8.13. 47x — 111y = 89.
9. Taqqoslamalar sistemasini yeching:

i3x =5(mod7), i3x = 1(mod 20),
9" [2x s 1(mod 5). [2x =3 (mod 15).

i3x = 1(mod 5), fl4x =12 (mod 18),
[5x =4 (mod 7). 9 [x=5(mod 25).

fx s ¢i (mod 13), 3x +4y =29 (mod 143),
95- {x =h (mod 17). 96- [2x- 9y =59 (mod 143).

fx +2y =0 (mod 5), i5x -y =3 (mod 6),
9-7- [3x +2y s 2 (mod 5). [2x +2y =5 (mod 6).

10. Taggoslamalar sistemasini yeching:
x =3 (mod 8),

10.1. -x =11 (mod 20),
X =1(mod 15).

X =2 (mod 3),
10.2. -x =3 (mod 4),
x =4 (mod 5).

x =1(mod 2),
10.3. <x =3 (mod 5),

X =6 (mod 9).

x =2 (mod 7),
10.4. x =5(mod 9),

x =11 (mod 15).

X =4 (mod 7),
10.5. x =9 (mod 13),

X =1(mod 17).
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x =5 (mod 12),
10.6. -x =2 (mod 8),
X=2 (mod 11).
X=2(mod 15),
10.7. <x =1 (mod 20),
x =12 (mod 35).

X =4 (mod 5),
10.8. *x =1(mod 12),
X=7 (mod 14).
X=5(mod 8),
10.9. -X=4 (mod 11),
x = 6 (mod 17).

x =hy (mod 25),
10.10. -x = b2 (mod 27),
x = b3 (mod 59).

x = 1(mod 3),
x = 4 (mod 5),
10.11. mX=2 (mod 7),
x = 9 (mod 11),
X=3(mod 13).
11. Taqgoslamalar sistemasini yeching:
3x =1(mod 10),
11.1. <4x =3 (mod 5),
2x =7 (mod 9).
2x =3 (mod 5),
11.2. m3x =5 (mod 7),
3x =3 (mod 9).
4x =1(mod 9),
11.3. «5x =3 (mod 7),
4x =5 (mod 12).
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7x =3(mod 11),
11.4. «3x =2 (mod 5),
15x - 5 (mod 35).

3x =7 (mod 10),
11.5. <2x =5 (mod 15),
7x =5 (mod 12).

5x =3 (mod 9),
4x =7 (mod 13),
8x =4 (mod 14),
X=2 (mod 17).

116.

2x =7 (mod 13),

5x =8 (mod 17),
11.7.

<14x =35 (mod 19),

3x s 7 (mod 31).

12. a ning ganday giymatlarida taggoslamalar sistemasi yechim-
ga ega?

X =a (mod 6),

X=1(mod 10),

X=2 (mod 21),

X=3(mod 11).

12.1.

i2x a (mod 4),
~ [3x =4 (mod 10).

X=5(mod 18),
12.3. mX =8 (mod 21),
x =a (mod 35).

12.2

X=a (mod 6),

X=1(mod 10),
X =2 (mod 21),
Xs 3 (mod 11).

12.4.
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13. Darajasi berilgan tagqoslama darajasiga, bosh koeffit-
siyenti 1 ga teng bo‘lgan teng kuchli tagqoslamani toping:

13.1.
13.2.
13.3.
13.4.

3x3- 5x2—2 =0 (mod 11).

2703+ Mx2- 10x + 13 =0 (mod 59).

7006+ 78*5+ 25x4+ 68x3+52”+4x + 3 =0 (mod 101).
ad"+oX"~1+... + annfx + an=0 (mod m), (a0, m) = 1

14. Darajasi moduldan kichik, berilgan taggoslamaga teng
kuchli taggoslamani toping:

14.1.
14.2.

14.3.
14.4.

14.5.

x8+2x+x5—x4 —x +3 =0 (mod 5).

3xU+ 4x1B3+ 3x12+ 2xn + x9+ 2X8+ 4x7+

+ X6+ 3x4+ X3+ 4X2+ 2x =0 (mod 5).

x16+ 3x8—5x7—x4 + 6x —2 =0 (mod 7).

2xT7+ 6x1B6+ xU+ 5xP2+ 3xN+ 2x10+ x>+ 57 + 2X7+
+ 3x5+ 4x4+ 6x3+ 42+ x + 4 =0 (mod 7).

6xB+ 18x5H+ 3x4- 8X3+ x2+ 3 =0 (mod 11).

15. Berilgan tagqoslamani soddalashtiring (darajasini pasayti-
ring, koeffitsiyentlami moduldan kichik sonlar bilan almashtiring,
bosh koeffitsiyenti lga teng bo‘lsin) va tanlash usulida yeching:

15.1.
15.2.
15.3.
15.4.
15.5.
15.6.
15.7.
15.8.
15.9.

x5+ x3+ x2+ 4=0 (mod 3).

6x4+ 17X2- 16=0 (mod 3).

28x9+ 29X8- 26x7+ 20x4- 17x + 23 =0 (mod 3).
X5+ 2x4—2X3—2X2+ 2x —1=0 (mod 3).

x5+ x4 —x2—5x + 1=0 (mod 3).

X7+ 2X6+ x5+ 4x3—2X2—4x + 2=0 (mod 5).
X7+ 3x6+ x5—x%x3—3x2—4 x+4 =0 (mod 5).

X7+ 5x5—x3—9x+3 =0 (mod 5).

34x10- 29x7+ 43x4- 19x + 37 =0 (mod 5).

15.10. 6x10—12x +1 =0 (mod 5).

15.11. X7 —3x6 + x5—15x4 —x3+ 4X2—4x + 2=0 (mod 5).

16. Berilgan taqgoslamalarni soddalashtiring va tanlash usu-
lida yeching:

16.1.

SX2A + AXZB+ X2+ 22 + xD+ 6x19+ 4xB+ 3x17 +
+ 4x16 + 6xB+ 5xU+ 2xB+ xP2 + 2xn + x0 + 36+
+ 4X8+ 2x7+ 5X6+ 6x5+ 5x4 + 3x3+ 4X2+

+ 4x + 2 =0 (mod 7).



16.2. x13 —x I+ x9 —X7+ x5+ x3+ x+ 1=0 (mod 7).

16.3. IOx&2- SxP+ 10xB+ 9Ix2+ 4=0 (mod 7).

16.4. 75x13- 62x12- 53x 1L - 24" + 13x - 27 =0 (mod 7).

16.5. 6x1B—3x2—2x L1 —6Xx3+ 3x2+ 7x + 2=0 (mod 11).

16.6. 13X - 30n2 - 2x1B3+1 =0 (mod 11).

16.7. 120n9 + 14x5B+ XN —3x5+ 9n2 —x +6 =0 (mod 11).

16.8. x14 - x13 + 12X2+ 2x + 1=0 (mod 13).

16.9. 300xPD + 259057 - 95X2B - 1=0 (mod 23).

17. Tagqoslamalami berilgan modul bo‘yicha chizigli ko ‘pay-
tuvchilarga ajrating:

17.1. x3 + 4X2- 3=0 (mod 5).

17.2. x3 —2x + 1=0 (mod 5).

17.3. x4 - 20X3+ 90X2- 135x + 54=0 (mod 5).

17.4. 3x3+ 22—2x —3=0 (mod 5).

17.5. x4 —12X3+ 46x2 —53x —12=0 (mod 7).

17.6. 5X3+ 4X2—8x —1=0 (mod 7).

17.7. 6x3+ 5X2—2x —9=10 (mod 11).

17.8. x3 + 3x2—3=0 (mod 17).

17.9. x3+ lIx2+ 8x+3 =0 (mod 23).

17.10. x4 + 15X3+ 4X2+ 4x - 15=0 (mod 29).

17.11. x3 - 13X2- 3x+ 11=0 (mod 31).

| Takrorlash uchun savollar

1. Bir noma’lumli a-darajali tagqoslama deb nimaga aytiladi?

2. Taggoslamaning yechimi deb nimaga aytiladi?

3. Teng kuchli taggoslamalami tushuntiring.

4. Bir noma’lumli birinchi darajali taggoslama gachon yechim-
ga ega?

5. Bir noma’lumli birinchi darajali taggoslamalami ganday
yechish usullarini bilasiz?

6. Tub modulli n- darajali tagqoslama yechimlari soni nima-
ga bog‘liq bo‘ladi?
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29-8.  Tub modul bo‘yicha boshlang‘ich ildizlar va indekslar

y Asosiy tushimdialan sonning ko‘rsatkichi, boshlang‘ich ildiz,
g asosga nisbatan indeksi, ikkinchi darajali tagqoslama, ikki
hadli taqgoslama, kvadratik chegirma.

Agar (a; m)=1 bo‘lganda 68=1 (mod/w) tagqoslama o'rinli
bo‘lsa, u holda 8 son a sonning m modulga ko ra ko Tsatkichi
yoki m modul bo yicha a soniga tegishli ko Tsatkich deyiladi.

Agar {a,m)=1bo‘lib, 8=cp(m) bo‘lsa, u holda a son m modul
boyicha boshlangfich ildiz deyiladi.

Boshlang‘ich ildizlar fagatgina m=2, 4, 2p° (r —toq tub
son, a > 1 natural son) sonlar uchun mavjud bo‘ladi. Bosh-
lang‘ich ildizlar bevosita hisoblash usulida topiladi.

r tub son boMib, 5 son r — 1 sonning bo‘luvchisi bo‘lsin, u
holda r modul bo‘yicha chegirmalarning keltirilgan sinflar siste-
masida 5 ko‘rsatkichga tegishli sinflar soni cp(8) ta bo'ladi.

Agar g son r tub modul bo‘yicha boshlang‘ich ildiz bo‘lib,
(@; r)=1bo‘lganda gy=a(mod r) taggoslama to‘g‘ri bolsa, u hol-
da y>0 butun son a sonning r modul bo yicha g asosga nisbatan
indeksi deyiladi va u y=ind a kabi belgilanadi.

Agar a son m songa bo‘linmasa, u holda ushbu ax2+bx+c=
=0 (modm) ko‘rinishdagi tagqoslama ikkinchi darajali (kvadratik)
taggoslama deyiladi.

Agar a son r tub songa bo‘linmasa, u holda ushbu ax"=6(modr)
(VneN) ko‘rinishdagi tagqoslama n-darajali ikki hadli tagqoslama
deyiladi. Agar (a; m)=1 bo‘lganda tagqoslama yechimga ega
bo‘lsa, u holda a son m modul buyicha n-darajali chegirma, aks
holda a son n-darajali chegirmamas deyiladi.

Ushbu x2=a(mod m) ko‘rinishdagi taggqoslama ikki hadli
kvadratik taqqoslama deyiladi. Agar (a;m)=1bo‘lganda tagqosla-
ma yechimga ega bo‘lsa, u holda a son m modul bo yicha kvad-
ratik chegirma, aks holda a son m modul boyicha kvadratik che-
girmamas deyiladi.

Ushbu x2=a(modp) ((a;r)=1,(2;r)=1) ko‘rinishdagi tagqos-
lama toq tub modulli kvadratik taggoslama deyiladi. Agar (6; r)=1
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p-1
bo‘lib, a 2 = I(modp) bo‘lsa, u holda taggoslama ikkita yechim-

ga ega bo‘ladi, a 2 =—(mod”) bo‘lsa, u holda tagqgoslama ye-
chimga ega bo‘Imaydi.

1-misol. 29 ning Lejandr simvolini toping.
Yechish. Lejandr simvoli deb 2 Kkasr songa 1, —1 ni quyida-
gicha mos qo‘yish tushuniladi:

1, agar a soni p modul bo‘yicha kvadrat chegirma bo‘lsa;
-1, agar a soni p modul bo‘yicha kvadrat chegirma bo‘Imasa.

Berilgan kasr sonning maxraji tub son bo‘lsa, uning Lejandr
simvoli topiladi. Buning uchun quyidagi xossalardan foydalanamiz:

1) agar a=b (mod p) bo‘lsa, u holda
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p-1 g-1
9) agar (p;q)~1bo‘lsa, u holda (—]=(—J*(-1) 2 2.

i 219 . . . - .
Berilgan 233 kasrning Lejandr simvolini topamiz:

l1-usul (K )= (LU )=i5-xossasa ko‘rai - LI ww )=
383-1 3-1 383-1 73-1
=|9-xossaga ko‘ra] = - 2 2 2 2 =

-(Di-«**()(-1)9K=-(f) (" r) =15,6-xossalaisa ko‘ra] =

32-1 732+

=-(P-(~) =|8-xossagako‘ra| =-(-1) 8 -(-1) 8 =
=-(-1)(-1)65 - 1

Demak, %33)/ =1- Bundan x?=2\9 (mod 383) tagqoslama

uchun 219 kvadrat chegirma bo‘ladi, ya’ni hosil gilingan tagqos-
lama kamida bitta yechimga ega.

2-usul. ||i]J = tenglikdan foydalanib, ko‘paytuv-

chilarni alohida-alohida topish mumkin:

(¢ H? = -(?2H fH -1)¥ =-<-1)=1>
38:—1‘732—1 - f2-32)
b) (D - (F)e(-» {737 173 )
I\ 2-.
L) <" 2 -»

Bundan (fi) =(&) (i) =M =1 kelib chigadi.
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3-usul. Berilgan 219 kasrning maxraji suratidan katta bo‘lga-

ni uchun 9-xossani gqo‘llash mumkin:

219\ = /383 3L 2 41020
383/ ~\219 ©o\219, T 219
2191 4bl
5 1219\
la1J 41

<> 1 W -W -(7)’<D2 2~(TM 71)=
7-1

=(-1)2 =1.
Demak, (— )=1
v383y

2-misoL 22 ning Yakobi simvolini aniglang.

Yechish. Yakobi simvolining Lejandr simvolidan fargi Yakobi

simvoli o‘zaro tub bo‘lgan 6 va m (m>\) sonlardan tuzilgan —
m

uchun aniglanadi. ] belgilash «a ning m modul bo‘yicha
Yakobi simvoli» deb o‘giladi. Yuqoridagi misoldagi Lejandr sim-

volining xossalari va —-—) =f-0-1 . xossadan:
PI-Pn) \P\) \Pn.

/383\ = 1383\ = /383\ /383\ = /2\ /18\ = /2\
1219/ \3-73/ \ 3/ V73/ \B/ VI3/ bl V73y
2-1 724

Demak, = ya’ni x2=383 (mod 219) taggoslama
uchun 383 kvadrat chegirma emas.
3-misol. p = 17 modul bo‘yicha g —6 boshlang‘ich ildizning
indekslar jadvalini tuzing.
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Yechish. p tub modul bo‘yicha boshlang‘ich ildiz bu shunday
g chegirmalar sinfiki, uning uchun g p] = (mod p) bo‘lib, p—1 dan
kichik natural darajalarda modulda 1 bilan tagqoslanmaydi.

g —6 ning mod 17 da boshlang‘ich ildiz bolishini tekshira-
miz. Buning uchun p—1 ning n bo‘luvchilarida 6n= 1 (mod p)
shartni tekshiramiz:

p=17,p - 1= 16, 16 ning natural bo‘luvchilari n=1, 2, 4,
8, 16. Bundan:

6*=6 (mod 17);

62=2 (mod 17);

64=4 (mod 17);

68=16 (mod 17);

616=1 (mod 17).

Demak, 17 modulda 6 boshlang‘ich ildiz bo‘ladi. 60, 61 62
..., 655lardan 17 modul bo‘yicha taggoslamalar tuzamiz:

60 =1 (mod 17); 657 (mod 17); 61«15 (mod 17);
61=6 (mod 17); 66 =8 (mod 17); 611 &5 (mod 17);
62 €2 (mod 17); 67 =14 (mod 17) 612 =13 (mod 17);
63 e12 (mod 17); 68 =16 (mod 17) 613 =10 (mod 17);
64 s 4 (mod 17); 69 =11 (mod 17) 64 =9 (mod 17);
65 =3 (mod 17).

Tuzilgan taggoslamalar yordamida quyidagi jadvallarni tuza-
miz:

1-jadval
N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 0 2 5 4 1 1 5 6 14

1-jadval uchun taqgoslamalaming ikkinchi tomonidagi songa
mos daraja topiladi.

2-jadval uchun taqgoslamalaming birinchi tomonidagi dara-
jaga mos qoldiq topiladi.
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2-jadval

4-misol. 15x'9 =28 (modl7) tagqoslamani yeching.
Yechish. 15x19 - 28 (modl7) taggoslamani taggoslama

xossalari yordamida soddalashtiramiz: 15x3 =11 (modl7). Ho-
bo‘lgan taggoslamaning indekslar xossalariga ko‘ra,

sil
indi5+ 3indx =indll (mod 16) taggoslamani hosil gilamiz.
Yugorida tuzilgan jadvaldan indI5 =10, indll =9 larni to-
pamiz:
10 + 3indx =9 (mod 16),

3indx =-1 (modlo).
(3,16)=1 ekanligidan taggoslama yagona yechimga ega. Tag-

| larid 3indx =15 (mod 16);I i va 2-iadval
qoslama xossalaridan idx = 5 (mod 16) ami va 2-jadval yor-

damida x =1 (mod 17) yechimni hosil gilamiz.
Tekshirish:
15-719-28 =-2(72)97—1=-2(49)9+7-11 =-2(-2)9-7-11
-2(-2)5+(-2)47411=-2(-32) 16 7-11=-2 2 (-1)-7-11
=28-11 =17 =0 (mod 17).

Demak, 15719 - 28 = 0.
KSi  Misol va mashqglar

1. Lejandr simvolini toping:

i.i. fa. ,.0).

253



2. Yakobi simvolini toping:

2.1. (M). 2,.(8). 2, . (i

2.4. 1cefo%" 2,5, \V643)* 2,6, bg’@

97 120470) £2108) (3149
vl 1847 3 1,2003] ' 15987

3. Quyidagi taggoslamalaming yechimlar sonini aniglang:

3.1. y?=3 (mod 31). 3.2. x*=2 (mod 31).
3.3. 5 (mod 73). 3.4. x2=3 (mod 101).
3.5. x2=226 (mod 563). 3.6. x2=429 (mod 563).
3.7. j@2=579 (mod 821). 3.8. @B 728 (mod 919).

3.9. j@2=847 (mod 1087). 3.10. j&2= 3766 (mod 5987).

4. Quyidagi tasdiglarni isbotlang:

4.1. Biror m modul bo‘yicha tuzilgan bitta sinfning chegir-
malari shu modul bo‘yicha bir xil ko‘rsatkichga tegishli bo‘ladi.

4.2. Agar (a; m)=1bo‘lganda a5=I(modm) bo‘lsa, u holda
a°, al ..., fi5*1lsonlar sistemasi m modul bo‘yicha o‘zaro taggos-
lanmaydi.

4.3. Agar 8=cp(m) bo‘lsa, u holda a°, al, ..., a8*lsistema m
modul bo‘yicha chegirmalarning keltirilgan sistemasini tashkil qi-
ladi.

4.4. a son m modul bo‘yicha 5 ko‘rsatkichga tegishli bo‘lsa, u
holda ay=ayi (modw) taqqoslama o‘rinli bo‘lishi uchun
y=y, (modS) taggoslamaning o ‘rinli bolishi zarur va yetarli.

45. y=0(mod 8) bo‘lganda va fagat shu holdagina
ay = I(mod m) tagqoslama o‘rinli bo‘ladi.



4.6. a sonning m modul bo‘yicha 6 ko‘rsatkichi cp(m)ning
bo‘luvchisi bo‘ladi.

4.7. Agar a son m modul bo‘yicha 8 ko‘rsatkichga tegishli
bo‘lsa, u holda ak soni shu modul bo‘yicha ’ ko‘rsalkichga
tegishli bo‘ladi.

4.8. Agar (8;A)=1 bo‘lsa, u holda a son 8 ko‘rsatkichga te-
gishli bo‘ladi.

4.9. r tub modul bo‘yicha tuzilgan r — 1 sonning har bir 8
bo'luvchisi g>8) ta sinfning ko‘rsatkichi bo‘ladi. Zususiy holda
<p(r—1) ta boshlang‘ich ildizlar sinfi mavjud.

5. a sonining m modul bo‘yicha tartibini aniglang:

51.a=2, m=5

52.a=4, m—5.

53.a=5 m= 8

54. a= 10, m= 13
55.a=4, m= 15
5.6. a= 2, in—15.
57.a=2, m= 17
58.a=7, m= 20.
59.a—7, m= 22.

5.10. a= 7, m = 43.

5.11. a —5, # —108.

512. a~ 2, m= 133.

6. a, b, c, d sonlarning m modul bo‘yicha tartibini aniglang:
6.1.a=7,b=9, ¢c=12; m=13.

6.2.a=5 b—8, ¢c—13; m=17.

6.3.a=5 b=38, ¢c=10; d =16; m =13.

6.4. a =10, b = 25, ¢ —50; m —39.

6.5.a= 5 b=15 ¢c= 21;d = 35 m = 44

7. Berilgan modul bo‘yicha barcha boshlang'ich ildizlami to-

ping:
7.1. 11 7.2. 13.
7.3. 15. 7.4. 19.
7.5. 49. 7.6. 81.
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8. Berilgan modul bo‘yicha boshlang‘ich ildizlar sonini va

ulaming eng kichigini toping:

8.1. 10. 8.2. 18. 8.3. 19.

8.4. 3L 8.5. 37.

9. Berilgan modul bo‘yicha boshlang‘ich ildizlarning eng Ki-
chigini toping:

9.1. 7. 9.2. 17. 9.3. 23.

9.4.41. 9.5. 53. 9.6. 50.

9.7. 54. 9.8. 71. 9.9. 242.

9.10. 289. 9.11. 578. 9.12. 625.

10. r modul bo‘yicha g asosga ko‘ra indekslar jadvalini tuzing:
101.p=3,g= 2

102.p=5,g= 2

103.p=5,g=3

104.p =7,9=3.

105.p = 7, g —5.

106.p=U,g=2.

10.7.p —13, g —2.

108.p = 29,9 = 2

11. Indekslarning quyidagi xossalarini isbotlang:

11.1. a=b (mod r) <s>inda = ind;>.

11.2. Agar (a;r)=1, (b;r)=1bo‘lsa, u holda 'méa(ab)="maa+

+ind¢>(modp — 1) bo‘ladi.

11.3. Agar (a;r)=1 va VneN bo‘lsa, u holda ind(an=

=n minda (modp — 1) tagqoslama o‘rinli bo‘ladi.
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11.4. ind =inda - indb (mod p —1) tagqoslama ofinli.

115.ind 1= 0, ind\g= 1

12. Quyidagi tagqgoslamalami yeching:
12.1. 7x= 23 (mod 17).

12.2. 5x= 13 (mod 27).

12.3. 8x=—11 (mod 37).

12.4. 47x= 23 (mod 73).

12.5. 53x= 37 (mod 79).



2.6. 125m:=7 (mod 79).

2.7. 65x=38 (mod 83).

2.8. 23x=9 (mod 97).

2.9. 37x=5 (mod 221).

3. Quyidagi ikkinchi darajali taggoslamalarni yeching:
3.1. x2~ 15 (mod 17).

3.2. x2= 10 (mod 27).

3.3. x2" 47 (mod 53).

3.4. x2=58 (mod 61).

3.5. x2=59 (mod 67).

3.6. x2" -28 (mod 67).

3.7. x2" 54 (mod 71).

3.8. x2=40 (mod 83).

3.9. 3x2—5x —2 =0 (mod 11).
3.10. 2x2- 7x + 28 =0 (mod 43).
3.11. 3x2—8x + 44 =0 (mod 47).
3.12. x2=29 (mod 592).

3.13. x2=61 (mod 732).

4. Quyidagi taggoslamalarning yechimlar sonini aniglang:
4.1. x15=6 (mod 37).

4.2. x16= 10 (mod 37).

4.3. 3x3=2 (mod 37).

4.4, 7x7=11 (mod 41).

4.5. 3x12=31 (mod 41).

4.6. 5X30= 37 (mod 41).

4.7. X6=3 (mod 71).

4.8. x21=5 (mod 71).

4.9. x15=46 (mod 97).

4.10. x55°  (mod 97).

4.11. X80=79 (mod 97).

5. Quyidagi ikkihadli taggoslamalarni yeching:
5.1. x10s 33 (mod 37).

5.2. x3=34 (mod 41).

5.3. x8” 31 (mod 41).
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Agar o°‘zgaruvchining biror cheksiz sohadan olingan har gan-
day giymatlariga mos keluvchi ko‘phadlarning giymatlari ustma-
ust tushsa, u holda bunday ko‘phadlar o zaro funksional Ta ho-
dagi teng ko phadlar deyiladi.

Berilgan f(x) =anxn +... + axx + a0 ko‘pbadni
gx) = by +.+\x +h0
ko*‘phadga bo‘lishni quyidagi jadval asosida bajarish mumkin:

% <l an2 am aml <0
B
Unl an-\ =Cn

PN
0]
m @m A m@m A gprGm
-cm
M n1e: “N2/2 am-@®M 101 - s/pn ao ~§0
bn hn bn bn d m-i Cb
cmo L crHm2 ®

1-misol. g(x)eAx],/ (X) —x4+ ax3+ bx2—8x + 4 uchun

/(x) ~(g(x))2shartni ganoatlantiruvchi barcha a va Abutun
sonlarni toping.

Yechish. f (x) ko‘phadning darajasi 4 ga teng. Demak, g(x)

ning darajasi 2 ga teng. g(x) = mx2 + nx + P, m ¢ 0 bo‘lsin.
Bundan

(9()2= (Mx2 +WC+P)2 =
— nfx 4+ 2mn(xi + 2mp + n2j¢, + 2np + p2

f (X) = (g(x))2dan quyidagi sistemani hosil gilamiz:
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m2 =1,
2mn = a,
<Lmp+n2=b,
2np = -8,
p2 =4
Sistemadan m = +1 va p —#2 larni hosil gilsak, u quyidagi
4 ta sistemaga ajraladi:

m- 1, =1, Ul =

P=2, p=-2, >=2,
n=-2, 2)en=2, 3) ex==-2, 4) e
a=-4, a=4, a=4,

6=28; 6=0; 6=0;

Demak, agar a ——sva b = 8 bo‘lsa, gj(x) = —x2 + 2jc —2
va g2x) = x2—2x + 2;

agara = 4vab—0bo‘lsa g,(X) = X2+ 2x —2 va g2AXx) = —x2—
—2x + 2 bo‘ladi.

2-misol. Ozod hadi 7 ga bo‘linadigan barcha/ (x)gZJxJ lar
to‘plami AThalqga tashkil etishini tekshiring.

Yechish. f(x) = +ax +7a0,gx)=b”"™ + .. +bKk+1h0
va m> nbo‘lsin. U holda
fix) +g(x) =bjn + ...+ (an+ b X +... + (flj + bYyx + (7a0+ 700) =

=b”N +...+ (an+ (BX" +.... + (ax+b j) x + 7(a0+60);
f(x)-g(x )=(-bmxmt+ ...+ (a-bnxnt+...+(ar bi)x+7( a0~b0);
f(x) mg(x) = aromy?+m+ ... + 7(a{b0+ alby)x + 7 «7alb0.

Bundan /(x) + g(x),/(x) - g(x) va/(x) <g(x) lar A'to‘p-
lamning elementlari ekanligi kelib chigadi.

Demak, K Z[x] ning gism halgasi.

3-misol. /(x)eZ[x], deg/(x) < 4 uchun barcha a eZ5da
f(a)—0 bo‘lsa,/ (x) —nol ko‘phad ekanhgini isbotlang.

Yechish. f(x) = ox4 +6x3+cx2+dx +e bo‘lsin. U holda
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/(0)=¢6=0,

f(l)=a+b+c +d +& =0,
/(2) =a+3b +4c +2d +& =0,
/ (3) =a+2b +4c +3d +¢é =0,
[(4) =a+4>+c +4d +é =0,

a+b+c +d =0, a+b+c+d =0,
_ a+3b+4c +2d =0, 2b +3c +d =0,
ya ni _ _ < _ 0
a+2b +4c +3d =0, b+3c+2d =T,
iT+4b +c +4d =0 3b+3d=0.

a+b+c+d —0,
b-d=0,
b +3c +2d =0,

b+d =0.

Demak, f(x) —nol ko‘phad.
4-misol. f(x) = X1 xTAX1B3+x1+x7+x5-6n3 ning g(X)=x2~ 1 ga
Z[x] halgada bo‘linishini isbotlang.
Yechish.
f(x) —(xXOB—XD) + (2xTU—2xH + (2xB—2x13 + (3xB—3x1) +
+ (4xn —4x9) + (4x9 —4AX7) + (5X7—5X5) + (6x5—6x3) =
= X132 —1) + 2xB5x2—1) + 2x13x2—1) + 3xU(x2—1) +
+ 4XYx2—1) + 4X7(x2—1) + 5xHx2—1) + 6x3Jx2—1).
/ (x) kofbhadlarning har bir hadi g(x) ga bo‘linganligi uchun
Z[x\ halgada/(x) :g(x).
5-misol. i?[x] dafix) = (x —2)10+ (x —1)D +1 kofphadni
g(x) = x2—3x + 2 ko‘phadga boMgandagi qoldigni toping.
Yechish. Qoldigli bo‘lish hagidagi teoreraaga asosan/ (x) =
=g(x)h(x) + r{x) va degr(x) < 2, ya’ni r(x) = ax+ b. Bundan
x—2)IW+ Xx—HD+ 1= (x2—3x —2)h(x) + ax + h.
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g(l)=g(2)—0 ekanligidan foydalanib, x=1 va x=2 giymatlarni
tenglikka qo‘yamiz va quyidagi sistemani hosil gilamiz:
ja+b=2, fa =0,
[2a+b=2 ~ [b=2
Demak, r{x) = 2.
6-misol. fix) = AX'—6x3+ 212—4 ko'phadni ¢(X) = 2—bx + 1
ko‘phadga Q [X] da bo‘ling.
Yechish. Jadval tuzamiz:

4 0 -6 2 0 4
2 4 -10 2
-5 10 -25 5
1 17 85 17
2 2
79 395 79
2 4 4
2 5 17 79 361 95
2 4 4 4

Demak, /(x) =g(x)|2x3+5x2 + +-N +-N~x

7-misol. R\x] da berilgan/ (x) = 2x7 + 4X5—x4 —6x3—x2 +
—3x —2 ko‘pbadni g(x)=2x3 — 1l ikkihadga bo‘ling.
Yechish.

2 2 0 4 -1 -6 -1 3 -2

-1 -1 0 -2 0 3
1 0 2 0 -3 1 3 -5

Demak, fix) = g(X)(x4 + 22 —3) + (x2+ 3x —5).

8-misol. f{x) = 2x7+ 4X56—x4 —6x3—x2+ 3x —2 ko‘phad-
ni g(x) = x2+ 1ikkihadning darajalari bo‘yicha yoying.
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2 0 4 -1 -6 -1 3 -2
1 2 0 2 -1 -8 0
2 0 2 -1 -8 0 u -2
1 2 0 0 -1
2 0 0 -1 -8 1
1 2 0
2 0 -2 -1
1

Demak, /(x) = 2x(x2+ 1)3+ (—=2x - IXx2+ )2+
+ (8x + IXx2+ 1) + lIx —2

9-misol. C [x] da berilganf(x) = (x + a + b)2m —xdb —aAb—
- b ning gl(x)=x+a va gXx)=x+b ikkihadlarga bolinishini is-
botlang.

Isbot. f(x) ko‘phadning x = —a va x = b dagi giymatlarini to-
pamiz:

/(-a) = b2m + aZlb- adlb- b= 0,

f(-b) = a2+ b2A®B- aAlb- 6Ab= 0.

Bezu teoremasiga ko‘ra f(x) ko‘phad g~x) va g2(x) larga
bo‘linadi.

10-misol. Q[x\ halgada f(x) = 3x2 —6x2 + 5x —10 va
g(x) = 28—4X2+ 3x - 6 ko‘phadning EKUB, EKUKIarini toping.

Yechish. 2f(x) —3g(x) = x —2va /(2) = g(2) = 0 dan
(f,g) = x —2 kelib chigadi.

[[>&] = ni etiborga olsak, |f g]—3x* - 0x2+ 5x +10)x

\J D/
X(2x2 + 3) hosil boMadi.

11-misol. Z7[x] halgada / (X) =x4 +4x3+4x2+6x +6 va
g(x) =x3- 1 ko‘phadlarning EKUBIni chizigli ifodasini toping.
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Yechish. f (X) va g(x) larning EKUBIni topamiz:

fix) = g{x)hlix) + r,(x) dagi hfx) = x + 4, r,(X) = 4X2+ 3;

g(x) —rax)hax) + rAx) dagi hAx) = 2x, rdx) = —6x —1= X + 6;

(X) = rdx)h3{x) da A3x) = 4x + 3.

Demak, (f, g) = x +6 = r2(x) ekan.

Evklid algoritmi yordamida

r2(x) = gix) - r¥x)hzix) = g{x) - (fix) - gix)hl(x))h2x) =

=1(X)(-1?2(x)) + g(x)(T + /2AX)/z2(x))
ifodani hosil gilamiz. Unda w(x) = —+2(xX) = —2Xx = 5x va
v(X) = 1+/z]J(x)/z2(x) = 1+(x + 4) 2x = 2x2+ x + 1 belgilashlar-
ni Kiritsak, if,g)—f (x)u(x) + g(x)v(x) hosil bo‘ladi.

12-misol Q[x\ halganing u(x) = (x2—1) + v(X)(x2+ 2x + 1) =
Ax 3+ ltenglamani ganoatlantiruvchi u(x) va v(x) ko‘phadlarini
toping.

Yechish. Berilgan tenglamada shakl almashtirish bajaramiz:
mx)(x —)(X +1) + v(X)(X + 1)2= (x + IXx2—x + 1)va
mx)(x —1) + V(X)(X +1) = x2—x + 1

ga ega bo‘lamiz.
gXX) = x —1va g2 (x) = x + 1lko‘phadlar uchun ig{, g2 = 1

bo‘lganligi uchun EKUBnNi --jgi ix) +~g2(x) =1 ko‘rinishda

ifodalash mumkin.
Hosil bo‘lgan ifodaning ikkala tomonini (x2—x + 1) ga

ko*paytirsak, -~ {x2-x +1g2{x)+j{x2-x +Dg2{x)=x2-x +1ga
ega bo‘lamiz. Bundan berilgan tenglamani ganoatlantiruvchi u(x)
va v(x) larning xususiy giymatlari

uo{x) ="Nix2- x +1),

vO(X) =-{x2-x +1)

kelib chigadi.
Demak, berilgan tenglamani ganoatlantiruvchi w(x) va v(x) lar
quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:



1 ?
u{x) =~j( " -X +1)+(x+1)A(x),
V(X) -j(x2-x+1)~(x-1)h(x),
bu yerda h(x) e Q[x\.

Misol va mashglar

1. Quyidagi ko‘phadlarning gaysilari teng?
fy (x) =5“XH2x3- N - 27"3x2+2 X - tg;

12(x) =(l-sin™)x2+ (/-1)2+2-/,
/3(x) =~x3+(V3-1)x2- 2i2x - /4,
[4(x) =cosjX 3+2/3x2+/7+2;

/5(x) =(i +tg2|jx 3+(tgf-1)x2-4 cos2yX-2.

2. a, b, c larning ganday giymatlarida Z[x]ning quyidagi
ko‘phadlari teng:
2.1/ (X) = ax™x +1) + ((x2+1)(x —6) + cxix2+ 1) va
g(x) = x2+ 5x + 6.
2.2.f(x) = axix2+ 3) + bx(x —1) + c(x + 1) va
g(x) = 2x} + 52+ 8x + 7.
3. Berilgan halgada / (x) = (g(x))2shartni ganoatlantiruvchi
g(x) ko‘phadni toping:
3.1./(x) = x4+ 6x? 4-1Ix2+ ax +1, Z[x\.
3.2./(x) = 4x4+ ax2— 1, Z5];
3.3./(x) = 9x4 —12X3+16X2 —8x + a, Z[x\.
4. Z[x] halga uchun /(x) = (f(x))2shart o‘rinli bo'lgan
barcha a va b butun sonlarni va g(x) ni toping:
f(X) = x4+ ax* + bx —8x + 1
S Zfﬂﬁ"z)(x_-s') " x
chi a, b, c butun sonlarni toping.
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6. Berilgan ko‘phadlar berilgan halgalarda funksional tengli-
gini isbotlang:
6.1./(x) = x3—2X2va g(x) = x1—2x, Z3[x],

6.2./(x) = 2X2+ x +1 vag(x) = 2x* + 2X2+ 2x +1, Z3X],
6.3./ (X) = x1D+ 4X2va g(x) = 4X5+ X, Z5[x\.

7. (x) ko'phad g(x) ko*phadga berilgan halgada bo‘linadimi?
7.1.f(x) = (3X2- 2x- IXIOx3+ I0Ox- 20) + 2x4- 2,
g(x) = 5% —5, Z[x] va Q[X].
7.2.1(x) = x2+ x+ 1, 9(x) = x —1, Z3x].
7.3./(x) = x1D+ xB+ xB+ ...+ x4+ x2+ X —
g(x) = x4, C[x].

8./ (x) ning g(X) ga bo‘linishining zarur va yetarli shartini
aniglang:

8.1./(x) = x3+ bx + ¢, g(x) = x2+ ax —1, i?[x],

8.2.f(x) = x3+ bx+ ¢, Mx) =x2+ 1 Z[x].

8.3./(x) = x4+ bxl+ ¢, g(x) = x2+ ax + 1, Z[x\.

9. Qoldigni toping:

9.1/(x) = x1D+ xD+ x1M+ xV+ x —1, g(x) = ix—, (Z[DI[X].

9.2./(x) = xP+  +xD+ xB+ xD+ x + 1, g(xX) = x6—1; Z[X].

93./(x) =xIB+ xBL + 1, g(x) = x2—1, Z[X].

94./ X) = xI®+ x + 1, g(X) = x2—(1+ i)x + i; C[x],

9.5.f(x) = xID+ a" —2*8—33+ 2x + 5, g(X) = x2+ x —2; Z[X],

1®. Qoldigli bolishni bajaring:

10.1./(x) = 35+ x4 —0x3 +12X2 +10x —8,

gx) = 3X2+ x- 1 QIX],

10.2.7 (X) = (2/ + 3)x3—4/x + i —2; g(X) = x2+ /, C[X].

10.3./(x) = 4X3+ 2X2—x + 1, g(X) = 2x + 3; Z5[X],

10.4./(xX) =10x7—36a6 +13X5+ 38x4 —6X3+ 3IX2—20x —13,

g(x) = 2X2—4x —3, R[X].

11. Z[x] da/(x) ni ~(xX) ga bolganda r(x) = 3X2—4x +1 qol-
di. Agar degg(x) - 5bo‘lsa, u holda (/ (x))2ni g(x) ga bo‘lgan-
dagi goldigni toping.
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12. R[x] da/ (x) ni g(x) ga bo‘lganda 3, (fix))2 ni (g(x))2ga
bo‘lganda 9 goldiq qgoldi. /(x) ni (g(x))2ga bo‘lgandagi qoldigni
toping.
13. Berilgan halgada/ (x) ni g(x) ga bo‘ling:
13.1./(x) = 10x423x3+26x2-9x~2; g(x) = 2x-3; Z[X],
13.2./(x) = (2 + 2/)x4—6x3+(2—4/ )x2 (I + 11/ )x + 25/,
g(x) = (1—)x + 3i; C[x],

13.3./(x) = 26+ 12,53 —4X2 + 5,5x —2,5;
g(x) - 4X2 + 1L 0|xJ.

13.4./(x) = —5x6+5x5—2x3+3x2—-2x + 5;
g(x) = 6X3+ 4; z7[X].

14./(x) ko‘phadning x0 nuqgtadagi giymatini toping:

14.1. f (x) —x43x3+6x2—0Ox + 16; x0=4, Z[x].

14.2./(x) = x5+ (1 + 2/ )xd—(1 + 3i )X? + 7, Xq= —2—i, C(X).

14.3. /(x) = x5+x4+ 3x2+ 1, x0=3, Z5[x].

144./(x) = x3—H1 + +J2), x0=1-V 2,

QL(V2)IIx].

15. Har ganday a&K uchun/ (x) g Alx]ko‘phad g(xX) —x —a
ikkihadga bo‘linishini isbotlang.

15.1./(X) = x7T—x; K=ZT.

15.2./(x) =x10-x 5 AT- Z5

15.3./(x) ~ xp—x; K= Zp.

16. i?[x] halgada n —toq natural sonlar uchun/ (x) = (x + a+
+ b)4 —xA—a4 —b4 ko‘phad g~ (x)=x+a va g2(x)—x+b ikkihad-
larga bo‘linishini isbotlang.

17./ (xX) ko‘phadni x —a darajalariga yoying:

17.1./(x) = x4—23+ IXR—5x + 1, a = 1; Q[X].

17.2./(x) = 2x4+x3+X2+2, a = 1; Z3[X].

17.3./(x) = x5—3)X38—4X2+ 5a —1, a = -, C|[X].

18. Berilgan ko‘phadlaming EKUBIni toping:

18.1./ (x) =x3+ 3X2—2, g(x) = x3+ 3IX2—x —3.

18.2./(x) = x4+ x3—3IR—2x —2; g(X) —x 1+ IR+ 2x + 2

183./(x) = 23+ x2+ 4x + 2, g(X) —2X3+ x2+ 6X + 3.



19. Evklid algoritmi yordamida berilgan ko‘phadlar EKUB ini
toping.
19.1./(x) = x3+ x2- X - 6; g(x) = x3+ x2-10x - 6, Q[X].
19.2. f{x) = x4+ x3+ x2+ x + [,
gx) = D3+ R+ 2x + 1, QK.
19.3/(x) = x3+ 3x2+ 2x+ 1,0{X) = x3+ 2X* + x+ 2, Z9X].
194./ (X) = x4+ 2ix3—2R2 —2zx + 1;
gx) = x3+ (/ + Dx2+ ix, C[x].
20. Berilgan ko‘phadlar EKUKIini toping.
20.1.fix) - 23+ ™R+ 4x—3, g(X) = x3+ x2—3x + 1, Q[X],
20.2./(x) = x3+ 6X2+ 4x + 1,g(X) = x3+ x2+ 3x —4, 2]
20.3.fix) —x3—a2+ 3x—3, g(X) = x4+ 23+ 2x —1, 77X
204.1 (X) = x4+ 2/x3—2R2—2/x +1,
gx) = x3+ (/ + Ox2+ ¢x C[x].
21. Berilgan ko‘phadlar EKUBIning chizigli ifodasidagi u(x)
va v(x) larni toping.
21.1fix) = x3+ B2+ 6x + 2, gix) —x2+ 6x + 5; Q[X];
21.2./(X) = x3+ 3*2+ 2x+1,9(X) = X3+ 2x2+ x+ 2, Z9X].
21.3./ (X) = 4x4—2X3 —16X2 + 5x + 9,
g(x) = 23—x2—5x + 4, Clx|.
22. K[x\ halgada /(x)w(x) + g(x)v(x) = (p(x) tenglamaning
barcha yechimlarini toping.
22.1.fix) =x2- 1,09(X) =x2- 2x+ L, op¥) =x3- L K= Q
22.2.fix) = x3—1, g(x) = x2+ 3, (p(¥) = x3—2X2+ x, AT=2Z5
23. CIx] halgada/ (x)w(x) + g(x)v(x) + /z(x)(p(x) = ~(X)
tenglama yechimga ega ekanligini tekshiring. Bu yerda/ (X) = x4 +
+2x2+ 1, g(X) = x3—x2+ x —1 hix) = x2+ (/ + I)x + |,
SX)=x+ (' —DhHx —I
24. STmaydon ustida berilgan ko‘phadlar uchun quyidagi
xossalarni isbotlang:
24.1. Ofix) i ) a (PX) : ) = (F(x) (X)),
() * 0, VI  0).
24.2. (1;(%); () = (/i(x) £/2X) £ ... £/n(X)) * K
(/=1,7«), (M) * 0).
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Yechish. Berilgan ko‘phaddan
2X2+ 2/ + =2((x+Yy+2)2- 2(xy+ yz+ x2) = 2af2~ 4a2

ko‘phadning 33+ 3/3+ 3z3 + 5xyz gismini noma’lum koeffit-
siyentlar usulida elementar simmetrik ko‘phadlarga yoyamiz. Bu-
ning uchun quyidagi jadvalni tuzamiz:

Yuqori had _ _
X y 7
3 0 0 33 3P0 30§
z 1 0 AXY atlcB978 —cycn

1 1 1 beZ bO|~'0X‘"O\ :bCI’3

Bu jadvaldan 3x3+ 3y3+ 3zi + 5xyz = 3a,3+ aa,c2 + ba3ga
ega bo‘lamiz. 0 ‘zgaruvchilarga giymat berish yordamida a, b
parametrlarni topamiz:

_ 3x3+ 3y3+ 323+ 5:xyz =
X y . N a3

= 303+ +bo3
1 1 0 2 1 0 6=24+ 2a
1 1 -2 o -3 -2 -28 = -2b

Demak, a ——9, b = 14, ya’ni/ (x, y, z) —3a}3—90~" +
+ 1l4a3 + 2cjj2 —4ct2.

3-tnisoi. x2x2 hadning orbitasini elementar simmetrik ko*p-
hadlar yordamida ifodalang.

Yechish. x2x2 hadning orbitasi yoki x2x2 had yordamida ho-
sil gilingan monogen ko‘phad o(x, ,x2,—Xxn) =x2x" +... +x2[X2
ko‘rinishda bo‘lib, uni topish uchun quyidagi jadvalni tuza-
miz:
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Yugori had darajalari Yugori Hosil bo’lgan

Xi x2 X3 xé X, had elementar ko’phadlar

2.2 0 0 0o «AF P 3

2 1 1 0 0 axxx2x3 a<j24§ '2o\ =aa, cr3

1 1 1 1 .. 0 6x,xX3%x4 ba\-0\-'ol IG\ =b<JA
Demak, o(X, ,x2,—xn) =a\ + +ba4.

0 ‘zgaruvchilarga giymatlar beramiz:

X X x3x4 x5 .. xn a a3 @ n O0XLX2,...X) =
=<\ +aaxs +bad

111. . 33 1. . 0 3=9+3a

11, 1. . 4 6 3 1., » 6= 36+166+6

Bundan a = -2, b = 2 giymatlami hosil gilamiz.
Demak, o(xx,x2,—xn) =<3 -aaxab+2a4.

19-x 4 . 19-jc\
[

4-misol. X;I-|JI+7+ =84 tenglamani yeching.

Yechish. u=x2" v=x+22% belgilashlarni kiritib,
X+ x+1

u+v=19, _ _ _ _
u v _ 34 sistemani tuzamiz. Bu sistemaning ux |, Vj=12;

«2= 12, v2=7 yechimlari mavjud. Ular yordamida

19-x 19-
ne=== =7, 12,
X+
19-x _ X + 19-x

X+ x+1

tenglamalar sistemasini hosil gilamiz. Ularning yechimlari
Xx2 =6 £ 1/29 va x3=4, x4=3.
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P maydonda f(x) =amxn+ an jx” 1+ .. + a}x + a0,
gx) =bjn+ bm /nl+ ..+ bf + b0
ko‘phadlar berilgan va arbomiO a”, a2 ..., anlarf(x) ning il-
dizlari bolsin.
/(x), g(x) ko‘phadlarning rezultanti R(f, g)=amy{axXg{a?
...(g(aMdan iborat.
Agar  p2 ..., p,~0g(x) ning ildizlari bolsa, u holda

R(f,g) =a;b: n (a,-Pj),

1<i<n,
1<j<m

R(g,j) = (-1)mR(f, g) lar o'rinli.
Silvestr formulasi yordamida rezultant quyidagicha topiladi:

an anl - & a0 O 0
0 an .H a2 aX ao -0 -
0 0 wen anl anz - O
K Vi = h 0 0 0
>

0 0 mK bm bm2 - O
/ (x) ko'phadning diskriminanti:
n(rH)
D(f) =(-1) 2 anlR(f,f")yokiD(f) =a@n2 Y| (ai-aj)2.
I<i<j<n
5-misol. f{x) = x2 —3x + 6 vag(x) = x3+ x2—x —1 uchun
rezultantni toping.
Yechish. 1-usul. Berilgan/(x) ning ildizlari kompleks sonlar.
g(x) ning ildizlari x = +1.
R(f, g9 = (-1)32/?(g,/) = R(g, f) bolganligi uchun
R(f, ) =/(-1)/(-IM D = 10«10 «4 = 400.
2-usul. aj va az2/(x) ning ildizlari bolsin. U holda
R(fg) = @B+ at2- a,- IXc"3+ @2- - 1) =
= (aja23 + (ajald2(a,a2) —alAal+ 0 —(a,3+ aB+
+ (a.jad2—ocja™oij +ad —(a,2+a 2 + (e +ad + 1
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Viyet formulalariga ko‘ra, a, + a2= 3 va afa2= 6 bo’lib,
ai2 ~2 ~ (ai a22—2ala2= 3va

a,3+axl= (at + ("((aj + ad2—3ajad = —=27.
Demak, R(f g) = 400,

3-usul.
1 -3 6 O
0 1-3 &6
R(f,g)=0 0 1 -3 = ... =400.
1 1-1 -1

0O 11 -1 -1

/(x) ko‘phad karrali ildizga ega bo‘lishi uchun R(f, /') = 0
bo‘lishi zarur va yetarli.

Ikki o‘zgaruvchili yugori darajali tenglamalar sistemasini
rezultant yordamida yechish mumkin.

) ly2-y +x2-3x =0, ) i
6-misoL sistemaning ye-
[y2+(11- 6x)y -x2+1x-12 =0

chimlarini toping.

Yechish. Sistemani y 0°‘zgaruvchiga nisbatan garaymiz va uning
rezultantini tuzamiz:

1 -1 X -3X 0

0 1 -1 X2 -3X
R(x)

1 11-6x x2+1x-12 0

0 1 11 —6x -X2+1x -12

= 2x(x —2)(20x2 —OOX +120) —40X(X —2)2X —3).

Bundan ~=0, x2=2, x3=0 yechimlarni topamiz. x o‘zgaruv-
chining giymatlarini sistemaga qo‘yib, y ning giymatlarini topa-
miz.

1) x —0day —1bo‘lib, (0; 1) yechim;

2)x=2day=—Ay= 2bo'lib, (2, Da(2; 2) yechimlar;

3) x = 3day = 0 bo'lib, (3; 0) yechim.
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r—N
A j  Misol va mashglar

1. Berilgan ko‘phadlarni kanonik shaklga keltiring:

L1.f(xy) =(X~ y)2>?+xy +y*)(x + 2y) + x2- 1

12.f(x,y) = (x- y)(xy - 2)(X - 2)xyz

2. Berilgan ko‘phadlarni leksiograflk tartibda yozing va uning
yugori hadini toping:

21.f(x\y,2) = (2x + 3y)Z~x(y +z - 3xz), Z9X%,y,z].

22.£(x,y,2,t) =(x+ y)(z +y) T 2x(y tt + |) t(y +2)\

Z3[X,Y,z,t\-

3. Quyidagi ko‘phadlarni simmetrik ko‘phadga to ‘ldiring:

3.1 f(x,y) =x2+ 2y.

3.2.1 (xy) = x3+x% + xy.

3.3.f(x,y,z) = x3+ 2xy + 2yz + 5.

34.f(x,y,2) = (X +y)2+ 2xz + xyz

4. Quyidagi ko‘phadlarning yuqori hadini toping:

4.1. /(x15y2) =5q?9203.

42. f{xx,y2)=5% +20q293-3<£.

5. Quyidagi ko‘phadlarni elementar ko‘phadlar yordamida
ifodalang:

5.Lf(X,y) =xJ +~x + 22 + 2y2

52.1 (X,)) = 2x§ —Sx2* + 2xy 4—b5xy2.

53.f(X,y,2) = X¥ +xy2+ XZ + x2+fz +yi-

54.f(x,y,z) = x4+y 4+ 24~ 2x4 2- 2xV - 2yV.

5.5.f{x,y,z,t) = (xy + zt)(xz + yt)(xt + yz).

56.f(x,y,2) = (xy +z)(xz +y)(yz + X).

6. Agar «eTVuchun Sn(x,y) = x™+y” bo‘lsa, barcha k > 2
uchun Sk=q j/S*, —q2Sk 2 ekanligini isbotlang.

7. 6-misoldagi formula yordamida quyidagilarning o'rinli
ekanligini tekshiring:

71N =q2- 202.

7.2. =3 - L.

7.3. -49?92 +2q].

74. Sj =q -7gx92 +\49™g2 - 1q 1q2.



8. Agar neTVuchun Snx,y,z) = X" + Y1+ £ bo‘lsa, barcha
K > 3 uchun Sk=alSk | - a2Sk 2 + 035k 3uchun ekanligini is-
botlang.

9. 8-misoldan foydalanib, quyidagilar o‘rinli ekanligini tek-
shiring:

9.1. S3=e2-3djCk + 13

9.2. "N -ef-4gx2+2a2+40”"3.

9.3. S5= -53CT2 +50fa3-5a2a3.

94. S6=af-6g492 +9020l -2a\ +6aja3-12aja2a3 +3a2.
10. Berilgan ratsional kasrlar surat va maxrajini elementar
simmetrik ko‘phadlar orqgali ifodalab, giymatini toping:

B IO -6 e T
fexyz) 1,4, 9 pl,2 —~1»?
10.2. b il y+—rH-X iXyH v iyzva C,—9, g2—1»73—2.

11. Quyidagi hadlar orbitasini elementar simmetrik ko‘phad-
lar yordamida ifodalang:

11.1. x2x3, P[xx,x2,x3].
11.2. x{x2x3, P[x{,x2,x3,x4].

11.3. xj, P[xI,x2,...,xn].

12. Isbotlang:
12.1. X4+ y4+(X —y4) = 2(xX? + xy + y22.
12.2. (x+ y)3+ 3xy(l —x —y) 4 =
= (X+y-IXx2+y2-ny +x+y+ 1)
123. x{y + 2)2+ y(x + )2+ z(x + y)2=
- (Yt )X+ 2)(x+y) + Axyz.
124. (xy + xz + yz)3+ (X2- yz)2+ (y2- zxX)2+ (z2~ xy)2=
= X2+ j2+ 222
13. Agarx +y + z - 0bolsa, quyidagi tengliklarni isbotlang:
13.1. x4+ y4+ z4= 2(xy + xz + yz)2
132. 2(x4+ /1 +z4 = (x2+j2+ 222
13.3. 2(x5+ y5+ 75 = Sxyzix2+ y2+ z2-
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14. Berilgan ko*phadlar rezultantini hisoblang:

1417 (X) = 6x2+ X—2, g(X) = 3x2—4x + 2.

142.] (X) = x4 —2R2 + 3, g(X) = x2 —x +1.

143./ (X) = x2—2x + 2 ,9(X) = 2R + x —5.

144./(x) = x3+ 2x2+ 4x +1, g(X) = 3x2+ 4x + 4.

15. a ning ganday giymatlarida berilgan ko‘phadlar umumiy
ildizga ega:

151/ (X) = 2x2+ ax —3, g(X) —ax2+ X —2.

15.2./(X) = x3—6x2+ 4ax —4, g(x) = 3x2—bax + 8

153./ (X) = x3—ax + 2, g(X) = x2+ ax + 2

154./ (X) = x3+ ax2—9, g(x) = x3+ ax —3.

16. Berilgan ko‘phadlar diskriminantini hisoblang:

16.1./(x) =x3+ 6x + 2.

16.2./(x) =x3—9R+ 21x —5.

16.3.f(x) =x5+ 2

164./ (X) = ax2+ bx + c.

16.5.fix) =x3+px + g

16.6. fix) =x3+ ax2+ bx + ¢

17. Isbotlang:

17.1. Rif, gx+ g2 = R(figl) £ R(fg2, deg/= 1

17.2. Rif g{mg2 = RifgX mRifx2).

17.3. R(f 2, gxm2 = RifxgX mRifxg2 mRifZx mRif2)2).

17.4. Diix - a) -fix)) = Difix)) «ifia)2

17.5. Dif-g) = Dif) «Dig) *{Rif, g))\

18. a ning ganday giymatlarida ko‘phad karrali ildizga ega?

18.1. fix) =x3—3x + a.

18.2./ (X) = x4—4X + a.

18.3.fix) =4x3~ax+ 1

18.4. fix) = x3+ (2 —30x2—ax —2.

19. Tenglamalar sistemasini yeching:
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[y2-5y +4x -4 =Q
\ly2+y - x2+1=0.

19.2.

193 [6x2 - 5y2- 3x +9y =0,
[6x3+5y3-15x2-13xy-y2=0.
\(y-1)x2+xy-3 =Q
\(y - D)x2-2x+y -1 =0.

20. R maydonda quyidagi sistemalarni yecliing:

fx3+y3 =35,

[x+y =5

19.4.

20.1.

2+Xy+y2=49,
20.2. [xz+xy+y

[x4 +x2y +y = 931.

X+y+z=1,
20.3. X2+y2+122=09,

x3+J3+2z3=i.

X-y +z2=6,
204. X2+y2+z2=14,

x3-y 3+r3=36.

JVX +yfy =9,

|~ +n =5

20.5

_$1: + D>
20.6. Xy

tfx3y +%]xy3 =78.
21. Quyidagi tenglamalarni yeching.
21.1. x+VI7-x2+xVI17-x2 =9,
212 WO - x - $3-x =1
21.3. n/8-x +n/89 +x =5.

21.4. t/78 +724 +V [-1/84-~30-V " =0.



r
[¢f  Takrorlash uchun savollar

1 Ko*p o‘zgaruvchili ko‘phadlar halgasi deb nimaga aytiladi?

2. Ko‘phad darajasining ganday xossalarini bilasiz?

3. Ko*phad hadlarining leksikografik tartiblashni tushuntiring.

4. Simmetrik ko'phadlarga ta’rif bering.

5. Ikki ko'phad rezultanti ganday topiladi?

6. Ikki o‘zgaruvchili yuqori darajali tenglamalarni yechish
usullarini bayon eting.

32-§, Maydon ustida ko‘phadlar

| Asosiy tushunchalar: keltiriladigan ko‘phad, keltirilmaydigan
ko'phad.

Agar F maydon ustida berilgan va darajasi nolga teng bo‘ima-
gan/ (x) ko‘phadni shu maydon ustidagi va darajalari/ (x) ning
darajasidan kichik ikkita g(x), h(x) ko‘phadlar ko‘paytmasi
shaklida ifodalash mumkin bo‘lsa, u holda f(x) ko‘phadni F
maydon ustida keltiriladigan ko phad, aksincha, agar bunday
ko‘paytma shaklida ifodalash mumkin boMmasa, u holda/ (x) ni
F maydon ustida keltirilmaydigan ko phad deyiladi.

Algebrannig asosiy teoremasi. Darajasi 1 dan kichik bo 1ma-
gan kompleks koeffitsiyentli har gqanday ko phad kamida bitta
kompleks ildizga ega.

Agar d(x) ko‘phad f(x) va cp(x) ko‘phadlarning umumiy
bo‘luvchisi bo‘lib, d(x) ko‘phad/ (x) va cp(x) laming ixtiyoriy
umumiy bo‘luvchisiga bo‘linsa, u holda d(x) bo‘luvchini/ (x) va
(p(x) ko phadlarning eng katta umumiy bo fuvchisi (EKUB) deyi-
ladi va u (Ax); cp(x)) ko‘rinishda belgilanadi.

f(x)~aQ+ afx + ... + aj?,f(y) = a0+ ay + .. + ay bolsin.

moom Sy "os
= (N-y)fjaldxke l+xkey + .. + A D = (x-y)F{x; ),
k-
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bu yerda F(x;y) — ak(xk I+xk +...+yk 1). Aytaylik x—y

k=1
bo‘lsin. U holda F(x;x)— "kakk-1= af+2a+...+napd~1bo‘lib,
ifex) ni/(x) kophadningformal hosilasi deyiladi va u/'(x) yoki
/' orqali belgilanadi.
/(x)=a"+ ax nl+ .. + an X + anko‘phad x —c ning da-
rajalari bo‘yicha

I(xX)=/(c)+/'(c)(x - ¢)+ —fix - cf+ .. + - 0

ko‘rinishda yoziladi.
Kompleks sonlar maydoni ustida f(z) =f +cknd+...+cnlz+cn

ko‘phad berilgan bo‘lib, a,,a2,...,a, lar/ (z) ko‘phadning ildizi
bo‘lsa, u holda ushbu

G =-(a! +a2+..+a,,);
2 =aja2+az2a3+..+a,.a,,;
<c3=-(ala2a3+a2a3a4+..+a,2 a,, );

- (-1)7 0490 eee,,

munosabatlar o‘rinli bo‘ladi.

Kompleks sonlar maydoni C ustidagi ushbu ox3+ fo2+ cx+¢/=0
(@0) ko‘rinishdagi tenglama 3-darajali bir noma’lumli tenglama
deyiladi. Uning har ikki gismini a ga bo‘lib,

tenglamani hosil gilamiz. Unda x =y - 31_3 almashtirish bajarib,

soddalashtirgandan so‘ng y3+/?>+ tenglamani hosil gilamiz.
Bunda y=u+v almashtirishdan so‘ng u va v larni shunday tanlab
olamizki, natijada 3uv+p=Q shart bajarilsin. U holda
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27
sistemaga ega bo‘lamiz. Sistemadan ko ‘rinadiki u3va v3lar Viyet

3
= 0 tenglamaning ildizi bo*-

teoremasiga ko‘ra gandaydir £ + gz o7

ladi. Bu kvadrat tenglamani yechib, zx=u3dan «=

v=1"1~vV +YT 'arn' h°sil gilamiz. « va v ning har biriga

uchta giymat, u o‘zgaruvchi uchun esa to‘qqgizta giymat topiladi.

Agar u, 8u, su (bunda e son 1dan chigarilgan 3-darajali il-
diz) 4 ning uchinchi darajali ildizlarining qiymatlari bo‘lsa, unga
mos z2 ning uchinchi darajali ildizlari giymatlari v, ev, e2v bo‘la-
di. Natijada keltirilgan tenglama yv—u+v, y2—su+s2v, y3=z2u+zv

ildizlarga ega bo‘lib, unda s =- L +/E bo‘lgani uchun y=u+v,
y2=-"M(u+v)+in-(u - v), yE-y(w+v) - i™-(u - v) bo'ladi.

Bu yerda x=y _3® ni e’tiborga olib berilgan tenglamaning

X, =y~-~ ,X2=y2~ ~ ,xi=y3~ ~~ ildizlari topiladi.

Kub tenglamani bu uSulda yechish uni Kardano usuli bilan
yechish deyiladi.

Agar x3+px+q=0 tenglamada p, q lar haqiqiy sonlar bo‘lib,

2 3

A ="T +Yf ~° 7sa’ u h°lda quyidagi mulohazalar o‘rinli:

1) agar A > 0 bo‘lsa, tenglama bitta haqiqiy va ikkita o°‘zaro
go‘shma mavhum ildizlarga ega bo‘ladi;

2) agar A= 0 bo‘lsa, tenglamaning barcha ildizlari haqigiy va
kamida bitta ildizi karrali bo‘ladi;

3) agar A< 0 bo‘lsa, tenglamaning barcha ildizlari hagigiy va
turlicha.



Agar a butun son koeffitsiyentlari butun bo‘lgan

a" + fliX™1+ .. + anx + an=0

tenglamaning ildizi bo‘lsa, u holda ﬁ'? va fg+|/) sonlar ham
butun sonlar bo‘ladi.

Agar p/q (g > 0) gisgarmas kasr koeffitsiyentlari butun
boMgan ak”+ a”~ "' + ... + an X + an= 0 tenglamaning ildizi
bo‘lsa, u holda p son anozod hadning q son esa a0 bosh koeffit-
siyentning bo‘luvchisi bo‘ladi.

Eyzenshteyn kriteriyasi. Butun koeffitsiyentli

fix) = c /1+ c_jx" 1+ .. + GIC+ c0

koghadning bosh koeffitsiyenti cndan boshga barcha koeffit-
siyentlari p tub songa bo‘linib, ozod had cOesa p1ga bo‘linmasa,
u holda fix) ko‘phad ratsional sonlar maydoni ustida keltiril-
maydigan ko‘phad bo‘ladi.

Kasming maxrajidagi irratsionallikni yo‘gotish mumkin, ya’ni
FI sonlar maydoni ustida keltirilmaydigan «-darajali p(x)=x*+
+ + .+ anx + anin > 2) ko‘phad berilgan bo‘lib, x=a

uning ildizi bo‘lsa, u holda a(a) (g(a) * 0) kasr-ratsional ifoda-

ni shunday o°‘zgartirish mumkinki, natijada uning maxraji butun
ratsional ifodaga aylanadi.

1-misol. f (X) = x4 + 2x3 —3X—5x + 2 ko‘phad maydonda
keltiriluvchimi?

Yechish. fix) ko‘phad darajasi 4 ga teng bolganligi uchun,
agar u Q maydonda keltiriluvchi bo‘lsa, u holda/(x) ko‘phad-
ni ikkita 2-darajali yoki 1- va 3-darajali ko‘phadlar ko‘paytma-
siga yoyish mumkin.

Agarfix) = (6x2+ bx + c)idy? + mx + n) deb faraz qgilsak,
bu tenglamaning yechimlari na butun sonlarda va na kasr sonlar-
da mavjud emasligiga ishonch hosil gilish mumkin.

Agar fix) —iax + b)(cxi + dx2+ mx + n) deb faraz gilsak,
u holda tenglamadan
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ac =1,

ad +be =2,
<am + bd = -3,
an+bm = -5,
bn=2

sistemani hosil gilamiz. Bu sistemaning yechimlaridan biri a=c—

=«=1, b=2, d=0, in= —3. Demak,/(x) = (x + 2)(x3—3x + 1)

bo‘lib, berilgan/(x) ko‘phad Q maydonda keltiriluvchi ekan.
2-misol. Q[x] da berilgan/(x) = (x —2)(x —3)2Ax + 1) va

g(x) = x3—3X—2x + 6 ko‘phadlarning EKUB va EKUKIini

toping.

Yechish. f (x) ko‘phad kanonik yoyilma ko‘rinishida berilgan-
ligi uchun g(x) ko‘phadni keltirilmaydigan ko‘phadlar kanonik
yoyilmasiga keltiramiz:

[ (X) = (X: —3X) —(2x —s ) = M (X —3) —2(x—3) = (X —3)(X. —2).
Demak, (f, g) =x- 3 (f,g = (x- 22- 2)(x- 3)Ax + 1).
3-misol. Q[x] halgada berilgan/(x) = x4—2x3 + 32 —5x + 1

ko‘phad hosilalarining x0=1 nuqgtadagi hosilalarini toping va beril-

gan ko‘phadni x —1 ikkihad darajalariga yoying.
Yechish. 1-usul.
I'(x) = AX'— X + «x —5;
["(X) = 12X2— 12X + 6;
f"'(x) = 24x - 12;
f tv(x) = 24.

Uholda /(1) =4+13- 61- 5=-1;
["(1) = 121- 121+ 6= 6
["(1) =24+1- 12 = 12
f Mx) = 24.

Berilgan ko‘phadning (x —1) darajalariga yoyilmasini Teylor
formulasidan foydalanib topamiz:

[(x) =1(1) +/"()(*-1) + (*-12+
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Bu yerda/(1) = -2 bo‘lganligi uchun
[(X) =-2 - (x- D)+ 3kx- D2+ 2(x- )3+ (x- 14
2-usul. Gorner sxemasi yordamida yoyilmani topamiz:

-2 3 -5 1

2
0 2 -1
3

N N N e e
N T e
H

Jadvaldan /(1) = -2;/'(1) = -1; = HIMA = 2;

f'X,(') =1 larni aniglaymiz.

Bundan,/(x) = (x4 + 2(x —1)3 + 3(x —I)2—(x —1) —2
va/'(1) = —1;/"(1) = 6;/"'(1) = 12 larni topamiz.

4-misol. a ning ganday giymatlarida /(x) = x3+ x2ax + 3
kophad karrali ildizga ega bo‘ladi?

Yechish. Berilgan ko‘phadning karrali ildizi a bolsin. U holda
[ (X) = (x—a)2+h(x). Bu ko‘phadning hosilasi/(x) =2(x - a)h(x)+
+ h'(X)(x —a)2bo‘lib,/ '(a) = 0 bo‘ladi.

/(a) = 0,/"(d) —0 lardan quyidagi tenglamalar sistemasini
tuzamiz:

J@+ R+ e@+3=0,
[3a2+2a+a =0.

Bundan a = —3a2—2ayordamida a3+ a2—3a3—2a2+3 = 0,
ya’ni —2a3—a2 + 3 —O0 tenglamaga ega bo‘lamiz. Uning
a, =- g;aZ =1 yechimlari mavjud bo‘lib, w =P =-5 ga
ega bo‘lamiz.

Demak, a = —5 da berilgan ko‘phad karrali ildizga ega.
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5-misol. Agar Q[x\ halgada 2 son/ (x) ko‘phadning 3 karrali
ildizi bo‘lsa, u holda g(x) =/'(xXx2 + 3) + (x + 3)f"(x)
ko'phadning necha Karrali ildizi bo‘ladi?

Yechish. 2 soni/ (x)ko‘phadning 3 karrali ildizi bo‘lganligi
uchun/(2) =/'(2) =/"(2) = 0vaf'"(2)* 0. 2 sonni g(x)
uchun tekshiramiz: g(2) = Ovag (2) * 0.

Demak, 2 soni g(x) uchun bir karrali ildiz.

6-misol. f (x) ko‘phadni karrali ko‘paytuvchilarga yoying.

Yechish. /(x) ko‘phadni keltirilmaydigan ko‘phadlarga kano-
nik yoyilmasini quyidagi jadvaldan foydalanib topamiz:

C maydonda /(x) = ¢p~2.2", 1 <i<m bo‘lsin, ¢
ko‘phadlami quyidagicha aniglaymiz:

1
| —1QR eeechr M= — = Qlp2..¢T

4 =(/,/") "D 3-yCl 062= ¢~ =RP3-Gm =2

Ub
— d2
a2 = 3...0r-2 93 = =(B..ou as -
#4
’\m-|~(dm_2dm_2)—qx =-/%;11_’\¢T ®dr —cm

aT

Berilgan /(x) ko‘phad uchun Evklid algoritmi yordamida
dv d2 ..., dmlarni topamiz: /'(x) = Ax’—6/x2—2/.

dx= (/,1") = (x-i)2
d{ = 2x —2i —2(x —i);
d2=x —i;

d2 —1,

d3= (d2 df) =1;
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Bulardaim, i :%zfiﬂfqﬂ:%:l;qs:qS:x-i lar ke~
lib chigadi.
Demak,/ (x) = (x + /)(x —i)3

7-misol. Q maydonda M) = 9 +4§;3 kasrni ele-

g(x) " (x2-4x+49(x+3)"

mentar kasrlarga yoying.

Yechish. f (x) va g(x) ko‘phadlarning o‘zaro tub yoki tub-
masligini tekshiramiz. Buning uchun ulaming EKUBIni topamiz.
if, g) = x + 3.fix) va gix) larni o‘zaro tub holga keltiramiz va

ﬂisg‘armas kasr N7—F = ----mzmmmeee- ni hosil gilamiz. Bundan,
gix) ix-2) (x+3)

: x+1 ™ i? C

4 5, C parametrlar yordamida <N2) +N +IT5

yoyilmani tuzamiz. Natijadax + 1 = A(x —2)(x + J) + fi(x + 3) +
+ C(x - 2)2tenglama kelib chigadi va uning yechimlari

ayx=2daB=j;

b)yx=-3da C=
d)»+C=0va " =

I’:‘) K I(x) _ x+1 2 2 2
eMaK, B T ix-2)2(x+3)  25(x-2) 5(x-2)2 25(x+3)’



1./(x) ko‘phad berilgan maydonda keltirilmasligini isbotlang:

1.1./(x) = x3—2, Q

12/ (X) =x2+x+ 1, Q

13.fix) = x2+ x + 1, Z5.

14.fix) = x6+ x3+1, Q

2. Q maydonda berilgan quyidagi ko‘phadlarni keltirilmaydi-
gan ko‘phadlar ko‘paytmasiga yoying.

2.1/ (X) = 26—x4—6X3+ IR+ 4x —2.

2.2.fix) = 3% + x. - 156X3- 5% + 12x + 4.

3./ (X) = 26—x4 —23 + x2—4x + 2 ko'phadning 2 juft
bir-biriga garama-qarshi ildizlari mavjudligi ma’lum bo‘lsa, uni
Q, R, Cmaydonlardagi keltirilmaydigan ko‘phadlarga yoyilmasi-
ni toping.

4. Q maydonda berilgan 3-darajali ko‘phad keltiriluvchi
bo‘lishi uchun uning bitta ildizi ratsional son bo‘lishi zarur va
yetarli ekanligini isbotlang.

5. Z[x] halgada quyidagi ko‘phadlar keltirilmasligini isbotlang:

5.1./(x) = x6—x2 +1.

5.2.fix) = x5+ x4+ x3+ x2+ 1

5.3.fix) = x3—x2+ x+ 1

6.f (X) = x4+ 4 ko‘phad Z5 Q, R, C maydonlarning qaysi
birida keltiriluvchi?

7. Quyidagi ko‘phadlarni keltirilmaydigan ko ‘phadlarga yoying:

7.1./(x) = x4—6X3+ lIx2—6x + 1, 77[X],

7.2.fix) = x4+ 4, C[X],

73.1 X) = X2+ x —1)2+ Sxix2+ x —1) + 2xX2.

74.1 (X) = x4+ 4; C[X\.

75.fix) = XAX - 3. + 4X —12x + 4.

7.6./(x) = x6+ 27; C[X],

77./(x) = (x+ 2)(x+ 3)(x+4)(x+5 + 1

7.8./(x) = x2"+ x4+1; C[X],
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8. Quyidagi ko‘phadlaming EKUB va EKUK larini toping:
8.1 fix) = (x—I1)2(x2—5x + 6), gix) = x2—x —2, Z[X].
82./ (X) = (x2—2x + 3)2(x2+ 5x —6)2,
g(x) = (x2- 8x + 12)2(x3-1), Q[X].
83.fix) = x4+ 28—2x—1, g(x) = (X +1)(x2—x —2), Q[X.
84.f{x) =x5—x,g(X) = (x2+ x+ 1)2(2x +4), Z9X].
8.5.fix) = xm—1,9{x) = xn- 1
8.6.f{x) = x"1+ L, gx) =x"+ 1
9. Quyidagi ko‘phadlarning hosilasini toping:
9.1.fix) = (x2+ x —1)3(x3—2), Q[X].
9.2./(x) = 4x10+ 3X2 (x + 3), Z5[X\.
10. Agar Z3x] halgadafix) = 2x +1 va/(1l) = 1bo‘lsa,
6 darajalifix) ko‘phadni toping.
11. Agar Q\x\ halgadafix) = 24x + 2,/(0) =1val/(l) =5
va bo‘lsa, / (xX) ko‘phadni toping.
12. Z2[x] halgada darajasi 3 dan katta bo'Imagan va 0°z hosi-
lasiga bo‘linuvchi barcha/ (x) ko'phadlami toping.
13. fix) ko‘phadni x —a darajalariga yoying va hosilalarining
a nugtadagi gqiymatini toping.
131.fix) = i+ (1- OB-(2 + nx2+ 3x~3- 4/,a=2i, C[X.
13.2. f{x) = x6—3/x3—4XR2 + 5/x —, 0 = —4, Cfx] .
133.fix) = (x- 3)(x- 2)(x +D)(x + 4) +1, a= -1, Q[X]
134.fix) = 2x4+ x3+ x2, a= 1, Z3X].
135./(X) = x4- 8x3+ 24a2- 50x + 90, a = 2, i?[X],
13.6./(x) = x56—43+ 6X2—8x +10, a —2, i7[X].
14. Berilgan ildizlar necha karrali ekanligini aniglang:
14.1. a —3;/(X) = x4—6X3+ 10x2—6x + 9, Q[X].
142, a - 2\fix) = x5- 4x4+ 7X3- lIx2+ 4, Q[X].
143.a = 1+ /;fix) = x4—@B + A)x? + (3 + 3i)x? +
+ 8- 2)x- 2- 2/, C[X],
144. a = 2;/(x) = x5—5x4+ 7X3 22+ 4x —8.
145. a = 3;/(X) = x5—6x4+ 23+ 36X2—27x —54.
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15. R[x] da b ning ganday giymatlarida berilgan ko‘phad kar-
rali ildizga ega:

15.1./(x) = xs —5% + h.

15.2./ (X) = x. —4X2—3x + h.

153./ (X) = x; + 3X. + 3bx —4.

15.4./(X) = x: + 5X + :x+ b .

16. Berilgan ko‘phadlarning karrali ildizga ega bo‘lishining
zarur va yetarli shartlarini aniglang:

16.1./ (x) = x. + ax + h.

16.2./(X) = xs + Ox. + b

17. Berilgan ko'phadlarning keltirilmaydigan ko‘phadlar ka-
nonik yoyilmasini toping:

170/ (X) = Xs + 4% + Ix" + s % + 5x + 2.

17.2./(X) = Xs —iX4+ 5% —iX2+ X + 41.

17.3.fiX) = Xs + 5% + s - O% - (4+ 0% -  +120)X- ./

174.fix) = Xe —sXe —4XK + 9x? + 12X + 4,

18. Quyidagi shartlar asosida kompleks koeffitsiyentli eng ki-
chik darajali ko*phadni aniglang:

18.1. 1 —ikki karrali, 2, 3, 1+/ —bir karrali ildizlar.

18.2. i —ikki karrali, —— —bir karrali ildizlar.

19. R[x] halgada berilgan kasrlarni gisgarmas kasrga keltiring:

X2-4Xx+3
X2-5x+6

19.1.

X8+x4+1L

X2+x+I1

20. Q maydonda berilgan kasmi elementar kasrlarga yoying.

19.2.

fix) _ X+3
20.1. " (x3-2)(x+1)!
20.2. /<*} -

gix X4-2x
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203" =—

g(x) J2-4
204. /W -
g(x) X3 +X

21. R maydonda berilgan kasrni elementar kasrlarga yoying:

I(x) _ x3-1
21.1. g(x) (x2+x+1)2(x2+1) ’
f(x) x4 +2x3-18x2+54
21.2
g(x) X5+6x4+9x3
f(x) X2+3x+2
213 900 ey
214, fix} - *2
g(x X?-4 "
21 f(x) X+3
= g(x)  (x3-2)(x+1) ’
21.6. /sx

g(x} ) (x2:x2+2)

21.7. IW_ - *2

g(x) X4 —16
218 /() _ 1
TTog(x)  x4+4°

22. C maydonda berilgan kasrni elementar kasrlarga yoying:

/(x) *2

22.1 g(x) ~ (x-D(x+2)(x+3)
fix) 1

22.2. 0t X +4
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293 fix) 5x2+6x-23
T og(x) (x-1)3(x+1)2(x-2)"
fix) _ i

22.4. g(x) (x-i)(x+2i) °

fix) _ 2x
225 4(x) ~ (jc-1)(x2+1) '

296, fix) _ x2
g(x) x4-4 "'
23. Z5maydonda =—— ip —tub son) kasrni elemen-

tar kasrlarga yoying.

24. Maydon ustida keltirilmaydigan ko‘phadlarning quyidagi
xossalarini isbotlang:

1°. Agar pix) va g(x) keltirilmaydigan ko‘phadlar bo‘lib,
p(x) *g{x) bo‘lsa, u holda pix) = agix) ia * 0) bo‘ladi.

2°. Ixtiyoriy fix) ko‘phad keltirilmaydigan ixtiyoriy p{x)
ko‘phadga bo‘linadi yoki if{x)\ pix))=1bo‘ladi.

3°. Agarfix) ii—,m) ko‘phadlaming hech biri keltirilmaydi-
gan pix) ko‘phadga bo‘linmasa, u holdafix) fix) ..fjx) :pix)
boladi.

4°, Agar / x)/2Ax).../mx) : pix) ipix) - Kkeltirilmaydigan

ko‘phad), u holda fix) (z-1,m) ko‘phadlarning agalli bittasi
~(X) ga bolinadi.

5°. pix) keltirilmaydigan ko‘phad bolsa, u holda apix)
{0~ a&F) ham keltirilmaydigan ko‘phad bo‘ladi.

25.  Agar X = a + bi berilganfix) ko‘phadning ildizi bo‘lsa,
uning golgan yechimlarini toping:

25.1. fix) —x3—4X. + 3x+ 30; xt =3+ / V6.

25.2. fix) = x3—4x. + 3x+ 30; j = 3 —/ V0.

25.3.fix) = 4x . —24X3+ 53X. + 18x .. 42; XX= 3 —/al5 .
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25.4./(X) = X 4+ 2X3+ 22+ 6X —3; xt= —1 —i n2.

26. Kardano formulalari yordamida quyidagi tenglamalarni
yeching:

26.1. -2X3- 22+ 12x- 24,

26.2. 23+ 4X2 + 4x + 4.

26.3. 23+ 8X2—2x + 5.

26.4. —5X3+ 8X2—3x —3.

26.5. 6x3—8n2 + 5x —3.

26.6. —5X3+ 8X2—3x —24.

26.7. 2% + 8X2- 12x + 12.

26.8. 2X3+ 4X2+ 4x + 4.

26.9. 5X3+ X2—3x —2.

27. Ferrari usuli bilan quyidagi tenglamalarni yeching:

27.1. x4- 2X3- 22+ 12x - 24.

27.2. x4+ 23+ 4X2 + 4x + 4.

27.3. X4- 2X3+ 8X2- 12x + 12.

27.4. X 4- 5X3+ 8X2- 3x- 24.

27.5. x4—2X3+ 82— 12x + 12.

27.6. X4—5X3+ x2—3X —2.

28. Ko‘phadning butun ildizlarini toping:

28.1./(X) = x4—3x2—14.

28.2./(x) = 4x4+ 3x2- 4.

28.3. [1X) =x. + 4X3+ 27.

28.4.1 (x) = x4 —3x2—24.

28.5./(x) = xs + 3x —0.

28.6./(x) = x5+ 3x —8.

28.7./(x) = x5+ 3x —12..

28.8./ (X) = X3+ 2X2—3x +2.

29. Ko‘phadning ratsional ildizlarini toping:

29.1./(x) = 4x5 + 4x. + 7X3+ 8X2+ 5x + 2.

29.2./(X) = 5X5- X4- 2X3- 27X2- 44X + 7.
29.3./(x) = —4X —X: —6%: + IIx: —ex + 1
29.4./(X) = 5X5+ 4x4+ 4X3+ 13X2+ 6X + 9.

295./ (X) = 6+ x4—53—8x2+ 19x —3.
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30. Kasr maxrajini irratsionallikdan qutqaring:

7 2
30/1- 1-4/2H\2 * 30-2- W-2H9+H3-V
. 2
303 mlﬁﬁ 04 111-y1+3
125-T5+6"'  —eeeeemm T49-17+3"
3/2 . . 9
30.7. iu’:’_l \+/2!/|£ . 30.8. JUT+ et

30.9.

Takrorlash nichum savollar

1 Ko‘phadning butun va ratsional ildizlari.

2. Eyzenshteynning keltirilmaslik alomati.

3. Algebraik elementning minimal ko‘phadi.

4. Maydonning oddiy kengaytmasi va uni qurish.

5. Kasr maxrajini algebraik irratsionallikdan qutqarish.

6. Maydonning chekli kengaytmasi.Maydonning murakkab
kengaytmasi.

7. Algebraik sonlar maydoni.

8. Tenglamalaming radikallarda yechilishi.

9. Uchinchi darajali tenglamalaming kvadrat radikallarda
yechilish sharti.

10. Kvadrat radikallarda yechilmaydigan masalalar.
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JAVO B LAR

| MODUL. MATEMATIK MANTIQ ELEMENTLARI
I-8. Mulohaza. Mulohazalar ustida mantiq amallan

1. 12, 15 18, 19, 110, 114, 118, 119, 120, 121,
1.22 —mulohaza. 2. 2.1, 2.5, 2.7 —yolg‘on. 3. 3.3. 3<2, 38.
barcha haqgiqiy sonlar tog. 3.10. Shunday natural son mavjudki,

u birdan katta emas. 4. 4.2, 48. 5. 51. (x ®0)n (y * O). 5.2

(x=0)v(y =0). 53. x=0)n(y =0). 54. (x=0)n [y ®0O).
55. (x>-6)n(x<6). 56. (x=-2)V(y=2). 6. 6.1, 6.5, 6.6,
6,7, 6.9, 6.10 - yolgon. 7. 7.2, 7.4, 7.7, 7.8, 7.9 - rost. 8. 8.1.

NAa/IB=>Av B. 82. An\B=*\C. 83. A=iBvCvD. 84
A=BVCVD. 9 Mavjud emas. 10. 10.2 —yolg‘on, golgan-
lari rost.

2-8. Formula. Teng kuchli formulalar. Mantiq gonunlari.

223.8U )» 0A)v(c n-)m ((0")» c)nr),
Wa)o (1(5VC))nB), (OU o (M«)-C))ns),
HU » (|5))vc)n B), (XU « ((Ifi)v C))n B)),
OU « fli)v c)n 8))), OU » ((li)v (Cnr)))),
OU « 0(5 v (Cn5)))), OU « 0((5vC)n5)1,
(KU « 05))V(c n5)), (KU« 0(5VC))n 5)),
ou » (0(5 veyn B)), (OU « (15)v (CnB)),
((211)» (((15)v C)n B% ((U)» (0(5 VC))n 5)),
(OU » 0(5 VC))n B). 3. 3.1. A,B,C,{JC\(A Vv 5),(1« B\
((Av 5)=» A\((A « 5)n (1C), {{Av >)=>J1)=» (le)}
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(((¢<=>E)a lc D (((,4v 20=>7)=>(1c))). 11. 11.1. 1 11.2.
AvB. 113. AaB. 114 -gaic. 115. Av(BaC). 116.
B=>M. 12. 12.1. Kl4afalC). 12.2. KIiAlfl). 12.3. ~J\4aBa]O).
124. \Aa\B)a\A aC). 125. 1(14alS)al(14aC). 13. 13.1
1~Uv 5)vi(I5vIC). 132.Av BVICIAV™).

13.3.1(1(,4 v B) v C)VI(AvIC). 13.4. KKIMVKIAVIC)) v

v (JA v B))w]B. 135. 10(1,4 v 5)vI(I5 vivC))v (14 v C).
14. 14.1. (14v(14aC))a(*v1a). 14.2. ((AvBvC)a]D)vQvRVP.
14.3. (((Av (sa1c))a1z)) vQ)a (7?v (IP a /7).

144. (1.4 Vv(B a (CvID))) ar)vii2.

3-8. Predikatlar. Kvantorlar.

1. 1.2,1.4,15,1.7,1.8,1.10,1.11,1.14. 5 51 M\{3}. 5.2.
{1,2,3,4,5,6}. 53. {2,4,56,8,10,12,14,15,16,18,20}. 5.4. M\{3}.
5.5. M\{5}. 5.6. M\{5}. 5.7. {1,5,7,11,13,17,19}. 5.10. {6,12,18}.

4-8. Matematik mantigning tatbiglari

4.41. Vxe M, Wye M((Xx =y)v(x<y)Vv (X >Yy));
3xe M, 3ye M(J(x =y)vl(x <j)vi(x >y)).
4.2. 3Lg R+, Vg M(\Mf(x)\ <L); VLe R+,3ye M(J/(x)| >L).
43. Vxj g M, Vx2g M((xI <x2) /(X)) </ (x2));
3X, GM, 3X2GM((Xj <X2)a /(X]j)>/(x2))).
44. 3T g A\ {0}, Vxg Af(x£Te M)a (f(x £T) =/(x));
vri Gi?\ {0}, 3xGM((x£r £ M) V(/(x £7) * /(*)).

I MODUL. TOTLAMLAR VA MUNOSABATLAR

5-8. To‘plam. To‘plamlar ustida amallar. Eyler—venn
ilagrammalari

I.LA=m,B={a,{\}}, C={{a,{1}}}. 4. |i?(M)|=2, |i?(M2)|=4,
[I?(M3)|=16, \R(Mn)\2n. 6. 10 nafardan kam emas.
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7-8. Akslantirish (funksiya). Tartib munosabati. Graflar
3. R={(1,21),(2,2),(2,1),(3,2),(3,3),(3,1),(4,4),(1,5),(2,5),(3,5)}.

— < Vv NA Y

Y Vi
I

I MODUL. ALGEBRA VA ALGEBRAIK
SISTEMALAR

8-8. Algebra. Faktor-algebra

1. 11 Amal emas. 12. Unar amal. 13. Amal emas.
14. Amal emas. 1.5. Amal emas, agar natural sonlar to‘plamida
garalsa, ternar amal. 2. Neytral element mavjud emas.
3. 3.1. Neytral element mavjud emas. 3.2. Neytral element 1
4. 4.1. Butun sonlar to‘plamida qo‘shish, ko‘paytirish va qara-
ma-qarshi elementni topish. 4.2. Ratsional sonlar to‘plamida
qo‘shish, ko‘paytirish, qgarama-qarshi va teskari elementlami
topish. 4.3. Mulohazalar to‘plamida dizyunksiya, konyunksiya,
implikatsiya, inkor amallari.

9-8. Gruppa. Halga. Maydon
0, agar £ = 4k,

10. 4z \e’aMar Z +1, afgantjr&jlgomomorfizmdir.
a, agar z = 4k + 2,

b, agar z = 4k +3
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IV MODUL. ASOSIY SONLI SISTEMALAR
12-8. Kompleks sonlar mayioni

1. 11. Rez =0, Imz = y. 12 Rez = 2, Im* = |.
13. Rez=0,Imz=— 14 Rez= ~, Imz= 0.
4. 41. z=25+yi,yeR. 42, z=-1+/. 43.
44, 0. 45 N =-l+i,z22=-4-i. 46. A= > 2=y M-

47. Zi =1-2/,22=-3 +/. 48. Zi=-2i,z2=-y" - 5 51. -1/

5.2. 53. 0. 6. 6.1. 1+/. 6.2. 6+8/,6+17/. 6.3. A =1-/,

2=/ 64. Zi=1+/172=-2i. 65. ~=' ° 66. 2 =-15-2/

N2=-1,5-4,25/. 8. 8.1. 2"cosJ’\. 8.2. ’\;3Lsin". 83. 2"cos”.

84. 4-j-sin”. 9. 9.1. 5(cos0+/sin0). 9.2. 2(cos™7i +/sin"7i).
3...

9.3. -24\92: (cos’) +/sin 4 1. 9.4. 16(cos?y +/sin ).

9.5. cos(-"- a) +/sin(*-a). 11. 11.1. - — (cos(2B - 0) +
+/sin(23 - 0)). 112, 428 11.3.  2"sin" " (cos«(™- a) +
+/sinn(j-a)). 114, -_=~7r(-1 +/V3).

12. 12.1. >/5(cos s +/sin ’;A k =0,1,2;,p= arcsin(-v-sf\).
12.2. 2(cosé\ +/sin’;),fc =0,1,2345.

12.3. >/13(cos E¥\&t-+ isin—m) £ - 0,1,23;p=arcsin.

—+2krt —+2kn

124. ji(cosh-y—+/sin”—),&=0,1,23.
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125. cos-*— +/sin-5-~— ) k =0,1,2,3,4.
12.6.72(cos@?—+isin £ T, &=0,1,2,3; 9 = arccos
U=+ 2fec — +2jht
127.J=(cos™— +/sin 126....), k =0,1,2,34,5.
128. "M (cosP +isin3 2—4),fc =0,1,2,34,5,6,7; = arccos-rL.
8 8 V74

V MODUL. ARIFMETIK VEKTOR FAZO.
CHIZIQLI TENGLAMALAR SISTEMASI

13-8. Arifmetik vektor fazo
2. 21 (8+72,0-9,4). 2.2. (-2,12,-17). 2.3. (Isina,i,
icos3a). 24. (-f,y,-3).
14-8. Matritsa va uning rangi

3. Agar X=1a X=1i bo‘lsa, rang 2 ga; agar X=1v X="

bo‘lsa, rang 3gateng. 4. A=0 darang 2 ga, X* 0 da rang 3 ga
teng.

15-8. Chizigli tenglamalar sistemasi

2,21, (1,—1,0). 2.2. (1,2,-1,-2). 2.3. (,-1,],0). 24.

Hamjoysiz. 3. 3.1. har ganday A uchun CHTS hamjoyli. 3.2.
X* -2 da CHTS hamjoyli. 3.3. X=-3 da CHTS hamjoysiz.

34. X=2 da CHTS hamjoysiz. 4. 41. x =" (-« +b+c+d),
y="a-b+c+d),z=-"Na+b-c+d),t="a+b+c-d).
42. X =--@?- bg- er-ds), J =-7(#+bp+cs- dr),

Z= KAar - bs+cp+dp), t :;(as+br-cq+dr3),A =c?+1? +(? +d2.

43xX* =(-irfX 7 F A -, buyerda
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fik al,...,ak I,akH,...,an elementlaming n-i tadan ko‘paytma-
o n (b-aj) f(K
lari yig‘indisi. 4.4. xlg = .F]\k%a_li-_éﬁ = (b-ak)f*(ak)’
I*

f(x) =(x-a)(x-a2)...(x-an). 5 51 Xt = 93-"4~2,
X2=~5GM4+10 52 x3=22j - B - 11,x4 =-16X, +24x2 + 8.
53. (3,2,1). 54. x1= ~i,x 2= " 1i,x 3=15~ . 55,
x3=13,x4=19- 3Xi - 2x2,x5=-34 . 5.6. X3="X] + X2,

YX, —Ix2-1, x6— X +\ x2+2. 8. 82. X =2x3+8x4,

X2 =-X3- 2x4,x3,x4e rR ,x5=0.a{=(2,-1,10,0), a2=(8,-2,0,1,0).
8.4. X =x2=x3=x4=0; fundamental sistema mavjud emas.
8.6. XI =x3+x4+5x5x2=-2x3- 2x4- 6X5, x3,x4,x5e R ;

ax= (1,-2,1,0,0), a2 = (1,-2,0,1,0), Rj =(5,-6,0,0,1). 8.8. Agar X=0
bo‘lsa, x,,x2,x3,x4e R va ortonormal sistema ei,....e4 e R4
fundamental sistema bo‘ladi; X* 0 bo‘lsa, x, =-3x3- 4x4,
X2 = -2x3- 3x4, x3,x4€ R ;ax= (-3,-2,1,0), = (-4,-3,0,1).
8.10. X=-1, X =x3=x4=0, x26 R, & =(0,1,0,0); X=-2,
X2 =-2XX- 2X, - 2x4,x],x3x4ei?; ax=(1-2,0,0), ™ =(0,-2,1,0),
a3=(0,-2,0,1); X€ {-1,-2}, ¥ =x2=x3 x4 =0, fundamental
sistema mavjud emas.

VI MODUL. MATRITSALAR
16-8. Matritsalar va ular ustida amallar

IOI

0 cos(a+B) - sin(a+R)
5 51. 0 12 -1). 52 .5.3.

( ) 0 sin(a+R) cos(ath) j

Vll
4 6 0 2"

- q] N

feos@*R) -sin@+B" 5, o g -2 2
Asin(a+13) cos(a+R) J 10 0 4 -3
6 -2
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N N W

2 -3 -1
5.5. Ko‘paytma mavjud emas. 56. 12 -18 -6 .6.6.1.n
-4 6 2
. ! . "l
juft bo‘lsa, ( (_m,n - toq bo Isa, (2 -0 62 r2n 2:1
(o 1) VO 2 /
N O oo~
/cos«a - sinfiofo fr nknlx 0 2 00
3. 6.4. . 6.5.
sin«a cosfioc 0o A 0 0 3”0
O 0 o0 4"
10 0O /
_ 0100 (a ON a 2b
.6. " A AN . 71.2.
06 SN2 5 0 19 [b \Bb a+3b
000 1,
\ 0 b c> ‘a b c”
a 3b
7.3. cb +0b .74, 0 a b .75 0 a b
b2 00 a W 0 a
/
'a 0 0 'a 0 c> SZbCe
76. 0 b 0.77. 0 b O .78.
0 ¢ c 0 a 00 ab
v \ \ 000 a
I3 1
2 2
12.12.1. 2 3Npo e d -b\ 103 g ;
v -4y -c a)
1 0 1
' 11
-8 29 -li -23 2 8 83 111-1 r1
124. - -7 . 125, . 126.
i 1; I 25 -14 12 -16 1-1 1 -1
-19 10 -8 12 1-1 -1 1
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0 1 1 0 0 1 -a O
12.7. 0 0 1 0 128. 0 O 1 -a
\P o 0 1/ 0 0 0 0
/ n n-1 n-2 n-3 .n
n-1 2(n-1) 2(n-2) 2(- 3
129 | n-2 2mn-2) 3mn-2) 3(#- 3
7wl q-3 2(n-3) 3(n-3) 4(n-3)
Vv 1 2 3 4
"\+U\S 1 1 1 N
L a\a2 a3 alan
1 Hazs 1 1
1 ara a\ aza3 azan
12.10. 1 1 ks 1 p
S aml aw  a a3 @
1 1 1 I+ars
Val'ﬁl are?2 amm3
1
1 -1 2
14. 141, " 7° 143, 1 -
2 2
1 0
'2 5N 2 6
L 2
144. § 145. — . 14.6. 147, 2
13 _~V2] 17,9 14 \3 4 ,
N3/ 32 49N n 2 3 N0 r
148. 15 14 22 .149. 4 5 6 .1410. 0 0 1
31 29 48 \1 8 9 00 2/

302



nOF 55 -176 217
1 2 -11 40 -47

L1412, .15, 15.1
3 8 -4 14 -19

3 3 -6 6
(1-2,3). 152. (15° -3 153. (12,20). 154. (1234). 155.

a

i
14.11. 2
3

= W O

1
2

(2,02,2). 156. (2,-C,2,-). 15.7. (-1,0,2,-1). 15.8. (0,0,0,0).

16. 161 x= 2 M7= 7' 51 162 Xel2av=2x+"0"!
W2y W =% 11 0
VII MODUL. DETERMINANTLAR
17-8. OVniga qo‘yishlar
1_1.1."].2345N 't 2 3 4 5 6N
\/21345y"'653214/

2.21. 1 5 3)(2 4 7).25 @1 23 4)...(2n-1 2n).
26. (I n+1X n+2)..(n 2n). 4. 41. a-2, R=4.

42. a=10=6.5 (109 8 7 6 54 3 2 1), Clo=45 ta
inversiya. 8. 8.1. 3ﬂ(§~1). 8.2. W?E/H]). 8.3. ﬂ(3217|+1). 8.4. I/I(35H|>.

18-8. Determinantlar
1.11. 6. 12 -1. 13. 2 14. 0. 15. -sina. 16. 1 17. 1 18.
0. 1.9. 3abc- a3- b3- ¢3. 1.10. (ab+be+ca)x+abc. 1.11. 1
3/

1.12. 1.13. I+a2+R2+y2. 1.14. Birinchi gatorga
2- va 3-qatorlarni qo‘shib Viyet formulalaridan foydalaning.
4. 41. ni. 4.2. (-ly-In\, 4.3. x,x2...x,,(|+;+... +;).

44. xi(x2-au)(x3-ad..cn-anAn). 4.5. (x-1)(x-2)...(X-« +1).
46. (-1)"(@-ND(a- 2)...(a- n). 47. n+1. 48 2"+1-1.

4.9. xn+(ai+al+... +ar)xm. 4.10. A(1 - ak). 5. 5.1. (1,3,2).
k2

52. (2,1,3). 53. (],0,-f). 54. (i,0,-1).55. (-1,-1,0,1).
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56. (-],],3,2). 57. (_3,0,-1,j). 58. (-1,2,0,1). 5.9. (1,2,3,4).
5.10. (1,0,-1,0). 8. 81. 2. 8.2. 2. 83. 3. 84. 3. 85.3. 86. 2. 8.7.
5 88. n, agar n —toqg bo‘lsa, n — 1, agar n —juft bo‘lsa.

1 N
9. 9.1. cosa smaw g,

VIII MODUL. VEKTOR FAZOLAR
19-8. Vektor fazo. Fazoostilar kesishmasi, yigindisi

VAN
1. 1.1. dimF~I, bazislardan biri (1) 8 . 1.2. dimV =4,

bazislardan bin ¢ 0)5I0 roro 0"5 ° ° 13
°°7 0 Uhp 0T
/i 0o oWo i o' 0 0 r
dimV =9, bazislardanbiri 0 0 0 0005000
0 0O 0 0 0/ 00 0/
N0 0OX 0 0 oOWO0O 0 0OA“0 o oHo O ox
10 O 010 001 o000 00 O
00 O 0 0O 0 0 O 100 010
‘00 o0 O 10
00 0 17. dimV =6, bazislardan biri 0 0 0
00 1 0 00
0 0 r '0 0 0 0 0 oN 'O O O 'O O OF
0 005100 0 0150005000
OOO\pOO/OOOV\lOO/\plol



3. 31. dimK=n-I, bazis a =(1,00,...P), =, an\ =(0,0,0,...,1,0).
32. dimF =«-1, bazislardan biri =(1,-1,0,...,0),
a2=(01-%,..0), .., anA=(0,0,0,."—2). 3.3. n —juft son bo‘l-

sa, dimF:ﬂ, bazislardan biri ax=(1,0,0,...8), a2=(0,0,1,...,0),

.., an=(0,0,0,...J,0); n —toq son bo‘lsa, dimF= , bazislar-
2
dan biri 4 =(1,0,0,...,0), a2=(0,0,1,...,0) ..., =(0,0,0,...,0,2).

2
4. 4.1. Tashkil etmaydi. 4.2. Tashkil etmaydi. 4.3. To‘g‘ri chiziq
koordinatalar boshidan o‘tgan bo‘lsa tashkil etadi, aks holda
tashkil etmaydi. 4.4. Tashkil etadi. 4.5. Tashkil etmaydi.
4.6. Tashkil etadi. 6. 6.1. 0 ‘Ichovi 3, bazislardan biri 5X&2 &4.

6.2. 0 ‘Ichovi 3, bazislardan biri 4,4A- 6.3. 0 ‘Ichovi 3, bazis-
lardan biri axa2,a5. 6.4. 0 ‘Ichovi 3, sistema 0°ziga bazis.

20-8. Skalar ko‘paytmali vektor fazolar.
Evklid vektor fazolar. Vektor fazolar izomorfizmi

5. 5.2. Vektorlar sistemasi chizigli bog‘lig bo‘lganligi uchun
uni ortogonallab bo‘lmaydi. 53. bt=ayA =a3A =(1,-3,34).
54. by=al,b2=(-2,1,2) A =(8,32-8). 55. \ =axbh2=(0,1,0,0),
4=(-1,0,0,1),4=:(-W-I). 5.6. =(2,1,-2,-2),¢,=(2,6,4,1).
11. 111 iy =(2,1,0),¢2 =(-3,0,1). 11.2. 0. 11.3. by =(-1,1,-1,0),
b, =(2,051). 11.4. by=(-1,1,1,0),4 =(1,2,0,1). 11.5. b =(1,-3,-2,0),
b2 = (0,-5,-3,1). 12. 12.1. by = (1,0,1,0),b2 = (0,1,0,2).

12.2. by = (-1,10),b2=(-10,)).
IX MODUL. CHIZIQLI AKSLANTIRISHLAR

21-8. Chizigli akslantirish. Chizigli operator yadrosi va obrazi.
Chizigli operator matritsasi

"2 -11 6N | -6 11 5
1 -7 4 .52 3 -12 13 10
v 1 0 6 -5 -9
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d=1092 r=2d=0. 93 r=1d=2 94 r=2, =1
95 r=3d=0.96. r=1d=3.97. r=2,d=2.98 r=3d=1I.

22-8. Chiziqli operatorlar ustida amalar. Chizigli algebralar.
Teskari operator. Xos vektorlar va xos giymatlar

/
11 TON, Ny gy (109
IR TAE
62. 8 1 5.63 [ . O
10 -1
3 1-10
1-1o0 ox
01-10
6.4. 1. = =Ci(l -2} - -
00 1.1 171 X=0,a=Cj(l-2); =4, a~c2(1D),
\OOO l/

cuc2* 0. 7.2 A=X2=2,a="(1,0),cx* 0. 7.3. Xi =X2=X;j =li
a=c(3,-3),c*0.74. X=2,a=¢(,0,0),c*0
X MODUL. CHIZIQLI TENGSIZLIKLAR SISTEMASI
23-8. Chizigli tengsizliklar sistemasi. Qavariq kornis

3. 3.1. Ikkalasi ham natija emas. 3.2. 2) sistema 1) ning
natijasi. 3.3. 2) sistema 1) ning natijasi. 3.4. 1) sistema 2) ning
natijasi. 3.5. Teng kuchi. 3.6. 2) sistema 1) ning natijasi.

13. i3.i. /,un =o,x, =3*2 =3. 132. ) 3 >
13-3- /min = =6. 134. /mn=3,x, =0,x2=0.
14. 141 frx=u\,x1=1\,x2=3. 142 /mx=175=5" =1

14-3- max = 6>*1 =°,*2 =f- 144- Imax=9/" *i =31 X2=1|.
Xl MODUL. BUTUN SONLAR HALQASIDA BO‘LINISH
MUNOSABATI
24-8. Talb va murakkab soniar. EKUB. EKUK

7.71 12, 168. 7.2. 9, 217. 7.3. 24, 1170. 7.4. 8, 624. 7.5. 30,
2418. 7,6. 8, 1440. 7.7. 12, 1960. 7.8. 24, 2808. 7.9. 16, 2340.
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7.10. 30, 3844. 7.11. 8, 3096. 7.12. 24, 8736. 8. 8.1. 88. 8.2.
357. 8.3. 1 84. N3. 85. 3109. 8.6. 3911. 8.7. 382. 8.8. 2011
8.12. 490. 9. 9.1. 30,120; 60, 90; 90, 60; 120, 30. 9.2. 20,420;
60,140; 420,20; 140,60. 9.3. 552, 115; 435, 232; 232, 435; 115,
552. 9.4. 495, 315; 315, 495.

25-8. Chekli zanjir kasrlar. Munosib kasrlar

2. 2.1. [1,9]. 2.2. [0;2,15]. 2.3. [-2;1,30,2]. 2.4. [1;2,3,4].
25. [0;1.4,3,2]. 2.6. [3;1,1,2]. 2.7. [2;2,3,1,5]. 2.8. [0;1,2,5,2].
2.9. [1;4.2.1.7]. 2.10. [1;1,2,1,2,1,2]. 2.11. [0;1,2,3,4,5]. 2.12.
[0;1.1.38]. 3. 3.1. [3;(3,6)]. 3.2. [3;(26)]. 3.3. [3;(1,1,1,1,6)].
3.4. [5:(3,2,3,10)]. 3.5. [5;(2,10)]. 3.6. [7:(1,2,7,2,1,14)]. 3.7.
[(@]. 38 [(1,2)]. 39. [(22,21,12,1)]. 3.10. [2;(1)]. 3.1

[1;(1,1,4,1)]. 3.12. [2;(18,2)]. 4. 4.1. | . 42. 1||. 43. L. 4.4

45. - . 4.6. 4.7. 48. 1+73. 49. 7.
113 83 113 5

4.10. 43. 411. 5-15 .4.12. o4 E .5 51 x=-8360-117/,

y =2717+38/,/g Z. 53. x=-2+Aty=-4+7tte Z. 55
X =-125-114/,y =45+ 41/,/e Z. 57. x =1- 9t,y =39 +49/,
/e Z. 59 x=9+31/,y=2-12/,/€ Z. 511. x =75+23/,
y =-120- 37t,tg Z. 5.13. X=4+17/,y =-41-53/,/g Z.
5.15. X=-15-39t,y =-25—64/,/g Z. 5.17. x =-15+ 37/,
y =18-43/,/g Z. 5.19. X=1270-559/,y =-2020-571/,/g Z.

26-8. Sistematik sonlar va ular ustida amallar

1. 1.1. 110002 1.2. 10OOQIIII2- 1.3. IOIOII2- 1.4. 1112
1.5. 22550257. 1.6. 3(10)94913i2. 1.7. 304137. 1.8. 190000i2.
1.9. 567 va qoldig 202j. 1.10. (10)94i2 va qoldiq 87i2. 1.11.
2,48. 2 . 2.1. 1000012, 2.2. 11, 111012. 2.3. 100000, 110012.
2.4.0,1337g. 2.5. 11, 148. 3. 3.1. 18. 3.2. 16. 3.3. 18 3.4. 15 3.5. 15.
3.6. 18 3.7. 13 3.8. 17. 3.9. 17. 3.10. 18 3.11. 14. 3.12. 18
3.13. 16. 4. 4.1. 39. 4.2. 205. 4.3. 229. 4.4, 2617. 4.5. 704. 4.6. 8387.
4.7. 1668. 4.8. 1523. 4.9. 6871. 4.10. 5669. 4.11. 42923.
5. 5.1. 0,875. 5.2. 0,75. 5.3. 25,9365. 5.4. 287,388671875. 5.5.
0,044921875. 6. 6.1. 4(10)2(11)i2. 6.2. 2305789. 6.3. 112021021201003.
6.4. 3673418. 6.5. 1000IOCOOIQOIOHIIOIOO2. 6.6. 21213115.

307



6.7. 4126g. 7. 7.1. 11111111010 = 2210122, = 311325.

7.2. 1010111000010 2 = 102110123 = 421215 . 7-3. 2 Q I7 .
7.4. 16532127. 7.5. 55173g. 7.6. 42167g. 8. 8.1. 4. 8.2. 5. 8.3. 9.
84.9.85 5 +..9 87.7.:..5.89 5 9. 91 5 9.2 ,.

93.:,.94.7.95 7.96.7.97.7.98.9.99.,.9.10. g, > 2.

XII MODUL. TAQQOSLAMALAR

27-8. Butun sonlar halgasida taggoslamalar. Eyler va Ferma
teoremalari

2.21.1.22. 1.23.4.24.0.25. 1. 26. 1. 2.7. 0. 2.8. 0.
2.9. 1. 2.10. 12. 2.11. 3. 2.12. 11. 4. 4.1. ... 4.2. 67. 4.3. 24. 4.4. 9.
4.5. 27. 4.6. 36. 4.7. 9., =1 (mod 100), 910y = 9r (ModlO0),

9, =9 (mod 10) 99 =9, =e9 (mod 100).
4.8. 7. =2401 =1 (mod 100), 7., =1 (mod 100),

79" 3 701#® 3 79 (modlO0), 78=1 (modlO0),

7®=7 (modlOO). 8. 81. 7. 82. 1L 83. 22. 84. 5 85. 32

s0.29.87. 191, .,.1.89.1810. 1. 9.9.1.2.92. 1,4, 1 4
9.3. 13. 9.4. 7. 9.5. 14. 9.6. 14. 9.7. 65. 9.8. 49. 10. 10.1. 21.
10.2. 22. 10.3. 64. 10.4. 21. 10.5. 375. 10.6. 4. 10.7. 24. 10.8. 1
10.9. 23. 10.10. .. 10.11. .. 10.12. 60. 10.13. 147. 10.14. 48.
10.15.127. 10.16. 5. 11. 11.1. 2. 11.2. .. 113. 1 11.4. 5.

115. 2. 116. 0. 11.7. 2. 11.8. 2. 11.9. 70. 11.10. 7. 11.11. 19.
11.12. 30. 11.13. 20. 11.14. 1. 11.15. 12. 11.16. 10. 11.17. .
11.18. 70. 12. 12.1. 01. 12.2. 67. 12.3. 31. 12.4. 97. 12.5. Ol
12.6. 61. 12.7. 61. 12.8. 97. 12.9. 76. 12.10. 92. 12.11. 84.

28-8. Birmchi darajali va tub modul bo‘yicha yugori darajall
tagqoslamalar

2.21. x=2 (mod3). 2.2. 0.2.3. x=2 (mod5). 2.4.
X =5 (mod7). 2.5. X = 4,9 (mod 10). 2.6. x=3 (mod7).
2.7. x=8(mod 11). 2.8. x =2,5,8,11(mod 12). 3.3.1. x=3(modI3).
3.2. o .3.3. Xx=3,10(mod14). 3.4. X =2 (mod 27).
3.5. X =, (mod 23). 3.6. x =3(mod 37). 3.7. X =11 (mod 41).
3.8. x=38(mod51). 4. 4.1. x =4(modl3). 4.2. x=3 (mod 12).
43. x=10(mod 12). 4.4. x s 14 (mod 19). 4.5. x =13 (mod 34).
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46. 0. 47. x=3 (mod?22). 48 x=11427 (mod 39).
55.1.x=9 (mod 98). 52. x =28 (mod 119). 53. 0. 54.
X=11 (modl69). 55. x =73 (mod 117). 5.6. x =29 (mod201).
57. x = 29,138, 247 (mod 327). 5.8. x =17, 96,175, 254,
333 (mod 395). 5.9. x =153,461,769 (mod 924).

5.10. x =1630 (mod2413). 5.11. x =200,751,1302,1853,

2404 (mod 2755). 5.12. 0. 6. 6.1. x =3 (mod 23). 6.2.

x =11 (mod 24). 6.3. x =1l (mod 24). 6.4. x =23 (mod 30).
6.5. 0 . 6.6. x =2,7,12,17,22,27 (mod 30). 6.7. x =2 (mod 41).
6.8. x =21 (mod50). 7. 7.1. x =a+b (mod ab).

7.2. x =(a-tifa)A(modab). 7.3. x~{a~b)(a +b fayy (modab).
74. x =(a- b) (mod ab).75. xs (mod p). 7.6.
x=m-1(mod m).11 x=a (mod m).

78. x=ap2(mod p).8. 81 x=2+3L, y=-21 teZ.

82 x=2+3, y=2+4/te Z. 83. x=3+4/, y =1-3/, te Z.
84. x=3+4/, y=-3-5/, leZ. 85. x=7+8,y=-2-3/,/e'Z.
86. x=-3+13, y=4-17/, /gZ.87 x=-7+15/,
y=12-23/, /gZ .88 x=-1+16/, y=-8+17/, /gZ.
89. x=1+4/, y=2+13/, /gZ. 810. 0. 811. x =20+ 21/,
y =23+25/, /gZ.812. x=47+105/, j =21+47/, IgZ.
8.13.x =94 +111/"=39+47/,/g Z. 9. 9.1. x =18 (mod35).
92. 0 .93 x=12 (mod 35). 9.4. xs 105 (mod 225).

9.5. x s 170" + 22 (mod 221). 9.6. x =100 (mod 143),

y =111 (mod143). 9.7. x sl (mod5), y =2 (mod 5). 9.8. 0.
10. 10.1. x =91 (mod 120). 10.2. x =59 (mod 160). 10.3.

X =33 (mod 90). 104. x =86 (mod 315).

10.5. x =256 (mod 1547). 10.6. 0. 10.7. x s=47 (mod 420).
10.8. x =49 (mod 420). 10.9. x =125 (mod 1496).

10.10. x = 111516! +1180062 + 1687563 (mod 39825).

10.11. x = 8479 (mod 15015). 11. 11.1. x =17 (mod 90).

11.2. x =4 (mod 105) . 11.3. 0. 11.4. xs 299 (mod 385).
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115. 0. 11.6. x =9573 (mod 13923).
11.7. x =85056 (mod 130169). 12. 12.1. a=5 (mod 6). 12.2.
60=0 (mod4). 123. a=1 (mod 7). 124. a=1 (mod 6). 13.
13.1. x3+2x2+3 =0(modll). 13.2. x3+l&c2+4x-17s0(mod 59).
13.3. X6+ 4x5+ 22x4+ 76x3+ 70x2+52x +39s 0 (mod 101).
134. xn+axmh+...+arh=0 (mod m), bu yerda
ath=1 (modm). 14. 14.1. 2x3+3 =0 (mod 5). 14.2.
3x4+2x3+ 3x2+2x =0 (mod 5). 14.3. 3x2+x- 2s 0(mod7).
14.4. 5x6+ x5+ 5x4+3x2+3x+4=0 (mod 7).
145, 6x8+ 7Xs + 3x4+3x3+x2+3=0 (mod 11). 15. 15.1.
x =2(mod 3). 152. 0 . 153. x =12 (mod 3).
154. x =1(mod3). 1565 x =1 (mod3). 156. x =4(modb),
15.7. x s 3(mod 5). 15.8. xe2 (mod 5). 159. 0. 15.10.
x sl (mod5). 15.11. x =1,2 (mod 5). 16. 16.1. x =2 (mod7).
16.2. x =4 (mod 7). 16.3. x =12, 3,4,5,6 (mod 7). 16.4.
X =4,5(mod 7). 16.5. x =4 (mod 11). 16.6. 0 . 16.7.
X =7,9(modll). 16.8. x =12(modI3). 16.9. x =7,13(mod 23).
17. 17.1. (x-3)(x-4)2s 0 (mod 5). 17.2. (x-1)(x:-2)2=0(mod5).
173. (x- D(x-2)(x- 3)(x-4) =0 (mod)5).
174. 3(x - D(x - 2)(x-3) =0 (mod 5).
175, (x - )(x - 2)(x - 3)(x - 6) s 0 (mod 7).
17.6. 5(x - I)(x - 3)(x - 5) =0 (mod 7).
17.7. 6(x - )(x - 2)(x - 9) =0 (mod 11).
178. (X - 2)(x - 3)(x - 9) =0(mod 17).
179. (x- D(x - 13)(x - 21) s 0 (mod 23).
17.10. (x - 2)2(x - 1)(x - 28) =0 (mod 29).
17.11. (x - 17)(x - 28)(x - 30) s 0 (mod 31).

29-8. Tub modul bo‘yicha boshlang‘ich ildizlar va indekslar

111-1. 12113 114 115 -1. 16 -1. 17. -1.
18.-1. 19. 12 21 -1. 22. 1 23.-1. 24. -1. 25.-1. 26. 1
27.-1.28.129 1331032 2 33.0 34.0.35.0.
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36.2 37.0.38 0.39.0 310. 0. 5. 5.1. 45.2. 2. 5.3. 2. 5.4.
6. 55. 2. 5.6. 4. 5.7. 8 58. 4. 59. 10. 5.10. 6. 5.11. 18 5.12.
18. 6. 6.1. 12, 3va 2. 6.2. 8 8va 4. 6.3. 10, 10, 2va 5. 6.4. 6,
2va 12. 65. 5 10,2va 10. 7. 7.1. 2,6, 7, 8. 7.2. 2, 6, 7, 1L
73. 0 .74.2 3 10, 13, 14, 15 7.5. 3, 5, 10, 12, 17, 19, 24,
26, 38, 40, 45, 47. 7.6. 2, 5, 11, 14, 20, 23, 29, 32, 38, 41, 47,
50, 56, 59, 65, 68, 74, 77. 8. 8.1. 2, 3. 8.2. 2, 5. 8.3. 6, 2. 84.
8, 3.85 122 9.91.39.2 3.93.5 94.6.95. 2 96. 27. 9.7.
5 98 7. 99 7 910 3 911 3 912, 212, 121
x =13 (mod 17). 12.2. x =8(mod 27). 12.3. x =31 (mod 37).

124. x =30 (mod 73). 125. x s 32 (mod 79).

12.6.x =74 (mod79). 12.7. x s 44 (mod 83).

12.8. x s 51 (mod 97). 12.9. x s 30 (mod 221).

13. 13.1. x =7,10 (mod 17). 13.2. x =8,19 (mod 27).
13.3. x =10, 43 (mod 53). 13.4. x =27, 34 (mod 61).
135. x 27,40 (mod 67). 13.6. x =21,46 (mod 67).
13.7. x s 14,57 (mod 71). 13.8. x = 17,66 (mod 83).
139. xs 2,7(mod 11). 13.10. x =5, 20 (mod 43).

1311. x =3,31 (mod 47). 13.12. x = 1634,1847 (mod 592).

13.13. x =253,4076 (mod 732). 14. 14.1. 3. 142. 4 143. 0.

144. 1 145, 0. 146. 10. 147. 0. 148. 7. 149. 3. 14.10. 1
1411. 0. 15. 151, x =4,33 (mod 37). 152. x =17 (mod41).

153.0 .15.4. x =2,18,23,39 (mod41). 155. X =7(mod43). 156. o .
15.7. x =17(mod 67). 158. x =8,28,31,36,39,59(mod67).
15.9. x =30,53 (mod83). 15.10. 0. 16. 16.1. x =3,5,6(mod7).
162. X =2, 3,10,11 (mod 13). 163, x = 10,13 (mod 23). 164. 0.
165. x = 11,27,36(mod37). 16.6. x = 25,30,31,36 (mod 61).
16.7. x = 17 (mod 73). 16.8. x = 12,23,35, 38,50,61 (mod 73).
169. x =17,63,66 (mod 73). 16.10. x =3, 24, 46 (mod 73).
16.11. x =6,14,20,59,65, 73 (mod 79).

X1l MODUL. KOTHADLAR
30-8. Bir o‘zgaruvchili ko‘phadlar
1 fi(x) =f3(x); /2(x)=1/4(x). 2 2.1.fl=-5,6=-1,c =6.
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22. a=2,b=5c¢c=7. 3. 31 a) a=6, g,(x) =x2+3x+1,
g2(x) =-x2-3x-1. 32 a=39t(x) =2x+2,9g2(x) = 3x+3;
a=2,0l(x) =2x+3,02(x) =3x+2 33. a=4,9l(x) =3x2-2x-2,
g2(x) =-3x2+2x- 2. 4. a=-8,6=18 "(x) =x2- 4x +],
g2(x) =-x2+4x-1; a=8b=14,gj(X) =x2+4x -1,

g2(x) =-x2-4x+15. a=3b=-7,c=4. 7. 7.1. Z[x] da
f(x)\g{x), Q[x\ da /(x):g(x). 7.2. Bo‘linadi. 7.3. Bo‘lin-
maydi. 8. 81. b=-1-a, a=c. 82. (=1 ¢c=0. 83. Agar a=0
bo‘lsa, u holda b=c+I| va ce agar ae z\ {0} bo‘lsa, u

holda b=2-a2 va ¢=1 9 91 r=I-/. 92 r-1. 93
r(x) =x+2 94. r(x) =2+i)x+@-/). 95 r(x) =-7x +II.

10. 10.1. /(x) =g(X)(x3- 3x +5) +2x - 3.

10.2. /(x) =g(X)(3+2N)x+(2- 7NHx + (-2 +)).

10.3. /(x) =g(X)(2x2+3x)+1 104. /(x) =g(x)(5x5- 8x4-
-2X3+3x2+6) +4x +5. 11, r(x) = (3x2- 4x +1)2. 12. r- 3.
13. 13.1. /z(X) =5x3- 4x2+7x+6; r(x) =16. 13.2. h(x) = 2ix3+
+(3-/)x-2; r(x)=2+i. 13.3. h(x) =0,5x3+3x-1; r(x) =2,5x-1,5.
134. h(x) =5x3+2x2+1 r(x) =2x2- 2x+1. 14. 141. 136.
14.2. -1-46/. 143. 2. 144. 9-5/2. 17. 17.1. /(X)=(x-1)4+2(x-1)3+
+3(x-1)2- (x-1)-2 172 /(x) =2(X- DA+ (x- 1)2+(x-1).
17.3. /(X) = (x+if - 5/(x+if - (3 +10) (X +if + (-13+1 CH(x+/) +
+(22/ +5)(x +/)+11-i 18- 181. (f,g) =x+1. 182 (f,g)=1
183. (f,g) =2x+1. 19. 19.1. (f,g) =x- 3. 192.(f,g) =1
193. (f,g) =x+3 194. (/,g) =x2(1 +/)x +/. 20. 20.1. [fe]=
=(2x3+7x2+4x-3)(x-1). 20.2. [/,g] = (x3+6x2+4x +1)x
X(x3+x2+3x-4):(x+2). 203. [/,g] =(x3-x2+3x-3)x
(x4+2x3+2x-1). 20.4. [f,g\ = x5+ 2ix4- 2x3- 2ix2+X.

21.21.1. m(x) =1, v(x) =-x+1. 21.2. W(X) =-X -1, V(X)=X+2
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21.3. uX) =- X, Vv(X)=x2-x -|. 22. 22.1. uy{x)="N(x2+x+l) +
+(x- DAKX), Vv(X)=- (X2+x+ D- (x+1)h(x), h{x)s QW\.
222. u(x) = ¥ 1+ (x +2h(x), v(x) “TH(x2+4x)
- (x2x +1)h(x), h(x)g Z9x]. 23. S(x):(f,g,h) bo‘lganligi uchun
tenglama yechimga ega.

31-8. Ko*p o‘zgaruvchili ko‘phadlar

1 11.f{x,y) - x5+ x4y - 2xJ2- xy4+2y5+x2- 1

l2. f(X,y,2) =XJ2Z +yIX + 27Xy -Xy 23- yzX3- zx2/ 3m

2. 2.1. Yuqori hadi 2x2*. 2.2. Yuqori hadi xz. 4. 4.1. Sx4Z-
4.2. -3xy2Z2-5- 5.1. f(X,y) =g2g2 +202-2g2- 4g2.

5.2. f(X,y) =20202- 6gjc2- 5a,62. 5.3. f(X,y,2) =6jc2-gs3.
5.4. f(X,y,2) =67 - 49g7g2+8g,03. 5.5. f(X,y,Z,,t) =02g4+g| -49294.
10. 10.1. 0. 10.2. | 11. 11.1. o(x1,x2,x3) = g22g2- 79 2. 11.2.
0(X15X2,X3,X4) =G2.  11.3. 0(x1,x2,...,X,,) =G3-3GtG2+3g3.
14.14.1. 162. 14.2. 10. 14.3. 41. 14.4. 59. 15. 15.1. a=1.

152. a=2. 153. B=3nn =-1. 154. a=+ij2 va a=£2*/1 .
16. 16.1. -108. 16.2. -27036. 16.3. 50000. 16.4. a(b2-4ac).

16.5. -21qg2-4p3. 16.6. -2c2 +\%abc - 4a3c- 4b3+a2b2.
18. 181 a=+2. 182 ag W iZJ_r /2" . 183. a- 3. 184

=244/, 19, 19.1)3,2)(-3-2)°2ni2, >/ wag 2

192, (1,0), 21),’ '19'2V"'77|9+';"'77 . 19.3. ((0,0), (2,-1), (1,2),

(1,68),(2,52)}. 194. (1,2). 20. 20.1. (2,3);(3,2). 20.2. (1,2):(2,1).
203. (1,2,-2), (1-2,2), (2,1,-2), (2,-2,1), (-2,2,1), (-2,1,2).
204. (1,-2,3), (1,-3,2), (2,-1,3), (2,-3,1), (3,-1,2), (3,-2,1).
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205. (1,64), (64,1). 20.6. (16,81), (81,16), (-16,-81), (-81,-16).
21. 21.1. {14} 21.2. {211} 21.3. {-8,-73}. 21.4. je=0.

32-8. Maydon ustida ko‘phadlar
2. 2.1 /(x)=(x-)(x:+)(x2-2)0x-1). 2.2. /(x) =(j2-1)(jc2-4)Bx+I).
fix) = (x2+ 1)(x2- 2)(2x-1) = (x2+ 1)(x - yI2)(x + J2)(2x -1) =
=(X- )(x+0(x - nf2)(x+V2)(2x-1).
6. /(X) =(x+D(Xx+2)(x+3)(x+4), Z5; Q da keltirilmaydi,
I (x) = (x2- yI2x+2)(x2+ y[2x +2), R; C da keltiriladi.

3.

3+

7.7.1 1(*) = . L 7.2 1(x) = (x-1)(X- 2)(x- 3).

2

73 /(x) =fx- 1y e 33 o321

2 )\ 2
74. [(X) =(X-1- 2)(X-1 +H(Xx+1- i)(x+1+0-

75. 1(x) = (x - )2(x - 2)2.

_ 3 n o n .Y 3 n .
7.6. /(x) = (x-Inf3)(x +nf3) X—— " TIx+ X+2+T T

7.7. f(x) = x - -7-N -1+459

7%, ﬁT[r*-cos_-.S'm EK}J-I, (fc3>=1.

8.8.1 (f,g) =x2-x-2;i [/,9] = (x-1)2(x2+1)(x2-5x +6).
8.2. (f,g)=x-1 |1,0]=(;x2-2x+3)2AXx+6)2AX-1) AX-2)2(X-6)2Ax2+ X +1)
83. (/,g) =(x+12; [1,g] = (x+D3(x - )(x - 2).

8-4. if,g)=x+2; [f,g] =x(X+1)(X+3)(X+4)(x2+x +1)2.

8-5. if,g) =x(mn -1.8.6. Agar () (mn) lar toq son boMsa,

(f,g) =x(mn +1 >qolgan hollarda (f,g) = 1.
9.9.1. /"(*) =3(x2+x - 1)2(2x +1)(x3- 2) +3x2(x2+x - 1).
9.2. /"(x) =x(x +3)+3x2. 10. fix) = 2x6+ X3+ X2+ X + 2.
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11, /(X) =4x3+x2-x +I. 12. fX(x)=1 fAx)=x1, /j(X) X’ il
[4(x) = x3+x2+x lardan tashgari barcha ko“phadlar.
13. 131 /(x) =/(x- 2N4+ (-7 - N(x- 23+ (4-19)(x - 2i)2+
+ (27 +4/)(x - 2/) -3 + 14/ va [(2/)=27+4/; ['(2]) = 8- 38/,
f n{2i) =-42 - 6/; f IM2i) = 24/.
13.2. /(x) =(X- )5+5/(x+i)4- (3/+10)(x+/)3+ (10/- 13)(x +i)2+
+(5+22)(x+0+11-/ va ['(-/) =22/+5;, ["(-/) =20;-26;
[-(_1) =-60-18/; f IM-i) =-120/; | K(-/) = 120.
133. /(x) =(x+D4- 4(x+ 13- 9(x+1)2+36(x +1) +1,

=36; /'(-1) =-18; /'(-1) =-24; fIV(-1) =24,
134, /(x) =2(x- D4+ (x- D2+ (x-1), /'(i) =L I'()) =2
"(H)=0 [//FQ=0  135/(x) =(x- 2)4- 18(x- 2) +38;
I'(:2) =-18, /"(2) =/"(2) =0, f IV(2) = 24.
13.6. /(Xx) =(x- 2)5+10(x- 2)4+36(x- 2)3+62(X- 2)2+48(x- 2) +18;
['(2) =48, I'(2) =124, /'(2) =216, [/ IK(2) =240, / K2)=120
14. 14.1. 2. 142. 1 143. 0. 144, 3. 145. 3. 15. 151. 6=0da
a=0; b=-673 da a=-73; =673 da a=73. 152

6e 11- I§|7,183. 153. 6=0. 154. 6=4 da a =-2;, 6:"27 da

a=-1.16. 16.1. 27a4 = 25663. 16.2. 312562+ 108;z5= 0.

17. 171, /()= (2+x+D2Ax+2). 17.2. [(x) = (x +)3(x-2/)2.

17.3./ (X) = (x +2)3(x2- x - /).

18. 18.1. /(x) =(x- D2(x - 2)(x - 3)(x -1 - /).

182. /(x) =(x- N2(x +1 +/). 19. 19.1. el

19.2. (x2-x +1)(x4-x2+l). 20. 20.1. N =--—-2 +2x"+5
=) 3 3x-2)

20.2. 4 4, = * 20-3- %(x):

44 =5 ol 3 202+ 2pd )
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21.2.

214

216

21 8

22. 22.1. "4 EZ(xlg

22.2.

223

22.4.

22 6
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1 N 21 211 —* M2

#(x) X X2+1* ‘ *OH() X2+l X2+ x+1’
[Q=-%—i+ L+—1 . 213 A= x - x4
g(x) M n2 X+3 (x+3)2" ' ' g(X) 8(x2+2x+2) B/N-3x+Tr)’
A*) _ n n2 | 1
g(x) 8(x-/1) 8(x+N) 2(x2+2) "
L _ 203N 13.0. il 532+13/4y hhi- b||
nx) _ 2 2 12 n 3 12 3 /23
g(x)3(x+1) X-n/2 x2+3/ix+3/4
n*) - 1 *-2 217 - 1 1 i
g(x)  X2+x+2  (X"x+2D2 #(*)  8(x-2) 8(x+2) 2(x2+4)

-1~ XR2 X2

&(*) 8AX2+2X+2 x2-2x+2,

+ o
3(x+2)  4(x+3)

= J f Hi_+ lzi_+ 1T+ “Ir
g(x) 161 X2TF X147 RX+1-1  X+1+/
fx) - 3 4 1 2 1
g(x) (x4hH3 (x-1)2 x=I x+D2  X+1 x-2°
K = 3 aeez2n 220 g Toxer 2xh) T2t
A n o+ 72 _ 7
g(x) 8(x-n/2)  8(x+V2) 8(x-V2/) 8(x+nl)-
I*) _V
g(*) -=06("-N(x+a)
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