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АЛ-ҚАРОЖИЙНИНГ ЙИҒИНДИЛАРНИ ҲИСОБЛАШ 
УСУЛИ ВА УНДАН ТАЪЛИМ ЖАРАЁНИДА 

ФОЙДАЛАНИШ

Б. Н. Алимов, Чирчиқ ДПУ “Бошланғич таълим 
методикаси” кафедраси ўқитувчиси.

Ушбу мақолада ўрта асрларда яшаб ижод этган математик 
олим Ал­Қарожийнинг усулида натурал сонлар қатори йиғинди­
сини ҳисоблаш усули ҳамда бу усулнинг бошқа усуллар билан со­
лиштирма таҳлили келтирилган. 

Калит сўзлар: йиғинди, сатр, устун, гномон, тўғри тўртбур­
чак, квадрат, дона, бином формуласи, учбурчак сонлар, Гаусс усу­
ли, математик индукция методи.

В данной статье представлен метод вычисления суммы 
ряда натуральных чисел по методу Аль­Караджи, математика, 
жившего и работавшего в Средние века. Представлен 
сравнительный анализ этого метода с другими методами.

Ключевые слова: сумма, строка, столбец, гномон, прямо­
угольник, квадрат, единица, биномиальная формула, треугольные 
числа, метод Гаусса, метод математической индукции.

This article presents a method for calculating the sum of a series of 
natural numbers according to the method of Al­Karaji, a mathematician 
who lived and worked in the Middle Ages. A comparative analysis of 
this method with other methods is presented.

Key words: sum, row, column, gnomon, rectangle, square, unity, 
binomial formula, triangular numbers, Gauss method, mathematical 
induction method.

Тарихий-илмий маълумотларни математикани ўқитиш 
жараёнига жалб қилиш ғояси методика илмида янгилик эмас. 
Бундай маълумотларни мактаб дарсликлари мазмунидаги ўқув 
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Б. Н. Алимов. Ал­Қарожийнинг йиғиндиларни ҳисоблаш усули ва ундан таълим 
жараёнида фойдаланиш

материалларига элемент сифатида киритиш ҳақидаги масала клейн 
реформаси давридаёқ муҳокама қилинган. Бугунги кунда тарихий-
илмий маълумотлар нафақат умумтаълим мактаблари ўқувчилари 
ва олий ўқув юртлари талабалари учун математикадан ўқув 
қўлланмаларда келтирилмоқда, балки ўқувчи ва ўқитувчиларнинг 
ўзаро боғланган фаолиятларида математика ўқитиш мазмунини 
кенгайтиришни аниқловчи асосий восита, яъни математика 
ўқитишнинг махсус методи сифатида кенг фойдаланилмоқда. 
Кўпинча, бу методни методик адабиётларда генетик ёки тарихий­
генетик метод деб аташмоқда [1. 105-б.].

Ал-Қарожий “Ал-Фахрий” деб танилган “Алгебра ва ал-
муқобала” номли китобини 1010 йилларда ёзган бўлиб, унда 
хусусан, арифметик прогрессия йиғиндиси, кетма-кет сонлар 
квадратлари ва кублари йиғиндисини топиш усулларини беради. 
Кетма-кет сонлар кублари йиғиндиси учун формулани келтириб 
чиқариш қоидасини ва исботлашнинг геометрик усулини берган. 
Лекин кетма-кет сонлар квадратлари йиғиндиси учун формуланинг 
тўғрилигини исботлай олмаганини маълум қилади [2].

Биз қуйида турли йиғиндиларни ҳисоблашда Ал-Қарожий 
усулини келтириб, уни бошқа усуллардан афзалликларини 
кўрсатишга ҳаракат қиламиз.

1-мисол. 1

1

1 2 3 ...  
n

n
k

n k S
=

+ + + + = =∑  йиғиндини ҳисобланг.

1-усул. Ал-Қарожий усули. Бу йиғиндини ҳисоблашда бўйи 
ва эни n  та устун ва сатрдан иборат n n×  ўлчамли (1-расм.) 
квадратни оламиз. Тушунарлики, у 2n n n⋅ =  дона 1 1×  ўлчамли 
квадратчалардан иборат.
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Ал-Қарожий бу квадратда 2-расмда кўрсатилганидек эни 1 га 
тенг бўлган гномон қурган. Ўлчамларига кўра, гномоннинг юзи 
қуйидагига тенг бўлади: 1 2 1n n n+ − = − .

Демак, гномоннинг юзи 2 1n −  га тенг экан. Кейин у 2-расмда 
кўрсатилганидек, эни 1 га тенг бўлган навбатдаги гномонни 
қурган. Унинг юзи юқоридагига ўхшаш қуйидагига тенг бўлади 
( 1) ( 1) 1 2( 1) 1n n n− + − − = − − . Бундан унинг юзи 2( 1) 1n − −  га 
тенглигини оламиз.

Шу усулда давом этиб, ва ниҳоят у томони 1 га тенг бўлган 
квадратни олган. У ҳолда бошланғич берилган квадрат барча 
гномонлар юзалари ва томони 1 га тенг бўлган квадрат юзи 21  у 
ўз навбатида 1 га тенг: 2 1,2( 1) 1,..., 2 1 1 1n n− − − ⋅ − = . Шундай 
қилиб, 22 2( 1) ... 2 1 ,n n n n+ − + + ⋅ − =  22(1 2 ... ) ,n n n+ + + − =   

Демак, 

1

1

)1  ( 1) (2 3 ..
2

. 2.16
n

n
k

n S nk n
=

+ + =
+

= =+ + ∑ (1)

экан [3. 123-бет].

( 1)1 2 ... .
2

n nn +
+ + + =
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Ал-Қарожий бу квадратда 2-расмда кўрсатилганидек эни 1 га 
тенг бўлган гномон қурган. Ўлчамларига кўра, гномоннинг юзи 
қуйидагига тенг бўлади: 1 2 1n n n+ − = − .

Демак, гномоннинг юзи 2 1n −  га тенг экан. Кейин у 2-расмда 
кўрсатилганидек, эни 1 га тенг бўлган навбатдаги гномонни 
қурган. Унинг юзи юқоридагига ўхшаш қуйидагига тенг бўлади 
( 1) ( 1) 1 2( 1) 1n n n− + − − = − − . Бундан унинг юзи 2( 1) 1n − −  га 
тенглигини оламиз.

Шу усулда давом этиб, ва ниҳоят у томони 1 га тенг бўлган 
квадратни олган. У ҳолда бошланғич берилган квадрат барча 
гномонлар юзалари ва томони 1 га тенг бўлган квадрат юзи 21  у 
ўз навбатида 1 га тенг: 2 1,2( 1) 1,..., 2 1 1 1n n− − − ⋅ − = . Шундай 
қилиб, 22 2( 1) ... 2 1 ,n n n n+ − + + ⋅ − =  22(1 2 ... ) ,n n n+ + + − =   

Демак, 

1

1

)1  ( 1) (2 3 ..
2

. 2.16
n

n
k

n S nk n
=

+ + =
+

= =+ + ∑ (1)

экан [3. 123-бет].

2-усул. Учбурчакли сонлар усули. Қадимий грек 
математикларини квадратлар билан бирга поғонали тўғри 
учбурчакдаги катакчалари миқдорига тенг бўлган nT  учбурчакли 
сонлар ҳам қизиқтирган. Қуйида (3-расм) учбурчакли соннинг 
умумий кўриниши ва (4-расм) бир неча учбурчакли сонлар 
тасвирланган.

Қуйидаги 5-расмни қарайлик, унда бир томони n  ва иккинчи 
томони 1n +  бўлган ( )1n n× +  ўлчамли тўғри тўртбурчак, 
иккита 1 2 3 ...nT n= + + + +  учбурчакли сонларга ажратилган.

Бу чизмадан ( )2 1nT n n= +  ва бу тенгликдан

 ( )1
1 2 3 ...

2n

n n
T n

+
= + + + + =  формулани оламиз. Демак, 

1

1

( 1) . (2.17) 1 2 3 ...
2

n

n n
k

n k nT S n
=

=+ + + + =
+

== ∑       (2)
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Шундай қилиб, биз юқоридаги 1-мисолни учбурчакли сонлар 
усули билан ечдик.

3-усул. Бином формуласидан фойдаланиш усули. Биз 
ҳозирда Ньютон биноми формуласи номи билан маълум бўлган 
қисқача кўпайтириш формуласи 2 2 2( 1) 2 1 1k k k+ = + ⋅ ⋅ +  дан 
фойдаланиб, k  нинг ўрнига 1,2,..., n  ларни кетма-кет қўйиб, 
қуйидаги тенгликларга эга бўламиз:

2 2 2 ,2 1 2 1 1 1= + ⋅ ⋅ +
2 2 2 ,3 2 2 2 1 1= + ⋅ ⋅ +
2 2 2 ,4 3 2 3 1 1= + ⋅ ⋅ +

2 2 2.( 1) 2 1 1n n n+ = + ⋅ ⋅ +
Бу тенгликларнинг барчасини қўшиб, қуйидаги тенгликларга 

эга бўламиз:

TALAB, TAKLIF VA TAHLIL
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( )2 2 2 2 2 2 2 22 3 4 ( 1) 1 2 3 1 2 ... ,2n n n n+ + +…+ + = + + +…+ ⋅ ++ + + +

2 12( 1) 1 2 .nn S n+ − = ⋅ +

Ушбу тенгликдан 2 2 1( 1) 2nn n+ = + ⋅ +  эканлигига эътибор 
қилсак, 1-мисолдаги йиғинди учун қуйидаги ифодани оламиз

     
1

1

)1 (2 3 ... 1) (2.1.  8
2

n

n
k

n k S n n
=

+ + =
+

=+ + =∑                       (3)

4-усул. Гаусс усули. Бунинг учун қуйидагича иш тутамиз, яъни 
изланаётган йиғиндини иккига кўпайтирамиз ва уни қуйидаги 
кўринишда ёзамиз:

Энди ҳосил бўлган ( ) ( )1 2 3 ..2 1. n n n+ + + = ++  тенгликдан 
изланаётган йиғиндини топамиз ва қуйидаги ифодани оламиз:

)1 (2 1) . (23 ...  .19
2

n nn +
+ + + + =  (4)

5-усул. Математик индукция методи. 1-мисолни

 ( 11 2 3 ...  )
2

n n n
+ =

+
+ + +  формулани исботлаш кўринишида 

ёзамиз.
Энди бунга математик индукция методини қўллашимиз мумкин. 

Шундай қилиб: а) 1n =  да 1 (1 1) 1
2

⋅ +
=  тенглик тўғри; б) n k=  да 

( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

1 2 1 3 2 ... 2 3 1 2 1

1

1 2 3 ... 1 2 3 ... 1 2 3 ...

1 1 ... 1 1 .
n

n n n n

n n n

n n

n n n n n n

+ + + + = + + + + =

+ + + − + + − + + − + + − + + + =

= + + + + + + + +

+ + +

=

+ +

+

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( 11 2 3 ...  )
2

k k k
+ =

+
+ + +

Формулани тўғри деб фараз қилиб, уни  1n k= +  да тўғри 
эканлигини келтириб чиқарамиз. Ҳақиқатдан ҳам

тенгликни оламиз. Бу эса исботлашимиз керак бўлган юқоридаги 
формуланинг чап томонини 1n k= +  даги ифодаси. Демак, 
формула ихтиёрий  n  ларда тўғри экан. 

Энди баён қилинган усулларнинг афзалликларини ва 
камчиликларини кўриб чиқайлик. 1 ва 2 усуллар берилган йиғинди 
учун формулани келтириб чиқариш ва исботлашнинг геометрик 
усули бўлиб, кўргазмали ва хусусий ҳолларда уни жуда кенг 
аудиторияга тушунтириш мумкин ва қулай. Бошқача йиғиндилар 
учун формула келтириб чиқариш ва исботлаш имконияти катта 
бўлиши билан бир қаторда, бу усулни амалга ошириш қийин. 

3-усул берилган йиғинди учун формулани келтириб чиқариш 
ва исботлашнинг алгебраик усули. Бу усулнинг қулайлик томони 
уни бошқа йиғиндиларни, айниқса, натурал сонларнинг бутун 
даражалари йиғиндилари учун формулани келтириб чиқариш ва 
исботлашга умумлаштириш имконияти катта.

4-усул умулаштиришга мойил. Шунга қарамасдан, бу 
усулни даражали сонлар йиғиндиси кўринишидаги ифодаларга 
қўллашнинг имконияти ниҳоятда кам.

5-усулнинг камчилиги шундан иборатки, агар бизга йиғинди 
учун формула берилган бўлмаса, уни қўллашнинг имкони йўқ 
хисоби ёки интуитив равишда бирор хақиқатга яқин формула 
олинади ва бу усулни қўллашга ҳаракат қилиб кўрилади.

( ) ( ) ( ) ( )1
1 2 3 ... 1  1

2
( 1) 2 ( 1) 2( 1

2
)

2
k

k k k
k k k kk k +

+ + + + + + =
+ + + ++

+ + = =
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Бу усулнинг афзаллик томони агар бизга, масалан, бирор 
қонуният берилган бўлса, хусусан, йиғинди учун формула берилиб, 
уни исботлаш керак бўлса, қўллайвериш мумкин.

Кўриб чиқилган Ал-Қарожий усулидан олий ўқув юртларида 
олий математика курси, математик анализ курси ва шу билан 
бирга, шу мавзуга мос махсус курсларни ўтишда ушбу курсларни 
ўз тарихи билан интеграциялашда фойдаланиш мумкин. Масалан, 
олий математика ёки математик анализ курсининг сонли 
кетма-кетликлар мавзусини, сонли қаторлар ва уларнинг чекли 
йиғиндилари, интеграллар мавзуларини ўтишда фойдаланиш жуда 
яхши натижалар беради.
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