1—2-MAVZU: To’plam va ular ustida amallar.
Reja:
1. To’plam va uning elementlari.
2. To’plamlar ustida amallar va ularning hossalari.
3. Eyler-Venn diagrammalari
Tayanch so’zlar: To’plam va uning elementlari, to’plamlar kesishmasi, birlashmasi, ayirmasi, bo’sh
to’plam, universal to’plam.

To‘plam tushunchasi matematikaning boshlang‘ich tushunchalaridan bo‘lib, u ta’rifsiz qabul
qilinadi. To‘plamni tashkil qiluvchi obyektlar uning elementlari deyiladi. To‘plamlarni A, a, a, A
yoki A harflari bilan belgilaymiz. To’plam bir gancha elementlardan iborat bo’lishi mumkin,
quyidagi yozuv:

aeA (1.1)
a elementni A to’plamga tegishliligini bildiradi.
agA 1.2)

a elementni A to’plamga tegishli emasligini bildiradi, yoki mantiq belgisidan foydalangan holda
—|(ae A) ko’rinishda yozishimiz mumkin. Agar aeA bo’lsa, u holda a element A to’plamga
tegishli deyiladi®.
Hajmlilik Aksiomasiga ko’ra to’plam elementlarini quyidagicha belgilashimiz ham
mumkin,
A={atx}, (1.3)
bunda, A to’plam tarkibida 1 soni va a,t,x harfiy belgilar kiradi.
To’liglik Aksiomasiga ko’ra to’plam elementlari soni uning tarkibiga kiruvchi elementlar
bilan aniqglanib ularning qanday tartiblanganiga bog’liq emas.
(3) A to’plam {a,x,1,t} to’plam bilan xam va {x,t,a,111,t,a,t, x} to’plam bilan xam bir xildir?.
To’plamlar ustida amallar
Agar A va B to’plamlar bir xil elementlardan tashkil topgan bo’lsa bu to’plamlar teng
deyiladi. U holda to’liglik aksiomasiga ko’ra agar ikkita to’plam bir xil elemantlar jamlanmasidan
tuzilgan bo’lsa ular teng bo’ladi. Masalan
Agar A to’plamning xar bir elementi B to’plamning ham elementi bo’lsa, A4 to’plam B

to’plamning  to’plamostisi deyiladi va
A c B yoki 11,233 =12, 1.3y = {1. L.2.3} A< Borqali belgilanadi.
Bu belgilshlardan birinchisi A to’plam B

to’plamning qismi va A= B ekanligini ikkinchisi esa A to’plam B to’plamning gismi bo’lib ular
teng bo’lishiyam va teng bo’lmasligiyam mumkinligini bildiradi. Masalan {X,t}C {X,t,l}.
Ihtiyoriy A to’plam uchun A < A munosabat o’rinli bo’ladi.

Yugoridagilarni matematik tilda quyidagicha yozish mumkin:

ACB=(¥xe A)(x € B)
ACB=(Vxe A)ixe Byn(A # B)
Bu yozuvda A yozuvi “va” ma’nosini
bildiradi. Ba’zida ayrimlar C belgisi o’rniga C belgisini ayrimlar esa = belgisini ishlatadi. A%B
bo’lganda A to’plam B to’plamning xos to’plam ostisi deyiladi.

! Herbert Gintis , Mathematical Literacy for Humanists, 11-12,14-15 betlarning mazmun
mohiyatidan foydalanildi.
2 Herbert Gintis , Mathematical Literacy for Humanists, 11-12,14-15 betlarning mazmun
mohiyatidan foydalanildi.



Ixtiyoriy A to’plam uchun @ < A agar A# & uholda @= A.

A va B to’plamlarning ayirmasi deb, 4 to’plamning B to’plamga kirmagan barcha
elementlardan tashkil topgan to’plamga aytiladi va 4 \ B yoki A-B
Ko’rinishlarda belgilanadi. A va B to’plamlarning ayirmasini mantiq qoidalariga ko’ra bunday
yozamilz.

A-B=A\B=|x|xecArx¢B

A va B to’plamlarning kamida biriga tegishli bo’lgan barcha elementlardan tashkil topgan
AUB to’plam 4 va B to’plamlarning birlashmasi yoki yig’indisi deyiladi. Buni matematik tilda
quyidagicha yozamiz
AUB={x|lxeAvxe B}

Masalan: {11 X! a}U {2171 X} = {11 X1 a1217}

A va B to’plamlarning kesishmasi yoki ko’paytmasi deb, 4 va B to’plamlarning barcha
umumiy, ya'ni 4 ga ham, B ga ham tegishli elementlardan tashkil topgan A B to’plamga aytiladi.
A va B to’plamlarning Kkesishmasi mantiq qoidalariga ko’ra bunday yozamiz:

ANB=lxlxe Arnx e B}

Matematikaning ba’zi sohalarida fagatgina birorta to’plam va uning barcha to’plamostilari
bilan ish ko’rishga to’g’ri keladi. Masalan, planimetriya tekislik va uning barcha to’plamostilari
bilan, stereometriya esa fazo va uning barcha to’plamostilari bilan ish ko’radi.

Agar biror E to’plam va fagat uning to’plamostilari bilan ish ko’rsak, bunday E to’plamni
universal to’plam deb ataymiz. Universal to’plamning barcha to’plamostilari to’plamini f (E) orqali
belgilaymiz.

To’plamlar ustida bajariladigan algebraik amallar quyidagi xossalarga ega.

1°. AN A=A Kesishmaning idempotentligi;

2. AU A = A birlashmaning idempotentligi;

ANB=BNA . ) .
30 kesishma va birlashmaning kommutativligi;
AUB=BUA

Eﬁg 382 i 28%:82; kesishma va birlashmaning assosiativligi

50 Kesishmaning birlashmaga nisbatan distributivligi:

AN(BUC)=(ANB)U(ANC);

6°. Birlashmaning kesishmaga nisbatan distributivligi:
AU(BNC)=(AUB)N(AUC);
0 (A\B)NC=(ANC)\B=(ANC)\(BNC);

AU&Um&UmbmwmmiQA,Aﬂ&ﬂm&ﬂmk%MmmiﬁAdmtmwm

0

olsak, yana quyidagi xossalarga ega bo’lamiz. A 'i =1... to’plamlar birorta X to’plamning

to’plamostilari bo’lsin, u holda
8. X\UA =(X\A):
i=1 i=1
9. X\NA =_LJ1(X\Ai).

Bu tengliklarni isbotlash uchun, tengliklarning chap tomonidagi to’plamga tegishli ixtiyoriy
element, tenglikning o’ng tomonidagi to’plamga tegishli va to’plamning chap tomonidagi



to’plamga tegishli ixtiyoriy element chap tomonidagi to’plamga ham tegishli bo’lishini ko’rsatish
etarli.

To’mlamlar ustida amallarni Eyler-Venn diagrammalari deb ataladigan quyidagi shakllar
yordamida ifoda qilish, amallarning xossalarini isbot qilishni ancha engillashtiradi.

Universal to’plam to’g’ri to’rt burchak shaklida, uning to’plamostilarini to’g’ri to’rtburchak
ichidagi doiralar orqali ifoda qilinadi. U xolda, ikki to’plam birlashmasi, kesishmasi, ayirmasi,
to’lduruvchi to’plamlar, ikki to’plamning simmetrik ayirmasi mos ravishda quyidagicha
ifodalanadi:

Mavzuni mustahkamlash uchun savollar:

1.To’plam tushunchasini misollar yordamida tushuntiring.

2. To’plamlar ustida bajariladigan amallarni tushuntiring.

3. To’plamlar ustida bajariladigan amallarni diogrammalar orqali tushuntiring.

3-4-mavzu: Matematik mantiq elementlari. Mulohazalar va ustida amallar.
Reja:
1. Mulohaza hagida tushuncha.
2. Mulohazalar ustida amallar.

Tayanch so’zlar: Mulohaza, mulohazalar inkori, mulohazalar konyunksiyasi, mulohazalar
dizyunksiyasi mulohazalar implikasiyasi, mulohazalar ekvivalensiyasi.

Mulohazalar odatda lotin alifbosining kichik harflari bilan belgilanadi. Masalan, a, b, c, ....
Mulohazalar algebrasining logik amallari maxsus harflar va belgilar orgali berilganda quyidagicha

o’qiladi:
A pvaq
P p yoki g
pV{g pemas

- p dan g kelib chigadi
P p agar fagat va fagat agar q
p — q yolg’on
rost.
P <(q Agar mulohazalar o’rtasiga mantiq amalllaridan qo’ysak, yangi mulohaza hosil
bo’lib, bunday mulohazaga qo’shma mulohaza deyiladi. Mulohazalar algebrasida rost
—J— yoki yolg’on tushunchalari asosiy tushunchalardan hisoblanadi. Qo’shma mulohazaning
-]— rost yoki yolg’on ekanligini ta’rifdan kelib chigqan holda jadval asosida ko’rish
birmuncha qulaylik tug’diradi. Bunday jadvalga rostlik jadvali ham deyiladi.
Mulohazalar ustida konyunksiya, dizyunksiya, implikatsiya va ekvivalensiya amallari
mavjud bo’lib wularning rostlik jadvali quydagicha bo’ladi.

Plqg | phrg Pl49|PVqg P l1g|P<(q
T|T T TI|T T T|T T
T|F F T|F T T|F F
F|T F F|T T F|T F
F|F F. F|F E. F|F T.

Mulohaza matematik mantigning asosiy tushunchalaridan bo’lib, u rost yoki yolg’onligi bir
qiymatli aniqlanadigan darak gapdir. Masalan, «Kvadrat to’g’ri to’rtburchakdir», «7-tub sony,
«2>5» kabi tasdiglar mulohazalar bo’lib, birinchi va ikkinchi mulohazalar rost, uchinchi mulohaza
esa yolg’on mulohazadir.



Demak, biror bir gap mulohaza bo’lishi uchun, u albatta darak gap bo’lishi va rost yoki
yolg’onligi bir qiymatli aniqlanishi shart.

Undov, so’roq gaplar mulohaza bo’la olmaydi. Rost mulohazaga 1 qiymatni, yolg’on
mulohazaga 0 giymatni mos qo’yamiz. Mulohazalarni lotin alifbosining bosh harflari bilan
belgilashni kelishib olamiz.

Quyida biz berilgan mulohazalardan mantiq amallari deb ataladigan amallar yordamida
boshqga mulohazalar hosil qilish usullarini ko’rib chiqamiz.

Ta’rif. Berilgan A mulohaza rost bo’lganda yolg’on, A mulohaza yolg’on bo’lganda rost

bo’ladigan mulohaza A mulohazaning inkori deyiladi va 1A yoki A orqali belgilanadi.
Inkor amali quyidagi jadval yordamida to’liq aniqlanadi:

A 1A

1

Bunday jadvallarni rostlik jadvali deb ataymiz.

Masalan, A mulohaza - «7-tub son» degan rost mulohaza bo’lsin, u holda

] A - «7-tub son emas» degan yolg’on mulohazadan iborat.

Ta’rif. A va V mulohazalar rost bo’lgandagina rost bo’lib, qolgan hollarda yolg’on bo’ladigan
mulohaza A va V mulohazalarning kon’yunksiyasi deyiladi va A A V yoki A & V ko’rinishda
belgilanadi

Kon’yunksiya amalining rostlik jadvali quyidagichadir:

A Vv AAV
1 1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 0

Ta’rif. A va V mulohazalar diz’yunksiyasi deb, A va V mulohazalarning ikkalasi ham
yolg’on bo’lgandagina yolg’on, qolgan hollarda rost bo’ladigan A v V mulohazaga aytiladi.

Ta’rif. A va V mulohazalar implikasiyasi deb, A mulohaza rost va V. mulohaza yolg’on
bo’lgandagina yolg’on, qolgan hollarda rost bo’ladigan A — V mulohazaga aytiladi.

Ta’rif. A va V mulohazalar ekvivalensiyasi deb, A va V mulohazalarning ikkalasi ham
yolg’on yoki rost bo’lganda rost, qolgan hollarda yolg’on bo’ladigan A <> V mulohazaga aytiladi

Bu amallar uchun rostlik jadvallarini keltiramiz:

A \Y/ AvV A->V AoV
1 1 1 1
1 0 1 0 0
0 1 1 1 0
0 0 0 1 1

A - Mmantiqiy ko’paytirish, v - mantiqiy qo’shish amallari deb yuritiladi. A A V mulohazani A
va V; A v V mulohazani A yoki V; A — V mulohazani A mulohazadan V mulohaza kelib chigadi
yoki agar A bo’lsa, U xolda V bo’ladi; A <> V mulohazani A mulohazadan V mulohaza va V



mulohazadan A mulohaza kelib chigadi yoki A bo’ladi, fagat va fagat shu holda-ki, agar V bo’lsa,
deb o’qiymiz.

Mulohazalar to’plamini M harfi bilan belgilaylik. U holda M to’plam, unda bajariladigan
barcha |, A, v, —>, <> amallar bilan birgalikda mulohazalar algebrasi deb yuritiladi. Mulohazalar
algebrasini gisqgacha MA orgali belgilaymiz.

M to’plamda bajariladigan amallarni bajarilish tartibi quyidagicha: avval inkor amali bajariladi,
agar inkor amali gavslardan tashgarida bo’lsa, u xolda gavs ichidagi amallar bajariladi. Keyin
kon’yunksiya, undan so’ng diz’yunksiya, implikasiya va nihoyat ekvivalensiya amallari bajariladi.
Matematik mulohazalarni yugoridagi belgilar yordamida ifoda etishga doir misollar keltiramiz:
1-misol. Agar @>b va b>C bo'lsa, 8> € bo’ladi. (3> P)A(B>C)=(a>c),
2-misol. @>b bo’lsa, 8+C>b+C bo'ladi. (@>P)=(@+C>b+c)

3-misol. a=0 yOkl b=0 bo’lsa, ab=0 bo’ladi va aksincha, ab:obo’lsa, a=0 yoki
b=0 po’ladi, (@0 =0) = ((@=0)v(b=0))

4-misol. @>0 ya b>0 polsa, A >0 po’ladi, (@>0)A(D>0)= (ab>0)

: I . >
5-misol. Ixtiyoriy x hagigiy son uchun |X| =X vxeR: |X| > X
6-misol. Ixtiyoriy 820 son uchun, shunday X€R son mavjudki, x'=a bo’ladi, ya’ni
va>0 3xeR: x*=a,

Mavzuni mustahkamlash uchun savollar:
Mulohaza tushunchasiga ta’rif bering.
Mulohazaga misollar keltiring.
Mulohazalar inkorini ta’riflang.
Mulohazalar konyunksiyasini ta’riflang.
Mulohazalar dizyunksiyasini ta’riflang.
Mulohazalar implikasiyasini ta’riflang.
Mulohazalar ekvivalensiyasini ta’riflang.

NogakrowdhE

5-6- MAVZU. TEKISLIKDA TO‘G‘RI CHIZIQ VA UNING TENGLAMALARI DOIR
MASALALAR
Reja:
1. Chiziq va uning tenglamasi haqgida.
2. To'‘g'ri chiziq va uning tenglamalari:
3. To'g'ri chizigning burchak koeffitsiyentli tenglamasi.
4. Berilgan bitta wva ikkita nugtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chizigq
tenglamalari.
To‘g‘ri chizigning umumiy tenglamasi va uning xususiy hollari.
To‘g‘ri chizigning kesmalarga nisbatan tenglamasi.
To‘g‘ri chizigning normal tenglamasi
IkKi to‘g‘ri chiziq orasidagi burchak.
. To‘gri chiziglarning perpendikulyarlik va parallellik shartlari.
. IKkkita to‘g‘ri chizigning kesishuvi.
Nugqtadan to‘g‘ri chiziqqacha bo‘lgan masofa.

R

Tayanch ibora va tushunchalar

Tekislikda chizig va uning tenglamasi, burchak koeffitsiyent, to‘g‘ri chizigning burchak
koeffitsiyentli tenglamasi, to‘g‘ri chizigning umumiy tenglamasi, to‘g‘ri chizigning o‘qlardan
ajratgan kesmalarga nisbatan tenglamasi, berilgan bitta nuqtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziglar
tenglamasi, berilgan ikki nuqtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasi, to‘g‘ri chizigning normal



tenglamasi.To‘g‘ri chiziglar orasidagi burchak, to‘g‘ri chiziglarning perpendikulyarligi va
parallelligi, ikkita to‘g‘ri chiziglarning kesishuvi, berilgan nuqtadan berilgan to‘g‘ri chiziqqacha
bo‘lgan masofa, ikkita parallel to‘g‘ri chiziglar orasidagi masofa.

1. Chizig va uning tenglamasi haqida. Analitik geometriyaning eng muhim tushunchalaridan biri,
chiziq tenglamasi tushunchasidir. Tekislikda to‘g‘ri burchakli koordinatlar sistemasida L chizig
berilgan bo‘lsin(4-chizma).

Ta’rif. L chizigda yotuvchi istalgan M (X, y) nuqtaning koordinatlari

F(x,y)=0 &
tenglamani ganoatlantirib, unda yotmagan nuqtalarning koordinatlari ganoatlantirmasa, bu tenglama
L chizigning tenglamasi deyiladi. Bundan L chizig, koordinatlari (1) tenglamani
ganoatlantiruvchi barcha nugtalar to‘plamidan iborat ekanligi kelib chigadi. Chizigning
tenglamasini tuzish deganda unga tegishli ixtiyoriy M (X, y) nuqtaning koordinatlari orasidagi

munosabatni(bog‘lanishni) tenglama ko‘rinishida ifodalashdan iborat. Topilgan chiziq tenglamasi
uchun: chiziqdagi istalgan nugtaning koordinatlari uni ganoatlantiradi va aksincha, nugtaning
koordinatlari tenglamani ganoatlantirsa, bu nugta shu chizigda yotadi.

2. To‘g‘ri_chizig va uning tenglamalari, To‘g‘ri__chizig tushunchasi analitik
geometriyaning asosiy tushunchalaridan biridir. Quyida har xil holatlarda to‘g‘ri chiziqning analitik
ifodalarini (tenglamalarini) keltirib chiqaramiz va ular yordamida to‘g‘ri chizigning tekislikdagi
vaziyatlarini o‘rganamiz.

1) To‘gri_chizigning burchak koeffitsiventli tenglamasi. To‘g‘ri chizigning OX o°qi musbat
yo‘nalishi bilan hosil gilgan burchagi va to‘g‘ri chizigning ordinatlar o‘qidan ajratgan kesmasining

kattaligi b berilganda, uning tekislikdagi holati aniq bo‘ladi. Masalan, b =3, « = 125"
bo‘lsa, uning holati aniq bo‘ladi (5-chizma).

A
A y y
y y

3

_ 0
R ,Q =125 f/
X 0 X O]

4-chizma 5-chlizma %izma

Yuqoridagi miqdorlar berilganda to‘g‘ri chizigning tenglamasini keltirib chiqaramiz.
M (X, y) to‘g‘ri chiziqqa tegishli ixtiyoriy nuqta bo‘lsin (6-chizma). AMB to‘g‘ri burchakli
uchburchakdan

EM =tga , bundan BM = ABtga
AB
6-chizmadan y=BC+BM; &mu Yy=ABtga+b, AB=X 6olganligi uchun
y = Xtga +b bo‘ladi. tgar tog'ri chizigning burchak koeffitsiventi deyiladi va tgar =K
bilan belgilaymiz. Shunday qilib,
y=kx+Db (2)




munosabat kelib chigadi. Bunga to‘g‘ri chizigning burchak koeffitsiyentli tenglamasi_netinaau.
b =0 bo‘lsa, to‘g‘ri chiziq koordinatlar boshidan o‘tib, tenglamasi y= kX bo‘ladi. k=1
bo‘lsa, ¥ = X bo‘lib, bu birinchi koordinat- lar burchagining bissektrisasi bo‘ladi.

1-misol. OX o¢qi bilan 120° burchak hosil giluvchi va OY o‘qini A(O; 3)nugtada
kesib o‘tuvchi to‘g‘ri chizigni yasang va uning tenglamasini yozing.
Yechish. Shartga ko‘ra, to‘g‘ri chiziq OY o‘qini A(O; 3) nuqtada kesib o‘tadi, demak

b = 3. Bu nugtadan OX o‘qiga parallel chiziq o‘tkazamiz, hamda shu to‘g‘ri chiziq bilan 120°
burchak hosil giluvchi tomon, yasalishi kerak bo‘lgan to‘g‘ri chiziq bo‘ladi .
Endi shu to‘g‘ri chiziq tenglamasini yozamiz. Bu holda

k = tg 1200 = — \/g, b =3 bo‘lganligi uchun, y=-— 3 X +3 to'gri chizigning

burchak koeffitsiyentli tenglamasi bo‘ladi.
2) Berilgan bitta nuqtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziglar dastasining tenglamasi. Berilgan

ikki nugtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasi. A(x,,y,), B(XZ; y2) nuqtalar berilgan bmlsin.

y=kx+Db (3)

to‘g‘ri chiziq A nuqtadan o‘tsin. Bu holda A nuqtaning koordinatlari to‘g‘ri chiziq tenglamasini
qanoatlantiradi, ya'ni Y; = KX; + D bo‘ladi. (3) tenglikdan oxirgi tenglikni ayirsak:

Y=y =k(x=x) @)

hosil bo‘ladi. (4) tenglamaga berilgan bitta nuqtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziglar dastasining

tenglamasi deyiladi.
To‘g‘ri chiziq B(X2 Yo ) ikkinchi nuqtadan ham o‘tsa,

Yo—=Y1 = k(X2 _Xl)

bo‘lib,
k y2 - yl

X2 =%
bo‘ladi. ning yuqoridagi qiymatini (4)ga qo‘yib,

— X—X
Y=Y _ 1 5)
Yo—=Y1 X=X

TeHrnaMaHu Xocun Kunamus. (5) Gepuiaran MKKu A(Xl’ yl) Ba B(XZ’ yz) HYKTaJIapaaH

VTYBYM TYFPHU YM3HK TEHIVIAMACH JICHUIIAIN.

2-mucoin. bupop xun maxcynornan 100 nonacwam wmnutad ymkapumra 300 MUHT cyMm
xapaxat kunuHcuH. 500 gonacu yuyH 3ca xapaxat 1300 munr cym Oyncun. Xapaxat QyHKIUsICH
qu3uKIH (TYFpH 4nM3KK) Oyica, my maxcynoraan 400 noHa unuiad YMKapuIln XapaKaTHHA TOTHHT.

Eunm. Macana mapru 6yitmua  A(L00, 300) sa B = (500, 1300) nyxranap
Gepuiran. bepuiran MKKU HyKTa1aH YTyBYH TYFpH YM3HK TEHIJIAMACHTA aCOCaH,
y—-300  x-100
1300-300 500-100°

tenrmuk ypunmn 6ynamu. Oxupru tenrmamagan X = 400 yuyn, Yy =1050 »skammuruan

éxu Y =2,5X+50

tonamu3. Jlemak, maxcynornaH 400 nona wma® uyumkapuim yuyyH 1050 MuHT cyMm xapaxar
KUJIMHA/IH.

3). TVFpy 4YM3MKHUHI YMYMHI TEHIVIAMACH Ba YHHMHI XYCYCHH Xojauapu. Mxkku
HOMAabJIyMJIU

Ax+By+C =0



TEHIJIaMaHU KapaiMus.

bynnan, ByZ—AX—C, y=—§X—% 0yuo0, kZ—S, b=—% Oomtan

Oenrmnacak, Y = KX+b rtenrmama xocun 6ymamu. Ilynmaii kum6, AX+By+C =0 Tenrnama
XaM TYFpU YU3HUK TEHITIaMACH YKAHJIUTU KEIUO YMKAIH.
AXx+By+C =0 (6)

TEHIJIaMara TyFpyu YU3UKHUHT YMYMUM TEHIJIaMacH JCHHIIA]IN.

Ty¥pu un3uK ymymuii Tenrsiamacununr xycyenii xomnapn: 1)A=0, B20,C =0
6ymaca, AX+ By =0 6y1u6, TYFpu UM3MK KOOpAMHATIAP OONMIMIAH YTAaM, YyHKH O(O;O)
HYKTaHUHT KOOPJAMHATIAPH TEHITIAMAHH KAHOATIAHTHPAIH;

2) A=0,B#0,C= 0,6§/nca, y 2—% 0yuo, oYy VKIaH —% KecMa

axparn6, OX ykura mapaien TYFpu UM3MK TEHIAMacH OYIaau;
C C
3) B=0, A#0, C#0 o6yca, X:_K oym6, OX  yxman Y

kecma axparu6 , OY ykura napammien TYrpy 4M3MK TeHIIaMacK Gy Iau;

4 A=0, C=0, B#0 6yuca, y= 0 6yim6, OX JKuHMHT TeHrIAMach XOCHI
Oynanu;

5) B=0, C=0, A#0 6ynca, X=0 6ym6, OY yxununr Tenrmamacu xocun
Oynanu;

6) A=0, B=0, C#0 6ynca, C =0 6y1u6, y3rapmac muxzop, 6up maiitaa 0 nau
dbapkiau xamza 0 ra TeHr kenub yuKaau, OyHaai OYauim MyMKHH 3Mac.
3-mucon. X— 2y +6 =0 1yrpu unsuk yays K Ba D mapamerpnaprm Tormmr.

Eunmr: Bbynunr yUyH Oepunran TeHrnaMaHu Y ra HucOaTaH edaMM3:

2y =X+6, y=1/2-X+3 6yuman (2) tenrmama 6uman rtakkocna6 K=1/2, b=3,
skaHauruHu Tomamus. Illynpgaii Kkuiaub, TYFpU UM3UK YMYMHH TEHIVIaMacuHH Oypyak

koddummentin Tenraamara kenrnpu6 K Ba D mapamerpmapuau Tommmk.
4). TY¥pu YM3HKHHHI KecMajapra HUCOATaH TeHIrjiamMacu. TYFpu 4YM3UK KOOPIUHAT

VKJIapuaad Moc paBuliga d Ba b kecmanap axpatud yrcuH(7-unzma). TYFpu 4u3uK A(a; O) Ba

B (0; b) HyKTaJapJaH yTaad. bepuwiraH MKKM HYKTaJaH YTyBUM TYFPU UYM3HMK TEHIJIaMacura
acocan

: X=—, X:—§+l
b b a

y—0
b-0
X

. y
A S | 7

TeHraama Xocuia O0ynaau. by TeHrnmamara TYFpy YM3HKHUHT KECMAJApPra HUCOATaH TeHIJIaMacu
Ieunnagy.
4-vucon. 3X + 5y —15=0 ryrpu umsukHMHT KecManapra HUCOATaH TEHTIAMACHHH E3MHT

_X—a
0-a
+

BA YHU SICAHT.
Eumm. 3X + 5y —15=0 ryrpu umsukEuEr ymymuii Tenrnamacunn (7) KypUHMILIATH
TEHIJIaMara KeJITUPaMU3.

3X+5y =15, %—I—S—y =1 éku

S
15 15 3

o] x



Oy TYFpu YM3WKHUHT KecMajlapra HUCOaTaH TEHTJIaMacH Oyiaan. DHIU KOOPAWHAT YKIapuIaH MOC
paBumia 5 Ba 3 KecMallapHU aXpaTHO, AKPATHITAH KecMajlap OXUPHIAH SICAIUIIN KepaK OmIraH
TYFPHU YM3UKHU HTKa3aMU3.

yA

; N

/o

0 X 0

v <

7- qyu3ma. 8- um3ma.

S). TYrpu YM3MKHHMHI HOpMAaJ TeHrjamacu. TyFpu 4u3uKKa KoopauHaT OomujgaH

TYIIHPWITaH TepIeHINKYIApHUHET (HopMman) y3ywmuru Ba yauar OX  yxum myc6ar itynamumm
Owian Xocwin Kwirad Oypuyarn ¢/ Oepuiranja TYFpU YM3WKHUHT TEKUCIMKAATHd XOJIaTH aHHUK
O0ynanu (8-ynM3Ma) Ba YHUHT TEHIJIaMacu

Xcosa +Yysina—p=0 (8)

Oynmamu. (8) TeHrnamara TYFpU YW3HUKHUHT HOPMAJ _TeHIJaMacH J[edunagn. MabiyMku,

02 2
SIN“ ¢+ COS” @ =1. Hopman Ttenrmamaza my ImapT OakapuiMmM Kepak. TYFpH UH3HK
YMYMHUIi TEHITTAMACHHU HOPMaJT TeHIJIaMa KeJITHPHII YIyH

M — 1
++A? + B2
HOPMAJVIOBYM KYyNANTYBUMHH XHCO0J1a0, YHI

AX+By+C=0

TEHIVIamara Kynairupamus. by xonna

A B C
X+ y + =
++ A% + B2 ++ A% + B2 ++ A% + B2
HOpMaJI TeHTJIaMa Xocwi Oynanu. HopManioBun KYymalTyBUMHHHT HIOPACH 0307 XaJ HUIIOpacura

TECKapH OJIMHA/IH.
5-mucon. Hopmanuunr ysynmuru P = 3 Ba yauar OX §ku 6Guman xocun Kuiarad Gypyarn

0

0
30 Oyica, TYFpU YM3UKHH SCAHT Ba YHUHT TEHIVIAMAaCHHU E3UHT.
0
Eumm. Illaprra xypa vopman OX yxu Guman 30" m Oypuak Tamkui 3Tagu. by Oypuyakuu
scaliMU3 Ba yHUHT Ky3FalyB4d TOMOHHM HOpMal TYfpH 4n3uK Oymaau. Iy Tyrpu umsukna P = 3

KecMa aXpaTHO YHHUHT OXMpUJAH YHTa NEPIEeHIUKYIAp TYFpU YM3MK YTKa3zamu3. by scanumm
Kepak OyiraH TYFpu YM3MK OYiaau . DHAMU TYFPU YM3UKHUHT TeHrnamacunu &3amus. [laprtra xypa

HopMmaHuHr y3yrnurn Ba yamar OX  yxu Gunan xocmn kuiaran Gypuars Gepuiras, 6y Xoiia

MAabJIYMKH, TYFPH YM3UKHUHT (8) HOpMan TeHrTamacuuu &amms. P =3, & = 30° Oy nraHauru
yoyn X0s300 +ysin300 -3 =0 G VB/2-x+1/2.y-3=0

Harwxkana \/é X+ Y—6 = 0 renrmama xocun 6ynamm.



6-mucon.. 4X — 3y —5 =0 1¥rpu uM3MK TeHrTaMaCHHI HOPMaJ TEHIIaMara KeJITHPHHT.

1 1
Eunm. HopmaiuioBuun KynaiTyBUMHU TOIIAMHU3: M=———— = — Gmuam.
V42 +32 5

Bepuiran tenrnamann M = 1/5 KYTanTupuo, 4/5-x-3/5- Yy —1=0 renrnamanu xocun

KWiamMu3. by TYFpu YM3UKHUHT HOpMaJI TEHIJIAMACH, YYHKHU

4, .3, 16 9 25 2 2
VY p (=02 =D =52 sin“ax+cos"a =1
G g =5 v 5=t ( ) o

Takrorlash uchun savollar
1. Ikki to‘g‘ri chiziq orasidagi burchak qanday topiladi?
2. Ikki to‘g‘ri chizigning perpendikulyarlik sharti nima?
3. Ikki to‘g‘ri chizigning parallellik sharti ganday bo‘ladi?
4. Ikkita to“g‘ri chizigning kesishish nuqtasi qanday topiladi?
5. Nugqtadan to‘g‘ri chiziggacha bo‘lgan masofa qanday formuladan foydalanib
topiladi?
6. Ikkita parallel tehri chiziglar orasidagi masofani topish ganday bajariladi?
7. Chizigning tenglamasi deganda nima tushuniladi?
8. To‘g‘ri chizigning burchak koeffitsiyentli tenglamasi qanday yoziladi?
9. To‘g‘ri chizigning burchak koeffitsiyenti deb nimaga aytiladi?
10. Berilgan bitta nugtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziglar dastasining tenglamasi qanday?
11. Berilgan ikki nuqtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasi qanday?
12. To‘g‘ri chizigning umumiy tenglamasi va uning xususiy xollari nimalardan iborat?
13. To‘g‘ri chizigning koordinat o‘qlaridan ajratgan kesmalariga nisbatan tenglamasi
ganday yoziladi?

MycTakui equi y49yH MHCOJLIAP
1. y= 1/2-X+4 1yrpu umsuk Gepuiran. YHHHI KOOPAMHAT VKIApH OWIAH KECHILMII
HyKTaJJapUHU TOIUHT.
2. bouutanfud opauHaTacu b=-3 Oynran Ba Y = 2X+ 3 Tyrpu uM3MKKa mapaien 6yiran
TYFPH UN3UKHHU SICAHT Ba TEHIVIAMACUHU E3UHT.

1
3. Y= \/§ X—2pBay= E X+ 3 Ttyrpu umsukaap Geprwiran. YaapHuHT abciucca VKU GHIaH

TAIIKWI KWIaJUTraH OypuakjiapyuHU TOIHUHT.
4. y = —2/5-X+3; y= 3/7-X+2/7 1yrpu unsuxnap opacunaru 6ypuakH# TOIMHT.

5. 6X+ 8y +5=0; 2x-— 4y — 3 =0 r¥rpu unsnknap opacunaru 6ypuakHu TOMMHT.
6. 1) 3x—15y+16=0, 2)3x+15y—-8=0, 3)6x—-30y+13=0,
4) 30x+6y+7=0

TYFPH YM3UKJIApAaH Kalicuaapy NepreHIuKyIsp Ba Kalicuiiapy nmapaien.
7. Kyliuaaru TY¥pu YM3UKIap opacuaaru OypuakjiapHU TOHHT:

y=2/3-x-7 , 2x—4y+9=0
y=5x+9 ) 6x—2y—-3=0
y=3/7-x-2 x/4—-yl/5=1

3) 4)
7X+3y+5=0 x/2+y/18=1



8. Tomonnapu 4x—3y+5:0, 3x+4y+4=0, x—7y +18=0 TYFpHU
YM3UKIap/aa €TraH yuOypuyaKHUHT HUKH OypuakiIapyuHH TOIHHT.
9. A(4; 5) HYKTaJaH YTYBUM TYFPU YU3MKJIAp NACTACUHUHI TEHIJIaMa-CUHU E3MHI Ba YJapAaH

2X — 3y + 6 = O Tyrpu unsHKKA NEpHEHAUKYIAP Ba MApaIUIe] Oy IITaHIapHHN AXKPATHHT.
10. YuOypuak ToMOHIapH
7X—6y+9=0; 5x+2y—-25=0; 3x+10y+29=0
TeHrJIaManap Owian OepwiraH. YHUHT YyWwIapuHH Ba OalaHUIMKIAQPUHUHT TEHIJIAMATapHHU
TOTIHHT.

11. Yumapu P (—4; 0), Q(0; 4) sa R(2; 2)
HyKTanapjaa oynran yubypuax MeIMaHaIapUHUHT TEHIJIaMaJIApUHU TOTIMHT.
12. Tyfpu 4YM3MKHUHT KOOpAHMHATIApP OOIIMJAaH Y30KIUTH 3, yHTa KOOpAMHATIAp OOoIIuiaH

. 0 .
tymmpunras nepnenaukynsp OX  yxu 6unan & =45 6ypuak xocun Kunca, TYFpH UH3MK
TEHITIAMaCUHU E3HHT.

13. X— y+3= OTyrpn umsmkka KoOpAMHATIAP GOMIMAAH TYIIMPUITAH IEPIEHIUKY/IAPHUHT

y3yumurunn Ba yauar OX  §ku Gunas Tamkun KUIraH 6ypuaruHy TOIHHT.

14. Yumapu P(0; 5), Q(-3; Dsa R(-1; —2)uykranapna 6ynran yuGypuakmmar R
HYKTaCHJaH YTKa3uiTaH OalaHJIMTMHUHT y3YHJIUTHHHA TOITMHT.

15. 5x —12y —-26=0, 5x —12y —65=0 napamren T¥rpyu yM3HKIAp Opacuaark MacohpaHu
TOTIHHT.

16. Tpamnenus acocIapuHHHT TEHIJIaManapd X — 4y —-15=0, 3x— 4y —35=0 6epunras.
TpaneuussHuHT OaTaHJIMTUHU TOMUHT.

17. Vumapn A(-2; 0), B (2, 4) sa C(4; 0) nyxramapma 6ynran yubypuak
tomonnapunnar, AE wmenmamacumwar, AD Ganmammmmrumuar Temrnamamapunm xamaa AE
Me/IMaHaHWHT Y3YHJIUTUHU TOTIHHT.

7-8-MA’RUZA. CHIZIQLI TENGLAMALAR SISTEMALARI. IKKINCHI VA UCHINCHI
TARTIBLI DETERMINANTLAR, ULARNING XOSSALARI. KRAMER FORMULALARI.

Dars rejasi
1. Chiziqli tenglamalar sistemalari hagida tushuncha.
. Ikkinchi va uchinchi tartibli determinantlar.
. Determinantning asosiy hossalari.
. Determinantning satri bo’yicha yoyilmasi.
Chizigli tenglamalar sistemasini yechishning Gauss usuli.
Chizigli tenglamalar sistemasini yechishning Kramer usuli.

oUW

Tayanch so’zlar: Chiziqli tenglamalar sistemasii, bir jinsli chiziqli tenglamalar sistemasi, ChTSni
yechishning Gauss usuli, ChTSni yechishning Kramer usuli, matritsa

Ikkinchi va uchinchi tartibli determinantlar

2x2- matrisaning determinanti quyidagicha hisoblanadi®

3 Fanchi J.R. - Math refreshser for scientists and engineers, 2006. 76 betlarning mazmun
mohiyatidan foydalanildi.



(1] 2
det = A1 — ar1d1>
(5] 22

1- misol.

3
[ =56-3(-2)=30+6=36

Shuningdek, 3x3- matrisaning determinanti quyidagicha hisoblanadi*

i fdiz2 3
det| a»; a»» dx

3] 32 33

= [f?l [d326133 =+ d202303] + disdadsn

— azaxa sy —pnaxan — asazans)
a, &, ay
Uchinchi tartibli kvadrat matritsa determinanti D =| @,, @,, @, |ni hisoblash uchun
a a a

31 32 33
uchinchi darajali o’rniga qo’yishlar yordamida ko’paytmalar tuzamiz. Urniga qo’yishning ishorasi u
yordamida hosil qilingan ko’paytmani qo’shish yoki ayirish kerakligini aniglab beradi. Bundan

quyidagi ifodani hosil gilamiz.

a, 4, a;
D= 8y 8y 8y | T 8,858, 1,853 t3,8,@;, —3,,3,38; — &,,8,,3, —a,3,,8,,-
dy 8y Ay
a, 4a, .. 4,
2-ta’rif. n-tartibli kvadrat matritsa A= T B o ning
a, 4, .. da,

determinanti deb ‘N = Tezslnsgn(r)am) T (n' go’shiluvchilardan iborat) yig’indiga
aytiladi.

Determinantning xossalari.

1-teorema. Nol satr yoki ustunga ega kvadrat matritsaning determinanti nolga teng.

2-teorema. Diagonal matritsaning determinanti asosiy diagonal elementlari ko’paytmasiga
teng.

3-teorema. Uchburchak matritsaning determinanti asosiy diagonal elementlari ko’paytmasiga
teng.

4-teorema. Kvadrat matritsa va unga transponirlangan matritsalar

determinantlari teng.
S5-teorema. Kvadrat matritsaning ikkita satr (ustun)lari o’rnini almashtirish natijasida determinant
ishorasi o’zgaradi.

4 Fanchi J.R. - Math refreshser for scientists and engineers, 2006. 76 betlarning mazmun
mohiyatidan foydalanildi.



6-teorema. Ikkita bir xil satr (ustun)ga ega kvadrat matritsa determinanti nolga teng.
7-teorema. A kvadrat matritsaning biror bir satr (ustun) elementlarini noldan farqli A skalyarga
ko’paytirilsa, u holda A matritsaning determinanti A skalyarga ko’paytiriladi.

8-teorema. Qandaydir ikkita satr (ustun)lari proporsional bo’lgan kvadrat matritsaning
determinanti nolga teng.

9-teorema. Kvadrat matritsa I - qatori (ustuni)ning har bir elementi M ta qo’shiluvchilardan
iborat bo’lsa, bunday kvadrat matritsaning determinanti M ta determinantlar yig’indisidan iborat
bo’lib, birinchi determinant 1- gqatori (ustuni)da birinchi, ikkinchi determinantda ikkinchi
go’shiluvchilar va h.z. boshga qatorlar A matritsanikidek bo’ladi.

all alZ alS a‘ll a‘12 alS all alZ a13
a,+a a,+b a,+c|=|a, a, a,|+|a b C
a, a a a, a, a a, a, a

10-teorema. Kvadrat matritsaning biror-bir satr (ustun)iga noldan farqli skalyarga
ko’paytirilgan boshqa satr (ustun)ni qo’shish natijasida determinant o’zgarmaydi.

11-teorema. Kvadrat matritsaning biror-bir satr (ustun)iga qolgan satr (ustun)lar chiziqli
kombinatsiyasini qo’shish natijasida determinant o’zgarmaydi.

12-teorema. Kvadrat matritsaning biror-bir satri (ustuni) qolganlarining chiziqgli
kombinatsiyasidan iborat bo’lsa, uning determinanti nolga teng.

13-teorema. Har qanday elementar matritsaning determinanti noldan farqli.

14-teorema. Kvadrat matritsalar ko’paytmasining determinanti berilgan matritsalar
determinantlari ko’paytmasiga teng.®

32 33 31 32 33 31 32 33

Deteminantning nolga teng bo’lish sharti.
15-teorema. Kvadrat matritsaning determinanti nolga teng bo’lishi uchun uning satr
(ustun)lari chizigli bog’langan bo’lishi zarur va yetarli.

Isbot. 1. Matritsaning satrlari chiziqli erkli bo’lsa,

A‘ # 0 ekanligini isbotlaymiz.

Agar berilgan kvadrat matritsaning satrlari chizigli erkli bo’lsa, u holda uni elementar
matritsalar ko’paytmasi ko’rinishida ifodalash mumkin, ya'ni A=E -E,-...-E_. U holda
determinant xossalariga ko’ra

‘A‘ Z‘El‘ : ‘EZ‘ e ‘Ek‘ va ‘Ei‘ # 0(i ={L,...,k}. Bundan ‘A‘ #0.

To’g’ri teorema bilan teskari teoremaga qarama-qarshi teoremalar teng kuchli bo’lganligidan,
|Al=0 ekanligidan A matritsa chizigli erkliligi kelib chigadi.

2. A matritsaning satrlari chiziqli bog’liq bo’lsa, A‘ =0 ekanligini isbotlaymiz.
Satrlari chizigli bog’liq matritsaning kamida bitta satri qolganlari orqali chiziqli ifodalanadi.

Determinantlar xossalariga ko’ra ‘A‘ =0.

1 2 3 1 2 3
1-misol. -1 0 4/ =|0 2 7/=0.
2 46/ 00O
16-teorema. Har qanday kvadrat matritsa uchun quyidagi shartlar teng kuchli:
1. |[A=0.
2. Matritsaning satr (ustun)lari chiziqli erkli.
3. A matritsa teskarilanuvchi.

® J.H. Heinbockel January 2016, Introduction to Calculus Volume 1I, 326 betlarning mazmun
mohiyatidan foydalanildi.



4. A matritsa elementar matritsalar yordamida ifodalanadi.
17-teorema. A matritsaning rangi uning noldan farqli minorlarining eng yuqori tartibiga teng.

all alZ aln
. . aZl a22 aZn . .
Isboti. Noldan farqli A= matritsa berilgan
a‘ml a'm 2 e a'mn

bo’lsin. U holda uning rangi I =r(A) > 0. Matritsaning kamida bitta noldan farqli I' tartibli
minori mavjudligini isbotlaymiz.
r =r(A) >0 bo’lganligi uchun, A matritsaning I ta chiziqli erkli satrlari bor. Shu satrlardan

all alZ a1I’1
a a a
tuzilgan A matritsaning B € F™" matritsaostisini tuzamiz B= Aoz 1 bu
g g
a a a

rl r2 e m
matritsaning rangi I'(B) = . Matritsaning satr va ustun ranglari tengligidan ©(B) =r. Demak, B
matritsaning [ ta chiziqli erkli ustunlari mavjud. B matritsaning I ta chiziqli erkli ustunlaridan

tashkil topgan matritsaostisini C bilan belgilaymiz. U holda C € F™" va r(C) =r. Yuqoridagi

18.2-teorema shartlariga ko’ra, C matritsaning ustunlari chiziqli erkli bo’lganligi uchun ‘C‘ #0.

Demak, C matritsa A matritsaning tartibi I' ga teng bo’lgan noldan farqli minori bo’ladi.
Agar K >r(A) bo’lsa, A matritsaning K tartibli har ganday minori nolga teng bo’ladi.

Hagiqatdan ham, K > r(A) bo’lsa, A matritsaning har qanday K ta satri chiziqli bog’langan

bo’ladi. Bundan A matritsaning har ganday (K xK) tartibli gismmatritsasida satrlari chizigli
bog’langan bo’ladi va 18.1-teoremaga ko’ra bunday qismmatritsalar determinanti, ya’ni A
matritsaning K tartibli har qanday minori nolga teng.

1 -1 0 2
2 1 1 -2
A

2-misol. 1 0 1 3 matritsa rangini minorlar yordamida aniqlang.

2 -2 0 4
Yechish. Matritsa rangi haqidagi teoremaga ko’ra matritsaning noldan farqli minorlarini
aniqlaymiz.
Matritsaning berilishidan, unda kamida bitta noldan farqli birinchi tartibli minor mavjud,
masalan, A = (l) matritsaostining determinanti 1ga teng, ya’ni M, = m =1+0.

1 —
2

Matritsaning A, =( j matritsaostining determinanti

1 -
M, = =1-(-2)=3=0.
e
1 -10
Matritsaning A, =| 2 1 1 | matritsaostining determinanti

-1 0 1



1 -10
=2 1 1=1+0+41-0-0-(-2)=4+0.
-1 0 1

Matritsaning 4-tartibli minori berilgan matritsaning determinantidan iborat, uni hisoblaymiz:

1 -1 0 2|1 -10 2
2 1 1 -2 10 3 1 -6
A=l 001 370 11 570
2 20 4/ 0 0 0 0

Demak, berilgan matritsaning noldan farqli minorlari 1-tartibli, 2-tartibli va 3-tartibli. Ulardan
yugqori tartibligi 3-tartibli minor bo’lganligi uchun, berilgan matritsaning rangi 3 ga teng.

M

3

F =<F;+,,—",0,1> maydon va maydon ustida

a11)(1 + a12X2 ...t a’lan = bl
a,X +a,X, +...+a, X =b
X ¥ 8%, 207 (1) chizigli tenglamalar sistemasi hamda

a'leI + a'm2)(2 +"'+amnxn = bm

a,x, +a,x,+--+a,x, =0,
. a, X, +a,x,+-+a,x =0, .
unga assotsirlangan (5.1

---------------------------------

a.x +a.,x,+--+a x =0

bir jinsli chizigli tenglamalar sistemasi BJChTS berilgan bo’lsin.
Yugorida ta’kidlanganidek, (1%) sistemaning yechimlari to’plami F" arifmetik vektor
fazoning biror W qism fazosini tashkil etadi.
1-ta’rif. F" arifmetik vektor fazoning W qism fazosining bazisini tashkil etuvchi istalgan
vektorlar sistemasi (5.1%) sistemaning fundamental (asosiy) yechimlari sistemasi deyiladi.

Bazis vektorlar sistemasining ta’rifiga asosan @ 1,d 2,...,d r sistema (11) ning fundamental
yechimlari sistemasi bo’lishi uchun quyidagi ikkita shart bajarilishi lozim:

— —

1. ai,aoz,..,a sistema chiziqli bog’lanmagan sistema bo’ladi;

—

2. (1) sistemaning ixtiyoriy yechimi d1,d2,...,ar sistema vektorlari orqali chiziqli
ifodalanadi.
(1) sistemaning umumiy yechimi ushbu

a=kia 1tk a »+..+kea ; (kieF, i=1r)

ko’rinishda ifodalanadi. Endi (1) yechimlarining fundamental sistemasini topaylik. Buning uchun
(1) da bir necha marta elementar almashtirishlar bajargandan so’ng o’ziga ekvivalent bo’lgan ushbu

+-+c . x =0

1r+1‘xr+1 In""n '
CpX, ++c,x, +c, X, ++c,x =0,

) e (5.2)

............................................................

Cu X, +CLX, +-+C X, +C




ko’rinishdagi sistemaga ega bo’lamiz. (17) da ci0 (k=1, 1), r<n bo’ladi. Aks holda (17) sistema
nolmas yechimlarga ega bo’lmas edi. (1) da elementar almashtirishlar natijasida
0Kx1+0Kx2+...+0Kxn=b (b=0) ko’rinishdaga tenglamalar hosil bo’lishi mumkin. U holda bunday
tenglamalar bitta ham yechimga ega bo’lmaydi. Shu sababli berilgan sistema yechimga ega
bo’lmaydi. Biz qarayotgan CHTS hamjoyli bo’lganligi sababli bunday holat kelib chigmaydi.
Tenglamalar sistemasini bu usul bilan yechish Gauss usuli deyiladi.

(1) sistema r ta tenglama va n-r ta noma’lumlardan iborat. Shuning uchun biz Xr+1,Xr+2,...,Xn
larni erkin (ozod) noma’lumlar deb, ularga ixtiyoriy sonli (kamida bittasi noldan farqli) qiymatlarni
berib, (17) dan ularga mos Xr,Xr-1,...,x1 noma’lumlar giymatlarini topamiz. Aytaylik (17) da xr+1=1,
Xr+2=Xr+3=...=Xn=0 bo’lsin. Unda (17)dan XrXr1,...x1 noma’lumlar qiymatlarini topamiz.

Parametrlarning yuqoridagi giymatlariga mos keluvchi (4) sistemaning yechimi a r+1=(ou,a 2,...,0
r1,0,...,0) bo’ladi. Bundan keyin xr+1=Xr+3=...=xn=0, xr+>=1 deb olaylik. U holda (4) sistemadan

xi(i=1,r) qiymatlarga mos keluvchi qandaydir Pi(i=1,r) sonlarni topamiz. Natijada (1%)

sistemaning a r+2=(B1,p 2,..,f 1,0,1,0,...,0) ikkinchi yechimini topamiz. SHu jarayonni davom ettirib,
n-r qadamdan so’ng (17) sistema (demak, (1) sistema) ning

—

a1 =(a,,a,,...,a, 10,...,0),

av:=(B., Byreers B.0L,....0),

ar =(7,7,1..7,,00,...,1)

yechimlari sistemasini topamiz. Hosil bo’lgan sistema (1) sistemaning fundamental yechimlari
sistemasi bo’ladi.

1-misol. BCHTS 2X, + X, —3X,+ 7X, =0 tenglamadan iborat bo’lsin.  Bitta tenglama
va 4 ta noma’lum bo’lganligi uchun berilgan sistema yechimlar to’plamining fundamental

1 3 I
sistemasi 3 ta yechimdan iborat bo’ladi. Ularni aniglash uchun X = ) X, +EX3 _EX4

belgilashdagi x», x3, x4 noma’lumlarga mos ravishda 2,0,0; 0,2.0; 0,0,2 giymatlarni beramiz. Hosil
bo’lgan (-1,2,0,0); (3,0,2,0); (-7,0,0,2) yechimlar berilgan BCHTSning yechimlar to’plamining
fundamental sistemasi bo’ladi.

2X, +4x, —5%X, =4
2-misol. | 3X, + X, +3X, =2 chizigli tenglamalar sistemasini Gauss usulida yechamiz.
X, —9X, — X, =8
Buning uchun chizigli tenglamalar sistemasini elementar almashtirishlar yordamida tanlab olingan

tenglamasidan boshga tenglamalarida biror bir o’zgaruvchi oldidagi koeffisientni nolga
aylantiramiz:

2X, +4x, —5X, =4 X, —9X, = /X, =8 X, —9X, =X, =8
3X, + X, +3X, =2 & 16X, + 24X, =22 < ¢ 8X, +12x, =-11.

X, —9X, — X, =8 14x, +9x, =-12 —96x, =58
Hosil bo’lgan tenglamalar sistemasi berilgan tenglamalar sistemasiga teng kuchli bo’lib, uning
19 1 29

yechimi (69 — ;13 =;——) vektordan iborat.
48 8 48



Teorema. Agar ‘A‘io bo’lsa, U holda CHTS yagona yechimga ega va u quyidagi
formulalar orqali ifodalanadi:

Ao Am)

AT A

a, X, +a,X, +a,.Xx, =b

13773

(5.3).

a,, X, +a,X, +a,X, =b, chizigli tenglamalar sistemasining yechimini Kramer

a, X, +a,X, +a, X, =b,

formulalari yordamida topish uchun sistemaning asosiy matritsasi va A(1), A(2), A(3) matritsalarni
tuzib, ularning determinantlarini hisoblaymiz:

&, &, a;
A=|a, a, a,/|;
dy 85, 8y
a a, a;,
A= 8y 8p 8y | Ta,;,8,8,; +A,8,,3; T3,8,3;, —,;,3,8; —
a a5, 8y
885,38, —&,8,8;;.
b, a, a, a, b, a;
m=|AQ)= b, a, ay|; 2=|AQ)=la, b, a,l;
b3 a3, dg a3 bs RS
a, a, b
A=AQ3)=la, a, Db,;
a, a, b

3
A, A, A,
U holda Xl:K,XZ_X ng.

Mavzuni mustahkamlash uchun savollar:
1. 1.Ikkinchi wva wuchinchi tartibli determinantlarni xisoblash
formulalarini yozing.
2. 2.Determinantning ganday hossalari bor?
. 3.Determinantning satri bo’yicha vyoyish ganday amalga
oshiriladi?
. Minor nima?

w

. 1.Chizigli tenglamalar sistemasini turlarini ayting.
Chizigli tenglamalar sistemasini yechishning Gauss usuli ganday?
Chiziqli tenglamalar sistemasini yechishning Kramer usuli ganday?

~Nou »

10-11- mavzu. FUNKSIYA LIMITI, LIMITLAR HAQIDAGI TEOREMALAR

Pexa
1. V3rapmac Ba y3rapysun MHKIOpJIap.
2. ®yHKIMs TYIIyHYACH.
3. OyHKUMSHUHT OepujInil yCyJJIapu.
4. DyHKUMSAHHUHT alipUM X0JLJIapH



5. OyHKUMSHUHT JUMHUT UBA YHUHT aCOCUIl X0Ccaaapu.
6. AHUKMACJIUKJIAP BA yJIapPHH OYMIIL

Tasnu uéopanap Ba TyuryH4ajuap
V3rapmac Ba y3rapyBuu MUKIOpIAp, QYHKIHMS TyUTyHYacH, QYHKINS aHMKJIAHMII COXACH,
KAAMATiIap TYIJaMy, aHAJUTUK YCYJd, TpaduK ycyl, >KaJBall yCyl, OIIKOp Ba OIIKOpMAc
byHKUMsIIap, QYHKIUSHUHT aJTOPUTMHUK OCPUIIUIIHM, Mypakkad (QyHKIHs, TecKapu (QYyHKIUS,
(GyHKIMS JTMMHATH Ba YHUHT XOcCcalapd, KETMa-KeTJHK, YeKCH3 KaTrTa MHKAOp, 4Yal Ba YHT
JUMHTIIAP, YeKCU3 KUYHMK (YHKIHWS, KYMAaHTMaHUHT Ba OYVJIMHMAHHWHT JIMMUTH, OUPHHYH a)KOHHO
JMMHUT, aHUKMACJIMKIJIAPHU OYHIII,

1. Vsrapmac Ba y3rapysum muxgopiaap. Kapamaérran skapaénga Oup Xuil COH
KUMMaTiIapuHu Kalyd KWiaJuraH MUKAOpIapra yszapmac muxdopaap neitvnnaau. Macanas,
KaHJall paauycnu ailaHa OJNMAalIMK, YHUHT Y3YHJIMTHHUHT JeamMeTpura Hucbatu Oup xun 7T
conjan ubopar 0ymnanu. by Xxonaa HucOar y3rapmMac MUKIOPIUDP.

Kapanaérran xapaénga xap Xuja COH KHMMatTiapu KaOyn KWJIaguraH MHUKIOpJapra y32apyeuu
Mukdopaap nevimnanu. MacanaH, XaBo Xapopartu (TeMIiiepaTypacu), BaKT, XapaKaTHUHT TE3JIMTU
Y3rapyBun MuUKaopiapaup. bynmaii MucommapHu KyIuiad KeNTHPUII MyMKHH. XaMmMma y3rapyBuu
MUKIOpJIApHU OMpAaHura ypraHu® Oynamaiau. DHAM MKKUTA Y3rapyBud MUKIOpJIAp Opacuiard
OOFJIaHUIITHYU KapalMu3.

2. ®Oyukuums TymwyHuyacu. @Pyukyusa mywiyHuacu - MATEMATHUKAHUHT ODHI  aCOCHUM
TyluyHuaizapugad Oupu 0Ynul, yHuHT €paaMuia Tabuar Ba aMUATAArd Kym skapaéH Ba XoAucanap
MOJIeJUIAIITHPUIIA I,

MatemaTuk TaxJidAa SJIEMEHTIApPH XaKUKUW CoHJapjaH ubopaT, OynraH TyIuiamiaapHU

kapaitvus. X Ba Y nap xakukwii connap Tymiamu 6yncun. X € X Tymamua, yeY tymnamua
y3rapcuH.
Tavpud. X € X xap 6up X ra Gupop xouna éku kouyn Oyimua Yy €Y nan 6urra Y moc
KyWuiica, X Tymiamaa @yukuus depuncan (AHMKJIAHTaH) 1e0 aTanaau Ba y
y=f(x)

CHMMBOJ Owmnan Oenrwnanamy. Adpum Xommapaa Y = Xf xam ne6 Genrmmanammku, GyHnua

KOMIIBIOTEP/IA OMAMH X KHWiMaTH ONMMHMG, KeiMH XMcobIaHauraH cuMBON onmHamd. Byama X

TymnamMra GyHKIUSAHMHT AHMKJIAHUIN coxacd, Y TyIuamra Y3rapuil COXacu KM Kuiimamiap

mynaamu nevivnand. Onataa GyHKIUS aHUKIAHWUII COXACHHU D, KHMatiap TYIIaMUHU E
OntaH OenruiIaHaay.

[ynnaii kunubd, xap Oup smemeHT X € X ra Gurra Ba (pakar Outra Y eY w™ocnuk

YpHartwiran Gynca, 6y mociukka X Tymiamaa QyHKIUS aHWKIaHraH Aeiimnamd. X ra 3pKJIM

y3rapyBuu €ku aprymMeHT, Y ra sca 3pkceu3 y3rapyBuu ¢k X HUHT QYHKIUSICH einmam.

Ilysnait Kumu6, Gpyskius 6epunran 6ymmmm yays: 1) X Tymmam Gepunumu kepak (Kym
xommapna yHu X OwnmaH Y y3rapyBUMJIApHMHT OOFNMaHMIIMTa Kypa Ttommiamu); 2) X

y3rapyBUMHMHT X TYIIAMJaH OJNMHTAH Xap OMp KMiiMAaTHTa yHTa MOC KyHWIaauraH Y Hmn

aHUKTANIMraH Kouja 6KM KOHYH Oepwinmu kepak. (taspudma yam f  cumBonm Guan
OenruiaanK).

Macaman; 1) f X = (—oo, +OO) Tymiamra Teruuuid OyiraH xap Oup COHra yHHUHT
V3uHM Y3ura KymauTupuO, sbHM KBajaparra KyTtapubd moc KyiHyBuMm Kouja OyicuH. By xomnna

y = X2 dbynkuus xocun Oynanu. by ¢yHKIus (—oo, + oo) opanukia aHuKiaHraH; 2) f xap



oup X € [O, +OO) COHIa Iy COHJAH OJIMHIaH KBaJpaT WIAW3HU MOC KykcuH. by Y = \/;

byHKUMUSHA udoaanaiu. YHUHT aHUKJTAHHUIIT COXACH [0, + OO)6}"/J1aI[I/I.

1-mucon. Y =~+/X—3+—— GYHKIUSHUHT  QHUKJIQHUII ~ COXAaCMHU  TOIHUHT.
VA4 —X

Eunm. MabiayMku, QYHKIUSHHHT aHUKJIAHHUII coXacd X HUHT IIyHJad KHHAMATIapH TYIUIAMUKH,

Oynna Y QyHKuMs XakuKuil coH KuiiMaTiapra sra 6ynumm kepak. bepunran gynkuunsna

X—-32>0,
4-x>0
OynrangaruHa X HUHT Xap Oup KuiiMaTtura Moc Kejlaaurad Y HUHT KUMMaTH Xakukui 6ynaau. by

TeHrcu3Iuknap cucremacuiaas, X =3, X <46ym6, span 3 < X <4 6ynmuumen Tonamus.

Hemak, Oepuiirad pyHKIMSIHUHT aHUKJTAHUII COXAaCH [3, 4) Ooynanu.

3. ®OyuknuaHUHr Oepuwimin yeyjajaapu. Dynkums Ttaspuduma xenrupmiaran X

y3rapyBUMHMHI Xap OWp KuiiMaTtura Moc KyWwraguraH Y  HHM aHUKJIOBYM Kouaa €KUM KOHYH

Typiauda Oynmumu MyMkuH. Jlemak, (QYHKIUSHUHT Oepuiuimu XaMm Typindaaup. DyHKIus
AHATUMUK, 2cadeaqsl Ba 2padhuk Xxama KOMIbIOTEP yCy/uiapu Epramuia OCpHiUId MyMKHH:

1) dbyHKUMSIMHT a@nanumuk ycyn OwnaH Oepunumuaa, X Y3rapyBUMHUHT xap Oup
KuiiMaTura Moc kenaaura Y HHUHT KuiiMatu, X apryMeHT ycTHIa aireOpavk aMalIapHUHT

OakapIIIMIIY HaTHXKacKuIa, SpbHH opmymnanap épaamua 6epriaau. Macanas,

3 2 _ X+5 x+1 _
y=x"+1 y'=——, y=3", y =log, (x+3);
X“ =3
2) ¥y3rapyBumiiap opacujaru OOFJIAaHHUIN KAABAJ KYpPUHHINHUIA OCpUIMITKM MyMKWH. Macanas,
Ky3aTUIl HaTHKacuJa CyTHM €MUK HIUINAA Kusaupuiaranga P, Gocum ocTuia yHUHT KaifHai
temmnepaTtypacu 1, P, 6ocuM octuia KaliHam Temneparypacu t, Ba X.K. OYJIMIIMHU TONraHAA

KYWH1ary skaiBal KeuO YMKaIu.

Bocum P P, P, .. P
Temneparypa { t 1 t ) . t

ByHnan kypunamukun P Gocum 6uman  temmeparypa opacuma Gornammm 6yiu6, P
apryment, { ¢ynkums 6ynagn. @yskumsauHr OyHmail OGepumuinura ycadean ycyada Gepunras
nevnnaan. bynnai ycyn kymipok TaxkpuOanap/a UiaTuiaam.

3) OyHKUMAHUHT Zcpaguk ycynuda Oepunummna, X Ba Y y3rapyBumiap opacumaru

OOFJaHUII TEKHCIUKAaru Oupop um3uK €Epmamuaa Oepunaau. bynma X Ba Y TyTIamiap
opacumaru mociuk rpaduk 6mian 6epmramgn. XOY  rexuc-mukna | wisuk Gepuran 6ymcun. X

HUHT KMHMaTHra Moc KeiaraH Y HHMHT KMHMAaTHHH, TONUII y4yH X HYyKTaaaH OX  yxura
MEePHECHANKYISP YTKazaMu3. Y | amsukan 6urra A Hyktaga kecu® yragm. A nykragan OY
VKHTa IepIEHANKYISp YTKazaMu3, Oy MepreHIuKYIIPHUHT oy YKu OnIaH KeCcUIIUII HyKTacu, Y
HUHT X Ta MOC KuiimMatw Oynaan. MabllyMKH, OyHIalH MOCITUK | unsuk épnamuyia Gakapusaau.

OyHKIUSHUHT OyHAal Oepuauiy, rpaduk ycy/yia 0epwirad nevnnaan. OyHKIUSHUHT rpaduk
ycynuaa OepWwIMIIMIAH, YHU aHAIUTUK ycyn OwnaH udopanam KuiiumH OyiraH Xoiapia Ba
GyHKUUSHUHT cudaT Y3rapuiu rpaduk ycynaa sSxXmd KYypuHaJAWTaH xoJuiapnaa (ouganaHuiaim.
Macanas, ¢puznkaBuil Taxxpudanap xapaéHua ociuyuiorpadia OJIMHAIUraH rpaduk.




4) ancopummuk éxku komnwviomep ycynu. OyHkuusHUHT OyHnail ycynna oepumumuaa X
HUHT Xap Oup KuiimMaTtu yuyH, Y = f (X) GYHKIUSHUHT KHMMATUHA XUCOOJIAlIUTaH alrOpUuTUM

éku mporpamma Oepuinran Oymagu. bynnmait nmporpamma DXMra kKyiwiran 0ynu0 (GyHKIUSHUHT
KUHMaTH aBTOMaTHK XUCOOJIaHA/IH.

4. DyHKIMSHUHT afipUM X0/LJIApH

1. Omkop Ba omkopmac ¢pynxkuusiaiap. @ynxuus Y = f (X) KypUHHINZA, SbHU Y Tra

HucOaTaH euwirad Oyica, yHra owkop @ynkyus neiinnanu. Oynxuus F (X, y) = 0 xypunumpaa

Oepunran Oyica, ssbHU Y ra HucOaTaH euwiaMmaraH Oyica, owikopmac QyHKuua KYpUHUIILA

Oepwiran peiunanu. Macanan, Y = 3X2 +5, y = sin X, y = 4% GyHKIMSUIAp  OIIKOP
Kypunnma; 2X — 3y +6=0, X2 +e¥ +3=0 GyHKIMsIIap OLIKOpMAac KYpUHHIIAA

6epwran. llynu tabkupiaiivusku xamma F (X, Y) = 0 kypunnmaaru renruk xam GyHKIusHU
. . 2 2 o
udonanait 6epmaiinu. Macanan, X~ + Y~ + 4 =0 renrnama byHKuMsaHN udoganaManin, YyHKA
X HUHT Xap Oup KuimMatura Y HHMHT XaKUKUH COH KUHMAaTHHU MOC KyHHIII MyMKHH 3Mac.
2. Mypakka0 pynkuus. Yy = f (U) o6yauo, U = ¢(X) ¢bynkus 6epuiran 6ynca, Y
dyskmsra q)(X) GyHKuMAHUHT QyHkousicu éku Y ra X HUHT Mypakkad ¢yuxuuacu

nevimnanu. Macanan, Y = |(_Z](X2 +1) ¢ysxkmuama U = x? +1 O0ymu6. Y X HHHI Mypakkad

Gynkuusacu Oynanu. bynnan rtamkapu Y = Sin(X2 +l), y= 3X+5, y = & (X3 —1)2 Ba
X.K. JIap XaM, Mypakka0 QyHKIusra MUCOJ OYyIraomay.
3. Teckapu ynxuyua. Yy = f(X) dyuximsa Gepunran 6ymcun. Y dyHKUMSHUHT

KHMaTiIap TYIUTAaMHJArd Xap Oup KuiiMatura X apryMEHTHUHT aHWKJIAHWI COXacHIaH OHWTTa
KHIIMaTH MOC KyHwiran Oyica, Oepunrad QyHKUIUsSTa meckapu X = d(y) ¢dynkuyua Gepunran

oynamu Ba D(f)=E(d) sa E(f)=D(d) =xap 6up X; € D(f)=E(d) =»a
Yo = E(f)=D(d) 6ymo6. Yo = f(XO) pakar Xy = d(yo) ydyH Oaxapunaau. Macanan
Yy =2X—3 oyukimsra teckapu ¢ynkmus 2X =Y +3, X=(y+3)/2 6ynamu. Yy = x3
dyskmus X =3 Y Tteckapu QyHKuumsAra sra O0ymanu. V3apo Teckapu GyiaraH (yHKUMSIAPHUHT

rpapuxiapu Y = X TYFpH 4M3MKKa HHUCOATaH CUMMETPUK OYaau.

5. DyHKUMAHUHT JUMHUTH Ba YHHMHI 2COCHH X0cCcajlapu

1. 1-tavpud. y = f(X) byukiust X = d HyKTaHUHT OMpop arpoduna aHWKIAHTaH
6ym6, ucranran & >0 com yuyn mymmaii O >0 com mamxyn 6yncaxu, ‘X — a\ <o

TEHICH3JIMKHHA KaHOATJIAaHTUpaauraH O0apua X # d HyKTalap y4yH ‘ f(x)— A‘ < £ TEHICHU3IIUK

Oaxkapwuiica, A uexmu con y = f (X) ¢byakuusHuHT X = A HyKTaJard JUMHTH 1e0 aTtajnaau Ba
Kylnaaruya €3uaaan
Iim f(x)=A éku X-—>a oa f(X)—A (1)

X—a

OyHKIUS JUMUTHHAHT TabpupumaaH kennO uymkamukn X—d = 4YeKCcH3 KHYUK
Oynranma f (X) — A xam yekcu3 KH4uK oymamy.

2-tavpud. Y = f(X) ¢ynxums, X wumr erapnuua karta KuilMatiapuna aHUKIAHTaH

0ymm6, ucranran & >0 con yuyn mynmai, N >0 wmamxyn Oyncakw, X| > N TeHrcu3IMKHU



KaHOATJIAaHTUPYBYH Oapua X yap y4dyH ‘f(X) — A‘ < & TeHrcu3MK Oaxapwica, y3rapmac A

COH, Y = f (X) byHKUUHUHAT X — 00 1aru JIMMHUTH JIeHHJIaau, Ba
X —>0o0

Oual OeyruiaHaIu.
1-tavpuda pakar X < ad €km X > a Oynran Kuiimariap Kapajica, QyHKUUSHUHT uan
éKu_YH2 Aumum TYUIYHYACH KeJTNO YMKaIu Ba

AT im0 -

v x—a+0

Ounad OerwiaHaay.

3-rappud. Jumurn A =0 6ynran Gpyskuusra yekcns KMuuk GyHKmHs (4. K4, §.)
JeHnIaau.

4-tavpud. JTuvmtn A =+00 éxu A= —00 6ynram ¢yHKUMANApra YeKcH3 KaTTa
¢pyskuus (4. kar. ¢.) gelniaay Ba

lim f (x) = -+ lim £ (x) = +oo

X—a X—a (4)

Oual OenrmiiaHaau.
JlumutHUHT Tabpuduaan keand ynkaguky Y = C y3rapmac MUKIOPHHUHT JIMMHUTH Y3HUTa TEHT.

DyHKIUSA JUMATHHUHLT ACOCHIi X0ccaIapu:
1) auzundununz aumumu. Yexknu coupard (QyHKIHUIAD alreOpanK HWHFUHIACHHUHT

JUMUTH, KYIIUITYBYH QYHKUIUSIAP JIUMUTIAPUHUHT anreOpauk MMFUHIUCUTA TEHT, SbHU fl (X) Ba

f2 (X) GyHkuusiapHuHr X —> A J1ard JUMHATIApH MaBxyJl Oyica,

lim[ f,(x) + f,(x)]= lim f,(x) £ lim f,(x)
X—a X—a X—a (5)

2) d4ekqMm COHAArd (YHKUUSUIAP KVrnaummacununz __aumumu  QyHKIUSIAD
JMMUTJIAPUHUHT KYyITalTMacura TEHT, ’bHU

lim[,(x)- f,(x)]= lim f,(x)- lim f,(x)

(6)

Hatwxka: Y3rapmac KymalTyBUYMHM JUMHUT OENTHCHAAH TalIKapura YMKApUIl MYMKHH,

SHHH,
lim[cf, (x)]= ¢ lim f,(x)
X—a X—a (7)
3) Ukkuta QyHKUOUS HUCOAMUHUHZ AuMUmMU, MAXPOKHUHT JHUMUTH HYIIaH (apKind
Oynca, Oy ¢yHKIUsIAp TMMHUTIAPUHUHT HUCOATUTA TEHT, SIbHU lim f2 (X) #0
x—a
oynca,
i h00 im0
lim———~ = =22 —— (8)
x»a fy(x)  lim f,(x)
X—a
Oymaau.

JIumuTnapau xucobmamnia Kyinaara TuMuTiIapaad ¢oinananuiagm:



sinx

Iim — =1; (9)
x—>a X
. 1 " - 1/«
lim{1+=| =lim(l+a)’'” =e, e=2,71828.. (10)
X—>00 X x—0

By nuMuTnapra Moc paBullia fupuHuY BA UKKUHYY aKOMHMO TUMUTIAp AeHMIaau.
6. AHMKMAaCJIMKJIap BA YJIAPHU 04T

f(x)

1. AHUKMacanKIap. lim —= JIMMHATHHA  XucoOJamina f(X), (D(X)
x—>a @(X)
byHKIMsUTap 4.ku4.Q. map Oyica, f(X)/¢(X) Hucbarra X —> ad npa (0/0) xkVpuHHILIATH

AHUKMACJIUK JIeHUTIaIH. f(X), gD(X) byuknustap 4.kat.. nap Oynca, f(X)/ gD(X)

Hucbatra X —> ad na (OO/ oo) KVDUHUWIUOAZU GHUKMACAUK OJetiunady. XyIau UIyHra YXIIanl

0 0
oo —o00, 0-o0, 0", oo ammkMacnmkIap

lim[f,(X)— ()], 1im[f(X)-0(x)] sa lim[f(x)]**

JUMHUTIApHU xucoOnamga kenu® uyukaau. bynpail Xomnmapna auMMTIapHHA —XucoOuamira
AHMKMACIUKJIAPHY OYMII JCHIIAIN.

(0/ O) Ba (0 / 00) KYpUHHUIIJAArd aHUKMACIUKIAPHU OYHUIIA KYWHJIaru XOCCaJaH
doiinananmnam: | (X) Ba (D(X) ¢byuknusszap X = A HyKTaHUHT OMpop aTpodugard xamMma
HYyKTajapja y3apo TeHr Oyiica, yinapHuHr X —> A Jard JUMHUTH XaM TEHT OYIiaju.

Macanan, f (X) = XZ—_ Ba (D(X) = X—+3 ¢bynkuusizap X HUHT
2(x—3) 2
X = 3 nan 60IIKa XaMMa KUIMAT/IapH yayH TEHT, YyHKH
x*-9  (x=3)(x+3) _ x+3
2(x-3)  2(x-3) 2

IOKOpI/II[aFI/I Xoccara acocCas,
lim f (x) = lim ()
X—a X—a

Oynaau, SpHU

: 6
lim—————=1im =—=3
x>32(x—3) x-3 2

HaTWKara sra Oyaamus.

OYHKIUSUTAPHUHT JTJUMUTHHU TOTMHUIITA OMp HEYa MUCOJUIAp KapaMmus.

1-muconn.

. 5x+6 5
lim = —
X—>0 6X 6

x2-9 . Xx+3
2

SKAHJIMTUHU (QYHKIHS JJUMATHHUHT Tabpuduaan ¢oiigarannd ncOOTIaHT.



Eunm. Bysu wucbormam yuyn f (X) = (5X + 6) [ 6X ysrapysun muxmop Ba A= 5/6

y3rapmac MHKIOp opacuiard (gapk X —> 00 ja yekcu3 KWYMK (DYHKIHS DKAHJIUTUHU KYpCaTHII
kudos. Jlemax,

5X+6 5 5x+6-5x_6 1

6x 6 6X 6x X
1/ X y3rapysum mukzop X —> 00 na yexcu3s kuuuk GpyHKImsgan ubopar. Llynmait Kummo,

lim (5x +6)/6x =5/6.

X—0

2-MYCOJI.

lim(2x% —5x+4) =7

X—3

2 o
9KaHJIUTUHU HCOOTIaHT Xamma X Ba (2X —5X+4) JApHUHT KUMMATJIapu >KaJaBajiu OusaH

TYIIYHTHUPHUHT.
Eupm. X = 3 Oyarannuru yayn X — 3 = ¢ uekcus KUUUK MUKJIOPIUP.

X=3+« nu (2X2 —5X+4) — 7 aitupmara xiiu6,
23+ a)? -5B+a)+4-7=2(9+6a +a’)-15-5a+4—7 =
=18+12a + 2% -15-5a+4-7 =2a* + Ta
HaTWKara sra Oymamus.

O/ yekcu3 KMYMK (QYHKIMS OYITraHiIurd y4yH 20[2 + 7 xam uekcns xuunk Gymamm. Illymmait
lim(2x* —5x+4) =7

Kumuo6, X3 UcOOT Oy .

2 o
DHmy rokopuaarn xomatan X apryment, 2X° —5X + 4 gynxuus kuiimatiapy skaaBaan
OuTaH Kypcaraitnuk. Mabaymkn X —> 3 MHTHIIAIH.

X 2 | 25 2,8 2,9 2,99 2,999 -3

]

ox2 _G5x+4 | 2| 4 | 568 | 632 | 69302 | 6993002

By xagBangaH KYypuHAJAUKU, apTyMEHTHUHT 3 ra SKUHIAMKIO OOpyBYHM KHIMATIapu y4yH,
GYHKIUSHUHT MOC KUWMaTiapu 7/ ra skuHiamubd Oopanu, sbHu X — 3 uekcu3 KHUHK MUKJIOpTa

2X2 —5X+4—7 aiiupMaHMHr XaM YeKCH3 KHMUYMK MHKIOPH TyFpu kenamu. FOxopmaarn
xamsamga X < 3 oymu6, X —> 3 xomuu Kapaguk. X >3 oymu6, X —> 3 xomuu VKyBUUra

MYCTaKHJI KYPCATHIIHN TaBCUS KUJIAMH3.
3-MUCOI.

lim(4x* —6x +3)

X—>2 JIMMUTHU XUCOOJIAHT.

Eunmn. Anreopavk nruHauHUHT TuMuTH, (5) dopmyna, y3rapmac KynaWTyBUNHU JIMMHUT
uiopacuaan ynkapui (7) ¢popmynanapra acocas:



lim(4x® —6x+3) = lim4x? —lim6x +limlim3=4limx? —6limx +lim3=

X—2 X—2 X—2 X—2 X—2 X—2 X—2

=4(limx)* -6limx+3=4-2°-6-2+3=7

X—2 X—2

XOCHJI OYI1aiu.
IOkopunarn Mucomnjia, TMMUTIAPHUHT XOCCalapura acocaH, apryMeHT X HHHT YpHHTa

VHUHT JJAMUTHK KUAMATHHU KYHRUIITa OO KEJIH.
4-MHUCOIL.

Iirq(3x2 —4x+7)/(2x* —=5x + 6)
X—>.

JIMMUTHUA XUCOOJIAHT.

Eunm. Wkkura Qynkums HucOatuHuHr auMuTH (8) dopmyna Xamjaa OJIUHTH MHUCOJIA
GolijanaHUIraH JUMUTIAPHUHT XOCCalapUHU KYJUlacak,

- 2_ - 2_ - -
Im3x2 AX + 7 _ !(I_)I‘Tl(3x 4x+7) :!(l_)rq3x !(l_)rq4x+!(|_)rq7_
x—>1 2x2 —5X + 6 I|m(2x —5x+6) lim2x? —lim5x + lim6
x—1 x—1 Xx—1
(‘lmx (‘mx +7 3. 12 _4.1+7 B 6 .
2(|x|m)2—5||mx+6 2.12_-5.1+6 3
—1 X—1
Oynaau.

Pammonan (QyHKOMSIMHT JTUMUTHHE XucoOnam 1y (QYHKOUSHUHT apryMeHT X HHHT
JVMMHATUK KHAMaTHIard, KAMaTHHA XHCOOaITa KeNTHPHIIH.

OcnaTtMma. f(X) aneMeHTap QyHKOusulapHuHr X —> d  WHTWITaHAard JuMutad (a
AQHMKJIAHWII coXacura Terunuii) QyHKuusHUHT X = d HyKTaJarn KuidMatura TeHr Oyiamu.
Macaman,

lim{iglt +t? +80 )+ Vi2 +8|= I+ Vi? +80) + V1 +8 = 1g10+3=1+3=4

t—1

3x%—x-2
5-mmcon. liM JIMMUTHU XUCOOJIAHT.
x>1 4x% —5X + 2

Eunm. X =1 na cypar xam, Maxpax XaMm HOira aiinau® (O/ O) KYpUHUII-Aarx

AHWKMACJIMK XOCHJI OYaan.
Cypar Ba MaxpaxHu aX2 +bx+c= a(x — Xl)(X - X2) dopmyna Epaamuia YU3UKIN

Kynmaitysunnapra axparamus. byana X; Ba X, map <'5lX2 +ba+c=0 KBaJpaT TEHITIAMaHUHT

unausnapu. emak,
lim 3x* —x—-2 lim 3X—D(x+2/3)
x—>14x% —5x +1 x>14(x -1 (x—-1/4)

i 3(+2/3) _30+2/3) _ o,

x>14(x—1/4)  4(1-1/4)

Ooynanu.
6x% +5x+4

6-Mucon. lim > JIMMUTHUA XUCOOJIAHT.
x=1 3X° +7X—2




Eunmi. X —> 0 ga (oo/o0) kypuHumgard aHukmac udomara sra Oyaamus. byHnaii
AHMKMACIMKHH OYHMII y4yH KAaCPHHHI CypaT Ba MaXpaKHHH X HHUHI HT IOKOPH JapakKajiCura,
2 [ o
SBHH X° Ta OyimaMu3, XaMm/a JMMHTIAPHUHT Xoccanapuaad (Goiiaaaancak

_ BX?+5x+4 _ 6+5/x+4/x?
lim 5 = lim - =
X0 3X° + TX—2 x>0 3+ 7[X—2/X
lim (6 +5/x+ 4/ x?)
_ xow _6+0+0 _
lim(3+7/x-2/x?)  3+0+0
X—>00
6ynamn. bynna 5/ X, 4/ X2 71%x, 2/ x> aap X — 00 1a 4yeKcW3 KUYUK (YHKIHSUIApaup.
2
X° =9

JIMMUTHUA XUCOOJIAHT.

7-mucon. M ———
x=3 \/X+1-2
Eunm. X =3 na cypat Ba maxpax 0 ra teHr Oymagu. Maxpaxaga X +1 HpparuoHal

udoma MaBXKyld, YHH cyparra YyTKazamMu3, OYHUHT Y4yH KACpPHUHI CypaT Ba MaxpaKuHU
\/x—+1 +2ra KynauTupamMus.
i (C-9Wx+1+2) L (x=3)(X+3(VX+1+2) _
o3(VX+1-2)(Wx+1+2) o3 fx41)? Z2?

_ im X +Y(Wx+1+2) Iim(X_3)(X+3)(\/X—+1+2)

X—>3 X+1-4 x—3 (x—=3)

:)I(irr;(x+3)-(\/x+1+2):(3+3)(\/x+1+2):6-4:24.

) Sin X — COS X
8-mmuco.r. lim JIMMUTHUA XHUCOOJIAHT.

x—>l4 COS 2X
Eunmr. COS2X = COS2 X —sin 2 X OynranHivru yuayH

: sin X — COS X : — (cos x —sin x)
lim = |lim 5 — =
x—rl4 COS 2X x—>7zl4  COS° X—SIin‘ X
. COS X —Sin X : 1
=— lim : . =— |im : —
x—>z/4 (COSX—Sin X)(Cos X + Sin X) x—>z/4 COSX+SIn X
1 1 1

Tcoszla+singld 20244212 2

HaTHW>XXaHU OJIaMU3.

. SInbx
9-mucosr. lim
x—0 X

doiinamannb XucoOIaHT.
Eunmr. DX = & , 1e6 anmamrupeak, 6ysman X = /5, X —>0 o — 0 6ynamm.

JUMUTHU OUPUHYH aKOMHO TUMHUTIAH



UlyHusr y4ayH,

. Sin5x . Sina . _Siha
lim = lim——==5lim——=5-1=5,
x>0 X a0 /5 a0
YYHKH
. Sina
lim——=1.
a0 o
10-mucoa. lim (l-l— 3/ X) X JTUMUTHA WKKUHYMA QXOHWO mnumutaaH Qoigananuo
X—>00
XHUCOOJIAHT.

o 0 o
Eupm. X — 00 na mumuTra yrcak, 1l  KYpUHHIIZArM aHUKMACIHK KelIuO YMKamu.

3/X=a o6unan anMamThpcak, Oy epgan X = 3/a xamma X—>© ga o —>0
oynanu..Jlemaxk,

lim(l+3/x)* = Iin(1)(1+a)3’“ = hirrg)(1+a)1’“r =¢?
X—>00 a—> N
KeanO YMKaIu.

[ynnankmimo, I|m(1+3/ X)X = 83.

X—>0

1 2

11-muconn. Iim( - ) JTUMUTHH XUCOOJIAHT.
x—-1 X-1 x°-1

Bunm: X —>1ma 1/(X—1) —> o sa 2/(X2 —1) >0  6ym6, (00— 0)
KYPUHMIIIATY aHUKMACITHK KEINO UMKAIH.
1 2 x+1-2 x-1
x-1 x*-1 x*-1 x*-1
Oxupru udpona X —> 1 na (0/0) anuxmac udpona 6ynamm. Mlynnait

KUIno,

. 1 2 . x-1 i 1 1
lim ( — )=Ilim =lim—==.
x-1 X=1 X2 -1 X—>1X2 —1 x-1x+1 2

12-mucon. lim (+/ X% 43X — X) TUMHTHH XHCOGJIAHT.

X—>+00
Eupnm. X — 400 na 00 —00 KYpUHHUILAArM aHUKMAaciHuK kenud uymkanu. Kyitmnaru
HIAKJI aJIMAIITUPUILIHU OakapaMu3:

I 3w O 3K 1302 (307 k" _

X% 4+ 3x — x° 3x

:\/x2+3x+x IXZ 43X+ X

Oxupru udona X —>00 ga (00/00) kypunumparn anukmaciuk 6ymu6, 11-

Mucoigaruaek X HUHT IOKOPH JIapaKaJIMCHTa CypaT Ba MaxpaxuHu 0Yimo,



lim (VX% +3x—x) = lim —>* _ lim 3x/ X _

X—-+o0 x>0 32 13x + X X2 X2 +3x) X2 + X/ X
= lim 3 _3 —E—
xo+0A14+3/x+1 1+1 2
oynna X —> +00 na 3/ x>0 oymaau.

MycTaxkamiial y4yH caBoJijiap
.. Kannaii muxknopnap y3rapysuu ne6 aranaau?
. Kanpmait xonna GyHKIus aHUKIaHTaH aedriaam?
. @yHKIIMOHAN OOFIAaHUIN KaH1ail Oenrunananu?
. OYHKIUSHUHT aHUKJIAHMII COXacH 1ed HuMara antuiaan’?
. OYHKIMSHUHT KHAMaTIap TyIiaMu HuMa?
. Kanpait mocnuk ¢yHKusHI udoaananm MyMKUH?
. @yHKIMS KaHAal y3rapyBun?
8. ApryMeHT KaHjaai y3rapyBuu?
9. OynkuMs KaHaal ycymiapaa OepuaIuim MyMKUH?
10. Omkop Ba omkopmac GyHKIUsIAp KaHaan?
11.®yaxmustauaT QyHKIHsICH €KUM Mypakka0 ¢yHKIus 1e0 HuMara aiTunann?
12. Teckapu ¢pyHkIus KaHaal GyHKIusA?
13. OyHKUMAHUHT TUMUTH €0 HUMara aiTHIaan Ba y KaHaan €3umaau?
14. Yan Ba YHT TMMUTIAp HUMAJIAp Ba y KaHJal €3unaau?
15. Yekcus kaTTa Ba 4YeKCU3 KUYMK MUKJIOPJIAp KaHail MUKAOpiIap?
16. Ikku pyHK1Ms anreOpank WHFHHINCUHUHT JUMHTH HUMara TeHr?
17. Yexnu conaaru GyHKIUsUIAp KYMAUTMAaCHHUHT JTUMUTH HUMara TeHr?
18. V3rapmac KynaiiTyBUNHY TUMHT HIIOPACHAAH YAKAPUIIT MyMKHHMH?
19. kkurta pyHKIMS HUICOATUHUHT JUMUTH HUMara TeHr?
20. bupuHun a)xoWu6 TUMUT 1e0 HUMara aitunaau?
21. UkkuHYM a0MuO TUMUT HUMara TeHr?
22. AHMKMacIMKJIapHU OYHII HUMaJaH ubopar?

NN R W

MycTaKku Ui y4yH TONIIHPUHKIAP
1. f(x) = x? +1 dynxims 6epunran:1) f(4); 2) f (\/E), 3) f(a+d);
4) f(2a) napuu xuco6naur.

2. Kyitunaru ¢ynxuusnapaunr D(f) anuxmanum coxacunm sa E(f) xuitmarnap
TYTIAaMUHU TOIIUHT:

) f(x)=In(x+3); 2) f(x)=+v5-2x; 3) f(x)=1-|X.
3. Kylinnaru GyHKUMSUTApHUHT aHUKJIAHUII COXACHHU TOTIHHT
1) f(X)=v3+x+¥7-x;2 f(X)=(a+x)/(a—x);
3) f(x)=lgx—x>—6); 4) f(x) = 28rccosl—x)

4. Xaxmu V =1 6upnukka TeHr 6ynraH MUIMHADP acOCHHUHT pamuycu I Ba GamaHmmra

h opacugaru (byHKI_[I/IOHaH 60FH3HI/ILHHI/I TOITUHT .
5.1) f(U) =1—u, u=x?; 2) f(u) =1/0—u), u(x)=x-1/x;
3) f(u) =u?, u(x)=4x

dbyHKUsUTapaan X HUHT Mypakkad (GyHKIHUSJIAPHHA TY3HUHT.



6. Kyihinnparn  ¢yHkmusmapra Teckapu (QYHKIUSIAPHA TOMHMHT Ba TONMWJITaH
(GYHKIUSUTAPHUHT aHUKJIAHUIIL Ba Y3rapuIll COXaJapuHU aHUKJIAHT:

1) f(x)=x*-1, xe|0, +o); 2) f(X) = 2X+3, X € (0, +0);
3) f(x) = (x—1)%, xe (-0, +0); 4) f(x)=x%-1, xe (-, 0].

7. Kyiugarn QyHKUMATApPHUHT QHUKJIAHUII COXAJApUHU TONMHT Ba  YJIAPHHUHT
rpauKIapuHU SCaHT.

1 3 1 2
Hy=—; 2)y=——; Yy=2—-—; 4hy=—-7.
X X X x—1
6. imP>X*3_4  5lim@ax—7) =5,
x—o Bx 5 Xx—3
3) lim (5x+8) =3, 4)lim(3x?)—-4x+6=10
Xx—>-1 X—2

OKAHJIMTUHU (QYHKIUS JTUMUTH Tabpuduman Qoitnanann® wucboTimanr xamga X Ba Oepuiran
GbyHKUMsIap KUMMATIapH KaABaau OWJIaH TYIIYHTUPHHT.
9. Kyiiunara TUMUTIIApHH, TUMHUTIAPHUHT XOoccalapuaan Goiaananud XucoOIaHr:.

1 lim(2x? —=7x+6);  2) lim(3x* —5x° + 6x% —4x +7);

X—3 x—1
. 4x% —5x+2 . X*-5x+4
3) lim 5 . 4) |Im2—;
x=>33X° —6x+4 X=>4 X —7X+6
2
g lim X L2 fimlot 42 -8 + 193t +E2 -8))
=5 X —6X+5 t—3

10. Y6y (0/0) Ba (c0/0) kypuHHIIIArY AHUKMACTUKIAPHA OUMHT:

X% —8X+12 C3X2 —TX+2
m : m :

1 h 2) i ;
x>6 X2 —7X+6 x>2 4x% —5x —6
. X2 —3x+2 . 10x® —6x% +7x+5
ylim————; 4 lim 5 5
x=1 X" —4X+3 Xx=>0 8 —4xX 43X —2X
22X B3+ T2 +8x=9 .. x" +8x® +5x* —3x*-12
5) lim lim

x> 3x° + 6x3 +4x% —2x+11  x>=10x°® +7x° —6x° —4x-17
11. Ky#ingaru tuMuTIapHu XUCOOJIAHT:

x> —25

: : X
1) lim————; 2) lim————;
: x=>52 —/x-1 : x=>0/1+x -1
) “mx/1+x—x/1—x; o lim 19X
x—0 X x—7 SIN 2X
. 9-x? . 2—/x-3
5 lim——; 6) lim—p——.
x=3/3X —3 x=>7 X —49

12. Ky#iugaru JTuMuTIapHU OMPUHYM Ba MKKMHUM aXoMuO nuMutiapiad ¢oiinamaHuod
XHCOOJIaHT:

. sin4x . sinx/3 :

1) lim :2) lim———; 3) lim

x—0 X x—0 X x—0 X

sin x/2
2 ]




o E

. 1-cos2x . sin 3x i ) _
4) lim——; 5 | - 6) lim xsinl/ x;

im

x—=0  XSIn X x>0 /X +2—~/2 X—>00

lim@+2/n)"; 8 lim1-3x)"*;  9) lim@1-5/n)";
N—»o0 x—0 n—o0

10) lim(1-1/3n)"; 12) lim(L+ 2x)"%; 12) r!Lr[.l[n/(n +1)]".

13. Kyitngarn aHuKkMaciauKiIapHd OUYMHT:

1) Iim(x—\/xz—x+1) 2)Iim(x—\/x2—a2)

X—>00 X—>00
(1 12 ) (1 6

3) lim — : 4) lim — .
x—2A Xx—2 x3-8 x>3\ X—3 x%2-9

11-12--MAVZU: FUNKSIYA HOSILASI TA’RIFI, UNING GEOMETRIK VA MEXANIK
MA’NOLARI.

REJA
Hosila tushunchasiga olib keladigan masalalar.

Fuksiya hosilasi.

Differensiallash, uning asosiy qoidalari va formulalari.
Hosilaning geometrik va mexanik ma‘nosi.
Hosilaning fizik ma’nosi.

Hosilani hisoblash qoidalari.

Tayanch so’zlar: Fuksiya hosilasi, fuksiyadifferensiali.

1. Hosila tushunchasiga olib keladigan masalalar.

Hosila tushunchasiga olib keladigan masalalar jumlasiga qattiq jismni to‘g‘ri chiziqli
harakatini, yuqgoriga vertikal holda otilgan jismning harakatini yoki dvigatel silindridagi porshen
harakatini tekshirish kabi masalalarni kiritish mumkin. Bunday harakatlarni tekshirganda jismning
konkret o‘lchamlarini va shaklini e‘tiborga olmay, uni harakat giluvchi moddiy nugta shaklida
tasavvur gilamiz. Biz bitta masalani olib garaymiz.

Harakat tezligi masalasi. Aytaylik, M moddiy nuqtaning to‘g‘ri chizigli harakat qonuniga
ko‘ra uning t=to paytdagi tezligini (oniy tezligini) topish talab qilinsin. Nugtaning
ty saty, + At (At # O) vaqtlar orasidagi bosib o‘tgan yo‘li AS = f(to + At)— f(to) bo‘ladi.

. . AS f(ty +AL)- (L)
Uning shu vaqtdagi o‘rtacha tezligi At = At ga teng.

AS
Ma‘lumki, At qanchalikkichikbo‘lsa,A—t o'rtacha tezlik nugtaning to paytdagi

tezligiga shunchalik yaqin bo‘ladi. Shuning uchun nugtaning to paytdagi tezligi quyidagi limitdan

2. Fuksiya hosilasi.

Hosila ta’rifi.

Faraz gilaylik biz y= f(X) chizigning A(X, f (X)) nugtasidagi urinmasini topmoqchimiz.
m; - A nuqtada chiziqga o’tkazilgan urinmaning burchak koeffisienti bo’lsin. A nugtaga
o’tkazilgan urinmaning ikkinchi B(X+ h, f (X + h)) nuqtasini olaylik.
Hamda AB vatarning gradientini m, deb qaraylik. Yetalicha kichik h uchun



1.

1.
2.

yB_yA _ f(X"'h)_ f(X)

Xg — X, h

Agar biz B nugtani A ga yaqinlashtirsak B,, B, , B, ... nugtalar ketma-ketligi hosil bo’ladi. Bu
nugtalarga  mos AB,, AB,, AB,...vatarlarni chizigning A nugtasidagi urinmasiga gadar

yaginlashtiraylik.

My =

f(x+h)—f(x) 6
N ()

9= Jimma, =1y

(*) tenglikka funksiyaning X nuqtadagi hosilasi deyiladi.

Namunaviy misollar.
f (x) = x* funksiya limitini hisoblang.
Yechish.
Agar f(X)=x® bo’lsa uholda f(Xx+h)=(x+h)? bo’ladi. Bundan
£1(x) = lim f(x+h)-f(x) :“m(x+h)2—x2 _
h—0 h h—0

h(2x +h) _

X2 +2xh+h?=x* .
=lim =lim
h—0 h h—0

Misollar:
Quyidagi funksiyalarning hosilalarini (*) formulasidan foydalanib toping.

f(x) = x?
f(x)=3x°

2X

3. f(x)=+X

y=f(x) funksiya (a,b) intervalda aniglangan bo‘lsin (a,b) intervalga tegishli xo va xo+Ax

nugtalarni olamiz.
Argument biror (musbat yoki manfiy - bari bir) Ax orttirmasini olsin, u vaqtda y funksiya

biror Ay orttirmani oladi. Shunday gilib argumentning xo giymatida yo=f(xo) ga, argumentning
Xo+Ax giymatda y, + Ay = f (XO + Ax)ga ega bo‘lamiz. Funksiya orttirmasi Ay ni topamiz.
Ay = f (X, +Ax)—f(x,) (14.1)
Funksiya orttirmasini argument orttirmasiga nisbatini tuzamiz.
Ay _ f (X +Ax)—f (%) (14.2)
AX AX
Bu — nisbatning Ax —0 dagi limitini topamiz.

6 Jane S Paterson, Dorothy A Watson “SQA Advanced Higher Mathematics” Unitl 43-44226 betlarning
mazmun mohiyatidan foydalanildi.



Agar bu limit mavjud bo‘lsa, u berilgan f(x) funksiyaning Xo nuqtadagi hosilasi deyiladi va
. A
f'(x,)  bilan belgilanadi. Shunday qilib, taifga ko‘ra f'(X,)= AI)I(TOA_i yoki

/(%) = lim f (% +Ax)—f(x)
Ax—0 AX
Demak, berilgan y=f(x) funksiyaning argument X bo‘yicha hosilasi deb, argument orttirmasi
Ax ixtiyoriy ravishda nolga intilganda funksiya orttirmasi Ay ning argument orttirmasi Ax ga
nisbatining limitiga aytiladi.
Umumiy holda x ning har bir giymati uchun f '(X) hosila ma'lum giymatga ega, ya’ni hosila
ham x ning funksiyasi bo‘lishini qayd qgilamiz. Hosilada f ’(X) belgi bilan birga boshqgacha belgilar
dy

ham ishlatiladi. 7y} y,,——
dx

Hosilaning x=a dagi konkret qiymati f'(a) yoki y' bilan belgilanadi.
X=a

(14.3)

Funksiya hosilasini hosila ta'rifiga ko‘ra hisoblashni ko'ramiz.

3. Differensiallash, uning asosiy qoidalari va formulalari.

Berilgan f(x) funksiyadan hosila topish amali shu funksiyani differensiallash deyiladi.
Differensiallashning asosiy qoidalari.
1. O‘zgarmas miqdorning hosilasi nolga teng, ya‘ni agar y=c bo‘lsa (c=const) y'=0 bo‘ladi.

2. O‘zgarmas ko‘paytuvchini hosila ishorasidan tashqariga chiqarish mumkin: y=cu(X) bo‘lsa
y'=cu'(X) bo‘ladi.

3. Chekli sondagi differensiallanuvchi funksiyalar yig‘indisining hosilasi shu funksiyalar
hosilalarining yig‘indisiga teng:

y=UX)+V(x)+W(x) y =U"(x)+V'(x)+W'(x)

4. Ikkita differensiallanuvchi funksiyalar ko‘paytmasining hosilasi birinchi funksiya
hosilasining ikkinchi funksiya bilan ko‘paytmasi hamda birinchi funksiyaning ikkinchi funksiya
hosilasi bilan ko‘paytmasining yig‘indisiga teng:

y=ug bo‘lsa Y =u'3+ud.

5. Ikkita differensiallanuvchi funksiyalar bo‘linmasining hosilasi (kasrda ifodalanib)
bo‘linuvchi funksiya hosilasini bo‘luvchi funksiya bilan ko‘paytmasi hamda bo‘linuvchi funksiyani
bo‘luvchi funksiya hosilasi bilan ko‘paytmasining ayirmasini bo‘luvchi(maxrajdagi) funksiya
kvadratining nishatiga teng: 8

u ‘ y' = u'g—us
y g bo‘lsa g2

6. Aytaylik, y=F(u) murakkab funksiya bo‘lsin ya’ni  y=F(u), u=(p(X) yoki

y= F[(D(X)], U - o‘zgaruvchi, oraliq argumenti deyiladi. y=F(u) va u=g0(x)
differensiallanuvchi funksiyalar bo‘lsin.

" Canuto, C., Tabacco, A. Mathematical Analysis 1,168 226 betlarning mazmun mohiyatidan foydalanildi.
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Murakkab funksiyaning differensiallash qoidasini keltirib chigaramiz.

Teorema: Murakkab F(u) funksiyaning erkli o‘zgaruvchi X bo‘yicha hosilasi bu funksiya
oraliq argumenti bo‘yicha hosilasini oraliq argumentining erkli o‘zgaruvchi X bo‘yicha hosilasining
ko‘paytmasiga teng, ya’'ni

Y, = Fu)- U (x)......Q)

5
Misol: Y= (X5 +4x* +3x% + 2) funksiyaning hosilasini toping.
Yechish:  berilgan  funksiyani  murakkab  funksiya deb  qaraymiz  ya’ni
y=U% Uu=X>+4x"+3x*+2 (1) formulaga asosan
' 4
y. =yl -ul = ((x5 +4x* +3x? +2)5) :5(x5 +4x* +3x? +2) -(5x4 +16x° +6x);
Differensiallashning asosiy formulalari jadvali:

1) y=const; y'=0 2) Y =X%; y=aX“‘l
3) y=x; y’=% 4)Y=%; y=—x—12
5 y=a*; y'=a*lna 6) y=e"; y'=e’
1 o1
7) y =log, x; y'=;|09ae g Y=InX; y:;
9y =sinx; y'=cosx 10) Y =C0SX; Yy’ =-sinx
o 1 , 1
) Y =106 Y= X 1) =G0 Y=gy

isollar.
1) f(X)=(x*+4x+7)* funksiyaning hosilasini toping.
Yechish: Bu  vyerda yw)=u* va u(X)=x>+4x+7 U  holda
FO)=U*) - (X +4x+7) =4u®(Bx* +4) =4(x° + 4x + 7)’(3x* + 4)
2) (X*+x) =(x*) +(x) =2x+1
(2xsinx) = (2X) sinx+2x(sinx) = 2(X) sinX + 2XCcosX =
2SINX + 2XC0SX = 2(SiNX + X COSX)
4) y=sin3x y -2 y =(sin3x) =3c0s3x

1. Hosilaning geometrik va mexanik ma‘nosi.

Bizga berilgan u=f(x) funksiya x nugta va uning atrofida aniglangan bo’lsin. Argument X
ning biror giymatida u=f(x) funksiya aniq giymatga ega bo’ladi, biz uni Mo(X, u) deb belgilaylik.
Argumentga Ax orttirma beramiz va natija funksiyaning u+Au=f(x+Ax) orttirilgan qiymati to’g’ri
keladi. Bu nugtani Mi(x+Ax, u+Au) deb belgilaymiz va Mo kesuvchi o’tkazib uning OX o’qining
musbat yo’nalishi bilan tashkil etgan burchagini ¢ bilan belgilaymiz.

Ay —t
Endi — nisbatni garaymiz. Rasmdan ko’rinadiki, =g (1) gateng.
Ax AX

Agar Ax—0 ga, u holda M1 nuqta egri chiziq bo’yicha harakatlanib, Mo nuqgtaga yaginlasha
boradi. MoM; kesuvchi ham Ax—0 da o’z holatini o’zgartira boradi, xususan ¢ burchak ham



o’zgaradi va natijada ¢ burchak o burchakka intiladi. MogM1 kesuvchi esa Mo nuqtadan o’tuvchi
urinma holatiga intiladi. Urinmaning burchak koeffitsienti quyidagicha topiladi

i . Ay
tga = limtge = lim — = f'(x
g Ax—0 9 Ax—0 AX ( ) (24.4)
Demak, f’(X)=tga, ya’ni, argument X ning berilgan giymatida f'(X) hosilaning
giymati f(x) funksiyaning grafigiga uning Mo(X, u) nuqgtasidagi urinmaning OX o’qining musbat
yo’nalishi bilan hosil gilgan burchak tangensiga teng.

. Geometrik ma’nosi.

Faraz gilaylik bizga Yy = f(X) funksiya grafiga va unga tegishli bo’lgan F,(X,, f (X,)) nugta
berilgan bo’lsin.

f'(X,) - f funksiyaning grafigiga B,(X,, f (X,))nuqtada o’tkazilgan urinmaning burchak

koeffisientiga teng. Bundan foydalanib biz urinma tenglamasini keltirib chigaramiz. Faraz
gilaylik urinma tenglamasi

y=kx+I

ko’rinishida bo’lsin. Bu yerda k=1'(X,)

P, (Xy, T (X,)) nuqtabu to’g’ri chiziqqa tegishli ekanidan f(X,)= f'(X,)X, +]
I=1(%)— ()%

Bundan

y=t(x)=f (%) + F'(x)(x=%), XxeR

. Fizik ma’nosi

. AS

vt,)=s'(t,)=lim— (**

()=5(t) =lim = ()
(**) formula, S = S(t) qonun bo’yicha harakatlanayotgan M jismning t, vaqtdagi oniy tezligini
ifodalaydi.®
. Hosilaning geometrik va fizik ma’nolari.
Hosilaning fizik ma’nosi. Hosila tushunchasiga olib keladigan ikkinchi masalada harakat qonuni
s=s(t) funksiya bilan tavsiflanadigan to‘g‘ri chiziq bo‘ylab harakatlanayotgan moddiy nuqtaning t

. - . AS
vaqt momentidagi oniy tezligi Voniy = lim Z’[ ekanligini ko‘rgan edik. Bundan hosilaning fizik
At—0

(mexanik) ma’nosi kelib chiqadi.

s=s(t) funksiya bilan tavsiflanadigan to‘g‘ri chiziqli harakatda t vaqt momentidagi harakat
tezligining son giymati hosilaga teng: Voniy =s’(2).

Hosilaning mexanik ma’nosini qisqacha quyidagicha ham aytish mumkin: yo‘ldan vaqt bo‘yicha
olingan hosila tezlikka teng.

Hosila tushunchasi nafagat to‘g‘ri chizigli harakatning oniy tezligini, balki boshqa jarayonlarning
ham oniy tezligini aniglashga imkon beradi. Masalan, faraz qilaylik y=Q(T) jismni T
tempyeraturaga qadar qizdirish uchun uzatilayotgan issiqlik miqdorining o‘zgarishini tavsiflovchi
funksiya bo‘lsin. U holda jismning issiqlik sig‘imi issiqlik miqdoridan tempyeratura bo‘yicha
olingan hosilaga teng bo‘ladi:

® Claudio Canuto, Anita Tabacco “ Mathematical analysis I’ 168-169 226 betlarning mazmun mohiyatidan
foydalanildi.



C:d—Q = lim &
dT aAT-0AT

Umuman olganda, hosilani f(x) funksiya bilan tavsiflanadigan jarayon oniy tezligining matematik
modeli deb aytish mumkin.
Hosila hisoblash qoidalari
Quyida keltirilgan teoremalar isbotida hosila topish algoritmidan, limitga ega bo‘lgan funksiyalar
ustida arifmetik amallar hagidagi teoremalardan foydalanamiz. Shuningdek Au=u(x+4x)-u(x) va
Av=v(x+Ax)-v(x) ekanligini hisobga olgan holda, u(x+A4x)=u(x)+A4u, v(x+A4x)=v(X)+A4v
tengliklardan foydalanamiz.
u(x) va v(x) funksiyalar (a,b) intervalda aniglangan bo‘lsin.

Yig‘indining hosilasi.

1-teorema. Agar u(x) va v(x) funksiyalarning x e(a,b) nugtada hosilalari mavjud bo‘lsa, u
holda f(x)=u(x)+v(x) funksiyaning ham x nugtada hosilasi mavjud va
S )=u'(x)+v'(x) (24.5)
tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Ko ‘paytmaning hosilasi.
2-teorema. Agar u(x) va v(x) funksiyalar xe(a,b) nuqtada hosilaga ega bo‘lsa, u holda
ularning f(x)=u(x) v(x) ko‘paytmasi ham X (a,b) nugtada hosilaga ega va
S ()=u’(x)v(x)Fu(x)v’(x) (24.6)
tenglik o‘rinli bo‘ladi.
Bo‘linmaning hosilasi.
3-teorema. Agar u(x) va v(x) funksiyalar x e(a,b) nugtada hosilaga ega, v(x)=0 bo‘lsa, u
holda ularning f(x)=u(x)/v(x) bo‘linmasi X (a,b) nugtada hosilaga ega va
u' —
P (X)V(X)2 u(x )V (x)
ve(x)
formula o‘rinli bo‘ladi.
Shunday qilib biz ushbu paragrafda hosilani hisoblashning quyidagi qoidalarini keltirib

(24.7)

chigardik:

1. Ikkita, umuman chekli sondagi funksiyalar yig‘indisining hosilasi hosilalar yig‘indisiga
teng.

2. O‘zgarmas ko‘paytuvchini hosila belgisi oldiga chiqarish mumkin.

3. Ikkita u(x) va v(x) funksiyalar ko‘paytmasining hosilasi « 'v+uv’ ga teng.

4. Ikkita u(x) va v(x) funksiyalar bo‘linmasining hosilasi (u v-uv’)A4? ga teng.

1- va 2-teorema natijalaridan foydalangan holda quyidagi qoidaning ham o‘rinli ekanligini ko‘rish
giyin emas:
5. Chekli sondagi differensiallanuvchi funksiyalar chizigli kombinatsiyasining hosilasi hosilalarning
aynan shunday chiziqli kombinatsiyasiga teng, ya’ni agar f(X)=c1u1(X)+ C2u2(X)+...+ CnUn(X) bo‘lsa,
u holda /”(x)=ciu "1(X)+ Cou "2(X)+...+ Cnte 'n(X).

Bu qoidaning isbotini o‘quvchilarga havola gilamiz.
Eslatma. Yuqoridagi teoremalar funksiyalar yig‘indisi, ko‘paytmasi, bo‘linmasining hosilaga ega
bo‘lishining yetarli shartlarini ifodalaydi. Demak, ikki funksiya yig‘indisi, ayirmasi, ko‘paytmasi va
nisbatidan iborat bo‘lgan funksiyaning hosilaga ega bo‘lishidan bu funksiyalarning har biri hosilaga
ega bo‘lishi har doim kelib chiqavyermaydi. Masalan, u(X)=|x|, v(x)=|x| deb, ularning
ko‘paytmasini tuzsak, y=x? ko‘rinishdagi funksiya hosil bo‘ladi. Bu funksiyaning  Xe(-00;+o0)
nugtada, xususan, Xx=0 nuqtada hosilasi mavjud. Ammo, ma’lumki y=|x| funksiyaning x=0 nuqtada
hosilasi mavjud emas.
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Mavzuni mustahkamlash uchun savollar:

1.Hosila tushunchasiga olib keladigan ganday masalalarni bilasiz?

2.Fuksiya hosilasi ta’rifini ayting.
3.Hosilaning geometrik va mexanik ma‘nosi ganday?
4.Hosilani hisoblash qoidalarini yozing.

13-14-mavzu. BOSHLANG’ICH FUNKSIYA, ANIQMAS INTEGRAL TA’RIFI,
HISOBLASH USULLARI.

Reja:
Boshlang‘ich funksiya haqida tushuncha.
Anigmas integral va uning xossalari.
Asosiy integrallash jadvali.

Tayanch so’zlar: Boshlang‘ich funksiya, anigmas integral, integrallash jadvali.

1. Boshlang‘ich funksiya. Differensial hisobning asosiy vazifasi berilgan F(x) funksiyaga

ko‘ra uning hosilasi f(x)=F"(x) ni yoki differensialini topishdan iborat edi.

10 Claudio Canuto, Anita Tabacco “ Mathematical analysis I’ 175 226 betlarning mazmun mohiyatidan
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Integral hisobning asosiy vazifasi buning teskarisi bo‘lib, F(x) funksiyani uning ma’lum f{x)
hosilasiga yoki f(X)dX differensialiga ko‘ra topishdan iborat. Demak, f{x) funksiya berilgan,

shunday F(x) funksiyani topish kerakki, uning hosilasi f{x) ga teng bo'lIsin, ya’ni

F ) = /i) (16.1)
bo’lsin.

Ta‘rif. Agar [a,b] kesmada aniglangan f(x) funksiya uchun bu kesmaning barcha nuqtalarida
Fl(x)=f{x) tenglik bajarilsa, F(x) funksiya shu kesmada f{x) funksiyaga nisbatan boshlang'ich
funksiya deb ataladi.

4
Masalan: Boshlang'ich funksiya ta’rifiga asosan, F(x)=*_ funksiya f{x)=x* funksiyasi
4

4 '
uchun boshlang'ich ekani kelib chiqadi, chunki [ r J =x3
4

Agar f(x) funksiya uchun boshlang'ich funksiya mavjud bo'lsa, u boshlang'ich yagona
4 4 4
bo'Imasligini ko'rish oson. p(x)=* 4 6; F(x)="+7. Umuman F(x)= % +e.
4 4

Agar Fi(x) va Fao(x) funksiyalar f(x) funksiyadan [a,b] kesmada boshlang'ich funksiyalari
bo'lsa, ular orasida ayirma o'zgarmas songa teng bo'ladi. Agar berilgan f{x) funksiya uchun ganday
bo’Imasin birgina F(x) boshlang'ich funksiya topilgan bo'lsa, F(x) funksiya uchun har ganday
boshlang'ich funksiya F(x)+C ko rinishga ega bo’ladi.

2. Anigmas integral va uning xossalari.

Ta’rif. Agar F(x) funksiya biror oraliqda f{x) funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi bo‘lsa, u
holda F(x)+C (bu yerda C — ihtiyoriy doimiy) funksiyalar to‘plami shu kesmada f{x) funksiyaning

anigmas integrali deyiladi va J f (X)dx=F(x)+C kabi belgilanadi.
Bu yerda f{x) — integral ostidagi funksiya, f(x)dx integral ostidagi ifoda,
j — integral belgisi deyiladi.

Anigmas integralni topish jarayoni yoki berilgan funksiyaning boshlang‘ich funksiyasini
topish jarayoni integrallash deyiladi.

1-misol: Icosxdx: sind+C , chunki (SinX)'=cosX

Anigmas integralning xossalari:
1) Anigmas integralning hosilasi integral ostidagi funksiyaga teng, ya’ni

[ [ foodx= f(x))

2) Anigmas integralning differensiali integral belgisi ostidagi ifodaga teng, ya’'ni

d(f (x)dx)= f (x)dx

3) Biror funksiyaning hosilasidan olingan anigmas integral shu funksiya bilan ihtiyoriy
o‘zgarmasning yig‘indisiga teng, ya’ni

[ Froodx=F(x)+C

4) Biror funksiyaning differentsialidan olingan anigmas integral shu funksiya bilan ihtiyoriy
o‘zgarmasning yig‘indisiga teng, ya’ni

[ dF(=F(+C

5) .fj f(x)dx=F(x)+C . then j af(x)dx:ajf(x)dx:a[F(x)+C]:aF(x)+K



for all constants « . Here K =aC is just some new constant of integration. This
property is read, “The integral of a constant times a function equals the constant
times the integral of the function.”

Agar I f (X)dx=F(X) +C b’Isa, u holda barcha 0’zgarmas « lar uchun

[ of (dx=a] f(x)dx=a[F(x)+C]=aF () +Kboladi. Bu yerda k=aC -

integraldagi yangi o’zgarmas sondir. Bu xossa quyidagichadir: “funktsiyani o’zgarmas songa
ko’paytmasining integrali 0’zgarmas sonni shu funktsiya integraliga ko’paytmasiga teng”*.

6) Chekli sondagi funksiyalarning algerbaik yig‘indisidan olingan anigmas integral shu
funksiyalarning har biridan olingan anigmas integrallarning algebraik yig‘indisiga teng, ya’'ni

[ (£.00+ £,00+ £,00)dx= [ £09dx+[ f,(0)dx+[ f5(x)dx
7) Agar F(X) funksiya f(X) uchun boshlang‘ich funksiya bo‘lsa, ya’ni
J f (x)dx=F(x)+C bo‘lsau holda I f(uWdu=F(u)+C

tenglik to‘g‘ri bo‘ladi, bu yerda U=U(X) x ning differensiallanuvchi funksiyasi. Bu xossa

integrallash formulalarining invariantligi deyiladi.
3. Asosiy integrallash jadvali:

1)IO-dx:C 2)jl-dx:x+C
) a+l 1
3) [ x%dx = +C  (a=-1) 4) [ Zdx=In|x|+C
. o+l X
5) | ! dx =arctgx + C 6) j 1 dx=arcsinx+C
Y 14+x° NS
: a” :
[ adx==2-+C 8) I sinxdx = —cosx +C
’ Ina
9) [ cosxdx =sinx+C 10) [ ——dx=tgx+C
COS™ X
1
1) [ —5—dx=—ctgx+C
SIn™ X
The following integrals occur quite often and should be memorized.
If ix=1,then Ildx=x+C or Idx=x+C .
dx
If ix2 = 2X, then I2xdx:x2 +C or J.d(x2)=x2 +C .
dx
iF e =3x7, then I3x2dx:x3+C or Id(x3):x3+C
dx
d n n-1 n-1 n n n
If —x" =nx"", then Inx dx=x"+C orjd(x )=x"+C .
dx
m+1 m+1 m+1 m+1
If i(u )=u", then Iu’”du: ¢ orjd(u )= “ _ic.
dx m+1 m+1 m+1 m+1
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agrowpnE

If %sint =cost, then Icostdx=sint+C or Id(sint)=sint+C .

If %cost = —sint, then jsintdx:—cost+C or —Id(cost) =—cost+C.

Quyidagi integrallar ko’p qo’llanilgani uchun eslab qolish lozim:
d

Agar —x =1 bo’lsa, u holda j 1dx = X+ C yoki j dx = x+C bo’ladi.

Agar %xz =2x_ bo’lsa, uholda [2xdx=x"+C yoki [d(x*) =x*+C bo’ladi.

Agar %xs =3x* bo’lsa, uholda [3x*dx=x°+C yoki [d(x’)=x"+C bo’ladi.

Agar %x” =nx"" bo’lsa, uholda [nx"*dx=x"+C yoki [d(x")=x"+C bo’ladi.

Agar %(:]nfl) =u" bo’lsa, u holda fumdu = rl:]n:ll +C yoki jd (:]m_:ll) = :]m-:ll +C bo’ladi.

Agar %sint =cost bo’lsa, u holda Icostdx:sint+C yoKi Id(sint) =sint +C bo’ladi.*?

Agar %cost =-—sint bo’lsa, u holda Isintdx=—cost+C yoki —jd(cost) =—cost + C bo’ladi.

1-misol. dex.

Yechilishi: 1-xossaga asosan o’zgarmas ko’paytuvchi 5 ni integral ishorasi tashqarisiga
chigaramiz va formulani qo’llab quyidagini hosil gilamiz:
Ide=5_[dx=5x+C.
Tekshirish. d(5x+C) =5dx. Integral ostidagi ifodani hosil gildik, demak, integral to’g’ri
olingan.
Mavzuni mustahkamlash uchun savollar:
1.Boshlang‘ich funksiya haqida tushuncha bering.
2.Anigmas integral ta’rifini ayting.
3. Anigmas integral xossalarini ayting.
4.Asosiy integrallash jadvalini yozing.

15-16-MAVZU. Aniq integral, xossalari. Nyuton — Leybnits formulasi.
REJA:
Aniq integralning ta’rifi.
Aniq integralning asosiy xossalari.
Nyuton-Leybnits formulasi.
O’zgaruvchini almashtirish.
Aniq integralni bo’laklab integrallash.
Tayanch so’zlar: aniq integral, quyi va yuqori chegara, integral yig’indi.

Aniq integral - matematik analizning eng muhim tushunchalaridan biridir. Egri chiziq bilan
chegaralangan yuzalarni, egri chizigli yoylar uzunliklarini, hajmlarni, bajarilgan ishlarni, yo’llarni,
inersiya momentlarini va hokazolarni hisoblash masalasi shu tushuncha bilan bog’liq. [a, b]
kesmada y=f(x) uzluksiz funksiya berilgan bo’Isin. Quyidagi amallarni bajaramiz.

1. [a, b] kesmani qo’yidagi nuqtalar bilan ixtiyoriy n ta gismga bo’lamiz, va ularni gismiy
intervallar deb ataymiz.

12 J.H.Heinbockel. Introduction to Calculus Volume 1, p.181 226 betlarning mazmun mohiyatidan foydalanildi.



A=X0<X1<X2<X3<.... Xi-1<Xi...<Xn=D

2.Qismiy intervallarning uzunliklarini bunday belgilaymiz:
AXi=X1-a  AXo=X2X1 ... AXi=XiXi-l ... AXn=D-Xn1

on yig’indi f(x) funksiya uchun [a, b] kesmada tuzilgan integral yig’indi deb ataladi. on
integral yig’indi qisqacha bunday yoziladi:

o :z f (o )Ax,

13

Integral yig’indining geometrik ma’nosi ravshan: Agar f (x)=0 bo’lsa, u holda on -
asoslari Axi, AXz, ..., AXi,...,Ax, va balandliklari mos ravishda f(c1), f(c2), ..., f(ci), ..., f(cn) bo’lgan
to’g’ri to’rtburchak yuzlarining yig’indisidan iborat (1-rasm).

Endi bo’lishlar soni n ni orttira boramiz (n—) va bunda eng katta intervalning uzunligi
nolga intilishini, ya’ni maxAxi—0 deb faraz gilamiz.

Ushbu ta’rifni beramiz.

Ta’rif. Agar on integral yig’indi [a, b] kesmani gismiy [x;, xi-1] kesmalarga ajratish usuliga
va ularning har biridan c¢i nugtani tanlash usuliga bog’liq bo’Imaydigan chekli songa intilsa, u holda
shu son [a, b] kesmada f(x) funksiyadan olingan aniq integral deyiladi va bunday belgilanadi:

[ f(x)ax.

Bu yerda f(x) integral ostidagi funksiya. [a, b] kesma integrallash oralig’i, @ va b sonlar
integrallashning qo’yi va yuqori chegarasi deyiladi.

b n
!f(x)dx_malmog f(c.)AX, 1

Aniq integralning ta’rifidan ko’rinadiki, aniq integral hamma vaqt mavjud bo’lavermas
ekan. Biz qo’yida aniq integralning mavjudlik teoremasini isbotsiz keltiramiz.

Teorema. Agar u=f(x) funksiya [a, b] kesmada uzluksiz bo’lsa, u integrallanuvchidir, ya’ni
bunday funksiyaning aniq integrali mavjuddir.

Agar yugoridan y=f(x)>0 funksiyaning grafigi, qo’yidan OX 0’qi, yon tomonlaridan esa X=a,
x=b to’g’ri chiziqlar bilan chegaralangan sohani egri chiziqli trapetsiya deb atasak, u holda

b

j f (x)dx.

a
Aniq integralning geometrik ma’nosi ravshan bo’lib qoladi: f(x)>0 bo’lganda u shu egri
chiziqli trapetsiyaning yuziga son jihatdan teng bo’ladi.
1-izoh. Aniq integralning qiymati funksiyaning ko’rinishiga va integrallash chegarasiga
bog’lig. Masalan:

_[f(x)dx = If(f)df - _[f(z)dz.
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2-izoh. Aniq integralning chegaralari almashtirilsa, integralning ishorasi o’zgaradi.

[ fx)dx = —f £(x)dx

3-izoh. Agar aniq integralning chegaralari teng bo’lsa, har qanday funksiya uchun ushbu
tenglik o’rinli bo’ladi:

Tf(x)dx:o

Aniq integralning asosiy xossalari.
1-xossa. O’zgarmas ko’paytuvchini aniq integral belgisidan tashqariga chigarish mumkin:

[k oy = k[ £ () -

a
2-xossa. Bir nechta funksiyaning algebraik yig’indisining aniq integrali qo’shiluvchilar
integralining yig’indisiga teng (ikki qo’shiluvchi bo’lgan hol bilan chegaralanamiz):

j [f(x)£g(x)]dx= j f (x)dx+ j g(x)dx 172

3-xossa. Agar [a, b] kesmada ikki f(x) va g(x) funksiya (a<b) f (X) < g(X) shartni
ganoatlantirsa, ushbu tengsizlik o’rinli.

b b
j f (x)dx > j g(x)dx. .

4-xossa. Agar [a, b] kesma bir necha gismga bo’linsa, u holda [a, b] kesma bo’yicha aniq
integral har bir qism bo’yicha olingan aniq integrallar yig’indisiga teng. [a, b] kesma ikki gismga
bo’lingan hol bilan cheklanamiz, ya’ni a<c<b bo’lsa, u holda

[ fx)dx =f F(x)dx + [ f(x)d T

5-xossa. Agar m va M sonlar f(x) funksiyaning [a, b] kesmada eng kichik va eng katta
qiymati bo’lsa, ushbu tengsizlik o’rinli.
b

mb—a)< [ f(xdx<M(b-a)

Isboti Shartga ko’ra m<f(x)<M ekani kelib chigadi. 3-xossaga asosan qo’yidagiga ega
bo’lamiz:

(17.5)

jimdx < j)‘f(x)dx < i Mdx (1756)

Biroqg



b b

mdx=m|dx=m lim ZAx = m(b —a)

max Ax; >0 %
a

2 Q¢

Mdx = M[dv=M lim ZAx M(b-a)

max Ax; —>0

o
a

bo’lgani uchun (17.6) tengsizlik
b

mb—a)< [ f(x)dx<M(b-a)
a
bo’ladi.
6-xossa (o’rta qiymat haqidagi teorema).
Agar f(x) funksiya [a, b] kesmada uzluksiz bo’lsa, bu kesmaning ichida shunday x=s nuqta
topiladiki, bu nuqtada funksiyaning qiymati uning shu kesmadagi o’rtacha qiymatiga teng bo’ladi,
ya’'ni

b
1
f(s)=7——] f(x)dx
(b-a);

Isboti. Faraz gilaylik, m va M sonlar f(x) uzluksiz funksiyaning [a, b] kesmadagi eng kichik
va eng katta qiymati bo’lsin. Aniq integralni baholash haqidagi xossaga ko’ra qo’yidagi qo’sh
tengsizlik to’g’ri:

b
mb—a)< [ f(x)dx <M(b-a)
tengsizlikning hamma gismlarini b-a>0 ga bo’lamiz. Natijada

sﬁif(x)dst

1

(b-
yozamiz. m<u<M
f(x) funksiya [a, b] kesmada uzluksiz bo’lgani uchun u m va M orasidagi hamma oraliq
giymatlarni gabul giladi.
Demak, biror x=s giymatda z=f(s) bo’ladi, ya’'ni

ni hosil gilamiz. Ushbu # =

b
f(s)= Lj f(X)dX 1
(b-a);
Teorema isbotlandi.
Nyuton-Leybnits formulasi.
Aniq integrallarni integral yig’indining limiti sifatida bevosita hisoblash ko’p hollarda juda
qiyin, uzoq hisoblashlarni talab qiladi va amalda juda kam qo’llaniladi. Integrallarni topish
formulasi Nyuton-Leybnits teoremasi bilan beriladi.

15 Larson Edvards. /Calculus/ 2010. 276226 betlarning mazmun mohiyatidan foydalanildi.



1)

Teorema. Agar F(x) funksiya f(x) funksiyaning [a, b] kesmadagi boshlang’ich funksiyasi
bo’lsa, u holda aniq integral boshlang’ich funksiyaning integrallash oralig’idagi orttirmasiga teng,
ya’'ni

| £ (x)ax = F(b) - F(a) -

tenglik Nyuton-Leybnits formulasi deyiladi.®

Isboti. F(x) funksiya f(x) funksiyaning biror boshlang’ich funksiyasi bo’lsin, u holda 1-
X

f (t)dt

teoremaga ko’ra _[ funksiya ham f(x) funksiyaning boshlang’ich funksiyasi bo’ladi.

a
Berilgan funksiyaning ikkita istalgan boshlang’ich funksiyalari bir-biridan o’zgarmas C
qo’shiluvchiga farq qiladi, ya’ni F(x)=F(x)+C.

Shuning uchun:

'X[f(t)dtz F(x)+C

C-o0’zgarmas miqdorni aniglash uchun bu tenglikda x=a deb olamiz:
a

jf(t)dt: F(a)+cjf(t)dt:o

a

bo’lgani uchun F(a)+C=0. Bundan, S=-F(a). Demak, j f (t)dt = F(X)_ F(a)

Endi x=b deb Nyuton-Leybnits formulasini hosil gilamiz:
b

j f(t)dt = F(b)-F(a)

yoki integrallash o’zgaruvchisini x bilan almashtirsak:
b

[ 16)dx = F(b)-F(a)

a

F(b)-F(a)= F(x)|° belgilash kiritib, oxirgi formulani qo’yidagicha qayta yozish mumkin:
b

j f(x)dx = F(x)|. = F(b)-F(a)

Teorema isbotlandi.

Integral ostidagi funksiyaning boshlang’ich funksiyasi ma’lum bo’lsa, u golda Nyuton-
Leybnits formulasi aniq integrallarni hisoblash uchun amalda qulay usulni beradi. Fagat shu
formulaning kashf etilishi aniq integralni hozirgi zamonda matematik analizda tutgan o’rnini
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olishga imkon bergan. Nyuton-Leybnits formulasi aniq integralning tatbiqi sohasini ancha
kengaytirdi, chunki matematika bu formula yordamida xususiy kurinishdagi turli masalalarni
yechish uchun umumiy usulga ega bo’ldi.

Misollar.

1

dx
1) { 1o x? = arctgx|y, = arctgl —arctg0 = —
J8

f 2 V8 1
xdx 1 +x) 1 - =
2) :EI—ZEJ(”"Z) d(1+x%) = (1+x*)2 [ =
. .
—2=

J‘\/ +x° 1+ x?
=9 -4 =3

3) isinz d. i(l cos2x)d. ( 1sin2 )|” z
xdx=—|(1- xX)dx =—(x——= xX)E =—.
) 29 2 2 4

17-18-mavzu. EHTIMOLLAR NAZARIYASINING BOSHLANG’ICH TUSHUNCHALARI.
Reja:
1.Ehtimollar nazariyasi elementlari.
2.Extimolliklar ustida amallar.
Tayanch so’zlar: Tasodifiy hodisa, birgalikda bo‘lmagan hodisalar, ehtimolliklarini qo’shish.

Elementar hodisalar fazosi — ehtimolliklar nazariyasi uchun asosiy tushuncha bo‘lib, unga
ta’rif berilmaydi. Formal nuqtai nazardan bu ixtiyoriy to‘plam hisoblanib, uning elementlari
o‘rganilayotgan tajribaning “bo‘linmaydigan” va bir vaqtda ro‘y bermaydigan natijalairdan iborat
bo‘ladi.

Elementar hodisalar fazosi Q harfi bilan belgilanib, uning elementlari (elementar hodisalar)
A, B, C,... lardan tashkil topgan to’plamni y harf bilan belgilanadi. Faraz gilaylik y to’plam chekli
yig’indiga nisbatan (agar A1,A2, ...An - hodisalar bo’lsa, u holda U?-, 4, - hodisa), kesishmaga
nisbatan (agar Ai,Az, ...An - hodisalar bo’lsa, u holda (7=, 4, - hodisa) va to’ldiruvchiga (€2 ning
A tegishli bo’lmagan elementlaridan tashkil topgan to’plam bo’lib, bu to’plam A° orqali
belgilanadi) nisbatan yopiq bo’lsin. Agar A va B lar hodisalar bo’lsa, 4 N B = AE sifatida A va B
hodisalar bir vagtda yuz beradigan hodisani, A U B sifatida A yoki B hodisalardan biri yuz
beradigan hodisani A° sifatida esa A hodisa yuz bermaydigan hodisani tushunamiz.’

Ehtimollar nazariyasi “Tasodifiy tajribalar”, yani natijasini oldindan aytib boImaydigan
tajribalardagi  gonuniyatlarni o rganuvchi matematik fandir. Bunda shunday tajribalar
garaladiki,ularni o"zgarmas (yani bir xil) shartlar kompleksida xech bo’Imaganda nazariy ravishda
ixtiyoriy sonda takrorlash mumkin, deb hisoblanadi.

Bunday tajribalar har birining natijasi tasodifiy hodisa ro’y berishidan iboratdir. Biz kuzatadigan
hodisalarni quyidagi uch turga ajratish mumkin: mugarrar, ro’y bermaydigan va tasodifiy hodisalar.

Mugarrar hodisa deb tayin shartlar to plami S bajarilganda albatta ro’y beradigan hodisaga
aytiladi.

Mumkin bo’Imagan hodisa deb shartlar to'plami S bajarilganda mutlogo ro'y bermaydigan
hodisaga aytiladi.

Tasodifiy xodisa deb shartlar to'plami S bajarilganda ro’y berishi ham, ro’y bermasligi ham
mumkin bo’lgan xodisaga aytiladi.

17 Mathematical Literacy for Humanists, Herbert Gintis, 57-64 226 betlarning mazmun mohiyatidan foydalanildi.



Masalan, tanga tashlaganda, u gerbli tomoni, yoki ragamli tomoni bilan tushishi mumkin. Shu
sababli “tanga tashalganda gerbli tomoni bilan tushdi” xodisasi  tasodifiydir.
Masalan,
1) Tangani ikki marta tashlash (yoki ikkita tangani birdaniga tashlash)
tajribasi uchun Q ={GG, GR, RG, RR}.
Bu yerda GG— tangani ikki marta ham “gerb” tomoni bilan tushish
hodisasi, RG— birinchi marta “ragam” tomoni, ikkinchi marta esa “gerb” tomoni
bilan tushish hodisasi va qolgan GR, RR hodisalar shularga o‘xshash hodisalar
bo‘ladi. Bu holda |Q| =4 va GR, RG hodisalar bir-biridan farq giladi.
2) Tajriba o‘yin kubigini 2 marta tashlashdan iborat bo‘lsin. Bu holda elementar hodisalar
ushbu ko‘rinishga ega: Aij=(i,j) 1,j=1,2,...,6.
Bunda Ai; hodisa kubikni birinchi tashlashda i ragamli yoq, ikkinchi tashlashda j ragamli
yoq tushganligini bildiradi.
Bu tajribada elementar hodisalar fazosi Q ={ Aij, i,j=1,2,...,6}. Elementar hodisalar soni [Q| =
36.
Agar tajriba natijasida A ga kirgan @ elementar hodisalarning birortasi ro’y bersa, A hodisa
ro'y bergan deyiladi.
Agar shu elementar hodisalardan birortasi ham ro'y bermasa, A hodisa ro’y bermaydi, unda
A xodisaga teskari xodisa ro’y bergan deyiladi.
(4 orgali belgilanadi)
Ava 4 o'zaro garama-garshi hodisalar deyiladi.
Mugarrar hodisani €2 bilan belgilaymiz. Mumkin boImagan xodisani & bilan belgilaymiz.

1. Agar A hodisani tashkil etgan elementar hodisalar B hodisaga ham tegishli bo‘lsa, A
hodisa B hodisani ergashtiradi deyiladi va A c B kabi belgilanadi.

42-rasm
: Agar Ac B va Bc A, ya’ni A hodisa B ni ergashtirsa, va aksincha, B hodisa A ni
ergashtirsa, A va B hodisalar teng deyiladi va A= B kabi belgilanadi.
2. Ava B tasodifiy hodisalarning yig ‘indisi deb, shunday C hodisaga aytiladiki, bu hodisa
A va B hodisalarning kamida bittasi ro‘y berganda ro‘y beradi va C=AUB (yoki C=A+B)
kabi belgilanadi.

3. A va B tasodifiy hodisalarning ko ‘paytmasi deb, shunday C hodisaga aytiladiki, bu
hodisa A va B hodisalar bir paytda ro‘y berganda ro‘y beradi va C=ANB (éxu C=A4-B)
kabi belgilanadi (3-rasm).

4. Ava B tasodifiy hodisalarning ayirmasi deb, shunday C hodisaga aytiladiki, u A hodisa
ro‘y berib, B hodisa ro‘y bermaganda ro‘y beradi va C=A\B (éxu C=A-B) kabi

belgilanadi.

Agar AN B =3 bo‘lsa, A va B hodisalar birgalikda bo ‘Imagan hodisalar deyiladi.

Agar AA =2 (i#]) ea A +A,+..+A4 = bo‘lsa, u holda  Ag, Az, ..., An lar

hodisalar to‘la guruxini tashkil etadi deyiladi.

Murakkab hodisaning ehtimolliklarini oddiy hodisalarning ehtimolliklarini hisoblash orqali
topiladi.

Birgalikda bo’lmagan hodisalarning ehtimolliklarini qo’shish qoidasi. Ikkita birgalikda
bo’lmagan hodisadan istalgan birining ro’y berish ehtimolligi bu hodisalar ehtimolliklarining
yig’indisiga teng:



P(A+B)=P(A)+P(B)

Natija: Har ikkitasi birgalikda bo’lmagan bir nechta hodisalardan istalgan birining ro’y
berish ehtimolligi bu hodisalar ehtimolligining yig’indisiga teng.

P(A+A,+..+A)=P(A)+P(A)+..+P(A))

Birgalikda bo’lgan hodisalar ehtimolliklarini qo’shish qoidasi. Ikkita birgalikda bo’lgan
hodisadan kamida bittasining (hech bo’lmaganda birining) ro’y berish ehtimolligi bu hodisalar
ehtimolliklari yig’indisidan ularning birgalikda ro’y berish ehtimolligini ayrilganiga teng:

P(A+B)=P(A)+P(B)—-P(AB) @
Bu qoida istalgan chekli sondagi birgalikda bo’lgan hodisalar uchun umumlashtirilishi
mumkin. Masalan, uchta birgalikda bo’lgan hodisa uchun:
P(A+B+C)=P(A)+P(B)+P(C)-P(AB)-P(AC)-P(BC)+P(ABC)
Natija. Qarama- qarshi hodisalarning ehtimolliklari yig’indisi birga teng:
P(A)+P(A) =1
Bundan
P(A) =1-P(A)
1-masala: Idishda 40 ta shar bor, ulardan 15tasi oq rangda, 5 tasi yashil rangda, 20 tasi sariq
rangda. Rangli shar chigish ehtimolligini toping.
Yechilishi: Rangli shar chiqishi bu yashil shar yoki sariq shar chigishini bildiradi.

A= { yashil shar chigish hodisasi }
B= { sariq shar chigish hodisasi }
. . . e 5 1 20 1
Ularning mos ravishda ehtimolliklari P(A) = — == PB)=—==
40 8 40 2
A va B hodisalar birgalikda emas ( bir rangli shar chigishi boshga rangli shar chigishini
yo’qqa chiqaradi).
Izlanayotgan ehtimollik quyidagiga teng

P(A+B)=P(A)+P(B) =%+

N |-
oo | ol

Takroriy ehtimollik

Faraz qgilaylik 2 — hodisalar fazosi bo’lib, undagi hodisalar soni n ta, A hodisa esa bu
elementlardan m tasini o’z ichiga olsin. U holda, A hodisaning ehtimolligi m/n ga teng. Bu
ehtimollikni boshqacha ko’rinishda ham tariflash mumkin.

Faraz gilaylik, tajriba n ta alohida bir- biriga o’xshash natijalarga ega bo’lsin. Shuningdek A
- natijalarning qism to’plami bo’lsin va A ning elementlar sonini n(A) harf bilan belgilanadi. U
holda, A hodisaning ehtimolligi P(A)=n(A)/n ga teng bo’ladi.'®

Endi tajribani bir necha marta takrorlaylik va har bitta natija takrorlanmaydigan bo’lsin.
Olaylik, A — har bir sinovda amalga oshadigan yoki oshmaydigan hodisa bo’lsin. 1,(4) orgali t —
tajribagacha A hodisa amalga oshgan natijalar soni bo’lsin. U holda, A hodisaning nisbiy chastotasi
deb, n.(4)/t songa, A hodisaning ehtimolligi l@; n.(A4)/t songa aytiladi.

Agar A va B hodisalar uchun P(A) ning giymati B hodisaning amalga oshish yoki
oshmaslikka bog’liq bo’lmasa va P(B) ning qiymati A hodisaning amalga oshish yoki oshmaslikka
bog’liq bo’lmasa, u holda A va B hodisalar bog’ligmas deyiladi.

Agar A va B bog’ligmas hodisalar bo’lsa, u holda P(AB)= P(A)P(B) tenglik o’rinli.

Mavzuni mustahkamlash uchun savollar:

1.Ehtimollar nazariyasining boshlang’ich tushunchalarini ayting.
2. Tasodifiy hodisa deb ganday hodisiga aytiladi?

3.Birgalikda bo‘lgan va bo’lmagan hodisalarga misol keltiring.
4. Ehtimolliklarini qo’shish qoidasini tushuntiring.
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1-2-Amaliy mashg’ulot. Mavzu: To’plamlar va ular ustida amallar.
To‘plam tushunchasi matematikaning boshlang‘ich tushunchalaridan bo‘lib, u ta’rifsiz qabul
qilinadi. To‘plamni tashkil giluvchi ob’ektlar uning elementlari deyiladi. To‘plamlarni A, a, a, A
yoki A harflari bilan belgilaymiz. To’plam bir gancha elementlardan iborat bo’lishi mumkin,
Qo’yidagi yozuv: a€ A, a elementni A to’plamga tegishliligini bildiradi.
a%£A a elementni A to’plamga tegishli emasligini bildiradi, yoki mantiq belgisidan foydalangan

holda _'(a < A) ko’rinishda yozishimiz mumkin

AVc M={l, ..., 20} to’plamlar uchun Qo’yidagilarni aniglang:

A\V,VNA AUV,ANnV, A, V.A={13579} B={2,4,7,8}.

Yechish: Berilgan to’plamlar uchun to’plamlar ustida bajariladigan amallarning ta’riflarini qo’llab
qo’yidagi to’plamlarni hosil gilamiz:

A\B={1,359}; B\A={24,8}; A uV={12345,7.8,9},

AnV={7}; A'={2,4,6,8,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,20};
Vv'={1,3,5,6,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,20}.

(AUV\S=(A\S)U(V\S) tenglikni isbotlang.

To’plamlarning tengligini isbotlash uchun M=N< M < NAN < M tasdiqgdan foydalanamiz.

1) Vxe((Au V)\S) = xe(AUV) A xgS5= xeA v XeVA xgS= = (xeA A x¢S) v (xeVA xg9S)
= x€(A\S) v xe(V\S) == xe((A\S) U(V\S)). Bundan (A U V) \Sc (A \S) U(V\S) ekanligi
kelib chigadi.

2) Yue((A\S) U(V\S)) =ue(A\S) vue(V\S) = (ueA AugS) v

v (UeVAugS) =ueA vueVaugS) =ue(A UV) AugS=

=ue((A U V)\S). Bundan (A\S) U(V\S) < (A U V)\S ekanligi kelib chigadi. Demak (A WV)\
S=(A\S) U(V\S).19

3) To’plamlar jufti berilgan:

a) A = {Navoi, Bobur, Furgat, Nodirabegim} va B = barcha shoir va shoiralar to’plami;

b) C = qavariq to’rtburchaklar to’plami va D = to’rtburchaklar to’plami;

d) J = Samarqand olimlari to’plami, F = O’zbekiston olimlari to’plami;

e) K = barcha tub sonlar to’plami, M = manfiu sonlar to’plami.

Juftlikdagi to’plamlardan qaysi biri ikkinchisining qism-to’plami bo’lishini aniqlang.

4. Qo’yidagi to’plamlar uchun A < B yoki B © A munosabatlardan qaysi biri o’rinli:

a) A={a, b, c, d}, B={a,c, d}; b) A={a, b}’ B={a, c, d}; d) A=0 B=0.

o A=p B=fa b}, o A-g B={2}. g, A={{Zha 0} B={a}

hy A={{a b} {c. d}} B={{a b} c}.  A={{0} 0} B={J {{0}O}},

5. Munosabatning to’g’r1 yoki noto’g’ri ekanligini aniglang:

o) L2235 {3 L2 L 23e{{l 235{L 3412}

LI 2L 3T 2 o {L3el{l 235 {L 351 2 5

6. Qo’yidagi to’plamlar tengmi?

a) A={L, 4, 6}Va B ={6; 4; 2}; b) A={L, 2; 3} va B={L 11 111};

g A= 242 31}, B=12 3T, o) A={V256; VBL 16}, B={2" 3 4}

2 _ .
7.X= {X | X" —5x+6= 0}va A=1{2, 3’}to "plamlar hagida nima deyish mumkin?
8 =(36; 29; 15; 68; 27) P =(4; 15; 27; 47; 36; 90) Q=(90; 4; 47) to’plamlar  berilgan.

MNP, MNnQ, PNQ, MumQlarnltoplngﬁ

19 Herbert Gintis, Mathematical Literacy for Humanists. 2010. USA. 11-12, 14-15 betlarning mazmun mohiyatidan
foydalanildi.
20 Herbert Gintis, Mathematical Literacy for Humanists. 2010. USA. 11-12, 14-15 betlarning mazmun mohiyatidan
foydalanildi.



9. A-18 ning hamma natural bo’luvchilari to’plami, B-24 ning hamma natural bo’luvchilari

to’plami. AN B to’plam elementlarini ko’rsating?
10. P ikki xonali natural sonlar to’plami, S barcha toq natural sonlar to’plami bo’lsa,

K=PUS to’plamga qaysi sonlar kiradi?

a) 21eK; b) 32eK; d)7¢K; e) 17¢K deuish to’g’rimi?

11. “Matematika” va “grammatika” so’zlaridagi harflar to’plamini tuzing. Bu to’plamlar
kesishmasini toping?

12. [L 5] va[3' ] kesmalarning kesishmasini toping?
13 P={a,bc,d e f}
14, A=tnineN, n <5}, B={njneN, n> 7}to’plamlar birlashmasini toping?

a) 4€ AUB; ph) B3€AUB: () 64U deyish to’g’rimi?

15, A={2.4,6,..,40} B={1,3,5 .37} C={{a bh{c. dh{e % 9. M} o jarmiaming har
biridagi elementlar sonini aniglang. A B da nechta element mavjud?

16, A=12,3,4,57, 10}, B={357, 9}, C =149 1T o 1gin, Qo’yidagi to’plamlarda nechtadan
element mavjud:

va‘] ={a, g.z¢ k}to’plamlar birlashmasini toping?

2) Au(BUC). b) (CuUB)UA. d) An(BuUC).

¢) Au(BmC); f) Am(BmC); 9) Bm(AuC)l21

17. A={x| _SSXS:LO}, B={x|xeN, 33X£15}b0’1sin. A\BvaB\Ato’plam elementlarini
toping?

18. Sinfdagi bir necha o’quvchi marka yig’dilar. 15 o’quvchi O’zbekiston markalarini, 11 kishi
chet el markalarini, 6 kishi ham O’zbekiston markalarini, ham 16 chet el markalarini yig’di. Sinfda
necha o’quvchi marka to’plagan?

19. 32 o’quvchining 12 tasi voleubol seksiyasiga, 15 tasi basketbol seksiyasiga, 8 kishi esa ikkala
seksiyaga ham qatnashadi. Sinfdagi necha o’quvchi hech bir seksiyaga qatnashmaydi?

19. 30 o’quvchidan 18 tasi matematikaga, 17 tasi esa fizikaga gizigadi. Ikkala fanga ham
qizigadigan o’quvchilar soni nechta bo’lishi mumkin?

(Ikkala fanga ham qizigmaydigan o’quvchilar soni ke(0,1,23,...,12) ).

20. 100 odamdan iborat sayyohlar guruhida 10 kishi nemis tilini ham, fransuz tilini ham bilmaydi,
75 tasi nemis tilini, 83 tasi esa fransuz tilini biladi. lkkala tilni ham biladigan sayyohlar sonini
toping?

21. 26 o’quvchining 14 tasi shaxmatga, 16 tasi shashkaga qiziqadi. Ham shashkaga, ham shaxmatga
qiziqadigan o’quvchilar nechta?

3-4-Amaliy mashg’ulotlar. Mavzular: Matematik mantiq elementlari.Mulohazalar va ular
ustida amallar
Misollar.
Qo’yidagi misollarda keltirilgan formulalarning qiymati chinlik jadvali yordamida aniqlansin.

XVY—>X&Y p,—(p,—> Py)

1.

, (XAZ)V(XAZ)—>(YAZ)—>(XAYAZ)
3 (P—>D&(@—>1r)—>(pP—>r)

g X—>2) >y —>2) > (Xvy—2)

5. (P1—> P2) —> (P2~ P) —> (P2 v P))

21 Herbert Gintis, Mathematical Literacy for Humanists. 2010. USA. 11-12, 14-15 betlarning mazmun mohiyatidan
foydalanildi.



(P —> (P2 —> P3)) > WPy —>P2) —> (P —>P3))

6.
7. (P —>P2) > (P A P) —> (P2 ~ P

g (X<>Y)&(XVY) > (Z—>X)

g (X—> V&Y —>2)—>(z—>X)
10.(Xv)_/—>(Z—>yv;/vx))&(XvX—>(X—>X))—>y

1] (X&X&X —> Y&Y —> Z) v X v (Y& Z) v (Y& Z)

1o (X&(YVZ> YV 2) Vv (Y&X&Y) VXV (Y&X&X)
13 X—=>Y)& (Y —> 2) > (X— 2)

1 (XAZD)VXAZIVYAZ)V(XAYAZ)
15, XAZDIV(XAZDVYAZDVXAYAZ)
16. (P A Q) <> Q) <> (0 —P)

17 (P—>q)&(—>T1)) —>(p—>T)

183 X—>2) > (y—>2) > (XVvy—2)

19. (P2 —> P2) = ((P1 v P) — (P2 Vv P))

20. (P1 = P2) = ((Py A P) = (P2 A P))

21, ((P—>AD)&@—>71)) —>(P—>T)

9y (X—=>Y)&(Y = 2) > (z—>X)

23 (Xv)_/—>(Z—>yv;/vx))&(XvX—>(X—>X))—)y

24 (X&EX&EX —>Y&Y —> 2Z) v X v (Y& Z) v (Y& Z)

o5 (X&(YVZ—>YVvZ)Vv(YEXEY) VXV (Y&XEX)
2. (X—=>Y)I&(Y —> 2) > (X—> 2Z)

27.X\/y—)X&y
28 (XAZ)V(XAZ)VYAZV(XAYAZ)
o9 P1 —> (P2 — P;) XY v (X—>Yy)-X

30 (XY) <> (z —> x)

5-Amaliy mashg’ulot. Mavzu: Tekislikda to’g’ri chiziq va uning tenglamalari.

1-masala. M0(1,-3) nuqtadan o’tuvchi P (2,-5) vektorga parallel to’g’ri chiziq tenglamasini yozing.
Yechish (3.7) formuladan foydalanamiz.
a=2,b=-5x0=1, yo=0.
Xx-1 y-5.
——="——; —5X+5=2y+6
2 -5
yoki 5x+2y + 1=0.
2-masala. Ushbu M1(1,-3), M2(3,7) nuqtalardan o’tuvchi to’g’ri, chiziq tenglamasini yozing.22
Yechish (9.5) formulaga koordinatalarning qiymatlarini qo’yib, ushbuga

22 C.Vineze.L.Kozma.Collej Geometry. 2014. 160-190 betlarning mazmun mohiyatidan foydalanildi.



x=2_ y+3; 10x-20=y+3

X —
3-2 7+10 Yoki 10x-y-23=0.
Mustagqil ishlash uchun topshiriglar:
1. x+2y-3=0. 2) y=2x+1 tenglamalar bilan aniqlangan to’g’ri chizigni yasang.
2. To’g’ri chizigning 8x-3y+2=0 umumiy tenglamasi berilgan. Uning parametrik tenglamasini
yozing.
3.Qo’yidagi berilganlarga ko’ra to’g’ri chiziq tenglamasini tuzing:
a) A(2,-6) nuqgtadan o’tib, P(1,-1) vektorga parallel to’g’ri chiziq;
b) Koordinata o’qlaridan mos ravishda a=3, b=-2 kesmalar kesib o’tuvchi to’g’ri chiziq;
s) A(3,5) nuqtadan o’tib, OX 0’qqa parallel bo’lgan to’g’ri chiziq;
d) B(-1,2) nuqtadan o’tib, OY 0’qqa parallel bo’lgan to’g’ri chiziq;
e) A(0,-2) va B(3,-4) nuqtalardan o’tuvchi to’g’ri chiziq tenglamasini tuzing.
4.Uchlari A(-3,-2), B(1,2), C(4,-5) nuqtalarda bo’lgan uchburchak berilgan (to’g’ri burchakli dekart
koordinatalar sistemasida):
1) Uchburchakni yasang.
2) Uchburchak tomonlari uzunliklarini hisoblang.
3) Uchburchak tomonlari tenglamalarini yozing.
4) A uchidan chiggan mediana yotgan to’g’ri chiziq tenglamasini yozing.
5) A uchidan chiggan balandlik yotgan to’g’ri chiziq tenglamasini tuzing.
6) Uchburchak yuzini hisoblang.

6-Amaliy mashg’ulot. Mavzu: Tekislikda to’g’ri chiziqlarning turli tenglamalariga doir
misollar yechish.

1-masala. M0(1,-3) nugtadan o’tuvchi P (2,-5) vektorga perallel to’g’ri chiziq tenglamasini yozing.
Yechish.
a=2,b=-5x0=1, yo=0.
x-1 y-5.
—==-—; -5X+5=2y+6
2 -5
yoki 5x+2y + 1=0.
2-masala. Ushbu M1(1,-3), M2(3,7) nuqtalardan o’tuvchi to’g’ri, chiziq tenglamasini yozing.
Yechish. Formulaga koordinatalarning qiymatlarini qo’yib, ushbuga
X;2=y—+3; 10x-20=y+3
3-2 7+10
Yoki 10x-y-23=0.
Mustaqil ishlash uchun topshiriglar:
1. x+2y-3=0. 2) y=2x+1 tenglamalar bilan aniqlangan to’g’ri chizigni yasang.
2. To’g’ri chizigning 8x-3y+2=0 umumiy tenglamasi berilgan. Uning parametrik tenglamasini
yozing.
3. Qo’yidagi berilganlarga ko’ra to’g’ri chiziq tenglamasini tuzing:
a) A(2,-6) nuqgtadan o’tib, P(1,-1) vektorga parallel to’g’ri chiziq;
b) Koordinata o’qlaridan mos ravishda a=3, b=-2 kesmalar kesib o’tuvchi to’g’ri chiziq;
s) A(3,5) nuqtadan o’tib, OX 0’qqa parallel bo’lgan to’g’ri chiziq;
d) B(-1,2) nuqgtadan o’tib, OU 0’qqa parallel bo’lgan to’g’ri chiziq;
e) A(0,-2) va B(3,-4) nuqtalardan o’tuvchi to’g’ri chiziq tenglamasini tuzing.
4. Uchlari A(-3,-2), B(1,2), C(4,-5) nuqtalarda bo’lgan uchburchak berilgan (to’g’ri burchakli
dekart koordinatalar sistemasida):
1) Uchburchakni yasang.
2) Uchburchak tomonlari uzunliklarini hisoblang.
3) Uchburchak tomonlari tenglamalarini yozing.
4) A uchidan chiggan mediana yotgan to’g’ri chiziq tenglamasini yozing.
5) A uchidan chigqan balandlik yotgan to’g’ri chiziq tenglamasini tuzing.



6) Uchburchak yuzini hisoblang.

7-Amaliy mashg’ulot. Ikkinchi va uchinchi tartibli determinant uning xossalari.

3 3 -1
1 1 3
. . . . . — -2 . .. .
Misol. Qo’yidagi determinantni 1 = < | Sarrius usuli bilan hisoblang.23
3 3 —1 1 3 3
1 1 304 1 =3-1-(—=2)+3-3-1+
Yechim.| 1 —2 —2 |1 =2
(=14 (=2) = (=1)-1-1=3.-3-(=2)=3.-4.(=2) =04
3 3 -1
4 1 S | =54
Javob.| 1 —2 —2
Determinantlarni hisoblang:
B -1 -4 5
1 54 2 -2 3
70 -3 -1
3 M-l 4 -2 3
J’E a oS - SO
5 -1 Jfa 6 gine  cosoy
3 -1
sin & cod o
w18 oot -2 4
7. St [u] . 8 ! -1 0
1 -1 2 4 5
30500 34
7 -8 1
4 -1
15 18 9
-1 3
PR 00 0 0
11. . 12, B7 13 3 1
B35 32 42
R7e 253 127
1 3 5 7
G770 252 126
414 19 24 Ly 1 4
13. F 5 3 1 14. .
W -a & -xr 1 X
W oa - n -x -1
15 B -a -a 16 x 1 -x
i -1 4 i 2 4
1 2 1 oo -1 4
700 9 z o1 1
17. 13 -117 4 18, B -2 1

23 M.B.Boponos. I'.I1.MemniepsikoBa. MaTemarrka isi CTYIeHTOB I'yMaHHTapHBIX (akynbTetos.2002.cTp.116-121.



-2 3 2 0 2 -1 3

5 0 -3 2 4 -1 2 -3

4 0 1 5 3 21 -2
19. 1 a4 2 1 . 20. -4 1 3 -1 '

8-9--Amaliy mashg’ulot. Mavzu: Chiziqli tenglamalar sistemalari. Kramer formulalari.

Misol. Chizigli tenglamalar sistemasini Kramer formulalari yordamida yeching:
3x - Z2x, Hdx =21
Smtda, - 2x =8
2x—x—x=10

Yechim: Sistemani Kramer formulalari yordamida yechamiz.

3 -2 4
4 -2 3 -2 3 4
D=3 4 -2=3. +2. +4. =
1 -1 2 -1 2 -1
2 -1 -1
=3-(—4—2]+2-{—3+4]+4-(—3—8}:—18+2—44=—6D¢U’demak'tizimyagonayechimga
ega.
21 -2 4
4 -2 9 -2 9 4
D=9 4 -2=21. +2. +4. =
1 -1 0 -1 0 -1
0 -1 -1
=21 {—4-2)+2. (~9+20)+4 (- 9-40)=-126+ 22— 196 = —300
xlzﬂ -300 _ .
D —60
3 21 4
9 -2 3 -2 3 9
D=3 9 -2/=3. -21. +4. =
0 -1 2o-1 2 10
2 10 -1
=3.{~9+20)-21(-3+4)+4- (30-18)= 33— 21+48= 60
D, 60
Xy=—= = -
D -6
3 -2 21
4 9 -2 21 2 21
D=3 4 9|=3 -3 2. _
-1 10 -1 10 4 9
2 -1 10
=2 (40+9)-3 (- 20+ 210+ 2. (-18-84) =147 -3 - 284 =60
D, —60
X3=—=—=
D —60
Javob: A=k ="Lx=1
Misollar. Chizigli tenglamalar sistemalarini Kramer formulalari yordamida yeching.
Sx+8y—z=3, xX+2y+z=4,
xX+2y+3z=-3, 3x-5y+3z=1,
1 2x-3y+2z=5. 5 2x+T7y—-z=28.



10.

11.

12.

13.

14.

3x+2y+z=95,
2x+3y+z=1,
2x+y+3z=11
x+2y+4z=31,
Sx+y+2z=29,
3x—-y+z=10.
4x-3y+2z=9,
2x+5y—-3z=4,
Sx+6y—-2z=18.
2x-y—-z=4,
3x+4y-2z=11,
3x-2y+4z=11
xX+y+2z=-1,
2x—y+2z=-4,
4x+y+4z=-2.
3x-y=5,
-2x+y+z=0,
2x—y+4z=15.
Ix-y+z=4,

2x-5y—-3z=-17,

x+y—z=0.
xX+y+z=2,
2x—y—6z=-1,
3x-2y=8.
2x+y—z=1,
xX+y+z=6,
3x—-y+z=4.
2x—y—-3z=8,
3x+4y -5z =18,
2y+7z =-5.
x+5y+z=-7,
2x—y—z=0,
x—=2y—z=2.
x—2y+3z=6,
2x+3y—4z =16,
3x-2y—-5z=12.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

3x+4y+2z=17,
2x—-y-3z =4,
x+5y+z=-L
2x—y+3z=17,
x+3y—-2z=0,
2y—z=2.
2x+y+4z =20,
2x—y—-3z=3,
3x+4y—-5z=-8.
x—y=4,
2x+3y+z=1,
2x+y+3z=11.
x+5y—z=T7,
2x—y—z =4,
3x-2y+4z=11
IIx+3y—z=2,
2x+5y-5z=0,
xX+y+z=2.



10-11-Amaliy mashg’ulot. Mavzu: Funksiyaning limiti, limitlar hagida teoremalar.

. 4x-3 4.2-3 8-3 5
lim——=—; = =—=1
1- misol. *2x°+1 2°+1 441 5

lim x> —5X+6
2-misol. 2 X*—=4  pumisolda kasrning surati ham, mahraji ham X—>2
da nolga intiladi. 0/0 ko’rinishdagi anigmaslikbo’ladi. Kasrning surati va maxrajini
ko’paytuvchilarga ajratsak,

. x*-5x+6 . (x-3y(x-2) ,. x-3 2-3 1
lim—— =lim =1lim = =
x>2  X°—4 2 (X—2)(X+2) 2x+2 242 4

Misol. Funktsiyalarning limitlarini toping:
. 2xT+x—1
11m2—
1. fx"=3x-4.
a) x0=2; 0) Yo = -1; B) Yo =
lim &2
g *0 sin3x _

a) =-1;6) “o=1;8) T,
) sindx
Iim———

5. x>0 2xc0S3x .

. (2x—1j"
lim
6. x>0\ 2x +1 )

o 2x*=x-10
hmz—
7. % X +3x+2 :

a) Yo=2; 0) Y=, B) Yo =
lim 282
8. x-0gin 2x.

) (4x+ ITX
lim
9. X—>00 4x .

lim x=3x+2
10, *>x —=3x> —x+14 -

a) Yo=1; 0) Yo=12; B) Yo =
. sin5x-tg3x
lim—————=——
11 x—0 x2

lim(1+ 2x)%
12 . x—0 .



13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24,

25.

26.

27.

28.

29.

. X +5x+4
hmz—
=% 2x" =3x =5

a) 10=-2;6) "0=-1;8) N0~

. sinbx
lim
x—0 l‘g 2x

lim x[In(x+1)—Inx |

o 4x?=5x+1
11m2—
% —x"+3x-2:
a) "0=-1;6) =1;8) 0 7
lim3xcosSx

x>0 sin3x

X—>+00

. X +5x+6
lim ———
% 3x" —x—14.

a) Y0=2;6) Yo=-2;p) Y0

. 2xtgd
lim x;g i
x>0 sin” 6x

X—>+0

C 2xP—T7x+6
lim—m—

=5 —x*—X+6 :

lim (x—5)[1n(x—3)—lnx].

o0

lim (14 2x)[ In(x + 3)— Inx]

o0

a) Yo= 1;0) Yo=2; B) Yo =

lip S 2x-2tg 4x
x—0 X .
. X —6x-7
lim ———
xox 3x  +x—2 :

a) "0=-2;6) "0=-1;8) "0~

. sin&x
lim
x—0 tgs_x

lim(3x — 5)7/(-4)

x—2

. 3P +x—-4
111’1’12—
=x—x? +4x -3 -

a) Y0=-1;6) Yo=1;8) Yo
. 4xcosTx
111’1’1—

x>0 gin2x

lim(3x - 8)7(+-)

x—3

o0

= o0



12-Amaliy mashg’ulot. Mavzu: Funksiya hosilasi, differensiallash. Funksiya hosilasining
fizik va mexanik ma’nolari
Misollar. Funksiyalarning hosilalarini toping.
P -
=X 2

 — -31-.-'

v =sm8xy
p V=S8
r) y=sin §x _
Yechim:
2 ' - fS e . I -1
¥=1{x® £ 2x —«ﬁ) S A P R el IR PE L
a) ' S 2 :
5) v ={¢F sinx) =) sty + o (sinx) = 30 sinrs o cos x

5) 3 ={sin8x} =cos 8x-(8x} =8 cos 8

r) ¥ ={3;§ : Sx;i = 7sin® 8Sx - {sin EI}’ = 7.sin® 8x . cos8x- (8:) =

=7 -gis}éﬁr cosfy 8 :Sﬁsinﬁ Sx-cos Sx

Funktsiyalarning hosilalarini toping:

ye 4x +Ttgx
1. a) y=(3x—43\/;+2)4; 6) 1+ 9x2 : B) y :COS3X'€Sinx;
tg| = |=5x
") y = lnarctg2x; ) g(xj .
_arcsin3x
5 2) y:(3x3—23\/?—1)2; 6) YT g ; 5) y:23x-tg2x;
r) y:coslnSx; ) x—y+arcigy=0
1 )
y:[xz__3+5\/;j4 yzarism%c .
3 a) X : 6) x't+et B) y=e ‘1n2x;

") y =cosvx’+3. ysinx = cos(x— )

; 1) )

y:(4x2_i+4j3 y:s1n2x .
4. a) \/; : 6) cosSx . B) y= 2 tg3x ;

—=arctg| —
y = arcsinln4x. X y

r) , )
V1—4x?

Y="r : .
5. a) y:(xs—i/;+1)5' 0) 2" +1gx. B) y=e™" sin4x.

r) y:sinln5x; 1) ex—l)(ey—l)—lzol
y—(6x2 2+5]2 b= cos3x
6. a) x* . 6) N3xP +4 ; B) y =3¢ -arcsin(xz);
~Ins: 2 _ A
r) y—lns1n6x; m yx=er,



_arctg’lx

7. a) y:(x3—4§/?+2)3; 6) RS ; B) y =" cosbx,
s 3 3 _
r) y =sinln2x : n X +y —2axy=0
)= X +e*
8. a) y= (x2 —23/x +4)4; 6) V4 -9x° : B) y=4"" -arcthx;
r) y=lncos5x; ) x—y+asiny=0
cos 6x
y=@f—%m2} y== r
9. a) X . 6) sin3x : B) y=e -tg7x;
X
Iny =arctg| —
r) y= arcsinln2x; ) (y)
3-5x°
_( 4403 x 1)2 r= e —ctgx = 25" . arcsin2x
10. a) y=tANx+l)- g gx. B) y= ;
_ _ y —
r) y= 1ncos7x; m XY +e arcigx =0

COS X
. Y=r"F-"_ L S
Misol: 1+2sinx  funksiyaning hosilasini hisoblang.

[E] _u'v—uv'
v V¥ formuladan foydalanamiz. Y =COSX, v =1+ 2sin x

CcOs X "~ —sinx(1+ 2sin x) — 2COS XCOS X
Y :[1+ 2sin xj - (1+ 2sin x)2 -
—sin x — 2(sin® x + cos® x) —2cos Xcos X sin X + 2
- (1+ 2sinx)’ ~ (1+2sinx)’

sinx+ 2
(1+ 2sin x)”
1-topshirig. Quyidagi funksiyalarning hosilalarini ta’rifga ko’ra hisoblang.

y':_

y=+1+x y =%/x y =(x+1)°

y=x* y =tgx+x y = X+ ctgx
1 y =3X y = x? +5x

Y=, y =sin2x y=/x+2

y =/ y = 2x* +3x 1

y = COSX y =3x°+Xx y_x?»

y = 2sinX+3Cc0sX y = C0S2X

y =1gx y=(x+1)°

2-topshirig. Quyidagi funksiyalarning hosilalarini va f'(O)’ f'(l), F(=1) larni hisoblang:

4 2 ’ y= 2x
1 1 1 T2
=44+
=TT y = CosX
y:4§/;—3§/;, X2
y = X—sinx y = /X -cosx

y = x° - ctgx



x> -1 y =X+ 24/x

Y=
X +1X y:(\/g_\/;)z
T0=5 y=x+ -
, X x> 5x°
y=%—2x2+4x—5 y =3x—6/X
X5 2X3 y:6?{/;_4‘{/;
== = 4x 2
3/x

13-Amaliy mashg’ulot. Mavzu: Hosilaning tatbiglari. Lopital goidasi.

. . X :/ ‘.L X :.r \
]jm{-,l—ﬂx,]ctgl:{ﬁ-x‘,]:iimi ;3 =§E?:=3jmi © =§E?:=
3 PR, (AL PR - SN
1-misol. a) ctg x
[:‘I —e'rj —&" x 2 O
T R T =—{im?& "os x=—e cos B=-1-1=-1
i} [{gx} r—a i
o5 X
. R i fEciniEex}
i Taicsn s o
i (55 =0 = e 2B ()=
6) X =i
. Imisinx] fniein {tnisinx & sy O
1;;]} T '}J{[ -, zlﬂl | Bl & K:G\_ iii’ﬂx /\ \.«‘? 1}_}‘}1} —
=E-"_:’*-F H =§ —E = =% ﬂg =— r: #l 5__&'_‘,?\__"} =-E_ ) s w =
kocf Voo )
_lfmeinr-cosy .
= 2 s =g ! = ]_ )
Misollar. Lopital goidasidan foydalanib limitlarni hisoblang:
X _ . 1—x
lim & 2 8. lim——"—;
1. *0sin3x “1-sin” x
. Incosx 2
lim X
2 x—0 X . e .
x—1 9. “m_s’
“ml_; X=+0 ¥
3. > Inx . Inx
. X—sinx 10. lim—;
lim x>0 3/ X
4 x—0 X—th
lim X arctgx, 11. limxInx;
x—0 X3 ’ x—0
. 12. lim(1 - cosxetgx;
— X—>
6. limx¥>; .
X1 13. limx*;
|nX x—0
lim—; . et
7. = X 14. lim—;

X—0o ¥



15.

16.

17.

18.

19.

20.

lim

lim

4sin X

x50 1—COSX
6

lm 1—cosx®

5sinx
x0 1—COSX

9x
lml cos’ X

6

X
Im— s

o 1—cosx?®
1—-cos2x

lim

%0 COSTX—C0S3X



14-Amaliy mashg’ulot. Mavzu: Funksiyalarni tekshirishda hosilaning tadbiqi

Funksiyani monotonlikka va lokal ekstremumga 1-tartibli hosila yordamida tekshiring
* 41

Yechim. Funksiyaning statsionar nugtalarini topamiz:

j}::

L - n

; {1“ +1__} 1—{1 +1_}- hd lr-r—‘i__rz +¥_§¥ -1

B - kY

= = = - K] E};
X % X

Pbx2-1=0bx1=-1,x2=1.
Ushbu funktsiya x = 0 nugtada aniglanmagan. Demak:
X (-ee;—1) | -1 (-1,0) 6;1) (1;+2e)
Y’ + - - - +
y — |2 |- — _——
max min

B 1

* funktsiasi  (-o0;—1) (1;+)intervallarda o’sadi, (-1; 0), (0; 1)intervallarda
kamayadi, x1 = —1 nuqtada ymax (-1) = -2 ga teng bo’lgan lokal maksimumga x2 = 1 nuqtada
ymin (1) =2 ga teng bo’lgan local minimumga ega ekan

Misollar. ¥ =/ (x) funktsiyani to’la tekshiring:

4x
1. = .
Y=
2_
5 :x2 1
X“+1
X +1)°
5y )
X -1
2
X
4, y= .
y x-1
X3
5 y=
y X2 +1
6. :4x3+5
X
_x2—5
7 4 x=3
X4
8. y=
y x3 -1
4x3
9. y= .
y ]
_ 2
1O.y:2 4x




In X

11. y:f'

12. y=xe™*

13. y =¥

14. y = x* -2Inx.
15. y =In(x* - 4).
16. y:e%z‘x).

17. y:ln(x2 +1).
18. y=(2+x2)e™
19 V= ln(9—x2).

y= (X _1) e3x+1
15-16-Amaliy mashg’ulot. Mavzu: Boshlang’ich funksiya, anigmas integral.

: ] E] :{3 : 3: i:l i
‘hﬁ jl‘{zd‘s::— =——-—=0-——=8—
1-misol. ¢ integralni hisoblang: * S5 3 3 3
&
&
[l:cu“:rci:r
2-misol. ¢
1 S I S 1, 7 1 i
i' = —3in 2x ; = —{sin E-E—s:ﬂﬂ-ﬂ}: —(sip——3indi=—(1-01=—
n 2 P 4 2 2 2 2
Misollar. Anigmas integrallarni toping:
4x -1
. —dx
a)qucosxsmxdx; 6)IX2 _4x+8 : B)Ilnxdx;
dx
I Bx dx 3+5
2. r) X +1 : }1) COSX
dx S5x+8
Inx)’ ~
3. a)'[( ) x 6)Ix2+2x+5 B)I(2x+l)51n3xdx;
J‘x3+20 dx J‘
4. 1) ¥ -8 . sinx +cosx
arctg x 3x-2
dx X 2x
5. a)j I+x* 6)Ix2+4x+8 : B)'[(x—l)e dx;
COSX
6. r) X +x , II) COSX
J- cosx J' Ry — 3 N
7. 1/smx 5) W +6x+10 ; B)jxcos2xdx;
sinx
J‘ 2x+5 dx J. : dX

8. ) X +2x : ) 1—-sinx



) J‘ Tx+3 dx
9. a)Je xdx; 6)” X’ —4x+5 B)Iarctgzxdx;
3x—1 J‘ dx
J- 43 dx 8 —4sinx + 7cosx
10.r)" X +2x ) .
x’ 9x+10
dx ——dx
11_a)J2+x4 ; 6)Ix2—6x+10 ;B)j(5x+l)lnxdx;
J- 8x+5 d j dx
12.1) X+ x+2x+2 x; 1) 2sinx+cosx+3l
J-,/lnx@ Iﬂdx ‘
13.a) x 6) x*—8x+10 - B)I(8X—2)51n5xdx;
J- Tx—2 I J-1+tgxdx
14.71) X =3x*+x-3 ; ) l-1gx
X 3x+7
j dx _ 22X R
15.)" V1-2¢" 6)Ix2—8x+17 : B)I(x 3)e dx;
[ g [
16.1) X +4x ) (1-cosx)
x’ 5x-2
dx ———dx
17.a)J.2x4+5 : 6)jx2—2x+5 : B)I\/;1H3xdx;
in2
J' 3x I J- sm-)zc I
18.1) X HxP+3x+3 ) 1+sin” x
i [T }
19. a) xlnx; ) 2 +6x+13 ; B)I(2x+8)e dx;
2 cos2x
J‘ 3x dx dex
20.r)" x -1 m)” €08 x+sin’x

17-18-Amaliy mashg’ulot. Mavzu: Aniq integral, xossalari. N’yuton-Leybnits formulasi.

Nyuton — Leybnits formulasi.

Agar [a,b] oraliqda VACY) ning biror boshlang‘ich funksiyasi F(x) bo‘lsa, quyidagi Nyuton-
b
[ reodx = Fp) — F(a) = F( I}

Leybnits formulasi o’rinlidir: «

1 1
J‘xdx=1x2 zi(l2 —02)=1;
2 2

: 2
1-misol. 1) ©

0

3

3
J.xdx:lxz
S 2

1@ oy_ls_sl
2 2 2

2

2)

2-misol.



2

2
_f(xz +2x+1)dx:[%x3 + X? +xj
-1

-1

1 s 2 1 3 2 _
:[5.2 + 2 +2]—[§(—1) + (-1 +(—1)]_9

4 4 1 2 E 4 2 E § 1
I«/xdx:szdx:—xz =—(4%2 —02)=5=—
3-misol. © 0 3 0 3 3
1 1 2
IeXdX:eX —el_e_l=e—1=e 1
4-misol. -1 € e
e dX e
I—zlnx =lne—-In1=1-0=1
5-misol. ? X 1
¢ dx ! 3
j =In(x+2) =In(1+2)—In(0+2)=In3—In2=In>=0,4055
6-misol. ©° X2 0 2
3 3 2
J‘ezxdx _ %ezx :%(ez-s _ez-l) _ %(e_l)
8-misol. * 1
2 . 2 . T . T 1 1
Icosxdx:smx =sin=—-sin==1-=-==
pt x 2 6 2 2
9-misol. © 6

1-topshirig.Aniq integrallarni hisoblang.

X
w
o

X

©

3

1. I sin4xdx
1
F 1 dx

2. (x2+—jdx 9
! x* Jx -1
4

3. [+/xdx 10, [
1 e +1
1

dx

4. —— X

{ 4 — x? 11. dx
a—X

a\/§ dX
> J‘a2+x2 -
a 12. | sin xcos? xdx
3 x
6. Ie3dx
0 13. | In(x +1)dx

Otek Oy OV |D Ot Al © Oty



14, _[x3dx
15.j(x24~£i)dx
4
16. _[\/;dx
1

T dx
17. | ——
£V4—X2



19-20- EHTIMOLLAR NAZARIYASINING BOSHLANG’ICH TUSHUNCHALARI.

Elementar hodisalar fazosi — ehtimolliklar nazariyasi uchun asosiy tushuncha bo‘lib, unga
ta’rif berilmaydi. Formal nuqtai nazardan bu ixtiyoriy to‘plam hisoblanib, uning elementlari
o‘rganilayotgan tajribaning “bo‘linmaydigan” va bir vaqtda ro‘y bermaydigan natijalairdan
iborat bo‘ladi.

Elementar hodisalar fazosi Q harfi bilan belgilanib, uning elementlari (elementar
hodisalar) A, B, C,... lardan tashkil topgan to’plamni y harf bilan belgilanadi. Faraz gilaylik y
to’plam chekli yig’indiga nisbatan (agar Ai,A2, ...An - hodisalar bo’lsa, u holda U7, A4, -
hodisa), kesishmaga nisbatan (agar A1,Az2, ...An - hodisalar bo’lsa, u holda N}, A4, - hodisa) va
to’ldiruvchiga (Q ning A tegishli bo’lmagan elementlaridan tashkil topgan to’plam bo’lib, bu
to’plam A° orqali belgilanadi) nisbatan yopiq bo’lsin. Agar A va B lar hodisalar bo’lsa,
AnB = AB sifatida A va B hodisalar bir vaqgtda yuz beradigan hodisani, 4 U B sifatida A yoki
B hodisalardan biri yuz beradigan hodisani A° sifatida esa A hodisa yuz bermaydigan hodisani
tushunamiz.?*

Ehtimollar nazariyasi “Tasodifiy tajribalar”, yani natijasini oldindan aytib bo'Imaydigan
tajribalardagi gonuniyatlarni  o'rganuvchi matematik fandir. Bunda shunday tajribalar
garaladiki,ularni o’zgarmas (yani bir xil) shartlar kompleksida xech  bo’lmaganda nazariy
ravishda ixtiyoriy sonda takrorlash mumkin, deb hisoblanadi.

Bunday tajribalar har birining natijasi tasodifiy hodisa roy berishidan iboratdir. Biz
kuzatadigan hodisalarni quyidagi uch turga ajratish mumkin: mugarrar, ro’y bermaydigan va
tasodifiy hodisalar.

Mugarrar hodisa deb tayin shartlar to'plami S bajarilganda albatta ro’y beradigan hodisaga
aytiladi.

Mumkin bo’Imagan hodisa deb shartlar to'plami S  bajarilganda mutlogo ro'y
bermaydigan hodisaga aytiladi.

Tasodifiy xodisa deb shartlar to"plami S bajarilganda ro’y berishi ham, ro’y bermasligi ham
mumkin bo’lgan xodisaga aytiladi.

Masalan, tanga tashlaganda, u gerbli tomoni, yoki ragamli tomoni bilan tushishi mumekin.
Shu sababli “tanga tashalganda gerbli tomoni bilan tushdi” xodisasi  tasodifiydir.

Masalan,

1) Tangani ikki marta tashlash (yoki ikkita tangani birdaniga tashlash)

tajribasi uchun Q ={GG, GR, RG, RR}.

Bu yerda GG— tangani ikki marta ham “gerb” tomoni bilan tushish

hodisasi, RG— birinchi marta “ragam” tomoni, ikkinchi marta esa “gerb” tomoni

bilan tushish hodisasi va qolgan GR, RR hodisalar shularga o‘xshash hodisalar

bo‘ladi. Bu holda |Q| =4 va GR, RG hodisalar bir-biridan farq giladi.

2) Tajriba o‘yin kubigini 2 marta tashlashdan iborat bo‘lsin. Bu holda elementar hodisalar
ushbu ko‘rinishga ega: Aij=(i,]) 1,)=1,2,...,6.

Bunda Ai; hodisa kubikni birinchi tashlashda i ragamli yoq, ikkinchi tashlashda j ragamli
yoq tushganligini bildiradi.

Bu tajribada elementar hodisalar fazosi Q ={ Aij, i,j=1,2,...,6}. Elementar hodisalar soni
|Q| = 36.

Agar tajriba natijasida A ga kirgan @ elementar hodisalarning birortasi ro'y bersa, A
hodisa ro’y bergan deyiladi.

Agar shu elementar hodisalardan birortasi ham ro’y bermasa, A hodisa ro'y bermaydi,
unda A xodisaga teskari xodisa ro'y bergan deyiladi.

(4 orqali belgilanadi)
Ava A ozaro garama-garshi hodisalar deyiladi.

24 Mathematical Literacy for Humanists, Herbert Gintis, 57-64 226 betlarning mazmun mohiyatidan foydalanildi.
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Mugarrar hodisani €2 bilan belgilaymiz. Mumkin bo"Imagan xodisani & bilan belgilaymiz.

2. Agar A hodisani tashkil etgan elementar hodisalar B hodisaga ham tegishli bo‘lsa, A
hodisa B hodisani ergashtiradi deyiladi va A c B kabi belgilanadi.

42-rasm
Agar Ac B va Bc A, ya’ni A hodisa B ni ergashtirsa, va aksincha, B hodisa A
ni ergashtirsa, A va B hodisalar teng deyiladi va A= B kabi belgilanadi.
6. A va B tasodifiy hodisalarning yig ‘indisi deb, shunday C hodisaga aytiladiki, bu
hodisa A va B hodisalarning kamida bittasi ro‘y berganda ro‘y beradi va C=AUB (yoki
C = A+ B) kabi belgilanadi.

7. A va B tasodifiy hodisalarning ko ‘paytmasi deb, shunday C hodisaga aytiladiki, bu
hodisa A va B  hodisalar bir paytda ro‘y berganda ro‘y beradi va

C=AnNnB (éku C=A-B) kabi belgilanadi (3-rasm).

8. A va B tasodifiy hodisalarning ayirmasi deb, shunday C hodisaga aytiladiki, u A
hodisa ro‘y berib, B hodisa ro‘y bermaganda ro‘y beradi va C=A\B (éxu C=A-B)

kabi belgilanadi.

Agar AN B =3 bo‘lsa, A va B hodisalar birgalikda bo ‘Imagan hodisalar deyiladi.

Agar AA =2 (i=]) 6a A+A+..+A =Q bo‘lsa, uholda A1, Ay, ..., Ay lar

hodisalar to‘la guruxini tashkil etadi deyiladi.

Murakkab hodisaning ehtimolliklarini oddiy hodisalarning ehtimolliklarini hisoblash
orqali topiladi.

Birgalikda bo’lmagan hodisalarning ehtimolliklarini qo’shish qoidasi. Ikkita
birgalikda bo’lmagan hodisadan istalgan birining ro’y berish ehtimolligi bu hodisalar
ehtimolliklarining yig’indisiga teng:

P(A+B)=P(A)+P(B)

Natija: Har ikkitasi birgalikda bo’lmagan bir nechta hodisalardan istalgan birining ro’y
berish ehtimolligi bu hodisalar ehtimolligining yig’indisiga teng.

P(A+A,+.+A)=P(A)+P(A)+..+P(A)

Birgalikda bo’lgan hodisalar ehtimolliklarini qo’shish qoidasi. Ikkita birgalikda
bo’lgan hodisadan kamida bittasining (hech bo’lmaganda birining) ro’y berish ehtimolligi bu
hodisalar ehtimolliklari yig’indisidan ularning birgalikda ro’y berish ehtimolligini ayrilganiga
teng:

P(A+B)=P(A)+P(B)-P(AB) @

Bu qoida istalgan chekli sondagi birgalikda bo’lgan hodisalar uchun umumlashtirilishi
mumkin. Masalan, uchta birgalikda bo’lgan hodisa uchun:

P(A+B+C)=P(A)+P(B)+P(C)-P(AB)-P(AC)-P(BC)+P(ABC)

Natija. Qarama- garshi hodisalarning ehtimolliklari yig’indisi birga teng:

P(A)+P(A) =1

Bundan

P(A)=1-P(A)

1-masala: Idishda 40 ta shar bor, ulardan 15tasi oq rangda, 5 tasi yashil rangda, 20 tasi
sariq rangda. Rangli shar chigish ehtimolligini toping.
Yechilishi: Rangli shar chigishi bu yashil shar yoki sarig shar chigishini bildiradi.
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A= { yashil shar chigish hodisasi |
B= { sariq shar chigish hodisasi }

Ularning mos ravishda ehtimolliklari P(A) = il = 1 P(B) = 20 = 1
40 8 40 2
A va B hodisalar birgalikda emas ( bir rangli shar chigishi boshga rangli shar chigishini
yo’qqa chiqaradi).
Izlanayotgan ehtimollik quyidagiga teng

P(A+B)=P(A)+P(B) =

+

N |-~
oo | ol

|-

Takroriy ehtimollik

Faraz gilaylik ©2 — hodisalar fazosi bo’lib, undagi hodisalar soni n ta, A hodisa esa bu
elementlardan m tasini 0’z ichiga olsin. U holda, A hodisaning ehtimolligi m/n ga teng. Bu
ehtimollikni boshqgacha ko’rinishda ham tariflash mumkin.

Faraz gilaylik, tajriba n ta alohida bir- biriga 0’xshash natijalarga ega bo’lsin. Shuningdek
A - natijalarning qism to’plami bo’lsin va A ning elementlar sonini n(A) harf bilan belgilanadi.
U holda, A hodisaning ehtimolligi P(A)=n(A)/n ga teng bo’ladi.®

Endi tajribani bir necha marta takrorlaylik va har bitta natija takrorlanmaydigan bo’lsin.
Olaylik, A — har bir sinovda amalga oshadigan yoki oshmaydigan hodisa bo’lsin. 1,.(4) orgali t
— tajribagacha A hodisa amalga oshgan natijalar soni bo’lsin. U holda, A hodisaning nisbiy
chastotasi deb, n.(4)/t songa, A hodisaning ehtimolligi 11_13; n,(A)/t songa aytiladi.

Agar A va B hodisalar uchun P(A) ning giymati B hodisaning amalga oshish yoki
oshmaslikka bog’liq bo’lmasa va P(B) ning qiymati A hodisaning amalga oshish yoki

oshmaslikka bog’liq bo’lmasa, u holda A va B hodisalar bog’ligmas deyiladi.
Agar A va B bog’ligmas hodisalar bo’lsa, u holda P(AB)= P(A)P(B) tenglik o’rinli.

Ehtimolning klassik ta’rifi. Kombinatorika elementlari
Ehtimolning klassik va geometrik ta’riflari. Kombinatorika elementlari.
Ehtimollikni to’g’ridan-to’g’ri hisoblashga doir masalalar. Nisbiy chastota.
Ehtimol termini hodisaning amalgam oshish, ro’y berish imkoniyatining obyektiv o’lchovini ifodalaydi.

Biror tajriba natijasida sondagi €;,€,,..., €, elementar hodisalardan birortasi ro’y berishi mumkin bo’lsin,

ya'ni U = {el, €,,.., €, } bo’lsin. Bu elementar hodisalarga quyidagi shartlarni qo’yamiz:

1) hodisalar juft-jufti bilan birgalikda emas, boshgacha qilib aytganda, istalgan ikkita €; va €; (i * j) hodisa
uchun ulardan biri ro’y bersa, ikkinchisi albatta ro’y bermaydi.

2) €,,€,,..., €, hodisalar yagona mumkin bo’lgan hodisalar, ya’ni ularning birortasi albatta ro’y berishi lozim.

3) €.,€,,..,€, hodisalar teng imkoniyatli. Bu shart €,,€,,...,€, hodisalardan birortasining boshgalaridan
ko’proq ro’y berishiga yordam beradigan hech qanday obyektiv sabablar yo’qligini anglatadi.

Aytaylik, A hodisa berilgan bo’lib, u €; i= ﬁ elementar hodisalardan ba’zilari ro’y bergandagina ro’y bersin.

Bunday holda biz g, (i :1,n) elementar hodisalardan ro’y berishi A hodisaning ro’y berishiga ham olib
keladiganlarini A hodisa qulaylik tug’diradigan hodisalar deb ataymiz.
Aytaylik, garalayotgan n ta €,,€,,...,€

, elementar hodisadan m tasi A hodisaning ro’y berishiga qulaylik

tugdirsin, ya’'ni A= (ekl - ) bo’lsin.
1. Ehtimolning klassik ta’rifi. A hodisaning ehtimoli deb A hodisaning ro’y berishiga qulaylik

tug’diruvchi hodisalar sonining teng imkoniyatli barcha elementar hodisalar soniga nisbatiga aytiladi va quyidagicha
belgilanadi:

_m A gakirganelementarhodisalarsoni
n barchaelementarhodisalarsoni

P(A)

25 Mathematical Literacy for Humanists, Herbert Gintis, 57-64226 betlarning mazmun mohiyatidan foydalanildi.
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Ehtimolning xossalari.
a) mugarrar hodisaning ehtimoli birga teng:
PU)=1.
b) mumkin bo’lmagan hodisaning ehtimoli nolga teng:
P\)=0,
c) istalgan A hodisaning ehtimoli quyidagi qo’sh tengsizlikni qanoatlantiradi:
0<P(A)<1.
Klassik ta’rifdan foydalanib masalalar yechishda kombinatorika elementlari muhim rol o’ynaydi, shuni e’tiborga
olib kombinatorikaga doir ba’zi tushunchalar bilan tanishib o’taylik.
Har ganday narsalardan tuzilgan va bir — biridan yo shu narsalarning tartibi bilan, yoki shi narsalarning
o’zlari bilan farq qiluvchi turli gruppalar birlashmalar deb ataladi.
Birlashmalar uch xil bo’lishi mumkin: o’rinlashtirish, o’rin almashtirish va gruppalash. Ularning har birini
ko’rib chiqaylik.
1) n elementini m tadan (bunda M < N) o’rinlashtirish deb shunday birlashmalarga aytiladiki, ularning har
birida berilgan n ta elementdan olingan m ta element bo’lib, ular bir — biridan yo elementlari bilan, yoki

elementlarning tartibi bilan farq qgiladi. n ta elementdan m tadan barcha o’rinlashtirishlar soni Anm kabi belgilanib,
u

A" =n(n-1)..[n—(m-1)]
formula bilan hisoblanadi.

2) Agar o’rinlashtirishlar n ta elementdan n tadan olingan bo’lsa (ya’ni fagat elementlarining tartibi bilan
farq qilsa), bunday o’rinlashtirishlar o’rin almashtirishlar deb ataladi, u holda yuqoridagi formulaga ko’ra n ta
elementdan barcha o’rin almashtirishlar soni quyidagicha bo’ladi:

P =n(n-1)..1=n!
3) Agar n ta elementdan m tadan tuzish mumkin bo’lgan barcha o’rinlashtirishlardan bir — biridan eng
kamida bir element bilan farq giladiganlarini tanlab olsak, u holda gruppalar (kombinatsiyalar) deb atalgan

birlashmalarni hosil gilamiz.
n ta elementdan m tadan barcha gruppalashlar (kombinatsiyalar) soni

o nt nn-1.[n-(m-1)]
Co = mi(n—m)! m!

formula yordamida topiladi.
Yugoridagi 3 ta formulauchun A =C." - P, munosabat o’rinlidir.

Shartli ehtimollik. Ehtimollarini qo’shish teoremalari
Shartli ehtimollar.
Bog’liq va erkli hodisalar ehtimollari qo’shish teoremalari.

Ehtimolning geometrik ta’rifi. Biror Q soha berilgan bo’lib, bu soha Q, sohani 0’z ichiga olsin, Q sohaga

tavakkaliga tashlangan nugtaning Q1 sohaga tushish ehtimolini topish talab gilinadi. B yerda barcha elementlar
hodisalar to’plami Q ning barcha nugtalaridan iborat. Binobarin, bu holda klassik ta’rifdan foydalana olmaymiz.
Tanlangan nugta Q ga albatta tushsin va uning biror Q, gismiga tushish ehtimoli shu Q, gismining o’lchoviga
(uzunligiga, yuziga, hajmiga) proparsional bo’lib, Q, ning formasiga va Q, gism Q ning qayerda joylashganligiga
bog’lig bo’lmasin. Bu shartlarda qaralayotgan hodisaning ehtimoli
p_ mesQ
mesQ

formula yordamida aniglanadi. Bu formula yordamida aniglangan p funksiya ehtimolning barcha xossalarini
qanoatlantirishini ko’rish qiyin emas.

60-mavzu. Ehtimollari ko’paytirish teoremalari: Bog’liq va erkli hodisalar ehtimollari ko’paytmasi haqidagi
teorema. Birgalikda bo’lmagan hodisalar ehtimollari uchun qo’shish teoremasi.

Ehtimolning statistik ta’rifi. Ehtimollar nazariyasining ko’pgina tatbiglarida ehtimolning statik
ta’rifi deb ataluvchi ta’rifdan foydalaniladi. Har birida biror hodisaning ro’y berishi yoki ro’y
bermasligi kuzatiladigan tajribalarni sharoitni o’zgartirmagan holda cheksiz ko’p marta tajrorlash
mumkin bo’lsin deb faraz gilaylik. Masalan, 0’yin soqqgasini yoki tangani tahslash, nishonga 0’q
uzish va shunga o’xshash tajribalarni cheksiz ko’p marta takrorlash mumkin.
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Aytaylik, tajribalar soni n yetatlicha katta bo’lganda bizni gizigtirayotgan A hodisa m
marta ro’y bergan bo’lsin.

W(A)= % nisbat A hodisaning nisbiy chastotasi deb ataladi.

Ko’p kuzatishlar shuni ko’rsatadiki, agar bir xil shart-sharoitda tajribalar o’tkazilib,
ularning har birida sinovlar soni yetarlicha katta bo’lsa, u holda nisbiy chastota turg’unlik
xossasiga ega bo’ladi.
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