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SO'Z BOSHI

Hozirgi vagida matematik metodlar fan, texnika va xalg
x0'jaligining ko'p sohalarida turli—tuman masalalarni hal
((llishda keng go'llanilmogda. Ayniqsa, xalq xo'jaligining barcha
sohalarida kompyutrlarning yalpi go'llanilishi munosabati bilan
matematik usullarning ahamiyati yanada ortdi.

No matematik mutaxassisliklarda matematikani o'gitishdan
magsad — talabaning mantigly fikrlashini o'stirish va tatbigiy
masalalarni matematik usullar  bilan tekshirish malakalarini
hosil gilishdan iboratdir.

Zamon talabi o'gitilayotgan fanning mos mutaxassisliklar
ho'yicha amaliy tatbiglarini hisobga olishni talab etmoqgda.

Ushbu o'quv ‘go'llanma biologiya— tuprogshunoslik va
ximiya mutaxassisliklari talabalari uchun muljallangan o'quv
feja va o'tiladigan o'quv  dasturidan kelib chiggan holda
vozilgan. O'quv qo'llanmada oliy algebra, analitik geometriya,
matematik —analiz va differentsial tenglamalar  bo'limining
clementlari, hamda mustagil yechish uchun misol va masalalar
keltirilgan,

Bundan tashqari ba'zi biologiya va ximiyada uchraydigan
ayrim masalalarning matematik modellari keltirilgan.



I-BOB.
DASTLABKI TUSHUNCHALAR.

1—-§. To'plamlar va ular ustida amallar. -

19, Matematikada vozuvni  gisqartitib  ifodalash,
shuningdek iboralarni ixcham aytish magsadida maxsus belgilar
(mantigiy belgilar) dan foydalaniladi:

1) => belgi «agar ... bo'lsa, u holda ... bo’ladi» iborasi o'rnida;

2) V belgi, <har ganday», «ixtiyoriy», «barchasi uchun» so'zlari
va s0'z birikmalari o'mida;

3) 3 belgi, «mavijudki», «topiladiki» so’zlari o'rnida;

4) < belgi, ikki ekvivalent tasdigni ifodalashda;

5} := belgi, «ta'rifga ko'ra teng» so'z birikmalari o'mida;

6) e belgi, «tegishli», ¢ yoki & belgilari esa «tegishli emas»
so'zlari o‘rnida ishlatiladi.

To’plam  matematikaning boshlarig'ich tushunchalaridan
bo'lib, uni ob'ektiaming ma'lum belgilar bo'yicha birlashmasi
(majmuast) sifatida tushuniladi.

.. Bir. gancha .ob'ektlarni birgalikda vyangi ob’ekt deb
qgarash mumkin. Bu yangi ob'ektga fo'plam_ deyladi.

Bitta ham elementqa ega bo'lmagan to'plam  bo'sh
to'plam deyiladi va @ kabi belgilanadi.

Odatda, to'plamlar bosh harflar, uni tashkil etuvchilari
(elementlari} kichik harflar bilan belgilanadi.

To'plamning P xususiyatli x elementlaridan tashkil topgan
to'plam quyidagicha {xl P} belgilanadi.

2%, 1kki A va B to'plamlar berilgan be'lsin. A to'plam B
ning qismi (A<Bj, A va B to'plamlar tengligi (A = B}, Ava B
to'plamlar yvig'indisi (AUB), A va B to'plamlar ko'paytmasi
(AnB), A to'plamdan B to‘plamning ayirmasi {4\8) quyidagicha
ta'riflanadi:

dc B aed>aeh
A=8 AcB, Bc d,
AuB:z{x{xEAé’xuxEB};
AnB ={x|xed, xcB}
A\B:= {x] xc 4, xT B}



1—misol, A={xeN|-3<x=<5} va
B= {xe N| x?+2x-3= 0} to'plamlar uchun 4w B, 4\B, BN L, ANB
lar topilsin.
‘A:{xeN|-3<x£S}={1,2,3,4,5} , va
B= {: eN|xt+2x-3= 0}= 1} ekanligidan quyidagilarni hosil
ilamiz:
AUB={1,2734,5}
A\B={2,3,4,5}
BV A=,
Ang =4

2 — misol, Agar ikki A va B to'plamlari uchun
AVB=8\A
bo'lsa, A va B lar haqgida nima deyish mumkin?
1 Ravshanki,

xedA\B=xed, xEB, = ANE
= xE 2
XEBVA B, 2 €A :

Demak, bu to’ plarn]ar kemshmaydj 4

3 — misol. 4= {x{ x°-8x+15= 0} to'plamning barcha qism
to‘plamlarini yozing.

4 A=1{3,5} ekanligini ko‘rish qiyin emas. Bu to’plamning
barcha gism to‘plamlari quyidagi to'plamlardan iborat bo'ladi:

@, B} i) sy ?
4 — misol, Ushbu

1) {i2}e }{L3£{‘23}}
2 {lz}c{{i @3, {3) {238

munosabatlar to'g'rimi? .

{ Agar A={1;2} va B={§2L{3i {238 deb belgilasak, B
to'plam elementlari orasida. A to'plamga teng bo’'lgan element
bo'lmaganligi sababli 4 € B = 1) — munosabat to’g'ri emas.
Ac B esa bajariladi, chunki 1e B va 2 B Demak, 2) —
munosabat to'g'ri. » :



5 — misol. A, B, 8 to'plamiari uchun ushbu
- (D BINC ={AnCI(BAC)

tanhikning o'rindi ho'lishi ko'rsatilsin, o
1 Aytaylik, xe{ai8inc bo'lsin. Yuqorida keltirilgan
to'plamlar ustida amallar ta'riflartdan foydalanib topamiz:

xe(AiB)mCaxeA\B, xeCea
=»xed, xeB xeC=2>xedAnC, xe€ BnC=
= xe{dnCh{BENC)
Demak,
(AVBIN T S (ANCIUEBAC) {1
Endi xe{dnch{anci bo’lsin. Unda

xednC, xe Bl xe d,xel,
x€RxadjBxeCmxe(d\B)nd

Demak,
{AnCNBAC)c (A BINC. - {2)

(1) Ya (2) munosabatlardan
(A B)E = (AnCNBAC)

bo'lishi kelib chiqadi. *
6 ~ misol. A, B, S to'plamlari uchun ushbu

(AABIC = (4\OI(BAC)

tenglikning bajarilishi ko'rsatilsin.
4 Faraz qx]ayhk xe{A\B):C bo'lsin. Unda
o xed\B, xE€U >3 A, xEB,
LT XxECD xa AVC, xEBVC D xe (AACIVBNC),

Demak, | -
N : {4V BINC e (ANO(BC). {3)



Endi xec{(21Ch 3 0) bo'lsin, Unda

26 ANC, xEB\C=2rxed x€l.
xeA\B =2 xed\BrEC. = xe{A\M\C,

Demak,
(ANCHBAC) c (A BINC. (4)

(3) va {4) munosabatlardan
{(A\BINC = (41 O {BOY

bo'lishi kelib chigadi, ?

Mustaqil yechish uchun misol va masalalar.
Berilgan A va B to'plamlar uchun
AUB, A\B, B\4, AN B

to'plamlar topilsin.
. A={xeN|2<x<3} B:{xixz—x-—zzt)}
J: AuB={113) A\B={;3} B\A={-1} 40B=])}
2. A=txeN|sinx=0, xel-x Br-{x.e N{ms%:—ﬂ, relt; Zx]}.
I auB={152,35 AAB=0} B\A={}, 4nB=1{;3]
3. A={:2:4} B={2, 3}
jr auB={t234), A\B=(4, B4, AnB=(2}.

4, Ar{xir’—?xq-ﬁ:o}, B= {16}
Ji auB=l6}, A\B=g, Bld=g, AnB={i6}.

5. Agar A_z{xeNI2<x£6}, B={xeNll<x<4}va

C= {xeN{xz ~4 ={)} bo'lsa,
1) BuC, 2) 4nBrC. 3) AuBuC, 4) (4nBu(BuC) to'plamlar
topilsin.



J: 1) {2:3}, 2) ¢, 3) {2: 3; 4 5; 6}, 4) {2: 3}
6. A={xe N|l<x<d} B={c|{x*-9=0}
bo'lsa, A B to'plamning barcha gism to'plamlari topilsin.
J: ¢ {=3} {2}, {3}, {4}, {=3; 2}, {=3; 3}, {-3; 4} {&
3442 4}.{3: 4} {—3 23} {—3 2 4}, {334}, {2 3
7. Agar A={xe N|{0<x<3} B:{xeNi—-1<z<4}va

C={ceN|x*-9=0}bolsa, 1) BUC, 2) ANBAC, 3)
AuBuE, 4) (dnB)ulBuc) to'plamalr topilsin.
Jr 1{231,2)¢.3)81:2:3}.4) (23} .
8. A={ceN|x’-16=0} B={xreN|-4<x<2} bolsa,
AU B to'plamning barcha gism to‘plamlari topilsin.
Ji o {0,423, 443. {12), {14}, {243, {1:2:4}.

9. A to'plam 2 ga bo'linuvchi barcha natural sonlar to'plami, B
esa 3 ga bo'linuvchi barcha natural sonlar to'plami bo'lsa, A B
to'plam ganday bo'ladi?

J: 6 ga bo'linuvchi barcha natural sonlar to'plami.
10. Agar B < A bo'lib, ushbu

AnX=8B

tenglik bajarilsa, unda X to'plam ganday bo’ladi?

X =B
11. Agar X=A\(BuC(), ¥Y=(4\Byu(4\C) bo'lsa, unda X va Y
to'plamlar ganday munosabatda bo‘ladi?

I Xec¥

A, B va S to'plamlar uchun quyidagi munosabatlarning
bajarilishi ko'rsatilsin.
12. AUBAC)={AUB)N(AUC).
13. ABUO) =(A\B)\C.
14. Agar

X = Au(B\CQ), ¥ =AU B\ (4uC)

bo'lsa, X va Y to'plamlar ganday munosabatda bo'ladi?

EX5¥
15. A to'plam 3 ga bo'linuvchi barcha natural sonlar to'plami, B
esa 5 ga bo'linuvchi barcha natural sonlar to'plami bo'lsa, AN B
to'plam ganday bo'ladi?

J: 15 ga bo'linuvchi barcha natural sonlar to'plami
16. Ushbu

1o



(a\ByuB=4

lenglik fagat B < A bo'lgandagina bajarilishi ko'rsatilsin.
I'7. Ixtiyoriy A, B va S to'plamlari uchun ushbu

(auB)Bc{a\ByuC

munosabatning bajarilishi ko'rsatilsin.

Ixtiyoriy A, B wva S to'plamlar uchun quyidagi
munosabatlarning bajarilishi ko'rsatilsin.
8. An{4uB)=A
19. A\(4\B)= 4B
200 (Bye(BVAYU(AnB)= 4UB.
21, (v BYu (BN A) = (4w B\ (4~ B).
22 an(BuC)=(4nB)u(4uC)
23. Agar X =(4nB)\C, v=(#\C)}~(B\C) bo'lsa, X va Y to'plamlar
(janday munosabatda bo'ladi?

L E=F.
24. Agar A to'plam 4 ta elementdan iborat bo'lsa, uning gismiy
lo'plamlaridan tashkil topgan to'plamning elementlari soni 16 ta
bo'lishi isbotlansin.
25. Agar A to'plamning elementlari soni m ta, B niki n ta bo'lib,
p va g to'plamlarning elementlari soni mos ravishda r va q ta
bo'lsa
p=m+n—q

bo'lishi isbotlansin.

2—§. Xaququit sonlar.
1. Xaguqgnii sonlar. Sanash jarayonida ishlatiladigan 1, 2, 3,
.. sonlar natural sonlar deyilib, natural sonlar to'plami N bilan
belgilanadi:
N={23,..n.}
Barcha natural sonlar, nol soni va barcha manfiy ishora

bilan olingan natural sonlardan tashkil topgan to'plam butun
sonlar to'plami Z ni hosil giladi:



Z={.-3-2-0002 0
s

=ieZe3e _e(z—1}en

Bu  "n faktorial” deb o'giladi.

o=1, deb gabul gilingan.

¢! binomial koeffilsentni guyidagi ko'rinishda aniqlaymiz:
A nl '

G =, nkeN, k<o
Kla-1Y

Barcha »en lar uchun C,‘fzi deb hisoblaymiz.
Quyidagi xossalarni keltiramiz,

1y G =,

2) O Lt

.l

Bu  xossalardan binomial koeifitsent natural son
ekanligi kelib chigadi. .

Lo dan foydalanib Nyuton binomi formulasini
keltiramiz: :

L
{x+a) =" +Cx™'a+ Clx"a +.. + O 46" =y, Chxalne N
P

_ Nyuton binomi  formulast xususiy hollarda quyidagi
ko'rinishlarda bo'ladi:

(.r-l»a)z_ =x’ +2ya+a’,
(x +af =x +3x%a+3xd" +a°,

(r+a) =x*+dxa+6x’a" +4xa’ +a'.
Ma'lumki, gisqarmaydigan £{(peZne¥) kasr ko'rinishida
’ L

ifodalanadigan son ratsional son deyiladi va barcha ratsional
. sonlar to'plami Q deb belgitanadi:

- Q ={r=-‘§]peZ,néN,(p,n)=l}.

1z



P
n

hant deyiladi. O'nli kasrlar uch xil bo'ladi:

Agar kasrning maxraji 10** ko'rinishda bo'lsa, uni o'nli

I) chekli o'nli kasrlar (1,5; 0,17; —0,01);

2) cheksiz  davriiy o'nli  kasrlar {0,888..=0,(8);

0,11777..=0,11(F));

I} cheksiz davriy bo'lmagan o'nli kasrlar (3,14..; 2,71..).

Har qanday ratsional son chekli o'nli kasr yoki cheksiz
duvily o'nlil kasr ko'rinishida ifodalanadi va aksincha.

(‘heksiz  davriy bo'lmagan o'nli kasr irratsiopal son
toyiladi,

Hatsional hamda irratsional sonlar umumiy nom bilan
lgigly son deb ataladi va barcha haqigiy sonlar to'plami R deb
helgilanadi.

2. Somlar o'gi. Haqiqgiy sonlar 1o'plami R bilan to'gri chizig
nuglalari to'plami o'zaro bir giymatli moslikda bo'ladi, Shu
sababli haqgiqiy sonlar to'plami sonlar o'gi voki hagigiy o'qg,
haqigly sonning o'zi esa sonlar o'gining nugtasi ham deyiladi.

re R son uchun
!'x, x>0
|« =<0, x=0
|

{=a x<0

migdor » ning absolyut giymati deyiladi.

xe R sonning o'zidan katta bo'lmagan butun qismi [x] kabi
yoziladi, {x}=x-[x] esa shu sonning kasr gismi bo'ladi.

Aytaylik,, ze 8 va ber bo'lib, a<4 bo'lsin.
Unda

[a,6]= {x < Rla < x <8} kesma (segment,)
(a.b)= {x S R‘a <x< 6} interval,
[a.6)={x e Rla< x < b} yarim interval,

(a.b]= ke Ra<xsb} varim interval deyilib, a va b lar
ularning chetki nuqtalari deyiladi. Shuningdek,

{a_;wo) = {x € RI.r = a},

(~w,a)=fre Rx<a},

(~m,100)= R
deb qaraymiz.

13



3. To'plamning chegaralari, Biror £ (£cR®)  to'plam
berilgan bo‘lsin. - B
Arap

I e Evic ESxsh,

bd'lsa. b, soni E  io'plamning eng katta elementi deyiladi
va :

by =maxE = max{xc £},

kabi belgilanadi.
Agar

da, e EVxeEDxza,

bo"l{sa e soni E  to'plamning eng' kichik elementi deyiladi

@ =minE = minflve £}

: “kabi belgilanadi. : -
- Agar

IMeR VicExsM (@meR YieE=msx)

bo'lsa, E to'plam vyuqgoridan {quyidan} chegaratangan, M{m)

soni esa E to'plamning yugori tguy:! chegarasi deyiladi.
Agar a+ {a,) soni

1) E io'plamning yuqgori {quyi) chegarasi bo'lib, :
2) E to'plamning ixtiyorty  yugori {(quym} chegarasti d uchun
axsd (azd} bo'lsa,

a ~ soni E to'plamning aniq_vyuqgori (anig guyi) chegarasi :
deyiladi va '

a =spk (o =iafE)

kabi belgilanadi.



| | teorema. « soni E to'plamning aniq yuqori chegarasi
B lishi uchun ushbu
I} «° soni E to'plamning yuqori chegarasi,
2] Vd<ar*dxeE=bx>d shartlarning bajarilishi zarur va
plarfi
o, soni E to'plamning aniq quyi chegarasi bo'lishi uchun
ushbu
') «. seni E to'plamning quyi chegarasi,
2) Wds=a  IxeE=x<d shartlarning bajarilishi zarur va
larhi

2-reopema. Faraz gilaylik, E«r bo'lib, E+®- bo'lsin.
Ayar I lo'plam yugoridan chegaralangan bo'lsa, u anig yogori
vhequraga ega. Agar E quyidan chegoralangan bo'lsa, u anig
uyt! chegaraga ega.

Agar E  vyuqoridan chegaralanmagan bo'lsa sup& =+,
iuyidan chegaralanmagan bo'lsa inf£= » deb garaladi.

I—misol. Ushbu
a=4+3, pP=log 6

wonlarning irratsional ekanligi ko'rsatilsin.

Faraz gilaylik, o ratsional son bo'lsin. Unda +3=£ bo'lib,
q

p va 4 laro'zaro tubdir:  (p.g)=1.

Ravshanki, p*=3¢" bo'ladi. Demak, p* son 3 ga bo'linadi.
I laqiqatdan ham, agar r son 3 ga bo'linmaydigan bo'lsa, unda
p=3k+1 yoki p=3k+2 (keZ) bo'ladi.

Agar p=3k+1 bo'lsa, p*=9k+6k+1, yani p* 30k +2k)=1
bo'ladi. Ayni paytda p’ son 3 ga bo'linganligi sababli,
p -3(3# +2() ham 3 ga bo'linishi lozim. Biroq, bu ayirma 1 ga
teng bo'lishi ziddiyatga olib keladi.

Xuddi shunga o'xshash p=3t+2 bo'lganda ham ziddiyat
kelib chiqadi. Demak, p soni 3 ga bo'linmaydi : p=3m.

Shuni etiborga olib, 4°*=3w* bo'lishini va yuqoridagi
mulohazaga ko'ra ¢ ning bham 3 ga bo'linishini topamiz: ¢ =3n.



Demalk, p va 4 sonlarning har biri 3 ga bo'linadi. Bu esa p
va ¢ larning o'zaro tub ekanligiga ziddir. Ziddiyat, 3 =—§~ deb

olinishi ogibatida sodir bo'idi. Demak, +3 ni £ ko'rinishida
g

ifodalab bo’lmaydi. ¥3— irratsional son .

f=log,6 sonini ham ratsional, yani log,6=£ deb faraz
g

2
gilamiz. Unda 7* =67 =¢" - bo'ladi. Bu tenglik hech gachon
o'rinli bo‘imaydi, chunki ¢ ~juft, 7" ~tog sondir.

Demak, log#® ni £ ko'rinishda ifodalab bo'lmaydi, u
q

irratsional son.
2-misol. Agér T —ratsional son va ao—irratsional son bo'lsa,
a+r irratsional son bo'lishi isbotlansin.
a+r=f deb belgilab, p—ratsional son ho'lsin deb faraz
gilamiz. = «=g-r~ratsional son. Ziddiyat hosil bo'ldi. Demak,
a+r = f# —irmatsional son.
3—misol. Agar o va g lar irratsional sonlar bo'lsa, unda
1) a+p,
2) o lar ratsional son bo'lishi mumkinmi?
«+@ ratsional son bo'lishi mumkin. Masalan, o=43 va
. B=2-+3 lar irratsional, Jekin @+ g=2 — ratsional. :
a+p8 o ham ratsional son bo'lishi mumkin.
Masalan, «=+3 va g=2log,2 larning irratsional ekanini
ko'rish giyin emas. Lekin of=43""'"=2 —ratsional son.

4~misol. a=3+45 sonining irratsional son ekanligi
ishotlansin.

Teskarisini faraz qilamiz, yani 3+5=+ ratsional son
bo'lsin. Unda VI+d5=r = 3+230 545247 Jﬁ:ﬁ—%. Bu

tenglikning o'ng temonida ratsional son turibdi, chapdagi +is
ning iratsional ekanini ko'rish gqiyin  emas. Ziddiyat
a=+3+J/sning irratsional son ekanini isbotlaydi.

S—misol. Ushbu -

X

x+1

x
P
x+1




longsizlik yechilsin.
'xl >x  tengsizlik x<0 bo'lgandagina bajarilgani uchun
huerllgan tengsizlikdan
x
——=<0
Xl

skanligini topamiz. Intervailar usulidan foydalansak —
- 1<x<0

ukanligini ko'rish qiyin emas.
6-misol. Zc R FcR lo'plamlar yuqoridan chegaralangan va
E+F= {x+yfxe Eye F}
bo'lsin, Unda
suplE + F) = sup E +sup I

ho'lishi isbotlansin.
Aytaylik, supE=a va supF =56 bo'lsin. Unda 1—teoremaga
ko'ra
NWxe E, x=a
sup bk <
2)Vd, <adx, e E= xy>d|,

DVyeF, y<b
sup <>
12WVd, <bIe E= yy > d,,

bo'ladi. Ravshanki,

VxeF x<a¥VyeF,ysb=x+y<a+b
Vd <alx, e E=x,>d Vd, <bIy,e F= y,>d,

bo'lishidan
Vd<a+b olib 3 x+yeE+F: x+y>d bo'lsin
Yana 1 — teoremaga ko'ra

sup(E+ F)=a+b



bo'ladi, Demak,

sup(E + F)=sup £ +sup F.

Mustaqil yechish uchun misol va masalalar.

1. Ushbu a=+5 va g=lg2 sonlarining irratsional ekanligi
isbotlansin.

2. Ushbu a=+2 va p=log,3 sonlarining irratsional ekanligi
isbotlansin.

3. Ushbu 1) 27=11, 2)x ~Tx+1=0 tenglamani
ganoatlantiruvchi ratsional son mavjud emasligi ko'rsatilsin.

4. Agar a, b va Ya++Jb ratsional sonlar bulsa, a va b
sonlar to'g’risida nima deyish mumkin?

5. Agar a va P —irratsional sonlar, r—ratsional son bo'lsa,
ushbu  1)a+r, 2)¥r, 3) aer , 4)fa+yB., 5) Na+dr
sonlarning gaysilari ratsional bo'lishi mumkin?

Ji Vr, Jar B

6. Ushbu 1) =7, 1*+3x+1=0 tenglamani qancatlantiruvchi
ratsional son mavjud emasligi isbotlansin.

7. J2 va 43 sonlar orasida joylashgan ratsional son topilsin.
J: bunday sonlar cheksiz ko'p, masalan %

8. Agar o va B —irratsional sonlar, r—ratsional bo'lsa,
ushbu 1) a+g, 2) Ja ., 3) ae B, 4 Jz+r va 5) Ja+r
sonlarning gaysilari ratsional bo'lishi mumkin?

J.oa+ g, o B, \/'CZ-;-T;‘
9. a=+2+43 sonining irratsional ekanligi isbotlansin.

10. Agar o va B — irratsional sonlar bo'lib, a+pg—
ratsional bo'lsa, unda «-# va «+2¢ larning bratsional son
bo'lishi ko'rsatilsin.




" Quyidagi soular irratsional ekanligi isbotlansin.

1

N e= .

R P
12, V5—~2.
Tengsizliklar yechilsin.
13, x+3>2 Ji o x e (w5~
14, jx-4+jx+4fs10. Ji ~55xx5.
15, pf<xel. J: x<_%.
16. {x—2<3. J -lex<s.
17, r+ 2+ -2 =12 J: x e (- wi-6]u 6,30}
i8. ]xz—2x[>x1v—]21{ J: o x<2 (x=z(

19. Agar a%, bo'lsa, . sonning butun gismi topilsin.
a
J: 1, agar %msi bo'lsa, 0 agar a>1! , bo'lsa

20. Ushbu E={-~-::-T1nzl} to'plamning chegaralanganligi
" :
ho'rsatilsin,
21. Ushbu 4={eQ ) <2} to'plamning anig yugori va quyi
chegaralari topilsin, _
J b Supd=v27  infd=—2

22. Ushbu sup{:}—-—fn & N} =1 tengiik isbotlansin.
T

23. Aytaylik, £cR va — £ ={§-x= £} bo'lsin. Unda
sup(- E}=—-inf &, inf(- £)=-supE bo’lishi isbotlansin.

i

i
24. Ushbu E:i f+4[neN} to‘plam uchun supE:l.infE:-;
n

bo'lishi ko’rsatilsin.

i9



. 3—§. Matematik induktsiya usuli.

Ma'lumki, fikr yuritish asosan ikki — deduktiv va induktiv
formalarda olib boriladi. Dedukisiya — fikrlashning umumiy
tasdiglaridan  xususiy tasdiglarga o'tish, indukisiya esa
fikrlashning xususily {asdiqglaridan umumly tasdiglarga o'tish
formasidir,

Aytaylik, A(m) biror tasdigni (fikr, mulohazani) ifodalasin
(ne N). Matematik induktsiya usulida:

1) n=m bo'lganda A(n) tasdiqning  to'g'riligi
(mulohazaning rostligi) tekshiriladi;

2} n=k bo'lganda (k>ny) A(n) tasdigni to'g'ri deb faraz
gilib, m=k+1 uchun A(r) ning to'g'riligi isbotlanadi
(A(k) = Ak +1));

3) vyugoridagi 1) va 2) bandlar ijobiy hal bo'lgan tagdirda
A(n) tasdig barcha r>ny lar uchun to'g'ri deb xulosa
chiqgariladi.

1—misol. Dastlabki n ta toq natural sonlar yig'indisi uchun

S, =1+3+5+..+(2n-1)=n" {1)

bo'lishi isbotlansin. _

*Bu ayniyatni matematik indukisiya usuli yordamida
isbotlaymiz.

1) n=1 bo'lganda §,=1= 12 bo'lib, A(1) to'g'ri.

2) nm=k da A(k) to'g'ri bo'lsin:
S =14345+..+2k-1) =K.

Unda

Sp=14+3+54+. .+ Ck-D+Qk+1)=8, +2k+1=

K 42k +1=(k+1)?
bo'ladi. Demak,
A(k)=> A(k +1).

Matematik induktsiya usuliga binoan (1) tenglik ixtiyoriy
natural n soni uchun to'g'ri bo'ladi *

20



2—misol. Vue N uchun n(n2+5) ning 6 ga bo'linishi
ko'rsatilsin.

‘1) n=1 bo'lganda I-(l2 +5)=6 bo'lib, A(1) tasdig to'g'ri.

2) mn=k da A(k) to'g’ri bo'lsin, yani k-(k2+5)6 ga
bo'linsin.

Unda

(k+1)- [k +1)% 4 5]= (k+1)- (k2 + 542k + 1) =
k- (K? +5)+ 26 + k+ k2 + 542k + 1= k(K% +5)+ 3k(k +1)+ 6
bo'lib, k(k+1) har doim juft son bo'lganligidan 3k(k+1) soni 6 ga

bo'linadi. Undan
A(k)= A(k +1)
ni topamiz. Demak, Yre N da n(uz +5) son 6 ga bo'linadi *
3—misol. Yee N va Vx>—1 uchun ushbu
(14 x)" 21+ nx (Bernulli tengsizligi) (2)

tengsizlik isbotlansin.

“1) n=1 bo'lganda (1+x)' =1+1-x bo'lib, A(1) to'g'ri.

2) m=k da A(k) to'g'ri bo'lsin:

A+ x)* 21+ kx 3)

lRavshanki, x>-1=1+x>0. (3) {engsizlikning har ikki
tomonini 1+ x ga ko'paytirib topamiz:

U+ > (14 kx) - (1+ x) =1+ ke +x + kx® 2 1+ (K +1)x
Demak,
A(k) = A(k +1)
Binobarin, Vre N va Vx> —1 uchun

+x)'21+nx

bo'ladi *
4—misol. Vare N uchun Ushbu
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t
sin2™ o
" cos@-cos2a-cosda-...-cos2a = -———_—_ ,a=0 (4)

2" sina

tenglikning o'rinli bo'lishi ko'rsatilsin.
1 1) n=1 da (4) tenglik o'rinli:

| .
cose cos2o =——-4sino-cosa - Cos2a =
sina

4 2 a
=~——1~-— 2sin2a- r,‘c:52a'--§lIl ------ @ s

4sing 4sino 22 alnC;
- 2} n=k da A{k) to'g'ri, ya'ni

v sin2¥ty
COS - COS2ar-cos4@- ... cos2 X = oo —
2" -sine

deb, n=k+) da A(k +1) ning to'g'ri bo'lishini ko'rsatamiz:

: 1 S 2"‘”0: k+1
cosa-cos20-cosda-..-cos 2 a-cos 2 o = e e0s?
2" sina
2. 51112“10: 04::032“+I _sin(2- 2“_[&) s:r_1_2f_+%
2.2% sine 22 Gna 22 sina

Demak, {4) tenglik Ve N uchun o'rinli *
S—misol, Ixtiyoriy natural n>1 uchun

(2m)t< 2% . (nt)? (5)

tengsizlik isbotlansin,

1) n=2 da (2- 2)r~4r—24 va 222 (2')2-16 4=64 bo'lib,
A(1) to'g'ri.

2) n=k da Afk} to'g'ri bo'lsin, va'mi (2k)< 22k-(k!)
tengsizlik bajarilsin. Unda '

3 . ) AL

22 %
i



(2k +2)1= M2k +1)- 2k +2) < 2% (k1) . (2k +1)- (2K +2) =

" 2k (K1Y - (2K +1)- (2k+2) _

22442 [ pyp . 2K 4)° -
[ ]2 22k+2 [(k ),]2
22]“.2_[(k_!_l)!F'(2k2+])(2k+2_)*22;h_2 [(k-:‘l)']z Zk +3k+l
2% . (k+ 1) W1 dk+2

2%+ [k + P

bo'ladi. Demak, (5) tengsizlik ixtiyoriy natural m>1 uchun

o'rinli. ?

Mustaqil yechish uchun misol va masalalar.

Matematik induktsiya usulini qo'llab, VmeN uchun
(quyidagi munosabatlarning to'g'riligi ko'rsatilsin.
+
. 14243+..+n= R 1)
2. P42 434 4mP=0+243 ..+’

Ko'rsatma: Avval 1—misoldan foydalanib, isbotlanishi
kerak bo'lgan tenglikni ushbu

L i TP [R(HH)J
i 2
tenglik ko'rinishida yozib oling.

n(4n’ —1)
2

IV, 1 1 n+2
(l~-}(l~ )l:]— - 2-]:--- -
4 9 (n+1)" | 2n+2

5. 1 +33+53+...+(2;|»t--1)3 =n? -(2n2 -1.

N +...+(2n—1)2 =

-

1 ] 1 n
G. arctg — +arctg - + ...+ arct, = are e
oy TRy B e

Ko'rsatma;
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+p5

arctga + arctgf = arctg l-a—a-ﬁ

tenglikdan foydalaning.
2 mn+1)2n+1)
= 6 s
(r-n i nn+l) 1
2 6

5. Pagdegtyl Lo

8 1434+6+10+...+ n(n-+1)(n+2).

8 1424274 4% apmg
(r-1)-n-(n+1)

10. 1:2+2:3+3:4+...+(n—-Dn= 3
0O 1 2 n—1 1

+ bt =1

o2t 3 nt nt

12 1:142-243-34 ..+ n-m'=(n+1)-1.

WL ad S S CLG

11.

13. 22+6%+..+(4n-2)?

a o o
14. cos  -Ccos --COS--—-...COS —= —— ——
2 4 8 on an &

15—20 misollarda ko'rsatilgan ifodalarni Yre N uchun gav
ichida ko'rsatilgan songa bo'linishi isbotlansin.

15 m-n (5ga). ‘

16. 672 +3"1 43" (11 ga).r® +11n (6 ga).

17 115122 (133 ga).

18. 7-4*" 456 (3 ga).

19, 2%3.3% 53 (37 qa).

20. Ixtiyoriy ¢ R,be R va VYne N lar uchun ushbu

(a+b)"= icfl‘a""‘b* =a"+n-a" b+
k=0 (6)

+ p-_ﬁnz— D282 4 s na-b" 4"
tenglik (Nyuton binomi) isbotlansin. Bu yerda

Faaize el S e e =1
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J. Ko'rsatma: Matematik indukisiya usulidan foydalanamiz
1) A(l) to'g'ri. 2) A(k) to'g'ri, ya'ni (a+#)" —Z{"" Fogh
tonglik bajariladi deb faraz gilamiz. Unda
3
(a+b)'" =(@+b)-(a+b)" =(a+b)- Y Cra* "p* = ZC"" ““b“’+§_r"‘ ity
mli well
i ¥
L(ﬁ:{al-—! “b'-l-zt M—' ka lmb«t ) ﬁA!+Z{C:¢ +(1:‘ )Ghl;dmbm-f-bb“
=i}

=i

Agar ¢p+cft=cr, va ¢, =Cf} =1 ekanligini e'tiborga olsak,
oxlrgi tenglikdan

&
{a+b)j“' - a.h-t +ZC,# lak - nbm +bk+l ch ta“'*bw
i =l
tanglikni hosil gilamiz. Demak, 4(k)= A(k+1)=¥ne N uchun
Nyuton binomi o'rinli.

21. ¥ne N uchun ushbu

n
2£(1+ ]J <3
\ a
tengsizlik isbotlansin.

Ko'rsatma: Nyuton binomidan foydalanmg

22. Ixtiyoriy natural #>1 uchun ushbu

1 1 1 .

5% + 2 ek ") <

tengsizlik isbotlansin.
23. Agar a>b>0 bo'lsa, Ve N uchun ushbu

a’>p"

tengsizlik isbotlansin.
24. Ixtiyoriy natural me N uchun

13 2n-] 1

ae i < oETEEEE
24 2n 2n+1
tengsizlik isbotlansin.

25. Agar Xy,X;,...,X, lar ixtiyoriy musbat sonlar bo'lib,

X XXy =1 (7)

munosabat bajarilsa, u holda
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Xy +Xy b+ X, ZH (8)

tengsizlikning bajarilishi isbotlansin.
J. Ko'rsatma: 1) n=1 bo'lganda, (7) shartga ko'ra x;=1
bo'lib, A(1) o'rinli.

2) n=k, bo'lganda A(k) o'rinli deb faraz gilamiz va n=k+1
da A(k+1) ning o'rinli bo'lishini ko'rsatamiz.

Aytaylik, X{,X2,... Xy, Xg+q lar Xy-Xg -Xp-X,, =1 munosabaini
ganoatlantiravchi ixtiyoriy musbat sonlar bo’lsin.

(7) munosabat bajarilayotganda quyidagi ikki hol
bo'lishi mumkin: yoki (7) munosabatdagi barcha sonlar 1 ga teng
bo'lib, A (k+1) bajariladi; yoki bu sonlar ichida kamida bitta
birdan farqli son bor. Hech bo'lmaganda yana bitta birdan
fargli son bo'lib, agar wularning biri 1 dan kichik
bo'lsa, ikkinchisi albatta 1 dan katta bo'ladi. Umumiylikka ziyon
keltirmagan holda x,.>1 va %+ <1 deb faraz gilish mumkin.

Endi ushbu k ta x,x,,..x..(x, -%,) sonni ko'ramiz. Induktiv
farazga ko'ra x,+x,+..+x, +x,-x,, 2k tengsizlik o'rinli, chunki bu
k ta sonning ko'paytmasi 1 ga teng. Bu tengsizlikning ikkala
tomoniga x, +x,,, ni qo'shib , x, -x,, ni o'ng tomonga o'tkazamiz:

X, bt X et X2 =X, X X =k X (=% g, — 1=
sk+ldx O-x,)-(1-x,)=k+1+(=x, ) (x, -2 k+1

Demak, dtk)= A(k+1). Shunday qilib, (8) —tengsizlik vnenN
uchun ishotlanadi.
Isbotdan shu narsa ko'rinib turibdiki, {8) ~munosabat fagat
x =x,=..=x, =1 bo'lgandagina tenglikka aylanadi.
26. Agar a,a,,...,a, lar ixtiyoriy musbat sonlar bo‘lsa, ushbu
@ j‘ a% + - +

">nla-ay-..-a, )
o i
tengsizlikning bajarilishi isbotlansin.
Ko'rsatma.
P 2k (k=12,..1)

sy o
nay-ay-..a,
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deb olib, 25~misoldan foydalaning.

Matematik  indukisiya usulidan  foydalanib  quyidagi
munosabatlarning o'rin}i ekanligi isbotlansin

. n+1Y"
27. ni< e (n>1).

Ko'rsatma: a,=k (k=1,n) deb olib, 26—misoldan
foydalaning.

T I % "
28. Bx; Xy .. X, 2 R T (ne N) bu yerda
: e T
Y X X n
x>0, k=1n.
; e 1 1
Ko'rsatma: (9) tengsizlikni —-,-—,..,— sonlar uchun
X X X,

(jo'llang.

2
H n n 4
29. [Zx,y;] é(foJ[ny] — Koshi — Bunyakovskiy
i=1 i=1 i=1
lengsizligi. Bu yerda x;, y;(i = 1,m) lar ixtiyoriy haqgigiy sonlar.

I, Ko'rsatma: vie R uchun 3 (x¢+y,)? 20 tengsizlik o'rinli

]

bo'lishidan foydalaning.

30. (mf< [(-” % _l)gﬁlfr_r “ I?_J (n>1).

Ko'rsatma: @ =k2 deb olamiz, 26—~ misoldan foydalaning.
3. A" sm+)! (n>3).

32 s @P ().
n+l1
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: H-BOBRB.
OLIY ALGEBRA ELEMENTLARI.

1-§. 2-va 3-tartibli determinantlar, ularning xossalari.
Chizigli tenglamalar sistemasini Xramer usuli hilan yechish.

Aytaylik, a,a,.b,5 sonlar berilgan bo'lsin.

Ushbu ab,-ab, songa ikkinchi tartibli determinant deb
ataladi va u, '

=ab, -ah

kabi yoziladi.
a,,a,.b,b, sonlarga determinanining elementlari deyiladi.

 Misol. \2 5

=2.{-4)~5-3=-23.
g e

Xossalari.

1%, Agar determinantning mos gatorini mos ustuni bilan
almashtirilsa, uning giymati o'zgarmaydi, va'ni
lal a)| .

- a, b
b 6

2, b

I - tenglik o'rinli

20, Agar determinantning yo'llari {yoki ustunlari)
almashtiriisa, unda determinant ishorasini o'zgartiradi:

&l az’ _ 1, b‘.‘]
by b2— }al axi'

e Bl
a0, e

—k -|a1 b{[
Ika; bz

fa; b )
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4%, Birorta yo'lning (yoki ustunning) elementlari nollardan
Ihorat bo'lsa, unda determinantning giymati nolga teng bo'ladi.

59 Agar ikkita yo'ldagi (yoki ustundagi) elementlar bir—
biriga teng bo'lsa, unda determinant nolga teng bo'ladi.

Masalan,

a, al
‘ = aa,-aa,=0

& 4

6% Agar birorta yo'ldagi (yoki ustundagi) elementlar
o'zgarmas songa ko'paylirilib  boshqasiga qo'shilsa, unda
determinantning giymati o'zgarmaydi.

Masalan,
a, * ka, aZE B
bxkb, by

& &

b B

Endi 3 —tartibli determinanining ta'rifini beramiz.

AytayliK, a,,,a,,0,dy,8,8;.8,a5;  sonlar berilgan bo'isin.
Ushbu
i“n 2 “J.t!
A=lay @y ay =@ty + oty + a8y Gy ~ Gaudy, ~ &t — dpdydy. (1)

95 Gy dy

songa 3—tartibli determinant deyiladi.

A ning qgiymatini  hisoblashning (1) —formulasiga
uchburchak usuli deyiladi. Uni eslab golishda quyidagi sxema

yordam beradi:
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A ning giymatini Sarryus wsuli bilan ham hisoblash
mumkin;

0y

iy oy 3y s

g sty ey
“ \ \\ e .f//./. ‘
= ——
Uchinchi tartibli determinantning giymatini

determinantning tartibini pasaylirib, minorlar yordamida ham
hisoblash mumkin. Masalan, birinchi yo'lning elementlari
bo‘yicha minorlarga yoyish yordamida quyidagicha hisoblanadi:

o 4 45 N
722 Gy
Ay Gy 4y =4y
s Gy
gy Hy Oy

a,(i,j=123) elementlarga ko'paytirilgan ikkinchi tartibli
determinantlar bu elementlarning algebraik to'ldiravchisi
deyiladi va 4, kabi belgilanadi.

Agar a,(i,j=123) element turgan satr  hamda
ustunning nomerlari yig'indisi juft bo'lsa, u holda 4,=M,
bo'ladi. Agar yig'ndi tog bo'lsa, u holda 4,=-M, bo'ladi,
ya'ni

ay, an]
ay Uy

ol @

| 2
=4
&y

i

+a;

Aﬂ: - (‘“ lqu,;

Uchinchi tartibli determinantlar ham 19-6° xossalarga ega.
n —tariibli determinanilar ham yugoridagi kabi aniglanadi, fagat
uning giymati minorlar yordamida hisoblanadi.

Determinantlarning qo‘llanish doirasi juda keng. Xususan,
ular yordamida chiziqli ienglamalar sistemasi osongina yechiladi.

n
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Aytaylik, ushbu

QX +a,y+az =g
X+ apV+anz=o (3)

X+ V02 =0

uchta noma'lum chiziqgli tenglamalar sistemasi berilgan bo'lib,
uni yechish talab qilinsin. Uning uchun ushbu determinantlarni
hisoblaymiz:

| .
|a” a4, Oy

A=ia, a, a, — asosiy delerminant.
[:n @y Ay

o ap 4y ay, & dy a G
Ac=le, @y ay), Ay=lay € s A =lay ay o
G 4y dy| Gy dy dy  dn &

\.A,.A, — yordamchi determinantlar.

Teorema (Kramer). Agar A#0 bo'lsa, unda (3)—
tenglamalar sistemasi yagona yechimga ega bo'lib, uning yechimi
ushbu

A, A
x=— y‘:-Z’—, z-:~3"— (4}

formulalar yordamida topiladi.

(4) —formulaga Kramer formulasi deyiladi va tenglamalar
sistemasini yechishning bu usuliga esa Kramer usuli deb ataladi.

Izoh. Agar a=0 bo'lib, A,A,.A, lardan birortasi %0
bo'lsa, wunda (3)—sistema yechimga ega emas. Agar
A=A, =A,=A,=0 bo'lsa, (3)—sistema cheksiz ko'p yechimga
ega bo'ladi.

n ta noma'lumli chizigli tenglamalar sistemasi uchun ham
Kramer teoremasi o'rinli-
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Nazorat savollari.

1)  2— tartibli determinant deb nimaga aytiladi? Misollar
Keltiring.

2} 3— tartibli determinant deb nimaga aytiladi? Misollar
keltiring.

3]  Determinant xossalari, Misollar.

4)  Chizigli tenglamalar sistemasini yechishning Kramer usuli.
Misollar.

2—§. Matritsalar va ular ustida amallar.
Gauss usuli.

Ushbu

(“u a4y alm1
i dy Wy oy | A
e -] - J

Lanl Ay ° B

jadvalga (rxm)_o‘lchovli matritsa deb ataladi. »n=m bo’lsa unga
kvadrat matritsa deb ataladi. '

Endi,
8 & By }
B= 6 Bn " &y |
o @ a o
8, 6, B J

matritsa berilgan bo'lsin.
Agar a =g, (i=Lnj=1m) bo'lsa, unda 4=5 deyiladi.

a,+b; - a,th,
A+B:-:' o . e o L}

(J’.|+b,,] e a.m:+bm 4
,_M” . ’zatml ﬂfﬁ 0
S R S
Aa, . zIa,M)f

deb gabul gilamiz.

=
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Xossalari:
19 44B=B+4
20, (4+B)+C = A+(B+C)
30, 43 =44

Endi #=m=2  bo'lganda, matritsani ko'paytirishni
o'rganamiz.

4, 4ap by "’lz\.
A= va f-= |
[all ‘721] (bll by, )

5 ayby +ashy,  ab,+agh.,
B [azlbii Fanhy  ayby a:zbz] [5)

(5} —tenglikdan ko'rinib turibdiki, VA wva B mafritsalar
berilganda, A-B aniglanishi uchun A matritsaning ustunlar soni B

malritsaning yo'llar soniga teng bo'lishi kerak.

Misollar.
21 0N 2
H( 5 l_(2-14—&-2«4)-2 2-2+1A|+0-2J_(4 5]
“l3a41.2402 0 3.2+1140:2) (7 9f
L3 1 1ls 3:1+1-2+ - L
2) [a“ alﬂ_(’;]z[anxt‘*alzxz}
@3y azz,) X Oy Xy + Ay Xy

19, 4-(B-¢)=(4-B)-C
59 (44 B).C=4-C+B-C

[ g¥]

6% 4. E=E.4=4, bu yerda E:[:) ?} — birlik matritsa.

A—kvadrat matritsa bo'lib, uning determinanti |4=0
bo'lsin.

Unda A~! deb belgilanadigan shunday matritsa topiladiki,
4" =4"4=E tenglik bajariladi, hamda A~'ga teskari matritsa
deb alaladi.
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@ a; a)
Agar, 4=|a, a, a,] bo'lsa,

a4 4 dy

s

2

Ea N

At=|da

4 14
s Ay Ay
i |4

{

Ay
|4
2| )
|4
AB%
formula yordamida topiladi. Bu yerda 4,-4, elementining

algebraik to'ldiruvchisi;

L . t!,,l

iy ﬂ..{'

ey an

Ay =

Masalan, 4, ~

Ay Iy

Maltitsalar  yordamida chizigli  tenglamalar sistemasi
osanging yechilaci,
Aylaylik,
[ayx+a,y+a,z=¢
-iu,,.r tapy+ayuz=c, (7)

AyX + 85V + 82 =0y

(7) —tenglamalar sistemasi berilgan bo'lsin. Agar

ay G 4 X €
A={ay ay ay|, X=[y| va C=|c, | deb belgilasak,

Gy Gy Ay z &

(7) ni 4-x=C (8) matritsa ko'rinishida yozish mumkin.
X=4"C (9)

X +2x, =10
1—misol. 3+ 2%+ %, =23 tenglamalar sistemasi
X, +2x, =13
matritsalar usuli bilan yechilsin,

-



a2
_ (1 20 % 10 23 92 19
YooAd=13 21 X = X by C=l23m 4" R A Y
[0 t 2 x 13 3 s 9
’ _Llo4
39 9
4

= X=A" - C=|3 =x=4x =3 =5
3

(7) tenglamalar sistemasini noma'lumlarni ketma—ket yo'qotish
usuli, ya'ni Gauss usuli bilan ham yechish mumkin.
Uni misolda tushuntiramiz.

x+05%,~05x =03
2—misol. 3%+ 2x, =23, =1
' ~ Xyt 2, =5
' Avval 1—~qatorni 3 ga ko'paytirib, keyin ikkinchi qatdrdan
ayiramiz, so'ng 1—gqatorni uchinchi gatordan ayirib go'yidagi
sistemani hosil gilamiz (bunda biz determinantlarning 6%—
xossasidan foydalanamiz):

x+05x, ~05%, =05 x +0.5%, ~0,5x, = 0,51 x +0,5x, —0,5%, =05

0.5%, ~0,5x, =05 L=x-x=-] PE X - X =1 =
~15x, +2,5%, = 45 “18%,+25x%, =45 | x =3
=x=3nys-l+x=2=x=1

Shunday qilib, » =1x,=2x=3.

Nazorat savollari.

1.Matritsa ta'rifi. Misollar.

2.Matritsalarni go'shish va ko'paytirish. Misollar.

3.Teskari matritsa. Misollar.

4 Tenglamalar sistemasini yechishning matritsalar usuli. Mlsollar
3.Gauss usuli. Miselar. - :
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3—8§. Chiziqli (vektor) fazo va chizigli almashtirishlar,

Vektor tushunchasi, ular wustida amallar, ularning
skalyar ko'paytmasi maktab kursidan ma'lum bo'lganiigl
sababli biz ularga to'xtalib o'tirmaymiz.

n ta x.x,..x, tariiblangan sonlar to'plamini »_oflc X
vektor deb ataymiz va »r veklorni x={x,x,..,x,} Ko'rinishda
yozamiz.  Agar Ag.a,,..4,) va  Bp,b.,..b,) nuqtalarning
koordinatalari uchun x, =b-a, x=b-a,.x,=b-a
munosabatlar o'rinli bolsa 4 nugta x vekioming boshi, B
nuqta x vektorning oxiri ekanligini bildiradi. Vektorlar
quyidagicha ham belgilanadi x, x va 4B

x vekiorni tashkil gqiluvchi x.x,...x, sonlar uning
komponentlari (koordinatalari) deyiladi.

Barcha komponentlari nolga teng bo'lgan vekior nol vektor
deyiladi.

Vektorlarni  go'shish  va  vektorlarni  hagqiqgiy songa

ko'paytirish vektorlar ustida chizigli amallar bajarish deyiladi.
Ushbu

= n‘i,l‘l + A.l'_. t t{.l'. e P f:,rt',,

(bu  yerda ¢ e,0,.0, —turli  vektorlar, 1.4,4,...4, —sonlar)
ko'rinishda tasvirlangan x vektor ee,.e;,...e, vektorlarning
chizigli kombinatsiyasidan iborat deyiladi.

Agar hammasi bir vagtda nolga teng bo'lmagan
Aoty hysdy (A + AR+ A 4.+ 4, >0) shunday sonlar mavjud
bo'lib,

Aty i, kA kot de, =0 (%)

tenglik o'rinli bo'lsa, e.e..e...e, vektorlar chizigli bogilig
vektorlar deyiladi. Agar bunday 4.4,.4...4, —sonlar mavjud
bo'lmasa, ya'ni (*} tenglik fagat A =y =n. ==l
bo'lgandagina bajarilsa, unda ee,.e,..e, vektorlar chizigli
erkli vektorlar deyiladi,



Ikkita vektor o'zaro kollinear bo'lganda ular chizigli bog'lig
bo'ladilar. Agar uchta vektor o'zaro komplanar bo'lsa, ular
chizigli bog'ligli bo'ladilar.

v -fazoning istalgan vektori chiziqli  ifodalanadigan
chizigli erkli vektorlar to'plami shu fazoning bazisi deyiladi.
I fazoning bazisini tashkil etuvchi wvektorlar bazis vektorlar
deyiladi.

v —fazoning chizigli erkli vektorlarining eng katta soni shu
lazoning o'lchovi deyiladi.

Shunga muvofiq ravishda, to'g'ri chizigni bir_o'lchovii ¥,
fazo deyiladi, birorta to'g'ri chizigqa joylashgan wvektorlar
lo'plamining bazisi  bitta vektordan iborat. Tekislikni ikki
o'lchovli ¥, fazo deyiladi, birorta tekislikda joylashgan vektorlar

1u'|.rlamini;1_g bazislari ikkita vekiordan iboral. Odatdagi fazoni
uch oflchovli v, fazo deyiladi, uning bazislari uchta

nokomplanar vekiordan iborat.

Quyidagi teorema o'rinli: ¥, fezoning istalgan x vektori shu
fuzoning wuchta chiziqli erkli e,e,e, vektorlarining chizigli
kombinatsiyasi yordamida bir giymatli aniglanadi, ya'ni

X=xe + X8, + X85,

Bu ifoda x vekiorning e,e,e, bazisi bo'yicha yoyiimasi
oyiladi, Vektoming bazis bo'yicha yoyilmasidagi x.x,.x,
koeffitsientlar vektorning shu bazisdagi koordinatalari deyiladi,

O'zaro perpendikulyar birlik vektorlardan iborat bo'lgan
bazis ortonormallangan bazis deyiladi va quyidagicha yoziladi.

( )_“ I, azap i=j @yaca
Fir€, )= 0. aeap i# ) Gyrca

¥, fazoda biror goida bo'yicha har bir vektor x ga shu
lazoning  p vektori mos qo'yilgan bo'lsin, ya'ni vektor argument
¢ ning p=A(x) vekior giymatli funkisiyasi berilgan bo'lsa, u
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Agar
A(‘:“'lxl + ’szz) =4 /’(xi)*‘ oy A{xz ) (1)

shart bajarilsa 4 almashtirish chizigli almashtirish deyiladi, bu
yerda x va x, — qaralayotgan fazoning ixtiyoriy vektorlari, 4, va
4, esa istalgan sonlar. |
v, fazoda biror e .e,.e, bazis tanlab olamiz va bazisning har
bir vektori uchun « almashtirishni go'llaymiz: ‘
14(91 ) =dype; taye, +daye,
Ale,) = ape, taye; dage; (2)

A(ej ) = A8 T ane; tagse;

Ixtiyoriy xe¥, vektorni olamiz va uni x = xe, +x.e, +x., bazis
ho'yicha yoyamiz. U holda

y=Alx)= A(x1el TR T X2 )= xlf’l(e: )+ x, "’(‘?2)“' X A(ez)

(2) formuladan foydalanib va o'xshash hadiarni ixchamlab
quyidagini hosil gilamiz

v =xlaye +aye, +aye,)+x;(ane +aye, +age )+, (age, +age, +age;)=

: (""n-"m Ty, X, “313“":}91 + (‘aa}xl FlRX, T auX, )92 + (an’:r *agyx, + ﬂ;_v-":x)es

vy vektorning e.e,e, bazisdagi koordinatalarini .3,
orqali ~ belgilab, 7, fazodagi har qanday vektorning
koordinatalarini chizigli almashtirishini aniqlovchi formulani
hosil gilamiz.

Y= ayX tapx; +ax
Vi =y % +anX; +dnx, (3)
Yy = AyX; + A%, +d35X;
(3)ni matritsa shaklida yozamiz:
(¥, 1 a, ap ay
Y =Lyx poA=|ay ay Ay fe

|

Vi) iy dy a3 ) ¥
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Y =A4X

Vektorlarning har bir  p=.4x chizigli almashtirishga shu
lotlar  koordinatalarining ¥ =4x chizigli almashtirishi mos
il va aksincha.

Misol. Tkkita chiziqli

‘ I’ ” r r r
X, =2x —x; +5x; x, =x +4x; +3x;
i ' AooE e
X, =x;+4x; —x; va p e RS R
. L3 r . *
l.r; =3x, —5x, +2x, x; =3x +6x;, +7x,

U]

slmoshtirishlar berilgan. x, .x, .x, 0i x,x.x, orqali ifodalovchi
wlmashtirishni toping.

Yechilishi: Koordinatalaming birinchi chizigli almashtirish
palritsasini 4 bilan ikkinchisini # bilan belgilaymiz.

2 -1 5 i 4 3
A=i1 4 =1}, B= =1 =1
3 -5 2 3 6 7

«.«'.«" vekiorlarning koordinatalaridan olingan vektor ustunlarini
mos ravishda x. X, x" bilan belgilaymiz, ya'ni

X X

- Xy ]' 1”
Xie=lmy X'=|=x X =2y |

r L

X3 X3 x5

3

U holda koordinatlalarning berilgan chiziqli
almashtirishlarini matritsa shaklida yozamiz:

X'=4x, X"=Bx" ularga mos vektorlarning chiziqli
almashtirishlari esa x'=4x, x"=#" ko'rinishda yoziladi.

Hosil gilingan formulalar quyidagini ifodalaydi: 4 chizigli
almashtirish » vektorni x' vektorga o'tkazadi, hosil gilingan x’
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vektor B almashtirish bilan »” Vektdrga o'tkaziladi. » vektorni
y vekiorga o'tkazuvchi chizigli almashtirish bunday yoziladi:

x" = Blax)
koordinatalarning unga mos chiz'iqli. almaéhtirish_i esa
quyidagicha yoziladi: E o
- X= 84X {4) _ :
B va A matritsalami ko'paytiramiz: ' 7 ;1

1 4 37372 -1 5 (15 ] 71
C BA=|5 -1 -1l|t 4 -1|=|6 -4 24!
36 753 -5 2 33 -14 23§

Olingah B4 matritsani ({4} tenglikka go'yamiz:

R (x, 50 7Y /x :
- o X =16 -4 24|lx, |
. IR . X " 33 ~14 23 X,

bundan

' X, =15x,+0-x, + T,
it

X, = 8x) +4x, +24x,

x: = 33x —1dx, +23x,

shuni topish talab gilingan edi.

Nazorat sawvollari.

1} 'C:hi.ziqli bdg‘liqli va chizigli erkli wvektoriar.
2} Bazis ishunchasi. Misollar.
3) Chizigli almashtirishlar.



Mustaqil yechish wchun misollar.
Chizigli tenglamalar sistemasini uchta usul:
Kramer usuli.

Matritsa  usuli .
Clauss usuli bilan yeching.

b, +4x; +2x,=8 5% +8x, —x, =7
Ay oAx -3k =-1 2. 2x =3x, +2x, =9
WSy, +x =0 - n+2%,+3x, =1
I+ X X5 2% —x, +5x,=4
N, - A, - 2xy =3 4. Sx, +2x, +13x;, =-23
I T 3% -x+5=0 ’
R s Tx, —5x, =31
A {"‘. dxy =1 0. 4x,—11x, =~43
vy v x5 =5=1 2x 4 3%, +4x, =20
J.,!231+x,-—-4 x Xy x =1
A Sxy + 3x, =1 8. 8x 435, —6x,=2
‘) G R T l—4x1—x, +3x;,=-3
N o2x +3x =6 dx ~3x, +2x,=9
L] (1 Sy —4x, =20 10.  {2x +5x,-3x, =14
b, =2x; = 5x,=6 Sx,+6x, —2x;, =18
Jn, #2x, 4%, =5 (x,~2x, +3x, = 6
1 {2y 435, +x, =1 12, {2x+3x%-4x=20
[..‘<,1x2+3x_,=11 3x~2%, ~5x,=6
[4x, ~3x, +22,=9 % 42+ 23, =1
I ]'L'{.tl +5x, ~3x,=4 14, {Zx!—x,+2x,=-4
|5, +6x, - 2x,=18 dx +x, +4x,=-2
|2x, =%, =2, =4 3x, +dx, +2x, =8
|.'=.-E\t,+4x,—2x,=1 16. {2;:[“:2--3;,:—4
{3x, = 2x, +4x, =11 X+ 5% +x, =0
[ 4x-x=1 X —dx, - 2x,=-3
17 .;x_t, +3x, ~6x,=2 18. [3xi+x, +x,=5
|4x, 42, ~3x, =3 3x, = 5%, — 6x, = =9
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7% = 5x; =31 ) : x,+2x1+4'x3 =31 .
19.44x - 11x, = -43 20, {5x +x +2x,=20
2x, +3%. +4x,=-20 T4 —x 4, =0

Ikkita chizigli almashtirish berilgan x",x", x, ni
orqali ifodalovchi almashtirishni toping.

{ '=5x,—x2+3x3 X, = 2%+, .
1.. X, =x —2n va X, =X, ~ 5%, .
=7x,-x_1 x.3=2Il
i =x + 25, +2x, ' X =3x 4+ x,
2. X, =—-3.!c,4-)cJ va L =X =2, X
=2x, +3x, ' X, :3x;+2x;
]'*xE Iy, +4x, =y + 5x — 30,
3. X, =2x +2x,— 5%, va ‘—X}—xz - %3
'~~3x,+5‘2+x =Tx, + 4x,
[
i

-—6x,+7x2+x, va X=X X X

=0y +x, +8x; =7x, +4x,
Coa .
=9x, +3x, +3x,
=2y, +3x,
Jc,-—8xl+x3—x1 .1:'—.1c2—x3

x=~.4xl+3x +2x, x: XX =%

:4:J = 4x, + 3y, + 5%, [ =Xy + 5x, ~ 3y .

i Tl S S
5. =y, + 4x, + Tx, va
l

=—2x X, =Xy va - =1x, +x, +2x,
.1r3—:’:.!c,-bx;!-i‘.!t3 % —xi+2x2+2x3

% =3% +5x, = 2%, = Xy — 3%,

7. X =, va Jn:z—‘;'.>:,+.:c2+4x3
) '-3x2 6x, =6x, +dx, - 7x,

Apy Xyy Xy

=2x, =3z 4% C
8. =—2J|r1 +3x, + 2x, VA  ix, =2x X, S

=4x, —-x, 5%, =%, +3x, : .

X o=Tx +4x, ' x =x ~bx : 7

9. {x =dx, — 9, va X, = 3% + Tx, h
|Lx,—3.1r1+J|r2 x'-xl-t-xzux,



13

16.

18.

19.

20.

x, = 4x, +3x, + 5%,

5
i<
K

| x, = 61,4+ Tx, + x5

[ %y = 9%, +x, + 8x,

e A &

_:;,_ =y Ay 4+ Txy
S
x, = Tx, +4x,

x =4x, —9x,

=3x +x,

=2x,
J L = =2, + 30, + 2%,
[x‘ 4x, ~x; +5x;
=3x —x, +5x,
2 =X +2x; +4x
{ L = 3%, + 2%, —x,
J =4x +3% - x,
X, =2 Xy = Xy
L‘r; =3x +x; +x;
=dx +3x, +8x,
J =6x,+9x, +x;
{x; =2x + % +8x,
=5 ~3x,+4x,
X, = 20 + X, — 5%;
X, = ~3% +5x, +x,

=3x, + 04 5x,
=X XX
L 3x, —6x,

{x' =x,+2x, +2x

L ==3%, Xy
=2x 4 3x,

va

va

va

va

va

va

va

va

va

va

va

X =x+6x
X, =3x-1x,
l =x X+
L = - + 31 - 2,
x, =—4x, +x, +2x,
;= 3x, —4x, + 5x,
=9x,+ 3x, + 5x,
Xy =2x +3x,
[ =x;-x,
=x, - @x,
=35 +7x
'x =X X - X
| =-3x, 4 X,
xz =2x+x,
=—x, +3x,
fx =4x +3x, + X,
xz =Gk +x +2x,
J:, 2x, +x,
—-2x, - %
= 3%+ x; + 2%,
l L= X, + 22, + 2%,
X, = —x, +8x, ~2x,
=~dx, +3x, +2x,
l =3x,—8x, +5x,

4.r1 + 5,1'.‘1 3x,

: -2x|—.r2~—5x1
Jc2 —7‘3+.t3+43|:3

E:J»:I -+ 41’2 ~Tx,
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111-BOB,
ANALITIK GEOMETRIVA ELEMENTLARL

1-§. Dekart koordinatalar sisitemasi. Ikki nugta orasidagi
masofa. Kesmani berilgan nishatda ho'lish.

Tekislikda O nuqta orqali o'zaro perpendikulyar
ikkita x va » to'g'ni chiziglarni o'tkazamiz. x o'gi (u

odaida  gorizontal bo'ladi) abstsissalar o'gi deyiladi, -

y o'qi  esa (u vertikal holatda bo'ladi) ordinatalar o'qi
deyiladi. Kesishish nugtasi © koordinatalar boshi deb
ataladi. O nuqta o'gqlarning har  birini  ikkita yarim
o'qqa ajratadi. Ulardan birini musbat  varim g'q deb,
uni  strelka bilan belgilaymiz, ikkinchisini manfiy
yerim o'q.  deyiladi. Bu o'glarda  uzunlik  birligi
tanlangan bo'lsa, birgalikda X0U — Dekart
koordinatalar sistemasi berilgan deyiladi.

1 —chizma.

Mi{xy,ug), Malxaug) nugtalar berilgan bo'lib, d = MM, -7

ki

Yz}_.\_...... ¥ » o5

Y,WYA_ ™ "
i - .
1% : [ AL

¢ @ x 2—chizma. 5

. AR

. vt

Pifagor teoremasiga ko'ra, .

d;Mlez\j{M|N)g+(MzN)z=Ja‘“x|}1+(yz_?])z {*)
bo'ladi. .

LS

a4

i



(*)—ikki nugta orasidagi masofani hisoblash formulasi
deyiladi. .

Endi M;(x;,u9), Mj(xg,up) nugtalar berilgan bo'lib, M;,M,
nuqtalarda shunday M(x,u) nugtani topish kerakki,

| M_r"ﬂ. =

2y
shart bajarilsin.
Elementar matematikadan ma'lumki,

M| a4 x-x, _REAG  ntdy

= X

|Mn] g~ " ox 1«2 ° 1+4
LY k2
) :
w0
. (_\_—_3. 47 X% . .
3 —chizma.
Demak,
_EntAy
1+ 4
1)
=}’1+"7-3’: [
1+ A
Agar (1) da, 2=1 desak,
X, t+x;
x: 2_.
VT
At
2

kesma o'rtasining koordinatalarini liisoblash formulasini hosil

qilamiz.
Misol. Uchlari  4(-53). B(2-4) nuqlalarda bo'lgan 48
kesma  berilgan. C(x)) nugta kesmani % nisbatda

bo'ladi. ¢fxy) nugta koordinatalari  bilan 4B kesma
uzunligini  toping.
Yechilishi. Quyidagilarni yozib olamiz:
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AC H
-—C_sz‘{:-i, n==5 »=3 =2, wy=-—i
n formuladan foydalanib c(xy) = nuqtaning
koordinatalarini topamiz. '
~selp 341.-a) :
X = ‘: =-36; y=—>= =16, Cl(-3616)
1+ n _ 1+ = -

4B kesma uzunligini () formuladan foydalanib topamlz

AB=d =2} + A3 —JBVE = BE - 77
Nazorat savollari.

1. Tekislikda Dekart koordinatalar sistemasini kiriting.
Nugtalar belgilab koordinatalarini aniglang.

2. Ikki nugta orasidagi masofa. Misollar.

3. Kesmani berilgan nisbatda bo'lish. Misollar.

4. Kesmaning o'rtasini topish. Misollar.

2—§. To'g'ri chizig va uning tenglamalari,

1.To'g’'ri chizigning burchak koeffitsientli tenglamasi.

Aytaylik 1 to'g'ri chizig OU o'giga parallel ho'lmasin va
OX o'qi bilan ¢ burchakm tashkil q111b O o qldan b birlik
kesma kessin.

A
¢ Wi Y)

: : HUTE
- .

/h ! A . : i
L

'4—chizma.

1



N -
AMBN dan =>:gq:=%{ﬁ=-y—-£:>y=tggv‘x+s~:>rg<p=k desak,
X

Fuhvia (1) to'g'ri chizigning  burchak  koeffitsientli
fenelamasi.

jooa OX o'qiga parallel to'g'ri chiziq.

§va OU o'giga parallel to'g'ri chiziq.

2. To'g'ri chizigning umumiy tenglamasi.
Teorema, Tekislikda dekart koordinatalar sistemasida
berilgan ixtiyoriy to'g'ri chiziq ushbu

Ax+ By+C=0 (2)

tenglama yordamida aniglanadi va aksincha.

Bu yerda A, B, C lar o'zgarmas koeffitsentlar bo'lib
A va B lardan hech ©bo'lmasa biri noldan farqgli
deb  qgaraladi.

Shuning uchun ham (2} tenglamaga to'gri chizigning
wmumiy tenglamasi deb ataladi.

A, B, C o'zgarmas koeffitsentlar {turli giymatlarga teng
bo'lganda  turli  to'g'ri chiziglar hosil® bo'ladi. Demak,
lo'g'ri  chizigning tekislikdagi vaziyati shu A B, C
sonlar bilan to'liq aniglanadi.

3. Berilgan nugtalardan o'tuvchi to'g'ri chizig tenglamasi.

Aytaylik, M(x;, u;)} nugta berilgan bo’lib, shu nugtadan
o'tuvchi to'g'ri chiziq tenglamasini topish talab qilinsin.

y=ke+b ko'rinishda gidiramiz. To'g'ri chizig M{x;, wuy)
nugtadan o'tganligi uchun y =k +4 bo'ladi.

=¥y-—n= k(x-—xi) (3)
izlanayotgan tenglama bo'ladi.
Agar M(xy, u;} va My(xy, 1u9) nugtalar berilgan bo‘lsa, bu
nugtalardan o'tuvchi to'g'ri chizig tenglamasi ushbu
P e 5 ek S 1)

am=nh HX

tenglikdan topiladi.
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4. To'g'ri chizigning kesmalardagi tenglamasi.

Aytaylik, 1 to'g'ri chizig OX va OY o'qlarni mos ravishda a
va b birlik kesmalarda kessin, yami A (a0) va B (0b)
nuqtalardan o'isin.

Y‘F

BOH)

[P,

™
!

0 Ala; b

\_.P 5—chizma.

(4) formuladan quyidagini  yozib  olamiz:

IO A-d

b-0 0-a
Y holda uning tenglamasi

A (5)

a @&

bo'lishini topish qiyin emas.

(3) —tenglamaga to'g'ri chizigning kesmalardagi
fenglamasi deb ataladi.

9. Ikkita to'g'ri chizig orasidagi burchak.

Faraz qilaylik, /,: y=kx+e Va IL:y=kx+e to'g'r chiziqlar
berilgan bo'lsin.

=180, =k gp, =k, G’=(!Iaf_-‘]:{02"(‘o: (05—'?’57:)

48



Y
|
p
|
o b
211172
G}’
ﬁ———————p
i ¥

6 —chizma.
129,180, _ k,—k k, -k,
fg —— [g‘ i — = - =7 SD =
# v, @‘) 1+igetge, 1+kk, . 1+ kk, (6)

(6) ikkita to'g'ri chizigning orasidagi burchakni hisoblash
lormulasi.

Agar ikkita to'g'ri chiziq orasidagi burchak ¢=0 bo'lsa,
ravshanki, bu fto'g'ri  chiziglar o'zaro parallel bo'ladi  yoki
ustma—ust  tushadi. Bu holda k =k bo'lishi  kelib
chigadi.

Agar  ikkita to'g'ri chiziq orasidagi burchak p:fzi bo'lsa,
unda  to'g'ri  chiziglar  perpendikulyar bo'ladi, vya'ni
kks = =1,

Berilgan nugtadan to'g'ri chiziggacha bo'lgan masofani
(quyidagi formuladan foydalanib topiladi.

i dx+By+C =0
Mofo.Y0]
; i d_/.,-f"
i
7— chizma.
d= 4% + By, +C| (7)
A+ B

Masala. Uchlarining koordinatalari A (1;,—1), B (%. %).

(0,0)  bo'lgan ABS wuchburchak uchun  quyidagilarni
aniglang:

an



1. AB tomonining uzunligini hisoblang;
2. Tomonlarining tenglamasini tuzing;
3. S uchidan o'tkazilgan balandlikning tenglamasini tuzing;
4. B uchidan AS tomongacha bo'lgan masofani hisoblang;
5. Ichki A burchak bissektrisasining tenglamasini toping.

Yechilishi.
¥

b e | 3 1
e o =d L) o L) 225
ﬂ‘-’z 5 ¥+6i-n) '1( 3 l) +( 3_‘1 l] =3

2

b O

<=L =t dan foydalanib quyidagilarni topamiz:
Y ETX

AB: 2x¥y-1=0

AC: x+y=0

BC:  -x+y=0
3. S 00) nugtadan 2x+y-1=0  to'gTi chizigga
perpendikulyar bo'lgan to'g'ri chiziq tenglamasini
yozamiz.

AB to'g'ri chizigning burchak koeffitsenti 4 =-2

{y=-2x+1dan ) ga tenqg. Perpendikulyarlik shartidan
1

ky==

2
g

ekanini topamiz.

= y-y =klx-x) dan qidirayotgan 1ienglamamiz y= ;i x

ekanini topamiz.

1 1
d:_!zfx(.w}'.,«tcl:!‘[ 'é] 3'12;{2

4 ;{
s V2 3

5. S nugtaning koordinatalarini  AB tomon tenglamasiga
qo'ysak
2-0+0-1=-1<0
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B nuqtaning koordinatalatini AC  tomon
tenglamasiga qo'ysak :
a3, 25,

33 3

Demak, ABS uchburchakning ichki A burchak
bissektrisasi  AB to'g'ri  chizigdan  iekislikning  manfiy
ijismidan = otadi va  AC to'g'ri  chizigdan tekislikning
musbat qismidan o’tadi  ya'ni bissektirisa nugtalari uchun
Wry-1<h, x+y=0 . Shuning uchun  ichki A burchak
hissekirisasining tenglamasi quyidagicha:

y+2x—1 AL

V5 vz

Nazorat savollari.

1.To'g'ri  chizigning turli tenglamalari va wular orasidagi
bog'lanish. :

2. To'g'ri chizigping burchak koeffitsienti,

3. Berilgan nugtalardan o'tuvchi to'g'ri chiziq tenglamast.

4. Tkki to'g'n chizlq orasidagi burchak.

5. Nugiadan to'g'ri chizigqacha bo'lgan masofa.

3~§. Ikkinchi tartibli chiziglar.

- Ushbu
A4 By + Y+ Dx+ Ep+C =0 {1}

(1)—tenglama yordamida aniglanadigan chizigga ikkinchi
tartibli chizig deb ataladi. Ular jumlasiga matematikada muhim
rol o'ynaydigan aylana, ellips, giperbola va parabolalar Kiradi.

1. Aylana. Markaz deb ataladigan nuqtadan bir xil
uzoqlikda joylashgan nugtalaming geometrik o‘rniga aylana
deyiladi. -

MM =R w¥Mxy) uchun  aylananing kenonik fenglamasi
quyidagicha: : '
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-xf+-n)=rR (2

e
R
pesipl
\MuI:(n}.‘aj

/

e 8— chizma.

2. Ellips. Ixtiyoriy nuqtasidan fokus deb ataladigan ikkita
qo'zg'almas Fy va F, nuqgtalargacha bo'lgan masofalar yig‘indisi
o'zgarmas 2« ga teng bo'lgan tekislik nuqtalarining |
geometrik o'rniga ellips deb ataladi.

Ellips tenglamasini keltirib chigaramiz. Ellipsdan vir{xy)
nuqta olamiz. Aylaylik , &(-¢0) va £(0) bo'lsin.

Shartga ko'ra
MF, + MF, =2a

Wiy)
- b

/H 3 B je KT
\\\J//
By

MF, va MF, larning o'rniga qo'ysak:

9~ chizma.

e

tenglamani  hosil  gilamiz. Tenglikni chap tomonidagi
qo'shiluvchilaring birini o'ng tomonga o'tkazib
kvadratga  ko'laramiz. Hosil bo'lgan ifodani
soddalashlirib, yana kvadratga ko'taramiz. Natijada,

(aa “C‘J}x?+a3y‘, ___az(ai __cz) .

* tenglik hosil bo'ladi.
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2a>2c=a’-c¢' >0

wkanligidan
@ =a ¢t
tleb belgilay olamiz
&’x* +a’y’ =a’e”.
Bundan,

(7]

2
%,+§=1 (3)

£~

tenglik kelib chigadi.
(3)—tenglik ellipsning kanonik tenglamasini ifodalaydi.
. —ellipsning ekstsentrisiteti deyiladi, 0<s<1.

Ekstsentrisitet ellipsning sigilish  darajasini  aniglaydi.
['kstsentrisitet ta'rifidan va »'=o’'-¢ tenglikdan quyidagi
kelib  chigadi:

Bundan kelib  chiqadiki, ¢ gancha katta bo'lsa 2

a
nisbat  shuncha  kichik bo'ladi wva  ellips shuncha
cho'zilgan bo'ladi.

Agar =0 bo'lsa ellips aylanaga aylanadi.

rn=a-ex Va r,=a+ex ellipsning fokal! radiuslari
deyiladi.

Yarim o'glar a« va b, fokuslar orasidagi masofa 2s
ga teng.

1—misol. Agar vyarim o'qlar yig'indisi 16 ga va
fokuslar orasidagi masofa 8 ga teng bo'lsa, ellips
tenglamasini  yozing.
Yechilishi. a+5=16; 2c=8=c¢=4 ma'lumki &' -¥=¢,
16(a—b)=16 =2 a-b=1.
a+b=16
{u- b=1
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tenglamaiar sistemasini yechamiz. a=85, b=75.
Qidirilayotgan ellips tenglamasi quyidagicha voziladi: |

Xty 0y 4xt 4yt
—tm =l St =l — =1,
a b 17t 15 17¢ 15t

3. Giperbola, Ixtiyoriy nuqtasidan fokuslar deb ataladigan
ikkita go'zg'almas F; wva F, nuqgtalargacha bo'lgan masofalar
ayirmasining absolyut giymati o'zgarmas 2« ga teng bo'lgan
tekislik nugtalarining geometrik o'rniga giperbola deyiladi.

. y - ,

=

\//
.
1
x

Fy

10 —chizma.

Giperbola ia'rifidan foydalanib, so'ngra ellips kanonik

- tenglamasini keltirib chigarishga o'xshash amallar
bajarib, '
LLai @)
a 8" )

giperbelaning kanonik fénglamasini keltirib chigarish  mumkin,
bu verda &= -al, '

y= :i:g-x ~ giperbolaning asimptotalarn.

P :g — giperbolaning ekstsentrisiteti, &> 1.

 K=ex—g VA rEexta iperholanin fokal __ radiuslari
deyiladi.
Agar giperbolada a=4 bo'lsa, hosil bo'lgan

dey=a

- giperbolaga teng tomonli giperbola deb ataladi.
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2—misol. Berilgan  9x*-25y* = 225 giperbblada a va b

latr uzunligini, fokuslar . koordinatalarini va
okstsentrisitetini  toping.
Yechilishi:

2 2 2
W By X

1 -
2 c1mg=5 b=3
225 225 25 9

ekanligi kelib chiqadi. Bundan foydalanib ¢ ni topamiz:
=5+ =J37:>5=—J-?-,

Demak, FAWi0) AL V3E0).

4. Parabola. Fokus deb ataladigan go’zg'almas F
nugtadan va direkirisa deb ataladigan I to'g'ri chiziqdan teng
uzoglikda joylashgan tekislik nuqtalarining geometrik o'rniga

parabola deyiladi.

]

- H{x,y)

E

11 — chizma.

Parabolaning ta'rifiga ko'ra uning ixtiyoriy M
nuqgtasidan F nuqgtagacha va M nugtadan 1 to'gii
chiziggacha masofalar teng ekan. F nugtadan |
to'g'i  chiziggacha masofani p, x o'gqini 1 to'gri
chizigga perpendikulyar hamda F nugtadan o'tadigan,
vy o'qni esa » to'g’ri chizi va F nuqtaning o'rtasidan
o'tadigan qilib olsak

53



tenglik - h_é'si_l " bo'ladi.- Tenglikni ikkala - tarafini
kvadratga ko'tarib, - ixchamlashtirganimizdan.  so'ng,
2
yo=2px (5
parabolaning kanonik tenglamasi hosil bo‘ladi._._-
'F(i;—;o] parabola fokusi;
.x=—§- parabola direktrisast;

rexsf parabolaning fokal radiusi deyiladi.

3—misol. ' =6x paraboladagi fokal radiusi 4,5 ga teng
nugtalarni toping. _

Yechilishi. Berilgan parabola Ox o'giga nisbatan
simimetrik:

2‘0:6':1:2‘:155 f=x+-§‘ dan 4,5= }(+1.5} X:3‘ .
¥ =63=18=y, =1l =132

._Demak. gidirilayotgan puqtalar quyidagicha:

A3373) Bl3:-33)

Nazorat savollari.

1. Aylana. Misollar.

2. Ellips va uning elementlari.

3. Giperbola va uning elementlari.
4. Parabola va uning elementlari.



4—8§. Ikkinchi tartibli egri chiziglarning umumiy
tenglamasi.

Biz yuqorida ikkinchi {tartibli egri chiziglardan aylana,
ollips, giperbola, parabolalarni keltirdik va ularning sodda
xossalarini o'rgandik.

Endi biz ikkinchi tartibli egri chiziglarning umumiy
lenglamasini keltiramiz:

2 H
ay x4 2apxyt any +2a,x+20,, 9+ 8y =0 (1}

1) Koordinata o'glarini parallel ko'chirish;

2) Koordinata o'glarini ma'lum ¢ burchakka burish
nalijasida.

Ikkinchi tartibli egri chiziglarning umumiy tenglamasini
kanonik ko'rinishga keltirish mumkin. ,

Dekart koordinatalar sistemasining biridan ikkinchisiga
o'tishda ikkinchi tartibli chizigning tenglamasidagi koeffilsientlar
umuman  aylganda, o'zgaradi, Biroq chiziq tenglamasi
koeffitsientlarining funktsiyalari bo'lgan ba'zi kattaliklar mavjud
bo'lib, ularning giymatlari bir dekart keordinatalar sistemasidan
lkkinchisiga  o'tganda o'zgarmaydi. Bunday  kattaliklar
invariantlar deyiladi.

Ushbu

L d 4y 9 ay
; i n
L=ay+ay, I,=

. Li=ay @y an

4

iy Ay

Gy il
(bu yerda a,=a, a,=a; ay,=a,} kattaliklar ikkinchi tartibli
chizig tenglamasining  dekart  koordinatalar  sistemasi
almashtirishlariga nisbatan invariantdir.

Barcha ikkinchi tartibli chiziqlar quyidagi uchta tipga
ajraladi:

agar I,>0 bo'lsa, chiziq elliptik tipda; -

agar I, <0 bo'lsa, chizig giperbolik tipda;

agar I, =0 bo'lsa, chiziq parabolik tipda bo'ladi.

Agar ikkinchi tartibli chizigning tenglamasi koordinatalar
sistemasini almashtirish yo'li bilan
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Ax*+ 4,y +m=0 (2}
ko‘rinishga keltirilgan bo'lsa, chizigning invariantlarini yozamiz:

Li=a vay =4+ 4 {3}

¢ a2, ) 1A 0
.= = = 4
R AN D YA
sy . L 0 0 ‘
fi=iay @y ax|= 4 0]=aim (5)
o Gn 8yl LUBR U

©(3) va (4) tengliklardan Viet ieoremasiga muvofiq 4 va 4, lar
A-na+l, =0 (B)

kvadrat tenglamaning ildizlari ekanligi kelib chigadi.
(4) va (5} tenglikiardan quyidagiga ega bo'lamiz:

- 3

m=

7)

Agar {1) tenglamea
Axt+2kp=0 (B

ko‘rinishga keltirilsa, uw holda quyidagi ifodalar uning
invariantlari bo’ladi: :

LA 80
Li=A4, I1,=0, I,=l0 0 K=-14%
- 0 kO
bundan _
7
k= -t (O
7 (@

. Agar (1) tenglama

el aearint
HETINTSRERR & F 1

Axt+n=0 (10)
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ko'rinishga keltirilsa, tenglama bir juft to'g'ri chizigni
Uil tushgan haqiqiy yoki mavhum parallel to'g'ri ch
Aniglaydi. Bu holda invariantlar quyidagi ko'rinishda bo

(ustma —
iziglarni)
'ladi:

L=A&, 1,=0, 1,=0.

1—misol. x*—8xy+7y*~18=0  ikkinchi tartibli eqgri
chiziq  tenglamasini kanonik ko'rinishga keltiring.
Yechilishi:
; ~ 1 -4 0
1,=8, 1,:’_4 7‘1=~9, Li=4 7 0}=162
' 0 0 18

/;<0 bo'lgani uchun

qaralayotgan tenglama giperbolik
lipdagi chizigni aniglaydi.

A-82-9=0. 24,=9, A4 =-1
(/) formuladan foydalanib, topamiz.

/y
==

=-18
‘{2

va giperbola tenglamasi quyidagicha bo'ladi:

= A

9x*~y* -18=0 yoki le-y

2-misol.  8x*+4V2my+y r6x-12V2y=0 ikkinchi  tartibli
egri chizig tenglamasini kanonik ko'rinishga keltiring.
Yechilishi:
8 22 3
1,=9, I,=0, L=p9 1 — 62| =729
P -6f2 0

penl 8 oy /T8 =10
& 9
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I, =0 bo'lgani uchun garalayotgan chiziq parabolik tip
chiziq bo'lib, uning tenglamasi quyidagicha:

95’ -18y=0 yoki 9x* +18y=0
bundan
X' =2y yoki »*=-2y.

3—misol. x*-4w+4y’ +2x-4p-3=0 ikkinchi tartibli egri
chizig tenglamasini kanonik ko‘rinishga keltiring.
Yechilishi:

T =2 1
L=5 1,=0, =2 4 =2
1 ~2 -3

Bu holda k:ﬂ:,uf»{'—‘:o. demak, tenglamaning chap qismi
I

chizigli ko'paytuvchilaming ko'paytmasidan iborat.

2 =22y~ Ux+4y’ ~4y-3=0
bundan

X, =2y ~1.*:1f“:2,\r~-])2 ~4y* 4+ 4y +3,
*=2y+l, x;=2y-3,
yoki
(x-2y-fx-2y+3)=0

Shunday gilib, berilgan tenglama bilan amqlangan chizig
bir juft parallel to'g'ri chiziqqa ajraladi:

x=2y-1=0 va x-2y+3=0

(1) tenglama koordinatalar sistemasini tanlash yo'li bilan,
shu sistemada garalayotgan quyidagi kanonik ko'rinishlardan
bittasiga keltiriladi.

L ;
1) -l =1 (ellips)

()

3 L %,_=_1 (ravhum ellips)
3}  a'x*+c'y’ =0 (ikki mavhum kesishuvchi chiziglar)

]



; -1 (giperbola)

' e’y =0 [(ikki kesishuvchi chiziglar)

y' «2px  (parabola)

y'a’ =0 (ikki parallel chiziglar)

v ra' =0 (ikki parallel mavhum chiziglar)

v’ 0 (ikki o'zaro ustma —ust tushuvchi chiziglar)

Nazorat savollari.

I) lkkinchi  tartibli egri chiziglarning umumiy tenglamasi.
J) Invariantlik  xossasi.

Al Ikkinchi tartibli chiziglarning tiplari.

4} Ikkinchi  tartibli egri chiziglarni kanonik  kurinishga
koellirish. Misollar.

Mustaqil yechish wuchun misollar va masalalar.

I—masala. ABC uchburchak uchlarining koordinatalari

berilgan, quyidagilar talab gilinadi:

I. AB tomonning uzunligini hisoblash;

2. AB kesma o'rtalarining koordinatalarini topish:

3. AB tomonning tenglamasini tuzish;

4. C uchidan o'tkazilgan balandlikning tenglamasini tuzish;

5. B uchidan AC tomongacha bo'lgan masofani hisoblash;

6. Ichki A burchak bissektrisasining tenglamasini topish;

1.1. A(—6;—4), B(—10;—1), C(6;1).
1.2. A(—2;—4), B(2,—8), C(10;2).
1.3, A(12:0), B(1:8), C(0;5).
1.4, A(—10;—2), B(+v2:=47) C(2v2;0).
1.5. A(—2;—6), B(—6;—3), C(10;—1).

1.6. A(4:3), B(7:6), C(211).
1.7. A(82), B(14;10), C(—479).
1.8. A(2;—1), B(4;2), C(51).

1.9. A[2;—4), B(—-2—1), C{141).
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1.10. A(1;—5), B(2:7). C(—4;11).
1.11. A(2;—1), B(8;7), C(—10:4).
1.12. A(4;11), B(—1;—1), C(57).
1.13. A(5—3), B(1;0), C(17,2).
1.14. A(3;8), B(10;2), C(2;7).
1.15. A(14;~6), B(20;2), C{%—1,
1.16. A(7;2), B(1;9), C{—8;~4).
1.17. A(3;4), B(—1;7), C(15;9).
1.18. A(5;=7), B(—4;—-2), C{15—1).
1.19. A(1;—2), B(%6). C{—11,3).
1.20. A(—3;—3), B(—13), C(11;=1).
2—masala.

2.1. Agar parallelogrammning diagonallari (- 1;0) nuqtada
kesishishi ma'lum bo'lsa, uning x+y—1=0 va y+1=0
tomonlarining kesishish nugtasidan o'tmaydigan diagonalining
tenglamasini toping.

2.2. 2x+u+11=0 to'g'ri chizigda berilgan ikki: A{l;1) va B
(3;0) nugtadan baravar uzoglashgan nugtani toping.

23. (2—4) nugtaga 4x+3y+1=0 tenglamaga nisbatan
simmetrk bo'lgan nugianing koordinatalarini toping:

24, Uchlari A{—1;1), B{2-—1), C#0) bo'lgan
uchburchakka  tashgi chizilgan aylana  markazining
koordinatalarini hisoblang;

2.5. (2;6) nugtadan o'tuvchi va koordinata o'glari bilan
ikkinchi chorakda joylashib 3 kv. birlik yuzaga ega bo'lgan
uchburchak tashkil etuvchi to'g'ri chizigning tenglamasini
tuzing.

26. A(—1,2) nuqgtadan o'tuvchi to'g'ri  chiziglar
tenglamasini shunday tuzingki, uning x+2y+1=0 va x+2y—3=0
parallel to'g'ri chiziglar orasida joylashgan kesmasining bir uchi
x—y—6=0 to'g'ri chiziqda yotsin.

2.7. Uchburchak ikkita tomonining tenglamalari berilgan:
4x—5y+9=0 wva x+4y—3=0. Agar bu uchburchakning
meridianalari {3;1) nugtada kesishishi ma'lum bo'lsa, uchburchak
tomonining tenglamasini {oping.

2.8. Romb ikkita tomonining fenglamasi: 2x—y+4=0 va
2Xx—y+10=0, hamda diagonallaridan birining tenglamasi
X+y+2=0 ma'lum bo'lsa, romb uchlarining koordinatalarini
toping.



2.9. Agar A(—5;5) va B(3;1) —uchburchakning ikkita uchi;
M(2,5) esa uning balandliklarining kesishgan nuqtasi bo‘lsa,
uchburchak tomonlarining tenglamasini tuzing.

2.10. x+3u—"7=0 kvadrat tomonlaridan birining tenglamasi
va C(0;=1) — bu kvadraining qolgan uchta tomonlarining
konishgan nugtasi. Qolgan tomonlarning tenglamasini tuzing.

J—masala.

3.1. Elipsning ekstsentrisiteti 0,8 ga, uning nugtalaridan
birining fokal radiuslari 2 va 3 ga teng, ellipsning katta o'qgi
nblsissalar o'qi bilan, uning markazi esa koordinatalar boshi
bilan mos keladi deb olib, shu ellipsning tenglamasini tuzing.

3.2. 9x?—16y%=144 giperbolada shunday nuqtalarni
lopingki bu nugtalar bilan giperbolaning. chap fokusi orasidagi
masofa ularning o'ng fokusigacha bo'lgan masofasidan ikki
marta kichik bo'lsin.

3.3. Agar y?=2rx parabolaning y=x to'g'ri chiziq bilan
x’+y2—6x=0 aylananing kesishish nuqtalaridan o'tishi ma'lum
bo'lsa, shu parabolaning parametrini va uning direktrisasi
lenglamasini toping.

3.4. -4’:—! +23’:—6=1 ellipsda shunday nugtalarni topingki, ularda

lokal radiuslar o'zaro perpendikulyar bo'lsin.

3.5. Giperbolaning fokuslari £(/7.0) va F£(-7.0) nuqtalarda
joylashgan. Giperbola A(2/0) nuqtadan o'tadi. Uning
asimptotalarining {englamasini va ular orasidagi burchakni
loping.

3_._@ A(2;2) nuqtadan va abtsissalar o'gidan teng masofada
joylashgan nugtalar geometrik o'rnining tenglamasini tuzing.

3.7. Har biri A(3;0) nuqtadan ordinata o'glariga gqaraganda
ikki marta uzoqroq masofada joylashgan nuqtalar geometrik
o'mnining tenglamasini tuzing.

3.8. Koordinata boshigacha bo'lgan masofalarning 3x+ 16=0
to'g'ri chiziqgacha bo'lgan masofalariga nisbati 0,6 ga teng
bo‘lgan nugtalar geometrik o‘rnining tenglamasini tuzing.

3.9. Har biri A(1;0) nugtaga B(—2;0) nugtaga garaganda
ikki marta vyagin bo'lgan nuqgtalar geomeirik o'rnining
tenglamasini tuzing.
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3.10. Abisissalar o'qiga wurinuvchi va A(0;3 )nuqtadan
o'tuvchi aylana markazlari geometrik o'rinlarining tenglamasini
tuzing.

3.11. Ellipsning ekstsentrisiteti 0,4 ga uning nuqtalaridan
birining fokal radiuslari 4 va 6 ga teng ellipsning katta o'qgi
absisissalar o'qi bilan, uning markazi esa koordinatalar boshi
bilan mos keladi, deb olib, shu ellipsning tenglamasini tuzing.

3.12. 36x2—-64y%=2304 giperbolada shunday nugtalarni
topingki, bu nugqialar bilan giperbolaning chap fokusi orasidagi
masofa ularning o'ng fokusigacha bo'lgan masofalaridan ikki
marta kichik bo'lsin.

3.13. 9x2—4y?=36 giperbola asimptotalari va 9x—2y—24=0
to'g'ri chiziglardan hosil bo'lgan uchburchak yuzi topilsin.

3.14.  Asimpiotasi y:iix va (2;1) nuqtadan o'tgan

giperbola tenglamasini yozing.

3.15. Fokus 4x—3y—4=0 to'g'ri chiziq wva OX o'gl bilan
kesishish nugtasida yotgan parabola tenglamasi tuzilsin.

3.16. 4x+3y+10=0 to'g'ri chizigdan 2 birlik o'zoglikda
yotgan y? = 32x parabolaga tegishli nugta topilsin.

313, :6 --?{; =1 giperbolaning x%+y%?=91 aylana bilan
kesishish nuqgtasida yotgan fokal radius topilsin,

3.18. M(9;8) nuqtadan o'tgan, y=t(-2-3'-2)x asimptotaga ega
bo'lgan giperbola tenglamasi tuzilsin.

3.19. M(/3;,72) nugtadan o'tuvchi, ekstsentrisiteti
giperbolaning 2 ga teng bo'lgan giperbola tenglamasi tuzilsin.

3.20. :6 —-2:; =1 parabolaning o'ng tarmog'idan shunday
nuqta topingki uning o'ng fokusigacha bo'lgan masofa chap

fokusigacha bo'lgan masofadan 2 marta kichik bo'lsin.

4—masala. Berilgan parabola va giperbola tenglamalarini
kanonik ko'rinishga keltiring.

4.1. a) p=3"-12x+11; B il
L

42. 8} y=-20"+8x-9; b) yi 23
To2x-1



a) y= 3[,\:: +2x+5 ) "6?:;35
L) v=3x" - 18x+25; ) _‘;‘ii_f
a) y=—2x~dx ) y=§’f_'i
a) y=-2x*+12x+7; b) y= g-:'?;
A7 a) v=352"+10x+2; b) 22;:_2
48 a) yz—x.z+2x+3; ) zii**f!
19, a) y=3x"+6x+5; b) =3;;2.7_
4.10. a) y=—x"+2x-2 b} y= "xf__x:?
S—masala. lkkinchi tartibli egri chiziq

kanonik ko'rinishiga keltiring.

51
53
53
54
5.5
5.6
5.7
5.8
5.9
5.10
5.11
512
5.13
5.14
5.15
5.16
517
5.18
5.19

520

SxPadxy+2p’ =18

457 +2J6-xy+3_y3 =24
6x1+2J§xy+2y:=21
Sx3+4ﬁxy+3yz =14

76 +218xy + 4y% =15

32 + 2/ l4xy +8y" = 10

Txt + 2/6xy + 2% =24

9x® + 442y + 2% =20

6% + 2102y + 3y =16

4x" + 443y +5y = 40

5x" +dxp+8y" =32x—56y+80=0
5xt 4 12xy - 22x =12y -19=0

X —dxy+ 4y +4x-3y-7=0

X =Sxy+4y  4x42y-2=0

4xF -12xy 49y =2x+3p—2=0
9x? —dxy + 6y +16x—8y~2=10
8x% + 65y —26x—12y+11=0

X = 2xp+y ~10x-6y+25=0
2x% —5xy—12)y" ~x+26y-10=0
4x' ~4xy+ 3y ~6x-3y-4=0
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IV BOB.
FUNKTSIYA TUSHUNCHASI VA GRAFIGI.

1—8§. Funkisiya tushunchasi. Misollar. Murakkab funktsiva.
Funkisiyaning aniglanish sohasi va giymatlar sohasi.

1. Funktsiya tushunchasi. Ayfaylik, X<R va YcR
to'plamlar berilgan bo'lib, x o'zgaruvchi X da, y o'zgaruvchi Y
to'plamda o'zgarsin xeX, usY.

Agar har bir xeX songa biror f qgoidaga ko'ra bitta yev¥
son mos go'yilsa, ¥ to'plamda funktsiya berilgan deyiladi. Uni

FiX Y yoki y= f{x)

kabi belgilanadi.

X to'plam funktsivaning aniglanish to'plami (sohasi), Y
esa funktsiyaning o'zgarish to‘plami _ {sohasi), x—erkli
o‘zgaruvchi yoki funkisiva argumenti, u—erksiz o'zgarnvchi
yoki x o'zgaruvchining funkisivasi deyiladi.

Ushbu ¥, ={ y=slhzex} to'plam funktsivaning
givmatlari to‘plami deyiladi.

Odatda, y=f{x) funktsiyaning aniglanish sohasi D(f),
giymatlari to'plami esa E(f) kabi belgilanadi.

Agar f(x) va glx) funkisiyalar berilgan bo'lib,

1) p{r)=Dfg),
2) ¥vxeD(f) uchun s(x)=g(x) shartlar bajarilsa, unda f(x) va g{x)
funktsiyalar D to'plamda teng deyiladi.

Masalan, 7(x)=+x, gl)=x va o(x)=|x bo'lsin. Bu funktsiyalar
uchun  n{s)=D(g)=blp)=R, lekin s funktsiya g bilan 4=[04)
to‘plamdagina ustma—ust tushadi, ¢ bilan esa butun R da teng.

Aytaylik, f:x -y, g:¥-»7 funktsiyalari berilgan bo'lsin.
Ushbu :=g(x)=g(f(x)), xex munosabat bilan aniglangan.
p: X —»7 funkisiva murakkab funkisiva vyoki f va g
funktsivalarning superpozettsivasi deyiladi.

66



2. Misollar.

1-misol. Radiusi z ga teng bo'lgan sharga ichki
chizilgan konusning o'qg kesimining hajmi uning uchidagi
burchak funkisiyasi ko'rinishida ifodalansin.

Yechilishi. 2 radiusli shar olib, unga ichki konus
chizamiz. Konusning o'q kesimini olamiz (1 —chizma).

)

R P
o
L T 1 )
@ 1 —chizma.

\\‘___‘_” =

Aylaylik, LACB=a, AD=r, D=4 bo'lsin.
Ma'lumki,

V=~1—er2 -H
3

formula  o'rinli. Masalani yechish uchun r va H lami R
va a lar yordamida ifodalashimiz kerak.
OD=x desak, bundan kelib chigadiki # =gy
MOC = 40=0C = R 2400 = 2c40 =&

= édOC‘::r»(%+%}=;r—a‘:>AAODza. Unda AAOD dan

qo‘yidagilarni  topamiz:
x=Reose, r=Rsin@=>H=Rtx= R-(1+cosar)
Demak,

V= E:-zf?jsin:a-(l*-cosrx).

2-misol. Parashyutchi 4 sek. davomida erkin tushib,
Keyin parashyutni ochdi va » sek. davomida o'zgarmas v,
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tezlik  bilan  tushdi. Parashyutchining : vaqt davomida
bosib o'tgan yo'li s{) topilsin. R

- Yechilishi. Bu masalada har xil oraligda funktsiya
ham turli analitik ifodalar yordamida beriladi. Hagigatan
ham, agar 6<r<a bo'lsa, maktab fizika kursidan ma'lumki,

$h)= £r

bo'ladi. Bu verda g —erkin tushish tezlanishi.
Agar  a<i<a+bd bo'lsa,

Sir)= g

;" vy le~a) o
ekanini  ko'rish qiyin emas, Demak,

£ g<iza
.2

"S-

g-a

2

+v,-{t~a), a<t<a+b

ekan.

3. Funktswamng aniglanish sohasi va givmatlar to'plamini
topish. :

3—misol. Agar f=x¥ va =2  bo'llsa, sir)] elelx)]
Aol o7 (x)] murakkab mnktswalar topilsin.

.. Yechilishi:
Ar@N=1rt)F = 6f =5,
olple)] =27 = 27
f [@ ~fo(F <@f <2
olr(x)f= 2/ =27
bo'lad.



A-misol. 1 1 e ; :
misol. Ushbu YEon funktsiyaning aniglanish

sohasi topilsin.
Yechilishi:

D{f) = R\{re Rlx' - 5x+6= 0= R\ {23} = (- 02) U (2:3) 0 (3;0)

S—misol. Agar f(x)= 1_1 bo'lsa ,
-

! I olx)= r{rx))

) o) = (7)) funktswalarmng aniglanish sohasi topilsin.
Yechlhshr
1

1) olx)= f(j(x)}~ G~ (R o e ! po'lib, uning aniglanish
( ) ,,(1 1 ]

Dlp) = R\ {0:1} = (- w50) U (0:1) o (1;40)

sohasi
ho'ladi,

2 ol)= AU M 5 [‘ ] bo'lib,  bu
I-x

lunktsiyaning ham aniglanish sohasi Dlp) = (-0} 051w {1;400)
bo'ladi.

6—misol. Agar f{——i—l)z % bo'lsa, f(x) topilsin.
X

Yechilishi: Berilgan munosabatda --i——l =1  deb belgilaymiz.
x
Unda

st xS = bo'lib f(r):[é] .  ya'ni

x+1 -t

f(x}:{é)x bo'ladi.

7—misol. Ushbu funktsiyalar aynan tengmi?

1) flx)=1g4 bilan olx)=2igl,
2) fla)=1px’ bilan  ¢(x)=21gx ,
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3) f(x):[%;—} bilan  p()=2
Yechilishi:
1) rlx) va olx) [unktsiyalarning aniglanish sohasi bir xil:
D(f)= Dlp) = R\ {0} bo'lib, vxe D(f)da flx)=1gx’ = 2igh = p(x) bo'ladi.
2)plx)=21gx funkisiyaning aniqlanish sohasi esa D(p)= (0;+w)
bo'ladi. Demak, D(f)=blp). () va efx) funktsiyalar aynan
teng emas.

3) flx)= ( ]funktslyanmg aniqlanish sohasi

D(f)= (~=:0)u0:+0) bo'lib, e{x)=2 funktsiyaning aniglanish soxasi
D{f)=(-=sw) bo'ladi. Bu to‘plamlar bir—biriga teng emas.
Binobarin, f{x) va ¢(x) funkisiyalar aynan teng emas.

14+sinx

8—misol. Ushbu f(x)=-——= funktsiyaning aniqlanish sohasi
Sy

D{f) va giymatlari io'plami Ye(f)lar topilsin.

Yechilishi:
Ravshanki , D{f)=lre Rsinx#0}={reRx=akez] bo'ladi. Ye(f)
ni topish uchun f(x].-jff—‘-‘13=l+~_l— deb olib , —1<Sinx<l
smnx Sinx

foydalanamiz. Demak, —— e (- w-1Ju [t = E(f) = (- 2:0)u[2;40)
Sinx

Mustaqil yechish wchun misol va masalalar.

1. Radiusi R ga teng bo'lgan doiraga ichki chizilgan
to'g'ri to'rtburchakning yuzi wuning asosining funktsiyasi
ko'rinishida ifodalansin.

S()=x-VART ~x?, 0<x<2R.

2. Radiusi R ga teng bo'lgan sharga ichki chizilgan |
konusning  hajmi  konus  balandligining Tunkisiyasi
ko'rinishida ifodalansin. :

J = "'H—(M 0<H<2R
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J. Radiusi & ga teng bo'lgan sharga ichki chizilgan
nusning  hajmi konus aseosi radiusining funktsiyasi
Vrinishida  ifodalansin.

1 z_! [pt _ z!
g v=Z e ., D<r<k

: 3

| Modul belgisini ishlatmay qo'yidagi funkisiya amalitik
ho'rinishda yozilsin.

. a)  y=xi-sxsd, b) y=lied.
x2_5x+6s —00<.x52, i ” .
et =
I ) y=i-x+5x-6, 2<x<3 b) yz{ gx, O<xs<l,
) igx, l<x< 4w
x =5x+86, Jex<+x
! 1

5. a) y:E(x+|x|), b) y':i(x“]xl)'

0, x=z0

| _ % x=0, b ={1 :

a) {0, et ) ¥ i e

Quyidagi funktsiyalarning aniqglanish sohalarini toping.

6. a) f(x]=;—5%]+2r b} f(x)=m,§}

J: a) plf)=(Cwonu(2)u@sx), b) D(f) = (~ oo},

7. a) f(x):]g(3sin’x—-4), b) f(x)=logzl4—-x2|.

J:a)plf)=2, b) D{/) = o) ul-2:2)0 {254).

8. Agar f(x) funktsiyaning aniglanish sohasi [—1; 0] kesma

bo'lsa, quyidagi funktsiyalarning aniglanish sohasi topilsin.
a) f(—x?%) , b) f(cos x).

Jay[-1:1].  b) {m%}xsxs[m%},kez.

9. Qo'yidagi funktsiyalarning giymatlar to'plami topilsin.
8) /() = x4~ e Osvs), b) sla)= 27"

Jia) E(f)=[2") b)  £(7)=[2:4<0),

71



2—3§. Funktsiya xossalarini tekshirish. Teskari funktsiya. :
1% Agar viexcr uchun -xex bo'lsa, X to'plam ¢
nuqtaga nisbatan simmetrik to'plam deyiladi. Bunday to‘plamdi
/{x) funktsiya aniglangan bo'lsin. _

Agar VxcXcR uchun f(-x)- /()  bo'lsa, juft; f(-x)=-1 (]
bo'lsa, tog funktsiya deyiladi. :

Endi davriy funkisiya tushunchasini keltiramiz. Aytayli
/() funktsiya X < to'plamda berilgan bo'Isin.

Agar, AT 20T e Ry, Vxe X uchun x-TeX x+TeX
Se+7)= 7(x) shartlar bajarilsa, /() davriy funkisiva deyiladi,
esa funktsiyaning davri deyiladi. j

Agar ViomeX uchun x<x, = flx) < flx)
(o <x = fln)< f(x,)) bo'lsaq, /(x) funktsiya X to'plamda o'suvchi
(qatiy OJSUVCIII'}, (xl =X :fl(xl)?' f(x:))(xl =x = f(‘xl)> f(x:)) bo'lsa, f(x}

funkisiya X to'plamda kamayuvchi (gatiy kamayuvchi) deyiladi,

O'suvchi va kamayuvchi funktsiyalar umumiy nom bilan
monoton funkisiyalar deyiladi. y=f(x) funktsiya Xcr
to’plamda berilgan bo'lib, uning qgiymatlari to'plami £(f) bo'lsin.
Agar har bir ye#(f) ga y= /(x) munosabatni qanoatlantiruvchi
bitta xeX son mos qo'yilsa, unda yuzaga kelgan funktsiya
»=/)ga teskari funktsiya deyiladi va u x= s(y) kabi yoziladi.

20. Ma'lumki, asosiy elementar funktsiyalarga darajali
funkisiya,  ko'rsatkichli = funkisiya, logarifmik  funktsiya,
trigonometrik va teskari trigonometrik funktsiyalar kiritiladi.
Asosly elementar funkisiyalarning aniqglanish sohasi, qiymatlar

to'plami va ularning xossalari maktab matematika kursidan
ma'lum.

Asosily elementar funktsiyalar ustida arifmetik amal.]ar
bajarish yordamida hosil qgilinib, bitta formula yordamida
beriladigan funktsiyalarga elementar funkisiyalar deyiladi.

Masalan: l) J(x)= x*— cos x 2} S{x) = Ig(x+~\/]_+?}

3} F)=(x~1) sin’x funktsiyalar elemeniar funktsiyalarga misol
bo'ladi.

Elementar funktsiyalarning superporzitsiyasi ko'rinishida
ifodalab  bo'lmaydigan funkisiyaga elementar bo'lmagan

»
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funktsivalar deyiladi. Masalan, bir nechta formula yordamida
aniclangan ushbu

lunkisiya elementar bo'lmagan funkisiyaga misol bo'ladi.

a*+a* l+x

3% 1—misol. Ushbu a)f(x)= LB (x)= g funktsiyalar

juft yoki toglikka tekshirilsin.
- t)w-‘.’—+2"-;’ ~LUC oy, Demak, s()=Te funkisiya
jufl.

e _(m) gt ,{Tr_xj'.‘ Lrx

hfl-x)=1 C )-- 7 =1 T = lgI ~

Demak, f(x)= lg-l——— funktsiya toq.
—X

2—misol. Simmetrik to'plamda aniqglangan bhar ganday
lunkisiya juft va toq funktsiyalar vyig'indisi ko'rinishida
ifodalanishi isbotlansin.

Aytaylik, f(») funktsiva berilgan bo'lsin. Agar

s@=L (x}*zf 2, /&) *zf D o+ wix)

deb olsak, qo(x)—f (x)+f e funktsiya juft, ()= o ) S

lunktsiyaning esa tog bo lishini ko'rish giyin emas.

3—misol. Ushbu, j(x)= 4sin(ax+p) funkts1yaning davri
topilsin, bunda A, a, B — o'zgarmas sonlar.

Aytaylik, f(x) funkisiyaning davri T bo'lsin (720).
Unda
[(x+T)= f(x), yani Asinfa(x +T)+ gl= Asinfex+ ) bo'ladi. Keyingi
lenglikdan topamiz:

al

.al
sl —— e 0
sin > u}s[ax+,3 2J

i
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bu tenglikdan smﬁ,}w bo'lishi kelib chikadi. Demak, E’;m.

yani 7= bo'ladi, bunda neZ. Berilgan funktsiyaning eng
24

kichik musbat davri 7,=2%  bo'ladi.
[

4-misol. Ushbu f(x}zl—f— funktsiva monotonlikka

+x*
tekshirilsin.
Ravshanki, bu funktsiyaning aniqglanish sohasi D(f)= (- i)
bo'ladi.
Yrx,eR x<x bo'lsin. Unda

R o w1

4x 1+x =_TI'_+;|: 1+4x.)

bo'ladi. Bu ayirmaning ishorasi 1-xx, ning ishorasiga bog'liq
bo'ladi.

Agar x;x2¢(—1; 1) bo'lsa, 1-xex,50, xx elow-)ulli+n) bo'lsa
1 —xxy<0 bo'ladi. Binobarin, Vx;xee(—1;1) da

Xy <Xy = f(x;;)'f(x.n)> 0= f(x1)< f(x:]

bo‘lib, berilgan funktsiya (—1 ; 1) oraliqda o'suvchi T bo'ladi.
Wy, x, e (o-Dullie)  da x <x = fAx)-r)>0= 7)) 1(x)

bo'lib, berilgan funtsiya (-w-1)u(le) to’plamda kamayuvchi
bo'ladi.
S—misol. Ushbu

y=-]—-—i (x#1)
x

funktsiyaga teskari funktsiya topilsin. Ravshanki,

y=~i-;—;=> yty=1l-x :>(I-r—y)x=l--y :}xr—%—;i (y;e—‘l).

Demak, berilgan funkisiyalarga teskari funkisiya y:]l;_x
X
(x=-1) bo'ladi.
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Mustagqil yechish uchun misol va masalalar.

1. Quyidagi funkisiyalar juft yoki toglikka tekshirilsin.
a) fix)=x"-cosx
b) fx)=lglctiva)
v} fx)=(x~1) sin’x
J: a) juft; b) tog; vjjuft ham, tog ham emas.

Quyidagi funktsiyalar davriylikka tekshirilsin, davriy bo‘lsa,
eng kichik musbat davri topilsin.

2.38) flx)=x*+2-1, b) fx)=3.

J: a) Davriy emas; b) fx+7T)=f(x) tenglik vr uchun
bajariladi, lekin eng kichik musbat davr mavjud emas.

3. @) f(x)=+sin3x b) f(x) =sin’ x

J : a) davriy, -:;,:9.31‘1; b) davriy, T, =x

4. a) fixy=cosx?, b) flo=&l=x-[x]

J:  a) davriy emas; b)davriy, 7, =1

5. a) slx)=sin2m, b) f(x)=sin'x+cos’x.

J: a) davriy, 7,=1; b)davriy , 7;,:5;-

6. Agar f(x) davriy funktsiya bo'lib, uning davri T (T=0)

bo'lsa, y=flax+b) (a#0) davriy funkisiya bo'lib, uning davri L
a

hao'lishi ishbotlansin.,

7. Ushbu j{x)=x-sinx funktsiya [Ugg) intervalda o'suvchi
bo'lishi isbotlansin,

Ko'rsatma: V X;J{ze[ﬁgg] va x; < Xy uchun sinx, <sinx,

lengsizlikning bajarilishidan foydalaning.

8. a) s(x)=sindx+5cos6x, D) J(x)=sin*x +cos*x.

J: a) Davriy, 7, =a; b} Davriy, 7, =2z.
9. 2) flx)=cosax; b)) =pinf/2x+1) .
I a) Davriy, 7, =2; b) Davriy, 7, _%
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10. Davriy bo'lmagan shunday f(x) va g(x) funktsiyalarg
shunday misollar keltirilsinki,
1) £+ g(x),
2) f(x)es(x)
funkisiyalar davriy bo'lsin.
11. Shunday davriy f(x) va davriy bo'llmagan g3
funktsiyalarga misollar keltirilsinki,  f(x)+ g(x), 1(x)e 2ls
funktsiyalar davriy bo'lsin.
12. Ushbu f(x)=(x3~l)2 funktsiyalarning (—1 ;0) intervaldi
o'suvchi, (0;1) intervalda esa kamayuvchi ekanligi isbotlansin.

Quyidagi funktsiyalar monotonlikka tekshirilsin.
13. a) /()= ——, b) /G)=——

x ] -1

J:a) (w0) da 3, @+0) da T b) (o) va (-10) da T, ()

va (l+w) da &
..;I
by =1L
lff ‘ L+

J: a)(<:0) da o'zgarmas, (0:+x) da T; b} (=31 da T, (=) da

14. a) f(x)-

15. a) slx)=sin*x+cos*x, x € [0 ; 7],

b) 6)=322%, x € [0 2n).

J: a) [c;ﬂ va E;iﬁ] da 4, [%;:ﬂ va F’E- da T.

4
b) [B;ﬂ va [Z%r .Zar] dal, [%;%J daT

16. El)f(x}:;[x] e b) f(x):lx|—x
J: a) o'suvchi, b) x<0 da kamayuvchi, x>0 da
0'zgarmas 0 ga leng.
17. aflx)=x"+6x* +1), b) sx)=—
x +4x+§

J: a) x>0 da o'suvchi, x<0 da kamayuvchi. b}x<—2 dé
o'suvchi, x>—2 da kamayuvchi.

18. Quyidagi Tunktsiyalarning o'zaro teskari funkisiyalal
ekanligi isbotlansin:

)= et
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b) f)=1-¥x, glx)=(-2)
v @)=V, gl)=¥

19. Aytaylik, y=s(x) va y=zglx) funkisiyalar McR
to'plamda aniglangan bo’lib, y=f(x)>0  kamayuvchi va
v=glx)<0 esa o'suvchi bo'lsin. Ushbu funktsiyalar M to‘plamda
monotonlikka tekshirilsin.

a) f)+el) b)) flx)+rdgl);

J: a) o'suvchi, b) kamayuvchi, v)
kamayuvchi.

v) y=/0; g) y=g'x)
kamayvuvchi, g)

Quyidagi funktsiyalarga teskari bulgan funkisivalar

topilsin.
20, a) flx)=2x-x", x21: b) flx)=2x-x*, x=2L:
2
V) f{x)=ﬁ= ﬂx]ﬁl)
J:a) f=1+1-x, x<1:b) f=1-l-x, =xs1:.
v) flx)=1+ ]_x2,0<X_$1.
x
21, a) y=lgk-1), b)y-vi’l-x-.
J: a) y=10"+1; b) y=41-x*.
B o x< —1
b=x"
J: i\ﬁ_x , —1=x<0
X

23. y=xx+2x , xeR;

I-+1l-x x<0
J: a) y=
~l+l+x x20

S Tw
b) y=sinx xe ERERE

b) y=37-arcSinx , xe[—l;l].



3—§. Funktsiyalarning grafikiari.

1%, Aytaylik, v=-#(x) funkisiya XcR to'plamda berilgan
bo'lsin. xexda  f(x)=y deylik. Ravshanki, (x,.»,) juftlik
tekislikda nugtani tasvirlaydi.

Tekislikning nugqtalaridan iborat ushbu {{xyjreX.y = 7(x)}

to'plam y= f{x)_funktsiyaning grafigi deyiladi.

1) Juft funktsiyaning grafigi ordinatalar o'qiga nisbatan, toq
funkisiyaning grafigi esa koordinata boshiga nisbatan
simmetrik bo'ladi. Shu sababli juft va toq funktsiyalarning
grafigini fagal argumentning musbat giymatlari uchun
bilish yetarli.

2)  Davriy funktsiya uchun esa uning grafigini bir davr
oralig'ida bilish kifoya.

20, Faraz qgilaylik, y=s(x) funktsiya grafigining tekislikdagi
tasviri ma'lum bo'lsin. Unga ko'ra quyidagi y=f{x)+b y=f(x+a)
y==f), »=sCx) ye-sx) p=irG), y=sAd) o yeal), y=rl@)
(bunda bk —o'zgarmas sonlar) funktsiyalarning grafiklarini
vasash usullarini keltiramiz:

1) y=s()+b_ funktsivaning grafigi. Bu funktsiyaning
grafigi y= s{x) funktsiyaning grafigini ordinatalar o'qi bo'yicha |l
masofaga parallel ko'chirish bilan yasaladi. Bunda grafik »>0
bo'lganda yuqgoriga, 5<0 bo'lganda parallel ko'chiriladi.

™y o &
& "ﬁ‘ \y=l’{k}<b bed
2—chizma,
2)  y=flx+e) _funkisivaning grafigi. Bu funktsiyaning
grafigi y= f{x) funktsiyaning grafigini abstsissalar o'qi bo'yicha

jaj masofaga parallel ko'chirish bilan yasaladi. Bunda grafik «>0
bo'lganda chapga, a<0 bo'lganda o'ngga parallel ko'chiriladi.
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Y

y=f[v+a) L=fl) y=lfz+al
a<l lal a0

- lal S S
—— -
\_/ I(U ’ x
,
——

’ 3—chizma.

3 y=—1(x) funktsiyaning grafigi. Bu funkisiyaning

grafigi y= f(x) funktsiyaning grafigini abstsissalar o'giga nisbatan
simmetrik ko'chirish bilan yasaladi.

1“
S0 BN
’ N
t ] -
4 b
N i

4—chizma,

44 y=fl-5)_ funktsiyaning grafigi. Bu funktsiyaning
grafigi y= s(x) funktsiya grafigini ordinatalar o'giga nisbatan
simmetrik ko'chirish bilan yasaladi.

JPY
vt | vty
N
A [ X

5—chizma.
S)  y=-fl-x) funkisiyaning _grafigi, Bu funktsiyaning

grafigi y=7(x) funktsiya grafigini koordinata boshiga nisbatan
simmetrik ko'chirish bilan yasaladi. d
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yeif) 3
6 —chizma.

6) y=|r(x)__funkisiyaning grafigi. Bu funkisiyaning
grafigi y=s(x) funkisiya grafigining OX o'gidan yugorida
joylashgan dismini qoldirish, OX o'qgidan pastda joylashgan

gismini esa shu o'gga simmetrik ravishda yuqoriga ko'tarish
bilan yasaladi.

7 —chizma.

7)  y=s[(s)_funktsiyaning _grafigi. Bu funktsiyaning
grafigi y=f(x) funktsiya grafigining OU o'qidan o'ng tomonda
joylashgan gismini goldirish, OU o'gidan chap tomonda
joylashgan qismini tashlab, uning o'rmiga OU ning o'ng
tomondagi gismini shu o'gga simmetrik ravishda chapga
o'tkazish bilan yasaladi.
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A
kg pulit=d]

p=li=<l

8 —chizma.

8)  y=af(x)__funktsiyaning grafigi. Bu funktsiyaning

grafigi y= s(x) funkisiyaning grafigining har bir ordinatasini « ga
ko'paytirish bilan yasaladi.

&

-
o P—
et = T
] \
0 \T\ ®
9 —chizma.

9)  y=/la)) _funkisivaning grafigi. Bu funktsiyaning

grafigi y=f(x) funktsiya grafigining har bir abstsissani '« ga
ho'lish bilan yasaladi.

&

b
A .
0 %
10 —chizma.
3% Ko'pincha y=s() va y=of) funktsiyalarning
grafiklarini  bilgan holda bu funktsiyalarning mos

ordinatalarining (ikkalasining ordinatalari bitta x nugtada
hisoblanadi) qo'shish, ayirish, ko'paytirish va bo‘lish bilan
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[

S+ o), fE-olx),  sx)eelx) i—g funktsiyalarning grafigini

yasash mumkin bo'ladi.

|

1-misol. Ushbu y=2x'-8x+5 funktsiya grafigi yasalsin.
Kvadrat uchhadning ko'rinishini o'zgartiramiz:

y=2x'—8x+45= 2(x1—4x+-§]:2{x—2)’ -3. Demak, berilgan
funktsiyalarning grafigini 1) va 2)—goidalarga asosan Y= 2x°

parabolaning grafigini 2 birlik o'ngga surish va 3 birlik pasiga
siljitish yordamida hosil gilinadi (11 —chizma).

11 —chizma

Izoh. Shu yo'l bilan ixtiyoriy kvadrat uchhadning grafigini
yasash mumkin.

e
2-misol. Ushbu Y=x+x/(x~) funktsiyaning grafigi
yasalsin.
Agar x>1 bo'lsa yrx+x(x~l)—-x2, x<1 bo'lsa

y=x+x{l-x)=-x"+2x
bo'ladi.
Demak, berilgan funktsiyaning grafigi (—o ; 1) oraligda

y,=-x'+2x hamda [l+e) da y=x' parabolalardan tashkil topgan
chizigni ifodalaydi (12— chizma).
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X
R e —
¥ . ! ‘{'fyer.\'mii’.t‘——ﬁ !
Aty
N AT
1 ;
J ¥ =23
|

s

Fd

/
12 —chizma.

~

2x—3
3—misol. Ushbu ¥ = "x—_‘l—

Funktsiyaning ko'rinishini quyidagicha o'zgartiramiz:

funktsiya grafigi yasalsin,

- k=3 2(::c~1)—-1__2 1
x—1 x—1 x=1"

y

1

Bu funktsiyaning grafigini yasash wuchun V= ™

lunktsiyaning grafigini chizib, uni 1 birlik o'ngga surish va 2
birlik yugoriga ko'tarish kerak (13— chizma).

13— chizma

ax + e
cx +d

Izoh: Shu yo'l bilan ixtiyoriy kasr—chizigli y =
luinkisiyaning grafigini yasash mumkin.

4-misol. Ushbu  y= Sinx++/3Cosx funkisiyaning grafigi
yasalsin.
Quyidagi amallarni bajaramiz:

v = Sinx+/3Cosx = 2(»;—5‘inx+ —? Cosx) = 2(5:‘?sz03~’3£ + Cosxan%) =28im{x+ %)
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Shunday qilib, berilgan funktsiyaning grafigini chizi
uchun y - 28m funkisiyaning grafigini chizib, uni % birli
chapga siljitish yetarli ekan (14 —chizma)

o p=Snx+fiCost
N

14— chizma

Izoh: Shu yo'l bilan y =aSinx + bCosx ko'rinishidagi
ixtiyoriy funkisiyaning grafigini yasash mumkin. |
5-misol. Ushbu y=|x'-dx+1 funktsiyaning grafigi

yasalsin.
Bu funkisiyaning grafigini yasash uchun  avval
y=x'-dx+1=(x-2f -3 tunktsiyaning grefigini yasab, so'ng »=|y|

funktsiyaning grafigini yasashda 6—xossadan foydalanamiz
(15— chizma).

+#

+L
§r=x2—4x+1

5. | .

15 —chizma.

6—misol. Ushbu y = ﬂ—l-—l funktsiyaning grafigi yasalsin.
|-

Bu funktsiya juft bo'lganligi sababli uning grafigini OY
o'gidan o'ng tomonda joylashgan gismini chizish vetarli bo'ladi
(chap tomonga OY o'giga nisbatan simmetrik ko'chiriladi).

34



mak, x>0 da y=-—}_—~ bo'lib, uning grafigini o'ng yarim

kislikda chizamiz va bu grafik yordamida
nkisiyaning grafigini hosil qgilamiz. (16 —chizma).

16— chizma.

7—misol. Ushbu
y = arcsin(sin x)

funktsiyaning grafigi yasalsin.
Bu funktsiya 2z davrli funktsiya bo'ladi, chunki
arcsin(sin (x + 27)) = arcsin(sin x)

Arksinus {a'rifiga binoan, birinchidan

T s
L et Lo
2-¥=3
ikkinchidan esa siny=sinx bo'ladi.
Demak,
-y da yp==x,
2 2
£4x$3—ﬁ-— da y=T—-x
2 2

bo'ladi (17 —chizma).
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y=aresinsin xj

17 —chizma.

8—misol. Ushbu
Si)={ +lxe =1+ +1]
funkisiyaning grafigi yasalsin.
Bu  funktsiya R=(-»w) deb  aniglangan juft
funktsiyalardir, Hagiqatdan ham,

s MR B SRR G EEER NS BR O

Demak, berilgan funktsiya grafigining OY o'gidan o'ng
tomonda joylashgan qismini topish vyetarli bo'ladi (chap
tomonga OY. o'qiga - nisbatan simmetrik ko'chiriladi}.
Ravshanki, y=7{x) funktsiya yi-'=IxL y3=;x-!!, y_‘=1x+ll,
funktsiyalar vyig'indisidan iborat. Bu funktsiyalar grafikiarini
chizib {y, va y fuonkisiyalarning grafiklarini chizishda y =
funktsiyaning grafigi va 2—qoidadan foydalaniladi), so'ng
har bir X ga mos ordinatalarini go'shib,  berilgan
funktsiya grafigi topiladi (18—chizma).

&

v f R
y=l gl
3
y;iut
/ el f[stHxM 1m k| ‘
o »  18-chizma
L0 b4 ]0 X
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Mustaqil yechish uchun misol va masalalar.

Quyidagi funkisiyalarning grafiklari yasalsin.

1. p=3x"-6x-17 1Z. y=max!x'“;—l_§
Lox)
2. y=-2x"-4x+4 13, y= ?—?—3
P s
) 4 y=2*
-2
4 L X; -1 5 y o Z?f('!gx
x +1
5. y=4lgSinx 5. y=log,log,x
6. y=Sin’x 7. y= C(}Js2.r
Stnx
7. y=05(x+1+]x-1) 3. y=arcsin(3x--1)
8. y=arcigligy) 9. y-——x2+i
X
1 x?*
9 y=— & PO
Y i Y4x+s d fx-1
10. y=Cos(igx) 1. y=x-Siga(Sin)
11, y=Sign(Sinx) 2. y=minflog, x.log, 2}

4-§. Parametrik ko'rinishda va qutb koordinatalar sistemasida
berilgan funktsiyalar.

19. Aytaylik, TcR to'plamda

(x= (1)
y=wl) rer U
funktsiyalar berilgan bo'lsin. Faraz qilaylik, X va Y to'plamlar,
mos ravishda, TcR to'plamda aniglangan x=¢() va y=wl)
funktsiyalarning qiymatlar to'plami bo'lsin. Agar ixtiyoriy teT
olinganda ham unga mos x=¢f)e ¥ uchun yagona y=w{)e¥ mos
kelsa, unda (1) sistema parametrik ko'rinishda berilgan
funktsiyani aniqlaydi deyiladi.

Masalan,
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x =1
2 te R
¥ o=

funktsiyalar oshkor ko'rinishda berilgan y=x" funktsiyaning
parametrik ko'rinishini ifodalaydi.

_ 2%, Amaliyotda dekart koordinatalar sistemasidan keyin
enyg ko'p ishlatiladigan sistema — qutb koordinatalar
sistermasl hisoblanadi.

Qutb koordinatalar sistemasida tekislikdagi ixtiyoriy M
nugta, O qutb nuqtagacha bo'lgan masofa lOM| =rva OM

vektorning OL quth o'gi bilan hosil gilgan burchagi ¢
yordamida aniglanadi {19—chizma).

M (epir) '.

»L

19--chizma

Agar dekart koordinatalar sistemasi markazini qutb
nugta, Ox o'gining musbat gismini quib o'gi bilan
ustma—ust tushirsak, unda quib va dekart koordinatalar
sistemalari  orasidagi = bog'lanishlar  quyidagi  tengliklar
yordamida ifodalanadi (20— chizma):

b4
vl - - M(qr)
P et
f‘s-‘m : A
0| x "
20 —chizma
g refxt eyt
ey l i @
igp = =
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Izoh. Qutb koordinatalar sistemasidagi ixtiyoriy (©:0)
Jultlikka Dekart koordinatalar sistemasidagi O (0;0) nugtani
mos qo'yamiz.

3° 1-misol. A0 ;—1) wva V(1,6 :—0,2) nugtalarning
(aysilari Ushbu '

-

x=Sinl+] s 14, 1% ) _
o {y gl chizigda yotishi aniglansin.
Yechilishi:
Avval  A(0 ;—1) nugtani tekshiramiz.—x=0, y=-1, x=0

bo'lganda  sinc+1=0 bo'lib, bu tenglik ::3;’- da bajariladi.

5 _{%]z(?o%—l:% Demak (0 ;—1) 1.

B(1.6,—0,2) uchun x=16 va y=-02.
sint+1=16 =psint=06. ::»msr:\[l—.Tin?_r:U,S. = y=cosi—1=
=08-1=-02= B(1,6 ;—02) 1.
s x =2~ 3Cost
2—misel. Chizigning ushbu {y S et
lenglamasidan t parametr yo'gotilib, uning Dekart koordinatalar
sistemasidagi tenglamasi topilsin va grafigi chizilsin.
x -2 =-3Cost
y-1=3S5int
yerdan  (x-2F + (y—1) = 9(Con e+ Sin’t)= 9 bo'lishini topamiz.
Demak, berilgan chiziq markazi (2;1) nugtada, radiusi 3 ga teng
bo'lgan ushbu (x—1)? +(u—1)2=9 aylanadan iborat ekan.
(21 —chizma).

parametrik

Yechilishi: Berilgan sistemadan { ekanligi va bu

21 —chizma
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3—misol. Ushbu (3)

x = t— §int
{‘v = 1- Cost
tsikloidaning grafigi yasalsin.

Yechilishi: (3) —sistema yordamida aniqglanadigan
funktsiyani y= s(x) oshkor ko'rinishda ifodalab bo‘lmaydi. Bu
funktsiya x ning barcha giymatlarida aniglangan (xe(—o;+w))
va chegaralangan ye[0 ; 2] hamda t paramelr bo'yicha davriy
bo'lib, davri 2n ga teng. Xarakierli nugtalar uchun quyidagi
jadvalni tuzamiz.

oz T l‘;ls_z o [ EX3
Lot H, I A N N T, M ol o ]
X[07x V2 |z |3 & [n |su 8 (32, e 2 |2 |
L_' a2 il gl el EOLE. 4__2,___|
YO, &[T |, [2],& T [.& |0

bef 92§ 17t | [T [ 2 |

Bu jadvaldan foydalanib tsikloidaning grafigini chizamiz.
(22 — chizma)

4 22 - chizma.

4-misol. Ushbu A(2v3;2), V(V¥2;—+2) nuqgtalarning qutb
koordinatalari  va S(5 ; 10), D(fi‘.‘. . 2) nuqtalarning Dekart
koordinatalari topilsin.

Yechilishi: Masalani yechish uchun Dekart va qutb
koordinatalar sistemalarini bog'lovchi (2) tengliklardan
foydalanamiz:

ARVE2) 2x=2V3 , y=2. = r=yr+y =J214=416=4,

ey . 9. —
tgp = = = .J§ = = 6 = A[éﬁ] B{\izf '\fz)
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::»x:'dri, y‘—-v'E::a r:,,‘f+yJ =42+2=2, 1Ig @ = S -1,
x

Tr

B nugta 1V --chorakda yotgani uchun ¢ =2z - aretgl =2£—% B =
bo'ladi, = V(Fi;z]. S(Z10) = p=% =10 = C(0;10).
L{— IO] =>@=——r=2=x=rCosp= 2Cas¥=—-2—-‘§-= =

v = rSing = 2S:'n§:£ = -\5 == D(— ﬁﬁ)

5—misol. Ushbu
r=5Sin3p "uch yaprogli gul” grafigi yasalsin.

Yechilishi: Avval berilgan funktsivaning aniglanish sohasini
lopamiz :D{r) = {o|Sin3p 2 0} = [0;’—3’}\){333;3']&;[%;5;} Qiymatlar
lo'plami Ye(r)= [0;5] funktsiya davriy bo'lib, uning asosiy davri
I, 2?” bo'ladi. Demak, funktsiya grafigini [0;33{] kesmada,
xisusan [(}%} kesmada, chizish kifoya. Buning uchun quyidagi

jadvalni tuzamiz:

o |0 _"_“z T 2
| ___| | 9 6 8
r 10 { | 5v3 !5 ﬁ_h_
| =________JL____5 N (- S

Jadvaldan va funktsiyaning davriyligidan foydalanib r =5Sin3¢
lunkisiyaning grafigini chizamiz (23 —chizma).

23 —chizma.
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Mustaqil yechish uchun misol va masalalar.
1.A{0 ;0) va B(3 ;3) nuqtalarning gaysilari ush

I3 fx=1 -1
y=r-t

chizigga tegishli ekanligi aniglansin.
J: A teqgishli, B tegishli emas.

2. A{ -i—;v’i) va B(1;2] nugtalarning gaysilari ushbu

. chizigga tegishli ekanligi aniglansin.

x=2Cost — Cos2¢
y=25int—- Sin2¢
J : B tegishli, A tegishli emas.

Berilgan A va B nuqialarning qaysilari tenglamalari
parametrik ko'rinishda berilgan chiziqga tegishli ekanligi
aniglansin.

3. =02, y=1*; AL, BE;-8), J: A va B.

. T 11

4. x=1+Cost; y=_8int; A0;0) E{E,rz-).

Ji A tegishli, B tegishli emas

S . x=2'Sint; yp=2'Cost; A(22), B2x).

J: A ham, B ham tegishli emas.

6.Ushbu
x = Cosr . yovp & : =i &
{V o | sistema qanday chizigni aniglashi topilsin.

J: y=x' parabolaning A{—1;1) va B(1;1) nugtalarini
tutashtiruvchi AOB yoyini aniglaydi.

7.Chizigning ushbu
x = 3Cost
{y =2Sint
parameirik tenglamasidan t parametr yo'gotilib, uning dekart

koordinatalar sistemasidagi tenglamasi topilsin va grafigi
chizilsin.
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Ko'rsatma: Avval birinchi tenglamani 3 ga, ikkinchi
tenglamani 2 ga bo'lib, so'ngra t parametrni yo'qoting.
i 1
Jo 42X o1 —ellips.
9 4

Berilgan chizigning parametrik ienglamasidan t parameftr
yo'qotilib, uning Dekart koordinatalar sistemasidagi tenglamasi
lopilsin va grafigi chizilsin.

8. x=t-1, y=r-2t+2.

g, .xz-!]nf[, p=lit’.

Ji oy=xt4l.
Ji 3x=|n(y-1).

10, x=@+1)', py=¢-1°. It #x+y)=(x-y)"+16.
J

xz }’2 P
SprpRl giperbola.

11 . x=aSect, y=elgl.

12. Ushbu

x=Cos’t
Ly = Sin't
astroidaning grafigi chizilsin.
13. Ushbu Dekart koordinatalar sistemasida berilgan A(2;0),

B(1;1), C(~2;0) va D {--JE;~J2' ) nugtalarning qutb koordinatalari
lopilsin.

J: 402), E{%ﬁ] cm2), D(%’E; ]
14 Quib koordinatalar sistermasida: berlgan. nshbu A[Eizj.

ff{-];’fﬁ), C(éf-;&} va 3[36’5;4) nugtalaming Dekart koordinatalari
lu‘pilsin

J: AN3), BO-3),C-LD, D(-243-2)

15. Dekart koordinatalar sistemasida berilgan quyidagi

chiziglarning tenglamalari quib koordinatalar sistemasida
yozilsin:

a) x +y* =2x, b) x:y’_isya
J: a) r=2Cos¢, b] r-_—.d-.—l_ﬂ
4.5':‘!:1-2
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16. Quyidagi chiziglarning grafiklari yasalsin:
a} r=2(1-Cosp) —kardioida, b) r=3+ 28ing

17. Ushbu (*+«,?) <2(*-)?) tenglama bilan berilgan
“Bernulli  lemniskatasi'ning grafigini qutb koordinatalar
sistemasiga o'tish yordamida chizing.

Quyidagi chiziqlarning grafiklari chizilsin.
18. x=2-¢, y=1-4*

19. x=2Cos’r, y=3Sink

20. x=Sint, y=_Cosect

Ko'rsatma: t parametr yo'qotilsa, =1 tenglama hosil
X

bo'ladi. Grafik chizilayotganda <1 va |21 bo'lishini e'tiborga
olish kerak.

21. Dekart koordinatalar sistemasida berilgan ushbu A(2v3:2),
B0-1), C@V3-2)va Dkl nugtalarning qutb koordinatalari |
topilsin.

J: ,{%;4) : 5(12’5;1} ; C[%r-;d], D(—Sif;xr’i).

22. Qutb koordinatalar sistemasida berilgan ushbu A(%’E;z).

B(z4), C‘(%EQJ va D('%Tm nugtalarning Dekart koordinatalari
topilsin.

Jo Al-v3) | B(-40), cl-1-+5), Dl2vE-2v3).

23. Quib koordinatalar sistemasida berilgan M(%'ﬁ) va

N(%”:m nuqtalar orasidagi masofa hisoblansin. J: 5.

Ko'rsatma: M va N nuqlalarning Dekart koordinatalarini
toping hamda M(x,,v,) va N(x,.y,) nuqtalar orasidagi masofani

hisoblash uchun d=(x,~x)"+(y,~»)* formuladan foydalaning.

Dekart koordinatalar sistemasida berilgan  quyidagi

chiziglarning tenglamalari qutb koordinatalar sistemasida
yozilsin.
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24, xey+i=0. Jor 1

\5(.’03[@:+3:}
25, dap=axt=yt | J ¢=%+1§1 (n=123) va r=0

Quyidagi chiziqlarning grafiklari yasalsin.
26. r=¢ , @cl0;27] —Arximed spirali.

27. r=2(1+Sinp) — Kardioda

28. r=4Sin(p - 4}) — Aylana

2. r=——»8— —To'g'ri chiziq
Cosg - Sinp

30. r=8m*2¢ —to'rt yaproqli gul.
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V BOB. _
LIMIT, UZLUKSIZLIK, HOSILA.

1-§. Ketma—Kketlik va uning limiti

Ketma —ketlik tushunchasi maktab kursidan ma'lum.

Aytavlik, {x,}: x,5..x,.. ketrpa—ketlik berilgan bo’lsin,

Agar Tne N uchun x <x,, (x_, z xm) ~ bo'lsa, unda
{x.tketma ~ ketlik ¢'suvchi {kamayuvchi} deyiladi.

Agar vemeN uchun 3ImMi{m} son : veenN  uchun x <
(x,2m)bo'lsa, u holda {,} ketma—ketlik yugoridan {quyidan)
chegaralangan deb ataladi. Agar ketma —ketlik ham vugoridan,
ham quyidan chegaralangan bo’isa, u holda bunday ketma—

ketlik chegaralangan ketma—keflik deyiladi.

Agar ketma—ketlik o'suvchi yoki kamayuvchi bo'lsa, unda
unga monoton ketma~ketlik deb ataladi.

Aytaylik, {x,} ketma— ketlik va « son berilgan bo'lsin.
Agar Ve>0 uchun 3m =nie}e ¥N:¥nzn, vchun |g-d<c bo'lsa a

son{s,} ketma—ketlikning limiti deb ataladi va limx,=a kabi
belgilanadi.
Misollar.

1} liﬂi—:() tenglik isbotlansin.

ve > 0 olamiz, |x”-_fr!:\-l—mcb':lcg:}n:vl:bno:[v]—}
n " £ £

2} im®='=1 tenglik isbotlansin.
H—hkad n
x,q::"—_l-, a=1 ¥Ye>0 olamiz.
L
-1 1 { 1
]x,,~a{=-n—ul!=;<£::>n>;=»n‘,=[-}

H £

3) tim{-1y »3 _ _
Shuni isbotlaylik. Buning uchun teskarisini faraz
gilaylik, ya'ni
limx, = lim(~1) =3 bo'lsin.  Unda ta'rifga ko'ra

Yex0 Imlele N vasn, uchun [r,-d<¢ bo'ladi. Aytaylik,
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[ ; bo'lsin |, —al< & va
||_,,, i -a!<z:=>ixl,,—xzn_,[=Exl_—a—(xh_l—a}‘s{xw—aiﬂxm_, -a! zE+eg=2=1

bo'ladi,  Lekin |, -, |=|C1)"-(-1f"|=2>1 ziddiyat kelib
chigdi, Demak, 1@_1&(—])”#3

Sonli ketma—ketlikning xossalari.

19. Sonli ketma—ketlik limitga ega bo'lsa, uning limiti yagona
bo'ladi.

20, Agar ketma—ketlik limitga ega bo'lsa, ya'ni yaginlashuvchi
bo'lsa, u chegaralangan bo'ladi.

Izoh. Bu =xossaning teskarisi o'rinli emas, ya'ni
chegaralangan ketma—ketlik yaginlashuvchi bo'lishi shart emas.
Masalan, fx,}={-1y} ketma—Kketlik chegaralangan, lekin limx, #3.
3. Agar x} ketma—ketlik o'suvchi (kamayuvchi) bo'lib,
yugoridan (quyidan} chegaralangan bo'lsa, u holda bunday
ketma—ketlik limitga ega bo'ladi.

Bu xossa keima—ketlik limitini hisoblashda keng
qo'llaniladi.

4—misol, xnz(nl]"ketmauketlik berilgan bo'lsin. Bu

n

kelma—Kketlik monoton o'suvchi va chegaralangan.
Nyuton binomi formulasidan foydalanib topamiz:

X, =

yoki

n " 3 ) nl "

[I-i-l] —I-HI' n(n 1) &X n{n ) 2) ] “+n(n—l n—2)..1

x—z+2'( D ) L e e U (-2

Ju tenglikdan ko'rinadiki:
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Demak, x, ketma—ketlik chegaralangan 2<x <3.

Unda 3°—xossaga asosan limx, =3 Bu limit e deb belgilanadi

ushbu
]iml l+iJ =e
e n

tenglikka ikkinchi ajoyib limit deb ataladi. e—irratsional so
bo'lib, e~2,718281.... taqribiy tenglik o'rinli.

e soni asos qilib olingan logarifmlarga natural 1
deb ataladi va mx kabi belgilanadi.

- @ soni matematik analiz va uning tatbigida muhim
o'rin tutadi,

Misol uchun radioaktiv elementlarning  xossalaridan
biri uning yemirilishidir. Faraz gilaylik, t=0 da radiyning
miqdori mg bo'lsin. t vagqt o'tgandan so'ng radiy
miqdori x ga teng bo'lsin. U holda radiyning yemirilish
gonuni quyidagicha:

x=my ekt "

k—bu yerda proportsionallik koeffitsenti.

Nazorat savollari.

1.Sonli ketma — ketliklar. Misollar,

2. Monoton ketma — ketliklar. Misoltar.
3. Ketma —ketlik limitining xossalari.
4. e —soni.

98



2—§. Sonli qatorlar.

1. Sonli gatorlar.

Ketma —ketliklar nazariyasida  maxsus ko'rinishdagi
lmao — ketliklar, gqatorlar muhim ahamiyatga ega.

1-Ta'rif. Aytaylik, {s,}— haqiqiy sonlar ketma-—
holligi berilgan  bo'lsin. U holda

a, +a 4-a3+,._+a,,+...=ia,, (1)

LB

[Hloda  somnli gator deb ataladi.

a, (n=123.) son gator hadlar, a, qalorning
umumiy hadi deyiladi.
S, =a,
S'\ = tda,,

S,=a +ta,+a,

S,=ata;+..+a,= ia* (2)'
k=

Yig'indilarni  tuzamiz. Bu yig'indilar qgatorning ismi
yig'indilari deyiladi.

2-Ta'rif. Agar »n-= da (1) qatorning gismiy
vig'indilaridan  iborat {s,} ketma—ketlik chekli limitga
©ga, ya'ni

liFIS, =5

bo'lsa, wu holda (1)— qator vaginlashuvchi deyiladi.
Aks  holda, ya'mi limiti cheksiz yoki limit mavjud
bo'lmasa (1) qator wuzoglashuvchi deyiladi.

§ son (1) gatorning yig'indisi deyiladi  va
(uyidagicha yoziladi:

Ll
S=a,+a:+a,+..,+a"+.,.=zan.

=1

. - 1 1 1 1
1—misol. . A Ve (e . W
Zn(n+_lj |-2+2-3+ +n(n+l}+

(jatorni yaqinlas:hishga tekshiring.
Qatorning qismiy vyig'indisi ta'rifga Xko'ra:
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2
{.
S_-,_-—d‘|+£'4‘1“ +gr"—'*§ 'l
S’;=a+ag+a‘=-%+——]-=§v
12 4

11 1
S,ma+a,+..ra, =—+——+..+
R TR T Rl e
S, ni quyidagicha vozib olamiz:

i
Sn :(l-i)-}.l .“.-l].'..i.(i_.__l__]:}_ ._!._
22 3 n n+l r.'+l

n—« da limiiga o'lamiz

lims, =1i1:3(:m—1-)=;
Lol R

Demak, berilgan qator vyaginlashuvchi, uning yig'indi
1 ga teng.

2-misol. 14243+ . +n+..
gatorni yaginlashishga tekshiring.

Ma'lumki, arifmetik progressiyaning dastlabki n
hadining  yig'indisini  hisoblash formulasidan  foydalanib
berilgan gatorning qismiy vig'indisi quyidagiga ten
ekanini topamiz:

his =1+2+3+...+n:@'~1—),

Bundan,

12 |
tims. = lim"5 == |
demak, gator wuzoglashuvchi.

1—Teorema ( qator yaginlashishi uchun  Koshi
kriteriyasi ). (1) gator vaginlashishi uchun ve>0 son
olinganda  ham  shunday meN son mavjud  bo'lib,
barcha n2wn, va mzn, lar uchun

1S, =8t =la,, +a,,+..+al<e  (3)
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Itlikning  bajarilishi zarur va yetarli.
Natija 1. Agar sonli qatorning chekli sondagi hadlari

tlirilsa, u holda  asl qatorning Yaqinlashishidan
{lushishidan) hosil bo'lgan yangi gator ham
nlashadi  (uzoqlashadi).

Natija 2. (1) qatorning yaginlashishi uchun

lima, =0

i

Hylitkning  bajarilishi  zarur.
Isbot. (3) shartni m=n+1 bo'lganda qarash yetarli:

IS, =S,

=la, | <&.

I lengsizlikdan quyidagi  kelib chigadi.

lima.., =0 yoki lime. =0.

vz

Shunday  qatorlar borki n-seo da 4 50, Ilekin

gator
Wroglashuvchi.
3-misol.
I i
e =,
2.3 n
(Jatlorga armoni or deyiladi, chunki  bu nom
(uyidagi shartning bajarilishi bilan bog'langan.
1 I[I zJ
T sl
a 2a., a.,;
bu yerda g a,, va a_ orasidagi. orta garmmonik
deyiladi,
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2. Musbat hadli qatorlar. Solishtirish teoremalari.

3-Ta'rif. Agarda i[a’,,[ qator  yaqinlashsa, ia,, qator

mel ]

absolyut vaginlashadi deyiladi.

2—Teorema. Agar qator absolyut  yaginlashsa, u
holda qator yaginiashadi.

Isbot. Quyidagi tengsizlik:

s+ 2,0+t a ) <la, 4 e+t a,

va Koshi kriteriyasidan teoremaning o'rinli bo'lishi kelib
chigadi.

3—Teorema.

@
oy +a, +£I3 -P-,.‘-i'd'" F...= Za" ¥
n=]

manfiy bo'lmagan hadlardan iborat qator yaqinlashuvchi
bo'lishi uchun uning gqismiy yig'indilaridan iborat ketma—
ketlikning yuqoridan chegaralangan  bo'lishi zarur va
yetarli.

Bu teoremadan foydalanib quyidagi  solishtirish
teoremasini hosil gilamiz. :

4—Teorema. Faraz qilaylik, hadlari manfiy bo'lmagan
ikkita qator berilgan bo'lsin:

S TP RSN T T (A),
b+ b, by kb, (B).

Agar shunday a,eN nomer ftopilseki, barcha w>n, lar
uchun
) a, 58,
. <h tengsizlik o'rinli bo'lsa, u holda

1) (B) gqator yaqinlashuvchi bo'lsa, (A} gqator ham
yaqinlashuvchi bo'ladi.

2} (A) qator uzoglushuvchi  bo'lsa, (B} gator ham
uzoglashuvchi bo’ladi.
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4—misol.
1 1 1

l+-2—2+3—;+,..+—;_+.., (4],

(alorni solishtirish alomatidan foydalanib yaginlashishga
lekshiramiz,

Ushbu
1 I =

1 E-—3+‘".I.-{n_-iﬁ+m {9),

—+
I-2

(jatorni  yaqinlashishga tekshirish oson.

S, =1+ ]—l + —]—l)-+,,_+[L-—lJ=I+I 5, =2~ I-,
2 2 3 n-1 n n n

s

lims. = 11111L2—;]1-]=2.

Demak, qator yaginlashadi. Bundan va ushbu

1 !
_nT < —{n-])n’ n=12..
lengsizlikdan  solishtirish  teoremasiga ko'ra (4) qator
yaginlashadi. )

5—Teorema (Absolyut  yagqginlashuvchi qator uchun
Veyershiras alomati). Faraz qilaylik, (A) wva (B)
qatorlar  berilgan va (B) gator  yaginlashuvchi ( (A)
ixtivoriy gator} ba'lsin. .
Agar shunday »n,eN nomer (topilsaki, barcha n>n, lar
uchun

lalzs,

ki, tengsizlik o'rinli  bo'lsa, u holda (A} qator

absolyut yaginlashadi.

el s,

5—misol. "s":—;“ qator absolyut yaqinlashadi, chunki

lsin# 1

- ¥neN uchun il—z gator yaginlashadi.

A

[ | n
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3. Yaqginlashish alomatlari.

Koshi alomati. Agar (A) qatorning  wmumiy ° hadi
a, uchun biror n,e N nomerdan boshlab, barcha n>n, lar uchun -

‘.;faISq<I (g}a-nzl}

orinli  bo'lsq, u  holda ia_, qgator yaqinlashuvchi

(uzoglashuvchi) bo'ladi.
Amaliy masalalarni hal gilishda ko'pincha, Koshi
alomatining quyidagi limit ko'rinishidan foydalaniladi.
Agar ushbu )
Bl =4

limit mavjud bo'lsa, u holda ia,, gator k<1 bo'lganda

a1

yaginlashuvchi, k>1 bo'lganda esa uzoglashuvchi bo'ladi.

6-misol. )’jy—i-?
y =l i
W
()
gatorni Koshi alomatidan foydalanib yaginlashishga
tekshiring.

1 ; : 1 . i 1
4= limya =lim [ i [
(”___) Feck et \((] 1) e [H“J
+
n n _) n
bo'ladi. l<1 bo'lgani uchun Koshi alomatiga ko'ra
&
berilgan gator yaqinlashuvchi.
Dalamber alomati. Agar (A) qatorning & va  a,,

(n=zn,) hadlari uchun

-a"—”=q<1
bo'lsa, a, qator yaginlashuvchi bo'ladi.

a
_rn!zqzl

(/]




bo'lsa, ia‘, qator uzoglashuvchi bo'ladi.
el

Dalamber alomatini ham limit ko'rinishida ifodalash
mumkin.
Agar ushbu
lim i,

M. o
(]

limit mavjud bo'lsa, u holda ia” gator g¢<1 bo'lganda

vaginlashuvchi, q>1 bo'lgunda esa uzoglashuvchi bo'ladi.

7—misol.
ol E!

”
wet 7

gatorni ~ Dalamber alomatidan foydalanib yaqginlashishga
tekshiring.

- (n-bl)n" s (n-l~!)f n V. 1 1
- 1"1111 (ne1)ynt Hm™ \n+l) 1,1‘_1:9(1+ 1}” e

n

Shunday qilib, ¢<1 va qator vyaginlashadi.

4—Ta'rif,

a~ata k(1) g (6)

ko'rinishda bo'lib, 4,>0 bo'lsa, u holda bunday gatorga
bhadlarining ishorasi almashinib keluvchi gator deyiladi.

6—Teorema (Leybnits alomati). Agar

o

2-1a,

qator berilgan bo'lib,

1) {a,}v, ya'ni a za,>0 (@n=12.)
2) fima, =0

bo'lsa, u holda (6) qator vyaqinlashuvchi bo'ladi.
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8—misol.

gatorni vaqinlashishga tekshiring.
Berilgan gatorning hadlari absolyut giymat bo'yicha
monoton kamayadi:

uning umuiy hadi esa »-»« da  nolga intiladi:
. : gl
h_md,, = 11m(-—])” 1; =0.

Qator Leybnits alomatiga ko'ra vyaginlashadi.

Nazorat savollari.

1) Sonli gator deb nimaga aytiladi wva u gachon
yaginlashadi. s

2) Qator yaginlashishi uchun Koshi kriteriyasi.

3) Musbat hadli qatorlar.

4) Solishtirish teoremalari. Misol.

5) Yaginlashish alomatlari (Koshi, Dalamber va Leybnits).

3—¢. Funktsiya limiti.

Ushbu

Ufa)={x:xe R a-s<x<a+e}

to'plam x=a nuqtaning atrofi { ¢— atrofi] deb ataladi.
Faraz gilaylik, s(x) funktsiya biror X oraligda aniglangan

bo'lib, x=a nuqta biror x  oraligning  limit nugqlasi

bo‘lsin ya'ni « nuqtaning ixtiyoriy U (s) atrofi olinganda
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ham  U,(a)\{a} to'plamda x ning kamida bitta nugtasi
mavjud bo'lsin.
1—ta'rif. @ Agar ve>0  uchun 36(g,a)=6>0:
vxeXn{o<lr-d <8}, uchun |f(x)-#<¢ tengsizlik bajarilsa,
u holda & soni s(x) funktsiyaning x—a dagi limiti deb
ataladi va limf{x)=5 kabi belgilanadi.
1—misol. lim(2x+3)=5 ushbu tenglikni ta'rif yordamida
isbotlang.
flx)=2x+3. b =5, a=1, Ve>0 olamiz
) -Y= x4 3-8 =fox-2 = 2x-) <26 = 6 > 6=

2—ta'rif. Agar Ye>0 uchun 3IE>0: \?‘ixi>!:' if(x)ubi-:é;
bo'lsa, unda lim slx)=p deb ataladi.

2—misol. Iimil =1 ushbu tenglikni ta'rif yordamida
i
isbotlang.
flo)=-= L b=l V>0 clamiz,
o
X 1 i : ez
If(x)—b'— ;—'—I*III—TJ‘::'I—I—-L.‘EE>E:?!.X"'II)E—]}*( 1 == =1 Fg.

Bundan kelib chiqadiki nmiﬁl.
L

3—ta'rif. Agar lim/f(x)=0 (») bo'lsa, unda x-a da f(x)
funktsiva cheksiz kichik (katta) funkisiva deb ataladi.
Masalan, x—1 da f(x)=x-1 cheksiz kichik, @(x)-‘--——]—-l-
e

Xossalar:

1% «() va @afx) funkisiyalar cheksiz kichik bo'lsa, unda
,(x)4 ,(x) ham cheksiz Kichik bo‘ladi.

20, O'zgarmas sonni cheksiz kichikka ko'paytmasi cheksiz kichik
bo'ladi.
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3%, Chegaralangan funktsiyaning cheksiz kichik funktsiyaga

ko'paytmasi yana cheksiz kichik bo'ladi.

4% Chekli sondagi cheksiz kichiklarning ko'paytmasi cheksiz

kichik bo'ladi.

5% Agar s{x} cheksiz katta bo'lsa, unda }—h cheksiz kichik

X

bo'ladi. {f{x}=0).

6°. a(x} cheksiz kichik bo'lsa, unda ! cheksiz katta bo'ladi
alx)

(a(x) #0).
Endi funkisiyaning limiti haqidagi asosiy tecremalarni
keltiramiz.
1—teorema. Lim f (x)=b  bo'lishi uchun f(x)=b+als)
- bo'lishi zarur va yetarlidir, bu yerda al(x) cheksiz kichik funktsiya.
Ishot. Zaruriyligi: faraz qilaylik l"j;if (x):b bo‘isin. Bu
degani ve>0  36>0, Vr OD<lr-d<é=]fx)-H<s
va'ni  «l)=f(x)-# funktisiva cheksiz kichik miqdor va
Flx)=bralx). v
Yetarliligi: faraz qilaylik f{x)=&4+alx) . bu yelda afx)—
cheksiz kichik migdor. U holda Ye»0 3850
O<lx-oq<s dan olingan x lar uchun |a(xf=|rl)-4<e
o'rinii, va'mi b soni f{x) funkisiyaning x-»q dagi limiti.
2—teorema.  Agar  VxeU/a)=(a-8, a+s)hia} uchun
flxzo {ri)<0) bo'lib, lim f{x) mavjud bo'lsa, u holda
lim /(x)z 0 ti{im flx}< 0} bo'ladi.
izoh, Agar 2~teoremada qgat'ly tengsizlik qo’yilsa, u o'rinli
bo'lmay qolishi mumkin. Masalan, f(x})=jx va a=90
bo'lsin, wxelUs{0) uchun f{x)> ¢ va lims(x)-3, lekin tim 7(x)=0.
3—teorema. Agar f(x) va glx) funktsiyalar x=a nugtada
chekll limitga ega bo'lsa, u holda shu nugtada

a) flx)+ g(x),
8y /(x} glx}
¢)lim glx)=0 -

bo'lganda, %’-‘% funktsiyalar ham chekli limitga ega bo'lib,
X
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. . R B B - .
sl Lol dfos 0 a7 O blaslaond
ushbu S ibefingli op

1. tim{/(2)# o)l = im /)¢ i,

2. i . =l i .
_rgl},[f(x) g(x)]( iﬂf (x)-lim (), T R
Lim f{x i
3.1 i(x_} s Ee L Q (1] o ]
P g(x) limg(x)' l_l:r‘l'g(x)aﬁ )'f:.«"{i's'i Folr A
Kt ]
s soomka . cnsdug dwliug
CoradE v :

teng"}i'}daf o'rinli bo'ladi.

A-natija. iim[r(f < fim sG)f

| 2-natija. limfe- 7(x}j=c-lim fx} | ;m_..

4—teorema. Agar a nugtaning biror atrofida f{x}< fixy< £,(x)
bo'lib, Liinc,f'l(x]= lim £,{(x)= & bo'lsa, u holda lim Flx)}=8 bo'ladi.

Isbot. Teorema shartidan 2 nuqgianing O<fx-d <&

atrofida bir vaqining o'zida quyidagi tengsizlik bajariladi: |

[A)-8<s  |Ab)-H<e,

bu yerda ¢— ixtiyoriy musbat son. Bundan quyidagini

yozib olamiz:
e s

b-e < filx}<bre, b-g< f{x)< b+e

il -

Bu tengsizliklardan quyidagini yozib olamizz ™.

b-s< filx)s fx)s filx)<bre. for 7 “Fooih

Yugoridagi tengsizliklardan

b-s<flxy<b+re yoki  |f(x)-H <z
: mg:ur HIPRIE S NP

kelib chiqgadi.

Ushby, in™>=1 va 1nn[1+-—) =¢ limitlarga mos ravishda

X—ba oy ERY x

birinchi va ikkinchi ajoyib_limitlar deyiladi. Bu limitlar lirnit
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hisoblashda, -g- va 1 ko'rinishdagi anigmasliklarni ochishda keng
go'llaniladi,

3-misol. [m¥*=*=*% jimitni toping.
=il X
x>0 da limit % ko'rinishga  keladi. Aniqmaslikdan

-

qutilish  uchun
bo'lamiz.

asr  suratini go'shmasiga ko'payltirib

Y (=3t I
x4l (‘JE—;*"J&*’XJ llmx{m;+@_;)_

= =2 . ..,___
1!5944 o +1.f4+x 2

4—misol . Il]'ll's'm_x“'lll'n(_'— -sinx) = ]]m———-—llm‘imx =1-0=0.

S—misol.

ﬁ*misol.
L o T oaing)
Y |
lim(-sin) = ()~ Jim {fos Csin el ] 7 = B
[ Yorl)
7—misol.
y ; & [ -1 __m;.rw
111‘{‘1.(5‘1'“‘)'tﬁr = (]*): liIn(I—W32XF = [;m[(l - coszx)m: .rJ =
] ‘7‘"; r—b;
-;;in.lws xsin ¥
=g 3 =" =1
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Nazorat savollari.

1. Funktsiya limiti.

2. Cheksiz katta (kichik) funktsiyalar.
3. Funktsiya limitining xossalari.

4. Birinchi va ikkinchi ajoyib limitlar.

4-¢§. Funkisiyvaning uzluksizligi

Avtaylik, y=ys(x) funkisiya x nuqgtaning biror atrofida
aniglangan bo'lib, x nugta shu intervalga (atrofga) tegishli nugta
bo'lsin.

x-x, =Ax deb belgilaymiz =

x=x,+Ax, Ax — argument orttirmasi.

Ay = flx,+ Ax)- flx,} — funktsiya orttirmasi.

1-ta'vif: Agar lim Ay =0 bo'lsa, unda y= f{x} funkisiva x=x,
magtada uzluksiz deyiladi.

2—ta'rif: Agar lim /(x)= f(z,) bo'lsa, u holda y=/(x) funkisiya
x=x, nugtada uzluksiz deyiladi.

Misollar: 1) y=x 2y=x', 3Iy=sinx funktsivalar vx eR
nuqgtalarda uzluksiz.

I—teorema: Agar f(x)g(x) funktsiyalar x, nuqgtada uzluksiz

bo'isa, u  holda
DrRtel), 276)sk)  Iel) (elx)=0),

funktsiyalar ham x, nugtada uzluksiz bo'ladi.

2—teorema: Agar f{x) funktsiya x, nugtada uzluksiz bo'lib,
)= 0 bo'lsa, u holda f(x) funktsiya x, nugtaning biror atrofida
bir xil ishorani saglaydi, f(x)>0 (s{x)<0) bo'lsa, 3U{x) atrof:
vret/,(x) uchun six)<0 (f(x)<0)bo'ladi.

3—ta'rif: Funktsiyaning uzluksizligi buziladigan nugtalarga
uning uzilish nugtalari deb ataladi.
Uzilish nugtalan uch torga bo'linadi:
1) Ij_rgf(x):b;e fla) bo'lsin.
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Bu holda fim r(x)= fla+0) va lim /()= f(a-0) Lar mavjud

bo'lib, fla+0)= fla-0}# fla) bo'ladi. Bunday nugta bartaraf
gilish mumkin bo'lgan uzilish nuqtasi deb ataladi. '

Misol. f(x)z{x-’a"’":" x20  fyaca
Lazap x=0 Bysca

Funktsiva uchun x-=0 nuqta bartaraf gilish mumkin
bulgan wuzilish nuqgtasi beo'ladi, chunki tim_ Jix)= fim fx)=0
va f{0)=1. Agar s{0})=0 deb gabul gilsak, funkisiva uzluksiz
bo'lib goladi. v LEA

2) lim f(x)-mavjud bo'lmasin. 8L
Bunda quyidagi uchta hol bo’lishi mumkin. Al

a)  lm fix)= fla-06} va Yim Ax)= fle+0) lar mavjud va
fla—0}= flar0).

Funktsiyaning bunday nugtadagi uzilishi birinchi tur
uzilish va | fle-0)- fla+0)| ayirmaga funktsiyaning a
nugtadagi sakrashi deyiladi.

D) x—~a da jlx) funkisiyaning o'ng wva <chap
limitlaridan  hech  bo'lmaganda biri mavjud bo'imasin.
Funkisiyaning o nugtadagi  bo'nday ugzilishi ikkinchi tur
uzilish deyiladi. ., .

Misol. f(x)=£5i“i’m’ x>0 W
' {-xazap x50 4
Funktsiya x=0 nugtada ikkinchi tur uzilishga ega,
chunki '

lim f(x}= m@ x)=0= f6), lekin lim f(x):ii_x.rgsinl;—mavjud emas.
b) x—»a da s} funktsivaning o'ng va chap
- limitlaridan bini cheksiz yoki o'ng wva chap limitlar turli

ishorali cheksiz. Funktsivaning ¢ nuqtadagi bo'nday
uzilishi ham ikkinchi tur wuzilish deyiladi

Agar tm fld=/lx)  ( lim 7{x)=flx)} bo'lsa, unda y=s{x)
funkisiya  x, nugtalarda chapdan (o‘ngdan} wuzluksiz deb
ataladi.

Agar f{x) funkisiya [a,6] kesmada aniglangan bo'lib, (o,5)
intervalda uzluksiz hamda « nuqtada o'ngdan, » pugtada esa
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chapdan uzluksiz bo'lsa, u holda s(x) funkisiya [a.5] kesmada
uzluksiz deb ataladi va f(x)e C[a.b] kabi belgilanadi.

Endi kesmada uzluksiz bo'lgan funkisiyalarning xossalarini
keltiramiz:
19 Agar f(x)eClab] bo'lib, kesmaning chetki nugtalarida turli
ishoralarni qabul qilsa, 3ce(a,b) nuqgtalarda f{c)=0 bo'ladi.
20 f(x)eCla,b]= f(x) — chegaralangan, ya'ni 3IMson: Vxelab]
uchun  |f(x}<s bo'ladi.
3% f(x)ecCla,bl=3v.x, €[a,b] nugtalar:  s{x) va f,) lar mos
ravishda f(x) funkisiyaning la.b] kesmadagi eng katta va eng
kichik giymatlari bo'ladi.

Izoh. Xossalardagi oraliglaming yopiq kesmadan iborat
bo'lishlik sharti muhim shartdir.

Masalan, 2° — xossada oraliq (0.1) intervaldan iborat

bo'lib,  flx)=— bo'lsin.  s{x)= 1 co.), lekin funktsiya (0.1)
X X
oraligda chegaralangan emas.

Uzluksiz funktsiyaning biologik masalalarda qo‘llanilishi.

Ba'zi biologik hodisalar uzluksiz va uzilishga ega
bo'lgan funkisiyalar vyordamida ifodalanadi.

Shuni  ta'kidlash  kerakki  eshitish, ko'rish, ultra
tovushlarni eshitish tebranma harakatlar bilan bog'langan
bo'lib, bu  harakatlar sinx, cosx kabi ftrigonometrik
funkisiyalar yordamida ifodalanadi.

Aniqg tajribalarda populyatsiya biomassasi,
populyatsiya miqgdori, vyo'l, temperatura, vaqgt va
hokazolar  har qanday haqiqiy sonlarni gabul qilmasligi
mumkin. Masalan, yo'l kilometr  yoki millimetrda,
biomassa tonnada yoki milligrammda, vaqt yillar yoki
o'ndan bir  sekundlarda  o'lchanadi.  Shartli  ravishda
kelishilganda  keltirilgan  funktsiyalarning giymatlar va
aniqlanish sohalari oraliglar  bo'lmasdan, balki juda
kichik maxsus to'plamlardir. Juda  katta hayvonlarning
yoshi yillar  bilan, ba'zi mikroorganizmlarning yoshi
sekundning o'ndan biri bilan o‘lchanadi. Mikroorganizmlar
3,1 yoki 3,2 sekund vyashaydi deya olishimiz mumkin,
lekin  x sekund  yashadi deb ayta  olmaymiz. Bunday
funkisiyalar to'g'risida gapirganda  uzluksiz funktsiya
hagida gapirib bo'lmaydi. Matematik analiz
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tushunchalaridan foydalanganda  funktsiyaning aniglanish
sohasi ikkita elementdan iborat - bo'lsa uni oralig bilan
almashtirish magsadga muvofiq emas. Birog funkisiyaning
aniglanish va qiymatlar sohasi cheklita, lekin gandaydir
ma'noda yetarlicha katta miqgdordagi bir—biriga vyaqin
joylashgan elementlardan iborat bo'lsa (ya'ni o'lchami juda
kichik oraliglarga bo'lingan bo'lsa), u  holda bo'nday
funktsiyaning Aniqlanish sohasini shartli ravishda  oraliq
bilan almashtirsa bo‘ladi. Bu keltirgan izoh uzluksiz
funktsiyadan foydalanish  uchun  keltirilgan  matematik
modeldir. Qaralayoigan funktsiyalarni  uzluksiz deb

faraz gilamiz  va bundan  buyon bu  hagda
eslatmaymiz.

Biologiyada uzluksiz funktsiyaga doir misolni
qaraymiz. Hujayralar bo'linishidagi mikroorganizmlar
o'sishini  o'rganayotganda Jli)=a”  kabi  funkisiyalarga
duch  kelamiz (bu yerda argument t vaqtni
aniglaydi ).

Darajali funktsiya f{x)= 4x" ~hayvon og'irligidan
asosly  intensiv almashinuvning bog'ligligini  ifodalaydi.
Bu vyerda x—hayvon og'idigi, f(x)— birlik vaqt ichida
yutiladigan  kislorod  miqdori, A va a — tirik
mavjudotning turiga garab aniglanadigan o'zgarmas

parametrlar. Misol uchun qushlarda A=70, a=074 ga,
baliglarda 4=03 «=08 ga teng.

Uzilishga ega bo'lgan  funktsiya uchun  misol
keltiramiz. Tashgi tia'sirdan go'zg'aladigan ho'jayralarni
garaylik. Misol uchun nerv hujayralari, mushak hujayralari
va boshgalar. 1 vagtda hujayra signal qgabul giladi.
Birog ta'sir birmuncha keyinroq bo'ladi, yani ¢>¢. [4:4]
kesma latent davri deyiladi. ¢ vaqida hujayra oniy
qo'zg'aladi va eng yuqori giymatga erishadi, so'ngra
asta sekin kamayib toki boshqa ta'sir  bo'lmaguncha
nolga yaginlashib boradi.

Shunday gqilib harakat migdorining funkisiyasi t
ga bogliq bo'lib, Ilatent davrining oxirida  uzilishga
ega bo'lar ekan.
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Nazorat savollari.

I. Funktsiya uzluksizligining ta'rifi.

2. Funktsiya uzilish nugtalari.

3. Uzluksiz funktsiyalarning xossalari.

4. Uzluksiz funktsiyaning biologik masalalarda go'llanilishi.

5—§. Hosila. Elementar funktsiyalarning hosilalari.

Tabiatdagi ko'p masalalar hosila tushunchasiga olib keladi.
Masalan, harakatdagi nuqtaning tezligi hagidagi masala, egri
chizigga o'tkazilgan urinma masalasi va boshqalar.

Ximik reaktsiya tezligi hagidagi masala. Aytaylik,
m=m{t) funktsiya berilgan bo'lsin, bu vyerda m- ¢
vagtdagi ximiyaviy reaktsiyaga kirishgan modda
migdori. A+ orttirmaga m migdorning Am orttirmasi mos

keladi. -’L;'" nisbat Ar vagtdagi ximik reaktsiyaning

o'rtacha tezligi. Bu nisbatning aAr—0 dagi limiti !
vagtdagi ximik reaktsiya tezligini beradi.

Aytaylik, y= f(x) funktsiya (a.6) oraliqda aniglangan bo'lib,

i)

cc(g6) bo'lsin. x nugtaga \* / orttirma beraylikki,
v +Are (a,6) bo'lsin. Unda funktsiya ham Ay= f(x+Ax)- f(x) orttirma
qabul giladi.

Agar

tim 2 1im LG h'\r) /&)
"""’“/\X Aol

mavjud bo'lib, chekli songa teng bo'lsa, shu songa y=/(x)
lunktsiyaning x__nuqtadagi hosilasi deb ataladi va u

i*(x) ZJE y' — kabi belgilanadi.
Shunday qilib,

Sx)= hm IAx—lml f(xh‘\x) f(ﬂ (1)
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Misollar. 1) (c)=0, 2) ()=t 3) (x’-1)=3+*

Hosilaning geometrik ma'nosi.

& )
b
k
Yo+&Y
Mol o Ya)
s N
0l<w A .
/ Ko WotAX X T

Quyidagi belgilashlarni kiritamiz:

ZMMN = ¢
!
tg{x = -&\_ = E‘l{
MN ~ Ax

1gp = lim rgar = lim . rx) (2)
Ax—al) Jwe-nly Ay

¥==f"(%)(x-x,) (3)—urinma tenglamasi.
YYo= ;{Igi‘]-)-{x-xu) (4) — normal tenglamasi.

I—-teorema: Agar y-=f(x) funktsiya biror x nugqtada

differentsiallanuvchi bo'lsa, u holda u shu x nugtada uzluksiz
bo'ladi.
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Izoh. Teoremaning teskarisi har doim ham o'rinli
bo'lavermaydi. Masalan, y=x funkisiva x=0 nuqtada uzluksiz,
lekin differentsiallanuvchi emas.

Chunki,

) lind € A)-L6)_ ;. [Ae _ [Lacapbx>0

/ (0)\*11"‘11[ Ax e Ar |- Lazapé.x«ﬁgf ©

mavjud emas.
2—teorema. Aytaylik, u=ulx) va v=v{x) funktsiyalar x=0

nugtada differentsiallanuvchi bo’lib, chekli u'(x) va v(x)
hosilalorga ega bo'lsin.

Unda,
.” {'a + v}-—- uhy',
2) Iu-v]'=u'vim",
3) [u] S i
v ¥
bo'ladi.

Natija: [c-7z)] =C- £'(x)

d—teorema. Aytaylik, y=r@) bo'lib, u=p(x) bo'lsin. Agar
u-olx) funktsiya x nuqgtada ¢'(x) hosilaga, y=s) funktsiya esa
v nuqgtaga mos u=¢(x) nugtada ¢'(x) hosilaga ega bo'lsa, u
holda  y=flp(x)]= F(x) murakkab funktsiya ham x nugtada
hosilaga ega bo'ladi va

y'= )= s@w)o'x) (5)

tenglik o'rinli bo'ladl.
(5) — tenglikka murakkab funktisivaning hosilasini hisoblash
lormulasi deyiladi.

Endi y=s(x) funktsiya va unga teskari bo'lgan x=7"(y)=p(y)
lunktsiyalar berilgan bo'lsin.

4—~teorema: Agar y=j(x) va x=ely) funktsiyalar

ililferentsiallanuvchi bo’lsa, unda ¢(y)= f;!(x]- yoki ok, (6)

¥ .
3

lormulalar o'rinli bo'ladi,
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2 — 4 — teoremalarni go'llash natijasida quyidagi hosilalar
jadvalini hosil gilamiz. '

1) {c)=o0, 11) (m;;)-:-‘f.
2) C-u)=Cu, 12) (sin:r)‘¥u‘cosu,
3) (utvy=u'sv', 13) (cosu}=~u'sinu,
4) {uvy=uviw, 14) (reu)= : !i: ,
. Cos f.:‘
5) [*:) S 15) (etgu=—5-.
6 oo F= ] . 16 inif= E 3
} ‘rxn) ¥ } (B.I‘CSIT ) \G——H:
?) W)=, 17) (arccosu) = - T

8) fﬂ“): a’-u"Ina, (a>0)

18) (arctgu)= ‘?;—
9) (e")= e -,

19) (arccigu)=- :‘u : 1
10} {log, u)= i (@a>0.a=1)

Bu jadvalda wu=u(x) va v=v(x) lar differentsiallanuvchi
funktsiyalar.
Agar funktsiya orttirmasini ushbu,

AFG) = [+ Ax)= f(x) = AG) Ax ralxAx) ax - ()

ko'rinishda ifodalash mumkin bo'lib, bu yerda 4 —o'zgarmas
son va kma(x_.ax)ﬂ bo'lsa unda y= f(x) funkisiya x» nuqtada
differentsiallanuvchi deyiladi va A-Ax ga funktsiya
orttirmasining chiziqli bosh _gismi deyiladi, hamda dr(x)
kabi belgilanadi.

(7) tenglikdan, df(x)=4-Ax=s'(x)-Ax ekanligini ko'rish giyin
emas. Agar bu tenglikda Ax=dx desak, u holda

df(x)= fx)ar  (8)
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g

tenglikni hosil gilamiz, o C Bomiliw
(7) va (8) dan SECNNN £ 77 b £t %,

= by =dp+a-de lim Ay = Ilm(aj;ﬂx Ax)= lnnajz:.‘?%}ﬁzﬁayé‘ﬁ}-f(x) PREN

Cpslmw sl ck e (9)
= flx+Ax)= f(x)+f' {x) Ax __}-;:;-,». T W .

5.
sl

(9} — tagribiy hisoblash formulasi.

T Arysres dodad
1—misol. i1 ni hiscblang. ‘Pf' : o
Funktsiyani  s(x)=¥x deb , fl)=—e, x=1, .Ar=0t kabi
#xt :
otamiz. {9) formuladan f{oydalanamiz: . .. .. .
| , ol
Vs fl+—=-01=1401-2=1033. ~ = - Sren
RS v +3V‘l—3 + 3 ]10

Jadvalga ko'ra #1i=1032 ga teng.

y=f{x) funkisiyaning birinchi tartibi hosilasi y'=7'(x}) dan
olingan hosilaga fagar u mavjud bo'lsal y= s{x} funktsivaning
ikkinchi fartibli hosilasi deb ataladi va

el

belgilarining  bin 'yordamida belgilanadi. Funkisiyaning
n—tartibli hosilasi quyidagi tenglik bilan aniglanadi: :

¥ =l

Funktsiyaning yuqgori tartibli differentsiallari ham shu kabi
aniglanadi.

Nazorat savollari. .

1. Funkisiya hosilasining ta'rifi.
2. Hosilaning geometrik ma'nosi.
3. Hosila jadvali. . PO
4. Hosila yordamida taqribiy hlqoblaSﬁ{ I

e_é. Faronlias

Ty

AvwETeL. L NS b BRI Rt
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6—3§. Differentsial hisobning asosiy xossalari.

i—teorema. (Ferma): Agar (ab) da berilgan  y= f(x)
funkisiya shu intervalning birorta ichki s nuglasida eng katia
yoki eng kichik giymatiga erishsa va f'(c)-3 bo'lsa, unda f'(c)=0
bo'ladi.

Isbot. Aytaylik, y=7{() funktsiva c¢ nuqtada (ce(a.b))
o'zining eng katta giymatiga erishsin. ¢ giymatga
yelarlicha  kichitk  Ax  orttirma beramiz. u holda
fle+ax)< fle) Agar ax<0  bo'lsa,

ngiié_:xli{ﬂ)o va  fimil=r1()20 (1)

bo'ladi. Agar ax>0 bo'lsa é‘é_m va

15[:1% = 1)< 0 @)

bo'ladi. (1) va (2) lardan fY{j=0 kelib chiqadi.
Bu tfeoremaning geometrik ma'nosi funktsiya grafigining
{e: 7(c)) nugtasiga o'tkazilgan urinma OX o'giga parallel bo'ladi.
Izoh. Teoremaning barcha shartlari muhim. Misol
uchun u:c.xs;—’;- segmentda y=sinx  funktsiya =0 eng
kichik giymatga erishadi, lekin funkisiyaning hosilasi
shu nugiada birga teng.

2—teorema (Roll): Aytaylik, y= f{x) funktsiya [a,b] kesmada
aniqlangan bo'lib, quyidagi shartlarni ganocatlantirsin:

1) fleclab]
2} vxelgb) uchun f'(x)-3
3} sla)=16)

U holda 3cela,b] nugta: f()=0 bo'ladi.

|

Izoh. Roll teoremasining shartlari ham muhim. x=0

nugtadan tashqarida S&) =} funktsiva —1<x<1 da
teoremaning barcha shartlarini  ganoatlantiradi.  {~11)
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oraligda  birorta ham nuqta yo'gki  hosilasi 0 ga teng
bo'lsa: (-10) da  fix)=-1, (0:1). S)=1 ga teng. x=0
da funktsiya hosilaga ega emas.

3—teorema (Lagranj): [a.b] da aniglangan y= f(x) funktsiya
quyidagi shartlarni ganoatlantirsin:

1) r&)eclas],
2) Vix € (a,b) uchun 7x)-3.

Unda 3cela,] nugta topiladiki,

16 ) g3

bo'ladi.
Agar Lagranj teoremasida fla)= () bo'lsa, unda Se)=0
bo'ladi, ya'ni Lagranj teoremasidan Roll teoremasi kelib chigadi.
Natija: Agar (ab) da f'(x)=0 bo'lsa, unda shu intervalda
/(x)= const bo'ladi.

4—teorema (Lopital qoidasi): Faraz gilamiz limf(x)=0 ()
va limg{x)=0 (=) bo'lib, !!'.m—‘)ﬂ(x—-)-ﬂ bo'lsin.
gy Kva g'(x}

U holda,
tim L) =y £62) {4)

Fa o x) X-ba g'(x)
bo'ladi.
Izoh: Boshqa barcha anigmasliklar g- yoki g ko'rinishdagi

anigmasliklarga keltirish yordamida yechiladi.

1—misol.

2°-1_0_.. @-1) .. 2'm2

E = =In2.

M o =
2—misol.
li I—sinx_=_0_=l. cosx =1 sinx _ 1
1_,“.1[,, T o Mz _pyTHMT =%
x-z é_x x-:-' .‘E—DE
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3—misol.

s i : e T Y o —sinx)
iun[ﬂgr‘—;]= (o~ 0) = [im} o ——] = lm’r{ﬁmiiml =

oo a0 \Sinx  x ety {xsinx)’

)
=1 coSX—Xsinx—cosx _ .. (xsinx) . Sinx +xcosx 0
i— ———— e — ;== — Femc

st SINX+ XCOSX v+ (sinx + xcosx) ,EP cosx-+cosx—xsinx 2

Nazorat savollari.

1. Ferma teoremasi.
2. Roll teoremasi.

3. Lagranj teoremasi.
4. Lopital goidasi.

7—§. Funkisiyani to'liq tekshirish va uning grafigini
yasash.

1. Funktsiyaning o'sishi va kamayishi.

Aytaylik, y=f(x) funktsiya (a.b) intervalda berilgan bo'lsin.
Agar shu intervaldan olingan ixtiyoriy x,>x uchun f(x)> f(x)
(7)< fx) bo'lsa, unda s(x) funkisiya (a.b) oraligda o'suvchi
(kamavyuvchi) deyiladi.

O'suvchi va  kamayuvchi funktsiyalarga monoton
funkisiyalar deb ataladi. Monoton funktsiyalar hayotda ko'p
uchraydi. Masalan, o'sayotgan daraxtning bo'yi, yetilayotgan
donning og'irligi—vaqgtning o'suvchi funkisiyalari; yorug'lik

PP —

manbaidan ma'lum masofadagi yoritilganlik — masofaning
kamayuvchi funkisiyasi bo'ladi.
1—teorema:  Agar flx) funktsiya {a.5) da

differentsiallanuvchi bo'lib, kamayuvchi (o'suvchi} bo'lmasa, u
holda (a.6) oraligda #{x)>0 (f'(x)<0) bo'ladi.

2—teorema: Agar f(x) [funktsiya (a.b) oraligda
differentsiallanuvchi  bo'lib, >0 (Fx)<0) shartni
ganoatlantirsa, u holda (ab) oraligda funkisiya o'suvchi
{kamayuvchi} bo'ladi.
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., Misollar.

1) y=¢ funktsiva {-«o+»} da o'suvchi, chunki wreR wuchun
y=e">0.

2}  p=x funktsiya uchun  y=2v=x' funkisiya [=0] da
kamayuvchi va [0+=) da o'suvchi. .

2. Funktsiyaning ekstremumlari.

Agar x, nugtaning Ju,slx)  atrofi;  wreu,(x) uchun
7)< sl ) (7x)> £(x,)) tengsizlik bajarilsa, unda s(s} funkisiya x,
nugtada lokal maksimumga {minimumgal erishadi deyiladi va

Six)  giymatga funktsivaning (xo) atrofdagi maksiymum
(minimum) givmati deb ataladi, hamda u

masi G, minl/e)

wag(a}
kabi belgilanadi.

2—teorema: {Ekstremum mavjudligining zarariy sharti).

Agar r(x) funktsiya (ab) oraligda differentsiallanuvchi
bo'lib, x, {a<x<b) nuogtada eksfremumga erishsa, u heolda
Six)=0, bo'ladi,

Izoh: f(x)=+ funktsiya uchun x=0 nuqtada six)=0 lekin

bu nuqtada funktsiya ekstrenumga erishmaydi, funktsiyaning
hosilasi nolga teng bo'lishi yetarli bo'lmay, zaruriy shart ekan..

3—teorema: (Yetarli shart}. Agar fi(x)=0 bo'lib, fix)
funktsiya x, nugtadan chapdan o'ngga o'tganda ishorasini
musbatdan {manfiydan) manfiyga {(musbafgaj -o'zgartirsa, u
holda f(x) funktsiya x, nugtada maksimumga (minimumga)
erishadi. Agar x, nugtadan o'tganda ishorosini
o'zgartirmasa; u holda flx)  funktsiya x, nugtadn
ekstremumga erishmaydi.
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Misollar.

1) f&=e-x [flx)=e-1, fix)=0=x=0

E | x0T X0 [ %0
g - T T e
L) kamayuvchi ~~ min | o'suvchi

,yn;mzf(o):eﬂ_ozl

2) fx)=x=3x+2, f'{x)=3x'-3 fU¥)=0, x=-1, x=1

L x| dw-l) = 1 ()
1. fl(x) ] + 0 o - 1 0 " .

{ 7 i o'suvchi | ‘max | kamayuve | min0 | o'suvchi
I . hi A

e = 21)=4, IR

4—teorema. Faraz qilaylik, f(x) funktsiva x, nuglta va
uning atrofida uzluksiz ~ hamda f(x)./"x)eclx,} bo'lib,
f&)=0,r"(x)=0 bo'lsin. Agar, ['(x,)>0 (f(x,)<0) bo'lsa, u holda
y=f{&) funktsiya %, nugtada minimumga (maksimumga)
erishadi.

Izohlar:

1) Funkisiya hosilasi mavjud bo'lmagan nuqgtada ham
ekstremumga erishishi mumkin. Masalan, f(x)=|4 funktsi
uchun s(0) mavjud emas, lekin funktsiya x=0 nuqtada
minimumga erishadi.

2) Shuningdek funktsiyaning hosilasi » ga aylanadigan
nugtada ham funktsiya ekstremumga erishishi mumkin. Masalan,
f&)=¥x funkisiya uchun s()== bo'lsa ham shu nugtada
funktsiya min ga erishadi.

3. Funktsiyaning botiq va gavarigligi. Burilish nuqgtasi.
Faraz qilaylik, (qb) oraligda differentsiallanuvchi f{)
funktsiya  berilgan bo'lsin. Unda bu funktsiya grafigining
ixtiyoriy nuqgtasidan urinma o'tkazish mumkin. Agar har doim
urinma grafikdan pastda (yugorida) joylashgan bo'lsa, unda
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funkisiya (a,6) oraliqda botiq (gavarig) deb ataladi. Funkisiva
grafigi o'z botigligi yoki gavarigligini o'zgartiradigan nugqtaga
esa egilish nuqgtasi deyiladi.

5—teorema. Agar (ab) oraligda f"(x)>0(<0), bo'lsa, u holda
/(x) funktsiya grafigi (a,b) oraligda botiq (qavarig) bo'ladi.

4. Funktsiyaning asimptotalari.
a) Vertikal asimptola. Agar limf(x)== bo'lsa, x=a to'g'rl

chiziq vertikal asimptota bo'ladi.

b) Gorizontal asimptota. Agar lim (x}=6 bo'lsa, y=»5 to'g'ri
chiziq gorizontal asimptota bo'ladi.

v) Og'ma asimptota. Agar lim[/(x)-(k+5)|=0 bo'lsa, y=kx+5
lo'g'ri chiziq og'ma asimptota bo'ladi.

To'g'ri chizigning parametrlari ushbu,

e=lim?, o= limle)-s]

- x P
lengliklar yordamida topiladi.
Endi funktsiya grafigini yasashga o'tish mumkin.
U quyidagi sxema asosida bajariladi:

) Funktsiyaning aniglanish sohasini topish,

2) Funktsiyaning juft—togligini aniglash.

3) Funktsiyaning davriyligini aniglash.

|)Funktsiyani uzluksizlikka tekshirish va uzilish nugtalarini
topish.

5)  Funktsiya grafigining koordinata o'glari bilan kesishish
nuqtalarini topish.

) Monotonlik oraliglarini aniqlash.

7) Ekstremumga tekshirish.

1) Botiq va gavariqglikka tekshirish.

) Funktsiyaning asimptotalarini topish.

10) Funktsiya grafigini chizish.
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Misollar. y

2x-1

(e-1y

I. Funktsiya x=1 nuqtadan lashqgari barcha sonlar o'qid,
aniqlangan. '

funktsiyani tekshiring va grafigini chizing.

2. j(—x}z—(——uy # f(x) va f(-x)aef(x) demak, funktsiya toq ham
emas, juft ham emas. |
3. Funktsiya davriy emas. |
4. x=1 nuqtadd II—tur uzilishga ega.
Jim f(r)_ Yluﬁ“——-—-l—);- +o golgan nugtalarda funkisiya uzluksiz.
5. x=1 funktsiyaning vertikal asimptotasi y=0 gorizontal
271 |
asimptotasi, ya'ni Lim flx)= fim 222 = fim e
Y () r-).t-x\(x !)I \--»:r(I- 1)“’
A
Og'ma asimptotasini topamiz.
1
4 9
p s hmf(x B b g oo =0, uwholda k=0,
- Nortm oy ““.‘Z(X“‘lt P /]__.l =
s
b= lim{7(x) k)= lim (2-' _:)12 -0, u holda 4-0. Bundan kelib
xoke e
chigadiki, y=k+b og'ma asimptota yo'cq.
y':—( 2"1)7 funktsiya aniglanish sohasini quyidagi
X =
oraliglarga bo'lamiz: (-0}, (00), () (-w=0) oraliglarda

funktsiya kamayadi. (01) oraligda esa funkisiya o'sadi. ()
oraligda funkisiya kamayadi. _

7. x=0 nuqtada funkisiya aniglangan va uzluksiz, y(x)-hosila
ishorasini manfiydan musbatga o'zgartiradi, u holda funktsiva, bu
nuctada y,, = y(0)=-1 erishadi.
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8. Funkisiya botiq va qavariqligini tekshirish uchun ikkinchi

2x+1

(e -1y

sohasini quyidagi oraliglarga ajratamiz.
(._ _l} [_l‘ J * (_ l} LAT P - _,_l. i
by >} (1:+e2). . da f(-1)= 8<0, funktsiya

(Javariq,

[%,1) da s"(0)=2>¢ funktsiya botig, (;+o) oraligda S)=10>0

lartibli hosilani olamiz. " =2. funktsiyaning aniqglanish

lunktsiya botiq. Funktsij«’am’ng ikkinchi tartibli hosilasi x=--%
dan x=1 nuqtaga o'tishdan o'z ishorasini o'zgartiradi, bundan
kelib chigadiki, /{ %j—g nuqta egilish nuqtasi bo'ladi,

9. Agar x=0 bo'lsa, u bolday=-1 va y=0 da x=1. Bundan
kelib chiqadiki, (0:-1) va [%;0] riuqtalar funktsiya grafigining

koordinata o'qlari bilan kesishish nugqtalari.
10. Funktsiya grafigi:

4|

e N
1

et

Nazorat savollari:

1.Funktsiyaning o'sishi va kamayishi.
2.Funktsiyaning ekstremumlari.

3.Funktsiyaning botiq va qavariqligi. Burilish nuqtasi.
4. Funktsiyaning asimptotalari.

127



Mustaqgil yechish wuchun misollar va masalalar.

1—masala. Qatorlarni vyagqinlashishga tekshiring
yig'indisini toping.
2. 2 2 ; B0 s RO
Ao S e 1§, ===, §==
: £ agT g J:5, 2 2[5_ 2
&1 i -1
1.2. ]_E-T_.l___'. _('..‘r__h’ j: S,,;-'1+]—-( 12‘: . s=§‘ |
319 27 i T y
I~3- (l‘i"i']‘i'(—}—l—"?} .,.+("'1“f-l Fui. j: S,,—g——"'—l i n ] V-"}‘. i
345 3 +5 £ L 4 2.3 4.5 4
-1
W R SRV NE N T (R
U2/ 2 6) (4 18 el T .
. 51 i =y 51
) S, = " TAmel { ):;I F=—
2 8.3 8
7L o faedlho 1) gl
Slén’ - Sr.- 3 "4 4n+l 4
1.6. 3 e, i s"—:_l.[.l.___l_..) s=1
,..251:’45n 6 5\3 Sm43 15
& 2 1 I 1
By i 1 8 =) | S=—
..}:?361?2»-24." 5 35 6( 6n+l] 6
ke 1 . 11 1 1
1.8. ; P So==|——— | §=—
§49n"+7n 2 ] ? 7[4 7n+4) 28
= . 3 1( 1 1 9 3
L S = ——t— §=—.
L3 ,,Z,n’—] 5 4 2(ﬂ+l+n+2 4
1.10. w__“,_l_, j; Sﬂ:l_i[;..,.__l__} S:l.
_ At +4n-3 3 4\2n+1 2n+3 3
F T e T, ji Suzml_i( ! +_L&} =1
. H6n —8n—-15 12 8l4n—-1 4n+3 12
2 1 . I 1 2
112, 3 DS = ==
gssn’uzn—:ss BoSv=gr I?.[ﬁn-i-l 6n+1) 21
L3 3 T
”—I“R'—l > 2
1.14. l- j: 5=2
I\l'-|2
l l -: =
o E«.@n })(2n+l)
1
1.16. — j: S=-
g(sn Rsml) B3 3
»
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= 2n+1 s
Ll ' 7! bR e : S =
) ;ﬁz(ﬂ'-f- 1y ¢
hs. 28 j: s=2.
; ; an+2) ] 8
o 2 . i
. lql I U LAY, : S -
} ,,Z‘ nln+1)n+2) ] 2

2—masala. Quyidagi Zx:a,, gatorlarni

yaginlashish alomatlaridan

BB =t
"
|
23 o =2
" 3"
2.5 a, =l.
3ﬂ
3G -
il a,,=—-—-——-l 3:5-.(n 1),
3"nt
Y0 4 = 100"
" n

215, o =[723)

ﬂ—-l)":”"d
o iy T - %
n+l

219 a =

3—masala.
ishotlansin :

- & 22'2 +5X— 3
31 lim=—=
s F x+3
32 2

x+2

Quyidagi

=7

3.3, lim

e}

yaginlashishga

foydalanib tekshiring.

nt
2-2. a”m_[”UT.
2.4 mes
wl
2.6. anxﬂgi, a#eas0
b
2.8, o-=20
(¥
2.10. o=
" 3
2. 12 :[E’E)
n
w2
2.14. 4,=3 {n+3)
i =1 nfu-1)
216, %_[DHJ)

tengliklar ta'rif yordamida

Sxt ~dx-1 -
%=1

4x? —14x+6 _

3.4. lim-
x=3

3.2. lim 6.

10
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3.5 11'11116—“'-3%——-—] = -5,
!

Tox+o-
3
2
3.7, tim 2% l':-s.
T x4 -

1— -
3.9, Jim 22222t

Jim 1 -4,
H X+ -
3
301 1 x—dx+3
i xer=d -3

g

3.15. 1 2x“+i35_t2=

. lim_
.-m._._; Ix+7

2
3.17, Iin}éx “{-J
Lt o
3

x— -

1
3.19. i 2X. o211

x—tl x-11

2
321, g X 1527

x——7 r+7

303, i S Txt 5
,H_,:. Ix+1 3

z
325 i ¥ T 40x+128

2
327 tim 2 T332

3.29. lim 12X "21"“ -3

3.14.

3.16. i 2x —9Jc+10 i

3.18.

3.90. ki 5% -24x-3

. 102 +9x-7
llrﬂ?“'—_—_?"_ ==19
x——

s

lim =~ .
"‘*; '2x 5 )

lim
X3 x—5

2x' +6x-8

= 26.

. lim————— =10,

=4 x+4
x*+2x-15

Clim ST 2 g

5 X+5

52 —5lx+10

o i S = 40,

-1 x-10

4~ masala. Fuktsiya limiti hisoblansin.

4.1, um‘”" -3

i Sy o2

3.30. tim ] -8.
oo X+-—
5
Jl x-3
4.2, Iim
4 2 4¥x
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4.3 Hrt /1-x A, 4+ XV-24x¢ + \
2 + qx['ﬂ 4.4, Hr —_—
wED x-9
45 Hr /X612 4.6, Hr =2
x +8 n/x-4
2
4.7. Hr/9 +2%-5 4.8, {121
)
2 2
4o ppp. 3TN 2 alo. g Y2 X 420
x+x X + 2\k
411, Hr~"! 412, Hr [ TX-Vx
o\ + x-"2x +  x-I-x
413 ur A2 4.14. wnsSrl
12 +x- w1 2x o2
415 mr 23 4.16.17 072
"o+ x-JIx o2 x +2
4.17. Ut 4.18. Hr 91 2%3
T Tx~42x nSe g2y
MA x 1
419, HT, 1 °? 420. Hr- 9 3
AL
W XY

4 422, pr VX /e
421, Ur-0H °-

-bI2x
4.23. w - ™ 424, faC~*'~_2
425, b ~~-PW* 4.26. Hmy’~**
427. Ur ,~~?, 408, yr X612
M 7x4) 2 3/g34 ¢
4.29. Ur /2’k~2 4.30. Hr W-x-61/TTx
"hrxt-16 2+°Xx

5~ra$ala. FunkMyamnag Hwmwll blzoblansm.

x“-1 o~ X -x 4+ 141
> X 9.2. 10N
¥o»>  TX

131



5.3. lim

5.5.

5.7

5.0 1

3.13.

3,15,

5.17.

3.19.

5.2).

523

5.25.

5.27.1i

5.29.

14 cos3x
x+z sin’ Tx

sin® x —1g’x
s (x-)
. oos3x—cos3x
hm-———_—;~—
xtx sin” x
sinTmr x
m—
iginfn x
oNx -3x+3-1
i ——————
pare; sinz x
533 W
3 -3
i —
x sl fg;’r x
In2x~Inzx

y e
sin 2% cos x
2

x 3

: e
lim— .
v=7 510 5x —sin 3x
1-2+¥
lim

©12 3 f2x —~3x? - 5x +2)
lm:gm}
2 x4 2

.. Y=2e08x
i ———
=% 7-3x

T
il :m:m

3-410-2

lim——
i sin3mx

54. i 1-sin2x

lim T
.r-v"4(;r 41'}
5.6. hmrg.‘ix
=%y IgX
5.8. \L\ —x+]—!
Y—ﬂ ]g;yx
. sin7x—sin3x
. 510, lim =
. In(5-2x)
512, lim— =
2 10-3x-2
o d
5.14. im = =%
=1 5N x

5.16. im>~ 18

5.18. lim Intge

2
550, 2P

5.22. lim-

5.24. lim 2

5.26. fim @< ~20)

v+l §in3r x

X
cos

5.28. lim—-=2

1 oy

5.30. 1im 222
X lgs‘x

6—masala. Funktsiyaning limiti hisoblansin.

6.1. hm{ }“’“ '
L = |
6.3. l:m( )y“

i ) 1
6.2. limCeEyr~

™ SN a

6.4. tim(-22 ")H
420§ 2
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1

- 1
Bs. i ™ 6.6. lim g
7. i:m(zx ')JH 6.8. lim(2 -i)“’i:
po. "m(m”miz 6.10. _rlig}r(msxjié-ifr
6h.11. Llfg(f,—;i)rx% 6.12. r13;11;11({:'.‘:'@‘.Jt']l“:"?z:‘
6.13. 13';.1(3—2;;}‘”’,-3r 6.14. _rl_;w‘(mx)a-s.rfs;mz,
6.15. gm(33—2"‘-)‘“rr 6.16. lim(sin )"

1

6.17. tim(2e™ — 1)1 o
1.17. lim(2¢™ - 1) — ““3(‘8325) ;

T . ) 2T K
6.19. tim(ze™ ~1) = 6.20. ET':;(Hcaslix)
( ‘)] 3 =2 '3::22 = 2).' 1 h:h(l?zfx;}
J.£1. ]‘:_rg(Ze =1 6.22. l].l'f;("'—x-—*)
2o ¥ %
6.23. [m}( -"-)uﬂ-x) 6.24. [im(ﬂg:{}”‘
ol . 4 vl
- 4 ok 1
et} 6.26. lim(—)*
6.25. lim(2 %)™ s
e tsins
6.27. limE ks 6.28. lim(sinx)
=l 2y h_':
1 In{x+1) ) 1
23 x:
6.29. =) 6.30. li_m{cfgi-) 2

7-masala, Funktsiya grafigining abtsissasi x; bo'lgan
nugtasiga o'tkazilgan normal (5.1-5.12 misollarda) yoki
urinma {5.13—5.30 misollarda) tenglamasi topilsin.

" ) . D231 i
7.1 _v=-4x—4x—, x=2 72, y=2'43x-1 x=-2

73. y=x-x, x=-1. A y=x'+8/x-32, x,=4
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811 yopn x=0998
8.13. r=x*, xx20j
8.15, y=x', r=190
8.17. y-vizoq x=256
8.19. .47 x=836
8.21. r=x", x=20m
823 y<iP, sooe
I

8.27. y':-v‘rl-}-x+sinx, x =001

8.29. y:ﬁZx—sin-z@’-., x=

88.12. y-937 ,_ 1,03
8.14, y=x. x=g24
8.16. y-:if;, x=764,

I
8- 18. ¥ =""-'-_=—-__:___-—, X= 1,016
V2xP Ly g
I

8.20. ===, x=4]

2 ¥ )< x 6
8.22. Y=EV4x-3, xeq78
8.24. ry=x, x= 2,997
8.26. r=xt X =3998

8.28. »=V3x+cosx. x=0,01

8.30. y=+x; 5. x=197

9—masalq, Berilgan funktsiyaning hosilasinj toping,

91. p= 2(3x* +4xj_:.r-—2)

I5V1v2
4 2
9.3. _v=-f-:2-_§§~
2x* —4)

12x%
& -6) 2%y
97 = ik b sl i
+ 1205

3
9-9. _j):-——-it_%’_r_*-_
X2 +x')?

9.5, yu (tx'Wis ¥

91 yatia=2
1-x°

14 x?
9.13. y=
¥ 2914242

9.2. 3 :iziz_:i‘!_____ i
=

2
94, =¥ -x=y
-
2
9.6. L= -
241+ 3%*
9.8 _Gf ~6)\'"(4-.‘-x2J1_
o= Y 120x*

3
x2

912, y. @ -2, Hauy

24x

3
9.10. yod+xi)?

914, . _Ej@___* +2)
X
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9.15. y= ‘m;xzi 9.6, y=-X tir 18
X

K V8-x
9.17. y=Y2x3(:-2) 9.18. y=(1-x))glx’ + 1
x x
0.19, y- @x#3W -3 0.20. y= 2L
9x’ (xz + 5}\[.‘(2 +5
.31, y- Barilie - 9.22. 2=t
. I ; W s
923y e LV x4l
Y 2N v Axes e s
925, puditL 8.26.. yw—omt L
i {x—I)’ 6Vx? +2x 47
x\)r;+_i 242
27, yu2EIL 608, TS
9.27. y= 1o 28. y= it
929 v:M 930 __3x+-\,_‘r:£
B 2x+7 T e

10—masala. Berilgan funktsiyaning hosilasini toping.

10.1. y= ((amgx)}:'"‘“"" 10.2. y= (sin Jx)dt
10.3. y=(sinx)* 10.4. y=(aresinx)”
10.5. y::(lnx)y 10.6. y=xmn
10.7. y={(erg3x)™ 10.8. y=x"

10.9 y=@g)*™ 10.10. y = (cos 5x)°"
10.11. yp = (xsinx)™ieo 10,12, p=(x—5y"=*
10.13. y=( +4)* 10.14. y=x=*
10.15. y=(x* -1y 10.16. y=(x"+5*
10.17. y=(sinx)? 1Q.1B; p=te 1™
10.19. y=19""x" 10.20. p=x'2*
10.21. y=finvz)’ A5 wour”
1023, y=x7 10.24. y=x*s5"
10.25. y=x 10.26. y={ige)™
10.27. y=x"" 10.28. y=(x*+1J"
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10.29. y=x"29*

12.9 y=(x-1)(x-3Y

10.30. y=(cos2x)""3

11—masala. Berilgan funktsiyaning n—tartibli
hosilasini hisoblang.
11.1. y=xe” 11.2. y=sin2x+cos(x+1)
11.3. y={e _Ax+7
11.4. » S
11.5. y=1g(5x+2) 11.6. y=a"
& 11.8. y=lg(x+4)
ll.?. yﬁir}x-I-Z)
11.9 y=vx 1 . 2xA5
110, y 13(3x + 1)
11.11. y=2 11.12. y=sinlx+1)+cos2x
1113, = 11.14, p=3315%
2x+1
11.15. y=1g(3x+1) 11.16. y=7"
- 11.18. y=igll+x)
11.17. y axsd)
4 S5x+1
11.19. y=-= 11.20. 3= 20"

Y73 20 7= a4 3
11.21. y=o" 11.22. p=sin(3x+1)+cos5x
11.23. y=ve™ _1+12x

y=ve 11.24, s
11.25. y=1g(2x+7) 11.26, y=2~
-1].2?' y:_x__ 11.28. ;’=log_1(x+5)

x+1
_lrx o Ix+l
11.29. P L 11.30. ¥ ]_7(4;—1—3}
12—masala. Birinchi tartibli hosiladan foydalanib
funkisiyvaning grafigini yasang.
12.1. p=2x"-9x +12x-9 12.2, y=3x~x"
12.3. y=ale-2f 12.4. y:f—--—J“gxl-+ﬁx—9
12.5. y=2-3x ¥ 12.6. y={x+1fx-1f
12.7. y=2x'-32" -4 12,8, y=3t-2-3

12.10. y= fi*;f--s



12.11. y=6x-8x"
12.13. y=2x*+347-5
12.15. y=(2x+1)(2x-1)
12.1?. p=12xF ~Bx¥ -2

12,19, y=22-5)

4
1221, y=2b=4f
16
12.23. y= ‘6~6;‘ —x

12.25. y=16x"—36+"+24x-9

1227, y= _(x=2Y(x-6)"

16
12.29. y=”_"5’;‘_‘§§i;¥"
13—masala.

grafigini yasang.

4, gedlt
— 4x—-5
13.3, y X%
35 —4
4x' £33 —8x -2
5 A Rl
i i <23t
13.7. y-:'%. .
x-2
138 p-rot
5-3x"
2-%
13.11. =
Vox' —4
13.13, y= ¥ -7
2x~1
13.15. y= H%—_sz
2-3x
> 2% -1
1847 321
- x =2

-

12.12. y=16x*(x~1f
12.14. y=2-124*-8%
12.16. y=2x"+9x" +12x
12.18. y=(x-1)(2x-3)

2

12.22. y= ?7‘*'4‘» ) _g

12.24. yh(iil;_‘*i

2 ki
12.26. y=2£ =X 210

12.28. y=16x" 125" -4

12.30, y=-GtD -3

Funktsiyaning asimptotalarini toping

-

13.6. y~;,.;ijc};__?;

13.8 }__2.1" :Zzi;zsx-:
13.10. y= 25
13.12. _"Z;f‘;‘
13.14, y:-i;l_és
13.16., y:i!:::

13.18. }_%ﬂ

va



1319, y=X=1 o q390 .20

" 4x-3 N
1321, y- X282 oz, -
13.23, y- Lzt 1324, 2270
13.25. .v=;37%§1=‘; 1326 X202
1327, 5= 22220 9x=3 1328, =221
13.29. y= X 22e2l3 13.30. y=_—;—§

14—masala. Funktsivani to'li tekshiring va .grafigini,
yasang. : :

14.1. y:x"x':“ 142, y:xi;_"f_‘
143, yoier 144 y=34j;

) ;
14.5. y=5% 146 y=Z ;3_?1”
14.7. y=4;f 148 y:-"f--i-;‘-:i*i!
14.9 y:z";“ 1410 _‘:=Q‘%X-
14.11. y={x'i21)2 1442, y—[]-}-i)
14.13. =-‘§;:3;3;_3 1414 y%j-_‘s-;‘—;f_’l‘%
1415, y=-—2 | 14.16. y=[§i-’i]z
1417, y= 201 A
14.19. y=%E—"+“T‘},) | 14.20. y:-“jx’
1421 pad 147 vy

: - 1
14.23. y=j2:§i—_—§ 14.24. y==ry
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=&Y _x =32
14.25. y_{ﬂz) 14.26. y=¥32
14.27. - Hx+1y

P42xi4 s yz}f;;_%
_ X —6x49 ¥ —27x 454
1429- 'V—-“{-:‘.-:ul‘)—z'— 14.30. y=-___;'j—"""“
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V1 BOB.
INTEGRAL HISOB,

1-§. Anigmas integral va uni hisoblash.

Jx) funktsiva biror {s,6} (chekli yoki cheksiz) intervalda
aniglangan bo'lsin.

1—ta'rif. Agar fx) funktsiya (a.b) intervalda
differentsiallanuvchi  #{x) funktsiyaning hosilasiga teng, ya'ni
F(x)= f(x). =xeflab) bo'lsa, u holda F(x} funktsiya {a.) intervalda
s{x) funktsivaning boshlang’ich funkisivasi deyiladi.

1-misol: r(x)=x' funkisiya sonlar o'qida fle)=3x*
funktsivaning boshlang'ich funktsivasi bo'ladi, chunki

F'ix)= (x")' =3 = flx).

Flx} va ofx) funkisiyalarning har biri {46} intervaida bitta
#{x) funktsiya uchun boshlang'ich funktsiya bo'lsa, bu F(x) va
o(x} funktsivalar (a5} Intervalda bir—biridan o'zgarmas songa
farq qiladi. Shu narsani ta'kidlashimiz kerakki, s{)=34
funktsivaning beoshlang'ich  funktsivasi sifatida ixtiyoriy
®fx) = x* +¢ funktsiyani olishimiz mumkin. Bu yerda C —ixtiyoriy
o'Zgarmas son.

2—ta'rif. (0,4} intervalda berilgan f{x) funktsiya boshlang'ich
funktsivalarning umumiy ifodasi F(z}+C C=const, shu flx)
funktsiyaning anigmas inlegyali deb ataladi va jf(x}ix kabi
belgilanadi.

Bunda [-integral belgisi, f{x) —integral ostidagi funktsiya,

flx)de esa integral ostidagi ifoda deviladi. Demak,
[l = P+ C(C = const)

2-misol. Ushbu j(x? +2x+5Hx anigmas integralni toping.

Quyidagi Fix)= "? +x e 5xa funktsiya uchun

Px)= (i;— ex? 4 5x+C) = %7 4 2545 bo'ladi. Demak,

I(xz +2x+5)dx=3;—j+x"‘+51+c.
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Aniqmas integralning ta'rifidan bevosita uning quyidagi
sodda xossalari kelib chiqadi.

2 f‘j’; 7= 1(x), demax 4 e = f(xae
2. [Pk~ Fx)ec, Ya'ni [ar(x)= rix)sc
3 [ crea=c. £ G

4 [l4G)+ 6 = JAG + [ et

1.Ix”¢c=-;f+;;~+(? (e -1), 8. Ia? z—l-cfgax+(f,
S0 gx o
dx ¥ Toqs
2 I—;—-‘—‘ll’iHi—C, 9. _‘-;3 :a =:?—Infx +ai+C‘.
e e L o
3. fadcqmaa-(.‘, 10. Ixz e

a3
4 Jera=°_,c
k

dx X
b5 fﬁ‘—‘ﬂ]‘ﬁlﬂ;*ﬁ(ﬂ

. 1 dx
& S axdy = ——. cosay 4 (', 12. --—-====—_—=lnx+\'x’+ai+c.'
J‘ a ‘[J;H-a ,
6. Imm’dx:l-sinaxﬂf. 13.]’—-1“-—.=—1-1nx"“+c.
a Peg? g T+a
Lol e
cos’axy g

Integrallash usullari,

1. O'zgaruvchini almashtirib integrallash wsulj.

Ushbu jf(x}dx anigmas integralni hisoblash talab etilgan
bo'lsin. Bunda /) funktsiya biror X =(a.b) intervalda aniglangan
Va f(x)=p(g(x)-g'x) ko nishda yozish mumkin deylik. Agar ()
funkisiya 7= () intervalda boshlang'ich of) ga ega bo'lib, g(x)
funktsiya Xelab) intervalda (gx)c 1) differentsiallanuvchyj
bo'lsa, 1 holda '

[/t = Jole(:g ekt = (g (x))-+

tenglik  o'rinli,
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3—misol. _[———xdx- ni hisoblang (a="const).
XTg

Yechilishi:
' +4' =¢ kabi almashtiramiz.

———am e e ~In|lri+C--—In[x +a’)+C.

2. Bo'laklab integrallash usuli.
u=ulx) va v=vx) funkisiva (a.b) intervalda uzluksiz a(x) va

v(x) hosilalarga ega bo'lsin. U holda
Jm_x Jebv(x) = ulxpvix) -~ IV(x}du(x)

tenglik  o'rinli bo'lib, bu tenglikka bo'laklab integrallash
formulasi deyiladi. :

4—misol. [xe'ar ni hisoblang.
Bu infervalda w=x dv=¢"® deb olamiz. Bundan kelib
chigadiki du=dv, v=e". '
Jxe"dx =xe' - J-e'dx =xet~e"+C=(x=1e"+C..

Ratsional funkisiyalarni integrallash.
1. Sodda kasrlarni integrallash.

Biror
Plx)=a, +ax+ax’ +. . +a,x" {1

ko'phad berilgan  bo'lsin, bunda a,e4,..4q,~0'2garmas
haqgiqgiy somlar, a4,20. neN esa ko'phadning darajasi.

P{x} aytax+ax’ o +ax
(x) b, +bx+ byxt 4. + B xF

(keN)
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ga kasr  ratsional  funktsiva deyiladi, agar n<#
bo'lganda to'g'ri kasr, aks heolda noto'g'ri kasr
deyiladi.
Ushbu
A Rx+C

G-af" (C+priq)

ko'rinishdagi kasrlar sodda kasrlar deyiladi, bunda 48.C
hamda a,pq lar o'zgarmas sonlar, X4 pxig kvadrat
uchhad hagqiqiy ildizga ega emas.

Har qanday to'g'ri kasr (2) sodda kasrlar orqali
ifodalanadi.

m=12,.. (2)

to'g'ri  kasr maxrajidagi Q) ko'phad,
quyidagi ‘
00)=(-a)'Q(x) (meN)

ko'rinishda bo'lib, @/(x) ko'phad esa (x-o) ga bo'linmasa,
u holda berilgan to'g'ri kasr quyidagi

_‘E.(.x.lz A'" .Y Am—l i A: +P,(.t)
ox) (x-a)f (-a)y” 7 x-a Q)

ko'rinishda ifodalanishi mumkin, bunda e
o'zgarmas haqiqiy sonlar, A(x)—ko’phad.
Agar @fx) ko'phad

0(x)=(" + pr+q)f -0.(x)

ko'rinishga ega bo'lib (s +px+q kvadrat uchhad haqgiqiy
ildizga ega emas), @) ko'phad x’+px+q ga bo'linmasa,
u holda berilgan to'gri  kasr quyidagi  ko'rinishda
ifodalanishi mumkin:

Px)__Bx+C, . B.x+C,, Bx+C,  A)

olx) (Ju:1 1—}:!:4:+q')'w (xz +px+q)"-’ s X +prtg Q)

bunda B.B,...B,.C,.C,..C, —0'zgarmas sonlar, P(x)~ko'phad.
- Sodda kasrlarning anigmas integrallarini hisoblaymiz.
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1. __[x i = jd(x D - dolax~a+C

- .(“’a)i”k
2. j(x 5 S - fo-ay*dz-ay= e m—sc
3. =~ 28 bu integralni hisoblashda 1kk1ta hol bolishi
. Frprig
munkin,

a) x"+pr+g kavadrat uchhad to'liq kvadrat bo'lsa, I—
“integral 1 va 2 hollarga keltiriladi,

b) Agar 2’ +pr+y kavadrat uchhad to'liq kvadratga kelmasa,
bu holda uni to'lig kvadratga to’ldirib integrallash mumkin.

- d~misol.

[= | ,Zx‘z d:=§ 2x-2 dx, x-+=/ desak,

x x4l ( ]Y 2
x=--1 &=
2)
2t-1 3 ’ -
1= [t = |==dr - ——-=m[r’+ J arcig-L+C'= =

J j I; E 2 T SJ— C

*a 4 : o

= infx’ —x+1)—-—fmrgzj/.1+c

Izoh: Ma'lumki, elementar funktsivaning hosilasi- yana
elementar  funktsiya bo'lar edi, lekin integral olish
uchun bu fasdig o'rinli bo’'lishi shart emas, ya'ni ba'zi bir
elementar funktisiyalarning integrallari elementar funkisiya
bo'lmay qolishi mumkin. Masalan, ushbu

I. _(e' v, ' ' 2. Ioosx’dx
3. jsinxzctx, _ - § Iﬁ {x20x=1)
5' fCUSI dx{x £ 0)’ jslnx

X

integrallarning har biri elementar funktsiyalar yordamida
ifodalanmaydi. Bu funkisivalar amaliyotda ko'p uchraganligi
sababli ulaming giyvmatlarini  hisoblash wuchun alohida
jadval tuzilgan va ulaming grafiklari yasalgan. Shu yol
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bilan elementar funktsiyalarda integrallanmaydig,
funktsiyalar ham to'la o'rganilgan.

Nazorat savollari.

Boshlang'ich funktsiya.

Anigmas integral.

O'zgaruvchini almashtirib integrailash usuli.
Bo'laklab integrallash usuli.

Ratsional funktsiyalarni integrallash.
Boshlang'ich funktsiyalar jadvali.

G W

2—-3§. Aniq integral va uning tadbiglari.

1. O'tilgan yo‘l hagidagi masala. Biror moddiy nuqgta
to'g'ri chizig bo'yicha [,.7] vaqt oralig'ida v=v({) tezlik bilan
{tely.r) harakat gilayotgan bo'lsa, uning bosib o'tgan yo'li § ni
topish talab etilsin. [.,7] vaqt oralig'ini #,<f<t<.t,=7 n-ta
bo'lakka bo'lamiz va Ay =f,-1_,. f{=12...n) deb olamiz. Bu |
bo’laklarning eng kattasini A =maxa;, deb belgilaymiz. Agar bu |
oraliglar kichik bo'lsa, u holda katia bo’lmagan xatolik bilan har
bir oraliqda harakat bir xil deb hisoblashimiz mumkin.

8 = vlr JAr, +vlz, )AL, oot s, )AL,

bu yerda 7, s, :4]. Yig'indini iv(ri)m, — deb belgilaymiz va

ksl
S= l_imiv(g )ar,
A= oy
deb olamiz.

Aytaylik, [a.6] kesmada chegaralangan 7(x)
funktsiya berilgan bo'lsin. [ab] kesmada ushbu

a=x <X <X <. <x,=h
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ifodani ganoatlantiruvchi ixtiyorly nuglalarni olamiz.

A, =x,-x, Va A= max Ax,

kel
deb  belgilaymiz.
v, €l nugtalarni olib, quyidagi yig'indini

luzamiz ”Z‘!f(rk_hxk.
Agar [ab] kesmaning bo'linish holatiga va r, nugqtani
lanlashga bog'liq bo'lmagan Ei fle)ay,.  chekli limit mavjud

bo'lsa, bu holatda bu limitga f{x) funktsiyaning [a,5]
segmentdagi aniq integrali deb ataladi va quyidagicha
belgilanadi.

[ =1im 1l ),
: £t

flx) —ga integral osti funktsiva deyiladi. <. —larga mos
ravishda integralning guyi va yugori chegarasi deyiladi.
2. Aniq integral xossalari.
1%, O'zgarmas sonni integral belgisi  ostidan chigarib
yozish mumkin:

fereode = C}f(x)dr-

20, [IAG)+ Aol = [fiade+ [

30, (e = [£(xix
b @ &
40 [roods = [fdv+ [f(x)ax
(a<e<b).
Teorema: Agar f(x) funktsiya [ab] kesmada uzluksiz va F(x)

bu kesmada j(x) funktsiyaning boshlang'ich funktsiyasi bo'lsa, u
holda
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[rxax =F(b) - Fa) ¢

bho'ladi.
Bu formulaga Nyuton—Leybnits formulasi deb ataladi.
Misol.

3 -G
jcnsxgtr——sin. =sinn2~~sin0=].
[1]

1t

Teorema: (Orta qiymat haqidagi teorema). Agar f(x)
funktsiya [a,b] segmentda uzluksiz bo'lsa, u holda [a.b] segmentda
shunday ¢ nugta topiladiki,

[fde=(p~a)- fle) .

tengliik o'rinli bo'ladi.
Isbot: Nyuton — Leybnits formulasiga ko'ra J'f(x)dx =F(b)— F(a)

deb  yozishimiz ~ mumkin. - Lagranj = teoremasiga ko'ra
Flb)-Fla)=(b-a)-F'(c)={b-a)f(c). bu yerda a<c<b teorema isbot
bo'ldi. . |

3. Yoy uzunligini hisoblash. i

Ma'lumki, egri chiziq yoyining wuzunligi shu egri chiziqqa |
chizilgan siniq chiziq perimetrining limiti sifatida ta'riflanadi.
Siniq chiziq perimetri yig'indiga (integral yig'indiga) keladi va
uning limiti aniq integralni ifodalaydi.

1. Faraz qgilaylik, AB yoy y= f(x) (e<x<b) tenglama bilan
aniglansin. Bunda 7(x) funktsiya [s,5] segmentda aniglangan
uzluksiz va uzluksiz  f(x) hosilaga ega bo'lsin. AB yoyning
uzunligi

1= e @a (1)

bo'ladi.
1. Faraz gilaylik, AB yoy
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x=xlf)
{y=y(r) | las=isp)

tenglamalar sistemasi bilan aniqlansin (bu holda egri chizig
parametrik holda berilgan deyiladi}. Bunda x=x{t), »=()
funkisiyalar [r.p] da aniglangan, uzluksiz va uziuksiz x(} 3 )
hosilalarga ega.

~ AB yoyning uzunligi

a —
I= J’J;T{f)-fy”(f}d:
bo'ladi. )

3. Paraz qilayitk, AB egri chizig guth koordinatalar
sistemasida p=p(@) (@sd=<p) funkisiya bilan berilgan bo'lsin.
Bunda p=p() funktsiya [s8] segmentda uzluksiz va r'e)
hosilaga ega Bu holda AB eqri chiziqning uzunhgl :

g Np”w) +plo¥. (3

bo ladi.

4. Anig integralning biologiyaga ba'zi tadbiqlam

Populyatsiya migdori.

Vagt o'tishi bilan populyatsiva miqdori o'zgarib turadi.
Agar populyatsiya uchun sharoit vyetarlicha yaxshi bo'isa, u
heolda tuqg’ilish soni o'lishga nishatan ko'p bo‘ladi. Populyatsiya
tezligini v=v{n (birlik ¢ vaqt ichida ) bilan belgilaymiz. Eski
populyatsiya vashash joyida »() tezlik kamayadi va asta—sekin
nolga yaqginlashadi. Lekin populyatsiya yosh bo'lsa, o'zaro bir—
biri bilan bo'lgan munosabatlar hali o'matilmagan bo'isa yoki
mavjud bo'lgan ba'zi tashqi ta'sirlar bunga ta'sir gilsa, misol .
uchun insonning aralashuvi, u holda wy tezlik sezilarli darajada
ko'payib yoki kamayib fo'radi.

Agar populyatsiya tezligi v() ma’lum bo'lsa, u nolda biz g
dan T wvaqtgacha bo'lgan oraligda populyatsiva miqdorining
o'sishini topa olamiz. Hagiqatdan ham t vagt ichida
ta'rifidan, bu funktsiya N{t} populyatsiva migdoridan olingan
hosilaga teng va bundan kelib chigadiki N{t} populyatsiya
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miqdori v funkisiyaning boshlang'ich funktsiyasi. Shuning |
uchun

T
N = NGgp) = [oodr (1)

Ma'lumki juda vyaxshi sharoit(ia populyatsiya tezligining
o'sishi v(1)=ae” bo'ladi. Populyatsiya bu holda keksaymaydi. Bu
holda (1) formuladan foydalanib, quyidagiga ega bo'lamiz:

5
N(T)= N(fo)“‘“ajeﬂdt = N(rﬂ)+%e*’

= N(%)**%(E” -e) (9

Bu formula orgali ba'zi zambrug'larning (penitsillin ajratib
chigaradigan) migdorini hisoblab chigarish mumkin.

Populyatsiya biomassasi.

Shunday biomassalami garaymizki hayoti davomida massasi
sezilarli o'zgaradi va shu populyatsiya umumiy biomassasini
hisoblaymiz. Aytaylik, r gaysidir birlik vaqining o'sishini
aniqglasin, N(rz) o'sishi r ga teng populyatsiyaning maxsus
miqdori. R(r)—maxsus r o’sishidagi o'rtacha massa, M(z)— 0
dan r o'sishgacha bo'lgan biomassa.

Shuni aniglaymizki, N(r)R(r) ko'paytma ¢ o'sishdagi
biomassaga teng. Ayirmani garaylik,

M(z+ ATy~ M(7)

Yuqoridagi ayirma r dan r+aAr o0'sishdagi biomassa,
quyidagini qanoatlantiradi:

N[;JPGJMM(rm)_M(r)_gN[;)P[?)m 3)

bu yerda N[ ;]P(;]—etarlicha kichik, N[;)P[;] —etarlicha Katta

migdor ( [r,z+aA7] oraligda N[;]){;) funktsiyaning ). Ar>0 ni
o
hisobga olib (3) tengsizlikdan quyidagiga kelamiz.
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N(;]F(;)SM(H-&:')—M(:"):; ;)[{;J .
At

N(z)R(r) funktsiyalar uzluksizligidan {(yani N{z) va R(r} lamning
uzluksiz bulgani uchun ) quyidagiga kelamiz.

H:_?“[ N(;}F{ r” &1 n}{h’(;}’[;” = N(@)P(x),

bundan lim J?Lf:_i\;_):k{({)_ = N(r)P(r}  yoki 5_”‘;.(_7_)-; N@)P(r) kelib
Ar=+l T T
chigadiki, M(r} biomassa N(r)R{r) larning boshlang'ich

funkisiyasi. Demak,
M(T')-M(0)= [N(z)P(z)dz,
B

bu yerda T —berilgan biomassaning maksimal yoshi. M(0) anigki
nolga teng, u holda

M(T) = ?N(r)P(r)dr

bu ifoda orgali populyatsiyaning umumiy biomassasini
hisoblaymiz.

Nazorat savollari.

. Aniq integral.

. Aniq integral xossalari.

. O'rta giymat hagidagi teorema.

. Yoy uzunligini hisoblash.

. Tekis shaklning yuzasini hisoblash.

. Anig integralning biologik masalalarga tadbigqi.

s WO B =
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Mustaqil yechish uchun misollar va masalalar,

1-masala. Anigmas

11 fa-3x)™a
1.3, [(x+4)dx
1.5 j’(4 ~16x)sin 4xdx
L7, [(-6x)e™ax

1.9. finlax® +1)x
1.11. J‘arctgxfé_x—_ldx
1.13. J-e"“(2=9x)a‘r
1.15. -[arc:g\f_mdx
117, (5 +6)cos2udc
1.19. [(2 - 3)cos 22
1.21. f(2x - 5)cosdxax
1.23. _[(x+5)si]13x¢c
1.25. [(ax +3)sin Sxetx
1.27. [[V2 - 8x)sin 3xd
1,29, [2%

P
sin” x

integral topilsin.

1.2. farctgma&
1.4. [(4x-2)cos2xds
1.6. I(Sx+2)e“¢ir
1.8. jln(x1+4)dx
1.10. j(2—4x)sin 2xdx
1.12. !e‘z'(4x-—3)dr
1.14. jarcfguﬁdx
1.16. Iarcfgw/:_i;——idx
1.18. f@x-2)cossxds
1.20. I(4x+?]cns3xdx
Byt I(S—Bx)mﬁxdr
1.24. I(Z—-!vx)sin?.xdt
1.26. [(7x~10)sin dxax

198 2=

cos’ x

1.30. Ixsinf xdx

2—masala. Anigmas integral hisoblansin.

Bl oo

xux 41

2% i

23 j:g;x]n Cosxdx

&
29. | T

2.11. ISir_thCw_dx

;f(','oxx 1_— Smx}’

22, [
g

24 x* +Inx?
4. >

dx

26, [N 21,
o
2.8, [BU+D 4
Cos*(x+1)
210, [y
(x —~ S}
415 gty
(xSinx)
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2.13. j'f-fxdx

x'+1
2.15. j-i‘?’i ’
X-

2.47. [ rhde

().' +:\+l)

219, (5%

x+d

291. J‘ 2Cosx + 3Sinx

(2Sinx ~ 3Cosxy’

225 {2577 &

X +‘
2.27. (FIEIT 4

1+x°
299, (L&

2+l

s
G b

2.16. f.lﬂ’ﬁ;l)d,

x—1
2.18. ;.“f.t;fis;x;_i &
x
. x+Cosx
220w
9.07. (B edelx
T et
2.24. "E‘ld‘
X
1
r—-—
226, [otea
x4
2.28. j‘-—~-§fj;’-i%‘ffl-dx
2.30. j‘“”f%ﬁﬂz?;lét
af -x"

3—masala. Anigmas integral hisoblansin.

3.1. J_?f_f [

X" —x

3.3 j—f_'..” _drx

x‘ —4x+3

3.5. J'_.Z_{:_‘.._ak

: x4 x-6

.[ x L2x +3
{x— 1}(x 2}(x 3)

9 fomE g

(x=-1x+Dx+ D
3 3
jx ~3x —Ide

(x—4)x-3)x
3.13. ;33_:2
XX

3x +l
34. -u___.da{x
xt-x-2
3
3.6. j_g_x_._’r}é_
" +3x+2
3x3+_2:r 'H__
{X'l-z)(.'l’ Dx -1

___-3x -12 B
G4~ x-2)
4x? 1—:;;:2 +2

3 Ix{x Ne-n

3 x5 ,—_.L?Z_@sd‘
{x 4 x -2
3.18, J-x +1x__-_l_dx
X + ¥
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3x% ~12x% -

Sx +3

3.17. j x e ~ by 3.18. f e e

x° T9x +4 +2:>x +l
3.19. j' e —~dr 3.20. I o

x' —5x+5x+23 -s-2x —2x 45x - Tx+9
= 3. dr
a2l -‘.(x I)(x-*-l)(.\' S)d"r 22 'I' (x+3)(x I)

25t ~5%" —Sx 8 4x* 4+ 2% - x - -3
TR I x(x—2)(x+2) e e Ix(x X+ L
395 Ih +3x —Sx +2dx 3.26. IZ.x +2x 4]x +20
o x(x- I)(x+2) - ’ x[x 4){x+5)
3.97 x_—x —6x" +13x+6 3.28. J- x =125-2
o *(x-5)(x+2) ’ *(x+1)(x-2)
3.29. j'?x“ *2}: ~3x* +2x - er 3.30. j-2x —x* =Tx-12

x(x I}(x+3} x(x ?){1 +1)

4—masala. Aniq integral hisoblansin.

1. t_‘[(_r? +5x 4 6)Cos2xdx 4.2 lj{xz—:;)(‘mm
% 2
4.3. nj(x’ +4x+3)Cosxdx 44. ?{x+2}26'053xdx
4.5. ‘}(x2+7x+12)cm 46, rj(zx3+4x+7)aaszm
4.7, T(9x3+9x+11}(:assxdx 4.8. ]’(8x1+16x+)7)rros4xdx
4.9. 2i(3x1+5](,'as2xa{t 4.10. zi{sz—li]CosSxﬁﬁr
4.11, T(‘Bﬂx‘ WCos2xdx 412, Tu ~8x*)Coshxdx
4.13. ?{x2+2x+lwin3xdx 4.14. ?{x?—h)s‘mzm
4,15, T[x“’—3x+2}$imdx 4.16. Fﬁ'x=~5x+6}5m3xc£x
417, o + 65+ 5imaeds 4.18. "G +17.5)Sin2ece
=3 o
419, 1 52y 420, [Gr-)sin2ds
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4.21.

4.23.

4.25.

4.27.

4.29.

2
xln® xge
I

(=15 In*(x ~Dddx

e+ )P a (x + Dade

)'CH
)
&

IR :'t..-._.w I

a2
424
426,

4.28.

4.30.

e

=
HRYS

, .
[er+ 1 s D

;

fur+2)’ In" G+ 23k
i

V3w xe

I

§
ijedet
o

5—masala. Amniq mtegral hisoblansin.

"1+ n(x - I)
5.1, Hf. __;__.l_____
rdarctgr - x
>3 ,5[ _I+x2
5.5 fx+Cosx
- ,J{'+25mx
5. {8 -arciglx
o 1+4x°
' xdx
se. 2,
1
B X
5.11. _"-"'r—_-{-a'x
Aot el
Tantarag)’
5.13. J’ R
5.15. 'ﬁj‘(?’f&m} Sy
5.17%. 1.__5’5.:_
xdxt +1
5.19. e
'[x -1
5.21. j

A xt el
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5.2 'j_i{iifﬁ_
Tl e3xs Y
) L e
s 5
“d 2Cos +38inx
58 | s 3oy
;
¢ —r=tl
58, [ Zix
{ Cix o+ xy
1
5B X4 —
5.10. '[—;r_x_._.dx
] TXZ +1
'Earcxgx+x
5.12. ! T
] J.'!
514 155
516 }l;ii_
T Vx D
548_P¢EE¢
1 X
5.20. J**J%“_x
L xadx
5.22. ‘5[(1*’_+T)1



M

5.23. frgx inCosxdx
5.25 ‘Wf_ii_?..f Y
A} P
527, [ SmeCos
(Cosx + Sy
5.29. [f;-" dx
a x

526,

.. 528

5.24. {]jg(ildx

_‘Co.';:(x-i—l)

li 1-Cosx
- Smx]

E xCosx + Smx

ate

T xds
530, Jﬁ

ﬁ-—masala. Aniq integral hisoblansin.

6.1.

6.3.

6.5.

6.7,

6.9.

6.11.

6.13.

6.15.

6.17.

6.19.

6.21.

i

dx
A Sm x(i Ccix)

Zovelpd

x

o Sintx(l+ C o.fx)
[ Cosx — Sinx
4 b+ Sinx)*
anig—;

dx

; Sirex(l - - Sinx)

3

’f Cosxdx

5 3 +4Cosx
xid X‘i-'-c(_}hsix__dx

o5y 4+ Sinx - Cosx

"f  Simxedx
? 1+Cosx + Sinx

Co.n'aﬁc

+Casx + Sinx

,,H(,osx Sinx

ir
hie

n
L

3
xi2

i 0+ Cosr - Simxy

LTS

| Simdx
s I+ Sf'm:}"

6.2,

6.6.

6.10.

6.12.

6.14.
G.16.

RS

6.20.

6.22.

t56

L2 e

J 1+Cosx + Sirx

"2 {14 Cosxldx

(1~ Simx)?
-
; (1+Cosx —Simxy
':[ ___Cosudx
2

{1+ Cosx — Smx)

lwcngl

J' 2 {1 - Sinx yobx

5 S oy



¥ Sinxdy
23,
b2 j(1+("os:r Sm.x)
2

6.25  Sinlxdx _
T 2 (4 Cosx+ Simx)’

627. | &

y Sinx(1+ Sinx)

a 2
624 | e
ie (] O o5y — .'S'zm')2

-

x4

6.26. J- (‘o:. xdx ,
3 (I+(‘asx+Smx)
6.28. |
3 (]+5:m+(,o.n)
6.30. [. &

J- Cosx(1+ Cosx)

7-masala. Aniq integral hisoblansin.

L. [2tsinbuce

Rl

7.2, |2'Sin®xCos® xdx

[T —

7.3 _[Siﬁ‘x(?o.s‘xdx
a
B o x
7.4. _“SmI Cos® = dx
> 4 4
5. [24Cos® % i
Jreat,

0
7.6. I 2" Sin® xdr

7.7. I2sSin6.rCoszxdx

T ol

7.8. J‘z'an‘chs‘m
(e}

7.9, —ISinszos"m
[}
e

7.10. 5 e
JCO? P

711, isu S
. 2

s 4

7.16. [sin* * i
PR

7.17. Jz‘m"im‘im

o
7.18. If‘Ss’n*.xC'os‘xd\:

7.19, J’z‘Sm*xcM“m

ri2

7.20. ]’2"@;&@

721, Jsinteds

(]
i o AR
22, !.Sm 4(?05 4(&
23 1 C dx
7 j Sin' =~ Cos® 5

7.24. jz*‘an’me“xdx

-x 2

7.25. jz"Co.s“xasc

= £

7.26. [2*sintxe



]
712 J28 Sin’ xCos* xdyx

7.13. jz*sm“xCas“xak
2

7.14, fz“ Sin’ xCos®xdx
o

7.15. JCos"sas

iz &
7.27. j Sin®xCos*xdx
i
7.28. ‘JfS:‘n" :Cas“.( id\'
2r
7.29. J-Sin‘BxCas'Bxdx
]

7.30. [2%Costdr

2

8-masala. Aniq integral hisoblansin.

16 —
8.1. (V2s6—x" -
1]

.
¢ (25+ " W25 4 x*
5
Yz
8% [t
SE—=xT)y
¥
8.7. [X&_
aJa-x
oxtax
8.9._[ 3
Y2~ x2)2

8.11. [Va—via

8.3.

8.13. jx2v16—x2dx

8.15. [*\35m P
:‘!j__cir
0 \/(Ef“‘)(})"

8.19. [—_ x'dx
nJ- (16*12}\}16—x1

]
8.21. J'x:'vl-.rzdr

8.17.

8.2. ]xzv'l—xldr

84 [

8.6. (= L

8.8, [——

8.12. [

:
8.14. [ Fd

T das— 7
8.16. lev]()—-x"’dx

> 5 I ey
818, [Y¥=2,
13

8.20. [r*o_+ia

8.22, ‘fxz'\"l—xzr‘.ﬁc
0
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VII BOB.
1KKI O"ZGARUVCHILI FUNKTSIYA TUSHUNCHASI.

1—-§. Ikki o’zgaruvchili funktsiyva tushunchasi.

19, Ushbu f:®'—# akslantirish ko'p o’zgaruvchili (ikki
o“zgaruvchili) funktsiya tushunchasiga olib keladi.
1-Ta'rif: Agar £(Ec &%) to'plamdagi har bir (x,y} nugiaga
biror goida yoki gonunga ko'ra hitta haqigiv « son {zeR) mos
go'vilgan bo'lsa, £ to'plamda ikki o ‘zgaruvchili funktsiva

berilgan (aniglangan) deyiladi.
Uni

Fifx yyou yOKI u=fi (x,_v)

kabi belgilanadi. Bunda £ funktsivaning aniqlanish to’plami,
x,y —funktsiya argumentlari, » esa » va y laming funktsiyasi
deyiladi.

Masatan: s —har bir (x, y)e{(x, We B pllx, 3} 00D <1}= £ nugtaga
ushbu : : '

SV I DAL T

qeida bilan bitta hagigly sonni mos go'ysin. Bu holda
u=1-x"~p* funktsiyaga ega bo'lamiz.

Aytaylik, «=f{x,y} funkisiva E{£c &’} to'plamda berilgan
bo'lsin.  Ushbu {le, y)ud: (e, v Eu = £y}t to'plam u= f(x v}
fankisivaning grafigi deyiladi.

Masalan, ==x”+y°, u=41-x'~y’ funktsiyalarning grafiklari
mos ravishda aylanma paraboloid hamda yugori yanm sferam
ifodalaydi.

Aytaylik, «=s{xy) funktsiva Ecg® to'plamda berilgan,
(x,.¥,)e 8 nugta £ ning limit nugtasi bo‘lsin.

2-Ta'rift Agar vix,.».} ix,.v)eE [x, y”)#[xo‘ AT 12,..)
ketma —ketlik uchun  {x,,3,)->{x.0) da flx.r.)—= 4 (4R} bo'lsa,

n holda A y{x,y)_funkisivaning (s y)- {(x,.y,} _dagi limiti {karrali
limiti) deyiladi va



Jlxy)=4 yoki fim 7lxy)=4

¥-rhn

i
fx.l')*mv?a

kabi belgilanadi.

2%, Aylaylik, u=s(xy) funktsiya ochiq Ecg® to'plamda
berilgan, (x,y,)e£ nuqtalarga mos ravishda Ax va Ay orttirmd
berainiz, (x, +Ax, y, +Ay)e E bo'lsin. Ushbu

M{xmyu): f(xu +Ax, y, ‘FAX)—I(:XU‘_}:U) (1}

ayirma f{xy)_funkisivaning (x,,»,)_nugtadagi to
deyiladi. :

3-Ta'rif: Agarda ax—»0, Ay—0 da to'liq orttirma  Af(x,»,)
nolga intilsa, ya'ni '

I\?H; = [,)‘{A'c' A Ax,yu 5 AX) = _f{)‘o'_}ld )] =0
peie]

bo'lsa, u=f{x,y) funktsiva (,,»,) nugtada uzluksiz deyiladi,

4=Ta'rif: Agar (xy)-(x.») da fixy) funktsivaning limiti
mavjud bo'lmasa yoki

lim f(x.y)=c0 yoKi Tim fx.y)= A% f(x,.5,)

Frriy o

bo'lsa, f(xy) funktsiva (x,,y,) nugtada uzilishga ega deyiladi.

2-%. Ikki o'zgaruvchili funktsivaning xususiy hosilalari.

1, Funktsiyaning differentsiallanuvchiligi tushunchasi.
19, Ushbu

A\_,f(x.,,y[,) = flx, + 8% y,) = Fxg, 5)
A_wf(xa»ya) = f(xg. 30 + M) = Fx4.75)

orttirmalar funktsiyaning (x,.y,) nuqtadagi xususiy orttirmalari
deyiladi.
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C —

1-Ta'rif: Agar Ax -0 da M{:-f—)-’ﬂ-} nisbatning limiti mavjud
v chekli bo'lsa, bu liwit s{xy) funkisiyaning {(x.»,) nugtadagi »
v'zgaruvchisi bo'yicha xusugiy hosilasi deyﬂadl va  f (ere)
yoki éﬂx"’y Yo) kabi belgilanadi:

r (xo,yo)_ﬁf(fo Yo) o i & fgr;,yu)

Ax—oD

Xuddi shunga o‘xshash o‘zgafﬁvchi bo'vicha xususiy
hosila ta‘riflanadi:

' af(xos."’n) . ayf(xm.Vo} .
f 4 (-rclr}’u) :T = m_‘_&;‘““‘

Ko'p o'zgaruvchii funktsiyening xususiy = hosilalarini
hisobiashda bir o‘zgaruvchili funktsivaning hosilalarini
hisoblashdagi ma'ilum goida va jadvallardan foydalanish
mumkin.

Misol. Ushbu Fle,yh=fri+y? funktsivaning xususiy
hosilalari  {(x.y)={0,0) nuqtada '

2x x ¥
Iy — = m—— X ¥
: eyt ey £y 21/1 +y Jx’+.‘-’2. .

bo'ladi.
Berilgan funktsiya (x,y)=(00) nugtada xususiy hosllaga ega
emas: :

=h‘mlft~ — mavjud emas;

X = x

x 2
LIRS mavjud emas.

¥ ¥+l ¥

7, (0.0)=Iim

b

- 2-Ta'rif: Agar f(xy) funktsivaning (»,.y,) nuqtadagi to’'liq
orttirmasini quyidagi

DA )= A A B Ay raaxns By (2]

el -



ko'rinishda ifodalash mumkin bo'lsa, f{xy) funktsiya (x,»,)

nugtada differentsiallanuvchi deyiladi, bunda 4 2-o'zgarmas,
« va g lar ar va Ay larga bog'lig, Ax—0, Ay—0 da e —>0.Af >0,
Agar f(xy) funkisiya E£c R’ to'plamning har bir nugtasida
differentsiallanuvchi bo'lsa, f(xy) funktsiya £ to'plamda
differentsiallanuvchi deyiladi. Shunday gilib, flxy)
funktsiyaning differentsiali quyidagicha yoziladi: i

Y=L £y Yo arle )= Lo Lex), (3)

Misol. Agar f{x.y)=(x+y)’ bo'lsa, u holda

1]

fo=f=2x+y) va  df =2x+ yNae+oy)

Teorema: Agar flxy) funktsiya (x.»}ekE nuqtada
differentsiallanuvchi bo'lsa, funktsiya shu nuqtada uzluksiz
bo'ladi.

Isbot: Af(x,.y,)=A4-Ax+ B-Ay+a-Ar+ B-Ay munosabatdan, Ax—0,
Ay-»0¢ da Af(x,.y,)-+0 bo'lishini topamiz.

Demak, f{xy) funkisiva (x,,y,) nugtada uzluksiz.

Teorema: Agar  flvy) funkisiya (x.y,) nugqtada
differentsiallanuvchi bo'lsa, funktsiyaning shu nuqtadagi xususiy
hosilalari 7' {x.,) Iy} mavind  bo'lib, 1 (x,.3,)= 4,
7, (x.3,)= B bo'ladi.

Isbot: Af(x,vy,)=4-Av+B-Av+a-Ac+ f-Ay da Ax=0, Ay=0 deb,
Ax >0 da :

lim 'A“f(xmy‘v) i A-Ax+a-Ax = 4,
fa=ad) Ax e Ax
ya'ni 7' (x.v,)=4 bo'lishini topamiz. !
Xuddi shunga o'xshash £ (x,y) ning mavjudligi va
S, (%, 3, )= B bo'lishi ko'rsatiladi.
Endi murakkab

u= flx.y)= flols.wls. )= Fls1)
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funkisiyaning differentsialini hisoblaymiz.
(3) formulaga ko'ra

o &
df = Z-ds + =gt
4 s +6‘r

bo'ladi. Endi
o o & o

a s

. . A
LR ) _ & & 8 &y o

ekanini e'tiborga olib topamiz:

g=[§fi.§£+§£.§'£)¢;+[§££{+i.3y}w'=

o ds Oy o o & oy or
_asfoc, ax N offdy @z]af 4
= s g |+ D Lo e gl =L s L
ax(as +a:d"J+ay(as R T

Misol. Agar /=x bo'lib, bu yerda x:IrsinQT, y=1r bo'lsa, u
holda

SfL=ysinlra2xs, ' = -2ytcos2r 4 x4t
bo'ladi.

2. Ko'p o‘zgaruvchili funkisiyalarning yuqgori tartibii
hosila va differentsiallari.

Aytaylik, flxy) funktsiya ochiq Z< &' to'plamda berilgan
bo'lib, wx.y)e £ nuqtada s, (ry), f, (xy) Xususiy hosilalarga ega
bo'lsin.

3-Tamif: slxy) funkisiya xususiy hosilatari 7 (.} £, (x)
larming x va y o‘zgaruvchilari bo'yicha xususiy hosilalart f{(x,v)
funktsiyaning ikkinchi tartibli xususiy hosilalari deyiladi.

Demak, '

(Fobeale= ey PGl = o) U Golo= 7o ()
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(7, o)), = /" (y)
yoki

w o)) 9 (xy). "’faf(x_l] 2 fxy).
8% ) L ;

at T o\ & axdy

i1
)
8[| sk, 2. 20ke)

ay '
QOdatda

f" ™" (x‘ -VJ"
deyiladi.

r*. (»y) hosilalar aralash hosilala

Xuddi shunga o'xshash /f(xy) funktsiyaning uchinchi,
to'rtinchi va hokazo tartibdagi xususiy hosilalari ta'riflanadi
Ushbu

.y)=tnl* +57)
funktsiyaning ikkinchi tartibli xususiy hosilalarini toping
Ravshanki,
Fsy)=nfe # 2 =

fiGy)=nle +5° I, =

ryz’

y,
bo'ladi. Ta'rifdan foydalanib funktsiyaning ikkinchi tartibli
xususiy hosilalarini topamiz

. f B ' o 5_ —ox? 20yt -x7)

e () T T
3 2 _ 2x-2y Axy :

f“(x'y)&[xl J eyl )

_ 2y-2x - 4xy
T B I v

Gy )

’

i 2 ¥4y =29 2 -y
fy:(X,y)=[-~2 2. =2 £ ( )

x +y=)y (xj+y!): (:c"‘+y2]z”-
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3—§. Ikki o'zgaruvchili funktsiyaning ekstremumlari.

Aytaylik, r(x,y) funktsiya ochiq Eck® to'plamda berilgan
bo'lib, {x,,y,)e £ bo'lsin.

Ta'rif. Agar shunday U {(x,.»)JcE atrof topilsaki,
#(x,¥)e Us((x5,5,)) uchun

FGp)< fye) ()2 £lxe.2,)

bo'lsa, f(xy) funktsiya (x,.7,)__nugtada _maksimumga
{(minimumga} erishadi deyiladi. (x,.y,) funkisiyaning maksimum
(minimum) nugtasi deyiladi. f(x,.»,) migdor funktsiyaning

maksimum (minimum) giymatlari deyiladi va quyidagicha
belgilanadi:

Soro)= s (Gl (£Gn)= i 76 ))

funktsiyaning maksimum va minimumi umumiy nom bilan uning
ekstremumi deyiladi.

Teorema. (Ekstremum mavjudligining zaruriy sharti).
Agar f(x.y) funktsiya (x,y,) nuqtada ekstremumga erishib, shu
nugtada chekli xususiy hosilalari f; va f, mavjud bo'lsa, u
holda

f:(-“m.va):gs f:(x:ny-".):c

bo'ladi.

Yugorida keltirilgan shart yetarli shart bo'la olmaydi.

Misol. z=x'+y, 2. =3¢, z, =3y’ Bu funktsiya (0.0) nugtada
hosilasi nolga teng, ammo bu funktsiya (00) nuqtada
ekstremumga ega emas, chunki bu nuqtaning ixtiyoriy atrofida
har xil ishorali giymat gabul giladi, nugtaning o'zida z=o.

Teorema. {(Ekstremum mavjudligining yetarli sharti).
Faraz qilaylik, f(x.y) funktsiya (x,y,) nuqta atrofida birinchi va
ikkinchi tartibli uzluksiz xususiy hesilalarga ega bo'lib, quyidagi.
shartni ganoatlantirsin:
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f:(xue)’cr}"zﬂi f:(xa,y0)=0
va quyidagicha belgilash kiritamiz:

A=f:(xﬂ,y.,), B:f;(xc-yn)a C=f;:(x0,y¢_), A =AC~-B.

Unda 1) agar 4>0 bo'lsa, u holda (x.y,) nuqgtada f
funkisiya eksiremumga  erishadi, agarda  4<0
maksimumga, 4>0 bo'lsa minimumga. _

2) agar 4 <0 bo'lsa, u holda (x,y,) nuqtada s(x,y) funk
ekstremumga ega emas. 1

3) agar 71 =0 bo'lsa, u holda (x,,y,) nugtada f(xy) funkts
ekstremumga erishishi ham, erishmasligi ham mumkin.

Masala. Ximik reaktsiya tarkibida "x, y va =z modd
gatnashadi. Reaktisiya tezligi v quyidagi gonun bil
ifodalanadi:

V=iyz.

Shunday «x y va : moddalar tarkibini topingki, xin
reakisiya tezligi ¥ maksimal bo'lsin.
Yechilishi: Aytaylik,
' x+y+z=100 (%), u holda
z=100-x-y Vva
¥ =kay(100-x-y) (1)

v funkisiyaning xususiy hosilalarini topamiz:

% = k(200xy - 357y - 20%)

%: K{i00xy—x* ~2x7y).
nolga tenglaymiz,

200xy ~3x’y~2xp* =0
100x? —x* - 2x*y =10
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Bilamizki (1) funktsiya x=0 va »=0 da maksimumga
hmaydi, u holda

{200-3);-—2_'; =0
100 -x-2y=0

Sisternani yechib x=50, »=25 ni topamiz. U holda z=25
nda (50.25) nugtada f4>0 va A<0 ekanini topamiz.

Demak, x=50%, y=235% va :=25% Dbo'lgan tarkibda »
¢lik maksimal bo'lar ekan.

Nazorat savollari.

Ikki o'zgaruvchili funkisiya tushunchasi.

Tkki o'zgaruvchili funktsiyaning limiti va ugzluksizligi.
Ikki o'zgaruvchili funktsiyaning xususiy hosilalari.

Ikki o'zgaruvchili funkisiyaning differentsiali.

Ko'p o'zgaruvchili funkisiyalarning y‘uqon tartibli hosila
va differentsiallari,

6. Ikki o'zgaruvchili funkisiyaning ekstremumlari.

7. Ikki o'zgaruvchili funktsiya ekslremumining zarurly va
yetarli shartlari.

g W

4—-§. Kompleks sonlar.

Quyidagi

Z=x+iy (1]
ko'rinishdagi son kompleks son deyiladi, bunda x va y -
ixtiyoriy hagiqiy sonlar, i esa *=-1 tenglik bilan aniglanadigan
mavhum birlik, » va y sonlar : kompleks sonning mos ravishda
hagigiy qismi va mavhum gismi deb ataladi va

x=Rez, y=Imz
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deb belgilanadi. Kompleks sonning (1) ko'rinishdagi yozuvi
uning algebraik shakli deyiladi.

z=x+iy kompleks son x0y dekart koordinatalar tekisligida
abstsissasi x, ordinatasi y  bo'lgan nuqgta bilan yoki bu
nugtaning radius—vektori bilan tasvirlanishi mumkin. Bu
vektorning uzunligi - kompleks sonning moduli deb ataladi va
izl yoki r orgadi belgilanadi:

H=r=iat+y’ @)

Bu vektorning ox hagiqgly o'qning musbat yo'nalishi bilan
hosil qilgan burchagi : sonning argumenti deb ataladi va
Argz  orqali belgilanadi:

fg(ArgZ)% (3)

Arga  ko'p giymatli kattalik va u 2z ga karrali songa qadar
aniglikda aniglangan. 4rgz mning -z dan 2z gacha bo'lgan
oraligda joylashgan qiymati unirng bosh giymati deyiladi va
Argz -yoki ¢ orqali belgilanadi:

—m<argz=< ;.

Agar ikkita z=x-+#, va =z, =x+ip, kompleks sonning
haqigiy va mavhum qismlari mos ravishda teng ya'ni

=Y. 5TV
bo'lsa, ular teng hisoblanadi.
Fagat mavhum gismining ishorasi bilan bir—biridan farq
giladigan z=x+p va z=x-i» kompleks sonlar go'shma kompleks
sonlar deyiladi.

Algebraik shaklda berilgan kompleks sonlar ustida amallar
quyidagi qoidalar bo'yicha bajariladi:

(xt '*”y:)i {x: + "'J'z)x (x, i'xz)"‘ “I(y! iY1);

(xq +iy ) ():1 * U’!) = (xlxl = yl.y!)+ i(le"l + -"1}’:);
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Kompleks sonlarni go'shish  (ayirish) bu  sonlarni
tasvirlovchi vekiorlarni go'shishga {(ayirishga) keltiriladi.

z va z, kompleks somar yig'indisining radius —vekiori
go'shiluvchilarning radius —vektorlariga yasalgan
parallelogramm diagonalidir.

z, va z; kompleks sonlar ayirmasining radius—vektori
quyidagicha topiladi: ayriluvchining radius-vekiori wuchini
kamayuvchining radius--vektori uchi bilan tutashtirish, so'ngra
hosil gqilingan vektorni o'z-o'ziga parallel ko'chirib, uning
boshini © nugtaga joylashtirish lozim.

z=x+iy kompleks co'zgaruvchining asosiy transisendent
funktsivalari quyidagi tengliklar bilan aniglanadi:

ko'rsatkichli funkisiya
¢ =e“(cos y+isiny} (1)

trigonometrik funktsiyalar

I

et e
de=f2t, (4)
e* g™t
Chz—~—-—2—-, {5)

. z=x+y kompleks sonning trigonometrik va ko'rsatkichli
shakli quyidagi ko'rinishga ega bo'ladi:

z=rloosg eising).  (6)

169



o (7)
bunda » va ¢ — mos ravishda : kompleks sonning moduli va
argumentining bosh qiymati.
Trigonomeftrik va ko'rsatkichli shaklda berilgan kompleks
sonlar uchun ko'paytirish, bo'lish, musbat butun darajaga

ko'tarish, musbat butun darajadan ildiz chigarish quyidagi
formulalar yordamida bajariladi:

[rlcosg, + isin g, ) x|r, (cos @, + ising, )] = rr[coslp, + ¢, ) +isinlp, + 0.}  (8)
(e )- e )= e’ ), (8))

rlcos, +ising) _n N N -
leroiridne] v o0 Rl =ml.  {9)

re® 5 :
kel = J.e’{w-w:), (9 }
ne® n

[Flcos @ + isin )l = #"(cos ne + isin ng), (10)

(!‘ei’T =r"g™, (10)

(10} va (11) munosabatiar Muavr formulalari deyiladi.
Ko'rsatilgan  tengliklarning o'ng tomonidagi ifodalarni
trigonometrik yoki  ko'rsatkichli shaklga keltirishda
cosgr, sing, &7 funktsiyalarning 2kz (k=%122,..) davrga
egaligidan foydalaniladi.

1—misol. Ushbu {englamaning haqigiy yechimlarini
toping:
@r20x+(5-3i)y=13+i.

Yechilishi. Tenglamaning chap gismidan hagiqgiy va
mavhum qismini ajratamiz:
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(@x+5y)+l2x-37}=13+4

~ "Bundan quyidagini yozib olamiz

4x+5y=13
2x-3y=1

Bu tenglamani yechib quyidagl'ni- topamiz:
x=2, y=1 )

2-misol, Quyidagi kompleks sohning _ modali va
argumentini toping.

z=—sinZ —icos—
R 8
Yechilishi. Quyidagiga egamiz:
x=~sin%<0, 'y=—cos§v<0,
Argumentning bosh giymati quyidégiga tenq: '

Mgz=-+ arcrg[crg E] =7+ arcfg(rg{f- - E} =—g+ arcfg(tggfr) ek 3 r= ) .
3 [ 8 LIRSS I

Bundan kelib chigadi,

Arg:=—~-§;r+2k?r (kez)
lzt: J5m2%+c032?8£ =1,
3-misol. Ushbu Lkompleks sonni irigonometrik
ko'rinishda yozing. :
z=~1=id3.

Yechilishi. Quyidagini yozib olamiz,
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b= CY - wo="P 5 p=ge

Bundan kejjp chiqgadi,

ool L)l 2]

A=misol. (1., 5 p hisoblang.
Yechilishi, ..

~1+#/3  kompleks sonning trigonometrik
ko'rinishinj Yozamiz, -

~144f3 = 2[(:0’-;—65- T+ f'sin-;—;zr}

[
[905(60- '—:-?rj+ :‘siu(ﬁ{) --g;:)}: 2%(cos 50z + sin S07) = 2%

F 14 hfj)m =g

Mustagil Yechish uchun misol va masalalar,

Quyidagi funktsiyalaming aniglanish sohasini
toping.

Lo w=1042¢, i xor tekisligi,

5 o I* (00) dan tashqarii  xoy tekisligi.
¥
3. a=_32 ! oI va m chorak:
:Exy
x>0

» Y>0 e x< r<o.

4, u=ln(x+y)+2x—y+7, Jiox+pso yarim tekislik.

Quyidagi fnnktsiyalaming birinchi tartibli
hosilalarinj toping,

Xususiy
Loou=y1y Sxy®— 57,

Eou=3 +5y, W =10xy -357,

172



L, ] 5
2. u=2x+3y, T = .
; . Fow :,:2x+5y Y 22+ 5y
! +2, #.= ! -1.
Xty Yox4y

3. uemfx+yl2x-y+T, jooul=

4. u=x'sinp+y’, Boul=2xsiny, af =xcosy+3yt

Quyidagi funkisiyvalarni eksiremumga tekshiring.

1. u=x 48 —6p+5,  j: (1;9 nuqtada =4 {00

/

nugtada ekstremumga ega emas:

20 w={x-1F +2y’ i (o) nugtada u,, =0

b 30w =20 -t —dxs bt (—%—;0) nuqtada’ «,,, = 4;—;,
< (0} nuqtada «, =0, (-2} {(02) nuqtalarda

* eksiremumga ega emas.

4 w=3x+6y-x ~xp-y, j: (03) nuqtada u,, =9
Tenglamani veching.
1. G2+ e - iyKl+ 2} =54 6, J: x=-?—$, yn-%;—’.
2. L, -?li =42, bu yerda z=x+p, | haqigly yechimi
=T + I
‘ yo'q.
3. @x-33)+Baasy)=10-Bx-2p-30k, 1 x=4, y=12.
. -7t Er6)y=1{-6+50-8, i .t:—?;-, y:—-i—,
Quyidagi kompleks sonlarning moduli
argumentini toping.
5 z=44+3. iE [z[=5, (p'—-arctg%.
6. z=—2+2-\fr3;i; ] [z[=4, m:%m
7. z=—7:-f; _ j: =52, g:=arc:g%-—k.
T I x . 4 '
. z=-cos= +isin=; : td=1, e==n
8 cossﬂsms, i ¢=n

va



Ushbu kompleks sonlarni

yozing.
9. -2 ji 2lcosz+isinz)
; U (W LY |
10. 2g iE ZLCOGZZ+ISm27r}
11, -V2+i/2; Jj 2(005-3—7:”3:‘11—%::}
4 4
i
12, -1-if3; jio2e ¥
Quyidagilarni hisoblang.
W
13. {l-;:iﬁ] ; jr —2%+3)
=i
14. 2-2); jr 2%(+2)
15. (¥3-31f: j: 1728.

16. (121 B 1

trigonometrik ko'rinishda



VIII BOB
~ BIRINCHI TARTIBL! DIFFERENTSIAL TENGI.AMALAR
1—§. Asosiy tushunchalar.

Fley 'y e y®i=0 (1)

ko' r1mshdag1 tenglama n—t rtl li_oddiy differentsial tenglama
deyiladi. 3
Differentsial tenglamaning tartibi deb bu tenglamaga
kiruvchi eng yugori tartibli bosila tartibiga aytiladi. Masalan,
‘e - : s, dx dy_ 1
y-»'=0 tenglama birinchi tartibli; o a T
ikkinchi tartibli; y"-8y=0 tenglama esa uchinchi tartibli.
Tenglamadagi » ning o'miga qo'yganda uni ayniyatga
aylantiruvchi ¢{x) funktsiya tenglamaning vyechimi deyiladi.

Yechimning grafigi tenglamaning integral egri chizig'i deyiladi.
Agar differentsial tenglamani ganoatlantiravchi funktsiya

oshkormas ko'rinishda, va’ni ¢(xy)=0 ko'rinishdagi munosabat
orqali berilgan bo'lsa, u holda tenglama integrali hagqida
gapiriladi. .

(1} differentsial tenglamaning barcha vechimilarini, ixtiyoty
- o'zgarmaslar 54,54,33,....5, ga bog'lig bo'lgan o

tenglama

y=¢(x,C.C...C,)

munosabat bilan umumiy ko'rinishda ifodalash mumkin. Bu
munosabaiga (1) differentsial tenglamaning umumiy yechimi
deyiladi.

Masalan, birinchi tartibli teng}ama uchun umumiy yechim
y=g¢lx,¢) ko'rinishga, ikkinchi tartibli tenglama uchun esa
y:(ﬁ-(x,,ct,cz) ko'rinishga ega.

Umumiy vechimdan erkli o'zgarmaslaming turli son
- giymatlarida hosil qilinadigan vyechimlar bu tenglamaning
xususiv yvechimlari deviladi.

Umumiy yechim geometrik nuqtal nazardan egri chiziqglar
oilasini, xususiy yechim esa bu oilaning birorta egri chizig'ini
aniglaydi. Differentsial tenglamaning xususly yechimini topish
uchun boshlang'ich shartiar beriladi.
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1-Misol. y=2x funkisiva 3"-2¢/+2y=0 {englamaning
yechimi ekanligini tekshiring. ’
Yechilishi: =2, y"=0 larni tenglamaga qo'yamiz:

2 0-2x-2+2-2x=0-4x+4x=0

ya'ni, y=2r funkisiya hagigaldan ham berilgan differentsial
tenglamaning yechimi ekan.

2-Misol. y'-2y=0 differentsial tenglamaning umumiy
yechimi  y=Ce™ ko'rinishga ega. Uning {1)=¢ boshlang'ich
shartni ganoatlantiravchi xususiy yechimini toping.

Yechilishi: Ixtiyoriy o'zgarmas S ning izlanayotgan xususiy
yechilnga 1mos (qiymati umumiy vechimining ifodasiga
boshlang'ich shartlarni keltirib go'yish natijasida hosil bo'ladi:

e’ =

bu yerdan ¢ =1. Hosil gilingan ¢ =1 giymatni umumiy yechimga
go'yib, berilgan boshlang'ich shartlarmni qanoatlantiruvchi y=e™
xususiy yechimni hosil gilamiz.

i. O'zgaruvchilari ajraladigan differentsial tenglamalar.

M ()M, (3)dx+ N (N, ()dy =0 (2)

ko'rinishga ega bo'lgan tenglama, o'zgaruvchilari ajraladigan
differentsial tenglama deyiladi. Tenglamani yechish uchun,
tenglamaning birinchi hadlarini M,(x¥,(x) (noldan fargli deb
faraz gilamiz) ga bo'lib o'zgaruvchilari ajralgan -
M) o N0
Ni(x) M, (v
umumiy integrali hadma —had integrallash bilan topiladi:

dy=0 tenglamani hosil qilamiz. Tenglamaning

| 68 s | NO) w0
N, (x) M {¥)
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3—Misol. (JE +x )y'- y=0 tenglamaning umumiy integralini
toping.

Yechilishi: Berilgan tenglamani y:% ko'rinishda yozib

oiamiz va tenglamaning ikkala qismini ga ko'paytiramiz:
(o + Ny yar =0
'o‘zgaruvchilarni ajratamiz,

Jy o+l }
Yty ——edi =0
N

¥

va integrallab quyidagiga ega bo'lamiz:

4 !
J{J" 2+}*"}y-jx g =C

2 y-v-ln‘lyi-—wa;"—‘C"

bundan
ni topamiz.

4-Misol. ydx+cigrdy =0 tenglamaning }{%):—-I boshlang‘ich

shartiarni ganoatlantiravchi xususiy integralini toping.
Yechilishi: O'zgaruvchilarni ajratib quyidagiga kelamiz,

& W,

—— =

voki  egxdx+ .
crgx ¥

ikkala gismini integrallaymiz va natijada
~Injcosx}+ Injy} = InC,

) M = C1C05x[; y=+Ccosx = cosx

. ga ega bo'lamiz. Boshlang'ich shartdan foydalansak, (x= %, y=-1)



T '\ﬁ 2
~1=Ccos—=C;——, Ci=———p¢
1%6 1 2 1 ‘J§

Shunday qilib, izlanayotgan xususiy integral quyidagicha bo'ladi.

2
= ~—=C05X
i

1-Masala. (bakteriya ko'payishining tezligi haqida.}

Bakteriya ko'payish tezligi uning soniga to’g'ri proportsional,
Boshlang'ich t=0 vaqtda 100 ta bakteriya bo'lsin, 3 soatdan
keyin ularning soni ikki barobar ko'payadi. Bakteriya sonining
vagtga bog'ligligini aniqlash kerak va 9 soatda bakieriya qancha
marta ko'payadi?

Yechilishi. Aytaylik, x bakteriyalar soni bo'lsin. Masala
shartiga ko'ra

dx

— = fx
dt

bu yerda k-—proportsionallik  koeffitsienti. Tenglamani
o'zgaruvchilarga ajratib inteqrallasak, quyidagini hosil gilamiz:
x=Ce"

S ni aniglash uchun t=0 va x=100 dan foydalanamiz. S=100
bo'ladi, demak,

x=100e™

k¥prop0rtsionallik koeffitsientini t=3 va x=200 dan foydalanib
topamiz:
200=100e™ yoki 2=¢"
i

bundan kelib chiqadiki ef=2°. Shuning uchun gidirilayotgan
funktsiya

x=100-2°

bundan t=9 da x=800 ekanligini topamiz. Demak, 9 soat ichida |
bakteriya 8 marta ko'payar ekan. |
2—Masala. (Aralashmaning kontsentratsiyasi.) Tarkibida 1001
suv va 10 kg tuz bo'lgan idishga 30 //min  fezlik bilan
suv  to'xtovsiz quyib turiladi va idishdan 20 //min “tezlik
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bilan aralashma ogqib chigadi. Faraz gilamiz, suv bilan tuz fez
aralashib ketadi. t vagt ichida idishda gancha tuz golishini
aniqlang.

Yechilishi. Aytaylik, t vaqt ichida x-—miqdorda tuz bor. dt
vagt ichida idishda dx—miqdorda. tuz chigib Kketadi{minus
ishorasi x—kamayuvchi funktsiya ekanini bildiradi}. t vagtda
idishda aralashma hajmi quyidagiga teng.

v = 100+ 30 ~ 207 = 100 +10¢
shuning uchun tuz migdori (bir litr aralashmada} t vaqgtda

X
P0D+i0¢

ga teng. Bundan kelib chiqadiki, dt vaqt ichida tuz

x
100+10¢

-2n

ga kamayadi.
Bundan quyidagi differentsial tenglamaga ega bo'lamiz.

- 20xdt
100 + 10¢
voki
2xdt
10+¢

o'zgaruvchilarga ajratib integrallasak,

dx 2df

x 10+¢

Inx=-2m{0¢+)+mC
bundan kelib chigadiki -

ORI
10+

17¢



Agar t=0, x=10 da S=1000 ga teng.
Shunday gqilib, t vagt ichida idishda tuzning kg hlsoblga
kamayish qonuni, quyidagi formula bilan beriladi:

1000
oy ().

(1) formula orqali havzadagi tuz miqdorini bilgan holda
yugoridagi hodisaning boshlanganiga qancha vaqt o'tganini
bilish mumkin. Mana shu fikr asosida dengiz va okean yoshi
aniglanadi.

3—Masala. (Jismning sovishi,}  Atrofdagi havo
temperaturasi 20° ga teng bo'lsin, Jismning sovish tezligi
jism  temperaturasi va  atrofdagi havo  temperaturasi
ayirmasiga to'g'ri proporisional. Ma'lumki, 20 min ichida
jism 100°c dan 60°C gacha soviydi. Jism temperaturasi ¢
ning t vaqt ichida o'zgarish qonunini aniglang.

Yechilishi. Masala shartiga ko'ra, quyidagini yozamiz:

dé
— = k(8 =20
dt ( )'

bu yerda k—proportsionallik koetfitsienti. O'zgaruvchilarga
ajratib integrallasak:

2 kdt,
a--20

@ -20)=k+c.
Bu ifodani potentsirlasak,
6-20=ce"
¢ ni aniqlash uchun boshlang'ich shartdan foydalanamiz:
t=0 da 8=100"

Bundan ¢=80. Shuning uchun
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6 =20+ 80e".

Proporisionaliik  koeffitsienti k ni qo'shimcha shartiar
yordamida aniqlaymiz, +=26  ¢=60* Bundan:

60 = 20 + 80
yoki
' ezoxr . _]_
5
Demak,

b
L
il
~
[N
—
-

Shunday qilib, natija quyidagicha:

!

o Lo oy 1 i
0 =20+30(—‘i}”. - SR

2. Bir finsli differentsial tenglamalar.
Quyidagi tenglikni  f{e,6)=1"f(x ) ganocatlantimvchi fix, y}

funktmyaga m_tartibli bir jinsli funktgly:g deyiladi. Masalan,
Sy =xt 42yt - g
2— tartibli bir jinshi funkisiva bo'ladi. ..
(&)’ +20) —(outy) =27 (2" + 2" ~ )

" Agarda Mix,y} va N(X,y) funkisivalar bir xil tartibli bir jinsh
funktsiyalar bo'lsa, unda ushbu

, Mix, Y)ds+ NG,y =0 (3)

ko nmshdagl tenglamaga bir_jinsli birinchi_taxtibli teng_a_mg
deyiladi, - . ;

181



Bir jinsli tenglama yp=ux (bu yerda u yangi izlanayotgan
funktsiya) almashtirish orgali o'zgaruvchilarga ajraladigan
tenglamaga keltiriladi. y=ux tenglikni differentsiallab, topamiz:
dy = udx+xdu .

4—Misol. (y2—3x2)dx+2xydu=0 , y(0)=0 boshlang'ich shart
bilan berilgan tenglamani yeching.

Tenglamani yechish uchun y=u almashtirish bajaramiz.

(azxz --3x2}ﬁ+2x2u{udx+xdu)= 0
yoki
3 ~ 1+ 2xudu =0,
3dx | 2udu

e ni integrallab, 3nx+mf’ ~1)=C ni hosil gilamiz. Bu
X =

tenglikni potentsirlab, x*{x*-1)=C ni topamiz. »=2 ni o'rniga
¢

¥

qgo'yib x"[—i——‘n]=(,‘ yoki x(y’-x*)=C boshlangich shartdan
X

foydalanib S=0 ni topamiz. Qidirilayotgan xususiy yechim y=itx
bo'ladi.

Nazorat savollari.

1. Asosiy tushunchalar.

2. O'zgaruvchilari ajraladigan tengiamalar.
3. Bir jinsli tenglamalar.

4. Masalalar.

2-§. Birinchi tartibli  chizigli differentsial
tenglamalar.

Ushbu
yep=q (1)

tenglamalarga birinchi tartibli chizigli differentsial tenglama

deyiladi. Bu yerda p=p{x) va g=4¢lx) lar (ab) da uzluksiz
funktsiyalar. y=u-$ almashtirish bilan tenglama o'zgaruvchilari

Y
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ajraladigan ikkita tenglamaga keltiriladi. u=2(x) funktsiya vangi
noma'lum funktsiva, 9=4(x} funktsiya esa 1xnyor1§r tanlab
olinadi. Bu almashtirish tenglamani

wW3+ud rpud=gq

yoki
[ . dll a8 .
h o — —_—
i . i + ( “ + p&'}t
k@f-rinishga keltiradi. ¢ ning ixtiyoriyligidan
- d8

—+p8=0
de

deb olamiz. O'zgaruvchilarga ajratib va integrallab: -

ds
= de  Ind=-[pax
yoki

‘57'=.e—j"’dt'r

‘bundan

e_j”ﬁ =g

&&

tenglamani hosil gilamiz. Bu tenglamani yechsak,
= _[qref de-f—C_'
-+ ga kelamiz. Nihoyat, tenglamaning umumiy yechimi

y=e'Ip&|:jquM¢c+C:| (2)

bo'ladi.
' Izoh: Agar (1) tenglamada ¢x) =0 bo'lsa, u holda tenglama
birinchi tartibli chizigli bir jinsH tenglama deyiladi, aks holda

chizigli bir jinsli bo'lmagan tenglama deyiladi. Bundan kelib
chiqadiki, birinchi tartibli bir jinsli tenglama
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yrpr=0 (3)

ko'rinishda bo'ladi, yechimi esa quyidagicha:

y=Ce V™ (4)

1~Misol. 'y'y'+x’=1 tenglamaning yechimini toping.

Yechilishi: Tenglamaning ikkala tomonini  x%y*

agar p=x' g¢=x7 deb olsak, tenglama
Yipy=qv®

Bernulli tenglamasiga keladi. y=u-v deb olsak,
tenglamaga qo'vamiz:

, P !
vtV — =
x  xuv
yoki
: u-v+u v'-Lu\— !
'xJ <u'v

Quyidagi ikkita tenglamani yecharniz:

1) v+Z=0, 2) u'v=—s
X xuv
Birinchi tenglamani yechib » ni topamiz:
gj*.é:(}; Inv+lnx=0 w=1 v=j-
v X X

v —ni 2—chi tenglamaga qo'yib, » ni topamiz:

ga bo'lamiz,

¥ =uv+x/ deb I

i B e



i‘~=—,; w’du = xdvx, H—‘:—~+—; u:-"gx’+C
x 32

gidirilayotgan tenglamaning umumiy yechimi quyidagicha
bo'ladi:

1. Chiziqli differentsial tenglamalarning biologiyaga
tadbigi.

Masala. Ovqgatlanish resursi juda yaxshi sharoitda bo'lgan
mikroorganizmlar jamoasini qaraylik. Vaqgt o'tishi bilan
jamoaning ko'payishi va nobud bo'lishi o'zgarib turadi. Ana shu
o'zgarish gonunini toping.

Yechilishi. Aytaylik, =x=x(y  vagt ichidagi tirk
organizmlarning soni bo'lsin, xz+anesa - ¢+Ar vaqidagi soni.
U holda ayirma

X+ A~ (1) = Ax

ni beradi. Ar vagt ichida balog'atga  yetganlarining bir gismi
nasl goldiradi, golgan gismi nobud bo'iishi mumkin. Shunday
qilib,

Ax=G-H

bu yerda 6 rdan r+aAr vagt o'tganda tug'ilganlari soni, # shu
vaqt ichida nobud bo'lganlar soni.

Tug'ilganlar soni G A+ vagt oralig'iga bog'liq va nasl
goldiruvchi "ota—ona" larning soniga bog'liq, chunki ular
gancha ko'p bo'lsa tug'ilish shuncha ko'p bo'ladi.

Shunday qilib,

G =d(x, Ar)

bu yerda ®(x,A1 funktsiya x yoki &r ning o'sishi bilan o'sadi
yoki x yoki ar larning biri nolga intilsa nolga teng bo'ladi.



At o'zgaruvchiga kelsak eng oddiy tajriba shuni
ko'rsatadiki, u chizigli bo'lib agar kuzatishni ikki marta
uzaytirsak, mikroorganizmlar nasli ham ikki marta oshadi
Shunday qilib, |

M
Dx, Ar) = f(x)Ar

fix) funktsiya xususiyati murakkabroq. Biz bilamizki, x |
o'sishi bilan f(x) monoton o'sadi va x=0 bo'lsa nol bo'ladi.
Ammo o'sish mikroorganizm turiga bog'liq. Biz nasl
miqdorining “ota—ona" lar soniga to'g’'ri proportsional bo'lgan |
holati bilan chegaralanamiz, yani f(x)=ex (a=const). Shunday
qgilib,
i
G =axAt. i
|
Shunga o'xshash,

H = f-At
va bundan kelib chigadiki,
Ax = oAt — ﬁxi\l

yoki
Ax = A (1

bu yerda
y=a-p

(1) da tenglamaning ikkala fomonini A+ ga bo'lib, limitga
o'tamiz: )

o o

lim = = —

M0 AL Gt

natijada quyidagini hosil gilamiz
Zow @)

dt
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yoki

— =0,
at ¥

Birinchi tartibli chizigli bir jinsli tenglamaga kelamiz. Bu
tenglamani yechib,

x=Ce* (3)

ni hosil kilamiz.

t=r, da x=x{,) (bu yerda s, boshlang'ich vaqtda x{t,}==x,
tirik mikroorganizmlar soni) boshlang'ich shart bilan S ni
topamiz.

By My
C=x.e

buni {3) ga go'yib, vagi davomida mikroorganizmlar o'zgarish
qonunini topamiz.

x=x,e’) (4)

Ammo topgan bu gonuniyatimiz ganchalik hagigiy hayotga
to'g'ri kelish kelmasligini tajriba va kuzatishlar hal etadi. (4)
formula shuni ko'rsatadiki, o'sish eksponentsial darajada, lekin
hayotda birorta ham tirik organizm bu darajada o'smaydi.
Chunki biz faraz qilgan (2) tenglamada ovqgatlanish sharoiti
vaxshiligi va tashqi faktorlarning ta'siri yo'gligi bu hagigatga
ziddir. Shunday qilib (2) tenglama yoki nazariy xarakierga ega
(uzluksiz oziqlantirib turilganda va tashqi halaqit beruvchi
kuchlar bo'lmasa, firik organizmlar ganday ko'payishini ko'rish
mumkin) yoki sun'iy ko'paytirishlar natijasini ko'rsatadi.

{(2) tenglamani birinchi marta 1802 yil Mal'tus go'llagan.
Uning xatosi bu tenglamani nafaqat tabiatga, hatto insonlarga
go'llasa ham bo'ladi deb tushungan. Aslida tenglama tor doirada
go'llaniladi.
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2. Tulig differentsialli birinchi tartibli differentsial
tenglamalar. Integrallovchi ko'paytuvchi.

Ushbu
M(x, y)dx+ N(x, y)dy = 0 (1)

tenglama to'liq differentsialli tenglama deyiladi. Agarda
tenglamaning chap tarafini u(xy) funktsiyaning to'lig
differentsiali ko'rinishida yozish mumkin bo'lsa:

] dx+Ndy.=-:duE%:-a5l+2f:

%Y

(1) chi differentsial tenglamaning to'liq differentsialli tenglamasi
bo'lishi uchun

M N (g
a &
ning bajarilishi zarur va yetarli. (1) ning umumiy integrali

ulx,y)=C
yoki
x ¥
JMax+ [Ny =C

ko'rinishda bo'ladi.

Ba'zi hollarda (1) chi tenglama tuliq differentsialli bo‘lmasa,
shunday u(xy) funktsiya tanlash mumkinki {1) ning chap
tarafiga ko'paytirsak tenglama tulig differentsialli ko'rinishga
keladi.

du = pMdx + uNdy (3)

bunday funkisiya u(x,») integrallovchi ko'paytuvchi deyiladi va
quyidagilar kelib chigadi.

2 utt)=2- )
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yoki

gt o (M an
Ny |2 _ON
ax oy (ay ax)"
hamda

N_a___m""__M.@'_]ﬁ = f’:‘ihgﬁ {(4)
ax ap & ox

Agar = gy bo'lsa, u holda

5 0 va (4) tenglama quyidagi
ko'rinishga keladi:

oM _an
dln ax
Lo N (5)
dx N

AGar = u(y) bo'lsa, yuqoridagidek [_} ’;"JAL ko'rinishda
ay

bo'ladi.
2"Mi$01: 21y+3y2+(x2+64y—3y:}%=0
tenglamani Yeching.
Yechilishi: Ny =2 4 6xp-357, -'g =2x+6y
MOxy) = 2xy + 32, %;i =2x+6y

Shunday qilib, %"—"(:g, ya'ni tenglamaning chap qismi 4
Y ax

ulx,y)
funktsiyaning to'liq differentsialj bo'ladi.

Rl

- =2xp+ 337, % =x'4 6xy—3y°

Birinchi tenglamadan,
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ulx,y)= 2"y + 307 + o(y)

o(y) funktsiyani aniglash uchun, y bo'yicha oxirgi tenglikni
differentsiallaymiz:

g1 foos
0——=I!+6xy+@=x?‘+6,xy-3y1, yda ni £=-3y:.
dy &

a'}.,

bundan g(3) =" +¢,. Shuning uchun, u(xy)=x"y+39° -y +¢
Tenglamaning yechimi: »y+39’ -y’ =¢

+
3-Misol. (1~ Dyde+ 2+ T+ Tydy =0
¥ vy oy

tenglamani yeching.

P
Yechilishi: Mxy)=1-=; N(ey) =20+ -+
¥y ¥y
oM x oN 1 2x
e ——=2}‘+—+—,
&y ox y ¥

Demak, tenglama to'liq differentsialli  tenglama emas.

N
(JM_.E'?;_ l}_ __!__21=~(2y+_.1__2_)
& o&x ¥y y
aM  av
) d, du  dx
_'3-" 22 dan _l_._,."f-_- -.l_’ _'“+ 0
N u odx 2 wx
bundan, p-—-l ni topamiz.
x

Berilgan tenglamani : ga ko'paytiramiz:
X

L-l'_l)‘t+(2y+i+3‘f}t”=o
LI A

Quyidagi ko'rinishda yozib olamiz:

i‘f+[l+2_v}ay_£“-."___2£i‘_=g
X ¥ ¥



B

d(ln]xi vispfe*-%]-0 dan

tnjx| +Infy| +y*~-%=¢ yechimga ega bo'lamiz.
)t

3. Hosilaga mnishatan vyechilmagan birinchi tartibli
differentsial tenglamalar,

Agar Flr,p.y)=0 tenglama »' ga nisbalan 2-darajali bo'lsa,
bu tenglama, biror sohada x va y ga nisbatan uzluksiz y'= f,(x,y)
va y'=f(xy) echimga ega. Geometrik nugtai nazardan bu
lenglama shu sohaning ixtiyoriy (x,.y) nuqtasida ikkita integral
chizigning yo'nalishlarini aniglaydi.

Ushbu

y=xp(y)+y(y)

tenglama Langranj tenglamasi deyiladi.
Bunda y'=p almashtirish x ga nisbatan tenglamani chizigli
ko'rinishga keltiradi:

P =p(p)+lxp'(p)+ w'(pﬂ%‘ :

Uni yechsak, -
x = @(p)x+w(p)
bu yerda p
p=olp)
tenglamaning vechimi,
Ushbu
y=x'+w(y)

tenglama Klero tenglamasi deyiladi. Bu fenglama Langranj
tenglamasining xususiy holidir. Bu tenglama y=x+w(c) umumiy
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integral{;a va y=px+w(p) hamda x+y'(p)=0 tenglamalardan ‘,.J
parametrni yo'gotishdan hosil bo'ladigan maxsus yechlmgl,
egadir.

4-Misol. y+y=x(3} tenglamani yeching. 4

Yechilishi: Bu tenglama Lagranj tenglamasi. Belglluhl
kiritamiz. p=3' uholda y=x*-p bo'ladi.

x ga nisbatan differentsiallaymiz: N

2
b _ i3 a
r px

dx

yoki

o dp dp
= 2—-—-———-—
PP"’dedx

Quyidagi chizigli differentsial tenglamani hosil gilamiz:

&, 2 1
& p-1 pp-1)
x ga nisbatan yechilib, x=2 E]" ‘[; ;f‘ ni topamiz.
i

5-Misol. J(y)'+1+x/~y=0 tenglamani yeching.

Yechilishi: Bu tenglama Lagranj tenglamasi. Belgilash
Kiritamiz. p=y, uholda y=xp+1+p° bo'ladi.

x ga nisbatan differentsiallaymiz:

fff_’
B,
dx dx y']-lp
( dp p R
Bundan Lx+—-—.~_._ =0, T — ng}_ p=C.
\h'ip 1,‘1.;.131

Shunday gilib, y=Cr+1+¢* va
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)4

e

v+ p’

y=praflep’

Bu sistemadan p ni yo'gotib quyidagini topamiz: y=+vi-2 .

Nazorat savollari.

1. Birinchi tartibli 'chiziqli differentsial tenglamalar.
2. Chiziqgli differentsial tenglamalarning biologivaga tadbiqi.
3. Tulig differentsialli birinchi tartibli differentsial tenglamalar .

4, Hosilaga nisbatan yechilmagan birinchi tartibli differentsial
tenglamalar.

Mustaqil vechish uchun misel wva masalalar.

1.Quyidagi misollarda berilgan funktsiyalar mos ravishda
tenglamalarning yechimi ekanligi tekshirilsin,

;._,-._:"_‘,“:_.Ji xy'+ p=cos x.

X
2. y=l ‘-"+é~f' y +2p=tr.
3.y=2+evl-x’ (l~x2)y’+xy:2x_
4. }-‘:x-Jl_rx_z yy'=x-2x%
SR =gy
6.y=(x-¢)’ pl= 3yt
7. y= €= y =,
. y=e? xv'=3y.
9. y =sin{ x + ¢) iyt =1,
10.x* +gp? =2y xiy'= '+
11.9* 4+ ox = x? A=t =287,
12.y=¢(x - ¢)? ' = dy(xy' - 29)
13.cy =sin ex y' = cos f—\-fi-;—v—
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14.y=cx+ g y—xy':—-._y_m,
\“‘1*(.‘2 'i+y'2
15.x° -I—yl—cx::G ZXJSJ""'XJ‘—_V?:{}.
16.y=sinx+c-cosx ycosx+ ysinx=1.
1
17.x+p+e(l-0)=0 yr+1_t>:_,_=o,
+x
18.x-y—ct" =0 w-2y+x=0
19.}"2:{:{ 2,‘(}"—)}:0‘
20.y = —— '—1gr oy =0.
¥ s x ¥ g -y
2‘-)’=——1— pr=3y%
Jx+e 5
22.y= fn(c+£%) yl=pET
23.x = ylney yix+y)=y

2. O'zgaruvchilarga ajraladigan birinchi tartibli differentsial
tenglamalar yechilsin.

L. x(+37)+3(0+2 )y =0 §r a+hee)=e
= £ 3 % __"_ = $
2. y=xy +2xy B 5 ot
3. Cax—(1+8 )ydy=0 N f’v;:l;(ne“).
4, +y=2x+1 ‘ JU ym1=24cr
5.y =cos(x—y~1) i y=x-1-2avetgle—x)+2nx  nel
6. {1+ (146 Jy=0 gy xky=di-m.
7.{u 7 i yy=0 & Henhe
3.(y1 *’*‘)’?l)“'xz _p‘l___g _i: (x+_v)(x-y—2)+2€v{t—;]+c,
9. (1+y1)cb,=xdy _i'. y=ighes
10,5157 43147 =0 o e e fieyi=c
1 Lowfi-ydxs W1~ xdy=0 H0)=1 j LU (NI R |
12.02(1+y)=1 J': {“‘:c(l--eﬁ"l
13,y =sing~)) J: x+c=cr{y—-;f +—§)
14.y' =axtby+c. (abe-consy ,i: Hax+by+c)+a=ct™,
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Top o3 i .: = |l' _)_’
15.(x+ )y =a S x+y~a:ﬂc+a}
16.(x—y* Me+ 2xpe=0 $: £ =
17 (1 Jly - xye= 0 y(2) =1 S y= 1231
18. (7 +xes (- x2y)ay=0 £2 1oy =cl-2h).
196 + e+ (e y ~ play=0 {: 2y et —pt=e
20.0/+y=3" 1D=05 S Al-em=L
21 =ty 2 siny=ex
22.2x0 =y -1 _S’: y—l=ex

3. Birinchi tartibli bir jinsli tenglamalar vechilsin.

1. }_.:;ty_‘bxy_z?l_" j: E‘ 4 ljx=c.
2 (x—yc{)g +x00#®{} 5‘, _‘-:cg'”"f_
x x :
PR [ CRp———
x

4 r:‘t"(’:i’: ‘:(,‘ )f—x“f'

Xy ¥
5.0+ x—xydy=0 :(.1 2=l Y,
6. y =142 i ower

‘r .
7. gf:;-._‘}y-x .‘: “3 ._.:q2y_x).
8. (x—)berxey=0 {1 ¥ Ae~oix)
9. Y| =0 §r oyt
10.¢ =y kix—xdy=0 §1 x=a
11 x4 2v)ebe (2 + y)dy=0 {t (x—p) =clx+y).
12.::_V'=y+x€:‘ a bl =~ v,
‘3.);9’—!(‘,0& Z:y j: xcf"’"-""’,

X
a7 (+ arccod.

1.y =f7 5 [
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15.(x+ y~2)dx+ (x~y+4)dy=0
16.(x+ y+ Dydx+(2x+2y - Ny =0

17457y =Dy + 2 dx =0

18.4x -3y +¥(2y-30)=0
l9.v=--fiy—7

-y
20.(}’—1}")2 ::J{1 + y‘z
21.3x4 p-24 y(x-1)=0

223y~ Tx+ Ndx—(3x— Ty~ 3dy=0

A

42w -y ~4x+8y=c
x+2y+3ln|x+y—2f-:c,

4 +x'yt

e
¥ =32y’ =c
C(yz —x:}=y3.

('.3_‘_1 =]+ ch;_ ot~ ::ch_
(x-D3x+ 2y -=c

Jr Gy x-p-hr=c

4. Birinchi tartibli chizigli differentsial tenglamalar va
Bernulli differentsial tenglamalari yechilsin.

I,y -2xp=3x —2x*
2. '+ yoosx=""

3. ¥4 3 -
’ # cosx
s sin’ x
4. y'sinx - yoosy=——;
x

5. y'sinZx=2(y+cosx)
6. v -——21-—'-213
x
7. ¥ o Dxy= 2,)0{"':
8 ye2y=xti2x
Q.(" + 2x—1y ~ (x+Dy=x-1
1020 — =32
o'+ y=y

12.29' ~x=—"siny
13,y +2y=0%)
14,y - 2ep=¢°

15,y v xy+x=0
16,35/ =2xtnx—y

17.(v+ € ¥dx—dy=0

§
5
S
4
§

T,

PP S S e

Lmve fm (o b,
.w

Py

foum,

y=le+ TV =ofF +at,

y={x+c)f ™,

¥=CCosx +sinx,

L sinx
r=csiny+——.
X

yuc.;gxu“_‘l_n’
COsx

v=cx +x'.
y=(F Lo,
p=ct +-3}(2x‘ +2x-1).

y=c\(?_+2x-l+x,

ye=edr 3 xt
o
= Lex+ by
y=(c~cosyp’.
HE +et)=1.
y-—v(x+c}€’2.
e

y=cf * -1,




l&y’(ﬁf)-— xp= it _f.: y=(czrc{gx+c)1/;ﬁ_l.

'9‘3-’9/'— 2}"“% ‘f-t y; =t +x°.
20.5y +2x'y=32 (14 2) ff dagl

¥ x
2Ly +x’y =1 It xlzz—y2+cf i
22. p=x' ¥ty fr z=g-l-tm

5. To'liq differentsialli I-tartibli differentsial tenglamalar
yechilsin,

1. (sinxy+xpcosxyide + 5 cosxydp=0
2. (2 + 0 Y+ ( v+ v dy=0

. xsinxy=c,,
L +2(er)2 +_}'4 ={}

.‘-\.

.‘_
x=g- £,

-
-m

J
3. (x4 p' - 2mydy=0 S
4. 2xytmpcte + (2 sy T ily=0 fr s —:()" #if
5. [quv+3y""}ix+ [x; 6oy —3y° )dyz(} j". Xy 3\::'; -y =g

6.(3;1 -|—2.\j.‘+21)ir+(6xy+x” +3}3y=0 3xy? +xiy+3pant =o,

3

T,

7. lx(]-!-vl'rx_;_-;}dx— X~ ydy=0 fl #4267y =e
8. (y’+x2~i-a}yy'+(y"-e.t*—‘alt=(} $V T+ —2a(xt -y y=c

((_x). [ F ) ; ;X
91— ldv + | 2y s X4 2| =0 M S § R

l ) ny 3 yz)ﬂﬁf J ] + ey 5
10.(x2~sin:_v}dx+xsin2)x{y=0 S P rsiny=cx
Il._vzi\;—(x+x3+)‘z}aﬁ-=0 44 a?‘clg-{—y:c.}r‘=0,

¥
IZ.(.c-;-y--l}dx+(t’-"+.x)aj;=0 J‘ E"+2lx2+xy—-x=c; +1.
13.(2x+3x:y)dr+ (' =3y dy=0 J.: X y+3nf -y =c
14, ydx — 457y + x)ay = ¢ Ji l+2y =g
X

15. 2xpde (2 -y dy=0 Jr wy-yi=ec
16,297 )xde+ (42 = 6x" Yydv=0 I ¥ -3y syt =g

]7.£aﬁr+(y’ + fnx}iyzt) dyfx+yt =¢
x

Yo
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18321+ e@}k:{Zy -i}fv .‘: 2+ xtny—yt =
¥

19.¢" -2y +x0 " My=0-» LT

6. Hosilaga nisbatan yechilmagan 1-tartibli differen
tenglamalar. Lagranj va Klero tenglamalari yechilsin.

Loy=x+y-tw' S opELy=€0"1e p=l y=x+l,
2. y=2x"+ by j'. =£+Eﬂp—2 x:.%.__l.,
P PP
3.y=n'4+ ;—, {a = const) Ji ov=ar s 4y =270,
¥ ¢
4. () -2:y) + ' =2x Ji y=xt+c
5.0 + 30y -0y -0 =0 j: (*——-—1— y—cf'l]
X+e
6. () +(sinv 20’ ~20sinr=0 1 G-coss—afpr™ —o)
7. y= () e Jr o y=0y=p0" x=(p+ B’ ve.

: =i i
8_ eny'+siny'—-xz(! Jo [—" 2+ s o

‘ y=p+cosp+ psinptc

9. ¥siny' +cosy’ -y =0 _j', y=1 x=sinp+ec
1007 +(x+ah' - y=0 j: y=(x+d)ec+c’ Ba {y=pl Hra
2p+x4+a=0
= SR
ll.J(y')2+l+:lxy'—y=0 U yearlie? ma Ji+ ot 3
y= gl p’
Ay il (] e '.t — 2 - 2e !
1240 - o' - y=0 Ji ry=x'pt-xp 1-2m7 =0 ek ===
N 3 f E
3.0y = p+ a1+ () i POt ) l‘:p ); y=x(p-l+p*)
1J|l+p
, .- , -fnp+c)
14,5+ y=x) TR e
e S (p-1
PRI S
16.(y)2 +3° =1 j', y==1, y=cosix—c).
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¢ .ﬂ 2
1. (}")2_21)) +y=0 J I=§P+'§;:y=2;x-pz,y=0,
|8.y=.\'+2y'-{y‘)1 .j: y=x+lLx=-2p+c .V=x+2p_p2‘
: =2cp—tnp -2
19.2y= '+ 'y .S: {J’ C,(: no .
y=cp - p
2 = = - N
20' _v:x(i+y')+)"' J& ]’1’ 2{1 pI*e 2"
L=ka-m=ct2Jar py+
IX BOB.

IKKINCHI TARTIBLI DIFFERENTSIAL TENGLAMALAR.
1~—§. Boshlang'ich shart bilan berilgan ikkinchi tartibli
differentsial tenglamalar.

¥ =y y)= ) (1)
ko'rinishdagi ikkinchi tartibli differentsial tenglamalar ikki marta

integrallash bilan yechiladi. y'=z deb y"=:" ni topamiz. Natijada
o‘zgaruvchilarga ajraladigan birinchi tartibli tenglamaga kelamiz:

z'= f(x) yoki EE = f{x) YOki dz= f(x)dr.

Bu tenglamani integrallab quyidagini [¢= [f(x)dr topamiz, bu
yerdan

z= F(x)+C,

ga kelamiz.
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Buni ham yechsak, z ni % ga almashtiramiz.

dy ={F(x)+C, Jdx

buni integrallasak,

= [Fx)dx+Cx+C,
bu yerdan

y=®x)+Cx+C, (2).

Bu y"= f(x) tenglamaning umumiy yechimidir. {2} tenglikda
ikkita ixtiyorty ¢, va ¢, koeffitsientlar hosil bo'ldi. Agar (1)
tenglama uchun umumiy yechimdan gandaydir xususiy
yechimga kelish kerak bo'lsa, x=x, y=y, » =y, boshlang'ich
shart falab qilish zarur. U holda

Yo ﬂﬁ)(xu,(;.,C;) '
Yo =0.4%0,C1.C,)
bo'ladi.

1-Misol. Y =sinxz-x tenglahlaning wHo)=-1,  y(0)=1
boshlang'ich shartlarini qanoatlantiruvchi =xususiy yechimini
toping.

Yechilishi: %:;: desak,

% =sinx—x d-={(sinx-x)dx; z=-cosx- %4-(7,

Demak,

P X
y= -—t:»Osx—? +G)

y10)=1 boshlang'ich shartdan foydalanib, topamiz:
1=-cos0+C,

bu yerdan ¢, =2 Shunday qilib,
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]

B8

. ) 2 :
:"-GOSI—%‘FQ. YOkl .Qﬁl:[—c()s‘x—-_{z_.{.z}‘#

bu tenglamani integrallaymiz:

kl

i : oy
y==sinx~-—+2x+(, .
6

Endi »{t}=-1 boshlang’ich shartdan foydalanib, topamiz:
~1=C,

Shunday gilib, izlanayotgan xususiy yechim ushbu ke'rinishga
ega:
=—sinx—£+2141. .
6

1. Taxtibini pasaytirish muamkin bolgan yugori tartibli
differentsial tenglamalar.

n--tartibli differentsial tenglamalarning umumiy ko'rinishi
quyidagicha - :

e,y ¥\ ¥ y?)=0 (1),

yoki n tartibli hosilaga nisbatan yechilgan differentsial tenglama
quyidagicha

},'_N} =f{x!y’y,’y'!"'ey[“n!!) (2}
boladi. Bunda x —erkli o'zgaruvchi,  y=ylx) _—nomd' lum
funktsiya, ¥y .r®  lar noma’lum funkisivaning birinchi,

ikkinchi va x.k., n—tartibli hosilalari. {1} differentsial tenglama
xususiy holda ushbu : :

yoe 1) (3)

ko‘rinishga ega bo'isin. Bunda (3} ni ketma-—ket n maria
integrallab umumiy yechimi topiladi. {1) differentsial tenglamada

20



noma’lum funkisiya va uning dastlabki bir nechta tartibdagi
hosilalari qatnashmasin:

d)(r,_v{”,y(*"}?,,., yi"i)s 0o (4

Bu holda »*'= p= p(x) almashtirish natijasida (4) differentsial
tenglamaning tartibi pasayib, ushbu

@ T,p,p',.,,,p("'“]= 0

ko'rinishga keladi,
(1)differentsial tenglamada erkli o'zgaruvchi x gatnashmasin:

@y, 5, y",... y“”)= 0

bu holda y'= p= p(x) almashtirish bilan differentsial tenglamaning
tartibi bir birlikka pasayadi, ya'ni

el df B\ _df d)d_ .dp, (o)
regled)-2lr2) 2 i S)

va h.k. bo'lishi e'tiborga olinadi.

2—-Misol. y"=60¥" tenglamani yeching.

Yechilishi: Tenglamaning ikkala tomonini dr ga ko'paytirib
2—chi tartibi tenglamani hosil qilamiz. y"éx=60x’ax dan
" =205 +C, ni hosil gilamiz.

So'ngra yuqoridagini go'llab 1—chi tartibli tenglamani hosil

. gilamiz.,

Yar=00r+C ) dan y =5z +Cx+C. ni hosil gilamiz,
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Ydr=(5x'+Cx+C)dx dan p= x5+C.lL§-+C2.¥+C3.

2. O'zgarmas koeffitsientli bir jinsli chizigli differentsial

tenglamalar.
Ushbu :
¥y e s py=0 (1)
tenglamaga bir jinsli chiziqli differentsial tenglama deyiladi.

Tenglamaning umumiy yechimi
y=Cy+Cy; +..4+C.y, (2]

dan iborat, bunda’ y.y,...», lar (1) tenglamaning chizigli
bo'lmagan =xususiy yechimlari, .C,.C, lar esa ixliyoriy
o'zgarmaslar .

O'zgarmas koeffitsientli ikkinchi tartibli chizigli bir jinsli
tenglama deb

Yep'rgp=0  (3)

ko'rinishdagi tenglamaga ay;tiladi.
(2} tenglamaning umumiy yechimini topish uchun

rhprtg=0 (4)

xarakieristik tenglama tuziladi, bu tenglama (3) tenglamadan
izlanayotgan funktsiya hosilalarni » ning mos darajalari bilan
funktsiyaning o'zini esa bir bilan almashtirish natijasida hosil
gilinadi. U holda (3) tenglamaning umumiy yechimi (4) tenglama
ildizlari » va » ning xarakteriga bog'lig holda topiladi. Bu
yerda uch hol ro'y berishi mumkin.

i—hol. » va r ildizlar haqgiqgiy va har xil. Bunday holda (3)
tenglamaning umumiy yechimi

y=C"+Ce™

203



ko'rinishga ega bo'ladi.
2-hol. » va r, ildizlar haqgiqiy va bir—biriga teng:

K==,
bu holda (3) tenglamaning umumiy yechimi
T {C[ * C.'zx.}e"

ko'rinishga ega bo'ladi.
3—hol, n va r, ildizlari qo'shma kompleks:

n=a+pi, r,=0a-p
Bunday holda umumiy yechim

y=e=(C, cos fir + C, sin fix)
ko'rinishda yoziladi.

3—Misol. y"+3y'-4y=0 ienglamani yeching.
Yechilishi: Xarakieristik tenglamani yozamiz:

K +3k-4=0

echimlari: k=-4, k=1
i —holga ko'ra umumiy yechim: y=Ce*+Ce

4—-Misol. " +6y'+9y=0 tenglamani yeching.
Yechilishi: Xarakteristik tenglamani yozamiz:

£ -6k+9=0

echimlari: & =k, =3,
2-—holga ko'ra umumiy yvechim: y=¢"(C,+C,x)

5—Misol. y +4y+13y=0 tenglamani yeching.
Yechilishi: Xarakteristik tenglamani yozamiz:
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P ardk+13=0

echimlari: & =-2+3%, & =-2-3%" )
3—holga ko'ra umumiy yechim: y=¢™(C tosdx+C,sin3x).

3. O'zgarmas koeffitsientli va maxsus o‘ng tomonga ega
bo'lgan ikkinchi tartibli chizigli bir jinsli bolmagan
differentsial tengiamalar. '

Ushbu
' vy gy = fixr (1)

tenglama o'zgarmas koeffitsientli chizigli bir_jinsli_boTmagan
differentsial tenglama devyiladi. U mos chizigli bir jinsli

Prpyigy=0 f2]

tenglamadan o'ng tomonda turgan s funktsiya bilan
farqlanadi.

(1) tenglamaning umumiy vechimini . topish uchun (2}
tenglamaning umumiy yechimi y, ni, so’ngra (1) tenglamaning
birorta xususiy yechimi »° ni topish kerak. Ularning yig'indisi
berilgan bir jinsli bo'lmagan (1) tenglamaning umumiy yechimi
bo'ladi '

y=y4y
| Quyidagi ikki helda (1) tenglamaning xususiy yechimi »* ni
. topish goidasini keltiramiz.
O'ng tomoni  f(x)
fx=¢"R(x) (3)

- ko'rinishga ega, bu yerda p(x ko‘phad n—darajali ko'phad:
f(x ning o'ng tomoni

Flxy=acos Ay +bsin Ax {4)

ko'rinishga ega..
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Bu hollarning har gaysisini alohida —alohida ko'ramiz.

I. (1) tenglamaning o'ng tomoni ;(x)=¢"F(x) ko'rinishga ega
bo'lsin, bu yerda k soni {2) bir jinsli tenglamaga mos keluvchi
xarakleristik tenglama

rieprig=0 (9)

ning ildizi bo'lmasin. U holda (1) {englamaning xususiy
yechimini

y'=e"Q,x) (6)

ko'rinishda izlash kerak, bu yerda ¢@,(x) birorta n—darajali
koeffitsientlari noaniq bo'lgan ko'phad.

Agar k soni (5) xarakteristik tenglamaning ildizi bo'lsa, u
holda (1) tenglamaning xususiy yechimini

ylr - xmehQ" (A}

ko'rinishida izlash kerak, bu yerda m son k ildizning karraligi
(va'ni, agar k—bir karrali ildiz bo'lsa, m=1, agar k—ikki karrali
ildiz bo'lsa, m=2].
IL (1) tenglamaning o'ng tomoni

J(x)=acos Ax+bsin Ax
ko'rinishga ega bo'lsin, bu yerda +i sonlar (5} xarakteristik
tenglamaning ildizlari emas. U holda (1} tenglamaning xususiy
yechimini

y" =acos Ax+bsin Ax

ko'rinishda izlash kerak, bu yerda A va B -noaniq
koeffitsientlar.

Agar =i kompleks sonlar (5) xarakteristik tenglamaning
ildizlari bo'lsa, (1} tenglamaning xususiy yechimini

y" =x(acos Ax+ bsin Ax)

shaklida izlash kerak.
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6—Misol. | P -6y +9y = Ix -8 tenglémaning umunmiy
yechimini toping. : .
Yechilishi: Xarakteristik tenglamani yozamiz:

ri~6r+9=0 yoki (r-3J =0 va yechimi »,=-3 ga teng.

Bundan .
u=e"{C +Cpx)

Berilgan tenglamaning xususiy yechimi #» ni topamiz. Bu
yerda o'ng tomoni fi{x)=3x-8" ko'rinishga ega. Ko'phadning -
birinchi darajali gismi 3« va ko'rsatkichli gismi -8 ga teng.
Demak, xususiy yechimi u, =Ax+B+Ce’ ga ienq.

M=4+C ga, wu=Ce" ga tengligidan, lenglama quyidagi
ko'rinishga keladi.

94x+{9B - 64+ 4Ce" =3x~8¢"

—

Bundan, 9z=3, 98-64=0, dc=-8 ga tengligidan A==,

p=l a2
9
Demak,

X

A =—;-x+-g»-2€ .

yrarp =0+ Cxr -%—x +—;—- 26,

Nazorat savollari.

I. Boshlang'ich shart bilan berilgan ikkinchi tariibli
differentsial tenglamafar. ,

2. Tartibini pasaytirish mumkin bo'lgan yugori tartibli
differentsial tenglamalar .

3. O'zgarmas koeffitsientli bir jinsli chiziqhi differentsial
tenglamalar.
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4. O'zgarmas koeffitsientli va maxsus o'ng tomonga ega
bo'lgan ikkinchi tartibli chizigli bir jinsli bo'lmagan
differentsial tenglamalar.

2—§. Differentsial tenglamaning tatbiglari.

I. Populyatsiya migdorining dinamikasi.

Populyatsiya migdorining dinamikasi (ya'ni, populyatsiya
davrida ftug'iish wva o'lish natijasida tirikk mavjudotlar
migdorining o'zgarishi) ekologiyaning muhim masalalaridan biri.
Birinchi  tartibli  differentsial  tenglamalarni  o'rganishda

yuqoridagi masalaning eng oddiy holatini garadik. Oziq—ovgat

bilan ta’minlangan va tashqi muhit ta'siridan chegaralangan
holda populyatsiya dinamikasi quyidagi differentsial tenglama
bilan berildi:

E-r (1)
Bu vyerda =x=x(p-+ vaqidagi populyatsiyva migdori. Bu
tenglamaning yechimi quyidagicha '

s xoe,{r--:.. }

ekanligi kelib chiqdi.

Bu yerda x, 1, boshlang‘ich vaqgtdagi populyatsiya migdori.
(1) tenglama yoki nazariy ahamiyatga ega yoki sun'iy
sharoijtdagi mavjudotlarning populyatsiyasini aniglaydi.

Populyatsiyaning rivojlanishini 1845 yilda Ferxyulsta—
Perla tenglamasi aniqroq vyoritib beradi. Bu tenglamada
mavijudotlarning ichki garama — qarshiliklarini hisobga oladi, bu
esa populyaitsiya miqdorining tezligini sekinlashtiradi. Bu

garama — qarshiliklarga ozig—ovqgat uchun kurash, jips
yashaganda infekisiya farqalishi va hk. kiradi. Yugoridagi
faktlarni hisobga olib, Ax o'sishni  hisoblashda el

giymatdan k(x,Ar) giymaini ayiramiz:

Ax = At — h(x. At)
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hix, ALY funkisiya o'rniga ko’pchilik hollarda &AL
populyaisiyani gqaraymiz: :

Kx, A = &

bu yetda ¢ — koeffitsient ichki garama — qarshiliklar. :
Ax.an qiymat — bu ichki qarama—qarshiliklar evamga

populyatsiva migdori  tezligining kamayishini ifodalaydi.
Qarama — qarshiliklar gancha yugori bo'lsa,

urug'lanadiganlarning bir—biri bilan uchrashishi shuncha ko'p,

bu uchrashishlar soni x.» ko'paytmaga to'g'ri proportsional,

ya'ni x’. Ikki xil mavjudotning uchrashishi » ga to'g’ri

proportsional. Bu turlar bir —birining joyini egallashi mumkin.
Shunday qilib,

Av=wAr-g&'Ar {2)

bu tenglikni ar ga bo'lamiz. -

va Ar—»0 da limitga o'tamiz.

& .
;,;—}x“& (3]

bu tenglama Ferxyulsta~Perla tenglamasi.
Bu tenglamadan x ni qavsdan chiqgarib quyldag‘cha

yozamiz:
£t
Jf ¥
yoki
.]i — x
EX_ = n 5
at 4
S
4

= ¢ deb belgilaymiz:

e
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& _ H-x
et (5)

Agar x,<px bo'lsa, u holda barcha ¢>1, vaqt uchun
haqgigatan ham x(ry differentsiallanuvchi funkisiva. (5)

tenglamadan kelib chiqadiki, x()<x da % musbat bundan kelib
chigadiki, xn o'sadi. Bundan shuni xulosa gilish mumkinki, x()
u« ga teng giymatni gabul gilsa o'sadi. x=x to'g'ri chizigni
kesib o'tadi (1 —rasm) yoki x=x lo'g'ri chizigga urinadi (2—
rasmyj.

X X
[ - H
xo XO
to t to £
1 —rasm 2—rasm

Birinchi holda: x> va x'(n>0. Bu (5)—tenglamaga zid.
Ikkinchi holda, *ty<p va x'(<0, bu ham (5)—tenglamaga
zid. Shunday qilib, x/) # ga teng bo'lishi mumkin emas,
agar «x,<x bo'lsa.

~ O'zgaruvchilarni ajratib,

b
x(u—x} =
yoki
,(’Lth dx =yt
x(p - x)
bundan
[1 + _L_]dx = lf
X p-x
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Agar  x,<p deb hisoblasak, quyidagiga ega bo'lamiz:

Iny—In{u~x)=p+inC

bundan
X
——=Ce i {6]
H=X
Qulaylik uchun 1, =0 va x(0)=x, < p
deb olib, (6) ga go'ysak, C ni topamiz:
*y
C I ———
H=Xy

topilgan giymatni (6) ga go'ysak quyidagini hosil gilamiz:

X Xy
PR T

Bundan gidiralayotgan Ferxyulsta—Perla modelini hosil
gilamiz:

2. Epidemiya nazarivasida differentsial tenglama.

Epidemiyaning eng oddiy turini qaraymiz. Aylaylik,
o'rganilayotgan kasallik uzog vaqt davom etadi, demak
infektsiva tarqalishi kasallanishga nisbatan tezroq tarqaladi.
Biz infektsiya tarqgalish holati bilan chegaralanamiz. Aytaylik,
« va n lar mos ravishda infektsiya yuqgtirganlar va
yuqgtirmaganlar sonini ~ aniqglasin. x=x()  vagtdagi sog'lom
organizmlar, y=3() ¢ vaqtdagi infektsiyalangan organizmlar
soni. Uncha katta bo'lmagan vaqt oralig'ida ya'mi 0=:<7T
quyidagi tenglik o'rinli:



x+y=nt+a (9)

Demak, wuchrashish chog'ida infektsiya yugqgtirilgan
organizmdan sog‘lom organizmga o'tadi, u holda sog'lom
organizmlar soni vagt o'tishi bilan kamayadi va u
uchrashuvlar  soniga proporisional bo'ladi (ya'ni, zxey ga
proportsional). Bundan sog'lom organizmlar soni kamayadi va
kamayish tezligi quvidagiga teng:

dx
a2 ~f-xy (10}

bu yerda g —proportsionallik koefitsienti. Bundan y ni topib
(9) ga qo'ysak:

%:-ﬁ-x{n-&—a-—x).

O'zgaruvchilarga ajratib quyidagini topamiz:

-_.—_—m_—_.dx g -
P eresn b
yoki
m_x)+xdx=—ﬁ(n+a)ci'
x(n+a-x) o
Bundan

Integrallab, quyidagini hosil gqilamiz:
inx-In{n—x+a)=—pn+ay+nc

yoki

x 7.
In = e Pk

R—X-Fg
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¢ mni topish uchun quyidagi boshlang'ich shartdan
foyddlanamiz. Agar =0 da sog'lom organizmlar soni n

bo'lsa (ya'ni x=# ). Bundan c=" ekanligi kelib chiqadi va
a

X ﬂe--ﬂ{nm)i )
n—x+a d

Demak, gidirayotgan ifodamiz quyidagiga teng ekan:
' ' n(n+a)
n+aefek
3. Chumoh inidan tashgarida chumolining zichligi.
Chumoli hayotining umumiy yashash belgilari ko'pchilikka
ma'lum. Chumoli topilgan ozig--ovgatni yoki qurilish
materiallarini topilgan joyidan uyasiga tashiydi. Shuning uchun
chumoli soni uyasining yaqlmda uyidan o zoqroqqa nisbatan
ko'proq (3 —rasm). .

Oddiylik uchun chumoli uyasining markazi deb radiusi « ga
teng doirani olamiz va bu doiradan tashgarida chumeoiilar uchun
oziq—ovqgat bir xilda tagsimlangan deb hisoblaymiz. Bu degani
radiusi r ga teng aylanadagi muhit undan tashgarida ham bir
%il. Shuning uchun radinsi » ga teng aylanada {r>a) chumoli
zichligi bir xil tagsimlangan deb faraz qilamiz. (Hashoratlar
zichligi deganda ma’luin atrofdagi bashoratlar sonining shu -
atrof yuziga nisbatiga aytiladi). Bundan kelib ' chiqadiki, zichlik
bu r masofaning funktsiyasi bo'lib, nuqtalari bitta nurda yotgan :
nugtalar bilan chegaralansak kifoya.
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Soddalik uchun statsionar holatni, ya'ni vaql o'tishi bilan
zichlik har bir nugtada o'zgarmas deb hisoblaymiz. Ammo bu
degani, churnoli bir—biri bilan aralashib ketmaydi degani emas.
Oziq—ovqat qidirishda chumoli bir joydan ikkinchi joyga
ko'chib yuradi. Biz bu qidirishni lasodifiy deb hisoblaymiz, yani
birlik vaqt ichida ovqat gidirib biror atrofni tark etsa, xuddi
shuncha sondagi chumolilar shu atrofga go'shni atrofdan o'tadi.
Shunday qilib chumoli uyasi atrofidan ovqat izlab boshga joyga
ko'chishsa, yana shu sondagi chumolilar uyasidan chigadi.

Bir nurda yotgan ikkita go'shni nuqgtani garaymiz: A nugla
chumolilar uyasining  markazidan » masofada joylashgan
bo'lsin, B nugta r+Ar masofada bo'lsin. Bu nugtalar atrofida
chumolilarmning ko'chishini kuzatamiz. Aytaylik, Q(r+Ar) B
nugtadagi chumolilar soni. Chumoli ovqgal gidirayotganda birorta
yo'nalish ikkinchisidan yaxshi bo'la olmaydi. Chunki atrof bir xil
deb hisoblangan. Chumoli soni uning qgaysi vo'nalishdan ovgat
gidirishiga bog'liq emas. Bundan kelib chiqadiki, agarda A
nugta atrofidan B nugtaga qarab aQ(r}, a<l chumolilar chiggan
bo'lsa, u holda B nugta atrofidan A nuqtaga aQ(r +Ar) sondagi
chumolilar chigishdi.

Bunda eng muhimi ikkala holaida ham o sonining bir xil
ekanligidadir. a fiksirlangan yo'nalishdagi chumolilar gismini
aniglaydi. Ammo A nuqta atrofidan B nugta atrofiga chiggan
chumolilarning barchasi ham B nugtaga yetib bormaydi, chunki
yo'lda ovgatni topganlari uyasiga gaytib ketadi. Bu toifadagi
chumolilar A va B nuglalar orasidagi masofa gancha katta
bo'lsa shuncha ko'p bo'ladi. Shuning uchun A nugqta atrofidan
chiggan B nugta atrofiga yetib boradigan chumolilar soni
quyidagi ayirma bilan ifodalanadi:

Q 5 = alr)— fo(r)ir

Bu verda §-—proporisianallik koeffitsienti (manzilga
yetmasdan qayigan chumolilarni aniqlaydi). Bu koeffitsient
atrofga bog'lig, lekin atrofda sharoit bir xil bo'lganligi uchun f
shu atrofda o'zgarmas. aQ{r +Ar) giymatga B nugta atrofidan A
nugta atrofiga emas, boshga yo'nalishga chigib, yo'ldan ovgat
topib orqaga gaytganlari ham kiradi. Bunday chumolilarga OMN
sektordan hali chigib ulgurmaganlari ham A nuqla atrofiga
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 kiradi. Ar gancha Kkatta bo'lsa, ular shuncha ko'p bo'ladi.
Shunday gilib, B nuqta atrofidan chigqib A nugta atrofiga
tushadiganlari, quyidagi yig'indl orqali aniqlanadi.
Qs = a(r+ &)+ foldr + Ar)ar
bu vyerda f§;—chumoli uyasiga gaytgan chumolilar sonini
aniglaydigan proporisianallik koeffitsienti. Biz siaisionar holatda
bo’lganimiz uchun, yani nugta atrofida o'zgarmas sonda qolgani
uchun gquyidaqgi tenglik bajariladi.
Q=0
va'ni, _
i)~ aQUrIAr = (A + Pl + A
Bundan biz differentsial tenglamaga kelamiz. Chumolilar soni
uning zichiigining yuza ko'paytmasiga teng bo‘lgani uchun (o
ga qisqartirib } oxirgi tenglikni quyidagicha yozamiz:
IS = Fa(rS Ar = nlr + AF)S + finie + AF)S A {12}
bu yerda a{r) va n{r+Ar) lar A va B nuqtalardagi mos ravishda
zichligini belgilaydi; Sa va Sp shu nugta atrofining vuzalari.
Yuzani quib koordinatalar sisternasida hisoblab, quyidagini
hosil gilamiz: .
S, mrd®! S, & h(r+ A)AD.
Buni (12) — tenglikka go'yamiz:

(A - S hrd®Ar = n(r + Ar)- A(r + AP)AD +
+ By + Ary- by + Ar)ARAY

buni #A¢ ga gisqartirib gruppalasak, quyidagini hosii gilamiz:

{reArYlr+ Ar)—r-m{r) = —[ﬁ] H{r + AR+ ArY+ ﬁn(r)rldr .



Bu tenglikni Ar ga bo'lib Ar—0 sak
L) =8+ f)rntr)  (13)
Qisqalik uchun g, +#=y deb belgilaymiz va

.‘i’L’L'_i"_([L):},.d,‘ (14)

renfr}

Biz nlr) zichlik uchun differentsial tenglama hosil gildik.
Aytaylik, nla) —chumoli uyasining chegarasidagi (r=«) zichlik
giymati, (14) ni integrallab, quyidagini hosil ¢ilamiz:

Infr-n(r)]=—r+C  (15)

Boshlang‘ich shartdan foydalanib, € =lnla-n(a)}+7a ni hosil
gilamiz. Buni (15) ga qo'yib,

N T
]na-n(a)* y(r—a)

bundan

n(r) = f: n(@e " (16)

Bu gidirilayotgan egri chiziq tenglamasi. Agar a, nfa) va y
laming giymatlari ma'lum bo‘lsa, grafigini chizish mumkin.
(4 —rasm).
nP)

216



r o'sishi bilan' egri chizig kamavadi. s va »le) lami
tajriba yo'li bilan tfopish qiyin emas. Ammo 7 koeffitsientni
hisoblash qiyinroq. Agarda tuzilgan matematik modelni to'g'ri
deb hisoblasak, bundan kelib chigadiki gandaydir y mi
berilgan deb (15} dan zichlikning masofaga bog'ligligidan ¥
ni hisoblasak bo‘ladi. Agar {16) o'rinli bo'lsa,-u holda r>g4 uchun
ham o'rinli, xususan r = & uchun - ' '

n(b) = % n(@)e ¢
bundan
LA

R rTIR

vy ni hisoblash uchun » ni ham #(g) kabi {16} formuladan
hisoblashimiz kerak. Buning wuchun quyidagilarni hisobga
olishimiz kerak.

A) (16) formuladan ixtiyoriy katta » uchun «f-)=0. Hagiqiy
hayotda albatta bunday emas. :

B) y qgiymat vagiga albatta bog'lig, chunki kechasi va
kunduzi quyosh aktiv vagtda chumoli boshqd vaqitga nisbatan
aktivligi kam bo‘ladi.

Ammo kunning har xil vaqtda sla) va #{p) qiymatlami (17)
formulaga asoslanib hisoblab, y ni {18) formulaga go'yib har xil
vaqtda o‘zining eqgri chizig'ini topa olamiz.

4, O'simlik bargining o'sishi.

Tuzilishi doira shaklida bo'lgan yosh vaproq yuzasining
o'sish tezligi yaproq aylanasi uzunligi va unga tushgan quyosh
nuri migdoriga to’g’ri proportsional. Bu esa quyosh nuri va
yaprog orasidagi burchak kosinusi va yaproq yuzasiga to'g'ni
proportsional. Agar ertalab scat 6% da yaprog yuzasi 1600 sm?
va kech soat 18%°da shu kuni 2500 sm? bo'lsa yaproq yuzi S
bilan / vaqt crasida bog'lanishni toping.

Quyosh nuri va yaproq orasidagi burchakni, ya'ni soat 6%
va 18% ni (ishorasini hisobga olmagan holda) 90° ga teng, kun
yarmida 0 ga teng deb gabul gilamiz.
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Aytaylik, ¢ vaqt yarim tun 00 dan boshlansin. Agar yaproq
yuzasi S o'zgarsa, u holda yaproq o'sishining tezligi

dx
=k;2
B

bu yerda 2= —yaproq aylanasining uzunligi, ¢ —yoruglik
nurining soni, &, —proporlsionallik koeffitsenti.
Yaproq yuzasi S=»' dan quyidagini yozib olamiz

U holda

—-k,—mf(_) (18)

Quyidagi shartdan

Q=k,Scosex (19)
(bu yerda «—nur va vertikal orasidagi burchak, &,
proportsionallik koeffitsenti) « burchak : argumentining chizigli
o'suvchi funktsiyasi ekanligi kelib chigadi:

a=kit+b

k, va b parametrlarni go'shimcha shartlar asosida topamiz

agar /=6  bo'lsa a=a—’§-r
agar r=12 bo'lsa a=0,
agar =18 bo'lsa a=%.

Oxirgi ikkita shartdan quyidagiga ega bo'lamiz

0=12k, +b
T 18k, +b
2

bu sistemani yechib
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ni topamiz. Bundan
"
=l (12} .
o 12(: )

g buni (19} ga go'yamiz.
.
0 =kS “"h}(’ - 12)]

ds 2z E 4 '
B kpy S5 oo Z(s-12
a Tz 1}{_w{lz(’ )J

" buni (18) ga qo'yamiz.
v .

.~ k%, =k deb belgilasak. U holda o‘zgaruvchilarni ajratsak

T’ ey (e ‘2’}"‘
buni integrallab

_%:%’Esin[~(: 12)+c} {20)

(=6 da S$=1600va (=18 da S$=2500 shartlar bilan

Bu sistemani yechib
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ni topamiz. Buni (20) ga go'yib quyidagiga ega bo'lamiz

_%_,,_ 24x 5111[—(1‘ 12)}—_9—
s u200dr 112 200

Bundan esa
160000

5':____.
r 'l

9 Slllr (: 12)}

ni  topamiz.

5. Daraxt o'sishini hisoblash haqgidagi masala.

Nega sharoit eng yaxshi bo'lganda ham daraxt ma’lum
uzunlikdan oshmaydi? Nega daraxt turiga bog'liq bo'lmagan
holda boshlang'ich vaqlda tez o'sadi, so'ngra o'sishi sckinlashib,
asta—sekin o'sishi nolga teng bo'ladi?

Birog biz bilamizki, daraxt tomirlarining o'sishi folosintez
yordamida energiyasi ko'payishiga olib keladi, ammo oziglanish
borgan sari qiyinlashib, bora—bora energiya yetishmay
boshlaydi va daraxt o'sishdan tuxtaydi.

Shu [ikrlarga asoslanib, energiya balansining taxminiy
tenglamasini tuzamiz, ya'ni matematik modelini tuzamiz.

1.  O'sayotgan daraxt o'sish davrida geometrik xususiyatini
saqlaydi, ya'mi uzunligining daraxt diameiriga nisbali
o'zgarmaydi.

2.  Lrkin energiyani (yoki harakatdagi moddani] fagat
fotosintez orqali oladi .

3. Lrkin energiya tirik to'gima hosil gilishga va tuprogdan
aralashmalarning ko'tarilishiga sarf bo'ladi.

4. O'rlacha hisobda katta vagl oralig'ida birlik sirt yuzasiga
o'zgarmas miqgdorda vyorug'lik tushadi wva  tarkibidagi
moddalardan bir gismini yufishi mumkin.

Aytaylik, » daraxining chizigli ulchami. Bu degani daraxt
balandligini «x or%alt yaprogning yuzasini x2 orqali va nihoyat
daraxt ha}mlm x° orqali belgilaymiz. x ning o'zgarishini ¢
orgali, ya'ni x=x (1) orqali ifodalashga harakat gilamiz.

Aytaylik, x(z,)=0 bo'lsin. Balans tenglamasini x bo'yicha
ifodalasak, £ erkin cnergiya daraxt tanasining yashil gismidan
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fotosintez orqgali hosil bo'ladi, yashil gismi ganchalik ko'p bo'lsa
shuncha energiya ko'p bo'ladi. Shunday qilib, £ x? ga to'g'ri
proportsional
E=ax’

bu yerda « —proportsionallik Kkoeffitsenti (« yaprogning
o'lchamiga va tuzilishiga hamda folosintezga bog'lig). Bizning
farazimizga ko'ra, boshga energiya beruvchi omillar yo'q va biz
energiyaning tagsimlanishini kuzatishimiz kerak. Enecrgiya
birinchidan, fotosintez sodir bo'lishi uchun sarflanadi. Bu
sarflanish xam x? ga to'g'ri proportsional, yani s, bu yerda #
proportsionallik koeffitsenti « dan kichik.

Energiya ozuganing butun daraxt tanasiga tarqalishi uchun
sarflanadi. Ma’lumki, u energiya gqancha ko'p sarflansa tana
shuncha katta bo'ladi. Bundan tashgari bu sarflanish og'irlik
kuchini yengishga bog'ligq va bundan kelib chigadiki, agar
ozugani gancha balandga ko'tarib sarflasa energiya shuncha
ko'p sarflanadi. Shunday qilib, energiyaning bu sarfi hajmi x ga
va balandlik x ga to'g'ri proportsional, yani y-x'x.

Nihoyat energiya daraxtning massasini oshirishga sarflanadi
(yani o'sishiga). Bu sarflanish o'sish tezligiga to'g'ri
proportsional, yani m=g' massadan vaqt bo'yicha hosila (p —
daraxining o'rtacha zichligi, x*—xajmi). Shunday qilib, oxirgi
energiya sarflanishi quyidagicha ifodalanadi.

o)

Energiyaning saglanish gonunidan energiya sarfi quyidagiga
teng bo'ladi.

ﬁ—:ﬁxz _I_)-“lt +§%(m‘)
voki

a’ = prt et 4300 S (21)

bu esa biz gidirayotgan energiva balansining tenglamasi. Bu
tenglamani 38z bo'lib quyidagicha yozamiz:
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bundan:

d’a—-bx?, a>0,6>0 (22)
kelib chigadi,

Daraxt o'sayotgan ekan, y holda

i-‘-:»ﬂ bu demak, a-bx' >0,
bundan x2<§ kelib

chigad;. Shuning uchun (22) ni
quyidagicha yozamiz.,

buni integrallab

e

a
! -{;+x
—==In =f+c
2vab ﬁhx
b

boshlang'ich shart x(z,)=0 dan foydalanib ¢=, ni hosil gilamiz,

a-ix
i

b
SIS, (23
2ab J_a__'x i ( J

b

bu tenglamani ga nisbatan yechamiz

a I—e"za(tmro)
xX= B ST 24
Jbi l+e"‘“”(l—lo) (24}

Bu daraxi O’sishini aniglaydigan formuja.
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Agar 4,5 va ¢ qiymatlari ma’lum ho'lsa, bu formula
yordamida vaqtga nisbatan o'rtacha o'sishini hisoblash mumkin.
(24) formula biian berilgan egri chizigni tekshirish mumkin.

-ﬁ";w ligidan va (22} formuladan quyidagini hosil qilamiz:
dix

—_—=2hy

drt

Shunday qilib, agar r>s,, x>0 {bu daraxt balandligi)

bo'sa, u holda oxirgi tenglikdan <2X<0 ga kelamiz. Demak,
o

(24} — chiziq o’suvchi gqavariq chiziq.  (24) formuladan ¢-»+e

da x[r)—)@ hosil bo'ladi. Grafigi gquyidagicha bo'ladi.

X

Fim

Y (5—rasm)

\E balandlik daraxt o‘sishining chegarasi, chunki energiya

daraxining fotesintez va ozuga bilan ta’minlanishiga sarflanadi.
Daraxt shuning uchun bu koe'rsatkichdan yugori o’smaydi.

{24) formula bilan berilgan egri chizig daraxt o'sishini
qganchalik to’'g'ri ifodalaydi? Bu savolga javob berish uchun dub
daraxtini olib ko'ramiz. Yoshi 40 yildan 220 yilgacha bo'lgan
dub daraxti uzuniigi (24) formulada  tekshirildi. o va &
o'zgaruvchili ikkita tenglamalar sistemasi hosil bo'ladi va bu
o‘zgaruvchilarni topish mumkin. Topilgan « va & giymaiga
garab aniq egri chiziq chizildi. Bu egri chizig tajribadagi dub
daraxt o'sishining egri chizig'i bilan  ustma—usi tushdi
Boshgacha qilib aytganda {40: x (40)) wva (2200 » ({220))
nugtadagi nazariy va tajribadagi egri chiziglar ustma—ust tushdi.
Demak, ko'rilgan matematik model ishonarli.

.
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Mustaqil vechish uchun misol va masalalar.

1. Tartibini pasaytirish mumkin bo'lgan yugori tartibli
differentsial tenglamalar yechilsin.

1.y"=cosx Ji y=-cosx+ex+e,.
2.y =1-¥ ) J y=x—;—-1%+c,x+cz.

3.5 =sinr~L}(0) =—Ly(0)=1 J y=-sinx—§+2x—t

4.y =cos2x gt y=-%cm2x+c,x+c1.
S.y"'zi J‘: vr:x!n|:4—x+cx+c;.
6.y"=Inx J o 1n|x1 ————+cx+c,
7.9+ 3% =2¢™ J e' *11- =“—(.‘|:+L‘2}:

8" =x J y~%+cx Fe,xt toxte,.
9. ¥ =xd {O=yO=yO=0 Ju y=0-3e +£+2r+1

10.y"=xInx }D=1 y (h=0 ') =-1 5Ly —-2—41 ;;8 ! gf §x+L—§
11y -2yx=0 Ioy= %r’ %f +{—-+c,) O —2ep+ena=t =2t
12,y =sinx+cosx _| y=oosx—sinx+c]£;—+c2x+c,

X, . 3 2
3 y=—=l"x+c, —+e,x+¢,
]3' ynr: iﬂ.".\:i,yﬁ)ZU,y'(l)=L}f'(l}=2 J: 2 2

x 3 3 1
e | L
=T 2 2

xaep —{x+ep}

4y TG o T e
15.2=9" 41 J' x=zz-4-1,y=%z’+c,zz+c3
16.y"+2y'42y=0 .l: y=e " (3cosx -~ 2sinx)
17.y"-4y+8y =0 J: y=e™(c 0 2x+c, s5in2x)
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8.y 6ty =0
19' );ylnlz yuZ
20.)’"= y.z

~J y=gsinx+e;cosx

.j: Jv‘:.)(xi-e:'])2 +C,

2. O'zgarmas koeffitsientli ikkinchi tartibli chizigli bir

jinsli tenglamalar vechilsin.

1.y -5y —6y=0
2.9 4y'+dy=10
3.y 9y=0
4.y"16y425=0
5.y 9y=0
6.y"-8y = 9

7. y46y 19y =0
8. y"+16y =0

9. 2y 2y =0
10. 5y 46y=0

. 2p°3y-2y=0

12, "8y 42y =0

13. )6y =0,50)=2 YO =7
14,y 10y+25 =0

15. "1 =0

16. "4y +13y =0

17, y3y=010)=Ly =3

18,4 4y= 05 = Ly ()=

19, y'v-2p=00=0y (O=!

20.2p45y=0,40) =1y @) =-1
C2yuarlddy =0
22.y'-5p=0

Cns

_ -x Hx
y=e e +oe
L
y=e7 (g, + ;%)

J

J

J p=¢ cosdx + ¢, sindx
i y=e7{g cosdx + ¢, 5104%)
J:

v=ce™ +ee™
j; y=c 1"
5 y=eT e vem)
j.‘ y=c cosdx+ ¢, sindx
;.j . y=¢e""{(g, cosx +c, sinx)

) - -2k -3
J. y=qe " ree

¥
_j: y= r‘;le_5 oo™
:j: v=ce" +ee’
B y="e+2)
j: }'=?5x('31 +8,X)
‘:!.' ¥=c costa+ &2 sin7x
j: y= & {¢, ©083x + ¢, sin3x)

r=e"c, +c,¥)]

~5x Sx
oe +c3r»3"r

e
1l
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