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Узбекистон Республитси муста- 
циллигининг етти йиллигига ба- 
гишланади.

СУЗ БОШИ
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яхшилаш ма^садида берган танкидий фикр ва мулохазалари учун 
муаллиф самимий миннатдорчилик изхор ьтади.

Муаллиф холис так,риз бериб, цулёзмадаги камчиликларни курсат- 
ганлари учун Тошкент кишлок; хужалигинн механизациялаш ва 
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моделлаштириш» кафедрасининг уцитувчилари ва унинг мудири про­
фессор X. Эшматовга, Тошкент электротехника алска институти 
«Олий математика» кафедраси уцитувчилари Еа унинг мудири 
децент Б. Зргашевга, тахрир ^айъатииинг аъзолгри физика-мате­
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ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР

А. НАЗАРИЙ МАВЗУЛАР

1-§. Дифференциал тенгламаларга келтириладиган 
механик, физик ва геометрик масалалар

Табиатшунослик ва техниканинг купгина масалалари каралаётган 
^одиса ёки жараённи тавсифлайдиган номаълум функцияни топишга 
келтирилади. Бир нечта мисол курамиз.

1-м а са ла .  Массаси т булган моддий нуцта орирлик кучи таъ- 
сирида эркин тушмо^да. Х^авонинг царшилигини ^исобга олмай, бу 
моддий ну^танинг ^аракат цонунини топинг.

Е ч и ш. Моддий нуцтанинг вазияти ОМ =  s 
координата билан аникланиб, у t вактга боглик, 
равишда узгаради (1-шакл). Ньютоннинг иккинчи 
цонунига кура:

та =  F,
бу ерда т — моддий нуцтанинг массаси, а — 
моддий н у к ,та н и н г  тезланиши, F — таъсир этувчи 
куч. Шартга кура, моддий иу^тага фацат огирлик 
кучи таъсир этади, демак, F — mg, бу ерда g — 
оиирлик кучи тезланиши, а тезланиш эса йулдан 
ва^т буйича олинган иккинчи тартибли хосиладан 
иборат, натижада цуйидагига эга буламиз:

d2s d2s
1-шакл т -----  =  m g  ёки ----- =  g .  (1 .1 )

dt2 ь dtа 6  7

(1.1) тенглик номаълум s =  s{t) функциянинг иккинчи тартибли ^о- 
силасини уз ичига олган тенгламадан иборатдир. Бу тенгламани 
t  буйича икки марта интеграллаб, изланаётгаи функцияни осонгина 
топамиз:

T = g t  +  C1, (1.2)
at

S =  ------+  (1-3)

(1.3) тенглик биз излаётган ^аракатнинг умумий цонунини беради, 
унда иккита интеграллаш доимийси: Сг ва Сг цатнашади. Уларни 
нуцтанинг бошланрич ^олати ва бошланрич тезлигини билган з^олда 
ани^лаш мумкин. Бошланрич t =  О пайтда моддий ну^танинг тезлиги 
v0 га, унинг санок, боши О дан узоцлиги эса s0 га тенг булсин, 

dsдейлик. —  тезликни ифодалагани учун (1.2) дан =  v0 ни, (1.3)

sn

о

м



дан эсг. С2 =  s„ ни топамиз. У ^олда (1.3) ^аракат крнунининг ху- 
сусий куриниши цуйидагича булади:

g/2
s =  — +  v0t +  s0.

2-м аса  л а. )^аво босимини денгиз сат^ига нисбатан баландликка 
боглик; равишда аницланг.

Еч иш.  Денгиз сат^идан ^исобланган баландлик h (м), ^аво 
босими эса р (Н/м2) булсин. Масала босимнинг баландликка богли^- 
лигини курсатувчи р =  p(h) функцияни топишдан иборат. Денгиз 
сат^ида жойлашган 1 м2 юзга эга горизонтал квадрат майдончага 
таянган призматик ^аво устунини царайлик.

Агар h баландликда ^аралаётган устуннинг кесиминн утказсак 
(2-шакл), у ^олда бу кесимдаги ^авонинг босими устуннинг кесим- 
дан юкоридаги цисмининг огирлиги билан аницланади. Иккинчи гори­
зонтал кесимни h +  Д h баландликда 
утказайлик. Бу кесимдаги хаво босими 
иккала кесим орасидаги устунда булган 
^аво оиирлигига тенг А р мшуюрга ки- 
чик булади. Шунинг учун

Д р =  — qA h

деб ёзиш мумкин, бу ерда q катталик 
р  босимдаги бир кубометр ^авонинг 
огирлиги. Лекин q катталикнинг узи 
босимга пропорционал. ^аки^атан ^ам, 
q0 бир кубометр х;авонинг р0 =  1 (Н/м2) 
босимдаги огирлиги булсин. Бойль—Ма- 
риотт цонуни pV =  p0V0 га биноан
бундай микдордаги ^аю р босимда V =  — кубометр ^ажмга эга

Р
булиб, аввалгича q0 (Н) огирликда булади. У ^олда бир кубометр 
^авонинг q огирлиги q =  ~  =  q0p га ёки, умуман, q = k p  га тенг

булади (k — пропорционаллик коэффициенти). Шундай ^илиб, куйи- 
даги муносабатни ^осил килам из:

Д р =  — kp A h . (1.4)

(1.4) тенглик h ва h +  A h  орасидаги х,амма кесимларда босим узгар- 
мас ва р га тенг деб ^исобланган фаразга асосланиб чицарилганлиги 
учун аник эмас. Аслида эса, бу кесимларда босим турлича булиб, 
h  ортиши билан у камаяди. Биро^ р  =  p(h) функцияни узлуксиз деб 
фараз ^илиш табиий булганлиги учун (1.4) тенгликнинг хатоси унча 
катта булмайди ва Д h катталик цанчалик кичик булса, у шунчалик 
кичик булади. Энди (1.4) тенгликнинг иккала томонини A h  га 
булиб



интилади ва

(1.5)

A h -* -0 да лимигга утсак, ундаги хатолик ,\ам нолга 
биз ани^ тенгликка эга буламиз:

dp ,—  =  —  kp . 
dh

Бу (1.5) тенглик р (h) функция ва унинг хосиласини 6 ofловчи диф­
ференциал тенгламадир. Бу тенгламанинг ечими ^аво босими р нинг 
h баландликка богликлигини ифодаловчи функциядан иборат. Ни^оят
(1.5) тенгламани бкр марта интеграллаб ва h =  0 да р =  р0 берилган 
^ийматини эътиборга олиб, ^аво босими р нинг денгиз сатхидан 
баландлик h га боэдшушт

«-б»
формула билан ифодаланишига ишонч ^осил ^илиш мумкин.

3 - м а с а л а .  Ихтиёрий нуцтасида утказилган уринманинг ордина- 
талар увидан кесган кесмаси уриниш нуцтаси ординатасининг икки- 
ланганига тенг булган ва М0(3; 2) нуцтадан утувчи эгри чизикнинг 
тенгламасини топинг.

Еч и ш.  Изланаётган эгри чизи^да ихтиёрий М (х, у) нуцта ола- 
миз (3-шакл). М  ну^тада утказилган уринманинг тенгламаси

Y - y = y ' ( X - x )
куринишда булади, бунда X,  Y  — 
уринма нуцталарининг узгарувчи 
координаталари, у ’ — изланаётган 
функциянинг берилган нуцтадаги 
хосиласи. Уринманинг Оу укдап 
ажратадиган Ь кесмасини топиш 
учун унинг тенгламасида X  =  0 ден- 
миз, у >рлда b = Y  =  у  — ху ' \о -  
сил булади. Иккинчи томондан, ми- 
солнинг шартига кура b =  2 у. Ь 
кесма учун икки ифода хосил килин- 
ди, уларни тенглаб,

у  — ху' = 2  у,
еки

х у '+ у  =  0 (1.7)
дифференциал тенгламани ^осил циламиз. (1.7) тенгламанинг иккала

Уни интеграллаб

dy_ _

dx

х dy +  у  dx =  О 

d (ху) =  0. 

ху — С

томонини dx  га купайтириб, =  у эканлигини эътиборга олсак,

(1.8) 
ёки

(1.9)

€



ифодани топамиз, бунда С — ихтиёрий узгармас. Унинг цийматн эгри 
чизи^нинг М0 нуцтадан утиш шартидан топилади: С =  6. Шунинг 
учун изланаётган эгри чизикнипг теигламаси

ху — 6 ёки У =  —  (1-10)х
куринишга эга булади. Бу эгри чизик; асимптоталари координата у^- 
ларидан иборат булган ва Л10(3; 2) нуцтадан утувчи гиперболадир.

2-§. Дифференциал тенгламалар назариясининг асосий 
тушунчалари

1- таъриф.  Эркли узгарувчи ва номаълум функция ^амда унинг 
^осилалари ёки дифференциалларини богловчи муносабат дифферен­
циал тенглама дейилади.

Агар номаълум функция факат битта узгарувчига боглик булса, 
бундай дифференциал тенглама оддий дифференциал тенглама дейи­
лади.

Агар номаълум функция икки ёки ундан ортиц узгарувчиларга 
богли^ булса, бундай дифференциал тенглама хусусий %осилали диф­
ференциал тенглама дейилади.

2 - т а ъ р и ф .  Дифференциал тенгламага кирган ^осилаларнинг энг 
ю^ори тартиби тенгламанинг тартиби дейилади.

Масалан, ушбу у " — у ' cos х — х2у  =  0 дифференциал тенглама, 
иккинчи тартибли оддий дифференциал тенглама, x ( l — y)2dx +  
+  У( 1 +  х2) dy =  0 дифференциал тенглама эса биринчи тар­
тибли оддий дифференциал тенглама, х  —  =  у  —  дифференциал

дх ду
тенглама биринчи тартибли хусусий %осилали дифференциал тенг- 
ламадир. Юкрридаги дастлабки иккита тенгламада у  — номаълум 
функция, х  эса эркли узгарувчи, учинчи тенгламада эса номаълум 
функция z иккита х  ва у  узгарувчига боглицдир.

п- тартибли оддий дифференциал тенглама умумий куринишда 
^уйидагича ёзилади:

F ( x , y , y \ 7 ,  , У(П)) =  0. (2.1)
Бу ерда х  — эркли узгарувчи, у  — номаълум функция ва у ', , у (п) 
лар номаълум функциянинг ^осилаларидир. Хусусий ^олларда п- тар­
тибли тенгламада п дан паст тартибли ^осилалар иштирок этмаслиги 
мумкин, шунингдек, номаълум функциянинг узи ёки эркли узгарув- 
чи ^ам иштирок этмаслиги мумкнн.

3 - та ъ р и ф .  Дифференциал тенгламанинг ечими ёки интегралы 
деб тенгламага цуйганда уни айниятга айлантирадиган ^ар кандай 
дифференциалланувчи у — ц>(х) функцияга айтилади.

1-м и со л. Ушбу у  =  3 ех ва у  =  4 е~х функциялар у ” — у =  0 
дифференциал тенгламанинг ечими булишини текширинг.

Еч и ш.  1) у =  3ех функцияни текширамиз. у ' ва у " ларни топа­
миз:



у ' = 3 е х, у" =  Зех.
Буларни берилган тенгламага цуямиз:

3ех —  3ех = 0 ,  0 = 0 .

Демак, у =  3е х функция у" — у =  0 тенгламанинг ечими экан.
2) Иккинчи функция учун ^ам тегишли ^осилаларни топиб, тенг­

ламага цуямиз:

у =  4 е~х, у ' =  —  4 е~х, у " =  4 е~х.

4 ё~х — 4 е~х =  0, 0 = 0 .
Демак, у  =  4 е- * функция з̂ ам у" — у  =  0 тенгламанинг ечими 

экан.
4- т а ъ р и ф. Дифференциал тенглама ечимининг графиги интеграл 

эгри чизик; дейилади.
Дифференциал тенгламанинг ечимини топиш жараёни купинча 

интеграллаш билан боглик булгани учун бу жараён дифференциал 
тенгламани интеграллаш деб юритилади.

3-§. Биринчи тартибли дифференциал тенглама
Ушбу F (х, у, у ') =  0 тенглама у мумий [куринишдаги биринчи

тартибли дифференциал тенглама деб аталади. Агар уни у ' га 
нисбатан ечиш мумкин булса, бу цуйидагича ёзилади:

У’ = /(*>  У).
^осилага нисбатан ёзилган бу шгклдан дифференциаллар иштирок 

этган
dy — f (x,  у) dx =  0

шаклга ёки, умуман,
М  (х, у) dx +  N  (х , у) dy =  0

шаклга утиш осон, бу ёзув симметрик ёзув деб аталади, чунки бу 
ерда х  ha у  узгарувчилар тенг ^уцу^лидир.

Дифференциал тенгламани, умуман айтганда, битта функция эмас, 
балки функцияларнинг бутун бир туплами цаноатлантириши мумкин. 
Улардан бирини ажратиб курсатиш учун унинг аргументнинг бирор- 
та кийматига мос цийматини курсатиш керак, яъни х  =  х0 булганда 
У =  Уо куринишдаги шарт берилиши керак. Бу шарт бошлангич 
шарт дейилади, у купинча цуйидагича ёзилади:

У\Х=Х,= У 0-

1 - та ъриф.  Биринчи тартибли дифференциал тенгламанинг у му­
мий ечими деб цуйидаги шартларни цаноатлантирувчи у =  <р (*, С) 
функцияга айтилади, бунда С — ихтиёрий узгармас сон.

а) у  ихтиёрий узгармас С нинг з̂ ар цандай цийматида дифферен­
циал тенгламани ^аноатлантирэди;



б) бошланрич ylx=x<s =  у а шарт хар ^андай булганда хам, ихти­
ёрий узгармас С нинг шундай С0 кийматини топиш мумкинки, 
у  =  ф (х, С0) функция берилган бошланрич шартни цаноатлантиради, 
яъни

Уо = ф (* „  С0).
2 - та ъ р и ф .  Дифференциал тенгламанинг умумий ечимидан ихти­

ёрий узгармаснинг мумкин булган ^ийматларида .^осил килинадиган 
ечимлар хусусий ечимлар дейилади. _

Умумий ечимни ошкормас \олда аницлайдиган ф (х, у, С) = 0  
муносабат умумий интеграл деб аталади.

Хусусий интеграл деб, умумий интегралдан ихтиёрий узгармас­
нинг мумкин булган к,ийматида х,осил буладиган ечимга айтилади.

Умумий ечим (умумий интеграл) геометрик жихатдан битта 
С параметрга борли^ интеграл эгри чизшушр оиласи куринишида 
тасвирланади. Хусусий ечим (хусусий интеграл) бу оиланинг интег­
рал чизи^ларидан биридир.

Дифференциал тенгламаларнинг ечимларини топишнинг ягона усу- 
лп мавжуд эмас, шунинг учун дифференциал тенгламаларнинг айрим 
турларини и,араб чи^ишга утамиз, уларнинг умумий ечимларини то­
пиш интегралларни ^исоблашнинг одатдаги оддий усулларига келти- 
рилади.

4-§. Узгарувчилари ажраладиган дифференциал тенгламалар

Дифференциал тенгламанинг энг содда тури узгарувчилари аж- 
ралган тенгламадир:

М\{х) dx +  N( y )dy  =  0. (4.1)
Унинг узига хос томони шундаки, dx  нинг олдидаги купайтувчи 

фацат х  га безлик булиши мумкин булган функция, dy нинг олди­
даги купайтувчи эса фа^ат у  га богли^ булиши мумкин булган функ- 
циядир. Бу тенгламанинг умумий интеграли уни з^адлаб интеграллаш 
ор^али з̂ осил килинади:

J М  (х) dx + 1 N (у) dy =  С.

Ихтиёрий узгармасни берилган тенглама учун цулай булган исталган 
куринишда олиш мумкин.

1-м и с о л .  Узгарувчилари ажралган ^уйидаги тенгламани ечинг: 
x d x  +  y d y  =  0.

Ечиш.  Уни интеграллаб,*умумий интегрални топамиз:

2 С =  С2 деб белгилаб, х2 +  у2 =  С2 га эга буламиз.
Бу — маркази координата бошида, радиуси С булган концентрик 

айланалар оиласидан иборатдир.
Ушбу

M l (x)N1(y)dx +  М2 (х) N2 (y)dy =  0 (4.2)



куринишдаги дифференциал тенглама узгарувчилари ажраладиган 
тенглама дейилади.

(4.2) тенгламани (у) ■ М2 (х) ф  0 ифодага булиб, уни узгарувчи­
лари ажралган (4.1) куринишдаги тенгламага келтириш мумкин:

AfiW dx +  ! ^ dу = о .
м 2 (X) Nl (у)

Буни интеграллаб, умумий интегрзлни хосил киламиз:

C B ! * l d x + { ! Ш ау =  с .
J  М , ( х  J  Ыг(у)

Э с л а т м а .  Ушбу

у'  = / i  W '/Лу)
куринишдаги тенглама хам узгарувчилари ажраладиган тенгламадир.

2-мисол.  Ушбу
х  (1 +  У3) — У2 (1 +  X2) dy =  О 

дифференциал тенгламанинг умумий ечимини топинг.
Еч и ш.  Тенгламани (1 + * 2)(1 +  */3) ¥= 0 га булиб, узгарувчилар- 

ни ажратамиз (1 +  у 3 =  0 холи ало\ида царалади):
x d x ______ y2dy _  0

1+«* 1 + у 3 
Интеграллаб, куйидагига эга буламиз:

— In II +  х2\ ------ 1п|1 +  у3] =  — In С.
2 1 3 1 6

Келгуси шакл алмаштиришларни осонлаштириш учун ихтиёрий
узгармас сифатида — In С олинди. Юцоридаги ифодани потенцирлаб, 

6
умумий ечимни з^осил циламиз:

(1 +  *2)3 = с
(1 +  У3)г

Энди у3 +  1 = 0  з^олни ^араймиз. Бундан у  =  — 1, dy  =  0. Булар- 
ни тенгламага куйиб, у  =  — 1 з̂ ам тенгламанинг ечими эканини ку- 
рамиз.

е*
3-м и с о л .  Ушбу у ' у  = -------  дифференциал тенгламанинг

____  1 +  в *

У\х=о — бошланрич шартни цаноатлантирувчи хусусий ечимини
топинг.

Е ч иш.  Тенгламани dx  га купайтириб, узгарувчиларни ажратамиз:

. ех dx
y d y  = ------ -

1 + е х

Интеграллаб, умумий интегрални з^осил рилами?-
ю



=  in 11 + e xl +  lnC

еки
t / =  У  2 In С (1+<?*). (4.3)

Хусусий ечимни топиш учун бошланрич шартдан фойдаланиб, ихти­
ёрий узгармаснинг кийматини ани^лаймиз. (4.3) умумий ечимга х = 0 , 
у =  У  2 ни ^уйиб, У  2 =  У 2 In(2С) ни хрсил циламиз, бу ердан 
С =

2

Демак, изланаётган хусусий ечим

булади.

5-§. Узгарувчилари ажраладиган дифференциал 
тенгламаларнинг амалий татби^и

Техниканинг турли со^аларида учрайдиган цатор амалий му^им 
масалалар учун узгарувчилари ажраладиган дифференциал тенглама- 
ларни тузиш ва тахлил цилиш йулларини курсатайлик.

5.1. Эркин моддий ну^танинг тугри чизи^ли ^аракати. Эркин 
моддий нукта тугри чизи^ли харакат килиши учун унга таъсир 
этувчи кучларнинг тенг таъсир этувчиси узгармас йуналишга эга 
булиши ва бошланрич тезлик эса тенг таъсир этувчи куч йунали- 
ши буйича йуналиши ёки нолга тенг булиши керак. ^аракат х  у^и 
буйича содир булса, нукта т\три чизицли харакатининг дифферен­
циал тенгламасини Ньютоннинг иккинчи цонунига биноан

*  m ±  =  F(x,  v, t)
at

ёки (5.1)
тх =  F (дг, v, t) 

куринишларда ёзиш мумкин.
_  d2x dvБунда =  —  тезланиш ^аракат цонунидан вакт буиича олин-

ган иккинчи ва v тезликдан t ва^т буйича олинган биринчи тартибли 
хосилалар, т  — ^аракатланаётган ну^та массаси, F — тенг таъсир 
этувчи кучнинг алгебраик киймати.

а) Моддий нуцтага мщдор ва йуналиих жи^атдан узгармас
б$лган F куч таъсир щ лсин. Ну^танинг бошланрич тезлиги F
кучнинг таъсир чизирида ётсин. х  уцни F  кучнинг таъсир чи зири

буйлаб й) налтирамиз. У ^олда (5.1) тенгламани цуйидагича ёзиш 
мумкин:

и



бунда F — кучнинг алгебраик циймати. (5.2) да х =  АЛ эканлиги-
dt

ни ^исобга олиб, узгарувчиларни ажрьтамиз ва интеграллашдан сунг

d х dt, rvvm (о. о)

x =  — t +  Cl
m

ни хосил циламиз.

~~ dt
(5.3) да ^ам x  =  —  эканлигини эътиборга олиб, узгарувчиларни

ажратамиз:

dx =  ^— t -f- Cjj dti

буни интеграллашдан сунг

х  =  — t2 +  С Л +  С2 (5.4)
т

ни топамиз.
(5.4) ифода (5.2) дифференциал тенгламанинг умумий ечимидир. 
Харакатнинг бошлангич шартлари t  =  0 да х = х 0, v = v a кури- 

нишда булсин. У ^олда уларни (5.3) ва (5.4) ифодаларга цуйиб, ин­
теграллаш доимийлари С1 ва Сг ларни аницлаймиз: Cl =  к0, Сг =  х„. 
Топилган ^ийматларни (5.4) га цуйиб, ну^танинг ^аракат конунини 
аницлаймиз:

х  =  х„ +  v j  +  — t1. (5.5)
т

(5.5; дан нуцта узгармас куч таъсири остида текис узгарувчан 
^аракатда булишини тушуниш ^ийин эмас.

б) Моддий ну^тага фсщат вщтга 6 о р л щ  к уч  таъсир этсин. 
F куч фацат t ва^тнинг функцияси сифатида берилган булсин. 
У эуэдда (5.1) тенгламани цуйидагича ёзиш мумкин:

m x = F ( t )  (5.6)
dx •• d I dx\  'dvеки турри чизикли ^аракатда х  =  —  =  v, х  =  —  —  =  —  оулга-dt dt \ at J at

ни учун

т —  =F( t ) .  (5.7)
dt

(5.7) тенгламани t  — 10 да v  = v 0 бошланрич шартда интеграллаб, 
хусусий ечимни ^осил ^иламиз:



t
V =  — Г F (т) d т - f  y0.

m J
to

Бу ечимни цуйидагича кайта ёзиш мумкин:
t

mv — mvu = \' F (т)^т.  (5.8)
и

(5.8) дан куринадики, ну^танинг бирор чеклк вакт оралигидаги ^ара- 
кат микдорининг узгариши таъсир этувчи кучнинг шу вацт оралири- 
даги импульсига тенг (^аракат микдорининг узгариши ^акидаги ко- 
нун). F(t) маълум функция булгани учун охирги интегрални хисоб- 
лаб, ва^тнинг функциясидан иборат бирор

/(/) =  f F ( x ) d x  (5.8)
U

функция билан алмаштирсак, натижада (5.8) ни
mv — mva — f  (t) (5.9)

куринишда ёзиш мумкин. (5.9)'дан ну^танинг тезлиги v  ни аницлай- 
миз:

. I . . 
и — 1—  J т

Бу тенгламада v =  —  булгани учун 
dt

ёки узгарувчиларни ажратсак,

dx =  [i>0 +  /  (0 j dt

булади.
Бошланрич t =  t0 пайтда х  =  х0 дейлик. Бу бошланрич шартлар- 

да охирги тенгламани интеграллаймиз:

еки

* = I [vo + - ^ f ( t ) \ dt + C
to

t
X = х 0 + v 0(t — 1„) +  —  \  f  (0 dt.

ttl J

Бу тенглама ва^тга ботлиц функция тарзида берилган узгарувчан 
куч таъсирвдаги ну^танинг тугри чизицли ^аракат цонунини ифода- 
лайди.



в) Моддий нщтага фщат нуктанинг холатига боглщ  кун 
таъсир килсин. У холда (5.1) тенгламани

т —  =  F (х) 
dt ’

ёки
dv dx jn / v т — • —  = F ( x )  
dx dt

куринишда ёзиш мумкин. Бунда —  =  v булгани учун
dt

mv =  F(x), (5.10)
dx

узгарувчиларни ажратсак,
mvdu -= F {.к) dx. (5.11)

Бошлангич t =  U да х = х 0, v = v 0 булсин. (5.11) тенгламани бу 
бошланрич шартларда интеграллаймиз ва ^уйидаги хусусий интеграл- 
ни топамиз:

х
mv2 mvn С „ ,
~ 2 -----2" =  j F(x)dx.  (5.12)

*0
(5.12) тенглик нуктанинг х — х0 масофага кучишида унинг кинетик 
энергиясининг узгариши кучнинг шу утган йулда бажарган ишига 
тенг эканлигини курсатади. Бу муносабат куч кучиш функцияси 
куринишида берилган ва нуцтанинг тезлигини ^ам кучиш функцияси 
каби ифодалаш талаб ^илинган ^олларда жуда цулайдир.

^акдоатан х1ам, (5.12) нинг унг томонидаги интегрални f(x)  билан 
белгилаймиз, у ^олда

=  / ( * ) ,

бундан нуцтанинг тезлигини аниклаймиз:

v =  ± j / ~  ° о + “ К*>

(илдиз олдидаги ишора нуктанинг х  уцнинг мусбат ёки манфий йуна- 
лишида ^аракатланишига цараб мос равишда танлаб олинади) ёки
v — булгани учун

dx
~dt

узгарувчиларни ажратсак, 

14



булади.
Берилган бошланрич шартларни эътиборга олиб, бу тенгламани 

интегоалласак,

• -  »  ч - ь

J  V  ■*+ ! '< '>
хо

булади.
Бу тенгламанинг чап томонидаги интегрални ^исоблаб, х  ни 

t вацтнинг функцияси сифатида 'ифодалаймиз ва нуктанинг ^аракат 
крнунини топамиз.

г) Моддий нуцтага таъсир этувчи куч факат нуктанинг т ез- 
лигига боглиц булсин. Бундай доллар одатда царшилик кучини ^и- 
собга олиш лозим булган масалаларни ечишда учрайди. F = f  (v) 
булганда нуктанинг турри чизи^ли ^аракати дифференциал тенглама- 
сини икки усулда интеграллаш мумкин.

1- усул .  Моддий нукта харакати дефференциал тенгламасини

m % = f { v )  (5.13)
at

к^ринишда олиб, узгарувчиларни ажратамиз:
mdv-----=  at.
f(v)

Бошлангич t =  t0 пайтда v =  v0 эканини эътиборга олиб, тенгла­
мани интеграллаймиз:

f 777 =*-*„• (5-14)
J /(f)

(5.14) нинг чап томонидаги интегрални зугсоблаб, олинган ифода- 
ни v га нисбатан ечсак,

о =  ^ 7 = ф ( 0  (5.15)
at

булади. Бошлангич t =  i0 пайтда х  — х0 эканини х.исобга олиб, бу 
тенгламани интеграллаб, нуктанинг харакат цонунини аншутймиз:

t
х =  х0 +  j  ф (0 dt.

to

2 - у с у л .  Нуцта ^аракатинннг дифференциал тенгламаснни яна 
цуйидагича ёзиш мумкин:

т



mvdv =  dx,
f(v)

тенгламани ю^оридаги бошлангич шартларда интегралласак,

т
Vo

V
С vdv[ ™ L = x — x  (5.16)J f(v)  0 '

х,амда (5.16) нинг чап томонидаги интегрални ^исоблаб, олинган 
тенгламани v  га нисбатан ечсак, тезликни масофанинг функцияси 
сифатида аншушймиз:

бундан

—  =dt .  (5.17) 
¥ (* )

Бу тенгламани берилган бошлангич шартларга интеграллаймиз:
X

f  (5.18)
*0

(5.18) нинг чап томонидаги интегрални ^исоблаб, олинган тенглама­
ни х  га нисбатан ечсак, х  ни ва^тнинг функцияси куринишида ифо- 
далаш мумкин.

1-м а с ала .  v0 =  400 м/с  тезлик билан х;аракатланиб, h =  
=  20 см калинликдаги деворни тешиб, ундан =  100 м /с  тезлик 
билан учиб чи^син. Деворнинг ^аршилик кучи у^нинг харакат тез- 
лиги квадратига пропорционал булса, у^нинг девор ичидаги ^ара- 
катланиш ва^ти Т  ни топинг.

Еч иш.  Ньютоннинг иккинчи ^онунига биноан уц ^аракзтининг 
дифференциал^тенгламаси

m d- ^  =  — kv2 [(5.19)
dt  1

куринишга эга (манфий ишора деворнинг каршилик кучи у^нинг 
тезлигига ^арама-царши йуналган булгани учун олинган).

(5.19) тенглама узгарувчилари ажраладиган дифференциал тенг- 
ламадир. Узгарувчиларни ажратсак,

dJ L - — k i  k  =  —— кг1, К1 — хР тп

ни ^осил циламиз, бундан



• -  = — v  •

еки

-  =  k J + C . '

Интеграллаш доимийси С ни t =  0 да v =  v0 бошлангич шарт- 
дан аншугаймиз: С =  —. У ^олда

Vo
- = ^ + ~ .  (5.20)
V и 0

Агар t =  Т  да v = vl булса, изланаётган Т  ва^т

-
Ух v0

тенгламадан топилади, яъни

Т =
/?1 \ v 1 V0 J

(5.21)

Энди kt катталикни h, v0 ва vl оркали ифодалаймиз. Бунинг 
учун (5.20) ни цуйидагича ёзиб оламиз:

dx V»

dxбунда v тезлик —■ билан алмаштирилган, уни интеграллаб топамиз: 
dt

х =  —  In (1 +  k ^ t )  +  Cl . 
ki

t — 0 да x  =  0 (ук деворга кирадм) ва шунинг учун Сх =  0; 
t = T  ва x  =  h (у^ девордан чицяпти), демак,

булади.
(5.21) тенгликдан

h = — In (1 + k xv0 Т) 
ki

Vo

1 +  kiV0T

бундан — =  1 +  k)V0 T, шунинг учун h нинг ифодаси цуйидагича 
vi

булади: 

бундан

f t - i - l n b ,
*1 Vl

_1_
*1 1 *•In  —

Vl
2—2939

| ч̂ш.ь:лцй'э/̂ Г 1
TEA! KUTUBXONASI

Н»
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•J- нинг топилган ^ийматини (5.21) ифодага цуйиб, изланаётган Т  
"1
вактни топит учун формула хрсил циламиз:

^  h

In —
f1  -  - Y  (5.22)
W  0̂ /

Масала шартнда берилган v0 =  400 м/с, v} =  100 м/с, h =  20 см 
цийматларни (5.22) га куйиб, керакли хисоблашлардан сунг Т  =  
=  0,00108 с эканини топамиз.

5.2. Реактив ^аракат. Массаси узгарувчи жисмлар (масалан, ра- 
кеталар) учун массаси узгармас жисмлар динамикасининг асосий ко- 
нунларини (Ньютоннинг иккинчи цонуни) бевосита куллаш мумкин 
эмас. Бундай холда кучни тезланиш билан богловчи бош^а тенглама 
кулланилади.

Массаси m = m(t) булган моддий ну^та (ёцилги сарф булиши 
натижасида массаси узлуксиз равишда камайиб борувчи ракета мод­
дий нукта деб олиняпти) вактнинг t пайтида v тезликка эга булсин. 
Ракетанинг шу пайтдаги харакат микдори

Q0 =  m v

булади. dt вакт ичида ракетадан абсолют тезлиги и га тенг dm 
массали заррглар ажралсин. Ракетанинг массаси m камаювчи функ- 
циядан иборат булгани учун dm <  0 ва [ dm | =  — dm булади. t +  
+  dt вацтдан сунг система (ракета ва ундан ажралган зарралар) нинг 
^аракат мивдори

Q =  [m —  (— dm)] ( v ^ + d v  ) — dm и
булади.

dt вакт ичида ^аракат микдорининг узгаришини dQ  билан белги- 
ласак,

d Q = Q — Q0
ёки

d Q = ( т +  dm) {v + d v )  — dm и — mv =

=  mdv  + d m { v  — u) +  dmd v. (5.23)

Агар ракетага таъсир этувчи ташци кучларнинг бош вектори F 
билан белгиланса, система харакат микдорининг узгариши эвдидаги 
теоремага кура

= ? .  (5.24)
dt



(5.23) ни (5-24) га куйиб, dm- dv  иккинчи тартибли кичик микцор- 
ии эътиборга олмаеак,

mOJL +  —  и) ^ 7  (5.25)dt dt

ёки и — v — ип ажралувчи зарралариинг ннсбнй теэлнги эканлигини 
зугсобга о~сак,

m * l = 7 + 7 ' l i  <5 2 6 )

тенгламага эга буламиз.
(5. 25) ёки (5.26) тенгламалар узгаруечан массали нуктанинг х.а- 

ракат дифференциал тенгламасинн ифодалайди. By тенглама И. В. 
Меищерский тенгламаси деб агалади.

~  > 0  да нуктанинг массаси ортишинп (зарралар кушнлзди),

—  <  0 да камайишини (зарралар ажралиб чикади) зслатиб утамнз. dt
dm—  — 0 да нукта массаси узгармас ва бу холда Мешчерский тенг- 
dt

ламасидан Ньютоннинг иккинчи цоиуни келиб чикади.
Мешчерский тенгламасига бошкача куриниш бериш хам мумкин:

« ! ! ! Л ^ + и 1К  (5.27)
dt at

Хусусан и — 0 булганда (5.27) тенгламани

(I (т v) _  j;
~dt

куринишда ёзиш мумкин. Демак, и — 0 булганда (5.27) тенглама 
билан Ньютоннинг иккинчи цонунини ис|юдаловчи тенгламанинг ку-
ринишлари бир хил булади. Агар и„ =  0 булса, (5.26) дан япа 
Ныотоннииг иккннчи 1\Онунпни ^осил ки чшадн. • и0 ифода ре­

актив куч деб аталади. Уни R  ор^али белгиласак, Мешчерсчий 
тенгламаси цучидагичл ёзигади:

—w
т dJ L ^ ~ P  +~R, (5.28)

dt
(5.28) тенгламадан куринадики, х,ар онда узгарувчан массали нуц- 

та массасиии унинг тезланишига купайтмаси мазкур нуктага таъсир 
этувчи таш^и кучлар бош вектори билан реактив кучнинг геометрик 
йигиндисига тенг.

Массаси узгарувчи нуцта ташки кучлар булмаганда х,ам тезла­
ниш билан ^аракатлана олишинн эслатамнз. F =  О булганда



dt

Реактив куч катталиги

1*1 =

Массанинг вакт бирлигида узгариши —  («секунд масса») га ва

ажралиб чицадиган ёки ^ушиладиган зарраларнинг нисбий тезлигига 
пропорционалдир.

5.3. Ракетанинг бушликдаги тугри чизицли ^аракати ^акида 
Циолковский масаласи. Бошлангич массаси т0 булган ракета ундан 
ажралиб чи^аётган газларнииг узлуксиз жараёни таъсирида тутри
чизикли харакат цилади. Газлариинг ажралиб чикиш тезлиги и0 (ра- 
кетага нисбатан) катталиги жихатдан узгармас ва ракетанинг бош­
ланрич v0 тезлигига царама-^арши йуналган. Огирлик кучи ва з̂ аво- 
нинг царшилигини ^исобга олмасдан ракетанинг з^аракат ^онунини 
аницлаш масаласини цараб чикайлик.

(5.26) шаклдаги Мешчерский тенгламасидан фойдаланиб ва Ох
уцни v0 бошлангич тезлик йуналишида танлаб з^амда F  =  0 эканли­
гини эътиборга олиб, ракета харакатипинг шу укдаги проекцияси 
буйича дифференциал тенгламасини з^осил киламиз:

бунда —  =  Ц. — «секунд масса», — ёнилги массасининг хар бир се- 
dt

кунддаги сарфи; ёнилги бар^арор ёниш жараёнида ц =  const, т — 
ракетанинг узгарувчи массаси. (5.29) да узгарувчиларни ажратиб
dv =  — ы0 —  ни з^осил киламиз, бу ердан

нк топамиз.
Ихтиёрий С узгармасни t =  0 булганда v =  v0, т =  т 0 бошлан­

рич шартдан топамиз. У зфлда С =  и0 In m0 +  v0 ва

з̂ осил булади.
Агар ракета корпусининг массасини тк, ёнилги массасини т  ё би­

лан бел гиль сак, ракетанинг бошланрич пайтдаги массаси т 0 =  тк +  
+  т ё, ёнилги ёниб булгандан кейинги массаси т =  тк булади. 
Ёнилги ёниб булган пайтда ракета энг катта тезликка эришади ва 
бу тезлик (5.30) га асосан

т

v =  — ы0 In т +  С

v =  «о In ^  +  v0 т
(5.30)



формуладан аншушнади.
Циолковский сони деб аталадиган z = —-  катталикни киритсак,

тк
(5.31) ни эдйидагича ёзиш мумкин:

» ш а х = у о +  ыо 1п г- (5.32)
(5.30) ва (5.31) формулалар биринчи булиб Циолковский томонидан 
топилган ва шунинг учун унинг номи билан юритилади.

(5.32) формуладан v0, и0 ва г ортган сари ракета тезлигининг 
ортиши куриниб турибди. и0 ва г ларни ошириш ракета конструк­
циям ва ёнилги турига боЕли^.

Агар и0 =  0 булса, (5.32) ни куйидагнча ёзиш мумкин:

Чш* =  «0 1п 2- (5 -33)
Бу формула ^ам Циолковский формуласи деб аталади. (5.33) дан

V

г =  еи° муносабатни ёзиш мумкин.
Ракета ^аракати тенгламасини топиш учун Циолковский форму-

ласида v ни — га алмаштириб, ушбу тенгламани ^осил циламиз: 
dt

dx i m0 .
—  =  Ио In  —  +  V. 
dt m

t =  0 да x  =  0 деб, уни интеграллаймиз ва ракета х;аракати тенг­
ламасини топамиз:

х  =  и0 Г In dx +  v0t. (5.34)
J т 
о

(5.34) дан х  йул массанинг ёнилги ёниш тезлиги билан аницланувчи 
узгариш цонунига богли^лиги келиб чикади.

Ракета массаси
т = m Q{ 1 — at) у

бу ерда а  =  const, а  >  0 чизикли ^онункятга биноан узгарса,
t

х =  и0 [ In — — -  dx +  v01 
' т0 (1 — ат)

еки

х  =  — и0 j* In (1 — ат) dx +  vat

булади.
Охирги ифодада



t .
f In (1 — ax) dx = ------ [(1 — at) In (1 — at) +  at]

J aо

булгани учун

* =  — [(1 — «0 In (1 — at) +  at] +  v0t.
a

Агар ракета массаси
m =  т0е - }л, к =  const, X >  О

курсаткичли (экспоненциал) конун буйича узгарса,
t

X =  и0 t In — dx +  v0t 
J mQe
о

ёки
t

x =  u0K j  xdx +  v0t t
о

демак,

x = l̂ -  +  v j .  (5.35)

Механика цонунларидан фойдаланиб космик тезликларнинг ций- 
матларини аниклаш мумкин. Биринчи космик тезликни, яъни раке­
та Ер атрофида йулдош булиб докравий орбита буйича айланиши 
учун зарур булган vx тезликни аниклайлик. Бунинг учун ракета­
нинг марказдан кочма кучи Ернинг тортиш кучига тенг булиши ке­
рак, демак,

бунда г — орбита радиуси, яъни Ер марказидан орбитада ^аракат 
Килаётган йулдошгача булган масофа, g  — огарлик кучи тезлани­
ши. Агар г ни такрибан Ер радиуси Rep га тенг деб олсак, у хол- 
да

Uj = Y g r  ~  V ~  V 10 -6400000 =  8 км/с.

Яна хам аншфоги ух = 7 , 9 3  км/с.
Орбита буйлаб ^аракат килаётган йулдош Ер сат^идан анча узо^- 

лашганда, яъни г >  /?ср булганда баландлик узгариши билан огир- 
лик кучи тезланишининг ^ам узгаришинк з^исобга олмоц керак. Тор- 
тишиш ^онунидан келиб чицадики, Ер марказидан г масофада бул-

ут т 0
ган m массали жисм Ерга F — ------- - куч билан тортишади, бунда

Г2
т ер — Ер массаси. Бирок;, иккинчи томондан эса F =  m gT(gT — Ер 
марказидан г масофада орирлик кучи тезланиши) булгани учун



У т теп Утео А гл-----TJ L = m g r  бундан gr= — r -  Агар г =  R  булса, gr =  g, де-
Г“ Г"

Vm?p ,  g/?ep с мск, g =  —5- l , бундан Y --------- . шунинг учун g.  =  — Ч Ьундаи
^ер ^ер

холда марказдан кочма кучнинг ва огирлик кучининг тенглигидан:

8 R %

бундан

экани келиб чикади.
Охирги формуладан, г канча катта булса, яъни йулдош Ердан 

цанчалик куп узоь^лашган булса, йулдошнинг тегишли орбитада 
айланиши учун зарур булган биринчи космик тезлик и, шунчалик 
кичик булиши келиб чикдци. Масалан, 10000 км (г «  16400 км) ба­
ландликда v1 =  5 км/с, 380000 км (Ердан Ойгача булган такрибий 
масофа) баландликда эса =  1 км/с. Шундай цилиб, Ой Ерга к;у- 
лаб тушмаслиги учун унинг тезлиги 1 км/с булиши етарлидир.

Ракета Ернинг тортиш доирасидан чи^иб кета олиши учун у 
дан катта тезликка эга булиши керак. Бу тезлик иккинчи космик 
тезлик (ёки Ернинг таъсир доирасидан чщиб кетиш, тезлиги) 
дейилади ва v2 ор^али белгиланади. Упинг ^ийматини топайлик. Бу- 
нинг учун Ер марказидан г масофада булган ракетанинг Е п =  mkrgr 
потенциал энергиясини тезлиги v2 булган ракетанинг Еп =

=  —-—  кинетик энергиясига тенглаимиз, натижада

v\
mk - f = mk r -Zn

бундан

v2 = V 2 i ~ 7 =  y 2 8- ^ = v l V 2

келиб чикади.
Шундай к;илиб, иккинчи космик тезлик биринчи космик тезлик- 

дан тахминан 1,4 марта катта экан.
5.4. Огирлик кучи ^исобга олинган ракета ^аракати учун 

Циолковский масаласи. Бошлангич массаси т0 булган ракета 
ажралиб чи^увчи газларнинг тепки кучи гаъсирида юцорига верти­
кал ^аракат ^илмоущ. Ракетанинг т  массаси t вацтга боглик ра- 
вишда m = f ( t )  цонун (ёнилги ёниш цонуни; буйича узгаради. Газ­
ларнинг ракета харакат тезлигига нисбатан ажралиб чициш тезлиги



узгармас ва пастга йуналган булиб, и0 га тенг. Агар ракетанинг 
Ёр сатадаги бошлангич тезлиги v0 га тенг булса, ракетанинг кута- 
рилиш баландлигини t ва^тнинг функцияси сифатида аницлаш маса- 
ласини куриб чи^айлик.

Х̂ аво каршилиги ва огирлик кучи тезланишининг ракета кутари- 
лиш баландлигига мос равишда узгариши ^исобга олинмайди.

Оу уцни ю^орига йуналтирамиз. У х;олда ракета харакатининг 
дифференциал тенгламаси цуйидаги куринишда ёзилади:

f ( t ) ^ = - u af ' ( t ) - g f ( i ) ,  (5.36)

dmбунда / '  (/) = --------«секунд масса». (5.36) тенгламада узгаруЕЧилар-
dt

ни ажратамиз:

dv =  — gdt  — и0 dt,
/(О

бундан
v =  — gl — и0 In f ( t ) + C .

t =  0 да ракета массаси m =  /  (0) =  т0, тезлиги v =  i»4 лади, шу 
нинг учун С =  и0 In т0 +  t>0, демак,

v =  — gt +  u0 In у ± -  +  у0.

v =  —  булганлигидан, охирги тенгликни узгарувчилари ажралган 
dt

ушбу дифференциал тенглама куринишида ёза оламиз: 

dy =  [ gt  +  ио In +  v0] dt, 

буни ьнтегралласак,
t

у - - * —  +  и ^ \ п  dx +  v0t + лС1ш
о

t =  0 да кутарилиш баландлиги у =  О, шунинг учун Сх =  0 ва, де­
мак,

у =  +  и» j In f ^ dx+ V°L
о

Агар ракета массаси m =  f ( t ) = m 0{ 1 — at), бунда а  =  const, 
а  > 0 ,  чизицли конунга биноан узгарса,

У =  J" In ( 1 — a i)dT  +  v0t,
о

интегрални зргсоблагандан сунг 
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у — — —— -f — [(1 — ot/) In (1 — at) +  at] +  v0t
2 a

булади. Масалан, v0 =  0, u0 — 2000 м/с ва a  =  ^  с-1 булса,

y =  —  — + 2 - 1 0 5 |Vl — — ) In ( r ------- ) + — 1
v 2 L\ 100/ V J 100/ 100J

экани келиб чикади.
Бундай ^олда ракета 10 с дан кейин 0,54 км баландликка, 30 с 

дан кейин 5,65 км га, 50 с дан кейин эса 18,4 км га кутарилади.
Ракета массаси m = f ( t )  = т 0е~и , X =  const, X > 0  курсаткичли 

конунга биноан узгарганда цуйидагини х,осил циламиз:

У =  — y  +  и0 j  In dx +  v0t =  UaX~ g . t2 +  Vot,
0 0

v =  — =  (u0X — g) t +  va булганлигидан t — tk, яъни бутун ёнилги 
dt

захираси ёниб тамом булиш пайтида

v =  v k =  (v0X —  g ) t k + v 0, У =  Ук =  Unk~ g t l  +  v0 tk, 

тезланиш эса

\w =  <̂ =z Ual  — g =  const 
at*

булади.
Демак, ракета узгармас тезланиш билак ^аракат килади. (“Д —

— g) <  0 да х,аракат текис секинланувчан, (и0Х — g) >  0 да текис 
тезланувчан, и0Х — g  =  0 да эса ^аракат текис булиб, тезлиги va 
булади.

(и0Х — g) <  0 да t =  ———  булганда нукта тезлиги нолга тенг 
8—“(Л

б^дади, бу пайтда ракета максимал утах баландликда кутарилади:

4
^тах 2 (g—и0Х)

Бутун ёнилги ёниб тамом булгандан сунг ракета х,аракати

s  =  +  +  ^к

Конун буйича давом этади.
Ракетанинг у = у к баландликдан энг катта узоцлашиши 5 тах ни 

t»k
функциянинг t =  —  стационар нуцтадаги максимуми сифатида то- 

g
памиз:



^max 2g

Ракетанинг Ер сат^идан максимал баландликка кутарилиши ymax
ни

о

Ушах =  Smax +  Ук =  ^  +  2Ук

формула буйича ^исоблаймиз.
vk ва */к ларни ул&рнинг uQ, а  ва /к орк;али ифодалари билан 

алмаштириб, узил-кесил куйидагини ^осил киламиз:
(и0Х — g)2/?

У т г х  = ------------- ^ -------------------------1"  ( « < А  —  g )  ^ к  +  2 у 0  К  =

=  ^  (“о ^  ~  S2) t2k +  2и0 (к.

5.5. Куп бос^ичли ракета ^аракати. Куп боскичли ракетанинг у 
йулдошни орбитага чикариб к,уйгандан кейинги vk тезлигини ан и к л аш  
талаб килинсин. Бунда реактив жараённинг тезлиги узгармас ва 
унинг катталиги и0 га, тезлик йуналишининг горизонтга нисбатан 
ориш  бурчаги 0 (/) га, аэродинамик каршилик X (t) га тенг, деб 
Кабул килинади.

Агар ракетанинг вактга боглик булган жами массасини G (() ор- 
Кали белгиласак, ракета массасининг узгариш тезлиги (ёнилрииинг

. \ d Gмасса сарфи) — га, реактив тортиш эса 
dt

Р  =  _ U o _  dG  

go dt

га тенг булади, бунда g0 — Ер сат^ида огирлик кучи тезланиши (Н 
баландликдаги тезланишни gh орцали белгилаймиз).

Огирлик кучи ва тезлик {атака бурчаги) йуналишларининг бир 
хилда эмаслиги натижасида ракета тезлигининг камайиши жуда ^ам 
кичик булганлиги учун уни эътиборга олмаслик мумкин, натижада 
ракета ^аракатининг унинг траекториясига уринмасидаги проекция- 
сининг дифференциал тенгламасини

G dv  « v  G •—  — =  Р —  X -------g. sin 0
go dt g0

куринишда ёки P ни унинг t ор^али ифодаси билан алмаштириб ва 
тенгламанинг иккала томонини — га булиб,

go
dv и0 d G X  • r\ /с  Q7 \—  ------ - --------- gQ------ g. Sin 0 (5.o7)
dt G dt G h

куринишда ёза оламиз.



Старт пайти t =  0 да ракета тезлиги и =  О (бошлангич шарт), 
ракета йулдошни орбитага чикаргандан кейинги t =  tk пайтида унинг 
тезлиги v =  vk. Шунинг учун t буйича интеграллашдан сунг изла­
наётган тезликнинг ^иймати куйидагича булади:

п ^ *k *k
uk =  ^  и. In -----g0 f  %-dt —  | gh sin 0 dt (5.38)

«•=1 kl o' 0
бунда n — ракета боскичлари сони, и., Gon Gki — мос равишда оким 
тезлиги, хар ^айси айрим бос^ич учун бошлангич ва охирги масса- 
лар.

(5.38) формулада унг томондаги биринчи ^ад Циолковский фор- 
муласига мос келади ва ракетанинг характеристик тезлигини, яъни 
ракета таш^и кучлар таъсир этмагандаги тезлигини англатади. Фор- 
муланинг унг томонидаги иккинчи ва учинчи хадлар мос равишда 
аэродинамик ^аршилик кучлариии енгишда йуцотилган тезликни бил- 
диради.

5.6. Радиоактив емирилиш. Баъзи кимёвий элементлар атомла- 
рининг ядролари альфа-, бета- ва гамма- нурлар чикариб бэцща эле­
ментлар ядроларига уз- узидан айланиши радиоактив емирилиш 
дейилади. Радиоактив емирилиш статистик мох1иятга эга: атомлар 
ядроларининг ^аммаси бирданига емирилмай, балки изотопнинг бу­
тун мавжуд булиш даврида емирилади. Бунда бирлик ва^т ичида 
емириладиган атомлар сони ^ар бир изотоп учун узгармас булиб, 
унинг емирилмаган атомлари микдорининг бирор цисмини ташкил 
этиши ани^ланган. Бу катталик (^исм) емирилиш доимийси дейи­
лади ва X х*арфи билан белгиланади.

Шундай цилиб, dt ва^т давомида емирилган dN атомлар сони 
XNdt га тенг, бу ерда N  сон t вацт пайтида емирилмай долган 
атомлар сонидир. Натижада ушбу дифференциал тенгламага эга бу- 
ламиз:

dN =  — XN dt. (5.39)
Манфий ишора емирилмаган атомлар сони N  вацт утиши билан 

камайишини курсатади.
(5.39) да узгарувчиларни ажратамиз:

Буни интеграллаб, цуйидаги ифодани \ос\\л циламиз:
In N =  — U  +  In С

ёки
N  =  Се~К

Агар атомларнинг дастлабки сони N0(t =  0 да N =  N0) маълум 
булса, ихтиёрий узгармас (интеграллаш доимийси) С ни аник;лаш 
мумкин: Nu =  С ва, демак,



N =  N,e~u . (5.40)
Мзотоп атомлари микдорининг ярми емирилиши учун керак бул­

ган Т  ва^т шу изотопнинг ярим емирилиш даври дейилади. Турли 
изотоплар учун ярим емирилиш даври турличадир. Масалан, радий 
учун Т  =  1590 йил, уран учун Т  =  4,6 млрд. йил, радиоактив ко­
бальт (Со60) учун Т  =  5,3 йил, радон учун Т  =  3,82 сутка.

Т  ва X орасида осонгина топиш мумкин булган богланиш бор.

Вактнинг t =  T  пайти учун N ва демак, у* = N 0e~kTy бун-
1 т I гг> 1п 2 0,693 „ « 1 п 2 л п г \ ъ  т*дан е~к т =  — ва Т = ---- ^ -------- , сунгра к = ----- ^  0,693 Т

2 X X J Т
Бу N  ни Я ор^али эмас, балки Т  орк^али ифодалашга имкон бе-

ради, чунончи
t In 2

N = N0e 7
Масалан, ярим емирилиш даври Т  =  1590 йил булган радий учун

t In 2

N = N0e 1590 =  Na e0>00044<.
Бу формуладан атомнинг, айтайлик, 200 йил ичида канча кисми 

емирилишини ани^лаш мумкин: t =  200 булса, 200 йилдан кейин 
N  |/=200 =  NQe~°-m  = 0 ,9 1 5  N0 атом колишини, яъни бу вак,т даво- 
мида бор булган атомларпинг 8,5% емирилишини курамиз.

Изотопнинг радиоактив емирилиш тезлиги бу изотопнинг (ёки
унинг препаратининг) активлиги дейилади. а активлик а =  I —  I га

I dt I
ёки (5.39) дифференциал тенглама ва унинг ечимига кура а =  XN=  
=  kN0 е~и  га тенг.

Активлик ярим емирилиш даври ор^али
/V In 2 0,693 N

формула билан ифодаланади.
Агар а„ =  XNa препаратнинг бошлангич пайтдаги активлиги бул­

са, у ^олда
а =  айе~и .

Радиоактив модда битта атомининг уртача яшаш даврини хисоб- 
лайлик. t ва^т ичида сацланган ва кейинги dt ва^т оралиги ичида 
емирилган атомлар сони dN  куйидагига тенг:

-  dN  =  KN0e~M dt.

Бу атомлар t га тенг булган уртача яшаш даврига эга. Битта атом­
нинг уртача яшаш даврини топиш учун dN ни t га купайтириб, t бу­
йича 0 дан оо гача интеграллаш ва атомларнинг бошлангич сони N0 га 
булиш керак:



J к N0 ie~u dt
1 Tо
Л In 2

Масалан, радон (Т  =  3,82 сутка) учун атомнинг уртача яшаш 
даври v =  5,552 суткага тенг.

5.7. Кимёвий реакция. Агар кимёвий реакцияда А ва В модда- 
нинг х,ар бири утадиган С модцанинг микдори х  булса, у ^олда уз­
гармас температура ва бошка баъзи шартлар бажарилганда реакция
тезлиги — куйидагиларга пропорционал деб хисобланади. 

dt
1-з^ол. А модда С моддага утганда — А  модцанинг долган мик-

d кдорига, бунда — = k ( a — х) дифференциал тенглама келиб чикади, 
dt

бунда а билан А модцанинг бошлангич микдори белгиланган, k — 
пропорционаллик коэффициенти, k >  0;

2-^о л. А ва В  моддалар С модцага утганда тегишли массалар 
купайтмасига пропорционал булаци, бу з^олда

дифференциал тенглама келиб чикади, бунда а ва b лар Л ва Б 
модцаларнинг бошлангич мицдори, k — пропорционаллик коэффи­
циенти, k >  0.

}^ар иккала х;ол учун х нинг t ва^тга богланишини топайлик. 
Тузилган дифференциал тенгламалар узгарувчилари ажраладиган 
дифференциал тенгламалардир. Бошлангич шартлар иккала холда з̂ ам 
t =  О да х =  0 дан иборат.

dxБиринчи х;олда узгарувчиларни ажратгандан сунг - — -  =  — k dt

тенгламани зфсил циламиз, унинг умумий ечими х  =  а +  С е~м дан 
иборат. Бошлангич шартдан С =  — а эканлигини топамиз, биноба- 
рин, хусусий ечим х =  а ( 1 — е~ы) куринишда булади. Бу ечимдан 
t  -*■ оо да х  -*■ 0 эканлиги келиб чицади.

Иккинчи з^олда узгарувчиларни ажратгандан сунг

—  =  k ( a — x) ( b — x)

ва

эканлигини эътиборга олиб, интеграллашдан сунг

Ъ — а х — b Ъ — а
-— In ---- - =  — kt Н------— In С

Ь— а

ёки
х — а _  g  ̂ —к (ь—a) t
х — Ъ



умумий интегрални хосил киламиз. Бошланрич шартдан фойдаланиб 
С =  у  эканлигини топамиз, унинг кийматини умумий ечимга 

цуйиб
х ~  а — JL е - к  (Ь-а) t 
х  —  b b

ёки
1 _  - к  (ь—а) t

• <5 -41>
хусусий ечимни ^осил циламиз.

Ъ >  а булсин, яъни В модцанинг бошлангич микдори А модда- 
нинг бошлангич микдоридан орти^ булсин, у холда бу ечимда t оо 
да х - + а  эканлиги келиб чикади.

Агар а > Ь  булса, (5.41) тенгликни
Х ~ Ь __ b_ e ~ k  (а-ь)  t 
х  —  а а

куринишда кайта ёзиб, t оо да х  -> Ъ булишини курамиз.
Худди шу натижанинг узини хусусий ечимдан, уни

е-  к (а—ь) t __]

X z = a b ' b - k { a - b ) t _ a

шаклда ёзиб олиб ^ам хосил килишимиз мумкин.
5.8. Суюцликнинг идишдан оциб чи^иши. Фараз цилайлик, кун- 

даланг кесим юзи 5  баландлик h нинг маълум S  = S(h)  функцияси 
булган идиш Н  сатхгача суюцлик билан т\лдирилган булсин. Идиш 
тубида юзи со булган тешик булиб, ундан суюклик о^иб чикади. 
Суюцлик сатх1и дастлабки Н  ^олатдан исгалган h гача пасайиш вак;- 
ти t ни ва идишнинг тула бушаш ва^ти Т  ни аницлаймиз. Бунда 
идишдаги суюклик микдори (^ажми) нинг узгариш тезлиги v идиш- 
даги суюклик сат^и h нинг (босимнинг) маълум v — и (h) функция­
си деб фараз циламиз.

Бирор t пайтда идишдаги суюцлик баландлиги h га тенг булсин. 
t ва t +  dt гача булган dt ва^т орглигида идишдан ои;иб чи^адиган 
суюклик микдори dV ни асоскнинг юзи со, баландлиги v (h) булган 
цилиндр ^ажми сифатида х1исоблаб чик^иш мумкин. Шундай кдлиб,

d V =  сои (h) dt.
Сую^ликнинг ана шу ^ажмини бошк^а усул билан ^ам ^исоблаш 

мумкин. Суюклик окиб чиеданлиги сабабли унинг идишдаги h сат- 
у& dh катталикка пасаяди, демак, d V =  — S( h ) dh ( dh<  0 булгани 
учун манфий ишора олинди). d V  учун иккала ифодани бир-бирига 
тенглаб, цуйидаги дифференциал тенгламани ^осил киламиз:

юу (h) dt  =  — 5  (h) dh. (5.42)

Узгарувчиларни ажратиб,



Л  —
(h)

dh

эканини топамиз, бундан:

,  =  _ ±  f л  =  I  Г
to j  v (h) со J v (h)

dh .
И h

Идиш тамоман бушаганда h =  0, шу сабабли унинг тула бушаш
вакти

и
т =  -  Г -

(О J CJ
S(/1)

dft

формулага асосан топилади.
Агар суюк^лик кичик тешикдан ёки киска найчадан окиб чикаёт- 

ган булса, у холда Торичелли к;онунига мувофик v =  ц |/*2g/i, бун­
да g — огирлик кучи тезланиши, |и — эмпирик коэффициент (сарф 
булиш коэффициента). Бу хрлда хрсил цилинган формулалар куйи- 
даги куринишда ёзилиши мумкин:

f Ж Л , т =  — U =- [ М д .
2g J У к со|х | 2g j  J h

t  =
шр, Y2g

(5.43)

Бу формулаларни татбик кил и ш га докр бир нечта масалаларни 
караб чикайлик.

1-м а с а  л а. Суюцликнинг вертикал доиравий цилиндрик идиш­
дан оциб чициши. Диаметри D, баландлиги Н  булган вертикал у к. ли 
доиравий цилиндрик идиш сув билан тулдирилган. Идиш тубидаги а 
диаметоли доиравий тешик ор^али идишнинг тула бушаш вактини 
аншуганг (4-шакл).

dh
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Еч и ш.  Бу ^олда кундаланг кесим юзи S  (h) узгармас ва га
4

тенг. Худди шунга ухшаш, тешик юзи га тенг. Демак,
н _

D2 С dh УН
Т  =

а2и К 2g

__  Г _dh_

2g J К/Г а2ц У  2g *

Масалан, D =  1,0 м, Я  =  1,5 м, а =  0,05 м булганда ва сарф бу- 
лиш коэффициенти ц =  0,62 (сув учун) деб олинса,

~  2 • (1,0)2 У йь с „Т = ---------— -----  — =  356 с =  5 мин 56 с
(0,05)2-0,62- у 19,62

ни ^осил циламиз.
2- м ае  ала.  Керосиннинг цистерна остидаги ж у мрак орцали оцнб 

чициши. Узунлиги L ва диаметри D булган темир йул цистернаси 
керосин билан тулдирилган. Керосин цистерна остида жойлашган ва 
кесим юзи со булган цис^а чи^иш найчаси (жумраги) ор^али оцизиб 
юборилганда, цистерна к;анча ва^тда бушашини ани^ланг (5-шакл).

Еч иш.  Нефть ма^сулоти сат^ининг юзи 5  (h) узгарувчан катта­
лик булиб,

S(h)  =  2х L =  2 L V R 2 — {h — R f  =  2 L V (D —h) h 
формула ор^али ани^ланади, шу сабабли

г = _ ц _  f  У Ф = т  л  =
' ' J V *

Масалан, L  =  12 м, D =  2,6 м, ю =  0,01 
фициенти ц =  0,6 (керосин) булса,

4-12-2,6 ^ 2 ^ 6

a l d V d  

3<д)|д. V 2ё

ва сарф булиш коэф-

Т  = -------  --------=  2520 с =  42 мин.
3 0,01-0,6- V  19,62

3 - м а с а л а .  Сувнинг коник ре­
зервуар тубидан оциб чи^иши. Уст- 
ки (катта) асосининг диаметри Dx 
пастки асосининг диаметри Д ,  ба­
ландлиги И  булган коник резер­
вуар сув билан тулдирилган. Сув 
резервуар тубидаги а диаметрли те- 

dh шик орцали окизиб юборилганда 
унинг цанча ва^тда бушашини аниц- 
ланг (6-шакл).

Е ч и ш .  Конуснинг горизонтал 
кесим юзи:

А12
S ( h ) = ^ [ D 2 +  (D1- D 2) | ] 2 

шу сабабли



о

2 YTT=  (3D2 +  4 D A  +  8DI).
15а-ц V' 2g

Масалан, Dj =  0,8 м, D2 =  0,3 м, H =  1м, а  =  0,03 м ва ц =
=  0,62 (сув) булганда

=  2-|3-(0.8)а -г 4 -(0 .8 ) (0 .3) +  S-(0 .3)а =  м  =  3  ми 
15-(0,03)2-0,62 V 19,62

Агар суюцлик окиб чи^адиган тешик юзи вактга боглиц, яъни 
со =  со (/) булса, у ^олда (5.42) дифференциал тенглама узгарувчи­
ларни ажратгандан сунг

w(t) dt =  — dh (5.44)
' v(h)  ’

куринишни олади, бунинг интеграли ^уйидагича булади: 
t л

f  СО( t ) d t = - \ S- ^ - d h .  (5.45)
С J v v0о н

4 - м а с а л а .  Сувнинг вертикал у^ли цилиндрик идиш тубидаги 
диафрагмадан оциб чи^иши. Сув билан тулдирилган вертикал ук,ли 
цилиндрик идиш тубида диафрагма билан беркитилган (фотоаппарат 
объективидаги каби) со0 (см2) юзли кичик тешик бор. Бошлангич пайт­
да диафрагма очила бошлайди, бунда ^осил булган тешик юзи со (см2) 
вактга пропорционал, яъни со =  kt. Диафрагма т с дай сунг тула 
очилади. Диафрагма тула очилганда идишдаги сув баландлиги hx ни 
аникланг. Цилиндрнинг баландлиги Н  (см), асос юзи S  (см2).

Е ч и ш .  Шартга кура, t =  ~ да со =  со0, демак, со0 =  кг, бундан 
, со0 ш0/k — — ва шунинг учун со =  — .

(о нинг цийматини (5.45) интегралга ^уйиб, топамиз:
/ А

^  f  tdi = ----- 7̂=  f J L ,
Т J pV2g  J V hо н

бундан

i =  x да сув сат^и баландлиги h = h l . Шунинг учун 

4 S
со0тцУ 2 g =  y H _ y h^

К = ( у н  (CM).

3—2939 : 33



Айтайлик, идишдан суюцлик о^иб чи^иб кетиши билан бир пайт- 
да вацт бирлигида q ми^дорда (^ажм бирлигида) доимий равишда 
суюцлик идишга келиб турсин. У ^олда dt вацт давомида идишдаги 
суюкликнинг умумий камайиши dV чик;иб кетувчи суюклик микдори 
оw{h)dt ва келиб к,уюлувчи суюклик микдори qdt нинг айирмасига 
тенг, яъни:

куринишга келади.
Суюклик сат^ининг Я  дан h гача пасайиш ва^ти t тенгламанинг 

интеграли оркали

куринишда ифодаланади.
Агар к,уйиладиган сув мицдори q ни ок,иб кетадиган сувнинг уз- 

гармас Н* босими оркали ифодаласак: q =  цсо У 2gH*, у ^олда

Призматик (ёки цилиндрик) резервуар учун [5 (/i) =  5 0 =  const]

1^овушоцлиги катта булган суюклик чи^иш найи оркали о^иб чи- 
каётганда ламинар о^им кузатилиши мумкин, бунда о^иб чик;иш тез- 
лиги босимга пропорционал, яъни v =  kli булади. Ингичка узун най- 
ча орцалн суюклик оциши х,ам ана шундай крнун буйича содир бу­
лади, v нинг бу цийматини (5.42) га цуйиб, дифференциал генглама

куринишни олишини курамиз. Хусусан, S  (h) = S „ =  const булган 
призматик (ёки цилиндрик) идиш учун

dV =  [to v (h) — q]dt. 
Шу сабабли, дифференциал тенглама

[со о yh) —q] dt =  — 5  (h)dh (5.46)

н
(5.47)

н
(5.48)

булади.

=  +  K S - y i r )  (5.49)

(5.50)

куринишни, интеграли эса
я

h

булади.



5.9. Жисмнинг совиши ^ацидаги масала. Массаси га, иссицлик 
сигими с узгармас булган жисм бошлангич пайтда Т 0 температурага 
эга булсин. Атроф му^ит температураси узгармас ва Т (Т0 >  7 М) 
га тенг. Жисмнинг чексиз кичик dt ва^т ичида берган иссиклиги 
жисм ва унинг атрофидаги мух;ит температуралари орасидаги фарц- 
ка, шунингдек, вацтга пропорционал эканлигини (Ньютон цонуни) 
эътиборга олган ^олда жисмнинг совиш ^онунини топиш талаб ки- 
линсин.

Совиш давомида жисм температураси Т 0 дан Т м гача пасаяди. 
Ва^тнинг t пайтида жисм температураси Т  га тенг булсин. Чексиз 
кичик dt ва^т оралигида жисм берган исси^лик микдори юцорида 
айтилганига кура

dQ =  - a ( T  —  Г м) dt
га тенг, бунда а  =  const — пропорционаллик коэффициент

Иккинчи томондан, жисм Т  температурадан 7^ температурагача 
совиганда берадиган иссшушк микдори Q = me (Т — Т м) га тенг, де­
мак, dQ =  mcdT Энди dQ учун топилган ^ар иккала ифодани та^- 
цослаб

mcdT =  — а ( Т  — Тм) dt (5.51)
дифференциал тенгламани ^осил ^иламиз. Узгарувчиларни ажратиб

dT a
---------= ---------- ш ,
Т - Т м тс

интегралласак,
at

In (Т — Т ы) =  — -  < +  1пС ёки Т  —  Ти =  Сете
тс

экани келиб чикади.1̂
t =  0 да Т  =  Т0 бошланрич шартдан фойдаланиб С — Т0 — Т ы 

эканлигини топамиз, шунинг учун жисмнинг совиш конуни (хусусий 
ечим)

_  —

Т  = Т ы +  (Т0- Т ы)е ж (5.52)
куринишда булади.

а  коэффициент ё бевосита берилиши ёки цушимча шарт, маса­
лан, t =  tl да Т  = Т г орцали берилиши керак 

Бундай ^олда
_Ct£i

Л - Т м  = ( Т 0 - Т и)е  “*
булади, бундан

Демак,



Т  =  Т и + ( Т 0~ Т ы) f ^ ^ V .
Wo — 1 М/

Агар муз^ит температураси Ти =  20°С булса ва tL =  10 мин ичи- 
да жисм Т, =  100°С дан T t =  60°С гача совиса, у ^олда

i_
,10

Т  = 2 0  +  80 -(-jJ

булади.
Агар жисм температураси канча вант ичида 25°С гача пасайи- 

шини топиш керак булса, формулада Т  =  25 деб олиб, 25 =  20 +
t

Го
+  80 ( y j 10 ни ёки =  ^ ~ j4 ни з^осил циламиз, бундан / = 4 0  мин.

5.10. Цуйманинг цизиши зодидаги масала. Температураси Т а бул­
ган пулат куймани прокатка ^илишдан аввал температураси бир соэт 
ичида Та дан Т ь гача бир текис ортадиган печь ичига жойланади. 
Агар печь ва куйманинг температуралар фар^и Т0 булганда цуйма 
k- Т 0 град/мин тезлик билан цизиса, унинг цизиш цонунини аншушш 
талаб цилинади. _

Печнинг вактнинг t пайтидаги температурасини Т  _ор^али белги- 
лаймиз. У зфлда куйманинг Т  температураси Т  = Т  — Т 0 фареда 
тенг булади. Масала шартидаги печь температурасининг узгариш î o- 
нуни Т  =  At +  В  ни топамиз, бунда Л ва В доимийлар Т  |,=0 =

=  Т а, Т  | (=60 =  Т Ь шартлардан ани^ланади, улар мос равишда А =

=  _ Т° ва В  =  Т а га тенг.
60 “

Масалаиинг дифференциал тенглалшси

dt

куринишда булади, сунгра

%  ==7 , < ? - Т °')= 7; (At +  B - T 0) =  A ~ d- £at at dt at

булгани учун юцоридаги тенглама

А — —  =  £Г0 ёки —‘’ +  kT0 —  А =  0 
dt  0 dt

куринишни олади. Бу тенгламада узгарувчиларни ажратиб, умумий 
интегрални топамиз:

-  In (kT0 —  А) + ;/ =  -  In С ёки kT0 —  А  =  Ce~kt 
k k

7о|, = 0 =  0 бошлангач шартдан С =  — А  ни анюуиймиз, демак,



Т0 =  Т — Т =  At +  В — Т  алмаштиришни бажарсак,

Т  =  At + В  — — ( l — e~kt) 
k

ёки
7  =  _ _  Т ь -  Т д  (J  _ е ~ к‘ 

а 60 *

ни ^осил циламиз.
К,уйманинг t — 60 мин дан кейинги температураси

Т  |, = во =  Т а -  Т- ^  (1 -  <ГШ -  60*) =

=  Т „ -  Ть ~  т'-'- (1 — е~ш )
* 60*

булади.
5.11. Ерумикнинг сув орцали утиши да ютилиши. Ёрутлик оци- 

мининг юпка сув катлами томонидан ютилиши ^атлам калинлиги ва 
^атлам сиртига тушаётган окимга пропорционалдир. 2 м ли ^атламдан
утишда дастлабкн ёруглик оцимининг — цисми ютилишини билган

3
^олда унинг неча проценти 12 м чуцурликка ехиб боришини ани^- 
лаш едидаги масалани куриб чикайлик.

h чукурликдаги сиртга тушаётган ёруглик о^имини Q орцали 
белгилаймиз. Калинлиги dh булган сув катламидаи утишда ютилган 
ёруглик ок,ими dQ

dQ =  —  kQdh (5.53)

га тенг, бу ерда k — пропорционаллик коэффициента, k >  0.
Бу дифференциал тенгламанинг умумий ечими Q =  Се-кН булади. 

Дастлабки ёруглик оцими Qa га тенг булсин. У ^олда h =  0 да Q =  
=  Q0 булган бошлангич шартдан С =  Q„ ни топамиз, шу сабабли Q =

__ j y j  2Qq
=  Q0e булг.ди. Масала шартига кура h — 2м да Q =  *

1  -  
шунинг учун |  Q  =  Qo бундан в-* =  (-1 ) ва Q =  Qo

А =  12м чуцурликка Qt =  Q0 ^-j-je»0 ,0878Q ora тенг булган ёрур-

лик оцими етиб боради, бу дастлабки ёруглик оцими Q0 нинг 8,78% 
ни ташкил цилади.

5.12. Газнинг ионланиши. Узгармас (доимий) нурланиш таъсири- 
да газли му^итда ионланиш жараёни руй беради, унда бир секунд 
ичида берилган ^ажмдаги газда q та мусбат ва шунча манфий ион 
хосил булади. Мусбат ва манфий ионлар яна узаро бирлашганликла-
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ри (ионларнинг рекомбинацияси) учун уларнинг мицдори камая бо- 
ради.

п та мусбат ионнинг умумий миадоридан \ар секундда уларнинг 
ми^дори квадратига пропорционал булган кисми бирлашишини на- 
зарда тутиб, ионлар микдори п нинг t га богликлик ^онунини то­
пит масаласини куриб чицайлик (пропорционаллик коэффициента а  =  
=  const газнинг табиати ва ^олатига борлиь^- 

Ионланиш жараёнининг
dn =  q d t - a n 2dt (5.54)

дифференциал тенгламаси бевосита масала шартидан чикарилади. 
(5.54) тенгламада узгарувчиларни ажратиб

— + d t =  О,

а

унинг умумий интеграли

— —  I n ----- — ^ L  +  t = — J =  In с
2 n +  y  ±  2 Ya<1

ни топамиз, бундан

-Vi —2Vaq t
=  Ce

еки
— eVaqt +  Ce -Yog ‘ 

eYS*t _ Ce~ Y w t

t — 0 да /г =  0 булганлигидан С =  — 1 ва ионлар сонининг ва^т- 
га богланишини аникловчи хусусий

п =  j / 'J L  i h ( Y a q t )

ечимни топамиз.
5.13. Цехни вентиляциялаш. Chfhmh 10800 м3 булган цехдаги за­

вода 0,12 % карбонат ангидрид гази бор. Вентиляторлар таркибида 
0,04% карбонат ангидрид булган тоза з^авони а м3/мин мщдорда бе- 
риб туради. Карбонат ангидриднинг концентрацияси цехнинг ^амма 
Нисмида вацтнинг ^ар ^айси пайтида бир хил деб эукоблаб (тоза х,а- 
вонинг ифлосланган з̂ аво билан нушилиши жуда тез булади), 10 мин 
дан сунг карбонат ангидрид 0,06 % дан ошмаслиги учун вентилятор- 
ларнинг цуввати к,андай булишини топиш талаб цилинади.

Ва^тнинг t пайтида з^аводагн карбонат ангидрид мицдорини х  (%) 
орцали белгилаймиз. t пайтдан бошлаб утган dt ва^т оралиги учун



цехдаги карбонат ангидрид балансный тузамиз. Шу вацт ичида вен- 
тиляторлар 0,0004 adt м3 карбонат ангидрид олиб кирган булса, цехда 
0y0lxadtM3 карбонат ангидрид чикиб кетади. Бинобарин, dt мин нчи- 
да ^аводаги карбонат ангидрид dq =  (0,0\х — 0,0004) -adt м3 камай- 
ди. ^аводагн карбонат ангидрид микдорининг процентларда камайи- 
шини dx оркгали белгиласак, бу ми^дорни бош^а йул билан

dq =  — 10800 0,0Id* м3

формула буйича х1исоблаш мумкин (манфий ишора d x <  0 булгани 
учун олинди). dq учун топилган иккала ифодани тенглаб,

(0,01л: — 0,0004) adt =  — 10800 0,01 dx (5.55)
дифференциал тенгламани ^осил циламиз. Узгарувчиларни ажратиб:

a -d t  __  d x

10800 ” * - 0 , 0 4 ’

умумий интегрални топамиз:
____dt_

X — 0 , 0 4 =  Се 10800

t =  0 да х  =  0,12 булгани учун С =  0,08 ва хусусий ечим
___ dt_

х — 0,04 =  0,08 е 10800 (5.56)

куринишда булади.
Вентиляторларнинг цуввати а ни ани^лаш учун х  =  0,06 ва t =  

=  10 деймиз. У ^олда
а

0,02 =  0,08 е 1080,
а

*  1080 '
бундан е — 4 ва а =  1080 1п4 «1500  м3/мин.

5.14. Газни тозалаш. Бирор газли аралашмадан газни тозалаш 
учун уни скруббер (у ёки бу ютувчи модда булган идиш) орцали 
утказилади. Ют^ичнинг (аппаратнинг маълум тайин режимида) юп- 
к,а цатлами ютадиган газсимон аралашма микдори аралашма концен- 
трациясига, шунингдек, к,атламнинг кундаланг кесими калинлиги ва 
юзига пропорционалдир. Скруббер асосининг радиуси R, баландлиги 
Н  булган конус шаклига эга. Газ конус учидан киради. Агар кела- 
ётган газда аралашма концентрацияси а% , чициб кетаётган газда эса 
Ь% булса, скруббердаги газли аралашма концентрациясини ^атлам- 
дан конус учигача булган масофанинг функцияси сифатида аницлаш 
талаб цилинади.

Аралашма концентрациясини q% ор^али, цатламдан конус учи­
гача булган масофани h орцали белгилаб

dq =  kqn r2dh



дифференциал тенгламани тузамиз, бунда г — конуснинг юпк;а пат­
лами кесимининг радиуси, у t

бат орцали боРланган, демак,
лами кесимининг радиуси, у конус улчамлари билан г =  — муноса-н

dq =  k q n  — •hidh.
1  ̂ Н*

Бу тенгламанинг умумий ечими
fatffVi»

q =  Се 3ti‘
куринишда булади. h =  0 да q =  а, шунинг учун С =  а, демак,

knRW
„„ зя» q =  ае

h =  Н  булганда g =  b шартдан k коэффициентни аии^ласак ки- 
фоя. 1^уйидагига эгамиз:

Ё. __ л ЗЯ«о =  а-е #

бундан Л ни эмас, балки k  цатнашган ифодани аншушш цулайроц

ЫН1 , 
е зя* = { Ь=(т)'

Узил-кесил нуйидаги ифодани ^осил киламиз:
51 

/ </'и*
<7 - ( т )

Агар скруббер радиусли шар шаклида булса, dq =  kqnr2dh, 
б\ нда г — шарнинг юш\а ^атлами кесимининг радиуси, у шар радиу­
си ва шаршшг куйн ну^тасидан ^атламгача булган масофа h би* 
лан г  =  R2— (h — R f  муносабат ор^али борланган. У ^олда

dq =  kqn [R* — (h— R)2]dh, 
бу тенгламанинг умумий интеграли

In -^ =  fen — (h~3R)3]

булади.
С ва /г ни аницлаш учун q |А=0 =  a, q |ft=2̂  =  b шартлардан фой- 

халанамиз:

С 3 С V 3 /  з
К^уйидаги



In -  — In ^  =  ln A  =  i ^ f  
С С a  3

3 bайирмадан kn =  — In — ни топамиз. Шунга ухшаш

In S. —  In -  =  In -2-= ftn
С C a

m _ ( h - R ) >  R>
=  kn(^Rh2 — j jз з

айирмани олайлик, бунга k n  нинг ифодасини куйиб, тенгламанинг 
хусусий интегралини

In ±  =  h * { 3 R - h )  
а 4 К»

куринишда ^осил циламиз.
5.15. Илмий ахборот оцнми ^ацидаги масала. Фанда ахборот- 

лар оцими, яъни илмий нашрлар сонининг усишини текширишда нашр-
ларнинг ^  ускш тезлиги нашрлар сонида эришилган у  даражага 

at
пропорционал деган келишувга асосланилади, яъни усишнииг иис- 
бий тезлиги — • ^  узгармайди. Нашрлар сонининг эришилган дара- 

жасини вацтга борлиц з^олда аншутйдиган цонун 

~ '%  =  k ёки ^  =  ky, (k > 0 )
у  dt dt

дифференциал тенгламадан топилади, бунда k — у ёки бу фан соха- 
сида нашрга билдирилган фикрларни (уртача) бахоловчи узгармас.

Бу дифференциал тенгламанинг ечими

У = a e kt

экспонента куринишига эга, бу ерда а— фан ривожланишининг маъ­
лум бир бошлангич даражасини бахоловчи узгармас катталик.

Таш^и шароитлар кескин узгарганда, тутиб турувчи факторлар 
туфайли усишнинг экспоненциал конуни са^ланмайди. £Даража- 
нинг усишк унинг бирорта киймати билан чекланади ва нашрлар 
сонининг усиш механизми

% = k y ( b - y y ,  (&' >  0, 0 '<  у < Ь )

дифференциал тенглама билан тасвирланади, бунда b катталик у  нинг 
мумкин булган максимал цийматини билдиради. Усишнинг

± . 4

нисбий тезлиги энди узгармас булмайди, балки у  нинг чизицли функ­
цияси булади.

Бу дифференциал тенглама узгарувчилари ажраладиган тенглама- 
дир. Узгарувчиларни ажратамиз ва уни интеграллаб топамиз:



d̂ —  =  kdt, Г — =  kt +  C.
—  u\  J  a lb  —  t.)

Маълумки,
y ip  — у) J y ( b  — ij)

f - * L _  =  l f ( l  +  _ L - ) dy =  1  In -SL . 
J y ( b - y )  b d \ y  b - y )  * b b - y

Тенглама ечими

— In — — b — In a =  kt 
ь ь —  // b

куринишда булади, бунда С = ------In а деб олинган.
ь

^осил цилинган ечимни потенцирлаб,
аУ __ J k t=  , ау =  { Ь - у ) е ш -

Ь — у
Jbkt, , bku и bkt be0у [а + е  ) — be , у — , ш

ва, ни^оят,

У 1 -г- ае.—bkt

ии аник;лаймиз.
Бу тенглама билан аницланадиган эгри чизик логистик эгри ни- 

зиц дейилади. Вак;тнинг бошлангич пайтларида у нинг кийматлари 
Ь дан анча кичик булганда бу эгри чизи^ у =  Ьеш  экспонента билан

деярли устма-уст тушади, у  =  
=Ь ва у =  0 тугри чизиклар 
логистик эгри чизи^нинг асим-
тоталари булади. М (— ; —) 

\ bk 2 /
ну^та букилиш нуцтасидир 
(7- шаклга 1\аранг, унда а =  
=  Ъ — 1 деб кабул килинган).

5.16. Подшипниклардаги 
ишцаланиш коэффициентами 
аницлаш. Подшипниклардаги 
ишцаланиш коэффициентини 

аницлаш масаласини курайлик. Учларига ofhp Л ва В шкивлар 
урнатилган цисца вал подшипникка урнатилган (8-шакл). Валга 
етарлкча катта бурчак тезлик берилади ва кейин у уз ^олига 1̂ >йи- 
лади. Подшкпникдаги иш^аланиш о^ибатида валнинг айланиши се- 
кин-аста секинлашади.

Валга цуйилган тацщи кучлар унинг огкрлиги Р, подшипникнинг
нормал реакцияси N ва ишцаланиш кучи F дан иборат булади. Р  ва
N  кучларнинг валнинг айланиш у^ига нисбатан моментлари нолга
тенг, иш^аланиш кучи F  нинг моменти эса — Fr га тенг, бу ерда 
г — шипнинг радиуси.



Валнинг {А ва В шкивлар би­
лан биргаликдаги) айланиш у^ига 
нисбатан инерция моментини /  ор- 
кали белгилаб, ушбу айланиш диф­
ференциал тенгламасини хосил ки­
ламиз: _ .

/ — =  —  F r.
1 dt

Бу ерда F  = fP (/— изланаётган 
иш^аланиш коэффициент») ва

8  “
(бу ерда г и — валнинг айланиш уки- 
га нисбатан инерция радиуси) деб 
олиб куйидагига эга буламиз:
Р о dm гп  •• dco fgr— г? — =  — fPr еки —  =  — '-V.
g  и dt ' dt r i

Лгар f  ишцаланиш коэффициентини узгармас катталик деб ^исоб- 
ласак, бу тенгламани интеграллаш ^еч бир кийинчилик тугдирмайди. 
Тенгламани интеграллаб куйидагига эга буламиз:

(0 = —Щ- t+c
ги

бу ерда С — ихтиёрий узгармас. С узгармасни бошланрич шартлар 
буйича аницлаймиз. Валга бериладиган бошланрич бурчак тезликни 
со0 орцали белгилаймиз. Бу з^олда t =  0 да со =  со0 га эга буламиз. 
З^озиргина х,осил ^илинган тенгламада t = t a ва со =со0 деб олиб, 
С =  со0 ни топамиз, ва демак, узил-кесил

„  _  „  fg r 1СО — С00 ------- 2" *•
ТU

Айтайлик, вал унга бошлангич со0 бурчак тезлик берилганидан 
Тс кейин тухтаган булсин. t  =  Т  ва со =  0 ни сунгги тенгламага 
^уйкб,

,  “ Л
'  grT

нк з̂ осил ^иламиз.

6-§. Бир жинсли дифференциал тенгламалар

Энг аввал бир жинсли функцияга таъриф берамиз.
1 - т а ъ р и ф .  Агар f  (jc, у) функцияда х  ва у узгарувчиларни мос 

равишда (х ва ty  га алмаштирганда (бу ерда t — ихтиёрий параметр)

f (xt ,  yt) =  tnf  (х, у)

8- шакл



шарт бажарилса, /  (х , у) функция п улчовли бир жинсли функция
деб аталади. ______

f  (х, у) -= У х 2 +  У2 функция бир улчовли бнр жинсли функция- 
дир, чунки

f(tx, ty) =  Vt*x* +  < V  =  / K F + F  #)•

Ушбу /(л:, у) =  функция ноль улчовли бир жинсли функ- 
х + у

ция, чунки
г /и j  \ tx — tu Х —  уf  (tx, ty) =  — — =  —

+  ty X +  у

яъни
f(tx,  ty) = f ( x ,  у)

ёки
f (tx,  ty) =  /°/ (x, у), 

f  (tx, ty) =  /  (*, г/) шартга буйсунадиган ноль улчовли бир жинс­

ли функция f (x,  у) = ф ^ —j  куринишда ёзилиши мумкин. ^аци^атан 

з̂ ам, t параметрни ихтиёрий танлаб олиш мумкин булгани учун 
t =  — деб оламиз. У -\олда

X

f { x t y) =  f ( tx,  t y ) = f ( l ,  ^ - ) = Ф

Биз цуйида ноль улчовли бкр жинсли функция билан иш курамиз
2 - т а ъ р и ф .  Агар биринчи тартибли y ' = f ( x ,  у) дифференциал 

тенгламанинг унг томони х  ва у  га нисбатан ноль улчовли бир жинс­
ли функция булса, бундай [тенглама бир жинсли тенглама дейила- 
ди.

Шундай цилиб, бир жинсли тенгламани

< / ' = ф ( | )  (6-1)

куринишда ёзиш мумкин.
Бир жинсли (6.1) тенгламани — = и(х) урнига цуйиш ёрдамида

узгарувчилари ажраладиган тенгламага келтириш мумкин, у з^олда 
у  =  и-х,  бу ерда и — янги изланаётган функция. Кейинги тенглик- 
ни дифференциаллаб, у ' =  и'х +  « ни з^осил киламиз. у  ва у ' нинг 
цийматларини (6.1) тенгламага куйиб, ^уйидагини топамиз:

и 'х  =  ф’(и) — и
ёки

xdu =  (ф (ы) — u)dx 
Узгарувчиларни ажратиб, интеграллаймиз:



J <p (и) — U j  X

Сунгра и урнига — нисбатни куйиб, (6.1) тенгламанинг умумий ин-

тегралини з^осил циламиз.
И з о ^ .  Ушбу

М  (х , у) dx +  N  (*, у) dy =  0 (6.2)

тенгламада М (х; у), N  (х, у) лар бир хил улчовли бир жинсли функ- 
циялар булгандагина (6.2) тенглама бир жинсли тенглама булади. 
Бу — иккита бир хил улчовли бир жинсли функцияларнинг нисбатк 
ноль улчовли бир жинсли функция булишидан келиб чикади.

(6.2) куринишдаги тенгламани ечиш учун уни дастлаб (6.1) ку­
ринишга келтириш керак:

,  _ - М ( х .  у )

N (X, у)
Масалан, (у2 — Зх2) dy +  2у xdx — 0 тенглама бир жинслидир, чун- 
ки у2 — Зх2 ва 2ху функциялар икки улчовли бир жинслидир.

1 - ми с о л .  Ушбу
у '  =  У +  У х г —  у 2 

X

бир жинсли тенгламанинг умумий ечимини топинг.
Е ч и ш .  Тенгламани ушбу у’ =  — +  1 / 1 — ^  куринишга келти-

X V х2
рамиз. Унинг унг томони ноль улчовли бир жинсли функциядан иборат.

— =  ц алмаштиришни бажарамиз, у ^олда у = и х , у ' = и ' х  +  и.
х

Буларни тенгламага цуйиб

и'х  +  и =  и +  У  1 — и~, и'х =  У 1 — и2 
узгарувчилари ажраладиган

х d u  ,  - - - - - - - - - - - -т .. d u  d xаи , г\-------7 ..—  =  У  1 — и- еки
dx У  1 —  и 1 х

тенгламани зфсил циламиз. ^осил булган тенгламани интеграллаймиз: 
arcsin и =  In х  +  In С.

Бу ердан и =  sin (In С х). Энди и =  — ни урнига куйсак,

— =  sin (In Сх)  
х

ёки
у  = * s in  (In С*)

ифода з^осил булади.



3 - т а ъ р и ф .  (6.2) тенгламада а  даража курсаткични у  =  za ур- 
нига цуйиш оркали берилган тенгламани х  ва z га нисбатан бир 
жинсли тенглэмага айлантирадиган цилиб танлаш мумкин булса, бе­
рилган (6.2) тенглама умумлашган бир жинсли тенглама дейилади.

2 - ми с о л .  Ушбу

(х — 2у 3) dx +  3у2 (2х — у3) dy =  О
тенгламанинг умумлашган бир жинсли тенглама эканлигини текши- 
ринг ва уни интегралланг.

Е ч и ш. у = z a деб олайлик. У холда 5

dy =  a za~ l dz
ва тенглама ушбу куринишга келади:

(х — 2 z a) dx +  Ъ а z3a~ ! (2 х — z a) dz =  0.
dx олдидаги купайтувчи бир жинсли функция булиши учун (шу би­
лан бирга биринчи даражали булиши учун, чунки биринчи цуши-
лувчи биринчи даражали) З а  =  1 булиши керак, бунда a  =  — .

3
dz олдидаги купайтувчи ^ам биринчи даражали бир жинсли функ­
ция булиш- булмаслигини текширамиз. Агар а  =  — булса, жаюб3

_1_

ижобий булади. Демак, у  =  г 3 урнига нуйиш берилган тенгламани 
Нуйидаги бир жиясли куринишга келтиради:

(х — 2 z) dx +  (2 х  — z)dz =  0.
Бу тенгламада z — и х  деб

(1 — u2)dx  +  (2 — u) xdu  = 0
ни ^осил циламиз. (ы2— 1) х ф 0  булганда узгарувчиларни ажратсак

d x  и  —  2

л: и3 —  1 

Тенгламани интеграллаб,

In \х\ Н— In |и2 — 1| — In

du — 0.

и  —  1

и  +  1
=  — 1пС

2
еки

x2(u +  l)3 = C { u  —  1)
__  Z __ у 3laivmo. и'-----  —

эга буламиз:

ни ^осил ^иламиз. и = — = — булгани учун узил-кесил цуйидагига

( i f  +  ж)3 =  С (у3 — х).

Энди ыа — 1 = 0  булганда ы =  ± 1 , z =  ±  х  ёка у  =  ± V x  ечим- 
ни з^амда х  =  0 ечимни ^осил к;иламиз.



7-§. Бир жинсли тенгламаларга келтириладиган тенгламалар
Ушбу

d y  _  a x  +  b y  +  c  ^

d x  а хх  +  Ьгу  +  с 1

куринишдаги тенглама берилган булсин. Агар с = с г =  0 булса, (7.1) 
тенглама бир жинсли булади. Айтайлик, с ф  О, схФ  О ёки улардан 
бири нолдан фар^ли булсин. Узгарувчиларни алмаштирамиз:

W = y , + P .

У холда dx =  dx2, d y = d y , , — =  —  . Буларни (7.1) тенгламага
а х  а х 1

к,уйиб, нуйидагини хосил к;иламиз:
d y t _ _  а х х +  а  а  +  Ь у г +  b  Р  +  с  

dxi atXi at a  b ^ i  -{- bx Р +  cl

еки

Агар

d y i __  {а х  1 Ь у { )  - f ~  (a cl - f -  b  p  - f -  c)

d x i  ( я л  +  b i y i )  - j -  ( f l i  a  +  P  +  ^ i )
(7.3)

j a a  +  &p + c  =  0, 
a  +  bY p -f- c i  =  0

булса, (7.3) тенглама бир жинсли булади. Бу системани а  ва р га 
нисбатан ечиб, (7.2) алмаштириш орцали (7.1) тенглама бир жинсли 
тенгламага келтирилади.

Агар

дай холда (7.1) тенглама узгарувчилари ажраладиган тенгламага
z =  ах +  by

урнига цуйиш ор^али келтирилади.
Ушбу

(7.4)

а» I
. =  0 булса, (7.4) система ечимга эга булмайдп. Бун- 

ai &il

dy_ _   ̂I ax +  by +  с  \  

dx U 1* +  bxy  +  Cj /

(бу ерда /  — ихтиёрий функция) тенглама ^ам (7.3) каби интегралла- 
нади.

1-м и со  л. Ушбу у'  = х у ~  3' тенгламанинг умумий интегра-
х  —  у —  1

лини топинг.
Е ч и ш. Детерминант: j J _  J| =  — 2 ф  0.

К,уйидаги алмаштиришни бажарамиз:
(х = x l +  ос,
10 = 0 i + P .



У ^олда
dy i  _ * 1  -1~ У1 Ч ~ ~ Ь  Р — 3 
dx 1 х1 — у1 +  а — р— 1

Энди
С £ р  —  3  =  О ,

а  — р — 1 = 0
системани ечиб, а  =  2, р =  1 эканини топамиз. Натижада бир 
жинсли

dyt _  Xj +  yi 
dx i

тенгламага эга буламиз.
Энди —  =  и алмаштиришни бажарсак,

*1
Ух = “ -х1, 

у\ =  ы '^  +  и,
Г I 1 +  11и 'хл +  и = --- 1—

1 1 —ы
Соддалаштиришлардан сунг узгарувчилари ажраладиган7[ тенгламани 
^осил циламиз:

du 1 + u 2
*1 —  =1 dxx 1 — и 

ёки
1 — и , dx 1  du = — -

Тенгламани интеграллаймиз:

arctg и — ~  In 11 +  и2\ =  In 1^1 +  In |С|

ёки

и =  —  ни урнига цуйсак, куйидагига эга буламиз: 
xi

arctg —

С К  *1 + ^ 1  = е
*1

Ни^оят, ^  =  х  — ау У г=  у —  1 алмаштиришларни бажариб, х  ва у  
узгарувчиларга утамиз:

у- 1

С К ( * - 2 ) 2 +  0 / - 1 ) 2 = е
2- м и с о л .  Ушбу

2 jc Н- у — 1
У — — —

arctg •
х—1

4 *  +  2 j/ +  5 
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тенгламанинг умумий интегралини топинг.

Е ч иш.  Детерминант ^ 2 = ^’ демак’ тенгламани

урнига цуйиш ёрдамида ечиш мумкин эмас. Бу тенгламани 2 х  +  у =  
=  z урнига цуйиш ёрдамида узгарувчилари ажраладиган тенгламага 
келтирамиз. У х,олда

Энди г =  2 х  +  у  алмаштириш орцали х  ва у  узгарувчьларга утамиз: 

\ 0 у — 5 х =  С — 7 In 110 дс +  5 (/ +  9|

куринишдаги тенглама биринчи тартибли чизщли дифференциал 
тенглама дейилади, бу ерда Р(х), Q(x) лар х  нинг маълум узлук- 
сиз фуикциялари ёки узгармасдир.

Агар Q (х) =  0 булса, (8.1) тенглама чизицли бир жинсли, акс 
^олда эса бир жинсли булмаган тенглама дейилади. Q {х) ф  0 деб 
фараз циламиз.

(8.1) тенгламани интеграллашнинг икки усулини келтирамиз: урни­
га цуйиш усули ва ихтиёрий узгармасни вариациялаш усули.

8.1. Урнига цуйиш усули. (8.1) тенгламанинг ечимини х  нинг 
иккита функцияси купайтмаси куринишвда излаймиз:

Бу функцияларнинг бирини ихтиёрий цилиб олиш мумкин, иккинчи- 
си эса (8.1) тенглама асосида аницланади. (8.2) дан у ' ни эугсоблай- 
миз:

у  ва у ’ ни (8.1) тенгламага цуямиз, натижада у ^уйидаги куриниш­
га эга булади:

Функциялардан бирини ихтиёрий танлаб олиш мумкин булгани учун

у ' =  г ' —  2, г' = 2 2 —
2 г  +  5

ёки
52 +  9 
2 г  +  5

Тенгламани интеграллаймиз: 
2 , 7 .— 2 +  —  In |5 г +  9| =  л: +  С.
и ZO

8-§. Чизик,ли тенгламалар
Ушбу

у ' +Р ( х )  у = Q(x) (8.1)

у  =  u(x)-v(x). (8.2)

у '  =  u'v  +  v'u.

u 'v  +  (o' +  P  (x) v) и =  Q (x). (8.3)
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v функцияни цаЕС ичида турган ифода нолга тенг буладиган килиб 
оламиз, яъни

v' + P ( x ) v =  0. (8.4)
У ^олда и функцияни топиш учун (8.3) дан цуйидаги тенгламани 
хосил киламиз:

u’v = Q { x ) .  (8.5)
Дастлаб (8.4) тенгламадан узгарувчиларни ажратиб v ни топамиз:

бу ердан 

бундан

—  =  — P{x)v  ёки —  =  — Р(х) dx,
dx v

In v — — j  P(x)dx  +  In С,

у = C e - $ PMdx
Бизга (8.4) тенгламанинг нолдан фаркли б рорта ечими зарур, шу- 
нинг учун С =  1 деб оламиз. У ^олда

v =  Г  J P(x)dx (8.6)
Бу ерда \ P { x ) d x — бирорта бошлангич функция, и нинг (8.6) дан то- 
пилган кийматини (8.5) тенгламага цуйиб, и функция учун узгарув- 
чилари ажраладиган тенгламани ^осил циламиз:

u, - l

Бу тенгламани ечамиз:

d u = Q  (х) J P(x)dx dx

и =  j' Q (*) е!P(x)dx ■dx +  C. (8.7)

(8.6) ва (8.7) формулалар и ва v нинг х  ор^али ифодаларини бе- 
ради.

и ва v ни (8.3) формулага цуйиб, узил-кесил умумий ечимни зр- 
сил цкламиз:

у  =  е - ^ x)dx (С +  J Q(x) е* P(x)dx dx) (8.8)

1 - мисол .  Ушбу
, . 1 sin х 

У Л-----У =  —х х

чизикли тенгламани ечинг.
Нчиш.  y = u - v  деймиз, у ^олда

у'  =  u'v + v ' u
булиб, нуйидагига эгамиз:



UV ’ S i n  X/ I / I  ***-/ ^ rи v +  uv H-----
x

еки
/ I / ' , V \ Sln X /О AVи V +  и I V +  — J =  — — (8.9)

vf + — = 0  булсин, у ^олда u'v =  . Булардан биринчисини еча-
X X

миз:
d v  d x  |  *—  — ------- , демак, In v =  — In *, яъни

V x

1v =  —
X

v =  — ни (8.9) тенгламага цуямиз:
X

, 1 s i n*U — = ------
X X

Бу ердан и' = s i n * ,  du =  sin xdx,  демак, и =  — cos х +  С. Шундай 
цилиб,

1 I ^v =  — , и =  — cos л: +  С. 
х

Узил-кесил куйидагини ^осил циламиз:

у = и • v =  — (С — cos х).
X

8.2. Ихтиёрий узгармасни вариациялаш усули. Бир жинсли бул- 
маган (8.1) тенгламанинг (Q(x) ê O)  ечимини топиш учун даставвал 
унга мос бир жинсли

^ - + Р ( х ) у  =  0 
ах

тенгламани ечамиз. Бу тенгламанинг узгарувчилари ажралади, унинг 
умумий ечими

-  f Р (х) dx
У = Се  J

булади.
Энди ихтиёрий узгармас С ни х  нинг бирор С(х) функцияси деб 

цараймиз ва уни шундай танлайликки, (8.1) тенглама к,аноатлансин.
С(х)  функцияни топиш учун у = С ( х ) е~$Р (х> dx функциянинг ^оси-

ласини хисоблаймиз, у  ва —  ларнинг ифодаларини (8.1) тенгламага
dx

цуямиз ва тенгламанинг цаноатланиши, яъни унинг айниятга айлани- 
шини талаб киламиз.

d y _  =  d C J x )  _ j p  U ) d x _ c  ( , р  { х )  - j P W  *  

dx dx w  w



булганлиги учун (8.1) тенглама нуйидаги
e- jp

dx

тенгламага утади. Биз яна узгарувчилари ажраладиган ва номаълум 
функдияси С( х) булган тенгламани ^осил цилдик. У нинг ечими

С( х) =  f Q(x)e^P(x)<lxdx +  C1

куринишда булади.
С(х) нинг топилган ифодасини бир жинсли тенглама умумий 

ечимига куйиб бир жинсли булмаган (8.1) тенгламанинг изланаётган 
ечимини \оспл к^иламиз:

У  =  e-S р W 4* [f Q (х) е$ р W ix dx +  Сх].

2-ми со л. Ихтиёрий узгармасни вариациялаш усули ёрдамида

—  — Ус tgjc =asinA:  
dx

чизи^ли тенгламанинг умумий ечимини топинг.
Ечиш.  Аввало чизшуш бир жинсли

— у ctg * =  О
dx

тенгламанинг умумий ечимини топамиз. Узгарувчиларни ажратамиз:

—  — ctg х dx =  О,
У

бундан
In у — In sin х  =  In С ва у  =  С sin х  

экани келиб чицади. С — С(х) деб, С ни вариациялаймиз, у х;олда

у  — С (х) sin х, —  =  — sin х  +  С (х) cos х.
dx dx

Энди у  ва —  ларнинг ифодаларини берилган тенгламага ^уямиз:
dx

rdC— — sin х  +  С (х) cos х  — С (х) sin х - c tg х  =  a sin х
dx

ёки соддалаштиргандан сунг, dC (х) = a d x ,  бундан С (х) =  ах 4- Сх. 
Бир жинсли тенглама ечимига С (х) нинг топилган ифодасини к,уйиб, 
берилган тенгламанинг умумий ечимини ^осил ^иламиз:

у =  (ах +  С2) sin х. 
у  ни аницлашда, унинг келтирилган ифодасига кирувчи J Р  (дс) dx ва 
j" Q (л:) е$ Р(л) йх dx аницмас интегралларнинг з̂ ар биридаги бошлангич 
функциялардан бирини олиш керак, чунки уларга ихтиёрий узгармас- 
ларни цушиш фак,ат ихтиёрий узгармас Сх нинг цийматини узгартира- 
ди, бу эса дифференциал тенгламанинг умумий ечими учун му^им эмас.



Айрим ^олларда, умумий ечим формуласидаги аникмас интеграл- 
ларни юк;ори чегараси узгарувчи булган аник интеграллар билан ал- 
маштириш кулайлик тугдиради. Бундай алмаштиришда

X X
р  «) dt

У =  е * П Г Р (u)du 1
| Q {!) ех° dt +  CjJ

X,

ни ^осил ^иламиз, бунда х0 ихтиёрий тайин сон. Агар х  =  х0 да 
У — Уо бошлангич шарт берилса, Сг нинг цийматини аницлаш мум­
кин. Чегаралари бир хил булган ани^ интеграллар нолга тенг бул­
гани учун Ci =  Уо ва чизик,ли тенгламанинг у  =  у0 бошланрич 
шартни ^аноатлантирувчи ^уйидаги хусусий ечимини ^осил киламиз:

-  f р (0 dt
У =  е

t
f Р (и) du

Уо +  \ Q(t) еХ° dt

Агар чизицли тенгламанинг битта хусусий ечими у  =  у t (х)  маъ­
лум булса, у холда умумий ечимини

y - t , b )  + C e - ! ' M,u
формула ёрдамида топиш мумкин.

^ацицатан, (8.1) тенгламанинг ечими булган у  =  У\ (х )  функция 
Уни цаноатлантиради, яъни ушбу айният уринли:

y [ + P ( x ) y l =Q{x) .
Бу айниятнинг иккала цисмини (8.1) тенгламанинг мос цисмлари- 

дан айирамиз:
( У ' ~  Уд + Р ( х ) { у — у 1) =  0

ёки
* Ы - » х )  + р { х ) {  у  ) = 0 >  

ах

бу узгарувчилари ажраладиган тенглама, демак,

d(y~ yi) =  — P(x)dx ,
У — У\

бундан

бинобарин,
In \У — У\\ =  — \ р  М  dx  +  ln Ci> 

у - у М  +  С Г ^ ' » 1'
келиб чикади.

Агар чизи^ли тенгламанинг узаро пропорционал булмаган иккита 
Ух {х) ва у, (л:) хусусий ечимлари маълум булса, у ^олда умумий 
ечимни бевосита

У —Ул. (х) =  С [уг (х) — у х (*)]



формула ёрдамида топиш мумкин.
^акицатан ^ам, агар у 1(х) (8.1) тенгламанинг ечими булса, 

у холда ю^оридагига кура умумий интеграл
г ,  —Г Р (х) dx

У —  У \ — Се  ■'
куринишда булади.

Бу интегралда барча хусусий ечимлар, жумладан, умумий инте- 
гралдан ихтиёрий С узгармаснинг аниь̂  к^ийматидан, масалан, С =  С2 
да хосил буладиган у  =  у2 (х) иккинчи ечим хам булади. Демак, 
ушбу

Уг (х) —  Ух М  =  С,е~ [Р (х) dx

айният уринли.
Умумий интегралнинг иккала цисмини бу айниятнинг тегишли 

^исмларига булиб, ^уйидагини топамиз:
у — Уг (X) =  С_

У2 W — ух (х) С2
Q

ёки —  ни С га алмаштирсак, у — уг {х) =  С[у2(х) — у 1(х)] келиб 
С2

чик;ади.
^уйидаги масалани ечайлик.
8.3 Электр занжиридаги утиш жараёни эадндаги масала. Индук- 

тивлик занжирида утиш жараёни содир булади. L индуктивлик ва 
R  актив каршилик узгармасдир. и кучланиш t вацтиинг функцияси 
сифатида берилган: u = f ( t ) .  Бошлангич ток i0 га тенг. / токнинг 
t ва^тга богланишини топинг. и = и 0 = const булган ^олни текши- 
ринг.

Ечиш.  Занжирдаги i ток ва^т утиши билан узгаргани ва L ин­
дуктивлик мавжудлиги туфайли узиндукциянинг е. =  — L —  э. ю. к.

d t
^осил булади. Кирхгоф цонунига кура занжирдаги кучланиш пасайи-
ши Ri э. ю. к. лар йигиндиси и — L —  га тенг. Шундай ^илиб,

dt

u —  L —  = i R  
dt

ёки

L - % - + i R  =  u.
at

Бу биринчи тартибли чизи^ли дифференциал тенглама. и ни f(t) 
билан алмаштириб ва тенгламанинг иккала к^исмини L га булиб, ^уйи- 
дагини хоскл киламиз:

_l А  / =  Ж
dt L L #

Бу чизвдли тенгламанинг / =  0 да i =  i0 бошлангич шартни 
^аноатлантирувчи хусусий ечими



_  R t i tR

i = e  L ĵ t’o +  j f  (x) e L d т 
o'

фуикциядан иборат булади. /  (/) =  u„ =  const булганда
_  Rt_ t

i =  e L [*'» +  j  j  e L dxj
0

ёки
t R t Ш

булганлиги учун
Rt

булади.
_  R t

t нинг усиши билан е L купайтувчи камаяди ва бирор ва^т ора- 
лигидзн сунг жараённи амалда бар^арор деб ^исоблаш мумкин, бун­
да ток Ом конуни буйича аникланади:

Агар i0 =  0 десак, занжирнинг уланишидаги ток учун формула 
^осил киламиз:

Rt

Бу тенгликдан куринадики, i ток батарея улангандан сунг Ом кону-
ни билан аникланадиган —  к^йматгача усиб боради, чунки туташув

R
_  м

экстратоки деб аталувчи —  е L ток жуда тез камаяди ва амалда
R

тезда сезиларсиз булиб колади, деб ^исоблаш мумкин.
Агар ы0 =  0 десак, занжирнинг узилишидаги суниш токи форму-

_  R t

ласини х,осил циламиз: i =  i'0e L

Заижирда кучланиш булмаганда фа^ат узиндукцияиинг электр 
юритувчи кучи таъсири натижасида занжирдан утадиган бу ток узши 
экстратоки дейилади; t усиши билан у нолга интилади.

Узгармас — катталиги занжирнинг вщт доимийси дейилади.
R



Куриб чщилган масала туташиш ва узилиш кетма-кет, жуда тез 
содир булганда, масалан, телеграф ало^асида му^имдир.

Ток манбаининг кучланиши и =  Е  sin со t синусоидал конун буйи- 
ча узгарадиган ^ол (масалан, RL  — занжир узгарувчан ток манбаига 
уланадиган хол) алох,ида а^амиятга эга.

Бу хрлда i ток учун
Rt i Rt

формулани хрсил киламиз,
Rx Rx

Г Г .  . T  RL . <в L? \\ e sni сот d т =  e I ----------- sin cot----------------cos ют
J W L -  +  R- a )

булгани учун
t Rx Rl_

f  e L sin сот d r  =  e L ( -----sin © t —
J U чл +  R*
о

b L 3 I A , to L ?
- cos ton H-----
12 / C02j0*1*+ R2 } о?L>+R* 

ва токнинг вацтга боманши ифодасини хрсил циламиз:
R t

/ .  . со L E  \ l  , R E  , . .I — ( Н------------- 1  ̂ Н---------------- b sin со t "
\ °  со2! 2 +  Я 2/ о? L * + R *

( O L E  .
' COS СО t.0)2L24-/?2

е купайтувчи t уса борган сайин тез камаяди, шу 
сабабли бу формуладаги биринчи ^ушилувчи ^исца вакт оралири- 
дан сунг i катталикни аниклашга амалда таъсир курсата олмайди. 
Долган иккита цушилувчининг й и р и н д и с и  и кучланишнинг со часто- 
таси каби уша со частотали, бирок; бош^а амплитудали ва бошца фа- 
зали синусоидал катталикдан иборат, шу билан бирга yi0 бошлангич 
токка борлик булмайди. Бу ток барцарор ток дейилади.

9 §. Бернулли тенгламаси
Ушбу

у ’ + P ( x ) y  =  Q{x)yn
куринишдаги тенглама Бернулли тенгламаси дейилади. Бунда Р (*) ва 
Q (*) лар х  нинг узлуксиз функциялари адмда п ф  0 ва п ф  1. 

Тенгламанинг барча ^адларини у '  га буламиз:

у~пУ' +  Р (х) у~п+Х =  Q(x). (9.1)



Энди z =  у n+1 алмаштиришни бажарамиз. У холда

г ' =  (— п +  1) у п-у'
Буларни (9.1) тенгламага куйсак,

Z' + ( — / z +  1 )P (x )z  =  {— п +  1) Q (а:) 
чизицли тенглама ^осил булади. Бунинг умумий интегралини топиб 
^амда z урнига */_л+1 ифодани куйиб, Бернулли тенгламасининг уму­
мий интегралини топамиз.

Э с л а т м а .  Бернулли тенгламасидан п =  О булганда чизшуш 
тенглама, п =  1 булганда эса узгарувчилари ажраладиган тенглама 
^осил булади. Бернулли тенгламасини бевосита y = u - v  урнига 
Куйиш ор^али ечиш ^ам мумкин.

Ми с о л .  Ушбу
dU 3 9 9

TJ------- У =  — ху-[dx х

Бернулли тенгламасининг умумий интегралини топинг.
Ечиш.  Тенгламанинг иккала томонини у2 га булиб, куйидагини 

з^осил циламиз (у =  0 булган з̂ ол алозуеда текширилади):

J _  * v . _ ±  . _ L  =  _ * * .
у1 dx х у

1— = 2  деимиз, у з^олда 
У

__ 1 dy  __ dz
уг dx dx

ва тенглама куйидаги куринишга келади:
dz . 3 п—  +  — z =  x2. 
dx х

Бу чизи^ли бир жинсли булмаган тенгламани вариация усули билан
интеграллаймиз. Бир жинсли —  +  — г =  0 тенгламанинг умумий

dx х
С

ечими г =  — булади. Бу ерда С=С(х)  деб, куйидагини ^исоблаймиз:

dz_ =  dC (х) \____ ЗС(х)
dx dx х3 х 4 

ва чизшуш тенгламага куямиз:
dC(x)  J ____ 3 С(х)  3 С(х )  _ х2

dx х3 х4 х4

ёки dC{x) = x r d x , бундан С(х) = ------{-Ct демак, бир жинсли бул-
6

маган тенгламанинг умумий ечими
ле* . Сг



булади. z ни — билан алмаштирсак,
У

JL =  +
У 6 *3

еки

* ' ( т + с , )  =  г

Г Р

и
77 7 7 7 ////л

2а

^осил булади.
9.1. Арконнинг сирпаниши хакидаги масала. Аркон стол устида

ётибди (9-шакл), унинг учларидан би- 
^ ри стол устидан а масофада булган

силлиц блок оркали утказилган. Бош­
лангич пайтда 2 а узунликдаги аркон 
булаги блокнинг нариги томонида эр- 
кин осилиб турибди. Арконнинг бу 
учининг ^аракат тезлиги и ни s йулга 
боглик; равишда топинг, бундай ^ара- 
катда ишкаланиш каРшилиги тезлик 
квадратига пропорционал (пропорцио­
наллик коэффициентини 1 га тенг деб 
олинсин), бошлангич тезликни эса нол- 
га тенг деб кабул килинг.

Ечиш.  Агар блокни санок боши 
сифатида танлаб олсак ва Os укни паст- 
га йуналтирсак, Ньютоннинг иккинчи
Конуни т • —  = F га биноан

dt
9 -  ш а к л

d v(s +  a) ^  =  ( s — a)g  — v \  
at

бу ерда g  — огирлик кучи тезланиши.
d v  __  d v  d s  __  d v

dt d s  dt d s  

булгани учун тенгламани куйидагича ёзиш мумкин:

(s +  a )  -f V 2 
d s

(s —  a)g.

Бу n =  — 1 булган Бернулли тенгламасидир. v2 =  г деб ва v ~  =

тенгламани цуйидаги=  лигини эътиборга олиб,

d v  

d s

куринишда
езиш мумкин:

d z  2  

d s  s + a
z = (s — fl)

s  +  a

Бу тенгламанинг умумий ечими



z =  e~2 ln (s+a) j^2g j* S— ^~ e11,1 (s+a) ds +  c |  

булади. «Пекин
g —2 In (s+o) =  — I---  £>2 In (s-fa) =

(s+a)2 ’
Шунинг учун

2 1 — n- =  __z =  tr  = , [2 g ( > i - a .s) + C
(s+e)*l

s =  2a да v — 0 бошлангич шартдан С --------—  ни топамиз, нати-
3

жада хусусий интеграл ушбу куринишда булади:

v2 = -----(s3— 3 a2s — 2a3).
3 (s -}— а)2

К̂ авс ичидаги ифодани купайтувчиларга ажратамиз:
s3 — 3 a2s — 2a3 =  s3 — 2as2 +  2 as2 — 4a2s +  a2s — 2a3 =

=  s2 (s — 2a) +  2as (s — 2a) +  a2 (s — 2a) =  (s — 2a) (s +  a)2, 
шунинг учун

„ =  V 2- f  ( s - 2 « ) .

Бу тенгликнинг иккала томонини квадратга кутариб, t буйича 
дифференциаллаймиз, натижада:

2v —  =  2gds

лекин

Шунинг учун

dt  3 d t

d s  __  d v  _  c P s

d f ~  dt ~ 7 F '

d 2s g  ,
—  =  — =  const dr- 3

булади, демак, ^ар ак ат  текис тезланувчан экан.

10-§. Якоби тенгламаси
Умумий ечими элементар функцияларда ифодаланувчи биринчи 

тартибли тенгламалар каторига
(Ах +  By  +  С) dx +  (А 'х  +  В 'у  +  С') dy +  (А "х  +  В "  у  +

+  C " ) ( x d y -  ydx) = 0  (10.1)

куринишга эга булган Якоби тенгламаси х;ам киради. Бу ерда А, 
В, . , С "  — узгармаслардир.

Агар (10.1) тенгламани



Mdx  -f  N d у  =  0
шаклда ёзсак, M  ва N лар х  ва у  га нисбатан иккинчи тартибли 
куп^адлар булиб, М  нинг ифодасидаги иккинчи тартибли ^адлар

— А "  ху  — В " у 2
куринишда, N нинг ифодасида эса

А " х 3 +  В "х у
шаклда булади.

Якоби тенгламаси тад^иц ^илинаётганда, аналитик геометриянинг 
бир жинсли координатларига мос келувчи

X, х„
Х ^ — , У =  —  

х 2 х 3

янги узгарувчилар киритилади. У ^олда
^  _  x 3d x i  —  x i d x 3 '  ^  _  x 3 d x 2 —  x jd x *

*1 *3

xdy  — ydx x j d x . ;  —  x 2d x t

4
Янги узгарувчилар ва дифференциаллар учун топилган ифодалар- 

ни (10.1) тенгламага цуйиб, уни
dxy dx2 dx3

а х Ъх Сх

— О (10.2)

куринишда ёзиш мумкин. Бу ерда

а х  =  °1 *1 +  ° 2  Х 2 +  ° 3  Х3> Ьх = Ъ \ Х \ +  Ь2 Х2 +  Ъ3 Х3 

Cx = C\ X i + C2 X 2 +  C3 X3

лар бир жинсли координатларга нисбатан чизицлк формалардир. 
Декарт координатларига утиш учун х3 =  1 деб олиш кифоядир. 
Якоби тенгламаси хусусий чизшуш интегралларга эгадир. Бир 

жинсли координаталарда чизицли муносабатларни ёзамиз:

V  +  (10.3)

Бу муносабатлар (10.2) тенгламани ^аноатлантиришини талаб цила- 
миз. (10.2) нинг чап томонидаги детерминантнинг биринчи ва иккин­
чи устунларини мос равишда их ва Uj га купайтириб, ы3 га купай- 
тирилган учинчи устуяга цушамиз ва натижада

dx  1 dxj ^  ui dxt

x i x2 ^  u* X‘
ax bx u{ax + u 2bx +  u3cx



ни ^осил циламиз. (10.3) тенгликка асосан 2  uidxl =  0 эканлигини 
инобатга олиб

(ы, ах +  u2bx +  и3сх) (x2dxl — x {dx2) =  0

шартга эга буламиз. Худди шундай x3dx2 — x3dx3, x xdx3 — x3dxx ку- 
пайтувчилар билан )̂ ам шунга ухшаш тенгликларни >*осил ^илиш 
мумкин. Бу купайтувчилар бир пайтда нолга тенг булмаганлиги са- 
бабли (10.3) шарт бажарилганда

И1в* + В26х +  «3С,  =  0
булади. У зущца л,ар икки чизичли муносабат пропорционал булиб, 

ы,ах +  и2Ьх +  и3 сх =  К(и1 х х + и 2х2 +  и3х3)

уринли булади (А, — пропорционаллик купайтувчиси). ах, Ьх, сх лар- 
нинг урнига уларни x lt х2, х3 билан богловчи ифодаларни ^уйиб ва 
з^осил ^илинган айниятда x v хг, х3 лар олдидаги коэффициентларни 
тенглаштириб, ых, щ, и3 ларни ани^лаш учун учта ушбу

| (а, — А,) +  frjUjj +  CjU3 =  0,
| a2Uj +  {b2 — Х)и2 +  с2и3 =  0, (10.4)
1 ази 1 +  Ьм1 4* (с3 — X) «3 =  0 

бир жинсли тенгламаларга эга буламиз.

\b2 — к с
с3 Я

=  0

(10.4) система нолдан фар^ли ечимларга эга булиши учун систе 
манинг детерминанти нолга тенг булиши керак:

а х — X Ьг

а3 h
Шундай цилиб, биз А, га нисбатан куб тенгламага эга булдик. 

Агар бу тенглама учта хацикий илдизга эга булса, у з^олда (10.4) 
нинг учта з̂ ар хил ult и2, и3 ечими булади ва Якоби тенгламасининг 
интеграли учта турри чизи^дан иборат булади. Уларнинг тенглама- 
лари

их =  ы, х, +  и2х2 +  и3х3 =  0,

0 * = 0 I *1  + V2 X 2 + V3 X3 =  0 >

Wx = W l Xl + W 2 X2 +  W3 X3 = 0

булсин. Бу турри чизи^ларни янги уч чизичли координаталар систе- 
масининг уцлари сифатида ^абул киламиз ва янги координаталарни 
яна х и х2, х3 оркали белгилаймиз. (10.2) тенглама х х = 0 ,  х2 = 0 ,  
х3 =  0 ечимларга эга булиши мумкин. (10.2) га биринчи ечимни 
Куйиб ва у (10.2) тенгламани айниятга айлантиришни талаб цилсак,

— &3 — 0



булишини ани^лаймиз.
Худди шундай, х2 =  О ^ам ечим эканлигидан b1 = b 3 =  О экан­

лигини, х3 =  О дан =  с2 =  О эканлигини топамиз (бу ерда а1У . . .  , 
с3 лар мос равишда янги координаталардаги коэффициентлар). У 
^олда Якоби тенгламаси куйидаги куринишга келтирилади:

dxl dx2 dxз
=  0 ёки

dxx 

*1

dx,
x2

dx3

x3
*1 x% x3 1 1 1

aix i b2x2 c$x3 b2 Сз
ёки

(с3 — Ь2) — -  +  (ах — с3) —-  -j- (Ь% — а2) —-  =  О,
*1 *2 Х2

Унинг умумий интеграли
хс*~ь2 х ь̂ г-сх =  Q

булади.
Дастлабки координатларга утсак,

(UyXy +  игхг +  Ыз*з)а +  и.2хг +  1)3лг3)Р ( ш ^  +  w2x2 - f  w3x3)v =  С
булади. Бу ерда

а  +  Р +  У =  (сз — b2) +  (ах — с3) +  (iЪ2 — а2) =  О.
Шу сабабли Декарт координатларида умумий ечим

(и^х +  и2у  +  и3)а (VjX +  vty +  у3)р (wtx +  w2y]+ a>3)v =  С
куринишда булади.

Куб тенглама битта ^акшуш илдиз ва икккта мавх,ум илдиз ва 
каррали илдизларга эга булган ^олларда ^ам ечим шу каби топи- 
лади.

Маълумки, X га нисбатан куб тенглама доим битта ^а^иций ил- 
дизга эга, шунинг учун Якоби тенгламаси э̂ еч булмаганда битта 
интеграл тугри чизиеда эга. Унинг тенгламаси

« Л  +  и2х2 +  «j*, =  О
булсин. Узгарувчиларни алмаштирамиз:

'х\ =  jf,, х2 =  х 2, х3 =  и,*, +  и2х2 +  и3х3,

агар и3ф 0 булса, бу алмаштиришнинг детерминанта нолдан фарк;- 
ли булади (агар и3 =  0 булиб, и, ф  0 булса, х\ =  их , х 2 =  х2 деб 
олган булардик). (10.2) тенгламада биринчи ва иккинчи устунларни 
и2 ва щ га купайтириб, и3 га купайтирилган учинчи устунга цуша- 
миз. Янги тенглама ушбу куринишда булади:

dx'. dx2 dxз



Бу ерда с'х, =  с3*' эканлигига ишонч ^осил килиш мумкин. *J =  
=  * ' х2 =  у ’ , * ' =  1 деб, Декарт координаталарига утамиз. Якоби 
тенгламаси ушбу куринишга келади:

dx' (с^у1 — Ь\х' — Ь2у' — b'3) — dy' {clx’ — а \х '— а2у' — с') =  0.

Бу квадратурада интегралланувчи бир жинсли тенгламага келти- 
риладиган тенгламадир. Агар бир жинсли координатларга утилмаса, 
Якоби генгламасини ингеграллаш цоидасини цуйидагича ифодалаш 
мумкин: (1 0 .2 ) тенгламанинг

u t* +  +  u3 =  0 
чизикли интеграли топилади,

х , ух — У =Ul х+и.гу + и 3 ~ и ^ + и - у + и з

янги узгарувчилар киритилади. * ' ва у'  ларга нисбатан ёзилган ян­
ги тенглама бир жинсли тенгламага келтириладиган тенглама шак- 
лида булади.

1- м и с о л .  Ушбу
(14* 13</ +  6 ) dx  +  (4* +  Ъу -j- 3) dy  +

+  (7х +  Ъу) (ydx —  xdy) =  0
тенгламанинг умумий интегралини топинг.

Е ч и ш. Бир жинсли координаталарни киритамиз:
х, хг , x3dxi—ж. dx,* =  — , « / = — , dx =  ,x3 x3 *3

d  xJ dh - x s dx2 . x ^ - x t d x , ^

4  хз
Тенгламанинг детерминант шакли к;уйидагича булади: 

dx1 dx2 dx3
x t * 2 x3 =  0 .

4*x +  5x2+3*з — 14*! — 13л:2 — 6 * 3  7*x +  5* 2 

Пропорционаллик купайтувчиси к ушбу тенгламадан аник;ланади: 
4 - Я  — 14 7

5 — 13—Я 5 = 0  
3  — 6  —Я

еки
Я3 +  9Я2 +  27Я +  27 = 0 .

Бу тенгламанинг ^амма илдизлари тенг булиб,
Ях =  Яа =  Я3 =  3. 

uv  и2 ва «з ларни ани^лаш тенгламаси (10.4) ^уйидагича була­



ДИ.

7 — 14wa -J- 7u3 — 0,
5ыА— I0u2 + 5  u3 =  0,
3 — 6^2 3u3 — 0*

Бу тенгламалар битта ux — 2Щ - f  u3 =  0 тенгламага келтирила-

Шундай цилиб, битта интеграл тугри чизи^ урнига интеграл тур. 
ри чизшугар дастасига эга булдик. Чунки — , — нисбатларни ани^-

“з «3
лаш учун битта тенглама етарли эмас. и3 ни иг ва оркали ифо- 
далаб ва их =  0 деб, даста тенгламасини ^осил киламиз:

«1 (*i -  х2) +  Uj (хг +  2х3) =  0.
Бу ерда иг ва «2 лар дастанинг бир жинсли параметрларидир. 
Бошца шакл алмаштиришларга ^ожат йу^, чунки даста тенглама-

сида битта узгармас ^ и ш т и р о к  этаяпти, демак, у тенглама­

нинг умумий интеграли булади.
Декарт координатларида бу интеграл

х - l  = С ( у  +  2)
куринишда булади.

2- м и с о л. (7х +  8у +  5) dx—(7х+8у) dy + 5  (х—у) (ydx  —xdy) =  
=  0 тенгламанинг умумий ечимини топинг.

Еч и ш.  Бир жинсли координаталар киритилгандан сунг тенглама
dx, dx ,

=  0

=  0

dxx
Х\ х2 х 3

— 7хх — 8х2 —7хх — 8Xj— 5л:3 5хг—5х2
куринишда булади.

X ушбу тенгламадан топилади:
— 7 — Х — 7 5

— 8 — 8 — X — 5
0 — 5 — X

ёки
Я.3 +  15Ь2— 25Я — 375 =  0.

Бу тенгламанинг илдизлари Я, =  — 15, Я, =  — 5, =  5. Xj ни 
инобатга олиб, и1г ы, ва и3 ларни аницлаш тенгламаси (10.4) ни ёза- 
миз:

8и1— 7и2 + 5 и 3 =  0,
— 8 их +  7и2 — 5и3 =  0,

— 5и.г +  15ы3= 0 .
Бунинг ечими их =  2; ы2 =  3; и3 =  1.

Я,, ни инобатга олиб, vx, i>2, v3 лар учун ушбу системага эга бу­
ламиз:



- = P ( x ) U -  +  [ Q { x ) + 2 P (х)а (*)] и +  R(x) + Р ( х )  
dx

и олдидаги коэффициентиинг Ога тенг булиши учун а ( х ) = — Q-^L,
2 Р(х)

(Р (х) Ф 0) килиб танлаб олиш кифоядир.
Келгирилган алмаштиришларни биргаликда цуллаб, Риккати тенг- 

ламасини

J  =  ±  f  +  R(x)
d x

куринишда ёзиш мумкин.
Умуман олганда Риккати тенгламасини ечиш квадратураларга 

келгирилмайди. Лекин ушбу теоремг.лар уринлидир:
1-т е о р е м а .  Риккати тенгламасининг битта хусусий ечими 

маълум булса, унинг тулиц ечими иккита квадратура ёрдамида 
олинади.

И с бот:  у = у { х )  (11.1) тенгламанинг хусусий ечими булсин. У
хрлда

у\ =P(x)]y] +  Q( x )y i + R(x)  (11.2)

булади. Энди у  =  y^+z  алмаштиришни бажарамиз. Бу ерда z — янги, 
изланаётган функция. Тегишли ^осилаларни топиб, (11.1) тенглама­
га куямиз:

^  +  т- = Р ( х ) у \  + '2  Р (х) у,г +  Р  (х)г2 +  Q (х)уу +  Q (х)г +  R (х)
d x d x  

ёки^(11.2)|ни инобатга^олсак,

^  =  Р (* )г2 + ( 2 Р  (х) у,  +  Q:(x))z. (11.3)
d x

Хрсил килинган [11.3] тенглама Бернулли тенгламасвдир. Маъ- 
лумки, у иккита квадратурада интегралланади. (11.3) тенгламани 
чизшут тенгламага келтириш у .̂ун

r  1 1 1рz =  - ;  и =
и  *  у — у г

алмаштиришдан фойдаланилади.

8 j x =  ( 2Р{ х ) у 1 +  Q(x))u =  —  Р(х).

Бу тенгламанинг умумий интеграли
BVTO'

ы =  Сф (jc) +  -ф (х)
куринишда булади. Бу ердан (11.1) Риккати тенгламасининг тулии; 
ечими чицарилади:

, 1 _  С«/1<р ( * )  +  у ^  ( * )  +  1

1 Сф (*)+i|5 (дс) Сф (*) +  ф (х)



Шундай цилиб, Риккати тенгламасининг умумкй ечими ихтиёрий 
5'згармаснинг каср- чизицли функцияси экан.

Ушбу икки теоремани исботсиз келтириб утамиз.
2 - т е о р е м а .  Риккати тенгламасининг иккита хусусий ечими 

маълум булса, у %олда унинг умумий ечими бир квадратурада 
топилади.

3-т е о р е м а .  Риккати тенгламасининг унта хусусий ечими 
маълум булса, умумий ечим квадратураларсиз топилади.

Риккатининг махсус тенгламаси (11.1) тенгламанинг хусусий 
з^оли булиб,

^  +  ауг = Ь х« (11.4)
ах

куринишга эга. Бу ерда а, b ва а  лар узгармаслардир. Ани^лик 
учун 0 <  х <  +  оо оралик, к,аралади. Бу тенглама ^уйидаги икки 
з^олда элементар функцияларда интегралланади.

1) а  =  О, ^  +  ауг =  Ь. Бу з^олда узгарувчилар ажралади, яъни
dx

dy =  dx;
b—ауг

2) a  =  — 2. Бу з^олда тенглама ушбу куринишда булади:

*  +  « W = i .  (П.5)

(11.5) тенглама учун у = — алмаштиришни амалга оширамиз ва 

тенгламани
____ 1_  dz , а __ b

[z2 dx 2а х2
ёки

шаклга келтирамиз. Х^осил булган тенглама бир жинсли тенглама 
булиб, у квадрагураларда интегралланади.

М и с о л .  Ушбу
dy ■> , 1— =  У -\-------
dx 2х*

тенгламанинг ечимини топинг.
Е ч и ш .  у =  — алмаштиришни бажариб, тенгламани

UL — i _ ± ( ± y
dx 2 \ х )

шаклга келтирамиз. Бу бир жинсли тенгламани ечишда
г— =  и 
х



белгилашдан фойдаланамиз. У ^олда
du ,  1 о

и +  х — =  — 1 -------ы-;
dx 2

du dx du dx
«= +  2u +  2 2* 1 +  (u +  l)4 2x

u  +  1 =  tg (с  — у  In X j

Z =  X - 1 + t g  ( c — lux)] .

Демак,
P

У =
— 1 +  tg (C- {  ■»«)_

12- §. Тулиц дифференциалли тенглама.
Интегралловчи купайтувчи

Т а ъ р и ф .  Агар
М (х, y )dx  +  N (x ,  y )d y  =  0 (12.1)

тенгламанинг чап кисми бирорта и(х, у) функциянинг тулиц диффе- 
ренциали, яъни

du =  М (х, у) dx +  N (х, у) dy  (12.2)
булса, (12.1) тенглама т д л щ  диф ф еренциалли т енглам а  дейилади. 

Функциянинг тулиц дифференциали

du = - d x  +  - d y  (12.3)
дх ду

формула буйича ^исобланишини эътиборга олсак,

д-1 =  М ( х , у ) ,  ^  =  N ( x , y ) .  (12.4)
дх ду

Биринчи муносабатни у  буйича, иккинчисини эса х  буйича диффе- 
ренциаллаб, цуйидагини хрсил ^иламиз:

дМ _ д2и dN  __ д2и
ду дх ду ’ дх ду дх 

Бу ердан иккинчи тартибли ^осилалар узлуксиз булгани учун:

(12.5)
ду дх

Демак, (12.1) тенглама тулик, дифференциалли тенглама булиши 
учун (12.5) шарт бажарилиши керак.

1-м и с о л .  Ушбу
(2Х3 — ху2) dx  +  (2 г/3 — х2у) dy  =  О



тенглама тули^ дифференциалли тенглама булиш- булмаслигини тек- 
ширинг.

Е ч и ш .  (12.5) шартни текширамиз. М (х, у), N (х, у) ларии ёза- 
миз:

М  (х, у) =  2х3 — ху-, N (х, у) =  2у3 — хгу.
Хусусий хосилаларни топамиз:

2 ху, дЛ — 2ху.
ду дх

Куриниб турибдики,
д М  =  dN_ 
ду дх

Демак, берилган тенглама тулик дифференциалли тенглама экан.
(12.1) тенглама ва (12 2) шартга ^айтайлик. Уларни бирлашти- 

риб,
du = М (х, у) dx +  N (.х , y)dy  =  О

ёки
du =  О

ни хрсил киламиз, бу ердан берилган тенгламанинг умумий интегра­
ли и (х , у) = С  экани келиб чикади (С — ихтиёрий узгармас).

и(х, У) ни топиш учун у  ни узгармас деб хисоблаймиз, у лрлда 
dy =  0 ва (12.2) ^уйидагича ёзилади:

du =  М (я, у) dx.
х  буйича интегралласак,

и =  j  М(х, y)dx  +  ф (у). . (12.6)

Бу ерда ф  (у) номаълум функция. Интеграллаш доимийси у  га 6 o f- 
лик, булиши мумкин, чунки х  буйича интеграллашда у  ни узгармас 
деб ^исобладик. Энди ф (у) ни (12.6) нинг иккинчи муносабати ба- 
жариладиган цилиб танлаймиз, Бунинг учун (12.6) ни у  буйича 
дифференциаллаймиз ва натижани N {х, у) га тенглаймиз:

~  dx +  ф' {у) =  N  {х, у), 
оу

Бу ердан
Ф '(у) =  N(x, y ) — j - ^ d x .

Энди у  буйича интегралласак,

ф(у) =  J ( w (*, y ) ~ ~ j ^ d x ) dy + c -

Шундай ^илиб, и(х, у) функция цуйидаги куринишга эга булади: 

«(х, у) =  j  М (х, y ) d x +  J (N  (х, у) — j  ̂dx^jdy + С .



Бу ифодани ихтиёрий узгармас га тенглаб, берилган тенгламанинг 
умумий интегралини хосил киламиз.

Агар —  =  тенглик бажарилмаса, у >̂ олда (12.1) дифферен-
ду дх

циал тенглама т\лик дифференциаллардаги тенглама булмайди. Би­
рок бу тенгламани тегишли |д(лг, у) функцияга купайтириш билан уни 
тулик дифференциаллардаги тенгламага келтириш мумкин. Бундай 
функция берилган дифференциал тенглама учун интегралловчи ку­
пайтувчи деб юритилади. )^ар кандай дифференциал тенглама учун 
хам интегралловчи купайтувчи мавжуд, лекин уни топиш осон эмас.
(12.1) тенгламанинг интегралловчи к\пайтувчиси топилишини курса- 
тамиз. Ушбу

ц М (х, у) dx +  ii N (х, у) dy =  О 
тенглама тулик дифференциалли тенглама булиши учун

д (|И М) _  d ( \ iN )  
ду дх

ёки

N 12.7)
дх ду \  ду дх )

шарт бажарилиши керак.
Бу тенглик (12.7) тенгламанинг интегралловчи купайтувчилари- 

нинг дифференциал тенгламасидир, чунки унинг ^ар бир ечими
(12.7) тенгламанинг иккала томонига купайтирилгандан сунг уни 
тулчц дифференциаллардаги тенгламага келтиради. ц (х, у) ни топиш 
учун хусусий хосилали (12.7) дифференциал тенгламани интеграл­
лаш керак. Умумий ^олда бу масала (12.1) оддий дифференциал 
тенгламани интеграллашдан цийинроцдир. Агар ц факат биргина х  
ёки у  узгарувчига боглик, булса, масала анча соддалашади.

Биз фацат учта хусусий ^олни цараймиз.
1 - х у с у с и й  ^ о л . ц =  ц (х) булсин. У холда (12.7) тенглама

дМ dN

dx \  ду дх )  [I (х) N

куринишга келади, бундан
д М  d Nгь U IV l O lV

In ц (х) =  J  - ду N дх dx +  C,

ЯЪНИ

лам dNг-I ду дх
dxp ( x ) = e J N (12.8)

(ихтиёрий С узгармас нолга тенг деб олинган, чунки цандайдир бит­
та интегралловчи купайтувчига эга булеак, кифоя).



Бу ^олда ду дх - ифода у  га боглиц булмаслигь равшан. Акси 
дМ dN_

з̂ ам турри: агар ду д-  ифода у  га боми^ булмаса, у зущда фа-

Кат х  га богли^ булган интегралловчи купайтувчи ц мавжуд ва у
(12.8) тенглик билан ифодаланади.

2-х у с у с и й  з$ол. Энди и = ц ( у )  булсин. У з^олда (12.7) тенг­
лама

д М  ш

= _ _ g ?  ~ * х  d
dy  \  ду дх) dy  М

куринишга келад*, бундан
, ам аы

ду дх

ц ( у ) = е J м (12.9)
2 У — ° *  i y

бу ерда С =  0 деб олинган.
д м  dN

Бу з̂ олда ——---- ифода х  га бомик эмас, ва аксинча, агарм
бу ифода х  га боми^ булмаса, у з̂ олда фацат у  га борлиц булган 
интегралловчи купайтувчи мавжуд ва у (12.9) тенглик билан ифода- 
ланадк.

(12.1) тенгламани тули  ̂ дифференциаллардаги тенглама курини- 
шига келтириш учун ^аралаётган хусусий з̂ олларда одатда к,уйида-
гича йул тутилади. — —  ифода тузилади ва унинг N  га нисба- 

ду дх
ти олинади. Агар бу ифода у га борлик булмаса интегралловчи ку- 
пайтувчини топиш учун (12.8) дан фойдаланиш керак; акс з̂ олда
— — — ифоданинг N га нисбати олинади, агар бу нисбат х  га 
ду  дх

6орли1\ б) з холда х  га богли  ̂ булмаган ц купайтувчи мав­
жуд ва yiiii (12 0) формула буйича топилади.

‘2- м и к — ijid'x - г  U V  +  х) dy =  0 дифференциал тенгла­
манинг интегралловчи купайгувчисини топинг ва тенгламани инте 
гралланг.

Е ч и ш. Куриниб турибдики, М (х , у) =  х1 — у , N (х, у) =  х^у2 
+  •*»

ду дх ду дх
д М  dN

ду дх — ~ 2 ^ +*У2) нисбат х  ва у  га борлик.
N ж* — у



д М _dN

— ду------ дх_ _  — 2 ( 1 +  ху*) _  _2 х  га б о РЛЬК>
N х (ху* +  l)j х

Демак, ц = ц ( х )  интегралловчи купайтувчи (12.8) формула буйича 
топилади:

-2 f t  j 
=  е J  * =  е~ 2 1п х =  —- .

Тенгламанинг иккала томонини га купайтирамиз:

( l  ~ f ) d x  +  (у2 + ± ) d y  =  0 ёки dx +  у Ч у  + f t o ^ L  =  0. 

xdy—ydx _  ^  р^лгани у ЧуН уМуМИй интеграл

х +  — +  — =  — ёки Зх2 +  ху2 +  Зу — Сх =  О
3 х 3 я *

куринишда булади. 
Ушбу

% + P ( x ) y  =  Q(x) 
dx

чизикли тенгламанинг интегралловчи купайтувчисини топайлик. Бу- 
нинг учун тенгламани дифференциал лар цатнашган куринишда цай- 
та ёзиб оламиз:

(Р (х )у — Q (дс)] dx +  dy =  0, бунда М  (х, у) =  Р(х) у  —  Q (л:), 
N (х, у) =  1. Шу сабабли

—  =  о, —  — —  =  Р{х).
ду ' дх ду дх w

д М __cW

— — =  Р{х), ц (*) =  e f р W dx 
N

Чизицли тенгламанинг иккала TDvioiiniin е р (v) dx га купайтириш 
уни тулиц дифференциаллардаги -пи; шина келтиради. Шундай ци- 
либ, чизикли тенгламани nmvrpa i.kwuiuui яна бир усули ^осил и;и- 
линди.

3-ми со л. — ■±ау=етх дифференциал тенгламанинг интеграллов- 
dx

чи купайтувчисини топинг ва уни интегралланг (а +  т ф 0). 
Е ч и ш:  Р(х) — а, демак, ц =  еах. К,уйидагига эгамиз:
е0* [(ay  — етх) dx  +  dy] = 0 ,  ае°х ydx  +  е™ dy — e(a+ m) x dx — 0

ёки
die™ у)— e<a+m>x dx =  0.



e ia + m ) x
Умумий интеграл еах- у -------------- =  С, умумий ечим эса

а~ггп
тх

у  = С е~ах +  — — .

3-х у с у с и й  ^ол .  Энди |и =  |л[со (х, у)] булсин. Бу ^олда инте­
гралловчи купайтувчи тенгламаси (12.7) ни куйидагича ёзиш мумкин:

d со дх d(o д у  \  дУ д х )

ёки (агар N  со̂  — М ю'у ф  0 булса)
дМ д \ 7 

р /  __  ду дх
Ц С>(0 дсэN —  _ M 

дх ду

Агар
дМ дМ 
ду дх

д  со да)N ---- — М ------
дх ду

=  г|>(ю) (12.10)

булса,

булади.
Интегралловчи купайтувчининг фа^ат х  га ёки у га боилик урл- 

лари курилган хол со = х  ёки со =  у  лигидан келиб чи^ади. (12.10) 
шартдан фойдаланиб, куриниши олдиндан маълум булган интеграл­
ловчи купайтувчининг мавжудлиги шартини топишимиз мумкин. Ма­
салан, ху  к^пайтувчига боглиц булган интегралловчи купайтувчи 
[ц =  (i (х, у))

дМ dN 
ду дх 
Ny  — Мх

-- Ijj (ху) (бунда (О =  ху)

булганда мавжуд булади.
Куриниши ц, =  ц (х +  у) интегралловчи купайтувчининг мавжуд- 

лик шарти

дМ dN

у  (х + у )  (а>=х +  у)
N — М

булади.



13- §. Коши масаласи. Махсус нуцталар

Дифференциал тенгламанинг берилган у  |л.=д.о =  уп бошлангич шарт 
буйича хусусий ечимини топиш масаласи Коши масаласи дейилади.

У )Л=д.о =  уп бошлангич шартнинг берилиши изланаётган хусусий 
ечимга мос интеграл эгри чизик утиши керак булган Р „ ( х у 0) нук­
танинг берилишини билдиради. Шундай килиб, Коши масаласини 
ечиш — интеграл эгри чизшутр оиласи орасидан берилган нуцтадан 
утадиганини танлаб олиш демакдир. Бу масала х,ар доим ^ам ечимга 
эгами? Бу саволга куйидаги теорема жавоб беради (исботни келтир- 
кай, теорема баёни билан чекланамиз).

Т е о р е м а .  (Коши масаласи ечимининг мавжудлиги ва ягоналиги).
Агар f(x , у) функция ва унинг —  хусусий хосиласи Р0(х0, у„)

ду
нуктани уз ичига олган бирор D со.\ада узлуксиз булса, у  хрлда 
у ' =  f{x, у) дифференциал тенгламанинг х =  хп да ср(х0) =  у0 
шартни ка ноат л а н тир ути у  =  гр (х) ечими мавжуд ва ягонадир.

Бу геометрик жи^атдан куйидагини билдиради: теореманинг 
шартлари бажарилядиган х.ар бир нукта оркали ягона интеграл эгри 
чизик утади.

Теореманинг шартлари бузиладиган нуцталар махсус нщталар  
дейилади. Махсус нуцталар орцали, ё бирорта з\ам интеграл эгри чи­
зик утмайди, ё бир нечта чизик утади. Масалан, у'  =  — тенглама

у = С х  умумий ечимга эга, бу интеграл эгри чизик оиласи — коор- 
динаталар бошидан утувчи тугри чизи^лар дастасидир (10-шакл.)

х  — 0 да (ординаталар укида) ва
О (0, 0) нуктада теорема шарти бузиладм.
Текисликнинг, курсатилган нукталардан 
ташкари, исталган нуктаси орцали у =Сх  
оиланинг бир тугри чизиги утади. Тео­
рема шарти бузилган 0(0 , 0) нукта ор- 
к^ли чексиз куп тугри чизик утади. Оу 
укининг бошца нуцталари оркалк битта 
^ам тугри чизи^ утмайдк.

Бу мисолда 0(0 , 0) нукта тугун {ди­
критик тугун) дейилади. Бундай ^олда 
^ар бир интеграл эгри чизик махсус нук-
тада уз йуналишига эга булади.

, 2 ц  Ю- шакл 
У = ----  тенгламани хам текширай-X

лик. Ункнг умумий ечими у =  Сх2 дан иборат.
Шундай килиб, умумий ечим учи координаталар бошида булиб 

абсциссалар укига уринадиган параболалар оиласидан иборат экан. 
Махсус нукта атрофида интеграл эгри чизиклар жойлашишининг 
умумий куриниши 11-шаклда курсатилган. Интеграл эгри чизиклари 
ана шундай жойлашган дифференциал тенгламанинг махсус нуктаси 
тугун дейилади.



12- шакл

у '  = — — тенглама учун умумий интеграл ху — С/дан, яъни
л:

асимптоталари координата у^ларидан иборат булган гиперболалар 
оиласидан иборат. Хусусий ^олда, С =  0 да * =  0 ва у  =  0 (коор- 
динаталар у^лари) ни ^осил ^иламиз. Бу интеграл эгри чизи^лар 
координаталар бошидан утади, колган хамма чизиклар эса махсус 
нуцта ор^али утмайди. Бу з̂ ол 12-шаклда тасвирланган; бу турдаги 
махсус нуцта эгар дейилади.

у, _  х + у дифференциал [тенглама эса у  =  их  урнига цуйиш 
х —■* у

натижасида
du 1 +  и2 

Х ~dx 1 — и

куринишга келади, бу ердан узгарувчиларни ажратиб, интегралласак: 

In С +  arctg и — ^  In (1 +  и2) =  In х

ёки

x V T + i F  =  Cearc,g“
Эски узгарувчиларга кайтсак,

arctg ^

V x 2 + y 2 = C e
К̂ утб координаталарга {х =  р cos <р, у  =  р sin <р) утиб, охирги ечим- 

ни р =  Сеф куринишга келтирамиз. Бу координаталар боши атрофи- 
да чексиз сондаги (<р ->—  оо да) урамлар з̂ осил цилувчи логарифмик 
спираллар оиласидир. Махсус нуцта атрофида интеграл эгри чизи^- 
лар оиласининг куриниши 13-шаклда келтирилган. Бундай махсус 
ну^та фокус деб аталади.

Ни^оят у '  =  — -  тенгламани карайлик. Бу тенгламанинг уму- 
if



у

х
х

14- шакл
1 3 -шакл

мий ечими х 2 +  у2 =  С2 ни, яъни маркази координаталар бошида 
булган айланалар оиласини беради. Махсус нуцта оркали битта х.ам 
интеграл эгри чизи^ утмайди (14-шакл). Бундай махсус нукда 
маркт  дейилади.

14- §. Дифференциал тенгламанинг махсус ечими тушунчаси

Т а ъ р и ф .  Дифференциал тенгламада унинг умумий ечимидан их­
тиёрий узгармаснинг э̂ еч бир ккйматида ^осил цилиниши мумкин 
булмаган ечими махсус ечим дейилади.

Махсус ечимнинг графиги умумий ечимга кирган интеграл эгри 
чизицларнинг урамаси деб аталувчи чизикдан иборатдир. Бу чизик, 
узининг ^ар бир нуцтасида оиланинг у ёки бу интеграл эгри чизири- 
га уринади, шу билан бирга ураманинг турли нукталарида оиланинг 
турли интеграл эгри чизиклари уринади.

Демак, ураманинг (махсус ечимнинг) х,ар бир нуктаси оркали энг 
камида иккитадан интеграл эгри чизири утади, яъни унинг хар бир 
нуцтасида ечимнинг ягоналиги бузилади. Бундай нукталарпи биз мах­
сус нуцталар деб атадик. Шундай килиб, махсус ечим махсус нукта­
лардан иборатдир.

Агар F (*, у, у') =  0 дифференциал тенгламанинг умумий иите- 
грали Ф(лг, у, С) =  О булса, урама куйидаги тенгламалар системаси- 
дан топилади:

Бу ерда С ни йу^отиб, у=<р(х)  тенгламани хрсил киламиз. Агар 
бу функция дифференциал тенгламани цаноатлантирса ва Ф(х, у, С) =  
=  0 оилага тегишли булмаса, у з^олда у тенгламанинг махсус 
ечими булиб, унинг графиги Ф (х , у, С) =  0 оиланинг урамасидан 
иборат булади.

1-м и с о л .  Ушбу у 2( 1 +  у '2) =  R1 тенгламанинг махсус ечимини

Ечиш.  Тенгламанинг умумий интегралини топамиз. Бунинг учун 
уни у'  га нисбатан ечамиз ва узгарувчиларни ажратамиз:

(14.1)

топинг.



у'
* ~  У

Интеграллаб, ± y R l — у- =  х — С ни топамиз. Квадрагга кутар- 
гандан кейин умумий интегрални ^осил циламиз:

( x - C f + y *  = R \
Интеграл эгри чизиклар оиласи — радиуси R, маркази абсциссалар 
у^ида булган айланалар оиласидаи иборат (15-шакл). У рама ни топа­
миз. Бунинг учун (14.1) системани тузамиз:

j ( x -  C f + y * = R \
\ — 2(х — С ) = 0 .

Бу ердан С ни йуцотиб, у'2 =  R; ёки у  =  ± R  ни топамиз. Айлана­
лар оиласииинг урамаси у = ± R  турри чизшу/iap жуфти булади. 
у =  ± R  функция берилган тенгламани каноатлантирлди. Демак, 
у  =  ±  R  — махсус ечим.

15- §. ^осилага нисбатан ечилмаган биринчи тартибля 
дифференциал тенгламалар

Шу пайтга цадар хосилага нисбатан ечилган, яъни

y ' = f ( x , y )  (15.1)
куринишдаги дифференциал тенгламаларни текширдик. Бироц, бирин­
чи тартибли тенглама, умуман айтганда,

F ( x , y , y ' ) = 0  (15.2)
куринишга эга булиши мумкин, шу билан бирга (15.2) куринишдаги 
тенгламадан (15.1) тенглама куринишига утиш мумкин булавермай- 
ди. «Пекин (15.2) дифференциал тенгламани интеграллаш масаласини 
параметр киритиш йули билан хрсил а га нисбатан ечилган тенглама­
ни интеграллаш масаласига келтириш мумкин.

(15.2) тенгламанинг айрим хусусий ^олларини караб чицамиз ва 
уларни интеграллаш йулларини курсатамиз.

1. я - д а р а ж а л и  б и р и н ч и  т а р т и б л и  т е н г л а м а .  Тенгла­
манинг чап томони у '  га нисбатан бутун рационал функциядан ибо­
рат:



(У )П -\-Pi(y ')n Xjr P 2 {y')n 2 +  +  Рп-\У' +  Рпу — о, 
бунда п — натурал сон, Р1ч Р2, Р3 Рп лар х  ва у  нинг функ- 
циялари.

Бу тенгламани у' га нисбатан еча оламиз деб фараз килайлик, 
у холда у' учун, умуман айтганда, rt та ^ар хил ифода хрсил бу­
лади:

У' = / i  (*, У), У' =  /.(* . 1/). • > У' = f n (*» У)• О5 -3)
Бу холда (15.2) тенгламани интеграллаш биринчи тартибли /г та

(15.1) тенгламани интеграллашга келтирилади. Уларнинг умумий 
интеграллари мос равишда цуйидагилар булсин:

Фх =  (л:, у , С\) -  О, Ф2 (л;, у, С2) =  О, ФЛ (л:, у, C J -  0 (15.4)

(15.4) интегралларнинг чап томонларини узаро купайтириб нолга 
тенглаймиз:

У* ^  i)" ̂ ^2 0̂ » У у С2) Ф„ (xt у, C J  =  0. (15.5)
Агар (15.5) тенгламани у га нисбатан ечадиган булсак, (15.2) тенг­
ламанинг ечимини ^осил ^иламиз. ^акикатан ^ам, (15.5) тенглама­
нинг хар цандай ечими ^ам (15.4) тенгламаларнинг бирини, биноба- 
рин, (15.1) тенгламаларнинг бирортасини ва шундай килиб, (15.2) 
тенглама (15.1) тгнгламаларга ёйилгани учун уни ^ам цаноатланти- 
ради. Умумийликка асосланиб, (15.5) даги барча Clf С2, Сп 
узгармасларни битта С билан алмаштириш ва тенгламани

ФДх, у, С)-Ф2(дг, у, С), Ф„(л:, у, С) =  0 (15.6)

куринишда ёзиш мумкин, бу (15.2) тенгламанинг умумкй ечими бу­
лади. Бунга (15.6) тенгламанинг п та тенгламага ажралиши

У,1C) = 0 ,  Ф2(а% у , С) =  0, ,СФп(лг, У, С) = 0  (15.7)

дан ишоич ^осил цилиш мумкин, бунда С — исталган кийматларии 
цабул килувчи ихтиёрий узгармас, шу сабабли (15.4)4 тенгламадан 
^осил килинадиган барча ечимлар (15.7) тенгламадан ^осил килина- 
диган ечимлар орасида булади.

1-мисол .  (у')2 — —  =  0 тенгламанинг умумий ечимини топинг.
О*

Еч иш.  Тенгламанинг чап томониии купайтувчиларга ажратиб, 
цуйидагини ^осил киламиз:

бундан

=  0 ва y ' + t f - = 0 .

Бу иккала тенглама узгарувчилари ажраладиган тенгламадир. 
Уларнинг умумий интеграллари



W - ’- g - c - о, y j + i g — c o .

Шунинг учун берилган тенгламанинг умумий _ интеграли ушбу 
куринишда булади:

2. у  га  н и с б а т а н  е ч и л г а н  ва  [х [ ^ а т н а ш м а г а н  т е н г ­
л а м а .  Тенгламанинг куриниши

У =  Я>(У') (15.8)
дан иборат.

Бу з^олда параметр киритиш усулини цуллаш ма^садга мувофи^- 
дир. У царалаётган узгарувчиларни параметр ор^али ифодалаш ва 
ечимни параметрик шаклда излашдан иборат. у' =  р деб [олайлик. 
У з^олда берилган тенглама

У = ф ( р )  (15.9)
куринишда ёзилади. Агар х  ни р ва С ор^али ифодаловчи яна битта 
тенглама топиш мумкин булса, у хо лда  бу иккита тенглама систе- 
маси (15.8) тенгламанинг параметрик шаклдаги умумий ечими була­
ди. Улардан р ни йу^отиб, х, у  ва С орасидаги муносабатни, яъни 
одатдагь шаклдаги умумий интегрални з̂ осил цилиш мумкин.

Иккинчи тенгламани цуйидагича топамиз. у '  =  р тенгликни
dx =  —  куринишда кайта ёзиб оламиз, бундан х  =  Г  —  -f  С. р Бу 

Р ' * J Р
ердаги интегрални булаклаб интеграллаймиз:

С dy __ У | С у dp - f  " Ф (р) dp
J р  р —  J  р2 р ) р2

Демак,
х = ±  +  f ф(р)dp + С  (15.10)

р J  Pi
(15.10) ва (15.9) тенгламалар системаси (15.8) тенгламанинг пара­

метрик шаклдаги умумий ечими булади. Агар иложи булса, бу тенг- 
ламалардан р  ни йу^отиб, Ф (х, у, С) =  0 шаклдаги умумий инте­
грални з^осил ^илинади

2 - ми с о л .  у  =  {у')2 +  2 (у’)3 тенгламанинг ечимини параметрик 
куринишда топинг.

Е ч и ш, у '  =  р деб оламиз, у з^олда у  =  р2 +  2 р3. Буни х  буйи­
ча дифференциалласак:

у ’ =  (2р +  6 р 2)-^-  ёки у ' = р  
ах

булгани ва р га цис^артириш мумкин булгани учун

1 = ( 2  +  6 р ) - & .
ах



Бу ердан
dx =  { 2 + 6  р) dp ва х  =  2 р +  3 р2 +  С.

Умумий ечим
(х =  2 р  +  3 р2 Clt 
\ у = р 2 + 2 р 3

системадан иборат. Бу ерда р Ф  О деб фараз цилинади. Агар р — О 
булса, у =  С булади, бу ечим эса тенгламани С =  О булгандагкна 
цаноатлантиришини куриш осон.

3. х  га  н и с б а т а н  е ч и л г а н  ва  у  ц а т н а ш м а г а н  т е н г ­
л а м а .  Бу ^олда тенглама

х =  <р(у') (15.11)
куринишга эга.

Юцоридагидек, у'  =  р деб оламиз, у холда тенглама

* =  ф(/>) (15.12)
куринишда ёзилади. у' =  р  тенгликни [dy =  p d x  \ куринишда ёзиб 
оламиз, бундан

у  =  ^ p d x  = р х — \ x d p l  (15.13)

ёки
у = рч>(р) — \<p{p)dp +  C0A

(15.12) ва (15.13) тенгламалар системаси (15.11) тенгламанинг 
параметрик шаклдаги умумий ечимидир. Улардан р параметрни 
йуцотиб, Ф {х, у, С) =  0 умумий интегрални х;осил циламиз.

3- м и с о л. х  =  у' sin у' тенгламанинг умумкй ечимини топинг.
Е ч и ш .  у '  =  р деймиз, у эфлда х =  psin р. Эиди —  = р  тенг-

\dx
ликни dy =  pdx  каби ёзиб оламиз. Сунгра

J pdx =  рх  — J xdp =  рх  — J р sin р dp =  рх  +  р cos р  —

— J cos р dp' =  рх  +  р  cos р — sin р +  С

булгани учун у  =  рх  +  р cos р — sin р +  С. Умумий ечим цуйидагича 
ёзилади:]

х =  psin  р, 

у  =  р2 sin р +  р cosp —  sin р +  С.
4. х  ё к и  у  ц а т н а ш м а г а н ,  б и р о к  У ё к и  х  г а  н и с б а т а н  

е ч и л г а н  б у л и ш и  ш а р т  б у л м а г а н  т е н г л а м а .  Тенглама 
ушбу куринишга эга

F ( y , y ’) =  О (15.14)
ёки

F{x,  « /')=  0..



Бу тенгламалардан у  ни (биринчи тенгламада) ёки х  ни 
(иккинчи тенгламада), шунингдек р =  у'  ни t параметр оркали ифо- 
далаш мумкин деб фараз киламиз. (15.2) ва (15.3) холлардаги каби 
бу ерда хам тенгламанинг умумий ечими параметрик шаклда хрсил 
булади.

Масалан, F(y, р) =  0 тенглама булган х ол н и  курайлик. у =ц>(1) 
деб тенгламадан р = г|з (t) ни ёки, аксинча р  := (/) деб тенгламадан 
У — Ф (О ни топдик, деб фараз цилайльк. У холда бир томондан, 
dy =  p d x  =  (/) dx, иккинчи томондан, dy  =  <p' (t) dt. dy учун икка­
ла ифодани таккослаб, г|) (t) dx =  ф' (/) dt ни хрсил киламиз, бундан:

dx  =  2 -^- dt ва х =
1>( о

Умумий ечим параметрик шаклда куйидагича ёзилади:
С ф' (О

=  Г - ^  d t + C .
J Ч>(0
куйидаг 

dt -{- Су

4 - ми с о л .  у =  а У  1 +  {у')2 тенгламанинг умумий ечимини то-
пинг. _______

Е ч и ш. р =  у'  =  sh t деймиз, у ^олда у  =  а У 1 +  sh2£ =  a ch t
—  =  р дан dx =  —  ни топамиз.
dx р

dy =  a sh t dt булганлигидан dx =  a dt ва x = a t — С. Умумий 
ечим параметрик шаклда куйидагича ёзилади:

(л: =  at — С,
1 у  = a ch t.

Бундан t параметрни йукртамиз. t =  булганлигидан

у =  ach

а
х + С

16<-§. Клеро тенгламаси
Куйидаги

у = х у ' + у ( у ’) (16.1)
тенглама К леро  т енгламаси  дейилади, бунда г|з (у' )  у '  нинг функ- 
цияси. Тенгламани ечиш учун у '  =  р{х)  белгилаш киритамиз. У ^ол- 
да (16.1) тенглама

у = х р  + $(р) (16.2)

куринишга келади. Бу тенгламани, Р' ~ ~ j~  эканинн зугсобга олиб, 

дифференциаллаймиз:
dp I I ' / \ dp



Бундан

x ^ + V ( p)'y  = 0dx ax

еки

Бу тенглама

- ^ ( *  +  Ч > » ) =  0. (16.3)
dx

-  =  0 (16 4)
dx

еки

* +  = 0  (16.5)
булган ,%олда айниятга айланади. Хар икки холни караймиз.

а) (16.4) тенгламани интеграллаймиз; р =  С, С — ихтиёрий узгар­
мас. Энди куйидаги

, у = х р  +  \ |) (р)
Ь = С

тенгламалар системасидан р параметрни йукотсак, берилган (16.4) 
тенгламанинг умумий ечимини ^осил циламиз:

у =  Сх +  ^{С). (16.6)
Геометрик ну^таи назардан бу ечим т\три чизицлар оиласини таш- 
кил этади. Хрст  цилинган ечимни (16.2) тенглама билан солишги- 
риб, Клеро тенгламасининг умумий ечими ундаги у ' ^осилани ихти­
ёрий узгармас С га алмаштириш орцали \осил ^илинишини курамиз.

б) (16.5) тенгламадан р ни х  нинг функцияси, яъни р =  р(х) 
сифатида топамиз. Куйидаги

j у = x p + 1 f ip ) ,
\ р = р  (х)

тенгламалар системасидан р параметрни йу^отиб,
у  =  хр (х) +  (р (х). (16.7)

функцияни з^осил циламнз. Бу функция (16.1) тенгламанинг ечими- 
дир. ^ацицатан х;ам, бунга ишонч ^осил ^илиш учун (16.7) дан 
у' ни топамиз:

у' = р ( х ) + х +  г |/ (/>(*))
dx dx

ёки

У' =  Р +  (х-\-У' ( р ) ) - ^ -

(16.5) га кура охирги ифода куйидаги куринишга келади:



Энди у  ва у ' нинг (16.7) ва (16.8) формуладаги ^ийматларини (16.1) 
тенгламага ^уйсак,

*Р+ 'Ф (Р) = х р + Ъ ( р )  (16.9)
айният хрсил булади. Демак, (16.7) ^акикатан хам берилган тенг­
ламанинг ечими экан. Бу ечимни (16.6) умумий ечимдан С нинг 
бирорта ^ам цийматидан хрсил к;илиб булмайди. Маълумки, бундай 
ечимлар махсус ечимлар дейилади. Куряпмизки бундай ечимни

{у =  хр +  а|> (р)
\х  +  о|)' (р) =  О

системадан ёки к;уйидагиГ
У — хС +  'ф (С), 

j*  + г|)' (С) =  О
тенгламалар системасидан С ни йуцотиб з^осил цилиш мумкин. 
Бу ечим у  =  Сх +  я|) (С) умумий ечимнинг урамасини аницлай- 
ди. Демак, Клеро тенгламасининг махсус ечими у — Сх  +  ty (С) 
тугри чизиклар оиласининг урамасини аницлайди.

Шундай килиб, Клеро тенгламасини ечиш учун аввало берилган 
тенгламада у' ни С га алмаштириб, унинг .умумий ечимини топиш 
керак:

у =  Сх +  г|з (С).
Шундан сунг куйидаги

[у =  Сх +  г|з (С), j 
1* =  т|/ (С) =  О

системадан С ни йуцотиб, махсус ечимни (унинг графиги интеграл 
эгри чизиклар оиласининг урамаси булади) топиш керак.

1- мисол .  Ушбу

у =  ху' + у ' - у ' 2
Клеро тенгламасининг умумий ва махсус ечимларини топинг.

Еч и ш.  Тенгламанинг умумий ечими у' ни С билан алмашти­
риб топамиз:

у  =  Сх +  С — С2.
Бу тенгламани С буйича дифференциаллаймиз:

О = *  +  1 — 2 С.
К,уйидаги

\У =  Сх +  С — С2,
1 0 = * +  1 — 2 С

системадан С ни йуцотиб,

у +  1)а4



16- шакл

махсус ечимни ^осил киламиз. У парабола булиб, у = Сх +  С — С2 
умумий ечимлар оиласининг урамасини ташкил к,илади (16-шакл).

17-§. Лагранж тенгламаси

Ушбу
У =  х < р (у ')+ у (у ')  (17.1)

тенглама Лагранж тенгламаси дейилади, бунда ф(у'), ^  (у’) лар 
у' нинг маълум функциялари. Бундай тенглама э̂ ам р параметр 
киритиш усули билан ечилади. у ’ =  р (х ) деб белгилаймиз. У ^олда 
тенглама ушбу куринишга келади:

У =  * ф (р )  +  г|>(р). (1 7 .2 )

Охирги тенгламани х  буйича дифференциаллаб,

р =  ф (/>) +  (*ф' (р) +  (р)) y x

ёки

Р —  <Р(Р) =  ( * ф '0 > )  + г|)' ( р ) ) ^ -  (17.3)
ах

тенгламани ^осил киламиз. р — ф (р) Ф 0 ва р — ср (р) =  0 булган 
^олларни цараймиз:

dxа) р  — ф ( р ) # 0  булсин, (17.3) тенгламани — га нисбатан
dp

ечиб, куйидаги куринишда ёзамиз:

dx х  <р' (р) _  гр' (р) 

dp р — <р(о) Р — Ф(Р) *

}^осил килинган тенглама х  ва —  га нисбатан чизыушдир, демак,
dp

х = Ф ( р ,  С) (17.4)
умумий ечимга эга. (17.4) ни (17.2) га куйиб, у  ни р ва С оркали 
ифодалаймиз:

у =  Ф{р, С)ср(р) +хр(р) = f ( p .  С). (17.5)



(17.4) ва (17.5) бизга Лагранж тенгламасининг умумий ечимини 
параметрик куринишда беради:

(Х =  Ф (р, С),

IУ = f(P ,  Q .
Бу системада р параметрни йукотиб Лагранж тенгламасининг уму­
мий ечимини куйидаги куринишда хрсил ^иламиз:

F (х, у , С) =  0.
Тенгламанинг умумий ечимидан хрсил булмайдигаи махсус ечими бу­
лиши мумкин.

б) р — ф (р) =  0 булсин, яъни бирор р =  р0 да <р (ри) =  р0 бул­
син. Ушбу

{у =ДСф(р) +Ф (Р), 
ip  =Ро

системада р ни йукотиб,

У = Л Г ф (Р о )+ 1 |5 (Р о )

ечимни \осил ^иламиз. Бу эса Лагранж тенгламасининг махсус ечи- 
мидир.

Ми с о л .  Ушбу

У = Х  +  у'*
Лагранж тенгламасининг умумий ва махсус ечимларини топинг.

Е ч к ш. Бу тенгламада у' ни р (х) га алмаштириб,

у = х  +  р* (17.6)

тенгламани ^осил циламиз. Уни х  буйича дифференциаллаймиз:

p =  l + 3 p ° - f x .

Бундан

ах

1. Агар р — 1 ф  0 булса, ушбу

dx =  — -— dp 
Р  —  l

тенгламани интеграллаб, цуйидагини хрсил цьламиз:

* =  3 ( l n | p - l | + p  +  | - ) + C .  (17.7)

х  нинг х;осил цилинган ифодасини (17.6) га цуямиз:

У =  3 ^1п — 1| +  р +  - j- j  +  С +  р3



(17.6) ва (17.7) лар Лагранж тенгламасининг умумий ечимини 
параметр куринишида беради.

2. Агар р — 1 =  0 булса, р = 1 цийматни (17.6) тенгламага 
цуйиб,

у = х  +  1
махсус ечимни урсил циламиз.

1 8 - § /Изогонал траекториялар
косила га нисбатан ечилмаган тенгламаларга купинча турли гео- 

метрик масалалар, масалан, изогонал траекториялар тугрисидаги ма- 
салалар олиб келади.

Агар
Fix, у, а) =  О [(18.1)

(а — параметр) эгри чизи^ларнинг бир парамегрли оиласи булса, 
у ^олда унинг изогонал траекпгориялари деб, оила эгри чизыугари 
билан бир хил ф бурчак остида кесишадиган эгри чизшушрнинг бош- 
ца оиласига айтилади.

Хусусий холда, агар Ф =  у  булса, траекториялар ортогонал

траекториялар деб аталади.
Берилган эгри чизик;лар оиласи (18.1) нинг дифференциал тенгла- 

масини тузамиз. Бунинг учун (18.1) тенгламани х  буйича дифферен- 
циаллаймиз:

dF . 3F , л
------- -------У = 0 .
дх д у *

(18.2)

(18.1) ва (18.2) тенгламалардан а параметрни йукртамиз ва эгри чи- 
зиклар оиласининг дифференциал тенгламаси

У ' = П х , у )  (18.3)
куринишга эга булсин деб фараз килайлик- 

М (х, у) ну^тада кесишувчи иккита эгри чизик орасидаги бурчак деб, 
маълумки, эгри чизик,ларга бу нуктада утказилган уринмалар ораси­
даги бурчакка айтилади (17- 
шакл). Агар (18.1) оиласининг 
I эгри чизигига М  нукгада 
утказилган уринманинг Ох уц 
билан ташкил цилган бурчаги- 
ни а  билан, шу оиланинг II 
эгри чизигига ана шу нукгада 
утказилган уринманинг Ох уц 
билан ташкил кдлган бурча- 
гини р оркали белгиласак, у 
^олда ф =  ±  (р — а) ёки р =
=  а  ±  ф булади. Бундан

t g p _ t g « ± tg q>
1 ±  tg a  tg ф

- X



tg<p катталик берилган, уни k  оркали белгилаймиз, tg а  =  у '  =  
=  f(x , у). Шунинг учун

tg p  =  * {х' У ) ± к
1 ± k f ( x , y )

Изогонал траекториянинг исталган ну^тасининг координаталари 
билан бу ну^тадаги уринманииг бурчак коэффициента орасидаги 
муносабатни, яъни траекториялар оиласининг дифференциал тенгла- 
масини ^осил килдик. tgfi ни у ' оркали белгилаймиз, у ^олда

=  f  (*, у) ±  k
1 ±  kf (д:, у) ’

(18.4)

Бу дифференциал тенгламанинг умумий интеграли (18.1) эгри чизи^- 
лар оиласи учун изогонал траекториялар оиласи булади, улар (18.1) 
эгри чизи^ларни бир хил ср бурчак остида кесиб утади.

Агар траекториялар ортогонал булса, у холда

■ctg а  =  — —  =  
tg а

1
/  (*> У)

ва ортогонал траекториялар оиласининг дифференциал тенгламаси 
ушбу куринишда булади:

У
1

/ (*. у)
ё к и ----- — =  f  (х, у).

У
(18.5)

Шундай килиб куйидаги цоида хрсил булади: берилган (18.1) эгри 
чизиклар оиласи учун изогонал траекториялар оиласининг дифферен­
циал тенгламасини топиш учун бу оиланинг (18.3) дифференциал
тенгламасида у ' ни билан алмаштириш лозим, бу ерда

1 ± k y ’
k — эгри чизикларнинг траекториялар билан кесишиш бурчагининг 
тангенси. Хусусан, ортогонал траекториялар учун у '  ни ^----- га

алмаштириш керак.
М и с ол. Ьитта О нук,тадан утув- 

чи барча турри чизикларни бир хил 
со бурчак остида кесиб утувчи эгри 
чизикларнинг, яъни маркази коорди­
наталар бошида булган тутри чизик­
лар дастасииинг изогонал траекто- 
рияларини топинг (18-шакл).

Е ч и ш .  О нуктани координата­
лар боши учун кабул киламиз. Агар 
изланаётган эгри чизикньнг истал­
ган М (х , у) нуктасидаги уринманинг 

X Ох ук билан ташкил этган бурча- 
гини а  оркали, бу нукта радиус-век- 
торининг Ох ук бклан ^осил кил- 
ган бурчагини ф оркали белгиласак,



а  =  ф +  со булади. Бу тенгликнинг иккала томонидан тангенслар 
олиб, куйидагини ^осил киламиз:

tg g  =  +
1 —  tg ф  tg со

tg а  =  —  , tg ф =  — булгани учун 
dx х

Л ~  +  к£-------- (18.6)
i - k - ±X

куринишдаги бир жинсли дифференциал тенгламани ^осил ^иламиз, 
бунда tg со =  k деб олинди. у  =  xz деймиз, у ^олда

dy dz .—  =  х ------\-г.
dx dx

Натижада узгарувчилари ажраладиган ушбу тенглама ^осил була­
ди:

dz I . _ z + *  =____п  *..4 , а

Бунда

х  —  +  г =  — ёки х  (1 — kz) —  =  k (z* +  1).
dx 1 — kz dx

' - t* .d z = k ±
Z 2 +  1

Бунинг умумий интеграли ^уйидагича булади:

arctg z — j  In (z2 +  1) =  k In x  — k In C,

еки

Y x  * + y * = C e k 
ёки цутб координаталарда умумий ечим

4- arctg —

г =  Се
куринишда булади.

Шундай цилиб, изланаётган эгри чизиклар логарифмик c n i’V! 
лардан иборат экан.

19-§. Изоклинлар усули

Агар биринчи тартибли "дифференциал тенгламани интеграллаш* 
нинг ю^орида та^лил цилинган усулларидан ^еч бири мацсадга 
эриштирмаса ёки мураккаб ^исоблашлар талаб ^илинса, такрибий 
ечишга мурожаат цилиш мумкин. Бундай усуллардан бирини, яъни 
график усул — изоклинлар усу лини баён циламиз.



Ушбу у' = f(x, у) дифференциал тенглама Коши масаласи ечи- 
мининг мавжудлиги ва ягоналиги теоремаси уринли булган D со^а- 
нинг хар бир Р(х, у) ну^тасида //' ^осиланинг ^ийматини, яъни бу 
нукта оркали утувчи интеграл эгри чизикка уринманинг бурчак коэф- 
фициенти k = tga —у' ни ани^лайди. Бу микдорнк график тарз- 
да бурчак коэффициенти у' = f(x, у) =  k га тенг тугри чкзик кес- 
маси оркали тасвирлаш мумкин.

}̂ ар бир нуктасида бирорта скаляр микдорнинг киймати берилган 
со.\а бу микдорнинг скаляр майдони дейилади. Бизнинг хрлда 
У' = / ( * .  У) дифференциал тенглама Оху текисликда йуналишлар 
майдонини аниклайди. Геометрик нуцтаи назардан дифференциал 
тенгламани интеграллаш шундай эгри чизикларни топишдан иборат- 
ки, уларга утказилган уринмаларнинг йуналишлари тегишли ну^та- 
лардаги майдон йуналиши билан бир хилдир.

Майдон йуналишлари бир хил булган y'=k(k- const) нукталар 
туплами тенгламанинг изоклини дейилади.

Равшанки, у' =f(x, у) дифференциал тенглама учун изоклин 
тенгламаси / ( а\ у) = k булади. k нинг турли цийматларида турли 
изоклинларни хрсил киламиз. Изоклинлар оиласини топиб, интеграл 
эгри чизиклар оиласини такрибий чизиш мумкин.

Мисол. Ушбу у' = — — дифференциал тенглама учун изоклин-

лаларни ^ам уз ичига олиши мумкин, бинобарин, бундай тенгла­
манинг умумий куриниши

X
лар, йуналишлар майдонини то- 
пинг. Тенгламани ечмасдан ин­
теграл эгри чизикларни чизинг.

Ечиш. Изоклинлар тенгла-
малари: — — =  k ёки у =  — kx

X
булиб, улар 19-шаклда курсатил- 
ган турри чизиклар оиласидир.

20- §. Юцори тартибли диффе­
ренциал тенгламалар

1 9 -шакл

Тенгламанинг тартиби бирдан 
юцори булса, юкрри тартибли 
дифференциал тенглама дейила­
ди. п- тартибли тенглама у (п) ир- 
силадан ташкари эркли узгарув- 
чини хам да куйи тартибли ^оси-

(20.2)

(20. 1)

шаклда булиши мумкин.



20.1 Коши масаласи. Умуман олганда, дифференциал тенглама­
ни функцияларнинг бутун бир системаси ^аноатлантириши мумкин. 
Тайин ечимни ажратиб курсатиш учун кушимча шартлар хам керак 
булади. Масалан, /г-тартибли тенглама учун бирор х  =  х0 нуктада 
изланаётган у  функциянинг циймати ва унинг п — 1- тартибгача бар­
ча ^осилаларининг кийматлари берилади, яъни

(20.3) п- тартибли дифференциал тенглама учун бошлангич шартлар 
дейилади. (20.1) ёки (20.2) тенгламанинг (20.3) бошлангич шартлар 
системасини каноатлантирувчи хусусий ечимини топиш масаласи 
Коши масаласи дейилади.

Агар иккинчи тартибли

тенглама ^араладиган булса, у хрлда х  =  х0 да ечим учун бошлан­
гич шартлар ^уйидагича булади:

бу ерда х0, y0J y'Q — берилган сонлар. Бу шартларнинг геометрик 
маъноси куйидагича: текисликнинг берилган Р0(х0, у{)) нуь;тасида бу 
нуктадан утадиган интеграл эгри чизицка утказилган уринма бурчак 
коэффициенти у'0 хам берилган. Шундай к;илиб (20.4) дифференциал 
тенглама учун Коши масаласини ечиш — бу шундай у =ц>(х) инте­
грал эгри чизиь^ни топиш демакки, у Р0 (х0, у0) нук/гадан утади ва бу 
нуктада уринманинг бурчак коэффициенти берилган y'Q га тенг бу­
лади.

20.2. Дифференциал тенгламалар учун чегаравий масалалар TyF- 
рисида тушунча. (20.1) ёки (20.2) тенгламалар учун урганиладиган 
масалалар Коши масаласи билан чекланмайди. Купгина физика ва 
техника масалалари купинча бошлангич шартларга эмас, балки бош- 
ца турдаги кушимча шаргларга олиб келади. Бундай шартларни че­
гаравий шартлар деб аташ цабул цилинган. Масалан, изланаётган 
функциянинг бир нечта нуцтадаги киймати маълум булганда диффе­
ренциал тенгламанинг ечимини топиш талаб этилади. Бу шартларни 
^аноатлантирадиган ечимни топиш масаласи чегаравий масала дейилади.

20.3. Коши масаласи ечимининг мавжудлиги ва ягоналиги тугри- 
сидаги теорема. Агар (х0, y0t y'Q1 yQ, У(о ~ 1)) нуктани уз ичига
олган бирор D сохада узлуксиз f ( x , у , у \  у ", У{п~Х)) функ-

df  * df  df df ция узлуксиз — “ т  хусусии хрсилаларга эга
ду ду' дУ" дуп 1

булса, у  хрлда у {п) =  /  (лг, у , у ', у", */(п_1)) тенгламанинг

У\х=х,=У» 
У' |,=лл =  i/o- (20.3)

F(x, у, у ' у") = 0  ёки у" у, у ’) (20.4)



У  |лг=дг0 У<" У  |je=jr0 У O'
( Л = 1 ) ,  =  ( п = 1 )  

У  \х= х, Уо

V = vp(x)

ш арт ларни щ ноат лант ирадиган у  =  ф (х) ечими мавж уд б ул и б , 
б у  ечим ягона булади.

Бу теорема Коши масаласи ечимга эга булишининг етарли шарт- 
ларини тайинлайди. Агар каралаётган тенглама иккинчи тартибли, 
яъни у" =  f  (х, у, у ’) куринишда булса, у ^олда маълумки, у\х=,х%= у в 
83 У’\х=х, =  Уо шартлар Ри (*„, у0) ну^тани аницлаб, бу ну^тадан утади- 
ган интеграл эгри чизирига утказилган уринманинг бурчак коэффи­
циента у 0 булади. Бу ^олда теорема шартлари бажарилганда урин- 
масининг бурчак коэффициента у'0 маълум булган берилган Ф0 (дг0, у0) 
нущтадан^битта интеграл эгри ч и зи р и  утади (20-шакл).

20.4. Умумий ва хусусий ечимлар туррисида тушунча
Та ъ р и ф. (20.2) диф­

ференциал тенгламанинг 
ум ум ий  ечими деб, тенг­
ламанинг тартиби цанча 
булса шунча ихтиёрий уз- 
гармасларга боглик б\л- 
ган шундай у  =  ф (х, Сх, 
Сг, , Сп) функцияга 
айтиладики, бу функция

20-шакл. УЧУН куйидаги шартлар
бажарилади:

а) у Си С2, Сп ихтиёрий узгармасларнинг исталган циймат- 
ларида (20.2) тенгламани каноатлантиради;

б) бошлангич (20.3) шартлар хар кандай булганда >;ам, ихтиёрий 
узгармасларнинг шундай Cv Сг, , Сп ^ийматларини топиш мум- 
кинки, бу цийматларда г/ =  ф (jc, Clt С2, , Сп) ечим (20.3) бош- 
ланрич шартларни каноатлантиради.

Умумий ечкмдан ихтиёрий узгармасларнинг маълум кийматларида 
э^осил буладиган ечимлар хусусий ечимлар  дейилади.

21*§. Тартибини пасайтириш мумкин булган тенгламалар 
ва уларнинг амалий татбици

Тартибини пасайтириш мумкин булган тенгламаларнинг баъзи 
турларини куриб чы^амиз.

1. Ушбу

y in)= f ( x )  (21.1)

тенгламанинг тартиби бевосита кетма-кет [интеграллаш йули билан 
пасайтирилади.

(21.1) дан куйидагини ^осил циламиз:

J/<n=l> =  J /  (ж) dx +  Сх.



Шу тарзда талаб килинган марта интеграллаб (21.1) тенгламанинг 
умумий ечимини топамиз.

1-м и с о л .  Ушбу у"' = s i n ; t — cos* тенгламанинг

У \ * - о  =  Ь  У '1 = о  =  —  Ь  У"\х= о  =  0

бошлангич шартларни цаноаглан гирувчи ечимкни топинг.
Еч и ш.  Кетма-кет уч марта интеграллаб, цуйидагиларга эга бу­

ламиз:
у" =  — cos х — sin* +  Clt 

у' =  — sin* +  cos* +  Сх х  +  С„
•у  =  cos х  -j- sin х  -j- ^ — h С^х -f- С3.

Ci» C2, C3 ларни бошланрич шартлардан топамиз:

0 =  - i — 0 + Q ,
— 1 =  — 0 1 +  Cx • 0 +

1 =  1 -{ -О + С ^ 'О + С г’О-!- c 3,

Бу ердан Сх =  1, C2 =  — 2, C3 =  0. Шундай 1̂ илиб, изланаётган 
хусусий ечим

у  =  cos х  +  sin х  +  —-----2 х.

2. Ушбу

y ln)= f ( x ,  y (k), «/*+'>, , у (п~ 1)) (21.2)
куринишдаги унг томонида изланаётган у  функция ва унинг (k — 1) 
тартибгача ^осилалари иштирок этмайдиган тенгламанинг тартиби 
куйидаги алмаштириш оркали k  бирликка пасайтирилади: у {к> =  р (х), 
бу ерда р = р ( х ) — янги изланаётган функция. (21.1) тенглама бун­
дай алмаштиришдан сунг цуйидаги куринишга келади:

P(n~k)= f ( x ,  Р, Р \ Р \  р (п~к- \
(п — k)- тартибли тенгламани хосил цилдик. Бу тенгламани инте­

граллаб, изланаётган функцияни аник,лаймиз:
P ~  Ф (х, Clt Сг, Cn_^j,

сунгра у т  =  ф {х, Сlt С2, , Сп_к) тенгламани k марта интеграл­
лаб, умумий ечимни топамиз.

2-м и с о л .  Ушбу
у ™ = У У '  

тенгламанинг умумий ечимини топинг.
Е ч и ш .  у"' =  р (х) деймиз, у ^олда y :v=  р ва берилган тенглама 

р’ =  У~р куринишга келади. Узгарувчилари ажраладиган функция- 
га нисбатан биринчи тартибли тенгламани з^осил цилдик:



Демак, 

бу ердан

dx г и Ур
Интеграллаб, топамиз:

2 V p  = x  +  Ct ёки р =  j ^  +  Cj)2. 

у'" = ± ( х  + с 1) \
4

у" =  —  U  +  Q )3 +  с2,

У =  (** ~Ь С*!)4 -Ь -{- С2,

У =  (* +  Q )0 +  С* —  +  С3х  +  С4.

Э с л а т м а .  Бундай куринишдаги тенгламаларнинг хусусий ^оли 
изланаётган функция ошкор цатнашмаган иккинчи тартибли у " =  
=  /  (л:, у') тенгламадир. Бу ерда у' = р (х )  урнига к>уйиш ёрдамида 
тартиб бьр бирликка пасайтирилади.

2 хи'3- м и с о л. Ушбу у" =  — тенгламанинг у |х=0 =  1, у ’jx=0 =  3
1 - |-  Х “

бошлангич шартларни ^аноатлантирувчи хусусий ечимини топинг.
Ечиш.  Умумий ечимни топамиз: у 1 ~ р ( х )  алмаштириш бажара- 

миз, бу ердан у"=  р'(х). Натижада узгарувчилари ажраладиган цуйи- 
даги тенгламани х>осил киламиз:

, 2хр .. dp 2 xdx р =  — — еки —  = ------- ;
1 + * 2 р  1 +  .V2

бу ердан:
In р — In 11 -j- х~\ -}- In Cj ёки р =  Cj (1 -j- х2),

Уз навбатида бу ердан:

У' =  Cl (1 +  х2) ва у  =  Сх I* +  —j +  С2.

Сх ва С2 ларни топиш учун бошлангич шартлардаи фойдаланамиз:
(3 =  СХ.1
11 = сг-о+с%.

Булардан Сг =  3, С2 =  1.
Демак,

„ = з ( , + ^ )  +  1

хусусий ечим булади.
3. Ушбу



куринишдаги тенгламанинг узига хос томони шундаки, унинг унг 
томонида эркли узгарувчи х  ошкор 1\атнашмайди. у' =  р (у) урнига 
цуйиш (21.3) тенгламанинг тартибини бир бирликка пасайтиришга 
имкон беради. Бунда янги зркли узгарувчи сифатида у  кабул кили- 
нади. Мураккаб функцияни дифференциаллаш коидасига кура:

г du
У — —  =  ру
и dx н 

„ dp dp du ,
У = ±  =  Т у  Т х = р -р '

у'" =  А . (р'р) =  ±  (р'р) =  ( *Е- р +  0' *р)  р =  
у  dx И ’ dy dx I dy dy J 1

=  (p"p +  p'p) p = p"p2 +  (p')2 p ва хоказо.

У \  У \  У {п) ларни (21.3) тенгламага цуйиб, (п =  1)- тартибли 
тенгламага эга буламиз.

4 - ми с о л .  Ушбу у" +  у '2 =  2е~у тенгламанинг умумий ечимини 
топинг.

Е ч и ш.  у' = р (у ) ,  у" = р 'р  деб, Бернулли теигламасини ^осил 
^иламиз:

рр' +  р2 =  2 е~у ёки р' +  р =  2 е
Р

p —'U-v  урнига ^уйишдан фойдаланамиз, бу ердан р' =  u'v +  
+  uv'. Кейинги тенглама куйидагича ёзилади:

2 е ~ у 2 в” "17u'v +  uv +  uv = ------ ёки u'v +  {v +  v) и =  — —  .1 1  uv uv

v функцияни шундай танлаймизки, цавс ичида турган ифода нолга 
тенг булсин:

v ' + v  = 0 .  (21.4)
У ^олда

и’у =  2е~У. (21.5)
UV

(21.4) тенгламани интеграллаймиз.
—  =  — dy ёки In v =  — у, бу ердан

V

v =  e~v. (21.6)

(21.6) ни (21.5) га куйиб, куйидагини ^осил киламиз:

uuf =  2е- - ёки и du = 2  еу dy.
и и  в- 2  у

Интегралласак,



еки

u =  ± y r4e* +  2 C 1 (21.7)
i v функциялардан фойд 
замиз:

=  uv =  ±  е~у ]/"4 еу +  2 Сх

булади. Топилган и ва v функциялардан фойдаланиб, изланаётган 
р орали^ функцияни тузамиз:

еки

р =  ±  у  4е~у +  2С 2е~2у

лама зфсил киламиз:

Р алмаштириш бажариб, узгарувчилари ажраладиган [тенг-

^  =  ± У  i e ~ y +  2 C ie~2y 

Буни интеграллаб, умумий интегрални топамиз:
1

± - ^ V A e y + 2 С 1 = х  +  С2

ёки (х +  С2)2 =  еу + С 1У бу ерда С1 = —  Тартиби пасаядиган диф­

ференциал тенгламаларнинг амалий татби^ига дойр бир нечта мисол- 
лар курайлик.

21.1. Метеорнинг тугри чизикли ^аракати. Дастлаб тинч ^олатда 
булган, Ердан чексиз катта масофадаги метеор тугри чизикли ^ара- 
кат цилиб Ерга тушмоеда. Метеорнинг тезланиши ундан Ер марка- 
зигача булган масофанинг квадратига тескари пропорционал булсин. 
Метеор Ерга цандай тезлик билан урилишини аншуганг.

Ечиш.  Метеордан Ер марказигача булган масофани г оркали 
белгилаймиз ва

;£ l  =  Jl
dfi г*

дифференциал тенгламани тузамиз. Тезланиш w =  (бу

ерда v — метеорнинг ^аракат тезлиги) булгани учун тенглама ушбу 
куринишга келади:

dv k dv k—  =  —  ва v —  =  — , 
dt  г2 dr г3

чунки
dv  _ dv dr __ dv
dt  dr dt  dr

Кейинги тенгламанинг умумий интеграли 
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куринишга эга, бунда С ни г оо да v =  0 эканлигидан фойдаланиб
2 kаниклаймиз, яъни С =  0, демак и2 = ------- .

Г

Ерга тушишдаги тезликни г урнига Ер радиуси R ~  6,377 • 10е м 
ни цуйиб топамиз, пропорционаллик коэффициенти k  ни Ердаги 
огирлик кучи тезланиши g  =  9,8 м/с2 ва R  оркали ифодалаш мум-

£
кин: —  =  —- бундан k =  — g/?2. [Масофа г =  0 (саноц боши) дан R2
бошлаб ^исобланганлиги ва тезланиш марказга томон йуналганлиги 
учун манфий ишора олинди.]

Шундай килиб, изланаётган тезликнинг к^иймати

и =  у 2 gR4R =  V2gR  =  1^2-9,8-6,377- 10е =
=  11180 м / с »  11 км/с

булади.
21.2. Математик тебрангич. Вертикал текисликда жойлашган сил- 

лиц айлана буйлаб огирлик кучи таъсирида ^аракатланувчи моддий 
ну|\та мат емат ик т ебрангич  дейилади. Масалан, бир учи мах- 
камланган, чузилмайдиган ва огирлиги хисобга олинмайдиган ипга 
осилган М  моддий нуцтани 
математик тебрангич деб ка­
рат мумкин. М  нуктанинг 
^олатини ипнинг вертикал би­
лан ташкил килган ф бурчаги 
оркали аниклаймиз.

Айтайлик, нуктанинг мас­
саси т, ипнинг узунльги I га 
тенг булсин. М нуцтага унинг
огирлик кучи Р ва ипнинг ре-
акцияси N таъсир этади 
(21- шакл).

М  нуктанинг ^аракат диф­
ференциал тенгламасини ту- 
зиш учун

=  s =/«р,  р =  /, F T =  ЯХ =  — mgsin ф , Fn =  Рп =  mg cosy  

булишини эътиборга олиб, ёза оламиз:

ml ф =  — mg  sin Ф, 

ml ф2 =  — mg cos ф +  Nn.

2 1 - шакл

Бу тенгламаларни
оо ' у . п
Ф -|- sin ф — О, (21.8)



куринишда ифодалаш мумкин. (21.8) тенглама воситасида математик 
тебрангичнинг ^аракат цонуни, (21.9) ёрдамида эса ипнинг реакция 
кучини ани^лаш мумкин.

с
(21.9) дан курамизки, ипнинг реакциясини аншугаш учун <р2 кат- 

таликни ф бурчакнинг функцияси сифатида ифодалаш керак. Бунинг 
учун

°о _  d у ф =  ф  & Ф _ _  1 d Ф2 
^  d ф dt;  d ф 2 d ф

муносабат уринли булишини назарда тутиб, (21.8) ни куйидагича ёза- 
миз:

1 °— Id ф2 =  — g s i n y d y .
о о

Бу тенгламани t =  0 да Ф =  ф0, ф =  ф0 бошлангич шартларда ин- 
теграллаймиз:

ф о ф

- i - / j  dq)2 =  — g ^ э ш ф ^ ф  

ф# ф*
ёки

/ ф2 = 2 ^ (с 0 5 ф — СОБфо) +  /<pg. (21.10)

(21.10) ни (21.9) га цуйиб, Nn ни аншугаймиз:
о

N n =  ml ф£ +  mg  (3 cos ф — 2 cos ф0).
с

Агар нуктанинг бошлангич тезлиги v0 =  1% булса, ипнинг реак- 
цияси

tnv2
Nn =  +  mg (3 cos ф — 2 cos ф0) (21.11)

формуладан ани^ланади.
Шундай цилиб, ипнинг реакцияси тебрангичнинг бошлангич огиш 

бурчаги ф0 ва бошлангич тезлиги v„ га боглиц булади.
(21.11) дан фойдаланиб, нукта доимо борланишни цаноатлантири- 

ши учун, яъни ипнинг эгилмаслик шартидан бошлангич тезлик кан- 
дай ^ийматга эга булишини аншушш мумкин. Бунинг учун ф =  я  
булганда Nn минимум ^ийматга эришишини ва ф„ нинг х,ар кандай 
^ийматида (Nn)mln >  0 булиши учун

..2

W . , .  =

ёки

п̂ ~  —  т ^ ( 3  +  2со$ф0) > 0

Уп >  (3 2 cos фо) gl



шарт бажарилишини иазарда тугамиз.
Хусусан, ф0 =  0 булса,

v0 > V 5 g l  (21.12)
шарт бажарилганда ип доимо таранг хщда булади.

Дастлаб тебрангичнинг sin ф «  ф шартни цаноатлантирувчи кичик 
тебранма ^аракатини текширамиз. Бу ^олда тебрангичнинг ^аракат 
дифференциал тенгламаси цуйидагича ёзилади:

ф +  у ф  =  0. (21.13)

(21.13) нинг умумий ечимини

Ф =  asin ( +  а ]  (21.14)

куринишда ифодалаш мумкин. Бунда а бурчак амплитудасини, 
а  бошлангич фазани ифодалайди, улар масаланинг бошлангич шарт- 
ларидан ани^ланади.

Шундай цилиб, математик тебрангичнинг кичик тебранишлари 
гармоник тебранма ^аракатдан иборат булади.

Тебрангичнинг кичик тебранишлар даври

7  =  2 n V + -  (21-15)f S
формуладан аникланади. (21.15) дан курамизки, тебрангичнинг кичик 
тебранишлар даври бошлангич огиш бурчаги ф0 га боглик булмайди.

Ф бурчак ихтиёрий кийматни кабул ^илиши мумкин булган ^ол- 
да тебрангичнинг ^аракатини текшириш учун (21.10) ни t =  0 да

о о

Ф  =  Ф о, Ф  =  Фо =  0 бошлангич шартларда интеграллаймиз. У ^олда
(21.10) ни

g
ф2 =  2 — (cos Ф— COS Фо) 

куринишда ёзиш мумкин. Шу сабабли

l/c o s  ф — cos фо (21.16)

муносабат уринли булади. Агар тебрангич ф бурчак ортадиган йуна- 
лишда ^аракатланса, (21.16) да мусбат ишора, акс ^олда манфий 
ишора олинади.

(21.10) да узгарувчиларни ажратиб, ^уйидагини ^осил киламиз:

у  c o s  <р —  c o s  ф ,  у  I  

Бу тенгламада косинусларнн ярим бурчак синуслари

cos ф =  1 — 2 sin2 - j  , cos Фо =  1 — 2 sin2 -у-



билан алмаштирсак, тенглама ушбу куринишни олади: 
_____ ±d<p____________ =  = 2 i / £  dt.
l / s i n ^ - s i n ^  Y 1 (21.17)
Г 2 2

(21.17) ни интеграллаш учун sin -у- ни k билан белгилаб, ф 
нинг урнига

s in - j  =  6 s i n a  (21.18)

тенглик ёрдамида аницланадиган а  бурчакни киритамиз. У ^олда
d ф

бундан

^ Ф Ф _ / j—-  cos — =  k cos a  a  a , 
2 2

i 2 k cos a d a 2 k cos a d a^ ф =  -
C0SJL VA1 — ^sin^a

2
Натижада (21.17) ни

d= d a
•/].— № sin2 a

куринишда ёзиш мумкин. t =  0 да ф =  ф0 бошлангич шартларни 
^исобга олиб, (21.18) дан a  =  а 0 бошлангич киймат учун

sin —  =  k sin a 0
2

еки
n .  .a „ =  — , sin a 0 =  1

ифодани оламиз.
Шундай килиб, (21.19) ни 0 дан t гача интеграллаб, ^уйидагини 

^осил киламиз:

t =  ±  V T  Г . da  . (21.20)
'  g J Т 1 —  k 2 s in 2 a я

2

Бинобарин, t ва^т билан а  орасидаги богланиш биринчи турдаги 
эллиптик интеграл оркали ифодаланади.

о*
(21.15) га асосан ф2 манфий цийматга эга булмагани учун 

cos ф >  cos ф0 ёки |ф| <  ф0, яъни ф бурчак — ф0 дан +  ф0 гача узга- 
ради. Шунингдек, ОА вертикалга нисбатан симметрик булган нук,та-

о о
ларда фа бир хил ^шматга эга булади х;амда ф =  ±  ф0 да фа нол­
га тенг булади. Бинобарин, худди кичик тебранишлар каби ф бур-



чак ихтиёрий цийматни кабул ^илганда ^ам тебрангич ф0 бурчак 
билан аникланадиган чекка холатлар орасида тебранма ^аракатда 
булади.

Мазкур тебранишлар даври Т г ни аниклаш учун (21.20) даги 
интегралнинг цуйи чегараси тебрангич ф =  ф0 га оггандаги чекка 
^олатига мос келишини эътиборга оламиз. Бу ^олатдан тебрангич 
Ф =  — ф0 чекка холатгача ^аракатланганда (21.20) да манфий ишора 
олинади. Тебрангич чекка ^олатдан энг пастки ^олатигача кучиши- 
да утган вацт тебранишнинг чорак даврига тенг булишини эътибор­
га олсак,

ифодалайди. К  нинг циймати махсус жадвалдан аницланади. 
(21. 21) даги интеграл остидаги ифодани цаторга ёйиб,

формулани оламиз.
(21.22) дан курамизки, бошланрич огиш бурчаги ф0 катталашган 

сари тебраниш даври Т х ^ам орта боради.

ринчи иккита ^адни эътиборга олсак, тебраниш даврининг та^ибий 
циймати цуйидагича ёзилади:

о
я
Т

(21.21)

2

ёки

Л
т

о
биринчи турдаги эллиптик интегрални

(1 —  k 2  s i n 2 а) 2 

ифодани оламиз. Бундан таш^ари
л

0

булишини эътиборга олиб, тебраниш даври учун

ФР кичик циймати учун 5 т - ^ - « Ф о / 2  деб, (21.22) да фацат би-



(21.15) ва (21.23) формуладаги тебраниш даври бир-биридан
2

^1 +  ~” r j га фзР1̂ ^илади. Бу фаркнинг киймати ср., га боглиь* бу­
либ, куйидаги жадвалдан аникланади:

1 - ж а дв  а л

Фо 10° го о о 40° О
) о о 90°

2
1 + *2. 

16
1,0019 1,0076 1,0304 1,0684 1,1539

21.3. Физик тебрангич. Массалар маркази оркали утмайдиган го-
ризонтал у^ атрофида узининг огирлик кучи Р =  M g  таъсирида ^а- 
ракатланувчи жисм физик тебрангич дейилади.

Физик тебрангичнинг айланиш уи̂ и тебрангичнинг осилит уци 
дейилади. ОС масофани а билан белгиласак, тебрангичнинг холати 
ОС чизи^нинг вертикалдан огиш бурчаги ф билан аникланади.

Горизонтал Z  у^ни тебрангичнинг айланиш у^и буйлаб йуналти- 
рамиз (22-шакл). Оху текисликни тебрангичнинг огирлик маркази 
С оркали утказиб, бу текислик учун шакл текислигини оламиз. 
Тинч ^олатдан ф бурчакка огдирилган тебрангичга унинг огирлик
кучи Р ва О ну^тадаги цилиндрик шарнир реакция кучининг
X Qt Y 0 ташкил этувчилари таъсир этади. Ишкаланиш кучини ^иссб-

га олмаймиз.
Тебрангичга таъсир этувчи кучларнинг Z уща  нисбатан бош мо­

мента



Щ  =  М г (Р) +  М г (Х0) +  М г (?„) =  Р а  sin <р 
булгани учун

/ 2Ф =  — Ра  sin ф
ёки

Ф +  -т— з т ф = 0  (21.24)
' Z

тенгламани оламиз. Бунда / z тебрангичнинг осилит у^ига нисбатан 
инерция моментини ифодалайди.

(21.24) тенглама физик тебрангич харакатининг  ̂дифференциал 
тенгламаси дейилади. sin ср «  <р муносабат уринли буладиган физик 
тебрангич кичик тебранма ^аракатининг дифференциал тенгламасини

°Ф+ ^ Ф = 0  (21.25)
‘  Z

куринишда ёзиш мумкин. Бу дифференциал тенгламанинг умумий 
ечими куйидагича булади:

< p = , 4 s m ( ] / 2 £ » l + e ) -  <2 1 2 6 )

(21.26) дан курамизки, ф бурча* тебраниш даври

Т  — 2 п л / - ^ — (21.27)1 V Mga
булган гармоник тебранма з^аракат цонуни асосида узгаради.

(21.24) тенглама математик тебрангич ^аракатининг дифференциал 
тенгламаси (21.8) дан факат sin ф олдидаги узгармас коэффициент- 
лари билан фарк цилади.

Тебраниш даври физик тебрангичнинг тебраниш даврига тенг 
булган математик тебрангичнинг узунлигини аниклаймиз. Бунинг 
учун (21.24) ва (21.8) тенгламаларда в т ф  лар олдидаги коэффи- 
циентларни тенглаймиз:

Ра _
U I ’

бундан
1 = Ь Е -  =  Ь - .  (21.28)

Ра Ма

(21.28) формула ёрдамида аникланадиган I катталикка физик теб­
рангичнинг келтирилган узунлиги дейилади.

Гюйгенс— Штейнер теоремасига биноан
I z =  1С +  Ма2 (21-29)

ни ёзамиз, бунда / с — тебрангичнинг огирлик маркази оркали Z уэда 
параллел равишда утувчи уада нисбатан инерция момента.

(21.29) ни (21.28) га куйнб, физик тебрангичнинг келтирилган узун­
лиги учун



Ma

ифодани оламиз.
О нуцтадан огирлик маркази йуналишида бу катталикни цуйиб,

0 1 нуктани оламиз (22-шакл). Ох нукта физик тебрангичнинг сил- 
киниш маркази дейилади. Огирлик марказидан силкиниш маркази- 
гача булган масофа учун

а , = 1с
Ма

(21.31)

тенглик уринли булади.
Агар физик тебрангичнинг осилиш уки учун силкиниш маркази 

оркали утувчи уцни олсак, (21.28) га кура келтирилган узуплик учун

L =  +  а,
1  M a t  1

формулани оламиз. (21.31) га асосан
/га = Ма,

Бинобарин

тенглик уринли булади.
Шундай цилиб, О ва Ох нуцталардан утувчи уцлар учун ва 

/ келтирилган узунликлар узаро тенг булади. Бошкача айтганда, 
силкиниш маркази оркали утувчи уцни осилиш уки учун олсак, 
у ^олда аввалги осилиш уци янги силкиниш марказини ифодалайди, 
яъни уцлар урнини узаро алмаштириш мумкин.

21.4. Ипнинг мувозанати. Иккита учи билан Л ва В нуцталарга 
осиб цуйилган ofhp эгилувчан бир жинсли чузилмайдиган ипни ца- 
райлик (23-шакл).



Координата системасини шундай танлаб олайликки, Ох у к, гори*
зонтал жойлашсин, Оу уц эса ипнинг энг пастки 0 1 нуктасидан ут- 
син (Ot ну^та Л ва В ну^талардан пастда жойлашган).

Ипнинг 0 1 нукта ва ихтиёрий М (х, у) ну^таси орасидаги кисми 
OjM ни ажратамиз. Ипнинг бу кисмига куйидаги кучлар таъсир 
Килади: _

1) Ох нуцтага куйилган Н  таранглик кучи, у ипнинг АОг цис- 
ми томонидан ^осил цилинган ва Ог ну^тадаги уринма (горизонтал) 
буйлаб йуналган;

2) М  нуцтага куйилган Т  таранглик кучи, у ипнинг M B  цис- 
ми томонидан ^осил к;илинган ва М  ну^тадаги уринма буйлаб йунал­
ган;

3) ипнинг OjM кисмига тушган W юк, у пастга йуналган.
Ип мувозанатда булгани учун статика к,онунларига биноан бу 

барча кучларнинг координата у^ларига проекцияларн йигиндиси нол­
га тенг булиши керак, демак

Т cos а  — Н = О, Т  sin а  — W =  О,

бунда а  — таранглик кучи Т  ва Ох уцининг мусбат йуналиши ора­
сидаги бурчак, Н, Т, W — тегишлн кучларнинг катталиклари.

Бу икки тенгламадан маълум амалларни бажаргандан сунг
, W

i i a ” T f

ни ^осил ^иламиз. t g a = —  булгани учун биринчи тартибли

% - Г  (2'-32»
дифференциал тенгламага келамнз, унинг интеграли ипнинг мувоза­
натда бу'лгандаги шаклини тасвирловчи эгри чизикдан иборат.

Горизонтал таранглик Н  — узгармас. Агар W =  F (х) булса, 
(21.32) тенгламани интеграллаш мумкин:

У =  J  F( x ) dx  +  С,

бунда С — бошлангич шартлардан топилади.
Бирок, W функциянинг циймати эмас, балки унинг х  буйича \о- 

силаси маълум булган доллар учрайди. Бундай хрлда (21.32) тенг­
ламанинг иккала томонини х  буйича дифференциаллаб, иккинчи тар­
тибли

£ У . = ± М  (21.33)
dx3 Н  dx

дифференциал тенгламага эга буламиз. Агар = f ( x )  (f(x) — маъ­

лум булганда) булса, бу тенгламанинг ечими (ипнинг мувозанат 
х,олатдаги шакли тенгламаси) ушбу куринишда булади:



У =  -jj- j* ( J f  (x) dx) dx +  Ctx +  c „

бунда Cx ва C2 лар бошлангич шартлардан топилади.
Умумийроц ^олларда (21.32) ва (21.33) тенгламаларнинг унг 

томонлари фа^ат х  гагина боглик булмай, балки у  ва у ' га хам 
боглик; булиб, бу ^олларда ечимни топиш учун турли усуллардан 
фойдаланишга тугри келади, чунки бевосита интеграллаш мумкин 
эмас.

Масалан, W =  qx булиб, ип учлари ма^камланган булсин. У 
^олда (21.32) тенглама —  =  —  куринишида булади, шунинг 

учун умумий ечим

булади. х  =  0 да у  =  — шартдан С = —  ^ийматни топамиз, демак н н
изланаётган хусусий ечим

параболадан иборат булади.
21.5. Занжир чизик. Эгилувчан бир жинсли чузилмайдиган арцон 

икки учидан ма^камланган булиб, узининг огирлиги остида осилиб 
туради. Агар арцоннинг бир бирлик узунлигининг огирлиги q га 
тенг булса, арконнинг мувозанат холатдаги шаклини аникланг.

Еч иш.  Бу ^олда W  =  qS, бунда S — арцон Oj/И ёйининг узун-

хрсиланинг ифодасини (21.33) тенгламага цуйиб, х  аргумент ва

изланаётган у  функция цатнашмаган ушбу иккинчи тартибли диф­
ференциал тенгламани хосил и,иламиз:

—  =  и урнига цуйиш оркали бу тенглама узгарувчилари ажралади­

ган ушбу биринчи тартибли тенгламага келтирилади:

бу ерда H/g =  а деб белгиланган. Узгарувчиларни ажратиб, интег- 
ралласак,

X

(21.34)

dx а
is. = ± у т + й ?



1п(и +  у « ‘ +  1) = — - f l nC, ,
а

бу ердан

и +  К й ^ Т Г  =  С / ' а

У  и2 4- 1 илдизни яккалаб ва ^осил булган тенгликнинг иккала 
цисмини квадратга кутариб, соддалаштирсак,

1 = ( ? / х/а- 2 С 1иех,а

ни хосил циламиз, бу ердан

= <± ех,а------— е~х/а (21.35)
dx  2 2 CY

dyчунки и =  - р  .

Унинг умумий ечими:

у  =  f £ l  ех,а +  —  е ~ х/а  +  Сг. (21.36)
2 2 Сх

Сх ва С2 ихтиёрий узгармасларни ани^лаш учун Ох нуктанинг у  =  а 
ординатасини оламиз. Ох нуцтада уринма Ох уцца параллел эканли­
гини эътиборга олиб, бошлангич шартни цуйидагича ёзамиз: х  =  О 
да у = а , у ' =  0. л: ва у ' нинг цийматларини (21.35) тенгликка 
цуйиб, Сх ни ани^лаш учун ушбу алгебраик тенгламани ^осил ^и- 
ламиз:

2 2 Ci

бу ердан
Cj =  1.

Иккинчи илдиз (манфий илдиз) ярамайди, бу дифференциал тенгла- 
мадан бевосита келиб чикади. ^ацицатан з̂ ам, Сх <  0 тенгсизлик-
дан <  0 келиб чикади, бу эса тенгламага зид, чунки унинг унг

томони бутунлай мусбат катталик. х  ва у  нинг цийматларини (21.36) 
тенгламага цуйиб, цуйидагини хосил циламиз:

a =  f  +  f  +  c „

бу ердан Сг =  0.
Шундай килиб, изланаётган хусусий ечим

у  =  {ех,а +  е~х/а) ёки у =  a ch —
2 а

функциядан иборат экан.
Бу масаланинг ечими икки учидан осилган эгилувчан чузилмай- 

диган арцон уз огирлиги таъсирида гиперболик косвнуснинг графиги



шаклини олишини курсатади. Гиперболик косинуснинг занжир чизи^ 
деб аталиши ^ам шу билан тушунтирилади.

а =  H/q катталикка геометрик талкин берадиган булсак, у зан­
жир чизи^нинг цуйи 0 1 нуцтадаги эгрилик радиусидан (/?) иборат 
булишини кайд килиб утамиз. Бунга цуйидаги ^исоблашлар билан 
ишонч хрсил ^илиш мумкин:

Шундай ^илиб, а катталик занжир чизикнинг шаклини характерлай- 
ди: а цанчальк кичик булса, чизиь̂  шунчалик тор ва тикрок бу­
лади.

21.6. Тусин кесимининг эгилиши ва бурилиши. К^аралаётган ту- 
синнинг ^ар бир кундаланг кесими вертикал симметрия у^ига эга деб 
^исобланади. Узаро тенг кундаланг кесимлар огирлик марказлари- 
нинг геометрик урни тусиннинг уци (ёки нейтрал уц) деб аталувчи 
турри чизиедан иборат. Таъсир этувчи кучлар тусин укига тик йу­
налган булсин. 24 -шаклда бир учи маркамланган, иккинчи учига 
куч таъсир кдлаётган тусин узининг эп-лиши курсатилган. Куч таъ- 
сирида х  абсциссали бирор кесимнинг огирлик маркази О ордината 
уцига параллел равишда Ох нуцтага кучади. Кесим огирлик марка- 
зининг тусин у^ига перпендикуляр йуналишдаги ООх кучиши тусин­
нинг шу кесимдаги эгилиши ёки тусин кесимининг эгилиши дейи­
лади. Эгилишни у  билан белгилаймиз. Деформацияланиш жараёнида 
кесим яссилигича крлиб, узининг дастлабки хрлатига нисбатан бьрор 
кичик бурчакка бурилади. 25-шаклда каралаётган кесимнинг дефор- 
мацияланишдан олдинги ва кейинги ^олатлари тасвирланган. }^ар бьр 
кесим узининг дастлабки ^олатига нисбатан буриладиган 0 бурчак 
кесимнинг бурилиш бурчаги дейилади.

Тусиннинг деформациясини тулщ билиш учун ^ар бир кесимкда 
унинг эгилиши у  ва бурилиш бурчаги 0 ни ^исоблай билиш зарур. 
Уларнинг х;ар иккиси ^ам х  нинг (координата бошидан кесимгача 
булган масофа) функцияси булиб, х;ар бир кесим учун у  ва 0 ораси- 
да ани^ богланиш мавжуд булади.

Фойдаланиладиган декарт координаталарида координата боши ту-

3
_  [1 +(у' )2)* =  а.

\ У \



син у^ининг дастлабки хрлатидаги бирор ну^тада олиниб, бу у^ абс- 
циссалар уки сифатида к;аралади, ординаталар уки юкорига йунал- 
ган. Тусиннинг эгилган уки

y = f ( x )  (21.37)
эгри чизиц тенгламаси билан аншушнади. Бу эгри чизикда 0 : нук- 
тадан утказилган уринма абсциссалар уци билан 0  бурчак ташкил 
килади. Маълумки

Амалиётда тусиннииг эгилиши унинг узунлигига нисбатан кичик 
булганлиги сабабли 0  бурчак 1° дан катта булмайди. Шу сабабли

,dy 
dx

яъни кесимнинг бурилиш бурчаги (радианларда) шу кесим эгилишидан 
олинган биринчи тартибли ^осилага тенг.

Шундай килиб, тусин деформациясини урганиш масаласи унинг 
эгилган уки тенгламаси у  =  f(x) ни аниклаш масаласига келтирилар 
экан. Бунинг учун тусин деформациясини уни эгувчи ташки кучлар, 
унинг улчамлари ва материалининг физик-механик хусусиятлари би­
лан богланишини билиш зарур. Бундай богланиш материаллар кар- 
шилиги курсидаи маълум булиб, у

1 __ М  (г) 

р W E I

куринишдадир. Бу ерда р(х) — эгилган уцнинг берилган 
эгрилик радиуси, М(х) —- букувчи моментнинг тегишли 
аналитик ифодаси, Е — эластиклик (Юнг) модули 
симнинг тусиннинг нейтрал ук;и 
билан устма-уст тушадиган ук- 
ка нисбатан инерция моменти.
26- шаклда эгрилик радиусини бу­
кувчи моментнинг узгаРишига 
богли^ равишда узгариши тасвир- 
ланган. Эгилган уц тенгламасини 
олиш учун уцнинг эгрилик радиу­
си билан унинг нукталари коорди- 
наталари х  ва у  орасидаги бор- 
ланишдан фойдаланиш лозим:

d2y
1 _  , d x -

p W

(21.38)

нуктадагн 
кесимдаги 

I  — кундаланг ке-

у ы ш

(21.39)

(21.39) муносабатни (21.38) 
цуйиб, у, х, М(х) ва E I  ларни



6оеловчи дифференциал тенгламани х,осил киламиз:
d'l y
dx М (х)

— £Г- (21.40)

\осил  килинган тенглама эгилган ук тенгламаси ёки эластик ни- 
зицнинг дифференциал тенгламаси дейилади.

Амалиётда учрайдиган купгина масалалар учун тусин кесимининг
бурилиш б\рчагини аницловчи — микдор бирга нисбатан жуда ки-

d x

чик мик;дор булиб, унинг квадратини ^исобга олмаслик мумкин. У 
^олда (21.40) тенглама соддалашади:

&у =  а д  - EI — 1 =  М  (х). (21.41)
dx1 EI dx2

(21.41) тенглама тусин эгилган укининг та^рибий дифференциал тенг­
ламаси дейилади. Бу ерда иккинчи тартибли ^осила ишораси эгил­
ган у^ни ифодалоЕчи эгри чизи^ боти^ булса мусбат, кабарик бул­
са манфий олин ади . Бундан буён дифференциал тенгламани

E I  —  =  М (х) (21.42)
d x 2

шаклда ёзамкз.
Эгилган щ  тенгламаси (21.42) дан эгилишлар тенгламаси у =  

=  f(x) ни олиш учун (21.42) тенглама интегралланади:

ej 4а =  Г м(х)йх + с,
dx j

иккинчи маротаба 'интегралласак,
E ly  =  f dx J М  (x)dx +  C x + D .

Кесим бурилишининг тенгламаси:

( 1 = 1  =  5  [ , ( « М Л  +  С], 

кесим эгилишининг тенгламаси:

У =  h  [ -f м  ^  dx +  Cx +  D ]•
Интеграллаш доимнйлари С ва D курилаётган масала учун 

чегаравий шартлардан аншутнади. 1- м а с а л а .  Б и р  т о м о н ­
д а н  м а ^ к а м л а н г а н т у )  
с и н н и и г (консол тусин- 
э г и л и ш и .  I узунликдаги ту- 
син чап томондан ма^камлан- 
ган. Унг учига Р  куч таъсир 
этади. Тусиннинг эгилган уки 
шаклини ва кесимларнинг бу- 
рилишини аникланг (27-шакл).

Е ч и ш .  Координата боши- 
ни А  ну^тада деб, у  укининг

-  X



мусбат йуналишини юцорига, х  укини унгга йуналтирамиз.
Эгилган уц тенгламаси (21.42), ушбу

х  =  0 да у  = 0 , 0 = &  = у '  =  0 (21.43)
dx

чегаравий шартларда ечилади. (21.42) тенгламанинг унг томони бу- 
кувчи момент М(х) ни аницлаш учун координата бошидан х  масо­
фада ихтиёрий кесим оламиз. Бу кесимдаги букиш моменти

М(х) =  — Р(1 — х) 

га тенг булади. У ^олда

Ely" = —р(1 — х).
Бу тенгламани икки марта интеграллаймиз:

Ely ' = - p ( l x - j }  +  C. (21.44)

Е /у  — — Р — ~ )  +  Cx +  D. (21.45)

Интеграллаш доимийлари С ва D ни аницлашда (21.43) чегаравий 
шартлардан фойдаланашз:

С  =  0. D =  0.
Шундай цилиб,

0 =  — =  — —  ( 2  — -^Л, (21.46)
dx 2 E I  \ I j  '

!' “ - Й г ( 3 - 7 ) -  (2 l- 47)
Муста^камлик масаласи ^аралаётганда эгилиш ва бурилпшнинг 

энг катта цийматларини ани^лаш му^им а^амиятга эга. Улар (21.46) 
(2 1 .4 7 ) функцияларнинг максимумлари ва чегара ну^таларидаги энг 
катта ^ийматлари каби ани^ланади. Одатда, хар бир ну^тада хисоб- 
ланадиган эгилиш индекси кесимни белгиловчи f  ^арфи билан бел- 
гиланади. К^ралаётган масалада В нуцта учун х  =  I да

г __ Р / 3 

*в  з  Е Г

Минус ишораси эгилиш пастга йуналишини англатади. Энг катта 
бурилиш ^ам шу кесимда булиб, у

0а =  -  —  в 2 E I
га тенг. Бу ерда минус ишораси бурилиш соат мили йуналишида 
эканлигини англатади.

2- масала. Т е к и с  т а ц с и м л а н г а н  к у ч  т а ъ с и р  и д а б и р  то- 
м о н д а н  м а з ^ к а м л а н г а н  т у с и н н и н г  э г и л и ш и .



Узунлиги I га тенг, чап 
томондан махкамланган ту- 
синга интенсивлиги q га тенг 
текис та^симланган куч таъ­
сир этмокда. Тусиннинг эги­
лиши ва бурилишини ани^- 
ланг (28-шакл).

Е ч и ш .  Координата бо- 
шидан х  масофадаги кесим- 
да букувчи момент М (х) =

=  — q —— — булади. Демак, эгилган у к, тенгламаси 

£7 — = —q (l ~ х)"'
dx* 4 2

куринишда ёзилади. Бу масала учун ^ам чегаравий шартлар

(21.48)

х =  0 да 0  =  0 , 6 = ? = 0  
dx

(21.49)

дан иборат. Эгилиш тенгламаси (21.48) ни кетма-кет икки марта ин- 
теграллаймиз:

E I JX = J §  ( l — x)2 d(t —  x) +  C =  j :  ( l — x)3 + C ,  (21.50) 

E /y  =  - % -  ( 1 - x Y  +  C x + D ,  (21.51)
24

Интеграллаш доимийлари С ва D (21.49) шартдан аникланади:

C = _ i i 3; D = | ^ .
6 *24

Шундай килиб, бурилиш ва эгилиш тенгламалари мос равишда

^  =  — (з  — 3 -  +  - V  у  =  — (б — 4 -  +  - )  булади. 
dx  6EI \  I ^  I* ) '  а  2AEI V I I2 )

Тусиннинг х  =  / унг томонидаги энг катта деформациялари

0  = — 
тах 6 El'
f ____ я л

8 EI
га тенг.

22- §. Юцори тартибли низицли дифференциал тенгламалар. 
Чизицли дифференциал оператор.

1. Т а ъ р и ф .  Агар п-тартибли дифференциал' тенгламада из- 
ланаётган функция ва унинг ^осилалари биринчи даражада цатнаш- 
са, бундай тенглама чизщли тенглама дейилади. п- тартибли чи- 
зицли дифференциал тенглама к,уйидаги куринишга эга:

ао(х)У п ( х ) у п +  +  ап{х) У — /  (■*■)» 
бу ерда а0(х), а1 (х), , ап (х) лар х  нинг маълум узлуксиз функ- 
циялари (хусусий ^олда улар узгармас сон лар булиши мумкин). Бу



функциялар тенгламанинг коэффициентлари дейилади, шу билан 
бирга а0 (х) =  1 (агар у 1 га тенг булмаса, тенгламанинг ^амма ^ад- 
ларини унга булишимиз мумкин).

/М  Функция озод %ад ёки тенгламанинг унг томони дейилади. 
Агар /  {х) ф  0 булса, у ^олда

yw +  Й! (л:) y {n~ l) +  +  ап (*) y = f(x )  J 2 2 A )

тенглама чизщли бир жинсли булмаган. тенглама дейилади.
Агар /(*)== О булса, (22.1) тенглама

у (п) +  аг (*) у (п~ Х) +  +  ап (х) у  =  О (2 2 .2 )

куринишга эга булиб, чизщли бир жинсли тенглама дейилади.
(2 2 .2 ) тенгламанинг чап томони у, у', у", у (п) га нисбатан
бир жинслидир.

Чизикли дифференциал тенгламалар учун ечимнинг мавжудлик 
ва ягоналик теоремасини исботсиз келтирамиз.

Т е о р е м а .  (22.1) чизикли дифференциал тенгламанинг а1 (*), 
аг (х), . , ап (*) коэффициентлари бирорта [а, Ь] кесмада узлук­
сиз бдлсин. Агар * 0 циймат [а, Ь] оралища тегишли булса, у  
хрлда (2 2 . 1) тенгламани ва унинг исталган бошлангич шартлари 
системасини цаноатлантирувчи, бутун (а, Ь) оралщда аниклан- 
ган цамда узлуксиз булган битта ва фацат битта у  =  ц>(х) ечи­
ми мавжуд' булади.

2 . (2 2 .2 ) тенгламанинг чап томонини

L [у] =  </<п) +  «х (х) УЫ~ Х) +  +  ая (*) у  (22.3)
оркали белгилаймиз. Шу билан бирга ai(x) функцияларда х  аргумент- 
ни кисцалик учун ёзмаймиз. Бу ифода у  функциянинг чизицли диф­
ференциал оператори деб аталади.

L оператор у  функцияга янги L[y\  функцияни мос цуяди.
1- м и с о л ,  Агар L [ y \ = y "  — ху’ +  2у ва L [у] = у "  + х у  булса, 

L  [*®] ва L  [sin*] ларни топинг.
Е ч и ш .  у  = х 3 учун цуйидагини х,осил киламиз:

L  [jc3] =  (jc3)" — х  (х3)’ +  2*3 =  6* — З*2 • *  +  2 х3 =  6*  — х3,

яъни у = х 3 функцияга L[y] =  6 * — х3 функция мос цуйилади. у  =  
=  sin* функция учун эса куйидагига эгамиз:

L [sirw] =  (sin*)" — * (sin*)' +  2 sin* =  — sin* — * cos* +  2 sin* =
=  sin* — *cos*.

L [y\ =  у" +  ху  булсин. У \олда у = x 3 учун куйидагига эга­
миз:

L I*3] =  (х3)" +  *  (*3j =  6* +  х4.

у  =  sin* функция учун эса:
L  [sin*] =  — sin* +  *sin*.



L [y[ чизи^ли дифференциал оператор цуйидаги иккита асосий 
хоссага эга:

а) Узгармас купайтувчини оператор белгиси ташкарисига чика- 
риш мумкин, яъни

L [Су] =  CL [у], (22.4)
бу ерда у  — исталган, п марта дифференциалланувчи функция; С —
— узгармас. Х^и^атан хам, (22.4) операторнинг таърифига кура

L [Су] =  (Су)п +  а, +  а, (Су)(л~ 2> +  +  йпСу =  Су(п) +
+  a iСу{п >+ a 2 -Ct/(l J -j- +  апСу — С (г/(,,) +  а ^ "  !)+

+  <кУ{п~П +  +  апу) =  CL [у].
Бу хосса операторнинг бир жинслилик хоссаси дейилади.

б) Иккита функция йигиндисининг оперзтори ^ар ^айси к\шилув- 
чининг операторлари йигиндисига тенг, яъни

L lyi + У-А =  L Ш  +  L [уг],
бу ерда i/lt уг — исталган, п марта дифференциалланувчи функция- 
лар. ^а^и^атаи ^ам,

L [y i +  Уг] — (У1 +  (У\ +  Уг) ̂  ^ +  +
+  +  у /  -Га„(у, f  у»).

Й ириндипимг хосиллси  х .оеилалар й иги ндиси га  т е н г  б у л г а н и  у ч у н  

ЦУ\ -г У2] {у\п) -г У ^ )  а, (у\п ” -г y f '"1' ) —

-  ап̂ У\ +  У‘1 ) =  («/‘Г* ^  а \ уГ "  -г 'Ч ,  */,) -

~  ^У-У ~r (i['A * +  +  ап У ,) =  [f/|] -г Ц у 21-

Бу хосса операторнинг аддипгивлик хоссаси дейилади. Равшанки, 
у фацат иккита эмас, балки исталган чекли сондаги цушилувчилар 
учун ^ам уриилидир,

23- §. Чизицли бир жинсли дифференциал тенгламалар. Чизицли

боглиц ва чизицли эркли функциялар системалари
(22.3) чизи^ли дифференциал оператордан фойдаланиб, (22.2) чи- 

зикли тенгламани
Н у ]  =  0  (23.1)

куринишда ёзиш мумкин.
Шундай килиб, бу тенгламанинг ечими шундай у  функциядан 

ибораткн, унга L [у] оператор ноль сонини мос цуяди. Энди, чи- 
зицли бир жинсли (2 2 .2 ) дифференциал тенгламанинг хусусий ечим- 
лари ^а^идаги теоремаларни цараймиз. Бунда операторнинг олдинги 
параграфда куриб чикилган хоссаларидан фойдаланамиз.



1- т е о р е м а .  Агар у х функция (22.2; тенгламанинг ечими бул­
са, у  хрлда Сух функция хам бу тенгламанинг ечими булади

Ис б о т и .  Агар у х функция (22.2) тенгламанинг ечими булса,
(23.1) тенгликка кура; L [y x] =  0 . Бирок, чизицли операторнинг бир 
жинслилигига кура, L[Cyx] = CL[tjx]% яъни L[Cyx] =  0. Кейинги тенг­
лик Сух функция яры (2 2 .2 ) тенгламани цаноатлантиришпни, яъни 
унинг ечими булишини билдиради.

2 - т е о р е м а .  Агар у х ва у 2 (2 2 .2 ) тенгламанинг ечамлари бул­
са, у хрлда у х +  у2 функция хам бу тенгламанинг ечими булади.

Ис б о т и .  Агар у х ва у2 (22.2) тенгламанинг ечимлари булса, у 
^олда (23.1) тенгликка кура куйидагига эгамиз:

L [ух] =  0 ва L [у2] =  0.
Бирок, операторнинг аддитивлик хоссасига кура: L [ y x -{-y.,] =  
=  L [У\] +  яъНИ L \У\ +  У*] =  0- Бу у х +  //, (22.2) тенгламани 
цаноатлантиришини, яъни унинг ечими булишини билдиради.

Н а т и ж а .  Агар у х, yv  уп— (2 2 .2 ) чизикли бир жинсли 
дифференциал тенгламанинг хусусий ечимлари булса, у холда 
уларнинг чизикли комбинацияси

У = с \ У \ + С 2у2+  -г С„ уп
%ам берилган тенгламанинг ечими булади.

У =  С \ У \ + С 2У2 + .  + С п уп ифода п та ихтиёрий ;>згармасни уз 
ичига олади ва п- тартибли дифференциал тенгламани каноатлантира- 
ди. Ихтиёрий узгармаслар ^атнашган бу ечим умумий ечим булиши 
учун ихтиёрий узгаРмасларни улар бошлангич шартларнинг исталган 
берилган системасини ^аноатлантирадиган ягона усул билан танлаш 
имконияти мавжуд булиши керак. Бундай имконият мавжудми ёки 
йуцми эканини ани^лаш учуй функцияларнинг чизикли боглик ва чи- 
зи^ли эркли (боглик  ̂эмаслик) тушунчаларини киритиш керак булади.

1- т а ъ р и ф .  Агар бир ва^тда нолга тенг булмаган п та а^, а 2,
, ап сонлар мавжуд булиб, барча х[£ [а , Ь] лар учун

« |У 1 + « 2  0 2 +  + а п^ п = 0  (23.2)
муносабат бажарилса, [а, Ь] кесмада аник^ланган ва узлуксиз y v у2, 

Уп функциялар системаси [ау Ь] кесмада чизикли боглиц дейи­
лади.

Агар ап Ф 0 деб фараз ^илсак, (23.2) муносабатни цуйидагича 
ёзиш мумкин:

Уп =  Pi У\ +  р2 У2 +  +  P/Z-1 У п-1»
бу ерда

Шунинг учун функциялар системасининг чизикли богли^лиги систе- 
манинг функцияларидан ^еч булмаганда биттаси крлганларининг чи- 
зицли комбинациясидан ибэрат булишини билдиради.



Хусусан, иккита у 1 ва у2 функция уг =  $ух ёки —  =  р, яъни
У\

уларнинг нисбати \згармас сон булганда чизшуш боглик; булади.
2 - т а ъ р и ф .  Агар a i y l -\-a2y2 +  + апУп =  ® муносабат 

факат
[ а ,  =  а 2 =  =  а „  =  О

шартда бажарилса, [а, Ь] кесмада аницланган ва узлуксиз y v у2,
, уп функциялар системаси чизикли эркли дейилади.

Хусусан, иккита: у х ва у 2 функция —  Ф а , яъни уларнинг

нисбати узгармас сонга тенг булмаганда чизикли эркли булади.
1- мисол.  Ушбу у х =  cos2 л:, у2 =  sin2 л:, у3 =  а функциялар сис­

темаси барча х £ ( — оо, +  оо) лар учун чизикли борлшу ^аци^атан
1 1 I^ам, а х =  I, а 2 =  I, а 3 = ------- да исталган х  учун цуйидагига

а
эгамиз:

a ly 1 +  а 2у2 +  а3у3 =  cos2* +  sin2* — 1 = 0 .
2 - мис о л .  Ушбу

Уг =  cos'-x, уг =  sin2*, у 3 =  ех , у А =  sin 2х, у5 =  cos 2х, уа =  \пх
функциялар системаси чизшуш богли^.

}^аь;ш^атан ^ам, а , =  1, а 2 =  — 1, а 3 =  а 4 — а 0 =  0 . а 5 =  — 1 
да исталган х  учун куйидагига эгамиз:

“ if/i +  а*Уг +  а зУз +  а 4У4 +  а ъУъ +  а  »Ув =  cos2* — sin2* — cos 2х  =  0.
3 - мис ол .  Ушбу

у { =  1, у2 = х ,  у 3 = х \  , у п+[ = х п

функциялар системаси чизикли эркли.
^ацицатаи ^ам,

а \У[ + а2#2 +  +  ал+! Уп+\ =  а 1 +  а 2х +  +
+  a n+i хп =  0

тенглик х  нинг п дан катта булмаган кийматлари (n-даражали тенг­
лама илдизлари) учун уринли. К,олган ,\олларда тенглик cxj =  а 2 =  
=  =  а п+1 =  0  булганда уринли.

4 - ми с о л .  Ушбу у х =  s in х, у 2 =  cosх  функциялар системаси 
чизи^и эркли. ^а^ицатан ^ам, a Jy l а 2у2 =  а х sin х  +  « гcos х  =  0  
тенглик а г =  а , =  0 булганда уринли. Функциялар сони ик­
кита булганда уларнинг чизикли эрклилигини бу функция-
ларнинг нисбатидан фойдаланиб аницлаш мумкин. —  = tg *

У2
булиб, барча х  лар учун узгармас сон булмагани сабабли уг =  sin*, 
у2 = c o s x  лар чизикли эркли.



24-§. Вронский детерминанти. Функциялар системасининг чи- 
зицли боглик, ва чизицли эркли булиш шартлари

Т а|ъ р и ф. п —  1 марта дифференциалланувчи y v у2, , уп 
функциялар системасининг Вронский детерминанти деб куйидаги 
детерминантга айтилади:

У\ У2 Уп
у\ Уг Уп
у(Г ifr" у'Г"

Бу детерминант х  нинг функцияси булиб, W =  №(jc) =  W[yx, i/a . .
уп] каби белгиланади. У функцияларнинг чизицли боглиц ёки 

эркли эканини урганиш воситаси булиб хизмат килади.
1- т е о р е м а .  Агар у х, у 2, уп функциялар системаси чи­

зщ ли  6ofau% булса, бу системанинг Вронский детерминанти 
W (х) функция анщланган барча нуцталарда айнан нолга тенг 
булади.

Ис б о т .  y lt уг уп функциялар системаси чизиьуш боглик
булгани учун

о у / i + “ *«/.+ +  а-пУп =  О 
тенглик уринли, бунда ^амма коэффициентлар бараварига нолга 
тенг эмас. а г, а 2, , а п лар ичида нолдан фарцлилари мавжуд. 
Тенглик функция ани^ланган ^амма ну^таларда уринли. Бу тенг­
ликни п — 1 марта дифференциаллаб, а х, а 2, . . , а п ларга нисба­
тан п та алгебраик тенгламаларнинг чизи^ли бир жинсли система- 
сини хрсил ^иламиз. У цуйидагидан иборат:

«i*/i + а2у2 + +а пУп =0,
*\У\ +  *2 У2 +  + апУп =  0’

. a i */Г~1) +  «2 У з~1} +  +  ««У п~1) =  о.
Бу системанинг коэффициентлари бараварига нолга тенг булмагани 
учун (шартга кура) унинг детерминанти нолга тенг булиши керак, 
яъни;

Ух У2 Уп
У[ У* Уи

уТ " у(Г 1) у(;~1)
Бу y v  уг, . . у п функциялар системасининг Вронский детерминан- 
тидан иборатдир. Демак, функция аницланган исталган нукта учун 
W\y 1, У г, , у п\ =  0. Теорема исботланди.



1-изо^.  Теоремадан функция ани^ланган ну^таларнинг хеч 
булмаганда биттасида W ф  О булса, уъ . , уп функциялар 
системаси бу со^ада чизикли эркли булиши келиб чикдди.

1- ми с о л .  ек'х9 екгХ, ек*х функциялар системаси kv  k2, k3 лар 
турлича булганда барча х лар учун чизикли эркли эканини курса- 
тинг.

Ечиш.  Вронский детерм и на нти ни тузамиз ва уни хисоблаймиз:

k .x  k .x  k .x V—  е • е * • в г X

ек'\Х gftjX ek,X

W = К
k.xе 1 k / * X k / ' "

— 
ю k,xе 1 £  eh‘x k\ ek'x

1 1 1

X V k3
k\,

__ e( l̂+kt-\-k3)X

k2 k\ k3 

Щ — Щ Ц — Щ 

^2 /jj kZ
(k2 --- kj) (k2 +  kx) (k3 --- kX) (k3 +  k j

1 1= e{ki+k‘+k‘)x(ki - k 1)(k3- k 1)- k% +  kx k3 +  kx
= e  (*.+*.+*,)A- (*, — (fta — *  0  (барча * лар учун).

Демак, k lt k2, k3 лар турлича булганда ек,х, ек,х, ек,х функция­
лар системаси барча х лар учун чизикли эрклидир.

2- изох.  Агар klt kit ' kn лар турлича сонлар булса,
k ,X  k 2xе \  е , екп х

функциялар системаси хам чизикли эркли эканини худди ю^орида- 
гига ухшаш исботлаш мумкин.

Маълумки, п- тартибли чизикли бир жинсли дифференциал тенг­
лама

24.1)

ни чизикли дифференциал оператор ёрдамида L[y] = 0  кхринишда 
ёзиш мумкин. Айтайлик, у х(х)у у2(х), . , уп (х) лар бу тенглама­
нинг ечимлари булиб, бу функциялар бирор сохада дифференциал­
ланувчи булсин. Бу ечимларнинг чизикли эркли булиши шартини 
топамиз.

2 - т е о р е м а .  Агар у^х), у2(х), , уп (х) функциялар чизиц- 
ли эркли ва (24.1) чизикли бир жинсли тенгламанинг ечимлари 
булса, у хрлда бу функцияларнинг Вронский детерминанти тенг- 
ламанинг коэффициентлари аникланган соханинг цеч бир нук- 
тасида нолга тенг булмайди.

И с бот.  Дастлаб, у =  0 функция (24.1) тенгламанинг ечими бу­
лишини ва ь^уйидаги бошлангич шартларни ^аноатлантиришини цайд 
^илиб утамиз:



У I , =, о =  о, у' | л = , 0 =  0, у (п " | д = , 0 = 0 ,  (24.2)

бу ерда х0— тенгламанинг коэффициентлари аникланган соханинг 
нуктаси. Фараз киламиз, бирорта х0 ну^тада Вронский детерминанти 
нолга тенг булсин

уМо) %Ц>) Уп{Хо)
У0(Хо' У‘2^0^ У п ^W (x0) =

У\ (*о) t/2 V 0)

—- 0 .

Детерминанти W (лс„) булган алгебраик бир жинсли тенгламалар сис- 
темасини ёзамиз:

a i УМо) -р а ,  у2(х0) -)- 
^ У \ (х 0) + а  2у ’2(х0) +

+ ап Уп(Хо) ~
+  а пУ',Ю = ° - (24 3)

а \У\" 'Ю  +  а 2 у (2 ’’К )  +  +  а ,1 Уп' ' '(Vг —1)/

Бу системанинг детерминанти W  (*0) =  0 булгани учун у ноль бул- 
маган ечимга эга, яъни a .( i  =  1, ri) ларнинг ^аммаси ^ам нолга 
тенг эмас. а ,, а2, ап лар ёрдамида ечимларнинг чизикли
комбинациясини тузамиз. Ушбу функцияни ^осил циламиз:

у (х) =  а,I/! (х) +  а 2у2 (х) +  +  а пУп (х), 
бу ерда а А, а 2, ап ларнинг ^аммаси ^ам нолга тенг эмас.
(2 1 . 1) тенглама ечимларининг чизикли комбинацияси булган у(х) 
функциянинг узи ^ам унинг ечими булади. Бундан таш^ари а п а 2,
а 3, , а п (24.3) системанинг ечими булгани учун у(х) (24.2) 
бошлангич шартларни каноатлантиради:

y(*o) =  о, у' (ха) =  О, у (п~ ]) (х0) =  0 .

Бироц, бу бошланрич шартларни (21.1) тенгламанинг ечими булган 
у =  0 (айнан нолга тенг) функция хам каноатлантиради. У холда 
берилган бошлангич шартларни каноатлантирадиган ечимнинг яго- 
налигига кура:

у(х) =  О
еки

«ii/j М  +  агУг(х) + +  а  пу п (х) =  0 .

Биз у х{х), у2{х), . , у п (х) функциялар чизикли эркли деган ху- 
лосага келдик, бу эса шартга зиддир. Бу зидднят теорема ни исбот- 
лайди.



Н а т и ж а .  Чизикли бир жинсли дифференциал тенглаАманинг 
ечимлари булган у х (х), у2 (х), , у п (х) функциялар системасининг 
Вронский детерминанти ё айнан нолга тенг, ё ^еч бир нуцтада нол­
га тенг булмайди. Бу у } (х)> у2(х)у . .  , уп(х) ечимлар системаси 
ё чизикли богли! ,̂ ё чизикли эркли булишидан келиб чикади.

25-[§. Ечимларнинг фундамента л системаси
Т а ъ р и ф .  и-тартибли чизикли бир жинсли дифференциал тенгла­

манинг п та чизикли эркли ечимлари системаси унинг фундаментал 
системаси дейилади.

1- т е о р е м а. п- тартибли чизикли бир жинсли дифференциал 
тенгламанинг п та чизикли эркли ечимлари унинг фундаментал 
ечимлар системасини ташкил этиши учун уларнинг Вронский 
детерминанти нолдан фарцли булиши зарур еа етарлидир.

Х̂ ар кандай чизикли бир жинсли дифференциал тенглама чексиз 
куп фундаментал ечимлар системасига эга булишини курсатиш мум­
кин.

Ечимларнинг фундаментал системаси тушунчаси ва Вронский де­
терминанти туррисидаги цараб чикилган теоремалардан фойдаланиб, 
кандай ^олда чизикли бир жинсли дифференциал тенгламанинг уму­
мий ечшини хусусий ечимлардан тузиш мумкин, деган саволга жа- 
воб бериш мумкин.

Бу саволга чизицли бир жинсли дифференциал тенглама умумий 
ечьмининг таркиби тугрисидаги куйидаги теорема жавоб беради.

2 - т е о р е м а .  Агар y v у2> у3, , у п чизщли бир жинсли 
дифференциал тенглама ечимларининг фундаментал системаси 
булса, у %олда бу тенгламанинг умумий ечими бу ечимларнинг чи- 
зицли комбинациясидан иборат булади, яъни

У — С\У\ -\~С2у2 -\г +  Сп у п, (25.1)
б у ерда Ср С2, Сп — ихтиёрий узгармаслар.

И с бот.  23-§ даги 1 ва 2 - теоремалардан келиб чи^адиган нати- 
жаларга асосан (25.1) функция чизикли бир жинсли тенгламанинг 
ечими булади. у ечим умумий булишини исботлаш учун ушбу

У К ) =  Уо' у ’ W  =  Уо. У(п~1) (*о) =  Уоп~1) (25.2)
бошлангич шартлар хрр цандай булганда ^ам С2, , Сп их­
тиёрий узгармасларнинг шундай ^ийматларини топиш мумкинки, 
уларга мос хусусий ечим берилган бошлангич шартларни цаноатлан- 
тиришини курсатиш етарлидир. (25.1) функция (25.2) бошлангич 
шартларни каноатлантиришини талаб циламиз. куйидагига эга була­
миз:

1̂ 1̂0 “Ь 2̂ У 20 “Ь У по =  о̂»
С\У\о + С2̂ 20 +  +СПУа0 =  У'о<

+ с 2 у й -»  +  + с пу%-'> = уЬп-'>.



Бу ерда у10, у'ю, у '"-»

лар у х функция ва унинг хосилалариньнг х — х0 нуктадаги киймат- 
лари, у20, у20, , у $ ~ 1) лар у2 функция ва унинг хосилаларининг х =  
= х 0 нуктадаги цийматлари ва ,\оказо уп0, у'п0, , у^~'> лар уп функ- 
ция ва унинг хосилаларининг х  =  х0 нуктадаги кийматлари. Ср С2,

, Сп номаълумларга нисбатан алгебраик чизикли тенгламалар- 
нинг (25. 3) системасини ^осил ^илдик. Бу системанинг детерминан- 
ти Ур У2* » Уп Фундаментал ечимлар системасининг х0 нуктада­
ги Вронский детерминантидан, яъни W (л;0) дан иборат булади. 24- § 
даги теоремага кура бу детерминант нолга тенг эмас. Демак, (25.3) 
система ягона ечимга эга, яъни шундай С,, С2, , Сп сонлар 
тупламига эгаки, буларда у =  С, у х +  С2 у2 +  +  Сп уп ечим
(25.2) бошлангич шартларни ^аноатлантиради. Шундай цилиб, агар 
Ур У& Уп — чизикли бир Ж1.нсли дифференциал тенглама­
нинг фундаментал ечимлар системаси булса, у = С ]у 1 +  С2у2 +  
+  + С пУп Функция бу тенгламанинг умумий ечими булиши 
исбот цилинди.

26- §. Остроградский — Лиувилл формуласи

Остроградский — Лиувилл формуласи чизицли бир жинсли тенг­
лама ечимлари системасининг Вронский детерминанти билан бу тенг­
ламанинг коэффициентларини боглайди. Бу формулани келтириб чи- 
царишни иккинчи тартибли чизилли бир жинсли тенглама учун кур- 
сатамиз. Тенгламанинг куриниши:

У" +  ау (х)у' + a i (x) у  =  0.
Агар у  у ва у3 — фундаментал система булса, у холда

\У\ +  а\ (х) У\  ~Ь а2 W  У\ =  о>

W  +  «1 (*) У2 +  а2 М  У2 =  °-
Биринчи тенгликнинг ^адларини у, га, иккинчи тенгликнинг ^адла- 
рини у г га купайтириб ва иккинчисидан биринчисини айириб, топа­
миз:

(У1У2 — У\ У2) +  ai W  (У\У2~ У\ Уг! =  (26-!)

Бу ерда у [у2 — у \ у 2 =  У) Уг, =  W (х) -  y lt у3 фундаментал ечим-
У\ У2

лар системасининг Вронский детерминанти. у, у'2' — у \’ у2 =  W  (*) — 
бу детерминантнинг ^осиласи. Демак, (26.1) тенглик куйидаги ку­
ринишга эга булади:

W '( x ) + a l ( x ) W (x ) = 0 .  (26.2)
(26.2) тенгламанинг умумий ечимини узгарувчиларни ажратиб топа­
миз:



7~7Т  =  — a i М  ^  ^  ^W (*)
чунки y lt  y z ечимлар системаси фундаменталдир. Интеграллаймиз: 

W(x) = C e - fa' w dx. (26.3)
Энди (26.2) тенгламанинг

W (x „ )= W a

бошлангич шартни цаноатлантирувчи хусусий ечимини топамиз. 
Уларни (26.3) умумий ечимга куйсак:

А70 =  С е(~ ' <х) dx> |* = * 0. (26.4)
(26.3) ва (26.4) дан

W  (х) =  е~  f <*> йх 
W 0 е-  J <*) dx I

■ Л— До

ёки
х

— j  а1 (х) dx

W ( x ) = W Qe (26.5)
экани равшан.

(26.5) формула Остроградский— Лиувилл формуласидир, у ик­
кинчи тартибли тенглама учун келтириб чикарилди, бироц у истал- 
ган тартибли тенгламалар учун ^ам уринлидир. Бу формуладан, 
масалан, W (х) ё айнан нолга тенг экани, ё Х£ч бир нуцтада нолга 
тенг булмаслиги келиб чикади. (26.5) формула иккинчи тартибли чи- 
зи^ли бир жинсли тенгламанинг битта хусусий ечими маълум бул­
ганда унинг умумий ечимини топишга имкон беради.

М и с о л. Ушбу ху"  — (1 +  х) у' +  у =  0 тенгламанинг у х = е х 
ечими маълум булса, унинг умумий ечимини топинг.

Е ч и ш.  Тенгламани х га булиб, цайта ёзамиз:

y ', - ' - ± ± y '+ JL = о.X X
(26.3) формулада Вронский детерминантини унинг циймати билан 
алмаштирамиз, натижада цуйидагига эга буламиз:

У,2У1-У2У[ =  C e-l°>  ^ dx
Бу ердан

у2ех — у 2ех =  Се  

^чунки у х = е х , у\ = е х , а,(х) =  — ёки 

ех (у'2 — у2) = С е ]пх+х .

И - ¥ )  *



е\п х _  х булгани учун ех га ^исцартирсак, охирги тенгламадан:

!>2 — У 2 = Сх.
Бу тенгламанинг бирорта хусусий ечимини топамиз. У  биринчи тар­
тибли, чизиклидир. Куйидагича алмаштирамиз: у2 = и-v, у'у = u'v +  
+ v'u, натижада u'v + uv'— uv = Сх, бу ердан u'v+u(vf — v) = 
=  Сх, энди V — v = 0 деймиз, у .̂ олда u'v =  Сх. Биринчи тенгла­
мани ечиб, v = ех ни, иккинчи тенгламани ечиб,

и — Ci — С 6 х (х -}- 1) 
ни топамиз. и, v функцияларни у2 га цуямиз:

Уг=Ш)= ех (сх —Се~х(х+ 1)).
Хусусий ечимни излаётганимиз учун Сх =  О, С =  — 1 деб, yt =  х+ 
+  1 ни хрсил киламиз. Иккита: у х =  ех у> = х 1 хусусий ечим- 

У\ схлар — =  — — Ф  const булгани учун чизикли эркли. Улар фунда­

ментал система ташкил зтади, шунинг учун берилган тенгламанинг 
умумий ечими

-|- С*(дг+ 1)
функциядэн иборат булади.

27-§. Узгармас коэффициентли чизикли бир жинсли 
дифференциал тенг лама лар

Чизикли бир жинсли тенгламаларнинг коэффицьентлари узгармас 
булган хусусий ^олни караймиз. Бундай тенгламалардан куп фойда- 
ланилади. Соддалик учун аввал иккинчи тартибли чизикли бир жинс­
ли тенгламани муфассал куриб чи^амиз, унинг натижаларини п- тар­
тибли тенглахмалар учун умумлашшрамиз.

27.1. Узгармас коэффициентли иккинчи тартибли чизикли бир 
жинсли тенгламалар. Ушбу узгармас коэффициентли чизикли бир 
жинсли тенгламани ^араймиз:

у "  r p y '  ■- qy =  0, (27.1)
бу ерда р, q — узгармас хакш\ий сонлар. Чизикли бир жинсли тенг­
ламаларнинг умумий назариясидан бундай тенгламанинг умумий 
ечимини топиш учун унинг хусусий ечимлари фундаментал система- 
сини топиш етарли экани келиб чикади. Иккинчи тартибли тенгла­
манинг фундаментал системаси иккита чизикли эркли хусусий ечим- 
дан иборат булади. (27.1) тенгламанинг фундаментал ечимлар систе- 
масини кандай топиш мумкинлигини курсатамиз. Бу тенгламанинг 
хусусий ечимини

у  =  ек* (27.2)

куринишда излаймиз, бу ерда k — узгармас сон. Бу функциянк икки 
марта дифференциаллаймиз:



y f =  kekx, у "  =  k2ekx.
У у У'> У" ларни (27 Л) тенгламага цуйиб, топамиз:

ekx(k2 + p k  +  q )=  0. (27.3)
Бу ерда е** купайтувчи х ньнг ^еч цандай цийматида [нолга тенг 
булмаганлиги сабабли

k" -f- pk  -j- q == 0, (27.4)

Шундай ^илиб, k сони (27.4) тенгламанинг илдкзи булганда ва фа- 
^ат шундагина у функция узгармас коэффициентли чизикли бир 
жинсли (27.1) дифференциал тенгламани каноатлантиради.

(27.4) алгебраик тенглама берилган дифференциал тенгламанинг 
характеристик тенгламаси дейилади. Характеристик тенгламанинг 
илдизлари kx ва k2 сонлари булади:

ki =  ~ i  +  V Ei - я  33 * i = - f

Бунда куйидаги уч ,\ол булиши мумкин:
а) kl ва k., — хациций ва ^ар хил сонлар, яъни k l ф  кг\
б) ва k2 — .\акикий ва тенг сонлар, яъни kl =k.i =  — —;

в) kx ва ks — комплекс сонлар, яъни /г, 2 =  а  ±  jf},

бу ерда а  =  — у ,  Р =  ] /< 7 ~ ™ -
Х^р цайси ^олни алохида-ало^ида ^араймиз.

а) Характеристик тенгламанинг илдизлари ^а^ций ва ^ар хил: 
к1Ф к г. Бу *;олда хусусий ечимлар (27.2) формулага кура у г =  ek*x 
83  У2 =  екгХ функциялар булади.

Маълумки, у х ва у2 функцияларининг нисбати х  нинг барча ций- 
матлари учун узгармас сон булса, у хрлда бу функциялар чизикл

и eklXбоглик, акс ^олда улар чизикли эркли. Демак, — =  . — =ех{к'~кг)Ф
Уг е ’

ф  const, чунки кг ва к, лар шартга кура ^ар хил. Шундай килиб, 
у х =  ек'х ва у.г = е к‘х ечимлар чизикли эркли, демак, улар (27.1) 
тенглама ечимларининг фундаментал системасини ташкил этади. 
Шундай цилиб, бу функцияларнинг чизикли комбинацияси

у  =  С ^ ' х +  С^>х

берилган тенгламанинг умумий ечимини беради.
1-м и со л. Ушбу у "  — Зу' + 2 у  =  0 тенгламани ечинг.
Еч и ш.  k1 — Zk +  2  =  0  берилган тенгламанинг характеристик 

тенгламаси. Унинг илдизлари: k x =  1, Л, = 2 .  Фундаментал ечимлар 
системаси: у х =  ех , г/г =  е2х. Дифференциал тенгламанинг умумий 
ечими эса

у  =  Cxe* +  С2е2*
булади.



б) Характеристик тенгламанинг илдизлари хаки^ий ва тенг: ky =  
=  k2 =  — Битта хусусий ечим: у х =  ек'х ю^оридаги муло^аза-

лар асосида з^осил цилинади. ек*х функция иккинчи хусусий ечим 
сифатида каралиши мумкин эмас, чунки ек*х =  ек'х. Шундай хусусий 
ечим топиш керакки, у биринчи ечим у х — ек'х билан чизикли эркли 
булскн. Икккнчи ечим уг =  хек'х функция булиши мумкинлигини 
курсатайлик. У у х билан чизикли эркли, чунки

у» xeklX , ,
— =  — т- r  =  х  ^  const.
Уу ек'х

Бу уг =  хек>х функция (27.1) тенгламани каноатлантиришини текши- 
риш цолди. Уни икки марта дифференцкаллаймиз:

у'2 = е к'х {1 + к хх),
у ” =  ем  (tfx  +  2kx).

у2, у'2, у2 ларни берилган (27.1) тенгламага ^уямиз: 

eklX [(Щх +  2kx) +  р (1 +  k tx) +  qx] =  0 .

К,ушилувчиларни кайта гурухлаймиз ва ек'х Ф  0  га кискартирамиз: 
х {Щ +  pkx + q ) +  (2/е, +  р) =  0. (27.5)

/г, (27.4) характеристик тенгламанинг илдизи булгани учун (27.5) 
даги биринчи кавс айнан нолга тенг, яъни Щ -+■ рк , +  <7 = 0 . k { —

каррали илдиз, яъни ky =  k2 =  ёки 2kx =  — р булгани учун

(27.5) даги иккинчи к,авс ^ам айиан нолга тенг, яъни 2kt +  р =  0. 
Демак, y 2 — xektX функция (27.1) тенгламанинг ечими булади ва 
у 1 =  ек'х билан чизикли эркли. Шундай килиб, у х =  ек'х ва у г =  
=  хе*** ечимлар (27.1) тенглама ечимларкнинг фундаментал систе- 
масини ташкил этади. Демак, бу функцияларнинг чизикли комбина- 
цияси

у  =  С1У1 +  Сгу2 =  е^х (С у  +  С2х),
бу тенгламанинг умумий ечимини беради.

2 - ми с о л .  у "  +  4г/' +  4 = 0  тенгламани ечинг.
Е ч и ш.  Берилган дифференциал тенглама учун характеристик 

тенглама k 2 +  4 £ - f  4 = 0  куринишда булади. Унинг илдизлари: kx =  
=  ks =  — 2. Фундаментал ечимлар системаси у х =  е~2х вч у2 =  
=  хе~2х. Дифференциал тенгламанинг умумий ечими

у =  е~2х(С1 +  Сгх).
в) Характеристик тенгламанинг илдизлари комплекс цушма:

kx =  а  - f  /р, kt = а  — ф. Бу ерда а  =  — у ,  Р =  ] /< /  — j .  

Хусусий ечимларни ^уйидаги шаклда ёзиш мумкин:



y l  =  e* ix =  ^ (а + 'Р )  х =  е а х . е фх^

у2 =  ek*x =  e{ai?>) х = е *х. е~Фх (27.6)

(27.6) ифодага ушбу
е1* =  cos ф +  i sin ф.

Эйлер формуласини татбик цилиб, уни куйидагича Гзамиз:
у х =  eav cos рл: +  /еал' sin рл\
уг =  eax cos Px — ieax sin p*.

Маълумки, бир жинсли тенглама ечимларининг чизикли комбинация- 
си у̂ м. тенгламанинг ечими булади. Шунинг учун куйидаги

у 1 = У1±У1= е ах cos p.v>

__  У1 — У2 _  e a.v s j n  

2 / K
функциялар ^ам (27.1) тенгламанинг ечимлари булади. Улар чизи^-

ли эркли, чунки. -г- =  ctg $ х ф  const. Демак, у 19 у2 функциялар
Уг

(27.1) тенглама ечимларининг фундаментал системаскни ташкил эта- 
ди. Шундай цилиб, бу функцияларнинг чизикли комбинацияси

у =  еах (С\ cos fix +  Со sin р*)
берилган тенгламанинг умумий ечимини беради.

3- мисол:  у " — 4у'  +  13у =  0 тенгламани ечинг.
Ечиш.  Берилган дифференциал тенглама учун характеристик 

тенглама И1 — 46 +  1 3 = 0  булади. Унинг илдизлари:
kx =  2 +  3/, k ^ = 2  — 3/, a  =  2, р =  3.

Ечимларнинг фундаментал системаси: у х =  е2х cos 3*, уъ =  е2х sin Зх. 
Берилган дифференциал тенгламанинг умумий ечими:

у — е~х (С1 cos 3х +  С2 sin Зх).
27.2. Узгармас коэффициеитли /г- тартибли чизикли бир жинсли 

дифференциал тенгламалар. Ушбу узгармас коэффициентли п- тар­
тибли чизикли бир жинсли дифференциал тенгламани ^араймиз:

yW  +  axyin-  d +  +  апу =  О, (27.7)

бу ерда av a2, , ап узгармас сонлар. Бу тенгламанинг умумий 
ечимини топиш учун унинг фундаментал ечимлари системасини то­
пиш етарлидир. гг-тартибли дифференциал тенглама булган ^олда 
фундаментал система п та чизикли эркли ечимлардан иборат була­
ди. Хусусий ечимни у  =  куринишда излаймиз. Бу функцияни п 
марта дифференциаллаб ва унинг у \  у "  у , у{п) ^осилаларини
(27.7) тенгламага ^уйиб, цуйидаги алгебраик тенгламани ^осил ки­
ламиз:

kn +  а ^ ~ х +  +  ап =  0 .



Бу тенглама (27.7) дифференциал тенгламанинг характеристик 
тенгламаси дейилади. Характеристик тенглама п та илдизга эга: 
k v k2, k r Иккинчи тартибли чизикли бир жинсли тенглама­
га ухшаш бу ^олда характеристик тенглама илдизларининг 
характерига кура уларга мос хусусий ечимлар к;андай богланишга 
эга эканини курсатамиз.

а) характеристик тенгламанинг \ар бир содда k илди- 
зига е х хусусий ечим мос келади:

б) хаР бир s каррали хаКи^ий к илдизига s та чизикли эркли 
ekxy хекх, х ~ х екх ечимлар мос келади;

в) комплекс к^ушма илдизларнинг хар бир kx =  a  +  ва k2 =  
=  а  — i p жуфтига 2 г та чизикли эркли хусусий ечимлар мос ке­
лади:

eax cos fk, хеах cos рл:, xr~] еах cos fte,
еах sin |lv, хеах sin fix, xr~ 'eax sin p*.

Характеристик тенгламанинг даражаси ёки чизикли бир жинсли диф­
ференциал тенгламанинг тартиби 1̂ андай булса, хусусий ечимлар 
шунча булади. Ечимларнинг чизикли эрклилигини Вронский детер­
минанти ёрдамида исботлаш мумкин. Фундаментал ечимлар система- 
сидан фойдаланиб ечимнинг чизикли комбинациясини тузамиз:

У = С 1у 1+ С 2у 2 +  + С п У„,

бу (27.7) чизикли бир жиисш дифференциал тенгламанинг умумий 
ечими булади. Бу ерда С{, С„ С3, Сп ихтиёрий узгармаслар.

4 - ми с о л .  y l v — у  = 0  тенгламани ечинг.
Еч иш.  Берилган дифференциал тенглама учун характеристик 

тенглама k4,— 1 = 0  куринишга эгадир. Унинг илдизлари кг =  1, 
ка =  — 1 , k3 =  i, kA =*— i. Фундаментал ечимлар системаси у г =  
=  ех , Уъ =  е~х, 1у3 =  cos х, fy4 =  sin х. Берилган тенгламанинг 
умумий ечими:

у  =  СjtfA -J- С*2е~х Ч- С3 cos х -j- СА sin х.
5- ми со л. yv — 2ylv +  2у1п = 0  тенгламани ечинг.
Еч и ш.  Берилган тенглама учун характеристик тенглама kb —

— 2kl +  2k3 =  0 куринишга эга. Унинг илдизлари: kx =  k2 =  k3 =
=  0, kA =  1 +  i, kb =  1 — i. Демак, тенгламанинг умумий ечими 
куйидагича булади:

У = С г +  С2х  +  C3xr +  САех cos х  +  Съех sin х.
6 - м и с о л .  yv  +  8 */ш +  16у 1 = 0  тенгламани ечинг.

Еч иш.  Берилган тенгламанинг характеристик тенгламаси kb +  
+  8 fe3 +  16fe = 0  куринишда булиб, унинг илдизлари кх = 0 , к2 Ъ =  
=  2 i, k45 = — 2 i булади. Демак, берилган тенгламанинг умумий 
ечими куйидагича булади:

у  =  Сх +  С2 cos 2х +  С3 sin 2х +  САх  cos 2х +  Съх  sin 2х .



Энди амалиётда учрайдиган баъзи му^им масалаларни караб чи- 
кайлик.

27.3. Моддий нуктанинг эркин тебранма хаРакати- Маълумки, 
моддий нуцтани мувозанат ^олатига кайтаришга интнлувчи куч щй-  
тарувчи куч дейилади. Нуктага унинг мувозанат холатиДан ориши- 
га пропорционал булган чизикли цайтарувчи куч таъсир этсин. х  
у^ни М нуктанинг турри чизикли хаРакати траекторияси буйлаб 
йуналтирамиз. Координаталар боши О ни М нуктанинг мувозанатда 
булиши мумкин булган ярлатда оламиз (29-шакл).

Агар нук^та мувозанат 
^олатидан л: масофага of-

0 F М дирилса, унга х  у^и буйлаб
^амиша О нуктага йунал­
ган кайтарувчи F куч таъ­
сир этади. Бу кучнинг х  ук;- 
даги проекцияси куйидагича 

29- шакл ани^ланади:
F =  — сх, (27.8)

бунда с — пропорционаллик коэффициента.
М  нуцтанинг ^айтарувчи F куч таъсиридаги турри чизикли ^а- 

ракати дифференциал тенгламаскни тузамиз:

тх =  — сх

ёки — =  U1 белгилашни киритсак, 
т

x +  k2x = 0 .  (27.9)
27.9) тенглама нуктанинг эркин тебранма царакати дифферен­
циал тенгламаси дейилади.

Шундай ^илиб, моддий нуктанинг цайтарувчи куч таъсиридаги 
^аракати иккинчи тартибли бир жинсли узгармас коэффициентли 
дифференциал тенглама билан ифодаланади.

Бу дифференциал тенгламани интеграллаш учун унинг характе­
ристик тенгламасини тузамиз:

X2 +  k2 =  0 .
Бу тенглама =  ik , Х% =  — ik илдизларга эга булгани учун 

(27.9) тенгламанинг умумий ечими куйидагича ёзилади:
х =  Сг cos kt +  C% sin kty (27.10)

бунда Cx ва C2 интеграллаш доимийлари. (27.10) дан вакт буйича 
^осила олиб, нуктанинг тезлигини ифодаловчи

х  =  — С1 k sin kt +  C2k cos kt (27.11)
муносабатни ^осил циламиз.

Сг ва С2 интеграллаш доимийларини ани^лаш учун бошлангич 
шартлар берилган булишн керак. Масалан, бошлангич шартлар 
куйидагича булсин:



t =  0  да X =  х0, х  =  х0. 
27.12) ни (27.10) ва (27.11) га куйиб,

Ci =  Xq, С2 =
k

эканлигини келтириб чицарамиз.
Сх ва С2 нинг бу цийматларини (27.10) га куйиб, М  нуктанинг 

^аракат конунини аниклаймиз:

Нуктанинг ^аракатини якколрок тасаввур килиш учун Сг ва С2 
урнига

тенгликлар воситасида аникланадиган а ва а  янги доимийларни ки- 
ритамиз. У ^олда (27.10) ни

куринишда ёзиш мумкин. Бу тенглама нуктанинг гармоник тебран­
ма харакатини ифодалайди.

Шундай килиб, моддий нуктанинг чизикли кайтарувчи куч таъси- 
ридаги эркин тебранма з^аракати гармоник тебранма ^аракатдан ибо­
рат булади.

Нуктанинг ^аракат тезлигини аниклаш учун (27.14) дан вакт 
буйича косила оламиз:

а ва а  ни ^аракатнинг бошлангич шартларидан фойдаланиб 
аниклаш мумкин. Айтайлик, харакатнинг бошлангич шартлари 
(27.12) куринишида берилган булсин. (27.12) ни (27.14) ва (27.15) 
га куйсак,

х =  х 0 cos kt +  — sin kt.
k (27.13)

Cx — a sin a , Ct =  a cos a

x  =  a sin (kt -f  a) (27.14)

x = a k  cos (kt +  a). (27.15)

x0 =  a sin a , x0 =  ak cos a  з^осил булади. 
Бунда a ва a  лар аникланадиган

(27.16)

X -  R*0tg a  =  -г-2-, sin a

(27.17)

муносабатларни оламиз.



М  нуктанинг О тебраниш марказидан энг катта огишига тенг 
булган а масофа тебраниш амплитудаси дейилади. М  нуктанинг 
берилган ондаги ^олати ва ундан кейинги ^аракат йуналишини ифо- 
даловчи kt +  а  аргумент тебраниш фазаси дейилади. Бошлангич 
t =  0  пайтидаги фазанинг киймати а  тебранишларнинг бошлангич 
фазаси дейилади.

Нуктанинг эркин тебранма харакат графиги 30- шаклда тасвир- 
ланган, бунда х0 =  a sin а  нуцтанинг бошлангич пайтдаги огишини 
ифодалайди. Нук>га бир марта тули^ тебраниши учун кетган Т  
ва^т тебраниш даври дейилади. Синус функциясининг даври 2л га 
тенг булгани учун

30- шакл

k(t Т) -f- ос — (kt —f- ос) — 2л 
ифодадан тебраниш даврининг ^ийматини топамиз:

г = 2 * 1/ ^ : .
Ь * п (27.18)

Тебраниш даврининг тескари ^ийматига тенг булган ва нукта­
нинг бир секунддаги тебранишлар сонини ифодаловчи

v =  ^  =  r -  (27.19)Т 2 я  ' ’

катталик тебранишлар частотаси дейилади. (27.19) дан курамизки,

k =  — =  2 nv 
Т

катталик 2 я  секунд ва^т ичида нуктанинг тулщ тебранишлар со­
нини ифодалайди. Бу катталик тебранишларнинг доиравий частота­
си дейилади.

Бу формулалардан курамизки, эркин тебранишлар частотаси ва 
тебраниш даври бошланрич шартларга боглик; булмай, фацат нукта­
нинг массаси ва с коэффициентга боЕли^ булади.



27.4. Тезликнинг биринчи даражасига пропорционал булган цар- 
шилик кучи таъсиридаги моддий нуктанинг эркин тебранма х&ра- 
кати. Юкорида нуктанинг эркин тебранма харакати курилганда му- 
Хитнинг к;аршилиги эътиборга олинмаган эди, ва^оланки, техникада 
учрайдиган аник масалаларни ечишда царшилик кучини хисобга 
олишга турри келади. Каршилик кучи тебранма харакат мохиятига 
жиддий таъсир курсатади. Масалан, бир учи махкамланган ва эркин 
учига юк осилган пружинани чузиб, сунгра цуйиб юборсак, юк бир 
неча марта тебрангандан кейин хавонинг ^аршилик кучи туфайли 
тухтайди.

Ох ук буйича харакатланувчи М  моддий нук;тага F цайтарувчи
кучдан ташк;ари нуктанинг тезлиги v га царама-^арши йуналган
R каршилик кучи таъсир этсин (31-шакл). Нуктанинг тезлиги унча 
катта булмаганда каршилик кучини тезликнинг биринчи даражасига 
пропорционал деб караш мумкин:

о Т Т и Т
бунда (х каршилик коэффициенти- г— о----------------*— о— »------ »  х
ни ифода лай ди. R  — каршилик 
кучининг х  у^идаги проекцияси

R  =  —  jli лг. 31 - шакл

F ва R  кучлар таъсиридаги нуктанинг харакати дифференциал тенг- 
ламасини тузамиз:

т х  =  — сх — \кх.
Тенгламанинг иккала томонини т га булиб, барча хадларини бир 
томонга утказсак,

х  +  2 пх +  k2x  =  0 (27.21)

куринишдаги тенгламага эга буламиз, бунда

— =  2п. 
т т

(27.21) тенглама цайтарувчи куч ва ну^та тезлигининг биринчи 
даражасига пропорционал булган ^аршилик кучи таъсиридаги мод­
дий нуктанинг харакати дифференциал тенгламасини ифодалайди 
Бу тенглама коэффициентлари узгармас булган иккинчи тартибли 
чизикли бир жинсли тенгламадир. Унинг К2 +  2п% +  k2 =  0 характе­
ристик тенгламаси Я, 2 =  — п ±  Y п2 — № илдизларга эга.

Моддий нуктанинг харакати мохияти бу илдизларнинг к^абул ци- 
ладиган к;ийматларига боглик; булади. Агар п с  k  (^аршилик унча 
катта булмаган хол) булса, характеристик тенгламанинг илдизлари 
цушма комплекс сонлардан, п >  k (^аршилик катта булган хол) 
б^лса, хак;ик;ий сонлардан иборат булади.



Бу з^олларни ало^ида-ало^ида куриб чицамиз.
1 ) М у ^ и т н и н г  к а Ршилиги у н ч а  к а т т а  б у л м а г а н  

з^ол (п <  k).
Бу з^олда k2 — п2 =  Щ деб белгилашни киритсак, характеристик 

тенгламанинг илдизлари Я, 2 =  — n ± i k { булиб, (27.21) тенглама­
нинг умумий ечими куйидагича булади:

х  =  e~nt (Сх cos k,t +  С2 sin ktt). (27.22)
Агар Сх ва С2 интеграллаш доимийлари урнига

Сх =  a sin а, С2 =  a cos ос
тенгликлар воситасида аникланадиган а ва а  узгармасларни кирит­
сак, нуктанинг харакат конуни

x  =  ae~nt sin ( k j + a )  (27.23)
тенглама билан ифодаланади.

(27.23) тенглама нуктанинг гармоник тебранма ^аракат тенгла- 
масидан е~ы купайтувчиси билан фарк, килади. Бу купайтувчи вакт- 
нинг утиши билан нолга интилади, яъни t -*■ °о да е~п‘ 0. Шу 
сабабли (27.23) конУн асосида содир буладиган з^аракат сунувчи 
тебранма щракат  дейилади. Бундай з^аракат частотаси /гх нуцта- 
нинг массаси т, пропорционаллик коэффициенти с билан бир к,а- 
торда мухитнинг каршилик коэффициенти и га хам боглик булади.

Сунувчи тебранма з^аракат графиги 32-шаклда тасвирланган.
(27.23) да | sin (kxt +  а) | <  1 булгани учун х  координатанинг абсо­
лют киймати

32- шакл 

| х | < | ае~ы|

шартни каноатлантиради. Бинобарин, сунувчи тебранма з^аракат гра­
фиги t укка нисбатан симметрик жойлашган

x  =  ae~nt ва х =  — ae~nt



чизщларга галма-гал уринадиган синусоида билан ифодаланади.
а ва а  интеграллаш доимийларини аницлаш учун (27.23) дан 

вакт буйича хосила олиб, нуктанинг тезлигини топамиз:

х  =  akt e~nt cos ( k j  +  a ) — ati e~ni sin (k{t +  a). (27.24)
Агар бошлангич шартлар

t =  0  да х  =  х0, х = v 0
куринишда берилган булса, уларни (27.23) ва (27.24) га к,уйиб, уш­
бу тенгламалар системасини хрсил киламиз:

х0 = a sin a,
v0 =  akx cos a  — nx0.

Бунда a ва a  лар аник,ланадиган

a =  V  *o'
(v0 +  ПХ o)2 

k\
x0sin a  =  — , 
a

V 0 —|-  ЛХлcos a  =  - 2- 1-— -  
akx

(27.25)

(27.26)

муносабатларни оламиз.
Сунувчи тебранма хаРакат частотаси

k, =  V k -  -  п \  (27.27)
з^аракат даври эса

Ту =  — (27.28)
k

формула ёрдамида аницланади.
(27.28) ни куйидагича ёзиш мумкин:

Т г = ----- , 2я =  . Т (27.29)1 _ /  -  /  ' n \ i ’ '

бунда Т  билан нуктанинг эркин тебранма ^аракат даври бел-
к

гиланган.
(27.29) дан курамизки, сунувчи тебранма ^аракат даври нуцта- 

нинг эркин тебранма ^аракат давридан бирмунча катта булади. 
Лекин ^аршилик кичик булганда бу фарк унча катта булмайди ва 
бунда 7’1 да Т  деб олиш мумкин. Бинобарин, унча катта булмаган 
му^итнинг царшилиги эркин тебраниш даврига деярли таъсир этмай- 
ди.

Моддий нуктанинг мувозанат хрлатидан у ёки бу томонга ^ар 
гал тебрангандаги максимал огиши сунувчи тебранма %аракат 
амплитудаси дейилади.



Агар бу амплитудаларнинг кетма-кет кийматларидан ташкил 
топган аи а2, a., ai+l , цаторни олсак, бу каторнинг ик­

кита кетма- кет а{, ai+2 хадлари вактнинг t t ва , =  * -J- - 1

Т]
ti +  ~  пайт-

ларига мос келади (33- шакл), яъни /.+l — tl =  булиб, ну^та alt

а2, ар ларга органдаги вактлар айирмаси — га тенг
арифметик прогрессияни ташкил этади ^амда

- 1

ae~nti
(27.30)

a-II
муносабат уринли булади. —— нисбат узгармас булгани туфайли

ai
~ п "ГГ"амплитудаларнинг кетма-кет ^ийматлари, махражи е 2 ia тенг

-  л ^ -
камаювчи геометрик прогрессияни ташкил этади. е 2 га тенг 
булган абстракт сон тебраниш декременти дейилади. Декремент- 
нинг натурал логарифми модулига тенг катталик логарифмик дек­
ремент дейилади ва у D билан белгиланади:

_

D =  11п е П 2 1 =  m  - . (27.31)
1 2 Y k i — ni

Мивдори п га тенг булган коэффициент суниш коэффициенти 
дейилади.

Шундай 1̂ илиб, унча катта булмаган царшиликнинг моддий ну^- 
танинг эркин тебранма ^аракатига таъсири, вактнинг утиши билан 
тебраниш амплитудасининг камайиши билан характерланади.



2) А п е р и о д и к  х а Р а к а т (п > k). Бу холда п2 — k2 = h 2 бел- 
гилашни киритсак, характеристик тенгламанинг илдизлари

\  2 =  — п ± у  п2 — k1 =  — п ±  h

Хаци^ий булади. Шу сабабли (27.31) тенгламанинг умумий ечими 
куйидагича ёзилади:

х =  e~ni (Сг ем +  С2 е~м). (27.32)
Агар С\ ва С2 интеграллаш доимийлари урнига 

^  _ Л—5
Z » 2 о

тенгликлар воситасида аникланадиган янги Л ва В доимийларини 
киритсак, (27.32) ни

( J* ! е-М _  -ы  \
х =  е~** \А  -----+  в — ------------

2 2 /
куринишда ёза оламиз. Бу тенгламада

ht , -ht eht_e~ht 
е +  '  = c h  ht, —-------—  = s h W

2 2 
гиперболик функцияларни киритиб, уни цуйидагича ифодалаймиз:

x = e ~ nt(A ch ht +  B sh ht). (27.33)

Нуктанинг ^аракатини янада якцолрок; тасаввур килиш учун А  
ва В  узгармаслар урнига

А = a sh а, В — a ch а

тенгликлар ёрдамида аникланадиган а ва а  узгармасларни кирита- 
миз. У ^олда (27.33) урнига

х  =  ae~nt sh (ht +  а) (27.34)
тенгламани оламиз.

(27.34) дан курамизки, п >  k булган хрлда ну^та тебранма ^а- 
ракатда булмайди, чунки гиперболик синус функцияси даврий функ­
ция эмас. Бу тенглама апериодик ^аракатни ифодалайди.

Бундай харакат графиги бошлангич шартларнинг цандай були- 
шига ка раб, 34- шаклда тасвирланган графикларнинг бирортаси ку- 
ринишида булади. Агар нуцта бошлангич пайтда х  узининг мусбат
йуналиши буйича йуналган бошлангич v0 тезликка эга булса, у ^ол- 
да бу тезлик ^исобига нуцта дастлаб мувозанат ^олатидан узо^ла- 
ша боради, сунгра цактарувчи куч таъсирида мувозанат ^олатига 
аста-секин яцинлаша боради (34-а шакл).

Агар нук,та бошлангич пайтда х  увда к,арама- к,арши йуналган 
бошлангич тезликка эга булса, ^аракат графиги 34-6, в шаклдаги-
дек булади. Бу ^олда нуктанинг бошлангич тезлиги у0 етарлича



3 4 -  ш а к л

катта булса, нуцта м у  в о з а  пат ^олатидан бир марта утиб, сунгра бу 
холатга аста-секин якиплаша боради (3 4 -е шакл).

3) Ч е г а р а в и й  . \ о л д а  ги а п е р и о д и к  ^ а р а к ат.  Бу ^олда 
характерно шк гсчи• ш илшшг илдизлари узаро тенг, ^ациций ва ман­
фий кипматга э т  булади:

/п I ,  =  — п.
Бу (27.21)/генгла.; .цни ечимини

х =  е~ы (CJ +  С2) [(27.35)
куринишда ёзиш мумкин.^Бу^холда нуктанинг тезлиги

х ' =  — пе-*1 (СЛ +  С3);+  е -*  Сг \ (27.36)
формула ёрдамида аншушнади.

С\ ва С2 ни топиш учун харакатнинг бошлангич шартларидан 
фойдаланамиз. Айтайлик, бошланрич t =  0  пайтда ну^та х  = х 0 .\о-
латни эгалласин ва х  =  о0 тезликка эга булсин. Бу шартларни 
(27.35) ва (27.36) га ^уйсак,



*0 ^ 2i

v0 =  — n Ct -f- Ct =  — nxо -f- Cj,
бундан

Cx =  у„ +  nxо

эканлиги топилади.

ва C2 ларнинг к,ийматларини (27.35; га к,уйиб, нуктанинг з̂ а- 
ракат конунини куйидагича ёза оламиз:

х =  е~п\[ха +  (f0 +  пх0) <].

Бу тенглама воситасида аникланадиган з^аракат з̂ ам сунувчи аперио- 
дик харакатдан иборат булади.

28-§. Чизицли бир жинсли булмаган дифференциал тенгламалар. 
Лагранжнинг ихтиёрий ззгармасларни вариациялаш усули

Бир жинсли булмаган ёки унг томони берилган дифференциал 
тенглама деб

у (п) -f  ах(дс) t/(n-I) +  (*) у (rt-2) +  +  оп (х) у  =  f  (х) (28.1)
куринишдаги дифференциал тенгламага айтилади. Чизикли диффе­
ренциал операторнинг ифодасидан фойдаланиб, (28.1) тенгламани

L [ y ] = f ( x )  (28.2)

куринишда ёзкш мумкин. Бу — бир жинсли Слл.магаи тенгламанинг 
ечими шундай функция эканини билдипинки, унга L  [у] чизикли 
оператор берилган f(x) функциями мос куядн.

(28.2) тенглама билан бир каторда
L [у\ 0 (28.3)

тенгламани з̂ ам цараймиз. Бу тенглама Серплгап бир жинсли бул­
маган тенгламага мос бир жинсли тенглими дейилади.

28.1. Умумий ечимнинг структураси. т; ,.ч шорема чизикли 
бир жинсли булмаган тенглама умумий ечимининг структурасини 
ани^лашга ёрдам беради.

1- т е о р е м а .  Чизщли бир жинсли булмаган дифференциал 
тенгламанинг умумий ечими бу тенгламанинг хусусий ечими ва 
мос бир жинсли тенгламанинг умумий ечими йигиндисидан ибо­
рат.

Ис б о т .  Бу (28.2) тенгламанинг бирорта хусусий ечимини у  ор- 
цали, бу тенгламага мос бир жинсли (28.3) тенгламанинг умумий 
ечимини Y  орцали белгилаймиз. Бу белгилашларга кура цуйидагини 
ёзиш мумкин:



L [ y )= f ( x ) ,  L[Y] = 0 .
Энди бу ечимларнинг йигиндисини тузамиз:

У =  Y + y .  (28.4)

Бу функцияни (28.1) тенгламага цуйиб, операторнинг аддитивлик хос- 
сасини эътиборга олсак, куйидагига эга буламиз:

L Ы  =  L [Y + у ]  =  L[Y] + L [ y ] = f ( x )  +  0 =  /(*).

Шундай цилиб, у  =  Y  +  у  функция берилган (28.2) тенгламани ца- 
ноатлантиради, яъни унинг ечими булади. Энди (28.4) ифода уму­
мий ечим эканини исботлаш колди.

Агар y lt у 2, , у п функциялар бир жинсли (28.3) тенглама­
нинг фундаментал ечимлар системасини ташккл этса, у з^олда унинг 
умумий ечими бу функцияларнинг чизикли комбинациясидан иборат 
булади:

У =  ^lJ/l +  С»Уг +  +  ^пУп' 
бу ерда С1р Сг, , Сп — ихтиёрий узгармаслар. У ^олда (28.4) 
ифодани куйидагича ёзиш мумкин:

У =  У Л-СгУх -\-С2у3 4- +  СпУ„. (28.5)
(28.5) ифода (28.2) тенгламанинг умумий ечими эканини курсатиш 
учун ушбу

У(х0) =  Уо. У' (хо) =Уо> У(п~1) (х0) = Уоа~П (28.6)
бошланрич шартлар цандай [булишидан катъи назар Сх, С2 Сп
ихтиёрий узгармасларнинг шундай кийматларини топиш мумкинки, 
узгармасларнинг бу кийматларида (28.5) ечим берилган (28.6) бош­
ланрич шартларни цаноатлантиришини курсатиш керак, яъни уму­
мий ечимдан берилган бошланрич шартларда уларга мос хусусий 
ечимни ажратиб олиш мумкин эканльгини курсатиш керак. (28.5) 
функция (28.6) бошланрич шартларни цаноатлантирсин:

У о +  С\У ю +  ^ 2^20 +  +  Сп Упо =  Уо»
Уо +  у'\ о + с 2у'20 +  +  спУ;0 =  у'0.

У0П 1>+ С 1(/ш +  С2У20 ’+  +  Спу{п-\) =  у{п—ц

ёки

У и  +  С2 У 20 +  +  Сп уп0—у0 — у0,

^ 1^ 1 0 + ^ 2^20 +  +  Спу'п0= У о - у 0,

С>у\1-') + С 2у « ~ 1) +  • • • +  С„1/<Г 1) = 1/ Г 1)- 7 о?-1)- (28.7)



Бу ерда
~~ — ' —(П—I)
Уо> Уо> Уо

оркали у  функция ва унинг ^осилаларининг х =  х0 ну^тадаги ^ий- 
мати; y ]Qt у'10, У\о~{) оркали у х функция ва унинг хрсилала-
рининг х  =  х0 нуцтадаги к^ймати; у20, у ’20, оркали уа
функция ва унинг ^осилаларининг х = х0 ну^тадаги циймати ва по­
казе; уп0, ynQ> Упо~1) оркали уп функциянинг ва унинг ^осила- 
ларининг х  =  х0 ну^тадаги к;иймати белгиланган.

Натижада С1э С2, , Сп номаълумларга нисбатан п та алгеб- 
раик тенгламалар системаси (28.7) ни ^осил ^иламиз. Агар бу сис­
теманинг бош детерминанти нолга тенг булмаса, система ягона ечим­
га эга булади. Бироц, системанинг бош детерминанти у и у 2, , у п 
фундаментал ечимлар системасининг Вронский детерминантидан ибо­
ратдир:

А =  w  [у10, уг0, уп0] =  W (х0).
Бу детерминант нолдан фаркли, чунки уг у 2, уп функциялар
чизикли эркли. Шундай цилиб, (28.7) система ечимга эга, у ягона 
ечимга эга булиб, бу ечим Крамер формуласи ёки Гаусс усули ёр­
дамида ани^ланади.

Бу ердан (28.5) функция ёки (28.4) ^аралаётган (28.1) ёки (28.2) 
дифференциал тенгламанинг умумий ечими экани келиб чикади.

Шундай к;илиб, бир жинсли булмаган чизикли тенгламани ечиш- 
да бир жинсли тенгламани ечишга нисбатан фарц бир жинсли бул­
маган тенгламанинг бирорта хусусий ечимини топишдан иборат экан.

Хусусий ечимларни топишда куйидаги теоремадан фойдаланиш 
ма^садга мувофик.

2 - т е о р е м а .  Агар бир жинсли булмаган (28.1) ва (28.2) тенг­
ламанинг унг томони иккита функциянинг йигиндисидан иборат 
булса, яъни

L [у\ =  /i (*) +  /2  (х)
булса, у %олда бундай тенгламанинг хусусий ечимини унг томон- 
лари f t (x) ва / 2 (х) булган мос тенгламаларнинг хусусий ечимлари 
йигиндиси сифатида хосил цилиих мумкии.

И с бот.  Ушбу L[*/J =/x(j t )  ва L [у2] = f 2 (x) тенгламаларни ца- 
раймиз. Айтайлик, у ± ва у2 функциялар мос равишда бу тенглама­
ларни каноатлантирсин, яъни

M i/i 1 =  f i  (*) ва L [уг\ =  / 2 (х).
Чизикли дифференциал операторнинг адднтивлик хоссасига кура:

L [Ух +  ft] =  L [У1] +  LiyA =  f t (х) +  h  (x)
яъни

L ly i  = f i ( x ) + f t (x)



булгани учун у = Уг+у2 функция (28.2) тенгламани каноатланти- 
ради. Теорема исботланди.

Бир жинсли булмаган тенгламанинг хусусий ечимини топишнинг 
умумий усулини курсатамиз.

28.2. Лагранжнинг ихтиёрий узгармасларни вариациялаш усули.
(28.3) бир жинсли тенгламанинг умумий ечимини тузамиз:

Бир жинсли булмаган (28.2) тенгламанинг хусусий ечимини Сх, С2,

куринишда излаймиз. Бу функцияларни шундай топиш талаб к;или- 
надики, (28.8) ечим (28.2) тенгламани каноатлантирсин. Куйидаги 
тенгламалар системасини тузамиз:

си ечимга эга, чунки системанинг С[, С'2, . . , С'п ларнинг олдила- 
ридаги коэффициентлардан тузилгаи бош детерминанти чизикли эрк­
ли г/х, у о, . . . , уп хусусий ечимларнинг Вронский детерминантидан 
иборатдир. Маълумки, бундай детерминант чизикли эркли функция­
лар учун нолдан фар^лидир.

Шундай килиб, (28.9) система С[, С'т . , С'п функцияларга 
нисбатан ечилиши мумкин. Уларни топиб интеграллаймиз:

бир жинсли булмаган (28.2) тенгламанинг умумий ечими эканини 
исботлаймиз. (28.10) ифодани п марта дифференциаллаймиз, бунда 
з̂ ар гал (28.9) тенгликни эътиборга олиб, куйидагига эга буламиз:

У — ^гУг+С^Уг +  +  Спуп.

С3, , Сп ларни х нинг функцияси деб, юкоридаги шаклда, яъни 

~y = C1(x)yx + Ct (x)yi +  +  Сп(х)уп (28.8)

С 1 У 1 + С 2 У 2  +  +  С п Уп ~

С\У\ + [^ 2 ^2  +  ~Т~ С'п УП

C1=jC[dx+[C} , 
С2 =  J" С2 dx С2,

Бу ерда Сг, С2, 
Энди

Сп =  \Cndx-\- Сп•
Сп— интеграллаш узгармас лари.

У — С1У1 +  С2У2 +  +  Сп уп (28.10)



У — С1У1 + С 2 у2 +  +  Сп уп, 
у '  — С\У\ ”Ь Q /2 +  +  Сп уп.

у_(п- '] = с ху\п- ]) +  С2( /Г 0 +  +  -с„ у (пп- \

* =  С1у1<л) +  С2у ^  +  +  Спуп*) +  /(*)•
Биринчи, иккинчи, них;оят, сунгги тенгламанинг ^адларини
мос равишда ап> ап_ х , , ах ларга купайтирамиз ва ^ушиб,
£  [у] =  /  (*)1«и хрсил киламиз, чунки у 19 у 2 уп бир жинсли
(28.3) тенгламанинг хусусий ечими ва шунинг учун 

L [г/х] =  О, L [у2] =  О, , L [уп] =  0.
Демак,

У =  Сху г +  С2у2 +  +  Спуп
функция бир жинсли булмаган (28.2) тенгламанинг ечими булади, 
бу ерда Сх, C2J_. ^ , Сп лар (28.9) дан аницланган функциялар. 
Бу ечим п та С1Э С2, , С,? ихтиёрий узгармасларга боглик. Де­
мак, бу ечим умумий ечимдан иборат булади.

1-м и с о л .  Ушбу дифференциал тенгламани ечинг:

Уш + У '  = tg * .
Е ч и ш.  Бу тенгламанинг характеристик тенгламаси kz +  k = 0 ,  

kx = 0 f k2% =  i илдизларга эга. Мос бир жинсли тенгламанинг 
ечими:

у =  С1 + С 2 cos л: +  С3 sin х,
яъни

У1 =  1, У2 =  cosx> Уз =  sin*.
Хусусий ечимни ^ам шу куринишда излаймиз. Бундай тенглама 
учун (28.9) система куйидаги куринишда булади:

С\ -Ь Cf2 cos х  +  С3 sin х  =  0 ,
—С2 sin х  +  С3 cos х =  0 ,
—  C2cosx —  C3sinx  =  tg  a:.

Иккинчи тенгламанинг иккала ^исмини sin л: га, учинчи тенглама­
нинг иккала ^исмини эса cos л: га купайтириб, цушсак С2 = — sin л;

л  г  s i n 2 *  ни хосшг киламиз. У холда иккинчи тенгламадан Сз ------------- ке-
COS X

либ чикади. Биринчи ва учинчи тенгламаларнинг иккала к^исмлари- 
ни цушиб, С\ = t g x  ни топамиз. Интеграллаш цуйидагини беради:

С-± — In |cos х\ C2 == cos x C2,

+ C 3.



Бу ердан берилган бир жинсли булмаган тенгламанинг умумий ечи­
мини куйидаги куринишда ^осил киламиз:

у =  — In | cos х  | +  Сх +  cos2 х  +  С2 cos х +

+  sin2* — sin л:-In |tg ^ —■ H— +£^ s i n*

ёки

y = C 1 +  C2cos* +  C3 sin* — In 1 cosл:| — s i n*l n  tg^-j- +  —-j

бу ерда sin‘2 *-f- cos2* =  1 булгани учун

Ci == Cx +  1.

2 - мис о л .  Ушбу дифференциал тенгламани ечинг:

У"----- - у '  = х.X

Ечиш.  а) Мос бир жинсли дифференциал тенглама у” -----—у' =
X

и" 1=  0 ёки —  =  —  нинг умумий ечимини излаймиз. Мос бир жинсли 
у' *

дифференциал тенгламадан: In у' =1п *+1п Сх ёки у'  =  Сг х. Интеграл­
лаб, топамиз: у =  Схх2 +  С2, бу ерда Сг =  —  Шундай килиб, фун­

даментал система =  *2, у2 =  1 дан иборат.
б) Хусусий ечимни шу куринишда излаймиз. (28.9) системани 

тузамиз:
JCj *■ +  С2 =  О,
}CJ 2х +  0  =  *.

* 1 0 Х~“Бу ердан С\ =  — , Сг = -----—. Интеграллаймиз

Сг =  —  * + C j, С2 =  ----- h сз.

Демак, берилган тенгламанинг умумий ечими

У =  х  +  C i)*a-| С2 -----—  =  CL х2 +  С2 Н— — .

29- §. Узгармас коэффициентли чизикли бир жинсли булмаган 
дифференциал тенгламалар

Чизикли бир жинсли булмаган тенгламаларнинг коэффициент­
лари узгармаслар булган хусусий хрлни ^араймиз.

Чизикли бир жинсли булмаган тенгламани ечиш бир жинсли 
тенгламани ечишдан бир жинсли булмаган тенгламанинг бирорта 
хусусий ечимини топиш билан фарк килаДи- Чизикли бир жинсли



булмаган тенгламанинг хусусий ечимини топишнинг ани^мас коэф- 
фициентлар усулини царашга утамиз. Бу усул унг томони махсус 
куринишда булган тенгламалар учун татби^ ь^илинади. Агар тенглама­
нинг унг томонида курсаткичли функциялар, синуслар, косинуслар, 
купхадлар ёки уларнинг бутун рационал комбинациялари иштирок 
этаётган булса, бу усул бир жинсли булмаган тенгламанинг хусусий 
ечимини топишга имкон беради. Бунда, табиийки, хусусий ечимни 
унг томоннинг шаклига ухшаш шаклда излаш керак булади. Бундан 
таш^ари, хусусий ечимнинг шакли тенгламанинг чап томонига >̂ ам 
боглшушр.

Аввал иккинчи тартибли дифференциал тенгламани муфассал ка- 
раб чи^амиз, сунгра унинг натижаларини п- тартибли дифференциал 
тенгламалар учун умумлаштирамиз.

29.1. Иккинчи тартибли узгармас коэффициентли чизицли бир 
жинсли булмаган дифференциал тенгламалар. Ушбу иккинчи тартиб­
ли узгармас коэффициентли чизикли бир жинсли булмаган дифферен­
циал тенгламани к;араймиз:

у" + ру' +ЧУ = /(* ) ,  (29.1)
бу ерда р , q — узгармас сонлар. Ушбу

k* +  p k + q  =  0 (29.2)

берилган бир жинсли булмаган (29.1) дифференциал тенгламага мос 
чизицли бир жинсли

у" + ’ру' +qy = о

дифференциал тенгламанинг характеристик тенгламаси булади. f(x)  
функцияни куйидагича ёзиш мумкин булсин:

f ( x ) = e  v* [Рп (л:) cos б х  +  Qm (х) sin б *], (29.3)

бу ерда у, б—маълум сонлар, Рп (х), Qm (х) — маълум купхадлар. Бу 
функциянинг хусусий холларини куриб чи^амиз.

1 )7  =  0, 6 =  0 булсин, у холда f  {х) =  Рп (л:), бу ерда Рп (л;) 
п- даражали купхад. у хусусий ечимни п- даражали ушбу купхад 
куринишида излаймиз:

у =  Rn (x) =  А0хп +  А 1хп~ 1 +  . +  а  п_х Х +  Ап, (29.4)

бу ерда Л0, А 1% А.г, А п — топилиши керак булган номаълум
коэффициентлар. Уларни у =  Rn (х) функция (29.1) тенгламани ай- 
нан ^аноатлантириши шартидан аниклаймиз. (29.4) ифодани икки 
марта дифференциаллаймиз:

у\ =  R'n (*) =  пА0 хп~х +  (п — 1) +  +  Ап_ х,

У" =  R 'n ( х ) = п ( п  —  1) А0х  п~2 +  (п —  1) (п — 2 ) А хх  п_3+
+  +  2Л„_2.



у, у[, у п ларни (29.1) дифференциал тенгламага к,уйиб, цуйи- 
дагини ^осил циламиз:

К  +  Р К + Я ^ „  =  Рп(х), (29.5)
бу ерда Rn— п- даражали куп^ад; R'n — (п — 1)- даражали кугщад, 
■R"n — (п — 2)- даражали куп^ад. Мумкин булган ^олларни караб чи- 
ь;амиз.

а) q ф  0  булсин (яъни характеристик тенгламанинг илдизлари 
kl ф О, k2 Ф 0, у хрлда (29. 5) тенгликнинг чап ва унг томонлари- 
да п- даражали куп^адлар туради. х  нинг бир хил даражалари олди- 
даги коэффициентларни тенглаб, (п +  1) та А0, Аи  А,, Ап 
номаълум коэффициентларни аниклаш учун п +  1 та тенгламадан 
иборат системани з^осил циламиз. Шундай цилиб, бу ,у>лда хусусий 
ечим у — Rn (х) куринишда булади.

б) q =  0, р Ф 0 ((29.2) характеристик тенгламанинг илдизлари: 
Ьг =  0, К ф О )  булсин. Агар хусусий ечим яна у = R n (*) шаклда 
изланса, (29. 5) тенглама цуйидаги куринишга келади:

К + Р К = РпЬ)- (29.6)
Чап томонда (п — 1)- даражали купхад, унг томонда эса п- даража­
ли купхад турибди. Демак, хеч кандай А 0, А 1г , А п ларда 
(29. 6 ) айният була олмайди. Шунинг учун хусусий ечимни номаъ­
лум коэффициентлар сонини оширмай (п + 1)- даражали купхад 
куринишида олиш керак. Бунинг учун Rn {х) ни х  га купайтириш
етарли. Шундай ^илиб, бу ^олда хусусий ечим у  =  xR n (я) курини- 
шига эга булади.

в) q =  0 , р =  О ((29.2) характеристик тенгламанинг илдизлари 
&! =  £ ,= ( ) )  булсин. Агар хусусий ечимни у = R n (х) шаклда излай- 
диган булсак, (29.5) тенглама куйидаги куринишда булади:

К = Р п { х )  (29.7)

Чап томонда (п — 2)- даражали купхад, унг томонда эса п- дара­
жали купхад турибди. Демак, ^еч бир А0, A lt Ап ларда (29.7) 
айният була олмайди. Шунинг учун хусусий ечимни номаълум коэф­
фициентлар сонини оширмай (п — 2 )- даражали купхад шаклвда олиш 
керак. Бунинг учун Rn (х) ни х2 га купайтириш етарли. Шундай
цилиб, бу х,олда хусусий ечим у  =  x-Rn (х) куринишда булади.

X у л о с а . а) Агар 0  сони характеристик тенгламанинг илдизлари 
билан устма- уст тушмаса, у  =  Rn (х) булади.

б) Агар 0 сони характеристик тенгламанинг битта илдизи билан 
устма- уст тушса, у  =  xRn (х) булади.

в) Агар 0 сони характеристик тенгламанинг иккала илдизи билан 
устма- уст тушса, у  =  xiRn (х) булади.



1- ми со л . Ушбу у" +  Ау' + 3 у  = х  дифференциал тенгламанинг 
умумий ечимини топинг.

Е ч и ш .  a) kr +  4& +  3 =  0 характеристик тенглама kx =  — 1, 
kt =  — 3 илдизларга эга. Бир жинсли дифференциал тенгламанинг 
умумий ечими

С —х  | —Зхie ~г Сге
куринишда булади.

б) Чизикли бир жинсли булмаган дифференциал тенгламанинг унг 
томони f(x) =  x =  P1(x) куринишга эга, шу билан бирга б сони ха­
рактеристик тенгламанинг хеч кайси илдизи билан устма- уст туш- 
майди. Шунинг учун хусусий ечимни у  =  Ах  +  В куринишда излай- 
миз. Номаълум Л ва В ларни топиш учун у  функциянинг ва унинг 
хосилаларининг ифодаларини берилган тенгламага цуямиз ва чап х,ам- 
да унг томондаги коэффициентларнн таккослаймиз. Бунинг учун 
у, у ', у "  ларнинг ифодаларини ва уларнинг тенгламага кирган коэф- 
фициентларини ёзиб чи^амиз. Натижада ^уйидагини ^осил кила­
миз:

3 у =  Ах  -f- В,
4 1 = А ,
1 у" =  0 .

^исоблашларни бажариб, 3 (Ах +  В) +  4А =  х  га эга буламиз. Бу ер­
дан коэффициентларнн тенглаб,

ГЗЛ =  1,
{ ЗВ +  4А =  0

1 41системани з^осил циламиз. Бу системани ечиб, А  =  — , В — -------- -—
3 9

— 1 4ларни топамиз. Шундай цилиб, хусусий ечим у — — х -------була-
3 9

ди. Умумий ечим эса

у — У

дан иборат булади.
2) 6 =  0 булсин, у ^олда f(x) = е ух Рп (х), бу ерда у — маълум 

сон, Р„(х) эса п- даражали маълум купхад. Дифференциал тенгла­
манинг хусусий ечимини

у = e y x Rn (х) (29.8)

куринишда излаймиз, бу ерда Rn(x)— юкоридагига ухшаш п- даража­
ли купхад, унинг коэффициентлари А а, A v  Ап —  номаълум- 
лар. Уларни у  =  е ух Rn (x) функция (29.8) тенгламани айнан к̂ ано- 
атлантиришн керак, деган шартдан анигугаймиз. (29. 8 ) ифодани икки 
марта дифференциаллаймиз:

у — Y  +  у  — Схе х -)- С2е Зх +  — х -----—



у, у', у" лап ни (2 0 . 1) тенгламага куйиб,
R ^ +  ( 2 y + p ) R n +  ( f + P V  +  q )R n = P n (x) (29.9)

ни хосил киламиз. Мумкин булган холларни караб чикамкз.
а) у  (29.2) характеристик тенгламанинг илдизи булмасин (яъни 

У Ф klt у ф  k2). У \;олда (29. 9) тенгликнинг чап ва унг томонида 
п- даражали купхадлар ту ради, х  нинг бир хил даражалари олдида- 
ги коэффициентларни тенглаб, (л 1) та А0, A v  , А„ номаъ- 
лумларни аниклаш учун л +  1 та тенгламадан иборат системани хо­
сил ^иламиз. Шундай килиб, бу ^олда дифференциал тенгламанинг 
хусусий ечими

у  =  еухRn (х)

куринишда булади.
б) у (29. 2 ) характеристик тенгламанинг бир каррали илдизи 

булсин (яъни y = k lt уфкг  ёки уФ  klt у =  k2). Агар хусусий ечим г/ =  
=  еух Rn (*) куринишда изланадиган булса, у ^олда (29. 9) тенглик 
Куйидаги куринишга эга булади:

R ”n +  (2 y + p )R 'n =  Pn (x). (29.10)

Бу ерда чаи томонда (л — 1)- даражали купхад, унг томонда эса rt- 
даражали купхад турибди. Демак, ^еч кандай А0, A lt Ап лар­
да (29. 10) айният була олмайди. Шунинг учун хусусий ечимда но­
маълум коэффициентлар сонини оширмасдан Rn (х) урнига xRn (х) 
купхадни олиш керак. Шундай килиб, бу з^олда дифференциал тенг­
ламанинг хусусий ечими

у =  х  е vx Rn (х)

куринишда булади.
в) у (29. 2 ) характеристик тенгламанинг икки каррали илдизи

булсин (яъни у =  &i = kt). Агар хусусий ечим у  = e yxRn (х) шакл­
да изланса, у ^олда (29. 9) тенглама куйидаги куринишга эга бу­
лади:

R n = P n (x). (29.11)

Бу ерда чап томонда (л — 2)- даражали купхад, унг томонда эса 
п- даражали купхад турибди. Демак, ^еч канДай А>. А* > Ап 
ларда (29.11) айният була олмайди. Шунинг учун хусусий ечимда 
номаълум коэффициентлар сонини оширмасдан Rn [х) урнига х2 • Rn(x) 
купхадни олиш керак. Шундай килиб, бу з^олда дифференциал тенг­
ламанинг хусусий ечими



куринишда булади.

Х у л о с а :  а) Агар у ф к у ,  k2 булса, у  =  еух Rn {x).
б) Агар у =  ky=£ k2 булса, у  =  хеух R n (х).
в) Агар у =  ky =  f e j  булса, у  =  х-еух Rn (х).
2 - м и с о л . Ушбу

у" — Бу' +  бу =  е2х (За: — 2)
дифференциал тенгламани ечинг.

Е ч и ш :  a) k2 — 5& +  6  =  О характеристик тенглама kx = 2 ,  k2 =  
=  3 илдизларга эга. Мос бир жинсли дифференциал тенгламанинг 
умумий ечими

Y =  Схе х +  С ,ех
булади.

б) Дифференциал тенгламанинг унг томони f{x) =  е~х (З х— 2) =  
=  еух Ry (х) куринишга эга. Бунда у  =  2 =  klt шунинг учун хусу­
сий ечим у =  х (Ах +  В) е 2х куринишда булади. Бундан у ' ,  у " 
ларни топамиз:

у'  =  е2х (2Ах2 +  2Вх  +  2Ах  +  В),

у"  =  е 2х (4Ах2 +  4Вх  +  %Ах +  4В +  2 А).

Берилган дифференциал тенгламага у, [у ' ,  у" ларни куйиб, куйи­
дагига эга буламиз :

* 2 (6 Л — ЮЛ +  4Л) + 'х  (6 В — ЮВ — ЮЛ +  4 В +  8 Л) +  (— 5В +  
"+ 4 В -f- 2Л) =  3х — 2 .

х  нинг бир хил даражалари олдидаги коэффициентларини тенглай- 
миз, натижада:

* I — 2Л =  3, \  
х°\2А  — В = — 2. J

Системани ечиб,

л  =  _ А ,  в  =  - 1  

ларни топамиз. Демак, хусусий ечим

куринишда, умумий ечим эса

у = Y  -\-у =  Сув 2х +  С3е Зх +  е — — х2 — х j 

куринишда булади.



3) y. б Ф О булсин, у з^олда

f(x) =  e ух [Рп (х) cos б л: +  Qm (*) sin бл:].

Хусусан, агар Рп (х) =  0 l булса,

f ( x ) = e yxQn (х) sin бх; агар Qm (х) = 0  булса, у зфлда

f  (х) = е ух Рп (х) cos 6 х. Ю^оридаги [1), 2) доллар] га ухшаш 
мулохазалардан куйидаги хулосаларга келамиз:

а) Агар у - r i b  Ф  k u  k,  булса ( £ , ,  /г2 — характеристик тенглама 
илдизлари), у хо лда  хусусий ечимни унг томон шаклида излаш
керак: у  =  еух [и (*) cos -f v (jc) sin бх],
бу ерда и(х), v (*) номаълум коэффициентли купз^адлар булиб, бу 
коэффициентлар у  — берилган (29.1) дифференциал тенгламани ^а- 
ноатлантириши керак, деган шартдан топилади. и (х) ва v (х) куп- 
^адларнинг даражаси берилган Рп(х) ва Qm (х) купз^адларнинг энг 
юкори даражасига тенг эканини ^айд к,иламиз.

б) Агар у  +  i б =  k x булса, хусусий ечимни

у =  хеух [и (х) cos Ь'х +  uj(x) sin б х]
куринишда излаш керак. /  (л:) функцияда синус ёки косинус иштирок 
этмаганда хам хусусий ечимнинг шакли сацланишини кайд цилиб 
утамиз. К,аралаётган хол учун хусусий з^олни, яъни

f{x) =  M cos b х  -f- N  sin б х
булган холни карайлик, бу ерда М, N  — узгармас сонлар.

а) Агар Ы ф к ,  k12 булса, хусусий ечимни

у  =  х Л cos б[х +  В sin Ьх
куринишда излаш керак, бу ерда А, В — номаълум коэффициент­
лар;

б) агар Ы =  ф  £,£булса, хусусий ечимни

у  =  х {A cosbx  -f-Bsin 6 jc)

куринишда излаш керак.
3- м и с о л . Ушбу

у" — 2у' + у  =  sin*
дифференциал тенгламанинг умумий ечимини топинг.

Е ч и ш .  a) k2 — 2k +  I =  0  характеристик тенглама =  1
илдизларга эга. Мос бир жинсли дифференциал тенгламанинг уму­
мий ечими Y  = е х (Сх +  С2х) 
булади.

б) Дифференциал тенгламанинг унг томони f  (х) =  sin х  =  
=  М  cos бх  +  N  sin 8 х  куринишга эга. Бунда bi =  i ф  k x, k Шунинг 
учун хусусий ечимни куйидаги куринишда излаймиз:



у', у” ларни топамиз.

у' =  A cos х — В sin х, i f  =  — A sin х — В cos я

У у У\ У* ларни берилган дифференциал тенгламага цуйиб, топамиз: 
(А +  2В — A) sin х (В — 2/4 — В) cos х =  sin х. 

sin* ва cos я лар оддидаги коэффициентларнн та^кослаб, топамиз:
sin х 2В =  1, 
cos*

Бу ердан А — О, В =  Демак, тенгламанинг хусусий ечими:

у =  -j- cos х. Умумий ечими : у =  Y +  у.

Шунинг учун:

у = е* (С1 +  С̂х) +  — cos х.
4 - мисол.  Ушбу

у" +  4 у =  cos 2*

дифференциал тенгламанинг умумий ечимини топинг.
Е ч и ш a) kr + 4  = 0  характеристик тенглама 2 = ± 2i ил- 

дизларга эга, бу ердан а = 0 ,  р =  2. Мос бир жинсли дифференци­
ал тенгламанинг умумий ечими

Y = Сгсо$2х +  C2sin2*
булади.

б) Дифференциал тенгламанинг унг томони f(x)=  cos2jc =  
=  М cos б х +  N sin б х куринишга эга. Бунда : Ы =  2i —кхФ k2. 
Шунинг учун хусусий ечимни куйидаги куринишда излаш керак:

у =  х (A cos 2х +  В sin 2х).
у', у" ларни топамиз:

у' =  (А +  2Вх) cos 2х +  (В — 2Ах) sin 2х,

у" =  (2В + 2В —  4Ах) cos 2* +  (— 2А —  2А — 4Вх) sin 2х
У, у\ у" ларни дифференциал тенгламага цуйиб, куйидагига эга бу­
ламиз:

(4Ах +  2В +  2В — 4Ах) cos 2х +  (4Вх— 2А — 2А —  4Вх) sin 2х —
=  cos 2х.

sin 2*, cos 2* ларнинг олдидаги коэффициентларнн тенглаб:



cos 2x 4B =  1, 
sin 2x — 4 A =  0,

A =  О, В = ----эканини топамиз. Хусусий ечим:

у =  — л: sin 2х.* 4

У ^олда дифференциал тенгламанинг умумий ечими

у —- Y +  у = Сг cos 2х +  С2 sin 2х -f —  х sin 2х
4

булади.
29.2. Узгармас коэффициентли чизикли бир жинсли булмаган 

п- тартибли дифференциал тенгламалар. Ушбу узгармас коэффици- 
ентли чизшуш бир жинсли булмаган п- тартибли дифференциал 
тенгламани караймиз:

у(п) +аху (п- 1) +агу{п-2)+  +any=f(x), (29.12) 

бу ерда alt а2, , ап — узгармас сонлар. Мос бир жинсли

у (п) +  а1У (- 1> + а 2у(л- 2) +  +  апу =  0 (29.13) 

дифференциал тенгламанинг характеристик тенгламаси

k  - f~  CLikn - f -  й 2к П - j -  <2n =  0

булсин. (29.12) тенгламанинг умумий ечими у = Y  +  у каби тузи- 
лиши маълум, бу ерда Y  — мос бир жинсли (29.13) дифференциал 
тенгламанинг умумий ечими, у эса берилган бир жинсли булмаган
дифференциал тенгламанинг хусусий ечими.

f(x) функция махсус (29. 3) куринишга эга булган ^олда хусу­
сий ечимни хам уша (29 3) шаклда излаш керак. (29. 3) куриниш- 
нинг хусусий ^олларини куриб чицамиз ва хусусий ечим шаклини 
тузиш коидаларини келтирамиз.

1) f  (х) =  Рп (я) булсин, бу ерда Рп (х) маълум К г̂г̂ ад. А*ар 0 
сони характеристик тенгламанинг карралиги г булган ечими булса, 
хусусий ечимни у = x rRn(x) шаклда излаш керак, бу ерда Rn (х) —
— купхад булиб, уньнг даражаси Рп (х) нинг даражаси билан бир 
хил, лекин коэффициентлари номаълум.

2) f(x) = е ухРп(х) булсин, бу ерда у — узгармас сон. Агар у 
сон характеристик тенгламанинг карралиги г булган илдизи булса, 
хусусий ечимни

~у = xr еух Rn (х)
шаклда излаш керак, бу ерда Rn (х) ^ам Рп (х) билан даражаси бир 
хил булган купхад.



3) /  (х) =  М cos 6x+ N s\n  6х  булсин, бу ерда М, N, б—узгармас 
сонлар. Агар б сон характеристик тенгламанинг карралиги г бул­
ган илдизи булса, хусусий ечимни

у = xr (A cos б* -г В sin б*)
шаклда излаш керак, бу ерда А, В — номаълум узгармас коэффи- 
циентлар, f  (х) функцияда фа^ат синус ёки фацат косинус к^атнаш- 
ган, яъни f(x) =  M  cos б * ёки f(x) =  N sin б * хрлца \ам хусусий 
ечимнинг бу шакли са^ланиб крлади.

4) /  (х) =  еух [Рп (х) cos Ьх +  Qm (х) sin б х] булсин, бу ерда 7 , б—
— узгармас сонлар, Рп (х), Qm (x) — маълум купхадлар. Агар 7  +  
+  / 6 сон характеристик тенгламанинг карралиги г булган илдизи 
булса, хусусий ечимни

у =  х г е ух [и (х) cos б л: +  v (л:) sin б х]
куринишида излаш керак, бу ерда и (х), v(x) — коэффициентлари но­
маълум купхадлар булиб, уларнинг даражаси Рп (*), Qm (х) купхдц- 
ларнинг энг юкрри даражасига тенг. Хусусий ечимнинг бу шакли 
/  (х) функцияда факат синус ёки фацат косинус к;атнашган, яъни

f ( x ) = e  ух Рп (х) cos б х  ёки /  (х) = е ух Qm (.х) sin бх

булганда сацланади.
4) урлда аввалги 1), 2), 3) холларнинг умумлаштиришини куриш 

осон.
5- м и с о л . Ушбу

y lv — у =  х3 +  1

дифференциал тенгламани ечинг.
Е ч и ш ,  a) k* — 1 = 0  характеристик тенглама =  1, kt =  

=  — 1, k3 =  i, ki =  — t илдизларга эга. Бир жинсли дифференциал 
тенгламанинг умумий ечими

К =  Суб -|- С2€ С$ cos х  -f- С ̂  sin х
куринишда булади.

б) Дифференциал тенгламанинг унг томони f ( x ) — x3 +  1 =  Р3(х) 
куринишга эга. О сони характеристик тенгламанинг ^еч кайси ил- 
дизига тенг эмас, шунинг учун г =  0. Хусусий ечимни цуйидаги 
куринишда излаб, ^осилаларни топамиз:

~у =  Ах? +  Вх2 +  Cx +  D, ~у"' --- 6А,
J '  - - 3Ах2 +  2Вх  +  С, ~у1V =  0.
t/' =  6Ax +  2B,

Ушбу тенглнкка эга буламиз:
— Ах3 — Вх* — Сх — D  =  х3 +  1 . Бу ерда А =  — 1, В = С =  0, 
D =  — 1 . Хусусий ечим: у =  — х3— 1 .

Демак, умумий ечим:



y =  Y - { - y =  Схе х -{-Сге J: +  C3 c0 s;c +  C4 sin;ic — л:3 — 1.
Бир нечта амалий масалаларнинг тахлилини келтирайлик.
29. 3. Моддий нуцтанинг мажбурий тебранма ^аракати. Резо­

нанс ^одисаси. Моддий нуктага кайтарувчи кучдан ташкари вак,т- 
нинг даврий функциясидан иборат булган уйготувчи куч хам таъ­
сир этса, у мажбурий тебранма харакатда булади. Даврий куч ман- 
баи уз табиатига кура турлича булиши мумкин. Ёкилги ёниши на- 
тижасида ^осил буладиган газларнинг ички ёнув двигатели порше- 
нига таъсир кучи, электромагнитларнинг узгарувчан тортиш кучлари, 
мувозанатланмаган валнинг айланиши натижасида хосил буладиган 
марказдан крчма инерция кучи ана шулар жумласидандир.

Айтайлик, моддий нуктага таъсир этувчи Q уйготувчи кучнинг 
х  укдаги проекцияси Qx =  Н  sin (pt - f  б) га тенг булсин; бу ерда 
Я  — уйготувчи кучнинг амплитудаси, р — унинг доиравий частотаси, 
б — бошлангич фаза.

F кайтарувчн ва Q уйготувчи кучлар таъсиридаги моддий нук,- 
танинг ^аракат дифференциал тенгламаси куйидаги куринишга эга 
булади:

т х =  — сх +  Н  sin (pt +  б)

ёки

х  +  кгх  =  Н0 sin (pt +  б), (29.14)

бунда

m

(29. 14) тенглама моддий нуктанинг мажбурий тебранма %арака- 
ти тенгламаси дейилади. Бу тенглама коэффициентлари узгармас 
булган иккинчи тартибли, бир жинсли булмаган чизикли тенглама-
дан иборат. Унинг умумий ечими x  +  k2x  =  0 бир жинсли тенгла­
манинг умумий ечими х х = а  sin (kt +  а) ва (29.14) тенгламанинг 
хусусий ечими xt ларнинг йигиндисига тенг:

x  =  x1 -sr xt. (29. 15)
Агар р ф  k булса, (29. 14) тенгламанинг хусусий ечимини цуйидаги 
куринишда оламиз:

xt =  A  sin (pt +  6). (29. 16)

Бундаги А катталикни аниклаш учун (29.16) дан ва^т буйича икки 
марта ^осила олиб,

х2 =  — Ар- sin (pt +  б),



сунгра хг ва х. ларнинг кийматини (29. 14) тенгламага цуямиз:
— Ар2 sin (pt +  б) +  Ak2 sin’(p/ +  б) =  Н 0 sin (pt +  б)

ёки
А (№ —rp2) sin (pt]+ б) =  Н0 sin (pt +  б). (29. 17)

Бу тенглик уринли булиши учун чап ва унг томондаги sin(/rf +  6 ) 
олдидаги коэффициентлар узаро тенг булиши керак:

A (k ‘2- p ' - ) = H a.
Бундан

А =  -т т ^ Ч -  (29.18)к- — р1

муносабатни оламиз.
(29. 18) ни (29. 16) га ^уйиб, хусусий ечим учун

=  . , Н" . sin (pt +  б) 
k- — p-

ифодага эга буламиз.
Шундай килиб, (29. 14) тенгламанинг умумий ечими куйидаги 

куринишда ёзилади:

х  =  a sin (kt +  а) Н------И° sin (pt +  б). (29. 19)
kl —  р1

Бинобарин, моддий нуктага бир вацтнинг узида F ^айтарувчи ва
Q уйротувчи кучлар таъсир этса, мазкур ну^та k частота билан со- 
дир буладиган эркин тебранма з^аракат з^амда уйротувчи куч часто- 
таси р билан содир буладиган мажбурий тебранма харакатла.иан 
ташкнл топган мураккаб з^аракатда булади.

(29. 19) даги а ва а  доимийлар з^аракатнинг бошланрич шартла- 
ридан ани^ланади. Бу тенгламадаги нуктанинг мажбурий тебранма 
харакатини ифодаловчи охирги з^адда интеграллаш натижасида хр­
сил буладиган доимийлар к,атнашмайди. Бинобарин, мажбурий ти>  
ранма з^аракат ну^та з^аракатининг бошланрич шартларш :; бог 
булмайди.

Нуктанинг

^ — sin (pt +  б) (29.20)№ — р2

цонун асосида содир буладиган мажбурий тебранма ^аракатини ба- 
тафсил текширамиз.

Мажбурий тебранма хаРакат амплитудаси

Лх =  „ На ■ (29.21)

тенгликдан ани^ланади.



35- шакл

Мажбурий тебранма харакат тенгламасинн унинг амплитудаси 
оркали куйидагича ифодалаш мумкин:

k > p  булса, = А г sin (pt +  б),

k <  р булса, х2 =  — А х sin (pt +[б) =  А х sin (pt +  6  — я).

Охирги иккита тенгликдан курамизки, агар k >  р булса, мажбурий 
тебранма ^аракат фазаси Qx =  Н sin (pt +  б) уйготувчи куч фазаси 
билан устма- уст тушади (35- шакл); агар k с  р булса, мажбурий 
тебранма ^аракат ва уйгонувчи куч каРама* КаРши фззага эга бу­
лади, яъни мажбурий тебранма ^аракат фазаси уйготувчи куч фаза- 
сидан я  га оркада к°лаДи (36- шакл).

Мажбурий тебранма ^аракат амплитудасини частоталар нисбати 
оркали куйидагича ифодалаш мумкин:

а 2 = н а я„ Хст

бунда
' - 9

—
Хст k .

(29.22)

1 Ам

билан нуктага уйготувчи кучнинг максимал кийматига тенг куч 
таъсир этганда унинг мувозанат ^олатидан статик огишини ифода- 
ловчи катталик белгиланган.

Агар нисбатни х\ оркали белгиласак,

Лг _ 1

II

(29.23)
г - Н  * и

г) катталик динамиклик коэффициенти дейилади; бу коэффициент 
мажбурий тебранма ^аракат амплитудаси статик огишидан неча марта



ортщ булишини ифодалай- 
ди. 37- шаклда ифодаланган 
(29.23) ифоданинг графи-

гидан курамизки,
k 1 да

динамиклик коэффициенти 
жуда катта кийматга эри- 
шади. (29. 17) дан курамиз­
ки, рж  k булганда (29.16) 
куринишидаги хусусий ечим 
мавжуд булмайди. Бу холда 
хусусий ечимни куйидагича 
танлаб оламиз:

Л  2
Но (sin pt —kt—p*

— sin kt).
Бу ечимни (29. 19) тенглик 
билан ифодаланадиган уму­
мий ечимдан а, а  ва б катта- 
ликлар

а =  — Но
Р - р1

а  =  0 , 6 = 0

кийматларни к^абул калган холда келтириб чикариш мумкин. Агар 
р =  k булса, мазкур хусусий ечим — куринишидаги ани^масликдан

иборат булади. Бу ани^масликни йу^отиш учун Лопиталь цоидаси- 
дан фойдаланамиз:

*2: = н п
— (  s i n  pt — sin kt) 
dp_____________

=  — Cos kt. (29.24) 
2k

p = k

Шундай цилиб, p =  k холида (29. 14) тенгламанинг умумий ечи­
мини

х  =  a sin (kt + а ) ----- - cos kt
} 2k

(29. 25)

куринишда ёзиш мумкин.
38- шаклда х*2 функциянинг графиги тасвирланган булиб, р =  k

булганда вацтнинг утиши билан тебраниш амплитудаси вактнинг 
чизикли функцияси сифатида чексиз орта боради. Бу х°Дисага резо­
нанс дейилади.



Резонанс ^одисасини 
эътиборга олмаслик натижа- 
сида баъзида иншоотлар ту- 
сатдан бузилиб кетиши мум­
кин. Масалан, осма куприк 
устидан аскарлар бир хил 
Кадам ташлаб утганда ас-

а

38- шакл

.j- кар кадамларининг частота­
си куприкнинг тебраниш 
частотаси билан устма- уст 
тушганда резонанс ходисаси 
руй беради ва натижада 
куприк бузилиб кетиши мум­
кин. 1850 йилда Анжер ос­
ма куприги устидан 500 
кишилик француз пиёда

аскарлари батальони бир меъёрда кадам ташлаб утиб бораётганда бу 
куприк бузилиб кетган ва натижада 226 киши халок булган.

Акустика ва радиотехникада ^амда турли иншоотларнинг лойи- 
^асини динамик хисоблашда резонанс ходисаси ало^ида а^амиятга 
эга.

29. 4. Нуктанинг мажбурий тебранишига му^ит ^аршилигининг 
таъсири. Эркин тебранма харакатдаги нуктага тезликнинг биринчи 
даражасига пропорционал булган мух^итнинг каршилик кучи таъсир 
этганда нукта сунувчи тебранма каРакатДа булишини курган эдик. 
Энди мажбурий тебранма харакатдаги нуктага бундай каРшилик 
кучи канддй таъсир этишини курамиз. Ох ук буйича ^аракатланув-

v - >•

чи М  нуктага кайтарувчи куч F , уйготувчи куч Q ва тезликнинг
биринчи даражасига пропорционал булган R  =  — \i - v  каРшилик 
кучи таъсир этсин.

Координаталар бошини пружина деформацияланмаган ^олатига 
мос келувчи нуктанинг эгаллаган ^олатида олиб, унинг ихтиёрий 
пайтдаги координатасини х  билан белгилайлик. У х;олда нуктага 
таъсир этувчи кучларнинг координата укларидаги приекциялари 
Куйидагича ифодаланади:

Fx =  — сх, Qx =  Н sin (pt +  б) — \ис, Rx =  — \ix.

Бундай кучлар таъсиридаги нуктанинг харакат дифференциал тенг- 
ламасини

куринишда ёзиш мумкин. сх ва \ix ^адларни чап томонга утказиб, 
тенгламанинг иккала томонини т га булсак,

т х  =  — сх  +  Н  sin (pt +  б) — (х х

х  +  — х +  — х  =  -  sin (pt +  б)
т т т



ц с Н
ва — =  2п, — =  k.-, — =  Н„ белгилашларни киритсак. 

т т т

х  4  2 п х  -(- №х =  Н 0 sin (pt -f- б) (29. 26)

дифференциал тенглама ^осил булади. (29. 26) тенглама ^аракат 
тезлигига пропорционал булган ^аршилик кучи таъсиридаги нуцта- 
нинг мажбурий тебранма ^аракат дифференциал тенгламасини ифо- 
далайди. Бу тенглама коэффициентлари узгармас булган иккинчи 
тартибли, бир жинсли булмаган чизикли дифференциал тенгламадан 
иборат булиб, унинг умумий ечими (27. 21) бир жинсли тенгламанинг 
умумий ечими билан (29. 26) тенгламанинг хусусий ечими х2 лар- 
нинг йигиндисига тенг булади:

х  =  х х +  х2. (29. 27)

(27. 21) тенгламанинг умумий ечимини п ва k ларнинг цандай кий- 
матларни к;абул килишига караб, мос равишда (27. 22) ёки (27. 23), 
(27. 32) ёки (27. 34) з^амда (27. 35) куринишда олиш мумкин.

(29. 26) тенгламанинг хусусий ечимини
[д:2 =  A  sin (pt +  б — е) (29.28)

шаклида оламиз. Бундаги А  ва е доимийларни ани^лаш учун 
х2 ва х2 ларни ^исоблаб,

xt =  Ар cos (pt +  б — е), 

хг — Ар2 sin (pt +  б — е),

сунгра хг, х г ва х2 ларнинг ^ийматини (29. 26) га цуямиз:
— Арг sin (pt +  б — е) +  2пАр cos (pt +  б]— е) +  Ak2 sin (pt +  б — е) =

=  Н0 sin (pt +  б). (29. 29)
Бу тенгламанинг унг томонидаги ифодани куйидагича ёзиб:

Н0 sin (pt +  б) — Н0 sin (pt +  б — е -f- е) =
=  H0sin(pt б — e)cose +  H0cos(pt 4 - 6  — e)sin е, 

олинган натижани (29. 29) га к;уямиз:
А (k2 — р2) sin (pt +  б — е) +  2 npAcos(p t  +  б — е) =
=  //„ cose-sin (р£ +  6  — е) +  Я„ sine-cos (pf +  б — е).

•Бу тенглама t вактнинг з̂ ар к;андай цийматида уринли булиши учун 
sin (pt +  б — е) ва cos (pt +  б — е) олдидаги мос коэффициентлар 
узаро тенг булиши керак:

A ( k * - p * ) = H 0cose .l (29. 30)
2  п р А  =  t f0s me  j

(29. 30) дан А  ва е лар ани^ланадиган ушбу муносабатларни ола­
миз:



А  =  ---------- -----Нп---------- ---------- , (29. 31)]/(£! _р 2)а+ 4„2р2

' 8 '  =  ^  (29.32)

е ни (29. 32) дан аниклаш мумкинлигини назарда тутиб, маж­
бурий тебранма ^аракат амплитудаси А нинг ^ийматини (29. 28) га 
цуйсак,

* 2 = ----------- Н° ------  sin (pt +  б — е) (29.33)/  (k?— р2)2+4п2р2

тенгликни оламиз.
Шундай килиб, k ва л лар орасидаги муносабат кандай були- 

шига цараб, (29. 26) тенгламанинг умумий ечимини
1) п <  k булганда kx = V №— пг белгилашни киритиб,

х  =  е~ "* (Сх cos kyt+C2 sin k j )  +  A sin (pt +  8 — e) (29. 34)
еки

x  =  ae ы sin (kxt +  a) -f  A sin (pt +  6  — e); (29. 35)

2 ) n > k муносабат уринли булганда (h л2 — №)

x  =  в (С[в С2е ) -)- sin (pi -f- б — е) (29. 36)
ёки

х  =  ов sh (ht сс) -|- A sin \pt -f- б — e)j (29. 37)
3) л =  k ^олида

х =  е ~ ы (Cjt +  С2) +  А s in (pt +  б — е) (29.38)
куринишда ёзиш мумкин.

Бу тенгламаларда Cv  Сг ва а, а  лар интеграллаш доимийлари 
булиб, ^аракатнинг бошлангич шартларидан аникланади. Масалан,
(29.34) даги Сх ва С2 ларни аниклаш учун ундан вацт буйича ко­
сила оламиз х,амда олинган тенгламага ва (29.34) га t = 0  да х —
=  ха, х  =  х0 бошлангич шартларни куямиз:

С, =  —  [лг„ + п х 0 — пА sin(6 — е) — Ар  cos (б — е)], 
ki

Ci =  х0 =  A sin (б — е). (29.34)
Cj ва Сг нинг кийматларини (29.34) га к,уйиб, моддий нукта­

нинг л <  k ^олдаги х,аракат цонунини оламиз:

х  =  е~ш [■ Х° ПХ° sin kjt +  х0 cos kxt 
L

-nt f A— e n<( —  [л э т (б  — e) +  p cos( 6  — e)]sinkxt +
I



+  A sin(8 — е) • cos kLt j +  A sin (pt + 6  — e). (29.39)

(29.39) дан курамизки, n <  k булганда моддий нуцтанинг харакатини 
биринчи кушилувчи билан ифодаланадиган ва бошлангич шартларга 
богли^ булган сунувчи тебранма хаРакат, иккинчи кушилувчи билан 
ифодаланадиган ва уйротувчи куч таъсирида kx частота билан содир 
буладиган сунувчи тебранма харакат хамда учинчи кушилувчи би­
лан ифодаланадиган соф мажбурий тебранма хаРакатлаРДан ташкил 
топган, деб 1̂ араш мумкин.

(29.34) — (29.38) формулаларда цатнашувчи e~nt купайтувчи ва^т- 
нинг утиши билан нолга интилади, яъни бу купайтувчи к;атнашган 
хадлар сунувчи тебранма ёки апериодик хаРакатни ифодалайди. Шу 
сабабли маълум вл^т утгандан кейин нуктанинг хаРакати фа^ат

х =  Asin (pt\+ б — е)

конун билан ифодаланадиган мажбуркй Гтебранишдан иборат булиб 
^олади хамда мажбурий тебранма хаРакат царшилик кучи таъсирида 
сунмайди.

Мажбурий тебранишдан фарк;ли уларо^, зркин тебранма хаРа“ 
катда жуда кичик царшилик мавжуд булганда хам ХаРакат сунувчи 
булади.

^аршилик мавжуд булганда мажбурий тебранма хрракат часто- 
 ̂ 2лтаси р ва тебраниш даври т =  —  уиротувчи куч частотаси ва дав-

р
рига тенг булади хамДа му^итнинг ^аршилиги мажбурий тебранма 
харакат частотаси ва даврига таъсир этмайди.

Каршилик кучи мавжуд булганда мажбурий тебранма харакат 
фазаси (pt +  б — е) уйротувчи куч фазаси (pt 4 - б) дан фаза сил- 
otcuuiu деб аталадиган ва (17.55) формула ёрдамида ани^ланадиган е 
катталик ^адар оркада крлади.

(29.32) дан курамизки, sine =  2прЛ-  > 0  булгани учун е кат-
Ий

талик 0 <  е <  л оралиада узгаради. Шу сабабли, е ни (29.32) фор­
мула воситасида бир цийматли ани^лаш мумкин:

tge 2пр ёкй tge =■

п р
2 -------k k

- ( f )1
2 Рг 

1 —г2

Бу формулалардан курамизки, е нинг циймати уйготувчи куч часто­
таси билан эркин тебраниш частотасининг нисбатига тенг булган
—  =  г катталикка ^амда cCjmiu коэффициента деб аталадиган 
k

—  =  Р нинг миьдорига боглиц булади. 
k



39- шакл

Бинобарин, р га 
маълум цийматларни 
бериб, е билан z ора­
сидаги муносабатни
39- шаклда гидек тас- 
вирлаш мумкин.

Каршилик кучи 
таъсир этмаган ^олда 
п =  О ва tg  е =  О бу­
лади. Бу ^олда кичик

частота би­

лан содир буладиган 
мажбурий тебранма 

^аракат учун е =  О булиб, мажбурий тебранма ^аракат фазаси би­
лан уйготувчи куч фазаси устма-уст тушади.

р =  k  булса, яъни уйготувчи куч частотаси эркин тебранишлар 
частотаси билан устма-уст тушса, суниш коэффициенти р  ^андай 
Кийматни ^абул килишидан катък назар,

, 2 p z  яtge = ----- =  о о  ва е =  —
1 —г* 2

булади. Бинобарин, мажбурий тебранма ^аракат фазаси уйготувчи
куч фазасидан - j  каДаР оркада к°ладь.

Катта частота  ̂ >  1 j  билан содир буладиган мажбурий теб­

ранма ^аракат учун е =  я булиб, мажбурий тебранмау^аракат фаза­
си уйготувчи куч фазасидан л  кадар ореада цолади, яъни унга ка~ 
рама- царши булади.

k, р ва п ларнинг цийматлари маълум булса, 40-шаклда тасвир- 
ланган графикдан силжиш фазаси е ни бевосита аниклаш мумкин.

Му^итнинг каршилик кучи мавжуд булганда мажбурий тебран­
ма ^аракат амплитудаси (29.31) формуладан аникланади. Бу форму- 
ладаги касрнинг сурат ва ма^ражини k2 га булиб, мажбурий тебра­
ниш амплитудаси учун куйидаги ифодани оламиз:

Ил
k2

А =  *

УН-9 Мт)Ш
еки

А  = (29.40)
V  (1 —  г2)2 - И Р 2г2' ’

бунда z =  — , р =  — , хсг =  —  булиб, хст катталик уйготувчи куч



Q нинг максимал кийма- 
тига тенг булган узгар­
мас Н куч таъсипнда иуь̂ - 
танинг мувозанат хола- 
тидан статик силжишини 
ифодалайди. (29.40) дан 
курамизки, суньш коэф­
фициента,* р берилганда 
А мажбурий тебраниш 
амплитудаси z нинг функ- 
циясидан иборат 'булади.
40- шаклда тасЕирланган 
эгри чизицларнинг хаР 
бири р нинг маълум ^ий- 
матида А амплитуда би­
лан z орасидаги муносабатни ифодалайди.

(29.40) дан курамизки,

( А ) ^  =  хт ; =  ^  (29.41)

Хамда
\ \тА  =  0 ,
2 - СО

яъни z щ  40-шаклда тасвирланган эгри чизи^ларнинг амплитудаси- 
ни ифодалайди.

z кандай кийматни кабул к^илганда А амплитуда максимал ций- 
матга эга булишини аниклаймиз. Бунинг учун (29.40) да илдиз ос- 
тидаги ифодани f{x) билан белгилаймиз, яъни

f(z) =  (1 — z2)2 +  4 р222.

/(г)$нинг минимал цийматига А нинг максимал к^иймати мос кела­
ди. /(г) экстремал цийматларини аницлаш учун унинг z буйича 
биринчи ва иккинчи хосилаларини хис°блаймиз:

—  =  — 4z(l  — г2) +  8 p2z
dz

=  — 4 + 1 2 z 2 + 8 p 2.
dz2

—̂  ни нолга тенглаб, z нинг А  амплитуда экстремал киймат-
dz

ларга эришадиган ва бизни кизи^тирадиган z з* О цийматларини 
аницлаймиз:

г1 =  0 , z2 = У 7 = ф .

Агар р <  булса, у хщда zt =  0 да <  0, яъни /  (z) функ­
ция максимумга, А эса минимумга эришади.



Z2 =  V 1 — 2P2 илдиз учун = 8 ( 1 — 2p2) >  0, яъни г =  г2
булганда f(z) минимумга, А эса максимал кийматга эришади.

(29.40) формулага z = ]/ 1 —  2fV2 ни цуйиб, мажбурий гебраниш 
амплитудаси А нинг максимал ^ийматини аниклаймиз:

Лтах =  2р/П=Гр2 • (29.42)

(29.42) ни (29.41) билан солиштириб,

Ana* >

булишига ишонч з̂ осил ^иламиз.
40-шаклда пунктрли эгри чизик амплитуданинг максимал нук- 

талари оркали утади.
Бу шаклдан курамизки, 2 =  1 га нисбатан г етарлича катта ёки кичик 

^ийматларни к̂ абул цилганда мажбурий тебранишлар амплитудаси му- 
^итнинг царшилигига деярли боглиц булмайди. A mmo z катталик z =  1 
га як и и кийматларни кабул ^илганда музргг каршилилигининг таъ- 
сири нихоятда катта булади.

Шундай ^илиб, агар суниш коэффициенти р =  шартни ка-

ноатлантирса, у з̂ олда z =  z2 =  У  \ — 2р2 кийматга эр^шганда ре­
зонанс ходисаси руй беради, яъни резонанс z =  —  частоталар нис-k
бати бирдан бирмуича кичик булганда содир булади. (29.42) га кура
0 <  р <  YA. га мос булган резонанс пайтида мажбурий тебранма

з̂ аракат амплитудаси чекли булади.
Агар суниш коэффициенти жуда кичик булса, у зфлда z =  1 деб 

олиш мумкин. Бу з̂ олда p=k булганда, яъни уйготувчи куч часто­
таси эркин тебраниш частотаси билан устма-уст тушганда резонанс 
содир булади.

43-шаклда р = 0  га мос эгри чизик; царшилик мавжуд булмаган- 
даги нуктанинг мажбурий тебранма з̂ аракатига мос келади.

Агар Р =  0, р = k булса, (29.40) формулага биноан мажбурий 
тебраниш амплитудаси чексиз катта кийматга эга булади. Бу холда 
тебранма з̂ аракат цонуни (29.25) формула ёрдамида аникланади.

29.5. Горизонтал тебранишларни ёзиш учун сейсмограф. Сейс­
мограф деб ернинг тебранишларини ёзиш учун сейсмик станция- 
ларда урнатиладиган асбобларга айтилади. Ернинг горизонтал сил- 
кинишларини ёзиш учун хизмат циладиган энг содда сейсмографии 
куриб чицайлик.



Ер остидаги хонада жойлаш-
ган оддий тебрангични тасаввур

/ /  ллари булмаган ,\олда тебрангич ^
0М„ вертикал мувозанат вазиятда у  
булади. Энди ер горизонтал теб- 
ранмокда деб тасаввур этайлик.
Бу тебранишлар тебрангични теб- 
рантиради, улар эса, уз навбати- 
да, тебрангичра ма.^камланган уч- 
лик мослама ёрдамида ёзилади.

этайл1ж (41-шакл). Ер силкиниш- у.
О

Энди ер тебранишлари билан теб­
рангич тебранишлари орасида кан- 
дай боманит борлигини куриб 41-шакл
чикайлик.

Бундай йул билан ёзиб олинадиган тебрангич тебранишлари теб­
рангичнинг тебранаётган ерга нисбатан х,аракатининг узидир. Тебран­
гич тебранишларининг дифференциал тенгламасини ёзамиз.

Ер ^аракатини илгариланма ^аракат деб ^исоблаб, у гармоник 
тебранмокда деб фараз киламиз. Тебрангичнинг осиш уки атрофида- 
даги ер билан бирга силжиб, каралаётган ва^тда А  вазиятни эгал- 
лайди. ОА ни хх билан белгилаб (45-шаклда х  ук чапдан унгга 
йуналган): j

£ J x ^ 'a s i n p /
га эга буламиз, бу ерда [а  ва р — ер тебранишининг [амплшудаси 
ва частотаси.

М  жисмга (уни моддий нукта деб караймиз) тебрангичнинг огир­
лик кучи Р  ва стерженнинг реакция кучи N  куйилган. Бу кучлар 
каторига инерция кучириш кучи Feu — — m w t ни э̂ ам киритамиз, т 
А нуктанинг тезланиш массаси, wt — тезланишнинг х  у к ка проек- 
цияси

га тенг. Бундан wt =  ap 2 sin pt эканлиги келиб чи^ади. Шу [билан 
бирга w, тезланиш х  уцнинг манфий томонига, яъни %унгдан чапга 
йуналган (агар sin/tf > 0  булса), демак,

шу билан бирга F*u куч чапдан унгга йуналган (агар sin pt  >4) 
булса).

Энди моментлар уки сифатида тебрангичнинг айланиш уки А  ни 
олиб, моментлар цонунидан фойдаланамиз; бу укни г ук ДОб атай- 
миз. Тебрангичнинг М А  узунлигини / билан, унинг вертикалдан 
ofhiu бурчагини ф билан белгилаб,

Рги' =  тар2 sin pt,

U =  mvl, v =  /ф' 1г =  m /V



га эга буламиз. Моментлар конунига асосан
т I2 ф" =  — Я/ s in  ф — FeJ  cos ф

ни ^осил киламиз ёки Feu инерция кучи кийматини куйиб ва Р =  
= mg эканлигини ^исобга олиб, ml■ га кискартирсак,

ч . £ р • аР2 • ^Ф +  ~ [ s i n  Ф =  - q -  s in  p t  cos ф.

Тебрангичнинг кичик тебранишларидан иборат ^ол билан чегарала- 
намиз. 5Ш ф « ф  ва со5ф ^  1 деб,

н , Ч &Р2 • J.
Ф + - у - ф =  у s in  pt

га эга буламиз, ф бурчак урнига В нуктанинг осиш нуктаси А орт 
Кали утадиган вертикалдан горизонтал огиши х  ни киритамиз. х =  
=  /ф деб (ф бурчакнинг кичиклигига асосан)

х” +*у-л; =  ар2 sin pt

тенгламага эга буламиз. Тебрангичнинг кичик тебранишлари диф­
ференциал тенгламаси ана шундан иборат. Биз мажбурий тебраниш­
лар дифференциал тенгламасини ^осил килдик.

Бу тенгламани интеграллаб,
п- ""

х  =  a sin (kt +  (J) +  а  — — ; — sin pt 
№ р~

ни зфсил циламиз, бу ерда k  =  j / "  — тебрангичнинг эркин тебра­
нишлари частотаси, а ва р — ихтиёрий узгармаслар, улар бошланрич 
шартлардан аницланади.

Шундай ^илиб, тебрангич з^аракати эркин ва мажбурий тебра­
нишларнинг цушилишидан з^осил булади. Ер харакати!

х г =  a  sin pt
тенглама буйича содир булишини ^исобга олсак, курамизки, тебран­
гичнинг мажбурий тебранишлари ер тебранишларини уларни

Р* =  1

нисбатда орттириб ёки камайтириб такрорлайди. Агар эркин тебра­
нишлар булмагаиида эди, у з^олда тебрангич тебранишлари ёзуви ер 
тебранишларини тугри ^айд этган булар эди. Тебрангичнинг эркин 
тебранишлари бундай цайд этишга имкон бермайди. Шунга ишонч 
з^осил ^илиш мумкинки, plk кичик мшдор булганда, яъни тебран­
гич катта частотали эркин тебранишларга эга булганда эркин теб­
ранишларнинг таъсири унча катта булмайди. Бирок, агар plk  кичик 
булса, у з^олда



кичик микдор булади ва, демак, тебрангичнинг мажбурий тебраниш­
лари амплитудаси

ос

k у2
—  1

Хам кичик булади, яъни тебрангич ер тебранишларига кам сезгир 
булади.

Шу сабабли эркин тебраниш ларнинг олдини олиш учун бошцача 
йул тутишга турри келади, чунончи эркин тебранишларни сундира- 
дигаи катта ^аршиликлар киритилади. 1^аршиликларни тезликнинг 
биринчи даражасига пропорционал хис°блаб, тебрангич тебранишла­
ри дифференциал тенгламасига эга буламиз (R =  — \ix):

цийматга эга булади.
Сейсмологик станцияларда сейсмографлар махсус электромагнит 

сундиргичга эга булиб, у апериодиклик чегарасигача келтирилади 
(п =  k). Тебрангичнинг эркин тебранишлар частотаси ^анчалик ки­
чик булса, у шунча сезгир булади.

Мана шунинг учун сейсмографларда асбобнинг эркин тебраниш­
лари частотасини камайтириш (ёки даврини ошириш) га хаРакат ЦН" 
линади. Бунга тебрангичнинг айланиш у^ини горизонтал эмас, балки 
деярли вертикал к;илиш йули билан эришилади (горизонтал тебран­
гич) ёки тебрангични тункарилган холатга цуйилади. Бу ерда баён 
этилган муло^азалар тебранишларни ёзиш учун хизмат к;илувчи бар­
ча асбобларга ^улланилиши мумкин.

29.6. Пойдевор вибрацияси. А пойдеворга вертикал бир цилиндр- 
ли двигатель урнатилган (42-шакл). Двигатель ишлаётган вацтда 
пойдевор узлуксиз титраб (тебраниб) туради. Пойдеворнинг вибра- 
циясини текшириш талаб этилади.

Бу масалани хал этиш учун двигатель, пойдевор ва пойдевор цу- 
рилган грунтни (ерни) тавсифловчи маълумотлар керак.

Двигателга келсак, унинг ^айтма-илгарилама зрракатланувчи 
цисмларининг о?ирлитиР(Р огирликка поршеннинг орирлиги ва ша-

х” +  2пх +  -у- * =  ар2 sin pt,

бу ерда 2п ==~“  — с\ ниш коэффициента. Бу холда тебрангичнинг маж­
бурий тебранишлари амплитудаси

а

| (&2 — р ° ) 2+ 4 / г 2р ‘2



туннчнг тахминан —  ^исми огирлиги ки-
3

ради), кривошипнинг узунлиги г ва шатун- 
нинг узунлиги / берилади. Двигателнинг 
бош вали со2 бурчак тезлик билан текис ай- 
ланади деб хисоблаймиз.

Сунгра Q оркали пойдеворнинг (двига­
телнинг кайтма харакатда иштирок этмай- 
диган кисмлари билан биргаликдаги) o f h p - 
лигини, 5  оркали эса пойдевор тагининг 
юзини белгилаймиз. Нихоят, грунтнинг 
эластиклик хусусиятларини тавсифлайдиган 
миедорни бериш лозим. Пойдевор грунтга 
чукканида пойдеворга грунтнинг эластик
реакция кучи F  таъсир цилади, уни пой- 

4 2 -  ш а к л  девор тагининг юзи 5 га ва пойдеворнинг
грунтга чукиш чукурлигига пропорционал 

деб ^исоблаймиз. Пойдеворнинг бу чукиши ёки утиришини б билан 
белгилаб, куйидагига эга буламиз:

Рй =  cS б. (29.43)
Бу формуладаги с коэффициент оркали (уни грунтнинг бикрлик 
коэффициенти деб атаймиз) грунтнинг эластиклик хоссаларини тавсиф- 
лаймиз. Агар F кг ^исобида, 5  см2 ^исобида, б эса см х;исобида 
ифодаланса, у ^олда с коэффициент кг/см3 да ифодаланиши лозим 
эканини таъкидлаймиз.

Шундай килиб, Р  ва Q огирликлар, пойдевор тагининг юзи 5, 
кривошип ва шатун узунликлари г ва /, грунтнинг бикрлиги с 
^амда двигатель бош валининг бурчак тезлиги со берилган. Бу маъ- 
лумотлар буйича пойдевор вибрациясини ^исоблаш талаб килинаДи- 

Рт = —  оркали двигателнинг каитма_илгарилама ^аракатла нает- 
g

ган кисмлари массасини белгилаймиз. Агар пойдевор кузгалмас бул- 
ганида эди, г, / ва со маълумотлар буйича т массани (яъни двига- 
тел поршени ^аракатини) аниклаш осон булар эди. Бирок аслида 
пойдевор ва у билан биргаликда бутун машина вибрацияланади. Ас­
лида массанинг абсолют ^аракати унинг пойдеворга нисбатан нисбий 
^аракати (бу массанинг пойдевор кузгалмас деб килинган фараздаги 
^аракатидир) ва пойдевор билан биргаликдаги кучма ^аракатининг 
Кушилишидан иборатдир. Бу икки ^аракатдан биринчиси бизга маъ­
лум (чунки кривошип механизмининг улчамлари ва бурчак тезлик 
берилган), пойдевор билан биргаликдаги кучма ^аракат эса 
хозирча номаълум, ана шуни аниклаш керак. Биз пойдевор верти­
кал йуналишда тебранади ва бунда илгариланма кучади деб ^исоб- 
лаймиз. Биз кучма ^аракатни илгариланма ^аракат деб фараз ки" 
лаётганимиз учун т массанинг пойдевор билан биргаликдаги кучма 
^аракатини, агар т  массага таъсир этаётган кучлар катоРига нис"
бий инерция кучи Fru ни киритадиган булсак, абсолют ^аракат деб



тал^ин этишга хацлимиз. Бу инерция кучини киритиб, т массанинг 
нисбий ^аракатини царамасдан, балки бу массани пойдевор билан 
доимий борланган деб хисоблаймиз. Двигатель ишлаётган ва^тда 
пойдевор вибрацияси бу х°лда гуёки машина ишлаётгандек, биро^
т массага Fru узгарувчи куч цуйилгандек булади.

Нисбий инерция кучи Fru ни хисоблашга утамиз. Бизга маълум- 
ки, бу куч сон жи^атдан т wr га тенг ва wr тезланишга царама- 
карши йуналган, т массанинг нисбий тезланиши ни ^исоблаймиз. 
Wr пойдевор кузралмас булганда В  нуцтанинг 
тезланишининг узидир (43-шакл). В нуктанинг 
Харакат тенгламасини тузамиз. х  у^ини цилиндр 
уки буйича ю^орига йуналтирамиз ва сано^ боши- 
ни О нуктада белгилаймиз. ОВ =  х деб белгилаб,

х =  г cos ф + 1 sin р
га эга буламиз, бу ерда <р — кривошипнинг бу­
рилиш бурчаги, р —шатуннинг цилиндр уци би­
лан ташкил этган бурчаги. 

р бурчак ф бурчак билан
г $ т ф  = / s i n p  

тенглик оркали борланган.
Бундан s inр =  Xsinф, бу ерда К=  -рД ем ак ,

43- шакл
cos р =  У 1 — sin2(i =  У 1 — X2sin2<p.

Радикални Ньютон биноми формуласи буйича 
ёйиб ва бу ёйилмада А, нинг туртинчи ва юкори даражаларини уз 
ичига олган барча ^адларни ташлаб юбориб, тацрибан

cosB - 1— —  sin2 9  
2

ни хрсил киламиз, ва демак:

x — r cos ф] + 1  ̂1 — y  sin2 ф j =  г  ̂cos ф -----j -  sin2 ф  ̂+ 1.

Бу ерда ф =  mt деб, В нуцта ^аракатининг такрибий тенгламасиии 
^осил циламиз:

х — г ^cosmt---- j -  sin2 at  j +  /.

Буни вакт буйича икки марта дифференциаллаймиз: 

х' =  — г <о (sin +  Я sin to t cos to /) =  — r © ^(sin at  +  sin2 to/j, 

x" =  — r to2 (cos w/ +  X cos 2 (Ot), 
иккинчи тартибли x" ^осила wr тезланишнинг x  укка проекциясидан 
иборатдир, бу проекцияни wrx билан белгиласак,



га эга буламиз.
Fru инерция кучи микдор буйича mwr га тенг ва wr тезланишга 

тескари йуналганлиги учун Fru инерция кучининг Ох укка проекция- 
сини Frux оркали белгиласак,

Frux =  — /тх wrx =  tnr со2 (cos со t +  X cos 2 со t) (29.44)

ни ^осил киламиз.
Энди пойдевор ^аракатини аниклашга 

утамиз. М + т  массага Q + P  огирлик ку­
чи ва грунтнинг эластик реакция кучи F 
таъсир этади; бу кучлар катоРига нисбий
инерция кучи Fru ни ^ам киритамиз (44- 
шакл). Мувозанат холатда пойдевор статик 
чукиш f  га эга булиб, у огирлик' кучи
Q +  Р билан грунтнинг эластик реакция ку­
чи F орасидаги мувозанатдан, яъни

Q +  P = c S F  (29.45)
генгликдан аникланади.

Пойдевор огирлиги мувозанат вазиятининг 
марказини С0 оркали ва унинг тебраниш 
вактининг бирор пайтидаги вазиятини С ор- 
Кали белгилаймиз. Ох укни вертикал юцори- 
га йуналтирамиз ва С0-Сни хх билан белги­
лаймиз (xL микдор С0 нуктадан юкорига то­
йон куйилганда уни мусбат ^исоблаймиз). 
Мазкур вактда пойдеворнинг чукиши /  — х г 
га тенг булганлиги учун эластиклик кучи 
F учун

F =  с5 (/ — *x)
ифодани оламиз.

М -\-т  масса ^аракатининг дифференциал тенгламасининг * ук- 
Ка проекцияси
( M + m ) x l =  - ( Q + P ) + F  +  F'ux = - ( Q  +  P ) + c S ( f - x 1) +  F'ux,

бундан (29.45) ни ^исобга олиб ва (29.44) дан Frux нинг ^ийматини 
цуйиб,

(Л1 +  tri)x\ =  — cSxx -f  т rco2L(cos to t +  л cos 2a>t).

— № белгилашни киритамиз. У х;олда ^осил булган тенглама 
ушбу куринишни олади:

Х̂  JCj — to2 (оit +  ^ cos 2 wt). (29.46)



Биз бир жинсли булмаган чизикли дифференциал тенглама^осил 
килдик.|Мос бир жинсли

х\ +  krx{ =  О

тенгламанинг ечими бизга маълум булиб,. у
х1 =  Сг cos kt +  С2 sin kt (29.47)

га тенг, бу ерда Сх ва С2 — ихтиёрий узгаРмаслаР* Бир жинсли 
булмаган тенгламанинг хусусий ечимини А ва В  номаълум коэффи- 
циентлари^билан

Xi = A cos со t +  В cos 2 со t
куринишда излаймиз. х 1 нинг бу цийматини (29.46) тенгламага 
цуйиб, цуйидагини ^осил киламиз:

(k2 — со2) A cosco/-f (k2 — 4 со2) В cos 2 со/— mr(° (cos со t +  X cos 2 со/),М-\-т
бу ерда тенгликнинг чап ва унг томонидаги cos со/ ва cos 2 со/ ол­
дидаги коэффициентларнн тенглаб, топамиз:

/[ — mr(°2 g  __ тга)2Я>
(Af+.w) ( № — & ) 9 (Af+ т )  (Л2— 4(о2) '

Шундай килиб, изланаётган хусусий ечим бундай ^булади:
__ тга>- / сомо/ X cos 2 to / \

1 М-\-т \А2—о»2 № — 4соа /

Бу хусусий ечимга бир жинсли тенгламанинг (29.47) умумий ечи­
мини цушиб, (29.46) тенгламанинг умумий ечимини оламиз:

г> п ., , т гаР '/ c o s a t  . X.cos* со Лх, = С , соSkt +  С, sin kt Н--------------------- ------------ .
1 1 ^  * М +т  U 2— <■>* /s’ — 4a»2 /

Cj ва Са ихтиёрий узгармасларни уз ичига олган ^адлар пойдевор- 
нинг хусусий ёки эркин тебранишларига мос келади, бу тебраниш- 
лар частотаси k га тенг. Олинган формуладаги сунгги ^ад пойде- 
ворнинг мажбурий тебранишларига мос келади. Бу мажбурий теб- 
ранишлар, уз навбатида, со ва 2 со частотали иккита гармоник теб- 
ранишнинг кушилишидан хрсил булади.

Бу ерда, куриниб турибдики, биз резонанснинг иккита ^олига
эгамиз: ю =  k  булганда Еа со =  -^-]булганда. Двигател бурчак тез-

лигининг пойдевор кучли вибрациясини кутишимиз мумкин булган 
бу ^ийматлари критик бурчак тезликлар, уларга мос бурчак тез- 
ликлар эса критик айланишлар сони деб аталади.

Пойдеворни лойихалашда унинг огирлиги ва улчамларини шун­
дай танлаш лозимки, двигателнинг нормал айланишлар сони бу 
хавфли критик айланиш сонларидан етарлича узоцликда ётсин.

29.7. Д е д у  и т е б р а н г и ч  и. Нотекис ^аракатланаётган темир 
йул поездининг тезланишини аник;лашда к;уйидаги усулдан фойда- 
ланилади.



u r

45- шакл

Поезд вагонига учига М юкча 
урнатилган енгил стержендан ибо­
рат М тебрангич (маятник) осилади 
(45- шакл). Поезд нотекис ^аракат- 
ланаётганда тебрангич поезд тезла­
ниши йуналишига ^арама- карши 
йуналишда огади. Тебрангичнинг вер­
тикал огиш бурчагини улчаб поезд- 
нинг тезланиши ^а^ида хулоса чи- 
кариш мумкин.

Мувозанатдан огиш бурчаги а  учун ушбу формулани оламиз:
со

бундан

tgcc =  — , 
ё

= g  tg a.

(29.48)

(29.49)

Поезд узгармас тезланиш билан ^аракатланмокда деган фаразни 
хозирча уз кучида сацлаб туриб, тебрангич узининг мувозанат хр- 
латидан чи^арилган деб фараз циламиз ва тебрангич ^аракатини аник­
лаймиз.

^аракатланаётган вагонда кузатилаётган тебрангич ^аракати ^ара- 
катланаётган вагонга нисбатан тебрангичнинг нисбий ^аракатидан 
боища нарса эмас. Биз вагон ^аракатини илгариланма ^аракат деб 
^исоблашимиз мумкин.

Тебрангичнинг вертикалдан а  бурчакка орган мувозанат вазиятини 
белгилаб оламиз ва тебрангич вактнинг берилган пайтида узининг 
мувозанат вазияти билан ф бурчак хрсил цилади, деб фараз ^иламиз 
(46- шакл). ф ни аниклаш учун дифференциал тенглама тузамиз.

М  юкчага (уни моддий ну^та деб цараймиз) унинг Р  огирлиги
ва тебрангич стерженининг реакция кучи N  таъсир килади. Бу куч­

лар каторига кучирма инерция 
кучи F l=  — mw ни ^ам кирита­
миз, бу ерда т —юкча массаси, 
w — поезднинг тезланиши (яъни 
М  нуктанинг к^чма тезланиши). 
Бу F« кучни поезд тезланишига 
царама-1\арши йуналтирамиз (46- 
шаклда w тезланишни «->» белги 
билан курсатилгандек, унгдан чап- 
га йуналган деб ^исоблаймиз). К$- 
йилган кучлар ^аторига кучирма 
инерция кучини ^ам киритиб, биз 
^аракатланаётган вагонда ^а- 
ракатланаётган тебрангичнинг ^а- 
ракатини абсолют ^аракат деб \и- 
соблашимиз мумкин.

О)



ГМоментлар крнунидан фойдаланамиз. Моментлар у\\и сифатида 
тебрангичнинг айланиш укини (яъни тебрангичнинг осиш нук;таси
О дан утувчи ва чизма текислигига перпендикуляр йуналган укни) 
оламиз ва бу у^ни z уки деб атаймиз. Моментлар конунига асосан 
куйидагига эгамиз:

=  /И,2 +  M iz +  M3z, (29.50)

бу ерда 1г — шу М  моддий нуктанинг г укка нисбатан харакат мик* 
дорининг моменти, М 1г, М 2г, М 3г эса мос равишда Р, N ва F* куч- 
ларньнг моментлари.

Тебрангичнинг ОМ узунлигини I оркали белгилаб, куйидагига 
эга буламиз:

lz =  mvl,

бу ерда v — шу М нуктанинг тезлиги, у =  / ф' булгани учун
1г =  т Р  ф'

булади. 1г нинг бу кийматини ^амда Р, N  ва F* кучлар моментла- 
рининг кийматларини (29.50J тенгламага куйиб, куйидагини ^осил 
Киламиз:

ml2 ф" =  — Р I sin (а’+  ф) +  F* l\cos (а +  ф ) .

Бу ерда F*] =  mw деб олиб ва ml2 га кисКаРтиРиб, топамиз:

ф" +  — ■ sin (а +  ф)----- j -c o s  ( а + ф )  =  0. (29.51)

Бу ерда а  бурчак (29.48) формула билан аникланадиган кийматга 
эга.

Хрсил булган бу тенгламани интеграллашга тухталиб утирмасдан 
(бу тенглама элементар функциялар ёрдамида интегралланмайди), биз- 
нинг тебрангичимиз узининг мувозанат вазиятидан озгина огади деб 
фараз киламиз: шунга мувофик равишда ф  н и  кичик бурчак деб ^ и -  
соблаймиз. Бу ^олда такрибан куйидагига эга буламиз:

sin ( а  +  ф) =[sin a ’cos ф ] +  c o s  a  sin ф  =  sin а  +  ф cos а ,

cos (а +  ф) =  cos a  cos ф — sin a  sin ф =  cos а — ф э т а .

sin (а  +  ф) +  cos (а +  ф) нинг бу кийматларини (29.51) га куйиб, теб­
рангичнинг мувозанат вазиятидан кичик огишли харакатининг диф­
ференциал тенгламасига эга буламиз:

Ф" +  -у- (sin a  +  ф cos a ) ----- у- (cos a  — ф sill a) =  0,

ёки
tt &  ДО / 0  Г W  \

Ф  —  sin a ----- — cos a  +  ф I  ̂ cos a  +  —  sin a  J =  0.



Бу ерда (29.48) формулага асосан,
1 , еcos а  =

у 1 -j- tg'-а У g -fat*
деб олиб,

ф" +  / g 2+w* ф =  о

ни топамиз. Биз эркин тебранишлар дифференциал тенгламасини ^о- 
сил цилдик. Бундан ушбу хулосага келамиз: тебрангичнинг мувоза­
нат вазиятидан кичик ориш ли  ^аракат бу вазият атрофида гармоник 
^аракатдир. Бу тебранишлар частотаси

V  /  g2 +  W'A

ифодадан, тебранишларнинг Т  даври эса 

Т  =  2л ■у/Г'

формула билан аникланади.
Энди поезднинг w тезланиши узгармас катталик булмаган хрлга 

утамиз (аслида ^ам мана шу ^ол булади). Бу ^олда энди ори ш н и н г 
мувозанат бурчаги а  ^а^ида гапириб булмайди. Эндь бу холда по­
езднинг тезланиши билан тебрангичнинг ofhlu бурчаги орасида цан- 
дай борланиш бор, деган савол турилади.

Энди ориш  бурчаги ср ни тебрангичнинг вертикал вазиятидан ^и- 
соблаймиз (47-шакл). ф узгарувчи бурчак учун дифференциал тенглама
тузамиз. Яна кучирма инерция кучи Feu =  —m w e ни киритиб ва тебран-

гичнлнг осиш укига нисбатан моментлар 
ь^онунини татби^ этиб ушбу тенгламани 
хрсш  киламкз:

m l 2 ф" =  — Р I sin ф +  raw I cos ф
еки

ф" +  - -  вшф =  —  со5ф. (29.52).

ц Бундан

w =  g tg  ф +
COS ф

(29.53)

47- ша кл ни топамиз. w ва <р узгарувчи бул­
ган х.олда (29.49) формула бу фор­

мула билан алмаштирилкши лозим. Куриниб турибдики, олинган
бу формула (29.49) тенгликдан —— цушимча з̂ ади билан фар^ ки-

COS ф



лади. Агар тебрангичнинг ofhluhhh кузатишдан ф бурчакнинг t вацт- 
да 6орлик;лиги маълум булса, у ^олда бу тузатма хадни осон хисоб- 
лаш мумкин.

Ф бурчакнинг вацтга богланиши график усулда берилган булса, 
график дифференциаллаш усули цулланилиши мумкин.

Албатта (29.49) содда формула поезднинг узгарувчан тезланиши 
булган холда хам сацланганда ма^садга мувофик булар эди. Бу 
формула w узгарувчи булган кайси холда етарлича ани^ натижалар 
беради деб узкмизга савол бериб курайлик, яъни каидай шартда теб­
рангич огиш бурчаги хаР бир пайтда узгармас тезланиш буладиган 
Холга мос келувчи огишнинг мувозанат бурчагига яцин булади. Бу- 
ни узимизга ойдинлаштириб олиш учун, соддалик ма^садида ф 
ориш бурчаги хамма ва^т кичик бурчак булади деб фараз циламиз 
(бу асл вазиятга хам етарлича аник мувофик келади); бу холда 
(29.52) ушбу куринишни олади:

ф" +  у -  ф =  у .  (29.54)

Бу ердан ф бурчакнинг берилган узгармас w тезланишга мос ф 
мувозанат ^ийматини бу ерда w =  const ва ф=сопз1 деб, х°сил ки­
ламиз:

Ф  =  —  (29.55)
g

(бу (29.48) формулага мос булкб, унда а  =  ф ва 1йф шу ф оркали 
алмаштирилган).

Берилган w  узгарувчи тезланишга мос ф бурчакнинг хакиций \3 F a -  
риш йулини ани^лаш учун биз (29.54) тенгламани интеграллашнмиз 
лозим.

Ф тезланишнинг энг содда узгариш конунини олайлик: фараз 
цилайлик, w тезланиш ва^тга пропорционал равишда узгариб, т вакт 
ичида 0 дан бирор w0 ^ийматгача узгарсин. Бунга мувофик; равишда

деб оламиз. w нинг б ^ийматини (29.54) тенгламага куйиб,

ф' + 4  Ф==-Г*I /т

га эга буламиз. Биз узгармас коэффициентли бир жинсли булмаган 
дифференциал тенгламага эга булдик. Бу тенглама

хусусий ечимга эга. Бу хусусий ечимга мос бир жинсли тенглама­
нинг умумий ечимини кушиб, тенгламанинг ушбу умумий ечимини 
^осил киламиз:



бу ерда k =  У  £_, Сх ва Сг — узгармаслар.

Бу формуланинг биринчи ^адида t =  w деб,
т

W
Ф = -------[- С1 cos kt +  С2 sin kt

g

га эга буламиз. Бу натижани (29.55) формула билан таэдосласак. 
курамизки, ф бурчакнинг ^аци^ий киймати бу бурчакнинг ^иймати- 
дан (29.55) формула билан аникланадиган сунгги иккита з^ад билан 
фарк килади, улар эса тебрангичнинг эркин тебрани:пларига мос ке­
лади. Тебрангич бошлангич пайтда вертикал вазиятда тинч турган 
деб фараз килиб, бу эркин тебранишлар амплитудэсини аниклаймиз. 
(29.56) ифодада

ф , _  _Wo-------q  £  s jn  f t  + Q  k  CQS f t

gt

тенглик ларда t =  0, ф_= 0 ва ф'4 =  0 'деб,

Г ='0 С = _—-с х .и, с а gkx

ни ^осил циламиз. Су ва С2 нинг [бу (цикматларини |(27.56) га ку­
йиб, (

W0 Wo ■ . .
ф =  —— t ------ - sin kt

g* ' gbxj

га эга буламиз. Куриниб турибдики, тебрангичнинг эркин тебраниш­
лар амплитудаси (уни а билан белгилаймиз)

а  =  Wa —  т  
| gk-z 2 n g  i

га тенг, бунда Т  — тебрангичнинг эркин тебранишлар даври. |Бу 
формуладан келиб чикадики, Т  / т нисбат канча кичик булса, а ампли­
туда шунча кичик булади. Демак, тебрангичнинг эркин тебраниш­
лар даври поезд тезланишининг усиш вактига нисбатан канчалик 
кичик булса, ф бурчакнинг \акик;ий киймати з̂ ар бир пайтда узи­
нинг (29.55) билан аникланадиган кийматига шунча якин булади. 
Бундан ушбу хулосага келамиз: поезднинг тезланиши w билан теб­
рангичнинг (29.55) формуладан аникланадиган ф ofhuj бурчаги ора­
сидаги богланишга тебрангичнинг эркин тебранишлари камрок таъсир 
этиши учун тебрангичнинг эркин тебранишлари иложи борича ки­
чик даврга (ёки иложи борича катта частотага) эга булиши за- 
РУР-



30-§. К,ушма тенгламалар

Чизикли дифференциал'

L [у] =  а„У +  ап-\У +  ап-г У" +  • +  Qi У™ 1 +  ао У{П) (30.1)

ифода берилган булсин. Шундай г(х) функцияни топайликки, унга
(30.1) ифодани купайтирганда ихтиёрий у  функциянинг х  буйича 
аниц ^осиласи булсин (у функция п марта дифференциалланувчи 
функция), z (х) функция L [у] дифференциал ифоданинг купайтув­
чиси дейилади. аг коэффициентлар царалаётган интервалда х  нинг 
узлуксиз функцияси ва керакли тартибдаги хосилаларга эга.

(30.1) ифодани z(x) функцияга купайтирамиз ва j z L [y ] d x  аниц- 
мас интегрални хисоблаймиз. Бу интегрални булаклаб, интеграл ос­
тида у  купайтувчи колгунча интеграллаймиз. Натижада цуйидаги- 
лар хрсил булади:

f anyzdx =  j  anyzdx,

J an_ xy'zdx =  anJ z y  — J у {an_{z)' dx,
J an_2y"zdx =  an_2 zy' — \.{an_2z)'y'dx =  an_2zy' — (an_2z)' у  +

+  J 'y{an_ 2Z)"dx,

f axy(n~ X)zdx =  dy zy(n~ 2) — (а1г)'г/п-3) +  (a,z)V ',_4) — +
+  ( -  I f - 2» ( a s f - *  у  +  ( -  I f - ” f M M '" - 1* dx,

I'a0y in) zdx =  a0 zy<n~ ]) — (a„z)' y (n~2) -f  (a0z)" y in~3) —
-  +  ( -  I)"-1 (a0z)in~ l) у  +  ( -  1)" f у ( a 4 n)dx

ёки интеграллар ^атнашмаган ^адларни ало^ида, квадратуралар 
цатнашгап ^адларни бир интеграл ифодаси остига йигсак,

j zL[y]dx = ап_ х zy — {an_ 2z)fу  +  +  ( — 1)” (я0г)(П ^ У +

+  я„_2 гУ ' — (а л-з 2Уу ' +  +  ( — 1)<Л 2) (аог) (П 2) У' +

+  ахгу{п~2) — {айг)'у{п~2) +  a0zy(n~ ]) +  { у  {anz — (а„_, г)' +

+  (ап - 2г)"1~  +  ( — 1)Л(ао2)<Л)) dx,
ёки интегрални тенгликнинг чап томонига утказиб, янги белгилаш 
лар киритсак,

l \ z L \ y )  -  y M [ z ] \d x  =  4 [ y ,  z) (зо.2)

ни эфсил киламиз.
Дифференциал

М  [z] =  anz -  (ап_ хг)' +  +  ( -  I)""1 (ах z)(n~ l> +



ифода L [г/1 дифференциал Гифодага цушма ифода (ёки оператор) 
дейилади, У [у, г] эса бир томондан у,у', ,*у{п~') га, иккинчи 
томондан эга г,г', , i г<п-1) га нисбатан бичизи^ формадйр:

^[У< г) = > {  ал_,г — (ап_ 2г)' +  [ +  (— 1 )"-1-(a0z) ^  } +

+  У ' { a n - 2 Z —  ( ° п - З г У  +  +  ( 2 М ("  2> } +

;+  y ln~2) | а, г — (a„z)' } « + У "_1) а0г. (3() 4)

л-тартибли
М [г] =  О (30.5)

дифференциал тенглама

е д к о  (зо.б)
тенгламага цушма тенглама дейилади.

(30.2) муносабат д: буйичагина айниятга айланмасдан, ихтиёрий 
у  ва г функциялар учун х,ам уринли. Агар г учун (30.5) тенгла­
манинг z =  z ечимини олсак, (30.2) формула

\ z L  [у] dx =  W [г/,7] 
ёки дифференциалласак,

куринишни олади.
Шундай и,илиб, агар берилган (30.1) дифференциал ифодани 

унга^ цушма булган (30.5) тенгламанинг ихтиёрий z ечимига 
купайтирилса, (30.1) ифода (п — 1)-тартибли дифференциал
^[у> А ифодадан олинган тули^ з^осилага тенг булади; тескариси
^ам t jfph,  2 функциянинг L[y] га купайтмаси уни ихтиёрий у
функция учун аниц ^осилага айлантирса, М [ г] = 0  булиши зарурдир.

^а^и^атан ^ам, агар z (30.1) ифоданинг бирор купайтувчиси 
булса,

~zL[y) = £ ^ [ ^ 1 ,  (30.7)

бунда 'Fj \у\ у, у', у(п-\) Ларга нисбатан чизикли ифода'
Ы  =  (*) У{п~ ])‘+  Ъп_ 2 (х) г/(»-2> +  .■+ Ь, ( х ) у '+  Ь0 (х) у.

иккинчи томондан, (30.2) ифэдада г нинг урнига г ни цуйиб, х  
буйича дифференциалласак,

г Ц у ]  = £ ¥ [ « / , "z] + у М \ Т \  (30.8).

ни зфсил циламиз.
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Т ^ х Ш - ^ [ У ^ ] ) - У ^ ] = 0  (30.9)
ах

ифодани ^осил циламиз.
(30.9) ифоданинг чап томони у  га нисбатан п- тартибли чизикли 

ифодадан иборат; унинг нолга тенглиги ихтиёрий у  функция учун 
бажарилгани сабабли, у ва унинг ^амма ^осилалари олдидаги коэф­
фициентлари айнан нолга тенг, боцщача булганда (30.9) у нинг 
дифференциал тенгламаси булур эди.

Ф учун бичизи^ли (30.7)5ифоданинг куринишидан цуйидагилар 
келиб чикади:

Ьп_ х = а 0г, Ьп_2 = а ,г  — (а0г) ' ,

К  =  ап - (ал-2г )' +  • ]+  (°о г ) (я-'> v

яъни y¥ l [ y ] = w  [y7z] ва (27.9) тенгликдан М] z] =  0. _  
Демак, агар у(х) функция ихтиёрий булганда z функция z L [ y ] 

купайтмани аниц хрсилага айлантириши учун z цушма (30.5) тенг­
ламанинг ечими булиши зарур ва етарлидир.
[•Vi* Кушма (30.5) тенгламанинг х>ар бир ечими (30.6) тенгламанинг 
купайтувчиси булади; унга купайтириш билан (30.6) тенгламанинг 
чап томони тули^ ^осилага айланади. Шундай к;илиб, (30.6) тенгла­
ма биринчи интегралга эга булади:

У[у,  ! ] = С ,  (30.10)

бунинг узи эса бир жинсли булмаган (п— 1)-тартибли тенгламадир. 
Демак, агар бизга L[y] =*f(x) бир жинсли булмаган тенглама бе­
рилган булса, z функция унинг купайтувчиси булади ва биз бирин­
чи интегрални ёза оламиз:

Ч?(у, г )  =  \  f (Z )zdx+ [C .

Агар у' + Р у  =  Q шаклдаги биринчи тартибли’"чизшуш тенгла­
мага эга булсак, унга мос булган бир жинсли тенгламанинг цушма 
тенгламаси P z — г' = 0  куринишда булади, унинг ечими z = e $ Pdx 
берилган тенгламанинг купайтувчиси булади.

1 - э с л а т м а .  Берилган дифференциал тенглама чап томонининг 
узи ани^ ^осила булиши учун унга кушма тенгламанинг ечими 
z =  1 га тенг булиши зарур ва етарлидир, яъни (30.5) тенгламада 
z нинг олдидаги коэффициент нолга тенг булиши керак.

^ацицатан ^ам, (30.3) ифодани очиб ва унда z нинг олдидаги 
коэффициентни ^исоблаб, (30.6) тенгламанинг чап томони ани^ ко­
сила булишлик шартини топамиз:

d . d> , / ,чл dn



2 - э с л а т м а .  Агар жуфт п =  2т тартибли L[y] оператор кушма 
оператор билан устма- уст тушса, яъни L [у] =  М \у] булса, у з̂ ол- 
да бу оператор уз- узига кушма булади. У х,олда L [у] =  О тенгла­
ма уз- узига кушма тенглама дейилади. Иккинчи тартибли

L [у] =  агу +  агу ’ +  а0у", 

операторнинг кушма оператори

М [г] =- агг — (<v)' +  (а0г)" =

=  (а2 — а\ +  в ”) г +  (— а, +  2а') 2 ' 4-а0г"  

булади. Уз- узига кушма лик шартлари
— а, + 2 а'0 =  а,, а2 - а 1+а'0' = а 2

ягона биринчисига келтирилади: а х— а0. Демак, уз-узига кушма 
иккинчи тартибли оператор {а„у’)' + а 2у куринишда булади.

Мис ол .  Ушбу

(1 + х ) у "  — х у ' — у =  2х

дифференциал тенгламанинг умумий ечимини топинг.
Ечиш.  Бунда а^ =  — 1, ах =  — х, а0 =  1 +лг, (30.11) шарт ба- 

d d®жарилади: — 14---- х +  —  ( 1 + * )  =  0. Демак, тенгламанинг чап
dx dx2

томони аник; хосиладан иборат ва унинг биринчи (30.10) интеграли 
мавжуд булиб, унда г =  1 деб олса булади. У [у, г] ифода эса 
axzy — (aaz)' у  +  аЛгу' куринишда булади. Бу ифода га а0, ларнинг 
Кийматларини, z нинг урнига бир куйиб, биринчи интеграл

(1 + х ) у '  + у ( —  х —  1) = л :2 + С Х
ёки

*2 +  Сх
У — У =

х+  *

ни хосил киламиз. Чап томоннинг цушма ифодаси — г — г ' дан 
иборат. z +  z' =  0 тенгламанинг z =  е~х ечимини янги тенглама­
нинг купайтувчиси деб цабул цилиш мумкин ва натижада

У  t Y V  ^  ”1“ 1̂е~х у  — е~х у  =  е~х — - 
х +  1

ни зуэсил киламиз. Бу тенгламанинг чап томони яна тулик зузсила- 
дан иборат ва унинг умумий ечими

y = e * [ ^ X{x2 + C± d x  +  C2e*
J X +  1

куринишда булади.



31-§. Эйлер тенгламаси
Эйлер тенгламаси узгарувчи коэффициентли чизицли дифферен­

циал тенглама булиб, уни коэффициентлари узгармас булган тенг­
ламага келтириш мумкин. куйидаги тенглама Эйлер тенгламаси 
дейилади: &

*"V n) +  Pi*"-1 +  р2х п~2 г/(п_2)!+7- •?+
+'Рп-\хУ'.+ РпУ =  я.(х) (31-1)

бунда pv pv  , р п — узгармас Гсонлар. Эйлер тенгламасининг 
коэффициентлари даражали функциялар булиб, коэффициентнинг да­
ражаси у билан бирга турган косила тартибига тенг.

Эйлер тенгламаси х  =  е% ёки / =  1п х  алмаштириш ёрдамида 
коэффициентлари узгармас булган чизикли тенгламага келтирилади.

^аци^атан з^ам, х  =  ё  , яъни t =  In х  булсин (х >  0 деб фараз 
цилинади; х <  0 учун / =  In \х\  деб ^исоблаш керак). t ни орали^
аргумент деб ^исоблаб ва — =  — эканлигини назарда тутиб, унинг

dt х
х  буйича ^осиласини топамиз:

^  =  ^ . 1  [(3 1 .2 )
dx dt х,

Мураккаб функцияни дифференциаллаш|коидасига 'кура,?х^буйи- 
ча яна дифференциалласак,

* L = * l f ± ) 2 +  dJ ! ( -----!Д  '(31.3)
dx* dt* \ x )  dt {  x*J 1

бу ердан

# * ! > - = * £ — *!L. |{(31.4)
dx* dt* dt -

Яна x  буйича дифференциаллаб, цуйидагини зфсил циламиз:
d3y =  &у_ / _1_\з d ty  /__ _2_\ _  Г&у_ J_  _ 1J _____ d y !___  2_\

dx3 dP V * /j dt* [  x3 ) [dt* x ' >2. dt Д x * ) 

ва бинобарин,
2 il_ (3 |5 )

dx3 dt* dt* dt,

(31.2), (31.4) ва (31.5) тенгликлар ^уйи з^осилалар учун хту(т) 
купайтма у  нинг t буйича узгармас коэффициентли зфсилалари ор^а- 
ли ифодаланишини курсатади. Тулик; математик индукция методидан 
фойдаланиб, бу хосса исталган мусбат п лар учун уринли эканли­
гини исбот ^илиш мумкин, бу ердан исталган тартибли Эйлер тенг- 
ламасини узгармас коэффициентли тенгламага келтириш мумкинли- 
ги келиб чикади.

1-м и с о л .  х*у '"-— хгу "  + 2 х у ' — 2у =  0 тенгламани ечинг.
Еч иш.  х = е *  деб ва (31.2), (31,4), (31.5) тенгламалардан фой­

даланиб, ^уйидагини з^осил циламив:



еки
\ dP dfi dt j \ dfi dt) dl

d*y . 4 ^ L + 5 dA - 2y = 0 ,
dtз dt2 dt

яъни коэффициента ри узгармас булган чизикли тенгламани хрсил 
цилдик. Унинг характеристик тенгламаси г3—4г2—5г—2 = 0  дан кури- 
ниб турибдики, унинг битта илдизи r1 =  1 га тенг, уни (г — 1 f { r  —
— 2) =  0 куринишда ёзиш мумкин. Бу тенгламанинг илдизлари: 
r i,2 =  гз = 2- Тенгламанинг умумий ечими

у  =  -f- С2№ 4~ CffP* 
ёки эски узгарувчи л ар га ^айтсак,

у  =  Сгх  +  С*л:|1пГл; -j- С3х2. j 
Ю^орида айтилганлар Эйлернинг

Л" У1п) +  У<п_1) + +  р„-\?у'1+ Рпу]= 0 (31.6)

бир жинсли тенгламасини эркли узгарувчини алмаштирмасдан, бево- 
сита интеграллашга имкон беради. Х,акикатан хам, коэффициентла- 
ри Узгармас булган узгартирилган тенгламада каррали илдизлар 
йуклигида хусусий ечим ег куринишга, яъни Эйлернинг дастлабки 
тенгламасида у — хг куринишга эга. Шунинг учун аргументни уз- 
гартириб утирмасдан, дар^ол Эйлер тенгламасининг хусусий ечим- 
ларини у  =  х г куринишда излаш мумкин:

d- ^ r - = r ( r - D  ( r - k + l ) * - * ,  ( k < r )  

булгани}учун"барча k  <  г^ларда

J,  d'1 (x%  , 
>dxkX* 4 п г Ч =  '  ( r -  1)1 (r -  * +  1) *

Бу ифодаларни (31.6) тенгламага куйиб ва хг га кискартириб, г ни 
топиш учун п- даражали алгебраик тенгламани хрсил киламиз:

г {г —  1) (г — п +  1) +  / y ( r — 1) (г — я + 2 ) - г '

+  + P„_2-r(r — 1) +  Рп- \ г +  Рп ~  (31-7)

(31.7) тенгламани Эйлер тенгламаси учун характеристик тенгла­
ма деб аташ табиийдир. У узгартирилган, коэффициентлари узгармас 
булган тенглама учун ^ам характеристик тенглама булади.

Агар (31.7) тенглама п та турли г,, г2, , гп илдизларга эга 
булса, п та хусусий ечим топилади. Эйлер тенгламасининг умумий 
ечими

у  =  +  С2х г‘ +  + С пх гп



функция булади. а  каррали гх илдиз га xr\  x r* In х, хг1 |1п х \2 
*г*(1п х)а-1 куринишдаги а  та хусусий ечим мос келади, комплекс 
кушма а ±  bi илдизлар жуфтига х* cos (b 1п х) ва х* sin (b In х) 
ечимлар жуфти мос келади.

2 - мис ол .  хъу ' "  +  2х1у " — ху' -\-у =  0 тенгламани ечинг.
Ечиш.  у  =  хг дейлик. У ^олда у =  гхг~ [ ва ху' = г х г цуйи- 

дагини топамиз:
у "  — г (г— \ )х г~2 ва х2у "  =  г ( г — \ ) х г

Энди у ' "  =  г (г— 1) (г — 2) хг—3, бу ердан xzy " ' = r { r — 1)(г —
— 2)хг

Бу ифодаларни тенгламага куйиб ва х г га кискартириб, ушбуга 
эга буламиз:

г (г — 1) (г — 2) +  2г (г — 1) — г +  1 = 0  ёки г3 —
— г  — г +  1 =  0/,

Бу тенгламани (г — I)2 (г +  1) =  0 куринишда ёзиб, r 1 2 =  1, 
г3 =  — 1 ни топамиз. Бу илдиааар учта хусусий ечимни беради: 
У \= х > Уг = * 1 п  х  (цуш илдиз), =  ва шундай цилиб, 
умумий ечим ушбу куринишда булади:

У =’ С\Х -j- С2 In х -j- C$f х.
Эйлернинг бир жинсли булмаган тенгламасини узгармасларии 

вапиациялаш ёрдамида интеграллаш мумкин. Унг ^исмининг баъзи 
турлари учун ани^мас коэффициентлар усулини ^ам куллаш мум­
кин, шу билан бирга буни узгармас коэффициентли тенгламага ут- 
гандан сунг ^ам, утмасдан ^ам бажариш мумкин.

32* §. Дифференциал тенгламалар системалари

Баъзи жараён ёки ^одисаларни тавсифлаш учун купинча бир 
нечта функция талаб ^илинади. Бу функциялаони излаш бир нечта 
дифференциал тенгламаларга олиб келиши мумкин ва бу тенглама­
лар системани ташкил этади.

Бир узгарувчили п та номаълум функция учун дифференциал 
тенгламалар системаси умумий ^олда куйидаги куринишга эга:

Fx{x, y v у2, уа, у[, у2, у'п) =  0,
F 2 (x , y v у2, уп, у[, у ’3, у ’п) =  0,

У\' У2’ ’ Уп' У\' У2' ’ Уп) 0*
Бу ерда у и у2, уп, у{, у2, у'п =  0 лар мос равишда'л:
га богли^ булган номаълум функциялар ва уларнинг ^осилалари.

32.1. Нормал системалар. ^осилага нисбатан ечилган дифферен­
циал тенгламалар системаси нормал система дейилади. Бундай сис­
тема куйидаги куринишга эга булади:



\ y \ = f i ( x ,  У{, У2, уя),
У о =  /2 (*. У\> У2> Уп)л  

. . . (32.1)
# л = /п(Х’ У\< У2' Уп)•

Н о р м а л  с и с т е м а н и н г  х у с у с и я т л а р и :
а) системага кирувчи барча тенгламалар биринчи тартибли тенг- 

ламалардир;
б) тенгламаларнинг унг томонлари ^осилаларга богли^ эмас.

(32.1) тенгламалар системасини ь^аноатлантирадиган у х{х)у У2{х)у

» УпМ  функциялар системаси бу системанинг ечими дейилади.
(32.1) тенгламалар системаси учун Коши масаласи шундай ечимни 
топишдан иборатки, у х  =  хп да берилган ^уйидаги цийматларни 
цабул к̂ илсин:

У\ U .  =  010. У2 U ,  =  У20> Уп U * . = У по (32.2)
Бу кийматлар (32.1) тенгламалар системасининг бошланрич шарт- 
лари дейилади. Уларнинг сони номаълум функциялар сони билан 
бир хил.

(32.1) нормал система учун Коши масаласи ечимининг мавжуд- 
лиги ва ягоналиги туррисидаги ^уйидаги теорема уринлидир.

Т е о р е м а .  Агар (32.1) нормал система тенгламаларининг унг 
томонлари узларининг хусусий цосилалари билан биргаликда х0У 
Ую» ^2о» Упо кийматларнинг атрофида узлуксиз булса, у
\олда

У\ (*о) =  010» У2 (*b) =  1/20- Уп W  =  У по
шартларни каноатлантирувчи ягона г/, (х), у2 (л), уа (х) ечим
мавжуддир.

(32.1) нормал системанинг умумий ечими деб, п та ихтиёрий Си  
С2, , Сп узгармасларга боглик булган ушбу функциялар систе- 
магига айтилади:

j/i = Ti(-^, Cj, с2, сп),

У2 ==Ф2^> Ч̂» ^2»
(32.3)

Уп =  Ф,! (Х> С\> ^2’ Сп).

Бу система цуйидаги шартларни каноатлантириши керак:
а) С,, С2, Сп ларнинг ^ар кандай мумкин булган ^иймат- 

ларида (32.3) функциялар системаси (32.1) тенгламалар системасини 
каноатлантириши керак;

б) Коши теоремаси шартлари бажариладиган соз^ада (32.3) функ­
циялар системаси Коши масаласининг ечими булади, яъни (32.3) 
бошлангич шартлар з̂ ар ^андай булганда з̂ ам ихтиёрий узгармаслар­
нинг шундай С,, С2, Сп цийматларини топиш мумкинки,



у, =ср,(дг, С,, С2, Сп),

У2 =  <р2 {х, С,, С.,, Сп),
(32 А)

Уп С1> С2’ Сп>
бу функциялар системаси берилган (32.4) бошлангич шартларни ца- 
ноатлантиради. Умумий ечимдан ихтиёрий узгармасларнинг мумкин 
булган баъзи ^ийматларида ^осил буладиган ечимлар хусусий ечим­
лар дейилади.

32.2. Нормал системани чикариш усули билан ечиш. п та диф­
ференциал тенгламадан иборат нормал системани цушимча функция 
киритиш оркали битта п- тартибли дифференциал тенгламадан з^осил 
^илиш мумкин. Х^и^атан ^ам,

У(п) = f ( x ,  у, у' у " , г/<л- ,)) 
тенглама юкори хосиласига нисбатан ечилган п- тартибли диффе­
ренциал тенглама булсин. К,уйидагича фараз киламиз:

У = i/ i .
У' =  У\ =  Уг

У" =  У г = Уз

1/(л- 1) =  Уп- \  =  Уп,
У(п) =y'„ =  f(x , Ук, У2, Уп)-

Шундай цилиб, битта п- тартибли тенгламадан биринчи тартибли п та 
дифференциал тенгламаларнинг нормал системаси хосил булади:

У\ =  У2.
Уг ~  Уз’
Уз =  У 4.

y'n = f ( x ,  Vv Уг> Уп)-
Умуман айтганда, тескариси ^ам тугри. Биринчи тартибли п та диф­
ференциал тенгламанинг нормал системаси битта п- тартибли диффе­
ренциал тенгламага эквивалентдир. Дифференциал тенгламаларнинг 
нормал системасини интеграллаш усулларидан бири—чицариш. усули 
ана шунга асосланган. ^а^ицатан х,ам, (32.1) системанинг тенгла- 
маларидан бириичисини х  буйича дифференциаллаймиз:

. / _l  dfi . /  . , df\ ./У\ — —  ~r —  Ух + —  Уп.дх дух dyn
У\< Уг> > Уп ^осилаларни уларнинг (32.1) даги /,, /2, /3 

fn-\> fn лаР оркали ифодалари билан алмаштириб, куйидаги тенгла­
мани ^осил ь^иламиз:



У\* ^2^» Ур̂ 2» У г)'
)^осил цилинган тенгламани дифференциаллаб, яна юкоридагидек 

йул тутиб, куйидагини хрсил киламиз:

W\" =\Fз(*> У\> У2» Уп)-
Худди шундай давом эттириб, охирида ^уйидаги тенгламани ^осил 
киламиз:

У\п) = F a(x, y v у2, уя).
Шундай килиб, куйидаги системага эга]' буламиз:

Ух =  F\ (х, У\, У2. У„),
У" =  р 2(х, y v у2, , уа),

(32.5)
у \п) У и Уг > Уп>-

Бу системанинг дастлабки (п — 1) та тенгламасидан, умуман айтган- 
да, (п — 1) та у 2, у3, уп номаълум функцияларни у  функция

ва унинг ^осилалари ((п — 1)-тартибгача, у ^ам киради) оркали 
ифодалаш мумкин. Бу ифодаларни (32.5) тенгламаларнинг энг охир- 
гисига цуйиб, номаълум функция y L га нисбатан п- тартибли битта 
дифференциал тенгламага келамиз:

у(п) = Ф ( Х, у х, у[, у\п~Щ.

Бу тенгламани ечиб, у] ни топамиз:
у х =ф, ( х ,  С,, С21т. Сп).

Крлган функцияларни топиш учун топилган уг функцияни ва унинг 
^осилаларини у2, у3, уп ларнинг ифодаларига куямиз. Нати-
жада куйидаги функциялар системасини хосил киламиз:

У\ Со’ Ся).
У2 Ф2 î* 2̂» С„)>

У,. =  №  С !• С2- Q -
Бу система (32.1) нормал системанинг изланаётган ечимини аниц- 
лайди.

1-мисол.  Ушбу

У'=  f  

2' =  У
дифференциал тенгламалар системасини ечинг, бу ерда эркли узга­
рувчи х.

Еч иш.  Системанинг иккинчи тенгламасини х  буйича дифферен­
циаллаб, г "  =  у' ни з^осил киламиз. у'  ни унинг биринчи тенгла-



мадаги ифодаси билан алмаштириб, г" = — ни оламиз. Иккинчи
z

тенгламага кура уни г' билап алмаштириб, бир номаълумли иккин­
чи тартибли куйидаги тенгламага келамиз:

2 "  =  (£2.
Z

Бу тенгламада эркли узгарувчи ошкор холда иштирок этмайди, шу­
нинг учун унинг тартибини пасайтириш мумкин. Биро^, уни

zz"  — (z')2 =  О
куринишида ёзиб ва иккала кисмини z2 га булиб, чап томони аник; 
^осиладан иборат эканини курамиз. >^аки^атан ^ам,

/ f l Y  = *z"—(z'y2
\ Z J Z2

натижада тенгламамиз ( —J = 0 куринишга эга булади, бу ердан

— =  Сх ёки z f =  Cxz. Узгарувчиларни ажратиб ва интеграллаб, бу 

ердан г ни топамиз:
z = C 2ec‘*

у  =  z' булгани сабабли z учун топилган ифодани дифферен- 
циаллаб, у  =  СХС2 ес'х ни ^осил циламиз. Шундай цилиб, система­
нинг ечими куйидагича булади:

у = С 1С2ес>х, z = C%ec 'x.
2 - м и с о л .  Ушбу

\У' =  У + 2,
\г' =  2у — г 

дифференциал тенгламалар системасининг

У\ХШ0= 2 У З ,  z =  0
х=0

бошланрич шартларни ^аноатлантирувчи хусусий ечимини топинг.
Еч иш.  Иккинчи тенгламани х  буйича дифференциаллаймиз: 

г" = 2 у ' — z'. Энди у '  ни биринчи тенгламага кура y - \ - z  билан ал- 
маштирамиз:

z " = 2 ( * / - f z ) — г' ёки z”\ = 2 y + \ 2 z — г'
Иккинчи тенгламага кура 2у  н и Ц У + г  га алмаштирамиз: z" =  3z. 
Чизикли бир жинсли дифференциал тенгламани з^осил цилдик: г " —
— 3z =J). Унинг характеристик тенгламаси № — 3 = 0  булиб, у 
&1 = 1 /Л3, k2 =  — 3 илдизларга эга. Умумий ечим куйидаги ку­
ринишда булади:

i = C xev ^ x + С ге ~ ^ х



У ни л: буйича дифференциаллаб, г' =  Сг У  3 ё^3 х — С2 У З е ~ уъ х 
ни х,осил киламиз. Иккинчи тенгламага кура у =  у  (г' +  г) булга­

ни учун

У= j ( l  + / 3 ) е ’ ^  + | 2(1 - У3 ) е - * ~ х
ни хосил ^иламиз. Шундай ^илиб, системанинг умумий ечими то- 
пилди:

/О 1 -i- } 3 1^3~v I  ̂  ̂ ^ V 3 гу =  С. — —----  ел 3 А +  С ----- -----  е— у 3 х
*  1 2 2

z = C j  е "1 3* +  C2e--)/7*
Хусусий ечимни топиш учун С\ ва С* ларнинг уларга мос ций- 

матларини бошлангич шартлардан фойдаланиб топамиз:

2 / 3 ,
2 ' "* 2 

Сх -Ь Сг =  0.

Бу ердан С\ =  2, Са =  — 2. Демак, берилган системанинг хусусий 
ечими куйидаги функциялар системасидан иборат булади:

г/ =  (1 + ] / 3 ) е ,/3'-’с — ( 1 - / 3 ) в - ^ * = 2  s h ] /3 x  +

+  2 / 3  ch У З  х,

г =  2еу Зх — 2 е~у Зх =  4 sh / 3  х.

33* §. Чизикли дифференциал тенгламалар системаси

33.1. Чизикли дифференциал тенгламалар деб, изланаётган функ- 
аияларнинг ^осилалари ва бу функцияларнинг узлари чизикли бу­
либ кирган тенгламаларга айтилади.

Биз чизикли тенгламаларнинг нормал системасини караймиз. Бун­
дай система куйидаги куринишга эга булади: 

dyi
~ ^ + а У х+ о 12у2+  + а |п0п _̂ ^1>

dx

dy

+  а2\ У\ +  °22 У 2 +  +  а2п Уп ~~^2'

+ flnl У\ + ап2#2 +  +  апп Уп —

(33.1)

бу ерда г/,, у2, , у п —  изланаётган функциялар, х  — эркли уз­
гарувчи, aik ва V. лар х  нинг берилган узлуксиз функциялари. Агар 
V t (x) нинг ^аммаси ^ам айнан нолга тенг булмаса, у з^олда систе­
ма бир жинсли булмаган система дейилади, агар Vt лар айнан



нолга тенг булса, у холда чизикли система бир жинслидир ва у 
куйидаги куринишга эга булади:

+ аиУ\ + а\гУ2 +  

~  +  а2\У\ +  °22 Уг +

"Ь ani У\ ат Уг “I-

+  а1пУп— °>

+  агп Уп =  °>

+  а п п У п = ° -

(33.2)

Агар (33.1) ва (33.2) системалар бир хил коэффициентларга эга 
булса, у ^олда (33.2) система (33.1) бир жинсли булмаган система- 
га мос система дейилади.

Биз aik коэффициентлар а <  х  <  b орали^да узлуксиз деб хисоб- 
лаймиз.

(32.2) системанинг хусусий ечими у\^{х), у$ (х) , Уп (х)
функциялар системасидан иборат булсин, демак, бу функцияларни 
(33.2) тенгламаларга цуйилганда, улар бу тенгламаларни айниятга 
айлантиради. Кл'рнш осонки, бу ^олда С у \1), С у f,1*, С у ^
функциялар системаси >̂ ам (33.2) системанинг ечими булади. Агар
У(,'\ У'г'(1) У\(I) ва у\2\  у%>- №

булса, у *олда у \1)+ у$ К  У ^ + У ^ ,  
системанинг ечими булади.

К^уйидаги rt та хусусий ечимни царайлик:

Агар

У(2'\
У?'. <42\ е
У\аКУ(2П). У(пП)

иккита хусусий ечим 
Уп1) +  Уп) *ам (33.2)

(33.3)

D =

У\’>Ур
if> У?' У? (33.3')

У\п) у[п) №
детерминат (а, Ь) оралиеда айнан нолга тенг булмаса, (33.3) ечим­
лар системаси фундаментал ечим деб аталади.

1 - т е о р е м а .  Агар y\k\  у р ,  , y (nk) (k =  1, 2, , п) (33.2) 
системанинг хусусий ечимлари фундаментал системани ташкил 
этса, у  х1олда системанинг умумий ечими бундай булади:

У х = с 1у^  +  С2у ^ +  + С п у\пК
У 2 =  У2 ]) +  С2 у ?  +  +  Сп у (2П),

Уп=С1Ур+С2уП+ +Cnyjtn)-



Мазкур банднинг бошида айтилган фикрлардан (33.4) формула- 
лар системанинг ечими эканлиги келиб чикади. Бу умумий ечим 
эканлигини исботлаш учун С,, С2, Сп узгармасларни «/,, у2,

уп функциялар х  =  х0 да

У\ К )  =  У\0)> У2 W  =  У(20) > Уп (хо) =  У{п
бошланрич шартларни каноатлантирадиган килиб танлаш мумкинли- 
гини курсатиш лозим.

Х^ацикатан хам, бу шартларни (33.4) ифодаларга цуйиб, Сг, С2, 
С ни ани^лаш учун ушбу п та чизикли алгебраик тенгла­

малар системасини хрсил киламиз:
С, у\1> (х) +  С2 уМ +  + С п у\") (х0) = у<"\ (33.5)

(i =  1,2, , п).
О{х0) ф  0 булганлиги учун (33.4) система С,, С2, Сп ягона
ечимга эга. (33.4) формулаларга ихтиёрий узгармасларнинг топил­
ган кийматларини к^йиб, изланаётган ечимни ^осил киламиз.

1-мисол.  К^уйидаги
у( 1) =  ех C0S х  ̂ у(\) — ех sjn х

y(j2> =  — sin х, у ^  =  cos x

ечимлар системасига эга булган иккинчи тартибли, чизикли бир 
жинсли системани тузииг.

Ечиш.  Изланаётган тенгламалар бундай булади:

dyi
dx

ех (cos х  — sin х) — cos X

Ух ех cos х — sin х

Уг ех sin х cos x

dy2
dx

ех (sin х  +  cos х) — sin x

Уг ех cos х — sin x

Уг ех sin х cos X

ёки детерминантларни биринчи устун буйича ёйиб ва иккала тенг­
ламани D (я) =  ех га булиб, изланаётган системани хосил ^иламиз:

“  — (cos2 х )-у х +  (1 — sin х  cos х) у2 =  О, 
ах

— (1 +  sin * c o s  х )у х — (sin2 x)-y2=0.

33.2. Бир жинсли булмаган чизикли дифференциал тенгламалар 
системаси. Ушбу бир жинсли булмаган системани цараймиз:



2 - т е о р е м а .  Агар бир жинсли булмаган системанинг Y t (*), 
У2 (х), Yп (дс) хусусий ечими маълум булса, у  %олда бу сис­
теманинг умумий ечимини топиш мос бир жинсли (33.2) систе­
мани ечишга келтирилади.

Хаки^атан х,ам янги изланаётган zi функцияларни

Ух =  +  z„ у» =  У3 +  г„ уп =  Уп +  г„
муносабатлар билан киритамиз. Бу ифодаларни (33.1) тенгламалар- 
га куйиб ва

dY-  +  1 +  ааУа +  +  а1ЯУп =  У] (х) (i =  1, 2, ,п)
dx

айниятларни хисобга олиб, янги г, функциялар учун

-£■ +  an2i +  аа z2 +  +  ain zn = 0(i =  1, 2. , п) (33.2')

системани ^осил киламиз. Теорема исбот цилинди.
Н а т и ж а .  (33.1) системанинг умумий ечими куйидаги куриниш­

га эга:

Ух =  Сху[1) -f  Сгу{2) +  +  Спу\п) + К х,

Уг =  СхУ^ +  С2у 122) +  +  СпУ^ +  Уи 
•  • •

+ С > « + К „ ,

бу ерда Y lt V2, Y n (33.1) системанинг бирор хусусий ечими,

»!". у ? .  е  !/Г’. !/?’■ » ? ’. '.33.7)

S'!"'. ! / f ’.

эса мос бир жинсли (33.2) системанинг п та эркли хусусий ечим­
лари, С1( Сг, , Сп — ихтиёрий узгармаслар.

3 - т е о р е м а .  Агар мос бир жинсли чизикли системанинг фун­
даментал ечими маълум булса, у  %олда бир жинсли булмаган 
системанинг ечими квадратураларга келтирилади.

Агар (33.2) системанинг (33.7) ечимлари маълум булса, у хрлда 
унинг умумий ечими куйидаги куринишда булади:



Hi — Ciy[]) +  СгУ™ +  +  Cny\n\  |

У2 = СхУ^ +  СгУр +  +  СпУ(2П) у 3̂2

у„ =  с1Уп) + +  +  с/;\ |

бу ерда С г , С г , , С п — узгаРмаслаР- узгармас коэффициент­
лар билан берилган (33.8) формулалар (33.1) системанинг умумий 
ечимини бермайди. Бир жинсли чизикли тенглама булган холдаги 
каби узгармасларни вариациялаш усулини татбик этамиз. C t ларни 
х  нинг номаълум функциялари сифатида ^араймиз, шу билан бирга 
уларни (33.8) ифодалар бир жинсли булмаган системанинг ечим­
лари буладиган килиб танлаймиз.

(33.8) тенгламаларни х  буйича дифференциаллаймиз:
dyt _ dy,(i) dyf'1 dy\n)
1 7  =  СЧ 7 + С ’ 1 7 +  + c "—  +

+  « ? ' ■ % + » ? ' % +  . .  ,*>.  133.9)

(33.9) ва (33.8) ифодаларни (33.1) га цуямиз. (33.9) формулалар унг 
томонларининг биринчи сатрлари С1 лар узгармас булгандаги каби
куринишга эга, чунки y f \  y f \  , у\п) бир жинсли системанинг 
ечими булганлиги учун урнига цуйилганда биринчи ^адлар нолни 
беради; ^а^и^атан ^ам, /-тенгламага ^уйиш натижаси бундай бу­
лади:

£  с Ж  + i  ^  + а „  i  Ctf> +
k=\ dx k=\ dx k=\

~ Ь  a i2 У3 * ” 1“  • • * a <n 2  Уп =

еки
k=\ k— 1

I ,  c , ( ^  +  « .„» !«+ . + ^ г )  +

ва C l t  С,, C n ни аниклаш учун куйидаги тенгламалар колади:

— 1  j l  „<2> ^  4 . JL  „<"> =  1 / 
dx ^  *  1 dx +  dx V l '

,.(l) dCl I „(2) dC* , . ,/n) d£ j L — V
у 2 Ч Г + У 2 ~ d T +  dx



dCj dCn
, -fa га нисбатан чизикли бу система ечимга эга,

чунки системанинг детерминанти 0 ( х ) ф 0 .
п та ечим системаси фундаментал деб килинган фаразга асосан 

Куйидагини ^осил киламиз:
ЛСг  D „ V ,  +  D t l V t  +  +  D „ , V„

~d7 = ------------------- ЩГ)-------------------
dCt D12v l +  D22K2 +  + D n2 v n
ч г  ------------------- m ---------------- 32 ч>, (*),

dCn D XnVl  +  D 2nv t  +  + ° n / n  , x
1 T  = ---------------- n w ---------------- * Ф „(* ).

бу ерда Dik(i, k =  1, 2, , я) оркали детерминантнинг г/̂ *> эле- 
ментга мос минори белгиланган. ф. (х) лар маълум функциялар бул- 
ганлйги учун С( лар квадратура оркали топилади:

С, =  \% {x)dx  +  yt {i =  I, 2, , п),
(Y, — интеграллаш узгармаслари).

Ci ларнинг топилган кийматларини (33.8) формулаларга куйиб
(33.1) системанинг умумий ечимини

Ух = ъу® + ъ уТ + + уя уТ +yv
Уг =  УхУ^ +  У2 у Т  +  +  Y„ У™ +  ^ 2 >

Уп =  V i  У(п +  У ^/п  +  +  У п У ?  +  Y n

муринишда з^осил киламиз, бу ерда бир жинсли булмаган система­
нинг Y lt Y t, , Y n хусусий ечими

Ус (х) =  у  (/> j  Ф! (х) dx  +  y f  j  ф2( x )d x +  +

„  2  ° lkV‘
+  y!n) J Ф„ (*) dx — Д  y\k) | ----- dx

формулалар билан ани^ланади.
2 - ми с о л .  Ушбу — — z =  cosх, —  -\-у =  \ бир жинсли бул- 

dx dx
маган системанинг умумий ечимини топинг.

Ечиш.  Бир жинсли системанинг умумий ечими
у  =  C1cosx +  Casinx , z =  — C^xsinx +  C jcosx



куринишда булади. Бу цийматларни берилган тенгламаларга цуйиб, 
куйидаги системани ^осил циламиз:

dCx . dC2 • - dC\ . . dC•• «— - cos x  4------ sin x  =  cos x , ------- - sin x  H----- - cos л: =  1.
dx dx dx *dx

Системани ва га нисбатан ечиб ва интеграллаб, [цуйида-
dx dx±

гини топамиз:

=  cos2 х  — sin л:, Сл =  —  +  — sin xcos'x + !co sV +  Vi
dx 1 2 2 ~

=  sin x  cos x  -j- cos x y С2 = ----- -c o s2-*;-{-sinA; + y 2
dx*j. 2

ва y2— ихтиёрий узгармаслар.
Сг ва С2 нинг топилган цийматларини у  ва z ларнинг^ифодалари- 

га к;уйиб, берилган бир жинсли булмаган системанинг куйидаги уму­
мий ечимини хосил ^иламиз:

y j=  Yi cos л: +  y2 sin ^ +  — cos*j+ 1,
kt ^

' X 1z =  — Vi sin'* +  Vo cos x -------sin л:------- cos xn  . 1̂ 2 2

33.3. Узгармас коэффициентли чизицли системалар. К,уйидаги 
бир жинсли чизикли

+ апУ1 + а\*Уг + +а1пУп=О,

+  а-г\У\. +  О-пУг +  +  &2п Уп ~~

dyn
U + ап\У' + ап1Уг + + апп Уп=®

(33.10)

системани цараймиз ва ундаги коэффициентларни узгармас деб ^и- 
соблаймиз. Агар (33.10) система ю^ори тартибли битта тенгламага 
келтириладиган булса, у ^олда узгармас коэффициентли чизикли 
тенглама ^осил булади. Шу сабабли (33.10) системанинг ечимини 
курсаткичли функциялар к'финишида излаш табиийдир:

Уг =  Ъ * У г  =  Y* Уп =  Уп еи , (33.11)

бу ерда Yi, Vs. , Уп ва ^ — узгармасла р булиб, уларни (33.11) 
ифодалар (33.10) системани ^аноатланадиган цилиб аниклаш лозим.
(33.10) системага (33.11) цийматларни ^уйиб, еи  га ^ис^артириб ва 
V* У-2у , Уп олдидаги коэффициентларни танлаб, куйидаги алгеб- 
раик тенгламалар системасини хрсил ^иламиз:



( а и  +  ^ )  Y i  +  а п  Ъ  +  

<*11 7 l +  ( а 22 +  *-) Уг +

+  Й1 д?п — О,
+  a2n v„ =  О,

ап1?1+ал2 7г+ + (апп + *”) Уп — °-
(33.12) системани у2, . .  . , уп га нисбатан п  та чизикли бир 

жинсли система сифатида караб, биз бу системанинг детерминанти 
нолга тенг булишини талаб цилишимиз лозим, яъни куйидаги тенг­
ламага келамиз:

А(Х) =

а п +А, а12
а*21

лп\ Л 2

и\п22п
апп+Ь

=  0. (33.13)

А (Я) детерминант билан бир каторда бизга кейинчалик шу элемент- 
ларнинг узидан тузилган куйидаги М  (Я) матридани з̂ ам карашга 
турри келади:

(а-. 1+Х 12

М ( Х ) -
■*21

Хл1

0,2 -f  X

лп2

л1п 
32п (33.13')

X узгарувчига Я0 кийматлар бериб, М  (Х,0) матрицани ^осил кила­
миз.

(33.13) тенглама X га нисбатан п- даражали тенглама; у харак­
теристик тенглама деб аталади. Шундай цтиб, (33.10) сис­
теманинг (33.11) куринишдаги ечими X характеристик тенгламанинг 
ечими булган з^олда ва факат шу х,олда мавжуд булиши мумкин. 
Бунда икки з̂ ол булиши мумкин.

1) Характеристик тенгламанинг барча п та илдизи турлича. Бу 
илдизлар Xlt Я,, , Хп булсин. Агар бу илдизлардан бири Xj ни 
А (X) га куйилса, A (Xf) =  0 ни з^осил киламиз. X =  Х} да А (Я) детер- 
минантнинг (п— 1)- тартибли минорларидан з̂ еч булмаганда биттаси 
нолдан фаркли эканлигини курсатамиз. З^акикатан з^ам, (33.13) тенг­
ламанинг оддий илдизи булганлиги учун [-d-A—-] =  A' (Xj) Ф О

булади.
А'(А,) ни ^исоблаймиз:

#22+^ #23 . . а2п

Д'(Я) = 3̂2 #33+^ • • * а3п +

ап2 апЗ апп+Ь



+
-*31 иззЯзз~Ь^

лп 1 пЗ

*1 п
23 п

апп+Ь
+ +

an + k  alt 
°21 ДггЧ"^

*п-1, 1 - 1.2

-Ч, п-1 12. п-1
лп-1, п-1

К урнига Kj ни цуйиб ва А' (%.) ф  0 эканлигини ^исобга олиб, 
натижада к =  X. да сунгги] йириндига кирувчи ( п - 1 ) -  тартибли 
диагонал минорлардан ^еч булмаганда биттаси нолга тенг эмаслиги- 
ни хосил киламиз. Даъво исботланди.

(33.12) системага ^айтамиз ва унда Я, нинг урнига характерис­
тик тенгламанинг илдизларидан бири X. ни цуямиз. Системанинг
детерминанти нолга тенг, демак, система нолдан фаркли yi7)» vl'K 

, y(J }) ечимга эга. Бироц, ю^орида исботланганига асосан, систе­
ма коэффициентлари матрицаси М(Я;.) нинг ранги (п — 1) га тенг, 
демак, v,(/), у2\  y (J* лар ихтиёрий пропорционаллик купайтувчи­
си аницлигида топилади.

Шундай цилиб, бу купайтувчини С. оркали белгилаб,

-,</) =  г  ь(/> «.(/) _  г  ь(/) v(,) — С Ь(1ri b / Ri > r2 — b j R2 • » г„ ~ Ci RnЮ

ни ^осил ^илдик, бу ерда kj (i — 1, 2, , п) — маълум сонлар. 
Шундай цилиб, К =  к/. илдизга (33.10) системанинг хусусий ечими 
(биз Cj s  1 деб олдик)

— ф) о Ч х — ьШ о х j уМ =  е (33.14)у <п= к (ре Ч х = k " )e xi-

мос келади. Тушунарлики, агар биз бир жинсли чизикли тенглама­
лар системасининг хусусий ечимлари системасини бир хил ихтиёрий 
узгармасга купайтирсак, яна шу системанинг ечимига эга буламиз. 
Бу муло^азаларни характеристик тенгламанинг барча Я,1Р Х2, Х3,

, Яп илдизлари учун татби^ этиб, / =  1 , 2 ,  , п учун
(33.14) куринишидаги п та хусусий ечимни ^осил киламиз.

Шундан сунг (33.10) системанинг тула ечимини куйидаги кури­
нишда оламиз:

У\ =  у\1) +  +  +  Сп у х1)>

Уа =  С 1̂ г +  Сгу2} +  +  Сп у2П)»

+сх
И зо^ .  Агар тенгламанинг коэффициентлари ^а^и^ий булиб, баъзи 

илдизлари эса мав^ум булса, у з^олда улар жуфт-жуфги билан 
цушма булади, яъни

(2) ,,(л)



Х1 — ОС -)- р i , Х2 — ос — р /, 
мос ечимлар эса куйидаги куринишда булади:

y in  =  *<|> в < «+ и о  *  у (2, =  кт  в ( « - э о  х (/ =  l f  2 )  t п )

ва fcj2) коэффициентлар хам» агаР уларни д (а  +  р/) ва 
Л (а — р /) детерминантлар битта сатрининг минорларига тенг килиб 
олинадиган булса, тенг булади. Шунга ишонч хосил цилиш осонки,
X = а  =fc Р i илдизларга хзки^ий ва мавхум уУ ва r/j2) цисмларга мос

у 0] _ _  еах ц(\) c o s  р  х  _  ^ (2) s jn  р  ^

у)2) =  еах (/j0 sin р а: Ч- /J2) cos р х)
куринишдаги ечимларнинг иккита системаси мос келади, бу ерда 

ва 1{р  — хаКикий сонлар булиб, улар

тенгламалардан аницланади.

3-ми со л. — +  7 у  — z =  О, —  +  2 у + 5 г = 0  системанинг 
dx dx

умумий ечимини топинг.
Еч и ш.  Ечимни у =  y l eXx9 z = y 2eXx куринишда излаймиз, уни

берилган системага куйиб
Yi (^ +  7) — y2 =  0, 2 7а +  +  5) у2 =  О

тенгламаларни хосил ^иламиз. Уларнинг биргаликдалик шарти цуйи- 
даги характеристик тенгламани беради:

Х+о Г ,'I I  =  0 ёки I 2 +  12 К +  37 = 0 .Z А+Э|

Бу характеристик тенгламанинг илдизлари ^  — 6 +  i, Х2 =  
=  — 6 — i. Бу илдизлардан биринчисини системага цуйиб, уг ва у2 
ни аницлаш учун

Y i ( l + 0 — Та = 0 ,  2 v ! +  (—  1 + i ) Y *  =  0

тенгламаларни ^осил киламиз, булардан бири иккинчисининг нати- 
жасидир. Биз fcj1’ =  1, k{2]) — 1 +  *’ деб олишимиз мумкин. Хусусий 
ечимларнинг биринчи системаси

9 , „ = ( 1 + 0 ,_ ,w  

булади. Шунга ухшаш Я,2=  — 6 — i илдизни системага куйиб, хусу­
сий ечимларнинг иккинчи системасини з^осил киламиз:

s « _ ( i

Ечимларнинг янги фундаментал системаси сифатида



эканини топамиз. Умумий ечим бундай булади:

Ух =  е~6х (Ct cos х  - f  С2 sin х),

У г =  е~6х {(Сх +  Са) cos х +  (Са —  Сх) sin *).

2) (33.13) тенгламанинг илдизлари орасида каррали илдизлар 
бор. Х0 характеристик тенгламанинг т  каррали илдизи булсин. Бун­
дай з^олда т- ^осиланинг циймати А (Я,) детерминантнинг (га— т)~ 
тартибли минорлари орасида з̂ еч булмаганда биттаси % =  А,! да нол- 
дан фаркли эканлигини курсатади. Бундан келиб чикадики, М(%) 
матрицанинг г ранги учун Я,=Я1 да /■>(« — т) тенгсизлик уринли.
(33.12) чизщли алгебраик тенгламалар системаси г та эркли тенг­
лама системасига келтирилади. Чизикли тенгламалар назариясидан 
маълумки, (33.12) системанинг умумий ечимида (п — г) та номаыум 
ихтиёрий булади; булар у  1= С 1, V, = С г, . . . , уп_г=Сп_ г булсин. К,ол- 
ган г та Y„_r+i* Y„_r+2> • • Уп номаълумлар эса Сх, Сг, . . . , 
Сп-г  га нисбатан чизикли форма лар шаклида ифодаланади, бу ифо- 
далар куйидагича булсин:

Ух = к?сх+крсг+ +k(;-r)cn-r
(j =  n — r +  1, П —  Г +  2, , га)

Биз п — г та ихтиёрий узгармас Сх, С2, Сп_ г га богли^ цуйи- 
даги системани зрсил ^иламиз:

Ух =  Уг =  СгеКх, , уп_г =  Сп_ / ' х,

y„-r+\ =  (*4-г+1 Сг +  k(*lr+l С, +  +  k^~r+\ Cn-r) е Ш

Уп =  (k(X  +  С ? *  +  +  kT r>cn-r) S * x.

Шундай цилиб, т каррали битта К = Х Г илдизга (п  — г) <  т  та 
хусусий ечим мос келади, уларни i =  1, 2, . . .  , rt — г учун 
Ct =  1, долган барча Су ларни нолга тенг деб *осил ^иламиз (j Ф i
да Су =  0):



4гГ*-0.
е>

и(2) =  о г/(2) =» Уп—г и > i / n - r + l

г*1'.л—r-f-1

0(Г ° = о ,  уГ п = о.
_  ь{п~г)У п - г + 1  —  “ n - r + l  е  1

•  * Уп—Г е  »

< п -л >  =  k (n -r )  е Кх  
и п п

Бу тенгламаларнинг унг томонларида ех,х олдидаги коэффициентлар- 
дан иборат матрица куйидаги куринишда булади:

1 О О 

О 1 О

О О О

О '£(1)и *л-г+1
О k {2)U Кп-г+1

1 ,{П-Г) 
к п - г + 1

е
Л2)

. (г.-г)  
Кп

Унинг ранги, равшанки, п — г га тенг, (33.14) системанинг сатрла- 
ри орасида чизикли богланиш йуц; шундай цилиб, X =  ил- 
дизга мос (п—г) та чизшуш эркли ечим системасини ^осил цилдик. 
Агар г — п  — т, яъни М  (Я,) матрица ранги Х =  Ху да энг кичик 
цийматга эга булса, у ^олда э^осил булган ечимлар сони X илдиз- 
нинг карралиги т. га тенг ва, шундай килиб, бу илдизга мос барча 
ечимлар х,осил килинди (агар m =  1 булса, у хрлда г = п — 1, 
п — г =  1 ва X оддий илдиз булган ^олга келамизки, унга 
системанинг битта ечими мос келади).

Агар М матрицанинг ранги (п —т) дан катта булса, у хрлда 
курсатилган усул билан олинган ечимлар сони п — г шу ^  илдиз- 
нинг карралиги т  дан кичик булади. Етишмаётган ечимларни то­
пиш учун биз худди п- тартибли битта тенглама булган ^олдаги 
каби шу ечимларни eKiX, х eXlX, 
зшуш комбинациялари шаклида излашимиз керак.

3 - ми с о л .  —  — у  +  z, —  =  z +  x, —  =  х  +  у  тенгламалар 
dt dt dt

системаларининг ечимини топинг.
Е ч и ш.  Ечимни х  =  kyeu , у  =  &2ew, z =  k3ext шаклда излаймиз.
klt kt ва k3 ни аницлаш учун ушбу системага эгамиз:

Xky — k2 — k3 =  О,
— kx +  X k% — k3 =  0,
— ky — &2 X k3 = 0 .

Унинг детерминантини нолга тенглаб,

хт l eKlX функцияларнинг чи-

0 =
X — 1 — 1

— 1 X — 1
—  1 — 1 X

=  Я3 — ЗХ  —  2



ни ^осил ^иламиз. Бу тенгламанинг илдизлари =  2, А,2 =  Я3 =  1.
=  2 оддий илдизга £1Э k2y k3 учун ушбу иккита эркли тенглама 

системаси мос келади:
2 k>i k2 — k3 =  0, — -j- 2 k2 — k3 =  0,

бундан:
—  1 — 1 —  1 2 2 —  1

2 — 1 —  1 — 1 *
—  1 2

Бу ердан битта ихтиёрий узгармасни узига олган биринчи ечимлар 
системасини ^осил циламиз:

х =  у =  С / 9, z =  Схв2/,
Агар fA(X) матрицага А,3 = — 1 ни цуйилса, у ^олда унинг ранги 1 га 
тенг булади ва k19 k%, k3 ни топиш учун учта тенглама ушбу битта

&i +  k2 +  k3 =  0

тенгламага келади. Агар k t •-= Сг, k2 =  С3 десак, у долда k3 =  
= — (С2+ С 3) булади ва биз яна иккита ихтиёрий узгармас иштирок 
этган ечимлар системасини ^осил циламиз.

Умумий ечим бундай булади:

х =  С / ‘ +  С # 4, у  =  С / '  +  С3е~‘, г =  С / ‘ -  (С ,+ С 3) е~‘
Биз фундаментал ечимлар системасини я;осил ^илдик, чунки де­

терминант

в2' е2' 21е 1 1 1
ё~* 0 — е~‘ - - 1 0 — 1

0 —1е — е 0 1 — 1

ю^орида баён цилинганлардан узгармас коэффициентли нормал сис- 
теманинг ечими бундай булиши келиб чикади:

У, =  Рц(,х)ек‘х Ц =  1, 2, , п), (£ .15 )

бу ерда Рц(х) — даражаси т 1— 1 дан катта булмаган куп^ад, т
(33.13) система X. илдизининг карралиги.

Бундай тенгламанинг умумий ечимини амалда топиш усули ^уйи- 
дагича: ^ар бир илдиз учун (33.15) куринишидаги аницмас коэффи­
циентли ифодалар тузилади. Бу ифодаларни (33.10) системага цуйиб, > 
ани^мас коэффициентлар учун чизикли тенгламалар системасини 
зфсил циламиз. Бу системани ечишда ихтиёрий булиб цоладиган 
номаълумлар сони илдизнинг карралигига тенг.

4- м и с о л .  —  + х  — у =  0, —  + у  —  4 z =  0, —  +  4 z — х  = 0  
dt dt * dt

системани ечинг.
Еч иш.  (33.13) система куйидаги куринишга эга:



О 1+Я,  — 4 =Я,3 - | -6Х"- | -9Х =  Я(Я-1- 3)" =  0.
— 1 0 4 +  Х

к — 0 оддий илдизга мос ечимларни х =  а, у — Ь, г =  с кури­
нишда ёзамиз. Бу цийматларни берилган системага куйиб, а, b ва с 
ни аницлаш учун учта тенглама зфсил киламиз, улар умумий наза- 
рияга асосан, масалан, ушбу иккита эркли тенгламага келтирилади:

с =  Су (ихтиёрий узгармас) деб X =  0 илдизга мос куйидаги ечимлар 
системасини топамиз:

* =  4С 1, у =  4C lt z = C v

X =  — 3 илдиз икки каррали, шу билан бирга X ф  3 барча ик­
кинчи тартибли минорларнинг булувчиси эмас; шу сабабли бу ил­
дизга мос ечимларни

умумий купайтувчига киск,артириб, куйидагини зфсил киламиз:

Иккала томонда озод ^адларни ва t олдидаги коэффициентларнн 
тенглаштириб, куйидаги олтита тенгламани ^осил киламиз:

Унг устундаги учта тенгламадан аг =  С, (ихтиёрий узгармас), 
Ьг =  2 С,, с2 =  С2 эканини топамиз. Шундан сунг биринчи учта 
тенгламадан куйидаги ларни зфсил киламиз:

Шундай килиб, системанинг умумий ечимни куйидагича булади:

а — £> =  0, b — 4с =  0.

— З а х — 3oj/ + а ,  +  +  a j  — by — b2t =  0,
— 3 by 3 b2t "I- b2 - f  by -j- b2t — 4 Cy — 4 c2t — 0,
— 3 Cy — 3 c2t -j- c2 4“ 4 Cy “l- 4c2t — dy =z 0.

— 2 a 1+ a t —  b =  0,
— 2 b y + b 2 — 4 Cy = 0 ,

Cy +  ct — dy =  0,

— 2 a2 — bt =  0,
— 2 6, — 4c2 =  0, 

c2 — a, = 0 .

з̂> by C2 2 Cg, C j — С , C,.

x =  4 Cx +  C2te~3t +  C3e~3< 

у  =  4 C, +  C2 (— 2 * +  1) e~3t — 2 C3e~3',

г = с 1 +  с , ( / - 1 ) е - 34 с 3в"3(



34- §. Дифференциал тенгламалар системасининг 
биринчи интеграллари

1. куйидаги тенгламалар системасини царайлик:
<1У l c ,  ■ 1

=  f i ix ,  У» У» • • . УпЬ 

^  = /» (* , Ух, Уг, Уп)> . (34.1)

- £  =  fn (x, Ух, Уг, Уп).

Биз бирор ёпиц D соз^ада / 1( Д • • , /„ функциялар ва уларнинг 
Ук У г • • • . Уп буйича хусусий хосилалари барча аргументларга уз- 
луксиз борлик деб фараз ^илайлик. У зузлда мавжудлик ва ягона- 
лик теоремаси татбик этилиши мумкин. Агар х0, у\, у°, , у% 
координатали нукта D нинг ичида ётувчи бирор D' со^анинг ичида 
ётса, у хрлда (34.1) тенгламалар системасининг

бошланрич шартларни каноатлантирувчн битта ва фацат битта ечи­
ми мавжуд. Бу ечимлар куйидагича булсин:

Бу формулаларда ечимнинг х0, у\, у\, , . . . , t/° бошланрич шарт- 
ларга борликлиги ошкор куриниб турибди. Уларни турли киймат­
лар кабул цилиши мумкин булган параметрлар деб кабул киламиз.

Энди D соз^ада (дг0, у°{, у%, , у°) бошланрич нуктани ва шу 
бошланрич нуктадан утувчи интеграл эгри чизикда ётадиган бирор 
(х, y lt У г ,  у,) нуктани оламиз. х0, у\, , у°п кийматлар 
бир томондан ва х, y v , уп кийматлар, иккинчи томондан
(34.2) муносабатлар билан борланган. Агар (х, y L, . . . , y j  нукта 
бошланрич нукта сифатида ка^ул килинса, у з^олда бу бошланрич 
Кийматлар билан аникланган интеграл эгри чизик, ягоналик теоре- 
масига асосан, (х0, у\, , у°) нуктадан утади, шу билан бирга 
Куйидаги муносабатларнинг уринли эканлиги равшан:

х =  х0 да у{ =  уо (i =  1, 2, п)

Ух =  Ф1 (г, х0, у ° ,  у°2 , , у°п ), 

Уг =  Фа (*; *о, У°\ , У\ , - У°п )'

y„=(pjx’ х0' У% у\ъ . У°п )•
(34.2)

у] =  Фх К ; 0i. Уг, , у„), 
У2 =  Фа (* о ! X,  yv уг, , у,),

• • •

У °= ( Рп(хо> х > Ух> У*> . У А-



(34.3) формулалар курсатадики, (34.2) тенгламалар системаси у°{, у\,
, у°п бошланрич цийматларга нисбатан (D' со^ада бир цийматли) 

ечилиши мумкин. Шу билан бирга унг томонлари х, y lt у2, , уп 
буйича узлуксиз хусусий ^осилаларга эга булиши мумкин.

У\> У% > У°п бошланрич цийматларни Cv  С3, , Сп ихти­
ёрий узгармаслар билан алмаштириб ва х0 параметрга ани^ сон 
киймат бериб куйидаги куринишдаги тенгламалар системасини хрсил 
циламиз: ^  (х, у х, уг, , уп) =  Cv  ]

у и уи  , Уп) =  С„

Уп{х, у»  У» , у п) =  Сп.
(34.4) тенгликлар системаси (34.1) системанинг умумий интегра­

лы, (34.4) тенгликларнинг >̂ ар бири эса бу системанинг биринчи 
интеграли дейилади. Шуни ^айд эта!мизки, бу тенгликларнинг чап 
^исмининг хар бири эркли узгарувчи ва изланаётган функциялар- 
нинг функциясидан иборат. (34.4) формулаларга асосланиб бундай 
хулоса ^илиш мумкин: агар y v y2t . , уп нинг урнига уларнинг
(34.2) ифодаларини, яъни (34.1) нинг исталган ечими цуйилса, бу 
функция бирор узгармас микдорга тенг булади. Шундай ^илиб, 
биринчи интеграл таърифини беришимиз мумкин:

1) (34.1) системанинг биринчи интеграллари деб системанинг 
умумий ечимини берадиган тенгламаларни ихтиёрий узгармасларга 
нисбатан ечиш билан ^осил ^илинган муносабатларга айтилади.

Олдинги муло^азалар курсатадики, агар ихтиёрий узгармаслар 
сифатида изланаётган функцияларнинг бошлангич ^ийматлари олин- 
са, биринчи интегрални доимо хосил кплиш мумкин.

Равшанки, бу таъриф бутун (34.4) мупосабатлар системаси учун- 
гина тутридир. Шу сабабли, эиди биз хар бир биринчи интегрални 
ало^ида тавсифлайдиган таърифпи Гсрамиз.

2) Системанинг биринчи интеграли деб, айнан ихтиёрий узгар- 
масга тенг булмаган, чап кисмида эркли ' ’згарувчини ва изланаёт­
ган функцияларни уз ичига олган хамда изланаётган функциялар 
урнига (34.1) системанинг бирор ечими цуйилганда узгармас ^иймат 
цабул ^иладиган муносабатни айтилади.

Сунгги таърифдан келиб чикадим!, чексиз куп биринчи инте­
граллар системалари мавжуд. ^а^ш;аган ^ам,

Ф [tfi (X) у±, . . .  , у^)у . . . , (х, у±, . . . у ул)] С (34.5)
муносабат (бу ерда С — ихтиёрий узгармас, Ф — уз аргументининг 
ихтиёрий функцияси) (31.1) системанинг биринчи интегралидир, чун­
ки Ун Уъ » Уп УРнига системанинг ечимини цуйиб, биз г|)1э 
. .  . , г|>я функцияларни ва, демак, Ф ни ^ам узгармас мивдорларга 
айлантирамиз.

2. Биринчи интегралларнинг иккинчи таърифига асосланиб, би­
ринчи интегралнинг чап цисмини тавсифлайдиган аналитик белгини 
(аломатни) келтириш мумкин. Берилган (34.1) тенгламаларнинг



унг томонлари у г, у2У уп буйича хусусий ^осилаларга эга деб
фараз этдик, у ^олда, ю^орида исботландики, (34.3; тенгликларнинг 
чап томонлари х, y v у2, уп буйича узлуксиз хусусий >^осила-
ларга эга. (34.4) куринишидаги умумийроц муносабатларни ца- 
рашимиз мумкин, шу билан бирга хамма ва^т уларнинг чап 
томонлари х, у 1У у4, уп буйича хосилаларга эга деб фараз ци-
ламиз, агар (34.4) тенгликларнинг чап томонлари (34.3) тенгликлар­
нинг унг томонларидан (34.5) куринишдаги формулалар оркали 
олинган булса, бу доимо уринли булади, бу ерда Ф узининг барча 
аргументлари буйича узлуксиз ^осилаларга эга булган функция.

Айтайлик, биринчи интегралларнинг бири

•ф (*, Уи Уг> . Уп) = с  (34.6)
Да Уъ Уг, Уп УРнига (34.1) системанинг бирор ечими куйилган 
булсин, у холда унинг чап томони х  нинг айнан нолга тенг булган 
бирор функциясига айланади. Бу айниятнинг иккала цисмини х 
буйича дифференциаллаб

дх dyi dx дУп dx ( • )
ни ^осил циламиз. yv  у2 , уп (34.1) системанинг ечими булган-

лиги учун (34.7) тенгликдаги ^ ^ о с и л а л а р н и  (34.1)
тенгламаларнинг уларга тенг булган унг томонларига алмаштириш 
мумкин ва ^уйидагини ^осил циламиз:

+  /„(•«. У„ ■ y j  °- (348>
(34.8) тенгликда y v у2, уп лар х  нииг функцияларидир ва (34.1) 
системанинг бирор ечимидан иборат. Шундай цилиб, бу тенгликдаги 
(•*> У\у y j  ^ийматлар (п +  1) улчовли фазонинг царалаётган ечим 
утадиган нуцтасидир. Бироь; (34.6) ни дифференциаллаш натижаси 
С га борлиц эмаслиги сабабли, (34.8) тенглик ^аралаётган соз^адаги 
исталган интеграл эгри чизиада ётадиган (л:, у г, уп) ну^та
учун бажарилади. Мавжудлик теоремасига асосан бу со^анинг з̂ ар 
бир (х0, у\, , у°) нуцтасидан интеграл эгри чизи^ утганлиги 
учун (34.8) тенглик ^аралаётган соз^анинг исталган сох,аси учун 
уринли, яъни х, y lt уп буйича айниятдир. Шундай цилиб, з̂ ар
бир биринчи интегралнинг чап томони (34.8) муносабатни айнан 
каноатлантиради.

Аксинча, бирор о|з функция (34.8) тенгламани айниятга айлантир- 
син, у з^олда (34.1) системанинг исталган эгри чизири буйлаб (34.7) 
тенглик ва, демак, (34.6) тенглик з̂ ам уринли булади. Шундай ^и- 
либ, з̂ ар бир интеграл эгри чизи^ буйлаб ^  функция узгармас ций- 
мат ^абул цилади.



Шундай цилиб, (34.8) тенглик (34.6) тенгламалар биринчи инте­
грал булишининг зарурий ва етарли шартидир.

Баъзан биринчи интегралнинг (34.8) тенглик билан ифодаланади­
ган хоссаси бундай таърифланади: биринчи интегралнинг чап ^ис- 
мидан олинган хрсила, берилган дифференциал тенгламалар система- 
сига асосан, нолга айланади.

3. Агар биз бирор усул билан (34.1) системанинг и1У у2У , уп 
га нисбатан ечиш мумкин булган п та эркли биринчи интегралини 
топа олсак, у холДа уларни ечиш у1У yty уп нинг х  ва п та
ихтиёрий узгармас С\, С2, Сп оркали ифодасини беради. Бу
ифодалар (34.1) системанинг умумий ечимини беради. ^а^и^атан

D ( % , г|?2, , )
Хам, (34.4) интегралларнинг эрклилик шарти ------------------ - яко-

бианнинг нолга айнан тенг эмаслигини билдиради; айтайлик, х0, yj, 
у^ цийматлар системаси унга нолдан фар^ли циймат берсин. 

У холДа Ул, у2 Уп лар бу цийматларнинг атрофида С1У С2 , 
Сп ва х нинг бир цийматли узлуксиз функциялари булади. y°v у\ 

, га етарлича яцин х0, у°]у у \у бошлангич ^ийматлар-
ни бериб ва узгармасларнинг тегишли кийматларини Съ С2, , Сл t 
оркали белгилаб, курамизки, узгармасларнинг бу ^ийматлари (34.1) 
системанинг ушбу ечимини ани^лайди: y t =  tyL(xy С1У С2, , Сл),

* Уп =  гМ л:’ С1> с *' Сп) ва УлаР х  = х о да олдиндан бе­
рилган у°[у у%у , ^ийматларни кабул цилди. Бу эса ечимнинг 
умумий булишлик шартидир.

Шундай ^илиб, п та (эркли) биринчи интегрални билиш (34.1) 
системани интеграллашга тенг кучлидир.

Агар бизга системанинг битта биринчи интеграли
Ц(х, y v . « / „ ) =  С

маълум булса, у ^олда изланаётган номаълум функциялардан бири- 
ни, масалан, уп ни х, цолган изланаётган функциялар ва С ихтиё­
рий узгармас оркали ифодалаш мумкин:

*/„ =  “ (*, Ух, У  ̂ , Уп_{. С).

Бу ифодани (34.1) системанинг биринчи, иккинчи, , (п — 1)-тенг- 
ламасига киритиб, (п— 1) та изланаётган функцияларга нисбатан (/г— 1) 
та тенглама системасига келамиз. Шу билан системанинг тартиби бит- 
тага камаяди. Янги (п — 1)- тартибли системани интеграллашни амал- 
га ошириб, (л — 1) та ихтиёрий узгармасни киритамиз, улар С би­
лан биргаликда п та ихтиёрий хзгармасли системани беради, яъни
(34.1) системанинг умумий ечимини хосил ^иламиз. Шунга ух- 
шаш, агар п та эркли биринчи интеграл маълум булса, у холДЗ 
системанинг тартиби биттага пасайтирилади.



1-м и с о л .  ~ ^ ~ У >  — * системани карайлик. Унинг уму­

мий ечими х  =  i4cos(/ +  а), i / = ^ s i n ( /  +  a) (А ва а  — ихтиёрий 
узгармаслар). Равшанки, х'1 +  у 2 =  С муносабат бу системанинг би­
ринчи интегралидан иборат. ^аци^атан з̂ ам, унинг чап ^исмидан t 
буйича олинган биринчи з^осила система тенгламаларига асосан

2х ^ 7  +  2у  - ?  =  2ху —  2ух =  0at dt

булади. Шунингдек, Ф(лг2 +  у 2) =  С з̂ ам биринчи интеграл булади, 
бу ерда Ф — ихтиёрий (дифференциалланувчи) функция.

2 - ми с о л .  К^аттик^ жисмнинг \аракати назариясида

А ~  =  ( B - C ) q r ,  В ~ — (С — A)rp, C ^ = ( A - ' B ) p q

тенгламалар системаси учрайди, бу ерда А р* В  >  С >  0 берилган 
узгармаслар (жисм инерцияси бош моментлари), р, q, г ^функциялар 
эса оний тезлик векторининг ташкил этувчилари.

Тенгламаларни мос равишда р, q, г га купайтириб ва цушиб, 
цуйидагини з^осил циламиз:

* > - & + * 3 + » г- з г ' - а
Бунинг чап томони тула дифференциалдир; уни интеграллаш

\Ap2 + B q 2 + C r \ = m 2
ни беради (т — ихтиёрий узгармас) — бу тенгламанинг битта бирин­
чи интегралидир.

Тенгламаларни Ар, Bq, Сг га купайтириб ва цушиб, цуйидагини 
топамиз:

бу ердан бошца биринчи интегрални топамиз:
Лар 2+ Я у  +  С2г2 =  л2 

(п— ихтиёрий узгармас). Бу икки интегралга богли^ булмаган ва <’ни 
ошкора уз ичига олмаган бошца интеграллар, равшанки, йук,. Уму­
мий назария буйича биз системанинг тартибини биргача пасайтириш 
учун бу интеграллардан фойдаланишимиз мумкин. А >  В > С  деб 
фараз цилиб ва олинган иккала муносабатни p2,q2 га нисбатан 
ечиб, ^уйидагини топамиз:

р 2 =  аг2 - f a ,  q2 =  —  Р Л +  ь,
бу ерда a  =  ,с  (д — Q >  q g _  С(А — С)_ q хамда а ва b узгар- 

А{А — В) ' В(А— В)
мае мицдорлар т2 ва п2 ихтиёрий узгармасларга боглиц булгани 
зуэлда, узлари з̂ ам изстиёрийдир.

р  ва q нинг цийматларини системанинг учинчи тенгламасига 
киритиб,



~ =  г*+а)(-$г*+Ь)at С

ни хосил циламиз. Бу узгарувчилари ажраладиган тенглама булиб, 
унинг ечими элементар функциялар оркали х°сил булади.

Бу мисолда биринчи интегрални топиш усули цуйидагидан 
иборат: тенгламалар чап томонларининг шундай комбинацияла- 
ри топиладики, улар t нинг тула хосилалари булади, шу билан 
бирга унг томони нолга айланади, тегишли бошланрич функцияларни 
узгармасларга тенглаб, биринчи интеграллар хосил цилинади.
35-§. Дифференциал тенгламалар системаларининг симметрии шакли

1. (34.1) системанинг умумий интегралини берадиган (34.4) му- 
носабатлар бундай хусусиятга эга: уларга эркли ва борли^ узга- 
рувчилар тенг ХУ̂ УКЛИ булиб киради. Шундай килиб, бу ' му- 
носабатлар, агар эркли узгарувчи сифатида у . функциялардан бири 
танланганда хам уз кучида ^олади. Узгарувчиларни бундай алмаш­
тириш (34.1) система шаклини узгартиради, чунки унга хосилалар 
Хам киради, биро^ берилган бу тенгламалар (биринчи тартибли) 
дифференциаллар оркали ёзилса, у холда дифференциал ларнинг маъ­
лум хоссасига асосан бу шаклдаги система узгарувчиларни истал- 
ганча алмаштириш, хусусан ю^оридагича алмаштиришда хам уз 
кучини сацлайди. Шундай килиб, (34.1) системани бундай ёзишимиз 
мумкин:

dx __________ dyi________ _ _________ djk_______ _ __

Бу система, агар махражларни бир хил купайтувчига купайтирилса, 
дастлабки системага тенг кучли булиб ^олади (бунда бу купайтув­
чи нолга айланмайдиган сохалар билан чекланиши лозим). Шу са­
бабли dx дифференциал хам махражида 1 эмас, балки бирор функ- 
цияга эга деб фараз цилиш мумкин. У х°лда узгарувчиларнннг 
носимметриклиги фацат белгилашлардагина булади. Энди х 9 у ъ у 2, 
в . . , уп узгарувчилар урнига х и х2, , хп узгарувчиларни ёза- 
миз (ёзув содда булиши учун узгарувчилар сонини п + 1 эмас, бал­
ки п та деб оламиз).

Симметрик шаклдаги чизикли дифференциал тенгламалар систе­
маси куйидаги куринишга эга:

Бу системанинг умумий интеграли эса куйидаги куринишда ёзилади:

/l(*.01-02. Уп) ШЛиУъ* Уп)
_  s dyn

dx 1 dx2
* i  (*i, x2, . . .  , Xj?) X 2 (xlt x2, . . .  , xn) 

__________ dxn_______
(35.1)

(*i. x2t . . .  xn) '

(35.2)



Бу \згарувчиларнинг исталган бирини эркли узгарувчи, цолган бар­
ча узгарувчиларни эса изланаётган функциялар сифатида ^абул ци- 
лиш имкониятига эга булишни истаётганлигимиз учун X .  функция- 
нинг узлуксизлиги ва барча х {, х2, хп аргументлар буйича
узлуксиз хусусий зфсилалари мавжудлигини талаб цилиш табиий- 
дир.

(35.1) симметрии системадан (34.1) куринишдаги системага утиш 
учун узгарувчилардан бирини, масалан, хп узгарувчини эркли узга­
рувчи сифатида олиш лозим. Системани куйидаги куринишда ёзамиз:

dxj _  XiUi. х2........ хп) ^f2 - _  dxn-i =  /V - l
dxn Хп{х1} х2, , х„)' dxn' Хп ' ’ dxn Хп (35.3)

Бунда унг томонларнинг узлуксизлиги бузилмаслиги учун х°, х°, 
х° бошлангич кийматларда

X n{x°v х°, , х°) ф  О

булиши зарур.
Агарда берилган бошлангич кийматлар Х п ни нолга айлантирса, 

у з^олда эркли узгарувчи сифатида тегишли X .  функция нолга ай- 
ланмайдиган x i узгарувчини олишимиз мумкин. (35.3) системанинг 
унг томонлари х®, х° бошлангич цийматлар барча Х (
функцияларни нолга айлантирадиган х,олдагина, яъни

Х,(дс®, х°, х ° ) = Х 2(х°, х°, =  . =

=  Х п К  Х2’
булгандагина эркли узгарувчини исталганча танлаганда хам узлук­
сиз булиши мумкин.

Бундай бошлангич кийматлар махсус бошлангич цийматлар деб 
аталади; улар (35.1) системанинг махсус нуцталарига мос келади. 
Равшанки, махсус бошлангич ^ийматларда ечимнинг мавжудлиги 
ва ягоналиги ^а^идаги теорема шартлари бузилади.

Бундай ^олда махсус нуцталарни каралаётган со^адан чицарила- 
ди. (35.2) интеграллар жумласидаги ^ар бир интеграл ёки умуман

Yfjfp ’ хп ) = с  (35.4)
куринишдаги исталган ифода системанинг биринчи интеграли були- 
шининг аналитик шарти куйидагича ^осил ^илинади. Ч* функция 
системанинг интеграл эгри чизиги буйлаб узгармас цийматини сацлай- 
ди, демак, унинг бу эгри чизи^ буйлаб тула дифференциали нолга 
тенг:

—  dxl + — dx2 +  +  —  dxn =  0.
дх j дхо uXfi

Бирок; dx( дифференциаллар (35.1) тенгламаларга асосан инте­
грал эгри чизиц буйлаб Х ( функцияларнинг цийматларига пропорцио­
нал, демак, з̂ ар бир интеграл эгри чизиц буйлаб



v  / \ | v  №  I I v  ^  (\
1 2> ■, " > Й + ^ +  + х " 5 ^ “ 0 (3S-S)

га эгамиз. (35.5) муносабатлар бирор интеграл эгри чизикнинг (уз­
гарувчи) нук;тасини ифодалайдиган x v xv  , хп цийматлар учун 
келтириб чи^арилди. Бирок бу тенглик (35.4) формуладаги С узгар- 
маснинг исталган к^иймати учун уринли булганлиги сабабли (35.5) 
тенглик интеграл эгри чизикнинг исталган ну^талари учун бажари- 
лади. Бу ердан, царалаётган со^анинг ^ар бир нуктаси оркали ин­
теграл эгри чизи^ утганлиги учун (35.5) муносабат биринчи инте- 
гралнинг исталган ^исми учун айнан бажарилади, ва аксинча, (35.5) 
тенгламани айнан цаноатлантирадиган ^ар цаидай W функция, агар 
уни ихтиёрий узгармасга тенг цилиб олинса, биринчи интегрални 
беради.

(35.1) системанинг (35.2) умумий интеграл билан берилган ечи­
мини геометрик нуктаи назардан (п— 1) улчамли (п— 1) та купхил- 
ликнинг Y. = Ct (i =  1, 2,  > п — 1) '{п улчовли {xv х2, 
хп) фазодаги (п —  1) улчамли гипертекисликнинг) кесишиши оркали 
аницлапган бир улчамли купхиллик (интеграл эгри чизиц) сифатида 
цараш мумкин; интеграл эгри чизиклар оиласи С;, С2 Сп_ {
параметрларга богли^, хар бир гиперсиртлар оиласи эса битта па­
раметра боглик;.

2. Тенгламалар системасини симметрик шаклга келтириш биринчи 
интеграллапни излашда купинча фойдали булади. Тенгламаларни
(35.1) дифференциал шаклда ёзиб, биз (35.1) тенгликларнинг диф- 
ференциалларга нисбатан чизикли булган ^адларининг шундай ком- 
бинацияларини излаймизки, бунда чап томонда тула дифференциал, 
унг томонда эса ноль турсин. Бу тула дифференциални интеграл­
лаб ва натижани узгаРмасга тенглаб, биринчи интегрални хосил ци- 
ламиз. Агар шу йул билан (п — 1) та интеграл топилган булса, у 
^олда умумий ечимга эквивалент булган умумий интегрални ^осил 
ьдламиз; агар (п — 2) та интеграл топилган булса, у холда умумий 
ечимни топиш масаласи биринчи тартибли дифференциал тенгламани 
интеграллашга келтирилади.

1- м и с о л. (z — у)2 —  =  z, (г — у)2 —  = у  тенгламалар систе- 
dx dx

масини интегралланг.
Ечиш.  Системани симметрик шаклда ёзамиз:

dx __ dy  _ dz

(*—У)2 г У
Бу тенгликларнинг сунгги икки ^ади интегралланадиган куйидаги 
комбинацияни беради:

ydy  — zdz =  О,

бундан биринчи интеграл: у 2— z2 = C v
Сунгра биринчи нисбатни кейинги икки нисбатнинг олдинги ва 

кейинги ^адлари айирмаларининг нисбатига тенглаб,



ш. “~Тп = —— — ёки dx +  (z —  у) (dz —  dy) =  0 
(z—у) г — у

га эга буламиз, бундан бош^а биринчи интеграл
2х +  (г —  уУ = С г

ни ^осил циламиз. Бироц бу ерда ( у — г)2 га булиш туфайли биз 
битта параметрга борли^ ечимлар оиласи х  =  С, у  =  z ни йук;от- 
дик, агар эркли узгарувчи цилиб х  олинса, бу ечимлар мавжуд 
эмас.

2 - мис ол .  -^- =  1-----—, —  =  — !—  дифференциал тенглама-
dx z dx у  — х

лар системасини интегралланг.
Еч иш.  Системани куйидаги куринишда ёзамиз:

* » dx dx ,dy — dx ---------- , ------- ---  dz.
г y  — x

Узаро купайтириб, интегралланадиган комбинацияни х,осил циламиз:

=  0 ,

у  — х г
бундан

(у —  х)-г =  Сг.
Q

Бу ердан z ни ани^лаймиз: z  =  — —  , у ни биринчи тенгламага
у ~ х

ёкиритиб, цуйидагини топамиз:

dy - d X  =  - ^ ^ l
СгX

ки (у — х)е  ‘ =  С2. Умумий ечим
X X

у  --- С2е* +  х, z =

куринишда бутади.
С2 ни уз ичига олган муносабат биринчи интеграл эмаслигини 

айтиб утамиз, чунки бу муносабат Сг ихтиёрий узгармасни ^ам уз 
ичига олади. Ундан берилган интегрални олиш учун биринчи муно- 
сабатдан С1 ни х, у, z оркали ифодалаш ва иккинчи муносабатга 
цуйиш керак:

X
, ч г(У-х) -(у — х)е =  С,.

36- §. Дифференциал тенгламалар системаларининг амалий татби-
цига дойр масалалар

Баъзи назарий ва амалий масалаларнинг ечимларини тазушл ци- 
лайлик.

36.1. Модданинг парчаланиши ^а^идаги масала. А модда Р  ва 
Q моддаларга парчаланади. Уларнинг ^ар бирининг ^осил булиш



тезлиги А модцанинг парчаланмаган микдорига пропорционал. Р ва 
Q моддаларнинг микдорлари л: ва у нинг t вацтга боглик равишда 
узгариш ^онунларини топинг. Бунда парчаланиш жараёни бошлан- 
гандан бир соатдан кейин х  ва у мос равишда а/8 ва За/8 га тенг- 
лиги маълум, бу ерда а катталик А  модцанинг дастлабки микдори.

Ечиш.  Вактнинг t пайтида А модцанинг микдори а — х  — у  га 
тенг, бинобарин, куйидаги биринчи тартибли дифференциал тенгла- 
ламалар системасига эгамиз:

= kl(a — x  —  y),
at

^  = k 2(a — х  — у).

Иккинчи тенгламанинг иккала цисмини биринчи тенгламанинг мос
цисмларига буламиз, у холда —  ■-= — , бу ердан у  =  k,x/k, +  С.

dx ^
Сунгра t =  0 № x  =  y =  0 булгани учун С =  0 ва шунинг учун 
y =  {k2-x)lkl .

Биринчи тенгламада у  ни k2x/ki билан алмаштириб, —  +  (6Х +

+ 1̂ ) х  =  k ta ни топамиз. Биринчи тартибли бу чизицли тенглама­
нинг умумий ечими

х  =  - Ь ° - +С1е - ^ +к*  
ki+k2

Бошлангич шартлардан (t =  О да х  =  0) фойдаланиб, С1=  —
— k xa/ (kx +  kz) ни топамиз, демак,

х  = *1Д м „-(*.+*«)< 
^1+^2

^ ^ то г

Ш .

х  нинг бу ифодасини у  =  k^x/ky тенгликка куйиб, куйидагини зф- 
сил циламиз:

и =  j \
У k i+ h  \ У

Ва^т бирлиги сифатида соат цабул ^илинади. t =  1 да х  =  а/8 ва 
у  =  За/8 эканлигини билган з^олда kt ва k2 коэффициентларни 
аниклаш учун куйидаги тенгламалар системасини тузамиз: i

^  ki r , „—(*•+*«) \ _ ^
> 8 '

2̂ ( 1  ̂ _ 3
) _ 8 \

Иккала тенгламанинг мос цисмларини цушиб, 1 — =  J/2 ни 
топамиз, бу ердан е~(к%+к,)* = 2 -1 ва ^ - f f c ,  = 1п 2 . Иккинчи тенг-



ламанинг иккала ^исмини биринчи тенгламанинг мос ^исмларига

36.2. Шарчаларнинг найчадаги ^аракати. Горизонтал найча
2 рад/с бурчак тезлик билан вертикал у^ атрофида айланади. Най- 
чада массалари т1 =  300 г ва т2 =  200 г булган иккита шарча 
жойлашган. Улар узунлиги / =  10 см булган эластик пружина ор­
кали бир-бири билан борланган булиб, пружина чузилмаган ва шар- 
чалар айланиш увидан бир хилда узоклашган (48-шакл). Шарчалар 
курсатилган ^олатда бирор механизм ёрдамида ушлаб турилади. 
Бошланрич пайтда механизм ишлашдан тухтайди ва шарчалар ха- 
ракатга келади. Агар 24000 дина куч пружинани 1 см чузиши 
мумкин булса, ^ар бир шарчанинг найчага нисбатан ^аракат кону- 
нини топинг.

Еч и ш.  Оиррок; шарчанинг координатасини (найчага нисбатан) 
хг оркали, енгилро^ шарчанннг координатасини х2 оркали белгилай­
миз, бунда санок;ни айланиш увидан бошлаб ^исоблаймиз ва унг 
томонга йуналишни мусбат деб ^исоблаймиз (48-шакл).

Агар масала шартига мувофи^ F =  kx деб олсак (бу ерда F — 
пружинанинг хар 1̂ айси шарчага таъсир кучи, х — пружинанинг 
деформацияси), у ^олда k =  24000 булади.

J^ap цайси шарча нисбий ^аракатининг дифференциал тенглама- 
сини тузамиз:

булиб, k3 =  3k2 ни топамиз. Шундай килиб, kx =  2, k2 =
з

=  — In 2 ва изланаётган ечим куйидаги куринишда ёзилади:
4

4

л А
г ~ у

5
M i

4 8 - ш а к л

Шу =  ГПуЧГХу — k(Xy — х2 — 10),
dt2

А2у
т2 —? =  тгвРх2 -\-k{Xy — хг — 10).



Х.ОСИЛ цилинган дифференциал тенгламалар системаси нормал 
эмас, бироц юн;орида каралган усуллар ёрдамида ечилиши мумкин. 
Биринчи тенгламанинг иккала ^исмини иккинчи тенгламанинг мос 
цисмлари билан кушсак:

т 1 +  т2 х“ =  о)2(/п, х, +  т2 х2).

nijXi +  тгхг =  и деб белгилаб, и" — со2ы =  0 тенгламани хосил ^и- 
ламиз. Унинг умумий ечими:

и =  Сх ch со/ +  С3 sh at  ёки 3*i +  2xz =  Сх ch 2/ +  С2 sh 21, 
бу ерда шартга кура со =  2 деб олинган ва С ,/100 =  Cj хамда 
С2/100 =  Сг деб белгиланган. Бошлангич шартлар t =  0 да х, =  5, 
x't =  0, х2 =  — 5, х2 =  0. Зд:,' +  2х2 =  2 (С, sh 2t +  С2 ch 21) ни ,%и- 
соблаймиз ва бу ерда ^амда 3jC| +  2х2 ифодага уларнинг t =  0 даги 
цийматларини цуямиз, у холда С, =  5, С2 =  0, ва демак, Зх, +
+  2хг =  5 (е2< — е~2‘)/2 ёки Здг, +  2х2 =  5 ch 2/.

5 3Бу ердан хл = —  ch 2 t -----— ни топамиз ва уни куйидагича

узгартирилган системанинг биринчи тенгламасига цуямиз: 
х'[ =  — 76*, +  80 х2 +  800, 
х2 =  — 120 д;, — 116х2 — 1200.

Урнига к,уйиш х3 узгарувчини йу|\Отади_ва фацат х г хамда х'  ̂ларга 
эга булган тенгламага олиб келади:

х'1 =  — 76л:, +  80 ( - ^ - c h 2t — —  х х ) +  800

ёки
х0 + 1 9 6  х j =  200 ch 21 +  800.

Бир жинсли тенгламанинг умумий ечими: х^ =  C3cos 14/ +  
+  C2sin l4 /. Бир жинсли булмаган тенгламанинг хусусий ечими 
х  ни х х =  A  ch 21 +  В куринишида излаймиз.

Бу ^олда х“ =  4А ch 21 булгани учун х х ва х2 ни дифференциал 
тенгламага цуйиб, ушбу айниятни х,осил киламиз:

200 A ch 2t\+  196 5 = 2 0 0  ch 2/+800,

бу ердан А  =  1, В =200/49  ни топамиз, демак, x t =  ch 2/+200/49 
ва Xi умумий ечим куйидагича ёзилади:

х г = |С Х cos 14 / +  Сг sin 141 +  ch 2 / +

Сх ва С, ларни топиш цолди. Бошлангич шартлардан: 5 =  Ct + 1 +  
+  200/49, бу ердан С1 =  — 4/49; 14С2 = 0 ,  демак, Са = 0 .

Массаси 300 г булган шарча учун унинг ^аракат крнуни узил- 
кесил



t. 4 , 200Xi =  ch 2 t ------- cos 141 H------
49 49

булади.
Массаси 200 г булган шарчанинг ^аракат цонунини топиш учун 

х2 нинг Ху оркали ифодасига ^уямиз, натижада

х. =  —  ch 2 t -----—( ch 21-----—cos 14/-2 2 \ 14i.49

еки
* « . , 6 . . .  300 Xj =  ch 2 1 -\----- cos 141------ - .

49 49

36.3 Занжирни злектр юри- 
тувчи кучи узгармас булган ман- 
бага улаш. L индуктивлик, С 
сигим ва R  царшилик 49-шакл­
да тасвирланган схема буйича 
уланган. Занжир узгармас э.ю.к. 
Е га тенг булган манбага ула- 
нади. Уланишга цадар занжирда 
ток ва заряд йуц деб ^исоблаб, 
узиндукция галтагидан утадиган 

49- шакл i токни t вактнинг функцияси
сифатида топинг.

Ечиш.  Унг контурдаги токларни i l ва i2 оркали белгилаб. 
Кирхгоф ^онуни асосида масаланинг тенгламалар системасини ту­
замиз;

t

(36.1)

бу ерда i — ix =  it . Бу системадан i1 ни йукртамиз. Иккала тенг­
ламанинг мос цисмларини цушамиз:

L - ^ + R i y ^ E .
at (36.2)

(36.1) нинг биринчи тенгламасининг иккала цисмини t буйича диф- 
ференциалласак,

, йч , 1 . 1 . .
+  'ТГ1 — тг11 = 0  dP С С

ни з^осил циламиз, бу ердан

H =  C L ^ + i .



L ^ +CL R% + R i - E  ̂
ёки it ток иштирок этмаган

d.4 . 1 di . 1 . Е
dl2 CR dt C L 1 ~  CLR (36.3)

тенгламани ечамиз. Унинг характеристик тенгламаси илдизлари 
г,_2 =  — а  ±  р га тенг, бу ерда куйидагича белгиланган:

] /(2CR) =  а , У  а'- — l/(CL) =  р.
Дастлаб а 2 >  1 /(CL) деб фараз ^иламиз. У х,олда мос бир жинс­

ли тенгламанинг ечими куйидагича булади:

г = e_elt(C1chp/+C*shpo.
Бир жинсли булмаган (36.3) тенгламанинг хусусий ечими i н и / =  
=  А куринишда излаймиз. У ^олда i" =  i" = 0  ва A/(CL) =E/(CLR), 
бу ердан А  =  E/R.

Демак, i = E / R ,  (36.3) тенгламанинг Г + z  га тенг булган 
умумий ечими i куйидаги куринишда булади:

U =  -J- +  (Cl Ch Р / .+  С2 sh р» . [(36.4)

Сх ва С2 ни бошланрич шартлардан топамиз. t =  0 да i =  0 булга-
Е Ени учун (36.4) дан — Сх = 0 ,  бу ердан ' Сх = —J— " ва шунинг 
R R

учун

i  = e ~ at (С, sh р* - J- ch р /).

—  ни з^исоблаймиз. К,уйидагига эгамиз: di

^ . =  e- « ^ _ a ( c >s h p / - - | - c h p / )  +  p ( c t c h p # - - f s h p / ) ] .

Бу ерда / =  О деб, цуйидагини з^осил ^иламиз:
di 

~dt
Энди С2 ни з̂ ам топсак булади. / =  0 да фа^ат t =  0 эмас, балки

LaEtx =  0 з̂ ам эканлигини назарда тутсак, (36.2) тенгламадан —— +
А

+  £ р С 8 =  £  ни з^осил циламиз, бу ердан

a 2 >  1 /(CL) булган ^ол учун i хусусий ечим узил-кесил цуйи- 
дагича ёзилади:

= i r + p c 2. 
<=о Л



, - i l , - ' ' " [ chp , i+( f - ^ ) shp']}-
Энди a 2<  1 /(CL) деб фараз ^иламиз. У холда (5 мав^ум сон бу­
лади ва р =  со1 — 1 деймиз, бу ерда сох ^а^икий сон Y  ЩСЬ)—а 2 
га тенг.

Бу ^олда i хусусий ечимни куйидаги куринишда хрсил ^иламиз: 
Е . ! — ati = —  м -
R »

М

е [cos со  ̂+  (a/a^ — R/La)^ sin сох/] }.

36.4. Индуктив борлан­
ган иккита контурдан ибо­
рат занжирни улаш. Электр 
юритувчи кучи Е  узгармас 
булган манбага 50-шаклда 
тасвирланган индуктив бор­
ланган иккита контурдан 
иборат занжир уланади. 
Агар занжирга улаш ноль 
бошланрич шартларда амал- 
га оширилса, шу билан бир­
га L XL3 ф М  2 булса, х;ар 

иккала контурдаги ix ва i2 токларни / ва^тга борли^ равишда то- 
пинг.

Еч и ш.  Кирхгоф конунига асосан масаланинг дифференциал тенг­
ламалар системасини тузамиз:

50- шакл

" d t  dt  

L , ^  +  Rti, +  M ^  =  0.
(36.5j

Бу ерда M  — контурларнинг узаро индуктивлик коэффициента; дол­
ган бслгнлашлар олдпнгн масаладагнга ухшаш.

(36.5) тенгламалар системасидан —  ни йуцотамиз. Бунинг учун
dt

биринчи тенгламанинг иккала томонини U  га, иккинчи тенглама- 
никини эса — М га купайтирамиз ва уларни и;ушамиз. У ^олда

(L.L, -  М2) ^ -  +  L .R J , -  MRt it =  L,E, 
at

бу тенгламанинг иккала ^исмини L XL2 га булиб, М2/(L1L9) =  k2, 
R\/L2 = 2 а 1э R2/L 2 = L a 2 белгилашлар киритсак, куйидаги тенглама­
ни хрсил ^иламиз:

/1 £.2ч dit , п . 4Л1а1а 2 . 2аХЕ 
( l - f t ^ + Z a * -------=  (36'6)

Бу тенгламанинг иккала ^исмини дифференциаллаймиз, —  нинг ифо-
dt

дасини топиб, уни (36.5) тенгламаларнинг биринчисига цуямиз:
214



dii _  /?,(! — k-)d2i, /?, d i t 
dt 4/Vfa1,x2 dt2 2Ma, d t '

d̂ -  + ( & - +  ^ - ) ^ -  +  R l i 1 = E .
4 c c 1 c t 2  d l -  \ 2 a 2  2 а х /  dt

Досил цилинган тенгламанинг иккала ^исмини нинг олдидаги

коэффициентга буламиз:
d 2i i  , 2(<Xj +  а 2) d i x . 4 « 1 a 2 . _  4 Е « 1 о с 2  

d t-  1 —  H 2 d t  I —  ft2 1 f t2 )

ёки (aj -f a 2)/( 1 — k2) =  a  деб белгиласак:

^  -f 2 a —  -f  -4oCia:: t, =  4gGClCt2 (36.7)
d / - ! >  d t  l  — y ? ! ( l  — * - )

Характеристик тенгламанинг илдизлари г, 0 — — а ±  р, бу ерда р =
4aia2 /Л и t■! (Р — хаци^ии сон, чунки радикал остидаги ифода

нолдан катта). У хрлда мос бир жинсли дифференциал тенглама­
нинг г умумий ечими цуйидагича булади:

\z =  e~a ,(C,chp* + C 2 shp/).

Бир жинсли булмаган тенгламанинг /. хусусий ечимини ани^- 
мас коэффициентлар усули ёрдамида топамиз. =  А булсин^ бу

ерда А — топилиши керак булган коэффициент. ^  =  0  ва =  О
булганлиги учун (36.7) дифференциал тенгламадан А га нисбатан 
алгебраик тенглама келиб чицади:

4aja2 д  __  4£a!a2

1 - Г  ~  R iU .-» ) '
бу ердан А =  £ / / ? , ._

Шундай ^илиб, i1 = E /R J, демак, (36.7) тенгламанинг умумий 
ечими куйидаги куринишда булади:

t‘i =  —— )- е w (С2 ch р t +  С2 sh р /). (36.8)
«1

Ихтиёрий узгармасларни аницлаш учун ушбу бошлангич шарт- 
лардан фойдаланамиз: t =  0  да i1 =  О ва г2 =  0 .

Буларнинг биринчисини (36.8) ечимга куйсак, дарх,ол С1 =  — ElR^ 
га эга буламиз. Шунинг учун (36.8) ечим куйидагича ёзилади:

h  =  - | - + e ~ <rt̂ C1!sh p / — -^ -c h p /) .  (36.9)

косила оламиз:

_ a ( c , s h p / -  j - c h p t  ) +



+ р(с,сЬр* — J L s h p f ) ]

ва унинг цийматини t =  0  да ^исоблаймиз:
dii
dt

— а — 1+ с2р.;
t=о Ri

^осиланинг топилган ^ийматини ва бошлангич шартлардаги = / 2 = 0  
кийматларни (36.6) тенгламага цуйиб, С, ни топиш учун тенглама 
^осил циламиз;

2 а  j £

а =  (а1 +  а 2)/(1 — k?) эканини назарда тутиб, тенгламани 
(a i + « 2)£ ( 2

Rt н ’ Ri
куринишга келтирамиз, бу ердан

q  _  («1 — «а)Е
2 Р(1- т !  ' 

h  хусусий ечимни узил-кесил куйидагича ёзилади:

it хусусий ечимни (36.6) муносабатдан топиш мумкин. Бунинг
учун у ерда ix ва — ни ю^орида t\ нинг t нинг функцияси сифатида

dt
топилган ифодасига [(36.10) формулага царанг] ва бу функциянинг 
t буйича ^осиласига алмаштириш керак.

36.5 Истеъмолчи улан ган узгарувчан ток занжиридаги транс­
форматор. Истеъмолчига богланган узгарувчан ток занжирига улан- 
ган трансформаторнинг иккала контуридаги токларни топинг.

Е ч и ш .  Маълум- 
М ки, трансформатор ин-

дуктивлик э^амда ички 
царшиликка эга бул­
ган ва индуктив 6 o f - 
ланган иккита контур- 
дан иборат. Шунинг 
учун 51-шаклдаги схе- 
мадан фацат иккинчи 
контурида Я ’истеъмол- 
чиси (таш^и царши- 
лик) булиши билан 

фарц ^иладиган схемага эга буламиз. Бундан ташцари ток манбаи- 
нинг электр юритувчи кучи Е  узгармас деб эмас, балки U{t) =  
=  и cos (со t +  Фо) деб олинади* бу ерда и — амплитуда, оэ — частота 
ва ф0— манба кучланишининг бошлангич фазаси.

Q>w

5 1  -  ш а к л



Кирхгоф цонунларига биноан мазкур ^олда масалага дойр диф­
ференциал тенгламалар системаси (36.5) га ухшаш куринишда бу­
лади:

L ^ + R ^  +  M ^ ^ U V ) ,
at at

L2 -rf +  ^ г |+  R) *2 +  M  =  0 ,
at at

(36.11)

бу ерда U (t) — манбанинг электр юритувчи кучи. Соддалик учун 
бошлангич фаза ф0 ни нолга тенг деб оламиз ва кучланишни U (t) =  
=  wcoscotf куринишда ёзамиз.

(36.11) ни номаълумлари ^  булган иккита алгебраик

тенгламадан иборат система деб цараб ва уларни одатдагича ечиб, 
коэффициентлари узгармас булган иккита чизикли тенглама система- 
сига келамиз:

di\ _ R-̂ L,̂ M(R2 +  R)
dt

di2 _  RXM .
D

dt D t l

D
L\(R2 4~ R)

D

L2U 
D '

MU
D

(36.12)

бу ерда D = L xL2 — M2 — системанинг детерминанти. (36.12; систе­
ма бир жинсли эмас ва уни ечиш учун дастлаб мос бир жинсли

d i1 R \ L > 2  . . A f R  .
—Г -------- ~ h  H------- 2̂»dt D 1 D
d l2 __R\M. . L\R  .

~r 11 ‘ 1
(36.13)

dt D 1 D

системани ечиш керак, бу ерда R2 +  R =  R  деб белгиладик. Систе­
манинг характеристик тенгламаси куйидаги куринишга эга:

—  R ^ - r  M R
RXM  — L2 R — г =  0.

Бу ердан

r2,+  (R.L, + R L 1)r  +  R XR D =  0
ни хрсил ^иламиз, шунинг учун характеристик тенгламанинг илдиз­
лари

* _ Ri 2̂ +  R Li ,
1,2 ~  2

у  ̂ r *u  +  rj * J _ _ R i R D  (3б 14)

булади.
(36.14) дан D > 0  булганда характеристик тенглама ё иккита 

манфий ^а^и^ий илдизга, ёки ^а ^щ т  ^исмлари манфий булган ик­
кита комплекс илдизга эга булади. Бу ^олда (36.13; бир жинсли 
системанинг it туташув электратокини ани^ловчи умумий ечими t



усиши билан электраток тебраниш характерига [(36.14) комплекс 
илдизлар] ёки нодаврийлик характерига (^а^и^ий илдизлар) эга бу- 
лишидан ^атъий назар тез камаяди. Бар^арор жараённи урганишда 
ечимнинг бу цисмини эътиборга олмаса ^ам булади, шунинг учун 
умумий ^олда уни ёзмаймиз.

^аралаётган схеманинг идеал трансформатор деб аталувчи хусу­
сий хрли ало^ида ^изикиш уйготади. Идеал трасформатор узининг 
ички R x ва R2 каршиликлари кичиклиги билан характерланади, бу 
каршиликларни таш^и истеъмолчи R  ва так^рибан нолга тенг булган 
D нинг цийматига нисбатан амалда иолга тенг деб ^исоблаш мум­
кин, бу ердан цуйидаги тацрибий тенглик келиб чицади: М & У  LXLZ. 
Бундай фаразларда R = R  деб ^исоблаш мумкин ва (36.14) дан 
г / »  0, — R L X келиб чи^ади, демак, (36.13) бир жинсли систе­
манинг умумий ечимини идеал трансформатор булган ^ол учун 
куйидаги куринишда ёзиш мумкин:

Иккинчи кушилувчилар / усиши билан тез камаяди, барцарор жа- 
раён биринчи кушилувчилар ва бир жинсли булмаган (36.12) систе­
манинг хусусий ечими билан биргаликда характерланади.

U(t) =  и cos со / булгани учун бу хусусий ечимларни

куринишда излаймиз. (36.15) ни (36.12) га к;уйиб топамиз:
D ( — А со sin со t+  В со cos со /) =  — RXL2(A cos со / +  В sin со /) +

+  М R (Р cos со / +  Q sin со /) '+  L,u cos со/,
D ( — Р со sin со / +  Q со cos со/) =  RXM {A cos со / +  В sin со /)—

— LXR {Р cos со / +  Q sin со /) — М и cos со /.
Ёзилгаи тенгламаларнинг чап ва унг томонларидаги cos со/ ва sin со/ 
олдидаги коэффициентларни узаро тенглаб, туртта Л, В , Я, Q но- 
маълумли туртта чизикли тенгламадан иборат цуйидаги системага

Бу системанинг ечими (36.15) хусусий ечимнинг ифодасини беради.
Бу умумий ^олга тухталиб утмасдан, яна идеал транс­

форматор булган хусусий ^олга ^айтамиз. Унинг учун (Rx ж R% «
« О , R &  R, D «  О, куйидаги тенгламани хрсил цила-
миз:

(36.15)

келамиз:

BD со — — AR xL>2 4" PA/l R -{- L2u,
— AD со — — BRxL2 -}- QAA R ,

QD со =  A R XM  +  PLXR  — M u ,
—  PD со = B R lM +  QL^R.

P R V ^ L ,  +  L 2u =  0, Q R V T f e  =  0.



Q =  О ва Р =  — V LjL^ulR.
Р  нинг топилган ^иймати истеъмолчи занжиридаги ток ампли- 

тудасини аницлайди. У х>олда истеъмолчидаги кучланиш пасайиши- 
нинг амплитудаси u2 = V ’L2IL1 -u га (и — манба кучланишининг 
амплитудаси) тенг булишини ^айд циламиз. Шундай цилиб, У  L J ^  
катталик истеъмолчи занжиридаги ва манба занжиридаги кучланиш- 
лар нисбатини ифодалайди. У ни трансформация коэффициенти 
дейилади. Бирок* электротехникада трансформация коэффициенти ку- 
пинча бош^ача куринишда ёзилади. Цилиндрик чулгамли галтак- 
нинг индуктивлиги чулгамлар сони квадратига пропорционал бул­
гани учун трансформация коэффициенти трансформатор урамининг 
бирламчи ва иккиламчи чулгамлари сони нисбатига тенг булади.

36.6. Паст частоталар фильтри.
52- шаклда электр схемаси келти­
рилган: узаро тенг иккита L ин- 
дуктивлик, С chfhm ва R истеъмол­
чи кучланиши U (t) =  и cos со t ко­
ну н буйича узгарадиган кучланиш 
манбаига уланган. Истеъмолчидаги 
кучланиш пасайиши тебранишлари- 
нинг характерини ани^ланг. Бунда 
бар^арор жараён билан чекланинг.

Е ч и ш .  Чап ва унг контурлардаги токларни мос равишда i x ва 
i2 оркали белгилаб, chfhm оркали утувчи ток i2 —  i L га тенг экан- 
лигини топамиз. Кирхгоф ^онунига кура i x ва 12 ларга нисбатан 
ушбу дифференциал тенгламалар системасини ^осил циламиз:

L L
-----

И la

с = -  R.

5 2 - ш а к л

i d± ь =  г/(о,
dt dt

L d±  +Ri>+ t =  0.
(36.16)

(36.16) нинг иккинчи тенгламасини t буйича дифференциаллаб, 
цуйидагини .\осил циламиз:

L ^  +  ^  +  4 r i h - h )  = 0 ,dt
бу ердан

i't нинг ифодасини t буйича яна дифференциаллаш ва (36.16) 
нинг биринчи тенгламасига ^уйиш мумкин, у ^олда тенглама

L*C  d̂  +  L R C d̂  +  2 L ^ +  R i,  =  U (t) (36.17)

куринишни олади.



(36.17) га мос келувчи бир жинсли . гнглама барча коэффициент­
лари мусбат булган

UCrz +  LRCr1 +  2Lr +  R = 0
кубТтенгламадан иборат булади.

Бу тенглама мусбат ^ацик^ий илдизга эга эмас, чунки г >  0 да 
чап кисмдаги барча кушилувчилар мусбат ва уларнинг йигиндиси 
нолга тенг була олмайди. Бундан ташцари, бундай тенгламанинг 
мав^ум илдизларининг ^акиций кисмлари манфий булишини исбот 
цилиш мумкин.

Шундай килиб, (36.17) мос бир жинсли тенглама умумий ечими- 
нинг барча цушилувчилари манфий курсаткичли экспонентларга эга 
ва шу сабабли t усиши билан тез камаяди. Бизни кизицтирадиган 
барцарор жараён шунинг учун бир жинсли булмаган (36.17) тенг­
ламанинг хусусий ечими билан тула аникланади, уни U =  u cos со/ 
булгани учун

/ 2 =  A cos со / В  sin at
куринишда излаймиз.

Бу ифодани дифференциаллаб ва i2 ни ^амда унинг ^осиласини
(36.17) га цуйиб, куйидаги тенгламалар системасига келамиз:

А  ( — 2L со +  L2Cco3) +  В (R — LRCсо2) =  0,1 
A (R  — LRC со2) +  В  (2L о)—L2C со3) =[и ]

ёки
— 2L со +  L2C со3 =  a , R  — LRC со2 =  р 

белгилашлар киритсак:
ос A -J- $В — 0 ,1  

Р А — а В =  и. J

Бу система дан
р и/(а2 +  р2), В =  — аи!{а 2 +  р2).

/2 ечимнинг амплитудаси | v \ =  У  А 2 +  В 2 =  | и | / | / а 2 +  р2 муноса­
бат оркали ифодаланади ёки а  ва р ларнинг цийматини эътиборга 
олсак:

1 1 J / ^ C D ^ L C с о*  —  2 ) a + / ? 3 ( L  —  L C w f  '  [00 .1 (5)

Истеъмолчидаги кучланиш пасайишини (36.18) дан тенгликнинг 
иккала ^исмини R  га купайтириб топиш мумкин, чунки U2~ R i 2. 
со частоталар кичик булганда со2 ва ундан юцори тартибли катта- 
ликларни эътиборга олмаса ^ам булади. У ^олда (36.18) нинг мах- 
ражида со булмаган ^адларгина цолади, демак, радикал остидаги 
ифода R 2 га тенг булади. Демак, \ v \ t t \ u \ l R  ва талаб этилаётган 
нисбат | v \-R / \u  \ «  1 .

Бу паст частотали тебранишлар берилган схемадан амплитудани 
амалда (деярли) узгартирмасдан утишини билдиради. Аксинча, кат-



та «в частоталар учун (36.18) да илдиз остидаги ифоданинг бош ^ади 
а  нинг Ю1\ори даражали хади булади. Шу сабабли бундай частота­
лар учун | v | |  и \/(L-C а)3), у х,олда

М * ___ * _ ~ 0
| и | ~ L 2Cco3

яъни ю^ори частотали тебранишлар берилган схемадан амалда ут­
майди, у паст частоталарни утказади ва ю^ори часготаларни деярли 
утказмайди. Худди ана шу сабабга кура бундай схема паст часто- 
тали фильтр дейилади.

36.7. Хдобий ^аракатлар динамикаси. Математика татбицлари- 
нинг кенг ривожланиши математик меюдлар, хусусан, дифферен­
циал тенгламалар ёрдамида илгари фа^ат миадорий муло^азалардан 
нарига утиб булмайдиган со^аларга тегишли купгина масалаларни 
хал этишга имкон яратди. Шундай со,\алардан бири ^арбий ишдир. 
Х^арбий харакатларнинг энг содда моделидан иборат масалалардан 
бирини цараб чи^айлик, бундай ^аракатларда иккита гуру^ иштирок 
этади. (Биз уларни шартли равишда яшиллар ва куклар гуру^и деб 
атадик.)

Яшилларнинг гуру^и ^исобида N x та, кукларникида эса N2 та 
бир хилдаги ^арбий бирликлар (танклар, самолётлар, кемалар, ра­
кета цурилмалари ва ^оказо) булсин, шу билан бирга уларнинг таЕ- 
сифлари турли гуру^ларда турлича булиши мумкин; масалан, само- 
лётларнинг танклар билан, ракета цурилмаларининг кемалар билан 
жангини цараш мумкин.

Вактнинг t пайтида яшилларнинг харбий бирликлари уртача со­
нини т х оркали, кукларникини эса пц оркали белгилаймиз ва вакт­
нинг кичик оралигида уларнинг узгаришини ^исоблаймиз. Ш х 
узгариш кукларнинг ущ а  тутиши туфайли шикастланган ^арбий 
бирликларнинг сафдан чи^иш ^исобига булади. At вацт ичида кук­
ларнинг т2 та ^арбий бирлигидан ^ар цайсиси A t та муваффа- 
циятли у^ узади. Бу ерда =  к2р2 уртача уц отиш тезлиги (кук­
ларнинг ^арбий бирликлари ва^т бирлиги ичида уц узишлар сони) 
р2 — айрим отишда нишонни мулжалга олиш э^тимоли.

Шунинг учун
д тг =  — k2m2 Д t.

Тенгликнинг иккала ^исмини д t га булиб, д t -> 0 да лимитга ут- 
сак, куйидаги дифференциал тенгламани ^осил циламиз:

dm 1 _ ш
' ■ R > n tT ln  ■

dt 2 2
Ю^оридагига ухшаш муло^азалар юритиб, куйидаги иккинчи тенг­
ламани з̂ ам з̂ осил циламиз:

—  =  — kytny. 
dt 1 1

Шундай цилиб, бошлангич шартлари тпх (0) =  N v  щ  (0) =  Nt 
булган дифференциал тенгламалар системасини з̂ осил цилдик.



Бу тенгламалар жанг динамикаси тенгламалари ёки JIamecmp 
тенгламалари дейилади.

Системани ечиш учун биринчи тенгламанинг иккала кисмини t
буйича дифференциаллаймиз ва унг томондаги ни унинг ик­

кинчи тенгламадаги ифодаси билан алмаштирамиз. У холда

dt2 1 1  

Бу тенгламанинг умумий ечими

/л 1 =  Схе

куринишга эга ёки гиперболик функциялардан фойдалансак,

/TZi =  С3 ch k2 t +  C4 sh fej /
куринишга эга. mj ни дифференциаллаб биринчи тенгламадан куйи- 
дагини топамиз:

/т?2 =  — С3 ] /  k j k 2 sh У 'kxkz t — C4 V k x/k2 ch V K K  t-
Ихтиёрий узгармасларни ани^лаш учун бошлангич шартлардан фой­
даланиб, куйидаги кийматларни хрсил циламиз: C3 = N ly С4 =  — 
—V k2/kx N2, бу ердан Ланчестр тенгламалари системасининг ечими 
куйидаги куринишда ^осил булади:

ml =  N2 ch V  kxk2 t — N2V k 2lkx sh У kx k2t ,

m2 =  — N x V k j k i  sh V t  +  N2 ch V k xk2 t.
Бу формулаларни абсолют миадордан нисбий мицдорга, яъни са^ланиб 
долган бирликлар улушига утиб, соддалаштириш мумкин. Бунинг 
учун fxx =  m JN ^  (х, =  m JN t деб белгилаймиз ва система тенглама- 
ларининг иккала цисмини мос равишда N x ва N2 га буламиз, у ^ол- 
да тенгламаларнинг янги системасини хрсил циламиз:

dt N± r

dt 1 Nt r i

Бу системани бошланрич шартлар: / =  О булганда ц, =  ц, =  1 да 
интеграллаш керак. Юцоридаги системани их =  kx ц  =
=  k2 N jN l параметрлар киритиб, ихчамро^ куринишга келтириш 
мумкин. У ^олда

dpi _



uY ва u2 параметрлар оддий физик маънога эга. их =  klMl/N 2 
ифоданинг сурати яшиллар узларининг дастлабки таркибида вщт 
бирлиги ичида мумкин булган уц узишлари сони, яъни кукларнинг 
вацт бирлиги ичида яшиллар томонидан яксон ^илиниши мумкин 
булган бирликларининг уртача сони. Бу сонни N2 га булиб, куклар­
нинг яшиллар ва^г бирлиги ичида яксон цилиш мумкин булган бир­
ликларининг уртача миадорларини хрсил ^иламиз. иг катталик яшил­
ларнинг кукларга таъсир этиш интенсив лиги нинг характеристи­
кам  дейилади.

и, катталик хам шундай маънога эга булиб, бунда фа^ат томон- 
ларнинг урни алмашган булади, у кукларнинг яшилларга таъсир 
этиш интенсивлигининг характеристикаси дейилади. Энг кейинги 
тенгламалар системаси ушбу куринишдаги ечимга эга булади:

Iц =  ch Y ux u2 t — >/ и2/их sh V  U\U2 U

|i2 = c h  У u l u2 t — У  uju^  sh V  uxU2 t 
(у юкоридаги системани узгарувчиларни тегишлича алмаштириб ечиш 
дан хосил булган). Бу фэрмулаларни янада соддалаштириш мумкин,

бунинг учун «келтирилган ва^т» / =  У  их и2 t ни киритиш ва 
У  u ju 2 =  х деб белгилаш керак. У х>олда

|хх =  ch t ------- -— ch ty щ =  ch t — x sh/.
x

Агар томонларнинг кучлари тенг, яъни х  =  1 булса,

Hi =  ^  =  ___________ _____________
Бу формулалардан сакланиб долган ^арбий бирликларнинг уртача
миадорлари |i1 ва |я2 фа^ат келтирилган ва^т t га эмас9 балки х 
параметрга х*ам борли^лиги келиб чикади. х параметр кучлар нисба- 
тини белгилайди.

х =  v u J U i =  ( N j N t) v k j k , .
Бу параметр бир томоннинг иккинчи томон олдида устунлигини 

аницлайди. х >  1 булганда яшиллар куклардан кучли булади ва 
жанг бир ^анча ва^тдан сунг яшилларнинг ралабаси билан тугайди. 
х <  1 булганда эса аксинча булади х =  1 булганда хеч бир томон 
устунликка эриша олмайди.

х параметрнинг ифодасидан у кучларнинг муносабати N JN 2 га 
эффектив yi  ̂ узиш муносабати kjk*  га нисбатан купроц борлиц 
эканлиги куринади. Масалан, N x нинг икки марта ортиши х пара­
метрни икки марта орттиради, эффектив тез отиш kx нинг икки
марта орттирилиши эса х параметрни фацат У 2 = 1 , 4  марта орт­
тиради.

К^уйидаги масалани ^араймиз.
Яшиллар ва кукларнинг икки гуру^ танклари уртасида жанг 

кетаяпти. Яшилларнинг 50 та танки булиб, уларнинг уртача тез 
отиши минутига Ях = 0 , 2 5  у^ узишдан" ва нишонга текказишнинг



уртача э^тимоли Рг =  0,56 дан иборат. Кукларда 25 танк булиб, 
уларнинг уртача тез отиши минутига Х2 =  0,5 щ  узишга, нишонга 
текказишнннг уртача э^тимоли Р2 =  0,5 га тенг.

Жанг цайси томоннинг галабаси билан ва тахминан цанча ва^т- 
дан сунг тугашини ^амда голиб чицкан томоннинг йуцотишлари 
тацрибан цанча булишини курсатайлик.

Дастлаб куйидаги коэффициентларни х;исоблаймиз:
М ! _  0 .25.0 ,56 .50 =
N2 25

=  0.5-0,5-25 ) _  о 125.
Nt V 50

ых> « г булгани учун яшиллар ралаба ^озонади. / =  1^0,28-0,1251 — 
=  0,187/ «келтирилган ва^т» га утамиз ва устунлик [коэффициен- 
тини ^исоблаймиз:

х =  1/0,28/0,125 т  1,5.
Жанг тугаши пайтида щ =  0, демак, 

ch / — x s h /  =  0 ,

бу ердан th / =  1/х =  1/1,5 = 0 ,667 . Гиперболик тангенслар жадва- 
лидан / =  0 , 8  ни топамиз, .^а^иций вацтга (минутларда) утиб, / =

=  //0,187 =  4,28 (мин) ни топамиз. Ж анг тугаганда яшилларнинг 
сацланиб долган танклари улушини ани^лаймиз:

щ  = c h 0 , 8  — 0,667.sh0,8 =  1,337— 0,667-0,881 =
=  1,337— 0,585 = 0 ,7 5 2 .

Шундай цилиб, танклар жанги тахминан 4,5 мин дан кейин яшил­
ларнинг ралабаси билан тугайди, бунда галаба к озон га н томон даст­
лаб узида бор булган танкларнинг 25 % га яцинидан, яъни тахми­
нан 12 та танкидан ажралади.

36. 8. Тушаётган жисмларнииг шарада ofkuui. Бошланрич тез- 
ликсиз тушаётган жисм Ернинг айланиши сабабли вертикал буйича 
эмас, балки ундан бироз шарада томон ориб ^аракатланади. Туша­

ётган жисмларнинг бу шар^ий ofhiuh- 
ни ^исоблаш талаб этилади. Энг ав- 
вало Ернинг тайин жойида вертикал 
деб нимани айтилишига тухталиб ута­
миз. Ер сиртининг кенглиги <р га тенг 
булган бирор жойида ипга осилган ва 
мувозанат вазиятида турган М  юкни 
тасаввур этайлик (53- раем). Ипнинг 
мувозанатли йуналиши мазкур жойдаги 
осма чизиц ёки вертикал деб аталади.

Шуни айтиб утамизки, вертикал- 
нинг йуналиши М  жиемга ер шари то­
монидан таъсир этувчи тортишиш ку-



Энди Ер сиртидан Н баланд- 
I  ликда тинч турган М моддий 

ну^та (биз ер шарига нисбатан 
У ц нисбий тинчлик ^а̂ ида гапира- 

миз, албатта) бошлангич тезлик- 
сиз тушмовда деб тасаввур этай- 
лик (54- шакл). Тушаётган жисм­
нинг биз кузатаётган ^аракати 
унинг айланаётган ер шарига 
нисбатан нисбий ^аракатидан 
бошка нарса эмас. Биз бу ерда 
масаланинг Ер айланишининг бур­
чак тезлиги киёсий кичиклигига 
асосланган та^рибий ечимини ба- 
ён этамиз.

М моддий нуктага унинг а̂- 
ракат вацтида Ернинг тортиш ку­
чи F  таъсир этади. Бу куч к4ато- 
рига марказдан ьрчма инерция
кучи F̂  ва кориолис инерция ку­

чи Ff ни киритамиз. Биз била- 
i F ва марказдан ^очма куч F'* нинг тенг таъсир 

г̂ танинг огирлиги Р булиб, у вертикал буйлаб йу- 
[нерция кучи Fcu нинг миедорини ва йуналишини 
лумки,

F cu =  2 т и ,

ir шундай нуктасининг айланиш тезлигики, бу 
яинг бирор нук>тасидан ^уйилган ва М нукта-
л vr га тенг векторнинг охири билан устма-уст

учи F  нинг йуналиши и тезлик йуналишига

i — айланиш тезлигини хисоблаймиз. Бунинг 
инг бирор ну^тасидан масалан, Ер маркази

нисбий тезлиги vr га тенг вектор ^уямиз. 

шаётган жисмнинг биз кузатаётган тезлиги.

аракатини аницламагунимизча vr тезликнинг 
ши бизга номаълум.
ланма бурчак тезлигининг кичиклиги сабабли 
ir траекторияси вертикал тугри чизиадан жу- 

(кузатишлар ^ам шуни тасдик;лайди). Бун-



чи йуналиши билан устмг 
айланиши натижасида М 
нисбийдир, М жисм ер l  
лади,

М жисмга (уни модд] 
усулини татбиц этамиз. 
шиш кучи ва ипнинг pt 
тика усули буйича бу к;

мувозанатланиши лозим. 
инерция кучи марказга

га тенг, бу ерда со Ер
тадан Ернинг айланиш

ер шари увидан г перп

кучлар узаро мувозанат
тенг таъсир этувчиси г 
ши керак.

Шундай ^илиб, F 
жисмнинг биз кузатаёт 
нинг йуналиши мазкур

Шунга ишонч хоси 
нинг микдори жисм о

чунки г =  R cos ф, бу 
катта цийматга экват< 
=  1 айл/сутка =

=  9,78 м/с2 деб эква

Марказдан кочма

тиладиган Р огирли 
вертикал йуналиш б 
лади. Энди тушаётг 
тайлик.

15—2939

54-

ки, тортиш к

этувчиси моддий н; 
налган. Кориолис i 
топамиз. Бизга мат

бу ерда и —  Ерни] 
ну^та ер шари у^и
нинг нисбий тезлиг

тушади. Кориолис I

^арама- каршидир. | 
учун Ер шари у^ш
О дан М нуктанинг 

vr нисбий тезлик т)

Биз М нуктанинг > 
катталиги ва йуналр 

Бироц Ернинг ai 
тушаётган жисмни; 
да кам фарк циладк



дан келиб чи^адики, vr тезликнинг йуналиши вертикалнинг йу. 
налишидан ва, демак, кузатиш жойи А ни Ер маркази О билан 
туташтирадигаи турри чизикдан ^ам жуда кам фарц цилади.

и тезликни ^исоблашда биз биринчи я^инлашишда vr нисбий 
тезлик АО турри чизи^ буйлаб йуналган деб ^исоблашимиз мумкин.

vr векторни О ну^тадан АО турри чизи^ давомида цуйиб ва

и тезликни бу вектор охирининг айланма тезлиги сифатида ани^- 
лаб,

и =  vr со cos ф

ни топамиз, шу билан бирга и тезлик Ернинг айланиш томонига 
Ер уки ва ОА радиус оркали утувчи текисликка (яъни шу жойнинг 
медианалар текислигига) перпендикуляр равишда йуналган. Бу ердан

Fcu =  2m vr со cos ф

эканлиги келиб чикади, шу билан бирга [Fcu кучнинг йуналиши

и тезлик йуналишига царама- ^арши; куриш осонки, кориолис кучи 
Fcu медианалар текислигига перпендикуляр булиб шареда йуналган. 
Ана шу кучнинг мавжудлиги тушаётган жисмнинг шареда огишига 
олиб келади.

Энди М  ну^га х;аракатининг 
дифференциал тенгламаларини Ер 
шари билан богланган х у у , г 
т^три бурчакли у^лардаги про- 
екцияларда тузамиз. Координата 
бошини А нуцтада оламиз, z у^ни 
вертикал юкррига, х  укни меди­
ана текислигида жанубга, у  у^ни 
эса медиана текислигига перпен­
дикуляр равишда шащ\\а йунал- 
тирамиз (х , у , z уклар 55- шакл­
да курсатилган).

Р ва Fcu кучлар z ва у  у^- 
лар буйича йуналганлигини на- 
зарда тутиб, ушбу ^аракат диф­
ференциал тенгламаларини ^осил циламиз:

т х "  = 0 ,
т у" = 2 m vr со собф, 
тг" =  — Р.



Бундан таш^ари
i — 0  да
х  =  О, у  =  О, г =  Я,
*' = 0 , у ' =  0 , г' =  О

бошланрич шартларга эгамиз.
(36. 19) нинг биринчи тенгламасини интеграллаб ва бошлангич 

шартларни (t =  0  да х  =  0  ва х ' =  0  ни) назарда тутиб,
х  =  0

ни топамиз, яъни М  нуктанинг ^аракати уг текисликда содир бу­
лади.

Р  =  mg ни (36. 19) нинг учинчи теигламасига цуйиб,
2" =  — g

га эга буламиз, бу ердан
z ' — — gt +  Cv  

z =  — у -  +  Cjt +  Сг.

Сг ва С, ихтиёрий узгармасларни бошланрич маълумотлар буйи­
ча топамиз: Сх =  0, Са =  Н. Демак,

z ’ = — gt, (36.20)

(36. 19) нинг иккинчи тенгламасини царайлик. Бу тенгламанинг унг 
томонида бизга номаълум vr катталик турибди. vr тезликнинг йуна­
лиши вертикалнинг, яъни г  у^нинг йуналишидан кам фарц цилган- 
лиги учун биз биринчи я^инлашишда vr тезликнинг ми^дори унинг 
г уедаги проекциясига тенг деб ^исоблашимиз мумкин, яъни

Vr =  \г'\ =  gt.
Бундай з^олда (36. 19) нинг иккинчи тенгламаси ушбу куринишни 
олади:

ту" =  2 /ngtfo>cos<p
ёки

у" =  2g<i)tcos<p.
Интеграллаб, топамиз:

у ' =  g  a t 2 cos (р +  С3,

У =  у  g “ *8 cos<p +  C3/ +  C4.

Бошланрич шартлардан С3 =  О ва С4 =  О ни топамиз.
Демак,



1 v3у =  — gcor СОБф. 
3

Энди Н  баландликдан тушаётган жисмнинг шарций o f h iu  микдорини 
топиш кийин эмас; у t нинг z  нолга айланадиган пайтига мос ке- 
ладиган ^ийматига тенг. (36. 20) да z =  0 деб,

t

ни топамиз. / нинг бу ^ийматини (36.21) тенгламага цуйиб ва М  
нуктанинг шар^ий огишини е оркали белгилаб,

е =  — g со л/ cos ф =  — со л[ 8^ 3. cos ф (36. 22)
3 У g 3 3 г g

ни ^осил циламиз.
Санкт-Петербург кенглигида 100 м баландликдан тушаётган 

жисмнинг шар^ий отшини бу формула буйича ^исоблаймиз. Н =  
=  100  м, ф =  60° деб,

е =  1,1 см

ни топамиз. Кутилганидек, е мицдор жуда кичик булиб чикда.
36. 9. Эластик богланган иккита массанинг хусусий тебраниш­

лари. Энди бир неча эркинлик даражаларига эга булган система- 
ларни царайлик.

К^згалмас О нуктага илинган винтли 
пружинага осилган М х юкни тасаввур 
этайлик; М х юкка иккинчи пружина во- 
ситасида М 2 юк осилган (56- шакл). Бу 
системанинг узининг мувозанат вазияти 
атрофидаги хусусий тебранишларини ку- 
райлик.

М х ва М2 юкларнинг массаларини т 1 
ва т2 оркали, уларнинг огирликларини 
Рх ва Р2 орцали белгилайлик, пружина- 
ларнинг массаларини ^исобга олмаймиз.
56- а шаклда бу системанинг мувозанат 
вазияти тасвирланган. Бу система уз му­
возанат вазиятидан чицарилган ва уз доли­
та цуйилган деб фараз этайлик. Пру- 
жинанинг эластиклик кучлари таъсири 
остида системанинг хусусий тебраниш­
лари содир була бошлайди. Системанинг 
бу тебраниш ва^тининг бирор пайтидаги 
вазияти 56- б шаклда курсатилган. Бу 
система ^аракатининг дифференциал тенг­
ламаларини тузамиз.

М г ва М 2 юкларнинг (уларни моддий 
нукталар деб цараймиз) узларининг му- 56- шакл



возанат вазиятларидан оришларини х х ва х2 оркали белгилаймиз. 
Системанинг ^олати хг ва х2 оркали тула ани^ланганлиги учун (юк- 
лар фацат вертикал кучади деб фараз киламиз) биз система иккита 
эркинлик даражасига эга деб фараз циламиз. Устки пружинанинг 
M t юкка куйилган эластик реакция кучи миадорини Ft оркали, паст- 
ки пружинанинг иккала юкка куйилган эластик реакция кучлари 
микдорини F2 оркали белгилаб ва иккала юк ^аракатининг вер­
тикал у^ * га проекцияларда дифференциал тенгламаларини ту- 
зиб, куйидагига эга буламиз:

mix \ = p \ + F2— Fi 
щ х ^  =  Р2 — F2.

Устки ва пастки пружиналарнинг бикрлик коэффициентларини 
мос равишда сг ва сг орцали, бу пружиналарнинг мувозанат вазият- 
даги чузилишларини ва / 2 оркали белгилаймиз. Системанинг му­
возанат вазият (а) дан (б) вази 1тга утишида (56- шакл) иккала пру­
жина мос равишда хг ва х2—хх миедорда ^ушимча чузилишини ^и- 
собга олиб,

=  с\ (/з +  *i)»
F2 — с2 (f2 х2 хх)

ни ^осил ^иламиз. Бу цийматларни олдинги ^тенгламаларга ^уйиб, 
куйидагига эга буламиз:

Ш]*! — Р± Л" рЛг “Ь 2̂Х2 C%x i С if 1 Cixi* 
т2х2 Р2 f2 ~ С2Х2 с2х х.

Системанинг мувозанат ^олатида M L ва М 2 юкларнинг би- 
рига куйилган кучлар узаро мувозанатлашувини цайд этамиз. Муво­
занат вазиятда пружиналарнинг эластик реакция кучлари Fx =  
=  c1f 1 ва F2 =  c2f2 цийматларга эга эканлигини назарда тутиб, уш­
бу мувозанат шартини х;осил циламиз:

P l +  Ct f i  --- Cl f z  — О,
Р% С2?2 =  0 .

Бу мувозанат шартлари асосида биз тузган харакат дифференциал 
тенгламаларииииг узгармас ^адлари ^ис^аради.

Ушбу

c± ± h = 2  а, ^ - = 2  Ь, — =  2 с (36.23)
rrtx mx т2

белгилашларни киритиб, система ^аракатининг дифференциал тенг­
ламаларини узил- кесил ушбу куринишга келтирамиз:

j f j  -f- 2ох1 2.1)х2 0 , 1  / g g  2 4 )

х"2 — 2сх1 +  2  сх2 =  0 .J

Биз узгармас коэффициентли иккита бир жинсли чизикли диффе­
ренциал тенглама системасини з^осил цилдик. Бу системани инте- 
граллашга киришиб, унинг хусусий ечимини



куринишда излаймиз, бу ерда а (1), а <2), X ва р — узгармас сон­
лар.

Бу х х ва хг ^ийматларни (36. 24) тенгламаларга ^уйиб ва 
sin(X/ +  P) га кис^артириб, ушбу а  (1), а <2) ва X узгармаслар 
каноатлантириши лозим булган тенгламаларни оламиз:

—  Х - а 0) + 2 а а  (,) — 2Ьа  <2> =  0,1
— Х-а  <2)— 2  с а (1) +  2  с а  <2) =  О J

ёки

(2а — X2) а (1) — 26 а  <2) =  0 , \ (36 2 frt
— 2  с а  +  (2 с — А.!) а <2) =  0 . I <36' 26)

Бу тенгламалар а (1) =  а  (2) = 0  ечимга эга булиб, у (36. 24) тенг­
ламаларнинг хх =  х2 =  0  хусусий ечимига олиб келади, яъни биз- 
ни системанинг мувозанат вазиятига цайтаради. а (1) ва а (2) узгар- 
масларга нисбатан чизикли ва бир жинсли булган (36. 26) тенгла­
малар нолдан фарцли ечимга бу системанинг детерминанти нолдан 
фарцли, яъни

2а — X2 — 2 Ъ
— 2с 2с — X2 =  0 (36. 27)

тенглик уринли булгандагина эга булади.
Биз (36. 24) тенгламалар (36. 25) куринишдаги хусусий ечим- 

ларга эга булиши учун X катталик каноатлантириши лозим булган 
тенгламани хрсил цилдик. Хрсш  булган детерминантни очиб,

X4 — 2 (а + с )Х 2 + 4 (а  — Ь)с = 0
га эга буламиз. X2 га нисбатаи квадрат тенгламадан иборат бу тенг­
лама

Х\ — а +  с — У  (а +  с)2 — 4 (а — Ь) с,  ̂ ^ g
ц  =  а +  с +  У ( а + с)* — 4(а — Ь)с

илдизларга эга. Бу иккала илдиз ^ам ^а^иций ва мусбат эканли- 
гига ишонч хрсш  цилиш осон. Улар х^ациций эканлигини курсатиш 
учун уларни i

Jti =  а +  с — V (а  — с)2 -4-4 Ьс
Х2 =  а +  с +  У (а  — с)2 4 Ьс

(36. 29)

куринишда ифодалаймиз ^амда а, & ва с мивдорлар (36. 23) форму­
ладан куриниб турганидек, мусбат сонлар эканига эътибор берамиз.

Xl илдиз мусбат албатта. Х2\ илдизнинг ^ам мусбатлигига ишонч 
^осил цилиш учун а >  b эканлигини курсатиш кифоядир, бу ^ам



(36. 23) формулалардан куриниб турибди, ва демак, (36. 28) форму-
лалардаги радикал сон жи^атидан а +  с дан кичик.

2 2ва Х2 мусбат сонлардан квадрат илдиз чи^ариб, иккита ^а^и- 
ций киймат К =  Хг ва X =  Х2 ни хрсил циламиз, бу ^ийматларда 
(36. 24) система (36. 25) куринишдаги хусусий ечимга эга булади. 
Шундай ^илиб, (36. 24) тенгламалар куйидаги иккита хусусий чи- 
зшуш ечимга эга:

х г =  ai(1) s i n ^ Z  +  p

ва
ш - $1Ч  (36.30)=  Ct,\ sin ( V  +  рх) J

^ a ^ s i n ^ M + P ^ ,  j (36. 3I)
x2 =  a 2 sin ( V  +  p,).

Бу хусусий ечимларнинг з̂ ар бирига М 1 ва М 2 юкларнинг би­
рор гармоник тебранма з^аракати мос келади. (36. 30) ечимга Му ва 
М 2 юкларнинг А,: частотали гармоник тебраниши мос келади, (36.31) 
ечим эса шу юкларнинг А, частотали гармоник тебранишини беради.

Системамизнинг бу иккита гармоник тебранма з^аракати унинг 
бош асосий тебранишлари деб аталади; Хх ва Х2 частоталар систе­
манинг хусусий частоталари деб ном олган.

Биз (36. 25) хусусий ечимдаги р узгармаснинг танланишига куйи- 
ладиган хеч ^андай шартни ^осил килмадик. Бу ердан системанинг 
бош тебранишларининг рх ва ра бошланрич фазалари мутлацо ихти- 
ёрийлигича цолиши келиб чи^ади. Мх ва М 2 юкларнинг биринчи 
бош тебранишлари амплитудалари а}'* ва а{2) з^амда шу юкларнинг 
иккинчи бош тебранишлари амплитудалари а (2|) ва а (22) з^ацида бун­
дай деб булмайди.

Биз курдикки, (36. 25) ечимдаги a (1> ва а (2) узгармаслар (36.26) 
тенгламаларни каноатлантириши лозим. Бу ерда X =  Ях, а (,) =  
=  a  i(,) ва а (2> =  а  {2) деб,

(2 а — X i) а{1> — 2 b а (2) =  0 ,
— 2 с а  i(,) +[(2с —  А.1)а{2) = 0

тенгламаларни зфсил циламиз, буларни а}1’ ва а <2> амплитудалар 
цаноатлантиради. Х =  Хг (36. 37) тенгламанинг илдизи, ва демак, 
з^озиргина ёзилган системанинг детерминанти нолга тенг булганлиги 
учун, бу тенгламалардан бири иккинчисининг натижасидир.

Бу тенгламалардан
а ([2) 2а — _  2с 

=  2Ь 2С

ни топамиз. Худди шу каби, иккинчи бош тебранишга мурожаат этиб, 
о ^ 2> 2 а - Х ^  2е

ни топамиз.



Шундай цилиб, M i ва М2 юкларнинг тебраниш амплитудалари 
абсолют цийматлари аницмас булиб цолса- да, биро^ ^ар бир бош 
тебранишда бу амплитудаларнинг нисбатлари тула аник цийматларга 
эга булади.

M L юкнинг ^ар бир бош тебраниш амплитудасини ихтиёрий бе- 
риб, яъни

(О О)a i = a v  а 2 =  ос,

деб (бу ерда а г ва а2 ихтиёрий узгармаслар), М г юкнинг тебраниш 
амплитудалари учун мос равишда

(2) 2 d —  к ]  2 _  2а — А|
ai = -----------a i» а 2 ------------ >

2 Ь 2Ь

га эга буламиз.
Шундай ^илиб (36. 30) ва (36. 31) бош тебраниш тенгламалари 

узил- кесил ушбу куринишга келтирилади:

хг =  a ^ i n f ^ Z  +  pj),
2а — К]

х2 =  — - —  a 2 sin CkJ +  рх) 
lb

(36. 32)

ва
хх =  а 2 sin (Kt +  р2),

2 а -Х \  I (36.33)
*г = — ^ а а5 i n ( V  +  p2). > * ’

Энди (36. 32) тенгламаларга мурожаат этадиган булсак, курамизки, 
биринчи бош тебранишда иккала x L ва хг массаларнинг кучиши бир 
вацтда нолга айланади ва бир ва^тда максимал ^ийматларига эриша- 
ди; бу деган суз, иккала М х ва М 2 юк узларининг мувозанат вази- 
ятларидан бир вак,тда утади ва мувозанат вазиятдан энг катта ориш - 
га бир ва^тда эришади. Шу фикрларни (36. 33) тенгламалар асосида 
иккинчи бош тебраниш учун з̂ ам айтишимиз мумкин.

Яна шуни з̂ ам таъкидлаймизки, (36. 29) формулалар асосида

2а — Х \ = а  — е +  У  ( а — с)2 +  Abe > 'tQ,
2 а — — а — c— Y  ( а — с)2 +  АЬс < 0

га з̂ ам эгамиз. Бундан келиб чи^адики, биринчи бош тебранишда 
х г ва xt кучишлар з̂ ар доим бир хил ишорали, иккинчи бош тебра­
нишда эса улар царама- царши ишоралидир. Демак, биринчи бош 
тебранишда иккала М х ва M t юк бир хил йуналишларда з^аракат- 
ланади (яъни бир хил фазада булади); иккинчи бош тебранишда эса 
царама- карши йуналишларда з^аракатланади (яъни ^арама- ^арши 
фазаларда булади).

Шундай килиб, системамиз з^аракатининг дифференциал тенгла­
малари иккита хусусий ечим (36. 32) ва (36. 33) га эга. (36. 24) 
тенгламалар чизицли булганлиги учун бу ечимларни цушиб, биз уш­
бу янги ечимни оламиз:



=  — —___a r sin (lyt +  Px) + ________ a., sin (X3t +  pz). (36.34)
2b 2b

Бу ечимга кирган a ly a 2, р1э p2 узгармаслар мутла^о ихтиёрий 
эканлигини таъкидлаб утамиз. (36. 24) система туртинчи тартибли 
булганлиги учун туртта ихтиёрий узгармас а ,, а.,, рр р2 ни уз ичи­
га олган (36. 34) ечим (36. 24) тенгламаларнинг умумий ечимидир.

Бундан, системамизнинг умумий тебранма ^аракати унинг иккита 
бош тебранишининг ^ушилишидан иборат булади. Уз- узидан тушу- 
нарлики, а 1У а 2, рх, р2 ихтиёрий узгармаслар бошланрич шартлар 
буйича, яъни хг ва х2 миадорлар ва улар ^осилаларининг бошлан­
гич цийматлари буйича аншутниши зарур.

Хусусан, биз бошлангич шартларни а 2 =  0 буладиган ^илиб 
танлашимиз мумкин, у ^олда (36. 34) тенгламалар (36. 32) тенгла- 
маларга айланади ва биз системанинг биринчи бош тебранишига цай- 
тамиз. Иккинчи бош тебранишни амалга ошириш учун бошлангич 
шартларни а х =  0  буладиган килиб танлаш мумкин.

Пировардида битта хусусий ^ол учун эн г содда ^исоблашларни 
бажарамиз. М х ва М 2 юкларнинг массалари тенг ва пружиналар 
бикрликлари хам тенг деб фараз циламиз, яъни

ml =  т 2, сг =  съ
деб оламиз.

(36. 23) формулаларга асосан
Ct 1 С| Cj

й = ту' 2 ^ '  ° ~ ^ Г у  
Сунгра (36. 29) формулалар буйича цуйидагиларни ^осил циламиз:

Я,2 =  JL £з_ _  - I /" cj cf =  3 ~  t L .  СЛ- щ  0,382
2 ту У 4шгх -г 2 ту ту

Бундан

Ушбу

V2 3 +  / 5  Су ^ o a i q c i л 9 ------------------—  Z ,и 1 о — .
ml mi

Ху =  0 , 6 1 8 К  =  1,62 l / J L - .  
V ту У

ту
белгилашни кнритамиз ва Х„ биринчи пружинадаги Му юкнинг ик­
кинчи пружина ва ундаги юк булмаган ^олатда хусусий тебраниш­
лари частотасидан бошца нарса эмаслигини айтиб утамиз. Шундай 
цилиб, системанинг хусусий тебранишлари учун биз ушбу циймат- 
ларни з^осил ^иламиз:

Яа =  0,618 Х„, К  =  1,62 V



С>нгра

2а — X 2,
--------- L =  2 — 0,382 =  1,618,

2 b

Од_^2
----------  =  2  — 2,618 =  — 0,618

2 Ь

га эгамиз.
Демак, биринчи бош тебранишда М% юкнинг тебранишлар амп­

литудаси юкнинг тебраниш амплитудасидан 1,618 марта катта, 
иккинчи бош тебранишда М2 юкнинг тебраниш амплитудаси Мх юк 
тебраниш амплитудасининг 0,618 кисмини ташкил этади.

Олинган бу натижаларни гра­
фик куринишда тасвирлаш фойдали- 
дир. Системамизнинг биринчи бош 
тебранишини оламиз. 57- шаклда 
системамизни мувозанат вазиятида 
тасвирлаймиз, хамда М х ва М2 юк­
ларнинг мувозанат вазиятларидан 
бу юкларнинг тебраниш амплиту- 
даларини ихтиёрий масштабда (ма­
салан, М х юк амплитудасини бир- 
лик ^илиб) цуямиз. К^узралмас О 
нуцтани М х юк амплитудасининг 
охири билан хамда М г ва М2 юк- 
лар амплитудаларининг охирлари- 
ни узаР° туташтириб, устки ёки 
остки пружиналар ихтиёрий ну^- 
тасининг тебраниш амплитудасини 
осон топишга имкон берувчи гра- 
фикни хрскл циламиз. Бу амплитуда цабул цилинган масштабда 
у ёки бу турри чизи^нинг мос нуцтасининг горизонтал координата- 
си оркали график куринишда тасвирланади. 57- а шаклда тасвир- 
ланган график системанинг биринчи бош тебраниш шаклини беради.

57- б шаклда иккинчи бош тебраниш шаклини берувчи график 
ясалган. Бу хрлда М 2 ва М х юклар амплитудаларининг нисбати 
манфий сон— 0,618 га тенг булганлиги учун графикни ясашда биз 
амплитудани царама- царши томонларга ^уямиз. Куриш осонки, 
остки пружинанинг битта нуктаси нолга тенг амплитудага эга; 
бундай ну^та тугун нуцта ёки тугун дейилади.

Шундай ^илиб, биринчи бош тебраниш тугунга эга эмас; иккин­
чи бош тебранишда битта тугун бор. Яна бир марта таъкидлаймиз- 
ки, бош тебранишнинг шакли М х ва М2 юклар амплитудаларининг 
абсолют цийматларига богли^ эмас, бош тебранишнинг шакли бу 
амплитудаларнинг нисбати билан тула ани^ланади.



37- §. Дифференциал тенгламалар системаси ечимининг геометрик 
тал^ини. Фазалар фазоси эодида тушунча. «Йиртцич— улжа» масаласи

Юкорида курганимиздек, биринчи тартибли оддий дифференциал 
тенглама у ' = f ( x , у) содда геометрик талкинга эга булиб, Оху те- 
кисликда йуналишлар майдонини аницлар эди.

Дифференциал тенгламанинг нормал системаси ^ам худди шун­
га ухшаш геометрик маънога эга. Соддалик учун иккита: у  (*) ва 
z (х) номаълум функцияли иккита оддий дифференциал тенгламадан 
иборат ушбу системани цараш билан чекланамиз:

Бу системанинг умумий ечими куйидаги функциялар жуфтидан ибо­
ратдир:

(37.2) функцияларнинг ^ар бири уч улчовли Oxyz текисликда ци­
линдрик сиртнинг тенгламасини ифодалайди, улар биргаликда эса 
бу фазода (37. 1) системанинг интеграл эгри чизиги булган эгри чи- 
зик;ни ифодалайди. Уз навбатида (37. 1) система фазодаги бирорта 
со,\анинг х;ар бир (х, у , z) ну^тасида интеграл эгри чизиц уринади-

d u  d z  оган иуналишини ащпутидиган — ва — ^ииматларни ани^лаиди.
d x  d x

Шундай килиб, дифференциал тенгламанинг (37. 1) нормал сис­
темаси фазода йуналишлар майдонини беради, бу системанинг уму­
мий ечимини топиш геометрик жи^атдан узининг ^ар бир ну^таси- 
да майдон ани^лайдиган йуналишга уринадиган икки параметрли 
эгри чизицлар оиласини топишни билдиради.

Юкорида айтилганларни номаълум функциялар сони катта бул­
ган ^олда ^ам бемалол такрорлаш мумкин. ^аци^атан ^ам, п та 
номаълум функцияли п та оддий дифференциал тенгламанинг

= f i  (*. У, *). 

% =  у, г).
d x

(37.1)

(37. 2 )

У \  =  fi (х, y v  уп), 
у'г =  h  (х, Уи Уп), ( А )

Уп fn У1' * Уп) 
системаси (я +  1) улчовли Охух, , уп фазода йуналишлар май­
донини аницлайди. Унинг

У\ =  Уl (х, Си Сп),
У г= У г{х ,С и Сп), (Б)

• • • • •

Уп =  Уп (*• С»  . ° п)

( Б )



=  Uo
< = 0

ечими п та Clt , Сп параметрли эгри чизи^лар оиласи булиб, 
уларнинг х,ар бири уз ну^тасида майдон ани^лайдиган йуналишга 
уринади.

Купгина физик масалаларда, хусусаи, механикага дойр бир ка- 
тор масалаларда дифференциал тенгламалар системасида эркли узга­
рувчи ролини t  вакт бажаради. Бундай масалалар учун фа^ат юко- 
рида келтирилган геометрик тал^ин (унда t ва^т фазовий коорди- 
наталардан бирининг ролини уйнар эди) цулай булмасдан, бошцача, 
яъни масалага кирадиган узгарувчиларнинг турлича табиатларини 
тусиб куймасдан, балки, аксинча, таъкидланадиган ва тула аник,ла- 
надиган талцини ^улайдир.

Бу янги геометрик тал^ин билан танишишни куйидаги мисоллар- 
ни карашдан бошлаймиз.

1- м и с о л . К,уйидаги

—  +  =  0 (37. 3)
d f l  '

гармоник осциляторнинг тенгламасини курайлик. Маълумки, унинг 
умумий ечими

х = Сх cos kt +  С2 s in  kt.
t =  0  да берилган бошлангич шартлар х |1 =  х0, —

I / = о dt
куринишда булсин. У .^олда ихтиёрий узгармаслар учун Сх =  х0У 
C2=vjk. Бошлангич шартларнинг берилган системасини цаноатлан- 
тирадиган хусусий ечим цуйидаги куринишда ёзилади:

х  = х0 cos kt +  — sin kt. (37. 4)
k

(37. 4) функция гармоник тебранаётган моддий нуктанинг тугри чи- 
зи^ли ^аракат цонунини ифодалайди. (37. 3) тенглама иккинчи тар­
тибли, уни v =  — функция киритиб биринчи тартибли иккита диф- 

dt
ференциал тенгламадан иборат нормал система куринишига келти­
риш мумкин. У ^олда бошлангич шартлари _  Q =  x0t v 11 _ = v0

б\лган цуйидаги системани ^осил циламиз:

^ - * * * .}  (з7-5» 

Бошлангич шартлари берилган (37. 5) системанинг ечими

х  =  х0 cos kt +  (v0/k) sin ft/,] /3 7  g\
v = — x0k  sin kt -f- v0 c°s kt J ' '

булади.
(37. 6 ) тебранаётган моддий нуктанинг ^аракат цонунини ва тез­

ликнинг узгариш цонунини ифодалайди.



Ю^орида айтилганларга биноан (37. 6 ) ечим геометрик ну^таи 
назардан уч улчовли Otxv фазода эгри чизик билан тасвирланади. 
t нинг циймати эгри чизиада шундай нуктани ани^лайдики, унинг 
координаталари мувозанат х;олатидан х масофа кийматига ва моддий 
нуктанинг берилган t моментидаги тезлиги v нинг ^ийматига мос 
келади.

Агар (37. 6 ) тенгламани уч улчовли Otxv фазонинг /, х , v у^- 
ларида эмас, балки t ни параметр деб .\исоблаб, Oxv текисликнинг 
х , v у^ларида к;арасак, ^аракатга бош^ача геометрик маъно бериш 
мумкин. Бу ^олда (37. 6 ) система системадаги тенгламалардан t па­
раметрни йук;отиб ^осил цилиш мумкин булган эгри чизи^ни ани^- 
лайди. Шу ма^садда иккинчи тенгламанинг иккала ^исмини k га 
буламиз, сунгра иккала тенгламани квадратга оширамиз ва цуша- 
миз, у ,\олда

х2 +  (v/k)2 =  х02 +  (v jk )2

ёки р20 =  х20 +  {vQk)2 белгилаш киритиб ва • тенгламанинг иккала 
^исмини р0 га булиб, ^уйидагини ^осил ^иламиз:

x y p l +  v2/(k p j2 =  1. (37.7)

Бу ерда р0 =  ±  V  х\ +  ( v j  k)'1 >  0, чунки бошланрич х 0 = v0 =  О 
шартлапда ечим айнан ноль булиб колар эди. (37.7) тенглама Oxv 
текисликда ярим у^лари р0 ва kp0 булган каноник жойлашган эл- 
липсни ифодалашини куриш осон.

Oxv текислик (37.5) нормал система учун фазалар текислиги, 
фазалар текислигидаги (37.7) эгри чизи^ эса системанинг фазавий 
траекторияси дейилади. Равшанки, бу траектория фацат (37.5) диф­
ференциал тенгламалар системаси билангина эмас, балки яна мос 
бошлангич шартлар билан ^ам аник^ланади. Бошлангич шартларнинг 
^ар бир мумкин булган системасига уз фазавий траекторияси мос 
келади.

Мазкур мисолда (37.4) тенглама билан тавсифланадиган нуцта- 
нинг тугри чизикли ^аракатига системанинг фазалар текислигидаги 
фазавий траектория, яъни (37.7) эллипс буйича ^аракат мос келади.

Фазалар текислигининг фазавий траекториялар билан тулган 
кисми системанинг фазавий портрети дейилади. Бизнинг ^олда фа­
завий портрет бутун текисликни тулдиради, чунки бошлангич шарт­
лар тегишлича танлаб олинганда фазалар текислигининг исталган 
нуктаси оркали фазавий траектория — (37.7) эллипс утади.

Умуман (37.1) дифференциал тангламанинг нормал системаси 
учун фазалар текислиги деб, Oyz текислик олинади, фазавий траек­
тория деб Oyz текисликнинг у , z у^ларига нисбатан келтирилган 
^37.2) ечим ^исобланади, бу ечимда х  аргумент параметр ролини 
уйнайди, интеграллаш узгармаслари Сх ва С2 эса бошлангич шарт- 
лардан ани^ланади. х  параметрни (37.2) системадан йукртиш фаза­
вий траекториянинг одатдаги тенгламасига олиб келади.



Нормал системанинг ечимини фазалар текислигида траектория 
ёрдамида тасвирлаш унг томони аргументга ёки юцорида механика- 
га дойр масалаларда тилга олинганидек, t вацтга богли^ булмаган 
системалар учун айникса м ухим дир.

2 - мисол .  Ана шу нуцтаи назардан ушбу сунувчи тебранишлар 
тенгламасини караб чикамиз:

■ g.+ 2n^L  +  A** =  0, (37.8)

унинг характеристик тенгламасининг л, 2 =  — п ±  V п 1 — k2 илдиз­
лари п• — £2<  О шартда, яъни k r — пг — k\ булганда г, 2 =  — п ±  
±  k j  булиб, тегишли умумий ечимни эса

x  = e~nt(Cl cos k y t+Сг sin k{t) (37.9)
куринишда ёзиш мумкин. Б о ш л а н ги ч шартлар куйидагича булсин: 
*1=о =  л:о' х ' 1=о = и о- у  ^олда (37.9) дан дар^ол С , = ; к 0 келиб 
чикади. С, ни гопиш учун (37.9) ечимни дифференциаллаймиз:

х' = е ~ п1{{— п С 1 4 -^С ,,) cos kyt +  i C ^  — пС2) sin k j] ,
бу ердан t =  0 да v„ -  — nCl -|- £,С2. Демак, С2 =  (о0 +  пх„)/ ва 
хусусий ечим

х = е ~ ы (х0 cos kxt +  v° +  пд° sin kyt) (37.10)

куринишини олади.
Янги v = x '  функцияни киритсак, (37.8) тенглама ушбу нормал 

система га келади:
х = V,
v' =  — 2  nv — k2x, (37.11)

унинг ечими куиидагича ёзилади:

х  =  e~nt (дс0 cos kyt +  +  пх" sin kyt),
ki

nt t и 1 nVn ^  x0 ■ U i \v =  e~nt (v0 cos k j t --------------------------sin kyt),
(37.12)

бу ердаги биринчи тенглама (37.10) билан бир хил, иккинчи тенг­
лама эса биринчисини дифференциаллашдан з^осил булади.

Олдинги мисолдагага \хшаш, (37.11) системанинг фазавий 
траекторияси Охо те >сликнинг х, v уцларига нисбатан ёзилган
(37.12) тенгламалар системасвдан иборат булади (бу ерда t пара­
метр ролини уйнайди). Бу ерда параметрни йу^отиш (37.6) система- 
дагига ^араганда анча мураккаб масаладир. Шунга ^арамай (37.12) 
система аницлайдиган фазавий траекторияларнинг характерини улар­
нинг ошкор тенгламаларини зфсил к;илиб утирмасдан з̂ ам аниклаш 
мумкин.



Фазавий траекторияларнинг куринишини аниклашни 'енгиллашти- 
риш учун дастлаб v +  nx ифодани тузамиз, бунинг учун (37.12) 
нинг биринчи тенгламасини п га купайтириб, иккинчи тенгламаси 
билан кушамиз:

v +  пх =  e~nt {(v0 +  пх0) cos k{t — xakt sin k j) ,
бу тенгликни га булиб ва уни (37.12) нинг иккинчи тенглама­
си урнига куйиб, системани куйидаги куринишда ёзамиз.

x =  e~nt(xt cos kyt +  v° +  nx° sin kjt),
kl (37.13)

* ± » £ -  =  e-n, ( 2 l± « .  cos * , sin й Д
h  \ kl J

(37.13) нинг иккала тенгламасини квадратга ошириб, уларни ^уша- 
миз:

х2 +  j2 =  е~™ [ X* +

ёки Х1 +  (у0 +  пх0)2/ k 1 — р2 белгилаш киритсак,

х2 +  ( У- ± ^ ) 2 =  р-е~2п‘ (37.14)

ни х,осил ^иламиз, шу билан бирга р Ф 0 эйанлиги равшан, чунки 
бошлангич шартлар соф ноль шартлардан фарцли.

(37.14) тенгламадан фазавий траекториянинг тенгламасини хрсил 
цилиш учун фойдаланиш мумкин. Бунинг учун (37.14) дан t нинг 
цийматини топиш ва бу кийматнн (37.12) ёки (37.13) тенгламалар- 
нинг бирига ^уйиш кифоя. Бирок, олдиндан маълумки, ^осил ци- 
линадиган ифода ^аддан ташкари узун булади, бинобарин, бош^ача 
йул тутганимиз маъкул.

(37.14) тенгламани
*2 , (о +  nxf  . .

(pe~nl)2 {ky pe~ntY
куринишда ёзамиз. Бу тенглама эллипс тенгламасини эслатади. 
Агар махражлар узгармас ре~ы =  A, &jpe-n< =  В булганда эди, у 
э^олда тенгламани

, (г; +  пх)2 _  .
А2 В*

куринишда ёзиш мумкин булар эди, бу координата укларига нисба­
тан бурилган эллипсни ифодалайди, чунки цушилувчида v урнига 
v -j-n x  турибди. Биро^, аслида юцоридаги ифодадан куринишича А 
ва В  махражлар ва^тга богли^. Шунинг учун фазалар текислигида 
В/ А =  k булган бундай эллипсларни чизадиган буЛсак, фазавий 
траектория буйича ^аракатланаётган нуцта бир эллипсдан иккинчи- 
сига утгандай булади ва спираль (эллиптик — логарифмик спираль)



буйича марказ томон ^аракатланади. Масаланинг физик маъносига 
кура, п >  О, шу сабабли e~nt 0 , эллипсларнииг ярим ук;лари ка­
маяди ва фазавий траектория буйича ^аракат марказ томон спираль 
буйлаб (мувозанат ^олати) булади. Аксинча булганда, эллипснинг 
ярим у^лари катталашади ва фазавий траектория буйича ^аракат 
марказдан бошца томонга цараб булади.

Шу пайтга цадар икки номаълумли иккита тенглама системаси­
ни цараш билан чекланган эдик. Киритилган тушунчалар функция­
лар сони катта булган ^ол учун ^ам уз кучини саклайди, (А) ку­
ринишдаги унг томони х  аргументга боглиц булмаган системалар 
(механикада t вактга боглиц булмаган, бундай системалар автоном 
системалар дейилади) учун ечимга геометрик маъно беришда п +  1 
улчовли Oxyv , у п фазода факат интеграл эгри чизикларни 
эмас, балки п улчовли булган Oyv , уп фазалар фазосида фа­
завий траекторияларни ^ам куриш мумкин. Фазавий траекториялар 
тенгламаларини хрсил килиш учун (Б) ечимни уларнинг параметрик 
берилиши деб ^араш керак, бу ерда л; аргумент (t ва^т) параметр 
ролини уйнайди.

Чизикли булмаган системалар учун, ва умуман, системанинг 
аник ечимини чекли куринишда хрсил ^илиб булмаган ^амма лол­
ларда фазавий портретларни урганиш айни^са му^имдир. Фазавий 
портретни та^лил 1̂ илиш берилган система тавсифлайдиган ^аракат 
характерини, унинг бар^арорлигини (туррунлигини) ва бир катор 
махсус масалаларни ^ар томонлама аншушпга имкон беради. Ми- 
сол тарикасида «йиртк^ич—улжа» масаласини келтирамиз.

Икки тур—йирт^ич ва унинг улжаси курашини тавсифловчи энг 
содда модель цуйидагидан иборат. Икки тур балик — товонбали^ ва 
чуртанбалиц яшайдиган ^авзани ^арайлик. Агар чуртанбалик;лар 
булмаганида эди, товонбалицлар узларининг сони х  га пропорционал
булган х  =  kx  тезлик билан экспоненциал ^онун буйича купайган 
булар эди (биз товонбали^лар жами массаси хавзадаги сув массаси- 
дан жуда ^ам кичик деб ^исоблаймиз). Агар чуртанбали^лар сони- 
у  булса, у ^олда чуртанбали^лар еб ^уйган товонбали^лар сонини хи- 
собга олиш лозим. Биз товонбали^лар ва чуртанбали^ларнинг бир- 
бирига дуч келиш сони товонбали^лар сонига ^ам, чуртанбалик;лар 
сонига ^ам пропорционал деб ^исоблаймиз, у ^олда товонбали^лар

•  I
сонининг узгариш тезлиги учун х =  kx  — аху тенгламани ^осил ци- 
ламиз.

Товонбали^лар булмаганида, чуртанбалицлар цирилиб кетар эди:
у  =  — 1у, товонбаликлар булганда эса чуртанбали^лар узлари еган
товонбали^лар сонига пропорционал тезлик билан купаяди: у  =  —
— 1у +  Ъху.

Шундай цилиб, биз йирт^ич ва унинг улжаси системаси энг 
содда моделининг дифференциал тенгламалари системасига келдик.



х =  kx — аху,

У =  — bxy.
Бу модель Лотка— Вольтерр модели деб аталади. Системанинг унг 
кисми текисликда вектор майдонни аниклайди. (х , у) нуктага цуйил- 
ган вектор (kx^— аху , — ly +  Ьху) компоненталарга эга. Бу фаза­
вий тезлик майдонидир: £/> 0  бурчак эса фазавий фазодир.

Фазавий тезликнинг вектор майдо- 
ни компоненталарининг узгаришини 
кузатиб чизиш осон. Буни 58-шаклда 
келтирилган йирт^ич ва унинг улжаси 
моделининг фазавий тезлик майдони 
мисолида куриб чицайлик.Майдоннинг 
махсус нуктаси (х0 =  // 6 , у0 =  k/ а) 
товонбаликлар ва чуртанбаликларнинг 
мувозанат сонига мос келади, бунда 
товонбаликларнинг купайиши чуртан- 
балицлар фаолияти билан, чуртанбалик­
ларнинг купайиши эса уларнинг табиий 

улими билан муюзанатлашади. Агар чуртанбаликларнинг бошлан­
гич сони у0 дан кичик булса (шаклдаги А ну^та), у >;олда товонбали^- 
лар ва чуртанбали^лар сонлари, токи купайиб кетган чуртанбали^лар 
товонбали^ларни уларнинг купайиши сонидан орти^ еб цуя бошла- 
гунча уса боради (В ну^та), сунгра товонбаликлар сони камая бо­
ради, чуртанбали^лар сони эса токи ози^ етишмаслиги чуртанбалик­
ларнинг цирилишига олиб келмагунча, уса боради (С нукта); энди 
чуртанбалицлар сони шунчалик камаядики, товонбаликлар яна ку­
пая бошлайди (D ну^та); товонбаликларнинг купайиши эса маълум 
ва^тга келиб чуртанбаликларнинг купайишига олиб келади.

Шундай килиб, товонбалик ва чуртанбали^ сонларининг улар­
нинг мувозанат сонлари я^инида тебранишлари содир булади. Энди 
бу тебранишлар даврийми ёки нодаврийми деган савол тугилади. 
Фазавий тезлик майдоиининг биз чизган манзараси бу саволга жа- 
воб бериш имконини бермайди.

Бу масалани ^ал цилишда Пуанкаре акслантиришлари ва Ламе- 
рей диаграммалари кулланилади.

38-§. Тургунлик назарияси элементлари.
Ляпунов теоремалари

38.1. Бирор физик жараён ^аракат дифференциал тенгламалари- 
нинг берилган кучлар ва бошланрич шартларга мос ечимини ани^- 
лайлик. Баъзи амалий мух;им масалаларнинг ечимларини топишда 
берилган бошланрич шартлар бир оз узгариши мумкин булган хол- 
ларни ^ам царашга турри келади. Масалан, снаряд, ракета ёки са- 
молётнинг бошланрич тезлиги ^ар доим ^ам ^исобланган бошланрич 
тезлик билан устма-уст тушавермайди. Ундан тацщари х;аракатни



содир цилган кучлардан ташкари кузда тутилмаган оний ёки ва^- 
тинча таъсир ^иладиган кучларни эътиборга олиш лозим булган 
доллар \ т  учрайди. Масалан, самолёт учаётганда ^авонинг зичли- 
ги узгариши натижасида каршилик кучи узгариши ёки бош^а цу- 
шимча кучлар таъсир этиши мумкин.

Шу сабабли купгина масалаларда берилган бошлангич шартлар- 
га жавоб берадиган битта тайин ечимни билибгина ^олмай, балки 
унинг бошлангич шартлар ва аргумент узгаргандаги характерини 
билиш му^имдир. Бу масалалар билан дифференциал тенгламалар­
нинг сифат назарияси шугулланади. Унинг асосий булимларидан 
бири ечимнинг тургунлиги назарияси ёки ^аракатнинг тургунлик 
назарияси ^исобланади.

Бирор вддиса бошлангич шартлари

У{%) =  Ую (' =  ь  2 . (381)
дан иборат ушбу

=  / ,« . y v У2, Уп) U — 1. 2. п) (38.2)

дифференциал тенгламалар системаси билан тавсифланаётган бул­
син.

(38.1) шартлар одатда улчашлар натижаси булиб, бинобарин, 
маълум аникликда олинган булади.

Агар бошлангич маълумотларнинг ^ар ^андай кичик узгаришла- 
ри ечимни анчайин узгартира олса, у хрлда (38.2) системанинг биз 
танлаб олган ани^ булмаган бошлангич маълумотлар ани^лайдиган 
ечимлари хрч цандай ^ийматга эга булмайди ва ^атто ^одисани 
та^рибан булса-да тавсифлай олмайди.

Шунинг учун (38.1) шартларнинг жуда кичйк 5згаРиши (38.2) 
система ечимини ^ам кичик узгаришларга олиб келадиган шартлар­
ни билиш му^имдир.

Агар t етарлича кичик чекли 110 — 11 <  Т  оралиада узгарса, бу 
саволга куйидаги мавжудлик ва ягоналик теоремаси асосида жавоб 
топиш мумкин, уни исботсиз келтирамиз.

1-«теорема.  (Ечимнинг^бошлангич шартларга узлуксиз богли^- 
лиги ^а^ида.) Агар

^7  =  /(/ ,  у) (38.3)at
дифференциал тенгламанинг унг томони узлуксиз ва D =  {/„ —
— а <  t <  t0 +  а, у 0 — b <  у <  у0 +  Ь) турри туртбурчакда у  узга­
рувчи буйича чекли ( |/^ | <  N) хусусий цосилага эга булса, (38.3) 
тенгламанинг у  {ta) =  у а бошлангич шартни щноатлантирувчи 
y(t) =  У (t, t0, Уо) ечими бошланрич маълумотларга узлуксиз бог- 
лиц булади. Ahh^pofh, %ар цандай е >  О учун шундай 6  >  О то- 
пиладики, \у а — у0 \ <  6  булса,

|* 0 — t \ < T ,  Т <  То, Т 0 =  min |а , , ■£■},



М =  шах \f (it, у) I
it* y)£D

булганда \y ( t, /0, yQ) — y ( t t t0, y0) | <  e булади.
Бу теорема (38.2) система учун х;ам уринлидир. Теорема- 

нинг барча шартлари бажарилса, масала турри куйилган (коррект) 
дейилади.

Биз ечимнинг туррунлигини t нинг етарлича кичик ^ийматлари 
оралирида текширамиз.

Агар t £ [t0, оо) аргумент исталган кийматларни цабул ^ила ол- 
са, ечимнинг бошланрич маълумотларга борли^лиги масаласи билан 
туррунлик назарияси шурулланади.

Т а ъ р и ф .  Айтайлик, ф(0 = {Ф 1(0 » * (0} — (38.2) систе­
манинг ечими булсин. Агар ^ар цандай е >  0 учун шу системанинг 
бошланрич шартлари булган

* | У / У - Ф , М < < 5  (38.4)
тенгсизликни цаноатлантирувчи шундай б >  0  мавжуд булсаки,

Ф ,(/) |<  е (t =  1, 2 , . . . , п, V /€[/,,. °°) (38-5)
тенгсизликлар у ринли 6 j лса, 
ф(/) ечим Ляпунов буйича тур- 
рун дейилади. 

yt (t) Шундай цилиб, ф it) ечимга 
% (С) бошланрич шартлар буйича 

аник ечимлар барча лаР
учун х,ам я^ин булса, ф {t) 
ечим Ляпунов буйича туррун 
булади (59-шакл).

Агар ф(/) ечим Ляпунов 
буйича туррун булса ва бун- 

59- шакл Дан таш^ари
lim \у  (*) — ф. (/)| = 0  (i =  1, 2 , п) (38.6)

f—► 00

булса, у  асимптотик турпун дейилади.
(38.6) дан Ляпунов буйича туррунлик келиб чицмаслигини ^айд 

этиб утамиз.
1-м и со  л. — = — у, у (х 0) = у 0. Ечимнинг асимптотик туррун- 

dx
лигини текширинг.

Е ч и ш .  Бу тенгламанинг умумий ечими: у=Се~х. Бошланрич шарт­
ларни цаноатлантирувчи ечим ушбу куринишга эга:

У =  Уо ех,~х-
Агар бош^а у  (л:0) =  у0 бошланрич шарт киритадиган булсак, 

ечим куйидагича булади:



Бу ердан, x>.v„ да

\ у — у \  =  \ Уо— Уо\ ех°~х < \ у —  Уо\-

Шунинг учун, агар \ уа — у0 \ <  б =  е булса, у х,олда I у  — у  | <  е, 
яъни х ^ х 0 да у  =  у0 е*°~х ечим Ляпунов буйича туррун. Бу ечим 
асимптотик туррун хамдир, чунки

lim \ у — у \ =  Иш | i/o — Уо| ех°-х =  0 .
*-►+«> *->+«>

2 - м и с о л .  у' =  у тенглама ечимининг туррунлигини текширинг. 
Еч иш.  Исталган xQ да х ^ х 0 учун I у — у]  =  Iу0 — уЛ ех~х° 

эканини курсатиш мумкин.
булганда, хп кандай булмасин, у ечим туррун эмас, чунки 

х  -*• +  оо да ех~х° +  °о .
(38.2) системанинг исталган ср (/) =  {cpj (/), Ф,гМ} ечимини

Ляпунов буйича туррунликка текширишни бирорта бошка система­
нинг айнан нолга тенг (тривиал) ечимини туррунликка текширишга 
келтириш мумкин. Бунинг учун янги номаълум функцияларга утиш 
керак:

Х1 ( 0  =  У, (0  — Ф, (0  (1 =  1 .  2, л ). (38.7)
Бу ердан

d y j  _ d x ,  
dt ~  dt' +  dt '

Натижада (38.2) система куйидаги куринишга келади:

- ^ - =  / ,  U . * i  +  Ф, (* ) ,  ,  * Л+ Ф „  (/)] —  / , U . Ф1 (0 .

Ф„(*)] (/ =  1 , 2 ,  п) (38.8)

Бу система ушбу тривиал ечимга эга:
*,(/) =  О ( / = 1 , 2 ,  , п). (38.9)

Айтилганлардан цуйидаги теоремага келамиз.
2 - т е о р е м  а. (38.8) системанинг тривиал ечими (осойишталик 

нуцтаси) Ляпунов буйича тургун  (асимптотик тургун) булганда 
ва фащт шундагина (38.2) системанинг <р (/) =  {ф//), . ф„ (/)} 
ечими Ляпунов буйича т ургун  (асимптотик туррун) булади.

Бу ечим шундай хоссага эга: (*,(/), , •*„(/)) нукта аслида / 
узгариши билан ^аракат килмай, бир жойда туради. Бу х,олда (38.9) 
ечим ва (0; , 0 ) нуцта (38.2) нуктанинг мувозанатлик хрлати 
ёки осойишталик нуцтаси дейилади.

Осойишталик нуцтаси х. =  0  (i =  1, 2 , п) га нисбатан тур­
рунлик шартларини бундай ифодалаш мумкин: агар V е >  0  учун



шундай 0 (е) > 0  ни топиш мумкин булсаки, унинг учун |*Д/0) | <  
<  8 ( е ) ( /  =  1, 2 , , п) тенгсизликдан \x( (t) / <  е (i = l, 2 , f nt
V t ^ t 0) келиб чи^са, e= 0  (/ =  1, 2, n) осойишталик нуц-
таси Ляпунов буйича тургундир, яъни бошлангич нуктаси коорди- 
наталар бошининг бирор б атрофида булган траектория t ^ t 0 да 
координаталар бошининг исталган е-атрофидан таш^арига чицмай- 
ди. Биз бу ерда т\три туртбурчак атрофлар тугрисида суз юри- 
таяпмиз, биро^ сферик атрофларга ^ам утиш мумкин, бу айни^са,
x { t)= { x x{t), xn {t)} ечимнинг вектор шаклидаги ёзуви учун
кулайдир:

|x(f„) \ \< 6 (f) =*• | | х ( / ) | | <  е, | |x | |  =  у  У I x j 1 ( t> t0)
1 t= i

1-изо^.  Чизикли бир жинсли булмаган дифференциал тенгла­
малар системаси

— ап У\ + +а\пУп+̂ )̂

—ап\У\+ +аппУп+?п({)
(38.10)

нинг ихтиёрий хусусий ечими y0{t) бу системага мос бир жинсли

(38.11)

dx, , . .— a xlx x -\r -\-аых п

~i? — ап\ Х1 +  'Ь апп Хп

системанинг осойишталик нуктаси Ляпунов буйича туррун (асимпто­
тик туррун) булганда ва фа^ат шунда Ляпунов буйича туррун 
(асимптотик тургун) булади.

Х,аци^атан хам, (38.10) система (38.2) системанинг хусусий хо- 
лидир, (38.11) эса (38.8) системанинг хусусий холидир. Бу ерда 
озод ^адлар йуц, чунки f{t) функция фа^ат t га борли^ булиб, 
бошланрич функцияларга боглик эмас.

3-т е о р е м а  (Ляпунов). Тривиал */.(£) ==0 (i =  1, 2, , п) 
ечимга эга

, уп) (1 =  1 , 2 ,  , п) (38.2)

система берилган булсин.
куйидаги шартларни щноатлантирувчи дифференциалланувни 

v (у,, , уп) функция мавжуд булсин:
!) v \y {, , Уп) > 0  ва v = 0 , фацат у х=  = у п = 0  б$л- 

гандагина йринли, яъни и финкиия координаталар бошида цатъий 
минимумга эга\
246



2) v функциянинг фазавий траектория буйлаб (яъни (38.1) 
система ечими y ^ t)  буйлаб) т улщ  дифференциалы

i=  1 i=  1
булсин..

У \олда yL = 0  (i =  1, 2, n) осойишталик нуцтаси Л япу­
нов буйича тургун булади. Агар цушимча равишда координата­
лар бошининг жуда кичик атрофида (уу +  +  у \  >  б)

7 7  <  — Р <  0 ( t > ta)
ас

(бу ерда Р — узгармас катталик) булсин деб талаб цуйилса, 
у. (t) =  0  (i =  1, 2 , п) осойишталик нуцтаси асимптотик
тургун булади.

v функция Ляпунов функцияси дейилади.
3 - мис ол .  Ушбу

—  =  — w5 — и ■ 
dt У 2 ’

=  и — и3 
dt У 1

система ечимининг туррунлигини текширинг.
Ечиш.  Куриш осонки, у г ==у2 =  0 осойишталик ну^таси берил­

ган системанинг ечимидир. Унинг туррунлигини ани^лаймиз.
v (г/р У2) =  У\Л~У\ функцияни цараймиз. У теореманинг барча 

шартларини цаноатлантиради:
1) V(yv Уг)> 0 ва v =  0, факат у 1 =  у2 = 0  булганда.
2 ) Фазавий траектория буйлаб:

Бундан таццари, координаталар бошининг атрофидан ташцарида 
(t/f +  У\ >  б >  0 да)

* « н > < о

бу ерда р катталик 2  ( у \+ у §  функциянинг г/ 2 ,+  ^  =  б доирадан 
таш^аридаги минимуми).

Демак, Уу =  у2 =  0 ечим асимптотик туррун.
2 - и з о ^ .  Ляпунов функциясини у {, у п аргументларнинг

квадратик формаси шаклида, яъни



i'l
куринишда излаш керак.

Биринчи талаб. v функция мусбат ани^ланган квадратик форма 
булишини ифодалайди, яъни

21 а,г
> 0 ,

лп\

> 0 .

38.2. Осойишталик ну^таларининг турлари. Биринчи тартибли 
узгармас коэффициентли иккита чизикли тенглама системаси

^  =  021* +  аиУ

dy ,j -  =  atlx  +  a22y  
at

(38.12)

ни тургунликка текширишни Ляпунов теоремаси асосида олиб бо- 
риш мумкин. Биро^, (38.12) системани ечиш унча цийин булмагани 
учун уни тургунликка бевосита текшириш ^ам мумкин.

Система детерминантини

Д = Hi al2
а*

Ф  о (38.13)
■*21 “ 22 

деб фараз циламиз.
y{t) =  х (t) =  О — (38.12) системанинг бошлангич шартлари ноль 

булган ечими эканини куриш осон.
Умумий ечимни топиш учун

~ Х й12 =  Х2 - ( а п + а 22) X ' + > = 0 ]  (38.14)*11

021

#12 

#22 ^
характеристик тенгламанинг умумий ечимларини топишимиз керак.

Д =̂= 0 шартдан А, =  0 (38.14) характеристик тенгламанинг илди­
зи бул мае лиги келиб чикади.

1. Характеристик тенгламанинг илдизлари ва хакиций 
ва хар хил булсин.

~ ►
а  =  (ах, а 2), Р =  (Plt рг) лар (38.12) тенглама матрицасининг мос 

з^олда ва Х2 илдизларга тегишли хос сектор лари булсин, яъни

(flu Xj) a i  al2<xt 0 1 (Дц ^2) Pi “Ь а 1гРз 0  j 
2̂1̂1 “t” (̂ 22 1̂) ®2 ” 0 }, ®2lPl~t“ (̂ 22 2̂) Р2 = 0 )

У з^олда, маълумки, (38.12) системанинг умумий [ечими куйидагича 
булади:



x Cxa xe^it 4 - C2$\C^ |  jg^
у =  Cxa 2el 'f +  C2fV M j

бу ерда *Clf C2 — ихтиёрий узгармаслар.
Агар A^cO,  X2< 0  булса, (38.16) дан куринишича х = у  =  0 

осойишталик нуцтаси асимптотик туррундир.
^ацицатан ^ам, масалан, tQ =  0  деб олсак, ваи^тнинг t0 пайтида 

(х0, у0) нуцтадан утувчи (38.16) ечим Сг ва С2 узгармаслар оркали 
аницланади. Уларнинг цийматлари

х0 =  -J-
У0 = С ±(Х2 ~f" ^ 2^2»

тенгламалардан топилади, бу ерда а § 2 — Ф  0. Бирок;, у хрлда 

Сх = Ах0 -J- ByQ, Со =  Dxо Еу0У 

Л, j3, С, D, Е — узгармаслар. Демак,

| х (t) \ < |  Ах0 -f- Ву0 || а х\ + 1 Dx0 +  Е у0 II f}j |,

\y ( t ) l  ^ 1 А х 0+ В у 0 || a2\ +  \Dx0 +  E y0 II p j ,

чунки О, %2<  0 булганда \eXxt\ <  1, \е%**\ <  1 . Бу ердан ^ар 
ц а н д а й е > 0  учун шундай б > 0  топиладики, унинг учун |д:0|,
| у01 <  б булганда | х (t) [, | у (t) | <  е (t >  0 ) тенгсизлик бажарилиши 
келиб чи^ади, яъни (0, 0) нуцта Ляпунов буйича туррундир. Бундан 
таш^ари еш  0 ( / - * + « > )  булгани учун (38.16) дан (0 ,0 ) 
нуцта асимптотик туррун эканлиги ^ам келиб чи^ади.

Агар (38.16) системадан t  аргументни чикариб ташласак, ^осил 
булган у =  ф (х) функция хОу системадаги ^аракат траекториясини 
беради.

Вацтнинг t = t 0 бошланрич пайтида координаталар бошининг 6- 
атрофида етарлича катта t да координаталар бошининг е- атрофида 
ётувчи нуцтасига утади ва t +  <» да координаталар бошига ин- 
тилади.

Бундай осойишталик нуцтаси т ур- 
гун тугун нуцтаси дейилади (60- 
шакл).

60-шаклда мазкур ^олга мос ке- 
лувчи траекторияларнинг жойлашиши 
тасвирланган. -*■ белгилар оркали нук­
танинг t -+■ +  оо даги траекториялар 
буйича ^аракат йуналиши курсатил- 
ган. Биттасидан ташкари барча траек­
ториялар (0 .0 ) ну^тада умумий урин- 
мага эга. Агар | Л,21 деб олин-
са, уринманинг бурчак коэффициенти 
а*/ а х га тенг булади.
^а^и^атан ^ам,



dy __ (Ci C -4- Co Pj£^2 ) Ч- 2̂2 (^ t  *̂ 2̂  1 ”f” ^2 P2 ^ * __

dx  On  (Ci cue*1'  +  C 2 Р , Л ' )  +  alt (C a <x,el '‘ +  C2 p.e **')
_ °2i (Ci a i ~b £2 Pi e^ ‘ * 1 4~ a i2 (Cx ct2 -j- C 2 p2 e^1 ^  ^

Я ц  (Сх a , +  C :  Pi +  а12 (C j a 2 +  C2 p2

^ 2 1 ^ * 1  ^ 1  “ Ь  ^ 2 2 ^ * 1  ^ 2  _ _ _  ^ 2 1  “ f ”  # 2 2  ^2  ^ 1 ^ 2  ^ 2

/_>" l" “  ОцСх cti +  e12Ci a2 ° n a i  +  a i2 a2 ^ i « i  a i  

бу ерда a t ф  0 , чунки
о22 «1  +  <h2 a 2 =  Я а 2, -an  a t -f- ^12 а г =  ^ i « i -  

Агар а г =  0  булса, худдн юк,оридагига ухшаш мулохаза юритиб,
—  -► —  =  О (Я, ф  0 ) ни хосил циламиз.dy ос.

Агар Сг = 0  булса, (38.16) дан битта

траекторияни хосил циламиз. Бу траекторияга уринма p2/Pi бурчак 
коэффициентига эга булади.

Шундай 1̂ илиб, СХФ  0 булган траекторияларга уринмалар абсо-
лют циймати буйича энг кичик Х1 хос сонга мос келувчи a  = ( a lt a,) 
хос векторга параллелдир (аг =  0  булганда вектор у  щ  буйича 
йуналган).

Бундан ташкари, (Сг =  0 да) яна битта траектория мавжуд, чу-
нончи у у =  —  х тугри чизи^ булиб, модули буйича катта булган 

Pi
хос сонга мос р =  ф1У ра) хос векторга параллелдир.
Агар энди >  0 ва > 0  булса, (38.16) дан куринишича 

х =  у =  0  осойишталик нуктаси туррун эмас, чунки /  -*■ +  °о да 
eKit _|_ оо, Бундай осойишталик нуктаси тургун, булмаган 
тугун нуктаси дейилади. Бу урл аввалги ^олдан / ни (— /) га 
алмаштириш оркали ^осил ^илинади. Шунинг учун траектория ол- 
динги куринишга эга булади, биро^ нуктанинг траектория буйича 
^аракати к;арама-царши йуналишда булади (61-шакл).

Ни^оят, агар ^  <  0 ва Х2 >  0 (ёки аксинча > 0 ,  ?с2 <  0j бул­
са, осойишталик нуктаси бу гал ^ам туррун булмайди, чунки 
/-►  +  00 да e hit -> -j- оо. Координаталар бошининг б-атрофида жой- 
лашган нуцталар

* =  С2 рхе Ч  у = С г % ек ‘
траектория буйича чексизликка кетади. Мазкур з^олда шундай бир 
траектория мавжудки, нуктанинг у буйича ^аракати t -*■ +  00 Да 
координаталар боши томон йуналган булишини к,айд килиб утамиз:

х  = С г а г ex,t, у  =  С2 a 2 ek,t
Бу траектория a t у  —а 2 х  =  О турри чизикдан иборат. Бундай кури­
нишдаги осойишталик нуктаси эгар дейилади (62-шакл).

2 . ва Я, илдизлар комплекс булсин (ak[ — з^и^ий):



h = P  +  iq, К = р  —  iq (q ф 0).
(38.2) сисгеманинг умумий ечимини (38.16) куринишда ёзиш мум­

кин, бу ерда а  ва p = a = ( a lt a 2) векторларнинг координаталари 
энди комплекс булади.

Бу ечимнинг эодикий ва мав^ум кпсмлари хам системанинг 
ечими булади. Шунинг учун (38.12) системанинг умумий ечимини 
бу ечимларнинг чизикли комбинацияси куринишида ёзиш мумкин:

х =  ept (Ct cos qt + С, sin qt), j (38.17)
у =  e” (a co sq t+ b sin  qt), J

бу ерда CL ва С,—ихтиёрий узгармаслар, а ва b — бу узгармаслар­
нинг ^андайдир чизицли комбинациялари:

а =  kCt +  1СЪ b =  тСу +  nCs.
Айтилганларни мисол ёрдамида тушунтирамиз.

4-ми со л. Ушбу системанинг умумий ечимини топинг:

\х  = х  — у  
[ у = 2 х  — у 

Е ч и ш .  Характеристик тенгламаси:

I I — X — 1 
2  — 1—А,

-  0  ёки Я2 +  1 = 0 .

Унинг илдизлари: =  t, X, =  — i.
а  ва р векторларнинг координаталарини

(1 — 1) 0̂  — а, =  0, (1 + t)P i — Р* =  0

тенгликлардан топамиз, яъни a x =  1, а , =  1 — t, Pi =  1> Ра =  I +  l 
деб олиш мумкин.

У ^олда



х = а л e l = cost + i sin /, 
у =  a2 elt =  (1 —  i) (cos t +  i sin t) =  (cos t +  sin t) +  i (sin t — cos t) —

системанинг ечими булади.
Бу ечимнинг хациций ва мавхум кисмлари ^ам системанинг 

ечимлари булади, шу билан бирга улар чизикли эркли булади. Шу­
нинг учун уларнинг чизикли комбинацияси системамизнинг умумий 
ечимини беради:

х  =  С\ cos t +  С2 sin t,
У = Cl (cos t +  sin t) +  С2 (sin t — cos /) =

=  (C2 —  C2) cos t +  (Cx +  C2) sin t.
Шундай цилиб, мазкур ^олда:

c l =  —  С г., b  =  С ̂  С 2.

р = 0 да (38.17) траекториялар турли С,, С2 лар учун цавсларда- 
ги купайтувчиларнинг даврийлиги сабабли ёпиц эгри ч изицлар—мар­
кази (0, 0) нуцтада булган эллипслардан иборат булади (63-шакл). Бу 
нуцта марказ деб аталади. р = 0  да асимптотик тур- 
рунлик йук — (х (/), y(t)) ну^та курсатилган ои- 
ла эллипсларининг бири буйича уни чексиз сон 
марта айланиб ^аракатланади. У / - > + о о  да ^еч 
кандай лимитга интилмаслиги равшан. Иккинчи 
томондан, р =  0  да (0 , 0 ) осойишталик нуктаси 
Ляпунов буйича тургундир. Бу тасди^ни ю^ори- 
да ^аралган 4 -мисол ёрдамида текширамиз. Бу 
мисолда системанинг t0 = 0  пайтда (х0, у0) ну^та 
оркали утувчи ечимини топамиз. Равшанки, 

х0 =  Clf уи =  Ci С2, 
демак, С1 = х0, С2 =  х  — уа ва ечим куйидаги 
куринишга эга булади:

х (0 =  С os t +  (x о — Уо) sin t,
У (t) =  У о cos t +  (2 xQ — у0) sin t.

Сунгра цуйидагига эгамиз:
\x(t)l <  K l +  |лг0| +  |t/0| =  2  |JC0| +  \у0\,

IУ (<)| <  \Уо\ +  2  |*0| +  |{/0| =  2  |дс0| +  2  \у0\
е >  0 оламиз ва б =  е/4 булсин. У ^олда, равшанки, агар |*0|, 
|</0] < б  булса, у ^олда барча t лар учун:

1*(01 < 2  - + - j - < e ,
4 4

\ y ( f ) \ < 2 ‘ ± + 2 ± = e .
4 4

Осойишталик нуктасининг Ляпунов буйича тургунлигини исбог цил- 
дик.



(38.17) дан куриниб турибдики, р <  0  булганда (л:, у) нукта
* _  4- оо да туррун фокус деб аталувчи х  =  О, у  =  О ноль ну^та- 
га интилади. 00) купайтувчининг иштироки ёпиц
эгри] чизикларни t да координаталар бошига асимптотик
я^инлашувчи спиралларга айлантиради (64- шакл).

t =  / да координаталар бошининг ихтиёрий б атрофида жои- 
лашган ну^талар етарлича катта t лаода (0 , 0 ) нуктанинг берилган 
е-атрофига тушадилар.

Фокусга интилувчи траекториялар уларга утказилган уринмалар
I оо да ^еч цандай лимитга интилмасликлари каби хоссага эга- 
дирлар. Фокус тугундан шуниси билан фарцланади.

р <  0  булган холда х =  у  =  0  ну^та асимптотик тургун.
Агар ва илдизларнинг ^ак;и^ий кисми р мусбат булса, бу 

хрл t ни (— t) га алмаштиришда олдинги хрлга утади. Бинобарин, 
траекториялар 64-шаклдаги куринишларини са^лаб цоладилар, фа- 
цат нукта харакати царама-царши йуналишда булади.

/ - > + о о  да е р(/)- ^ + ° °  булгани сабабли вацтнинг бошлан­
рич пайтида координаталар бошининг атрофида жойлашган нуцталар 
кейинчалик чексизликка кетади. Бундай нуцта туррун фокус номи 
билан юритилади (65-шакл).

3. Xlt 7  ̂ илдизлар бир-бирига тенг булсин =  A,, akl — зоди- 
ций!) У ^олда улар ^ациций булиб, (38.2) системанинг умумий 
ечими

64- шакл

65- шакл

(38.18)



купаи-

0  ва
Уни

куринишда булади, бу ерда А, В, С, D лар Узгармаслар булиб, улар 
узаро иккита чизикли тенглама ёрдамида борланган. Бу тенглама­
ларни х  ва у функцияларни системага цуйиб, сунгра е: 
тувчига цискартириб ^осил цилиш мумкин.

Агар Хх< 0  булса, i - ^  +  oo да e V - * 0 ,  /eV  
демак, х  =  0 , у =  О сокинлик нуцтаси асимптотик туррундир. 
тургун тугун дейилади (1 - 6  даги каби).

Агар Xj >  0 булса, х =  0, у =  0 нуцта туррун эмас ва у тургун 
булмаган тугун дейилади.

З-изох*. Агар Д =  0 булса, (38.14) характеристик тенглама 
Хх= 0  ва ко = а11-\-а22 илдизларга эга булади. Х2¥=0 булсин. У хол- 
да (38.2) системанинг умумий ечими куйидагича ёзилади:

х  =  Cj а х +  С2 екг\  
у = С 1а г +  С2 р2 ех‘\  

бу ерда С1( С2 — ихтиёрий Узгармаслар ва ап a t - f  о.2 =  О,
— Я22Р1 +  a]2 p2 =  0 . t параметрни йуцотиб, куйидаги параллел турри 
чизиклар оиласини хрсил циламиз:

У — Сха2 =  — Cjttj).
Pi

Агар Aj <0  булса, у холда f-»- +  оо да хар бир траекторияда 
(параллел нурларнинг бирида) нуцталар шу траекторияда ётувчи
х  =  Сх а г у =  С х a s ^у =  —  xj осойишталик ну^тасига яцинлашади 

(6 6 - чизма).
(0 ,0 ) ну^та у  = —̂ -х tvfph чизи^нинг исталган ну^таси каби 

а 1
К2< 0  да Ляпунов буйича тур- 
FyH, лекии асимптотик туррун 
эмас.

Агар Хг >  0 булса, сокинлик 
ну^таси туррун эмас. Агар Я, =
— — 0  булса, икки хрл були­
ши мумкин:

а) (38.12) системанинг умумий 
ечими х  = Съ у  = С2 куринишга 
эга. Бу ^олда х  =  у  =  0 осойиш­
талик нук,таси Ляпунов буйича 
туррун, бироц асимптотик туррун 
эмас. Мазкур вавмят А  матрица 
ноль булганда: an  =  аг2 =  а 12 =  
=  02! =  0  да содир булишини кайд 
циламиз. Бу хрлда {х, у) текис­

ликнинг барча нуцталари осойишталик нук^талари булиб, Ляпунов 
буйича туррун булади.

б) (38.12) системанинг умумий ечими

66- шакл



куринишга эга. х = у  =  О осойишталик нуктаси тургун эмас. 
Бу ^олда а22 =  — ап , а 12а51< 0 .
5 - ми со л. Ушбу системанинг осойишталик нукталари т< 

ни аник;ланг:

Еч иш.  Характеристик тенгламани тузамиз:

Илдизлари: =  — 1, К2 =  —  2. Демак, х =  у =  0 осойишталик 
нуктаси тургун тугундан иборат.

6 - ми со л. Ушбу

3 У
система ^андай турдаги осойишталик ну^тасига эга?

Е ч и ш.  Характеристик
1- Х  - 1  = 0

2 3 — А
тенглама Хг = 2  + i ,  Х2 =  2 — i комплекс илдизларга эга. Бу цуш- 
ма илдизларнинг ^ацикий цисми мусбат, шунинг учун х = у = = 0  
осойишталик нуктаси тургун булмаган тугундир.

4 - изо^ .  Агар система коэффициемтларидан тузилган А матрица 
симметрик булса, бизга маълумки, характеристик тенглама фацат 
^а^и^ий илдизларга эга булади. Бундан тагщари

эканлиги ^ам маълум.
Симметрик матрица эллиптик, гиперболик ёки параболик турда­

ги квадратик формани пайдо ь^илгани учун бундай холларда диффе­
ренциал тенгламалар системасини .%ам мос ^олда куйидагича атай- 
миз:

агар ЯцОгг — а\2 =  >  0  булса— эллиптик, 
агар a n a22— =  К К  < 0  булса — гиперболик, 
агар а ц 022 = ^ i^2 = 0  булса — параболик.
Юцорида айтилганлардан равшанки, агар (38.12) система эллип­

тик булса, осойишталик нуктаси <  О, А,2< 0  булганда, тургун ту­
гун булади. Бу ап  <  0, а22 <  0 булганда мумкиндир.

Агар >  0 , ^2 >  0  булса, осойишталик нуктаси тургун булма­
ган тугун булади (ап > 0 , а22 > 0 ).

Эллиптик хрлда а1Х ва а22 сонлар бир хил ишорали булишини 
айтиб утамиз.

Агар (38.12) система гиперболик булса,ап#2 2— ^212с 0  осойиш­
талик нуктаси ^ар доим туррун булмайди (эгар). Агар (38.12)

#Ц#22 ^ 1^2



система параболик булса, осойишталик гнуктаси Х2 =  a lt  +  a22 <  О 
булганда тургун, к? =  a n  +  а ,2>  О булганда эса тургун эмас.

7-м и с о л .  К,уйидаги системаларнинг осойишталик нукталари 
тавсифини аникланг:

а) х  =  — Ъ х -\-2 у , б) х =  x - j - 2 у, в) х  =  х  — ] / 3  у, 
у  = 2 х  — Ъ у\ у  =  2 х-\-Ъ у\ y  =  \ f Z x - \ - y .

Ечиш.  Барча мисолларда А  матрица симметрик. — а212 =
=  11 > 0  булгани учун а) система эллиптик. ап  =  — 3 <  0 , а22 =  
=  —5 < 0  булгани учун осойишталик нуктаси тургун тугун. a u a22—
— а^  =  _  i <  о булгани учун б) система гиперболик. Осойишта­
лик нуктаси — эгар. a u Oj2 — а?12 =  0  булгани учун в) система пара­
болик. ап  -f  a2t =  4 > 0 ,  демак, осойишталик нуктаси туррун эмас.

5 - и з о ^ .  Узгармас коэффициентли t i>  1 та тенгламадан иборат 
чизикли бир жинсли

dui
—  = а и у х +  +  а]пупdt

dy„
~f* CL У п 1 tin n

система характеристик тенгламасининг барча илдизлари манфий ^а- 
циций цисмларга эга б>лса, бу система учун осойишталик нуктаси 
олдиндан Ляпунов буйича тургун (асимптотик тургун) булишини 
(п = 2  ^ол учун булганидек) исбот килиш мумкин.

Системанинг характеристик тенгламасининг барча илдизлари ман­
фий ^ак^ий  цисмларга эга булишининг шартлари куйидаги Раус— 
Гурвиц теоремасида келтирилган.

4-т е о р е м а  (Раус — Гурвиц теоремаси). п- тартибли цациций 
коэффициентли

s , s—1 , s—2 ,а$х -f- ахх  -f- а2х  -f- +  as — О

тенгламанинг барча илдизлари манфий хсищций щсмга эга були­
ши учун куйидаги

Дх Oji Да — Оо
в*

А . »

Д.1 —

О О
#1 CLn

a2s—\ a2s-2

а3
a5

а0 0

#2 «1
а* Й;

0

0

as
детерминантларнинг барчаси мусбат булиши зарур ва етарли­
дир. Бунда i >  s бдлса, ai =  0.

8 - м а е  а л а. Уатт регул ятори узунликлари I га тенг ва О 
нуцтада шарнирли бириктирилган ОА ва ОВ стерженлардан
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67- шакл

ташкил топган булиб, бу стсрженларнинг учига т массали 
шарчалар бириктирилган (67- а шакл). Вертикал уц буйича сирпана 
оладиган С муфта СЕ ва CD стерженлар воситасида шарлар урна­
тилган стерженларга шарнирлар билан бириктирилган. Шарлар мод­
дий нукталар деб каралсин. Бурчак тезлик ортган сари шарлар бир- 
биридан кочади ва С муфта юцорига кутарилади, бурчак тезлик 
камайса, шарлар бир-бирига яцинлашади ва С муфта пастга тушади.

Муфта ва стерженларнинг огирлигини эътиборга олмай регуля­
тор ^аракатининг туррунлигини аницланг. Айланувчи кисмларнинг 
(шарлар бу ^исобга кирмайди) вертикал ущ а  нисбатан инерция мо- 
менти / 0 га тенг.

Ф0 бурчак билан аницланадиган асосий ^аракатдан регуляторни 
Ф бурчакка ofhiuh натижасида хрсил буладиган тикловчи момент

га тенг. Бунда k  — узгармас мусбат коэффициент.
Ечиш.  Регуляторнинг эркинлик даражаси иккига тенг. Умум­

лашган координаталар учун ОС уц атрофида айланиш бурчаги р ва 
ОАу ОВ стерженларнинг ОАВ текисликка перпендикуляр горизонтал 
ук; атрофидаги айланиш бурчаги ф ни оламиз. Регулятор узгармас
Р=со0 бурчак тезлик билан айланганда ф0 бурчакни аницлаймиз. Бу­
нинг учун шарларнинг нисбий мувозанатини текшириш кифоя (67-6
шакл). Шарларга таъсир этувчи огирлик куч и P ( P = m g )  ва реакция 
кучи N цаторига нормал инерция кучи Фп (Фп =  /тг/со̂ ) sir^ 0 ни цуш- 
сак, бундай кучлар системасини мувозанатда деб караш мумкин.

Бу кучларни N га перпендикуляр ущ а  проекцияласак,

Mz =  — /е(ф — Ф0)

Ф„ cos ф0 -  mg sin Ф0 =  О

ёки Фл нинг кийматини куйсак,

ml ©J sin ф0 cos ф0 — m g  sin Ф0 =  О
Бундан

-----------
/ cos фо



Шундай цилиб, регулятор ОС уц атрофида берилган со0 бурчак 
тезлик билан айланса, у хрлда ОА ва ОВ стерженлар вертикалга 
Фо бурчак остида орган ^олда харакатланади.

Системанинг ^аракат дифференциал тенгламасини тузиш учун 
Лагранжнинг иккинчи тур тенгламаларидан фойдаланамиз.

Умумлашган кучларни ^исоблаймиз. Регуляторга шарларнинг 
огирлик кучлари ва M z тикловчи момент таъсир этади.

Шарлар огирлик кучларининг потенциал энергияси ихтиёрий 
узгармасларгача аницлик билан

формула ёрдамида аницланади. Шу сабабли шарларнинг огирлик 
кучларига мос булган умумлашган куч манфий ишора билан 
олинган потенциал энергиянинг ф буйича хусусий ^осиласига тенг 
булади:

Тикловчи M z моментга мос умумлашган кучни билан белгила- 
сак, Qp ни элементар иш ифодасидаги 6 fi мумкин булган кучиш 
олдидаги коэффициентга тенг деб караш мумкин:

Бунда 1г регулятор айланувчи цисмларининг (шарлар бу ^исобга 
кирмайди) z уеда нисбатан инерция моменти / 0 билан ф бурчакка 
борлиц шарларнинг z увда нисбатан инерция моментлари йиринди- 
сига тенг:

Шундай килиб, системанинг кинетик энергияси умумлашган коор­
динаталар оркали куйидагича ифодаланади:

П =  — 2  mgl cos ф

п  дП о / •Q = — —  =  — 2  mg /sin  ф. 
д ф-

(38.20)

(38.21)

Г  =  - 1 ( 7 ^  +  / ^ ) .

/ х =  / 0 +  2  ml2 sin2 ф 
Шарларнинг х  уеда нисбатан инерция моменти

/ 2 =  2  ml2.

Т  =  у  [ ( /0 +  2 mP sin2 ф ) р2 +  2 ml2 ф 2].

Берилган система учун
А ЛТ* ГЯТ 

UI ор и Р
Д Л'Г ДТ

*  дф ф



куринишдаги Лаграижнинг II тур тенгламаларини тузиш учун зарур 
булган кинетик энергиянинг ^осилаларини ^исоблаймиз:

—-  =  ( / 0 +  2 /л /--sin2 ф),8 , - j -  —
dl ар

=  4 ml2 sin ф cos ф ф р +  (/<> +  2 ml2 sin2 ф ) р ,
дт л дТ  о /2 d дТ  0 ,,  

—  =  0 ,  —  =  2  т / 2 ф , — —  =  2 m / - t p ,ар
ОТ

д Ф дф

----  =  2 /и/ 2 sin ф cos ф В2.
с) ф

(38.23)

(38.24)

(38.20), (38.21) ва (38.23) ни (38.22) га цуйсак,

4 ini'- sin ф cos ф ф р +  (/„ +  2 ml2 sin2 ф) р =  — k (ф —  ф0),

2  ml2 ф — 2  ml- sin ф cos ф р2 = — 2  mg I sin ф.
Системанинг (38.18) асосий харакат атрофидаги кичик тебранишла- 
ринн караймиз. Бунинг учун куйидаги алмаштиришни киритамиз:

<Р=фо- | * .  Р =  Ро +  ^ =  ®0 +  1/ .  (38.25)
Бунда х ва у  лар ф ва р узгарувчиларнинг кичик орттирмаларини 
ифодалайди. (38.25) ни (38.24) га киритиб, цуйидаги тенгламаларни 
оламиз:

4 ml2 sin (ф0 +  х) cos (ф0 + х ) х  (ю0 +  у) +  
+  [ / 0 +  2 ml2 sin2 (ф0 +  х)]у = — kx, 
х  — ~  (Ро ~г У)~ sir. (2  ф0

+  у  sin (ф0 +  х) =  0 .

I О ,Л I I I
(38.26)

Асосий харакат атрофидаги кичик ^аракатларни текшириш учун 
барча ^адларни биринчи тартибли кичик ми^доргача аииклик билан 
хисоблаймиз. Бунинг учун sin х  да х, cos х  «  1 деб фараз к,иламиз. 
Натижада (38.26) ни куйидагича ёзиш мумкин:

( / 0 +  2 ml2 sin2 ф0) у  +  2 m I2 sin2 ф0 • ро * +  kx  =  0 , 

* —Ро sin 2ф0у +  ( ~  cos Фо — р2 cos 2 ф0 ) л: =  0 . (38.27)

Шундай 1\илиб, системанинг асосий х,аракати атрофидаги кичик ха- 
ракатлари учун (38.27) куринишидаги иккита узгармас коэффициент­
ли чизикли дифференциал тенгламалар системасини оламиз. Улар­
нинг ечимини

х =  Схеи , у  - c j *
куринишда излаймиз. Бунда Clt Са лар узгармас микдорлар. У хрл- 
да (38.27) га мос характеристик тенглама



( — ■ +  sin2 Фо) *-3 +  Pos i r *2 Фо (1 +  2 cos5 ф0 +

2 m l3 / 2 m l  

куринишда ёзилади. Бунда

/°7 )51 + ТГ7г Ро^ 2 Ф о = 0

а0 =  —2— +  sin2 ф0, a j =  О,
I  mi~

«2 =  Й Ф о ( 1  +  2  c o s 2 Ф0 +  у У .

° 3 =  ~^inF Sin ^ Ф°

белгилашларни киритсак, а0 Я3 +  а Д  +  а3 =  0  тенглама ^осил була­
ди. Бу характеристик тенглама илдизларининг годикий цисми манфий 
булишини ифодаловчи Раус — Гурвиц шартлари

at > 0 ,

О О

Ё  2 г й1аг-а°а з> 0 ’
о ,

=  а3(а1а2 — а3ав) > 0

куринишида ёзилади. Курилаётган хрлда а0 >  О, а2 >  0, а3 >  О, 
«1 = 0  булгани учун Раус — Гурвиц шартлари цаноатланмайди, би­
нобарин, регуляторнинг ^аракати тургун булмайди.

39-§. Х>аракатни оптимал бошцариш ^ацида умумий тушунча

Техникада объектларнинг д;аракатини бошцариш ва бошцаришнинг 
энг яхши усулини танлаш алохида а^амиятга эга. )^озирги куида 
бошцариладиган объектлар .деярли хар ка дам да учрайди; автомобиль, 
самолёт, регуляторлар билан жихозланган турли электр асбоблари 
ана шулар жумласидандир.

Бошцарилувчи объектни бир х;олатдан бошца хрлатга турлича 
усулларда утказиш мумкин. Бундай ^олларда энг цулай йул билан 
утишни аницлашга олиб келадиган оптимал бошцариш масаласига 
дуч келинади.

Механик система нукталарига таъсир этувчи баъзи кучлар воси- 
тасида содир буладиган ^аракатлар бошкарувчи — одам (ёки авто­
матик цурилмалар) воситасида бошцарилиши мумкин. Масалан, само- 
лётнинг ^аракатини учувчи ёки автопилот воситасида бошцариш 
мумкин. Техникада учрайдиган бундай масалалар боигцарши функ- 
цияси цатнашадиган, масалалар дейилади. Агар бошцариш функ- 
цияси ва таъсир этувчи кучлар маълум булса, у ^олда ^аракатни 
бошцариш берилган объектнинг мазкур кучлар таъсиридаги *;арака- 
тини аницлашга дойр оддий масалага келтирилади.



Бошкаришнинг (,\аракатнинг) оптималлиги олдиндан белгиланган 
сифат белгисига цараб аник^ланади. Масалан, икки пункт орасида 
учадиган самолётнинг энг циска вацтда манзилга етишини бош^а- 
риш масаласида сифат мезони учишга сарф булган ва^т, максимал 
юк ташиш масаласида эса сифат мезони ташилган юкнинг огирли­
ги билан ифодаланади Купинча механик системанинг харакат диф­
ференциал тенгламалари

~~£~т' f  1» ^2> ^1» ^2» (39.1)

ёки
%  =  /  (*, и) (39.2)
at

куринишдаги тенгламалар системасини та^лил 1\илишга келтирилади. 
Бунда jcp x2t хп лар системанинг берилган ондаги хрлати, х j
тезлигини ифодаловчи мивдорлар, uv и2, , ик лар эса бош^а- 
риш параметрларини ифодалайди. Масалан, т\три чизицли ^аракат- 
даги автомобилнинг ^аракатини унинг босиб утган йули s ва ^ара- 
кат тезлиги v билан характерлаш мумкин. Бу катталиклар вактнинг 
функцияси сифатида узгаради ва улар двигателнинг тортиш кучи 
F ни ^айдовчи томондан узгартириш орцали бош^арилади. Бу маса- 
лада F бош^арувчи параметрни ифодалайди.

Одатда, бош^ариш uv и2, , ик параметрлари ихтиёрий бул- 
май, уларга маълум шартлар куйилади. Масалан, и — автомо­
биль двигателининг тортиш кучи булса, и параметр 0  <  и <  иг 
куринишдаги шартни цаноатлантириши керак.

Бошлангич t =  t0 пайтда система х0 ^олатда булиб, / =  /А пайт­
да уни хх ^олатга олиб келиш талаб цилинса, боьщариш масаласи

%=flx, и (01

дифференциал тенгламаларни ушбу

*(*о)=*о. *(*l) = * 1  

чегаравий шартларда ечимга эга буладиган u(t) бошцариш 
циясини танлашга келтирилади. Бу масаланинг ечйми x(t) 
бошцаришнинг сифат мезони

I  =  ] f 0[x(t), u(f)]dt
io

формула буйича ^исобланади.
^аракат дифференциал тенгламалари (39.1) ёки (39.2) тенглама­

лар билан ифодаланадиган, механик системанинг ^аракатини опти- 
мал бошцариш масаласи (39.3) функционалнинг мумкин булган энг 
кичик цийматини аницлашга келтирилади.

Мисол тарицасида полати иккинчи тартибли

функ-
булса,

(39.3)



дифференциал тенглама билан тавсифланадиган объектнинг ^арака- 
тнни бошцариш масаласининг куйилишини келтирамиз.

(39.4) да и — бошцапувчи \а к щ т  параметр б\либ, у
—  1

шартларга буйсунади.
х  =  х, х = х  фазавий координаталарда (39.4) тенглама 

нормал система куринишида ёзилади:

1 * = У
\ y = f ( x ,  У, и), 

f  функцияга баъзи чеклашлар цуямиз, чунончи бу 
барча аргументлари буйича узлуксиз дифференциалланувчи 
тенгсизликларни цаноатлантиради деб фараз ^иламиз:

f ( x ,  у, +  1 ) > 0 ,  f(x,  у, — 1) <  0, барча х, у  лар учун (39.7)

=  0, lU Z dbJ*  > 0 , барча *, у, и лар учун (39.8) 
ди дх

(39.4) богщариладиган объект учун берилган бошланрич ^олатдан 
ноль тезликли х  =  0  нуцтага энг тез тушиш масаласини цараймиз, 
бошцача айтганда, (3 9 .6 ) объект учун координаталар бошига тушиш 
масаласини цараймиз.

Барча цуйилган шартларни цаноатлантирадиган чизикли объект
сифатида х =  и тенглама билан тавсифланадиган объектни курса­
тиш мумкин. Бу чизикли объектдан «кам фарцланадиган» ночизицли 
объектлар ^ам юцорида цуйилган шартларни цаноатлантиради.

Куйилган масалага олиб келадиган ушбу «квазиамалий» масала- 
ни курсатиш мумкин. Ер атрофида доиравий орбита буйлаб ^ара- 
катланаётган космик станцияда ^алокат ^олати юз беради ва тез 
ёрдам бериш талаб цилинади.

Ёрдам бериш учун Ердан ракета кутарилиб, у станция томон- 
турри чизикли ^аракатланмоцда (станциянинг кучишини ^исобга ол- 
ган ^олда, 6 8 - шакл). Айтайлик, бу турри чизицда сано^ боши х  =  0 
сифатида ракетанинг станция билан мулжалланаётган учрашиш нуц- 
тасини олиб, координаталар киритамиз. У холда ракетанинг ^аракат 
тенгламаси (агар ракета массасининг ёцилри ёниш ^исобига узгари- 
шини *;исобга олинмаса)

k
т х  =  ф ( х , иН -----------г

т ' (jc+r )2

куринишда ёзилади, бу ерда унг томондаги биринчи кушилувчи — 
тортиш кучи, иккинчи кушилувчи эса Ернинг тортиш кучи (г — стан- 
циядан Ер марказигача булган масофа). (39.7) шартларнинг бажа- 
рилиши мутлацо табиийдир. и =  +  1 да («тула олра») унг томон 
f  мусбат, и =  — 1 да эса (тормозлаш двигателларининг ишга туши- 
рилиши) эса манфий.

(39.5) 

куйидаги

(39.6)

функция 
ва ушбу



Космик СГАИЦИ*

68- шакл

(39.8) даги биринчи тенгсизликнинг х  > — г да (яъни ракета 
нинг ^аракат зонасида) бажарилиши ^ам худди шундай табиийдир, 
бу бевосита текширилади. Шундай цилиб, (39.7), (39.8) шартлар 
бажарилади, улар ракета станцияга етиб келиб, Ерга цайтиш пай­
тида ^ам худди шундай бажарилади (69-шакл).

/
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Б. АМАЛИЙ МАШРУЛОТЛАР

1-§. Узгарувчилари ажраладиган дифференциал 
тенгламалар

Узгарувчилари ажраладиган дифференциал тенгламаларга дойр 
бир кечта мисол курайлик.

. dy 1
1- м и с о л .  — =  — тенгламани ечинг. 

dx х
Е ч и ш.  Тенгламанинг унг томони (—  оо, 0 ) ва (0, оо) очи^ 

оралицларда узлуксиз. Биринчи интеграл учун дг0 > 0  да ь;уйида ги­
га эга буламиз:

X
С  d x  ! х  .

У — I Ь У о — 1н “  +  Уо- 
J * Хи
Хо

Бу ечим 0 <  х  <  оо оралицдаги барча х  ларда аницланган.
— о о < а : < 0  оралик учун ^ о < 0  бошлангич цийматда куйидаги 
ечимни хрсил киламиз:

х
У - \ — +Уо =  In |дг| — In \хв\ + у 0 =  In — + у„

J  X  XQ
Хо

2 - м и с о л .  — х  =  0  тенгламани ечинг.

Ечиш.  Хрсилага нисбатан ечиб, куйидаги иккита тенгламани 
>*осил киламиз:

j - = - srV~X, у  =  — Ух~, 0 < Х <  ОО.
d x  d x

3 3
2 —  2 —Бу тенгламаларпп интегр^ллаймнз: У = Л— х 2 + С , у  ---------х 2 +
3 3

з
2 —+  С. Биринчи тенглама у —• +  — х 2 ярим кубик параболанинг бит­

та тарморидан у  ук^а нисбатан параллел кучириш билан ^осил бу- 
ладиган ярим кубик параболаларнинг кутарилиб борувчи оиласи 
(битта параметр) ни аницлайди (70- а шакл); шунга ухшаш, иккин­
чи тенглама пасайиб борувчи тармоцлар оиласини аницлайди (70-6 
шакл).

Равшанки, * > 0 ,  — оо <  у с  +  оо ярим текисликнинг ^ар бир 
нуцтаси оркали ^ар бир тенгламанинг битта ва фацат битта интег­
рал эгри чизири утади.



Агарда биз берилган тенгламани 
унг томонлари бир цийматли булган 
иккита тенгламага ажратмаганимизда 
эди, у ^олда тула ярим кубик пара- 
болалар оиласини ^осил цилган булар 
эдик, биро^ бу ^олда царалаётган со- 
^анинг ^ар бир нуктаси оркали иккита- 
дан эгри чизи^ утган булар эди (70- в  
шакл).

3-м и с о л .  — =  у 2 тенгламани
dx

ечинг.
Ечиш.  К*уйидагига эгамиз:

d x - * - ! -

У2
ёки буни интеграллаб,

у .
Cdy . i . i
J У2 У Уо
у о

у -
—  — х +  х0 
Уо

ни ^осил ^иламиз. Бу умумий ечимдир, бундан таш^ари у  =  0 ху­
сусий ечим >̂ ам мавжуд. Уни умумий ечимнинг алмаштирилган
шакли у  = Уо дан ^осил ^илиш мумкин, бирок* у 0 =  0

1 — Уо(х— Х0)
да орали^ ^исоблашлар цонуний булмаслигини куриш осон. Агар 
умумий ечимни х = ----- - +  С, у = ------куринишда олсак ^ам

у  =  0  хусусий ечим бу умумий ечимдан С нинг >̂ еч бир кийматида 
^осил булмайди.



4 - мис о л .  x (y z — 1 )dx +  y{x2— l )dy = 0  тенгламани ечинг. 
Е ч и ш .  Узгарувчиларни ажратамиз, бунинг учун тенгламанинг 

иккала томонини (у2 — 1)(л;2 — 1) га буламиз:

Умумий интеграл билан ифодаланадиган эгри чизик;лар оиласи­
нинг умумий куриниши 71-шаклда курсатилган. Хусусан, С =  0 да 
ушбу 4 та тугри чизик;ни эдоил циламиз: х = ±  1, у =  ±  1 (л; =  
=  ±  1 ва у =  ±  1 ^ийматлар узгарувчилар ажратилганидан кейин 
махражларни нолга айлантиради); улар квадратурадан ^осил булиши 
мумкин эмас эди, чунки унда In | С | интеграл узгармаси ^осил бу­
лар эди, демак, С Ф  0 .

5 - м и с о л .  Идишдан сую^ликнинг окиб чщиихи. Гидравликада 
сувнинг эркин сиртидан h чу^урликда жойлашган тешикдан сувнинг 
v тезлик билан оциб чи^иш цонуни

формула билан берилиши келтириб чи^арилади, бу ерда g  — огир­
лик кучи тезланиши.

Баландлиги 10 см, учидаги бурчаги а =  60° булган ва сув би­
лан тулдирилган конус воронка берилган. Унинг пастида юзи 0,5 см2

xdx ydy

х  - -  1 i f  -  1

71- шакл

v =  0 ,61 /2gh см/с



булган тешик булсин (72- шакл). Сувиинг 
оциб чикиш тезлиги топилсин.

Ечиш.  Изланаётган функция вацт- 
нинг исталган t пайтида сувнинг баланд- 
лигидан иборат. Сувнинг оциб чициш 
тезлиги v хамма вгцт h билан биргалик- 
да узгариб боради. Бироц, агар чексиз 
кичик вацт оралири dt олинса, у ^олда 
у ни узгармас деб ^исоблаш мумкин (биз 
М -► 0  да Д/ га нисбатан юцори тартиб­
ли кичик миедорларни ташлаб юбора- 
миз). Вацтнинг t дан t +  dt гача орали- 
гида оциб чицадиган сувнинг ^ажмини 
икки усул билан ^исоблаймиз. Бир то­
мондан, тешик оркали асоси 0,5 см2 ва баландлиги vdt булган ци­
линдр хажмидаги сув оциб чицади; унинг учун изланаётган хажм 
бундай булади:

—  dV =  —  0,5vdt =  — 0,3 У 2gh dt.
Иккинчи томондан, сувнинг оциб кетиши сабабли h баландлик 

dh манфий орттирма хрсил цилади, оциб ^чицкан сув ^ажмининг 
дифференциали бундай ифодаланади:

— dV =  nr2dh =  я  (Mg 30°)2 dh =  - h 2dh.
3

— d.V учун топилган иккала ифодани тенглаб, h ва t ни борловчи 
куйидаги дифференциал тенгламани ^осил ^иламиз:

I
— h2dh =  — 0 ,3 V 2 g  h 2 dt.
3

Бу тенгламага t эркли узгарувчи ошкор кирмайди. Узгарувчиларни 
ажратамиз:

л — dh- 

'  — 5 S W  1 ' ^ + С - - 0 , 0 3 1 4 ^ + С.

С ихтиёрий узгармас бошланрич шартлардан аницланади: t =  0 да 
h =  10 га эгамиз, бу ердан С «  0,0314-105/2 ва изланаётган хусу­
сий ечим бундай булади (t га нисбатан ечилган):

JL —
/» 0 ,0 3 1 4 (1 0 2 — /г2).

Сувнинг идишдан тула окиб чи^иб кетиш вацти ни h =  0 шарт- 
дан топиш мумкин:



6-мн со л. Агар пулат аркон (канат) осма куприкнинг учлари- 
дан Н =  5 м баландликда, уртасидан эса h =  4 м баландликда 
жойлашган булса, у ^андай эгри чизик; буйлаб осилиб ту ради (куп­
рикнинг узунлиги 21 =  20 м)?

Ечиш . Пулат ар^он текислигида куприкнинг буйлама кесими 
буйлаб х уцни утказамиз, у уцни эса пулат ар^оннинг уртаси ор^а- 
ли вертикал утказамиз (73-шакл).

1

► н
Q

h<

V---------- V
1). by J *

7 3 -  ш а к л

Пулат ар^оннинг АВ 1̂ исми куйидаги учта куч таъсири остида 
мувозанатда булади: А нуцтадаги таранглик кучи Q, В ну;чтада пу­
лат аркон буйлаб йуналган таранглик кучи ва куприкнинг А ва В 
орасидаги цисмининг огирлиги. Куприкнинг огирлигига нисбатан пу­
лат арцоннинг огирлиги жуда кичик булганлиги учун уни ^исобга 
олмаслик мумкин.

Куприкнинг О ва Вх орасидаги цисмининг огирлиги Р узунлик 
х га пропорционал: Р =  kx.

Бу кучлар узаро мувозанатда булганлиги учун улар проекция- 
ларининг

Q, =  — Q, тх =  т ф.
Qy = 0, Ру =Р = — kx, Ту = Т sin ф.

алгебраик йириндиси нолга тенг булиши лозим. Бу ташкил этувчи- 
ларни кушиб, ^уйидагини ^осил циламиз:

Т cos ф — Q =  0, |
Т sin ф —  kx =  0 J

ёки
Т cos ф =  Q, 1 
Т sin ф = kx, j 

Иккинчи тенгламани биринчи тенгламага булсак,



Бироц tg  ф =  ^  булганлиги учун бу ердан осилит чизири  диффе­

ренциал тенгламасини >̂ осил циламиз:

^  =  ( 1. 1) 
dx Q

(1.1) тенгламани ечиб,

</“ *2+ С  (1.2)

умумий ечимни хрсил циламиз. Бошланрич шартлар:

1) х  =  0 да у =  h =  4.
2) х =  ±  / да у = Н = 5.

Бундан

4 =  • О2 +  С, у >̂ олда С =  4

ва

5 = — I2 + 4, -  =
2 Q 2 Q Г1 100

Топилган узгармасларни (1.2) умумий ечимга цуйиб, эгри чизицнинг 
изланаётган куйидаги тенгламасини ^осил циламиз:

у. =  _L *2 +  4 
100

ёки
Г*2V — 4 — — .
100

Бу учи (0; 4) нуцтада булган параболадир.

1-дарсхона топширицлари.
Тенгламаларни ечинг:

1. sec2 х tg у dx+ sec2 у tg xdy =  0.
Ж : tg лг-tg у =  С._____

2. V ' 1 — х'2 dy +  V 1 — у2 dx =  0.
Ж: arc sin x +  arc sin у = C.

3. у (1 +  ex ) dy — ex dx =  0.
Ж: y2— 2 In (1 +e*)=C.

4. (1 — y)dx-\- xdy =  0.
Ж: * — (1 — y) ■ С =  0.

5. Радийнинг парчаланиш цонуни ^уйидагидан иборат: парчала- 
ниш тезлиги радийнинг мавжуд микдори R га пропорционал. R нинг



t га богли^лигини топинг. Дифференциал тенглама тузиб, 1600 йил- 
дан кейин радийнинг бошлангич миедоридан ярми цолади деган 
тажриба маълумотларидан пропорционаллик коэффициентини аник;- 
ланг.

Ж: R = Rq& °*°00433  ̂ в а ^ т  йил хисобида.

1- мустацил иш топшириклари 
Тенгламаларни ечинг:

1. х  У 1 +  у -  + У у  1 +  Л? - ^  =  0 .
d x

Ж: V l + y *  + V l  +  *а =  С.
2. sin2 хdy +  sin2 ydx =  0.

Ж: ctg * +  ctg у = C.
3. dy — cos (л: +  у) dx =  0.

Ж: x + C=  t g ^ p .

4. у' cos2 x— 5 Y 1 — у2 = 0 .
Ж: у =  sin (5 tg л: +  С).

5. Шундай эгии чизицларни топингки, улар учун абсциссалар 
у^и, эгри чизик;нинг абсциссалар уци билан кесишиш нуцтасидан 
узгарувчи ординатагача булган ёйи ва бу ордината билан чегаралан- 
ган юзи ордината узунлигининг п- даражасига (п >  1) пропорционал 
булсин. Ихтиёрий узгармас цандай геометрик маънога эга?

Ж: у = k (х — *о)"-1 » k — маълум катталик; х0 — абсциссалар 
у^и билан кесишиш нуктаси (ихтиёрий узгармас).

2-§. Бир жинсли дифференциал тенгламалар
Аввало бир жинсли дифференциал тенгламаларни ечишга мисол- 

лар келтнрайлик.
1-мисол. Бир жинсли

d y  _ _  2 х у  

d x  х 2 —  у г

дифференциал тенгламанинг умумий ечимини топинг.
Ечиш: у = и-х белгилашни киритсак, — =и + х- — тенглама

d x  d x

. d u  2 и  
U + Х -----

d x  1 — и 1 

ёки
d u  и и г X ~
d x  1 —  и 2

куринишга утади. и ф  0, хФО деб фараз цилиб, охирги тенглама­
дан узгарувчилари ажралган



П — и2) du dx 
и +  и3 х

тенгламани хрсил циламиз. Тенгликнинг чап томонидаги ифодани 
содда касрларга ёйиб ва интеграллаб,

In х +  In (и2 +  1) — In и = In С ёки —и - =  С
и

ечимни топамиз, и =  — булганлиги учун, урнига куйиб х2 + у2 = х
=  Су ечимга эга буламиз.

Энди х =  0 ва и =  О ^олларни ало^ида текширамиз. 
х =  0 булгани учун dx = 0 булади, лекин уни тенгламага цуйиб

булмайди, чунки dx махражда катнашяпти. и =  О, ёки — =  0, ёки
.V

у =  0 булгани учун dy =0  булади, уни тенгламага цуйиб у = О 
нинг махсус ечим эканига ишонч хрсил циламиз.

2- м и с о л. 9у —  — 18ху +  Ах3 =  0 дифференциал тенгламани 
dx

ечинг.
Е ч и ш. у =  г2, — =  2г — алмаштиришни бажарсак, берилган 

dx dx
тенглама

еки

9г2 • 2г — — 18*г2 +  4*3 = 0
dx

9г2 -  — 9лгг2 -h 2лг3 =  О
dx

куринишга утади. Бу бир жинсли тенглама. Шунинг учун
dz . duz =  их. — = и + х —  
dx dx

алмаштириш оркали узгарувчилари ажралган
9u3du _|_ dx _  q

9 и* — 9 и3 +  2 х 

тенгламани ^осил циламиз. Яна бир бора и2 = v деб,
9vdv 2dx __  q

9 v1 — 9v +  2 x

ёки
6dv 3 dv ^  2dx_q

3v — 2 3v — 1 x 

тенгламани ^осил циламиз. Бу тенгламани интегралласак,
(Зр — 2)**» __

3v — 1



(Зи2 —  2)*х4 _ г ( № - 2 х * ) *  _ г (Зу— 2хй) р  
Зы3 —  1 ’ Зг2 —  jc - ’ 3 у - х 1

умумий ечимни ^осил ^иламиз.
3-мисол. Параболик кузгу. Параллел нурларни битта нуктага 

туплайдиган кузгу шаклини топинг. Кузгунинг фокал ватари 8 га 
тенг эканлигини билган ^олда кузгу сирти тенгламасини тузинг.

Ечиш. Изланаётган сиртнинг Оху текислик билан кесимида 
тенгламаси умумий куринишда y=f(x) булган чизи^ни хрсил цила- 
миз. Нурлар х уада параллел равишда унг томондан тушсин. Коор­
динаталар бошини ^айтган нурлар фокусига цуямиз (74-шакл).

7 4 - ш а к л

Z. SMT =  Z. Т'МО, 'чунки тушиш бурчаги ^айтиш бурчагига 
тенг, р бурчак эса МТ'О учбурчакнинг таш^и бурчаги, шунинг^учун 
у 2а га тенг:

Р  =  2 а , (2 . 1)
у хрлда

t g  р  =  t g  2 а  =  2  tg  а  
1 — tg 2 а

демак,

£
х

2 —
dx

- ш *

t g  р  =  -  , t g  а  = У  =  j ,  
х dx

У 2 /  еки — =  —!—
1 -у'*

(2 .2)

Бу масаламизнинг дифференциал тенгламасидир. С^нгги тенгламани 
у' га нисбатан ечамиз:

у(у'У +  2ху' -  у =  О,

у’ — —х ± У х г+У°'
у

бу бир жинсли тенглама. 

2 7 2



Ани^лик учун плюс пшорани олиб ва у’ ни ^  га алмаштириб, 

умумий махражга келтирамиз:

(2.4)

у  X1 +  у1 =  X +  у
Уни у =  их алмаштириш ёрдамида ечиб, (2.3) тенгламанинг к,уйида- 
ги умумий ечимини оламиз:

у* =  2Cx +  C V  

§KH t/-2 C (x  + j )

Биз параметри р = С ва умумий фоку- 
си координаталар бошида булган пара- 
болалар оиласини ^осил цилдик. Шарт- 
га кура изланаётган параболанинг 
фокал ватари 2р =  8, бундан р =  С =
=  4, у ^олда изланаётган кесим тенг­
ламаси бундай булади (75-шакл):

у2 =  8 (х +  2)— парабола.
Оху текислик ихтиёрий олинганли- 

ги учун, биз шундай кесимларни х уц 
оркали утказилган исталган текислик- 
да ^осил циламиз. Бу ердан изланаёт­
ган кузгу сирт х уци атрофида айла­
ниш параболоиди булади, унинг тенг­
ламаси эса

у2 +  г2 =  8 (х +  2) дан иборат

2- дарсхона топширицлари 
Тенгламаларни интегралланг.

_  2  ух 
dx '

75 шакл-

1. ‘Л-:
Х2+У2

2. ? -  =  - ( 1  +  \ny-lnx).
dx х

Ж: хг — у2 = Су, у =  0.

Ж: у =  хеСх.

3. у2 +  х2- £  - x y jx- Ж: ех =Су, у =  0.

4. (х — у cos ±)dx + x cos -  dy =  0. Ж: sin i .  =  1П* + С .
\  X I  X X

2-мустацил uui топширицлари. 
Тенгламаларни интегралланг:
I   7 v  ! 7 _ / 0 „  -7.. 3)



2. (* +  2у +  1) ^  =  2х +  4х +  3.
dx

Ж: в'0*-20* =  с(5х +  Юг/ +- 7).

Ж: е -2аг̂ 'г  1±2 =  С ( у  +  2)
л: — 3

4. (лт +  # ^  =  а2.
dx

Ж: х =  — у  +  arctg у + с.
а

3-§. Бир жинсли. тенгламага келтириладигаи дифференциал

Бир жинсли тенгламага келтириладигаи дифференциал тенгла­
маларни ечишга дойр мисоллар карайлик.

1-мисол. Ушбу тенглама ечилсин:

Уни бир жинсли тенгламага айлантириш учун куйидаги алмашти­
ришни бажарамиз:

Натижада куйидаги бир жинсли тенгламани оламиз:
d n  _  t  +  п  
d t  I  — Л  '

уни г) =  урнига куйиш ёрдамида ечамиз. Узгарувчилари ажра­
ладиган куйидаги тенгламани ^осил циламиз:

тенгламалар

х =  I +  h, у  =  ri +  k, dx =  dl,  dy  =  dr\,
у хрлда

dx\__I -Ь n ~t~ ^ Ч~  ̂— 5
d t ~  t - r \ + h l - k - l  ' 

h Ea k ни куйидаги шартлардан топамиз:

/i =  3,
бундан k =  у холда

х — £ +  3, 
у  =  г\ + 2.



dl
I

(1 — и) du 
1 +  и 2

Интеграллаймиз:

In I =  arctg и ---- - In (1 +  и2) +  In С, бу ерда и = ^
еки

In (х — 3) =  arctg у— - — ~  InX — О & .1 + ( Ы )
Алмаштиришлардан сунг  ушбуни ^осил циламиз:

arctg =  In V(х — 3)* +  (у — 2)'“ +  С.

+  1п С.

х  —  3

2-мисол. Ушбу тенгламани ечинг:

(x +  y —  2 ) d x + ( x  —  y  +  4 ) d y =  6. 
Ечиш. Бу ерда

1 1а b 
ai Ьг = — 2ф0.1 — 1

Тенгламани бир жинсли тенгламага айлантириш учун цуйидаги 
алмаштиришни бажарамиз:

x = l  +  h, у = г) +  k, dx = dl, dy = dr\t
у хрлда

(£ +  Л +  Л +  Л — 2 ) -(- (£ — — & +  4 )d%> —  0. 
h  ва k  ни куйидаги шартлардан топамиз: 

h  - f -  k —  2 = 0 .  |

ft_ 4 +  4 =  0 . |  бу 4 =  3
ва x = \ — 1, y = т)4-3. Натижада цуйидаги бир жинсли тенгла­
мани хрсил ^иламиз: (| +  л) d\ + (i — л) ̂ Л = 0*

Буни л =  и • I  'урнига цуйиш ёрдамида ечамиз ва узгарувчилари 
ажраладиган

(1 +  2 и — u2)dl +  £(1 —u)du =  0

тенгламани ^осил циламиз. Узгарувчиларни ажратамиз:
< f |  ( I  — и ) d u  _  q

Интеграллаймиз:
1 +  2 и — иг

In £ +  — In (1 +  2и — и2) =  In С



I2 • (1 + 2 и — и2) =  С, бу ерда и = — = -—
I  Х + 1

Узил-кесил цуйидагини >;осил ^иламиз:

(* +  D! [ I +  T T r - ( ’- T T H = c
ёки

(х +  I)2 +  2 (у -  3) (* +  1) -  (у -  З)2 = С.
3-дарсхона топиш рщлари

Тенгламаларни ечинг:
1 • (2х 4~ 3у 2) dx 4~ (4х -j- 6у 4- 3) dy =  О 

Ж: х -j- 2у 4~ In (2.x -f~ 3у) =  С.
2. (х + у +  l)dx + (2x + 2y-l)dy = 0 

Ж: х — 2 (х +  у) — 3 In (х +  у — 2) =  С.
3. (2х — у +  1) dx + (2у — х — 1) dy =  О.

Ж: х~ — ху у2 х — у — С.
4. (х — 2у +  3) dx +  (2х — у + 4) dy =  О 

Ж: (х +  у — I)2 =С(х — у + 3 ).

3- мустакил иил топшири̂ лари
Тенгламаларни ечинг:
1. (2х 4~ Зу — 1) -j- (4х -j- 6У — 5) dy — О 

Ж: Ъх 4- бу 4- 9 In (2х +Зу — 7)=С.
2. у' = х +  у ~ 2- тенгламанинг М( 1, 1) ну^тадан утувчи ечимини

у  —  х  —  4

топинг.
Ж: а:2 — у2 4- 2*у — 4х 4- 8у — 6 =  О 

% dy =  х 4- у — 3
dx х — «/ — 1

_____________________  arctg - —!
ж .  С / ( х -  2)* +  (</ -  I) 2 =  <? *~2.

4. (х— у — 1)dy =  (х +  у — 5)dx.
Ж: arctg У-^\- =  In V(x — З)2 +(у — 2)2 + С.

х  —  3

4- §. Биринчи тартибли [чизикли дифференциал тенгламалар

Биринчи тартибли чизикли дифференциал тенгламаларнинг ечи- 
лишига дойр мисоллар курайлик.

1-м ис ол .  Ушбу тенгламаии ечинг:



dy  , 2x^ — y t g * -
dx cos x

Ечиш. у  =  u v  алмаштиришни бажариб, цуйидагини хрсил ци-
ламиз:

еки

и  ни

du , du . 2х
и ----- b V ------ uvtgx =  -------- -

dx dx c os x

dv . / du . \ 
u ----- h V ' ------- a t g *  =

2x
dx \dx  °  I cosx

du , ~
------- U tg X =  0

dx

буладиган цилиб танлаймиз. Интегралласак,
1In и  =  — In cos я ёки а =

cos х

v  ни узгарувчиларн ажраладиган
dv 2х  /4 1ч

И -  = ---- (4.1)
dx  cos jc

дан топиш учун
1 dv 2х

cosx dx cosx

тенгламанинг хусусий ечимини танлаб олсак кифоя. и нинг урнига 
унинг цийматини (4.1) тенгламага цуямиз:

dv =  2xdx\ v =  *а +  С.
Умумий ечим узил- кесил куйидаги куринишни олади:

У = ----- (*2 +  С).
COS X

Бу системани ихтиёрий узгармасни вариациялаш усули (Лагранж 
усули) билан ечиш мумкин. Унинг мо.\ияти ^уйидагидан иборат: 
мос бир жинсли тенгламанинг умумий ечимида С узгармас шундай 
С (*) функцияга алмаштириладики, натижада бир жинсли тенглама­
нинг умумий ечими бир жинсли булмаган тенгламанинг умумий 
ечимига айланади.

Бизнинг .̂ олда бир жинсли тенглама ва унинг умумий ечими 
мос равишда бундай ёзилади:

у  — '/tg* = 0  dx

у = — ,
cosx

бу ерда С — ихтиёрий узгармас.



Q
Энди С нинг х нинг функцияси ва у = ----- бир жинсли бул-

cos х
маган тенгламанинг ечими деб ^исоблаб, цуйидагини топамиз:

d y __sin  х £  ^  1 dC
dx  cos x  cos x dx

у ва <—У— ни~дастлабки тенгламага куйиб, С(х) функцияни аниклаш
dx

учун ушбу дифференциал тенгламани хрсил циламиз: 
sin  х 1 dC q  sin х _  2х
cos2x  cos х dx cos x  cos x

бу ердан dC = 2xdx ва С (x) =  хг +  C1% бунда Cx — узгармас, энди 
чизикли тенгламанинг умумий ечими бундай булади:

х- -J- C jУ = -------- -•cos X

2- мисол. Ушбу тенгламани ечинг:

ех* (у' +  2ху) = 2х ёки у' +  2xi/ — 2хе ~х*
Е ч и ш .  у = uv алмаштиришни бажарамиз:

ы — +  и — +  2х uv = 2хе ~х' 
dx dx

и ни

— +  2 хи =  О
dx

буладиган цилиб танлаймиз:

—  +  2xdx =  0, In u +  х2 =  In С -• x2 
u

—Xяu =  e
Энди

dv n —x*u — =  2 xe 
dx

тенгламада u нинг урнига унинг цийматини цуйиб,

е ~х' — — 2хе ~х*
dx

ни, уни интеграллаб эса, v =  х2 +  С ни ^осил циламиз. Демак, 
берилган тенгламанинг умумий ечими

у =  е ~х‘ (х2 +  С)
куринишга эга.

3-мисол. Ушбу тенгламани ечинг:

(х2 +  у2 — 2х — 2 у) dx +  2 (у — 1) dy =  0.



y1~ 2 y = t  (4.2)
алмаштирнш йули билан куйидаги ч и з и к л и  тенгламага келтирилади:

2 (У — 1) dy =  dt 
(4. 2) алмаштириш бажарилганидан кейин тенглама 

(*2 +  2х +  /) dx + dt = О
ёки

А*

(4.3)----\~ t хш 2.x — О.dK
куринишга келади. Бу t га нисбатан чизикли тенгламадир. Уни 
Лагранж усули билан ечамиз:

— +  t =  О; 1п / +  х =  In С
dx

t = Се~х
f  = С'е~х— Се~х

t ни (4. 3) тенгламага цуямиз:

С'е~х +х2 + 2х = 0 ,

=  0,у-+(хг + 2х) е * 
dx

С = - ехх* + С, t = y*-2y =
= (С1-е хх*)е ~х

ёки

*2 +  У2 —  2 у = Се~\
4 - мисол.  Эгри чизи  ̂ абсциссаси

2 га тенг нуцтада уринма абсцис­
са узининг мусбат цисми билан 45° 
бурчак ташкил цилади. Уринманинг ор- 
динаталар увидан кесадиган кесмаси 
уриниш нуктаси абсциссасининг квад- 
ратига тенг. Шу эгри чизиц тенглама- 
сини тузинг (76- шакл).

Е ч и ш .  Уринма тенгламаси:

Y - y = ^ ( X - x ) .* d x
Уринманинг ординаталар увидан ажратадиган У0 кесмаси цуйида- 
гига тенг:

dy
У о — Ь у +  —  (—х)у Х0—0.

dx



dx

Масала шартига кура бу кесма х2 га тенг.
Масаланинг дифференциал тенгламаси:

у —х ^ = х 2. (4.4)
dx

Бу чизикли тенглама булиб, уни ечсак, (4. 4) тенгламанинг умумий 
ечими

х- — Сх +  У =  0 (4. 5)

ни ^осил киламиз. Бошлангич шартлар: х = 2 да — =  tg 45° =  1.
dx

(4. 5) тенгламадан:
2х —  С +  — =  О,

d x

С=  2* +  ^  =  2-2 +  1, С = 5 .
dx

Изланаётган эгри ч и зщ  тенгламаси бундай булади:
у +  х2 — Ъх =  О.

4- дарсхона топширщлари 
К̂ уйидаги тенгламаларни ечинг:

1. у ' ------ 2 _ = х .v 1 +  жг
Ж: у =  1 + * 2 +  C K T + F .

2. Ск — 2ху — у 2)-у'  +  у 2 =  0.
Ж: к у р с а т м а .  у — аргумент, х эса функция деб олинсин.

х = у2( 1 +  Се*).

3. ( * * + * * + 1 ) #  +  ;чк1х =  0.
Ж: к у р с а т м а .  Тенглама х2 = t  шакл алмаштириш оркали чи- 

зицли тенгламага келтирилади. 
уА +  2х2у2 +  2 у2 =  С.

4* У ' — yc0sjc =  sinxc0sjc.
Ж : у  =  — sin лг — 1 +  Се situc.

4- мустацил ииг топширицлари
куйидаги тенгламаларни ечинг:
1. (1 +  х2) у' — 2ху =  (1 +  я2)2.



Ж: у= хг — 1 + C W - 1 .
4. (у2- в х ) у '  + 2 у = 0 .

Ж: Су3 =  у5— 2л:.

5-§. Бернулли ленгламаси
Бернулли тенгламасининг ечилишига мисоллар келтирамиз.
1-ми со л.  х у - — 4у =  л;2 у Бернулли тенгламасини ин- 

тегралланг.
Е ч и ш .  х ф О, уФО деб фараз цилиб ва тенгламанинг иккала 

томонини х Y У га булиб,

—— — — 4у =  x2Y  у
V V **

тенгламани ^осил киламиз. У п =  у  булган Бернулли тенглама- 

сидир.
1 г —  dz 1 dy z =  у  у, — =  — -  —

*  dx 2 у  у dx
янги узгарувчини киритиш оркали

— — 2 — — — 
dx х “ 2

чизикли тенгламани .%осил циламиз.
Аввал чизикли бир жинсли тенгламани ечамиз, яъни:

dz 2z -  dz 2 dx— =  — еки — =  —  
dx х г х

ни интеграллаб,
In z =  2 In х +  In С ёки г =  сх2 

ни ,%осил циламиз. Энди узгармасни вариациялашни цуллаймиз:

— =  2Сх +  х2 — •
d x  d x

Буни чизикли бир жинсли булмаган тенгламага к;уйиб,

2 С х+х- ^ - 2- ™ = ±
dx х 2

ёки
dC  =  _1_ 
dx 2х 9

С =  — In х  +  С,
2 1

ни *осил циламиз. Демак,

z  = x 2( c i + y l n x  J



ечимга эга буламиз.
2-мисол Физикада R царшилик ва L  узиндукцияга эга бул­

ган занжирда i ток кучи ва Е  электр юритувчи куч орасида цуйи- 
даги муносабат хосил цилинади:

Е  = R i  +  L - .
d t

Агар Е  ни t нинг берилган функцияси сифатида цараладиган булса, 
бу ток кучи i учун чизикли дифференциал тенгламадир. Уни цуйи- 
даги куринишда ёзамиз:

di , . R  . Е  / с  1\
7i +  Z l -~ I-  (51)

(5. 1) тенгламани t=  0 да ; =  0 бошлангич шартларда Е =  const 
деб (ток, узгармас электр юритувчи куч булмаган занжирни улаш) 
ечинг.

Еч и ш  Бир жинсли чизикли тенгламани интегралласак

- *  /
d i  R  А* ‘ Г *  L— = ----- at у i =  Се
i L

ни беради. Узгармасни вариациялаш урнига (5.1) тенгламанинг уму­
мий ечимини, унинг хусусий ечимини бирор узгармас А сифатида 
танлаб топамиз. Уни тенгламага цуйсак,

L L R
Шундай ки ли б , (5. 1) тенгламанинг умумий ечими бундай булади:

F  ^i =  £  + Се 
R

С ни t =  0, i = 0  бошлангич шартлардан ани^лаймиз-

0 =  - + С ,  С =  —  —.
R R

Изланаётган хусусий ечим бундай булади:

£
/ =  0 да ток кучи 0 га тенг, кейин -  узгармас цийматига тез

R
эришади (узгармас токнинг царор топиш жараёни).

3 - мисол. Эгри чизи  ̂ узгарувчи нуцтаси радиус-векторининг 
квадрати бу ну^та оркали утказилган иормалнинг у уедан ажрат-



ган кесмасига тенг. Эгри чизи  ̂ (3, 0) ну^тадан >тади. Унинг тенг- 
ламасини тузинг.

Е ч и ш .  Узгарувчи нук;та радиус-векторининг квадрати х- -f у2 
га тенг. Нормал тенгламаси:

Y - y  = - % ( X - x :).
dy

Нормалнинг у уадан кесадиган кесмаси (X =  0 да):
\/ dx IY=XT +у-dy

Масала шартига кура х2 +  У2 =У, ёки
о I о dx . х- + у- = х— +у,

dy
ёки

dx i f  У / о ^
-------Х  =  - -------- ^  =  (уг —у)х ,
dy X X

^  — х =  (у2 — у) х~] тенглама х га нисбатан Бернулли тенгламаси. 

Уни ечиб,

х2 + у2 = Се2у
умумий ечимни хрсш киламиз. Эгри чизиь̂  (3, 0) ну^тадан утгани 
учун

С =  9.
Изланаётган эгри чизи  ̂ тенгламаси:

х2 4- у2 = 9е2у
4-м и с о л .  Нуктанинг исталган t вактдаги v тезлиги ва уртача 

тезлиги айирмаси шу ва^т ичида утилган йулнинг квадратига про­
порционал. i =  0 да s =  s0= 0  ва v = v0 =  1 ни билган о̂лда ^аракат 
цонунини топинг.

Е ч и ш .  t пайтдаги тезлик
dsv = т  dt

га, ^аракат бошлангандан утган t ва^т ичидаги уртача тезлик

V =  =  у  (чунки s0 =  0)

га тенг. Масала шартига кура
О —V =  ks2, [k] =  1(см-с) 1 ,

бу ердан ^аракатнинг куйидаги дифференциал тенгламасини ^осил 
циламиз:



Бу Бернулли тенгламасидир. Буни ечиб, (5. 2) тенгламанинг уму­
мий ечими

21s — ------- - ----  (5.3)
Р + с  J

ни хрст циламиз. Бошлангич шартлар: 

Биро^

t  =  0 да -  =  1.
dt

d s =  2Р  —  2 С  

dt  (/2 +  С)2 ’
Бундан

l = 2 - = f ,  С ----- 2.

Буни умумий ечимга цуйиб, ^аракат конуни тенгламасини ^осил ци- 
ламиз:

2ts = -------------
/2__2

ёки
21

S ------------- .2 - / 2

5-дарсхона топилирицлари 
Тенгламаларни ечинг:

1. cos х — =  у sin х +  cos2*.
d x

Ж: у =  — ---------Ь 4 - sin х +
c o s  х  2  2  c o s  х

2 .^  = 2ху — х3+х. Ж: у = Сех‘ + — х2.
d x  2

3. i » + _ L _ . j '
<1* 1+х* -rtl+ л 1)

4, Нормал абсциссалар увидан узгарувчи нуцта радиус вектори- 
нинг квадратига тенг кесма ажратади. Эгри чизик* (0, 3) нуктадан 
утишини билган холда унинг тенгламасини тузинг.

Ж: х2+у2 =  9е2х.
5- мустацил иш топишрицлари.

Тенгламаларни ечинг:
Ь У' + 5 у  =  ху2. Ж : У =



2. ху' — 3у +  х2у2 = 0. Ж: у = ----- j------ ---------
Т ( * - ‘) + С

3. у' +  2ху =  2х3у3. Ж: 4* =  Се 2* +  х2 +  —.У1 2

4. 0 '+ - * - г  +«/2 = 0 .  Ж: «/= '
*  +  1 (1 +  х) (С +  1 п 11 +  х \)

5. Уриниш нуктаси координаталарининг урта геометриги урин­
манинг ординаталар увидан ажратадиган кесмасининг уриниш нуц- 
таси ординатасининг иккиланишига нисбатига тенг. Эгри чизиц 
(1, 1) нуктадан утишини билган ^олда, унинг тенгламасини тузинг. 

Ж: ху — 1 ва х — у{х — 2)2 = 0.

6- §. Тули^ дифференциалли тенглама.
Интегралловчи купайтувчи

Мавзуга дойр мисолларнинг ечнлишнга намуналар келтирамиз.
1- м и с о л .  (За:2 +  6ху2) dx +  (6х2у +  4у3) dy =  0 тенгламанинг 

чап томонини тули^ дифференциал эканини текширинг ва уни 
ечинг.

Е ч и ш  М =3х2+6ху2, N = 6х2у +  4у3.
д М  , п д М  , 0—  =  12 ху ва — =  12ху. 
ду дх *

Демак,
дМ __ dN
ду дх

шарт бажариляпти.

^  =  Зх2 +  6 ху2, U = x* +  3 х2у2 +  ф (у) 
дх

ф' (у) ни ^исоблаймиз:

ф' (у) =  — 6х2у =  N — 6х2у - 4у3, ду
Ф (у) =  у* +  С. Демак, тулик; интеграл

и = х 3 +  Зх2у 2 +  У* =  С.
Энди интегралловчи купайтувчини куллаш орцали ечиладиган 

дифференциал тенгламаларга дойр мисоллар курамиз.
2- м и с о л . ^2ху +  х2у +  - j j  dx +  {х2 +  у2) dy =  0

тенгламани ечинг.
Е ч и ш .  Бунда

дМ dN_
ду  дх _2х +  х2 +  У2 — 2х _  j

N х* + у *



d In u . x=  1, |i =  « .
dx

ел 12xy +  x2y +  !£) dx + e x (x2+y2)dy =  0
3,

тенглама тула дифференциалли тенглама. Уни интеграллаймиз: 

v =  J  ev[2xy +  х-у +  у )  dx +  ф (у) =  у J  е х (2х +  х2) dx +

+  j  ех + (р (у) =  уех[х2 +  ^ )  +  ф(г/).

Ф (у) ни топиш учун — ни ^иссблаймиз ва уни М {х, у) N (х, у) ду
га тенглаштирамиз: ех (г2 +  у'2) +  ф' (у) = ех (х2 +  у2), бундан 
ф' (у) =  0 ва умумий интеграл

уе

3- м и с о л . —----у tg х =  cos х тенгламани ечинг.
dx и s

Е ч и ш .  Бу тенглама е $ ie'xdx =  cos х интегралловчи купайтув- 
чига эга, тенгламанинг иккала томонини унга купайтириб

cos xdy — у sin xdx — cos2 xdx =  0
га эга буламиз, бундаги чап томон тула дифференциал, интеграл­
лаб топамиз:

у cos х — J  cos2 xdx =  С
ёки

х  1у cosx — ------- — sin х cos х = С — умумий интеграл.

4- м и с о л . {х — у) dx +  (х +  у) dy =  О тенгламани ечинг.
Т. 1 1 „ оЕ ч и ш .  и ------------------------------- — ----------  юпаитувчига

х ( х  — у ) + у ( х  +  у)

тенгламанинг ^ар иккала томонини купайтириб ва гуру^лаб 
xdx  +  ydy xdy  —  ydx  __ ^ 

х2 + у 2 х2 +  £/2
ни оламиз, ёки

4 - d In (х2 +  у2) + d (arctg — ) =  О,
2 \ х  J

бундан
у— arctg

ух2 + у1 =Се
4- м и с о л . (х — у2) dx -f  2xydy =  0 тенгламани ечинг. 
Е ч и ш .  Тенгламани иккита гуру^га ажратамиз:

(xdx) +  (— y2dx +  2 xydy) =  0.



Биринчи ^авснинг интегралловчи купайтувчиси 1 эканлиги аён, 
интегралловчи купайтувчининг умумий ифодаси |ах =  Ф глг); иккинчи
^авснинг интегралловчи купайтувчисини — га купайтириб (узгарув-

ху
чилари ажралган

_ d x _  : 2ydy  0 
х 2 у -

тенгламага эга буламиз. Умумий интеграл: vt = — =  С. Иккинчи
дг

1 / и~'^авснинг интегралловчи купайтувчиси li2 = -----  яЬ / — ). Энди ib
ху1 \ х )

ни шундай танлаймизки, |л2 нинг куриниши jlц нинг куринишида 
булсин, яъни фа^ат v нинг функцияси булсин. Бунинг учун г|)(и2) =  
=  vz ни куйиш етарли эканлиги куриниб турибди, шундай цилиб,
пировардида [я =  —!— . Берилган тенгламани |ii га купайтириб

dx . 2xydy  — y2dx
X X1

га эга буламиз, бундан
1пх +  — =  С.

X

6- дарсхона топширщлари
куйидаги тенгламаларнинг чап томони тулиц дифференциал эка­

нини текширинг ва уларни ечинг:

1. ( — sin — — — cos — +  1 \ dx +  cos —  —  — sin —  +
\ y  у X X I \ x  X  у- у

+  j;)d y -0 .

Ж: sin —  — cos — :+  x ---- — =  C.
X x у

2- (----------— r V *  +  (—\ x  (х —  у)г 1 \ X — у- У j

Ж: ——----\- In —  =  C.
x — y  y

3. (e x sin у +  x) dx + (ex cos у +y)dy =  0.
Ж: x2 +  y2 +  2ex sin у — С.

куйидаги тенгламаларни интегралловчи купайтувчи киритиш ор- 
к,али ечинг:

4. y3dx +  2 (х2 — ху2) dy =  0.
Ж: ; 2 In г/ — — =  С.

х2у х
5. (х2у2 — 1 )dy +  2ху3 dx =  0.

Ж: х2у +  — = С.
УК у р с а т м а  x2y2dy +  2xyzdx учун умумий интегралловчи ку-



пайтувчини топиб ихтиёрий функцияни шундай танлаймизки, у х га 
борлиц булмасин.

6 .  (1 — x2y)dx +  x2(y — x)dy =  0 , (р. =  (д.(лг>) .
Ж: ху2 — 2х2у — 2 =  Сх.

6-мустщил uui топширицлари
Берилган тенгламаларнинг чап томони тула дифференциал экан- 

лигини текширинг ва уларни ечинг:

I. +  4- edx- xi> - 0 .  Ж: К н Т + р  +
| /  1 +  х - + у ‘ х- +  у2

+  arctg — =  С.
2 -2xdx_+ ^3x2dy ^ 0 .  Ж —- = С

у З  уп у З  у

3. (х +  sin у) dx +  (л:cos у +  sin у) dy =  0 
Ж : -j- х2 +  л: sin у— cos у — С.

К,уйидаги тенгламаларни интегралловчи купайтувчи киритиш ёр- 
дамида ечинг:

4. (2ху2 — y)dx + (y2+x +  y)dy =  0.
Ж: *2 — —  +  у + \пу = С.

У
5. (2х3 + Ъх2у +Уг — У3) dx 4- (2у3 +  3ху2 +  х2 — х3) dy =  0.

Ж: Ц = ---- 1------ -?-+ ху +  у* =  С.

6. (х cos у — у sin у) dy +  (х siny +  у cos у) dx =  0.
Ж: К у р с а т м а  \i =\х(х) = ех

(х sin у + у cos у — sin у) е х =С.
7-§. Х>осилага нисбатан ечилмаган биринчи тартибли тенгламалар

1. /г-Даражали биринчи тартибли тенгламалар. Бундай тенгла- 
малар умуман
F(x, у, у') =  Ап (х, у) ( у У  +  Ап- Х{х, у) (у')'1' 1 +  + А ,  (х, у) =  0
куринишда берилади.

1-мисол. Куйидаги тенгламани ечинг:
У'2 +УУ' — х2 —ху =  0.

Ечиш. Тенгламани у' га нисбатан ечиб ёки чап томонини ку- 
пайтувчиларга ажратиб, куйидаги иккита тенгламани ^осил цила- 
миз:

1) у’ =х% 2) у’ =  —у —х.
Унг томонларнинг иккаласи а̂м бутун Оху текисликда бир циймат- 
ли ва узлуксиз; мос равишда куйидаги иккита ечимга эга буламиз:



2-мисол. Тенгламани ечинг: ху'2— 2уу' +4х =  0. 
Ечиш.  Тенгламани у' га нисбатан ечамиз:

У _ у ±  V  У2 — 4х2

Радикалли битта формула билан ифодаланган иккита тенглама зуэ- 
сил булди. Бу тенглама бир жинсли булиб, у куйидагича интеграл­
ланади:

У . du , / —5------ , :du dx—  =и, u +  x— = u ± V и2 — 4, - — - = — , 
х dx ± . у  и2 — 4 х

\п(и±Уи3— 4 )=1 пд :— 1пС, и±уги2— 4 =  —

ёки

± Vu2— 4 =  —  — ы.
С

Бу тенгликнинг иккала томонини квадратга ошириб, соддалаш- 
тирсак:

х2 =  2иСх — 4С2

ёки дастлабки узгарувчиларга кайтсак,
х2 = 2С (у — 2С).

Биз параболалар оиласини хрсил к,ил- 
дик, шу билан бирга текисликнинг 
у2 — 4х2 >  0 буладиган (яъни у' учун 
тенгламанинг илдизлари з̂ аци̂ ий ва 
^ар хил буладиган) ^исмининг х̂ ар 
бир ну^тасидан оиланинг иккита эгри 
ч и з и р и  утади (77-шакл).

2. Узгарувчилардан бирини ошкора 
уз ичига олмайдиган тенгламалар.
Куйидаги долларыи курайлик:

A) F(x, у’) =  0
а) *  =  Ф(р), р =  у’
3- м и с о л. ev' +  у' =  х тенгламани 

ечинг.
Ечи ш. Бу тенглама у' га нисба­

тан элементар функциялар оркали ечил- 
майди, лекин у х га нисбатан ечи- 
лади:

х = ер +  р,
сунгра 77- шакл



dy — pdx — p(ep +  1) dp

У= j  P(ep+  1 )dp = e”(p— l) +  y - + C-

Шундай ь̂ илиб, биз x ва у ни р нинг функцияси цилиб ифода- 
ладик.

б) х =  ф (О, Р  =  Х(0. У' =  Р •
4- м и с о л. х3 +  р3 — 3хр =  0 тенгламани ечинг.
Е ч и ш. х ва р учун параметрик ифодани ^осил ^илиш ма^сади- 

да р = tx деб оламиз. Буни берилган тенгламага цуйиб ва х2 га 
цис̂ артириб, топамиз:

/ 1  I V3\ 04  31 з / 2x(l+ t3)=3t, х = ----- , р = ------.
4 ' 1+/3 г 1+/з

Ушбу муносабатни ёзамиз:
dy=pdx= ™ ^ . w ^ n dtt З г ( 1 - 2 ^ ^

*  Г  1 + / 3  ( 1 + / 3 ) 2  *  J  (1 + / 3 ) 3

Интеграллаш учун и =  1 + t3 узгарувчини киритамиз: 
3С(3-2фи = 9 С ± _ 6 С*и =
J и3 J и3 J U2

+  r-^ -r +  C.2(1 + < 3 ) 2  l + t 3

Б) F(y, у')=  0, у' =р.
5-ми со л. у = р +  \п р, р = у тенгламани ечинг. 
Ечи ш. К,уйидагига эгамиз:

dx - H —L l l + ± ) dp = HL + ± ,  *  =  i „ p — !_ + с .
Р Р \  Р )  Р Р* Р

6- м и с о л. р3 — (а — ^) =  0, р =  у' тенгламани ечинг.
Ечиш. у — pt деб олиб, берилган тенгламадан ^уйидагини ^о- 

сил киламиз:
а/2 „ at3р =  ------, сунгра у = ------ . ̂ 1 +  р. ■ r v 1 + 1*

dx= —  муносабатдан

dx=i + i _ «№+*> д _ з ± г . а  
(й* ( i + ^ ) s i + ( !

ни ^осил ^иламиз, бу ердан

* = j ’ f r ? ‘“ “ I ‘" + 2 I - i ^ “ ' + 2 a r c t g ' + c -
Ушбу



1 +Z2
тенглама берилган тенгламанинг параметрик шаклдаги тенгламаси- 
дан иборат.

7-дарсхона топширицлари 
Куйидаги тенгламаларни интегралланг:
1- (У')г-У + у'(х — у)—х =  0.

Ж: у = х  +  С; у=У С *—х2
2. (у')3 — (*2 +  *У +  У2) (у')2 +  С*3*/ +  +  *У2) У' — х2у3 =  0.

Ж : у = 4 - * 3 + С ;  у =  У = ё = Г
3. x{y'f=  1 +  у'

Ж: д: =  /8 +  **, у =  - j  i2 +  2t +  С.
4. (у')3 + у 3 — 3уу' =  0.

w  3<* , , , 1 + 1 Ж: у =  ;------ ;x  = —t +  In-
l + f ’ / 1 — t + P

7-мустащл uui пшпширщлари
Куйидаги тенгламаларни интегралланг:
1. х2 (у')а — 2ху у' +  у3 =  *2у2 +  я4 

Ж : у =*sh(jc +  C).
К у р с а т м а .  Тенгламани у' га нисбатан ечиб, —  =и  деб бел-X

гиланг.
2. х(у')2 +  2ху’ — у =  0.

Ж: (у — С)2 =  4х С.
3. (у')3 — *3(1 — у') = 0 .

Ж: х = 1-----?■ y =  - L _ ^ + ^ + C .

4. У2(У' — 1) = ( 2 — у')2.
Ж: у = х —С — 1

х — С

8-§. Клеро ва Лагранж тенгламаларига параметр киритишнинг
умумий усуллари

Клеро тенгламасини ечишга дойр мисоллар курайлик.
1-мисол. Тенгламани ечинг:

у  = * у ' + у ' 2.

Ечиш. у' =  р — р j деб олиб,

У =  хр +  р2.
га эга буламиз. * га нисбатан дифференциаллаб топамиз:

dp | о



“7" С* +  2р) =  О,
ах

бундан:

1) —  =  О ёки 2) л: +  2р =  О.
dx

1-^ол. =  О, р = С, яъни -^ -=  ̂  ва умумий ечим у= С х + С 1.

2 - ^  о л. л: +  2 р  =  О, бу ерга у =  хр +  р2 ни >;ам бириктириб ва 
р ни чикариб,

Ау +  х2 =  О
махсус ечимга эга буламиз.

Изо^. Агар х ва у ни Декарт 
координаталари сифатида ^арасак, 
у ^олда умумий ечим турри чизи -̂ 
лар оилавидаи иборат, махсус ечим 
эса тугри чизи^лар оиласининг 
уровчисини беради. Бу ^олда уров- 
чи параболадан нборат.

2-мисол. Эгри чизиеда утка- 
зилган уринма турри бурчакли ко­
ордината уклари билан юзи узгар­
мас 2 га тенг булган учбурчак 
^осил к и лади. Бу эгри чизи^ни 
топинг (78-шакл).

чизик, уринмасининг кесмалардаги

78- шакл.

Е ч и ш . Изланаётган 
тенгламасини ёзамиз:

Шартга кура

эгри

. ± . + J L = i .
а Ь

=  —  =  2, a b =  4,
2

яъни b =  —  ва биз ушбу эгри чизицлар оиласига эга буламиз:

J L + 2 L = i .
а 4

(8.1)

Бу оиланинг дифференциал тенгламасини топамиз. (8.1) ни х буйича 
дифференциаллаймиз ва а ни чи^арамиз:

а2 =  —— +  = 0 , а2у' +  4 =  0, 
а 4

4

у'

а ни (8.1) га цуямиз: __
хУ —у'



y = x y '  + 2 V —y'. (8.2)
Бу Клеро тенгламасидир. Унинг умумий ечими:

у =  Сх +  2У^С. (8.3)
Бироц бизни изланаётган эгри чизицни берадиган махсус ечим ^и- 
зи^тиради. Сунгги тенгликни

у =  рх +  2 У^р
1МИЗ. Уни -

(
тиб, х буйича дифференциаллаймиз:

куринишда ёзиб, уни топамиз. Уни — — р эканлигини назарда ту­
ях

dp

b L= p +  x± + 2 - ^ ^
dx dx 2 Y  — Р

1 =0.
ёки

dx dx V - - P  
ССнгги тенгламани

V —p)
куринишда ёзиб, икки ^олни курамиз:

1) = 0 , р = С, у = Сх + Сг,

( * - ^ У = 0 ' Р = ~ ~ 7 '
Охирги тенгликка у  =  рх -f- 2У  — р  тенгликни бириктириб ^амда р 
ни чикариб

ху =  1
эканлигини топамиз. Бу тенг томонли гиперболадир.

Энди Лагранж тенгламасини ечиш усулини цараймиз.
3- м и с о л. у  = 2xi/' — у"г тенгламани ечинг.
Еч иш . у' =  р  деб белгилаймиз, у х,олда

у  =  2хр— р 2.
Бу тенгликни х  буйича дифференциаллаймиз:

4С = 2р +  2 х '£ - 2 р £
dx dx dx

ёки ~~~Р  булганлиги учун

р=2р +  2(х — р)̂ £.
еки



еки

р + 2(х — р)4В. = 0 , ах

[р ̂ - + 2х=2р. 
dp

Бу х га нисбатан чизикли тенглама. Уни ечамиз:

р *£+ 2х = 0, ^ + 2- ^  =  0, \пх + 2\пр =  1пС.dp х р
X =  С1рг, , '  =  ^ - 2 р ^ = С : _ 2 С

р3р* Р“

ни (8.4) га цуямиз:

— ■- Ч + Ц [= 2 Р >  С'=2р\ 
Р Я- Р2

С =  -|р * + С 1.

Демак, умумий ечим куйидагича булади:

С 2 . C iх — —  =  —  р +  — , 
р* 3 р2

у = 2рх — рг.

8- дарсхона топширщлари
1. К,уйидаги Лагранж тенгламасини ечинг:

i/= * i/ '2 +  J/'2.

Ж: у = { У Г П  + С)\ у =  0.

2. куйидаги Клеро тенгламаларини ечинг: 

г) у = ху' — \у'г •

с 3Ж: у = Сх — ~  ва у =х3

б) у = ху' — К Г + У 5

Ж: У  = Сх— V l+ C 2 ва t/2+ x 2 =  l.

ч • , 2у'в) I/ =  **/ + ^ 3 7 -



Ж: у = Сх — - ва (у — л:— 2а)2 = 8х.
8-мустацил иш топширицлари

1. Куйидаги Лагранж тенгламасини ечинг:

У = х[^-+У') +  #'2-

Ж: у = Сх +  С2 +  1 ва у = 1 ----— .
4

2. куйидаги Клеро тенгламаларини ечинг:
а) у = ху' +  у' — у'2.
Ж: У =  Сх +  С—С2 ва 4у = (х +  I)2.
б) у = x y '+ V  1 —У'2.
Ж: y = C x+V l—C2 ва у2— х2 = 1.
\ - , 1в) У=ху + — .

У

Ж: у — Сх +  ва у2 =  4л:.

9-§. Траектория ^ациДаги масалалар

Мисоллар курайлик.
1-мисол. Ушбу айланалар оиласининг ортогонал траекторияси- 

ни топинг:
х2 +  у2 +  2Су =  0. (9.1)

Ечиш. Аввал С параметрни чицариб, оиланинг дифференциал 
тенгламасини ^осил ^иламиз, бунинг учун (9.1) тенгликни х буйича 
дифференциаллаймиз:

2х + 2уу\+2Су = 0 .  (9.2)

Энди С ни ^9.1) ва (9.2) тенгликлардан чицарамиз. (9.1) тенгликдан

2 c = - ,xt + y*
У

ни топиб ва (9.2) тенгликка цуйиб, ^уйидагини ^осил циламиз:

2х +  2yyf — у' =  0
У

ёки

яъни



Бу л» +  у2 +  2Су =  О тенглама билан берилган эгри чизицлар 
оиласининг дифференциал тенгламасидир. Ортогонал траекториялар 
оиласининг дифференциал тенгламаси ушбу куринишга эга:

_ _ _ _ 1_ _  2  ху
у ’ X* — у- ’

яъни
у< _  У1 — х*

2ху

Бир жинсли тенгламага эга булдик. у =гх  деб олиб, уни инте­
граллаймиз:

, бундан х{1 +  г2)=С  ёки С = 2 С
1 + г »  х

деб ва г урнига г =  —  ни к;уйиб,X
х2 +  у2 — 2Сх -  О

ни з̂ осил циламиз. Бу л2 +  у2 +  2Су =  О оилага нисбатан ортого­
нал траекториялар оиласининг тенгламасидир.

2-мисол. Ушбу тутри чизи^лар оиласи
У =Сх

нинг бу оиланинг чизик;ларини тангенси tg а =  k  булган ос бурчак 
остида кесиб утувчи изогонал траекториялари оиласини топинг.

Ечиш. Берилган оиланинг дифференциал тенгламасини ёзамиз. 
у =  Сх ни х буйича дифференциаллаймиз:

*а = с
dx

Иккинчи томондан, шу тенгламанинг узидан

С = X
Демак, берилган оиланинг дифференциал тенгламаси

dy __ у  
dx X

куринишда булади. Энди

*±_k 
dy  __ dx

dx ~  k*Ml+l
dx

муносабатдан фойдаланиб, изогонал траекторияларнинг



dx

дифференциал тенгламасини ^осил циламиз. Т индексни тушириб 
цолдириб,

л k + ~dy  _  х

х
ни топамиз. Бу бир жинсли тенгламани у =  гх алмаштириш ёрда- 
мида интеграллаб,

In У х- +  у3 =  —  arc tg —  +  In Сk X
умумий интегрални ^осил к,иламиз, у изогонал траекториялар оила­
сини аницлайди. Бу оилага айнан цайси эгри чизи^лар киришини 
тасаввур этиш учун ушбу

—  =  tg Ф, У х* +  у3 — рX
^утб координаталарга утамиз. Бу ифодаларни изогонал траектория­
лар оиласи тенгламасига ^уйиб, цуйидагини ^осил ^иламиз:

1 п р = — ф +  1пС
k

ёки
ф_

р — Се
Демак, изогонал траекториялар оиласи логарифмик спираллардан 

иборат (79-шакл).



9-дарсхона топшириклари
1. Координаталар бошидан чи^увчи ярим турри чизи^лар оиласи 

у =  ах нинг ортогонал траекторияларини топинг.
Ж: X2 +  У2 =  С2.
2 .  Ушбу параболалар оиласи

у =  Сх2
нинг ортогонал траекторияларини топинг.

Ж: —  + - ^ = С 2.
4  2

Демак, берилган параболалар оиласининг ортогонал траектория- 
лари ярим уцлари а =  2С, & =  2 булган эллипслар оиласидан 
иборат.

3. х2 +  у2 = а2 айланалар оиласининг а бурчак остидаги (tga=£) 
изогонал траекторияларини топинг.

Ж: г = Се№
9- мустацил иш топшириклари

1. х2 — у2 = а2 (а — параметр) эгри чизицлар оиласининг ортого­
нал траекторияларини топинг.

Ж: 9 = — .X
2. х2 +  у2 =20 х айланалар оиласининг ортогонал траекторияла­

рини топинг.
Ж: Айланалар: у = С(х2 -f у2).
3. у = Сх турри чизик;лар оиласининг со =  45е булган хрл учун 

изогонал траекторияларини топинг.
2 arc tg— х

Ж: Логарифмик спираллар: х2 -\-у2 = е
10- §. Тартибини пасайтириш мумкин булган дифференциал тенгла­

малар

1. у(п) =f{x) куринишдаги тенглама. Бу ^тенгламанинг умумий 
ечимини топиш учун унинг чап ва унг томони п марта интеграл- 
ланади.

1-мисол. у'" =cos2jc тенгламани ечинг.
Е ч и ш . у" =  J cos 2 xdx =  sin 2х +  С1(



2. F (x, у , у , y(n)) куринишдаги тенглама. Бу тенгламани 
ечиш учун у' = р алмаштириш бажарилади.

2- м и с о л. (х +  2) у" +  у’ =  0 тенгламани ечинг.
Еч и ш . у' = р, у" =  р' десак, (jc -J- 2) — +  р =  0 булади.

dx

Бу ердан (х +  2) —  =  — р булади.

Интеграллаш оркали куйидагига эга буламиз:

Г — =  — ( -— — , In р =  — In (дс+ 2) + In С„
J  Р  Г * +  2

In р =  1 п(лг —j— 2)—1 -f-InCj, р =  —
X -j- I

Энди топилган р ни у' = р га ^уйсак,

у' = 7 ^ ’ У= ^ 1̂ d x  = Cl \n(x + 2)+Ct
ни ^осил циламиз.

Демак, г/ =  Сх In (jc -)- 2) +  С2 экан.
3. F (у, у', у", у(п))— 0 куринишдаги тенглама. Бу тенглама­

ни ечишда у'=р(у), у" = р— каби алмаштириш цилинади.dy
3-мисол. К, у в и ш ч и з и f и. Бундай кинематик масалани î a- 

райлик. Ох уцнинг мусбат йуналиши буйлаб узгармас а тезлик би­
лан Р нуцта з̂ аракатланмовда. Оху текисликда эса узгармас v тез­
лик билан М ну^та шундай ^зрахатланмо^даки, унинг тезлик векто- 
ри доимо Р нуктага цараб йуналган. М нуцтанинг траекториясини 
топинг (80-шакл).

Ечи ш. М нуктанинг тугри бурчакли декарт координаталарини 
{х, у) оркали ва Р нуцтанинг абсциссасини X оркали белгилаймиз. 
Масала шартига кура:



х — X 0 -j- at, (10.1)
dx2 +  dy2 = vdt\ (10.2)

- f  =  “  з г - - (10-3>dx X  — x

(10.1) тенгламадан X —x =  X0 — x-\-at ra, (10.3) дан эса

Xe- x  +  at = — ±  (104)

dx

га эга буламиз.
x ни эркли узгарувчи сифатида оламиз (у дан х буйича з̂ осила- 

ларни штрихлар билан белгилаймиз) ва t ни чицарамиз; (10.2) дан

л = J _ i r r r ? 5
dx v

ни оламиз; (10.4) тенгламани х буйича дифференциаллаб,

— 14- а  —  — УУ" — У'й 
dx У'2

ёки
dt_ = у £  

dx у '*

ни х,осил ^иламиз. —  учун топилган иккала ифодани тенглаб уш­

бу цувиш чизирининг дифференциал тенгламасини з^осил циламиз:

у" =  — • —  У Т П Г 1.
V у

Бу тенгламага эркли узгарувчи кирмайди; юцорида баён цилинган 
умумий усулга асосан янги узгарувчи у' =  р ни киритамиз; бундан

п dpУ =  р т 1, У *олда 
dy

dy v У
ёки

dy v у 
Узгарувчилар ажралади:

dp  __ a dy
р У 1 + р 2 v У ‘

Бу тенгликни интеграллаб (р манфий эканлигини эукобга олиб) то­
памиз:

dp
dp  _ __________

p / l  + Р 2



l n (  p + V  ( - у ) + 1 ) ( I n ^ + InC).

бундан:

T  + V  (y )a+1 = {Cy)

Ихтиёрий узгармасларни энг осон усу л билан киритиш учун Р ва М 
ну^талар у yi^a нисбатан битта параллелда ётган пайтда М нуцта- 
нинг ординатаси у0 га тенг (яъни цувиш М0Р0 ^олатдан бошланади)
деб фараз ^иламиз; бу пайтда, равшанки, —  = 0 , С= —  га тенг,

Р Уо
орали  ̂ интеграл бундай ёзилади:

T+VWP-(it < 1 0 ' 5 )

еки шакл алмаштирсак,
а

(10.6)
+1р/

(10.5) дан (10.6) ни айирсак,

- ( i f - ( i f
еки

а ф  v деб (биз а <  деб ^исоблаймиз, яъни М нукта Р нуцтани 
цувиб етиши мумкин) цувиш эгри чизирининг изланаётган тенглама­
сини иккинчи квадратурадан топамиз:

1+- 1 -- 
х  -  У» (  У \  и У» ( у  \  4 - с

2 ^ 4 _ - 5 _ j  \*/о/ 2 ^1— \ Уо /

бу ерда Сг бошлангич абсцисса х0 буйича у =у0 булганда осон т„- 
пилади. Узил-кесил куйидагига эга буламиз:



Учрашиш нуктаси абсциссасини у =  О деб, топамиз:

v =  v I аУо ____ __  av1 0 > ~\ хо ~г У о —-—vi — a1-К )
Ни^оят, ^увишнинг давом этиш ва т̂и:

rp _  Xi  —  Хп __ у 0У 

а у* — а1
10- дарсхона топширицлари 

куйидаги тенгламаларни ечинг:

1. у"' =  — .
X

Ж: у — х2 InVх -f- Ciх? -)- С%х -j- С3.
2. у"-ху'" +  у"'* =  0.

х3 с3 х̂
Ж: у =  Сг — 1-— (- С2х +  С3.

3 .  У У "  +  у'2 =  у2\пу
Ж: In у =  С1-ех +  Сге~х.

10- мустащл tuu топишрщлари 
Куйидаги тенгламаларни ечинг:
1. у'" =1пл:%

Ж- у  =  —  (in х — — j -f- C i х  -f- С,.

2. ( i — x2)y" — ху' = 0 .
Ж: у =  (arcsin xf -f Сх arcsin х +  С2.

3. у-у"-у’2=0.
Ж: у =  C / tX.

11-§. Чизикли тенгламалар
1. Чизикли бир жинсли тенгламалар.
1-м и со л. у" — у=  0 тенглама куйидаги иккита хусусий ечим­

га эга эканлигини текшириш осон: ух = еху у2 =  е~х. Уларнинг чи- 
зицли богли  ̂ ёки чизикли богли  ̂ эмаслигини аниклаш учун г̂ уйи- 
даги Вронский детерминантини тузамиз:

w[yv у2] =
х —Xе ех —-Хе —е =  — 2 # 0 .

Демак, ех ва е х фундаментал системани х,осил ^илади ва умумий 
ечим бундай ёзилади:

У =  Схе* +  С2е х.
Энди

£ ( 0 )  =  1, 7|(0) =  о, у2(0) =  0, у'2(0) =  1



бошланрич шартларни к4аноатлантирувчи yl (jc), у2(х) нормал фунда­
ментал системани тузамиз. Равшанки, у1 ва у2 лар ех ва 
е~х фуикцияларнинг чизикли комбинациялари сифатида ифодала- 
нади:

уг{х) = аех +  b е~х, у2 (х) =сех +  d е~х
а , Ьу с , d коэффициентларнн ани^лаш учун у х ва у, ечимларнинг 
бошланрич шартларидан фэйдаланамиз:

1 — о, -\- Ьу О — о — Ьу 0 — с d y I =  с — dy

бу ердан

_  J _  f e = J _  с = — d =  -
а~  2 ’ ~  2 ’ С 2 ’ ~  2 '

_ f I х _ gX_g—x
IJiix) =  ---- g---- =  Cfl X’ =  ----2----  =  X-

г/, ва i/2 функциялар ёрдамида Коши бошланрич шартлари: х =  
=  х0 да у =  0, г/' =  г/̂  ни ^аноатлантирадиган ечимни ёза оламиз. 
Бу ечим бундай булади:

у = y0chx +  y'0sh х.
2- м и с о л. Ушбу

(1 — л:2) у" — 2ху' -f- 2у =  О

тенглама ух—х хусусий ечимга эга эканлигига ишонч хрсил ^нлиш
_2 х

осон. Бизнинг холда at = ------  ва

формула ушбу ечимни беради:

1 d x  , 1 d x

2 I —г 2 1

p 2 x ix

(Г с)'-*1
ли  -

2

d x

xl
=  x j c —

] + с . } -

T + T l n r 3 ; ] + C ‘ } - Ci*+

Бу берилган тенгламанинг умумий ечимидир.
3-м и со л. Фундаментал функциялари х, х2, х3 булган тенглама­

ни тузинг.
Ечиш. Системани ушбу



У\> У2 Уп у
w \ур у2, » Упу У] = У\ У2 Уп у'

У{2П) yin) у(п)

формула буйича тузамиз. Шундай килиб,
х х2 х3 у 
1 2х Зх2 у'
0 2 
О .0

=  0.6* у"
б у'"

Бу детерминантни сунгги устун буйича ёямиз:
2*У" — 6х2у" +  12ху' — \2у =  0.

Бу ерда W(x) =  2х3 з̂ амда (— оо, 0) ва (0, +  оо) ораликларда нолга 
айланмайди. Бу оралицлар учун

т 3 „ , б , 6 пу ------ у -1------у ' — - у  = оX X X 3
дифференциал тенгламага эгамиз.

2. Чизикли булмаган Дифференциал тенгламалар
4-ми со л. у" +  у — Зх тенгламани курайлик. у = Зх хусусий 

ечим эканлигини куриш осон. Мос бир жинсли тенглама к у й и д а ги  
иккита чизик,ли эркли хусусий ечимга эга:

у1 =  cos х, уг - sin х.
Ю^оридагига асосан умумий ечим бундай булади:

у =  Qcosx +  C2sinx +  Зх.
Энди берилган тенглама учун Коши масаласини ечамиз. х =  0 да 
у =  1, у' =  — 1 бошлангич шартларни цаноатлантирувчи ечимни то­
памиз. Куйидагига эгамиз:

г/’ =  — Cj sin х +  Сг cos х +  3.
Бошлангич цийматларни цуйиб, Сг =  1, Сг +  3 =  — 1 эканини то­
памиз, бундан С2 =  — 4 ва изланаётган ечим цуйидагидан иборат:

у = cosx — 4 sin х +  Зх.
5- м и с о'л. (2х — х2) у" +  2 (х — 1 )у' — 2у =  —  2 тенглама цуйи- 

даги иккита хусусий ечимга эгалигини текширнш осон:

t/i= 1. Уг=х,
демак, мос бир жинсли тенглама уг = х — 1 ечимга эга. yt =  1 +  г 
ва у — ухг урнига цуйишларни биргаликда олиб, янги изланаётган г 
функцияни



У' =  (х — 1)г' +z, у" =  (х — 1)z" +  2г'
Олинган ифодаларни берилган тенгламага куйиб,

[(2х — х2) (х -  1 )>" +  2(2х — х2) + {х— I)2] г' =  О 
ни топамиз, бундан:

—  =  — -— +  2~ 2х, 2> =  с  2дс̂ !. =  _ с  + _ £ » _ .
г' х — 1 2х — х1 ( х — I)3 (л:—I)2

X — 1

буни у нинг ифодасига ^уйиб, умумий ечимни з̂ осил ^иламиз:
У — — Схх2 -|- С2 (х —  1) -{- 1,

11-дарсхона топширщлари

1. у" Н—— у' 4- у =  0 тенгламанинг ух =  хусусий ечиминиX X
билган холда уни интегралланг.

Ж: у =  С, +  С2 — .X X
2. y"sin2x = 2y тенгламанинг и. =  ctg х хусусий ечимини билган 

зфлда, уни ечинг.
Ж: у =С3+  (Са— С2х) ctg х.

3. cosx, sinх фундаментал системага эга булган тенгламани ту- 
зинг.

Ж: у” + у =  0.
4. х2у"— 2ху' + 2 у = 2х3 тенгламани бунга мос бир жинсли 

тенгламанинг у =  х хусусий ечимини билган з̂ олда ечинг.
Ж: У =  Схх +  С.jX2 +  х3.

X 15. у" +  ------у’ — ------у =  х — 1 тенгламанинг умумий ечимини

унга мос бир жинсли тенгламанинг хусусий ечимларидан бири у =  
=  ех эканини билган х,олда топинг.

Ж: t/ =  г +  С2х — (х2 +  1).

11-мустацил иш топширщлари
1. х3у" — Ъх2у" +  бху' — бу =  0 тенгламанинг умумий ечимини 

унинг ух =  х, у2 — х2 хусусий ечимларини билган з̂ олда топинг.
Ж: У =  Схх +  Сгх2 +  С 3Х3.

2. ху'" — у" +  хг/' — у =  0 тенгламанинг умумий ечимини унинг 
У х  = х  хусусий ечимини билган з̂ олда топинг.

Ж: у =  Схх +  С2 sin х +  С3 cos х.
3. cos2x, sin2x фундаментал системага эга булган тенгламани 

тузинг.
Ж: у" — 2ctg2x-#' = 0 .



12-§. Узгармас коэффициентли чизикли тенгламалар ва уларга 
келтириладигаи тенгламалар

1- м и с о л. у" — у =  0. Характеристик тенглама: k2 — 1 = 0 , 
унинг илдизлари турлича ва мос равишда kx =  1, =  —  1. Бу tp- 
дан мос хусусий ечимлар бундай булиши келиб чикади: ух = ех, 
у2 =  е~х. У ^олда умумий ечим бундай булади:

У — -f- С2е
2-мисол. у'"+у=0. Характеристик тенглама: k3 +  1 =  0, унинг 

илдизлари: kx =  — 1, &2 3 =  —  ±  Демак> умумий ечим ^уйи- 
даги куринишга эга:

X , _
у — Схё~х + 1 (с 2cosх +  С3sinхK rj*

3- м и с о л. у" — у" — у' + у =  0. Характеристик тенглама: /г3 —
— k2 — k +  1 = 0 , унинг илдизлари: kl =  fe, =  1, k3 =  — 1. Уму­
мий ечим:

у =  е (Сх 4~ С2х) 4- С3е
4- м и с о л. у1У +  8у" +  16у =  0. Характеристик тенглама: k4 —

— 8k2 +  16 =  0 ёки (k2 4- 4)2 =  0. Унинг илдизлари:
k x =  k t  =  2 iy k 3 =  k Al = [ —  2 i .

Умумий ечим:
у =  (С, 4- С2х) cos 2х 4- (С3 4- САх) sin 2х.

5- м и с о л. у" 4- у" =  х1 4- 1 +3xev тенгламани ечинг.
Ечиш. Маълум цоидага асосан биз ушбу у'" 4- у" = х2 +  1, 

у'" +  у" = Зхех иккта тенгламанинг хусусий ечимларини топиши- 
миз мумкин. Характеристик тенглама равшанки, куйидаги куриниш­
га эга: k3+k2 =  0, унинг илдизлари: кх =  к2 — 0, k3 = — 1. Дастлаб 
биринчи тенгламани цараймиз; унг цисмида курсаткичли купайтувчи 
йуц, демак, а =  0, лекин ноль характеристик тенгламанинг икки 
каррали илдизи; шу сабабли биз юкорида баён ^илинганларга асосан 
хусусий ечимни

Yx = х2 (,azx2 + ахх 4- а0) = а2х*л + ахх3 4- а0х2
куринишда излашимиз лозим; у хрлда

Y\ =  12 а2х2 +  6ахх 4- 2 а0, Y[" =24а2х -Ь 6а{.
Буларни берилган тенгламага цуйиб,

24а2х 4- 6ах 4- 12а2х2 4- х 4- 2а0 = х2 4- 1
ни ^осил циламиз.

х нинг бир хил даражалари олдидаги коэффициентларни тенглаб
12а, =  1, 24аа 4- =  0, 6ах 4- 2а0 =  1



тенгламалар системасини хрсил ^иламиз. Бу системадан
_ J _  = ___ 1_ = _з_

0,1 ~~ 12’ 3 ’ а° 2
коэффициентларнн ани^лаймиз. Демак,

1 4 1 з , з оу =  —  х ------ х3 Н------х~.
* 12 3 2

Иккинчи тенгламага утамиз, бу ерда а =  1, характеристик тенгла­
манинг илдизи эмас. Хусусий ечимни

у2 =ехф1х + ьь)
куринишида излаймиз. Куйидагини .топамиз:

У2 = е* Ф\Х +  +  6Х),
У2 = е1 (Ь1Х +  Ь* +  2ftj), К '" =  (6^ +  60 +  3^).

Буларни тенгламага цуйиб ва ег га цис^артириб,
b±x -f- b0 -|- Ь^х -J- b0 -f- 2^ =  Зл:

ни ^осил циламиз. Коэффициентларнн тенглаймиз:

2Ьх =  3, 2Ь0 +  5&х =  0, бундан Ьх =  — , Ь0 = -- — .
2 4

Изланаётган хусусий ечим:

'(i—т)'
Берилган тенгламанинг умумий ечими:

У =  * +  С* +  С3х +  —  х2---- — х3 +  —  *4 +

+

С1У Са, С3 — ихтиёрий узгармаслар.
6- м и с о л. у" — у = х cos хех тенгламани интегралланг.
Ечиш. а =Ь pi =  1 ± i  ифода k2 — 1 = 0  характеристик тенгла­

манинг илдизи эмас. Шу сабабли хусусий ечимни куйидагича излай- 
миз; унг томонни

2 2 

куринишда ифодалаймиз ва

y " - y = ± x e ^ i)x

тенгламанинг хусусий ечимини

Y1 = ( A x  +  B )e il+l)x
шаклда излаймиз:



Y\  =  [А (1 +  i)x +  B ( l +  i) +  A] eil+l)x,
Y\ =  [2 iAx +  2 Bi +  2 A (1 +  t)l e0+,)x.

Тенгламага цуямиз ва e(1+<)* га цисцартириб

2 (t —\)Ах +  [(2 г — 1)В + 2 А (/ +  1)] =  у  л: 

ни хосил киламиз, бу ердан коэффициентларни тенглаб топамиз: 

А = ~ 1~ 2 / , В = 7 - 1 '
1 0  2 5

гтт « * / — 1 — 2 /  . 7  —  i \  0 + 0 *  „ 1 (1—/)*
Шундай цилиб, ^ х = ( -----^— х + ~ У  У = ~̂ хе
тенгламанинг У'2 ечими унинг ечими билан цушма булади:

Y, =  (~ 1 + 2 / х +  I ± i )  е(1_,)л 
1 V 10 25 /

F j ва У 2 ни к,ушиб ва тригонометрик функцияларга утиб, берил­
ган тенгламанинг хусусий ечимини

K=‘1(_T* + lr)cos* + (f*+v)sH
куринишда ^осил ^иламиз. Умумий ечимни топиш учун Y га 
Сгех +  С2е~х ифодани, яъни мос бир жинсли тенгламанинг умумий 
ечимини цушиш кифоя. Китобхонга таедослаш ма^садида бу хусу­
сий ечимни, унинг х^ик^ий шакли

Y = е ((Ах -f- В) cos х -}- (Сх -J- D) sin х} 
ни олиб, топишни тавсия этамиз.

сРх7- м и с о л . -------Ь сгх =  ф (Л тенгламани ечинг.dt* Y w 
Ечиш. Мос бир жинсли тенгламанинг фундаментал системаси

хг =  sin atу х2 =  cos at
лардан иборат, хусусий ечимни

х =  Сх sin at +  С2 cos at
шаклда излаймиз, бу ерда Сг ва С2 лар t нинг функциялари булиб, 
улар берилган бир жинсли булмаган тенглама цаноатланадиган килиб 
танланади. Уларнинг t буйича ^осилаларини аниклаш учун ушбу 
иккита чизикли тенгламага эгамиз:

С[ sin ai +  С'2 cos at =  0, Cj cos at — C'2 sin at =  --- Ф (0,

бу ердан

C\ =  —  Ф (0 cos at, C« = ---- - Ф (t) sin at
1 a a

ни топамиз. Булардан Cx ва C2 ни ^исоблаймиз: 

308



C j = — f c p ( x ) c o s a x d T ,  Co = ---- — I 9 ( x ) s i n a T d T .
J a Jо о

Уларнинг кийматларини x нинг ифодасига цуйиб,
t t

=  sin at —  J  ф ( t )  c o s  а т d  т —  cos at • J  ф (т) sin а т d  т
t

.  .  l f x = s i n a /  —
a o <f

ни топамиз.
sina* ва cos at купайтувчиларни интеграл белгиси остига кири- 

тиб ва иккала интегрални бирлаштириб, хусусий ечим учун ифодани 
узил-кесил ушбу куринишда ^осил циламиз:

t
x(t) = у  J  ф (т) sin a (t — т) d т.

о
Бу хусусий ечим бошлангич шартларни ^аноатлантиришини текши- 
риш осон:

х (0) =  0, х ' ( 0 ) = 0 .
12-дарсхона топширщлари

1. Тенгламани ечинг:

2У"+У '-У  = 0 .
X

Ж- у =  С̂е 2 -{- Сге 
2. у™ +2у'" +  3у"+2у' + у= 0

Ж; у =  ~ Т  {(С, +  Ctx) cos +  (С3 +  Cix) sin i ^ - } .

3. Тенгламанинг умумий ечимини топинг:
у»-4у' +  4у=х*

Ж: у =  е2х (Сх +  С,х) +  —  +  — +  .

4. +  +

Ж: у =  С /*  +  C,e4jt +  ± в' -  4-е2
О л,

5. у” +  4 у =  х sin 2х.

Ж: у =  cos 2 л: +  Casin2 л:— — cos 2 х +  —  sin2x.
8 16

6. Плазма тебранма ^аракатини тавсифлайдиган
d2v . 4 пеРпо А л  e l— Н----------v =



дифференциал тенгламанинг ечимини топинг (е, п0, т, /  —  маълум 
катталиклар).

Ж: и = ------ -— (- sin (со  ̂— а), со =  2 е 1 /^ IL2l
п0е V т

12- мустацил uui топширицлари 
Тенгламанинг^умумий ечимини топинг:

1. ylv - 2  У" =0.
Ж* у = Ci С2х -j- сзе **2 -f~ С4е~хУ 2

2. уш-3 у " + 3у'~у=0.
Ж. ч = ех(С\ ~-С,х С х 2).

3. у" — 2 у 4 Л2е

Ж: у =  С}е xVT + С„е-*' Т +  гл'
4. у" +  у =  sin л: sin 2 л:.

Ж: у =  С, cos х -J- Сг sia х +  —  cos 3 x +  — x sin x.
16 4

5- Ут  +У" +У' +У= xex
Ж: У = Cle~x +  Сг cos x +  C3 In* +  ex ^ -----

13-§. Дифференциал тенгламалар системасининг нормал шакли
Намуна сифатида куйидаги тенгламалар системаларининг ечили- 

шини курсатайлик.
1-мисол. Ушбу

dy. _  ]*L
dx г  * 
dz

V  = уdx

дифференциал тенгламалар системасини ечинг.
Ечиш. Системанинг иккинчи тенгламасини дифференциаллаб 

куйидагини хрсил киламиз:
d2z __ dy
dx dx

— нинг урнига унинг цийматини биринчи тенгламага ^ я - 

миз, у ^олда
drz __
№ ~  2

Уз навбатида, иккинчи тенгламага асосан у ни —  билан алмаш-
dx

тириб, бир номаълумли иккинчи тартибли тенгламани хрсил цила- 
миз:



zz" — ( z ' ) - =  О, 
ёки бу тенгламанинг иккала томонини г2 га булиб,

ни ^осил циламиз. Бундан

-у  =  Сх, г' =  Ctz.
Топилган оралик интегрални яна бир маротаба интеграллаб,

г =  Сгес,х
ни х.осил ^иламиз.

У =  булгани учун г нинг ифодасини дифференциаллаб,

у =
ни Х.ОСИЛ циламиз.

Шундай цилиб, берилган системанинг ечими цуйидаги куриниш­
да булади:

у =  C1C2ec,Jr 2 =  С2ес'х
2-мисол. Ушбу

du dz— = z, —  =  у
dx dx и

дифференциал тенгламалар системасини ечинг.
Ечиш. Иккала тенгламани цушиб

y ' + z ' = z + y

ни топамиз, у +  z =  и алмаштириш оркали и' = и тенгламани \оснл 
цштамиз, бундан

и Схех
ни топиш цийин эмас. Шундай цилиб,

у +  z = Схех 
ёки дифференциаллашдан сунг

*/' +  *' =  С /

Охирги тенгламада т! ни у билан алмаштириб, биринчи тартибли

У + У  =  C xe x 

чизикли тенгламани ^осил ^иламиз. Унинг ечими



y = ± C iex+  Сге~х

к\ ринишда булади. У  хрлда г/ +  z =  С̂е* га асосан

г = ± С 1ех — С2е~х
2 1 2

булади.

13-дарсхона топишрицлари
* dy  . dz ,
1- -т-=У+ г, — = y  + z+ x .

dx dx

Ж: у = С, +  С/х -  ^  ^  , 2 =  Cse7x- 1 ( х  +  1 - x j - C , .  

2 у̂_= У1 =  1
dx г ’ d* 2

Ж: у = ---- 5------, г ----------------!--------
(Ci* +  C2) 2 С 1 (С1х +  С2)

q dy — i 1 _  1
« * J

a x  z a x  у —  x

Ж: у =  * +  С /'* , z =  - - L - <ГС‘\
CiC2

13-мустацил uui топширицлари
1. - ^  =  ay, * L = b z  (а ¥= О, Ь Ф  0)

a x  dx

Ж :y = C leax- z = С/\
2 =  —  d z  —  

dx у ’ dx г

Ж: у = V  С /х +  С%е~*х z = V c / x -С 2е~2х
g  dy_ _ Ф _ .  dz _  г2 

d* г  ' dx у
ж . _  1 ________1______

У Ctex +  Сге~ х ' Z ~~ — C xe*  + С 2е - Л

14- §. Чизицли дифференциал тенгламалар системалари
Бир неча мисол курамиз.
1- м ис ол .  Ушбу фундаментал ечимлар системасига эга булган 

иккита бир жинсли чизицли тенглама системасини тузинг:
=  1 + 1, Zj =  tA 

Уг =  2. г, = / . /

Е ч и ш .  W(t) = t(t — 1) булганлиги учун (0, 1) орали  ̂ билан 
чекланамиз. Изланаётган система бундай булади:



1 а
- 

о ±  1 1
dt =  0, dt
У 1 + t  2 у 1 + /  2
2 t t 2 t t

Уни нормал шаклда ёзамиз:

dy 1 2
— = ------  у  г,dt / — 1 *(/— 1)

W (/) нолга айланадиган t =  0 ва t =  1 ну^талар системанинг 
махсус нукталари булади.

2- мис ол .  Системанинг умумий ечимини топинг:

— *= 5# +  4г, ] dt
— =  4у +  5г. dt

Е ч и ш .  Характеристик тенгламани тузиб, уни ечамиз:

 ̂ ^ 5^_Х,| =  ^ К̂И ^  — Ю А, +  9 =  О,

бу ердан =  1, Х2 =  9, демак, характеристик сонлар турлича ва 
з^иций.

А,х =  1 характеристик сонга мос ва 7, сонларни топиш учун 
система тузамиз. Бу системанинг коэффициентлари матрицаси

5 — К 4 
4 5 —X

матрицадан А, ни А,х =  1 билан алмаштириш натижасида хосил бу­
лади, демак, изланаётган система

4vi +  4у, =  0, I 
4Yi + 4?а = 0 j

куринишга эга.
Бу ерда, кутилганидек, иккинчи тенглама биринчи тенгламанинг 

натижасидир (бу ерда улар з̂ атто устма- уст тушади), уни ёзмаслик 
з̂ ам мумкин эди. у1 =  1 деб у, =  — 1 ни топамиз.

Шундай ^илиб, А,х =  1 характеристик сонга

ух=е\ zl = —et
ечим n ос келади.

Шунга ухшаш, ^  =  9 характеристик сонга мос



—  4 V i  +  4 ? 2  =  0 ,

4Yi — 4y2 =  0

системани ечиб, yx =  1, y2 =  1 ни топамиз, демак, бу характеристик 
сонга

9/У2 =е 9tz*=e
ечим мос келади.

Биз фундаментал ечимлар системасини ^осил ^илдик:

У = е ,
91Уг=е ,

гл = —е
г» = е9/

Буларнинг чизикли комбинациясини устунлар буйича олиб, ушбу 
умумий ечимни ^осил циламиз:

y = C1et + Cte 9', j 
z = Cle‘ + С,е 91 j

3- м и с о л . Системанинг умумий ечимини топинг:
dx г, .— =  ох — у 4- г, di а -г у

—х + 5y—z, ) 
dz . о- = х - ,  +  Зг.

Н ч и ш . Ушбу 

АСА.) =
3 — Я, - 1  1

- 1  5 — Х — 1
1 1 3 — X

=  0

характеристик тенглама турли ва шу билан бирга ^аки^ий Ях — 2, 
Х2 =  3, Х3 =  6 илдизларга эга.

Дастлаб, Х1 = 2 характеристик сонга мос
21 .21xl = y ne , хг =у12е~, х3=у13е

куринишдаги хусусий ечимни топамиз. vu , y12, у1п сонлар си-
фатида

1 — 1 1
— 1 3 — 1

1 — 1 1

детерминант биринчи сатри элементларининг алгебраик тулдирувчи- 
ларини олиш мумкин.

Бу детерминант д (Я) характеристик детерминантдан Я ни A,x =  
=  1 га алмаштириш билан ^осил булади. У \олда



у — 3 1 2 v =  — 1 1 = 0 v =   ̂  ̂ —_2i l l  ____ J  J  r 12 j  \ r 13 J  ____ j  —  *

ёки (2 га булсак)

Уи=1  Vi2 =  0, Via =  — 1*
Бу цийматларни эътиборга олиб, х1У х2, х3 учун ифодаларни

куринишда ёзамиз.
Шунга ухшаш тегишли характеристик сонлар =3, А,3 =  6 учун

Y 2** Узк сифатида

T n  =  1. Y*, =  1, Y23 =  1, Y31 =  1» Y32 =  — 2 , Y 33 =  1 

ни олиш мумкин. У холда фундаментал ечимлар системаси бундай 
булади:

14- дарсхона топширицлари
1. Ушбу фундаментал ечимлар системасига эга булган иккита 

бир жинсли чизикли тенглама системасини тузинг:

X] = e2t, х2 =  О, х3 = е2/

Демак, умумий ечим ушбу курннишга эга:

[Уг =  ^
I у2=х \ \zt =x К

dy
Ж : х + г =  О,

2. Системанинг умумий ечимини топинг:

Ж: x{t) = Схеы + Сге~\ 
у (t) =  Сге 3< — Сге~‘

3. Системанинг умумий ечимини топинг:



ldx _  7 1- - - 7 x  +  y,

— =  — 2x— 5y. dt *
Ж : x(t)=e 6t(C1 cost +  C2sin/),

y(t) =e ~6t (C1 +  C2) cos t +  (C2 — Cj) sin t.
14- мустацил uui топширицлари

1. Ушбу фундаментал ечимлар системасига эга булган иккита 
бир жинсли чизикли тенглама системасини тузинг:

уr =  cos ty z± — — sin ty 
у2 =  sin ty z2 =  cos t.

dy— = — Zy 
dt
dz
7 t = y -

2. Системанинг умумий ечимини твпииг:
dx
dt

= x — У у

{‘ = х  +  3у.
dt

Ж: x(f)=(Cl +  C£e3t
У (0 =  — (С1 +  Са +  С3() е

3. Системанинг умумий ечимини топинг:

— =  Ах +  6 у, dt *
— =  Ах +  Чу- dt *

Ж: x(t) =  +  ЪС/1 
y(t) =  С ,е -2' +ЧСге 8‘
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