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I BOB
TEKISLIKDAGI ANALITIK GEOMETRIYA

1-§. DEKART VA QUTB KOORDINATALARI

1. To‘g‘ri chizigdagi koordinatalar. Kesmani berilgan nisbatda
bo*lish.

x absissaga ega bo‘lgan OX koordinata o‘qining M nuqtasi M(x)
bilan belgilanadi. M (x) va M,(x,) nuqtalar orasidagi masofa

d=x,-x] (1)

formula bilan aniglanadi.

Ixtivoriy to‘g’ri chizigda AB (A—kesmamng boshi, B—oxiri)
kesma berilgan bo‘lsin; u holda bu to‘g‘ri chizigning ixtiyoriy
C nuqtasi AB kesmani gandaydir A nisbatda bo‘ladi, bu yerda
A =+ |4C|:| CB|. Agar AC, CB8 kesmalar bir tomonga qarab yo‘nalgan -
bo‘lsa ““+” ishora, garama-qgarshi tomonga yo‘nalgan bo‘lsa “—”
ishora olinadi. Boshgacha qilib aytganda, agar C nuqgta 4 va B
nugtalar orasida yotsa, 1 musbat, tashgarida yotsa manfiy bo‘ladi.

Agar 4 va B nuqtalar OX o‘qida yotsa, A(x,) va B(x,) nuqta-
larnt f nisbatda bo‘luvchi C(x) nuqtaning koordinatalari

o’ +Ax, _ '(2)
1+4
formula bilan aniglanadi. Xususiy holda, agar A=1 bo‘lsa, kesma
o‘rtasining koordinatalari uchun

X Hx,

> 3)

T =
formula kelib chiqgadi. :
1. To‘g'ri chizigda A(3), B(—2), C(O)," D(2), E(—3,5) nuqta-
larni vasang.
2. AB kesma to‘rtta nugta bilan beshta teng bo‘lakka bo‘lmgan
Agar A(—3), B(7) bo‘lsa, A4 ga vagin turgan bo‘linish nuqtasining
koordinatasini toping. '



Yechish:
C(x) izlangan nuqta; A=x|AC}: ICBI = 1/2:. Demak, :(2)
formuladan quyidagi ifodani topamiz:

1
X +Ax, _3+Z'7

1+A 121

X= -1, va'ni C(—D)

3. AB kesma uchlarining koordinatalari berilgan, ya’ni A(1)
B(3), C nugta bu kesmadan tashqarida yotadi, bu nuqtaday
A gacha bo‘lgan masofa undan B nugtagacha masofadan 3 marty
ko‘p. C nugtaning koordinatasi topilsin.

Yechish:
A = —|AC| : |CB| ligini oson ko‘rish mumkin.
_ x+Ax, 1-3:5 .
§ X = ") = 1-3 =7, ya'ni C(7).

4. 1) M(3) va N(—5); 2)yP(—11/2) va (—5/2) nugtalar oraSL_
dagi masofani aniglang.
5. Agar kesma oxirlarining koordinatalari:

1) A(—6) va B(7); 2) C(—5) va D(1/2) bo‘lsa, uning o‘rtasj
koordinatalarini toping.

6. P(2) nugtaga nisbatan N(—3) nugtaga simmetrik bo‘lgan
M nugtani toping.

7. AB kesma 2 nugta orgali uchta teng aismga bo‘lingan. Agay

A(—1), B(5) bo‘lsa, bo‘linish nugtalarining kordinatalari anig-
lansin.

8. A(—T7), B(—3) nuqtalar berilgan. AB kesma tashqarisidg
C, D nugtalar yotadi, bunda [AC| = |BD} = 0,5 |4B|. C va i)
nugtalarning koordinatalari aniglansin.

2. Tekislikdagi to‘g‘ri burchakli koordinatalar. Eng sodds
masalalar.

Agar berilgan tekislikda XOY dekart koordinata sistemasi be-.
rilgan boflsa, x, vy kordinataga ega bo‘lgan M nugtani M(x y,;
bilan belgilaymiz. :

Mx;: y), M\(x,; »,) nugtalar orasidagi masofa

d=J(x,-x) +(y, - 3)’ .
3




formula bilan hisoblanadi. Xususiy holda koordinata boshidan
M(x; »} nugtagacha bo‘lgan masofa

d=J=+¥ ®
formula bilan aniglanadi. '
A(x,; y), B(x,; y,) nuqtalar orasidagi kcsmam berilgan 1
nisbatda bo‘luvchi C(X, ¥) nugtaning koordinatalari

—_n+Ax, - n+iy
TTira 0 YT ©

formulalar bilan aniqlanadi.
Xususiy holda, 4=1 bo‘lganda kesma o n‘asmmg koordmaralan
quyidagi ifodalar bilan aniqlanadi:

= Nty - Nt}
Y= = ,

5 y 5 (4)
Uchlarining koordinatalari A(x,; ¥}, B(x,; y,), Clx,; ¥,) bo‘lgan

uchburchak yuzasi

1
ZE'!xl(yE _y3}+x2(y3 _y1)+x3(y| _yz)I:

1 ' (5)
:5“(3‘2_xl)(ys_y:)+(x3'xt)(y2_yl)‘ o
formula yordamida topiladi.
Uchburchak yuzasi
I
S==A BEy
24, (6.
1 1 1
bu verda A=lx x, x
H ¥ ¥

formula bilan hisoblanadi (uchinchi tartibli determinant hagida
ushbu bobning 5-§ ida berilgan). :

9. Koordinata tekisligida A(4; 3), B(=2; 5), C(5; -2),
D(—4; 3), E(—6; 0) va F(0; 4) nuqtalarni yasang.
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10. A(3; 8), B(—35; 14) nuqtalar orasidagi masofani aniqlang.
Yechish:

(1) formuladan foydalanib, 4= \/(_5 -3 +(14-8)" =10 ni

topamiz.

11. Uchlari A(—3; —3), B(—1; 3), C(11; —1) bo‘lgan
uchburchakning to‘g‘ri burchakli ekanligini ko‘rsating.

Yechish:

Berilgan uchburchakning tomonlari uzunliklarini topamiz:

|4B} = J(-1+3 +(3+3)* =40,

|BC|= (=143 + 3+3) =160 ,

|4C|= JA1+3) +(=143)? =200 .

|ABj*= 40, |BC{=160, [AC|’=200 bo‘lgani uchun
IAB|*+|BC|*=|AC|* bo‘ladi. Shunday qilib, uchburchakning
2 tomoni kvadratlari yig‘indisi uchinchi tomoni kvadratiga teng
bo‘lgani uchun ABC vuchburchak to‘g‘ri burchakli.

12. AB kesma oxirlarining koordinatalari A(—2; 5), B(4; 17)
berilgan. Bu kesmada C nuqta yotadi, bu nuqgtadan A nugtagacha
bo‘lgan masofadan 2 marta katta. C nugtaning koordinatalari topilsin.

Yechish:

|[AC] = 2|CB| bo‘lgani uchun, A = |AC| : [CB| = 2. Bu yerda
== 2, y= 3 x= 4, y~ 17. Demak:

FottZd o 0 S 32T s veni 0213).

1+2 T
13. C(2; 3) nuqta AB kesma o‘rtasi. Agar 5(7; 5) bo‘lsa, +A.
nugtaning koordinatalarini aniglang. '
Yechish:
x=2, y=3, x,=7, y,=5, bundan 2=(x,+7) : 2, 3 = (y+5):2.

Demak, x= —3, =1, ya’ni A(=3; 1).
14. Uchburchak uchlarining koordinatalari berilgan: 4 (x5 y,),
B(x,; v,), Clx;; ;). Uchburchak medianalari kesishgan nug-
tasining koordinatalarini aniglang.
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Yechish:
AB kesmaning ofrtasi bo‘lgan D nuqtaning koordinatalarini
topamiz; R ’ - : PR
| L o2 atn _htn
. E n T o) * n = 5 . o
Medianalar kesishgdn M nuqta CD kesmani 2:1 nisbatda bo‘ladi
{C nugtadan hisoblanganda). Demak, M nugtaning koordinatalari

f=x3+2xn }_J=y3+2yD
1+2 1+2 °
ya’'ni .
xq_i_z.fcl-!-—xz y3+2.m.
Fo 2 oy 2
3 3
formulalar bilan aniglanadi. Shunday qilib:
i=x1+x2+x3, §=y3+y2+y3_

-

: 3 3
15, Uchlari 4(—2; —4), B(2; 8), C(10; 2) bo‘lgan uchburchak
" yuzasini aniglang.
Yechish:
{5) formulani qo‘llab topamiz:

_S:%-|(2+2)-(2+4)—(10+2)-(3'+4)[=%-|24—144\=60kv.'b. "
16. 1) A2 3) va B(—10; —2); 2) C(~¥2; —7) va D22 ; 0)

nugtalar orasidagi masofani aniglang.

17. Uchlari A4; 3), B(7; 6), C(2; 1) bo‘lgan uchsburchak-
ning to‘g‘ri burchakli ekanligini ko‘rsating.

18. Uchlari A(2; —1), B(0; —6), C(—10; —2) bo'lgan uch-
burchakning teng vonli ekanligini ko‘rsating.

19. Uchlari A(—1;, —1), B(0; —6), C(—10; —2) bo‘lgan uch-
burchak berilgan. A uchidan tushurilgan mediana uzunligini toping.

20. AB kesmaning oxirlari 4(—3, 7), B(5, 11) berilgan. Bu
kesma uchta nuqgta bilan teng to‘rtta bo‘lakka ajratilgan. Bo‘linish
nugtalarining koordinatalari topilsin. '

21. Uchlari A(L; 5), B(2; 7}, C(4; 11) bo‘igan uchburchak
yuzasini toping.



\

22. Parallelogramning uchta ketma-ket joylashgan: uchlai'mmg
ikoordinatalari berilgan: A(11; 4), B(—1; —1), C(5; 7), Tof rtmclll
'uchining koordinatlari topilsin.

‘' 23. Uchburchak ikki uchi: A(3; 8), B(10; 2) va ‘medianalar-
ning kesishgan nuqtasi M(1; 1) berilgan. Uchburchak uchinchi
uchining kocordinatlarini toping.

24, Uchlan A(7; 2), B(1; 9), C(—8; —11) bo‘lgan uchbur-
chak berilgan. Medianalari kesishgan nuqtasini toping.

25, L{0; 0), M(3; 0), N(; 4} nugtalar uchsburchak tomon~
lari o‘rtalarining koordinatalari. Uchburchak yuzasini hisoblang:

3. Qutb koordinatalari,

Qutb koordinatalarida M nuqtaning o‘rni uning QO qutbida®
masofasi |OM) =p (p— nugtaning quth radius-vektori) va OM
kesmaning qutb o‘qi OX bilan tashkil gilgan burchagi ©
(6— nugtaning qutb burchagi) bilan aniglanadi. Qutb o‘gidaf
soat strelkasiga gqarama-qarshi olingan 6 burchak musbat hisobla-
nadi.

Agar M nugqta qutb koordinatalariga ega bo‘lsa
(>0,0<062n), uholda unga cheksiz ko'p (p, 8+2kn), qutb

koordinatlari jufti to’g‘ri keladi, bunda ke Z.

Agar dekart koordinat sistemasining koordinat boshini quib-
ga, OX o‘gini qutb o‘gi bo‘yicha yo‘naltirsak, u holda M nugta-
ning to‘g‘ri burchakli (x; y) koordanatalari bilan(p, €) qutP
koordinatalari o‘rtasida bog'‘lanish quyidagi:

x=pcosb, y=psin6; (1)

p=xt+ )7, rg9=f (2)

formulalar bilan ainglanadi.
26. Qutb koordinatlarida berilgan quyidagi:

T 4 T T
A4, —), B(2; —), C@3; —-~), - D(-3 =),
SO I 3) ( 6) - D( 3)

R

nugtalarini chizing.



27. Agar qutb koordinat boshi bilan, qutb o‘gi musbat abs- ;r
sissa o‘qi bilan ustma-ust tushsa, M(1; —./3) nuqtaning qutblf
koordinatlarini toping. . . . :"

Yechish: R | |

LA

(2) formulaga asosan- p = )12'_-11- (—\6)2 =2,1g8 = 3. M nugta

e e Sr 5z
to'rtinchi chorakda joylashgani uchun 6= =~ Demak, M(2: ).

28. Agar qutb koordinat boshi bilan, qutb o‘qgi absissa o‘qi

kY 4
bilan ustma-ust tushsa, A2, T) nugtaning to‘g'ri burchaki
koordinatasini toping.

Yechish:
(1) formuladan fovdalanib topamiz:

x=22- cos(gf) =2
y= Zﬁ-sin(%f-) =2.

Demak, A(—2; 2).
29. 4243; 2), B, ~3), C(~4; 4), D2, ~V2), E(—2; ~6),
F(~7, 0) nuqtalarning qutb koordinatalarini toping.

5x Fis

A . .
A0, 2y, B2, o =
( k 2)3 ( ¥ 4 )’ ( El 10)’

30. P T o T
' Dq;, ——), E(-1;, —), F(l, ——

( 4) _ ( 4) ( 4)
nugtalarning to‘g‘ri burchakli koordinatalarini toping.

31. M(p; 68) va M,(p; 9,)nuqtalar orasidagi masofani
toping. o
Ko ‘rsatma: OM M, uchburchakka kosinuslar teoremasini
go‘Hang.
10



' 3z '
2. M (3.'%) va N (4; _;r_) nugtalar orasidagi masofani toping.

33. Qutb o‘giga nisbatan M(p,0) ga simmetrik bo‘lgan nugta-
ning qutb koordinatalarini toping.

34. Qutbga nisbatan -M(p,0) ga simmetrik bo‘lgan nugtaning
qutb koordinatalarini toping.

2

35, (3%); G g (2,—%) nugtalarga 1) qutbga; 2)

qutb o‘giga simmetrik bo‘lgan nuqgtalarning qutb koordintalarini
toping.

36. Qutbdan o‘tib, qutb o‘giga perpendikulyar bo‘lgan to‘g‘ri
chiziqga nisbatan M(p,0) nugtaga simmetrik bo‘lgan nugtaning
qutb koordinatalarini toping.

4, Chiziq tenglamasi.

xOy tekisligida biror chizigni nuqtalar to‘plami deb garasak,
unga bu chizigda yotgan ixtiyoriy M (x,y} nugta koordinatalarini
bog‘lovchi tenglama to‘g‘ri keladi. Bunday tenglama berilgan chi-
zigning tenglamasi deb ataladi.

Agar berilgan chizigning tenglamasiga bu chizigda yotgan ix-
tivoriy nugtaning koordinatalarini go‘ysak, uni ayniyatga aylanti-
radi. Chizigdan tashqaridagi nuqtaning koordinatalari bu chiziq
tenglamasini qanoatlantirmaydi.

37. Kesmaning bir oxiri abssissa o‘gi, ikkinchi oxiri ordinata
o‘qi bo‘yicha harakatlanadi. Agar kesma uzunligi C - ga teng bo‘lsa,
bu kesma ofrtasi orqali chiziladigan chiziq tenglamasini toping.

Yechish:
M(x; v) kesmaning o‘rtasi bo‘lsin. OM kesma (mediana uzun-

ligi) uchburchak gi potenuzasining yarmiga, ya’'ni OM kesmaning

vzunligi ¢/2 ga teng. Boshqa tomondan, [OM|=\}x2+y2

(koordinata boshi bilan M nuqta orasidagi masofa). Shunday

11



2
c c
gilib, \/x2+y"‘ =§, yoki x*+y° =—£T. Bu izlangan egri chiziq

tenglamasidir. Geometrik jihatdan bu markazi koordinata boshida
radiusi ¢/2 boflgan aylanadir.

38. Har bir nuqtasidan F(0; 1/4) nuqtagacha, bu nugtadan
y=—1/4 to‘gri chiziggacha bo‘lgan masofalari teng bo‘lgan chi-
zig tenglamasini tuzing.

Yechish:

Izlangan chizigda ixtiyoriy M(x, y) nugtani olamiz. M va F
nugtalar orasidagi masofa:

|MF|= J(x =0y + (y-1/4)?

formula yordamida topiladi. M nuqgtadan y = —1/4 to'g‘ri chi-
ziqgacha bo‘lgan masofani oddiy geometrik fikrlashdan topamiz
(1-chizma):

IMN| = MK/ + jKN| = y+1/4,
[MF| = |MN] tenglik iziangan chizigning ixtivorly M nugtasi
uchun o‘rinli boflgani uchun bu chizig tenglamasini ushbu

JX H(y=1/4Y = y+1/4

korinishda yozish mumkin yoki

xt 4yt -~I—y+—1—:y2 +ly+-1~—
27 16 27 16’

ya'ni, y=x?. y=x? bilan aniglanadigan chiziq parabola deb ataladi.

39. F(a; 0), F(—a; 0) nugtalargacha bo‘lgan masofalar
ko*paytmasi o‘zgarmas son a@*/ga teng bo‘lgan nugqtalar to‘plami
tenglamasini tuzing.

Yechish:

Izlangan egri chizigda ixtiyoriy M(x; y)} nugtani olamiz. Bu

nuqtadan £, va F, nugtalargacha bo‘igan masofalar

¥ on=Jla-al+yt, n=y(x+a)’+)” gatene.
Masalaning shartidan r-z, =4’ ligi kelib chiqadi.” Siriday
qilib, izlangan egri chiziq tenglamasi:
12



J(x—az)2 +y° -\/(x+a)2 +y: =a,.
[(x—af + 3y [(x+a) +y']1=4",
(x* —2ax +a® + ) x* + 2ax+a’ + ) = a*,
(" +3y*+a” -2a0)(x* + v +a" ~2ax)=a"’,
(x* + 3 +a* ) —4a*x* = a°,
(x* +3*) =247 (% —yz).
.. Topilgan egri chiziq lemniskata deb ataladi.
~ 40. Lemniskata tenglamasini qutb koordinatalarida yozing va
uni chizing.
Yechish:

(2 +y") =24’ (x* — 1) tenglikda (yuqoridagi masalaga qarang)

x=pcoso, y=psin® formulalari bo‘yicha qutb koordinata-
lariga o‘tamiz. U holda

(p? cos® B+ p’sin’ 8) =2a’(p’ cos* 8—p?sin’ 6)

yoki p’ =2a’ cos28

Bu — lemniskataning qutb koordinatalaridagi formulasidir.

Egri chizigni chizamiz. Tenglamanip ga nisbatan yechamiz,
natijada p=++2cos20, o‘ng tomonida “+ ™ turgani uchun va
tenglamadan Hm —§ vilan atmashtirsak, englama o' 2gatmagani
uchun lemniskata QX va (@Y o‘glariga nisbatan simmetrik
bo‘ladi. I-chorak uchun lemniskata shaklini tekshiramiz,

T
ya’ni P20, 059<5- p va @ning bu giymatiari uchun

p=a-\5-\!cos29. g fagat O I’s]
T

dan:]r' gacha o‘zgarishini ko‘rish \ /
mkin. Shunday gqilib, egri chiz- F
mumki unday qilib, egri ¢ 4

igning bu gismi qutb o‘qi va nur £ _;“"

T . . N 5 y
9:'4' orasida bo‘ladi. Agar =0 . .
bo‘lsa, p=a--j§ bo‘ladi. § noldan 1-chizma
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a gacha o‘sganda P ning giymati 0 gacha kamayadi. Sim-

metrikligini hisobga olib, lemmniskatani yasash mumkin
(2-chizma).

41. A(1,1) va B(3,3) nuqtalardan teng uzoqlikda turgan nug-
talar to‘plamining tenglamasini tuzing.

Yechish:

M nuqta izlangan egri chizig nugtasi bo‘lsin, u holda
]M4}=]MB) bo‘ladi. Tkki nuqta orasidagi masofa formulasidan
foydalanib yozamiz:

|MA| = Jr =1+ (p-1) |MB) = (=3 + (y -3

Egri chiziq tenglamasini

Je=02 + (-1 = J(x -3 +(p~3)

ko‘rinishda yozish mumkin. Oxirgi tenglikping ikki tomonhind
kvadratga oshirib topamiz:

¥ =22 +1+ 3 ~2x 4 =3 - 6x+94+ 7 ~6p+9
Ofxshash hadlarni ixchamlab, x+p—4=0 tenglamaga ega
bo'lamiz.lzlangan nugtalar to‘plami ta‘gri chizig bo‘lib, 48 .
kesmaning o‘rtasiga o‘tkazilgan perpendikular bo‘ladi.
42. M nuqgta qutb atrofida tekis aylanadigan nur bo'yicha tekis
harakatlanadi. Agar harakat boshida aylanadigan nur qutb oqi
bilan, M nugta qutb bilan usima-ust tushsa, M nugta chizadigan

egri chiziq tenglamasini tuzing. Nurni 8 =1 (bir radian) ga bur-
ganda M nuqta qutbdan A masofaga siljiydi.

Yechish:

Boshlangich holatda p va ¢ lar nolga teng. So‘ngra vaqtga

proporsional holda o‘sadi. Ular 'g:COHSt ta'g'rti proporsional
a
bog'lanishda. 8 =] da p=a, demak, ng’ ya'ni p=a-0.

p=a-0. egri chiziq Arximed spirali deb ataladi.
43. Bir xil diametrli ikkita aylananing bin sirpanmasdan ilkin-
14



chisining tashqi tomoni bo‘yicha dumalaydi. Ularning diametri
A ga teng. Dumalayotgan aylananing aniq bitta nuqtasi chizgan
chizig‘ining tenglamasini qutb koordinatalarida yozing.

Yechish:

C, —dumalayotgan aylana markazining boshlang‘ich holati;
A—izlangan chizigni chizuvchi nuqtaning boshlang‘ich vaziyati
(boshlang'ich onda aylanalar urinadilar, 4 nugta B nuqtaga nis-
batan diametral joylashgan) (3-chizma). C,—qo‘zg‘almas ayla-
naning markazi; C,—yangi holatdagi dumalayotgan aylananing
markazi. M—izlangan chizigni chizuvchi 4 nugtaning yangi ho-
lati (C, aylana C, vaziyatga ko‘chganda P mugta @ vaziyatni oladi.
B nugta D vazivatni egallaydi, ko‘chirish sirpanmasdan bajariladi:

BQ=DQ, QC,D=QC,D.)

Rasmda qutb va qutb o‘qi OX ko‘rsatilgan. Izlangan egri chi-
zigning ixtiyoriy M (p,0) nuqtasining koordinatalari ganoatlanti-
radigan tenglamani tuzishimiz kerak. MC Q= 062 Q ligini
ko‘rsatish mumkin. OC,C,M to'rtburchakning kichik asosi |C, G| = o
bo‘lgan teng yonli trapetsiya: C,C, va C,C; —C,,C, nuqtadan
OM ga tushirilgan perpendikularlar.

Demal,

| p=IOC;!+‘C2'C;]+IC_;M[=§c058+a+%coseza(l+cose)
‘Shunday gilib, izlangan chizigning qutb koordinatalaridagi

yJ\

2—chizni;a' 3-chizma
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tenglamasi p =a(l+cos6); bu egri chizig kardioida deb ataladi.
6 ni — 0 ga almashtirganda kardioida tenglamasi o‘zgarmagani
uchun u qutb o‘qiga nisbatan simmetrikdir. Agar @ ning givmati
0 dann gacha o‘zgarsa, u holda p ning giymati 2a dan 0 gacha
kamayadi.

44. A(2; 0) va B(0; 1) nugtalar teng uzoglikda turgan to‘g‘ri
chiziq tenglamasini toping.

45. x = y tenglama qanday chizigni aniglaydi?

46. x = — y tenglama qanday chizigni aniglaydi?

47, A(2; 0) va B(0; 2) nugtalardan masofalar kvadratlarining
yiglindisi 4 va B nuqtalar orasidagi masofa kvadratiga teng bo‘lgan
nuqtalar to‘plamining tenglamasini tuzing.

48. A(1; 0) va B(0; 1) nuqgtalar orasidagi masofalar yig‘indisi
2 ga teng bo‘lgan nugqtalar to‘plamining tenglamasini tuzing.

49. Markazi qutbda bo‘igan aylana tenglamasini qutb koordi-
nata sistemasida tuzing.

50. Qutbdan o‘tadigan va quib o‘qi bilan ¢ burchak tashkil
gilgan yarim to‘g‘ri chiziq tenglamasini qutb koordinat sistema-
sida yozing.

51. Agar qutb aylanada yotib, qutb o‘qi aylana markazidan
o‘tsa, diametri 4 ga teng bo‘lgan aylana tenglamasini qutb koor-
dinatalarida yozing,.

5. Chizigning parametrik tenglamasi.

Ba’zida nugtalar to‘plamining tenglamasini tuzishda x, y koor-
dinatalarni qandaydir yordamchi parametr ¢ orgali ifodalash qulay
keladi (u parametr deb ataladi), ya'ni x=¢@{f), y=w(t) teng-
lamalar sistemasi qaraladi. Izlangan chizigni bunday tasvirlash
parametrik ko ‘vinish deyilib, tenglamalar sistemasi berilgan chiziq-
ning parametrik tenglamalari deyiladi. Tenglamalar sistemasidan pa-
rametr ¢ ni yugotib, x, ¥ ni boglovchi, va’ni oddiy f(x, ) = 0
ko'rinishdagi tenglamaga keltiriladi.

52. Aylananing parametiik tenglamasini tuzing.

Yechish: ‘

Markazi koordinatalar boshida yotgan, radiusi A ga teng ay-
lanani garaymiz (4-chizma). Unda ixtiyorly M(x, y) nugtani
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olamiz. OM radiusi bilan abssissa 0°qi orasidagi burchak ¢ ni par-
ametr deb qaraymiz. OMN uchburchakdan x= acos ¢, y=asin t.
Shunday qilib, x= acos f, y= a sin ¢ aylananing parametrik
tenglamasi hisoblanadi. Bu tenglamalardan parametr 7 ni yo‘qotib,
aylananing oddiy tenglamasiga kelamiz. Parametr ¢ ni yo‘qotish
uchun tenglamalamming ikki tomonini kvadratga oshirib, ularning
yig‘indisini olsak:

+y =d’cos’ t+atsin’t =a’(cos’r+sin’ = a’, ya’'ni
x’ + y* =g tenglikni hosil gilamiz. Bu tenglama markazi koordi-
natalar boshida, radiusi 4 ga teng bo‘lgan aylanadir.

53. Aylananing tayinlangan nugtasining qo‘zgalmas to‘gri chiziq
bo‘ylab sirpanmasdan dumalashidan hosil boflgan chizigning
parametrik tenglamasini tuzing.

Yechish: .

Radiusi A4 ga teng bo'lgan aylana gorizontal o‘g bo‘ylab o‘ngga
sirpanmasdan dumalasin (5-chizma). Bu to‘g‘ri chizigni OX o‘qgj
deb, koordinatalar boshini bu o‘gdagi biror @ nugtada olamiz.
Aylananing tayinlangan nugtasi deb shunday nugtani olamizki,
aylananing mos holatida © nugta bilan ustma-ust tushsin. Tayin-
langan nuqgtadan o‘tadigan aylana radiusining burash burchagini
¢t parametr stfatida olamiz.

Ma’lum vaqtda aylana 4 nuqtada o‘gqqa urinadi. Aylananing
fiksirlangan M(x; ¥) nugtasi CM radiusni ¢ burchakka burashga
mos keladigan holatni oladi (¢ = Aé M). Sirpanmasdan dumala-
gani uchun \OA|=JEA =at bo‘ladi. Bundan foydalanib M nug-
taning koordinatalarini t orgali ifodalaymiz:

¥
/—"
[i]

" - 4-chizma




x = |ON|= 04|~ |Na| = 44— |NA| = at - asine = a(t—sin?),

y=|NM|=|4P|={AC|-|PC|= a— acost = a(l—cosp).

Shunday qilib, izlangan chizigning parametrik tenglamasi
quyidagi x=a-(¢—sint), y =a-(1—cosf) ko‘rinishda bo‘ladi. Bu
chiziq sikloida deb ataladi (3-chizma).

54. Qanday chiziq x =¢, y=¢" parametrik tenglamalar bilan
aniglanadi.

Yechish:

Parametr ¢ ni yo‘gotib y = x tenglamaga kelamiz. Parametrik
tenglamalardan x>0, y2>0 ligi kelib chigadi. Demak, berilgan
parametrik tenglamalar birinchi chorak bissektrisasini aniqlaydi.

55. Qanday chiziq x =cost, y=cog’t parametfik teng-
lamalar bilan aniglanadi.
Yechish:

Tkkinchi tenglamadagi cos ¢ o‘rniga x ni qo‘yib, y=x* ga ega
bo‘lamiz. Parametrik tenglamalardan |x[ <1, 0< y<1 ga ega bo‘lamiz.
Shunday qilib, parametrik tenglamalar y = x* parabolaning AOB
yovini aniglaydi, bu yerda 4(—1; l)}; B({1; 1).

56. Qanday chiziq x =sin¢, y =cosec ¢ tenglamalar bilan be-
riladi.

Yechish:

y=1/sint bo‘lgani uchun x, y miqdoriar o‘rtasidag! teskari
proporsional bog‘lanishni ifodalaydigan y=1/x tenglamaga ega

| bo‘lamiz. x| <1, |y|21 larni hisobga olib, 6-
L rasmda tasvirlangan chiziq ko‘rinishiga ega
bo‘lamiz.

57. Qanday chiziq x = 2¢, y = 4f teng-
lamalar bilan beriladi.

58. Eeri chiziq x = acos t, y = bsin ¢

e Pl o parametrik tenglamalar bilan beriladi. Un-
-1 1@ ing to‘g‘ri burchakli koordinatalar siste-
. ‘masidagi tenglamasini yozing.
Ko'rsatma: Birinchi tenglamani A ga,
. ikkinchisini B ga bo‘lib, f ni yo‘gotamiz.
6-chizma = &9 Teri chiziq x = asec f, y = big f
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parametrik tenglamalar bilan berilgan. Uning tenglamasini to‘g‘ri
burchakli koordinataiar sistemasida yozing.

60. Qanday chiziq x = cos?¢ , y = sin? f tenglama bilan
aniglanadi?

61. x = gcos’ f, ¥y = a sin® ¢ tenglamalar bilan beriladigan
chizig astroida deb ataladi. t ni yo‘qotib, astroida tenglamasini
to‘g‘ri burchakli koordinatalarda yozing.

62. Markazi O nugtada, radiusi A ga teng bo‘lgan doiraga soat
mili bo‘yicha ip o‘ralgan; ipning oxiri A(a; 0) nugtada bo‘lsin.
Ipni (soat miliga qarshi yo‘nalishda) doiradan bo‘shatamiz va har
doim oxirigaipni tarang tortib turamiz. Agar parametr ¢ sifatida
OA radius bilan tortilgan ip bilan aylanaga urinish nuktasiga
o‘tkazilgan OB radius orasidagi burchakni olsak, ipning oxiri
chizgan egri chiziqgning parametrik tenglamasini yozing.

2-§. TO'G*RI CHIZIQ

1. To*gri chizigning umumiy tenglamasi.

x, y larga nisbatan har ganday birinchi darajali tenglama,
va'ni Ax+By+C=0 (1) (4, B, C — o‘zgarmas koeffisientlar,
A+ B220) tenglama tekislikda gandaydir to‘gri chizigni aniglay-
di. Bu tenglama o g% chizigning umumiy fenglamasi deb ataladi.

Xususiy hollar:

1. C=0; A=0; B=20. Ax+By=0 tenglama bilan aniglanadi-
gan to‘g'rt chizig koordinatalar boshidan o‘tadi.

2.A=0; B=(; C=20. By+(C=0 tenglama bilan aniglanadigan
(y =—(/B) to'g’ri chiziq OX o‘giga parallel.

3.B=0; A=0; Cz0. Ax+C=0 tenglama bilan aniqlanadi-
gan (x = —C/A4) to'g‘ri chiziq OY o‘qiga parallel.

4. 8B =C =0, A » 0, Ax = 0 yoki x =0 tenglama bilan
aniglanadigan to'g'ri chizig OY o‘gi bilan ustma-ust tushadi.

5.A=C=0; B=0, By=0 voki y =20 tenglama bilan aniqla-
nadigan to‘g‘ri chiziq OX o‘qi bilan ustma-ust tushadi.

2. To‘g‘ri chizigning burchak koeflitsienili tenglamasi.

Agar umumiy tenglamada B={ bo‘lsa, uni y ga nisbatan
yvechib y=kx+b (2) tenglamani hosil gilamiz (bu yerda k=-—A4/B,
b=—C/B). Uni foeri chizigning burchak koeffisientli tenglamasi
deb atashadi, bu yerda k = tgo, o —to°g'ri chiziq bilan 0X ofgining
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musbat yo‘nalishi orﬁSIdag1 burchak. Tenglamaning ozod hadi B

tofe‘r ChlZlqnlng oY o‘qi bilan kesishgan nugqtasi.
3. To‘g'ri chmqrung kesmalarga nmisbatan tenglamasi.
Agar to‘gri chizigning umumiy tenglamasida C = .0 bo‘lsa

tenglamani —C ga be‘lib,

x Yy
—t==1
a b (3)

tenglikga ega bo‘lamiz (bu verda a=— C/4, b=—C/B). Uni tog7i
chizigning kesmalargd hisbatan tfenglamasi deb atashadi; bunda A
— to‘g‘ri chizigni ¢X o‘qi, B — esa OY o‘qi bilan Kesishish
nogtasi. Shuning uchun, @ va & to‘gri chizigning o‘qlardagi kes-
malari deyiladi.

4. To‘g‘ri chiziqliiﬂg normal tenglamasi.

Agar to ‘g'ri chlzlq umumiy tenglamasining ikki tomonini
u=1/+ \JA +B? gonga ko‘paytirsak (u—normallashtiruvchi

ko‘paytuvchi, ildiz oldidagi ishorani shunday tanlaymizki
nC < 0bo‘lsiny,
xcos@+ ysing—p=0 (4)

ga ega bo‘lamiz. Bu tenglikka tog2 ¥ chizigning normal renglamasi
deyiladi. Bu yerda P koordinatalar boshidan to‘g‘ri chizigqa tu-
shirilgan perpendikularning uzunligi, ¢ — perpendikular bilan
0X o‘gining musbat yo‘nalishi orasidagi burchak.

63. Ordinata o‘qidan &= —3 kesma gjratuvchi va abssissa o'qining
musbat yo‘nalishi bilan o =mn/6 burchak tashkil etuvchi chizig

tenglamasini tuzing.
Yechish:
Burchak koeffitsigntini toparmz

L k=tgn/6)=1/3
Burchak koeffitsientli tenglamadan foydalanib, ¥ = {1/ \/?_’)x -3
ga cga bo‘lamiz. Soddalashtirishlardan so’ng x—3 y—3\/§ =0 ga

ega bo‘lamiz.
64. Koordinata o‘glaridan @ =2/5, b=~1/10 kesmalar ajratuv-
chi to‘g‘ri chiziq tenglamasini tuzing.
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Yechish: -+ (3) tchglamadan. !lh

X y oo _ _ i
ﬁ+(—1/10) =1 ni topamiz. Bu /_g/
tenglamani (5/2)x — 10y=1 yoki
Sx — 20y — 2 = 0 ko‘rinishga kel- /
tirish mumkin. _ -5 7] ::3:

65, To'g'ri chizigning 12x—5y—
65=0 umumiy tenglamasi berilgan. 7-chizma

1) burchak koeffitsientli;

2) kesmalarga nisbatan;

3) normal tenglamalarini vozing.

Yechish:

1) Tenglamani y ga nisbatan yechib, burchak koeffitsienthi ¥
={12/5)x — 13 tenglamani hosil gilamiz, bu yerda k= 12/
5, b=—13.

2} Umumiy tenglamaning ozod hadini o‘ng tomonga o‘tkazih,
ikki tomonni 65 ga bo‘lamiz va (12/65)x—(5/65)y = 1 ni hosy

x Y
+
65/12 (—65/5)

gilamiz. Oxirgi tenglamani =1ko‘rinishda yoz_

ish mumkin, bu verda

a =65/12, b = — 65/5 = —13.

3) Normallashtiruvchi koeffitsient u*lf«rlf +(— 5) =1/13
ni topamiz. Tenglamaning ikki tomonini | ga ko‘paytirib, (12/
13)" x—(57 3)y—>=V" normal’ tenglamani tiosi’ quidmiz, ou yeraj
cos@=12/13, sinp=~5/13, p=5

66. 1) x—2y+5=0; 2) 2x+t3y=0; Nxx—2=0;, 4 2y+t7=y
to‘g‘ri chiziglarni chizing.

Yechish:

1) Tenglamada x=0 desak, y = 5/2 ni topamiz.Demak, to'g's
chiziq ordinata o‘qini B (0; 5/2) nugtada kesadi; y = 0 deb x = —§
ni topamiz, ya'ni to‘g‘r chizig abssissa o'qini A(—5; 0) nuqgtada kesadi
To‘gri chizigni 4 va B nugtalardan o‘tkazish kemk (7-chizma).

2) 2x+3y=0 to‘gri chiziq koordinatalar boshidan o‘tadi
chunki uning tenglamasida ozod had gatnashmaydi. Tcnglamadz;
x=3 desak, 6 + 3y = 0, yoki y = —2 boladi. Demak, M(3; —2
nuqtani hosil gilamiz. Koordinatalar boshi va M nugtadan to‘g‘r;
chizig o‘tkazish qoladi.
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3) Tenglamani x ga nisbatan yechib, x = 2/5 ni hosil qilamiz.
Bu to’g'ri chizig ordinata o°diga paraliel va abssissa o‘gidan 2/5 ga
teng kesma ajratadi.

4) Yuqoridagiga o'xshash y=—7/2 ni hosil qilamiz, to‘g‘ri
chiziq absissa o‘qiga parallel.

67. To‘gri chiziq tenglamasi (x+23/5)/ 4+ (y=23/5)/2=0
bo‘lsin. Bu to‘gfri chizigning 1} umumiy; 2} burchak koeffitsientli;
3) kesmalarga nisbatan; 4) normal teglamalarni yozing.

68. 2x + 2y — 5 = ( tenglama abssissa 0°gining musbat yo‘nalishi
bilan ganday burchak hosil giladi.

69. 4x + 3y — 36 == 0 to‘g‘ri chiziq bilan koordinata o‘qlaridan
hosil bo‘lgan uchburchak yuzasini hisoblang.

70. 20x + 21y = 0 ni kesmalarga nisbatan yozish mumkinmi?

L Ddx —5y +15=0; 2x—p=0;, 3)7x —10=0;
4) 2y + 3 = 0 to‘g'ri chiziglarni chizing.

72. Ordinata o‘qi bilan b =1 va abssissa o‘gining musbat yo‘nalishi
bilan o =2xn/3 burchak hosil qiluvchi to’g'ri chizig tenglamasini
tuzing.

73. To‘g‘ri chiziq koordinatalaridan teng musbat kesmalar
ajratadi. Agar to‘g‘ri chizig va koordinata o'glari bilan hosil bo‘Igan
uchburchak yuzasi 8 kv. birlikka teng bo‘lsa, to‘g‘ri chizig teng-
lamasini tuzing.

74. Koordinatalar boshidan va A(—2; —3) nugtadan o‘tuvchi
to‘g‘ri chiziq tenglamasi tuzilsin.

75. A(2; 5) nuqtadan o“tuvchi va ordinata o‘gidan b = 7 kesma
ajratuvchi to‘gri chiziq tenglamasini tuzing.

76. M(—3; —4) nugtadan o‘tib, koordinata o‘glariga paraliel
to‘g‘ri chizig tengiamasini tuzing.

T7. Agar to‘g’ri chizigning koordinata o‘glari ovasidagi kes-
masining uzunligi 5/+/2 ga teng bo‘lsa, koordinata o‘qlaridan bir
xil kesmalar ajratuvehi to‘g‘ri chizig tenglamasi tuzilsin,

5. To‘g‘ri chiziglar orasidagi burchak. Tkki nugtadan o‘tuvchi
fogri chizig tenglamasi. _ .

y=kx+b , y=kx+é, to'g'ri chiziglar orasidagi burchak
kz — kl
I+ kk,

8= M

formula bilan aniglanadi.
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k =k, — ikki chizigning paralellik sharti. k =—1/k, — ikki
to‘g‘ni chizigning perpendikulyarlik sharti. k burchak koeffisientli va
M(x,, v,) nugtadan o‘tuvchi to‘gri chiziq tenglamasi quyidagi
y—y, =k {x—x) (2) ko‘rinishda yoziladi.

M (x; »,) va M,(x,; y,) nugialardan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq
tengzlamasi

YN _ A
Y:= XX @
va to‘g‘ri chazxqmng purchak koeffitsientr:
b= Hr—h @
X, — X,

formuladan topiladi.
Agar X, =x, bo'lsa, M|, M, nuqtalardan o‘tuvchi tof g Ti chiz-

iq tenglamasi x=x,, ¥, =}, bo lsa y=y, bofladi. = ¥

6. To‘g'ri chiziglarning kesishuvi. Nugtadan to‘g‘ri chiziqgacha
masofa. To‘g‘ri chiziglar dastasi.

Agar A,/A=B/B, bo'lsa, Ax+By+C=0 va Ax + By+(,=0
to‘g‘ri chiziglaming kesishgan nuqtasi ularning tenglamalari birga
echib topiladi.

M(x,, y,) nugtadan Ax+By+C =0 to‘g ri chiziggacha masofa

quyidagicha topiladi:
g |Ax, + By, + C|

NAT+ BT @
Ax+By+C=0va 4x + By + C,= 0 to‘g'ri chiziglar orasidagi
burchak bissektrisasining tenglamasi

Ax+By+C,  Ax+By+C, -0

JA2+ B JA+ B 2)
bo‘ladi. Agar Ax + By + C =0 va Ax+ By + C,=0 to'gri
chiziglar kesishsa, u holda Ax+ By +C,+A{4x +B,y+C,)=0 (3)
tenglama (A—sonli ko‘paytuvchi) to‘g‘ri chiziglarning kesishgan
nuqgtasidan o‘tadigan to‘g‘ri chizigni aniqlaydi. (3) da A ga har xi]
giymatlar berib, markaz deb ataluvchi kesishgan nugtadan o‘tuvchj
to'g'ri chiziglar dastasiga tegishli har xil to‘g'ri chiziglarni hosil
gilamiz.
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- T8 y=—3x+7vay=2x +1 to‘g‘ri chiziglar orasidagi o‘tkir
burchakni aniglang. .
Yechish: k=—3, k,=2 deb 5-banddagi (1) dan topamiz:
kz n ki
1+kk,

79. 4x—6y +7=0 va 20x —30y — 11 =0 tog‘ri chiziglarning
parallelliginii korsating.

Yechish: Har bir tenglamani burchak koeffitsientli ko‘rinishga
keltiramiz:

y=02/3)x+7/6 va y=(2/3)x—11/30. Bu to‘g‘ri chiziglarning bur-
chak koeffisientlari & = &, = 2/3ga teng, ya'ni to'g‘ri chiziglar
parallel.

80. 3x—35y+7=0 va l0x+6y—3=0 to‘g’ri chiziglarning per-
pendikularligini ko‘rsating.

Yechish: Tenglamalami burchak koeffitsientli ko‘rinishga kelti-
ramiz:

y=03/5)x+7/5 va y={(—=5/3)x+1/2, bu yerda k =3/5, k,=—5/3,
k,=— 1/k, bo’lgani uchun to‘g'ri chiziqlar perpendikular.

81. M(—1; 3) va N(2; 5) nugtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chizig
tenglamasini tuzing.

Yechish: 5-chi banddagi (3) formuladan x,=2, y,=35, x =—1,
y, =3 deb olamiz:

tgp=

ya’'ni ep—?-r—
> _4'

y-3 x4+l .o y-3 x4l
s_3 241 YN T T

Shunday qilib, izlangan tenglama 2x —3y + 11 = 0 beladi.

Tenglamaning to‘gri topilganini tekshirib ko‘rish mumkin.
Buning uchun M va & nuqtalarning keordinatalari bu tenglamani
. qanoatlantirishini ko‘rsatish kerak, Hagigatan han:

2(—1)~3"3+11=0, 22—3'5+11=0.

82. A(—2; 4) va B(—2; —1) nugtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chizig
tenglamasini tuzing.

Yechish: x,= x,= —2 bo‘lgani uchun to‘g‘ri chiziq tenglamasi
x = —2 bo‘ladi. {Ordinata o‘qiga parallel).

83. 3x—2y+1=0 va 2x+5y—12=0 to‘g‘ri chiziglarning kesish-
ishini kofrsating va kesishgan nuqtani toping.
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Yechish: 3/2 #(>2)/5 bo‘lgani uchun “to‘g‘ri-‘chiziglar..ke-.
sishishadi. :
3x—2y+1=0

2x+5y-12=0

sistemasini yechib quyidagilarni topamiz: x =1, y =2, va’nj
to‘gri chiziglar (1; 2) nugtada kesishishadi.

84. To'g'ri chiziq tenglamasidan foydalanmasdan M(x;; y,) nug~
tadan Ax + By + C=0 to‘g'ri chizigqacha masofani toping.

Yechish: Masala M(x,; y,) nuqtadan berilgan to‘g‘ri chizigqa
tushirilgan perpeadikular asosi, & gacha bo‘lgan masofani topish-
ga keltiriladi. MN to‘gri chizig tenglamasini tuzamiz. Berilgan to'g'n
chiziq burchak koeffitsienti —A/B bo‘lgani uchun MN to‘g'ri
chizigning burchak koeffitsienti B/A bo‘ladi (perpendikularlik
shartidan} va MN to‘g‘ri chizig, tenglamasi y = y,= (B/A)(x — x,}
bo‘ladi. U bunday (x —x,)/4=(y —y,)/ 8 ko'rinishda yoziladi.

Ax+ By + C=0, (x—x)/ A=~y )/B

tenglamalar sistemasini yozib, N nugtaning koordinatalarinj
topamiz.

Yordamchi noma’lum t i kiritamiz: (x —x)/A=( —y)/B=1¢
U holda x=x,+ A1, y =y, + Bt bo‘ladi. Bu ifodani berilgan to‘g‘ri
chiziq tenglamasiga qo‘yib topamiz: A(x, + A} + B(y, + B+ C=0.
Bundan {=—(4x, + By, + O} (A, + B). tni x=x,+ A, y=y,+ Bt
larga qo‘yib, N ning koordinatalarini topamiz:
4 Az iruf%j:l-f, y=y,-B Ax .—:.51{,.?.4-51

A +B A+ B

Endi M va N nuqtalar orasidagi masofani tepamiz:

d=yflx=x +(r=3) =

_ AAxﬂ+Byﬂ+CT+[BAxD+ByO+C 2:|Ax0+ByO+C‘
A2+BE A2+32 \/A2+83
85. M(1; 2) nugtadan 20x —21y — 58 =0 to‘g‘ri chiziqgacha

masofani aniglang.
- Yechish:

. [201-21:2-5§ [p0-42-s8 |80 22
T Jaoo+4s 29 29 0 729
25

X =13,




- 86. ¢ to‘g'ri chiziqg berilgan: 4x —3y —7=0. 4(5/2; 1), B(3; 2),
C(1; =1, DO, =2), E4; 3), F(5; 2) nuqtalardant gayst biri
£ togri chizigda yotadi.

Yechish: Agar nuqta to‘g'ri chizigda yotsa, u holda uning koor-
dinatalari to‘g‘ri chiziq tenglamasini ganoatiantiradi.

Ael, chunki 4(5/2)-3-1-7=0;

Bgi, chunki 4.3-3.2-7=0;

Cel, chunki 4.1-3(-)-7=0;

Def, chunki 4-0-3(-2)-7=0;

E¢f, chunki 4-4-3.3-7=0,

Feé, chunki 4-5-3.2-7%0, .

87. M(—2; —5) nuqtadan otib, 3x +4(5/2) -3-1-7 = 04y+2=0
to‘g‘ri chiziqga parallel to'g'ri chiziq tenglamasi tuzilsin.

Yechish: To‘gni chiziq tenglamasini y ga nisbatan yechamiz:
y=—(3/4)x— 1/2. Demak, izlangan to‘g‘ri chizig berilgan to'g‘ri
chizigga parallel bo‘lgani uchun uning burchak koeffitsienti —3/4 ga
teng. 5-chi banddagi (2) tenglamadan foydalanib topamiz:

y—=(=3)=(=3/Nx—(—2)], va'ni 3x+4y +26=0.

88. A(2; 2), B(—2; —8) va C(—6; —2) nuqtalar uchburchak-
ning uchlari bo‘lsin. Uchburchak medianalari tenglamasini tuzing.

Yechish: BC, AC va AB tomonlar o‘rtalarining koordinata-
larini topamiz:

X =(-2-6)2=-4, y =(-8-2/2 =-5; 4{~%—5%

X =(2-6)/2=-2, y" =(2-2)/2=0; B(-20)

x -(2 2)/2=0; y —(2 8)/2=-3; C\(0; -3).
Medianalarni ikki nugtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq tengla-
"'mamdan foydalanib topamiz. 44, mediananing tenglamasi

-2/ —-5-2)= (x-2)/( — 4 — 2), yoki
T = - DSy T~ 6y —2=10. B(-2, —~8) va B(~2 0)
nuqtalaming abssissalari bir xil, BB, mediana ordinata o‘giga parallel
boflgani uchun uning tenglamasi x + 2 = 0 bo‘ladi. $5, mediana
tenglamasi

(y +2)/(— 3+ 2) = (x + 6)/(0 + 6) yoki x + 6y +18.
89. Uchburchakning uchlari berilgan: A(0; 1), B(6; 5) va
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C(12; —1). € uchidan tushirilgan uchburchak balandligini teng-
lamasi topilsin.

Yechish: 5-chi banddagi (4) formuladan foydalanib, A8 tomon-
ning burchak koeffitsientini topamiz; k=5—1)/(6 —0) =4/6 = 2/3.
Perpendikularlik shartiga ko‘ra, C uchidan tushirilgan burchak koef-
fitsienti —3/2. Bu balandlikning tenglamasi quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

p+1=(—3/2)x—12), yoki 3x +2y —34=10.

90. Uchburchak tomonlari berilgan: x + 3y — 7 =0 (48),
4x —y —2=0 (BC), 6x + 8y — 35 =0 (AC). Uchburchakning
B uchidan tushurilgan balandiik uzunligini toping.

Yechish:

B nuqgta koordinatalarini aniglaymiz: x + 3y =7 =0 va
4x —y — 2 = 0 tenglamalar sistemasini yechib x =1, y = 2,
ya’ni- 5(1;2) nugtani aniglaymiz. 88, balandlik uzunligini B
nuqgtadan AC to‘g‘ri chiziggacha bo‘lgan masofani hisoblab
topamiz:

91. 3x+y-— 310 =0 vabx + 2y+5 V10 =0 o‘zaro parallel
to‘g‘ri chiziglar orasidagi masofani aniglang.

i Yechish:

Masala bir to‘g’ri chizigning ixtiyoriv nuqtasidan ikkinchi to‘gri
chiziggacha bo‘lgan masofani topishga keitiriladi. Birinchi to‘g‘ri
chizigda x =0 deb olsak, y =3m bo‘ladi. Shunday qilib

M{D; 3\/'1_0') — birinchi to‘g'ri chiziqga tegishli nuqta bo‘ladi.
M nugtadan ikkinchi to‘g'ri chiziggacha bo‘lgan masofani topamiz:

6-0+2-3410 +5410, 11.7p
36+4 2-/10 >

92, x+y—5+0vaTx—y—19=0 to'g'ri chiziglar orasidagi
burchakiar bissektrisalarining tenglamalarini yozing (8-chizma).

. Yechish:

“ Oldin bu masalani ummumiy ko‘rinishda yechamiz. Tkki to‘g‘ri
- chiziq orasidagi bissektrisa bu to‘g‘ri chiziglardan teng uzoglikda
yotuvchi nugtalar geometrik o‘rnidir. Agar berilgan to‘g‘ri chiziq-
lar tenglamalari A x + By + C,=0va Ax+ By +C, =40
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bo'lsa (A /A, # 8,/8,, ya'ni to'g'ri chiziqlar parallel emaslar), u
holda birorta bissektrisaga tegishli ixtiyoriy M(x,; y,) nuqta uchun
nugtadan to‘gri chizigqaacha bo‘lgan masofa formulasidan fay-
dulamb unldagl tenglikni olamiz:
: | 4%, + By, + G |A2xﬂ+32y0+c |
J4+B JA&+B

M(x,; v,) nuqta ixtiyoriy bo‘lgani uchun uni M(x; y) bilan
beigilash mumkin. Absolut giymat ostidagi ifodaning ishorasi har
xil ishoraga ega bo‘lishi mumkinligini hisobga olgan holda bissek-
trisalarning tenglamalaridan biri uchun;

Ax+By+C,  Ax+By+C,
JA + B JA+ B

ikkinchisi uchun:

Ax+By+C, . Ax+By+(
J42 + B JAL+B
bo*ladi. Shunday gilib, ikkala bissektrisa
uchun quyidagi tenglamani yoza olamiz:
Ax+By+C + Ax+ B,y +C,
AL+ B VA + B!

Endi aniq masalani yecharmiz. A,
B, C,, 4,, B,, C, larni berilgan to‘g'r
0 / 1 \ —* 2 chizig tenglamasidagi ularning giymat-

=0.

lari bilan almashtirib, topamiz:

X+y-~ 5 Tx~y~-19
V1+1 V4941
5(x+y SHE(Tx~-y-19)=0.
Bissektrisalardan birining tenglamasi 5(x +y —5) + (Vx —y —
— 19y = 0, ya’ni 3x + y — 11 = 0 ikkinchisiniki 5(x + y —3) —
— (Ix—y—19=40, ya'ni x — 3y +3 = 0.
93. A(l; 1), B(10; 13), (13, 6) lar uchburchak uchlarining
koordinatalari. A burchak b1ssektrlsasmmg tenglamasini tuzing.
Yechish:
Bissektrisa tcnglamasml tuzishda (yuqoridagi misolning yecm—

={, ya’ni

8-chizma
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lishida) boshqgacha usulni ishlatamiz. D nugqta bissektrisaning BC
tomon bilan kesishgan nuqtasi bo<lsin. Uchburchak ichki burchak
bissektirisasi xossasiga asosan |BD|: |D( = |AB | : |AC| bo‘ladi. Lekin

|4B|=J10-1) +(13-1)* =15,

|4C| = (13~1)* +(6-1) =13. Demak, 4=|BD|:|DC[=15/13.

B kesrwani D nuqta qanday nishatda bo‘lishi ma’lum bo‘lgani
uchun £ nugtaning koordinatalari quyidagi

_10+d5/13)13  13+(15/13)6

N =

14+15/13 7 1+15/13

formulalar orqali topiladi yoki x = 325/28, y = 259/28 ya’ni
D(325/28, 259/28), Masala ikki 4 va D nugtalardan o‘tuvchi
to'g'ri chiziq tenglamasini tuzishga keltiriladi:

-1 x-l
259/28~1 325/28-1 .
94. ABC uchburchak balandliklarining tenglamalari berilgan:
o xty—2=0 9x— 3y —4=0va A(2; 2). Uchburchak tomon-
larining tenglamasi tuzilsin.

Yechish: Nugta balandliklarining birortasida yotmasligiga ishonish
mumkin; uning koordinatalari balandlik tenglamalarini qanoatlantirmay-
di. —3y~4=0 BB, balandlikning x +y—2=0 CC, balandlikning
tenglamalari bo‘lsin. AC tomonning tenglamasini tuzishda uning A
nugtaden o'tishini v 28 balandlikka perpendikulyardigici hisobgr olamiz,
BB, balandlikning burchak koeffitsienti 3 ga teng bo‘lgani uchun AC
tomonning burchak koeffisienti —1/3 bo‘ladi, ya’ni £,.=—1/3. Be-
rilgan nugtadan o‘tuvchi va burchak koeffitsienti % = —1/3 bo‘lgan
to‘g'ri chizig tenglamasidan foydalanib, 4C tomon tenglamasini hosil
gilamiz: y —2=(—1/3)(x —2) yoki x + 3y —~8=0

Yuqoridagi kabi k.. =-1 k,;=1va AR tomon tenglamasi
y—2=x—2, ya’nj y=x bo‘ladi. AB va BB,, AC va CC to'gri
chiziglar tenglamasini birga echib, uchburchak uchlarining koor-
dinatalarini topamiz; B(2/3; 2/3) va C(—1; 3). BC tomon tenglama-

4 Y-2/3_ x=2/3
3-2/3 -1-2/3"

,ya'ni 7x —9 +2=0.

"sini tuzish gola ya'ni Tx+5y—8=0.
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95. M(5; 1) nuqtadan o‘tib, 2x+y—4=0 to‘g‘ri chizig bilan
R /4 burchak tashkil etuvchi to'gri chiziglar tenglamasini tuzing
(9-chizma).

Yechish:

Izlangan to‘g‘ri chiziglardan birining burchak koeffitsienti &
bo‘lsin. Berilgan to‘g‘ri chizig burchak koeffisienti —2 ga teng. Bu

to‘gri chizigqlar orasidagi burchak 7n/4 ga teng bo‘lgant uchun:

k1?2 . ka2
fo(/4d) = , va'ni 1=
g(r/4) '1- % 1= 2k
Bundan
k+2 k+2
=1 va =-1.
1-2k 1-2k

Bu tenglamalarni yechib, A= —1/3 va k=3 larni topamiz.
Shunday qilib, izlangan to‘g'ri chizig tenglamalaridan biri
y—1=(=1/3)(x —5), ya’ni x +3y — 8§ = 0 ikkinchisiniki
y—1=3(x—35), va’ni 3x —y—i4=10.

96, 2x +3y+5+1 (x+ 8y +6)=0 dastaga kirib, M(1; 1)
nuqtadan o‘tuvchi to‘g’ri chizigni toping.

Yechish: :

- M nugtaning koordinatalari izlangan to‘g‘ri chiziq tenglama-
sini ganoatlantiradi, shuning uchun A mi quyidagicha topamiz:
2:1+3-1+5+A(1+8-1+6)=0,yoki 10 + 151 =0, ya'ni
A=—12/3 & ning giymatini dasta tenglamasiga go‘yib, izlangan
to‘g'ri chiziq tenglamasini hosil gilamiz: 2x +3y +5— (2/3}(x +8y +
+ 6) =0, va'ni
4x—7y+3=0.

97. 3x—4y+7=0 va 5x+2p+3=0 to'g'ri chiziglarning kesishgan
nugtasidan o'tib, ordinata o‘giga parallel fo‘g‘ri chizigni toping.

Yechish:

To'g'ri chiziq quyidagi dastaga tegishli:
3x—4p+7+HASx+H2y+3)=0, ya’ni (3-+5A)x+H(—4+22)p+HT7+32)=0.
Izlangan to‘g‘ri chiziq ordinata o‘qiga parallel bo‘lgani uchun
y oldidagi koeffitsient nolga teng bo‘ladi: —4+24=0, ya'ni 2=2 ni
dasta tenglamasiga qo‘yvib topamiz: x+A=0

98. Uchburchak tomonlarining tenglamalari berilgan:
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x+H2y+5=0 (AB), 3x+ty+1=0 (BC), ¢
x+y+7=0 (AC). AC tomonga tushunlgan ' \L
balandlik tenglamasini fuzing.
Yechish.
Balandlik dastaga tegishli bo‘lgani
uchun x+2y+5+1(3x+y+1)=0, ya’ni
(I+3Ax+2+A)y+(5+4)=0 Dastaning

burchak koeffitsienti —(1+34)/(2+4); AC g

ning burchak koeffitsienti —! ga teng

bo‘lgani uchun izlangan balandlikning _
9-chizma

burchak koeffisienti 1 ga teng va A ni
topish uchun —(1+34)/(2+1)=1 ga ega bo‘lamiz. Bundan
1+34+2+4=0, ya’ni 4 = —3/4 ning topilgan giymatini dasta
tenglamasiga go‘yib topamiz:

0 3 3
1-—jx+2—-= 5——1=0, a’ni Sx—5y—17=0.
[ 4)’” [ 4}”[ 4} v Xy

. 99, ABC usburchakning uchlari berilgan: A(0: 2), B(7; 3),

C(l; 6). BAC=0a burchakni aniglang.

100. Uchburchak tomonlarining tenglamasi berilgan: x+y—6=0,
3x—35y+14=0 va 5x—3y—14=0. Uning balandliklari tenglamasini
toping.

101. 3x+4y—-20=0 va 8x+6y—35=0 to‘g'ri chiziglar orasidagi
Derortatiar SisSeRTsalarTeing (CITgrarTiasi faimg.

102. Uchburchak uchlarining koordinatalari berilgan: A(0; 0),
B(—1; —3), C(—5; —1). Uchburchak uchlaridan o‘tib va uning
tomonlariga paraltel bo‘lgan to‘g‘ri chizig tenglamasini tuzing.

103. M(2; 7) nugtadan o‘tib va AB (A(—1L; 7), B(8;-2))
to‘g‘ri chizig’i bilan 45° i burchak hosil qiluvchi to‘g‘ri chiziglar
tenglamasini tuzing,

104. M(2; —1) nugtadan koordinat o‘glaridan ¢ =38, b=06
kesmalar ajratuvchi to‘g‘ri chiziggacha masofani aniglang.

105. Uchlari A4(3/2; 1), B(1; 5/3), C(3; 3) nugtalarda bo‘lgan
uchburchakning € uchidan tushurilgan balandlikning wzunligini

+ hiscblang.

106. M ning ganday giymatida 7x—2y—5=0, x+7y—8=0 va

mx+my—8=0 to‘g‘ri chiziglar bir nugtada kesishadli.
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107. Uchburchak tomonlari ofrtalarining koordinatalari be-
rilgan: A (—1;~1), B/(1; 9}, C€,(9; 1). Uchburchakning tomoniari
o‘rtasiga o‘tkazilgan perpendikular tenglamasini tuzing.

108. A(z;-.,_,r"rf;') va B(3;2-jr37) nuqtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chi-
zigning ordinata o‘qgi bilan tashkil gilgan o‘tkir burchagini toping.

109. AQ1; 2) va C(3; 6) nugtalar kvadratning garama-garshi
uchlarining keoordinatalari. Kvadratning qgolgan uchlari koordina-
talari topilsin.

110. Absissa o‘qida 8x+15y+10=0 to‘g‘ri chizigdan bir birlik
masofada turgan nugtani toping.

111. Uchburchak uchlarining koordinatalari berilgan: A(1; 1),
B4, 5y va C(13; —4). B uchidan o‘tkazilgan mediana va C
uchidan tushirilgan balandiik tenglamasini fuzing. Uchburchak
yuzasini hisoblang,

112, 2x+3p+6+ A{x—5y--6)=0 dastaga tegishli va dastaning
asosiy to‘g‘ri chiziglariga perpendikular to‘g‘ri chiziglarni toping
(bu yerda 2x+3y+6=0, x—5y—6=0 asosiy to‘g‘ri chiziglar hisobla-
nadi).

113. x-+6y+3=0, 3x—2y+1=0 to‘g‘ri chiziglarning kesishgan
nuqtasidan va M(—4/5; 1) nuqgtadan o‘tuvchi to‘g’ri chiziq teng-
lamasini tuzing.

114. x+2p+3=0, 2x+3y+4=0 to‘g‘ri chiziglarning kesishgan
nugtasidan o‘tadigan va 5x+8y=0 to‘g‘ri chiziqga parallel to‘g'ri
chizig tenglamasini tuzing.

115. 3x—y—1=0, xt+3y+]1=0 to‘g‘ri chiziglarning kesishgan
nugtasidan oftuvchi va abssissa o‘qiga parallel to‘g’ri chizig teng-
lamasini toping.

116, Sx+3y+10=0, x+y—15=0 to‘g‘ri chiziglarning kesishgan
nuqtasidan va koordinat boshidan o‘tuvchi to‘g'ri chizig tengla-
masini tuzing.

117, x+2y+1=0, 2x+y+2=0 to'‘g‘ri chiziglarning kesishgan
nugtasidan o‘tuvchi, abssissa o‘qi bilan 135° burchak tashkil etuv-
chi to'g’ri chizig tenglamast tuzilsin.

118. M(a; b) nugtadan o‘tib, x+y+c=0 to‘g‘ri chiziq bilan
45° burchak tashkil etuvchi to'gri chiziglar tenglamasi tuzilsin.

119. Uchburchakning tomonlari berilgan: x = 0(AB),
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x+y—2=0BC), y=0 (AC). B uchidan tushirilgan med1ana va
A uchidan o‘tuvchi balandlik tenglamasini tuzing.

120. Tomonlari x+y\/§+1 0, x\ﬁ+y+1 0 vax-— y--lO 0
bo‘lgan uchburchak teng yonli ekanligini isbotlang. Uning bur-
chagini toping.

121. Parallelogrammmning uchlari ketma-ket berilgan: A(Q; 0),
B(1; 3), C(7; 1). Uning diagonallari orasidagi burchakni toping va
parallelogrammning to‘g‘ri turtburchak ekanligini isbotlang.

122. Uchburchak tomonlarining tenglamasi berilgan:
x—y+t2=0AB ), x=2(BC), x + y —2=0AC). B nugtadan
va AC tomoni 1:3 nisbatda bo‘luvchi nugtadan o‘tuvchi to‘g‘ri
chiziq tenglamasini tuzing.

123. Uchlari A(1; 1), B(2; 17\/37), C(3; 1) bo‘lgan uchburchak
teng tomonii ekaniigini isbotlang va uning yuzasini hisoblang.

124. Tomonlari koeffitsientlari butun son bo‘lgan tenglama-
lar bilan berilgan uchburchak teng tomonli bo‘lishi mumkin emas-
ligini isbotlang.

125. Uchburchakning uchi A(3; 9) va mediana tenglamalari
y—6=0 va 3x —4y +9 =0 bo‘lsin. Qolgan uchlarining koordi-
natalarini toping.

126. Agar uchburchakning katetlari koordinata o‘qlarida joy-
lashgan va vuzasi 12 kv. birlikka teng bo‘lsa, M(2; 3) nugtadan
o‘tuvchi to‘g‘ri burchakli uchburchak gipotenuzasining tengla-
masini yozing.

127. Agar kvadratning tomoni oxirlari koordinata o‘qlarida
yotgan to‘g‘ri chiziq kesmasidan iborat bo‘isa, uning golgan
uchta tomonining tenglamasini tuzing.

3-§. IKKINCHI TARTIBLI EGRI CHIZIQLAR

1. Aylana.

Aviana deb tekislikdagi shunday nuqtalarning to‘plamiga ayti-
ladiki, bu nugqtalarning har biridan shu tekislikning markaz deb
~ ataluvchi nuqtasigacha bo‘lgan masofa o‘zgarmas miqdordir, Agar
bu o‘zgarmas migdor r —aylananing radiusi, C(a; &)—uning
markazi bo‘lsa, aylananing tenglamasi
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. (x—-a)2+(y-b)3=r’ : (N
ko‘rinishda bo‘ladi. Avlana markazi koordinata boshi bilan ustma-
ust tushsa, aylana tenglamasi x2+y?=r? bo‘ladi. Agar nH tengla—
mada qavslarni ochsak: o
x?+y? tix+my+n=0 - . . (2
bu yerda t=-2a m=-2b n=a"+b*~r’. o

Agar £ +m? ~4n> 0 bo‘lsa, (2) tenglama aylanani ifoda-
laydi. Agar £° +m?® -~ 4n =0 bo‘lsa, tenglama (—¢/2;-m/2) nuqg-
tani aniglaydi, agar £° + m? —4n <0 bo‘lsa, u geometrik ma’noga
ega emas. Bu holda tengiama mavhum aylanani aniglaydi. Aylana
tenglamasida x2, y® oldidagi koeffitsientlar teng bo‘lib, xy li had
qatnashmaydi. Agar x; +y. =7’ bo‘lsa, M(x,; y,) nuqta aylanada
yotadi,x; + ¥’ >’ bo‘lsa, M nuqta aylanadan tashqarida,
xf + yf <r? bo‘lsa, M nugia aylana ichida yotadi.

128, 2x* + 2y* — 8x + 5y — 4 = 0 aylananing radiusi va rnarka—,
zining koordinatalarint toping.
Yechish:

Tenglamani 2 ga gisqartirib va hadlarini guruhlab

—4x + ¥+ (5/2)y =2 tenglamani yozamiz. xX* —~4x va y+ (5/2)y
ni to‘la kvadratga to‘ldirib, birinchisiga 4 ni, ikkinchisiga {3/4)° ni,
o‘ng tomoniga y? va (53/4)! ni qo’‘shamiz:

(x —dx+4)+()° +5y+———) 2+4+-12%
oki
? 121
(X 2) +(y 5;’2) :-1—8—

Shunday qilib, avlana markazining koordinatalari g = 2,
b=—5/4, radiusi r=11/4.

129. Tomonlari 9x—2y—41=0, 7x+4y+7=0, x—3y+1=0 teng-
lamalar bilan berilgan uchburchakka tashqi chizilgan aylana teng-
lamasini tuzing,

Yechish:

Uchburchak uchlarining koordinatalarini topamiz:

© [9x—2p—41=0, (9x~2y—41=0, [Tx+4y+7=0,
Tx+dy+7=0; (x-3y+1=0; “lx-3y+1=0.
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Natijada A(3; — 7), B(3; 2), C(—1; 0) nuqtalarga ega bo‘lamiz.
Izlangan aylana tenglamasi {x —a)*>+ (y —#¥=r? bo'lsin. a, b, r
noma’lumiarni topish uchun 4, B, C nugtalarning koordinata-
larini izlangan aylana tenglamasiga go‘yamiz, natijada
B—aP+(—=T7-bl=r S—al+Q—br=r% (—1—aP+H=r?
ga ega bo‘lamiz. r? ni yo‘gotib quyidagi tenglamalar sistemasiga

kelamiz .
B-a) +(-7-bY =(5-a) +(2-b)°,
G3-a) +(-7-b)Y =(-1-a) +b".
yoki ‘
4a+18h =-29
8a-14h=57.

Bundan 2=3,1; b=—23. ¥? ni (—1— a)* + p* = r? tengla-
madan topamiz, ya'ni »?=22,1. Shunday ilib, izlangan tenglama
(x—3,1¥+ (¢ +2,3)=22,1 bo‘ladi.

130, Agar avlananing markazi x +y—3 =0 to‘g‘ri chizigda
votsa, A(S; 0) va B(1; 4) nugtalardan o‘tuvchi aylana tenglamas-
ini tuzing.

Yechish:

AB kesuvchining o‘rtasi bo‘lgan M nuqtani topamiz:
x, = +1)/2=3, y,=@+0)/2=2, ya’ni M(3; 2).

Avlananing markazi AB ning o‘rtasiga o‘tkazilgan perpendiku-
larda yotadi. A8 to’g‘ri chizigning tenglamasi {y—0)/(4—-0)=(x—3)/
(1-5) yani xt+y—5=0 bo‘ladi. Bu to‘g‘ri chizigning burchak
koeffitsienti —1 boflgani uchun perpendikularning burchak koeff-
isienti 1 ga teng, perpendikularning tenglamasi

y—2=x-=3 ya'ni x—y—1=0.

C aylananing markazi AB to‘g'ri chiziq bilan ko‘rsatilgan
perpendikular kesishgan nuqtadir, uni x+y—5=0, x—py—1=0
tenglamalarni birga yechib topiladi. Demak, x=2, y=1, ya’'mi C(2;1).
Aylananing radiusi CA kesmaning uzunligiga tengdir, ya’ni

F=AJ(5-2)% +(1-0)7 =10.
Demak, izlangan tenglama
{(x—2)2+(y—1)*=10.
131. x*+»*=49 aylananing A(l; 2) nuqtada tcng o‘rtasidan
bo‘linadigan vatarning tenglamasi tuzilsin. :
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Yechish: =~ - o

Aviananing A{1; 2) nugtadan o‘tgan diametr tenglamasini
tuzamiz. Uning tenglamasi y=2x. Izlangan vatar diametriga
perpendikular va 4 nugtadan o‘tadi, ya’ni uning tenglamasi:
y—2={—1/2)(x—1) yoki x+2y—5=Q.

132. x—y—3=0 to‘g‘ri chizigga nishatan x*+y*=2x+4y—4
aylanaga simmetrik bo‘lgan aylana tenglamasini toping.

Yechish:

Berilgan aylana tenglamasini (x—1)*+(y—2)?>=1 kanonik holga
keltiramiz; aylananing markazi C(1; 2) va radiusi 1 ga teng. Sim-
metrik aylananing markazi C,(x; y,) ni topamiz, buning uchun C
nugtadan x—y—3=0 to‘g‘ri chizigga perpendikular to‘g‘ri chizig
o‘tkazamiz. Uning tengtamasi y—2=k(x—1), bu yerda k =—1/1=~—
bundan y—~2=—x+1 yoki x+y—3=0 x—y—3=0 va
x +y—3=0 tenglamalarni birga yechib x =3, y =0 topamiz,
va’ni C(1; 2) nugianing berilgan to‘g'ri chizigga proeksivasi
P(3; 0). Simmetrik nugtaning koordinatalarini kesmaning o‘rtasini
topish formulalaridan izlaymiz: 3=(1 +x,)/2, 0=(2 +y)2; shun-
day qilib, x,=3, y,=—2. Demak, C(35; —2) simmetrik aylanan-
ing markazi, u aylana {(x—5)*+ (y +2)2=1 tenglamaga ega bo‘ladi.

133. x*+y?=4(y+1) aylananing koordinata boshidan o‘tuvchi
vatarlar o‘rtalari to‘plamini toping.

Yechish:

Vatarlar to‘plamining tenglamasi y =kx ko‘rinishga ega. Vatar-
larning aylana bilan kesishgan nugtalarining koordinatalarini £
orqgali ifodalaymiz, buning uchun y =kx va x*+y —4y—4=10
tenglamaiarni birga yechamiz. x*(k*+ 1}~ 4kx —4 =0 kvadrat teng-
lamani hosil gilamiz. Bu yerda x, + x,=4k/(1 + &?). Abssissalar
yig‘indisining yarmi vatar o‘rtasining abssissasini beradi, ya'ni
x=2k/(1+kY), vatar o'rtasining ordinatasi y=2k*/{(1+4%) ga teng.
Oxirgi ikkita tenglik izlangan nugqtalar to‘plamining parametrik
tenglamalaridir. Bu tengliklardan &4 ni vo‘qotib (buning uchun
x=2k/(1+£?) munosabatda k=yp/x deyish etarli), x?+y*—2y=0 ni
hosil gilamiz. Shunday qilib, izlangan to‘plam aylanadir.

134, Nx?+y*—8x+6y=0; 2)x* +y*+ 10x —4y + 29 =0,
3) X2+ —4x + 14y +54 =0 aylanalarning radiusi va markazi
koordinatalarini toping.
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135. ¥* +3*+4x — 6y =0 aylananing Oy o‘qi bilan kesishgan
nuqtasidan o‘tuvchi radiuslar orasidagi burchakni toping.

136. A(l; 2), B(O; —1) va Ci—3; 0) nuqtalardan o‘tuvchj
aylana tenglamasini tuzing.

137. Markazi 2x —y —2=0 to‘g’ri chizigda yoigan A(7; 7) vy
B(—2; 4) nuqtalardan o‘tuvchi avlana tenglamasini tuzing.

138. X2 +y?=16 va (x —3)? +?=9 aylapalar umumiy vatarin-
ing tenglamasini tuzing.

139, (x—3)+(y+2)?=25 aylananing x~—y+2=0 to‘g‘ry
chizig bilan kesishgan nugqgtalaridan bu aylanaga o‘tkazilgan urin-
ma tenglamasini tuzing.

140. x*+y*=4 aylana berilgan. A(—2; 0) nugtadan |BM|=|A4B|
masofaga davom ettirilgan 4B vatar oftkazilgan. M nugtalar
to‘plamini toping.

2. Ellips.

Ellips deb tekislikdagi shunday nuqtalarning to‘plamiga ayti-
ladiki, bu nuqtalarning har biridan shu tekislikning fokusfar deb
ataluvchi ikki nugtasigacha bo‘lgan masofalar yig‘indisi o‘zgarmas
migdordir. U 2a bilan belgilanadi, bu o‘zgarmas migdor fokuslar
arasidagi masofadan katta bo*ladi.

Agar koordinata o‘qlari ellipsga nisbatan 10-chizmada
ko‘rsatilganidek joylashib, ellipsning fokuslari esa OX o‘qida
koordinat boshidan bir xil masofada (F{c; 0}, F,(—c; 0)) yotsa,
ellipsning oddiy (kanonik) tenglamasi

22

x Yy
At =1
o’ b (1)

ko‘rinishda bo‘ladi. ¢ —ellipsning katta, # = Kichik yarun o‘qi,
a, b, ¢ (¢ — fokuslar orasidagi maso- o
faning varmi) lar o rtasnd't a’= b1+ .‘/-‘;L
munocsabat bor.

ld
Ellipsning shakli (sigilish o‘ichovi)
: ST QGeani £ 2T N
uning ekssentrisiteti ¢ =¢/a (c<a bo‘lgani . \

- .
uchun £<1) bilan xarskterlanadi. Eifips- & J #

ning biror M nuqtasidan fokuslargacha
bo‘lgan masofalar pugtaning fokal radi- 10-chizma
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us-vektorlari deb ataladi. Ular r, r, bilan belgilanadi (¢llipsning
ta’rifiga ko‘ra, uning ixtiyoriy nuqtasi uchun r+r, =24 bo‘ladi).
Xususiy holda a=8 (¢=0, ¢=0, fokuslar markaz bilan
ustma-ust tushsa) bo‘lsa, ellips aylanaga aylanib qoladi:
wr=at. M(x; y) nugta va x/a’+y?/ =1 ellipsning
o‘zaro jovianishi quyidagi shartlar bilan aniglanadi:
agarx-/a’ +yI/B* =1 bo‘lsa, M nuqta ellipsda yotadj;
agarx;/a’ +yl/b* <1 bo'lsa, M nuqta ellipsdan tashqari-
da;x!/a*+y} /b’ <1 bo‘lsa, M nuqgta ellips ichida yotadi.
Fokal radius-vektorlar ellips nuqtalarining absissasi orqali #,
= g—ex (0°ng fokal radius-vektor), r,= a +ex (chap fokal radius
vektor) ifodalanadi.

141 M(5/2; --.‘;"'_6_/4) va' N(-2; N5 /5) nugtalardan o‘tuvehi el-
lipsning kanonik tepglamasini tuzing,

Yechish: x /@t +yl/HP=1 izlangan ellips tenglamasi bo‘lsin. Bu
tenglamani M, N nugtalarning koordinatalari qanoatlantirish kerak.

Demak,
25 3 4 3

==, —+——=1.
4 8 T &b 5h?

Bundan @ =10, b= 1 topamiz. Demak, ellips tenglamasi
x2/10 4y =1 bo'ladi.

142. x*/25 +y*/9 =1 ellips fokal radius-vektorlar ayirmasiga
teng bo‘igan muqtani toping.

143. x/@® + ¥/ =1 ellipsning fokusidan katta yarim o‘qga
tushirilgan perpendikularning ellips bilan kesishgan nugqtasigacha
uzunligini toping.

144. Chap fokusdan va x/25 +)?/16 = 1 ellipsning quyi
uchidan o'tgan to‘g'ri chizig tenglamasini tuzing.

145. Koordinata o‘glariga joylashtirilgan ellips M(1; 1) nugtadan
o'tadi va ekssentrisiteti #=3/5 gateng. Ellips tenglamasini tuzing.

146. M(7: 1), N(—5, —4), P(4; 5) nuqtalar x2/50-+y%/32=1
elli psga nishatan ganday joylashgan.

147. Agar ellipsning fokal kesmasi uchidan o burchak ostida
ko‘rinsa, vning ekssentrisitetini toping.
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148. x+5=0 to‘g‘ri chiziqda x?*/20 -+ 3?/4 =1 ellipsning chap .
fokusidan va yugori uchidan barobar uzoqlikda turgan nugqtani
toping.

149. Agar F(0; 0) va F(1; 1) ellipsning fokuslari katta o'qi 2 ga
teng bo'lsa, ellips ta’rifidan foydalanib, uning tenglamasini tuzing.

150. A(0; 1) nugtadan masofasi y —4 =0 to‘g‘ri chizigqacha
bo‘lgan masofadan 2 marta kichik bo‘lgan nuqtalar geometrik
o‘rnining tenglamasini tuzing.

151. Uzunligi A4 ga teng bo‘lgan 48 kesmaning oxirlati to‘g’ri
burchakning tomonlari bo‘yicha sirpanadi. Bu kesmani 1:2 nisbat-
da bo‘luvchi M nuqta chizadigan egri chiziq tenglamasini tuzing.

3. Giperbola.

Giperbola deb tekislikdagi shunday nuqtalarning to‘plamiga ayti-
ladiki, bu nugtalarning har biridan shu tekislikning jfokusiar deb
ataluvchi ikld nuqtasigacha bo‘lgan masofalar ayirmalarining absolut
givmatlari o‘zgarmas migdordir. Bu o‘zgarmas miqgdorni 2a bilan
belgilanadi, u fokuslar orasidagi masofadan kichik. Agar giper-
bolaning fokuslarini F (c; 0), F{— ¢; 0) nuqtalarga joylashtirsak,
u holdagiperbolaning x*/a? —~ y*/b?= 1 (1) kanonik tenglamaga
ega bo‘lamiz, bu yerda $'= ¢ — a?. Giperbolaikki tarmogdan
iborat va koerdinata o‘glariga simmetrik joylashgan.

Afa; 0), 4(— a, 0) lar giperbolaning uchlari deb ataladi.
|A4,A]=a giperbolaning hagigiy, |A,AJ=b mavhum o‘gi deyiladi
(11-chizma).

Agar M(x; y} nuqtadan biror to‘g'ri chiziggacha bo‘lgan maso-
fasi nolgaintilsa{x— + o yoki x—+ —o}, u to‘g‘ri chizig giperbola-
ning asimprotasi deyiladi. Giperbola ikkita asimptotagaega, ular
y=*x(b/a)x. Giperbolaning
asimptotalarini vasash uchun to-
montari x=g, x=—a, y=b, y=
— 5 boflgan to‘g‘ri turtburchak
chizamiz. Bu to‘g‘ni turtburchakn-
ing garama-qgarshi uchlaridan
o‘tkazilgan to‘g’ri chiziq giper-
bolaning asimptotalari bo‘ladi.

11-chizma
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11-chozmadagiperbola va uning asimptotalari o‘zaro joylan-
ishi ko‘rsatilgan. ¢=c/a > 1 nishat giperbolaning ekssentrisiteti
deyiladi. 7, ¢ =x—a (o°‘ng fokal radius-vektor), r ¢ =x *a (chap
fokal radius-vektori) giperbola o‘ng tarmog‘ining foka! radius-
vektorlari deyiladi. Xuddi shunday chap tarmog‘ining fokal radi-
us-vektorlart r=-¢x+a, 1,(- fx—a) bo‘ladi. Agar 2 =b bo'lsa,
giperbolaning tenglamasi x* —y?= ¢’ bo‘ladi. Bunday giperbola
teng tomonii deb ataladi. Uning asimptotalari to‘g‘ri burchak hosil
giladi. Agar koordinat o‘glarini asimptotalar deb garasak (teng
tomonli giperbolada), uning tenglamasi xy=m (m=+6/2; m>0
bo‘lsa, giperbola I va 111 chorakda, m<0 bo‘lsa, I va IV
chorakda yotadi. xy =m tenglamani y =m/x ko‘rinishda yozish
murmkin bo‘igani uchun teng tomonti giperbola x, y miqdoriar
orasidagi teskari proporsional bog‘lanishni ifodalaydi.

Xy _ L —'1
a2 b2 bE a!

tenglama ham giperbolani ifodalaydi, lekin hagigiy o'q O bo‘ladi.

xfat— /B =1 vaxl/@®— y/B = —] giperbolalar bir xil yarim
o‘qqa va bir xil asimptotaga ega, lekin hagigiy va mavhum o‘qglari
almashinib keladi. Bunday giperbolalar go shma deb ataladi.

152. x*/16 — v2/9=] giperbolaning o‘ng tarmog‘ida shunday
nugialarni topingki, undan o‘ng fokusgacha masofa chap fokus-
gachia bo'lgan masofadan 2 marta kichik bolsin,

Yechish:

Giperbolaning o‘ng tarmog‘ uchun fokal radius-vektoriar
r,¢=x—a va r,{=x+a formulalar bilan aniqlanadi. Demak,

¢x+a=2¢ (x—a) tenglamaga ega bo‘lamiz, bundan x=3a/¢; bu

verda a=4, {=c/a="a’+b*/a=5/4, ya'ni x=9,6. Giperbola
tenglamasidan ordinatani fopamiz:

N mrr a3y 3
=V 16 = 2 -16=i§\f1_1‘5.

. Shunday qilib, masalaning shartini ikki nuqta ganoatlantiradi:
M (3,6,0,6§119). va M,(9,6; —0,64119 ),
153, A(1, 0) va B(2, 0) nuqtalar berilgan. M nuqta shunday
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harakatlanadiki, AMB uchburchakda B burchak A burchakdan 2
marta kattaligicha goladi. M nugta chizadigan egri chizig tengla-
masini toping.

Yechish:

M nugtaning koordinatalarini x, y bilan belgilab th va g A
larni A, B va M nugtalarning koordinatalari bilan ifodalaymiz:

y __ ,rg;[:L_
x-2 2-x x+1

gB=-

Shart bo¢ y1cha
IgB HthA ya'ni e‘gB 2ig Af(l—a‘g A) tenglaimmaga cga

bo lamiz. Bu tenglamaga lgB /f IgA larni qo‘yib
y___ 2Zylx+l)
2—x 1y /(1+x)
ga ega bo‘lamiz, y (y£0) ga qgisqartirib va soddalashtmb x2 —yi/3=1
egabo‘lamiz. Izlangan egri chizig glperboladlr '

154. Giperbolaning ekssentrisiteti -2 ga teng. M(\/_?;;\/E)
nugtadan o‘tadigan giperbolaning tenglamasini tuzing.

Yechish:

Ekssentrisitetning aniglanishiga ko‘ra ¢/a :\5 yoki ¢*= 2q
Lekin ¢?=a?+5? bo'lgani uchun a’+b2=2q%, yoki a’=5h?,
ya’ni giperbolateng tomonli.lkkinchi tenglikni M nuqgtaning giper-
bolada yotishidan keltirib chigaramiz, ya'ni
(xf?;)zfaz-f-(ﬁ)zr’bz =1 yoki 3/a*+2/b6%=1. a?=5? bolgani
uchun 3/a22—2/a?=1, va’ni a‘=1.Shunday qilib, izlangan giper-
bola tenglamasi x?— y?=1 bo‘ladi,

155. Agar giperbolaning asimptotalari y = i@ﬁ /3)x bo‘lsa,
M(9; 8) nugtadan o‘tgan giperbolatenglamasini tuzing.

156. Fokus va uchlan tenglamasi x2/8+y?/5=1 bo‘lgan ellips-
ning mos fokus va uchlaridayotgan giperbola tenglamasini tuzing.

157. M(0; —1) nuqgiadan va 3x2—4y2=12 ning o‘ng uchidan
to‘g‘ri chiziq o‘tkazilgan. To'g'ri chizigning giperbola bilan kesish-
gan ikkinchi nuqtasi topilsin.

158. x*— y?=8 giperbolaberilgan. M(4; 6) nugtadan o‘tuvchi
va giperbola bilan bir xil fokusga ega bo‘lgan ellips tenglamasini
yozing.
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159. 9x2+25y2=1 ellips berilgan. Elii ps bilan bir xil fokusga
ega bo‘lgan teng tomonli giperbola tenglamasini tuzing.

160. Giperbolaning asimptotalari orasidagi burchak 60°, Giper-
bolaning ekssentrisiteti topilsin.

161. x2/64~32/36=1 giperbolaning chap tarmag‘ida shunday
nugtani topingki, uning o‘ng fokal radius-vektori 18 £a teng bo‘sin.

162. Fkssentrisiteti 2 va fokuslari x%/25 +y /9 =1 bo‘lgan
ellipsning fokuslari bilan ustma-ust tushadigan giperbola tengla-
masini fuzing.

163. x¥/16—y/9=1 gi perbolaning x?+y2=91 aylanabilan ke-
sishgan nuqtalardagi fokal radius-vektorlari kesishgan nugqtalari-
dagi fokal radius-vektorlari topilsin.

164. Giperbolaning asimptotalaridan biriga o‘tkazilgan per-
pendikulyar uzunligini mavhum 0‘qqa tengligini isbotlang.

165. x?—y?=1 giperbolaning ixtiyoriy nuqgtasidan uning asimpto-
talarigacha bo‘lgan masofalar ko*paytmasi o'zgarmas songa tengligini
isbotlang.

166. x*+4x +y?=0 aylanadan va M(2; 0) nuqtadan barobar
uzoqlikda turgan nugtalar to‘plamining tenglamasini tuzing,

4. Parabola.

Fokus deb ataluvchi nuqta va direktrisa deb ataluvchi to‘gri
chizigdan barobar uzoglikda turgan nuqtalar to‘plami parabolg
deb ataladi. Agar parabolaning direktrisasi x = —r/2, fokusi
Fr/2; 0) nugta bo‘lsa, uning tenglamasi

yi=2px (1)

¥ J’ M Bu parabola abssissa o‘qiga nisbatan
s simmetrik joylashgan (12-chizma)
r (p>0) x?=2py (2)

tenglama ordinata o°qiga nisbatan simmetrik
o\ F @  bo‘lgan parabola bo‘ladi. p>0 da (1) va
(2} parabola mos o‘qlarining musbat to-
moniga, p <0 bo‘lsa, manfly tomoniga
A qaragan bo‘ladi, y>=2px parabolaning fokal
radius-vektorining uzunligi »=x + p/2
(#>0) formula bilan aniqlanadi.
. 167. Agar parabolaning Ox o‘qiga per-
pendikular bo‘lgan vatarning uzunligi 16 ga, bu vatarning para-

12-chizma
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bola nchidan masofasi 6 gs. teng bo‘lsa, uchi koordinata boshida
yotgan Ox o‘giga parallel bo‘lgan parabdla tenglamasini tuzing.

Yechish: . '

Vatarning uzunligi va uning parabola uchidan masofasi ma’lum
bo‘lgani uchun bu vatar oxirlarining koordinatalari ma’lum bo‘ladi.
Parabola tenglamasi y?=2px; bunda x =6, y=8 deb §2=2p 6
topamiz, bundan 2p= 32/3. Shunday qilib, izlangan parabola
tenglamasi y?=32x/3 bo‘ladi.

168. Oy o‘giga nisbatan simmetrik va I, II1 koordinat burchak
bissektrisasida uzunligi SJE bo‘lgan vatar ajratuvchi, uchi koor-
dinata boshida yotgan parabola tenglamasini tuzing.

Yechish.

Izlangan parabola tenglamasi x?=2py, bissektrisasining tengla-
masi y=x. Shunday qilib, parabola bilan bissekirisaning kesishgan
nugtalarini hosil gilamiz: O(0; 0) va M{(2p; 2p). Vatarning uzunligi
ikki nuqta orasidagi masofa Xabi topiladi: 82 =/4p® +4p? , bun-
dan 2p=8. Demak, izlangan tenglama x?=8y bo‘ladi.

169. Agar parabolaning fokusi 4x —3y —4=0 to‘g’ri chiziq
bilan Ox ofgining kesishgan nugtasida yotsa, parabolaning teng-
lamasini tuzing.

170. y?=8x parabolada direktrisadan 4 ga teng masofada turuv-
chi nuqtani toping.

171. Ox oqiga nisbatan simmetrik, y =x to‘g‘ri chizigdan
uzunligi 4x/§ ga teng vatar ajratuvchi, uchi koordinata boshida
yotuvchi parabola tenglamasini tuzing.

172. y*=2x parabola koordinat boshidan o‘tuvchi to'g‘ri chizig-
dan uzunligi 3/4 ga teng vatar ajratadi. Bu to‘g‘ri chiziq tengla-~
masini tuzing.

173. Agar simmetriva o‘qiga perpendikular, fokus va parabola
uchi orasidagi masofani teng o‘rtasidan bo‘luvchi vatarning uzunligi
birga teng bo‘lsa, parabola tenglamasini tuzing.

174. yp2=32x parabolada 4x+3y+10=0 to‘g‘ri chiziqdan 2
birlik masofada turuvchi nuqtani toping.

175. Uchi koordinat boshida yotuvchi, M{(4; 2) nugtadan

" o‘tuvchi va Ox o‘qiga simmetrik o‘tgan parabola tenglamasini tu-
Zzing; bu nuqtaning fokal radius-vektori bilan Ox orasidagi o
burchakni aniglang. _
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4-§. KOORDINATALARNI ALMASHTIRISH VA IKKINCHI
TARTIBLI EGRI CHIZIQ TENGLAMALARINI
SODDALASHTIRISH o

. Y. Koordinatalarni almashtirish.
x0y koordinat sistemasidan yangi x'0,y ' (kcordinat o“qlarining
yo‘nalishi o‘zgarmaydi, ya’nt koordinat boshi deb O,(a, b) nugta
olinadi; ]3-chizma) sistemaga o‘tishda gandaydir M nuqtaning
eski va yangi koordinat sistemalari bilan bog‘lanishi
x=x"+a, y=y+b (D
x'=x—a, y'=y—b (2)
formulalar bilan aniglanadi.

_ ¥ .
9' t y' _-* g‘ JE H B
A Ay
Y .
1 1 T
: yi vTw
R Gji ’:— F i ! R
0 i 7} T T

13-chizma [4-chizma

(1) formula orqali eski koordinatalar yangilari orqali, (2)
formuladan yangi koordinatlar eskilari orqali aniglanadi. Koordi-
nat o‘glarini A burchakka burashda (koordinat boshi o‘zgarmaydi)
A socat miliga teskari yo'nalishda hisoblanadi {14-chizma). Eski x,
y yangi x', » koordinatalar bilan .

x=x'cosa-y'sina, y=x'sinag+y'cosa 7 (3) -
x'=xcosg —ysing, y'=—xsing + ycoser L0 4
formulalar bilan aniglanadi.

176. Koordinat o‘glari parallel ko‘chirilgan, vangi koordinat
boshi 0,(3;—4) nugtada joylashgan. Nuqtaning eski koordinatalari
M7, 8) ma’lum. Bu nugianing yangi koordinatalarini toping.

Yechish:

Bu yerda a=3, b=—4, x=7, y=8 teng. (2) formuladan
x'=7-3=4, y'=8—(—-4)=12 larni topamiz.
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177. xOpy tekisligida M(4; 3) nugta berilgan. Koordinat siste-
masi shunday buralganki, yangi o‘q M nuqtadan o‘tsin. Agar 4
nugtaning vangi koordinatalari x’=35, y'=35 bo‘lsa, 4 ning eski
koordinatalarini toping.

Yechish: __

OM = /47 +3t =5 bolgani uchun sinc=3/5 cosa=4/5 teng,
u holda (3) formulalar x =(4/5)x"— (3/5)y", y=(3/35x"+ (4/5)y"
ko‘rinishni oladi. x'=y'=35 deb olib, x=1, y=7 ni topamiz.

178. Koordinat sistemasi o« = /6 burchakka bunlgan M (\f_ 3.3
nugtaning yangi koordinatalarinj toping. " .- .

Yechish:

(4) formuladan foydalanib, topamiz:

Cx'=Bcos(m/6)+3sin(m /6y =3/2+3/2=3, 1 had

y —~—\/§s1n(7rf’6)+3003(:r/6}——\/_/2+3\/_12 \f_. P
179, M(9/2; 11/2) nuqta berilgan. Yangi koordinata o‘glari
sifatida

2x—1=0 (0y" o'q), 2y—5=0 (Ox" o'q) chiziglar olin-
gan. M nugtaning yangi sistemasidagi koordinatalari topilsin.

180, M(4\/§; 2\/§) nuqta berilgan. Yangi abssissa o‘qi sifatida
y=2x, ordinata o‘qi sifatida y =-—10,5x to'g‘ri chiziglar olingan.
Yangi o‘glar eskilari bilan o‘tkir burchak tashkil etadi. M nug-
taning vangi sistemadagi koordinatalarini toping.

2. Parabola: y=A4x*+ Bx + C va giperbola: y={kx +1)/(px +¢).
y =Ax?+ Bx + C ko'rinishdagi tenglama koordinat o‘glarini
parallel ko‘chirganda, va'ni x=x"'+a, y=3"+4 {(a, B—yangi
koordinat boshi, x°, y'— vangi koordinatalar) formulalar yor-
damida parabolaning kanonik tenglamasiga keladi.
=4x?+ Bx + C bilan aniglanadigan parabola Oy o‘giga pa-
rallel bo‘lgan simmetriya o‘qiga ega bo‘ladi. (x=Ay?+ By +Cesa Ox
o‘qiga parallel bo‘lgan simmetriya o‘qiga ega). y=(kx+1)/(px+g)
kasr chizigli funksiya, agar kg — pl=0, p=0 bo‘lsa, teng tomonli
giperbolani aniqlaydi. Koordinat o‘glarini parallel ko‘chirganda
bu tenglama teng tomoenli giperbolaning xy =m kanonik tengla-
"masiga keladi, bu giperbolaning asimptotalari koordinat o‘glarida
bo‘ladi. m > 0 boflganda giperbola tarmoglari T va III chorakda,

m<0 bo‘lganda 11 va IV chorakda votadi.
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181, ym9x’ - 6x +2 parabola tenglamasini kanonik holga kel-
tiring. L
Yechivh: | B '
X, y v'iniga mos ravishda X' +a, y'+bh ni go'vamiz: y+bh=
=9(x"tay’ = 60x'+ a)+2 yoki y'=9x" "+ 6x'(3a—1) + (942 — 6 + 2 — p)
¢, b larni shunday tanlaymizki, x° oldidagi koeffitsient va ozod
xad nolga ayiangin:
3a-1=0,
99’ —6a+2-b=0.
Demalf, x1=(1/9)y parabolaning kanonik tenglamasi. Pa-
rabola uchi

va'mi a=1/3, p=1.

Q(1/3; 1) da va p= 1/18.

Bunday masalani boshqacha usul bilan ham yechish mum-
kin. Berilgan y=Axt+ Bx + C (yoki x=4p?+ By + C) tenglama
(x ~a¥=2p(y =D (y—b) = 2p(x — a}} ko‘rinishga keltiriladi, U
holda O,(a, b) nugta parabolaning uchi, p parametrning ishorasi
parabolaning gaysi tomonga yo‘nalganini ko'rsatadi,

y=9x*—6x—2 ni quyidagicha o‘zgartiramiz:

3 1
=0(x" —Zx+=) 142
y=9 5% 9) 1+2;

1 1 1,
y=1 :9(3("5)2; (1“5)2 260’—1)—

Bundan yana parabola uchi 0,(1/3; 1) nugtada bo‘lnib; pafé-
metr p=1/18 ga tengligini topamiz, parabola Oy o‘gining musbat
tomoniga garab yo‘nalgan.

182 y=(‘4x+5)/(2x~1) giperbola tenglamasini x'y'=k kurinishga
keltiring. Giperbola asimptotalarining tenglamasini boshlang*ich
koordinat sistemasiga nisbatan yozing,

Yechish:

Koordinat o‘qlarini paraliel ko‘chirish yordamida berilgan

tenglama
P +H2x'+2a - =4x'+ 40+ 5

yoki

25y (26— 4"+ Qa~1)y'=45+b—- 248+ 5
ko‘rinishga keladi. 2b—4=90, 24— 1=0 dan g = 0.5, =2 larni
topamiz. U helda yangi koordinat sistemasida giperbola tenglamasi
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x'y'= 3,5 ko‘rinishga keladi. Giperbolaning asimptotalari sifatida
vangi koordinatalar olingani uchun, x'=0,5, y'=2 lar asimptota
bo‘ladi. Bunday masalaning boshqacha yechilishi: y ={kx +1)/(px +g)
tenglama (x — a)(y — b) =m Kko‘rinishgaXkeltiriladi, giperbolaning
markazi O, (a, b) nugtada yotadi; uning asimptotalari sifatida x =a
va x =5 lar olinadi, M ning ishorasi giperbolaning qgaysi cho-
raklarda yotishini ko‘rsatadi. y=(4x+3)/(2x—1) ni

2(x—é—)y~—4(x-%+%):0_l

yoki g
2x—Dy—(dx+5)=0; 2(x~0,5)(y-2)=7
ko‘rinishga keltiramiz.

Shunday qilib, giperbola tenglamasi (x — 0,5)(y —2) = 3,5
ko‘rinishga keltirildi. Giperbola markazi 00,5, 2) nugtada,
giperbola tarmoglari I va [II chorakda x—-0,5=0, y —2=0
asimptotalar orasida yotadi,

183. 1) y=4x—2x% 2} y=—x"+2x+2; 3) x=—4y! +y,
4y x=yp?+ 4y +35 parabolalar tenglatmasini kanonik ko‘rinishga
keltiring.

184. 1) y=2x/(4x—1) 2) y=Qx+3)/(3x—2)

3) y=(10x +2)/(5x +4) giperbola tenglamalarini x'y'=m
ko‘rinishga keltiring.

3. Ikkinchi tartibli egri chizigning besh hadli tenglamasi.
Ax? + Cy?+ 2Dx + 2Ey + F = 0 tenglama dkkinchi tartbli egri
chizigning besh xadli tenglamasi deyiladi (xy had gatnashmaydi).
Bu tenglamatekisiikdaellips, giperbolayoki parabolani aniglaydi
(A4, C koeflitsientlar ko*paytmasining ishorasiga qarab koordi-
nat o‘glariga parallel bo‘lgan simmetriya o‘glariga ega bo‘ladi).
1.AC>0 bo‘lsa ellips, A= C bo'lsaellips aylanagaaylanadi.
2. AC<0 bo‘lsa giperbola, agar tenglamaning chap tomoni
ikkita chizigli ko*paytuvchiga ajralsa, giperbola ikkita kesishuvchi
to‘gri chizigga aylanadi:
Ax?+ Cy2+2Dx +2Ey + F=(ax +by +e¢)(ax +by +c,)
3, AC=0 (A=0, C=0 yoki A=0, C=0) bolsa tenglama
parabolani aniglaydi, bu holda, agar chap tomon yoki x, yoki
y ui o‘z ichiga olmasa; (agar tenglama Ax?+2Dx+ F=Q yoki
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Cy?-+ 2Ey+ F=0 ko‘rinishga ega bo‘lsa) parabola ikkita paraliel
to‘g‘ri chizigga ajralishi mumkin (kagigiy har xil, haqgigiy ust-
ma-ust tushadigan yoki mavhum). Egri chizigning turl va uning
tekislikdagi joylanishi uni A(x —x,)?+ C(y —y,)*=f (AC>0 yoki
AC<0D ) ko‘rinishga keliirib osongina topiladi; hosll bo‘lgan
tenglama ko‘rinishiga garab  ellips va giperbolalarning ajralishi
yoki birlashishini ham aniglash mumkin. Birlashmagan egri chiziq
holida, koordinat boshini O,(x,, y,) ko‘chirib, ellips yoki giper-
bola tenglamasini kanonik holga keltirish mumkin. AC=0 bo‘lgan
hol oldingi paragrafda to‘la garalgan, chunki bu holda parabola
tenglamasini y=ox?+bx+c yoki x=g,y?+5,y +¢ ko'rinishda
yozish mumkin.

185, 4x2+9y?—8x—36y +4=0 tenglama qanday egﬂ ch121qn1
ifodalaydi.

Yechish:

Bertlgan tenglamani quyidagicha o‘zgartiramiz:
432+ O —dy)=—4;
4(x*—2x+1— 190 A4 y+4—N=—4;
4(x—1)+9(y—2)?=~4+4+36;
4(x—1)4+9(y—2)2=36.

Yangi koordinata boshi deb @' (1; 2) nugtani ollb, o‘glarni
parallel ko‘chiramiz. Koordinatalarni almashtirish formulalaridan
foydalanamiz: x =x'-+1, y=y'+ 2. Yangi o‘glarga nisbatan
4x'2+9y'?=36, yoki x'%/9 +y'?/4=1 tenglamaga ega bo‘lamiz.
Shunday gilib, berilgan tenglamaelllips ekan.

186. x2—9y2+2x +36 — 44 =0 tenglama ganday egri chiziqmi
ifedalaydi.

Yechish:

Berilgan tenglamani o‘zgartiramiz: -

2 +2x+1—-1)-9(*—4y+4—-4)=44,
(x+1)2—9(y—2)=44+1-36,
C {x+1)-9(y—2)2=9.

Yangi koordinat boshi deb, O,(—1; 2) ni olib o‘qlarni parallel
ko‘chiramiz. Koordinatalarni almashtirish formulalari ¥ =x"—1,
y=y'+2 bo‘ladi. Koordinatalarni almashtirishlardan so‘ng

x'2-9y'?2=9 yoki x'2/9 —y'?=1 ga ega bo‘lamiz. Bu egri chizig
giperboladir. Bu gi perbolamng asimptotalari y'=%(1/ 3" tog'ri
chiziglardir.
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. Quyidagi misollarda keltirilgan tenglamalar qanday egri chij-
zigni aniglaydi? Ularni chizing.
187. 36x?+3y2—36—~ 24y —23=0.
188. 16x*+ 25y —32x+50y —359=0.
I,

o bl ea2y 1o

190, x2+4p2—4x -8y +8=0.
191. x2+4p2+8y+5=0.
192. x2—y?—6x +10=0.
193, 2x2—4x+2y—3=0.
194, x2—6x+83=0.

195, x2+2x+5=0.

4. Tkkinchi tartibli egri chizigning umumiy tenglamasini kKanonik
holga keltirish.

Agar ikkinchi tartibli egri chizig

Ax?+2Bxy + Cy? +2Dx+2Ey + F=0

tenglama bilan berilgan bo‘lsa, koordinata o‘qglarini buraly
x=x'cosa —y'sine, y=x'sina+y'cosa formuladan foydaly-
nib, koordinatalar ko‘paytmasi gatnashgan haddan ozod bo‘lamiy_
Qolgan almashtirishlar bundan oldingi paragrafda bajarilgan. Egpi
chiziqning ikkita chiziqqga ajralishi berilgan tenglamaga garab quy;-
dagicha bajarilishi mumkin. Tenglamani y ga nisbatan kvadrgt
tenglama deb qaraymiz (y? oldidagi koeffitsient noldan fargli);
ggar b jangde Fauadeet dldiz astide qepdepdir g b ALY ey,
ning to‘la kvadrati tursa, ildizdan chiqib, u uchun ikkita qiy.
mat: y,=kx-+b, y,=kx+h, topiladi. Bu egri chizig ikkita to‘g"yj
chizigqa ajraladi. Berilgan tenglama x ga nisbatan ham yechilish;
mumkin. Agar egri chizigning tenglamasida A= C=0 (B=0) bo‘lsy,
B/D=2F/F bo'lgan hadgina ikkita to‘g‘ri chiziqni aniglaydi.

196. 9x?+24xy+16 p?—25=0 tenglama ikkita to‘g'ri chizig
to‘plamini aniglashini ko‘rsating.

Yechish:

Tenglamani (3x +4y)?—25=0 ko‘rinishda yozib olamiz; chap
tomonnt ko‘paytuvchilarga ajratamiz: (3x+4y— 5)(Gx+4y+5)=0,
Shunday qilib, berilgan tenglama 3x +4y—5=0, 3x+t4y +5=
ko‘rinishdagi to‘g‘ri chiziglarni aniglaydi.
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197. 3x+ 8xy—3y2— 14x — 2y +8=0 tenglama ikkita to‘g‘ri
chizig tenglamasini aniqlashini ko‘rsating.

Yechish: :

Berilgan tenglamani 3y?— 2(dx — 1)y —(3x2— 14x +8) =0
ko‘rinishda yozib olamiz, uni y ga nisbatan yechamiz:

4x—14.J(dx—1)% +(9x% - 4x +24)
7 3
_4Ax-1%£(5x-5)
3

Bundan esa y=3x—2 va y=(— x+4)/3 to‘g‘nl chiziq tenglama-
lariga ega bo‘lamiz, ularni 3x—y—2=0, x+3y—4=0 ko‘rinishda yozish
mumkin.

198. xy+2x—4y—8=0 tenglama bilan ganday chizig aniqlanadi.

Yechish:

Tenglamani x(y +2) —4(y +2) =0 yoki (x—4)(y +2) =0 ko‘rinishda
yozib olamiz. Shunday qilib, tenglama x—4=0, y+2=0 to‘g‘ri chizig-
larni aniglaydi, chiziglarning biri Ox, ikkinchisi Oy o‘giga parallel.

199, 5x?+4xy +8y2+ 8x+ 14y +5=0 tenglamani kanonik
ko‘rinishga keltiring.

Yechish:

Birinchi banddagi (3) formuladan foydalanib, tenglamani
o‘zgartiramiz:

. yoki

5{x‘cosa ~)'sing) +4{x'cose ~ y'sina)x'stna + y'cosa) +

+8(x'sin + y'cosa)® +8(x'cosa - y’sina) +14(x'sina + y*cosa)+5 =0
yoki

(5¢0s” @ +4sine cosa +8sin” @)x”+(55in’ @ ~4siner cos @ +

+ 8cos® @)y +6sinecosa + 4{cos” & ~sin’ a)x’ y'+(Bcos & + 14sina)x'+

+ {14cosex—-8sima)y'+5=0,

4(cos’ o —sin’ &) + 6sinercoser =0 shartidan (ya’ni x'y" oldi-

dagi koeffitsientni nolga tenglaymiz) o ni topamiz,
2tg’o —3tgo —2 = 0ga ega bolamiz, bundan fg ¢ =2, 1g oy =~1/2.
tg o ning bu giymati ikkita o‘zaro perpendikular yo‘nalishga to‘gri
keladi. 1g oo=—-1/2 ofrniga fg a =2 olishimiz mumkin (x*, ¥’
far o‘rnini almashtiramiz, 15-chizma).
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fgou=2 dan sina= i2xf'§, coso =1 /«;’g; sinc, cosc lar-

ning musbat giymatini olamiz. U y
holda tenglama ushbu ko‘rinishni & | iz
oladi: !

36 2
Ox +4yP+ T x'——_y'=0
RN N e

yoki

T 4 r I 1 I )
9(x2+7§~x)+4(y2+my)=—5.-____, ;

Qavs ichidagi ifodalarni to‘la
kvadratga to‘ldiramiz:
2 1 36 1
Hx'+—=) +4(y'-—=) ==+ ———5
( NG ) 45 5 20

voki 5 1 9
O(x '+~ + 4 Y =2
( \/g) (v 4\/_5) 5

" Koordinata boshi uchun 0%=2/+/5,1/4+/5) nugtani olib
x'=x"-2//5, p'= y"+1/(4/5) koordinat almashtirish formula-

n2 n2

L
1/4 9/16

=] ga ega

larini go‘llab, 9x"+4y" =9/4 yoki
bo‘lamiz (bu ellips tenglamasi}.
200. 6xy +8v” ~ |2x —26y+11=0 tenglamani kanonik holga

keltiring.
Yechish:
1. Birinchi banddagi (3) formuladan foydalanib tenglamani

ofzeartiramiz: _
6(x'cosa — y'sin a)(x'sin o + y'cosar) +B(x'sin o+ y'cos )’ —
~12(x"cosa —y'sina)—26(x'sinc+ y'cose)+11=0,
(6sino.cos o +8sin’ a)x ™+ (8cos” o —Gsinacos )y +
+[16sinacos o+ 6(cos” o —sin” o)’ y'~ (12 cos o+ 26 sino)yx —
—(26cos—12sino)y'+11=0.
x'y’ had oldidagi koeffitsientni nolga tenglab topamiz.
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~ 16sinccosa+6(cos’ a—sin’ ) =0 yoki 3rg’x—8igar—-3=0
Bundan fgea, =3, fga, =-1/3; iga =3 desak, u holda

siner =J_r3f\/1_0, cos =i]f\/l_0; sing, cosa ning musbat qiy-

matlarini topamiz. U holda tenglama quyidagi o

9x2— 329 /10x "+ 10y +11 =0

9(x?—10x) = (3= V10p) =-11
ko‘rinishga keladi.
2. Qavs ichidagi ifodalarni to‘la kvadratgacha to‘ldiramiz:

yoki

of o Y10 P JioY 45 s
Y Ry
© yoki .
2 2 :
(e S5] {8

Yangi koordinat boshi uchun 0'(«:& 0/ 2, 107 2) ni olib,
X' =x"+10/2, y'=y"+/10/2ni qgo'llab, 9x"?— 3™ =9  yoki
x™—-y"/9=1 ni hosil gilamiz (bu giperbola tenglamasidir).

201. x2—2xy +y2~ 10x —6y+25=0 ni kanonik holga keltiring.
- Yechish:

1). O‘glarni burash formulasidan foydalanib tenglamani
o‘zgartiramiz:
(x'cosa— y'sine)’ — 2(x"cosci— y'sino){(x 'sinc + ' coset) +
+{x"sinet + v cosa)’ —10{x’ coso ~ ¥*sinat) ~ 6(x’sincL + p’cosa) +25 =90,
yoki
{cos’ @ ~2sinacosa +sin’ a)x™ + (sin® @ + 2sinrcos +€os” @)y +
+2(sin’ & —cos” @)x' y'— (10cos + 6sina)x "+ (10sine —6cos @) y'+ 25 =0

x'y" oldidagi keeffitsientni nolga tenglab topamiz

2sin’o ~cos’a. = 0, bundan tgla =1, ya'ni
- fgoy=ligo,=-1. iga =1ni olsak, o, =n/4
S yoki sina =1/+/2, cosa =1/+/2.
U holda tenglama 2”2 —8v2x'+ 24/2'+25 =0,
yoki 2(y”++/2y")-8J2x"+25=0.
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2. Qavs ichidagi ifodani to‘la kvadratga to‘ldiramiz:

2{y'+ i;—J =8-/2x'24 yoki [ Y+ %] =42 [x'—- —j-—;)

" Yangi koordinat boshini G'(3/ J_ , —\5 /2} ga ka‘chiramizl
¥ =x"-3/\2, y'=y"+J2/2 ifodalardan foydalanib, y'*=42
ni topamiz (bu parabola tenglamasi).

Quyidagi tenglamalar ikkita to‘g‘ri chiziqga ajraluvchi egri chi,_
igni aniglashini ko‘rsating va bu to‘g'ri chiziglar tenglamasini topin -

202, 25x2+H0xy+y?—1=0

203, x?4+2xy+y?+2x+2y+1=0

204, 8x?—18xy +9y?+2x—1=0

Quyidagi egri chiziq tenglamalarini kanonik holga keltiring,

205, 14x2+24xy +21y?—4x + 18y —139=0

206, 4xy +3y?2+16x+12y —36 =90

207, 9x?—24xy +16p2—20x + 110y —5 =0

. 5-§. IKKINCHI VA UCHINCHI TARTIBLI ,
ANIQLOVCHILAR. IKKI VA UCH NOMA’LUMII
CHIZIQLI TENGLAMALAR SISTEMASI

1. Ikkinchi tartibli aniqlovchilar va chizigli tenglamalar siy_
1émasr;

al bl .
[ a b J — jadvalga mos ikkinchi tartibli anigiovchi
2 9
a, b
a b

tenglik bilan aniqlanadi. Ikki noma’lumli ikkita chizigli tenglams, _
lar sistemasi '

= albz - aEb]

ax+by=c¢
a,x+by=c, .

a, b

uning determinanti D = #0 bo‘lsa, u yagona yechiniga eg,,

a,
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. 'bo'lib, - yechifit Ktamer forimilalaridan topiladiz’

£ b a4 G

_J_:-D*' _le b, : :_y:._}'?i= a, ¢,
D g bl - D g & (H

a, b, i oy b,

Agar D=0 bo‘lsa, sistema yoki birgalikda emas, (D, # 0, DJ,_ =0
voki aniglanmagan (D, = D, =0}, Oxirgi holda sistema bitta teng-
lamaga keltiriladi. Sistemaning birgalikda bo‘lmaslik shartini
a,/a,=b1b, #<¢,/c,,anigmaslik shartiniq /a, =b,/b, =¢, /¢, kabi
yozish mumkin. Chiziqli sistemaning ozod hadi nolga teng bo‘lsa,
u bir jinsli deb ataladi.

Uch noma’lumli ikkita bir jinsli

ax+by=c,
ax+by=c,.
tenglamalar sistemasini qaraymiz.

Agar a@/a,=b,/b,=c /c, bo'lsa, sistema bitta tenglamaga
keitiriladi, undan bitta noma’lum golgan ikkita noma’lum orqali
ifodalanadi (ularning giymatlari ixtiyoriy aniglanadi).

Agar a/a,=h/b, =¢/c, bajarilmasa, sistemaning yechimiari
b ¢ ;
b ¢ a ¢ a, b, @
formulalardan topiladi (¢ — ixtivoriy qiymatni gabul gilishi mum-
kin). Bu yechimlarni

X v z

- = o :t

a ol | b

a g a b

x= it y= ot z=

¥

b, 4
proporsiyalar ko‘rinishida yozish mumkin.

Agar mahrajlardan biri nolga aylansa, mos suratni ham nolga
tenglashtirish kerak.

(a+b)x—(a-b)y=4ab,
208- Y a-byx+(at+ by =2Aa ~b)

a, o la, b

tenglamalar sistemasini
yveching.
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Yechish:
(1) foroladan D, D, D, lami topamiz:

pPrl @Ol Y by = 2(a 4 07),
a—-b ag+b
dab —(a-b)

=4a’b+4ab’ +2d" - 2a’b-2ab" + 20’ =

L

2a’ -6  a+b
& +a*brab® + By =2a + b ) a+b), .
a+b 4ab

a-b 2a* -b)

=N’ ~a’b+ab® —b")=2(a* + 5 Y a-b)
x=D /D=a+b, y=D,/D=a-b

3x+4y+35z=0,
209

¥

/ =247 +2a%b = 2ab? =28 ~Agth+ dabt =

bir jinsli chiziqli tenglamalar sistemiaw

X+2y—-3z=0
sini yeching.
Yechish:
(2) formuladan foydalanib, topamiz
4 5 3 5 o 34
x= d=22t, y=—| |t=14# z={ |-t=2:t,
2 -3 1 -3 1 2
¢t ga ixtiyorily giymat berish mumkin.
Tenglamalar sistemasini yeching:
S5x-3y=1, ' 2x+y=1/5,
210. YV h11p=6. 21 4y 42y =175,
ax—by=a+8*, .. 3x+2y=1/6,
212. - 213,
bx+ay=a’+b". 9x+6y=1/2/.
314, 1*~ 2y+z=0, " 215 XCOSOL— ¥Sin o = COS 2¢,
3x- Sy+2z=0. - xsind+ ycoso = sin 2a.
216. a*x=2(a* +b)y+b'z=0,
2x+2y-3z=0.
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2. Uchinehi tartibli aniglovehi va chizighi teuglamalar sistemasi.

a b ¢
a, b ¢,
a, b ¢

elementlar jadvaliga mos uchinchi tartibli determinant

a b ¢
| 1 1
b._, c,

b

3

a, & b
—b - 2 b2l 2
bl\

&
]
a

a b, c=a-

s a, o

a b

tenglik bilan aniglanadi.

Agar berilgan aniglovchida berilgan elementni o°z ichiga olgan
yo‘l va ustunni o‘chirishdan hosil bo‘lgan ikkinchi tartibli anig-
lovehi uchinchi tartibli aniqlovehining beriigan elementining minori
deb ataladi. Minorning (—1)* ga ko‘paytmasi beriigan elementning
algebraik to ldiruvchisi deyiladi. (k — berilgan elemenini o‘z ichiga
olgan yo'l va ustun elementlar yigindisi). Shunday gilib, aniglov-
chining elementiga mos minor ishorasi quyidagi

+ - +

jadval bilan aniglanadi.

Yuqoridagi IH tartibli aniglovchini ifodalovehi tenglikning o‘ng
tomonida [ yol elementlarini ularning o‘z algebraik to‘ldiruvchilariga
ko‘paytmalarining yig‘indisiga teng.

Teorema 1. X tartibli aniglovchi ixtiyoriy yo (ustun)
elementlarini o%; algebraik toldiruvchilariga ko ‘paytmalarining
yig ‘indisiga teng.

Bu teorema ixtiyoriy yo‘l elementlari bo'yicha yoyib aniglov-
chini hisoblashga yordam beradi.

Teorema 2. Ixtivoriy yol elementlarini boshqa yo'l ele-
menxigrining glgebraik to ldiruvchilariga ko'‘peyimalarining
yig'indisi nolga teng.
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Aniglovchining xossalari.

1. Agar aniglovchining vo‘llarini ustunlari bilan yoki ustun-.
larini yo‘llari bilan almashtlrsak, aniqlovchining qiymati’
o‘zgarmaydi. '

2. Aniglovchining biror vyo‘lida umumly ko‘paytuvchiga ega
bo‘lsa, uni aniglovchining tashqarisiga chigarish mumkin,

3. Aniglovchining biror yo‘l elementlari boshga yo‘l element-
lariga teng bo‘lsa, unday aniglovchi nolga teng.

4. Agar aniglovchining ikkita yo‘li o‘rnini almashtirsak, uning
ishorasi teskariga o‘zgaradi.

5. Agar aniqlovchining biror yo‘l elementlariga boshga yo‘l
elementiarini noldan fargli songa ko‘pavtirib go‘shsak, uning
giymati o‘zgarmaydi.

TUch noma’lumli uchta chizighi

ax+by+ecz=4d,
a,x+by+cz=d,,
ax+bytcz=d,.

tenglamalar sistemasini quyidagi Kramer vrmuaiaraan foy-
dalanib yechamiz.

x=D /D, y=D, /D, z=D /D, (1)
a4 b ¢ & b ¢
D=la, b, ¢ D,=|d, b ¢,
4 b g d, by ¢
4 d ¢ a b 4
D =la, d, ¢, D,=|ay, b, d.
a d5 a b d

Bu verda D+0 deb faraz qilamiz (agar D=0 bo‘lsa, sistcmé
aniglanmagan yoki birgalikda bo‘lmaydi).
Agar bir jinsli sistema
ax+by+ez=0,
ax+by+c,z=0,
ax+by+cez=0.
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ning aniglovchisi noldan fargli bo‘lsa, u vagona x=0, »=0, z=0
yechimga ega bo‘ladi. Agar bir jinsli sisternaning aniqglovchisi noiga
teng bo‘lsa, sistema ikkita tenglamaga yoki bitta tenglamaga keladi.
Agar sistemaning minorlaridan kamida biri noldan fargli bo‘lsa,
birinchi hol, hamma minorlar nol bo‘lsa, ikkinchi hel ro‘y be-
radi. Bu ikki holda ham (birinchi bandga garang) sistema cheksiz
ko'p yechimlarga ega bo‘ladi.
5 3 2

- 4 ,
217. 12 uchinchi tartibhi aniqlovcehin . [isopiang.

7 3
Yechish:
Aniglovchini birinchi vo'l elementlari bo‘yicha yoyamuz.

5 3 2

12 4l<s 2 4 -1 4 -1 2 l_
—_ = 3 F—
7 3 6 3 6 7 6 7

=5-0-3-(-34)+2./-17)=08.
~ 218. Yugqoridagi aniglovchini yo‘l (ustun) elementlarining
chizigli kombinatsiyasi haqidagi tearemadan foydalanib hisoblang,

Yechish:
11 yo'l elementlarini 5 ga ko‘paytirib, I yo'l elementlariga, 7
ga ko‘paytirib 111 vol elementlarigg go‘shamiz:

S 32110 1322
102 4l=[-1 2 4
7 361 |0 17 34

I ustun elementlari bo‘yicha yoyib hisoblavmz:

-13. +2.

0 12 13 29 N3 22
-1 2 ]17 34] |17 ul* =13-34-17-22=68.
0 17 34 7 |

_ x+2y+z=8,
219, {3x+2y+z=10, tenglamalar sistemasini yeching.
4x+3y-2z=4
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Yechish: .
(1) formuladan topamiz:

5§ 2 1
2
10 2 1 8'2 1 ,_2_10 1 +1.10
& 3 7 SR 4 -2 4 3_&4_1
X = = - =T =L
1 3 1 2
1 2 1 1‘2 5P +1_3 14
3 2 1 3 -2 4 -2 4 3
4 3 -2
i 8 1 o
3 10 1 10 1 3 1 3 10| .
1 —38- +1- -
4 2| 14 2| |42 4 4] 28
YT 14 4 7
1 2 8
." 3
3 2 10 11| 10,_2, 10+8-3 2
34( 13 4] 4 4 4 3_2__3
T 14 IV
dx+y+z=0, .
110, sx+3y+2=0, i jinsli tenglamalar sistomasind yeghing,
x+y+2z=0
Yechish:
4 1 1
Bu yerda D=i{l 3 1. Buni hisoblash uchun I yo‘l ele-
I 1 2

mentlariga 111 yo! elementlarini —4 ga, 1} yo'] elementilariga 111
yo‘l elementiarini —1 ga ko‘paytirib qo‘shamiz:

0 -3 -7
-3 -7
D=0 2 -U=1- =17
2 -1
I 1 2
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D#O bo‘lgani uchun sistema x=y=z=0 yechimga ega.

3x%2y—z:0,

221 x+2y+9z=0, sisternani yeching.

C |x+p+2z=0

Yechish:
32 29 fo9 ho2

D=1 2 9!=3. -2 ~1- =—15+1441=0.
1 1 2 1 2 1 2 1 S

Demak, sistema noldan fargli yechimga ega. Birinchi ikkita
sistemani yechamiz (chunki uchinchisi dastlabki ikkitasining nati-
jasi):

Ix+2y—z=0,
- x+2y+9z=0.
1 banddagi (2) formuladan topamiz:
-1 3 - 3
= =201, y=- t=-281 z= t=4-¢
x y _— z :
I 2 -1
222. {3 7 2| ni I yo'l elementlari bo‘yicha yoyib
2 3 -7
hiscblang.

i1t 1
223,12 3 4| niyol (ustun)lar chizigli kombinasiya hagi-
' 4 9 16

dagi teoremani go‘llab hisoblang.
2 3 4

124. 2 a+3 b+4
2 ¢+3 d+4

nt higoblang.
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Tenglamalar sistemasini yeching.

(5x—y~z=0, x+3y—-62=12,

225. {x+2y+3z=14, 226. 33x+2y+5z=-10,
[4x+3y+22=16, 2x+5y-3z=6.
(~5x+y+z=0, x+y+z=0,

227. «x—06y+z=0, - 228. 3x+6y+5z=0,
1x+y—72£0. ' x+4y+3z=0.
(ax+by+cz=a~b, ax+by+{(a+b)z=0,

229, bx+cey+az=b-c, 230. {Ox+ay+{a+b)z=0,
x+ay+bz=c~a, x+y+2z=1.

agar a+h+c#0 bo‘isﬁl_"
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I BOB
VEKTORLAR ALGEBRASINING ELEMENTLARI

1-§. FAZODA TO'G‘RI BURCHAKLI KOORDINATALAR

Agar fazoda Oxpz to‘g‘ri burchakli dekart koordinat sistemasi
berilgan bo‘lsa, u xolda koordinatalari x {abssissa), ¥ (ordinata)
va z (aplikata) bo‘lgan M nugta M(x; y; z) bilan belgilanadi. A(x,;
v z) va B(x, y,; g) nugtalar orasidagi masofa

d:\((xl_xl)sz(yz_Y1)2+(zz_31)2 (1) |

formula bilan aniglanadi.
Mix; y; 7) nuqtadan koordinat boshigacha bo‘lgan masofa

d:w’x +y +z? 9]

formula bilan topiladi.

Agar oxirlari A(x; y; ) va B(x;; y; z,) bo‘lgan kesma
C(x;y;z) nuqgia orgali A nisbatda (i-bob, 1-§) bo‘lingan bo‘lsa,
C nudtaning koordinatalari

- xtAx, _ p+Ay, _ 5 +Adz,
= ; = iz = .
142 > 7T i "y (3)
Kesma o‘rtasining koordinatalari
—_ HTX - ntry, - 45 +E
Y = —— = s Z = 4
> YT 2 @)

formulajar bilan topiladi.

231. M (2; 4; —2) va M,(—2; 4; 2) nuqtalar berilgan. MM,
to‘g‘ri chizigni A =3 nisbatda bo‘luvchi M nuqgtani toping.

Yechish:

Kesmani berilgan nisbatda bo‘luvchi formulalardan foydala-
namiz:

X +Ax, 2+3(=2) w+Ay, 4+3-4
p = - = ==L yu= P =%
1+ 4 1+3 I+ A 143
4z, -2+3-2 -1

Z., =
Y144 - 143
Demak, izlangan nugta M(—1; 4; 1) ekan.
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232. Uchlari A(1; 1; 1), B(5; 1; —2), C(7; 9; 1) bo‘lgan -
uchburchak berilgan. 4 burchak bissektrisasining CB tomon bilan
kesishgan D nugtaning koordinatalarini toping.

Yechish: A burchakni tashkil etuvchi tomonlar uzunliklarini -
topamiz.

L ACE Joe —x F + (o =y Vo +(zp ~2,F = JO-0P (617 +(1-1)* =10,
| AB|=\/(xH X,V Y=y + -2, =\/(5_U2 +(1-D*+(-2-1)" =5.
Demak, |CD|:|DB]=10:5=2, chunki bissektrissa CB tomonni

o‘ziga yopishgan tomonlarga proporsional bo‘laklarga ajratadi.
Shunday qilib,

U XetAx, 7+2:5 17 yo+dy, 9+2:1 11,

I T 1wz 37T 1z 30
oz o+Az, 1+42(-2) T
ip= [ = ==
+4 [+2

Izlangan nuqta D(17/3; 11/3; —1) ekan

233. Ox o'qida A(2; —4; 5) va B(—332;»7) nugtdlardan
barobar uzunlikda turgan nugqtani toping.

Yechish:

M izZlangan nugta bolsin. Uning uchun |AM|=|MB| shart
bajarilishi kerak. Bu nuqta Ox o'qida yotgani uchun, uning koor-
dinatalari (x; 0; 0), shuning uchun

| AM |=\(x =2 +(~4)° +5°, | MBl=y[(x+3} + 22+ 7
boladi, bu tengliklarning ikki tomonini kvadratga oshirib, quy-
idagini topamiz: (x—2)*+41=(x+3)2+ 53 yoki 10x=—17, va’ni
x=—1,7. Shunday qilib, izlangan nuqta M(—1,7; 0; 0).

234. A(3; 3; 3) va B(—1; 5; 7) nuqgtalar berilgan. AB kesmani
teng uch bo‘lakka bo‘luvchi C, D nugtalarning koordinatalarini
toping.

235. Uchiari A(1; 2; 3), B(7; 10; 3), C(—1; 3; 1) bo‘lgan
uchburchak berilgan. A4 burchakni o‘tmas ekanligini isbotlang.

236. Uchlari A(2; 3; 4), B(3; 1; 2), C4; —1; 3) bo‘lgan
uchburchak og‘irlik markazining koordinatalarini toping.

237. A(3; 1; 4) va B(—4; 5; 3) nuqgtalardan baravar uzoqlikda
turgan M nuqta, koordinat boshidan C(0; 6; 0) nugtagacha bo‘lgan
Oy o‘qidagi kesmani ganday nisbatda ba‘ladi.
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238. Oz o‘gqida M\(2; 4; 1) va M,(—3; 2, 5) nuqtalardan
baravar uzoglikda turgan nuqtani toping.

239. xOy tekislikda A(1; —1; 5), B(3; 4, 4) va C(4; 6; 1)
nugtalardan baravar uzoglikda turgan nuqgtani toping.

2-§. YEKTORLAR VA ULAR USTIDA AMALLAR

Oxyz koordinatlar fazosida berilgan erkin vektor a ni
Z=a,i+a, j+a -k ko‘rinishida tasvirlash mumkin. @ vek-
torni bunday tasvirlash uni koordinata o‘glari yoki ortlar bo ‘yicha
yoyish deb ataladi. Bu yerda q,, a, a lar a vektorning mos
o ‘glardagi proyeksiyalari (@ vektorning koordinatalari) deyiladi,
i, J, k lar esa o‘glarning ortlari (mos o‘glarning musbat yunalish
bilan ustma-ust tushgan birlik vektorlar).

a‘f, a“j, ak lar @ vektorning koordinat o ‘glari bo vicha tashkil
etuvchilari (komponentalari) deb ataladi. @ vektorning kattaligi
a yoki | @ | bilan belgilanib |a| = /a} + ] +a formuladan topiladi.

a vektorning yo‘nalishi uning koordinat ofglari bilan tashkil
qilgan o, B, y burchaklar orgali belgilanadi. Bu burchaklarning
kosinusi (vektorning yo‘naltiruvehi kosinusi)

¥ v

;€O =t e
_.a:_.. =
Loy =—= > 5 >
a a.+a,

formuladan aniqlanadi. '

Vektorning yo‘naltiruvchi kosinuslari cos’ & +cos® f +cos® y =1
munosabat bilan bog‘langan. Agar @ va § vektorlar ortlar bo‘yicha
yoyilmasi bilan berilgan bo‘lsa, ularning yigindis: va ayirmasi

a+b=(a,+b)-7+(a,+b,) J+(a +b) k,

a-b=(a,—b)7+(a,-b)J+{a -b)k
formulalardan aniglanadi. _
Boshlari ustma-ust tushadigan & va A vektorlar yig‘indisi
tomonlari & va & bo‘lgan parallelogram diagenali bilan ustma-ust
tushadigan vektor orgali tasvirlanadi. @ —# ayirma shu parallelo-
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gramning ikkinchi diagonali bilan ustma-ust tushib, vektorning
boshi & ning oxirida, oxiri F ning oxirida yotadi (16-chizma).

Ixtiyoriy sondagi vektorlar yigfindisi ko‘pburchaklar qoidasi
bo‘yicha topiladi (17-chizma). @ vektorni m skalyarga
ko‘paytmasining m-c_:=m-ax-17+m-a},-f+m—az-?c_ formuladan
topiladi. Agar m>0 bo‘lsa, @ va m.a vektorlar parallel (kolline-
ar) va bir tomonga yo‘nalgan, m<0 bo‘lsa, qarama-qgarshi to-
monga yo‘nalgan bo‘ladi. Agar m=1/a bo‘lsa, a/a vektor uzun-
ligi birga teng bo‘lib yo‘nalishi @ ning yo‘nalishi bilan ustma-ust
tushadi. Bu vektor @ vektorning birlik vektori (ort) deyilib, @,

16-chizma 17-chizma

bilan belgilanadi. & vektotyo‘nalishidagi birlik vektorni topish @ !
vektorni normaliashtirish deyﬂadl Shunday qilib, @, =a/a, yoki-
a = aa,

Boshi koordinat boshida, oxiri M nugtada yotgan OM vektor
M nugtaning radiys-vekiori deyilib, ¥(M) yoki 7 bilan belgi~
lanadi. Uning koordinatalari M nugtaning Kkoordinatalari bilan
ustma-ust tushgani uchun uning ort bo‘yicha yoyilmasi
E—xf_+y?+ zk ko‘rinishda bo‘ladi. Boshi A(x,; y5 z,), oxirl
B(x,; v, z,) nugtada bo‘lgan AB vektor AB--r2 7, ko‘rinishda
voziladi, bu yerda 7, B nuqtaning, # 4 nuqtaning radius vektori.
Shuning uchun 4B vektorning ortlar bo‘yicha vovilmasi
AB = (= x ) +(y, =y +(z, —z,)k ko‘rinishda bo‘ladi. Uning
-uzunligi A va B nuqtalar orasidagi masofaga teng.

FE =d= \/(x2 =x Y+ -n) +(z,— 7)) AB  vektorning
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d

yonalishi cosc = ﬁ%; cos = 2’%&; cosy =2
vo‘naltiruvchi kosinuslar bilan aniglanadi.

2408. ABC uchburchakka 4B tomon M va N nugtalar orgali
teng uch bo‘lakka bo‘lingan: [AM|=|MN|=|NB| Agar
CA=a,CB=5 bo'lsa, CM vektorni toping.

Yechish:

AB b— a ga egamiz. Demak, AM = {b a)f3
CM =CA+AM bo‘lgani uchun CM = a+(b-a)/3=a+b)/3.

241, ABC uchburchakda AM to‘g’ri chiziq BAC burchakning
bissekirisasi, M nugta BC tomonda yotadi. Agar 4B=5b, AC=¢
bo‘lsa, 4AM ni toping.

Yechish:

BC =¢—b ga egamiz. Uchburchak ichki burchakiarining bissek-
trisasi xossasiga asosan |IS%’1—4'|:|MC]=b:c, va’ni | BM]] BCl=b:(b+c).
Bundan BM = bb (E—E) . AM = AB+BM bo‘igani uchun

+c - -
m:b_’_ b (E-—E} _ betch
b+e b+e - - =

242. ABC uchburchak uchlarining radius-vektorlari #. 3, 753
bo‘lsin. Uchburchak medianalari kesishgan nugtasining radius-
vektorini toping.

Yechish:

BC =, rz, BD = (r3 rz)/2 (DBC tomonning o‘rtasi);

AB =1, - P s AD=BD+AB=(r,—1r,) /241, —t =(r, +1, - 25}/ 2;
mz(ZB)AD (M — medianalar kesishgan nugqtasi), shuning

uchun  AM = (r, +r,—2r)/3.
_ Shunday gilib;
F=OM =r+AM =(r,+ 1,- 21){3 47, yoki r=(5+r,—n)/3.
243, a=20i+30] ji- —60k vektorning uzunligi va yo‘naltiruvchi

kosinuslarini toping.
Yechish:

a =207 +307 + 607 =70,
cos@=20/70=2/7; cos f=30/70=3/7, cosy=-60/70=-6/7. .
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244. Agar A(1; 3; 2) va B(5; 8; —1) bo‘lsa, a= AB vektorni
toping.

Yechish:

AB vektorning koordinat o*glariga proyeksiyalari B va A nuq—
talarning mos provyeksiyalari ayirmasiga teng:

a.=5-1=4, a =8-3=5, a =-1-2=-3.

Demak, AB=4-i+3j-3-k

245. g=3i+4;—12k ni normallashtiring.

Yechish:

a vektorning uzunligini topamiz:
o= Ja? +ad+a? =3 +42 4 (=12)* =13
Izlangan birlik vektor

P 3.i+4. 512k i}+_4_._ﬂ2.k bo'ladi.
al 13 13 137 13

246. ABC uchburchak berilgan. BC tomonida | BM || MC |—
nisbatda M nuqta joylashgan. Agar AB=b AC=c¢ bo'lsa, AM

ni toping.

247. 4B=a+2b, BC =—4a—b, CD =-5q-3b berilgan. ABCD
trapetsiva ekanligimi isbotlang.

248. Agar a= AB+CD,A(0;0;1), B(3;2: 1), C(4;6;5), D(1;6;3)
bo‘lsa, a vektorning koordinat o‘qlariga proeksiyalarini toping.

249, E=m;+(m+l)}+m(m+l)}€ vektorning uzunligini toping.

250. ABC uchburchak uchlarining radius-vektorlari berilgan:

Famit2+3F, =3+ 2j 4R FemitdT+R

ABC uchburchakning teng tomonli ekanligini isbotlang.

251. E=;+2}+E—(1/5)(41_'+8}+3E) vektorning moduli va
vo‘naltiruvchi kosinuslari topilsin.

252. M(1; 2; 3) va M,(3; -4; 6) berilgan. M,M, vektorning

kattaligi va yo‘nalishi aniglansin.
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253 = —4i— 2j+3k vektor ber;lgan Agar b—ﬂ.f’y#ay vabx=0
bo‘lsa, b ni toping. o

254. M nugtaning radius-vektori Oy o‘qi bilan 60°, Oz o'qi
bilan 45° I burchak tashkil etadi, uning uzunligi #=8. M nua-
taning abssissasi manfiy bo‘lsa, uni toping.

255. g= i —2}—2? vektorni normallashtiring.

3-§. SKALYAR VA VEKTOR KO‘PAYTMA. ARALASH
KO‘PAYTMA

L Skalyar ko‘paytma.
a va § vektorlarning skalyar ko paytmasi deb shunday sonni
aytamizki, u vektorlar uzunliklarini ular orasidagi burchak ko-

sinusiga ko‘paytmasiga teng: a-b = abcosg
~ Skalyar ko‘paytmaning xossalari:

1. a-b= |a| yoki o [a[

2. Agar =0 yoki b=0, yoki a L b (noldan fargli vektorlar
ortonalligi) bo‘lsa, a-b=0.

3 g-b=b-a (o°rin almashtirish gonuni),

4. E(E + E) =ab+ac (tagsimot gonuni)

5. (m;;):b_:g(mg)zm(af_;) {skalyar ko‘paytuvchiga tiisbatan

guruhlash qonuni)
Koordinata o‘qlari ortlarining skalyar ko‘paytmasi
-2

i _}"* k=1, ij=jk=ik=0.

a= ax: + aJJ +a, k, b= bxf+byj+bzz lar berilgan bo‘lsa, ular-
ning skalyar ko‘paytmasi ab = ab +ab, +ab. formuladan topi-
ladi.

2. Vektor ko’paytma. _
a vektorning b vektorga ko ‘paytmasi deb shunday ¢ vektorni
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aytamizki, u quyidagi shartlarni | Z=Bx 3
ganoatlantirsini (18-chizma).

1. £ ning katialigi @ va b vek-
torlardan yasalgan parallelogramning
yuziga teng (¢c= absmgo, Q= a"‘b)

2. ¢ vektor a va b vektorlarga
perpendikular;

3. g, b, ¢ vektorlar bitta nuqtaga
keltirilgandan so‘ng o‘ng sistemani tashkil etsin. a vektorning b

7?
/_5./«"‘

/////

18-chizma

veliorga vektor ko‘paytmasi axd ko‘rinishda voziladi.
Vektor ko‘paytmaning xossalari:

i. Exzz—axg, o‘rin almashtirish xossasiga ega emas.

2. Agar a=0,y0 b=0, yo a||b bo'lsa, ab x= 0 bo'ladi.

3. (ma)xb =ax(mb)=m(a xb) (skalyar ko‘paytuvchining gu-
ruhlash gonuni)

4. EX(E-I—E):;XE-F;X;‘ (tagsimot gonuni)

i, 7, k ortlarning vektor ko‘paytmasi uchun

1-'sz=}><}=§><§=0,

tengliklar o‘rink.

a=xityj+zk, b:xzz-'+y3}+zﬁ vektorlarning” vektor

ko‘paytmasi .
i j ok

axb=|x y gz

Y2 0 5

LoLwaa y deamida topiladl
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3. Aralash ko‘paytma.

Uch a, b, c vektorning aralash ko‘paytmasi axb ni ¢ ga
skalyar ko‘paytmasiga teng, va’ni axb-c. Aralash ko paytmaning
moduli she vektorlargaqurilgan parallelepipedning hajmigateng.
Aralash ko‘paytmaning xossalari

1. Agar: a} ko‘paytiriluvchi vektorlardan biri nolga teng: b)
ikkitasi kolleniar: b) uchta noldan farqli vektor bitta tekislikka
parallel (komplanar) bo‘lsa, aralash ko‘paytma nolga teng.

2. Agar aralash ko‘paytmada vektor ko‘paytma (x) va skalyar
ko‘paytma () larnmg o‘rnini almashtirsak aralash ko‘paytma

o‘zgarmaydi, ya'ni axb-c=a-bxc¢. Shuni hisobga clib, aralash
ko‘paytma ¢-b-¢ kabi yoziladi.
3. Agar ko‘paytiriladigan vektorfar o‘rnini doiraviy shaklda

almnashtirsak, ko‘paytma o‘zgarmaydi: q.b. c=bca=c-ab
4. Ixtiyoriy ikkita vektor o‘rnini almashtirsak, aralash
ko‘paytmaning ishorasi o‘zgaradi.

b-a-c=~-a-b-¢; c-h-a=-ab- : a-c-bh=—a-hb-c.
a=xi+tyjrzk; b=xi+yj+z,k, c=xityj+zk
larning aralash ko‘paytmasi
X N g

Cabislk 2
X ¥V Z
Aralash ko‘paytmaning xossalaridan quyidagilar kelib chiga-

dan topiladi.

di: uch vektor komplanarligining zarur va vetarli sharti a-b- c=0.

a, b, ¢ larga qurilgan parallelepiped hajmi V] =[5-5-E], uchbur-
chakli piramidaning hajmi ¥, = %V, = % la-b-cl.

256. g=3i+ 4}+ 7k vah="2i- 5}+ 2% larning skalyar
ko*paytmasini toping.

Yechish: 3

a-b=3.2+4.(=8)+7-2=0 nitopamiz. a-b=0 vaa=0,b#0
bolganligi uchun ¢ 1 5.
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257. a=mi+3j+4k va b=4i+m;j—7Tk vektodar berligan
ning ganday giymatida vektorlar perpendikular bo‘ladi.

Yechish:

Bu vektorlarning skalyar ko‘paytmasini topamiz:

a-b=4m+3m-28 alb bolgani uchun ab=0 DO 1841
Bundan 7m—28=0, ya’'ni m—4.

258. Agar a=2, b=3, @ 1 b bo'lsa, (5a+3b)-(2a~5) m topimg.

Yechish:

(5a+35)-(2a—b)=10a —5ab+6ab~3b =104 -3b =40-27=13.

259, a=i+27+3k va b=6i+4]~2k vektorlar orasidagi bur-

chakni hisoblang.
Yechish:

_ _ ab
ab=abcos@ bo‘lgani uchun cos@ = e

F14
ab=1-6+2-4+3(-2)=8, " a=1+4+9=4/14,
b=36+16+4 2J_

8 2 B 2
D k, cos = arccos—.

260, g=2i+3j+5k va b~_~§+2}+E larning vektor

ko‘paytmasini toping.

_Yechish:
et A ; } E P
- = 3 5 2 5 —2 3
axb=2 3 5/ =i ‘]‘ |+k‘ |
21 1 1 1 2’
1 2 1

ya’ni axb= —~7§+3T+E
261. a=6i+3j~2k b= 3i-27 j+6k larga yasalgan paralle‘lo-
gramm yuzini hisoblang.
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Zechzlsh: o
a ning b ga vektor ko‘paytmasini topamiz:

P 7 % :
- — 2 6 2 e 3] - o~
arb=16 3 2=i 32 6 _j'S 6 +k > {='14ii42j—21k_
3 -2 6|

l

Tkki vektorning vektor ko‘paytmasi moduli shulardan vasalgan
parallogramm yugziga teng bo‘igani uchun
S =laxb|=v14" +42" +21° =49,
262. Uchlari A(1; 1; 1), B(2; 3; 4), C4; 3; 2) bo'lgan
uchburchak yuzini hisoblang.

Yechish:
;Ei AC  vektorlarni topamiz:

AB=(2-Di+3-1)j+{@d-Dk=1+2)+3k,
AC=(4—1)i+B-1j+(Q2-Dk=3i+2j+k.
AB B, AC vektorlardan yasalgan parallelogram yuzining yarmi
ABC uchburchak yuziga teng.

2 e e
2‘ =47 +87-4F.

Demak, S, . = %| ABx AC = %\/16 +64+16 =24 (kv. birlik).

263. 2+3b va 3a+b vektorlardan yvasalgan parallelogramm

yuzini hisoblang, bu yerda [a| |51=1, (a,”b) = 30"
Yechish: :
(@+3b)x(3a+b)=3axa+axb+%xa+3bxb=
=3-0+axb-9axb+3-0=-8axb,
(axa=bxb=0,bxa=—-axh)
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Demak, §=8|axbhl=8-1-1-sin30° =4 (kv. birlik).
264. a=2i—j~k b=i+3j—k, c=i+j+4k larning aralash

ko‘paytmasini toping.

Yechish:
2=l 1 [0 3
a-bc={1 3 —1=2‘ +1 ‘—1‘ |=33
4170 4 o
1 1 4

265. a=2i-57+7k, b=i+j—k, c=1+2j+2k vektorlarning
komplanarligini ko‘rsating.

Yechish:
Uch vektorning aralash ko‘paytmasini topamiz:
257 1 1 1 -1 11
abec=l1 1 -1=2- ~5- +7- =8-15+7=0,
2 2 1 2 12
1 2 2

a-b-c=0 bo‘lgani uchun a, b, ¢ lar komplanar.

266. Uchlari A(2; 2; 2), B(4; 3; 3), C&; 5;: 4, D(5; 5; 6)
bo‘lgan uchburchakli piramida hajmini toping.

Yechish:

AB, AC, AD lar A nugtada uchrashadigan piramidaning qir-
ralari bilan ustma-ust tushadi, ularni topamiz:

AB=2T+7+k, AC=2T +37+2k, AD =37 +3]+4F
Bu vektorlarning aralash ko‘paytmasini topamiz

2 1 1
aB-ac-Ab=|2 3 2l=2° *[-1* 1] d-n
33 4 3 4 3 4 3 3| -

E,R,E larga qurilgan parallelepipedning 1/6 qismi pi-
" ramidaning hajmiga teng, shuning uchun ¥ =7/6 (kv birlik).
267. (a—b)Yb—c)c-a) ni hisoblang.
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Yechish: -

{a-8)+(b~e)+{c—ay=0
bo‘lgani uchun, bu vektorlar kom-
planar (19-tasm).

Demak, ularning aralash
ko‘paytmasi nolga teng: 19-chizma

(@ —BYb—c)c—a)=0.

268. Agar a=4,b=06, (E: 5) =E;— bo‘lsa, 3g-2b va 55—63
vektorlarning skalyar ko‘paytmasini toping.

269. a=37 +4;+5k va b=47 +5;-3k vektorlar orasidagi
burchakni toping.

270. m ning ganday giymatida a=mi +/ va b=37 37+ 4%
vektorlar perpendikular?

271. Agar a=1, b=2, ¢=3, (EE):(E,”E):(BIZ):% bo'lsa,

Za+3b+4c va Sa+6b+7¢ vektorlarning skalyar ko‘paytmasini
toping.
272, Agar F=2,5=5¢= (f :‘3_) =7{6 bo‘lsa, F kuchning

S yo‘ida bajargan ishini toping.

273. E=E+}+2E va 3=2E+}+;’E larga perpendikular bo‘lgan
birlik vektorni toping.

274. a, b, ¢ lar uzunliklar bir xil va jufti-jufti bilan teng
burchaklar hosil giladi. Agar a=i+j, b=j+k ga teng bo'lsa,
¢ vektorni toping.

275. a=2i+ 2}+;'c_ va b=6i+ 3}+ 2k vektorlar berilgan. pr 53_7

va pr.a larm toping.
276. ABCD paralielogramning ketma-ket uchta nugtasini ra-
dius-vektorlari berilgan:
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Py =5+}+E, s zE+3}+S?£, o =7§+9}+11§. D nugtaning
radius-vektorini toping.
277. Agar a—i>0, a~ j>0,a-k>0,5-i<0, b—j<0, b-k <0
bo‘lsa, vektorlar perpendikular emasligini isbotlang.
278. a=i+mk,b=i+j+(m+Dk, c=i—j+mk vektorlar m
ning qanday giymatida komplanar bo‘ladi?
 279. Noldan fargli x, x, x,, ¥, Y, ¥» %, %p &; sonlar
W I XX TN Y. T 52, = 0,
X, ¥, =0, xx,+yy+zz,=0,
LY g XXy + )Yy +2,2, =0
tenglamalami ganoatlantirishi mumkinmi?
280. a=2i+5j+k va b=i+2j -3k larning vektor ko‘paytmasini
toping.
281. Uchlari A(2; 2; 2), B(4; 0; 3), C0; 1; 0) bo'lgan
uchburchak yuzasini hisoblang.
282. a=i—j+k, b=i+j+k, c=2i+3j+4k vektorlarning
aralash ko‘paytmasini toping.
283. E=7§—3}+2E, 3:3?~«7}+8§, E:E—:HE vektorlarn-
ing komplanarligini isbotlang.
284. Uchlari 4(0; 0; 1), B(2; 3: 5), C(6; 2; 3), D(3; 7, 2)
bo‘lgan uchburchakli piramidaning hajmini hisoblang. BCD yoqqa
tushirilgan piramida balandligining uzunligini toping.

285. A(5;, 7 —2), B; L -1, C9; 4, -4, D(; 5 O)
nuqtalarning bir tekislikda yotishini isbotlang,. B
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HI BOB :
FAZODA ANALITIK GEOMETRIYA

1-§. TEKISLIK VA TO‘G‘RI CHIZIQ

1. Tekislik.
1) Tekislikning vekior tenglamasi
ron=p
ko‘rinishda bo‘ladi. Bu yerda r=xi+yj+zk vektor, tekislikdagi
M(x,y,7) nuktaning radius-vektori; n=icosa + ; cosff+ kcos 4
koordinat boshidan tekislikka tushirilgan perpendikular yo‘nalishiga
ega bo‘lgan birlik vektor; «, B, vy lar shu perpendikulyarning Ox,
Oy, Oz o‘qlari bilan tashkil gilgan burchaklari; r — perpendiku-
iar vzunligi. Yugoridagt tenglamani koordinata ko‘rinishida yvozsak
xcosa+ ycosf+zcosy—p=0 4}
ga ega bo‘lamiz (tekislikning normail tenglamasi).

2) Agar 4%+ B2 +C? %0 bo'lsa, ixtiyoriy tekislik tenglamasini
Ax+By+Cz+D=0 )
ko‘rinishda yozish mumkin. 4, B, C lar tekislikka perpendikulyar

N(A4,B,C) vektoring koordinatalari, Umumiy tenglamani nor-
mal holga keltirish uchun uni normallashtiruvchi ko‘paytuvchi

O e S
S PV R P &
ga ko‘paytirish kerak, bu verdagi ishora D ning ishorasiga teskari
bo‘ladi.
3) Ax+ By + Cz+ D=0 umumiy tenglamaning .:ususiy hollari:
A=0; ba holda tekislik Ox o'qiga parallel;
B=0; bu holda tekislik Oy o‘qiga parallel;
=10, bu holda tekishk Oz o‘qgiga paraliel;
D=10; bu holda tekislik koordinat boshidan o‘tadi;
A= B=0; bu holda tekislik Oz o'qiga perpendikular {(xQy tek-
isligiga parallel);
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A= C=0; bu holda tekislik Oy o‘giga perpendikular (xOz
tekisligiga parallel);
B= C=0; bu holda tekislik Ox o‘qiga perpendikulyar {(yOz
tekisligiga parallel);
A= D=0; bu holda tekislik Ox o‘gidan o‘tadi;
B=D=0; bu holda tekislik Oy o‘gidan o‘tadi;
C=D=0; bu holda tekislik Oz o‘gidan o‘tadi;
A=B=D=10; bu holda tekislik xOy (z= 0) tekisligi bilan
ustma-ust tushadi;
A= C=D=0; bu holda tekislik xOz {(y= 0) tekisligi bilan
ustma-ust tushadi;
B=C=D=0; bu holda tekislik yOz (x=0) tekisligi bilan
ustma-ust tushadi.
Agar nmumiy tenglamada D#0 bo‘lsa, tenglamani D ga bo‘lib,

p
—+~+—=1 ga epa bo‘lamiz.
a c ga cg

(bu yerda a=—-D/A, b= — D/B, C=— D/C.) Bu rekislikning
kesmalarga nisbatan tenglamasi deyiladi; a, b, c lar tekislikning
Ox, Oy, Oz o‘glar bilan kesishgan nugtalari.

4) Ax+By+Cz+D,=0va Ax+By+Cz+D, tekisliklar orasidagi
burchak

A A, + BB, +CC,

J4 + B +Cl £+ B+ Cs )
formula bilan aniglanadi.

Ikki tekislikning parallellik sharti

COS¢ =

L A/A,=B/B,=C/C, (6)
Pcrpendxkularllk shart1
A A+ B B +CC, = 0. (N

5 Mxy Yy T) nugtadan /x + By+Ce + D=0 tekislikkacha
masofa
|Ax{, +By, +Cz,+ D}
VA4 + B +C? ®)
tormula bilan aniglanadi.

- Bu tekislikning normal tenglamasiga M, (x,, ¥,, g) nugtaning
koordinatalarini qo‘yib, natijaning absolut giymati olingan. Na-
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tijaning musbat yoki manfiyligi nugta va koordinata boshini ber-
ilgan tekislikka nisbatan joylanishini xarakterlaydi. Agar M, nugta
va koordinat boshi tekislikning turli tomonida votsa, musbat, bir
tomonida yotsa, manfiy ishora olinadi.

6) M,(x,, ». ) nudtadan o‘tib, N = Ai+ B}+ Ck vektorga

perpendikular tekislik tenglamasi -
Ax~x)+ By —y)+ Cz—z)=0 =+ OB
ko‘rinishda bo‘ladi.

A, B, C larning ixtiyoriy qiymatlarida (9) tenglik M, nugtadan
o‘tuvchi dastaga tegishli tekislikni ifodalaydi. Shuning uchun uni
tekisliklar dastasining tenglamasi deyiladi.

7) Ax+By+Cz+D, +A{A,x+B,y+C,z+D,)=0 (10)
tenglama A ning ixtiyorly giymatida

Ax+By+Cz+D=0 (I} Ax+By+Cz+D,=0 (11}
tekisliklarning kesishgan chizig‘idan o‘tuvchi tekislikni aniglaydi.

(1) va (1) tenglamalar bilan aniqlanadigan tekisliklar paral-
lel bo‘lsa, u holda tekisiiklar dastasi bu tekisliklarga paralie} te-
kisliklar to‘plamiga aylanadi.

8) Berilgan M,(r),M5(r2), My(r3) uch nugtadan o‘tuvchi
tekislik tenglamasini (bu yerda

rExivyjtnk, r2=Exivnjtnk, ra=xivy j k)

F—F, Fa—TL s —r vektorlarning komplanarlik shartidasi
(r=xi+ y} +zk radius vektor) topamiz:
(r=r)ry - ) —r)=0

yoki keordinat ko‘rinishda

X~X%  y-» Z-%

X,=X, YV,=V Z;~z|=0 an

X,-X, WMy %
o 286, 2x + 3y —6z +21 =0 tekislik tenglamasini normal holga
keltiring. ' .
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Yechish:

uchun manfiy ishorani olamlz) P
r

# N
Shunday qilib, tekislikning normal tenglamasi
(—2/7yx—(3/T)y+(6/7)2~3=0

ko‘rinishda bo‘ladi.

287. M(3; 5; —8) nugtadan 6x—3y+2z-28=0 tﬁklshkkacha
bo*lgan masofani aniglang.

Yechish:

Nugtadan tekislikkacha masofa formulasidan foydalanib,

de |6-3—3-5+2-(—8)—28‘ _ﬂ
| N 7 |
ni topamiz. M, nuqtaning koordinatalarini normal tenglamaga

qo‘yganda natija manfiy bo‘lgani uchun, M, nuqta va koordinat
boshi tekislikning bir tomonida yotadi.

288. M(2; 3; 5) nuqtadan o‘tib, N=4ij+3;+2k vektorga
perpendikular tekislik tenglamasini tuzing. .

Yechish: 3

(9) formuladan foydalanamiz:

d(x—-2)+3(y=-3)+2(z-5)=0, ya'ni 4x+3y+2z-27=0.
. 289, M(2; 3; —1) nugtadan o‘tib, 5x—3v+27—10=0 tekiclikka
parallel tekislik tenglamasini tuzing.
Yechish:
(9) formuladan

A(x—2)+B(y—3)+ C(z+1)=0

Berilgan tekislikning normali n=(5,-3,2) bilan izlangan
tekislikning normal vektori ustma-ust toshadi, demak,
A=5, B=~3 (C=12 va izlangan tekislik tenglamasi
S5x—2D—3y—3N+2(z+1)=0 yoki 5x—3y-+2z+1=0 bo‘ladi.

290. P(2; 3; —3) nugtadan koordinat o‘glariga perpendikular
tushirilgan. Ularning asosidan o‘tuvchi tekislik tenglamasini tuzing.
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Yechish: .
Koordinat tekisliklariga toshirilgan perpendikularlaming asosi
M(2; 3; 0), M2, 0; =5), M0, 3, —5) nuqtalar bo‘ladi.
(II) formulani qo‘llab, M,, M,, M, muqgtadan o‘tadigan
x-2 y-3 =z
0 -3 =5(=0
-2 0 -5

yoki 15x + 10y —6z — 60 =0 tekislik tenglamasini hosil gilamiz.

291. A(5; 4; 3) nugtadan o‘tuvchi va koordinat o‘qlaridan teng
kesmalar ajratuvchi tekislik tenglamasini yozing.

Yechish:

(4) tekislikning kesmalarga nisbatan tenglamasidan foy-
dalanib, (2 =b=¢) x/a +y/a +z/a=1 ga ega bo‘lamiz. A nu-
gtaning koordinatalari izlangan tekislik tenglamasini qanoat-
lantiradi, shuning uchun 3/a +4/q +3/a =1, bundan e =12.
Shunday gilib, x +y+z—12=0 tenglamaga ega bo‘lamiz.

292, x+y+5z—1=0, 2x +3y —z+2=0 tekisliklarning
kesishgan chiziglardan va M(3; 2; 1) nuqtadan o‘tuvchi tekislik
tenglamasini yozing.

Yechish:

(10) formuladan foydalanib quyidagini vozamiz:
X+ y+5z-1+A2x+3y-2+2)=0
M nugtaning koordinatalari bu tenglamani ganoatlantirishidan 3

m topamiz: 3+2+5-1+A6+6-1+2)=0, bundan 1 --9/13.
Shunday qilib, izlangan tenglama

Ty +Sz-lo—(2x+3y—z+2)=0, yoki Sx+14y~74z+31=0
bo‘ladi.

293, x+3y+572—4=0 va x~y—2z+7=0 tekisliklarning
kesishgan chizig‘idan o‘tuvchi va Oy o‘qiga parallel bo‘lgan tekislik
tenglamasini tuzing.

Yechish:

Tekisliklar dastasining tenglamasidan foydalanamiz:

x+3y+5z—4+A(x—-y-2z+7)=10
A+ Dx+G-Ay+(5-20)z+741-4=0
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izlangan tekislik Oy o‘qiga paralle] boflgani uchun uning oldidagi
koeffisient nolga teng bo‘ladi: 2—A =0, ya’ni, A =3. Buning
giymatini dasta tenglamasiga qo‘yib topamiz: 4x -z +17 =0.

294, A(2; —1; 4) va B(3; 2; —1) nugtalardan o‘tib,
x +y+ 2z —3=0 tekislikka perpendikular tekislik tenglamasml
toping. :

Yechish: . o

Izlangan tekistikning normal vektori N sifatida AB = {1;3;~5}
ga va berilgan tekislik normaliga perpendikulyar vekiorni olamiz.
Shuning uchun N sifatida 4B va n larning vektor ko‘paytmasini

. olamiz:

—|3

A 2 3 2| - -
N=ABxn=[1 3 -5|=I R =22k
I

M3, 1;— 5) nugtadan o‘tuvchi va N={2; 1 -2} vektorga
- perpendikular tekislik tenglamasi formulasini go‘llab topamiz
2x—DH{y+1y—2(z+5)=0 yoki 2x+y—2z—15=0 .

296. Quyidagi 1)} x+y—z—2=0; 2) 3x+5y—4z7+7=0 tekislik
tenglamalarini normal holga keltiring. _

297. M(1; 3; —2) nugtadan 2x—3y—4z+12=0 tekislikkacha
masofani toping. M, nuqta tekislikka nisbatan ganday joylashgan -
bosladi. \
_ 298. M,(2; 3; —5) nuqtadan 4x—2y+5z7+2=0 tekislikka tu-
- shirilgan perpendikulyar uzunligini toping.

- 299.1) Koordinat o‘glaridan teng kesmalar ajratib, M(—2; 3; 4)
nugtadan o‘tuvchi:

2) Oz o‘qidan ajratgan kesmasi Ox, Oy lardan ajratgan kes-
masidan 2 marta ortiq va N(2;, —1; 4) nugtadan o‘tadigan tekislik
tenglamasini tuzing.

0. 3x +2y —z+5=0 teklsllkl(a perpendikular bo‘lib va
P(2; C; —1)

O(1; —1; 3) nugtalardan o‘tuvchi tekislik tenglamasi tuzilsin.

301. 2x—5y+2z+5=0 tekislikda shunday M nugtani topingki,
OM to'g'ri chizig koordinat o‘glari bilan bir xil burchaklar
tashkil etsin.
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302. P4; —3; 12) nugta koordinat boshidan tekislikka tu-
shirilgan perpendikularning asosi ekanligini bilgan holda tekisiik
tenglamasini toping.

303. Koordinat o‘glaridan o‘tib, 3x—4y+5z—12=0 tekislikka
perpendikulyar tekisliklar tenglamasi tuzilsin.

304. Nugqtalari P(1; —4; 2), O(7; 1; ~5) nuqgtalardan baravar
uzoglikda turgan tekislik tenglamasini tuzing.

365. P0; 2; 0); @2, 0, 0) nuqtalardan o'tib, x=0 tekisligi
bilan 60° gradusli burchak tashkil etuvchi tekislik tenglamasi tuzilsin.

306. M(1; —1; ~—1) nugtadan otib, biri Ox o‘gini, ikkinchisi
)z o‘gini 0°z ichiga olgan tekistiklar orasidagi burchakni aniglang.

307. Koordinat boshidan va P(4; —2; 1), Q(2; 4; —3) nugta-
lardan o‘tuvchi tekislik tenglamasi tuzilsin.

308. 2x+2y+z—7=0, 2x—yp+37-3=0, 4x+5y—-2z-12~0 tekis-
likning kesishgan nuqtasidan va AM(0; 3; 0); N(1; 1; 1) nuqta-
lardap o‘tgan tekislik tenglamasini yozing.

309. x45y+97—13=0, 3x—y—5z+1=0 tekisliklarning kesish-
gan chizig'idan va M(0; 2; 1) nugtadan o‘tuvchi tekislik tengla-
masi tuzilsin.

310. Ox, 0Oz co‘glardan bir xil kesmalar ajratuvchi va
x4+2y+37—5=0Q, 3x—2y—z+1=0 tekisliklaming kesishgan chizig‘idan
o‘tuvchi tekislik tenglamasini.yozing.

311. xOyp tekisligi bilan 60° gradusli burchak hosil gqil-

gan, (1+vV2)x+2y+22-4=0, x+y+z+1=0 tokislilarning ke-
sishgan chizig'idan o‘tuvchi tekislik tenglamasini tuzing.

312, 2x—p—12¢—-3=0, 3x+y—77—2=0 tekisliklarning kesish-
gan chizigiidan o‘tuvchi, x+2y+57—1=0 tekislikka perpendikular
tekislik tenglamasi topilsin.

313. 4x+By+Cz+D =0, Ax+B,y+Cz+D,=0 tekisliklarning
kesishgan chizig‘idan, koordinat boshidan o‘tuvehi tekislik teng-
lamasini yozing. '

314. M(0; 4; 1) nuqgtadan o‘tuvchi va a=i +} +k, b=i+ } —k
vektorlarga parallef bo‘lgan tekislikni toping.

315. 5=j+2j+k vekior x+y+2r—4=0 tekislik bilan ganday
burchak tashkil etadi. | “ '
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2. To'g‘ri chizig.
1y To'gri chizigni ikki tekislikning keslskgan chtz;g& deb

garash mumkm _
Ax+By+Cz+D =0,
Ax+By+Ciz+D, =0.

2) Bu tenglamada ketma-ket x va y ni yo‘qotib, x=aztc,
y=bz+d ga ega bo‘lamiz. Bu verda to‘g‘ri chizig uni x0z, y0z
tekisligiga proyeksiyalovchi ikkita tekislik bilan aniqlangan.

3 ki M (x; »; 7). My(x;; », z) nuqgtadan o‘tuvchi tog'ni
chiziq tenglamasi:

oxh _YTh _f75
X=X MY L% (0

4 M(x; y; z,) nugtadan otib, S= f}+m}+ nk vektorga
parallel to‘g'ri chizigning kanonik tenglamasi:
X=% Y-h_I-%
: S £ m n
Xususiy holda, uni quyidagicha
X=% _Y-Y¥ _Z-z

2

cose cosf  cosy

yozish mumkin, bu yerda a, B, Y to‘g‘ri chizigning o‘glar bilan
tashkil gilgan burchaklari. To‘g'ri chizigning yo‘naltiruvchi kosi-

nuslari
! m
COS g = ——rmmer, cosf = e,
NE+mian :H +m +n

n .
€08 y = —mmm— (3)
Pym'+n®
formulalar bilan aniglanadi.
5) Kanonik tenglamalarda ¢ parametr klrltib,.parametrlk teng-
lamalarga kelish mumkin:

x=Ilr+x,
Y=m+y,
z:m‘+z‘._
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6) Kanonik tenglamalar bilan berilgan ikki to‘g‘ri chizig
orasidagi burchak: e
24, +mm, +nn,

COSQP =—— ,
' \/.€;+mf+nf -\/€§+an§+n§ (5)
Ll =mim=nln, . {6)

flfg + M, + R, = 0'_ C - (7)

{6) ikki to‘g‘ri chiiiqning parallellik, (7) perpendikularlik
shartidir.
7} Kanonik tenglamalar bilan berilgan ikki to‘g’ti chizigning
bir tekislikda votish sharti:
Xy =X M=V, 2,7 G
2 m n (=0 )
i, m, R,

,m lar £,, m,, n, larga proporsioanal bo‘lmasa, u
holda ko‘rsatilgan munosabat ikki to‘g'ri chizigning fazoda kesi-
shishining zaruriy va yetarli shartidir.

&) (x—x)/¢={y—y)/m=(z—z)/n to'g'ri chiziq va
Ax+By+Cz+D=0 tekislik orasidagi burchak formulasi:

sing = Al + Bm+Cn ,
VA B +C AP mt e n?, )
A ¢ +Bm+Cn=0, N (10)
Ao =B/m=C/n. (11)

{10) va (11) to‘gri chizig va tekislikning parallellik va per-
pendikulariik shartidir,

9) To‘g'ri chiziqg va tekislik kesishgan nuqtasini topish uchun
ularning tenglamasini birga vechish kerak.

a) Agar A¢ +Bm+Cnz0 bo‘lsa, to‘g‘ri chiziq tekislikni kesadi.

b) Agar A¢+Bm+Cn=0, Ax,+By,+(z,+D#0 bo’'lsa,

to‘gri chiziqg tekislikka parallel bo‘ladi.
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d} Agar A¢ +Bm+Cn=0, Ax;+By,+Cz,+D=0 bo'lsa,
to‘g‘ri chiziq tekislikda votadi.

316. 2x—y+3z—1=0 va 5x+4y—z—7=0 to‘g‘ri chiziq tengla-
masini kanonik holga keltiring.

Yechish: :

I-usul. Avval y, sungra z ni yo‘qotib, quyidagi tenglamalarni
topamiz:

13x+11z—11=0, 17x+i1y—22=0

Har bir tenglamani x ga nisbatan yechib:

Cli(y-2) 1Kz-1) L. X :y—2=z—l
T 7 -3 Yo 1713
ni hosil gilamiz.

2-nusul. Izlangan to‘g‘ri chizigga parallel S=0i+ m}-i— nk vek-
torni topamiz. U Ni= 21—) +3k No =5i —I—4j ~k vektorlarga

perpendikular bo‘lgani uchun S ni N|, N, larning vekror
ko paytmasi deb garash mumkin:
— — — _ ‘}
S=NixNa=2 -1 3|==11i+17i+13k%
5 4 -1

=

Shunday qilib, ¢=—11; m=17; n=13. M(x,, y; z,) sifatida
{undan izlangan to‘g‘ri chizig o‘tadi} koordinat tekisliklaridan
biri bilan (masalan, yOz tekisligi bilan) kesishgan nugtani olish
mumkin. Bunda x =0; y,; z, larni berilgan tekislik tenghmalandan

topish mumkin:
-y+3z-1=0,
4y—z—-T7=0.

Bu sistemant yechib, y,=2, z =1 larni topamiz. Demak, iz-
langan to‘g‘ri chizig tenglamasi x/(—1)=(y—2)/17=(z—1)/13 bo‘ladi.

{2x+3y+32—9=0,

to‘g'ti chizigni chizing.
4x+2v+z-8=0 g &

85



Yechish: .
Izlangan to‘g‘ri chizigni tekisliklarning
kesishgan chizig‘i deb qarash mumkin. Bu-
ning uchun tekislik tenglamalarini kesmalar-
ga nisbatan vozib olamiz: x/4,5-+v/3+z7/3==1,
x/2+y/4+7/8=1. Berilgan tekisliklarni chi-
zib, izlangan to'g‘ri chizigni hosil gqilamiz
(20-chizma). _

318. Koordinat boshidan 20-chizma
{(x~2)/2=(y—1)/3=(z—3}/1 to‘g'ri chizigqa ' '
perpendikular tushiring.

Yechish:

To‘g‘ri chizig va tekislikning perpendlkularhk sharti (1) ni
qo‘llab, koordinat boshidan o‘tuvchi va berilgan to‘g‘ri chizigga
perpendikular tekislik tenglamasini tuzamiz. Bu tenglama
2x+3y+z=0 bo‘ladi. Bu tekislik bilan berilgan to‘g‘ri chizigning
kesishgan nugtasini topamiz. To'g'ri chizigning parametrik teng-
lamasi x=2¢+2, y=3r+1, z=r+3. ¢ ni 22++2)+3G3++1)+++3=0
dan topamiz, bundan = —5/7. Kesishish nuqgtasining koordina-
talari x=4/7, y=—8/7, z=16/7 , ya’ni M(4/7; —8/7; 16/7). Koor-
dinat boshidan va M nugtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chizig tenglamasi
x4/ N=y/(—8/T)=¢/(16/7) yoki x/1=y/(—=2)=z/4 boladi.

319. To'g'ri chiziq x/2=y/(—3)=z/n tenglamasida n ni shun-
day aniglash kerakki, bu to'g'ri chizig (x+1)/3=(y+5)/2=z/1
bilan kesishsin va kesishish muqtasini toping.

Yechish:

n parametrini topish uchun ikki to‘g'ri chizigning kesishish
sharti (8) dan:

=1, y=—35, =0, x=0, »,=0, =0, ¢ =3, m=2, n~Il,

£

¢,=2, m,=—3, n,=4 deb faraz qilib, quyidagini topamiz:

15 0
i3 2 1520 yoki 2n+10+3—15r=40, ya’'ni n=1.
2 -3 n

Berilgan ta‘g’ri chiziglaming kesishgan nuqtasini topish uchun
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birinchi tenglamadan x, y ni g orqali ifodalaymiz: x=2z, y=—3z.
Bu giymatlarni (x+1}/3=(y+5)/2 ga qo‘yib topamiz:

(2z+1)/3=(—3z+5)/2, bundan z=1; x=2z=2, y=—3z=—13.
Demak, M(2; —3; D).

320. M(3; 2; —1) nuqgtadan o‘tib, Ox o‘gi bilan to’g‘ri burchak
ostida kesishadigan to‘g‘i’i chiziq tenglamasini tuzing.

Yechish:

Izlangan to‘g‘ri chiziq OX o‘giga perpendikular va uni kesgani
uchun AMN(3; 0; 0) nuqgtadan o‘tadi. M, N nuqtalardan o‘tuvchi
to‘g'ri chizig tenglamasini tuzamiz:

(x=~3)/0=(y—2)/(—2)=(z+1)/1.

321. x +y—2z—6=0 tekislik va undan tashqarida M(1; 1; 1)
nugta beriigan. Berilgan tekislikka nisbatan M nuqtaga simmetrik ¥
nuqtani toping.

Yechish:

M nuqgtadan o‘tuvchi ixtiyoriy to‘g‘ri chiziq tenglamasini yo-
zamiz: (x—1)/e=(y—1)/m=(z—1)/n.

Teksilikka perpendikular bo‘lgan to‘g‘ri chizigning vo‘naltiruvchi
vektori koordinatalari (I, #2; n) ni tekislikning nommali k={1, 1, -2}
bilan almashtirish mumkin. U holda bu to‘g‘ri chizigning tengtamasi
(x—1)/1=(y—1)/1=(z—1)/(—2) ko‘rinishida yoziladi.

x+y—2z—6=0, (x—1)/1=(y-1}/1=(z--1)}/{~2) tcngl'amalami
birga yechib berilgan tekislikka proyeksiyasini topamiz. Bu to‘g'ri
chiziq tenglamasini x=r+1, y=t+1, z=—2¢+1 vozib, uni tekislik
tenglamasiga qo‘yib, t=1 ni topamiz, bundan x=2, y=2, z=1.

Simmetrik nugtaning koordinatalari x =(x,,+x,)/2, y=0,+»)/2,
7=(z,; Tz )/2 lardan topiiadi, ya’ni:

2=(1+x0/2, 2=(1 +y,)/2, —1=(1 +z,)/2, bundan x, =3,
=3, 5y=—3.

Demak, N(3; 3; —3).

322, (x—1)/2 =y/3=(z+1)/(—1) to‘g"ri chizig va undan tashga-
rida M(1; 1; 1) nugta berilgan. Berilgan to‘g‘ri chizigga nisbatan
M nugtaga simmetrik bo‘lgan N nugtani toping.
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Yechish: . _ _
Nugtani berilgan to‘g‘ri chiziqqa proyeksiyalovchi tekislik teng-
lamasi o ' :
Alx—1)+By—1)+C(z—1)=0

ko‘rinishda bofladi. To‘g'ri chizigga perpendikular normal vektor
koordinatalari {4; B; C} ni berilgan to‘g‘ri chizigning yo‘naltiruvchi
vekton {2; 3, —1} koordinatalari bilan almashtiramiz, v holda
2(x—H)+3(y—1)-(z—1)=0 voki 2x+3y—z—4=0 ga ega bo‘lamiz.

M nugtani to°g’ri chizigga proeksiyasini topamiz. Buning uchun
2x+3y—z~4=0, (x—1)/2=y/3=(z+1)/(— 1) tenglamalarni
birga yechamiz. Berilgan to‘g’ri chizigning parametrik tenglamalart
x=2t+1, y=3t, z=—t—1 ba‘ladi. x, y, z larni tekislik tengla-
masiga qo‘vib, t=1/14 ni topamiz. Bundan x=§/7, y=3/14,
z=—15/14. Kesma o‘rtasini topish formulalaridan foydalanib,
simmetrik nugtaning koordinatalarini topish mumkin, ya’ni:
8/7=(1+x)/2, 3/14 =(1 +y /2, —15/14 = (1 +z,3/2,
bundan x,=9/7, y,=—4/7, 4, =—22/7. Demak, N(9/7,—4/7, —22/7).

323, (x +1)/2=(y—1}/(— 1} ={(z—12)/3 to'g'ri chizigdan
Cxf(—1)=(y+2)/2=(7—3)/(—3) to‘g‘ri chiziqqa parallel tekislik
o'tkazing.

Yechish:

Birinchi to‘g'tt chizig tenglamasini xQOy va yOgz tekishiklariga
proyeksivalanuvchi ikki tekislik tenglamalari yordamida yozamiz:

(x+1)/2=(y—1)/(=1) yoki x+2y~1=0,
(y—1D/(—D=(z—2)/3 yoki 3y+z—5=0.

Bu to'g'ri chiziqdan otuvchi tekisliklar dastasining tenglamasi

x+2y—1+ 3 By+z—5)=0 yoki x+(2+3a)y+tArz—(1+53)=0
bo'ladi. ‘

Bu to‘g'ri chiziq tekislikning parallellik shartidan foydalanib p,
ni shunday aniglaymizki, dastaning unga mos tekisligi ikkinchi
tekislikka parallel bo‘lsin. —1 + 1+2(2+3 4 )=0 ga ega bo‘lamiz, yoki
33 +3=0, bundan ) =—1. Shunday gilib, x—y-z+4=0 izlangan
tekislik tenglamasidir.

324. (x—1)/1=(y+1)/2=z/3 to'g'ri chizigni x+y—27—5=0 tekis-
likka proyeksivasini toping.
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Yechish:

Berilgan to‘g'ri chiziq tenglamasini xOz va yOz tekisliklariga
proyeksiyalovchi ikki tekislik tenglamasi ko‘rinishida yozamiz:

(x—1)/1=(y+1)/2 yoki 2x—p—3=0,

(x—1)/1=z/3 voki 3x—z—3=0.

Berilgan to‘g‘ri chizigdan o‘tuvchi tekisliklar dastasining teng-
lamasini ushbu

2x—y=3+ 3 (3x—z—3)=0 yoki (2+3)x—y—xz—3(1+%)=0
ko‘rinishida yozamiz. Tekisliklar perpendikularligining shar-
tidan foydalanib, tekisliklar dastasidan berilgan chizigni ber-
ilgan tekislikka proyeksiyalovehi tekislikni ajratib olamiz:
12+3))+1(—1)+2(—2)=0 yoki 3 +1=0, bundan }=-1.
Demak, proyeksiyalovchi tekislik tenglamasi
2x=y=3+(—1)(3x—7—3)=0 voki x+y—-z=0 ko‘rinishda bo‘ladi.
[zlangan proyeksiyani ikki tekislikning kesishgan chizig‘i (ber-
ilgan va proyeksiyalanuvchi) kabi aniglanishi mumkin.

325. M(5; 3; 4) nuqtadan otib, §=2-7 +5.7-8-k vektorga
parallel to‘g‘ri chizigning tenglamasini tuzing.

Yechish:

To‘g‘ri chizigning kononik tenglamalaridan foydalanamiz.

(2) tenglamalarda

¢=2,m=5n=-8x=5y=3z=4

deb olib, (x—3) -3 = (z _84) tenglamanj hosil gilamiz.
2. 5 -

326. M(1; 1; 1) nugtadan o‘tib, §=2-7+3-j+%k va
5, =3-?+}+2-}_{ vektorlarga parallel to‘g'ri chizigning tengla-

masini tuzing.
Yechish:

To'g'ri chiziq § x5, =57 — ] —#+k' vektorga phrallel bolganligi

uchun, u

(x-)_(-D_(-D
5 -1 -7
' 89

tenglama bilan aniglanadi. =



x+2y+3z-26=0,
327. V4,4 y+dz—14=0 to‘g’ri chlzlqnmg koordmata tekis-

liklariga proyeksiyalari tenglamasi tuzilsin.

2x+3y—16z-7=0, _ ] ]
328 Ix4 y~172=0 to‘g‘ri chizik tenglamasini kanonik

ko‘rinishga keltiring.

x-2y-5=0,
329, —374+8=0 to‘g'ri zh121q11mg koordinata o‘glari bllan

tashkil gilgan burchaklarini topmg.
330. M(1; —2; 3) nuqgta o‘tib, Ox va Oy o‘glari bilan 45°, 60°
i burchak tashkil etuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasini toping.

_ | 2x+3y+2-6=0, O
331. M(5; —1; —3) nugtadan o‘tib, dx~5y—z+2=0 to'g'd

chizigga parallel to‘g‘si chizig tenglamasini yozing.

332, (x~1)/(-D=(y-2)/5=(z+4)/2 va (x—2)/2=(y—3)/(=2)=
=(z—1)/3 to‘g‘ri chiziglarning kesishgan nuqtasini toping.

333, Parallelogrammning ketma-ket uchta uchi A(3; 0; —1),
B(1; 2; —4), C(0; 7; —2) berilgan. AD, CD tomonlari tenglamas~
ini toping.

334, M2, 9 1, M) 1) 2) mugialardan oftuvehd wo'g'n
chizigning parametrik tenglamasini toping.

335, x/1=(y~3)/2=(z=2)/1 va (x—3)/1=(y+1)/2=(z~2)/1 pa-
rallel to'g'ri chiziglar orasidagi masofani hisoblang.

336. A(—1; 2; 3), B(2; —3; 1) nuqtalar berilgan. M(3; —1; 2)
nugtadan o‘tib, 4B ga paraliel to‘g'ri chiziq tenglamasini tuzing.

| 45— y—z—+12=0, 352y +16=0,
37 1 y<z-2=0 Ix—z=0
iglar orasidagi burchakni toping.

to‘g'ni chiz-

2x -y =2,

338. Oz tekisligida koordinata boshidan o‘tib,{ y+2z=-2

to‘g'ri chizigga perpendikular to‘gri chizigni toping.
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339. ABCD parallelogrammning ikki uchi: C(=2; 3; 5),
D(0; 4; —7) diogonallarining kesishgan nuqtasi M(1; 2; —3.5)
berilgan. 48 tomon tenglamasini toping.

340. ABC uchburchak x+2y+4z~8=0 tekislikning koordinata
o‘glari bilan kesishishidan hesil bo‘lgan uchburchakning xOy
tckishglga parallel o‘rta ChiZig‘ining tenglamasini top]ng

341. AL 15 1), B(2; 35 3), €(3; 3; 2) nugtalar berilgan. A
nugtadan o'tib, AB va AC vektorlarga parallel tog‘ri chiziq teng-
lamasini tuzing.

342. M(0; 2; 1) nuqtadan otib, &=7 +27+2k, b=37,c=3k
veRrroriar- ubn teng duroddgrar cashfil etuvefir fog T chizig
tenglamasini tuzing.

343. (x+1)/3f(,_v—'2)/(51)=z/4 to‘g‘ri chiziqdan o‘tib,
3x+ty—z+2=0 tekislikka perpendikular tekislik tenglamasini
tuzing.

344. x/2=(y+3)/1=(2—2})(-2) to‘g'ri chizigning tekislikka
proyeksiyasi tenglamasini yozing

2-§. IKKINCHI TARTIBLI -SIRTLAR

1. Sfera.

Dekart koordinata SiStemﬁsida markazi C(a; b;lg) va .[_adIUSI ¥

bo‘lgan sfera
(x—a) - (y—bY+(z—c)2=r? (1)

tenglama bilan aniglanadi.

Agar markaz koordinata boghida votsa, tenglama

x4 y2+z2=p2

ko‘rinishida bo‘ladi. _

345. x*+y*+22~x+2y+1=0 sferaning markazi va radiusini to-
ping.

Yechish:

Sfera tenglamasini (1) l‘(allcmlk ko*rinishga keltlramlz X, 3;, z;
larnl o'z 1ch1ga oluvchi Xadlal"lnl to‘la kvadratga to‘ldiramiz:

1
* "x"'z)_z'*(y +2y+D 1422 +1=0
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yoki
o LI I
2 4

Demak, sferaning markazi C(1/2; —1t; 0), radiusi »=1/2.
346. Markazi xOy tekisligida yotuvchi, A(1; 2; —4), B(1; —3; 1),
C(2; 2; 3) nuqtalardan o‘tuvchi sfera tenglamasini tuzing.
Yechish:

A, B, Cnugtalar (x—ay+{y—b)+72=r? cferaga tegishli {markazi
xOy tekisligida yotadi, ya'ni ¢=0) bo‘lgani uchun ularning koor-
dinatalari izlangan tenglamani aynivatga aylantiradi, shuning uchun

(1=ay+ Q- +(—4)=r, (I1—a)y+(—3—by+1*=r,
(2—ay+(2—-by+3:=r?

Bundan (25— (3—$P=—13, ya'ni 10b=10, (1—a)+Q2—-b)y=7

Demak, g=—2, =1, Sferaning markazi C(—2; 1; 0) bo‘ladi.
So‘hgra

Fi=(—g)+(2—b)Y+16=(1+2)*+(2—1)*+16=26. Shunday qilib,
izlangan tenglama (x+2)?+{y~—1)2+z*=26 ko‘rinishda bo‘ladi.

(x=3V +(y+2) +(z-1)* =100,

M- ABC2x -2y -249=0
markazini toping.

Yechish:

Sferaning markazi C(3; —2; 1) dan 2x—2y—z+9=0 tekKislikka
perpendikular tushiramiz, uning tenglamasi ,

(x=3)/2=(y+2) /(= D=(-1/(-1) )

{perpendikularning yo‘naltiruvchi vektori sifatida berilgan tekisli-
kning normal vektorini olish mumkin). (*) to‘g'ri chiziq bilan
berilgan tekislikning kesishgan nuqtasini topamiz. Bu nugta ayla-
naning markazidir. To'g‘ri chiziq tenglamasini parametrik ko‘rinishda
yozamiz: x=2f+3, y=—2t—2, z=—¢+l. Bu x, v, z larni tekislik
tenglamasiga go‘yamiz: 2(2+3)—2(—2{—2)—(—1+1)+9=0, ya’'mi
t=-2. Demak, x=2(—-2)+3=—1, y=-2(—-2)-2=2, z=—(—2)+1=3
ya’ni aylananing markazi C{(—1; 2; 3) bo‘ladi. Sferaning markazi
C(3; —2; 1) nugtadan 2x—-2y—z+9=0 tekislikkacha masofa 4 ni
topamiz:

aylananing radiusi va
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_ 2.3+2-2-1+9
V22512741

Aylana radiusini r2=R?~—4? dan topamiz, bu verda R sferan-
ing radius. Shunday qilib, »?=100—36—64, ya’'ni »= 8.
348, 1) (eH)H(p2 =25, 2) KAylri—dxt+6y+27=2;
3) 28+2y 2244y =324+2=0; 4) X'y +P=2x;
5) x2+yrtyi=47-3;
sferalarning markazi va radiusining koordinatalarini aniglang.
349, M(1; —1; 3) nugta 1) (x—1)>+(y+2) 2+72=19;
2) X2 +Hyi+2—x+y=0; 3) X2+ +7—dx+y—2z=0 sferalarga nis-
batan qanday joylashgan.
350. Agar M4; —1; —3) va N(0; 3; —1) nuqgtalar sfera di-
ametrlaridan birining oxirlar bo‘lsa, sferaning tenglamasini tuzing.
351. z=0 koordinata tekisligi bilan (x—1)2*+(y—1) 2+(z—3)*=25
sferaning kesimida hosil bo‘lgan aylana tenglamasini yozing.
352, x*+y?+7°=100, 2x12y—2z=18 aylananing radms: va marka-
zining koordinatalarini toping.

=6.

2. Silindrik sirtlar va ikkinchi tartibli konus.

F(x; y)=0 tenglama fazoda yasovchisi Oz o‘giga parallel bo‘lgan
silindrik sirtni ifodalaydi. Shunga o‘xshash Ax; z)=0 yasovchisi
Oy o'qiga, fy;z)=0, Ox o'qiga parallel bo‘lgan silindrik sirtni
ifodalaydi. _

tkkinchi tartibli silindrik sirtlarning kanonik tenglamalari:

2 2

X y . s aqa
+B§—x — elliptik silindr;
x? Y . -
- —? =] — giperbolik silindr;
o

y*=2px — parabolik silindr.

Uchala silindrning vyasovchilari Oz o‘qiga parallel,
yo‘naltiruvchisi esa, xOy tekisligida yotuvchi ikkinchi tartibli egri
chizig (ellips, giperbola, parabola). Fazoda egri chizigqni para-
metrik shakida yoki ikki sirtning kes:shgan chizig% deb qarash
mumkin. . _ .
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" Masalan, elliptik silindrning yo‘naltiruvchisi, ya’ni xOy tek-
isligidagi ellips tenglamasi

z=0
O‘qi 0z, uchi koordinata boshida bo‘lgan ikkinchi tartibli konus
tenglamasi ushbu

A PEpE
ko‘rinishda bo‘ladi, xuddi shunga o‘xshash,

2 2 2 2 1 2
ST L
a b ¢ a* b ¢
larning o‘qlari mos ravishda Oy, Ox lar hisoblanadi.

353. 1) x*=4y; 2) 7’=xz tenglamalar fazoda ganday sirtni
ifodalaydi? Silindrik sirtning yo‘naotingvchisi x2=4y, z=0 para-
boladir.

Yechish:

1. xX*=4y yasovchisi Oz o'qiga paraliel bo‘lgan parabolik silindmi
ifodalaydi. Silindrik sirtni vo'naltiruvchisi x*=4y, =20 parabeladir.

2. 22=xz ni 7(z—x)=0 ko‘rinishda tasvirlash mumkin. U ikki z=0,
7=x tenglamaga ajraladi, ya’ni ikki tekislikni (xOy va bissektral
tekislikni) aniglaydi.

354. x*+y?*—272=0 konus y=2 tekislik bilan ganday chizig
bo‘ylab kesishadi?

Yechish:

Tenglamalardan y ni yo‘gotib, izlangan chizig tenglamasini
topamiz:

xM+4-272=0 yoki #/-x/4=1. Demak, izlangan kesishish
chizig’l y=2 tekisligidayotuvchi giperboladir, uning haqigiy o‘qi
Oz o‘giga, mavhum o‘ai esa Ox o‘qiga parallel.

355, Uchi M(0; 0; 1) nuqtada, vasovchisi x2/25 +y2/9 I, z=3
ellips bo‘lgan konik sirt tenglamasini tuzing.

Yechish:

AM yasovchi tenglamasini tuzamiz, bu yerda A(x,.»,,q,) nuqta
elli psdayotadi. Bu yasovchining tenglamasi x/x, =y/y,=(z—1)/(z,— ).
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A nugta ellipsda yotgani uchun uning koordinatalari ellips
tenglamasini ganocatlantiradi, ya'ni x?/25+y?/9=1, z=3.

x/%,=(z=1)/(z,~ 1), y/yv=@—1)/z,~1), /254y /9=1, 72,=3
sistemasidan x;, y,, Z, larni yo‘qotib, konik sirt tenglamasiga ega
bo‘lamiz: x2/25492/9+(z—1)}/4=0.

356. 1) X2+Hy=4; 2) x1/25+3Y/16=1; 3} x—jy?=]; 4) y*=2x;
5 =y; 6) z+x2=0; 7) ¥+H=2y; 8) x?+y*=0; 9) x2—7?=0;
10)y*=xy ganday sirtlarni taS\;irlaydi. Ularni chizing.

357, x*=y*+z*=0 konusning 1) y=3; 2) z=1; 3) x=D te-
kisliklari bilan kesishgan chizig‘ini toping.

358. Uchi koordinata boshida va yo‘naltiruvchilari 1) x=a;
PH+=b, 2) y=b; x*+z7i=a%; 3) z=c; x'/a*+ty*/b*=1 bo‘lgan
konus tenglamasini tuzing,

3. Aylana sirt. Ikkinchi tartibli sirt,
Agar yOz tekisligida voigan Ky, z)=0, x=0 egri chiziq Oz
o‘qi atrofida aylantirilsa, undan hosil bo‘lgan aylanma sirt teng-

lamasi
F(J(x* +y7); z=0) ko‘rinishida bo‘ladi. S
- Fx; ,}(xz + yz) =0) tenglama F(x; y)=0, z=0 egri chizigning

Ox o‘qi atrofida, F (1}(x2 +v') y=0) yuqoridagi egri chizigning
Oy ofqgi atrofida aylanishidan hosil bo‘lgan sirtni ifodalaydi.

Ellips, giperbola, parabolaning o‘z simmetriva o’qi atrofida
aylanishidan hosil bo‘lgan ikkinchi tartibli aylanma sirt tenglama-
larini keltiramiz.,

24 yz 2 o ) .
__i_._.;.c—z_—_l — aylanma ellipsoid, bu yerda aylanish o‘qi 0z

o
ey’ 2 ) _ o _ )
7 —?—zl — aylanma  bir pallali giperboloid, aylanish

o‘gi Oz (Oz giperbolaning mavhum o‘qgi).

]

2yt 2 - o . .
=3 —Zi-=—1 — avlanma (kki pallali giperboloid, aylanish
o‘gi O7 {giperbolaning haqiqiy o‘qi).
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Y xi4pr=2pz ~ aqylanma paraboloid.
Ikkinchi tartibli aylanma sirtlar umumiy ko nmshdagl ikkinchi
tartibli sirtiarning xususiy holidir. :

X Z
~3~+-}—;— +—=1 — ellipsoid.

— +>5——5=1 — bir pallali giperboloid.

z
—+ 57— =1 — ikki pallali giperboloid.

LIRS

r 4
Bu to‘rtta ikkinchi tartibli sirtlardan, ikkinchi tartibli uchta sil-

indr (elliptik, giperbolik, parabolik} ikkinchi tartibli konusdan

boshqa yana bitta s-tartibli sirt — giperbolik paraboloid mavjud:
22
2222 (p>0,9>0)
P _
Shunday qilib, 9 ta ikkinchi tartibii sirt uchraydi.
359. x+2y=4, z=0 to‘g'ri chizighing Ox o‘qgi atrofida aylani-
shidan hosil bo‘lgan sirt tenglamasini toping.
Yechish:
Aylanma sirt uchi M(4; 0; 0) nugtada bo‘lgan konusdan iborat.
Izlangan sirt ixtiyoriy A nugtasining koordinatalari X; Y, Z
bo‘lsin, unga berilgan to'g‘ri chizigda B(x; y; 0) nugta mos keladi,
A va B nugtalar aylanish o‘qi Ox ga perpendikular be‘igan
bitta tekisiikda votadi. U holda X=x, ¥*+Zi=y! bo‘ladi. x va y ning
agiymatlarini berilgan to‘g‘ri chiziq tenglamasiga qo‘yib izlangan
aylanma sirt tenglamasini tuzamiz:

X+24Y 4+ 2% =4 yoki HY+Z)—(X—4)=0, ya'ni
@Y +4Z2H—(X—4)*=0.
360, x*=pz tenglama ganday sirtni ifodalaydi?.
Yechish:
. Koordinat o‘glarini Ox o'gi atrofida & =45° 1i burchakka buramiz
(Oy o'‘gidan Oz o'giga garab soat miliga garshi yo‘nalishda).

(p>0, ¢>0) — eitiptik paraboloid.
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Koordinat almashtirish formulalari: 5
- .f
x=x", y=y'cosw -z" sina, z=y'sing +z'cosa., sing =cosq= }i
bo‘lgani uchun

L] ‘\' 2 ( L8 \) ..IJ'(E ( . + \)
x=x", y=— " — 2", = .
Y S ¥y Z Z ) y Tz

Bu ifodalarni sirt tenglamasiga qo‘yib, x> =3"2/2 yoki
x?— '+ 2% /2 =0 (uchi koordinat boshida yotgan, o‘gi ordinata
bo‘lgan konus) ga ega bo‘lamiz.

361. y+z—2=0, x=0 to‘gri chizigning Oz o‘qi atrofida ayla-
nishidan hosil bo‘lgan sirt tenglamasini yozing.

362. 77 =x—y? sirtning z=1, y=1, x=1, z=—1 tekisliklar bilan
kesishish chizig‘i topilsin.

363. 1) z=xy, 2) 7?=xy tenglamalar ganday sirtlami aniglaydi.

364. O‘gi Oz bo‘lib, uchi koordinat boshida va M(—1; —2; 2),
N(1; 1; 1} nugtalar sirtida yotgan elliptik parabolaid tenglama-
sini toping.

365. Agar sirtda uchta A(3; 0; 0), B(—2; 5/3; 0), C(0; —1; 2/./35)
nugta berilgan bo‘isa, simmetriya o‘qlari koordinat o‘glaridan iborat
bo‘lgan ellipsoid tenglamasini tuzing.

366. z=2—x?—y? va z=x2-+y? sirtlarning kesishgan chizig‘i
tenglamasini toping.

367. z2+x?=m(*+y?) tenglama 1) m=0; 2) 0<m<l;
3) m>0;

4) m<0; 5) m=1 boflganda qanday sirt aniglanishini tek-
shiring.

4. Ykkinchi tartibli sirtning umumiy tenglamasi,

x,y,Z larga nisbatan ikkinchi darajali umumiy tenglama

A2 x+B2y+C2 242 Dyz+2 Exz2 Fxy P2 Gx+2 Hy 42 Kg+L=0
ko‘rinishda bo‘ladi. Bu tenglama sfera, ellipsoid, bir paliali
yoki ikki pallali giperboloid, elliptik yoki giperbolik parabo-
loid, ikkinchi tartibli silindrik yoki konik sirtni aniglaydi. U
yvana ikki tekislik, nuqta, to‘gri chiziglar to‘plamini aniglashi
yoki hech ganday geometrik ma’noga ega bo‘lmasligi mumkin
(mavhum sirtni aniglaydi}.
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D=0, E=0, F=0 da AWx+B»p+CzR20Gx+2Hy+2Kz+1L=0
tenglamaga ega bo‘lamiz. Bu holda tenglama o‘glarni parallel
ko‘chirish yordamida oson soddalashtiriladi, shunga garab
uning geometrik ma’nosini darrov aytish maumkin.

368. x*+4yr1+972 + 12yz v 6xz+4xy —4x—8y+122+3=0
tenglama gqanday geometrik ma’noga ega?

Yechish:

Berilgan tenglamani (x-2y+37) *—4(x+2y+37)+3=0 ko‘rinishda
yozish mumkin. Chap tomonni ko'paytuvchilarga ajratamiz:

(xT2y+3z—1) (x+2p+3z—3)=0. .

Shunday qgilib, tenglama ikki (x+2y+32)=0 va x+2y-+3z-3=0
tekislik to‘plamini aniglaydi.

369. x 2~y 24z *—yr—xz—xy=0 tenglama ganday geometrik
ma’'noga ega.

Yechish:

Tenglamani 2 ga ko‘paytiramiz:
2x 14 22+ 222 2yz — 2xz —2xy =0 yoki (x-y) 2+(y—2) 24+(x~2)*=0.

Koordinatalari x=y, y=gz, x=z tengliklarni ganoatlantiruvchi
nugtalargina bu tenglamani ganoatlantiradi. Shunday qifib, teng-
Jama x=y=z to‘g‘rl chizigni ifodalaydi.

370. X*+y’+472—-2xy—8z+5=0 tenglama ganday geometrik
ma’noga ega.

Yechish:

Tenglamani (x—v) +4(z—1)>=—1 ko‘rinishida vozib olamiz. Bu
tenglama hech ganday geometrik ma'noga ega emas, chunki chap
tomon x; y; z ning hech ganday giymatida manfiy bo‘la olmaydi.

371, 4x4+9)2+3672—Bx—18y—72z+13=0 tenglamani kanonik
ko‘rinishga keltiring.

Yechish:

Bir xil koordinatali hadlarni guruhlaymiz

4(x*—2x)+9(y*—2y)+36(2—27)=—13.

Qavs ichidagi ifodalacni to‘la kvadratga 1o*idirib topamiz:

42— 2x+1)+9(P—2y+1)+36(22~27+1)=—13+4+9+36
yoki ;
A x—1)+9(y*— 13+ 36(z2—1)=36.
* Yangi koordinata boshini O*(1; 1; 1) nuqtada olib, koordinat
o‘glarini parallel ko‘chiramiz: koordinata almashtirish formulalari
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x=x"+1, y=y'+1, z=z'+1 bo‘ladi, u holda sirt tenglamasi qii
yidagi i
Ax'2+9y°2+367'2=36 yoki x'¥/9+y'?/4+z =]
ko‘rinishda yoziladi. Bu tenglama elli psoidni aniglaydi, uning markazi
koordinata boshida, yarim o‘glari mos ravishda 3; 2; 1 ga teng.

372, X¥—p—-4x+8y—2z=0 tenglamani kanonik holga keltiring:

Yechish:

X, ¥ larni o°z ichiga olgan hadlarni guruhlaymiz.

(x*—4)—(y*—8¥)=2z qavs ichidagi ifodalarni to‘la kvadratgacha
to‘ldiramiz:

(x~-4x+4)—(*—8y+16)=2z+4~—-16 yoki (x—2)—(p—4)=2(7—6)
yangi koordinat boshi sifatida O"(2; 4; 6) nuqtani olib, koordinat
o‘glarini parallel ko‘chiramiz, u holda x=x"+2, y=y"+4, z=z7"+6.
Giperbolik paraboloidning aniqlaydigan x'?—y *=27" tenglamaga
ega ba‘lamiz.

373. 4x?—y*+472—8y+4y+8z+4=0 tenglama qanday sirtni ifo-
dalaydi?

Yechish:

Mos almashtirishlarni bajarib:

A= 2x)= (P =4y A+ 20) =4,
Ax2~2x+1)—(p 14y +H4)+A(7 1+ 27+ )=—d+4—4+4;
4(x—1)*—(y*—~2)*+4(z+1)*=0 tenglikni hosil qilamiz. Koordinata
boshint ©'(1; 2; —1) nugtaga Ko'chirib, koordinata o*qlarini par-
allel ko‘chiramiz, x=x‘'+1, y=y'+2, z=z'-1 lar koordinata al-
- mashtirish formulalaridir. U holda berilgan tenglama 4x'2—y2+47'2=()
yoki x?—y't/4+z7'2=0 ko'rinishga keladi. Bu sirtning tenglamasidir.

Quyidagi tenglamalar bilan ganday sirt tasvirlanishini aniglang:

374, x?—~xy—xz+yz=0.

375, xi+ 7P —~d4x+4r+4=0,

376. x?+2y2+ 22— 2xy—2y=0.

377, x2+yr+z2-2y+2z=0.

378, xt+ 29+ 2z -4y +4z+4=0.

379, 4x? 4y —z2—24x—4y+2z+35=0

380, x2+y—z?—-2x—2y+274+2=0.

381, x?+yi—6x+6y—4z+18=0.

382, 9x?—z?—18x 18y —6z=0.

53



iv BOB
DETERMINANT VA MATRITSAIAR

Gy Qo G Gy
elementlar jadvaliga mos keluvchi 4-tartibli detérmiriant

t; Gy Gy a4y
Ay Gy Oy Gy Gy

Gy o Aoy Gy
Sy sy Wy =y c(dy o gyt

A

dy  dyy Oy Gy
Ay gy Oy Gy Gz Gy
Gy dp di dy
Gy Gy Oy Gy Qp Oy
Ty Gy [y y Oy
a1 gy Oy 0y Uy Gy

tenglik bilan aniglanadi.

4-tartibli determinant yordamida 5-tartibli va-hokazo #artibli.
determinant tushunchasini kiritish mumkin,

Ixtiyoriy tartibli determinantlar uchun 3-tartibli determinant-
far uchun kiritilgan algebraik yig‘indilar uchun ikkita teorema va
biror elementning minor va algebraik tof‘ldiruvchisi ta’rifi
o‘zgarmasdan qoladi. Shunday qilib, «, elementning minorini
M, , algebraik to'ldiruvchisini 4, bilan belgilab,

Ay = ("‘DMM;'&
ifodaga ega bo'lamiz.
D n-tartibli determinamt bo‘lsin. Uni avval f~nchi yo‘lning

elementlari bo‘yicha, so‘ngra &-nchi ustunning elementlari bo‘yicha
yoyib, l-teoremaga asosan:
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D=a,A +a,4,+..+a,4,,
D=qg 4, +a, 4y +..+a, A4,
g2 ega bo‘lamiz. Ikkinchi tomondan, 2-teoremaga asosan

j#i , k=i,bolganda

a4, +a,d4,+..+a,4,=0,

Fo kT

ay Ay +ay Ay +. +a, A, =0
ga ega bo‘lamiz.
Ikkinchi va uchinchi tartibli determinantlarning xossalari ixti-
yoriy tartibli determinantlar uchun o‘rinlidir. ' .
4, %, + Xyttt @, x, = b,
Oy %y + X,y T+ &y, X, = b,

A%+ X, .. ta,x, =8,

AT

sistemaning determinanti

a4, 9 a,
& a a
D= rl 22 2n ¢0
a.-r] anZ a
ba‘l . himlasi D x D2 . x Dn . '
o'lsa, uning yechimlar 5, =——, 4 =—- s X === for-
By ) D’ ’ D

mulalardan topiladi. Bu formulalarda ) — sistemaning determi-
nanti, D, , (k=1, 2, ..., n) sistemaning determinantida k-nchi
tartibli ustunni (aniglanadigan noma’lumlar oldidagi koeffitsient-
lar ustuni) ozod ustuni bilan almashtirishdan hosil bo‘igan de-
terminantidir:

ay 4, - Gy b oo, .oa,
By Gp e Gy By Gy e @,
Gy Oy o Gy B, @, . a,
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1 3 4
383, Ushbu -2 -3 3 2| determinantni hisobla"®
1 I 5 4

Yechish: :

Quyidagi amallarni bajaramiz: 1) birinchi yo'l clemén‘tlarldar}
achinchi yo'l elementlarini 3 ga ko'paytitib ayiramiz; 2] Kkinchi
ya‘l elementlarini 2 ga ko‘paytirib, uchinchi yo'l eler®M1ariea
jo'shamiz; 3) to‘rtinchi yo'l clementlaridan ikkinchi YO 6l¢-
mentlarini ayiramiz. U holda berilgan determinant quyidagi
ko‘rinishga keladi:

0 -1 -2 -10
2z 3 4
0 1 2 "0

Bu determinantni birinchi ustun elementlari bo‘yicha yoyarmz:

0 0 -10
D=-0 7 10].
12 0 |
© Yi08) 'pogan deterimartoi Gifmcr: tstun Aetnerdad 00 VI
yoyamiz:
0 -10
D= :~70.
7 10
1 2000
32300
384. Usi_'l_bu 0 4 3 4 O geterminantni ‘hisobla™8
o b0 s 45
000 6 5
- Yechish:

2-nchi, 4-nchi, va 5-nchi ustunlardan MUY
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ko‘paytuvchilarni determinant belgisidan tashqariga chigaramiz:

D=2.2.5.

SO D W e
L R R e R )
Lo R W LY VS R
LT A U N S s B v
el - S - S o

Ikkinchi ustun elementlari birinchi ustun elementlaridan ayirib,
hosil bo‘lgan determinantni birinchi vo*l elementlari bo*yicha yoyamiz:

1 0 00 0
3 -2 3 0 0 -2 300
D=200 2 3 2 o=20.]% > %
0 0 5 2 1 0 5 21
0 0 3 1
0 0 0 3 1

1-nchi qator elementlarini 2-nchi gator elementlariga qo‘shamiz,
—2 ni determinant tashqgarisiga chiqaramiz, so*ngra hosil bo‘lgan
determinantni 1-nchi ustun elementlari bo‘yicha yoyamiz:

130
06 2 0 6 2
D=—40-052 =-405 2 1|.
0 031
00 3

3-nchi gator elementlarini 2-nchi qator elementlaridan
ayiramiz, 2 ni determinant tashqarisiga chigaramiz va hosil bo‘lgan
determinantni 3-nchi ustun elementlari bo‘yicha yoyamiz:

31 9
31
D=-80-5 -1 Oz~80-[S 1‘=640.
¢ 3 1
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385,
x+2y+3z=14,
y+2z+3t=20,
z+2{+3x =14,
t+2x+3y=12
sistemadan y ni toping.

Yechish:
Berilgan sistemani

x+2y+3z+0r=14,
Ox+y+22z+3t=20.
Ix+0y+z+2t=14,
2x+3yv+0z+t=12

ko‘rinishda vozib olamiz.

0
3
D=
2

B O D e
L% B e R e
o = ) L

1
determinantni vozib olamiz. So‘ngra 2-nchi ustun elementlaridan
[-nchi ustun elementlarini 2 ga ko‘pavtirib ayiramiz:

'

1 0 0 . "

0o 1° 2 1 -2 3 ) 1 2 3
D=3 .6 -8 =-6 ~8 2=("_2).(_1)3 4 -1

2 _1 -6 1 -1 -6 1 .. 1 6 -1

I-nchi ustun elementlarini 2 ga ko‘paytirib 2-nchi ustun ele-
mentlarini ayiramiz: 1-nchi ustun elementlarini 3 ga ko‘paytirib
3-nchi ustun elementlaridan ayiramiz: :

1 0 0 16
p=2l3 -2 -10 =2}4 4!=2 (8+40)=96,
1 4 -4



1 14 3 0 1 7 3 0
D#02023_2_01023
¥713 14 1 2 3 1 2

7
21201 26 01 '
ni topamiz. 1-nchi gator elementlarini 3 ga ko‘paytirib, 3-ncl!
qator elementlaridan ayiramiz, 1-nchi gator elementlarini 2 g@
ko‘paytirib 4-nchi gator elementlaridan ayiramiz:

L7030 1 2 3 5 1 3

D,,='2-g 1?4 28 i=2-—14 _8 2=2.2.247 -4 4
I 8 -6 1 4 -3 |
0 -8 —6 1

3-nchi qator elementlarini 3 ga ko‘paytirib, 1-nchi gqatc’
elementlaridan ayiramiz, 3-nchi gator elementlarini 2 ga ko‘paytirib
2-nchi gator elementlaridan ayiramiz:

17 10 0
D, =81 2 0=192.
~4 -3 1

Bundan y=Dy/D=192/96=2.

386. Hisablang ooy
a b ¢

Yechish: .
1-nchi qatormi a ga ko'paytirib 2-nchisidan, 2-nchi qator®!
a ga ko'paytirib 3-nchi gatordan; 3-nchi qatorni ¢ ga ko‘paytirib
4-nchi qatordan ayiramiz: :
1 1 1 |
o b ' d 1 [ 1
- _ —a
= e Tt T e b-ae-aNd-a)b ¢ d
0 b*-ab c'-ac d'-ad|: JERE R
0 b -abt &-adt &-ad
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1 nchi qgatorni & ga; 2-nchi gatorni b ga ko'*paytirib 2-nchi
qatordan, 3-nchi gatordan ayiramiz:

11 .1
V=-ae-ad-a <0 470 s
: ¢ —be d'-db
11

=(b — a)(c — a)(d — a)(e — b)(d ~ b) [c dl’~

=(b —a¥(c — a)(d — ale — b)(d — b)(d — a).
. Agar a, b, ¢, d lar orasida tenglari bolsa, berilgan determi-
nant nolga teng va aksincha.
Ushbu determinantlarni hisoblang:

1 -2 3 4 | -1 ~1 -1 -1
2 1 -4 3 - -1 -2 -4 -8
87| 3 -4 -1 2] 38| _; _3 _g _o7
4 3 2 -1 -1 -4 -16 —64
102 0 ¢ 0
1210 2 0 0 I+a 1 1 i
0 12 10 2 0 Ii-a™ 1 -1
8. 0 0 20 o 1130 11 lab
0 0 0 12 10 b 1-b

Tenglamalar sistemasini yeching:

y-}z-}-f}(:—s, x—3y+52-—7t=12,

x—2z+3t=-4, 3x-5y+7z~r=0,
391, {3x+2y-5=12, = 392 |Sx-Ty+z-3t=4,
| 4x+3y-5z=3. Tx~y+3z-5t=16.
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;+ZI=5;8 2x+3y—3z+4fr=7,
y+4z=18,
| ’ . 2x+y—z+2t =35
393, J§z+guizz, 3947 Giiayazoa,
U+ 61 = 09, | 2x+3y—5t=-11.
|9y +10x =55~

2—§. CHIZIQLI ATLMASHTIRISH VA MATRITSALAR
X=a 1xr +a,y,

y=a,X +a,y
tenglik orqali x, y o‘zgaruvchilarni x', y' orqali ifodalash mumkin
Bu tenglikni x’, »' o‘zgaruvchilarni chizigh almashtirish deyiladi
Ularning nuqta koordinatilarini chiziqli almashtirish kabi garas!

mumkin .
A :(an alzJ
dy dp L
jadval garalayotgan __qug_;fziqli almashtirish matritsasi dcyiléiii.r

ayy au}

4 dyp

chizigli almashtirishlarning determinanti deyiladi.
Bundan so‘ng D, # (0 deb garaladi,

Chizigli almashtirishni uch o‘zgaruvehili deb aarash mumkin
x=ax'+a,y +a,z,

D, =

F

! r ¥
Y=0yX +ayy +a,2,

Z =X + 0, Y + a5, 2,

% 4y i a Gy Ay
bu yerda Ad=|a, a, ay |, Dy=lay @y axn
ty Oy gy ) a3 Gy Qg
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lar bu chizighi almashtivishning mos ravishda matritsasi va deter-
minantf deyiladi.
Agar D (#0 [D y =0) bo‘lsa, A matritsa xosmas (xos) deb

ataladi.
& Gy dy

a 7}
it e
[ J VA |y Gyp Oy

Gy Gp
: Uy Uy g

‘lar mos ravishda Z2-nchi va 3-nchi tartibli kvadrat matriisa deyiladi.
Ko'p ta’riflarni umumilashtirish uchun ularni 3-nchi tartibii matritsa
uchun beriladi. Ularni 2-nchi tartibli matritsa uehyn go‘llash

kivinchilik tug‘dirmaydi. Agar kvadrat matritsaning elementlari

d,, =a,, shartni ganoatlantirsa, matritsa simmetrik deyiladi.

L Far

4, Oy O3 b, b, by
Ad=lay ay apl, . B=jb, by, by
4y typ Ay by by, by

matritsalar teng bo‘lishi uchun ¢, =& _ shartning bajarilishi zarur
va yetarlidir. 4, B matritsalar yig‘indisi quyidagicha aniglanadi:

e v s NS o
h @y 4 by Gy &, rdy a3
Gy Qp ay || by by by =4yt 4y tby (lyy + Dsy

NGy Gy by by by Gy tby  ay,+by dyy + by

A matritsani m soniga ko‘paytirish uchun uning har bir ele-
-mentini m ga ko‘paytiramiz:

. Al
ay  a, Op ma, ma, ma;
W 8y Gy thyy (TG Mdy Ny |
a3ty dy ma;,  ma,,  Md;

A B matritsalar ko‘paytmasi quyidagicha aniqlanz,_dig‘
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a, 4, 99 by by by
AB=|ay, ay, 93| by by by =
@y @y M) \by by by

{3 3 5
Zal}bﬂ Zallfb_ﬁ Zaljéjﬁ

I =l i=1

3
= Za'); i1 Z 2y 12 Za'-’fbﬁ
Zay i za‘i 12 Zaw r»J

f=i

" Ko‘paytma matritsaning I_ru:l'u qator va k-nchi ustunda turu-
vchi elementi, 4 matritsa i-nchi gatoridagi elementlarini 8 matritsa
k-nchi ustunining mos elementlatiga ko‘paytmalari yig‘indisiga teng.

Ikki matritsaning ko‘paytynasi umuman ofrin almashtirish
xossasiga bo‘ysinmaydi. Ikki matritsa ko‘paytmasiining determi-
nanti bu matritsalar determingntiari ko‘paytmalariga teng.

Hamma elementlari nollardan iborat bo‘lgan matritsa nol-
matritsa deyiladi.

o0 0 G
0 0 0]=0
o 0 0

Bu ‘matritsa uchun: A+0=4.
1 00 -
E=|0 1 0| niDbirlik mamsa aeyuaar.

0 01

Bu matritsaning 4 ga chapdan va o‘ngdan ko‘paytmasi 4 ga
teng: AE=EA=A. Birlik matn'tsaga ayniy chizigli almashtirish to‘g‘ri
keladi: x=x', y=)', =7 . Agar AB=BA=FE ga teng bo’ 13'1
B matritsa 4 ga teskau matritsa deyiladi. A ga teskari matritsani 4~
bilan belgilanadi: 8= 4"'. Har ganday xos emas matritsa teskari
weairieRgn T Toian) Teiriae Aiiidagicha. taniladic.
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Ay g8 A matritsa determinaatidagi a,,,, elementning algebraik
fo ldiruvchisi deyiladi, ya’mi A, — A matritsa determinantidagi
m-nchi gator va s-nchi ustunini o‘chirishdan hosil boflgan ik-

kinchi tartibli determinant

ko‘paytmasidir.

X

(4, 4y A )
DAI D.r! DA
g A Ay
DA DA DA '
4, Ay A
DA DA DA

(minor) bilan (-1)™*"

matritsa ustur matritsa deyiladi.

AX ko‘paytma quyidagicha aniglanadi:

oy s X apX, dpX,; 43X
AX =l ay Gy oy Xy | =] 8yX) dpX, dpX;
i dyy O3 )\ Xy Aoy d3Xy 3k,

G X+ QX +agX = by,
Ay Xy + 05X, + Xy = by,

By Xy + Xy + 05X, = by

sigtemani AX=28 ko‘rinishda yozish mumkin, bu yerda

&
A= ay

aSI

&), O X b,

ty byl X=1x. B=|b

ay, R by
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Bu sistemaning yechimi X=4"-B (D 1 #0) bo'ladi:
ap 92
ay 9y Iy
a; Gy Oy
matritsaning xarakteristik tenglamasi

a,—A 4, 4
dy Gp—A . Oy [=0
ty, 257 ay; —4

Bu tenglamaning ildizlari %4, %, A3 lar matritsaning xarak-
teristik sonlari deyiladi., Agar boshlang’ich matritsa simmetrik bo‘lsa,
A A, Z, lar haqgigiy bo‘ladl.

(@, =AY + @8y +a;36, =0, _

&y & +{an — A, +aud; =0, |

' a8 +f132§2 +(ay —A)E; =0

tenlamalar sisternasi, undagi A xarakteristik son 4, 4,, 4, lardan
birini qabul giladi va shuning vchun determinanti nolga teng
boladi. Shu xarakteristik songa mos uchta (&, &,. ¢3) sonni an-
iklaydi. Bu uchta sonlar to‘plami (], &), &) o‘zgarmas
ko*paytuvchi anigligida noldan fargli r = &T +&,7+&k  vektor-
ni aniglaydi, uni matritsaning xo0s vektori deb ataladi.

395. x=x'+y+z, y=x'+), Z'=x' chizigli almash-
tirish va x',y',z koordinat sistemasida (1; ~1; 1), (3; —2; 1),
(—1; ~2; —3) nugqtalar berilgan. x, y, z sistemada bu nuqtalarning

koordinatalarini aniqlang.

Yechish:

Nugta koordinatalarini berilgan chizigli almashtirish anigla-
nadipan tenglikka qo‘vamiz. Agar x' =1, y'=-1, z'=1 bo‘lsa,
u holda x=1, y=0, =1 ya'mi (1, 0; 1); agar x'=3, y'=-2,
Z'=-1 u holda x=0, yp=0, z=3, ya’ni (0; 1; 3); agar
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X=-1, yy=-2,2Z=-3, u holda x=—6, y=—3, z=—1, ya’'ni
(—6; —3; —1)

396. Oldingi masaladagi x, y, z koordinatalardan x', y', z'
koordinatalarga o‘tishning chizigli almashtirishini yozing.

Yechish:

Uchinchi tenglikdan x' =z ni olamiz; ikkinchi tenglikdan
uchinchi tenglikni avirilb ¥ =y—2z ni hosil gilamiz; birinchi
tenglikdan ikkinchi tenglikni ayirib, z'=x- yni hosil gilamiz.

397. x=x"+2)", y=3x"+4)" chizigii almashtirish berilgan.
Qaysi nuqtalarning koordinatalarini bu almashtirish o‘zgartirmaydi?

Yechish:

Agar x=x', y=) bo‘lsa, x va y lamni topish kerak, ya’ni
x=xt2y, y=3x+4y. Demak, x=x'=0, y=3 =0,

398. Quyidagi x=3x"-2y', y=35x"~4) chizigli almashtirish
gaysi nuqtalarning koordinatalarini o‘zgartirmaydi.

Yechish:

Oldingi misoldagi singari x=3x—2y, y=5x—4y larga ega
bo‘lamiz. Bundan x=y=x"=), ya’ni chizigli almashtirish bir
xil koordinatali (t; t) nugtalarning koordinatalarini o‘zgartirmaydi.

3 5 7 1 2 4
399, Berilgan A=!2 -1 0|, B=[2 3 -=2]|.

4 3 2 -1 0 1
A+B ni toping.
Yechish: e
3+1 542 T+4 4 7 1
A+B=12+2 ~-1+3 0-2|=14 2 -2
4-1 3+0 241 33 3

35 2 3 '
400. Agar 4 =(4 1}, B =(1 _;J bo‘lsa 2445 B matritsani

foping.
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Yechish:

6 10
24= . 5B-= 1015 . 2A+5B= 1625
8 2 5 —10) 577 Tl13 )

1 3 1Y} 2 1 0
401, A=;2 0 4|, B=|1 -1 2
1 23 3 2 1

bo'lsa, AB va BA matritsalar ko‘paytmasini toping.
Yechish:
(1:2+3-1+1:3  1.143-(-1)+1-2  1-0+3-2+1-1

AB=|2240-1443 2.140-(-1)+4-2 2-0+0-2+4-1]=
(1-242:143:3  1142-(-1)+3-2  1.0+2-2+31
§ 0 7

—l16 10 4l

13 5 7

2141:2401 2341-040-2 2-141.440-3
B-A=|11-1.242-1 1.3-1.042-2 1.1-1.4+2-3 |=
(31422411 3.3+2-041-2 3-1+2-4+1-3
(4 6 6 | . |

=1 7 3

18 11 14

3 2 S L
402. Agar A=(1 4J bo'lsa, 4° ni toping.

Yechish:
_A2_32 32) (9+2 6+8) (11 14
1 4)\1 4) (3+4 2+16) L7 18/
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s 11 14Y(3 2) (33+14 22+456) (47 48
- - - 139 g6

7 18,11 4 21418 14+72
403. Agar F — uchinchi tartibli birlik matritsa bo‘lib,
11 2

A=[1 3 1
4 11
bo‘lsa, 24A+34+5 F matritsani toping.

Yechish:
1 2 10 6 5
3 1]=| 8 1 6},
1
6
3
3

1
I
4 1

28 15 16
2. A243-4+5-E=[19 36 15].
30 19 28

.

— W D D

404. . x=ax+a,Y, y=a,x+a,)
va

r_ ] " f_ # "
X =6,X +8,), Y =6, X T80

- ikkita chizigli almashtirish berilgan. Ikkinchi chizigli almashtirish-

lardan birinchisiga x' va )/ larni qo'yib, x va y larni x" va 3" lar

|

- argali ifodalovehi chizigli almashtirishni hosil gilamiz. Hosil bo‘lgan

almashtirish matritsasi birinchi va ikkinchi chizigli almashtirish

matritsalari ko‘paytmasiga tengligini ko‘rsating,
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Yechish: o, , ,
x = Gy (B X"+ By @ (x7hy, + by y") =

= (andy +aphy )X (@b, +ayby )y

=y (B X" +5,3") + 0y, (X7by, +by,y") =

= (B, + @b 0% + (2 by + 45,0, )"
Hosii bo'lgan ohHizigh abmeshiirish metrisest

[ aby+anhy  aby +aizbz2J

g by T anhy,  ayby, +ayby,

gi _ (a“ an} [bn b12}
Co+ s ¢ l, a:n t-
ko‘rinishda bo‘ladl, ya'ni u a a, va b, b, ma

ritsalar ko‘paytmasiga teng.

32 2
405. A=]1 3 1| maunsa verugan, umngjeskansini toping.
5 3 4
Yechish: _ _
A matritsaning determinantini hisoblaymiz:
302 2p ot e
D=1 3 1{=27+2-24=5,
5 3 4

Bu determinant elementlarining algebraik to‘ldiruvchilarini
topamiz:

3 1 2 2 2 2
= =9: = =-2: =4
A Is 4‘ o Js 4\ ! ‘3 1
11 3 2 3 2
—1 3 =z, = =—’
12 ‘5 4‘ ’ 2 4J 5y 1 1\ !
1 3 3 2 32
A!3:5 3‘:_ 3 A’23=_5 3‘=: %3:}1 3{=7.




(92 4
| 5. 5 5
Demak 4t<| L7 2 _1
5 . 5 5
FlZpg. 17
5 5 5
406. Ushbu ,
2x+3y+2z=9,
x+2y—~3z=14,
Ix+4y+2=16
tenglamalar sistemasini matritsa ko‘rinishidagi tenglaraga keltirib
yeching. :
Yechish:
Sistemani AX=8 ko‘rinishda yozib olamiz, bu yerda:
2 3 2 X 9
A=11 2 3| X=|yi B=]141.
3 4 1 -4 16

Matritsa ko'‘rinishidagi tenglamaning yechimi A=A7'8 bo‘ladi.
A ni topamiz, buning uchun A ning aniglovchisini hisob-

lavmiz: 2 3 2
Dy=1t 2 -3=28+30-4=-6,
304 1 |

Bu aniglovchining algebraik to‘ldiruvchilarini topamiz:

2 -3 32 3 2 .
A4 = 41 =14; A2|:~4 ! =3, Ay, = s 3 =13
1 -3 2 2 2 2
= - :—l - = =-4' A = — = .
A, J 1] 0, 4, '3 ll ; Ay il 3
1 2 " 2 3 2 3
= =" == =1; A = =1.
s 3 4} 5 A 13 41 B 2)
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Shunday qilib: 4 5 -13

PR B T SR
el 1
Bundan:
14 5 -13Y 9 126+ 70 208
x=-Y_10 4 s |1al==2 00 -s6 +128]|=
6l 1 1 s 18 414 416
Y (2
= _1g|=|3]
6
12 ) (2

5 2
407. [ 4 BJ matritsa berilgan: Uning xaraktenstik:sonlan va xo¢

vektorlari topilsin.
Yechish:
Xarakteristik tenglamani tuzaniiz:

5-A 2
Lﬂ« %—\L:O yoki (5-A)G3-2)-8=0 yami »’-81+7=0;

Demak, xarakteristik sonlar ?L =1 va 3«2 =7 larga teng.
Birinchi xarakteristik songa mos Xos vektorni

(5-2 & +2:5 =0,

' 4‘51 ( ﬁl)f2 =0
tenglamalar sistemasidan topamiz. A, =1 bo‘lgani uchun &; va &,

larni 2§, +Z§2 =0 bog’ lamshdaﬂ topamiz. &, =0 (@20 — ix
tiyoriy son) deb olib, ggz =200 ni hosil gilamiz. /=1 ga @oé
vektor 7 =g-i —-2a-j bo‘ladi.

. Ikkinchi xos vektorni topamiz:
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(5-1)8"+28" =0,

1 (3-1)4 =0 -
sisl;:mad% Ay =7 ni qo'yib £ —§&, =0 tenglikka kelariZ, ya’'ni
¢ =f, =P=0. Ikkinchi xos xarakteristik songa mos X0s vek-
tor £ =a-i-2a-j bo'ladi.

408 \
3 -1 -1
-1 5 -1
I -1 3
matritsaning xarakteristik sonlari va xos vektorlarni topifig.

~ Yechish.
XKarakteristik tenglamani tuzamiz;

i?w%. -1 1 ]
-1 S-x ~1[=0
1 -1 33
yoki :
G- G- -2)-1]+(-3+2+1)+{1-5+2)=0

Flementar almashtirishlardan so‘ng

B-2) (7 -gnr12)=0

ga ega bo‘lamiz, bundan /=2, /=3, /=6.

A,=2 xarakteristik songa mos xos vektorni topathiz::

é:l _‘52 +§3 =0,
I 4 r
“fl +3§2 ‘53 =0,
& —& +& =0
tenglamalar sistemasidan &, =0, &, =-¢&, larﬁi toparpiZ. (teng-
lamalarning biri gqoigan ikkisirning nafijasi bo:lgani sa]?abli’ uni
tashlab yoborish mumkin). & =¢ desak, &, =0, &, =~ V&
f=0i—0-} Endi A,=6 giymatga mos xos vektorni topamiz.
[18



i ¥
—95 2+‘§ 320‘
i " r
—92 1+2§ 2_5 3=0’
M i
&' =¢",=0
tenglamalar sistemasini hosil gilamiz (bitta tenglama golgan ik~
kisining natijasi). Bundan &' =&M=&%=8 va i =g8-i+8-j+8k.
A, =6 giymatga mos xos vektorni topamiz:

é:] i_ 62 "y 63 t 0’
_6] LI é:} rH_ é‘} e 0,
_;é] nr_ é’ e 363 LLLg- 0

(bitta tenglama golgan ikkitasining natijasi). Bu sistemani yechib,
quyidagilarni topamiz: &,"'=vy, &,""'=-y, £,""'=y va
Reyi-2yj+rk |
Shunday qilib, berilgan matritsaning xos vektorlari
Fo=a-(T-k), =B-(1+j+k), K=r-(i-2j-k)
Bu yerda 4, b, g — lar ixtiyoriy noldan fargli sonlar. -
409. Ikkita

x=a X rany +a,z, y=ax'+any vayz, z=a,x +a,y +a,e,
r_ " » * ' Y 5 ” _ " " "
¥ =ha" by H b Y =b vy ) v 2" 2=y xvo, )" v a2

chizigli almashtirish berilgan. Ikkinchi almashtirishdan x', y', 7'
larni birinchi chizigli almashtirishga qo‘yvib x, y, z larni x*, y*, z’ lar
orgali ifodalaymiz. Hosil bo‘lgan almashtirish matritsasi I va II
almashtirish matritsalarining ko‘paytmasiga tengligini ko‘rsating.

410, x=6x'+ty' -2z, y=—I18x'+2y'+6z7, 7=2x'+2y chizighi
almashtirish berilgan. Bu chizigli almashtirish natijasida qaysi
nugtalarning koordinatalari ikkilanadi?

411. Ikkita chizigli almashtirish berilgan;
x=x'+y'+2z',  y=x'+2y'+67, =2x'+3y', x=2x'+27,
y=x't3y'+47', =x'+3y+27.

Bu almashtirishlardan har biri bir xil bo‘lgan bitta natija be-
radigan nuqtalarni toping.”
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412. x=x'cosa—)'sin@, ) =x'sina+) cose chizigli al-
mashtirishii qo‘llashda koordinatalari ofzgarmaydigan nugtalarni
toping. :

413. x=x'cose~ ) sine, ) =x'sina+)y'cose chizigli al-
mashtirishni go‘ilashda koordinatalarining joylari o‘zgaradigan
nugtalar to‘plamini toping.

5 %8 4
414. 4=|3 2 5} marritsa berilgan. Birlik matritsani hosil
76 0)
qilish uchun 4 ga ganday B matritsani qo‘shish kerak,
2 11
415, 4={0 2 1 atritsa berilgan. A+ A+E matritsalar
11 2
vig'indisini toping.
10 20 -30
416, 4= 0 10 20 | - matritsa berilgan. Teskari matritsani
o ¢ 10
toping.
Ix+4y=11,
ay7. (PYTOz= 28, tenglamalar sisternasi benlgan, uni matritsa

x+2z="7

ko‘rinishdagi tenglamasini yozib yeching. -
| 7 4 - . - - N . . a . . a
418. 5 6 matritsaning xarakteristik sonlari va ‘normallash-
tirilgan xos vektorini toping.
11 3

© 419, |} 3 V| matritsaning xarakteristik sonlari va.xos vektor-
301

larini toping.
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3-§. IKKINCHI TARTIBLI EGRI CHIZIQ VA SIRTNING
UMUMIY TENGLAMASINI KANONIK KO‘RINISHGA
KELTIRISH

2 2
ay X" +2a,xy +a,y”,

a, x5+ Yt + a2’ +2a,xy + 26,52 + 28, 2

ko‘rinishdagi ifodalar mos ravishda ikki va uch o‘zgaruvchili
kvadratik forma deyiladi.

Ushbu a,,=a,, shartni bajaruvchi

A(z) z(atl al’z]
2
a4 Hdy
va a,=a,, a,=d,, ¢,=4d, shartlarni bajaruvchi

a dp &y
(3 _
A7 =|ay ay ay

dy Oy O

simmetrik matritsalar bu formalarning matritsalari deyiladi. Kvadratik
formalarni, o‘zgaruvchilarni chiziqli almashtirish yordamida, yvangi
o‘zgamvchilarning ko‘paytmalarini o*z ichiga olmagan ko‘rinishga
keltirish mumkin, boshkacha aytganda ikki o‘zgaruvchili kvadratik
forma Ax“+A4,y"?, uch o‘zgaruvchilisi esa Ax"?+Ay"?+1z"

ko‘rinishga keltiriladi. x’— lar oldidagi koeffitsientlar xarakteristik

sonlardan iborat bo‘lishi uchun chizigli almashtirishni quyida-
gicha bajarish kerak: 4,, A,, 4, xarakteristik sonlarga mos o‘zaro
ortogonal, normallashtirilgan xos vektorlar uchligi (ikki
o‘zgaruvchili kvadratik formalar uchun juftlik) aniglanadi:

& =q-i +181 TN -k,
& =, '?+ﬂ2 '.;':‘*‘72 -k,
e, =oy-i+f —_}:+}f3 k.

e, e, e vektorlar ortogonal va normallashtirilgan bo‘lgani
sababli quyidagi ayniyat bajarilishi lozim: '
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al + B +yl=1 (i=1, 2, 3);
afaj+aﬁi+y;'7j:0 (i,]'=1, 2’ 3’ 1¢])

U holda o‘zgaruvchilarni almashtirish matritsasi quyidagi
ko‘rinishda bo‘ladi:

o @, a,
S= :61 rgz ﬁ.@
AU T £

Boshgacha qilib aytganda

X=X va, Va2,
y=p -x'+ﬁ3 V42
Z=N 'x’+}’2 'y{+7/3 2

deb olish kerak. O‘zgaruvchilarni bunday almashtirish chizigii
ortogonal almashtivish deb yuritiladi. Bu holda § matritsaning
determinantsi +1ga teng: Dy ==1.

Ykkinchi tartibli egri chiziq yoki sirtning umumiy tenglama-
larini kanonik ko‘rinishga keltirishga ortogonal chizigli almashtirish
deyiladi. Agar yangi koordinat o‘glarining o‘zaro joylashishi sag-
lansa, u holda matritsaga qo‘shimcha shart kiritiladi: D, =1. Tk-
kinchi tartibli egri chizig yoki sirt tenglamalarini kanonik ko‘rinishga
keltirish quyidagicha bajariladi:

a) Koordinatalarni shunday chiziqli ortogonal aimashtirish
kerakki, epgri chizig yoki sirt tenglamalarining vugori darajali
hadlari kvadratik formasi kvadratlar yig‘indisiga Keltiriladi, teng-
lamada mos almashtirish bajariladi. Bu bilan koordinat ko‘paytmasi
qatnashgan had yo‘qoladi.

b) Yangi koordinat o‘glarini parallel ko‘chirib, tenglama
kanonik ko‘rinishga keltiriladi.

420. 5x% +4xy+8y’ —32x—~56y+80=0 egri chiziq tenglama-

sini kanonik ko‘rinishga keltiring.
Yechish:
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Yugori darajali xadlar matritsasi:

5 2
A =
[2 8] )
Matitsaning xarakteristik tenglamasini tuzamiz:
S—h 2
2 8-A
ni topamiz: A =4, A, =9.

[ =0, ya’ni 3?13+ 36=0. Xarakteristik sonlar.

A, =4 uchun xos vektorni topamiz:

& +25 =0
28 +4¢, =0

Bundan ¢’l=—2§2,: L=—a deb & =20 va F=a(2i-j) nj

¥ —%-}‘ ni hosil

-

topamiz. F vektorni normallashtirib, &=

[

gilamiz. X, =9 uchun
{47;-' +2m =0,
2n—m, =0
sistemadan 1KKinchi’ xos veKtorni'topamiz. Bundan ), =2/n,va

- 1. 2.
/=p(i+2j) topamiz. Normallashtirib & = J—*‘ 7——) ni hosil

gilamiz. Ko‘rsatish osonki, ¢ -e, =0, ya’ni e va e, vektorlar
o‘zaro ortogonaldir. Koordinatalarni almashtirish matritsasini tuz-

ish uchun normallashtirilgsan ortogonal xos vektorlardan foy-
dalanamiz:

(2oL

N o J \/5 -\/5 . =

g kR D=1
V5 5

123



Bundan

1 2,
yE=——py =y,
- TEE
x, y lar uchun, topilgan ifodalarni egri chiziq tenglamasiga
qo‘yamitz:

5 -(jﬂz_—x’wj_—y’]z +4-[%x’+%y’]-[~—\{%—x’+%y'}+.

s(-Ler s on(Lndr)oss[-Lesd Yoo

Qavsiarni ochib, soddalashtirib

ga ega bo‘lamiz. Bu tenglamada 2, ? lar oldidagi koeffitsientlar
A,» A, xarakteristik sonlar ekanligini ko‘rib turibmiz. Tenglama-

ni quyidagi 4-(x" -_\-%_s_x') +9.(y* __%%y’) +80=0 ko'rinishga

keltiramiz. Qavs ichidagi ifodalarni to‘la kvadratza to*ldiramiz:

élt—[x’2 —~2—x’+é—~%]+9{y’3 -~I£y'+éi—-6—4}+80 0

NG 5705 00s

gl o
)

[ ) 36 xﬂ_xr__l__ yn_yr____g_
Vs V5

deb, koordinat o‘qlarini parallel ko‘chiramiz va 4x"* +9y”2 =136

yoki
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¥ w2

ki —+
YR ey

421. Ushbu

=1 nf hosil gilamiz (6llipsning Kanonik tenglamesi).

9x2+24xy+162+230x—110y—225=0
egri chizig tenglamasini kanonik holga keltiring.
Yechish: _
Xarakteristik tenglamani yezamiz:

o-r 12|
12 16-2 _
yoki A7 -25=0, ya'ni A, =0, A,=25. 4=0 da
9, +124, =0,
12¢, +162, =
sistemani hosil gilamiz.
Bu tenglamalarning har biri ~4'~ =% ga keladi. Demak,

7 =o-[47 37 ), matritsaning xos vektori bo‘lib xizrmat giladi.

1

1 8
o= Tz da normallashtirean xos vektor ¢ = % i —g'f_
Ja +(=3F 3 o

ni topamiz:

sistemani hosil gilamiz. Bundan ik~

4 - e -
kinchi xos vektor & =zi+<-J. (42, =0) m1 topamz.

5
Koordinatalarni almashtirish matritsasi
4 3
5 5
5= 34 (Dg=1).
5 85

. Almashtirish formulalari: x=x'(4/5)+y"(3/5), v=(—3/5)x"+(4/5)y",
Egri chiziq tenglamasini ushbu (3x+4y) —230x+110y-225=0
ko‘rinishda yangi koordinatalarga o‘tkazib vozamiz: :
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) 4 3, 3., 4, .
25y -—230(gx’+5_v }4—110[ 3F +-5y) 225=0.
Bu ifodani soddalashtirib, 25 ga gisqartirib topamiz:
Y -10x'~2y-9=0 yoki (3 —1)* =10(x'+1).
Yangi koordinat boshi uchun O‘(—1;1} nuqtani olib, o‘glarni
paralle! ko‘chiramiz, natijada y” =10x" ga kelamiz (parabola).
422, 3x14+5y24+32-2xy—2xz2yz—12x—10=0 sirt tengla-
masini kanonik ko‘rinishga keltiring.
Yechish:
Yugori darajali hadlar koeffitsientlaridan tuzilgan ntatritsa:

3 4 1

-1 5 -1|=0.
I -1 3
- Matritsaning xarakteristik sonlari
3-A  1- ]
-1 35-4 -li=0
i -1 3-x

tenglamadan topiladi, uni (3—A}{A2~8A+12)=0 ko* nmshga ke]-

tirish mumkin, bundan A,=2, A,=3, A,=6.
2 =2 da

U —uy+ 1y =0,
—H, +3u2 —uy =0,
~u,+u, =0
sistemaga ega bo‘larmz A nmg bu giymatiga {«; 0; —o) xos vektor
mos keladi.

Normallashtirib g = -—I—J —-l—k vekiorga kelamiz.

N

-y, + v, =0,

A,=3 da

- + 2w, —v, =0,
: : v~y =0
Istemaga kelamiz. Bundan 1kk1nch1 normatlashtirilgan vektor -
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e =——i4+—j+——Fk ni topamiz. e,, e, vektorlar ortogonal,
VRN o TopammE: € 6y TEROTAL

3w, —w, +wy =0,
=W ~w, -w, =0,

w—w, —3w, =0

1- 2. 1
ﬁl —*ﬁj +~\/-€-k
oldingi €, va &, vektorlarga ortogonal, ya'ni é-¢,=0, ¢é,-¢,=0.

Koordinatalar almashtirish matritsasini topamiz:

Za ega bo‘lamiz. Uchinchi mos xos vektor g, =

T
MR
s ) 2
LIS S
L V2 V3 V6

. B_undai;i__ﬁ_kobrdi;fnat almashtirish formulalarini topamiz:

x—\ﬁx+\/§‘y+\/gz,
LIV
yﬁyﬁ ,

., 1 1

X ¥ zlar uchun topilgan ifodalarni sirt tenglamasiga qo‘yib,
soddalashtirib quyidagilarni topamiz:

257 +3y2 4627 —632x 43y - 262 -10=0.
'. x?, y?, z* lar oldidagi koeffiesientlar 4, A,, A, sonlar bo‘lishi
 kerak.
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Tenglamani ushbu

2 -[x’z ——\%x’}+3-[y& —T;—:'J"]+6-(z'z -—726-_2'] =10
2

ko‘rinishda yozamiz va qgavs ichidagi ifodani to‘la kvadratga to‘ldirib,

2 2 3
3 2 1Y R
2 x¥-—==] +3| y-—=y"| +6:| z——| =24 ga ega bo'lamiz.
[ \5} (J’ ﬁy] ( Jé] |
x'=x”+3/\5, y’=y”+2fﬁ, z'=z"+l/\/g

formulalar buyicha koordinat o‘glarini parallel ko‘chirib va 24 ga

. ' . - wa yrrl 2»2 . )
bo‘lib, ellipsoidning it 2 =1 kanonik tenglamasigake-

12 3
lamiz. :

Egri chiziq tenglamasini kanonik ko‘rinishga keltiring:
423, 5x1+6xy+5y1—16x—16y—16=0.

424, 7xi+16xy—23y—14x—16y~218=0.

425, x*+2xy+y—8x+4=0.

Sirt tenlamalarini kanonik ko‘rinishga keltiring:

426. *+5y" + 2" 42y +b6xz+2yz-6=0.
Koordinat almashtirish formulalari;

5 ! H ' ‘ '_'_f
. x—T3x +T6y +T2..,
C. i 2
y=- T“Sx""' f‘6yrs

S 1 | 1
. z=73,x'+:Ey'—7§-z'.
427. 27« 4277 -2y —2yz+x—-4dy~3242=0.
Koordinat almashtirish formulalari:
x = /E -y H R, W=,
y=(2/J6)x - (UB)z, Y=y,
2= (B +(U/N2)y £ (113)7, 2=z 13
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4-§. MATRITSANING RANGI. EEKVIVALENT
MATRITSALAR

To‘gri burchakli matritsa berilzan bo‘lsin:

(a, a, .. a,
G Hn e @y,
A=
'\aﬁll anr! amn A

Bu matritsadan ixtiyorly k-ta qator k-ta ustun ajratamiz

(E<m, &<n)

A matritsaning ajratilgan qator va ustunlarining kesishgan joyida
turgan elementlaridan tuzilgan k-nchi tartibli determinant 4 ning
k-nchi tartibli minori deyiladi. A matritsa C%-CY  ta k-nchi tartibli
minorlarga ega. A matritsaning noldan fargli hamma minorlarini
qaraymiz. A matritsaning rangi deb uning noldan farqli minorlar-
ining eng yuqori tartibiga aytamiz. Agar matritsaning hamma ele-
mentlari nollardan iborat bo‘isa, uning rangi nolga teng. Tartibi
matritsaning rangiga teng bo‘lgan noldan farqgli har ganday mi-
nor matritsaning bagzis minori deyiladi. Matritsaning rangini r(A)
bilan belgilaymiz. Agar r(4A)=r(B) ga teng bo‘isa, 4 va B lar

- ekvivalent matritsalar deyiladi va A~B kabi voziladi. Elementar
almashtirishlardan matritsaning rangi o‘zgarmaydi.
- Elementar almashtirishlarga quyidagilar kiradi:

{1} -matritsaning gatorlarini ustunlar bilan almashtirish;

© 2) matritsaning gatorlarini o‘zare almashtirish;
© 3) hamma elementlari nollardan iborat vo‘llarni o‘chirish;

4) birorta gatorini noldan fargli songa ko‘paytirish;

5) biror gator elementlariga boshga qatorning mos element-
larini go‘shish.

428. Ushbu

o

matritsaning rangini aniglang.

W o~
o B
NER N
=
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Yechish: Matitsaning ikkinchi va uchinchi tartibli hamma mi-
norlari nolga teng, chunki bu minorlarning gator elementlari
proporsional. Birinchi tartibli minor noldan farqli. Demak,

matritsaning rangi birga teng.
429. Ushbu

5 o .
0 matritsaning; ranglm toping.

b3 e
e R e R e
o o O
o o D

Yechish:
Bu matritsada ikkinchi gatorni,

: 1 5 . . o e
turtinchi ustunlarni ochirib, [2 “] matritsani hosil gilamiz, u

so‘ngra ikkinchi, uchinchi,

. ‘: 1#0 bo‘lgani uchun be-

berilgan matritsaga ekvivalent.

rilgan matritsaning rangi 2 ga teng.
430.

matritsaning rangini hisoblang.

a2l

3 5
A=|1 2
1 3
Yechish: Birinchi va uchinchi qator elementlarini.. qofshib,
so‘ngra birinchi yo‘l elementlarini 4 ga bo‘lamiz:
4 8 12 1 2 3
A={1 2 3.1y 2 3
1 3 5 I 35
birinchi yo‘l elementlaridan ikkinchi yo‘] elemcntlaﬁm ayirib,
so‘ngra birinchi vol elementlarini o‘chiramiz:
12 3 {00090 .
12 3.1 23,.,(123].
135 135 N33
Qxirgi matritsaning rangi 2 ga teng, chunki
2 =0.

1 3

i § Ergnes . . . : '
Déniak, berilgan matritsaning ransi 2 ga teng..
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431.

4 3 2 2
A=[O 21 1] matritsaning rangini aniglang.
0 ¢ 3 3
Yechish: 4-nchi ustun elementlaridan 3-nchi vstun element-
larini ayirib, 4-nchi ustunni o‘chiramiz:
322y (4320 (432
21 1i~(p 2 1 0[~j0 2 1
033)o30 o3
2
1

4
A=|0
0

=240

L N [ ¥4

J

4
0
0

bo‘lgani uchun ﬁjatritsaning rangi 3 ga teng.
432, B

A=

b O
[ B R
a0 O N
L S B
Lo T . QR o

matritsaning rangi va bazis minorlatin toping
Yechish:
102 00 1

020} (1020}

01 0 2 0]~f0 1 0 2]~01 0 2|~
20400 2 0 4 0 1 02 O
1 0 2

~10 1 0
¢ 00 ¢

noldan farqli 2~nchi tartibli minorlari bazis minorlari bo‘ladi:’

1 0] {1 0’ 0 2 2 0

0
) M(l 0 2 oj. o2 B .
01 0 2)° r(A)=2. Bu matritsani

td . r kd

0 1 0 2 1 0 0 2
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a

0 1 0 2 1 0 0 2
200 |2 0F 0 4 4 0

Shunday qilib, 4 matritsa 8 ta bazis minorlarga ega.
433. '

ay tyy, iy
A=lay ay day
dy dy Ay

matritsa nechta ikkinchi tartibli minorlarga ega. Bu mindrlaming
hammasini yozing. . . :
Yechish:

Matitsa C7-C? =3-3=9 ta ikkinchi tartibli minorlarga ega:

Uy Oy Ay Ay ' a4y dp
Oy Gy | S GO ’ &y ay |
P 4, ' a4 l
an @y | dy dy | ay Ay |
4y G5 a a:al a4 }
y @y | @y ay | (n O
A 5S4 =4
434. 4={24 A 104 | matritsaning rangini aniglang.-
-4 21 34
2 3 6
435. A=|2 3 | 6| matritsaning rangini anialang..
[ 2 4
_ ‘ 02 0 0
436. A=(1 0 O 4J matritsaning rangini va bazis minor-
' 00 3 ¢
larini toping.
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I 213 4 o |
437, 4={3 4 2 6 8| matritsaning rangi va bazis minor-
P 213 4; ' |

larini aniqlang,.

5-§. # NOMA’LUMLI m TA CHIZIQLI TENGLAMALAR
SISTEMASINI TEXSHIRISH

7 noma’lumli m ta chizigli tenglamalar sistemasi berilgan:
@)% +ap¥, et a,x, =b,
Ay X + Uy Xy b @, X, = by,
............................................ (1,
amxl + am2x2 +.t amnxn = bm -

Tenglamalar sistemasining yechimi deb shunday n ta (%, x, ,...,x”)
sonlar to‘plamini aytamizki, ularni sistemadagi noma’lumlar orniga
go‘yganimizda tenglamalar ayniyatga aylanadi. Agar sistema kamida
bitta (xl, Xy gures x”) yechimega ega bo‘lsa, uni birgalikda, aks holda
birgalikda emas deyiladi. Agar sistema fagat bitta yechimga ega bo‘lmasa
aniglangan, aks holda anigionmaean deyiladi,

Gy Qe Gy | 7 @y Ay - by
Qy Gy ety | L Uy Gy woe by

A - [ A[ = 3
aur] amE i amn . au.rl amZ anmbm

matritsatar (1) sistemaning matrifsasi va kengaytirilgan matriisasi
deyiladi. (1) sistemaning birgalikda bo‘lishi uchun 4 va A matri-
tsalar rangi teng bo‘lishi zarur va yetarlidir (Kroneker-Kapelli
feorsmasi),

Shunday gilib, (1) sistema birgalikda bo‘lishi uchun
rA)=r(B)=r bo‘lishi zarur va yetarlidir, Bu r soni (1) sistema-
ning rangt deb ataladi.
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Agar b =b,=..=b,=0 bo'lsa, sistema bir jinsli deyiladi. Bir
jinsli tenglamalar sistermasi har doim birgalikda. Agar birgalikda
bo‘lgan sistemaning rangi noma’lumlar soniga teng bo‘isa, siste-
ma anigtangan bo‘ladi.

Agar sistemaning rangi noma’lumlar sonidan kam bo‘lsa sis-
tema aniglanmagan bo‘ladi. Sistema birgalikda, Iekin » << » bo‘lsin.
A matritsaning gandaydir bazis minorini qaraymiz. Bu minorda
ixtiyoriy yo‘lni ajratamiz. Bu vo‘lning elementlari (1) sistema
tenglamalarining biridagi » ta noma’lumiari oldidagi koeffitsient-
lardan iborat. Bu r ta noma’lumlarni qaralayotgan tenglarnalar
sistemasining bazis noma’iumlari deb atashadi. Qolgan »—r tasini
(1} sistemaning erkli noma’lumlari deyishadi.

(1) sistemadan koeffitsientlari bazis minorning elementlarini
o'z ichiga olgan r ta tenglamalar sistemasini ajratamiz. Bunda bazis
noma’lumlarini chap tomonda goldirib, erkli noma’lunilarni o‘ng
tomonga o‘tkazainiz. Hosil bo‘lgan sisternadagi bazis noma’lumlarni
erkli noma’lumlar orgali ifodalaymiz (masalan, Kramer formu-
lasi bo‘yicha).

Shunday qilib, erkli noma’lumlarga ixtivoriy qiymatlar berib,
bazis noma’lumlarining ularga mos giymatlarini topish mumkin.
Demak, (1) sistema cheksiz ko’p yechimlarga ega bo‘ladi.

X, + 3%, +5x, + 7x, +9x, =1,
438. :x —2x,43x, —4x, +5%, =2,
22, +10x, 120 +25x, +22x, =4
tenglamalar sistemasini tekshiring,
Yechish: o
Sistema matritsasi va kengaytirilgan matritsalar ranglm anig-
laymiz. Kengaytirilgan matritsani yozib olamiz:
13 5 7 911
A=l -2 3 -4 5.2
2 11 12 25 2214

Vertikal ChlZiq bilan sistemani ozod hadlaruaun aYLALLLENILL,
2-qator elementlariga 3-gator yvo‘lning mos elementlarini qo‘shib,
2-qator elementlarini 3 ga bo‘lamiz:
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1 3 5 7 911 13 5 7 911
4 =13 9 15 21 27 6.1 3 5 7 92}
2 11 12 25 2214 2 11 12 25 22| 4

2-qator elementlaridan 1-gatorning mos elementlarini ayiramiz:

13 5 7 91
A=l0 0 0 0 0|1
20011 12 25 2204

13 5 7 9

A~00000~(13579}
3 11 12 25 22 2 1% 12 25 22

Osongina ko‘rish mumkinki #(4)=2, r(4,)=3, ya’ni r(d)#r(4).
Demak, sistema birgalikda emas.

439. )
x, +2x, +3x; =14,

3% +2x, +x, =10,
1 X +X+x =0,

2% +3x, — %, =3,
[ X tx =3
tenglamalr sistemasini tekshiring.
Yechish:
Kengaytirilgan matritsani yozamiz:
2 3 14)
3 2 1 10
4=1 1 1 6
2.3 -1| 5
1 1 0 3

2-gator elementlarini 1- va 4-qator elementlariga go‘shib, 1-
qator clementlarini 4 ga, 4-qator elementlarini 5 ga bo‘lamiz:
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(4 4 4 {24} {1 11 6
_ 3 2 ol 13 2 1 10
A ~{1 1 16 111 6
| 5 5 01150 {11 0] 3
1 v 03 3110 3

3-qator elementlaridan 1-gator elementlarini, 5-qat0r eie-
mentlaridan 4-qator elementlarini ayiramiz, so‘ngra 3- ¥2 5-qa-
corni o‘chiramiz:

1 11 6 )

3 21 10 (1 1 1] 6 11 1
4~10 00 01~13 2 1| 10 4~(3 2 1|

110 314t 1 0 3 11 O

00 0 0

. Oxirgi matritsaning aniglovchisini topamiz: -
T 1 1 16 01t
302 lU=3 2 1j=1+£0,
11 0 ¢4 10

' Demak, r(A)=3. Kengaytirilgan matritsaning rangi Ha0 3ga
-eng, chunki topilgan determinant A, matritsaning minorid™ Shun-
day qilib sistema birgalikda bo‘ladi. Uni yechish uchunp 1, 3, 5-
tenlamalarni olamiz:

x +2x, +3x, =14,
X +x+x, =0,
X +x, =3
Bundan osongina x,=1, x,=2, x,=3 larni topish mymkin.

449.
x, +5x, +4x, +3x, =1,

2%~ xy 42, - x, =0,
Sx,+3x, +8x,+x, =1
tenglamalr sistemasini tekshiring.
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Yechish: N
1 5 4 3 1

A=[2 -1 2 1] ol

5 3 § 11411

3-gatordan 1-gatorni ayiramiz:
(15 4 3]0

4~2 -1 2 1] o

4 2 4 2| 0

3-qatorni 2 ga bo‘lib, hosil bo‘lgan 3 qatordan 2-gatorni
ayiramiz, s0‘ngra 3-qgatorni o‘chiramiz:

1 5 3 |
421;:‘1(1)"‘415431
- YA 12 41 o)
0 0 0 o ¢

r(A)=r(A,)=2 ligini oson ko‘rsatish mumkin. Demak, siste-
ma birgalikda. Berilgan sistemadagi 1- va 2-tenglamalni qaraymiz:

X +5%, +4x,+3x, =1,

: 2x =%, +2x,—x,=0.,

Bazis noma’lumlar sifatida x, va x, larni olamiz, chunki by
1
2

5
noma’lumlar oldidagi koeffitsientlardan tuzilgan _1| deter_

minant noldan farqli. Ozod noma’lumlar x, va x, bo‘ladi. Sistem-
ani ushbu
X, +5x, =1-4x; -3x,,
' 2% =%, =—2x;, + X,
ko' rmlshda YOZib, x, va x, larni x, va x, lar orqali ifodalaymiz:
'1 4x%,-3x, 5

=2x,+x, -1 6 8 1
x: = e—-— _— —_—
! T TRERT IR

2 -1
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'1 1—4x, ~3x,}

2 2x4x, 6 7
i EIT R TNt
-11 11711 11
X, =, x,=v deb olib, sistemaning yechimlarini quyi-
dagicha hosil gilamiz:
6 8
Xy = U —eV— =, X, SVt y = =,
TR TR T AR TR T TR e

# va v larga turli sonli giymatlarni berib, sistemaning turli
yvechimlarini hosil gilamiz.
Berilgan tenglamalar sistemalarini tekshiring:

3x,+2x, =4,
X ~4x, =-1, X +5x, +4x, =1,
441 175 +10x, =12, 442. ¢ 2x, +10x, +8x, =3,
5%, +6x, =8, 3x,+13x, +12x, = 5.
3x, —l6x, =-5.

X, —3%, +2x,=-1,"
443. § x +9x, +6x, =3,
[ x +3x, +4x, =1. .

| 6—§ GAUSS METODI BILAN CHIZIQLI TENGLAN[AIAR
SISTEMASINI YECHISH E

Chizigli algebraik tenglamalarni determinant yordamida yechish
ikki va uch noma’lumli tenglamalar sistemasi uchun qulay. Teng-
lamalar soni sistemada kop bo‘lganda Gauss metodi qulay. Bu
metodni 4 noma’lumli 4 ta tenglamalar sistemasida tahlil gilamiz:

X+, Y+ 2+ dylt = ()
Gy X+ Oy ¥ + gy 2+ By U = Oy )
A X Ty V) + Oy 2+ hy U= s (d)
QX +a,Y +ApZ+auU =0y (&)
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a, #0 deb faraz gilamiz (agar 4,=0 bo‘lsa, tenglamalarnmg

o‘rnini almashtiramiz). o : H

I-gadam. (a) tenglamani a,, ga bo‘lib, hosil bo‘lgan tengla-~
mani a, ga ko‘paytirib (b) dan ayiramiz, so‘ngra a,; ga ko‘paytirib
(d) dan ayiramiz, a, ko‘paytirib (¢} dan ayiramiz. 1-qadamdan
so‘ng quyidagi sistemaga kelamiz:

X+b,y+bz+bu=b5;, f)
o boy+bz+bu=b,, (g)
b,y + b3z +byu = by, {h)
by bz bu=b )
a, dan quyidagi formulalar bo‘yicha bﬁ topiladi:
a, y
b= (=2, 3, 4, 5)..
ay,

b =

i

a; —ayub, (i=2,3,4; j=2,3,4,5).
2-gqadam. (a), (b), (d), (e) tenglamaiarda nima qilgan bo‘lsak,
(), (g), {h), () larda ham shularni gaytaramiz va hokazo. Nati-
jada berilgan tenglama quyidagi ko‘rinishga keladi:
x+b,y+byz+b,u=10,
Y+ CpZ + Oyl = 0y,
z+du=d,;,
U=,
Hosil bo‘lgan sistemadan barcha noma’lumlar ketrna-ket thniladi.
444.
36,47x+5,28y+6,34z =12,26, (o)
7,33x+ 28,74y + 5,80z =15,15, (b)
4,03x+6,31y+26,172=25,22 ()
tenglamalar sistemasini yeching.
Yechish:
{a) tenglamani 36,47 ga bo‘lib, x-+0,1447y+0,17382=0,3361 (*)
£a ¢ga bo‘lamiz. (*) ni 7,33 ga ko‘paytirib, natijani {b) dan ayiramiz
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va 27,67y +4,586z =12,6864 ga ega bo‘lamiz. Endi (*) ni 4,63 ga
ko‘paytirib, natijani (s) dan ayiramiz va 5,64y+25,36g= 23,6639
ga ega bo‘lamiz. Shunday qilib,
27,67y +4,5862 =12,6864, (e)
5,64y +25,36532z =23,6639 {(N
tenglamalar sistemasini hosil gilamiz. {(d) ni 27,68 ga bo‘lib
y+0,1657z=0,4583 (*¥)
ni hosil gilamiz. (**) ni 5,64 ga ko‘paytirib, (¢) dan ayiramiz va
24,4308z=21,0791 ni topamiz. Demak, z= 0,8628. U holda
y=0,4583—0,1657 - 0,8628=0,3153,
x=0,3361—0,1447 - 0,3153—0,1738(x)0,8628=0, 1405.
Shunday qilib, x=0,1405, y=0,3153, z=0,8628.
Amalda sistemaning o‘zini emas, uning noma’lumlar oldidagi
koeffitsientlari va ozod hadlaridan tuzilgan matritsasini
pog‘onasimon ko‘rinishga keltirish magsadga muvofigdir:

36,47 5,28 6,34 | 12,26
7.33 28,74 5,86 |15,15
4,63 6,31 26,17 ) 25,22
5-tekshiruv ustunini hosil gilamiz. Uning har bir elementi
mos gator elementlarining vig‘indisidan iborat:
36,47 5,28 6,34 12,26 | 60,35
7,33 28,74 5,86 1515 57,081,
4,63 6,31 26,17 | 2522 62,33
Matritsa elementlari ustida chizigli almashtirish bajarsak, bu
chizigli almashtirish tekshirnv ustunida ham bajarilishi kerak.
Almashtirilgan matritsa tekshiruv ustunining har bir elementi
mos qator elementlarining vig‘indisiga teng bo‘ladi. Bir matrit-
sadan 2- ncln matritsaga o‘tishni ekvivalentlik belgisi orqali vo-
zamiz:

36,47 528  6,34[12,26/60,35 10,1447 017380, 3361'0 6547
733 2874 5861515/57,081 1733 2874 586 ) 1515 57,08
463 631 16233) |463 631 2617|2617| 6233
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1 Q1657

1 01447 0,173810,3361
0 564 253633

16547
27,6793 4,586 ’12,686444,9516‘ ~

0 564  25365323,6639/54,6688

Hosil bo‘lgan matritsadan foydalanib, mos almashtirilgan sis-
temani yozamiz va yechimlarini topamiz:

7=0,8628,

y=0,4583—-0,1657 - 0,8628=0,3153,

x=0,3361—0,1738 - 0,3628—0,1447 - 0,3153=0,1405.

Agar sistema yagona vechimga ega bo‘lsa, pog‘onasimon teng-
lamalar sistemasi uchburchak ko‘rinishga keladi, bunda oxirgi
tenglama bitta noma’lumga ega bo‘ladi. Anigmas sistema holida,
yva'ni bunda noma’lumliar soni chizigli erkli tenglamalar sonidan
ko‘p bo‘lsa (cheksiz ko‘p yechimlar to‘plamiga ega), uchbur-
chakli sistema hosil bo‘lmaydi, chunki oxirgi tenglama birdan
ortiq noma’lumga ega. Agar tenglamalar sistemasi birgalikda
bo‘lmasa, uni pog‘anasimon shaklga keltirganda u kamida bitta 0=1
ko‘rinishdagi tenglamaga ega bo‘ladi, ya’ni tenglamadagi hamma
noma’lumlar nolli koeffitsientlarga ega, o‘ng tomon noldan fargli.
Bunday sistema yechimga ega emas.

445, Ushbu

1 00447 01738 |0Q3361]16547)
0,4583| 16240 |~ -

23,6639/54,6688

D

1 Q1657 |0,4583
0 244308

16240 ! 0.1657(0.45831,6240|

01447 01738 03361
45,5094 0,$828]1,8629

1,6547} [ 1 01447 01738 0,3361],6547}

0 0 i

(=1

10791

Ax+2y+z=3,
X+y—z=0,
4x~y+5z=3,

tenglamalar sistemasini yeching.
Yechish: Matitsani ekvivalenti bilan almashtiramiz:

3 2 1 5|11 1 1 -1 70 1
1 1 -170( 1] .13 2 1 5 11
4 -1 5 |31 4 -1 35 3 11

{hisoblashni soddalashtirish uchun birinchi va ikkinchi tenglama
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o‘rinlarini almashtirdik). Qolgan ikki gatordan birinchi yo'ini 3
ga, 4 ga ko‘paytirib ayiramiz:

1 1 -1 1 1 1 -1 0 1
61 -4, -8 ~ 101 -4} -5 -8
0 0 -11 1] -33 ¢ 0 1 2 3

(oxirgt qatorni 2 ga gisqartirdik). Sistema uchburchak ko‘rinishga
keladi: :

x+y—-z=9,
y—4z=-35,
_ z=2.
U.jragona vechimga ega, ya'ni z=2, y=3, J'5='-1

Tenglamalar sistemasini yeching:

\ X=X, =X, +x, =4,
I +x,~x, =5, e
. 44K x,—2x2+2x3=—3,' 447.

2x, — %, +3x, —2x, =1,
X, =X, +2x, =6,

3x —x, +x,—x, =0.

[3x,—x, + x, +2x, =18,

} o BTx 2% =3, 2x, +8x, —xy =8,

448. 449.
22X+ X%, +x, - x, =10, 2 Ox +x,+85 =0,
[ X +x, -3 +x, =1
| 0,04x—0,08y +4z =20, 3,21x+0,71y+0,34z= 6,12,
L 450. 4x+0,24y~0,082=8, o0 10,43x+4,11y+0,222=5,7,
' 0,09x+3y—0,152=09. 0,17x+0,16y+4,732=7,06.
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.. 7-§. CHIZIQLI TENGLAMALAR SISTEMASINI
JORDAN-GAUSS USULIDA YECHISH

" Chiziqgii tenglamalar sistemasini Gauss usulida yechishda tek-
shiruv ustuniga ega bo‘lgan matritsa usuli ko‘rildiki, natijada beril-
gan tenglamalar sistemasi uchburchak ko‘rinishiga keltirildi. Keyin-
gi bayon uchun Jordan—Gaussning takomillashgan usuli bilan
tanishish muhim ahamiyatga ega, bunda noma’lumlarning qiy-
matlari to‘g‘ridan to‘g‘ri topiladi.

Bizga quyidagi chiziqli tenglamalar sistemasi berilgan bo‘lsin:
&%+ X%y ot X, =0,
a2lxl +a22x2 +'"+a2nxn' = b}I’
aSlxl +a32‘x2 +"‘+a3nxu = b33 (1)
anX, +auXx, +..+a,,x, =b,.
Bu sistemaning 4 matritsasidan 0 dan fargli e, elementini
tanlaymiz. '
Bu element hal qiluvchi element deb ataladi. A matritsaning
p-ustuni hal giluvehi ustur deb, g-qgatori hal giluvchi gator deb

ataladi.
Yangi tenglamalar sistemasini garaymiz:

aj X, + a,x%, ..+ a) x, =0,

[ ayx + aynx, +otay,x, = b,

l .............................................. [9))
a X, +aLx,vota, x =b .

" Bu sisternaning matritsasi 4’. Bu sistemaning koeffitsientlari
va ozod hadlari quyidagi formulalardan aniglanadi:

a,a,
Gy=dy——— .
al‘
2 . .
5 [ azap i#].
a
o iy
bf - b}
. a‘ﬂ"

Xususan, agar /#g bo‘lsa, ¢, =0bo‘ladi. Agarda /=g bo‘lsa,
u holdaay, =a,.b, =b, deb qabul gilamiz. Shunday qilib (1) va
(2) sistemalardagi g-nchi tenglamalar bir xil boflib, (2) siste-
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maning g-nchi tenglamasidan boshga barcha tenglamalaridagi x,
oldidagi koeffitsientlari 0 ga teng. Shuni ko‘zda tutish lozimki,
(1) va (2) sistemalar bir vagtda yoki birgalikda, yoki birgalikda
emas. Ular birgalikda bo‘lgan holda teng kuchli sistemalardir
(ularning yechimlari ustma-ust tushadi).

A" matritsaning a, elementini aniglashda “to‘rtburchak usuli”
ni ko‘zda tutish foydalidir.

A matritsaning 4 elementini qaraymiz: @, (almashtirishga tan-
langan element), a,, (hal giluvchi element) va q,,4, element-
lar. a;. elementni topish uchun to‘rtburchakning garama-garshi
uchlaridagi @,, va 4, elementlar ko‘paytmasini a,, elementga

g
bo‘lib ¢;elementdan ayiramiz:

a; . - -y,

Q;  eremssomssssersossssarnisen - a,

Xuddi shu tariga (2) sistemani ham almashtirish mumkin,
- bunda 4" matritsaning hal giluvchi elementi sifatida af, #0 ele-
mentini gabul qilamiz (s=¢, r=p). Bu almashtirishdan se‘ng %,
lar oldidagi barcha koeffitsientiar 0 ga teng bo'ladi. Hosil bo‘lgan
sistema yana almashtirilishi mumkin va hokazo. Agar r=n (sistema-
ning rangi noma’iumlar soniga teng) bo‘lsa, u holda bir qator
almashtirishlardan so‘ng quyidagi tenglamalar sistemasiga kela-
miz:

kx=i,

kx=tL, "

knxn:{u’
va bu tengliklardan noma’lumlarning giyvmatlarini topamiz.
Noma’lumlarni ketma-ket yo‘qotishga asoslangan bu yechish usuli
Jordan-Gauss usuli deb ataladi.
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452, - -
Quyidagi chiziqli tenglamalar sistemasining matritsasi berilgan:
5 4 6 -1 7

|8

A= 13 2 0
0 1 5 3 -1
AT -6 5 -4 3

Bu sistemani Jordan-Gaygg usulida yechishda bal giluvchi ele-

ment sifatida a,,=3 ni qaby gjlamiz. Almashtirilgan matritsaning
By, @, By elementlarini oning

erhishe
a,, element hal qiluvcihi gatordan bo‘lgani uchun o', =a,,=2.
a,; element hal qiluvehl Wstyndan boigani uchun o', =0. «’,,
elementni to‘rtburchak qoiyagi bilan topamiz:
S 4 6 -1 7

4| 13 2 0

6 1 5 3 -1/
? 6 5 -4 3

dy=a, =% __, 25 _ 51
ay, 3 3

453. Quyidagi tenglamajar sistemasini yeching:
%t x, —3x,+2x, =6,
X =2x, =x, =0,
x4+ x, +3x, =16,
2x —3x,+2x, =6.
Yechish:

Bu sistemaning koeffitsient|arini, ozod hadlarini va koeffit-

sientlar bilan ozod hadlari vio‘indilarini quyidagi jadvalea vo-
zamiz (Z-—tekshiruv ustunij.

X Xz X3 X4 b z

1 | -3 2 6 7
1 —2 0 —1 —§ —8

0 1 1 3 16 21

1 —2 1 _—3 1 "2 9 46 17
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Hal qiluvchi element sifatida biz birinchi tenglamadagi x, ol-
didagi keeffitsientni olamiz. Jadvalning bu element turgan gatarini
(hal giluvchi gator) o‘zgarishsiz keyingi jadvalga yozamiz, 1-us-
tunning hal giluvchi elementidan boshga barcha elementlarini 0
bilan almashtiramiz. To‘rtburchak goidasini qo‘llab, jadvalning qolgan
kataklarini to‘ldiramiz (bu goidani £ ustunga ham qo‘llaymiz):

X X3 X3 Aq b z
1 1 -3 2 6 7
0 -3 3 -3 —12 -15
0 | I 3 16 21
0 =5 8 —4 -6 -7
S—tekshiruv ustunida mos qator elementlarining yig‘indisi hosil
bo‘ladi. :
2-qgator elemenlarini —3 ga bo‘lib, quyidagi jadvalni hosil
gilamiz:
X| Xz X3 Xy b %
1 1 -3 2 ] 7
0 1 -1 1 4 5
0 I I 16 21
0 —35 3 —4 —6 -7

- Hal qgiluvchi element sifatida 2-qatorning 2-elementini olamiz.
1-nchi ustunni o‘zgarishsiz yozamiz, 2-ustun elementlarining hal
giluvchisidan tashqari barchasini 0 bilan almashtiramiz, 2-(hal
giluvchi} gatorni o‘zgarishsiz yozamiz, golgan katakda turgan
elementlarni to‘rtburchak gqoidasiga ko‘ra almashtiramiz:

X1 X3 X3 X4 b z
I 0 —2 ] 2 2
0 1 -1 1 4 5
0 0 2 2 12 16
0 4] 3 ] 1 14 18
3-qator elementlarini 2 ga bo‘lamiz:
X X3 X3 Xy b x
1 0 -2 1 2 2
0 1 -1 1 4 5
0 0. 1 1 6 8
0 0 3 1 14 18
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3-ustunning 3-elementini hal giluvchi sifitida olib jadvalni

almashtiramiz: i, 4
X1 X2 X3 Xy b X

1 0 0 3 14 18

0 1 0 2 10 13

0 ( 1 i ) 8

0 0 0 -2 —4 -6

4-qator elementlarini —2 ga bo‘lamiz:

Xj X3 X3 X4 b ¥
1 0 0 3 14 18

0 1 0 2 10 13
0 0 | 1 6 8
0 0 0 | 2 3

4-qgatorning 4-elementini hal giluvchi sifatida olib, jadvalni
o‘zgartiramiz:

X Xy X3 X4 b by
1 0 0 0 8 9
0 1 0 0 6 7
0 0 i 0 4 5
0 0 0 i 2 3

Natijada quyidagi tenglamalar sistemasiga ega bo‘lamiz: .
1 +0-2,+0-x,+0-x, =8,
0-x+1-x,+0-x+0-x, =6,
0-x,+0-x%,+1-%,+0-x, =4,
0:x,+0-x,+0-x,+1-x, =2,

ya'ni x=8, x,=6, x,=4, x,=2.

454. Tenglamalar sistemasini yeching:

X +x,=2x+x, =1,
x,—3x%, +x;+x, =0,
dx, —x,—x,—x, =1,
4x, +3x, —4x, —x,=2. ~
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Yechish:

Jadval tuzamiz:

i 7 1 -2 1 1 2
1 -3 1 1 0 0
4 —1 —1 —1 1 2
4 3 —1 —1 2 4
l-ustunning l-elementi — hal giluvchi:

1 1 —3 1 1 2

—4 3 0 —1 —2

0 -5 7 =35 -3 —b
0 —1 4 -5 -2 -4
4-qgatordagi ishoralarni o‘zgartiramiz:

i 1 -2 - I 1 2
0 —4 3 0 —1 —2
0 =5 7 ~3 —3 —6
D 1 —4 5 2 4
Z-ustunning 4-elementi — hal giluvchi:

I 0 2 ~4 —1 -2
0 0 —13 20 7 14
0 0 —1i3 20 7 14
¢ 1 —4 i 5 | 2 4
3-gatordan 2-gatorni ayiramiz va 3-gatorni o‘chiramiz:
| 0 2 —4 —1 —2
0 0 —13 20 7 14
0 1 —4 5 2 4
2-gatorning 4-elementi — hal giluvchi:

1 0 —0,6 0 0,4 0,8
0 0 —13 2A) 7 14
0 I —{,73 0 0,25 0,5

Matritsaning rangi 3 ga teng. Demak, sistema uchta bazis
noma’lumlar — x,, x, va x, lar va bitta ozod noma’lum — x, ga ega.

148



Natijada quyidagi tenglamalar sistemasiga ega bo‘lam_iz:
I-%+0-x, -0,6-x, +0-x, = 0,4,
0-x+0-x,-13-x+20-x, =7,
0-x +1.x,~0,75-x,+0-x, =0,25.

Bundan: x=0,4+0,6x,, x,=0,25+0,75x,, x,=0,35+0,65x,.

Shunday qilib, sisterna quyidagi yechimga ega: xl=0,4+0,6a’
x,=0,254+0,75u, x,=0,35+0,65u, bu yerda u — ixtiyoriy son.

455, Tenglamalar sistemasini yeching:

6x—-5y+7z+8t=3,
3x+11y+2z+41=6,.
3x+2y+3z+4r=1, -

x+y+z=0.
Yechish:
Jadval tuzamiz:
6 -5 7 3 3 19
3 11 2 4 ) 26
3 2 3 | I 13
1 1 1 0 0 3
1-ustunning 4-elementt — hal giluvchi:
¢] —11 1 8 3 1
0 8 —1 4 6 17
4] -1 0 4 1 4
1 1 | 0 0 3
3.ustunning l-elementi - hal giluvchi:
0 —11 1 8 3 1
0 -3 0 12 9 18
0 ~1 0 4 1 4
1 12 0 —8 -3 2

3-qator elementlarining ishoralarini garama-garshisigg
o‘zgartiramiz:
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0 —11 | 8 3 |
0 —3 0 12 9 18
0 1 ¢ —4 -1 4
i 12 0 [ —8 -3 2
2-ustunning 3-elementi — hal giluvehi:

0 D 1 =36 ~8 —43
0 0 0 0 6 6
0 m 0 —4 —1] —4
i 0 0 40 9 50

Natijada quyidagi tenglamalar sistemasiga ega bo‘lamiz:

0-x+0-y+1-2-36-1=-8§,

0 x4+0-y+0-z40-t =6,
0-x+1-y+0-z—-4-r=-1,
x40 y4+0-2+40-¢ =9,

Osongina ko‘rish mumkinki, ikkinchi tenglamani x, y, z va t
larning xech bir giymatlari qanoatlantirmaydilar. Shunday qilib,
hosil bo‘lgan sistemna va beriigan sitema birgalikda emas.

456. Berilgan matritsaning rangini aniqlashga Jordan-Gauss
usulini go‘llang: '

7 -1 3 5§
1 3 5 7
A=

4 1 4 6

3 -2 -1 -1
Yechish:

- Jadval tuzamiz:

7 —1 3 5 14
[ 5 7 16
4 1 4 6 i5
3 -2 -1 —1 —1]
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Oxirgi (nazorat) ustunda mos gator elementlarining vig‘indisf

yorzilgan, l-ustunning 2-elementi — hal giluvchi:

0 —22 —32 —44 —98

1 3 5 7 16

0 —11 —16 —22 —49

0 —11 —16 —22 -—49
3- va 4-gatorning mos elementlaidan 1-gator mos element-

larini —2 ga bo‘lib ayiramiz va 3- va 4-qatorni o‘chiramiz:

0

11

16

22

49

1

3

5

7

16

Hosil bo‘lgan matritsaning ixtiyoriy ikkinchi tartibli determi~
nanti 0 dan farqli. Demak, 4 matritsaning rangi 2 ga teng.
Tenglamalar sistemalarini Jordan-Gauss usulida yeching:

457

459.

X +2x,+x, =8,
X, +3x+x, =15,
Ax, +x,+x, =11,
% +x, +5x, =23,

458.

X, +3x, —2x,—3x, =1,
Tx, +2x, = 3%, —4dx, =2,
X, +x4x+x, =95,
2x +3x, + 2%, -3x, =4,

X=X, =X, =X, =—2.

Xy =Xt Xy — X, =2,
X, + 2%, = 2%, —x, = =3,
2x, =X, =3x,+2x, =1,

X, +2x, + 3%, —6x, =-10,

. "460; Matritsaning rangini Jordan-Gauss usulidir toping:

2
2 3
31
2 2
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V BOB : -
CHIZIQLI ALGEBRA ASOSLARI

o I“‘"""‘“““‘“‘"“‘ 'm ———
1-§. CHIZIQII FAZO

1. Asosiy tushunchalar.

" FElementlari X,¥%,Z... bo‘lgan shunday R to'plamni garaymiz-
ki, uning ixtivoriy ikki ¥e R vayeR elementlari uchun
¥+¥ e R yig'indi, ixtiyoriy ¥ € R elementi va ixtiyoriy haqiqiy
A son uchun AX e R ko‘paytma aniqglangan bo‘lsin.

Agar R to‘plamning elementlarini go‘shish va bu to*plamning
clementlarini haqiqiy songa ko‘paytirishda quyidagi shartlarni
ganoatlantirsa:

1) X+y=y+x;

2) X+P)+rz=x+(y+2),

3) ixtiyorly x€ R element uchun shunday 0e R (nol ele-
ment) mavjudki, ¥+0=Xx;

4) har bir Xe R element uchun shunday y e R element
mavjud bo‘lsaki, bunda ¥+¥ =0 (kelgusida ¥ =~¥ ko‘tinishda
yozamiz, ya’ni ¥ +(-x)=0);

5 1'x=%;

6) A(mx)=(Am)X ;

7y A+mx=Ax +mx;

8) AF+y)=Ax+4y,

u holda R to‘plam chiziqli (yoki vektor) fazo, bu fazoning ele-
mentlari X, ¥, z... esa vekforlar deyiladi.

Masalan, barcha geometrik vektorlar to*plami chizigh fazo
bo‘ladi, chunki bu to‘plamning elementlari uchun keltirilgan
shartlarni ganoatlantiruvchi amallar aniglangan.

Chiziqli fazodagi ikki ¥ va ¥ vekiorlarning ayirmasi deb, bu
fazoning shunday v vektoriga aytiladiki, y+¥ =X bo'ladi.
X va ¥ larning ayirmasi X — ¥ bilan belgilanadi, ya’ni ¥ -y =V.
Isbotlash osonki, ¥ -y =X +(-y).

Quyidagi teoremalar ham o‘rinli:

1. Har bir chizigli fazoda fagat bitta nol-element mavjud.

152



2. Chiziqli fazoning bhar bir elementi uchun fagat bitta tcskarl
element mavjud.
3. Har bir y e R uchun 0x = 0 Icngllk bajariladi.

4, Har bir haqiqiy son A va 0eR uchun 1+0=0 tenglik
bajariladi. _

5. AX =0 tenglikdan quyidagi ikki tenglikning biri kelib chigadi;
A=0 voki ¥=0. '

6.(-D)x element X element uchun garama-garshi element
bo‘ladi.

461.(&: &5 &), Gy, s 71,) 5 ... haqiqgiy sonlarning
barcha sistemalar to‘plami berilgan bo‘lsin. Har ganday

ikki elementining yig'indisi (£:4,;...:&, )+ s oy 1,) =
=(& +1; & +10,5 .5 &, +77,) tenglik bilan, har qanday ele-
mentning ixtiyoriy songa ko‘paytmasi (&; &,:..5 &)~

=(A&; A& . AL)) tenglik bilan aniglanadi. Bu to‘plamning

chiziqli fazo ekanligi isbotlansin.
Yechish:

X=(6; 62 5 &) Y= s s 1), =80 €ai ik G )5 e
belgilashlarni Kkiritamiz. Yuqorida Xkeltirilgan 1—8 shartlarning
bajarilishini tekshiramiz. :

L T+Y=(+7; &+ s &, + )
VEX=(p+8; m+8ys s M, +E,) yani T+V=7+¥.

2X4Y =G4 &M i &0 FHE = 4G BT i )

(X+DV+T=(E+7 +L; &+ +6y s &, 7, +E )

X+FHD =GR +E5 SHRHGS 5 &5, +6,).
Shunday qilib, (¥+¥)+ZT=X+(¥+7).

3. 0=(0; 0; ..; 0)— nol element bo‘ladi.

Hagigatan ham Xx+0=(£+0; & +0;.., & +0)=%

4. (€3 ~&sp s —E)) element (&5 £, .. £) elementga’gatdt

ma-garshi element bo‘ladi, chunki
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(& & s S (=85 =& s —£)=(0; 0is 0)=0

51-x=(0¢&; 14,; o 18)) =%

6 Apx) = 2ud; plys s 4E,)=(Augy Ay oy Aué,) =(Aux)

7. (A+ % =((A+ ) (A 08 s (A+1DE) = (A + 4 Ay + 1

vy AL Y =(As Ay o AT 1 i 1) =

=AU &y EIVES & s G AR A

8. Ax+W)=AG 75 GHb w3 &) =(s +Ag; Ao+ iy 3 A )=

(AL i AEYH A A o AN)=HE; & s ) AR 13 s 1) =ARA AP

462. Barcha kompleks sonlar to’plami chizigli fazo bo‘lishligini
isbotlang.

463. &, &, 1, . £, &, — lar har hil haqigly sonlar bo‘l-
ganda, to‘rtta haqigiy sonlar (&; ¢, 0, 0% (775 775 05 0); (655 455 0; O)
sistemasining to‘plami chizigli fazo bo‘ladimi? Elementlarni qo‘shish
va hagiqiy songa ko‘paytirish 461 masaladagi kabi aniglanadi.

464. (&; &5 L1, (s 17,5 L 1), (45, 653 1; 1) elementlar to‘plami
chizigli fazo bo‘ladimi?

465. Barcha ikkinchi darajali ko‘phadlar a,'oe‘z +at+a,,
B>+ B+ By vt + 7+ ¥ype. to°plami chizigli fazo bofladimi?

466. Darajasi u;:hdhn oshmagan barcha ko‘phadlar to‘plami
chiziqli fazo tashkil etadimi?

467. f,(1), fo(t), f(f), ... funksiyalar berilgan bo‘lsin. Agar
bu funksiyalar;

1) [a,b] kesmada aniqlangan barcha uzluksiz funksiyalar
to‘plamini;

2) [g, b] kesmada differensiallanuvchi barcha funksiyalar
to‘plamini; - -

3)barcha elementar funksiyaiar to‘plamini;

4)ybarcha elementar bo‘lmagan funksiyalar to‘plamini tashkil
qilsa, bu funksivalar to‘plamlari chiziqgli fazo bo‘ladimi?

468. Musbat sonlarning barcha juftligidan iborat to‘plam be-
rilgan: X =(¢@, @), ¥ =1, 1) Z =(,&,), ... Agar ikki element-
ni ao‘shish X¥+¥=(¢m; @n,) tenglik bilan haqgigiy songa
ko‘paytirish esa Ax = (g}, 9f) tenglik bilan aniglansa, bu to‘plam
chizigli bo‘ladimi?
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469, Chiziqli fazo: 1) bitta vektordan; 2) ikkita har hil vek-
tordan tuzilgan bo‘lishi mumkinmi?

470. Chizigli fazodan X vektor yo‘qotilgan boflsin. B
yo‘qotishdan keyin hosil bo‘lgan vektorlar to‘plami chiziqgli fazo-
ligicha golishi mumkinmi?

471. Chiziqli fazodan sanogsiz vektorlar to‘plami yo‘gotilgan.
Bu yo‘qotishdan keyin hosil bo‘lgan vektorlar to‘plami chizigli
fazo bo'lishi mumkinmi?

472. Vagon provodnikiarining rezerviga ular targatishi uchun
har kuni skladdan: 1) qand; 2) choy; 3) pechene; 4) quritilgan
non; 3) pista ko‘mir keltiriladi. Faraz qilaylik, @, &, @, @4, @
mos ravishda bir kunda keltiriladigan bu mahsulotlar migdorining
kilogrammlardagi orttirmasi bo‘lsin.

Agar ¢, > 0 bo‘lsa, u holda mos ravishda ozig-ovgat yoki ko‘mir
shu kuni targatilganidan ko'p keltirildi, agar ¢, <0 bo‘lsa, u holda
ozig-ovgat yoki ko‘mir skladdan keltirilganiga qaraganda ko‘p tar-
qatilgan. @, . @5, @. @ sonlar sistemasining to‘plami chizigli
fazo bo‘ladimi? (—100; 5; 0; —200; 3) vektor nimani bildiradi?

473. . @, g;sbutun sonlar uchliklarining to‘plami chizigli
fazo tashkil etadimi?

474. Vagon deposining parkiga har kuni turli tipdagi vagonlar
keladi: yuk, aloga, gattiq o‘rinli, kupeli va yumshogq, ulardan har
kuni passajir va tez yurar poyezdlar tuziladi va vo‘lga chiqadi.
Faraz qilayliq @, ®,> 5, @ ¥ mos ravishda vagonlar sonining
bir sutkadagi orttirmasi. @, @, ¢, P> @ sonlar to‘plami chiz-
igli fazo bo‘ladimi?

475, Umumiy boshi koordinata boshida bo‘lgan va 1-nchi oktan-
tada joylashgan, barcha geometrik vektorlar chizigli fazo tashkil
qifadimi?

476. Chizigli bir jinsli tenglamalar sistemnasi

{alx+bly+clz =0,

ax+b,y+c,z=0
ning barcha yechimlari to‘plami chizigli fazo tashkil gilishini is-
botlang.
Ko ‘rsatma:
Agar (x; y; 7—1) va {x,; y,; z,) berilgan sistemaning yechimi
bo‘lsa, u holda ixtiyorly 4 uchun (x +x; y,ty,; z,+z,) va (/“Lxl,
Ay Az,) ham sistemaning yechimi bo‘ladl
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477. Ay + A"V v+ Ay=0 (A4, A4, .., A ~ x ning
funksivalari) differensial tenglamani ganoatlantiruvchi barcha
y(x), »,(x), y,(x), .... funksiyalar chizigli fazoni tashkil gi-
lishini isbotlang.

2. Chizigli bog‘ligsiz vekforlar.

X, ¥, 2, ..., ¥ lar R chiziqli fazoning vektorlari bo‘lsin. Qu-
yidagi tenglik bilan aniglangan vektor

V=a-X+8-y+y-Z+.+Au
ham R chizigli fazoga tegishli bo‘ladi, bunda &, 3 » .., A —
haqiqiy sonlar. Bu vektor ¥, ¥, Z, ..., it vektorlarning chizigli
kombinatsivasi deyiladi,

Faraz qilaylik, X, ¥, Z, ..., # vektorlarning chiziqli kornbi-
natsiyasi nol-vektor bo‘lsin, ya'ni

a&X+B Y4y ZH..+A-7=0. )
X, v, Z, .., it vektorlar chizigli bogiligsiz deyiladi, agarda
(1) tenglik ¢=g=y=..=4=0 bo‘lgan holdagina bajarilsa.

Agarda (1) tenglik «,fB,7,...,A larning kamida bittasi noldan
fargli bo‘lgan holda ham bajarilsa, ¥, ¥, z, ..., # vektarlar chi-
zigli boglig deyiladi. Osongina isbotlash mumkinki, X, ¥, z, ..., &
vektorlar chiziqli bog‘liq bo‘ladilar, shunda va fagat shundaki,
agarda bu vektorlarning birini qolganlarining chiziqgli kombinasi-
yasi ko‘rinishida ifodalab bo‘lsa.

478. Agarda X, V, 7, .., # vektotlar orasida G vektor mavjud
bo‘lsa, bu vektorlarning chizigli bogliq ekanligini ko‘rsating.

Yechish: .

Faraz qgilaylik, ¥=0 bo‘lsin. @ X +£-V+y Z+..+4-u=0
tenglik a#0, S=y=.=4=0 boiganda bajarilgani uchun be-
rilgan vektorlar chizigli bog‘ligdir.

479. Chiziqli fazoning elementlari tartiblangan haqiqiy sonlar
X =(&;, & o0 &) (i=1, 2, 3, ...) sistemasidan iborat bo‘lsin.

Agar vektorlarning vig‘indisi va vektorning songa ko‘paytmasi
X +E =8 00 St Sus i St lmds A% = (A8 A5 AL,)
tengliklar bilan aniglanganda, %, X,, .., X, vektorlamning chi-
zigli bogligsiz bo‘lishligi uchun &, (i=1, 2, ..., m k=1, 2, ..., n)
sonlar ganday shartni ganoatlantirishi kerak?
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Yechish:
X +a,x, +..+a,X, =0 tenglikni ko‘ramlz U quyldagl teng-
lamalar sistemasiga teng kuchli. _
aéntadntota.dy,=0,
ol ntantotand,,=0,
. N a1§n1+a2§n2+"'+an§un:O'
X, Xi, s X, vektorlar chizigli bog‘lig bo‘Imagain holda bu sis-

tema yagona o, =a,= ... =g, =0 yechimga ega bo‘lish’\i"l lozim, ya’ni:
511 512 glﬂ
521 9:22 é:zn #0

Sm Gm " Smw

.. Xususiy holda (&, &) va (£,, &,) vektorlar chiziqgli
bogligsiz bo‘ladi, shunda va faqat shundaki, & &, — &, # 0 bo‘lsa
.~ 480. Darajasi ikkidan oshmagan ko‘phadlarning chizigli fazosini
qaraymiz. P=1+2-t+3:1%, B =2+3t+4.£* va B, =345-t+7-£
vektoriarning chizigli bog‘ligligi isbotlansin.

Yechish:

Bu holda _P =1 ‘D +1- P ekanligini ko‘rish qgiyinlik tug‘dirmaydi.
Demak, Pl, Pz va P3 vektorlar chizigii bog‘liq bo‘ladi.

481. 468-masalaning shartida aniglangan x¥=(&, &) va
y =(1,, 1,) vektorlar qanday hollarda chizigli bog‘liq bo‘ladi?

Yechish: -

x=Ay tenglikdan (&, &)= i(??la ™) Yoki &, &)= m)

ekanligi kelib chigadi, ya'ni & = ?;1 , & =n, . Bundan quyidagi
tenglikka kelamiz: lngl-ln%:@,h lngz.

482. Uchta komplanar &, » va ¢ — vektorlarning chizigli
bog'liq ekanligini isbotlang.

Ko ‘rsatma.

Vektorlarni umumiy boshlang‘ich nugtaga keltiring va vektor-
lardan birini boshqa ikkita vcktorlarga mos ra\rlshda kollinear tashkil
_ etuvchilarga yoying. :
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483. Uchta komplanar bo‘lmagan &, & va ¢ vektorlarning
chizigli erkli ekanligini isbotlang.

484. Ixtivoriy to‘rtta g, B_, T vad vektorlarning chizigli
bog'liq ekanligini isbotlang.

Yechish:

Agar vektorning uchtasi komplanar bo‘lsa, masala oson yechi-
ladi. Faraz gilaylik, bu vektorlar komplanar bo‘lmasin. Hamma
to‘rtta vektorni umumiy boshlang‘ich O nuqtaga keltiramiz. Dia-
gonali 4 vektor bo‘lgan, qirralari @, & va € ni o‘z ichiga olgan
to‘g’ri chizigdajoylashgan parallelepipedni yasaymiz. Bundan esa
d =ad+ pb +yc ekanligini ko‘rish giyin emas.

485. Agar chizigli fazoning # ta X, ¥, Z, ..., ¥ veKtorlari
chizigli bog‘lig bo‘lsa, u holda shu fazoning »+1 ta
X ¥, Z, .., #, v vektorlari ham chizigli bog‘lig bo‘lishligini isbot
qiling.

3. Chizigli fazoning o‘lchovi va bazisi.

Agar R chizigli fazoda #n ta chizigli erkli vektor maviud bo‘lib,
iekin shu fazoning ixtivoriy n+1 ta vektori chizigli bog’liq bo‘isa,
u holda R fazo n o‘lchovii deyiladi. R fazoning o‘lchovi # ga teng
deb aytish va d(R)=n» ko‘rinishda yozish gabul gilingan, istalgan-~
cha ko‘p chizigli erkli vektorlarni topish mumkin bo‘lgan fazo
cheksiz olchovii deyiladi, Agar R cheksiz o‘ichovli fazo bo‘lsa, u
holda d(R)=oo0.

r oflchovli chizigli fazoning » ta chizigli erkli vektorlari to*plami
bazis deyiladi. Quyidagi teorema o‘rinli: # o*ichovli chizigli fazodagi
har bir vektorni bazis vektorlarning chizigli kombinatsiyasi
ko‘rinishda yagona usulda ifodalash mumkin.

Agar e,&,...,e, lar n o'lchovli chiziqli fazo R ning bazisi
bo‘lsa, u holda ixtiyoriy ¥e€ R vektorni yagona usulda
X =8¢ +&,6+.....+4 e, ko‘rinishda ifodalash mumkin.

Shunday qilib, ¥ vektor €, &, ..., g, bazisda &, &,, ..., £,
sonlar yordamida yagona usulda aniglanadi. Bu sonlar ¥ vekfor-
ning berilgan bazisdagi koordinatalari deyil__gdi.

Agar X =g +5,, +....+4e,, F=ne +ne+...+7,e, bolsa,
n o holda:  THP=(E+7) 6 H(E ) E ot (6, 47, E,
Ax = Age + A&e, +.....+ A2, bo'ladi. ST
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Chiziqli fazoning o‘lchovini aniglashda quyidagi teoremadan
foydalanish foydalidir: Agar R chizigli fazodagi ixtivoriy vektor

&, €, ..., € chizigli erkli vektorlarning chizigli kombinatsiyasi
ko ‘rinishda ifodalangan bo'lsa, u holda d(R)=n bo‘ladi (demak,
€, &, .., e vektorlar R fazoda bazisni tashkil etadi).

486. Tartiblangan haqiqiy sonlarning turli xil juftliklaridan
tuzilgan chizigli fazo berilgan:

X=065 b %5 =(80s $nd H=(855 Sid o
bunda vektorlarni go‘shish va hagiqiy songa ko‘paytirish
X, +X, = (5 8, & +E, ) AR =(A&,; AL,) tengliklar bilan
aniglangart.

e =(1; 2) va 2,=(3;4) vektorlar berilgan chizigli fazoning
bazisini tashkil ilishini isbotlang. ¥ =(7; 10} vektorning bu bazis-
dagi koordinatalarini toping.

Yechish:

e =(l; 2} va & =(3;4) vektorlar chizigli erkli (479-masalaga
garang). Biror y=(zy,; 1,) vektorni garaymiz. Ixtiyoriy » va 7,
lar uchun shunday A4 va g sonlar mavjudligini ko‘rsatamizki,
y=Ae +ue, yoki (; my)=(A+3u; 2A+4u) tengliklar bajari-
ladi. Osongina ko‘rinadiki, bu tenglik bajariladigan (4; #) qiymat-
larning yagona Jufn mavjud. Bu
' {24—31{1 ??!p

2A+4u=mn,

“tenglamalar sxstemasmmg aniglangan ekanligidan kelib chlqad:l '
Shunday qilib, ¢ va e, vektorlar bazisni tashkil giladi. Bu bazisda:
_-(7' 10) vektorning koordinatalarini aniglaymiz.

Masala quyidagi tenglamalar sistemasidan A va g ni anlqlashga :
keltiriladi:

A+3u=17,
2A+41=10.
" Bundan A=1, #=2 larni topamiz, ya'ni ¥ =8¢ +2g,.

487. Elementlari X = (é’l; Ep s ;’n) vektorlardan iborat chizighi
fazo (479-masalaga qarang) o‘zining bazisi sifatida quyidagi vektorlarga
g=(000.:0, g=(050.;0, 200 .;0),..,2(000.:1)
ega ekanligini ko‘rsating. .

’n
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Yechish: S '

x=£(L 0 0; .5 0), &0 LGy s O3 +&,(0; 0; 0;..5 D)
ckanliginj ko‘rish giyin emas, va’ni ¥ =£g +&,¢, +...+£,€,. Shun-
day qilib, har ganday vektorni #, &,, ..., €, vektorlarning chizigli
kombinatsiyasi ko‘rinishida ifodalash mumkin. &, &, ..., g, vek-
torlar chizigli erkli, chunki bu vektorlarning koordinatalaridan
tuzilgan determinant 1 ga teng, ya’ni noldan farqli. Shunday
qilib, bu vektorlar bazisni tashkil giladi, R fazo esa # o‘lchovli
bo‘ladi.

488. Agar elementlarini qo‘shish va haqiqiy songa ko‘paytirishni
odatdagidek ima’noda tushunilganda, bazisi 1, ¢, % £ ., ") "
bo‘lgan chizigli fazo ganday elementlardan tuzilgan bo‘ladi?

489. Ikkinchi tartibli barcha matritsalar to‘plami to*rt oflchovli
chiziqli fazo ekanligini ko‘rsating.

_ (L0 _ f02)_ (00 (00
490. l_'0 O:ez—o 0:33—3 O:e,i‘_o 4 maft-

ritsalar 483%-masalada garalgan chizigli fazoning bazisi bo‘lishini
ko‘rsating.

491. 468-masalada garalgan chizigli fazoning 7(1;10) va g,(10; D
clementlari bazis bo‘lishini ko‘rsating. ¥ =(2; 3) vektorning shu
bazisdagi koordinatalarini toping.

Yechish:

nl-ln1-n10-ln10= 0 bo‘lganligi uchun & vae, vektorlar
chizigli erkli bo‘ladi (481-masalaga qarang). Faraz qilaylik, ixti-
vorly ¥ =(r,; 1,) vektor 2 va e, vektorlarning chizigli kombi-
natsiyast ko‘rinishida ifodalangan bo‘lsin. y=Ag + ue,, yoki
:1,) =(1*-107;10% .17 ) bajariladigan shunday sonlar juftligi
mavjudligini ko‘rsatamiz. Demak, g =1gn,4=Ign,. Xususan,
X =t lg3+e,lg2. Shunday qilib, (Ig3;lg2) — x vektorning g ; &,
bazisdagi koordinatalaridir.

492. 479-masalada qaralgan # o‘lchovli fazoning bazislari si-
fatida _
g =LEL. LD, =0 . 5D, 6, =000, .s 1), ...
58 =000, 01, Z=(LLL.; 1)

vektorlarni gabul gilish mumkinligini ko‘rsating.
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Ko'rsatma.

§=8-8, 5 =80 .. 6,5 ~&, €, =8 vektorlar
garalsin.

. 4. Chiziqli fazolarning izomorfizmi.

- Ikkita R va R’ chizigli fazolarni garymiz. R fazoning element-
larini X, ¥, Z,... bilan belgilaymiz. R’ fazoning elementlarint esa

¥, ¥, ', ...bilan belgilaymiz. Agar ¥, ¥, ¥, ¥’ elementlar orasida
shunday o'zaro bir giymatli moslik ¥ < ¥ y < 7' o‘rnatish
mumkin bo‘lsaki, bunda ¥ +5 < X"+7’, Ax¥ & Ay bo'lsa (A—ixti-
yoriy hadiqiy son), it holda R va R’ fazolar o Zzare izomorf deyiladi.
Quyidagi muhim teoremani eslatib o‘tamiz. Uning yordamida chek-
li o'lchovli chiziqli fazolarning izomorfligi ason o‘rnatiladi: fkkira
chekli o‘ichovli R va R’ fazolarning izomorf bo lshi uchun, ularning
o ichoviari bir xil bolishi zarur va yetarlidir.

493. Ikkita chizigli fazo R va R’ berilgan. R fazoning element-~
lari t argumentning barcha differensiallanuvchi funksiyalari bo‘lib,
ular =0 da 0 ga aylanadi. R’ fazoning elementlari esa R fazodagi
funksiyalarning hosilalaridan iborat bo‘lsin. R va R’ fazolarning
izomotf ekanligini isbotlang.

Yechish:

Faraz qilaylik, £,(2), £(0), £,(9), ... lar R fazoning funksiyalari,
2,0, @0, ¢,(1), ... esa R’ fazoning funksiyalari bolsin. Bu funk-
siyalarning indekslar bilan ta’minlanganligidan R va R’ sanoqli

to‘plam degan xulosa kelib chigmaydi. Faraz gilaylik, ¢,(¢)= £{¢)
bo‘lsin, u holda

S0 = [p@yat

i
bo‘ladi. Shunday qilib, R va R’ chiziqli fazolar orasida (ularming
chizigli ekanligini mustagil ravishda 1sbotlang) o‘zaro bir qiy~
matli moslik ornatildi. Quyidagi:

%(f)+¢g(f)=[ﬁ(f)+£(f)] O+ 0= [lp 0+ ()dr

ho)=[2£0] 4 £0)= (Ao
0
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tengliklar yordamida o‘zare bir giymatli moslik ofrnatildii-

Ji@D+ [y & @D+ (1), 210« Ap(0).

Shunday qilib, R va R’ — izomorf fazolar.

494, Barcha geometrik vektorlar va darajasi ikkidan oshmagan
ko‘phadlar to‘plamlari izomorf chizigli fazolar ekanligini isbot-
lang.

495, R va R’ izomorf chizigli fazolar berilgan. Bu fazolar
elementlari orasida o‘zaro bir giymatli moslik ofrnatilgan:
XX, V¢ ¥, .. Har qanday hagiqiy @, 8, y sonlar uchun
ax+ By +yZ > ax'+ B+ ¥z ekanligini isbotlang.

496. Faraz qilaylik, R va R’ izomorf chizigli fazolar boliy, ¥ <> X'
moslik o‘rinli bo‘lsin. Bu holda (-¥) < (~x') ekanligini isbotiang.

497. Rva R’ izomorf fazolar berilgan, shu bilan birga 0 va 0’
bu fazolarning nol elementlaridir. 0 <> 0" bo‘lishi bu fazolarning
boshga elementlari orasida bir giymati moslik ganday o‘ruatilganligiga
bog‘liq emasligini isbotlang,

498. Haqigiy sonlarning turlicha juftlikiari berilgan: ($;; 7).
(&5 1) (£33 7). Tkkita chizigli fazo gquyidagicha tuzilgan: ele-
mentlari X =(&;n), 5, =(&; m), &, =y m), ... bo‘lgan R
fazo, unda vektorlarni qo‘shish va songa ko‘paytirish

X +% =G+ ) A% = (A An)
tcnglikdan aniglanadi va
=T T, X = (FT TN, F = T,
vektorlardan tuznlgan R’ fazo, unda mos amallar
43X = (e"‘f‘—é; e 1)), A% = (e_'l':‘; e—i'h)
tengliklardan aniglanadi. R va R' fazolar izomorf ekanligini isbot-
lang.

499. Agar R fazoning elementlari X, ¥, Z, ... vekrorlar, R’
fazoning elementlari es:. 2x, 27, 2%, ... bo‘lsa, R va R’ chizigli
fazolar izomorf bo‘ladimi? R va R' fazolar bir xil elementlardan
tashkil topganligini ko‘rsating.
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2-§. YANGI BAZISGA O‘TISHDA
KOORDINAT ALMASHTIRISH

n o'lchovli chizigli fazo R ning ikkita bazisi: €, €,, ;... {eski)
va g, &, e (yangi) mavjud bo‘lsin. Har bir yangi bazisdagi vek-
torni eski bazisdagi vektorlar orqali ifodalaydigan bog'lanishlar
beriigan: _

€ = 0),€) +aye, +...+ a6,
L€y = A8+ ape, +.. T a,0e,,

. . LA
L L. e =apeta, e t...ta,e.
Quyidagi matritsani

o ap &,
A= &y iy Ay dy,
aﬂ] anl aﬂn

eski bazisdan yangi bazisga o‘tish mairitsasi deyiladi.

Qandaydir ¥ vektorini olaylik. (&; &5 .5 €,) bu vektorning
eski bazisdagi koordinatalari, (&; £;; ...; &) esa bu vektorning
yangi bazisdagi koordinatalari bo‘lsin. Bunda x vektorning eski
koordinatalari yangi koordainatalari orqgali quyidagi formulalar
orgali ifodalanadi:

& =ay e +a,e +..+a,e,
8y = @y 8] + ty, &) + .+l 80,

e, =a,e+0d,,e, +..+a,¢,
va ular keordinatalarni almashiirish formulalari deyiladi.

A matritsaning ustunlari eski bazisdan yangi bazisga o‘tish
formulalaridagi koordinatalar, bu matritsaning yo‘llari esa eski
koordinatalarni yangilari orqali almashtirish formulalaridagi koor-
dinatalar ekanligini ko‘rish qiyin emas.

500. ¥ =¢+¢ +% +&, vektor berilgan. Bu vektorni yangi
bazis &, €, ¢, &, orqali yoying, agar &=g,+6+7¢,
E=8+8+5, B=8+5+E, §=5+5+F bolsa
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Yechish:

I-usui:
Eski bazisdan yangisiga o‘tish matritsasini yozamiz:
0111
. 1 01 1
A= .
11 01
1 1 19

Bu matritsaning qatorlari koordinatalarni almashtirish formu-
lalarining koeffitsientlari bo‘ladi:

S=G+8+8L L=+ 88, L=8+ 840 E =4+ 8+ 4

& =¢&, =& =¢, =1 bolganligi uchun tenglamalar sistemasini

yechib, ¢ =& =4 =2 _— ni topamiz va ¥ = --(el +& +8 +¢)).
2~usul;
Y=g +e,+¢+¢e,
g, =08 +e, +e; +2
e, =¢ +0e, +6,1+2,
Z =¢+¢ +0g +¢,
2, =g +2,+& +0¢g
tenglamalar sistemasidan ¢, &,, &, &, lami yo‘qotib,

¥ 1111
g 01 11| .
£ 101 1|=0
Zz 1101 )
¢ 1110

ni hosil qilamiz.' Bu determinanini 1-ustun elementlari bo*vicha
yoyib, ¥ ni &, &, &, ¢, lar orqali ifodalanadi.
F-usul.
& +E+8 +2 =38 +38 +38, + 32, ckanligidan
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— e o=
el+ez+e3+e=§(el'+e.;+e3'+e;)

bo‘ladi. Buridan: -
’ . - 1—! P R R
x=§(e,+ez+e3+e4).

501. x =8¢, +6¢, +4e; ~18¢, vektor berilgan. Bu vektorni yangi
bazis bo‘yicha yoying. Bu yangi bazis eski bazis bilan quyidagi
tenglamalar orgali bog‘langan:

T =36, +5,+7 +T,
7 =26 -45,+5 +5,
& =¢ +36, -5, +8,
e' =g +¢,+4e, —6e,.

502. X=2(¢,+e,+...+¢,) vektor berilgan. Agar g =¢ +¢,,
6 =g+e, &=¢+6, .., & =8¢ _+&, & =¢,+¢. bo‘lsa, ¥
vektorni 2, &, ..., €, bazis bo‘ylcha yoying.

503. xOy koordinatalar sistemasi
koordinata boshi atrofida ¢ burchak-
ka burilgan (21-rasm). Yangi siste-
madagi @=x-7 +y-j vektorning
koordinatalarini uning eski sistemada-
gi koordinatalari orqali ifodalang.

Yechish:

7 va Jvektorlamni i va j ortlar

bo‘yicha yozamiz:

=i cost+ _j’ sina,
— - ., %
J=i ( )+_} -sm(—5+c¢).
Eski 7 :7 havisdan yangi ¢, j bazisga o‘tish niatritsasini
YOZamiz:
coSa —sina
A=| . .
sink - cosa
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sunadan .
x=x'cosa—y'sina,
.. y=x'sina+ )ycosa
ekanligi kelib chigadi, ya’ni
x' = xcosa + ysinet,
¥y = —xsina + ycos«.

504. e'=cre,, &, = ffe,, & =ye,, ¢, =0¢,, € =¢¢e, bog‘lanish-
lar berilgan. ¥ vektorning &, &, &, &, &;— eski koordinata-
larini shu vektorning &, &), &, &, & — vangi koordinatalari bilan
bog‘lovchi formulalarini yozing.

505. Eski bazis ?,, ¢,. & — bilan yangi bazis &, &,, &, orasida
quyidagi bog‘liglik bo‘lishi mumkinmi: '

= m w5 e 79
=88, €& =80, €,=¢ 8,7

i 3-§. QISM TOPLAM

- 1. Chiziqli fazoning gism to‘plami.
R’ chiziqli fazo R chizigli fazoning gism fazosi deyiladi, agarda
R’ ning elementlari fagqatgina R ning elementlaridan tashkil top-
gan bo‘lsa. Masalan, biror tekislikka parallel bo‘lgan barcha vek-
torlar to‘plami barcha geometrik vektorlar fazosining gism fazosi
bo‘ladi.

Agar X, ¥, Z, ..., # lar R chiziqli fazoning biror vektorlari
bo‘lsa, u holda barcha a¥ + 8y +yZ +...+ Al ko‘rinishdagi vek-
torlar (bu yerda «, A, y, ..., A— barcha mumkin bo‘lgan haqiqgiy

sonlardir} R chizigli fazoning gism fazosini tashkil etadi.

aX + By +yz +...+ A vektorlaming barcha chizigli kombinat-
siyalari to‘plami, X,¥.,Z,...u — vekforlarning chizigli qobig% deb
ataladi va L(fj,?,...,ﬂ)-— bilan belgilanadi.

Agar R, — chizigli fazo R ning qgism fazosi bo‘lsa, u holda
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d(R) < d{R) bo‘ladi. R chiziqli fazoda R, va R, ikkita qgism fazg
berilgan bo‘lsin. Barcha elementlari bir vaqtda R, va R, ga tegish-
li bo'lgan R; to‘plam, R, va R, gism fazolarning kesishmasi dey-
iladi. R, =R, (1R, yozuv, R, va R, qgism fazolarning kesishmag;
R; ekanligini bildiradi. Barcha elementlari ¥+37 ko‘rinishda
bo‘lgan R, to‘plam R, va R, gism fazoning yig‘indisi deyiladj
bunda xe R, yeR,. R, =R, +R, yozuv R, va R, gism fazolat-
ining yig‘indisi R, ekanligini bildiradi. R; kesishma va R, yig‘indj
R fazoning qism fazolari ekanligini isbotlash mumkin,
d(R)+d(R,)=d(R,)+d(R,) ekanligini hisobga olish o‘rinli.

506. R chizigli fazoning qism fazosi bitta elementdan iborat
bo‘lisi mumkinmi?

507. Elementlari hagiqly sonlarning turli sistemalari bo‘lgan
R chizigli fazo berilgan:

x=(&; a3 &3 &), V=005 s s 7a), Z=0805 S35 833 Luds e
Ikki elementni qo‘shish va elementni songa ko‘paytirish qu-
yidagi tengliklar bilan aniglangan:

X+y = s &y E4my, E+7),

Ax = (445 A8 A&y ALL)-

Elementlari ¥ =(0; &,; &35 &), 7, =(0; 7, 755 77,),
=08 & s 6ad e Sogan £ co’plam va efermentian
5= 0; & &) =01 O 1 my) B =080 05 455 €4)seen
bo‘lgan R, tuplam R chizigli fazoning gism fazosi ekanligini is-
botlang,

508. 507-masalada qaralgan R chizigli fazo uchun R, va Rz
qism fazolarning kesishmasi R, va yig‘indisi R, ni toping.

569, 504 va S505-masalalardagi qism fazo uchun
d(R)+d(R,)=d(R,)+d(R,) tenglikning bajarilishini ko‘rsating,

510. Barcha geometrik vektorlardan tuzilgan chizigli fazo be.
rilgan bo‘lsin. Boshlanishi koordinata boshida va 1 oktantda joylash..
gan vektorlar to‘plami bu fazoning qism fazosi bo‘la oladimi?

511, Elementlari 1 oktantning koordinata tekisliklarida yotma-
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gan R={(x,y,z) nugtalaming koordinatalaridan tashkil topgan
R chizigli fazo berilgan bo‘lsin. Ixtiyoriy ikki F =(x; ¥;; z,) va
P, ={(x,; ¥,; z,) elementlarning yig'indisi B +2 =(xx,; 3y 22,)
tenglik bilan, P=(x,y,z) elementni hagigiy son 1 ga ko'paytirish
esa AP =(x*;y*;z") tenglik bilan aniglanadi. z=1 tekislikda joy-
lashgan bu fazoning R, nuqgtalar to‘plami R fazoning gism fazosi
ekanligini isbotlang.

512. Darajasi beshdan oshmagan ko‘phadlaming R chizigli
fazosi berilgan. Agar elementlarni qo'shish va elementlarni songa
ko‘paytirish oddiy ma’noda tushinilganda af+aq, ko‘rinishdagi
ko‘phadiarning R, to‘plami va byt* + b’ +b, ko‘phadlarning R,
to‘plami R fazoning gism fazosi ekanligini isbotlang.

513. Avvalgi masalaning shartiga ko‘ra, R, =R,[IR, va
R, =R, +R, fazo ostilarini toping.

514. Barcha geometrik vektorlar R fazosining ikkita gism fazosini
garaymiz: xOy koordinata tekisligiga paralle! vektorlar to‘plami R,
va xOz tekisligiga paralle] vektorlar to'plami R,. B, =R R, va
R, =R, +R, to‘plamlarni toping.

515. R _va R, lar R chizigli fazoning fazo ostlari. R'va R/ -
lar esa — R’ chiziqli fazoning fazo ostlari bo‘lsin. Ma’lumki R, va
R fazo ostlari, shuningdek R, va R/ fazo ostlari ham izomor-
fdirlar. R, =R NR, va R, =R (R, qism fazolarning, shuningdek
Ri=R+R, va R/ =R +R, — qism fazolarning izomorfligini
ko'msating.

516. [~a, a] kesmada uvzluksiz va musbat fx)} funksiyalar
to‘plami berilgan. Agar vektorlarning yig‘indist sifatida mos funk-
siyalarning ko‘paytmasini, vektorning hagiqiy son A ga ko‘paytmasi
sifatida esa mos funksiyalarni A darajaga oshirgandagi natija qabul
qilinsa, bu to‘plam chizigli fazo bo‘lishini isbotlang. Bu fazoning
barcha juft funksiyalar to‘planti gism fazo bo‘iadimi? Bu fazoning
batcha toq funksiyalar to‘plamichi?

517. Geometrik vekiorlarning chiziqli fazosi qaraladi. X Y,Z
rasional sonlar bo‘lganda 7=X7 +¥7 + Zk ko‘rinishdagi barcha
vektorlar to‘plami bu fazoning gism fazosini tashkil qiladimi?
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2. Bir jinsli chiziqli tengiamalar sis_tema'sining yechimlariday
tashkil topgan gism fazo. '
Bir jinsli chizigli tenglamalar sistemasini garaymiz:

a, % +a,x, +..+a,x, =0,
By Xy + QX + o+ 2y, X, =0, _ S
............................................ )

%+ %+ +a, x =0,

Hirmr e

5 =R, X, = A, -, X, =4, (1) sistemaning birorta yechimi
bolsin. Bu yechimni f =(4; 4,; ..; 4,) vektor ko‘rinishda yo-
zamiz. Agar (1) tenglamalar sistemasining har qanday yechimini
fiv fo» o f, vektorlarning chizigli kombinatsiyasi ko‘rinishidz
ifodalash mumkin bo‘lsa, u holda (1) tenglamalar sistemasining
Fir fos v f, chiziqli erkli yechimlar to‘plami fundamental
yechimlar sistemasi deyiladi.

Fundamental yechimlar sistemasining mavjudligi haqgidagi
teorema: Agar

a a4y a4,
) Gy dy,
aml amz b a.uuw

matritsaning rangi n dan kichik bo‘lsa, u holda (1) sistema nol
bo ‘Imagan yechimga ega. Fundamental yechimlar sistemasini anig-
laydigan vektorlar soni k=n—r formula bo‘vicha ftopiladi, bundd
F—matritsaning rangi.

Shunday qilib, agar qaralayotgan R chizigli fazo, » ta haqi-
qiy sonlarning barcha sistemalaridan tashkil topgan bo‘lsa, u holda
(1) sistemaning barcha yechimlari to‘plami R* fazoning gism
fazosi bo‘ladi. Bu qistn fazoning oflchovi £ ga teng bo‘ladi.

518. Chizigli bir jinsli tenglamalar sistemasining yechirmnlari
bo‘lgan gism fazoning bazisi va o‘ichovini toping:
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n+2-x,+3-x,+4-x, =0,

3
—- X +J¢2+-2~'x3+2-x4 =0,

2 4
- X +—3—-;!cz + X, +§-x4 =0,

X +—I-‘x +§-x +x,=0.
1 2 2 4 3 4
Yechish:
| 1 2 3 4
/2 1 3/2 2
/3 2/3 1 4/3
1/4 1/2 3/4 1
matritsaning rangi 1 za teng, madomiki matritsaning birinchi
tartibli minorlaridan boshga barcha minorlari nolga teng.
Noma’lumlar soni 4 ga teng, shuning uchun yechimlar gism
fazosining o‘lchovi 4 =n—2=4—1=3, ya’ni bu gism fazo uch
o‘lchovli bo‘ladi. #=1 bo‘lganligi uchun bu sistemadan qandaydic
bitta tenglamani olish yetarli. Sisternaning birinchi tenglamasini
olamiz va uni x, =-2-x,-3-x;—4-x, ko‘rinishda yozamiz. Agar
=1 %=0, x,=0 bolsa, u holda x =-2, agar x,=0, x=]
x,=0 bo‘lsa, u.holda x, =~3, agar x,=0, x, =0, x, =1 bo‘lsa,
u holda, x; =-4. Shunday qilib, biz berilgan sistema yechimlar-
ining uch oflchovli gism fazosining bagzisini tashkil giladigan
f,=(=2; 1; 0; 0), f,=(=3; 0; 1; 0), £, =(—4; 0; 0; 1) chizigli
erkli vektorlarni hosil qildik.
519. f=§—2 f, +f, vektor S18-masaladagi tenglamalar sis-
temasini ganoatlantirishini ko‘rsating.
520. Quyidagi tenglamalar sistemasi yechimlari qism fazosi-
ning bazisi va o‘lchovini toping. .
X -2x, +x; =0,
2X%) ~Xy -X; =0,
-2%; +4x, -2x; =0.
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Yechish: :
1 =2 1
2 -1 -1

-2 4 2

matritsaning rangi 2 ga teng, chunki matritsa elementlaridan tuzil-
gan determinant nolga teng, ikkinchi tartibli minorlari ichidan
noldan farglisi mavjud. Yechimlar gism fazosining o‘lchovi
k=n—r=3—2=1 bo‘lganligi uchun berilgan uchta tenglamadan
ikkita tenglamani olish yetarli. Birinchi tenglamaning koeffitsient-
lari uchinchi tenglamaning mos koeffitsientiariga proporsional
bo’lganligi sababli uchinchi tenglamani tashlab yuboramiz.
Faraz qilaylik
X, —2:%,=-x,,

2-x - X=X,
sistemada x,=1 bo‘lsin, u holda

X —2-x,=—1,:

2.x—-x,=1
sistemaning yechimi x,=1, x,=1 bg‘ladi. Shunday qilib, yechim-
lar gism fazosi bitta bazis vektor f=(1; 1; 1) bilan aniglanadi.

521. Berilgan tenglamalar sistemasi yechimlari qism fazosi-
ning o‘lchovi va bazisini toping:

X +X, =X, +x, =0,
X, =X, +%—x, =0,
3 +x,—x+x,=0,

3x, X%, +x,—-x, =0,

Yechish:
Matritsaning rangini aniglaymiz:
1 -1 1
I -1 1 -1
131 -1 1
3 -1 1 -1



3-qatordan 2-nchini, 4-satrdan esa 1-nchini ayiramiz:

1 1 -1 1

T -1 1 -1
A4\ 2 2 2

2 -2 2 -2

3-qatorning mos elementlari 1-qatorning mos élementlariga
propotsional, 4-gatorning mos clementlari esa 2-qatorning mos
elementlariga proporsional bo‘lganligi uchun, 3 va 4-gatorlarni

ofchirish mumkin:
i1 -1 1
11

Shunday qilib, A matritsaning rangi 2 ga teng va
' k=n-—2=4-2=2,
* Demak, yechimlar gism fazosining o‘lchovi 2 ga teng. r=2
bo‘lganligi uchun, to‘rita tenglamadan ikkitasini olamiz;

X +x—x+x,=0, By F Xy, =X - X,
{;’q—x2 +x,-x,=0 yoki {-’Q — X, DXyt x,.
' X+ x, =1,
x,=1, x,=0 deb faraz qilib, {x]- %, =1 sistemani hosil
qilamiz. Shuning uchun, x,= 0, x,= 1 va f, =(0; 1; 1; 0) bo‘ladi.
Endi x,=1, x,= ¢ deb faraz qgilsak bo‘ladi. Shunday qilib,
x,= 0, x,=1 va F=(0' -1; 0; 1).
Qism fazosining bazis vektorlari sifatida fl =(0; 1; 1; 0), f, =(0;
—1; 0; 1) vektorlarni gabul qilish mumkin. Tenglamalar s;stc—

masining umumiy yechimi f=e¢ f, +¢, g

vektor bilan aniqla-
nadi, ya’'ni f'=(0; €, €y €5 €y
522. Tenglamalar sistemasining yechimlari gism fazosining
o‘lchovi, bazisi va umumiy vechimini aniqlang:
{x, +2%, + %, +x, + %, =0,

X = 2%, +x,+x,~x =0
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4-§. CHIZIQLI ALMASHTIRISHLAR

1. Umumiy toshunchalar

Agar har bir ¥ e R vektorga biror qoidaga ko‘ra 4¥ € R vek-
tor mos kelsa, chizigli fazo R da A almashtirish berilgan deyiladi.

Agar har qanday ¥ va y vektorlar uchun va har ganday A
haqiqiy son uchun A(x +V)=A% t4¥, A(AX )=AAXx tengliklar
bajarilsa, A almashtirish chizigii deyiladi. Agar u har qanday X
vektorni o‘zini o‘ziga almashtirsa, ayriy almashtirish deyiladi. Ayniy
chiziqli almashtirishlar £ bilan belgilanadi. Shunday qilib, Ex =x .

523. Ax =aX almashtirishning chizigli ekanligini ko‘rsating,
bunda o hagigiy son.

Yechish:

' Almashtirishning berilishkiga ko‘ra:

AZ+y)=a(X+yy=aX +ay = AX + Ay,
AAXY=a(AT) = A(ax) = 14%.
.. Shunday qilib, chizigli almashtirishning ikkala sharti ham
bagjarilayapti.

Bundan garalayotgan A almashtirish chiziqlidir.

524. A almashtirish R chizigli fazoda A¥ =X +X, tenglik bilan
aniglangan, bu yerda X;e R fiksirlangan noldan fargli vektor. A
almashtirish chizigli bo‘ladimi?

Yechish:

AX) =X+ X, AF) =Y+ X, AZ+T) =X+ T +5%,,
A(X + 7} = AX)+ A(x)
tengliklardan X +y +%, =(X +X,)+(¥+X,) degan xulosaga kela-
miz. Bundan esa X, =0 ni olamiz, lekin bu shartga ziddir. Demak,
A almashtirish chiziqli emas.

525. Geometrik vektorlarning chizigli fazosi beriigan.

Almashtirish har bir vektorni Ox o'qi bo‘yicha tuzuvchilarga
almashtirishdan iborat. Bu almashtirish chizigli bo*ladimi?

Yechish:

Faraz qilaylik, a=xi+y, j+zk Va b=x,i+y,j+zk ixti-
yoriy vektorlar, A1 esa ixtivoriv haqiqiy son bo‘lsin.
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a+b= (xl+x2)1+(_yl+y2)_;+(zl+zz)k Aa= sz+.ly,;+;izk bo‘lganligi
uchun, Aa+b)=(x+x,¥=xi+txi *—Aa+Ab A(Aay=Axi = AAa bo‘ladi.
Demak, 4 — chizigli almashtirish.

526. xOy koordinata tekisligiga nisbatan har bir geometrik
vektorni uni simmetrik aksiantirishga almashtirish chizigli aimash-
tirish bo‘ladi.

527. Har bir geometrik vektorni o‘zining uzunligiga ko'paytirish
chizigli almashtirish bo‘ladimi?

528. Agar Ax =X, bo‘lib, x element R chizigli fazoning ixti-
yoriy vekiori, ¥, esa fiksirlangan vektor bo‘lsin. A almashtirish
ganday hollarda chizigli bo‘ladij? ‘

529. X = £ + £,8, + &€, + &, e, vektorlar chiziqli fazosi berilgan,
bunda &, &, &, &, turli haqiqiy sonlar. A — fiksirlangan haqigiy
son. AX =& +&,8 +4,8, +£,8, tenglik bilan aniglanadigan A
almashtirish chizigli bo‘ladimi?

530. X¥=¢&¢g +45,8,+48,+4,e, vektorlarning chizigli fazosi
berilgan A almashtirish har bir vektorning ikkinchi va uchinchi
koordinatalari ofrinlarini almashtirishdan iborat, va’ni
A¥x =4 +&e, + &2, + &€, A alimashtirish chizigli bo'ladimi?

531. A chizigli almashtirishning matritsasi. B¥ =Ax—2Xx teng-
lik bilan aniglanadigan 8 almashtirish chizigli bo‘lishini isbotlang.

' 2. Chizigli almashtirishning matritsasi.
Bazisi €1, e2, ..., & bo‘lgan, # o‘lchovli chiziqli fazo R da,
A chizigli almashtirish berilgan bo‘lsin. Aet, Ag>, ... , Aé» R
fazosining vektorlari bo‘lgani uchun, ularning har birini yagona
usul bilan vektorlar bo'yicha yoyish mumkin:

Ael = a”e, +c12,f.’2 +..+a, e”,

Ae2 = a,,e, +an.fa-2 +..t+a,e,,

Ae =a, e+ az"e'2 f..ta e

nnn?
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G @y - Oy,
ay dyy ey,

aﬂl aﬂE b am

matritsa €1, €2, ..., e, bazisdagi chizigli almashtirishning matrit-
sasi deiladi. Bu matritsaning ustunlari bazis vektorlarini almash-
tirish formulalarining koeffitsientlaridan tuzilgan. R fazoda gan-
daydir X =x +Xx,&, +...+x,¢, vektorni olamiz. 4x € R bo‘lganligi

uchun, 45 vektorni ham bazis vektori bo‘yicha yoyish mumkin:
Ax =xjer+x,e2+...+xe,¢Ax vektorning (x, x'%, ., x",)

koordinatalari ¥ vektorning (x,, x,, ..., X, ) koordinatalari orgali
quyidagi formulalar bo‘yicha ifodalanadi:

1 —
Xy =ay X apX, et X,

t
Xy =y X X, ot ad,X,,

x',=a,x +a,x,+..+a,x,.

Bu » ta tenglikni €1, 22, ..., & bazisdagi A4 chizigli almashtirish
deyish mumkin. Bu chiziqli almashtirish formulalarining
koeffitsientlari 4 matritsa yo'llarining elementlari bo‘ladi.
532, n o'lchovili fazoda £ ayniy alnrashticislining nratoitsasio
toping. ' :

Yechish: _

Ayniy almashtirish bazis vektorlarini o‘zgartirmaydi: .

ya’ni —r

........................................

@ =0-E1+0-r+..+1-Bn | -
Shunday qilib, birlik matritsa chiziqli almashtirishning mat-
-ritsasi bo‘lib xizmat qiladi:
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\0 0 0 .. 1 J
533, n o'lchovli fazoda A¥ =& -¥ o‘xshash .'etlmas]mmhrllng
matritsasini toping. .
To'rt ofichovli chizigli fazoda 4 chizighi atmashtiris?® 92raiadi.
Agar Al ={,+{,, Al ,=e¢ +e,, Ade,=e +e,, de, =27T4
bo‘lsa, bu almashtirishni koordinatalar formasida yozfng'
Yechish: tadic
A almashtirishning matritsasi quyidagi ko‘rinishda PO adis "

011 ¢
{0 0 1 1
A= 0 0 1)
10 0)
Shuningdek, 4 almashtirish koordinata formasida leZilad-i:
+X, .

X=X hX, X=X, X=X+, X=X
534. xOy tekisligidagi barcha
veXonar 10" planmmng Amzigit ai-
mashtirishi har bir vektorni soat
strelkasiga teskari yo‘nalishda a bur-
chakka burilishdan iborat (22-rasm).
Bu chiziqli almashtirish matritsa-
sini koordinata formasida toping.
Yechish:

A7 =1 cosa+ jsing, ' 23-chizm$

Aj =—ising+ jcosa boflganligi uchun
cosa —sing
A= sing +cosa
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bo’ladi. Shunday qilib, qaralayotgan chiziqli almashtlpsh qp-
yidagi ko‘rinishda bo‘ladi: :
X —xcosa-i-_vsma, ¥y xsma+cosa
536. X =xpg +x,8, +x,8 +x,E, vektorlarning chizigli fazosi
garaladi, bunda x, x;, x,, x;, — turli haqiqiy sonlar.
AX = x¢ +x,8, +x€, +x,¢, tenglik bilan aniglangan A almashti-
rishning chizigli ekanligini isbotlang va uning matritsasini toping.

3. Chizigli almashtirishlar ustida amallar.

Quyida keltirilgan ta’riflarda quyidagi belgilashlarni qabul qi-
lamiz: -4 va B — R chiziqli fazodagi ixtiyoriy chizigli almashtirish-

Jlar, A — ixtiyoriy haqiqiy son, ¥ € R — ixtiyoriy element.

Cx = Ax+ BX tenglik bilan aniglanadigan C, almashtirishni
A va B chizighi almashtivishning yig'indisi deyiladi va quyidagicha

belgilanadi: C,=4+B.

C,x = AAx tenglik bilan aniglanadigan C, almashtirish
A chizigli almashtirishni A songa ko ‘paitirish deyiladi. Belgilash:
C,=14

C,x =ABx tenglik bilan aniqlanadigan C; almashtirish
A chizigh almashtirishni B chizighi almashtirishga ko‘paytmasi de-
yiladi. '

C,, C, va C; almashtirishiar chiziqli bo‘ladi. C,,C, va
chiziqli almashtirishning matritsasi C=4+8, C,=14, (;=AB teng-
liklardan aniglanadi.

Chiziqli almashtirishni go‘shishda o‘rin almashtirish gonuni
bajariladi; umumiy aytganda, A8 ko‘paytma BA ko‘paytmadan
farq qiladi.

R fazodagi chizigli almashtirish ustidagi amallarning ba®zi
Xossalarini sanab o‘tamiz:

A(BCOY=(AB)C; AE=EA=A; (A+B)C=AC+BC;
C(A+B)y=CA+CB,

Agar A chizigli almashtirish uchun shunday B va C chizigli
almashtirishiar topilsaki, BA=F, AC=F tengliklar bajarilsa, v
holda B=(C bofladi. Bu holda B=C=4-! bilan belgilanadi, A-1
~chizigli almashtirish esa A chizigli almashtirishga nisbatan teskari
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chizigh almashtirish deyiladi. Shunday gilib, 4A-! A=44-1 =E.
Agar chekli o‘lchovii fazoda A chizigli almashtirish matritsa-
sining determinanti noidan farqli bo‘lsa, A chizigli almashtirish
maxsusmas deyladi.
Ixtiyoriy A maxsusmas chiziqli almashtirish 4-! teskari al-
mashtirishga ega va fagat bitta ekanligini hisobga olish kerak.
Agar A maxsusmas chizigli almashtirish koordinata formasida
quyidagi tengliklar bilan aniglansa:

| x'=q x+apyt..tau,
—
V=@ X+ ayy+..ta,u,

........................................

u'=a, X+ Yt rau
u holda A -t teskari chizigli almashtirish quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

x= A, X'+ 4 y+. +ﬁzz
7 Y i
_hy o A 4y,

=2y TRyt 2y,
IAI 2 |4

U= A’” A’” y+.. +
Z 7
Bunda A, — 4 matritsaning a, elementining algebraik
to‘ldiruvchisi, |Al—~ A matritsaning determinanti.
A-lchiziqli almashtirishning matritsasi 4 matritsaga nisbatan
teskari bo‘ladi va quyidagi tenglik bilan aniglanadi:

All AZI b Aﬂl
1 AIZ A?.Z bl AHZ
A -] —
| ...

Aln AZ?: e Am

537.. 4 almashtirish xOy tekislikdagi har bir vektorni 0"—‘"4"
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burchakka burishdan iborat. 4+F almashtirishni koordinata for-
masini toping.

Yechish: As—scos(—)+ _;sm(—) (£):+(£}},
A;—:cos(—)us (—)-—(i)i (£)7
bo‘ladi.
Shuningdek, : ﬁ NG
4= 2 2
2 2
2 2

i d o
E= ] bo‘lganligi uchun:
0 1,

: —?-&-l —%
A+E=
EN e 5
— —l
2 2
bofladi.
Shunday qilib, A+F chizigli almashtirishni
B G A3

f=65r+nx—ﬁgﬂy, y*(~—k+{——+D¥

tengliklar yordamida yozish mumkin.

338. Ikkita chizigli almashtirish berilgan:

X' =x+2y+3z, x=x+3y+4,5z,
V' =4dx+5y+62, (A) va Yy =6x+7y+9z, ®
Z =Tx+8y+9z, 2 =10,5x+12y+13z.

~ 34—23 ni toping.
. 539, Chiziqli almashtirishlar berilgan:

X=X+ Y, X=x+y,

' _ . .
Y =yv+i, (A) va y=y+z, (B) _.
I =z4x, ' - Zl=z+x '
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AB va BA almashtirishlarni toping. -
Berilgan almashtirishlarning matritsasi quyidagi

Yechish:
ko‘rinishga ega:
' 1 1 0) ¢ 1 1
A=10 1 1 B=|1 0 1
| 10 1) 110
Bu matritsalarning ko‘paytmasini topamiz:
‘ 11 2 11 2
AB={2 1 1 B4=12 1 1
U2 121

Bu holda AB=BA, shuning uchun AB va B4 chizigli almash-
tirishlar ustma-ust tushadi. A8 almashtirishning koordinat forma-
si quyidagicha voziladi:

X=x+y+2z
Y=2x+y+z,

_ _ 2=x+2y+z

540. xOy tekisligidagi 7= x}—i-_y} vektorlar to‘plami ustida
ikkita chizigli almashtirish bajariladi: A — vektorni uning Ox o'qi
bo‘yvicha tuzuvchisiga almashtirish; & — vektorni I va 111 koordinata
burchaklarining bissektrisasiga nisbatan simmetrik akslantirish. A8
va BA almashtirishlarni toping.

Yechish:

Shartga ko‘ra AW =xi, Br=xi + y}'_ . Shunday qilib, 47 =17,

Af=0, Bi =7, Bi=1i.
ya'ni

A:[l o}Bz(o 1} AB:(O 1} BA:[O 0]
0 0 1 0 00 1 0}

Demak, AB almashtirish x'=y, y'=0 tengliklar bilan, BA
almashtirish esa x' =y, y" =0 tengliklar bilan anigfanadi. Bu teng-
liklarni geometrik mulohazalardan hosil gilishni tavsiya etamiz.

541. A almashtirish xQOy tekislikdagi har bir vektorni «
burchakka burishdan iborat. A? (ya’ni A-A) almashtirishning
matritsasini * toping.
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Yechish: - o _ .
" di =icosa+jsing,
Af =—7sina+7 cosar
bo‘lgani uchum :

_[cosa —sine
sin cos¢ |
bo‘ladi. Shunga ko‘ra: .
e cos’@-sin’a ~2-sing-coser) (cos2e -sin2a)
2-siner-cose  cosia~sin’« sin2a¢  cos2a
Demak, koordinata formasida A? almashtirish
y' =xsin2a + ycos2a,
x'=xcos2a — ysin2a
tengliklar bilan aniglanadi. Bu natijalarni sof geomctrlk muloha-
zalardan ham hosil gilish mumkin. :
542. A almashtirish xOy tekislikdagi har bir vektorni

burchakka burishdan iborai. Chizigli almashtirishni
B=A*+~24+ E matritsasini toping,

:"-h.l::l

Yechish:
V2 2 |
vz oz o2u oy, f{l oJ?
2 2

B=(j’ ‘O'Hi ]l}r[é. - f]*'[: 1‘]-

543. Geometrik vektorlar fazosi berilgan. 4 aimashtirish fazo-

i
ni Oz o'qi atrofida " burchakka burishdan iborat, B chiziqgli

almashtirish esa fazoni Ox o‘qi atrofida xuddi shu burchakka burish
bo‘lsin. AB chiziqli almashtirishning matritsasini toping.

Yechish: A7 = }"-cos{g]+f- sin(%) = (—-?JT+[—?] 7
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=
=k, Bl B}:[_Z}}J{ﬁ -;:,
2 2
i {2)5:(2)s
2 2
Shunga ko‘ra:
oz SR 21
N 3ty _ ye - 2
2 2 1 0+ 0 2 2 2
ae| 2 2 ol ple VIR gL LY
Tl 2 2 v 2 2 2 2
R N o B
2 2 2 2

. 544. Chizigli almashtirish berilgan:

X ==0,5y+z), ¥=-0,5x+z), z'=-0,5x+y)
" Teskari chizigli almashtirishning matritsasini toping.

545. Barcha geometrik vektorlar to‘plami garaladi. 4 chizigh
almashtirish bu vektorlarni P tekislikka nisbatan simmetrik akslan-
tirish. 47! ni toping.

546. Bazisi ¢, &, bo‘lgan chizigli fazoda A4 chizigli almash-
tirish berilgan. Agar Ae =e,, Ae, =¢ bo'lsa, teskari almashti-
rishning matrisasini toping.

547. A chizigli almashtirish xOy tekislikdagi har bir vektorni
o, burchakka burishdan iborat. 8= A+ A~ matrisani toping.

548. A: x'=x+y, y'=2(xty) chizigli almashtirish berilgan. .
Teskari chizigli almashtirishni toping. !

549, A chizigli almashtirish xQOy tekislikdagi har bir vektorni

4 burchakka burishdan iborat. 4~ matritsani toping.

5508. A ning ganday giymatlarida x'=—2x+ytz, y'=x—2ytz,
- 7'=x+yA+z chizigli almashtirishning teskarisi bo‘lmavdi. N
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4, Chizigli ahmashtirishning xarakteristik sonlari va xos vek.
torlari. _
~ Faraz qilaylik, R — berilgan n o‘lchovli chiziqli fazo bo‘lsin.
Nol bo‘lmagan X € R vektor A chizigli almashtirishning xos vek-
tori deyiladi. Agar ¥ =A% tenglikni ganoatlantiradigan A son
topilsa, A soni esa chiziqli almashtirishning ¥ € R vektoriga mos
xarakteristik soni deyiladi.

Agar e, e, ..., €, bazisdagi A chizigli almashtirish matrit-
saga ega bo‘lsa:

rall aIZ b aln )
“; Q5 as,
A= ¥
. \ an] an'z Lo ﬂ’””
u holda quyidagi
a,—A P 4
&, y—A @,

2y ) Ay o a:m_z’

ko‘rinishda yozish mumkin bo‘lgan r-tartibli tenglamaning
A, Ay, .., A, haqiqiy ildizlari A chizigli almashtirishning xarak.
teristik sonlari boladi. Bu tenglama xarakteristik tenglama deb
atalib, uning chap tomoni esa A chizighi almashtirishning xarak.-

teristik ko ‘phadi deyiladi. Koordinatalari quyidagi

(@, —A4) & +ay-&+..+q, & =0,
ay &+ (ay—A) & +utay, £, =0,

c1:?1 'é:i +anl '53 +'"+(a1m _Z'k)'gn =0
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bir jinsli chizigli tenglamalar sistemasini ganoatiantiradigan har-
qanday &g +&e, +...+ &€ vektor, A, xarakteristik songa mos.
keladigan X, xos vektor bo‘ladi. Y

Quyidagi muhim teoremalarni keltiramiz:

Chizigh almashtirishning xarakieristik ko phadi bazisni tanlab’
olishga boglik emas.

Agar A chizigh almashtirishning matritsasi A simmetrik bo'isa,
u ha!dalA—-i-E[ =0 xarakteristik tenglamaning barcha ildizlari
hagigiy sonfar bo‘ladi.

551. x'=5x+4y, y'=6x+9y tenglamalar bilan aniglanadigan
A chiziqli almashtirishning xarakteristik sonlari va xos vektorlarini
toping.

Yechish: Almashtirishning matritsasi quyidagicha yoziladi:

4o 5 4
g8 9)
Xarakteristik tenglama esa quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:
5-4 4
=0
g 9-4

yoki 2 ~14A+13=0.

Uning ildizlari A =1, A, =13— xarakteristik sonlar.

Xos vektorlarning koordinatalarini aniglash uchun lkklta chi-
zigli tenglamalar sistemasini hosil qilamiz:

{(5—"21)41’1 +45, =0, {(5—%)§;+4§z=0=
84, +(9- 45, =0, 8 +(9-4)E, =
' A, =1 bo'lganligi uchun birinchi sistemani quyidagicha yoas}l
mumkin: :
4 +4£,=0
84, +85,=0
Shunday qilib, € va & qiymatlar &, +¢, =0 tenglamani
ganoatfantirishi kerak yoki &, =—£ . Shunga ko‘ra, bu sistemaning
yechimi & =¢,&, =—¢, ko‘rinishda bo‘ladi. Bunda ¢,— ixtiyoriy
migdor. Shuning uchun A =1 xarakteristik songa # =¢,(¢ -¢,)
xos vektorlar oilasi mos keladi, va’'ni ¥ =¢,(g —¢,).
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A, =13 qiymat quyidagi tenglamalar sistemasiga keltiradi.
{—8-5} +4-&, =0,
-8-5,-4-4,=0,
ya'ni & =24, £ =¢, deb faraz qilib, £, =2¢, ni hosil gilamiz.
Shuningdek, A =13 xarakteristik songa v =c,(¢, +2¢,) xos vek-
torlar oilasi mos keladi.
Demak, # =c¢ (e —¢),v=c,(¢ +2¢) tepgliklarda ¢ va ¢
miqdorlarga turli son giymatlarini berib, 4 chizigli almashtirish-
ning turii xos vektorlarini topamiz.

a 0
5582, Matritsasi A= 0 J bo‘lgan chizigli almashtirish be-

rlgan. Bu almashtirishning xarakteristik sonlarini va xos vektor-
larini toping.

6 —4
.. 953. Matritsasi A= 4 -2 bo‘lgan chizigli aimashtirishning

xarakteristik sontari va xos vektorlarini toping.
a ~b
N 554. Matritsasi A=( b %J bo‘lgan chizigli almashtirishning

xarakteristik sonlari va xos vektorlarini toping.
g 3

2 -1 -1
Y -1 2 -1 .
555. Matritsasi A= bo'lgan cinzigu annasm-
¢ 0 1 3

rishning xarakteristik sonlari va xos vektorlarini aniqlang.
Yechish: Xarakteristik tenglamani tuzamiz:

2-4 -1 1
-1 2-A -1 |=0
0 0 1I-4

¥

ya’ni
(1-2)[ (2= -1]=0, (1-2)-(3-2)=0, 4, =1, 4 =3.
Agar A=1 bo‘lsa, xos vektorning kordinatalarini aniglash
~uchun tenglamalar sistemasini hosil gilamiz:
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& -8 +6=0,
—& +&, £ =0,
_ & =0.
Shunday qilib, A=1 xarakieristik songa # =c,(¢, ~¢,) X0s
vektorlar oilasi mos keladi.
Agar A =3 bo‘lsa, xos vektorning koordinatalarini aniqglash
uchun tenglamaiar sistemasini hosil qilamiz:

“gl _".'EZ +§3 20!
—& &+ g =0,
5 =0

Bu xarakteristik songa mos keladigan xos “vektorlar oilasi
¥=c,(,-¢,) tenglikdan aniglanadi.

1 1 3
556. Matritsasi A=|1 5 1} bo‘lgan chizigh aimashtitishning
311
xarakteristik sonlarini va xos vektorlarini aniglang.
all alE alB
,, a . . . et
a1 T2 TR simmetrik matritsa va o, B, ¥ esa

557. Agar
dy  thyy  dy

noldan fargli haqiqiy sonlar bo‘lsa, u holda

( a @)

a4, 012;9' Q3 —

i) B
Ad=ta,*~ a a,,—
2y 22 27,

Y V4
yy— dyp—~ gy

L 3, nﬁ ; J

matiitsa xarakteristik tenglamasining hamma ildizlari haaiaiv son-~
lar bo‘lishini isbotlang.

Yechish: Matritsasi A bo‘lgan &, &, & chizigli almashtitishni
garaymiz. U holda:
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Ae = a, -¢ +[a21 EJEZ +(a31~1]-53,
@& (24

Ae, :[aiz '%}'E& +0y 8 +(a33 %Ja

Ae, z[aﬂ E]E "{%3 é}‘% +dy 8
Y ¥

A(a"é_l): ay g tay-foetay -y

A(ﬂa] =dp Q-8 +ay ﬁ% +a5 78

A(V'Ei)zalz G tay e ta;yE

~ ga ega bo‘lamiz. o-e =g, f-e,=¢, y-e=¢ deb faraz qilib,
guyidagini topamiz:

yoki

— — _ _
Ae/ = a6, +a,e, +a,e,,
— — _ _
_fAez =€t aye; Taue;,
- —_ _ _
Ae/ = a e +ay,e, +aye,

Shunday qilib, €, €,, &, bazisdagi A chizigli almashtirishning
..matritsasi quyidagi simmetrik matritsa bo‘ladi:

4, 4 G
t}
A=|ay Gy ay

Gy Gy Uy

~ Shuningdek, ¢, é,, &, bazisdagi A chiziqli almashtirishning
', xarakteristik tenglamasining yechimlari fagat hagigiy sonlardan
- iborat bo‘ladi. g, g,, 2, bazisga o‘tilganda xarakteristik sonlar
- o'zgarmaganligi uchun bu ildizlar A matritsaning xarakteristik
 tenglamasiga ham ildiz bo‘ladi.

T
558. A chiziqli almashtirish fazoni Oz o‘qi atrofida 3‘ bur-

~+ chakka burishdan iborat. Bu almashtirishning xarakteristik sonlari
" .va xos vektorlarini toping.
o » Yechish: Bu chizigli almashtirishning matritsasi:
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P

LIV
2 2

: 2 2
0 0 1

ekanligini ko‘rsating.

559, A chizigli almashtirishning xarakteristik sonlarini bilgan
holda A™! teskari chiziqli almashtirishning xarakteristik sonlarini
toping.

560. Matritsasi 4=

B == e Y |
[ =
Lo
- - o o

bo‘lgan chiziqli almashtirish-

ning xarakteristik sonlari va xos vektorlarini toping.

a By

561. Matritsasi 4=| 7 & B bo‘lgan chizigli almashtizish-
B 7 «a | -

ning xarakteristik sonlari va xos vektorlarini toping.

5-§. EVKLID FAZOSI
Agar chizigli fazo R dagi ixtiyoriy ikki vektor ¥, ¥ lar
uchun (X, ¥) bilan belgilanadigan skalyar ko‘paytma - haqiqiy

sonni aniqlaydigan shunday qoida mavjud bo‘lsa, R chiziqli fazo
Evklid fazosi deyiladi, shu bilan birga bu qoida quyidagi shartlarni
kanocatlantiradi: o o

L (X, 9)=(y,¥);
2. (¥, y+Z)=(F, (¥, 7))
188



3. (A% ,7)=A(%,¥) ixtivoriy hagigiy son uchun;

4. (%,7)>0 agar ¥#0 bo‘lsa.
1—4 shartlardan quyidagilar kelib chigadi:

ca) (V+Z, ¥)y=(y, Xx)+Hz, X)),
b (T, AF>=AUE, F)
: d) har ganday X¥ vektor uchun (0, X)=0.

Har qanday x € £ vektorni o‘ziga skalvar ko‘paytmaﬂ x
vektorning skalyar kyvadrati deyiladi. : o
Evklid fazosida X vekforning uzunligi deb, shu vektor skalyar
kvadratining kvadrat ildiziga aytiladi, ya'ni [¥|=/(X, %).
Agar A har ganday haqiqiy son bo‘lsa, ¥ esa — Evklid
fazosining ixtiyorly vektori bo‘lsa, u holda [2%|=|4|-|¥| bo‘ladi.
Uzunligi birga teng bo‘lgan vektor normallashtirilgan deyiladi.

—

1 z
Agar ¥R — nol bulmagan vektor bo‘lsa, E—-x (yoki &‘{
¥

bilan belgilash mumkin) normallashtirilgan vektor bo‘ladi.

Evklid fazosidagi har ganday ikkita ¥ va ¥ vektor uchun Koshi-

Bunyakovskiy tengsizligi deb ataladigan, (%, y) (Z, *)}{7, ¥)

tengsizlik urinli bo‘ladi.
(%, 37)2 (%, ¥)(7. ¥) tengsiziik o*tinli bo‘ladi, shunda va faqat
shundaki, ¥ va y vektorlar chizigli bog‘liqsiz bo‘lsa.

Koshi-Bunyakovskiy tengsizligidan —1 € —~—= (*,%) %1 kelib chigadi.
. Gz

cosp= X2 F) : . . .

P = W tenglikdan aniglanadigan va [0, 'n:] kesmaga tegishli

bo‘lgan ¢ burchak, X va ¥ vekiorlar orasidagi burchak deyiladi,

n
Agar nol bulmagan X va ¥ vektorlar uchun ¢ = 5 bo‘lsa u holda

(X ,7)=0 bo‘ladi. Bu holda ¥ va ¥ vektorlar ortogonal deyiladi
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va X Ly ko‘rinishda yoziladi. Evklid fazosining ixtiyorly x va ¥
vektorlari uchun quyidagi muhim munosabatlar o‘rinli:

1) [E+¥|<|x]+[}| ~ uchburchak tengsizligi

2) @ — X va y vektorlar orasidagi burchak bo‘lsin. U holda
¥ =[5 +|7{" ~2[%|:|y|-cosp tenglik ofrinki bo‘ladi (kosi-
nuslat teoremasi). Agar ¥ L ¥ bo‘lsa, u holda [T - 7" =[]’ +|3f
tenglik hosil bo‘ladi. Oxirgi tenglikda y ni —y ga almashtirib

‘J‘t"+]?|2"'=\:_c'{2+|37|2 tenglikni hosil qgilamiz (Pifagor teoremasi).

- 561. 4I61—masalada ko‘rilgan chizigli fazo berilgan bo‘lsin.
Xx=(&; & a &) va ¥y=(n; 7y .. 1,) ikkita ixtiyoriy vek-
tortarning skalyar ko‘paytmasini (f, f)z Em+émt.a+Ey,
tenglik bilan aniqlash mumkinmi (bu fazo Evklid fazosi bo‘lishi

uchun)?
Yechish: 1—4 shartlar bajarilishini tekshiramiz:

) (P E) =0 b+t 0,8, bolganlig uchun (X, F)=(¥, %),
2)z2=(¢; &y; - &,) bodlsin, u holda

§+E=(n,+§,; Ba b Eyy it 1,4, va '
(f’ )_)+E) = glj?l +§1;’1 +§2??2 +¢’2§2 +"'+§n??n +§:ré’n0 =

= (gl??[ +é:2]?2 +"’+§nn}r)+(§]§l +§2é,2 +"'+§rr§n) = (:fa F)"'(:x_, E)-
3) ()L]_j, J_)):Z;ﬂ] +A§2??2 +"-+/1é:nﬂ” - TR
= /'1'.(51 Ry +"'+§n7}u}= A(f, j’_)

4 (% T)=4T+8 4G #0, agar 6. &y s g, sOD-

lardan hech bo‘imaganda bittasi noldan fargli bo‘isa.
Demak, berilgan fazoda ko‘rsatilgan tengliklar yordamida
skalyar ko‘paytmani aniglash mumkin.
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563. 562-masalada ko‘rsatilgan Evklid fazosi berilgan.

&is &5 o &, lar har kuni zavodda ishlab chigariladigan n ta

ko'rinishdagi mahsulotlarning miqgdori, 7, 7., 7, esa mos ravish-
da bu mahsulotlarning narxi bo‘lsin. ¥=(&, &, ., &,) va
¥=(m, 7, s 7,) vektorlarning skalyar ko‘paytmasini ganday
ma’noda tushuntirish mumkin?

564. Vektorlari # ta musbat sonlardan tashkil topgan turli
sistemalar bo‘lgan chizigli fazo berilgan:

X=(&s &5 i ), V=(1s My v 1) 22(605 €5 25 4,)s
vektorlarni qo‘shish va wvektorlarni songa ko'‘paytirish
T+F= (s Salts o &) AX = (&Y, €3, .y £4)  tengliKlar
bilan aniqlanadi. Skalyar ko‘paytmani boshga
(f, J7) =Iné Inm +1Iné Inm, +...+Iné Inzy, tenglik bilan aniglab,
bu fazoni Evklid fazosi qilish mumkinmi?

Yechish:

1—4 shartlarning bajarilishini tekshiramiz:

L(x, 7)=lhhé&nn +lné, nn, +..+iné Iny,,

(x, ¥)=Ilnn In& +Inp,Iné& +..+ingy, Iné&,,

EEATION

ya’ni (X,¥)=(y,x)
2. ¥y+z =04 1S, o 1,6, boflganligi uchun,
. (Ia J7+ E) = Iﬂé ln(qlé’l) + In‘ 52 In(ﬂlé’z) +.t lﬂ. ér ]‘n(nngn) =
o=léng+Ind,Inp, +..+Iné, Inn, +1né Ind;+Iné, Ind, +
+o+lné, Ing, =(%, ¥)+(%,7).
23 Ax=(EY € s £,) bolganligi uchun
(A%, ¥)=Iné&' Ing +1n&’ lng, +..+ W& Ing, =
=A(In& Iny, +Iné Iy, +..+Iné Iny,)=2(F, ¥). =,
4 (¥, )=+’ & +..+1n &, >0 :
Demak, garalayotgan fazo Evklid fazosi bo‘lar ekan.
565. [a,b] oraliqdagi ¥ =%(t), y=¥(t), =2 (¢), ... uzluk-
siz funksiyalarning chizigli fazosi garaladi. Har ganday ikki x
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va ¥y vektorlarning skalyar ko‘paymiasini (f, y ) If(’)'-]_’(")dr
tenglikdan aniglab, bu fazoni Evklid fazosi kilish ‘;numkinmi?

566. Agar ikki vektorning skalyar ko‘paytmasini ularning uzun-
liklarining ko‘paytmasi sifatida aniqlansa, barcha geometrik vek-
torfar tuplami Evklid fazosi bo‘ladimi?

567. Agar ikkita ixtivorly @ va & vektorlarning skalyar
ko‘paytmasi a vektorning uzunligi va 4 vektorning a vektor
yo‘nalishidagi proyeksivasi uchlanganligining ko‘paytmasi sifatida
aniqglansa, barcha geometrik vektorlar to‘plami Evkiid fazo
bo‘ladimi?

568. 562-masalada qaralgan chizigli fazoda »=4 bo‘lsin.

53(45 L2 2) va V =(1; 33 —9) vektorlar orasidagi burcha-

kni aniglang.

Yerhish:
[F]= (7, ¥) =+16+1+4+4 =5
=5 7) = 1+949+81 =10
(%, 7)=4+3+6-18=-5;
cos@ = %’ IJJ;’? = 3_1% =-0,; gp=arccos{-0,1)=174°15",

569. 562-masalada garalgan Evklid fazosi berilgan.

¥=(, 3, \5, .., ¥2n-1) va ¥=(1, 0, 0, .., 0) vektorlar
‘orasidagi burchakni aniglang.

[-L 1] kesmada ¥ (1), ¥(t), Z(t), ... uzluksiz funksiyalar-
ning Elvklid fazosi qaraladi. Skalyar ko‘paytma

(% 7)= J-f(f)-i(z‘)dt tenglik bilan aniglanadi. ¥ =3¢ -1,
it
Yy =3t-5¢ vektorlar orasidagi burchakni toping.

Yechish:
1

(x, ¥)= I(3t2 —1)-(3:m 5{3)0? bo‘ladi. Integral ostidagi funk-
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siva toq bo‘lganligi uchun (55, 5«")=0 ekanligini ko‘rish giyin
emas. Demak ¥ va ¥ vektorar ortogonal.

571. 562-masalada ko‘rilgan Evklid fazosi #=6 da berilgan.
x=(1,0,20,20) va y=(0; 6 0; 3; 0; 2) ortogonal vektorlar

uchun Pifagor teoremasining o‘rinli ekanligini tekshiring.
* Yechish:

i x+3=(1,6,2,3,2,2); [F+7)=v1+36+4+9+4+4=458.
'. Demak, ]3?|2+|J7|2=|55+y3.

$72. 565-masalaning shartlariga mos keladigan uzluksiz funk-
siyalarning Evklid fazosida ikkita vektor ko‘riladi ¥ =% +1,

y=At" +1. [0. 1] kesmada ¥ va ¥ vektorlar ortogonal bo‘ladigan

4 ning kiymatini toping va bu vektorlar uchun Pifagor teore-
masining urinli ekanligini tekshiring.

- Yechish: Skalyar ko‘paytmani tuzamiz
1

(x, 7)= f(t‘* +1)(/’1'41f2 +1)df=%+(ﬁ,+l)/3+l.

a
"~ (%, ¥)=0 shartdan A ni aniglaymiz: %+(i+1)z‘3+1=0,

bo‘ladi bundan 4= *-% . Endi x=£+1, y= —Atg +1 va

(x+¥)= -—{%)fz +2 vektorlarning uzunligini topamiz;

1

— 1 2 23
[x]= 5[(:"+2rz+l)dt=J~5~+§+1=JI5—;
1
i 25 B B 5_5 T
[y[—Jaf( Ar“ 5r2+1)dtm h— g+1_ ;E’
' 1
lf+§{zJj(2r4—6rl+4Jdt= ERT iE;
N 4 Y20 T Y20
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o p 28 o T . o 49
Shunday qilib, |x| 15’ |y| =12 |x+y\ =§~0-, va’'ni

2 i e =2

5f 45 =+ |
573. @ =(a; 3 .33,), b =(Fs by .ib,). ... turli tartib-

langan geometrik vektorlar sistemasining to‘plami garaladi. Agar

clementlarni qo‘shish, elementlami songa ko‘paytirish va skalyar

ko'paytma @ +5” =(@ +8; & +b,; .5 8, +b,),

AT = (A Mns .5 G, ), (@ +87 V=3, B + @b, +.+@D, tenglik-

lar bilan aniglanganda, bu to‘plam Evkilid fazosi bo‘ladimi?

Ya’ni oxirgi tenglikning o‘ng tomoni geometrik vektorlar skalyar

ko‘paytmasining yigindisini beradimi?
574. Tengsizliklarni o‘rinli ekanligini ibotlang;

\f(cfﬁn])z HE )+ g, +1,) JE +E 8 it i,
((_:r:]2 +§21 +---+§2ﬂ)(n21 +??22 +“'+??2rr) S(flnl +§2}?2 +"'+§n‘?n)2 b un d a

£, 80, &5 v £ My My e My — hagiqgiy sonlar.
Ko ‘rsarma; 562 masalada Kurilgan Evklid fazosi uchun uch-
burchak va Koshi-Bunyakovskiy tengsizliklaridan foydalaning.

575. [0; 1] kesmada x(®), (¥, ... — turli uzluksiz funksiyalar
1 1 1

garaladi. \/ I(x+ yydt < \/ szdr “y""dr , va agar x(0)= 0 bo‘lsa,
a [ 0

1 2
J{y_] dt > 307 tengsizliklarning o‘rinli- ekanligini isbotlang:
0 [
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6-§. ORTOGONAL BAZIS VA ORTOGONAL
ALMASHTIRISHILAR

1. Ortogonal bazis.

Agar i=k da (e;€)=0 bolsa, Evklid fazosining &; &; ..;¥
bazisi orfogonal deyiladi. Quyidagi teorema o‘rinli: har gandqy
Evilid fazosi orz‘bgonal bazisga ega.

Agar ortogonal bazis normaliashtirilgan vektorlardan tashkj]
topgan bo‘lsa, u holda bu bazis orforormal deyiladi. ¢, ¢, ..., €,—
ortogonal bazis uchun quyidagi tenglik o‘rinh:

0,i=k da,

e e”):{l,izk da.

Agar n oflchovli Evklid fazosida biror f,fzs - ,?,, bazig
ma’lum bo‘lsa u holda bu fazoda har doim  8;; &; ...; €, ortogona]
bazisni ham topish mumkin. Ortogonal bazisda berilgan evklig
fazosining har gqanday X vektori X =& +&,6, +...+&,¢, teng-
likdan aniglanadi.

x vektorning wzunligi quyidagi formula bo‘yicha topiladi:

\f|=\/g21+§22+.‘.+§,f :

Ikkita
X= glal +§232 +‘“+§n€n va y =T]lgl +n2§é +"‘+nnEn
vektorlar chizigli erkli (kollinear, proporsional) bo‘ladi, fagat va

Sl b

-.=——, boflsa.
Tll T]Z Tln .
X va y vektorlarning ortogonallik sharti quyidagi ko‘rinishdy

bo‘ladi;

fagat shundaki, agar

. 9’:17?1 + 62.??2 +..t+ éfl ??m = 0 N .
Ikki x va y vektorlar orasidagi burchak quyidagi for,_i_:;;_'lu'la

bo‘yicha topiladi:
5[7?1 + 627?2 +...+ fn??n

N g’ * P s e,
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Quyidagi masalalarda » o‘ichovli Evklid fazosining ortonormal
bazisi ¢,€,,....€, — bilan belgilanadi. '

576. X =4g -2¢,+2e¢, -7, vektorning uzunligini toping

577. % =g +2v/2¢ +33, + 82, + 556, vektorni normal-
lashtiring.

- 578. Ortogonal bazis ¢; ;¢ dan ¢,2,e bazisga o‘tish

matrjtsasi A= berilgan. z; &,; & bazis ortogonal

~) e Ao ““[rﬁ.}

TN “llrlq NETRYN
--.II'L, ] o =] e

-~

" ekanligini isbotlang

2

—_ _ a3 - - —_ —_
579. ¥ =72 Sin A+& Sin°“ 0cosa +&, SinaLcos oL+ g, cos 0. vek-

torni normallashtiring

580. ¥=87+5N5+53 va y=gT+e+5 vektorlar
orasidagi burchakni toping

581, ¥=32-8-5-¢, y=¢-35+¢+3, z=g +0,—38+e,
vektorlarga ortogonal bo‘lgan normallashtirilgan vektorni toping

582. » ning qanday giymatlarida ¥ =Xg +X1¢, —g ~Ae, va
vV =¢ ~& —Ae;—e, vektorlar bir xil uzunlikda bo‘ladi?

583. To‘rt o‘lchovli fazoda j_'l, _72, 73, ]T;, bazis berilgan. Bu
bazisning vektorlari yordamida shu fazoning ortonormal bazisini quring.

Yechish: Avval berilgan fazoda biror £,. £;, &;, & ortogonal
bazisni quramiz. Faraz gilaylik, & = f, & =/, +0g, bo'lsin.

Shunday @ hagqiqiy sonmni tanlab olamizki g, L g, shart bajarilsin. .
Oxirgi tenglikni ikkala tomonini g, ga skalyar ko‘paytiramiz va

(5.8)=(3.4)+(7.8)
tenglikni hosil gilamiz.
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(Z,.8,)=0 bolganligi uchun, a=—(%,.£,)/(%.8) boladi.

So‘ngra g, = f, +B,8, +P,Z, tenglikda B va B, ni shunday
qilib tanlab olamizki, 8- &> & L& shart bajarilsin.

 @mE)=EA)AER)AER)

o (525 §3)=(§2; E)"‘ﬁt(?ﬁ 2,)+ 5, (3—1§ gz)
tengliklardan, £, =—(§1; _73)/(51; ) b= -(g_2; ﬁ)/(gz; 2)
Va nihoyat g, = f, +,Z, + 128 +1:8; tenglikdan

n=—{8: 1)/ (E: &) v.=-(85 £)/ (8 &)
Y3 = —(§3; }—;)/(@3 z)

larni topamiz. :

Shunday qilib, @ B;, By 71 ¥2r 75 lami yuqoridadek tanlab
olganimizda, g, £, g;, g, vektorlar juft-jufti bilan ortogonal vek-
torlar bo‘ladi. Demak,

_-:gl—,uzé’_=g}_,'e_=&
el ' T/ T

- vektorlar ortogonallashgan bazis tashkil kiladi. '
584. Darajasi ikkidan oshmagan ko‘phadlar to‘plami qaraladi.
Ikki ko‘phadning skalyar ko‘paytmasi quyidagi tenglikdan ani-

qlanadi: |
(%,7)= Jf(r) y(t)dt.

7=, f, =t f,=1 bazisdan foydalanib va 583-masalada
ko‘rilgan yechish usulidan fosdalanib, bu fazo uchun ortogonal
bazisni quring.
Yechish: Avval §|, §,, g; ortogonal bazisni ko‘ramiz. Faraz
gilaylik =7, vyani g =t g=/f,+og =t+a U holda
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! S 1
ngrzdr = J}3d:+a'|‘r“dr. g; va g, vektorlarning ortogonalligidan

a 0 ]
oxirgi tenglikning chap tomoni nolga aylanadi. Shunday gqilib
-5 - 5¢2 >

G=T va £, -——I—T Endi g5 ni topamiz. §3=1+ﬁlz+]ﬁz[f“z)

tenglikda 5, va f, ning giymatlarini ortogonallik shartidan ani-

glaymiz:

]g.af dr =0; ]j‘g3 (r - %ﬁ )dt = 0. Shunday qilib, 0= ljﬁdr +8 ljf‘df
0 0 ; ;

.5 s
va 0= J‘[r——ﬁ]dﬁﬁzf(:——ﬁ}d:.
4] 4 0 4

Bundan ﬁ]:-—%; br=—% @—1—%—4[2‘—%] va’ii

0 o 2 5
- Endi g =17, -g2=3‘—*«;}- va

2 =1—4r+1

2

- 10« , ‘s .
g,=1 ~4F+T vektorlarming uzrmllgml topamiz.

'gt" Jra= . ll- f[ S

i 10, 1 63, 80, 100 .\, 1
Ic%}‘“‘JJ(l 4f+?f ]dtz\jﬁ[(l 8(+~3—? —?4‘3’{'?;4de=§_.

i w

Shunday gilib,

=5, g = —\/3_’(4—5I2),
\gul [
g, = =B _3 124100
[331

vektorlar ortonormal bazisni tashkil giladi. _'
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585. A ning ganday giymatlarida -

B =AG+5+5+E, T =G +A5+E+E,
R N A A
vektorlardan tuzilgan bazis ortogonal bo‘ladi? Bu bazisni nor-

mallashtiring,

Yechish: (E;;'e_k)zO, (f;&k) shartdan 14+ A+41+1=0 teng-
lamani hosil gilamiz. Shuningdek, } = -] va
8=t +8+e, =6 -6t5 e, 5 =8+t~ +E,
g, =g +&+e -8, |§i=vl+l+1+1=2.
Shunday qilib,
5=05(-5+5+5+7), §=05(3 -5 +5+&),
7,=05(q+5-5+8).; &=05(5+5+5-7)
ortonormal bazis tashkil qiladi.

586. ¢ va f§ ning qanday giymatlarida

ot d=a — —d-a_ o a_
= —& +p55 &=—3 el+ﬁez+—3—~e3 va

— o. l-a
&, = fie, +—3-ez+

mal bo‘ladi?

Yechish: [g|=1, (g &)=0 (i=k) da shartlardan teng-

e, vektordardan tashkil topgan bazis ortonof:

lamalar sistemasini hosil gilamiz:
. a2+(1——a)2+9132 =0, |
{a(l—-a)+3(l—a)|3+3a]3 =0.

Oxirgi tenglamadan S =-a-(a@—1)/3 ni topamiz. B ning bu
givmatini birinchi tenglamaga qo‘yib, quyidagilarni hosil gilamiz:
o’ +(l-a) +o (1-—0:2)2 =9, 1—2(1—a)a+0t2(1—a2)= 9,

(l -+ o )= 9.  ning hagigiy giymatlarida 1-a+a’ >0
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bo‘lganligi uchun, 1—g+qo® =3, ya’ni ¢ - @ —2 = 0. Shuningdek

-2 2
o ==L a,=2; f z?; B 33-

Demak, ikkita ortonormal bazis hosil gilamiz:

E(I) :__le— +2'E __?_'é- e—(t] =_2_"‘ __.2.5 - lg-
1 2 3 32 2 3 1 3 2 3 30
_ 2 1_ 2_
33{1) ="‘§et‘_ez+§ 3
_ 2_ 1_ 2_  _ 1_ 2 2_
e(z}xgel—§e2+3 35 92(2)*“'591"“‘"32“"5@35
-—}[2}2%@" +g@—2 l%

1. Ortogonal almashtirishlar.
Evklid fazodagi A chizigli almashtirish ortogonal deyiladi, -

agar u bu fazodagi har ganday ikkita X va ¥ vektorlarning
skalyar ko‘paytmasini saglasa, ya'ni (4%, 47)=(%,7). Bunda ¥ \

vektorning uzunligi o‘zgarmaydi, ya’ni ‘Afl =|JT| Shunday qitib,
Ty (AX, A7)
(3] | 4] |47
Oxirgi tenglikdan A chiziqli almashtirish har ganday ikkita
¥ va ¥ vektorlar orasidagi burchakni o‘zgartirmasligi kelib chigadi.
Ortogonal almashtirish ixtiyoriy ortonormal bazisni ortonormalga
o‘tkazadi. Aksincha, agar chizigli almashtirish biror ortonormal
bazisni ortonormalga o‘tkazsa, u holda u ortogonal bo‘ladi.
587. Har bir geometrik vektorni biror fiksirtangan tekislikka
nisbatan simmetrik vektorga o‘tkazadigan almashtirish ortogonal
bo‘ladimi?
588. xOy tekisligida yotgan har qanday vektorni fiksirlangan
« burchakka burishdan iborat bo‘lgan almashtirish ortogonal
bo‘ladimi? '
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589. A ning ganday giymatlarida A4x =X tenglikdan aniqla.
nadigan A almashtirish ortogonal bo‘ladi?

590. Biror ortonormal 2, &, & bazisda
4y d; dp
Ad=|ay a, ay
4 4y Uy
matrisa orqali aniglangan A almashtirish, agar
Oyt + Oy @y + a0y, =0, a8 F a0y tay e, =0,
Gyy + Oy + alls; = 0 a’, +at, +at, =1
Gy Gy T Uy Uy + gy, = U, 1 21 31 =1

a212 + azzz + 3232 =1, azla + '“223 + "3233 =1
bo‘lsa, ortogonal bo‘ladimi?

- 591. Ax =-&e +&e, + &6+ &g, almashtirish ortogonal
bo‘ladimi, bunda x =¢&e +&e, +&e, + &, ihtiyoriy vektorlar,
e, e, &, € — €sa ortonormal bazis?

592. ¢, &, &, g, &, ¢ — ortonormal bazis bo‘lsin. Agar Ae, =¢,,
Ae, =~€,, Ae;=gcosa+gsing,, Ag =-esina+g,cosq,

Ae. =2, cos f+e,sinfB, Ag,=-¢,sinff+g,cosf bo'lsa, 4 or-
tonormal almashtirish ekanligini isbotlang.

7-8§. KVADRATIK FORMALAR

T Xy Xy e x, haqiqiy o‘zgaruvchilaming kvadratik formasi
deb, birinchi darajali had va ozod had gatnashmagan, bu
o‘zgaruvchilarga nisbatan ikkinchi darajali ko‘phadga aytiladi.
Agar f(X, X3 . X,) = X, X, .., X, o‘zgaruvchilarning
kvadratik formasi, A esa qandaydir haqigiy son bo‘lsa, u holda
f(Ax, A%y, oy Ax) =A% f(3, %5, ...n %,) bO‘ladi. Agar =2 bo‘lsa,
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u holda f (%, x,)=a,x% +a,x*, +2a,xx,. Agar n=3 bo'lsa, u
holda
Flr, %, 2,) =050 + 03X+ XE +20,%%, + 20,75, +20nX%,

bo‘ladi. Kelgusida barcha zaruriy ifodalashlar va ta’riflarni uch
o‘zgaruvchili kvadratik forma uchun keltiramiz.

a, @, da;
A=|ay ay ay

Gy dy Oy

matritsada @, =g, bo‘lsa, f (x,, X, x3) kvadratik formaning

matritsasi deb ataladi, unga mos kelgan determinant esa kvadratik
formaning determinanti deb ataladi. A — simmetrik matrisa bo‘Iganligi
uchun

ay Op—4A  ay L 0
yy 4 Oy _'2"
 xarakteristik tenglamaning 4, A4, va A ildizlari haqiqiy sonlar
boladi. -
. Faraz qilaylik,
.. &6=b4 +bye, +by8,
&, = b2 +5,,8, + by,
& = b2 + b8, + by,
vektorlar, g, &, & ortonormal bazisdagi A, 4,, A, xarakteristik
sonlarga mos keluvchi normallashtirilgan Xos vektorlari bo‘lsin.
- Oz navbatida 2, &,, &, vektorlar ortonormal bazis tashkil etadilar.

b, b, b
B=\b, b, by
by by, by

- matritsa esa g, &, ¢, bazisdan 7, &,, & bazisga o‘tish matritsasi
- bofladi. Yangi ortonormal bazisga o‘tishda koordinatalarni almash-
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tirish formulalari quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:
X = by X[+ byx; +bux,
Xy = by x| +byy X5 +byy xS,
X3 = by x) + byyx, -+ bygxy.

Bu formulalar yordamida £ (x;, x,, x;) kvadratik formani al-
mashtirib, xx;, xx;, x,x; ko‘paytmali hadlar kirmagan
Fxl, x5, 2} =4x7 + A% + Ax kvadratik formani hosil gilamiz.

B ortogonal almashtirishlar yordamida f (xl, X5, x3) kvadra-
tik forma kanonik ko ‘rinishga keltirildi deb aytish gabul qilingan.

As A, va A, xarakteristik sonlar turli degan farazda muloha-

zalar yuritildi. Agar xarakteristik sonlar ichida bir xillari bo‘lsa
nima qilish kerakligini masala yechish davomida ko‘rsatiladi.

593. f=27x] —10xx,+3x) kvadratik formani kanonik
ko'rinishga keltiring
Yechish: Bunda a, =27, a, =-5, a,, =-3. Xaraktenistik teng-
lamani tuzamiz
27-A4 =S
-5 3-4

xarakteristik sonlar. Xos vektorlarni aniglaymiz.

=0 yoki A*-301+56=0, yani 4, =2, 1,=28

Agar A=2 bo‘lsa, quyidagi tenglamalar sistemasini hosit
gilamiz:
{25@‘1 =3¢, =0,
=5&+¢&, =0.
Bundan esa £, =54 ni hosil qilamiz. £ =c¢ deb olib, £, =5¢
ga bo‘lamiz, ya’'ni xos vektor u = c(e_, +5~Ez) ga teng bo‘ladi.
Agar A=28 bo'lsa, quyidagi sistemaga kelamiz:
_‘51 _552 = 07
| =54, -254,=0.
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Bu holda ¥ =¢(-5-¢ +%,) xos vektorni hosil gilamiz. # va ¥

vektorlarni normallashtirish uchun s=1/+1% +5° =1/\/§E deb
qgabul qilish kerak.

Demak, biz e_l':.(E'_JFS‘,’,-E)_ = (-5¢ +2)

. & =+——>~ normallashtirilgan
N TN
xos vektorni topdik.

¢, & ortonormal bazisdan €, € ortonormal bazisga o‘tish
matritsasi quyidagi ko‘rinishga ega:

5
Brrl
NTANTY

Bundan . koprdinatalarni almashtirish fonnula]anm hosil. gi-

lamiz: _
\/_ r 2’ Xy J_" 1 \/ﬁg .

- Shunday gilib,

f=27

(TH(TTJ _
(J_ J_ ]+3 (J_x, J_xz) =2x7 +28x3.

f=24x"+4,x} bolganligi uchun bu natijani birdaniga hosil gi--
lish mumkin edi.
594. f =2x+8x,x, +8x kvadratik formani kanonik ko‘rinishga
keltiring.
Yechish: Bunda a, =2, a;, =4, a,, =8.
Xarakteristik tenglamani yechamiz:

2-4 4
=0 =0, 4, =10,
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Xos vektorlarni aniglaymiz.
L =0 da quyidagi sistemani hosil gilamiz:
2£, +4£, =0,
{4§: +8&, =0, o
uning yechimlari & =2e, &, =—¢ bo‘ladi, ya'ni #=¢-(25-5,).
A =10 da quyidagi sistemani hosil gilamiz: -

—8E,+48, =0
{425; —28,=0

uning yechimlari & =¢,&, =2¢, ya’ni v = C'(ﬁlf_-l_-ﬁez] )

1 L _(25-3)
= = —— A e =——7"=
(IR \E deb  gabul qilib 1 (—5

o _{a+27)
8 =T normaliashtirilgan xos vektorlammi topamiz.

Yangi bazisga o‘tish matritsasi (ortogonal almashtirish matgit-
sasi) quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

2 1
|5 5
-1 2

NER]

‘Koordinatalarni almashtirish formulalari quyidagicha yoziladi:

2, 2, 1, 2
xl=—J§x1+—\/§xg,x2=——\/§x,+——_,_5x;_
Shunga ko‘ma

| fﬁz.(Lx:;xj+g.[if+_tx.].[ﬂiﬂ_axf}
a NEERN O ST T ST
2

’ 2
+8-(——J%xl'+$x;J = 10x57.
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Bu masalani soddareq yechish mumkin. f 22(9cl+?.,.7c2)2
ekanligini ko‘rish giyin emas. Shuning uchun .

J1+4 N Js

kin (ikkinchi tenglik almashtirishning ortogonalligini hisobga olib

X = (% +2%,) _ (5 +2%,) x _nm) g, gabul gilish mum-

yozilgan). %, +2x, =+5-x; bo‘lganligi uchun, /' =10x7 bo‘iadi.

595. f=3x+2x) +xZ +4xx, +4x,x, kvadratik formani ka-
nonik ko‘rinishga keltiring.
Yechish: Buyerda a, =3, a,=2, a;=1 a,=2, a,=0, a,=2.
Xarakteristik tenglamasini tnzamiz.
3-4 20 |
2 2-1 2 =0,
0 2 1-2

ya'ni (3-2){2-1)(1-1)-4(1-A)-4{3-2)=0. Uning yechim-
lari:
A=2 4=-1 4, =5.
Topilgan xarakteristik sonlarga mos xos vektorlarni aniglaymiz.
Xos vekiorfarning koordinatalarini aniglash uchun uchta chiziqgli
tenglamalar sistemasini hosil gilamiz:

D h=2, ) h=-1, 3 =5 |
£428,=0,  [45+2£,=0, [-28+2&=0,
25 +2£, =0, 28 +3&+ 24, =0, 28 ~38, + 28, =0,
28,-5=0,  [25+25=0  [25-45=0;
L=2,  4=c £ =2,
&=-c, ; & =-2c, & =2
E=-2e, &=l & =c

0=c(26-5-28), ¥=o(g-25+28), W=c(28+25,+3)

206



o Yo
€1=§(2£1—€2—2@3)’ e2=§(e,—262+2e3), e3=§(2e,+2ez+eg)
Ortogonal almashtirish matritsasi quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

2 1 2)

3 3 3

g=|-L _2 2

3 3 3
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Koordinatalarni aimashtirish formmialari quyidagicha:

2,1 , 1, 2, 2, 2., 2,1,
X =§x1 +§x'2 +§-x3,x2 =_§xl _‘3“3"2 +§x3,x3 :“§x1 "'Exz +-3—'x3-

Shunga ko‘ra:  f=2x" —x}? +5x.
596. f =6x7+3x7 +3x7 +dxx, + 4x,x, —8x,x, kvadratik for-
mani kanonik ko‘rinishga keltiring.
Yechish: Bu yerda a,=6, a,,=3, a,;=3, ¢,,=2, a;,=2,
a,; = —4 . Xarakteristik tenglamani yechib: :
b-4 2 2
2 3-4 -4|=0,
2 -4 3-2
A, = A, =7,A, =2 xarakteristik sonlarini iopamiz. h=7 da qu-
yidagi sistemaga kelamiz:
N —&+2&,+2£, =0,
25, -4~ 4, =0,
28 —4&,~48, =0,
U bitta & =2&, +2& tenglamaga keltiriladi. Bu tenglamaning .

yechimini & =2a+2b,&, =a,&, =b ko‘rinishda yozish mumkin.__'
- Natijada ikkita a va 4 parametrlarga bog‘liq bo‘lgan-
#=2(a+8}&+a-g+b-& xos vektorlar oilasini hosil gilamiz.



h==2 da | guyidagi sistemani hosil gilamiz:
3& +248, +2£, =0,
2E 455,48 =0,
_261 —44,+5& =0.

ol &, _ &
Masalan, ikkita oxirgi tenglamani yechib §—1=-L=—i-
o -~18 -18
e _ S _ 5 e _ - . hosil aila-
yoki ¢, = 5T & =¢, & =-2¢, & =-2¢ larm hosil qila

miz. Shunday qilib, V=¢- (?1 -2e, - 2@‘3) bir parametili xos8 vek-
torlar oilasini topamiz., ¥ = 2-({:+b)-?3] +a-g +b-g X08 vektor-
lar oilasidan ikkita qandaydir ortogonal vektorni ajratamiz. Ma-
salan, =0, b=1 deb faraz qilib, # =2-¢,+& xos vektorlarni
hosil gilamiz. a va b parametrlarni shunday tanlaymizki, (7,7 )} =0
tenglik bajarilsin. U holda 2-2(a+b)+ b =0 tenglamani hosil gi-
lamiz, va’ni 4q+56=0 Endi a=5 b=—4 deb qabul gilish mum-
‘kin, bundan qaralayotgan oilaning boshqa xos vektorlarini topamiz:
i, = 27, + 52, - 4,
Derak, biz uchta o‘zaro ortogonal vektorlarni hosil qildik:
U, =2¢ +e, u, =2¢ +5¢,—4e,, v=¢—2¢-2¢. 1, va U, Xos
vektorlar ) =7 xarakteristik songa, Vv xos vektor s=1 da A=-2
xarakteristik songa mos keladi. Bu vektorlarni normallashtirib, yangi

ortonormal bazisni hosil qilamiz, bunda yangi bazisga otish
matritsasi quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

'(

k2

SB}-’=

e

E

ol w] win

G- e G
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. Berilgan kvadratik formaga

x} =ix:+__g__x;+1x;’ xzzﬁxg_;.x;, x3=i 4 4 ‘ E

NN 377 3 3
koordinatalarmi almashtirish formulalarini qo‘Hlab
F=Tx2+7x? -2x? ni hosil gilamiz.

597. 17X + 12xu + 8w — 30=0 egri ChlZlq tcnglamasml
kanonik ko‘rinishga keltiring.
Yechish: Tenglamaning yuqori darajali hadlari guruhl, ma-

trisasi
17 6
i~ §
6 8

bo‘lgan 17 x?+12xu~+8u? kvadratik formani hosil giladi. Xarakte=
ristik tenglamani tuzamiz:

17-% 6 _
6 8~9J20 yoki ?»2725?L+100=0- Uning yechimlafi

%, =3, hy =20 xarakteristik sonlar. Shunga ko‘ra 17x2+12xu+8u°
kvadratik forma 5x? +20y? kanonik ko‘rinishga keladi, berilgan

tenglama esa quyidagi ko‘rinishga keladi: 33 +203™ ~80=0_ . yoki
12 s2

x| Y . . . g .

—1€+—~4 =1, ya'ni berilgan egri chiziq ellips ekan.

Elipsning tenglamasini kanonik ko‘rinishga kettiradigan bazis-
ni topaylik, buning uchun xos vektorlarni aniglaymiz.

A=5da
{12; +6£, =0,

6, +3&, =0 _
tenglamalar sistemasiga ega bo‘lamiz va uni yechib £, =-2£ ni-

hosil gilamiz. & =¢ deb faraz qilib, &, =-2¢ ni olamiz, ya'nl

w=c-(¢-2¢) xos vektor,
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B -3£ +6£, =0,
- h=0de egi1ag =0
tenglamalar sistemasiga ega bo‘lamiz, bundan &, =2&, ni hosil

gilamiz, ya'ni ¥ =c-(2e +¢,) xos vektor.

1 e -28" = 528+§

1 —_
o= = d b s af_
Zi2? 45 eb gabul qilib, e —-—\E va e, NG

normallashtirilgan xos vektorlarni topamiz.
Ortogonal almashtirish matritsasi quyidagi ko‘rinishgy ega:

12
4| B |
-2 1

N
Koordinatalarni almashtirish formulalari quyidagicha yeziladi
xr—_l_x;+__2.__y' y—-...._2_x"+_1.__..y’
CNET ST T T
2 2 17 ' 2 12 ' '
17x% +12xy +8y° —80= -g-(x +23') +-5—(x +2y )("‘2x’+y')-

-t-'ggt(—ﬂi‘"w-'y"}\z'-é’\?—‘-‘ﬁf‘ﬂ-ﬁ ﬁ?y‘ﬂ“cﬁﬂ
~Bu natijani &, va X, lar topilganda darhol hosil gilish mum-
kin edi: Ax?+4,y" -8=0. |
Quyidagi egri chiziglar tenglamalarini kononik ko‘rinjshga
 keltiring:

598, 6x% + 23/5xy+232 —21=0.
599. 4xu+3u? +16=0.

600. 5x°+46xy+71 —44=0.



VI BOB S |
ANALIZGA KIRISH . s

1-§. ABSOLUT VA NISBIY XATOLIKLAR

Faraz gilaylik o — hisoblashlarda A anig sonni almashtiradi-
gan taqribiy son. o — taqribiy sonning absolut xatoligi deb, «
tagribiy son va unga mos aniq 4 soni orasidagi avirmaning absolut
qiymatiga aytiladi: |[4-o|. [4~a|<A tenglsizlikni ganoatlantiruv~
chi, mumkin bo‘lgan A kichik songa, limit absolut xatolik de-
yiladi.

A aniq son g—A<d<g+A chegaralarda joylashadi, yoki
A=qa+A . a tagribiy sonning nisbiy xatoligi deb, bu sonning ab~

A= A-a g
A A
tengsizlikni ganoatlantiruvchi, mumkin bo‘lgan & dan kichik

solut xatoligini mos aniq songa nisbatiga aytiladi:

songa limit nisbiy xatolik deyiladi. Deyarli 4=« bo‘lganligi uchun,
. A
limit nisbiy xatolik sifatida & 2; son gabul gilinadi (odatda pro-

sentlarda ifodalanadi). «(1-8)s 4<a(l+8) tengsizlik o‘rinli. O*nli
kasy ko‘rinishida yozilgan, musbat o tagribiy son absolut xatoligi
n-xonasi birliklarining varimdan oshmasa, bu son » ta ishonchli
belgi (ragam) ga ega deyiladi.
n#>1 da birinchi ishonchli ragami & bo‘lgan, o« taqribiv son-
1

e : 11y
ning limit nisbiy xatoligi sifatida 5=5€[1_5] sonni gabul qilish

mumkin. Agar

sa (2]
2(k + 1\ 10 Q)

ma’lum bo‘lsa, v holda # soni » ta ishonchli belgiga ega
bo‘ladi.
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Bir necha sonlar algebraik yig‘indisining limit absolut xatoligi
go‘shiluvchilar limit absolut xatoligining yig‘indisiga teng. Musbat
go‘shiluvchilar yig‘indisining nisbiy xatoligi bu gqo‘shiluvchilar
nisbily xatoligining eng kattasidan oshmaydi. Tagribiy sonlar
ko‘paytmasining va vig‘indisining limit nisbiy xatoligi bu sonlar
limit nisbiy xatoligining yig‘indisiga teng. Tagribiy son darajasining
limit nisbiy xatoligi bu sonning limit nisbiy xatoligining daraja
ko'rsatkichiga ko'paytmasiga teng.

601. Teodolitda oflchangan burchak 22°20'30"4 30" ga teng bo‘lib
chiqdi. O‘lchamning nisbiy xatoligi ganday?

Yechish:

A =130" absolut xatolik. U holda nisbiy xatolik

§ = = e [ 00% = 0.04% |
o 22°20'30

602. Nisbiy xatoligi 0,5% bo'‘lganda og‘iriik kuchining tezla-
nishi g=0,806... ning ishonchli belgilar sonini aniglang va tagribiy
miqdorning mos yozuyvini bering.

Yechish:

Birinchi giymatli ragam 9 bo‘iganligi uchun () tengsizlikdan

{

v—1
1 . o e
7. 10( 0) ni hosil gilamiz. Ya’ni n=2. De-

foydalanib, 0,003 <
mak, g=9,8

603. J19 sonining limit nisbiy xatoligi 0,1% ekanligi ma’lum.
Bu songa nechta ishonchli belgilar kiradi?
Yechish:
Bunda birinchi ishonchli ragam 4 bo‘ladi. §=0,001=10" limit
-1
t

el
nisbiy xatolik. (I} tengsizlikka asosan 0,001 gi%[l_a] bo‘ladi.

Bundan #=3 ni olamiz. Shunga ko‘ra 19 =4,36 (to‘rt xonali

jadvaldan /19 =4,3589).
604. Agar nisbiy xatolik 1% ga teng bo‘lsa, A=3,7563 son
nechta ishonchli belgiga ega bo‘ladi?
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Yechish:
Birinchi 1shonch11 raqam 3 bo‘ladi, shuning uchun

|
0,01 s...’_..[ij ,
2.4 (10
bundan rn=2. A sonni shunday yozish lozim: 4=3,8.
605. Kvadratning vuzi 25,16 sm? ga teng (0,01 sm? gacha
aniglikda).
Kvadratning tomonini ganday nisbiy xatolik bllan va nechia
ishonchli belgilari bilan aniglash mumkin? :
Fechish:

x=+25.16 izlanayotgan tomon. & =(1(2) (0.01/25.16))
kvadrat tomonining nisbiy xateligi, bu yerda 0,01 yuzaning abso-
lut xatoligi, ya'ni § =0,0002. Kvadratning o‘lchanadigan tomoni
uzunligining birinchi ishonchli ragami 5 ga teng. £=5 da (1) teng-

sizlikni echib, (5+1):0,0002<« = ni hosil gilamiz, yoki
1

1,2'10—3 < =3 ni olamiz.

. 606, Agar doiraning yuzi 124.35 sm? ga teng ekanligi ma’lum
bo‘lsa, (0,01 sm? gacha aniqlik bilan), uning radiusini nechta
ishonchli belgilar bilan aniglash mumkin?

807. Agar kesik konus asoslarining radiuslari =23 64 +0,01{(sm),
r=1731+001 {sm), yasovchisi ¢=102i+00! (sm), m=3,14 bolsa,
uning to‘la sirtini hisoblashlardagi limit nisbiy xatoligini toping.

608. g=9,8006 con beshta ishonchli belgili og‘irlik kuchi tez-
lanishining {43° kenglik uchun) tagribiy giymati bo‘lsin. Uni nisbiy
xatoligini toping.

609. Tomonlari 92,73£0,01 va 94,5£0,01 (sm) bo‘lgan to‘g’ri
to‘rtburchakning yuzini hisoblang. Natijaning nisbiy xatoligini va
ishonchli belgilar sonini aniglang. .
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2-§. BIR ERKLI O‘ZGARUVCHINING FUNKSIYASIT

Ratsional va irrasional sonlar haqigiy sonlar deyiladi. Barcha
hagiqiy sonlar to*plami R bilan belgilanadi. Har bir haqgigiy
sonni sonlar ofgidagi nuqtada tasvirlash mumkin.

X va Y ikkita bo‘sh bo‘lmagan to‘plamlar bo‘lsin. Agar X
to‘plamning har bir x elementiga biror aniq goidaga asosan Y
ning yagona elementi u mos kelsa, bu holda X to‘plamda giymat-
lar tofplami Y bo‘lgan funksiyva yoki asklantirish berilgan deyiladi.
Bu funksiyaning ko‘rinishini shunday yozish mumkin:

xeX, x—Ly yoki fix—Y bunda X funksiyaning aniqlanish
sohasi, y= f(x) ko‘rinishdagi sonlardan tuzilgan ¥ to‘plam esa —
funksiyaning qiymatlar to‘plami deyiladi. Agar u eo‘zgaruvchi,
x erkli o‘zgaruvchining fanksivasi bo‘lsa, u holda y= f(x) yoki

y=0(x) ko‘rinishda ham yoziladi. fva ¢ harflar shunday qoidani
xarakterlaydiki, bunda berilgan x argumentga y ning qiymatlarn
mos keladi. f funksivaning aniqlanish sohasi D(f} bilan, giymat-
lar to‘plami esa, E(f) bilan belgilanadi. f(x) funksiyaning x=a
dagi giymati, bunda ae D(f}, funksiyaning xususiy giymati deyi-
ladi va f{a) bilan belgilanadi. Oddiy hollarda funksiyaning aniq-

lanish sohasi: Ja,bf interval {ochiq oralig}, ya’ni a<x<b shartini

ganoatlantiruvchi x ning qivmatlar to‘plami; [a,b] segment (kes-
ma yoki yopiq oraliq) ya'ni a<x<b shartni ganoatlantiruvchi x
ning giymatlar to‘plami; Ja,8] (ya'ni a<x<b) yoki [a,5] (va'ni
a<x<b) yarim interval, cheksiz interval Jo,+0] (va’ni a<x<b)

yoki J—o,b] (ya'ni - <x<h) yoki Jroo4e0] (ya'mi - <X< o0)
bir necha intervallar va segmentlar to‘plami va h.k.
‘Quyidagi funksiyalar asosly elementar funksiyalar deyiladi:
1. y=x® darajali funksiya, bunda xR
2. y=o* kofrsatkichli funksiya, bunda, @ - birdan farqli ix-
tivoriv musbat son: a>0, a1
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3.y=log x logarifmik funksiya, bunda a — birdan fargli ix-
tiyorty musbat son: >0, a 1.

4,y=sinx, y=cosx, y=tgx, y=ctgx, y=SseCX, y=COSeCcx iri.
gonometrik funksiyalar:

5. y=arcsinx, y=arccosx, y =arctgx, y=arcctgx teskari trigo-
nometik fraksivaiar

Elementar funksiyalar deb asosiy elementar funksiyalardan
to‘rita arifmetik amal va superpozisiyalash (ya’ni murakkab funk.
siyalarni hosil} gilishni, chekli son marta go‘llash yordamida
hosil bo‘ladigan funksivalarga aytiladi. Hagigiy son x ning absolur
giymati (moduli) elementar bo‘lmagan funksiyaga misol bo‘lib

xizmat giladi: -
- _|x|_ X, xz0
d - —x, x< 0
|-‘-"| geometrik nuqtai nazardan sonlar o‘qida koordinatasi x bo‘lgan

nugtadan sanoq boshigacha bo‘lgan masofaga teng. Koordinatalarj
(x, Ax)) boflgan xOy tekislikdagi nugtalar to‘plami y=f(x)
funksiyaning grafigi deyiladi, bu yerda x e (/)

Agar har ganday x€D{f) uchun f(—x)=f(x) [mos ravishda
f(—x)=—f(x)] bo‘lsa, aniglanish sohasi nolga nisbatan simmetrik
bo‘igan flx) funksiya, juft (toq) funksiya deyiladi. Juft funksiya~
ning grafigi ordinata o°qgiga nisbatan, toq funksiyaning grafigi —~
koordinata boshiga nisbatan simmetrik boTadi. Agar shunday musbat
T son mavjud bo‘lsaki, xeD{f) va (x+DeD da f(x+T)=f(x
tenglik bajarilsa, f(x) funksiya davriy funksiya deyiladi. Ko*rsatilgan
hossalarga ega bo‘lgan eng Kichik musbat = soniga funksiyaning
asosiy davri deyiladi.
fh) - fla)

P ni toping.

610. Agar f(x)=x" bulsa,
Yechish:

Berilgan funksiyani x=¢ va x=p4 da giymatini topamiz;
Sfl@=a", fB=4". U holda quyidagini hosil gilamiz:

f®)-T@) 8 -a _

= b
P o a+b._
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61l fm)=
.. Yechish:

Agar 2x-1#0, ya’ni x# 1/2 bo'lsa, berilgan funksiya anig-
langan. Shunday qilib, funksivaning aniqlanish sohasi quyidagi

ikki intervalning birlashmasi bo‘ladi: D(f)= }-e0,1/2[U]1/2,+o0]
In(h+ x)

x-1

x— o . . . )
. funksiyaning aniglanish sohasini toping.

612, f(xi=
Yechish:

Agar x—1#0 va 1+x>0, ya’ni agar x# 1 va x>—1 boflsa
funksiva aniglangan. Funksiyaning aniqlanish sohasi quyidagi ikki

intervalning birlashmasi bo‘ladic D(f)=]-LI1[ U]+

funksiyaning aniglanish sohasini toping.

. 3x-1
613, F(x)=+I-2x +3aresin =~ funksiyaning aniglanish so-
hasini toping.
Yechish:

1—2x >0 da birinchi qo‘shiluvchi, —1<(3x—~1)/2<0 da esa
ikkinchisi hagigiy giymatlarni gabul qiladi. Shunday qilib, be-
rilgan funksiyaning aniglanish sohasini topish uchun quyidagi
tengsizlik sisternasini echish zarur:

1-2x20, 3x—-1)/2<1, 3x—1)/2>—1. Natijjada x<1/2, x<1,
x2—1/3 ni hosil gilamiz. Shunday gilib, funksiyaning aniglanish
sohasi [—1/3, 1/2] kesma bo‘ladi.

614. Funksiyalarning giymatlar to‘plamini toping:

D f(x)=x*—6x+5 2) f(x)=2+3sinx

Yechish:

1) Kvadratik uchxaddan to‘la kvadrat ajratib, f(x)=x*-6x+
+9-4=(x-3)" ~4ni hosil gilamiz. O‘ng tomonda turgan ifodaning
birinchi xadi x ning barcha giymatlarida musbat bo‘igani uchun
funksiya —4 dan kichik bo‘lmagan givmat hosil giladi. Shunday
qilib funksiyaning giymatlar sohasi {-4,+0) ga teng.

2) Sinusning qiymatlari modul bo‘yicha birdan oshmagani
uchun [sinx<1 yoki -1<sinx<1 tengsizlikni hosil gilamiz. Bu
tengsizlikning ikkala tomonini 3 ga ko‘paytirib va ularga 2 ni gqo‘shib,
—1<£2+3sinx<5 ni hosil gilamiz. Shunday qilib E(f)=[-1,5].
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615. Funksiyalarning asosiy davrlarini toping.
D f(x)=cos8x 2) f{x)=sinbx +1gdx
Yechish:
1) cosx funksiyvaning asosiy davri 2n bo‘lganligi uchun,
2
Ff{xy=cos8x funksiyaning asosiy davri *éz ga, yoki g ga teng.

. : 2
2) Bu verda birinchi qo‘shiluvchining asosiy davri —éi=% ga

m

teng, ikkinchisi uchun esa, u 484 teng. Berilgan funksiyaning

asosiy davri ; va g— sonlarning eng kichik umumiy karralisiga,
“ya’ni © ga teng ekanligi ko‘rinib turibdi.

616. Funksiyalarning juft yoki togligini aniglang:

D)= -PE2sine;  2) f0)=25427; 3) f) = =5’ ;

x+3

4) Fix)=x"+5x: S fD=lg—=

x=-2"
Yechish:
Ko'‘rilayotgan masalalarda har bir funksiyaning aniglanish
sohasi nolga nisbatan simmetrik: birinchi to‘rtta masalada

D(f) = (-, +w), oxirgi masalada esa D{Jf)=(~0,-3)U(3,»).

1} x ni —x ga almashtirib

F(=x)y={-x)? x4 2sin(—x) = -x*¥x ~2sinx ni hosil gilamiz,
ya’ni f{-x)=~-F(x). Demak, berilgan funksiva toq funksiya ekan.

2} flex)=27 42" =271 2° bofladi, ya'ui f{~x)=f(x) De-
mak, funksiva juft ekan.

3) Bu yerda f(-x)=|-x-5¢"7 =|x]-5¢7, ya'ni f(-x)= f(x).

Demak funksiya juft funksiya ekan.

4y Fx)=(-x) +3{~x)=x' -5x Shunday qilib f(~x)= f(x) va
f(=x)=~f(x), ya'ni berilgan funksiya na juft, na tog bo‘lmaydi.

Juft ham, toq ham emas.
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o =x+3 x=3_ (x+3)" | x+3
3) fxp= lg—«x—3 ‘ng+3 =le x-3 lgx~3
ni topamiz, ya’ni f(—x)=—F{(x) va shuning uchun berilgan funk-
siya taqdir.
617. Funksiyalarning aniqlanish sohasini toping.

1) f(x)=\!4~x2+§; 2) f(x)=arccos[-2{-l];

: 1 _x=2 243
Nf=—; b f(")"_“coszx’ S)f(x)—x

e
xe -t -4

6) F)=lgB3x-1+2iglx+D; 7) f(x)=1/2_fxm~\/s‘in;_
618. Funksiyalarning giymatlar to‘plamini toping.
1) F@ =4l 2 f@=5x; 3) fx)=+16-5;

4 fixy=—x +8x-13; 3 Flxy=1-3cosx; 6) f()=4"
619.

D S =xsinTx; 2) f(0) =523 ; 3) f)=x* =345,
&) fly=x]+2; 5 fE=Ex+2]; 6) flx)=lgcosx; .

7) /(0 = 16 4:1 ;

620. Funksiyalaming asosiy davrlarini toping.
1) fix)=sin5x; 2) f{x)=~2cos(x/3)+1;
3) f(x)=lgcos2x; 4) f(x)=tg3x+cosdx.

3-§. FUNKSIYALARNING GRAFIKLARINI YASASH

Funksiyalarning grafiklarini yasashda quyidagi usullar
go‘llaniladi: “nugtalar bo‘yicha™ yasash; grafiklar ustida amallar
(go‘shish, ayirish va grafiklarni ko‘paytirish); grafiklarni almash-
tirish . {siljitish, cho*zish).
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y=f(x) funksiyvaning grafigidan foydalanib, quyidagi funk-
siyalarning grafiklarini yvasash mumkin:

1) y=f(x—a) — Ox o'qi bo‘yicha a birlikka surilgan boshiang‘ich
grafik:

2) y=f(x)+b — Oy o'gi bo‘yvicha b birlikka surilgan hudd;
o‘sha grafik. _

3) y=Af(x}) — Oy o‘qi bo'yicha A marnta cho‘zilgan boshlan-
gich grafik.

y=flkx) — Ox o'qi bo'yvicha 1/k marta cho‘zilgan, xuddi o*sha
grafik.

Shunday qilib, y=f(x) funksiyvaning grafigiga ko‘ra
y=AfTk(x~a))+d ko‘rinishdagi funksiyalarning grafigini yasash
mumkin. .

621. y=2x+1+cosx funksivaning grafigini yasang.

Yechish:

Berilgan funksiya grafigini
ikki funksiva grafiklarini
- go'shish bilan yasaladi. y=2x+1
va y=cosx. Bitinchi funksiyan-
ing grafigi to‘g‘ri chizig bo‘ladi
va uni ikki nudta bo‘yicha yasash
mumkin; ikkinchi funksiyaning
grafigi — kosinusoida {23-rasm) /-

e et il Tt Pt Wt ik

7

&

Pt el g R P ey P S
ks e Bt e fart e Sk e

4
i
!
!
{
!
[
i
{
1
{

—

s 2
2-x x=3 : '
622- y= 0 1)62 x>3 23-rasm
" funksivaning grafigini yasang.
Yechish: )
|

Grafik x<3 da nur, x>3 da

parabolaning bir tarmog‘i bo‘ladi.
24-rasmda izlanayotgan grafik tas- \

virtlangan.
623. y=2sin(2x~1} funksivaning \
. s ——— : S T
grafigiml yasang. o TN 458 &
Yechish: '
Beriigan funksiyani o 24-rasm.
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. 1
y=2sin[2(x— 5)] ko'rinishga almashtiramiz. Bunda A=2, k=2, a=1/2

¥y =sinx ning grafigini berilgan deb olamiz. Keyin uni absissa 0°qi
bo‘ylab ikki marta sigib, y =sin2x funksiyaning grafigini yasaymiz.
Bundan keyin hosil bo‘lgan grafikni 1/2 birlikka o‘ngga surib,
¥ =sin2(x—0,5) funksiyaning grafigini vasaymiz va nihoyat, oxirgi
grafikni ordinata o‘qi bo‘yicha ikki marta cho‘zib, y =2sin(2x—1)
funksivaning izlanayotgan grafigini hosil gilamiz (25-rasm}.

i

)

7

Funksiyalarning grafiklarini yasang:

624. y=(x*-x)/3 [—4,4] kesmada

625. y=x*(2-x)* 1—3,3] kesmada

626. y=1/x +J4-x aniglanish sohasida

627. y=0,5x+2™ [0,5] kesmada

628. y=2(x—1)*, y=x funksivadan foydalanib
629. y=1/(x2+4) 630. y=(x*+1)/x

631, y=sin(3x—2)+! 632, y=—2cos{2x+1)
633. y=arcsin{x—2) 634. y=x+1+sin(x—1)

o -x? x<0
635. y=sinx+tcosx . 636, y= R
4-x x<.':—l o
637, y= 3 _—lﬁxio
3P +5 x<{
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4-§. LIMITLAR

. Agar har ganday istalgancha kichik g musbat son uchun,
shunday musbat N son topilsaki, barcha »>N larda |x,~4l<e
bo‘lsa, a son x,, x,, .., X,, ... ketima-ketlikning limiti deyiladi va

limx, =a
ko‘rinishda yoziladi.
Agar har ganday istalgancha kichik &>0 uchun shunday 8 >0 -

topilsaki, 0<|x—a]<d da )f(x) —A]|<e bo‘lsa, u holda A soniga f(x)
funksivaning limiti deyiladi va shunday yoziladi:

lim £ () = 4
Huddi shunga o°xshash, agar (x> N da |f(x)—A4j<s bo'lsa,
lim fx)=4

R

Agar 0<lx—a]<8§ da |f(x){>M bo‘lsa, shartli ravishda quyida-
gicha yoziladi
lim f{x)=on

bunda A ixtivoriy musbat son.
Bu holda x—a da f{x) funksiya cheksiz katta deyiladi.

Agar lima(x)=0 bo'lsa, u holda « (x) funksiya x — a da cheksiz

kichik deyiladi. Agar x<a va x—>a bo‘lsa, u holda x—a~-0 yo-
Zuv; agar x>a va x— a bo‘lsa, u holda x — a+0 yozuv ishiatiladi.
fla—0)= lim f(x) va f(a+0)= lim ;(x} sonlar mos ravishda f(x)

funksiyaning a nuqtadagi chap va o‘ng limitlari deyiladi.
Limitlarni amsliy hisoblash quyidagi teoremalarga asoslanadi.

Agar h};} J(x) va Lirwng(x) mavjud bo‘lsa, u holda
1. liml /(%) + g{x) = lim f(x) + lim g(x},

2. Ul f(x)- g =1im / (x) tim (),
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lim f(x)
3. fmd Dozl [Iimg(x) :eoJ ,
=a g(x) hrn g(x) ebar
shunmgdek quy1dag1 limitlardan foydalaniladi:
. sinx
lim =1,
0 oy

birinchi ajoyib limit. -

X 1
lim (1 + 1] = Iin%(l + )Y =@M LTI
rox x -3
(ikkinchi ajoyib limit).

x sonning ¢ asosga ko‘ra logarifmi natural logarifm deyiladi va
Inx bilan belgilanadi. Misollami echishda quyidagi tengliklarni hlsobga

olish foydali:

limln(“x)ﬂl lim a -1 —ina, lim A+x)"-1_
w—) x x—}l) X i) x
1,1 1 s ey
.., 638, n—>w= da 3,25,23-, ey 2+ —,... ketma-ketlikning limiti
n

2 sondi ekanligini kofrsating.
Yechish:

~ Bunda ketma-ketlikning #-xadi x, =2+% bo‘ladi. Shuningdek,
1 _

o2 ﬂ;. Avvaldan € musbat sonni beramiz. n ni shunday vetar-

licha katta tanlab olamizki, " <& tengsizlik bajarilsin. Buning uchun

1
n> deb gabul gilish etarli. Bunday tanlashda |x,-2|<e hosil

bo‘ladi. Demak, li_{ﬁxn =2,

710 13 3n+4 o
639, n—>w da g,g,7,.‘.,m,...ketm§.7ﬂ;kethkmng limiti 3/2
-soni ekanligini ko‘rsating.
~ Yechish:
e 3 _3n+4 3 5 5
" Bunda ¥, —>=2—

3 2n41 2 22n+D) 2@erD)  COESELe g
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qanday qiymatlarida bajarilishini aniqiaymiz. 2(2n+1)> " bo‘lgan]igi

5 1
uchun, #>-—-= bo‘ladi. Demak

y P <% boladi, ya'nj

x.,“i

<Q,l tengsizlik #>12 da by,

. 3 3
lﬁxﬂ :-i. g¢=0,1 faraz qilib, %, ~3

jariladi (masalan, n=13 da) degan xulosaga kelamiz. Xuddi shyp_

ga o‘xshash, |x

"

—;- <0,01 tengsizlik n>124,5 (masalan, n=125

3
da) da, x,,—§{<0,001 esa n>1249,5 (masalan, #n==1250 da) dy
bajariladi.
Quyidagi limitlarni toping: .
Sx+2
li
640. p 2x+3
Yechish: .
x->4 boflgani uchun, kasrning surati 5-4+2=22 Songy
Sx+2 W
maxraji esa 2-4+3=1[ songa intiladi. Shunga ko‘ra hm ==a)
-4 2x+3 11~
641, lim 3x+z
s Jhpeye §
Yechish:

Kasrning surat va mahraji x—>w da chegaralanmagan hglda

o0
o‘sadi. Bu holda - ko‘rinishdagi aniqmaslik o‘rinli deyiladi. Kag;, -

ni surat va mahrajini x ga bo‘lib quyidagini hosil gilamiz
' 5

3 =l

2% - s L

X

23
2

¥

bunda x—® da 5/x va 7/X kasrlardan har biri nolga intiladi,

2

642 lim =

243 x —3x
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Yechish:
x—3 da kasrning surat va mahraji nolga intiladi (0/0
ko‘rinishidagi anigmaslik). Agar x#3 bo‘lsa u holda

x' -9 _e=x+3) _x+3
¥ -3x  x(x-3) x

ni hosil gilamiz, shunga ko‘ra

L X =9 . x+3
lim —; =lim
4'-o3x _Bx k33 x
Cox+3 3+
Lckln x—+3 da ~—— Xkasr -—3——-2 songa mtlladl Dema.k
-9
i =2.
£1_13x2_3x
k] 2
643, lim S5 X+
sl xd eyt - x ]
Yechish:

Bunda 0/0 ko‘rinishdagi amqmashk o‘rinli. Kasrning surat va
mahrajini ko*paytuvchilarga ajratamiz: ... .. - : : :

¥ -2 —x+1 lil_nx:‘(x—l)—(xml) Ilm(x 1y (I+1) 1nx 1

0
l :—20
B P N eI | Y R R ET
¥ - 100
644, wa —20< +100x "
Yeck:sh

Bu ham 0/0 ko‘rinishdagi anigmaslik. Kasrning surati 300 ga
intiladi, maxraji ¢sa nolga, va’ni cheksiz kichik migdor bo‘ladi,
shunga ko‘ra qaralayotgan kasr — cheksiz katta miqdor bo‘ladi va

i x> —1000 _
w10 x* - 207 + 100x

Jx+4-2
X

645, lim

x—0

Yechish:
Kasrning surat va maxrajini Jx +4 3 2 ¥igtindiga ko‘paytiramiz:
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(Jx+4 DVx+d+2) i X A4

H" x(\/x+4+2) e
= lif) ———m i .
—~0x+4+2 4
5 3o
46, 1y JA+D =1,
x—l} x
Yechish:

Faraz gilaylik, 1+x=3", u holda x—»0 da y=1..
Demak,

1m€/(l+x)3-l Hmy"‘-i_:?l'im.:‘ ¥V ry+l é
130 x x—a-l.y -1 Hly + ) +y2+y+1 5
647. lim sinmx
=0
Yechish:
Birinchi ajoyib limitni qo‘llab, hosil gilamiz
llmsmmr:l msmmx_? hmsmmx:m
= x x—)i) mx =0y
1-cos5x
648. lim o
Yechish:
2
liml—cucszx lim 2sin® (5x!2) oy (sm(SHQ)J 2[5V .25
T x i x’ x-»l) x 2 2

Biz bunda, m=5/2 gabul qilib, avvalgi misolning natijasidan
foydalandik.
2% +3x+4
lim x +
649. x—m4x +3 4 2x+ 1
Yechish:

s]
Bu - Kko‘rinishdagi aniqmaslik, kasrning sugat

katta darajaga bo‘lamiz, ya’nj x* ga:

2 #3xed L 142x43/2 440 1
x~>*4x3+3x2+2x+1 I YING Y P 4
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I
Yechish:
Surat va mahrajini x* ga bo‘lamiz:
3t -2 3275 3
1

= lim =

-lim
L P N T Y Y P
651, lim(Vx? +8x+3 /¥ +4x+3)-

Yechish:
Bunda «—= ko‘rinishdagi aniqmaslik o‘rinli. Berilgan ifodani

=3.

Vi? 18243 +4/x +4x+3 ga ko'paytiramiz va bo‘lamiz:
lim(Vx® +8x+3 —Vx? +4x+3)=

X

| - =.lim (Vx? +8x+3~vx? +4dx+ 3)x  +8x -3 vl +4x+3) B '

¥om i +8x 43+ +4x+3
- lim ¥ +8x+3-xr-4x-3 < lim 4x _
sou Sl 18y 434 sz +4x+3 F x/xT+8.r+3 +Vxl +4x+3
~ tim 4 2,
=2 148743/ +Vl+41x+3/x° 2
P 45r+4Y)
dim| —/—— | -
osz. im{ 52322
Yechish: _
Kasrning suratini mahrajiga bo‘lib, butun gismini ajratamiz:
¥ +5x+4 8x-3

¥ -3x+7 +x2~3x+7'

Shunday qilib berilgan funksiya x - da, asosi birga, daraja
ko‘rsatkichi — cheksizlikka {1 ko‘rinishdagi anigmaslik) intila-
digan darajani ifodalaydi. Ikkinchi ajoyib limitni qo‘llash uchun,
funksivani shunday almashtiramizki, natijada quyidagini hosil
qilamiz:



B=3ir
23+l (15320710

=lim (1 + ——-—-—-st =3 3

HFur
B ‘leanigi , §r-3 Yo
s> da o0 bolgantah vt fil+ 2 e
boladi  lim———2* ___g o ‘
oladl. T 3 ix+ T/ ekanligini isobga  ofib,
fm < +5x+4 "_ . .
A\ F 3y 47| T¢ i topamiz.

- 653, x> 3 da F(x) =;__21TE?3T funksiyaning chap va o‘ng limit-

larini toping.
Yechish:

Agar x—3-0 bo'lsa, u holda 1/(x~3)—»—w va 2% .
Shuningdek, limf(x)=1/3. Agar x+3+0, u holda li(x 3) oy <,

1—3-0

QB o ya fim f(x)=0.

xR

654. x—5a da fix)=¢"" funksiyaning chap va o‘ng limit-

larini toping.
Yechish:

Agar x 5>5-0 bo‘lsa, u holda 1/(x- a)—>-—oo u holda
1/(x ~a) = o0 va NImS(X) =4 ‘

655. u->w da 12, 5/3,94,..n-lnc D). ﬁetma-keﬂik-
ning 4 g teng limitga ega ekanligini ko‘rsating. )
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656. n—w da 1,1/3,1/5,...,1/2r-1),... ketma-ketlik cheksiz

kichik migdor ekanligini Ko‘rsating.
Quyidagi limitlarni toping:

~6x+8
lim-~ T2
657. AlJ'Rx —8x+12°
1+ x4+ 2 —J1+x+x
658. lim
x~+ﬂ x —-X
. X —5x+6 . =6 +11x-6
69. Mg S Mg
,_Si 2h)~2si h) +si
661 571_l}_iosm(wr‘ ) }s;;n(a+ )+sina
. tgny i t — 1% . Sinx-—cosx
662. Ll—if‘}smnx 663. ' —x 664. Jl_l’lg}l“——'“"n_‘;x .
. COSX .
i 665. xlirﬂzn—h’ x/2-x=qa belgilang.
2V 43 5% -6 , (26 +dx+50x" +x+1)
. i .
666. lﬂ'ﬁ! i3+ Tx-1 667'r]-?3°(x+2)(x‘+2x3+7x2+x—1)'
C x2=Tx+10 ~J4+x+x —2
668. lim——0-—0>- 669.
=1 x* —8x+12 _ T oxrl
S+ xsinx — X
ime— lim——m———o-o.
(670, =" 671 i 1
672 \(1+x+x -J?x-i—Zx x? )
’ *-’2 X —2x
1-cos5x fax —~sinx
_ i , lip o2 2
673. xl—[i'r‘}l—cosfix 674. pat! x
. In(l +mx) 2543
. lim e lim
675. T % 676. Im >3-
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677. Iim(\!;;:2 +.:arx+.’:ﬂ—~‘/;:'2 +cx+d]-

Xy

678. lim(sin\fm-sin\/a_c)- 679, EE(M—%’;)

K=yt

680. limiZ> . 681 limS L.

X ,._e x—h)x‘ﬁ‘—st
682. lim sin2x Ii 51

2. lim In(x) " 683. lim

C Hx . ) “sinx
634. m———=, y=/* belgilang. 685. lﬁ,] l

. t+sint . sin3x —sinx i

. l . . . lJ(.\'—S)-

686. lrl—?f?r—sim 687. N D) D 688, lim 10

5

689. limsinx. 690. lnnx

x—=l x

691. limi(¥a-1) (bunda 1>0) x_s(da, x=1/t bilan belgilang

1. x4+l T
692. 1im(" :1) . 693, tim(1+3J.
X X

Ao

X £

(1 6 ,
694. lim| —5~—5]. 695. lim

xX—= :-—)sz.l.x'

X

696, limL—, ¥ =¢™* ekanligini hisobga oling.

1l xlnx
In{1 - 3x) 4585 +7 . In(x+2)-1tn2
lim ——————. m e e——— . o S At
697. li . 698. hw S A o] 699, llm "

L A 2

ste 14x-2)
. X+ a : . X
702, llm[ e.") 703, 1{{%[5) .

R W o

700. lim(x+8] . 701 lim(2-cosa)™
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5-8§. CHEKSIZ KICHIK MIQDORLARNI ANIQLASH

Faraz gilaylik, *—>a da e(x), B(x) lar cheksiz kichik miq-
dorlar bo‘lsin.

.o
1. Agar £1$E=0 bo'lsa, u holda o, B ga nisbatan yugori

tartibli cheksiz kichik migdor deyiladi. Bu holda a=« () ko‘rinishda
yoziladi.

2. Agar ltmaix-zm bo‘lib, bunda m noldan fargli son bo‘lsa, u

holda o va B bir xil tartibdagi cheksiz kichik miqdorlar deyiladi
va a~fB yozuv o va B lar ekvivalent cheksiz kichik migdorlar

ekanligini bildiradi. Agar hmg—m bo‘lsa, u holda hmp——ﬁ bo‘lib

B, o ga nisbatan yuqori tartibli cheksiz kichik m1qdor boladi,
ya’ni B=o(q).

3. Agar a* va P bir xil tartibdagi cheksiz kichik miqdorlar
bo‘lsa, bunda ¢ >0 , u holda B cheksiz kichik migdor ¢ ga nishatan
x — tartibda bo‘ladi deyiladi.

Cheksiz kichik migdorlarning ba’zi hossalarini ta’kidlab oftamiz.

1. Ikkita cheksiz kichik migdorlarning ko‘paytmasi
ko‘paytuvchilarga nisbatan yugori tartibli cheksiz kichik migdor
bo‘ladi, ya’ni agar y=aff bo‘lsa, u holda y=o(a) va y=o(p)

2. o va B cheksiz kichik migdorlar ekvivalent bo‘ladi fagat va
faqgat shundaki, agar ularning ayirmasi «—B=y a va « ga nisbatan
yuqori tartibli cheksiz kichik migdor bo‘lsa, ya'ni agar y=o(a)
va y=0(p) bo'lsa, u holda a~f .

3. Agar ikkita cheksiz kichik migdoriarning nisbati limitga ega
bo‘lsa, u holda har bir cheksiz kichik migdorni unga ekvivalent
cheksiz kichik migdor bilan almashtirilsa bu limitning giymati

Xt

.
o‘zgarmaydi, ya’ni, agar hmB =m, a~a, B~B, bo‘lsa, u holda

1"'“_ =m bo‘ladi.

Py Bl

Quyidagi cheksiz kichik migdoriarni ekvivalentligini nazarda
tutish foydali, agar x— ¢ bo‘lsa, u holda sinx~x, tgx~x,
arcsinx~x, arctgx~x, In{l+x)~x
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704. Faraz qilaviik, ¢ — chéksiz kichik migdor bo‘lsin.
a=512+2¢% ga P=3¢2+2¢3 cheksiz kichik migdorlarni taggoslang,
Yechish:
llmg_llm5r2+2r et s
mOP 03F 120 -0 342f 3
bo‘ladi. a va B larning nisbati noldan farqli son bo‘lgani uchun,
o va B bir xil tartibdagi cheksiz kichik migdorlar bo‘ladi.

705. ¢ — 0 da a=tsin?t va p=2¢sint cheksiz kichik migdorlarni

tagqoslang,

Yechish:

. 2

Bunda llmE = {1_133 ;j::;t =j1_2-l;l_1,1‘}smt 0 va’ni a=0o(B)

706. - 0 da a=¢In(1+¢), B=tsint cheksiz kichik migdorlarni
taqgosiang.

Yechish;

In(1+2)
lim = = llrntlnq+r) lim Ind+) =lim—L—=1
[ ] B =0 peint -0 sind o xi-oo g-ll{

¢
ni topamiz, ya’ni o~p :
707, Quy1dag1 limitni toping:
fim !n(l+3xsmx)

x—oo by
Yeeh:s}: #
Kasmmg surat va mahrajini ekvwalent cheksiz kichik miqdor-
larga almashtiramiz: _
fim In(l + 3xsinx) = lim 3xsinx . 3; sinx =3
x—+0 fgxz x-30 x I) X
708. y=xe* chekstz kichik miqdorni cheksiz kichik X ga nisba-
tan tartibini aniglang.
709. y=+T+xsinx -1 cheksiz kichik migdorni cheksiz kichik x
ga nisbatan tartibini aniglang. '

710. x->0 da y=4/sin2x cheksiz kichik migdomi cheksiz -
kichik x ga nisbatan tartibini aniglang.
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711. Arap ¢ 0 bo‘lsa, a=t%sin?t va B=¢ - tgt cheksiz kichik
miqgdorlarni taqqoslang.

712. Agar x =0 va m - ratsional musbat son bo‘lsa, a=(1+x)"
va B=mx cheksiz kichik migdorlarni tagqoslang.

713. x -0 da, a=u*-1 va B=xIna cheksiz kichik migdorlarni

tagqgoslang,
Quyidagi limitlarni toping:
V1+2x -1 . sin®3x
lig T X7 fitg .
T s NS W20

~ Surat va mahrajini ekvivalent cheksiz kichik miqdorlérga al-
mashtiring.

_ lim e -1 im In(1 +x ~3x" +2x%)
716. 5% In(l—4x) 7.0 n(l+3x-dx? +x°)
Incosx . _sin(e* —1)
- 718. {g},—-—lna Tary s 19, lim— ——-

cosx ni 1-{i-cosx) ko‘rinishida ifodalang.

| o axy -1 (e 1)
720. lim SR Nl VSl VI

=3 (| 0+ 2 —1 w0 (3% —1)(6° =1)

i Y8 +3x -2 .

=016+ 5x -2

' Surat va mahrajini 2 Qa'bo_‘_lin_g_.

722.

6-§. FUNKSIYANING UZLUKSIZLIGI :

f{x) funksiya 2 nuqgiada uzluksiz deyviladi, agar:
1) bu funksiya @ nugtaning biron bir atrofida aniglangan;

2y limf(x) limit mavjud; _
3) bu limit funksiyaning ¢ nuqtadagi giymatiga teng boflsa,
ya’ni lim f{x)= f(a) bo’lsa.
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x—a=Ax (argument orttirmasi) va f(x)—7(a)= Ay (funksiva
orttitmasi) deb belgilab, nzluksizlik shartini shunday yozish

mumbkin: ii{m(l Ay =0, ya'ni f(x) funksiya a nugtada uzluksiz bo‘ladi

shunda Ba fagat shundaki, agar bu nuqgtada argumentning chek-
siz kichik orttirmasiga funksianing cheksiz kichik orttirmasi
mos kelsa. '

Agar funksiva biror sohaning har bir nuqtasida uzluksiz (in-
tervalda, segmentda va h.x.) bo‘lsa, u holda funksiya bu sohada
uzluksiz deyiladi.

Funksiyvaning aniglanish sohasiga tegishli yoki bu soha uchun
chegaraviy bo‘lgan a nuqgta uzulish nuqtasi deyiladi, agar bu
nugtada funksiyaning nzhuksizlik sharti buzilsa.

Agar Iinjuf(x)=f(a-0) va limﬂf(x)=f(a+0) chekii limitlar

mavjud bo‘lib, f(a), f(a—D), f{a+0) sonlarning kamida bittasi
golganlariga teng bo‘lmasa, u holda a nuqtaga 1-tur nzilish nuqtasi
deyiladi.

1-tur uzilish nugtalari o‘z navbatida, yo‘gotish mumkin
bo‘lgan nugtalarga: (f(a—0)=/(a+0) #* f(a) bo'lganda, ya’ni funk-
sivaning chap va o‘ng limitlari bir-biriga teng, lekin funksiyaning
bu nugtadagi giymatiga teng emas) va sakrasii nuqtalariga
(f(a—0) £ f(a +0) bo‘lganda, ya’ni funksivaning a nugtadagi chap
va o‘ng limitlari turli) bo‘linadi, oxirgi holda f(a+0)—f(a—0)
ayirina funksiyaning a nugqtadagi sakrashi deyiladi.

I tur uzilish nugtalari bo‘lmagan unzilish mugtalar, I1 tur
uzilish nugtalari deyiladi. Il tur uzilish nugtalarida hech
bo‘lmaganda bitta bir tomonlama limit mavjud bo‘lmaydi,

Chekli sondagi uzluksiz funksiyalarning yig‘indisi va ko‘paytmasi
uzluksiz funksiva bo‘ladi. Ikkita uzluksiz funksiva bo‘linmasi,
bo‘luvchi nolga teng bo‘imagan barcha nugtalarda uzluksiz bo‘ladi.

723. x=4 da y=x/{x—4) funksiya uzilishga ega ekanligini
ko‘rsating.

Yechish:

=~ lim

lim
xad=0 y —

X . .
= 00
s AR larni topamiz.
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Shunday qilib, x-»4 da funksiya na chap, na o‘ng limitga ega

emas.Shuning uchun x=4 nugta bu funksiya uchun II Typ uzilish
nugtasgi bo‘ladi. (26-rasm)

27-rasm

1
724, x=4 da y= arcig ~—

funiksiya uzilishga ega ekanligini

ko‘rsating.
Yechish:

L n
Agar x—»>4-0 bo‘lsa, u holda AT va lim R )

r=ad0

X-3d+i)

1
bo‘ladi. Agar x—4+0 bo‘lsa, u holda —*“Z—Hw va lim y= 7! 2

bofadi, Demak, x -4 da funksiya ham chap, ham o‘ng chekii
limitlarga ega va bu limitlar turli. Shunga ko‘ra x=4 nugqta I tur
uzilish nuqtasi — sakrash nugqtasi bo‘ladi.

Funksiyaning bu sakrashi n/2—(n/2)= m ga teng (27-rasm)

725, x=5 da y=—
x-5

funksiya uzilishga ega ekanligini
.ko‘rsafing.

Yechish:

x=5 nugtada funksiya aniqlanmagan, chunki bu qumatnl ﬁmk-
siyaga go‘ysak 0/0 anigmaslikni hosil q:lam12
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Boshqga nugtalarda x—520 bo'lganligi uchun, kasmi x—5 ga

qisqartirish mumkin. Shunga ko‘ra, x#5 da y=x+5. Bundan esa
Jim y=1lim y=10 ekanligini ko‘rish oson.

Shunday qilib, x=5 da funksiya yo‘qotish mumkin bo‘lgan
~uzilishga ega. Agar x=5 da y=10 deb shartlashilsa, uni ya‘qotish
mumkin bo‘ladi. Demak, agar x=5 da ham, {(x*--23)/(x—5)=x+5
tenglik o‘rinli deb olsak, x ning barcham gqiymatlarida
y=(x*-25)/(x—5) funksiva uvzluksiz deb hisoblash mumkin. Bu
holda funksivaning grafigi y=x+5 to‘g‘ri chizig bo‘ladi. '

. M- ' -
726. '}’:5{?(;_-2'5:"1' funksivaning uzilish nuqtalarini: toping.

1 .
727. y=‘(;_—l)(—x:5 funksiyaning uzilish nugtalarini toping.

funksiva uzilishining xarakteri

1
728. x=1 nuqgtada ¥y= T

ganday?
! | sinx . e )
729. x=0 nuqtada y=-—;~ funksiya uzilishining xarakteri qan-

day?

¥ -6 +1lx—6

13 p=

3 — 3520 funksiyaning uzmsh nuqtalarini
toping.
o _ x+1 o - -
732. ¥ R B TP funksiyaning uzilish nuqtalarini
toping.



o 1
- 733, Y= ) z-6) funksiyaning uzilish nugtalarini toping.

1 . .
| 734. Y= G-DE-6) funksiyani quyidagi kesmalarda uzliksizlik-
ka tekshiring.
- D252 {4,100 3) [0,7)

735, y= 2 36+ 05 funksivani quyidagi kesmalarda uzliksiz-

likka tekshiring.
1) [6,10]; 2) [-2,2]; 3) [-6,6].
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bo‘yvicha yo'naltirsa {4 nuqgta Ox o‘gida yotadi), bu ellipsning tengla-
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x+p+1==Q ikkita qgo‘shilgan to‘g‘n chiziglar. 204. 2x—3y+1=0, 4x—3y—

w2 #2

—1=0 ikkita kesishuvchi to‘g‘ri chiziglar. 205, ";OH’S =1. 206.
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281.4/65/2 kv.b. 282, 4. 284. 20 kub. b.; 4J510/17.

" 1ITI BOB
w3

(x+y-2-2) —-——x~(

et T s
296. 1) _—\E’_—:O;Z) (sﬁ] )y+

2 (svay ()

13 ) : ".::..':‘11_3', '
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2) C(2; —3; —1), r=4; 3) C(0; —1; 3/4), r==3/4; 4 C(1; 0; O), r=1;
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talar. boshida bo‘lgan konus; 3) o‘qi Ox boflgan va uchi koordinatalar
boshida bo'lgan konus; 4) koordinatalar boshi; 5) Oz o‘gi bo'yicha
kesishuvehi ikki tekislik. 374. x=y va x=z ikki tekislik.
375.(x —2)" +{z—2) =4 aylanma silindr. 376.x =y =z to‘gri chi-
zig. 377. %2 +{y =1 =(z -1 =0 uchi 5; L, 1) nugtada bo‘igan
ikkinchi tartibli konus. 378.(0; 1; —1) muata. 379, x* +y? /4 -z =1
kanonik tenglamali bir pallali giperboloid. 380.x"* + 3% +z'? =—1
kanonik tenglamali ikki paliali giperboloid. 381. %" + y'? =4z’ kanonik
tenglamali aylanma paraboloid. 382.x'% —z'*/9=2v kanonik tene-

lamali giperbolik paraboloid.

IV BOB
. 387. 900. 388. 12. 389. 21280. 390. a’h’. 391, x=Ly=-1,.
z2=0,t=2. 410, (r; 2:;3:) bu yerda t—ixtiyoriy haqgiqiy son.

411.(21,26;¢) bu verda r-ixiiyoriy haqgigiy son. 412, (0; 0). 413,

~4 -84
x'cosa —y(1+sina)=0 to'g'ti chiziq. 414. B=|{=3-1~5
~7~-61
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418.3, =2, K, =14, =(4SA)i-(S1VAT) ;6 =(1V2)i+(142)).

419. A =-2, A =3, A, =6 r=ali-k), n=P(i—j+k), n=y(i+2j+k)}.

415, 417.x=1, =2, z=3,

423, /164y 74=1. 424, x"/25-y"/9=1. 425, 3 =22,
426. 51 + 't 11-2'% 73 =1 (bir pallali giperboloid).

427.2y"2 +32"% = [6x" (elliptik paraboloid). 434. agar } = (0 bo‘lsa,

20
ﬂova
0 3

L= T =

r(A)=2. 435. r(4)=3. 436.7(4)=3 bazis minorlar

[

0
1 2 11 1 3
0 g . 437. r(4)=2; bazis minorlar {3 J [3 2), {3 6],

: ]0[ D02 () v [4) o sisoma oven

r(M)=r(4)=2; x, =1, x, =1/2. 442. r{4)=1, r{4,)=2. Siste-
ma o‘rinli emas. 443. Sistema o‘rinli, r{d)=r(4,)=2. 446.
=1 x,=5 x=2.4Tx=1 x,=2, x,=3, x,=4.448.
X =5,x=4, ¥;=3,x, =1, x; =2. 449. Sistema o‘rinli emas.
450. x =196, y=296, z=504.451. x=150 y=116 z=140.
458, x, =u,x, <u+1, x=u+2, x, =u+3. 459. Sistema o‘rinli emas,

460. »(4)=3.

V BOB
463. Ha. 464. Yo'g, chunki to‘plamning ikki elementi yig‘indisi shu
to‘plamning elementi emas. 4658, Yo'q, chunki ikkinchi darajali ikkij
ko'phadlarning yig‘indisi birinchi darajali ko‘phad yoki o‘zgarmas son
bo‘lishi mumkin. 466. Ha. 467. 1) Ha; 2) Ha; 3) Ha; 4) Yo‘q.
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468, Ha. 469. 1) nol vektor bo‘lgandagina; 2) yo‘q, chunki bu fazoda
x va y vektorlardan tashqari boshqa Ax -+ zov ko‘rinishdagi vektorlar ham
bo'lishi kerak., 470, Yo'q, chunki hosil bo‘lgan vektorlar to‘plamida
yigiindisi x bo'lgan vektorlar topiladi, masalan, (x -yl 2) va (x + y)/ 2

vektorlar, 471, Mumkin. Masalan, geometrik vektorlar to*plamidan Oz
o‘giga perpendikular bo‘lmagan vektorlarni chigarib tashlasak, chizigli

fazoni tashkil etuvehi A7 +,q}: vektorlar to‘plami hosil bo'ladi. 473.

Yo'q, chunki A{£,, &,, 9‘3), agar A — butun bolmagan to‘plamga

kirmasa. 474, Yo‘q. 473. Yo'g, chunki garama-qarshi vektorlar I
oktantada joylashmagan. 488. Darajasi » dan oshmayvdigan barcha

ko‘phadlar to‘plami. 501. x=g +2e +3e, +4¢,. 502.
x=¢te +e +.. e, 504. & :2§] s &y =aby, & =Py, &y =V,
&, =8E,. 505. Yo'q, chunki ¢ +e; +¢/ =0 bajarilishi kerak, bu esa

e, ¢ ,e; bazis vektorlarning chizigli erkli bo‘lgani sababli mumkin emas.
506. Bu element nol vektor bo‘lgandagina mumkin. 508. Kesishgan
X, = (0; 0; §_‘;§4), Y :(0; 0; 7., m)z12 =(0; 0; §3;§a) elementlar io"plami
yigfindisi R fazo bilan ustma-ust tushadi. 509,
d(R)=3, d(r,)=3, d(R,)=2, d¢(R,)=4. 510. Yo‘q. 513.R, o‘zgarmas
kattaliklar to‘plami, R, =C,*+C¢*+C,t+C, ko'rinishdagi ko‘phadlar
to‘plami. 514. R, —Ox o‘giga parallel bo‘igan barcha vektorlar to’plami,
R, = R. 516. Barcha juft funksiyalar to‘plami fazo osti tashkil qiladi,
toglarining to'plami yo'q, chunki ikki toq funksivalarning ko‘paytmasi
juft funksiya. 517. Yo‘q, chunki ixtivoriy Ae vektor bu to‘plamga tegishli
emas, agar A irrastional son bo‘lsa. 522.
k=3; f, =(—1; 0;1;0;0;), 5> '=(—1; 0; 0; 1;0) , f=(0;—1f2; 0; 1),

J=({-C;-C; -0,5C; C;; €3 C,). 526. Ha. 527. Yo'q, chunki ab=0

bo‘lganda |a+B|-ja+bj=a-a+b-b tenglik bajarilmaydi. 528. x,=0
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a0 0...0

O 0...0

bholgandagina. 529. 5 = ( ‘bo'lgandagina.. 530. Ha. 533. |.........
000 &
0100 L

N 0010 - . S o -
536, A=| 00| 538. 34-2B=E. 544 A= L
' N -1-1 1

1000

A 0 1 L .
545.,. 47 = A.546. 47 =[ y OJ. 547, B=2Ecosa. 548. A chiz-

"'i'qli akslantirish teskarisiga emas, chunki \Al=0. 549.

__ o |
A2 =(a"} =[_I 0). 550. d <—2 da. 552. 1) Agar a=p bo'lsa, b =a,

u=C3g, =0 v=0Cg; 2) Agar a=f bolsa, i=4=a,
#=Cg+C,&. 553. A =4,=a, uw=Cg+0e. 556.4=2,

558. A=-1, 7=Ci+CJ. 560. A=lLa@=C(5+5+7 +5);
A=-1, ©5=C,(g-g+&-\g). 561. A=a+P+y,T=C(§+5+5).
563. (f, j)—korxona ishlab chigarayotgan barcha mahsulotning umu-~
miy bahosi. 565. Ha. 566. Yo‘q, chunki, A =0 da 2° va 3° shartlar
bajarilmaydi. 567. Ha. 569. arccos(l/n). 573. Ha. 577. |%|=5. 578.
/X =58 +(2V2 /15082 + (V375023 +(8/15)8s + (V5 /D)Es. 579, x —
normirovanniy vektor. 580. <p=§. 581. 10,5(5 +5,+8 +5,). 582. A=dl.
587. Ha. 588. Ha. 589. i=+1 da. 59G. Ha, chunki, 4g, 4¢ va de
ortogonallashgan bazisni tashkil qiladi. 591. Ha. 598. x?,21+y%/3=1.
599. ¥?/16-p?/4=1. 600, ¥?/444 /4 =] '
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VI BOB
606. rn=4. 607. 5=0.16%. 608. 5=0.0005%. 609.

§=0.022%; n=4;, S=8765+0,1m". 617. 1) [-2, O[ U 10, 2];
2) {0, 45; 3) 1-w, O[ U 10, +wf; 4) x=2x(20+1)/4, neZ;
5) 1~eo; =2} U [2; +w[; 6) 11/3; +eo[; 7) [0; 2[. 618, 1) {1, +of;
2) -, 0] U 0, +eof; 3) [—4, 4]; 4) |-, 3[; 5) [-2, 4);
6) 10, 1]1. 619. 1) Tog 2) juft; 3) tog ham emas, jufi ham
emas; 4) juft; 5) toq ham emas; 6) juft; 7) toq. 620. 1) 2n/5;
y6n; 3)m; 4) m. 68T, 1/2. 658. —1. 659. 1/6. 660. —2. 661. ~sina .
662. m/n. 663, seczxo. 664. —J2/4. 665. 1/2. 666. . 667. 2.
668. 3/4. 669, -1/4. 670. 1/2. 671. 3. 672. J7/4. 673. 25/9.
674, 1/2.674. 1/2. 675, m. 676. 1 agar x —>+o0; —], agar x > —w.
677. {a—c)/2. 678. 0: 679. 0. 680. 25. 681, ¢n(8/7):en(6/5).
682. 2. 683. n5. 684. 1/4. 685, 1 agar x—>+0; ~1,agar x—>—0.
686. +oo. 687. 2. 688. 0. 689. Maviud emas. 690. 5/4. 691. {na.
692. e. 693. &°. 694. 1/6. 695. ¢n{S/4). 696. 1. 697. —3. 698. 0.
699. 1/2. 700, ¢°. 701, \e. 702. . 703. Ve . 708. y—x. 709. 2.
710. 1/2. 711, o=0{(5). 712. o~ 5. T13. a— 3. 714. 1/3. 715, 9/4.
716. ~1/2.  7T17. —1/2. T18. =172. 719. 1. 720. 9/25.
721. (£n5-0n4)/(en3-6n6). 722, 1,6. 726. x=2 sakrash nuqtasi.
723. x=1, x=5 II tur uzilish nuqtalari. 728. II tur uzilishi.
729. x=0 to’g’rilanadagan uzilish nugtasi. 730, x=3 sakrash
nugtasi x=>5 Il tur uzilish nugtasi, x=0 to’g’rilanadagan uzilish
nuqtasi x=7#/2+azr(neZ) II tur uzilish nuqtasi. 731. x=1, x=2
to’g’rilanadagan uzilish nugtalari. 732, x =-2, x=-3 II tur vzi-
lish nugtalari; x=—1 to’g’rilanadagan uzilish nuqtasi. 733. Funk-
siva ]—oo; +oo[ cheksiz oraligda uzluksiz. 734. 1) Funksiya uzluksiz;
2) bitta II tur uzilish nuqtasiga ega; 3) ikkita II tur uzilish
nuqtasiga ega. 735. 1. Funksiya uzluksiz, ikkita II tur uzilish nug-
tasiga ega. 3. to'rtta H tur uzilish nuqtasiga ega.
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Bosishga ruxsat etildi: 30.07.2007. Ofset usulida chop etildi. Qog'oz
bichimi 60x90 /.. Shartli bosma tabog‘i 17,0. Nashr bosma tabog i 13,5.
Adadi 2000 nusxa.

Buyurtma Ne 19 Bahosi shartnoma asosida.

sAVTO-NASHR» SHK bosmaxonasida chop etiidi.
Manzil: Toshkent sh., 8-mart ko‘chasi, 57-uy.
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