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Ha3zpanue mnyoimkammm: «YUQORI  DARAJALI  TENGLAMALARNI
ILDIZLARINI MAXSUS USULLAR ORQALI TOPPISH»

Annotatsiya: Magolada yugori darajali tenglamarning yechishning bir nechta usullari
haqida ma’lumot keltirilgan. Yuqori darajali tenglamalar yechish usullari farglari va
qulayliklari hagida ma’lumotlar ham keltirilgan.

Kalit so‘zlar: tenglama, yuqori darajali tenglamalar, ildiz, Kardano formulasi Gorner
sxemasi.

AnHoTanums: B crathe npeacraBieHa nHGOpMAIKI 0 HECKOJIBKUX CIoco0ax
peleHns ypaBHEHHH BBICOKOTO ypoBHS. Takxke ecTh mHpopMamus o0 OTIMYHAX H
yno0CTBaX penieHnusl ypaBHEHUH BBICOKOT'O YPOBHS.

Kiaro4yeBble cjioBa: ypaBHEHHE, YPaBHECHHUS BBICHIETO MOPSJKAa , KOPEHb,
dbopmyna Kapnano, cxema ['opHepa.

Abstract: The article provides information on several ways to solve high-level
equations. There is also information about the differences and conveniences of solving
high-level equations.

Keywords: equation, higher order equations, root, Cardano's formula,
Horner's scheme.

Algebraik tenglamalarni yechish yugori darajalar bitta noma'lum bilan eng giyin va
gadimiylardan biri matematik muammolar. Bu masalalar bilan antik davrning eng
ko'zga ko'ringan matematiklari shug'ullangan. n-darajali tenglamalarni yechish
zamonaviy matematika uchun ham muhim vazifadir. Ularga giziqish juda katta, chunki
bu tenglamalar maktab matematika dasturida hisobga olinmagan tenglamalarning
ildizlarini izlash bilan chambarchas bog'liq.O’quvchilar o'rtasida oliy darajadagi
tenglamalarni har xil usulda hal gilish ko'nikmalarining yo'qligi ularni matematika va
matematik olimpiadalar bo'yicha yakuniy attestatsiyaga muvaffagiyatli tayyorgarlik
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ko'rishga, maxsus matematik sinfda o'gitishga to'sqinlik giladi.n-darajali tenglamalarni
echishning eng oddiy usullariga ega bo'lish, ish natijasi va o'quv jarayonining sifatiga
bog'lig bo'lgan vazifani bajarish vaqtini gisqartiradi.

Ushbu magolada umumtalim maktablarining algebra va geometriya fanlarida algebraik
va geometrik masalalarni yechishda bir gator usullardan foydalaniladi. Shu jumladan
yuqori darajali tenglamalarni yechishda ba’zi qiyinchiliklarga duch kelamiz. Bu
qiyinchiliklarni hal etishda foydalanish uchun bir nechta usullar haqida ma’lumotlar
keltiramiz.

Yugqgori darajali tenglamalar

1-ta’rif. Ushbu aox"+ aix™+ ... +a.x+an=0, ao#0 (1) tenglama yuqori darajali
tenglama deyiladi.

Misol. 2x>+6x*-3x *+2 x 2-7x+6=0 beshinchi darajali tenglamadir.

Agar (1) da ao, a1,..., a nZ bo‘lsa, u holda (1) ni butun koeffitsientli yuqori darajali
tenglama deyiladi. Agar ao=1 bo‘lsa, u holda (1) ni keltirilgan tenglama deyiladi.

l1-teorema.Agar x"+ax"+...+a.xta,=0 (2)
butun koeffitsientli tenglama butun yechimga ega bo’lsa u holda bu yechim ozod

hadning bo’luvchisi bo’ladi.

| s bo ti. Teoremaning shartiga ko‘ra (2) butun koeffitsientli bo‘lib, butun x =k
yechimga ega, ya‘ni k" + aik™+ . . . + an-1k+ an=0 bo‘lib, bundan

an=k (- k- a;k"2- . .. -as.1) bo‘ladi.Hosil gilingan natijaning o‘ng tomoni ikkita butun
sonning ko‘paytmasi bo‘lganligi uchun a,: k bo‘ladi. Teorema isbot bo‘ldi.

2 - t e orema. Agar butun koeffitsiyentli (1) tenglama 2, (p, ) =1, ratsional ildizga

q 1
ega bo’lsa, u holda p ozod hadning bo’luvchisi, g bosh had koeffitsiyenti ao ning
bo’luvchisi bo’ladi.

Isbo t i. Teoremaning shartiga ko‘ra S, (p, ) =1 (1) ningildizi bo‘lgani uchun
14 n p n-—-1 p
=)" +ai(= + ... +an1 = +an=0 3
ao(q) al(q) alq a (3)
bo’lib, bundan

aop"+aip"iq+.....+an-1pq"+an q"=0 (39

hosil bo‘ladi. Bu (3¢) dan

ang"=p(-a0 p"t-a1 p*q- @ p"ig-... ... ... - an1q™) (4)
hosil bo‘lib, bundan an ning p ga bo‘linishi ko‘rinib turibdi. Xuddi shunga o‘xshash, (4)
dan aoning g ga bo‘linishini ko‘rsatish mumkin. Shu bilan teorema isbot qilindi.
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Yuqori darajali tenglamalarni yechishda asosan,ko’paytuvchilarga ajratish
usulidan,Gorner sxemasiga go’yish orgali ham tenglamaning ildizlarini topish balki
ildizlari joylashgan oraligni ham aniglash mumkin,bundan tashgari ,noma’lum
koeffitsientlarni kiritish usuli orgali ham tenglamaning ildizlari topiladi.

Namuna sifatida bitta masala ko’rsak :

Ushbu tenglamani ildizlarini topish talab qgilinsin.
X4+2x3+5x2+4x-12=0.
Yechish. Birinchi usul. Bu tenglamada an= 1 va ao,=-12 bo‘lgani uchun aoning

t1, £2, 3, 4,16, £12 bo‘luvchilarini yozib olamiz, so‘ngra Gorner sxemasi bo‘yicha
tenglamaning ildizlari to‘plamini aniglaymiz:

1 2 5 4 -12
1 1 3 8 12 0
-2 1 1 6 0

Demak, tenglamaning ildizlar to‘plami R da {1; -2}. So‘ngra
X*42)X3+5x2+4x-12= (x-1)(x+2)(x*+x+6)=0.

2 _
X+ x+6=0 —1+iv23
Bundan x—1=0 —> {x = > ,x=1,x=2}
x=2=0

Ikkinchi usul (ko’paytuvchilarga ajratish usuli):

X4+ 2X3+5)2+4X-12=( x4+2x3)+( 5x2+10x)-( 6x+12)= )(x+2)(x3+5x-6)=
=(x-1)(x+2)(x*+x+6)=0.

—1+iv23

Bundan, tenglamaning ildizlar to‘plami : {x = ,x=1,x=2}

Uchinchi usul: (noma’lum koeffitsientlarni kiritish usuli): berilgan tenglamani
X*+2x3+5x°+4x-12=(x*+ax+b)( x?+cx+d) ko‘rinishida yozib olib, qavslarni ochib
chigamiz, so‘ngra ko‘phadning ko‘phadga tenglik shartini hisobga olgan holda
a=1,b=2,c=1,d=6 ni aniglaymiz.

Shunday tenglamalar borki,ularni maxsus usullar orqali topishga to’g’ri keladi.
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Uchinchi darajali tenglamalarni Kardano formulasi yordamida yechish.

Kompleks sonlar maydoni ustidagi ushbu

ax3+bx?+cx+d=0, (1)

ko‘rinishdagi tenglama uchinchi darajali bir noma’lumli tenglama deyiladi.

(1) tenglamaning har ikkala tomonini a ga bo‘lib, ushbu tenglamaga ega bo‘lamiz:

b d
X3+=x2+ —x+==0 @)
a a a

(2)da (x = y- = ) almashtirishni kiritib:

(y- o) +2(y- =)+ (y-o)+3=0 @3

3a

tenglamani hosil gilamiz. (3) tenglamani soddalashtirgandan keyin

y’+py +g=0  (4)
ko‘rinishdagi tenglamaga ega bo‘lamiz. (4)tenglamadagi y o‘zgaruvchi o‘rniga ikkita

u va v o‘zgaruvchilarni y=u+v tenglik yordamida Kkiritamiz. Natijada
(u+v) +p(u+v) + g=0 yoki

w+vi+q+ @Buv+p)u+v)=0 (5)
tenglamaga ega bo‘lamiz. (5) da u va v larni shunday tanlaymizki, natijada

3uv+p=0 (6)
shart bajarilsin. Bunday talab qo‘yishimiz o‘rinli, chunki

tenglamalar sistemasi y berilganda yagona yechimga ega.

(5) dan

u+vi=-q. (7)

(6) dan udvi=- p*/ 27 bo‘lgani uchun u va v lar Viet teoremasiga asosan biror
72+qz-p*/27=0 ko‘rinishdagi kvadrat tenglamaning ildizlari bo‘ladi. Bu tenglamani
yechib

2 3
n=uw=-14 "4 2
2 4 27

2 3
=pd=_1_ (2, 23 @
2 4 27

ni hosil gilamiz. (8) dan
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3 2 3 3 2 3
u:\/_er a  r V= J_z_ a, r
2 4 27 2 4 27

lar topilib, u va v ning har biriga 3ta giymat, y o‘zgaruvchi uchun esa to‘qqizta qiymat
topiladi. Ulardan (6) shartni ganoatlantiruvchilarini olamiz. U holda (4) tenglamaning
barcha yechimlari topiladi.

Agar u, ue , ueg? lar topilib, (bundas soni 1 dan chigarilgan uchinchi darajali
ildizlardan biri, ya’ni u3=1) lar z1 ning uchinchi darajali ildizlarining qiymatlari bo‘lsa
unga mos z2 ning uchinchi darajali ildizlari giymatlari u, ue
,ue? dan iborat bo‘ladi.

Natijada (4) tenglama ushbu
y1= U4V, 2= Ue +, ve? | ys=ue? +ve (9)

ildizlarga ega bo‘lib, unda bo‘lganligidan &=- % +i \/73_) bo‘lganligidan
y1:u+v,y2:—%(u+v)+i \/; (u—v) Vs :—%(u+v)—i ‘/73_) (u—v) (10)

yechim hosil bo‘ladi. (10) va x= y - % ni e‘tiborga olib (1)tenglamaning

X=yl-—  X=y2-— Xs= y3 - — ildizlari topiladi.
Hagigiy koeffitsientli uchinchi darajali tenglamalarni tekshirish. Endi haqiqiy
koeffitsiyentli uchinchi darajali tenglama ildizlarini tekshiraylik. Quyidagi teorema
uchinchi darajali tenglamaning haqigiy va mavhum ildizlari sonini aniglaydi.

Teorema. Agar
x3+px+g=0 (11)
2 3
tenglama haqiqiy koeffistientli tenglama bo‘lib, A= % + 2% bo‘lsa, u holda
quyidagi mulohazalar o‘rinli bo‘ladi:
a)agar A>0 bo‘lsa, (11) tenglama bitta haqiqiy va ikkita o‘zaro qo‘shma mavhum
ildizlarga ega;
b) A=0 bo‘lsa, (11) ning barcha ildizlari haqiqiy va kamida bittasi karrali,
s)agar A<Q bo‘lsa (11) tenglamaning ildizlari haqiqiy va turlicha bo‘ladi.
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Isboti. @) A >0 bo‘lsa, u holda z1 va z2 ildizlar haqiqiy va har xil bo‘ladi. Demak,
ildizlardan kamida bittasi, masalan zi noldan farqli bo‘ladi.

soni z1 ning arifmetik ildizi bo‘lsin. Shuning uchun u haqiqiy son bo‘ladi. uv= - p/3
tenglikka asosan v ham haqiqiy son bo‘ladi. z1= z2 bo‘lganligi sababli uU® = V3 bo‘ladi,
bunda u = v munosabatning o‘rinli ekanligi ravshan. (10)ga asosan

y1=u+v,y2=-%(u+v)+i \/?g(u—v) y3=-%(u+v)-i ‘/Z—E(u—v) (12)

bo‘lib, u va v lar haqiqiy hamda turli sonlar bo‘lganligi uchun (12) da x1 haqiqiy, x2
va x3lar o‘zaro qo‘shma mavhum sonlar bo‘ladi.
b) A=0 bo‘lsin. Agar ) A=0 va =0 bo‘lsa, u holda z1=z2=- ¢/2 + 0 bo‘ladi.

u="> /_Tq son -g/2 ning arifmetik ildizi bo‘lsin. uv=-p/3 haqiqiy son bo‘lgani uchun

v=" /_Tq - haqiqiy son bo‘ladi, ya‘ni u=v = 0 bo‘ladi. (12) formulaga asosan x1=2u =0,

X2=x3=-U bo‘ladi. Shunday qilib q=0 bo‘lganda (11) tenglama uchta haqiqiy ildizga ega
va ulardan bittasi karrali bo‘ladi.

Agar A=0va g=0 bo‘lsa, u holda p=0 bo‘ladi. Bu holda (11) tenglama x*=0 ko‘rinishda
bo‘lib, x1=x2=x3=0 bo‘ladi.

) A <0 bo‘lsin. U holda  z;= ‘Tq +VA 2= ‘7‘1 — /A

Demak, z:, z, sonlari o‘zaro qo‘shma mavhum sonlar ekan. Shuning uchun ham
|21 | = |Zz | (13)

va Zi# 2 (14)

munosabat o‘rinli. (6) va (8) ga ko‘ra Us= 71, Va= Zp, uv=-p/3  (15)

bo‘lgani uchun (13) va (15) dan [u|®> = |v|3 bo‘lib, bundan (16)

kelib chigadi. (14) ga asosan u = v munosabat ham o‘rinlidir. (6)ga ko‘ra uv=-p/3
bo‘lib, bundan |u| - |v|:—§ kelib chigadi. Shartga asosan p<0. (16)ga ko‘ra

P _
up 1 (17)

tenglik bajariladi. (15) va (17) larga asosan

p p —-_ 7P

Ve ——=——.q=

3lul  3um . 3ul?

-u=u ya'ni

v=u (18)
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tenglik o‘rinlidir. (12)formuladagi v ni bilan almashtirsak va u = v ni e’tiborga olsak,
X1, Xz, X3 ildizlar haqiqiy va har xil ekanligi ma‘lum bo‘ladi. Haqiqatan ham (12)
formuladan x. # xs kelib chigadi.

To’rtinchi darajali tenglamalarni Ferrari usulida yechish

To‘rtinchi darajali tenglamani yechishning Ferrari usuli bilan tanishib chigamiz.Bu
usul bo‘yicha to‘rtinchi darajali tenglamani yechish biror yordamchi uchinchi darajali
tenglamani yechishga keltiriladi.

Kompleks koeffistientli 4-darajadi tenglama ushbu

xHaxd+bx?+cx+d=0 (1)

ko‘rinishda berilgan bo‘lsin. (1) ni x*+ax®=-bx?-cx-d ko‘rinishda yozib olib, uning

a? x?

ikkala tomoniga hadni qo‘shamiz va ushbu ko‘rinishdagi tenglamani hosil

gilamiz:

(x2+ﬂ)2=(a—2—b)x2—cx—d (2)

2 4

2

(2) tenglamaning ikkala tomoniga (x2 + %) y + y: hadni qo‘shib ushbu

(el = (Eober) 2+ (Z-)ar(Z-d) @

tenglamani hosil gilamiz. (3) ning chap tomonida to‘la kvadrat hosil bo‘ladi. O‘ng
tomonidagi uchxad esa y parametrga bog‘liq. Undagi y parametrni shunday tanlab
olamizki, natijada (3)ning o‘ng tomoni to‘la kvatrat bo‘lsin. Ma‘lumki Ax>+Bx+C=0
uchxad to‘la kvadrat bo‘lishi uchun B> 4AC=0 bo‘lishi yetarli. Haqigatan ham, bu
shart bajarilsa, B>=4AC bo‘ladi va

2

Ax?+Bx+C = Ax*+2\ AC x +C=(\/A_x + \/E) tenglamaga ega bo‘lamiz. Demak, y ni
2 2 2

shunday tanlab olamizki, natijada (% — c) -4 (a: — b+ y) (yz — d) =0 (4)

shart bajarilsin, ya‘ni y ga nisbatan uchinchi darajali tenglama hosil bo‘ladi. (4)shart
bajarilsa, u holda (3)ning o‘ng tomoni to‘liq kvadratga aylanadi. (4)tenglamani yechib
uning bitta ildizi yoni topamiz va uni (3)tenglamadagi y o‘rniga olib borib go‘yamiz. U
holda

2
(x2+%+2)=(ax+,8)2 (5)

2 2
tenglamani hosil gilamiz. (5) tenglamani yechganda quyidagi kvadrat tenglamalar
sistemasi hosil bo‘ladi:

(x2+a2—x+yz—0)=(ax+ﬁ)
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(2 +Z+2) = (—ax - p)

ayo
L_C

Bu yerda a=\/(a:2—b+y0) , =2

2a

Bu sistemani yechib berilgan (1) tenglamaning barcha yechimlarini topamiz.

Misollar.
1. x3-9x?+21x-5=0 tenglamani yeching.

Yechilishi. Bu yerda x=y+3 degan almashtirish olamiz. U holda y3-6y+4=0
tenglama hosil bo‘ladi. Demak, bizda p= -6, g=4 va A= %2 + 2%3

dan A= -4ni hosil gilamiz. A< 0 bo‘lganligi uchun berilgan tenglamaning ildizlari
haqiqiy va har xil bo‘lishi kerak. (8) dan

u=V—-2+4++v—4 =¥=2+2i

Endi - 2+2i ning moduli va argumentini topamiz:

r=y(4+4) =242

@ = arctg _iz =arctg (—1) = %ﬁ

Bundan kompleks sonlarni trigonometrik ko‘rinishga keltirish va ildiz chigarish
goidalariga asosan quyidagilarga ega bo‘lamiz:

-2+2j =2\/§(cos:%Tt + isin%1T )

31 31

—+21k —+2mk
ue = V=2 +2i 3\/ 2v/2 (cos 2 3 +i sin ) = 2 [cos (g + z%k) +
[ sin (g + zTnk)] ;k=0,1,2

Bu yerda k=0 deb olsak

uo=[cos (%) + i sin (%)] =1+i

(18) ga ko‘ra v =u . Demak, vo=1-i va yo= uo+vo= uo+u =2. (10) dan
Y1=-%(uo+t_¢o) +i\/;(uo —10)=-1-3

Y2=-% (uo+ﬁo)-i§(uo —10)=-1+/3
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Bu giymatlarni x=y+3 almashtirishga olib borib qo‘yib

X0=5, x1=2- V3 x,-2++3

berilgan tenglamaning yechimlarini hosil gilamiz.
2-misol. x*+2x3+2x?+x-7=0 tenglamani yeching.

Yechilishi. Bizning misolimizda a=2, b=2, c=1, d=-7. Shuning uchun ham (4)
y3-2y2+30y-29=0; A=0, B=0, C=29/4
ko‘rishda bo‘ladi. Shunday qilib berilgan tenglama

1 V29
XX+ o=

tenglamaga teng kuchli. Buni yechib berilgan tenglamaning yechimlarini hosil gilamiz.

1)x2+x+%=? 2) x2+x+%—@=0

D= (—1)*—4- G— @) >0 Xg.07

3- misol. x*-x3-3x?+5x-10=0 tenglamani yeching.

Yechilishi. Bu yerda a=-1, b=-3, ¢c=5, d=-10 va
(-y/2 - 5)2- 4(1/4 +3+y)(y*/4 +10) = 0

(y/2 +5)2- (13+4y)(y*/4 +10)=0
y?/4 +5y+25- 13y?/4-130-y3-40y=0
-y3-3y?-35y-105=0
-y?(y+3)-35(y+3)=0.

Demak yo= -3 va A=1/4, B= -13/2, C=49/4; .Shuning uchun ham berilgan tenglama
ushbu tenglamaga teng kuchli
X2-x[2-32=(x/2-7/2).
Bu tenglamani yechib berilgan tenglamaning yechimlarini hosil gilamiz.
3

2_ X _3_x_7
1) x 2 2 '2 2)'

X2—x +2 =06oD =12—-4-2 = -7<0

XE @
2_ X _3_, x,7
2) x >3 ( 2+2).
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Javob: x 1, = +\/5

Xulosa qilib shuni aytish mumkinki o’quvchilar yuqori darajali tenglamalarni
yechishda uchraydigan muommolarni hal etishda yuqorida keltirilgan uullarni
mukamma o’rganib olish katta ahamiyatga egadir.
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