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12-BOB

Ka'p o’zgaruvchili funksiyalar, ularning
limiti, uzluksizligi

«Matematik analiz asoslari» kursining 1-qismida bir o’zgaruvchili
lunksiyalar batafsil o'rganildi.

Matematika,. fizika, texnika va fanning hoshqa tarmaoglarida shunday funksi-
yalar uchraydiki, ular ko'p o'7garuvchilarga bog’liq bo'ladi. Masalan. doiraviy
silindrning hajmi

V=ar'h (12.1)
ikki o’zgaruvchi: r-radius hamda A#-balandlikka bog 'lig.
‘Fok kuchi
E
J= 2 (12.2)

ham ikki o°zgaruvchi: E—elektr yurituvchi kuch va R-qarshilikning funksiyasi
bo'ladi. Bunda silindrning hajmi (12.1) formula yordamida bir-biriga bog'liq
bo'imagan r va h 0’2garuvchilarning giymatlariga ko'ra, 1ok kuchi (12.2) formula
yordamida bir-biriga bog’liq bo’imagan £ va R o’zgaruvchilarning qiymatlariga
ko'ra topiladi. Shunga o'xshash misollami juda ko'plab keltirish mumkin.
Binobarin, ko’p o’zgaruvchili funksiyalami yugoridagidek chuqurroq o'rganish
vazifasi tugildi.

Ko’p o’zgaruvchili funksiyalar nazariyasida ham bir o zgaruvchili funksi-
valar nazariyasidagidek, funksiya va uning iimiti, funksiyaning uzluksizligi va
xakazo kabi tushunchalar o'rganiladi. Bunda bir o'zgaruvchili funksiyalar
hagidagi ma’lumotlardan mutiasil foydalana hariladi.

Ma'lumki, bir o’zgaruvchili funksiyalarni o’rganishni ularning aniglanish
10’plamlarini (sohalarini) o'rganishdan boshlagan edik. Ko’p o’'zgaruvchili
funksiyalarni o'rganishni ham ulaming aniglanish to plamiarini (sohalarini) bayon
ctishdan boshlaymiz.

I-§. R™ fazo va uning muhim to'plamlari

1. R™ fazo. mta Ay, A, ... A, {m>1, butun son) to’plamlarning Dekart ko'-
paytmasi ikkita A va ¥ to'plamlaming Deckart ko’payimasiga o'xshash
1a’'riflanadi. Agar 4, = 4, =.. = A, = R ba'lsa, u holda

AxA,x xA =RxRx. xR= {(xl,x,,., x.). x, € R.x,eR. X, € R}
bo'ladi. Ushbu

ix,x,....x.). x,e Rx,e R .x_eR}

to'plam R" to'plam deb ataladi. R™ 10'plamning elementi (x,.x,,.. ,x_} shu to'p-
lam nuqtasi deyiladi va u odatda bitta harf bilan belgilanadi: x=¢x, x,....x_).
Bunda x,.x,..x_ sonlar x nugtaning mos ravishda birinchi, ikkinchi. ... m-
koordinatalari deyiladi.

Agar x=(x,X,..X_JER", y=(y.y,..y.)eR” nuqtalar uchun
X, =y¥.x,=y,..x, =y, bo'lsa,uholda x = y deb ataladi.
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R" to'plamda ixtiyoriy x=(x,x,,...x )}, y=(y.y,..y,) nuqalami
olaylik.
I-ta’rif. Ushbu

p(x,y):JG,—x,f+0:,~x,r+___+(y~—xu)z=,v!:z‘(y,—x‘)) (12.3)

migdor x va y nuqtalar orasidagi masofa (Evklid masofasi) deb ataladi. Bunday
aniglangan masofa quyidagi xossalarga ega (bunda Vx,y,z€ R")

1) plx.y)20 va plx,y)=0e5x =y,

2) plx.y)=ply.x),

3) plx.2) < plx.y)+ ply.2).

Bu xossalami isbotlaylik (12.3) munosabatdan p(x.y) migdoming har
doim manfiy emasligini ko’ramiz. Agar p(x,»)=0 bo’lsa, unda y -x, =0,

$,-x,=0_y -x,=0ba’lib, x, =y, x,=y..x =y yani x=y bo'ladi.
Aksincha r=yp, ya'ai x, =y, X, =J,,..x_. =y, bo'lsa, u holda (12.3) dan
p(x,y) -0 bo'lishi kelib chigadi. Bu esa 1)-xassani isbotlaydi.

(12.3) muncsabatdan

p(x‘y)=J(yl _xl)2 +(yz -xly +"'+(y- _xny =
=l -9+ -y Y+ 4 -0 ) = plrx)
bo'ladi.
Masofaning 3)-xossasi ushbu
- K i o - .
Jz.:(a +b) S\!Z:a,’ +\g!;bj (124)
tengsizlikka asoslanib isbotlanadi, bunda a,.a,,....a,; b.b,,....b, ixtiyoriy hagiqiy

sonlar. Avvalo shu tengsizlikning to’g'riligini ko'rsataylik. Ravshanki, Vx e R
uchun

Ylax+5) 20.

tal

Bundan, x ga nishatan kvadrat uchxadning manfty emasligi

(gaf )x’ + (le:;a‘b. 23820

-l
kefib chigadi. Demak, bu kvadrat uchxad ikkita turli hagiqiy ildizga ega
bo’Imaydi. Binobarin, uning diskriminanti

DYDY +[ia_h l’ <0

i=l tml LX

4

bo’lishi kerak. Bundan esa

bo’lib,
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- - - o e im

Ya +3 b +23 ab < . qu,‘ +2)3a |28

-l =l 1=l RIR Vead Vel
bo’ladi. Keyingi tengsizlikdan esa

Ji(a, +b) SJia,’ +‘!2bf
sn] tel =l
bo’lishi kelib chigadi. Odatda (12.4) tengsizlik Koshi-Bunyakovskiy tengsizlik
deb ataladi.
Ixtiyoriy x=(x.x...x )eR, y=(y. 3,V )€k, z=(z,z. .z )ek

nuqualarni olib, ular orasidagi masofani (12.3) formuladan foydalanib topamiz:

o(x9)=, 0.3

-
VZe

o(v.2)= JZ:(:. -.v.)l. (12.5)
plxz)= [0 -x)

Endi Koshi-Bunyakaovskiy tengsizligi {12.4) da
a=y-x, b=:z-y (i=32_.m)
deb olsak. unda
a+b==z-x (i=}2, . .,m)
bo’lib,

T N XU %)
bo’ladi. Yuqoridagi {12.5) munosabatlami e’tiborga olib, topamiz:

p(x.2)s plx. )+ ply.2)-
Bu esa 3)-xossani isbotlaydi.

R™ 1ao'plam R™ fazo (m o’Ichovli Evklid fazosi) deh ataladi. Endi
R" fazoning ba’zi hir muhim 1o’ plamlarini kelliramiz.

Biror a =(a,.a,...a,)e R” nuglava r >0 sonni olaylik. Quyidagi
{x =(x, %,....x,)eR" . (x,~a) +(x,-a,) + . +(x.-a) ,<r'}, 12 6)
{x=(x‘.x,_.,_.x,,)e R (x,-a) +(x,~a,) + +(x,-a) <r }, (127)
ya'ni
{re B plra)sr},
{x e R plx.a)< r}
ta'plamlar mos ravishda shar hamda ochiq shar deb ataladi. Bunda a nugta shar

markazi, r esa shar radiusi deyiladi.
Ushbu

. fe(rxx)eR (x-af+(-af+ +(x-a)=r]

{xe R™ p(x.a)=r}
5
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1o’plam sfera deb ataladi. Bu sfera (12.6) va (12.7) to’plamlaming chegarasi
bo’ladi.
Ushbu
{x=(x,.x,,., x)eR - a<x<b a<x,<bh..a $x, Sb_.},
{x =(x,.x,. .x_ )eR" :a,<x <b,a,<x,<b,..a <x, < b.,}
to’plamlar (bunda a,.a,..a, b.b,...b, hagigiy sonlar) mos ravishda

parallelepiped hamda ochig parallelepiped deb atalad.
Ushbu
{x:(xl,_tl,.”,xm)e R %20 x20. . .x 20 x+x+ +x % h}
to’plam (m a’Ichovli) simpleks deb ataladi, bunda A- musbat son.
Yugqorida keltirilgan 10’plamlar tez-tez ishlatilib turiladi. Ular yordamida
muhim tushunchalar, jumladan atrof tushunchasi ta'riflanadi.
2" R" fazoda ochiq va yopiq to'plamiar. Biror x° =(x.x,,...x.)€R" nugta
hamda £ > 0 sonni olaylik.
2-ta’rif. Markazi x" nuqtada, radiusi £ > 0ga teng bec'lgan ochiq shar x°
nuqtaning sferik atrofi (£ atrofi) deyiladi va Uc(x“) kabi belgilanadi:
U,(x°)= {1 enR” p(,x._tn)< s}.
Nugtaning boshgacha atrofi tushunchasini ham kiritishimiz mumkin.
3-ta’'rif. Ushbu
=(x.x,. X )eR™ x0 -6, <x <x" +6) ne
Xy =8y <Xy < XS 40y L XS =0, <X, <X +f5..}
ochiq parallelepiped x" nuqtaning parallelepipedial atrofi deb ataladi va

Usa, 5. (x°) kabi belgilanadi.

Xususan 8, =8,= =45_-38 bo’lsa, (12.8) ochiq parailelepiped kubga
aylanadi va uni U, (x°) kabi belgilanadi.

1-lemma. 1° € R™ nugtaning har qanday U, (xo) sferik atrafi alinganda ham

har doim x° nuqtaning shunday Usgs, s, (x“) parallelepipedial atrofi mavjudki,
bunda

liss, 5. (x“)c U, (x“)
bo'ladi.
Shuningdek, x' nugtaning har qanday l')‘;lsz,‘,;_ (x") parallelepipedial atroft

olinganda ham har doim shu nugtaning shunday U‘(zu) sferik atrofi mavjudki,
bunda

UE(XO)C UJ‘JZUJ" (xo)
bo’ladi.
< x° e R” nuqtaning sferik atrofi

6
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U,(xu)= {,x €eR”: p(x.x")<£}

berilgan bo’lsin Bundagi ¢ >0 songa ko'ra & <7£ tengsizlikni ganoatlantiruv-
m

chi 6 > 0 sonni olamiz. So'ng x° nugtaning ushbu

U;(x°]={x =(x.%y. .%, )€ R x} -8 <x, <l +6
—b<x,<x3+8 10 -8<x, <x2+5)
parallelepipedial atrofni tuzamiz.

Aytaylik, x € U.(xu) ba'lsin. Unda |x, —x"’l <& (i=12...m) bo'lib,

Jz(x &) < 56t = dm

| P ]

bo'ladi. Yuqoridagi 8 < -+ tengsizlikni e*tiborga alib topamiz:
JZ

pxx) J:'(t -x, )<£

Demak, p(r,x")< €. Buesaxe (/.(x") ekanini bildiradi. Shunday qilib,
Vxe U..(xo) = x€ U,(x")

0a(x°)c U;(x")

ya'ni

bo’ladi.
x" € R” nuqtaning
lss, s, (x"): {x=(x.x,..x,)ER" ' x, -8 <x <x'+8,
Xy =8y <Xy <X2+ 8y X8~ 8, <x, <x2+8, )}
paralielepiped atrofi berilgan bo’lsin. Unda
E=min{é.6,...6,}

m

ni olib x" nuqianing sferik atrofi
Us(x°)= {x eR”. p(x.x°)< e}
ni tuzamiz.
Aytaylik x € U;(xu) bo’lsin. U holda

(x )= Z(x - x| )Z <e£s$8, (i=12...m)

ul

bo’ladi. Demak,

|x, - x| Sv!g(x, —xf’)2 <$, (i=12...m).
7
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Bundan esa x e Us4, 4

_{x°) bolishi kelib chiqadi. Shunday gilib,
Vxe Uz(xo) =xe€ U;,.;,,,,,;N (xu)
ya'ni
Us(x")c:i/o,sl . (x“)
bo'ladi.
Aytaylik, R™ fazova G to'plam berilgan bo’lsin: G R™.
4-ta’rif. Agar x° € G nugtaning shunday U (xo) atrofi (6 > 0) topitsaki,
Us()cG
ba'lsa, x° nugta G to’plamning ichki nugtasi deyiladi.
S-ta’rif. To'plamning har bir nugtasi uning ichki nugtasi bo'lsa, u ochig
to'plam deb ataladi.
12.1-misol. R™ fazodagi ochiq shar ochiq to’plam bo’lishi isbotlansin.
< Aytaylik,
A={xeR": p(x,x”)<r)
R™ fazodagi biror ochiq shar bo’lsin. Ravshanki, ze 4o p(:,x")< r.
Ushbu #, = r- p(z, x“) sonni olib, quyidagi
B={xeR": p(x.x°)<r, J
shami qaraymiz. ¥y € B uchun,

p(y,xo)‘; o(y.z)+ p(z,x°)< 5 +p(:,x°)

BcA

munosabatga ko'ra

bo’ladi. »
R” fazoda biror F to'plam va biror x° nuqta berilgan bo'lsin.
6-ta’eif. Agar
Vr>0 eFxzx’: xefxe R’”.'p(x.xu)< r)
bo’lsa, x° nugta F to'piamning limit nuqtasi deyiladi.
Masalan, ushbu
A={xeR" p x,1°)< r}
shamning barcha nugtalari uning limit nuqtalari bo’ladi.
7-ta’rif. F < R" to’plamning barcha limit nugtalari shu to’plamga tegishli
bo’lsa, F yopiq to'plam deb ataladi.
Masalan,
E={xeR": p(x,x°)§r}
yopiq to’plam bo'ladi.
Shuni ta'kidlash lozimki, ochiq va yopiq to'plamlar ta’riflarini ganoatlantir-
maydigan to’plamlar ham ko'pdir.
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Biror M c R™ to plamni garaylik. Ravshanki, R” ' M ayirma A to’plamni
R” 10" plamga to’ldiruvchi to’plam bo’ladi. (garalsin {-gism, I-bob. 1-§).

8-ta'rif. Agar x“(xo € R"’] nuqtaning istalgan ij") atrafida ham M to’p-
lamning. ham R™\ M 1a’plamning nuqtalari bo’lsa, x® nugta M to’plamning
chegaraviy nuqtasi deb ataladi. M to'plamning barcha chegaraviy nuqtalaridan
iborat to'plam A to'plamning chegarasi deyiladi va uni adatda (M) kabi
belgilanadi.

Bu tushuncha yordamida yopiq to’plamni quyidagicha ham ta‘riflash
mumkin.

9-ta'rif. Agar F(Fc R’"} to’plamning chegarasi shu to*plamga tegishii,
ya'ni 3(F)c F bo’lsa, F yopiq (o’plam deb ataladi.

Yopiq to'plamning yugorida keltirilgan 12.7- va 12 9- ta’riflani ekvivalent
ta‘riflardir.

Biror M c R™ to’plam berilgan bo’lsin.

10-ta’rif. Agar R™ fazoda shunday shar

U= {.x e R™ p(x.0)< r} (0=(.q,..,0)
topilsaki. M c U® bo'lsa, M chegaralangan to’plam deb ataladi.

Faraz gilaylik, x,(r) x,(r}....x,, (+) funksiyalarning har biri {a.b] segmentda
uzluksiz ho'lsin.

Ushbu

el . () (a<rsb) (12.9)
sistema yoki nuqtalar 10'plami R™ fazoda egri chiziq deb ataladi. Xususan,
xy=at+ . x,=a+ py. x, =a l+f,
(-o<t<+m, ), ay.....a,. b B, ...0, haqigiy sonlar va . a,,...a,, lar-
ning xech bo’ilmaganda bitasi noiga teng emas) bo’lganda (12.9) sistema R”
fazoda to’g’ri chiziq deyiladi.

R"™ fazoda ixtiyoriy ikkita x'=(x,%}....x,,) va x*=(x],x;....x_ ) nugtani
olaylik. Bu nuqalar orqali o’tuvchi to’g’ri chizig quyidagi

{x+elx=x) % +1(x;-x) . oxh+1(x, - X))} (o<t<ta) (12.10)
sistemasi bilan ifodalanadi. Bunda r=0 va /=1 bo’lganda R™ fazoning mos
ravishda x’ va x" nuqtalari hosil bo’lib, 0 £/ <1 bo’iganda (12.10) sistemz R™
fazoda x' va x" nuqtalami birlashtiruvchi 10’g’ri chizig kesmasi bo'iadi.

R™ fazoda chekli sondagi to'g'ri chiziq kesmalarni birin-ketin
hirlashtirishdan tashkil topgan chiziq, siniq chiziq deh ataladi.

M < R™ to'plam berilgan bo'lsin.

I1-ta’rif. Agar M to’plamning ixtiyorty ikki nugtasini birlashticuvchi
shunday siniq chiziq topilsaki. u M to'plamga tegishli bo'lsa, M bhaog’lamli
1o"plam deb ataladi.

12-ta’rif. Agar M c R” 1o'plam achiq hamda bog’lamli 10'plam ho’lsa, u
soha deb ataladi.

9
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R™ fazoda ochig paralielepiped, ochiq shar, ochiq simplekslar fazodagi
schalar bo’ladi.

2-§. R™ fuzoda ketma-ketlik va uning limiti
Natural sonlar to’plami N va R fazo berilgan bo’lib. f har bir s{ne N)
ga R" fazoning biror muayyan x™ =" x{" .. .x")eR” nugtasini mos
go'yuvchi akslantinish bolsin:
£ N >R yokin— x" =(x{" xf7__x™).
Bu akslantirishni quyidagicha tasvirlash mumkin:

1o x =(x{”.x§”..“.x,(,,”).
2_”/::___“{2;“\/11;'_"4'2)).

f N>R akslantmshmng tasvirlari (obrazlari) dan tuzilgan
x('),xm,.“,xr")....
to'plam ketma-ketlik deb ataladi va u lx"'} kabi beligilanadi. Har bir
X" e R™ (n=12. ) ni ketma-ketlikning hadi deyiladi.

Shuni ta'kidlash kerakki, {x"”} ketma-ketlikning mos koordinatalardan
tuzilgan {x,’"’} {xz“')}..., {x,"("’} lar sonli ketma-ketliklar bo'lib, ‘x"'} ketma-
ketlikni shu m ta ketma-ketlikning (ma'lum tartibdagi) birgalikda qaralishi deb
hisoblash mumkin.

1°. Ketma-ketlikning limiti.

R™ fazoda bicor

M x K (12.11)
ketma-ketlik hamda a = (a,.a,.....a,, ) € R™ nuqta berilgan bo’lsin.

13-ta’rif. Agar V£ >0 qlinganda ham, shunday n, € N topilsaki, barcha
n > ny uchun

p(x",a)<c
tengsizlik bajarilsa, @ nugta W™’} ketma-ketlikning limiti deb ataladi va
lim x" = a yoki n >« da x" - a kabi belgilanadi.

1-§da keltirilgan a nuqtaning £ -atrofi ta'rifini e'tiborga olib, {x"'} ketma-
ketlikning limitini quyidagicha ham ta'riflasa bo'ladi.

14-ta’rif. Agar a nuqtaning ixtiyoriy U, (a) atrofi olinganda ham. {x""}
ketma-ketlikning biror hadidan boshlab, keyingi barcha hadlari shu atrofga
tegishli bo'lsa, a nuqta {,r’”} ketma-ketlikning limiti deb ataladi.

10
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Agar (12.11) ketma-ketlik limitga ega bo’lsa, u yaginlashiiruvchi ketma-
kethk deb ataladi.

Limit ta'nfidagi sharni ganoatlantiruvchi ¢ mavjud bo’lmasa, {x('”} ketma-
ketlikning limitga ega emas deyiladi, ketma-ketlikning 0'zi esa uzoglashtiravchi
deb ataladi.

Shunga e’tibor berish kerakki, ketma-ketlikning limiti ta'rifidagi £ ixtiyoriy
musbat son bolib, no(noeN) esa £ ga (va, tahiiyki, qaralayotgan ketma-
ketlikka) bog’liq ravishda topiladi.

12.2-misol. R” fazoda ushbu {x"}= {( l . !

o J} ketma-ketlikning limiti
nn n

a={0,0,...0) bolishi ko'rsatilsin.

4 V¢ > 0 sonmi olaylik. Shu ¢ gako'ra n, = + 1 mi topamiz Natijada

barcha n > n, uchun

AT L | \ J_;(J;___JE <€
p(x 'a)_p[(n'nw.'n}(o'o """ O)Ji n Nn B Jm

+1

£
bo’ladi. Demak, ta’rifga ko'ra,
lim x* = lim(—' , ' ,...,—'} = (0.0... ,0) =q
n—ao n-mi\ N g n)

bo’ladi. »

berilganda ham, {,x('”} ketma-ketlikning biror n, hadidan boshlab keyingi hadlari
a nugtaning

1. (a)= {x e R": plx a)< s}
sferik atrofiga tegishli bo’ladi. Bu sferik atrof ushbu bobning 1-§dagi 1-lemmaga

muvofiq shu @ nugtaning U, (a) parallelepipedial atrofining gismi bo’ladi:
Uela)U.(a)
Demak, {x’” } ketma-ketlikning o'sha n, hadidan boshlab, keyingi barcha
hadlari a nugtaning U.(a) atrofida yotadi, ya'ni barcha n > n, uchun
MM eu (a)={{x,.x,...,x, ) R": a-£<x, <a, +&,

A, —EL Xy <Ay 6., G, —ELX, <a, +E)}
bo’ladi. Bundan esa, barcha n > n, uchun
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(n)

a-c<x™<a te,

n)
ay —E<X,

< a, + &,

a,~e<xM<a, +e
bo'lishi kelib chiqadi. Demak. V& > 0 olinganda ham. shunday # > n, topiladiki,
barcha n> n, uchun

‘I(n) ~al<e, l‘xg") —a)l<e, .., _aml <&

1 Xm

bo'ladi. Bu esa
(n)

limx,™ = a,
L g
tim xg") =a,
n-—»r

i (r) _
limx ' =a,
» -

ekanligini bildiradi.
Shunday qilib, R™ fazoda {'™}={d™ x(*/, ("} ketma-ketlikning limiti
a={a.a,. ..a,) bo'lsa, u holda bu ketma-ketlikning koordinatalaridan tashkil

topgan sonlar ketma-ketliklari {ﬂ"uﬂ"l....‘t’:" ham limitga ega bo'lib, ular
mos ravishda @ ougtaning ¢,,a,.....a,, koordinatalariga teng bo’iadi.
Demak,
lim x{" = a,

tim X = a,
; (2) ¢
imx'" =g= m (12.12)

n—-er

limx!" = a,,
" v

Endi R™ fazoda kebma-ketlikning koordinatalaridan tashkil topgan
H"uﬂz‘"l...,‘,\’_"} sonlar ketma-ketliklari limitga ega bo’'lib, ulaming limitfari

mos ravishda a = (a,.a,.. .a,)€ R” nuqta koordinatalari a,,a,,....a,, larga eng

bo’lsin:
timx;"™ = a,
-ou
limx{" = a,
n-oe
limx{" =a,
Lia o
12
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£

Limit ta’rifiga asosan. Ve>0 olinganda ham. T
m

ga ko'ra shunday

n5" e N topiladiki, barcha n > n§"” uchun

P>
‘x{"-—a,~<— .
' Vm

shunday #}”’ € N topiladiki, barcha r > r{?’ uchun

va xokazo, shunday #.™ € N topiladiki, barcha n > n™ uchun
W —a <
p e
boladi. Agar n, = max ", n?,.. nt? } deb olsak, unda barcha n >, uchun
bir yo'la

ix‘“‘—a;|<—€~ (t=12_.m)

bl 1 ‘/;

tengsizliklar bajariladi. U holda
!

% ""'“')"\/:. Jf..)?”‘

p(x“" a)<e

bo’lib. undan

bo’lishi kelib chigadi. Bu esa
f =
ekanini bildiradi.

Demek. j™}={e™ £, 2™} Ketma-ketlik koordinatalaridan tashiil
topgan Lﬁ" ”,4"’ l....{{:’} sonlar ketrma-kettiklarining limitlari mos ravishda
a=(a,,a,,...a,) nugta koordinatalari a, a,...,a,, larga teng bo'lsa, {x’"‘} ketrma-
ketlikning limiti yugaridagi ta’rif ma’nasida shu a nuqta bo'ladi:

limx" =aq,

n—en

ln <o

= limx™ =aq. (12.13)
limx™ =q, J
Yuqoridagi (12 12) va (12 13) munosabatlardan
13
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limx{"' = a,
”-ea
timx!" =a,
limx" =g faer T
f. os
. tal _
fimx' =a,
" e

ekanligi kelib chiqadi.
Shunday qilib, quyidagi muhim teoremaga kelamiz:
I-fevrema.  R™  fazoda {x’"’}= Al T x’"‘} ketma-ketlikning

a=(a,.a,...a,)e R” gaintilishi

M 5a {n - o da)
uchun n — o bir yo'la
»n
n ' a,.

.Ig.' - d,.

bo’lishi zarur va yelarli.

Ru teorema R™ fazoda ketma-ketlikning limitini o'rganishni sonli ketma-
ketliklarning limitini o'rganishga keltirilishini ifodalaydi. Ma'lumki, «Matematik
analiz asoslari» kursining 1-qism. 3-bobida ketma-ketligi va uning limiti batafsil
o'rganilgan.

2", Ketma-ketlik timitiga doir ba’zi tasdiglar

Soniar ketma-ketligi limiti hagidagi ma’lumotlar (tushuncha va tasdiqfar)
R™ fazo nugtalaridan iborat ketma-ketliklarda ham o’rinli bo’ladi. Quyida biz
ularni  keltirish  hilangina kifoyalanamiz (keltirilgan 1asdiglarni isbotlashni
o’guvchiga havola etamiz).

1) R” fazoda {;('”}= {{x{“).xg")... .xf:’)} ketma-ketlikning chegaralangan
bo“lishi uchun bu ketma-ketlik koordinatalardan iborat {x:'” : {x.’.."' l..., {x’_"} sonlar
ketma-ketliklarining har birining chegaralangan bo’lishi zarur va yetarli.

2) R™ fazoda {x’”} ketma-ketlik uchun V& >0 alinganda ham shunday
n, € N topilsaki, barcha n>n,, p>n, da

p(x”‘.x"‘)( c
tengsizlik bajarilsa, Lr"" fundamental ketma-ketlik deyiladi.

R™ fazoda {x"',z Kx{"_xg"’,..ﬂ.x,‘,,"')} ketma-ketlik fundamental bo’lishi
uchun bu ketma-ketlik koordinatalaridan ihorat {K:";{x;.'l....‘l':'} ketma-
ketliklarining har birining fundamental bo’lishi zarur va yetarli.

R" fazoda lr"’, ketma-ketlikning yaqinlashuvchi  bo’lishi uchun u
fundamental bo’lishi zarur va yetarli (Koshi teoremasi).

14
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r,(r,>0. n=12. ) bo'lgan
S, = S,,(a"').r,,)z {xe R™ p(x.a‘"’)*; r,,} (n=1.213_)
sharlar berilgan ba'lsin. Agar
$528,2.35,0..
munosabat o'rinli bo'lsa, {S,} ichma-ich joylashgan sharlar ketma-ketligi
deyiladi.
Agar R™ fazoda ichma-ich joylashgan sharlar ketma-ketligi {S,} uchun
lime,=0

bo'lsa, u holda barcha sharlarga tegishli bo’lgan a‘aeR") nugta mavjud va
yagonadir. (Ichma-ich joylashgan sharlar prinsipi).

4) R™ fazoda {x””}:

¥ ™ (PeR” a=12.)
ketma-ketlik berilgan bo'lsin. Bu ketma-ketlikning
A h,.. ny<n<. <n <. .meNk=12 )
nonerli hadlardan tashkil topgan ushbu
XM x| ) (x(’") € R’”)
ketma-ketlik {x’"‘} ketma-ketlikning qismiy keima-ketligi deyiladi va {,:"‘" kabi
belgilanadi.

Agar {x("‘} ketma-ketlik yaginlashuvchi ba’lib, uning limiti a(ae R”')
bo’lsa, bu ketma-ketiikning har ganday qismiy {x"”"} ketma-kettigi ham
yaginlashuvchi bo'lib, uning limiti ham o ga teng bo'ladi.

Har ganday chegaralangan {x’"‘l ketma-ketlikdan yaginlashuvchi gismiy
ketma-ketlik ajratish mumkin. (Baltsano-Veyershtrass teoremasi).

3-§. Ko'p o’zgaruvchili funksiya va uning limiti

1°. Funksiya. Biror M{M c R™) to'plam berilgan bo’lsin.

I5-ta’rif. Agar M to’plamdagi har bir x=(x, x,. ..x,) nuqtaga biror
goida yoki qonunga ko'ra bitta hagigiy san y{y € R) mos ga’yilgan bo'lsa, M
to’plamda ko'p o'zgaruvchili (m ta o'zgaruvchili) funksiya berilgan (aniglangan)
deb ataladi va uni

f (x.xy..x,) >y yoki y= flx.x,....%,) (12.19)
kabi belgilanadi. Bunda M -funksiyaning berilishi (aniqlanish) to'plami,
X,.X,.... X, erkli a'zgaruvchilar - funksiya argumentiari, y erksiz o'zgaruvchi -
X, Xy,...,. X, O'2garuvchilarning funksiyasi deyiladi.

(x.x,.....x,,.) nuqta bitta x bilan belgilanishini e'tiborga olib, bundan keyin
deyarli hamma vaqt (x,.x,.....x,) o'miga x ni ishlataveramiz. Unda yuqoridagi
(12.14) belgilashlar quyidagicha yoziladi:

15
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fix—oyyoki y= f(x) (xeR"’,yeRJ_
Funksiyaning berilish to’plamidan olingan x" € M nuqtaga mos keluvchi
¥, son y = f(x) funksiyaning x = x° nuqgtadagi xususiy gqiymati deb ataladi.
Masalan, f - R” fazodagi har bir x nugtaga shu nuqta koordinatalari
kvadratlarining yig'indisini mos qo'yuvchi qoida, ushbu
fxoaxiext+ . +xl, y=xl+xt+.+x2
funksiyani hosil giladi. Bu funksiya M = R™ to"plamda berilgan.
7{(x) funksiya Af < R™ to’plamda berilgan bo'lsin. Ushbu {f(x). x e M}
to’plam funksiya giymatlari to’plami (funksiyaning o’zgarish sohasi) deb ataladi.
R™" fazoning (x.v) (xe Ry = f(x)e R) nugtalardan iborat
ushbu
xS = xS x e £ () )
to'plam y = f(x) funksiya grafigi deb ataladi.
Masalan, m =2 bo’lganda (R? fazoda)
y=x.,%, y=x,x.y =J:(, -x!
funksiyalar grafigi (47-chizma) mos ravishda R' fazoda giperbolik paraboloid
(a), aylanma paraboloid {b) hamda yuqori yarim sferalar (s) dan iboratdir.

S S

47<chimma
16
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Mc R" o'plamda y= f(x)= f(x,x,,...x,) funksiya beriigan bo’lib,
X,.X,,.. X, larning har biri Tc R* (ke N) to'plamda berilgan funksiyalar
bo’lsin:

n=o)=00.0. 1)
X =9, (1): ‘Pz(‘.-’z--"-“ )
ra=0a(0)= tultrty 1)
Runda ¢=(t,t,...4,) o'zgaruvchi T c R* to’plamda o'zgarganda uvlarga

mos x =(x,,x;....x,) nugta M c R” to'plamga tegishli bo'lsin. Natijada y

o' zgaruvchi x= (x,,,\:2 ..... xm) o’zgaruvchi  orqali t=(t.0.00,)
0’zgaruvchilaming funksiyasi bo’ladi:
t>x >y,
(e, 8y, 1)~ (x50 ) = ¥),
y= £ =flpl b )@ty ty) @08 ).

Bu murakkab funksiya yoki f{(x) hamda ¢ (t) (1=1.2,..m) funksiyalar
superpozitsiyasi deb ataladi.

Elementar funksiyalar ustida qo’shish, ayirish, ko'paytirish va ho’lish
amallari hamda Ffunksiyalar superpozitsiyasi yordamida ko’p o’zgaruvchili
funksiyalar hosi! qilinadi. Ushbu

y=e"t  yoinfx +x,+ . +x,,
y= sin(x,xz)+ sin(xzxj)+ 4 sin(x,,, Xa)
funksiyalar shular jumlasidandir.

,/(x): f(x,,x: ,,,,, xm) funksiya M c R™ to’plam berilgan bo'lsin. Agar bu
funksiya qiymatlari vo’plami

Y= {f{xx, 0, Hnx, . x, ) € M)
yuqoridan {quyidan) chegaralangan bo'lsa, ya'ni shunday o'zgarmas C
(0’zgarmas P ) son topilsaki, ¥(x,,x,,.,x, )€ M uchun
flax,. . x,)<C  (f{x. x, .x, )2 P)
tengsizlik o'rinli bo’lsa, f{x)= f(x,,x,,....x, ) funksiya M to’plamda yugoridan
(quyidan) chegaralangan deb ataladi, aks holda, ya'ni har ganday katta mushat S

f(x?,xg,.‘.,x:,)>s (f(x?,xg, ‘.,xg)<—S)
tengsizlik o'rinli bo'lsa, f{x)= f{x,.x,.....x,) funksiya M to'plamda yuqoridan
(quyidan) chegaralanmagan deb ataladi.
Agar f(x)= f(x,.x,. x,) funksiya M to'plamda ham yugoridan, ham
quyidan chegaralangan bo'lsa, funksiya shyjg'plamda chegaralangan deyiladi.
12.3-misol. Ushhu
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W _
=X -x;-..-x,

funksiyaning aniglanish to’plami topilsin.
4 Qaralayotgan munosahat ma'noga ega bo’lishi uchun
l-x]-x;- . ~-x} 20,

;00
x? +x§ +..4+x,—=>0
4

bo'lishi kerak. Ravshanki,

l-xl-xl— - x220 = x}+x}+ +x2 <1 bo’lib,u R™ fazoda

ke R plx.0)31}
sharni (0 = (0.0, ..,0));

x,’+x§+...+xi~%>0 = x{ + x5+ +x:>% bo'lib, u R™ fazoda
{xeR"‘ :plx, 0)>%}

to’plamni (markazi 0=1(0,0,...0) nugtada, radiusi ; bo’lgan shar tashqarini)

ifadalaydi.
Demak, berilgan funksiyaning aniqlanish to’plami

ke R” p(x.0)5 l}m{xeR"’ - p(x.0)> ;}

bo’ladi.»

2" Funksiyaning limiti. R™ fazoda biror M to'plam olaylik. a nuqta
(a=(q,.a,. .a,)) shu to’plamning limit nuqtasi bo'Isin. U holda M to’plamning
nuqtalaridan a ga intiluvchi turli {1(”} (x’") eMx®zan=12 ) ketma-
ketliklar tuzish mumkin:

timx" =a.

Endi shu M to’plamda biror y = f{x) funksiya berilgan bo’lsin.

16.-ta’rif. (Geyne ta’rifi). Agar M 10'ptamning nugtalaridan tuzilgan 2 ga
intiluvchi har ganday {1"”} (x(”’ tan=12
ketma-ketlik olinganda ham mos {f(x"")} ketma-ketiik hamma vaqt yagona ¢
(chekli yoki cheksiz) limitga intilsa, e f{x) funksiyaning a nuqtadagi (yoki
x — adagi) limiti deb ataladi va u

lim f(x)=@a yoki x > a da f(x})>¢

kabi belgilanadi.

Funksiya limitini bashgacha ham ta'riflash mumkin.

17-ta’rif. (Koshi ta'riff). Agar ¥e >0 son uchun shundan & > 0 topifsaki,
ushbu 0 < p(x. a) < & tengsizlikni qancatlantiruvchi barcha x € M nuqtalarda
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Fx)-H<e
tengsizlik bajarilsa, & son f(x) funksiyaning a nuqtadagi (x - a dagi) limiti
deb ataladi.

18-ta’rif (Koshi 1a’rifi). Agar V& >0 son uchun shunday & >0 topilsaki,
ushbu 0 < p(x, a) < & tengsizlikni ganoatiantiruvchi barcha x e M nugtalarda

G)>e (fx)>e  flx)<~e)
bo'lsa, f(x) funksiyaning @ nugtadagi (x -» a dagi) limiti co(+ o0, —0) deyiladi.
Yugoridagi /im f{x)=6 yoki x—>a da f{x)—>e belgilashlarni,

x={x), X.... X, ) a={a,.0,. a,) hamda

yoki
x, a
X, »a
27" da flx,.x, .x,)>e

X, D a,
yozsa ham bo'ladi.
R™ fazoda biror M to’plam berilgan bo’lib, @ esa shu to’plamning limit
nuqtasi bo’lsin. Bu M to’plamda y = f(x) funksiya berilgan.
19ta’rif. (Geyne ta'rifi). Agar M to’plamning nugtalaridan tuzilgan har
qanday {x"”} ketma-ketlik uchun x**' - @ da mos {f(x""}} ketma-ketlik hamma
vagt yagona @ ga intilsa, ¢ f(x) funksiyaning x — oo dagi limiti deb ataladi va
lim f(x)=¢
£
kabi belgilanadi.
20-1a’rif. (Koshi 1a'rifi). Agar Ve > 0 son uchun shunday & > Q topilsaki,
ushbu p(x, 0)> & tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha x € M nuqtalarda

|f(x)-d <&

tengsizlik bajarilsa, a ns f(x) funksiyaning x — o dagi limiti deb ataladi va
lim f(x)=6

kabi belgilanadi.

Shuni ta'kidlash lozimki, funksiya limiti tushunchasi kiritilishida limiti
garalayotgan nugtada funksiyaning berilishi (aniglanishi) shart emas.
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l-estatma.  Yuqaridagi funksiya limitiga beriigan Geyne ta’rifining
mohiyati, har ganday {x‘"‘T(x(’” xf
mas {/(x('")} ketma-ketlikning limiti olingan {x“"} ketma-ketlikka bog liq
bo’lmashgidadir.

12.4-misol. Ushbu

¥a n=|, 2, - a) ketma-ketlik vehun

AN
Ax)=flx.5))= ﬁ\lx, +x;
0 .agarx!+x} -0 bo'lsa

,agar x; +x; >0 ba'lsa,

funksiyaning x = (x,.x,) > (0.0) (ya ni x;, >0, x, — 0) dagi limiti nol ekanligi
ko’rsatilsin.

4 Bu funksiya R* 10'plamda berilgan bo'lib, (0.0) nugta shu to’plamning
limit nuqtasi.

a) Geyne ta'rifi bo’yicha: (0.0) nugtaga intiluvchi ixtiyoriy
Pl ( {=), ("))—»(0 0) (yani x50 2 >0 3 =2(0.0)) ketma-ketlik

olamiz. Unga mos {f(x{'")} ketma-ketlik uchun quyidagicha
f(xrn;)= ( ™ )= x"xl” ’”_;WT_

J(x":) (xm;) \J(J"")' (I,,, \}x"_xn <

2
< | TNy
2\1, X3

bo'lib, x™ 50, x;”) -0 da

tim f(x"')]=

(1. 1;) ol0.0}
bo'ladi Demak,

X)X
tim  flx)= lim —2—
{2.22)(0.0) :; :6 !xl +X2

b) Koshi ta'rifi bo’yicha: V& >0 songa ko'ra & =2¢ deb olinsa, u holda
0 < p(x. 0) < d tengsizlikni ganoattantiruvchi barcha x nuqtalarda

V(x) q ‘ I|X’ {— x|[ }x? ’xl +x2 _p(x’ 0)(‘!'(5=£
IV"' + 2] Jx‘+x,2 2 2
tengsizlik o’rinli bo'ladi. Bu esa

lim ffx)—hm—):sz 0
' +lo.0) 5 me' - A

=0

ekanligini bildiradi. »
12.5-misol. Quyidagi

1) ) i B
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funksiyaning x = (x,.x,) > (0.0) ya'ni x, »0. x, »0 dagi limitining mavjud
emasligi ko’rsatilsin.

4Bu funksiya R?1(0,0) to’plamda berilgan ba’lib, {C.0) shu to’plamning
limit nugtasi

{0.0) nuqtaga intiluvchi ikkita

oy =(£'£]—»(o,o)

—ny (1
P

-\n,-;] +(0.0)

ketma-ketliklar olinsa, ular uchun mos ravishda

1
S <1 o
”l
b
n) 4 |
[(,l )gTﬂ‘—“__=T:-4_ni—’0
n‘ Iiz

bo'ladi. Bu esa x - (0.0) da berilgan funksiyaning limiti mavjud emasligini
bildiradi. »

3° Limitga ega bo'lgan funksiyalarming xossalari. Chekli limitga epa
bo'lgan ko'p o'zgaruvehili funksiyalar ham chekli limitga ega ba'lgan bir
o'zgaruvchili funksiyalarning xossalariga (qaralsin 1-qism, 4-beb, 4-§) o'xshash
xossalarga ega. Ularning isboti xuddi bir o’zgaruvchili funksiyalar xossalarining
isboti kabidir.

Riror M c R™ (o'plamda f{x) funksiya berilgan bo’lib, a(ae R"') nuqta
shu M to’plamning limit nugtasi bo'lsin.

1) Agar

fim f{x)= e

mavjud bo’lib, &> p(s<q) bo'lsa, a nuqtaning yetarli kichik atrofidagi
x€M (x=a) nugralarda f{x)> p (f(x) < ¢) ba'ladi. Xususan, 6 20 bolsa, u
holda a nugtaning yetarlicha kichik atrofida f(x)= 0 bo’ladi.
2) Agar
lim f{x)=¢
1 8
mavjud bo'lsa, a nuqtaning yetarlicha kichik U,(a) atrofida (xe M (1 24a)
nuqtalarda) f(x) funksiya chegaralangan ho’ladi.
Endi M c R”™ daikkita £,(x) va f,{x) funksiyatar berilgan bo'lsin.
3) Agar
{i':fs(x)= 8. {i’" f(x)=+n,
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ho'lib, a nuqtaning ¢/ {a) atrofidagi barcha x nuqtalarda (xe M NU, (),
£,(x)< £.(x)bo'Isa, u holda g, < &, ba'ladi.
4) Agar a nuqtaning U,(a) atrofidagi x € M U (a) nugtalarda

Alx)s flx)< fx)
bo'lib, x sa da f(x) va f,(x) funksiyalar limitga ega hamda

lim f{x)=lim f,(x)=e
bo'lsa, u holda F{x) funksiya ham limitga ega va
lim f(x)=6
ho’ladi.
S) Agar x »>a da f,(x) va f,(x) funksiyaiar limitga ega bo’'isa,
£{x)# £,(x) funksiyalar limitga ega bo'ladi va
lim(fi(x) 2 fo(x))= tim £,(x) lim fy(x).
6) Agar x—a da f(x) va f(x) funksiyalar limitga ega bo'lsa,
£{x)- £,(x) funksiya ham limitga ega bo'ladi va
il f,(x)- £(x)]= lim f(x) lim f(x).
7) Agar x —»a da f,{x) va f,(x) funksiyalar limitga ega bo'lib, lim f,{x)=0
f(x)
1(x)

bo'lsa, funksiya ham limitga ega bo'ladi va

o 12} 20)
mm -
' “fz(') {“:"fz(l)

2-eslatma. Bir o'zgaruvchili funksiyalardagidek x —a da f(x) va f,(x)
funksiyalar yig'indisi, ko'paytmasi va nisbatan iborat bo'igan funksiyalaming
limitga ega bo'lishidan bu funksiyalarning har birining limitga ega ba'lishi kelib
chigavermaydi.

3-estatma. Apar x > a da 1) f,(x) va f,(x) funksiyalaming har birining

f,(x)

limiti nol (yoki cheksiz) bo’lsa, '' % ifoda: 2) f,(x) >0, f,(x) » o bo’lganda
J2\X)

S(x)- £,(x) ifoda va nixayat 3) f,(x) va f,(x) wrli ishorali cheksiz limitga ega

bo’lganda f;(x)+ f,(x) yig’indi mos ravishda g (2

o

. 00, -0 ko'rinishdagi
anigmasliklami ifodalaydi.

Agar x s a da 1) £,(x) >0, £;(x) >0 bo'lsa, 2) f(x)->1 fr(x)—>
bo'lsa, 3) f(x)> o fy{x)=>0 bo'lsa, u holda [£;(x)**) mos ravishda

0°. 1 «” ko'rinishdagi aniqmaslikiamni ifodalaydi. Bunday anigmasliklar bir
o'zgaruvchili funksiyalarda garalganidek, £,(x) va f,(x) funksiyaning 0’z limit-
lariga intilish xarakteriga qarab ochiladi.
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4. Takroriy limitlar. Biz yuqorida f(x)= f(x,.x,...x_) funksiyaning
a=(a,,a,...a,) nugtadagi limiti

tim f(x)=e | lim f(x,.x,..x,)=8
e ' e
bilan tanishdik. Demak, funksiyaning limiti, uning argumentlari x,.x,....x
laming bir yo’la, mos ravishda a,,a,,.. ,4,, sonlarga intilgandagi limitidan iborat-
dir.
Ko'p o'zgaruvchili funksiyalar uchun (ulargagina xos ba'lgan) boshqa for-
madagi limit tushunchasini ham kiritish mumkin,
f(x,.x,.....x,,) funksiya M c R” 10'plamda beriigan bo'lib. a=(a,.a,. a,)
nugta A to'plamning limit nuqtasi bo’lsin. Bu funksiyaning x, -3 a, dagi
{boshga barcha o’ zgaruvchilami tayinlab) limiti
lim f(x,x,,...x,,
Xy ~say
ni garaylik. Ravshanki, bu limit, birinchidan bir o*zgaruvchili funksiya limitining
o'zginasi, ikkinchidan v x,,x,,....x, o'zgaruvchilarga bog'lig:
_‘{i";!.f(xlrxz---»'xn;)= ,(x,.%,...x,).

So’ng ¢,(x,.%,. .x,) funksiyaning x, — a, dagi (boshqa barcha o' 7garuv-
chilarini tayinlab) limiti
’II{':z o(x,.x:....x,.) = 0,(x.%,.....x,.)
ni qaraylik.
Yuqoridagidek birin-ketin x, - a,, x, -»a,....x, »u, dalimitga o’tib
tim  dim . lim f(x,.%,.,x,)
—y

B My 1y M, X
ni hosil gilamiz. Bu limit f(x,.x,.....x, ) funksiyaning takroriy limiti deb ataladi.
Demak, funksiyaning takrony limiti, uning argumentlari x,.x,,...,x, laring
har birining birin-ketin mos ravishda a,.a,....a,, sonlarga intilgandagi limitidan
iborat.
Shuni ham aytish kerakki, f(x,,x,.....x, ) funksiya argumentlari x,,x,....x,,

lar mos ravishda g,,0,.. .a,,

soniarga turli tariibda intilganda funksiyaning turli

1akroriy limitlari hosil ba’ladi.
12.6-misol. Ushbu
—._{__"é.-_-;,agarx,z +x; >0 bo'lsa
f(‘px})’ JX; +x,
I 0 ,a;gar‘vc‘2 +x; =0 bo'lsa
funksiyaning takrariy limitlari topilsin.

n
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4 Bu funksiyaning takroriy limitlari mavjud va ular ham 0 ga teng. Hagiqat-
dan ham,

I:m f(xl,x, = lim ..’_‘.‘_x’_. =0, [fim lim f(x,,xz) 0.

1, -40 ]x +x 1, 03

Shuningdek,

X
l:m f(x, xz)—‘l:%ﬁ=0, z’,‘_'?oxl,‘_’? flx.x,)=0.
Demak, berilgan funksiyaning takroriy limitlari mavjud va ular bir-biriga
teng. »
Bu funksiyaning (karrali) limiti 0 ga teng bo'lishini ko’rgan edi.
12.7-misol. Ushbu
2x, -
fix x)=4 x +3x-.
0 ,agarx, +3x,=0 bo'lsa
funksiyaning karrali va 1akroriy limitlari topilsin.
<4 Bu funksiyaning takroriy limitlari quyidagicha:

.agar x, +3x, 20 bo'lsa

. X, -x ! 2x, - 1
lim==2=—— lim lim =1 "2 =_
» s0x +3x, 3 1 wn0yx, +31:2 3

. 2x—x ., 2x~x
lim S22 =2 fim lim T2 =2
-0 + 3x, %0550 X, +3x,

Demak, berilgan funksiyaning takroriy limitlari mavjud bolib, ulaming biri
- % ga, ikkinchisi esa 2 pa teng.
Biroq x=(x,,x,)—(0.0) da f(x,.x,) funksiyaning (karrali) limiti mavjud

emas. Chunki {0,0) nuqtaga intiluvchi  ikkita x("]=[-|,-|J—>(O‘(]],
non

x¥ =£5 4J —0 ketma-ket!iklar olinsa. ular uchun mos ravishda \l n_t +l
nn

JTa e

nn
547 6 6 "4 . L
, J=——»~ bo'ladi. Bu esa {x,.x,)—(0.0) da berilgan funksiyaning
\nn; 17 17

(karrali) limiti mavjud emasligini bildiradi »
12.8-misol. Ushbu

|
x, + x, sin— apar x, =0 bo'lsa
fx x’)J T x '

1
0 .agarx, =0 bo'lsa

funksiyaning karrali va takrariy limitlari topilsin.
<4 Bu funksiya uchun
lim f(x,. x,)=x,, lim lim f(x,.x;)=0
0 -0 1, 0%, ->0

.}
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ho'lih, fim lim f(x, x,) mavjud emas. Demak, berilgan funksiyaning hitta tak-
130y, 40

roriy limiti mavjud bo'lib, ikkinchi takroriy limiti esa mavijud emas. Ammo

]f(xt_xz)—()1=l|x.'+xjsin: Shr| ¢ x| (x. »0)
[
munasabatdan (x,.v,) -+ (0.0) da f{x,. x,) funksiyaning (karrali} limiti mavjud
va
lim f(x,.x,)=0
x —0
¥y =0
bo'lishi kelib chiqadi. »
2-teorema. Agar 1) (x,. x,) > (x°. x',’) da f(x,.x,) funksiyaning (karrali)
limiti mavjud;
lim Slx.x;)=a,

X —x
£ —u;'

2) har bir tayinlangan x, da quyidagi
lim _f(X,, xz)= (P(XJ )a

I] —012
limit mavjud bo’lsa, u holda
lim fim Sf(x,.x,)

5 or X))
takroriy limit ham mavjud bo’lib,
lim lim f(x,.x,)=¢

1, S 1,7y
bo'ladi.
< f(x,.x,) funksiya (x, x,) - (x,o, xg) da karrali
lim S(x.x,)=a

[T N

Xy
limitga ega bo’lsin. Limitning ta’rifiga ko'ra, V£ > O son olinganda ham, shunday
4 > 0 topiladiki, ushbu

{(x|.x2)e R :‘x, - xf" < 6,’):2 - x| < 5}: M

to'plamning barcha (x,.x,) nugtalari uchun ,

1f(x, x,)-d <& (12.15)
bo’ladi. Endi teoremaning 2) shartini e’tiborga olib x, o’zgaruvchining
‘x, - x°‘ <& tengsizlikni ganoatlantiradigan qiymatini tayinlab, x, - x; da
(12.15) tengsizlikda limitga o’tib

|¢’(x|)_3‘ <g

ni topamiz. Demak. V&>0 son olinganda ham, shunday & >0 topiladiki,
‘x| - x;'f < § bo’lganda ’qa(x,)— & 5 £ bo’ladi. Bu esa

fim ¢(x)=a

F Bl 11
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bo’lishini bildiradi. Keyingi munosabatdan
lim lim f(x.x,)=6

N I
bo’lishi kelib chigadi. »

Qo'yidagi teorema xuddi shunga 0’xshash isbotlanadi.

3teorema Agar 1) (x, x,) > (x;’ X ) da f(x,.x,) funksiyaning karrali
limiti mavjud:

lim flx.x,)=6
Ilz *’I‘;
2) har bir tayinlangan x, da quyidagi
lim f(x, . xl) =¢lx,)

| i {Y
Himit mavjud bo’lsa, u holda
lim hm f (x,,x,)

Xz—”l: y —Cl|
takrariy limit ham mavjud bo’lib,
lim lim f (x.x,)=6

"J"'Z l, -“l
bo’ladi.
I-natija. Agar bir vaqtda yuqoridagi 2- va 3- teorcmalaming shartlari
bajarilsa, u holda
lim f(x|.12 = lim lim f(x,x,)= lim_lim_f(x,x,)

X —n, x,—xf 1, a3 1,07 5=y
£y}

bo’ladi.

§°. Koshi teoremasi (yaginlashish prinsipi). Endi ko'p o'zgaruvchili
funksiya limitining mavjudligi haqida umumiy teorema keltiramiz.

R" fazoda M to'plam berilgan bo'lib, a(ae R"') uning limit nugiasi
bo’lsin. Bu to’plamda f(x) funksiya berilgan.

19+4a'rif. Agar V¢ >0 son uchun shunday &>0 son tapilsaki, ushbu
0< p()-c,a)<5, 0< px,a)< 8 tengsizliklami ganoatlantiruvchi ixtiyoriy x va x

(x eMxe M) nuqtalarda
L/(x)- flx]<e

tengsizlik o’rinli bo’lsa, f(x) funksiya uchun a nugtada Koshi sharti bajariladi
deyiladi.

4-teorema (Koshi teoremasi). f (x) funksiya a nuqtada chekli limitga ega
bolishi uchun @ nugtada Koshi shartining bajarilishi zarur va yetarli.

<« Zarurligi. x > a da f(x) funksiya chekli limit

lim f(x)=4a
26
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ga cga bo’lsin. Ta'rifga binoan Ve > 0 son olinganda ham ; ga ko'ra shunday

5>0 topiladiki, ushbu 0< p{x.a)<5 1tengsizlikni qanoatlantiruvchi harcha
x(x € M) nuqtalarda

£
- < .
/(x)-o 3
jumladan 0 < p(x.a)( 6= ’f(x)— e‘ < g bo'ladi. Bu tengsizliklardan

/G- 7)< |7 Ge)-of # | r(x)- el <&

ba'lishi kelib chigadi

Yetarlitigi. f(x) funksiya uchun a nugtada Koshi shari bajarilsin, ya'ni
VYe>0 son olinganda ham, shunday &>0 topiladiki, ushbu
O0<plx.a)<s. 0<p(x.a)<5 tengsizliklarni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy x va
x (x.x € M) nuqtalarda

|r(x)- s(a)<e

bo'lsin. Bu holda f(x) funksiya x-»a da chekli limitga ega bo'lishini

ko'rsatamiz.
a nugta M to'plamning limit nugtasi. Shuning uchun M to’plamning

nugtalaridan lt’.]} (x" £a n=1, 2, ) ketma-ketlik tuzish mumkinki, bunda

linx™ =q

LA
bo’ladi. Limitning ta‘rifiga binoan, yuqorida keltirilgan & > 0 ga ko’'ra, shunday
ny € N topiladiki, harcha n>n, p> n, uchun 0 <p(x"", a)< 50 <p(x“", a) <
ba’ladi. Bu tengsiziiklarning bajarilishidan esa, shartga ko'ra:
|f(x”’))—f(x"')] <e
bo’ladi. Demak, {f(x"")} fundamental ketma-ketlik. Binobarin, {j(x"'))} ketma-

ketlik yaqginiashuvchi.
Bu ketma-ketlikning limitini 4 bilan belgilaylik:

lin f(x”'))= 8.
n—oa
Endi M to’plamning nuqtalaridan tuzilgan va a nuqtaga intiluvchi ixtiyoriy
{x } ketma-ketlik
;w —a (;m #a, n=) 2 .)

olinganda ham mos {/(}’“)} ketma-ketlik (u yuqorida ko'rsatganimizga binoan
yaqinlashuvchi bo’ladi) ham o’sha ¢ ga intilishini ko’rsatamiz.

Faraz gilaylik i 5a (K™a a n=1 2 .]lbo'lganda
« f('“” -
tn) .
bo'lsin. {x™ ], <" | ketma-ketlik hadiaridan ushhy

N
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e VN T LT 7
ketma-ketlik zaylik. Ravshanki, bu ketma-ketlik a (a € R’") ga intiladi. U holda
A le b e ) ) e ) (12.16)

ketma-ketlik chekli limilga ega. Uni ¢* orqali belgilaylik. Agar {f(x’"’)} va

(/(x'"))] ketma-ketliklarning har biri (12.16) ketma-ketlikning qismiv ketma-
ketliklari ekanligini e’tiborga olsak, u holda
f(x“")—» a* f(;'"l)a a*
bo’lishini topamiz. Demak,
¢*=g=¢'

Shunday qilib, f(x) funksiya uchun a nuqiada Koshi shartining
bajarilishidan M to’plam nugtalaridan tuzilgan va @ ga intiluvchi har qanday
(x"") (x"" 2a n=12 ) ketma-ketlik olingandz mos ketma-ketlik bitta
songa intiliskini topdik. Bu esa funksiya limitining Geyne 1a'rifiga ko'ra f{r)
funksiya a nuqtada chekli limitpa ega bo’lishini bildiradi. »

3-eslatma. Koshi sharti va Koshi teoremasi x —» o da ham yuqoridagipa
o’xshash ifodalanadi va isbot etiladi.

4-§. Ko'p o’'zgaruvchili funksiyaning uzluksizligi
1". Funksiya uzluksizligi ta'rifi. M c R" to’plamda f(x)= f(x, x,....x,)
funksiya berilgan bo’lib, ae M (@ =(u,.a;.... a,)) nugta esa M 10'plamning
limit nuqtasi ho’lsin.
19-ta'rif. Agar x — a da f(x) funksiyaning limiti mavjud bo’lib,
lim f(x)= f(a)

lim fx. X, x,)=fla, a,. . a,) (12.17)
n
bo'lsa, f{x) funksiya a nugtada uzluksiz deb ataladi.
20-ta’rif. (Geyne ta'rifi). Agar M < R” 10’ plamning nugtalaridan tuzilgan,
a (ae M) ga intiluvchi har ganday {x{")} ketma-ketlik olinganda ham, mos

{f(x"")} ketma-ketlik hamma vaqt f(a) ga intilsa, f(x) funksiya @ nugtada
uzluksiz deb ataladi.

21-ta’rif. (Koshi ta’rifi). Agar V¢ >0 son uchun shunday & > 0 topilsaki.
ushbu p(x.a) <& tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha x € M nuqualarda

[f(x)-fla) <&

tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya a nuqgtada uzluksiz deb ataladi.

Atrof tushunchasi yordamida funksiyaning uzluksizligini quyidagicha ham
ta'riflash mumkin.

28
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224ta’rif. Agar Ve>0 son uchun shunday &3>0 topilsaki, barcha
xeU;(a)NM nugtalarda f(x) funksiyaning giymatlari f(x)e U, (f(a)), ya'ni
xeUg(a)NM = f(x)e U (f(a))
bo'lsa, f{x) funksiya a nuqtada uzluksiz deb ataladi.
f{x)= f(x.x,....x, ) funksiyaning a =(g,,a,.....a, ) nugtada uzluksizligini
funksiya orttirmasi yordamida ham ta’riflash mumkin,
Funksiya argumentlarining orttirmalari
Ay =x,~a, M, =x,-a,...Ax, =x,~-a
ga mos ushbu
f(x)— f(a): f(xl'x2""'xm)_/(al-az""-am)=
= flo, + Ax,, a,+Ax,,...,a, + Ax, )~ f(a,.a,...a,)
ayirma f(x) funksivaning @ nugtadagi to'liq ortticmasi deb ataladi va Af yoki
Af(a) kabi belgilanadi:
Ala)= fla,+ Ax, a, + Ax,.....a, + Ax,, )~ fla.ay,...0,).
Quyidagi
f(al +Ax, a,, ..., a,)- f(al'GZ““'am )
fla,. a,+ 4x,, a,..., a )- fla,.a,..a,)

fla, ay ....a, , a,+4x,)- fla.a,..a,)
ayirmalar f(x) funksiyaning a nugtadagi xususiy orttirmalari deyiladi va ular
mos ravishda A, f. A, f.... A f kabi belgilanadi.
Yuqoridagi (12.17) limit munosabatdan topamiz:
lom f(x)= fla) = lim[f(x)- f(a)}=0.
Natijada (12.17) tenglik quyidagi
limAf(a)=0ya'ni lim Af{a)=0
—a Ar) 0
Arg 20
ko'rinishga keladi. Demak, f(x) funksiyaning & nuqtadagi uzluksizligi

0

lim Af(a)=0 Jim Af(a)

\‘\'"‘o ’

kabi ham ta'riflanishi mumkin ekan.

23-ta’rif. Agar f(x) funksiya M(M c R”) to’plamning har bir nuqtasida
uzluksiz bo'lsa, funksiya shu M to’plamda uzluksiz deb ataladi.

12.9-misol. Ushbu
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XX

N 1, .
I, 12) 7:: agar v, +x;, 20
0 ,agarxf+x§=0
funksiya uzluksizlikka tekshiritsin.
<«Ravshanki, bu funksiya R’ da aniglangan. Aytaylik (1?,;?): (0.0)
bo'lsin. Limit xassalaridan foydalanib topamiz:

lim (x,.x,)
X x 0 ey
. - x;
lim flx,. x,)= lim ,‘—2—1= R = 1 _—f( X7, xS )
o e Jxl e xd him \jx, +x; J, ox
X, -4x3 0 .ry £ ! ?

x -u
{" x2)=(0.0) bo'Igan holda
lim S{x..x,)=0= £(0.0)
P
130
ba'ladi (qaralsin, 12.4-miso!).
Demak, berilgan funksiya R? da uzluksiz.
24-ta’rif, Agar x - a da f(x) funksiyaning limiti mavjud bo'lmasa, yoki
fim f{x)=
yoki funksiyaning limiti mavjud, chekli bo’lib,
lim /(x)= 0% fa)
bo’lsa, funksiya a nugtada vzilishga ega deb ataladi.
12.16-misol. Ushbu
flx x)= {x,’ +x3 agar (x,x,) #(0,0) bo'lsa,
ST I, agar{x,x,)=(00) bo'lsa
funksiya uzluksizlikka tekshirilsin.
4Bu funksiya R? 10" plamda berilgan bo’lib, uning (0. 0) nuqtadagi limiti
‘Ilinof(x,_x,)=0¢ f(0.0)=1
1,0
bo'ladi. Demak, berilgan funksiya (0, 0) nuqtada uzilishga ega, qolgan barcha
nuqtalarda uzluksiz. »
12.11-misol. Quyidagi
flom)= | el +L§ —agar x} +x; #1 bo'lsa,
0 .agarx’+x; =] ho'lsa
funksiya uzluksiziikka tekshirilsin.
4 Bu funksiya {(x,.xl)e R x} +x; = I} to plamning har bir nugtasida uzi-
lishga ega bo'ladi, chunki {x, x,) - (xf’_x;) (x:" + x;" = I) da f{x,.x,) funksiya-
ning chekii limiti mavjud emas. »
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2" Utluksiz funksiyalar ustida arifmetik amaliar. Murakkab Sfunksiyaning
uzluksizligi.

S-teorema Agar  f(x) va f,(x) funksiyalaming har biri M c R"
to’plamda berilgan ba’lib, ular a € M nugqtada uziuksiz bo’isa,

S0 40, £le) fla) hamda L) ()2 0)

£:(x)
funksiyalar ham shu nuqtada uzluksiz bo’ladi.
<4 Bu tearemaning isboti, limitga ega bo'lgan funksiyalar ustida arifmetik
amallar hagidagi ma’lumotlardan (ushbu bobning 3-§ dagi 5, 6 va 7- xossalar)
bevosita kelib chigadi. »

Faraz qilaylik, M cR™ 10'plamda y= f(x)= f(x,.x,...x,) funksiya
berilgan bo'lib. x.x,,. .,x, laming har bir T < R* (ke N) to’plamda berilgan
funksiyalar ba'lsin:

=)=l 5. 1)
x, = @)= 0,1, 15....1,)

xl!l = wm(’)= (pm(ll ”1"""‘)
Biz 1=(f.4,...4)€T bo'lganda unga mos x=(x,.x,...x,}eM deb
garaymiz. Bu funksiyalar yordamida

y=rodt ) @ ) @ (0 )= Ottt ) = D)
murakkab funksiyani tuzamiz.

6-teorema Agar ¢ {1)=9/(,.1,. .1,) (=12 . .m) funksiyalaming har
bir ¢ = (l, £, lf‘) nugtada uzluksiz ba'lib, f{x)= f(x.x,
= (t, A ..,,,t,) nuqtaga mos

S TN | P 'R W N V) PN

nuqtada  uzluksiz bo’lsa, y=®(r)=®(, 1, .1,) murakkab funksiya
1° = (tjo,t;' ..... tf') nugtada uzluksiz bo’ladi.

qx=¢()=¢.t...0,) (=12 .m) funksiya ¢° =(¢?.(§, (:')
nuqtada uzluksiz bo'lsin.

..... x, ) funksiya esa

T c R' to’plamda (° = (t,° 5. . t,) nuqtaga intiluvchi ixtiyoriy

b=l ) mer2)

ketma-ketiikni olaylik. U holda uzluksizlikning Geyne ta'rifiga ko'ra

’/ula' ,.“w‘(‘u)/-l ."..: *W;o“ u "‘.);_[?,

P "'"vtl" DAL -w‘-(l no 4)=1.

] el ) veli )
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bo ladi.

Geyne 1a’rifiga ko'ra
- x?
.M

a
A X
2 2 -:f(x,'"}.xg”/,...,x':') *](x:'t:x,?,)

A )

bo'ladi. Demak, £ ¢, £ > 4§....£" > 1 da

solim i) eyl ) el )

A QRO YAy R M A |
Bu esa y= fl@ (6,050, @000 ) 0, {0ty ) = DAty i)
funksiyaning 1° = (l,"lo lf) nuqtada uzluksiz ekanligini hildiradi. »

$-§ Uzluksiz funksiyalarning xossalari
Biz quyida ko'p o’zgaruvchili uzluksiz funksiyalaming xossalarini
keltiramiz. Bunda bir o’zgaruvchili uziuksiz funksiyalarning xossalari to’g risida
ma’lumoltlardan to’la foydalana boramiz.
Ko'p o'zgaruvchili uzluksiz funksiyalar ham bir o’rgaruvchili uzluksiz
funksiyalaming xossalari kabi xossalarga ega.
1" Nugtada uzluksiz bo’lgan funksivalarning xossalari (lokal xossalari).

f{(x) funksiya M(M c R"') to plamda berilgan ha'lib, x° € M nugtada uzluksiz
ho'lsin. Bunday f(x) funksiyaning x° nuqtaning yetarli Kichik atrofi
U, (x“)c A dagi xossalarini (lokal xossalarini) o’rganimiz.

1) Agar f(x) funksiya x°e M nuqtada uzluksiz bo’lsa, u holda x°
nugtaning yetarli kichik atrofida funksiya chegaralangan bo'ladi.

4 Funksiya uzluksizligi ta’rifiga ka'ra

fim f(x):f(x°)
bo'lib, undan f{x) funksiyani x° nugtada chekli limitga ega ekanligi kelib
chigadi. Chekli limitga ega bo’lgan funksiyaning xossalaridan esa, s{(x) funk-
siyani x° nuqtaning yetarli kichik atrolida chegaralanganligini topamiz. &

2) Agar f(x) funksiya x° nugtada uzluksiz bo’lib, f()'o?)O (f(x°)<0)
bo’lsa, x° nuqtaning yetarli kichik atrofidagi x nugtalada f(x)>0 ( f{x)<0)
bo’ladi.

4 Funksiya x° nuqtada uzluksizligi ta'rifiga ko’ra, V& > 0 olinganda ham
shunday & > Q topiladiki, barcha x € U,,(x“)ﬂ M nugtalar uchun

S6)-e< 1)< 1) e
bo’ladi.
2
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Bu erda £= f(x°)>0 (agar f(xo)<0 bo'lsa, & =—f(x°)) deb olsak,
fikrimizning tasdig'iga ega bo'lamiz. »

Demak. f(x) funksiya x” nuqtada uzluksiz va _f(xa)atO bo'lsa, x° nuqta-
ning yetarli kichik atrofidagi x ougqtalarda funksiya qiymatlarining ishorasi f(x°)
ning ishorasi bilan bir xil bo’lar ekan:

signf(x) = signf (xo).
3) Agar f(x} funksiya x° nugtada wzluksiz bo'lsa, x° nuqtaning yetarli
kichik atrofidagi x'e M, x" € M nuqtalar uchun
)= (7)< &
tengsizlik o'rinli bo’ladi.
4 f(x) funksiyaning x" nugiada uzluksizligiga asosan, V& >0 olinganda

ham g ga ko'ra shunday & > 0 topiladiki, barcha x e U, (x") nugqtalar uchun

)= sl <?
2
bo’ladi. Jumladan, x'e U‘,-(x“), x"e UJ(XO) nuqtalar uchun ham
- s60) <5 ) )<
tengsizliklar o'rinli ho'ladi. Keyingi tengsizlikiardan esa i/{x")~ f{x") <z
bo'lishi kelib chigadi. »

2. To'plamda uzluksiz bo'lgan funksipalarning xossalari (global xossala-
ri). Endi M c R" 10’plamda uziuksiz bo’lgan funksiyalaming xossalarini (global
xossalari), anigrog'i f(x) funksiya giymatlaridan iborat {j(x),' xe M}
to'plamning xossalarini o’rganamiz.

I 7-tearema (Boltsano-Koshining birinchi teoremasi),

f{x)= f(x,x,....x,) funksiya bog’lamli M < R” to'plamda uzluksiz
bo'lsin. Agar bu funksiya to’plamning ikkita a = (a,,a,,.. @, ) va e =(s,.6,,..6, )
nuqtasida har «xil ishorali qiymatlarga ega bo’lsa, u holda shunday
c=(c.c,, ¢, )e M nugta topiladiki, bu nugtada funksiya nolga aylanadi:

f©)=flei.cic0) = 0.

<Aniqix uchun  f(a)= fla,.a,,....a,) <0, fl6)=/(s.5,. .. 6,)>0
bo'lsin. M c R™ bog'lamli to’plam bo'lgani uchun bu a va & nugtalami
birlashtiruvchi va M ta’plamda yotuvchi siniq chiziq topiladi. Bu siniq chizig
uchlari bo'lgan nuqgtalarda /(x) funksiyaning qiymatiarini hisobiab boramiz.
Bunda ikki xol yuz beradi:

1) Sinig chiziq uchlarining birida f(x) funksiya nolga aylanadi. Bu holda
siniq chizigning shu uchini tcoremadagi ¢ nugia deb olinsa, f(c):() ba'lib,
tcorema isbotlanadi.

Kt
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2) Siniq chiziq uchlarida f{(x) funksiya nalga aylanmaydi. Bu holda sinig
chiziqning shunday kesmasi topiladiki, uning uchlarida f{x) funksiyaning
qiymatlari har xil ishorali bo'ladi. Siniq chizigning xuddi shu uchlarining birini
a'=(a,.4,. .a,) bilan, ikkinchi uchini esa & =(4].6,.. .6,) bilan belgilasak.
unda

f@)= fla 4. a,)<0,
f8)= f(s.6}....6,)> 0
bo’ladi. Sinig chizigning bu kesmasining tenglamasi ushbu
x=a+Hs —a))

x, = dy + s} - a}).

g —dl + (el - dl)
{0 < £ < i) ko'rinishda yoziladi.

Agar o'zgaruvchi x = (x,.x,....x,)€ M nuqtani siniq chizigning shu kes-
masi bo’yichagina 0'zgaradi deb olinadigan bo'lsa, u holda f(x)= f(x,.x,. ..x,)
ko'p o'zgaruvchili funksiya quyidagicha

FO)= £(a 4 s, - @) @, + (e} - 0t ).....c, + ey — )
hitta ¢ o’zgaruvchining murakkab funksiyasi bo'lib qoladi. Murakkab
funksiyaning uzluksizligi haqidagi teoremaga ko'ra F(;) funksiya [0, ]]
segmentda uzluksizdir. ikkinchi tomondan /=0 va t=1 da bu funksiya turli
ishorali giymatlarga ega:
F(0)= f(a).a,. .a,)<0,
F(1)= /(4;.6;....6,)>0.

Shunday qilib, F(r) funksiya [0.1]segmentda uzluksiz va shu segmentning
chetki nugtalarida har xi! ishorali giymatlarga ega. tJ holda 1-qism, 5-bob, 6-§
dagi 5-tcoremaga ko'ra, {0.1) intervalda shunday 1, nuqta topiladiki,

Fli,)=0
bo’ladi. Demak,
Flto)= fla; + 1,(6] - a)). @ +1o{e3 - a)) ... @), + 1,(6}, ~ 4, )= 0.
Agar
¢ = a,+1o(s) - a)
¢, =ay + {6, - a3).
¢, = a, + (e, —a,)
deb olsak, ravshanki, c=(c,.¢,. .c,)e M va f(c)= f(c,.c;. ..c,.)= 0 bo’ladi. »
Quyidagi teorema ham shunga o'xshash isbotlanadi.
18-teorema (Boltsano-Koshining ikkinchi teoremasi). f(x)=f(x.x,. x,)
funksiya bog’lamii Af ¢ R” to’plamda uzluksiz bo’lib, A to'plamning ikkita
a=(a,.a, ..a,) va 6=(6.6, ..6,) nugtasida f(a)= 4, f(8)=8. (A =B)

]
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qivmatlarga ega bo’lsin. 4 va V orasida har qanday C son alinsa ham A
to"plamda shunday ¢ = {c,.c,. ...c,,) nuqia topiladiki.
fle)= fle.cp....c.))=C

bo’ladi.

19-tearema (Veyershtrassning birinchi teoremasi). Agar f(x) funksiya
chegaralangan yopiq M c R™ 10’plamda uzluksiz ba’lsa, funksiya shu M
to’plamda chegaralangan bo’ladi.

4 Teskarisini faraz gilaylik, ya'ni f(x) funksiya chegaralangan yopiq M
to'plamda uzluksiz bo‘lsa ham, u shu to'plamda chegaralanmagan bo'lsin. U
halda Vne N uchun shunday x'™ e M nugta topiladiki,

() > n (12.18)
bo'ladi. Bunday nuqtalardan Lx"’} (x"“ eM n=12, ) ketma-ketlik zamiz.

Modomiki, M to’plam chegaralangan ekan. unda “"", ketma-ketlik ham
chegaralangandir. Boltsano-Veyershtrass teoremasiga (ushbu bobning 2-§ iga)

=

ko'ra {x("’} ketma-ketlikdan yaqginlashuvchi bo’lgan gismiy ketma-ketlik

ajratish mumkin: {x""}—* 2’ (k >x). M yopiq to'plam bo’lgani uchun

x° e M bo'ladi. f(x) funksiyaning M to’plamda uzluksiz ekanligidan esa
s 1(e)

bo’lishi kelib chigadi. Natijada bir tomondan (12.18) munosabaiga ko’ra
ﬂj(’u, 1) >n
(]

ya'ni _f(x’"")—;cc {k - «) bolsa. ikkinchi tomaondan ](1""‘)-» f(x") bo’lib
qoldi. Bunday ziddiyat f(x) funksiyani M to’plamda chegaralanmagan deb
olinishi ogibatida kelib chiqadi. Demak, f(x) funksiya M to’plamda
chegaralangan. »

20-teorema (Veyershtrassning ikkinchi teoremasi). Agar  f(x) funksiya
chegaralangan yopiq M © R™ to’plamda uzluksiz bo’lsa, u shu to’plamda o’zi-
ning aniq yugori hamda anig quyi chegaralariga erishadi.

Bu teoremaning isboti 1-qism, 5-bob, 6-§ dagi 8-teoremaning isboti kabidir.
Uni isbotlashni o’ quvchiga havola ctamiz.

6-§. Ko'p o’zgaruvchili funksiyaning tekis uzluksizligi.
Kantor teoremasi
f{x) funksiyva M < R™ t0’plamda berilgan bo’lsin.
24-ta'rif. Agar Ve>0 san uchun 8>0 topilsaki, M to’plamning
p(x’, x")< & tengsizlikni qancatlantiruvchi ixtiyoriy x' va x* (x'e M. x" e M)
nuqtalarida
IF(x)- )< e
tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya M to’plamda tekis uzluksiz funksiya deb
ataladi.

35
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Funksiyaning tekis uziuksizligi ta’rifidagi & >0 son £> 0 gagina bog’liq
bo’tadi. Ravshanki, agar f(x) funksiya M c R™ to’plamda tekis uzluksiz bo'Isa,

u shu 10'plamda uzluksiz bo’ladi.
12.12-misol. Ushbu
Jx.x)= x{ +x3
funksiyaning D = {(x,_xz)e RY xl+x;< I} to’plamda tekis uzluksiz bolishi
korsatilsin.

4 Y& > 0) sonni olib, unga ko'ra topiladigan & > 0 sonni & <§ deb alsuk. u

holda

ple'.x)= pllxt. ;)" xp) = T - )+ (7o - %) < 5

tengsizlikni qanoatlantiruvchi ¥(x].xj)e D, ¥(x}'x;)e D nugtalar uchun
1. x)- FGenes) =[x+ () - (o + () =
Rt CREH N CEEH B P M EE RIFEETE
+2J(x - XY +(x,-x}f =45 <&
bo'ladi.

Demak, berilgan funksiya D < R? 10’plamda tekis uzluksiz. »
11-teorema. (Kantor teoremusij. Agar f(x) funksiya chegaralangan vopiq

M(M c R'") 10°plamda uzluksiz bo’lsa, funksiya shu w’plamda tekis uzluksiz
bo’ladi.

4 Feskarisini faraz qilaylik, ya'ni f(x) funksiya chegaralangan yopiq M
to’plamda uzluksiz ho’lsinu, ammo tekis uzluksizlik ta’rifidagi shart bajarilmasin.
Bu holda biror £>0 son va ixtiyoriy &3>0 son uchun M to’plamda
p(x' x*)< 5 tengsizlikni ganoatlantiruvchi shunday x' va x* (x'e M. x" e M)
nuqtalari topiladiki.

x)-16) 2
bo’ladi.
Nolga intiluvchi musbat sonlar ketma-ketligi 8,,8,,....8,. ni olaylik:
5,0 {5,>0. n=12.). (1219

Farazimizga ko’ra, yugoridagi £ >0 son va ixtiyoriy &,>0.(n=12 )

uchun M to’plamda shunday @™ va &/™’ (n =12, ) nuqtalar topiladiki,
p(a(l;'&m)<6| va ff(am)-f(ﬂmlz c

p(a(“ .e’“) <8, va ‘f(a(z))— f(e(z]] 2&

...................................................

bo’ladi.
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Modomiki, M - chegaralangan to’plam va @’ e M (n=1,2, . ) ekan, unda
Roltsano-Veyershtrass tearemasiga ko'ra {a'"’} ketma-ketlikdan yaqinlashuvchi
qismiy "p"" / } ketma-ketlik ajratish mumkin:

lima'™ =qa°. (12.20)

k.oes
M yopiq to’plam ho’lganligi sababli a" € A bo’ladi. Yuqoridagi L""}
ketma-ketlikdan ajratilgan {a"’"} qismiy ketma-ketlikning limiti ham &° ga teng
bo'ladi. Hagiqatdan ham, ushbu
p(e’"').a°)<,p(e"'".a’”")v p(a’"‘),a°)<5"‘ +p(u("'),a°)

tengsizlikdagi 5, va p(a‘ "‘),ao] lar uchun (12.19) va (12.20) munasabatlarga
ko’ra k »w da
s, —0. p(a""),a°)—)0

bo’lishini e'tiborga olib, k —» cc da p(s’"",a")—-)O ekanini topamiz.
Shunday qilib,

‘0, Iny

d" ', WM s d
Qaralayotgan f(x) funksiyaning. shartga ko’ra M to'plamda uzluksiz

ekanligidan
j(u'.‘ ))_q’ y (uu) /(d"‘ ))__' /(do)

™)l )0

bo'lishi kelib chigadi. Bu esa ¥, lar uchun

™) r )26

deb qilingan farazga ziddir. Bunday ziddiyatning kelib chiqishiga sabab f(x)
funksiyaning M to’plamda tekis uzluksizlik shartini qanoatlantirmaydi deb
olinishidir. Demak, funksiya M to'plamda tekis uzluksiz. »

balib, ulardan esa

Biror M < R™ to’plam berilgan bo'isin. Bu to’plamda ixtiyoriy ikkita x' va
x" nuqtalami olib, ular orasidagi p(x’,x") masofani topamiz. Agar x’ va x* nug-
talami M 10'plamda o'zgartira borsak, unda {p(x’,x")} to’plam hosil bo’ladi.
Odatda, bu to’plamning aniq yuqori chegarasi sup{o(x’.x")} (x'e M, x" e M)
to'plamning diametri deb ataladi va u d{M) kabi belgilanadi:

d(M) = suplp(x'.x")} (x'e M, x"eM).
25-ta'rif. Ushbu
sup{f(x')— f(x'X} (xeM, x"eM)
migdor f{x) funksiyaning M to’plamdagi tebranishi deb ataladi va v o /. M)
kabi belgilanadi:
oA f M)= sup{f(x')— f(x']} (xeM. x"eM)
Yugorida keltirilgan Kantor teoremasidan muhim natija kelib chigadi.
37
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2-natija. f(x) funksiya chegaralangan yopiq ta'plamda uzluksiz bo'Isin. U
holda V£ > 0 son olinganda ham A to’plamni chekli sondagi M, to’plamlarga

shunday ajratish mumkinki,
l‘/ M, =M,
M,NOM =¢ (k=)
off M )<
bo’ladi.
< f(x) funksiya chcgaralangan yopiq M ta’plamda uzluksiz bho'lsin.
Kantor tearemasiga ko’ra tekis vziuksiz bo’ladi. Binobarin, V&> 0 son uchun
shunday & > 0 topiladiki, p(x'.x")< 8 ba'lgan ¥x'.x" € M uchun
()= (") <
bo’ladi.
M to'plamni diametriari shu § bo'lgan M, to’plamlarga ajratamiz. Rav-
shanki, bu holda
plx'x)<s (A x'eM,)
bo’ladi va demak,
)= f&) <
tengsizlik bajariladi. Bundan
sup{ /(=) S )s
ya'ni o{f,M,)< £ ba’lishi kelib chigadi. »

Mashglar

12.13. R’va R’ to'plamlarda ikki nugta orasidagi masofa yozilsin va masofaning
3 ta xossasi isbotlansin.
12.14. R'va R' fazolarda ochiq shar va sharlarning geometrik tasvirlari
keltirilsin.
12.15. R™ fazodagi {x(”’} ketma-ketlik yaginlashuchi bo’lsa, uning chegaralan-
ganligi isbotlansin.
12.16. 1kki va uch o'zgaruvchili funksiyalarning ta’riflari keltiriisin.
12.17. Ushbu
S(x,.x,) = arcsin(x, + x,)
funksiyaning aniqglanish to’plami topilsin.
12.18. Ushbu
fix.5)= ‘x: + X, .\‘irlxiI ,agarx, =0 bo'lsa,
0 .agarx, =0 bo'lsa
funksiya uchun
!j’:’o S(x.x,)=0
¥ *0

ho’lishi isbotiansin.
38
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12.19. Ushbu
R ,
7lx,)= r(x, +x2)smx— smx—.agar(x,,xz)qt (0.0) bo'lsa,

N
I 0 .agar (x,, x,) = 0. 0) bo'lsa
funksiyaning (0. 0) nuqtada takroriy limitlarining mavjud emasligi
isbotiansin.
12.20. Ushbu

5, 3gar sin” mx, + sin” mx, # 0 bo'lsa,
f(x,,xz)= \sm m, + sin” m,

0 ,agar sin” mx, + sin” m, =0 bo'lsa
funksiya uzluksizlikka tekshiriisin.

8 )
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13-BOB

Ko’p o'zgaruvchili funksiyaning hosila
va differensiallari

Ushbu bobda biz ko'p o'zgaruvchili funksiyalar differensial hisobi bilan
shug'ullanamiz. Kiritiladigan va o’rganiladigan hosilalar va differensiallar
tushunchalari  bir  o'zgaruvchining funksiyalari uchun  kiritilgan  mos
tushunchalaming tegishlicha umumiashtirilishidan iborat bo'ladi. Ayni paytda, hiz
ko'ramizki, ko’p o’zgaruvchili funksiyalar uchun xos ba’lgan bir gancha yangi
tushunchalar ham (yo’nalish bo’yicha hosila, to'la differensial va xokaro)
o’rganiladi.

1-§ Ko'p o’igaruvchili funksiyaning hosilalari
1°. Funksiya xususiy hosilasining ta’rific  f(x)= f(x.x,. x,) funksiya

ochiq M(M c R"') to’plamda berilgan bo'lsin. Bu to’plamda x° =(x,°.x';, <)
nugta olib, uning birinchi koordinatasi x; ga shunday Ax, {Ax,Z 0) orttinma
beraylikki, (.I‘U +Ax,x,,.. ,x,o,)e M ba'lsin. Natijada f(x,.x,,....x,,) funksiya ham
(x,o,xf,...,xg,) nuqtada x, o'zgaruvchisi ho'yicha

AS =1l + ax . .x2)= Sl g x2)

xususiy orttirmaga ega bo'ladi.
1-ta'rif. Agar Ax, — 0 da ushbu limit
lim AM = lim f(xl +Ax,,x,, -__-,_) f(xn "7- -Xo)
Ar| —0 Ax1 Avy -l Axl

mavjud va chekli bo'lsa, bu limit f(x,.x,,..x,) funksiyaning (xf,xg.___,xg)
nuqtada x, o'zgaruvchisi bo’yicha xususiy hosilasi deb ataladi va

{!_x.o.'lf;_)' 1 e {0 0) 7

v Jx B -x‘n Xy

belgilaming biri bilan belg:lanad: Demak )
N d «' /
£ )= ( =™ A

f(x,.x,.....x,,) funksiyaning (x?,xz,...,x_) nuqtada x, o’zgaruvchisi bo'yicha
xususiy hosilasini quyidagi

e )
x -x, - Xl
ham ta’riflashi mumkin.
Xuddi shunga o'xshash f(x, x,....,x, ) funksiyaning boshqa a'zgaruvchilasi
buyicha xususiy hosilalari ta’riflanadi:

40
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ai= lim szf= lim "";";4‘& X ) i‘l "‘2
axz Axy 30 sz Av; -a0 Ax

gy . hm ;h_!i- him ’(‘? Y. i;_'n*A‘ )J('w 1 .'
Ox, a0 Ax A0 Ax

Demak, ko’p o'zgaruvchili S{x.x,...x,) funksiyaning biror
(xf.zl,...,xﬂ] nuqtada x, (k=1.2, .m) o’zgaruvchisi bo’yicha xususiy hosilasini
ta'riflashda bu funksiyaning x, (k=12 m) o’zgaruvchidan boshqa barcha
o'zgaruvchilari o’zgarmas deb hisoblanar ekan. Shunday qilib, f(x,.x,. . x,)
funksiyaning xususiy hosilalari f¥%,.f%,..... fk, 1-gism, 6-bob, I-§ da o’rganilgan
hosila -- bir o'2garuvchili funksiya hosilasi kabi ekanligini ko'ramiz. Demak, ko'p
o'zgaruvchili funksiyalarning xususiy hosilalarini hisoblashda bir o'zgaruvchili

funksiyaning hosilasini hisoblashdagi ma’lum bo'lgan qoida va jadvallardan to'liq
foydalanish mumkin.

13.1-misol. Ushbu

¢

|
X, Xy)= =
flan)e =
funksiyaning (x,x,)e R’ (x, > 0) nugtadagi xususiy hosilalari topilsin.

e, 8 LIRY ]
< (7(l ']‘l- ! “-’

—_—z - —— ',
l‘! ﬁl, J—l, ZJ‘;
o/ ‘¢ | ";,.J 1 "2 1 :'
e = - ¢ = - d : =
My ol 2/x! x,
I’OI
=- ', e |"l— >

u‘x llo
13.2-misol. Ushbu

PINN :

=~ agar(x,.x,)»(0.0) bo'lsa.

[(x,:,-:,’+x3‘g (r013) 2 (0.0)

0 ,agar(x,.1,)=(00) bo'lsa
funksiyaning xususiy hosiialari topilsin.
< Aytaylik, (x,.x,) = (0,0) bo'Isin. U holda
o _¢ { 2xx, ]_-x,(x +x2) 2x,x,2x, _212( —x)
o & kx, +x) ("l ‘”‘z)z i (-"1 *““z)2
a _‘?_( 2xx, ]: 2’!(‘\ +"'2)‘ 2xX,2%, _ 2"|(X|2 'xz‘)

ox, (2 + 22} ()

ox, - o, ’92 "‘Xg
bo’ladi.
4]
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Endi (x,.x,) = (0.0) bo’lsin. U holda ta’rifga hincan
8f ©.9)_ ,, [(6x0-s00) .
Ax,

Al, —90

af(o 0 _ fim LO8%)-100)

2 Ax; Y] 2

bo’ladi.

Demak, berilgan f(x,x,) funksiya ¥{x,x,)eR’ da xususiy hosilalarga
ega. b

2" Xususiy hosilaning geometrik ma'nosi. Soddalik uchun ikki
o'zgaruvchili funksiya xususiy hosilalarining geometrik ma'nosini keitiramiz.

f(x,x,) funksiya ochiq M(MCRZ) to'plamda  berilgan bo'lib,
(x,o.x;’)e M bo’lsin. Bu funksiya (x,",xg) nugtada fk](xf.x;’) I, (x x',’)
xususiy hosilalarga ega deylik. Ta'rifga ko'ra fX, (x,uxa) va sz(z, ..tz) Xususiy
hosilalar mos ravishda ushbu y, =f(x, x;) va y, =f(x?.x2) bir 0’zgaruvchili
funksiyalarning x!' va x; dagi hosilalaridan iborat.

Faraz qilaylik, y =f(x, .x,) funksiyaning prafigi 48-chizmada ko'rsatilgan
sirtni tasvirlasin.

~———
A
AN
48-chizma

Unda y, = flx, xz) va y, =f(x?.x2) funksiyalarning grafiklari mos
ravishda y = f(x, ,xz) sirt bitan x, = x? tekislikning hamda shu sirt bilan x, = x{
tekislikning kesishidan hosil ba’igan I, va I, chiziglardan iborat.

Ma'jumki. bir o'zgaruvchili u=g@(x) funksiyaning biror xo(x, € R)

nuqtadagi hosilasining geometrik ma’nosi (l1-qism, 6-bob, 1-§) bu funksiya
tasvirlangan egri chiziqga (x,.@(x,)) nuqtada o’tkazilgan urinmaning burchak

koeffitsientidan iborat edi. fk,(x°,x°) va f%, (x:J x;) xususiy hosilalar mos

ravishda [, va I, egri chiziglarga (x‘ xz) nuqtada o’tkazilgan urinmalaming
ox, va ox, o’glari bilan tashkil etgan burchakning tangensini bildiradi. Demak,

fk,(xf.xf] va f&z(x:’.x;’) xususiy hosilalar yzj'(x| .x,) sirtning mos ravishda
ax, va ox, o'qglar yo’nalishi bo’yicha o zgarish darajasini ko’rsatadi.

Q
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2-§ Ko'p a’igaruvchili funksiyalarning
differensiallanuvchiligi

1". Funksiyaning differensiatlanuvchiligi tushunchasi. Differensiallanuv-
chilikning zaruriy sharti. f(x)= f (x,,x2 ..... .x,,) funksiya achiq M(M c R )
to'plamda berilgan bo'lsin. Bu to’plamda x° =(x,°,x§ ..... xf,) nugta bilan birga
(x,“ +Ax, . x3 +Ax,,,...x2 +Ax,, ) nuqtani olib, berilgan funksiyaning to’la orttir-
masi

Af(x”):f(xf +Ax, 20 + Ay, x® + Ax, ) - £(x0 20 x0)

ni qaraymiz.

Ravshanki, funksiyaning Af(x,) orttirmasi argumentlar orttirmalari
Axy Ax,,..., Ax,, larga bog'liq.

2-ta’rif. Agar f(x) funksiyaning x° nuqtadagi Af(x,) orttirmasini

AF(x°) = AAx, + AAx, + .+ A A, o Ax, +agAx, +. b Ax,  (13.1)
ko'rinishda ifodalash mumkin bo'lsa, f{x) funksiya x° nugtada differensialla-
nuvchi deb ataladi, bunda A4 .4, .4, lar Ax, Ax,,. ., Ax, larga bog'liq
bo'lmagan o'zparmastar, o .a,, ...a, lari esa Ax, Ax,,. . Ax, larga bog'lig va

bo'lganda a, =@, =...= a,, =0 deb alinadi.)
Agar f(x) funksiya M to’plamning har bit nuqtasida differensiallanuvchi
bo'lsa, f(x) funksiya M to’plamda differensiallanuvchi deb ataladi.
13.3-misol. Ushbu f(x, .x2)= x} +x; funksiyani V(x?,x;')e R?* nugtada
differensiallanuvchi bo'lishi ko'rsatilsin.
<llagigatdan ham, (x:’,x; ) nuqtada funksiyaning orttimmasi
o = 1o+t x2 ) £l x8) = (e A (e} + ) -
() = () =2x°Ax, + 2x%Ax, + (Ax, ¥ +(Ax, )
bo'lib, unda 4, = 2x, 4, =2x}, a, = Ax,, @, = Ax, deyilsa, natijada
Af = AAx, + 4,Ax, + aAx) + a,Ax,
bo’ladi. Bu esa bedlgan funksiyaning \:((x| ,xz)e R? nugtada differensiallanuvchi
ekanligini bildiradi. »
f(x) funksiyaning x° nugtada differensiallanuvchilik sharti (13.1) ni
quyidagi
Ar(x®)= 4 Ax, + A4Ax, +..+ 4 Ax, + o{p) (13.2)
ko’rinishda ham yozish mumkin, bunda
o=\l +{acf . +(as,)
Endi differensiallanuvchi funksiyalar hagida ikkita teorema keltiramiz.
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I-tearema. Agar f(x) funksiya x° nuqtada differensiallanuvchi bo'lsa, u
holda bu funksiya shu nuqiada uzluksiz bo’ladi.
< f(x) funksiya x° nuqtada differensiallanuvchi bo'lsin. U holda ta'rifga
ko’ra funksiya orttirmasi uchun
Af(x°)= AAX, + A%, ++ AAX, + @ Axy + @A, + .+ @ A,
bo’ladi, bunda 4, .4,. A, o’zgarmas, Ax, —»0Ax, =0 ... A, —0 da ¢, =0
.a, -0, .a, —0.
Yugoridagi tenglikdan
tim Af(x®)=0
As 0
A1, 0
A, 0
bo’lishi kelib chigadi. Bu esa f(x) funksiya x° nuqiada uzluksizligini bildiradi. »
2-teorema. Agar f(x) funksiya x° nuqtada differensiallanuvchi bo’lsa. u
hoida bu funksiyaning shu nuqtada barcha  xususiy  hosilalari
1 (xulj’,‘!(x"). _[,'_(xq) mavjud va ular mos ravishda (13.1) munosabatdagi

4,.4,.... A, larga teng bo’ladi:
L=, £6°)= s (°)= .
< f(x) funksiya x° nuqtada diffcrensiallanuvchi bo'lsin.
U holda ta'rifga ko'ra
A(x)= 4.Ax, + Ay + + A Ax, + o Ax, + @AY, + .. +a Ar,,
bo’ladi. Bu tengiikda
Ax, 20, Ax,=Ax,=. =Ax, =0
deb olsak, unda (13.1) ushbu
Ax,j(xu)= AAx + aAx,
ko’rinishni oladi. Bu tenglikdan quyidagini topamiz:
lim Ax_,f(_tg_)

Jim = Jim (4 + @)= 4,.

1

Demak,

f;, (x°)= A.

Xuddi shunga o'xshash f(x) funksiya x° nuqtada f;, (xolj:. (x"l S (x°]

xususiy hosilalarining mavjudligi hamda
O)=a. £ 6= f (10)= 4,

ckanligi ko'rsatiladi. »

I-natije. Agar f(x) funksiya x°
holda

nuqtada differensiallanuvchi bo’lsa, u

M(x)= £ (hax + £ GOy 11 A, + ofp)

bo’ladi.
M
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1-estatma. f(x) funksiyaning biror x° nuqtada harcha xususiy hosilalari
/i (x°)j,'1(:“}.,..f,'_(x°) ning mavjud bo'lishidan funksiyaning shu nuqlada diffe-
rensiallanuvchi bolishi har doim kelib chigavermayd;i.
13.4-misol. Ushbu
XXy

.agar (x,x,)# (0, 0)
f("n-xz)= :)x,z+x22 v
0 .agar(x.x,)=(0, 0)
funksiyaning (0.0) nuqtada differensiallanuvchi emasligi ko’rsatilsin.
4 Bu funksiya {0 0) nugtada xususiy hosilalarga ega:
/10.0)= tim L00:0=700)_,
! Ary o0 AX]
/i 0,0)= tim ﬁ%”i&@:@
Ary 0 sz
Berilgan funksiyaning (0,0) nugtada orttirmasi

A7(0.0)= f{Ax, Ax,)- £(0.0)= 224 _
JAX? +Ax}
ho'lib, uni {13.1) yoki (13.2) ka'rinishida ifodalab bo'lmaydi. Buni isbotlash
magsadida, teskarisini. ya'ni f(x,.x,) funksiya (0.0) nuglada differensialla-
nuvchi bo’lsin deb faraz qgilaylik. Unda
Af(0.0)= I (0.0)ax, + 1., (0.0)Ax; + @ Ax, + @,Ax, = a Ax, + ayAx,

bo'lib, bu munosabatda Ax, =0, Ax, >0 da a, =-0,a, >0 bolishi lozim.
Dcmak,

Axp A% _ g Ax, + ayAx,. (13.3)

VAx] +Ax]
Ma'lumki, Ax, va Ax, lar ixtiyoriy ortirmalar. Jumladan. Ax = Ax, ho'l-
ganda (13.3) tenglik ushbu

Ax,

e =Ax(a +a,)
ko'rinishga kelib, undan esa ~
2
a +a;=—
2

bo’lishi kelib chigadi. Natijada Ax, »0.Ax, 50 da @, va a, miqdoriarning
nolga intilmasligini topamiz. Bu esa f(x,.x,) funksiyaning (0.0) nuqtada
differensiallanuvchi ba’lsin deb gilingan farazga zid. »

Shunday qilib, funksiyaning biror nuqtada barcha xususiy hosilalarga ega
bo'lishi, funksiyaning shu nuqtada differensiallanuvchi bo’iishining zaruriy
shartidan ihorat ekan.

2" Funksivaning differensiallanuvchiligining yetarli sharti. Endi ko'p
o’zgaruvchili funksiya differensiallanuvchi bo’lishining yetarli shartini keltiramiz.
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3-teorema. Agar _f(x) funksiya x° nugtaning hiror atrofida barcha o'zga-
ruvchilari ba'yicha xususiy hosilalarga ega bo’lib, bu xususiy hosilalar shu x°
nuqtada uzluksiz bo’lsa, f (x) funksiya x° nugtada differcnsiallanuvchi bo’ladi.
4x°eM nugtani  olib, koordinalalariga mos ravishda shunday
Ax, Ax;, . Ax, orttirmalar beraylikki, (xf’ +Ax, x0 +Ax,,  x8 +Ax, ) nugta x°
nugtaning aytilgan atrofiga tegishli bo'lsin. Sc‘ng funksiya ta’la orttirmasi
Af(xo)—_f(xf’+Axl,xg+Ax2, X% +Ax ) f(x Xy, x")
ni quyidagicha ycmh olamiz:
? = / (5 + Ax, x% + Axg o8 +Ax,,,)—f(x?,x§ +Ax,..,x2 +Ax,,,) +
+[f(.r, XD 4 Axy, xS 4+ Axy,. X0 + Axn)—f(xf,xf,xf +Ax,. 00 4 Ax,,)] +

T N N P N B |

Bu tenglikning o'ng tamonidagi har bir ayirma tegishli bitta argumentning
funksiyasi orttirmasi sifatida garalishi mumkin. Uning uchun Lagran) tearemasini
tatbiq qila olamiz, chunki teoremamizda keltirilgan shartlar Lagranj teoremasi
shartlarining bajarilishini ta'minlaydi:

Af(x°)= /i (xf’ +6,Ax,,x3 +Ax,,...x3 + Ax,,,) Ax, +

a 0 0 q
+ [, x5 + 0.8x,,x;) + Axy,. x, +Ax, ) Ax, +
11 (6 ¢ Gutxy 2]+ A, L

+ ‘"(x?,x:..u,xﬂ, XS +0,Ax, )Ax

bunda
0<6 <l (=12 ., m).
Odatda (13.4) funksiya orttirmasining formulasi deb ataladi. Shartga ko’ra
x° nuqtada L1, »--o .. ¥ususiy hosilalar uzluksiz. Shunga ko'ra

f:. (x? +01Axl'xg +sz.-.-.12 +A!m)=f"] (x°)+a|'
5 (x?.xg +6,Ax,,x7 +Ax,,.., X5, +Axm)=f;’ (x0)+az,

2

(135)

....... »

! (x:’.xg.....x: xS+ 0,,,Ax,,,)= L (x°)+ a,
bo'lib, unda Ax, +0,Ax, >0, ,Ax, »0daa »0a, 50, .a, -0 bo'ladi.
(13.4) va (13.5) munosabatlardan
)= £ 6+ £, ey o 1 (I 4
+aAx +aAx, + .+ a, Ax
46
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bo'lishi kelib chiqadi. Bu esa f(x) funksiyaning x° nuqtada differensiallanuvchi
ckanligini bildiradi. »

Bir va ko’p o’zgaruvchili funksiyalarda funksiyaning
differensiallanuvchiligi tushunchasi kiritildi. (garalsin, 1-qism, 6-bob, 4-§ hamda
ushbu bobning 2-§.). Ulami solishtirib quyidagi xulosaiarga kelamiz

1) Bir o’zgaruvchili funksiyalarda ham ko’p o'zgaruvchili funksiyalarda
ham funksiyaning biror nuqtada differensiallanuvchi bo’lishidan uning shu
nuqtada uzuksiz ho'lishi kelib chiqadi. Demak, bir va ko'p o'zgaruvchili
funksiyalarda funksiyaning differensiallanuvchi beo’lishi bilan uning uzluksiz
bo'lishi orasidagi munosabat bir xil.

2) Ma’lumki, bir o'zgaruvchili funksiyalarda funksiyaning biror nuqtada
differensiailanuvchi bo’lishidan uning shu nuqtada chekli hosilaga ega bo’lishi
kelib chiqadi va aksincha, funksiyaning biror nugtada chekli hosilaga ega
bo’lishidan uning shu nuqtada differensiallanuvchi bo’lishi kelib chiqad.

Ko'p o’zgaruvchili  funksiyalarda  funksiyaning biror nuqtada
diflerensiallanuvchi  bo’lishidan uning shu nuqtada barcha chekli xususiy
hosilalarga ega ho’lishi kelib chigadi. Biroq funksiyaning biror nugtada barcha
chek!i xususiy hosilalarga ega bo’hishidan uning shu nugtada differensiallanuvchi
bo’lishi har doim kelib chiqavermaydi.

Demak, bir va ko'p o'zgaruvchili funksiyalarda funksiyaning
differensiallanuvchi bo’lishi bilan uning hosilaga (xususiy hosilaga) ega bo*lishi
orasidagi munosabat bir xil emas ekan.

3-§& Yo’nalish ho'’yicha hosila
Ma’ lumki, bir 0’zgaruvchili y = f¢x) funksiyaning (xe R,y e R) ‘1 hosi-

lasi bu funksiyaning o’zgarish tezligini bildirar edi. Ko’p o’zgaruvchili
y=f(x,.x,...,x,) tunksiyaning xususiy hosilalad ham bir o’zgaruvchili funk-

vy 9

siyaning hosilasi kabi ekanligini ¢’tiborga olib, bu 3 .~—=— xususiy hosi-
{ 2 m

lalar ham y = f(x,.x,,..,x,) tunksiyaning mos ravishda ox, ax,, ..ox, o'glar

bo'yicha o’zgarish tezligini ifodalaydi deb aytish mumkin.

Endi fimksiyaning ixtiyorly yo'nalish bo’yicha o'zgarish tezligini
ifodalovehi tushuncha bilan tanishaylik. Soddalik uchun ikki o’zgaruvchili
funksiyani qaraymiz.

y=f(x,x,)=f(4) funksiya ochiq M to'plamda (M c R?) berilgan
bo’lsin. Bo’ to’plamda ixtiyoriy A, =(x:] x;’) nugtani olib, u orqali biror to'g’ri
chiziq o’tkazaylik va undagi ikki yo'nalishdan binni mushat yo'nalish,
tkkinchisini manfiy yo’nalish deb gabul qilaylik. Bu ya'nalgan to’g'ri chizigni /
deylik.
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ava f] deb / yo'nalgan 10°g’ri chiziq musbal yo'nalishi bilan mos ravishda

ox, va ox, koordinata o'glarining mushat yo'nalishi orasidagi burchaklami
olayhk (49-chizma).

X;

1

X ;6

s
/ 0 "u
49-chizma
{ t0'g’ri chizigda 4, nugtadan farqli va A to’plamga tegishii bo’igan 4
nuqtani (A =(x, ,12)) olaylikki, 4,4 kesma M to’plamga tegishli bo’lsin. Agarda
A nugta A, ga nishatan [ to’g’ri chizigning musbat yo'nalishi tomonidan bo'lsa
(shakldagidek), u holda 4,4 kesma uzunligi p(4,.A) ni musbat ishora bilan
olishga kelishaylik.
AA,AB dan

(] o
hX 75 cosB (13.6)

=cosa,
p P
bo’lishi kelib chigadi. Odatda cosa va cos 8 lar | to’g'ni chizigning yo'naltiruv-
chi kosinuslari deyiladi.
3-1a'rif. A nugta ! yo'nalgan to’g’ri chiziq bo’ylab A4, nuqtaga intilganda
(4 » 4,) ushbu nisbat

SA=£(4) _ flx.x)- £ .2)
At d) — plled ) nx,)
ning limiti mavjud bo'lsa, bu limit f(x,,x,)= f(4) funksiyaning 4, =(x,°,1§)
nuqtadagi / yo'nalish bo’yicha hosilasi deb ataladi va

M yoki f#..(‘??"‘lo)

kabi belgilanadi. Demak,

dl a~a plA.A)
Endi f(x,.x,) funksiyaning / yo'nalish bo'yicha hosilasining mavjudligi
hamda uni topish masalasi bilan shug'ullanamiz.

48

g _ . [N 1(4)

www.ziyouz.com kutubxonasi



44eorema. f(x,.x,) funksiya ochiq M to’plamda (MCR’] berilgan
bo’lib, 4, = x, xz) nugtada (xl xz)e M) differensiallanuvchi bo’lsa, funksiya
shu nugtada har qanday yo "nalish bo'yicha hosilaga ega va

dI ) af(; ’)cosa'*‘y(azz’ ,)COS/’ (137)

bo’ladi.
<Shartga ko'ra f(x x,) funksiya A‘,:(x?.x?) nugtada differensialla-
nuvchi. Demak, funksiya orttirmasi
A F(4)= 1 x)- 163 22)

uchun

fa)- 1ia)- 2 '~)(,, ) ‘7("" Yl _)ack) (139

bo’ladi, bunda

p=p(AO,A)=J(x| "“l,)2 +(xz -5 1
(13.8) tenglikning har ikki tomonini p:p(AO,A) ga bo'lib, sa'ng (13.6) ni
¢'tiborga olib topamiz.
y 4.0 0 9.0
-14)_ales) o o) o )
. 4) &, o, p
Bu tenglikda 4 - A4, da(ya'ni p —>oda) limitga o’tsak, unda
0 0 o .0
Ah"/. ﬂ ) f(Aﬂ—’ = l 1f(A) f(4) ﬂ-x' )cosa +ﬂi’"—x3)cosﬂ
bo'ladi. Dema)\._ -

i(xf,xz) a(xf. ) 5. x‘z)cosp »
dl x, mz
13. 5-misol. Ushbu

Sl x)=arcg™
X
funksiyaning / yo'nalish bo’yicha hosilasi topilsin, bunda ! birinchi kvadrantning
(1. 1) nuqtadan o'tuvchi va (0, 0) nuqgtadan (1, 1) nugtaga qarab yo’nalgan
bissektrisasidan iborat.
4Berilgan funksiyaning 4, =, I) nuqtadagi [ yo'nalish ba'yicha
hosilasini (13.7) formulaga ko'ra topamiz. Ravshanki

/(x, X ) arc!g

%
funksiya 4, = (1,1) nugtada differensiallanuvchi. Unda (13.7) formulaga ko’ra

R Y

www.ziyouz.com kutubxonasi



400 g0.) « a0.1) x
= on - —an-=
A o, 4 &, 4
v w\ ,,
A J 2,
\t4l X e 2
b laude. @
4-§ Ko'p o’zgaruvchili numakkab fumbsiyalarning
differensiallonnchiligi. Murakduab fimksiyaning hosilasi
flx.x,,..x,) funksiyva M (MCR"’} to’plamda berilgan bo’lib,
X, %%, Ozganwchilaming har hin o'z navhatida .0,
o'zgaruvchilaming T (7' < #) to"plamda berilgan funksiya bo'lsin:
4= %('I h. ,l
=@l iy, L),
=0y h) 9
Xn = (pm(tl"Z""”k)'
Runda (¢,.4,...t,) € T bo’lganda unga mos (x,,x, .x,)e M bo’lsin.
Natijada ushbu
fal.g. L)oo ) et o) =Fue, 1)
murakkab funksiyaga ega bo’lamiz.

1°. Murakkah funksivaning differensiallurunchandigi.

S+teorerma. Agar (13.9) funksiyalaming har biri (.48, 1 Je T nugtada
differensiallanuvchi bo’lib, f(x,,x,z,...,xm) funksiya esa mos (Jq B ,x,,)eM
nuqtada (x‘ﬂ (A(I? .. tf) r‘; —qb.‘lu l. X —gom(llu,tg 0)) differen-
siallanuvchi bo’lsa, u holda murakkab funkqua Fl.t,, ..t,) ham (t, 0, lf)
nugtada differensiallanuvchi bo’ladi.

shunday YN .Atk) orttiruvchilar beraylikki,
(0 + 84,80+ 0y, 8 + A )T bolsin. U holda (13.,9) dag har bir funksiya ham
{Ax, Ax,,...,Ax, ) orttimmalarga va nihoyat f{x,x,.....x,,) funksiya A orttimmaga
ega bo’ladi.
Shartga ko'ra (13,9) dagi funksiyalaming har biri (2., £2) nuqtada
differensialanuvchi. Derrak,
A1)
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x x
Ay =" ey «%—' A, +dp)
1

q, v,
Ay = ﬁt; N, + ‘:}1 Ay r ¢ '}1 N+ «(/71

a, o, a, (1310)
A, = o= A FY': M+ e r"k: Ay - dp)

bo’ladi, bunda g‘- (i=12...m j=12, k) hususiy hosilalaming (t, g )

nugtadag; qiynutla’ri olingan, va
p:ﬁ+m;‘ +...+At,;‘ .
Shartga asosan, f(x,.x,. .,x,,) funksiya (x,“ ,xg....,xf,) nuqtada diflerensial-
lanuvchi. Demok

v=" "' Ax, + ,_+1Ax,,, +alAx + @A+ ra Ay, (13.01)
o o, ox,
bo'ladi, bunda g (i=12, .m) hususiy hosilalaming (x,o.x?,....xg) nuqtadag
qiymatlani olingan va Ax, - 0,Ax, -0, ., Ax, -0 daa, >0.a, »90,...a, -0
boladi.

(13,10) va (13.11) munosabatlaidan topamiz:

& 0( 3.9 o,
=" « 1AL+ A rolp) |-
Y = a 6!, Ay &, ‘a‘t & o(p)
v (}’At, S, ¢ +‘}§1A.r‘+o(p) -
| & & !
b e e
d' _Al,+-&';1Atj+ +—1At‘+0\p) -
! e :

+a,A§,+azAx,+...+amAx =
LA TEIYY
X X, &, a, J"

f](‘! ﬁ(‘i"_g_r}_ .
(’\' a, ﬂt, a, oy |l

pl|
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+ ,(yaxl |1%+ Iy a./¥gxﬂ AL+
ox, a1, ox, O, M, o1 | °
3 (13 12)
+ -(?I-+—f—+._+ ¥ o(p)+
ax O, oxg,
+ aAx) + a,Ax, + .+ a Ax,
Bu tenglikdagi g »Ejl .. 4 yiglindi o'zgarmas (p ga bog’lig
Ox, Ox, ax_,

emas) bo'lganligi sababli
¥4, 9
ox, o, ox..
boiadi.

o(0) = o) (1313

da ditferensiallanuvchi ekan, ular shu nuqrada uzluksiz bo’ladi. Unda uzluksizlik
tarifiga ko'ra Af, > 0.A5, -0 . A, >0 da, yani p-o0 da
Ax, >0, Ax, »0..Ax, 50 bo'ladi. Yana ham anigroq aytsak, {!3.10)
formuladan p—0 da Ax, = a(p) Ax, = o(p). .. Ax,, = o(p) ekanligi kelib
chiqadi. Ax, —+ 0,Ax, »0,. Ax, >0 daesaa, +0,a, =0, . a, >0
Demak,
p—0=>barcha Ax, >0 = barcha @, »0 = aAx,.@,Ax,....a,Ax, =dp) (13 14)
Agar
P2 A
ax, o, dx, o ox,, arj
{j =12.3...£) deyiisa, u holda (13.12), (13.13) va (13.14) munosabatlardan
Af = Ady + A,ML + .+ 4,81 +o(p)
kelib chigadi. »
2°. Murakkab funksivaning hosilasi. Endi
Sty tdeylty ) 0,00, ) = Flo.0. )
murakkab funksiyaning {,.f,,...f, o zgaruvchilar bo'yicha xususiy hosilalarini
topamiz. Aytaylik, f(x.x,...x,) va x =9 L) x=e.6..4). .
x, = @al0,.0;.. .4, ) funksiyalar yugoridagi 5- teoremaning shartlarini bajarsin. U
holda 5-tearemaga ko’ra murakkab funksiya (lf’.l‘z’ ..... t:') nuqtada differensial-
lanuvchi bo’ladi.
Demak, bir tomondan
Af = AAM + A AL + .+ AN +o(p) (13.15)
bo’lib, bunda
Y o o &,

: i=12,.k 13.16
T, o a, moa, )y ase
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{qaralsin S-teorema) ikkinchi tamondan ]- natijaga asosan
Y oY agy e g A1 +o(p) (13.17)
]

=-—A[ +
y a loa
bo’ladi. (13.15),(13.16) va (13.17) va munosabatiardan

a, X o &, o,
-a—f— = o &' 1 o _axz | @; ax_."’
a, oma, oxa &, a,

bo’lishini topamiz.

5-§ Ko’'p o’zgaruvchili funksivaning differensiali
1. Funksiva differensialining ta’rifi. f (x,. Xy X ,,) funksiya ochig

M MCR’”) to’plamda berilgan bo'lib, bu to’plamning x —(x1 x3,. ) nug-

tasida differensiallanuvchi bo'Isin. Ta'rifga ko'ra f(x) funksiyaning x° nugtada-
gi orttirmasi

Af:gix_")Ax] +1("E)Ax2 +_,_+ﬂx—0JAxm +o)Ax) +aAx, + . +a, Ax,,
&x, a"z at,,,

bo'ladi.
4-ta'rif. f(x,.x,....x,) funksiya orttirmasi Afl ( ) ning Ax,. Ax,,. Ax
larga nisbatan chiziqli bosh gismi

al') . a(x Jpa, o L)

5.9 i
f (x) funksiyaning x° nuqtadagi dlﬁ'erenSIall (to’lig differensiali) deb ataladi va
df x Xy, X )kahl beigilanadi. Demak,

q‘,f(x) (xl'xl’ ‘) (y(x)”\! +'f(x°,u +. +—L-)

Agar x,.x,,..,x, crkli o zgaruvchﬂammg |xt|yony ormrmalan Ax,,
Ax,,.. . Ax,, lar mos ravishda bu o’zgamuvchilarning differensiallan &, dx,. ...k,
ga teng ekanligini e'tiborga olsak, unda f(x) funksiyaning differensiali quyidagi

a0 Y( )1“(7( )1:+ ﬁf(f) (13.18)

ko’rinishga keladi.
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Odatda —g—dx,, %dxl, . gvdxm lar  f(x,.x,.....x,]) funksiya xususiy
] ) -

differensiallari deb ataladi va ular mas ravishda d, f.d, f...d, [ %ahi belgila-
nadi:

d =Aadl,d =-r—zdx,..,d =—2dx.
-,] ax, ! :,f s 2 WS ax, Tm

Demak, f(x) funksiyaning x° nugtadagi differensiali, uning shu nuqtadagi
xususiy differensiallari yig'indisidan iborat. Masalan, ushbu
Slxx)=€mm"

funksiyaning ¥(x,x,)e R* nugladagi differensiali

daf = .ldxl +%dxz = sinx,e™ " dx + x, cosxze™ M M dx, =
ox, 2

x| 4%y

=c (5in x,dx, + x, cos x,dx,)
bo’ladi.

Endi funksiya differensialining geometrik ma’nosini ikki o zgaruvchili
funksiya uchun keltiramiz.

Aytaylik, y= f(x,.x,) funksiya achiq M 10’plamda (Mc Rz) berilgan
bolib, (xf.x'z')e M nuqtada difierensiallanuvchi bo’lsin. Bu funksiyaning grafigi
50-chizmada tasvirlangan (S) sinni ifodalasin.

y|

/ bt.) K (,f‘m,_x';lm,)

50-chizma.

(5) sintga (x,o_x;,yo) nuqtasida ()'o = f(x?,x:)) o’tkaziigan urinma tekislik

ushbu
0 0 !xo'xo_’
Y—yo=gfa'1 2(x|-x?)+af 1 z(xz-xg)
i P
ko'rinishda bo’lib, undan

¥ = yo = df(° x?)
“
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ekanligi kelib chigadi. Demak. y= f(x,.x,) funksiyaning (x,"xf) nuqtadagi
differensiali bu funksiya grafigiga (x,'.x?.f(xf’,x‘_.’ )) nugtasida o'tkazilgan urinma
tekislik aplikatasining orttirmasidan iborat ekan.
2". Murakkab funksiyaning differensiali. y = f(x,,x,,..x,) funksiya
M (M c R’") to’plamda berilgan bo’lib. x,,x,,...,x, 0’zgaruvchilaming har biri
0'z navbatida f,.4,....t, o'zgaruvchilaming T (7 < R*) 10'plamda berilgan funk-
siyasi bo’lsin:
X =9 (0t500,)
X = 0y{t.15, 1),
Xn = q’m(’l-’zr--r’k)
Bunda (1,.1,,...t, )e T bo’lganda unga mos (x,.x,.....x, )¢ M bo'lib, ushbu
y= ot ) ol by )0ty 8)

murakkab funksiya tuzilgan bo'lsin.
Faraz gilaylik x, =@,{t.6,...4.) (i=1.2. .m) funksiyalaming har biri

maga ko'ra murakkab funksiya (l,n,t;,..,,lf) nuqtada differensiallanuvchi boladi.
Unda murakkab funksiyaning shu nugtadagi differensiali

df :aydl, §g-dl,+ »‘y dt

o a. o, *
bo'ladi.
Ma’lumki,
S o oo &,
o1, o o &, & ox, of
A TR B PR AP
o, ox o, oOx, a1, ox, o1,
y_Yx S YA,
o, Ox, 0, dx, d, ox, o,
Natijada
ﬂ,.‘lﬂ,i@, oq]-—a-‘-" dt, +
ox, o, ox, o x, o )
¢{_a,/_§3'_+_q__éx~l A;.l__"_ d’2+
Ok, O, Ok, O, Ox,, oOt,
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* *

"l(lfh,' ‘iixlg {—a—l—f}.P[‘z

Lo, o, &y W, M, N,
= il [L}l‘!’t * ”}Jd’: M l?] d"]‘
YAy L5 o,
1 Qx: dl. + &Ild', + - éj‘h‘ +
ML, N, o,
- v -a_hdl. + e diy s e . dt, ]
M\ . o,
boladi.
Agar
™ do+ i .. &y di, = d,
2 ' e,
“;‘{ di, + "nldl, 4. . h' dr, = dx,,
o, o, o, )
anﬂ. s o e &:L’dl, =k,
o, a, or,
ekanligini e’tiborga alsak, u holda murakkab funksiya differensiali uchun
d/:éf—dx,+g~¢r2+ ..+£f-dx,, (13.19)
ox, ox, A,

bo'lishi kelib chigadi.

Murakkab funksiya differensiali ifodalavchi (13.19) formulani avval garab
o'tilgan (13.18) formula bilan solishtirib bir xii formaga ega bo’lishini (ya'ni
differensial formasi saglanishni) ko ramiz. Odatda bu xossani differensial formasi-
ning (shaklining) invariantligi deyiladi.

Demak, ko’p o'zgaruvchili funksiyalarda ham bir 0 zgaruvchili funksiyalar-
dagidek, differensial shaklning invaritligi xossasi o’rinli ekan.

Shuni alchida ta'kidlash lozimki, (13.19) ifoda dx,.dx,,.. .dx, lar
X,.X;....Xx, laming ixtiyoriy ortirmalari Ax, Ax,,. Ax,lar bo’imasdan, ular
4,4,.....4; o’zgaruvchilarning funksiyalari bo'ladi.

3% Funksiya differensiali hisoblushning sodda qoidalari. u= f{x) va

v = g(x) funksiyalar ochiq M (M c R'") to'plamda berilgan bo'lib, x° € M nuq-
tada ular differensiallanuvchi bo’lsin. U holda utv, wv, —, (v #0) funksiyalar
v

ham shu x® nugtada differensiallanuvchi bo'ladi va ulaming differensiallari uchun
quyidagi
56
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1) dlurv)=duzdv,

2) d{uv)= udv + vdu,

3) dL" ] vdu—udy (, . 0)
v,

2
14

formula o’rinli bo’ladi.

Bu munosabatlardan birining. masalan, 2) ning isbotini keltirish bilan
chegaralanamiz.

u= f(x) va v=g(x) funksiyalar ko'paytmasini F funksiya deb qaraylik:
F=u v Nitijada F funksiya » va v lar orqali x,,x,.....x, o'zgaruvchilaming
(x=(x,.x,....x,)) murakkab funksiya ba'ladi. Murakkab tunksiyaning differen-
sialini topish formulasi (13.19) ga ko’ra

aF - ﬂ:— du + _‘?ﬁ dv
Ju av
bo'ladi.
Agar

a2 oF

-_— v L]

du v
ekanligini e'tiborga olsak, unda

dF = vdu + udv

bo'lishini topamiz. Demak.,
d(uv) = vdu + udv.

6-§. Ko'p o’zgaruvchili funksiyaning yugori
tartibli hosila va differensiallari
1°. Funhksiyaning yuqori tartibli xususiy hosilalari. f({x, x,. ,x,)

funksiya ochiq M(MCR"') to’plamda berilgan bo'lib, uning har bir
(x,,x,....x,) nugtasida fo Sy, Sy, xususiy hosilalarga ega ba'lsin.
Ravshanki, bu xususiy hosilalar o'z navbatida x,.x,...x, o’zgaruvchilarga
bog’lig bo'lib, ularning funksiyalari bo'lib qolishi mumkin. Berilgan funksiya
xususty hosilalari fr'l,f;‘. . f;, iamning ham xususiy hosilalarini qarash mumkin.

S-ta'rif. f(x,.x,...x,) funksiya xususiy hosilalari 0 Y AE T
x, (k=1,2,..m) o'zgaruvchi bo'yicha xususiy hosilalari berilgan funksiyaning
ikkinchi tartibli xususiy hosilalari deb ataladi va

Sors SovneSrwy k=12, m)
yoki
o dx, Gl 3,0,

kabi belgilanadi. Demak,

.0 SR SRR
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xox, M ox,

7r e 2
dxgox, M B,

f o 0 [Qf}

&S e L2 .
x,,0x, * oo o ka"'n] hrt2

Bu ikkinchi tartibli xususiy hosilalami umumiy holda

62/[ . )
=/ (1=l,2.....m, k=12 .., m)
&rart T
ko’rinishda yozish mumkin, bunda k =i bo’iganda
& .
L s,
o, O,
deb yozish o’'miga
&f
':"[‘ = f;
X,

deb yoziladi.
Agar yuqoridagi ikkinchi tartibli xususiy hosilalar turli o’zganivchilar
bo'yicha olingan bo'lsa, unda bu
’fr
— ~-=f! izk
SV A 2
2-tartibli xususiy hosilalar aralash hosilalar deb ataladi.

Xuddi shunga o'xshash, f(x,x,,....x,,) funksiyaning uchinchi, to'rtinchi va
xokazo tartibdagi xususiy hosilalari ta'riflanadi. Umuman, f(x,,x,.....x,,) funk-
siya (n—1)-tantibli xususiy hosilalaming xususiy hosilasi berilgan funksiyaning
n -tantibli xususiy hosilasi deb ataladi.

13.6-misol. Ushbu

fm)=adg ™ (6 40)
2
funksiyaning 2-tartibli xususiy hosilasi topilsin.

<Ravshanky, ¥ - % ¥ ___X

| xf+x;' o,  x4+x
a’f_a(qr\_a( x, ) 2xx
g‘.’ugté;;y&.kﬁ*'r;)_ (x,z+x§)z'
af _o(d) 6 Y x-x
\ox) ’
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_/.:_"_(i).i(_ Ll ] 211
1oa\ay) oyl slex (x ox,)I

13.7-misol. Ushbu

2 2
X~ x5 2 2 ¥
XX, ——=, agar x; +x5 20 bo'lsa.
( )= iM% g ) 2
Sixxy)= x| +Xx;5
l 0 agar x! +x} =0 bo'lsa

funksivaning aralash hosilalari topilsin.
< Aytaylik {x,.x,) = (0,0) ho'lsin. U holda

- N ' N
A CE R M B P EE S
ox, nrx (e oan xx] (,’+,’)’
a’f i l = \_xl 14 ﬂx -
Oxdx,  Ox, | Cx +x2 (x, -hn)z

2/ =i(af‘,x. -5,
o | ox,

xt+x?
A Y

L8 8x xz J
(x, +x2)2
bo’ladi.

Berilgan  f(x,.x,) funksiyaning (0.0) nugqtadagi xususiy hosilalarini
ta'rifga ko'ra 1opamiz:

¥(0.0) iim. [{ax 0)-709)

ox, Ax Ax,
o©0)_ . fl0.ax)-100)_,
axz A.llqu A,x
FO.Ax;) 31(0.0)
2 '
6f(0.0)= lim ox, 2l = hm La=-)
ox,0x, A0 Ax, M; o] Ax,
df(ax, 0) 9/(0.0)
2 3
/(0. 0)= fim & > - itm AL-—‘ L
Ox,0x, Ary 0 Ax, &, -0 Ax/
2 2
Bu keltiritgan misollar ko’rinadiki, funksiyaning il va of aralash
Ox, o, x,0m,

hosilalari bit-biriga teng bo’lishi ham. teng bo'Imasligi ham mumkin ekan.

6-teorema f(x,.x,) funksiya ochiq M (MCR’) to'plamda f; . f!
hamda 7, . /", aralash hosilalarga ega bo'lsin. Apgar aralash hosilalar
(x,",x;)e M nuqtada uzluksiz ba'lsa, u holda shu nugqtada

»
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S b6l 52)= £ e 53)
ba’ladi.
| (.x:].xg) nuqta Koordinatalariga mos ravishda shunday Ax >0. Ax, >0
orttirmalar beraylikki,
D= {(x,,xz)e R x; Sx,<x+4dx, 2] <x,<x; +Ax2}c M
bo'lsin. Bu to'g'ri to’rtburchak uchlarini ifodalovchi (x?.x:). (xf +Ax,. 1),
(xf,xg + Ax,), (x:’ +Ax, xp + /\xz) nugtalarda funksiyaning giymatlarini topib
ulardan ushbu
P o flet+ Axxd + Axy ) £f o A x8) (6008 4 8m, )+ 1 6°.53)
ifodani hosil gilamiz. Bu ifodani quyidagi ikki
p= [f(io +Ax,.x; + sz)“f(-‘? + Ax,,x?)]—[f(xf.x; + Ax:)’f(»‘?n‘?)]
P=lrlet + ansf e an)- Al g+ an - [+ ax, 20)- At <2)
ko’rinishda yozish mumkin.
Endi berilgan f(x,.x,) funksiya yordamida x, o’zgaruvchiga bog'lig
bo'lgan
ol{x, )= f(‘xl"tg + sz)_ f(xl-“g)*
x, 0’zgaruvchiga bog’liq bo’lgan
W(*‘z)= f(":] + A‘l-"z)" f;. (x?.xz)
funksiyalami tuzaylik. Ravshanki, ¢(x, ), w(x,) funksiyalar
‘P‘(x|)= /. (xl -xg + sz)_ f:. (xl .I;).
w'(xy)= 1 (‘lo +Ax|-"z)‘ /. (x?.xz)
hosilalarga ega bo’lib, Lagranj teoremasiga asosan
m'(xl)= f;. x;3 (X1 -J‘z. + 62&1)' AIZ'
¢t L {
w'(x,)= S, w +6Ax, xz)' Az,
bo'ladi, bunda 0< 6,, 6, <1.
Yugorida keltirilgan P ifodani g(x,). w(x,) funksiyalar orqali ushbu
P=ols! + ax)-o(x})
P= w(x;' + Arz)~ w(xg)
ko'rinishda yozib, so’ng yana Lagranj teoremasini qo’llab quyidagilami topamiz:
=gl +6iaxr ) ax,,  P=y'(xl+65,) Ax,
(0<8,. 6;<t)
Natijada (13.20) va (13.21) munosabatlardan
P=f2,.(x0 + 6iax, x4 6,8x,) Axax,

(13.20)

(1321

P= f.',..(xlo"’eimvx'z] +0;sz)-Ax,Ax2
bo'lib, ulardan esa
a0
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fr (84 8iax, X2 + B8 )= £7 (0 + 6,88, 32 + B1A,) (13.22)
bo'lishi kelib chigadi.
Shartga ko'ra f;, va f;, aralash hosilalar (xloxa) nugtada uzluksiz.
Shuning uchun (13.22) da Ax, - 0, Ax, - 0 limitga o'tsak,
Fonl80.8)= 11, (0. 2)
bo’ladi. »
2°. Funksiyaning yuqori tartibli differensiallari. Ko’p o'zgaruvchili funksi-

yaning yuqari tartibli differensiali tushunchasi keltirishdan avval, funksiyaning
n (n > 1) marta differensiaflanuvchiligi tushunchasi bilan tanishamiz.

f(x) funksiya achiq M (M c R'") to'plamda berilgan bo'lih, x"e M
bo'lsin. Ma'{umki, f(x) funksiyaning x" nugtadagi orttirmasi ushbu
A ()= 4 Ar, + AAx, + ..+ 4 Ax, +0{p)
ko’rinishda ifodalansa, funksiya x° nugtada differensiallanuvchi deb atalar edi,
bunda A, 4,...., A, - 0'zgarmas sonlar, g = ‘le,2 +Ax; + . +Axl . Bu holda ko'r-

gan edikki,
0
4 - Q[a%_) (=1 2., m)

Aytaylik, f(x) funksiya M to'plamda f).f; ...f.. xususiy hosilalarga
ega bo'lsin. Agar bu xususiy hosilalar x" nugtada differensiailanuvchi bo’lsa,
£(x) shu nuqtada ikki marta differensiatlanuvchi funksiya deb ataladi.

Umuman, f(x) fuoksiya M to’plamda barcha (n—1)- tartibli xususiy
hosilalarga ega bo’lib. bu xususiy hosilalar LeM nuqtada differensiallanuvchi
bo'lsa, f(x) funksiya x" nuqtada n marta differensiallanuvchi deyiladi.

7-teorema. f(x) funksiya M to’plamda barcha »- tartibli xususiy hosila-

larga ega bo'lib, bu xususiy hosilalar x* € M nugtada uzluksiz bo'lsa, £{x)

funksiya x° nuqtada n marta differensiallanuvchi bo™ladi.

Bu teorema funksiya differensiallanuvchi bo'lishining yetarli shartini ifoda-
lovchi 3-teoremaning isbotlanganligi kabi isbotlanadi.

f(x) funksiya x € M nugtada ikki marta differensiallanuvchi bo'Isin.

6-ta’rif. f(x) funksiyaning x nugtadagi differensiali df(x) ning
differensiali berilgan f(x) funksiyaning ikkinchi tartibli differensiali deb ataladi
vau d’f kabi belgilanadi:

d*f = d(df).
Differensiallash qoidalaridan foydalanib topamiz:
6!
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d'f = didy)- n(i”-m' i+ v‘Ym

.dlld{A ‘dj, ly]u “ﬁ4 ]
r, ox,
8 e a4 ‘h, .
ax} «‘:('x t axx, !
2
.(—"" A T A P
1,0, & A, ")
+ +
2 by
L] l!l, Ca g, TG .
-Efax, ~{¢:§ ",la;.
& Xy -
2 ¥ a2 e o2 s
, Mo, Ao,
2
a2 w2 b
0 Wy, o ,cs
RO Ay
a'x--laxn

f(x,.x,.... x2) funksiyaning (x,,x,...,x, ) nuqtadagi uchinchi, to'rtinchi va
xokazo tartibli differensiallari ham xuddi yuqoridagidek ta’riflanadi.

Umuman, f{(x) funksiyaning x nugtadagi (n-1)- tartibli differensiaii
d" "V f(x) ning differensial berilgan f(x) funksiyaning shu nugtadagi n tartibli
differensiali deb ataladi va 4" f kabi belgilanadi. Demak,

d"f =dla""f).

Biz yuqorida f(x) funksiyaning ikkinchi tartibli differensiali uning xususiy
hosilalari orgali ifodalanishini ko'rdik.

f(x) funksiyaning keyingi tartibli differensiallarining funksiya xususiy
xosilalari orgali ifodasi borgan sari murakkablasha boradi. Shu sababli yuqori

tartibli differensiallami, simvolik ravishda, soddaroq formada ifodaiash muhim.
f{x) tunksiya differensiali

df=g

I
ni simvolik ravishda (f ni formal ravishda gavs tashqarisiga chiqarih)

quyidagicha

afdx,+ +idx
ox, ox

()
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[ a Q Iy [
=) - dy e —- - =k, |/
4 | N T a L
yozamiz. Unda funksiyaning ikkinchi tantibli differensialini

N ]
"9 o, o e '
ta‘ a': 7 fu. "
deb qarash mumkin. Bunda qavs ichidagi yig'indi kvadratga ko tarilib, so'ng f
ga «ko'paytiriladin. Keyin daraja ko’rsatkichlari xususiy bhosilalar tartibi deb
hisoblanadi.

Shu tarzda kiritilgan simvolik ifodalash  f(x) funksiyaning »- tartibli
differensialini

aj - / 1323

' é a , !
d"f =| —dt, +——dvt, + .+ ——dx, |
f 7 axl ] &2 2 axm v. .f
kabi yozish imkonini beradi.

3°. Murakkab funksiyaning yuqori tartibli differensiallari. Ushbu punkida
Slxx,, 5.) (x,=¢,(t,...0,) & -olt,...0,) .. xo =0, (6. 1))
murakkab funksiyaning yugori tartibli differensialiarini topamiz.

Ma'lumki, x, =@,{t,.4,...2,) (=12 m) funksiyaning har bir
(. ..tf)e T nuqtada differensiallanuvchi bo'lib, f(x,,x,,....x,) funksiya esa
mos (x?,xg..._,x'f) nuqtada differensiallanuvchi bo'lsa, u holda S-teoremaga ko'ra
murakkab fupksiya (tf,t",...,ti‘) nuqtada differensiallanuvchi va differensial shakl-
ning invariantlik xossasiga asosan murakkab funksiyaning differensiali

4,'-__ ivdxz.{. . Jd d‘.
1 ax! axu
ba'ladi.

Faraz qilaylik, x, =¢,(4,.4,.-..4.) {i=1 2. .m) funksiyalaming har biri
(t,c,lf,._.,tf)ef nuqtada ikki marta differensiallanuvchi, f(x, x,....x, ) funksiya
esa mos {x°.x},..x2)e M nugtada ikki marta differensialianuvchi bo'isin. U
holda murakkab funksiya ham (t,“t,'lf) nugqtada ikki marta differensiallanuvchi
bo’ladi. Differensialiash qoidalaridan foydalanib quyidagini topamiz

a4~ "“"”“(a. g—'.ﬁt »sg [af1 ,&‘.:(.n).

,{t‘f\a ad(m)».f( },. qd(é)‘{qm’
}ﬁ ‘{ }" ""l'd’x, A..'_g._dl,_:
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2

= —£—dz,+£dx2+..+;§—dx_J [+

N : n (13 24)
+1d’x.+ld’x,+.,.+idzxm

- e 2.,

Shu yo'l bilan berilgan murakkab funksiyaning keyingi tartibdagi differen-
siallari topiladi.
(13.23), (13.24) formulalarni sclishtirib, ikkinchi tartibli differensiallarda
differensial shaklining invariantligi xossasi o'rinli emasligini ko'ramiz.
2-eslatma. Agar
X =apl Fagly, o ragd, + B,
X, = Ayl + Ooply + . 4 Ayl + 55,
2 218 2272 2k'4 ﬂ! (1325)
X, =+ Apyly + Al +
bo’lsa {(a,. B, (i=12..k ;=1 2..,m)-c’2zgarmas sonlar), u holda bunday
f(x,.x,,...x, ) murakkab funksiyaning yuqori tartibli differensiallari differensial

shaklining invariantligi xossasiga ega bo'ladi.
Hagiqatdan ham (13.25) ifodadagi funksiyalami difTerensialiasak, unda

dx, = apdt + @,dt + .+ apdl, = a M+ a AL o, A

e, = oy dly + Qyudt, + .+ 0y, dl, = @ Al +aphl +. +a, AL

dr, =a dl, +a,,d,+. +a,dl, =a, M, +a AL+ . +a, Al
bo'lib dr,,dx,,...,dx, laming har biri ¢4, .....4, 0 zgaruvchilarga bog’liq emasligi-
ni ko'ramiz. Ravshanki. bundan &'x, =dyx, =...=d’x,, = 0.
Binobarin,

2o atai=dl L L LA
d f_d(df)_d{ax dx,+ax2dx2+...+ax m,}_

s L)osd L) o Z):

™

ax! 2 »

2
=(idx, +idxz+...+—q4dxm\. 52
axl a"z axm )

Demak, ikkinchi tartibli differensiallar differensial shaklining invariantligi
xossasiga ega ekan.

Shunga o'xshash, bu holda murakkab funksiyaning ikkidan katta tartibdagi
differensiallarida differensial shaklining invariantligi xossasi o’rinli bo’lishi
ko’rsatiladi.

o4
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7-§. O'rta gqiymat haqida teorema
f(x)= f(x,.x,. ..x,) funksiya M c R 10'plamda berilgan. Bu t0"plamda
shunday a=(a,.a,...a,) va & =(s,.6,. ..a,) nuqtalami olaylikki, bu nuqtalami
birlashtiruvchi to'g ri chiziq kesmasi
A={(x,.x,...x, )ER" x,=a,+1s -a) x, =a, +1(s, —a,)
ok, =a, +te, —a,) 0<t<l}
shu M to’plamga tegishli bo’lsin: Ac M.
8-teorema. Agar f(1) funksiya A kesmaning a va @ nuqtalarida uzluksiz

bo'lib, kesmaning qolgan barcha nuqtalrida funksiya differensiallanuvchi bo'lsa. u
holda A kesmada shunday ¢ nugta {c =(c,.c,.....c,, )) topiladiki,
f(6)- fla)= £ (cXoi ~ a)+ 3, (cNe: ~ )+ + £ (e)e, — a)

bo'ladi.

< f(x) funksiyani A to’plamda qaraylik. Unda

F)= . x0x,)= fla, +tle,~a) a,+t(s, - ;). .. a, +1e, -a,))

(0<z<1)
ba’lib, f(x,.x,....x, ) ¢ o'zgaruvchining [0,1] segmentda berilgan funksiyasiga
aylanadi:
F(t)= fla, + s, ~a,), a,+1(s, ~a,). ... a_ +1(s, - a,))
Bu funksiya (0, 1) intervalda ushbu
1'*(’)= fx. (31 “'l) fx', '(92 —02)..-.. fr'- (8m - am)

hosilaga ega ba'ladi.

Demak, £ (1) funksiya [0.1] segmentda uzluksiz, (0. 1) intervalda esa F(r)
hosilaga ega. Unda Lagranj teoremasiga (1-qism, 6-bob, 6-§) ko’ra (0. 1) interval-
da shunday ¢, nuqta topiladiki,

FM)-FO)=F(,) (0<t,<1) (13.26)
F0)= 1) F()=fle)
P(’o)?ﬁ,("l +i(a,~a)) a, +1(6,-a,). . a, +1(6, - a,)) (s, -a)+

+ 1 (@, +1(e,—a,) a, +1(s, - ;). a, +4,(s, ~a,)}-(s, - a;)+

bo'ladi. Ravshanki,

(1327)
F eeeeeeestaseree e rmerasa b teesae et seaenthotons +
+f (a, +t,(8, - a,) a, +1,(8, - a,)...., a,, +4,(8, —a,)) (s, - a,)
Agar

4 ‘”0(91 _"1)=C|

a, +15(s, ‘“z)=cz
a, -Ho(a -a )—
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deb belgilasak, unda c = (¢,.c,....c,, )€ 4 bo’lib. yuqoridagi (13.26) va (13.27)
tengliklardan
f(8)-f(a)= 1; (e —a)+ £, (cXey - ay)+ - + 1, (e, -~ aa)

kelib chigadi. »

Bu o’rta giymat haqidagi teorema deb ataladi.

2-natija f(x) funksiya bog’lamli M c R™ to'plamda berilgan bo'lib.
uning har bir nuqtasi differensiallanuvchi bo’lsin. Agar M to’plamning har bir
nugtasida f(x) funksiyaning barcha xususiy hosilalari nolga teng bo'lsa, funksiya
M to’plamda o°zgarmas bo’ladi.

<4 M to’plamda a=(g,.a,... .a,) hamda ixtiyoriy x = (x,.x,....,x, ) nuqta-
lami olaylik. Bu nugtalami birlashtiruvchi kesma shu M to’plamga tegishli
bo’lsin. U holda shu kesma nuqgtalarida 8-teoremaga ko'ra

f@)= 1)+ £ Koy~ x)+ £, (M, - x5 )+ + £;_(cNan - x,,)

bo’ladi. Funksiyaning barcha xususiy hostlalari noiga teng ekanidan

/(x)= f(a)
bo'lishi kelib chigadi.

a va x nuqlalami birlashtiruvchi kesma M to’plamga tegishli bo’lmasa,
unda M to’plamning bog'lamli ekanligidan @ va x nugqtalami birlashtiruvchi va
to’plamga tegishli bo'lgan sinig chiziq topiladi, bu siniq chiziq kesmalariga
yugoridagi 8-teoremani qo'llay borib,

S(x)= f(a)

bo’lishini topamiz. P
8-§. Ko'p o'zgaruvchili funksiyaning Teylor formulasi
Ma'lumki, F(1) funksiya /=1, nugtaning atrofida berilgan bo'lib, unda
F'(1), F*(s)..... F"*'(t) hosilalarga ega bo’Isa, u holda

F(r)= Fle,)+ F'('ox‘*‘o)*lF"(’OX’"o)z"‘ -+

Fe!

f*"(: Xe-4) + 1(;)(‘ oy (1328

(c_to+0(t—r°), 0<9<1)
boladi (Teylor formulasi).
S()= flx,.x5...,x,) funksiya ochiq M (M c R") to plamda berilgan. Bu

qaraylik. Ravshanki, W{x.xj.... _)GUJ((X‘ X )) nuqta bilan (xl ..... °)
nuqtani birlashtiruvchi to’g’ri chiziq kesmasi
A={(x,.x, .. x JER™ ' x,=x] + l(x{ 71:)) Xy = X; +t(x“ —x?)
Xy =x°_+tx,'_—x2)- 0<t<1}
shu U, {{x?.x2,x°)) atrofga tegishli bo'ladi.
66
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f(x,.x,,... x,) funksiya I ((t‘ X, ,x:)] da n+| marta differensialianuv-
chi ba’Isin deb uni 4 t0'plamga garaylik. Unda

f(x, 1y0,)= _f()t::J +l(x,'—x?l J:;'+l()t'2 —xg). , X +t(x,',, —xf,))
bo'lib, f(x,,x,....x, ) funksiya 1 o'zgaruvchining [0, 1] da berilgan funk-
sivasiga aylanib qoladi:
F(l‘):f(x]0 erlsy=xt) xS+ elg-x0) . x0 +t(x,’,, —xf,',)) (o<t<i) (1329
Bu funksiyaning hosilalarini hisoblaylik:

0= ol Lo Ll - )
-_—‘ ¢ (x;—x:’)¢ —a-(x; -x:)» + é (x:-x:)}[
F(‘) (xl_xl)z+ ( —x2)2+ + (x:u—x )2+

; :
+ 6::, : (x, Xx; _xg)+ +26xf_,gxm (x:'n | = Xn ,Xx' ‘x:)z

i 2
Lg;l—(x.-xf)“‘%(xé—xg)*-"’af ("'-_x'?')J /

Umuman £ -tartibli hosila ushbu

Al . . d . ’
’(4'.',:(31 (1| - ‘u)’ (%:(’x"‘?)‘ . ‘T('-":)] i

(13.30)
(k=12,.,n+1)

ko’rinishida bo'ladi. (Uning to'g’riligi matematik induksiya usuli yordamida
isbotlanadi)

Yuqoridagi (1) ().  F"*'(t) hosilalarning ifodalariga  kirgan
7(x,.x,,. . x,) funksiyaning barcha xususiy hosilalari
(xlc+’(1| - X ) X3 +’(’z xz) o +’(x:n _Ig))
nuqta hisoblangan.
{13.28) formulada t =0 va r— i deb olinsa, ushbu
fﬂ)rmy p@) F@h 4= meﬁ& wFW%m

(0<o<1)
hosil bo’ladi.

£13.29) va (13.30) munosabatdan foydalanib quyidagilarni topamiz:
FO)= £l 52}
F1)= f(xt. ;.. .5,)
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F0)=( 2 (st Loy - oS er-28)] 1

A it | 2 ~

(k=12..n+1)
Keyingi tenglikdagi f{x,.x,....x, ) funksiyaning barcha xususiy hosilalari
(x?.x;‘ _____ 12) nuqtada hisobiangan.
Demak, (13.28) formulaga ko’ra

[ - -»-o,-u) *—c. ) 1+

ol x)s fu;—x3)+...+a;.(x;-x:)] /

bo'ladi, bunda f(x,,x,,._., x, ) funksiyaning barcha birinchi, ikkinchi va xokazo

n-artibli xususiy hosilalari (xfx“x:) nugtada, shu funksiyaning barcha
(r + 1)- tartibli xususiy hosilalari esa
(e 40l ~x0) 2+l - x2) . L +6(x,~22) ) (0<8<1)
nuqtada hisoblangan.
Bu formula ko’p o'zgaruvchili f(x,.x,,....x, ) funksiyaning Teylor formu-
lasi deb ataladi.
Xususan, ikki o'zgaruvchili funksiyaning Teylor formulasi quyidagicha

bo’ladi:
floun s Ll ), 2
2![M(x, -x, )l + ZM(,‘ ~x xxz —x )

a’j(«. x )( -1t EJ.‘_"'_’L)(. N
' F e ¢

L
n!

+C, Q:Jix"—xz)(x —x,"r-'(x1~x:);*.+mif:—)(x, —x“)" *

L] Br" 1ar (h:
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| & /_h_o‘fl(l - x, lx, 00(11"1))( ,.')'",__‘¢

(n#l) ()x" "
a" j(x g("‘;:...l)‘ 00(! ij(x,-x:)'"

9-§. Ko'p 0'2garuvchili funksiyaning ekstremum giymartlari
Ekstremumning zaruriy sharti
1°. Funksiyaning maksimum va minimum giymatlari. Ko'p o’zgaruvchili
funksiyaning ekstremum qiymatlari ta’riflari xuddi bir o'zgaruvchili funksiyaniki
singari kiritiladi.
f(x)= 1(x, x,.....x,.) funksiya ochiq M < R" 10°plamda berilgan ba'lib,
x°= (x,",xg ..... xﬂ)e M bo’lsin.

7-ta'rif. Agar x° nugtaning shunday UA(;“)={.:(;|,.,,,_,,1M)@R"

plr.x)- K;_ x;-)T N (:nlxﬂ)’ <5}C »m atrofi mavjud bo’lsaki, V:eud(x“)

uchun
fse) ez se)

bo'Isa, f(x) funksiya x° nugtada maksimumga (minimumga) ega deyiladi, f(x")
qiymat esa f{x) funksiyaning maksimum (minimum) giymati yoki maksimumi
(minimumi) deyiladi.

8-ta’rif. Agar x" nugtaning shunday U‘,(xu) atrofi mavjud bo'lsaki,
Vre(lo-(xo)l{xqi uchun f(x)< f(xo) (j’(x)) f(xn)) bo’lsa, f(x) funksiya x°
nuqtada qat'iy maksimumga (qatl'iy minimumga) ega deyiladi. f(x") qiymat esa
7(x) funksivaning qat’iy maksimum (qat'iy minimum) qiymati yoki qat'ty
maksimumi (qat’iy minimumi) deyiladi.

Yuqoridagi ta’riflardagi x° nuqta f(x) funksiyaga maksimum (minimum)
(8-ta’rifda), qat’'iy maksimum (qat'iy minimum) (9-ta'rifda) giymat beradigan
nugta deb ataladi.

Funksiyaning maksimum va minimumi umumiy nom bilan uning ekstremu-

mi deb ataladi.

13.8-misol. Ushhu

fix,.x,)= V- x7 - x; (x,z+1,2$l)

funksiyaning (0,0) nuqiada gat’iy maksimumga erishish ko’rsatilsin.

4 Haqiqatdan ham, (0.0) nugtaning ushbu

v,((0,0)= {(x,.xz)eR xl+xi<r } (0<r<t)
atrofi olinsa. unda ¥(x,.x,)e U/,{(0. 0))'{(0.0)} uchun
f(xl-"z):\/" x5 -x3 < £(0.0)=1

bo’ladi. »
o
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8 va 9- ta'riflardan ko'rinadiki, f(x) funksiyaning x° nugtadagi giymati
j(;") ni uning shu nuqta atrofidagi nuqtalardagi qiymatlari bilangina solishtirilar
ekan. Shuning uchun funksiyaning ekstremumi {maksimumi, minimumi) lokai
ekstremum (lokal maksimum, lokal minimum) deb ataladi.

2. Funhsiya ekstremumining zaruriy sharti. f (x,,x,....,x_) funksiya

ochif McR" to'plamda berilgan. Aytaylik, f(x,.x,...x,) funksiya
x° -—-(1:’,1?. x%) nugtada maksimumga (minimumga) ega bo'Isin. Ta'rifga ko'ra
X ={x a3 xﬂ] nuqtaning shunday U,(x,)c M atrofi mavjudki, ¥x eU,-(x“)
uchun

f(x,,xz,. x )<f(x,° x;, x:}

(f(x:'xz ----- -)Zf(‘ ’2' ’:»

f("l"‘: '\ o)sf(-‘w J‘z- % )

(/(x,,xz,._.‘x: )z . .1:,”.,1:))

bo’ladi. Natijada bir o'zgaruvchiga x, ga bog’liq bo’lgan f(x,,x;,...,x:) funksi-

xususan

yaning U;(x ) da eng katta (eng kichik) qiymati f{x? xJ.... xf) ga erishishini
ko’ramiz. Agarda x° nugtada /s (x,) xususiy hosila mavjud bo'{sa. unda Ferma
teoremasi (qaraisin, 1-qism, 6-bab, 6-§)ga ko'ra
S0 x8)= £ 60)=0
bo’ladi.
Xuddi shuningdek, f;, (x°),.‘,/;_ (x“) xususiy hosilalar mavjud bo’lsa,
/i 6)=0. £ 60)=0... £ (°)=0
bo'lishini topamiz.

Shunday qilib quyidagi tearemaga kelamiz.
9-teorema. Agar f(x) funksiya x" nuqtada ekstremumga erishsa va shu
nugtada barcha f, . f; ... f._ Xususiy hosilalarga ega bo'lsa, u holda

7i6)=0. £ ()=0 ... 51 (°)=0
bo’ladi.
Biroq f{x) funksiyaning biror x'€ R™ nuqtada barcha xususiy hosilalarga
ega va
fa()=0 £, (x)=0 . 1, (x)=0
bo’lishidan uning shu x nugtada ekstremumga ega bo'lishi har doim ham kelib
chiqavermaydi.
Masalan, R? to'plamda berilgan
/(‘l'x2)= XX,

n
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funksiyani qaraylik. Bu funksiya f; (x.x,)=1x,. f} (x.x,)=1x, xususiy
hosilalarga ega bo™ib, ular (0.0) nuqtada eckstremumga ega emas (bu
funksiyaning grafigi giperbolik paraboloidni ifodalavdi, garalsin 12-bob, 3-§).

Demak, 9-teorema bir argumentli funksiyalardagidek funksiya ekstremumga
erishishining zaruriy shartini ifodalar ekan.

f(x) funksiya xususiy hosilalarini nolga aylantiradigan nugtalar uning
statsionar nuglalari deyiladi.

10-§. Funksiya ekstremumining yetarli sharti
Biz yugorida f(x) funksiysning x° nuqtada ekstremumga erishishining
2arurly shartini ko 'rsatdik. Endi funksiyaning ekstremumga erishishining yetarli
shartini o’rganamiz.

f(x) funksiya x° € R™ nugqtaning biror
U,(x°)= {xe R” p(x,.x")( 6} (6>0)
atrofida berilgan bo’lsin. Ushbu
A= f{x)- 1(x°) (13.31)
ayirmani qaraylik. Ravshanki, bu ayirma Us(xo) da o'z ishorasini saqlasa, ya’ni
har doim A>0 (A<0) bo'lsa, f{x) funksiya x° nugtada minimumga (maksi-
murmga) erishadi. Agar (13.31) ayirma har ganday Uj(x") atrofda ham o’z ishora-
sini saglamasa, u holda f{x) funksiya x° nuqtada ekstremumga ega ho'lmaydi.
Demak, masala (13.31) ayirma o'z ishorasini saqlaydigan Uﬁ(xu) atrof mavjudmi
yoki yo’qmi, shuni aniglashdan iborat. Bu masalani biz. xususiy holda ya’ni f(x)
funksiya ma'lum shanlarni bajargan holda cchamiz.
S(x) funksiya quyidagi shartlami bajarsin:
1) f(x) funksiya biror Ud(x") da uzluksiz, barcha o”zgaruvchilari bo'yicha
birinchi va ikkinchi tartibli uzluksiz xususiy hosilalarga ega;
2) x° nugta f{x) funksiyaning statsionar nuqtasi, ya'ni
60)=0. 7.60)=0. . £ (0)=0.
Ushbu bobning 8-§ ida kehirilgan Teylor formulasidan foydaianib. x° nug-
taning statsionar nuqta ekanligini €’'tiborga olib, quyidagini topamiz:
f(x)=f(x°)+%{j:lzz\x,’ +f.'=Ax; + ¢ /"iAx: +

+ z(f;,;,Axlez + [ AN ARy + .+ f:__,:_Axn—leu)]=

= b3 B, nn,
]

ok
Bu munosabatda  f(x) funksiyaning barcha xususiy hosilalari
fex (44 =12, .m) lar ushbu

(x¢ + 6Ax,.x$ + OAx,...x° +6Ar,) (0<6<1)
n
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nugtadan hisoblangan va
Ax, = x, - 20, Ax, = x, - X3, Ax = x, - X2
Demak,
l -
A 3 Z[v.l AX,AK.
2:‘ N o
Berilgan f(x) funksiya ikkinchi tartibli hosilalarining statsionar nugtadagi
qiymatiarini quyidagicha belgilayiik:
ay =1l (xo) k=12 . ,m)

Unda f7, (x) ning x° nugtada uzluksizligidan

(ik=1,2 3., m) bo'lishi kelib chiqadi. Bu munosabatda Axr, 0. Ax, -0,
.-..Ax, — 0 da barcha @, — 0 va 6-§ da keltirilgan 6-teoremaga asosan
a,=a, (ik=1223_.. m)
bo'ladi. Natijada (13.31) ayinna ushbu
Za,Ax Ax, + Za‘Ax Ax,l
i k=1 rk=l
ko'rinishni oladi. Buni quyidagicha ham yozish mumkin:

B S A 2 an A
2,b=1 * P k=) " P p

Agar

deb belgilasak. unda
Faut b+ Tasd 6,

k=1 1 k=l ‘

(13.32)

ba’ladi.
Ushbu

P(fx»éz----ném)=‘§:’m§. A

ifoda  £,.4;....¢, o'zgaruvchilaming kvadratik formasi deb ataladi,
6, (k=121 . m) lar esa kvadratik formaning koefTitsientlari deyiladi.
Ravshanki, har ganday kvadratik forma o’z koefTitsientlari orgali to™la aniqlanadi.
Kvadratik formalar algebra kursida batafsil o’rganiladi. Quyida biz kvadratik
formaga doir ba'zi (kelgusida qo’llaniladigan) tushunchalarni eslatib o'tamiz.
Ravshanki, & =&, = .. =&, =0 bo’lsa, har ganday kvadratik forma uchun

P(0.0....0)=0
ba’ladi.
Endi boshqa nuqtalami garaylik. Quyidagi hollar bo’lishi mumkin:
7
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1. Barcha & + £} + ...+ &2 > 0 nugtalar uchun
PG bynnn)> 0.
Bu holda kvadratik forma musbat aniglangan deyiladi.
2° Barcha &1 + &7 + .+ £2 > 0 nugtalar uchun
P(él'gz'“"ém)<0-
Bu holda kvadratik forma manfiy aniglangan deyiladi.
3° Ba'zan (& 5. &) nugtalar uchun l’({,,:,p £.)> 0 ba’zi nugtalar
uchun

P62 6m) <O
Bu holda kvadratik forma noaniq deyiladi.
4°. Barcha £ + &2 + .+ &2 > 0 nugtalar uchun
P(él 452 """ “fm ) 20
va ular orasida shunday (%,.£,. ..., ) nugtalar ham borki,
P(él-éz----rfm)= 0.
Bu holda kvadratik forma yarimmusbat anigtangan deyiladi.
5° Barcha &7 + &, +..+ £2 > 0 nugtalar uchun
P(gl'tl" ‘vém)S 0
va ular orasida shunday (&,.&,.....£, ) nugtalar ham borki,
P&, &y E,)=0.
Bu holda kvadratik forma yarimmanfiy aniglangan deyiladi.

Keltirilgan hollarni alohida-alohida tahlil gilamiz:
#°, Ushbu

Q('fwfz ----- 5..)’ ilamg.‘ét

kvadratik forma musbat aniglangan bo’lsin. Avvalo yugoridagi
p=Ar + A 4 _+ A2

va

tengliklardan
2 g2 2 _
S +br+ g, =1
ekanligini topamiz. Ma'jumki. R™ fazoda
$0)=5000..0)={6 &. L) R g+l 452 =1)

markazi 0 = (0,0, . 0) nugtada radiusi 1 ga teng sferani ifodalaydi. Sfera yopiq va
chegaralangan to’plam. Veyershtrassning birinchi teoremasiga asosan shu sferada
& .E,. &) funksiya uzluksiz funksiya sifatida chegaralangan, xususan

quyidan chegaralangan bo’ladi
05,.4;....8,)2C (C - consr)

B
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Agar Q(:,‘,,{,,. .&,) kvadratik formaning musbat aniglangan ekanligini
¢’tiborga olsak, unda € 2 0 bo’lishini topamiz.

Ikkinchi tomondan. Veyershtrassning ikkinchi teoremasiga ko’ra bu
0(&,.&,.....&,) funksiya S,(0) sferada o’zining aniq quyi chegarasiga erishadi,

ya’'ni biror (,‘.",{: ..... §:)E $,(9) uchun
0le? &5 . 80)=min (g .4, .£,)

bo’ladi. Yana (X&,.¢;.....£&, ) kvadratik formaning musbat aniglangan ekantigini
e’tiborga alsak,

olge.gs.. .&2)>0

ekanini topamiz. Demak. §,{0) sferada

O£ b )= Sa4l £2C50

k=1
boladi.
Endi

Za..s‘, “$u

rk=t
ni baholaymiz. Koshi-Bunyakaovskiy tengsizligidan foydalanib, topamiz:
o m {m el /- 2 _!
Yaud, 5= 2 lZ mka Z'f,] =
1=t \&=i i=l

1 kel

o (Be] 4

. N l
(Beat) | <|2 (Eaier)] - (2%1
k= =l \&=] i=) . k=1
Ma'lumki, Ax, 40. Ax2 —)0,.., Ax,, >0 da barcha g, — 0. Bundan
foydalanib x° nuqtaning atrofini yetarlicha kichik gilib olish hisobiga
{

» 2
wf <L
(I."z=| ' 2
tengsizlikka erishish mumkin. Demak, {13.32) dan

- b 2
A"—-("Z-'a.oé &+ '?:,'a..é'l.) B{((‘-%)=%ﬁ>0
2°. Quyidagi

m 2

i= l

Q(ﬁl"fzv~-§.)= i”ac. &

rh=
kvadratik forma manfy aniglangan bo’lsin. Bu holda x° nuqtaning yetarlicha

Zamt &+ Zalké A

i k=l ik=1
shash ko'rsatiladi. Natijada quyidagi tcoremaga kelamlz.

74

kichik atrofida A—

<0 bo’lishi 1-holdagiga o’x-
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10-teorema. f(x) funksiya x° nugtaning biror Uﬁ(x") atrofida (6 > 0)
berilgan ba’isin va u ushbu shartlarni bajarsin:

1) f(x) funksiya U,,(x“) da barcha o'zgaruvchilar x,x,...x, ba'yicha
birinchi va ikkinchi tartibli uzluksiz xususiy hosilalarga ega;

2) x° nuqta f(x) funksiyaning statsionar nugiasi;

3) koefTitsientlari

bo’lgan
Q(¢I'§2""'¢M)= 2":5« <
tk=1
kvadratik forma musbat (manfiy) aniglangan. U holda f(x) funksiya x° nugtada
maksimumga (minimumga) erishadi.
Bu teorema funksiya ekstremumining yetarli shartini ifodalaydi.
3. Agar

Q('fvgz'----;n)= Z%s‘. &
k=)
kvadratik forma noaniq bo’lsa, f(x) funksiya x" nugtada ekstremumga
erishmaydi Shuni ishatlaylik &.£,....&, larning shunday (A .h;,. .h,) va
(1_1. hy,..., ) qiymatlari topiladiki,
Oty by, )> 0, QA1 ks, hn )< 0 (13.33)
bo'ladi.
P (x:’.x:,..,,xg). (x,n +h xd+hy,. x4 h,,,)
nuqtalarni birlashtiruvchi
=£+m,
= x5 ~th,
................ . (0<r<1)
x =x2+ thy
kesmaning nuqtalari uchun yuqoridagi (!3.32) munosabat ushbu

=%L i"n". b+ ia‘h, "'a.

rh=1 vk=I
ko’rinishiga keladi. Bu tenglikning o’'ng tomonidagi birinchi go’shiluvchi ¢13.33)
ga ko'ra musbat bo’ladi. Ikkinchi qo’shiluvchi esa. 1 >0 da nolga intiladi

(chunki -0 da Ax=x-x"—0, Ar=x-x3 0., Ax, =x, -1 —50). Demak,
{13.34) kesmaning x° nuqtaga yetarlicha yagin bo’lgan x nugtalari uchun A

ayirma musbat. ya'ni
169> )

75

{13.34)

bo’ladi.
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Xuddi shunga o’xshash,

x.=x2 +thn

kesmaning x° nuqtaga yetarlicha yaqin bo’lgan x nugtalari uchun A ayirma
manfiy, ya'ni
1)< £7)
bo’lishi ko rsatiladi.
Demak. A = f(x)—f(x“) ayirma x° nuqtaning har qanday yetarlicha kichik
atrofida o’z ishorasini saqlamaydi. Bu esa f(x) funksiyaning x° nugtada

ekstremumga erishmasligini bildiradi.
£ -5 Agar

lbynde)= Saal &,

k=t
kvadratik forma yarimmusbat aniglangan bc'lsa yoki yarimmanfiy aniqlangan
bo'lsa, f(x) funksiya x° nuqgtada ekstremumga erishishi ham erishmasligi ham
mumkin. Bu «shubhali» ho] go*shimcha tekshirib aniglanadi.

Yuqoridagi 10-teoremaning 3-sharti, ya'ni  ((£,.4,....£,) kvadratik
formaning musbat yoki manfiy aniglanganlikka aleqador sharti teoremaning
markaziy qismini tashkil etadi. Kvadratik formaning musbat yoki manfiy
aniqlanganligini algebra kursidan ma’lum bo’lgan Silvestr alomatidan foydalanib
topish mumkin. Quyidagi bu alomatni ishotsiz keltiramiz.

Sitvestr alomati. Ushbu

P&, v§z-~--'§m)= ieikér &

kol
kvadratik formaning musbat aniglangan bo’lishi uchun

8 B - 8y,
., e
'
é, > 0. [ ”
» 8By
L] .-1 .-

tengsizliklaming, manfiy aniglangan bo’lishi uchun

g 6y .. 6

>0, .. "1>0

6y 8; .. G,
)
e, 6 8, 6,, &
T} 21 822 2
é, <0, I>0, ..(-1)" "I>0
61‘ "nzl
sml GmZ Emm

tengsizliklaming bajarilishi zarur va yetarli.
76
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Xususty holni. funksiya ikki o'zgaruvchiga bog’liq bo’lgan holni garaylik.
f(x,.x,) funksiya x° = (x:’x;) nuqtaning biror atrofi

Ud(x°)= {t= (x,x,)e R%: p(x.x°)< 6} (6>0)
da birinchi, ikkinchi tartibli uzluksiz hosilalarga ega bo'lib, x° esa qaralayotgan
funksiyaning statsionar nuqtasi bo’lIsin:

7i0)=0, fil7)=0.
Odatdagidek
a, = f,? ("o)' a, = f::r, (10), 0y = f;:‘ (10)'
1). Agar

a, 4,

=a”an—a,22>0 vaa, >0

621 O
bo'lsa. f(x) funksiya x° nuqtada minimumga erishadi,
2). Agar
8,85, - aj, >0 va q,, <0
bo'lsa, f{x) funksiya x° nugtada maksimumga erishadi.
3). Agar
a,,a,, - aj, <0
bo'lsa. f{x) funksiva x° nugtada ekstremumga erishmaydi.
4). Agar
3,85, "allz =0
bo'lsa. f(x) funksiya x° nuqtada ekstremumga erishishi mumkin, erishmasligi
ham mumkin. Bu «shuhbali» hol go'shimcha tekshirish yordamida aniglanadi.
Hagigatdan ham 1)- va 2)- hollarda kvadratik forma mas ravishda musbat
aniqlangan yoki manfiy aniqlangan bo'ladi (garalsin: Silvestr alomati).
3)- hoida, ya'ni
a,,8,,-al, <0 {13.35)
bo'lganda Q(&,.£,)= a,, &2 +2a,,£,&, + a,d) kvadratik forma noaniq boladi.
Shunj isbotlaylik.
a,, =0 bo’isin. Bu holda (13.35) dan a,, #0 bo’lishi ketib chigadi.
Natijada ({§,.£,) kvadratik forma ushbu
A4.4)= (zaliél +apd; )52
ko'rinishga keladi. Bu kvadratik forma
I-ay .
- = l
:I 2“11 2
qiymatda musbat:

1% l)=|>0 P PRLL - S
2a,, 2ay,

m
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qiymatda esa manfiy:

Q{”—”H, —1|=-1<0
2a,,
bo'ladi.

Endi a,, >0 bo’lsin. Bu holda (M .¢&,) kvadratik formani quyidagicha
yozib olamiz:

- _ a2
a9 g2 (13 36)

a
R
. ay

‘N

Q(:c 42 )= a 1[

Keyingi tenglikdan £, = LTS £, =-1 giymatda

Q(- I, |)<0
a,,

2
vavé > Sy .fﬁﬂﬁl, &, = | giymatlarda esa
a, a;,
¢ 1)>0
ba’lishini topamiz.
Va nihoyat, a,, <0 ba’lsin. Bu holda (13.36) munosabatdan foydalanib,

Q€ &) kvadratik  formaning &= - g -1  giymada musbal
4y,

{ N “ 12 _
Qt—h, J>0 vaV§ >——24 V]gll—‘:“-“ﬁ, ¢, =1 giymatda esa manfiy
a, ay,

Q. 1)<0

bolishini topamiz.

Shunday qilib, a,,a,,—aj, <0 bo'lganda (N¢,.&;) kvadratik formaning
noaniq bo’lishi isbot etildi.

4)- holni, ya'ni a,,a,;, ~ a4 =0 bo’lgan holni garaylik. Bu holda, a,,=0
bo’lsa, unda a,, =0 ba’lib, O(¢,.£,) kvadratik forma ushbu

0,.8) = “ngz’

ko’rinishni oladi.

Ravshanki, a,, > 0 bo’lganda

0(4.6,)20,
a,, <0 bo'lganda

05,.4,)s0
bo'lib, & ning ixtiyoriy giymatida

Q(§| -0) =0
bo’ladh.

Agar a,, >0 bo’lsa,
8
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2
0,.8,)= "u( 4 "'aiéz) <0,

It

a,, <0 bo’lganda

1
Q(¢1-¢:)" an[(n + gﬂg}] <0,
"

ba’lib, & va ¢, laming .
§ = - $
@,
tenglikni qanoatlantiruvchi barcha qiymatlarida Q(¢,.£,) kvadratik forma nolga
teng bo'ladi. Demak, garalayotgan holda O{¢,.£,) kvadratik forma yarimmusbat
aniglangan yoki yarimmanfiy aniglangan bo’ladi.

13.9-misol. Ushbu
fax)=x v 5 -3axx,  (a20)
funksiya ekstremumga tekshinladi.
4 Bu funksiyaning birinchi va ikkinchi tartibli hosilalari

I (x,,xz)=3x|7 -lax,, f (x,,xz)=3x§—3ax,
f,'I; (x,.xz)=61,, fx','x, (x,,x2)=—3a, f;é(x,,x2)=6xz
bo’ladi. Ushby
f3x] - 3ax, =0
{3x] < 3ax, =0
sistemani echib, berilgan funksiyaning statsicnar nugtalari (0, 0) va (a, a)
ekanini topamiz.
(a. a) nuqtada
a,=6a, a,=-3a, a, =6a
bo’lib,
a,a,, - afz =27a" > C
ba'ladi.
Demak, a > 0 bo'lganda (a, > 0 bo'lib) funksiya (a, ) nuqta minimumga
erishadi. @ < 0 bo’lganda funksiya {a. a) nugtada maksimumga erishadi.
Ravshanki,

fla.a)= -a’.
(0. 0) nuqtada

a,a,, —a}, = -9a’ <0
bo’ladi. Demak, berilgan funksiya {0, 0) nugtada ekstremumga erishmaydi. »
Iy
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11-§. Oshkormas funksiyalar
1°. Oshkormas funksiya tushunchasi. Ma'lumki, X c R to'plamdagi har
bir x songa hiror goidaga ko'ra ¥ ¢ R to’plamdan hitta y son mos qo'yilgan
bo’lsa, X to’plamda funksiya berilgan deb atalar vau
f x>y yoki y= f(x)
kabi belgilanar edi.
Ikki x va y argumentlaming £(x,y) funksiyasi
M={(x,y)ER2 ca<1<e, c<y<d}
to'plamda berilgan bo'lsin. Ushhu
Irxy)=0 {13.37)
tenglamani qaraylik. Biror x, sonni (x, € (a.6)) alib, uni yuqoridagi tenglamadagi
x ning o’miga qo’yamiz. Natijada y ni topish uchun quyidagi
F(x,.v)=0
tenglamaga kelamiz. Bu tenglamaning echimi hagida ushbu holiar bo’lishi
murkin:
1). (13 37) tenglama yagona haqiqiy y, echimga ega,
2). (13.37) tenglama bitta ham hagiqiy echimga ega emas,
3). (13.37) tenglama bir nechta, hatta cheksez ko p haqiqiy echimga ega.
Masalan,
Flx.y)= {yz— x’, agar x>0 bo"lsa.
y +x, agar x<0 bo'lsa
u holda
F(x.y)=0
tenglama x, > 0 bo’lganda, yagona y = x; echimga, x, <0 bo'lganda ikkita

Y == X% J""'\/‘-‘o
echimga ega bo'ladi.

Agar biror F(x,y)=0 tenglama uchun 1)- hol o'rinli bo'lsa bunday
tenglama e'tiborga loyiq. Uning yordamida funksiya aniqlanishi mumkin.

£ndi x o'zgaruvchining giymatlaridan iborat shunday X to’plamni garay-
likki, hu to’plamdan olingan har bir giymatda F{x.y)=0 tenglama yagona
echimga ega ba’lsin.

X to'plamdan ixtiyoriy x sanni olib, bu songa F{x,y)=0 tenglamaning
yagona echimi bo’lgan y sonni mos qo’yamiz. Natijada X to’plamdan olingan
har bir x ga yuqoridagi ko’rsatilgan qoidaga ko’ra bitta y mos qo'yilib. funksiya
hosil bo'ladi. Bunda x va y o'zgaruvchilar orasidagi bog'lanish F(x,y)=0
tenglama yordamida ba'ladi. ()daida bunday berilgan (aniglangan) funksiya
oshkormas ko 'rinishda berilgan funksiya {yoki oshkormas funksiya) deb ataladi va

x>y Flxy)=0.
kabi beigilanadi.

13.10-misol. Ushbu

F(x.y)= yWri-1-2=0 (13.38)
)]
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tenglamaning funksiya aniglashi ko'rsatilsin.

4 Ravshanki. N
F(x,_y)=y\jm:2 -1-2=0

1englama x ning Ri{xe R: —1<x<1} dan olingan har bir qiymatida yagona
2
y=p—
vxi =1
echimga cga, bundan

’ \
F x.—rz |=0.
NV RCY

Natijada {(13.38) tenglama yordamida berilgan ushbu

\
x> y= 2 : F(x, |=0
vil-l vrl-i

oshkormas ko'rinishdagi funksivaga ega bo'lamiz. »

13.11-misol. Ushbu
1
Flx.y)=x-y+ _;siny:()

tenglamani funksiya aniqlashi ko’rsatilsin.
< Bu tenglamani

-
x=y-=siny=o(y)

ko'rinishda yozib olamiz. Ravshanki. ¢(y) funksiya (-ec+e0) da uzluksiz va

o(y)=1- %coxy >0 hosilaga ega.

Unda teskast funksiya hagida teoremaga ko'ra (i-gism. 5-bob, 7-§)
y = ¢ ' (x) funksiya mavjuddir. Demak, (- o.+a) dan olingan x ning har bir giy-

malida (13.39) tenglama yagona y = ¢ '(x) echimga ega. bundan
Flr.o '(x)=0.
Har bir x ga ¢ '(x) ni mos qo'yib,
x—» q)"(x).‘ F(x, @ [(x))= 0

oshkormas ko'rinishdagi tunksiyaga ega ho'lamiz. »

13.12-misol. Quyidagi

Fx.y)=x'+y'-Iny=0 (y>0)

tenglamani funksiya anigmasligi ko'rsatilsin.

<4Bu tenglama x ning (- ®.+o) oraliqdan olingan hech bir giymatida

echimga ega emas. Chunki har doim y”> —/ny >0 Bu holda berilgan tenglama

yordamida funksiya aniglanmaydi. »
2" Oshkormas funksiyaning mavjudligi. Biz yuqorida
Flx.y)=0
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tenglama yordamida har doim oshkormas ko’rinishdagi funksiya aniglanavermas-
ligini ko’rdik.

Endi tenglama, ya'ni F(x.y) funksiya qanday shartlami bajarganda oshkor-
mas ko'rinishdagi funksiyaning aniqlanishi, boshqacha aytganda, oshkormas
ko’rinishdagi funksiyaning mavjud bo’lishi masalasi bilan shug®ullanamiz.

11-teorema. F(x.y) funksiya (x,.y,) € R? nuqtaning biror

Uy llxo. 0))= kx.y)e R .2 -hax<xg+h yo—k<y<y, +k}
atrofida (A > 0. k > 0) berilgan va u quyidagi shartlami bajarsin:

1) U, ,{(x.%,)) da uzluksiz;

2) x o’zgaruvchining (x, - h. x, + k) oraliqdan olingan har bir tayin
giymatida y o’zgaruvchining funksiyasi sifatida osuvchi;

3) F(x,.5,)=0.

U holda (x,.y,) ning shunday

Uy o ((x0. 7)) = kx.y)e R xy-8<x<xy48; yo-6<y<y, +g}
atrofi (0 <8 < h, 0< £ < k) topiladiki,

1') ¥x e(x, - 5.x, + 8) uchun

Flx.y)=0
tenglama yagona y echimga (y € (.Vo -£.¥,+ 5)) €ga, ya'ni F(x.y) =0 tenglama
yordamida
x>y Flxy)=0
oshkormas ko'rinishdagi funksiya aniqlanadi,
2') x = x, bo’lganda unga mos kelgan y uchun y = y, bo'ladi,
') oshkormas ko’rinishda aniglangan
Xy I-'(x.y)=0
funksiya (x, - 6.x, + ) oraligda uzluksiz bo’ladi.

4 U, ,((xq.5,)) atrofga tegishli bo'igan (xo.y, ~ £). {x,.¥, + £) nugtalami
olaylik. Ravshanki, [y, - £. y, + £] oraliqda F(x,.y) funksiya 0’suvchi bo'ladi.
Demak,

Yo €< Yy = Flxo,y0 - £) < Flxo.3,)
Yo+t E> Yg = F(‘o-}’o + £)> F(‘o-)’o)-
Teoremaning 3-shartiga ko'ra
F(xg.y,-£)<0, Flxo.y,+£)>0
bo’ladi.

Teoremaning 1-shartiga ko’ra F(x,.y) funksiya U, ,((xs.3,)) da uzluksiz
Rinobarin, F(x.p,~¢&) va F(x.y,+£) funksivalar (x,-h. x,+h) oraligda
uzluksiz bo’ladi. Unda uzluksiz funksiyaning xossasiga ko'ra (qgaralsin, 1-qism. $-
bob, 7-§) x, nuqianing shunday atrofi (x,~d. x,+48) topiladiki, (0<d < h).
Vx € (x, - 8, x, + ) uchun Flx.y, - 8)<0, F(x.y, +8)> 0 bo’ladi.

Ravshanki, (x,, y,) nuqtaning ushbu

.4
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U (((x0. 7)) = {(x,y)e R xy=8<x<xy+8; yy-e<y <y0+£}
atrofi uchun tearemaning barcha shartiari bajarilaveradi. chunki
Us ((xg. 7)) c Upa (5. 55))
Vx*e(x, - 8.x,+ ) nuqtani olib, F(x*y) funksiyani qaraylik. Bu funksiya,
yugorida aytilganiga ko'ra [y, - &, y, +£] oraliqda uzluksiz va uning chetki
nuqtalarida turli ishorali giymatiarga ega:
F(x*y,-£)<0, F(x*y,+£)>0.
U holda Boltsano-Koshining birinchi teoremasiga ka'ra (qaralsin, 1-gism, 5-
bob, 7-§) shunday y* 1opitadiki (y* e {y, ~ . ¥, +€))
F(x*y*)=0
bo'ladi. Bu topilgan y * yagona bo'ladi. Haqigatdan ham,
yy = Fery)2 Fixty*)  (ely-2 yo+é)
chunki, F(x*y) o’suvchi bo'lganligi sababli y > y* uchun F{x*y)> F(x*y*)
va y < p* uchun F(x*y)< F(x* y*) bo'ladi.

Shunday qilib, x ning (x, -8, x,+ &) oraligdan olingan har bir giymatida
F(x.y)= 0 tenglama yagona y echimga ega ekanligi ko'rsatildi. Bu esa
F(x,y)=0 tenglama yordamida

x5y Fley)=0 (13.40)
oshkormas ko’sinishdagi funksiya aniglanganligini bildiradi.

x =x, ba'lsin. Unda teoremaning 3-sharti F(x,.y,)=0 dan x, ga y, ni
mos quyilgandagina:

x, )y, Flx,y)=0.

Demak, x = x, da oshirmas funksiyaning giymati y, ga teng ba'ladi.

Endi oshkormas funksiyaning (x, - 8. x,+&) oraliqda uzluksiz bo'lishini
ko'rsatamiz.

Ravshanki. xe(x,~8, x,+6) ga mos qo'yiladigan ye(y, s y,+¢)
bo'ladi. Bu esa oshkormas funksiyaning x=1x, nuqtada uzluksiz ekanligini
bildiradi.

Oshkormas funksiyaning Vx*e (x, — &,x, + 6} nuqtada uzluksiz ho'lishini
ka'rsatish bu funksiyaning x, nugtada uzluksiz ba'lishini ka'rsatish kabidir.

Hagigaidan ham, F(x,y)=0 tenglama (x,.y,) nuqtaning atrofi
U, ((xo.y,)) da oshkormas funksiyani  aniqlaganligidan, shunday
y'e(yo—s, yo+¢) topiladiki, F(x*y*)=0 ba'ladi. Yuqoridagi mulohazani
(x*y *) nuqtaga nisbatan yuritib, F(x,y): 0 tenglama (x* y*) nugtaning
atrofida oshkormas ko’rinishdagi funksiyani aniglashini (bu aniglangan funksiya
(13.40) ning o’zi bo'ladi), uni x* nuqgiada uzluksiz bo'lishini lopamiz. Demak,
oshkormas funksiya (x, - &,x, + &) oraligda uzluksiz bo'ladi. »

£
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3-eslatma. Yuqoridagi 11-teorema F{x.y) funksiya x o’zparuvchining
(x, - h.x, + k) oraligdan clingan har bir tayin qiymatida y o zgaruvchining
funksiyasi sifatida kamayuvchi bo’lganda ham o’rinli bo’ladi.

12-teorema. F(x.y) funksiya (x,.y,)e R’ nuqtaning biror U, ,((x,.v,))
atrofida (h> 0.k > 0) berilgan va u quyidagi shartlari bajarsin:

1) U, ,; (xq.¥0)) va uzluksiz:

2) y o’zgaruvchining (y, - k.y, + k) oraliqdan olingan har bir tayin
qiymatida x o’zgaruvchining funksiyasi sifatida a’suvchi (kamayuvchi);

3) F(x,,y,)=0.

U holda (x,.y,) nugtaning shunday

Us ((x0.70)) = {(x-)’)e R xg-8<x<xy+8: yo-£<y<y+ 5]

atrofi (0 < 8 < h, 0 < & <k) topiladiki.

) Yye (yo €Y+ .t:) uchun

F(x.y)=0

tenglama yagona x(x € (x, - 8.x, + 8)) echimga cga, ya'ni F(x.y)=0 tenglama
yordamida y -+ x : F(x.y)= 0 oshkormas ko'rinishdagi funksiya aniglanadi;

2) y = y, ba'lganda unga mos kelgan x uchun x = x, bo'ladi;

3') oshkormas ko’rinishda aniglangan funksiya

yox:Flxy)=0

(yo - £.y, + £) da uzluksiz bo'ladi.

Ru teoremaning isboti yuqorida keltirilgan 1 1-teoremaning isbhoti kabidir.
3°. Oshkormas funksiyaning hosilasi. Endi oshkormas funksiyaning hosila-
sini topish bilan shug ullanamiz,

13-teorema. F(x.y) funksiya (x,,y,)€ R’ nugtaning biror

Up (2. p0)) = kx.y)e R - x—h<x<xy+h: yg—k <y <y, +k}
atrofida (h > 0.k > 0) berilgan va u quyidagi shartlami bajarsin:

) U, {(x5.,)) da vztuksiz;

2) U, ((zg.¥;)) da uzluksiz F (x.y) F'y(x,y) xususiy hosilalarga ega va
F‘y(xo'}’o)* 0;

3) Flx,.y,)=0.

U hoida (x,. y,) nugtaning shunday

Ua_‘((xu.yo))= kx.y)e R xg—8<x<x468; yo-e<y<y+ E} atrofi
(0 < & < h, 0 < <Kk) topiladiki,

') V¥x e(x, - 6.x, +8) uchun

Fx.y)=0
tenglama ysgona y cchimga ye(y,-&, y,+£) ega. ya'ni F(x.y)=0 tenglama
yordamida
XYy F(x.y)=0

]
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oshkormas ko’rinishdagi funksiya aniqlanadi;

2') x = x, bo’lganda unga mos keladigan y uchun y = ¥, ba’ladi;

3') oshkormas ko'rinishda aniglangan

Xy F(x,y)=0

funksiya (x, - 8,x, + &) oraliqda uzluksiz bo'ladi:

4') Bu oshkormas ko'rinishdagi funksiya (xo — 6.x, + 8) oraligda uzluksiz
hosilaga ega ba’ladi.

4Shartga ko'ra £ (x.y) funksiya U,,((x).y,)) da uzluksiz va
F",(xo.yo)t 0. Aniqlik uchun F'y(xo.yo)> 0 deylik. U holda uzluksiz
funksiyaning xossasiga ko’ra (xo.ya) nuqtaning shunday

Uo.:((‘on)’a))’ k‘-}')f R Xg=O<x<x+8, yg-£<y<y, +5}
atrofi {(0<d <h, 0<£<k) topiladiki, Y(x.y)e U, {(x,.5,)) uchun F(x.y)>0
bo'ladi. Demak, F(x,y) funksiya x o’zgaruvchining (x,~&.x, +&) oraliqdan
olingan har bir tayin giymatida y o'zgaruvchining funksiyasi sifatida o’suvchi.
Yugorida isbot etilgan 11-teoremaga ko’ra

F(x,y)=0
tenglama (x, —~ 8.x, + 8) da
x4y Flxy)=0
oshkormas ko’rinishdagi funksiyani aniglaydi, x = x, bo’lganda unga mos kelgan
¥ = y, bo'ladi va oshkormas funksiya (x, - 8.x, + 8) da uzluksiz boladi.
Endi oshkormas funksiyaning hosilasini topamiz, x, nuqtaga shunday Ar
orttirma beraylikki, x, + Ax € (x, - 8,x, + ) bo’lsin. Natijada
xy F(xy)=0
oshkormas funksiya ham orttirmaga ega bo'lib,
Fx, + Ax,pg + Ap)=0
bo'ladi. Demak,
AF(xg.¥) = Flxo + Ax.yo + Ay) = Flx0.3,) =0 (13.41)
Shartga ko'ra F ', (x.y) va F'y(x.y) xususiy hosilalar U”((xo,yo)) da
uzluksiz. Binobarin F(x.y) funksiya (xo.yO) nuqtada differensiallanuvchi:
AF(xg.y0)= F,(xg. 3o )Ax + F' (x5, yo JAy + aAAx + BAy (13.42)
Bu munosabatdagi @ va # lar Ax va Ay larga bog'liq va Ax >0,
Ay+0daa—0, g0
(13.41) va (13.42) munosabatlardan
Ay - F (x5.y0)+
Ax F.y(xn-)'o)*'ﬂ
ckanligi kelib chiqadi.
Oshkormas funksiyaning x, nugtada uzluksizligini e'tiborga olib, keyingi
tenglikda Ax — 0 da limitga a"1ib quyidagini topamiz:

&
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tim Y = lim 1A_ F:x(xo'J’o)+ ‘1]= _ Fj‘(x,,,yo)
Ars0Ax A0 F,(‘onyo)*ﬂ Fy(-"oJ’o)

A

P

Demak,
y =_F..(’o'}’o) )
i F‘y(xl)'yo)

Us (x0.9,) da  F(x.y) F(x.y) xususiy hosilalar uzluksiz va
F)(x.y)# 0 ba'lishidan oshkormas funksiyaning hosilasi
Flxy)
F(x.y)
ning (x, - 6.x, + &) oraliqda uzluksiz bo’lishi kelib chigadi. »

13.13-misol. Ushbu

Y=

Flx.y)=xe’ +ye' -2=0 (1343

tenglama bilan aniglanadigan oshkormas funksiyaning hosilasi topitsin.

4Ravshanki, F(x,y)=xe’ + ye* -2 funksiya {(x,y)e R —w<x<+m
-m < y<+o) to'plamda yuqoridagi 11-teoremaning barcha shartlarini ganoat-
lantiradi. Demak, V(xo.y,)e R® nuqgtaning U, {(x,.5,)) atrofida (13.43)
tenglama oshkormas ko'rinishdagi funksiyani aniglaydi va bu oshkormas
funksiyaning hosilasi
Flrny) e 4yt
F’y(x,y) T oxe’ +e

y=
bo’ladi.

Oshkormas ko'rinishdagi funksiyaning hosilasini quyidagicha ham
hisoblasa ba’ladi. y ning x ga bog'liq ekanini e’tiborga olib, F(x.y)=0 dan
topamiz:

F )+ Fyry) y=0.

Bundan esa

oo File)
F’,(x.y)
ha'lishi kelib chigadi.

Yugorida keltirilgan (13.43) tenglama yordamida aniglangan oshkormas
ko’rinishdagi funksiyaning hosilasini hisoblaylik:

F (x.y)+ F xy)y=e +ye'+ (xe" +e'ly'= Q
e’ + ye*

xe" +e°
4. Oshkormas funksiyaning yuqori tartibli hositalari. Feraz gilaylik,
F(x.y)=0

L
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tenglama (x,.y,)€ R* nugtaning U, ((x,.y,)) atrafida oshkormas ko’rinishdagi
funksiyani aniglasin. Ma'lumki, F(x.y) funksiya U/, ((x,.y,)) da uzluksiz
Fi(x.y) F;(x.y) xususiy hosilalarga (Fy'(x_y)ao) ega bo'lsa, oshkormas
korinishdagi funksiya uziuksiz hosilaga ega bo’lib,
F(xy)

y=-

(13 44)
F o (x.y)

bo'ladi.
Endi  F(x,y) funksiya U; ((x.y,)) da uzluksiz ikkinchi tartibli
£ (xy) Folx.y). F;,(x,y) xususiy hosilalarga ega bo'lsin, y ning x ge

bog’ligligini €'tiborga olib, (13.44) tenglikni x bo’yicha differensiallab quyida-
gini topamiz:

D N e )
()

(Fi(x.y) e = Fuxp)+ Foley) ¥,

()= B+ Frley) v
ekanligini hisobga olsak. unda
lF,.(x »)+ Fh(xy)y Filx.y)- (72 )+ (e ly) Filx, y)
(¢ (e y)
_ Fpley) Filey)- Fi(ny) B, W) Files)-Fyley) Fenly

(7 y))’

Agar

(13 45)

Fix,y)

bo'ladi. Bu ifodadagi y’' ning o’rniga qiymati —-=
Fix.y)
ko'rinishdagi funksivaning ikkinchi tartibli hosilasi uchun quyidagi formulaga
kelamiz:

2F(x y) F(xy) Folxy)-Fixy) Filry) £ (xy) F(xy)

)]

Xuddi shu yo'] bilan oshkormas funksiyaning uchinchi va xokazo tartibdagi
hosilalari topiladi.
4-eslatma. Ushbu

ni go'yib, oshkormas

F(x.y)=0
tenglama hilan aniglangan oshkormas ko’rinishdagi funksiyaning yuqori tartihli
hasilalarini quyidagicha ham hisoblasa bo’ladi. £(x,y)= 0 ni differensiallab,

Flay)+ Fyxy)y'=0
bo'lishini topgan edik. Buni yana bir marta differensiallaymiz:
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(F(ey) e +{F ey} =
=(Fx ) s + y{(E () + Fylx.y)y" =0,
Yugoridagi (13.45) munosabatdan foydalansak, u holda ushbu
Fl (x.y)+ Zﬁ‘;,(x.y)+ F, (x. y)y? + Fy'(x‘y)y' =0
tenglikka kelamiz. Undan esa
) £ (x.y)+ ZF;,(x.y)y’ + F;, (x.y)?
F(x.y)

bo’lishi kelib chigadi. Bu tenglikdagi y’ ning o'rniga uning qiymati —“lL:. 'x.,_t'; ni
“{x. ¥
y

qo’ysak, unda
g D) BEAF ) FRny) Filey)- B2y )
(F eyl

bo’ladi.
13.13-misol. Ushbu
Flx.y)=xe’ + ye" —2=0
tenglama yordamida aniglangan oshkormas funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi
topilsin.
4 Berilgan tenglamadan, differensiallash bilan
e’ + ye* +(xe’ +e’)y‘ =0
bo’lishini opgan edik. Buni yana bir mara differensiallab topamiz:
e’ yrye +ye’+e’y +xe’y Yy +xe’y'+ ye +ye" =0

ya'ni
y'(xe’ + e‘)+ 2e’y +2e"y +xe’y? 4 ye' = 0.
Bundan esa
. 2y 427y +xe’y? + ye*
xe’ +e'
bo'lishi kelib chigadi. Bu tenglikdagi y* ning 0'riga uning qiymati
. e’ + ye*
e -2 5
e + xe

ni qa'yib, oshkormas funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasini topamiz. »

5°. Ko'p o'zgaruvchili oshkormas funksiyalar. Ko’p o'zgaruvchili oshkor-
mas ko'rinishdagi funksiya tushunchasi yuqgorida o’rganilgan bir o’zgaruvchili
oshkormas ko’rinishdagi funksiya tushunchasi kabi kiritiladi.

M={xy)e R"* ‘a,<x <6, a,<x,<6,...0, <X, <6,, c<y<d
to’plamda berilgan bo’lsin. Ushbu
Flx.y)= Flx,.x,... ,x,.p)=0 (13.46)
tenglamani qaraylik.

L]
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x € R™ nuqtalardan ihorat shunday X to'plamni (,\' c R"') garaylikki, bu
to’plamdan olingan har bir nugtada (13.46) tenglama yagona haqiqiy echimga ega
bo’lsin. Endi x nuqtani olib, bu nuqtaga (13.46) tenglamaning yagona echimi
bo’lgan y ni mos qo’yamiz. Natijada X to’plamdan olingan har bir x nuqtaga,
yuqorida ka'rsatilgan qoidaga ko’ra, bitta y mos qo’yilib, funksiya hosil bo'ladi.
Bunday aniqlangan funksiya ko'p o zgaruvchili {(m ta o zgaruvchili) oshkormas
ko’rinishda beriigan funksiya deb ataladi va

(x,.xp...%, ) >y F(x.x,...x,.y)=0
yoki
Xy F(x,y):O
kabi belgitanadi.

13.14-misol. Ushbu

F'(x,.)n:z,y)=x,2x2 —xgy+x|y=0
tenglama oshkormas funksiyani aniqlashi ko’rsatilsin.

4 Ravshanki,

Flx. 2. 9) = 27x, - x}y + x,y =0
tenglama R’\kx,,xz)e R? ' x, =x2’} 10'plamda clingan har bir (x,,x,) nugtada
yagona

X1,

2
X - x

2
F(I:_xz‘#‘L]:O.
\

x; - X,

cchimga ega. ya'ni

Demak, berilgan tenglama yordamida x,,x, o’zgaruvchilaming oshkarmas

ko’rinishdagi funksiyasi aniglanadi:
1 )
(xx,) > :'xl : F(x..xz. :‘xz ]:0 >
2 =X X2 =X

Endi ko'p o’zgaruvchili oshkormas ko’rinishdagi furksiyaning mavjudligi,
uzluksizligi hamda hosilalarga ega bo’lishi hagida teoremalami keltiramiz.

ld-teorema. Flx.y)=Flx.x,,...x,.y) funksiya Lr”,yo)=[xf.x:,....xf.yo) e R™!
nugtaning biror Uy, o, {x".ye))={ (05t xlop)e R 22—k <x <x0+h,
x-h<x,<xj+h, . x2-h o<x <xl+h, y,-kcy<y,+k} atrofida
h>0;i=12 _.m k> 0) berilgan va u quyidagi shartlami bajarsin:

nHuy, A A ((X".y.,» da uzluksiz:
2) x=(x,.x,. x,.) o'zgaruvchining

X, Xy X JER™ X — b <x, <x'+h. xS —h,<x,<xdeh,,

X2 -h, <x.<x:+h_}

»
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to’plamdan olingan har hir tayin qiymatida y o’zgaruvchining funksiyasi sifatida
o’suvchi (kamayuvchi):

3) F(xo.yo)= 0.

U holda (xﬂ,yo) nugtaning shunday

Vs 4.;((‘"-}%»: {(’\ X1 ,x_,y)e R 2" -8 <x <xl o8,

X2 -8, <x,<x2+4,, y—e<y<y, +e} atrofi (0<3, <h. 1=12,..m,
0 < £ < k) topiladiki,

1) vxe {(x,.x2 ,,,,, X )ER™ x0 -8, <x, <x0+6,.x2 -6, <x,<x2 +6_}
uchun

F(x.y)=0 (13.47)

tenglama yagona y(ye(y,—¢€.y,+£)) echimga ega, ya'ni (13.47) tenglama
x>y F(x,y)= 0 oshkormas ko’rinishdagi funksiyani aniglaydi:

2) x=x" bo’lganda, unga mos kelgan y = y, bo’ladi:

3') oshkarmas ko rinishda aniglangan

Xy F(x,y)=0
funksiya
{0, 5.0, )€ R™ 28 -8, <x, <x’+8,.50 -8, <xp <10+ 8y
x -8, <x, <xi+o‘_}

to’plamda uzluksiz bo’ladi.

15-teorema.  F(x.y) funksiya (xo.yo)e R™'  nuqgtaning  biror
Uns, ,,"((x",yo)) atrofida berilgan va u quyidagi shartlami bajarsin:

DU, ‘_,«x".yo» da uzluksiz;

2) U,,I_,,z“”_,,.,((x",yo» da uzluksiz ! (x,.x,,....x,.y) (i=1.2.3. . m)
F,(x,.x,....x,.y) xususiy hosilalarga cga va F,(x,.x,....x,.y)# 0

3) Flx®.y,)=0.

U holda (x" ,yo) nuqtaning shunday Uj ,
(0<8 <h.i=12 ..m0<e<k) topiladiki,

I') vxe {(x,,x,,._.,x.)e R x{ -8, <x, <x! +8,.1, -8, <x, <x} +8,...,
0 -8, <x, <xt+48, ) uchun

Fix.y)=0

tenglama yagona y(ye(y, - &.y, +£)) echimga ega, ya'ni (13.47) tenglama
x—y: F(x.y)=0 oshkormas ko'rinishdagi funksiyani aniglaydi:

2Y) x = x° bo’lganda, unga mos kelgan y = y, bo’ladi:

3') oshkormas ko'rinishda aniglangan funksiya

X Xy, K )ER™ xP -8, <x cx)+8,.x3 -8, <x,<x;+5,,...

X2 -5, <x, <xl +5~}

ta’plamda uzluksiz bo’ladi.
90
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4') bu oshkormas ko rinishdagi funksiya uzluksiz xususiy hosilalarga ega
ho’ladi.

Bu teoremalarning isboti yugorida keltiriigan 12- va 13- teoremalarning
isboti kabidir. Ularni isbotlashai o'quvchiga havela etamiz.

Ko’p o'zgaruvchili oshkormas funksiyaning hosilalari ham yuqoridagiga
o’xshash hisoblanadi.

Faraz gilaylik,

Flx,x,....x0,)=0
tenglama berilgan bo’lib, F(Jr,,.l'2 ..... x,.y) funksiya 15- teoremaning barcha
shartlarini ganoatlantirsin. Bu tenglama aniglangan oshkormas funksiyaning
xususiy hosilalarini topamiz. y ning x,,x,,..,x, larga bog'liq ekanini e’tiborga
olib, (13.47) dan quyidagilarni topamtz.
F (x5, .05, y)+ F,'(x,,x,,...,x_,y)ry; =0,

Fo(x2y e Xo )+ £ 00, 0) 3, =0,

F (5,2, X, )+ Fy'(x,,x,,...,x,,y)- y. =0.
Keyingi tengliklardan esa
» F: (;"X’.-.ogx..y)
V, Te———————,
Fy(x,,x,,....x..y)

y Fz’.(xlaxzu---sx..y)
Y Fxx.exy)

oy

. F;_ (x| ,xl,...,x_,y)
F(x. x5 .x,.¥)

be’lishi kelib chiqadi.

F(x.y) funksiya U, s J-E((xo,yo)) da uzluksiz yuqori tartibli xususiy
hosilalarga ega bo'lganda F(x,y)=0 tenglama aniglangan oshkormas
ka’rinishdagi funksiyaning ham yuqori tartibli hosilalari mavjud bo’ladi.

6°. Tenglamalar sistemasi bilan aniglanadigan oshkormas funksiyalar.
Endi tenglamalar sistemasi orqali anigianadigan funksiyalar bilan tanishaylik.

m+intd x,,X,... X, va ¥, y,.....y, argumentlamiog ushhu » ta

Flx. % X Yy )i =12, )
funksiyalari R™*" fazodagi biror
M={(x. %, X PPy Y )ER™" @ <x <6, ay<X, <8y, ..,
4, <X, <8, <y <d, e;<y,<d, ., ¢, <y, <d}
10’ plamda berilgan bo'lsin. Quyidagi
9]
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F; = I:l(‘xl'xz"‘"x-'yl'yli""yn)= 0'

F - F I S . N . = 0
2 z(xl Xyeir X V102 y..) (13.48)

Fo= B (x50 X Y Y200 ¥, ) = 0
tenglamalar sistemasini qaraylik. x = (x,,x,,....x,,) 0’zgaruvchining giymatlaridan
iborat shunday
M, ={x=(x,x, .x,)e R" a,<x <6, a,<x, <6, ..a,<x,<6,}CR"
to’plamni qaraylikki, bu to’plamdan olingan har bir x'=(x],x},...x.) nuqtada
(13.48) sistema, ya’ni
A e X Y1 Y200 Va) = 0,
F(5 o K Yo Y1) =

AR A S B
sistema yagona echimlar sistemasi y,.y;...y, ga ega bo’lsin. Endi M,
t’plamdan ixtiyoriy (x,.x,....x,) nuqtani olib, bu nugtaga (13.48) tenglamalar
sistemasining yagona echimiari sistemasi bo’igan y,,p,....y, ni mos qo’yamiz.
Naiijada A/, to’plamdan olingan har bir (x,.x,. ,x,) ga yuqorida ko'rsatilgan
goidaga ko'ra y,.»,.....y, lar mas qo’yilib, n ta funksiya hosil bo’ladi. Bunday
aniglangan funksiyalar (13.48) tenglamalar sistemasi yordamida aniglangan
oshkormas ko’rinishdagi funksiyalar deb ataladi.
Qanday shanlar bajarilganda shu (13.48) tenglamalar sistemasi
Y1 V1. ..Y,laming har birini x,,x,...,x, 0'Zgaruvchilarining funksiyasi sifatida
aniqlashi mumkinligi hagida masala muhim.
Saddaroq holni qaraymiz. Aytaylik, ikki £, = F,{x,.x, y.»,) va
£, = Fy(x,.x,.,.y,) funksiya (xf.x;.yf'.y;)e R* nugtaning biror
Uh,n,t,t, «x?‘-‘zoﬂ.}’?.}’g)): {("'l"‘z'yl-}‘z)e R': xf -h<x <xT +h,
Xy =y <x,<xj4hy, Y-k <y < W +k. -k <y2<y§+lc,}
atrofida (h, >0, h, > 0, &, > 0, £, > 0) berilgan bo’lsin. Ushbu
£ =R x5.0.9,)=0,
Fy = F(x.55.5,.5,)=0
tenglamalar sistemasini qaraylik.
Faraz qilaylik, Fi{x,.x,.y,.y,) va Fy{(x,,x,.,.y,) funksiyalar uchun

Al ytg)=0, Bl yg)=0
bo’lsin. Bundan tashqari qaralayotgan funksiyalar UM,M.( f,x?,y,a.yg) da

(13 49)

uzluksiz barcha xususiy hosilalarga ega va aytaylik,
aF. 3.7 ) <0
]
9

www.ziyouz.com kutubxonasi



bo'isin. U holda 14-teoremaga ko'ra (xo,x';.y:’. v?) nugtaning shunday U/, atrofi
(UI Clians, ((xf,x?.yf,yg))) topiladiki, bu atrofda
Filx.%,.7.9,)=0
tenglama
(x1.25.9,) > ¥, Fx.x5.9,.9,)= 0
oshkormas ko'rintshdagi funksiyani aniglaydi. Shu funksiyani
» = filx.x2.;)
deb belgilaylik. Buni (13.49) sistemaning ikkinchi tenglamasidagi y, ning o’rniga
go'yib quyidagini topamiz:
F(x.x, £i{%.%,).3,)= 0.
Endi

ar:(x;’.x‘,’;;(x.'x?ly?)# 0 (13 50)
2

bo’lsin deylik. U holda yana l4-teoremaga ko'ra (x,o,xg.y:],yf) nugtaning
shunday U, atrofi (U2 CUpyia ((xf’.xf.y,o.y;’») topiladiki, bu atrofda
Fy(x).x fi(x.%,)y,) = 0
tenglama
(.22) >y Blxxy filx.x;)y,)=0
oshkormas ko’rinishdagi funksiyani aniglaydi. Bu funksiyani y, = f,(x,.x,) deb
belgilaylik.
Shunday qilib, (13.49) tenglamalar sistemasi (xf.x;.yf,y‘z') nugtaning biror
atrofida y, va y, lami x,x, o’zgaruvchilaming funksiyasi sifatida aniglaydi:
= ﬁ(xl’xz-fl(xl'xl))
Y= fz(xl-xz)
Ravshanki, £(x0.x2) £(°.x2)=y?, £,{x0.x3)= 2. Yuqgoridagi (13.50)
shartni quyidagicha yozish m umkin

o R Y L.
¥, o
Bunda barcha xususiy nosilalar (x:’.x§' E% _v:) nugtada hisoblangan. Agar
oF,
¥ __
» Ok
n

ckanini e’tiborga olsak, unda
OF.\ 98F, oF, OF, JOF,

eh ok Ay ARy b By By M,

8)’, a,Vl a,"x 6‘: o, E! ﬂf!
&) I,
R
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ba’ladi. Modomiki,

ekan, unda
B_FA oF, 8F BF

Oy, o, By, @‘z

n

ya'm
oF, oF,
oy, Oy
3k, af’ *0
ayl ay.‘l

bo'ladi. Shunday qilib. (13.50) munosabatni (13.51) ko'rinishda yozish mumkin
ekan.
Natijada ushbu teoremaga kelamiz.

IERL

ld-teorema. F(x,.x,.p,.y,) va F(x.x,.y,y,) funksiyalar (x:’.x;',y",y:)ek"
nugtaning biror U, ,, atrofi (4 >0 4 >0,k >0 & >0) herilgan va ular quyidagi
shartlami bajarsin:

1) Upaa, 525350 33)) da wrluksiz;

2) Upps, «xf.x;,y:'_y;» da barcha xususiy hosilalarga cga va ular
uzluksiz:

3) xususiy hosilalarning (x, x. y,,y,) nuqladagi qiymatlaridan tuzilgan
ushbu determinant noldan fargli:

o, o,

‘.‘,V| @2

aF or,|* ¢
3}’2

3 (.8.5759) do Al y..»e) =0, Bl 0 0)=0.

U holda (.52 5°.) nuqtaning shunday L‘Mw”«x, ,x,,y:'.y:» atrofi
(0<8, <h.0<8,<h, 0<g <k, 0<&, <k,) topiladiki, bu atrofda

1') (13.48) tenglamalar sistemasi oshkormas ko'rinishdagi

» = xS x)) 3= filxxy)

funksiyalarni aniglaydi;

2) (. x,) = (x,".x;’) ba'lganda unga mos keladigan

n=w= A AN v =55 = £60)

bo’ladi.

3') oshkormas ko'rinishda aniglangan f, va f, funksiya

{(x,,xz)e RU:x) -8 <x,<x} +8,, x;3-8,<x,<x, +5,}
to’plamda uzluksiz va barcha uzluksiz xususiy hosilalarga ega bo’ladi.
o
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13.15-misol. Ushbu
!x,x, +yy =1L
Yy Ky =3
sistema oshkarmas funksiyani aniglashi ko'rsatilsin.
<4 Bu holda

(13.52)

Flx,.x,)=xx, + y,p, -1,
Fz(xhxz)= XY+ yix; =3
bo'lib, bu funksiyalar (I, -1, 1, 2) nugtaning atrofida 16-teoremaning barcha
shartlarini bajaradi. Hagiqatcan ham, F{x,.x,,,,¥,). F{x.x,.p,.5,) funksiyalar
uzluksiz. uzluksiz barcha xususiy hosilalarga ega, (1.-1. 1. 2) nugtada
o o,
ayl @2
oF, OF]
¥ I,

21

]=l¢o

hamda

FU-112)=0, F(-11.2}=0
ba'ladi. Demak. (13.51) sistema y, va y, larni x,,x, o'zgaruvchilaming
funksiyasi sifatida aniglaydi. Ravshanki, bu funksiyalar uzluksiz, xususiy
hosilalarga ega. Berilgan (13.52) tenglamalar sistemasini bevosita y, va y, larga
nisbatan echib quyidagilarni topamiz:

~3+.J0 4+ dx,x, - dx?x? 3+ 49 + dx,x, - 4x7xd
h= v Na= >

2x, 2x,

Endi ($3.48) sistenaning oshkormas funksiyaiaming aniglanishini
ta'minlaydigan  (oshkormas funksiyalarning mavjudligini  ifodalaydigan)
teoremant isbotsiz keltiramiz.

17-teorema.  F, F,,.  F,  funksiyalaning  har  biri (x°.y°)=

(x,“.x‘z’,...,x:.yf’,yg,_“,yf) nugqtaning biror
U (XO-}’O]' Uh.h,J._kik,...k, ((xf,xg, . 12'}'?'}’: ----- }’:))= K‘-}')E R
xp =k <x < x| A b, Xy by <x,<x] v by, L xS =k, <x <x2+h,,
Ik <y <H ek Y -k <y <Ytk o Yk, <3, <)tk
atrofida (h‘ >0.i=12, .m £k >0, j= I,2,...,n) berilgan va ular quyidagi
shartlami bajarsin:
DU, ((xo,yo)) da uzluksiz;
Uy ((x”,y°)) da bharcha xususiy hosilalarga ega va ular uzluksiz;

3) xususiy hosilalaming (x°,y°) nuqtadagi qiymatlaridan tuzilgan ushbu
determinant noldan farqli:
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o o o
“’."l. ‘?"z' a >,
o oF  oF

a\'. (“)’1 ‘h'n ‘0
! ) L

of, otk

ayl ayl cyn

...,F,,(xO.yn)=0. U holda (xo,y°) nugtaning  shunday U&((x".y"))=
=V, ,,_E’t’_i_(xo.yo) atrofi (0<&, <h, 0<8,<h, . 0<6,<h,, B<g <k,
0<&, <k, ,0<g, <k,) topiladiki, bu atrofda

1") (13.48) sistema oshkormas ko’rinishdagi funksiyalar sistemasini
aniglaydi. Ulami

7= S ag.x,) i 4] =fz(xl'x2"""-l cVa = fn(xlvxz' ' ,x,,]
deylik;
2) (5 5 on )=l 22) da
A 5 x2)= 08,
A 8)= 0,
L x0)=
bo’ladi;
3') oshkarmas ko’rinishdagi aniglangan ;. f,. ., f, funksiyalar

X6 <x, <x® +5,,,}
10’plamda uzluksiz va uzluksiz xususiy hosilalarga ega bo'ladi.

Mashqlar
13.15. Agar Ax, 50, Ax, »0, _ Ax, 50 da o, >0, 2,0, .a,->0

bo’lsa, @Ax, + @,Ax, + ... + a, Ax, = o(p) ba’lish ko'rsatilsin, bunda
pe=yAl+Ad +. + AL

Sey)=yx +y’

funksiyaning (0, 0) nugtada differensiallanuvchi emasligi isbotlansin.
13.17. Funksiya orttirmasini uning differensiali orqali taqribiy ifodalab, ushbu

a = 102° +197° miqdor tagribiy hisoblansin.

%

13.16. Ushbu
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13.18. Ushbu u:Jer+£ funksiya quyidagi u
' y

x@ +y @\{ =xy tenglamani
L ox Ty

qanoatlantirishi ko'rsatiigan.

13.19. Ma’lum perimetrga ega bo'igan uchburchaklar orasida yuzasi eng kattasi
teng tomonli uchburchak ekanligi isbotlansin.

13.20. Ushbu ye* -xiny-1=0 tenglama (0, 1) nugtaning atrofida uzluksiz
oshkormas funksiyani aniglashi ko'rsatilsin, uning hosilasi topilsin.
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14-BOB
Funksional ketma-ketliklar va qatorlar

1-§. Funksional ketma-ketlikiar
1°. Funksional ketma-ketlik tushunchasi. Aytaylik, har bir natural n (ne N)
songa X ¢ R to'plamda aniglangan bitta f,(x) funksiyani mos gqo'yadigan qoida
berilgan bo’lsin. Bu qoidaga ka'ra
JACI YAC BAC) (41
1o’plam hosil bo’ladi. Odatda (14.1) ni funksional ketma-ketlik (funksiyalar ketma-
ketligi) deyiladi va uni umumiy had f,(x) orqali {/,{x)} yoki £, (x) kabi belgilanadi.

Masalan. 1) har bir n (ne N) songa funksiyani mos qo'yuvchi qoida
n

+x!
ushbu
o 1 !
1+x2 44x' 942" ntert
funksional ketma-ketlikni hosil giladi.

2) har bir n (n € N) songa .\'inﬁ funksiyani mos qo'yish bilan quyidagi
n

Il e

_NY .
sin—, sin— . sin—
1 2

n
funksional ketma-ket!ikka ega bo*lamiz.

Faraz qilaylik, {f, (x)}:
Sl filx) .1, (0)...

funksional ketma-ketlik X c R to’plamda berilgan (ketma-ketlikning har bir hadi X
10’plamda aniglangan) bo’lib, x, € X bo’lsin.

I-ta'rif. Agar {f,(x,)}:

fixo) filx). s f(x)

soniar ketma-ketliligi yaqiniashuvchi (uzoqlashuvchi) bo'lsa, {f,(x)} funksional ketma-
ketlik x, nugtada yaqinlashuvchi (uzoglashuvchi) deyiladi, x; nugta esa {f,(x)} ning
yaqintashish (uzoqlashish) nugtasi deyiladi

{£,(x)} funksional ketma-ketlikning barcha yaqinlashish nugqtalaridan iborat

to’plam funksional kelma-ketlikning yaginlashish sohasi deyiladi.
Masalan,

l
x)= n=0123.

M e=122)

funksional ketma-ketlik ¥Wx,e R da yaginlashuvchi, binobarin, uning yaginlashish

sohasi R bo’ladi. Ushbu

f(x)=ntx+1 (h=12.3.)
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funksional ketma-keilik fagat x =90 nuqtada yaqinlashuvehi bo’ladi. Uning
yagqiniashish sohasi bitta nuqtadan iborat to'plam bo'ladi.

Aytaylik, M 1o'plam (M cR) {f,(x)} funksional ketma-ketiikning
yaginlashish sohasi bo'lsin. Unda Vx € M uchun

£(x)fo(x).... fufx),

ketma-ketlik chekli limitga ega bo"ladi.
2-ta’rif. Ushbu

7 x> lim f,(x) (xe M)
funksiya {f,(x)} funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi deyiladi. Demak,
m £,(x)= f{x) (xeM).
I-misol. Ushbu
f(x)=x" (n=123.)
funksional ketma-ketlikning yaqinlashish sohasi hamda limit funksiyasi topilsin.
4 Bu funksional ketma-ketlik uchun:
Vxe(l, +x) da
lim f,(x)= lim x" ==,
x =1 bo'lganda
Ilm fn(l)= l ’
Vie(~1, 1)da
lim y (x)= limx" =0,
Vx e (-, -1] da ketma-ketlikning limiti mavjud boImaydi.
Shunday qilib, berilgan funksional ketma-ketlikning yaginlashish sohasi
M =(-1, 1] bo’lib, limit funksiyasi

0. agar -1<x<l,
fix)= { |, agar x=1
ba’ladi. »

2
{£, (<)}

Funksional ketma-ketlikning ftekis yaqinlashuvchiligi. Aytaylik,

JAE) WA C A C) I
funksional ketma-ketlikning yaqinlashish sohasi M ba'lib, limit funksiyasi f(x)
bo’lsin. Unda har bir x, € M nuqtada
Jim £ (x0)= f(x,)
ya'ni
Ye>0, Inge N, Yn>n,: |[fi{x)- flx,) <
ho’ladi. Bunda n, natural son £ >0 songa va olingan x, nugtaga bog'liq bo’ladi:
ny = no(e.x, ).

3-ta'rif. Agar V& >0 olinganda ham shunday n, € N topilsaki. Yn>n, va

Vx € M uchun

)
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|£.(x)- f(x) <&
tengsizlik bajarilsa, ya'ni
VYe>0 3n,eN, VYa>n, VxeM 'f,(x)-f(x]<e
bo'lsa, {f,(x)} funksional ketma-ketlik M to'plamda f(x) ga tekis yaginlashadi
(funksional ketma-ketlik tekis yaginlashuvchi) deyiladi. Uni

L) xem
kabi belgilanadi.
Bu holda ta'rifdagi n, natural son fagat £ > 0 ga bog'liq bo’ladi
ny = ngle).
4-ta’rif. Agar
VneN, 36,50, Ir,e M |f,(x,)- flx,)2¢
bo’lsa, {f,{x)} funksional ketma-ketlik M to'plamda f(x) ga tekis

yaqinlashmaydi (notekis yaginlashadi) deyiladi.
14.2-misol. Ushbu

/(%)= ﬁ':'“ (n=1.2.3..)

funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi topilsin va unga tekis yaqinlashishi
ko'rsatilsin.

4 Ravshanki,

stn nx

lxm f.(x)= hm
Demak, limit funksiya f(x)—O bo' Iadn.

=0.

n

Agar V¢ >0 son olinganda ham n, =| - | deyilsa, ([a]-a sonining butun

gismi) Yn > n, va Vx € M = (— a0 +®) uchun

00)- e = 22 45%‘niu“

sinnx _y
_’

bo'lganligi sababli
Q

n
bo’ladi. »

14.3-misol. Ushby

fn(x)=1+ 7 2 (n=l-2'3--'-)
funksional ketma-ketlikni [0, 1] oraliqda tekis yaginlashishga tekshirilsin.

< Berilgan ketma-ketlikning limit funksiyasi

f(x)= Ixm £,(x)=tlim———==0

el 4+ n’x
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bo’ladi. Bu esa ta'rifga ka’ra quyidagini bildiradi: V& > 0 olinganda ham,

ny = ny(e. x)= o (x=0)

deyilsa, ([a]— a sonining butun qismi) ¥rn > n, uchun
| m nx ! |
_ = - —<
0= 1) = B e S <

bo'ladi. Ravshanki, x =0 bo’lsa, Vn e N uchun

1,(0)= flo)=0.

Birog, Yne N, £o=l, x=l uchun
4 n
1 I 1
— |- 1 "5)5
n l+—n

n
bo’ladi.
Demak, berilgan funksional ketma-ketlik [0. 1] da limit funksiyaga tekis
yaginlashmaydi. »
I-teorema. {f,(x)} funksional ketma-ketlikning M to'plamda f(x) ga tekis
yaqinlashishi uchun
lim supif,,(x)-—f(x) =0
L 177
bo'lishi zarur va yetarli.
4Zarurligi. M 1to'plamda {f,(x)] funksional ketma-ketlik f(x) limit

funksiyaga tekis yaginlashsin. Ta'rifga ko’ra Y&>0 olinganda ham shunday
ny € N topiladiki, n> n, bo’lganda M to’plamning barcha x nuqtalari uchun

|1,()- 1) <&

bo'ladi. Bundan esa ¥n > n; uchun
M, = suplf”(x)— f(x] <¢
1M
bo’lishi kelib chiqadi. Demak,
lim M, = lim suplf,,(x)—f(xl =90.
n—»x Ll P TIV
Yetarliligi. M to'plamda {f,(x)] funksional ketma-ketlik f(x) limit

tunksiyaga ega ba’lib,
lim sup|f,(x)- f(x)] =0
n—»x IEM

bo’lsin. Demak. V& >0 olinganda ham shunday ng e N topiladiki, barcha n > n,
uchun

sup|f"(x)- f(x] <E
reM
bo’ladi. Agar ushbu
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£ (x}- fla) < suglf,(x)- 7{(x)

munosabatni etiborga olsak, u holda ¥x € M uchun

£, (x)- f{x) <«

bo'tishini topamiz. Bu esa M to’plamda {f,(x)} funksional ketma-ketlik f(x)

limit funksiyaga tekis yaqinlashishini bildiradi. »
14.4-misol Ushbu

= e ]

funksional ketma-ketlikni —¢ <x<c (¢ >0) intervalda tekis yaqiniashuvchiligi

korsatilsin.
4 Bu funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi

f(x)=tim £,(x)= lim e o - g
bo’tadi. Natijada

l= ‘"‘p |j;'(‘x) f(‘x]- sup e le-at o)= sup e "-.r‘ =¢

—C<x<c -c<xce -L<x<C

bo’lib, undan

fim M, =lime o —9

botishini topamiz.
Demak, berilgan funksional ketma-ketlik {-c. ¢) oraliqda
funksiyaga tekis yaginlashadi:
e 20 (ce<xce e>0)>

14.5-misol. Quyidagi
{f,.(x)}={ [“IH%-\/, } (0<x <)

funksiona! ketma-ketlik tekis yaqinlashuvchilikka tekshirilsin.
<4 Bu funksional ketma-ketlikning limit funksiyasini topamiz:

(e -a)

f{x)=0 limit

lam S (x)= lim n( {x+—— x]— lim 1 L (0<x <)

+J_ Z\IX

D k, = ‘—.—. Bu hoid
emak, f(x) S olda

Ty -
M= s A0S s L |-

ot v

= sup

o J—;:L—Jx 20x|

= sup = sup

o<:<u \/—‘ [x+ +\[-) O“mZnJ;

=
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bo'lib. berilgan funksional ketma-ketlik uchun !-teoremaning sharti bajarilmaydi.
Demak. qaralayoigan funksional ketma-ketlik 1ekis yaginlashuvchi emas. »
X © R 1w’plamda {, (x)}:

£ fx) ()
funksional ketma-ketlik berilgan bo’lsin.
5-ta’rif. Agar Ye>0 son olinganda ham shunday n,e N son mavjud

bo'lsaki, n> n,, m> n, bo'lganda ¥x € X nugqtalar uchun bir yo'la

FACIRIAE) BT

tengsizlik bajarilsa, {f,(x)) funksianal ketma-ketlik X to'plamda fundamental
ketma-ketlik deb ataladi.

2-teorema. (Koshi teoremasi). {f,(x)} funksional ketma-ketlik X to’plamda
limit funksiyaga ega bo'lishi va unga tekis yaginlashishi uchun u X to'plamda
fundamental bo'lishi zarur va yetarli.

4 Zarurligi. X to'plamda {f,(x)} ketma-ketlik limit funksiyaga ega bolib,
unga tekis yaqinlashsin:

£ f() (ke k).
Tekis yaginlishish ta'rifiga muvofig V& > Q son alinganda ham, % ga ka'ra
shunday n, e N topiladiki, n > n, bo’|ganda ¥x € X nuqtalar uchun
Uate)- 1)<
shuningdek, m > n, bo’lganda ¥x € X uchun
o) 1)<

bo'ladi. U holda n > ny, m>n, va ¥xe€ X uchun

1) L) <) 6)- S+ ) - flx) <

bo'ladi.

Yetarlifigi. {f,(x)} ketma-ketlik X to’plamda fundamental ketma-ketlik

bo’lsin:
ve>0, dnyeN. n>ny, m>n, YxeX |fi(x)-f.(x)<e (142

X to'plamdan olingan har bir x, da {f,(x)) funksional ketma-ketlik
{f,(xo)} sonlar ketma-ketligiga aylanadi. Ravshanki, {filxo)} ketma-kertik
fundamental ketma-ketlik bo’ladi.

U holda Koshi teoremasiga asosan (1-qism, 4-bob, 3-§) {fn(xn)}
yaginlashuvchi. Demak, X to’plamning har bir x, nugtasida {f,(x,)} ketma-
ketlik yaqginlashuvchi. Binobarin, funksional ketma-ketlik limit funksiyaga ega.
Bu {f,(x)} ketma-ketlikning limit funksiyasi f(x) deylik:

lim £, (x)= /() (xe X).
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Endi (14.2) tengsizlikda m — o da (bunda » va x larni tayinlab) limitga
o'tib quyidagini topamiz:
' [/alx)- f(x) s 5.
Bundan esa {/,(x)} funksional ketma-ketlikning f(x) limit funksiyaga tekis
yaginlashishi kelib chiqadi. »
2-§. Funksional qatoriar
1*. Funksional qator tushunchasi Faraz gilaylik, X c R to’plamda {u,(x)}:

“l(") “z(’-’) ol (‘

funksional ketma-ketlik berilgan bo’lsin.
6-ta’rif. Quyidagi
w(x)+u, (x)+ .+, (x)+

ifoda funksional qator deyiladi. U ¥ u,(x) kabi belgilanadi:

i_lu..(x)m.(x)n,(m Hu(x)- (143

Bunda u,(x),uz(x). funksiyalar (14.3) funksional qatoming hadlari, u, (x)
esaz umumiy had deyiladi.
Masalan,

Y =tk xaxt 4 +x"

- | | I
<= + |
,§.(x+nXx+n+|) (x+1)Yx+2) (x+2)x+3)
lar funksional qatoriar bo’ladi.
(14.3) funksional qatorning hadlaridan tuzilgan ushbu

S51(x)=14(x),
Sz(x)= uy (x)+ uy (x),

yig indilar (14.3) funksional qatorning qlsmly ylg “indilari deyiladi.

Bu yig’indilar quyidagi
5,(x).5,(x)....S, (x).
funksional ketma-ketlikni hosil giladi.
7-ta'rif. Agar {S,(x)} funksional ketma-ketlik x,€X  nuqtada

yaginlashuvchi (uzoqlashuvchi) bo’lsa. Y u,(x) funksional gator x, nugtada
=1
yaqinlashuvchi (uzoqglashuvchi) deyiladi.
Bu {S,(x)} funksiona! ketma-ketlikning yaqintashish sohasi (to'plami)
tegishli funksional gatoming yaginlashish sohasi (to'plami) deyiladi. {S, (x)}
funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi S(x):
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lim S, (x)=S(x)
berilgan

i"u(x)q‘.(x)+ wx)+ . +u,(x)+. .

n=l
funksional qator yig’indisi deyiladi.
{4.6-misol. Ushbu

-
Y =l xexte ax" s

n=|
funksional qatorning yaqinlashish sohasi hamda yig'indisi topiisin.
4 Berilgan funksional qatorning gismiy yig'indisi
S,(x)=l+x+xt+ +x"! =j 1 x
l n, agar x=1 bo'lsa

.agar x %1 bo'lsa,

ba'ladi. Unda
Vxe(-1,1)da

- x° |

lim S,(x)= lim ,
n-em naso ] —x l=-x

Vae [l. + 00) da
tim S, (x)=;
"o

Vxe (-, -1] da {S,{x)} ketma-kenlik limitga ega emas. Demak, berilgan
funksional qatoming yaqinlashish sohasi M =(~1, 1), yig'indisi S(x)=|—_‘—x
ba'ladi. »

2°. Funksional qatorning tekis yaginlashuvchiligi. Ushbu

2u,,(x)=:1,(x)+ uy(x)s . +u,(x)+ (144

n=\l
funksional gator M to’plamda yaginlashuvchi bo'lib, uning yig'indisi S(x)
bo’lIsin:
lim S, (x)= tim[u,(x)+ u,{(x)+ +u,(x)]=S(x).

8-ta’rif. Agar Y u,(x) funksional qatomning qismiy yig'indilaridan iborat
=1
{S,(x)} funksional ketma-ketlik M to’plamda qator yig'indisi S(x) ga tekis
vaginlashsa, bu funksional gator M to'plamda tekis yaqinlashuvchi deb ataladi,
aks holda, ya'ni {S,(x)} funksional ketma-ketlik M to'plamda S(x) ga tekis
yaginlashmasa, (14.4) funksional qator M to'plamda S(x) ga tekis
yaginlashmaydi deyiladi.
14.7-misol. Ushbu
x !
,,,.'(',;>+nXx+n+l)
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funksional gatorni tekis yaqinlashishga tekshirilsin,
4 Bu qatorning qismiy yig'indisi

Y (x)z ! + l -4 .+ ! - -(_l___l__],
‘ (x+1)x+2) (x+2Kx+3) (x+n)x+n+1) (x4l x+2

( 1 ] ) 1 1 \ 1 I
+ - + ¢+ - e -—_—
x+2 x+3

x+n x+n+l) x+1 x+n+l
ba’ladi.
Endi V£ >0 son olinganda n, =|l~(l +x)
€

deyilsa, (fa]- a sonining butun

qismi) barcha n > n; uchun

LI S U PO S B R
x4l x4n+4! x4+l x+n+l x+ny+2
bo’ladi. Bundagi n, natural son £>0 ga hamda x {0 < x < =) nuqtalarga bog’liq.
|
—=(1+x)

Biroq n; deb
_l L '
€ 1 LE

ni olinsa, unda n > ny bo’lgan n lardz yuqenidag: (14.5) tengeistih baierilaverad:
Demak, berilgan funksional qator uchun ta’rifdagi #, natural son barcha x
(0¢ x <) nuqualari uchun umumiy bo’ladi, ya'ni x ga bog'lig bo’lmaydi.
Demak, berilgan funksional qator tekis yaginlashuvchi. »

14.8-misol Ouyidagi

ny = max
L Y RN}

O<i<x)
,.|RRA|)IO|lm¢|) ¢
funksional qatorni tekis yaqiniashishga tekshirilsin.

4 Bu funksional qatoming qismiy yig“indisi

X 1
Six)= l(x+l) (x+lx2x+|) [(n-l)x+llxn+l)=(l_._z—:[)+
[
=1-
nx+ 1|

1 1 i 1
’(xnsznl)’ *((nl).x+l-nx+ll
bo'lib, uning yig'indisi
S(x)- tim §,(x)= Iim[l——-'-—J= I (0<x<)

nx+1

Y1)
xX\& |
sonining butun qismi) barcha n > n; uchun

5.00)- $tad = -« !

me+ 1| meal (n0+I}r+l
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boladi. (Agar x = 0 bo’lsa, ravshanki, ¥n uchun S, (0)= 5(0)=1 bo’lib,
$,{0)-5(0)=0

bo'ladi.) Bundagi n, natural son £>0 va x (0 < x < w) nuqtalarga bog'lig bo'lib,

u barcha x (0<x <o) nuqtalari uchun umumiy bo'la olmaydi (bu holda

£

Boshqacha qilib aytganda, istalgan n natural son olsak ham shunday g,

"y = ning (0. + ) da x ba'yicha maksimumi chekli son emas.)

(masalan g, = ! Yva x= L (0. + =) nuqta topildiki,
n n

)b
n L I 2
n

bo'ladi. Demak, berilgan funksional gator (0, +«) da tekis yaginlashuvchi
emas. ¥

3-teorema. Aytaylik. M c R to'plamda Zu,(x) funksional qator berilgan
aet

bo’lib, uning yig'indisi S(x) bo’lsin. Bu funksional qatorming A/ da tekis
yaginlashuvchi bo’lishi uchun, uning qismiy yig'indilari ketma-ketligi {Sn(x)}
ning A da tundamental bo'lishi zarur va yetarli.

4Bu teorema funksional ketma-ketlikning tckis yaginlashish hagidagi 2-
teoremani funksional qatorga nisbatan aytilishi bo'lib, uning isboti 2-teoremaning
isbati kabidir. »

Funksional qator

iun(x)w‘ (e)+ uy(x)+ .+ (x)+

n=]
ning tekis yaginlashuvchi bo’lishi haqidagi 8-ta’rif hamda funksional ketma-
ketlikning tekis yaqginlashuvchi bo'lishining zarur va yetarli shartini ifodalovchi 1-
teoremadan foydalanib quyidagi teoremaga kelamiz.

4-teorema Zu"(x) funksional gator M ta’plamda S{x) ga tekis yaqinla-

shishi uchun
lim sup|S, (x)- S(x] =0
L2 3 “u

bo'lishi zarur va yetarli, bunda S, (x)= 1, (x)+ 1, (x)+ ..+ u,(x)
Masalan,
ix"" =l+x+xi+ +x"+ (xe(» I,I))
hel
n
funksional qatoming qismiy yig'indisi S, (x)= ll—_x . yig'indisi S(x)= !L
-x -x

bo'lib, (-1, +1) da S, (x) yig'indi 5(x) ga tekis yaqintashmaydi, chunki
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[S.(x)- 5(x) = (XG(_I +|))

bo'lib,
sup)S, (x)- S(x] =0
bo'ladi.
S-teorema. (Veyershirass alomatij). Agar ushbu

gun(x)%(X)wz(xh Au(x)+

funksional qatorning har bir hadi M c R to"plamda quyidagi
|u, (x) < C, (n=123.) (14.6)
tengsizlikni qancatlantirsa va
FC, =C,+Cyt.+Cyr.. (14.7)

LA}

sonli gator yaginlashuvchi bo’lsa, u holda funksional gator M to’plamda tekis
yagqinlashuvchi bo’ladi.

4Moadomiki, (14.7) qalor yaqinlashuvchi ekan, |-gism, 11-bob, 2-§ da
keitirilgan teoremaga asosan, V£>0 son olinganda ham, shunday n,e N
topiladiki, barcha n> n,, m > n uchun

Con+C+..+C, <£

bo'iadi. {14.6) tengsizlikdan foydalanib M to’plamning barcha x nuqtalari uchun

'um,(x)+u”,z(x)+ ) +um(x1<8
bo'lishini topamiz. Demak, S,(x)=u,(x)+u,(x)+. .+2,(x) (n=12 ) dan
tuzilgan {S,(x)} funksional ketma-ketlik M da fundamental. Bundan esa 3-
tearemaga ko'ra berilgan funksional qatorning M ta’plamda tekis yaqinlashuvchi
bo'lishi kelib chigadi. »
14.9-misol. Ushbu

iu,(1)= (0<x <)
A=) =
funksional qator tekis yaqinlashishga tekshirilsin,

4 Berilgan funksional qamming umumiy hadi
u,(x)= (n=l.2,3,..‘)
l+n'x

funksiyadan iborat. Bu funksiyani [0. + o) oraligda ekstremumga tekshiramiz.
s 5

u,(x) funksiyaning hosilasi yagona x=n 2 nuqiada nolga aylanadi (x=n 2
slasionar nuqta). Stasionar nugtada

ul(n 1)<0
s
bo’ladi. Demak, u,(x) funksiya x = ? {0, + o) nugtada maksimumga erishadi.

Uning maksimurn giymati esa ;-n % ga teng. Demak, 0 < x <w da
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=

bo'ladi. Agar )
n=| 2’,}/2

gatorning yaqinlashuvchiligini etiborga olsak. unda

Veyershtrass alomatiga ko'ra. berilgan funksional gatorning [0, +m) da tekis
yaginlashuvchi ekanligini topamiz »

3-§. Tekis yaginlashuvchi funksional ketma-ketlik
va qatorning xossalari
1°. Funksional qator yig'indisining azluksizligi. M c R 10'plamda biror
yaginlashuvchi

3 u, (1) =, (1) uy ()4 4w, ().

LB

funksional qator berilgan bolib, uning yig'indisi S(x) bo’lsin.
6-tearema.  Agar Z“n(x) funksional qatorning har bir hadi
az|
ux) (n=123,) M to'plamda uzluksiz bo’lib, bu funksional qator M da
tekis yaginlashuvchi bo'lsa. u holda qatoming yig'indisi S(x) ham A 10’plamda
uzluksiz bo’ladi.
4 VYx, € M bo'lsin. Funksional gator tekis yaginlashuvchi. Ta’rifga ko'ra,

Ve >0 olinganda ham shunday n, € N topiladiki, Va>n, va M to’plamning
barcha x nugtalari uchun bir yo'la

IS, (x)- S(x) <§ (14.8)
jumladan
15,(c0)=S(r0) < (149)
tengsizlik bajariladi.

Modomiki, funksional gatorning har bir hadi M to’plamda uzluksiz ekan,

unda
S,,(x)= u,(x)+u2(x)+...+un(x)
funksiya ham M da, jumladan x, nuqtada uzluksiz bo'ladi. Demak, yuqoridagi

£ >0 olinganda ham, % ga ko’ra shunday 4 > 0 topiladiki, |x - xg| < & ho’lganda

(5, (x)- S(x, )} < % (14.10)

bo'ladi.
YUqoridagi (14.8). (14.9) hamda (t4.10) tengsizliklardan foydalanib
topamiz:
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15(x)~ S(x,) <[S(x)~ 5, (x) +S,(x)~ S, (x ) +
+|S,(x0) - S(x, ‘<f"3-+§-+ g =£

Demak, V&>0 olinganda ham, shunday §>0 topiladiki |x-x|<&

bo’lganda
IS(x)-S(x,) <&

bo’ladi. Bu esa S(x) funksiyaning Vx,€ M nuqtada uzluksiz ekanligini
bildiradi. »

Bu teoremaning shartlari bajarilganda ushbu

S(xo)= tim [hm S (x)l: hmi tim S (x)

o8, 7[
munosabat o’rinli bo’ladi,
2", Funksional ketma-ketlik limit Sunksiyasining uzluksizligi. M c R to'p-
lamda {/, (x)}:
£3) L) - f(x),
funksional ketma-ketlik berilgan bo'lib, uning limit funksiyasi f(x) bo’lsin:
lim £,(2)= 165,
7-teorema. Agar {f,(x)} funksional ketma-ketlikning har bir £, (x)
(n=1,2.) hadi M t0'plamda uzluksiz bo'lib, bu funksional ketma-ketlik M
to'plamda tekis yaginlashuvchi bo'lsa, u holda f(x) limit funksiya ham M
to’plamda uzluksiz boladi.
Bu teoremaning shartlari bajarilganda ushbu
f(x):lileim f_(l)}: lim [Iim f,,(x)]
1tz sa A>T x
munosabat o’rinli bo’ladi.

3°. Funksional qatorlarda hadma-had limitga o’tish. M c R to’plamda
yaqinlashuvchi

z.:u,(x)ql|(x)+u2(x)+..‘+u,,(x)+... (14 11

n=|
funksional qator berilgan bo’lib, uning yig'indisi S(x) bo’lsin. x, nugta esa M
to’plamning limit nuqtasi.
8-teorema. Agar x > x, da Y u,(x) funksional qatoming har bir u,(x)

{(n=1.2...)) hadi chekli
hm u,(x)=C, (n=123.) (14.12)
llmltga ega bo’lib, bu qator M da tekis yaginlashuvchi bo’lsa, u holda
Z(‘, SC +Cy+. . +C, + .
ac|

qator yaqinlashuvchi, uning yig'indisi C esa S(x) ning x — x, dagi limiti
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tim S(x)=C

ga teng bo’ladi.

4 Shartga ko'ra (14.11) funksional qator tekis vaqinlashuvchi. U hoida 3-
teoremaga asosan, Ve >0 olinganda ham, shunday n, € N topiladiki, barcha
n>n,, m>n lar va M to’plamning barcha x nuqtalari uchun

oty (X)+ 0, () + 4 (x) < e (14 13)

tengsizlik bajariladi. (14.12) munosabatni etiborga olib, (14.13) tengsizlikda
x — x, da limitga o’tib quyidagini topamiz:
ICpet #Cpia+ . +C <€
Demak, V¢ >0 olinganda ham, shunday n, € N topiladiki, barcha n>n,
m> n lar uchun
IChn #Caiz+ +C|Ss
tengsizlik bajarilar ekan. Qator yaqinlashuvchiligining zaruriy va yetarli shartini
ifodalovchi teoremaga muvofiq (qaralsin, 1-qism, 2-bob, 3-§).
Y.C, =, +Cy+...+C, + .
a=l
qator yaginlashuvchi bo’ladi. Demak,
limC,=C,

. .0

bunda
C,=C, +C,+..+C,.
Endi x — x, da (14.11) funksional gator yig'indisi S(x) ning limiti C ga
teng, ya'ni

fim S{(x)=C
Ay
bo'lishini ko'rsatamiz. Shu maqsadda ushbu
S(x)-c
ayirmani olib. uni quyidagicha yozamiz:
S(x)-C =[s(x)- s, =)+ [5,()-C, ]+ c, -] (14.14)

bunda
S.(x)=ux)+uy(x)+ . +u,(x).
Teoremaning shartiga ke'ra (14.11) funksional gaitor tekis yaginlashuvehi.

Demak. V& >0 clinganda ham, ; ga ko’ra shunday ny € N topiladiki, barcha
n>n, va M to'plamning barcha x nuqtaiari uchun
I8, (x)- 5(x) <§ (14.15)
tengsizlik bajariiadi.
(14.12) munosabatdan foydalanib quyidagini topamiz:
tim S,(x)= tim fu,(x)+ u,(x)+. . +u,(x)]=C, +C,+_+C, =C,.
raxy 3 28q
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Demak, V£ >0 olinganda ham, § ga ko'ra shunday & >0 topiladiki.
x - xo| < & ho'lganda

Is,(x)-C.| <§ (14 16)
tengsizlik bajariladi.
Yugorida isbot etilganiga ko’ra
limC,=C.

Demak, Ve >0 olinganda ham. g ga ko’ra shunday n, e N topiladiki,

barcha n > ny uchun

lc, -C|<§ (14.17)

bo’ladi. Shuni ham aytish kerakki, agar i, = max{n,. n,} deb clinsa, unda barcha
n > ng uchun (14.15) va (14.17) tengsizlikiar bir vaqtda bajariladi.

Natijada (14.14) munosabatlardan, (14.15), (14.16) va (14.17) tengsizliklarni
etiborga olgan holda, quyidagini topamiz:

I5(x)- C £18(x)- S, (x) +]5,(x)-C.|+IC, —CI<-§+§+—;—<£.

Demak, V& > 0 otinganda ham, shunday & > 0 topiladiki, |x - x| < & uchun
(xe M)

|S(x)-Cl<&

tengsizlik bajariladi. Bu esa fim S{x)=C ekanini hildiradi. »

I'%!'o
Yuqoridagi limit munosabatni quyidagicha ham yozish mumkin:
lim Y u,(x)=Y lim u,(x)
$ % pay meif %0
Bu esa 8-teoremaning shartlari bajarilganda cheksiz gatorlarda ham hadma-
had limitga o’tish goidasi o’rinli bo’lishini ko'rsatadi.
4. Funksional ketma-ketliklarda hadma-had limitga o’tish. M c R to'p-

famda |/, (x)}-
O WA A C) I
funksional ketma-ketlik berilgan bo’lib, uning limit funksiyasi f(x) bo’lsin. x,
nugtada esa M to'plamning limit nuqtasi.
9-teorema. Agar x = x, da {f,(x)} funksional ketma-ketlikning har bir
£,(x) (n=1.2,..) hadi chekii

lim f,(x)=a, (n=123.)
rxg
limitga ega bo'lib, bu ketma-ketlik M da tekis yaqinlashuvchi bo’lsa, u holda
a,.a,.. .4,.
12
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ketma-ketlik ham yaginlashuvchi, uning a = fim a, limiti esa f(x) ning x - x,

. er

lim f(x)=a

x-4xy

dagi limitga teng

bo'ladi.
S". Funksional qatorlarni hadma-had integrallash. [a, e] segmenlda yagin-
lashuvchi
u (x)+uy(x)+ .+, (x)+ . (14.11)
funksional gator berilgan bo'lib, uning yig'indisi S(x) bo'lsin:

S(x)= gu,‘ (x).

10-teorema. Agar )r:un(x) gatorning har biri u,(x) hadi (n=1,2. ) |a. ]

n=l
segmentda uziuksiz ho'lib, bu qator shu segmentda tekis yaginlashuvchi bo’lsa, v
holda gator hadlarining integrallaridan tuzilgan

Ju (e + [uy (e + .+ [, (e + .
a o @
gator ham yaqinlashuvchi bo'ladi, uning yig'indisi csa jS(x)dx ga teng bo'ladi:
a

i?un(x)dx=iS(x)dr.

aslg
< Berilgan funksional qatorning har bir u,{x) hadi (=12, ) [a, 4] da
uzluksiz, demak, u,(x) (n=1,2, ) funksiyalar [a, ¢] segmentda integrallanuvchi.
Shartga ko'ra funksiona! qator [a. 6] segmentda tekis yaginlashuvchi. Unda 6-
teoremaga ka'ra, funksional qatorning yig'indisi S(x) funksiya [a, «] da uzluksiz,
demak, integrallanuvchi bo'ladi.
Avvalo (14.11) tunksional gator hadlarining integrallaridan tuzilgan
3 (edde = [ ()t + fup )+ + [, (e +
n=lg a a a
gatorning yaginiashuvchi bo’lishini ko’rsatamiz.
Shartga ko'ra (14.11) funksiona} gqawor [a. e] da tekis yaginlashuvchi. U

holda 3-teoremaga asasan, Y& >0 alinganda ham, £ ga ko’ra shunday
a-a
ny € N topiladiki, n>n,, m > n bo’lganda

£

’“nﬂ(x) + u,,,(x)4 .4 H.(I) <
6-a
bo’ladi. Bu tengsizlikdan foydalanib quyidagini topamiz:
13
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o bt oo+ o]

<l () 1) e < o)

*

(14.18)

Demak. Ve >0 olinganda ham, shunday n, € N topiladiki, n>ny, m>n
bo’lganda (14.18) tengsizlik o’rinli bo’ladi. 3-teoremaga asosan

N

a.lg
gator yaginlashuvchi bo'ladi. Odatdagidek berilgan funksional gatorning gismiy
yig'indisini  S,(x) deymiz. Funksional qatorning tekis yaginlashuvchiligi

ta’rifidan, V& >0 olinganda ham, ga ko'ra shunday n,€ N topiladiki.

é-a
barcha n > n, va [a‘ ¢] segmentning barcha x nugtalar uchun

I, (x)- S(x) <« ——
é-a
bo’ladi.
Aniq integral xossalaridan foydalanib quyidagini topamiz:

bt = 5, et #5005, e = et
]uz(x)dx+ +Iu (x)ax + I[S - S, (x)ldx.

Agar

[

fi56)-. <] st)- 5,0« -2 le=)-
bo lishini etiborga olsak. unda -
tim JI5(e)- 5, (e e =0
bo'lib, natija ’
[ (eha= ek JoCehic e+ Ju (et
ekanligi kelib chlqadl.
Y uqoridagi munnsabatni quyidagicha ham yozish mumkin:

| Sutle= 3 fu, o

a\'l -{ nla
Bu esa 10-teoremaning shartlari bajarllganda cheksiz qatorlarda ham hadma-
had integrallash goidasi a’rinli bo'lishini ko’rsatadi.
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6". Funksional ketma-ketliklarni hadma-had integrallash. [a, a] segmentda

{7, 0k
£6) L) £, ().
funksional ketma-ketlik berilgan bo’lib, uning fimit funksiyasi f(x) bo’lsin.
I1-teorema. Agar {f"(x)} funksional ketma-ketlikning har  bir
7,(x) (n=1.2.3. ) hadi [a. 6] scgmentda uzluksiz bo'lib, bu funksional keima-
ketlik [a. ¢] da tekis yaqginlashuvchi bo’lsa, u holda

J Ao, | Lok, . e

ketma-ketlik yaginlashuvehi, uning limiti esa jf(x)dx ga teng, ya'ni
i | £,(e)es = ] 7(eae
boladi. ’ ’
Bu teoremadagi limit munosabatni quyidagicha
ji('"I £ (e)dx - I lim £, (x)dx
ham yozish mumkin. ) ’

7. Funksional qatorlarni hadma-had differensiallash. [a‘ e] segmentda

yaqiniashuvchi
u (x)+ u,(x)+. +u,(x)+ .
funksional qator berilgan bo’lib. uning yig“indisi S(x) bo’lsin:
5{(x)= 3 u,(x)
ael
12-teorema. Agar i,,.(,) gatorning har bir hadi u,(x) (n=1.2.) [a, 6]
a-=|
segmentda uzluksiz «,(x) (n=1.2, ) hosilaga ega bo'lib, bu hosilalardan
tuzilgan
2u,’,(x)= w(x)+uy(x)+  +ul(x)e .
n=]
funksional qator [a. 6] da tekis yaginlashuvchi bo’lsa, u holda berilgan funksicna!
gatorning S(x) yig'indisi shu [a. 6] da §(x) hosilaga ega va
$'(x)= Y u (x)
n=t

be’ladi.

4 Shartga ko'ra

up(x)+ sy {x)+ o+l (x)+ ..

funksional qator [a. 8] da tekis yaginlashuvchi. Uning yig'indisini S(x) deylik:

S(x)= Zu,’,(x) Bu S(x) funksiya 6-teoremaga asosan [a. e] da uzluksiz bo'ladi.
ool
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Funksional qatorni hadma-had integrallash hagidagi  10-tecremadan
faydalanib, ushbu

56)= 2uto)

qatomi [a, x] oraliq {(a<x<s) bo'yicha hadma-had integrallab quyidagini
topamiz:

if(x)ltsg_‘l‘iu;(x)dx = (x)-u,(a)]=

—Zu(x) ¥ u.(a) - S(x)- Sla)

LA
Modomiki, S(x) funks1ya [a 6] oraliqda uziuksiz ekan, 1-gism, 6-bob. 4-§
da keltirilgan tearemaga bhinoan

(14 19)

f S (e
-
funksiya differensiallanuvchi bo‘lib, uning hosilasi

:x !S(x)dx =8(x)

bo’ladi.
Ikkinchi tomondan (14.19) tenglikka ko'ra

2(56)- Sta)=5)
- S'(x)=§(l)

bolishini topamiz. Demak, S'(x)= 3 u,(x).»
n=1

Keyingi tenglikni quyidagicha ham yozish mumkin:

2(Zut)- 520t

n=l

Bu esa 12-teoremaning shartlari bajarilganda cheksiz qatorlarda ham hadma-
had differensiallash qoidasi o’rinli bo’lishini ko'rsatadi.

8°. Funksional ketma-ketliktarni hadma-had differensiallash. |a. 6] seg-
mentda yaginlashuvchi {f, (x)}:

A FAC VA S

funksional ketma-ketlik berilgan bo'lib, uning limit funksiyasi f{(x) bo'Isin.

13-teorema. Agar {f.(x)} funksional ketma-ketlikning har bir hadi f,(x)
(n=1.2.) [o. 6] segmentda uzluksiz f;(x) (n=1.2..) hosilaga ega bo’lib, bu
hosilalardan tuzilgan

£ A0 £
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funksional ketma-ketlik [a. ¢] da tekis yaqginlashuvchi bo’lsa u holda f{x) fimit
funksiya shu {a. 6] da f'(x) hosilaga ega bo'lib. {£’(x)} ketma-ketlikning limiti
7'(x) gateng be’ladi.
4-§. Darajali qatoriar
1°. Darajali qatoriar. Abel teoremasi. Biz avvalgi paragraflarda funksional

qatorlarni o’rgandik. Funksional qatorlar orasida, utaming xususiy holi bo'lgan
ushbu

ianx"=ao+a,x ta,xt+. +ax"+ .. (14.20)

yoki, umumiyroq, "
ia.(x ~xf =a,+a(x—x)+a,(x—x, ) +... va(x-x ) + . (14.21)
qalor;;: (bunda ag.a.a,,..; x, o'zgarmas hagigiy sonlar) matematikada va

uning tadbiglarida muhim rol 0’ynaydi. Bu erda, ushbu bobning 1-§ idagi qaralgan

> u,(x) funksional gatorda qatnashgan u,(x) sifatida
"l
u,(x)=a,x" (yoki u,(x)=a,(x-x,))
ya'ni x (yoki x—-x,) o’zgaruvchining darajalari qaralayapti. Shu sababli (14.20)
va (14.21) gatorlar darajali gatorlar deb ataladi.

Agar (14.21) qatorda x — xy = ¢ deb olinsa, u holda bu qator 1 o'zgaruvchiga
nisbatan (14.20) gator ko’rinishiga keladi. Demak, (14.20) gatorlarni o’rganish
kifoyadir.

(14.20) ifodadagi ay.a,.a,...a,.. hagigiy sonlar (14.20) darajali galorning
koeffisicntlari deb ataladi.

Darajali gatorning tuzilishidan, darajali qatorlar bir-biridan faqat
koeffisientlari bilangina farq gilishni ko’ramiz. Demak, darajali qator berilgan
deganda uning koefTYisientlari berilgan deganini tushunamiz.

Masalan. ushbu

-
Y x"=l+x+x’+ 4x" 4
»n=0

qgatorlar darajali gatorlar bo'ladi.

Darajali qatorning yaqinlashish sohasi (to’plami) strukturasini aniglashda
quyidagi Abel teoremasiga asoslaniladi.

14-teorema. (Abel teoremasi.) Agar

”

Yaux"=a,+axtax’+. +ax"+ {14.20)
»=0
darajali qator x ning x = x, (x, # 0) giymatida yaginlashuvchi ba'lsa. x ning
[x] < x| (14.22)
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lengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha qiymatlarida (14.20) darajali qator absolyut
yaqinlashuvchi bo'ladi.
4 Shartga ko’ra

=
2

Ya,xy =y + X +a,X5 +...48,%5 +...

n=0

gator (sonli qator) yaginiashuvchi. U holda qator yaqinlashuvchiligining zaruriy
shartiga asosan

fima,x; =0
bo’tadi. Demak. L_x;] ketma-ketlik chegaralangan, ya'ni ¥ne N uchun
a,,x;‘ <M (M € R)

tengsizlik hajariladi. Bu tengsizlikni etiborga olib quyidagini topamiz:
LIy =1
Xg Xq

zlau’rui = |ao‘ +Ialx' +}03X‘| +..+
a0
qator bilan birga quyidagi
’r+__ M "-~ (14.24)
Xy X,

St
qatorni qaraylik. Bunda, birinchidan (14.24)qator yaginlashuvchi (chunki bu gator

0. =la ]

Endi ushbu

a5+ (14.23)

-
X

=M+ M-—+M

n-9 Xg X,

geometrik qator ba'lib, uning mahraji (14.22) ga ko’ra 1 dan kichik: H<l),
Yo
ikkinchidan (14.23) qatorning har hir hadi {14.24) qatorning mos hadidan katta
emas. U holda 1-gism, 2-bab, 3-§ da keltirilgan teoremaga ko’ra (14.23) qator
yaqinlashuvchi bo’ladi. Demak, berilgan (14.20) darajali qator absolyut
yaqinlashuvchi. »
I-natija. Agar
Yax"=a,+ax+ax’+ +ax"+
n=0
darajali qator x ning x=x, giymatida uzoglashuvchi bo'isa, x ning |x|>|x,|
teagsizlikni qanoatlantiruvchi barcha giymatlarida uzoglashuvchi bo’ladi.
< Berilgan (14.20) darajali qatar x, nuqtada uzoqlashuvchi ba’isin.

Unda bu qator x ning ]xl>]x0’ tengsizlikni ganoatiantiruvchi qiymatlarida
ham uzoqlashuvchi bo’ladi, chunki (14.20) qator x ning |x|>|x,| tengsizlikni
qanoatlantiruvchi birer x = x; qiymatida yaqinlashuvchi bo’ladigan bo’lsin, unda
Abel teoremasiga ko'ra bu qator x = x, (x4 <|x,|) nugtada ham yaginlashuvchi
bo'lib qoladi. Bu esa (14.20) qatorning x =x, da uzoglashuvchi deyilishiga
ziddir. »
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2°. Darajali qatorning yaginlashish radiusi va yaginlashish intervali. Endi
darajali qatorning yaginlashish sohasi strukturasini aniglaylik.

15-teorema. Agar

Yax"=aj+ax+ax’+ +ax"+ . (14.20)
n-0
darajali qator x ning ba’zi {x # 0) giymatlarida yaginlashuvchi, ba'zi giymatlarida
uzoglashuvchi bo'lsa. u holda shunday yagona r>0 haqiqiy son topiladiki
(14.20) darajali qator x ning || <r tengsizlikni ganoatlantiruvchi giymatlarida
absolyut yaginlashuvchi, {x|>r tengsizlikni qanoatlantiruvchi qiymatlarida esa
uzoqlashuvchi bo’ladi.

4 Berilgan (14.20) darajali gator x=x;, #0 da yaqinlashuvchi, x=1x, da
uzoglashuvchi bo’lsin. Ravshanki, |xg| <|x,| bo’ladi. Unda 14-teorema hamda 1-
natijaga muvofiq (14.20) darajali qator x ning |x<|x,] tengsizlikni
qanoatlantiruvchi giymatlarida absolyut yaginlashuvchi,  x ning |x|>|x)|
tengsizlikni qanoatlantiruvchi giymatlarida esa uzoglashuvchi ba'ladi. Jumladan
(14.20) darajali qator a {a <|x,|) nugtada yaginlashuvchi, & (s <|x,|) nuqtada esa
uzoqlashuvchi boladi (51-chizma).

-
Pl

Lt .: . "’::, .......... :; . - :“_..—--.
x\'- f."m‘-.‘. :'I'/’_
-8 -a 0 a xp r X 6
51-chizma

Demak, (14.20) qator [a. e] segmentning chap chekkasida yaginlashuvchi,
o'ng chekkasida esa uzoglashuvchi.

[a. 6] segmentning o’rtasi

a;a nuqiani olib, bu nuqgtada (14.20) qatorni

qaraylik. Agar (14.20) qator nugtada yaginlashuvchi bo’lsa, unda

‘a+a +6

a
a,

| . a+d - .
. eJ segmentni, 5 nuqtada uzoqlashuvchi bo’lsa, segmentni

olib, uni |[a,, 6| orqali belgilaylik. Demak. (14.20) qator a, nugtada
yaqginlashuvchi, 6, nuqtada esa uzoglashuvchi bo'lib, [a. 6] segmentning uzunligi

4 -a, ='—;9 ga teng bo’ladi.

a, +46,

So'ng [a, 5] segmentning o'rtasi nuqtani olib, bu nugtada

(14.20) qatorni garaymiz. Agar u 5~JZ:-E]'-nuqtada yaginlashuvchi bo’'lsa, unda
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a, +6,
2
la,. 6,] orqali belgilaymiz. Demak, (14.20) qator a, nuqtada yaginlashuvchi, g,

. a,j segmentni, uzoglashuvchi bo'isa,

a,+6 . .
a,. —'_,—'-] segmentni olib. uni

e-a ga
22
teng bo'ladi. Shu jarayonni davom ettiraveramiz. Natijada ichma-ich joylashgan
la. ¢ )[2;. ,]...[a,. 4,]
segmentlar ketma-ketligi hosil bo’ladi. Bu segmentlarming har birining chap
chekkasida (a, nuqtalarda) (14.20) gator yaginlashuvchi, o’ng chekkasida esa (¢,
nuqtalarda) uzoqlashuvchi, n — © da bu segmentlar uzunligi nolga intila boradi
¢-a
«
Unda ichma-ich joylashgan segmentlarga prinsipiga ko’ra (qaralsin, 1-gism,
3-boh, 8-§) shunday yagona r soni topiladiki,

lima, = lime, =r
» ex . -oxn

bo’lib, bu r nugta barcha segmentlarga tegishli bo’ladi.
Endi x o’zgaruvchining |x]< r tengsizlikni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy

nuqtada esa uzoqlashuvchi bo’lib, [az, o,] segmentning vzunligi e, -a, =

(e, @ - 0).

qiymatini qaraylik. fima,=r ba'lgani sababii, shunday natural n, soni
topiladiki,
14-teoremaga ko'ra x nuqtada ham (14.20) darajali gator yaqinlashuvchi bo'ladi.

x 0'zgaruvchining |x|>r tengsizlikni ganoatlantiruvchi ixtiyorty qiymatini

x| <a, <r bo'ladi. a, nugtada (14.20) qator yaqinlashuvchi. Demak.

qgaraylik. /ime,=r bo'lgani sababli, shunday natural n, soni topiladiki,

B-ew
|r|>5"‘ >r bo’ladi. 6, nuqtada (14.20) qator uzoglashuvchi. Unda 1-natijaga

ko'ra x da (14.20) qator uzoqlashuvchi ba’ladi.

Shunday qilib, shunday r soni topiladiki (14.20) darajali qator x ning |x| < r
tengsizlikni qanoatlantiruvchi qiymatlarida absolyut yaqinlashuvchi, ‘x’ >r
tengsizlikni qanoatlantiruvchi giymatlarida esa uzoqlashuvchi bo'ladi. »

9-ta’rif. Yuqoridagi 15-teoremada topilgan r soni (14.20) darajali qatorning
yaginlashish radiusi, (- . r) interval esa (14.20) darajali qatorning yaqinlashish
intervali deb ataladi.

4-eslatma. |5-teorema x ning x = r qiymatiarida (14.20) darajali qatorning
yaqinlashuvchi yoki uzoglashuvchi bo’lishi to’g’risida xulosa chigarib bermaydi.
Bu x = tr nuqtalarda (14.20) darajali qator yaqinlashuvchi ham ba’lishi mumkin,
uzogqlashuvchi ham bo’lishi mumkin.

Masalan,

1) Ushbu

l+x+x’+ +x"+

darajali qator (geometrik gatar) ning yaqinlashish radiusi r=1 yaqinlashish
intervali (-1, +1) bolib, intervalning chekka nugtalari r = 41 da uzoqlashuvchi:
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2) Quyidagi
|+ x+x2+x]+ +x"+
R N
qatorning yaqinlashish radiusi » =1, yaqinlashish intervali (-1, +1). r=%I da
qator yaginlashuvchi ho'lib. yaqinlashish sohasi (to’plami) [- 1, + l] segmentdan
iborat:
3) Ushbu
v w? v ]
ey —
12 3 1y n

darajali qatorning yaqinlashish radiusi r = | yaqinlashish intervali (~1, +1). Qator
r=1 da yaqginlashuvchi, r =-1 da esa uzoglashuvchidir, gatorning yaqginlashish
sohasi (- I, +1] yarim intervaldan iborat.

2-eslatma. Shunday darajali qatorlar ham borki, ular fagat x =0 nuqtadagina

yaginlashuvchi bo'ladi. Masalan, 3 n/x" gqator istalgan x,#0 nugtada
=0

uzoqlashuvchidir. Haqiqatdan ham, Dalamber alomatiga ko’ra

nal
lim (n+i)x
#es (55

= Iim(n+l)x0=m

LAY

n'xg

bo'tadi. Demak, Y n/x" qator istalgan x = 0 da uzoglashuvchi. Bunday darajali
u=0
qatorlarning yaginiashish radiusini r = 0 deb olamiz.
Ayni vaqtda shunday darajali qatorlar ham borki, utar ixtiyoriy x € (~ 0 +20)

da yaginlashuvchi bg'ladi. Masalan, Zx—, ni olaylik. Bu qgator istalgan x,
ueg R

nuqtada yaginlashuvchidir. }lagiqatdan ham, yana Dalamber alomatiga ko’ra
wel ’
limj2 . "= tim 5oL 20
nsef{n+ 1) xt

i

e+l
bo'ladi. Demak, bu gator istalgan x e (-o+m) da yaqintashuvchi. Bunday
darajali qatoriaming yaginlashish radiusi r = +o0 deb olinadi.

3", Koshi-Adamar teoremasi. Yuqorida ko’rdikki, darajali qatorlarning
yaqginlashish sohasi sodda strukturaga cga bo’lar ckan: yoki interval yoki yarim
interval. yoki segment. Hamma hollarda ham bu soha yaqinlashish radiusi r
orqali ifodalanadi.

Ma'lumki, har qanday darajali qator

: 2
Yax"=a +ax+ax’+. +a,x"+..

n=0
o’zining koeflisientlari keima-ketligi {a,} bilan aniglanadi. Binobarin, uning

yaginlashish radiusi ham shu koeftisentlar ketma-ketligi orgali gandaydir topilishi
kerak.

(14.20) darajali qator koelfisientlari yordamida k/|aT'}
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(@}, |a). \/“’ZH- '\'Aani'"' (1425)
sonlar ketma-ketliligi tuzamiz. Ma’lumki, har qanday sonlar Ketma-ketligini
yugori limiti mavjud (garalsin. 1-qism, 3-bob, 2-§). Demak, (14.25) ketma-ketlik
ham yugari limitga ega. Uni ¢ bilan belgitaylik:

6= lim ';/[a,a (05 ¢S +m).

16-teorema (Koshi-Adamar teoremasi). Eierilgan > a,x" darajali qatorning

n=0
yaqinlashish radiusi
r=l==-l——a (14.26)
é lim Yla. |

bo’ladi.

((14.26) formulada 6 =0 bo’lganda r = +o0, 8 =+ bo’lganda esa r =0 deh
olinadi).

4 (14.26) formulaning to"g riligini ko rsatishda quyidagi

1) 6=+o (1 =0);

2)6=0 (r=+m);

/
3) 0<e<+x Lr.—.l]
e

hollarni aiohida-aichida qaraymiz.

1) 6 =0 bao’lsin. Bu holda 'J]a,,| ketma-ketlik chegaralanmagandir. Ixtiyoriy
xa(x.,#(]) nuqtani olib, bu nuqtada (14.20) darajali gatorning uzoqlashuvchi
ekanini ko'rsatamiz. Teskarisini faraz qilaylik, ya'ni shu x;, nuqtada (14.20)
darajali qator yaqinlashuvchi bo'lsin.

Demak, 3 a,xj qator (sonli qator) yaginlashuvchi. Unda gator yaginlashuvchi-
n=0

ligining zaruriy shartiga asosan

lima,x; =0

bo’ladi. Demak, {anxg} ketma-ketlik chegaraiangan, ya'ni shunday o’zgarmas M
son mavjudki (uni 1 dan katta qilib olish mumkin), Yrne N uchun
M >1)

a,xg
tengsizlik bajariladi. Bu tengsizlikdan
'{ﬂ;:i Jatg| < M <M
ya’'ni
,ﬂa I< R
f
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bo’lishi kelib chigadi. Shunday qilib M ketma-ketlik chegaralangan bo’lib
goldi. Natija ziddiyatlik yuzaga keldi. Ziddiyatlikning kelib chiqishiga sabab
x, 20 nuqtada (14.20) qatorning yaqinlashuvchi balsin deb olinishidir. Demak,
(14.20) darajali qator ixtiyoriy x, (x, # 0) nugtada uzoqiashuvchi.

2) 6=0 bo'lsin. Bu holda ixtiyoriy x,({x,#0) nuqtada (14.20) darajali
gatorning yaqinlashuvchi ho'lishini ko'rsatamiz. Modamiki, W} ketma-
ketlikning yuqori limiti nolga teng ekan bundan uning {imiti ham mavjud va nolga
tengligi kelib chiqadi. Ta'rifga asosan V£>(Q son olinganda ham, jumladan

£= _ZIL ga ko'ra shunday nye N topiladiki. barcha n > n, uchun
%,
-
‘Q‘EI <5=
2x,|
bo’ladi. Keyingi tengsizlikdan esa

bo’lishi kelib chigadi.
Ravshanki.

qator yaqinlashuvchi. Taqqoslash teoremasiga ko'ra (qaralsin, 1-gism, 2-bab, 3-§).

o<
2

nz0
qator ham yaginlashuvchi ba’ladi. Demak.

-
Yarxg
-0

a,%;

qator absolyut yaqinlashuvchi.

3) 0 <& <+ bo'lsin. Bu holda (14.20) darajali qator ixtiyoriy x, lixol <l)
\ 6

nuqgtada yaqinlashuvchi, ixtiyoriy x, (‘.x,i) 1] nugtada uzoglashuvchi bo'lishini
- 8/
ko'rsatamiz.

(x| <—l bo’lsin. U holda shunday & >0 sonni topish mumkinki, lxol-- ——I—é_
8 6+
bo'ladi. Endi &, (0<6, <&) sonni claylik. Bu & >0 songa ko'ra shunday

ng, € N topiladiki, barcha n > n, uchun (yuqori limitning xossasiga ko’ra, 1-qism,

3-bob, 2-§) ‘\'ﬂa-.l<e+5, ya'ni |a,|<(6+8) bo'ladi. Demak, barcha n>n,
uchun
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esy L s(“‘sl} | 114.27)

bo’lishi kelib chigadi, bunda

Eﬁ_(e+5)-(§~o‘,)--5—5, <l

6+9 6+0 6+8
Endi ushbu
Z_a,,x{," =|a0‘+|a,xu|+|a,x§!+ tlaxg]s (14.28)
n-g ' ! '
gator bilan quyidagi
- - 2 U
Z("’é}) nl#(-‘ﬁl + f:if + o+ AL + (1429)
o\ 8+0 e+d e+d €+d
gatomni solishtiraylik. Bunda, birinchidan, (14.29) qator yaqinlashuvchi (chunki bu

a+4,

qatar geometrik qator bo’lib, uning mahraji 0< < 1) ikkinchidan, n ning

6+
biror giymatidan boshlab (n> n;) (14.27) munosabatga ko'ra (14.28) gatorning
har hir hadi (14.29) qatorning mos hadidan katta emas. Unda qatorlar nazariyasida
keltirilgan taqgoslash teoremasiga 1-qism, 3-bob, 2-§) ko’ra (14.28) qator
yaginlashuvchi bo’ladi.

x| > ! bo'Isin. Unda shunday ' > 0 sonni topish mumkinki,
]

o
xj-
6-6
bo’ladi. Endi &; (0 < 4, < 5’) sonni olaylik. Yuqori limitning xossasiga asosan (i-

gism. 3-bab. 2-§) {Qﬂa;\} ketma-ketlikning ushbu
\'fla-,,| >6-8,,ya'nila,|>(6-&)

tengsizlikni ganoatlantiradigan hadlarining soni cheksiz ko'p bo’ladi. Demak, bu
holda

L] n » 1 —6' )
u,x,‘:‘a,,i-x,b(e—&y‘. m=(2~_3‘;) (1430)
bo'lib, bunda
6-8 (6-8)+l0-5)_, &8 |
a-o' ¢-4' §-o'
bo’ladi.

Yuqoridagi (14.30} munosabatdan n — o da {anx."} ketma-ketlikning limiti
nolga teng emasligini topamiz. Demak.

PEH
n-0
qator uzoglashuvchi (qator yaginlashuvchiligining zaruriy sharti bajarilmaydi).
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Shunday qilib, har bir x, ("‘oi <1) nuqtada (14.20) darajali qator yaginla-
‘

[4
shuvchi. har bir x, Ux,] > l) nuqtada esa shu darajali qator uzoqlashuvchi bo’lar
]

ekan.
Darajali qatorning yagqinlashish radiusi ta’rifini etiborga clib, — berilgan
@

darajali qatorning yaqinlashish radiusi ekanini topamiz. »
14.10-misol. Ushbu
iﬂx"_x-#x o+ 2
Siaf 2 i 2V
darajali gatorni yaqinlashish sohasi topilsin.
4Bu darajali qatoming yagqinlashish radiusini (14.26) formulaga ko'ra

topamiz:

2 »

\ | Jn
E————m «=1lim2" =|.
'[‘-:,:da-‘ m.« l‘ ’ » e

2‘.

Demak, beriigan darajali qatorning yaqinlashish radiusi »=1 yaqinlashish
intervati esa (1, +1) dan iborat. Bu darajali gator yaqinlashish intervalining
chekkalarida mos ravishda quyidagi

v 5

2&

r

" w

(] n=x|
sonli gatorlarga aylanib, ulami Leybnis teorcmasi hamda Raabe alomatidan
foydalanib yaginlashuvchi ekanligini isbotlash qiyin emas.

Demak, berilgan darajali gatoming yaginlashish sohasi [~I, 1] segmentdan
iborat. »

14.11-misol. Ushbu
UL S
2.5 350 7 (n+1)5"
darajali qatorning yaqinlanish sohasi topilsin.
4Ry qatorga Dalamber alomati (1-qism, 3-bob. 4-§) ni go'liab quyidagini

topamiz:
}
= H lim —’Lﬂ = d
Snoon+2 §

i

Demak. |~;1<I ya'ni |x‘<5 bo'lganda qator yaginlashuvchi, ?>l va'ni

+..

ge hml xanl X" i im' (’l+ I)'S”X'"I
e od(n+2)-5"T (n+1)-5"| eef(n+2)-5" 15"

|x| > 5 bolganda qator uzoglashuvchi.

Shunday qilib. berilgan darajali gataming yaginlashish radiusi r=35,
yaqinlashish intervali esa (- 5. +5) bo’'ladi.
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Yaginlashish intervali (-5 +5) ning chekkalarida darajali qalor mos
ravishda

sonli gatorlarga aylanib, bu qatoriarning birinchisi yaqinlashuvchi, ikkinchisi esa
uzoglashuvchidir. Demak, berilgan darajali qatorning yaqinlashish  sohasi
[- 5. +5) yarim intervaldan iborat ekan. »

5-§. Darajali qatorlarning xossalari

Biror
Sax"=a,+axtax’+. . +a,x"+.. (14.20)
H=0

darajali qator berilgan bo'lsin.
17-teorema. Agar Y a, x" darajali gatorning yaginiashish radiusi r (r >0)
LEL]
bo'lsa, u holda bu qator {-¢, ¢] (0<c<r) scgmentda tekis yagintashuvchi
bo’ladi.
< Shartga ko’ra, r (14 20) daragjali qaoming yaginlashish radiusi. Demak,
berilgan qator (~r, r) intervalda yaqinlashuvchi. Jumladan, ¢ < bo’lganligidan

(14.20) darajali qator ¢ nuqlada ham yaginlashuvchi (absolyut yaqinlashuvchi)
bo’ladi. Demak,

i[a,,]c" =lag|+|ajc +|ajc? + . +|alc”" + .. (14.31)
a=0

qator yaqinlashuvchi.
Vx e |- ¢, ¢] uchun har doim

a,x"| <la,lc” bo’ladi. Natijada, ushbu

2

n=0
qatoming har bir hadi (14.31) qatoming mos hadidan katta emasligini topamiz. U

a,,x"’ =|a,] +'a,x‘+‘a,x2|+ L+

M
a,x |+

holda Veyershtrass alomatiga ko'ra > a,x" darajali qator [-¢c. ¢] segmentda
»n=0

tekis yaginlashuvchi bo’ladi. »

18-teorema. Agar Y a,x" darajali qatoring yaqinlashish radiusi r>0
n=0

boIsa, u holda bu gatorning S{x)= Y a,x" yig'indisi (-r. r) oraligda uzluksiz
n=9
funksiya bo’ladi.
«4(14.20) darajali qatoming yagqinlashish intervali (- r, ) dan ixtiyoriy x,

{x, € (-~ r r)) nugtani olamiz. Ravshanki, |x¢|< 7 bo'ladi. Ushbu |xof<c <r
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tengsizliklarni ganoatlantiruvchi ¢ sonni olaylik. (14.20) darajali qator yuqorida
keltirilgan 17-teoremaga ko'ra [-¢. c] segmentda tekis yaginlashuvchi bo’ladi.
Unda ushbu bobning 3-§ idagi 6-teoremaga asosan, berilgan (14.20) darajali
qatorning yig'indisi S{x) funksiya {-¢. ¢| da, va demak, x, nugtada uzluksiz
bo'ladi. Demak, (14.20) qatoming yig'indisi S{x) funksiya (~r, r) intervalda
uzluksizdir. »

19-teorema. Agar Y a,x" darajali qatoming yaqinlashish radiusi r (r>0)
n=0
bo'lsa, bu qatorni [a, d| (fa. dc(-r, r)) oraligda hadma-had integrallash mumkin.
< Shunday ¢ (0 <c <r) topa olamizki, [a. 6]c[-¢. c]c(-r. r) bo’ladi.
Rerilgan darajali gator [-c¢. ¢| da tekis yaginlashuvchi bo'ladi. Demak.
[a. e] da (14.20) darajali gator tekis yaqinlashuvchi. Unda (14.20) qatoming
yig'indisi
S(x)=Yax"=a,+ax+ax’+ +ax"+..
w=0
uzluksizlik bo'lib, ushbu bobning 5-§ da keltirilgan teoremaga ko’ra bu qatorni
hadma-had integrallash mumkin:

j.S(x)dx [Za,,x"dx Za Ix

an=| +i

Xususan a=0,6=x ﬂx|<r)bo Iganda
a a, .
'=aox+?'x2+..+-ﬂ-'—lx'+...

I S(x P2 "

bo’ladi. Bu qalommg yaqlnlashush radiusi ham r ga teng. Hagiqatdan ham,
Koshi-Adamar teoremasidan foydalanib quyidagini topamiz:

. »

a, - El ! — ]
lim o = lim Y = lim»" la hm — = limtfla.|=r.
Llnded vﬂ’lﬁ'l nox :; N—rD [ l .J"*[ n-—)m"j
206-teorema. zanx” darajali gatorning yaginlashish radiusi r bo’lsa,
n=0

(= r. r) da bu qatomi hadma-had differensiatlash mumkin.

< Avvalo berilgan (14.20) darajali qator hadlarining hosilalaridan tuzilgan
ushbu

Y na,x"" = a, +2a,x +3a,x" + . +na,x" 4. (14.32)

bo'lishini ko'rsatamiz. Quyidagi |xﬁ’<c<r tengsizliklami qanoatlantiruvchi ¢

sonni olaylik. Unda 1Ix‘,l = ¢ <1 bo’lib,
¢

o Yo

17
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bo'ladi. Ravshanki. Y ag""' ({g<I) qator yaginlashuvchi (uni Dalamber

o=l

alomatiga ko’ra ko'rsatish giyin emas). Unda

limng” ' =0

ho'ladi. Demak, n ning biror, n, giymatidan boshlab, (n > n, uchun) ng""' <¢
bo’lib, natijada ¥n > n, uchun ushbu

na,xg ! slac”] (1433)
tengsiziikka kelamiz.

ce(-r. r) bo’lganligi sababli 3 a,c" qator absolyut yaqinlashuvchi. Unda
#=0

(14.33) munosabatni  hisobga olib, Veyershtrass alomatidan foydalanib,
Y na,x""' qatorning (- r. r) da yaginlashuvchi bo’lishini topamiz. Demak. bu
n=0

qator [ ¢, ¢] da tekis yaqinlashuvchi bo’ladi.
Shunday qilib, berilgan (14.20) darajali qator hadlarining hosilalaridan

tuzilgan (14.32) qator tckis yaqinlashuvchi. U holda ushbu bobning 6-§ da
keltiriigan 12-teoremaga ko'ra

L d ' -« -
S’(x)e{ Za,x" = Za(,x') =Y na "'
\u=0 J a0 =0

bo'ladi. »

Shuni ham aytish kerakki, (14.20) va (14.32) gatorlaming yaginlashish
radiuslari bir xil bo’ladi. Hagiqatdan ham Koshi-Adamar teoremasidan foydalanib
quyidagini topamiz: {

lim 3fnja,) = TimWn 3fla,))= tim ¥n - dim 3fla,) .
nf-g’z ‘[n!a"j n‘—ﬁ“[n j‘a"‘) “iﬁ\fﬂ """;Jian

Demak,

fimria) = fim e

2-natija. Agac (14.20) darajali gatorning yaginlashish radiusi » bao’lsa. bu

qatorni (~r, r) da istalgan marta differensiallash mumkin.

Shunday qilib, yaqinlashish radiusi r>0 bo’lgan ) a,x" darajali gatorni
n=0

hadma-had integrallash va hadma-had (istalgan marta) differensiallash mumkin va
hosil bo’lgan darajali gatorlaming yaqinlashish radiusi ham » ga teng bo’ladi.

10-ta’rif, Agar f(x) funksiya {-r, r) da yaginlashuvchi darajali qatorning
yig'indisi bo’lsa, f{(x) funksiya (~, r) da analitik deb ataladi.

21-teorema. lkkita

Yax"=ag+ax+ax’+ +ax"+ . (1420

nag
va
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ie,,x“:a,,+e,x+szx’+.. +a,x" + (14 34)
w-9
darajali qatorlar berilgan bo’lib. (14.20) darajali qatorning yaginlashish radiusi
r >0 yig'indisi esa S,(x), (14.34) darajali qatorning yaqinlashish radiusi r, >0
yig'indisi S,(x) bo’lsin.
Agar Vx e (=r. r) (r = min(r,.r,)) da
5,(x)=8,(x) (14.35)
ba'lsa, u holda Yne N uchun
al = G’l
ya'ni (14.20) va (14.32) darajali qatorlar bir xil bo'ladi.
< Ravshanki, (14.20) va (14.32) darajali qatorlar (- », r) da yaginlashuvchi
va ularning yig'indilari S,(x) va S,(x) funksiyalar shu intervalda uzluksiz
bo'ladi. Demak,
lim S. (x)=S.(0), lim S,(x)=5,(0).

Yugqoridagi (14.35) shartga ko'ra §,(0) = S,(0) be'ladi. Bundan esa a, = 4
ekanligi kelib chiqadi. Binabarin, ¥x e (- 7, r) uchun

Za"x" = Za'fx” "
n=| n=l
Agar x = 0 desak, bu tenglikdan barcha x e (- r. 0)U (0. r) uchun

» -
Yar!'=Yex"'
nzl

u=|
ga ega bo'lamiz. Bu darajali qatorlaming har biri ham (- r, r) da yaqinlashuvchi
baladi va demak. ularning yig'indilari shu intervalda uzluksiz funksiya bo’ladi.
Shu xususiyatdan foydalansak, x — 0 da

lim¥Yax""=q, limYex"" =g
0,7 0,7,
bo'lishini va demak, a, =g, ekanini topamiz. Bu jarayonni davom ettira borib,
barcha ne N uchun a, =4, ho'lishi topiladi. Demak, (14.20) va (14.34) darajali
qatorlar bir xil, »

(-7.r) (r>0) oraligda f(x) funksiya berilgan va uzluksiz bo’lsin.
Yuqoridagi tecrema, ({x) ni darajali gator yig'indisi sifatida ifodalay alinsa,
bunday ifodalash yagona bo'lishini bildiradi.

6-§. Teylor qatori
Biz yuqorida. har ganday darajali

Yax" =a,+ax+ax’+. +a,x"+

n=q
qator o’zining yaqinlashish intervali (-, r) da uzluksiz S(x) funksiyani (darajali
qator yig'indisini) ifodalab, bu funksiya shu oraliqda istalgan tartibdagi hosilaga
ega bo’lishini ko’rdik.
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Endi biror oraliqda istalgan tartihdagi hosilaga ega bo’lgan funksiyani
darajali qatorga yoyish masalasini qaraymiz.

1°. Funksiyalarni Teylor gatoriga yoyish. f(x) funksiya x = x, nuqgtaning
biror

U‘(xu)z{xeR. x076<x<x0+6} (6>0)

atrafida berilgan bo’lib, shu atrofda funksiya istalgan tartibdagi hosilaga ega
bo'lsin. Ravshanki, bu funksiyaning 1-qism. 6-bob, 7-§ da batafsil o’rganilgan
Teylor farmulasi

ta)
100 ste )+ LV LDy L)
ni yozish mumkin, bunda r ( ) qoidlq had.

Berilgan f(x) funksiyaning x, nuqtada istalgan tartibdagi hosilaga ega
bo'lishi Teylor formulasidagi hadlaming sonini har qancha katta olish imkonini
beradi. Binobarin, tabiiy ravishda ushbu

flo L) Ly Sy
gator yuzaga keladi. Bu maxsus daraJaI| qgator bo’lib. uning koeffisientlari f(x)
funksiya va uning hosilalarining x, nuqtadagi qiymatlari orqali ifodalanadi.

Odatda (14.36) darajali qator f(x) funksiyaning Teylor qatori deb ataladi.

Xususan, x, =0 da quyidagicha bo’ladi:

' )
/(o)+ (0) 2(|°)x’ +. .+f—-|(0—)x" . (14.37)
n

Darajali qatorlar deb nomlangan 8-§ ning boshlanishida ) a,x"

ko'rinishdagi darajali qatortarni o’rganishni kelishib olingan edi. Shuni etiborga
olib, f{x) funksiyaning (14.37) ka’rinishdagi Teylor qatorini o'rganamiz.

Yana bir bor ta'kidlaymizki, (14.36) qator f(x) funksiya bilan o’zining
koeffisientlari orqali bag'langan bo'lib, bu (14.36) qator yaginlashuvchi
bo’ladimi, yagintashuvchi bo’lgan holda uning yig'indisi f(x) ga teng bo’ladimi,
bundan qat'iy nazar, uni f(x) funksiyaning Teylor qatori deb atadik.

Tabiiy ravishda quyidagi savol tug'iladi: qachon biror U/,;(0) oraligda
berilgan, istalgan tartibdagi hosilaga ega bo’Igan f(x) funksiyaning Teylor gatori

v* t"'(o) - ft0)s ! (0) /'(0) P e L’;(O_),.

shu oraligda xuddl shu fx) ga yaqmlashadn
22-teorema. f(x) funksiya biror (~r, r) {r >0) oraliqda istalgan tartibdagi
hosilaga ega bo’lib, uning x = 0 nuqtadagi Teylor qatori
[
o) I(O) SO, /:I(O)..’

2
ba'lsin.
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Bu qator (~r, r) oraligda f(x) ga yaqinlashishi uchun f{x) funksiya Teylor
formulasi

160)= 101 L UMAQ (") i+ +L "'( )x +1,(x) (14 38)
ning qoldiq hadi barcha xe(—r r) da nolga mnllsh| Lllmr(x 0} zarur va

yetarli.

4 Zarurligi. Avvalo (14.37) gatomning koeffisientlari bilan (14.38) Teylor
formulasidagi koeftisientlaming bir xil ekanligini ta'kidlaymiz.

(14.37) qator yaqinlashuvchi bo'lib, uning yig'indisi f(x) ga teng bo'lsin. U
holda bu qatoming gismiy yig'indisi

5. slo)e T, SO L20)
2 n

uchun

lim S,(x)= f(x) (vxe(-r r)
bo‘ladi. Undan esa {Vx € (- r. )) uchun
lrm [j(x)—S,,(x)]= lim r,(x)=
bo'lishi kelib chigadi.
Yetarliligi. vxe(-r,r) da [limr(x)=0 bo'lsin. U holda quyidagicha
Il'm]f(x)—Sn(x)]=0 be’lib, undan esa
lim 8,(x)= 1(x)
bo’lishi kelib chigadi. Bu esa (14.37) qgator (~r, r) da yaginlashuvchi bo'lib,
uning yig'indisi f{x) ga teng bo’lishini, ya’ni
- (]
[(’ Jl '](0) 40)11‘ .f_(i)‘l
I! 21 nt
ekanligini bildiradi. »
Odatda keyingi munosabat o'rinli bo'lsa, f(x) funksiya Teylor qatoriga
yoyilgan deb ataladi.
23-teorema. Agar f(x) funksiya (~r, r) oraliqda (r>0) darajali gatorga
yoyilgan bolsa:
S(x)=a,+ax+ax’+ +ax" +.. (14 39)
bu qatar f(x) funksiyaning Teylor qatori bo'ladi.
420-teorema va uning natijasiga ko'ra (14.39) darajali qator (~r, r)
oraliqda istalgan marta (hadma-had) differensiallanuvchi bo'lib,
S)=1a+2 ayx+3 ax* + _+nax"'+
f(x)=1-2 a,+2 3 ax+ .. +n{n-1a,x" >+
f(x)=123 a+ +nn-1fn-2)a,x" '+

131

www.ziyouz.com kutubxonasi



f(")(x)=l-2-3 {n—1)a, +

bo'ladi. Keyinlg} tenghklardax:ﬂ deb q\jyidaéi»iér.ﬁ'irtér;ljamiz:
- e e e )
f@o S e LT et e s
Natijada (14.39) qatorning ko’rinishi quyidagicha bo™ladi:
0) (o “(o
f{l) f(0)+f() 2(|)Ix ) f () »

Quyida funksiyaning Teylor qatoriga yoylllshlmng yetarli  shactini

ifodalovchi teoremani keltiramiz.

24-teorema. f(x) funksiya biror (- r, ) oraligda istalgan tartibdagi hosilaga
ega bo’lsin. Agar shunday Af >0 soni mavjud bo’lsaki, barcha Vxe(-r, r)
hamda barcha n=0, 1, 2, ... uchun

O s m (9= 1)

tengsizlik bajarilsa, u holda (~r. r) oraligda f(x) funksiya Teylor qgatoriga
yoyiladi, ya'ni

f(x)- Z’ "0 o) /O SO
boladi.
< f(x) funksiya uchun Teylor formulasi
- A AR l"'( ) .
Sa)= 10)+ 7 e T
ni yozib. uning Langraj ko'rinishidagi goldiq hadi

s) - {“"‘,’ - (0<0<1)

=3 47, (x)

ni olaylik. U holda

()(&) . ,,'..: _
il - ‘( @t 1o eler )
bo'ladi. Agar
D °

ba’lishini etiborga olsak, u holda
limr,(x)=0 (xe(-r.r)
ekanligini aniglaymiz. Bu esa (14.39) munosabatning o’rinli bo lishini bildiradi. »
2°, Elementar funksiyalarning Teylor gatorlari.
1) f(x)=e" funksipaning Teylor qatori. Ma'lumki. f(x)=e" funksiyaning
(ixtiyoriy chekli |- a, a] (a > 0) oraliqdagi) Teylor formulasi

e =1+> +x_+ +—+r(x)
o nt

bolib, uning qoldiq hadi esa Langranj ko’rinishida quyidagicha bo’ladi:
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r{x)= (':Tue“ (o<o<1)

(qarang, l-gism, 6-bob. 7-§). Har bir xe[-a. a] (a>0) da e* <e” bo'lishini
etiborga olsak. unda

(1 [ +I)
ckanligi kelib chiqadi va # -» 0o da u nolga intiladi. Demak, ixtiyoriy chekli x da
1 a
X
e —;nl-— +II+—|-+ +—”’-+

bo’ladi.
2) f(x)=sinx funksivaning Teylor qatori Malumki, f(x)=sinx
funksiyaning (ixtiyoriy chekli [- a. a] (a>0) oraliqdagi) Teylor formulasi
. l - |
sinx=x- +(-1)

ERE) (2 1) ")
bo'ladi. Bu formula qoldiq badining l.agranj ko'rinishidan foydalanib, (qaralsin.
1-qism, 6-bob, 7-§) Vxe[-a. a] (a>0) uchun

faa (I)SQ +l)

bo'lishini topamiz. Undan
lim r,(x)=0
bo’lishi kelib chigadi. Demak, Vx uchun

’“‘"W*') (z,. @7 gt (z,. )

bo’ladi.
3) f(x)=cosx funksivaning Teylor qatori. Bu funksiyaning Teylor formu-
lasi

2
qoldiq hadining Lagranj ko’ rlmshldan foydalanib (qaralsin, 1-gism, 6-bob, 7-§)
vrel-a. al (a> 0) uchun

cusx-l—-—1+ ) o )+’z..(x)

alee2

|ra(a) < @)
bo’lishini topamiz. Undan
Iim r(x)=0

bo’lishi kelib chiqadi. Demak, Vx uchun
'.
cosx = Z( I) (2) 2! “( I)‘ (2,

4) f(x)=In(1+x) funksiyaning Teylar qawn. Ma'lumki, bu funksiyaning
Teylor farmulasi quyidagicha bo’ladi:

|n(l+x)=x—'7.+l; -1 —+r(x)
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Bu formulada xe[O‘ 1] da r(x) qoldiq hadni Lagranj ko'rinishida
quyidagicha yozib
nel
r.(x):—(l-[!——"—, (0<0<1)
(ne1X1+ex)y
uning uchun

1

irafx) < — (14.40)

bo’lishini, xe[-a. 0] (0<a<!) bo'lganda esa r,(x) goldig hadni Koshi
ko’rinishida quyidagicha yozib

={- n+l (l"oly.
r(x)=(-1)'x 0-8:r" o (0<0<})
uning uchun
(3]
ralx) < ;’ . (14 41)
bo'lishini ko’rgan edik ( 1-gism, 6-bob, 7-§).
(14.40) va (14.41) munosabatlardan lim r, (x)= 0 bo’lishini topamiz. Demak,

vxe(-1. 1] da ‘

0= S L e Ty Ly

bo’ladi.
SHuni ta'kidlash lozimki, n{1+x) funksiya (~1. +20) oraligda berilgan
bo’lsa ham bu funksiyaning Teylor qatori (-1, + 1] yarim intervalda o rinlidir.
5) f(x)=(1+x)* funksiyaning Teylor qatori. Bu funksivaning Teylor
formulasi
_ u(af l)xz - a(a— l) (a""“,),“
2! n
bo'lib (qaralsin 1-qism, 6-bob, 7-§), uning qoldiq hadi Koshi ko'rinishida
quyidagicha bo’ladi:
r(x)= a—‘ﬂ’;—(a——"—)(l voxy " (1-6) ', (0 <f< l).
Uni ushbu
r.(x)= (a - WYa -2) J‘a ) nlx'ar(l caf AL

ko’rinishida yozib olamiz.
Aytaylik — 1 < x <1 bo'lsin. Unda birinchidan,
limﬁ‘a— Na-2).. [(a ~1)-(n- ])]x' =0,

chunki bu yaqinlashuvchi

(1+x)"=l+~‘:~!x +r,(x)

Y

1-0
l'l’l)

poyda t) laoacl)

- ”
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qatorning umumiy hadi (bu gatorning yaqinlashuvchiligi Dalamber alomatiga
ko'ra ko'rsatiladi), ikkinchidan. laxfl—Ix]]" ' <axll+ &) '< |adfl+df ' va
nihoyat, uchinchidan |I-0

|1+ éx
kelib chigadi. Demak, (x| <1 da

S]'Ji <1 bo'lganligidan fim r,(x)=0 bo’lishi
|+ &k . w

(+x) _]+qx+a(a-l]x, . 4-——0(0_])" (a_'»”—l]x" +
R 2 nl '
bo’ladi.
Mashqglar
14.12. Ushbu
2.
n'e
/_(x)=lr{34 < 1-) (n=1.23.)
n sve

{unksional ketma-ketlikning {0, +ca) da limit funksiyasi topilsin va unga
notekis yaginlashishi isbotlansin.

14.13. Agar {f,(x)} va {g,(x)} funksional ketma-keiliklar M c R to’plamda mos
ravishda f(x) va g(x) funksiyalarga tekis yaqinlashuvchi bo’lsa,

o, (x)+ . (x)} (aeR BeR)

funksional ketma-ketlik M to'plamda af (x)+ Bg(x) funksiyaga tekis
yaginlashishi isbotlansin.

14.14. Ushbu [0, !] da beritgan

O,agarx=0val$x‘_< 1 bo' Isa,
n

f,(x)=1 l.agar x= L bao'lsa,
2n

chizigli funksiva, agar 0< x £ L . L £x< !
2n 2n n
funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi 7(x)=0 ga [0, 1] da notekis
yaqinlashishi ka’rsatilsin.
14.15. Agar ushbu

3 u,(x)

funksional gator M < R ta’'plamda tekis yaginlashuvchi bo'lsa,

{u,(x)} (n=123.)
funksional ketma-ketlik M to'plamda f(x)=0 funksiyaga tekis
yaginlashishi ishotlansin.
14.16. Ushbu

g(nﬂ)x" (-t<x<l)

funksional qator yig indisi topilsin.
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14.17. Aytaylik,
{a,} (n=0123 . a,#0)

sonlar ketma-ketligi uchun
.| 4.
hmH
hind n+|

®
Yax"
n=0

darajali gatorning yagintashish radiusi

Jimit mavjud bo'lsin. U holda

. |a
r=liml—-
’"‘u-l

bolishi isbotlansin.
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15-BO8B
Xosmas integrallar

Mazkur kursning 9. 10- boblarida funksiyaning aniq integrali (Riman
integralt) tushunchasi kiritilib, u batafsil o'rganildi. Integral bayonida integrallash
cralig’ining chekliligi va funksiyaning chegaralanganligi bevosita ishtirok etdi

Endi aniq integral tushunchasini:

1) cheksiz oraliqda aniqlangan funksiyalarga;

2) chegaralanmagan funksiyalarga
nisbatan umumlashtirilishini garaymiz. Odatda, bunday integrallar xosmas
interallar deyiladi.

1-§. Cheksiz oraliq bo'vicha xosmas integrallor
I°. Cheksiz oraliq bo'yicha xosmas integral tushunchasi.  f(x) funksiya

[ a+x) oraliqda berilgan bo’lib. uning istalgan [a.r] qismida integrallanuvchi
ho'lsin (@€ R. te R, 1 2 a). Ravshanki,

[ #chax
integral ¢ o'zgaruvchiga bog’lig bo'ladi:
FO={ f(ckis

a
I-ta’rif. Agar { — +a da F(t) funksiyaning limiti mavjud bo’lsa, bu limit
f{x) funksiyaning [a .+, oraliq bo'yicha xosmas integrali deyiladi va

Tf (x)tx (15.1)
kabi belgilanadi: ’
Tf(x -hm l-(l)-hm![(x}dx

Agar (- +® da ]-(t) funksiyaning limiti mavjud va chekli bo'lsa, (15.1)
xosmas integral yaqiniashuvchi deyiladi.

Agar 1 — +o0 da F(f) funksiyaning limiti cheksiz yoki #(f) funksiyaning
limiti mavjud ho’lmasa, (15.1) xosmas integral uzoglashuvchi deyiladi.

Masalan, ushbu
-

]‘e"'dx
0
xosmas integral yaqiniashuvchi bo’ladi, chunki
lim fe = fim(-e' +1)=1
‘—O"IV 19+

va demak,
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Te”dx =1.

0
Funksiyaning ( —0,a] va (- ®, + o) oraliglar bo'yicha xosmas integrallari va
ularning yaqinlashuvchiligi (uzoglashuvchiligi) yugoridagi kabi ta'riflanadi:

[ ek = fim fiff.x)dx.

I Sx)de= tim [ S(xhtx.

..

Masalan. ushbu

0
dx
,‘[I+x2

xosmas integral yaqin]ashuvchi bo’ladi. chunki

lim [—— de = hm (— arctgt)= %

tew f4x*
va demak,
°
j‘“l“idxsi.
M R 2

Shunday qilib. xosmas integrallar avval o’rganilgan integraldan limitga o'tish
amali orqgali yuzaga kelar ekan.
18. I-misol. Ushbu

o g

]u (a>0, a>0)

xosmas integral yaqmlashuvchilikka tekshirilsin.
4Ta'rifga ko'ra
T dx tdx
J

—
|
-
=
=
=

Aytaylik, @ <1 va @ = | bo’lsin. Bu holda, mos ravishda

lim f— = lim (l' - '“): +00,

1oec’ x l4n|-

lim fé— fim (Int—lna) +a0

l—iw: X (3 40
bo’ladi.
Aytaylik, @ > 1 bo'lsin. Bu holda

lim f— = lim

I—H-n‘ X §—$+00]

' l-aol a-.‘l al~¢
=

—a+t i —a+l
bo’ladi.
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Shunday qilib

3

£ (a>0, a>0)

o

A4

— 0 ———

xosmas integral a >
bo’ladi. »

ba’lganda yaqginlashuvchi, @ €1 bo’lganda uzoglashuvchi

Biz quyida. asosan. f(x) funksiyaning [a, +o) oralig bo yicha ]f(x)dx
L
xosmas integralini 0'rganamiz. (-, a] va (-, +) oraligiar bo'yicha xosmas
integrallar tegishlicha bayon etilishi mumkin.
2, Xosmas integrallarning yaqinlashuvchiligi. Integroining absalyut yagin-
lashuvchiligi. Xosmas integrallarning yaginlashuvchiligi shartlarini keltiramiz.
Faraz qilaylik, f(x) funksiya /fa,+w) oraligda berilgan ba'lib,
Vxefa.+o) da
f(x)2 0
bo’lsin. U holda V1.1, € (4, + ©) uchun ¢ <, bo'lganda
I h 4 P
Fl)= [ £l = | flee + [ Sl = F )+ [ £lxdde> #(,)
. o 0 "
Demak,
1

Ft)=[ f (x)aix

L
funksiya fa.+ ) da o’suvchi bo’ladi.

!-teorema. f{x) funksiya {a.+w) oraliqda berilgan bo'lib. Vxe fa,+ )
da

s(x)=0
bolsin. Bu funksiyaning fa, + @) oraliq bo’yicha xosmas integrali
[ £e)ax

ning vaqginlashuvchi bo’lishi uchun,
t

Ft)= [ f(x)x

funksiyaning yuqoridan chegaralangan, ya'ni
t
ICeR Viefa +o) |f(x)xsC
.

bo lishi zarur va yetarli.
4 Zarurligi. Aytaylik, xosmas integral

f /e
.
yaginlashuvchi bo'lsin. U holda
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’
tim F{()= lim If(x)da =
1-ere 1 s oa
mavjud va chekli bo’lib.
J = sup F(t)

I RT3

bo’ladi. Aniq yuqori chegaraning ta'rifiga ko'ra, Vi€ fa.+®) da
i o
F)=[(x)dx € | £x)x
ya'ni
t
F)= [ flehesC

bo'ladi.
Yetarliligi. Aytaylik,
L
ICeR Wiefa +x) [flxMscC
-
bo’lsin. Unda monoton funksiyaning limiti hagidagi teoremaga ko’ra ushbu
fim F (I)

T on

limit mavjud va chekli bo’ladi. Demak, [f(x)dr xosmas integral
-
yaginlashuvchi.
Eslatma. Agar Vx e [a.+o) da f(x)>0 bolib.

F()= | (ke

funksiya yuqoridan chegaralanmagan bo’lsa, J S{x)dx xosmas integral
-

uzoqlashuvchi bo'ladi.
2-teorema. Faraz qilaylik, f(x) va g(x) funksiyalari [a,+w) oraliqda
berilgan ba’lib, ¥xe fa,+ o) da
0< fx)s g(x)
bo’lsin.
Agar _[g(x)dx xosmas integral yaqinlashuvchi bo'lsa, jf(x)dx X0smas
integral ham yaginlashuvchi bo’ladi.

Agar Jf(x)dx xosmas integral uzogqlashuvchi bo’'lsa, jg(x)d.t ham

uzogqlashuvchi bo’ladi.

< Aytaylik, [g(x)dx xosmas integral yaginlashuvchi bo’Isin. Ravshanki,

a
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J Aeie < [ e < ()

bo’ladi. Bundan j'f(x)dx ning yugoridan chegaralanganligi kelib chigadi. 1-
teoremaga ko'ra :

J 1)t
xosmas integral yaginlashuvchi bo’la(.!i.

Aytaylk, _ff(x)dx xosmas integral uzoglashuvchi bo’lsin. U holda

F0= | fteas
funksiya yugoridan chegaralanmagan bo'lib,
'
J e < ki

tengsizlikka ko'ra ) )

fa(x)x
funksiya ham yuqoridan chegaralanmagan bo'ladi. Yuqorida keltirilgan eslatmaga
binoan .fg(x)dx xosmas integral uzoglashuvchi bo’ladi. »

15.2-misnl. Ushbu
“j—‘ ‘_7954 3x
 Yi+x®

xosmas integral yaqinlashuvchilikka tekshiri{sin.
<4 Ravshanki, integral ostidagi funksiya

cos® 3x
f(x)- =20
+x
bo’ladi. Ayni paytda x 2 1 bo’lganda
<os 31 1

1=

tengsizlik bajariladi. Quyidagi

I'%
xosmas integral yaqinlashuvchi (qaralsin, 15.!-misol) bo’lganligi uchun 2-

tcoremaga ko’ra berilgan xosmas integral yaginlashuvchi bo’ladi. »
Endi [a,+ec) oraliqda berilgan ixtiyoriy f(x) funksiya xosmas integrali

14)
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T/(x)-t-

[ )
ning yaqginlashuvchiligi haqgidagi teoremani keltiramiz.
3-teorema. (Koshi teoremasi). Ushbu

[ flx)ax
xosmas integral yaqinlashuvchi bo’lishi uchun

Ve>0 3y>a V>t V">
bo'lganda

<€

[ ek

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.
4 Ma’lumki,

T fleae

xosmas integralning yaqinlashuvchiligi f —» + da
[
FO)= | 7le

funksiyaning chekli limitga ega bo’lishidan iborat.
Funksiyaning chekli limitga cga bo’lishi hagidagi Kashi teoremasiga
{garalsin, 4-bob. 6-§) binoan,
Ve>0, > a, V> 1, V"> 1, [F()-F{t) <
ya'ni

<&

F)-Fle) - l!f()c)dx [ £}l =

bo'lishi zarur va yetarli edi.»

Bu nazariy ahamiyatga ega bo’lgan muhim teorema bo’lib, undan xosmas
integrallaming yaqinlashuvchanligini aniglashda foydalanish ko’pincha qiyin
bo’ladi.

Xosmas  integrallaming  yaqinlashuvchanligini  aniqlashda  ko'p
qo’llaniladigan alomatlardan birini keltiramiz.

4-teorema. (Dirixie alomari). f(x) va g(x) funksiyalar fa + o) oraliqda
berilgan bo'lib, ular quyidagi shartlami bajarsin:

1) f(x) funksiya fa,+w) oraliqda uzluksiz va uning shu oraliqdagi
boshlang'ichi F(x) (F'(x)= f(x)) funksiyasi chegaralangan;

2) g(x) funksiya fa,+e) oraligda g'(x) hosilaga ega va u uzluksiz
funksiya;

3) g(x) funksiya fa,+w oraligda kamayuvchi;

142
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4) tim g{x)=0. U holda If(x)g(x)dx integral yaqinlashuvchi bo’ladi.

.
<Uzluksiz f{x) va g(x) funksiyalarning ko'paytmasi f(x)g(x) funksiya
ham [a.+m) oraliqda uzluksiz bo’lgani uchun, bu f(x) g{x) funksiya istalgan
[a. 1] oraligda integrallanuvchi bo’ladi, ya'ni

ol)=| /() (x)as (152)
integral mavjud.
1—+® da g(t) funksiyaning chekli limitga ega bo’lishini ko'rsatamiz.

Teoremaning |- va 2- shartlaridan foydaianib. (15.2) integralni bo'laklab
hisoblaymiz.

J /gtaic = [alekir(e)= gler), - [Fldgade (15.3)

O’ng tomondagi birinchi go’shiluvchi uchun ushbu
ROFOI<Mel) (M = suplF (1) < +)
tengsizlikka ega bo'lamiz. Undan, 1 — +e0 da g(t) — 0 bo'lishini e'tiborga olsak,
lim g()F()=0
te-D
bolishi kelib chiqadi.
L
Endi o'ng tomondagi ikkinchi [F(x)g'(x)dx hadni garaymiz. Modomiki,
LJ

g(x) funksiya /a +) oraliqda uzluksiz differensiallanuvchi hamda shu orafiqda
kamayuvchi ekan. unda Yxe fa.+®) da g'(x)s 0 bo’iib,

[ F(x)g(ehs < M [|g" () = M (el = Mgla)- (1)) < Mgla)
(2()>0)

bo'ladi. Shunday qilib. t o’zgaruvchining barcha ¢ > ¢ giymatlarida
L
JIF () (x Yot

integral (¢ o’zgaruvchining funksiyasi) yuqoridan chegaralangan. U holda 1-

re

teoremaga ko'ra fF(x)g'(x)dx integral yaginlashuvchi ho’ladi. Demak,

lim ]F(x)g‘(x)dx
L 2o
limit mavjud va chekli.
Yuqgoridagi (15.3) tenglikda f -» += da limitga a’tib, Ushbu

tim £ (x)gfees
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limitning mavjud hamda chekli bo’lishini topamiz. Bu esa Tj(,\-)g(x)dx

integralning yaginlashuvchiligini bildiradi.
15.3-misol. Ushbu

I sm-x dr (a>0)
X

integral yaginlashuvchilikka tekshirilsin.
4Bu integraldagi f(x)=sinx. g(x)= L (@ >0) funksiyalar yugorida kel-
X

tirilgan teoremaning barcha shartlarini ganoatlantiradi:
1) f{x)=sinx funksiya 1 +e) oraligda uzluksiz va boshlang’ich funk-
siyasi F(x)=-cosx chegaralangan:

2) g(x):L‘ funksiya /1.+) oraliqda g'(x):-%— hosilaga ega va u
x x
uzluksiz;
k! g(x)— (@ > 0) funksiya /1, + %) oraligda kamayuvchi;
4) lim g(x): lim %:0 (a2 > 0) bo’ladi. Demak, Dirixle alomatiga ko’ra
e e-oe¢n x
berilgan integral yaginlashuvchi. P

f(x) funksiyaning xosmas integrali [ f(x)dx bilan bir gatorda
L]

Jirteyae

xosmas integralni qaraymi7 )

§-teorema. Agar Hf(, Jdx integral yaginlashuvchi bo’lsa, u holda I/(,
integrali ham yaqm!ashuvchl bo’ladi.

4 Shartga ko'ra I|f(x]dr integral yaginlashuvchi. 4-tearemaga asosan,
Y& >0 olinganda ham,‘shunday 1, (t,>a) topiladiki, #'>1,, "> 1, bo’lganda
Iﬂf(x]dx < £ tengsizlik bajariladi.
’ Agar

703

tengsizlikni e'tiborga olsak. u h;)Ida

[jf(x)au
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bo’lishini topamiz.
Shunday qilib, V£>0 son olinganda ham, shunday 4, (¢, > @) topiladiki,
#'>14,, 1" > {, bo’lganda

i

ba'ladi. Bundan 4-teoremaga asosan [f(x)dx integralning yaginlashuvchiligini

topamiz. b
2-ta’rif. Agar ﬂf(x]dx integral yaqinlashuvchi bo’lsa, Jf (x)x absalyut

yaqinlashuvchi mtegral deb ataladi, f(x) funksiya esa fa,+ ) orallqda absalyut
integrallanuvchi funksiya deyiladi.

3-ta’rif. Agar I[(x)dx integral yaqginlashuvchi ba’lib, Hf(x]dx integral
e )
uzoqlashuvchi bo’lsa, ff(x)dx shartli yaginlashuvchi integral deyiladi.

Shunday gilib, jj(x)dr xosmas integralni yaginlashuvchilikka tekshirish

quyidagi tartibda olib borilishi mumkin:

Vxefa+o) da f(x)>0 bo'lsin. Bu holda | f(x)dx integralning yaginla-
.
shuvchi (uzoqlashuvchi) ligini yugorida keltirilgan alomatlardan foydalanib topish

mumkin. Boshqa hollarda f(x) funksiyaning |f(x] absolyut giymatining

[a +o) oralig ba'yicha

, keyingi
e

integralga nisbatan yana yuqoridagi alomatlamni qo’llash mumkin. Agar biror

alomatga ko'ra ﬂf(x)ctr integrelining yaginlashuvchiligi topilsa, unda 5-
L]
tcoremaga ko'ra berilgan Jf(x)dx integralning ham yaqinlashuvchiligi (hatto
L

absolyut yaqinlashuvchiligi) topilgan bo'iadi.

Agar biror alomatga ko'ra {|f(x)dx integralining uzoglashuvchiligini anigla-

L]
sak. aytish mumkinki, ]f(x)dx yoki uzoglashuvchi bo’ladi yoki shartli yaqinla-

shuvchi bo’ladi va buni aniglash qo’shimcha tahlii gilishni talab etad.
145
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3’. Yuginlashuvchi xosmas integrallarning xossalari. Riman integralini
umuml|ashtirishdan hosil qilingan yaqinlashuvchi xosmas integrallar ham shu
Riman integrali xossalari singari xossalarga ega.

/(x) funksiya /a.+ e oraligda berilgan bo’Isin.

1) Agar f(x) funksiyaning fa,+o) oraliq bo’yicha Tf(,)d, integrali
yaqginlashuvchi bo’lsa. bu funksiyaning 6.+, (a <é) oraliq ba’yicha T/(,)dx

integrali ham yaqinlashuvchi bo’ladi va aksincha. Bunda

ff(x)zb ~I/(.u~ + Tf(x)dx (15.4)
bo'lad. ) ) |
< Aniq iniegral xossasiga ko'ra
If(x)dx:_[f(x)d.x+jf(x)dx (a<t<m) (1535)

bo'ladi. If(x)dx integral yaginlashuvchi, ya'ni

. ]
f ras= fim | ot
limit mavjud va chekli bo'lsin. Yuqoridagi (15.5) munosabatni ushbu

J el = [ £~ el

ko'rinishda yozib, 1 — +e da limitga o’tib quyidagini topamiz:
Jim [ flx)d= tim [ flxkts - [ fladde = { f(x)de - [ f e
. [ a [ ] L)
Bundan esa [ f(x}dx integralning yaqinlashuvchi va
ek = [ ek e
ya'ni
J £lodax = f fledn+ § £ (x)ax
ekanligi kelib chiqadi.
Xuddi shunga o’xshash If(x)dx integralning yaqinlashuvchi bolishidan

ff(.x)dx integralning ham yaqinlashuvchi hamda (15.4) formulaning o'rinli

bo’lishi ko’rsatiladi. >
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2) Agar If(x)dx integral yaqginlashuvchi ho'lsa, y holda Icf(x)dx integral

ham yaqinlashuvchi bo'lib,

.o

fef(ede=c | £l

ho'ladi, bunda ¢ = const.
3) Agar Vxe fa +o) da f{x)2 0 bo'lsa, bu funksiyaning xosmas integrali

Ff(x)dr>,0

bo'ladi.
Endi f(x) funksiya bilan bir gatorda g{x) funksiya ham [a,+w) oraligda
berilgan ba’lsin.

4) Agar If(x)dr da Ig(x)dx integrallar yaqinlashuvchi bo’lsa. u holda
j[f(x)tg(x)]dx integral ham yaqinlashuvchi bo'lib.

JUrte) e etobte = [ ekie Tl

bo’ladi.
I-natija. Agar f(x) 1,(x). .7, (x) funksiyalarning har biri [a,+w) oraliqda

berilgan ba’lib. Tf,,(x)dx (k=1.2 ., n) integrallar yaqginlashuvchi bo'lsa, u
holda |
[l eufile)+ - +eus, )l
integral yaginlashuvchi l;o‘lib,
Tlh)+ - +eufy (e =, ] ke -+, [ £ (s
boladi. ’ ’

5) Agar Vxe [a,+) uchun f(x)< g(x) tengsizlik o’rinli bo'lib, [ f(x)
L
va [g(x)dx integrallar yaginlashuvchi bo'lsa, u holda

T fxdax s gl
bo’ladi. ’ ‘
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Yuqorida keltirilgan 2- 5- xossalarning isboti xosmas integral va uning
yaqginiashuvchiligi ta'riflaridan bevosiia kelib chigadi.

O'rta giymat hagidagi teorema. f(x) va g(x) funksiyalar {a.+ ) oraliqda
berilgan bo'lsin.  /{x) funksiya shu oraliqda chegaralangan, ya'ni shunday m va
M o’zgarmas sonlar mavjudki, Vx € {a,+ %) uchun

m< flx)<Mm
bolib, g(x) funksiya esa fa,+o) da o'z ishorasini o'zgartirmasin. ya'ni
Vx € fa,+a) uchun har doim g(x)> 0 yoki g{x)<0 bo’lsin.

6) Agar}f(x)g(x)dx va '[g(x}dx intcgrallar yaqginlashuvchi bo’lsa, u holda
L] Ll
shunday o'zgarmas g (m < u € M) son tapildiki,

T (e)elekix = u ] gl (15.6)

tenglik o’rinli bo’ladi.
4 Yugorida keltirilgan g(x) funksiya fa.+w) oraligda manfiy bo'imasin:
g(x)20 (Vxefa.+=)). Uhalda

mg(x)< f(x)g(x) < Mg(x)
bo’lib, unda esa (Riman integralining tegishli xossasiga ko’ra)

m"" glx)dx < j[f(x)g(x)dx < Mig{x)dr bo’lishini tapamiz. Keyingi, tengsizliklarda
t :) +0 da li.mitga o’tsak, ’
m ] glxkx < | Fx)gledde < M [gle)n (157)

ekanligi kelib chigadi. Ikki'holni qara.ylik: )

a) .fg(x)dx =0 bo'lsin. U holda j S(x)g{x)tx=0 bo'lib. bunda u deb
m<pu< I.W tengsizliklami qanoatlantiruvc‘hi ixtiyorty sonni olish mumkin.

b) fg(x)tb‘ >0 bo’lsin. Bu halda (15.7) tengsizliklardan

7 1)t

ms-2 <M

Jalehs

bo’lishi kelib chigadi. Agar
[ £(x)g(x)x
'f.g(X)dr
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deb alsak. unda
{ Fix)glete = o f e

bo ladi.

{a. +o) oraligda g(x)<0 bo’lganda {15.6) formula xuddi shunga o xshash
isbotlanadi. »

Bu 6- x0ssa o'rta giymat haqgidagi teorcma deb ham yuritiladi,

4". Xosmas integrallarni hisoblash. Ushbu

e
5= Trten
xosmas integral yaginlashuvchi be’lsin. Uni hisoblash masalasini qaraymiz.
1) Nyuton-Leybnits formulasi. Faraz qilaylik, f(x) funksiya fa, +o)
oraliqda uzluksiz bo’lsin. Ma’lumki, bu holda f(x) funksiya shu oraligda ¢(x)
(#'(x)= f(x) xejfa.+oc;) boshlang’ich funksiyaga ega ho’ladi. x -» +ec da

#(x) funksiyaning limiti mavjud va chekli bo'lsa, bu limitni g(x) boshlang’ich
funksiyaning + o dagi giymati deb gabul gilamiz, ya'ni

tim ¢(x)= ¢{+ ).
[ R
Xosmas integral ta'rifi hamda Nyutan-Leybnits formulasidan foydalanib
quyidagini topamiz:

[ edte= fum | el = fim [1600)-olo)l=
= o+ )~ g(a) = ¢(x]),”

Bu ¢sa yuqoridagi kelishuvga ko'ra boshlang'ich funksiyaga ega bo’lgan
f(x) funksiya xosmas integrali uchun Nyuton-Leybnits formulasi a’rinli
bo’lishini ko'rsatadi.

15.4-misol. Ushbu

(15.8)

Lo
I—zsm—dx
ix X

P

xosmas integral hisoblansin.
4 Ravshanki. f(x):izsml funksiya [3‘+w} oraligda uzluksiz bo’lib,
x x 7

uning boshlang’ich funksiyasi q&(a:):co.s1 bo'ladi. Demak, (15.8) formulaga
x

ko'ra
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Ba'zan berilgan T/(x)dx xosmas integral o’ zgaruvchilarni almashtirib yoki

bo’lak!ab integrallash natijasida hisoblanadi.
2) Bo'laklah integrallash usuli. u(x) va v(x) funksiyalaring har biri
[ a.+ o) oraliqda berilgan hamda uzluksiz 4(x) va v'(x) hosilalarga ega bo'lsin.

Agar [v(x)du(x) integral yaginlashuvchi hamda ushbu
-
lim u(t)=u(+ ). lim v{t)=v(+x)
[ ] =+
limitlar mavjud va chekli bo'lsa, u holda [u(x)dv(x) integral yaginlashuvchi

bo’lib,
Tu(x)dv(x) = u()r)v(,\']:a - Tv(x)du(x) (159)
ba’ladi. : ‘

Hagiqatdan ham [-qism, 9-boh, 10-§ da keltirilgan formulaga ko’ra

fulxMv(x)= wlx (s, - [ vl ) (6) - [ul W)~ ulala)]
. . (15 it

- j v{(x )du(x)
bo’lib, bu tenglikda 1 —» +o da limitga 0’tib. quyidagini topamiz:

i ulokao(s)= o [u0)- o) fim (ki)

Shariga ko'ra fv(x)du(x) integral yaqinlashuvchi hamda lim {u(r (1)~
4 era
a
u(a)v(a)] limit mavjud va chekli ekanligini e’tiborga olsak. unda (15.10)

munosabatdan  fu(x)av(x) integralning yaqinlashuvchiligi hamda (15.9)
L]
formulaning o’rinli bo’lishi kelib chigadi.
15.5-misol Qo'yidagi
fxe "
0

integralni hisoblansin.

aAgar u(x)=x, dv(x)=e'dx deyilsa, unda u(x)v(x_lé':x(y.l;«:

= lim (—xe' ')=0. va(x)du(x)=—‘[e“dx= ~1 bo'tib, (15.9) formulaga ko’ra
a ¢

B een

Tula)s) = ]'dx x| ;( e h=t
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bo’ladi. Demak,

ox

Ixe_‘dx: I.»

a
2-eslatma. Yuqoridagi (15.9) formulani keltirib chigarishda Iv(x)du(x)

integralning yaginlashuvchiligi hamda fim u(i)v{r) limitning mavjud va chekli
t=+x

ho’lishi talab etiladi.
Agar [u(x)av(x), {v{x)etu(x) integrallaming yaginlashuvchiligi hamda

. L]
lim u(t)v(t) limitning mavjud va chekli bo’lishi kabi uchta faktdan istalgan
12
ikkitasi o'tinli bo’lsa, u holda ulaming uchinchisi hamda (15.9) formula o'rinli
bo’ladi.
3) O'zgaruvchilarni almashtirish usuli. Quyidagi

J= [ e

integralni garaylik. Bu integralda x = ¢(z) deylik, bunda ¢{z) funksiya quyidagi
shartlami bajarsin:

a) o(z) funksiya {a.+ ) oraliqda berilgan, @'(z) hosilaga ega va bu hosila
uzluksiz;

b) (=) funksiya {a,+ o, oraliqda qat’iy o’suvchi;

v) pla)=a, ¢(+cn)= Iim ¢(z)=+oo bo'lsin.

U holda ]f(q)( ) @(z)dz integral yaginlashuvchi bo’lsa, unda If(x)dx ham

yaqinlashuvchn va
[ flxdtx= [ flolz))- @bz (15.11)

bo’ladi.
4lxtiyoriy z (@ <z < +®) nuqtani olib. unga mos @(z)=¢ nuqtani topamiz.
[a. l] oraliqda |-gism, 9-bob, 2-§ da keltirilgan formulaga ko'ra

If(x)dx j £elz)) o)t

bo’ladi. Bu munosabatda ¢ — +a0 da (bunga z=¢)"(1)~)+m) limitga o’tib
quyidagini topamiz:

t 2

lim I S ax

L Tl
-

1
t—y
=
s

L1}
=
<
———

~N
¥
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Bu esa j/(x)dx integralning yaqinlashuvchiligini hamda (15.11) formula-

ning o’rinli bo’lishini ko'rsatadi. »

3-eslatma. Ij'(x)dx yaqinlashuvchi bo’lsin. Bu integralda

x=p(z)
bo’lib, bu funksiya yuqoridagi shantarni bajarsin. U holda

[1t) othe
integral ham yaginlashuvchi bo’lil.n,
[fleax= | flol)) '(zkt:

bo’ladi.
15.6-misol. Ushbu
dx

l+x

(15.12)

4

~
[}
.—\‘

integral hisoblansin.
< RavshanKki. bu integral yaginiashuvchi. Uni hisoblaylik. Avvalo hu integral

x= 1 almashish gilamiz. Natijada

v
-

] ' I +o Z2
J :j I (—?}tz I::—‘—d: (1513
¢]+,_‘ o
bo’tib, (15.12) va (15.13) tengliklardan
171+ x?
J== j ——‘dx
2 1+x

bo'lishi kelib chigadi. Keyingi integraida
y+yyi+a ( ')
= e—— x—-:y
| I

2
almashtirishni bajarib, quyidagini topamiz:
e dy 1 yI© oz
J == arclg ~=| =-—4.
2 J ' 2+ y? ﬂi gwf2 . 22

Demak.
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2-§. Chegaralanmagan funksiyaning xosmas integralflari
1*. Funksivaning maxsus nuqtasi. X c R to’plamda berilgan f{x)
funksiya va x, R nugtaning ushbu

U.‘,(x(,)z{xe R xg—6<x<x,+6 x2x,} (6>0)
atrofini garaylik.

4-ta'rif. Agar f(x) funksiya l./,s(x.,)ﬂX #0) ta'plamda chegaralanmagan
bo'lsa. x, nugta f(x) funksiyaning maxsus nugtasi deyiladi.
Masalan,

1 £(x)- _.'_ funksiya (a < x < &) uchun x = maxsus nugta;
2) f(x)-

1 /(,)_m funksiya (xe RU{-1, 0 1}) uchun x=-1, x=0, x=

funkswa (a < x <6) uchun x = a maxsus nuqta;

maxsus nuqtalar bo'ladi.

2" Chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrali tushunchasi. f (x)
funksiya [a, 4) yarim integralda berilgan bo'lib, x =8 nuqta uning maxsus
nuqtasi bo’lsin. Bu funksiya [a, &) yarim integralning istalgan [a, 1] gismida
(4 <1 < 6) integrallanuvchi ba’lsin. Ravshanki,

J £ xdax
integral 1 o’zgaruvchiga bog’lig bo'ladi:
F()=] /(x)

5-ta'rif Agar 1t > g-o0 da F(x) funksiyaning limiti mavjud bo'lsa, bu limit
chegaralanmagan f(x) funksiyaning [a, ¢) orali bo'yicha xosmas integrali
deyiladi va

[ £y
kabi belgilanadi:
[ f(x)dx— fim F(x)- fim [ Sfle)dx. (15 14)

Agar t 5> 6-0 da F(x] funksiyaning limiti mavlud va chekli bo'lsa, (15.14)
xosmas integral yaqinlashuvchi deyiladi.

Agar { > 6-0 da F(x) funksiyaning limiti cheksiz yoki #{x) funksiyaning
limiti mavjud bo'Imasa, (15.14) xosmas integral uzoglashuvchi deyiladi.

Masalan. ushbu
j dx
ovl—x?
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xosmas integral (x = | maxsus nuqta) yaqginlashuvchi ba’iadi. chunki

lim [ = lim (arc.smlL = lim arcsint = X
1e1-0° \“ 1-21-0 11-0 2
va demak.
P
:Jl 0 2

(a. 6] da berilgan f(x) funksiyaning (x=a maxsus nugta), {a, ) da
berilgan f{x) funksiyaning (x =@, x=g maxsus nuqgtalar) xosmas integrallari
va ularning yaqinlashuvchiligi (uzoglashuvchiligi) yuqoridagi kabi ta'riflanadi:

i/(x)dr = lim é(r)=lim j/(x)dx.

If(x)dx- ltm q)(l s)- Ilm jf(x

1- %adﬂ t—ouaa

Masalan. ushbu
tdx
[
xosmas integral (x = 0 maxsus nugta) yaqinlashuvchi bo’ladi. chunki

= tim 2{1 -1 )=2

1
dx
lim | — =
I—u+a! Jx {40

va demak,

HE
'IL

135.7-misol. Ushhu

(a >0)

Jl—

I(x P %y

YTy AEAKS Ya TSI eat T

dx t &
=], —= lim|—— -
D [y R T e
Aytaylik, @ =1 bo’[sin. Bu holda
lim [ & = lim [In(x—a)r=ao

t-aaw: X-a t-a+a

bo’ladi.
Aytaylik, @ # | bo’lsin. Bu holda

.t _ il-_a)'._ " < _(r-x) "
lllanl‘!(x_a)‘-al-an}.A l-a [(G a) ) ]

bo’ladi. Bu limit 0 < a < | bo’lganda chekli, @ > | bo'lganda eheksiz bo’ladi.
154

= lim

iwaso | —

www.ziyouz.com kutubxonasi



Shunday gilib,
t dx
= |—. 0
I !(J*d {a>0)

)d

xosmas integral @ <1 bo’lganda yaqinlashuvchi, a > 1 bo’lganda uzoglashuvchi
bo’iadi.

Xuddi shunga o’xshash ko'rsatish mumkinki,
o
ale- )
xosmas integral @ < | bo’lganda yaginlashuvchi, @ >1 bo'iganda uzoqlashuvchi
bo’ladi.

Chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrali hagidagi bu tushunchalarni
I-§ da keltirilgan chcksiz oraliq bo’yicha xosmas integral tushunchalari bilan
solishtirib, ularning o'xshashligini va bu xosmas integrallarni bita nuqtai
nazaridan, ya'ni

/3

(a>0)

TO%

integralda:

1) f(x) funksiyaning [a. &) oraliq berilgan bo'lib, bunda a- chekli nugta, & -
chekli yoki +o0;

2) f(x) funksiya ixtiyori [a, 1] da integrallanuvchi, bunda fe[a, ) deb
garash mumkinligini ko'ramiz. Bu hol chegaralanmagan funksiyaning xosmas

integrali haqidagi keyingi tushuncha va tasdiglami keltirish bilan kifoyalanish
imkonini beradi.

3% Xosmas integrallarning yagintashuvchiligi. Integralning absolyut
yaginlashuvchiligi. Aytaylik, f(x) funksiya [a. &) oraliqda berilgan bo'lib, &
nuqta f(x) funksiyaning maxsus nugtasi bo'Isin.

6-teorema. Faraz gilaylik, Vx e fa, ¢) da f(x)> 0 bo'lsin. Bu funksiyaning
[a. &) oralig bo'yicha xosmas integrali

f£(x)ax
ning yaginlashuvchi bo'lishi uchun,
4
F()={ f(x)dx {a<i<a)
.
funksiyaning yuqoridan chegaralangan, ya’ni
3CeR VYte [a_s): If(x)d.x <C

bolishi zarur va yetarli.
7-teorema. f(x) va g(x) funksiyalar[a, a) oraliqda berilgan (& maxsus
nuqta) bo'lib, Vx e fa. ¢) da

0< f(x)< glx)

bo'lsin.
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Agar g(x)dx yaginlashuvchi bo'lsa, [ f(x)dx ham yaqinlashuvchi, agar

J £{x)dx uzoglashuvehi bo’lsa, | g(x)dx ham uzoglashuvchi bo'ladi.

15.8-misol. Ushbu
cw x

:/T."t’

xosmas integral yaqinlashuvchilikka tekshirilsin.
4 Ravshanki, integral ostidagi funksiya
cosx
f(x)= 7-"-——'
bo’ladi. Ayni paytda. Vxe [0, 1) da
]

4 v C€OSX !
AL Ak i,

tengsizlik bajariladi. Ma’lumki. g{x)=

- funksiyaning integrali
(] - x)a

t 1

[—=&

0 (l - x)a

yaginlashuvchi. Unda 7-tecremaga ko'ra berilgan xosmas integral yaginlashuvchi
bo’ladi. »
8-teorema. (Koshi teoremasi). Ushbu

If(x)dx (6 maxsus nuqta)

L]
xosmas integraining yaqinlashuvchi bo’lishi uchun
Ye>0 3650 VI'1' s-8<t'<s 6-6<t"<a;

[jf(xux

<&

ho’lishi zarur va yetarli.
Aytaylik, f(x) funksiya [a, ¢) oraliqda berilgan, ¢ nuqta funksiyaning
maxsus nuqtasi bo’lib,

ff(x)ete
uning xosmas integrali bo’lsin. Bu integral bilan bir gatorda
U/ (x)ete

xosmas integralni qaraymiz.
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9-teorema. Agar

§1f (e )ax

integral yaqinlashuvchi bo’lsa. u holda

Jf Gedax

tntegral ham yaqinlashuvchi bo’ladi.
6-ta’'rif. Agar

o

integral yaqinlashuvchi bo’lsa, If(x)tbr absolyut yaginlashuvchi integral deyiladi.

Agar jf(x)a’x yaqinlashuvchi bo’lib. Hf(x]dx uzoglashuvchi bo’isa,

[ f(x)dx shanili yaqginlashuvchi integral deyiladi.
L]

4". Yaginlashuvchi xosmas integrallarning xossalari. Chegaralanmagan
funksiyaning xosmas integrali ham cheksiz oraliq bo"yicha integrali xassalari kabi
xossalarga ega. Ularni keltirishni hamda isbotlashni 0’quvchiga havola etamiz.

5°. Xosmas integrallarni hisoblash. f(x) funksiya [a, 6) da berilgan, & esa
shu funksiyaning maxsus nugtasi bo'lsin. Bu funksiyaning xosmas integrali

J=] )

L
yaginlashuvchi, uni hisoblash talab etilsin.

1) Nywton-Leybunits formulasi. Faraz qilaylik, f(x) funksiya [a. 4) da
uzluksiz bo’lsin. Ma'lumki, bu halda f(x) funksiya shu oraliqda
¢(x) (¢'(x)= f(x) xe/a. 6)) boshlang'ich funksiyaga ega bo'ladi, t > 6 -0 da
#(x) funksiyaning limiti mavjud va chekli be’lsa. bu limitni #(x) boshlang’ich
funksiyaning ¢ nuqtasidagi qiymati deb gabul qilamiz:

tim_¢(x)=¢(a).

Xosmas integral 1a'rifi hamda Nyuton-Leybnits formulasidan foydalanib

quyidagini topamiz:

J Atk - ,n"»gj S(a)de= tom (30)- $a))= 9(e)- $a)= 4(x), .

Bu esa, yuqoridagi kelishuv asosida, boshlang’ich funksiyaga ega bo’igan
funksiya xosmas integrali uchun Nyuton-Leybnits formulasi o’rinli bo’lishini
ko’rsatadi.
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Berilgan xosmas integral o’zgaruvchilarni almashtirib yoki bo’laklab
integrallash natijasida hisoblanishi mumkin.

2) Bo'laklab integrallash usuli. 1(x) va v(x) funksiyalarning har biri [a. a)
da berilgan bo'lib, shu oraligda uzluksiz u’(x) va v’(x) hosilalarga ega bo’lsin. ¢
nuqta esa v(x) u'(x) hamda u(x) v'(x) funksiyalaming maxsus nuqtalari.

Agar [v{x)du{x) integral yaqinlashuvchi hamda ushbu

u 'Li.m“ u(t ()

limit mavjud va chekli bo’Isa, u holda [u(x)dv(x) integral yaqginlashuvchi bo’lib,

Ju(x)av(x) = ulx p{x)] - [ v(x)du(x) (15.15)
bo’ladi, bunda ’ ’
eMe) = im ub0)
15.9-misol. Ushbu
j (x+ )
oY(x-1y

integralni qaraylik Agar u{x)=x+1, av(x)=

dx deb olsak, unda

V-

u(X) V(Illo =(x+ l)_'}(x- |),[ =3,
] , \ . o
{v(x)du(x)=£3(x~ odr = I(,‘_ I)’L .-

ba'lib, (15.15) formulaga ko’ra

[kt =)<

0

bo'ladi. Demak,
i

jo

odlx

3-eslatma. Yuqoridagi (15.15) formulani keltirib chiqarishda [ v(x)du(x)

[ J
integralning yaqinlashuvchiligi hamda /lim [u(l)~v(t)] limitning mavjud va chekli
i—8~0

balishi talab etiladi.
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Agar Iu(x)dv( ). jv(x)du() integrallaming yaginlashuvchiligi hamda
Lim [u(?)- ( )] limitning mav_|ud va chekli bo'lishi kabi uchta faktdan istalgan
el il

ikkitasi o’rinli bo'lsa, unda ularning uchinchisi hamda (15.15) formula o’rinli
bo'ladi.

1) O'igaruvchilarni almashtirish usuli. f(x) funksiya [a, 6) da berilgan, 6
esa shu funksiyaning maxsus nugtasi ba’lsin. Quyidagi

J flcis

xosmas integralni garaylik. Bu integeaida x = (z) deylik, bunda ¢(z) funksiya
[a. B) oraligda ¢'(z)> 0 hosilaga ega va u uzluksiz hamda o(a)=a. ¢(8)=

((a(/i)~ lim (o )] Agar if((p(z))w'(z)dz integral yaginlashuvchi bo'lsa, u

by a

holda { f{xdx integral ham yaginlashuvchi bo'lib.

[f(x)ux If(w ¢'(z)d=

bo’ladi.

4-eslatma. Aytaylik, _[f(x)d.t integral yaqinlashuvchi ba'lsin. Bu integralda

[
x = p(:) bo’lib, u yugoridagi shartlami bajarsin. U holda [ f(¢(2)) ¢'(z)dz integral

ham yaqinlashuvchi bo'lih,

i £(ebe = | Fl0l0) oK

a «
ha'iadi.
15.10-misol. Ushbu
|
J= [_é‘_,
8 1+x)~fx
integraida x = @(z)= 2’ almashtirish bajaramiz. Ravshanki, bu x=z? funksiya

(0. |} oraligda x"=22>0 hosilaga ega va u uzluksiz hamda (0(0)— 0, w(l)— 1.
Integralni hisoblaymiz:
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3-§. Muhim misollar
Ushbu paragrafda ikkita xosmas integrallaming yaqinlashuvchiiikka
tekshiramiz. Bu integrallar kelgusida juda ahamiyatli bo’lib, ulardan ko'p
masalalarni echishda foydalaniladi.
15.11-misol. Ushbu
J, = fx""e"‘dx
0
xosmas integral yaginlashuvchilikka tekshirilsin.
<4Ravshanki, .J, cheksiz oraliq bo’yicha xosmas integral. Ayni paytda. a <1
bo’lganda x =0 nuqta integral ostidagi funksiyaning maxsus nuqtasi bo’lgani
sababi ./, chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrali ham bo’ladi.
Bu integralni quyidagicha
o ) +a
Ix""e' “dx = [x“"'e"dx+ J‘x"‘le *dx
0 0 I
yozib olamiz. So’ng tenglikning o'ng tomonidagi integrallarning bhar birini
alohida-alohida yaqiniashuvchilikka tekshiramiz. Integrallaming birinchisi
[}
]x" ‘e ‘dx
a
da integral ostidagi funksiya uchun
LI

= a=sxe 'S% (0<xs))
e x x

tengsizliklar o’rinli ba’ladi. Ma'lumki,

¢ v
I__.=
1.

integral 1-a<a ya'ni a>0 da yaqinlashuvchi bo’ladi. Unda 7-teoremadan
foydalanib

]
lxa Ie ’dx
[1}
ning a > 0 da yaqginlashuvchi bo’lishini topamiz.
Ravshanki,
o - a+t
lim re . fim I———=0~
s ol l, 1 -0 o0 ('
X
Bu holda

T:"'e"dx .
]

——

&
3

xosmas integraliar bir vaqtda yo yaginlashuvchi yoki uzoglashuvchi bo’ladi.
Ma’lumki,

#fodx

) x*
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yaginlashuvchi, Demak,
[x“le Tdx
|
xosmas integral ixtiyoriy a jumladan a > 0 da yaqinlashuvi bo’ladi.
Shunday gilib, berilgan
Ix""e"ctr
1

xosmas integral a >0 ba'lganda yaginiashuvchi bo'ladi. »
15.12-misoL Ushbu

[]
J,= Ix“"(l —x) ‘&
0

xosmas integral yaqinlashuchilikka tekshirilsin.

4 Integral ostidagi funksiya uchun

1)a<1, 621 bo'lganda x =0 maxsus nuqta;

2)az1, e<1 bo'lganda x = | maxsus nuqta;

Na<l, s<l ba’lganda x =0, x=1I maxsus nugtalar bo’ladi.

Berilgan xosmas integralni yaginlashuvchilikka tekshirish uchun uni
quyidagicha yozib olamiz;

ix""(l—x)'"dx:}x“"(hx)' 'dx+j:'x""(l—x)’ 'dx.

2

Ravshanii,
lim(l-x} '=1, lin:x"" =1.
r0 X-»
U holda
e-| 1 a- [}
P ) S il et S
=0 x°° 1 (I—X)'A

bo’lih, 9-teoremaga ko'ra
b %
[ x* (- x) "dx bilan [x'ax,
0 °
hamda
| ]
[x* '(0—x) 'dx bilan [(1-x) 'ax
% bl

xosmas integrallar bir vaqtda yaqinlashuvchi bo’ladi, yoki uzoglashuvchi bo’ladi.
Ma’lumki. a > 0 bo'lganda
%

2
x” ldx

o
xosmas integral yaginlashuvchi, s > 0 bo'lganda
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|

j(l—.t)“dx
P

xosmas integral yaqinlashuvchi. Demak.

b
a>0 bo’lganda | x* Y- x) ' integral,
°

'
6>0bo'lganda [x* '(1-x)' 'dx integral yaqinlashuvchi bo’ladi.

%

Shunday qilib,
[}

[x'(t-x)y " drx
Q
xosmas integral a >0, & > 0 bo’lganda yaginiashuvchi.

Mashglar
15.13. Ushbu

&
/= I:2'+x+!

xosmas integralning yaginlashuvchiligi ko’ rsatilsin, giymati topilsin.
15.14. Ushbu

ff(x o8

integral uchun yaginlashuvchilik teoremalari keltirilsin.

15.15. Aytaylik, Vxejfa+w) da f(x)20, g(x)>0 funksivalar uchun

sim 200

=k bo’lsin. Agar:
== glx)

-

1) k<+o va [g(x)dx yaqinlashuvchi bo'lsa, {f{x)dr ham yaginla-

shuvchi;

*a

2) k>0 va [g(x)dx uzoglashuvchi bo’lsa, [ f{x)dx ham uzoglashuvchi
L

bo’lishi isbotlansin.

15.16. Yuqoridagi 15.15-masala shartida O<k<+x bo'lganda [ f(x)dr va

.e

[g(x)dx xosmas integrallar bir vaqida yoki yaginlashuvchi yoki

L]
uzoglashuvchi bo’lishi isbotlansin.

15.17. Aytaylik. f(x) funksiva [a. + @) oraligda berilgan bo’lib. uning ixtiyoriy

[a, l] gismida {a <1< +oo) integrallanuvchi bo’lsin. Agar x — +o da
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bo’lsa, u holda

xosmas integral a@>1 bo'lganda yaginlashuvchi, @ <! bo'lganda
uzoglashuvchi bo'lishi ko’rsatilsin.
15.18. Ushbu

xosmas integral

a) a > 1 bo’lganda absolyut yaqinlashuvchi;

b) 0 < a <1 bo’iganda shartli yaginiashuvchi;

v) a <0 bo’lganda uzoglashuvchi bo’lishi isbotlansin.
15.19. Agar f(x) funksiya (- @ +c) oraligda beriigan bo’lib,

lim ff(x)dx ")

(B o] ‘

L 3

mavjud bo’lsa. u holda If(x)dx xosmas infegralning yaqinlashuvchi ham

®

bo'lishi, uzoglashuvchi ham bo’lishi ko’rsatilsin.
(Odatda (*) limit chekli bo’lganda [ f(x)dx xosmas integral bosh qiymat

ma’nosida yaqinlashuvchi deyilib, ¥ p. If(x)dx kabi belgilanadi).

-,
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16-8BORB
Parametrga bag'liq integrallar

Ushbu bobda ko'p o’zgaruvchili funksiyaning bitta o’zgaruvchisi bo’yicha
integralini qaraymiz.

Slx,.x,....x,) funksiya biror M c R™ to'plamda berilgan bo'lsin. Bu
funksiyaning bitta x, (k=1.2,  m) o'zgaruvchisidan boshqa barcha
o'zgaruvchilarini o’zgarmas deb hisoblasak, f(x,.x,.....x,) funksiya bitta x,
o’zgaruvchiga bog'liq bo'lgan funksiyaga aylanadi. Uning shu o’zgaruvchi
bo’yicha integrali (agar u mavjud bo’lsa), ravshanki, X, x5, ... %), X,y X0
larga bog'liq bo'ladi. Bunday integrallar parametrga bog’liq integrallar
tushunchasiga olib keladi.

Soddalik uchun ikki o’zgaruvchili f(x.y) funksiyaning bitta o'zgaruvchi
bo'yicha integralini o'rganamiz. Bunda f(x.y) funksiyaning y o’zgaruvchisi
bo'yicha limiti va unga intilishi xarakteri muhim rol 0’ynaydi.

1-§. Limit funksiya. Tekis yaginlashish.
Limit funksivaning uzluksizligi

J{x.y) funksiya Af = {(x.y)e R': asx<e yeEc R} to'plamda herilgan,
¥, €sa £ c R to’plaimning limit nuqtasi bo’lsin.

x o'zgaruvchining [a.e] oraliqdan olingan har bir tayin qiymatida flx.y)
funksiya y ninggina funksiyasiga aylanadi. Agar y -+ y, da bu funksiyaning
limiti mavjud bo’lsa. ravshanki, y limit x o’zgaruvchining [a,a] oraliqdan
olingan giymatiga bog'liq bo'ladi:

Jlim Fx.y)= olx.y0)= olx).

Bu ¢(x) funksiya f(x.y) funksiyaning y —»y, dagi limit funksiyasi
deyiladi. Bu quyidagini anglatadi: Y£>0, 36 =6(£.x)>0, |y - y,| <& bo’lgan
Vyek. |f(xy)-olx)<c.

I-ta'rif. M to'plamda berilgan f(x.y) funksiyaning y — y, dagi limit
funksiyasi @(x) bo'lsin. Vs >0 olinganda ham shunday & =6(¢)> 0 topilsaki,
L‘"‘)’a‘ < & tengsizlikni qanoatlantiruvchi Vy e £ va Vxe[a.a] uchun

xy)-olx)<e
bo’lsa, f{x.)) funksiya limit funksiya @(x) ga [a.s] da tekis yaqinlashadi
deyiladi.

Aks iolda. ya'ni V>0 olinganda ham shunday £, >0, x,ela 6] va
]y, — v,/ < é tengsizlikni ganoatiantiruvchi y, € E topilsaki. ushbu

|/l 31)-lxo) 2 6
tengsizlik o'rinli boisa, f(.t,y) funksiya @(x) ga notekis yaqinlashadi deyiladi.
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16.1-misol. M ={{x.v)e R?: 0<x<}) 0< y$7r} to’plamda berilgan ushbu
Slxy)=xsiny
funksiyaning y, =§ nuqtada limit funksiyasi topilsin va unga tekis yaginlashish
ko rsatilsin.
<Ravshanki, y - y, =§ bo'lganda f(x,y)=xsiny funksiyaning limiti

-?x ga teng bo'ladi. Demak, ¢(x)= lex

. 4

Y¢>0 sonni olaylik. Agar 5 =¢ desak, u hoida |y - _[<J tengsizlikni

s}yi
3073

ganoatlantirgan Vy va Vxe [0. l] uchun

7c)-0t0) = sny-3]-14

V3 _ T
xsmy—»z-x-’x siny — sin— <¢

tengsizliklar bajariladi. 1-ta'rifga ko'ra y%% da berilgan f(x,y)=xsiny

funksiya limit funksiya fp(x):l'?-x ga tekis yaginlashadi. »

Endi f(x.y) funksiyaning limit funksiyaga ega bo'lishi va unga tekis
yaginlashishi hagidagi teoremani keltiramiz.

f(x.y) funksiya M= {(x.y)e R*:asx<a. ye E} to'plamda berilgan
bo’lib. y, esa £ c R to’plamning limit nugtasi bo’lsin.

I-teorema. f(x.y) funksiya y = y, da limit funksiya @(x) ga ega bo lishi
va unga tekis yaqinlashishi uchun Ve >0 olinganda ham, shunday & = 6{¢)>0
tapilib |y—y0|<6. ly'—yo‘<5 tengsizliklarni qanoatlantiruvchi Yy,y'e E
hamda Vx e [a, ] uchun

|f(x.y)- Sl y)<e (16.1)
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

< Zarurligi. f{x.y) funksiya y —» y, da ¢(x) limit funksiyaga ega bo'lib,

unga [a,e] da tekis yaginlashsin. Ta'rifga ko'ra, V&> 0 alinganda ham, g ga
ko'ra shunday & =6(s)>0 topildiki. |y - yg| <& tengsizlikni qanoatlantiruvchi

¥ye £ hamda Vxefa,a] uchun |f(x,y)-qp(x]<§ bo'ladi. Jumladan

v - yol <8 2| f(x.¥')- plx) < g bo’ladi. Natijada
()= Sy V<] 7 (xy)- ol )+ f(x.5) - olx) <

bo’lib, undan (16.1) shartning bajarilishini topamiz.
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Yetarlitigi Teoremadagi (16.1) shart bajarilsin. U holda x o'zgaruvchining
[a.a] oraligda olingan har bir tayin qiymatida f(x.y) funksiya y
o'zgaruvchininggina funksivasi bo’lib, VY&>0 olinganda ham. shunday
& =58(g)> 0 topiladiki. |y~ yo| < 8. |y'~y,| <& tengsizliklarni qancatlantituvchi
Vy. y' € E uchun

ry)- e y)<e (162)
bo'ladi. Funksiya fimitining mavjudligi hagidagi Koshi teoremasiga asosan
{qaralsin, 1-gism, 4-bab, 6-§) y —» y, da f(x,y) funksiya limitga ega bo’ladi.
Ravshanki, bu limit tayinlangan x (r e [a, aD ga bog'liq. Demak.

’[ir;:o fx.y)=o(x).

Shu hilan y »y, da f(x.y) funksiya @(x) limit funksiyaga ega bolishi
ko’rsatildi.

Endi y o'zgaruvchini ,y-yo]<6 tengsizlikni ganoatlantiradigan giymatda
tayinlab, {16.2) tengsizlikda y‘ — y, da limitga o’tsak, u holda

|/ (ry)-olx)<e
hosi! bo’ladi. Bu esa y — y, da f(x.y) funksiyaning ¢@(x) limit funksiyaga [a. ]
da tekis yaginlashishini bildiradi. »

Endi limit funksiyaning uzluksizligi haqgidagi teoremani keltiraylik. Bu
teoremadan kelgusida ko’p foydalanamiz.

2-teorema. Agar f(x.y) funksiya y o’zgaruvchining E to’plamdan alingan
har bir qiymatida. x o’zgaruvchining funksiyasi sifatida, [a,a] oraligda uzluksiz
bo’lsa va y— y, da f(x.y) funksiya @(x) limit funksiyaga [a.e] da tekis
yaqinlashsa, u holda ¢(x) funksiya [a, 6] da uziuksiz bo'iadi.

4y, ga intiladigan {y,} ketma-ketlikni olaylik (y, € £, n=1.2. ). Shartga
ka'ra har bit y, (n=1,2) da f(x,y,) funksiya x o'zgaruvchining la.s]
oraliqdagi uzluksiz funksiyasi bo'ladi. Demak. {f(x,y,)} funksional ketma-
ketlikning har bir hadi [a, a] oraliqda uzluksiz.

Teoremaning ikkinchi shartiga ko'ta Ve>0 olinganda ham. shunday
8 =5(¢)> 0 topiladiki, Vx e [a.6]uchun

ly-yl<s=2|f(xy)-0lx)<e (k) (16 3)
bo’ladi.

¥. ¥, dan yugorida olingan 85=5(¢)>0 ga ka'ra shunday n,e N
topiladiki, Yn > n, uchun |y, - yo| <& bo’ladi. U holda, (16.3) ga asosan. ¥Ye >0
olinganda ham shunday n, € N topiladiki, ¥n > n, va vx e[a. ¢] uchun

Vf(x.y,)-olx)<s
bo’ladi. Bu esa {f(x.y,)} funksional ketma-ketlik o(x) ga [a.¢] da tekis
yaqinlashuvchiligini bildiradi. 14-bob. 3-§ da keltirilgan 6-tecremaga asosan o(x)
funksiya {a, 4] oraligda uzluksizdir. »
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2-§ Purametrga hog 'liq integrallar
f(x.v) funksiya
M= {(x‘y)e R xe [a.s] yekc R}
to’plamda berilgan bo’lib. y o'zgaruvchining £ to’plamdan olingan har bir tayin
qivmatida f(x.v) x o'zgaruvchining funksiyasi sifatida [0.€] oraliqda
integrallanuvchi, ya'ni

£ teyhs

integral mavjud bo’Isin. Ravshanki, bu integralning qiymati olingan y ga bog’lig
boladi:

®()= | flx. ). (16.4)

Odatda (16.4) parametrga bog’ltq integral, v o’zgaruvchi esa parametr
deviladi.

Ushbu paragrafda parametrga bog'liq (16.4) integralning (®(y)-
funksiyaning) funksional xossalarini 0’rganamiz.

1°. Integral belgisi ostida limitga o'tish. f{x.y) funksiva M = {(x.y)e R

xela.6] ye Ec Rlio'plamda berilgan bo'lib. y, nugta £ to'plamning limit

nugtasi bo’Isin.

3-teorema. f(x.y) funksiva y ning £ to'plamdan olingan har bir tayin
giymatida x ning funksiyasi sifatida [a.e] oraligda uzluksiz bo’lsin. Agar f{x.y)
funksiya y —» y, da (o(x) limit funksiyaga ega bo’lsa va unga tekis yaginlashsa, u
holda

tim | f(x v)dx = [@(x)dx (16.5)
', «
bo’ladi.
4 Shartga ko'ra f{x.y) funksiya y - y, da @(x) limit funksiyaga ega va
unga tekis yaginlashadi. Demak. V& >0 alinganda ham. shunday & =68(¢)>0
topiladiki, |y = yo{ < 6 ni qanoatlantiruvehi Vy € £ va Vx e [a, 6] uchun

|/ (x.y)-olx)<

¢
6 -
bo'ladi.

Ikkinchi tomandan. 2-teoremaga asosan. @(x) funksiya {s.4] oraligda

uziuksiz boladi. Demak, bu funksiyaning integrali J;u(x)dx mavjud.
Natijada
[ £z y)dx - [olx)ax| < fif (x. y) - @lx)dx <

bo lib. undan

€—

g [ ]
a!dx—s
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tim | (e ke = e

ckanligi kelib chigadi, »
(16.5) munasabatni quyidagicha
fim [ f(x,y)dx =j( lim f(x,y)\dx
Y, al\? ' /
ham yozish mumkin. Bu esa integral belgisi ostida limitga o’tish mumkinligini
ko “rsatadi,

2. Integralning parametr bo'yicha uzluksizligi,
4-teorema. Agar f(x.y) funksiya
M= {(x,,v)e R* xelae] yele d]}
to'plamda uzluksiz bo’lsa, u holda

O(y)=[ flx.y)de

funksiya [c, @] oraligda uzluksiz bo'ladi.

«xtiyoriy y, € [c.d] nuquani olaylik. Shariga ko’ra f(x.y) funksiysa M
to’plamda (to'g’ri o’ rtburchakda) uzluksiz. Kantor teoremasiga ko'ra bu funksiya
M 10o'plamda tekis uzluksiz bo’ladi. Unda Ve >0 olinganda ham, shunday
8 = 6{¢)> 0 10piladiki,

Allxy)x.ye)) =ly - yo| <&
lengsizlikni qanoatlantiruvchi V(x.y)e M, Y(x,y,)e M uchun
xp)-Flxyo)<e
bo'ladi. Bu esa f(x,y) funksiya y =y, da f(x.y,) limit funksiyaga tekis
yaginlashishini hildiradi. U halda 3-teoremaga asosan

Jim )= tim | 1Ge. = tim (5.9l = | 765y = 005,)
(¥yq ele.a)

ba’ladi. Demak, ®(y) funksiya y, nuqtada uzluksiz.»

3°. Integraini parametr bo’yicha differensiallash. Endi parametrga bog’liq
integralni parametr bo'yicha differensiallashni qaraymiz.

S-teorema. {(x,y) funksiya

M= {(x,y)e R? xela.6] ye [c,a’]}

1o’plamda berilgan va y o'zgaruvchining [c,d] oraligdan olingan har bir tayin
qiymatida x o'zgaruvchining funksiyasi sifatida {a, 6] oraliqda uzluksiz bo’lsin.
Agar f(x.y) funksiya M to'plamda f)(x.y) xususiy hosilaga ega bo’lib, u
uzluksiz bo’lsa, u holda ®(y) funksiya ham [c. d] oraliqda ®'(y) hosilaga ega va
ushbu

O ()= | £ (x. y s
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munasabat o’rinlidir,
4 Shariga ko'ra f(x.y) funksiya x o’zgaruvchisi bo'yicha la. 6] oraligda
uzluksiz. Binobarin,

o(y)= ] f(x.y)de

integral mavjud.

Endi Vy, € [c. @] nugtani olib, unga shunday Ay(Ay > 0) orttirma heraylikki,
Yo+ Ay €. d] ba'lsin. ®(y) funksiyaning v, nugtadagi orttirmasini topib, ushbu

ﬂyg« ay)-(y,) - 'I"f(x-J’o +Ap)- f(xfyo)i1
Ay . Ay
tenglikni hosil gilamiz. Lagranj teoremasi (1-gism, 6-bob, 6-§) ga ko'ra
x. Vo +Ar)- flx.
L( JQ ) /( y°)=/;(x.yooﬂf\))

Ay
bo'ladi, bunda 0 <& <1.
Natijada
°0s +_“:)2_ ). [ /5.y + Oyl = [ 7 yo e +

+ TLfee e + B9} 13,3 e

ba*lib, undan esa

B ) i< 1 ) v

s Jal;. oyl = o{ ;. Ay} (o -a)

ba’lishini topamiz, bunda w(f;.Ay)—f;(x,y] funksiyaning uzluksizlik moduli.
Modomiki, fy'(x,y) funksiya M to'plamda uzluksiz ekan, unda Kantar

(16.7)

teoremasiga ko’ra bu funksiya shu to’plamda tekis uzluksiz bo'ladi. U holda 1-
gism, 5-bob. 9-§ da, keltirilgan teoremaga asosan
b ' Ay)=0
) &)
bo’ladi.
(16.7) munosabatdan

liem Q&L?L(%Liﬂ(tn)dx

Ay—~0

bo’lishi kelib chigadi. Demak,
d)'()’o)z If;(x'yn)dx .
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Qaralayotgan v, nugta [c_d] oraligning ixtiyoriy nuqtasi bo’lganligini
e’tiborga olsak. unda keyvingi tenglik tearemaning isbotlanganiigini ko rsatadi. »
{16.6) munosabatni quyidagicha ham yozish mumkin:

dj td
— | fix. — f(x.v }dx
p T [ re)
Bu esa differensiallash amalini integral belgisi astida o’tkazish mumkiniigini

ko'rsatadi.

Isbot etilgan bu 5-teorema l.eybnits goidasi deb ataladi.
4" Integraini parametr  bo'yicha integrallash.  f{x.y) funksiya

.‘l4=i.u:,).r)el?Z ‘xefae] ye [c. @]} to plamda berilgan va shu to plamda uzluksiz
bo’lsin. U holda 4-1ecremaga ko'ra

¢(y)=if(x.y)dx

funksiya |c. d] oraligda uzluksiz bo'ladi. Binobarin bu funksiyaning [c, d] oralig
bo'yicha integrali mavjud.

Demak. 7(x.y) funksiya M to’plamda uzluksiz bo'lsa_ u holda parametrga
bog'liq integraini parametr bo'yicha [c, a‘] oraliqda integrallash mumkin:

]‘D(y)dy =‘]£U f(x.y)dx}i.v.

Bu tenglikning o'ng tomonida f(x.y) funksiyani avval x o zgaruvchi
bo'yicha [a.4] oraliqda integrallab (bunda y ni o'zgarmas hisoblab), so'ng
natijani [c. o] oraliqda integrallanadi.

Ba'zan f{(x.v) funksiya A to'plamda uzluksiz bo’lgan holda bu funksiyani
avval y o'zgaruvchisi bo’yicha [c.a'] oraliqda integrallab (bunda t ni o' zgarmas
hisoblab), so'ng hosil bo’lgan x o°zgaruvchining funksiyasini [a.4] oraligda
integrallash qulay bo’ladi. Natijada ushbu

d7s » o«’d

11176 by f{Trte by i

c\a J a\v Y
integrallar hosil bo'ladi. Bu integrallar bir-biriga teng bo’ladimi degan savol
tug'iladi. Bu savolga quyidagi tearema javob beradi.

6-teorema. Agar f{x.p) funksiya M = {(x.y)s: Rt xe[a,sl yelc, d], to'p-

tamda uzluksiz bo lsa. u hoida
\

T[ff (-t-r)dx}tw ﬁf(X.y)dme

ca

bo'ladi.
< V¢ ee d] nugtani olib, quyidagi
l(c ot R
et {10530 W )= b
1

www.ziyouz.com kutubxonasi



integrallarni qaraylik Bu ¢(r), w(r) funksiyalarning hosilalarini hisoblaymiz.
= If(x,y)dx funksiya [c. 4] oraliqda uzluksiz bo'igani sababli I-gism,

9-bob, 6-§ da keltirilgan 9-teoremaga asoasan

¢(0)= []0(»' )n‘y) = ()= | £lx.)e (168)

bo'ladi.
f{x.y) funksiva M to'plamda uzluksiz. Yana usha 1-gism. 9-bob. 6-§ dagi
teoremaga ko'ra

ﬁ./(«t.y)ay)' = f(x.t) (x o'zgarmas)

bo’ladi. Demak, ff(x,y)dy funksiyaning M= {(x,l)e R: xe[a. el tele, d]} to'p-

3
lamdagi ¢ ba'yicha xususiy hosilasi f{x.1) ga teng va demak, uzluksiz. U holda
S-teoremaga muvofiq

(I/(xy)dvlzx[ (If’(xy)dr]dr [rens 069

a\c

y'le)=

bo’ladi.
(16.8) va (16.9) munosabatlardan

o=y =] rtusha

bo'lishi kelib chigdi. Demak,
o()=p()+C., (C=const).

Ayni paytda ¢ =c bo'lganda plc)=w(c)=0 bo'lib, undan C =0 bo'lishini
topamiz. Demak, o(t)= (/) bo’ladi. Xususan, 1=d bo'lganda ¢(d)=w(d)=0
bo’lib, u teoremani isbotlaydi. »

16.2-misol. Parametrga bog liq integralni parametr bo'yicha integrallashdan
foydalanib, ushbu

{  — 'l
A=If————dx (0<a<s)
o inx
integral hisoblansin.
< Ravshanki. (x > 0)

v X' =x"
‘[1 b= inx

bo'ladi. Demak.

as]i=

T “"I[I"”’)"’
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integral ostidagi f{x.y)= x* funksiya M = {(x,y)e R xelo1] yelas}
to’plamda uzluksizdir. U holda 6-teoremaga ko'ra

A= j_rj'x’dx

dy
a\o
bo'ladi. Ravshanki,
I
fx-"dx=—l .
p y+1
Unda A= -2 21n® "L bo'ladi. Demak,
2yl a+l
I _e 'l
x-x Jx:lnra‘| >
o Inx a+l

$° Chegaralari ham parametrga bog’liq integrallar. f(x.y) funksiya
M= {(x.y)e R xelas] ye|c.d]} to’plamda berilgan. y o’zgaruvchining
le. d] oraligdan olingan har bir tayin giymatida f(x.y) funksiya x
o' ¢zgaruvchining funksiyasi sifatida [a.e] oraligda integrallanuvchi bo’lsin.

x=aly). x=p(y) funksiyatarning har biri [c. 4] da berilgan va Yy e[e. d]
uchun ushbu

asal(y)s fly)<e (169)
tengsizlikni ganoatlantirsin.
Ravshanki, ushbu
Auy)
7 (x.yix
a(y)
integral mavjud. y o’zgaruvchi {parametr)ga bog’liqdir:
84y}
FO)= | flxy)x. (16 10)

aly)
7-teorema. f(x,y) funksiya M = kx,y)e R xe [a_ el yE [c,d]} to’plamda

uzluksiz, a(y) va B(y) funksiyalarning har biri [c, d] da uzluksiz va ular (16.9)
shartni qanoatlantirsin. U holda

8ly)

FO)= [flxyhx

aly)

funksiya ham [c. 4] oraliqda uzluksiz bo’ladi.

< Vyoe[c.d] nugtani olib, unga shunday Ay (Ay20) orttirma beraylikki,
yo + 4y €le, | bo'lsin. U holda

Bly+8y) 8ly)
I'-()'u"AJ‘)"F()’o): _[f(x-}'o"’AJ’)d-" If(x-}’o)dx=
aly, +ay) alyy)
Blyo) Blys+ay) alyo - ay)
= [[flrye+ ) flxyldr+ [ flxyg+Aydde- [ f(x.yo+av)ix (16.11)
ﬂ(}'u) ﬂ(}’h‘ “(}‘o)
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ho™ladi. Bu tenglikning o ng tomonidagi qo’shiluvchilami baholaymiz.

S (x.y) funksiya M to'plamda uzluksiz, demak. Kantor teoremasiga asosan,
tekis uzluksiz bo'ladi. U holda Ay >0 da f(x.y,+Ay) funksiya o'z limit
funksiyasi f(x.y,) ga tekis vaqin!ashadi va 16.3-teoremaga ko'ra

)
AI."" ”f(x Yo+ &)= £ (x.yo)lx = I /‘m [f(" Yo+ )= f(x. Yo)x =0 (16.12)
atr) o)
bo’ladi.
{16.11) munosabatdagi
By, *‘A}') a(}u"A}‘)
[fxyo+yMx, [ f(xye+Aap)x
B(re) ﬂ{)’u)
integrallar uchun quyidagi bahoga egamiz:
B +ay)
§ f(x.po + Ay)x| < Mo|B(y, + AY) - B(1o )« (16.13)
| Plyn)
a(y, +Ap)
J £xvo+ Ay Y < Molaly, + 8y)-al(y, ).
"(Yu)

bunda M, = sup{f(x.y) (x.y)e M),
Shartga ko’ra a(y). B(y) funksiyalarming har hiri [c. d] da uzluksiz. Demak,
5_’:’0[‘1()’0 +4y)-aly, )]= 0.

lim By, + 4)- A(o)] -0

Yugoridagi (16.12), (16.13) va (16.14) munosabatlarni e’tiborga olib, (16.11)
tenglikda Ay — 0 da limitga o’tsak, unda

Jim[F(vo + 8y)- £(3,)]=0
bo’lishi kelib chiqadi. Demak, #(y) funksiya Vy, € Jc. 4] da uzluksiz. »
8-teorema. f(x,y) funksiya M = {(x.y)e R xela.q] yele d]} to'plamda

uzluksiz, f;(x.y) xususiy hosilaga ega va u uzluksiz, a(y). #(y) funksiyalar esa
a'(y]. B'()) hosilalarga ega hamda ular (16.9) shartni qanoatlantirsin. U holda

B(y)

F(p)= | flxy)dx

aly)

funksiya [c. d| oraliqda F(y) hosilaga ega va
Fly)= ff (x.y)x + By} F(B(v).y)-2 () Fla(y).y)

a,vl

(16.14)

bo'ladi.
« Vyne[c. d] nugtani olib, unga shunday Ay {Ay <0) orttirma beraylikki,
Yo + ¥y €le.d] bolsin.
(16.11) munosabatdan foydalanib quyidagin topamiz:
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F(J"o“"AY) F()’a) ﬂ(j’vu f(x yo+Ay) f(x'yu de+
Ay afs.) ay
Blro ) alye+ 5] (16 15)
A frx. yo+Ay)dr-~A— [ £lx.yq+ Ay ).
Y 80) Y a(y)
Ay >0 da

S{x.y0 + 8y)- f(x.3)
Ay
funksiya o'z limit funksiyasi fy'(x.y,,) ga [a. 6] oraligda tekis yaqinlashadi. (Unda

p(fa)f(x-}’o + AY)__f(x|YQ) o)

Itm de= | f](x yokix (16.16)
b w‘()’u) Ay “(!’u)
boiadi.
Endi
Blyo+ty) a{y,+4y)
[1Gy+avdax, [ £(xyg+apkix
ﬁ()'o a(ynl

integrallarga o’rta giymat haqidagi tearemani qo’llab (qaralsin, 1-gism, 9-bab, $-
§), ushbu
By +4y)

I{ (x.30 + AyMdx = f(x".yo + AY) {8y + A9)- B()].
Blya
alyq +ay)

[/(xyo+ Akt = f(x".y + &) [a(vo + AY) - (y, )]
a()’())
tengliklarni hosil qilamiz, bunda x' nugta 8(y,), (¥, + Ay) nuqtalar orasida, x”
esa a(y, ). a(y, + Ay) nuqtalar orasida joylashgan.
flx.y) funksiyaning M 10’plamda uzluksizligini, a(y) va A(y)
funksiyalaming esa [c. @] oraligda hosilaga ega bo lishini ¢'tiborga olsak. u holda

| Alrasty) " Plve + Ay) B(v
A!:T“Q ﬁ({n{(x Vo + Ay)dx = hm {I(x Yo+ Ay) X1 Ay ol b (16 17)
= (80, ) y0) ﬂ'(yo)
alye+ay)
fim g {Frsos M= ] (e gy ) 200282) 2l
ay—0 Ay a(n) Ay i
=f(a(}‘u)-yu) a'(.Va

ekanligi kelib chiqadi.
Yuqoridagi (16.15) munosabatda, Ay — 0 da limitga o’tib, (16.16) va (16.17)
tengliklarni e'tiborga olib ushhuni tnpdmiI

mowy) FO) L F o yote+ 180 92) BG0)-

a(yu
- fla(yo)y,) a'(y)
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Demak,

F (}’a I/(«' ‘uu'*f(/j(yn))’o) '(,Vo)_f(a(yo)-yo)‘a'(}'o)

alvy)
Modomiki, y, nuqta [c.d] oraligdagi ixtiyoriy nugta ekan, u holda
Vye [c.d] uchun

Fly)= If(xy)¢1x+f(/3(y)y)ﬁ(y) flaly).y) a'(y)

aly)
bo’lishi ravshandir. ®

3-§ Parametrga bog'liq xosmas integrallar. Integrallarning tekis
yaginlashishi
1". Parametrga bog'liq xosmas integral tushunchasi. f (x y) funksiya

M= {(x.y)e R? xela +x) yeEc R} to’plamda berilgan. So'ng y o'zgaruv-
chining £ to’plamdan olingan har bir tayin giymatida f(x.y) x o’zgaruvchining
funksiyasi sifatida [a. + ) oraliq bo'yicha integrallanuvchi. ya'ni

[feyks (eEcR)

xosmas integral mavjud va chekli bo’lsin. Bu integral y ning gqiymatiga
bog’ligdir:

= T Fle.y)x . (16.18)

{16.18) integral parametrga bog’lig cheksiz oralig ba'yicha xosmas integral
deb ataladi.

f(x.p) funksiya M = {(x,y)e R xe [a, 6) yekc R} to'plamda berilgan.
So'ng y o’zgaruvchining £ to'plamdan alingan har bir tayin qiymatida f{(x.y)
ni x o’zgaruvchining funksiyasi sifatida qaralganda uning uchun x =4 maxsus
nuqta bo’lsin va bu funksiya [a, ¢) oraliqda integrallanuvchi, ya'ni,

[fleyktx (veEcR)

xosmas integral mavjud bo’lsin. Ravshanki, bu integral y ning giymatiga bog'tiq:

J;(y)=]f(x.y)dr- (16 19)

{16.19) integral parametrga bog'lig, chegaralanmagan funksiyaning xosmas
integrali deb ataladi.

Masalan, 15-bobning 1-§ ida qaralgan
Ja)= j— (@>0, a>0)

integral, shu bobning 5-§ ida qaralgan
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- ‘lx L] ‘b

— ] (a >U
Lo dooay >
integrallar, 15-bobning 9-§ da garalgan

r(a)= jx""e “dx
0
integrallar parametrga bog'liq xosmas integrallardir.
Bu erda ham asosiy masalalardan biri - f(x.y) funksiyaning funksional

xossalariga ko'ra. (16.18). (16.19) parametrlariga bog’lig xosmas integrallarning
funksional xossalarini o rganishdir.

Parametrlarga bog’liqQ xosmas integrallami o’rganishda integralning tekis
yaqinlashishi tushunchas muhim ral o0’ynaydi.

2% Integraining tekis yaginlashishi F{x.y) funksiya M={(x,y)e RY:
‘xela.+®). ye Ec R} to'plamda berilgan. y o’zgaruvchining £ 10 plamdan
olingan har bir 1ayin giymatida f(x,y) x o'zgaruvchining funksiyasi sifatida
[a. + ) da integrallanuvchi bo’isin.

Cheksiz oraliq bo'yicha xosmas integral ta'rifiga ko'ra ixtiyoriy [a (] da
(a<t<+x)

Fle.y)=[ fQx.y)dx (16.20)
integral mavjud va )
10)= [ 7.yl = tim G, ). (16.21)

Shunday gilib, (16.20) va (16.21) integrallar bilan aniglangan F{r. y) va
J(y) funksiyalarga ega bo'lamiz va ./(y) funksiya F(t.y) funksiyaning ¢ > +o
dagi limit funksiyasi bo’ladi.

S-ta’rif. Agar (> +o da F(t, y) funksiya o’z limit funksiyasi J(v) ga £
to'plamda tekis yagqinlashsa,

J)= | £lx.y)is

integral £ to'plamda tekis yaginlashuvchi deb ataladi.
6-ta'rif, Agar t — +o da F(t, y) funksiya 0’z limit funksiya J(y) ga £ da
notekis yaqinlashsa,

JO)= [flxyhx
integral £ to'plamda notekis yaginlashuvchi deb ataladi.
Ravshanki, _{f(x.y)dx integral £ to’plamda tekis yaqginlashuvchi bo’lsa, u
[

shu to’plamda yaginlashuvchi bo*lad:.
Shunday qilib,
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[ f(x.y)dx
integralning £ to'plamda tekis yaqginiashuvchi bo'lishi quyidagini anglatadi:

i) jf(x,y)dx xosmas integral y o zgaruvchining £ te'plamdan olingan har
-
bir tayin qiymatida yaqinlashuvchi,
2) V& > 0 olinganda ham, shunday & = 5(¢)> 0 topiladiki, V1> va Vye £
uchun

<E

.I‘_f (x. y)x

ha’ladi.

[ f(x.yktx integral £ to’plamda yaginiashuvchi, ammo u shu to’plamda

notekis yaqinlashuvchi degani quyidagini anglatadi:
1) ff(x,y)a’.x xosmas integral y o’zgaruvchining E to’plamdan olingan har
.

bir tayin qiymatida yaqinlashuvchi;
2) ¥86>0 olinganda ham, shunday £,>0, y,e £ va ¢, >4 tengsizlikni
qanoatlantiruvchi ¢ e [a. +no) topiladiki.

Tf(l.y,,)d!

2&,

ha'ladi.
16.3-misol. Ushbu

J(y)= Tye’”dr (eE=(0.+))

integralni tekis yaginlashuvchilikka tekshiriisin.
<4 Bu holda

L
Fl.y)=[ye Pdr=1-¢" (0st<+m)

0

bo’lib, y o’zgaruvchining £ = (0. +oo) to’plamdan olingan har bir tayin qiymatida
lim F(t,y)= lim(1-e7)=1
ho'ladi. Demak, berilgan xosmas integral yaqinlashuvchi va
J()= Jye Tax=1
0

bo'ladi.
Endi berilgan integralni tekis yaqinlashuvchilikka tekshiramiz. Aytaylik,
ye E=(0,+)
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ba’lsin. Ixtiyoriy katta mushat & sonni olaylik. Agar s-;. 1> 8 tengsielikni

NI 1
qanoatlantiradigan ixtiyoriy ¢, va y, = — deb olsak. u holda
’0

B} a0
=e "M ze'>— =y,

l' yoe‘lyndx 3

bo'ladi. Bu esa
J(y)= [ ye 7dx
a

integral £ = (0, + ®) da notekis yaqinlashuvehi ekanini bildiradi.
Fndi ye E'=fc.+®)c E bo'lsin, bunda ¢- ixtiyoriy musbat son. Unda

Ve>0 alinganda ham {0 <e<1) 5=lhf11 deyilsa, V/>8 va Vyele +w)
c ¢

uchun

tex " et
Hye"dx:e e F f=¢
[

bo’ladi. Demak.
J(v)= [ye ™ax
o

integral £'=[c.+ ) da {c > 0) wkis yaginlashuvchi. »
Biz ko'rdikki. parametrga bog’liq xosmas integral

J)= ‘j:f(x.y)dx (16.18)

ning £ to'plamda tekis yaginlashuvchi bolishi. 1 >+ da F{f y) funksiyani
limit funksiya J(y) ga (y e E) tekis yaginlashishidan iborat.

Ushbu bobning 1-§ ida y = y, da f{x.y) funksiya limit funksiya ¢{x) ga
tekis yaqiniashishining zaruriy va yetarli shartini ifodalovchi 1-teoremani
keltirdik. Bu teoremadan foydalanib, {16.18) integralning tekis yaginlashuvchi
bo’lishining zaruriy va yetarli sharti keltiriladi.

f(x.y) funksiya M = {(x.y)e R?: xela. +w) yeEc R} to’plamda beril-
gan. y o'zgaruvchining £ to’plamdan olingan har bir tayin giymatida f{x,y) x
@’zgaruvchining funksiyasi sifatida [a. +00) da integrallanuvchi, ya'ni

J(y)= If(’-y)dx (16.18)

xosmas integral mavjud bo’Isin.
7-ta’rif. Agar V&>0 olinganda ham y ga bog’'liq bo'Imagan shunday
& = 8(¢)> 0 topilsaki, £ > &, ¢" > & ni ganoatlantiruvehi V¢',t* va ¥y e £ uchun

ri/(x.ynriq
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tengsizlik bajarilsa, (16.18) xosmas integral £ toplamda fundamental integral
deb ataladi.

10-teorema. (Koshi teoremasi). Ushbu J(y)= ]f(x,y)dx integralning £ to'p-

lamda tekis yaqinlashuvehi bo’lishi uchun uning E to’plamda fundamental
bo'lishi zarur va yetarli.

Quyida biz integralning tekis yaqinlashuvchiligini ta'minlaydigan, ka’pincha
qo’llaniladigan alomatlarni keltiramiz.

Veyershtrass alomati, flx y) funksiya

M= {(x.y)e R* - xela +x) ye Ec R} to'plamda berilgan, y o'zgaruvchining £
to'plamdan olingan har hir tayin giymatida f{x.y) funksiva x o’zgaruvchining
funksiyasi sifatida [a.+oo) da integrallanuvchi bo’lsin. Agar shunday ¢(x)
funksiya (Vx € [a. + ©)) 1opilsaki,

1) Vx efa, + o) va Vye £ uchun | £(x.¥) € o(x) bo'Isa;

2) T(p(x)dx xosmas integral yaqinlashuvchi bo'lsa, u hoida

()= T/ tey e
integral £ 1o’plamda tekis yaqinlashuvc'hi baladi.
<4 Shartga ko’ra Tw(x)dx yaqinlashuvchi. Unda 15-bobning 2-§ ida
keltirilgan 4-teoremaga asosan, Ve >0 olinganda ham, shunday &=35(¢)>0
Jotxs
|) shartdan foydalanib quyida.glnl topamiz:

[Jf(x Vs (e sfots. (<)

topiladiki, Vi"'>4d, Vi°>4 bo'lganda <& bo’ladi. Ikkinchi tomondan,

Demak.

<€ -

76
Bu esa ff(x.y)dx xosmas integralning £ to'plamda fundamental
L]

ckanini bildiradi. Yuqoridagi 10-teoremaga asosan If(x.y)dx integral
L
£ to’plamda tekis yaginlashuvchi bo'ladi.
16.4-misol. Ushbu

T920 e=(ow)
integralni tckis yaqinlashuvhgl ko’rsatilsin.
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|+ x
1) ¥xe[0,+ ) va Vye (- . + ) uchun

{casxy 1
nyl=; S$——7= ;
AT v

A Agar o(x) funksiya sifatida p{x)=

olinsa, v holda

2) l(o(x)dx:f% integral yaqginlashuvchi (qaralsin, 15-bob, 1-§)
0 o

bo'ladi. Demak. Veyershtrass alomatiga ko’ra berilgan integral £ =(-w, + o) da
tekis yagintashuvchi boladi »

Integralning  tekis  yaginlashuvchiligini  aniglashda go’l keladigan
alomatiardan -Abel va Dirixle alomatlarini isbotsiz keltiramiz.

Abel alomati. f(x.y) va g(x,y) funksiyalar M = {(x‘y)e R':xela. +w)
.y € E c R} to’plamda berilgan. y o’zgaruvchining £, 10’ plamdan olingan har bir
tayin qiymatida g(x.y) funksiya x ning funksiyasi sifatida {a, + ) da manaton
funksiya bo’lsin.

Agar

T e e

integral £ to’plamda tekis yaqinlashuvchi va ¥(x, y)e Af uchun g{x.y)<C
(C = canst) bo’lsa, u hotda

T 7c.)gle.y)e

integral £ to’plamda tekis yaginlashuvchi bo’ladi.
16.5-misol. Uishbu

Tsinx _
{ e ax (yeE=[0.+))
integralni tekis yaqginlashuvchiligi ko’rsatilsin.

4 Agar

fey)= T2, glxp)=e™

deb olinsa, Abel alomati shartlari bajariladi. Haqiqatdan ham. [ f(x.y)dx tekis
0
yaqinlashuvchi:

[ress=-T20a *
a 0

X 2
g(x.y)=¢ ™ esa y ning E =[a, +®) dan olingan har bir tayin giymatida x ning
kamayuvchi funksiyasi va Vxe[0 +o), V¥ye £[=0.+o) uchun |g(x.y1 <1
ho'ladi. Demak, berilgan integral Abel alomatiga ko'ra E=[0+c) da tekis
yaqinlashuvchi. »
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Dirixle alomati. f(x.y) va g(x.v) funksiyalar M to’plamda berilgan. Agar
Y2 a hamda Yy € £ uchun

ﬁ/(t.y)dx

bo’lsa va y o'zgaruvchining E dan olingan har bir tayin qiymatida, x - +oc da
g(x.y) funksiya o'z limit funksiyasi @(y)=0 ga tekis yaqinlashsa, u holda

.I'f (x.0)e(x. y)ax

integral £ da tekis yaqinlashuvchi bo’ladi.
16.6-misol. Ushbu

<c {c=const)

[P2a (yeE<[L2)
0 P 4
integralning tekis yaginlashuvehiligi ko'rsatilsin.

4 Agar

f(x.y)=sinxy, g(x‘y)=£

deyilsa. unaa ¥¢> 0, Wy efl. 2] uchun
_SM{Q
y

Lff(x.y)dx

bo’ladi. x — +0 da g(x.y)= ! funksiya £ to’plamda nolga tekis yaqinlashadi:
X

isin xydx| =
0

g(x.y)=£—v0-

Demak, berilgan integral Dirixle alomatiga ko’ra [l, 2] da tekis
yaqinlashuvchidir. »

Chegaralanmagan  funksiya xosmas integralning  tekis  (notekis)
yaqinlashuvchiligi tushunchasi ham yuqoridagidek kiritiladi.

S(x.y) funksiya M = {(x. VeRr!. xelaa) yekc R} ta’plamda berilgan.
y o'zgaruvchining £ dan olmgan har bir tayin qiymatida f(x,y) ni x
o'zgaruvchining funksiyasi sifatida qaralganda uning uchun x =& maxsus nugta
bo'lsin va bu funksiya |a.e) da integrallanuvchi bo'lsin. Chegaralanmagan

funksiya xosmas integrali ta'rifiga ko'ra ixtiyoriy [a, ] da (@<t <)
L}

F(6.y)=] f{x.y)dx

L J
integral mavjud va

1)=] Steye= tim Fifty) (1622

bo'ladi. Demak, J,(y) funksiya F(.y) funksiyaning r—e—0 dagi limiti
funksiyasi.
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8-ta'rif. Agar r > 6-0 da F](I,)') funksiva o’z limit funksiyasi J,(_v) ga E
to"plamda tekis yaqinlashsa,

[ fey)s

integral £ ta’plamda tckis yaqinlashuvchi deb ataladi.
9-ta’rif. Agar 1 ->6-0 da F(r.y) funksiya o'z limit funksiyasi J,(y) ga £
to’plamda notekis yaqinlashsa.

(xy)etx

integral £ to'plamda notekis yaqinlashuvchi deb ataladi.
Bu ta’riflami “£ - & " orqali bayon etishni 0'quvchiga havolz etamiz.
10-ta’rif. Agar ¥c>0 olinganda ham. shunday & =6{(¢)>0 topilsaki,
6~0<t'<e.6-5<1t"<q bo'lgan V1’1" lar va Vy € £ uchun

r] 7 (x.y )dx

tengsizlik bajarilsa, (16.22) integral £ 10" plamda fundamental integral deb ataladi.

<&

11-teorema. jf(x.y)dr integralning £ to’plamda tekis yaginlashuvchi bo’li-

-
shi uchun uning £ to’plamda fundamental bo’lishi zarur va yetarli.

4-§. Tekis yaginlashuvchi parametrga
bog'lig xosmas integrallarning xossalari

1°. Integrai belgisi ostidu limit o'tish. f(x. y) funksiya M = {(x, y)e R
.xela,+uo), ye EcCR) ta’plamda berilgan. y, nugta £ to'plamning limit nugtasi
bo’lsin.

12-teorema. f(x.y) funksiya

1) y o’zgaruvchining £ dan olingan har bir tayin qiymatida x o’zgaruvchi-
ning funksiyasi sifatida [a, + ) da uzluksiz;

2) y - y, daixtiyoriy [a 1] (a <1 < +0) oraligda ¢(x) limit funksiyaga tekis
yaqinlashuvchi bo’isin. Agarda

J()= ] £y

integral E to'plamda tekis yaqinlashuvchi bo'lsin, u holda y — y, da J(y)
funksiya limitga ega va

lim J(y)= tim [ f(x,p)x = [o(xs

¥ *ra ohe °
bo*ladi.

4Teoremaning !) va 2) shartlari hamda ushbu bobning 1-§ idagi 2-teore-

madan ¢(x) timit funksiyaning [a. + =) da uzluksiz belishi kelib chigadi. Demak.
@(x) funksiya har bir chekli [a. 1] (a < 1 < +) oraliqda integrallanuvchi.
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@(x) ni [a. + ) da intcgralianuvchi ekanligini ko'rsataylik.
Teoremaning shartiga ko'ra

J0)= [ fGxyts

integral £ da tekis yaqinlashuvchi. Unda | 0-teoremaga asosan, Ve >0 olinganda
ham, shunday & = d(¢)> 0 topiladiki, #'>8. ¢"> & ho'lgan Vi'.s° larva Vye E
uchun

[j s y)dx!< . (16.23)

ho'ladi. f(x.y) funksiyaga qa’yilgan shartlar 2-§ da kelirilgan 3-teorema shart-
larining bhajarilishini ta’mintaydi. (16.23) tenglikda y —+ y, da limitga o’tib quyi-
dagini topamiz:

[Jq)(x)dx s&
Bundan esa p(x) ning [a. + ) da integrallanuvchi bo'lishi ke!ib chigadi (15-
bob, 2-§).
Endi

|’ff(x.y)ax i

ayirmani quyidagicha yozib,

Tww[ :ﬁ[f(x.y)— ol ] to.yht -

Io’(X)d*

(16.24)

+

<f If(x y)- w(x)dHIJ S{x. y)x

+|fo‘v"rl (a <r<+w)

tcng,sizlikmng o'ne tnm-llmgl har bir qo'shiluvchini bahOl&)’mi;
!f(x yMx integral E da tekis yaginlashuvchi. Demak, “~~0 olinganda

ham shunday 6 =5()>0 loplladlkl barcha 1 > &, va Vy € £ uchun
lI/ (x. y)ar

<§ (1625)
bo’ladi.

‘e

[@(x)ix xosmas integral yaqginlashuvchi. Demak, yuqoridagi V&>0

olinganda ham shunday &, = 8,(£) > 0 10piladiki, barcha ¢ > &, uchun

Toleun|< = (16.26)

bo’ladi.
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Agar &, = max{8,,8,} deb olinsa, barcha 1> 8, uchun (16.25) va (16.26)
tengsizliklar bir yo'la bajariladi. y sy, da f(x,y) funksiya @(x) limit
funksiyaga har bir [a,4] (jumladan 1 > 5,) da tekis yaginlashuvchi. Demak, Y& >0
olinganda ham, shunday &'>0 1opiladiki, |y, —y,|<&"  tengsizlikni
qganoatlantiruvchi y € £ va Yx €{a. 4] uchun

fey)-olx) e —— (16 27)
- a)
bo'ladi. Natijada (16.24), (16.25). (16.26) va (16.27) tengsizliklarga ko'ra

s

le(x,y)dr- folx)dx < &

e e
bo’ladi. Bu esa

lim ‘I'f(x.y)d: = ]',p(xw (16.28)

bohishini bildiradi. »
(16.28)limit munosabatni quyidagicha ham yozish mumkin:

Jfim ~I'f(x.y)ctr = I[‘(v/j,"v'n/(x-)')}ﬁ :

Bu esa 12-teorcmaning shartlari bajarilganda parametrga hog’liq xosmas
integrallarda ham integral belgisi ostida limitga o'tish mumkinligini ko’rsatadi.

2" Integrallarning parametr bo'yicha uzluksizligi.  f(x.y) funksiya
M= {(x,y)e R xe [a,+ac), ye[c, d]} to plamda berilgan.

{4-teorema. f(x y) funksiya M to'plamda uzluksiz va

J()= § e y)ke

integral [c.d] da tekis yaqginlashuvehi bo'lsin. U holda J(y) funksiya [c.d]
oraligda uzluksiz bo’ladi.
< f(x,y) funksiyaning M to’plamda uzluksizligidan, avvalo bu funksiya y
a’zgaruvchining har bir tayin giymatida x ning uzluksiz funksiyasi bo'lishi kelib
chiqgadi. Shu bilan birga f{x,y) funksiya M, ={(x.y)e R*: xela, 1] yele d]}
(a <t < +=) ta’plamda ham uzluksiz, demak, shu to’plamda tekis uzluksiz bo’ladi.
¥y, € [c. 4] nugtani claylik. y — y, da f{x.y) funksiya f(x,y,) limit funk-
siyaga [a,t] da tekis yaqinlashadi. Agar teoremaning ikkinchi shartini e’tiborga
olsak, u holda f(x,y) funksiya 12-teoremaning barcha shartlarini hajarishini
ko'ramiz. U halda 12-teoremaga asosan
tim J()= fim [ f(x.yhtx= [ lim f(c.9) = | £Gr ol = ()
Y2 Yo, L\ 2
bo‘ladi. Bu esa J{y) funksiyaning [c. 4] oraliqda uzluksiz ekanini bildiradi. »
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3" Integrallarni parametr bo'yicha differensiallash. f(x,y) funksiya
M={x.y)e R xe {a_ +®) ye [c,d]} to’plamda berilgan.

I6-teorema. f(x.y) funksiya M to'plamda uzluksiz. f;(x.y) xususiy
hosilaga ega va u ham uzluksiz hamda » 0'zgaruvchining [c. 4] dan olingan har
bit tayin giymnatida

—==

JW)= [ flx.y)ax

integral yaginiashuvchi bo’lsin.

s

Agar Jf;(x_y)dx integral Ic. d] da tekis yaginlashuvchi bo'lsa, u holda J(y)
L]
funksiya ham [c. d] oraligda J*(y) hosilaga cga bo'ladi va
2 0)= {1,y

munasabat o’rinlidir.

4y, e[c,d] nuqtani olib, unga shunday Ay (Ay 2 0) ontirma beraylikki,
Yo +Avele. d] bo'lsin.

J(y) funksiyaning y, nuqtadagi orttirmasini olib. ushbu

J!!a-fA,V)’J(J’g)zT’f(I.}’o" A,V)‘ ’(]L)d] (16.29)
Ay ) Ay

tenglikni hosil gilamiz. Endi (16.29) tenglikdagi integralda Ay - O da integral
belgisi astida limitga o'tish mumkinligini ko'rsatamiz.
Lagranj teoremasiga ko'ra

f(xv.Vu+A;’)_f(x-J’o)=f:(l.y._‘_e Ay) (16 30)
Y
bo’ladi, bunda 0< 8 <1.

Shunga ko’ra f;(x,y) funksiya M, = {(x,y)e R*: xelad} yele d]} t0’p-
lamda uzluksiz, demak, tekis uzluksiz. U holda V¢ >0 olinganda ham, shunday
& =05(¢)>0 topiladiki, |x"-x|< &, |y"- y] <& tengsizliklarni qanoatlantiruvchi
ixtiyoriy (', y')e M,, (x". y*)e M, nugtalar uchun

1,"y)- £y ) <6
ho'ladi. Agar x'=x"=x, y'=y;, ¥'=y,+8 Ay deyilsa. unda |AYf < 5 bo'lganda
|f;(x,yo +6 Ay)—j:(x.yoj <t f(vxela1)
bo’ladi. Yuqoridagi (16.30) tenglikdan foydalanib quyidagini topamiz:

,/(lu"a M A,V)' /('».Vn) /;(l.y.*(‘-
Ay
Bu esa Ay — 0 da f(x,ya+4§')-f(x.y(,) funksiya f(x,y,) limit funk-
) 4
siyaga tekis yaqinlashishini bildicadi.
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Teoremaning shartiga ko'ra
[ £y

tekis yaqginlashuvchi. Demak, ¥£>0 olinganda ham, shunday J=5(2)>0
topiladiki, £'> &, ("> & bo'lgan ixtiyoriy ¢',1" va Vye [c.d] uchun

i7:6c

']'f(x,yn+0 Ay)d.\“<s

holadi. (16.30) tenglikka asosan

';‘ ey + AAy)- fGoy),
14

<&

bo’ladi. Jumladan

<&

i

ba’ladi. Bu esa
T ) 1),
a by
integralning tekis yaqinlashuvchiligini bildiradi.
Natijada 12-teoremaga ka'ra
iim j F(x.yy+ av) - l(t.y.,)_,x - J- ( lim S ye ¢+ AY) Av) (5. y, }lx
Ay—0 o Ay Ay -»0
tenglik o’rinli bo’ladi.
Yugqoridagi (16.29) tenglikda Ay — 0 da limitga o’tamiz:

fim LYo+ A9)= fleya) I Ly AY)- [y,
ay 30 Ay ay—+0 Ay
.J-\/hm S{x.y, 1 8y)- fx.3y) ]f(x Mx.
i A [ \ ay ¢ A F Yo
Demak,

J'(ve)= [fy'(x-yo)i‘ >
Keyingi munosabatdan quyidagicha ham yozish mumkin:
LT stmn - l[%/(x.n}a-

Bu esa teorema shartlarida differensiallash amalini integral belgisi ostida o’tkazish
mumkinligini ko’rsatadi.

4° [Integrallarni parametr bo'yicha integrallash.  f{x, y) funksiya
M= kx.y)s R* xela +m) ye [c.d]} to’plamda berilgan.

18-teorema. Agar f(x.y) funksiya M to’plamda uzluksiz va

JO)= | Fley )
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integral [c. d] oraliqda tekis yaginlashuvehi bo’lsa, u holda J(y) funksiya [c.d]

da integralianuvchi va

jJLVM'=I(Tf(x.y)ﬂ]dy—*f(if(x.y)dy}dx

bo ladi.

4 Teoremaning shartlaridan /{y) funksiya {c.d] oraligda uzluksiz ha'lishi

kelib chiqadi (qaralsin, 4-tcorema). Demak, J(y) funksiya [c.4] da

integrallanuvchi.
Endi

d{ot A s fd
bt = 7Tty o
tenglikning o’rinli bo’lishini ko’rsatamiz.
Shartga ko'ra
J)= [/ xy)ae
integral [c, @] da tekis yaqinlashuvchi. Demak. V& >0 olinganda ham shunday

8 = 8(e)> 0 topiladiki, V¢> & va Vyelc, d] uchun
(16.31)

T 1ty

<&

bo’ladi. Mana shunday ¢ bo’yicha

i [ £ y)ax jay

integraini quyidagicha yozamiz:
1l T rteyhe {dy 1§ £ty ]dy+ 1( T rtesne ]dy
6-tcorema‘ga asosan B )
Iy

! jf(x.y)dx‘\dy = i[f f(xa.V)ﬂfv‘Jdt

bo'ladi. Natijada

[ fx. y)dx

)dx+f

€

JLV)dy ﬂ Jf {x.y)ay
e\¢ Nt
bo’ladi Yuqoridagl (16. 31) munosabalm e'tiborga olib topamlz

]:.I(y)dy { j/(x v)dy “I‘/(x.y)k‘dy<£(d-c).

J|
LAY S €

Bu esa

I )y = lim [f f(x.y)dy] I f I flx.y)y ]dr
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ekanini bildiradi. Demak,
d{rx sx o
[ 1rtepacay= F17 e b s>
c\a o \¢
Endi f(x.y) funksiya M, = {x.y)e R*: xefa.+=), yelc. +ac)} 10" plamda
berilgan bo’lsin.
19-teorema. f(x.y) funksiya M, to’plamda uzluksiz va

Tf (x,y)dx, If (x. ¥y

integrallar mos ravishda [c. + o) va [a, + ) da tekis yaqinlashuvchi bo'Isin.
Agar

i [ﬁf (x. y)dx v (yoki | r flr (x,y]@Jm)

e a 2 \c

integral yaqinlashuvchi bolsa, u holda
J Lff(x-y)dy}h [I Slxy)dx ldy
a [4 a
integrallar yaqintashuvchi va
+x f s ) m(m
T Ttsbac = T{ Trte i s
& N a o t
bo’ladi.
Bu teoremaning isbotini 0'quvchiga havola gilamiz.
16.7-misol. Ushbu
Stnx o
x

J=

o

integral hisoblansin.
< Bu xosmas integralning yaginiashuchi bo‘lishi 15-bobning 2-§ ida ko'rsa-
tilgan edi. Endi berilgan integralni hisoblaymiz. Buning uchun quyidagi
Ja)=d=[e = Lar
0 X
parametrga hog’liq xosmas integraini garaymiz.
Ravshanki,

flra)=e=22X (f(0,a)=1)
funksiya
{x.a)eR*: xefo+x) aclo. c] >0}
to plamda uzluksiz,

fi(x.a)=~e *sinx

xususiy hosilaga ega va u ham uzluksiz funksiya. Quyidagi

Tj;(:a)dx = ~—Te"" sin xdx
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integral esa a > a,. (a, > 0) da tekis yaginlashuvchi. 16-teoremaga ko'ra
Ja)= I( wnx) dx=—_[e""sinxdx=— !
X Ja 2 l+a

bo'ladi {qaralsin, I-gism, 8-boh, 2-§). Demak.
J{a)=-arctga+c.

b

a = +x bo’lganda, J(+=)=0 bo'lib, —g—+c:0 ya’'ni c=% bo’ladi.
Demak,
F 4
J(a)=7 —-arclga.

Bu tenglikda a — 0 da limitga o’tib quyidagini topamiz:

/imj(a)=1.
Shunday qilib, J(O)— Zoyaniog o f SIX =T
. X 2
g1 snx %
n X 2

bo’ladi. »

5-§. Eyler integrallari
1" Beta funksiya va uning xossalari. Ma’lumki, ushbu

|
[ () (16.32)
1]

chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrali a >0, ¢ >0 ya'ni
M ={a.6)e R?  ac(0. +m) (0, +x)
to’plamda yagqinlashuvchi (15-bob). Ayni paytda bu integral a va ¢ parametrlarga
ham bog’liq.
11-ta’rif. (16.32) integral beta funksiya yoki | tur Eyler integrali deb ataladi
va B{a. &) kabi belgilanadi. demak,

B(a,e)=£x""(l—xy4dx.

Shunday qilib, B{a.6) funksiya R’ fazodagi M = {a.6)e R -
ae (0, +x) ge(0, +w)}to’plamda berilgandir.

Endi B(a.s) funksiyaning xossalarini o’rganaylik.

1){16.32) integral

Bla.¢)= _ix""(l —-x)

ixtiyoriy M = {(a,e)e R’ aefa, +w) aec(s, +o)} (a,>0, a,>0) to’plamda
tekis yaginlashuvchi bo’ladi.
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4 Berilgan integralni tekis yaqinlashuvchilikka tekshirish uchun uni
quyidagicha
t

j'x""(l -x) ‘dx=i'x""(l—x)' ‘dx +

0 0

x*1-x) 'ax

" e,

yozib olamiz.
§

1
Ravshanki, a>0 bo'lganda f[x“'dr integral yaginlashuvchi, ¢>0
Q

i

ba'lganda [(1-x)* 'dx integral yaginlashuvchi.
|
2

Parametr ¢ ning a 2 a, (g, >0) giymatlari va V6 >0, Vxe (0. uchun

1
2
M -x) T < xm (1 -x) g 2x !

bo’ladi. Veyershtrass alornatidan foydalanib,
'

2
[0~ xY '&x
0
integralning tekis yaqinlashuvchiligini topamiz.
Shuningdek, pamametr s ning ¢>g, (6,>0) qiymatlari va VYa>0,

Vxe lI\ uchun
2")

2 M-x) tex® M-y 20 -2
bo’ladi va yana Veyershtrass alomatiga ko'ra i,--'(l - x) 'dr integralning tekis
I

H
yaqinlashuvchiligi kelib chigadi.
I

Demak. [x*'(1-x) 'dx integral a2 a, >0 va 624, >0 bo'lganda, ya'ni
0

M, = {(a.e)e R ae[aa.+co)_ ee[a(,. +a0)}
to’plamda tekis yaqinlashuvchi bo’ladi. »
2) B{a.s) funksiya M = {(a.e)e R? aela, +») ae(s, +o)} to’plamda
uzluksiz funksiyadir.
< Hagiqgatdan ham.

‘
B(a.e)= !x""(l - x)‘-‘dx
o
integralning M, to’plamda tekis yaqinlashuvchi bo’lishidan va integral ostidagi

funksiyaning V(z.6)e M da uzluksizligidan 15-tcoremaga asosan 8(«.«)
funksiya
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M- {(a,e)e R* ael(0+x) g0, +x)}
to’plamda uzluksiz bo’ladi. »
3) ¥(a.a)e M uchun B(a, ¢)= B(s. a) bo'ladi.

1
<4 Darhaqigat Bla. 6)- jx""(l —x) 'dr integralda x=1-¢ almashtirish
0
bajarilsa, unda

Bla.a)= [x* (1~ xf " dx = (1" (1= 1F e = Ble.a)

bo'lishini topamiz. »
4) B(a. e) funksiya quyidagicha ham ifodalanadi:

(I r)‘”'
4 Hagigatdan ham, (16.32) integralda x = I— almashtirish bajarilsa, u holda
+1
e/ ~a- |, ve-1 4 +¢ 1"'
Bla.s)= [x* - xY e = 1At To L] =
(a.s) j -y ‘j,kHl) Ry { H)Z (l+t)“"
bo’ladi. »
Xususan, e=1-a (0<a < l) bo’lganda
Blal-a)= [ —H . % _

o 1+t sinarn
bo’ladi (qaralsin: {7-boh). Keyingi munosabatdan quyidagini topamiz:
8( S
22,
5) V(a.a)e M’ (M'z {(a.e)e R? ae(0 +m) ee(l,+m)}) uchun
Bla.¢)= LA Blag.a-1)
a+6-1
bo'ladi.
4(16.32) integralni bo'laklab integrallaymiz:

B("'“)=j"n_'('*x)‘ Id"’}%(“x)kld(;—. =—x*(l-x) '[:«-

+6—;lj1“(lfx)"zdx=.7.']x“(l—x)‘ & (a0, a>1)

Agar ' (1-xfF = x" [I-Q-x)1-xF P =x" "{—x) 2-x"(1-x)"

ekanligini e*tiborga olsak, u holda
ix“(l —xf "dx=jx“ ' -x)'"dx—jx“ "1-xY 'ax = B{a.6 - 1)- Bla.a)
bo’liob. natijada ’ ’
Bla.e)= ‘Tq (Bla.¢ —1)- B(a.6))
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bo’ladi. Bu tenglikdan esa

Ba,¢)=—2"
a+

IIB(a.s—I] (>0, ¢>1)

bolishini topamiz.
Xuddi shunga o' xshash ¥{a,6)e M" uchun
(M ={as)e R ac(t +x) sel0. +)))

Bla.o)=—2"1 Bla—1.4)
a+é—1
ho’ladi. »
Xususan. = (ne N) bo’lganda
Bla,n)= n-l Bla.n-1)
a+n-1
ho’lib, keyingi formulani 1akror go’ilab quyidagini topamiz.
-1 -2
Bla n)=-Z L ! Bla 1).
a+n—-1 a+n-2 n+l

Ravshanki, B{a.1)=

O S— —

xldx = I— Demak.
a

12 (n-1)
ala+1)a+2) (@a+n-1)
Agar(1633)daa=m (me N) ba'lsa, u holda

I I 0 O I RV A G
B(m'n)—m(mH),,(md—n—l)_ (n+n-1Yy

Blu, n)=

(16.33)

bo’tadi.
2. Gamma funksiyasi va uning xossalari. Biz 15-bobning 9-§ ida quyidagi

_[x""'e”dx (16.34)
0

xosmas integralni garadik. Bu chegaralanmagan funksiyaning (a<1 da x=0
maxsus nuqta) cheksiz oraliq bo’yicha olingan xosmas integrali bo’lishi bilan
hirga a ga (parametrga) ham bog’ligdir. Usha erda (16.34) xosmas integralning
a > Q da yaginlashuvchi ekanligi ko’rsatildi.

12-ta'rif. (16.34) integral gamma funksiya yoki 1l tur Eyler integrali deb
ataladi va I"'(a) kabi belgilanadi. Demak,

r(a)= [x*"e"dx.
(1]
Shunday qilib, /(a) funksiya (0.+«) da berilgandir. Endi 1{a)
funksiyaning xossalarini o’rgandik.
1) (16.34) integral
r(a)= fx* ‘e dx
0
ixtiyoriy [a, 6] (@ <ay <4, <o) oraliqda tekis yaginlashuvchi bo'ladi.
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4(16.34) |nlegraln| quyidagi |I\k| qismga ajraub
]’Ial b = "'xal 'dx+jx“' dr

ularning har birini aloh|da-aloh|da lekls yaqmlashuvchmkka tekshiramiz.
Agar a, (a, > 0) sonni olib, parametr a ning a < a, giymatlari garalsa, unda

barcha xe(0.1] uchun x* 'e™* < ia‘ bo'lib, ushbu hobning 4-§ ida keltirilgan

Veyershtrass alomatiga asosan
)
Ix""e"dx
\}
integrai tekis yaqginlashuvchi bo’ladi.
Agar g, (eo > 0) sonni alib, parametr a ning aza, qiymatlari garaladigan

bo’lsa, unda harcha x 2 | uchun

ool
e tgxle !t S(E"Lq Lx
e ] x
bo’lib,
=y
S
1 X’
integralning yaginlashuvchiligidan, yana Veyershtrass alomatiga ko'ra
Ixn *le» idx
]

integralning tekis yaqinlashuvchi ba’lishini topamiz. Shunday gilib,
I'(a)= Ix" 'e Yax
0

integral |a,. na] {0 < a, < 6, < +o) da tekis yaqginlashuvchi bo’ladi. »
2) I'(a) funksiya (0.+) da uziuksiz hamda barcha tartibdagi uzluksiz
hosilalarga ega va

r)= jx‘ e *(InxYdx (n=1,2. )

0

4 VYae (0, +%) nugtani olaylik. Unda shunday [a,.e,] (0<a,<s, < +x)
oraliq topiladiki, a € [a,. 6, | bo'ladi.

Ravshanki,

Ma)= Tx""e"dr

0
integral ostidagi  f{x.a)=x""'e™* funksiya M= {(x, a)e R* xe(0 +),
a€ (0, + )} to'plamda uzluksiz funksiyadir. (16.34) integral esa (yugorida isbot
etilishiga ko'ra) [ao‘eo] da tekis yaqinlashuvchi. U holda 4-teoremaga asosan
I'(a) funksiya [a,.6,] da. binobarin, 2 nuqtada uzluksiz bo*ladi.
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(16.34) integral ostidagi f(x.a)=x""'e * funksiya

fAxa)=x""e"Inx

hosilasining M to’plamda uzuksiz funksiya ekanligini payqash giyin emas.
Endi

[fi(x.addx= [x*'e " Inx dx
a 0
integralni [a,. 8, ]| da tekis yaginlashuvchi bo’lishini ko’rsatamiz.

|
Ushbu ]'x""e“ Inx dx integral ostidagi x“ 'e *Inx funksiya uchun 0<x<|
Qo

da 1x le lnx| s x™ 'linx tengsizlik o'rinlidir. y,(x)=x’|/nx| funksiya 0<x <1

[}
| %,

da chegaralanganligidan va Ix’ dx integralning yaginlashuvchiligidan

jx" 'lln xidx ning ham yaqinlashuvchi ba'lishini va Veyershtrass alematiga ko'ra
[

|
qaralayotgan j'x“"e“ Inx dx integralning tekis yaginlashuvchiligini topamiz.
a
Shunga o’ xshash quyidagi
Ix""e" Inx dx
o
integralda, integral ostidagi x®'e * inx funksiya uchun barcha x> 1 da

a +2Y0°
x""e"lnxSx"’"e"lnx<x"“e"S(——“ -7
€ x
bo’lib.
wrdx
[=
| x

integralning yaqginlashuvchiligidan, yana Veyershtrass alomatiga ko’ra

Ix“ 'e *Inx dx ning tekis yaqinlashuvchiligi kelib chigadi. Demak, [a,,,] da
1

]x""e" Inx dx integral tekis yaginlashuvchi. Unda 16-teoremaga asosan
[i]

(»s | oa
F'(a)=L_(x""e"de = | (x""e")adx= fx* e “tnx ax
0 0 o
bo'ladi va £(a) |a,. 6, da binobarin, @ nugtada uzluksizdir.
Xuddi shu yo'l bilan [(a) funksiyaning ikkinchi, uchinchi va hokazo
tartibdagi hosilalarining mavjudligi, uzluksizligi hamda
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r'"Ya)= ]'x""e"'(lnx)" dx (n=12)

bo’lishi ko'rsatiladi. »
3) F(a) funksiya uchun ushbu
{a+1)=al(a) (a>0)
formula o’rinli.
4 Hagiqatdan ham,

0

r(a)= ‘fx""e"dx= !e"d(%]
0
integralni bo’lakiab integrallasak,

r(a)= e L
a

At 4+, a I
+ [ ¥ ed==r(a+1)
a a

la Q

ba’lib. undan
Ma+1i)=al(a) (16.35;
bo'lishi kelib chigadi.»
Bu formula yordamida [{(a+ n) ni topish mumkin. Darhaqgiqat, (16.35)
formulani takror qa’llab
Ma+2)={a+ 1) (a+1).
Ma+3)=(a+2)r(a+2)

I'(a+n)=(a+n—l)F(a+n- 1)
bo’lishini, ulardan esa
rla+n)={a+n-1)a+n-2).. (a+2)a+1)al"(a)
ekanligini topamiz. Xususan, a=1 bo’lganda
rn+1)=nn-1) 2 17Q)

bo'ladi. Agar I'(1)= [e *dc=1 bo’lishini e’tiborga olsak, unda 7'(n+1)=n’
4]

ekanligi kelib chiqadi.

Yana (16.35) formuladan foydalanib 7(2)=7"()=! bo'lishini topamiz.

4) I'(a) funksiyaning o'zgarish xarakteri.

1(a) funksiya (0. +«) oraliqda berilgan ho’lib, shu oraliqda istalgan tartibli
hosilaga ega. Bu funksiyaning a=! va a =2 nuqtalardagi giymatlari bir-biriga
teng:

rt)=r()=1

1 {a) funksiyaga Roll teoremasini (qaralsin, 1-gism, 6-bob, 6-§) tatbiq qila
clamiz, chunki yugorida Kkeltirilgan faktlar Roll teoremasi shartlarining
bajarilishini ta’minlaydi. Demak, Roll teoremasiga ko'ra, shunday a* (I <a*<2)
topiladiki, {a*) =0 ho'ladi.

Vae (0, + oo) da
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*(a)= Ix""e" I xde>0

0
balishi sababli, 7"(a) funksiya (0. + o) oraliqda qat'iy o’suvchi ba'ladi. Demak.
I(a) funksiya (0.+®) da a* nugtadan boshqa nuqtalarda nolga aylanmaydi.
ya’ni

'(a)= jx" 'e “inxdx=0
0

tenglama (0, + «0) oraligda a* dan boshqa echimga ega emas. U holda
O<a<a* da M(a)<0
a*<a<+w da ["'(a)>0
bo'ladi. Demak {'(a) funksiya a* nugtada minimumga ega. Uning minimum
qiymati /'(a*) ga teng.
Taqribiy hisoblash usuli bilan
a*=14616 , I"{a*)= min"{a)= 08856
bo’lishi topilgan.
(a) funksiya a>a* da o'suvchi bo’lganligi sababli a>n+1 {neN)
bo'\ganda I"(a)> I'(n +1) = n! bo'lib. undan
lim 1'(a)=+o0
bo’lishini topamiz.
1kkinchi tomondan, @ —»+0 da [{a+1)->7(1)=1{ hamda I'(a):lkffﬂ ckan
ligidan alin:q 7(a)=+ kelib chigadi. I"(a) funksiyaning grafigi 52-chizmada

tasvirlangan.

— N W b

my 2345 °
52-chizma

3" Beta va gamma funksiyalar orasidagi bog’lanish. Biz quyida B(a, s) va
{a) funksiyalar orasidagi bog'1anishni ifodalaydigan formulani keltiramiz.

Ma’lumki, 7(a) funksiya (0.+w) da. Bla,e) funksiya esa R’ fazodagi
M= {(x,y)e R ae(0.+ ) 6e(0, +uo)} to’plamda berilgan.

21-teorema. ¥(a. 6)e M uchun
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1) ()
Bla.s)= I'a+e)
formula o'rinlidir.

4Ushbu r(a+6)= [x"**'e"dx {a>0, 8>0) gamma funksiyada o’zga-
o

ruvchini almashtiramiz:

x=(+t)y (1>0).
Natijada

f'(a+ s): ]'(I +'r.. ly""'e""”'(l -H)dy _ (I +'roaTya+u-|e (m)ydy_
i 0

bo’ladi.
Keyingi tenglikdan quyidagini topamiz:

[‘(a + 3) - Tyu-&a—le—(lﬂ)j d_' )

(o™ 3

Bu tenglikning har ikki tomonini ¢~ ga ko’paytirib. natijani (0, + ) oraliq

bo’yicha integrallaymiz:

‘ o o TR gee-1_-(tstly ) -t
Ia+e) wadl= L yre A
{ (1+4) ’! { ‘

Agar
.e ]
I —"-—;—dl =Bla. 8)
s (l +r)"
ekanini e'tiborga alsak, unda
I'(a+6)Bla.6)= ] Ljy"“"e'("')ydy}a"dl (16.36)
a\o

bo’ladi. Endi (16.36) tenglikning o’ng tomonidagi integral /'(a)- I'(¢) ga teng
bo'lishini ishotlaysiz. Uning uchun, avvalo bu integraliarda integrallash tartibini
almashtirish mumkinligini ko’rsatamiz. Buning uchun 19-teorema shartlari
bajarilishini ko rsatishimiz kerak.

Dastlab a>t, 6 > 1 bo’lgan holni ko’raylik.

a>1, 6> da, ya'ni {(a, 6)e R ae(l.+mo) ae(l, +oo)} to'plamda integral
ostidagi
f(f. y) - ya+a-|’a—le~-(lﬂ)y
funksiya V(l,y)e{(l. y)e R?: telo +o) ye[0.+cc)} da uzluksiz bo’lib,
Sl y)=yo* " e W > 0 bo'ladi,

Ushbu If(l,ybj;:It""'y"""e'("']’dy integral { o'zgaruvchining [0,+cn]
° 0

oraliqda vzluksiz funksiyasi bo’ladi, chunki
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Ir. 4)'1-1 !f‘.“"d“ - ,1‘, ")
0

u+ere
Ushbu
jf(‘ _V}ﬂ - I i yore ] -(lu)ydl

(L}
integral y o’zgaruvchining [0, +c0) oraligda uzluksiz funksiyasi ba'ladi, chunki

If" V= le " - Fla)y* e
va nihoyat, yuqoridagi (16. 36) munosabatga ko'ra

Iil-ul "'hr"

\u
integral yaqinlashuvchi.
U holda 19-teoremaga asosan

T[Tronl v IC Aty d’}d‘

integral ham yagqinlashuvchi bo'lib,

’:[.I'_. g 'm)L*' {L[r - yaret, (n-m,lrr]nﬁ/

a [}
bo'ladi. O'ng tomondagi integralni hisoblaymiz:

saf 40 ey \ *~n
J L[(alya«—le-(l-u)ydy ' = j LT’“ ly.-n l' ‘l-‘lodl M,: j y--o—le ¥

o\da /

"~

If’ 4’dl =
.0

(16.37)

= [yter [ fore wwn fyrteriov=riart

0
Natijada (16.36) va(16.37) munosaballardan
I'(a+6)B(a.6)= r{a)rie)
ya’'ni
Bla.s) @)/ te) (16 38)
a+a)
botishi kelib chigadi. Biz bu formulani a>1.¢>1 bo'lgan hol uchun isbotladik.
Endi umumiy holni ko’raylik.
Aytaylik, @ > 0,6 > 0 bo'lsin. U holda isbot etilgan (16.38) formulaga ko'ra
Fla+1)ria-1)

Bla+la+l)=s— — 1 - 16.39
-t oresd (1639
bo'ladi.
Bla.6) va I (o) funksiyalarning xossalaridan foydalanib quyidagini topamiz:
B(a+1.a+l)————B(a a+l)= - B{a.e)
a+ae+ a+e+1l a+e

ra+1)=al{a) I(a+l)-el"(e), rMa+es+2)=
=(a+a+ ) (@a+a+)=(a+e+1)fa+6) (a+6)
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Natijada (16.39) formula quyidagi
as al{a)el(s)
v (a.6)=
(a+eXa+a+1) (a+ela+e+1)(a+g)
ko’rinishga keladi. Bu esa (16.38) formula @a>0.4 >0 da ham o’rinli ekanini
bildiradi. »
1-natija. Yae (0. 1) uchun

ra)yri-a)=—=
sax
bo’ladi.
< Haqiqatdan ham. (16.38) formula ¢ =1 —a (0 <a <1) deyilsa, unda
8(a.1-a)= Ma)i-a)
1)
bao'lib. B(a.1-a)= " (0 <a<1) va r(1)=1 munosabatlarga muvafiq
sinax
ra)r(i-a)=—%— (©<a<i).» (16.40)
sinarx

QOdatda (16.40) formula keltirish formulasi deb ataladi.
Xususan, (16.40)da a = % deb olsak, unda

3

f(a)l'(a ' ;]-;‘g—,r(za) (e>0)

bo’lishini topamiz.
2-natija Ushbu

formula o’rinlidir.
4(16.38) munosabatda @ ~ ¢ deb
Bla.a)= ra)ria)
r(2a)
bo’lishini topamiz. So'ngra

T

SOOI

. ! i
integratda 3-x= 3 { almashtirishni bajarib,

-

Bla.a)= i[x(l - K)r ‘dx =.i

( i “ly s 1t ' 'oal
Bla.a)=2f|- (- o Moy ' =8 -,
a.a) ! 4( 1) . % ‘Inl a ¢y S5 3\2 a)
ga cga bo'lamiz. Natijada

M@ 1+ /1 )

ra) 7o \2°

ba’ladi.
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Yana (16.38) formulaga ko'ra

bo’lib, keyingi munosabatlarda
F(a) ) | r; B

A T v
1'(2a) 2! F(a+;’

ekanligi kelib chigadi. Demak.
1\ Vr
J=?~‘jf(2a).> (f64/)

f(a)r(a +3
Odatda (16.41) formula 1.ejandr formulasi deb ataladi.

Mashglar
16.8. Ushbu
M~{xy)eR? 0<x<)0¢y<)]

to’plamda berilgan
flxy)=x"
funksivaning y-— 0 da limit funksiyasi topilsin va unga yaginlashish
notekis bo’lishi ko’rsatilsin.
16.9. Ushbu

ff (x.y)x

intcgral ta'rift keltirilsin.

16.10. Ushbu
T o | ix
a) {e“ ax=<-~ (a>0
) £ 2\Va ( )
cos o Ee_u (a>0)

b) | ———dx=
) £l+x1 2

"X."ﬂm‘b:le_a (a>0)

v
) % I4x!
tengliklar isbotlansin.
16.11. Ushbu

[e"‘ cos xydx
0
integralning (+ ©, — ) da u parametr bo’yicha tekis yaqiniashishi ko’rsatilsin
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16.12. Ushbu

Ilnl"(x)dx

integral hisohiansin.

16.13. Ushbu
lim Ie “dx =1}
n—a 0
tenglik isbotiansin,
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17-808
Karrali integrallar

Matematika va fanning boshga tarmoglarida  ko'p  ©’zgaruvchili
funksiyalaming integrallari bilan bog’liq masalalarga duch kelamiz. Binobarin.
ularni - karrali integrallarni o’rganish vazifasi yuzaga keladi.

Karrali integrallar nazariyasida ham. aniq integrallar nazariyasidagidek,
integralning mavjudligi, uning xossalari, karrali integralni hisoblash, integralning
tatbiglari o’rganiladi. Bunda aniq integral haqidagi ma’lumotlardan mutasil
foydalana boriladi.

1-§. Tekis shakining yuzi hamda fazodugi jismning
hajmi hagida ba'zi ma’lumotiar

Aniq integralning tatbiglari mavzusida tekis shaklning yuzi hamda jismning
hajmi hagida ma’lumotlar keltirilgan edi. Bu tushunchalar karrali integrallar
nazariyasida muhimligini inobatga olib, ular to’g’risidagi ta rif va tasdiglarni talab
darajasida bayon etishni lozim topdik.

Aslida, tekis shaklning yuzi, jismning hajmi tushunchalari matematikada
muhim bo’lgan to’plamning o’lchovi tushunchasini tekis{ikdagi shaklga, fazodagi
jismga nisbatan aytilishidan iborat.

I°. Tekis shaklning yuzi va uning mavjudligi. Tekislikda Dekart
koordinaralar sistemasi berilgan bo'lsin. Bu tekislikda. sodda yopiq chiziq bilan
chegaralangan tekislik gismidan tashkil topgan (Q) shaklni (tekislik nuqtalari
to"plamini) qaraylik. (Q) shaklning chegarasini (sodda yopiq chizig) 0 bilan,
(Q)U3Q ni esa (©) bilan belgilaymiz:

(0)=(p)uog.

Masaian, koordinatalari ushbu x>0, y>0, x+y<]
tengsizlikiarni ganoatlantiruvchi (x,y) nuqtalardan 1ashkil topgan to’plam
(a)={x.y)e R x>0 y>0, x+y<l}
53-chizmada tasvirlangan uchburchak shaklini ifodalaydi.
y

53-chizma
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Ox o'qgidagi birlik kesma {0< x <1), Oy o'qidagi birlik kesma (0< y<1)
hamda {1.0) va (0.1) nuatalarni hirlashtiruvchi to'g'ri chiziq kesmalari birgalikda
(A) uchburchak shaklining chegarasi AA ni tashkil etadi.

Tekislikda uchburchaklar, yopiq sinig chiziq bilan chegaralangan tekislik
gismidan 1ashkil topgan ko'pburchaklar yuzaga ega va ularni topish qoidalari
o'quvchiga ma'lum deb hisoblaymiz.

Tekislikda (Q) shakl bilan hirga (4) va (8) ko'pburchaklarni olaylik.

Agar (4) ko'pburchakning har bir nuqtasi () ga tegishli bo'lsa, (4)
ko pburchak (Q) shaklning ichiga chizilgan deyiladi (bunda (4)c (Q)

Agar (Q) ning har bir nuqiasi (8) ko'pburchakka tegishli bo'lsa, (B)
ko'pburchak (Q) shaklni 0’z ichiga oladi deyiladi (bunda (¢)c (B)).

Agar A va B lar mos ravishda {A) va (8) ko'pburchaklaming yuzlari
bo’isa, unda

A< B (17.1)
bo'ladi.

Aytaylik, Q) shakining ichiga chizilgan ko’pburchaklar yuzalaridan ihorat
to'plam {4}, (Q) shakini o'z ichiga olgan ko'pburchaklar yuzalaridan iborat
to'plam {B} bo'lsin. Ravshanki. {4} va {8} lar sonlar ta’plami ba’lib, {4}
yugoridan, {8} quyidan chegaralangan. Unda to'plamning aniq chegaralari
haqidagi tcoremaga ko’ra

sup{dj=Q.. wf{8}=Q’
lar mavjud.

Odatda, Q. san (Q) shaklning quyi yuzasi, Q" son esa {Q) shaklning yugori
yuzasi deyiladi.

Tasdig. Q. va Q" miqdorlar uchun

050 (17.2)
tengsizlik o’rinli bo'ladi.

4 Teskarisini faraz qilaylik, 0. > Q" bo’lsin. Bu holda Q. -0 >0 bo'ladi.
Aniq chegara ta'riflariga ko'ra Y& > 0, jumladan

s-30.-0)
uchun shunday {4,)c (). (B,) > (Q) ko’pburchak!ar topiladiki,
A>0. £, By<Q +¢

tengsizliklar bajariladi. Bu tengsizliklardan foydalanib tapamiz:
B- A, <@ +e-(0.-€)=0"-0.+2: =0 —Q.+(Q. —Q')=O.
Keyingi tengsiziikdan 4, > B, bo’lishi kelib chigadi. Bu esa har doim o’rinli
bo’lgan (17.1) munosabatga zid. Demak, (17.2) tengsizlik o’tinli. »
I-ta’rif. Agar

0-=0
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tenglik orinli bo'lsa, (Q) shakl yuzaga ega deyiladi.

Ushbu
0.=¢Q
migdor () shaklIning yuzi deyiladi va uni  orqali belgilanadi:
0=0.=0".

I-teoremn. Tekislikdagi (Q) shakl yuzaga ega bo'lishi uchun Y&>0 son
olinganda ham (Q) shaklni ichiga chizilgan shunday {4) ko'pburchak. (0)
shakIni 0’7 ichiga olgan shunday (B) ko pburchaklar topilib.

B-A<e (17 3)
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

< Zarurligi. Aytaylik, (Q) shakl yuzaga ega bo'lsin:

0=0.=0".
Aniq chegara ta‘riflariga ko’ra, V£ > 0 uchun shunday
() Q). (8)>(0)

ko’pburchaklar topiladiki,
yani

bo'ladi. Bu tengsizliklardan
B-4d<e

bo'lishi kelib chigadi.

Yetarliligi. Aytaylik, (4)c (0). (B) > (Q) ko'phurchaklar uchun

B-~Ad<¢

tengsizlik bajarilsin.

Ravshanki, A<Q.. 8> Q. Yugoridagi (17.2) munosabatdan foydalanib
topamiz:

A<Q.<Q"<B.
Bu va (17.3) tengsizlikka ko’ra
O -Q.<B-A<e¢

bo'ladi. Demak, Q. =Q . »

Faraz qilaylik, tekislikda / chiziq (u yopiq yoki yapiq bo’Imasligi mumkin)
berilgan ba’isin.

2-ta'rif. Agar shunday (4,) ko’pburchak topilsaki,

1) 1c(4):
2) V&> 0 uchun A4, <& bo’lsa, ! nal yuzali chiziq deyiladi.

Tasdigq. Agar ! chiziq [a, a] segmentda uzluksiz bo'lgan f(x) tunksiyaning
grafigidan iborat bolsa, u nal yuzali chiziq bo’ladi.

4 V¢ >0 sonni olib, [a. a] segmentini shunday
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. x,)] k=0.12,..n-1; xy=a, x, =4)
bo'laklarga ajratamiz, har bir [x,. x,,,] da f(x) funksiyaning tebranishi

£
o, <—

¢-a
ho'lsin.U holda / chizigni o'z ichiga olgan {4, ) ko pburchakning yuzi

n-1
DEDA(RLNONEEY
=0
bo'ladi. bunda
M =suplf(x)}  xelx,,.x}

m, =i"f{f(')}- IG[X‘,Xk“]
Ravshanki,

(k=0.12...n-1)

a-l w-
4= Y A, <-* 2Ax =g (Ay=x,,-x,).
4=0 8-dy0

Demak, / nol yuzali chiziq. »

Bu tushuncha yordamida yuqoridagi 1-leoremani quyidagicha ifodalasa
bo ladi.

2-tearema. Tekislikdagi (Q) shakl yuzaga ega bo’lishi uchun uning chegarasi
Jd0 nol yuzali chizig bo'lishi zarur va yetarli.

Natija. Agar (Q) shakining chegarasi dQ har biri y= f(x)e C[a.e] yoki
x=g(y)eCle. d] funksiyalar tasvirlangan bir nechta egri chiziglardan tashkil
topgan bo’lsa, u holda (Q) shakl yuzaga ega bo’ladi.

2". Yuzaning xossalari. Endi yuzaning asosiy xossalarini keltiramiz.

1). Agar tekislikdagi (Q,), (Q,) shakllar yuzaga ega bo'lib, ()< (0Q,)
bo‘lsa, u holda

QI < Q!
bo'ladi.

2). Agar () va {Q,) shakllar yuzaga ega bo'lsa, u holda (Q,)U(Q,) ham
yuzaga cga bo’lib, (Q,)U(Q.) shaklning yuzi {(Q,) va (Q,) shak!lar yuzalarining
yig indisidan katta bo'Ilmaydi.

Agar bu (Q)) va (0,) shakilar chegaralaridan boshga umumiy nugtaga ega

bo'lmasa. ya’'ni
@)NnQ,)=2
bo’lsa. u holda {0, )U(Q,) shaklning yuzi (Q,) va (Q,) shakllar yuzalarining
yig'indisiga teng bo’ladi. Bu yuzaning additivlik xossasi deyiladi.
3°. Tekis shaklni ho'laklash. Tckislikda biror yuzaga ega (Q) shaki berilgan

bo'lib,
©)@,) .(2,)

shaklar uning yuzaga ega bo'lgan aismiy shakllari, ya’ni

©@)<@) (k=12..n)

ba'lsin. Agar {Q,).(Q,) ...(0,) shakllar uchun
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1)(Q1)U(QZ)U~-U(Q")=Q,

2) ixtiyoriy {Q,) va (Q,) lar (k=1.2..n i=12, . n) umumiy nuqtaga
(chegaradagi nugtalardan boshqa) ega bo'lmasa, (Q,).(0,) .(Q,) lar (Q) da
bo’laklash bajaradi yoki (Q) shakl (Q,).(Q,). .(Q,) shakllarga bo’laklangan
deyiladi. (Q) shaklni (Q,).(0,).. .. (Q, ) larga bo'laklashni P bilan belgilanadi:

P={0)@). - @)

d((©,))= sup p((x". ¥ )(x".y7)
(y)e@) (".y)elQ) k=123 .n)
miqdorlarning e¢ng kattasi P bo’laklashning diametri deyiladi va 4, kabi
belgilanadi:

Ushbu

Ap = max d((Qk ))
[RY 24 ]
Masalan. ushbu
(Qh)= kx.y)e R X, Sx<X,0,. Vi Syﬁy,“}
(k=012 . n-1 i=012 .m-l; xg=a, x,=6y,=c.y,=4d)
to'g'ri to’rtburchaklar

(Q):kx,y)eR2 ca<x<s. cSySd%
shaklni P bo’laklashni hosil giladi. bundg

—_——a )
Ap= max bax; + a7
0sismr-|
Axy =2y =X By, =Y~ W
4. R fazoda jismning hajmi. R® fazoda Dekart koordinatalar sistemasi
berilgan bo'lsin. Bu fazoda, chegaralangan yopiq sirt bilan (yoki bunday
sirtlarning bir nechtasi bilan) o'ralgan (') jismni (R' fazo qismini) qaraylik. ¢)
jismni o'rab turgan sirtni - (V') jismning chegarasini oV bilan, (* UV ni (')
bilan belgilaymiz:
)=()vav .
Masalan, koordinatalari ushbu
4yt ezt
tengsizlikni qanoatlantiruvchi (x. y, =) nuqualardan tashkil topgan
($)= {(x.y,:)e RY: 2Paytatic 1}
to’plam, markazi (0.0,0) nuqtada, radiusi 1 ga teng shartni — jismni ifodalaydi.
Uning chegarasi
o8 = {(x,y,:)e R: x*+y*+:t= }

4
sfera bo'ladi. Bunday jism-shar hajmiga ega va V = —]—;z ga teng. Umuman, fazoda

ko’pyoqliklaming hajmga ega bo'lishi va uni topish qoidalari 0’quvchiga ma’lum
deb hisoblaymiz.
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Endi R' fazoda (V) jism bilan birga () va (G) ko'pyoglami garaymiz.

Agar (F) ko'pyoglikning har bir nuqtasi (V) ga tegishli bo'lsa, (F)
ko'pyoglik (V) jismning ichiga joylashgan deyiladi (bunda (F)< {V)).

Agar () ning har bir nuqlasi (G) ko'pyoqiikka tegishli bo’lsa, (G)
ko'pyoqlik (V) jismni o'z ichiga oladi deyiladi (bunda (¥ )c @)).

Agar F va ( lar mos ravishda (F) va (G) ko'pyoqliklarning hajmlari
bo’lsa, unda

F<G

bo’ladi.

Aytaylik, (V) jismning ichiga joylashgan ko'pyoqliklar hajmlaridan iborat
to’plam {F}, jismning o'z ichiga olgan ko'pyoqliklar hajmlaridan iberat to’plam
{G} boisin. Unda

suplF)=V., inf{G}=V"'

lar mavjud.
3-ta’rif. Agar
V.=V’
tenglik o’rinli ho'lsa, (V) jism hajmga cga deyiladi. Ushbu
Vo=V’
migdor (V) jism hajmga ega deyiladi. Uni ¢ kabi belgilanadi:
V=v.=v"

Tekis shaklaing yuzi. fazodagi jismning hajmi tushunchalarida bir-biriga
o'xshashlik borligini inobaiga olib, jism hajmining mavjudligi hagidagi teoremani
keltirish bilan kifoyalanamiz.

3-tearema. Fazodagi (V') jism hajmga ega bo’lishi uchun V&>0 son
olinganda ham (/) jismning ichida joylashgan shunday {F) ko'pyoglik, (V')
jismni 0’2 ichiga olgan shunday (G) ko'pyoqliklar tepilib, ular uchun

G-F«<e¢
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

2-§. Mkki karrali integral ta’riflari
1°. Integralning ta'rifi. Tekislikda biror chegaralangan (D) soha (shakl)

berilgan bo’lsin. Bu sohaning bo'laklashlari to’plamini  bilan belgilaymiz.
Aytaylik, (D) sohada f(x,y) aniglangan. Bu (D) sohaning

P={D)(D,) .(0,)}c3

bo’laklashini va bu bo'laklashning har bir (D,) (k=1,2..  n) bo'lagida ixtiyoriy
(&.m) (k=1,2..., 1) nuquani olaylik. Berilgan funksiyaning (£,.7,) nuqtadagi
giymati f(&,.n,) ni D, (D, -(D,) sohaning yuzi) ga ko"paytirib, quyidagi

»

o=3 & .20,

k=1

yig'indini tuzamiz.
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1-ta‘rif. Ushbu

o= ‘if(éa e )D&
=1

yiglindi, f(x.y) funksiyaning integral yig'indisi yoki Riman yig'indisi deb
ataladi.
Masalan, f(x,y)=xy funksiyaning (D) sohadagi integral yig indisi

a= ?_:If(&v’h)’)a = gfk’hok
ho'ladi, bunda
(5 .n)e(n,) (k=12..n)

Yuqorida keltirilgan 1a'rifdan ko’rinadiki, f(x.y) funksiyaning integral
yig’indisi o qaralayotgan f(x,y) funksiyaga, (D) sohaning bo'laklash usuliga
ham har bir (D, ) dan alingan (£, . 5, ) nugtalarga bog’lig bo’ladi:

op=0,(/.4.0).

Endi {D) sohaning shunday

PP, P (17 4)
bo’laklashlami qaraymizki. ularning diametriaridan tashkil topgan

Ap . Ap o Ap .
ketma-ketlik nolga intilsin: 4, —»0. Bunday A, (m=12 ) bo'laklashlarga
nisbatan f{x, y) funksiyaning integral yig’indisini tuzamiz:

o= gf(é.. 2Dy

Natijada D sohaning (17.4) bo'laklariga mos f(x.y) funksiya integral
yig'indilari qiymatiaridan iborat quyidagi
a0, .0,
ketma-ketlik hosil bo'ladi. Bu ketma-ketlikning har bir hadi (£,,7,) nuqtalarga
begliq.
2-ta'rif. Agar (D) sohaning har qanday (17.4) bo'laklashlar ketma-ketligi
{P.} olinganda ham, unga mos integral yig'indi qiymatlaridan iborat {o,, } ketma-
ketlik, (& 17,) nugtalami tanlab olinishiga bog’lig bo’'imagan holda hamma vaqt
bitta / songa intilsa, bu / son ¢ yig indining limiti deb ataladi va u
lim & = lim 'z S D =d
4, =0 Ap +0‘ )
kabi belgilanadi.
Integral yig’indining limitini quyidagicha ham ta’riflash mumkin.
3-ta’rif, Agar Y&>0 son olinganda ham, shunday &>0 topilsaki, (D)
sohaning diametri 4, <& bo’lgan har ganday P bo’laklashi hamda har bir (D,)
bo’lakdagi ixtiyoriy (&,.7,) lar uchun
lo-Jl<e
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tengsizlik bajarilsa. J son o yig'indining limiti deb ataladi va u

limo=J
1,40

kabi belgilanadi.
d-ta’rif. Agar A, —»0 da f(x.y) funksiyaning integral yig'indisi & chekli

limitga ega bo’isa, f(x,y) funksiya (D) sohada integrallanuvchi (Riman
ma’'nosida integrallanuvchi) funksiya deyiladi. Bu ¢ yig'indining chekli limiti J
esa f{x.y) funksiyaning (D) soha bo'yicha ikki karrali integrali (Riman intcgrali)
deyiladi va u

[[ r(x.y¥D

(o)
kabi belgilanadi. Demak,

[ f(x.yHD = fim o = ‘I'fgoif(::‘.m)D. :

) s
Masalan, f(x.y)=C (C =const) funksiyaning (D) soha bo'yicha integral
yig'indisi

6=3C D,=C D

kal
ba’lib. 4, - 0 da lim o =CD ba'ladi. Demak,
Ay -0
[[cdp=cCD.
(0)
Xususan, f(x.y)=1 bo'lganda

ffdD=0
)

bo'ladi.
I-eslatma. Agar f(x.y) funksiya (D) sohada chegaralanmagan bo'isa, u shu
sohada integrallanmaydi.

2°. Darbu yig'inditari. Ikki karrali integraining boshqacha ta’rifi.

1). Darbu yig'indifari. f(x,y) funksiya (D)c R? sohada berilgan bo’lib, u
shu sohada chegaralangan bo'lsin. Demak, shunday o'zgarmas m va M sonlar
mavijudki, ¥(x.y)e (D) da

m< f(x.y)< M
bo’ladi.

(D) sohaning biror P bo’laklashni olaylik. Bu bo’laklashning har bir (D, )
(k=1,2....n) bo’lagida f(x.y) funksiya chegaralangan bo'lib, uning aniq
chegaralari

m, =inf{f(x.y) (x.y)e(D,)}. M, =suplr(x.y): (x.y)e(D,)}
mavjud bo'ladi. Ravshanki, ¥(x, y)e (D, ) uchun
m, S f(x.y)s M, (17.5)
tengsizliklar o'rinli.

209

www.ziyouz.com kutubxonasi



S-ta’rif. Ushbu

s=YymD,, §=YM,D,
21 =
yig“indilar mos ravishda Darbuning quyi hamda yugori yig'indilari deb ataladi.
Bu ta'rifdan, Darhu yig'indilarining f{(x.y) funksiyaga hamda () sohaning
bo’laklashiga bog’lig ekanligi ko'rinadi:

s=5,(/), S=S,(/).

FENY

Shuningdek, har doim

bo’ladi.
Yugoridagi (17.5) tengsizlikdan foydalanib quyidagini topamiz:
n - LJ
Zm,D‘ < Z/(s‘a Ul )Dl < L-‘hD. .
k=1 kx|

o
Demak,

se(N)sop(f &) S (f)
Shunday qilib. f(x.y) funksiyaning integral yig'indisi har doim uning Darbu
yig’indilari orasida bo'lar ekan.
Aniq chegaraning xossasiga ko'ra
m<m,, M, <M (k=12 ..n)
bo'ladi. Natijada ushbu

5= im,,D,, >mY D, =mD,
k=l k=)

S=YM,D, MY D, = MD
k=1 k=)
tengsizliklarga kelamiz. Demak, VP € 3 uchun
mD<s<S <MD (17.6)
bo'ladi. Bu esa Darbu yig'indilarining chegaralanganligini bildiradi.

2) thki karrali integraining boshqacha ea'rifi.  f{x.y) funksiya (D)c R’
sohada berilgan bo’lih. u shu sohada chegaralangan bo'lsin. (D) sohaning
bo'laklashlari to’plami S={P} ning har bir P &3 bolaklashiga nisbatan f(x,y)
funksiyaning Darbu yig'indilari s,{f), Sp(f) ni tuzib,

{so U {Sp(f)}
to'plamlami qaraymiz. Bu to'plamlar (17.6) ga ko'ra chegaralangan bo'ladi.

6-ta’rif. {s,(f)) to'plamning aniq yuqori chegarasi f(x.y) funksiyaning (D)

sohadagi quyi ikki karrali integrali (quyi Riman integrali) deb ataladi va u

J= (g)f (x.y)aD

kabi belgilanadi.
{S.(/)} w’plamning aniq quyi chegarasi f(x.y) funksiyaning () sohadagi
yuqori ikki karrali integrali {yugori Riman integrali) deb ataladi va u
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.7 = “ /(l.y).ll)
»
kabi belgilanadi. Demak,

J= Uf(x.y)dD = supls), J= Hf(x,y)dD =inf{Ss}.
v) 0

7-ta'rif. Agar f{x.y) funksiyaning (D) sohada quyi hamda yuqori ikki kar-
rali integrallar bir-biriga teng bo'lsa, f(x.y) funksiya (D) sohada integrallanuvchi
deb ataladi, ularning umumiy giymati

J =Jj Sxy)D = [ f(x. y)dD -
D) )
f(x.y) funksiyaning (D) sohadagi ikki karrali integrali {Riman integrali)
deyiladi vau

[J f{x.y)aD
()
kabi belgilanadi. Demak,

£ Gey)aD = 1] £{x. v D = ([ f(x.y)D -
(0) {o) (0)
Agar

(1S Gey)ap 2 [f f(x.y)aD
{p) (»)
bo'isa, f(x.y) funksiya (D) sohada integrallanmaydi deb ataladi.

3-§. Ikki karrali integralning mavjudligi
fix.y) funksiyaning (D)< R? soha bo'yicha ikki karrali integrali mavjudligi
masalasini qaraymiz. Buning uchun avvalo (D) schaning hamda Darbu
yig indilarining xossalarini keltiramiz,
(D) sohaning bo'laklashlari xossalari 1-qism. 9-bobda o'rganilgan {a.s]
segmentning bo'laklashlari xossalari kabidir. Ularni isbotlash deyarli bir xil

mulohaza asosida olib borilishini e’tiborga olib, quyidagi u xossalarni isbotsiz
keltirishni lozim topdik.

f(x.y) funksiyaning Darbu yig’indilari xossalari hagidagi vaziyat ham xuddi
shundaydir.
Faraz gilaylik, 3-{P}-{(D) soha bo'laklashlari to'plami bo'lib, P, e3.
I, € 3 bo'lsin:
A ={(D|)-(Dz) "(Dn)}
A ={0O).(0;) .(1,)).
Agar £, bo'laklashdagi har bir {D,) (r=1.2.....n) P, bo'laklashdagi biror
(D!) (t1=1.2..... n') ning gismi bo'lsa, P, bo'laklash P, ni ergashtiradi deyiladi va
F, c A, kabi yoziladi. Ravshanki, £, c P, bo’lsa,
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A Sy,
bo’ladi.
1. Darbu yig'indilarining xossalari. f{x.y) funksiya (D) sohada berilgan
va chegaralangan bolsin. (D) sohaning P balaklashini olib. bu bo'lakiashga
nisbatan f(x,y) funksiyaning integral va Darbu yig'indilarini tuzamiz:

o= UI’(f-él«'”ﬁ)= gf(gn-'h)ow
szsl’(f)=§:mhnl ,

S= S,,(_[):I'ZM,D, )
=1

1) Y& >0 olinganda ham {£,.n,)e(D,) nuqtalami (k=1.2,....n) shunday
tanlab alish mumkinki,
0<S,(f)-o,(f)<e,
shuningdek, (&,.n,)e(D,) (k=1.2...n) nuqtalarini yana shunday tanlab olish
mumkinki.
0<a,{f)-s.(f)<e
bo'ladi.
Bu xossa Darbu yig'indilari s.(f), Sp(f) lar uchun integral yig'indi o, (f)
muayyan ba'laklash uchun mos ravishda aniq quyi hamda aniq yugori chegara

bo'lishini bildiradi.
2) Agar P, va P, lar (D) sohaning ikki ba’laklashlari bo’lib, £ c P, bo'lsa,
u holda
sa(f)< Sp F2R Sp, ()= Sp, )
bo’ladi.

Bu xossa (D) sohaning bo’laklashdagi bo'laklar soni orta borganda ularga
mos Darbuning quyi yig'indisining kamaymastigi, yuqori yig'indisining esa
oshmasligini bildiradi.

3) Agar P, va P, lar (D) sohaning ixtiyoriy ikki ho’laklashiari bo'lib. s, (),
Sp(f) va sp (f). S5 (f) tar f(x.y) funksiyaning shu bo'laklashlarga nisbatan
Darbu yig’indilari bo'lsa, v holda

Sp, (f)SS,,’ (r). Sny (f)S Sp (f)
bo'ladi.

Bu xossa, (D) sohaning bo’laklashlariga nisbatan tuzilgan quyi yig'indilar
to’plami {sp(f)} ning har bir elementi (yuqori yig’indilar to’plami {Sp(/)} ning
har bir elementi) yuqori yig'indilari to’plami {Sp(f)} ning istalgan elementidan
(quyi yig'indilar to’plami {s,,(/)} ning istalgan elementidan) katta (kichik)
emasligini bildiradi.

(9]
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4) Agar f(x,y) funksiya (D) sohada berilgan va chegaralangan bo'lsa, u
holda
suplse (< inf 4, (/B
bo'ladi.

Bu xossa f{x.y) funksiyaning quyi ikki karrali integrali, uning yuqori ikki
karrali integralidan katta emasligini bildiradi:
JsJ.
S) Agar  f(x.y) fuiksiya (/) sohada berilgan va chegaralangan ho’lsa, u
holda ¥£ >0 olinganda ham, shunday & >0 topiladiki, (D) sohaning diametri
A, < d bo’lgan barcha bo’laklashiari uchun

S (f)<T+s (0<S,(f)-T<¢) (177)
sp(f)>d-8 Os/-5(f)<¢)
bo ladi.

Bu xossa f(x.y) funksiyaning yugori hamda quyi integrallari 1, -+ 0 da
mos ravishda Darbuning yuqori hamda quyi yig'indilarining limiti ekanligini
bildiradi:

4 =A”"2ns."(.’)' Jo= ‘/'"’fosp(f)

2 Ikki karrali integralning mavjudligi. Fndi ikki karrali integralning
mavjud bo’lishining zarur va yetarli shartini (kriteriysini) keltiramiz.

1-tearema. f(x.y) funksiya (D) sohada integrallanuvchi bo'lishi uchun,
V& >0 olinganda ham, shunday & >0 topilib, {D) sohaning diametri 4, <&
bo’lgan har qanday P bo'laklashga nisbatan Darbu yig'indilari

Sp(f)-s,f)<e (178
tengsizlikni ganoatlantirilishi zarur va yetarli.

4 Zarurligi. f(x.y) funksiya (D) sohada integrallanuvchi bo’lsin. Ta’rifga
ko'ra

J=J=J

-l=5up{3p(f)}s J =inf{S,,(j )} .

Ve >0 olinganda ham, % ga ko'ra shunday &3>0 topiladiki, (D) sohaning

bo'ladi, bunda

diametri 4, <6 bo’lgan har ganday P bo'laklashiga nisbatan Darbu yig'indilari
uchun (17.7) munosabatlarga ko'ra

50 T<E Lon (<]

bo’lib, undan
S,.(/)‘ sp(f)<e
bo'lishi kelib chiqadi.
Yetarliligi. V&> 0 olinganda ham, shunday & >0 topilib, (D) sohaning
diametri 4, <& ba’lgan har ganday P bo'laklashga nisbatan Darbu yig indilari
uchun
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5.(f)-s,{f)<e
bo’Isin. Qaralayotgan f(x.y) funksiya (D) sohada chegaralangani uchun, uning
quyi hamda yuqori integrallari
= supls, (7). T =inf{Sp ()}
mavjud va
J<J
bo'ladi. Ravshanki,
sp(f)$ LS <8p()).

0<J-J<S,(f)-sp1)
bo'lishini topamiz. Demak, V£ >0 uchun
O<J-J<s¢

bo'lib, undan J=J bo'lishi kelib chigadi. Bu esa f(x,y) funksiyaning (D)
sohada integrallanuvchi ekanligini bildiradi. »

Agar f(x.y) funksiyaning (D,) (k=1.2,...n) sohadagi tebranishini w,
bilan belgilasak, u holda

S (f)-5.{f)= ‘Z](Mk -m)D, = DI A

I £1)

Bu munosabatdan

bo’lib, teoremadagi (17.8) shart ushbu
Ywb <c
k-1

ya'ni

lim ¥ @D, =0

ip »u ey

ko rinishlarni oladi.

4-§. Integrallanuvchi funksiyalar sinfi
Ushbu paragratda ikki karrali integralning mavjudligi hagidagi teoremadan
foydalanib. ma’lum sinf funksiyalarining integrallanuvchi ba'lishini ko rsatamiz.

2-teorema. Agar f(x.y) funksiya chegaralangan yopiq (D)c R* sohada
berilgan va uzluksiz ba'lsa, u shu sohada integrallanuvchi bo’ladi.

< f(x,y) funksiya (D) sohada tekis uzluksiz bo’ladi. U hoida Kantor
teoremasining natijasiga asosan, Y& > 0 olinganda ham. shunday & > 0 topiladiki.
(D) sohaning diametri A, <& bo'lgan har qanday P ba’laklashida

$p(f)- 5. (f)= YD, <e) D, =eD
tal f 1331
bo’lib, undan
dm ey = 0
bo’lishi kelib chiqadi. Demak, f{x,y) funksiya (D) sohada integrallanuvchi. »
(D) sohada nol yuzli I~ chiziq berilgan bo’lsin.
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I-lemma. V& >0 olinganda ham, shunday 4 >0 topiladiki, (D) sohaning
diametri 4, <& bo'igan P bo’laklashi olinganda bu bo’laklashning I” chiziq
hilan umumiy nugtaga ega ho'lgan bo’laklari yuzlarining yig'indisi ¢ dan kichik
bo’ladi.

< Shartga ko’ra I - no! yuzli chiziq. Demak, uni shunday {(Q) ko’pbo’rchak
bilan o'rash mumkinki, bu ko’pburchakning yuzi O <& bo'ladi.

I' chiziq bilan (Q) ko'pha’rchak chegarasi umumiy nuqtaga ega emas deb.
I chizig nugtalari bilan {Q) ko’pburchak chegarasi nuqtalari orasidagi masofani
garaylik. Bu nugtalar orasidagi masofa 0’zining eng kichik giymatiga erishadi. Biz
uni &>0 orqali belgilaymiz. Agar (/) sohaning diametri 4, <4 ho’lgan P
ho'laklashi olinsa, ravshanki, bu bo’laklashning [~ chiziq bilan umumiy nugtaga
ega bo'lgan bo’laklari butuniay (Q) ko’pburchakda joylashadi. Demak. bunday
bo laklar yuzlarining yig'indisi £ dan kichik bo'ladi. ¥

3-teorema. Agar f(x.y) funksiya (D) sohada chegaralangan va bu sohaning
chekli sondagi nol yuzli chiziqlarida uzilishga ega bo’lib, qolgan barcha
nuqtalarida uzluksiz bo’lsa, funksiya (/) sohada integrallanuvchi boladi.

< f(x,y) funksiya (D) sohada chegaralangan bo’lib, u shu sohaning fagat
bitta nol yuzli r chiziglida (I c (D)) uzilishga ega bo’lib golgan barcha
nugtalarda uziuksiz bo’lsin.

V&> 0 sonni olib, I chizigni yuzi £ dan kichik bo'lgan (Q) ko’pburchak
bilan o’raymiz. Natijada {D) soha (Q) va (D)\{Q) sohalarga ajraladi.

Shartga ko'ra, f(x,y) funksiya (D)n(()) da uzluksiz. Demak, Ve> 0
olinganda ham shunday & >0 topiladiki, diametri 4, <é, bo’lgan A
ho’laklashning har bir bo’lagidagi f(x. y) funksiyaning tebranishi @, <& bo’ladi.

Yuqoridagi lemmaning isbot jarayoni ko'rsatadiki. shu £>0 ga ko'ra,
shunday &, >0 topiladiki, (D) sohaning diametri 4, <&, bo’lgan bo’laklashi
olinsa, bu bo’laklashning {Q) ko'pburchak bilan umumiy nuqtaga ega bo’lgan
bo'laklar yuzlarining yig'indisi € dan kichik bo’ladi.

Endi min{s,,8,}=8 deb, (D) sohaning diametri A,<& ho'lgan P
bo’laklashini olamiz. Bu bo'laklashga nisbatan f(xr.y) funksiyaning Darbu
yig'indilarini tuzib, quyidagi

Sp(/}-5:(f)= 20Dy (17.9)
k=1
ayirmani qaraymiz. .
Bu (17.9)yig’indining (Q) ko'pburchakdan tashqari joylashgan (D,)
ho’laklarga mos hadlaridan iborat yig’indi
2ah,

k
bo’lsin.
{17.9) yig'indining qolgan barcha hadlaridan 1ashkil topgan yig indi
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Y w0,
bo’isin. Natijada (17.9) yig’indi ikki q.ismga ajraladi:
Y w0, - w0, Y a0, (17.10)
(D){Q) sohadagi b:‘tlakiarda ;;k <sbo‘l;an1igidan
Zk:w,D‘<tZ"_D‘,<ED (17 1)

bo'ladi.
Agar f(x.y) funksiyaning (D) sohadagi tebranishini Q hilan belgilasak. u
holda

z w, D, s QZ D,
& 3
bo'ladi. () ko'pburchakda butunlay joylashgan P ho'laklashning be’laklari
yuzlarining yig'indisi £ dan kichik hamda (Q) ko’pburchak chegarasi bilan
umumiy nuqtaga ega bo'lgan bo'laklar yuziarining yig'indisi ham & dan kichik
bo’lishini e’tiborga olsak, unda
> D, <2
k
bo’lishini topamiz. Demak,
Y oD, <2Q¢. (17.12)
&
Natijada, (17.10), (17.11) va (17.12) munosabatlardan
Y w,D, < &D - 204 = £(D +2Q)
[}
ekanligi kelib chigadi. Demak,
lim > a,D, =0.
4, 40‘2'% L
Buesa f(x,y) funksiyaning (D) sohada integrallanuvchi bolishini bildiradi.
/{x.y) funksiya (D) sohaning chek!i sondagi nol yuzli chiziglarida uzilishga

ega bo'lib, harcha nuqtalarida uzluksiz bo’lsa, uning (D) da integrallanuvchi
bo'lishi yuqoridagidek isbot etiladi. »

5-§. Ikki karrali integralning xossalari

Quyida f(x.y) funksiya ikki karrali integralining xossalarini o’rganamiz.

Ikki karrali integral ham aniq integralning xossalari singari xossalarga ega.
Ularni asosan isbotsiz keltiramiz.

1) f(x.y) funksiya (D) sohada ((D)c R’) integrallanuvehi bo'lsin. Bu
funksiyaning (D) sohaga tegishli bo'lgan nol yuzli £ chizigdagi (£ c (D))
giymatlarinigina (chegaralanganligini saqlagan holda) o'zlashtirishdan hasil
bo'lgan F(x.y) funksiya ham (D) sohada integrallanuvchi bo'lib.
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f] 1. yMD = [f F(x.y)D
) [th)]
bo’ladi.
<Ravshanki, ¥(x.y)e{D)i L uchun
fx.y)= Flx.y).

Shartga ko'ra L nol yuzli chizig. Unda 1-lemmaga asosan, Ve > 0 olinganda
ham shunday & >0 topiladiki, (D) soha diametri 4, <& bo’lgan har qanday P
bo'laklashi olinganda ham, bu be’laklashning L chiziq bilan umumiy nuqtaga ega
bo’igan bo’laklari yuzlarining yig'indisi £ dan kichik bo'ladi. Shu P bo’laklashga
nisbatan f(x,y) va F(x.y) funksiyalaming ushbu imegral yig’indilarini tuzamiz:

a. (/) i/“v'h ), .

4al

o,.(F)- iF(¢t-”l ), -

(24

a,(J) yig'indini quyidagicha ikki gismga ajratamiz:
a,{f)= S0y + TS G )0
&

bunda Y, yig'indi L chiziq bilan umumiy nuqtaga ega bo'lgan (D,) bao’lakiar
I3

bo'yicha olingan, )~ esa qolgan barcha hadlardan tashkil topgan yig'indi.
&

Xuddi shunga o’xshash

op(F)= ZF(ft ’IA)DA+ZF(§1( ) D,-

Agar v{x,y)e(D)L uchun Slx.p)= F(x y) ekanini etiborga olsak, u
holda

fa',,(f)—o‘,,(F] = Zlf(‘fp'h)' F&.n D, s MY D, < Me
t I3
bo'lishi kelib chiqadi. bunda M = suplf(x.y)- F(x.y) ((x.y)e(D)!L). Demak,
wo(f)-0,(F)< Me.
Keyingi tengsizlikda 4, —» 0 da limitga o'tib quyidagini topamiz:
[l £(x.y)dD = [[ F(x.y)aD .»
(v) )
2) f(x.y) funksiya (D) sohada herilgan bo’lib, (D) soha nol yuzli L chizig
bilan (D,) va (D,) sohalarga ajratgan bo'lsin. Agar f(x.y) funksiya (D) sohada
integralianuvchi bo’lsa, funksiya (D,) va (D,) sohalarda ham integrallanuvchi

bo'ladi. Va aksincha, ya'ni f(x,y) funksiya (D,) va (D,) sohalarning har birida
integrallanuvchi bo'lsa, (D) sohada ham integrallanuvchi bo’ladi. Bunda

ij(x yMD = Hf(x YD + Hf (x.y)dD

) (P;)
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3) Agar f(x,y) funksiya (D) sohada integrallanuvchi bo'lsa. u holda
¢f(x.y) (c = const) ham shy sohada integrallanuvchi va ushbu
{[of (x.y)aD =c ff flx. y)iD
(D) )
formula o’rinli bo’ladi.
4) Agar f(x,y) va g(x,y) funksiyalar (D) sohada integrallanuvchi bo’lsa. u
holda f(x,v)* g(x.y) funksiya ham shu sohada integrallanuvchi va ushbu
[[(/(xy)2 gle. D = {] f(x.p)dD % [[ g(x.y )i
{0) (] m
formula o’rinli bo’ladi.
t-natija. Agac f(x,y), fi{x.y). .. f.(x.y) tunksiyalarning har biri (D)
sohada integrallanuvchi ho’lsa, u holda ushbu
afi(e.y)+ e filxy)+ +e f(x.y) (c,=const. i=12..n)
funksiya ham shu sohada integrallanuvchi va

Ij)(ci./l(x--v)+ "zfz("-)')"‘ et o fux. y)HD =

(o
=c, ] £, y)D + ¢, [[ f(x.yMD + _+ ¢, ([ £,(x.y)dD
(o) {n) )
boladi.
5) Agar f(x.y) funksiya (D) sohada integrallanuvchi ba’lib. V{x.y)e (D)
uchun f(x.y)>0 bo'lsa, u holda
H I(x. v)!D 20
(v)
bo’ladi.
2-natija. Agar f(x.y) va g(x.y) funksiyalar (D) sohada integrallanuvchi
bo'fib. V¥(x.y)e (D) uchun

Sxy)<glxy)
[{ 7 (x.y¥HD < [ g(x. yHD

(D) )

be’lsa, u holda

bo’ladi.
6) Agar f{(x,y) funksiya (D) sohada integrallanuvchi bo’lsa, u halda
|/ (x.y) funksiya ham shu sohada integrallanuvchi va

(H]f (x.y)D|< (I])V (x. YD

bo’ladi.

7) O’rta qiymat hagidagi teoremalar. f(x.y) funksiya (D) sohada berilgan
va u shu sohada chegaralangan bo'lsin. Demak, shunday m va M o'zgarmas
sonlar  m=inf{f(x.y), (x.y)e(P)}, M =sup{f(x.y) (x.y)e(D)} mavjudki,
V(x.y)e (D) uchun

ms flx,y)< M
bo’ladi.
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4-tesrema. Agar f(x,y) funksiya (D) sohada integrajlanuvchi bo'lsa, u
holda shunday o*zgarmas u {m < u < M) son mavjudki.
H/(l,y)ﬂ) wsu-D
(n)
bo’ladi, bunda D (D) sohaning yuzi.
3-natija. Agar f(x,y) funksiya yopiq (D) sohada uzluksiz bo'lsa, u holda bu
sohada shunday (a, ¢ )€ {D) nuqta topiladiki,

(IDI)f(x.y)dD = fla.e)dD

bo’ladi.

S-teorema. Agar glx.y) funksiya (D) sohada integrallanuvchi bo'lib, u shu
schada o'z ishorasini o'zgartirmasa va f(x,y) funksiya (D) sohada uzluksiz
bo’lsa. u holda shunday (a.s)e (D) nugta topitadiki,

(J])f (x.)g(x.y)db = f(a. s)(ﬂ)g(n y)dD

boladi.

8) Integrallash sohasi 0'2garuvchi ho'lgan ikki harrali integrallar. f(x,y)
funksiya (D) schada berilgan bo'lib, u shu sohada integrallanuvchi bo'lsin. Bu
funksiya, (D) sohaning yuzga ega ba’lgan har ganday (d) qismida ({d)c (D))
ham integrallanuvchi bo'ladi. Ravshanki, ushbu

I[ /sy
(W}
integral (d) ga bog’liq bo'ladi.

(D) sohaning yuzga ega ho'lgan har bir (d) qismiga yuqoridagi integraini

MoS 0 yamiz:
@, (d)a(ﬂ)f(x,y)do.
d
Natijada funksiya hosil bo’ladi. Odatda bu
@((d))=‘ﬂ’ Sx.p)dD
‘
funksiya sohaning funksiyasi deb ataladi.

(D) sohada biror (x,. y,) nugtani olaylik. (¢) esa shu nugtani o'z ichiga

olgan va (d)c{D) bo’lgan soha bo'lsin. Bu sohaning yuzi d diametri esa 2

bo'lsin,
M) ()
d

4 nisbatning limiti Jim - mavjud va chekli
450
bo’lsa, bu limit &((c)) funksiyaning (xq. ¥o) nuqtadagi soha bo'yicha hosilasi deb
alaladi.
Agar f(x,y) funksiya (D) sohada uziuksiz bo'lsa, u holda ®((d))
funksiyaning (x,, y,) nuqtadagi soha bo'yicha hosilasi f{x,. y,) ga teng bo'ladi.
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6-§. 1kki karrali integrallarni hisoblash

f(x.y) funksivaning (D) sohadagi ((D)c R’) ikki karrali integrali tegishli
integral yig'indining ma’lum ma'nodagi limiti sifatida ta'riflanadi. Bu limit
tushunchasi murakkab xarakterga ega bo’lib, uni shu ta’rif bo’yicha hisoblash
hatto sodda hollarda ham ancha qiyin bo'ladi.

Agar f(x.y) funksiyaning (D) sohada integrallanuvchiligi ma'lum bo'lsa.
unda bilamizki, integral yig'indi (D) sohaning bo'laklash usuliga ham. har bir
bo'lakda clingan (&,.7,) nuqtalarga ham bog'liq bo’lmay, 4, —0 da yagona
[[f(x.y}dD songa intiladi. Natijada funksiyaning ikki karrali integralini topish
)
uchun birorta bo’laklashga nisbatan integral yig'indining limitini hisoblash yetarli
bo'ladi. Bu hol (D) sohaning bo'laklashini hamda (£,.,) nuqtalarni integral
yig'indini va uning limitini hisoblashga qulay qilib olish imkonini beradi.

17. 1-misol. Ushbu

ny dD
)
integral hisoblansin, bunda (D)= {(x.y)e R*: 0sx<1, 0€y<l- x}.
<Ravshanki, f(x.y)=xy funksiya (D) da uzluksiz. Demak, bu funksiya
(D) sohada integrallanuvchi.

(P) sohani
(’),.)={(x,_v)eR’ igegtt!, "-_:,.gf_’.'.i.ﬁﬂ}
n n n n n
(i=0.l,._,.... -1, k=012..n-1)

bo“laklarga ajratib, har bir (Du.) da (ék"h)=( ii] deb garaymiz.
whony
U holda
.l ko I n—1i 1 .
o= sz(él '71)[),1 l r—— -
+. 0

1a04 -0 ionnnt non 27

_ _ 2, 1\
|y aln-Nan=1) nn-1) l
2n A 2 6 4
bo"ladi. Bundan esa
v 1
limo=—
[ 2X3 3 24
bo’lishi kelib chigadi. Demak,
HrydD =— b

(0
Umuman, ko'p hollarda funkmyalamlng karrali integrallarini ta'rifga ko'ra
hisoblash qiyin bo'ladi. Shuning uchun karrali integrallarni hisoblashning amaliy
jihatdan qulay bo’lgan yo’llarini topish zaruriyati tug’ildi.
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Yuqorida aytib o'iganimizdek, f(x.y) funksiyaning karrali integrali va uni
hisoblash (/) sohaga bogliq.

Avvalo sodda holda, {£) scha to’g'ri to’rtburchak sohadan iborat bo'lgan
holda funksiyaning karrali integraiini hisoblaymiz.

6-tearema. f(x,y) funksiya (D)= {(x,y)e R':asxsa csys d} sohada
berilgan va integrallanuvchi bo’isin.

Agar x (x € [a. a]) o’zgaruvchining har bir tayin giymatida

)= 7tx 9 Wb

integral mavjud bo’lsa, u holda ushbu
o d .
[ e e

I ey~ Jﬁ Ty

integral ham mavjud va

dx

bo'ladi.
4 (D) sohani
(D.i)= ﬁx.y)e ] X, SXSX.,. W SySy,,,]
((=0.1.2...n-1, k=012, .m-1)
bo’laklarga ajratamiz. Bu ho’{aklashni P, deb belgilaymiz. Uning diametri

An =max\}Ax,2+Ay,1 (Ax, =x,,,~x,. Ay, =}‘k+1'}'ﬁ)-
Modomiki, f(x.y) funksiya (D) sohada integrallanuvchi ekan, u shu sohada
chegaralangan bo'ladi. Binobarin, f{x,y) funksiya har bir (D, ) da chegaralangan

va demak, u shu schada aniq yuqori hamda aniq quyi chegaralariga ega ha’ladi:
my =inf{f(x.y) (x.¥)e(D,)},
M, =suplf(x.y): (x.y)e(D.)},
(i=01.2. .n-1 k=012 __.m-1).
Ravshanki, ¥(x,v)e(D,) uchun m, s f(x.y)s M, xususan, ¢ elx. x|
uchun ham m, < (. y)s M, bo'ladi. Teoremaning shartidan foydalanib
guyidagini topamiz:

Vel Yaat Yaar
fmadys [ (. y)ys [Mady.
¥ Vi 4
ya'ni

Do
m,Ay, < Jf(é.-}’)d}’g M by, (By, =Vin ”.Vt)-
»
Agar keyingi tengsizliklami & ning (k=0.1.2.. ., m—1) giymatlarida yozibh,
ularni hadlab qo’shsak, u holda
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- Vsa

Z”IMAyk b Z I’({a 'M s ZMMAJ’A 1

420y,

ya'ni

- ) 4 -l

‘zom,,Ay, <[ 1 y)y =)< E,tl,Ay, (=012 .n-1)

- " =
bo’ladi.
Endi keyingi tengsizliklami Ax, {Ax, = x,,, ~ x,) ga ko’paytirib, so’ng hadlah

go’shamiz. Natijada

w-1{ m-\ -1 n-1{ m-\
5 Simaty, Jox < S6)s, < 5 Sava Iae
1a0\d=0 =0 1=0\ k=0

ho’ladi.
Ravshanki,

u-1f{m-\ u-1m-|\ a-l m-1

S Emaons s, - 5 Tmaara, =5 Fma, -5

=0\ £=0 1=0 &=0 +=0 k=0

f(x,y) funksiya uchun Darbuning quyi yig'indisi,

u=1{m | 0l ;-
Z[ZM,,Ay. Ja, = X 2 MuD,=S
=0\ 4=0 Y, (30 k=0

esa Darbuning yuqori yig'indisidir. Demak,

ss'ffJ(g,hx, <S. (17.13)

=0
Shartga ko ra f(x.y) funksiya (D) da integrallanuvchi. U holda Ap_ >0 da

s [[fyMD. S - [f flx.yMD
) (D)
bo'ladi.
(17.13) munosabatda esa,

§J(¢,)Ax.

yig’indi limitga ega hamda bu limit

J[ f(x.y)dD
(0)
ga teng ho'lishi kelib chigadi:

n-i
im 5 @A, = ([ f(x.y)D.
e Y120 n)
Agar

‘ 'Hm...;‘:J(‘;,)A,x‘ = [ I (e
va

]J(x

G s
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ekanligini e’tiborga oisak. unda

f§ 7.

)

If(x.y)dy:‘dx

bo'lishini topamiz. »

7-teorema. f(x.y) funksiya (D)= {(x y)eR? asx<a; c<y<d} sohada
herilgan va intcgrallanuvchi bo'lsin. Agar y(ye [c,d]) o'zgaruvchining har bir
tayin qiymatida

J0)= | flx.yhs

integral mavjud bo’lsa, u holda ushbu

rj[ﬁf(x.y)dx }4)’

integral ham mavjud va

f
(0)

dle
=[|frs (X-y)rbidv
cla
bo'ladi.
Bu teoremaning ishoti yuqoridagi tecremaning isboti kabidir. 6-teorema va 7-
teoremalardan quyidagi natijalar kelib chigadi.
4-natijo. f(x,y) funksiya (D) sohada berilgan va integrallanuvchi bo'lsin.
¢
Agar x(xe[a.e]) o’'zgaruvchining har bir tayin giymatida jf(x,y)dy integral

€
mavjud bo'lsa, y(yele, d)) o’zgaruvchining har bir tayin giymatida Jf(x.y)dx

integral mavjud bo'{sa, u halda ushbu

o 2 dls
Jl§rGevi fie [ £y Fy *)
integrallar ham mavjud va '
I f(x Yy
n

ba’ladi.
S-natija. Agat f(x.y) funksiya (D) sohada berilgan va uzluksiz bo’lsa, u
holda

I . | [ ywﬁ

integrallarning har biri mavjud va ular bir-biriga teng bo ladi.

(*) integrallar, tuzilishiga ko’ra, ikki argumentli funksiyadan avval bit
argumenti bo’yicha (ikkinchi argumentini o’zgarmas hisoblab turib), so'ng
ikkinchi argumenti bo'yicha olingan integrailardir. Bunday integrallami takroriy
integrallar deh alash (takroriy limitlar singari) tabiiydir.
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Shunday qilib, qaralayotgan holda karrali integrallarni hisoblash takroriy
integrallarni hisoblashga keltirilar ckan. Takrariy integralni hisoblash esa ikkita
addiy (bir argumentli funksiyaning integralini) Riman integralini ketma-ket
hisoblash demakdir.

2-estatma. Yuqorida keltirilgan 6-tearemani isbotlash jarayonida ko'rdikki,
to’g’ri to’rtburchak (D) soha, tomonlari mos ravishda Ax,. Ay, bo’lgan o°g’ri
to’rtburchak sohalar (D, ) larga ajratildi. Ravshanki, bu elementar sohaning yuzi
D, = Ax, - Ay, ba’ladi.

Avval aytganimizdek. Ax ni dx ga, Ay ni dy ga almashtirish mumkinligini
hamda a < x <@, ¢ < y < d ckanini ¢'tiborga olib, bundan buyon integralni ushbu
Jj /e,y )

1
ko'rinishda yozish o'rniga

J’If(x yhiydx (yoki Hf(x y Jixdy )

kabi ham yozib kctavcramu
17.2-misol. Ushbu
T (RN
integral hisablansin, bunda (p )= {(x‘y)e R 0<x<g1.0s¥y< I’-
< [ntegral ostidagi
- r
(I o oy')}’
funksiya (D) sohada uzluksiz. Unda qaralayotgan ikki karrali integral ham.
' -4 ) 2 2 Y2
sty
integral ham mavjud. 7-teoremapa ko’ra

Sliy)-

T

[
i
O n(l . x

integral mavjud boladi va

1

o et

bo’ladi
Agar
T
I TR e JTTL
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ba*lishini hisobga vlsak. unda
dx I 1
SOVl e et
(n)(]+x2+y2Y’ o_\/y +1 Ay +2

bl 7 7] 2

xddy 2+J2

l'!')")(!+x2+yz)y’ I""‘/_

Endi (D) soha ushbu (D)= {(x.y)e R .a<xsa p(x)sys (az(x)} ko’ri-
nishda bo'lsin. Bunda ¢,(x) va @,(x) [a.s] da berilgan va uzluksiz funksiyalar
(54-chizma)

ekanini topamiz. Demak,

y

@a(x)

@ulx)

0 a 8 X
54-chizma
8-teorema. f(x,y) funksiya (D) sohada berilgan va integrallanuvchi bo’lsin.
Agar x (x € [a, ¢]) 0'zgaruvchining har bir tayin giymatida

0 ()
J)= [ Sy
'|(')
integral mavjud bo’lsa, u holda ushbu

a o, (r)
( [ S y)ay P-
af @i(x)

I({ (x. y)dy}‘-
bo'ladi. |

4 ¢,(x) va @.{x) funksiyalar [a.6] da uzluksiz. Veyershtrass teoremasiga

integral ham mavjud va

Hf(x yMD = |

ko’ra bu funksiyalar [a.6] da o'zining eng katta va eng kichik giymatlariga
erishadi. Ulami
mmn @, (x)=c, :!:gw,h):d

0%1<a
deb belgilaylik.
Endi

(D,):{(x,y)ek’ 'a$x<a;c$y<d}
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sohada ushbu
Jf(x y) agar (x.y)e (D bo'lsa,
fey)e 0. agar (x.y)e\D,)W(D)bo'lsa
funksiyani qaraylik.
Ravshanki, teorema shartlarida bu funksiya (D,) sohada integrallanuvchi va
integral xassasiga ko'ra
j[f (x,yD = Hf (x.yMD+ [ (x.y)dD= ij(x ydD  (1714)
(0) (1 M)
bo’ladl. Shunmgdek. x (xe[a.6]) o'zgaruvchining har bnr tayin giymatida

J,(X)=Tf'(r-y)ﬂﬁ*

integral mavjud va
o (s)
J(x)= Jf (x.y)dy = Jf (x.p)ay+ ]f (x, y )y +

ei{z)

+ If “(x.y)y = jf (x.y)ty
#(r) o (x)
bo'ladi. Unda 6-teoremaga ko'ra

(17.15)

I jf (x.y)dy}dx

integral ham mavjud va

fir

(0

ofd V
= [ {7 (e.y)y |
bo’ladi. '
(17.14) va(17.15) munosabatdan

1(‘)
ff /iD= f[ § ek i
(9) a| e(x)
bo’lishi kelib chigadi.®
Endi (D) soha ushbu
(D)= {r.p)e R v,()sxsw,lphcsy<d]

ko’rinishda ho’lsin. Bunda ,(x) va y,(x) {c, 4] da berilgan uziuksiz funksiyalar
{55-chizma (a)).

06

www.ziyouz.com kutubxonasi



w:y)

[

(@) © ' oy O© T

55-chizma
9-teorema. f(x,y) funksiya (D) sohada berilgan va integrallanuvchi bo’lsin.
Agar y (y €[e. d]) o'zgaruvchining har bir tayin giymatida
v )
JO)= [flxy)h
vi(y)
integral mavjud bho'isa, u holda
’

]

AVz {»)

[ f(x.y)dx v

sl wmly)
integral ham mavjud va
¢| v:0¥)
[ifGey)aD=f| [ /(x.y)ax |ay
(o) leity)

bo'ladi.
Bu teoremaning isboti 8-teoremaning isboti kabidir.
Faraz gilaylik, {D) soha ((D)c RZ) yuqorida qaralgan sohalarning har
birining xususiyatiga ega bo’lsin (55-chizma (h)).
6-natija. f(x.y) funksiya (D) sohada berilgan va integrallanuvchi bo'lsin.
Agar x (xela.6]) o zgaruvchining har bir tayin giymatida
()

[ £y )y
wi(r)
integral mavjud bo'lsa. y (ye€|ec. d]) o'zgaruvchining har bir tayin qiymatida
v:(»)

[ flx.p)eix

vyl
integral mavjud ho'lsa, u holda
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o @ (x)

Il I(f(x y)dy]dr J[ I(f(r ¥ )dx |dy l

al o1(x) e wily)
integrallar ham mavjud va

[[ s yyio= I

D) a

{7 - f{

91(') €

vy
bo’ladi.
Bu natijaning isboti 8-teorcma va 9-tcoremadan kelib chigadi.
Agar (D) soha (56-chizma)

Y

56-chizma
tasvirlangan soha bo’lsa, u holda bu soha yuqorida o°rganilgan sohalar
ko’rinishiga keladigan qilib bo'laklarga ajratiladi. Natijada {D) soha ba’yicha ikki
karrali integral ajratilgan sohalar bo’yicha ikki karrali integrallar yig'indisiga teng
bo’ladi. Shunday qilib. biz integrallash sohasi (D) ning yetarli keng sinfi uchun

karrali integrallami takroriy intcgrallarga keltirib hisoblash mumkinligini
ko'ramiz.
17.3-misol. Ushbu

ffe * dray
(D)
integral hisoblansin, bunda (D)= {(x.y)e R*:0<x<y 0<y< 1}.
4Bu holda 7-teoremaning barcha shartlari bajariladi. O'sha teoremaga ko'ra
ffe " decty = ]{je Y }4,
(D)
bo’ladi. Keyingi tenglikning o’ng tomonidagi integrallami hisoblab quyidagilami
topamiz:
]e"’d.x = ye"" ,
°
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Demak,

17.4—misol Ushbu
ﬂ Jx+y dxdy
(0)
integral hisobiansin, bunda (D)= {(x,y)e R 0<x51,08p<l~ x}.
4 Bu holda 6-teoremaning barcha shanlari bajariladi. O'sha teoremaga ko’ra

S 1[-x
HJx+y dxdy=j{ [,/x+y dy
(D) al o

bo*ladi. Integrallarni hisoblab topamiz:
Maee [ pa——— ] ,

j| iy ol [(3ey) asdji-delesd,
0 . [ 3 ved ]0 5
Demak,

dx

fjSxry dedy=2 »

() 3
Bu Keltirilgan misollarda sodda funksiyalaming sodda soha bo'yicha ikki
karrali integrallari qaraldi. Ko'p hollarda sodda funksiyalarni murakkab soha

bo'yicha. murakkab funksiyalami sodda soha bo’yicha va aynigsa, murakkab
funksiyaiami murakkab scha ho’yicha ikki karrali integrallarini hisoblashga to'g'ri
keladi. Bunday integrallarni hisoblash esa ancha giyin ho'ladi.

7-§. Ikki karrali integrallarda o ‘zgaruvchilarni almashtirish
f{x.y) funksiya (D) sohada ((D)C Rz) berilgan bo’lsin. Bu funksiyaning

ikki karrali
[ flx.y)dzay
(m
integrali mavjudligi ma'lum bo’lib. uni hisoblash talab etilsin. Ravshanki, f(x,y)
funksiya hamda (D) soha murakkab bo’lsa, integraini hisoblash giyin bo'ladi.
Ko'pincha, x va y o'zgaruvchilarni, ma’lum qoidaga ko'ra boshqa
o'zparuvchilarga almashtirish natijasida integral ostidagi funksiya ham,
integrallash sohasi ham soddalashib, ikki karrali integralni hisoblash asonlashadi.
Ushbu paragrafda ikki karrali integrallarda o'zgaruvchilarni almashtirish
bilan shug’ullanamiz. Avvalo tekislikda sohani sohaga akslantirish, egri chizigli
koordinatalar hamda sohaning yuzini egri chizigli koordinatalarda ifodalanishini
keltiramiz.
Ikkita tekislik berilgan bo’lsin (57-chizma).
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57-chizma

Birinchi tekislikda to'g'ri burchakli Oxy koordinata sistemasini va
chegaralangan (D) sohani garaylik. Bu sohaning chegarasi 0D sodda, bo'lakli-
silliq chizigdan iborat bo’lsin. Ikkinchi tekislikda esa to'g'ri burchakli Ouv
koordinata sistemasini va chegaralangan (A) sohani qaraylik. Bu sohaning
chegarasi 8A ham sodda, bo’lakli-silliq chiziqdan iborat bo’lsin.

o(u.v) va w(u.v) lar (A) sohada berilgan shunday funksiyalar bo’lsinki,
ulardan tuzilgan {p{u.v). y(u.v)} sistema (A) sohadagi («.v) nuqtani (D) sohadagi
(x.y) nuqtaga akslantirsin:

Q. (ll,v) 2X,
v (uv)sy.
va bu akslantirishning akslaridan iborat {(x, )} to’plam (D) ga tegishli bo'lsin.
Demak, ushbu
x=@{u.v)

y=yluy)
sistema (A) sohani (D) sohada akslantiradi.
Bu akslantirish quyidagi shartlami bajarsin:
1. (17.16) akslantirish 0’zaro bir qiymatli akslantirish, ya'ni (A) sohaning
turli nugtalarini (D) sohaning turli nugtalariga akslantirib, (D) sohadagi har bir
nugta uchun (A) sohada unga mos keladigan nuqta bittagina ba'Isin.
Ravshanki, bu holda (17.16) sistema u va v larga nisbatan bir qiymatli
echiladi: u =g (x,y), v=y,(x.y) va ushbu
J"‘ =@ (x.y)
lv=9ilx.y)
sistema bitan akslantirish yugoridagi akslantirishga teskari bo’lib, (D) sohani (A)
sohaga akslantiradi. Demak,

(17.16)

(17.17)
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¢(¢.(X.y).vl,(x.y))=x (,7 /8)

violey)wxy)=»
2. p(u.v), y(u,v) funksiyatar (A) sohada, @ (u.v), w,(u.v) funksiyalar (D)
schada uzluksiz va barcha xususiy hosilalarga ega bo'lib, bu xususiy hosilalar ham

uzluksiz bo’lsin.
3* (17.16) sistemadagi funksiyalarning xususiy hosilaridan tuzilgan ushbu

& &
g g (17 19)
low v

funksional determinantning ham (A) sohada noldan fargli (ya'ni (A) sohaning har
bir nuqtasida noldan farqli) bo'lsin. Odatda (17.19) determinantni sistemaning

yakobiani deyiladi va J(u v) yoki D(( x.y) kabi betgilanadi.
Diu,v

Bu 2° va 3° - shartlardan, (A) bog'lamli scha bo'lganda, (17.19)
yakobianning shu sohada o'z ishorasini saqlashi kelib chigadi.

Hagiqatdan ham, J(u.v) funksiya (A) sobaning ikkita turli nuqtalarida turli
ishorali qiymatlarga ko'ra, (A) da shunday (u,,v,) nugta topiladiki, J/(u,.v,)=0
bo'ladi. Bu esa J{u.v)# 0 bo'lishiga ziddir.

3-shandan (17.17) sistemaning yakobiani, ya'ni ushbu

du  du
x ¥
v o
& 3

funksional determinantning ham () sohada noidan fargli bo’lishi kelib chigadi.

Hagiqatdan ham, (17.18) munosabatdan
ox Ox Ou Ox Ov

& oudn v oox
@5@ é‘_.}@ f}vtl'
O dudy &
Ox Ox ou Ox v _,
by oy
Y _you >,
& du & v &
bo’lishini e’tiborga olsak, u holda
Dix.y) D(u.v)
D(u.v) D(x.y)
bo'lib,
_ D(u.v)
Jl( -,V)— D(X ) 0
bo'lishini topamiz.
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Demak. (D) bog'lamli soha bo’lganda J,(u.v) yakabiani ham (D) sohada
0’z ishorasini saqlaydi.

Yugqoridagi shartlardan yana quyidagilar kelib chiqadi.

{17.16) akslantirish (A) sohaning ichki nuqtasini (D) sohaning ichki
nuqlasiga akslantiradi. Hagiqatdan ham, oshkormas funksiyaning mavjudliigi
haqida teoremaga ko’ra (17.16) sistema (x,, y,) nuqtaning biror atrofida u va v
lami x va y o’zgaruvchilaming funksiyasi sifatida aniglaydi: u=¢,(x.y).
v=y,(x.y). Bunda @ ,(x,.50)= 1, w,(xo.35)=v, bo'ladi. Demak, (x5.y,) (D)
sohaning ichki nugtasi. Bundan (17.16) akslantirish (A) sohaning chegarasi dA ni
(D) sohaning chegarasi 6A ga akslantirishi kelib chigadi.

Shuningdek, (17.16) akslantirish (A) sohadagi silliq (bo'lakli -silliq) egri
chiziq

ol esen
ni (D) sohadagi silliq (bolakli-silliq) egri chizig

x = pu(r). v(1))

y =) v(1))

ga akslantiradi.
(A) sohada u=u, to’g'ri chizigni olaylik. (17.16) akslantirish bu to°g’ri
chizigni (D) sohadagi
x= 9“‘0-”)

y=wluy.v)
egri chizigga akslantiradi. Xuddi shunday (A) sohadagi v=v, to'g'ri chizigni
(17.16) akslantirish (D) sohadagi

(17.20)

x = 9(.v) (17 21)
y=v ("l o)
egri chiziqqa akslantiradi. Odatda, (17.20) va (17.21) egri chiziglarni koordinata
chiziglari (17.20) ni v koordinata chizig'i, (17.21) ni esa # koordinata chizig’i)
deb ataladi.
Modomiki, (17.16) akslantirish o’zaro bir qiymatli akslantirish ekan, unda
(D) sohaning har bir (x, y) nuqgtasidan yagona v koordinata chizig’i (u ning tayin
0’zgarmas giymatiga mos bo'lgan chiziq), yagona u koordinata chizig'i (v ning
tayin o’zgarmas giymatiga mos bo’lgan chiziq) o’tadi. Demak. (D) sohaning shu
(x.y) nuqtasi yugorida aytilgan « va v lar bilan, ya'ni (A) sohaning (u,v) nuqtasi
bilan to’liq aniglanadi. Shuning uchun # va v lami (D) soha nugtalarining
koordinatalari deb qarash mumkin. (D) soha nugtalarining bunday koordinatalari
egri chizigli koordinatalari deyiladi.
Masalan, ushbu
xX=pcose

) =peose (p>0 0<g@<2rn)
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sistema  (A)=fu.v)e R? 0<p<+x, Osp< 27:} sohani Oxy tekislikka
akslantiradi. Bu sistemaning yakobiani

Huv)= cos@ —psing|_

sing pcosg

bo’ladi.

o va ¢ lar (D) soha nuqtalarining egri chizigli koordinatalari bo'lib, shu
schaning koordinat chiziglari esa, markazi (0,0) nuqtada, radiusi o ga teng ushbu
i yl=pl
aylanalardan (v koordinat chiziglari) hamda {0.0) nugtadan chiggan ¢ - p,

(0< p, <2n) nurlardan (v koordinat chiziqglari) iborat.

Faraz gilaylik, ushbu
x = gfu,v)
y=vuv)
sistema (A) sohani (D) sohaga akslantirsin. Bu akslantirish yuqoridagi 1°-3%
shartlami bajarsin. U holda (D) sohaning yuzi

D= jj |/ (u,v)dudv = | j

(A)

1fx. 'J dudv (17.22)

bo'ladi.

Bu formulaning isboti keyingi bobda keltiriladi (qarang, 18-bob, 3-§).

f{x.y) funksiya (D) sohada ((D)c Rz) beriigan va shu sohada uzluksiz
bo'isin. (D) esa sodda, ho’lakli-sillig chiziq bilan chegaralangan soha bo'lsin.
Ravshanki, f(x,y) funksiya (D) sohada integrallanuvchi ba'ladi.

Aytaylik, ushbu

x=g(uv)

y=y(uv)
sistema (A) sohani (D) sohaga akslantirsin va bu akslagtirish yuqoridagi 1°-3°-
shartlami bajarsin.

Har bir bo'luvchi chizig'i bo’lakli-silliq bo’igan (A) sohaning P, bo*laklani-
shini olaylik. {17.16) akslantirish natijasida (D) sohaning P, bo’laklanishi hosil
bo'ladi. Bu bo'lakianishga nisbatan f(x. y) funksiya integral yig'indisi

a=3 1m0,

f £}
ni tuzamiz. Ravshanki,

["" o= I"" Z/(sn N y) Hf(xy)dxaja

Cx= {D)
Yugorida keltm]gan (17.22) formulaga ko'ra

D, = (ﬂ ])J(y,v]dudv

233

www.ziyouz.com kutubxonasi



bo'iadi. O'rta qiymat hagidagi tecremadan foydalanih quyidagini topamiz:
D, = |J(“;- v;] A, (("; V;)E (A‘))
bunda A, ~(A,) ning yuzi. Natijada ¢ yig’indi ushbu
o= 3 rGn )l v s,
&=

ko’rinishga keladi.
(&,. 7, ) nuqtaning (D, ) sohadagi ixtiyoriy nugta ekanligidan foydalanib, uni

”(“; V;)' [
V’(“;-V;)= N
deb olish mumkin. U holda
o= 5 el vidvl v i i),

bo’ladi.
Ravshanki,

Tlp(u.x) y(u.x))|H{uv]

funksiya (A) sohada uzluksiz. Demak, u shu sohada integrallanuvchi. U holda
lim o= lim Zf(q)(u;_v;),w(u:,v;))lJ(u;,v:)A, =
doy 0 Ay eay

= Hf(?’("-")' '/’(u.l-)lJ(u.vp“d\.

(a)
ho’ladi.
4, —0da 4, —0 ba’lishini e’tiborga olib, topamiz:
[§ 7Gx y)deay = ff fl@(u.v). 9 (.v)) S (u.v Youdv (17.23)
(n) (a)

Bu ikki karrali integralda o'zgaruvchiiami almashtirish formulasidir.

U berilgan (D) soha bo'yicha integralni hisoblashni (A) soha ho’yicha
integralni hisablashga kelticadi. Agarda (17.23) da a'ng tomondagi integralni
tisoblash engi! bo’lsa, bajarilgan o'zgaruvchilami almashtirish o”zini oglaydi.

17.5-misol Ushbu
_2_ 2
(152
) 14+ x +y
integral hisoblansin, bunda

(D)= kx‘y)e Rl +yl<ly >0}
markazi (0.0) nugtada, radiusi | ga teng bo'Igan yuqori tekislikdagi yarim doira.

< Berilgan integralda o’zgaruvchilarni quyidagicha almashtiramiz:
x=pcose,

y=psing
Bu almashtirish ushbu

(/.\)={(p.(,¢))eR2 c0<g@<n, 0<p<|}
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10'g'ri to’rtburchakni (D) sohaga akslantiradi va u 1°-3"-shartlami ganoatlantiradi.
Unda (17.23) formulaga ko'ra

[ ler=y #= {2 (=220 oo

(”)‘l-}X +V Vl+p
bo’ladi. Bunda yakobian /{p.p)=p bo ladi. Bu tenglikning o'ng tomondagi
integralni hisoblab topamiz:
’——-*{J(p )a' d ‘E;’Z = j "l._p:pi _',(,_2)
(IAJ)‘[ oVpdp = JU wJ\in,Np—fro.'Hp, o :
Demak.

[ ——Lodry = T 2)-®

" lex” .yt

8-§. Ikki karrali in}egra!ni faqribiy hisoblash
f(x.y) funksiya (D) sohada ((D)e R’) berilgan va shu sohada
integrallanuvchi, ya’ni
J{ 1 e,y xay (17.23)
(p)
integral mavjud bo’lsin. Ma'lum ko'rinishga ega bo‘lgan (D) sohalar uchun
bunday integralni hisoblash 6-§ da keltirildi. Ravshanki, f(x,y) funksiya
murakkab bo’lsa, shuningdek, integrallash sohasi murakkab ko'rinishga ega
bo’lsa, unda (17.23) integralni hischlash ancha qiyin ho'ladi va ko'p hallarda
bunday integralni tagribiy hisohlashga to’g'ri keladi.
Ushbu paragrafda (17.23) integraini tagribiy hisoblashni amalga oshiradigan
sodda formulalardan birini keltiramiz.
Aytaylik, f(x.y) Ffunksiya (D)={(.r.y)e R? :anSa;cSy<d} to'g’ri
to'riburchakda berilgan va uzluksiz bo’lsin. Unda 6-§ da keltirilgan formulaga
ko'ra

(17 24)

f
(v)

bo'ladi.
Endi

[y, (xelaed

integralga 1-qism, 9-bob, 2-§ dagi (9.52) formulani -to'g'ri to’rtburchaklar
formulasini tatbiq etib ushbu

]l(l YL ‘Z/(- ) (xela.¢) (17.25)

in0
tagribiy formulani hOSI| qilamiz. So ng

EI(’ "o.;)“
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integralga yana o'sha {9.53) formulani qo’llab, quyidagi
L8-d
I i e y.,, Zf(x,.l y) (17 26)

tagribiy formulaga kelamlz.
Natijada (17.24), (17.25) va (17.26) munosabatlardan

Hf(x y)dedy ~ 8724 =<) a)(d ‘)'2_4'2'/( ”l,yhl) (17.27)

1=0k=0
bo’lishi kelib chlqadl.

Bu ikki karrali integralni taqribiy hisoblash formulasi, «to’g'ri
to’riburchaklar» formulasi deb ataladi.

Shunday qilib, «to’g'ri to'rtburchaklar» formulasida. ikki karrali integral
maxsus tuzilgan yig’indi bilan almashtiriladi. Bu yig'indi esa quyidagicha tuziladi:

(D)= {(x.y)e R’ asxsac Sysd} to'g'ri to’rtburchak »~m ta teng
(p,)= kl..v)(v R x,<x<x,..y SySy,”,} ({=01,2.. m-1, k=012, ,
n—1) t0’g’ri to’rtburchaklarga ajratiladi. Bunda

6-a d-c¢

X, =a+i s Wa=c+k

m n
Har bir (D,) ning markazi bo'lgan (%1% (i=0.1,2. .m-1,
]

k=012, n-1) nugtada f(r,y) funksiyaning gqiymati SO0x,  y,.1)
2 2

hisoblanib, uni shu (D, ) ning yuziga ko'paytiriladi. So'ngra ular barcha i va &
lar ((=0.1.2, ., m~-1, k=01.2, .., n—1) bo"yicha yig'iladi.
Odatda, har bir taqribiy formulaning xatoligi tapiladi yoki baholanadi.
Keltirilgan taqribiy formulaning xatoligini ham o’rganish mumkin.
17.6-misol. Ushbu
_ '
“))(I +y+ l):
integral taqribiy hisoblansin, bunda
(D)={x.y)e R? 0<x<l0sy<t}
< (D) ni ushbu to'rtta bo'lakka bo'lamiz:

(Dy)= {(x.y)e R? :0,<x$l.05y$-;—},

dxddy

~

Ou)={en)ert osxed Leyarl,

(D)=

(D,O)={(x.y)e R SxSl.OSyS{ ,
{(x-y)e R
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Bu ba’ laklaming markazlari
2 7)) a3

fey)=——
& (l+x+y)
funksiyaning giymattarini hisoblab, (17.23) formulaga ka'ra

([— —ady=02761
(D)(I +x+ y)
bo’lishini topamiz. Bu integraining aniq qiymati esa

(!’f)zl———“”)z dxdy = [[ (HHy),jay In---0287682

nuqtalarda

bo’ladi. »

9-§. dkki karrali integraflarning ba'z bir tatbiqlari

Ushbu paragrafda ikki karrali integrallarning ba'zi bir tatbiglarini keitiramiz.

I, Jismning hajmini hisoblash. R* fazoda (') jism yuqoridan == f(x.y)
sirt bilan, (bunda f(x,y) funksiya (D) da uzluksiz) yon tomonlaridan yasovchilari
O= o'qiga parallel bo'lgan silindrik sirt hamda pastdan Oxy tekislikdagi (D) soha
bilan chegaralangan jism bo’lsin.

(D) yopiq schaning P ba’lakiashni olamiz. f{x.y) funksiya (D) da uzluksiz
bo'lganligi sabali, bu funksiya P bo'laklash har bir (D,) bo'lagida ham uzluksiz
bo'lib, unda inf{f{x.y): (x.y)e(D)}=m. sup{f(xy) (xy)e(D,)}= M,
(k =1,2.3,. n) larga ega ba’ladi.

Quyidagi

Vo= Y mD,,
k=)

Fy = Y M, D,
k=1

yig'indilarmi tuzamiz. Bu yig'indilarning birinchisi () jism ichiga joylashgan
ko'pyoqning hajmini, ikkinchisi esa (V) jismni 0’z ichiga olgan ko’pyogning
hajmini ifodalaydi.

Ravshanki. bu ko'pyoglar, demak, ularning hajmlari ham f(x.y) funksiyaga
hamda (D) sohaning bo'laklashga hog liq ba'ladi:

Vo PHU), Ve ().

(D) sohaning turli bo'laklashlari olinsa, ularga nisbatan (V) jismning ichiga
joylashgan hamda (V') jismni o’z ichiga olgan turli ko'pyoglar yasaladi. Natijada
bu ko'pyogqlar xajmiaridan iborat quyidagi

bronk bio)
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to’plamlar hosil bo'ladi. Bunda {V:(f)} to'plam yugoridan ‘l";(f)} 1o plam esa
quyidan chegaralangan bo*{adi. Demak, bu to‘EIamlarning aniq chegaralari

sl s (N m 4 ()

mavjud. Shartga ko'ra f(x,y) funksiya (D) yopiq sohada uzluksiz. U holda
Kantar teoremasining natijasiga asosan, V¢ >0 son olinganda ham, i) songa
ko'ra shunday & >0 son topiladiki, (D) sohaning diametri 4, <& bo'igan har
qanday bo’lakiashi £ uchun har bir (D, ) da funksiyaning tebranishi
€
M‘ -m, < -5
bo’ladi. Unda

LN s TS EI) -1 = S M, - z-un .

k=1

=M, -m)D, <SS D, =LD=¢
k=1 D5 D

Demak, (D) schaning diametri A, <J bo’lgan har ganday bo'lakianishi
olinganda ham bu bo’laklanishga mos (1) jismning ichiga jaylashgan hamda bu
(% ) ni 0’z ichiga olgan ko’pyoq hajmiari uchun har doim

o<inf L (1)}~ suplf ()<

tengsizlik o’rinli bo’ladi. Bundan esa

inf ¥ (N}= sup s (1) (1728)

tenglik kelib chigadi. Bu tenglik (V) jism hajmga ega bo'lishini bildiradi.

Endi yuqgorida o'rganilgan V] (f). ¥, (f) yig'indilarni Darbu yig'indilari
bilan taqgosiab. ¥’7{f) ham ¥/ (f) yig'indilar f(x.y) funksiyaning (D) sohada
mos ravishda Darbu quyi hamda yuqori yig'indilari ekanini topamiz. Shuning

uchun ushbu
R A

migdorlar  f{x,y) funksiyaning quyi hamda yuqori ikki karrali integrallari
bo'ladi, ya'ni

supl £ (/)= rl%/ (D, nf WL ()} H)f (x.y D
D (o
Yugqoridagi (17.28) muncsabatga ko'ra
[[ £Ge.y)aD = [[ f(x.y)dD
() )
tenglik o’rinli ekani ko’rinadi. Demak,

76640 [ ey} = [ e -

(D) n)
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Shunday qilib, bir tomondan, qaralayotgan (V) jism hajmga ega ekani
ikkinchi tomondan, uning hajmi f(x.y) funksiyaning (D) soha ba’yicha ikki
karrali integraliga teng ekani isbot etildi. Demak, () jismning hajmi uchun ushbu

V=ﬂf(x,y)dD (17.29)
(n)
formula o’rinli.
17.7-misol. Ushbu

2 2 2

xt oy oz

—t =+ —<1

al & ¢

ellipsoidning hajmi 1opitsin.
4 Bu ellipsoid z =10 tekislikka nisbatan simmetrikdir. Yuqori gismini (-20)
o’rab turgan sirt

U
s=cyfl- priiy
bo'ladi.
Yuqoridagi (17.29) formulaga ko’ra ellipsoidning hajmi (V):
V=2cff. ]l——uw-dxdv
ot a’
bo'ladi. bunda
I
(D)={(x.y)e RY- ?4-{751 .
LN
Integralda
X =apcos
g . ? (17.30)
y=gpsing
almashtirishni bajaramiz. Bu sistemaning yakobiani
acosg asing

=aep

Jip.p)=
-apsing 6pcosy
bo’ladi. (17.30) sistema {A)= {(p,qz)e R': 0<p<! 0<@p<2n} sohani (D)
sohaga aksiantiradi. (17. 23) formulaga ko'ra

Jl --———dxdy jle p’aspdpde
()
bo'ladi. Demak,

il 2
V=Zascj],/|—p’pdpd¢=2aec][jd¢
(a) a0
=4ﬂasciﬁpdp=47‘aac.
o

Shunday qilib, ellipsoidning hajmi

v1-ppdp =

4
V=-maec
3
bo'ladi. »
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2. Yassi shakining yuzi. Ushbu bobning 1-§ ida (D) sohaning yuzi quyidagi
D= {[an= [[dsdy
(” o)
integralga teng bo’lishini ko'rdik. Demak, ikki karrali integral yordamida yassi
shakining yuzini hisoblash mumkin ekan.
Xususan, soha

(D)= kx.y)e R* a<x<e 0sy< f(x))
egri chiziqgli trapesiyadan iborat bo’lsa (f(x) funksiya [a a] da uzluksiz) u holda

o= et | v - o

bo’lib, 1-gism, 10-bob, 2-§ da topilgan formulaga kelamiz.
17.8-misol. Ushbu
2, 2
x=y ta ' x=y +6 , (0<a<a)
2a 2¢
chiziglar bilan chegaralangan shaklning yuzi topilsin.

4 Bu chiziglar parabalalardan iborat (58-chizma).
y

N /?f

A

58-chizma
Quyidagi
2
2 +a -0
2a
yl '4'81 -0
28

sistemani echib, parabolalaming kesishgan nuqtalari
(a +8 — ] (a +8 =)
——, vaa |, |- —. -vas
2 2 )
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ekanini topamiz. Qaralayotgan shakl Ox o’'giga simmetrik bo’lishini e’tiborga
olsak, u holda (N) ning yuzi
D =2 ([ drdy
)
bo'ladi, bunda

1, 2 ] -
(D,)xkr,y)eRz; AR NPT AL OSyS\faa}.

2a 28
Integralni hisoblab, quyidagini topamiz:
'l'.'
Vae| T2 \/«;{v1+61 yt+al \
dxdy = dx |dy = : - - v = —(s- aWNae -
(g.) £ .']:.: { \ 2 2a 3
2a J
Demak.

D= [[ddy=(a-a) Jaa .»
@) ’

3". Sirtning yuzi va uning karrali integral orqali ifodalanishi 1kki karrali
integral yordamida sint yuzini hisoblash mumkin. Avvalo sirtning yuzi
tushunchasini keftiramiz.

Faraz gilaylik. == f(x.y) funksiya (D) sohada berilgan va uzluksiz bo’lsin.
Bu funksiyaning graligi 59-chizmada tasvirlangan sirtdan iborat bo'lsin.

= . ==/(ry)
Zﬂl \ ! '
\i—ﬁ\‘ 2
~ ‘/_’-“"1Y -{
o

VAR :
y
59-chizma

(D) sohaning P bo'laklashni olaylik. Uning bo'laklari (9,), (D,). ., (D,)
ba'lsin. Bu bo'laklashning bo'luvchi chiziglarini yo’naltiruvchilar sifatida qarab,
ular orqali yasovchilari Oz o°qiga parallel ba’lgan silindrik sirtlar o’tkazamiz.
Ravshanki, bu silindrik sirtlar (S) sirtni (S,).(S,). ... (S,) bo'laklarga ajratadi. Har
bir (D,) (k=1.2,. ., n) daixtiyoriy (£,.7,) nugta olib, (§) sirtda unga mos nugta
(&, 1,.2) (zi = 7(&,.m.)) ni topamiz. So'ng (S) siriga shu {£,,7,.z,) nuqiada
urinma 1tekislik o'tkazamiz. Bu urinma tekislik bilan yuqorida aytilgan silindrik
sirtning kesishishidan hosil bo’lgan urinma tekislik gismini (7,) bilan, uning

yuzini esa 7, bilan belgilaymiz.
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Geometriyadan ma'lumki, (5, ) soha (7, ) ning ortogonal proeksiyasi bo’lib,
D, = T,icosy,| (17.31)
bo'ladi, hunda y, —(S) sirtga {£,.7,.2,) (5 = f(é,.7.)) nugtada o’tkazilgan
urinma tekislik normalining Oz o'qi bilan tashkil etgan burchak.
Ravshanki, 4, =0 da (S,) (¢ =1,2, ., #) ning diametri ham nolga intiladi.
Agar 1, -0 da

Zh
&=l
yig'indi chekli limitga ega bolsa, bu limit (S) siftning yuzi deb ataladi. Demak,
(S) sirtning yuzi
= lim 5"1‘,, (17.32)

Ap a().xl
ba’ladi.

Yuqorida qaralayotgan == f{x.y) funksiya (D) sohada f!(x,y), fy(xy)
xususiy hosilalarga ega bo’lib, bu xususiy hasilalar (1) sohada uzluksiz bo’lsin. U
halda

!

COSyy = ——
\/T‘fﬂz(fb-’h)"'f;z(‘fb’h)

bo'ladi.

(17.31) munosabatdan

hi=— I_ D,
cosy,
ba’lishini tupamiz Demak,
| . .
ZT DA ZJ“‘IX(Q ’h)"/l(& )b, 17.33)

= £=1COS b=]
Tenghknmg o'ng tomomdagl yig’indi
J1+ 72 y)+ £ (xy)
funksiyaning integral yig'indisidir (qarang 1-8). Bu funksiya (D) sohada uzluksiz.
demak, integrallanuvchi. Shuning uchun

A”m ‘i\ll+ﬂz(§,.r)*)+f;z(‘f,,.ry,)D, =(,‘J;J|+./:2(x: y)+f;z(x_y) dp
P Y b

bo’ladi.
Shunday qilib, (17.32) va (17.33) munosabatlardan

§= [[J1+ 20 )+ £ (0. y) dD (17.349)
)

bo’lishi kelib chigadi.
17.9-misol. Asosning radiusi r balandligi 4 bo’lgan doiraviy konusning yon
sirti topilsin.
< Bunday konus sifnining tenglamasi
242

www.ziyouz.com kutubxonasi




z= é\}xz +y!

r
bo’ladi. Yuqoridagi (17.34) formuiaga ko’ra

S= HJI +22 427 drdy
(0)
bo’ladi, hunda
(D)= {(x,y)e R xleyt<s? }
Endi

va

2 2

—_—— 2 2 P I A2
\(n”—' AR
Aty Patay

ekanini e’ tlborga 0|lb quyldaglm topamlz

1
S= H ’|+ dxdy =, IH- dedy J h 7:7'2 N+ b’
(0 ") !

10-§. Uch karrali integral

Yuqorida Riman integrali tushunchasining ikki o'zgaruvchili funksiya uchun
ganday kiritilishini ko’rdik va uni batafsil o’rgandik. Xuddi shunga a’xshash bu
tushuncha uch a’zgaruvchili funksiya uchun ham kiritildi. Uni o'rganishda Riman
integrali hamda ikki karrali integralda yuritilgan barcha mulohazalar (integrallash
schasining bo’laklanishini olish, bo'laklarda ixtiyoriy nuqta tanlab olib, integral
yig'indi tuzish, tegishlicha limitga o’tish va hokazo) gaytariladi. Shuni e’tihorga
olib. quyida uch karrali integral haqida faktlarni keltirish bilan chegaralanamiz.

1. Uch harrali integral ta'rifi  f(x.y.z) funksiya R’ fazodagi
chegaralangan (V) sohadz berilgan bo'lsin. (Bu erda va kelgusida hamma vaqt
funksiyaning berilish sohasi (V') ni hajmga ega ba'lgan deb garaymiz). (V)
sohaning P bo'laktashini va bu bo'laklashning har bir (¥,) (k=1.2...n)
bo'lagida ixtiyoriy (£, ,7,.¢, ) nugtani olaylik. So’ngra quyidagi

o =:Zlf(§k'r’k'4ﬁ)'yi

yig'indini tuzamiz, bunda ¥, — (¥, ) ning hajmi.
Bu yig'indi f(x,y.z) funksiyaning integral yig'indisi yoki Riman yig'indisi
deb ataladi.
Endi (V) sohaning shunday
PPy P,
bo’laklanishlarini garaymizki, ularning diametridan tashkil topgan
Ap . Ap . Ay
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ketma-ketlik nolga intilsin: 4, —0. Bunday P, (m=12, .) bo'laklanishlarga
nishatan f(x.y.z) funksiyaning integral yig'indisini tuzamiz:

O, = i/(‘fn-'b-{a)"‘a

sl
Natijada quyidagi
G,.0;....0,,. ...

ketma-ketlik hosi! bo’ladi. Bu ketma-ketlikning har bir hadi {&,.7,.£,) nuqtalarga
bog’liq.

9-ta'rif Agar (V) ning har ganday bo’laklanishiar keima-ketligi {P,}
olinganda ham, unga mos integral yig'indi qiymatlaridan iborat {7} ketma-ketlik
{& .1, .¢,) nuqtatarni tanlab olinishiga bog’liq bo’Imagan halda hamma vaq! bitta
J songa intilsa, bu J son o yig'indining limiti deb alaladi va u

xl,.i’:‘ua = ‘lpi'gu‘)_:lf(ﬁ..m-ﬁ)". =J
kabi beigilanadi.
10-ta'rif. Agar 4, -0 da f(x.y,:) funksiyaning integral yig’indisi o
chekli limitga ega bo’lsa, f(x.y.z) funksiya (/') da inegrallanuvchi (Riman

ma’nosida integrallanuvchi) funksiya deyiladi. Bu o yig'indining chekii limiti J
esa f(x.y.z) funksiyaning (') bo’yicha uch karrali integrafi (Riman integsali)

deyiladi va u
1Sy 2 v
)

kabi belgilanadi. Demak,

I”f(-x-}'-'-')jyz lim o= hm ¥ fEn SV
) ip s0 Ap 40‘:|
f(x.y.z) funksiya (V) da ((V)c R’) berilgan bo’lib, u shu schada
chegaralangan bo’lsin:
ms f(x.y:)sM  (Wxy.z)e)).
() sohaning bo’laklanishlar to'plami {P} ning har bir bo’laklanishiga
nisbatan f(x,y,z) funksiyaning Darbu yig’indilari

-"p(f)=‘z:lmﬁVn s S,;U)=ZIMAV4

ni tuzib, ushbu

0N 5:.0)
ta'plamlarni qaraylik. Ravshanki, bu to’plamlar chegaralangan bo’ladi.
11-ta'rif. {s,(f)} w'plamning aniq yuqori chegarasi f(x.y,z) funksiyaning
quyi uch karrali integrali deb ataladi va u

J =m flx.y.2)av
kabi belgilanadi.
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{s,.(/)} to’plamning aniq quyi chegarasi f(x.y.z) funksiyaning yuqoti uch
karrali integrali deb ataladi va u

J= H_[f(x,y.:)dV
¥)
kabi belgilanadi.
12-ta'rif. Agar f(x,y.z) funksiyaning quyi hamda yugori uch karali
integrallari bir-biriga teng bo’lsa, f(x,y.z) funksiya (') da integrallanuvchi deb
ataladi va ularning umumiy qiymati

I=[] fley.2hav = [Jf £y Jav
(3] )
S(x.y.2) funksiyaning uch karrali integrali (Riman integrali) deyiladi.

[ 16050 = 1oy = [ e b
) 3 v

2". Uch karrali integralning mavjudligi. f(x.y.z) funksiya (¥ )c R sohada
berilgan bo’lsin.

10-teorema. f(x.y.z) funksiya (') sohada integralianuvchi bo’lishi uchun
V&>0 olinganda ham shunday >0 topilib, (V) sohaning diametri 4, <&
bo'igan har ganday P bo’taklashiga nisbatan Darbu yig’'inditari

S, ()-5,(f)<e
tengsiziikni ganoatlantirishi zarur va yetarli.

3" Integrallanuvchi funksiyalar sinfi. Uch karrali integralning mavjudligi
haqidagi teoremadan faydalanib, ma’lum sinf funksiyalarining integrallanuvchi
bo’lishi ko'rsatildi.

11-teorema. Agar f(x,y.z) funksiya chegartangan yopiq (V)< R’ sohada
berilgan va uzluksiz bo'lsa, u shu schada integrallanuvchi bo’ladi.

12-teorema. Agar f(x,y.z) funksiya (V') sohada chegaralangan va bu
sohaning chekli sondagi nol hajmi sirtlarida uzilishga ega bo’lib, qolgan barcha
nuqtalarda uzluksiz bo’lsa, funksiya (V') da integrallanuvchi bo*ladi.

4. Uch karrali integralning xossalari. Uch karrali integrallar ham ushbu
bobning 5-§ ida keltirilgan ikki karrali integralning xossalari kabi xossalarga ega.

1). f(x.y.z) funksiya (V) sohada beritgan bo'lib, {V/) soha nol hajmi (S) sirt
bilan () va (,) sohalarga sjratilgan bo'lsin. Agar f{(x.y.z) funksiya (V)
sohada integrallanuvchi bo'lsa, funksiya (¥,) va (V,) sohalarda ham
integrallanuvchi bo’ladi, va aksincha, ya'ni f(r.y,z) funksiya (#,) va {,)
sohalaring har birida integrallanuvchi bo’lsa, funksiya (V') sohada ham
integrallanuvchi bo'ladi. Bunda

{;[{f(x.y.:)dV = !!{f(x.y,:)dV +(g];f(x,y,;)z’V
bo’ladi. ' ’
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2. Agar  f(x.y.z) funksiya () da integrallanuvchi bo’lsa, u holda
¢- f(x.y.7) (c = const) funksiya ham shu sohada integrallanuvchi va ushbu
BlefGey v =c[if flx.y.2}av
o) )
formula o’rinli bo’ladi.
3). Agar f(x.y.z) va g(x.y.z) funksiyalar (') da integrallanuvchi bo’lsa. u
holda f{x.y.z)+ g(x.y.z) funksiya ham shu sohada integrallanuvchi va ushbu
1L Gc.y.)% gy, 00 = ([f £y, 230 2 [[f .. v
) ) ®)
formuia o’rinli bo’ladi.
4). Agar f{x y.z) funksiya (') da integrallanuvchi bo'lib, ¥{x.y.z)e(¥)
uchun f(x.y.z)> 0 bo’lsa, u holda
f”f(x,y.:)dV >0
¢)
bo’ladi.
5). Agar f{(x.y.-) funksiya (V') da integrallanuvchi bo’isa. u holda | f(x, .z)
funksiya ham shu sohada integrallanuvchi va

11 Ge.y.2)tv] < [[fLr ey, 2)av

') *)

bo’ladi.
6). Agar f(x.y.z) funksiya (V') da integrallanuvchi bo'lsa, u holda shunday
o'zgarmas g {m < # < M) son mavjudki,
H{/(I.y.:)d" =uV
(4
bo'ladi, bunda ¥ — (1) sohaning hajmi.
7). Agar f(x.y.z) funksiya yopiq () sohada uzluksiz ba'lsa, u holda bu
sohada shunday {a.s.c)e (V') nuqta topiladiki,
1] /59,210 = fla.s.c) ¥
V)
baladi.
§°. Uch karrali integrallarni hisoblash. f(x,y.z) funksiya
V)= {(x.y,:)e R a<x<s c<y<d es=< l} sohada  (parailelepipedda)

berilgan va uzluksiz bo’lsin. U holda _ A
[ e =] E[Jf(x.y.z)d:)ldy}m

bo’ladi.

Endi (¥)c R® soha — pastdan z=y,(x.y) yugoridan z=y,(x,y) sirtlar
bilan, yon tomondan esa Oz o’qiga parallel silindrik sirt bilan chegaralangan scha
bo'lsin. Bu sohaning Oxy tekislikdagi proeksiyasi esa (D) bo’lsin.
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Agar  f(x.y,z) funksiya shunday (V) sohada uzluksiz bo'lib, = =y (ry).
= =y,(x.y) funksiyalar (D) da uzluksiz bo'lsa, u holda

117Gy = (7] Py,
~) {DAwi(zy)

bo’ladi. Agar yugoridagi holda (D}z{(x,y)eRz anSe, o (x)<y<sg,(x) } bo'lib,
@ .(x) va ,(x) funksiyalar [a. 6] da uzluksiz bo'Isa, u holda

s -1} }'(x'y.zw:]"yi“"

a| @ (s vifr.y)
bo’ladi.
6°. Uch hkarrali integrallarda o'zgaruvchilarni almashtirish. Uch karrali
integrallarda o'zgaruvchilarni almashtirish ushbu bobning 7-§ da keltirilgan ikki
karrali integrallarda o’zgaruvchilami almashtirish kabidir. Shuni hisobga olib,
quyida uch karrali integrallarda o'zgaruvchitami almashtirish formulasini keltirish
bilan kifoyalanamiz.
f(x.y.z) funksiya (V)c R' sohada berilgan va uzluksiz bo'lsin. (V) soha
esa silliq yoki bo’lakli-sillig sirtlar bilan chegaralangan bo’lsin.
Ushbu
x = plu,v.w),
y=yluv.w)
== (uv.w)
sistema (A) ((A)e R") sohani (V) sohaga akslantirsin va bu akslantirish 7-§ da
keltirilgan 1°-3%shartlarni bajarsin. U holda

‘(m]’f(x,y,:)dV = {qf(qa(u,v.w). wluv.w) {(uv,w)) [/|dudvdw

bo’ladi. Bunda

o o
ou Ov ow
By
Ou v ow
& & o
ou v ow

7°. Uch karrali integraining ba'zi bir tatbiglari. Uch karrali integral

yordamida R’ fazodagi jismning hajmini, jismning massasini, inersiya
momentlarini topish mumkin.

Mashgqlar
17.10. Ikki karrali integral ta'riflarining ekvivalentligi isbotlansin.
17.11. Ushbu

a) _jldxllf(x.y)a}'

I
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b) [t ] f(xy)y

integrallarda integral tartibi o zgartirilsin.
17.12. Quyidagi
r 2_ 2
-5 < H(x -y Mxdy<4rx
- (»)
tengsizliklar isbotlansin, bunda (D)-x’+y’-2x=0 aylana bilan

chegaralangan soha.
17.13. Agar f(x) funksiya [a. e] da uzluksiz bo’lsa.

.if(x)dr] ¢(o-a) f(xs

bo’lishi isbotlansin.
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18-BOB
Egri chiziqli integrallar

Yuqoridagi bobda Riman integrali tushunchasini ikki o'zgaruvchili funksiya
uchun qanday kiritilishini ko'rdik va uni o’rgandik. Shuni ham aytish kerakki,
ko'p o'zgaruvchili funksiyalar uchun integral tushunchasi turlicha kiritilishi
mumkin. Biz quyida keliirgan egri chiziqli integrallar ham konkret amaliy
masalalardan paydo bo’lgandir.

1-§. Birinchi tur egri chizigli integrallar
1°. Birinchi tur egri chizigli integral ta'rifi Tekislikda biror sodda AB
(A=(a,_al)e R’ B={g,.8,)€ Ri) egri chizigni (yoyni) olaylik {60-chizma). Bu
egri chizigda ikki yo'nalishdan birini musbat yo'nalish, ikkinchisini manfiy
yo'nalish deb gabul gilaylik.
y

A A| AI

0 X
60-chizma
AB egri chizigni A dan B gaqarab 4, =4, A.... 4, =B,
(Ak ~(xiy)eAB, k=012, .n, 4=(x.3)=(a,.a), 4,=(x,,)=(s.5;))
nugtalar yordamida n 1a bo'lakka bo'lamiz. Bu 45..4,, A4, nuqtalar sistemasi
AB yoyining bo’laklash deb ataladi va u
P={4.4...4,
kabi belgilanadi. 4, 4,,, yoy (bo’laklash yoylari) uzunliklari As, (k=0,1.2, ,n)
ning eng kattasi £ bo’laklash diametri deyiladi vau 4, bilan belgilanadi:
Ay = m‘ax{m, }
Ravshanki, 48 egri chizigni turli usullar bilan istalgan sonda ba’laklashlarini
tuzish mumkin.
AB egri chiziqda f(x.y) funksiya bertilgan bo'lsin. Bu egri chizigning

www.ziyouz.com kutubxonasi



bo'laklanishi va uning har bir 4 4,, yoyida ixtiyoriy ©, =(%.n,)
(Q,=({,,r),)e A A k=0_|.,...n—l) nuqgtani olamiz. Berilgan funksiyaning

0, = (& .n,) nuqtadagi f(&,.n,) qiymatini 4,4,,, ning As, uzunligiga ko’ pay-
tirib quyidagi yig'indini wzamiz:

.-l
a=3 rl& s, (18 1)

&=0

Endi A8 egri chizigning shunday
. P .. P, . (18.2)

ba'laklashiari ketma-keiligini garaymizki, ulaming mos diametrlaridan tashkil
topgan Ag 4, .. A, .. ketma-ketlik nolga intilsin: 4, —» 0. Bunday bo’laklash-
larga nisbatan (18.1) kabi yig indilarni tuzib, ushbu

ay, Ty, .., O, ...
ketma-ketlikni hosil gilamiz. Ravshanki, bu ketma-ketlikning har bir hadi
0, = (&7, ) nugtalarga bog'lig.

I-ta’rif. Agar AB egri chizigning har qanday (18.2) ko’rinishdagi bo’lak-
lashlari ketma-ketligi {P,} olinganda ham, unga mos yig'indilardan iborat {o, }
ketma-ketlik (£, .7, ) nuqtalarning tanlab olinishiga bog’liq ba’lmagan holda ham-
ma vaqt bitta J songa intilsa. bu son ¢ vig'indining limiti deb ataladi va

lim o = lim 'Z' f(& s, =1 (18.3)
4,0 A'—QO‘=°
kabi belgilanadi.

2-ta’rif. Agar Ve >0 son olinganda ham shunday & >0 topilsaki, 4B egri
chizigning diametri A, <& bo'igan har qanday P bc’lakiash uchun wzilgan o
yig'indi ixtiyoriy (&,.n, )€ 4, 4,,, nuqtalarda

lo-J|<e
tengsizlikni bajarsa, J son & yig'indining 4, »Q dagi limiti deb ataladi va
(18.3) kabi belgitanadi.

(18.1) yig'indi limitining bu ta’riflari ekvivalent ta’riflardir.

3-ta'rif. Agar A, >0 da o yig'indi chekii limitga ega bo'lsa, f(x.y)
funksiya 4B egri chiziq bo'yicha integrallanuvchi deyiladi. Bu limit f(x.y)
funksiyaning egri chiziq bo’yicha birinchi tur egri chizigli integrali deb ataladi va

u
[ £ y)as
AB

kabi belgitanadi.

Shunday qilib, kiritilgan egri chiziqli integral tushunchasining o’ziga xosligi
qaralayotgan ikki argumentli funksiyaning berilish sohasi tekislikda biror AB egri
chiziq ekanligidir. Qolgan boshqa mulohazalar (bo’laklashlarining olinishi,
bo’laklardan ixtiyoriy nuqta tanlab integral yig'indi tuzish, tegishlicha limitga
o’tish) yuqorida kiritilgan integral tushunchalari singaridir.
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2°. Uzluksiz funksiya birinchi tur egri chizigli integrali. Yuqorida keltirilgan
3-1a’rifdan ko'rinadiki, birinchi tur egri chizigli integral AB egri chizigga hamda
unda berilgan f(x,y) funksiyaga bog’liq bo ladi.

Faraz qilaylik, A8 egri chiziq ushbu

{; ; ;&")) (0ss<8) (18.4)

sistema bilan berilgan bo’lsin. Bunda s— AQ yoyining uzunligi {0 =(x.y)e AB)
S esa AB ning uzunligi. f(x.y) funksiya shu AB egri chiziqda berilgan bo’lsin.
Modomiki, x=x(s), y=y(s) (0<ssS) ekan, unda f{(xy)=f(x(s)y(s)

bo'lib, natijada ushbu
S(s) /)= F(s) (0<s%59)
murakkab funksiyaga ega bo’lamiz.

AB egri chizigning P={4, 4, .4,] bo'laklashini va har bir A4 4,,, da
ixtiyoriy 0, ={&,,,) nuqtani olaylik. Har bir A, nuqtaga mos keladigan A4,
ning uzunligi s, , har bir 0, nuqtaga mos keladigan AQ, ning uzunligi s, deylik.
Ravshanki, 4, 4,,, ning uzunligi s,,,-5,=As, bo’ladi.

Natijada P bo’laklashga nisbatan tuzilgan

n-l
g= z,f(fn»’h ns,
&0
yig'indi ushbu

:zi'f(fk s, = :g;f(x(s;l)'(‘: )}\s, = Z;F(S; h-‘k

ko'rinishga keladi. Demak,
a-l
o= s hs,. (185)
k=0
Bu yig’indini [0, S] oraliqdagi F(s) funksiyaning integral yig'indisi (Riman
yig'indisi) ekanligini payqash qiyin emas (qaralsin, 1-gism, 9-bob, 1-§).
Agar f(x.y) funksiya AB egri chiziqda uzluksiz bo'lsa, u holda F(s)
funksiya [0, $] da uzluksiz bo’ladi. Demak. bu holda F(s) funksiya [0, S] da
integrallanuvchi:

- .\ 3
Jim Y Fis s, = [ Fs)ds. (18.6)
p —00‘=o 0

Shunday qilib. (18.5), (18.6) munosabatlardan 1, 50 da & yig'indining
limiti mavjud va
s
" =
).pu_;:oa' !]Ffs)dy
ekanligini topamiz. Natijada quyidagi teoremaga kelamiz.
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I-teorema. Agar flx.y) funksiya AB egri chiziqda uzluksiz bo'!sa, u halda

bu funksiyaning 4B egri chiziq bo'yicha birinchi tur egri chiziqli integrali mavjud
va

[ 7Gx, p)ds = [ £ (x(s). ys)hds
Al 0
bo’ladi.
Bu teorema. hir tomondan uzluksiz funksiya birinchi tur egri chizigli
integralining mavjudligini aniglab bersa, ikkinchi tomondan bu integralning aniq

integralga (Riman integraliga) kelishini ko'rsatadi.
I-estatma. Ushbu

o= :;:/(5: M NS,

yig'indidagi As, har doim musbat bo’lib, 4B egri chizigning yo'nalishiga bog’liq

emas. Demak.
[7(x.p)ds = [ flx.y)ds
AR B4

3°. Birinchi tur egri chizigli integrallarning xossalari. Yugorida ko'rdikki,
uzluksiz funksiyalaming birinchi tur egri chizigli integrallari Riman integrallariga
keladi. Binobarin, egri chizigli integrallar ham Riman integrallari xossalari kabi
xossalarga ega bo'ladi. Shuni e'tiborga olib, egri chizigli integrallarning asosiy
xossalarini sanab o’tish bilan kifoyalanamiz.

(18.4) sistema bitan aniglangan AB egri chiziqda f(x,y) funksiya uzluksiz
bo'isin

1). Agar AB = AC +CB ho’lsa, u hoida

J£lays = I(f(:r.y)ds+ Igf(w)df

bo’ladi.
2). Ushbu
]cf(x.y)ds =c jf(x.y)ds (c = const)
A8 4B
tenglik o'rinli.

AB egri chizigda f(x.y) funksiya va g{x.y) funksiyalar uziuksiz bo’lsin.
3). Quyidagi

JUey)teley)ds = | flx.pdst [glx. y)ds

AR 48 AB

formula o’rinli bo’!adi.

4). Agar Y(x.y)e AB da f(x.y)>0 bo'lsa, u holda
[fx.y)s20
AY
bo’ladi.
5). | f(x.y] funksiya shu 4B da integrallanuvchi va
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‘]/(x‘ylbls Jirte s
| A8 1 Al
bo'ladi.

6). Shunday {c,.c,)e AB nugqta topiladiki,
[fxyMs=1(e.e;) S
AB

bo'ladi, bunda S — A8 ning uzunligi.

Bu xossa o’rta qiymat haqidagi teorema deb ataladi.

4’ Birinchi tur egri chizigli integrallarni hisoblash. Birinchi tur egri chizigli
integrallar, asosan Riman integrallariga keltirilib hisoblanadi.

AB egri chiziq ushbu

{x =plr).

y=wil) (asts p) (187)

sistema bilan (parametrik formada) berilgan bo’lsin. Bunda ¢(t), w(r) funksiyalar
{a. B] da ¢(r). w'(t) hosilalarga ega va bu hosilalar shu oraliqda uzluksiz hamda
(@la)wla)) = 4 va (p(B)w(8))= B bo’lsin. .

Ravshanki, (18.7) sistema [a. 8] oraligni 4B egri chizigga akslantiradi,
Bunda [y. 8]c|a. ] ning 4B chiziqdag; A, Bs aksning uzunligi

92 (0)+y? (t)dr

y
bo’ladi. (qaralsin. 1-qism, 10-bob, 1-§).
2-tearema. Agar f(x.y) funksiya AB da uzluksiz bo'lsa, u halda

’

[ £ y)s =] floOw (e )+ v ()t

ho’ladi. ” ‘
<[a. p] oraligning

P=lty t, ... 1}, (a=ty<t,< .<t,=f)
bo’laklashini alaylik. Bu bo'laklashning bo'luvehi nugtalari o, (Ic=0,l.2,_..‘n)
ning AB dagi mos akslarini 4, (k=01.2...n) deylik. Ravshanki. bu 4,
{k=0.1,2,...n) nuqtalar 48 egri chizigning

. {4.4,...4,}

bo’laklashini hosil giladi. Bunda 4, =(g{) w(1,)) (k=0.1.2,. . n) va 4,4,,,

ning uzunligi
ha
As, = I ‘/(p'z(l)+ w2 ()t
4
ho’ladi. O'rta qiymat haqidagi tearemadan foydalanib quyidagini 1opamiz:

As, = \l¢'2(’t)+w'2(’k) (e *’k)= 1}¢'2(’t)+w'2(’k)'mk

bunda 1, <7, <4, ,,.
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Endi ofr,)=¢,. w(n)-n, deb olamiz Ravshanki, (£, .7 )e 4, 4,.,
(k=0.1,2. ...n-1) bo'ladi. AB egri chizigning yuqorida aytilgan
{44y 4}
bo’laklashni va har bir 4, 4, ,, bo’lakchasida (&,,7, ) nugtani alib,

o= :Z'f(@:’h )A-‘k

yig'indini tuzamiz. Uni quyidagicha ham yozish mumkin:

a= Zf(fn m s, = Zf((”’t)'/’(’k))\ z(’&)""/’ (n)a, . (188)

k=0
Bu tenglikning o'ng tomonidagi yig'indi f(tp(l),w (OWe()+ v{r)
funksiyaning {a, [3] oraliqdagi Riman yig'indisidir.
Shartga ko'ra f{(x,y) va ¢'(t), w'(r) funksiyalar uzluksiz. Demak, murakkab
funksiyaning uzluksizligi hagidagi teoremaga ka'ra f((p(t),y/(l)) va, demak,
¢(I)_w(l))J(p'—:0)+w'z(l) funksiya ja, ] oraligda uziuksiz. Demak, bu
funksiya [a. P da integrallanuvchi bo'ladi. Ya'ni

fim Zf(w(rk)w(rk) o, )+w”(rk)Atk-‘f(¢(f)w(r))J ) +y (.

0-0
Modomllm x=¢(t). y=w() funksiyalar [a B| da uzluksiz ckan, unda
max{Alk}ﬁ)O da Ax, =0, Ay, - 0 va, demak, As, — 0. Bundan esa 4, -0
bo'lishi kelib chiqadi. (18.8) munosabatdan foydalanib

im0 = £l WNo" 0w 0k

bo’lishini topamiz. Bu esa

[ 76648 = { 7@ ONo @7 50t

ekanini bildiradi. »
Bu teoremadan quyidagi natijalar kelib chiqadi.
I-nafija. AB egri chizig ushbu
y=yx) la<x<e yla)=4. ylo)=
tenglama bilan aniglangan bo’lib, y(x) funksiya [a. 6] da hosilaga ega va u

uzluksiz bolsin. Agar f(x,y) funksiya shu 4B da uzluksiz bo’lsa, u holda

J 155 = Gy + (el

bo’ladi.
2-nafija. AB egri chiziq ushbu .
p=pl8) (6,<6<86)
254

www.ziyouz.com kutubxonasi



tenglama bilan (qutb koordinata sistemasida) berilgan bo'lib, p(@) funksiya

(6,. 8] da hosilaga ega va u uzluksiz bo'lsin. Agar f(x.y) funksiya shu 4B da
uzluksiz ba'lsa, u holda

jj(x.y)d.i‘:?f(pcasﬂ, psinfWpi(0)+ ()6
é

Al
bo’ladi.
Bu natijalarni isbotlashni o'quvchiga havola etamiz.

18.1-misol Ushbu
j\/x’ +ylds
B

egri chizigli integral hisoblansin, bunda 4B -markazi koordinata boshida, radiusi
r >0 ga teng bo'lgan aylananing yuqori yarim tekislikdagi gismi.
4 Ravshanki, bu egri chizig quyidagi

X =rcost? .
(0<i<n)

y=rsmt

sisterna bilan aniglanadi. 4B da f(x.y)= \P+yz =J(rcast)2 + (rsinl)2 funksiya
uzluksiz. Demak,

e 'y} o .
[x?+y?ds= j\/(rcost)2 +(sint) Jircost) +(rsim)xd!: P |di=m?
8 0 0

bo ladi. »

5°. Birinchi tur egri chizigli integrallarning ba'zi bir tatbiglari. Birinchi wr
egri chizigli integrallar yordamida yoy uzunligini, jismning massasini, og'irlik
markazlarini topish mumkin.

Tekislikda sodda AB egri chiziq berilgan bo’lsin. Bu chiziqda f(x.y)=1
funksiyani qaraylik. Ravshanki, bu funksiya 4B da uzluksiz. f(x.y)
funksiyaning birinchi tur egri chizigli integrali ta'rifidan quyidagini topamiz:

. -l -\
[lds= tim 3 1As, = lim Y As, =S
jﬂ 4,20, A, 0.7
Demak,
S=fas. (189)
4B

18.2-misol. Ushbu
x=x{t)=acos't,
y= y(t) =asin't
sisterna bilan berilgan 4B chizigning uzunligi topilsin. (Bu chiziq astroidani
ifodataydi).
4 Yuqoridagi formulaga ko’ra astroidaning uzunligi
S= [ds
A8
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bo’ladi. Astroida koordinata o’qlariga nisbatan simmetrik bo’lishini e'tiborga olib,
yugorida keltirilgan (18.9) formuladan foydalanib quyidagini topamiz:

ds 4] )+ y (1t = 4_1'\/ Jacos A‘.s‘ml)2 (3asm tcoslrdl

AH

'/
sin* 2dt = 6a _fstldt-éa( “’;2'} =6a »
N ]

ot
I

2-§. lkkinchi tur egri chizigli integraliar

1°. lkkinchi tur egri chizigli integrallar ta'rifi. Tekislikda biror sodda 48
egri chizigni qaraylik. Bu egri chiziqda f(x,y) funksiya berilgan ba'Isin. 48 egri
chizigning

P={do. 4. A}

bo'laklamishini va uning har bir 4, A4,,, (k=0.1,2 ., n-1) yoyida ixtiyoriy
0. =) nuqani (O, = n)eAd,, k=012, n-1) olaylik.
Berilgan funksiyaning O, =(£,.1,) nuqtadagi f{(&,.n,) giymatini 4,4, ning
Ox (Oy) o'qidagi Ax, (Ay,) proeksiyasiga ko'paytirib quyidagi yig'indini
tuzamiz:

(R ’ -l
o.:Zf(‘fA-’h‘)Axk ‘7'=Zf(§k.'h)’3y4]- (18.10)
k=0 X £=0 /
Endi AB egri chizigning shunday
PPy P (18 11)
bo’laklari ketma-ketligini garaymizki. ularning diametriaridan tashkil topgan mos
Ap. Ap. . Ap. .
ketma-ketlik nolga intilsin:
Ay, —C.
Bunday bo’laklashlarga nishatan (18.10) kabi yig’indilarni tuzib ushbu
o, o, .. o, . (o 0, ., Oa )

ketma-ketlikni hosil gilamiz.

4-ta’rif. Agar AB egri chizigning har qanday (18.11) ko'rinishdagi
bo’laklashlari ketma-ketligi {P,} olinganda ham, unga mos yig'indilardan iborat
o'} ((o7) ketmakeik (&.n,) nuqualaming ((&,.7,)€ 4,4,,,) tanlab
olinishiga bog’liq bo'lmagan ravishda hamma vaqt bitta J' sonpa (J* songa)
intilsa, bu son &’ (o°) yig“indining limiti deb ataladi va

l:m a'= hm Zf(é,( mAx, = J'

*k=0

( lim o" l‘mto(gk-qh)AJ’k =J ]

k=0

(18 12)
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kabi belgilanadi. ¢' (o*) yig'indining bu limitini quyidagicha ham ta'riflash
mumkin.

5-ra'rif. Agar ¥e>0 olinganda ham, shunday & >0 topilsaki. 4B egri
chizigning diametri A, <& bo'lgan har ganday P bo’laklash uchun tuzilgan o*
(o) yig'indi ixtiyoriy (&, .n, ) nugtalarda {(¢, .17, )e A, 4,.,,, k=0.1,2. . n-1)

lo'-J1<e  {o"-1<x)

tengsizlikni bajarsa, J‘ son (J* son) o' yig'indining ({¢*) yig'indining) 4, - 0
dagi limiti deb ataladi va (18.12) kab) belgilanadi.

Yig'indi limitining bu 1a’riflari ekvivalent 1a'riflardir.

6-ta’rif. Agat 1, 50 da o' yig'indi ((¢") yig'indi) chekii limitga ega
bo'lsa, f(x.y) funksiya AB egri chiziq bo'yicha integrallanuvchi deyiladi. Bu
limit f(x,y) funksiyaning AR egri chizig bo'yicha ikkinchi tur egri chizigli
integrali deb ataladi vau

.

[Feks | 7t ]
A8 \48
kabi belgilanadi. Demak,

n-1l
Jnf .y = fim o= Jim 3, Gy

L If(x.y)dy = ,[f’:'oa" = A/"”’ nzlf(fp’h)AJ’/zJ-
A8 ’ %0

Shunday qilib, 4B egri chiziqda berilgan f(x.y) funksiyadan ikkita Ox
o'qidagi proeksiyalar vositasida va Oy o’qidagi proeksiyalar vositasida olingan
ikkinchi tur egri chizigli integral tushunchalar kiritildi.

Faraz qilaylik, 4B egri chiziqda ikkita P(x.y) va QO(x,y) funksiyalar

berilgan bo'lib, JI’(x,y)dx, jQ(x.y)a)/ lar esa ulaming ikkinchi tur egri chizigli
AB A8

integrallari ho'lsin. Ushbu
| Pley)x+ [Olx.y)ay
] 4B

yig'indi ikkinchi tur egri chiziqgli integralning umumiy ko’rinishi deb ataladi va

[ Px.y)ax+ Ox. y )y
A8
kabi yoziladi. Demak,

[ Pla.ytc+ Ofa.y My = | Play)c+ [ ey}
AB 48 a
Ikkinchi tur egri chizigli integral ta'rifidan quyidagi natijalar kelib chiqadi.
J-natija. 1kkinchi tur egri chiziqli integeal egri chizigning ya'nalishiga
bog’lig bo'ladi. Shuni isbotiaylik
Ma’lumki, AB egri chiziqda ikkita yo’nalish ( 4 nuqtadan 8 nugtaga va B
nuqtadan A4 nuqtaga) olish mumkin (48,84, A= B).
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AB egri chizigning yuqoridagi P bo’laklashni olib, bu bo*laklashga nishatan
(18.10) yig'indini tuzamiz:

‘7'=”‘2If(¢i rh)Ax‘ (AXA =X, %)

440

Aytaylik, 4, = 0 dabu yig indi chekli limitga ega bo’lsin:
w-~|
l1m Z/(fn s )A'n = jf(x V)ix.
i, -, 0 i

Endi AB ning o’sha P bo’laklashini hamda har bir 4,4, , dagi o'sha
(é,.n,) nuqtalari olib, 48 egri chizigning yo'nalishini esa B dan A ga qarab
deb ushbu yig’indini tuzamiz:

[ ]
LED) /(é-'h)(n - %)
x=0
A,y — 0 da bu yig’indi chekli limitga ega bo’lsa, u ta’ri{ga binoan ushbu

[ 1(x.yhix
integral bo'ladi: i
,l'i'f,,‘; "= ‘I’ingugf Em) (x, = %3.)= gj, Fley),
Agar
o'= 76 n) A =3 1n) (- n)e 7

ekanligini e’tiborga olsak. u holda A, -0 da &, yig'indining chekli limitga cga
bo’lishidan &, yig'indining ham chekli limitga ega bo’lishi va tim o = - lim o.

Ap—0 25 0
tenglikning hajarilishini topamiz. Demak,
[ Sy == f(xyhax.
RA A8
Xuddi shunga o"xshash

[£xy)y == [ f{x.y)y
LE] A8
bo’ladi.
4-natija. AB egri chizig Ox 0’qiga (Oy o’giga) perpendikulyar bo’lgan
to’g'ri chizig kesmasidan iborat bo’lib, f(x.y) funksiya shu chiziqda berilgan
bo’lsin.

U holda
[ oyhs (Aj"/(x.yyy]
mavjud va
[r(eydte -0 {j;(.#,)ﬁ.,o)
boladi. “ “
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Bu tenglik bevosita ikkinchi tur egri chizigli integral ta'rifidan kelib chiqadi.

Endi AB -sodda yopiq egri chiziq bo’lsin, ya'ni 4 va B nuqtalar ustma-ust
tushsin. Bu yopiq chizigni K deb belgilaylik. Bu sodda yopiq chiziqda ham ikki
yo'nalish bo'ladi. Ularning birini musbat yo'nalish, ikkinchisini manfiy yo'nalish
deb gabul qilaylik. Shunday yo’nalishni musbat deb qabul gilamizki, kuzatuvchi
yopiq chiziq bo’ylab harakat qgilganda, yopiq chiziq bilan chegaralangan soha unga
nisbatan har doim chap tomonda yotsin.

Faraz gilaylik, sodda yopiq chiziqda f(x.y) funksiya berilgan bo’lsin. Bu X
chiziqda ixtiyoriy ikkita turli nuqtaiarni olib, ulami 4 va B bilan belgilaylik.
Natijada, K yopiq chiziq ikkita AaB va BeA chiziglarga ajraladi (61-chizma).

yl
e K
L
/ B
A a
0 x
61-chizma
Ushbu
[ S y)x+ If(x y)dx

Aal
integral (agar u mavjud bo'lsa) f(x,y) funksnyamng K yopiq chizig ba'yicha
ikkinchi tur egri chizigli integrali deb ataladi va

jfleydax yoki § flx.y)ax

kabi belgilanadi. Bunda K yopiq chizigning musbat yo'nalishi olingan. (Bundan
buyon yopiq chiziq bo'yicha olingan integrallarda, yopiq chiziq musbat
ya’nalishda deb gqaraymiz). Demak.

frlxyddr= | fleyldc+ [ flxykdx.
A A48 Bad
Xuddi shunga o0 xshash
b f(x. )y
Fd
hamda, umumiy holda
§ P(x.y)dx +O(x, )ty
A
integrallar ta’riflanadi.
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AB fazoviy egri chiziq bo’lib. bu chiziqda f(x,y,z) funksiya berilgan
bo’lsin. Yuqgoridagidek, f(x.y.z) funksiyaning 4B egri chiziq bo’yicha ikkinchi
tur egri chizigli integrallari ta'riflanadi va ular

If(xyZ)dx ]f(xvz}dv ]f(x v.2)dz
kahi belgilanadi. Umumly holda, P(x y,-) Q(x y.2), R{x.y.z) funksiyalar
berilgan bo’lib, ushbu

| Plx.y.2)dx. [O(x.y.z)dv. [ R(x.y.2)dz
4B AR Ay
integrallar mavjud bo’lsa,

JPx.y.2)dx + [Qx.y.2)dy + | R(x.y.z)dz

yig'indi ikkinchi tur egri chizigli integralning umumiy ko'rinishi deb ataladi va u

[ P(x.y.2)dx + Qx, v.2)dv + R(x. v,z )dz

4
kabi belgilanadi. Demak,

IP(x y.z)dx + Ox, y.z)dy + R(x. y.z
]P(xyz)dx+ jQ(xyz)dv+ [R(x v.zpz.

2°. Uzluksiz funkstya rkkmch: tur egri cluzlqh integrali. Faraz qilaylik, 48
egri chiziq ushbu
x- gle)

}“’V(’)
sistema hilan (parametrik ko’rinishda) berilgan bo’lsin. Bunda @{t) funksiya
[2. ] da ¢'(r) hosilaga ega va bu hosila shu oraliqda uzluksiz, w() funksiya
ham [, f] da uzluksiz hamda (p(a), w(a))= 4 va (p(8). v(8))= B bo’lsin.

¢ parametr @ dan B ga qarab o'zgarganda (x,v)= (¢(). w(r)) nuqta 4 dan
B pa qarab AR ni chiza borsin.

3-teorema. Agar f(x,y) funksiya 4B da uzluksiz bo'lsa, u hoida bu
funksiyaning AB egri chiziq bo"yicha ikkinchi tur egri chizigli integrali

[ £Ge.y )i

(a<rsp) (18.13)

mavjud va

s

[/G.yhx= [ flp(O) w(©)-o'()ar

AB a
bo’ladi.

<4 [a. ﬂ] oraligning
Pttt} (a=ty<t<..<1,=p)
bo'laklashini olaylik. Bu bo'laklashning bo‘luvchi nugtalari ¢, (k=0,1.2....n)
ning AB dagi mos akslarini 4, deylik {(k=01.2... »n). Ravshanki, bu 4,
nuqtalar 4B egri chizigning
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o A . A}
ba'laklashini hosil giladi. Bundan 4, =(g(, ). w(y,)) (k=0.1.2,. ., a) bo'ladi. Bu
bo'laklashga nisbatan {18.10) yig'indini

o'= :Z;f(gb 7 Mg,

tuzamiz. Keyingi tenglikda Ax, - 4, 4,,, ning Ox o’qdagi preeksiyasi
Az, =x - x, =0t )- o)
ga tengdir.
Lagran) teoremasidan foydalanib topamiz:
ol )-00)=0' (0 X0, -1)=0'6, )0, (6, €l D.
Ma'lumki, (&.7,)€ 4 4,,. (k=0.1.2, . n-1). Agar bu (&.n,) nugtaga
akslanuvchi nugtani r, (r, €lr,. rM]) deyilsa, unda

&=0(n) n= 'I’(’A)
bo'ladi. Natijada o' yig'indi quyidagi ko'rinishga keladi:

o'= Z flo(n) v(n)) 0'(6:) o1, -
Endi 2; = max{At, }—> 0 da (bu halda A, ham nalga intiladi) o’ yig'indining

limitini topish maqgsadida uning ifodasini o’zgartirib quyidagicha yozamiz:
L] “-)

o'= Zf(¢(’b)~ v(n)) o'(n) b1, + Zf(q’('l:)n v(n)) [W'(en)_"(’a )] A, (18.14)
a0 =0
Bu tenglikning 0’ng tomanidagi ikkinchi qo’shiluvchini baholaymiz:

B /06 ) B10)- 0] a1
< glf(«»o.l v () [p(6)- 0 ) 8t <
S M:z:k'(ﬂ. }e'n)-ag

bunda
M = max |/ (p() w{t))-
esr g
@'(1) funksiya [@, B] da uzluksiz. U holda Kantor teoremasining narijasiga

ko’ra, Ve > 0 olinganda ham shunday & > 0 topiladiki, [a. B] oraligning diametri
A, < & bo’lgan har ganday P bo’linish uchun

(8, )0, )< @.nel.q.,D

£
M (f-a)
bo'ladi. Unda
;:z;f(w,) v () [048,)- 0( )] an|<

.-
Yar -¢

[ g &
MY & a5
MIuwg ™ AL
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Demak,
Im T 100 v () l6,)- 0] s = 0

bo’ladi. Bu munosabatni e'tiborga olib, (18.14) tenglikda 2,, — 0 da limitga o’tib
quyidagini topamiz:

n-i a
Jim o= lI_’r'rq“‘Zﬂf((p(ﬁl v o' (an = [ flo() w()e'(e ) -
Demak, )
[ flx y)x = ?!(w('). vl -»

A4 a
Endi (18.13) sistemada @) funksiya [a. #] da uzluksiz , w¢) funksiya esa
[.£] da w'(¢) hosilaga ega va bu hasila shu oraliqda uzluksiz bo'Isin.
4-teorema. Agar f(x.y) funksiva 4B da uziuksiz bo'lsa, u holda bu
funksiyaning A48 egri chiziq bo’yicha olingan ikkinchi tur egri chizigli integrali
§ f(x vy
in
mavjud va

[ /Gy M = ] £ v O @

bo’ladi.

Bu teorema yuqoridagi J-teorema kabi isbotlanadi.

Yugqoridagi teoremalar, bir tomondan, uzluksiz funksiya ikkinchi tur egri
chizigli integralining mavjudligini aniglab bersa, ikkinchi tomondan, bu integral
aniq integral (Riman integrali) orqali ifodalanishini ko'rsatadi.

AB egri chiziq (18.13) sistema bilan berilgan bo’lib, ¢(t), w(r) funksiyalar
[a. B] da ¢'lr). w'(t) hosilalarga ega va u bu hosilalar uzluksiz bolsin.

Agar A8 egri chiziqda ikkita P(x, y) va Q(x,y) funksiyalar berilgan ba’lib,
ular shu chizigda uzluksiz bo’isa, u holda

fPG.y)x +@(s.y)y = i[P(w(f). v(De'()s 0o le) v (O ()

bo"ladi.

3% Ikkinchi tur egri chiziqli integraining xossalari Yuqorida keltirilgan
teoremalar uzluksiz funksiyalarning ikkinchi tur egri chizigli integrallarini, bizga
ma’lum bo'lgan aniq integral-Riman integrallaripa kelishini ko'rsatadi. Binobarin,
bu egri chiziqli integrallar Riman integrallari xossalari kabi xassalarga ega bo’ladi.
O'tgan paragrafda esa xuddi shunday mulohaza birinchi tur egri chizigli
integrallarga nisbatan bo'lgan edi. Shulami e’tiborga olib, ikkinchi tur egri chizigli
integrallarning xossalarini keltirishni va tegishli xulosalar chigarishni o’guvchiga
havola etamiz.

4" Ikkinchi tur egri chizigli integrallarni hisoblash. Yugorida keltirilgan
teoremalar funksiyaning ikkinchi tur cgri chizigli integrallarining mavjudligini
tasdiglabgina qolmasdan ulami hisoblash yo’lini ko'rsatadi. Demak, ikkinchi tur
egri chizigli integrallar ham. asasan Riman integrallariga keltirilib hisoblanadi:
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Jrixyax= ff (@) w () o)t (18.15)
[fGeyMy = | Fol)w () v, (1816

§PGx.y)dx + Ox.y)dy = If{P(w(f).w(r)) e+ Aol hw (O Ok (18 17)

Xususan, AB egri chiziq
y=yx) (a<x<e)
tenglama bilan aniglangan bo'lib, y(x) funksiya [a, &] da hosilage ega va u
uzluksiz bo’lsa, (18.15), (18.17) formulalar quyidagi

[ £(xy)de={ flx ylx)hx. (18 18)

[ POy + Hxyldy = [[Plxy(x))+ Qe y(x )y (x)bix
ko rinishga keladi. ’
Shuningdek, 4B egri chizig

x=x(y) (c<y<d)
tenglama bilan aniglangan bo'lib, x{y) funksiya [c, d] oraliqda hosiiaga ega va u
uzluksiz bo’lsa, (18.16) va (18.17) formulalar quyidagi

[ ¥ =T 60) py. (18,15
[ P(x.p)x + Q(x. y)dy = ?[P(X(V)‘ y) 20)+ 0Oy (1820)

ko'rinishga keladh.
18.3-misol. Ushbu

J'yzdx +x%dy
AR
oox
integral hiscblansin, bunda A8~ — 4= =1 eliipsning yuqori yarim tekislikdagi
a 6"

gismidan iborat.
<4 Ma’lumki, ellipsning parametrik tenglamasi quyidagicha ba’ladi:
x=acast.
y=asini.

A= (a, o) nuqtaga parametr ¢ ning /=0 qiymati, 8={(-a. o) nuqtaga esa
{=m giymati mos kelib, t parametr 0 dan 7z gacha o'zparganda (x.y) nugta 4
dan B ga qarab ellipsning yuqori yarim tekislikdagi qismini chizib chigadi.

P(x.y)=y", O(x.y)=x* funksiyalar esa AB da uzluksiz. (18.17)
fomuladan foydalanib quyidagini topamiz:
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_(y’dx +xldy= H«’ sin’ ({- asint)+a’ cos’ »ecos{}ir =
B ]
.
= as[(acosll -esin’ l}dt = —%wi3 >
Q
18.4-misol. Ushbu

j:!xzydx+():1 + I}iy
a#
integral hisoblansin, bunda A8 egri chiziq:

a) (0.0) nugtadan chiqgan {0.0) va (1.1) nuqtalami birlashtiruvchi to’g’ri
chiziq kesmasi;

b) (0,0) nugtadan chigqan (0.0) va (1.1) nugtalami birlashtiruvchi y = x?
parahalaning yoyi;

v) (0.0) nugtadan chigqan (0.0), {1.0) va (1.1) nuqtalami hirlashtiruvchi
sinig chiziqgdan iborat.

Yuqoridagi (18.18), (18.19) va (18.20) formulalardan foydalanib
quyidagilami topamiz:

a) holda

I3x2ydx+(x’+l)ziy:j'[3x21+(x’+|)]d\'=i'(4x’+1)dx=2,
b)holc;: ’ i
j3x yedc+ (e + 1)y = [[3; +{z* w1 pxfic = jsx *2xhir=2,
v)ho!da
[axtyac+(x® e 1)ty = [3xtyedr+ (o 1)y + j]x’ydx+(x‘+l)a5‘
bunda A/:C -(0.0) va (1.0)‘Cnuqtalami c8 - ((Hi.(]) va (1.1) nuqtalami

hirlashtiruvchi ta’g’ri chiziq kesmalaridan ibarat
Ravshanki,

I3x2ydx+(x’+1}iy=0 I3x2ydx+(x’+|}1y=f2dy=2.
AC 8 a

Demak.
[3xtydr+ (x + 1)y =2.»

AH

3-8 Grin formulasi va uning tatbiglari
Ma’lumki, Nyuton-Leybnits formulasi f(x) funksiyaning [a. e] oralig
bo’yicha olingan aniq integralini shu funksiya boshlang ich funksiyasining oraliq
chekkalari (chegaralari) dagi qiymatlari orqali ifodalar edi.

Riror (D) sohada ((I))c Rz) berilgan f{x,y) uzluksiz funksiyaning ikki
karrali
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[} 7 kisaty

)

integralini tegishli funksiyaning shu soha chegarasidagi qiymatlari orqali
(anigrog’i, soha chegarasi bo'yicha olingan egri chizigli integrali orqali)
ifodalaydigan formula ham mavjud. Quyida bu formulani keltiramiz.

1°. Grin formulasi. Yuqoridan y=@,(x) (a<x<a) funksiya grafigi, yon
tomonlardan x =a, x =6 vertika! chiziglar hamda pastdan y = ¢,(x) {(a<x<4)
funksiya grafigi bilan chegaralangan soha egri chizigli trapesiyani qaraylik. Bu
sohani (D) bilan, uning chegarasi - yopiq chizigni 9D bilan belgilaylik (62-
chizma).

97(-‘

"l ("

n| a X

62-chizma
Ravshanki, 48— @,(x) funksiya grafigi, £C - ¢, (x) funksiya grafigi hamda
8D=EC+CB+BA+ AE.

P(x.y) funksiya shu (D) sohada uzluksiz bo’lib, ar(g).y) xususiy hosilaga

ega va u ham (D) da uzluksiz bo’lsin. U holda ushbu

(PP g,
w) h
integral mavjud bo’ladi va 18-bobning 6-§ idagi formulaga ko'ra
e
() alols)
bo’ladi. Endi
'}( ]:n

(x.y) ne_
I ——=dy=P(s. V] = P(*‘Wz("'))' P(x-(l’l(x»
oty ¥ yem(s)
bolishini e'tibarga olib, quyidagini topamiz:

22 ety e g P e

()
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Ushbu bobning 2-§ idagi (18.18) formulaga binoan

[ Px.0y( 0 = [ P(x. yMdx , | Plx.o,(elhix = [ Pl r)ie
a AR v I
bo’ladi. Demak,

H?_’i’-_y’dxdy = [P(x.y)dx - [Plx.p)dx = [ Px.y)dx - [ Plx.y)dx .
»n A8 & b ke
Ravshanki,

[ P(x.ykx=0, [ Plx.y)dx =0.
ch £
Bu tengliklarni hisobga olib quyidagini topamiz:

H———ap(x'y)dxdy =~ [Plx.y)te~ [ Plr.y)dx~ [ Plx.yldx =~ [Pla.yhts =
i A cs fu “*

=-{ fP(x.y)ax+ [POx.y)ax+ [Px yhc+ IP(X-}')dK"=—JP(x,y)dx_
\£C CH B84 AE n
Demak,

Ua—ﬂ.,'—'y—)dxdyhlf’(x.y)dx (18.21)
n ¥ an

Endi, yuqoridan y =c, pastdan y =d chiziqlar, yon tomondan esa x = y,(y),
x=w,(y) funksiyalar grafiklari bilan chegaralangan soha egri chiziqli trapesiyani
garaylik. Bu sohani (D) bilan, uning chegarasi - yopiq chizigli 8D bilan
belgilaylik (63-chizma).

v
(D)
V’l(}’) V’J()’)
o Y S A
0 x
63-chizma

O(x.v) funksiya shu {D) sohada uzluksiz bo'lih, M xususiy hosilaga
ox
ega va bu hosila (D) da uzluksiz ho’!sin. U halda

12D by - ot yhs (18.22)
) ax o
ba’ladi.
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Bu formulaning to'g riligi yuqoridagidek mulchaza yuritish hilan isbotlanadi.
Endi R- fazoda qaraladigan (D) soha yuqoridagi ikki holda garalgan
sohaning har birining xarakteriga ega bo'lgan soha bo'lsin, dD esa uning
chegarasi bo'lsin. Bu (D) sohada ikkita P(x.y) va QO(x.y) funksiyalar uzluksiz

bo'lib, ular fP(f_y)‘ M xususiy hosilalarga ega hamda bu hosilalar ham
oy ox

(D) da uzluksiz bo’isin. Ravshanki, bu holda (18.21) va (18.22) formulalar o'rinli
bo’ladi. Ulami hadlab qo’shib ushbuni topamiz:

| Plx.y)x + Q(x, )y = (H) {3’%—"—”‘6";’—’% (18.23)

o)
Bu Grin formulasi deb ataladi.

Demak, Grin formulasi soha bo’yicha olingan ikki karrali integraini shu soha
chegarasi bo’yicha olingan egri chizigli integral bilan bog’laydigan formula ekan.

Biz yuqorida Grin formulasi maxsus ko'rinishdagi (D) sohalar (egri chizigli
trapesiyalar) uchun keltirdik. Aslida bu formula ancha keng sinfdagi sohalar uchun
ham to’g’ri bo’lib, bu fakt u sohalarni chekli sondagi egri chizigli trapesiyalar
yig'indisi sifatida tasvirlash bilan isbot gilinadi.

2°. Grin formulasining ba’ti bir tatbiglari.

1). Shakining yuzini topish. Grin formulasidan foydalanib, yassi shakining
yuzini sodda funksiyalaming egri chizigli integrallari yordamida hisoblanishini
ko'rsatish giyin emas. Hagiqatdan ham, (1823) formulada P(x.y)=-y,
O(x y)=0 deyilsa. u holda

f(-y)tx= [Jaxdy =D
an (D)
bo'ladi. Demak,
D=-[ydx.
%)
Agar (18.23) formulada P(x,y)=0, Q(x,y)= x deyilsa, u holda
D= {xdy (18.24)
an
ba'ladi.
(18.23) formulada P{x,y)= —%y, Q(x,y)=—;x deb olinsa, (D) sohaning

yuzi

D=l xdy - ydx (18.25)
2BD
bo'ladi.
18.5-misol. Ushbu
[x=acost, (0$l$2/r)
\y=s6snt

ellips bilan chegaralangan shaklning yuzi topilsin.
«4(18.25) formulaga ko'ra
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1 I]l
D=— jxdy—ydx:— [(acosl acost+asint asint)d =
25 2,

%mj‘:os t+sin l)ﬂ—mm bo'ladi. »
[ ]

3% Ikki karrali integrallarni o'zgaruvchilarni almashtirib hisablash,
Mazkur kursning 18-bab, 7-§ ida (A) sohani {D) sohaga akslantiruvchi
x =lu.v).
y=wlu.v)
sistema o'sha paragrafda keltirilgan 1-3-shartlarni hajarganda (/) sohaning yuzi

D = {[|/u.v)dudv = [f Dx.) gy
(3) (] D(“'v)
bo’lishi aytilgan edi. Grin formulasidan foydalanib, shu formulaning to'g riligini
isbotlaymiz.
Avvalo (18.24) formuladan foydalanib, (D) sohaning yuzi

D= dey (18.26)
bo'lishini topamiz. Faraz qgilaylik, A chizig parametrik formada ushbu
Ll sy yoki (@>12 )
v=u(r)

sistema bilan ifodalansin. U holda quyidagi

x=plu.v)=o(ulr) v(1)),

y=y(uv)=y(udr)v(t)
sistema (D) sohaning 3D chegarasini ifodalaydi. Bunda parametrning o'zgarish
chegarasini shunday tanlab olamizki, + parametr @ dan f ga qarab o'zgarganda
dD egri chiziq musbat yo‘nali:hda ba’lsin. U holda (18 .26) tenglik ushbu

D= lmh . jo(~ My v)- [v('-('l ) | 2L () :.-(,)'m (18.27)
ko’ nmshga keladl. ‘
Agar
[ olu v{-(?zdu +=X () v(l){a' v (I)o Yy
A Lou v
bo’lishini e'tiborga olsak, u holda
Dot [ xDaurxZa (18 28)
a(a) Ou

bo'lishini topamiz. Bu tenglikdagi integral belgisi oldiga quyilgan ishorani
tushuntiramiz. Yuqorida, { parameir @ dan § ga qarab o'zgarganda 3D egri
chiziq musbat yo'nalishda bo’lishini aytdik. Bu holda A egri chizigning
yo'nalishi musbat ham bo’lishi mumkin, manfiy ham bo’lishi mumkin. Shuning
uchun (18.27) va (18.28) munosabatlar bir-biridan ishora bilan farq giladi. Agar
0D egri chiziq musbat ya'nalishga 0A egri chizigning ham musbat yo’nalishi
mos kelsa, unda “Q" ishora olinadi, aks holda esa *-" ishora olinadi.

268

www.ziyouz.com kutubxonasi



Endi ushbu

jP(u vldu+Ou,v)dv = [r( y"-) aﬁ(%l)}mdv (18.29)
@\
Grin formula51da
P(u.v): x—g—, Q(x,y): x%
deb olsak, u holda bu formula quyidagi ka'rinishga keladi:

[+ZasLa- jj,[au( 2.2, %:))a T
Apar

a{ Y xy  y

av\ aujtav ou ?i;gv—
va
ar v\ a( @\ & ¥y & & _Dlxy)
au\"v) w\ ou) o v v D)
ekanini e’tiborga olsak. unda (18.28), (18.29) va (18.30) munosabatlardan
D= ””(' y)
o P v)
bo'lishi kelib chigadi.
Ma'lumki,

D)
yakobian aniq ishorali, (D) esa ma'nosiga ko'ra musbat bo'lishi kerak. Demak,
integral belgisi aldidagi ishora yakobianning ishorasi bilan bir xil bo'lish kerak.

Shuning uchun
Da ?r DAx.y udv
D(u.v)

bo’ladi. Shuni isbotlash Jozim edi.

4". Egri chizigli integral qiymatining integrallask yo'liga bog’lig bo 'tmas-
ligi. Chegaralangan yopig bog'lam!i (D) ((D)c R’) sohada ikkita P(x.y) va
(x.y) funksiyalar berilgan ba'lsin. Bu funksiyalar (D) sohada uzluksiz va
P(x.y) y) OQ( ¥)

Py

siz bo’lsin.
1) Agar (D) sohada

xususiy hosilalarga ega va bu hosilalar ham shu schada uzluk-

3P(x.y) _ ofx.y)
oy ox
bo'lsa, u halda {D) sohaga tegishii bo’lgan har qanday K yopiq chiziq ba’yicha
olingan ushbu

(18 31)
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[Px.y)dx+Qx.y )y

integral nolga teng bo’ladi:

[ Plx. pkis + Olx, Yy = 0.
X
4 K yopiq chiziq chegaralagan sohani (G) deylik. Ravshanki, (G)c (D).
Grin formulasiga ko'ra

[Pl b Qe y = u(@gﬂ-ﬂ;z))ﬁ@

G

bo’ladi. Shartga ko'ra (D) da, demak, (G) da
ap(x.y) _ 90(x.y)

o ox
U holda (18.31) munosabatdan

‘!I'( ANxy) GP(I)')}td‘ 0

[Pyt + Qlx.y)ty = 0. |

X
2) Agar (D) sohapa tegishli bo’lgan har qanday K yopiq chiziq bo'yicha ’

olingan ushbu integral
f Plx.y)ax + Qx, y)dy =0 ‘
e ]

bo’ladi. Demak,

bo’Isa, u holda quyidagi
[P(x.p)x+ Qlx.y)ty (4B (D)) (18.32)
AB

integral 4 va B nuqtalami birlashtiruvchi egri chizigga bog'liq bo'Imaydi. ya'ni
(18.32) imegral qiymati integrallash yo’liga bog'liq bo'Imaydi.

<« (D) sohaning 4 va B nuqlalami birlashtiruvchi va shu sohaga tegishli
bo'lgan ixtiyoriy ikkita 4aB8 hamda AsB egri chizigni olaylik. Bu holde 4@B va
AsB egri chiziglar birgalikda (D) sohaga tegishli bo’lgan yopiq chizigni tashkil
etadi. Uni K bilan belgilaytik:

K = AaBsA .
Shartga ko'ra

fP(x YMr+ Oz yMy = [fPlay)dx+ Olx,y)dy =

AaflaA

bo'ladi. Integrahung xossasidan foydalanib ushbuni topamiz:

fPlx.p)ex + Qlx.y)dy = I]P(x yMx o+ Ofx, y)dy + IP(x y)x+ Ofx. y)dy =

’ [Py hd Q¥ — [ Ploy i + QM
Demak,
| I:"(x,y)rbr +0(x.y)dy - HBP(X-y)dx +0(x,y)dy =0
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Bundan esa.

[ Px.y)ax + Qx.y)ay = [f P(x,y)dx + Ofx.y )y

AdB AsB
ekanligi kelib chigadi.»
19.2-eslatma. Yuqoridagi tasdiq. isbot jarayonidan ko’rinadiki, 4B egri
chizig sodda egri chiziqlar to'plamidan ixtiyoriy olinganda o’rinlidir.
3) Agar ushbu

[PleyMe+Qlx )ty (4B (D)) (18.33)

integral A va B nugqlalami birlashtiruvehi egri chizigga bog’liq bo'lmasa, ya'ni
integral integrallash yo'liga bog’liq bo'Imasa, u holda

P(x, y)dx + O(x. Yty
ifoda (D) sohada berilgan biror funksiyaning to'liq differensiali bo'ladi.

4 Modomiki, (19.33) integrallash yo'liga bog'lig emas ekan, u hoida integral
A=(x,.y,) va B=(x,.3) nugtalar bilan bir qiymatli aniglanadi. Shuning uchun
bu holda (19.33) integralni quyidagicha ham yozish mumkin:

(r1.9)
[P(x.y)dx+O(x.y)ay .
(20.10)

Endi A nugtani tayinlab. B nuqta sifatida (D) sohaning ixtiyoriy (x.y)

nugtasini olib, ushhu

(ry)
( Il’)(x.y)dx +Q(x.y)dy

integralni qaraymiz. Ravshanki, bu integral (x,y) ga bog'lig bo’ladi:

(r.y)
Flx.y)= [Plx.y)dx+Ox y)y.
(x0.70)
Bu funksiyaning xususiy hosilalarini hisoblaymiz. (x,y) nugtaning x
koordinatasiga shunday Ax orttirma beraylikki, {(x+ Ax.y) nuqta va (x.y),
(x+ Ax,y) nugtalami birlashtiruvchi to'g'ri chizig kesmasi ham (D) sohaga

tegishli bo’Isin. Natijada f(x. y) funksiya ham xususiy oritirmaga ega bo'ladi:
(s+ar.y) (z.y)
Fr+Axy)-Flx.y)=  [Plx.y)x+Qx.y)dy— [P(x.y)dx+O(x.y)My =
(30.50) (xg.y0)
(x+ary) {xear,y)
= Py +Qx.y)dy = [Plx.y)x.
(r.y) (z.5)
O’na giymat haqidagi teoremadan foydalanib quyidagini tcpamiz:
(x+any)
[ Px.y)tx = P(x + 6Ax. y)-Ax {0< A <1).
(=y)
Natijada
Flx+Ax.y)-Flx.y)
Ax

= P(x+6Ax.y)
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bo'ladi. Bundan
lim Flx+axy)-Flxy) _
Ax -0 Ax

bo’ladi. Demak,

ETOP(I+ dax.y)= P{x.y)

OF(x.y)
UL pixy).
p (x.y)
Xuddi shunga 0’xshash
9F(x.y)
=0(x.y)
EY
bo’lishi ko’rsatiladi.
Shunday gilib
OF (x. &F (x.
R e
bo’ladi. »
4) Agar
P(x.y)dx + Ofx, y My (18 34)
ifoda (D) sohada berilgan biror funksiyaning to’liq differensiali bo'lsa, u holda
oP(x.y) _ 00(x.y)
EY o
bo'{adi.

< Aytaylik, (18.34) ifoda (D) sohada berilgan F{x.y) funksiyaning 10'liq

differensiali bo’lsin:
P(x, ylx + Ofx. y)dv = dF(x.y).
Ravshanki,
v _éF(x.y) _ oF (x.y)
Play)=-———=, Q(x.y)-——~ay :

Keyingi tengliklardan ushbuni topamiz:

oP(xy)_&'Flxy) 90(xy) &'Flx.y)
o x| & Oxdy

P 0(
Shartga ko'ra %’y) ﬁ%x!-) lar (D) sohada uzluksiz. Aralash hosilalarning

tengligi hagidagi teoremaga binoan (qaralsin, 13-bab, 6-§).
oP(x.y) _ 3Q(x.y)
oy ox
bo’ladi. »
Shunday qilib, Grin formulasidan foydalangan holda, yugoridagi 1)-4)
tasdiglar orasida
1)=22)=3)=4)=1)
munosabat borligi ko'rsatildi.

n
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4-§. Birinchi va ikkinchi tur egri chiziqli integraliar
orasidagi bog lanish
Tekislikda sodda silliq 48 egri chiziq ushbu
x= xi\-\.
: (0ss5<$)
y=ys)
sistema bilan aniqtangan bo'lsin, bunda s- yoy uzunligi (qaralsin, ushbu bobning
1-§) x(s) va p(s) funksiyalar x'(s), y'(s) hosilalarga ega hamda bu hosilalar
uzluksiz.
Ravshanki, bu egri chiziq har bir nuqtada urinmaga ega bo’ladi. Agar Ox va
Oy o'qlar bilan urinmaning yoy o'sishi tomoniga garab yo'nalish orasidagi
burchak mos ravishda a@ va f# deyilsa, unda
x(s)=cosa. y(s)=cosf
bo’ladi.
Aytaylik, bu 4B egri chiziqda f(x,y) funksiya berilgan va uzluksiz bo'lsin.

U holda
§ Gy

integral mavjud bo’ladi va (18.15) formulaga ka'ra
s
ff(l’v}')d-! = I S (s). y(s Nx' (s )ds
A8 0

tenglik o'rinli. Bu tenglikning o’ng tomanidagi integraini quyidagicha
. .

[ 7(x(s)p(Nx(s)s = | £(x(s)y(s))eos ads

[1]
yozish mumkin. Ushbu bobning 1-§ da keltirilgan |-teoremadan foydalanib
quyidagini topamiz:

if(I(SlY(S))CDS ads = | f(x.y)cos ads -

Natijada yuqoridagi tenglikdan
JrG ydt = [ f{x.y)cos ads
AB

A8
bo’lishi kelib chigadi.
Xuddi shunga o’xshash, tegishli shartda

[ 7(x.y)ay = f”f(x.y)cos Bds

va umumiy holda

[ Plc.y)ix+ 0fx.y)y = [[P(x.y)cosa +Q(x.y)eos fHs

bo'ladi.
Mashqlar
18.6. Ushbu ] i
J - [(4{/1 - BJ—y)iv
a8
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integral hisoblansin, bunda AB egri chiziq quyidagi
x=cos't, y=sin't
astraidaning A(-1; 0) va B(0. 1) nuqtalari orasidagi gismi.
18.7. Ushbu

J= szds .
) AB
integral hisoblansin, bunda 4B egri chiziq quyidagi
Piyt=dt

aylananing yugori gismi,
18.8. AB yoyining uzunligi ! quyidagi
{= Ids
AN

formula bilan topilishi isbotlansin.
Agar AB yoyi
x=2acost-acos2t,
y=2asint-asin2t
kardioidadan iborat bo’lsa, uning uzunligi topilsin.
18.9. Tekislikda yopiqC chizig bilan chegaralangan (D) shaklning yuzi
= _l_ I-"dy ~ ydx
2,
bo’lishi isbotlansin.
Ushbu
x=acos!. y=gsint
ellips bilan chegaralangan shaklning yuzi topiisin.
18.10. Agar material egri chiziq A8 ning zichligi p=p(x.y) bo'lsa. uning

massasi
m= { p(x.y)ds
A8
ba*lishi isbotlansin.

Zichligi p(x,y)=l bo'lgan quyidagi
X
xl

y=—

2
parabolaning (l. %) (2. 2) nugtalar orasidagi gismning massasi

topilsin.
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19-BOR
Sirt integrallari

Mazkur kursning 17- bobida == f(x.y) tenglama aniqiagan sillig (S) sirt
bilan tanishgan edik. Bunda =(x.y) funksiya (D) sohada {(D)c R?) berilgan,
uzluksiz va = (x,y). :‘y(x,y) xususiy hosilalarga ega hamda bu hosilalar ham (D)
da uzluksiz funksiya edi. (S) sirt yuzaga ega bo'lib, uning yuzi

S = [[J1+z2(ry)+ 22 (x.yxdy (19.1)
0)

ga teng ekanligi ko rsatildi.

O'sha bobning pirovardida R’ fazodagi (V) sohada ((V)c R‘) berilgan
funksiyaning uch karrali integrali bilan tanishib, uni o’rgandik.

Endi R' fazodagi (S) sinda berilgan funksiyaning integrali tushunchasi bilan
tanishamiz. Sirt integrali tushunchasini kiritishdan avval, bu erda ham funksiya

berilish sohasining bo'laklashishi, bo’laklash holaklari, bo'iaklashning diametri
tushunchalari kiritilishi kerak.

Bu tushunchalar [a, a] oraligni bo’laklashi (qaralsin, 1-gism, 9-bob, 1-§) va
tekistikda (D) sohani bo'laklashi (garalsin, 18-boh, 1-§) kabi Kiritiladi va
o’'xshash xossalarga ega bo'ladi. Shuning uchun bu erda biz bu tushunchalarni

kiritilgan hisoblab, bayonimizni bevosita sirt integralining ta’rifidan boshlab
ketaveramiz.

1-§. Birinchi tur sirt integraliari
1. Birinchi tur sirt integralining ta'rifi. f{x.v.z) tunksiya (S) sinda
{(s)c R*) berilgan bo'lsin. Bu sirtning P bolaklashni va bu bo'laklashning har
bir {S,) bo'lagida (k=1,2,... n) ixtiyoriy (&,.n,.£,) nuqtani olaylik. Berilgan
funksiyaning (&,.m,.¢,) nugtadagi (&, .n,.,) qiymatini {S,) ning S, yuziga
ko'paytirib. quyidagi yig'indini tuzamiz:

a‘.z' J&n.$) S,
1-ta’rif. Ushbu
"’i/(éo»ﬂa-‘a) S (19.2)

k=i
yig'indi f(x.y.z) funksiyaning integral yig'indisi yoki Riman yig'indisi deb
ataladi.
(S) sirtning shunday
R.P. . P, (19.3)
bo’lakiashlarini garaymizki, ularning mos diametriaridan tashkil topgan
Ao Ap . Ap
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ketma-ketlik nolga intilsin: 4, —0. Runday P, (m=1.2 .) ho'laklashlarga
nisbatan f(x,y.z) funksiyaning integral yig’indisini tuzamiz. Natijada (5)
sirtning (19.3) bo’laklashlariga mos integral yig®indilar giymatlaridan iborat
quyidagi ketma-ketlik hosil ba"ladi:
0,.05,...0,. .

2-ta'rif. Agar (S) sirtning har ganday (19.3) bo’laklashlari ketma-ketlig;
{P, } olinganda ham, unga mos integral yig'indi qiymataridan iborat {o,, } ketma-
ketlik, (£,.7,.<,) nugtalami tanlab ofinishga bog’liq bo’imagan holda, hamma
vaqt bitta ./ songa intilsa, bu J yig'indining limiti deb ataladi va u

’i”:oif(ét M:6i) Sy =J (194

lim o =
1, -0 4, w50

kabi belgilanadi.
Integral yig'indining limitini quyidagicha ham ta'riflash mumkin.
3-ra’'rif. Agar V& >0 olinganda ham, shunday & >0 topilsaki, (§) sirtning
diametri 1, <& bo’lgan har ganday bo’laklashi hamda har bir (5.) bo’lakdan
olingan ixtiyoriy (&, .7,.£, ) lar uchun
lo-J)<e
tengsizlik bajarilsa, J son & yig'indining limiti deb ataladi va u (19.4) kabi
belgilanadi.
4-ta'rif. Agar A, -0 da f(x.y,:) funksiyaning integral yig'indisi o chekli
limitga ega ba'lsa, f{x.y,-) funksiya (S) sirt bo'yicha integrallanuvchi (Riman
ma’nosida integrailanuvchi) funksiya deb ataladi. Bu yig'indining chekli limiti J
esa f(x,y.z) funksiyaning birinchi tur sirt integrali deyiladi va u
) £ (x.y.2)ds
()
kabi belgilanadi. Demak.
” f(x;J’-:)d‘: lim o= lim ¥, f($.m ¢, )-S,
) 4,0 1,0,
2. Uzluksiz funksiya birinchi tur sirt integrali. Endi birinchi tur sirt integrali-
ning mavjud bo ‘lishini ta'minlaydigan shartni topish bilan shug’ullanamiz.
Faraz qilaylik R’ fazodagi (S) sirt
z=z(x.y)
tenglama bilan berilgan bo'lsin. Bunda = = z(x.y) funksiya chegaralangan yopiq
(D) sohada ((D)c Rz) uzluksiz va z,(x.y}, = (x.y) hosilalarga ega hamda bu
hosilalar ham (D) da uziuksiz.
I-teorema. Agar f{(x.y.z) funksiya (S) sirda uzluksiz bo'isa, u holda bu
funksiyaning (S) sirt ba"yicha birinchi tur sirt integrali
[[5(x.y.2)ds
)
mavjud va
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(H)f(x-y-:)ds = (_g)f(x.y.:(x y))\/l + :'.’(x,y)+:':(x,y)dxdy

ho’ladi.

< (S) sirtning P, bo’laklashni olaylik. Uning bo’laklari (5,), (S,)...., (5,)
bo'lsin. Bu sirt va uning bo'laklarining Oxy tekislikdagi proeksiyasi (D) sohaning
P, bo'laklashni va wning (D)), (D,)..., (D,) bo’laklarini hosil giladi. A
bo’laklashiga nisbatan (19.2) yig'indini tuzamiz:

ag= Zf(é 7.Ce ) S

Ma’lumki, (&,.7,.¢,)e(S,). Bu nuqlaga akslanuvchi nuqta (£,.,) bo'ladi.
Demak, ¢, = -(5,.;;,) (19.1) formulaga binoan

IIJI +27(x.p)+ =7 (x. y)dxay

(D)

bo’ladi.
O'rta qiymat haqidagi teorema (qaralsin, 17-bob, 5-§) dan foydalanib

fopamiz:
S, = JI 4:"&;.07)# ::312:.']:" D, (s‘: 'I:)e (D, ))
Natijada o yig’indi quyidagi
o S‘i f«. -'h--’(*:;-’h )ba =
=]

= ‘ilf(f. /N ':(;h Tl ))\F" -"';2(6;-’7;)"' :'.1(5;’7;) D,

ko'rinishga keladi.
Endi 2, — 0 da(buholda 4, — 0 ham nolga intiladi) yig'indining limitini

topish magsadida uning ifodasini o'zgartirib yozamiz:

a= ‘ilf(ét T --T(Q-'h))\/' + -';2(61 i )‘* ";:La -’h) D, +

+§f(ék'”k-:(§b T )i\/l +;'1(§;"h‘)+ :;2—({;"’;)- (19.5)
Jl + :'-,(':A 7 ," :‘,’k. Jh )} D,

Bu tenglikning o'ng tomonidagi ikkinchi qo’shiluvchini baholaymiz:

!Zf(é& e 'h)i\/] +2 (‘5& ’h)"‘ (‘u 'h)'

’J Z. (sn 'h)"’- (5& M ]D.|<MY|J|T- (‘n "j*- Ln 'h

—JI+-. oy . fh)"‘z;(;*,'h ‘D‘.
bunda
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M = max{f(x.y.:)
Ravshanki,

JI e uy)e i (xy)
funksiya (D) da uzluksiz, demak, tekis uzluksiz. U holda Kantor tecremasining
natijasiga ko'ra V& >0 olinganda ham shunday & >0 topiladiki, (D) sohaning
diametri 4, <& bo’lgan har ganday F,, bo’laklashi uchun

i.JI* ({. '}.)* (-f: n, """Ln 'h Ln 'hl

ho’ladi. Unda

Ml)

g/(éav’lr-'(go-"o )Nl+:""{" ;7;)+:_"_:E:_,E)_
-J" ,L "o)’ ’L '74); < M r z[)

va demak,

:_""-".“;;f(é"”":('f'-”n))[\ﬁ+:Z’(é.'.n.')*:'.’(ﬁ.' m)-
e )2 )]D. =0
boladi.

(19.5) tenglikning o’ng tomonidagi birinchi qo’shiluvchi

‘i‘f(s‘r’hm’(;r’h »\/' + ::z(gk M )+ -'?(65 'h) D,

€sa

Sy sy W1+ 22 p)+ 2 xp)
funksiyaning integral yig'indisidir. Bu funksiya (D) sohada uzluksiz. Demak,
Ay, — 0 da integral yig'indi chekii limitga ega va

‘ﬁm“' .i.f(‘:' 2 ))Jl + Z;Z('ft L7 )+ zf (‘:l R/ ) D, =
= (H)f(x»}’.z(x.y)).‘fl +2(x. ) 2 (x, y)ixdy

bo’ladi. Bu munaosabatni e’tiborga olib, (19.5) tenglikda 4, — 0 da limitga o’tib

topamiz:

lim o= 1"" Yf(ék m.2(&,. 'h»-JI‘" "fu ’h)"’- (‘u’h) n, =

A, =0
= (H)f (x.y.Z(X-y))Jl +22(x.y)+ 2 (s, y vty
Demak,

(H)f(x.y.:)ds = (!)I)f(x-y.:(xy))\/l +22(cp)+ 5 (x.y)txty >
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Bu tearema, bir tomondan. uzluksiz funksiya birinchi tur sirt integralining
mavjudligini aniglab bersa, ikkinchi tomondan, bu integral ikki karrali Riman
integrali arqali ifodalanishini ko'rsatadi,

l-estatma. (S) sirt x =x(y.z) (y = y(z.x)) tenglama bilan aniglangan bo’lib,
x=x{y.z) funksiya (y(z,x) funksiya) (D) sohada ((D)c Rz) uzluksiz va
x(v.2), x.(y.z) xususiy hosilalarga (y.(z,x).y,(z.x) xususiy hosilalarga) ega
hamda bu hosilalar (D) da uzluksiz bo’lsin.

Agar f{x,y.z) funksiya shu (S) sirtda uzluksiz bo’lsa, u holda bu
funksiyaning birinchi tur sirt integrali

f] ey, )is
(s}
mavjud va

(_Lj;f(x,y,:)ds = (_g)f(x(y,:),y,:).\[lﬂ-i—'x’,z(y,:h x2(y.2)vdz,

’

L I eo. i = [ et 2NN G b

boladi.

2-estatma. Biz f(x.y.z) funksiya birinchi tur sirt integralining mavjudligi
maxsus ko'rinishdagi ($) sirtlar (= =z(x.y), x=x(y.z), y = y(z.x) tenglamalar
bilan aniglangan sirtlar) uchun keltirdik. Aslida funksiya integralining mavjudligi
keng sinfdagi sirtlar uchun to’g’ri bo’ladi. Jumladan, agar (S) sirt chekli sondagi
yuqorida aytilgan sirtlar yig'indisi sifatida tasvirlangan bo’lsa, unda berilgan va
uzluksiz bo'lgan f(x_y,:) funksiyaning sirt integraili mavjud ba’ladi va u mos
ikki karrali integrallar yig'indisiga teng bo’ladi.

3. Birinchi tur sirt integrallarining xossalari, Yuqorida keltirilgan teorema
vzluksiz funksiyalar hirinchi tur sirt integrallarining ikki karrali Riman
integrallariga kelishini ko’rsatadi. Binobarin, bu sirt integrallar ham ikki karrali
Riman integrallari xossalari kabi xossalarga ega ba'ladi. lkki karrali Riman
integrallarining xossalari 17-bobning 5-§ ida o’rganilgan.

4. Birinchi tur sirt integrallarni hisoblash. Yugorida keltirilgan teorema
birinchi tur sirt integralining mavjudligini tasdiqlabgina golmasdan, uni hisoblash
yo'lini ham ko’rsatadi. Demak, birinchi tur sirt integrallar ikki karrali Riman
integrallariga keltirilib hisobianadi:

f 7 eoviekis = [ 76e.0- 27 ) 5 by
i”’f(’-}’-:)di = (H)f(X(y.:).y.z)Jl + 2 (p.2)s 37y 2 )yd (19.6)
”)f(x,y,:)ds = (H)f(x. y(:.x).:)\/l + y;z(:.x)-t- y',’ (z.x)dzdx

(s
19. 1-misol. Ushbu

J =H(x+y+:)ds

%)
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integral hisoblansin.

Bunda (§)-x’+y’+z?=¢? sferaning :=0 tekislikning yuqorisida
joylashgan gismi.

<Ravshanki, (S) sirt

2
rioxtoy?

tenglama bilan aniglangan bo’lib, bu sirtda berilgan f(x,y.z)=x+ y+ - funksiya
uzluksizdir. 1-teoremaga ko’ra
J= H(x+y+\[r -xl-y l[H-'z(xy **(x, y Jdxdy
”
bo’ladi, bunda (D) = {(x.y)e RP:x*+ylsr? }
Endi bu tenglikning 0’ng tomonidagi ikki karrali integralni hisoblaymiz:
x

-’;(x-}')="—m- 3'(»'-,V)=*‘=y-—.
\/rz ! y’ v Jr’-x’-y’

.Jl + z;z(x,y)-# :;z(x,y) = ?‘:2—? .
Demak.
s ffles y+ PR e TP ) sty -

(D)

.y x+y N l‘
J:I.l:}rz -x -y Jdmy
Keyingi integralda o’zgaruvchilami almashtiramiz:
x=pcosp, y=psing.
Natijada

Pl e fl‘%

+r 27 ’——ﬂ:r
2

+ rI {Ipdp '19 r I(cos(o +sm¢a)i(p]

V ri-
Demak, benlgan mtegral

H(x+y+z)d.§‘=nr1
(s)
bo’ladi. »
19.2-misol Ushbu

[{x(y+z)ds

(5)
integral hisoblansin, bunda (§)-x=y6’ -y’ silindrik sitning z=0, z=c
(c > 0) tekisliklar orasidagi qismi.
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<« Modomiki, bu (§) sirt x= ,}a’ -y® ko'rinishda berilgan ekan, unda
integralni hisoblash uchun (19.6) formuladan foydalanish lozimdir.

Ij’f(x y.zMds = Hf(x 2y a1+ 5 () 52, Yy
Bunda (D] soha (S) smmng Oy: tekislikdagi proeksiyasidan iborat:
(D)= ky,z)e R x =\’sz —yz,: =0 -=
= ky.:)eR’ —6Syse, OS:Sc}
x=+Ja’ - y* funksiyaning xususiy hosilalari

B0t )0

ci=

bo’ladi. Demak.
(Jj)f(x,y.:)iv:(”;/e’—yz(y+z)\jl+ -a” y+z= yd—
s D [F2}]

ba’ladi. Bu tenglikning o”ng tomonidagi ikki karraln integraini hisoblab topamiz:

=y

ol hr=a o ]=«i(.v:+§J'_°dy

-6\ 0 —&'

:ejj cy+— )dy—E 11; +%y"“e =3l?
Demak,
Hx(y+z)ds=ezc2 >

(s)

2-§. Ikkinchi tur sirt integrallari

R® fazoda z =:(x,y) tenglama bilan aniglangan (S) sirtni garaylik. Bunda
=(x.y) funksiya chegarasi bo'lakli-silliq chizigdan iborat bo’lgan (D) sohada
((D)c RE) berilgan, uzluksiz, 2. (x.y). :;(x.y) xususiy hosilalarga ega hamda bu
hosilalar ham uzluksiz. Odatda bunday sirtni silliq sirt deyiladi. Sillig sirt har bir
(x0.¥,.20) nuqtasida urinma tekislikka ega bo’ladi.

Endi (S’) sirt uning chegarasi bilan kesishmaydigan K yopiq chizigni olaylik.
(xq_yo,:o) nugta sirtning K yopiq chiziq bilan chegaralangan gismga tegishli
bo’lsin. Bu chizigni Oxy tekisligiga proeksiyalaymiz. Natijada Oxy tekislikda
ham K, yopiq chiziq hosil bo’ladi. Mazkur kursning 18-bob. 2-§ ida tekislikdagi
yopiq chizigning mushat va manfiy yo'nalishlari Kiritilgan edi. (S) sirtdagi yopiq
chizigning musbat va manfiy yo'nalishlari ham shu singari kiritiladi. Shuni ham
aytish kerakki. yo'nalishning musbat yoki manfiyligini aniglash xarakatlanayotgan
nuqtaga qay tomondan qarashga ham bog'lig.
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Sirtning (x,. ¥o.2,) nugtasidagi urinma tekislikka shu nugtada perpendikulyar
o’tkazaylik. Bu perpendikulyarning musbat yo'nalishi deb shunday yo’nalish
olamizki. uning tomonidan qaralganda ikkala (K hamda K, ) yopiq chiziglarning
yo’nalishlari musbat bo'ladi. Uning manfiy yo'nalishi esa shunday yo'nalishki, u
tomondan garalganda K, ning musbat yo'nalishiga X ning manfiy yo nalishi mos
keladi. Perpendikulyarning musbat yo’nalishi bo'yicha olingan birlik kesma
sirtning (x,.¥0.2,) nuqtasidagi normaii deyiladi.

Normalning Ox, Oy va O: o’'qlarining musbat yo nalishlari bilan tashkil
gilgan burchaklarini mos ravishda a, f,y orqali belgilasak.

’
: 2 1
COSA= ———te— | COSYy = —mmemL | COSY = == (19.7)
2 ” .2 2 ! 2 2
142,42 142742 T+27 42
r Ty e Ty v Tl Ty

bo’ladi va ular normalning yo'naltiruvchi kosinusiari deyiladi.

Isbotlash mumkinki, sillig () sirtning barcha nuqtalaridagi perpendikuiyar-
laming musbat yo’nalishlari {normallari) bir xil bo’ladi. Va, demak. manfiy yo’na-
lishlari ham. Shunga ko'ra, sirtning ikki tomoni haqida tushuncha kiritiladi.

Sirining ustki tomoni deb, uning shunday tomoni olinadiki, bu tomondan
qaralganda ikkala (K hamda K) yopiq chiziglaming yo’nalishlari musbat
bo’ladi.

Sirtning ustki tomoni qaralganda K, bilan chegaralangan tekis shaklning
yuzi musbat ishora bilan. pastki tomoni (ikkinchi tomoni) garalganda manfiy
ishora bilan olinadi.

1. Tkkinchi tur sirt integralining 1a'rifi. f(x.y.=) funksiya (S) sirtda beril-
gan bo’lsin. Bu sirtning ma’lum bir tomonini olaylik. Sirtning P bo’laklashini va
bu bo’laklashning har bir (S,) bo'lagida (k = 1.2, ., n) ixtiyoriy (&,.7,.£, ) nuqta
{(k=1.2,..n) olaylik. Berilgan funksiyaning (&, .7,.¢,) nuqtadagi f(&,.7,.¢,)
giymatini (S,) ning Oxy tekislikdagi proeksiyasi (D,) ning yuziga ke paytirib
quyidagi yig'indini tuzamiz:

ag= Xf(s‘r’h-‘;o )D, : (19.8)
(8]
(S) sirtning shunday
[ N (19.9)
bo’laklashlarini qaraymizki, ularning mos diametridan tashkil topgan
lPI .Api ' ""AP.‘ e

keima-ketlik nolga intilsin: 4, —0. Bunday #£, (m=1.2,.) bo’laklashlarga
nisbatan f(x, y.z) funksiyaning integral yig'indilarini tuzamiz. Natijada (S)
sirtning (19.9) bo’laklashlariga mos integrallar yig“indilar qiymatlaridan iborat
quyidagi

0, 0y, ... 0.

ketma-ketlik hosil bo"ladi.
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5-ta'rif. Agar (S) sirtning har ganday (19.9) bo'laklashlari ketma-ketligi (Pm}
olinganda ham, unga mos integrallar yig'indilari qiymatlaridan iborat {o,, } ketma-
ketlik, (& .7,.£,) nuqtalarni 1anlab olinishiga bog’lig bo’lmagan holda hamma
vaqt bitta J songa intilsa, bu J o yig'indining limiti deb ataladi va u

hm o= {:m Z fE.m .S, = (19.10
*00

kahi belgilanadi.

Tntegral yig'indining limitini quyidagicha ham ta’riflash mumkin.

6-ta’rif. Agar Y& >0 olinganda ham, shunday &§ >0 topilsaki, (S‘) sirtning
diametri 4, <& bo’lgan har ganday P ho'laklashi hamda har bir (S, ) bolakdan
olingan ixtiyotiy (&,.7,.£,) lar uchun

|O’-J| <E

tengsizlik bajarilsa. ./ soni o yig'indining limiti deb ataladi va u (19.10) kabi
belgilanadi.

7-ta’rif. Agar 2, >0 da f(x.y.z) funksiyaning integral yig'indisi & chekli
limitga ega bo'lsa, f(x,y.z) funksiya (S) sirtning tanlangan tomon bo'yicha
integrallanuvchi funksiya deb ataladi. Bu yig'indining chekli limiti J esa,
f(x.y.z) funksiyaning (S) sirtning tanlangan tomoni bo’yicha ikkinchi tur sirt

integrali deb ataladi va u
I} £ty Mdedy
s)

kabi belgilanadi. Demak,

f1/(e.y. Mt = fim = lim 5 £G4 00,

(s) lcl
Funksiya ikkinchi tur sirt lnlegrallmng quyldaglcha
[§£(x.y.2)dry (19.11)
(s)
belgilanishidan, integral (§) sirtning qaysi tomon bo’yicha olinganligi
ko rinmaydi. Binobarin, {19.11) integral to'g'risida gap borganda. har gal integral
sirtning gaysi tomon ho'yicha olinayotganligi aytib boriladi.
Ravshanki, f(x,y.z) funksiyaning (S) sirtning bir tomoni bo'yicha olingan
ikkinchi tur sirt integrali, funksiyaning shu sirtning ikkinchi tomoni bo’yicha
olingan ikkinchi tur integralidan faqat ishcrasi bilangina farg giladi.

Yugoridagidek
(H)f(x.y.z)o}'d:, H)f(x.y.z)dzdx
) (3-

ikkinchi tur sirt integrallari ta'riflanadi.

Shunday qilib, sirtda berilgan f(x,y.z) funksiyadan uchta -Oxy tekislikdagi
proeksiyalar, Oy- tekislikdagi proeksiyalar hamda Ozx tekislikdagi proeksiyalar
vositasida olingan ikkinchi tur sirt integrali tushunchalari kiritiladi.
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Umumiy holda. (§) sintda P(x.y.z), Qlx.y.z). R{x.v.z) funksiyalar
berilgan bo’lib, ushhu
”P(x,y,:)dxdy, ”Q(x,y.:)dyd:. §[ Rx.y.=)d=dx
(s) (<) ()
integrallar mavjud bo’lsa, u holda
I%P(x.y,:)d_tdy+!{Q(x,y,:}dyd: +(H)R(x.y,:)d:dx
is § 5
yig“indi ikkinchi tur sirt integralining umumiy ko'rinishi deb ataladi va u
H)P(x,y. =)dxdy +Q(x, .z )dyd=+ R(x. y.z)d=dx
is
kahi belgilanadi. Demak.
{[ Plx.y.2Ydxay + [[Ox. y.2)dyet= + [[ R(x. y.= Jd=ax =
$) (s) s)
= H}P(x.y,:)dxdy +Q(x. y.z)dyd=+ R(x.y.z)d=dx .
s
Endi R’ fazoda biror (') jism berilgan bo'lsin. Bu qismni o’rab turgan yopiq
sirt sillig sirt bo’lib, uni (S) deylik. f(x.y.z) funksiya () da berilgan. Ory
tekislikka parallel bo'lgan tekislik bitan () ni ikki qismpa ajratamiz:
()=(V,)+(¥,). Natijada uni o'rab turgan (S) sirt ham (S,) va (S,) sirtlarga
ajraladi. Ushbu
[[ fp.xay+ [[ flx.y.2)dxdy (19.12)
8) (51’
integral (agar u mavjud bo’lsa) f(x.y.:) funksiyaning yopiq sirt bo’yicha
ikkinchi tur sirt integrali deb ataladi va

(ﬁ)f (x.y.z)dxdy

kabi belgilanadi. Bunda (19.12) munosabatdagi birinchi integral (S‘) sirtning ustki
tomoni, ikkinchi integral esa (S,) sirtning pastki tomoni bo'yicha alingan, Xuddi
shunga o’xshash
f/cy 2 dyds, §f fx.y.2)dzar
() {s)
hamda, umumiy holda
(iEf)P(X-y.:)drdy+Q(x.y-:)dyd:+R(r-y-:)d-‘dx
s
integrallar ta'rifianadi.

2. Uzluksiz funksiya ikkinchi tur sirt integrali. Faraz gilaylik, R’ fazoda (S)
sit. ==2{x,y) tenglama bilan berilgan bo'lsin. Bunda -==z(x,y) funksiya
chegaralangan yopiq (D) sohada ((D)C Rz) uzluksiz va zi{x.y), z,(x.y)
xususiy hosilalarga ega hamda bu hosilalar ham (D) da uzluksiz.

2-teorema. Agar f(x,y.z) funksiya (S) sirtda uzluksiz bo’lsa, u holda bu
funksiyaning (S) sirt bo'yicha olingan ikkinchi tur sirt integrali
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(Ij)f (x.y.2)drdy

§f ey, )dxdy = §f f(x.y.2(x, y)dxdy

(s) )

mavjud va

ba’ladi.

«(S) sirtning Py bo'laklashini olaylik. Uning bo'laklari (S,). (S,). .(S,)
ho’lsin. Bu sirt va uning bo’laklarining Oxy tekislikdagi proeksiyasi {D) ning £,
bo'laklashini va wning (D). (D,) . .(D,) bo"laklarini hosil giladi. P
ho’laklashga nisbatan ushbu yig*indini tuzamiz:

e ’;/(é. PRALY (198)

Agar (S) sirtning ustki tomoni garalayotgan bo'lsa, u holda barcha £, lar
musbat bo’ladi.

Modomiki. f(x.y.z) funksiya z=z(xy) sirida berilgan ekan, u x va y
o'zgaruvchilarning quyidagi funksiyasiga aylanadi:

fxy.2)=f(x.y.=(x.y)).

$o=:&m) (k=12 n)
bo'lishi kelib chigadi. Natijada (19.8) yig'indi ushbu

a= gf(sla T --'(s‘a N 2N

ko'rinishga keladi. Bu yig’indi f(x,y.z(x.y)) funksiyaning integral yig'indisi
(ikki karrali inmtegral uchun integral yig'indi) ekanini payqash giyin emas. Agar
Sf{x.y.=(x.y)) funksiyaning (D) da uzluksiz ekanligini e'tiborga olsak, unda
4, —0da

Bundan esa

S 7m0
yig'indi chekli limitga cga va .
Jlim 3 1(6.ny, A0, = I ot
bo'ladi. Demak.
Jim o= lim ‘zﬂ, e 6D, =

= lim, 3 e I = [y ity

Bundan esa

(H]f (x.y.=Yxdy = (If)f (x.y.=(x. y Nexay
s D
bo'tishi kelib chigadi. »
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Agar (S) sirtning pastki tomoni qaralsa. unda 0, lar manfiy bo'lib,

(ﬂ)/ (x.y.2)xcdy = ~(H]f (x.y.2(x. y)Hxay

bo’ladi.
Xuddi yuqoridagidek, tegishli shartlarda

(J’J]f(x-)ﬂ:)f}'f-' . ‘fsj)f(x,y,:)tdx

integrallar mavjud va

[[1(x.y.2Hyd-= H f(x(y.2)y. =)yt
)
Ji 7Gxy, =Y = Hf(x Yir.2)oWeds
8)
bo’ladi.
I-natija. Yasovchilari Oz o'giga parallel bo’igan (S) silindrik sirtni qaraylik.
f(x.y.z) funksiya shu sirtda beriigan ba*lsin. U holda
[ 7.y, )axty
(s)
mavjud bo’ladi va u nolga teng:
] /Gy 2)xay=0.
()
Xuddi shunga o'xshash, tegishli shartlarda
[ o.Mt =0, {11 Ge e =0
(s}
ho’ladi.
Bu tengliklar bevosita ikkinchi tur sirt integrallari 1a’rifidan kelib chigadi.
Yugqorida keltirilgan teoremadan foydalanib, ikkinchi tur sirt integrallari ham
ikki karrali Riman integrallari xossalari kabi xossalarga ega ba’lishini ko’rsatish
va ularni keltirib chiqarishni o’quvchiga havola etamiz.
3. Ikkinchi tur sirt integrallarini hisoblash. Yuqorida keltirilgan teoremadan
foydalanib ikkinchi tur sirt integrallari ikki karrali Riman integrallariga keltirib
kisoblanadi:

ﬁj(x,y,:)dxdy = jjf(X..v.:(x.y))dxdy ,
H flr oy )Myd = ﬂf(x(y D)y v

»)

H S(x.y.2)dzdx = [§ f(x. p(z.x) 2 }dzdx -

) (n)

19.3-misol. Ushbu
[ 5ok oo

)
12 2
integral hisoblansin. Bunda (S)——1+y—,+'—;:l ellipsoidning = =0 tekislikdan
a® ¢ ¢

pastda joylashgan gism bo’lib, integral shu sirtning pastki tomon bo’yicha ofingan.
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<4 Ravshanki. hu (8) sirtning tenglamasi quyidagicha bo’lib.
2 2
x

s=—r Y

uning Oxy tekislikdagi proeksiyasi

(D)=¥(x.y)e R %+§$ l}

~

Q

bo’ladi.
(S) sirt ham, bu sirtda herilgan
Six.y. )“—z % +he

funksiya ham 2- teorcmaning shartlarini qanoallanliradi U holda

Il =

op.a
bo‘ladi. Integral (S) sirtning pastki tomoni bo’yicha olinganligi sababli
tenglikning 0°'ng tomonidagi ikki karrali integral oldiga minus ishorasi go’yildi.

: ldddy = -j][_¢ _-kc\ln-—lq-_%-j

[{3]

dxdy

Lndi bu

) 2 2 2
I L
(DK 1 (U,\ a 8

ikki karrali intcgralni hlsoblaymlz. lkkl karrali integralda o’ zgaruvchilarni
X=apcosy. y=8psing
kabi almashtirib quyidagini topamit

[uw -------
W
PN} - ‘ M A Y, . \
=g I U(lccp\/l_—p2 —pI}ip ‘i¢=2ﬂaa _%LI_;’).I -‘: = 27!118(—:: +%J
r Lo - /2 ]

Demak,

1e

dxdy]

Ww\/l_-p’ -p’)zzepdp"d¢=

I L—‘-m ot » 2 5 - ] 0

4. Birinchi va ikkinchi tur sirt integrallari orasida bog’lanish. Biz 18-hob-
ning 4-§ da birinchi va ikkinchi tur egri chizigli integrallar orasidaga bog’lanishni
ifodalaydigan formulalami keltirgan edik.

Shunga o’xshash, birinchi va ikkinchi tur sirt integrallari orasidagi
bog'lanishni ifodalovchi formulalar ham mavjud.

(8) sint va unda berilgan f(x.y.z) va Plx.y.z), Q(x.v.z), R{x.y.z)
funksiyalar tegish!i shartlami ganoatlantirganda (qaralsin, 2-§ning !-punkti) ushbu

(ﬂ)f(x,y.:)dy Z= (H)f(x.y.z)cosadv,
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[[ F(x .2 M=dx = [f f(x.p.2)cos Bds. (19.13)
() (s)

[[rGe.y.2)dxdy = {f f(x.y.2)cos s
(s) (s)
umumiy holda
H P(x.y.=)Mdyd= + Ofx, y, - )dzdx + R(x, y.=)dxdy =
")
= ﬁ[P(x.y,:)cosa + Q(x. v.z)cos B + R(x.y.:)cosy}is
]
formulalarning to’g’riligini isbotlashni 0" quvchiga havola etamiz.

3-§. Stoks formulasi

R' fazoda z=:(x,y) tenglama bilan aniglangan silliq (S) sirt berilgan
bo’Isin. Bu sintning chegarasi 65 bo'lakli-silliq egri chizig bo'lsin. (S) sirtming
Oxy tekislikdagi proeksiyasini (D) deylik Unda 8S ning proeksiyasi 8D dan
iborat bo'ladi.

Faraz qilaylik, (S) sirtda P(x.y.z) funksiya berilgan ba’lib, u uzluksiz
bo'lsin. Undan tashqari bu funksiya (§) da

OP(x.y.z) &P(x.y.z) OP(x.y.z)
ox o oz

xususiy hosilalarga ega va ular uzluksiz bo’lsin.

Ushbu
IP(x,y,:)ir
a8

egri chiziqli integralni qaraylik (uning mavjudligi ravshan). Agar S chizigning
(S) sirtda yotishini e’tiborga olsak, u holda

[ Plx.y.z )= [ Px .=,y

bo’ladi.
Endi Grin formulasidan foydalanib ushbuni topamiz:
oP(x. y,z(x.
[Pl e e = - [ PELH
a D)

Ravshanki, P(x.y.z{x.y)) funksiyaning y o’zgaruvchi boyicha xususiy
hosilasi
@P(x.y.:(x,y)) . BP(x‘y,z(x,y))' P

@ & "y(x'y)
ba’tadi.
Ushbu bobning 2-§ idagi (19.7) munosabatlardan
. cos
3 (J'y)= __'"E
cosy
bo’lishini e'tiborga olsak.
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J'IJ 5P(X. y‘:(x’y»+ BP(X.}’-_—i{- y)),;:(x y).k'dy =

a-

Hlal’(x );y (xy)) oP(x. ; (x.y) :’Zssf

»
bo'ladi.
Natijada qaralayotgan integral uchun quyidagi tenglikka ega bo'lamiz:
jP(x y.=)x = HrBP(xy =(x. }')) aP(xy (XJ’)) CO‘ﬂdey (19.14)
as (r). o cosy

2-§ dagi 2-teoremadan foydalanib (19.14) tcng]lkmng o’'ng tomonidagi ikki
karrali integralni ikkinchi tur sirt integrali orqali ifodalaymiz:

if Plxy.=(xy)) oPlx.y.=(x.y)) cosp

wl. o, 0 cosy
H BP(x y. ) 6P(x y. ) cosf
) o- cosy

Bu tenglikning o'ng lomonidagi ikkinchi tur sirt integralini, (19.13)
formulaga asoslanib, birinchi tur sirt integraliga keltiramiz:

OP(x.y.z) dP(x.y.z) cos /ﬂ
HJ o= cosy | b =
: 5P(5x--)_t’f’(x-y-=),ﬂ cos wds =
({f)l a x> cosy } wds = (19.15)
- r:af’(l ¥, )

¢6Plx,y,:)
cos pds - H cos fds .
w o IS

Va nihoyat, yana (19.13) formulalardan foydalanib quyidagini topamiz:

OP X, V.o ap .2
JSI)J@L)C"”’“%_(@’ )y,

8

(19.16)
IIaP(x.y’:)COSMY= IIaP(x'y‘-)d:dx
o o n &
(19.14), (19.15) va (19.16) munosabatlardan
jp(x voMd - H"”' L3 "";y' 2 4, dxdy (19.17)
5} oz

bo’lishi kelib chigadi.
Xuddi shunday mulohaza asosida (S) sint va unda berilgan Q{x.y.z).
R(x.y,=) funksiyalar tegishli shartlami bajarganda ushbu

IQ(")’ My = J’j“Q('V )dxds 59(1}' )d)d.

{8
_ (19.18)
(R(x y.-)- = J@R({,y,_)dyd:_ aR(x'y"")d:dx
B () Ox
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formulalarning o'rinli bolishi ko’rsatiladi. (19.17) va (19.18) formulalarni hadlab
go’shib quyidagini tapamiz:
]P(x yoode +O{x y.z)dy + R{x.y.2

UnaQ(W :) 5”(1)’ )}j,d, ["R_(_L_) (19.19)

I ){ ox

6P(:¢y z) 6R(x
a:

Y.z )(d_dx
a_
Bu Stoks formulasi deb ataladi.
2-patija. Mazkur kursning 18-bob, 3-§ idagi Grin formulasi Staks formulasi-
ning xususiy holidir. Haqigatdan ham (19.19) Stoks formulasida (S) sirt sifatida
Oxy tekislikdagi (D) soha olinsa. unda = = 0 bo'lib, (19.19) formuladan
]P(x Y+ O(x.ydy = HJ 6Q§x y)_op(s.y)
@ x oy
bo’lishi kelib chlqadl. Bu Grin formulasidir.
Shunday qilib, Stoks formulasi (S) sist bo’yicha olingan ll-tur sin integrali
bilan shu sirtning chegarasi bo’yicha olingan egri chiziqgli integralni bog’lovchi
formuladir.

dxdy

4-§. Ostrogradskiy formulasi
R' faroda pastdan :=g@,(x.y) tenglama bilan aniglangan silliq (S,) sin
bilan. yugoridan = = ¢,(x.y) tenglama yordamida aniqlangan silliq (S, ) sirt bilan,
yon tomondan esa yasovchilari O= o'giga parallel bo’igan silindrik (S,) sirt bilan
chegaralangan {I°) sohani (jismni) qaraylik. Uning Oxy tekislikdagi procksiyasi
(D) bo’lib. bu (D) ning chegarasi yuqorida aytilgan silindrik sirtning
yo'naltiruvchisi sifatida olinadi. {p,(x.y)< ¢,(x.p) (x.y)e (D)) (68-chizma).

z

64-chizma
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Faraz qilaylik, (V) da R(x,y.z) funksiya berilgan va uzluksiz bo’lsin.
Bundan tashgari bu funksiya shu sohada
AR(x,y.2)
o=
xususiy hosilaga ega va bu hosila ham uzluksiz.

Ravshanki, bu holda
2R( ) e dd
[y,

) -
mavjud bo’ladi va 17-bobning 10-§ ida keltirilgan formulaga ko’ra

‘o {0y)
e ==
o (DA ol v) o=
bo’ladi.

Agar

nls ')ER X,y
[ EREY) s R(xpnlx ) Rp.0,5)
ei(1y) =
bo’lishini e'tiborga olsak, u holda

"""'6R(x.y.:) _ _
([ (I )—f_——-'-' dy (IJ)R(x.y.%(x.y))dxdy g)R(x.y,@(x.y)}ixdy (19.21)

bo'ladi. Bu tenglikning o'ng tomonidagi ikki karrali integrallarni 2-§ dagi
formulalardan foydalanib, sirt integrallari orqali yozamiz:

[ R(x.y.0,(x.yeixdy = I]R(x v.zMxdy.

) 15;)

(II)R(LW.(r-y))dxdy = (H)R(x. y.zMxdy.

Keltirilgan tengliklardagi sirt integrallari sirtning ustki tomoni bo’yicha
alingan (19.20), {19.21) va (19.22) munosabatlardan quyidagini topamiz:

IR i = ([ Ry iy [[ Ry by (19.29)
) - ($,) (5)

Bu tenglikning o'ng tomonidagi ikkinchi integral (S,) sirtning pastki tomoni
bo’yicha olingan.
(S,) sirt yasovchilari Oz o'qiga parallel bo'igan silindrik sirt bo"lganligidan

i RGx.y.2)xdy =0 (19.24)
15,9
bo'ladi. (19.23) va (19.24) munosabatlardan

H!ak(” )t < [l Rte. it « [ Rl X+
HR(x y. )ixdy ﬁR(x y.z )dxdy

bo'lishi kelib chigadi. Bunda $)-) stmnl a'rab turuvchi sirt.
21
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Demak,
RS2y g ﬁR x.y.2)dsdy (19.25)
h >
Xuddi shu yo’l bilan, (V) hamda P(x,y,;), O(x,y.z) lar tegishli shartlarni
ganoatlantirganda quyidagi

{J{ af(;xy iy = ?)P(xy 2Myd:, (19.26)
[.”dedyd-’=§0(x.y.z zddx (19.27)
) oy %)

formulalarning to’g’riligi isbotlanadi.
Yuqoridagi (19.25), (19.26) va {19.27) tenglikiarni hadlab go'shib quyidagi-

lami topamiz:
H,‘(ap({'y’z)“‘ 6Q(X.y.:)+3R(x,y.z))d_‘@dz=
AN ¥
= §§ P(x,y.2)dydz + O(x. y.2Mdzdx + R(x. y, 2 )dxdy
(5)
Bu formula Ostrogradskiy formuiasi deb ataladi.

Mashglar

J.I(}/-f-z +\}az +x2 }!S
{s)
integral hisoblansin, bunda (S) sirt quyidagi

19.4. Ushbu

x=al-y -2
paraboloidning Oyz tekisligi bilan kesishishidan hosil bo'lgan sirtning
tashqi qismi.

19.5. Sirning yuzi

S=||ds
(s)
formula bilan topilishi isbotlansin.
Ushbu
x’+y =R x
silindming

Pyl =R
sfera ichida joylashgan qismining yuzi topitsin.
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20-80ORB
Furye qatorlari

Biz yuqorida, kursimiz davomida, murakkab funksiyalarni ulardan soddaroq
bo’lgan funksiyalar orqali ifodalash masalalariga bir necha marta duch keldik va
ularni o'rgandik. Bu sohadagi klassik masalalardan biri - funksiyalarni darajali
qatorlarga yoyishdan iborat bo’lib, u mazkur kursning 14-bobida batafsil
o'rganildi.

Apgar qaralayotgan funksiyalar davriy funksiyalar bo’lsa, 1abiyki ulami
soddaroq davriy funksiyalar bilan ifodalash lozim bo’ladi. Har bisr hadi sodda
davriy funksiyalar bo’lgan funksional gqatorlami o'rganish murakkab davriy
funkstyalarni soddaroq davriy funksiyalar bilan ifodalash masalasini hal etishda
muhim rol o’ ynaydi.

1-§. Ba'zi muhim tushunchalar
1. Funksiyatarni davriy davom ettirish. f(x) funksiya (a. ¢] yarim interval-

da berilgan bo’Isin. Bu funksiya yordamida quyidagi
1 (x)= f(x~ (s -a)m). xe(a+mls-a).e+ms—a)
(m=0.t1.£2.) (20.1)

funksiyani tuzamiz. Ravshanki, endi f"(x) funksiya (- +w) oraligda berilgan
va davriy funksiya bo'ladi. Uning davri T;=6~a ga teng. Bajarilgan bu
jarayonni funksiyani davriy davom ettirish deyiladi.

Masalan, (- 1.2] oraligda berilgan f(x)=x* funksiyani davriy davom
ettirishdan hosil bo'lgan funksiyaning grafigi 65-chizmada tasvirlangan.

v

3 2 4] 0 1 2 3 5 x
65-chizma

Agarda berilgan f(x) funksiya (a , & ] dauzluksiz funksiya bo'lsa va
fa+0)= lim f(x)= fla) ,
deyilsa, u holda davom ettirilgan f*(x) funksiya (- ».+) da uzluksiz ba'ladi.
f(x) funksiya [a, &) yarim intervalda berilgan bo'lsa uni davriy davom
ettirish ham vuqoridagi singari bajariladi:
f‘(x): flx—(a-a)m), xe[a+m(e*a).8+m(s—a)) (m=011+2 )
Agarda f(x) funksiya (a.¢) da berilgan bo'lsa. uni
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X=(-wq+w)\la+mls-a):m=0.41 } to’plamga davriy davom ettirish
mumkin:

()= flx- (s —-a)m), xelarmls-ale+mls-a)) (m=0+1.42 )

fzoh. f(x) funksiya [a,] da berilgan bo'lsa, uni (- +0) ga umuman
aytganda ikki xil davom ettirish mumkin:

L (x)=flx—(s-a)m), xe(a+(a-a)m.a+(a-a)mn].
f()=flx~(e-a)m), xela+ (e~ a)m 6+ (s - alm)
(m=0,11,%+2,).

I-lemma. f{x) funksiya (a. n] oraliqda integrallanuvchi bo’lsin. U holda f(x)
ni {-oc.+«) ga davriy davom ettirishdan hosil bo'lgan f"(x) funksiya ixtiyoriy
(a. a + (g - a)] da integrallanuvchi bo’ladi va

a-le-aj .
J £ (e = [ flx)e *)
formula o'rinli ba’ladi.

<4 Shariga ko'ra f(x) funksiya (a,e] da integralfanuvchi, £ (x)
funksiyaning tuzilishiga binoan (qaralsin, (20.1)) uning (2, @+ (¢ - a)] (Va e R)

da integrallanuvchi bo'lishini topamiz.
Integralning xossasiga ko'ra

a+ls-a a+le-a)

) ) ]
f = [f ([ £ (xddx+ [ f (x)ae (20.2)

a a a a
bo'ladi. Ravshanki, ¥x e (a, «] uchun f'(x)= f(x). Demak,

[ e = { flo.

Endi

adfe-q)
[ 1 G

integralda x = y + (@ — a) almashtirishni bajaramiz:

v o)

[ G =] 7 s lo-aldy= 1 OMy=-] 1O
Natijada (20.2) tenglik ushbu

ae(n-0) «

[ £ (e = { f(xete

ko’rinishga keladi.»
Bu lemmadagi (*) formula sodda geometrik ma'noga ega. U 66-chizma
shtrixlangan yuzalar bir-biriga tengligini ifodalaydi.
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66-chizma

2°. Garmonikalar. Ushbu
f(x)= Asin{ax + B) (20.3)
funksiyani ko’raylik, bunda A4, a. f o’zgarmas sonlar. Bu davriy funksiya be’lib,

Lo 2 . .
uning asosiy davri T = d ga tengdir. Hagigatdan ham,
a

flx+‘-2-,—t—1= A sin

a

= Asinl{ax + B)+ 27 )= Asin{ax + 8)= f(x).

alx+2—”j~ﬂ
al

f(x)= Asinlax+ p)
funksiya garmonika deb ataladi.
Berilgan
f{x)= Asin(ox + B)
garmonikaning grafigi, y = sinx funksiya grafigini Ox va Oy o’'qlar bo’yicha
sigish (cho’zish) hamda Ox o'gi bo’yicha surish natijasida hosil bo’ladi. Masalan,
f(x)=2sin(2x +1)
garmonikaning grafigini  yasash jarayomi va uning grafigi 67-chizmada
tasvirlangan.
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Trigonometriyadan ma’lum bo’lgan formuladan foydalanib garmonikani
quyidagicha yozish mumkun:
- f(le= :4sih(ar‘+ ﬁ);;i(cé;m' sinﬁ + sinax cos ﬂ)ﬂ)
Agar
Asinfi=a , Acosfi=¢
deb belgilasak, unda garmonika ushbu

f(x)=acosax + esinax
ko'rinishga keladi.

3" Bo'lakli-uzluksizlik va bo'lakli-differensiallanuvchilik. f(x) funksiya
[a. 6] oratiqda berilgan bo'Isin.

Agar [a. 6] oraligni shunday

|“u~”|”"»~“zl ~l".4-"-] (@,=a.a, -4a)
bo’laklarga ajratish mumkin bo’isaki,
([”'3]= [a.a]u(apa]u - Vs, .a,)

har bir (a,.a,,) (k=01 .. n-1) da f(x) funksiya uzluksiz bo’lsa, hamda
x =a, nugialarda chekli o'ng f(a, +0) (k=(0.1, .n- 1)) va chap f{a, -0)
(k=(0.1,...n—1)) limitlarga ega bo'lsa, u holda f(x) funksiya [a, 8] da bo'lakti-
uzluksiz deb ataladi.

Masalan. ushhu
1, agar 05 x<1 bo'lsa,
f{x)=10, agar x=1 bo'lsa,
—x, agar 1<x<2 ho'lsa

funksiya [0, 2] oraliqgda bo’lakli-uzluksizdir {68-chizma).

0 x

68-chizma
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Agar f(x) funksiya (- «,+e0) da berilgan bo’lib. uning istalgan chekli [a. 8]
gismide (. Bl (- o+w)) ba'lakli-uzluksiz bo’lsa, u holda f(x) funksiya
(— w.+a0) da bo'lakli-uzluksiz deb ataymiz.

Aytaylik. f{x) funksiya (a.s] da berilgan va ho’lakii-uz8uksiz bo’lsin. Bu
funksiyani (- w.+o) ga davriy davom etlirishdan hosil bo'lgan f"(x) funksiya
(— o.+e0) da bo’lakli-uzluksiz bo'lad).

Masalan f(x)=x (xe(-x.n]) funksiyani (-oo+w0) ga davriy davom
ettirishdan hosil bo’lgan funksiyaning grafigi 69-chizmada tasvirlangan.

¥

/ / _7 0 K/ / '
69-chizma

Endi bo’lakli-differensiallanuvchanlik tushunchasi bilan tanishamiz.

/(x) tunksiya [a. 6] da beriigan bo'Isin.

Agar la.e] oraligni [a.6]=[ap.q]ua.q,]u. Ula, .a,] bo'ladigan

shunday [ao.clua, a,) .la, ,.a,] (a, = a. a, = 6) bo'laklarga ajratish mumkin
bo’lsaki, har bir (a,.q,.,) da (k=0.1. .. n—1) funksiya differensiallanuvchi

bo’lsa hamda x = a, nuqtalarda chekli o'ng f{a,+0) (k=0,1,..,n-1) va chap

fla,-0) (k=0,1,...,n-1) hosilalarga ega bolsa, u holda f(x) funksiya {a. 6]
da bo’lakli-differensiallanuvchi deb ataladi.
Masalan, ushbu

x? , agar 0 € x < | bo'lsa,
f{x)={2-x.agar 1< x <2 bo'lsa,
x-2.agar2<x <3 bo'lsa
funksiya [0. 3] da bo"lakli-differensiallanuvchi bo"ladi. (70-chizma)

\

0 ! 2 3 x
70-chizma
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Agar f(x) funksiya (~040) da berilgan bo'lib, uning istalgan chekli
la.] (a.p)c (~=4+)) gismida bo'lakli-differensiallanuvchi bo'lsa, u holda
f(x) funksiya {- oo,+oc) da bo'lakii-differensiallanuvchi deb ataladi.

f{x) funksiya (a, e] da berilgan va bo'lakli-differensiallanuvchi balsa, uni

(~ w+m) ga davriy davom ettirishdan hosil bo'lgan f°(x) funksiya (- «0+e0) da
bo ‘lakli-differensiallanuvchi bo'ladi.

f(x) funksiya [a.6] da beriigan bo'lsin. Agar [a.6] oraligni
la.6]=la, a)ula.a o o, 4] bo'ladigan shunday oy }la.a) la,\.a.]
(a,J =a, a,=a) bo'laklarga ajratish mumkin bo'lsaki, har bir {ak,aM) da
(k =0.1.2,..n—1) funksiya f’(x) hosilaga ega va bu hosila uzluksiz bo'lsa hamda
x =a, nuqtalarda chekli o'ng f'(a, +0) (k=0.1,2.....n—1) va chap f'(a, -0)
(k=0.1.2....n—1) hosilalarga ega bo'lsa, u holda f(x) funksiya [a. e] da bo’lakli-
silliq deb ataladi.

2-§. Furye qatorining ta'rifi
Har bir hadi
u,(x)=a,cosnx +g, sinmx  (n=012 )
garmonikadan iborat ushbu

ay+Y (a, cosnx+ b, sinnx) (20.4)
n=\

funksional qatorni qaraylik.

Odatda (20.4) qator trigonometrik qator deb ataladi «,,a,.6,.a,.6,.... sonlar
esa trigonometrik gatorning koeffitsientlari deyiladi.

Shunday gilib. trigonometrik qator garchand funksional qator bo'lsa ham
(uning har bir hadi muayyan funksiyalar bo’lganligi uchun) o'z koeffitsientlari
00.4,.6,.0,.6,,....d,.6,,.. lar bilan to’la aniglanadi.

(20.4) trigonometrik gatomning qismiy yig'indisi
T,(x)=a,+Y (a, coskx + &, sinkx)
k=l

trigonometrik ko’'phad deb ataladi.

1. Furye qatorining ta'rifi. f(x) funksiya [— 7.7] da berilgan va shu
oraliqda integrallanuvchi bo’lsin. U holda

f(x)cosmx, f{x)sinnx (n=1.2.3)

funksiyalar ham. ikkita integrallanuvchi funksiyalar ko'paytmasi sifatida (qaralsin
I-gism, 9-bob, 7-§) [-7.7] da integrallanuvchi bo'ladi. Bu funksiyalar
intcgrallarini hisoblab, ulammi quyidagicha belgilaylik:
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S,

=t
T

-—.- . —a

J (x)cos nxdx (=123 ) (20.5)

5 |-

-

8, =1 [f(x)sinnxdx (n=1213)
T -R
Bu sonlardan foydalanib ushbu
T(f. )‘—a—+2(a €osnx + @, sinnx) (20.6)
ns!
trigonometrik gatomi tuzamiz.

I-ta’rif. ay,a,,b,a,.¢,. . koeffitsientlari (20.5) formulalar bilan aniglangan
{20.6) trigonometrik qator _f(x) funksiyaning Furye qatori dcb ataladi.
a,.a,.6,.a,.6,.... sonlaresa f(x) funksiyaning Furye koeffitsientlari deyiladi.

Demak. berilgan funksiyaning Furye gatori shunday trigonometrik qatorki.
uning koeffitsientlari shu funksiyaga bog’liq ba’lib, (20.5) formulalar bilan
aniglanadi. Shu sababli (20.6) qatomi (uning yaqginlashuvchi yoki uzoqglashuvehi
bo’lishidan qat’iy nazar) ushbu “~~ belgi bilan quyidagicha yoziladi:

f()~7(f x)= 220 + f (a, cosnx + g, sinnx).

20. I-misol. Ushbu ¢
f(_x):em (—Kgx;l . ﬂ#o)
funksivaning Furye qatori topilsin. ’

4(20.5) formuladan foydatanib bu funksiyaning Furye koefTitsientlarini topa-
miz:

(- ] e} 2
q,=-je"dx=—(e"—e ® )=- shar,
LA az ar
1t ! @cosnx + nsin nx I 2a
a_=*|'e‘cusnxdx- ey T (1 - —— shar
LA E 4 a' +n . ra +n
1 ¢ 1 asinar-neosmr )" |7}
8, = == fe= sinpxdy = ————— o —¢™ =(-1y"'~ 5 Shax
) z al+w R 7a’+n
n=1.2,3.)

(qarang. 1-qism. 8-bob. 2-§).
Demak. berilgan funksiyaning Furye qatori

e - 2oy i(a,,casnx + 6, 8 nx)=
el
2shar | | kd (—]r |
— ] — Y 22— —(acos nx - nsin mx
* n 2a ..2.4111 +n? ‘ e )w

bo’ladi. »>
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2". Juft va togq funksivalarning Furye qatorlari. Jufl va toq funksiyalaming
Furye qatorlari birmuncha sodda ko'rinishga ega bo’ladi. Biz quyida ulamj
keltiramiz.

f(x) funksiya [—;r,/(] da berilgan juft funksiya bo'isin. U shu [—Jz,rr]
oraligda integrallanuvchi bo'lsin. Ravshanki, bu holda f(x)cosnx juft funksiya,
1{x)sinnx (n=1.2.3_) esa toq funksiya bo'ladi va ular [-7.7] da
integrallanuvchi bo'ladi.

/f(x) funksiyaning Furye koefTitsientlarini topamiz:

a, = lf' S(x)eos nxds = Ll_r‘ S (x)cos nxdx + L:f(x)cos nxdx I:
mr z U-r
= 247 fx)cos made (n=01.213 )
n

a, = l!" S(x)stn nxdx = Lkl' fCx)sin nxdx + [‘ S (x)sin rxdx I:
T n » i

b %[ﬂ I,. £ (x )sem nxdx +j[:' 7 (x)sin nxd ]= 0 (n=123.)

Demak. juft f(x) funksiyaning Furye koeffitsientlari
2
=— X )cos =0.1,2..
a, . L f(t)t‘O\‘ nxdx (n ) (20 7)
a,=0 (h=1.2.3 )

bo'lib, Furye qatori esa
S{x)~ TU,x):a—;-tia_cnsm
? &
bo'ladi.

Endi f(x) funksiya [~ z.7] da berilgan 1oq funksiya bo'lsin va u shu [- 7.7}
oraliqda integrallanuvchi bo'lsin. Bu halda f(x)cosnx toq funksiya,
f{x)sinnx (ﬂ =12 ) esa jufl funksiya bo'ladi.

Funksiyaning Furye koeffitsientlarini topamiz:

a =—l-j' f(x)cos nxax :llfn S(x)cos nmxdx + [* f(x)cos nxa ]:
T x T v . n r]

- %[_ L-f(x)cos nxdx + L S (x)eos nxdx ]: 0 (n=012.)
€ = %In. S {x)sin nxax = %[[”" S )sin mxdx + {7 f{x)sin nxx ]:

=%I:f(x)smnxdx (n=12)

Demak. tog f(x) funksiyaning Furye koeffitsientlari

a, =0 (n=012.)
’ (20.8)

6, == f()snardx  (n=01.2 )

4
bo’lib. Furye gatori esa
fx)-T(f.x)= f a,, sin nx
n-1
bo’ladi.
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20.2-misol. f(x)=x? (-x <x<x) funksiyaning Furye gatori yozilsin.
4 (20.7) formulalardan foydalanib berilgan funksiyaning Furye
koeffitsientlarini topamiz:
1

== rx)dx =

2

3
a,,:zj:x’casnxdx——z— ;smnxL —Lxcmnxdx—
4

4

L_ x ﬂﬂ] Jf;cas nxdx

=(-|y;‘7 (n=1.2.3 )

Demak f(x): X juﬁ funksiyaning Furye galori ushbu

2 2
x1~i+ ) (_|r' ('Osnx-—”——:t( I_COS?_X__‘_COS,}IH )
3 L 2¢ 3

ka’rinishda bo’ ladl
20.3-misol. Ushhu
f(x)=x [-r<x<a]
toq funksiyaning Furye gatori yozilsin.
« (20.8) formulalardan foydalanib berilgan funksiyaning Furye koeffitsient-
larini topamiz:

., 'fxsnnnxdx*——lxcosmd +iI'cosnxdx=
2% nx o ax®

o2

- zcosnx=(—l)" (n=1213 )

Demak. f(x)= x tog funksiyaning Furye qatori quyidagicha ho’ladi:
X~ Y( 1y 2 sinnx = 2|/smx—£"—2—{+ sin3x —‘, »
o n 2 3 J
3" |- 1.1] oratiqda beritgan funksuamng Furye qatori. f(x) funksiya [-1./]
(/ > 0) da berilgan va shu oraligda integrallanuvchi bo’lsin.
Ravshanki. ushbu

(= ;x (20.9)

almashtirish [-7.1] oraliqni - 7. 7] oraliqqa o’tkazadi. Agar

!
76)= 1[£1)=00)
deyilsa, ¢(t) funksiyani [—n.n] da berilgan va shu oraliqda integrallanuvchi
bo’lishini ko’rish qiyin emas. Bu ¢(f) funksiyaning Furye gatori quyidagicha
bo’ladi:

o(r)~T{p.0) = 0_20 + i(a, cosni + ¢, sinnt)
n=)

bunda,
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a, =1]' ol)cosntdt (n=012. ). 6, =—I" @()sinntdt (n=123, )
n -
Yuqoridagi (20.9) englikni e'tiborga olsak, unda
( a = n Y
~—2+>.4,605n—X+8, 5inn—x1
J / (")

bo’lib, uning koeffitsicntlar esa
{
[' ¢L=x]cos n-j— xde (n=012.)

—-] ( Jsmn xdx (n=123,.)

1

bo’ladi.
Natijada
£lx)~ ¥ (a, cos~”—7i 43, sin—l-] 20 1)
ga ega bo’'lamiz, bunda
a, =III f(x)cosmdx (n=012.)
[ / (20,115
I J(x)sin udt (n=123.)
(20.10) ning o’ng tomomdagl lngonomelrik qatorni [ 1.1] da berilgan f(x) ning
Furye gatori deyiladi, (20.11) Furye koefTitsientlari deyiladi.
20.4-misol. Ushbu
fix)=e" (i<xxi)
funksiyaning Furye qatori yozilsin
4 (20.11) formulalardan foydalanib, berilgan funksiyaning Furye
koeffissientiarini topamiz
{bunda /=1)
aq =j_"e'dr=e—e'|.
1
I-I o" cosnsd = nzsinnx x+ cosnnx,
- I+n'r’
-4
= ; ’(ecosnﬂ-—e"cosmt) (- l)' e-e’ - (n=12))
1+n'a
'
6 = r e"sinnmxdx= Sinarx n:rczosmrx‘, = ! (emrcosmr+e mtcosmz)-
‘ l+n'n 1+n'n
nECOSNT 4 rm( 1) vy e—g
= -el=—""_|¢ i n=12,...
1+n'x’ ) |+n11rz( ) ( ) ( )
303

www.ziyouz.com kutubxonasi



Demak. f(x)=e" (-i<x <1} funksiyaning Furye gatari ushbu

1 t
. _e-e - ¢
e ——+ e~ COSHIH+— —= NI SN Nxx
2 ( ).z..[l +n* 1+n?2?
ko’rinishda bo’ladi.»
Izoh. 1Jshbu

T(f:x)=" +Z(a cos nx + g, sinnx)

n=|
trigonomeirik gatoming (- oo_+co) da berilgan 2z davrli funksiya ekanligini
ko’rish qiyin emas:
T(f:x+22)=7(/: x).
Agar |- 7.z] da berilgan f(x) funksiyani (- ® +o) ga davriy davom ettirsak
(qarang, ushbu bobning 1-§)
S (&)= flx—2am) , xelx+2ama+27m) (m=0£1.4+2 )
u holda, ravshanki, (- co,+) da

S ()~ T(j ) +Z(a,,casnx+e sinnx)

bo’ladi.

3-§. Lemmalar. Dirixle integrali
Funksiyalarni Furye qatoriga yoyish shartlarini aniglash, yuqorida aytib

o'tganimizdek, Furye gatorlari nazariyasining muhim masalalaridan biri. Uni hal
etuvchi teoremani keltirishdan avval ba’zi bir faktlarni o' rganamiz.

1°. Lemmalar. Quyida keltirilgan lemmalar Furye gatorlari nazariyasida
muhim rol o’ynaydi.

2-temma. [a.¢] oraligda berilgan va integrallanuvchi ixtiyoriy  ¢(x)
funksiya uchun

fim S olx)sin pxdx = 0, (20.12)
'{im [:qy(x)cos pxdx =0, (20 13)
bo’ladi.
< [a. 6] oraligda biror
P={x,x.x,5. 1, (a=xy<x,<x, <. .<x, =6)
bo’laklashni olaylik. Integralning xossasiga ka'ra
[ o(x)sin pxdx = Z I o(x)sin pxax (26.14)

ho'ladi. @(x) funksiya |a. e] da chegaralangan Demak,

inflp(x)x € [xe.x,, [} (k=012. n-1)
mavjud. Uni m, bilan belgilaymiz;

=inflp(x)xex,.x,, I} (k=012 .n1).
Endi (20.14) integralni
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LI
J: plx)sn prde = I.“‘ olx)sin pxde =
e (20.15)
= Zr"" le(x)— m, |sin pxdx + 3. m, r'" sin pxdx = §, + S,
Pyl ko

ko'rinishda yozib, so’ngra har bir

n-)
1= 511 lolr)- m s prt,
k=0

L .
S,=3m, j’"" sin prdk
k-0 *
qo'shiluvchini baholaymiz.
Agar o, p(x) funksiyaning {x,.x,.,] (k=0.1,2, .n-1) dagi tebranishi
bo’lsa, S, uchun ushbu

el b .
|84 < X Ifuhd" =Y o, (4x, = x4 - %) (20 16)

tengsizlikka ega bo’lamiz. Shartga ko'ra @(x) funksiya [a. a] da integrallanuvchi.
Unda 1-gism. 9-bob. 5-§ da keltirilgan teoremaga ascsan, Y& >0 aolinganda ham,
shunday & > 0 topiladiki, [a. 6] oraligning diametri A, <& bo'lgan har qanday P
ho'laklashi uchun

n
Y oA, <= (20 17)
x=0 2
bo'ladi. (20.16) va (20.17) munasabatlardan
8 < ; (20.18)

bo’lishi kelib chigadi.

n-
Endi §, = thj:"‘ sin pxdx vig'indini baholaymiz. Ravshanki,
120 :
I.,,, sin pxdx' - |cos px, - cos px, | < 2
“ | P " p

Demak,

LI
S, < 2 Y |m,] bo'ladi. p ni yetarli katta gilib olish hisobiga
Pk=0

2! £
= Yl <= (20.19)
Pi-o 2

bo'ladi. Natijada (20.15), (20.18) va (20.19) munosabatlardan yetarli katta p lar

uchun f:(p(x)smpxdx’ < £ ho’lishi kelib chigadi. Demak,

lim fga(x)sin pxdx =0
’ .4 -«

(20.13) muncsabatning o'sinli bo'lishi xuddi shunga o'xshash ko'rsatiladi. »
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Xususan, ¢(x) funksiya [o. #] oraliqda bo’lakli-uziuksiz bo’lsa, uning uchun
lemmaning tasdig’i o'rinli bo’ladi.
1-estatma. L.emmadagi

J(p)- E olx)sin pxdx. J,(p)= [:w(x)cas pxdx

integrallar, ravshanki, parametrga ( p-parametr) bag'liq integrallardir. Mazkur
kursning 17-bob, 5-§ ida biz bunday integrallaming limitini integral helgisi ostida
limitga o’tib hisoblash haqidagi teoremani isbat qilgan edik. Bu teorema shartlari
yuqoridagi integrallar uchun bajarilmaydi ( p -+ © da integral ostidagi funksiya-
ning limiti mavjud emas) va demak, undan foydalana olmaymiz. Shuning uchun
ham 2-lemma yuqorida alchida ishatlandi. Ikkinchi tomondan lemma parametrga
bog’'liq integrallaming limitini bevosita. integral belgisi ostida limitga 0’tmasdan
ham, hisoblash mumkin ekanligiga misol bo’ladi.

Yuqoridagi lemma chegaralanmagan funksiyaning hosmas integrali uchun
ham umumlashtirilishi mumkin.

o(x) funksiya [o &) yarim integralda berilgan. 6 nuqia shu funksiyaning
maxsus nuqtasi bo’lsin.

3-lemma. [a, ¢) da absolyut integrallanuvchi ixtiyoriy @(x) funksiya uchun

lim r(p(x)sin pxdx =0,
posy

lim I:(o(x)cos pxdx =0 (20.20)
’ LR s
bo’ladi.
< Ixtiyoriy . (0<n<b-a)olib
f:¢(x)sin pxdx

integralni quyidagicha yozib
4 a—v . a .
Lqp(x)sm pxdx = [ g(x)sin pxax + | 7qp(x)sm pxdx (20.21)
bu tenglikning 0’ng tomonidagi har bir qo"shiluvchini baholaymiz.
Qaralayotgan @(x) funksiya [a. & — 17) da integrallanuvchi bo'lganligi sababli
ynqorida keltirilgan 2-lemmaga ka'ra
lim r-"(p(x)sm pxdx =0
pas’d
bo’ladi. Demak, V£ > 0 alganda ham, shunday p, > 0 topiladiki, barcha p > p,
uchun
‘ [*" g(x)sin pxdxt < g (20.22)

bo’ladi.
Shunga ko'ra (p(x) funksiya [a. 8) da ahsolyut integrallanuvchi. Ta'rifga
binnan V&>0 olganda ham shunday &>0 topiladiki, 0<7 <& bo’lganda

!.‘ ,,‘¢("1dx <§ bo’ladi. Demak,
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U:_qsmpw(x)(tx’ < I:Vq}rp(x)dx <§ (2023)

Yugqoridagi (20.21), (20.22) va (20.23) munosabatlardan yetarli katta p lar
uchun

‘ [:w(x)sm prdx

<& bo'lishi kelib chiqadi. Demak, /fim [ ¢(x)sinpxde=0
pow Y

(20.20) munosabatning o'rinti ba’lishi xuddi shunga o’xshash ko’rsatiladi.

Isbot etilgan lemmalardan muhim natija kelib chigadi.

l-natija. (- 7.7) oraligda ho'lakli-uzluksiz yoki shu oraliqgda absolyut
integralfanuvchi f(x) funksiyaning Furye koeffitsientlari n— e da nolga
intiladi:

lima, -hm—f f(x)cosnxdx 0,

Ho® n—mom 7[

hme —hm f f(x)tmn.xdx 0,

>z’

2°. Dirixle integmh. Furye qatorining yaqinlashuvchi ekanini o’rganish, bu
gator qismiy yig'indilari ketma-ketligining limitini aniqlash demakdir. Shu
magsadda gator qismiy yig indisini quiay ko’rinishda yozib olamiz.

/(x) funksiya [-7.7) oraligda berilgan va absolyut integrallanuvchi (xos
yoki xosmas ma’noda) bo’lsin. Bu funksiyaning Furye koeffitsientlarini topib,

a, = lf”, f(0)cos kedr (k=012 )

8, =;:’-r.f(t)sinkrdl (k=12 )

so'ngra topilgan koeffitsientlar bo’yicha f(x) funksiyaning Furye qatorini
tuzamiz:

Flx)~ T(/;x)-_-gzl + Y (a; coskx + 6, sinkx).
k=
Endi bu qatorning ushbu
Ff:x)= a_‘:, + Y (a, coskx + 6, sinkx)

2 45
qismiy yig'indisini olamiz. Bu yig'indidagi a, (k=012,.) va ¢, (k=12..)
larning o’rniga ularming ifodalarini qoysak, u holda

£.(f. x)-zLan 0 +..Zl;Ij'f(l)[coskxcoskl+sinklsinkx]dt.

Ma’lumki,
cos ki cos kx + sinkt sinkx = cos k(t - x).
Demak.

£ (f:x) —_( j(li + Zcosk(l x)}d!
Integral ostidagi ifoda uchun quyidagi munosabat o'rinli:
307

www.ziyouz.com kutubxonasi



! + icos k(t - x)= _—
2 .4

Xagiqatdan ham.
! + Zcos ku
k=1

U Lu & . u
2sin— =sin—+ 3 2sin—coshu=

k=1

sir{k + %Jﬂ - sml k- lZJu

(u =t{- x)
Bu tenglik yordamida F,,(f,'x) yig'indi quyidagicha ifodalanadi:

. u
—sm2+z

k=1

1\

=85 n+ — |u.
L2

sin(2n + l)'-—x

1 ¢
Fn(/;x)=g [ 70— 2 4 (20.24)
sin
2
(20.24) tenglikning o'ng tomonidagi integral f¢x) funksiyaning Dirixle integrali
deb ataladi.

Shunday qilib  f(x, funksiya Furye qatorining gismiy yig'indisi F,(/. x)
parametrga bog’iiq (20.24) ko’rinishidagi integral (Dirixle integrali) dan iborat
ekan.

f(x) funksiya f(x, funksiyaning (~w+x) ga davriy davomi ba'lsin.
Binobarin f(x) funksiya (- o,+o) da berilgan, 27 davrli [- z.+7) da absalyut
integrallanuvchi funksiyadir. Qulaylik uchun biz quyida f(x) funksiyaning
0'zini (~o,+o0) da berilgan, 27 davrli, [-7.+2z) da absolyut integrallanuvchi
funksiya deb hisoblaymiz va f'(x) o'rniga f(x) yozib ketaveramiz.

Endi.

sm(2n + I), ;x

U)o 0 ——— 2

sin-— —

integralda ¢ = x + u almashtirish gilamiz. Integral ostidagi funksiya davrli funksiya
bo’lganligi sababli, bu almashtirish natijasida integrallash chegarasi o’ zgarmasdan
qoladi (ushbu babning 1-§ iga qaralsin).
Natija
| sin(2n +1)"
TR LN LT i ¥
V)= o[ sl i
sin—
2
bo’ladi. Bu integralni ushbu
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sin{2n + I)— sin(2n+ I)
K. x)= —j' f(x+u)—u~—“~du+j f(x+u)——u2du

sn - Stn—

2
ikki qismga ajratib. o’ng tomondagi birinchi integralda u o’zgaruvchini —u ga
almashtiramiz, U holda
i net)
sinl n+— lu

E(f. x)= % [UGra)s fe-l——2a 2025

2sin—
2

bo’ladi. Dirixle integrali F,(f;x) ning bu ko'rinishidan kelgusida foydalaniladi.
Xususan, f(x)=1 ho'lsa. (20.25) munosabatdan

2 smkn+ i)u
=22y (n=123.) (20.26)
i Z.finE

bo’lishi kelib chigadi. Hagigatdan ham. bu holda
a,=2.0,=6,=0 (k=123.)

F.x)=

bo'lib,
ba'ladi.

4-§. Furye qatorining yaqinlashuvchiligi
Endi berilgan f(x) funksiya ganday shartlami bajarganda. uning Furye qgatori
yaqinlashuvchi bo'lishini topish bilan shug’ullanamiz.
1°. Lokallashtirish prinsipi.Yuqorida keltirilgan Dirixle integraii

LU )-—Llf(xw)*/(vu)]M

2sin

quyidagi muhim xossaga ega. Ixtiyoriy § (0< 5 <x) sonni olib, (20.25) integralni
ikki qismga ajratamiz:

N

sin n+- |u
A=t [f(1+u)+f(x—u)]*(~§-’—du+

25m—

51 — U
+— _(fo+u)+f(.r u)]iﬁ—)—du J(nd)+d,(ns)

2s5n-
O’ng tomonidagi ikkinchi
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\
| n{n+5)lu
Jz(n,cS)=—E[f(x+u)+f(x—u)] ——du
d 2sin-
2
integralning # -» o da limiti mavjud va nolga teng. Haqgigatdan ham. berilgan
f( x yfunksiya [—JI, ) da va demak [ﬁ,n)da absolyut integrallanuvchi
bo’lganligidan
{

o(u)= [/ G+ )+ 1x-u)]

2sin Y
2

funksiya ham shu oraligda absolyut integrallanuvchi bo’ladi ([6./:) da smi—:

funksiya chegaralangan) va 3-lemmaga asosan
A Y
tim J,(n.8) = lim Eq)(u)sirq{n + 1 ludu =0
e n—at \ 2/

Natijada quyidagi teoremaga kelamiz.
I-teorema. Ushbu
il e 1)
sinm n+~u
J,(n.8)= l[:[f(x +u)+ flx- u)]-—v\———idu
i 2sin~
2
integralning n » oc dagi limiti mavjud bo’lgandagina Dirixle integralining n -+ 0
dagi limiti mavjud bo’ladi va
tim F,(f.x)= lim J,(n.5).

Ravshanki, J,(n.8) intcgralda f funksiyaning [x-&.x+&]| oraliqdagi
giymatlarigina gatnashadi.

Shunday gqilib, berilgan f(x) funksiya Furye gqatorining x nuqtada
yaginlashuvchi yoki uzoglashuvchi bo’lishi bu funksiyaning shu nuqua
(x—(S_ x+06) atrofidaga qiymatlarigagina bog'liq bo’lar ekan. Shuning uchun
keltirilgan tecrema lokallashtirish prinsipi deb yuritiladi.

Uning mohiyatini quyidagicha ham tushintirish mumkin.

fkkita turli 27 daveli f(x) va @fx; funksiyalaming har biri {—7L+II) da
absolyut integrallanuvchi bo’lsin. Ravshanki, bu funksiyalarning Furye qatorlari
ham, umuman aytganda. turlicha bo’ladi. Biror x,e(-7.7z) va & (0<&<n)
uchun

f(x)=¢(x), agar x€|x,~8.x,+85],

Jf(x) = p{x), agar xe€ [—ﬂ,;r)! Ixo -8.x, +5]
bo’lsa. u holda n — o da bu funksiyalar Furye qatorlari qismiy yig'indilarining
x, nuqtadagi limitlari yoki bir vaqtda mavjud (bu holda ular bir-biriga teng)
bo’ladi, yoki ular bir vagtda mavjud bo’Imaydi.
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Pirovardida, o’quvchilarimiz e’tiborini lokallashtirish prinsipining yana bir

muhim tomeniga jalb gilaylik.

Keltirilpan teoremadan J (n.8) integralning n— o dagi limiti barcha

6 (0<é<um) lar uchun hir vaqtda yoki mavjud bo’lishi, yoki mavjud

bo’lmasligi kelib chigadi.
2" Furye qatarining yaginlashavchiligi.

2-teorema. 27 davrli f(x) funksiya [- z.z) oraligda bo’lakli-differensialla-

nuvchi funksiya ho’lsa, u holda hu funksiyaning Furye qatori

9"2- + f (a, coshx + 6, sinkx)
P
[- z.7) da yaginlashuvchi bo’ladi. Uning yig'indisi

T(f,' x)= % +"Z:(a,‘ coskx+g6, sinloc) = igx—+ O); j(x = 0)
ho'ladi.  (xe[-7.x))
« (20.26) tenglikning bar ikki tomoni
S+ 0)+ £x-0)
ga ko’paytirib quyidagini topamiz

| 2 1 sin(n + ;]u
QG0 fle=0)l= =[x+ 0)+ plx- 0} —-a
x02 25in¥
sin
(20.25) va (20.27) munosabatlardan foydalanib ushbu
B 0)=3 (x4 0)+ s~ 0)

ayirmani quyidagicha yozish mumkin
Ir,
F(fix)=5 /(e +0)+ f(xr-0)}=

sm(n+l}¢
:l.[:[f(;\’+u)+f(x‘u)—f(x+0)*f(x-0)]_K_7‘2_d

z 2sin—
2

Agar

i sini’n+jl,}1u
Lpl e sl s 0l —~—2L =, (r.5)
z 2sin—
2
[/ 1\
- sin| n+ 5 Iu
x [lrGx—u)-rx- 0)]+%«fu =Jo.(f %)
251;15
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(20.27)



deb belgilasak. unda

1
U x)= U e 0)4 Sl 0)]= 40,7 5) 4y, (f:9)
bo’ladi.
Endi J,,(f x) va J,,(f x) lami baholaymiz. Ixtiyoriy § (0<d<n)
sonni olib ./, (/. x) ni ikki qismga ajratib yozamiz:

-

| | .wntn+ 2}4
Il x)== [+ )~ sl 0——"du+
x 2 sin—
2
Smln+ ! PI
+ =]'[/(x +u)- f(x+ O)L\—zdu (2028)
Z.sm

L.okallashtirish prinspiga asosan

1
smln+— lu

lim ~ [ [ (x+) f(x+0)]—————3—/—du=0

2sin

bo'ladi. Demak, Ve>0 olinganda ham. shunday n,=n.(£,6)e N topiladiki.
V¥n> n, uchun

(

sin n+— Iu

I [ v w)- flx v )= % (20.29)

Zsm -
2

bo'ladi.

Endi (20.28) tenglikning o ng tomonidagi birinchi integralni bahaolaylik. Uni
& ni tanlab olish hisobiga yetarlicha kichik qila olishimiz mumkinligini
ko'rsataylik.

Shartga ko'ra, f{x) funksiya [- z.7) da bo'lakli-differensiallanuvchi. Bino-
barin. Vxe[—rr,rr) nugtada uning bir tomonli chekli hosilalari, xususan, o’ng
hosilasi

.hmf(x-fu) f(x+0) (x+0)

mavjud. Demak. shunday &, > 0 topiladiki 0 < u4 < 4, bo’lganda

I—(Xﬁw <M (Ml = com‘l)

bo'ladi.
Shungdek. shunday é. >0 topiladiki, 0 <u <8, bo’lganda
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u

2 sM, (M, = const)
sin"’
2
bo’ladi.
' ne
Agar & = mun{ 8,.8,,————>3 deyilsa, unda ixtiyoriy n e N uchun
2 {l -0 2M|M,} y yoriy

u
| £e )= 16540 2 an{ne v
ﬂ u sin’{ 2

2

u
<i,f: flxru)- f(x+0) 3 Lusl,"|4,’5<£ (20.30)
n u .ol = 2
Sl”'zi

boladi.

Natijada (20.28), (20.29) va (20.30) munosabatlardan V£ >0 olinganda
ham. shunday n, € N topiladiki, barcha n> ny uchun 4, (/. x} < £ bo'lishi kelib
chiqadi.

Ikkinchi integral

! 0
sin| n+ = |u

BU D Ll w2

2 sin —
2

ham xuddi shunga o'xshash haholanadi va |J,,(f, x) <& bo'lishi 1opiladi. Demak.
Y& >0 olinganda ham, shunday ny € N topiladiki, barcha n > s, uchun

F_(f,x)»-%[f(x +0)+ f(x-0)] <2
bo’ladi. Bu esa
lim £,(7.x)= 2 [£x+ 0)+ 1(x - 0)]
ckanini bildiradi.
Shunday qilib, f(x) funsiyaning Furye qatori [-z.7) da yaginlashuvchi,
uning  yig'indisi T(f.x) esa -;lf(x +0)+f(x-0)] ga  teng

TUQ-‘)=%+‘Z-;(0‘ coskx+ s, sinkx) =%[f(x+0)+ f(;c —0)] >

Ravshanki, teorema shartlarini ganoailantiruvchi f(x) funsiyaning uzluksiz-
lik nugqtalarida

7= L9 fe=0) g
ba'ladi.
33
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x =t bo’lganda ushbu bobning 1-§ ida aytilgan ushbu
flr+0)= f(-2+0)= f(x-0)

tenglikiar e’tiborga olinsa, unda

lim E,(f )= s %O) f(—nM

llml‘(_fx) f(zt+0)-2rf(7r 0) f(—rr+0)2+f(fr 0)

bo’ladi. Demak,
tim F(f.=#)= lim FAf.x)= 2L/ 7+0)+ f(a-0)

ya'ni
1
(f-z)=7(. n)=-2-[f(—1r+0)+f(n -0)]
bo'ladi.
2-natija. Agar 2z davrli f(x) funksiya {-z.7] da uzluksiz, bo lakli-
differensiallanuvchi va f(~7)= f(r) bo’lsa, bu funksiyaning Furye qatori
[» It.lt] da yaqinlashuvchi, yig'indisi

r(f:x)= /() (xel-n.2)

bo’ladi.
20.5-misal. Ushbu
flx)= (xeln)
funksiyani Furye qatoriga yoyilsin.
« Ma‘lumki'
2 2
x? - -—+ ( IY 5 cos kx —”—— {cocx cos cos 2x + c0513x \

PR 2’ 3 )

Ravshanki, x? funksiya {— II,}I] da oraligda 2-natijaning shartlarini
qanoatlantiradi. Shu natijaga ko'ra. {- 7,7 da uning Furye qatori yaqiniashuvchi.
yig’indisi esa x* ga leng bo'ladi.

, d u 4 L
xt=q — 1} —coskx=——4| cosx—cos
Al 3 4

cos2x cos3x )
37 31 -
(x € [— It.ﬂD »
20.6-misol. Ushbu
f(x)=cosax (0<a<|)

funksiyani Furye gatoriga yoyilsin.

<« Furye koeffitsientlari
sinan

— I' cosaxdx =2 ———
an

- ZEcosa.xcosnxdr = ,l;‘ (cos(a +n)x +cosla—n)x)dx = (-
n

(n=123.)
6,=0 (n=123_)
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bo’ladi. Demak. berilgan funksiyaning Furye gatori

&
cosax ~ ﬁn__alt 2asinan & —(;'-)—woskx
an V.4 as - it
bo’ladi. Agar bu f{(x)= cosax funksiya 2-natijaning shartlami bajarishini e’tibor-
ga olsak, unda

. , ® {1}
cos ax < Sina% 2asinan 5 (-1)

= ———coskx
ar I n:la_ -k.
ba’lishini topamiz.

Keyingi tenglikdan x =0 deyilsa

1= sinan z -I)’;
" ll - —/(
ya'ni
1
sinax a o l: a—k
kelib chigadi. &

20.7-misol. Quyidagi

7(x)= J—x agar -n <x <0 bo'lsa,

.agar Q<x<rx bo'lsa
funksiya Furye qatoriga )’0)H|Sll‘l.

4 Bu funksiya yuqoridagi 2-teorema shaniini ganoatlantirishini ko’rish qiyin
emas.

Berilgan funksiyaning Furye koeffitsientlarini topib, Furye gatorini yozamiz

::If. S(xhix -

X

-t
ro 1,

|
x

L] 2 '

a; = é!'. f(x)cos kxdx =

+

—ljn X cos kxdx = -——.—xsin fex
L kn

+ —-j sin kxdx = k— {cos kx - cos 0) =
Demak.

.agar k tog san bo'lsa,
= 11(1; 7 agar k juft son bo'lsa.

)

Endi 6, koeffitsientlarini hisoblaymiz

Ay )

6, 1 [ fx)sinkxdx= - f xsmkxdx-—' cosk!r
s ko,
! f) coskx  _ coskr _ (—])
A | k k
Shunday qilib. x € (- 7.7z) uchun
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cos(2k x Z(' sinkx

(.- % -2 5o LSO

=l (2/(—1)'

x=+x daesa
_

[

bo’ladi. »
20.8-misol. Ushbu

1)1

{-1. agar 0<x<r bo'lsa

1, ogar -1 $x<0 ba'lsa,

funksiya Furye gatoriga yoyilsin.
4Bu funksiya yuqoridagi teoremaning shartlarini qanoatlantiradi. Berilgan
funksiyaning Furye koeffitsientlarini hisobiab, uning Furye gatorini topamiz;

) e | (Y]
a, = sh==| dx-=| & =0,
o ”I. /( M ”r. ”!u
a,,=-l-r f(x)cosnxdx=l[0 cosnxdx—l{o'coxnxdx=0 n=123.)
- ”' L4 }/ 4
. l_{ f(x)sinnrdx:—'jo :inmdx#—ljl:sinmcdx=
x°* 4

R
= ——(cosO-cos:m)+l(cosnx —cos0)=-=(cosnn - cos0) = —z—kﬂ' - l]
nx nx nx nx

Demak,
0 . apar n jufi son bo'lsa,
s, =1 4
-— . apar n taq son bo'lsa.
nix
Shunday qilib, berilgan f (x) funksiyaning Furye qatori
10, )_ sm(2n lk___( n1+sm3x+§_1£_5_{+m\
n ot 2n-1 &% 3 5 )
bo’ladi va uning yig'indisi
f(x). agar  xe(~z.z)1{0}

f(—) 10) _ l+(—1)
T(f:x)=) fl-x- 0)+f(—rr+0)

2
flz-0)+ f'(7r+0)_0
2
bo'ladi. 71-chizmada f(x) funksiyaning va uning Furye gatorining va gismiy
yig©indilari tasvirlangan.

=0 agar x=0

agar x = -7

agarx-nm
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F(x) g
x
__/\F,'(x)

o / \"l \x)l
—_— |/ P 7

r =« £ x
” » /

T 0 X . 3

H—————— -

71-chizma

5-§. Qismiy yig’indilarning bir eksiremal xossasi
Bessel tengsizligi
f{x) funksiya [a, e] oraliqda berilgan. Bu funksiya va uning kvadrati ham shu

oraligda integrallanuvchi bolsin. Odatda bunday funksiyalar kvadrati bilan integ-
rallanuvchi deb ataladi.

Agar f(x) funksiya [a. 8] da kvadrati bilan integrallanuveh bo’lsa, v shu
oraligda absolyut integrallanuvchi bo’ladi. Haqiqatdan ham, ushbu

76550+ 762)

tengsizlikdan foydalanib

Jolr oY
ning mavjud bo’lishini topamiz Bu esa f(x) funksiyaning la. 8] da absolyut in-
tegrallanuvchi ekanini bildiradi.
Ammo  f(x) funksiyaning absolyut integrallanuvchi bo’lishidan. uning
kvadrati bilan integrallanuvchi bo’lishi har doim kelib chigavermaydi.
Masalan, ushbu

funksiya (0.]] da integrallanuvchi, lekin
) 1
filx)=—
x

funksiya esa (0.1] da integrallanuvchi emas (qaralsin, 16-bob, 5-§).

Demak, kvadrati bilan integrallanuvchi funksiyalar to’plami. absotyut integ-
rallanuvchi funksiyalar to’plamining qismi bo’ladi.

f(x) funksiya [-7,7] da kvadrati bilan integrallanuvchi funksiya, T, (x)
darajasi n dan katta bo'lmagan trigonometrik ko’phad ba'isin:

T,,(x):ilz2 +ki {a, coskx + B, sinkx).
-1
n
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Ravshanki, bunday ko'phadlar ham [- 7.z | da kvadrati bilan integrallanuvchi

bo’ladilar. Koshi-Bunyakavskiy tengsizligidan
[ [rt)-T.cof o (20.31)
integralning ham mavjudligi kelib chigadi. Bu integral muayyan f{x) da
ag.a. .0, ,..2,.5,
larga bog’liq:
J=May,a. 6,.0,8, a f, )= r'[j(x)— T, (x)f dx.
Endi quyidagi masalani qaraylik. Shu koeffsientlar ganday tanlab clingandan

J eng kichik giymatga ega bo'ladi? Bu masalani hal etish uchun yugoridagi
(20.31) integralni hisoblaylik:

_ﬂj(x) T.(x)fdc= [f (x Jbx ~ 2jf(x)r(x;dx+fr1(x)dx (20.32)

f(x) funk5|ya Furye koeffslenlian uchun

L st

N |

al-

if(x cos kxdx (k=12)
f

-1 x)sinkocdx (k=12.)
"
formulalardan foydalansak
ff(xT(x {——+z‘(a,coskx+ﬂk5inkx)iak=ﬁa,.n+
= (20.33)
S wrn - ) | 25 S e+ 1)
sal sl 1
bo’ladi.
Agar
[ coshxdx = [ sinxdx =0, [coskxsimhxdx =0
¢ -8 g
] 4
Jsin*kedx = [eos® kedx = n
ekanini etiborga olsak, u holda
L3 - a )
I T (xktr= I —‘;’ + Y (a, cosx+ B, sinkx) [afx 0 4+ Z(a,, +5, )} (20 34)
-2 -zl k=) &=

ho'ladi. Yuqoridagi {20.32). (20.33). (20.34) tenghklardan foydalanib quyidagini
topamiz:
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2

j LAx)-7,(x)f ax = j fz(x)dx—Qﬂ!a"a" ‘ki_lu,a, +§/}kbk' -

+

! [d »
B e I Yal+Y gl
2 4G k=l

= ]‘fz(x)ix—rr[%+§af+§b}

+n

: ) .
a,—-a < .
ol S -a P £ -0Y
=| =1 i
Bu tenglikdan ko rinadiki,

[/~ 7.0 ax

integral
a, = a,,
a, =a, (k=123 .n)
8 =5

bo’lgandagina o'zining eng kichik giymatiga erishadi va u giymat

[ f’(x):lx-w’ﬂ:*ia’oic’
-« 2 5057

baladi, ya'ni:

min  {17()-T @ dr= 1, £ (ekic -

ap @by A,

al & o~
S rei-Xa
) Z k=) k=|

Shunday qilib quyidagi teoremani ishotladik.

3-teorema. f(x) funksiya [-x.7| da kvadrati bilan integrallanuvchi bo'lsin.
Darajasi n dan katta bo'lmagan barcha trigonometrik ko’phadlar {7, (x)} ichida
ushbu

[ ()~ 7,0 ax

integralga eng kichik qiymat beruvchi ko'phad f(x) funksiya Furye qatorining
#ai— qismiy yig'indisi bo’ladi:
mn (* 1/ )= T, ()P e = [7, L 0)- £, (/)] a -
2 .2 hd ul
<[ £ e x| % S z}
3-nafija. Agar f(x) funksiya |- z,z] da kvadrati bilan integrallanuvchi
bo'lsa, u holda bu funksiyaning Furye koeffsientlari kvadratlaridan tuzilgan:

Yar. 2
k=1 k=)
gatoriar yaginlashuvchi bo'ladi va quyidagi tengsizlik o'rinlidir:
1
a - - l -
2 Yal Yl s~ fxa (20.36)
2 = ] E4
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« (20.35) munosabatdan

[ e~z >0

g &,
20 2a+ e
- b= k=

ya'ni, Vn uchun
2
a, o L 1
¢y Zu} + Za,’ S—I".[’(x)ztx
z k=l x
bo’ladi. Bu erda » ni cheksizlikka intiltirib, keltirilgan natijani va tengsizlikni

hosil gilamiz.
(20.36) tengsizlik Bessel tengsizligi deb ataladi.

6-§. Yaqinlashuvchi Furye qatori yig'indisining
funksional xossalari

Biz mazkur kursning 14-bobida yaqinlashuvchi funsional qatorlar
yig'indisining funksional xossalarini balafsil o’rgandik. Ravshanki, berilgan
funksiyaning Furye qatori funksional qatorlarning hususiy holidir. Binobarin,
tegishli shartlarda Furye gatorlari yig'indilari ham 14-bobda keltirilgan xossalarga
ega bo"ladi. Quyida ulami isbotsiz keltiramiz.

f(x) funksiya [- 7.7] da berilgan va uning Furye gatori

T(/‘_x):—azﬁ+ 3 (a, cosnx + g, sinnx) (20 37)
n=1

[~ 7. 7] da yaginlashuvchi boladi.

1. Furye qatorlari yig'indisining uzluksizligi. Agar (20.37) gator [4 7:,/[]
da tekis yaginlashuvchi bolsa, u holda bu gatoming T(f:x) yig'indisi |- =.7]
oraliqda uzluksiz funksiya bo’tadi.

2. Furye gatorini hadma-had integrallash. Agar (20.37) gator [~ n.x| da
kis yagqinlashuvchi be’lsa. u holda (20.37) qator hadlarining integrallaridan
izilgan.

Uq : ( a " )_
j: zdn ‘;a,,]ncosnxdx+e,,jasmnxdx =

- Q;Q(‘-a)‘ i(“- sinne - sinna 4,3‘_50;”1"__‘0‘"8)
bl a-l n

qator (- 7 < a < 6 $ ) ham yaginlashuvchi bo'ladi va uning yigindisi
70/
gateng ho’ladi, ya'ni

IT(f,‘X)dI’:?J:

322 + Y (a, cosnx + a, sinnx) |dx =
. n=|

J'(a,I cosnx + g, sinnx )dx

Pl

3

= Igz‘ld[ +
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3". Furye qutorini hadma-had differensiallash. Agar (20.37) qator har bir
hadining hosilalaridan tuzilgan

Z' (- na, sinnx + ng, cos nx)
w-|

qator [— T+ zr] da tekis yaginlashuvchi bo’lsa. u holda berilgan Furye qatorining
yig'indisi 7(f; x) shu [- 7. + z] da 7(/: x) hosilaga ega va

7'(f; x)= Y (~ na, sinnx + ng, cos mx)
n-1
bo'ladi.

Shunday qilib. umumiy holdagidek f(x) funksiya Furye qatori yig’indisining
funksional xossalarini o'rganishda Furye qatorining tekis yaginlashuvchi bolishi
muhim ro’l o'ynayapti. Binobarin, Furye qatorining tekis yaqinlashuvchi
ba’lishini ta’'minlaydigan shartlarini 2niglash lozim bo'ladi.

4-teorema. Furye gutorining tekis yaginlashishi. f (r) funksiya [——zt, +71]
oraliqda berilgan, uzluksiz hamda f(~z)= f{z) bo'lsin. Agar bu funksiya
[~ 7.+ x] oraliqda bo'lakli - silliq bo'lsa. u holda f(x) funksiyaning Furye
gatori

T(fix)=22 +Z(a cos nx + @, sinnx)
=l
[— .+ zz] oraliqda tekis yaqmlashuvchi bo’ladi.
4 Berilgan f(x) funksiya Furye qatorining har bir
u,(x)=a,cosnx+a, sinnx (n=123,.)
hadi uchun
u, (x] =,a,Cosnx + &, Sinnx

+la,) (n1=1,23.)
bo’ladi.
Endi

3+ Zlal+i)

qatorning yaqinlashuvchi bo’lishini ko rsatamiz.
Furye koeffitsientlari

; 1 (x)sinnxdx

| 4 4

A
a, = !f(x)cosnxdx, 8, =

N |-

1
T
ni qarayhik.

Bo’laklab integrallash qoidasiga ko’ra

If (“’;""}-—f(x% sinnal", -

-—— Jff'(x]sin mdx = —-|-~— { S (x)sin nxds, {20.38)
nx n

-
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l cmnx =-=f(x) cas l"'x osnxdxy = -
;;m:( =) connd’, o [ e)eonmed

- (— I)'U(u)- s x)]+ — ] 1 (x)eos ey
Agar f{- 7)= f(z) shartni e’tiborga olsak, ;l.holda
6, = %i [ £'(x)cos nxdx (20.39)

bo’ladi.
/'(x) ning Furye koeffitsicntlarini a, va &, desak:

=— {f( Jeosnxdx, s, =1 ff'(x)sinn.xdx,
g -8
u holda (20.38) va (20. 39) munosaballarga ko'ra

a =—-—'—e;,‘ a,,=——a,, (n=123.)
n n

bo’ladi. Natijada
Voo o
la,| +fe.] = = (a] + o))

n

bo’ladi.
Agar
iqmjlﬂe;i): —lap+~ |a,',| < %(af +-'-:7] -!--;-(e,',2 + #] = %(a,',2 +a )+%
bolishini hisobga olsak, unda ushbu
la,| +eaf < %(a;’ v} ;l; (20.40)

tengsizlikka ega bo’lamiz.

Shartga ko'ra f(x) funksiya bo’lakli-uzluksizdir. Binobarin, u kvadrati bilan
integrallanuvchidir. Shuning uchun bu funksivaning a,.s, Furye koeflitsientlari
Bessel tengsizligini qanoatlantiradi, ya’ni

S B
%L fledd)s rom
2 n=| ﬂ7,
bo’ladi. Demak.
ol [
P z(a:’ +e?)

qator yaqinlashuvchi. Unda yaqmlashuvchn qatorlaming xossalariga ko’ra ushbu

=il

i3
gator ham yagqinlashuvchi bo’ladi.

Yuqarida keltiriigan (20.40) tengsizlikka muvofiq

(a2 +62)+ (20.41)
n

R3AS

www.ziyouz.com kutubxonasi



X(a-m + }ani)
(Al
gatoming har bir hadi (20.41) qatorning mos hadidan katta emas.
Taqqoslash teoremasiga ko'ra (garalsin. |-tom. 2-hob, 8-§) (20.39) qator

yaqinlashuvchi, demak.,
gk b
gator yaqinlashuvchi bo’ladi.
Veyershirass alomatidan (14-bob, 2-§) foydalanib, Furye qatorining
[— T+ ;t] da tekis yaqinlashuvchi ho’lishini topamiz. »

7-§. Funksiyalarni trigonometrik
ko'phad bilan vaginlashtirish
Fever yig'indisi. f(x) funksiya [— T+ }[] oraliqda berilgan va uzluksiz
bo’lsin. Bu funksiya Furye qatorining gismiy yig’indisi
FAf x)= -a; + Y (a, coskx + a, sinkx)
k=1

dan foydalanib. ushbu

o, (. x)z%[/-],(f;x)ol-,(f. )+ +F, (%) fo(f_x)=i‘2ﬂ (20 42)

yig'indini tuzamiz. Odatda {20.42) yig'indi f(x) funksiyaning Feyer yig'indisi deb
ataladi.

f{x) funksiyaning Feyer yig'indisi a,{f: x) trigonometrik ka’phad bo’ladi.
Hagiqatdan ham, Furye qatori qismiy yig'indilarining ifodalari

Folf x):ao’
IAEE ):— +a cosx+8, sinx,

Ff x)= °+a,con:+slsmx+azcm2x+52sm2x

.-

,(f x) °+a,cosx+a,smx+ +a, cos(n-1)x+e, ,sinfn-1)x

gako'ra
a (/. x)z_
a,(f: )- =4 2a cosx+%e, sinx

2 2 |
alf 0= -—59 +aicosx ¢ J6, sinx +3a cos2x + 162 sin2x,
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- \ ay n-| n-l |
{ =24+ g cosx+-—agsinx+_ +—a, .cosln—1)x +
2 n n n

n-|
+- é..sin(n-1="45 [" - ta,coskx+ n-k a,,sinkx]
k=l n n
bo’ladi.
Agar 3-§ da keltirilgan ushbu tenglik
F(x)=1 (n=123 )
ni e’tiborga olsak, unda (20.42) dan
o,(l:x)=1 (20.43)

bo’lishi kelib chigadi.
(20.42) munosabadagi F, (/. x) (k=012 . n-1) ning o'miga uning
ifodasi

sin 2k+|
(/x)-—”f(r+u)+f(x u)] —du
2sm—
2
ni qo'yib quyidagini topamiz:
1. sy
o.(f. x )-—Z?“j(x+u)+f(x u)]——z——du
k=0l0 2sin2
2
2’:”]' flxvu)r f(x ")an(th-H)— u =
""2

-n'xf f(”z’z;’f(‘ 2’)}:sm(2k+l)t .

Integral ostidagi yig’indi uchun
=4 sin® nt
sin(2k +1)=— -
2 sin(2k +1) =—

i0 !
munosabat o’rinli. Haqiqatdan ham,

clesm(Zk +1) = z_wnl sin(2k +1) =

#=0

= Z [cos 2kt — cos(2k + 2)]= = (I - cos2nt) = sin’nt .
k= 0

Natijada f{x) funk5|yan|ng Feyer yig mdisi ushbu

0.(/:x)=-" I[j(x+21 . flx-2 )("""’] (2044)
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ko’rinishni oladi. Bu va yuqoridagi (20.43) tenglikdan

(""”’) dr (20 45

bo'lishi kelib chigadi.
S-tearema (Feyer teoremasi). f(x) funksiya [- 7, + x| oraliqda berilgan.
uzluksizva f(- )= f{x) bolsin. U holda

lim sup |o,(f. x)- f(x)=0

NAW_ygren
bao'ladi.
«€(20.45) tenglikning har ikki tomonini f(x) ga ko'paytirsak, u holda

: . 2
/(x)=-'=-i2/(xi“""') d
N \ sint

bo'ladi. Bu va (20.44) munosabatdan foydalanib, ushbuni topamiz:

o (f. x)- f(x)= ;'; [+ 20+ £(x-20)~2 f(x)( ‘s‘:‘n':' )’dl. (20 46)

Modomiki, shartga ko'ra f(x) funksiya [- 7. + 7] da uzluksiz ckan, u Kantor
teoremasiga binoan (ckis uzluksiz bo’ladi. Demak. Ve >0 olinganda ham,
shunday &=6(e)>0 topiladiki, |x'-x7<2§ tengsizlikni ganoatlantiruvchi
vx'x"e[- 1.+ z] uchun

17 (x)- £ (x") <§ (20.47)

bo’ladi. Shu topilgan & sonni olib (uni 4 <% deb hisoblash mumkin), (20.46)

integralni ikki qismga ajratamiz:
a,(f: x)- flx)=4,(n.8)+ 1, (n. 5)
bunda

J(n: 8)= ﬁf[f(x +20)+ flx-2)- Zf(x)( ’;:’n’:’ ]zd: ,
. “_I_; oL -{smnlY
Jaln: 8)=— [[f(x+20)+ f(x - 21) 2/(1)\ omt |4

Endi J,(n,8) va J,(n.8) integrallami baholaymiz. Yuqoridagi (20.47)
munosabatni ¢'tiborga olib quyidagini topamiz:

Vi, bl<*‘”]f(x+21) F)+1f (- 20)- f(x ](smm)

§
<L (_&: ew(smnl\ dst r(smnt) a=f
2 2N sint ) nr i\ st 2’
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Demak. Y& > 0 olinganda ham, shunday & > 0 topiladiki, barcha ne N lar
uchun J (n. &) <§ ha’ladi.
Endi J,(n. 8) integralni baholaymiz.

. .

1, (n. .sls-—-jff(x+2f)+/(x+zr) 2/(x ]{""f"\ J's— wi(‘"‘.!" ‘d,
1) sint J
bunda M = max j(xl Ravshanki,
-XExSH
x| . { sinnt Y 1
8§ =1 (d>0)da; —— —_
‘e ’ ( >0) k:ml} sin"&
M =z 2M

ba'ladi. Natijada J (n 8) uchun ushbu ‘J {n.a8) < <—-——— e
nrx sm 8 2 nsin"é

bahoga ega bo’lamiz. Agar natural » sonni n>n, =
Lsin § |

qilib olinsa (bunda

2M

n' sin® &
Shunday gilib, ¥£>0Q olinganda ham shunday 5_5(5)>0 topiladiki,

[a] - sonini butun gismi), unda - <~2- va, demak, |/, (n, 5]<— bo’ladi

¥Yne N uchun IJ,(n.J]<—;— bo'ladi. Va shu £>0 va §=6(¢)>0 larga ka'ra

shunday n, topiladiki. ¥ > n, uchun 1J,(n.5]<—§ boladi.

Bu tasdiglarni bhirlashtirsak. Ve >0 uchun shunday n,e N 1opiladiki.
VYn>n,, Vxel-x. x| uchun jo,(f. x)- f{x) < £ boladi.

Demak. Ilm sup Fa([ x)- f ]<s >

-RSISH

Natijada. funks1;am trigonometrik ko’phad bilan yaginlashtirish hagidagi
quyidagi teoremaga kelamiz.

6-teoremu (Vepershirass teoremasi). Agar f (x) funksiya [a:r. +x) da
berilgan, uzluksiz va f{- 7)= /() bo’lsa, u holda shunday 3,(x) trigonometrik
ko phad topiladi,

lim sup |5.(x)- f(x) =0

L AN LY J

bo’|adi.

8-§. O'rtacha yaginlashish. Furye gatorining
o’rtacha yaginiashishi
Funksional ketma-ketlik va qatorlarda tekis yaqinlashish tushunchasi bilan bir
qatorda, undan umumiyroq o’rtacha yaqinlashish tushunchasi ham kiritiladi.
1°. O'rtacha yaginlashish. [a. e] oraligda biror {jn (x)}:

S L) £ (). (20.48)
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funksional ketma-ketlik va f{x) funksiya berilgan bo'lib, f,(x) (n=12.3 )
hamda f(x) lar shu oraliqda kvadrati bilan itegrallanuvchi bo'Isin.
2-ta’rif. Apar

lim JU/, ()~ )Pz =0

bo'lsa, (20.48) funksional ketma-ketlik f(x) funksiyaga [a.6] da o’rtacha
yaqiniashadi deb aytiladi.
Masalan, ushbu {f, (x)}= {x"}:
" (xefoa)
funksional ketma-ketlik
e 0. agar.x€ [0.1)ho'Isa,
A a Ny agar. x=1 bo'lsa
funksiyaga [0, l] da o'rtacha yaqinlashadi. chunki
1 1
n n 1
(A0 f () s = [ - Of d = [ x™ebe = .
0 0 0

2n+1

va demak.

fim [(x" - 0f dc =0
n-—ozo

7-teorema. Agar (20.48) funksional ketma-ketlik f(x) ga [a.6] da tekis
yaqginlashsa, shu (20.48) ketma-ketlik  /(x) ga [a_ a] da o'ntacha yaqinlashadi.

4(20.48) ketma-ketlik f(x) tekis yaginlashsin.

Ta'rifga binoan. V£ > 0 olinganda ham shunday n, e N topiladiki, Va > n,

va Vx € [a, 6] uchun bir yo'la

Ualx)=s(x) <

bo’ladi. Demak, ¥n > n, uchun

[l/ute)= s ()F

&
6=-a

<[/, ()= r Y < f:f_a dr=¢
bo'ladi. Bu esa

tim U= sta)fet =0

ckanini bildiradi. Demak, {f,{x)} ketma-ketlik f{x) funksiyaga [a.¢] da o'rtacha
yaginlashadi. »
2-e¢slatma. Funksional ketma-ketlikning [a.a] da o'rtacha yaginlashishidan,
uning shu oraligda tckis yaginlashishi har doim kelib chiqavermaydi. Masalan,
yugorida ka'rdikki {f,(x)}= {x"} ketma-ketlik
flx)= {0, agar, x €[0.1)bo' Isa,
1, agar, x=1 bo'lsa

K24)
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funksiyaga [0,1) da o’rtacha yaginlashadi. Biroq bu funksional ketma-ketlik shu
f(x) funksiyaga [0. 1) da tekis yaginlashmaydi (qaralsin, 14-bob, 2-§).

Yuqorida keltirilgan teorema va eslatma funksional ketma-ketliklarda
o'rtacha yaginlashish tekis yaqinlashish tushunchasiga qaraganda kengroq
tushuncha ekanini ko’rsatadi.

Funksianal qatorlarda ham o'rtacha yaqinlashish tushunchasi shunga
o’xshash kiritiladi.

la. 6] oraliqda

2u,(x)=u (x)~ o, () + v w (x)s . (20 49)

funksional gator berilgan bo’lsin. Bu gator gismiy yig'indilari
5.(x)= Zu {x) = w,(x)+u,(x)+ +u,(s)
dan iborat {S,(x)} funksional ketma ketlikni qarayiik.
3-ta’rif. Agar
fim I[s,, (x)-S(x)ax=0

bo’lsa, {20.49) funksional gator S(x) funksiyaga [a, a] da o’rtacha yagqinlashadi
deb ataladi.

2" Furye qatorining n'rtacha yaginlashishi. f(x) funksiya [~ .+ 7] da be-
rilgan, 7(f; x) esa uning Furye qatori

r{f x)= 322 +Y (a, cos kx +6, sinkx)
4

bo’lIsin.

8-tcorema. Agar f(x) funksiya [~ +7]| oraligda uzluksiz va
f(=x)= f(=) bo'Isa, uning Furye gatori [— T+ It] da f(x) ga o’rtacha yaginla-
shadi.

< Shartga ko’ra f(x) funksiya [- 7.+ | da uzluksiz va f(- 7)= f(z). U

holda ushbu bobning 7-§ ida kelirilgan Veyershtrass leoremasmga asosan, Y& > 0
olinganda ham, shunday trigonometrik ko'phad J.(x) topiladiki, Vxe{- n 47

uchun
,c
l/(x)- :‘.(Il( 5;

bo'ladi. Bu tengsizlikdan foydalanib,
n x
I[f(X)—Sn(X)FdM{; fdx=¢ (20 50)

bo’lishini topamiz.
Ma’lumki. f(x) funksiya Furye qatorining qismiy yig'indisi #,(/: x) uchun

f[f(x)- F(/ x)Fdxc= min flr®)- 7, )Fas (20.51)
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ho'tadi (qaralsin, 5-§). Demak, (20.50) va (20.51) munosabatlarga ko’ra
flr)- £ e s [ G- <z (vxel-z.x)
bo'ladi. Bu. esa )
lim f.[f(x)- F.(f: s =0

va'ni f(x) funksiya Furye qatori [—7[.+Jt] da o'rtacha yaqinlashishini
hildiradi. »

Biz o'tgan paragrafda {- x.+ | oraligda kvadrati bilan integrallanuvchi
f{(x) funksiya uchun ushbu

n L4
JU@-F i afde= | f2(x)ax-x
P -e

tenglikni keltirih chigargan edik. Bu tenglikdan ko'rinadiki, agar

i n 2 n
aT°+ Z(a:+sf)}=0
)

.In.n{ [ £i(x)x = >
Lirew % Sied) @052

e flted)

yani

f.e
)
ha'lsa, u holda

i §UG)- £ de =0

bo'ladi va demak. f{x) funksiyaning Furye qatori {- =.+ x| da o'rtacha yaginla-
shadi.

Shunday qilib, f(x) funksiyaning Furye qatorining [- x, + z] da o’rtacha
yaqginiashishini ko’rsatishi uchun (20.52) tenglikning o'rinli bo’lishini ko’rsatish
zarur va yetarli bo’ladi. Odatda (20.52) Parscval tengligi dcb ataladi.

9-§. Funksivalarning ortogonal sistemasi.
Umumiashgan Furye qatori
1", Funksiyalarning ortogonal sistemasi, ¢(x) va y(x) funksiyalar [a. 6] da
berilgan va ular shu oraliqda integrallanuvchi bo’Isin.
4-ta'rif. Agar

cho(X) wixdx =0

-
bo'lsa, ¢(x) va y(x) funksiyalar [a.a] da ortogonal deb ataladi.
Masalan, @(x)=sinx, w(x)=cosx funksiyalar [-7z +7] da ortogonal
bo’ladi, chunki,

]¢’(X)‘W(X)d-' :jsin xcos xdx = Q

bo'ladi.
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o(x)=x. ylx)= —23- x? -1 funksiyalar [— 1.1] da ortogona! bo'ladi. chunki

Ic’(x) withh =jx(;x’ -l)dx:O,

1
Endi

2o(x) 0, (x). . 0, (x). .. (20.52)
funksivalarning har biri [a.a] da berilgan va shu oraligda integrallanuvchi bo’isin.
Bu (20.52) funksiyalar sistemasini {g, (x)} kabi belgilaymiz.

S-ta'rif. Agar lp,(x)) funksiyalar sistemasining istalgan ikkita @i (x) va
@, (x) (k 2 m) funksiyalari uchun

for®)onlxhx =0 (k= m)

L]
ba'lsa, {p, (x)} funksiyalar sistemasi [a, ¢] da ortogonal deb ataladi.
Odatda. k=m (k=0,1,2, ) bo'lganda

forle)e>0 (k=012 )

deb garaladi. Bu integralni 4, kabi belgilaylik:

A= ot (k=012,..).

Agar (20.52) sistema uchun A, - 1 bo’lsa, {p,(x)} normal sistema deyiladi.
Agar (20.52) sistema uchun

[ (x ), (x)etx = {0 agar, k # m bo'Isa,
[

). agar. k =mba'lsa

bo’lsa, ko,,(x)} funksiyalar sistemasi ortonarmal deb ataladi.

Masalan, 1) ushbu
l,cosx, sinx, cos2x. sin2x. .. cosnx,sinnx, ...

sistema (trigonometrik sisterna) [— ﬂ.+7t] da onogonal bao'ladi, chunki &k 2 m
bo’lganda

4 L4
Icosk.xcasmxdx =0, ]sinkxsinmxdx: 0

a
bo’lib. ixtiyoriy &, m=90,1,2,... bo’lganda Icoskxsinmxdx =0 bo’ladi. -
L]

2) Quyidagi
) cosx sinx  cosnx sinnx
NTANP N NN
funksiyalar sistemasi [- 7.+ 7] da ontonormal bo’ladi. Bu sistemaning [- 7, + 7]
da ortonormal bo'lishi ravshandir. Uning shu [~ 7. + z] da normal bo’lishi esa
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f[yl; coskx]zdx - j.(jl;smlx)xdx =1 (k=0.1.2, )

ba'lishidan kelib chigadi.
(20.52) sistema berilgan bo'lsin. Uning yordamida tuzilgan ushbu

X“-@.(I) = CO¢’0(‘()+ CI¢I (I) +..+ C”Q’,(x) + (‘2053)
a=0
funksional qator {p,(x)} sistema bo'yicha qator deyiladi, Cor C€1revn Cpon

o'zgarmas sonlar ¢sa qatloming koefTitsientlari deyiladi.

Xususan, ¢,(x)=a, cosnx +4, sinnx bo’lganda (20.53) qator trigonometrik
qatorga ayianadi.

f{x) funksiya [a,e] oraligda berilgan va shu oraliqda integrallanuvchi
bo'lsin. Ravshanki, f(x) ¢,(x) (n=01.2.3,.) funksiya ham [a.e] da
integrallanuvchi  bo’ladi. Bu funksiyalarning integrallarini hisoblab, ularni
quyidagicha belgilaymiz:

@, = | o, () - (20 54)
Bu sonlardan foydalanib ushbu
S a0,0,(:)= aupole)+ @, (s)+. +a,0,(s)s. (2055

gatomi tuzamiz.
6-ta’rif. a,.a;. a,. - kocffitsientlari (20.54) formula bilan aniglangan
(20.55) qator f(x) funksiyaning {p,(x)] sistema bo'yicha Furye qatori deb
alaladi. a,, a,. ... @,. ...-sonlar esa umumlashgan Furye kocffitsientlari deyiladi.
Odatda, f(x) funksiya bilan unga mos umumlashgan Furye qatori *~ helgi
orqali quyidagicha yoziladi:

1(x)~ zia,mx): @epa(x)+ 2,0,(x)+ . +a,0,(x)+

Mashglar
20.9. Ushby

fG)=e" (-r<x<n)

funksiyaning Furye gatori lOpllSIn

20.10.Ushbu
f(x) |cos x|
funksiyani Furye qatoriga yoyllsm YOyIImadan foydalanib quyidagi
1
Z(' 1y *r—' > R

w-l 4n° -1
qatorlaring yig' md!lan topilsin.

20.11. Ushbu
S(x)=x-{x]={x}
funksiyani Furye qaloriga yoyilsin.
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20.12. f(x)=x, eo(x)=x> funksiyalami (0,7) da kosinuslar bo'yicha
yoyilmasidan foydalanib. ushbu
E':cosnx 3 - 6mx+ 21
a=l Ill - 12
tenglik isbotlansin.
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3 §. Muhim misollar 160
Mashglar 162
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16 BOB

Parametrga hog'liq integrailar

. Limit funksiya Tekis yaginlashish. Limit funksiyaning uzluksizligi
. Parametrga bog/liq integrallar

Parametrga bog’liq xosmas integrallar. Integrallaming tekis
yaginlashishi

Tekis yaqginlashuvchi parametrga bog’liq xosmas intcgrallarning
xossatari

Eyler integrallari

Mashglar

17 BOB
Karrali integrallar

Tekis shakining yuzi hamda fazodagi jismning hajmi haqidagi ba'zi
ma lumotlar

2 §. Ikki karrali integral ta’riflari
3§. Ikki karrali intcgralning mavjudligi
4 §. Integrallanuvchi funksiyalar sinfi
5§. Ikki karrali integralning xossalari
6 §. 1Ikki karrali integrallarni hisoblash
7§. Ikki karrali integrallarda o' zgaruvchilarni almashtirish
8 §. Ikki karrali integralni taqribiy hisoblash
9§ lkki karrali integrallarning ba’zi bir tatbiqlari
10 § Uch karvali integral

Mashgqlar

18 BOB
Egri chizigli integratliar

! §. Birinchi tur egri chizigli integraliar
2 §. 1kkinchi tur egri chizigli integrallar
3§. Grin formulasi va uning tatbiqlari
4 §_ Birinchi va ikkinchi tur egri chizigli integrallar orasidagi bog lanish

Mashqlar

19 BOB
Sirt integraitari

1 §. Birinchi tur sint integrallari
2 §. Ikkinchi tur sirt integrallari
3 §. Stoks formulasi
4 §. Ostrogradskiy formulasi

Mashqlar
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164

164
167
175

182

189
200

202

202

207
2H
214
216
220
229
235
237
243
247

249
256
264
273
273

275

275
281
288
290
292



20 BOB
Furye qutorlari

1 §. Ba'zi muhim tushunchalar
2§. Furye gatorining ta'rifi
3§ lemmalar. Dirixle integrali
4 §. Furye gatorining yaqginlashuvchiligi
5§. Qismiy yig'indilarning bir ekstrimal xossasi. Bessel tengsizligi
6 §. Yaginlashuvchi Furye qatori yig'indisining funksional hosilalari
78 Funksiyalarni trigonometrik ko'phad bilan yaqiniashtirish
8§. G’riacha yaginlashish. Furye gatorining o’rtacha yaqinlashishi
9 §. Funksiyalaming ortogonal sistemasi. Umumiashgan Furye qatori
Mashglar
Adabiyotlar
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293

293
299
304
309
317
320
323
326
329
331
333





