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Qisqacha sharh

Ushbu kitob matematik tahlil bo‘yicha o‘quv qo‘llanma bo‘lib, u
bir haqiqiy o‘zgaruvchili funksiya differensial va integral hisobining
klassik kursiga kiruvchi bo‘limlarini o‘z ichiga olgan. Qo‘llanmada
dastlab haqiqiy sonlar va limitlar nazariyasi bayon etilib, so‘ngra
uning asosida uzluksiz funksiyalar, differensiallash, aniqmas va aniq
integrallar o‘rganiladi.

Tenglamalarni taqribiy yechish usullari hamda aniq integrallarni
hisoblash usullari ham darslikdan o‘rin olgan. Bundan tashqari, ki-
tobga sonli qatorlar nazariyasi, hamda funksional ketma-ketlik va
qatorlar nazariyalari kiritilgan. Barcha matematik xulosalar gisqa
va sodda isbotlar asosida bayon gilingan va ko‘p sonli misollar bi-
lan oydinlashtirilgan. Har bir bobning oxirida mavzularni chuqur
o‘zlashtirishga yo'naltirilgan masalalar keltirilgan.

O‘quv go‘llanmada to‘plamlar nazariyasi va matematik mantiq
tushunchalaridan foydalanilgani sababli, o‘quvchiga qulaylik yaratish
magsadida, kitob oxirida to‘plamlar va matematik mantigning umu-
miy nazariyasidan gisqacha ma‘lumot keltirilgan.

Kitob Mirzo Ulug'bek nomli O‘zbekiston Milliy universiteti va
M. V. Lomonosov nomli Moskva davlat universitetining Toshkentda-
gi filiali talabalariga mualliflar tomonidan o‘qilgan ma‘ruzalar asosi-
da yozilgan. O*quv qo‘llanma universitetlarning "matematika", "ama-
liy matematika va informatika", "mexanika", "informatika va axborot
texnologiyalari" yo‘nalishlari bo‘yicha ta‘lim oluvchi, hamda oliy
matematika chuqur o‘rganiladigan texnik oliy o‘quv yurtlarida ta‘lim
oluvchi talabalar uchun mo‘ljallangan.

AHHOTALMA

Knura sipasiercs y4eGHBIM 0COOHEM 110 MaTeMaTHYECKOMY aHaJIi-
3y M BKJIIOYaeT B cebsi pasfiesibl, BXOASNIHE B KJAcCHYECKHR Kypc
JicbbepeHIMaIbHOTO M HHTerpaJibHOIO HCHHCTIeHNs (DYHKIMH o/1HOM
JeficTBuTe/1bHOMN NepemenHoii. Buayasie u3naraercs Teopus jefcTBH-
TeJIbHBIX YHMCeJl, TeOpUsi NpeIesoB M Ha 3ITOl OCHOBe H3yyaloTcs
HenpepbiBHBIe DYHKIMHU, auddepeHpoBanie, HeolpeleJeHHbIH 1
oIpe/Ie/IeHHBIH HHTErpaJl, a TaKzKe MeTO/1bl IPHOJIMKeHHOTO pelleHHs
ypaBHeHHH H BBIYUCJICHUS ONPe/leIeHHbIX HHTerpasios. B KHUTY BKJIIO-
YeHa TeOPHS YHCJIOBBIX PAI0B, a TaKxKe Teopus (hyHKIMOHAIbHBIX
nocyeoBa-TeJbHOCTel 1 psiios. Bee maTemaTuveckue yrBepx aeHus
CHabKeHbl KPATKUMH M MPOCTBIMH JI0Ka3aTeJIbCTBAMH H IPOUJITIOCT-
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MHOXKECTB U MaTeMaTH4YeCKOl JIO'MKH, MCIojb3yeMble B 10COOUH,
Knura nanucana Ha ocHOBe JIeKIMil, YHTaBIIMXCH aBTOPAMH CTY/1eHTaM
HaupmonasibHoro ynusepcurera ¥Y3abekucrana umenn Mupso Yiayroeka
u TamkenTckoro ¢pumana MocKoBCKOro rocy1apcTBeHHOIO YHHBEPCH-
rera umenu M. B. Jlomonocosa. IlpeiHasHaueHo 4718 CTYAeHTOB
YHUBEPCUTETOB 110 HanpapJeHusiM "Marematuka', "npukaanHas Ma-
remaTuka U uHbopmaruka', "undopmaruka u undopmaHoHHbe
rexronornu''n "Mexanuka', a Takyke s CTYJEHTOB TEXHHYEC-KHX
BY30B ¢ yIVIyOJIeHHBIM W3y4yeHHeM BbicHIeil MaTeMaTHKH.



Annotation

The book is manual of calculus of the functions of one real vari-
able. The book covers theory of real numbers, theory of limits, con-
tinuous functions, differentiation, indefinite and definite integral,
approximate solutions of the equations and numerical evaluation
of definite integrals. In the last two chapters numerical series and
functional sequences and series are investigated. Appendix contains
a brief explanation of notions of general set theory and mathematical
logic, which are used in the book. The proofs are concise and simple.
Exercises at the end of each chapter mainly serve to deepen under-
standing of the material. The book is accessible to undergraduate
students of mathematics, applied mathematics and informatics, in-
formatics and information technologies, mechanics and to advanced
students of engineering.
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So‘z boshi

Ushbu kitob matematik tahlil bo‘yicha darslikning birinchi qismi
bo‘lib, u o'z ichiga, odatda bir o‘zgaruvchili funksiyalarning diffe-
rensial va integral hisobi deb yuritiluvchi bo‘limini olgan. Bu bo‘lim
quyidagi umumgqabul gilingan standart mavzulardan iborat: haqiqiy
sonlar nazariyasi, limitlar nazariyasi, uzluksiz funksiyalar nazariyasi,
differensiallash, aniqmas va aniq integrallar hamda tenglamalarni
taqribiy yechish va aniq integrallarni hisoblash kabi differensial va
integral hisobining tadbiglari.

Bulardan tashqari, sonli gatorlar nazariyasi hamda funksional
ketma-ketliklar va qatorlar nazariyasi ham ushbu kitobdan o‘rin
olgan.

Mazkur darslikda bir qator o‘ziga xosliklar bor. Jumladan, haqiqiy
sonlar nazariyasini konstruktiv qurish bilan bir qatorda haqiqiy
sonlarning aksiomatik nazariyasi ham keltirilib, bu usullar o‘zaro
taqqoslangan.

Darslikning ikkinchi gismida keltirilishi mo‘ljallanayotgan Furye
almashtirishlari nazariyasi kompleks qiymatli funksiyalarni o‘rganish-
ga olib keladi. Shu nuqtai nazardan, darslikda haqiqiy sonlar nazari-
vasi bilan birga kompleks sonlar nazariyasi ham nihoyatda sodda
usulda bayon gilinib, buning natijasida haqiqiy o‘zgaruvchi va kom-
pleks giymatli funksiyalarining ham xossalari o‘rganilgan. Bundan
tashqari, ratsional funksiyalarning elementar funksiyalarda integral-
lanishi haqidagi tanigli teorema haqiqly o‘zgaruvchi va kompleks
giymatli funksiyalarni integrallash orqali isbot gilingan. Natijada
isbot sezilarli darajada soddalashgan.

Kitobda Nyuton-Leyibnits formulasining yangi isboti keltirilgan.
Bu isbot, birinchidan, Riman aniq integrali ta‘rifining, tushunish
uchun biroz murakkabroq bo‘lsada, magsadga muvofiq ekanligini
ko‘rsatadi. Ikkinchidan, keltirilgan isbot bu formulaning hosilasi Ri-
man ma‘nosida integrallanuvchi bo‘lgan barcha differensiallanuvchi
funksiyalar uchun o‘rinli ekanligini ta‘kidlaydi. Shu borada esla-
tib o‘tamizki, odatda Nyuton-Leybnits formulasi uzluksiz hosilalik
funksiyalar uchungina isbotlanadi.
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Navbatdagi o‘ziga xoslik aniq integralning geometrik tadbiqlari-
ga doirdir. Tekislikdagi egri chizigning yoyi uzunligi formulasi keltirib
chiqarilayotganda bu egri chiziq kompleks tekislikdagi egri chiziq
deb hisoblandi. Natijada formulaning isboti nihoyatda soddalashdi.

Taqribiy usullar bayon qilinayotganda, funksiya ekstremumini
topishning amaliyotda ko‘p qo‘llaniladigan usuli ushbu darslikda
birinchi marta asoslandi va yaqinlashish tezligi baholandi (8.2.1-
teorema). Bundan tashqari, tenglamalar yechishdagi Nyuton usuli
(bu usul urinmalar usuli ham deb ataladi) yaqinlashish tezligining
to‘g‘ri bahosi keltirildi.

Funksional ketma-ketliklar va qatorlarni o‘rganishda, matema-
tik tahlil bo‘yicha boshqa darsliklardan o‘laroq, deltasimon ketma-
ketliklar kiritilgan. Uzluksiz funksiyalarni algebraik va trigonometrik
polinomlar bilan tekis yaqginlashtirish haqidagi Veyershtrass teore-
masi ushbu deltasimon ketma-ketliklar yordamida isbotlangan.

Ayrim paragraflar, bandlar hamda alohida tasdiglarning tartib
ragamlariga yulduzcha qo‘yilgan. Buning ma‘nosi shundan iboratki,
bu paragraf va bandlar, asosiy matndan unchalik giyin bo‘lmasada,
matematik tahlil bo‘yicha odatdagi dasturlarga kirmagan, lekin mate-
matik tahlilni hamda uning tadbiglarini kelgusidagi o‘rganishlarda
foydali bo‘lgan materiallarga egadirlar.

Nihoyat yana shuni qayd etamizki, darslikda qulaylik uchun is-
botlar yakuni qora kvadrat Bl orqali belgilangan.

Kitob Mirzo Ulug‘bek nomli O‘zbekiston Milliy universiteti va
Lomonosov nomli Moskva davlat universitetining Toshkent filiali
talabalariga mualliflar tomonidan o‘qilgan ma‘ruzalar asosida yozil-
gan.

Ushbu darslik universitetlarning "matematika", "amaliy mate-
matika va informatika'", "mexanika", "informatika va axborot tex-
nologiyalari" yo‘nalishlari bo‘yicha hamda oliy matematika chuqur
o‘rganiladigan texnik oliy o‘quv yurtlarida ta‘lim oluvchi talabalar
uchun mo‘ljallangan.

I Bob. Haqiqiy sonlar

Matematik tahlil shakllanishi davrida unga differensial tenglama-
larni tuzish va yechish usullari deb qaralgan edi. Hozirgi kunda
matematik tahlil deganda differensial va integral hisobi tushunilib,
differensial tenglamalar nazariyasi deganda esa, asosan matematik
tahlilning usul va natijalariga asoslangan, matematikaning alohida
bo‘limi tushuniladi.

Zamonaviy matematik tahlil asosida limitlar nazariyasi yotadi
deb hech ikkilanmasdan aytish mumkin. Keng ma‘noda olib qara-
ganda, aynan mana shu holat matematik tahlilni matematikaning
boshqga bo‘limlaridan ajratib turadi.

Ushbu kursning asosiy magsadi - bir o‘zgaruvchili funksiyalar
uchun differensial va integral hisobni bayon etish. Bir o‘zgaruvchili
funksiya deb bu kursda hagiqiy sonlar to‘plamini haqiqiy sonlar
to‘plamiga akslantirish tushuniladi. Shu sababli kurs haqiqiy sonlar
to‘plamini qurish bilan boshlanadi.

§ 1.1. Butun sonlar

1. Biz butun sonlar xossalarini o‘quvchiga ma‘lum deb hisoblay-
miz. Odatda butun sonlar to‘plami Z simvoli orqali belgilanadi.
Har qanday ikki m va n butun sonlar uchun qo‘shish m + n va
ko‘paytirish mn amallari aniglangan. Bu ikki amal kommutativiik,
ya‘ni
m+n=n+m, mn = nm (1.1.1)

va assotsiativlik, ya‘ni

k+ (m+n)=(k+m)+n, k(mn) = (km)n, (1.1.2)
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xossalariga ega.
Bundan tashqari, bu ikki amal distributivlik, ya‘ni

k(m+n)=km+kn (1.1.3)

gonuni bilan bog‘langan.
Z to‘plamida nol 0 va bir 1 sonlari alohida ajralib turadi. Ya‘ni,

har qanday m € Z uchun
04+ m=m, Im=m (1.1.4)

tengliklar o‘rinlidir.

Butun sonlar to‘plami musbat butun sonlardan, manfiy butun
sonlardan va noldan iborat. Har qanday butun a soni uchun —a son
qarama-qarshi son deyiladi va u quyidagi

a+(—a)=0

tenglikni qanoatlantiradi. Ko‘paytirish amali qo‘shish amalidan shu
bilan farq giladiki, butun sonlar to‘plamida, qo‘shishdan o‘laroq,
ko‘paytirish amali teskarilanuvchi emas. Boshqacha aytganda, biz
har ganday butun a soni uchun unga teskari a~! element, yani a
bilan ko‘paytmasi 1 ga teng bo‘lgan element mavjud deya olmaymiz.

Musbat butun sonlar natural sonlar ham deb ataladi. Natural
sonlar to‘plami natural gator ham deyiladi va odatda N simvoli
orqali belgilanadi.

Butun m sonining natural n -darajasi induksiya orqali aniqlana-

di:
m! = m, m"® = mm"L, (1.1.5)
Masalan, agar 2=1+1 deb aniqlasak,
m?*=m-m
bo‘ladi.

Istalgan k butun son va ixtiyoriy natural m va n lar uchun

km+n - km . kn

§ 1.1 Butun sonlar 13

tenglikning bajarilishi ravshan.
Bu tenglikning barcha manfiy bo‘lmagan m va n larda o‘rinli
bo‘lishi uchun k # 0 bo‘lganda

=1

deb hisoblanadi.

2. Biz ko‘pincha sonlarning geometrik tasviridan foydalanamiz.
Shu maqsadda biror to‘g‘ri chiziq olib, unda ixtiyoriy ravishda O
nugtani belgilaylik. Bu O nuqta to‘g‘ri chizigni ikkita nurga ajrata-
di. Nurlardan birini musbat va ikkinchisini manfiy deb ataymiz.
Odatda to‘g'ri chiziq gorizontal ko‘rinishda olinadi va o‘ng tomon-
ga ketgan nur musbat deb qaraladi. Albatta, matematik nuqtai
nazardan bu tanlov majburiy emas. Musbat nurda O nuqtadan farq-
li ixtiyoriy E} nuqtani belgilaymiz, so‘ngra, OE; kesma davomida
E; nuqtani shunday tanlaymizki, bunda OFE; va E;E; kesmalar
teng bo‘lsin. Bu jarayonni davom ettirsak, shunday E,, E,, ..., E,, ...
nuqtalarni olamizki, har bir E,, nuqta OE,,_; kesma davomida yota-
di va quyidagi tengliklar o‘rinli bo‘ladi:

1 1 1 | | 1 1 I 8 ' L. A L L i i
E_,..E_, EL.,E,E,0 E, E, E, E, E,,
1-rasm

EnEn-H = OE{, n= 1,2, 3,

Xuddi shu usulda manfiy nurda OE_; = OF, kesmani olamiz
va E_3, E_3,....,E_,, ... nuqtalarni shunday belgilaymizki, bunda
E_, nuqta OE_; kesma davomida yotsin va quyidagi tengliklar
bajarilsin:

E—nE—n—l = OE], n = 1.23

Bundan buyon biz istalgan n uchun E,, nugtani butun n soniga,
O nugqtani esa 0 ga, ya‘ni nol soniga aynan teng deb hisoblaymiz. Bu
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tasvirlashda musbat sonlar 0 nugtadan o‘ngda va manfiy sonlar esa,
bu nuqtadan chapda joylashadi. Xususan, barcha natural sonlar 0
nugtadan o‘ng tomonda yotadi.

3. Har qanday musbat butun n soni noldan katta deb hisoblana-
di va n > 0 deb yoziladi. Har ganday manfiy butun m soni esa
noldan kichik deb hisoblanadi: m < 0.

Musbat sonlar va qo‘shish amalidan foydalanib butun sonlarni
taqqoslash mumkin. Chunonchi, agar biror £ natural (ya‘ni butun
musbat) son uchun n = m + k bo'lsa, biz m < n deymiz. Bum < n
tengsizlik n > m ko‘rinishda ham yoziladi.

Ushbu tengsizlik munosabati tranzitivlik xossasiga egadir, ya'ni
agar m < n va n < k bo‘lsa, m < k bo‘ladi.

Bundan tashqari, quyidagi ikki muhim xossalar ham o‘rinli:

1) agar m < n bo'lsa, ixtiyoriy k € Z uchun

m+k<n+k

bo‘ladi;
2) agar m < n va k > 0 bo'lsa,

mk < nk

bo‘ladi.

Qat‘iy bo‘lmagan m < n tengsizlik yoki m < n, yoki m = n
ekanini anglatadi.

Kiritilgan taqqoslash quyidagi sodda geometrik ma‘noga ega:
agar m < n tengsizlik bajarilsa, m nuqta n nuqtadan chapda joy-
lashgan bo‘ladi.

4. Butun sonlar to‘plami Z ning biror E gismiy to‘plami berilgan
bo‘lsin. Agar shunday butun m € E son topilsaki, ixtiyoriy n € E
uchun

m<n

tengsizlik bajarilsa, m songa E to‘plamning minimal elementi deyi-
ladi.

§ 1.1. Butun sonlar 15

Xuddi shu singari maksimal element tushunchasi ham kiritiladi.

Ravshanki, Z to'plamning har qanday qismiy to‘plami maksi-
mal yoki minimal elementlarga ega bo‘lavermaydi. Masalan, mus-
bat butun sonlar to'plami maksimal elementga ega emas, manfiy
butun sonlar to‘plami esa minimal elementga ega emas.

N natural sonlar to*plami butun sonlar to‘plamining gismiy to‘p-
lami deb qaralganda, bu to‘plamning eng muhim xossalaridan biri -
aning to'la tartiblanganligidir. Bu xossa shundan iboratki, N to‘plam-
ning ixtiyoriy qismiy to‘plami eng kichik elementga egadir. O‘ta
muhim bo‘lgan matematik induksiya usuli (prinsipi) aynan ana shu
xossaning natijasidir. Biz bu usulning tadbiqini quyidagi sodda mi-
solda namoyish gilamiz.

1.1.1 - misol. Iztiyoriy n € N uchun

2" >n, né€N, (1.1.6)

tengsizlik bajariladi.
Isbot. (i) Shubhasiz, agar n = 1 bo’lsa, (1.1.6) tengsizlik o‘rinli:

2 s 1.

(ii) Endi (1.1.6) tengsizlikni n = k da o'rinli deb faraz qilib,
uning n = k + 1 da ham o'rinli ekanini ko‘rsatamiz. Shunday qilib,

2k > k
bo‘lsin. U holda, bu tengsizlikni qo‘llab,
oMl —oF.2 Sk 2=k +k>k+1

ni hosil gilamiz, ya'ni (1.1.6) tengsizlik n = k 4+ 1 da ham o‘rinli
bo‘lar ekan.

(ili) Matematik induksiya prinsipi (1.1.6) tengsizlikni barcha
natural n sonlari uchun o‘rinli deb ta‘kidlashimizga imkon bera-
di. Haqiqatdan, agar bunday bo‘lmasa, shunday n sonlar topiladiki,
ular uchun (1.1.6) tengsizlik bajarilmaydi. Biz bunday sonlar uchun,
(1) ni hisobga olgan ravishda, n > 2 deyishimiz mumkin. Natural
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sonlar to‘plami to‘la tartiblangan bo‘lganligi sababli, bunday n son-
lar ichida eng kichigi mavjud, biz uni (k + 1) deb belgilaymiz. Bun-
dan chiqdi, (1.1.6) tengsizlik n = k da o‘rinli bo'lib, n = k 4 1

da o‘rinli emas ekan. Ammo bunday bo‘lishi mumkin emas, chunki
bu tasdiq (ii) ga ziddir. Demak, (1.1.6) tengsizlik barcha n larda

bajarilar ekan.

|
5. Odatda butun sonlarni quyidagi:
0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 {1.1.7)
raqamlardan foydalanib, o‘nli sanoq sistemasida yoziladi, bunda
2=141, 3=2+1, 4=3+1, 5=4+1,
6=5+1, 7=6+1, 8=7+1, 9=8+1.
Bu holda sanoq sistemasining asosi qilib
10=9+1
soni olinadi.
Har ganday musbat butun k sonni
k = apl10° 4+ a;10' + ... 4 @, 10" (1.1.8)

ko‘rinishda yagona usulda yozish mumkin, bunda har bir a; koef-
fitsient (1.1.7) giymatlardan birini qabul giladi.
Odatda (1.1.8) son simvolik ravishda

k= apdp—1...0100, (119)

deb yoziladi, bunda ag - birlar soni, a; - o‘nlar soni, a; - yuzlar soni
va hakozo, deb ataladi. Ba‘zan, k sonini musbat ekanligini ta‘kidlash
magsadida, (1.1.9) oldiga « + » - plyus belgisi qo‘yiladi:

k=4 anay-1...01a0. (1110)
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Manfiy m soni shu singari, lekin «—» minus ishora bilan yoziladi:

m= - bnbn—l---blbﬁ- (1111)

6. O‘nli sanoq sistemasi o‘rniga ixtiyoriy natural asosga ega
bo‘lgan sanoq sistemasini olish mumkin. Zamonaviy elektron hisob-
lash mashinalarida (kompyuterlarda) ikkilik sanoq sistemasi qo‘llani-
ladi. Bunga sabab kompyuterlar tuzilishining texnologik xususiyat-
laridir.

Ikkilik sanoq sistemasida faqat ikki raqam: 0 va 1 ishlatiladi.
Ushbu sistemaning asosi 1+1 soni bo‘lib, quyidagi ko‘rinishda yozi-
ladi:

10=1+1. (1.1.12)

Demak,

10°=(1+1)1+1)=1+14+1+1 (1.1.13)
bo‘ladi.

Bu (1.1.13) formula ikkilik sanoq sistemasida taniqli "ikki karra
ikki to‘rt"tengligini anglatadi.

Ikkilik sanoq sistemasida ham har qanday natural k sonni (1.1.8)
yoki (1.1.9) ko‘rinishda yozish mumkin, bunda a; ikkita 0 yoki 1
giymatlarni qabul qiladi, 10 esa (1.1.12) tenglik orqali aniglanadi.
Misol tariqasida birinchi to‘qgizta natural sonlarni yozilishini kelti-

ramiz, bunda biz chap tomondagi sonni o‘nli sanoq sistemasida va

o'ng tomondagi sonni ikkilik sanoq sistemasida yozdik:
1=1,
2=10,
3=1},
4=100,
5-101,
6110,
7=111,
81000,
9-1001.
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Manfiy butun sonlar (1.1.11) ko‘rinishda tasvirlanadi, bunda b,
ikkita 0 yoki 1 givmatlarni qabul giladi.

Shunday qilib, « + » yoki ¢« — » ishora bilan olingan, nol va
birlarning ixtiyoriy chekli ketma-ketligi biror butun sonni ifodalaydi
va aksincha, ixtiyoriy butun son, «=» yoki «—» ishora bilan olingan
nol va birlarning chekli ketma-ketligi orqali ifodalanadi.

§ 1.2. Ratsional sonlar

Yuqorida qayd qgilinganidek, butun sonlar to‘plamida ko‘paytirish
amali, qo'shish amalidan farqli o‘laroq, teskarilanuvchi emas. Aynan
mana shu hol butun sonlar to‘plamini ratsional sonlar to‘plamigacha
kengaytirish uchun bo‘lgan sabablardan biridir.

1. Butun sonning natural songa tfisbati ratsional son deyiladi.
Ya'ni, agar p butun son bo‘lib, ¢ natural son bo‘lsa, ratsional son

deb (B ko‘rinishdagi ifodaga aytiladi. Odatda P ratsional sonni kasr
q

ham deb atashadi, bunda p surat va ¢ maxraj deyiladi. Albatta, agar

gl ik : .

pn = mgq bo'lsa, = va — kasrlar o‘zaro teng bo‘ladi. Shuning uchun.
q n

qaty qilib aytganda, har qanday ratsional son - bu teng kuchli

kasrlar sinfidir, ya‘ni har qanday ratsional son yuqoridagi ma‘noda
o‘zaro teng bo‘lgan barcha kasrlar sinfidan iboratdir. Lekin, shunga
qaramasdan, biz musbat ratsional r son uchun

=8
g

r

deb yozamiz va o'ng tomonda mos teng kuchli kasrlar sinfining biror
vakili turibdi deb hisoblaymiz. Demak, bu kelishuvimizga ko‘ra, rat-
sional son shunday kasrki, uning surati musbat yo manfiy butun
sondan yoki noldan iborat bo‘lib, maxraji esa doim musbat butun
sondir.

Agar surat musbat bo‘lsa, ratsional sonni musbat deymiz va
aksincha, surat manfiy bo‘lsa, ratsional sonni manfiy deymiz.

§ 1.2 Ratsional sonlar 19

Shunday qilib, ratsional sonlar to‘plami musbat ratsional sonlar,
manfiy ratsional sonlar va noldan iborat ekan. Odatda ratsional
sonlar to‘plami Q simvoli orqali belgilanadi.

Har qanday ratsional sonni kasr oldiga « + » yoki « — » ishora
qo‘yib, surati manfiy bo‘lmagan butun son va maxraji esa natu-
ral bo‘lgan arifmetik kasr orqali ifoda qilish mumkin. Butun sonni
ham maxraji birga teng bo‘lgan kasr ko‘rinishdagi ratsional son deb
qarasa bo‘ladi.

2. Ratsional sonlar to‘plami Q da tabiiy ravishda qo‘shish va
ko‘paytirish amallari kiri;%la.di.
Ikki ratsional 2 va - sonlarning yig‘indisi deb quyidagi rat-

q
sional songa aytiladi:

W i i (1.2.1)
geinsn qn
Ratsional ‘;—9 va % sonlarning ko ‘paytmasi deb quyidagi ratsional
songa aytiladi: .
AL L (1.2.2)
q n qn

Ratsional sonlarni qo‘shish va ko‘paytirish amallari kommautativ:
r4+s=8+4+nr r-sg=—sg-r '
va assotsiativ:
r+(s+t)=(r+s)+t, r-(s-t)=(r-s)-t
bo‘lib, ular birgalikda esa distributivlik xossasiga:
r(s+t)=rs+rt,

ega ekanligini ko‘rsatish qiyin emas. 5
Ratsional sonlar to‘plamida nol 0 = 1 va bir 1 =
o‘rin tutadi. Chunonchi, ixtiyoriy ratsional r soni uchun

alohida

|-

r+0=r, r-i=r



20 Hagqiqiy sonlar I Bob

tengliklar bajariladi.

Kiritilgan qo‘shish va ko‘paytirish amallari uchun ularga teskari
bo‘lgan ayirish va bo'‘lish amallarini aniglash mumkin.

Ikki ratsional r va s sonlar ayirmasi deb

r=s+4t

tenglik o‘rinli bo‘lgan ratsional t songa aytiladi va t = r — s deb
yoziladi.
Agar s # 0 bo‘lsa, ikki ratsional r va s sonlarning bo ‘linmasi
(nisbati) deb
r=28-t

tenglik o‘rinli bo‘lgan ¢ ratsional songa aytiladi va t = L deb yozila-
- - - - - - . . s

di. Shuni qayd etamizki, oxirgi tenglikdagi kasr, umuman aytganda,

qat‘ly ma‘noda arifmetik kasr emas, chunki uning surati va maxraji

butun sonlar bo‘lmay qo‘lishi ham mimkin.
Har qanday ratsional r soni uchun unga qarama-qarshi bo‘lgan

shunday (—r) son mavjudki, u
r4(-r)=0

tenglikni qanoatlantiradi. Xuddi shu singari, har qanday ratsional
r # 0 soni uchun unga teskari bo‘lgan shunday r~! son mavjudki,

u
r-rl=1

tenglikni qanoatlantiradi.
Shuni aytish kerakki, nol teskari elementga ega emas, ya‘ni nolga
bo‘lish amali aniqlanmagan.

3. Har qanday ikki ratsional sonni taqqoslash mumkin. Boshqacha
aytganda, Q to‘plamda tengsizlik munosabtini kiritish mumkin. Bu-
ning uchun biz Q to‘plamda manfiy va musbat elementlar mavjudligi-
dan foydalanamiz, zero aynan shular orqali ratsional sonlar tar-

tiblanadi.
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Avval nol bilan tagqoslashni kiritaylik. Agar ratsional r son
musbat bo‘lsa, uni noldan katta deymiz (r > 0) , ratsional r son
manfiy bo‘lganda esa, uni noldan kichik deymiz (r < 0).

Endi yuqoridagi aksiomalardan foydalanib, umumiy holda teng-
sizlik munosabatini kiritishimiz mumkin.

Ta‘rif. Agar ikki ratsional son uchun s —r > 0 tengsizlik o‘rinli
bo‘lsa, r ratsional son s ratsional sondan kichik deyiladi:

e - — R

Bu r < s tengsizlik s > r ko‘rinishda ham yoziladi.

Kiritilgan tengsizlik munosabati tranzitiviik, ya‘ni: <agar r < s
va s < t bo'lsa, r < t bo‘ladi», xossasiga ega ekanligini ko‘rsatish
qiyin emas.

Bundan tashqari, quyidagi ikki muhim xossalar ham o‘rinlidir:

1) agar r < s bo‘lsa, ixtiyoriy ratsional ¢ uchun r +¢ < s +1¢
tengsizlik bajariladi;

2) agar r < s vat > 0 bo'lsa, rt < st tengsizlik bajariladi.

Bunday aniqlangan taqqoslash qoidasiga muvofiq istalgan ikki
r va s ratsional sonlar uchun quyidagi uch:

munosabatlardan bittasi va faqat bittasi o‘rinli bo‘lishini qayd etamiz.
Shuni hisobga olgan holda, "ratsional sonlar to‘plami chizigli
tartiblangan' deyishadi.

4, Ratsional sonlarning ushbu paragrafda sanab o‘tilgan xos-
salari asosiy hisoblanib, ular yordamida bir gator yangi xossalarni
keltirib chiqarish mumkin. Qizig‘i shundaki, bunda ratsional son-
larning qanday aniglanganligi umuman ahamiyatga ega emas, muhi-
mi ular uchun yuqoridagi xossalarning o‘rinli ekanligidir. Boshqacha
aytganda, biz bunday xossalarga ega bo‘lgan ixtiyoriy tabiatda-
gi ob‘yektlarni olib, faqat keltirilgan xossalarga asoslangan holda
mazmunli tasdiglarni keltirib chigarishimiz mumkin. Albatta, bun-
da olingan yangi tasdiqlar ratsional sonlar uchun ham o‘rinli bo‘ladi.
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§ 1.3 Cheksiz o‘nli kasrlar 23

§ 1.3. Cheksiz o‘nli kasrlar

1. Afsuski, ko‘pgina masalalarni yechish uchun ratsional son-
larning o'zi yetarli emas. Masalan, yuzasi 50 kv.m. ga teng bo‘lgan
kvadratning tomonini topaylik. Ravshanki, bunday kvadratning to-
moni 5v2 m ga teng bo'lishi kerak edi. Ammo bu son ratsional
emas, chunki /2 ning ratsional emasligini oson ko‘rsatish mumkin.
Agar biz ratsional sonlar maydoni bilan cheklansak, bu ifoda ni-
mani anglatishini umuman tushuntira olmaymiz. Bu kamchilikni
qgisqa qilib quyidagicha aytish mumkin: ratsional sonlar to‘plami
to‘la emas.

Shuning uchun ratsional sonlar to‘plamini biror usul yordami-
da shunday to‘ldirish zarurki, bunda, birinchidan, yangi elementlar
xuddi ratsional sonlar xossalariga ega bo‘lsin va ikkinchidan, ular
ratsional sonlar bilan birgalikda to‘la to‘plamni tashkil gilsin. Rat-
sional sonlar to‘plamini to‘ldirishning eng oson yo'li cheksiz o‘nli
kasrlardan foydalanishdir.

Har qanday ratsional sonni davriy cheksiz o‘nli kasr ko‘rinishda
yozish mumkin. Bunday kasrni olish uchun, masalan, burchak usuli
bilan bo‘lish algoritmidan foydalanish kifoya.

1.3.1 - misol.

1
e 0,3333...

Endi, aytaylik, r = P ixtiyoriy musbat ratsional son bo‘lsin. U

holda burchak usulida go‘lish vaqtida, qoldiq har bir qadamda ¢
dan kichik bo‘lishi kerak. Natijada, biror qadamdan keyin qoldiglar
qaytarilib kela boshlaydi. Bundan chiqdi, ratsional sonning cheksiz
o‘nli kasr ko‘rinishida ham raqamlarning biror guruhi qaytarilib kela
boshlaydi.

Shuni gayd etish kerakki, ratsional sonni bunday usulda cheksiz
davriy o‘nli kasr ko‘rinishida yozishda 9 raqami bu cheksiz o‘nli
kasrning davri bo‘la olmaydi. Masalan, burchak usulida bo‘lishda
0,499999... cheksiz o‘nli kasr hosil bo‘lmay, uning o‘rniga 0 raqami
davri bo‘lgan 0,500000... cheksiz o‘nli kasr hosil bo‘ladi.

Bu tasdiqqa teskari tasdiq ham o‘rinli. Chunonchi, 9 raqami
davri bo‘lmagan har qanday cheksiz davriy o‘nli kasrga biror rat-
sional sonni mos qo‘yish mumkin. Buning uchun navbatdagi misolda
go‘llanilgan algoritmdan foydalansa bo‘ladi. Aytaylik,

e = 1,518181818...

bo‘lsin.
U holda
10a = 15,18181818...

va
1000e = 1518,18181818...

deb, quyidagi tenglikka ega bo‘lamiz:
990a = 1000a — 10e = 1503.

Ushbu algoritm qaralayotgan cheksiz davriy o‘nli kasrga r =

20 _ 167 ratsional sonni mos qo‘yadi. Ratsional sonlar bilan

990, 110 :
davri 9 ragamiga teng bo‘lmagan cheksiz davriy o'nli kasrlar orasida

o‘rnatilgan bunday moslikning teskarisi ham o‘rinli ekanini ko‘rsatish
qiyin emas.

Agarda barcha cheksiz davriy o‘nli kasrlarni olsak, u holda yuqori-
dagi algoritm ularning har biriga biror ratsional sonni mos qo‘yadi,
lekin bunda ikki o‘nli kasrga bitta ratsional son mos kelishi mumkin,

masalan,

% = 0, 50000... = 0,499999...

Bunday anigmaslik fagat 0 yoki 9 sonlari davriy qatnashgan-
dagina sodir bo‘ladi. Bu aniqmaslikni yo‘qotish magsadida, bundan
buyon shunday kasrlarni teng deb hisoblaymiz.

Ratsional sonlar to‘plamiga davriy bo‘lmagan cheksiz o‘nli kasr-
larni qo‘shish yordamida yuqorida qayd etilgan to‘ldirishga erishi-
ladi.

Ta‘rif. Ushbu

T = ag, 4143...4q..., (1.3.1)
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ko‘rinishdagi ifodaga musbat cheksiz o‘nli kasr deyiladi, bunda ag -
(butun gism deb ataymiz) manfiy bo‘lmagan butun son bo‘lib, har
bir j > 1 larda a; (o‘nli belgi deb ataymiz) sonlar 0, 1, 2, 3, 4, 5,
6, 7, 8, 9 qiymatlardan birini qabul giladi. Bundan tashqari, (1.3.1)
da ax(k > 0) lardan kamida bittasi noldan farglidir.
Ta‘rif. Agar
y=- bo, blbg...bn... (132)

tenglikda minus « — » ishoraning o‘ngida musbat cheksiz o‘nli kasr
turgan bo‘lsa, bu (1.3.2) ifodaga manfiy cheksiz o‘nli kasr deyiladi.
Bu songa mos musbat cheksiz o‘nli kasr

b = bg, byby...by,... (1.3.3)
manfiy (1.3.2) kasrning absolyut giymati deb ataladi. Bu holda

ly| = b
deb yoziladi.

Quyidagi ifodaga
0=0,00...0... (1.3.4)

nollik cheksiz o‘nli kasr, yoki oddiygina nol deyiladi.

Musbat cheksiz o‘nli kasrning absolyut giymati deb shu kasr-
ning o‘ziga aytiladi, nolning absolyut giymati esa nolga teng deb
hisoblanadi.

2. Ikki cheksiz o‘nli kasr uchun tenglik tushunchasini kiritamiz.
Ta‘rif. Agar
G = 00, G109 ln-»- (1.3.5)

va
b = by, byby...by,... (1.3.6)

cheksiz o‘nli kasrlar uchun
ag = bo, a) = bl, y = b-z. ey Ay = bn. (137)

tengliklar bajarilsa, bu kasrlarni teng deymiz.
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Bundan tashqari, 0 yoki 9 davriy qatnashgan kasrlar uchun
quyidagi qo‘shimcha tenglik munosabatini kiritamiz.
Ta‘rif. Agar 9 davriy qatnashgan quyidagi

a = ag,aya;y...ax_1ax999...
davriy kasrda ap # 9 bo‘lib, 0 davriy qatnashgan
d = g, alag...ak_la}cOOO...

davriy kasrda aj, = ax + 1 bo‘lsa, bu davriy kasrlarni ham teng deb
hisoblaymiz.

3. Ikki cheksiz o‘nli kasr uchun taqqoslash qoidasini kiritamiz.
Ta‘rif. Ikki musbat, o‘zaro teng bo‘lmagan,

a=ap,ai1az...dy...

va
b = bo, by1by...by,...

cheksiz o‘nli kasr berilgan bo‘lsin. Agar
ag > by

bo‘lsa, yoki shunday n nomer topilsaksi,

ag = bO!
a; = blw
@pn-1 = by
bo‘lib,
iy > by

bo‘lsa, a ni b dan katta deymiz va a > b deb yozamiz.
Bu ta‘rifning 0 yoki 9 davrga ega bo‘lgan davriy kasrlar uchun
ham muvofiqlashganligini navbatdagi tasdiq ko‘rsatadi.
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1.3.1*% - tasdiq. Mos ravishda 9 va 0 davriy qatnashgan tkki
o‘zaro teng cheksiz o‘nli davriy kasrlar berilgan bo‘lsin, ya‘ni

a = ag, a143...0;-1a%9999...,
bunda ar # 9 va
a'ap, ayay...ak—1a,0000...,
bunda aj, = ay + 1. U holda quyidagi
a<c<ad

qgo‘shaloq tengsizlikni ganoatlantiruvchi ¢ son mavjud emas.
Isbot. Faraz gilamiz, shunday ¢ son mavjud bo‘lib, u

C = Cp,C1C2...

ko‘rinishga ega bo‘lsin.
Ta'rifga ko'ra, a < ¢ tengsizlik shunday n nomer mavjudligini
anglatadiki, u uchun

Co=4ag, € =Q1y...; Cp_] = dap-1,

lekin
¢ > an
bo‘ladi.

Ta‘kidlash lozimki, n butun son isbot gilinayotgan tasdiq shar-
tidagi k£ butun sondan kichik bo‘la olmaydi. Haqiqatan, agar n < k
tengsizlik o‘rinli bo‘lganda edi, a va a* sonlarining verguldan keyingi
birinchi (n — 1) o‘nli belgilari teng bo‘lgani uchun, biz nafaqat a < ¢
tengsizlikka, balki a* < ¢ tengsizlikka ham ega bo‘lar edik.

Lekin n butun son & butun sondan katta ham bo‘la olmaydi,
chunki a sonning k£ nomeridan boshlab, barcha o‘nli belgilari 9 ga
teng bo‘lib, ¢, sonlar , ravshanki, 9 dan katta bo‘la olmaydi.

Shunday qilib, yuqoridagi n son tasdiq shartidagi k songa teng
bo‘lishi kerak ekan. Xuddi shu singari, ¢ sonining o‘nli belgilari ichi-
da a* sonining ularga mos o‘nli belgilaridan kichik bo‘lgan birinchi

§ 13 Cheksiz o‘nli kasrlar 7

belgisining nomeri ham k ga teng ekanligi ko‘rsatiladi. Isbotlanay-
otgan tasdiqning shartiga ko‘ra aj, = ax + 1 ekanligini eslasak,

a < cp < ap +1

qo‘shaloq tengsizlikka ega bo‘lamiz.

Ammo, ravshanki, bu qo‘shaloq tengsizlik hech ganday butun
aj va cx sonlar uchun o‘rinli bo‘la olmaydi. Hosil bo‘lgan qarama -
qarshilik 1.3.1* - tasdigning haq ekanligini isbotlaydi.

Ta‘rif. Har qanday musbat cheksiz o‘nli kasr iztiyoriy manfiy
cheksiz o'nli kasrdan katta hisoblanadi.

Ta‘rif. Agar |b| > |a| bo‘lsa, a manfiy cheksiz o‘nli kasrni b
manfiy cheksiz o‘nli kasrdan katta deymiz.

Ta‘rif. 0 sonint har qanday manfiy cheksiz o‘nli kasrdan katta
va har qanday musbat cheksiz o‘nli kasrdan kichik deb hisoblaymiz.

Shunday qilib, ixtiyoriy ikki cheksiz o‘nli kasrni o‘zaro taqqoslash
mumkin ekan, ya‘ni ikki cheksiz o‘nli kasrlar yoki o‘zaro teng, yoki
ulardan biri ikkinchisidan katta bo‘ladi.

Odatdagidek, agar b > a bo‘lsa, @ ni b dan kichik deymiz va
a < b deb yozamiz. Qat‘iy bo‘lmagan tengsizliklar a < bvaa > b
odatdagidek kiritiladi, ya‘ni

(a < b) & (a<b)V(a=bh).

Eslatma. Yuqorida kiritilgan ikki cheksiz o‘nli kasrni taqqoslash
qoidasidan tengsizlik munosabatining tranzitivligi to‘g‘ridan - to'g‘ri
kelib chiqadi:

(a<b)A(b<ec)= (a<ec),

ya‘ni a < b va b < ¢ tengsizliklardan a < ¢ tengsizlik kelib chigadi.

4. Yuqoridagi tushunchalarning tadbig‘i sifatida absolyut qiy-
matning xossalaridan birini isbotlaymiz.
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1.3.2 - tasdiq. Quyidagi ikki tengsizliklar teng kuchlidir:

|z| < a, (1.3.8)

—a<z<a. (1.3.9)

Isbot. Avvalo, har ikkala (1.3.8) va (1.3.9) tengsizliklarda a
cheksiz o‘nli kasrning musbat bo‘lishini ta‘kidlaymiz, chunki aks
holda, ikkala tengsizlik ham hech qanday z uchun o‘rinli bo‘lmas
edi. Shu sababli, bundan buyon a > 0 deb hisoblaymiz.

1) Dastavval (1.3.8) dan (1.3.9) kelib chiqishini isbotlaymiz. De-
mak, (1.3.8) tengsizlik bajarilsin deb faraz qilaylik. Agar z > 0
bo‘lsa, bu tengsizlik

z<a

ko‘rinishga keladi va shuning uchun z cheksiz o‘nli kasr (1.3.9)
qo‘shaloq tengsizlikni ham ganoatlantiradi.

Agarda z < 0 bo‘lsa, (1.3.8) tengsizlikni unga teng kuchli |z| <
| — a| ko'rinishda yozib olamiz, qaysiki, manfiy  va (—a) cheksiz
o‘nli kasrlarni tagqoslash qoidasiga binoan z > —a tengsizlik bajar-
ilishini anglatadi, ya‘ni bu holda ham z (1.3.9) qo‘shaloq tengsizlikni
ganoatlantirar ekan.

2) Xuddi yuqoridagidek (1.3.9) dan (1.3.8) ning kelib chigishi
isbotlanadi.
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Ta‘rif. Haqiqiy son deb cheksiz o‘nli kasrga aytamiz.

Haqiqiy sonlar to‘plami R simvoli orqali belgilanib, u sonlar o‘qi
ham deb ataladi. z € R yozuv z haqiqiy son (yoki gisqaroq qilib,
son) ekanligini anglatadi.

Ravshanki, ratsional sonlar haqiqiy sonlarning barcha davriy
cheksiz o‘nli kasrlardan iborat gismiy to‘plamini tashkil giladi, ya‘ni
QCR.

Ratsional bo‘lmagan haqiqiy sonlarga irratsional sonlar deyila-
di.

Bizning galdagi vazifamiz haqiqiy sonlar uchun arifmetik amal-
larni, ya‘ni qo‘shish va ko‘paytirishni kiritishdir. Biz bu vazifani
keyingi paragrafda amalga oshiramiz. Ushbu paragrafda esa, haqiqiy
sonlarning yuqorida o‘rnatilgan tengsizlik munosabatlari bilan bog'liq
bo‘lgan asosiy xossalarini o‘rganamiz.

Sonlar o‘qining quyidagi gismiy to‘plamlarini kiritaylik:

ochiq interval yoki qisqaroq, interval deb

(a,b)={z€R: a<z<b} (1.4.1)

to‘plamga;
yopiq interval yoki kesma (yoki ba‘zan segment) deb

[a,0]={z€eR: a<z<b} (1.4.2)

to‘plamga;
yarim interval deb

[a,b)={z€eR: a<z<b} (1.4.3)

yoki
(a,b]={z€R: a<z<b} (1.4.4)

to‘plamlarga aytamiz.

2. Ushbu bandda biz Q ratsional sonlar to‘plami R haqiqiy son-
lar to‘plamida zich ekanligini ko‘rsatamiz.

Ta‘rif. Haqiqiy sonlar to‘plami R ning biror gismiy to‘plami E
berilgan bo‘lsin. Agar E ning R dan olingan iztiyoriy interval bilan
kesishmasi bo‘sh bo‘lmasa, E to‘plam R da zich deyilad:.

1.4.1* - tasdiq. Q ratsional sonlar to‘plami R haqiqiy sonlar
to‘plamida zichdir.
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Isbot. R sonlar o‘gidan olingan ixtiyoriy (a, b) interval berilgan
bo‘lsin. Bu intervalda kamida bitta ¢ ratsional son borligini isbot-
laymiz.

Agar a va b sonlar ratsional bo‘lsa, masala hal; ¢ sifatida ularning
o‘rta arifmetik giymatini olamiz:

a+b
5

cC=

Shu sababli, faraz gilaylik,
a = ap, a1ay...

va
b = by, byb,...

bo‘lib, ulardan kamida bittasi irratsional son bo‘lsin. Agar, misol
uchun b irratsional bo‘lsa, u holda a soni uchun 9 soni davriy qat-
nashmagan cheksiz o‘nli kasr ko‘rinishidagi ifodasini tanlaymiz.

Intervalning ta‘rifiga ko‘ra a < b. Demak, shunday manfiy bo‘l-
magan butun k son topiladiki, u uchun

ap = bo, a = bl,..., Q-1 = bk—l
bo‘lib,
ap < by
bo‘ladi.
Endi agar c sifatida quyidagi
c= bg, blbg...kaOO...

davriy cheksiz o‘nli kasrni olsak, ravshanki, a < ¢ < b bo‘ladi, va a
soni davri 9 dan iborat cheksiz davriy kasr bo‘lmagani tufayli a # e.
Bundan chiqdi, a < ¢ < b.
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Navbatdagi tasdiq ixtiyoriv haqiqiy sonni ratsional sonlar bi-
lan vaqinlashtirish mumkinligini ko‘rsatadi. Ratsional sonlar uchun
arifmetik amallar aniglanganini eslatib o‘tamiz.

1.4.2* - tasdiq. Iztiyoriy haqigiy ¢ soni berilgan bo‘lsin. U holda
istalgan = > 0 ratsional soni olinganda ham shunday tkki o va 3
ratsional sonlari topiladiki, ular uchun

a<lc<p

va
B—-—a<e

tengsizliklar bajariladi.
Isbot. Agar ¢ ratsional son bo‘lsa,

a=¢c—-, B =c+

i
= | ™

deb olishning o‘zi vetarli.
Endi ¢ irratsional son bo‘lsin. Aniqlik uchun, bu son

C = (g, ('I(-Z('fi"'

ko‘rinishdagi davriy bo‘lmagan cheksiz o'nli kasr bo‘lsin.
Biz n nomerni quyidagi shartdan tanlab olamiz:

n >

o | =

U holda, ravshanki, (1.1.6) ga ko'ra,
1
10" >2">n> -

va shuning uchun,
10~ < g,

Endi
@ = Ccog,C103...¢,000...
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va
B = cg,c1€3...¢,999...

desak, ravshanki,
B —a=10" < ¢

bo‘ladi.
=

Eslatma. 1.4.2* - tasdiq ixtiyoriy ¢ € R uchun shu sonni o'z
ichiga oluvchi ratsional chegarali hamda istalgancha kichik uzunlik-
ka ega bo‘lgan (o, ) intervalning topilishini anglatadi. Ravshanki,
bunda « va 8 sonlari mos ravishda chapdan va o‘ngdan ¢ soniga
ratsional sonlar bilan yaqinlashishni beradi.

3. Yuqorida o‘rnatilgan haqiqiy sonlarni tagqoslash qoidasi yuqori-

dan yoki quyidan chegaralangan to‘plam tushunchalarini kiritish
imkonini beradi.

Faraz qilaylik, E haqiqiy sonlar to‘plami R ning ixtiyoriy gismiy
to‘plami bo'lsin.

Ta‘rif. Agar shunday M soni topilsaki, iztiyoriy z € E uchun

z< M

tengsizlik bajarilsa, E C R to‘plamni yugoridan chegaralangan
deymaz.
Bunda M soni F to‘plamning yugori chegarasi deyiladi.
Ta‘rif. Agar shunday m soni topilsaki, iztiyoriy z € E uchun

T 2>m

tengsizlik bajarilsa, E C R to‘plamni quyidan chegaralangan
deymiz.

Bunda m soni E to‘plamning quyi chegarasi deyiladi.

Ta‘rif. Agar to‘plam yugoridan ham guyidan ham chegaralan-
gan bo‘lsa, u chegaralangan deyiladi.
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Shubhasiz, agar biror to‘plam yuqoridan chegaralangan bo‘lib,
M uning yuqori chegarasi bo‘lsa, M dan katta ixtiyoriy son ham shu
to‘plamning yuqori chegarasi bo‘ladi. Boshqacha aytganda, yuqori-
dan chegaralangan to‘plam cheksiz ko‘p yuqori chegaralarga ega.
Shu chegaralar ichida ularning eng kichigi aynigsa muhimdir.

Ta‘rif. Yugoridan chegaralangan to‘plamning aniq yugori che-
garasi deb yugori chegaralarning eng kichigiga aytiladi.

Boshqacha aytganda, M soni E to‘plamning aniq yuqori chegarasi
bo‘lishi uchun u quyidagi ikki shartlarni qanoatlantirishi kerak:

(i) ixtiyoriy ¢ € E uchun

<M

tengsizlik o‘rinli;
(ii) ixtiyoriy M” < M uchun shunday z' € F topiladiki, u uchun

' > M

tengsizlik o‘rinli.

Bunda (i) - shart M son E to‘plamning yuqori chegarasi ekanlig-
ini, (ii) - shart esa, ixtiyoriy kichikroq M’ son yuqori chegara bo‘la
olmasligini, ya‘ni M eng kichik yuqori chegara ekanligini anglatadi.

E to‘plamning aniq yuqori chegarasi sup E simvoli orqali belgi-
lanadi.

Quyidan chegaralangan E to‘plamning anig quyi chegarasi bu
to'plam quyi chegaralarining eng kattasi sifatida aniqlanib, inf E
simvoli orqali belgilanadi.

Agar E to‘plamining aniq yuqori chegarasi M shu to‘plamning
elementi bo'lsa (M € E), M shu to‘plamning maksimal elementi
yoki sodda qgilib maksimumi deb ataladi. Xuddi shu kabi, minimal
element yoki minimum aniqlanadi.

Ratsional sonlar sinfi ko‘pgina masalalarni yechishga yetarli emas-
liligi to‘g'risida yuqorida aytilgan edi. Misol sifatida quidagi

E={zeQ: 2*<2}

chegaralangan to‘plamning ratsional sonlar sinfida aniq yuqori chega-
raga ega emasligini qayd etamiz.
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Hagiqatan, bu to‘plamning aniq yuqori chegarasi sifatida v/2
sonni olish mumkin edi, ammo bu son ratsional emas, shuning uchun
ratsional sonlar sinfida u «mavjud emas». Bunga sabab ratsional
sonlar to‘plamining to‘la emasligidir. Aksincha, haqiqiy sonlar to‘pla-
mining eng muhim xossasi uning to‘laligi hisoblanadi.

Bu xossadan, xususan, ixtiyoriy musbat a haqiqiy soni uchun
arifmetik kvadrat ildizning, ya‘ni (1/a)? = a tenglikni qanoatlanti-
ruvchi v/a musbat haqiqiy sonning, mavjudligi kelib chiqadi, (quyi-
da keladigan 3-bobning 3.6-paragrafiga qarang).

Navbatdagi teorema haqiqiy sonlar to‘plamini to‘laligi tushun-
chasining ma‘nosini oydinlashtiradi.

1.4.1 - teorema (to‘lalik haqidagi asosiy teorema). Haqigiy
sonlarning har ganday bo‘sh bo‘lmagan yugoridan chegaralangan
to‘plami aniq yuqori chegaraga egadir.

Isbot. Faraz qilaylik, E haqiqiy sonlarning aqalli bitta element-
ga ega bo‘lgan yuqoridan chegaralangan to‘plami bo‘lsin.

1) Avval E to‘plam elementlari orasida kamida bitta manfiy
bo‘lmagan son bor holni qaraymiz. Albatta, bu holda aniq yuqori
chegara ham manfiy bo‘lmaydi. E to‘plamning yuqori chegaralari-
dan biri M bo‘lsin deylik, yani istalgan z € E uchun

t<M

bo‘lsin.
E to‘plamdagi istalgan manfiy bo‘lmagan sonni

a = ap, aas... (146)

ko‘rinishda belgilab olamiz. Ma‘lumki, biz ag ni butun gqism vaj > 1
bo‘lganda a; sonlarni o‘nli belgilar deb atagan edik.

Shubhasiz, barcha (1.4.6) ko‘rinishdagi sonlarning butun gism-
lari M dan katta emas, shuning uchun, butun gismlar ichida eng
kattasi mavjud. Ana shu butun gismni by orqali belgilaymiz. Bu bg
sonning ham manfiy emasligi aniq.

Biz E to‘plamning (1.4.6) ko‘rinishdagi sonlari ichida faqat bu-
tun qgismi by ga teng bo‘lganlarinigina qaraymiz. Bu sonlar ichida
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verguldan keyingi birinchi o‘nli belgisi, ya‘ni a; eng katta bo‘lgan
son mavjud. Ana shu eng katta o‘nli belgini b, orqali belgilaymiz.
Ravshanki, b; (1.1.7) qiymatlardan birini qabul qiladi.

Endi E to‘plamning (1.4.6) ko‘rinishdagi sonlari ichida faqat bu-
tun gismi by ga va birinchi o‘nli belgisi b; ga tenglarinigina qaraymiz.
Bu sonlar ichida verguldan keyingi ikkinchi o‘nli belgisi, ya‘ni a; eng
katta bo‘lgan son topiladi. Ana shu eng katta o‘nli belgini b, orqali
belgilaymiz.

Mana shu jarayonni davom ettirib, biz quyidagi cheksiz o‘nli
kasrni olamiz:

b = bg, bybs...by,... (1.4.7)

Aynan mana shu son F to‘plamning aniq yuqori chegarasi bo‘lishi
aniq. Haqgiqatan, bu sonning tanlanishiga ko‘ra, istalgan ¢ € E
uchun

a<b (1.4.8)

bo‘ladi, ya‘ni b son E to‘plamning yuqori chegarasidir. Yana b son-
ning tanlanishiga asosan, agar biz (1.4.7) dagi o‘nli belgilardan biror-
tasini kichiklashtirsak, (1.4.8) tengsizlik barcha a € E lar uchun
o‘rinli bo‘'lmay qoladi. Bundan chiqdi, b aniq yuqori chegara ekan.

2) Endi F to‘plamning barcha elementlari manfiy sonlar bo‘lsin.

Ushbu holda manfiy
r = — Qp,1a...

sonlar o‘rniga ularning absolyut qiymatlarini, ya‘ni
’JJI = g, a1as...

sonlarni qaraymiz.

So‘ngra, E dagi sonlarning absolyut giymatlaridan tuzilgan to‘p-
lamning (1.4.7) ko‘rinishdagi aniq quyi chegarasini, ya‘ni b cheksiz
o‘nli kasrni quramiz. Chunonchi, har bir qadamda aj. o‘nli belgining
eng kichik qgiymatini olamiz va uni by deb belgilaymiz. Shundan
so‘ng, (— b) son E to‘plamning aniq yuqori chegarasi ekanligi oson
tekshiriladi.
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4. E to‘plam yuqoridan chegaralangan bo‘lmagan hollarda ham
aniq yuqori chegara simvoli sup F ishlatiladi va bunda

supE = +o00 (1.4.9)

deb hisoblanadi, bu yerda oo - cheksizlik belgisi.
Shunga o‘xshash, to‘plam quyidan chegaralanmagan holda

inf B = —oo (1.4.10)

deb yozishadi.
Yuqoridan chegaralanmagan to‘plamlarga eng muhim misollar
sifatida quyidagi tengliklar bilan aniglangan

(a, +o0)={z€R: z>a} (1.4.11)
ochiq yarim to‘g‘ri chizigni va
[a, +0)={z€R: z>a} (1.4.12)

yopiq yarim to‘q‘ri chizigni olish mumkin.
Quyidan chegaralanmagan to‘plamlarga esa misollar sifatida quyida-
gi ochiq yarim to‘g‘ri chizigni:

(—oo, b)={z€eR: z<b} (1.4.13)
va
(—o0, b)={z€R: z<b} (1.4.14)

tenglik bilan aniqlangan yopiq yarim to‘g'ri chizigni olish mumkin.
Haqiqiy sonlar to‘plami R ni ba‘zan cheksizlik simvoli orqali
ham belgilashadi:
R = (—o0, 4+00).
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§ 1.5. Haqiqiy sonlar ustida arifmetik amallar

1. Ushbu paragrafda biz haqiqiy sonlar ustida arifmetik amal-
larni aniglaymiz. Bunda quyidagi oddiy kuzatish asos qilib olinadi:
agar biz a va b haqiqiy sonlarni ratsional @ va /3 sonlar bilan mos
ravishda yaqinlashtirsak, a + 3 va af3 ratsional sonlar ham mos
ravishda a + b yig'indiga va ab ko‘paytmaga yaqinlashishi kerak.

Istalgan haqiqiy sonni ratsional sonlar bilan ixtiyoriy aniqlikda
vaqinlashtirish mumkinligi 1.4.2* - tasdiqda o‘rnatilganligini eslatib
o‘tamiz.

Yozuvni soddalashtirish magsadida quyidagi belgilashni kirita-
miz. Ixtiyoriy a haqiqiy son uchun R(a) simvoli orqali a dan kichik
bo‘lmagan ratsional sonlar to‘plamini belgilaymiz:

Ra)={z€Q : z2>a} = QN[a, +x). (1.5.1)

Bu to‘plam quyidagi o‘z-o‘zidan ko‘rinib turgan xossaga ega.
1.5.1* - tasdiq. Istalgan a € R uchun

inf R(a) =a (1.5.2)

tenglik o‘rinli.

Isbot. Bevosita R(a) to‘plamning ta‘rifidan a son quyi chegara
ekanligi ko‘rinib turibdi. Shuning uchun biz ana shu son quyi chegara-
larning eng kattasi, ya‘ni aniq quyi chegara ekanligini ko‘rsatishimiz
kifoya.

Buning uchun biror ¢ > a son ham R(a) to‘plamning quyi
chegarasi deb faraz qilaylik, ya‘ni istalgan » € R(a) uchun z > ¢
bo‘lsin deylik. Ratsional sonlarning R da to‘laligiga ko‘ra, (a, c) in-
tervalda kamida bitta ratsional z’ son topiladi, ya‘ni a < z' < ¢.
Demak, (1.5.1) ta‘rifga ko‘ra 2’ € R(a). Ammo, ravshanki, bu ele-
ment z’ > ¢ tengsizlikni ganoatlantirmaydi. Hosil bo‘lgan qarama-
qarshilik tasdigni isbotlaydi. -
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Eslatma. Agar a ratsional son bo‘lsa, R(a) to‘plamning aniq
quyi chegarasi shu to‘plamning o‘ziga tegishli bo‘lib,

inf R(a) = min R(a) = a (1.5.3)
tengliklar o‘rinli bo‘ladi.

2. Avval ikki haqiqiy @ va b sonlarning yig‘indisini aniglaymiz.
(1.5.1) ta‘rifga ko‘ra, R(a) to‘plam elementlari z > a tengsizlikni
qanoatlantiruvchi, R(b) to‘plam elementlari esa y > b tengsizlikni
qanoatlantiruvchi barcha ratsional sonlardan iborat. Ratsional son-
lar uchun arifmetik amallar aniglanganligini eslatib o‘tamiz.

Ta‘rif. Ikki haqigiy a va b sonlar yig‘indisi deb

o1 zeR{al)l,lgeR(b) (z+y) (1.5.4)
tenglik orgali aniglangan ¢ songa aytamiz.

Har qanday ikki haqiqiy son yig‘indisining mavjudligi haqiqiy
sonlar to‘plamining to‘laligi haqidagi asosiy teoremadan kelib chiqa-
di.

Quyidagi tasdiq o‘rinli.

1.5.2 - tasdiq. Agar a va b ratsional sonlar bo‘lsa, (1.5.4) teng-
lik bilan aniglangan a va b hagiqiy sonlar yig‘indisi ratsional sonlar
maydonida aniglangan (a + b) yig‘indi bilan ustma-ust tushadi.

Isbot to‘g'ridan-to‘g'ri (1.5.3) tengliklardan kelib chiqadi.

Bu tasdiq ikki haqiqiy sonning yig‘indisi uchun odatdagi
c=a+b

belgilashdan foydalanishga imkon beradi.
Shuni aytish kerakki, yuqoridagi ta‘rifda a sondan o‘ngda joy-

lashgan barcha ratsional sonlar to‘plami R(a) o‘rniga, a sondan
chapda joylashgan barcha ratsional sonlar to‘plamidan, ya‘ni

La@={z€Q : z<a} = (-00, a]NQ (1.5.5)
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to‘plamdan foydalansa ham bo‘ladi.
Bunda ikki haqiqiy a va b sonlar yig‘indisi sifatida quyidagi

d = sup (z+y) (1.5.6)
z€L(a), yEL(b)

tenglik orqali aniqlangan d son olinadi,

Bunday aniglangan yig‘indi yuqorida aniqlangan yig‘indi bilan
ustma-ust tushishini ko‘rsatish giyin emas, ya‘ni navbatdagi tasdiq
o‘rinlidir.

1.5.3% - tasdiq. Istalgan ikki a va b haqigiy sonlar uchun (1.5.6)
tenglik orqali aniglangan d son shu sonlarning yig‘indisiga teng,
ya‘ni

d=a+b. (1.5.7)

Isbot. Agar z € L(a),z' € R(a) va y € L(b),y’ € R(b) bo'lsa,
e, yhey (1.5.8)
bo‘ladi va shuning uchun,
t+y < 24y

Demak, ushbu tengsizlik chap tomonidagi yig‘indining aniq yuqori

_ chegarasi, ya‘ni d soni, o‘ng tomondagi yig‘indining aniq quyi chegarasi-

dan, ya‘ni a + b sonidan oshib ketmaydi. Binobarin,
d < a+b (1.5.9)

Endi, istalgan ratsional £ > 0 son uchun (1.5.8) shartdagi rat-
sional z,2’, y va y' sonlarni

' ~z<e, yY-y<e (1.5.10)

tengsizliklarni qanoatlantiradigan qilib tanlaymiz (ravshanki, 1.4.2*
- tasdigqa ko‘ra buni amalga oshirish mumkin).
Shunday ekan, d sonining (1.5.6) ta‘rifiga ko‘ra,

' +y < t+y+2 < d+2,
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natijada, chap tomonning aniq quyi chegarasini olsak,
a+b < d+2 (1.5.11)

tengsizlik hosil bo‘ladi.
Nihoyat, (1.5.9) va (1.5.11) larni solishtirib,

d < a+b < d+2¢
tengsizliklarni olamiz va bundan, £ > 0 ning ixtiyoriyligiga ko‘ra,
talab qilingan
a+b=d
tenglikka ega bo‘lamiz.
| |

Hagqiqiy sonlar uchun (1.5.4) tenglik orqali aniglangan qo‘shish
amali xuddi ratsional sonlarni qo‘shish amali singari xossalarga ega
ekanligini ko‘rsatish qiyin emas.

1) Hagiqatan, kommutativlik xossasi quyidagi tenglikdan kelib
chiqgadi:

(z+y) = (y+2). (1.5.12)

inf inf
z€R(a), yER(b) yER(b), z€R(a)

2) Shunga o‘xshash, assotsiativlik xossasi ratsional sonlar yig‘in-
disining assotsiativligining bevosita natijasidir.

3) Nol element sifatida, ravshanki, quyidagi cheksiz o‘nli kasr
olinadi:
0 =0,000...

Haqiqatan, agar = € R(a) va y € R(0) bo‘lsa, ya‘ni, z va y quyidagi
t2a, y2>0

tengsizliklarni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy ratsional sonlar bo‘lsa,
ravshanki,

a+0=inf(z+y)=inf(z2+0)=inf z =a
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bo‘ladi.

4) Nihoyat, ravshanki, istalgan a uchun unga garama-qarshi
(—a) element mavjud. Hagiqatan, agar a > 0 element

a = Cp, C1C2C3... (1.5.13)
ko‘rinishga ega bo‘lsa, unga qarama-qarshi element sifatida
—a = —Cg,C1C2C3..., (1.5.14)

manfiy cheksiz o‘nli kasrni olish kerak, va aksincha, (1.5.14) ko‘ri-
nishdagi elementga qarama-qarshi sifatida (1.5.13) element olinadi.

Biz ikki haqiqiy sonning yig‘indisini aniqlagan vaqtda bu son-
larning musbat ekanligini talab qilmagan edik. Ma‘lumki, agar haqiqiy
son « + » ishorali (yoki umuman ishorasiz) cheksiz o‘nli kasr orqali
ifodalansa, bunday son musbat, va aksincha, agar haqiqiy son « —»
ishorali cheksiz o‘nli kasr orqali ifodalansa, bunday son manfiy dey-
ilgan edi. Demak, agar a musbat haqiqiy son bo‘lsa, —a manfiy
hagiqiy son bo‘ladi.

Quyidagi sodda tasdiq o‘rinli.

1.5.4* - tasdiq. Iztiyoriy ikki a va b musbat haqgigiy sonlar
uchun 1

—(a+b) = (—a) + (=b) (1.5.15)

tenglik o‘rinli.
Isbot. Ixtiyoriy # € L(a) va y € L(b) berilgan bo'lsin, ya‘ni =
va y ratsional sonlar uchun

tengsizliklar o‘rinli bo‘lsin.

U holda
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va shuning uchun —z € R(—a) va —y € R(-b). Demak, 1.5.3* -
tasdiqga va aniq quyi hamda aniq yuqori chegaralarning keyingi
paragrafda keltirilgan 1.7.9 - tasdiqdagi xossasiga ko‘ra,

(—a) + (-b) =inf[(-2) + (-y)] =
= inf[~(z + y)] = —sup(z + y) = —(a + b).
3

3. Ikki haqiqiy sonning ko‘paytmasini aniglashga o‘tamiz. Avval
ikkala ko‘paytuvchi musbat bo‘lgan holni qaraymiz.

Ta‘rif. Ikki musbat haqiqiy a va b sonlarning ko‘paytmasi deb
quyidagi haqiqiy ¢ songa aytamaiz:

inf . 1.5.16
xER(a)I.l!JGR(b) Ty ( )

Haqiqiy sonlar to‘plamining to‘laligi hagidagi asosiy teoremadan
istalgan ikki haqiqiy musbat son ko‘paytmasining mavjudligi kelib
chiqadi.

Quyidagi tasdiq o‘rinli.

1.5.5 - tasdiq. Agar a va b musbat ratsional sonlar bo‘lsa,
(1.5.16) tenglik bilan aniglangan a va b hagigiy sonlar ko‘paytmasi
ratsional sonlar maydonida aniglangan ab ko‘paytma bilan ustma-
ust tushadi.

Isbot xuddi 1.5.2 - tasdiq isboti singari, to‘g‘ridan-to‘gri (1.5.3)
tengliklardan kelib chiqadi.

Bu tasdiq ikki musbat haqiqiy sonning ko‘paytmasi uchun odatda-
gi ¢ = a - b = ab belgilashdan foydalanishga imkon beradi.

Agar biz, xuddi ikki haqiqiy son yig‘ndisi holidek, a va b son-
lari ko‘paytmasini ekvivalent ravishda barcha z € L(a) va y €
L(b) lar uchun zy sonlar to‘plamining aniq yuqori chegarasi sifatida
aniglamoqchi bo‘lsak, hech qanday natijaga ega bo‘lmaymiz. Chun-
ki, masalan, a = b = 1 bo'lsa, zy sonlar to‘plami R sonlar o‘qiga
teng bo‘ladi.
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Shunday hollarni bartaraf gilish maqgsadida, L(a) to‘plamdan
barcha manfiy sonlarni chiqarib tashlaymiz, ya‘ni istalgan a > 0
uchun quyidagi to‘plamni kiritamiz:

L*(a) = {z€Q : 0<z<a} (1.5.17)

Endi
d = sup z-y (1.5.18)
z€L* (a),yEL+(b)
deb belgilasak, bunday aniqlangan ko‘paytma yugorida aniglangan
ko‘paytma bilan ustma-ust tushadi.

1.5.6* - tasdiq. [ztiyoriy a va b musbat haqigiy sonlar uchun
(1.5.18) tenglik bilan aniglangan d soni ularning ko ‘paytmasiga teng,
ya‘ni

d = ab. (1.5.19)

Isbot. Bu tasdiq ham, 1.4.2* - tasdigdan foydalangan holda,

xuddi 1.5.3* - tasdiq singari isbotlanadi.

Ta‘rif. Ikki manfiy a va b haqiqiy sonlarning ko‘paytmasi deb
quyidagi hagiqiy songa aytamiz:

ab = |al[b]. (1.5.20)

Ta‘rif. Agar ikki a va b haqiqiy sonlardan biri manfiy va boshqasi
musbat bo‘lsa, ularning ko ‘paytmasi deb quyidag: haqigiy songa ay-
tamiz: :

ab = — |a||b|. (1.5.21)

Nihovat, istalgan haqiqiy sonning nolga ko ‘paytmasini nolga teng
deb qabul qilamiz:
a-0=0-a=0.

Yuqoridagi tengliklar bilan aniglangan haqiqiy sonlarni ko‘pay-
tirish amali xuddi ratsional sonlarni ko‘paytirish amali kabi xos-
salarga ega ekanini ko‘rsatish giyin emas.



44 ] Haqiqiy sonlar I Bob

Hagqiqatan, agar a va b musbat sonlar bo‘lsa, kommutativlik xos-
sasi

inf Toy= inf z
z€R(a), yER(b) d yER(b;. r€R(a) 4

tenglikdan kelib chiqadi.

Agarda @ < 0 va b < 0 bo‘lsa, yuqoridagi holdan foydalanib,
quyidagi

ba = [b]-[a] = l|a|-|b] = ab

talab qilingan tenglikni olamiz.

Xuddi shu usulda bir ko‘paytuvchi musbat va boshqasi manfiy
bo‘lgan holda ham kommutativlik xossasi isbotlanadi.

Assotsiativlik xossasi:

(ab)e = a(be)

musbat a, b va ¢ sonlar uchun ratsional sonlar ko‘paytmasining as-
sotsiativlik xossasidan bevosita keiib chiqadi. Musbat bo‘lmagan
ko*paytuvchilar ishtirok etgan hol ham yuqoridagi holga keltiriladi.

Birlik elementning mavjudligi ravshan, chunki bir sifatida rat-
sional 1 sonini, ya‘ni

1 = 1,000000...

cheksiz o‘nli kasrni olish mumkin.
Hagiqatan, agar * € R(a) va y € R(1) bo‘lsa, ya‘ni z va y
ixtiyoriy ratsional sonlar bo'lib,

z2a, y2>1

tengsizliklar bajarilsa, @ > 0 sonlar uchun talab gilingan munosa-
batni olamiz:

a-l=inf (z-y)=inf (z:1)=inf 2=¢
Aksincha, agar ¢ < 0 bo‘lsa,

a-1=—|a|-1=~|a|] =a.
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Eslatma. Iztiyoriy a > 0 haqiqiy son uchun
(~1):a = —-a

tenglik o‘rinli
Ushbu tenglikning to‘g'ri ekanligi shubhasiz.

Nihoyat, istalgan a > 0 element uchun unga teskari a~! element

b= inf = (1.5.22)
z€Lt(a) 2

ekanligini ko‘rsatish giyin emas, bu yerda L*(a) - (1.5.17) tenglik
orqali aniglangan ratsional sonlar intervali.

4*. Yuqorida kiritilgan haqiqiy sonlarni qo‘shish va ko*paytirish
amallari ratsional sonlarga xos bo‘lgan boshqa barcha xossalarga
ham ega. Buning isboti murakkab bo‘lmagan bir turdagi muloha-
zalar yordamida amalga oshiriladi.

Masalan, bu ikki arifmetik amalni bog‘lovchi distributivlik xos-
sasini, ya‘ni

(a+b)e = ac+ be (1.5.23)
tenglikning bajarilishini a, b va ¢ sonlar musbat bo‘lgan vaqtda tek- -
shiraylik. Ravshanki, istalgan € L*(a), y € L*(b) va 2 € L*(c)
ratsional sonlar uchun

(z4+y)z = zz24y=z

tenglik o‘rinlidir.
a) Haqiqiy sonlar ko‘paytmasi ta‘rifiga ko‘ra

zz < ac, yz < be.

Shu sababli, zz € L(ac) va yz € L(bc) bo‘ladi va, haqiqiy sonlar
yig'indisi ta‘rifiga ko‘ra
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zz+ yz < ac+ be.

Demak,

(z+y)z < ac+ be. (1.5.24)

Shunday ekan, (1.5.24) ning chap tomonida aniq yuqori chegara-
ga o‘tsak,

(a+b)e < ac+be (1.5.25)
tengsizlikni olamiz.
b) Teskari tengsizlik

ac+be < (a+b)e (1.5.26)

ham xuddi shunday ko‘rsatiladi. Ikki (1.5.25) va (1.5.26) tengsizlik-
larni taqqoslasak, biz talab gilinayotgan (1.5.23) tenglikni olamiz.
Boshqa hollar ham ko‘rilgan holga keladi. Misol uchun, a va b

haqiqiy sonlar musbat bo‘lib, ¢ < 0 bo‘lgan holni qaraylik. Bu holda,
1.5.5 - tasdigqa ko‘ra,

(a+b)e = ~(a-+b)le| = —(alc| +blel) = (~alc]) + (~blel) = ac-+bc.

5. Tengsizlikning ratsional sonlar uchun yuqorida keltirilgan
asosiy xossalari haqiqiy sonlar uchun ham o‘rinli ekanligi arifmetik
amallar holidagidek ko‘rsatiladi. Bevosita o‘rnatilgan tengsizlik muno-
sabatlaridan (1.3.3 - bandga qarang) har qanday ikki a va b haqiqiy
sonlar uchun quyidagi munosabatlardan bittasi va fagat bittasi o‘rinli
ekani kelib chigadi:

a<b, a=b, a>h

Tranzitivlik xossasi ham, ya‘ni @ < b va b < ¢ bo'lsa, a < ¢
bo‘lishi ham oson ko‘rsatiladi.

Endi tengsizlikning har ikki tomoniga biror bir haqiqiy son qo‘shish
mumkinligini ko‘rsatamiz. Chunonchi, agar a va b haqiqgiy sonlar
uchun

a<b (1.5.27)
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tengsizlik bajarilsa, istalgan ¢ € R larda
a+c<b+c (1.5.28)

ekanini isbotlaymiz.
Faraz qilaylik, z € L(a) va 2y € L(c) hamda y € R(b) va
23 € R(c) bo'lsin. U holda,

g<asb<y =zn<cln
tengsizliklar bajariladi. Shuning uchun,
z+2z SYy+ 2.

Endi chap tomonda aniq yuqori chegaraga va o‘ng tomonda esa
aniq quyi chegaraga o‘tsak, talab gilinayotgan (1.5.28) tengsizlik
hosil bo‘ladi.

Isbotlangan xossadan, masalan,

a>b (1.5.29)

tengsizlikning
a-b>0 (1.5.30)

tengsizlikka teng kuchliligi kelib chigadi.

Bu natijadan foydalanib, berilgan tengsizlikning ikki tomonini
biror bir musbat songa ko‘paytirganda natija o‘zgarmasligini isbot-
lash mumkin. Haqiqatan, (1.5.29) tengsizlik bajarilsin deylik. De-
mak, (1.5.30) tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Musbat sonlarning ko‘paytmasi
musbat bo‘lgani uchun (1.5.30) tengsizlikni ¢ > 0 haqiqiy songa
ko‘paytirsak,

ac—bc=(a—bje>0

tengsizlikka ega bo‘lamiz. Bundan chiqdi,
ac > be

ekan.
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Tengsizlikning boshqa xossalari ham shunga o‘xshash isbotlana-
di.

Eslatma. Birinchi marta ratsional sonlar to‘plamini haqiqiy
sonlar to‘plamigacha matematik asoslangan ravishda kengaytirishni
nemis matematigi R. Dedekind amalga oshirgan. Bunda olim kesim-
lar tushunchasidan foydalangan.

Aslida yuqorida aniglangan L(a) va R(a) ratsional nurlarni De-
dekind kesimining chap (yoki quyi) va o‘ng (voki yuqori) sinflari
deyishimiz mumkin. Dedekind nazariyasida aynan mana shu sinflar
a haqiqiy soni deb e'lon qilinadi. Bu nazariyaning biroz qiyinchi-
lik tug'diradigan tomoni shundaki, bu usulda yuqoridagi nurlarni
fagat ratsional sonlar orqali, ya‘ni cheksiz o'nli kasrlarni jalb qil-
may aniqlashga to'g'ri keladi.

6. Eslatib o‘tamizki, N natural (va‘ni, musbat butun) sonlar
to'plami to‘la tartiblangan, ya‘ni ixtivoriy £ C N to‘plam quyi-
dan chegaralangan bo'lib, minimal elementga ega. Yuqorida natural
sonlarning bu xossasi matematik induksiva prinsipi asosida yotishi
aytilgan edi. Mana shu prinsipning tadbiqiga vana bir misol sifati-
da ikki haqiqiy sonning natural darajasi uchun Nyuton binomi deb
ataluvchi formulani isbotlaymiz.

Bu formulada birinchi n ta natural sonning faktorial deb ataluv-
chi ko*paytmasi muhim rol o‘ynaydi. Faktorial n! simvol orqali bel-
gilanib, ya‘ni

n!l=1.2-3-...-(n-1)-n
«n faktorial» deb o‘giladi.

Matematikada 0! = 1 deb hisoblashga kelishib olingan.

Agar ¢m, €41, ..., ¢y haqiqgiy sonlar bo'lsa, ularning vig‘indisini
vozuvni gisqartirish maqsadida quyidagi

n

_S_ Ck = Cpypt+Cppr +Cmy2+ -+ Cuoy + 0

hk=m

simvolik ko'rinishda vozishadi. Bu verda m va n butun sonlar bo'lib,
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ular uchun m < n tengsizlik o‘rinli. Bu ikki son ba‘zan yig‘indining
chegaralari deb ataladi.

Oxirgi formulada k harfi jamlash indeksi deyilib, uni ixtiyoriy
boshga harf bilan almashtirish mumkin:

n
Ya=Ya= Yo
=m j=m

Ravshanki, agar jamlash indeksini bir birlikka surilsa, yig‘indi
chegaralari teskari tomonga suriladi, ya‘ni:

n n+1
Sa= 3 an
k=m k=m+1

1.5.1 - misol (Nyuton binomi). Har ganday natural n hamda
wrtiyoriy a € R va b € R lar uchun quyidagi tenglik o‘rinki:

(a+b)" Zk, n_‘ o (1.5.31)

Isbot. 1) Shubhasiz, agar n = 1 bo‘lsa, (1.5.31) tenglik bajari-
ladi.

2) Endi biror natural n uchun (1.5.31) tenglik o‘rinli deb faraz
qilib, n ni (n+1) ga o‘zgartirganda ham bu tenglikning saqlanishini
ko‘rsatamiz. Demak, ravshanki,

(a+b)n+l _ (ﬂ+b) a+b Zk' n! kbn-k(a+b)

Qavslarni ochsak,
n n

n! 1
TRYTEAR pec NN
k=0

boladi.
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Birinchi yig‘indida indeksni bir birlikka suramiz, ya‘ni k indeks
o‘rniga k — 1 qo‘yamiz. U holda,

+1
- 2!

n+l __ £ kin—k+1
il ‘E F-Din—k+Die 0 F

. n! kpn—k
bkt
+k§k!(n—k)!“

Endi birinchi yig‘indida oxirgi hadni va ikkinchi yig‘indida birin-
chi hadni ajratsak,

(ﬂ +b)n+] — an+1 +b"+1+

. n! = O
+,§[(k—1)!(n—k+1)! * k!(n_k)!]a bt (1.5.32)

tenglikka ega bo‘lamiz.
Agar

n! n'! _ (n+1)!
(k=1)!(n-k+1)! 5 kKl(n—k)!  kl(n+1-k)!

tenglik o‘rinli ekanini hisobga olsak, (1.5.32) ni quyidagicha yozish
mumkin:
(a+ 5™ = g+ 4 p"H1 4 i el ol i aryrrich,
= kl(n+1-k)!

Ravshanki, bu tenglik (1.5.31) da n nomerni (n+1) ga o‘zgartirish
natijasida hosil bo‘lgan tenglik bilan ustma-ust tushadi.

1) va 2) lardan, matematik induksiya prinsipiga ko‘ra, (1.5.31)
tenglikning ixtiyoriy n uchun o‘rinli ekanligi kelib chigadi.

Natija. Agar a > 0 bo‘lsa, iztiyoriy n uchun

(1+a)">1+na, a>0, neN, (1.5.33)

tengsizlik bajariladi.
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Bu tengsizlikka ishonch hosil gilish uchun (1.5.31) tenglikda b =
1 deb, uning o‘ng tomonida faqat birinchi ikkita, k = 0 va k = 1
nomerlarga mos kelgan hadlarni qoldirish yetarlidir.

§ 1.6. Sanoqli va kontinuum quvvatli to‘plamlar

Agar ikki A va B to‘plamlar berilib, A to‘plamning har bir a
elementiga B to‘plamning biror f(a) elementi ma‘lum bir qonuniyat
asosida mos qo‘yilsa,

f:A—-> B

akslantirish berilgan deyiladi.

Agar f akslantirish A to‘plamning turli elementlarini B to‘plam-
ning turli elementlariga mos qo‘yib, A to‘plamni B to‘plamning usti-
ga aks ettirsa (ushbu darslikning Qo‘shimchalar qismida batafsilroq
berilgan), f : A — B akslantirish o‘zaro bir qiymatl deyiladi. Ush-
bu holda B to‘plamning barcha elementlarida aniglangan teskar:
f~! : B — A akslantirish mavjud bo‘lib, u quyidagi ikki shartni
ganoatlantiradi:

1) har qanday a € A uchun f~(f(a)) = a tenglik o‘rinli;

2) har qanday b € B uchun f(f~'(b)) = b tenglik o‘rinli.

Anigki, har gqanday o‘zaro bir giymatli akslantirishga teskari
akslantirish ham o‘zaro bir qiymatli bo‘ladi.

Agar ikki A va B to‘plamlar uchun birini ikkinchisiga o‘zaro
bir giymatli akslantirish mavjud bo‘lsa, bu to‘plamlar ekvivalent
deyiladi. Bunday holda ikki A va B to‘plamlar bir xil quvvatga ega
ham deyiladi.

Ta‘rif. Natural sonlar to‘plamiga ekvivalent to‘plamlar sanogli
to‘plamlar deb ataladi.

Boshqacha aytganda, agar to‘plam elementlarini natural qator
yordamida nomerlash mumkin bo‘lsa, bunday to‘plam sanoqli deyi-
ladi.

1.6.1 - tasdiq. Chekli to‘plamlarning sanogli birlashmasi sanoqli
to‘plam bo‘ladi.
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Isbot. Faraz qilaylik, Ey - berilgan chekli to‘plamlar bo‘lib,

i
k=1

bo‘lsin. Agar biz E to‘plamning barcha elementlarini natural qator
yordamida nomerlab chigsak, tasdiq isbotlangan bo‘ladi.

Biz buni, masalan, F to‘plam elementlarini navbatma-navbat
nomerlab chiqish orqali amalga oshirsak bo‘ladi. Ya‘ni avval E,
to‘plamning barcha elementlarini nomerlaymiz, so‘ngra E; to‘plam-
ning barcha elementlarini nomerlaymiz va hakazo. Chunonchi, agar
Ej to‘plam my ta elementdan iborat bo‘lib, ag,k) € Ej element Ej
da n - o‘rinda turgan bo‘lsa, biz unga E to‘plam elementi sifatida
yangi

N=my+mep+---+mp_1+n (1.6.1)

nomer beramiz.

1.6.2 - tasdiq. Sanogli to‘plamlarning chekli yoki sanoqli sonda-
g1 birlashmasi yana sanogli to‘plam bo‘ladi.
Isbot. Faraz qilaylik, F} - berilgan sanoqli to‘plamlar bo‘lib,

bo‘lsin. Ushbu E to‘plamning barcha elementlarini natural gator
orqali nomerlab chigish mumkinligini ko‘rsatamiz. Buning uchun
biz diagonallash deb ataladigan jarayondan foydalanamiz.

Chunonchi, Ej to‘plam elementlarini ai.k) ,n = 1,2 3,.. orqali
belgilab, yarim cheksiz matritsa deb ataluvchi quyidagi jadvalni
garaymiz:
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ag]) a(12) ﬂ£3)

1) "2} 2 _13)
a(2 a2 02 S (1.6.2)

(1:(3” ﬂ‘:(;2) a§3)

Endi
Fn={aPeE :n+k-1=m}
to‘plamlarni kiritamiz.

Bunday aniqlangan har bir F,, to‘plam (1.6.2) matritsada chap-
dan o‘nga va tepaga qarab ketgan m - diagonalda joylashgan m ta
elementlardan iborat bo‘lib, u chekli to‘plamdir.

Shunday ekan, quyidagi

o0
E = Q}Fm

tenglik bajariladi. Bundan chiqdi, E' to‘plamning sanoqliligi 1.6.1 -
tasdigdan kelib chiqadi.

Natija. Butun sonlar to‘plami Z sanoglidir.

Hagiqatan, manfiy butun sonlar to‘plamining natural sonlar to‘p-
lamiga ekvivalentligi o‘z-o‘zidan ko‘rinib turibdi. Shuning uchun
natija 1.6.2 - tasdiqdan kelib chiqadi.

1.6.1 - teorema. Barcha ratsional sonlar to‘plami Q sanoqlidir.
Isbot. Ixtiyoriy natural k son uchun maxraji k£ bo‘lgan qgisqar-
maydigan kasrlar to‘plamini kiritamiz:

Ek={1—]:-tn€Z}.

Masalan,

1 3 5 5
I = o' " a) a' T or ar T anynfc
. { g T TR R T }



54 Haqiqiy sonlar I Bob

Ravshanki, har bir E} to‘plam sanoqli bo‘lib,

= UE"'

k=1

Endi 1.6.2 - tasdigdan foydalanish yetarli.

1.6.2 - teorema. (0, 1) intervalning barcha nugtalari to‘plami
sanogqli emas.

Isbot. Bu to‘plamni sanoqli deb faraz qilaylik. Bundan chiqdi,
biz noldan katta va birdan kichik barcha haqiqiy sonlarni nomerlab
chigishimiz mumkin ekan, ya‘ni

Iy = 0, 11012013...A1n-..

Iy = 0, a21Q222023...425...

T3 = 0, 31032033...035..+

zr =0, ag1ar2ax3...0kp ..

Endi (0, 1) intervaldan ¢ haqiqiy sonini shunday tanlab olamizki,

c=0,ciez03...00...,

ko‘rinishga ega bo'lib, barcha ¢; sonlar 0 va 9 dan fargli hamda
c1 # ay, ¢ # az, ¢3 # azs, ..., Va umuman, ¢, # dn, tengsizliklar
bajarilsin.

Bunday aniqlangan ¢ soni birorta ham z; soniga teng bo‘la ol-
maydi. Bu esa, {z;} sonlarning (0,1) intervaldagi barcha haqiqiy
sonlarni tashkil etishiga, ya‘ni (0, 1) intervaldagi barcha haqiqiy son-
lar to‘plami, yuqoridagi farazimizga ko‘ra, sanoqli ekaniga ziddir.
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Ta‘rif. (0,1) intervalga ekvivalent bo‘lgan to‘plamlar kontinu-
um quvvatga ega to‘plamlar deyiladi.

Sonlar o‘qgidan olingan istalgan interval kontinuum quvvatli to‘p-
lam bo‘lishi aniq. Haqgiqatan, agar a < b bo'lsa,

_T-—a
o b—a

akslantirish (a, b) intervalni (0, 1) intervalga o‘zaro bir giymatli aks-
lantiradi. Bunda har bir z € (a,b) nuqtaga y € (0,1) nugta mos
qo‘yiladi. Teskari akslantirish quyidagi ko‘rinishga ega:

r = a+(b—a)y.
Xususan, (—1,1) interval kontinuum quvvatga egadir.

1.6.3 - teorema. Barcha hagigiy sonlar to‘plami R kontinuum
quvvatga ega.

Isbot. Quyidagi
T

1-|z|

akslantirish (-1, 1) interval va sonlar o‘qi (—o0, +00) orasida o‘zaro
bir gqiymatli akslantirish ekanligini ko‘rsatish yetarli. Buning uchun
esa yuqoridagi akslantirishga teskari akslantirish mavjud va u quyida-
gi

y:

_ il
1+ |yl

ko‘rinishga ega ekanligini qayd etish kifoya.
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§ 1.7*. Tartiblangan maydon
s

1. Agar berilgan K to‘plamning ixtiyoriy ikki elementi a € K
va b € K uchun quyida keltirilgan aksiomalarni qanoatlantiradigan
qo‘shish va ko‘paytirish amallari aniglangan bo‘lsa, bu to‘plamga
maydon deyiladi. Qo‘shish amalining natijasi K to‘plamining bir
giymatli ravishda aniglangan elementi bo‘lib, a + b deb belgilanadi
va a va b lar yig‘indisi deyiladi. Ko'paytirish amalining natijasi K
to‘plamining bir giymatli ravishda aniqlangan elementi bo‘lib, ab
deb belgilanadi va a va b larning ko‘paytmasi deyiladi.

Qo‘shish aksiomalari:

A1) qo‘shishning kommutativligi:

a+b=>b+a; (1L.7.1)
A2) qo‘shishning assotsiativligi:
(a+bd)+c=a+ (b+c); (1.7.2)

A3) nol deb ataladigan va 0 simvoli orqali belgilanadigan shun-
day element mavjudki, ixtiyoriy @ € K uchun quyidagi tenglik ba-
jariladi:

a+0=a; (1.7.3)

A4) ixtiyoriy a € K uchun a ga qarama-qarshi deb ataladigan
va —a orqali belgilanadigan shunday yagona element mavjudki, u
uchun quyidagi tenglik bajariladi:

a+ (—a)=0. (1.7.4)

Ko‘paytirish aksiomalari:
M1) ko‘paytirish kommutativligi:

ab = ba; (1.7.5)
M2) ko‘paytirish assotsiativligi:

(ab)e = a(be); (1.7.6)
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M3) bir deb ataladigan va 1 simvoli orqali belgilanadigan shun-
day yagona element mavjudki, 1 # 0 va ixtiyoriy ¢ € K uchun
quyidagi tenglik o‘rinli bo‘ladi:

la = a; {1.7.7)

Ma4) ixtiyoriy a # 0 element uchun a ga teskari deb ataladigan
va a~! orqali belgilanadigan shunday element mavjudki, u uchun
quyidagi tenglik o‘rinli:

ala™!) = 1. (1.7.8)

Yuqoridagi to‘rtta qo‘shish va to‘rtta ko‘paytirish aksiomalari-
ga biz qo‘shish va ko‘paytirishni bog‘lovchi navbatdagi aksiomani
qo‘shamiz.

Distributivlik aksiomasi:

K dan olingan ixtiyoriy a, b, ¢ elementlar uchun quyidagi tenglik
o‘rinli:

a(b+ ¢) = ab + ac. (1.7.9)

Sanab o‘tilgan aksiomalar maydon aksiomalari deyiladi. May-
don aksiomalaridan nol va birning yagona ekanligi kelib chiqishi-
ni ko‘rsatish giyin emas. Haqiqatdan, agar ikkita 0; va 02 nollar
mavjud deb faraz qilsak, A1 va A3 dan

0; =0, +0;=0;

kelib chiqadi. A
Shunga o‘xshash, agar ikkita 1; va 1, birlar mavjud deb faraz
qilsak, M1 va M3 aksiomalardan

1y =1y +lg= 13

kelib chiqadi.

Ratsional sonlar yuqorida sanab otilgan barcha aksiomalarni
qanoatlantirishini tekshirish oson. Shuning uchun ular maydonni
tashkil giladi. Ravshanki, haqiqgiy sonlar to‘plami ham maydonni
tashkil giladi.
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2. Maydon aksiomalaridan kelib chiqadigan bir necha tasdiglarni
keltiramiz. Avvalam bor biz, qo‘shish va ko‘paytirishning assotsia-
tivligiga asosan, (a+b) + ¢ o‘rniga ¢ + b+ ¢ deb va (ab)c o‘rniga abe
deb yozishimiz mumkinligini qayd etamiz. Bundan tashqari, a+(—b)
o‘rniga a — b deb yozishga kelishib olamiz.

1.7.1 - tasdiq (ayirish). Quyidagi

a+z="b (1.7.10)

tenglik fagat va fagat
r=b-a (1.7.11)

bo‘lganda bajariladi.
Isbot. 1) Agar (1.7.10) tenglik bajarilsa,

r=z+(e-a)=(z+a)-a=b-a

bo‘ladi, ya‘ni (1.7.11) tenglik ham bajariladi.
2) Agar (1.7.11) tenglik bajarilsa,

a+z=a+(b-a)=a-a+b=">

bo‘ladi, ya‘ni (1.7.10) tenglik ham bajariladi.

&
1.7.2 - tasdiq (bo‘lish). Agar a # 0 bo‘lsa,
ar =b (1.7.12)
tenglik faqat va faqat
z=ba"! (1.7.13)

bo‘lganda bajariladi
Isbot. 1) Agar (1.7.12) tenglik o‘rinli bo‘lsa,

z =z(aa”") = (za)a™! = (azx)a™' = ba™!
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bo‘ladi, ya‘ni (1.7.13) tenglik ham o‘rinli bo‘ladi.
2). Agar (1.7.13) tenglik bajarilsa,

az = a(ba™') = a(a™'b) = (aa )b=1b
bo‘ladi, ya‘ni (1.7.12) tenglik ham bajariladi.
n
Bundan buyon b(a~') o‘rniga g deb ham yozishga kelishib olamiz.
1.7.3 - tasdiq. Har ganday a uchun

0-a=0 (1.7.14)

tenglik o‘rinli.
Haqgiqatan ham,

0=a-a=1la-a=(0+1)-a—a=0-a+l-a—a=0-a+a—-a =0-a.
|
Bu tasdigdan 0 ning o‘z teskarisiga ega emasligi va 0 ga bo‘lish

amalini aksiomalarni buzmasdan aniglab bo‘lmasligi kelib chiqadi.
1.7.4 - tasdiq (Qisqartirish goidasi).

(ab=0) = (a=0)V (b=0). (1.7.15)

Bu tasdiq, ab ko‘paytma nol bo‘lishi uchun, a yoki b lardan
kamida bittasi nolga teng bo‘lishi shartligini anglatadi. Hagiqatan
ham, agar, misol uchun, b # 0 bo‘lsa, M4 aksiomaga ko‘ra b~!
mavjud va shuning uchun

a=a(bb™)=(ab)b™' =0-b"'=0
bo‘ladi.

Shunga o‘xshash, agar a # 0 bo‘lsa, b = 0 ekanligi isbotlanadi.
Albatta, a = 0 va b = 0 hol ham bo‘lishi mumkin.
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1.7.5 - tasdiq. [ztiyoriy a va b lar uchun
(—a)b = —(ab). (1.7.16)
Chindan ham, distributivlik aksiomasiga ko‘ra,
ab+ (—a)b=[a+ (—a)]lb=0b=0,

shuning uchun (—a)b element ab ga qarama-qarshi, ya‘'ni (—a)b =
—(ab).

Bundan buyon, —(ab) elementni —ab deb belgilashga kelishib
olamiz.
1.7.8 - tasdiq. [ztiyoriy a uchun

—(~a) =a. (1.7.17)
Haqgiqatan ham, (1.7.4) ta‘rifga ko‘ra,
a+(—a)=0
va qo‘shishning kommutativligiga ko‘ra,
(—a)+a=0,

ya‘ni a element (—a) ga qarama-qarshi, yoki (1.7.17) o‘rinli.

1.7.7 - tasdiq. Iztiyoriy a va b lar uchun
(—a)(—b) = ab. (1.7.18)
Darhagiqat, (1.7.16) va ko‘paytirishning kommutativligidan
(~a)(~b) = ~[a(~b)] = ~[(~b)a] = —(ab)
bo‘ladi, va (1.7.17) ga ko‘ra, (1.7.18) bajarilg,di.
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Xuddi shu kabi, kiritilgan amallarning boshqa standart xossalari
ham isbotlanadi. Xususan, a"™ butun darajaning odatdagi barcha
xossalari o‘rinlidir. Bunda natural daraja induktiv ravishda kiritila-
di, ya‘ni

a"!' =a", neN, a'=gq

manfiy daraja esa a # 0 lar uchun ™" = —, n € N, ko‘rinishda

a
aniglanadi. Nihoyat odatdagidek, agar a # 0 bo‘lsa, a® = 1 deb
qabul gilinadi.

3. Yuqorida keltirilgan maydon aksiomalari ratsional sonlar yoki
haqiqiy sonlar to‘plamlarining to‘la tavsifini bermaydi. Bu aksioma-
larning yetishmasligi tufayli, ularni qanoatlantiradigan, lekin rat-
sional sonlar maydonidan ham, haqiqiy sonlar maydonidan ham jid-
diy farq giladigan boshqa maydonlar mavjud bo‘lishi mumkin. Bun-
day maydonlarga misol sifatida kompleks sonlar maydonini keltirsak
bo‘ladi. Hagiqiy sonlar maydonining o‘ziga xos tomoni shundan ibo-
ratki, ixtiyoriy ikki haqiqiy sonni taqqoslash mumkin, ya‘ni ulardan
qaysi biri ikkinchisidan katta yoki kichik ekanini aytsa bo‘ladi.

Aytaylik, biror K maydonda tengsizlik munosabati «<» beril-
gan bo‘lsin. Bunda a < b yozuv a elementning b elementdan kichik
ekanini anglatadi. Agar < «kichik» munosabat kiritilgan bo‘lsa, un-
ga ko‘ra > «katta» munosabatni quyidagicha kiritish mumkin: agar
a < b bo'lsa, b > a deymiz.

Qat‘ly bo‘lmagan a < b tengsizlik @ < b yoki @ = b ekanini
anglatadi:

(@a<h) & (a<b)V(a=bh).

Teskari a > b tengsizlik ham xuddi shu singari ma‘noga ega.

Qat'ly bo‘'lmagan «<» tengsizlikdan fargli «<» tengsizlikni ba‘zan
qat‘ily tengsizlik ham deyishadi.

Nol element bilan taqqoslash yordamida musbat va manfiy ele-
mentlar kiritiladi. Chunonchi, a element noldan katta, ya‘ni a > 0
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bo‘lsa, u musbat deyiladi. Agar b element noldan kichik, ya‘ni b < 0
bo‘lsa, u manfiy deyiladi.

Shuni alohida qayd etib o‘tamizki, matematik tahlilni tushunish
uchun tengsizliklar bilan bemalol munosabatda bo‘la olishlik zarur-
dir.

' Quyida biz tengsizliklarning asosiy xossalarini to‘rtta aksioma
ko‘rinishda keltiramiz. Bu aksiomalardan tengsizliklarning boshqa
barcha zaruriy xossalarini keltirib chiqarish mumkin.

Tengsizliklar aksiomalari.

IN1) Ixtiyoriy ikki a va b elementlar uchun quyidagi uch muno-
sabatdan bittasi va fagat bittasi o‘rinlidir:

a=Ab, a<b, b < a.

Boshqacha ayitganda, istalgan ikki elementni taqqoslash mumkin.

Biz tengsizliklarni to‘g‘ri va noto‘g'ri tengsizliklarga ajratamiz.
Chunonchi, a element b elementdan kichik bo‘lgan holda a < b teng-
sizlik to‘g'ri tengsizlik deyiladi, aks holda esa u noto‘g‘ri tengsizlik
deyiladi.

IN2) (tranzitivlik) Agar a < b va b < ¢ bo‘lsa, a < ¢ bo‘ladi.

IN3) Agar a < b bo'lsa, ixtiyoriy ¢ uchun a + ¢ < b+ ¢ bo‘ladi.

Boshqacha aytganda, agar to‘g'ri tengsizlikni ikki tomoniga bir
xil element qo‘shsak, hosil bo‘lgan tengsizlik yana to‘g‘ri bo‘ladi.

IN4) Agar a < b va ¢ > 0 bo'lsa, ac < be bo‘ladi.

Boshqacha aytganda, agar to'g'ri tengsizlikning ikki tomonini
bir xil musbat elementga ko‘paytirsak, natijada yana to‘g‘ri tengsiz-
lik hosil bo‘ladi.

Yugqorida keltirilgan aksiomalarni qanoatlantiruvchi tengsizlik
munosabati kiritilgan maydonga tartiblangan maydon deyiladi.

4. Tengsizlik aksiomalaridan kelib chiqadigan ba‘zi natijalarni
keltiramiz.

1 - natija. Agar a > 0 bo‘lsa, —a < 0 bo‘ladi va aksincha, agar
a < 0 bo‘lsa, —a > 0 bo‘ladi.

Hagiqatan ham, agar a > 0 bo‘lsa, IN1 ga ko‘ra a # 0. Agar
—a < 0 noto'g‘ri bo‘lganda edi, —a > 0 to‘g'ri bo‘lar edi. Lekin
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bunda IN3 va IN2 larga ko‘ra, a+ (—a) > a > 0 bo‘lishi kerak, bu
esa a + (—a) = 0 tenglikka ziddir.

Agar a < 0 bo'lsa, tasdiq xuddi yuqoridagidek isbotlanadi.

Eslatib o‘tamiz, 2 =1+ 1.

2 - natija. Agar a # 0 bo‘lsa, a* > 0 bo‘ladi.

Hagiqatan ham, a > 0 bo‘lganda IN4 aksiomaga ko‘ra, a®* = a-
a > 0. Agar a < 0 bo‘lsa, 1 - natijaga ko‘ra, —a > 0 tengsizlik ba-
jariladi. Shunday ekan, 1.7.7 - tasdigni va hozirgina garalgan holni
qo‘llasak, talab qgilingan

a*=a-a=(-a)-(—a)>0

tengsizlikni olamiz.

3 - natija. 1 > 0, ya‘ni maydonning bir elementi uning nol
elementidan katta.

Hagiqatan ham, 1 =1-1=12 > 0.

Xuddi shu ravishda ixtiyoriy tartiblangan maydonning ratsional
va haqiqiy sonlarga o‘xshash boshqa xossalari ham isbotlanadi.

5. Ratsional yoki haqiqiy sonlar to‘plami har qanday tartiblan-
gan maydonga qaraganda turli xil xossalarga boyroq ekanligini qayd
etamiz. Ana shu muhim xossalarga misol tariqasida Arximed ak-
siomasi deya atalmish quyidagi xossani keltiramiz.

Arzimed aksiomasi. Tartiblangan K maydonning har ganday
a elementi uchun a < n tengsizlikni ganoatlantiruvchi n butun son
topiladi.

Arximed ushbu aksiomani geometrik atamalarda keltirgan: nur-
da birlik kesmani shuncha marta ketma-ket qo‘yish mumkinki, nati-
jada u ixtiyoriy oldindan berilgan nuqtadan o‘tib ketadi.

Arximed aksiomasi o‘rinli bo‘lgan tartiblangan maydonga arzimed-
cha tartiblangan maydon deyiladi. Masalan, ratsional sonlar to‘plami
ham, haqiqiy sonlar to‘plami ham arximedcha tartiblangan maydon-
ni tashkil qgiladi.

6. Faraz qilaylik, K tartiblangan maydon bo‘lib, E C K ixtiyo-
riy to‘plam bo'lsin.
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Ta‘rif. Agar shunday B € K element mavjud bo‘lsaki, iztiyoriy
z € E uchun
2 <. B

tengsizlik bajarilsa, E to‘plam yugoridan chegaralangan deyiladi.
B element E to‘plamning yuqori chegarasi deyiladi.
Ta‘rif. Agar shunday A € K element mavjud bo‘lsaki, iztiyoriy
z € E uchun
> A

tengsizlik bajarilsa, E to‘plam quyidan chegaralangan deyiladi.

A element E to‘plamning quyi chegarasi deyiladi.

Ta‘rif. Agar to‘plam yugoridan ham quyidan ham chegaralan-
gan bo‘lsa, u chegaralangan deyilad.

Shubhasiz, agar biror to‘plam yuqoridan chegaralangan bo‘lib,
B uning yuqori chegarasi bo‘lsa, B dan katta ixtiyoriy element
ham shu to‘plamning yuqori chegarasi bo‘ladi. Boshqacha aytgan-
da, yuqoridan chegaralangan to‘plam cheksiz ko‘p yuqori chegaraga
ega. Shular ichida eng kichigi aynigsa muhimdir.

Ta‘rif. Yugoridan chegaralangan to‘plamning aniq yuqori che-
garasi deb yuqori chegaralarning eng kichigiga aytiladi.

Boshqacha aytganda, M soni F to‘plamning aniq yuqori chegarasi
bo‘lishi uchun u quyidagi ikki shartlarni qanoatlantirishi kerak:

(i) ixtiyoriy z € E uchun

z< M

tengsizlik o‘rinli;
(i) ixtiyoriy M* < M olganda ham shunday z’ € E topiladiki,
u uchun

> M

tengsizlik bajariladi.

Bunda (i) - shart M element E to‘plamning yuqori chegarasi
ekanligini, (ii) - shart esa, ixtiyoriy undan kichikroq M’ element
yugqori chegara bo‘la olmasligini, ya‘ni M eng kichik yuqori chegara
ekanligini anglatadi.
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E to‘plamning aniq yuqori chegarasi lotincha supremum so‘zidan
olingan sup E simvoli orqali belgilanadi.

Quyidan chegaralangan to‘plamning aniq quyi chegarasi, yuqori-
dagiga o‘xshash, quyi chegaralarning eng kattasi sifatida aniqlanadi.
E to'plamning aniq quyi chegarasi lotincha infimum so‘zidan olin-
gan inf E simvoli orqali belgilanadi.

Agar E to‘plamining aniq yuqori chegarasi M shu to‘plamning
elementi bo‘lsa, ya‘ni M € E bo‘lsa, M to‘plamning maksimal ele-
menti yoki sodda qilib maksimumi ham deb ataladi. Xuddi shu kabi
minimal element yoki minimum aniglanadi.

Ixtiyoriy tartiblangan K maydonda aniq yuqori va aniq quyi
chegaralar orasida sodda bog‘liglik borligini ko‘rsatamiz.

Istalgan E C K to‘plam uchun —FE simvol orqali

-E={z€eK:-z€E}

to‘plamni belgilaymiz.

Quyidagi tasdiq o‘rinli.

1.7.9 - tasdiq. Agar (—E) C K to‘plam aniq quyi chegaraga
ega bo‘lsa, u holda E to‘plam aniq yuqori chegaraga ega bo‘ladi va

inf(-F) = —supFE
tenglik bajariladi.
Isbot. Agar
a =inf(—-E)
bo‘lsa, aniq quyi chegaraning ta‘rifiga ko‘ra, quyidagi ikki tengsizlik

bajariladi:
1) istalgan z € E uchun

W =

2) istalgan @’ > a element olganda ham shunday z’' € E elemet

topiladiki, u uchun
-z’ < d.

Bu munosabatlarni quyidagi ko‘rinishda qayta yozish mumkin:
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1) istalgan z € E nuqta uchun
z £ —-a

tengsizlik o‘rinli,
2) istalgan a’ > a (ya‘ni —a’ < —a) element olganda ham shun-
day 2z’ € E element topiladiki, u uchun

2 5 —a

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.
Bu degani, sup £ = —a, ya‘ni

a=—-supFE .

7. Yuqgoridan chegaralangan to‘plam doim ham aniq yuqori che-
garaga ega bo‘ladimi? Agar gap ixtiyoriy tartiblangan maydon to‘g-
risida ketsa, bu savolga javob, umuman aytganda, salbiy. Misol

sifatida tartiblangan ratsional sonlar maydonini olish mumkin. Yuqori-

da qayd etilganidek, chegaralangan
E={zeQ: z*<2)}

to'plam na aniq yuqori va na aniq quyi chegaraga ega emas.

Bu to‘plamning aniq yuqori chegarasi /2 soni bo‘lishi mumkin
edi, ammo bu son ratsional emas, shuning uchun, ratsional sonlar
sinfida u «mavjud emass».

Bu misolda yuqoridan chegaralangan to‘plamning aniq yuqori
chegaraga ega emasligining sababi ratsional sonlar to‘plamining to‘la
emasligidir. Shu munosabat bilan, barcha arximedcha tartiblangan
maydonlar to‘plamidan shundaylarini ajratib olaylikki, ularda har
qanday yuqoridan chegaralangan to‘plam aniq yuqori chegaraga ega
bo‘lsin. Chunonchi, ixtiyoriy tartiblangan maydon K uchun quyida-
gi aksiomani kiritamiz.
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Aniq yuqori chegara prinsipi. Tartiblangan maydonning iz-
tiyoriy bo'sh bo‘lmagan, yugoridan chegaralangan to‘plami uchun
aniq yugori chegara mavjud.

Ushbu aksioma o‘rinli bo‘lgan tartiblangan maydonlar to‘la de-
viladi.

Shunday qilib, ratsional sonlarning tartiblangan maydoni to‘la
bo'lmasdan, haqiqiy sonlar maydoni esa, 1.4.1 - teoremaga ko‘ra,
to‘ladir.

Aslida istalgan K to'la arximedcha tartiblangan maydon bilan
yuqorida qurilgan R haqiqiy sonlar maydoni orasida o‘zaro bir qiy-
matli moslik o‘rnatish mumkin. Bunda K maydon ikki elementining
vig'indisi ularga mos R maydon elementlari vig'indisiga mos keladi
va K maydonning ikki elementi ko'paytmasiga R maydonning mos
elementlari ko‘paytmasi mos keladi. Bunday holda istalgan to‘la
arximedcha tartiblangan maydon R ga izemorf deyiladi.

Aksiomatik ravishda haqiqiy sonlarni kiritish usuli iztiyoriy to‘la
arzimedcha tartiblangan maydonni haqiqiy sonlar to‘plami deb e*lon
qilishdan iboratdir. Ammo bu usulda shunday to‘plamning mavjud-
lik masalasi ochiq qoladi.

Bu masalaning yechimini muayyan haqiqiy sonlar to‘plamini
qurishdan iborat bo‘lgan konstruktiv usul beradi. Bu usulni biz 1.4
paragrafda amalga oshirgan edik. Bunda bizdan serdiqqgat mehnaz
va zerikarli mulohazalar talab qilinganiga guvoh bo‘ldik. Ammo, bu
ikki usulni taqqoslamoqchi bo‘lsak, bu borada mashhur ingliz fay-
lasufi va matematigi Bertran Rassel (1872-1970) so‘zlarini keltirish
foydalidir. U shunday degan edi: o‘g‘rilik halol mehnatdan qanday
ustunliklarga ega bo‘lsa, aksiomatik usul ham konstruktiv usuldan
xuddi shunday ustunliklarga egadir.

Haqiqgiy sonlar to‘plamini qurishning yana bir konstruktiv usuli-
ni R.Dedekind taklif gilgan edi. Bu usulda haqiqiy sonlar ratsio-
nal sonlar to‘plamimining kesimi sifatida kiritiladi. Ya‘ni ratsio-
nal sonlar to*plami ikki o‘zaro kesishmaydigan, birining elementlari
ikkinchisining har bir elementidan katta bo‘lgan qism to‘plamlarga
bo‘linadi. Bu ikki konstruktiv usullar ma‘lum ma‘noda bitta natija-
ga olib kelishini ko‘rsatish qiyin emas.
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§ 1.8. Kompleks sonlar

1. Kompleks son tushunchasi.

Agar ikki haqiqiy @ va b sonlar uchun qaysisi birinchi va gaysisi
ikkinchiligi aniglangan bo‘lsa, bunday sonlarga tartiblangan juftlik
deyiladi. Tartiblangan juftlikni biz (a, b) ko‘rinishda yozamiz. Bun-
da a - birinchi va b - ikkinchi element.

1.8.1 - ta‘rif. Haqiqiy sonlarning tartiblangan juftligini kom-
pleks son deb ataymiz.

Shunday qilib, agar z - kompleks son bo'lsa, z = (a, b) bo'ladi,
bunda a va b - haqiqiy sonlar bo'lib, a - kompleks 2 sonining haqiqiy
qismi va b esa uning mavhum gismi deyiladi. Haqigiy va mavhum
gisimlar uchun quyidagi belgilashlar ishlatiladi:

Re 2=l Imz=10. (1.8.1)

1.8.2 -Ta'rif. Agar ikki kompleks z; = (a,b;) va z3 = (ay, by)
sonlar uchun a; = ay va by = by tengliklar o‘rinli bo‘lsa, bunday
kompleks sonlar teng deyiladsi.

1.8.3 - ta‘rif. Ikki kompleks z; = (a,,b,) va z, = (az,by) son-
larning yig‘indist 2\ + 2z, deb quyidagi kompleks songa aytamiz:

21+ 22 = (a1 + a2, by + by). (1.8.2)
1.8.4 - ta‘rif. Ikki kompleks z; = (ay,b;) va 2z = (ay,by) son-
larning ko‘paytmasi z, - z; deb quyidagi kompleks songa aytamiz:

21 - 22 = (a1az — byby, a by + azh,). (1.8.3)

Kompleks sonlar to‘plami (1.8.2) va (1.8.3) tengliklar orqali ki-
ritilgan qo‘shish va ko‘paytirish amallari bilan birgalikda C simvoli
orqali belgilanadi. Bunda nol sifatida

0= (0,0)

son va bir sifatida
1F=="{1,0)
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son olinadi.

1.8.1 - tasdiq. C - kompleks sonlar to‘plami maydonni tashkil
etads.

Isbot haqiqiy sonlarning xossalarigan kelib chiqadi.

Ikki kompleks z; = (ay,b;) va z3 = (az, by) sonlarning ayirmasi

z1 — 23 = (@ — az, by — by)

ekanligi to‘g‘ridan-to‘g‘ri hisoblash orqali tekshiriladi. Ikki kompleks
z1 = (a1, b1) va z; = (ay,by) sonlarning nisbati biroz murakkabroq
ko‘rinishga ega (bunda z; # 0 deb shart go‘yilagi):

21 _ (a6 +bby 0261—0152)
Z a%+b§ ’ a§+b§

C maydonning (a, 0) ko‘rinishdagi elementini @ € R haqigiy son
deb hisoblaymiz va
(a,0)=a

deb yozamiz.

Haqiqgiy sonlar maydonidan o‘laroq, kompleks sonlar maydoni
tartiblangan emasligini gayd etish zarur.

1.8.5 - ta‘rif. Quyidagi kompleks son

i = (0, 1) (1.8.4)

mavhum bir deyiladi.
1.8.2 - tasdiq. Quyidagi tenglik o‘rinli:

2 = -1, (1.8.5)

Isbot. Kompleks sonlar ko‘paytmasi ta‘rifiga ko‘ra:

2 =(0,1)(0,1)=(0-0-1-1, 1-0+1-0) = (-1, 0) = —1.
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§ 1.8 Kompleks sonlar 1k

1.8.3 - tasdiq. Istalgan z = (a,b) kompleks son uchun 2 - eslatma. Istalgan ikki z; va z; kompleks sonlar uchun

5 S0 iak b (1.8.6) quyidagi tengliklar o‘rinli:
tenglik o‘rinli n+tn =2+h, 2 = 405 (1.8.8)
Isbot. Yig'indi va ko‘paytma ta‘riflariga ko‘ra: )
il " a (1.8.7) va (1.8.8) tengliklarning isboti bevosita hisoblash orqali
Shib= BN RIS T F0Ea-0, 00430y = amalga oshiriladi. Masalan, (1.8.8) - tengliklardan birinchisining
= (a,0)+ (0,0) = (a,b) = =. haqligiga ishonch hosil qilaylik. Aytaylik, z; = a; + iby va 2, =

a3 + ibg bo‘lsin. U holda, (1.8.3) ga ko‘ra,
[

z1 - 22 = (@102 — b1b2) + 1(a1bz + azby)
1.8.3 - tasdiq biz uchun (1.8.6) ko‘rinishdagi kompleks songa

xuddi kvadrati —1 bo‘lgan ¢ mavhum bir gatnashgan haqiqgiy son Feshikag setim,
deb garashga imkon beradi. e ' = (o) —14 —ib) =55
I 122 = (@162 = byb2) —i(arbo+azby) = (a1 —iby) (a2~ ib2) = 71 - 72,
Kiritilgan belgilash va tushunchalardan foydalanib, (a;,b,) va -

(a2, by) ikki kompleks sonlar uchun qo‘shish va ko‘paytirish amal-

larini quyidagi ko‘rinishda yozishimiz mumkin: 1.8.7 - ta‘rif. Kompleks a + ib sonning moduli deb shunday

manfiy bo‘lmagan |z| soniga aytiladiki, u uchun
(a1 + 1b1) + (a2 + ibz) = (a1 + a2) + i(by + ba),
12> = 2-2 = a® 4+ b (1.8.9)
; . . tenglik o‘rinli. ;
(a1 +1by) - (az + ibz) = (ayaz — byby) + i(arbs + azby). Demak,

|2]> = |Rez|* 4 |Imz|?.

Masalan, agar z = 4 + 3i bo'lsa, |z| = V4? +3? = 5 bo‘ladi.
Ravshanki, |Z| = |z|.

Kompleks son mudulining ta‘rifidan bevosita quyidagi tengsiz-
liklar kelib chiqadi:

2. Kompleks son moduli.

1.8.6 - ta‘rif. Kompleks z = a+1b songa qo‘shma debz = a—ib
kompleks songa aytiladi.

Masalan, agar z = 2 + 3 bo‘lsa, Z = 2 — 3i bo‘ladi.

|Rez| <|z|, [Imz| <|z]|. (1.8.10)
‘l = eslatma. Istalgan kompleks z son uchun quyidagi tengliklar Qo‘shma son tushunchasidan foydalanib, ikki kompleks 2, va 7'
S = < e = | sonlar nisbhatini quyidagi sodda ko‘rinishga keltirish mumkin: " '«
zZ=2, 2+Z=2Rez, 2-%=2ilmz. (1.8.7) :
21 27
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Masalan,

2-3i _ (2-3i)-(4-3i)) -1-~18i
4+3i [4 + 312 =" % 98

1.8.4 - tasdiq. Istalgan ikki kompleks 2y va z, sonlar uchun
quyidagi tenglik o‘rinli:
IZ] ? Z'_al = I21| ’ ]z2|. (1.811)

Isbot. (1.8.9) modulning ta‘rifiga ko‘ra, (1.8.8) dagi tengliklar-
dan

|z1- 22| = (21-22)(21 - 22) = 2177 - 2272 = |21)? - | 22
kelib chigadi,
&

Ikki kompleks son yig‘indisi moduli uchun o‘rinli bo‘lgan formula
hagiqiy sonlar uchun ma‘lum bo‘lgan formuladan birmuncha farq
qgiladi.

1.8.5 - tasdiq. Istalgan ikki kompleks z; va z, sonlar uchun
quyidag: formula o‘rinli:

Izl + 22!2 = ]z1|2 + |22|2 + 2Re(z1 . 2_2). (1812)

Isbot. (1.8.9) modulning ta‘rifiga ko‘ra, (1.8.7) va (1.8.8) teng-
liklardan
lz14 22)* = (1 +22) (21 +22) =

= 21721+ 2152+ 2071+ 2273 =
. 2 2 ) =
= |lal*+|nl*+azz+ a7 =

= |z1|? + |22)* 4+ 2Re(21%)
kelib chiqadi.
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1.8.6 - tasdiq. Istalgan tkki kompleks z; va z; sonlar uchun
quyidagi tengsizlik o‘rinli:

|21+ 22| < |z1] + |22 (1.8.13)
Isbot (1.8.12) tenglik va (1.8.10) tengsizliklardan kelib chiqadi:

|21 + 22/ = |21]* + |z2|* + 2Re(z - 7)) <

< lalP+zlP+2l23] = |zl 4|zl +2la]- 2] = (a]+]2)%

Natija. Istalgan kompleks 2y, zy, ..., 2, sonlar uchun quyidagi
tengsizlik o‘rinli:

|21+ 224+ ... + 20| < |z1| + |22] + oo + |20l (1.8.14)

3*. Kompleks sonning geometrik atamalardagi ifodala-
nishi.

Biz R? koordinatalar tekisligini barcha tartiblangan (z, y) juft-
liklar to‘plami sifatida aniglashimiz mumkin, bu yerda z € R va
y € R. Bunda tartiblangan (z, y) juftlikni tekislikning nuqtasi deb,
x va y sonlarni esa, uning koordinatalari deymiz. Birinchi koordi-
natani ba‘zan abssissa va ikkinchi koordinatani ordinata deb ham
atashadi. Har qanday kompleks son haqiqiy sonlarning tartiblangan
juftligi bo‘lganligi sababli, ravshanki, kompleks sonlar to‘plamini R*
koordinatalar tekisligi deb qarasak bo‘ladi. Bunda hosil bo‘ladigan
yagona farq shundan iboratki, kompleks sonlar uchun ko‘paytirish
amali aniglangan, lekin koordinatalar tekisligidagi nuqtalar uchun
esa, bunday amal aniglanmagan.
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Bunday mos qo‘yishda kompleks sonning moduli qaralayotgan
nuqtani koordinatalar boshi bilan bog‘lovchi kesma uzunligiga teng
bo‘ladi.

Istalgan z = a + ib kompleks sonni olaylik. M — unga mos
koordinatalar tekisligidagi (a, b) koordinatalik nuqta bo‘lsin. Oz o'q
va OM nur orasidagi burchak giymatini ¢ orqali belgilaylik (bu
burchak qiymatining haqiqiy sonlar nazariyasiga asoslangan ta‘rifini
3 - bobda keltiramiz).

Ushbu ¢ burchak z kompleks sonning argumenti deyiladi va

argz = ¢

ko‘rinishda belgilanadi.

Agar trigonometrik funksiyalardan foydalanadigan bo‘lsak, bu
burchakning tangensi b ordinataning a abssissaga nisbatiga teng
ekanini, ya‘ni

b
tgp =~ (1.8.15)

ekanini ko'‘rish qiyin emas.
b
Masalan, agar 2 = 141 bo‘lsa, tgp = . 1 va, natijada, ¢ = 1.;'
bo‘ladi.
Ikki kompleks son ko‘paytirilgan vaqtda ularning argumentlari
qo‘shilishini, ya‘ni

arg(z) - 29) = argz + argz; (1.8.16)

tenglikning 27 ga karralik qo‘shiluvchi anigligida bajarilishini tek-
shirish qgiyin emas.

Hagiqatan, agar z; = a; + ib; va 23 = ay + by bo'lsa, 2123 =
(ayaz — byby) + i(a1bz + azb;) bo‘ladi va shuning uchun,

by | by
tglarg(z1 - 22)] = abatazh _ g * o _ _tgprtigps
aaz —biby b b 1-tger - tee
a; a2

§1.9. Misollar T8

Natijada, tangenslar yig‘indisi uchun formuladan quyidagi teng-
lik kelib chiqadi:

tglarg(z1 - 22)] = tglarg z; + arg 23]

Nihoyat, oxirgi tenglikda tangenslarni tashlab yuborsak, talab
gilinayotgan (1.8.16) munosabatni olamiz.

§ 1.9. Misollar

1 - misol. Tengsizlikni isbotlang:

(g)ﬂ <nl,n>1. (1.9.1)

Ko‘rsatma. Induksiya usulini qo‘llab,
1 n
(1+;) <3 n>1, (1.9.2)
tengsizlikdan foydalaning.
2 - misol. Tengsizlikni isbotlang:
n &
n? <n!'< (n—;:-—-) AT (1.9.3)
Ko‘rsatma. Induksiya usulini qo‘llang. Bunda chapdagi tengsiz-

likni ko‘rsatish uchun (1.9.2) tengsizlikdan va o‘ngdagi tengsizlikni
isbotlash uchun esa,

1 n
(1 + ;) >2, n>1, (1.9.4)
tengsizlikdan foydalaning.

3 - misol. Tengsizlikni isbotlang:

2" > n?, n>10. (1.9.5)
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Ko‘rsatma. Agar n = 10 bo‘lsa, 21° = 1024 va 103 = 1000. De-
mak, bu holda (1.9.5) tengsizlik o‘rinli ekan. Endi induksiya usulini
go‘llab,

2n® > (n+1)%, n> 4,

tengsizlikdan foydalanish yetarlidir.

4 - misol. Agar z, - 23 -- -z, = 1 va barcha z; > 0 bo'lsa,
i+ 224 +T,2>n (1.9.6)

tengsizlikni isbotlang.

Ko‘rsatma. Quyidagi ko‘rinishda induksiyani qo‘llash mumkin.
Tasdiq n = 1 uchun o‘rinli, albatta. Endi tasdiqni » uchun o‘rinli
deb, uni n + 1 uchun isbotlaymiz.

Avval n toq bo‘lsin deylik. U holda n+1 = 2k va shuning uchun
induksiya shartiga ko‘ra,

(:1':1 +32)+(1‘3+I4)+"'+(l‘n-{-&.‘".'.]) >
2 2(VE1 22+ /T34 + - - -+ /TaZnt1) 2 2k=n+1,

chunki /7173 - \/23T5 - * - \/TnTnt1 = L.
Endi n juft bo‘lsin deylik. U holda z,42 = 1 deb, yuqoridagi
usulda tasdigni n + 2 uchun isbotlash yetarli.

5 - misol. Agary; >0, j =1,2,--- n, bo'lsa,

ntyteo ot um
n

2 Yy y2 Yn (1.9.7)
tengsizlikni isbotlang.

Kof‘rsatma. Quyidagi
e
YU Y5 Un

belgilashdan foydalanib, yuqoridagi tasdigni qo‘llang.

zj= j:I:zy"’vnv

§1.9. Misollar T

6 - misol. Agar zy - x3-- -z, = 1 va barcha z; > 0 bo‘lsa,
(1+2z1)(1422)--- (14 2,) 22"

tengsizlikni isbotlang.
Ko‘rsatma. Quyidagi
1

1 1 .
—(1+2,)=(1+2;)1+—) =2+ (z;4+ —) > 2°
€Ly €I, .I‘_,‘

munosabatlarni o*zaro ko'paytiring.

7 - misol. Dirixle nomi bilan ataluvchi prinsip quyidagidan ibo-
rat: agar (n + 1) ta jismni n ta qutiga joylashtirilsa, shunday quti
topiladiki, unda bittadan ortiq jism bo‘ladi.

Mana shu prinsipdan foydalanib, navbatdagi tasdigni isbotlang.
Har ganday musbat a va natural N uchun shunday natural m va
n sonlar topiladiki, ular uchun n < N va

a—-—| < — (1.9.8)

' m 1
n nN

tengsizlik bajariladi.

Ko'rsatma. Har qanday z soni uchun uning kasr bo‘lakchasi
deb {z} = r—[z] songa aytiladi, bu yerda [z] orqali z sonining butun
qismi belgilangan. Berilgan a haqiqiy son uchun k = 0,1,2,...,. N
larda {ka} kasr bo‘lakchalarni qaraylik. Bu bo‘lakchalarning ham-
masi [0, 1) yarim intervalda yotadi. Endi [0,1) yarim intervalni N
ta bo‘lakka bo‘lib, Dirixle prinsipidan foydalaning.

8 - misol. To'g'ri chiziqdagi o‘zaro kesishmaydigan intervallar
to‘plami oshib borsa sanoqli ekanini isbotlang.

Ko‘rsatma. Har bir shunday intervalga biror ratsional sonni
mos qo‘yish mumkinligini ko‘rsating.

9 - misol. To'g'ri chiziqdagi har qanday sanoqsiz to‘plam chegara-
langan sanogsiz qismiy to‘plamga ega ekanini ko‘rsating.
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‘ Ko‘rsatmja. Agar tasdigning teskarisini faraz gilinsa, bunday
to‘plam sanoqli sondagi sanoqli to‘plamlar birlashmasiga teng bo‘li-
shini ko‘rsating.

. 10 - misol. [0,1] kesma va (0,1) interval orasida o‘zaro bir
qiymatli moslik o‘rnating.

- Ko'‘rsatma. [0, 1] kesmadagi irratsional sonlarni 0‘z o‘rnida qoldi-
rib, [0, 1] kesmadagi va (0, 1) intervaldagi ratsional sonlar o‘rtasida
o‘zaro bir giymatli moslik o‘rnating.

11 - misol. [0, +oc) yarim to‘g‘ri chiziq va (0, 1) interval orasida
o‘zaro bir giymatli moslik o‘rnating.
: K.o‘rsatma. [0, +00) yarim to‘g‘ri chiziq va (0,1) intervaldagi
1rrat§1ona.l va ratsional nuqtalar orasida alohida o‘zaro bir giymatli
moslik o‘rnating. Irratsional nuqtalar orasida, masalan, quyidagi
moslikni olish mumkin:
Y

T
m_l_y’ y:1+m? I€(01+m), yE(O,l).

II Bob. Sonli ketma-ketliklar

§ 2.1. Ketma-ketlik limiti

1. Sonli ketma-ketlik deb natural sonlar t‘oplamida aniglangan
va hagiqiy giymatlar gabul giluvchi f : N — R funksiyaga aytiladi.
Agar f(n) = z, deb belgilasak, sonli ketma-ketlik deganda natural
sonlar bilan nomerlangan quyidagi haqiqiy sonlar to‘plamini tushu-

nish mumkin:
Z1y T2y ooy Ty oos (211)

Biz (2.1.1) sonli ketma-ketlikni gisqa qilib {z,} orqali belgi-
laymiz. Odatda formal qat‘iylik tarafdorlari bu ketma-ketlikni ] e B
ko‘rinishda, yoki, unga teng kuchli bo‘lgan, {zm }m=1, {Zk}RZ1s
simvollar yordamida belgilashni afzal ko‘rishadi. Lekin biz uni, al-
batta, agar bunda xato tushunishlarga yo‘l qo‘yilmasa, yuqoridagi
ko‘rinishda belgilaymiz. Bunda z,, sonni ketma-ketlikning n-elementi
yo'ki hadi deb ataymiz.

Bundan buyon, «nomer» deganda biz natural sonni tushunamiz.
Bundan tashqari, ushbu bobda sonli ketme-ketlikni biz ko‘pincha
gisqaroq qilib ketma-ketlik deb ataymiz.

Sonli ketma-ketliklar uchun tabiiy ravishda arifmetik amallarni
aniglash mumkin.

Ta‘rif. Ikki {z,} va {yn} ketma-ketliklar yig‘indisi deb {z,+ Yn}
ketma-ketlikka aytamiz.

Shunga o‘xshash, ikki {z,} va {yn} ketma-ketliklarning ayir-
masi deb {z, —yn } ketma-ketlikka, ko‘paytmasi deb {Znyn} ketma-
ketlikka va nisbati deb In U ketma-ketlikka (oxirgi holda {yn}

yll
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ketma-ketlikning barcha elementlari noldan farqli deb talab gilish
zarur, ya‘ni y, # 0) aytiladi.

Ketma-ketlikning eng asosiy xossasi - bu uni limitining mavjudli-
gidir. Limit deganda shunday haqiqiy son tushuniladiki, unga ketma-
ketlikning hadlari, ularning nomeri oshgan sari, istalgancha vaqin-
lashib boradi. Boshqacha aytganda, ixtiyoriy (istalgancha kichik
bo‘lgan) musbat (odatda bu sonni £, ya‘ni «epsilon» deb atalmish
yunoncha harf bilan belgilashadi) son uchun ketma-ketlikning biror
nomeri (¢ ga bog'liq bo‘lgan va odatda N orqali belgilanadigan)
dan boshlab barcha hadlari limitdan o‘sha musbat songa farq qilsin.
Shunday qilib biz quyidagi ta‘rifga kelamiz.

Ta‘rif. {z,} ketma-ketlik va a soni berilgan bo‘lsin. Agar iz-
tiyoriy £ > 0 olinganda ham shunday N = N(c) nomer topilsaki,
barcha n > N lar uchun

|z2p —a| <¢ (2.1.2)

tengsizlik bajarilsa, a son {z, } ketma-ketlikning limiti deyiladi.
Limitga ega bo‘lgan ketma-ketliklar yaginlashuvchi deb ataladi.
Agar z,, ketma-ketlik a limitga ega bo‘lsa, odatda

lim Ipn=4a
n—oo

deb yozishadi, yvoki, ba‘zan,
n—+o00 da z,—a

deb ham yozishadi ("en cheksizlikka intilganda iks en a ga intila-
di"deb o‘giladi).

Ba‘zan ketma-ketlik limitining ta‘rifi sonlar o‘gidagi nuqtalar
atrofi tushunchalaridan foydalanib ham kiritiladi.

Ta‘rif. Sonlar oqidagi zy nuqtaning atrofi deb shu nuqtani o'z
ichiga oluvchi istalgan ochiq intervalga aytilads.

Agar bu interval (2o — £, 2 + £) ko‘rinishga ega bo‘lib, bunda
£ > 0 bo'lsa, bu interval zy nuqtaning = atrofi deviladi. Bu tushun-
chadan foydalanib limitning ta‘rifini yana quyidagicha ham berish
mumKkin:
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agar biror a son uchun istalgan = > 0 olganda ham ketma- -
kerlikning N = N (2) nomerdan boshlab barcha elementlari a nug-
taning = atrofida joylashsa, u holda a son {x,} ketma-ketlikning
limiti deyiladi.

Boshqacha aytganda, agar istalgan £ > 0 uchun @ nuqtaning
¢ atrofidan tashqarida {z,} ketma-ketlikning oshib borsa chekli
sondagi hadlari joylashsa, @ son bu ketma-ketlikning limiti deb ata-
ladi.

Yaqinlashuvchi eng sodda ketma-ketlik bu statsionar ketma-
ketlikdir, ya‘ni shunday {z,} ketma-ketlikki, uning barcha element-
lari bitta songa teng: z,, = ¢. Ravshanki, z,, = ¢ statsionar ketma-
ketlik vaqginlashadi va ¢ soni uning limiti bo‘ladi. Misol sifatida
quyidagi ketma-ketlikni olish mumkin:

1 [ S T 7 [

Navbatdagi misol, sodda bo‘lishiga qaramasdan, o‘ta muhimdir.
2.1.1 - misol. x, = — ketma-ketlikning limiti 0 sonidir.

n
Hagiqatan, istalgan £ > 0 uchun N () sifatida

N > (2.1.3)

u\l.,_.

tengsizlikni qanoatlantiruvehi ixtiyoriy natural sonni olaylik.

—huii 1 1 1

0g %% 1/ 1

2-rasm

U holda biz n > N nomerlar uchun

1
|zn = 0] = |Zn] = — < K <€

n
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munosabatga ega bo‘lamiz. Bu esa 0 soni z,, ketma-ketligining limi-
ti ekanini anglatadi.

Odatda N(¢) sifatida (2.1.3) tengsizlikni qanoatlantiruvchi N
natural sonlar ichidan eng kichigini olishga harakat qilinadi. Ravshan-
ki,

N=N()= [-81-] +1 (2.1.4)
aynan shunday sondir.

Bu yerda ixtiyoriy haqiqiy = son uchun [z] simvol orqali uning
butun gismi, ya'ni ¢ dan oshib ketmaydigan eng katta butun son
belgilangan. Misol uchun, [7] = 3, [2] = 2, [-3,14] = —4.

Albatta, har ganday ketma-ketlik ham yaqginlashuvchi bo‘laver-
maydi. Misol uchun,

Tq =T

ketma-ketlik, ravshanki, limitga ega emas. Limitga ega bo‘lmagan
ketma-ketliklar uzoglashuvchi deyiladi.

E‘tibor bering, oxirgi ketma-ketlikning giymatlar to‘plami chega-
ralanmagan. Bir qarashda bu ketma-ketlik aynan shu sababli uzoq-
lashadi va agar bu to‘plam chegaralangan bo‘lganida edi, ketma-
ketlik ham yaginlashar edi, degan tasavvur hosil bo‘lishi mumkin.
Lekin aslida bunday emas.

Ta‘rif. Agar shunday M > 0 son mavjud bo‘lsaki, {z,} ketma-
ketlikning barcha hadlari

|znl < M (2.1.5)
tengsizliknt ganoatlantirsa, bunday ketma-ketlik chegaralangan de-
yiladi.

Chegaralangan ketma-ketlikka eng sodda misol bu istalgan stat-
sionar ketma-ketlikdir. Masalan,

O % W05, e Wyt

Agar ketma-ketlik yaqginlashsa, yuqorida ko‘rganimizdek, limi-
tining ixtiyoriy £ atrofidan tashqarida ketma-ketlikning oshib borsa
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chekli sondagi elementlari yotadi. Bundan har qanday yaqinlashuv-
chi ketma-ketlikning chegaralangan ekanligi bevosita kelib chigadi.

2.1.1 - tasdiq. Har ganday yaqinlashuvchi ketma-ketlik chegara-
langandir.

Isbot. Faraz qilamiz, {z,} ketma-ketlik biror a songa yaqin-
lashsin, ya‘ni istalgan £ > 0 uchun shunday N nomer topilsinki,
n > N bo‘lganda (2.1.2) bajarilsin. Xususan, agar £¢ = 1 desak,
shunday N = N(1) nomer topiladiki, u uchun

|tn —a| <1, n>N,

bo‘ladi.

0 N S Y I 7 T A S S |
a1 a a+l
3-rasm

Shunday ekan, quyidagi
|znl < |20 — a| +a|

tengsizlikka ko‘ra, xuddi o‘sha n nomerlar uchun

|zn| < |la|+1, n >N, (2.1.6)
tengsizlikka ega bo‘lamiz.
Endi
M = max { |21, |22], ..., |eN-1], |a] +1} (2.1.7)

deylik. Unda (2.1.6) va (2.1.7) larga ko'ra, istalgan n nomer uchun
| <M, n=1,23,..

Demak, z,, ketma-ketlik chegaralangan ekan.
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Yuqorida bu tasdigning teskarisi o‘rinlimi degan savol qo‘vilgan
edi. Boshqgacha aytganda, har qanda:* chegaralangan ketma-ketlik
vaqinlashuvchi bo‘ladimi? Navbatdagi misol bu savolga salbiy javob
beradi.

2.1.2 - misol. Ushbu

Zp = (—1)"

ketma-ketlik chegaralangan va uzoqlashuvchidir.

2. Ketma-ketliklar orasida nolga yaginlashuvchi ketma-ketliklar
alohida o‘rin tutadi.

Ta‘rif. Nol soniga yaqinlashuvchi ketma-ketlik cheksiz kichik
deyiladi.

Ushbu bandda biz cheksiz kichik ketma-ketliklar xossalarini o‘rga-

namiz. Qaralayotgan ketma-ketlikning cheksiz kichikligiga urg‘u berish

magqsadida uning hadlarini yunoncha harflar {a,}, {3,} va haka-
zolar bilan belgilaymiz.

Yuqorida keltirilgan ta‘rifga ko‘ra, agar istalgan ¢ > 0 uchun
shunday N = N(c) nomer topilsaki, n > N bo‘lganda

la| < € (2.1.8)

tengsizlik bajarilsa, {a,} ketma-ketlik cheksiz kichik bo‘ladi.

Ravshanki, statsionar, ya‘ni hamma hadlari o‘zaro teng: z,, = ¢
bo‘lgan ketma-ketlik fagat ¢ = 0 bo‘lgandagina cheksiz kichik bo‘la
oladi.

Cheksiz kichik ketma-ketliklarning quyidagi sodda, lekin shu bi-
lan birga muhim xossasi bevosita ta‘rifdan kelib chiqadi.

2.1.2 - tasdiq. Agar {a,} cheksiz kichik ketma-ketlik bo‘lib,
{z,} ketma-ketlik

[Zn| < |an] (2.1.9)

tengsizlikni ganoatlantirsa, {x,} ketma-ketlik ham cheksiz kichik bo -
ladsi.

§2.1. Ketma-ketlik limiti 85

Isbot. Cheksiz kichik ketma-ketlikning ta‘rifiga ko'ra, istalgan
£ > 0 olganda ham shunday nomer N = N(g) topiladiki, n > N
nomerlar uchun (2.1.8) tengsizlik bajariladi. Shunday ekan, (2.1.8)
va (2.1.9) tengsizliklardan, n > N bo‘lganda

|Zn| < lan| <€

tengsizlik keilib chiqadi. Bu esa z,, — 0 ni anglatadi.

2.1.3 - misol. {27"} ketma-ketlik cheksiz kichikdir.
Haqiqatan, (1.1.12) ga ko‘ra,

1
27" g —,
n

Endi talab qilinayotgan tasdiq {-:‘— ketma-ketlikning cheksiz kichik-

ligidan kelib chigadi (2.1.1 - misolga qarang).
2.1.3 - tasdiq. Ikki cheksiz kichik ketma-ketliklarning yig‘indisi
ham, ayirmasi ham yana cheksiz kichik ketma-ketlik bo‘lads.
Isbot. Aytaylik, a,, va 3, cheksiz kichik ketma-ketliklar bo‘lsin.
Cheksiz kichik ketma-ketlik ta‘rifiga ko‘ra, istalgan £ > 0 uchun
shunday N; nomer topiladiki, n > N; bo‘lganda

£

. (2.1.10)

lan| <

tengsizlik bajariladi. Xuddi o‘sha € > 0 uchun yana shunday N,
nomer ham topiladiki, n > N; bo‘lganda

1Bl < 5 (2.1.11)

tengsizlik bajariladi.
Agar
N = ma‘x{ va Nz }
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desak, n > N bo‘lganda har ikkala (2.1.10) va (2.1.11) tengsizliklar
baravariga bajariladi.
Natijada,
lan + Bal < lan| + |8al

tengsizlikdan foydalansak, (2.1.10) va (2.1.11) larga ko‘ra,
lon + Bn]l <&, n>N (2.1.12)

baho hosil bo‘ladi.

Oxirgi (2.1.12) tengsizlik {a, + 8,} ketma-ketlikning cheksiz
kichikligini anglatadi.

{an — Bn} ketma-ketlikning cheksiz kichikligi,

lan = Bn| < |°-’ﬂ‘ + |ﬁn|

tengsizlikdan foydalangan ravishda xuddi yuqoridagidek isbotlana-
di.

2.1.4 - tasdiq. Chegaralangan ketma-ketlik bilan cheksiz kichik
ketma-ketlikning ko ‘paytmasi cheksiz kichik ketma-ketlik bo‘lad:.

Isbot. Faraz qilaylik, {z,} chegaralangan va {a,, } cheksiz kichik
ketma-ketliklar bo‘lsin. Chegaralangan ketma-ketlikning ta‘rifiga bi-
noan, biror M > 0 o‘zgarmas uchun (2.1.5) tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.
Cheksiz kichik ketma-ketlikning ta‘rifiga ko‘ra esa, istalgan £ > 0
uchun shunday N nomer topiladiki, n > N larda
€

5 (2.1.13)

|an| <

bo‘ladi.
Natijada, (2.1.5) va (2.1.13) tengsizliklardan

|znan| <M%=s, n>N

baho kelib chiqadi. Bu esa {z,a,} ketma-ketlik cheksiz kichikligini
anglatadi.
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Ta‘kidlash joizki, istalgan {z,} ketma-ketlikni ¢ songa ko‘payti-

rishni biz {z,} ni statsionar ¢, ¢,c, ... ketma-ketlikka ko‘paytirish
deb qarashimiz mumkin.

2.1.5 - tasdiq. [kki cheksiz kichik ketma-ketliklarning ko ‘payt-
masi yana cheksiz kichik ketma-ketlik bo‘ladi.
Isbot 2.1.1 - va 2.1.4 - tasdiglardan darhol kelib chiqadi.

2.1.6 - tasdiq. Agar {o,} va {B,} ketma-ketliklar cheksiz kichik
bo‘lib, {z,} ketma-ketlik
an <z < Pn

tengsizlikni ganoatlantirsa, {z,,} ketma-ketlik ham cheksiz kichik bo*-
lads.

Isbot. Ravshanki, tasdiq shartidan quyidagi qo‘shaloq tengsiz-
liklar kelib chiqadi:

"'laﬂl - lBﬂ' _<, In _<. |(l,,| + an‘

Haqgigatan, masalan, o‘ngdagi tengsizlik (chap gismi ham xuddi
shunday isbotlanadi) quyidagicha o‘rnatiladi:

Tn & Bn £ lﬁnl < ‘anl + |Bnl-

Endi, agar o‘rnatilgan tengsizlikni unga teng kuchli bo‘lgan quyida-

gl
|zal < lan"“i' |Bnl

ko‘rinishda yozib olsak, talab qilinayotgan tasdiq 2.1.2 - va 2.1.3 -
tasdiglardan kelib chigadi.
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3. Endi istalgan yaqinlashuvchi ketma-ketliklarni o‘rganishga
o‘tamiz. Bunda bizning asosiy qurolimiz cheksiz kichik ketma-ketlik-
larning yuqorida o‘rnatilgan xossalari bo‘ladi.

Avvalo, navbatdagi tasdiq o‘rinli ekanini qayd etamiz.

2.1.7 - tasdiq. {z,} ketma-ketlik a songa yaginlashishi uchun
{zn — a} ketma-ketlikning cheksiz kichik bo‘lishi zarur va yetarli.

Isbot limit va cheksiz kichik ketma-ketlik ta‘riflaridan bevosita
kelib chiqadi.

Shunday qilib, {z,} ketma-ketlik fagat va faqat biror cheksiz
kichik {@,} ketma-ketlik bilan quyidagi

In=a+ ay,

ko‘rinishga ega bo‘lgandagina a songa yaqginlashadi.

Endi biz yaqinlashuvchi ketma-ketliklar ustida arifmetik amallar
haqidagi teoremalarni isbot qila olamiz.

2.1.1 - teorema. Ikki yaginlashuvchi {z,} va {y,} ketma-ketliklar
yig ‘indisi ham yaqinlashuvchi bo lib, yig‘indining limiti limitlar yig‘indi-
siga teng bo‘ladi, ya‘ni

e i) Bt B g L)

Isbot. Faraz qilaylik, z,, = a va y,, — b bo‘lsin. U holda, 2.1.7
- tasdiqga asosan,
In=a+ a, (2.1.15)

va
Yn=b+ B, (2.1.16)

tengliklar o‘rinli bo‘ladi, bu yerda {a,} va {8,} - cheksiz kichik
ketma-ketliklar.
Avvalgi band natijalarini hisobga olib, bu ikki tengliklarni qo‘shsak,

Ty + Yn =a+0’n+b+3n = (a+b)+7n
tenglik hosil bo‘ladi, bunda {7,} - cheksiz kichik ketma-ketlik.

§2.1. Ketma-ketlik limiti 89

O‘rnatilgan tenglik, 2.1.7 - tasdiqqa ko‘ra, {z, + y,} ketma-
ketlikning a + b songa yaqinlashishini anglatadi.

2.1.2 - teorema. Ikki yaginlashuvchi {z,} va {y,} ketma-ketliklar
ko ‘paytmasi yana yagqinlashuvchi bo‘lib, ko‘paytma limiti limitlar
ko ‘paytmasiga teng bo‘ladi, ya‘ni

nli'ngo(a:,, ") = nli}rgo:r:n '}L[Igoyn (2.1.17)

Isbot. Faraz gilamiz, z, — a va y,, — b bo‘lsin. U holda, 2.1.7
- tasdiqqa asosan, (2.1.15) va (2.1.16) tengliklar o‘rinli bo‘ladi. Bu
ikki tengliklarni o‘zaro ko‘paytirib, oldingi band natijalarini hisobga
olsak,

TpYn=(a+an)(b+Bn) =ab+a-Bn+b-an+an-Bn=ab+7n

bo‘ladi, bu yerda {7,} - biror cheksiz kichik ketma-ketlik.
O‘rnatilgan tenglik, 2.1.7 - tasdiqqa ko‘ra, {z, -y, } ketma-ketlik
ab songa yaqinlashishini anglatadi.

Natija. {z,} va {y,} ketma-ketliklar yaginlashuvchi bo‘lsin. U
holda, iztiyoriy A va p haqigiy sonlar uchun {A\z, + py,} ketma-
ketlik ham yaginlashuvchi bo‘lib,

o (s + ) =N T Bt b
tenglik o‘rinli bo‘lad:.

Bu xossaga limitga o‘tish amalining chiziqliligi deyiladi.

Xususan, A = 1 va g = —1 bo‘lganda oxirgi tenglikdan

lim (z, — yn) = lim z,, — lim y, (2.1.18)
n-=—o0o0 n—oo n—oo
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munosabatni olamiz.

4. Ikki yaqinlashuvchi ketma-ketliklar nisbatini o‘rganishga o‘ta-
miz. Bunda maxrajda turgan ketma-ketlikning barcha hadlari va
uning limiti noldan farqli bo‘lishi zarur.

2.1.1 - lemma. Berilgan {y,} ketma-ketlik b # 0 songa yaqin-
lashsin. U holda, shunday N nomer topiladiki, barcha n > N lar
uchun

|o]

vl 2 5 > 0 (2.1.19)

tengsizlik bajariladi.
Isbot. Limit ta‘rifiga ko‘ra, istalgan € > 0 olganda ham shunday
N = N(¢) nomer topiladiki, u uchun

lyn — bl <&, n2>N(e),

tengsizlik bajariladi.
Bundan

|Yn] = |6+ gn — b] > |b] = lgn — 0] > Bl =€, n> N,

b
kelib chiqadi. Bu tengsizlikda ¢ = %I

tengsizlikni olamiz.

desak, talab qilingan (2.1.19)

Eslatma. Isbotlangan lemma, xususan, noldan farqli limitga
ega bo‘lgan ketma-ketlikni nolga teng hadlarining soni faqat chekli
bo‘lishi mumkinligini anglatadi.

Endi ikki ketma-ketlik nisbatining limiti haqidagi teoremani is-
botlashimiz mumkin.

2.1.3 - teorema. Faraz qilaylk, {z,} ketma-ketlik a songa
va {yn} ketma-ketlik esa b # 0 songa yaqinlashsin. U holda biror
nomerdan boshlab { =2\ ketma-ketlik aniglangan bo‘lib, u % songa

Yn
yaqinlashadi.
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Isbot. Shartga ko‘ra, z,, — a va y,, = b bo'lsin. U holda 2.1.7
- tasdigqa asosan, (2.1.15) va (2.1.16) tengliklar bajariladi. Shun-
day ekan, 2.1.1 - lemmaga asosan biror nomerdan boshlab quyidagi
tengliklarni yozishimiz mumkin:

Tn @ _ brn—ayn  bla+an) —a(b+ Bn)

Yn b byn byn

Agar biz bu tenglikda v,, = a,, — (a/b),, deb belgilasak, u holda
Yn - cheksiz kichik ketma-ketlik bo‘lib,

T TR 1
= - — =y — 2.1.21
yn b 7”‘ yn ( )
tenglik bajariladi.

2.1.1 - lemmaga ko‘ra {1/y,} ketma-ketlik chegaralangan, shu-
ning uchun 2.1.4 - tasdigdan (2.1.21) ning o‘ng gismi cheksiz kichik
ketma-ketlik ekanligi kelib chiqadi. Demak,

3 In a
lim — = —.
n—+oo Y, b

Shunday qilib, 2.1.3 - teoremaga asosan, nisbatning limiti limit-
lar nisbatiga teng ekan.
Shubhasiz, agar y, ketma-ketlikning barcha elementlari noldan

farqli bo‘lsa, In ! ketma-ketlik barcha n larda aniglangan bo‘ladi.

Shunga ahaﬁiyat berish joizki, agar biz ketma-ketlikning istal-
gan chekli sondagi elementlarini o‘zgartirsak, uning yaqinlashish
xossasi va limiti o‘zgarmaydi. Xususan, agar ketma-ketlikning chek-
li sondagi elementlari nolga teng bo‘lsayu, biz ularni, masalan, bir-
lar bilan almashtirsak, natijada nolga teng bo‘lmagan elementlardan
iborat yangi ketma-ketlik olamiz va eski bilan yangi ketma-ketliklar
bir vaqtda yoki yaqinlashuvchi, yoki uzoglashuvchi bo‘ladilar. Bun-
dan tashqari, bordiyu ular yaginlashsa, ularning limitlari o‘zaro teng
bo‘ladi.
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5. Ushbu bandda biz tengsizliklarda limitga o‘tishni o‘rganamiz.

2.1.2 - lemma. Agar {z,} ketma-ketlik a songa yaginlashib,
z, > 0 bo‘lsa, u holda a > 0 bo‘ladi.

Isbot. Shartga ko‘ra z, > 0 va z, = a bo‘lsin. Demak, limit
ta‘rifiga asosan, istalgan € > 0 uchun shunday N nomer topiladiki,

|z, —a] <&, n>N,
bo‘ladi.
1.3.2 - tasdigdan bu tengsizlikning quyidagi qo‘shaloq tengsiz-
likka teng kuchli ekanligini olamiz:
—-e<zp—a<e. (2.1.22)

Shunday ekan, z,, > 0 shartdan va (2.1.22) ning o‘ng tomonidagi
tengsizlikdan,

E+a>z2,20, ya'ni e+a>0
bahoni hosil gilamiz. Bundan chiqdi, istalgan musbat ¢ uchun
a>—¢ (2.1.23)

tengsizlik o‘rinli bo‘lar ekan.
Oxirgi tengsizlik a son har qanday manfiy sondan katta ekanini
anglatadi va shuning uchun u manfiy bo‘la olmaydi. Demak, a > 0.

© 2.1.4 - teorema (tengsizliklarda limitga o‘tish haqida).
Agar ikki yaginlashuvchi {z,} va {y.} ketma-ketliklarning barcha

hadlar:
2a S B (2.1.24)

tengsizlikni ganoatlantirsa, ularning limitlari ham shu tengsizlikni
ganoatlantiradi, ya‘ni

lim z, < lim y,. (2.1.25)

n—oo n—+oo0
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Isbot. (2.1.24) ga ko‘ra y, — =, > 0 tengsizlik o‘rinli va shuning
uchun, 2.1.2 - lemmaga asosan,

lim (y, — z,) 2 0.

n—oo

Endi (2.1.18) tenglikni qo‘llab, talab gilingan (2.1.25) munosa-
batni olamiz.

Eslatma. Agar (2.1.24) shartni qat'iy r, < y, tengsizlikka
o‘zgartirsak, bundan, umuman aytganda, limitlar uchun ham qat‘iy
tengsizlik kelib chigmaydi. Masalan, agar z,, = 0 va y, = — ketma-

n
ketliklarni olsak,

Ta < Yns
biroq
lim z, = lim y, = 0.
n—oc nNn—o0

Navbatdagi teorema matematik tahlilda muhim rol o‘ynaydi.
2.1.5 - teorema. Agar {z,} va {y,} ketrma-ketliklar bitta songa
yaqinlashsib, {z,} ketma-ketlik
o

g S Yn {2126)

T

tengsizlikni qanoatlantirsa, u holda {z,} ketma-ketlik ham zuddi
o‘sha songa yaqinlashadi.

Isbot. Shartga ko'ra, {z,} va {y,} ketma-ketliklar limiti a soni
bo‘lsin. Shunday ekan, (2.1.26) tengsizlikdan

Tn—8 < Zn—0 < Yo—a (2.1.27)

munosabat kelib chigadi.

2.1.7 - tasdiqqa asosan, {r, — a} va {y, — a} ketma-ketliklar
cheksiz kichik bo‘ladi. Demak, (2.1.27) va 2.1.6 - tasdiqqa ko‘ra,
{z, — a} ketma-ketlik ham cheksiz kichik bo‘ladi, ya‘ni z,, — a.
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Eslatma. Isbotlangan teorema matematikada «ikki politsiyachi
prinsipi» deb ataluvchi quyidagi matematik folklorning tasdig‘idir:
agar qochuvchi (ya‘ni z,,) hamma vaqt biror @ manzilga intiluvchi
ikki politsiyachi (ya‘ni z, va y,) orasida bo‘lsa, qochuvchi ham
oxir-oqgibat shu manzilga keladi.

§ 2.2. Monoton ketma-ketliklar

1. Sonli ketma-ketliklarni o‘rganishdagi asosiy muammo - bu
ular limitining mavjudligi haqidagi muammodir. Umumiy holda bu
masalani hal qilish ancha murakkab bo‘lsada, lekin ketma-ketliklar-
ning ba‘zi sinflari uchun u nisbatan oson yechiladi. Aynigsa mono-
ton ketma-ketliklar uchun limitning mavjudlik muammosi sodda
yechimga ega.

Ta‘rif. Agar barcha n nomerlar uchun

T i Bty 1 1,28, s (22.1)

tengsizliklar bajarilsa, {z,} ketma-ketlikni o‘suvchi deymiz.
Agarda quyidagi qat‘iy

1o PO S Tl n= 1,2'3, (222)

tengsizliklar o'rinli bo‘lsa, {z,} ketma-ketlikni gat‘iy o‘suvchi deymiz.

Masalan, z, = n ketma-ketlik qat‘iy o‘suvchidir.
Kamayuvchi ketma-ketliklar ham shunga o‘xshash aniglanadi.
Ta‘rif. Agar barcha n nomerlar uchun

Tn > Tpey, N=1.2"3 ... (2.2.3)

tengsizliklar bajarilsa, {z,} ketma-ketlikni kamayuvchi deymiz.
Agarda quyidagi qat‘iy

Tn D Thigtie Sy 2:8:1.4 (2.2.4)
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tengsizliklar o‘rinli bo‘lsa, {z,} ketma-ketlikni gat‘ty kamayuvchi
deymiz.

O‘suvchi ketma-ketliklarni va kamayuvchi ketma-ketliklarni mo-
noton ketma-ketliklar deymiz. Ba‘zan, qat‘iy o‘suvchi va qat‘iy ka-
mayuvchi ketma-ketliklar gat‘iy monoton ketma-ketliklar deyiladi.

E‘tibor bering, yuqoridagi ta‘riflarga asosan statsionar ketma-
ketlik ham o‘suvchi, ham kamayuvchi bo‘ladi.

2.2.1 - misol. z,, = . qat‘iy kamayuvchi ketma-ketlikdir.

2.1.1 - tasdiqda har qanday yaqginlashuvchi ketma-ketlik chega-
ralangan bo‘lishini ko‘rdik. Buning teskarisi o‘rinli emasligiga esa
chegaralangan va uzoglashuvchi z,, = (=1)"*! ketma-ketlik misoli-
da ishonch hosil qildik.

Bu misolning o‘ziga xosligi shundan iboratki, uning hadlari nol
atrofida goh o'sib va goh kamayib o‘zgarmas amplituda bilan tebrana-
di. Boshqacha aytganda, bu ketma-ketlik monoton emas. Qizig'i
shundaki, agar ketma-ketlik monoton bo‘lsa, uning yaqinlashishi
uchun chegaralangan bo‘lishi zarur va yetarli ekan.

2. Shu munosabat bilan yuqgoridan yoki quyidan chegaralangan
ketma-ketlik tushunchasini kiritamiz.
Ta‘rif. Agar shunday B soni mavjud bo‘lsaki, barcha n nomer-
lar uchun
=B (2.2.5)

shart bajarilsa, {z,} ketma-ketlikka yuqoridan chegaralangan
deyiladi.
Xuddi shu singari quyidan chegaralangan ketma-ketlik aniglana-
di.
Ta‘rif. Agar shunday A soni mavjud bo‘lsaki, barcha n nomerlar
uchun
2> A (2.2.6)

shart bajarilsa, {z,} ketma-ketlikka quyidan chegaralangan de-
yilads.

Har ganday monoton ketma-ketlik hech bo‘lmaganda bir tomon-
dan chegaralangan bo‘ladi. Hagigatan ham, agar {z,} ketma-ketlik
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o‘suvchi bo‘lsa, ixtiyoriv n nomer uchun

Tn 2Ty
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi, ya‘ni ketma-ketlik quyidan z, soni orqali
chegaralangan. Agar {z,} ketma-ketlik kamayuvchi bo‘lsa, ixtiyo-
riy » nomer uchun

Zas% 21

tengsizlik bajariladi, ya‘ni ketma-ketlik yuqoridan z; soni orqali
chegaralangan.

Shunday qilib, monoton ketma-ketlikning chegaralanganligini
talab gilmoqchi bo‘lsak, u o‘suvchi bo‘lganda yuqoridan chegaralan-
ganlikni (chunki quyidan u shundoq ham chegaralangan), kamayuv-
chi bo‘lganda esa quyidan chegaralanganlikni talab qilish yetarli.

Navbatdagi teoremani biz an‘anaviy ko‘rinishda keltiramiz.

2.2.1 - teorema. Yugoridan chegaralangan har qanday o‘suvchi
ketma-ketlik yaginlashadi.

Isbot. Shartga ko‘ra, {z,} ketma-ketlik o‘suvchi va yuqoridan
chegaralangan bo‘lsin, ya‘ni (2.2.1) va (2.2.5.) shartlar bajarilsin.

E simvoli orqali {z,} ketma-ketlikning giymatlar to‘plamini,
ya‘ni sonlar o‘qining barcha z,, nugtalardan iborat qismiy to‘plamini
belgilaymiz. (2.2.5) ga ko‘ra, E to‘plam yuqoridan chegaralangan
va shuning uchun, 1.4.1 - asosiy teoremaga binoan, bu to‘plamning
aniq yuqori chegarasi mavjud.

Mana shu aniq yuqgori chegarani

a=sup F

deb belgilab, z,, — a ekanini isbotlaymiz.
Aniq yuqori chegaraning ta‘rifiga ko‘ra,

Tp %8, B=L123. (2.2.7)

Yana o'sha aniq yuqori chegaraning ta‘rifiga asosan ( § 1.2, (ii)
shartga qarang), istalgan £ > 0 uchun E to‘plamning a —£ nuqtadan
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o‘ngda joylashgan kamida bitta nuqtasi mavjud. Agar z shunday
nuqta bo‘lsa,
a—e<ZIN

tengsizlik bajariladi.

{zn} o‘suvchi ketma-ketlik bo‘lgani uchun bu tengsizlikni ketma-
ketlikning nomeri N dan katta bo‘lgan barcha elementlari ham
ganoatlantiradi, ya‘ni ;

a-e<z, n>N. (2.2.8)

Shunday ekan, n > N bo‘lganda har ikkala (2.2.7) va (2.2.8)
tengsizliklar bir vaqtda bajariladi, ya‘ni

a—-c<z,<a n2N.
Bundan chiqdi,
|z, —al <&, n>N,

tengsizlik ham o‘rinli bo‘lar ekan. Bu tengsizlik esa {z,} ketma-
ketlikning @ soniga yaginlashishini anglatadi.

Natija. Quyidan chegaralangan har ganday kamayuvchi ketma-
ketlik yaginlashadi.

Hagiqatan, quyidan chegaralangan har ganday kamayuvchi {y, }
ketma-ketlik yaginlashishini ko‘rsatish uchun, z,, = —y, ketma-
ketlik o‘suvchi va yuqoridan chegaralangan ekanligini qayd etib,
unga 2.2.1 - teoremani qo‘llash yetarli.

Eslatma. Agar {a, } ketma-ketlik o‘suvchi bo'lib, biror a songa
vaqginlashsa, u holda quyidagi tengsizliklarning bajarilishi turgan
gap:

8 S8 n=1,23...
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Xuddi shunga o‘xshash, {b,} ketma-ketlik kamayuvchi bo‘lib, biror
b songa yaqinlashsa,

bﬂ pr n= 1,2,3...
tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi.

3. Yugqoridagi 2.2.1 - teoremani qo‘llashga misol keltiramiz.
2.2.2 - misol. Quyidagi

1 1

—E + + sit e+ (2.2.9)
2!

k-O

ketma-ketlikning yaqinlashishini ko‘rsatamiz.
1) O‘z-o‘zidan ko‘rinib turgan

Sn4+1 = Sp + m (2.210)

tenglikdan s,4+; > s, tengsizlikni olamiz, ya‘ni {s,} ketma-ketlik
o‘suvchi ekan.
2) Endi bu ketma-ketlining yuqoridan chegaralangan ekanini is-
botlaymiz. Buning uchun
1

8, <3 - —

I €N, (2.2.11)

tengsizlik bajarilishini ko‘rsatish yetarli.

(2.2.11) bahoni matematik induksiya usuli yordamida isbotlaymiz.

Agar n = 1 bo‘lsa, bu baho tenglikka aylanib, u haqiqatan o‘rinli
bo‘ladi. '

Endi (2.2.11) bahoni n = k da to‘g‘ri deb, uning n = k + 1
da ham bajarilishini ko‘rsatish oson. Hagiqatan, farazimizga ko‘ra,
(2.2.10) tenglikdan

1 1 1 k 1
€ Bt oty i 8 .
GrD SR D N G S

Sk4+1 = Skt
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hosil bo'ladi, ya'ni (2.2.11) tengsizlik n = k + 1 uchun ham to‘g‘ri
ekan.

Demak, matematik induksiya prinsipiga asosan, (2.2.11) baho
istalgan n € N da bajariladi.

Shunday qilib, {s,} ketma-ketlikning o‘suvchi va yuqgoridan che-
garalangan ekanini ko‘rsatdik. Bundan chiqdi, u yaqinlashuvchi bo*-
ladi.

(2.2.9) ketma-ketlik limiti e harfi bilan belgilanadi. E‘tibor bering,
bu son uchun (2.2.9) tenglik va (2.2.11) tengsizlikdan bevosita

2< e €3
baho kelib chiqadi.

4. Navbatdagi misolda shunday ketma-ketlik keltirilganki, agar
biz uning yaqinlashishini isbotlay olsak, u holda uning limiti oson
topiladi.

2.2.3 - misol. Quyidagi

Bygd = é (J:n + ;b:) s =, (2.2.12)
munosabat bilan aniglangan {z,}72, ketma-ketlik istalgan ¢ > 0
boshlang'ich gqiymat uchun yaqinlashishini isbotlang.

Shuni aytish kerakki, bunday aniqlangan ketma-ketlikda z,4;
ni hisoblash uchun oldingi z, ga qaytib, (2.2.12) formuladan foy-
dalanish zarur. Shuning uchun, bunday ketma-ketliklar qaytadigan
yoki rekurrent (yunoncha recurrere - qaytmoq so‘zidan olingan)
ketma-ketlik deb ataladi. Bunda (n + 1) - elementni birinchi n ta
element orqali aniglaydigan formulaga rekurrent formula deyiladi.

1) Avval zg > 0 ni har qanday tanlaganda ham {z,}>%, ketma-
ketlik quyidan v/b son bilan chegaralanganini ko‘rsatamiz, va‘ni bi-
rinchi nomerdan boshlab

Tn = Vb, n=1,2,3,.. (2.2.13)

tengsizlik bajarilishini isbotlaymiz.
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Buning uchun istalgan musbat haqiqiy ¢ soni uchun o‘rinli bo‘lgan

l(t+l _1+l(\/;_i)2>1 t>0, (22.14)
2 t) 2 JE&l = ’ o

tengsizlikdan foydalanamiz.
Agar (2.2.12) da mos almashtirishlarni bajarib, (2.2.14) tengsiz-
likni qo‘llasak, talab qilingan bahoni olamiz:

Tapl = g (% 2 ‘;/—:b) > vb. (2.2.11)

2) Endi {2,}72, ketma-ketlikning kamayuvchi ekanini ko‘tsatish
oson. Haqgiqatan, (2.2.12) rekurrent formulaga ko‘ra,

1 b z2 b
- = - - — = n =
In Tn41 5 (.’L'n ) 2I" -~ 0

va demak, 2,41 € 24, n=1,2,3,...

Shunday qilib, 2.2.1 - teoremaning natijasiga asosan, {z, } ketma-
ketlik biror haqiqiy a soniga yaqginlashadi. Bundan chiqdi, (2.2.12)
rekurrent formulada limitga o‘tsak,

1 b
a4 = 5 (a -+ E)
tenglikni olamiz. Bundan a = Vb ekani kelib chiqadi. Ixtiyoriy mus-
bat sonning kvadrat ildizini taqribiy hisoblashning ushbu usulini
buyuk ingliz olimi I. Nyuton taklif gilgan.
Qayd gilamizki, (2.2.12) rekurrent formula kvadrat ildizni taqribiy

hisoblashning zamonaviy kalkulyatorlarda qo‘llashga qulay algorit-
mini beradi.

§ 2.3. Ichma-ich joylashgan kesmalar prinsipi
Sonlar o'qida ixtiyoriy ikki [a;, b] va [as,b;] kesmalarni qaray-

lik. Agar
ay <az <by<by

§2.3. Ichma-ich joylashgan kesmalar prinsipi 101

bo‘lsa, [as, by] kesmani [ay, by] kesma ichida joylashgan deymiz.

Ravshanki, [a;,b;] kesmaning [a;, ;] kesma ichida joylashishi
uchun [as, by] kesmaning har bir nuqtasi [a;, ;] kesmaga ham te-
gishli bo‘lishi, ya‘ni

[az,b)] C [ay, by]

bo‘lishi zarur va yetarlidir.

Navbatdagi teorema cheksiz ko'p ichma-ich joylashgan kesmalar
ketma-ketligi hagida bo‘lib, u bir qator tadbiglarga egadir.

2.3.1 - teorema (ichma-ich joylashgan kesmalar prin-
sipi). Agar [a,,b,] C R kesmalarning har biri o‘zidan avvalgisini
ichiga joylashgan bo‘lib, ya‘ni

[ﬂn+lsbn+l] & [aﬂ!an (231)

bo‘lib, ularning uzunligi nolga intilsa, bu kesmalar ketma-ketligining
barchasiga tegishli bo‘lgan ¢ nugta mavjud va yagonadir.
Isbot. Ravshanki, (2.3.1) munosabat

an S An4 < bn+l S bn

tengsizliklarning bajarilishini anglatadi.
Demak, {a,} ketma-ketlik o‘suvchi va {b,} ketma ketlik esa ka-
mayuvchi ekan. Bundan tashqari, kesmaning ta‘rifiga ko'ra, istalgan

n uchun
Gy <, (2.3.2)

tengsizliklar bajariladi.
Madomiki {b,} ketma-ketlik kamayuvchi ekan, b, < b; tengsiz-
lik bajariladi va (2.3.2) ga ko‘ra,

a, < b

bo‘ladi.

Bundan chiqdi, {a, } ketma-ketlik chegaralangan bo‘lib, 2.2.1 -
teoremaga ko'‘ra, u yaqginlashuvchi bo‘ladi. Xuddi shunga o‘xshab,
{b,.} ketma-ketlikning quyidan chegaralangan va yaqinlashuvchi eka-
nini ko‘rsatish mumkin.
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Shartga ko‘ra, kesmalarning uzunligi nolga intiladi, ya‘ni
(bp —ay) = 0, n—oo.

Shunday ekan, {a,} va {b,} ketma-ketliklar yagona limitga in-
tiladi. Biz bu limitni ¢ harfi bilan belgilaymiz, ya‘ni

e= lima, = lim b,.
n—oc n—o.

Endi, 2.2.1 - teoremadan so‘ng keltirilgan eslatmaga ko‘ra,
g ek b,

tengsizlik bajarilishini qayd etamiz. Bu tengsizlik esa, o'z navbatida,
¢ nuqtaning har bir [a,,, b,] kesmaga tegishli ekanini anglatadi. Bun-
dan tashqari, ¢ nuqtaning yagona ekani ikki turli nuqta bir vaqtning
o‘zida uzunligi istalgancha kichik bo‘lgan kesmalarga tegishli bo‘la
olmasligidan kelib chiqadi.

Eslatma. Bu teoremada kesmalar o'rniga intervallarni olish mum-

kin emas. Chunonchi, quyidagi ichma-ich joylashgan intervallar (0, —)
n

ketma-ketligini qaraylik. Bu intervallarning har biri avvalgisi ichiga
joylashgan bo‘lib, ularning uzunligi nolga intiladi. Lekin bu interval-
larning barchasiga tegishli bo‘lgan nuqta mavjud emas. Boshqacha
aytganda, bu intervallar barchasining kesishmasi bo‘sh to‘plamdir.

§ 2.4. Ketma-ketlikning yuqori va quyi limitlari

1. Ushbu paragrafda biz yaginlashmayvdigan ketma-ketliklarni
o‘rganamiz. Ko'pgina amaliy masalalarni yechishda aynan shun-
day ketma-ketliklarni o‘rganishga to‘g'ri keladi. Ba‘zan bu ketma-
ketliklar biror songa vaqinlashishi uchun ularni «qismlarga ajratish»
yetarli bo‘'ladi. Ana shu o‘rinda hosil bo‘ladigan limitlarga qismiy
limitlar deyiladi.
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Ketma-ketlik limitga ega bo‘lsa, u yaginlashuvchi deyilar edi.
Ravshanki, agar ketma-ketlik yaqginlashsa, u yagona limitga ega.
Hagiqatan ham, agar u ikkita @ va b limitlarga ega deb faraz qilsak,

Zu =Gt 0= 04 B

bo‘ladi va bundan
b—-a=a,-8,—0

ni olamiz. Demak, b — a = 0, ya‘ni b = a ekan.

Ammo uzoqlashuvchi ketma-ketliklarda gismiy limitlar ko‘p bo*-
lishi mumkin. Qismiy limitga aniq ta‘rif berish uchun qismiy ketma-
ketlik tushunchasini kiritamiz.

Ixtiyoriy qat‘iy o‘suvchi {k,} natural sonlar ketma-ketligini tan-
laymiz, ya‘ni

ki < ka € vua T kn < i

Ta‘rif. Agar {z,,} ketma-ketlik berilgan bo‘lsa, {zy, }°2, ketma-
ketlik {z,} ketma-ketlikning qismiy ketma-ketligi deyiladi.

Masalan, {231} va {22, } ketma-ketliklar berilgan {z,} ketma-
ketlikning har xil, ya‘ni biri toq nomerdagi va ikkinchisi juft nomerda-
gi elementlaridan tashkil topgan ikki qismiy ketma-ketliklaridir.

Ta‘rif. Agar {z,} ketma-ketlikning a soniga yaginlashuvchi {zy, }
qismiy ketma-ketligi mavjud bo‘lsa, a son {z,} ketma-ketlikning qis-
maiy limiti deyiladi.

2.4.1 - misol. z,, = (—1)" bolsin. U holda juft nomerli

T = (-1)" =1

qismiy ketma-ketlik 1 soniga yaqinlashadi, toq nomerli

xZn—l — (_1)2“-1 P 1
qismiy ketma-ketlik esa —1 soniga yaqinlashadi. Shuning uchun 1
va —1 sonlar {z,} ketma-ketlikning qismiy limitlari bo‘ladi.

2. Endi ketma-ketlik uchun limit nuqta tushunchasini kiritamiz.
Dastlab, yozuvni soddalashtirish maqsadida, quyidagi atamalashga
kelishib olaylik.
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Faraz qilaylik, E - sonlar o‘gining ixtiyoriy gismiy to‘plami va
{z,} - biror ketma-ketlik bo‘lsin. Agar shunday cheksiz ko‘p turli
nomerlar topilsaki, {z,} ketma-ketlikning bu nomerlarga mos kel-
gan elementlari F' to‘plamga tegishli bo‘lsa, biz E to‘plamda {z,}
ketma-ketlikning cheksiz ko‘p elementlari yotadi deymiz.

Bu kiritgan ta‘rifimiz to‘plamlar nazariyasida qabul qilingan
an‘anaviy atamadan farq giladi. Misol uchun, agar E to‘plam faqat
bitta z = 1 nuqtadan iborat bo‘lsa, to‘plamlar nazariyasi nug-
tai nazaridan, u cheksiz ko‘p nuqtaga ega bo‘la olmaydi. Ammo,
yuqoridagi kelishuvga ko‘ra, E to‘plamda {(—1)"} ketma-ketlikning
cheksiz ko'p, ya‘ni barcha juft nomerli elementlari yotadi.

Sonlar o‘qidagi @ nuqtaning atrofi deb shu nuqtani o‘z ichiga
oluvchi ixtiyoriy intervalga aytilishini eslatamiz. Biz a nuqtaning &-
atrofi deganda (a — £, a + ¢) intervalni tushunamiz va bunda doim
€ > 0 deb hisoblaymiz.

Ta‘rif. Agar a nugtaning iztiyoriy c-atrofida {z,} ketma-ketlik-
ning cheksiz ko‘p elementi joylashsa, a nugta berilgan ketma-ketlik-
ning limit nugtas: deyiladi.

Masalan, 1 va —1 nuqtalar {(—1)"} ketma-ketlikning limit nug-
talaridir. Bu ketma-ketlik uchun limit nuqtalar to‘plami qismiy li-
mitlar to‘plami bilan ustma-ust tushishi tasodifiy emas. Chunonchi,
quyidagi ikki tasdiq o‘rinli.

2.4.1 - tasdiq. Har ganday ketma-ketlikning gismiy limiti shu
ketma-ketlikning limit nugtasi bo‘ladi.

Isbot. Faraz qilaylik, a nuqta {z,,} ketma-ketlikning qismiy li-
miti bolsin, ya‘ni, @ ga yaqinlashuvchi {z;,} qismiy ketma-ketlik
mavjud bo‘lsin. Shunday ekan, istalgan £ > 0 uchun {zj,} ketma-
ketlikning biror nomerdan boshlab barcha elementlari @ nuqtaning
¢- atrofida yotadi. Demak, shu ¢ atrofda {z,} ketma-ketlikning
cheksiz ko'p elementlari yotadi, ya‘'ni a - ketma-ketlikning limit
nuqtasi ekan.

Bu tasdigning teskarisi ham o‘rinli.
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2.4.2 - tasdiq. Har ganday ketma-ketlikning limit nugtasi shu
ketma-ketlikning gismiy limiti bo‘ladi.

Isbot. Faraz gilaylik, a nuqta {z, } ketma-ketlikning limit nug-
tasi bo‘lsin, ya‘ni a nuqtaning istalgan -atrofida {z, } ketma-ketlik-
ning cheksiz ko‘p elementlari yotsin.

Musbat ¢ ga ketma-ket 1, 1, 3, ;11-, ... giymatlarni berib, shunday
(a— L, a+ 1) intervallarni olamizki, bu intervallarning har birida
{zn} ketma-ketlikning cheksiz ko‘'p elementlari yotadi.

Birinchi (@ — 1, @ + 1) intervalda ketma-ketlikning k; nomerli
biror elementini tanlaymiz, ikkinchi (a — }, a + }) intervalda k; >
ky nomerli, uchinchi (a — §, a+ 1) intervalda k3 > k; nomerli,
..y n- interval (a— 1, a+ %) da kn > kn—; nomerli va hokazo
elemetlarni tanlaymiz. Natijada shunday {zy, } qismiy ketma-ketlik

olamizki,
(o= o+ 3)
Tk, Ela—"—; a4+ —
n n

1
kan " al < =y
n

bo‘ladi.
Demak,

ya‘ni {z, } ketma-ketlik a songa yaqginlashadi. Bu esa, o‘z navbati-
da, a soni {z,} ketma-ketlikning gismiy limiti ekanini anglatadi.

3. Umuman aytganda, har ganday ketma-ketlikda gismiy limit-
lar ko‘p bo‘lishi mumkin, ammo ularning ichida eng kattasi va eng
kichigi aynigsa katta ahamiyatga egadir.

Ta‘rif. Ketma-ketlikning eng katta qismiy limiti bu ketma-ketlik-
ning yugor: limiti deyilads.

Agar {z,} ketma-ketlikning yuqori limitini @ desak, u quyidagi

d= nlgxgox,, (2.4.1)
simvol orqali belgilanadi.

Xuddi shunga o‘xshash ketma-ketlikning quyi limiti aniglanadi.
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Ta‘rif. Ketma-ketlikning eng kichik qismiy limiti bu ketma-ketlik-
ning quyi limits deyiladi.
Agar {z,} ketma-ketlikning quyi limitini a desak, u quyidagi

a= lim z, (2.4.2)

simvol orqali belgilanadi.

Yuqorida ikkita gismiy limitga ega bo‘lgan ketma-ketlikka mi-
sol sifatida {(—1)"} ketma-ketlik keltirilgan edi. Bu misolda qismiy
limitlar 1 va —1 ga teng. Ravshanki, bu holda

imz,=1, limz,=-1.
¥hoo n—oco
Albatta, o‘z-o‘zidan quyidagi savol tug‘uladi: har qanday ketma-
ketlikda ham limit nuqtalar bormi? Agar ketma-ketlik chegaralan-
gan bo‘lsa, bu savolga javob ijobiy bo‘lar ekan. Bu natija bir-biridan
bog'ligsiz ravishda chex matematigi B. Bol‘sano va nemis matema-
tigi K.Veyershtrass tomonlaridan isbotlangan. Aslida, biz bu yer-
da bundanda umumiyroq navbatdagi tasdiqni isbotlaymiz. Shuni
aytish lozimki, bordiyu ketma-ketlik yagona limit nuqtaga ega bo‘lsa,
uning yuqori va quyi limitlari o‘zaro teng bo‘lib, ular ana shu nug-
tadan iborat bo‘ladi.
2.4.1 - teorema. Har ganday chegaralangan ketma-ketlik yugori
va quyi limitlarga ega.
Isbot. Shartga ko‘ra, {z,} chegaralangan ketma-ketlik bo‘lsin
deylik, ya‘ni shunday A va B o‘zgarmaslar mavjudki, ular uchun

A<z, <B

munosabat o‘rinli.

Bu tengsizliklar {z, } ketma-ketlikning barcha elementlari (A, B]
kesmada yotishini anglatadi.

Avval biz [A, B] kesmani ot nuqta orqali ikkita teng kesma-

larga ajratamiz. Bu ikki kesmalardan ketma-ketlikning cheksiz ko‘p
elementlarini oz ichiga olganini [a;, b,] simvol orqali belgilaymiz.
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Bordiyu, har ikkala kesma ham ketma-ketlikning cheksiz ko'p ele-
mentini o'z ichiga olsa, [a;, b,] sifatida bu kesmalardan o‘ng tomon-
dagisini olamiz.

So‘ngra, tanlangan [a;, b;] kesmani ikkita teng kesmaga bo‘lamiz
va [az, by] simvoli orqali ulardan ketma-ketlikning cheksiz ko*p ele-
mentlarini o‘z ichiga olganini belgilaymiz. Yana, bordiyu, har ikkala
kesma ham ketma-ketlikning cheksiz ko'p elementlarini o'z ichiga
olsa, [ay, b,] sifatida bu kesmalardan o‘ng tomondagisini olamiz.

Bu jarayonni davom ettirib, biz shunday ichma-ich joylashgan
kesmalar ketma-ketligini olamizki, bunda n- qadamda qurilgan [a,,, b,]

e
siz ko'p elementlarini o'z ichiga oladi, bundan tashqari, b, nug-
tadan o'ngda ketma-ketlikning oshib borsa chekli sondagi element-
lari yotadi.

Ichma-ich joylashgan kesmalar prinsipiga (2.3.1 - teorema) asosan,
[a, b] ning yuqoridagi barcha kesmalariga tegishli bo‘lgan ¢ nuqta
mavjud va yagona. Aynan shu ¢ nuqta {x, } ketma-ketlikning yuqori
limiti bo‘lishini isbotlaymiz. Buning uchun ¢ nuqtaning ixtiyoriy &-
atrofini qaraymiz. Ravshanki, biror nomerdan boshlab (ya‘ni b, —
a,, < £ bo‘lgan nomerdan boshlab), barcha [a,,, b,,] kesmalar ana shu
c-atrofda yotadi. Shunday ekan, quyidagi tasdiglar o‘rinli bo‘ladi:

1) ¢ nuqtaning s-atrofida qaralayotgan ketma-ketlikning cheksiz
ko'p elementlari yotadi;

kesma uzunligi i ga teng bo'lib, u {z,,} ketma-ketlikning chek-

2) e nuqtani s-atrofining o'ngida qaralayotgan ketma-ketlikning,
oshib borsa, chekli sondagi elementlari yotadi.

Demak, ¢ nuqta {z, } ketma-ketlikning eng katta limit nuqtasi
ekan. Bundan, 2.4.2 - tasdiqqa ko‘ra, ¢ soni ushbu ketma-ketlikning
yuqori limiti bo‘lishi kelib chiqadi.

Quyi limitning mavjudligi xuddi shunga o*xshash ko‘rsatiladi.

Isbotlangan teoremaning natijasi sifatida Bol'sano-Veyershtrass
teoremasini mumtoz ko‘rinishida keltiramiz.
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2.4.2 - teorema (B. Bol‘sano, K. Veyershtrass.) Har qan-
day chegaralangan ketma-ketlikdan yaginlashuvchi qgismiy ketma-ketlik
ajratish mumkin.

Isbot 2.4.1 - teoremadan bevosica kelib chiqadi.

4. Yuqori va quyi limitlarning o‘zaro teng bo‘lishi ketma-ketlik-
ning yaqinlashishini anglatadi.

2.4.3 - teorema. Ketma-ketlik fagat va fagat chegaralangan
bo‘lib, uning yugori limiti quyi limitiga teng bo‘lgandagina yagin-
lashadi.

Isbot. 1) Faraz qilaylik, {z,} ketma-ketlik yaginlashsin. U hol-
da, birinchidan, 2.1.7 - tasdiqqa ko‘ra, bu ketma-ketlik chegaralan-
gan bo‘ladi. Ikkinchidan, yaqinlashuvchi ketma-ketlikning istalgan
qismiy ketma-ketligi, ravshanki, ketma-ketlik limitiga yaqinlasha-
di. Shuning uchun {z,} ketma-ketlik yagona limit nuqtaga ega
bo‘lib, uning yuqori limiti quyi limitiga teng bo‘ladi.

2) Endi, faraz qgilaylik, {z,} chegaralangan bo‘lib, uning yugqori
va quyi limitlari bitta a soniga teng bo‘lsin. Yuqori limit ta‘rifiga
ko'ra, istalgan £ > 0 uchun a nuqta z-atrofining o‘ngida {z, } ketma-
ketlikning oshib borsa chekli sondagi elementlari yotishi mumkin.
Endi, quyi limit ta‘rifiga ko‘ra, a nuqta ¢- atrofining chapida ham
ketma-ketlikning oshib borsa chekli sondagi elementlari yotishi mum-
kin. Demak, biror nomerdan boshlab, {z,,} ketma-ketlikning barcha
elementlari @ nuqtaning s-atrofida yotar ekan. Bu esa {z,} ketma-
ketlikning @ soniga yaqinlashishini anglatadi.

5. Yuqori va quyi limit xossalarini o‘rganishga o‘tamiz. Avval
quyidagi sodda tasdiqdan boshlaymiz.

2.4.3 - tasdiq. Har ganday chegaralangan {z,} ketma-ketlik
uchun quyidagi

m(_'l"n): - lim 2y, .I.iﬂl(_'rrl): —mi‘,, (243)
n—o0 n—o0o n—oo n=co

tengliklar o‘rinli.
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Isbot. Ravshanki, {z,,} va {—z,} ketma-ketliklar bir xil sonda-
gi limit nuqtalarga ega. Shuningdek, agar e nuqta {z,} ketma-
ketlikning limit nuqtasi bo‘lsa, —a nuqta {—=z,} ketma-ketlikning
limit nuqtasi bo‘ladi. Bundan ko‘rinadiki, (2.4.3) tengliklar o‘rinli
ekan.

Yuqori va quyi limitlar bilan limitlarga qaraganda ehtiyotlik bi-
lan munosabatda bo‘lish zarur. Masalan, (2.1.17) tenglikka o‘xshash
tenglik yuqori limitlar uchun o‘rinli emas. Hagiqatan, z, = (-1)"
va y, = (—1)"*! deylik. U holda

i 2, = lim gy, =1,
n—o0 n—o0

biroq z,, + yn = 0 va shuning uchun,
lim (z, + yn) = 0.
n—oo
Demak, bu misolda
i P U] < It L e

Umumiy holda ketma-ketliklar yig‘indisining yuqori va quyi li-
mitlari uchun quyidagi munosabatlar o‘rinli ekanini ko‘rsatish oson:

prenUa) S B0 2et BE Ve

va

lim (2, +yn) > lim z, + lim y,.
n—o0 n—oc n—o0

Keyinchalik bizga quyidagi tasdiq muhim bo‘ladi.
2.4.4 - tasdiq. Agar iztiyoriy ikki chegaralangan {z,} va {y,}
ketma-ketliklar

2a¥, n=1,23.. (2.4.4)
shartlarni ganoatlantirsa, u holda
imz, < my, limz, < limy, (2.4.5)
n—4oc n—oo n—o0o n—oo



110 Sonli ketma-ketliklar Il Bob

tengsizliklar bajariladi.

Boshqacha aytganda, agar ikki chegaralangan ketma-ketlik teng-
sizlik belgisi bilan bog‘langan bo‘lsa, yuqori va quyi limitlar uchun
ham bu tengsizliklar saglanadi.

Isbot. 1) Faraz qilaylik, a - {z,} ketma-ketlikning yuqori limiti
va b - {y,} ketma-ketlikning yuqori limiti bo‘lsin. U holda istal-
gan £ > 0 uchun b + ¢ nugtadan o‘'ngda {y,} ketma-ketlikning
oshib borsa chekli sondagi elementlari yotadi. Hagiqatan, aks hol-
da Bo‘lsano-Veyershtrass teoremasiga ko‘ra, b sonidan katta gismiy
limit mavjud bo‘lar edi.

Demak, biror nomerdan boshlab quyidagi tengsizlik bajariladi:

Yn < b+-=.

Shunday ekan, (2.4.4) shartga ko‘ra, biror nomerdan boshlab
quyidagi tengsizlik ham bajariladi:

r, < b+ =

Demak, bu tengsizlikni {z,} ketma-ketlikning barcha limit nuq-
talari ham qanoatlantiradi va, xususan, uning yuqori limiti ham
qanoatlantiradi, ya‘ni

a < b4e.

Bundan, £ > 0 ning ixtiyoriyligini hisobga olsak, a < b tengsizlik
kelib chigadi.

2) Endi quyi limitlar uchun talab gilinayotgan munosabat 2.4.3
- tasdiqdan bevosita kelib chiqadi:

=limy, = lim (-yn) < lim (-2,) = - lim z,,
n—oc Lo n—$0o n—+00

va‘ni (2.4.5) ning o'ng tomonidagi tengsizlik ham o‘rinli ekan.
&

6. Yuqoridagi tasdigning tadbiqi sifatida navbatdagi muhim
misolni keltiramiz.
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2.4.2 - misol. Quyidagi ketma-ketlikni qaraymiz:
1 n
€n = (1 + ;) v (2.4.6)

Bu ketma-ketlikning yaqinlashishini va u 2.2.2 - misolda o‘rganilgan

“\ 1
Sp = E "E'- (2.4.7)
k=0

ketma-ketlik bilan bitta limitga ega ekanini isbotlaymiz.
Ma‘lumki, Nyuton binomi formulasi quyidagi

= n! v
n__ nin—k
@+9"=> G
k=0
1
ko‘rinishga ega. Agar bu formulada a = —va b =1 desak,

LT
i n) T & kl(n— K)ok

tenglik hosil bo‘ladi.
Bundan n! = (n—k)!- (n ~k+1)(n—k+2)...(n — 1)n tenglikni
qo‘llab,

EHEED ()

munosabatni olamiz.
1) (2.4.7) va (2.4.8) tengliklardan

e Critgy m=T1,23.. (2.4.9)

kelib chiqadi.
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2) Endi istalgan m nomerni tayinlab, (2.4.8) yig‘indida hadlarini
sonini m ta had qolguncha kamaytiramiz. U holda istalgan n > m
uchun (2.4.8) dan

k=0
m m-—1 m
1 m-—1 mym 1
> s (-2 2 (-B)" 4
k=0 k=0
tengsizlikni olamiz.
Demalk,
mym
en > (1—;—) Smy > m. (2.4.10)

3) Biz 2.2.2 - misolda {s, } ketma-ketlikning e < 3 soniga yaqin-
lashishini ko‘rsatgan edik. Bundan, albatta, ketma-ketlikning yuqori
limiti ham e soniga tengligi kelib chiqadi. Shunday ekan, 2.4.4 - tas-
digni qo‘llab, (2.4.9) dan

nlLr{:oen < nlgr;osn = @ (2.4.11)

munosabatni olamiz.

Ravshanki, ixtiyoriy tayinlangan m uchun (2.4.10) ning o‘ng
tomoni n — oo da s,, ga yaqinlashadi. Shuning uchun, yana 2.4.4 -
tasdiqqa ko‘ra, (2.4.10) dan

lim e, > s,

n—oc

kelib chigadi, va bundan, m — oo da

lime, > € (2.4.12)

n—oo

tengsizlik hosil bo‘ladi.
Nihoyat,(2.4.11) va (2.4.12) munosabatlarni taqqoslab,

fime, < e < lim e, (2.4.13)

n—=oc n—o00
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tengsizliklarni olamiz.

Albatta, yuqori limit quyi limitdan kichik bo‘la olmaydi. Demak,
(2.4.13) dan ikkala gismiy limitlar tengligi kelib chigadi, ya‘ni 2.4.3
- teoremaga ko‘ra, e, ketma-ketlik yaqginlashar va uning limiti e soni
bo‘lar ekan.

§ 2.5. Koshi kriteriysi

1. Yugorida qayd qilganimizdek, berilgan ketma-ketlikning yaqin-
lashish yoki yaqinlashmasligini aniglash ketma-ketliklar nazariyasi-
ning eng muhim masalalardan biridir. Bu masalaning qanchalik mu-
rakkabligini ko‘z oldimizga keltirish maqgsadida quyidagi ikki savol-
ga javob berishga urinib ko‘raylik:

1) {z,} ketma-ketlik berilgan a soniga yaqinlashadimi?

2) {z,} ketma-ketlik yaqginlashadimi?

Bir qarashda, bu ikki savol bir-biridan deyarli farq gilmaydi,
biroq ular orasidagi farq javob qidirishni boshlashimiz bilan ko‘zga
vaqqol tashlanadi.

Birinchi savolga javob berish uchun z,, ketma-ketlikdan beril-
gan a sonni ayirib, {z,, — a} ketma-ketlikning nolga intilishini tek-
shirishimiz kerak. Agar u nolga intilsa, savolga javob ijobiy, bordiyu
intilmasa, jovob salbiy bo‘ladi.

Ikkinchi savolga javob berish uchun esa, har bir haqiqiy @ sonni
olib, {z,, — a} ketma-ketlikni nolga intilishini tekshirishimiz kerak.
Agar u nolga yaqinlashmasa, haqiqiy sonlarni tanlashni toki {z,}
ketma-ketlik yaginlashadigan sonni topgunga qadar davom ettirish
kerak. Bordiyu barcha haqiqiy sonlarni tekshirib ko‘rganimizda ham
{z,} ketma-ketlik yaqinlashadigan son topilmasa, bu ketma-ketlik
uzoglashuvchi bo‘ladi.

Albatta, hech kim bu usulda ketma-ketlik yaqinlashishini tek-
shirmaydi. Buning sababi shundaki, fransuz matematigi Ogyusten
Koshi ketma-ketlikning limiti bo‘lishi mumkin bo‘lgan sonni bil-
masdan turib, ketma-ketlikning yaqinlashishini aniglash usulini to-
pishga muyassar bo‘lgan. Gap shundaki, har qanday yaqinlashu-
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vchi ketma-ketlikning hadlari «zichlashishi» zarur, ya‘ni uning el-
ementlari bir-biri atrofida to‘planishi kerak. Qizig‘i shundaki, bu
tasdigning teskarisi ham o‘rinli ekan, ya‘ni agar ketma-ketlik had-
lari «zichlashsa», u yaqinlashar ekan.

Ilmiy adabiyotda biror hodisa ro‘y berishining zaruriy va yetarli
alomati kriteriy (yunoncha kriterion - qat‘iy qaror degani) deyiladi.
Shuning uchun, O.Koshi topgan yaqinlashish alomatini kriteriy ham
deb atashadi.

Albatta, ketma-ketlikning yaqinlashishini ta‘minlaydigan bir qan-
cha shartlar mavjud. Bulardan biri yuqorida ko‘rsatilganidek mono-
tonlik va chegaralanganlik shartidir. Ammo, bunday shartlar zaruriy
bo‘lmasdan, faqat yetarlidir. Shu sababli ular kriteriy bo‘la olmaydi.

2. Koshi kriteriysini keltirishdan avval, Koshi ketma-ketligi tu-
shunchasini kiritamiz.

Ta‘rif. {z,} ketma-ketlik berilgan bo‘lsin. Agar istalgan ¢ > 0
olganda ham shunday nomer N = N (c) topilsaki, barcha n > N va
m > N lar uchun

|zZp — 2m| <€, n>N, m>N, (2.5.1)

tengsizlik bajarilsa, {z,} ketma-ketlit Koshi ketma-ketligi deb
ataladi.

Eslatma. Matematik adabiyotda Koshi ketma-ketligi ba‘zan
fundamental ketma-ketlik ham deyiladi.

2.5.1 - tasdiq. Har ganday Koshi ketma-ketligi chegaralan-
gandir.

Isbot. Faraz qilaylik, {z,} - Koshi ketma-ketligi bo‘lsin. U hol-
da istalgan £ > 0 olinganda ham shunday nomer N = N(g) topi-
ladiki, u uchun (2.5.1) shart bajariladi. Agar bu shartda m = N
desak, n > N lar uchun

|zl < lzn|+€, n 2> N, (2.5.2)

tengsizlikni olamiz.
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Demak, agar
M = max{ [z1], |e2|, ..., [en—1l, |2n|+ € }
deb belgilasak, barcha n € N nomerlarda quyidagi tengsizlik o‘rinli
bo‘ladi:
Ixn’ S M9 n € N.

Bu esa {z,} ketma-ketligining chegaralanganligini anglatadi.
=

2.5.2 - tasdiq. Har qanday yaginlashuvchi ketma-ketlik Koshi
ketma-ketligidir.

Isbot. Shartga ko‘ra, {z,} yaqinlashuvchi ketma-ketlik bo‘lib,
a soni uning limiti bo‘lsin. U holda istalgan £ > 0 olinganda ham
shunday nomer N = N(¢) topiladiki, u uchun

|z, —al <&, n>N, (2.5.3)
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.
Shuning uchun, agar qandaydir boshqa nomer m ham m > N
shartni ganoatlantirsa,

|zm —al<e, m2N, (2.5.4)

tengsizlik bajariladi.
(2.5.3) va (2.5.4) tengsizliklardan

|xn_ImI<25a RBNa

kelib chiqadi, va demak, ¢ > 0 ning ixtiyoriyligiga ko‘ra, {z,} -
Koshi ketma-ketligi ekan.
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3. 2.5.2 - tasdiqqa teskari bo‘lgan tasdiq, ya‘ni har qanday Koshi

ketma-ketligining yaginlashuvchi ekanligi haqiqiy sonlar nazarivasida-

gi eng ajoyib natijadir.

2.5.1 - teorema (Koshi kriteriysi). Ketma-ketlik yaginlashuv-
chi bo‘lishi uchun uning Koshi ketma-ketligi bo‘lishi zarur va yetarli.

Isbot. 1) Zarurligi 2.5.2 - tasdigda isbotlandi.

2) Yetarliligi. Har qanday {z,,} Koshi ketma-ketligi yaqginlashuv-
chi bo‘lishini isbotlaymiz. Ta‘rifga ko‘ra, istalgan ¢ > 0 olinganda
ham shunday nomer N = N(¢) topiladiki, u uchun (2.5.1) shart ba-
jariladi. 2.5.1 - tasdiqqa asosan esa, {z,} ketma-ketlik chegaralan-
gan, va shuning uchun, 2.4.1 - teoremaga ko‘ra, u yuqori @ va quyi
a limitlarga ega. Ikkita {z,,} va {z,,,} qismiy ketma-ketliklarni
shunday tanlab olamizki,

Tp, — @, Ty — 4 (255)

munosabatlar o‘rinli bo‘lsin.
Endi (2.5.1) da n = nx va m = my deb olib, k ni cheksizlikka
intiltirsak, (2.5.5) ga ko‘ra,

la—a|]<e

tengsizlik kelib chiqadi.

Bundan, ¢ > 0 ning ixtiyoriyligiga ko‘ra, @ = a tenglikni olamiz.
Demak, 2.4.3 - teoremaga asosan, {z,} ketma-ketlik yaginlashuvchi
ekan.

4. Navbatdagi misol Koshi kriteriysining imkoniyatlarini namo-
yish qgiladi.
2.5.1 - misol. Quyidagi

o
.’En_'_l =In+m, REN, II =1, (2-5.6)
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rekurrent formula orqali aniglangan {z,} ketma-ketlikni qaraylik,
bu yerda {#6,,} - elementlari faqat ikki: 4+ 1 yoki — 1 giymatni gabul
giladigan ketma-ketlik. Masalan, 6,, = (—1)" yoki 8, = (—1)V", bu
verda [z] simvoli odatdagidek 2 sonining butun qismini anglatadi.
Bunday aniglangan {z,, } ketma-ketlikning yaqinlashishini isbot-
laymiz. Bu ketma-ketlik, umuman aytganda, monoton bo‘lmaganligi
uchun, biz monoton ketma-ketliklar uchun o‘rinli bo‘lgan natijalar-
dan foydalana olmaymiz. Shu sababli Koshi kriteriysini qo‘llaymiz.
Agar m > n desak, u holda, ravshanki,

9,, 0:1«}-1 am-l

ot e Ry R
Shuning uchun,
1 1 1 2
m S e mr2r b T Gt

Endi quyidagi
L R G

(n+1)2 = nn+1) n n+l

munosabatni (2.5.7) ning o‘ng tomonidagi har bir hadga qo‘llasak,

- | < 1 1 A 1 l F 1 1)
—-r —_— - — Y —_— —
et n n+1l n+l1 n+2 m—-1 m

tengsizlikni olamiz.
Qavslarni ochib, mos hadlarni qisqartirsak,

1 1
[ Spidar
nom
hosil bo‘ladi.
Demak, !
[2m — Zal, < —yom > n. (2.5.8)

Bu tengsizlikdan {z,} ning Koshi ketma-ketligi ekanligi bevosita
kelib chiqadi. Shunday ekan, bu ketma-ketlik yaqginlashuvchidir.
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§ 2.6. Chegaralanmagan ketma-ketliklar

Hozirgacha biz faqgat chegaralangan ketma-ketliklarni o‘rgandik.
Biroq ko‘pgina masalalarni yechayotganda chegaralanmagan ketma-
ketliklarga ham duch kelamiz. Mantiqan chegaralanmagan ketma-
ketlik - bu chegaralangan bo‘lmagan ketma-ketlik bo‘lishi kerakligi-
dan quyidagi ta‘rifni olamiz.

Ta‘rif. Agar istalgan haqiqiy A soni uchun {z,} ketma-ketlikning
kamida bitta z,, elementi topilsaki, u uchun

|$n| > A (2.6-1)

tengsiziik bajarilsa, bu ketma-ketlikka chegaralanmagan deyiladi.
Ravshanki, har qanday ketma-ketlik yoki chegaralangan yoki
chegaralanmagan bo‘ladi.
2.6.1 - misol. z,, = n{~1)" ketma-ketlikni olib, uning bir nechta
boshlang‘ich hadlarini yozaylik:

1 1 1
5; 4» g’ 61 “7'3
Bu ketma-ketlikning chegaralanmaganligi aniq. Shu bilan bir-

ga, uning toq nomerli {z,_; } hadlari tashkil qilgan qismiy ketma-
ketligi cheksiz kichikdir:

1,2

Esltma. 1.6.1 - teoremaga asosan, elementlari barcha ratsio-
nal sonlardan iborat bo‘lgan {r, } ketma-ketlik mavjud. Boshqacha
aytganda, bu ketma-ketlik quyidagi shartlarni qanoatlantiradi:

(i) har bir r,, - ratsional son,

(ii) har bir ratsional son biror r, bilan ustma-ust tushadi,

(iii) agar n # m bo'lsa, r, # r, bo‘ladi.

Aniqgki, bu ketma-ketlik chegaralanmagan va, qizig'i shundaki,
uning limit nuqtalari R sonlar o‘qi bilan ustma-ust tushadi.
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Chegaralanmagan ketma-ketliklar ichida eng ahamiyatlisi chek-
siz katta ketma-ketliklardir.

Ta‘rif. Agar istalgan hagigiy A soni uchun shunday N = N(A)
nomer topilsaki, barcha n > N larda {z,} ketma-ketlikning hadlari

lzal > A, n>N, (2.6.2)

tengsizlikni qanoatlantirsa, bu ketma-ketlikka cheksiz katta deyila-
di.

Quyidagi tasdiqqa asosan, cheksiz katta ketma-ketliklarni o‘rga-
nishni, ma‘lum ma‘noda, cheksiz kichik ketma-ketliklarni o‘rganishga
olib kelish mumkin.

2.6.1 - teorema. Agar {z,} ketma-ketlik cheksiz katta bo‘lsa,

1
biror nomerdan boshlab {—} ketma-ketlik aniglangan bo‘lib, u
"rl]

cheksiz kichik ketma-ketlik bo‘ladi.
Isbot. Shartga ko‘ra, {z,,} - cheksiz katta ketma-ketlik bo‘lsin.

U holda istalgan £ > 0 uchun (2.6.2) da A = é desak, biror N =
N (¢) nomerdan boshlab,

1
|I,.,|>E, n> N,

baho o‘rinli bo‘ladi.
Demak, n > N(z) larda {z,,} ketma-ketlik elementlari noldan

farqli bo'lib,
1

[2a]

<e, n>N, (2.6.3)

shartni qanoatlantiradi. (2.6.3) tengsizlik esa {l} cheksiz kichik

ketma-ketlik ekanini anglatadi. "

Teskari tasdiq o‘rinli bo‘lishi uchun biz "ketma-ketlikning ele-
mentlari noldan farqli bo‘lsin"degan tabiiy qo‘shimcha shartni talab
qgilishimiz zarur.
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2.6.2 - teorema. Agar {z,} ketma-ketlik cheksiz kichik bo‘lib,
biror nomerdan boshlab z,, # 0 shart bajarilsa, u holda shu nomer-

1
dan boshlab {—} ketma-ketlik aniglangan bo‘lib, u cheksiz katta

bo‘ladi.

Isbot. Shartga ko‘ra, {z,,} cheksiz kichik ketma-ketlik bo‘lsin.
Bundan chiqdi, istalgan £ > 0 uchun shunday N nomer topiladiki,
n > N larda

Tn

lzal < & (2.6.4)

tengsizlik bajariladi.

Yana shartga ko‘ra, kerak bo‘lsa N nomerni kattaroq olib, biz
n > N larda z,, # 0 shart bajariladi deb hisoblashimiz mumkin.
Agar A avvaldan berilgan ixtiyoriy musbat son bo‘lsa, (2.6.4) da

1
£= 1 deb, n > N = N(A) lar uchun
1
j#al < a
tengsizlikni olamiz. Uni quyidagi ko‘rinishda qayta yozishimiz mumkin:
1
= %A, u>N,
EM

o 1
Bu tengsizlik esa {—} cheksiz katta ketma-ketlik ekanini anglata-
di. !
|

Cheksiz katta ketma-ketlikka misol sifatida z, = (—1)" - n
ketma-ketlikni, ya‘ni

SETHL N T

ketma-ketlikni olish mumkin.
E*tibor bering, bu ketma-ketlikning hadlari cheksiz marta ishorasi-
ni o'zgartiryapti. Elementlari chekli sonda ishorasini o‘zgartiradigan
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cheksiz katta ketma-ketliklar alohida sinfni tashkil qiladi. Bunday
ketma-ketliklarni, o'z navbatida, ikki sinfga ajratish mumkin:

birinchi sinfga biror nomerdan boshlab barcha elementlari mus-
bat bo‘lgan cheksiz katta ketma-ketliklarni kiritamiz;

ikkinchi sinfga esa, biror nomerdan boshlab barcha elementlari
manfiy bo‘lgan cheksiz katta ketma-ketliklarni kiritamiz.

Ta‘rif. Agar istalgan hagiqiy A soni uchun shunday N = N(A)
nomer topilsaki, {z,,} ketma-ketlikning elementlari n > N larda

255 Ay m3N, (2.6.3)

tengsizlikni qanoatlantirsa, bu ketma-ketlikka +oo ka intiluvchi
deyiladi.
Bunda quyidagicha yoziladi:
lim z, = +o0.
n—00
Bunday ketma-ketlikka eng sodda misol sifatida z,, = n ketma-
ketlikni olish mumkin.
Ta‘rif. Agar istalgan hagigiy A soni uchun shunday N = N(A)
nomer topilsaki, {z,} ketma-ketlikning elementlari n > N larda

Zn €< A, n2N, (2.6.4)

tengsizlikni qanoatlantirsa, bu ketma-ketlikka —oo ka intiluvchi
deyiladi.
Bunda quyidagicha yoziladi:

lim z,, = —o0.
n—oo
Bunday ketma-ketlikka eng sodda misol sifatida z,, = —n ketma-

ketlikni olish mumkin.

Yuqoridagi ta‘riflar gismiy limit tushunchasini kengaytirib, ular
safiga +00 va —oo simvollarni qo‘shishga imkon beradi.

Ta‘rif. Agar {z,} ketma-ketlikdan +oc ka intiluvchi, ya‘ni

lim z,, =400
k—oc
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bo‘lgan {z,,} qismiy ketma-ketlik ajratish mumkin bo‘lsa, bu ketma-
ketlik uchun +oc yugori limit deyiladi.
Bunda quyidagicha yoziladi
lim Tp = +00.
n—o00
Masalan, z,, = (—1)"n ketma-ketlik uchun +oc yuqori limit
bo‘ladi.
Ravshanki, ketma-ketlikning yuqori limiti fagat va fagat u yuqori-
dan chegaralanmaganda 400 ga teng bo‘ladi.
Ta‘rif. Agar {z,} ketma-ketlikdan —oc ka intiluvchi, ya‘ni

lim z,,, = —00
- OC

bo‘lgan {z,, } qismiy ketma-ketlik ajratish mumkin bo‘lsa, bu ketma-
ketlik uchun —oo quyi limit deyiladi.
Bunda quyidagicha yoziladi

lim z,, = —co.
n—oc
Masalan, r,, = (—1)"n ketma-ketlik uchun —oo quyi limit bo‘ladi.
Ravshanki, ketma-ketlikning quyi limiti fagat va faqat u quyi-
dan chegaralanmaganda —oo ga teng bo‘ladi.
Yugqorida keltirilgan ta‘riflarga asoslanib, biz har qanday son-
li ketma-ketlik uchun yuqori va quyi limitlar mavjud deyishimiz
mumkin. Bu limitlar orasidagi munosabatni formal ravishda quyida-
gicha ifodalasa bo‘ladi:

-00 € limz, < limz, < +oo.

n—0o n—tco
Eslatma. Aniqki, agar {z,} ketma-ketlik chegaralangan bo‘lib
uzoqlashsa, yuqoridagi munosabatda barcha qat‘iy bo‘lmagan teng-
sizliklar belgisi qat‘iy tengsizliklar belgisiga o‘zgaradi.
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§ 2.7. Kompakt to‘plamlar

1. Ushbu paragrafda biz ketma-ketliklarni emas, balki ixtiyoriy
E C R to‘plamlarni o‘rganamiz.

Ta‘rif. Agar a € R nugtaning istalgan c-atrofida E C R to‘plam-
ning cheksiz ko‘p nugtasi bo‘lsa, a nugtani E to‘plamning limit
nugtasi deymiz.

2.7.1 - tasdiq. Berilgan a € R nuqta E C R to‘plamning limit
nugtast bo‘lishi uchun quyidagi:

(i) zn € E;

(ii) zn # @;

(iii) n = oo da z, — a,
shartlarni ganoatlantiruvchi {z,} ketma-ketlikning mavjud bo ‘lishi
zarur va yetarli.

Isbot xuddi 2.4.1 va 2.4.2 - tasdiglar isbotiga o‘xshash olib bo-
riladi.

1) Zarurligi. Berilgan a nugta E to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsin.
Bundan chiqdi, istalgan £ > 0 olganda ham shunday z € E nuqta
topiladiki, u uchun

0<|z—a|<e (2.7.1)

munosabat o‘rinli bo‘ladi.
(2.7.1) dagi tengsizliklarning o‘ng tomondagisi  nuqta a nuq-

taning e-atrofida yotishini, chap tomonidagisi esa,  nuqta a nug-
s i g 1

tadan fargli ekanini anglatadi. Endi £ ga ketma-ket 1, 3130 %, .

- - b 4 1

qiymatlarni beraylik. Tanlangan har bir ¢ = — uchun, (2.7.1) ga

ko‘ra, shunday z,, € E nuqta topiladiki, u
1
0< |zn—al < - (2.7.2)
shartni ganoatlantiradi.

Ravshanki, bunday tanlangan {z,} ketma-ketlik uchun (i)-(iii)
shartlar bajariladi.
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2) Yetarliligi. Endi (i)-(iii) shartlarni qanoatlantiruvchi {z,}
ketma-ketlik mavjud bo‘lsin deylik. U holda a nuqta E to‘plamning
limit nuqtasi ekanini ko‘rsatamiz. Istalgan = > 0 ni tayinlaymiz.
(i) - shartga ko‘ra, biror nomerdan boshlab, {z,} ketma-ketlikning
barcha elementlari @ nuqtaning s-atrofida yotadi, ya‘ni a nuqtaning
istalgan s-atrofida E' to‘plamning cheksiz ko'p elementlari yotadi.
Bu esa, a nuqta E to‘plamning limit nuqtasi ekanini anglatadi.

Berilgan E' to‘plamning barcha limit nuqtalari to‘plami hosilaviy
to‘plam deyiladi va E* simvoli orqali belgilanadi.
Shunga e‘tibor qaratayliki, E to‘plamning limit nuqtalari E to‘p-

lamga tegishli bo‘lishi ham, tegishli bo‘lmasligi ham mumkin. Masalan,

agar E = (0,1) bo'lsa, E* = [0,1] bo‘ladi. Demak, (0, 1) interval-
ning barcha nuqtalari limit nuqtalar bo‘lib, ular E ga tegishlidir;
ikki chegaraviy 0 va 1 nuqtalar esa, limit nuqta bo‘lishiga qaramas-
dan, E ga tegishli emas.

Bu misolda E to‘plamning barcha nuqtalari limit nugtalar bo‘lib
chiqdi. Lekin doim ham bunday bo‘lavermaydi. Masalan, agar m
natural son bo‘lsa, barcha L ko‘rinishdagi sonlardan tashkil top-
gan E to‘plam yagona a :m(] limit nuqtaga ega va bu nuqta F
to'plamga tegishli emas. Ushbu to‘plamning hech bir nuqtasi limit
nuqta bo‘lmaydi, chunki bu nuqtalarning har biri shunday atrofga
‘egaki, unda E to‘plamning bu nuqtadan boshqa elementi yo'q.

Berilgan E' to‘plamning limit nuqtasi bo‘lmagan elementlari yak-
kalangan nuqtalar deyiladi. Binobarin, oxirgi o‘rganilgan misolda F
to‘plamning barcha nuqtalari yakkalangan ekan.

Ta‘rif. Barcha limit nugtalari o‘ziga tegishli bo‘lgan to‘plam
yopiq to'plam deyiladi.

Shunday qilib, agar E* C E bo‘lsa, E yopiq bo‘lar ekan. Limit
nuqtalar to'plami E* doimo yopiq bo‘lishini ko‘rsatish oson.

E U E* to'plam E to‘plamning yopilmasi deyiladi va E simvol
orqali belgilanadi. E to‘plam E ni o'z ichiga olgan eng kichik yopiq
to‘plam ekanini ko‘rsatish qiyin emas.
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2. Zamonaviy matematik tahlilda muhim o‘rin tutgan yvana bir
tushunchani kiritamiz.

Ta‘rif. Agar E C R to‘plamga tegishli bo‘lgan har ganday z,, €
E nugtalar ketma-ketligidan yaginlashuvchi hamda limiti ham E
ga tegishli bo'lgan gqismiy ketma-ketlik ajratish mumkin bo‘lsa, bu
to‘plam kompakt to‘plam deyiladi.

Navbatdagi teorema haqiqiy sonlarning kompakt to‘plamlari tav-
sifini beradi.

2.7.1 - teorema. Berilgan E C R to‘plam kompakt bo‘lishi
uchun uning yopiq va chegaralangan bo‘lishi zarur va yetarli.

Isbot. 1) Zarurligi. Faraz gilaylik, £ to‘plam kompakt bo‘lsin.
Uning yopiq va chegaralangan ekanini isbotlaymiz.

Aytaylik, @ nuqta E to'plamning ixtiyoriy limit nuqtasi bo'lsin.
U holda, 2.7.1 - tasdiqning (i)-(iii) shartlarini ganoatlantiruvchi
{z,} ketma-ketlik mavjud bo‘ladi, ya‘ni z,, € E bo'lib, z,, = a
bo‘ladi. Bundan, kompakt to‘plam ta‘rifiga ko‘ra, a € E kelib chiqa-
di. Demak, E to'plam o‘zining barcha limit nuqtalarini o'z ichi-
ga olar ekan. Bu esa, ta‘rifga ko‘ra, E ning yopiq to‘plam ekanini
anglatadi.

Endi E chegaralanmagan to‘plam deb faraz gilaylik. U holda
z, € F bo‘lgan cheksiz katta ketma-ketlik mavjud bo‘lib, ravshan-
ki, bu ketma-ketlikdan yaqinlashuvchi gismiy ketma-ketlik ajratib
bo‘lmaydi. Bu esa E to‘plamning kompaktligiga ziddir. Demak, F
chegaralangan to'plam ekan.

2) Yetarliligi. Endi E' yopiq va chegaralangan bo‘lsin. Uning
kompakt bo‘lishini isbotlaymiz.

E to'plam nuqtalaridan tuzilgan ixtiyoriy {z,} ketma-ketlikni
olaylik. Bu ketma-ketlik chegaralanganligi uchun, Bol‘sano-Veyersht-
rass (2.4.2 - teorema) teoremasiga asosan, undan biror a soniga
vaginlashuvchi qismiy ketma-ketlik ajratish mumkin. Endi a € F
ekanini ko‘rsatish yetarli.

Ikki holni qaraymiz.

A) {z,} ketma-ketlik aqalli bitta a ga teng bo‘lgan elementga
ega. Bu holda barcha z,, € E bo‘lgani sababli, a € E bo‘ladi.

B) {z,} ketma-ketlikning barcha elementlari a dan farqli. Bu
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holda a nuqta E to‘plamning limit nuqtasi bo‘ladi va, E yopiq
bo‘lgani sababli, yana a € E bo‘ladi.
Shunday qilib, har ikkala holda ham a € E ekan.

Quyidagi uchta to‘plam kompakt to‘plamga misol bo‘ladi:
1) Chekli sondagi elementga ega bo‘lgan to‘plam. Bu to‘plam
chegaralangan va birorta ham limit nuqtaga ega emas va, shuning

uchun, u yopiq (bu to‘plamning barcha nuqtalari yakkalangan);

210, 2, %, l, Ly %, ... nuqtalardan iborat to‘plam (bu to‘plam

faqat bitta ¢ = 0 limit nuqtaga ega va biz uni to‘plam elementlariga
qo‘shib qo‘ydik; uning boshqa barcha nuqtalari yakkalangan);

3) [a, b] kesma.

Lekin (a, b) interval kompakt emas, chunki u, chegaralangan
bo‘lishiga garamasdan, yopiq to‘plam emas. Yarim to‘g'ri chiziq
[0, +00) ham kompakt emas, chunki u, yopiq bo‘lishiga qaramas-
dan, chegaralangan to‘plam emas.

Zamonaviy matematik tahlilda kompakt to‘plamlar xossalaridan
juda keng foydalaniladi.

§ 2.8. Misollar

1 - misol. Agar z,, > 0 ketma-ketlik uchun biror n nomerdan

boshlab 2

< <1

n
tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, l_|+141c1,o z, = 0 ekanini isbotlang.
Ko‘rsatma. Ushbu 0 < z,, < ¢ ¢" tengsizlikdan foydalaning.

2 - misol. Tenglikni isbotlang:
1 n
lim ( . ) =0, {a >0).

n—soon! \e+a
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Ko‘rsatma. Quyidagi

(1+3)
14— <e
n

tengsizlikdan foydalanib, berilgan ketma-ketlik hadlarining avvalgi
misol shartini qanoatlantirishini ko‘rsating.

3 - misol. Tenglikni isbotlang:
n

lim a_l =0 (a > 0).

n—o0 !
Ko'‘rsatma. Quyidagi z,, = a"/n! belgilashni kiritib,
g

Tn+1 a
pecl i 1
25 n+1<q(

tengsizlikdan foydalaning.

4 - misol. Agar a > 1 bo'lsa, istalgan natural r soni uchun

r

lim — =0 (2.8.1)

n—oo q"

ekanini isbotlang.
Ko'‘rsatma. Agar z,, = n" /a" desak, biror n nomerdan boshlab

Tntl 1 1 g
==-|1+—-] <g<1
X a n

tengsizlik bajarilishini ko‘rsating.

5 - misol. Koshi kriteriysidan foydalanib,

=Toa o dgpe 2 2.8.2
fa = 2" 5 n [28.2)

ketma-ketlikning uzoqlashishini isbotlang.
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Ko‘rsatma. Biror nomerdan boshlab quyidagi tengsizlik bajar-
ilishini ko‘rsating:

Zopy — T > 5.

6 - misol. Istalgan musbat sonlar ketma-ketligi {ax}7, uchun

R e TG T
im (1—"*‘) > e (2.8.3)

k—oo g

tengsizlikni isbotlang.
Ko‘rsatma. Agar (2.8.3) tengsizlikning teskarisini bajariladi
deb faraz gilsak, ya‘ni

(al+ak+l)k
l—iE —“—'m—k i |
k—o00 k41
k

desak, biror N nomerdan boshlab

((ll +ﬂk+1)k
i <1, k>N,

k
bo‘ladi. Bundan chiqdi, shu nomerdan boshlab,

(l|+flk+] < k+1
ap k

tengsizlik bajariladi, va‘ni

[13] ay (=]

o R R A

bo‘ladi. Bu tengsizlik yordamida (2.8.2) ketma-ketlik yaqinlashadi
degan ziddiyatga keling.
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Eslatma. Agar istalgan £ > 0 uchun
ey =&, =%, k=223,..

ketma-ketlikni aniqlasak, ravshanki,

k k
T (M) — lim (1_‘_11'5) _ e

k=00 aj k—o0

bo‘ladi. Bundan (2.8.3) tengsizlikda qat'‘iy tengsizlik belgisini qo‘yish
mumkin emasligi kelib chiqadi.

7 - misol. Agar

1 n
Ry = (1 + ;) sin? ?

bo‘lsa, ushbu

inf{z,}, sup{zn}, Lim o, Tim z,

kattaliklarni toping.
Ko‘rsatma. Quyidagi limitlardan foydalaning:

lim 24 = 0, lim 24542 = e.
k—o0 k—o00

8 - misol. Koshi kriteriysidan foydalanib,

1 1 1
e b B L
Wm=ltgtet tmon s
ketma-ketlikni yaqinlashishga tekshiring.
Ko‘rsatma. Biror nomerdan boshlab quyidagi tengsizlik baja-
rilishini ko‘rsating:

Ton — Tp > Z
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9 - misol. Koshi kriteriysidan foydalanib,

1,1 1
Zn=14 =+ =+

Tt T 422

ketma-ketlikni yaqinlashishga tekshiring.
Ko‘rsatma. Quyidagi munosabatdan foydalaning:

1 1 1 1

(2n+ 1) ~ (2n+1)2n  2n 2n+1

10 - misol. Agara; > a; > a3 > --- > a, > ~eevaa; >0
bo‘lsa,
Tn=a1+az+---+ay

ketma-ketlik, fagat va faqat
Yn =201+ 2a2+ -+ 2"asn (2.8.4)

ketma-ketlik yaqinlashganda, yaqinlashishini ko‘rsating.
Ko‘rsatma. Quyidagi

1
Eyn<m2"<yn

tengsizlikni isbotlang.

11 - misol. 10 - misoldan foydalanib,

1 1
zn=1+§;+---+n—p, p>1
ketma-ketlikni yaqinlashishga tekshiring.
Ko‘rsatma. Bu holda (2.8.4) ketma-ketlik maxraji birdan kichik
bo‘lgan geometrik progressiyani n ta hadining yig‘indisi bo‘lishini
ko‘rsating.

III Bob. Uzluksiz funksiyalar

§ 3.1. Funksiyaning limit giymati

1. Ushbu bobda funksiya deganda biz E C R to‘plamni R
sonlar o‘qiga akslantirishni tushunamiz. Bunday funksiyalar sonli
funksiyalar ham deyiladi. Shunday qilib, agar f funksiya bo‘lsa, u
biror E C R to‘plamdan olingan har bir haqiqiy r songa haqiqiy
f(z) sonni mos qo‘yadi. Bunda E to‘plam f funksiyaning aniglanish
sohasi deyiladi va ba‘zan D(f) simvol orqali belgilanadi. Biz yana
f: E — R kabi belgilashdan ham foydalanamiz.

Bir xil aniglanish sohasiga ega bo‘lgan ikki f va ¢ funksiyalar-
ning yig'indisi f + ¢, ayirmasi f — ¢ va ko‘paytmasi f - g tabiiy
ravishda aniqlanadi:

(f+9)(x) = f(z) + g(2), (f-g)(z)=f(z)-g(z),

(f-g9)(z) = f(z)-g().

Biz aslida f va g funksiyalar turli aniglanish sohaga ega bo‘lganda
ham, ya'ni D(f) # D(g) bo‘lganda ham, ularning yig‘indisi, ayir-
masi va ko‘paytmalarini aniglashimiz mumkin. Bunda biz f + ¢
yig'indi, f — g ayirma va f - ¢ ko'paytmalarni ikki aniglanish so-
halarning kesishmasi D(f) N D(g) da aniglangan deb hisoblaymiz.

3.1.1 - misol. Agar n manfiy bo‘lmagan butun son va ao, a, ..., a,
biror o‘zgarmas sonlar bo‘lsa, quyidagi

f(z) = apz™ + a12" ' + age™ 2 4 - - 4 apyz + ap
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ko‘rinishda aniglangan funksivaga ko‘phad deyiladi.
Ravshanki, f ko‘phadning aniqlanish sohasi sonlar o‘qidir, ya‘ni

D(f) = R = (~o0, ).
Agar a9 # 0 bo'lsa, n soniga ko‘phadning darajasi deyiladi.
ag, @i, ..., anp sonlar ko‘phadning koeffitsientlari deyiladi, bunda

ag soni katta koeffitsient ham deb ataladi.
O-darajali ko‘phad o‘zgarmas funksiya deyiladi:

f(z) =¢, c¢=const.
1-darajali ko‘phad chizigli funksiya deyiladi:
flz)=kz+b, k#0.
2-darajali ko‘phad kvadratik funksiya deyiladi:
f(z)=az*+bz+ec, a#£0.
3.1.1 - tasdiq. Agar f va g ko‘phadlar bo‘lsa, f + g, f — g va

f - g funksiyalar ham ko‘phad bo‘ladi.
Isbot o‘z-o'zidan ko‘rinib turibdi. Aslida ko‘phadni yuqorida

kiritilgan uch arifmetik amallarni o‘zgarmas va f(z) = z funksiyalarga

chekli marta qo‘llash natijasida hosil bo‘lgan funksiya, deb ham
ta‘riflash mumkin edi. Shu ma‘noda 3.1.1 - tasdiq ko‘phadning ta‘rifi
bilan deyarli bir xildir.

2. Agar g funksiyaning aniqglanish sohasidagi barcha z lar uchun

g(z) # 0 shart bajarilsa, ikki f va ¢ funksiyalarning § nisbati
f) f(z)

2 Yufanres
(y ) g9(z)

Xuddi yuqoridagidek, biz f nisbatni f va g funksiyalar turli

quyidagi

tenglik orqali aniglanadi.

aniqlanish sohalarga ega bo‘lganda ham aniglashimiz mumkin, faqat
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bunda biz doim nisbatning aniqlanish sohasi deb ikki f va g funksiya-
lar aniglanish sohalari kesishmasidan g funksiyaning nollari chiqarib
tashlangan to‘plamni olamiz:

Ta Y ot
D(g)—w)nn(g)\{ : 9(z) = 0).

3.1.2 - misol. Agar P va Q lar ko‘phadlar bo‘lib, Q(z) # 0
bo‘lsa (ya‘ni @ - nolga teng nolinchi darajali ko'phad bo‘lmasa),
quyidagi
_ P(z)
~Q(2)

funksiyaga ratsional funksiya deb ataladi.

f(z)

P
Ravshanki, f = — ratsional funksiyaning aniglanish sohasi son-

lar o‘gidan maxrajning nollarini chigarib tashlangan to‘plamga teng:
D(f) =R\ {z:Q(z) = 0}.

Xususan, maxrajni Q(z) = 1 deb hisoblab, har qanday ko*phadni
ratsional funksiya deb garashimiz mumkin.
3.1.2 - tasdiq. Agar f va g ratsional funksiyalar bo‘lsa, f+ g,

f—9, f-gva ! ( g(z) # 0 bo'lganda) funksiyalar ham ratsional
g

funksiyalar bo‘ladi.

Isbot ratsional funksiyaning ta‘rifidan bevosita kelib chiqadi.
E‘tibor bering, har bir ratsional funksiyani o‘zgarmas va f(z) =
z funksiyalarga yuqoridagi to‘rtta (qo‘shish, ayirish, ko‘paytirish
va bo'lish) arifmetik amallarni chekli marta qo‘llash natijasi deyish
mumkin. Shu ma‘noda 3.1.2 - tasdiq ratsional funksiyaning ta‘rifi
bilan deyarli bir xildir.

Funksiya o'z aniglanish sohasining turli gismlarida turli formu-
lalar orqali berilishi ham mumkin.
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3.1.3 - misol. Signum funksiyasi quyidagicha aniglanadi:
—1, agar z < 0 bo'lsa,

sign z = 0, agar z = 0 bo'lsa,
1, agar z > 0 bo'lsa.

Y y=sign(x) grafigi

L
|
jt

¥y

4-rasm

Bu funksiyvaning aniglanish sohasi sonlar o'qidir. Istalgan z € R
uchun quyidagi ikki tenglikning o‘rinli ekanini oddiy hisoblashlar
orqali ko‘rsatish mumkin:

z-signz = |z, |z|-signz = 2, =z€R.
Navbatdagi misolda funksiyalarning umuman antiqa ko‘rinishga
ega bo‘lishini ko‘rishimiz mumkin.
3.1.4 - misol. Dirizle funksiyasi quyidagicha aniglanadi:

D(z) = 1, agar z ratsional bo‘lsa,
(z)= 0, agar z irratsional bo‘lsa.
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0 %

5-rasm

Bu funksiyaning ham aniglanish sohasi sonlar o‘qidir, ya‘ni R.

3. Funksiyalarni o‘rganishda ularning grafigi (ya‘ni koordina-
talar tekisligining funksiya bilan bog'liq bo‘lgan muayyan qismiy
to‘plami) muhim rol o‘ynaydi.

Eslatib o‘taylik, agar z € R va y € R bo‘lsa, R? koordinatalar
tekisligi deganda biz barcha tartiblangan (z, y) juftliklar to‘plamini
tushunar edik. Tartiblangan (z,y) juftlikni tekislikning nugtasi, =
va y sonlarni esa uning koordinatalari deb ham atashadi. Birinchi
koordinatani ba‘zan abssissa va ikkinchisini esa - ordinata deyishadi.

f : E — R funksiyaning grafigi deb quyidagi:

I(f) ={(z,f(z)) eR?, z€E}

ko‘rinishda aniglangan I'(f) C R? to‘plamga aytiladi.

Boshqacha aytganda, f funksiyaning grafigi - bu koordinata-
lari y = f(x) munosabat bilan bog‘langan barcha (z,y) juftliklar
to‘plamidir.

Odatda funksiya grafigini doskada tasvirlaganda, abssissalar o'qi-
ni gorizontal ravishda chizib, musbat abssissalik nuqtalar manfiy
abssissalik nuqtalardan o‘ngda joylashtiriladi, ordinatalar o‘qini esa
vertikal ravishda chizib, musbat ordinatalik nuqtalar manfiy ordi-
natalik nuqtalardan yuqorida joylashtiriladi.

Bunday tanlashda funksiyalarning grafigi odatda silliq egri chi-
ziglardan iborat bo‘lib, agar har bir shunday egri chizigni istalgan
vertikal to‘g'ri chiziq bilan kessa, to‘g‘ri chiziq va grafik oshib borsa
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bir marta kesishadi. Masalan, 3.1.1 - misolda ko‘rilgan ko‘phadlar
shunday grafikka ega. Grafiklar silliq chiziq bo‘lsada, cheksizlikka
ham ketib qolishi mumkin. Masalan, 3.1.2 - misolda ko‘rilgan rat-
sional funksiyalar grafigi ana shunday xossaga ega.

Ba‘zi funksiyalar grafigi uzilgan (odatta uzilishga ega bo‘lgan
deb ataladi) egri chiziqdan iborat bo‘ladi. Misol tariqasida 3.1.3 -
misolda qgaralgan funksiya grafigini olish mumkin. Nihoyat, Dirixle
funksiyasi shunday grafikka egaki, uni qog‘ozda eskiz ravishda ham
tasvirlash qiyin. Bu grafik to‘g‘risida biroz tassavurni quyidagi rasm
beradi: 5-rasm.

4. Funksiyalarning eng muhim xossalaridan biri- ularning uzluk-
sizligidir. Uzluksiz funksiyalar to‘g‘risida geometrik tasavvurni uzluk-
siz deb ataladigan egri chiziglar berishi mumkin, ya‘ni shunday
egri chiziglarki, ularni chizganda qalam qog‘ozdan ko‘tarilmaydi.
Oddiy qilib aytganda, grafigi uzluksiz egri chiziqdan iborat bo‘lgan
funksiya uzluksiz funksiyadir.

Albatta, bu yerda keltirilgan mulohazalar faqatgina intuitiv bo‘lib,
ularni matematik ma‘noda qgat‘iylashtirish ancha murakkabdir. Odat-
da uzluksiz funksiyalar limit qiymat tushunchasi orqali ta‘riflanadi.
Biz ham ana shu yo‘lni tanlaymiz.

Avval misol tariqasida quyidagi ratsional funksiyani qaraylik:

242 -2
fla) = T
Bu funksiya maxraji nolga aylanadigan ikki + = 1 va z = —1

nuqtalardan tashqari barcha nuqtalarda aniglangan bo‘lib, f(1) va
f(-1) ifodalar esa ma‘noga ega emas. Shunday bo‘lsada, agar z =
1 nuqtaning atrofida bu funksiya qiymatlariga e‘tibor bersak, f(1)
ga biror ma‘no berishimiz mumkin bo‘ladi. Haqiqatan, yetarlicha
kichik a sonni olib, z = 1 + a deylik. U holda

2) = _(1+a’+(1+a@)-2 3+a
flz)=f(l+a)= (1+a)2—-1 T iy

Endi, agar a nolga intilsa, ya'ni z = 1 + a birga intilsa, f(z)
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giymatlar % ga intiladi. Shuning uchun biz 4 sonni f funksiyaning
z = 1 nuqtadagi limit qiymati deyishimiz mumkin.

Ta‘rif (H.E.Heine). Berilgan f funksiya a nugtaning shu nuq-
tani o'zi kirishi shart bo‘lmagan biror atrofida aniglangan bo‘lsin.
Agar a ga yaqinlashuvchi va z,, # a shartni qanoatlantiruvchi argu-
mentning iztiyoriy r, ketma-ketligi uchun f(z,) gqiymatlar ketma-
ketligi biror b soniga yaqinlashsa, ana shu b sonini f funksiyaning
a nuqtadagi limit qiymati deymiz.

Agar b soni f funksiyaning a nugtadagi limit giymati bo‘lsa,
lim f(z) = b (3.1.1)
r—ra

deb yoziladi.

Shuni aytish kerakki, ta‘rifdagi z,, # a shart qaralayotgan funksi-
vaning a nuqtada aniglanmagan bo‘lishiga imkon beradi (bu holni
yugoridagi misolga ko‘rdik). Agarda f funksiya e nuqtada aniqglan-
gan bo‘lsa, qayd etilgan shartdan f funksiyani a nuqtadagi limit
giymatining, umuman aytganda, f(a) bilan ustma-ust tushmasligi
kelib chigadi.

Funksiyaning a nuqtadagi limit qiymatini funksiyaning a nuqg-
tadagi limiti ham deb ataladi.

Sonlar o‘qining har bir nuqtasida limit qiymatga ega bo‘lgan
funksivaga misol sifatida, barcha z € R larda bitta ¢ giymatni
qabul giladigan, f(z) = ¢ o‘zgarmas funksiyani olishimiz mumkin.
Ravshanki, har bir @ € R nuqgtada bu funksiyaning limit giymati ¢
ga teng.

Navbadagi misol ko‘rinishdan ancha sodda bo‘lishiga qaramas-
dan juda muhimdir.

3.1.5 - misol. Quyidagi

flz) = =

birlik funksiya butun sonlar o‘qida aniglangan bo'lib, istalgan a € R
nuqtadagi uning limit qiymati a ga tengdir:

imz = a.
r—a
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Limit nuqta ta‘rifidagi yana bir narsaga ahamiyat beraylik. Un-
da aytilishicha, argumentning a ga intiluvchi iztiyoriy {z,} ketma-
ketligi uchun {f(z,)} ketma-ketlik b ga yaqinlashishi zarur.

Endi 3.1.3 - misoldagi sign z ‘unksiyani qaraylik. Agar biror
{zn} ketma-ketlik uchun z, > 0 va z, — 0 shartlar bajarilsa,
sign z, = 1 bo‘lib, shu sababli,

lim signz, = 1
n—oo

bo‘ladi.
Agar boshqa biror ketma-ketlik hadlari y, < 0 shartni qanoat-
lantirib, y, — 0 bo‘lsa, sign y, = —1 bo‘ladi va shu sababli,

lim signy, = -1
n—oc

tenglik bajariladi.

Har ikkala holda ham sign funksiyaning limiti mavjud bo‘lsada,
ular o‘zaro teng emas va shuning uchun, sign funksiya 0 nuqtada
limit giymatga ega emas ekan.

{=1)"

lamiz. Ravshanki, bu ketma—ket?ik ham nolga yaqginlashadi, shu
bilan birga, uning toq nomerli barcha elementlari manfiy va juft
nomerli barcha elementlari esa musbatdir. Ta‘rifga ko‘ra, sign funksi-
vaning mos qgiymatlaridan tuzilgan ketma-ketlik

ketma-ketlikni olsak ham ke-

Xuddi shu xulosaga z,, =

sign z, = (-1)"

ga teng bo'lib, ko‘rinib turibdiki, u yaginlashmaydi. Bu yana bir
marta sign funksiyaning 0 nuqtada limit qiymatga ega emasligini
tasdiglaydi.

Endi, xuddi shu usulda 3.1.4 - misolda ko‘rilgan D(z) Dirixle
funksiyasini qaraylik. Agar istalgan a € R uchun unga yaqinlashuv-
chi biror {z,} ketma-ketlikning barcha elementlari ratsional bo‘lsa,
D(z,) = 1 bo‘ladi va shu sababli,

lim D(z,) = 1

n—oo
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tenglik bajariladi.

Bordiyu o'sha a € R ga yaqinlashuvchi boshqa biror {y, } ketma-
ketlikning barcha elementlari irratsional bo‘lsa, D(y,) = 0 bo‘ladi
va shu sababli,

lim D(y,) = 0

n—oo
tenglik bajariladi.

Bu ikki limitning o‘zaro teng emasligidan Dirixle funksiyasi son-
lar o*qining hech qaysi nuqtasida limit qiymatga ega emasligi kelib
chiqadi.

Agar istalgan ¢ nuqtaga yaqinlashuvchi {z,,} ketma-ketlikni
shunday tanlasakki, uning toq nomerli z,;_; elementlari ratsional
va juft nomerli zo4 elementlari irratsional bo‘lsa, biz yana xuddi shu
xulosaga kelamiz. Haqiqatan,

D(zzk—1) = 1, D(zw) = 0

tengliklar o‘rinli bo‘lib, { D(z,)} giymatlar ketma-ketligi uzoglasha-
di. Bundan, yana bir bor Dirixle funksiyasining sonlar o‘qining hech
qaysi nuqtasida limit qiymatga ega emasligini olamiz.

Bevosita limit giymat ta‘rifidan va II bob natijalaridan nav-
batdagi tasdiqqa kelamiz.

3.1.1 - teorama. Agar

lim f(z) = b, lim g(a) = ¢
bo‘lsa,

lim (f+g)(2) = bte, lim (f-g)(z) = b—c, lim (f-g)(z) = bc

tengliklar o‘rinli bo‘ladi va ¢ # 0 bo‘lgan holda

tm ()@ =

tenglik bajariladi.
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Isbot 2.1.1, 2.1.2 va 2.1.3 - teoremalardan va limit qiymatning
ta‘rifidan kelib chiqadi. Misol tariqasida quyidagi tenglikni isbot-
laymiz:

lim (f+g)(@) =lm f(z) +lim g(e).  (3..2)

Buning uchun biz a ga yaqinlashuvchi ixtiyoriy {z,} ketma-
ketlikni qaraymiz. 2.1.1 - teoremaga ko‘ra

Jim (f(za) +9(za)] = lim f(zn) + lim g(za)

tenglikni olamiz.
Bu esa, limit giymatning Heine ta‘rifi bo‘yicha, (3.1.2) tenglik
o‘rinli ekanini anglatadi.

B
3.1.6 - misol. Quyidagi
f(z) =aoz" + a12" ' +az" 4. -t a1z +a,

ko'phad istalgan a € R nuqtada f(a) ga teng limit qiymatga ega.
Bu tasdiq 3.1.1 - teoremani chekli marta o‘zgarmas funksiya va
birlik f(z) = « funksiyaga qo‘llashdan kelib chiqadi (3.1.5 - misolga
qarang).

5. Funksiyaning limit giymati ta‘rifini boshqacha ko‘rinishda
ham berish mumkin. Chunonchi, agar @ nuqtaning yetarlicha kichik
atrofida f funksiyaning giymatlari b dan kam farq gilsa (boshqacha
aytganda, z nuqta a ning é-atrofida yotib, 4 > 0 yetarlicha kichik
bo‘lganda f(z) giymatlar b sondan & dan kichik songa farq qilisa,
ya‘ni b ning £-atrofida yotsa), biz b sonni f funksiyaning e nuqtadagi
limit giymati deyishimiz mumkin.

Ta‘rif (Koshi (A.L.Cauchy)). Berilgan f funksiya a nugta-
ning shu nugtani o‘zi kirishi shart bo‘lmagan biror atrofida aniglan-
gan bo‘lib, b biror haqigiy son bo‘lsin. Agar istalgan = > 0 olganda
ham shunday & > 0 topilsaks,

O0<|z—al<é (3.1.3)
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shartni qanoatlantiruvchi argumentning barcha x giymatlari uchun
|f(z) -8 < e (3.1.4)

tengsizlik bajarilsa, b sonini f funksiyaning a nugtadagi limit qiy-
mati deymiz.

(3.1.3) tengsizlikning chap gismi = # a ekanini anglatadi, ya‘ni
(3.1.4) tengsizlik a nuqtaning é-atrofida yotuvchi va, umuman ayt-
ganda, a ga teng bo‘lmagan argumentning barcha z qiymatlari uchun
bajarilishini bildiradi. Demak, xuddi yuqoridagi Heine ta‘rifi sin-
gari, limit gqiymat a nuqtada aniqlanmagan funksiyalar uchun ham
aniqlanishi mumkin va bordiyu funksiva bu nuqtada aniglangan
bo‘lsa, ta‘rifga ko‘ra, f funksiyaning @ nuqtadagi limit gqiymati f(a)
bilan ustma-ust tushishi shart emas.

Limit giymatning Koshi va Heine bo‘yicha ta‘riflari teng kuchli
ekanligi intuitiv tushunarlidir. Biz bu tasdiqni quyidagi teoremada
isbotlaymiz.

3.1.2 - teorema. Berilgan f funksiya a nuqtaning shu nugq-
tani o'z kirishi shart bo‘lmagan biror atrofida aniglangan bo‘lsin.
U holda, b son f funksiyaning a nuqtadagi Koshi ta‘rifi bo‘yicha
limit qiymati bo lishi uchun bu son f funksiyning a nugqtadagi Heine
ma ‘nosida limit qiymati bo‘lishi zarur va yetarli.

Isbot. 1) Avval bson f funksiyaning @ nuqtadagi Koshi ma‘nosi-
dagi limit giymati bo‘lsin. Demak, ta‘rifga ko‘ra, istalgan ¢ > 0
uchun shunday é > 0 topiladiki, (3.1.3) shartdan (3.1.4) kelib chiqa-
di.

Qaralayotgan f funksiyaning aniqlanish sohasidan z,, # a shart-
ni ganoatlantirib, a songa yaqinlashuvchi istalgan {z,,} ketma-ketlik-
ni olaylik. Ravshanki, biror N nomerdan boshlab bu ketma-ketlikning
barcha elementlari @ nuqtaning d-atrofida yotadi, u holda xuddi shu
nomerdan boshlab {f(z,)} ketma-ketlikning barcha elementlari,
(3.1.4) ga ko‘ra, b nuqtaning s-atrofiga tushadi. Demak, f(z,) — b,
ya‘ni bson f funksiyaning Heine ma‘nosida ham limit qiymati bo‘lar
ekan.

2) Endi b son f funksiyaning @ nuqtadagi Heine ma‘nosida limit
giymati bo‘lsin. Biz b Koshi ma‘nosida ham limit qiymat bo‘lishini,
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ya'‘ni
(Ve >0)(30 > 0) V2(0 < |z —a| < 8) : (|f(z)—b] < &) (3.1.5)

ekanini ko‘rsatishimiz zarur.
Bu tasdigni teskarisini faraz etish usuli bilan isbotlaymiz.
Demak, faraz gilamiz, b Koshi ma‘nosida limit giymat bo‘lmasin,
ya‘ni (3.1.5) mulohazaning teskarisi:

(3> 0)(V6>0)3z(0< |z —a| < 8) : (If(z)-b] > ¢)

o‘rinli bolsin.

Boshqacha aytganda, shunday £ > 0 son mavjudki, istalgan § >
0 olganda ham (0 < |z — a| < ) to‘plamdan shunday 2 topiladiki,
u uchun

fa) b >« (3.1.6)

tengsizlik bajariladi.

Fizlé >0 slsonning ixtiyoriyligidan foydalanib, unga ketma-ket
I

X 30 3 giymatlarni berishimiz mumkin. Har bir § = —
n
uchun shunday z,, son topiladiki, u uchun
1
0<|zn—a| < s (3.1.7)

tengsizlik o‘rinli bo‘lib, (3.1.6) tengsizlik quyidagi ko‘rinishga keladi:
|Fl@n) — bl > . (3.1.8)

Ravshanki, (3.1.7) va (3.1.8) shartlar birgalikda z,, ketma-ketlik
a ga yaqinlashsa-da, lekin {f(z,)} ketma-ketlik b ga yaqinlash-
masligini anglatadi. Demak, b son f funksiyaning Heine ma‘nosida
limit giymati bo‘la olmas ekan. Hosil bo‘lgan qarama-qarshilik teo-
remani isbotlaydi. :
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Eslatma. f funksiyaning biror a nuqtadagi limit qiymatini ta‘rif-
layotgan vaqtda bu funksiyaning D(f) aniglanish sohasi a nuqta-
ning biror atrofini butunlay o‘z ichiga olishini talab qilishga zaruriy-
at yo‘q. Buning o‘rniga a ga yaqinlashuvchi va D(f) ga tegishli
bo‘lgan biror z,, ketma-ketlikning topilishini talab qilish yetarlidir.
Bundan chiqdi, biz berilgan E' to‘plamning istalgan limit nuqtasi
uchun f funksiyaning limit giymatini aniglashimiz mumkin ekan.

6. Sonlar o‘qining tartiblanganligi funksiyaning bir tomonla-
ma limit qiymati tushunchasini kiritish imkonini beradi. Biz bu
imkoniyatni 3.1.3 - misolda o‘rganilgan signum funksiyasi misolida
ko‘rishimiz mumkin. Bu funksiyaning grafigidan ko‘rinadiki, agar z
nuqta 0 ga chapdan (ya‘ni 0 dan kichik bo‘lib) yaqinlashsa, sign =
funksiya —1 ga yaqinlashadi, bordiyu z nuqta 0 ga o‘ngdan (ya‘ni
fagat musbat bo‘lib) yaqginlashsa, sign z funksiya 1 ga vaqinlashadi.
Demak, bu funksiya 0 nuqtada limit qiymatga ega bo‘lmasada, am-
mo u xuddi shu nuqtada o‘ng va chap limit qiymatlarga ega bo‘lar
ekan.

Bundan buyon, funksiyaning e nuqtadagi o‘ng limiti haqida
gapirganda, biz bu funksiyaning aniqglanish sohasi yetarlicha kichik
h > 0lar uchun (a, a+h) ko‘rinishdagi intervalni o'z ichiga olishini
talab gilamiz. Bunday intervalni @ nuqtaning o‘ng yarim atrofi deb
ham atashadi.

Xuddi shu singari, agar berilgan funksiyaning aniglanish sohasi
(a—h, a) ko‘rinishdagi intervalni o‘z ichiga olsa, bunday funksiyani a
nuqtaning chap yarim atrofida aniqlangan deb atashadi. Biz funksi-
yaning chap limiti haqida gapirganda, uni qaralayotgan nuqtaning
aynan chap yarim atrofida aniglangan deb faraz qilamiz.

Ta‘rif (H.E.Heine). Berilgan f funksiya a nugtaning biror
o'ng yarim atrofida aniglangan bo‘lib, b biror hagigiy son bo‘lsin.
Agar a ga yaginlashuvchi va z,, > a shartni qanoatlantiruvchi argu-
mentning istalgan z,, ketma-ketligi uchun unga mos f(z,) giymat-
lar ketma-ketligi b ga yaginlashsa, u holda b sonini f funksiyaning
a nuqtadagi o‘ng limiti deymaz.
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Agar b soni f funksiyaning e nuqtadagi o‘ng limiti bo'lsa,

lim f(z) = b (3.1.9)

r—a+0

kabi yoziladi.
Ba‘zan bundanda qisqa

fla+0) = b (3.1.10)

belgilashdan ham foydalaniladi.

Biror nuqtadagi o‘ng limit shu nuqtadagi o‘ngdan limit deb ham
ataladi.

Xuddi yuqoridagidek, f funksiyaning a nuqtadagi chap limiti
yoki chapdan limiti tushunchasi ham kiritiladi, ya‘ni, agar

(22 € D(f)]A[2n < @] A[zn = @] = (f(zn) = D)
bo‘lsa, b shunday limit deyiladi.
Bunda quyidagi belgilashlardan foydalaniladi:
im f(z) = f(a—0) = b. (3.1.11)

r—a-0

Aniqki, 3.1.3 - misoldagi signum funksiyasi uchun quyidagi teng-
liklar o‘rinli:

sign (0 — 0) = —1, sign (04 0) = +1.

O'ng va chap limitlar bir tomonlama limitlar deyiladi. Bunda
avval kiritilgan oddiy limit giymatini ba‘zan ikki tomonlama limit
deb atashadi.

Agar biror nugtada chap va o‘ng limitlar o‘zaro teng bo‘lmasa,
bu nugtada limit giymat mavjud bo‘lmaydi. Ushbu tasdigni isbot-
lashdan avval biz o'ng va chap limitlarning Koshi bo‘yicha ta‘rifini
beramiz.

Ta‘rif (Koshi (A.L.Cauchy)). Berilgan f funksiya a nugta-

ning biror o‘ng yarim atrofida aniglangan bo‘lib, b hagiqiy son bo‘lsin.

Agar istalgan £ > 0 olganda ham shunday & > 0 topilsaki,

a<r<a+é
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shartni qanoatlantiruvchi argumentning barcha z qiymatlari uchun
|f(z) -b|<e (3.1.12)

tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, b son f funksiyaning a nugtadagi o‘ng limiti
deyiladi.

Xuddi shu singari, funksiyaning e nuqtadagi Koshi bo‘yicha
chap limiti b ta‘riflanadi:

(Ve > 0)(38 > 0) : [z € D(f)]A[a—6< z <a] = [|f(z)-b| < e].

3.1.3 - teorema. Bir tomonlama limitning Heine va Koshi
bo‘yicha ta‘riflari teng kuchlidir.

Bu tasdiq quyidagini anglatadi: b son funksiyaning e nuqtadagi
Koshi ma‘nosida o‘ng (chap) limiti bo‘lishi uchun uning shu nuqta-
da Heine ma‘nosida o'ng (chap) limit bo‘lishi zarur va yetarli.

Isbot ikki tomonlama limit hagidagi 3.1.2 - teoremaning isboti
kabi olib boriladi.

Ravshanki, agar f funksiya e nuqtaning shu nuqtani o‘zi te-
gishli bo‘lishi shart bo‘lmagan biror atrofida aniglangan bo'lib, shu
nuqgtada b limitga ega bo‘lsa, u shu a nuqtada ham chap, ham o‘ng
limitlarga ega bo‘lib, bu limitlar b ga teng bo‘ladi.

Bu tasdigqning teskarisi ham o‘rinli.

3.1.4 - teorema. Agar [ funksiyaning a nuqtada o‘ng va chap
limitlari mavjud va o‘zaro teng bo‘lsa, u holda f funksiyaning shu
nugtada limiti mavjud bo‘lib, quyidagi tengliklar bajariladi:

lim f(z) = f(a+0) = f(a—0).

Isbot bevosita bir tomonlama limitlarning ta‘riflaridan kelib
chigadi.

Chunonchi, agar b son chap limitga teng bo‘lsa, istalgan ¢ >
0 olganda ham shunday é; > 0 ko‘rsatish mumkinki, a — §; <
z < aintervalda yotuvchi argumentning barcha z giymatlari uchun
(3.1.12) bajariladi.

Xuddi shu singari, agar b son o‘ng limitga teng bo'lsa, shunday
82 > 0 ko‘rsatish mumkinki, ¢ < z < a + 4, intervalda yotuvchi
argumentning barcha =z giymatlari uchun (3.1.12) bajariladi.
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Shunday ekan, § = min{é;, 4;} desak, (3.1.12) tengsizlik
0<|z—al<d

shartni ganoatlantiruvchi argumentning barcha z giymatlarida ba-
jariladi.
Bu esa b son f funksiyaning a nuqtadagi limiti ekanini anglatadi.

7. Funksiya chegaralanmagan to‘plamda berilgan hollarda funksi-
yaning argumenti cheksizlikka intilgandagi limiti tushunchasini kiri-
tish mumkin.

Ta‘rif (H.E.Heine). Berilgan f funksiya yugoridan chegaralan-
magan E C R to‘plamda aniglangan bo‘lsin. Agar argumentning
+00 ka intiluvchi istalgan z,, € E ketma-ketligi uchun mos f(z,)
qiymatlar ketma-ketligi biror b soniga yaginlashsa, b son f(z) funksi-
yaning r — +oo dagi limiti deyiladi.

Agar b son f(z) funksiyaning z — 400 dagi limiti bo‘lsa,

zEToo fiz) =1b (3.1.13)
kabi yoziladi.

Koshi ma‘nosidagi bunga mos ta'rif quyidagi ko‘rinishga ega:

Ta‘rif (Koshi (A.L.Cauchy)). Berilgan f funksiya yugori-
dan chegaralanmagan E C R to‘plamda aniglangan bo‘lib, b haqigiy
son bo‘lsin. Agar istalgan ¢ > 0 olganda ham shunday A > 0 son
topilsaki, * > A shartni bajaruvchi barcha z € E lar uchun

|f(z)=bl<e (3.1.14)

tengsizlik bajarilsa, b son f(z) funksiyaning z — +oo dagi limiti
deyiladi.

Xuddi funksiyaning nuqtadagi limiti holidak, z — +oo dagi
limitning Heine va Koshi ta‘riflari teng kuchli ekanligini isbotlash
mumkin.
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3.1.7 - misol. Quyidagi ratsional funksiya

f(z) z #0, (3.1.15)

p—rs E,
r — +oo da 0 ga teng bo‘lgan limitga ega. Bu tasdigning hagligi
istalgan z, — +oo ketma-ketlik uchun unga mos {f(z,} ketma-
ketlik nolga intilishidan kelib chiqadi:

i f2) =0

Agar funksiya quyidan chegaralanmagan to‘plamda aniglangan

bo‘lsa, xuddi yuqoridagi singari, # — —oo da Heine va Koshi ma‘nosi-

da limit tushunchalari kiritiladi. Bu ikki limit ta‘riflari teng kuchli

bo'lishi aniq. Agar b son f(z) funksiyaning r — —oo dagi limiti
bo‘lsa,

r’li'mm.)"(:c) =) (3.1.16)

kabi yoziladi.

3.1.8 - misol. Quyidagi

f(z) = %lrl —00 < < 400 (3.1.17)

funksiya r — +o00 da 1 ga teng bo‘lgan limitga ega:

m S0 =1

r — —oo da esa, —1 ga teng bo‘lgan limitga ega:

lim f(z) = 1.

Ir——00

Keltirilgan tengliklarni isbotlash uchun (3.1.17) funksiyani z >
0 bo‘lganda
1

=——1+1/$, z>0

flz)
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ko‘rinishda va z < 0 bo‘lganda esa,

1

-ms <0

flz) =
ko‘rinishda yozib olib, 3.1.7 - misol xulosasini qo‘llash yetarli.
Shunday qilib, bu misolda yuqoridagi ikki limit har xil bo‘lib
chiqdi.
Agar f(z) funksiyaning ham z — +o0o dagi, ham = — —oco dagi
limitlari mavjud bo‘lib, bitta b soniga teng bo‘lsa, bu b soni f(z)
funksiyaning z — oo dagi limiti deyiladi va

Ill’rrc}of(;r) =uih (3.1.18)
kabi yoziladi.
Ba‘zan
.rllir:ir:]oof(x) N (3.1.19)

belgilashdan ham foydalaniladi.
3.1.9 - misol. Ixtiyoriy ratsional

n n—1 p=a 1 e
f(x)_aox +az + axx + +an_12 + a,

= .1.20
ngm_'_blzm—l +b2xm_2+"'+bm—lx+bm (3 )

funksiyani qaraylik.
Agar z # 0 bo‘lsa, bu funksiyani quyidagi ko‘rinishda yozish
mumkin:

a,  ap ap—-1 ay
N APV s
flz)== g o b (3121
bo+—+ 5+t
r z? gm—1 = gm

Ravshanki, z — oo da (3.1.21) tenglikning o‘ng tomonidagi kasr

? soniga yaqinlashadi. Kasr oldidagi z"~™ ko‘paytuvchiga kel-
0
sak, r — oo da n < m lar uchun uning limiti 0 ga teng, agar

n = m bo‘lsa, uning limiti 1 ga teng va n > m bo‘lganda esa, bu
ko'paytuvchining limiti mavjud bo‘lmaydi.
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Demak, n > m bo‘lganda (3.1.20) funksiyaning ¢z — oo dagi
limiti mavjud bo‘lmasada, n < m bo‘lganda

g
by’

%= m,

Bm: f(2)'=

=00

0, n<m,

munosabat o‘rinli bo‘lar ekan.

Shunday qilib, agar ratsional f(z) funksiya + — 400 da biror
haqiqiy songa teng limitga ega bo‘lsa, u # — —o00 da ham xuddi
o‘sha songa teng limitga ega bo‘ladi.

§ 3.2. Koshi kriteriysi

1. Funksiyaning biror @ € R nuqtadagi limiti mavjudligining
zarur va yetarlilik sharti Koshi kriteriyasi orqali beriladi. Sodda
qilib aytganda Koshi sharti quyidagidan iborat: @ nuqtaning yetar-
licha kichik atrofidan olingan argumentning barcha qiymatlarida
funksiyaning unga mos giymatlari bir-biridan kam farq qilsin.

Ta‘rif. Berilgan f funksiya a nugtaning shu nugtani o‘zi kirishi
shart bo‘lmagan biror atrofida aniglangan bo‘lsin. Agar istalgan = >
0 olganda ham shunday & > 0 topilsaki,

0<|z'—a|<d, 0<[z"-a|<$é (3.2.1)

shartlarni qanoatlantiruvchi argumentning barcha ' va 2" qiymat-
lari uchun .

1f(z") — (") <€ (3.2.2)

tengsizlik bajarilsa, f funksiya a nugtada Koshi shartini ganoatlanti-
radi deymaiz.

3.2.1 - teorema. Berilgan f funksiya a nugtaning shu nug-
tani o‘zi kirishi shart bo‘lmagan biror atrofida aniglangan bo‘lsin.
f funksiya a nugtada limitga ega bo‘lishi uchun uning shu nuqtada
Koshi shartini ganoatlantirishi zarur va yetarli.
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Isbot. 1) Faraz qilaylik, f funksiya a nuqtada b ga teng bo‘lgan
limitga ega bo‘lsin. U holda istalgan £ > 0 olganda ham shunday
d > 0 topiladiki, u uchun quyidagi implikatsiya o‘rinli bo‘ladi:

Ve: [0<|z—a|< 8] = |f(z) bl < g
Bundan, quyidagi
|f(2') = f(2")] < |f(z') = b + | f(=") — b]
tengsizlikka ko‘ra, (3.2.1) shartlarni qanoatlantiruvchi z’ va z” lar

uchun (3.2.2) tengsizlikning o‘rinli ekanligi bevosita kelib chiqadi.
2) Endi f funksiya a nuqtada Koshi shartini qanoatlantirsin.

Ya‘niistalgan § > 0 uchun (3.2.1) dan (3.2.2) tengsizlik kelib chigsin.

f funksiyaning a nuqtada limitga ega ekanini isbotlaymiz.

Faraz qilaylik, {z,} - a ga yaqinlashuvchi hamda z,, # a shart-
ni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy ketma-ketlik bo‘lsin. Biror N nomer-
dan boshlab bu ketma-ketlikning barcha elementlari a nuqtaning
d-atrofiga tushadi va demak, istalgan n > N va m > N nomerli z,,
va Iy, elementlar uchun, (3.2.2) ga ko‘ra,

| f(zn) — .f(rm)l < ¢€

tengsizlik bajariladi.

Boshqacha aytganda, {f(z,)} Koshi ketma-ketligi ekan. Shu-
ning uchun, 2.5.1 - teoremaga ko‘ra, bu ketma-ketlik yaqinlashadi.
Demak, f funksiya e nuqtada limitga ega.

_ Shuni qayd qilish joizki, agar (3.2.1) da a nuqtaning o‘ng yoki
chap yarim atrofini oladigan bo‘lsak, biz @ nuqtadagi o‘ng yoki chap
limit mavjudligining Koshi shartini olamiz.

2. Funksiyaning cheksizlikdagi limiti mavjudligining Koshi shar-
ti xuddi yuqoridagi ko‘rinishga ega. Sodda qilib aytganda bu shart
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quyidagidan iborat: argumentning yetarlicha katta qiymatlarida funk-
siyaning mos giymatlari bir-biridan deyarli farq gilmasin.

Ta‘rif. Berilgan [ funksiya yuqoridan chegaralanmagan E C
R to‘plamda aniglangan bo‘lsin. Agar istalgan ¢ > 0 olganda ham
shunday A > 0 son topilsaki, z' > A, z" > A shartlarni ganoat-
lantiruvchi barcha z' € E va 2" € E lar uchun

|f(z") - f(a")| < e (3.2.3)

tengsizlik bajarilsa, f(z) funksiya * — 400 da Koshi shartini ganoat-
lantiradi deymaiz.

Quyidagi tasdiq o‘rinli.

3.2.2 - teorema. Berilgan f funksiya yugoridan chegaralanma-
gan E C R to‘plamda aniglangan bo‘lsin. f funlsiya ¢ — +oo da
limitga ega bo‘lishi uchun uning * — +oo da Koshi shartini ganoat-
lantirishi zarur va yetarli.

Isbot xuddi 3.2.1 - teoremaning isbotiga o‘xshash ravishda olib
boriladi.

Endi funksiyaning z —+ —oo va z — +oo da limiti mavjudligini
ta‘minlash uchun qo‘viladigan Koshi shartini keltirish murakkab
emas.

§ 3.3. Cheksiz kichik va cheksiz katta funksiyalar

1. Faraz qilaylik, f funksiyva £ C R to‘plamda aniglangan
bo'lib, ¢ shu to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsin.
Ta‘rif. Agar a(z) funksiya ¢ nuqtada nolga teng bo‘lgan limit
qiymatga ega bo‘lsa, ya‘ni
lim a(z) = 0 (3.3.1)
T=¥C
bo‘lsa, bu funksiya o‘sha ¢ nugtada cheksiz kichik deyiladi.
3.3.1 - misol. Ixtiyoriy tayinlangan ¢ € R soni uchun

a(z) = (z-¢)*, nEN
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funksiya ¢ nuqtada cheksiz kichikdir.
Bu tasdigning haqligi 3.1.6 - misoldan kelib chiqadi.
Ta‘kidlab o‘tamizki, agar b soni f funksiyaning ¢ nuqtadagi limit
giymati bo‘lsa,
a(z) = f(z) - b

funksiya, ravshanki, ¢ nuqtada cheksiz kichik bo‘ladi. Aniqroq ayt-
ganda, f funksiya ¢ nuqtada b ga teng limit gqiymatga ega bo‘lishi
uchun, bu funksiyaning ¢ nuqtada cheksiz kichik bo‘lgan biror a(z)
funksiya bilan birga

f(z) = b+ a(z) (3.3.2)

tenglikni qanoatlantirishi zarur va vetarli.

2. Agar funksiya ¢ nuqtaning atrofida chegaralanmagan bo‘lsa,
argument ¢ ga yaqinlashgan vaqtda bu funksiyaning xatti-harakatini
o‘rganish, ya'ni funksiya 400 yo —oo ga intiladimi yoki umuman
boshqa hol sodir bo‘ladimi, shuni aniglash diqqatga sazovor masala
hisoblanadi.

Faraz gilaylik, f funksiya E C R to‘plamda aniglangan bo'lib,
¢ shu to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsin.

Ta‘rif. Agar argumentning c¢ ga yaginlashuvchi istalgan {z,}
ketma-ketligi uchun

"ILH;D flzn) = 400 (3.3.3)
tenglik o‘rinli bo'lsa, f funksiya ¢ nugtada cheksiz katta deyiladi.
Bunda quyidagicha yoziladi:
li_rfxc f(z) = +o0. (3.3.4)
Agar f funksiya ¢ nuqtada cheksiz katta bo‘lib, u uchun (3.3.4)
tenglik bajarilsa, g(z) = —f(«) funksiya ham ¢ nuqtada cheksiz
katta deyiladi va bu quyidagicha yoziladi:
lim g(z) = —oo. (3.3.5)

T=)c
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Shuni qayd qilish joizki, agar a(z) funksiya ¢ nuqtada cheksiz
kichik bo‘lib, bu nuqtaning biror atrofida musbat bo‘lsa, f(z) =
1
a(z)

3.3.2 - misol. Quyidagi

funksiya ¢ nuqtada cheksiz katta bo‘ladi.

A&
fle) = oo™ n €N,

funksiya ¢ nuqtada cheksiz kattadir. Bu tasdigning haqligi 3.3.1 -
misoldan kelib chiqadi.

3. Matematik adabiyotlarda a nuqtada o‘ngdan yoki chapdan
cheksiz katta bo‘lgan funksiyalar ham ko*p uchraydi. Bunday funksi-
yalarning ta‘rifi yuqorida keltirilgan ta‘riflarga o‘xshashdir. Masalan,
agar z,, = ¢ bo'lib, z, > ¢ shartlarni qanoatlantiruvchi argument-
ning istalgan {z,} ketma-ketligi uchun

lim f(z,) = 400

n—oo

munosabat o‘rinli bo‘lsa, biz buni

lim f(z) = +o0 (3.3.6)

r—rc+0
kabi belgilaymiz, yoki yanada gisqa qilib,
fle+0) = 400 (3.3.7)

deb yozamiz.
3.3.3 - misol. Quyidagi

1

flz) = =1’ n € N,

funksiya ¢ € R nuqtada o‘ngdan ham, chapdan ham cheksiz kat-
tadir, aniqrog'i,

f(e—=0)=—o00, f(c+0)=+oo.
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Bu tasdigning haqligi, berilgan funksiyaning z < ¢ larda manfiy
va z > ¢ larda musbat ekanini hisobga olsak, 3.3.1 - misoldan kelib
chigadi.

4. Berilgan nuqtada cheksiz kichik va cheksiz katta funksiyalarni
taqqoslash uchun maxsus o va O belgilashlarni kiritish qulaydir.

Ta‘rif. Berilgan f va g funksiyalar a nugtaning shu nugtani
o'z kirishi shart bo‘lmagan biror atrofida aniglangan bo'lib, © # a
bo‘lganda g(z) # 0 bo‘lsin. Quyidagi

f(z) =o0(g9(z)), z—a, (3.3.8)
yozuv h(z) = % funksiya a nugtada cheksiz kichik ekanini anglata-
di.

Bu (3.3.8) belgilash « f(z) "o" kichik g(z) ga teng» deb o‘qgiladi.
Masalan,
2= ofz}), ' ‘@ —50,

bt i ] 1
B - (z-1)2)° A

Umuman, istalgan @ € R nuqta va m < n shartni qanoatlantiruv-
chi ixtiyoriy butun m va n lar uchun

yoki

(z—a)"=o((z - a)™), z—a,

tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bu tenglik, sodda qilib aytganda, n — m > 0
bo‘lgan barcha butun sonlar uchun h(z) = (z — a)"™™ funksiya a
nuqtada cheksiz kichik ekanini anglatadi.

Ahamiyat bering, xususiy holda,

a(z) =0(1), =z — a,

yozuv a(z) funksiyaning a nuqtada faqat cheksiz kichik ekanligini-
gina anglatadi.
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Ta‘rif. Berilgan f va ¢ funksiyalar biror E C R to‘plamda
aniglangan bo'lsin. Quyidagi

f(z) =0(g(z)), z€E, (3.3.9)

yozuv E to‘plamda biror o‘zgarmas C uchun

If(z)] < Clg(z)], z€E,

tengsizlik bajarilishini bildiradi.
Bu (3.3.9) belgilash « f(z) "O" katta g(z) ga teng» deb o‘qiladi.
Masalan,
1-22=0(1-2), =ze€lo,1]

E‘tibor bering, quyidagi
f()=0(1), =z€eE,

yozuv f(z) funksiyaning E to‘plamda faqat chegaralangan ekanligi-
nigina anglatadi.

§ 3.4. Monoton funksiyalar

Limitlar nazariyasi nugtai nazaridan garaganda, aynigsa mono-
ton deb ataluvchi funksiyalar o‘rganishga qulaydirlar.
Ta‘rif. Agar iwztiyoriy z € E va y € E lar uchun quyidagi

z<y = f(z) < f(y) (34.1)

implikatsiya o‘rinli bo‘lsa, f funksiya o‘suvchi deyiladi.

Agar (3.4.1) ning o‘ng tomonidagi tengsizlikda qat‘iy bo‘lmagan
tengsizlikni gat‘iy tengsizlikka o‘zgartirsak, biz gat‘iy o ‘suvchi funksi-
vaning ta‘rifini olamiz: '

z<y = f(z) < f(y) (3.4.2)
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Masalan, f(z) = sign z funksiya butun sonlar o‘qida o‘suvchi,
lekin qat‘iy o‘suvchi emas.
Xuddi shunga o‘xshash kemayuvchi funksiya ham aniglanadi:

r<y => f(z) > f(y).

Qat‘iy kamayuvchi funksiya esa quyidagicha aniqlanadi:

z<y = f(z)> f(y)

O'suvchi funksiya bilan kamayuvchi funksiyalar monoton funksi-
valar deyiladi, qatiy o‘suvchi funksiya bilan gatiy kamayuvchi funksi-
valar esa gatiy monoton funksiyalar deyiladi.

Har qanday monoton funksiya bir tomonlama limitga ega.

3.4.1 - teorema. Biror intervalda monoton bo‘lgan funksiya
shu intervalning har bir nugtasida chap va o‘ng limitlarga ega.

Isbot. Aytaylik, f funksiya (a,b) intervalda monoton bo'lib, ¢
shu intervalning istalgan nuqtasi bo‘lsin. Ana shu nuqtada, masalan,
chap limit f(e — 0) ning mavjudligini isbotlaymiz.

Aniglik uchun f o‘suvchi bo‘lsin deylik. f funksiyaning ¢ nug-
tadan chapda qgabul qiladigan giymatlari to‘plamini, ya‘ni

{f(z) : a<z<c} (3.4.2)

to‘plamni qaraymiz.
Madomiki f o‘suvchi funksiya ekan,

flz) < fe), a<z<e,

tengsizlik bajariladi.

Bundan (3.4.2) to‘plamning yuqoridan chegaralanganligi kelib
chigadi. Demak, bu to‘plamning aniq yuqori chegarasi mavjud bo'lib,
biz bu chegarani M orqali belgilaymiz:

M = sup f(z).
alr<c

Endi f funksiyaning ¢ nuqtadagi chap limiti ana shu aniq yuqori
chegaraga tengligini, ya‘ni

fle=0)=M (3.4.3)
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ekanini isbotlaymiz.

Aniq yuqori chegaraning ta‘rifiga ko‘ra quyidagi ikki tasdiq o‘rinli-
dir:

1) a < ¢ < ¢ shartni qanoatlantiruvchi har qanday z nuqtalar
uchun

flz) <M (3.4.4)

tengsizlik bajariladi;
2) istalgan £ > 0 olganda ham shunday z. nuqta topiladiki, u
uchun a < z. < ¢ bo'lib, quyidagi tengsizlik bajariladi:

f(ze) > M —¢. (3.4.5)

Musbat § = é(¢) sonni § = ¢ — z. deb olamiz. Shunda, f
funksiyaning o‘suvchiligiga ko‘ra, ixtiyoriy z > z. = ¢ — § uchun
(3.4.5) dan

f(z) 2 f(ze) > M —¢

tengsizlik kelib chigadi.
Agar (3.4.4) ni hisobga olsak,
c—-é<z<ec

intervaldagi barcha z lar uchun
M-¢ < f(z) £ M

tengsizlikni olamiz.
Bu tengsizlik M soni f funksiyaning ¢ nuqtadagi chap limitiga
tengligini anglatadi. Demak, (3.4.3) tenglik bajarilar ekan.
Monoton funksiyaning o‘ng limitga ega ekani ham xuddi shunga
o‘xshash isbotlanadi.

Eslatma. Agar f funksiya ¢ nugtaning biror atrofida aniglangan
va o‘suvchi bo‘lsa, uning o‘ng va chap limitlari hamda ¢ nuqtadagi
qiymati quyidagi munosabat bilan bog‘langan bo‘ladi:
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fle=0) < fle) £ f(c+0).

. Bunda tengsizliklardan hech birini, umuman aytganda, tenglik
bilan almashtirib bo‘lmasligini sign z funksiyasi misolida ko‘rish
mumkin, chunki ¢ = 0 nugtada

sign (0—0) = -1, sign0=0, sign (0+40)=1.

§ 3.5. Funksiyalar uzluksizligi

1. Ushbu paragrafda biz eng muhim matematik tushunchalar-
dan biri bo‘lgan uzluksiz funksiya tushunchasini kiritamiz.

Ta‘rif. Agar a nugtaning biror atrofida aniglangan f funksiya
shu 1‘mqtada limit qiymatiga ega bo‘lib, bu qiymat f(a) ga teng bo‘lsa
ya‘ni |

lim f(z) = f(a)

bolsa, f funksiya a nuqtada uzluksiz deyiladi.

Fansxya .limit giymatining Heine va Koshi ta‘riflarini esga ol-
sak-, biz funksiyani nuqtadagi uzluksizligining ikki teng kuchli ta‘rifini
berishimiz mumkin.

Uzluksizlikning Heine bo‘yicha ta‘rifi quyidagi ko‘rinishga ega
bo‘ladi.

T'a‘rif (H.E.Heine). Berilgan f funksiya a nugtaning biror
atrofida aniglangan bo‘lsin.

Agar argumentv?ing a nugtaga yaqinlashuvchi istalgan z,, ketma-
ketligi uchurlz funksiyaning unga mos f(z,) giymatlar ketma-ketligi
fla) ga y({qlfllae.rhsa, [ funksiya a nugtada uzluksiz deyilads.

Uzl‘ulfsmhknmg Koshi bo‘yicha ta‘rifi esa quyidagicha o‘qiladi.

TI‘a rgf (Koshi (A.L.Cauchy)). Berilgan f funksiya a nug-
taning biror atrofida aniglangan bo‘lsin.

‘ Agar iztiyoriy £ > 0 uchun shunday § > 0 topilsaki, argument z
ning
|z —a| <é
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shartni ganoatlantiruvchi barcha giymatlarida
|f(z) - fla)| < ¢

tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, f funksiya a nugtada uzluksiz deyiladi.

Albatta, f funksiyaning biror nuqtadagi uzluksizligi ta‘rifida ar-
gument giymatlarining bu nuqtadan farq qilishini talab gilishga
zaruriyat yo'q.

Bundan buyon, agar biror funksiya E to‘plamning har bir nug-
tasida uzluksiz bolsa, biz, gisqa qilib: funksiya E to ‘plamda uzluksiz
deymiz.

3.5.1 - misol. Har qanday ko‘phad butun sonlar o‘gida uzluk-
sizdir.

Bu tasdiqning haqligi 3.1.6 - misoldan bevosita kelib chigadi.

Navbatdagi misol funksiya o‘zi aniglangan nuqtalarda uzluksiz
bo‘lishi shart emasligini ko‘rsatadi.

3.5.2 - misol. Dirixle funksiyasi (3.1.4 - misolga qarang) sonlar
o‘qining hech qaysi nuqtasida uzluksiz emas.

Bu tasdiq Dirixle funksiyasining biror nuqtada ham limit qiy-
matga ega emasligidan kelib chiqadi.

Agar E to‘plamda aniglangan f funksiya a € E nuqtada uzluk-
siz bo‘lmasa, u holda f funksiya a nuqtada uzilishga ega deyiladi.
Bunda a nuqta f funksiyaning uzilish nugtasi deb ataladi. Shunday
qilib, Dirixle funksiyasi sonlar o‘gining har bir nuqtasida uzilishga
ega ekan.

Fagat bir nugtada uzluksiz bo‘lgan funksiyalar ham mavjud.

3.5.3 - misol. Agar D(z) Dirixle funksiyasi bo‘lsa, quyidagi

f(z) = zD(z)

funksiya z = 0 nuqtada uzluksiz bo‘lib, boshqa barcha nuqtalarda
uzilishga ega. Hagigatan, ravshanki,

[f(@)] < =],

shuning uchun, agar z,, — 0 bo‘lsa, f(z,) = 0= £(0) bo'ladi, ya‘ni
f funksiya nolda uzluksiz ekan.
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Endi, agar f funksiya boshqa biror a # 0 nuqtada uzluksiz
bo‘lsin desak, u holda

D(z) = (=)

I

funksiya ham o‘sha nuqtada uzluksiz bo‘lishi kerak, albatta. Am-

mo bu Dirixle funksiyasining har bir nuqtada uzilishga ega ekaniga
ziddir.

2. Uzilish nuqtaning turlari. Ta'rifga ko‘ra, agar a nuqtaning
biror atrofida aniqlangan f funksiya uchun

lim f(z) = f(a)

r—a

tenglik bajarilmasa, bu a nuqta f funksiyaning uzilish nuqtasi deyi-
lar edi.

Uzilish nuqtani, bu tenglik bajarilmasligi sabablariga qarab, tur-
larga ajratish mumkin.

Eng sodda hol - bu qachonki chap tomondagi limit mavjud
bo'lib, biror b songa teng bo‘lsayu, lekin b # f(a) bo‘lsa. Bu holda,
agar funksiyani a nuqtada b ga teng qilib o‘zgartirsak, ya‘ni

File) = {f(r), agar = # a bo'lsa,

b , agarz = a bo'lsa,

desak, bu funksiya a nuqtadan tashqari barcha nuqtalarda f(z)
funksiya bilan ustma-ust tushsada, lekin u, f funksiyadan farqli
ravishda, a nuqtada uzluksiz bo‘ladi. Shunday qilib, qaralayotgan
holda berilgan funksiya qiymatini a nuqtada o‘zgartirish yordamida
uzilishni bartaraf qilish mumkin ekan. Shu sababli bunday uzilish
nuqta bartaraf etiladigan uzilish nuqta deyiladi.
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'Y f(x)= ignx

J(©)

6-rasm

Keyingi yanada muhimroq hol - bu a nuqtax‘ia.gi leilis‘h funksiy-a-
ning bu nuqtadagi limiti mavjud emasligi tufayli SOdl.I‘ bo lg.an hOldl.I'.
Bu holda uzilish nuqta ikki turga bo‘linadi. Bu bo‘hmshmflg asosi-
da quyidagi bizga ma‘lum bo‘lgan tasdiq yota.di.: a nu.qt:‘a.mng b1r01:
atrofida aniglangan funksiya shu nuqtada uzluksiz bO‘ll.Shl uchun uning
shu @ nugtada chap va o‘ng limitlarga ega bo‘lib, bu bir t‘:om‘onla.rr}a
limitlar funksiyaning shu nuqtadagi giymatiga teng bo‘li-shi, yani

fla=0) = fla+0) = f(a)

tengliklarning bajarilishi zarur va yetarlidir. . "

Bundan chiqdi, uzilish yoki o‘ng va chap limitlar mav_]ud.bf) h.b,
ular o‘zaro teng bo‘lmasligi sababli yoki bo‘lmasa, bir tara.ﬂ‘l llmft—
lardan birortasi mavjud emasligi tufayli sodir bo‘lishi mumkin. Bu"—
inchi holga misol sifatida sign z funksiyasini olsak bo‘ladi, ikkinchi
holga esa - Dirixle funksiyasini. ,

Agar a nuqtaning biror atrofida aniglangan f funksiya t:)u nug-
tada o‘ng va chap limitlarga ega bo'lib, ular o‘zaro teng bo‘lmasa:

fla=0) # fla+0),

u holda bunday nuqta birinchi tur uzilish nugta deyiladi.
Bunda
fla+0) — f(a—0)
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kattalik f funksiyaning @ nuqtadagi sakrash: deyiladi. Masalan, a =
0 nuqta sign  funksiya uchun birinchi tur uzilish nuqta bo‘lib, bu
nuqtada qaralayotgan funksiya 2 ga teng bo‘lgan sakrashga ega.

Agar a nuqta atrofida aniglangan f funksiyaning bu nuqtadagi
bir tomonlama limitlaridan aqalli bittasi mavjud bo‘lmasa, u holda
a nuqta ikkinchi tur uzilish nuqta deyiladi. Masalan,

f(z) sin %, agar = # 0 bo'lsa,
0 , agarz =0 bo'lsa,
ko‘rinishda aniglangan funksiya nolda ikkinchi tur uzilishga ega,

chunki, ravshanki, nolda bu funksiya chap tomondan ham, o‘ng
tomondan ham limitga ega emas.

3. Ushbu bandda biz uzluksiz funksiyalar ustida arifmetik amal-

lar bajarish natijasida yana uzluksiz funksiya hosil bo‘lishini ko‘ramiz.

3.5.1 - teorema. Agar f va g funksiyalar a nuqtaning biror
atrofida aniglangan bo‘lib, shu nuqtada uzluksiz bo‘lsa, bu ikki funksi-
yalarning yig‘indisi, ayirmasi, ko‘paytmast va nisbati (ko‘rsatilgan
atrofda g # 0 bo‘lgan hollarda) a nugtada uzluksiz bo‘ladi.

Isbot. Faraz qilaylik, f va g funksiyalar a nuqtada uzluksiz

bo'lsin. Biz f+ g, f—g, f-g va -'g (g # 0 bo‘lganda) funksiyalar
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ham o‘sha nugtada uzluksiz ekanini isbotlashimiz kerak, ya‘ni har
qanday z,, — a ketma-ketlik uchun

f(rn) - g('rn) T4 .f(a) st g(a), f(xn) -g(z,,) o < f(a) -g(a),
hamda a nuqtaning ko'rsatilgan atrofida g # 0 bo‘lganda

fza)  fla)
9@ gla)

munosabatlarni isbotlashimiz zarur. Lekin bu tasdiglar bevosita 3.1.1
- teoremadan kelib chigadi.

Shuni aytish kerakki, 3.5.1 - teoremaning nisbatga tegishli qis-
mida berilgan intervalning barcha z nuqtalarida g(z) # 0 shartni
o‘rniga faqat g(a) # 0 deb talab qilish yetarlidir. Hagigatan, bu
shartdan, g funksiya a nuqtada uzluksiz bo‘lgani uchun, uning a
nuqtaning biror atrofida ham noldan fargli ekani kelib chiqadi. As-
lida bundanda qat‘iyroq navbatdagi tasdiq o‘rinli.

3.5.1 - tasdiq. Berilgan g funksiya a nuqtaning biror atrofida
aniglangan bo‘lib, shu a nuqtada uzluksiz bo‘lsin. Agar g(a) > 0
bo‘lsa, a nuqtaning shunday é-atrofi va ¢ > 0 o‘zgarmas topiladiki,
barcha x € (a — 4, a+ 68) larda

g(z) >e>0
tengsizlik bajariladi.
Isbot. Shartga ko‘ra ixtiyoriy € > 0 uchun shunday § > 0
topiladiki, barcha z € (a — 4, a 4 4) larda
gla) —e < g(z) < gla) +¢

tengsizlik bajariladi.
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i

0f ja-6 a a+6 %
8-rasm
(), = AT
Endic=e= G desak, talab qilingan tengsizlikni olamiz.

Isbotlangan 3.5.1 - tasdiq quyidagini anglatadi: agar berilgan
funksiya uzluksiz bo‘lgan nuqtasida noldan farqli bo‘lsa, shu nug-
taning biror atrofida u o‘z ishorasini saqlaydi.

3.5.2 - misol. Har qanday ratsional funksiya o‘zi aniqlangan
barcha nuqtalarda uzluksizdir. Boshqacha aytganda, agar P(z) va
Q(z) ko‘phadlar bo‘lsa,

_ P(z)

Q(z)
funksiya maxraj Q(z) noldan farqli bo‘lgan barcha nuqtalarda uzluk-
sizdir.

Ta‘rif. Berilgan y = f(z) funksiya E C R to‘plamda aniglan-
gan bo‘lsin. Bundan tashgari, = = ¢(t) funksiya M C R to‘plamda
aniglangan bo‘lib, uning qiymatlar to‘plami E da yotsin. U holda M
to‘plamda aniglangan va har birt € M qiymatga f[p(t)] sonni mos
go‘yuvchi f(p) funksiya murakkab funksiya deb ataladi.

Bunday aniglangan F(t) = f[¢(t)] funksiyani f va ¢ funksiyalar-
ning superpositsiyast yoki bu ikki funksiyaning kompozitsiyasi deb
ham atashadi va F = f o ¢ kabi belgilashadi.

3.5.2 - teorema. Agar ¢ : M — FE funksiya biror a € M
nugtada, f : E — R funksiya esa o‘sha nuqtaga mos b = ¢(a) € E

f(=z)
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nugtada uzluksiz bo‘lsa, u holda murakkab F(t) = f[p(t)] funksiya
t = a nugtada uzluksiz bo‘ladi.

Isbot. Biz biror @ € M nuqtaga intiluvchi har qanday t,, € M
ketma-ketlik uchun quyidagi

fle(ta)] = flp(a)l, tn—a, (3.5.1)

vaqinlashishni isbotlashimiz zarur.
Lekin ¢ funksiyaning uzluksizligidan,

e(tn) = ¢la), tn—a,

munosabatni olamiz. U holda f funksiyaning b = ¢(e) € E nug-
tadagi uzluksizligidan (3.5.1) kelib chiqadi.

2. Ushbu bandda biz biror intervalda uzluksiz funksiyalarning
muhim bir xossasini o‘rnatamiz. Bu xossaning geometrik ma‘nosini
quyidagidan iborat: agar uzluksiz funksiyaning grafigi biror gorizon-
tal to'g‘ri chizigning ham yuqorisida, ham ostida o'z nuqtalariga ega
bo‘lsa, u holda bu grafik ana shu gorizontal to‘g'ri chiziqni albatta
kesib o‘tadi.

3.5.1 - lemma. Berilgan g funksiya [a, b] kesmada uzluksiz bo‘lsin.
Agar g(a) < 0 va g(b) > 0 bo‘lsa, (a,b) intervalda shunday ¢ nuqgta
topiladiki, u nugtada g(c) = 0 bo‘ladi.

b
Isbot. Berilgan [a, b] kesmani ¢; = Jis nuqta orqali teng ikki

bo‘lakka bo‘lamiz. Agar g(¢;) = 0 bo'lsa, ¢; gidirilayotgan nuqta
bo'ladi. Bordiyu g(e;) # 0 bo‘lsa, [a;, b;] simvoli orqali ikki [a, ¢;]
va [e1, b] kesmalardan qaysi birining chetki nuqtalarida ¢ funksiya
har xil ishorali giymatlar qabul qilsa, o*shani belgilaymiz. Shunday
qilib,

gla) < 0, g(b) > 0.
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9 - rasm

+ b

Keyingi qadamda [a;, b;] kesmani ¢, = £ nuqta orqali teng
ikki bo‘lakka ajratamiz. Agar g(c;) = 0 bo‘lsa, yana talab qgilingan
nuqta topildi. Bordiyu g(c;) # 0 bo‘lsa, [az, b;] simvol orqali ikki
[a1, ¢2] va [ez,b,] kesmalardan qaysi birining chetki nugqtalarida g
funksiya har xil ishorali giymatlar gabul gilsa, o‘shani belgilaymiz.
Demak,

glaz) < 0, g(by) > 0.

Bu jarayonni davom ettirsak, biz, yoki qandaydir n-qadamda
g(cn) = 0 tenglik o‘rinli bo‘ladigan ¢, nugtani olib, jarayonni tu-
gatamiz, yoki ichma-ich joylashgan shunday [a,,, b,,] kesmalarni ola-
mizki, ular uchun

glan) < 0, g(by) > 0 (3.5.2)

bo‘ladi.

Agar bu jarayon tugamasa, ravshanki, [a,,, b,] kesmaning uzun-
ligi nolga intiladi, shuning uchun, ichma-ich joylashgan kesmalar
prinsipiga ko‘ra, [an,b,] kesmalarning barchasiga tegishli bo‘lgan
yagona ¢ nuqta topiladi. Xuddi ana shu ¢ nugtada talab qilingan
g(c) = 0 tenglik o‘rinli ekanini isbotlaymiz.

Demak, a,, — ¢ va b, — ¢ ekan. U holda, uzluksizlikka ko‘ra,
g(an) = g(c) va g(b,) — g(c). Shunday ekan, (3.5.2) munosabat-
larda n — oo da limitga o‘tsak,

gle) <0, g(e) >0
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tengsizliklarni olamiz.
Aniqki, bu ikki tengsizlik bir vaqtda faqat g(c) = 0 bo‘lgandagina
bajariladi.

Navbatdagi teoremani uzluksiz funksiyaning barcha oraliq qiy-
matlarni gabul qilishi hagidagi teorema deb nomlashadi.

3.5.3 - teorema. Berilgan f funksiya [a,b] kesmada uzluksiz
bo‘lsin. Agar f(a) < f(b) bo‘lsa,

fla) < A < f(b)

tengsizlikni qanoatlantiruvchi istalgan A soni uchun, (a,b) interval-
da f(c) = A tenglik bajariladigan ¢ nugta topiladi.
Isbot. Quyidagi

g(z) = f(z) - A

funksiyani kiritamiz.

Ravshanki, g funksiya 3.5.1 - lemmaning barcha shartlarini qanoat-
lantiradi va shuning uchun, (a, b) intervalda shunday ¢ nuqta mavjud-
ki, g(¢) = 0 bo‘ladi. Demak, f(c¢) = A tenglik bajarilar ekan.

5. Kesmada uzluksiz funksiyaning eng muhim xossalaridan biri uning
chegaralanganligidir. Ushbu bandda ana shu xossa to‘laroq o‘rganiladi.

Ta‘rif. Berilgan f funksiyaning E C D(f) to‘plamda qabul qi-
ladigan barcha qiymatlar to‘plami E to‘plamning aksi deyiladi va

f(E) = {f(z) : z€ E}

kabi belgilanadi.

Ta‘rif. Agar f funksiya va E C D(f) to‘plam berilgan bo‘lib,
f(E) to‘plam yuqoridan chegaralangan bo‘lsa, u holda f funksiya E
to‘plamda yugoridan chegaralangan deb ataladi.
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Bunda f(E) to‘plamning aniq yuqori chegarasi f funksiyaning
E to‘'plamdagi aniq yugori chegarasi deb ataladi va

sup f(z) = sup f(E)
ze€E

kabi belgilanadi.

Quyidan chegaralangan funksiya xuddi shunga o‘xshab aniqlana-
di.

Ta‘rif. Agar f funksiya va E C D(f) to‘plam berilgan bo‘lib,
f(E) to‘plam quyidan chegaralangan bo‘lsa, u holda f funksiya F
to‘plamda quyidan chegaralangan deb ataladi.

Bunda f(E) to‘plamning aniq quyi chegarasi f funksiyaning E
to‘plamdagi anig quyi chegarasi deb ataladi va

inf f(z) = inf f(E)

kabi belgilanadi.

Biror to‘plamda bir vaqtning o‘zida ham yuqoridan, ham quyi-
dan chegaralangan funksiya shu to‘plamda chegaralangan deb ata-
ladi.

3.5.4 - teorema (Veyershtrassning birinchi teoremasi).
Biror kesmada uzluksiz funksiya shu kesmada chegaralangandir.

Isbot. Berilgan f funksiya [a,b] kesmada uzluksiz bo‘lsin. Teo-
remani isbotlash uchun, ravshanki, barcha z € [a, b] larda

f(z)| < B

tengsizlikni qanoatlantiruvchi B o‘zgarmasning mavjudligini isbot-
lash yetarli.

Faraz qilaylik, bunday B topilmasin. U holda B ga ketma-ket
1,2,3,... qiymatlarni berib, [a,b] kesmada shunday {z,} ketma-
ketlikni topamizki, u uchun

|f(2n)] > n (3.5.3)

baho o‘rinli bo‘ladi.
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Bol‘sano - Veyershtrss teoremasiga ko‘ra, {z,, } ketma-ketlikdan
[a, b] kesmadagi biror ¢ nuqtaga yaqinlashadigan {z,, } gismiy ketma-
ketlikni ajratish mumkin. Shartga ko‘ra, f - uzluksiz, shuning uchun,
birinchidan, { f(z,, )} ketma-ketlik f(c) ga yaqginlashadi. Lekin, boshqa
tomondan, (3.5.3) bahoga ko‘ra,

|f(2n,)| > i

tengsizlikni olamiz, ya‘ni bu ketma-ketlik chegaralanmagan ekan.
Hosil bo‘lgan qarama-qarshilikdan teoremaning tasdiqi kelib chiqa-
di.

3.5.5 - teorema (Veyershtrassning ikkinchi teoremasi).
Kesmada uzluksiz bo‘lgan funksiya shu kesmada o‘zining aniq yuqori
hamda aniq quyi chegaralariga erishadi.

Isbot. Berilgan f funksiya [a, b] kesmada uzluksiz bo‘lsin. U hol-
da 3.5.4 - teoremaga ko‘ra, bu funksiya ham quyidan, ham yuqori-
dan chegaralangan bo‘ladi va, bundan chiqdi, 1.4.1 - teoremaga
ko‘ra u aniq yugori hamda aniq quyi chegaralarga egadir:

m= inf f(z), M= sup f(z).
z€[ab] z€[a,b]

Biz f funksiyaning ana shu chegaralarga erishishini isbotlashimiz
kerak. Boshqacha aytganda, [a, b] kesmada shunday z. va z* nug-
talar mavjudligini ko‘rsatish kerakki, ular uchun

m= f(z.), M= f(z7)

tengliklar o‘rinli bo‘lsin.

Masalan, f funksiyaning M aniq yuqori chegaraga erishishini
isbotlaymiz. Faraz gilaylik, bunday bo‘lmasin. U holda M — f(z)
ayirma qatiy musbat bo‘lib, [a, b] kesmaning hech bir nuqtasida nol-
ga aylanmaydi. Shuning uchun, 3.5.1 - teoremaga ko‘ra, quyidagi

1
9(z) = M= f@)
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musbat funksiya [a, b] kesmada aniglangan va uzluksizdir.
Veyershtrassning birinchi teoremasiga asosan, g funksiya yuqori-
dan biror musbat son orqali chegaralangan, ya‘ni

1
———— < B, a<z<hb.
M-f@ <% eSS
Demak,
fle) < M - %, a<z<b

- 1 -y y
Bu tengsizlik M —— son f funksiyaning yuqori chegarasi ekanini
anglatadi, ya‘ni, bun(Pa.n chiqdi, M soni aniq yuqori chegara emas
ekan. Hosil bo‘lgan qarama-qarshilik teoremani isbotlaydi.

Agar shunday z* € F nuqta mavjud bo‘lsaki,
f(a%) = sup f(z)
el

bo‘lsa, f(z*) giymat f funksiyaning E dagi maksimumi deb ataladi
va

max f(z) = f(z7)

kabi belgilanadi.
Bunda z* son f funksiyaning E to‘plamdagi maksimum nuqtasi
deyiladi. Masalan,

max _sign z = 1.
z€[-1,1]

Shu singari, agar shunday z. € E nuqta mavjud bo‘lsaki,

f(z.) = inf, f(z)

bo'lsa, f(z.) qiymat f funksiyaning E dagi minimumi deb ataladi
va
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min f(z) = f(z+)

kabi belgilanadi.
Bunda z. son f funksiyaning E to‘plamdagi minimum nugtasi
deyiladi. Masalan,

min _sign z = —1.
z€[-1,1]

Natija. Biror kesmada uzluksiz funksiya shu kesmada o‘zining
maksimum hamda minimumiga egadir.

Agar f funksiya [a,b] kesmada uzluksiz bo'lib, E to‘plam uning
qiymatlar to‘plami bo‘lsa, ya‘ni

E={yeR : y= f(z), z € [qa,b]}

bo‘lsa, u holda f funksiya [a, b] kesmani E to‘plamga uzluksiz aks-
lantiradi deyiladi.

Bunday aniglangan E to‘plam f akslantirishdagi [a,b] kesma-
ning akst ham deb ataladi.

3.5.2 - tasdiq. Uzluksiz akslantirishda kesmaning aksi yana
kesma bo‘ladi.

Isbot. Berilgan f funksiya [a,b] kesmada uzluksiz bo‘lib, F
to‘plam bu kesmaning aksi bo‘lsin. Quyidagi belgilashlarni kirita-
miz:

. 1@ M 2€lab) fz)-

Ravshanki, E C [m, M]. Veyershtrassning ikkinchi teoremasiga
asosan, m € Eva M € E. 3.5.3 - teoremaga ko‘ra esa, [m, M| C E.
Demak, E = [m, M] ekan.

&
6. Ushbu bandda biz qanday shartlarda uzluksiz funksiya teskari

funksiyaga ega bo‘lishini va ganday shartlarda teskari funksiya uzluk-
siz bo‘lishini o‘rganamiz.
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Ta‘rif. Agar f funksiya E to‘plamda aniglangan bo‘lib, istalgan
ikki x € E va y € E argument qiymatlari uchun = # y shartdan
flz) # f(y) kelib chigsa, f funksiya E to‘plamda teskarilanuv-
chanlik shartini ganoatlantiradi deymaz.

Ta‘rif. E to‘plamda aniglangan f funksiyaning teskarisi f=!
deb, M = f(E) to‘plamda aniglangan va quyidagi ikki shartni ganoat-
lantiruvchi funksiyaga aytiladi:

1) istalgan r € E uchun

@) = %
2) istalgan y € f(E) uchun

fif ') = v

3.5.3 - tasdiq. Funksiya o'z teskarisiga ega bo lishi uchun uning
teskarilanuvchanlik shartini ganoatlantirishi zarur va yetarlidir.

Isbot o‘z-o‘zidan ko‘rinib turibdi.

O‘z teskarisiga ega bo‘lgan funksivalarni teskarilanuvchi deb
ham atashadi.

3.5.4 - tasdiq. Qat‘ty monoton funksiya teskarilanuvchidir.

Hagiqatan, agar 2, # z; bo‘lsa, z; < z, yoki z; > z5 bo‘lib,
ravshanki, qat‘iy monoton funksiya har ikkala holda ham f(z;) #
f(z2) shartni, ya‘ni teskarilanuvchilik shartini qanoatlantiradi. De-
mak, bu funksiya 3.5.3 - tasdiqqa ko‘ra teskarilanuvchidir.

3.5.6 - teorema. Agar kesmada uzluksiz funksiya teskarisiga
ega bo‘lsa, teskari funksiya ham uzluksiz bo‘ladi.

Isbot. Shartga ko‘ra, f funksiya [a, b] kesmada uzluksiz bo‘lib,
f1 teskari funksiyaga ega bo‘lsin. 3.5.2 - tasdiqqa asosan, agar

! 1 3 M — ¥,
i e f(z) Joo) f(z)

deb belgilasak, [a, b] kesmaning aksi [m, M] kesma bo‘ladi.
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Aytaylik, yo nuqta [m, M| kesmadan olingan ixtiyorly nuqta
bo‘lsin. Ravshanki, agar zo = f~'(yo) deb olsak, f(zo) = yo bo‘ladi.
Biz f~! teskari funksiyaning mana shu yo nuqtada uzluksizligini
ko‘rsatamiz.

Buning uchun [m, M] dan y, ga yaqginlashuvchi ixtiyoriy {y,}
ketma-ketlikni olib, unga mos { f~!(yn)} ketma-ketlikning f~!(yo) =
o songa yaqinlashishini ko‘rsatish yetarli.

Avvalo shuni qayd qgilamizki, biz z,, = f~!(yn) deb belgilasak,
ravshanki,

f(za) = yn — yo = f(2o) (3.5.4)

munosabatga ega bo‘lamiz.
Faraz qilaylik, { f~'(yn)} ketma-ketlik, ya‘ni {z,} ketma-ketlik
o ga yaginlashmasin. U holda z( nuqtaning biror atrofidan tashqari-
da ketma-ketlikning cheksiz ko‘p elamentlari topiladi. Demak, Bol‘t-
sano - Veyershstrass teoremasiga asosan, {z,} ketma-ketlik zo dan
farqli z{, € [a,b] limit nuqtaga ega. Boshqacha aytganda, z,, —
zf, qismiy ketma-ketlik topiladi va shuning uchun, f funksiyaning
uzluksizligiga ko'ra,
F(ny) = F(2b) (35.5)

bo‘ladi.

Agar (3.5.4) va (3.5.5) ni taqqoslasak, zg # z{ bo'lishiga qara-
masdan, f(zg) = f(zf) tenglikni olamiz. Bu esa f funksiyaning
teskarilanuvchiligiga ziddir. Hosil bo‘lgan garama-qarshilik teore-
mani isbotlaydi.

7*. Yuqorida istalgan (uzluksiz bo‘lishi shart bo‘lmagan) funksiya
teskarilanuvchi bo‘lishi uchun yetarli shartlardan biri uning qat‘iy
monotonligi ekani ko‘rsatildi. Qizigi shundaki, uzluksiz funksiya
teskarilanuvchi bo‘lishi uchun qat‘iy monotonlik sharti zaruriy ham
ekan. Chunonchi, agar biror kesmada uzluksiz funksiya teskarilanuv-
chi bo‘lsa, u ana shu kesmada gat‘iy monoton bo‘lishi shart. Bu
tasdigning isboti quyidagi sodda teoremaga asoslanadi.
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3.5.7 - teorema. Agar kesmada uzluksiz funksiya teskarilanuv-
chi bo‘lsa, u o'zining maksimum va minimumlariga kesmaning che-
garaviy nuqtalarda erishadi.

Isbot. Shartga ko‘ra berilgan f funksiya [a, b] kesmada uzluksiz
va teskarilanuvchi bo'lsin. U holda bu kesmaning istalgan ikki z,
va z3 nuqtalari uchun quyidagi implikatsiya o‘rinli bo‘ladi:

[21 # 22] = [f(z1) # f(z2)].

Xususan, f(a) # f(b). Aniglik uchun f(a) < f(b) deb, istalgan
z € (a,b) nugta uchun quyidagi

fla) < f(z) < f(b)

ikki tomonlama tengsizlik o‘rinli ekaniga ishonch hosil gilamiz. Haqji-
qatan, agar bunday bo‘maganda edi, shunday z € (a, b) nuqta to-
pilar ediki, u uchun, masalan, f(zo) > f(b) tengsizlik o‘rinli bo‘lar
edi, ya‘ni

fla) < f(b) < f(20).

Shunday ekan, 3.5.3 - teoremaga asosan, (a, z) interval ichida
shunday ¢ nuqta topilar ediki, u uchun f(c) = f(b) bo‘lar edi. Ammo
bu tenglik f ning teskarilanuvchi ekaniga ziddir.

Endi biz kesmada uzluksiz funksiyaning teskarilanuvchiligidan
uning qat‘iy monoton ekanligi kelib chiqishini isbotlashga o‘tamiz.

3.5.8 - teorema. Agar kesmada uzluksiz funksiya teskarilanuv-
chi bo‘lsa, u holda bu funksiya ana shu kesmada gat‘iy monoton
0o ‘ladi.

Isbot. Faraz qilaylik, [a,b] kesmada uzluksiz bo‘lgan f funksiya
teskarilanuvchi bo‘lsin. U holda, ravshanki, f(a) # f(b) bo‘ladi.
Aniqlik uchun f(a) < f(b) deylik. Mana shu shartlarda f funksiya
[a,b] kesmada qat‘iy o‘suvchi ekanini isbotlaymiz.
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Haqiqatan, [a,b] kesmadan z; < z; shartni qanoatlantiruvchi
ixtiyoriy ikki z; va z; nuqtalarni olaylik. 3.5.7 - teoremaga asosan,
quyidagi qo‘shaloq tengsizlik o‘rinli:

fla) < f(z1) < f(b).

Yana xuddi shu 3.5.7 - teoremani [z}, b] kesmada f funksiya va
x5 nuqtaga qo‘llasak,

f(z1) < f(z2) < f(b)

tengsizlikni olamiz. . .
Bu yerda chapdagi tengsizlik f funksiyaning gat‘iy o‘suvchi ekani-
ni anglatadi.
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1. Ratsional ko‘rsatkichli darajali funksiya.
Biz natural ko‘rsatkichli darajali funksiyalarni o‘rganishdan bosh-
laymiz:
Pa(z) = 2", (3.6.1)

bu yerda n - natural son. Ushbu funksiya ko‘phad bo‘lib, butun
sonlar o‘qi R da tabiiy ravishda aniglangan. Bundan tashqari, bu
funksiya R da uzluksizdir.

Ushbu bandda biz (3.6.1) funksiyani manfiy bo‘lmagan [0, +oc)
yarim to‘gri chiziqda berilgan deb hisoblaymiz. Shubhasiz, bu yarim
to'gri chiziqda darajali funksiya qat‘iy o‘suvchi va, shu sababli, u
teskarilanuvchi bo‘ladi. Hosil bo‘lgan teskari funksiya 3.5.6 - teo-
remaga asosan uzluksizdir. Biz uni quyidagicha belgilaymiz:

3=

) =y~
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Agar bu tenglikda y argumentni odatdagi = orqali belgilasak,
(3.6.1) funksiyaga teskari funksiya % ko‘rsatkichli quyidagi

pL(z) =z (3.6.2)

n

darajali funksiya bo‘ladi. Bundan tashqari,

lim z" = 400
r—00
bo‘lgani uchun, manfiy bo‘lmagan yarim to‘gri chiziqda aniqlan-
gan (3.6.1) funksiyaning giymatlar to‘plami ham manfiy bo‘lmagan
yarim to‘gri chiziq bo‘ladi. Demak, (3.6.2) darajali funksiya [0, +00)
varim to‘gri chiziqda aniglangan ekan.
Teskari funksiyaning ta‘rifiga ko‘ra, istalgan a > 0 uchun

[P%(a)]n =a, p_:“,(a") =g

Agar (3.6.2) belgilashdan foydalansak, bu tengliklarni quyidagi
ko‘rinishda yozish ham mumkin:

(@n)"=a, (a")7 =a. (3.6.3)

Manfiy bo‘lmagan aw sonni a > 0 sondan olingan arifmetik ildiz
ham deb atashadi va

kabi belgilashadi.

3.6.1 - tasdiq. Har gqanday a > 0 hamda har qanday natural m
va n lar uchun

(Va)™ = Va™ (3.6.4)
tanglik o‘rinli.
Isbot. Quyidagi belgilashni kiritamiz:

b= (av)™ = (Ya)™ (3.6.5)
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U holda, butun ko‘rsatkichli darajaning xossalariga ko‘ra, (3.6.3)
ni hisobga olib, quyidagi tenglikka kelamiz:

= [T = ) = [T

1 i
Bundan, = ko‘rsatkichli darajaning ta‘rifiga asosan,

b= (a™) = Vam. (3.6.6)

Natijada (3.6.5) va (3.6.6) tengliklarni taqqoslasak, talab qili-
nayotgan (3.6.4) tenglikni olamiz.

]

Endi, agar m va n istalgan natural sonlar bo‘lsa, musbat rat-
sional r = — uchun a > 0 sonining r ko‘rsatkichli darajasini

n
quyidagicha aniglaymiz:
av = [ar]™. (3.6.7)

Agar r > 0 bo‘lsa, a > 0 sonning manfiy ratsional (—r) ko‘rsat-

kichli darajasi :
= (l) (3.6.8)
a
ko‘rinishda aniqlanadi.
Nihoyat, istalgan a > 0 uchun
a =1 (3.6.9)

deb gabul gilamiz.

Shunday qilib, biz istalgan musbat haqiqiy son z uchun yuqorida-
gi mulohazalar yordamida ixtiyoriy ratsional r ko‘rsatkichli z" dara-
jani kiritdik. Boshqacha aytganda, biz aniglanish sohasi z > 0 mus-
bat yarim to‘g‘ri chizig bo‘lgan

r

pr('T) = T
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ratsional ko‘rsatkichl darajali funksiyani anigladik. Ravshanki, ko‘r-
satkichli funksiya ana shu yarim to‘gri chiziqda uzluksiz va o‘suvchi
bo‘ladi.

Ratsional ko‘rsatkichli daraja quyidagi asosiy xossalarga ega
ekanini ko‘rsatish qiyin emas:

o = a"ra’ (3.6.10)
(a")" = a""*, (3.6.11)
a” -b" = (a-b)". (3.6.12)

Bu munosabatlarda a va b - istalgan musbat sonlar bo‘lib, r va
s ko'rsatkichlar esa ixtiyoriy ratsional sonlardir.

Isbot butun ko‘rsatkichli darajalarning xossalaridan hamda 3.6.1
- tasdigdan bevosita kelib chigadi.

Eslatma. Agar a > 1 bo‘lsa, ixtiyoriy ratsional » > 0 son uchun

a” > 1 (a>1,r>0, reQ). (3.6.13)

Hagiqatan, r = m/n deylik va b = a'/" deb belgilaylik. Agar b <
1 bo‘lsa, bu tengsizlikni n - darajaga ko‘tarib, qarama-qarshilikka
kelamiz: @ = b" < 1. Demak, b > 1 ekan. Endi bu tengsizlikni m -
darajaga ko‘tarsak, talab qilingan tengsizlikni olamiz:

arzamfn =" > 1.

2. Ko'‘rsatkichli funksiya.
Ushbu bandda ixtiyoriy a > 0 uchun

flz)=d*, z€Qq, (3.6.14)

funksiyani o‘rganamiz.
Avvalgi bandda biz bu funksiyani @ > 0 ixtiyoriy haqigiy son
bo‘lganida barcha ratsional z € Q ko‘rsatkichlar uchun aniqlagan
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edik. Bizning galdagi vazifamiz bu funksiyani ko‘rsatkich ixtiyoriy
hagiqiy son, ya‘ni 2 € R bo‘lgan holga ham aniqlashdir. Buning
uchun biz avval (3.6.14) funksiya har bir irratsional nugtada limit
giymatga ega ekanligini ko‘rsatib, so‘ngra o‘sha nugtada uni ana
shu limit giymatga teng deb aniqlaymiz.

Limit qiymat mavjudligining isboti quyidagi tasdiglarga asoslana-

di.
3.6.1 - lemma Agar a > 0 bo‘lsa,
lim a'/™ = 1 (3.6.15)
n—oo
bo‘ladi.

Isbot. Agar a > 1 bo‘lsa, biz biror b > 0 uchun a = 1+ b deb
yozishimiz mumkin. U holda, (1.3.22) ga ko‘ra, istalgan natural n

uchun B\
(1+_) > 1+b.
n

Shunday ekan, darajali funksiyaning monotonligiga asosan,
b
1+—2>(1 +b)t/m,

ya‘ni 4
A+ -1 < -

3

Avvalgi belgilashga o‘tsak, (3.6.13) ga ko'ra,

-1
0<a'/"—1<a :

n

Bundan a > 1 bo‘lganda lemmaning tasdig‘ini olamiz. Agarda
a < 1 bo‘lsa, isbotlanganga asosan,

1 1/n
lim (—) = 1
n—oo \ @

1 3 Sy
va talab qgilingan munosabaf al/n = W tenglikdan kelib chiqa-
di.
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Natija. Agar ri ratsional sonlar ketma-ketligi nolga intilsa,

lim a™ = 1 (3.6.16)
k—o0
tenglik bajariladi.
Haqiqgatan, agar ri > 0 bo‘lsa, cheksiz katta ni ketma-ketlikni

P < = shartdan tanlab olsak, a > 1 lar uchun
k
1< a™ < all/™
tengsizlikni va 0 < a < 1 lar uchun esa,

al/nk <ark 27

tengsizlikni olamiz. Bundan har ikki holda ham (3.6:16) tenglik kelib
chiqadi. Agarda ry < 0 bo‘lsa, talab gilingan natijani olish uchun
a” = 1/a~" tenglikdan foydalanish kifoya.

3.6.1 - teorema. Agar a > 0 va a # 1 bo‘lsa, quyidagi

fiz)=4a",- z€Q, (3.6.17)

barcha ratsional sonlar to‘plamida aniglangan fu iya har bir z €
R nuqtada limit giymatga egadir.

Isbot. Avval f(z) = a* funksiyaning monoton ekanini ko* rsatay-
lik. Aytaylik @ > 1 bo‘lsin. Agar z € Q va y € Q bo'lib, z < y
bo‘lsa, h = y — z > 0 deb belgilab, (3.6.13) yordamida quyidagi

f¥) - f(z)= f(z+h) - f(z) =a**t -0 =a[a" - 1] > 0

munosabatga ega bo‘lamiz, ya‘ni bu holda f(z) funksiya qat‘iy o‘suv-
chi bo‘lar ekan. Xuddi shunga o‘xshab, a < 1 bo‘lganda bu funksiya-
ning qat‘iy kamayuvchi ekani ko‘rsatiladi.

Har qanday monoton funksiya singari, (3.6.17) funksiya ham har
bir ¢ € R nuqtada chap f(c — 0) va o‘ng f(c + 0) limitlarga ega
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(bu tasdiq 3.4.1 - teoremaning isbotini so‘zma-so‘z qaytarish orqali
isbotlanadi).

Endi bu limitlarning o‘zaro tengligini isbotlaymiz. Aytaylik, {z,}
va {y,} ratsional sonlar ketma-ketligi ¢ ga yaqinlashib, z,, < ¢ < yn,
tengsizlikni qanoatlantirsin.

Shunday ekan, h,, = y, — z,, desak,

f(yn) = f(za) = a™(a"™ - 1) 4
tenglik hosil bo‘ladi. '
Shartga ko‘ra, har bir z,, son har qanday y,, dan kichik, xususan,

r, < y;. Demak, a® ketma-ketlik chegaralangan. Bundan chiqdi,
oxirgi tenglikda n — oo deb limitga o‘tsak, qayd qilingan

fle4+0) = f(c=0) = 0 (3.6.18)

tenglikni olamiz. Bu tenglik esa limit qiymatning har bir ¢ € R
nuqtada mavjudligini anglatadi. ‘

Eslatma Agar ¢ - ratsional son bo‘lsa,
fle—0) < f(e) < f(c+0)
munosabat va (3.6.18) tenglikdan
fle=0) = f(c) = f(c+0)

tenglikni olamiz, qaysiki, o'z navbatida, f funksiyaning ¢ nuqtada
uzluksizligini anglatadi.

Endi biz ko‘rsatkichli funksiyani istalgan irratsional nugtada un-
ing qiymatini limit qiymatga teng deb aniglashimiz mumkin.
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Ta‘rif. Agar a > 0,a # 1 bo'lsa, istalgan irratsional z son

uchun

"= limEQ a” (3.6.19)-
r—z, r

deb hisoblaymaiz.

Shunday qilib, biz 3.6.1 - teorema yordamida asosning a >
0, @ # 1 bo‘lgan barcha qiymatlari uchun ko‘rsatkichli a* funksiyani
R sonlar o‘gining hamma nuqgtalarida anigladik.

3.6.2 - teorema. Ko ‘rsatkichli funksiya quyidagi zossalarga ega:

a*tV = g% .Y, (3.6.20)
(a¥)* = a¥?, (3.6.21)

a® - b* = (a-b)?, (3.6.22)

bu yerda a > 0,b>0,z€ R, y € R. ;

Isbot ratsional giymatli argumentlar uchun o‘rinli bo‘lgan (3.6.10)-
(3.6.12) tengliklardan bevosita kelib chiqadi. Hagigatan ham, agar
(3.6.10)-(3.6.12) tengliklarda r € Q va s € Q sonlarnir — z va s —

y deb limitga o‘tsak, talab gilingan (3.6.20)-(3.6.22) munosabatlar
ko‘rsatkichli funksiyaning irratsional z va y nuqtalardagi (3.6.19)
ta‘rifidan kelib chiqadi.

3.6.3 - teorema. Ko'rsatkichli (3.6.19) funksiya R da a > 1
bo‘lganda gat‘ty o‘suvchi va 0 < a < 1 bo‘lganda gat‘iy kamayuv-
chidir.

Isbot. Masalan, a > 1 bo‘lib, z < y bo‘lsin. Agar h =y -z >
0 deb, h ga yaqinlashadigan o‘suvchi r,, ratsional sonlar ketma-
ketligini olsak, u holda (3.6.13) ga ko‘ra,

an =14

munosabatni olamiz. Endi r,, ketma-ketlikning o‘suvchi ekanini hisob-
ga olsak, ¢
<138
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tengsizlik hosil bo‘ladi.
Shunday ekan, (3.6.20) dan

a—a* = "t —a*=a"d"-1)>0

munosabatga ega bo‘lamiz, qaysiki, o'z navbatida, ko‘rsatkichli funksi-
yvaning qat‘iy o‘sishini anglatadi.

Navbatdagi lemma argumentning haqiqiy qiymatlarida aniglan-
gan ko'rsatkichli funksiya z = 0 nuqtada uzluksiz ekanini ko‘rsatadi.

3.6.2 - lemma. Agar a > 0 va a # 1 bo‘lsa, u holda

lim a* = 1. (3.6.23)

r—0

Isbot. Aniglik uchun a > 1 deylik. Aytaylik, z,, nolga yaqin-
lashuvchi ixtiyoriy haqiqiy sonlar ketma-ketligi bo'lsin. Endi 0 ga
vaqginlashuvchi va r, < z,, < s, shartni qanoatlantiruvchi ikki r,
va s, ratsional sonlar ketma-ketligini olamiz. U holda

a"n < a-rn &< a’n.

Agar bu yerda (3.6.16) xossadan foydalanib, limitga o‘tsak, talab
gilingan tasdigqa ega bo‘lamiz.

3.6.4 - teorema. Agara > 0 va a # 1 bo‘lsa, R haqiqiy sonlar
to ‘plamida aniglangan

f(z)=a*, z€R, (3.6.24)

funksiya R da uzluksiz bo‘ladi.
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Isbot 3.6.2- lemma va (3.6.20) tenglikdan kelib chiqadi. Hagiqatan,

a* — a° = a(a*°-1)

va o'ng tomon r — ¢ da nolga intiladi. Bu esa (3.6.24) funksiyaning
¢ nuqtada uzluksizligini anglatadi.

3.6.5 - teorema. Agar a > 1 bo‘lsa, quyidagi tengliklar o‘rinli
bo‘ladi:

hm a® =10, lim o = +o0. (3.6.25)
Tr—+—00 =400

Isbot. Agar § = a — 1 > 0 desak, (1.3.22) ga asosan,
a" = (1448)" > 1+ nd,

shuning uchun n — +o0c da @™ — +o00 bo‘ladi. Bundan, ko‘rsatkichli
funksiyaning monotonligiga ko‘ra, (3.6.25) ning o‘ng tomonidagi
tenglikni olamiz.

Endi chapdagi tenglik o‘rinli ekani shubhasiz. Haqgiqatan, agar
r — —oo desak,

g 1
a =—— 0
a xr
bo‘ladi.
=
1 - natija. Agar 0 < a < 1 bo‘lsa,
lim a® = +o0, lim a* =0 (3.6.26)

T~y =00 r—++00
tengliklar o‘rinli bo‘ladi.

. 1
Hagiqatan, agar e > 1 tengsizlikni va

P e
= {=
a
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tenglikni hisobga olsak, talab gilingan (3.6.26) tengliklar 3.6.5 - teo-
remadan kelib chiqadi:

2 - natija. Ko ‘rsatkichli funksiyaning qiymatlar to‘plami musbat
yarim to'g‘ri chizig, yani {y € R :y > 0} bo‘ladi.

Isbot quyidagi

inf a* =0, supa®=+c0
r€R reR

tengliklar va 3.5.3 - teoremadan kelib chiqadi.

3. Logarifmik funksiya.

Yuqoridagi 3.5.7 - va 3.6.4 - teoremalardan hagiqiy sonlar to‘plamida
aniglangan ko‘rsatkichli funksiyaning teskari funksivaga ega ekani
to‘g'ridan- to‘g'ri kelib chiqadi.

Ta‘rif. a > 0 va a # 1 bo'lsin. Ko‘rsatkichli

xr

g = &

funksiyaga teskari funksiya logarifmik funksiye deyiladi va

z = log,y

kabi belgilanadi.
Bu funksiyani, argument va funksiyani belgilashni odatdagi ko*-
rinishga o‘tkazib,
y = log, z (3.6.27)

kabi yozish mumkin.

Yugqoridagi 2 - natijaga asosan, logarifmik funksiya musbat yarim
to‘g'ri chiziqda, ya‘ni {z € R: 2 > 0} da aniqlangan.

Ta‘rifdagi musbat va birga teng bo‘lmagan a soni logarifmik
funksiyaning asosi deb ataladi. Logarifmik funksiya b > 0 nuqtada
qabul giladigan log, b qiymat esa, b sonining a asosga ko‘ra logarifmi
deyiladi.

Eslatma Logarifmik funksiya musbat yarim to‘g‘ri chizigda, ya'ni
{z € R:z > 0} da uzluksizdir.

Isbot bevosita 3.5.6 - va 3.6.4 - teoremalardan kelib chiqadi.
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Asosiy logarifmik ayniyat deb ataluvchi quyidagi tenglik lo-
garifmik funksiyaning ko‘rsatkichli funksiyaga teskari bo‘lganidan
bevosita kelib chiqadi:

a8 = g (3.6.28)

Logarifmik funksiya bir qator muhim xossalarga ega bo‘lsada,
aynan navbatdagi teoremada keltirilgan xossa logarifmning XVII-
XX asrlarda keng tarqalishiga asos bo‘lgan. Bu xossa ko‘paytirish

amalini unga nisbatan soddaroq qo‘shish amali bilan ma‘lum ma‘noda

almashtirishga imkon beradi.
3.6.6 - teorema. Iztiyoriy x > 0 va y > 0 lar uchun

log,(z-y) = log,z + log,y (3.6.29)

tenglik o‘rinli.
Isbot bevosita (3.6.28) asosiy logarifmik ayniyatdan va ko‘rsat-
kichli funksiyaning (3.6.20) xossasidan kelib chigadi. Hagiqatan,

i alogu.r, y= aIOSaU

tengliklarni o‘zaro ko'paytirsak, (3.6.20) tenglikka ko‘ra,

aloga Ty _ Ty = aloga z alogn v _— alogn z+log, v

hosil bo‘ladi.
Bu tenglikdan, ko‘rsatkichli funksiyaning qat‘iy monotonligini
hisobga olsak, talab qilingan (3.6.29) tenglik kelib chiqadi.

Agar e soni

e = lim (l+l) (3.6.30)
n—oo n

tenglik orqali aniqlansa, asosi ana shu e soniga teng bo‘lgan lo-

garifmga natural logarifm deyiladi va u Inz = log, z ko‘rinishda

belgilanadi. Natural logarifmlar matematikada va uning tadbigida

juda katta ahamiyatga ega.
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Hisoblash amallarining bajarishini tezlashtirish magsadida 1614
yilda D. Neper tomonidan kiritilgan logarifmlar aynan natural lo-
garifmlar edi. Keyinchalik o'n asosli (o'nli) logarifmlar ularni sigib
chiqarib, gariyib uch asr mobaynida asosiy bo'lib qoldilar. Shu davr-
da o‘nli logarifmlar jadvallari yoki ularning soddalashtirilgan holi
bo‘lgan logarifmik chizg'ichlar hisobchilar orasida keng tarqalgan
edi.

XX asr oxirlariga kelib turli sohalarda keng tarqalgan elektron
hisoblash texnikasi logarifmik jadval va chizg‘ichalarni keraksiz gilib
qo‘ydi. Ammo ilmiy izlanishlarda esa, asosan natural logarifmlar
qo‘llanilib, logarifmik funksiyalarning ahamiyati borgan sari oshib
boraverdi. Natijada yana natural logarifmlar asosiy o‘ringa chiqib
oldilar.

4. Trigonometrik funksiyalar.
R? tekislikda

S={(z,y) e R*: 2 +y* =1} (3.6.31)

ko‘rinishda aniglangan S to‘plamni qaraymiz. Bu to‘plam markazi
koordinatalar boshida bo‘lib, radiusi 1 ga teng bo‘lgan aylana, yoki
gisqa qgilib birlik aylana deyiladi.

"Koordinatalari (a;,b;) bo‘lgan M; nuqta bilan koordinatalari
(@z,b;) bo‘lgan M, nuqtani birlashtiruvchi M;M; kesma uzunligi
deb quyidagi

My M;| = \/(al —az)? + (b — by)? (3.6.32)

manfiy bo‘lmagan songa aytiladi. Shunday ekan, (3.6.31) to‘plamni
R? tekislikdagi koordinatalar boshidan uzunligi 1 ga teng bo‘lgan
masofada joylashgan nuqtalar to‘plami deyish mumkin.
Aylananing ikki nuqtasi orasida yotgan qismi yoy deb ataladi.
Mana shu aylana yoyining uzunligi. tushunchasini kiritishga o‘tamiz.
Birlik aylanada koordinatasi (1,0) bo‘lgan nuqtani P deb belgi-
lab, aylana yoyining uzunligini shu nugtadan boshlab o‘lchaymiz.
Birlik aylanadan yuqori yarim tekislikda yotuvchi istalgan M =
(z,y) nugtani (va‘ni y > 0 bo‘lgan nuqtani) olamiz. Bu ikki P
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va M nuqtalarni P;_; P, kesmalardan iborat bo‘lgan shunday siniq
chiziq L = PyP, P;...P,,_, P, bilan birlashtiramizki, bunda P, = P
va P, = M bo'lib, barcha P, nuqtalar S aylanada yotsin.

Biz siniq chiziq girralari soat strelkasiga teskari ravishda ketma-
ket joylashgan deb hisoblaymiz, ya‘ni bizning holimizda, o‘ngdan
chapga qgarab joylashgan bo‘ladi. Bu degani, agar P, nuqta (zx, yx)
koordinatalarga ega bo'lsa,

Bt B Bn] i T 22 2y =1 (3.6.33)

tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi.

10-rasm

Bunday siniq chiziqni PM yoyga ichki chizilgan deymiz. Bu L
siniq chizigning uzunligi deb

n

L] = Y |AL (3.6.34)
k=1
songa aytiladi, bunda AL orqali P;_, va P, nuqtalarni birlashtiruv-
chi kesma belgilangan bo‘lib, uning uzunligi, (3.6.32) ga asosan,

|ALy| = |Pe-1Pe| = v/ (2 — z5—-1)% + (vk — Y&—1)?

ga teng.

Agar siniq chizigning bo‘g‘inlari sonini, ya‘ni n ni oshirib borsak,
har bir bo‘g‘in uzunligi qisqarib, siniq chiziq uzunligi aylana uzunligi
deb ataladigan songa yaqinlashib boradi.

Ta‘rif. Birlik aylananing PM yoyi uzunligi (M) deb bu yoyga
ichki chizilgan siniq chiziglar uzunligining aniq yugori chegarasiga
aytiladi:

(M) =sup |L| =sup»_|AL. (3.6.35)
L L k=1 ‘
Agar M = (—1,0) bo‘lsa, PM yoy yarim aylana yoyiga teng
bo‘lib, uning uzunligi yunoncha = harfi bilan belgilanadi.
Ravshanki, agar [—1, 1] kesmaning ixtiyory = nuqtasi uchun M
orqali aylananing (z, /1 — #?) nuqtasini belgilasak, bu ta‘rif har bir
z ga PM yoy uzunligini, ya‘ni manfiy bo‘lmagan sonni mos qo‘yadi.
Shunday qilib, (3.6.35) tenglik orqali

f(z) = (M), buyerda M= (z,y/1-22), -1<z<]l,

funksiyani aniglashimiz mumkin ekan.

Agar z abssissani ozroq o‘zgartirsak, yoy uzunligi ham ozgina
o‘zgarishini tekshirish qiyin emas, ya‘ni yuqoridagi funksiya uzluk-
sizdir. Shuning uchun, 3.5.3 - teoremaga ko‘ra, bu funksiya bar-
cha oraliq giymatlarni gabul giladi. Demak, 0 < a < 7 kesmadan
istalgan haqiqiy « sonni olsak ham birlik aylanadan yuqori yarim
tekislikda yotuvchi shunday M nuqta topiladiki, u uchun I(M) =
a bo‘ladi (VII bobdagi 7.1.2 - misolga keltirilgan eslatmaga ham
qarang). Bunda M = (z,y) nuqta P = (1,0) nuqtani koordinatalar
boshi atrofida a radianga burish bilan hosil qilingan deyiladi.

Agar a haqiqiy son —7 < a < 0 oraliqdan olingan manfiy son
bo‘lsa, burishni soat strelkasi bo‘yicha olamiz, bunda PM yoy uzun-
ligini I(M) desak, o = —I(M) bo'ladi. Bu holda P nuqtani a radi-
anga burish natijasida hosil bo‘lgan M nugta quyi yarim teklshkda
yotadi, ya‘ni uning ordinatasi y < 0 bo‘ladi.

Shunday qilib, [, 7] kesmadan olingan har qanday a haqiqiy
songa birlik aylananing P nuqtasini a radianga burish natijasida
hosil bo‘lgan M = M(a) nuqtasi mos keladi. Ravshanki, M nuq-
taning (z,y) koordinatalari o ga bog'liq, ya‘ni
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Bunda z(a) son « sonining kosinusi, y(a) son esa a sonining
sinusi deyiladi. Ular quyidagicha belgilanadilar:

cosa = z(a), sina = yla). (3.6.36)

Shunday qilib, P nuqtani o radianga burish natijasida hosil
bo‘lgan M (a) nuqta quyidagi koordinatalarga ega ekan:

M(a) = (cosa, sina). (3.6.37)
ly
)
Q @ P %
11-rasm

Trigonometrik deb ataladigan kosinus va sinus funksiyalari (3.6.36)
tengliklar yordamida [, 7] kesmada aniglangan. Ammo davriy
davom ettirish deb nomlanadigan usul yordamida ularni butun son-
lar o‘qiga davom ettirish mumkin.

Agar shunday T # 0 son topilsaki, barcha ¢ € R lar uchun
ft+T) = f(t), —oo<t< +oo,
tenglik bajarilsa, butun sonlar o‘gida aniqlangan f funksiya davriy

deb ataladi.

Bu yerda umumiylikni buzmasdan 7 sonni musbat deyish mumkin.
Bu son davr deb ataladi. Masalan, Dirixle funksiyasi davriy bo‘lib,
istalgan musbat ratsional T soni uning davri bo‘ladi.
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Faraz gilaylik, f funksiya uzunligi T ga teng bo'lgan biror oralig-
da, masalan [0, 7] kesmada aniglangan va f(0) = f(T') bo'lsin. Agar
f funksiya T davrga ega bo‘lgan davriy funksiya bo‘lib, f bilan [0, T]
da ustma-ust tushsa, f funksiya f funksiyaning davriy davomi deb
ataladi.

Ravshanki, (3.6.36) tengliklar orqali [—7, 7] kesmada aniqlant
gan kosinus va sinus funksiyalarini butun sonlar o‘qiga qflyidagl
follgliklélr orqali 27 davr bilan davriy davom ettirish mumkin:

cos(a 4+ 27) = cosar, sin(a + 27) =sina.

Bevosita trigonometrik funksiyalar ta‘rifidan (3.6.37) koordina-
talarga ega bo‘lgan M (a) nuqta birlik aylanada yotishi kelib chi-qa—
di, bundan esa navbatdagi asosiy trigonometrik ayniyatni olamiz.

3.6.2 - tasdiq. Iztiyoriy haqiqiy o uchun

cos’a + sin‘a =1 (3.6.38)

tenglik o‘rinli.

Bu (3.6.38) ayniyatdan sinus va kosinuslarning chegaralangan-
ligi kelib chiqadi.

Natija. Iztiyoriy haqigiy o uchun

|cosa] < 1, |[sina| <1 (3.6.39)

tengsizliklar o‘rinli.

Biz burilishni abssissa o‘gida yotuvchi P = (1,0) nuqtadan
boshlab hisoblaganimiz uchun, a va —a burchaklarga burish nati-
jasida hosil bo‘lgan nuqtalar abssissalari ustma-ust tushadi, ordina-
talari esa ishorasi bilan farq giladi. Boshqacha aytganda, quyidagi
tengliklar o‘rinli bo‘ladi:

cos(—a) = cosa, sin(—a) = —sina. (3.6.40)

Bu tengliklar kosinusning juft va sinusning toq funksiya ekanini
anglatadi.
3.6.3 - tasdiq. Iztiyoriy haqiqiy o va (3 lar uchun
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cos(a — B) = cos a cos B + sin asin B (3.6.41)

tenglik o ‘rinli.

Bu (3.6.41) tenglik muhim trigonometrik ayniyatlardan biri bo‘lib

u go'shish formulasi deb ataladigan tengliklar qatoriga kiradi.

Ushbu (3.6.41) tenglikning isbot; KPS
formulaga qarang). g i § 3.9 da keltirilgan ((3.9.3)

3.6.4 - tasdiq. Agar 0 < o < g bo‘lsa,

0 < sina < « (3.6.42)
tengsizlik o‘rinlidir.
Isbot. Agar koordinatalari (z :
_ ‘ : +¥) bolgan M nuqta 0,1) koor-
dinatali P nuqtani o radianga burish bilan hosil bo] : )‘
b2 gan bo‘lsa, u
holda 0 < a < 3 lar uchun

0 <y < V+(1-2)? = |PM| < o

tengsizlik bajariladi. Bundan, ravshanki, (3.6.42) kelib chiqadi

Natija. Istalgan o € R uchun

[sina| < |a| (3.6.43)

tengsizlik o‘rinli,
Hagiqatan, agar le| < 1 bo‘lsa, (3.6.4 izl
: ) aga < » (3.6.43) tengsizlik, sinusning t
funksiya ekanini hisobga olsak, (3.6.42) dan kelib chiqadi. Aggarzi):

la| > 1 bo'lsa, (3.6.43) tengsizlikn; o A
ko'tinib turibd, 8 ning (3.6.39) dan kelib chiqishi

3.6.7 - teorema. Kosinus va si ; .
i nus trigon :
butun sonlar o'gida uzluksizdir. gonometrik funksiyalar
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Isbot. Quyidagi tenglik

3 —-a . ¥
cosfB —cosa = — QSin[ smﬁ;

2

bevosita (3.6.41) formuladan kelib chiqadi. Endi (3.6.39) va (3.6.42)
baholarni go‘llasak,
8 —
|cos B —cosa| < 2“2—0'-1 = |8 - af
hosil bo‘ladi. Demak, quyidagi implikatsiya o‘rinli bo‘lar ekan: g —
a = cos /3 — cosa. Bu esa kosinusning ixtiyoriy a nuqtada uzluk-
sizligini anglatadi.
Sinusning uzluksizligi xuddi shu singari isbotlanadi.

Qolgan trigonometrik funksiyalar sinus va kosinuslar orqali aniq-
lanadilar. Chunonchi, tangens va kotangenslar bu funksiyalarning

nisbatlari ko'rinishida kiritiladi:

sin coS T
ctge =

tge = ; ek,
cCos T sinx

Bu ikki funksiyaning o‘zi aniglangan har bir nuqtada uzluksizligi
shubhasiz.

5. Teskari trigonometrik funksiyalar.

Ravshanki, butun sonlar o‘qida aniqlangan davriy funksiya teska-
rilanuvchanlik shartini qanoatlantirmaydi, chunki u har bir gqiymat-
ni cheksiz ko‘p nuqtalarda qabul giladi. Shu sababli trigonometrik
funksiyalarga teskari funksiyani aniglash uchun bu funksiyalarni
ular gat‘ly monoton bo‘lgan kesmalarda qarash kerak. Shunday
qilinsa, teskari funksiyalar mavjud bo‘lib, 3.5.6 - teoremaga ko‘ra,

ular uzluksiz ham bo‘ladilar.
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sl ot : S T m
Sinus uchun monotonlik oraliq sifatda odatda [-=, Z:] kesma
e - i . 2.2°
olinadi. Bu kesmada sinus qat'ty o'sib, —1 dan +1 gacha barcha
giymatlarni qabul giladi. Shunday ekan, [-1,1] kesmada

fz) = sinz, -Z<e<

T

funksiyaga teskari f~! funksiya aniglangan. Bu teskari f~! funksiva
arksinus deb ataladi va .

fYz) = arcsinz, -1<z<1.

kabi belgilanadi.

Arksinus [—1,1] kesmada uzluksiz ekanligi va qat'iy monoton
o'sishi shubhasiz. .-

Kosinus uchun monoton o'sish oralig'i sifatida odatda [0, 7] kesma
olinadi. Bu kesmada kosinus +1 dan —1 gacha barcha qgiyvmatlarni
qabul qilib, qat‘iy kamayadi. Shunday ekan. [-1,1] kesmada

f(z) = cosz, 0<z<m,

funksiyaga teskari f~! funksiya aniglangan. Bu teskari f1 funksiya
arkkosinus deb ataladi va ‘

fYz) = arccosz, -1 < s,

kabi belgilanadi.

Arkkosinus [—1, 1] kesmada uzluksiz ekanligi va qat‘iy monoton
kamayishi shubhasiz. .

Tangens uchun monotonlik oralig'i sifatida ( HZ E) intervali
olinadi. Bu intervalda tangens qat‘y o'sib, —oc d:?m?+oc gacha
barcha giymatlarni qabul giladi. Shunday ekan, (—oc, +o0) sonlar

o'gida
po

r L]
= tgr., —— d
f(z) gz 2<ar<2.

funksiyaga teskari f~! funksiya aniglangan. Bu teskari f~! funksiva
arktangens deb ataladi va .

fYz) = arctg r, —00 < T < +oc,
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kabi belgilanadi.
Arktangens (—oo, +00) sonlar o‘qida uzluksiz va qat‘iy monoton

o‘suvchidir.

Yuqorida o‘rganilgan funksiyalar, ya‘ni darajali, ko‘rsatkichli,
logarifmik va shu bilan birga asosiy trigonometrik hamda teskari
trgonometrik funksiyalar eng sodda elementar funksiyalr deyiladi.

Ta‘rif. Eng sodda elementar funksiyalarga chekli sonda arifmetik
amal va superpozitsiyalarni go‘llash natijasida hosil bo‘lgan funksiya

elementar funksiya deyiladi.

Eslatib o‘tamiz, qo‘shish, ayirish, ko‘paytirish va bo‘lish amallari
arifmetik amallar deyilar edi. Shunday qilib, har ganday elemen-
tar funksiyani eng sodda elementar funksiya va to‘rtta arifmetik
amallardan tuzilgan formula ko‘rinishida yozish mumkin ekan. Mi-
sol uchun, quyidagi funksiya elementardir:

f(z) =sin(lnz) + 2'8V7 _ 3arctg(1 + z2).

Formula ko‘rinishida berilgan elementar funksiyaning tabiiy aniq-
lanish sohasi sifatida, odatda, argumentning bu funksiya ma‘noga
ega bo‘lgan barcha giymatlari to‘plami olinadi.

Quyidagi natija yuqorida isbot gilingan tasdiglardan bevosita
kelib chiqadi.

3.6.9 - teorema. Elementar funksiya o‘zi aniqglangan sohaning
har bir nugtasida uzluksizdir.

§ 3.7. Ajoyib limitlar

1. Birinchi ajoyib limit.
3.7.1 - teorema. Quyidagi tenglik o‘rinli (birinchi ajoyth limait):

By, TS 1 (3.7.1)
a—0 o
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Isbot. Ushbu

fla) = sin a

Zin:siy? a = ( nugtaning shu l_mqt_ani o'zi kirmagan ixtiyoriy atrofi-
himblgyz::éim. Avval bu funksiyaning a = 0 nuqtadagj o‘ng limitini
) .Fa,ra,z qilaylik, M = (z,y) nuqta P = (0,1) nuqtani radianga
urish orqali hosil bo‘lsin, bu yerda 0 < o < g U holda & ning shu

= (3.7.2)

giymatlarida

o _ sina
e
l?a,honing bajarilishini ko‘rsatish qiyin emas. Darhagiqat, bu tengsiz-
likning o‘rinli ekanligi § 3.9 da ko‘rsatilgan (3.9.2 - tasdiq‘qa qarang)
(3.7.3) bahodan (3.7.2) funksiyaning nol nuqtadagi o‘ng limiti 1
ga tengligi, ya‘ni

<1 (3.7.3)

f0+0) = lim  f(a)= 1

a—0,a>0

ekani kelib chiqadi.
Endi, sinus toq funksiya bo‘lgani uchun, (3.7 213 iyadi
sondl; y (3.7.2) juft funksiyadir,
ya‘ni f(-a) = f(a). Shuning uchun, P

f(0-0) = lim f(-a) = lim ol = 1,

a=0,a>0 fa—0,a>0

ya‘ni (3.7.2) funksiyaning nol nuqtadagi chap limiti ham 1 ga teng
ekan. Bundan talab gilingan (3.7.1) munosabatni olamiz.

2. Ikkinchi ajoyib limit.

3.7:2 - teo.remva. Aglar € son (3.6.30) tenglik orqali aniglangan
son bo‘lsa, quyidagi tenglik o‘rinli bo‘ladi (ikkinchi ajoyib lirit):
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1' 1 h lfh = g. 3.7-4
hlg})( + h) € ( )

Isbot. Ravshanki,

z—to0

lim (1+%) ='e (3.7.5)

tenglikni isbotlash yetarlidir.
Avval z — +oo deb faraz qilib, n = [z] deb belgilaymiz. U holda

n < z < n+ 1 bo‘ladi va shuning uchun quyidagi ikki tomonlama
tengsizlik bajariladi:

: n x n+l
(o ) <(1+1) <(143)" . @9
n+1 T n

Ravshanki, e sonining ta‘rifiga ko‘ra, z — +oc da bu tengsizlik
o‘ng va chap tomonlarining limitlari e ga teng. Demak,

lim (1 h %)x i (3.7.7)

r—+0o0

Endi, agar z =& —oo bo'lsa, t = —z deb

(o) ~(o8) =) o)

ni hosil gilamiz.

Agar (3.7.7) tenglikni e‘tiborga olsak, t — +oco da (ya'ni z —
—00 da) oxirgi tenglikning o‘ng tomoni e soniga intilishini ko‘rishimiz
mumkin. Binobarin, (3.7.5) tenglik bajarilar ekan.
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§ 3.8. Kompleks giymatli funksiyalar

Matematik tahlilda haqiqgiy o‘zgaruvchili kompleks giymat qabul
qiluvchi funksiyalar muhim o‘rin tutadi. Chunonchi, agar haqiqiy
sonlar o'qining (a,b) intervalida aniglangan f funksiya bu inter-
valdan olingan har bir haqiqiy = songa kompleks f (z) sonni mos
qo‘ysa, bu funksiya kompleks qiymatli deyiladi. Bunday funksiya

f: (a,b)—>C

kabi belgilanadi, bunda C - kompleks sonlar to‘plami.
Kompleks sonlar ta‘rifiga ko‘ra, kompleks giymatli f funksiyani
quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin:

f(z) = u(z) +iv(z),

bu yerda u va v - oddiy (haqiqiy qiymatli) funksiyalardir. Bunda
funksiya f funksiyaning haqiqiy qismi va v funksiya f ning mavhum
qismi deyiladi. Shunday qilib, kompleks giymatli funksiyalarni o‘rga-
nish ikki haqiqiy qiymatli funksiyalarni o‘rganishga kelar ekan.

Kompleks giymatli f = u + iv funksiyaning absolyut giymati
(voki moduli) deb haqiqiy manfiy bo‘lmagan quyidagi funksiyaga
aytiladi: .

f@)| = Va2(@) + (). (3.8.1)
Masalan,
e(z) = cosz +isinz

funksiyaning moduli aynan birga teng funksiyadir:
le(z)] = 1.

Kompleks giymatli funksiyaning limit qiymati va shu bilan bir-
ga, uzluksizligi xuddi haqiqiy funksiyalar uchun aniglangandek aniq-
lanadi. Misol tariqasida uzluksizlik ta‘rifini keltiramiz. )

Ta‘rif. Agar iztiyoriy = > 0 olinganda ham shunday § > 0
topilsaki, a nugtaning é- atrofidan olingan barcha = lar uchun

|f(z) = fla)| < ¢ (3.8.2)

tengsizlik bajarilsa, kompleks giymatli f funksiya a nugtada uzluk-
siz deyiladi.

3.8.1 - tasdiq. Kompleks qiymatli f = u+iv funksiya biror nug-
tada uzluksiz bo‘lishi uchun shu nugtada har ikkala u va v funksiyalar-
ning uzluksiz bo‘lishi zarur va yetarli.

Isbot bevosita

1f(z) - f(a)| = V[u(z) — u(a)]? + [v(z) — v(a)]? (3.8.3)

tenglikdan kelib chiqgadi. _
Hagiqatan, agar (3.8.2) tengsizlik bajarilsa,

lu(z) —u(a)| <&, [v(z)—v(a)]<e

tengsizliklar ham bajariladi. Bundan u va v funksiyalarning a nug-

tada uzluksizligi kelib chigadi. :
Aksincha, agar u va v funksiyalar ¢ nuqtada uzluksiz bo'lsa,

shunday & > 0 topiladiki, @ nugtaning é-atrofidagi har qanday z
uchun

: <

V2’ V2
tengsizliklar bajariladi, bu esa, 0z navbatida, (3.8.3) ga ko'ra, (3.8.2)
bajarilishini anglatadi.

Kompleks giymatli funksiyalar ham haqiqiy funksiyalarning ko*p-
gina xossalariga ega ekanini qayd etamiz. Masalan, arifmetik amal-
larni qo‘llash uzluksiz kompleks giymatli funksiyalar sinfidan chiqarib
yubormaydi (bo‘lish amalida maxraj noldan farqli degan qo‘shimcha
shart qo'yish zarur).

Misol tarigasida f funksiya a nuqtada uzluksiz bo'lib, f(a) # 0

shart bajarilgan holda, 7 funksiyaning ham a nuqtada uzluksizligini

|u(z) — u(a)] < v(x) — v(a)| <

isbot gilamiz.
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Faraz qgilaylik, f = u + v funksiya a nuqtada uzluksiz bo'lsin.
U holda 3.8.1 - tasdiqqa asosan, har ikkala u va v funksiya uzluksiz
bo‘ladi. Shunday ekan,
1 1 u b D

= — = — = —1 :
f u+iv w40 u? + v?

- L T
tenglikdan bevosita — funksiyaning ham mavhum, ham haqiqgiy

gismlarining uzluksizligi kelib chiqadi. Demak, 3.8.1 - tasdiqqa asosan,

1 . :
— funksiya ham uzluksiz ekan.

Xuddi shunga o‘xshash, uzluksiz funksiyalarning boshqa xos-
salari isbot gilinadi.

§ 3.9%. Ilova (trigonometrik funksiyalarning xossalari)

Faraz gilaylik, S - markazi koordinatalar boshida bo‘lib, radiusi
1 ga teng bo‘lgan aylana bo‘lsin, ya‘ni birlik aylana bo'lsin.

Agar P - birlik aylananing (1, 0) koordinataga ega bo‘lgan nuq-
tasi bo'lsa, M = (z,y) orqali aylananing shunday nuqtasini belgi-
laymizki, u P nuqtani t radianga burish natijasida hosil bo‘lib,

M = (cost, sint) (3.9.1)

koordinataga ega bo‘lsin.

Faraz qilaylik, P va M nuqtalarni yangi s radianga burish nati-
jasida aylananing mos ravishda P’ va M’ nuqtalari hosil bo‘lsin.
Bunda, albatta, PM kesma uzunligi P’M’ kesma uzunligiga teng
bo‘ladi, ya‘ni:

|PM| = |P'M). (3.9.2)

Quyidagi
P =(1,0), P’ = (coss,sin s),

M = (cost,sint), M' = (cos(t + s),sin(t + s)),
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tengliklarni hisobga olib, (3.9.2) tenglikni

(1 - cost)? +sint = [cost — cos(t + 5)]* + [sint — sin(t + s)]?

ko‘rinishda vozib olamiz.
Bundan, (3.6.38) asosiy ayniyatni qo‘llab, murakkab bo‘lmagan

hisoblashlar orqali,
cost = cos(t + s) cos s + sin(t + s) sin s

tenglikni hosil gilamiz.
Agar ixtiyoriy a va j3 lar uchun

desak, yana bir muhim

cos(a — 3) = cosaxcos 3 + sin a sin 3 (3.9.3)

trigonometrik ayniyatni olamiz. (3.9.3) tenglik qo‘shish formulalari

deb ataladigan ayniyatlar gatoriga kiradi. Ko‘pgina muhim trigono-

metrik munosabatlar aynan (3.9.3) formuladan kelib chigadi.
Masalan, bu tenglikda 3 o‘rniga —/ ni olsak, (3.6.40) ga ko‘ra,

cos(a + ) = cosacos 3 — sin asin 3 (3.9.4)

tenglik hosil bo‘ladi.
Endi f = —a deymiz. U holda, (3.6.38) asosiy trigonometrik
ayniyatni qo‘llab,

cos2a = cos’a —sina=1-2sin’a
munosabatni olamiz.

Demalk,

1 - cosa = 2sin? %. (3.9.5)
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2. Ushbu bandda biz birlik aylana yoyining uzunligi uchun ko‘ri-
nishdan tabiiy bo‘lgan baho olamiz.

Aytaylik, (z, y) koordinatalik M nuqta birinchi kvadrantda yotsin,

va‘ni z > 0, y > 0 bo'lsin. Xuddi yoy uzunligi ta‘rifidagi singari, P
va M nuqtalarni L = PyP, P;...P,_, P, siniq chiziq bilan shunday
birlashtiraylikki, Py = P va P,, = M bo‘lib, P nuqtalar S aylanada
yotsin.

Faraz qilaylik, siniq chiziq uchlari soat strelkasiga qarama-qarshi
ravishda joylashgan bo‘lsin, ya‘ni bizning holimizda o‘ngdan chap-
ga qarab joylashgan bo‘lsin. Bu degan so‘z, agar P, nuqta (2, yx)
koordinatalarga ega bo‘lsa, u holda

B=n < g CNE 2 =1 (3.9.6)

bo‘lsin.
Bunda, bevosita birlik aylaﬁaning (3.6.31) ta‘rifidan, siniq chiziq
uchlarining ordinatalari quyidagi

PERH NS e (3.9.7)

shartni qanoatlantirishi kelib chiqadi.

3.9.1 - tasdiq. Faraz qgilaylik, 0 < a < g bo‘lsin. Agar M =
(z,y) nugta birlik aylananing P = (1, 0) nugtasini o radianga burish
bilan hosil gilinsa,

a < l-z+4y (3.9.8)

tengsizlik bajariladi.
Isbot. Agar

(26 = 2k=1) + (U — vk—1)? < (J2x — Toet| + |00 — Yr—1])?

tengsizlikdan foydalansak, (3.9.6) va (3.9.7) tengsizliklarga ko‘ra,

|PePeot| = V(k — xk-1)? + (yk — yr—1)2 <

< ek = zi—1| + lyk = Yk=1| = (@r=1 — 2&) + (Y& — Yr—1)

munosabatni olamiz.
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Demak,
n n n
IL) = Z|Pkpk—l| < Z(Ik—l —z) + Z(yk—yk—-l)=
k=1 k=1 1 k=1
=(zo—2n)+(Un—w)=1—-z+y.

Boshqacha aytganda,
' IL| < 1-z+y.

Bu tengsizlik chap gismida barcha L siniq chiziglar bo‘yic.ha. aniq
yuqori chegaraga o‘tsak, talab qilingan (3.9.8) bahoni olamiz.

Natija. Agar 0 < a < g— bo‘lsa,
. a<1l—-cosa+sina (3.9.9)
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.

Hagiqatan, cosa = z va sina = y tengliklarni e‘tiborga olsak,
(3.9.8) dan (3.9.9) tengsizlik kelib chiqadi.

™ §
3.9.3 - tasdiq. Faraz qilaylik, 0 < a < o bo‘lsin. Agar M =
(z,y) nugta birlik aylananing P = (1,0) nugtasini o radianga burish
bilan hosil gilinsa,

1 —

et g (3.9.10)
(87 :

| R

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. .
Isbot. Avval (3.9.5) tenglik va (3.6.43) baho yordamida

2

ok Gt BRE T
_1—cosa-2sm2 52(2) =g

tengsizlikni olamiz.
So‘ngra, bundan foydalanib, (3.9.9) bahoni
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ol
a < 1l-cosa + sina < > T sin a
ko'rinishga keltiramiz.
Bu baho va (3.6.43) dan
ol
.af—-?gsinaga (3.9.11)

tengsizlik kelib chigadi. ,
Ravshanki, musbat a lar uchun (3.9.10) va (3.9.11) munosabat-
lar teng kuchlidir.

§ 3.10. Misollar

1 - misol. Ushbu

12

] -
-———Coﬂ, agar ¢ # 0 bo'lsa,
a, agar z = (0 bo'lsa

funksiya a ning qanday giymatida uzluksiz bo‘lishini aniqlang.
Ko‘rsatma. Quyidagi
1-cosz = 2sin? =
cos sin” 2
ayniyatdan foydalanib, birinchi ajoyib limitni qo‘llang.

g -~
2 - misol. Limitni hisoblang:

lim (Vzl+pz+q-—2).

400
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Ko‘rsatma. Quyidagi
a2 AT b2

a+b

a—b=
ayniyatni qo‘llang.

3 - misol. Tenglikni isbotlang:

L k) T SREREY (3.10.1)
z—0 @ Ina
Ko‘rsatma. Logorifm asosini e ga keltirib, (3.7.4) tenglikdan

foydalaning.
4 - misol. Tenglikni isbotlang:

= =lng, a0 (3.10.2)

=0 T

Ko‘rsatma. 3 - misoldan foydalanish maqgsadida z = log,(1+y)
almashtirish bajaring.

5 - misol. Tenglikni isbotlang:

. Vit zrz-—-1 1
lim ——mm88— = —.

r—0 T n

Ko‘rsatma. a” — 1 = (a — 1)(a""' + a2 + - - - + 1) formulani
qo‘llang.

6 - misol. [0, 1] kesmada aniglangan va barcha [a,b] C [0,1]
kesmalarda chegaralanmagan funksiyaga misol keltiring.
Ko‘rsatma. Ratsional nuqtalarda f g = ¢ ko‘rinishda aniqglan-

gan funksiyani qarang.
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7 - misol. Shunday f(z) va g(y) funksiyalarga misol keltiringki,
ular uchun lim f(z) = 0 va limg(y) = 1 bo‘lib, limg(f(z)) mavjud
r—0 y—0 r—0
bo‘lmasin.
Ko‘rsatma. f(z) = zsin & va g(y) = sign’y funksiyalarni
qarang. 5

8 - misol. [—1, 1] kesmada aniglangan va 0 nuqtada o‘suvchi
bo‘lgan shunday funksiyaga misol keltiringki, u hech qanday § > 0
uchun [~4, §] kesmada monoton bo‘lmasin.

1
Ko‘rsatma. f(r) = zsin? = funksiyani qarang,.

9 - misol. Agar f funksiya butun sonlar o‘qida aniglangan
bo‘lib, uning grafigi z = 0 va 2 = ¢ (¢ # 0) to‘g'ri chiziglarga
nisbatan simmetrik joylashgan bo‘lsa, uning davriy ekanini isbot-
lang.

Ko‘rsatma. Shartga ko'ra,

f(z) = f(-2), fletz)=f(c—2)
tengliklar bajarilishidan foydalaning.

10 - misol. Dirixle funksiyasi davriy ekanini va har qanday
musbat ratsional son uning davri bo‘lishini isbotlang.
Ko‘rsatma. Bevosita tekshirish orqali isbotlang.

11 - misol. Agar davriy funksiya eng kichik musbat davrga ega
bo‘lmasa, u yoki har bir nuqtada uzilishga ega, yoki u o‘zgarmasga
teng bo'lishini ko‘rsating.

Ko‘rsatma. Agar yuqoridagi shartni qanoatlantiruvchi funksiya-
ning biror nuqtada uzluksizligidan uning o‘zgarmasga tengligini is-
bot gilsak, misol yechilgan bo‘ladi.

Aytaylik Ty — 0 davrlar ketma-ketligi mavjud bo‘lib, f funksiya,

- . . - a
masalan, nol nuqtada uzluksiz bo‘lsin. Ixtiyoriy @ uchun ny = [ ]

Tk

]
=3

deymiz. U holda

a=niTr + 0Tk,

bu yerda

Endi f(a) = f(0) ekanini ko‘rsating.

|6k| < 1.
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§ 4.1. Funksiyaning hosilasi

Hosila tushunchasi birinchi qarashda o‘zaro bog‘liq bo‘lmagan
ikki masala tufayli vujudga kelgan. Bu masalalarning birinchisi hara-
katlanayotgan jismning tezligini aniqlash bo‘lsa, ikkinchisi esa, biror
chizigqa o‘tkazilgan urinmani topishdan iborat. Aslida bu ikki masala
o‘zaro uzviy bog'‘liqdir, chunki nuqtaning tezligi bu nuqta harakati
traektoriyasiga urinma bo‘lgan vektordir.

1. Tezlik. Nuqtaning to‘g'ri chiziq bo‘ylab harakatini qaray-
lik. Bu to‘g'ri chizigni biz koordinatalar o‘qi, ya‘ni haqiqiy sonlar
to‘plami deb qaraymiz. Faraz qilaylik, ¢ vaqt momentida nuqtaning
koordinatasi z(t) bo‘lsin. Shu nuqta harakatining tezligini topamiz.

Biror At vaqt oraligidan keyin nuqta z(t + At) koordinataga
ega bo'ladi. Demak, nuqta t dan t + At gacha o‘tgan vaqt ichida
z(t + At) — z(t) yo'lni

g "’(H"fzz_“’(t) (4.1.1)

o‘rtacha tezlik bilan bosib o‘tadi.

Biz nuqtaning ¢ momentdagi tezligini tahminan yuqorida hisob-
langan (4.1.1) o‘rtacha tezlikka teng deyishimiz mumkin. Darhaqiqat,
fizik mutaxasis «tahminan» degan so‘zni tashlab yuborib, aynan
(4.1.1) ifodani nuqgtaning izlanayotgan tezligi deb hisoblagan bo‘lar
edi. Biroq, nugtaning tezligini, har qanday vaqt momentini olgani-
mizda ham, keyin nima bo‘lishiga bog‘liq emas deb hisoblash tabiiy
bo‘lishiga qaramasdan, ravshanki, (4.1.1) o‘rtacha tezlik At oraliq
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qiymatga bog'liqdir. (Shuni qayd etish joizki, XX asrdagi fan taraq-
qgiyoti fizik mutaxasisning o'z nuqtai nazarini himoya qilishiga asos
borligini ko‘rsatdi.)

Endi At vaqt oralig‘ini kichiklashtira boshlab, (4.1.1) kasr o‘zgari-
shini kuzataylik. Bunda, albatta, maxraj nolga intiladi, lekin, shu
bilan birga, z(t) ni t ning uzluksiz funksiyasi deb qarasak, kasr surati
ham nolga intiladi. Bunda qaralayotgan kasr biror v soniga yaqin-
lashishi mumkin. Aynan shu son nuqtaning t vaqtdagi tezligidir,
e (t+ At) (t)

A z(t+ —z(t
o = Allt[_l}lo At A (4.1.2)

Shu paytgacha tezlik tushunchasi to‘g'risida gapirganda uning
ma‘nosini aniglashtirmagan edik. Endi esa biz (4.1.2) munosabatni
to‘g‘ri chiziq bo‘ylab harakat gilayotgan nuqta tezligining ta‘rifi deb
qarasak bo‘ladi.

2. Urinma. Eslatib o‘tamiz, biror (a,b) intervalda aniglangan
f funksiyaning grafigi deb R? koordinatalar tekisligidagi koordina-
talari (z, f(z)) bo‘lgan nuqtalar to‘plamiga aytilar edi. Aniqrog'i, f
funksiyaning I'( f) grafigi quyidagi

I'(f) = {(z,y) € R?:y = f(z), a < z < b} (4.1.3)

to‘plamdan iborat.

Faraz qilaylik, (e, f(¢)) va (¢ + h, f(c+ h)) nuqtalar f funksiya
grafigining ikki har xil nuqtalari bo‘lsin. Shu nuqtalardan o‘tuvchi
to'g‘ri chiziq tenglamasini yozamiz:

_ fleth) - flo)
y B h (I
Agar biz h ning giymatini kamaytira borsak, f funksiya grafigi-
ning abssissalari ¢ va ¢ + h bo‘lgan ikki nuqtasi orqali o‘tadigan
to‘g‘ri chiziq ['(f) grafikning (¢, f(¢)) nuqtasidan o‘tkazilgan urin-
maga yaginlashib boradi. Bunda urinma tenglamasi, (4.1.4) teng-
likka ko‘ra,

—¢) + flo). (4.1.4)

y = k(z—-¢) + fle) (4.1.5)
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ko‘rinishga keladi, bu yerda

k= lim f(“’h;_f("). (4.1.6)

by d‘&

J@) |- ol

oéclc;h ll"x

12-rasm

Yugorida urinma tushunchasi to‘g‘risida gapirganda biz uning
ma‘nosini aniglashtirmagan edik. Endi esa biz I'( f) grafikka abssis-
sasi ¢ ga teng bo‘lgan nuqtada o‘tkazilgan urinma - bu grafigi (4.1.5)
- (4.1.6) ko‘rinishga ega bo‘lgan to‘g'ri chiziqdir, deb ta‘riflashimiz
mumkin.

3. Hosila.

Ta‘rif. Berilgan f funksiya a nugtaning biror atrofida aniqlan-
gan bo‘lsin. Bu funksiyaning a nugtadagi hosilasi deb quyidagi li-
mitga aytiladi:

fla+h) - fla)

i, 2 @17
Odatda f funksiyaning a nuqtadagi hosilasi f’(a) simvol orqali

belgilanadi.

Yuqoridagi (4.1.7) kasr suratini argumentning h orttirmasiga
mos keluvchi f funksiyaning orttirmasi deb atash qabul qilingan.
Kasrni o'zini esa ayirmali nisbat deb atashadi.

4.1.1 - misol. Ushbu f(z) = z birlik funksivani qaraylik. Rav-
shanki,

fla+h) = f(a) = (a+h) —a=h.
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Shuning uchun,

fla+h) - fla) h
===1]
h h

va demak, istalgan a € R nuqgta uchun f’(a) = 1 ekan.
4.1.2 - misol. Ushbu f(r) = z? kvadratik funksiyani qaraylik.
U holda

fla+h) = f(a) = (a+ h)? — a® = 2ah + hZ.

Shuning uchun,

fla+h) - fla) 2ah+ h?
h ¥ h

va demak, istalgan a € R nuqta uchun

=2a+h

¥ = i 2 L :2
f'(a) }‘1_1310( a+h) a

ekan.

Ta‘rif. Agar funksiya a nuqtada hosilaga ega bo‘lsa, bu funksiyani
a nugtada differensiallanuvchi deymiz.

4.1.1 - va 4.1.2 - misollarda qaralgan funksiyalar har qanday
a € R nuqtada differensiallanuvchidirlar.

4.1.3 - misol. Agar D(2) Dirixle funksivasi bo‘lsa,

filz) = &t Diz)
funksiva © = 0 nuqtada differensiallanuvchidir.
Hagiqatan,
f(O+ h) = f(0) = h*D(h).

Shuning uchun,

f(0+ k) = £(0)

i

=hD(h) =0 h— 0.

bu esa f'(0) = 0 ekanini anglatadi.
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Qayd etish kerakki, bu funksiya noldan boshqa hech qanday
nugtada differensiallanuvchi emas.

Eslatma. Ravshanki, f funksiyaning a nuqtadagi hosilasi ta‘rifini
quyidagicha ham yozish mumkin:

f'(a) = lim (@)= fla) (4.1.8)

Tr—a r—a ’

Hagiqatan, agar h = & — a deb yozib olsak, (4.1.7) va (4.1.8)
ta‘riflarning o‘zaro teng kuchli ekani ravshan bo‘ladi.

4.1.1 - teorema. Berilgan a nugtaning biror atrofida aniglan-
gan f funkysiya shu nuqtada differentsiallanuvchi bo‘lishi uchun

quyidagi

flz)=f(a)+ A-(z —a)+ a(z)(z — a) (4.1.9)

tenglikni ganoatlantiruvchi A o‘zgarmas sonning va a nuqtada chek-
s1z kichik bo‘lgan a(z) funksiyaning mavjud bo‘lshi zarur va yetar-
lidir.

Isbot. Ravshanki, (4.1.9) shartni quyidagi

f(z) - f(a)

r—a

= A <4 a(r)

ko‘rinishda yozish mumkin, bunda z — a da a(z) — 0.

Bu tenglik, shubhasiz, chap tomondagi kasrning limiti mavjud
bo‘lib, u A soniga teng ekanligiga teng kuchlidir, ya‘ni, hosilaning
(4.1.8) ta‘rifiga ko'ra, f’(a) = A tenglikka teng kuchlidir.

w
1 - natija. Agar a nugtaning biror atrofida aniglangan f funksiya

shu nugtada differensiallanuvchi bo‘lsa, a nuqtada cheksiz kichik
bo‘lgan shunday a(z) funksiya topiladiki, u uchun

f(z) = f(a) + f'(a)(z — a) + a(z)(z — a) (4.1.10)
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tenglik bajarilads.

2 - natija. Agar funksiya biror nuqtada differensiallanuvchi
bo‘lsa, u shu nugtada uzluksiz bo‘ladi.

Haqiqatan, bevosita (4.1.10) tenglikdan ¢ — a da f(2) — f(a)
ekani kelib chigadi. Bu esa f funksiyvaning a nuqtada uzluksiz ekani-
ni anglatadi.

Chap va o‘ng limitlarning ta‘rifidan foydalanib, funksiyaning
chap va o‘ng hosilasi tushunchalarini kiritish mumkin.

Ta‘rif. Berilgan f funksiya a nugtaning biror o‘ng atrofida aniglan-
gan bo‘lsin. Bu funksiyaning a nugtadagi o*‘ng hosilasi deb quyidagi
limitga aytiladi:

i fla+h) - fla)
1m .
h—0+40 h

Funksiyaning nuqtadagi chap hosilasi ham xuddi shunga o‘xshash
kiritiladi; bunda faqat h — 0 — 0 deb limitga o‘tiladi. Chap va o'ng
hosilalar ba‘zan bir tomonlama hosila ham deb ataladi. Albatta,
chap va o‘ng hosilalar o‘zaro teng bo‘lishi shart emas. Masalan,
f(z) = |z| funksiyaning = 0 nuqtadagi o‘ng hosilasi 1 ga va chap
hosilasi —1 ga teng.

Agarda f funksiya [a, b] kesmaning har bir ichki, ya'ni z € (a,b)
nuqtasida differensiallanuvchi bo'lib, @ nuqtada f'(a) o‘ng hosilaga
va b nugtada f'(b) chap hosilaga ega bo'lsa va bundan tashqari,
shunday aniglangan f'(z) funksiya [a,b] kesmaning har bir nuq-
tasida uzluksiz bo‘lsa, biz bunday funksiyani [a, b] kesmada uzluksiz
differensiallanuvchi deymiz.

Agar f funksiya biror (a, b) intervalning har bir nuqtasida differ-
ensiallanuvchi bo‘lsa, istalgan z € (a,b) nuqtada f'(x) son aniglan-
gan bo‘ladi. Boshqacha aytganda, (a, b) intervalda z — f'(z) funksiya
mavjud bo‘lar ekan. Mana shu funksiya f funksiyaning hosilaviy
funksiyasi, yoki sodda qilib hosilasi deb ataladi.
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Berilgan f funksiyaning hosilasini f’(z) simvol orqali belgilashni
fransuz matematigi J. L. Lagranj kiritgan. Funksiva hosilasi uchun
ko‘p ishlatiladigan vana bir belgilashni nemis matematigi G. V.
Leybnits kiritgan bo‘lib, u quyidagidan iborat:

df(@) o df
o voki oddiyroq I
Masalan,
da? L
G

4. Differensiallash goidalari.

Hosilani hisoblash jarayoni defferensiallash deb ataladi. Nav-
batdagi tasdiq differensiallashning chizigli amal ekanini anglatadi.

4.1.2 - teorema. Agar f va g funksiyalar a nugtada differen-
stallanuvchi bo'lsa, istalgan A € R va p € R o‘zgarmaslar uchun
Af(z)+ pg(z) funksiya ham shu nugtada differensiallanuvchi bo‘lib,
quyidagi tenglik bajariladi

(Af+pg) = Af' +pug'. (4.1.11)
Isbot. Agar

F(z) = Af(z) + pg(z)
deb belgilasak,

Flz) —F(e) _ ,f(z)-fla) 4 pg(ﬂt)—g(ﬂ)

T—a T—a rT—a

tenglik o‘rinli bo‘ladi.
Bu tenglikda # — a deb limitga o‘tsak, talab qilingan tenglikni
olamiz:

F'(a) = Af'(a) + ug'(a).
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Ko'paytmani differensiallash qoidasi murakkabroq ko‘rinishga
ega.

4.1.3 - teorema. Agar f va g funksiyalar a nuqtada differen-
siallanuvchi bo‘lsa, ularning ko ‘paytmasi f(z)-g(x) ham shu nugtada
differensiallanuvchi bo‘lib, quyidagi tenglik bajariladi

(f-9) = f-9+ f9" (4.1.12)
Isbot. Agar

F(z) = f(z) - g(z)
desak,

F(z) - F(a) = [f(z) - f(a)lg(z) + f(a)[g(z) — g(a)]

tenglikni olamiz va shuning uchun,

Fle) = Fla)  fla) = J0) .o iy 2C)—gla).

I—a zT—a &= &

4.1.1 - teoremaning 2 - natijasiga ko‘ra, g(z) funksiya, har qan-
day differensiallanuvchi funksiya singari, @ nugtada uzluksizdir, ya‘ni
z — a da g(z) — g(a). Shunday ekan, + — a da limitga o‘tib, oxirgi
tenglikdan talab gilinayotgan munosabatni hosil qgilamiz:

F'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a).
*

Nisbatning hosilasi yanada murakkab ko‘rinishga ega.
4.1.1 - lemma. Agar g funksiya a nugtada differensiallanuvchi

bo‘lib, g(a) # 0 bo‘lsa, M funksiya a nugtaning biror atrofida

aniglangan bo‘lib, shu nuqtada differensiallanuvchi bo‘ladi va quyida-
g1 tenglik bajariladi:
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(l)' il 9_;, (4.1.13)
g g

Isbot. 4.1.1 - teoremaning 2 - natijasiga asosan g(z) funksiya
a nuqtada uzluksiz va shuning uchun u, 3.5.1 - tasdiqqa ko‘ra, a

nuqtaning biror atrofida noldan farglidir. Demak, shu atrofda —

g(z)
nisbat aniglangan.
Agar
1
F(z) = —
g(z)
desak,
1 1 _gla)—g(z)

g(z) g(a)  g(z)g(a)
tenglikni olamiz. Demak,
F(z)-F(a) _ _g(z)—g(e) 1
z—-a t—a g(z)g(a)
Bu tenglikda z — a deb limitga o‘tsak, talab qilingan tenglikka
ega bo'lamiz:

F'(a) = - ¢(a)

1
9%(a)’

4.1.4 - teorema. Agar f va g funksiyalar a nuqtada differen-
stallanuvchi bo‘lib, g(a) # 0 bo‘lsa, ; (z)

differensiallanuvchi bo‘ladi va quyidagi tenglik bajariladi:

(5)' = M—;f-g'-’ (4.1.14)

nisbat ham shu nuqtada
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Isbot. Biz bu kasrni quyidagi ko‘rinishdagi ko‘paytma deb qarashimiz

mumkin:

1
£,
g g

Shunday ekan, ko*paytmani differensiallash haqidagi 4.1.3 - teore-

mani va 4.1.1 - lemmani qo‘llab, talab gilingan tenglikni olamiz:

(i) o f’l +f(l) — ——fg—2
g g g g g

4. Murakkab funksiyani differensiallash.

Avvalgi bobning 3.5 - bandida kiritilgan murakkab funksiyalarni
o‘rganamiz. Chunonchi, y = f(z) funksiya biror E C R intervalda
aniglangan bo‘lsin. Bundan tashqari, z = ¢(t) funksiva M C R
intervalda aniglangan bo‘lib, uning giymatlar to‘plami E da yotsin.
Ushbu bandda biz M to‘plamda aniqlangan va har bir t € M songa
fle(t)] giymatni mos qo‘yuvchi f(y) funksiyani o‘rganamiz.

4.1.5 - teorema. Agar ¢ funksiya a € M nugtada differen-
stallanuvchi bo'lib, f funksiya bu nuqtaga mos b = p(a) € E da
differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda

F(t) = fle(t)]
murakkab funksiya a nuqteda differensiallanuvchi bo‘ladi va
F'(a) = £(b)-¢'(a) (4.1.15)

tenglik bajariladi.

Isbot. Ma‘lumki, f funksiya b nugtada differensiallanuvchi bo‘lsa,
(4.1.10) ga ko‘ra, b nuqtada cheksiz kichik bo‘lgan shunday a(z)
funksiya topiladiki, u uchun

f(z) = f(b) = [f'(b) + e(2)] - (z — b) (4.1.16)
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tenglik bajariladi.
Agar z = p(t) deb, b = ¢(a) ekanini hisobga olsak, (4.1.16) dan

fle(®)] - flp(a)

]%‘(t) = ‘P(a’)
t—a

t—a

l_ [7(0) + a2)

tenglikni olamiz.
Bu tenglikda t — a deb limitga o‘tsak, talab qilingan (4.1.15)
tenglik hosil bo‘ladi.

Eslatma. Agar f va ¢ funksiyalar o‘zlari aniglangan interval-
larning har bir nuqtasida differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda mu-
rakkab funksiyani differensiallash formulasi ¢ funksiyaning anigla-
nish sohasidagi barcha t larda o‘rinli bo‘lib, u quyidagi ko‘rinishda
yoziladi:

df[ﬁt(t)] = flle(®)]- ¢'(t). (4.1.17)

Bu (4.1.17) formulani ba‘zan «zanjirli qoida» deb atashadi. Agar

t o‘zgaruvchi ham o'z navbatida qandaydir s o‘zgaruvchining funksiyasi

bo‘lsa, ya‘ni t = 7(s) bo‘lsa, bu terminni ishlatish sababi yanada oy-
dinlashadi. Haqiqatan, bu holda quyidagi

®(s) = flelr(s)]}

murakkab funksiyaning (bu funksiya ba‘zan ® = fogor ko‘rinishda
ham belgilanadi) hosilasi

¥'(s) = f'(2)¢(t)7'(s)
ga teng bo‘ladi, bunda z = p(t) vat = 7(s).

5. Teskari funksiyani differensiallash.

Eslatib o‘tamizki, biror E to‘plamda aniqlangan f funksiyaga
teskari funksiya deb, M = f(FE) to‘plamda aniglangan va quyidagi
ikki:
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1) istalgan # € E uchun

U f(@)] = =
2) istalgan y € f(E) uchun

fIif Yl = v

shartlarni qanoatlantiruvchi f~' funksiyaga aytilar edi.

4.1.6 - teorema. [ funksiya a nuqtaning biror atrofida qat‘iy
monoton va uzluksiz bo‘lsin. Bundan tashqari, f funksiya a nugtada
differensiallanuvchi bo‘lib, f'(a) # 0 bo‘lsin. U holda teskari f~1
funksiya b = f(a) nugtada differensiallanuvchi bo‘lib,

(f7H' () =

e (4.1.18)

tenglik bajarilads.

Isbot. Albatta, teoremaning shartlari bajarilganda teskari funksiya

mavjud bo‘lib, u b = f(a) nuqtaning biror atrofida aniglangan
bo‘ladi hamda f~!(b) = a tenglik bajariladi. Ana shu atrofdan olin-
gan istalgan y # b son uchun z = f~!(y) deymiz. Bunda, ravshanki,
f(z) = y bo'lib, z # a bo‘ladi. Shunday ekan,

[ a-a 1

y—b fl@) = fla) ~ fl@) - fla)’

&= 4

(4.1.19)

Agar y — b bo‘lsa, teskari funksiyaning uzluksizligiga ko‘ra
(3.5.8 - teoremaga qarang), z — a bo‘ladi. Demak, (4.1.19) teng-
likda y — b deb limitga o‘tsak, talab qilingan (4.1.18) tenglikni
olamiz.
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§ 4.2. Eng sodda elementar funksiyalarning hosilalari

1. Logarifmik funksiyaning hosilasi. Quyidagi

f{z) = lng, x>0, (4.2.1)

logarifmik funksiyani garaymiz, bunda Inz simvoli orqali (3.6.30)
tenglik bilan aniglangan va e soni asos gilib olingan logarifm belgi-
langan, ya‘ni In z = log, z.

Biz bu funksyani har qanday = > 0 nuqtada differensiallanuvchi
ekanini isbotlaymiz.

Ayirmali nisbat tuzib, uni, logarifm xossalaridan foydalanib,
qulay ko‘rinishga keltiramiz:

In(z+h)—Ilnz 1 . / Zh
n(x+h) nr:__r_l“ 1_4__’. :lln 1+l_a .
h x h z x T

Agar t = h/x desak, ayirmali nisbatni

h

In(z 4+ h) — In(z) L& In(1+8)Y¢, ¢=2 (4.2.9)
T T

h

kabi vozib olish mumkin.
Ixtiyoriy tayinlangan x > 0 uchun h — 0 shartdan t — 0 kelib
chiqadi. Agar ikkinchi ajoyib limitdan, va‘ni
lim (1+ f)'/' =
t—=0
tenglikdan foydalansak, logarifmik funksivaning uzluksizligiga ko‘ra.

lim In[(1+ )" = Ine = 1

=0

tenglikka ega bo‘lamiz.
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Shuning uchun, (4.2.2) tenglikda h — 0 deb limitga o‘tsak, lo-
garifmik funksiya hosilasi uchun

(Inz) = %, >0, (4.2.3)

tenglikni olamiz.
Endi ixtiyoriy a > 0, a # 1 asosli

f(z) = log.2, 2>0, (4.2.4)
logarifmik funksiyaning hosilasini hisoblaylik. Agar b asosli loga-
rifmdan e asosli logarifmga o‘tish formulasidan, ya‘ni
logy, =
logy, a

log,z =

munosabatdan foydalanib, b = e desak,

lo z__ln_x
& = Te

tenglik hosil bo‘ladi. Bu tenglikni (4.2.3) formuladan foydalanib dif-
ferensiallasak, navbatdagi tasdigni olamiz.

4.2.1 - tasdiq. (4.2.4) logarifmik funksiya har qanday z > 0
nugtada differensiallanuvchi bo‘lib, uning hosilasi quyidagi ko‘rinishga
ega:

1

r_
(log, )" = =TT z > 0. (4.2.5)

2. Ko‘rsatkichli funksiya hosilasi. Agar ¢ > 0 vaa # 1
bo‘lsa,

fiz) = a%, =~ =o'z £ 00, (4.2.6)

ko‘rinishdagi ko‘rsatkichli funksiyani o‘rganamiz. Ma‘lumki, bu funk-
siya R sonlar o‘qining barcha nuqtalarida aniglangan. Ko‘rsatkichli
funksiyaning har qanday z € R nuqtada differensiallanuvchi ekani-
ni ko‘rsatamiz.
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Buning uchun (4.2.6) ko‘rsatkichli funksiva (4.2.4) logarifmik
funksiyaga teskari ekanini qayd etamiz. Shunday ekan, biz teskari
funksiya hosilasi haqidagi 4.1.6 - teoremadan foydalansak bo‘ladi.
Chunonchi, agar

flz) = log,z, = >0,

bo'lsa.

fiy) = &%, -0 <z <00,

bo'ladi.

Ravshanki. 4.1.6 - teoremaning barcha shartlari o'rinli. Shunday
ekan, (4.2.5) ga ko'ra, agar r va y sonlar # = ¥ munosabat bilan
boglangan bo'lsa,

' wl ' 1
() = [f~' ()] = Fix) = (logl Y = rlna= a’lna

tenglikka ega bo'lamiz.
Odatdagi belgilashlarga o‘tsak, navbatdagi tasdigni olamiz.
4.2.2 - tasdiq. (4.2.6) ko‘rsatkichli funksiya har qanday x € R
nugtada differensiallanuvehi bo*lib, uning hosilasi quyidagi ko rinishga
ega:
(a*) = a"lna, -o0 <z < 0. (4.2.7)
Eslatma. Agar a = ¢ bo'lsa, (4.2.7) formula nihoyvatda sodda

ko'rinishga keladi:

l(,!')f = e, - < T < 00, “'1.2.8)

3. Darajali funksiya hosilasi. Ixtivoriv o € R sonni tavinlab.,

Hx) = =%, >0, (4.2.9)
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darajali funksiyani qaraymiz. Ko'rsatkich ixtiyoriy hagiqiy son bo‘l-
gani uchu, biz bu funksiyani musbat yarim to‘g'ri chizigda aniglan-
gan deb hisoblaymiz (hagiqatan, masalan a = —0.5 bo'lsa, z < 0
lar uchun darajali funksiyani aniglash giyin).

Logarifmik funksiva xossalaridan foydalanib, (4.2.9) funksiyani
ko'rsatkichli va logarifmik funksiyalarning superpozitsiyasi sifatida

vozib olamiz:

f(.l‘) _ fulnr'

Shunday ekan, 4.1.5 - teoremani qo‘llasak,

1
fl(l.) - f“]"’.a.; = 7.

tenglik hosil bo‘ladi.

Natijada navbatdagi tasdiqqa kelamiz.

4.2.3 - tasdiq. (4.2.9) darajali funksiya har qanday x > 0 nug-
tada differensiallanuvchi bo'lib, uning hosilasi quyidagi ko‘rinishga
ega:

(z*) = az*"1. (4.2.10)

Eslatma. Agar a ko'rsatkich ixtiyoriy butun son bo‘lsa, (4.2.10)
formula barcha # # 0 lar uchun o‘rinli bo'ladi va a ixtiyoriy natu-
ral son bo‘lganda esa, (4.2.10) tenglik barcha z € R lar uchun

bajariladi.
4. Trigonometrik funksiyalar hosilalari. 1) Biz

y = sinz, € R, (4.2.11)

funksivadan boshlaymiz.
Argument orttirmasini i deb, funksiya orttirmasini hisoblaymiz:

y . . h h
sin(z + h) — sinx = 2sin Scos| 4+ 3]
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U holda ayirmali nisbatni quyidagicha yozish mumkin:

S1

. I n—
sin(z + h) —sinz o h2 o (I 2% .';1) . (4.2.12)
2

h

Birinchi ajoyib limitga ko‘ra, quyidagi

. h
sin —
h—=0 = h2 =1
2

implikatsiva o‘rinli bo‘ladi.
Shunday ekan, (4.1.12) tenglikda h — 0 deb limitga o‘tsak, kosi-
nusning uzluksizligiga asosan, quyidagi tasdigni olamiz.
(4.2.11) sinus funksiyasi har ganday x € R nugtada differensial-
lanuvchi bo'lib, uning hosilasi quyidagi ko‘rinishga ega:
(sinz)’ = cosz. (4.2.13)

2) Endi

y = cosz, z€R, (4.2.14)

funksiyani qaraylik.
Keltirish formulalariga ko‘ra,

cos r = sin (g - x) : (4.2.15)

(4.2.13) tenglikdan va murakkab funksiya hosilasi haqidagi 4.1.5
- teoremadan foydalanib, (4.2.15) tenglikning chap tomonini differ-
ensiallaymiz:

(cosz)" = cos (g — J:) (-1) = —sinz.

Shunday qilib,

(cosz)' = —sinz, z€R. (4.2.16)
3) Ushbu

y =tgz, T# g+ wk, k€ Z, (4.2.17)

tangens funksiyasining hosilasi ham oson hisoblanadi.
Haqiqatan, agar nisbat hosilasi uchun isbotlangan (4.1.14) for-
mulada f(z) = sinz va g(z) = cosz desak,

, _ (sinz) cosz —sinz(cosz)’ cos’z + sinfz 1
(tgz) = cos? z i cos?z ~ cos?z
tenglikni olamiz.
Demak,
s
(tgz) = T 1+tgz, z# 3 + 7k, k€Z. (4.2.18)

4) Navbatdagi formula ham xuddi (4.2.18) tenglik singari isbot-
lanadi.

(ctgz) = — ——=-1-ctg’z, z#7k, keZ (4.2.19)
sin- I

5. Teskari trigonometrik funksiyalar hosilalari.

1) Quyidagi

y = arcsinz, -1<z<1, (4.2.20)

funksiyani qaraymi?r. 2

Bu funksiya —— < y < — kesmada aniqlangan z = siny
funksiyaga teskari funksiyadir. Shuning uchun, teskari funksiyani
differensiallash haqidagi 4.1.6 - teoremani va sinus hosilasi uchun
olingan (4.2.13) formulani go‘llasak,
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Y 1 1
(arcsinz) = — = (4.1
(siny)’ cosy

tenglikni olamiz.
Endi

cosy=4/1-sin’y=+/1-22

munosabatni e‘tiborga olsak, (4.2.21) tenglikdan navbatdagi tasdiq
kelib chiqadi.

4.2.4 - tasdiq. (4.2.20) teskari funksiya har qanday = € (-1, 1)
nuqtada differensiallanuvchi bo*lib, uning hosilasi quyidagi ko‘rinishga
ega:

(arcsinz)’ = - ;s —l<e<l, (4.2.22)
1-—z2
2) Quyidagi
T 3
arccosz = - — arcsinz
tenglikdan
1
(arccosz) = — , —-l<z<1, 4.2.2
Ao \229)
formulani olamiz.
3) Endi
y = arctgz, —-o00<z< 00, (4.2.24)

funksiyani qaraymiz.
i m m .
Bu funksiya R ko kesmada aniglangan » = tg y funksiya-
ga teskari funksiyadir. Shuning uchun, teskari funksiya hosilasi haqida-

gi 4.1.6 - teoremani va tangens hosilasi uchun (4.2.18) formulani
qo‘llasak,
1 1

arctgr)’ = = -
(arctg ) (tgy) 14 tgly
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tenglikni olamiz.
Demak, tg y = z bo‘lgani uchun,

(arctgz)’ = —00 < T < 00, (4.2.25)

14 z2’

formulani hosil gilamiz.

6. Eng sodda elementar funksiyalar hosilalari jadvali.

Agar eng sodda elementar funksiyalar hosilasini bilsak, yig‘indi,
ayirma, ko‘paytma va nisbatlarni differensiallash haqgidagi teore-
malarni va murakkab funksiyani differensiallash qoidasini qo‘llab,
istalgan elementar funksiyani differensiallashimiz mumkin. Shunday
ekan, quyidagi eng sodda elementar funksiyalar hosilalari jadvalini
bilish muhimdir.

1%, (2°) = az*! (z>0).

20, (log,z) =

g g (0<a#1, z>0).

3% (@¢*) = a®*:-lne (0<a#1l, —0<z< ).

49, (sinz)’ = cosz (—oc0 < T < 00).

5%, (cosz)’ = —sinz (—0o0 <z < 00).
6% (tgz) = =14+tg*z (23 E-{—k?r. k€ Z).
cos? z 2
i
o iz r— = —1 - cte? z ’
™. (ctgzf = 7% l1-ctg’z (z#kn, k€ Z)
8%. (arcsinz) = e {=1 < ad)
V1-—z?
9%, (arccosz) = ——— (~-1<z <1).
v1-—z?
1
10°. (arctgz) = —  (—00 <z < ).

14 22
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Eslatma. Istalgan elementar funksiya hosilasi yana elementar
funksiya bo‘ladi.

Elementar funksiyalarni differensiallash bo‘yicha ikki muhim mi-
solni keltiramiz. Bu misollarda a va b ixtiyoriy haqiqiy sonlardir.

4.2.1 - misol. Quyidagj

f(2) =In+/(z — a)% + b2 (4.2.26)

funksiyaning hosilasini toping.
Yechish. Murakkab funksiyani differensiallash qoidasini qo‘llab,
hosilalar jadvalidan

f@) = 3(nl(z - a)? 4 3]y = 2 L

=3 @_apyp =0

tenglikni olamiz.
Shunday qilib,

=i F By = E_8 (4.2.27)

(z —a)?+b?
4.2.2 - misol. Quyidagi

f(-"-‘):a.rcth;a

funksiyaning hosilasini hisoblang.
Yechish. Murakkab funksiyani differensiallash qoidasini qo‘llab,
hosilalar jadvalidan

f’(z) = (arctg = ; a)f - 1

tenglikni olamiz.
Demak,
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r—a\’ b
arct = ; 4.2.2
(dr(‘ 5% ) (z —a)? + b? ( B

7. Yugqori tartibli hosilalar.

Agar f funksiya biror intervalda differensiallanuvchi bo‘lsa, bu
intervalda f’(z) funksiyva aniglangan bo‘ladi. Albatta, bu yangi f’
funksiva ham shu intervalning biror @ nuqtasida differensiallanuvchi
bo'lishi mumkin. U holda f’ funksiyvaning ¢ nuqtadagi hosilasi f
funksivaning shu nuqtadagi ikkinchi tartibli (yoki ikkinchi) hosilasi
deb ataladi va f”(a) kabi belgilanadi. Bunda quyidagi

2
(@) = fO0) = ()
da?
belgilashlardan ham foydalaniladi.

Xuddi shu singari, ikkinchi hosila ham qaralayotgan intervalning
har bir nuqgtasida mavjud bo'lib, u ham differensiallanuvchi funksiva
bo'lishi mumkin. U holda f funksiva ikkinchi hosilasining hosilasi
f funksivaning uchinchi tartibli (voki uchinchi) hosilasi deb ataladi

va

o p(3) _ “'ﬂf
fi=af =iy
kabi belgilanadi.

Umuman, agar f funksiva biror intervalda n — 1 tartibli f(*=1
hosilaga ega bo‘lib, o'z navbatida bu funksiva ham differensiallanuv-
chi funksiyva bo‘lsa. uning hosilasi f funksivaning n - tartibli hosilasi
deb ataladi va

s

darn

F =
kabi belgilanadi.
Bunda f funksiyva berilgan intervalda n marta differensiallanuv-

chi deb ataladi.
Shunday qilib, n-hosila induktiv ravishda aniqlanar ekan:
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f)z) = (f*(2)) = T(if("")(r), n=213,..

Qulaylik uchun, ba‘zan 0 - tartibli hosila deb funksiyaning o‘zi
tushuniladi, ya‘ni

fAz) = flz).

Ba‘zi funksiyalarning n-tartibli hosilasini hisoblashga misollar
keltiramiz.

4.2.3 - misol. Quyidagi

f(z) = sinz, -0 <2< o0,

funksiyani qaraymiz.
Uning hosilasi

3 ' . m
(sinz)’ = cosz = sin (r + 5)
ko‘rinishga ega.
Demak, sinus funksiyasini differensiallash argumentni /2 qiy-
matga surishdan iborat ekan. Bundan, induksiyaga ko‘ra,
‘s (n) _ ™
(sinz)'™ =sin (= + 5"), nEN, —co<z<0o0, (4.2.29)

formulani olamiz.

4.2.4 - misol. Quyidagi formula xuddi yuqoridagidek isbotlana-
di:

T
(cos )™ = cos (r o+ §n) y REN, —co<z<00. (4.2.30)

4.2.5 - misol. Endi navbatdagi
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flz) = nz, “z.>0,

logarifmik funksiyani qaraymiz.
Uning hosilalari quyidagicha aniqlanadi:

! 1 Bg 1 1 Wt} 2
(lnz) = o (giz)" = — (In'ayriii= ptE

Bu tengliklardan n - hosila uchun quyidagi xulosaga kelish mumkin:

neN, z>0. (4.2.31)

b}

& 0 nty (n=1)!
(nz)® = (-y1E2F

Bu formula bevosita induksiya usuli vordamida isbotlanadi.
4.2.6 - misol. Agar a > 0, a # 1 bo‘lsa,

f(g) = a®, -0 <z <00,

funksiyani qaraymiz.
Bu funksiya hosilasi

(@*) = a"-lna

ga teng.

Demak, bu funksiyani differensiallash uchun uni asosning natu-
ral logarifmiga ko'paytirish kerak ekan. Bundan chiqdi, ko‘rsatkichli
funksiyaning n-hosilasi quyidagi

(a®)™ = a* - (Ina)". (4.2.32)

ko'rinishga ega bo‘lishini ko‘rish giyin emas.

8. Leybnits formulasi. Agar u va v funksiyalar biror inter-
valda n marta differensiallanuvchi bo‘lsa, ularning ko ‘paytmasi uv
ham shu intervalda n marta differensiallanuvchi bo‘lib, Leybnits for-
mulasi deb ataluvehi quyidagi
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- n!

(uv)™ = kz: m ul®y(n=k) (4.2.33)
0

tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Bu formulani matematik induksiya usuli orqali isbotlaymiz. Av-
val shuni qayd gilamizki, n = 1 bo‘lsa, ushbu formula ko‘paytmaning
hosilasi uchun ma‘lum bo‘lgan (4.1.12) formula bilan ustma-ust
tushadi.

Endi faraz gilaylik, (4.2.33) formula biror n uchun o‘rinli bo‘lsin.
Yugqori tartibli hosilaning induktiv aniqlanishiga asosan, (n + 1) -
tartibli hosila uchun

d d n!
(n1), . (BY . = % Lt asl)n—F)
uv = = E
Sl d:r:(uv) dz e kl(n — k)! ey

S _"!__d (k) (n—k)] —
kgo K(n—F)1 a2 ]

a n!
= Z TP [ulk+1)(n=k) | 4 (k)y(n—k+1)]

tenglikni olamiz.
Demak,

(n+1) _ - n! (k+1), (n—k) % n! (k),,(n—k+1)
uv — e ————— —
() ék!(n—k)!u v +§0 Kn—k! " Y -

+1

3

n!

o
u(k) gy (n=k+1) — 7 k), (n—k+1)
(k—1)(n—k+1)! +Zkr( —k)! 5 v

™

k=1

Birinchi yig‘indida oxirgi hadni va ikkinchi yig‘indida birinchi
hadni ajratsak,
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(uv)(n+l) — u(n-l-l),v_i_ uv(n+l)+

n! nl
x (k),,(n—k+1)
+Z[k—1) Bkt (n—k)!]" ! '

tenglik hosil bo‘ladi.
Bu yerda kvadratik qavsni quyidagi
n! n! B (n+1)!
F-Dn—F+D)!  Hn-Fk!  Hn+i-k)"

ko‘rinishda yozsak, (4.2.33) formulani (n+1) - hosila uchun olamiz:

n !
A1) _ o (nd1) (n+1) (m+ 1! k), (n-kt1) _
i S +§_: Hn 1R Foh
1 .
= i _ (DY k) (ks
kl(n+1-k)! '
Endi talab gilinayotgan tasdiq matematik induksiya usulidan
kelib chigadi.

§ 4.3. Funksiyaning lokal ekstremumi

1. Funksiyaning nuqtada o‘sishi va kamayishi.

Ta‘rif. Faraz qilaylik, f funksiya a nugtaning biror atrofida
aniglangan bo‘lsin. Agar a nugtaning shunday é-atrofi topilsaki, a
nugtadan o‘ngda funksiya a nuqtadagidan katta qiymatlar qabul qil-
sa, ya‘ni

f(z) > f(a), a<z<a+), (4.3.1)
tengsizlik bajarilsa, a nuqtadan chapda esa, funksiya a nugtadagidan
kichik qiymatlar gabul qilsa, ya'ni

f(z) < f(a), a-d<z<a, (4.3.2)
tengsizlik bajarilsa, u holda f funksiya a nugtada o‘suvchi deyiladi.



234 Differensiallash IV Bob

0 a—.d':;a;b' x

13-rasm

Xuddi shunga o‘xshash, @ nugtada kamayuvchi funksiya aniglana-
di.

Agar funksiya hosilasi biror nuqtada noldan fargli bo‘lsa, hosi-
laning ishorasi bu funksiyani shu nuqta atrofida o‘sish yoki kamayi-
shini anglatadi.

4.3.1 - tasdiq. Berilgan f funksiya a nuqtaning biror atrofi-
da aniglangan bo‘lib, a nugtada differensiallanuvchi bo‘lsin. Agar
f'(a) > 0 bo‘lsa, funksiya a nuqtada o‘sadi, agarda f'(a) < 0 bo‘lsa,
funksiya a nuqtade kamayadi.

Isbot. Hosilaning (4.1.8) limit ko‘rinishidagi ta‘rifiga ko‘ra, istal-
gan £ > 0 olganda ham shunday é > 0 topiladiki, u uchun

fl(a)—¢ < :f_(.rm):__# < fllay+e, 0<|z-—a|l<?é,
shart bajariladi.

Avval, faraz gilaylik, f'(a) > 0 bo‘lsin. U holda £ > 0 ni yetar-
licha kichik olib,

f(z) - f(a)

r—a

>0, 0<]|z-al<é (4.3.3)

bahoni hosil gilamiz.

Ravshanki, (4.3.3) munosabat (4.3.1) va (4.3.2) tengsizliklarning
bir vaqtda bajarilishiga teng kuchlidir.

Agarda f'(a) < 0 bo'lsa ham isbot xuddi shunga o‘xshash bo‘ladi.
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2. Lokal ekstremum.

Ta‘rif. Faraz qilaylik, f funksiya a nugtaning biror atrofida
aniglangan bo‘lsin. Agar a nugtaning shunday é-atrofi topilsaki, un-
da

f(z) < fla), a—-08<z<a-+é, (4.3.4)

bo‘lsa, u holda f funksiya a nuqtada lokal maksimumga ega de-
yiladz.

Bunda a nuqta lokal maksimum nugta deb ataladi.

Xuddi shunga o*xshash lokal minimum aniglanadi, fagat bunda
a nugtaning d-atrofida

f(z) > fla), a-d<z<a+i, (4.3.5)

tengsizlik bajarilishi zarur.

Bu holda a nuqta lokal minimum nugta deb ataladi.

Agar a nuqgta yoki lokal minimum nuqta yoki lokal maksimum
nuqta bo'lsa, u lokal ekstremum nugta deb ataladi.

4.3.1 - teorema (P.Ferma). Agar f funksiya a lokal ekstremum
nuqtasida differensiallanuvchi bo‘lsa, f'(a) = 0 bo‘ladi.

Isbot. Ravshanki, lokal ekstremum nuqtada funksiya o‘suvchi
ham. kamayuvchi ham bo'la olmaydi. Shuning uchun, 4.3.1 - tas-
diqqa ko‘ra, f’(a) hosila musbat ham, manfiy ham bo‘la olmaydi.
Demak, f'(a) = 0 ekan.

§ 4.4. Chekli orttirma haqidagi teorema

4.4.1 - teorema (M.Roll (M.Rolle)). Berilgan f funksiya
[a,b] kesmada uzluksiz va (a,b) intervalning har bir nugtasida dif-
ferensiallanuvchi bo‘lsin. Agar f(a) = f(b) bo'lsa, (a,b) intervalda
shunday & topiladiki, f'(€) = 0 bo‘ladi.
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Isbot. Veyershtrassning ikkinchi teoremasiga ko‘ra, f funksiya
biror z, nuqtada minimal giymatga va biror ™ nuqtada maksimal
qiymatga erishadi.

fla)=f(b)

gl = « b X

14-rasm

Agar f(z.) = f(z*) bo‘lsa, bunday funksiya berilgan kesma-
da o‘zgarmas bo‘ladi. Shuning uchun, uning hosilasi shu kesmada
nolga teng bo‘ladi. Demak, bu holda teoremadagi ¢ sifatida (a,b)
intervalning istalgan nuqtasini olish mumkin.

Agarda f(z.) < f(z*) bo'lsa, f(a) = f(b) shartga ko'ra, z. va
z™ nuqtalardan kamida bittasi (a, b) intervalning ichida joylashgan
bo‘ladi. Shunday ekan, bu nuqtani £ orqali belgilasak, 4.3.1 - Ferma
teoremasiga asosan, f'(£) = 0 tenglikni olamiz.

Roll teoremasi sodda geometrik ma‘noga ega: agar funksiya in-
tervalning chetki nuqtalarida bir xil qiymatlarga ega bo‘lsa, u holda
grafikka o‘tkazilgan urinma biror nuqtada abssissa o‘qiga parallel
bo‘ladi.

Roll teoremasi mexanik ma‘noga ham ega: agar to‘g'ri chiziq
bo‘ylab harakatlanayotgan nuqta boshlang‘ich holatiga qaytsa, u
holda uning tezligi biror vaqt momentida nolga aylanadi.

4.4.2 - teorema (J.L.Lagranj). Agar f funksiya [a,b] kesma-
da uzluksiz bo‘lib, (a,b) intervalning har bir nuqtasida differensial-
lanuvchi bo‘lsa, u holda (a,b) interval ichida shunday & nuqta topi-
ladik:, bu nugtada

f(d) = fla) = f'(§)(b-a), a<&<b, (4.4.1)
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tenglik bajariladi.
Isbot. Quyidagi

(b) — f(a)

o(z) = f() - L)

(z —a)

funksiyani qaraymiz.
Bevosita tekshirish orqali

g(a) = f(a), g(b) = f(a)

tengliklar bajarilishini ko‘rish mumkin.

Demak, ¢(z) funksiya Roll teoremasining barcha shartlarini qanoat-

lantiradi va shu teoremaga asosan, shunday & € (a,b) nuqta topi-
ladiki, ¢'(€) = 0 bo‘ladi. Shuning uchun,

ey = ey L0V = F@) _
&) =1~ =0.

Bu tenglik, ravshanki, (4.4.1) munosabat o‘rinli ekanini anglatadi.

Natija. Agar f funksiya (a,b) intervalda differensiallanuvchi
bo‘lib, bu intervalning har bir nuqtasida

fliz) =0
bo‘lsa, shunday C o‘zgarmas topiladiki, u uchun
f(z) = C, z€(a,b),

tenglik bajariladi.
Haqiqatan, (4.4.1) ga ko‘ra, har qanday ikki z, € (a,b) va z; €
(a, b) nugtalar uchun

flz2) = f(z1) = f(§)(m2a—21) = 0

tenglik o‘rinli, ya‘ni f(z,) = f(z2) = const, bu yerda const orqali
biror o‘zgarmas belgilangan.
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1 - eslatma. (4.4.1) formulaning geometrik ma‘nosi quyidagi-
dan iborat: differensiallanuvchi funksiya grafigining istalgan ikki a
va b abssissalik nuqtalaridan o‘tuvchi to‘g'ri chiziq uchun grafik-
ning § abssissalik shunday nuqtasi topiladiki, grafikka shu nuqtada
o‘tkazilgan urinma o'sha to‘g'ri chiziqqa parallel bo‘ladi.

y/'y

15-rasm

2 - eslatma. Agar (4.4.1) formulada a = 2z va b=z + h desak,
bu formula

f(e+h)—f(z) = f(£)-h, z<E<z+h, (4.4.2)

ko‘rinishga keladi.

Bu (4.4.2) tenglikning chap tomonida f funksiya argumentining
h orttirmasiga mos kelgan chekli (va‘ni limitga o‘tilmagandagi) ort-
tirmasi turibdi. Shu sababli, (4.4.2) formula (shu bilan birga (4.4.1)
formula ham) chekli orttirmalar formulasi deb ataladi.

3 - eslatma. Madomiki (4.4.2) formuladagi ¢ nuqgta x va r + h
nugtalar orasida votar ekan, 0 < # < 1 shartni qanoatlantiruvchi
shunday # nuqta topiladiki, u uchun € = » + #h tenglik bajariladi.
Shuning uchun (4.4.2) formulani quyidagi

flx4+h) - f(z) = flle+6h)h. 0<O<1.

larga bog‘ligdir.
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Navbatdagi formula Lagranj chekli orttirmalar formulasining
umumlashgan holidir.

4.4.3 - teorema (0.Koshi). Ikki f va g funksiyalar [a,b] kesma-
da uzluksiz va (a,b) intervalning har bir nuqtasida differensiallanu-
vehi bo'lsin.

Agar g funksiyaning hosilasi (a, b) intervalning barcha nuqtalari-
da noldan farqli bo‘lsa, bu interval ichida shunday & nugta topiladiks,
u uchun

f0)— fla) _ f'(€)
T e T (44.3)

tenglik bajariladi.
Isbot. Quyidagi

¢p(z) = [f(z) - f(a)]lg(b) - g(a)] - [9(2) — g(a)][f (¥) - f(a)] (4:4:4)

funksiyani qaraymiz.
Ravshanki,
¢(a) = ¢(b) = 0.
Demak,  funksiya Roll teoremasining barcha shartlarini qanoat-
lantiradi va shu teoremaga asosan, shunday £ € (a,b) nuqta topi-
ladiki, ¢’(€) = 0 bo‘ladi. Shuning uchun, (4.4.4) ga ko'ra,

f'(©)lg(b) - g(a)] - ¢'(E)[f(b) — f(a)] = 0. (4.4.5)

Ravshanki, g(b) — g(a) # 0, chunki barcha z € (a,b) nuqtalar-
da ¢’(z) # 0 bo‘lgani uchun g(a) = g(b) tenglik Roll teoremasiga
zid bo‘lar edi. Shunday ekan, (4.4.5) tenglikning har ikki tomoni-
ni ¢'(€)[g(b) — g(a)] songa bo'lib yuborsak, talab gilingan (4.4.3)
tenglikni olamiz.

i N

Koshi teoremasi limitlarni hisoblashda asqotadi. Darhagiqat,
ko‘rinishdagi aniqmasliklarni ochishda u nihoyatda foydalidir.
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Chunonchi, agar

II_I_H)}] flz) = ix_r’r}] g(z)=0 (4.4.6)
: flz) . [ i :
bo‘lsa, + — a da 1A nisbat 0 ko‘rinishdagi anigmaslikka ega
deyiladi.
Mana shu anigmaslikni ochish deganda biz
. f(=)
lim —= 4.4.7
z—a g(z) ( )

limitni, u mavjud bo‘lgan hollarda, hisoblashni tushunamiz.

Xuddi shu singari 2 — a + 0 da 0 anigmaslik tushunchasi kiri-
tiladi.

Navbatdagi teorema shunday anigmaslikni ochishning bir usuli-
ni beradi.

4.4.4 - teorema (Lopital qoidasi). Ikki f va g funksiyalar
a <z < a+ 0 intervalda differensiallanuvchi bo‘lib, shu intervalda
¢'(z) # 0 bo‘lsin. Bundan tashqari

m f(z)=_lm g(z)=0 (4.4.8)

tengliklar bajarilsin.

U holda, agar quyidagi (chekli yoki cheksiz)

f'(=)

z—a+0 ¢'(z)

limit mavjud bo‘lsa,
lim f(z)
r—a+0 g(z)
lirmat ham mavjud bo‘lib,
@) _ . f)

1111 = m
a—a+0 g(z) z-at+0 g'(z)

(4.4.9)

tenglik bajariladi.
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Isbot. f va g funksiyalarni @ nuqtada nolga teng deb aniglaymiz
(e‘tibor bering, f va g funksiyalar a nuqtada aniglanmagan edi):

fla) = g(a) = 0.

Endi bu ikki funksiya [a, z] kesmada uzluksiz bo‘lib, Koshi teo-
remasining barcha shartlarini qanoatlantiradi.

Faraz qilaylik, {z,} - @ nuqtaga yaqinlashuvchi ixtiyoriy ketma-
ketlik bo‘lsin. Koshi formulasini qo‘llab,

few) _ flan) = fl@) _ f(&) A 30

g(zn)  g(zn) —gla)  ¢'(&n)
munosabatni olamiz, bu yerda &, nuqta a < §,, < z,, shartni qanoat-
lantiradi. Ravshanki, oxirgi tengsizlikdan z,, = a4+0 = &, = a+0
implikatsiya kelib chiqadi. Shunday ekan, agar (4.4.10) munosabat-
ning o‘ng tomonidagi kasrning limiti (chekli yoki cheksiz) mavjud
bo‘lsa, uning chap tomonidagi kasr limiti ham mavjud bo'lib, bu
limitlar o‘zaro teng bo‘ladi.

Navbatdagi natija teorema isbotidan bevosita kelib chiqadi.

Natija. Agar {.4.4 - teorema shartlari chap limitlar uchun o‘rinli
bo‘lsa, u holda teorema tasdigi ham chap limitlar uchun o‘rinli bo‘ladk.
Agar bordiyu 4.4.4 - teorema shartlari oddiy (ikki tomonlama) limit-
lar uchun o‘rinli bo‘lsa, teorema tasdigi ham bunday limitlar uchun
o‘rinli bo‘ladi.

4.4.1 - misol. Limitni hisoblang:

3 = i SR
=0 1 + 2.1?2

Lopital qoidasini qo‘llab,

tenglikni olamiz.
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4.4.2 - misol. Limitni hisoblang:

1— cos2z
A = 11m ST T
z—0 z2 4 sin
Lopital qoidasini qo‘llab,
2sin 2z
A= lim ————
zl—% 2z + sin 2z

tenglikni olamiz.
Yana bir marta Lopital qoidasini qo‘llasak,

4cos2z
A=Ilm ——— =1
xl—IH) 24+ 2cos2z

tenglikni olamiz.
§ 4.5. Teylor formulasi

1. Teylor polinomlari. Agar f funksiya a nuqtaning biror

atrofida differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda, yuqorida ko‘rganimizdek,

z — a da cheksiz kichik bo‘lgan shunday a(z) funksiya topiladiki,
u uchun quyidagi

fx) = f(a)+ f'(a) (z —a) + a(z) (z - a)

tenglik bajariladi. Bu formulaning o‘ng tomonidagi birinchi ikki hadi
quyidagi chiziqli funksiyadir (ya‘ni birinchi tartibli ko‘phaddir):

P(z) = f(a)+ f'(a) (z - a).
Ravshanki, bu funksiya uchun
P(a) = f(a), P'(a) = f'(a)

tengliklar o‘rinli bo‘lib, u a nuqtaning yetarlicha kichik atrofida
berilgan f(z) funksiyaga istalgancha yaqin bo‘ladi.
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Endi, faraz qilaylik, f funksiya a nuqtaning biror atrofida n -
tartibgacha hosilalarga ega bo‘lsin. Shunday n - tartibli P(z) poli-
nom topishga harakat gilamizki, uning n - tartibgacha barcha hosi-
lalari f funksiyaning mos hosilalariga teng bo‘lsin, ya‘ni

P(a) = f(a), P'(a)=f'(a), .., P™(a)=f"(a) (4.5.1)

tengliklar bajarilsin.
Shu magsadda n - tartibli Teylor polinomi deb ataluvchi poli-

nomni quyidagi tenglik orqali aniglaymiz:
= (z —a)*
Byz, f) = ) fONe) =5
k=0
Ravshanki, z = a bo‘lganda
Pa(a,f) = f(a)

tenglik orinli.
Bundan tashgqari, bevosita ta‘rifdan

Piile, f) = Z £0) () k(z —a)* _ Z £)(q) :r—a))

k=0

1

tengliklarni olamiz.
Yoki, yig‘indi indeksini bir birlikka sursak,

n-—1 (m—a)k

Pi(e,f) = Y f**() =07 = Paa(a.f)  (452)
k=0

bo‘ladi.

Demak, z = a bo‘lganda,
P,(a,f) = Pa-i(a,f) = f(a).

Endi, isbotlangan (4.5.2) munosabatni differensiallasak,

Pl(z,f) = Po_y(z,f) = Pa-2(z,f")
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va, shuning uchun,
Pola,f) = Bagla ™) = f'a)

Shu mulohazalarni davom ettirib, Teylor polinomining (4.5.1)
tengliklarni qanoatlantirishini ko‘rsatish giyin emas. Demak, Tey-
lor polinomi biz izlayotgan polinom ekan. Shu sababli, bu polinom
berilgan funksiyaga yuqori tartibli aniglikda yaqginlashishini kutish
ta‘biiydir. Bunga mos tasdiq Teylor formulasi orqali beriladi. Teylor
formulasi yordamida biz

R(z) = f(z) — Pu(z, f)

ayirmani sodda ko‘rinishga keltirib, uning uchun kerakli baholarni
olamiz.

2. Teylor formulasi. Ushbu bandda biz yuqorida qayd etilgan
Teylor formulasini isbotlaymiz va shu bilan birga, R(z) qoldiq had
uchun turli ifodalar olamiz.

Teopema 4.5.1. Berilgan n natural soni uchun f funksiya a
nugtaning biror atrofida n + 1 - tartibli hosilaga ega bo‘lsin va x
ko‘rsatilgan atrofning iztiyoriy nuqtasi bo‘lsin.

Bundan tashqari, G(t) funksiya qayd etilgan atrofda differensial-
lanuvchi bo‘lib, t # x bo‘lganda G'(t) # 0 bo‘lsin.

U holda = va a orasida yotuvchi shunday & nuqta topiladiki, u
uchun

n. flk)
f@0-3 L0 -0 = Runx)  453)

]
i k!

formula o‘rinli bo‘ladi, bu yerda

_ Gla) flntD)
Rn.H(SE) " G(-'L'();,(E)G( ) 5 - (E) (.’E—E)n. (454)

Isbot. Agar

n Zk k
Fit) = Y fPw) % (4.5.5)

k=0
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desak,
k = k-1
e = FlD (4 =t)* | sk Bt
s = +Z[ = 0 %=
bo‘ladi va, tegishli gisqartirishlarni amalga oshirib,
(n41)
i) = f—nﬁ (z —t)" (4.5.6)

tenglikni olamiz.
Endi quyidagi
F(z) — F(a) F'(§)

G(z)-Gla) — G'(§)

Koshi formulasidan foydalanib,

_ G(x)-Gla)

F’
am

F(z) — F(a)

tenglikka ega bo‘lamiz.
Agar (4.5.6) ni hisobga olsak, bu tenglik
G(z) = G(a) f"1(g)

T =l (z-€)"  (457)

F(z) - F(a) =

ko‘rinishga keladi.
Nihoyat, F funksiyaning (4.5.5) ta‘rifidan bevosita kelib chiqadi-
gan

(k)
F(z) - F(a) = f(z) - z f k'(a) ot

k=0

tenglikni (4.5.7) ga qo‘ysak, talab qilingan (4.5.4) munosabatni olamiz.
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1 - natija (Lagranj ko‘rinishidagi qoldiq hadli Teylor
formulasi). Berilgan n natural soni uchun f funksiya a nugta-
ning biror atrofida n + 1 - tartibli hosilaga ega bo‘lsin. U holda
ko‘rsatilgan atrofdan iztiyoriy x nugta olganda ham x va a orasida
shunday & nugta topiladiki, u uchun quyidagi formula o‘rinli bo‘ladi:

n, flk)
@) = 3 L0 + Rane), @59
k=0 ’
bu yerda
(n+1)
R,—,+1(.’L‘) = ﬁ(l‘ = a)"'“. (459)

Isbot. 4.5.1 - teoremada

deb olamiz.
U holda
Gt) = - (n+1)(z-t)"
bo‘lib, G(z) — G(a) = —(z — @)"*! tenglikka ko‘ra,
G(z)-Ga)  (z—a)"!
GE  (+1)(z-&™
Shuning uchun (4.5.4) tenglikning o‘ng tomoni
(g~ a)ett sl o SR n
7oy sy ik v Ul Ry el sl i

ko‘rinishga keladi va, natijada, talab gilingan (4.5.9) tenglikni olamiz.

(4.5.9) dagi ifoda Teylor formulasining Lagranj ko‘rinishidagi
qoldiq hadi deyiladi.
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2 - natija (Koshi ko‘rinishidagi qoldiq hadli Teylor for-
mulasi). Agar 4.5.1 - teoremada

Gt) = z-—1
desak, ravshanki,
G(z) - Gla) L e
G'(€)
bo‘ladi.
Shuning uchun (4.5.4) tenglikning o‘ng tomonidagi ifoda
(n+1)
Run(@) = & @ —qyz - (4.5.10)

ko‘rinishga keladi va u Koshi ko‘rinishidagi qoldiq had deyiladi.
3

3 - natija (Shlomilx-Rosh ko‘rinishidagi qoldiq hadli Tey-
lor formulasi).
Ixtiyoriy p natural sonni tayinlab, 4.5.1 - teoremada

G(t) = (z-t)°

deb olamiz.
U holda, ravshanki,

G@) -Gla) _ _(z-ap
G'(€) p(z - &P~!
Shuning uchun (4.5.4) tenglikning o‘ng tomonidagi ifoda

(n+1)
Rapi(e) = & g_ap e -grrt (@511
p-n!
ko‘rinishga keladi va u umumiy ko‘rinishdagi yoki Shlomilx-Rosh
ko‘rinishidagi qoldiq had deyiladi.
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Eslatma. Teylor formulasida a = 0 bo‘lganda uni ba‘zan Mak-
loren formulasi ham deb atashadi:

20 , 40

flz) = f(0) + f(0)z + et + Trﬁ o
(n)
TR n'(o)x" SRl (4.5.12)
bu yerda
(n+1)
Rn(z) = f(nTl()f!)x"“, 0< 5 <L (4.5.13)

Bu tenglikda £ giymat z va n larga bog'liq, ya‘ni £ = &,(z).

3. Ko‘rsatkichli funksiya yoyilmasi. Quyidagi

ko‘rsatkichli funksiyaning a = 0 nuqtada Teylor formulasi bo‘yicha
yoyilmasini (Makloren yoyilmasini) topamiz.

Ravshanki, f(")(z) = e*. Demak, f(™(0) = 1. Shuning uchun,
(4.5.11) formulaga ko‘ra,

2 3:3 1,'4 zn

e =1+ =z +'2—!- +§ +:1—' +...E -+ Rn(a:) (4.5.14)

tenglik bajariladi, bunda

B = g (4.5.15)
0 (n+ 1)V T ’ o

4. Sinus yoyilmasi. Quyidagi
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f(z) = sinz
funksivani qaraymiz.
Ma‘lumki,
F(z) = sin (1: o %n) .
Demak,

f(0) = sin(5)-

Shuning uchun,

(") (0) = (-1)%-1, agar n =2k — 1 bo'lsa,
) = 0, agar n = 2k bo'lsa.
Natijada,
22 2% a7
sine = 2 — o7 +5—! = +
T o
+(-1) k- 1)! + Ri(z)
bu yerda
= : m(2k+ 1) r2k+1 ¢
Rk(l') = Slﬂ({‘*‘ D) )(2’6-}-1)!’ 0<;<1_

5. Kosinus yoyilmasi. Quyidagi
f(z) = cosz

funksivani qaraymiz.
Ma‘lumki,

f(")(;r) = CO8 (.’E + gn) -

(4.5.16)

(4.5.17)
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Demak,
()0} — i
f™M0) = cos( 5 )

Shuning uchun,

=1 k‘ — ¢
f(")(O) . (—1) agar n = 2k bo'lsa,
0,  agarn=2k+1 bolsa.

Natijada,
X gl 8 . a2k B
ey = 1 =5 +E ~ o +...4+(-1) 2h)! + Ri(z), (4.5.18)
bu yerda
~ m(2k+2)\ z%k+2 £
R = =
k() cos (E-i— 5 ) kT2 0< . < 1. (4.5.19)

6. Logarifm yoyilmasi. Madomiki Inz funksiya manfiy ar-
gumentlarda aniglanmagan ekan, uni z = 0 nuqta atrofida Mak-
loren formulasi bo‘yicha yoyish mumkin emas. Odatda bu funksiya
o‘rniga

f(z) = In(1+2), z>-1,
funksiya olinadi. Yangi funksiya z = 0 nugta atrofida aniqlangan
va cheksiz marta differensiallanuvchidir.

Agar n > 1 bo'lsa, hosila uchun

n-1 (n o 1)'

) (p) = (—
) = )

tenglikni olamiz, demak,
f0) = ()" -1
Yana f(0) = 0 tenglikni hisobga olsak, z > —1 bo‘lganda

2 3 4

- Z . T b
In(1+z) = e-5t+3 - H+(-)" 1? + Rn(z) (4.5.20)
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yoyilma hosil bo‘ladi, bunda

. (—l)" rn-{»l ‘f
R.(z) = a +€)“ & ML 0< I < il (4.5.21)

7. Asimptotik yoyilma. Agar M,,,, orqali qaralayotgan funksi-
yaning (n + 1)-tartibli hosilasining aniq yuqori chegarasini belgi-
lasak, Teylor formulasidagi qoldiq had M, 4 (z — a)"*! ifoda orqali
yugoridan baholanadi. Biroq, Teylor formulasining ko‘pgina tad-
biglarida qoldiq had qanday M, 4, koeffitsient bilan baholanishi
emas, balki  — a da uning (z—a)"*! kabi nolga intilishi muhimdir.
Shu munosabat bilan avvalgi bobda kiritilgan quyidagi belgilashni
eslatamiz: agar shunday o‘zgarmas C > 0 topilsaki, barcha z € E
larda

|f(z)| < Clg(z)|, z€E,

tengsizlik bajarilsa, biz
f(z) = O(g(z)), z€E,

deymiz.

4.5.2 - teorema. Berilgan f funksiya biror n natural son uchun
a nuqtaning biror atrofida n - tartibli hosilaga ega bo‘lib, bu hosila
a nugtada differensiallanuvchi bo‘lsin. U holda a nugtaning shunday
V(a) atrofi topiladiki, unda quyidagi formula o‘rinli bo‘ladi:

n_ (k)
flzy = > ! k,(“)(a:—a)" 4+ O((z—a)"™"), z € V(a). (4.5.22)
k=0 :

Isbot. Lagranj ko‘rinishidagi qoldiq hadli Teylor formulasida n
o‘rniga n — 1 olib, uni f funksiyaga qo‘llaymiz:

n—1 (k) (n)
f(z) = Z f k'(a) (:r-a)k + %(r—a)". (4.5.23)
e : 3
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Shartga ko‘ra f(")(z) funksiya @ nuqtada differensiallanuvchi
bo‘lgani uchun

) = f™(a) + f"(a) (€ - a) + a(§)(z — a)

tenglik o‘rinli bo‘lib, bunda «(§) - argument £ — a da cheksiz kichik
funksivadir. Albatta, a nuqtada cheksiz kichik bo‘lgan har qanday
funksiya shu nuqtaning biror V'(a) atrofida chegaralangandir. Shu
sababli oxirgi tenglikdan quyidagi munosabatni olamiz:

™€) = f™(a) +O(z —a), z € V(a). (4.5.24)

Endi, (4.5.24) bahoni (4.5.23) ning oxirgi hadiga qo‘llab, o‘z-
o‘zidan ko‘rinib turgan

(z—a)"-O(z — a) = O((z — a)"*)

munosabatdan foydalansak, talab qilingan (4.5.22) tenglikni olamiz.
&

Isbotlangan (4.5.22) formula f funksiyaning @ nuqta atrofidagi
asimptotik yoyilmasi deyiladi. Bu formulada o'ng tomondagi ko‘phad
f funksiya bilan, umuman aytganda, ustma-ust tushmasada, u f
funksiyadan ko‘phad darajasidan yuqoriroq tartibli cheksiz kichik
miqgdorga farq qiladi. Yoyilmaning nomi yunoncha <asimptotoss,
ya‘ni « ustma-ust tushmaydi» degan so‘zdan olingan.

Bu formula ko'pincha a = 0 bo‘lganda qo‘llaniladi. Bu holda
(4.5.22) formula quyidagi ko‘rinishga keladi:

B #(k)
f(z) = Z f—k@m" + O(z"*"), =z e V(0). (4.5.25)
k=0 ’

Ba‘zi eng sodda elementar funksiyalarning noldagi asimptotik
yoyilmalarini keltiramiz.
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1) Eksponentaning yoyilmasi:
R . ntl 4.5.26
QI:1+I+—2—!+'§!-+“'+—R-! +O0(z""). (4.5.26)

2) Sinusning yoyilmasi:

_ 73 25 27
s8Ny = % —3!— +ﬁ _ﬁ + ...
. x2n-—l 2nt1
et (=177 m + O(z ) (4.5.27)

3) Kosinusning yoyilmasi:

z2 zt 26 i zn
cosz = 1-Sr+7 — @1 +...+(-1) 2n)!

, + O(z**?). (4.5.28)
2!

Keltirilgan formulalar turli limitlarni hisoblashda asqotadi.
4.5.1 - misol. Limitni hisoblang:

lim 1 —cosz cos2r cos 3:.,-- (4.5.29)
z—0 1—coszx
Kosinusning O(z*) aniglikdagi asimptotik yoyilmasini qo‘llasak,
(4.5.29) kasrning surati uchun

1—cosz cos2zx cosdz =

“ 1._(1 - %2 +O($4)) (1 ot ‘_*;_2 +O(;4)) (1 - g +O(x“)) =

=1- (1 = 1—421{ +O(z4)) = 72% + O(z*) (4.5.30)

ifodani olamiz. ‘ o
Xuddi shu usulda maxrajni quyidagi ko‘rinishga keltiramiz:
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2

z3 2 T
l—cosz=1- 1—?+O(r ) =-§+O(:r4). (4.5.31)

Endi (4.5.30) va (4.5.31) ni (4.5.29) kasrga qo‘ysak,

1—cosz cos2z cosdz _ 722+ 0(z') 144 O(2?)

1 — cos 2 i 2
T T oy 1HO@

tenglik hosil bo‘ladi. Bundan yuqoridagi limit 14 ga teng ekanligi
kelib chigadi.

§ 4.6. Differensiallar

- 1. Birinchi differensial. Faraz gilaylik, f funksiya a nuqgtada
differensiallanuvchi bo‘lsin. Argumentning h ga teng orttirmasiga
mos kelgan f funksiyaning orttirmasini quyidagi ko‘rinishda belgi-
laymiz:

Af(a,h) = f(a+ h) - f(a). (4.6.1)

Bu orttirmani, (4.1.10) formulaga ko‘ra, quyidagi h — 0 =
a(a, h) — 0 implikatsiyani qanoatlantiruvchi biror a(a, h) yordami-
da

Af(a,h) = f'(a)h + a(a, h)h (4.6.2)

kabi yozish mumkin.

F‘unksiya, orttirmasining h ga nisbatan chizigli bo‘lgan f'(a)h
hadi f funksiyaning a nuqtadagi differensiali deyiladi va u df (a,h)
orqali belgilanadi. Shunday qilib,

df (a,h) = f'(a)h. (4.6.3)
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Agar f funksiya biror intervalning har bir nuqtasida differen-
siallanuvchi bo‘lsa, uning differensiali ikki z va h o‘zgaruvchilar
funksiyasi bo‘lib, u h bo‘yicha chiziglidir:

df (x, k) = f'(2)h,
An‘ana bo‘yicha h o‘zgaruvchini dz deb belgilashadi va bu holda
differensial quyidagi ko‘rinishga keladi:
df (x,dz) = f'(z)dz,
yoki yanada gisqa qilib,
df = f'(z)dz (4.6.4)

kabi yoziladi.
Masalan,

d(sinz) = cosz dz.
Yana bir misol:

1 1 dx

d(Ilnt = . dr = ’
(Iatg2) tgr cos’z T= Snzcosz

2. Birinchi differensial ko‘rinishining invariantligi. Ba‘zan
x argumentning o'zi yangi t o‘zgaruvchining funksiyasi bo‘ladi. Mana
shunday holda f(z) funksiyaning differensialini topaylik. Buning
uchun,

F(t) = f(z) = flz(t)] (4.6.5)

murakkab funksiyani ¢ argumentning dt orttirmasiga mos kelgan
orttirmasini izlaymiz. Agar f va z funksiyalar differensiallanuvchi
bo‘lsa, u holda F murakkab funksiya ham differensiallanuvchi bo‘ladi

va

dF = dF(t,dt) = F'(t)dt = f'[z(t)]2’(t)dt (4.6.6)

tenglik bajariladi.



256 Differensiallash IV Bob

Endi, dz = z'(t)dt bo‘lgani uchun, (4.6.6) tenglikni quyidagi
ko‘rinishda yozib olamiz:

dF = f'(z)dz. (4.6.7)
Ikki (4.6.5) va (4.6.7) tengliklardan
df = f'(z)dz (4.6.8)

munosabat kelib chiqadi.

Shunday qilib,  argumentining o‘zi ham biror vangi o‘zgaruvchining

funksiyasi bo'lsa, f(r) funksiyaning (4.6.8) birinchi differensiali xud-
di (4.6.4) kabi ko‘rinishga ega bo‘lar ekan. Bu yerdagi vagona farq
shundaki, (4.6.8) tenglikda dz - funksiyaning differensialidir va bu
tenglikni aslida quyidagi ma‘noda tushunish zarur:

df(t,dt) = f'(z(t)) dz(t,dt).

Yuqoridagi (4.6.8) tenglik birinchi differensial ko ‘rinishining in-
variantligi deb nomlanadi.

3. Ikkinchi differensial. Faraz qilaylik, f funksiya biror in-
tervalda ikki marta differensiallanuvchi bo‘lsin. Bu funksiya diffe-
rensiali quyidagi

df(z,dz) = f'(z) dx

ko‘rinishga ega bo'lib, u dz orttirmaning har bir tayinlangan qiy-
matida z o‘zgaruvchining differensiallanuvchi funksiyasi bo‘ladi. Bu
o‘zgaruvchiga h orttirma bersak,

df (z+h, dz)—df (z,dz) = [f'(z+h) - f'(z)] dz = [f"(2)+a(z, h)]h dz

munosabatni olamiz, bunda h — 0 da a(z, h) — 0.

Birinchi differensialning differensiali birinchi differensial orttir-
masining h ga nisbatan chizigli qismi bo‘lib, u quyidagi ko‘rinishga
egadir:

f"(z) h dz.
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Bu ifodaning h = dz dagi giymati f funksiyaning ikkinchi diffe-
rensiali deb ataladi va d?f = d*f(z,dz) kabi belgilanadi. Shunday
qilib,

&f = f"(z) (dz)? (4.6.9)
ya‘ni ikkinchi differensial dz orttirmaning kvadratik funksiyasi ekan.
Masalan. .
d(sinz) = —sinz (dz)>

Endi # argument yangi t o‘zgaruvchining funksiyasi bo‘lgan hol-
da f(r) funksiyaning ikkinchi differensialini topamiz. Chunonchi,
quyidagi murakkab funksiyani qaraymiz

gr"{‘r'\ = f{_r\ = f[r(f}l (1610)

va uni ¢ argnmentning dt orttirmasiga mos kelgan ikkinchi differen-
sialini hisoblaymiz.
Agar ; va z funksiyalar ikki marta differensiallanuvchi bo'lsa,
u holda F murakkab funksiya ham ikki marta differensiallanuvchi
bo'lib.
F"(t) = f'lz(t)][="(t)]* + F'[=(t)]="(t)

tenglik bajariladi.
Demak,

@*F = d*F(t,dt) = F"(t)(dt)? = f"[(t)][2"(t) dt]*+f'[z(8)]=" (t) (dt)>.
(4.6.11)
Agar, (4.6.9) ta‘rifga ko'ra, 2”(t)(dt)? = d*z ekanini hisobga
olsak. u holda (4.6.10) va (4.6.11) dan

&2 f = f'(z)(dz)* + f'(z)d*x (4.6.12)

munosabatni olamiz.

Endi (4.6.9) va (4.6.12) ni taqqoslasak, shuni ko‘rish mumkinki,
z o‘zgaruvchi boshqa t o‘zgaruvchining funksiyasi bo‘lgan vaqtda,
ikkinchi differensialga qo‘shimcha f’(z)d?z had qo‘shilar ekan, bun-
da d%z - r o‘zgaruvchining ikkinchi differensialidir. Shunday qilib,
ikkinchi differensial ko‘rinishi invariantlik xossasiga ega emas ekan.
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4. Ixtiyoriy tartibli differensiallar. Berilgan f funksiyaning
n-tartibli differensiali (n — 1)-tartibli differensialning differensiali
sifatida induktiv ravishda aniglanib,

d"f = f"(z)(dz)" (4.6.13)

ko‘rinishga ega bo‘ladi.

Hagqiqatan, faraz gilaylik, f funksiya biror intervalda n marta
differnsiallanuvchi bo‘lib, uning (n — 1)-differensiali aniqlangan va
bu differensial uchun

d"1f = f*=1(z)(dz)"! (4.6.14)
tenglik o‘rinli bo‘lsin.
Bundan chiqdi, f funksiyaning aniqlanishiga ko‘ra, (n—1)-tartibli
differensial = o‘zgaruvchining differensiallanuvchi funksiyasi bo‘lar
ekan. Demal,

d"™" f(z+h, dz)~d" " f(z,dz) = [f") (@+h)— £ ()] (dz)" " =

= [f")(z) + a(z, h)]h (dz)"1.

Ravshanki, bu orttirmaning h bo‘yicha chiziqli gismi

f(z) h (dz)"? (4.6.15)

ga teng. Ushbu (4.6.15) ifodaning h = dz dagi giymati f funksiya-
ning n-differensiali deyiladi. Shunday ekan, bu ta‘rif va (4.6.14)
tenglikdan (4.6.13) formula bevosita kelib chiqadi.

Agar z o‘zgaruvchi yangi t o‘zgaruvchining funksiyasi bo‘lib,
n > 2 bo'lsa, f funksiyaning n-differensiali uchun formula mu-
rakkabroq ko‘rinishga ega ekanini ko‘rsatish qgiyin emas. Boshqacha
aytganda, n-differensial ham, ikkinchi differensial kabi, invariantlik
xossasiga ega bo‘lmaydi.

Eslatma. Teylor formulasi differensiallarda quyidagicha yozila-
di:
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df  d*f  d&f  d'f d"f
:T!.+_§+-—-—+ 7 + ...+ =

3 + Rupa(z),

flz +dz) - f(z)

bu verda
L £ (€, dz)

Rn+l(£): (R+1)'

§ 4.7. Kompleks giymatli funksiyalarni differensiallash

Ta‘rif. Kompleks giymatli va z hagigiy o‘zgaruvchili f (:r) funksiya-
ning ¢ = a nuqtadagi hosilasi deb quyidagi limitga aytiladi:

tim L1 = ), (4.7.1)

4.7.1 - tasdiq. Kompleks giymatli va = haqiqiy o‘zgaruvchfli
f(z) = u(z)+iv(z) funksiya differensiallanuvchi bo“lishi uchuff mfzfr.g .
hagiqiy u(z) va mavhum v(z) gismlarining differensiallanuvchi bo lishi
zarur va yetarli.

Isbot bevosita hosila ta‘rifidan kelib chiqadi.

Ravshanki, kompleks giymatli funksiya hosilasi

fi@) = W'(2) +iv'(x) (47.2)
ga teng.
Masalan, agar
e(z) = cosz +isinz
bo‘lsa,
e(z) = —sinz +icosz

bo‘ladi.
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Kompleks giymatli funksiyalarni differensiallash amali xuddi haqi-
qiy funksiyalar holidagidek xossalarga ega.

Misol tariqasida ikki kompleks giymatli funksiyalar ko‘paytmasi-
ning hosilasi uchun

(fg)' = fla+fd' (4.7.3)

formulani isbotlaymiz.
Faraz qilaylik, f = u+ iv va ¢ = p + iq funksiyalar differensial-
lanuvchi bo'lsin. U holda, 4.7.1 - tasdiqqa ko‘ra,

fg = (up—vq) + i(ug + vp)
formulada u,v,p va ¢ lar differensiallanuvchi haqiqiy funksiyalar
bo‘ladi.
Demak, yana 4.7.1 - tasdiqqa ko‘ra, ko‘paytma ham differen-
siallanuvchi ekan. Endi (4.7.2) formulani va haqiqiy funksiyalar
ko‘paytmalarini differensiallash qoidasini qo‘llasak,

(fg)' = (Wp+uwp' - v'qg—vd)+i(v'q+ ug' + v'p+ vp)

tenglikni olamiz.
Bundan talab qilinayotgan (4.7.3) formula bevosita kelib chiqa-
di:

(fg) = (W' +i)(p+ig)+ (u+iv)(p' +ig') = f'g+ fg'.

Yana bir misol tariqasida kompleks giymatli f funksiya a nug-
tada differensiallanuvchi bo‘lib, f(a) # 0 bo‘lganda, % funksiyaning
shu nuqtadagi hosilasini topamiz.

Shunday qilib, f = u+iv funksiya a nuqtada differensiallanuvchi
bo‘lsin. U holda, 4.7.1 - tasdigqa asosan, har ikki u va v funksiyalar

ham shu nuqtada differensiallanuvchi bo‘ladi. Yana 4.7.1 - tasdigni
qo‘llab, o‘z-o‘zidan ko‘rinib turgan
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1 1 i v

G s 2 '3 2
f u+iv ul+4v u?+v

tenglikka ko'ra, L: funksiva ham a nuqtada differensiallanuvchi ekani-
ga iqror bo‘lamiz. :
Shunday ekan, g = 7 deb belgilab, (4.7.3) formulaga asosan,

!

(f9)' =fg+fd="+1d

f
ni olamiz.
Madomiki (fg)’ = 0 ekan, oxirgi tenglikdan
g Ludodl e il
9 f &
hosil bo‘ladi.
Shunday qilib,
! !
(1) " (4.7.4)
f

Hagiqiy va mavhum gismlari elementar funksiyalar bo‘lgan kom-
pleks giymatli funksiyalarning hosilalari, (4.7.2) formulani qo'‘llab,
oson topiladi.

4.7.1 - misol. Aytaylik, ¢ = a + ib bo‘lib, bunda a va b haqiqiy
sonlar b # 0 shartni ganoatlantirsin. Ushbu

= )L r—a
®(z,c) = In+/(z — a)? + b% + iarctg TEr (4.7.5)

funksiva hosilasi topilsin.
Yechish. Hosilani hisoblash uchun biz (4.2.27) va (4.2.28) teng-
liklar hamda (4.7.2) formuladan foydalanamiz. Natijada

R CO . IO =
. (z—a)24 b2 (z—a)2+b?



i
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_ _ZT—-a+ib  z-F 1
(z—a)?+b |z-¢c2 z-¢

munosabatni olamiz, bu yerda & = a — ib, ya‘ni ¢ ga qo‘shma sondir

Shunday qilib,

il
r—c

®'(z,¢) = (4.7.6)

Yuqori tartibli hosilalar ham shunga o*xshash hisoblanadi.

4.7.2 - misol. Yana ¢ = a+ib deymiz, bunda a va b lar haqiqiy
sonlar bo'lib, b # 0. Yuqoridagi (4.7.5) funksiyaning n - tartibli
hosilasi topilsin.

Yechish. Agar (4.7.6) tenglikni ketma-ket differensiallasak,

(n—1)!
(2-o

3™(z,¢c) = (-1)? (4.7.7)

munosabatni olamiz.
(4.7.7) tenglikni quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin:
(_l)n—-l

(n—1)!

Der_nak, (4.7.8) tenglikning o‘ng tomonidagi funksiya oshkor ko‘rinishda
yoziladigan biror elementar funksiyaning hosilasi ekan.
Eslatma. Agar ¢ = a + ib bo‘lsa,

ViiEz=-a)2+b = |z -

boladi va shuning uchun, (4.7.5) funksiyani

1
(z—o)™

& (z,¢) =

(4.7.8)

®(z,c) =In|z — c| + iarctg J:b;a, Ime=104#0, (4.7.9)

ko‘rinishda yozish mumkin.

Agarda b = Imec = 0 bo'lsa, ®(z,¢) funksiya quyidagi sodda
ko‘rinishga ega:

®(z,c) = In|z-¢|, Imec=0. (4.7.10)
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Bunda, albatta, hosila uchun (4.7.6) va (4.7.8) tengliklar o‘rinli
bo‘lib golaveradi.
Shunday qilib, ixtivoriy kompleks ¢ soni va ixtiyoriy natural n

uchun
d ( —1 ) n—1 1

dr (n—1)! (z—c)
tenglik bajarilar ekan, bunda ®(z, ¢) funksiya b # 0 da (4.7.9) teng-
lik va, b = 0 bo‘lganda esa, (4.7.10) tenglik orqali aniglangandir.

(4.7.11)

‘I)("—U(I. l'—') L

§ 4.8. Funksiyalar grafigini tekshirish

Ushbu paragrafda biz funksiyalar grafigini o‘rganamiz. Eslatib
o‘tamizki, biror E' to‘plamda aniglangan f funksiyaning grafigi deb
R? dan olingan quyidagi

I'(f) = {(z,9) eR? : f(z)=y, z € E} (4.8.1)

nuqtalar to‘plamiga aytilar edi.

Boshqgacha aytganda, f funksiya grafigi tekislikning (z, f(z))
ko‘rinishdagi barcha nuqtalari to‘plamidan iborat bo‘lib, bunda z
berilgan f funksiyaning aniqlanish sohasiga tegishlidir.

Agar funksiya berilgan intervalda differensiallanuvchi bo‘lsa, hosi-
la ishorasi yordamida bu funksiyaning monotonlik intervallarini aniq-
lashimiz mumkin va natijada, funksiyaning lokal ekstremum nug-
talarini topa olamiz. Funksiya grafigini o‘rganishni mana shu eks-
tremum nuqtalarini topishdan boshlaymiz.

1. Lokal ekstremum nuqtalarini topish. Yuqorida ekstre-
mumning quyidagi zaruriylik sharti topilgan edi (4.3.1 - Ferma teo-
remasi):

agar f funksiya ¢ nuqtada differensiallanuvchi bo‘lib, shu nuqta-
da lokal ekstremumga ega bo‘lsa, f'(c¢) = 0 bo‘ladi.

Berilgan f funksiyaning hosilasi nolga teng bo‘lgan nuqta shu
funksiyaning kritik yoki statsionar nuqtasi deyiladi. Oxirgi nom
hosilaning mexanik ma‘nosiga asoslangan. Agar z - vaqt va f(z)
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- biror harakatlanayotgan moddiy nuqtaning z vaqt momentida-
gi koordinatasi bo‘lsa, funksiya hosilasini moddiy nuqtaning tezli-
gi deb qarashimiz mumkin. Agar biror e nuqtada tezlik nolga ay-
lansa, ya‘ni qaralayotgan moddiy nuqta bu momentda harakatdan
to‘xtasa, bunday nuqta f funksiyaning statsionar nuqtasi bo‘ladi.

Sodda f(z) = z® funksiya misolida yuqoridagi shart yetarli
emasligini ko‘rish mumkin. Chunonchi, z = 0 nuqtada f'(0) = 0
shart bajarilsada, 0 nuqta berilgan funksiya uchun lokal ekstremum
nuqta bo‘la olmaydi.

Ushbu bandda biz lokal ekstremum uchun yetarlilik shartlari-
ni topish masalasini o‘rganamiz. Afsuski, lokal ekstremum uchun
bir vaqtning o‘zida ham yetarli, ham zarur bo‘lib, oson tekshiri-
ladigan shart hozirga qadar ma‘lum emas. Shu sababli biz lokal
ekstremum uchun turli vaziyatlarda tekshirishga qulay bo‘lgan bir
necha yetarlilik shartlarini keltiramiz.

4.8.1 - teorema (ekstremumning birinchi yetarlilik shar-
ti). Faraz qilaylik, f funksiya ¢ nugtaning biror atrofida differen-
stallanuvchi bo‘lib, f'(c) = 0 bo‘lsin. Bundan tashqari, ¢ nugtaning
o‘sha atrofida quyidagi shart bajarilsin:

r<c bolsa, f'(z)<0 bolsin va

z>c bollsa, f'(z)>0 bolsin. (4.8.2)

U holda ¢ nugta f funksiyaning lokal minimum nuqtasi bo‘ladi.

1y
<0 f>0
Tfle)=0

0 c x
16-rasm

Isbot. Agar z < ¢ bo'lsa, [z,¢] kesmada Lagranj formulasini
qo‘llab, (4.8.2) shartdan foydalansak,

fle) = f(z) = f'(§)(c—2) <0, z<E<¢,

munosabatni olamiz.
Demalk,

r < ¢ bo‘lganda f(z) > f(¢) bo'lar ekan. (4.8.3)

Xuddi shu singari, z > ¢ bo‘lsa, [e, z] kesmada Lagranj formu-
lasini qo‘llab, teorema shartiga ko‘ra,

f(z) = fl)=f'(€)(z—¢) >0, e<E<z,

munosabatni olamiz.
Demak,

r < c¢ bo‘lganda f(z) > f(¢) bo'lar ekan. (4.8.4)

Shunday qilib, (4.8.3) va (4.8.4) larga ko'ra, z # ¢ bo‘lganda

f(z) > f(c) bolar ekan. Bu esa ¢ nuqtaning lokal minimum nuqtasi
ekanini anglatadi.

Natija. Faraz qilaylik, f funksiya ¢ statsionar nugtaning biror
atrofida differensiallanuvchi bo‘lib, quyidagi shartni ganoatlantirsin:

r<ec bolsa, f'(z)>0 bo'lsinva

z>c¢ bolsa, f'(z) <0 bo'lsin. (4.8.5)

U holda ¢ nugta f funksiyaning lokal maksimum nuqtasi bo‘ladi.
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f<0
fl9)=0
0 c X
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Isbot qilish uchun 4.8.1 - teoremani f,(z) = — f(z) funksiyaga
qo‘llash yetarli.

Qayd etamizki, 4.8.1 - teorema f funksiya ¢ nuqtadan chapda
va o'ngda yotgan nuqtalarda differensiallanuvchi bo‘lib, ¢ nuqtaning
o‘zida esa faqat uzluksiz bo‘lgan holda ham o‘rinlidir. Chunonchi, bu
teoremani quyidagi umumiyroq ko‘rinishda ham keltirish mumkin.

4.8.1* - teorema (ekstremum uchun birinchi yetarlilik
shartining boshqa ko‘rinishi). Biror § > 0 uchun f funksiya
{z : 0 < |z — ¢| < 8} to‘plamning barcha nuqtalarida differensial-
lanuvchi bolib, ¢ nugtaning o‘zida uzluksiz bo‘lsin. Agar ¢ nuqtaning
d-atrofida (4.8.2) shart bajarilsa, ¢ nugta f funksiyaning lokal mini-
mum nugtasi bo‘ladi.

Isbot 4.8.1 - teorema isbotini so‘zma-so‘z qaytarishdan iborat-
dir.

Xuddi shu singari, f funksiya ¢ nuqtada differensiallanuvchi
bo‘lmay, bu nuqtada faqat uzluksiz bo‘lgan holda ham, agar (4.8.5)
shart bajarilsa, ¢ nuqta f funksiyaning lokal maksimum nugqtasi
bo‘lishini ko‘rsatish mumkin.

4.8.1 -misol. Quyidagi
f(z) = |z -

funksiyani qaraymiz.
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1y
S

\ Sx)= Ix-ix"ﬁsi

0 c X

18-rasm

Bu funksiya butun sonlar o‘qida uzluksiz bo'lib, z = ¢ nuq-
tadan boshqa barcha nugtalarda differensiallanuvchidir. Bu nug-

tadan tashqarida hosila quyidagicha aniglanadi:

{—1' agar = < ¢ bo'lsa,

' o e . -
f(z) = sign (= =) 1, agar z > ¢ bo'lsa.

Demak, (4.8.2) shart o‘rinli bo‘lar ekan va shuning uchun, 48 1.*
- teoremaga ko‘ra, qaralayotgan funksiya z = ¢ nuqtada lokal mini-
mumga egadir.

Shuni aytish joizki, (4.8.2) va (4.8.5) shartlarga ko‘ra f funksiya
hosilasining ¢ nuqta atrofida chegaralangan bo‘lishi shart emas.

4.8.2 - misol. Quyidagi

fle) =1 - Vsl

funksiyani qaraymiz.
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Bu funksiya butun sonlar o‘gida uzluksiz bo‘lib, z = 0 nug-
tadan boshqa barcha nuqtalarda differensiallanuvchidir. Bu nug-
tadan tashqarida hosila quyidagicha aniglanadi:

1 .
f'(:r) . sign z ﬁ, agar z < ( bo‘lsa,
= —— = 1
|| ——=, agar z > 0 bo'lsa.

2V

Demak, (4.8.5) shart o‘rinli bo‘lar ekan va shuning uchun, qa-
ralayotgan funksiya x = 0 nuqtada lokal maksimumga egadir.

Navbatdagi yetarlilik shartini tekshirish oson bo‘lsada, u o*rgani-
layotgan funksiyaga ko‘proq shart qo‘yadi. Chunonchi, statsionar
nugtada bu funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi mavjud bo‘lishi
talab gilinadi.

4.8.2 - teorema (ekstremumning ikkinchi yetarlilik shar-
ti). Faraz qilaylik, ¢ nugtaning biror atrofida f funksiya hosila-
ga ega bo‘lib, bu nugta f ning statsionar nugtasi bo‘lsin. Bundan
tashgari, f funksiya ¢ nugtada ikkinchi tartibli hosilaga ega bo‘lsin.

Agar f"(¢) > 0 bo‘lsa, ¢ nugta f funksiyaning lokal minimum
nugtasi bo‘ladi va f"(c) < 0 bo‘lganda esa, ¢ nuqta funksiyaning
lokal maksimum nugtasi bo‘ladi.
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Isbot. Avval f”(¢) > 0 deb faraz qgilamiz. U holda 4.3.1 -
tasdiqqa asosan, bu tengsizlik f’(z) birinchi hosilaning ¢ nuqta-
da o‘sishini anglatadi. Bundan chiqdi, f’(¢) = 0 bo‘lgani sababli,
(4.8.2) shart o‘rinlidir. Demak, ¢ nuqta f funksiyaning lokal mini-
mum nuqtasi ekan.

Teorema f”(¢) < 0 bo‘lgan holda ham xuddi shunga o‘xshab
isbotlanadi.

Eslatma. Agarda f”(¢) = 0 bo‘lsa, 4.8.2 - teorema ¢ statsio-
nar nuqtaning lokal ekstremum nuqtasi bo‘lishi hagida biror tayinli
javob bera olmaydi. Bu holda yanada yuqoriroq tartibli hosilalarni
o‘rganishga to‘g'ri keladi.

4.8.3 - teorema. Faraz qilaylik, k € N uchun f funksiya ¢ nuq-
taning biror atrofida 2k — 1 - tartibli hosilaga ega bo‘lib, ¢ nugtaning
o‘zida esa, 2k - tartibli hosilaga ega bo‘lsin.

Bundan tashqari,

flo)=f"e)=++-= f(zk‘ll(e) =0 (4.8.6)

tengliklar bajarilsin. U holda, agar f**)(c) > 0 bo‘lsa, ¢ nugta f
funksiyaning lokal minimum nuqgtasi bo‘ladi va f(**)(c) < 0 bo‘lganda
esa, ¢ nuqgta f funksiyaning lokal maksimum nuqtasi bo‘ladi.

Isbot. Teylor formulasini qo‘llasak, ¢ va z nuqtalar orasida
shunday £ nuqta topiladiki, u uchun

§ ®)(c

f@) = F+ @ -+ L a -+ T o4
(2k-2) (¢ f(2k=1)

+f('22:_‘2)2()!)($—c)2k—2+ (;:—_1()6;'(3_6)2"_1 (4.87)

tenglik o‘rinli bo‘ladi.
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Endi, (4.8.6) shartni e‘tiborga olsak, (4.8.7) dan

E~=c

&=

(2k—1)
f@)- £ = i@ - 9™, o<

2 by (@88

munosabat kelib chiqgadi.

Aniglik uchun, 2k - tartibli hosila f(?*)(¢) > 0 shartni qanoat-
lantiradi, deb faraz gilamiz. 4.3.1 - tasdiqqa asosan, bu tengsizlik
oldingi f(2*=1)(z) hosilaning ¢ nuqtada o‘sishini anglatadi, ya‘ni ¢
nugtadan chapda u ¢ nuqtadagi giymatidan kichik giymat gabul
qiladi va ¢ nuqtadan o‘ngda esa, bu hosila ¢ nuqtadagi giymatidan
katta giymat qabul qiladi. Teoremaning shartiga ko‘ra f(2¥=1)(c) =
0 va, bundan tashqari, (4.8.8) da £ nuqta ¢ va z nuqtalar orasida
yotadi. Shularni hisobga olsak, quyidagi shartga ega bo‘lamiz:

z<e da f* () <0 boladi va
z>c da fOP*1(€) >0 bo'ladi. (4.8.9)

Demak, (z — ¢)?*~! funksiyaning toqgligi tufayli,

FEDE @ —)* >0, z#e
Shunday ekan, (4.8.8) dan

flz) > fle), z#c

kelib chiqadi.

Ravshanki, bu tengsizlik ¢ nuqta f funksiyaning lokal minimum
nuqtasi ekanini anglatadi.

Teorema f(?¥)(¢) < 0 bo‘lgan holda ham xuddi yuqoridagidek
isbotlanadi.

2. Funksiya grafigining qavariqligi. Biror (a,b) intervalda

differensiallanuvchi bo‘lgan f funksivani qaraymiz. Eslatib o‘tamizki,
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(4.8.1) ta‘rifga ko'‘ra, (a,b) intervaldan olingan istalgan ¢ uchun
bu funksiya grafigining mos nuqtasini (¢, f(¢)) ko‘rinishda yozish
mumkin.

Qaralayotgan funksiya differensiallanuvchi bo‘lgani uchun, uning
grafigi har bir nuqtada urinmaga egadir. Chunonchi, agar ¢ nuqta
(a, b) intervalning ixtiyoriy nuqtasi bo‘lsa, grafikning (¢, f(¢)) nuq-
tasidan o‘tkazilgan urinma quyidagi tenglamaga ega:

K(z) = f(c)+ f'(e)(z = ¢). (4.8.10)

Boshqacha aytganda, f funksiya grafigining (e, f(¢)) nuqtasi-
dan o‘tkazilgan urinma (4.8.10) funksiyaning grafigi bilan ustma-ust
tushadi.

Agar (a,b) intervalning ixtiyoriy z nuqtasi uchun

f(z) < fle)+ flle)(z—¢), a<a<b, (4.8.11)

tengsizlik bajarilsa, u holda f funksiya grafigi o‘zining (¢, f(¢)) nuqg-
tasidan o‘tkazilgan urinmadan pastda yotadi deyiladi.

Agar (4.8.11) da "<"belgini ">"belgiga almashtirsak, biz funksiya
grafigi urinmadan tepada yotishining shartini olamiz.

Ta‘rif. Agar biror intervalda differensiallanuvchi funksiyaning
grafigi har ganday urinmadan pastda yotsa, bu grafikning qavarig-
lik yo‘nalishi yuqoriga garagan deb ataladi.

Shunga o‘xshash, agar funksiya grafigi har qanday urinmadan
yuqorida yotsa, bu grafikning gavariglik yo‘nalishi pastga qaragan
deyiladi.

Qavariglik yonalishi ikkinchi tartibli hosila ishorasi yordamida
aniglanishi mumkin.

4.8.4 - teorema. Berilgan f funksiya (a,b) intervalda tkkinchi
tartibli hostlaga ega bo‘lsin. U holda,

1) agar f"(z) > 0 bo‘lsa, f funksiya grafigining qavariglik yo‘nalishi
pastga garagan bo‘ladi;

2) agar f"(z) < 0 bo‘lsa, f funksiya grafigining gavariglik yo ‘nalishi
yugoriga garagan bo‘ladi.
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Isbot. Faraz qilaylik, ¢ nuqta (a,b) intervalning ixtiyoriy nuq-
tasi bo‘lsin. Teylor formulasiga ko‘ra,

f(z) = flO)+ f'(e)z—c)+ fg—(f}(z o (4.8.12)

Agar ikkinchi tartibli hosila manfiy bo‘lmasa, (4.8.12) dan

f(z) > fle)+ fi(e)(z — o)

tengsizlikni olamiz.
Bu tengsizlik f funksiya grafigi urinmadan yuqorida yotishini
anglatadi. Demak, uning qavariqlik yo‘nalishi pastga qaragan ekan.
Agarda f” < 0 bo'lsa, isbot xuddi yuqoridagidek bo‘ladi.
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3. Bukilish nuqtalari. Funksiya grafigining qavarigligi funksiya
aniqlanish sohasining turli intervallarida turli yonalishlarga ega bo'li-
shi mumkin. Berilgan funksiyaning grafigini chizishda qavariqlik
vo'nalishlari o‘zgaradigan nuqtalar muhim ahamiyatga egadirlar.

Ta‘rif. Agar shunday & > 0 mavjud bo‘lsaki, ikki (¢ — 6, c)
va (¢, ¢+ 68) intervallardan birida f funksiya grafigining qavariglik
yo nalishi pastga va boshqasida yugoriga qaragan bo‘lsa, grafikning
(¢, f(e)) nuqgtasi bukilish nugta deb ataladi.

4.8.5 - teorema (bukilish nuqta uchun zaruriylik sharti).
Berilgan f funksiya ¢ nugtaning biror atrofida ikki marta differen-
siallanuvchi bo'lib, ikkinchi tartibli f"(x) hosila ¢ nugtada uzluk-
siz bo‘lsin. Agar (c, f(c)) nuqta bukilish nugtasi bo‘lsa, f"(c) = 0
bo‘ladi.

Isbot. Teskarisini faraz qilish usuli bilan isbotlaymiz. Avval
f"(e) > 0 bo'lsin deylik. Shartga ko‘ra ikkinchi hosila ¢ nuqtada
uzluksiz. Shuning uchun, 3.5.1 - tasdiqqa asosan, ¢ nuqtaning biror
é-atrofida u ishorasini saglaydi:

f'lz) >0, c=d<a<ec+d. (4.8.13)

Shunday ekan, 4.8.4 - teoremadan f funksiya grafigining qavariq-
lik yo‘nalishi ¢ nugtadan chapda ham, o‘'ngda ham pastga qaragan-
ligi kelib chigadi. Bu esa (e, f(c)) ning bukilish nuqtaligiga ziddir.

Shunga o‘xshash, f”(¢) < 0 tengsizlikdan f funksiya grafigi
qavariglik yo‘nalishining ¢ nuqtadan o‘ngda ham va chapda ham
yuqoriga qaraganligi kelib chiqadi. Bu ham (e, f(¢)) ning bukilish
nuqtaligiga ziddir.

Shunday qilib, f”(¢) = 0 ekan.

4.8.5 - teorema bukilish nuqta uchun zaruriy shartni beradi.
Lekin bu shart yetarlilik sharti bo‘la olmaydi. Misol sifatida f(z) =
#* funksiyani olish mukin. Bu funksiva uchun f”(z) = 12 2% > 0.
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Demak, f"(0) = 0, lekin funksiya grafigining qavariglik yo‘nalishi
pastga qaragan.

4.8.6 - teorema (bukilish nuqta uchun birinchi yetarlilik
sharti). Berilgan f funksiya ¢ nugtaning biror atrofida ikki marta
differensiallanuvchi bo'lib, f"(c) = 0 bo‘lsin. Agar ikkinchi tartib-
li hosila ¢ nugtadan chapda va o‘ngda turli ishoralarga ega bo‘lsa,
(¢, f(c)) nugta f funksiya grafigining bukilish nuqtasi bo‘ladi.

Isbot bevosita 4.8.4 - teoremadan kelib chiqadi. Hagiqatan ham,
bu teoremaga ko'ra, f funksiya grafigining qavarigligi ¢ nuqtaning
chap va o'ng tomonlarida turli yo‘nalishlarga ega. Shuning uchun,
(e, f(e)) - bukilish nuqtadir.

Eslatma. Ravshanki, 4.8.6 - teoremada ikkinchi tartibli hosilani
¢ nuqtaning o‘zida mavjudligini talab qilish shart bo‘lmasdan, bu
hosilaning ¢ nuqtadan chap va o‘'ng tomonda turgan nuqtalarda
mavjud bo'lib, o'sha ¢ nuqtadan chap va o‘ngda turli ishoralarga
ega bo'lishini talab qilish yetarlidir.

4.8.3 - misol. Quyidagi

f(z) = zv/]a]

funksiyani qaraymiz.
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:

f®)=xd
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Bu funksiya butun sonlar o‘qida uzluksiz differensiallanuvchi
bo‘lib, uning hosilasi 1
flz) = 3Vl

ga teng.
Ravshanki, f funksiya z = 0 nuqtadan boshqa barcha nuqtalar-

da ikkinchi tartibli hosilaga ega. Bu hosila nol nugtadan tashqarida

o _ 3signz
e Ot —

ga teng.

Ikkinchi tartibli hosila z = 0 nuqtadan chapda va o‘ngda har
xil ishoralarga ega bo‘lgani uchun, funksiya grafigining qavariqligi
chap va o‘ngda turli yo'nalishlarga ega va shuning uchun, (0,0)
nuqta bukilish nuqtadir.

Navbatdagi yetarlilik shartini tekshirish oson bo‘lsada, lekin u
o‘rganilayotgan funksiyaga ko‘proq shart qo‘yadi. Chunonchi, .b.u
shartda funksiya uchinchi tartibli hosilasining bukilishlikka tekshiri-
layotgan nuqtada mavjudligi talab gilinadi.
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4.8.7 - teorema (bukilish nuqta uchun ikkinchi yetarlilik
sharti). Berilgan f funksiya ¢ nugtaning biror atrofida ikki marta
differensiallanuvchi bo‘lib, f"(c¢) = 0 bo‘lsin. Agar ¢ nuqtada uchin-
chi tartibli hosila mavjud bo‘lib, f©®)(¢) # 0 bo‘lsa, f funksiya grafigi
(¢, f(e)) nugtada bukilishga ega bo‘ladi.

Isbot. Aniqlik uchun f®)(¢) > 0 deylik. U holda, 4.3.1 - tas-
diqqa ko'ra, ikkinchi tartibli f”(z) hosila ¢ nuqtada o‘sadi, va f"”(¢) =
0 bo‘lgani uchun, ikkinchi tartibli hosila ¢ nuqtadan chapda manfiy
va undan o‘ngda musbat bo‘ladi. Shuning uchun, 4.8.6 - teoremaga
asosan, f funksiya grafigi (¢, f(¢)) nuqtada bukilishga ega.

Agar f"(c) = 0 bo'lsa, 4.8.7 - teorema f funksiya grafigi (¢, f(c))
nuqgtada bukilishga ega bo‘lishi hagida hech ganday ma‘lumot be-
ra olmaydi. Bu holda biror ijobiy natija olish uchun funksiyaning
yugqoriroq tartibli hosilalarini tekshirish lozim.

4.8.8 - teorema. Faraz qilaylik, k € N uchun f funksiya c
nugtaning biror atrofida 2k -tartibli hosilaga ega bo‘lib, ¢ nugtaning
o‘zida esa 2k + 1 -tartibli hostlaga ega bo‘lsin.

Bundan tashqari

f'(Q=f")=--=f*)=0 (4.8.14)

shart bajarilsin.

Agar k1) (c) £ 0 bo'lsa, (e, f(c)) nugta f funksiya gtafigining
bukilish nuqtasi bo‘ladi.

Isbot. Ikkinchi tartibli hosila f”(z) uchun Teylor formulasidan
foydalanamiz. Bu formulaga asosan, ¢ va z nuqtalar orasida shun-
day £ topiladiki, u uchun

: (1) ) (5) (¢
f”(:f:) = f”(c)+f(3)(f»‘)($—c)+L#(I—c)z-{-%(z—c]‘“-{-w{—

§4.8. Funksiyalar grafigini tekshirish 277
- (2k)
f(?k ”((‘) - 2k-3 f (5) r—c 2k-2 (4:8-15)
taot® Yt )

tenglik o‘rinli bo‘ladi.
Agar (4.8.14) tengliklarni e‘tiborga olsak, (4.8.15) dan

(2k) _
(=) = —(%c—_(—g;-!(a: —e)*=% b« i _i <1, (4.8.16)

munosabatni olamiz. .

Aniqlik uchun 2k + 1 - tartibli hosila ¢ nuqtada mu_sbat bo'lsin,
deb faraz gilamiz, ya'ni f2k+(c) > 0 bo'lsin. Natijada.t, 4.:.341'-
tasdiqqa asosan, oldingi f(**)(z) hosilaning ¢ nuqtada o‘sishi kelib
chigadi. Boshqacha aytganda, bu hosila ¢ nuqtadan Fhapda bu nug-
tadagi qiymatdan kichik va undan o‘ngda esa, bu _q1_vma.tda.n katta
giymat qabul giladi. Bundan, f(2k)(¢) = 0 bo'lgani va  nuqta ¢ va
r nugtalar orasida yotgani uchun,

r<ec da f)(E) <0 bo'ladi va
z>c da f(€) >0 boladi (4.8.17)
degan shartning bajarilishi ma‘lum bo‘ladi.

Demak, (z — ¢)(2*=2) funksiya juft bo‘lgani uchun,

FER(E)(z — )2 (4.8.18)

ifoda ¢ nuqtaning chap va o'ng tomonlarida turli ishoralarga ega.
Shunday ekan, (4.8.16) tenglikdan ikkinchi tartibli f”(z) hosila ham
xuddi shunday xossaga ega ekani kelib chiqadi. U hol‘d‘a.. 4.8.6 -
teoremaga ko‘ra, f funksiya grafigi (c, f(c)) nuqtada bnlthshga, ega.

f(2k+1)(¢) < 0 bo‘lganda ham isbot xuddi shu yo‘l bilan amalga

oshiriladi.



w

§4.8.

Funksiyalar grafigini tekshirish

279

278 Differensiallash 1V Bob

4. Funksiya grafigining asimptotalari. Funksiya grafigini
o‘rganilayotganda ko‘pincha yaxshi ma‘lum bo‘lgan shunday «etalon»
funksiya topishga harakat qgilinadiki, uning grafigi qaralayotgan funksi-
va grafigiga iloji boricha yaqin bo‘lsin. Ko'p hollarda ana shunday
etalon funksiva sifatida

y=kz+b (4.8.19)

ko‘rinishga ega bo‘lgan chizigli funksiya olinadi.
Ta'rif. Agar f funksiya
flz)=kz+b+ al(z) (4.8.20)

ko‘rinishga ega bo‘lib, bunda

lim a(z) = 0 (4.8.21)

=400

bolsa, ({.8.19) tenglik bilan aniglangan funksiya f funksiyaning
T — +oo dagi asimptotasi deb ataladi.

Masalan,

2243z 45
42 A e o
funksiya grafigi
y=2z+1
asimptotaga ega, chunki
4
flz) =2z +1+4+ —

z4+1

23-rasm

Funksiyaning z — —oo dagi asimptotasi ham xuddi yuqoridagidek
aniglanadi.

4.8.9 - teorema. Berilgan f funksiya gr.af.'igi-x — +4oc da
(4.8.19) asimptotaga ega bolishi uchun quyidagi ikki

ol -t g (4.8.22)
r—+o0o xr
i lim [f(z) -~ ka] = b (4.8.23)

limitlarning mavjud bo‘lishi zarur va yetarli. |
Isbot. 1) Faraz qilaylik, (4.8.20) va (4.8.21) shartlar bajarilsin.
(4.8.20) tenglikni

i % 4 M (4.8.24)

kabi yozib olamiz. Agar (4.8.21) ni e‘tiborga. olsak, (4.8.24) teng:
likdan (4.8.22) kelib chiqadi va (4.8.20) tenglikdan esa, (4.8.23) ni

olamiz.
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. 2)- Endi (4.8.22) va (4.8.23) limitlar mavjud bo‘lsin, deb faraz
qgilamiz. Limitga o'tish amali chizigli bo‘lgani uchun, (4.8.23) teng-
likni

lim [f(z)—kz—-b] = 0

r—+400

deb yozib olishimiz mumkin.
Ravshanki, bundan (4.8.21) asimptotik tenglikka ega bo‘lamiz.

Ta‘rif. Agar quyidagi ikki

lim f(z) yoki xl—ifE ¥(z)

r—+a

bir tomonlama limitlardan kamida bittasi +oc yoki —oo ga teng
bo'lsa, f funksiya grafigi v = a vertikal asimptotaga ega deyiladi.

y

24-rasm

. 5. Funksiya grafigini xomaki chizish. Bu bandda, yuqorida-
gi natijalarga asoslanib, funksiva grafigini o‘rganish va qurishning
asosiy bosqichlarini keltiramiz.
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4.8.4 - misol. Funksiya grafigini yasang:

flz) = (2z+3)€e¥~. (4.8.25)
yi
Y2227
/7
Tale 3 %
25-rasm

1. Avvalo shuni qayd etamizki, (4.8.25) tenglik bilan f funksiya
# = 0 nuqtadan boshqa barcha z € R nugtalarda aniglangan. Shu-
ning uchun, biz f funksiyaning tabiiy aniqlanish sohasi sifatida

D(f) = (—o0, 0)U (0, +c0) (4.8.26)
to‘plamni olishimiz mumkin.
2. Ravshanki, o‘rganilayotgan funksiya nolga faqat zo = -3/2

nuqgtada aylanadi. Bundan tashqari, funksiya (—oc, —-3) yarim

3
to‘g‘ri chizigda manfiy va (-, 0) hamda (0, +oc) intervallarda

musbat qgiymatlarni qabul giladi.
0 nuqtada chap limit nolga teng:

lim f(z) = 0, (4.8.27)

r—0-0

bu nugtada o‘ng limit esa, +00 ga teng:
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IB{){}FO f(z) = +oo. (4.8.28)

3. Berilgan (4.8.25) funksiya hosilasi

Flz)= % z? — 2z — 3)e¥/* = %(z +1)(z - 3)e?/*  (4.8.29)

ga teng.

Bevosita bu tenglikdan statsionar nuqtalar z; = —1 va 2, = 3
ekani kelib chiqgadi. z; = —1 nuqtadan chapda va z; = 3 nuqtadan
o‘ngda hosila musbat bo‘lib, boshqa barcha nuqtalarda u manfiy
bo‘ladi. Demak, z; = —1 nuqta funksiyaning lokal maksimum va
z7 = 3 nuqgta esa, uning lokal minimum nuqtalari ekan. Bundan
tashqari,

f(-1)=e?=0,135..., f(3)=9¢*%=17,529...

Funksiya (—oo, —1) yarim to‘g'ri chiziqda o‘sadi, (-1, 0) va
(0, 3) intervallarda esa u kamayib, (3, +o0c) yarim to‘g'ri chiziqda
funksiya yana o‘sadi.

4. Ikkinchi tartibli hosila

1" = 20 3 2z
flle)="3(a+3)e / (4.8.30)
ga teng.

Bu tenglikdan ikkinchi tartibli hosila z3 = —g nuqtada nolga

aylanishi kelib chiqadi. Bundan tashqari,

3 9
f (—g) =g e~10/3 — 0, 064...

ekanini ko‘rish oson.

Ikkinchi tartibli hosila bu nuqtadan chapda manfiy va o‘ngda
musbat. Shuning uchun, (z3, f(z3)) nuqta (4.8.25) funksiya grafigi-
ning bukilish nuqtasidir. Bu nuqtadan chapda funksiya grafigining
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qavariglik yo'nalishi tepaga qaragan, o'ngda esa bu yo'nalish pastga
qaragan.
5. Teylor formulasidan z — £00 da

2
f.”"zl-{—:-}-—-o-_jzi). x — 00,
ekanligi kelib chiqadi.

Shuning uchun,

o1 _ 01
flz) = (22 +3) (1+% —;—)) % + T+ . (4.831)

Bu tenglik funksiya grafigi
y=2z+4+17 (4.8.32)

og'ma asimptotaga ega ekanligini anglatadi. .
Bundan tashqari, (4.8.28) tenglikka ko'ra, ordinatalar o'qi grafik-

ning vertikal asimptotasi bo‘ladi. . N
1.5 bandlarda o‘rnatilgan xossalarga asosan funksiya grafigining

xomaki chizmasini qurishimiz mumkin (25-rasmga qarang).
§ 4.9. Misollar

1 - misol. Agar f(z) = a® bo'lsa, hosila ta‘rifidan foydalanib

f'(2) ni hisoblang. .
Ko‘rsatma. (3.10.2) tenglikdan foydalaning.

2 - misol. Quyidagi
f="In'e

H g 1?
funksiva Oz o‘qini qanday burchak ostida kesadi’
Ko‘rsatma. Hosilaning geometrik ma‘nosidan foydalaning.
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3 - misol. Agar f(z) differensiallanuvchi va n natural son bo‘lsa,

. 1 /
"an(}Dn [f (:r - ;) - f(z)] = f'{z) (4.9.1)
tenglikni isbotlang. Aksincha, agar (4.9.1) tenglik o‘rinli bo‘lsa, f
funksiva hosilaga ega, deyish mumkinmi?

Ko‘rsatma. (4.9.1) tenglikni isbotlash uchun hosila ta‘rifidan
foydalaning. Teskari tasdigni tekshirish uchun D(z) Dirixle funksiyasi-
ni tekshiring.

4 - misol. Agar

a) f(z) funksiya z = z( nuqtada hosilaga ega bo‘lib, g(z) funksiya
shu nuqtada hosilaga ega bo‘lmasa, yoki

b) har ikkala f(z) va g(z) funksiyalar z = 2o nuqtada hosilaga
ega bo‘lmasa,

F(z) = f(z)g(z)
funksiya z = 2z nuqtada hosilaga ega emas deyish mumkinmi?
Ko‘rsatma. a) f(z) = z — z¢ va g(z) = |2 — z¢| funksiyalarni
z = o nuqtada tekshiring.
b) f(z) = D(z) va g(z) = 1 — D(z) funksiyalarni istalgan z,
nuqtada tekshiring.

5 - misol. Agar f(z) funksiya chekli (a,b) intervalda differen-
siallanuvchi bo‘lib,

lim f'(z) = oo

bo‘lsa, albatta
lim f(:l:) ="00
r—a

bo‘ladi, deyish mumkinmi?
Ko‘rsatma. f(r) = \/z — a funksiyani tekshiring.
6 - misol. Limitni hisoblang:

lim /z.
Tx—r+00
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Ko‘rsatma. Avval In /z = L"?I deb, so‘ngra Lopital qoidasidan

foydalaning.
7 - misol. Limitni hisoblang:

lim z".
z—+0

Ko‘rsatma. Almashtirish bajarib, avvalgi misolga keltiring.

8 - misol. Quyidagi egri chiziq asimptotasini toping:

1.1+:r

v="Trar ©70

Ko‘rsatma. 4.8.9 - teoremani qo‘llang. Limitlarni hisoblashda
ikkinchi ajoyib limit va Lopital qoidasidan foydalaning.

9 - misol. Agar y = z°¢** bo'lsa, y(29) ni toping.
Ko‘rsatma. Leybnits formulasidan foydalaning.

10 - misol. Agar f(z) funksiya cheksiz (2o, +00) intervalda
differensiallanuvchi bo‘lib,

. ’ - 0
i @
bo'‘lsa,
im 18 ¢
r—++o0 T

ekanini isbotlang. .
Ko‘rsatma. (4.4.3) Koshi formulasidan foydalaning.

11 - misol. Teylor formulasidan foydalanib, limitni hisoblang:

. 1—(cosz)'®”
lim ————

z—0 rsin‘z
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Ko‘rsatma. f(z) = (cosz)
qoldiq hadli va g(z)
formulasini qo‘llang.

e tgx = etz In(cosz) funksiyaga O(z*)
= sin® r funksiyaga O(z?) qoldiq hadli Teylor

12 - misol. Aniqmaslikni oching:

lim (tg;r)thr
=%
Ko‘rsatma. (tgz)'®% —

tg 2z In(tg ) deb . . i
limitini hisoblash uchun Lopita e el funkslpe

I qoidasini qo‘llang.

V Bob. Anigmas integral

§ 5.1. Boshlang‘ich funksiya

1. Boshlang‘ich funksiya tushunchasi. Biror intervalda ikki
f va F funksiyalar berilgan bolib, ular

F'(z) = f(z) (51:1)

munosabat bilan bog'langan bo‘lsin.

Yuqorida bayon gilinganidek, bunda f funksiya F' funksiyaning
hosilasi deyiladi. IV bobda F funksiyani bilgan holda f funksiyani
topish usullarini ko‘rib chiqdik.

Ushbu bobda esa biz teskari masalani o‘rganamiz, ya‘ni agar
f funksiya ma‘lum bo‘lsa, hosilasi f ga teng bo‘lgan F funksiyani
topish usulllari bilan tanishamiz.

Ta‘rif. Agar F funksiya biror intervalda differensiallanuvchi
bo‘lib, (5.1.1) tenglik bajarilsa, F funksiya shu intervalda f funksiya
uchun boshlang‘ich funksiya deyiladi.

5.1.1 - misol. Ma‘lumki, (sin z)’ = cos z. Demak,
flz) = conz
funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi
F(z) = sinz
bo‘ladi.

Matematikada ko‘p hollarda berilgan amalga teskari amal ya-
gona ravishda aniglanmaydi. Masalan, kvadratga oshirish amaliga
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teskari amal kvadrat ildiz chiqarish amalidir. Bunda har bir haqiqiy
x soni uchun a = z? son yagona ravishda aniqlansada, ammo istal-
gan musbat a soni uchun shunday ikki turli 1 va zy sonlar topi-
ladiki, ularni har birining kvadrati a ga teng bo‘ladi.

Shunga o‘xshash hol berilgan funksiyaga boshlang‘ich funksiyani
topishda ham sodir bo‘ladi. Chunonchi, agar F(z) funksiya f uchun
boshlang‘ich funksiya bo‘lsa, istalgan C' o‘zgarmasni olsak, F(z) +
C funksiya ham, albatta, yana boshlang‘ich funksiya bo‘ladi. Shu
o‘rinda f funksiyaning bundan boshqa boshlang‘ich funksiyaga ega
emasligini qayd etish lozim, ya‘ni navbatdagi teorema o‘rinlidir.

5.1.1 - teorema. Agar ikki F) va F funksiyalar biror intervalda
f funksiya uchun boshlang‘ich Junksiyalar bo‘lsa, u holda shunday
C o'zgarmas son topiladiki, qayd etilgan intervalda

tenglik bajariladi.
Isbot. Agar
9(z) = Fi(z) — Fy(z)
deb belgilasak, ravshanki,

§(@) = F@) - Fk) = f(@) - f() = 0

bo‘ladi. Demak, Lagranj formulasining natijasiga ko‘ra, g(z) = const
ekan.

Berilgan f funksiya uchun boshlang‘ich funksiya topish jara-
yoni f funksiyani integrallash deyiladi. Masalan, cos z funksiyaning
integrallash natijasi sin z funksiyasidir.

Agar F funksiya f uchun biror boshlang‘ich funksiya bo‘lsa,
5.1.1- teoremadan istalgan boshqa boshlang‘ich funksiyaning F(z)+
C' ko'rinishga ega ekanligi kelib chigadi, bunda C ixtiyoriy o‘zgarmas

1 9
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ondir. Bu F(z)+C funksiya f uchun boshlang‘ich bo‘lgan fufr‘ll':s;yal-l
H ] 7 - . . . - -
larning eng umumiy ko‘rinishi bo‘lib, uning muhimligi t-l.; ay 1'l

‘ : i s la-
aniqmas integral degan maxsus nomga ega. Anigmas integral quyic

gicha belgilanadi:
ff(;r)dr. (5.1.3)

Shunday qilib, f funksiyadan olingan anigmas integral quyidagi

ff(r)dr = F(z) + C (5.1.4)

ifodaga teng deb hisoblanadi, bunda F funksi.ya i funksiya,ninggi'blror
boshlang‘ich funksiyasi bo'lib, C' esa ixtiyoriy o'zgarmas sondir.

Masalan,

fcosa:d;r. = sinz + C.

Shuni aytish kerakki, hozirgi kunda matematik ilmiy adabiyot-

larda bu belgilash sekin- asta yo‘qola boshlab, gnin‘g o‘mi.ga «aﬁ:qmas
intervalda» olingan aniq integral tushuncha.m ko proq ishlati 3;ap-
ti. Lekin darsliklarda bu belgilashdan xuddi avvalgidek keng foy-

lanilib kelinyapti. . ) Tty
"’ a;;’;r F(z) funksiya f(z) funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi

bo'lsa, dF(z) = f(z)dz bo‘ladi. Shuning uchun, (5.1.4) tenglikni

de(a:) = F(z) + C (5.1.5)

ko‘rinishda ham yozish mumkin.
Masalan, Ly
d(arctgz) =

14 22
bo‘lgani uchun

i = /d(arctgz) = arctgz + C.
1+ z2
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2. Anigmas integrallar jadvali. Eng sodda elementar funksiyalar
hosilalarining jadvalidan bevosita unga mos anigmas integrallarning
jadvali kelib chiqadi. Bu jadval odatda quyidagi ko‘rinishda keltir-
iladi:

atl

0 " it _'1 st
19, jldr—a+1+C, a# -1

-, fdf = Inlz| + C (z#0).

30 [a%ds = lza + C (0<a#1l, —0<z<00).

40, fms.rrfr = sinz + C (-o0 <z < 00).

5. [sinz = —cosz + C (-0 <z < ).

6. fcoifx = tgz + C (J‘#g-l-k?r, keZ).

70, fsijfzr = —ctgz + C (z#kn, k€ Z).

8°. f% = arcsinz + C (-l<z<1).

90, fl—(f-mrz = arctgz + C (—oo0 <z < 00).

10", f%zlnh—}-\/x?—ﬁ—ll-{-c (—o0 <z < 00).
11°. f\/f__l = Ilnje+vz2-1| + C (|z| > 1).

199, fliz e %m ii’j +C (o] #£1).

Bu jadvaldagi barcha formulalarning (aynigsa 10°-12° tenglik-
larning) to‘g‘riligi o‘ng tomonda turgan ifodadan bevosita hosila
olish bilan tekshiriladi.
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§ 5.2. Integrallashning asosiy usullari

1. Anigmas integralning chiziqliligi. Aniqmas integralning

asosiy xossalaridan biri uning chizigliligidir.

5.2.1 - tasdiq. Agar f va g funksiyalar biror intervalda bosh-
lang‘ich funksiyaga ega bo‘lib, X va p lar iztiyoriy hagiqiy sonlar
bo‘lsa, u holda Af + pg funksiya ham o‘sha intervalda boshlang‘ich

funksiyaga ega bo‘lib,

f[Af(x)+pg(.r)]d.r - A/f(z)dm+y/g(z)dm (5.2.1)

tenglik bajariladi.

Isbot bevosita 4.1.2 - teorema va differensiallash amalining chi-
zigliligidan kelib chiqadi.

2. O‘zgaruvchini almashtirib integrallash. O‘zgaruvchini
almashtirib integrallash usuli quyidagi tasdiqqa asoslanadi.

5.2.2 - tasdiq. Berilgan g(t) funksiya G(t) boshlang‘ich funksiya-
ga ega bo‘lsin, ya‘ni

fg(t)dt = Gt)+C (5.2.2)

bo‘lsin.

Bundan tashqari, o(z) - tztiyorty differensiallanuvchi funksiya
bo'lib, uning qiymatlari to‘plami g funksiyaning aniglanish sohasiga
tegishli bo‘lsin. U holda quyidagi

[dle@) @) dz = Glp@i+C (5.2.3)

tenglik bajariladi

Isbot (5.2.3) tenglikning o‘ng tomonida turgan funksiyani bevosi-
ta differensiallash hamda murakkab funksiya hosilasi hagidagi 4.1.5
- teoremani qo‘llash orqali amalga oshiriladi.
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O‘zgaruvchini almashtirib integrallash usuli quyidagicha qo‘llana-
di. Aytaylik, f(z) funksiya uchun boshlang'ich funksiya topish talab
qilinsin. Biz bu funksiyani quyidagi

f(z) = gle(z)] - ¢'(2) (5.2.4)

ko‘rinishda yozib olishga erishdik deylik. Bunda g va ¢ lar 5.2.2 -
tasdigning shartlarini qanoatlantiruvchi funksiyalar bo‘lsin. U holda
biz

o
AV}
n
—

[ f@) = = Gle@+c (5.

deb yozishimiz mumkin.
Agar t = () desak, dt = ¢'(2)dz bo‘ladi va shuning uchun.
(5.2.4) tenglikdan

f(z) da = glp()] - ¢'(z) dz = g(t) dt

munosabat kelib chiqadi.

Demak, o‘zgaruvchini almashtirib integrallash usuli anigmas in-
tegral ostidagi ifodada = o‘zgaruvchi o‘rniga t = ¢(x) funksiyaga
teskari bo‘lgan ¢! (t) funksiyani qo‘yishdan iborat deyish mumkin.
Shu sababli, ushbu usul ko‘pincha o‘rniga go‘yish usuli deb ham
ataladi.

Bu usulda ko‘zda tutilgan natijaga erishish, asosan, ¢(z) funksi-
vani qanchalik to‘g‘ri tanlanishiga bog‘liq, chunki bu funksiya tan-
langandan keyin g funksiya yagona ravishda aniglanadi. O‘rniga
qo‘yish usuli uchun universal algoritm yo‘q. Shu sababli, bu usul
bilan mo‘ljallangan amaliy natijaga erishish asosan hisoblovchining
mahoratiga bog‘liq, ya‘ni uning ichki hissiga hamda formulalarni te-
gishli ravishda teng kuchli formulalarga almashtirish bo‘yicha egal-
lagan bilimiga bog'ligdir.

5.2.1 - misol. Quyidagi

-/es'” cosz dr
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integralni hisoblang.
Agar t = sinx almashtirish bajarsak, dt = cosz dz bo‘ladi va
shuning uchun,

T cosz dr = €' dt.

Demak,

fe“i“ cosz dr = /f’ dt = et +C = " 4 C.
5.2.2 - misol. Quyidagi

/tg.r du_:/sm.r dz
COs T
integralni hisoblang.

Agar t = cos z almashtirish bajarsak, dt = —sin z dz bo‘ladi va
shuning uchun,

sin z dzx —dt
tgz dr = = :
Cos T t

Demak,

dt
ftg:r dm:—sz —Inft|+C = —In|cosz| 4+ C.

5.2.3 - misol. Quyidagi
/(23: + 5)%007 dg

integralni hisoblang.
Bir qarashda qavsni Nyuton binomi formulasi yordamida ochib,
Integral ostidagi ifodani 2008 ta haddan iborat yig‘indi ko‘rinishda

yozib olib, so‘ngra boshlang‘ich funksiyani hisoblash kerakdek ko‘rinadi.

Ammo, agar quyidagi
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=22 45, dt=2dz

almashtirishni bajarsak, integral oson hisoblanadi, ya‘ni

/(2.1?4-5)2007 da= ftZUUT % dbi=

3. Bo‘laklab integrallash.

t‘Z()OS {21. i 5)2008
=——+C
2008 it 4016 &

| =

5.2.3 - tasdiq. Agar u va v funksiyalar biror intervalda differen-
siallanuvehi bo‘lib, u'(z)v(z) ko'paytma shu intervalda boshlang‘ich
funksiyaga ega bo‘lsa, u holda u(z)v'(z) ko‘paytma ham shu inter-
valda boshlang‘ich funksiyaga ega bo‘ladi va

/u(z)i:’(x) dr = u(zx)v(z) — /v(;r)-u'(;r) dx (5.2.6)

tenglik bajariladi.
Isbot. Agar ko‘paytma hosilasi uchun ma‘lum bo‘lgan

(uv)’ = u'v + wo'’
formuladan foydalansak,
u(z)v'(z) = [u(z)v(z)] — u'(z)v(z)

bo‘ladi. Bunda, o‘ng tomon boshlang‘ich funksiyaga ega bo‘lgani
uchun, chap tomon ham boshlang‘ich funksiyaga egadir. Shunday

ekan, bu tenglikni integrallab, talab gilingan (5.2.6) formulani olamiz.

Eslatma. (5.2.6) tenglikni odatda

[ u dv=uv— / v du (5%

o

(8]

~]
—

&
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ko‘rinishda yozishadi.

Albatta, bo‘laklab integrallash usuli (5.2.6) tenglikning o‘ng tomo-
nidagi integral uning chap tomonidagi integraldan osonroq hisoblan-
gan holdagina foyda beradi.

5.2.4 - misol. Quyidagi

f zcosz dz
integralni hisoblang.
Agar u = z, dv = cosz dz desak, du = dz, v = sin z bo‘ladi va
(5.2.7) formula bo‘yicha bo‘laklab integrallasak,

/:ccosx dm:a:sinm—/sin:r dr =zsinz+cosz +C

tenglikni olamiz.
5.2.5 - misol. Quyidagi

/ z?cosz dz
integralni hisoblang,.
Agar u = 22, dv = cosz dz desak, du = 2zdz, v = sinz bo‘ladi
va bo‘laklab integrallasak,

./rzcos:r dm:zzsinz—fosinr dz

tenglikni olamiz.

O‘ng tomondagi integralni hisoblash uchun biz bu safar v =
z, dv = sin zdzr deb, yana bo‘laklab integrallash formulasini qo‘llaymiz.
Natijada

f:csin:c dz = z(— cosz) —f(—cos:r) dr = —zcosz +sinz + C

tenglik hosil bo‘ladi.
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Shunday qilib.

/.r'2 cosz dr = x*sinz + 2z cosx — 2sinz + C.

E*tibor bering. yuqoridagi integralni hisoblashda bo‘laklab integ-
rallash formulasidan ikki marta foydalanishga to‘g'ri keldi.
5.2.6 - misol. Quyidagi

f.r“ Inz de (a# -1)

1 i
Jkgdl U= 111 £, ‘i\'- = ‘Ll‘. {( n.;dlk. au = , U= I)() ].a(ll

va, bo‘laklab integrallash formulasiga ko‘ra, -

ratl patl Jn -+l potl
2*lnzdr = - Inz— — =- Ing——+4C.
/r Inzdx — Nz ./(1+1 5 S na (0I+1)2+

§ 5.3. Kompleks giymatli funksiyalarni integrallash

Ta‘rif. Kompleks qiymatli » haqiqiy o‘zgaruvchili f(x) funksiyasi-
ning boshlang‘ich funksiyasi deb

Fiey = (3 (5.3.1)

tenglikni ganoatlantiruvchi kompleks qiymatli F(x) funksiyaga ayti-
lad:.

5.3.1 - tasdiq. Kompleks qiymatli x haqiqiy o zgaruvchili F(z) =
Ul(x)+iV(x) funksiya kompleks qiymatli f(x) = u(x)+iv(z) funksiya-
ning boshlang‘ich funksiyast bo lishi uchun Ulx) funksiya u(x) ning
va V(x) funksiya v(x) ning boshiang‘ich funksiyasi bo‘lishi zarur va
yetariidir.

Isbot bevosita boshlangich funksiva ta‘rifidan kelib chigadi.

o

9

=]

§53 Kompleks givmatli funksiyalarni integrallash

Bu holda ham boshlang‘ich funksivaning umumiy ko‘rinishi aniq-
mas integral deyiladi va quyidagicha belgilanadi

] Haian = Fls) + C, (5.32)

bu yerda C = C} + iC, - ixtiyoriy kompleks o‘zgarmas son. Shun-
day qilib, f kompleks qiyvmatli funksivani integrallash masalasi ikki
haqiqiy funksiyani, ya'ni f funksiyaning haqiqiy va mavhum qism-
larini integrallashga kelar ekan.
Masalan, agar
f(z) = cosz+isinx

bo‘lsa,

ff{.z') dr = sinz —icosz+C

bo‘ladi.

Kompleks givmatli funksiya uchun boshlang‘ich funksiya topish
jarayoni integrallash deyilib, u xuddi haqiqiy funksiyani integrallash
amali ega bo‘lgan xossalarga egadir.

5.3.1 - misol. Agar a va b haqiqiy sonlar bo'lib, ¢ = a + ib
bo‘lsa,

! T—a :
T In|z — ¢| + i arctg t agar Ime#0 bo'lsa,
In|z — ¢, agar Ime=0 bo'lsa,
(5.3.3)

ko‘rinishda aniqlangan funksiya
(e} = - 5.3.4
wir, = Ly (0. . )

funksiyaning boshlang'ich funksivasi bo‘ladi.
Haqiqatan, agar (4.7.11) formulada n = 1 desak,

1

r—c

‘t”(?‘ g =
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Shuning uchun,

/ 2 = a0 (5.3.5)
z—c

5.3.2 - misol. Faraz gilaylik, @ va b haqgiqiy sonlar bo‘lib, ¢ =
a+ ib bo'lsin. Agar ®(z, c) (5.3.3) tenglik bilan aniqlangan funksiya
bo‘lsa, istalgan natural n soni uchun

f (@ imc)n - ((;1_)1): ¥z, +C (5:3.6)

tenglik o‘rinli bo‘ladi.
Isbot bevosita (4.7.11) tenglikdan kelib chiqadi.

§ 5.4. Ratsional funksiyalarni integrallash

1. Algebraik polinomlarning xossalari. Ushbu bandda kom-
pleks algebraik polinomlarni, ya‘ni quyidagi ko‘rinishdagi

P(z) = apz" + 12" ' + ... 4+ ap_12 + @y (5.4.1)

funksiyalarni o‘rganamiz, bu yerda ai - berilgan kompleks sonlar
bo'lib, 2 = = + iy esa kompleks o‘zgaruvchidir.

Agar ag # 0 bo‘lsa, n natural son polinomning darajasi deyiladi
va agar barcha z € C larda P(z) = 0 bo‘lsa, polinom aynan nolga
teng deyiladi.

5.4.1 - tasdiq. Agar polinom aynan nolga teng bo‘lsa, uning
barcha koeffitsientlari nolga teng bo‘ladi.

Isbot. Quyidagi

aoz"+a,z"'l+---+ﬂn—13+“n =0, ZEC‘

ayniyat bajarilsin deylik.
Agar bu tenglikda z = 0 desak, a, = 0 hosil bo‘ladi. Shunday

ekan, yuqoridagi ayniyatni
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' piay ™V Ori-1] =10, 2&C

z[agz""

ko‘rinishda yozish mumkin.
Natijada, z # 0 uchun

a2z ' +a12" % +...4a,1=0

tenglikni olamiz.

Chap tomondagi funksiya uzluksiz bo‘lgani sababli, bu tenglik
z = 0 da ham o'rinli bo'ladi, ya‘ni, bundan chiqdi, tenglik bar-
cha z € C larda bajariladi. Hosil bo'lgan ayniyatda z = 0 desak,
ap—1 = 0 ni olamiz. Bu jarayonni davom ettirsak, P polinomni bar-
cha koeffitsientlarining nolga tengligi kelib chiqadi.

5.4.2 - tasdiq. Agar ikki polinom bir-biriga aynan teng bo‘lsa,
u holda ular bir zil koeffitsientlarga egadir.

Ushbu tasdiq yuqoridagi 5.4.1 - tasdigning natijasidir. Haqiqatan,
bu polinomlarning ayirmasi aynan nolga teng bo‘lib, natijada ayir-
maning barcha koeffitsientlari noldan iborat bo‘ladi.

Har qanday musbat darajali polinomni darajasi kichikroq bo‘lgan
ixtiyoriy polinomga bo'lish haqidagi navbatdagi tasdiq algebraik
polinomlar nazariyasida muhim ahamiyatga egadir.

5.4.3 - tasdiq. Agar P(z) darajasi n > 1 bo'lgan iztiyoriy poli-
nom bo'lsa, u holda darajasi m < n bo‘lgan istalgan H(z) polinom
uchun darajasi n—m bo‘lgan shunday Q(z) va darajasi m dan kichik
bo‘lgan shunday R(z) polinomlar topiladiki, ular wchun

P(z)=H(z)-Q(z) + R(2) (5.4.2)

tenglik o'rinli bo‘ladi.

Bu tasdiqdagi polinomlarni nomlash uchun odatdagi atamalar-
dan foydalaniladi, ya'ni P - bo‘linuvchi, H - bo'luvchi, @ - nisbat,
R - qoldiq deb ataladi.
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5.4.3 - tasdiq «burchak» usuli bilan bolish orqali isbotlanadi.
5.4.1 - misol. Agar

P(z) =25 +32+422+5:46, H(z)=2*+1
polinomlar berilgan bo‘lsa,
P(z)= (2 +1)(*+2:+4) + (32 +2)
deb yozish mumkin, ya‘ni (5.4.2) dagi belgilashlarda
Q(z) =2 +2:4+4, R(z)=32+2

tengliklar bajariladi.

Faraz qilaylik, ¢ ixtiyoriy kompleks son bo'lsin. Agar (5.4.2)
tenglikda H(z) polinom sifatida chizigli ikki had deb ataluvchi bi-
rinchi darajali z — ¢ polinomni olsak,

P(z)=(2-¢)-Q(z) + R

tenglikni olamiz, bu yerda R - nolinchi darajali polinom, ya‘ni kom-
pleks o‘zgarmas. Bu tenglikda z = ¢ desak, R = P(c) tenglik hosil
bo‘ladi. Shunday qilib, biz Bezu teoremasi deb ataluvchi quyidagi
tasdigni isbotladik.

5.4.1 - teorema (E.Bezu (E.Bézout)). Agar P(z) darajasi
n > 1 bo‘lgan iztiyoriy polinom bo‘lsa, u holda istalgan ¢ kompleks
soni uchun darajasi n — 1 bo‘lgan shunday Q(z) polinom topiladiki,
u

P(z)=(z-¢)-Q(z)+ P(c) (5.4.3)

tenglikni qanoatlantiradi.

Agar (5.4.2) tenglikda qoldiq aynan nol bo‘lsa, ya'ni R(z) = 0
bo‘lsa, P(z) polinom H(z) polinomga bo‘linadi deymiz.

Ta‘rif. Agar P(c) = 0 bo‘lsa, ¢ soni P polinomning ildizi deb
atalads.

5.4.2 - teorema. Darajasi n > 1 bo‘lgan P(z) polinom (z — c)
ikki hadga bo‘linishi uchun ¢ soni P polinomning ildizi bo‘lishi zarur
va yetarlidir.
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Isbot bevosita Bezu teoremasidan kelib chigadi. Haqgigatan, (5.4.3)
formulaga ko‘ra,

P(z)=(z-¢)-Q(2) (5.4.4)
tenglik fagat va fagat P(e) = 0 bo‘lganda bajariladi.

Ushbu paragrafda = = 2+iy kompleks o‘zgaruvchini qarashimiz-
ga asosiy sabab shundaki, faqat shu holdagina har qanday polinom
ildizga ega bo‘ladi deb aytish mumkin. Bu haqidagi tasdiq algebra-
ning asosiy teoremasi deyilib, uning isbotini buyuk nemis matem-
atigi Gaus nomi bilan bog‘lashadi.

Algebraning asosiy teoremasi. Musbat darajali har qanday
algebraik polinom ildizga ega.

Algebraning asosiy teoremasining isboti odatda kompleks o‘zgaruv-
chili funksiyalar nazariyasi kursida keltiriladi.

E*tibor bering, agar biz algebraik polinomlarning faqat haqiqiy
ildizlari bilan cheklanganimizda, teorema o‘rinli bo‘lmas edi. Masalan,
P(z) = 2% + 1 ko*phad haqiqiy ildizga ega emas.

Shuni qayd etib o‘tamizki, polinom koeffitsientlarini ozgina o‘zgar-
tirish natijasida haqiqiy ildizlarning soni o‘zgarishi mumkin. Masalan,
ikkinchi darajali

P(z,a)=2z’-a

polinom a = 0 da yagona (ikki karrali) haqiqiy ildizga ega: z¢ = 0.
Agarda a koeffitsient noldan fargli bo‘lsa, u nolga qanchalik yaqin
bo‘lmasin, natija o‘zgaradi. Chunonchi, agar @ > 0 bo‘lsa, P(z,a)
polinom ikki haqiqiy ildizga ega: z; = —\/a, 22 = \/a, lekin a < 0
bo‘lganda esa, bu polinom umuman haqiqiy ildizga ega emas.

Algebraning asosiy teoremasiga asoslanib, n - darajali istalgan
polinom n ta (kompleks) ildizga ega ekanini ko‘rsatamiz.

5.4.3 - teorema. Agar P(z) - (5.4.1) ko‘rinishga ega bo‘lgan
n > 1 darajali polinom bo‘lsa, shunday n ta c,,cy, ..., c, kompleks
sonlar topiladiki, ular uchun

P(z) =ao(z—c1)- (=€) -~ (z—ac) - (2 =€)  (5:4.5)
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tenglik bajariladi. '

Isbot. Algebraning asosiy teoremasiga ko‘ra, P polinom biror
kompleks ¢; soniga teng bo‘lgan ildizga ega. Demak, (5.4.4) Feng—
likka ko‘ra, darajasi n — 1 ga teng bo‘lgan shunday @;(z) polinom
topiladiki, u uchun

P(z) = (z—¢1) - Qi(2) (5.4.6)
tenglik bajariladi. :

Agar n > 1 bo'lsa, yana algebraning asosiy teoremasiga ko‘ra:,
Q1(z) polinom ham biror ¢, ga teng bo'lgan ildizga ega bo'ladi.
Demak, (5.4.4) ga ko‘ra, endi darajasi n — 2 ga teng bo‘lgan shunday
Q2(z) polinom topiladiki, u uchun

Qi1(2) = (z — c2) - Q2(2)

munosabat o‘rinli bo‘ladi.
Bundan, (5.4.6) ga asosan,

P(z) = (2 —¢1) * (2 — c2) - Q2(2)

ni olamiz. -

Bu mulohazalarni davom ettirib, biz quyidagi
P(z)=(z—c1)(z—¢2) -+ (2=¢€a1)" (2 —n)-Q@n (54.7)

tenglikka kelamiz, bu yerda @, - nolinchi darajali polinom, ya‘ni
kompleks o‘zgarmas sondir.

Nihoyat, agar (5.4.7) tenglikning o‘ng tomonidagi qavslarni ochib,

hosil bo‘lgan polinomdagi z* lar oldidagi koeffitsientlarni (5.4.1)
polinomdagi mos koeffitsientlar bilan solishtirsak, Q,, = ao teng-
likni olamiz.
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Eslatma. (5.4.5) tenglikda ba‘zi ¢; ildizlar o‘zaro ustma-ust
tushishi mumkin. Shuni hisobga olgan holda, polinomni ikki hadlar
ko‘paytmasi sifatida quyidagicha yozib olsak bo‘ladi:

P(z)=ag(z—¢;)™ - (z—¢3)™ - -+ (2 — )™, (5.4.8)

endi bu yerda barcha ¢ sonlar har xildir. Har bir m; ko‘rsatkich
natural bo'lib, u ¢; ildizning karrasi deyiladi. Ravshanki,

my+my+ -+ m = n. (5.4.9)

Agar karra my = 1 bo'lsa, ¢ ildiz oddiy, aks holda esa u karrali
ildiz deyiladi.

Ravshanki, ¢ soni P ko‘phadning m - karrali ildizi bo‘lishi uchun,
Q(c) # 0 shartni ganoatlantiruvchi biror ko‘phad topilib,

P(z) = (2 - ¢)"Q(2)

tenglikning bajarilishi zarur va yetarlidir.
2. Ratsional funksiyalar xossalari. Aytaylik, P va @ - kom-
pleks koeffitsientli algebraik polinomlar bo‘lib, Q(z) #Z 0 bo‘lsin,
ya‘ni @ nolga teng nolinchi darajali polinom bo‘lmasin. Ushbu band-
da biz quyidagi
_ P(2)
Q(2)

ko‘rinishga ega bo‘lgan ratsional funksiyalarni o‘rganamiz. Ravshan-

f(2)

(5.4.10)

ki, berilgan f = — ratsional funksiyaning aniglanish sohasi C kom-

pleks tekislikdan maxrajning nollari olib tashlangan to‘plamga teng:
D(f) =C\ {z:Q(z) = 0}. (5.4.11)

Xususan, har qanday polinom ham, Q(z) = 1 deb qarasak, rat-
sional funksiya bo‘ladi. Agar f va g funksiyalar ratsional bo‘lsa,
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bevosita tekshirish orqali f+g¢, f—g, f-g va ! (g(z) # 0 bo‘lganda)
funksiyalar ham ratsional ekanini ko‘rish mumkin.
Agar P(z) polinomning darajasi Q(z) polinomning darajasidan

kichik bo‘lsa, ratmonal funksiva to‘g‘ri kasr deyiladi.

(z
Q(z
5.4.4 - tasdlq. Berilgan

Qii) ratsional funksiya to‘g‘ri kasr
bo'lib, ¢ kompleks soni Q(z) polinomning m - karrali ildizi bo‘lsin,
ya‘ni quyidagi tenglik bajarilsin:

Q(z) = (2 —)"Qu(z), buyerda Qi(c)#0. (5.4.12)
U holda

P(z) A Py (z)

o0) + (5.4.13)

e (z_(.)m (E—C')m_lol(:)
tenglik bajariladi.
Bu tenglikda A = QI( )

polinomki, (5.4.13) ning o'ng tomonidagi u qatnashgan ozirgi kasr
to‘g‘ri kasrdir.
Isbot. Quyidagi

o'zgarmas son bo'lib, Py(z) esa shunday

Pz) A _ P A _P@E-AQE)
Q(z) (z—c)"‘ (z=c)m™@Q1(z2) (z—-¢c)™ (z —e)™Q(2)
(5.4.14)

ayirmani qaraymiz.
Ravshanki, shartga ko‘ra, ¢ soni (5.4.14) ning o‘ng tomonidagi
oxirgi kasr suratning ildizidir. Hagiqatan,

P(c) — AQ:(c) = P(e) -

Shunday ekan,
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P(2) - AQ:(2) = (2 — ) Pi(2).

Bu tenglikni (5.4.14) ga qo‘ysak, talab qilingan (5.4.13) muno-
sabatni olamiz.

1 - eslatma. Biz ¢ kompleks soni qaralayotgan to‘g'ri kasrning
nafaqat maxrajining ildizi, balki suratining ham ildizi bo‘lgan holni
inkor gilmaymiz. Bu holda (5.4.13) dagi A o‘zgarmas nolga aylanadi.

2 - eslatma. Shuni aytish kerakki, (5.4.13) tenglikning o‘ng
tomonidagi ikkinchi kasr maxraji, darajasi dastlabki kasr maxraji-
ning darajasidan kichik bo‘lgan ko‘phaddir ((5.4.2) tenglikka qarang).

5.4.4 - teorema. Berilgan QE“?') ratsional funksiya to‘g‘ri kasr
bo‘lib, Q(z) polinom quyidagi
Q2)=(z=c))™ - (z=¢2)™---(2—¢cy)™ (5.4.15)

ko‘rinishga ega bo‘lsin, ya'ni k = 1,2, ....,n uchun ¢, kompleks soni
Q(z) polinomning my - karrali ildizi bo‘lsin.
U holda ratsional funksiya quyidagi ko ‘rinishga ega bo‘ladi:

n mg Ak
J
D Dy o

k=1 j=1
All A12 Alm
== + o N L
(Z—(‘l) (‘?"_Cl)2 (Z—-cl)ml
A2l A22 _4_2".
+ + PP . . TR

(2 = ('2) (Z —= 62)2 (Z = cz)mg h £

Anl Au'l ++_§£r&!_ -416
(z=ca) ' (z2-cn)? (5= o)™ (5.4.16)
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Bu tenglikda Ay; lar kompleks o‘zgarmaslar bo‘lib, ularning bir
qismi nolga teng bo‘lishi mumkin.

‘Isbot ketma - ket 5.4.4 - tasdigni qo‘llashdan iborat. Chunonchi,
bu teoremani har bir qo‘llash natijasida hosil bo‘ladigan to‘g‘ri kasr
maxrajining darajasi kamayib boradi. Bu jarayonni toki o‘sha daraja
birga teng bo‘lguncha davom ettirish yetarlidir.

3. Ratsional funksiyalarning integrallanishi.

5.4.5 - teorema. Hagqiqiy o‘zgaruvchili har ganday ratsional
funksiya elementar funksiyalarda integrallanadi.

Isbot bevosita 5.4.4 - teoremadan kelib chiqadi. Haqgiqatan,
har ganday ratsional funksiyani polinom va to‘g‘ri kasr yig‘indisi
ko‘rinishida yozish mumkin. O‘z navbatida, har qanday to‘g‘ri kasr
esa, 5.4.4 - teoremaga ko'ra (z ni haqiqiy o‘zgaruvchi z deb qarab,
ya‘ni mavhum gismi y = 0 deb),

1
(z — ex)?
ko‘rinishdagi kasrlarning chiziqli kombinatsiyasi sifatida yoziladi
(bu yerda ¢x-kompleks sonalar).

Nihoyat, yuqorida ko‘rilgan 5.3.2 - misolga asosan, (5.4.17) ko‘ri-
nishdagi ifodalarning boshlang‘ich funksiyalari elementar funksiyalar-
dan iboratdir.

pi(z,cr) = (5.4.17)

1 - eslatma. Agar ¢ = a + ib va z haqiqiy o‘zgaruvchi desak,

, z—-a "
$5 g In |z — ¢| + 7 arctg 5 agar Ime#0 bo'lsa,
In |z - ¢, agar Ime=0 bo'lsa,
(5.4.18)
ko'rinishda berilgan funksiya, (5.3.6) ga asosan,
dz_ _ (=17 cin
/ @G- = G- L 2 (z,0)+C (5.4.19)
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tenglikni qanoatlantiradi. Boshgacha aytganda, bu tenglikning o‘ng
tomonidagi ifoda (5.4.17) uchun boshlang‘ich funksiyadir.

Demak, ratsional funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi ratsional
kasrlar hamda quyidagi ikki :

L(z) = In|z - | (5.4.20)

va
T—a

A(z) = arctg

funksivalarning yig‘indisidan iborat bo‘lar ekan.

2 - eslatma. Agar haqiqiy o‘zgaruvchili ratsional funksiyada
koeffitsientlari ham haqiqiy bo‘lsa, u holda, albatta, boshlang‘ich
funksiva ham haqiqiy giymatli funksiya bo‘ladi. Bunday funksiyalar
uchun yuqoridagi teorema kabi tasdiq o'rinlidir:

haqiqiy o‘zgaruvchili va hagiqiy koeffitsientli har ganday ratsion-
al funksiya elementar funksiyalarda integrallanadi va uning bosh-
lang‘ich funksiyasi logarifm, arktangens va ratsional funksiyalar orqali
ifodalanadi.

Haqgiqatan, agar f(z) haqiqiv koeffitsientli ratsional funksiya
bo‘lsa, u holda 5.4.4 - teoremaga ko‘ra, bunday funksiya ham (5.4.16)
ko‘rinishda ifodalanadi, bu yerda cj sonlar va Ay; koeffitsientlar,
umuman aytganda, kompleks sonlardir. Shunday ekan, f uchun
boshlang‘ich funksiya ratsional funksiyvalar va (5.4.20) hamda (5.4.21)
ko‘rinishlardagi funksiyalarning kompleks koeffitsientlar bilan olin-
gan chizigli kombinatsiyasi orqali ifodalanadi.

Ammo f uchun boshlang‘ich funksiya haqiqiy funksiya bo‘lgani
sababli, ravshanki, bu boshlang‘ich funksiya yuqoridagi chizigli kom-
binatsiyaning haqiqiy gismiga teng bo‘ladi. Bu chizigli kombinat-
siyaning mavhum qismi esa o‘zgarmasga teng bo‘lib, biz bu o*zgarmasni
nolga teng deb hisoblashimiz mumkin.

4. Ba‘zi trigonometrik integrallarni hisoblash. Ushbu band-
da biz ikki o‘zgaruvchili ratsional funksiyalarni qaraymiz. Avval ikki
o‘zgaruvchili ko*phad tushunchasini kiritaylik.
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Ta‘rif. Ikki u va v haqiqiy o‘zgaruvchili haqiqiy ko‘phad deb
quyidagi chekli yig'indiga aytiladi:

P(u,v) = Z Crm ¥ V™, (5.4.22)
k,m

bu yerda cp, koeffitsientlar haqiqiy sonlardir.
Masalan,

P(u,v) = u? + 3u®v + 5uv? + 7v* + 9

funksiya ikki o‘zgaruvchili ko‘phadga misol bo‘ladi.

Ta‘rif. Ikki u va v o‘zgaruvchili ratsional funksiya deb (5.4.22)
ko‘rinishdagi ikki ko ‘phadning nisbatiga aytamiz:
P(u,v)
Q(u,v)’

5.4.5 - Tadiq. Agar R(u,v) ikki o‘zgaruvchili ratsional funksiya
bo‘lsa, u holda

R(u,v) =

f(z) = R(sinz,cosz)

ko‘rinishdagi funksiya elementar funksiyalarda integrallanadi.
Isbot. O‘zgaruvchini almashtirish usulidan foydalanamiz. Bu-

ning uchun, universal trigonometrik almashtirish deb ataluvchi, quyi-

dagi
&
t=tg -2— (5.4.23)
almashtirishni bajaramiz.
U holda
2 =2areipt dd= s
#id g L] “ 1 + t2
bo‘ladi.
Bundan tashqari, .
. t
SINTr = 1 re t2
va, shunga o‘xshash,
1-¢2
cosz =
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tengliklar o‘rinli bo‘ladi.
Shunday ekan, (5.4.23) almashtirishni bajarsak,

J 2t 1-—t*\ 2dt
/ R(sin z.cosx)dx = / R (l e 1T f“') 1 _;fﬁ,

munosabatni olamiz.
Ravshanki, o'ng tomondagi integral ostida t argumentning rat-
sional funksivasi turibdi. Shuning uchun, 5.4.5 - teoremaga asosan,

bu integral t = tg =z o'zgaruvchining elementar funksiyvasidir. De-

mak, bunday boshlang‘ich funksiva # o‘zgaruvchining ham elemen-
- - o

tar funksiyasi bo'ladi.

5.4.2 - misol. Quyidagi

dx
cosz — 2sinz + 3
integralni hisoblang.

(5.4.23) universal trigonometrik almashtirishni qo‘llasak,

f dx _/ 1 2dt
cosz —2sinz +3 1 —#2 " 24 1412
1+ “1+41¢2
_/ 2dt _f dt
B B P TR TR TR M A T e
dt
= [ ————— = arctg(t — C

hosil bo‘ladi.

Demak,
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dx 2 ;
_/ms x—2sinx 4+ 3 SO (t.g§ a 1) +C.
§ 5.5. Misollar

1 - misol. Integralni hisoblang:

/’ dr
ver =1

Ko‘rsatma. t = \/e* — 1 almashtirish bajaring.
2 - misol. Integralni hisoblang:

/ (zlnz)? dz.

Ko‘rsatma. t = Inz almashtirish bajarib, bo‘laklab integral-
lashni qo‘llang.

3 - misol. Integralni hisoblang:

dr
sinz -costz’

Ko‘rsatma. (5.4.23) universal trigonometrik almashtirishni qo‘llab,

ratsional funksiyani integrallashga keltiring. So‘ngra, 5.4.4 - tasdiq-
dan foydalaning.

4 - misol. Integralni hisoblang:

2r+1
f i dx.
Kof‘rsatma. Ushbu

2.r+1_ a
32-2 3z-2

+b
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tenglikdan a va b koeffitsientlarni toping.

5 - misol. Integralni hisoblang:

f o <@ <b
, a z ;
N CEDIED
Ko‘rsatma. Quyidagi
z — sin®t
—-a

almashtirishni bajaring.
6 - misol. Integralni hisoblang:
f va? + 2?2 dx.

Ko‘rsatma. ¢ = a sht almashtirish bajaring.

1
7 - misol. Agar f'(z?%) = - (z > 0) bo'lsa, f(z) funksiyani
toping.
Ko‘rsatma. f'(z) funksiyani topib, uni integrallang.

8 - misol. Integralni hisoblang:

apsinz + by cosz
dx

asinz + bcosz

Kofrsatma. Quyidagi
aysinz + by cosz = A(asinz 4 bcosz) + B(asinz 4 bcosz)'

tenglikdan A va B koeffitsientlarni toping.

9 - misol. Integralni hisoblang:

f zdz
v1-z2
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Ko'‘rsatma. 1 — 2% = t? almashtirish bajaring.

10 - misol. Integralni hisoblang:

/' dx
(z-2)%(z+3)%

3 almashtirish bajaring.

Ko‘rsatma. t =

VI Bob. Aniq integral

§ 6.1. Integral - integral yig‘indilar limiti sifatida

1. Egri chiziqgli trapetsiya yuzasi. Aniq integral tushunchasi
biror kesmada berilgan funksiya grafigi va abssissalar o‘qi bilan
chegaralgan geometrik shakl yuzasini hisoblash masalasi bilan uzviy
bog'liqdir.

Biror [a, b] kesmada f funksiya berilgan bo‘lib, u manfiy bo‘lma-
gan giymatlar qabul qilsin. Bu funksiya grafigi, abssissalar o‘qi ham-
da z = a va z = b vertikal to‘g'ri chiziglarning ikki kesmalari bilan
chegaralangan shaklni T deb belgilaylik:

T={(z,y) €R* : 0<y< f(z), a<z<b} (6.1.1)

T shaklni odatda egri chizigli trapetsiya deyishadi. Bu shaklning
S = S(T') yuzasini hisoblash magsadida [a, b] kesmani

G=2p C o< Tl Ea=b

nuqtalar yordamida [zx—,,z], ¥ = 1,2,...,n qismiy kesmalarga
ajratamiz.
U holda T egri chizigli trapetsiya quyidagi:

Ti={(z,y) €R* : 0<y< f(z), ax<z< a1}

ko‘rinishdagi kichik egri chiziqli trapetsiyalarning yig‘indisiga ay-
lanadi.
Agar
Az = zf — Tk—1
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deb belgilash kiritsak, T} kichik egri chizigli trapetsivaning Sy =
S(T}) yuzasi taqriban

S(Ty) =~ f(&) Axx

ga teng bo‘ladi, bu yerda & nuqta [z4_;, zx] kesmaning ixtiyoriy
nuqtasidir.

Shunday ekan, butun T egri chizigli trapetsiyaning yuzasi taqri-
ban

S(T) = ) f(&) Au (6.1.2)

k=1

ga teng bo‘ladi.

X, X, 8, %, £, s X x

26-rasm

Agar har bir qgismiy [r4_;,z)] segmentning uzunligini kichik-
lashtirsak (va natijada, bo‘linish nuqtalari soni n ni oshirsak), (6.1.2)
yig'indi egri chizigli trapetsiya yuzasiga yanada yaqinroq bo‘lishini
kutish tabiiydir.

Shuni qayd etish joizki, biz egri chizigli trapetsiya yuzasining
aniq ta‘rifiga ega emasmiz. Shu sababli, bizning yuqoridagi mulo-
hazalarimiz mana shu yuzani intuitiv tushunishimizga asoslangan
edi. Biz boshqa yo‘l tutsak ham bo‘ladi, chunonchi, gismiy seg-
mentlar uzunligi nolga intilgan vaqtdagi (6.1.2) yig‘indining limitini
(6.1.1) egri chizigli trapetsiya yuzasi deb atashimiz mumkin.
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2. Integral yig‘indilar limiti. Shunday qilib, f funksiya (bu
safar manfiy bo‘lmasligi shart emas) biror [a,b] kesmada aniglan-
gan bo‘lsin. Bu kesmaning P bo'linishi deb shunday P = {er)t
nuqtalar to‘plamiga aytamizki, ular

P = {f;=10<1'|<...<.r"=b}

shartni qanoatlantirsin. Har bir [2x_y, )] qismiy segmentda biror
& nuqtani tanlaymiz:

k-1 < & < Tk

Ta‘rif. Berilgan f funksiyaning P bo‘linish va {§;} nuqtalar
tanlanishiga mos integral yig‘indisi deb, ushbu

op(f) = op(f &) = f(&) Az (6.1.3)

n
k=1

songa aytiladi, bu yerda Ary = T — Tg—1. .

_ P bo'linishning diametri deb eng katta qismiy segmentning uzun-
ligiga aytamiz:
d = d(P) = max Az;. (6.1.4)
1<k<n

Ta‘rif. Agar iztiyoriy ¢ > 0 son olinganda ham shunday & =

d(e) son topilsaki, v
d(P) < § shartni ganoatlantiruvchi har qanday P bo‘linish uchun

§; oraliq nugtalarning tanlanishiga bog‘liq bo‘lmagan holda

| T — op(f{&)) ] < ¢ (6.1.5)
tengsizlik bajarilsa, u holda I soniga (6.1.3) integral yig‘indilarning
d(P) — 0 dagi limiti deyiladi.

Bunda quyidagicha yoziladi:

I = lim op(f).
d(P)—0
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Ta‘rif. Agar berilgan [ funksiya uchun (6.1.3) yig indilarning
d(P) — 0 dagi I limiti mavjud bo'lsa, u holda f funksiya [a,b]
kesmada Riman bo‘yicha integrallanuvchz deyiladi.

Ko'rsatilgan [ limit f funksiyadan [a, b] kesma bo‘yicha olingan
Riman aniq integrali deyviladi va quyidagicha belgilanadi:

b
/.f(-r)d-r = T (6.1.6)

(«integral a dan be gacha ef iks de iks» deb o‘qiladi).

(6.1.6) tenglikda f funksiyva integral ostidagi funksiya deb, a
soni integralning quyi chegarasi va b soni esa integralning yuqori
chegarasi deb ataladi.

Eslatma. Berilgan f funksiyaning [a, b] kesmada Riman bo‘yicha
integrallanuvchi bo‘lishi uchun istalgan integral yig‘indining, bo‘linish
diametri kichiklashganda istalgancha kichik qilish mumkin bo‘lgan
biror ap(f) kattalik bilan birga, quyidagi:

b
or(f) = [ 1@ dz + ap(s (6.0.7)
ko‘rinishga ega bo‘lishi zarur va yetarli.

3. Nyuton-Leybnits formulasi. Ushbu bandda biz differ-
ensial hisobni integral hisob bilan bog‘lovchi asosiy formulani is-
botlaymiz. Tarixan shunday sodir bo‘lganki, bu formulaning turli
ko‘rinishlarini har xil vaqtlarda bir-biridan bog'ligsiz ravishda ko‘p-
gina matematiklar isbotlashgan. Nyuton xam bu formula hagqida
0'z ustozi Barroudan xabar topib, undan ko‘p foydalangan. Lekin
matematik adabiyotlarda ushbu formulani, differensial va integral
hisobni shakllanishida eng katta hissa qo‘shganligiga hurmat ramzi
sifatida, Nyuton va Leybnits nomlari bilan bog‘lashadi. Darhaqiqat,
fan tarixchilarining mehnati zoyi ketmadi va hozir bu formulani
ko‘pincha sodda qilib integral hisobning asosiy formulasi deb atasha-
di.
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Riman integralining yuqoridagi integral yig'indilar limiti sifatida
keltirilgan ta‘rifi sal uzunroq va murakkablashgan bo‘lib ko‘rinishiga
qaramasdan, bu ta‘rif yordamida integral hisobining asosiy teore-
masini eng sodda isbotini berish mumkin.

6.1.1 - teorema (Nyuton-Leybnits formulasi). Faraz gi-
laylik, f funksiya [a,b] kesmada Riman bo‘yicha integrallanuvchi
bo‘lsin. Bundan tashqari, F funksiya [a,l] kesmada uzluksiz bo‘lib,
har bir ichki nugtada differensiallanuvchi bo‘lsin va

F'(z) = f(z), a<z<b (6.1.8)

tenglik bajarilsin.
U holda quyidagi

b
.ﬁmuzpw—m@ (6.1.9)

formula (integral hisobining asosiy formulasi) o‘rinli bo‘ladi.

Isbot. Berilgan [a, b] kesmaning ixtiyoriy P = {a = 29 < 21 <
... < T = b} bo'linishini olamiz. Lagranj formulasiga asosan, har
qanday qismiy [zx_1, k] kesmada shunday & nuqgta topiladiki, u
uchun

F(zx) - Fze) = P'(&)Az
tenglik bajariladi. Bu tenglikni, (6.1.8) ga ko‘ra,

F(zx) — F(zk-1) = f(&)Azk (6.1.10)

ko‘rinishda yozish mumkin. Endi (6.1.10) tengliklarni k bo‘yicha 1
dan n gacha yig‘ib, zaruriy gisqartirishlarni bajarsak,

n

nwmm=2wmyﬂ%m=2ﬂmmkmun
k=1

k=1

tenglikni olamiz.
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Bu tenglikning chap tomoni [a, b] kesmaning bo‘linishiga bog‘liq
emas. Tenglikning o'ng tomoni esa integral yig‘indidan iborat bo‘lib, uning
limiti f funksiyadan [a,b] kesma bo‘yicha olingan integralga teng.
Shunday ekan, (6.1.11) tenglikda limitga o‘tib, talab qilingan (6.1.9)
formulani olamiz.

El
Eslatma. Odatda quyidagi
a=b

F(z)|® = F(a) = F(b) — F(a) (6.1.12)
Ir=a

belgilashlardan foydalaniladi.
Bunda (6.1.9) integral hisobining asosiy formulasini ko‘pincha

b

/f(z)da: = F(z) ]t (6.1.13)

ko‘rinishda yozishadi.
4. Integrallanuvchi funksiyalarga misollar.
6.1.1 - misol. O‘zgarmas f(z) = ¢ funksiya istalgan [a,b]

kesmada integrallanuvchidir. Haqgigatan, istalgan P = {2} } bo‘linish
va ixtiyoriy & € [zx—y, zx] uchun f(&) = ¢ tenglikdan

op(f,{&}) = cAzy + cAzz + ... + cAz, = ¢(b - a)

munosabat kelib chiqadi.
Demalk,

lim op(f, {€&}) = c(b - a).

Shuning uchun
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b
/cd.r = ¢(b— a). (6.1.14)

6.1.1 - tasdiq. Agar f funksiya [a,b] kesmada Riman bo‘yicha
integrallanuvchi bo‘lsa, u shu kesmada chegaralangan bo‘ladi.

Isbot. Faraz qilaylik, f funksiya [a, b] kesmada Riman bo‘yicha
integrallanuvchi bo‘lib, I uni integral yig‘indilarining limiti bo‘lsin.
Demak, ixtiyoriy ¢ > 0 uchun shunday §(¢) > 0 topiladiki, bo‘linish
diametri d(P) < 4 bo‘lgan istalgan (6.1.3) ko‘rinishdagi integral
yig‘indi (6.1.5) shartni qanoatlantiradi. Xususan, ¢ = 1 desak, d(P) <
4(1) bo'lganda

e LA (6.1.15)

Y fl&) Ary

k=1

tengsizlikni olamiz.

Albatta, f funksiyaning har bir qismiy [zk—1, 2x] kesmada chega-
ralangan ekanini ko‘rsatish yetarli. Isbotni teskarisini faraz qilish
yo'li bilan olib boramiz. Demak, faraz gilaylik, berilgan funksiya
biror gismiy kesmada chegaralanmagan bo‘lsin, masalan, [z, z,] da.

Quyidagi

f&)Azy = Y f(&) Aar — Y f(&) Ak
k=1 =2
tenglikka ko‘ra, (6.1.15) dan

n

D fl&) Az

=2

|f(&)|Azy < 1] + 1 + (6.1.16)

kelib chiqadi.

Biroq bu tengsizlik f funksiyaning [zq, z,] qismiy kesmada chega-
ralanmagan degan farazimizga ziddir. Hagiqatan, k > 2 bo‘lsa, har
ganday tayinlangan oraliq nuqtalar & € [2x—y, 2x] uchun shunday
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,E,;a_e [1'1(.), 1'1] I;uqtani ko‘rsatish mumkinki, funksiyaning chegaralan
ganligiga ko‘ra, (6.1.16) ni e L el
katta boladi. ( ) ning chap tomoni uning o‘ng tomonidan

O‘rnatilgan qarama-qarshilik 6.1.1 - tasdiq o‘rinli ekanin; ko‘rsatadi

SiyaS:;lundaquilib, Rikman bo‘yicha integrallanuvchi har qanday funk-
egaralangan ekan. Ammo bu tasdigni isi o‘rinli
_ . qning teskarisi o‘rinli emas.
.Ha.qlqa,tan, na,vb.atda.gl misolda chegaralangan, lekin Riman bo‘yicha
integrallanmaydigan funksiyaga namuna keltiramiz.

6.1.2 - misol. Dirixle funksiyasi

D(z) = { 1, agar z ratsional bo‘lsa,
0, agar z irratsional bo'lsa,

hecl}l{ qa:nday [a,b]C R, a < b, kesmada integrallanuvchi emas.
- aglqlf.t‘a}'l,-[a,. b] sonlar o*qining ixtiyoriy kesmasi bo‘lib, P uning
Xtiyorily bo‘linishi bo‘lsin. Quyidagi ikki integral yig‘indini qaraymiz:

ap(D, {Ek}) = Z D(&) Az
k=1

va
n

or(Di{m}) = ¥ D(m) Ay
. k=1
Ora:hq &.nuqta sifatida [k—1, %] kesmadan istalgan ratsional
nuq.tan{ ola,.m1z va ikkinchi yig‘indi uchun oraliq my. € [z @ ]
ta sifatida istalgan irratsional nuqtani olamiz. U hold o ol
D(&) =1 va shuning uchun ‘ S

opr(D,{&}) = Z Azg =b—a.
k=1

Xuddi shunga o‘xshash, D(m) =0 va shuning uchun
op(D,{m}) = 0.
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Madomiki b—a # 0 ekan, oxirgi ikki integral yig‘indi o‘zaro teng
emas. Bundan chiqdi, Dirixle funksiyasining integral yig‘indilari yuqgo-
ridagi ta‘rif bo‘yicha limitga ega bo‘la olmaydi. Demak, Dirixle
funksiyasi [a, b] kesmada Riman bo‘yicha integrallanmas ekan.

Agar R[a,b] simvol orqali [a,b] kesmada Riman bo‘yicha integ-
rallanuvchi funksiyalar to‘plamini belgilasak, u holda R[a,b] beril-
gan [a,b] kesmada chegaralangan funksiyalar to‘plamining qismiy
to‘plami bo‘ladi. Bundan tashqari, bu gismiy to‘plam xosmasdir,
ya'ni u chegaralangan funksiyalar to‘plami bilan ustma-ust tush-

maydi.

Dirixle funksiyasining integrallanmasligiga sabab uni sonlar o'qi-
ning har bir nuqtasida uzilishga ega ekanligidadir. Biroq bundan Ri-
man bo‘vicha integrallanuvchi funksiya uzilish nuqtasiga ega bo‘la

olmaydi degan fikr kelib chigmaydi.
6.1.3 - misol. Har qanday ¢ € [a, b] uchun

: | = ‘Isa,
gela) =14 = EET=C o (6.1.17)
0, agar x # c bo'lsa,

funksiya [a, b] kesmada integrallanuvchi bo‘lib,

b
fgc(r)dr = .0 (6.1.18)

tenglik o‘rinlidir.
Haqiqatan, agar ¢ nuqta P bo‘linishning hech bir nuqtasi bilan

ustma-ust tushmasa,

op(ge{&}) = Y 9c(&) Az (6.1.19)
k=1

integral yig‘indida oshib borsa bitta had noldan fargli bo‘lib, ravshan-
ki, u ham d(P) dan kichik bo‘ladi. Agarda ¢ nuqta P bo‘linishning
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biror nuqtasi bilan ustma-ust tushsa, (6.1.19) yig‘indida noldan
farqli had oshib borsa ikkita bo‘ladi. Lekin har ikkala holda ham in-
tegral yig'indilar d(P) — 0 da nolga intilishi aniq. Demak, (6.1.18)
tenglik o‘rinli bo‘lar ekan.

§ 6.2. Riman integralining asosiy xossalari

1. Riman integralining chizigliligi. Ushbu bandda Riman
integralining integral ostidagi funksiyadan chizigli bog‘liq ekanini
ko‘rsatamiz.

6.2.1 - teorema. Agar f va g funksiyalar [a,b] kesmada Ri-
man bo‘yicha integrallanuvchi bo‘lsa, istalgan hagigiy \ va u sonlar
uchun A f + g funksiya ham shu kesmada Riman bo‘yicha integral-
lanuvchi bo‘lib,

b

b b
[ps@) +na@Nde = 2 [ sz ae + [o@as 621
a a a
tenglik bajariladi.
Isbot. Agar P berilgan [a, b] kesmaning istalgan bo‘linishi bo‘lsa,
Af + pg funksiyaning (6.1.3) ko‘rinishdagi integral yig‘indisi f va g
funksiyalar integral yig‘indilari bilan quyidagicha bog‘langan bo‘ladi:

op(Af+pg) = Aap(f) + pop(yg). (6.2.2)

Shartga ko'ra f va g funksiyalar integrallanuvchi, shuning uchun,
(6.1.7) tenglikka asosan, ularning integral yig‘indilarini quyidagi:

b

or(f) = [ @iz + ap(s)

a
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va
b

o) /= f g(2)de + apls),

a

ko‘rinishlarda yozish mumkin, bu yerdagi ap(f) va a;-:(g.) ka't'ta—
liklarni bo‘linish diametri kichiklashganda istalgancha kichik qilish

mumkin.
Demak,

b b
op(Af+pug) = )\fg Jdz + ,u/ (z)dz +

+Aap(f) + pap(g). (6.2.3)

Madomiki
Aap(f)+ pap(g)

kattalikni P bo‘linish diametri kichiklashganda istalgancha ki-chik
gilish mumkin ekan, (6.2.3) tenglik A f+ug funksiya Riman bo‘.ytcha
integrallanuvchi bo‘lib, (6.2.1) tenglik o‘rinli ekanini anglatadi.

Navbatdagi muhim xossani integralning integrallash kesmasi-
ning funksiyasi sifatida additivligi deb atashadi.

6.2.2 - teorema. Agar a < b < ¢ bo‘'lib, f funksiya [a,b] va

[b,¢] kesmalarda integrallanuvchi bo‘lsa, bu funksiya [f"’ c]_ kesmada
ham integrallanuvchi bo‘ladi va quyidagi tenglik bajariladi:

¢ b €
a/f(;r)d.’r = ﬂff(:e)d;c + [f(r)a'x. (6.2.4)
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Isbot. 1. P* simvol orqali [a, ¢] kesmaning b nuqtani o‘z ichiga
olgan ixtiyoriy bo‘linishini belgilaymiz, ya‘ni, agar

P:{a:zo<$1<$2<...<$n=0}

desak, biror m nomer uchun b = z,, bo‘ladi. Ravshanki, bu holda
P* bo‘linish quyidagi ikki bo‘linish yig‘indisidan iborat bo‘ladi:
1) [a,b] kesmaning diametri d(Py) < d(P) bo‘lgan
P={o=a4 0 <oy € il By =8}

bo'linishi va
2) [b,c] kesmaning diametri d(P;) < d(P) bo‘lgan
Pi={b=2p < 2nil € Bipia < 4. < 2 =6}
bo‘linishi.
Mana shu P* bo'linishga mos kelgan f funksiyaning integral
yig‘indisini

Y fEaz =Y flE)Azc+ Y fl&)Az  (6:2.5)
k=1 k=1

k=m+1

ko‘rinishda yozish mumkin.

Shartga ko‘ra, f funksiya [a,c] va [c,b] kesmalarda integral-
lanuvchidir. Shuning uchun, (6.2.5) ning o‘ng tomonidagi integral
yig'indilar f funksiyadan mos ravishda [a,c] va [c, b] kesmalarda
olingan integrallarga intiladi. Demak, (6.2.5) ning chap tomonidagi
integral yig‘indi (6.2.4) ning o‘ng tomonidagi integrallar yig‘indisiga
intiladi, ya‘ni

d(P*)—0

b c
lim op«(f) = /f(:r)d:r + /_f(;r) dz. (6.2.6)
a b

2. Endi [a, ¢] kesmaning, b nuqtani oz ichiga olmagan, ixtivoriy
P bo'linishini qaraymiz. Aytaylik, b nuqta z,,_, va z,, nuqtalar
orasida yotsin, ya‘'ni

Tm-1 < 0 < T
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Agar P bo'linishga b nuqtani qo‘shsak, [a,¢] kesmaning yan-
gi bo‘'linishini olamiz. Ana shu bo‘linishni P* simvol orqali belgi
laymiz. Bunda, albatta, d(P*) < d(P) bo'ladi. Ravshanki, bu ikki
bo'linishlarga mos keluvchi (6.1.3) ko'rinishdagi integral vig'indilar
ayirmasini quyidagicha vozish mumkin

op(f) — ap«(f) =

= f(Em)(-Fm —.l‘m,|) = f(‘f:n‘)(b—-rm—l} o f(E:::]('rm _b) (627)
bu yerda &, € [2,0-1,b] va &, € [b,z,,]. Integrallanuvchi funksi-
vaning chegaralanganligi haqidagi 6.1.1 - tasdiqqa ko‘ra, shunday
M > 0 o‘zgarmas topiladiki, barcha = € [a,¢] uchun |f(z)] < M
tengsizlik bajariladi. Shuning uchun (6.2.7) dan
|()‘p(f) = U}J-(f)l S .1[(.1',." —.Pm_l)-|-.’\f(b—.l‘m_l)'f—ﬂ-f(.l'm —b) =

= 2MAz,, < 2Md(P) (6.2.8)

kelib chiqadi.
Demak, har ikkala integral yig‘indi bitta limitga ega bo'lib, (6.2.6)
ga ko‘ra,

d(P)—0

b ¢
lim eop(f) = /f(.r)d.r s /f(:c)d.'r..
a b

va‘ni (6.2.4) tenglik bajarilar ekan.
n

Eslatma. Biz (6.2.4) tenglikda @ < b < ¢ deb faraz gilgan edik.
Agar istalgan a uchun

/f(x)d:r =0 (6.2.9)
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deb kelishib olinsa, (6.2.4) tenglik ¢ < b < ¢ bo‘lganda ham o‘rinli
bo‘ladi. Shuni alohida qayd etamizki, (6.2.9) tenglik isbotlanmaydi
va u faqat kelishuv natijasidir.

Navbatdagi tasdiq, [a, b] kesmada integrallanuvchi funksiya qiy-
matini shu kesmaga tegishli bo‘lgan ixtiyoriy ¢ nuqtada o‘zgartirsak,
o‘zgartirilgan funksiya yana integrallanuvchi bo'lib, bunda integral-
ning giymati o‘zgarmasligini ko'rsatadi.

6.2.1 - tasdiq. Agar f funksiya [a,b] kesmada Riman bo‘yicha
integrallanuvchi bo'lib, ¢ € [a,b] bo‘lsa, istalgan haqigiy p uchun

flx), agar z # ¢ bo'lsa,
fula) = { et L% i
# , agarz = c bo'lsa,

funksiya ham [a,b] kesmada integrallanuvchi bo‘lib,

b b
[ fu@ras = [ 1@z
tenglik bajarilads.

Isbot bevosita 6.2.1 - teorema va 6.1.3 - misoldan kelib chigadi.
Buning uchun, quyidagi o‘z-o‘zidan ko‘rinib turgan,

ful@) = f(2) + [1 = f()]ge(x)

tenglikdan foydalanish yetarli.

Eslatma. Agar [a, b] kesmada integrallanuvchi funksiyaning qiy-
matlarini shu kesmaning istalgan chekli sondagi nuqtalarida o‘zgartir-
sak, hosil bo‘lgan funksiya yana integrallanuvchi bo‘lib, bunda in-
tegralning qgiymati o‘zgarmaydi.

Shuni aytish kerakki, Dirixle funksiyasi nolga aynan teng funksiya-
dan sanoqli sondagi nuqtalarda (barcha ratsional nuqtalarda) farq
giladi. Demak, agar integrallanuvchi funksiya giymatlarini sanogli
sondagi nuqtalarda o‘zgartirsak, Dirixle funksiyasi misolida ko‘rgani-
mizdek, o‘zgartirilgan funksiva Riman bo‘yicha integrallanmasligi
ham mumkin ekan.
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6.2.1 - misol. Aytaylik, ¢ € R bo‘lsin. Shu nuqtada uzilishga
ega bo'lgan

1, agar z > ¢ ho'lsa,

he(z) = { e (6.2.10)

0, agar z < ¢ bo'lsa

funksivani aniglab, uning istalgan [a,b] kesmada integrallanuvchi
ekanini ko‘rsatamiz.

Haqiqatan, agar ¢ nuqta [a,b] kesmadan tashqarida yotsa, bu
kesmada h.(z) o‘zgarmas bo‘lib, 6.1.1 - misolga ko‘ra, u integral-
lanuvchi bo‘ladi.

Bordiyu ¢ € [a, b] bo'lsa, (6.2.10) funksiya [¢, b] kesmada o‘zgarmas
bo'lib, [a,¢] kesmada esa, ¢ nuqtadan boshqa barcha nuqtalarda
o‘zgarmasga teng bo‘ladi. Shuning uchun, u har ikkala kesmalarda
ham integrallanuvchi bo‘ladi. Demak, 6.2.3 - teoremaga ko‘ra, bu
funksiya butun [a,b] kesmada integrallanuvchidir. Xususan, agar
¢ € [a,b] bo'lsa,

b
/hc(z)dx =b-c (6.2.11)

tenglik bajariladi.

Shuni aytish kerakki, h.(z) funksiya pog‘onasimon (yoki bo ‘lakli-
o‘zgarmas) deb ataluvchi funksiyalarga eng sodda misoldir. Umu-
man, pog‘onasimon deb quyidagi ko'rinishdagi funksiyaga aytiladi:

f(z) = ajhe;(a),

=1

(6.2.12)

bu yerda a; va ¢; berilgan haqiqiy sonlardir.
6.2.2 - misol. A = [a, 3) - sonlar o‘qining biror yarim intervali
bo‘lsin, ya‘ni
A={zeR:a<z<p}

Quyidagi

1, agar z € A bo'lsa,

6.2.13
0, agar z ¢ A bo'lsa, ( )

w(z,A) = {
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funksiyani aniqlayamiz.

yt
et
0 ¢‘z ‘; x
27-rasm

Ushbu w(z, A) funksiya A yarim intervalning zarakteristik funksi-
yasi deyiladi. Agar h,(z) va hy(z) (6.2.10) tenglik orqali aniglangan
pog‘onasimon funksiyalar bo‘lsa, ravshanki,

w(z,A) = halz) — hs(z).

Aniqlanishiga ko‘ra, w(z,A) funksiya istalgan kesmada integral-
lanuvchi bo'lib, agar A yarim interval biror [a, b] kesmaning ichida
yotsa, (6.2.1) va (6.2.11) tengliklarga asosan,

b

a a

Shunday qilib, agar A yarim interval [a,b] kesmaning ichida
joylashgan bo‘lib, uning uzunligini |A| = 8 — a desak,
b
fw(a:,A) dz = |A] (6.2.14)
a

tenglik bajarilar ekan.
6.23 - misol. P = {a =29 < 2, < 23 < ... < 2, = b} -
berilgan [a, b] kesmaning biror bo‘linishi bo‘lsin. Bu kesmada h(z)

b b
fw(:r,A)d:r = /hu(r) dm—fhg(x)dr = (b—a) - (b-p) = f-a.
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funksiyani shunday aniqlaymizki, u har bir gismiy Ag = [2k-1, Z¢)
yarim intervalda o‘zgarmas bo‘lib, g giymatni qabul gilsin, ya‘'ni

h(z) = pr, agar x € Ax bo'lsa (6.2.15)

(k = n bo‘lganda Ay sifatida A, = [2,-1,%a] = [Zn-1,b] kesma
olinadi).

Albatta, bunday aniglangan h(z) funksiya pog‘onasimondir. Agar
6.2.2 - misoldagi belgilashlardan foydalanib, w(z, Ax) deb Ay gismiy
yarim intervalning xarakteristik funksiyasini olsak, h(z) funksiyani
quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin bo‘ladi:

Ch(z) = Y pew(T, Ar). (6.2.16)
k=1

Demak, xulosa qilib shuni aytish mumkinki, istalgan pog‘onasimon
funksiya har qanday [a, b] kesmada Riman bo‘yicha integrallanuvchi
bo‘lar ekan. Bundan tashqari, (6.2.14) tenglikka ko‘ra,

b

n b n
fh(a:)d:z: = Zuk/w(z,Ak) d:c:Z,uklAkL
k=1 pe k=1

a

Bundan, (6.2.15) ta‘rifni hisobga olsak, oraliq nuqtalar § €
[zk—1, ) istalgancha tanlanganda ham,

b n
/ h(z)de = ) h(&)Azk (6.2.17)
a k=1

tenglikni olamiz. Boshqacha aytganda, P bo‘linishning qismiy in-
tervallarida o‘zgarmas qiymat qabul qiluvchi h(z) pog‘onasimon
funksiyadan olingan integral shu P bo‘linishga mos keluvchi integral
yig'indiga teng bo‘lar ekan.

Integralning navbatdagi xossasi tengsizlik belgisi bilan bog'langan
funksiyalardan olingan integrallar hagidadir.
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. 6.2.1 - lemma. Berilgan f funksiya [a, b] kesrnada Riman bo ‘vicha
integrallanuvchi bo‘lsin. Agar

flz) 20, a<a<b, (6.2.18)
ho'lsa, quyidagi tengsizlik bajariladi:

b
/f(r)dr > 0. (6.2.19)

. Isbot. Agar f funksiyadan olingan integral manfiy bo‘lganda
0(1;, (6.1.7) tenglikka ko'ra, P bo‘linishning diametri veta‘rlicha ki(‘l’-lik
bo‘lganda, op(f) integral yig‘indi ham manfiy ho:lar edi. Ammo
(6.2.18) shartga asosan f funksiyaning barcha integral yig'indilari
musbatdir. Bu qarama-qarshilik lemmani isbotlaydi.

‘ 6.2.3 ; ‘teor.ema. Berilgan f va g funksiyalar [a,b] kesmada
Riman bo‘yicha integrallanuvehi bolsin, Agar

flz) < g(z), a<z<, (6.2.20)
bo'lsa, quyidagi tengsizlik bajariladi:

b

jf(:r) dr < /g(r) dz. (6.2.21)

a

Isbot bevosita 6.2.1 - teorema va 6.2.1 - lemmadan kelib chigadi.
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§ 6.3. Darbuning yuqori va quyi integrallari

1. Darbuning yuqori va quyi yig‘indilari. Yuqorida ko'rga-
nimizdek, Riman integralining ta‘rifi uning xossalarini nisbatan oson
isbotlashga imkon beradi. Ammo bu ta‘rif yordamida berilgan funksi-
vaning biror kesmada integrallanuvchiligini aniglash ancha murakkab-
dir.

Integralning yvana boshqacha aniglash usulini fransuz matema-
tigi J.G.Darbu taklif gilgan. Darbu ta‘rifining ustunligi shundan
iboratki, u bo‘yicha integrallanish kriteriysi nisbatan yaqqolroq ifo-
dalanib, osonroq tekshiriladi. Bu usulning asl mohiyati integralla-
nishga tekshirilayotgan f funksiyani ikkita pog‘onasimon funksiyalar
bilan ikki tomondan yaqinlashtirishdadir; ulardan biri f dan kichik
bo'lib yaqginlashsa, ikkinchisi esa f dan katta bo‘lib unga yaqin-
lashadi.

Faraz qilaylik, f funksiya biror [a, b] kesmada aniglangan bo‘lib,
shu kesmada chegaralangan bo‘lsin. Bundan tashqari, P = {a =
rg < 7y € 29 < ... < x, = b} berilgan kesmaning ixtiyoriy bo‘linishi
bo'lsin.

Endi h(z) pog‘onasimon funksiyani shunday aniqlaymizki, u har
bir [zx—1, zx) qismiy yarim intervalda biror p qiymatni qabul gilsin
(agar k = n bo‘lsa, biz h(z) funksiya oxirgi qismiy [2,_,2,] =
[25,-1,b] kesmada o‘zgarmasga teng deb olamiz). Bunday aniglan-
gan h(z) funksiya, 6.2.3 - misolda ko‘rganimizdek, Riman bo‘yicha
integrallanuvchi bo‘ladi va undan olingan integral (6.2.17) formula
bo‘yicha hisoblanadi.

Faraz qilamiz, h(z) pog‘onasimon funksiya shunday aniqlangan
bo‘lsinki, u uchun

h(z) < f(z), a<z<b, . (6.3.1)

tengsizlik bajarilsin. Bu bahoni ta‘minlash uchun h(z) funksiyaning
1k = my giymatlarini quyidagicha aniqlash kifoya:

me = inf { f(t) : t € [xx—1,2x] }. (6.3.2)
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Hosil bo‘lgan funksiyani h(z, P) simvoli bilan belgilaymiz. De-
mak, agar Ay = [zx_y,24) desak (k = n bo‘lganda, odatdagidek,
A, = [2,-1, 2,] deb hisoblaymiz), biz quyidagi ta‘rifga ega bo‘lamiz:

agar x € Ar  bo'lsa,

h(z,P) = my, e M R (6.3.3)

Pop,'.u:msunuu h(z, P) funksiyani P bo‘linishga mos keluvchi
Darbuning quyi pogonasimon funksiyasi deb ataymiz

S].i!.ll.l('ii-l‘_\' gilib, Darbuning quyi pog‘onasimon funksivasi (6.3.1)
tengsizlikni qanoatlantirib, undan olingan integral, (6.2.17) ga ko'ra

b
n

/h(.;-.m dr = kamk (6.3.4)

a k=1

ga teng.

(6.3:4) teugli]f:uiug o'ng tomonidagi yig'indi P bo‘linishga mos
keln.\-'c}n Darbuning quyi yig'indisi deyiladi va odatda quvidagicha
belgilanadi: ; -

n

s(f,P) = Z mpAzy. (6.3.5)

k=1
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Xuddi shu singari, berilgan P bo‘linish uchun Darbuning yuqori
pog‘onasimon funksiyasi H(z) = H(z, P) ni shunday aniqlaymizki,
u har bir Ax = [2k—1, 2x) gismiy yarim intervalda o‘zgarmas bo‘lib,
quyidagi

Mk = sup { f(t) s tE [xk_l,l'k] } (53.6)
tenglik bilan aniglangan qiymatlarni gabul qilsin.
Shunday qilib,
H(z,P) = My , z€Af, k=12,.,n (6.3.7)

Yuqori pog‘onasimon funksiya integrali
b n
[H(m, P)dz = ) MiAzx (6.3.8)
a k=1

ga teng.

(6.3.8) tenglikning o‘ng tomonidagi yig'indi P bolinishga mos
kelgan Darbuning yugori yig‘indisi deyiladi va odatda quyidagicha
belgilanadi:

S(f,P) = 3 Midze. (63.9)
k=1

4

29-rasm
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Darbuning har ganday bo‘linishga mos kelgan yuqori pog‘onasimon
funksiyasi quyidagi tengsizlikni qanoatlantirishi ravshan:

H(z,P) > f(z), a<z<b. (6.3.10)

Shuni aytish kerakki, shartimizga ko‘ra o‘rganilayotgan funksiya
chegaralangan bo‘lgani uchun, (6.3.2) va (6.3.6) kattaliklar va bu-
ning natijasida, Darbuning quyi (6.3.5) va yuqori (6.3.9) vig‘indilari
chegaralangan aniq sonlardir.

2. Darbuning yuqori va quyi integrallari. Darbuning quyi
va yugqori yig'indilari xossalarini navbatdagi bir qator sodda jum-
lalarda keltiramiz. Bu jumlalarda f funksiyani [a, b] kesmada aniglan-
gan va chegaralangan ixtiyoriy funksiya deb qaraymiz.

1 - jumla. Berilgan [a,b] kesmaning istalgan ikki P, va Py
bo‘linishlari uchun h(z, P) quyi pog‘onasimon funksiya H(z, P)
yugori pog‘onasimon funksiyadan katta emas, ya‘ni

h(z,P,) < H(z,P,), a<z<b. (6.3.11)

Isbot (6.3.1) va (6.3.10) tengsizliklardan kelib chigadi.

2 - jumla. Darbuning istalgan quyi pog‘onasimon funksiyasi-
dan olingan integral Darbuning har qanday yuqori pog‘onasimon
funksiyasidan olingan integraldan katta emas, ya‘ni

b

b
/h(.r,P;)d:r < /H(I,Pg)d.l‘.

a

Isbot 1 - jumla bilan 6.2.3 - teoremadan kelib chiqadi.

3 - jumla. Darbuning istalgan quyi yig‘indisi Darbuning har
qanday yuqori yigindisidan katta emas, ya‘ni

s(f,P) < S(f,Py). (6.3.12)
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Isbot Darbuning quyi va yuqori yig'indilari ta‘rifi hamda 2 -
jumladan kelib chiqadi.

4 - jumla. Darbuning barcha quyi yig‘indilari to ‘p?arrfi yt.;qori-
dan chegaralangan bo‘lib, Darbuning barcha yuqori yig‘indilari to‘p-
lami quyidan chegaralangan bo‘ladi.

Isbot 3 - jumladan kelib chiqadi.

Ta‘rif. Berilgan f funksiyadan [a,b] kesma bo‘yicha olingarl
Darbuning quyi integrali I(f) deb [a,b] kesmaning barf:ha bo‘lz-‘
nishlari bo‘yicha olingan Darbu quyi yig‘indilarining aniq yuqori
chegarasiga aytamiz, ya‘ni

I(f) =sup s(f, P). (6.3.13)
P

Ta‘rif. Berilgan f funksiyadan [a,b] kesma bo‘yicha olingan
Darbuning yugori integrali I(f) deb [a,b] kesmaning l.mrcha.
bo‘linishlari bo‘yicha olingan Darbu yuqori yig ‘indilarining aniq quyi
chegarasiga aytamiz, ya‘ni

I(f) = i??f S(f, P). (6.3.14)

Ravshanki, Darbuning bunday aniglangan quyi va yuqori integ-
rallarining mavjudligini 4 - jumla ta‘minlaydi.

5 - jumla. Darbuning quyi integrali Darbuning yuqori integrali-
dan katta emas, ya‘ni

I(f) < I(f). (6.3.15)
Isbot 3 - jumladan kelib chiqadi.

Ta‘rif. Agar f funksiya uchun Darbuning quyi integrali Dar-
buning yuqori integraliga teng bo‘lsa:

I(f) = I(f), (6.3.16)
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u holda bu funksiya [a,b] kesmada Darbu ma‘nosida integrallana-
di deymiz, bunda Darbuning quyi va yugori integrallarining umu-
miy qiymatini, ya'ni Ip = I = I sonni f funksiyaning [a,b] kesma
bo‘yicha Darbu ma‘nosidagi integrali deymiz.

Endi P bo‘linishga yangi nuqtalarni qo‘shganda Darbuning quyi
va yuqori yig'indilari qanday o‘zgarishini kuzatamiz.

6 - jumla. Agar P berilgan [a,b] kesmaning iztiyoriy bo‘linishi
bo’lib, P* esa P ga chekli sondagi nugtalarni go‘shishdan hosil bo‘lgan
yangi bo‘linish bo‘lsa, Darbuning quyi va yugori yig‘indilari quyidagi
tengsizliklarni ganoatlantiradi:

s(f,P) < s(f,P"), S(f,P") < S(f,P). (6.3.17)

Shunday qilib, bo‘linishga yangi nuqtalarni qo‘shganda Darbu-
ning quyi yig‘indilari o‘sib, Darbuning yuqori yig‘indilari esa kama-
yar ekan.

Isbot. Shubhasiz, bu jumlani P bo‘linishga faqat bitta nuqta
qo‘shilgan holda isbotlash yetarlidir.

(6.3.17) dagi tengsizliklardan o‘ngdagisini isbotlaymiz. Aytaylik,
boshlang'ich bo‘linish

P = {a=25<2)<..<2,=0}

ko‘rinishga ega bo'lib, yangi P* bolinish (2,1, ,,) intervalda yot-
gan bitta z* nuqtani:

il < B L By

qo‘shishdan hosil bo‘lsin.
Bunda Ay, = (2,1, Z,) gismiy yarim interval ikkiga bo‘linadi:

An = AL DAY,

bu yerda A, = [z,5—1,2") va Al = [2*,T,m).
Ravshanki, bu qo‘shilish natijasida (6.3.9) yig‘indining faqat m
- nomerli bitta hadi o‘zgaradi. Demak,
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S(f,P) - S(f,P*) = My, Az, — M}, Az, — M, A"2,,, (6.3.18)
bu yerda M!, va M/ sonlar f funksiyaning mos ravishda A}, va
A" varim intervallardagi aniq yuqori chegaralari bo'lib, Az, =

(z* — zm-1) va A'zy = (2m — 27).
Agar o‘z-o'zidan ko'rinib turgan

M, < My, M, <M,

tengsizliklarni va

A’Im 5 A”J:m = Az,

tenglikni hisobga olsak, (6.3.18) dan talab qgilingan tengsizlik kelib
chiqadi:

S(f,P) - 5(f,P*) = (Mpn— M)Az + (My — M)A 2, > 0.

(6.3.19)

Xuddi shunga o‘xshash (6.3.17) dagi tengsizliklardan chapdagisi
ham isbotlanadi.

7 - jumla (Darbu ma‘nosida integrallanish kriteriysi).
Chegaralangan f funksiyaning Darbu ma‘nosida integrallanuvchi bo'-
lishi  uchun iztiyoriy = > 0 olganda ham shunday P. bo‘linish

topilib, uning uchun
S(f,B) — s{f,P:) < ¢ (6.3.20)

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.
Isbot. 1. Avval f funksiva Darbu ma‘nosida integrallanuvchi
bo‘lsin, deylik. U holda, (6.3.16) ta‘rifga ko'ra,

sup s(f,P)=L(f) =Ip =1(f) = i:ll,f S(f, P). (6.3.21)
’l
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Aniq chegaralarning ta‘riflariga binoan shunday ikki P, = P (<)
va P, = P,(¢) bo'linishlar topiladiki, ular uchun

s(fP)>Ip—=, S(f,P)<Ip+ (6.3.22)

2

B ™

tengsizliklar bajariladi.

Bu ikki P, va P; bo'linishlarni birlashtirish natijasida hosil bo‘lgan
bo‘linishni P. simvoli bilan belgilaymiz. U holda, 6 - jumlaga ko‘ra,
P, va P, bo‘linishlardan P. bo‘linishga o‘tishda quyi yig'indilar
fagat o‘sishi mumkin va yuqori yig'indilar esa, aksincha, faqat ka-
mayishi mumkin. Shuning uchun, (6.3.22) ga ko‘ra,

[
-

s(f.P)>Ip-%, S(fP)<Ip+

| M

Bundan, shubhasiz, (6.3.20) tengsizlik kelib chiqadi.
2. Endi (6.3.20) shart bajarilsin, deylik. Ma‘lumki, istalgan P
bo‘linish uchun

s(f,P) < I(f) < I(f) < S(f,P)

tengsizliklar bajariladi. Shunday ekan, istalgan bo‘linish uchun quyida-
gi baho o‘rinli bo‘ladi:

I(f) - I(f) £ S(f,P) — s(f,P).
Bu bahoda P = P. desak, (6.3.20) ga ko‘ra,

I(f) - I(f) < ¢ (6.3.23)

tengsizlikka ega bo‘lamiz.

Ravshanki, bundan, £ > 0 ixtiyoriyligiga ko‘ra, I(f) = I(f)
tenglik kelib chiqadi. Demak, f funksiya Darbu ma‘nosida integral-
lanuvchi ekan.
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7 - jumlada o‘rnatilgan Darbu ma‘nosidagi integrallanish kri-
teriysi berilgan funksiyaning integrallanuvchi bo'lishi hagidagi masa-
lasini to‘la hal qiladi.

Navbatdagi jumlalar integralga berilgan ikki ta‘rifni, ya‘ni Dar-
buning aniq yuqori va aniq quyi integrallarning ustma-ust tushishi
ma‘nosidagi ta‘rifi bilan Rimanning integral yig‘indilar limiti ma‘nosi-
dagi ta‘riflarini o‘zaro bog‘lashga yordam beradi. Chunonchi, bu
jumlalarda Darbuning quyi integrali quyi integral yig‘indilarning,
Darbuning yuqori integrali esa yuqori integral vigindilarning limiti
ekani ko‘rsatiladi.

Dastavval, 6 - jumlaga qo‘shimcha ravishda, quyi va yuqori
yig'indilarning berilgan bo‘linishga qo‘shimcha chekli sondagi nug-
talar qo‘shilgandagi o‘zgarishini baholaymiz,

8 - jumla. Berilgan f funksiya [a,b] kesmada chegaralangan
bo'lib, M bu funksiyaning [a, b] kesmada aniq yugori va m esa uning
aniq quyi chegaralari bo‘lsin. Bundan tashgari, P berilgan [a,b]
kesmaning iztiyoriy bo‘linishi va d = d(P) uning diametri bo‘lsin.

Agar P~ bo‘linish P bo'linishga yangi N ta nugta qo‘shish bilan
hosil bo‘lgan bo‘linish bo‘lsa, Darbuning quyi yig‘indilari

s(f,P") <s(f,P) + N(M - m)d(P) (6.3.24)
tengsizlikni va Darbuning yuqori yig'indilari esa
S(f,P) < S(f,P") + N(M ~ m)d(P) (6.3.25)

tengsizlikni qanoatlantiradi.

Isbot. Ravshanki, (6.3.24) va (6.3.25) tengsizliklarni N = 1 da
isbotlash yetarli, chunki umumiy holga N marta bittadan nugtalar
qo‘shish bilan o‘tish mumkin.

Shuning uchun, masalan, (6.3.25) tengsizlikni N = 1 da isbot-
laymiz.

Aytaylik, boshlang’ich bo'linish P = {4 = 2, < 2, < ... <
Tn = b} ko'rinishga ega bo'lib, yangi P* botlinish (z,,_,, z,,) inter-
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valda yotgan bitta z* nuqtani, yani
Tm-1 < " < ZTp

shartni qanoatlantiruvchi nuqtani qo‘shishdan hosil bo‘lsin.

Bunda Ay, = [#m-1, 2,,) qismiy yarim interval ikkiga bo‘linadi,
ya‘ni

Apm = AL UAL,

bu'yerda AL, = [Fm21,2") va AY =[2*,2,).

Ravshanki, bu qo‘shilishda (6.3.9) vig‘indida faqat m - nomerli
bitta had o‘zgaradi. Demak, xuddi 6 - jumla isbotidagidek ((6.3.19)
ga qarang),

S(f,P)- S(f,P*) = (Mn - M. )A'z+
+(Mpn — My ) A"z, (6.3.26)

bu yerda M;, va M}, sonlar f funksiyaning mos ravishda A/, va
A yarim intervallardagi aniq yuqori chegaralari bo‘lib, A'z,, =
(z* — Z;m-1) va A2, = (2,4 — 2*).

Nihoyat, o'z-o‘zidan ko‘rinib turgan

(M = My) < (M —m), (Mp—My) < (M-m)

tengsizliklarni hisobga olsak, (6.3.26) dan talab qilingan (6.3.25)
bahoni N = 1 da olamiz:

S(f,P)-S(f,P") <
< (M-m)A'zpm+(M-m)A"zp = (M —m)Az,, < (M—m)d(P).
Demak, yuqorida qayd gilinganidek, (6.3.25) tengsizlik ixtiyoriy

N uchun ham o‘rinli bo‘lar ekan.
Xuddi shu singari (6.3.24) tengsizlik ham isbotlanadi.
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Ta‘rif. Biror A haqiqiy soni berilgan bo‘lsin. Agar istalgan = >
0 uchun shunday 6 > 0 topilsaki, iztiyoriy P bo‘linish olganda ham
d(P) < 6 shartdan
|s(f,P) — A| < ¢

tengsizlik kelib chigsa, A son Darbuning quyi s( f, P) yig‘indilarining
d(P) — 0 dagi limiti deyiladi.

Xuddi shunga o*xshab Darbuning yuqori S( f, P) yig'indilarining
d(P) — 0 dagi limiti aniglanadi.

9 - jumla (Darbuning asosiy lemmasi). Berilgan f funksiya
[a, b] kesmada aniglangan va chegaralangan bo‘lsin. U holda, d(P) —
0 da Darbuning quyi va yuqgori yig‘indilarining limiti mavjud bo‘lib,
quyi yig'indilar limiti Darbuning f funksiyadan olingan quyi integ-
raliga teng, ya‘ni
li B =l
o s(fiP) = L
yuqori yig‘indilari limiti esa Darbuning f funksiyadan olingan yuqori
integraliga teng, ya‘ni
' lim S(f,P) = 1T
G {hF)

" bo‘lads.

Isbot. Avval Darbuning yuqori yig‘indilarini qaraymiz. Istal-
gan £ > 0 uchun shunday & = §(¢) > 0 topilishini ko‘rsatamizki,
diametri & dan kichik bo‘lgan ixtiyoriy P bo‘linish uchun

I< S(f,P) <I + ¢ (6.3.27)

tengsizlik o'rinli bo'lsin.

Buning uchun aniq quyi chegara ta‘rifidan foydalanamiz. Bu
ta‘rifga ko'ra, istalgan £ > 0 olganda ham shunday P. bo‘linish
topiladiki, u uchun

S(f.P). < 1+ (6.3.28)

| ™

tengsizlik bajariladi.
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Aytaylik, N = N(=) son P. bo‘linish nuqtalari soni bo‘lsin. U

holda
£ 1

2 NM-m)
deymiz, bu yerda M orqali f funksiyaning [a,b] kesmadagi aniq
yugori chegarasi va m orqali esa bu funksiyaning aniq quyi chegarasi
belgilangan (biz f o‘zgarmasga aynan teng emas deb hisoblashimiz
mumkin, shuning uchun, M — m > 0).

Endi P diametri d(P) < & shartni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy
bolinish bo'lsin. Madomiki, I yuqori yig‘indi {S(f, P)} lardan [a, b]
kesmaning barcha P bo‘linishlari bo‘yicha olingan aniq quyi chegara
ekan, biz tanlagan bolinish uchun (6.3.27) da chapdagi tengsizlik
bajariladi. Shuning uchun, bu bo‘linish uchun (6.3.27) dagi tengsiz-
likning o‘ng qismini isbotlash yetarli.

Tanlab olgan P bo‘linishimizga P. bo‘linishning barcha nuqta-
larini qo‘shishdan hosil bo‘lgan bo‘linishni P* simvol orqali belgi-
laymiz. U holda, 8 - jumlani qo‘llab, (6.3.29) tanlashga ko‘ra,

& =d() = (6.3.29)

S(f,P) < S(f,P") + N-(M-m)§ = S(f,P") + % (6.3.30)

tengsizlikni olamiz.
Agar P~ bo'linishni P. bo‘linishga P bo‘linishning barcha nug-
talarini qo‘shish bilan hosil bo‘lgan deb qarasak, 6 - jumlaga ko‘ra,

S(£,P7) < S(f,F.). (6.3.31)

Nihoyat, agar (6.3.30) tengsizlikda avval (6.3.31), so‘ngra (6.3.28)
baholardan foydalansak,

S(f,P) < S(f,P.) + g EF+e

tengsizlikka ega bo‘lamiz. Demak, (6.3.27) dagi tengsizlikning o‘ng
tomoni ham bajarilar ekan.
Ravshanki, (6.3.27) tengsizlikdan Darbuning yuqori integrali Dar-
buning yuqori yig‘indilarining limiti ekani bevosita kelib chiqadi.
Xuddi shunga o‘xshab, Darbuning quyi yig‘indilarining limiti
Darbuning quyi integrali ekani isbotlanadi.
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Darbuning asosiy lemmasidan Darbu ma‘nosida integrallanish-
ning navbatdagi vana bir kriteriysini olamiz.

10 - jumla. Berilgan [a.b] kesmada chegaralangan f funksiya-
ning Darbu ma‘nosida integrallanuvchi bo‘lishi uchun D-a.rbumng
quyi yig'indilari limiti Darbuning yuqori yig‘indilari limitiga teng
bo‘lishi, ya'ni

im s(f.P) = Jim S{f,F) (6.3.32)
d(P)—=0 d(P)—=0

tenglikning bajarilishi zarur va yetarlidir.
Isbot bevosita 9 - jumla va Darbu ma‘nosidagi integralning (6.3.16)

ta‘rifidan kelib chigadi.

§ 6.4. Riman integrali bilan Darbu ma‘nosidagi
integralning ustma-ust tushishi

1. Riman bo‘yicha integrallanish kriteriysi.

1. Ushbu paragrafdagi bizning asosiy magqsadimiz - Darbuning
asosiy lemmasiga asoslanib Riman va Darbu integrallarining ustma-

ust tushishini ko‘rsatishdir.

6.4.1 - teorema. Berilgan f funksiya [a.b] kesmada Riman
boyicha integrallanuvchi bo‘lishi uchun uning shu kesmada Darbu
nm“vm.«:idu integrallanuvchi bo‘lishi zarur va yetarli. Bunda Riman
integrali Darbu ma‘nosidagi integralga teng bo‘ladi.

Isbot. 1) Dastavval f funksiyva [a. b] kesmada Darbu ma‘nosida

integrallanuvchi bo'lib,

P={a=19< 2 <...< 10 = b}
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shu kesmaning ixtiyoriy bo‘linishi bo‘lsin.

Agar my va M lar orqali f funksiyaning [2x_;, 2x] qismiy kesma-
dagi mos ravishda aniq quyi va aniq yuqori chegaralarini belgilasak,
&k € [2g—1, k) nuqtani ixtiyoriy tanlaganda ham

mi < f(&) < M

tengsizlik bajariladi.
Bu qo‘shaloq tengsizlikni Azy ga ko‘paytirib, k bo‘yicha yig‘ib
chigsak,
s(f,P) < op(f,{&}) < S(f,P) (6.4.1)

tengsizlikni olamiz.

10 - jumlaga ko‘ra, (6.4.1) ning chap gismida turgan Darbuning
quyi yig‘indilari ham, uning o‘ng gismida turgan Darbuning yuqori
vig'indilari ham bitta limitga intiladi. Shuning uchun, (6.4.1) teng-
sizlikka asosan, integral yig‘indilar ham xuddi o‘sha limitga intila-
di. Bu esa, o'z navbatida, Riman integrali mavjud bo‘lib, Darbu
ma‘nosidagi integralga tengligini anglatadi.

2) Endi f funksiya [a, b] kesmada Riman bo‘yicha integrallanuv-
chi bo'lib,
P={a=zq < 2, < viv % 8n = b}

shu kesmaning ixtiyoriy bo‘linishi bo‘lsin. Bu bo‘linish diametrini
d(P) orqali balgilaymiz. Har bir [24_;, 2] kesmadan & nuqtani
shunday tanlaymizki,

d(P)

F(&k) > My - ;
-a

(6.4.2)

tengsizlik bajarilsin. Bundan tashqari, 8y € [z, 2x] nuqtani shun-
day tanlaymizki,
d(P)

f8) < my +

(6.4.3)

tengsizlik bajarilsin.
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Ikki (6.4.2) va (6.4.3) tengsizliklarni birgalikda quyidagi

d(P)

d(P)
a b—a

f(b) — bea < ™k <M < f(&) +
ko‘rinishda yozish mumkin.
Bu qo‘shaloq tengsizlikni Az ga ko‘paytirib, k bo‘yicha yig'ib
chigsak,
op(f,{ 6k}) — d(P) < s(f,P) <

< S(f,P) < op(f,{&}) + d(P) (6.4.4)

tengsizlikka ega bo‘lamiz.

Ushbu tengsizlikning chap va o‘ng tomonidagi integral yig'‘indilar,
f funksiya Riman bo‘yicha integrallanuvchi bo‘lgani sababli, d(P) —
0 da f funksiyadan olingan Riman integraliga intiladi. Bundan chig-
di, xuddi shu limitga Darbuning quyi va yuqori yig'indilari ham
intiladi. Nihoyat, 10 - jumlaga asosan, bundan f funksiyadan olin-
gan Darbu ma‘nosidagi integral mavjud bo‘lib, u Riman bo‘yicha
integralga tengligi kelib chiqadi.

2. Isbotlangan teorema « Darbu ma‘nosidagi integarl» degan ata-
mani tashlab, keyinchalik bunday integrallarni ham Riman integrali
deyishga imkon beradi. Shuni aytish joizki, bu teoremaga asosan,
avval o‘rnatilgan Darbu ma‘nosida integrallanish kriteriysi bir vaqt-
ning o‘zida Riman bo‘yicha integrallanish kriteriysi ham bo‘ladi.

Eslatib o‘tamiz, m va M} simvollar orqali mos ravishda (6.3.2)
va (6.3.6) tenglilar bilan aniglangan sonlar belgilangan edi.

6.4.2 - teorema (Riman bo‘yicha integrallanish kriteriysi).
Chegaralangan f funksiyaning [a,b] kesmada Riman bo‘yicha integ-
ralanuvchi bo‘lishi uchun iztiyoriy £ > 0 olganda ham shu kesmani
quyidagi

Z(ﬂfk —mg)Azr < € (6.4.5)

k=1
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tengsizlikni qanoatlantiruvchi P bo‘linishining topilishi zarur va
yetarlidir.
Isbot o'z-o‘zidan ko‘rinib turgan
n
S(f,P) - s(f,P) = (M — mg) Az

k=1

tenglik va 7 - jumladan bevosita kelib chiqadi.

Yuqoridagi kriteriy Riman integralining navbatdagi muhim xos-
salarini isbotlashga imkon beradi.

6.4.3 - teorema. Agar f funksiya [a,b] kesmada integrallanuv-
chi bo'lsa, bu funksiya istalgan [c,d] C [a,b] kesmada ham integral-
lanuvchi bo'ladi.

Isbot. Berilgan f funksiya [a, b] kesmada integrallanuvchi bo‘lib,
[e,d] C [a,b] bo'lsin. Integrallanish kriteriysiga (6.4.2 - teorema)
ko‘ra, ixtiyoriy ¢ > 0 olganda ham [a,b] kesmaning shunday P.
bo‘linishi topiladiki, uning uchun navbatdagi baho bajariladi:

S(f,P.) - s(f,F) < (6.4.6)

Agar biz P. bo'linishga ikki ¢ va d nuqtalarni qo‘shsak, 7 - jumla-
ga asosan, yuqori yig'indilar fagat kamayishi va quyi yvig‘indilar esa
faqat oshishi mumkin. Shuning uchun (6.4.6) tengsizlik saglanadi.
Demak, umumiylikni buzmagan holda, biz P. bo'linish ¢ va d nuq-
talarni o'z ichiga oladi deyishimiz mumkin.

Shunday ekan, P. bo'linishning [c,d] kesmada yotuvchi nug-
talari [¢,d] kesmaning biror P* bo‘linishini hosil giladi. Bundan
tashqari, shubhasiz,

S(f,P*) — s(f,P7) < S(f,FP) — s(f Fe) . (6.4.7)

L]

Agar (6.4.6) va (6.4.7) tengsizliklarni birgalikda qarasak, [c, d]
kesmaning P* bo‘linishiga mos kelgan Darbuning yuqori S(f, P*)
va quyi s(f, P*) yig'indilari uchun quyidagi

S(f,P*) - s(f,P") < ¢
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tengsizlikni olamiz. Demak, 6.4.2 - teoremaga asosan, f funksiya
[e,d] kesmada integrallanuvchidir.

Natija. Agar f funksiya [a,b] kesmada integrallanuvchi bo‘lsa,
wtiyoriy ¢ € (a,b) uchun bu funksiya [a, c] va [e,b] kesmalarda ham
integrallanuvchi bo‘lib,

c b [
[f(:c)dr = ;/‘f(:c)d:c - b/f(s:)d:r (6.4.8)

tenglik bajariladi.

Eslatma. Mazkur tasdiq 6.2.2 - teoremaga teskari tasdiqdir.
O‘sha teoremada (6.4.8) tenglik a < b < ¢ munosabatni ganoat-
lantiruvchi har qanday a,b, ¢ sonlar uchun isbotlangan edi. Biz
integralni uning yuqori chegarasi quyi chegarasidan kichik bo‘lganda
shunday aniglashimiz mumkinki, natijada (6.4.8) tenglik istalgan
a, b, ¢ sonlar uchun o‘rinli bo‘ladi. Chunonchi, agar a < b bo‘lsa,

a b
f(2)ds. = ~ . f. fle)d= (6.4.9)
s

deymiz.

Ravshanki, integralni bunday aniqlashimizda (6.4.8) tenglik har
qanday a,b, ¢ haqiqiy sonlar uchun o‘rinli bo‘ladi (albatta, bunda
integral ostidagi funksiya mos integrallash oraliglarida aniglangan
bo‘lishi zarur).

Shuni alohida qayd etish joizki, integralning yuqori chegarasi
quyi chegarasidan kichik bo‘lgan vaqtda (6.4.9) tenglik isbotlan-
masdan, fagat chapdagi integralning ta‘rifi sifatida qabul qilinadi.
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3. Agar funksiyaning kesmadagi tebranishi tushunchasini kirit-
sak, (6.4.5) integrallanish kriteriysini boshqa (matematik adabiyot-
larda ko'p uchraydigan) ko‘rinishda yozish mumkin.

Ta‘rif. Faraz qilaylik, A sonlar o‘qidagi iztiyoriy kesma bo'lib,
u berilgan f funksiyaning aniglanish sohasiga kirsin. U holda f
funksiyaning A kesmadagi tebranishi deb quyidagi kattalikka ayti-
ladi:

w(f,A) = sup [f(z) - f(y)l- (6.4.10)
TEA, yEA

Masalan, agar f(t) funksiya temperaturaning vaqtga bog‘ligligini
ko‘rsatsa va A orqali 24 soatga teng bo‘lgan vaqt intervalini belgi-
lasak, (6.4.10) kattalik temperaturaning bir kecha-kunduzdagi o‘rta-
cha tebranishlarini anglatadi.

Biror kesmadagi funksiyaning tebranishi uning shu kesmadagi
aniq yuqori va aniq quyi chegaralarining ayirmasiga tengligini tek-
shirish qiyin emas:

w(f,4) = a3 f(z) - ;2£ f(y). (6.4.11)

Tebranish tushunchasidan foydalanib, 6.4.2 - teoremani nav-
batdagi ko‘rinishda keltirish mumkin.

6.4.2* - teorema (Riman bo‘yicha integrallanish kriteriysi).
Chegaralangan f funksiyaning [a, b] kesmada Riman bo‘yicha integ-
rallanuvchi bo‘lishi uchun iztiyoriy ¢ > 0 olganda ham berilgan
kesmaning shunday

P={a=20<21<..<2,=b}
bo‘linishi topilib, u wchun

D w(f,A)Azk < € (6.4.12)
k=1

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli, bu yerda Ay = [xx_y, Tk].
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2. Murakkab funksiyaning integrallanishi.

Ta‘rif. Agar g funksiya [A, B] kesmada aniglangan bo‘lib, shun-
day o‘zgarmas L > 0 topilsaki, istalgan ikki x € [A, B] va y € [A, B]
nugtalar uchun

lg(z) — g(y)| < Llz -yl (6.4.13)
tengsizlik bajarilsa, g funksiya berilgan kesmada Lipshits shartin:
ganoatlantiradi deyiladi.

6.4.1 - misol. Ushbu

g(z) = |z

funksiya butun sonlar o‘qida Lipshits shartini ganoatlantiradi. Haqi-
qatan,
lg(=) = g()| = llz| = lyll < |z -yl

ya‘ni (6.4.13) shart L = 1 o‘zgarmas bilan bajarilar ekan.

6.4.2 - misol. Ushbu

funksiya sonlar o‘qidagi ixtiyoriy kesmada Lipshits shartini ganoat-
lantiradi. Haqiqatan, agar |z| < M va |y| < M bo'lsa,

lg(z) —g(W)| =z +yl-lz—yl < 2M|z -y,

ya‘ni (6.4.13) shart L = 2M o‘zgarmas bilan bajarilar ekan.
Ravshanki, biror kesmada Lipshits shartini qanoatlantiruvchi
har qanday funksiya shu kesmada uzluksiz ham bo‘ladi. Haqiqatan,
agar y — =z bo‘lsa, (6.4.13) shartdan g(y) — g(z) kelib chiqa-
di, qaysiki o'z navbatida, ¢ funksiyaning = nuqtadagi uzluksizligini
anglatadi. Bu tasdigning teskarisi o‘rinli emas, albatta. Masalan,

g(z)=vz, 0<z<1

funksiya [0,1] kesmada uzluksiz, ammo u shu kesmada Lipshits
shartini qanoatlantirmasligini ko‘rish qiyin emas.
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‘ Eslatma. Agar Cla, b] simvol orqali [a, b] kesmada uzluksiz funk-
siyalar to'plamini, C'[a, b] simvol orqali [a, b] kesmada uz-luks'i;f dif-
ferensiallanuvchi funksiyalar to‘plamini va nihoyat, Lip[a, b] mqile 1
orqali [a, b] kesmada Lipshits shartini qanoatlanhrliWhi f'l;llk;iy'al;)r
to‘plamini belgilasak, u holda quyidagi munosabat o'rinlir botlz;,di:

C'la,b] C Lip[a,b] C C[a,b). (6.4.14)

-O“ng-tm?londagi tegishlilikni biz yuqorida ko‘rsatgan edik. Chap-
da.gll tegishlilik Lagranj formulasidan va C'[a,b] dan olingan ixti-
iony _q[ fuaksx_vaniug hosilasi, Veyershtrassning birinchi teoremasiga
to'ra, |a, b] kesmada chegaral igi ib chiqadi i s
ey garalanganligidan kelib chiqadi. Hagiqatan,

9(x) = g(y) = ¢'(€)(x — ),
shuning uchun
l9(=) = 9(y)| < M|z — y],
i ] :
ya'ni C [a:b] dan olingan har qanday funksiya Lipshits shartini
qa,n.oatlarvltlrarr ekan. Yuqoridagi misollardan ko‘rinib turibdiki (6.4.14)
dagi har ikkala tegishlilik qat‘iydir. ke

! 6.4.4.1 -‘t_eorerlna. ﬁerilgan ¢ funksiya [a,b] kesmada integral-
anuvchi bo lib, uning qiymatlari biror [A, B] kesmaga tegishli bo‘lsin
Agar g funksiya [A, B] kesmada Lipshits shartini qanoatlantirsa

f(z) = gle(z)], a<a<b, (6.4.15)

murakkab futzksig.;a ham [a,b] kesmada integrallanuvchi bo‘ladi.
Isbot. Lipshits shartiga ko'ra, [a, b] kesmaning ixtiyoriy P =
{ac=imp w1l Gy = b} bo‘linishi olinganda hamd.a & €

[ k-1 k] k [ k-1 ] i -Y 'Y
T sy | Va € | vk nuqta]ar 1Xtiyo
: : 7, Il tanlanganda ham

|F (&)= F(m)| = gle(€)]-gle(m)] < Lig(&)—p(m)| < L-w(p, Ag)

t(?ngsizlik bajariladi. Bu tengsizlikning o‘ng tomonida w funksiya-
ning Ay = [zx—y, 2] gismiy kesmadagi tebranishi turibdi.
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Demalk,
w(f,Akx) < L-w(p,Ak). (6.4.16)

Shunday ekan, (6.4.16) ni Azy ga ko‘paytirib, k bo‘yicha 1 dan
n gacha yig'ib chigsak,

Y w(f, M)Ak < LY w(e, Ak)Az (6.4.17)
k=1 k=1

bo‘ladi. y

Shartga ko‘ra ¢ funksiya integrallanuvchi edi. Bundan chiqdi,
(6.4.17) ning o‘ng tomonini, P bo‘linishni tanlash hisobiga, istalgan
£ > 0 dan kichik qilish mumkin. Demak, f funksiya ham integral-
lanuvchi bo‘lar ekan.

1 - natija. Agar P(t) iztiyoriy ko‘phad bo‘lib, f funksiya [a,b]
kesmada integrallanuvehi bo'lsa, g(z) = P[f(z)] murakkab funksiya
ham [a,b] kesmada integrallanuvchi bo‘ladi.

Ravshanki, P(t) ko‘phad uzluksiz differensiallanuvchi funksiya
bo‘lganligi sababli sonlar o*qining istalgan kesmasida Lipshits shar-
tini qanoatlantiradi. Demak, natija 6.4.4 - teoremadan kelib chiqadi.

2 - natija. Biror kesmada integrallanuvchi ikki funksiya ko‘payt-
masi ham shu kesmada integrallanuvchi bo‘ladi.
Agar
1
fo = ;[(f+9)?® - (f-9)]

tenglikni e‘tiborga olsak, isbot, o'ng tomonning, yuqorida qayd qilin-
ganidek, integrallanuvchi ekanidan kelib chigadi.

3 - natija. Agar f funksiya [a, b] kesmada integrallanuvchi bo'lsa,
| f| funksiya ham shu kesmada integrallanuvchi bo'lib, quyidagi teng-
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sizlik bajariladi:

foia

b
< flf(ZJIdr- (6.4.18)

Isbot. Berilgan f funksiya [a, ] kesmada integrallanuvchi bo‘lsin.

N{a‘lu.mki. g(l:) = || funksiyva sonlar o'gining istalgan kesmasida
Lipshits shartini ganoatlantiradi. Bundan chiqdi, 6.4.4 - teorema-

ga asosan, g[f(z)] = | f(z)| murakkab funksiya ham [a, b] kesmada
integrallanuvchi bo‘ladi.

Endi (6.4.18) tengsizlikni isbotlash qoldi xolos. Buning uchun
—If(@)] < f(z) < |f(2)]

tengsizlikni integrallab, 6.2.2 - teoremadan foydalanamiz. Natijada,

b b b
» f f(@)|de < f f(z)de < f f(2)] de

tengsizlikni olamiz, qaysiki, shubhasiz, (6.4.18) tengsizlikka teng
kuchlidir.

Sl}uni aytish kerakki, teskari tasdiq o‘rinli emas, ya'ni |f(z)]
funksiyaning integrallanuvchi ekanidan f(z) funksiva,ni}lg integral-
lanuvchi ekani, umuman aytganda, kelib chiqmavdi.

6.4.3 - misol. Agar D(z) Dirixle funksiyasi i)o‘lsa.

f(x) =2D(z) -1

funksiyani qaraymiz. Ravshanki,

Flz) = 1, agarz .ratsmnal bo'lsa,
—1, agar z irratsional bo‘lsa.
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Shuning uchun, |f(z)| = 1 funksiya integrallanuvchi bo‘lsada,
f funksiya integrallanuvchi bo‘lmaydi (aks holda Dirixle funksiyasi
D(z) = [1+ f(x)]/2 ham integrallanuvchi bo‘lar edi).

§ 6.5. Integrallanuvchi funksiyalar sinflari

1. Monoton funksiyalarning integrallanuvchanligi. Integ-
rallanish kriteriysining (6.4.2 - teorema) sodda natijasi sifatida ix-
tiyoriy monoton funksivaning integrallanuvchi ekanini ko‘rsatamiz.

6.5.1 - teorema. Kesmada monoton bo'lgan har ganday funksiya
shu kesmada Riman bo‘yicha integrallanuvchi bo‘ladi.

Isbot. Aniglik uchun f funksiyani [a, b] kesmada o‘suvchi bolsin,
deylik. Bunda, albatta, f(a) < f(b) desak bo'ladi (agar f(a) =
f(b) bo'lsa, f funksiya qaralayotgan kesmada o‘zgarmas bo'lib, u,
6.1.1 - misolda ko‘rsatilganidek, integrallanuvchi bo‘ladi). Bundan
tashqari, P = {a = 29 < 71 < ... < &, = b} berilgan kesma-
ning ixtiyoriy bo'linishi bo‘lib, d(P) uning diametri bo‘lsin. U holda,
ravshanki, ixtiyoriy qismiy yarim interval [zx_;, 2x) uchun quyidagi
munosabat o‘rinlidir:

f(@r-1) = me £ My < f(z), (6.5.1)

bu verda my va M} sonlar mos ravishda (6.3.2) va (6.3.6) tengliklar
bilan aniglangan aniq chegaralardir. Demak,

My — my < fzk) — f(zk-1)

va shuning uchun,
> (M- mi)Axi < d(P) Y [f(2x) - flar-1)] = d(P)[£(b) - f(a)].
k=1 k=1

(6.5.2)

Agar istalgan £ > 0 uchun

0= =~ f
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desak, diametri d(P) < § bo‘lgan har qanday P bo'linish uchun
(6.5.2) dan (6.4.5) baho kelib chigadi. Bundan chiqdi, 6.4.2 - teo-
remaga asosan, f funksiya integrallanuvchi bo‘lar ekan.

Agar f funksiya [a, b] kesmada aniglangan bo‘lib, bu kesmaning
shunday
P={a=:r:g<:r:1 <172<...<l‘n:b}

bo‘linishi mavjud bo‘lsaki, f funksiya har bir gismiy (zx—;, 24 ) kesma-
da monoton bo‘lsa, u holda f funksivani qaralayotgan kesmada
bo‘lakli monoton deymiz.

Natija. Kesmada bo‘lakli monoton bo‘lgan har ganday funksiya
shu kesmada integrallanuvchi bo‘ladi.

Haqiqatan, isbot 6.2.2 - va 6.5.1 - teoremalardan bevosita kelib
chiqadi.

2. Uzluksiz funksiyalarning integrallanuvchanligi. Uzluk-
siz funksiyalarning integrallanuvchanligi tekis uzluksizlik tushun-
chasi yordamida o‘rnatiladi.

Ta‘rif. Agar iztiyoriy ¢ > 0 son olganda ham shunday 6 > 0
son topilsaki, har qanday z, € E va x, € E nugtalar uchun

|2,‘1 -3 <6 = [f(zy) — flz2)| < € (6.5.3)

implikatsiya o‘rinli bo‘lsa, f funksiya E to‘plamda tekis uzluksiz
deyiladi.
Shubhasiz, F to‘plamda tekis uzluksiz bo‘lgan har qanday funksiya

E to‘plamning har biq nuqtasida uzluksiz bo‘ladi. Agar E ixtiyoriy
to‘plam bo‘lsa, teskari tasdiq o'rinli emas, albatta. Lekin E to'plam
kesma bo‘lganda, natija boshqacha bo‘lar ekan. Chunonchi, ixtiy-
oriy kesmada berilgan funksiyalar uchun uzluksizlik va tekis uzluk-
sizlik tushunchalari ustma-ust tushadi.
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6.5.2 - teorema (G. Kantor). Kesmada uzluksiz bo‘lgan har
qanday funksiya shu kesmada tekis uzluksizdir.

Isbot. Berilgan f funksiva [a,b] kesmada uzluksiz bo‘lsin. Bu
funksiyaning tekis uzluksiz ekanini teskarisini faraz qilish yo'li bilan
isbotlaymiz. Shunday qilib, f funksiva [a, b] kesmada tekis uzluksiz
bo‘lmasin deylik. Bundan chiqdi, quyidagi shartni ganoatlantiruvchi
£9 > 0 son topiladi:

wztiyoriy & > 0 son olganda ham, uning qanday kichik bo ‘lishidan
qat‘iy nazar, [a,b] kesmadan doim shunday ikki z' va 2" nugtalar
topiladiki, ular uchun

|2" —2"| < & (6.5.4)
bo'lib, f funksiya uchun esa, (6.5.3) tengsizlikka teskari tengsizlik
bajariladi, ya‘ni

|£(z) = f(z")| > eo. (6.5.5)
(6.5.4) da 4 ning ixtiyoriy musbat sonligidan foydalanib, unga
ketma-ket §,, = = giymatlarni beramiz. (6.5.4) va (6.5.5) tengsiz-

liklarga asosan, har bir shunday é,, uchun [a, b] kesmadan shunday
ikki z], va 2/ nuqtalar topiladiki,

1 .
|20~ 20l < = (6.5.6)

bo‘lib,
|f(zn) = f(an)] = eo (6.5.7)
tengsizlik bajariladi.

Bolsano-Veyershtrass (2.4.1 - teorema) teoremasiga asosan, {z/, }
ketma-ketlikdan yaqinlashuvchi qismiy ketma-ketlik ajratish mumkin.
Belgilashlarda chalkashmaslik maqgsadida, qismiy ketma-ketlikni qay-
ta nomerlab, {z]} ketma-ketlikning o‘zi biror ¢ € [a,b] songa in-
tiladi deyishimiz mumkin. U holda, (6.5.6) bahodan, {z”} ketma-
ketlikning ham xuddi shu ¢ soniga yaqinlashishi kelib chiqadi. Shart-
ga ko'ra, f funksiya [a, b] kesmaning har bir nuqtasida uzluksiz edi.
Shuning uchun,

flza) = f(e), f(zq) = f(c), n— oo,
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bu esa (6.5.7) tengsizlikka ziddir.

Funksiya tebranishi tushunchasidan foydalanib (oldingi bandga
qarang), funksiyaning kesmadagi tekis uzluksizligi ta‘rifini quyidagi
ko‘rinishda ham keltirish mumkin. Biz |A| simvol orqali A kesma-
ning uzunligini belgilaganimizni eslatib o‘tamiz.

6.5.1 - tasdiq. Berilgan f funksiyaning [a,b] kesmada tekis
uzluksiz bo‘lishi uchun istalgan ¢ > 0 olganda ham shunday & >
0 son topilib, uzunligi 6 dan kichik bo‘lgan har ganday A C [a,b]
kesmada f funksiyaning tebranishi ¢ dan kichik bo‘lishi zarur va
yetarlidir, ya‘ni istalgan A C [a,b] kesma uchun quyidagi implikat-
siyaning bajarilishi zarur va yetarli:

Al<d = w(f,A) < e (6.5.8)

Darhaqiqat, agar A = [z,, z;] desak, E = [a,b] bo‘lgan holda
(6.5.3) va (6.5.8) implikatsiyalarning teng kuchliligiga shubha yo‘q.

6.5.3 - teorema. Kesmada uzluksiz bo‘lgan har ganday funksiya
shu kesmada integrallanuvchidir.

Isbot. Berilgan f funksiya [a,b] kesmada uzluksiz bo‘lsin. U
holda, 6.5.3 - teoremaga ko‘ra, u shu kesmada tekis uzluksiz ham
bo‘ladi. Shunday ekan, ixtiyoriy £ > 0 olganda ham shunday § > 0
topiladiki, u uchun (6.5.8) implikatsiva o‘rinli bo‘ladi.

Endi P = {a = 29 < 21 < ... < Zp—1 < z, = b} orqali [a,b]
kesmaning shunday bo‘linishini belgilaylikki, uning diametri § dan
kichik bo‘lsin, ya‘ni ixtiyoriy k = 1,2,...,n uchun z — zp_y < 6
bo‘lsin. U holda, (6.5.8) shartga ko‘ra,

w(fv Ak) < €

tengsizlik bajariladi.
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Demak,
Y w(f, Ap)Az < Y e Az =¢(b- a). (6.5.9)
k=1 k=1

Mazkur bahodan, P bo‘linishni tanlash hisobiga, (6.5.9) ning
chap tomonidagi ifodani istalgancha kichik qilish mumkinligi ke-
lib chigadi. Bu esa f funksiyaning [a, )] kesmada integrallanuvchi
ekanini anglatadi (6.4.2* - teoremaga qarang).

Agar f funksiya berilgan kesmaning, oshib borsa biror chekli
sondagi nuqtalaridan tashqari, barcha nuqtalarida uzluksiz bo‘lib,
o‘sha chekli sondagi nuqtalarda birinchi turdagi uzilishga ega bo‘lsa,
bunday funksiyani qaralayotgan kesmada bo‘lakli uzluksiz deymiz.

Natija. Kesmada bo‘lakli uzluksiz bo‘lgan har qanday funksiya
shu kesmada integrallanuvchi bo‘ladi.

Hagiqatan, ravshanki, har qanday bo‘lakli uzluksiz funksiyani
biri uzluksiz va ikkinchisi pog‘onasimon bo‘lgan ikki funksiya yig‘indi-
si sifatida yozish mumkin. Ma‘lumki, bunday ikki funksiyaning har
biri integrallanuvchi bo‘ladi. Demak, ularning yig'indisi ham integ-
rallanuvchidir.

3. Yugqori chegarasi o‘zgaruvchi bo‘lgan integral. Agar
f funksiya [a, b] kesmada integrallanuvchi bo‘lsa, 6.4.3 - teoremaga
ko‘ra, u istalgan kichikroq kesmada ham integrallanuvchi bo‘ladi
va demak, ixtiyoriy z € [a,b] uchun quyidagi funksiyani aniglash
mumkin:

F(z) = f £(t) dt. (6.5.10)

Mazkur (6.5.10) funksiva yugori chegarasi o‘zgaruvchi bo‘lgan
integral deyiladi.
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Agar f funksiya [a, b] kesmada integrallanuvchi bo'lsa, (6.5.10)
integral shu kesmada uzluksiz funksiya bo‘lishini ko‘rsatish qiyin
emas. Biz bundanda kuchliroq natijani, ya‘ni qayd qilingan integral
[a, b] kesmada Lipshits shartini qanoatlantiruvchi funksiya ekanini
isbotlaymiz.

6.5.4 - teorema. Agar f funksiya [a,b] kesmada integrallanuv-
chi bo‘lsa, yuqori chegarasi o‘zgaruvchi bo‘lgan (6.5.10) integral shu
kesmada Lipshits shartini ganoatlantiruvchi funksiya bo‘ladi.

Isbot. Agar f funksiya [a,b] kesmada integrallanuvchi bo‘lsa,
6.1.1 - teoremaga ko‘ra, u shu kesmada chegaralangan bo‘ladi, ya‘ni

If(z)] < M, a<z<b.

Shuning uchun, (6.4.12) tenglikni va (6.4.22) bahoni hisobga
olib, a < z < y < b bolganda talab qilingan natijaga ega bo‘lamiz:

fy F(t)dt

Riman bo‘yicha integrallanuvchi har qanday f funksiya uchun
biz yuqori chegarasi o‘zgaruvchi bo‘lgan (6.5.10) integralni [a, b]
kesmaning har bir nuqtasida differensiallanuvchi bo‘ladi deya ol-
maymiz. Ammo f funksiya uzluksiz bo‘lgan nuqtalarda hosila mavjud
bo'lib, u f ning shu nuqtadagi qiymatiga teng bo‘ladi.

6.5.1 - misol. [-1, 1] kesmada berilib, z = 0 nuqtada birinchi
turdagi uzilishga ega bo‘lgan

|F(y) - F(z)| =

y y
< [if@ar< [arae= riy ol

e 0, agar —1 < z < 0 bo‘lsa,
2 1, agar 0 <z <1 bo‘lsa,

funksiyani qaraymiz. Sodda hisoblashlar shuni ko‘rsatadiki, unga
mos yugqori chegarasi o‘zgaruvchi bo‘lgan

=jf(t) dt
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integral quyidagicha aniglanadi:

2

Bevosita bu tenglikdan F(z) funksiyaning noldan fargli barcha
nuqtalarda differensiallanuvchi bo'lib, z = 0 nuqtaning o‘zida esa
differensiallanuvchi emasligi kelib chigadi. Bu hol tasodifiy emas,
chunki integral ostidagi funksiya aynan r = 0 nuqtada uzilishga
ega bo‘lib, qolgan barcha nuqtalarda uzluksizdir.

" 6.5.5 - teorema. Agar f funksiya [a,b] kesmada integrallanuo-
chi bo'lib, biror ¢ € [a,b] nugtada uzluksiz bo‘lsa, yuqori chegarasi
o‘zgaruvchi bo‘lgan (6.5.10) integral ana shu ¢ nuqgtada hosilaga ega
bo‘ladi va quyidag: tenglik bajariladi:

F'(c) = f(c).

Isbot. Shartga ko‘ra, f funksiya [a, b] kesmada integrallanuvchi
bo'lib, ¢ nugtada uzluksiz bo‘lsin. Bundan chiqdi, ixtiyoriy £ > 0
uchun shunday 4 > 0 topiladiki,

|t —c| <& bo'lganda |f(z)— f(c)| <= bo'ladi.  (6.5.11)
Faraz qilé'ylik. c+h € [a,b] bo'lsin. Navbatdagi tenglikni qaraymiz:

e+h c+h

Fle+h) = F(9) [f ) dz—f(e) =—f[f(r) f(¢) dz.

h

Agar 0 < |h| < & bo‘lsa, (6.5.11) ga ko‘ra, oxirgi integralda
integral ostidagi funksiya absolyut qiymati bo‘'yicha = dan katta
bo‘lmaydi. Shuning uchun,

c+h
F(e+ h) — F(c) —f(f Ll /dr*f.
h
Demalk, . pe
lim b L2, = fle)
h—=0 h
ekan.
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Natija. Agar [ funksiya [a,b] kesmada uzluksiz bo'lsa, yugor
chegarasi o‘zgaruvchi bo‘lgan (6.5.10) integral shu kesmada uzluksiz
differensiallanuvchi bo‘lib, quyidagi tenglik bajariladi:

%ff(t) dt = f(z), a<az<b. (6.5.12)

Shunday qilib, biror kesmada uzluksiz bo‘lgan ixtiyoriy funksiya
shu kesmada boshlang‘ich funksiyga ega bo‘lishi isbotlandi. Xusu-
san, har qanday elementar funksiya boshlang‘ich funksiyaga ega (al-
batta, bunday boshlang'‘ich funksiyaning elementar funksiya bo‘lishi
shart emas).

4. Aniq integrallarni hisoblash qoidalari.

6.5.2 - tasdiq (o‘zgaruvchini almashtirish qoidasi). Beril-

gan g funksiya [o, 3] kesmada uzluksiz differensiallanuvchi bo‘lib, uning

qiymatlar to‘plami [a, b] kesma bo‘lsin. Bundan tashqari,

tengliklar bajarilsin.
Agar f funksiya [a,b] kesmada uzluksiz bo‘lsa,

b I¢]
[ @ = [ foeng e (6.5.13)

tenglik o‘rinli bo‘lads.
Isbot. 6.5.5 - teoremaning natijasiga ko‘ra, f funksiya F bosh-
lang‘ich funksivaga ega. Shunday ekan,

$(t) = Flg(t)], a<t<p,
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murakkab funksiya
() = Flgt)d'(t) = flat)lg'(t)

hosilaga ega. Demak, Nyuton-Leybnits formulasiga asosan,

B B
[ flo®)g'(t) dt = f & (t)dt = 8(8) — B(a) =

= Flg(8)] - Flg(e)] = F(b) - F(a) = f f(z) de.

6.5.2 - misol. Integralni hisoblang:

/4

. 9
sin“
$ = v dr
cost
0

Agar t = tgz almashtirish bajarsak, quyidagi natijani olamiz:

/4 1 =
2 $3|t=1 1
I:ftg“’d:c:ftzdt:— = o
cos? z 3 |=o 3
0 0

6.5.3 - tasdiq (bo‘laklab integrallash qoidasi). Agar u va v
funksiyalar [a,b] kesmada differensiallanuvchi bo‘lib, ularning hosi-
lalari shu kesmada integrallanuvchi bo‘lsa, quyidagi tenglik bajarila-
di:

b b
/u(:c)v'(:z) dz = u(z)v(z)X — fv(:r)u'(:c)d:r. (6.5.14)
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Isbot. Ravshanki, u(z)v(z) ko'paytma
u(z) v'(x) + u'(z)v(z)

funksiya uchun boshlang'ich funksivadir. Demak, Nyuton-Leybnits
formulasiga ko'ra,

b

/[U(I)l )+ u'(2)v(x)]de = u(z)v(z) b .

a

Eslatma. (6.5.14) formula o'ng tarafidagi birinchi had integral-
dan tashqari had deyiladi.
6.5.3 - misol. Integralni hisoblang:

I = [.rlu.r dr.
1

Agar u = Inz va dv = rdr deb, bo'laklab integrallash qoidasini
qollasak, quyidagi natijani olamiz:

)
2 % 212
" rldr .r"’J
hl: -] —— = 2In2- —|
2 4|
=L

=

iy
2

6.5.4 - tasdiq (integral ko‘rinishdagi goldiq hadli Teylor
formulasi). Agar n manfiy bo‘lmagan butun son bo'lib, f funksiya
a nugtaning biror atrofida (n+1) marta uzluksiz differensiallanuvchi
bo'lsa, u holda o‘sha atrofdan olingan har qanday r uchun quyidagi
tenglik bajariladi:

- a)® p J—a)"
{f - (_L, L. J‘f‘lht[”l(iiﬂitf J-

&1 (/1

f(x) = fla)+ f'(a)(x—a)+ f"(a)-
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_] 6" £ (¢) . (6.5.15)

Isbot. Agar n = 0 bo‘lsa, (6.5.15) tenglik

f@) = fla)+ [ £(t) dt

ko‘rinishga kelib, Nyuton-Leybnist formulasi bilan ustma-ust tusha-
di. Endi matematik induksiya usulidan foydalanamiz. Buning uchun

n. n—1
f(z) = f(a)+f'(a)(z—a)+f"(a )(__)_+ +frD(q )(9212 -0)1)!
+(,,__1{)1f(f + )" %) () dt (6.5.16)

tenglik o‘rinli deb faraz qilib, bundan (6.5.15) tenglik haq ekani-
ni keltirib chiqaramiz. Ana shu magsadda (6.5.16) dagi integralni
bo‘laklab integrallaymiz:

xT

ﬁ / (z — )" £ () dt =

a

E

t=zx _ #\n
+(n_11)!/(z O o) 1) e =

= - = E= 0 gy

t=a n

= I_;!a)_"f(n}(a) f(_.,, f{n-H) (t) dt.

Hosil bo'lgan ifodani (6.5.16) ga qo‘ysak, talab qilingan (6.5.15)
tenglikni olamiz.
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5. O‘rta giymat formulasi. Biror [a, b] kesmada integrallanuv-
chi bo‘lgan f funksiyani qaraymiz.

Ta‘rif. Berilgan f funksiyaning [a,b] kesmadagi o‘rta qiymati
deb quyidagi kattalikka aytiladi:

E(f) / f( (6.5.17)

Masalan, agar [a, b] kesmani uzunligi ! = (b — a) ga teng bo‘lgan
biror metal g*o‘laning matematik ideallashtirilgani deb garab, funksi-
vaning f(z) qiymatini ¢ € [a,b] nuqtadagi temperatura desak, u
holda (6.5.17) kattalik metal g‘o‘laning o‘rtacha temperaturasini
anglatadi. Shubhasiz, agar f funksiya o‘zgarmas bo‘lsa, ya‘ni f(z) =
¢ desak, o‘rtacha giymat ham ¢ ga teng bo‘ladi.

Ushbu misolda g'o'la bir jinsli deb faraz gilingan edi. Bordi-yu
g'o‘laning zichligini o‘zgaruvchi deb, uning r nuqtadagi giymatini
p(z) ga teng desak, u holda o‘rtacha qiymat sifatida quyidagi kat-
talik olinadi:

b
E,(f) = / ) p(z) dz, (6.5.18)
bu yerda
b
I(p) = /p(a:)dz. (6.5.19)

Odatda p(z) > 0 va I(p) > 0 deb faraz qilinadi.

Shuni aytish kerakki, bu umumiy holda ham o‘zgarmasning o‘rta-
cha qgiymati o'sha songa teng o‘zgarmas bo‘ladi.

Matematik adabiyotlarda o‘rta qiymat haqidagi teorema odatda
navbatdagi ko‘rinishda keltiriladi.

6.5.6 - teorema. Berilgan f va p funksiyalar [a,b] kesmada
integrallanuvchi bo'lib, p quyidagi shartni qanoatlantirsin:

plz) 2 0, a<z<hbh (6.5.20)

S ——
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Agar
‘ = 1 . M(f)= sup f(z) (6.5.21)
m(f)=,inf f(2) (= s,
desak, 5 2
m(f) < u < M(f) (6.5.22)

shartni ganoatlantiruvchi shunday pi son topiladiki, u uchun quyidagi
tenglik bajariladi:
b

b
ff(:r)p(-r)dr= ufp(.r)dr. (6.5.23)

Isbot. Yuqoridagi (6.5.21) belgilashga ko‘ra, barcha = € [a, b)
lar uchun
m(f) < f(z) < M(f)
tengsizlik o‘rinli. Bu qoshalog tengsizlikni hadma-had p(z) > 0 ga
ko'paytiramiz:

m(f)-plz) < f(z)-p(z) < M(f)-p(z).

Endi bu tengsizlikni integrallasak,
b
m() 1) < [f@p@)dz < M) 1) (6529

bo‘ladi, bu yerda I(p) (6.5.19) tenglik bilan aniglangan kattalikdir.
Agar I(p) > 0 bo'lsa,

b
2. .9.25
e ] (x) o) d (6.5.25)

deb belgilaymiz. Buday aniglangan j soni uchun (6.5.23) tenglik o°z-
o‘zidan ko‘rinib turibdi. Bundan tashqari, (6.5.22) shart bevosita
(6.5.24) dan kelib chigadi.
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Bordiyu I(p) = 0 bolsa, (6.5.24) tengsizlikka ko'ra, (6.5.23)
tenglikning har ikki tomonidagi integrallar nolga teng bo'lib, (6.5.23)
tenglik, albatta, istalgan g uchun bajariladi.

1 - eslatma. Agar I(p) > 0 bo'lsa, (6.5.18) tenglik bilan aniqlan-

gan o‘rta giymat uchun quyidagi ikki tomonlama baho o‘rinli bo‘ladi:

m(f) < Eo(f) < M(f). (6.5.26)

Haqiqatan, (6.5.18) va (6.5.25) tengliklarga ko‘ra pu = E,(f).
Demak, (6.5.22) va (6.5.26) baholar ustma-ust tushar ekan.

Shunday qilib, har qanday funksiyaning (6.5.18) ko‘rinishdagi
o‘rta giymati bu funksiyaning aniq yuqori va aniq quyi chegaralari
orasida yotadi.

1 - natija (birinchi o‘rta qiymat formulasi). Agar 6.5.6 -
teoremada f funksiya [a,b] kesmada uzluksiz bo'lsa, u holda beril-
gan kesmada shunday & nugta topiladiki, v uchun quyidagi formula
o‘rinli bo'ladi:

b

b
/f(.r)p(.r)d;r: f(E)/p(.?')d:r. (6.5.27)

Ushbu formulani isbotlash uchun avval kesmada uzluksiz har
qanday funksiya shu kesmada o‘zining maksimum va minimum-
lari orasida yotgan barcha giymatlarni qabul gilishini ko‘rsatamiz.
Hagqiqatan, Veyershtassning ikkinchi teoremasiga binoan (3.5.5 -
teorema), [a, b] kesmada shunday a va 3 nuqtalar topiladiki, ular
uchun
m(f) = min f(z) = f(a), M(f)= max f(z)= f(B)

a<z<b a<r<b
bo'ladi. Shunday ekan, 3.5.3 - teoremaga ko'ra, (6.5.22) shartni
qanoatlantiruvehi har qanday g son uchun shunday € € [a, 8] nug-
ta topiladiki, u uchun f(£) = p tenglik bajariladi. Demak, (6.5.27)
tenglik (6.5.23) dan kelib chiqadi.
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Agar (6.5.27) formulada p(z) = 1 desak, sodda almashtirishlar-

dan keyin,

b
ol - 6.5.28
i [ f@ydz= £ (6.5.28)

tenglik hosil bo‘ladi. Demak, [a, b] kesmada uzluksiz bo‘lgan funksiya
o‘zining o'rta qiymatini shu kesmaning biror nuqtasida qabul giladi.
Odatda ana shu (6.5.28) formulani birinchi o‘rta giymat formulasi
deb atashadi.

2 - natija (ikkinchi o‘rta giymat formulasi). Berilgan [a, b]
kesmada uzluksiz f funksiya va differensiallanuvchi g funksiya beril-
gan bo‘lsin. Bundan tashqari, g funksiyaning hosilasi shu kesmada
integrallanuvehi bo'lib, g'(z) > 0 bo‘lsin. U holda [a,b] da shunday
& nuqta topiladiki, u uchun

b & b
f f(z) g(z)dz = g(a) [ #a)dx + g(b) f fe)dz  (6.5.29)
a 5

formula o‘rinli bo‘ladi.
Natijani isbotlash uchun

Flz) = [f(t)dt, a<z<b,

deb belgilaylik.
U holda (6.5.12) tenglikka ko‘ra, F'(z) = f(x). Shunday ekan,
bo‘laklab integrallasak, quyidagiga ega bo‘lamiz:

b

b
ff(r)y(a:)d:c = fF’(I)g(:r)d;r:

a
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b
= F(b)g(b) — F(a)g(a) —fF(;r)g'(;r)d.r. (6.5.30)

Shartga ko‘ra g'(z) > 0 ekan, biz oxirgi integralga birinchi o‘rta
giymat formulasini qo‘llashimiz mumkin. Demak,

b b

f F(z)g'(z)dz = F(¢) f g'(x)dz = F(E)[g(b) - g(a)],

» a

bu yerda £ nuqta [a, b] kesmaning biror nuqtasidir.
Bu munosabatni (6.5.30) tenglikka qo‘ysak va F(a) = 0 ekanini
hisobga olsak,

b
f f(2)9(a)dz = g(a)F(€) + g(B)[F(b) — F(€)]

formulani olamiz. Ravshanki, bu tenglik talab qgilingan (6.5.29) for-
mulaning o‘zidir.

Ikkinchi o'rta qiymat formulasini Bonne formulasi ham deyisha-
di.

2 - eslatma. Bonne formulasi nisbatan umumiyroq holda ham
o'rinli ekanini qayd etamiz. Chunonchi, [a,b] kesmada f funksiya
integrallanuvchi bo'lib, ¢ funksiya esa faqat monoton bo‘lgan holda
ham bu formula o‘rinlidir. Ammo bunda (6.5.29) formulaning isboti
ancha murakkablashadi.

§ 6.6. Xosmas integrallar

Yuqorida biz chegaralangan f funksiyadan chegaralangan [a, b]
kesmada olingan integral tushunchasini kiritdik. Ammo. ko*p hollar-
da chegaralanmagan oraliqda olingan, yoki chegaralanmagan funksi-
yadan olingan integrallarni o‘rganishga to‘g‘ri keladi. Bunday integ-
rallar xosmas deb atalib, ular integral vig'indilarining limiti sifatida
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emas, balki biz yuqorida o‘rgangan («¢xos») integrallarning limiti
sifatida aniglanadi.

1. Birinchi turdagi xosmas integrallar.

1. Mazkur bandda biz chegaralanmagan oraliqda olirllg‘an'int.eg-
rallarni chegaralangan oraligda olingan integrallar limiti sifatida

aniglaymiz. . -
Ta‘rif. Faraz gilaylik, f(z) funksiya z > a da amglanga.n bo‘lib,
istalgan A > a uchun [a, A] kesmada integrallanuvchi bo‘lsin. Agar

A=+

A
lim f f(z) dz (6.6.1)

limit mavjud bo'lsa, u f funksiyadan olingan birinchi turdagt zos-
mas integral deyiladi va

+o0
[ f(z)dz (6.6.2)

ko‘rinishda belgilanadi. . '
Bunda (6.6.2) xosmas integral yaginlashadi deyishadi va

A—=+o00

+oc A
ff(z:)d;r: lim ff(x)dz (6.6.3)

deb yozishadi. . 1
Agarda (6.6.1) limit mavjud bo‘lmasa, (6.6.2) xosmas integra

uzoqlashadi deyiladi. ' .
Shuni aytish joizki, (6.6.3) tenglik isbotlanmaydi; u yaqinlashuv-

chi xosmas integral qiymatining ta‘rifi deb gabul gilinadi.

6.6.1 - misol. Agar a > 0 bo‘lsa, p € R ning quyidagi
+00

= (6.6.4)
P

a
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xosmas integral yaqinlashadigan barcha qiymatlari topilsin.
Avval p # 1 deylik. U holda har ganday A > a uchun

A

dz Al-P _ gl-p

- S e (6.6.5)
J 2 1-p

Ravshanki, (6.6.5) tenglik o‘ng tomonining A — +oc dagi limiti
fagat va faqat p > 1 bo‘lganda mavjuddir. Bu holda

+oco
dr al-P

2 p-1 P >1, a>0, (6.6.6)

bo‘ladi.
Bordiyu p < 1 bo'lsa, (6.6.5) tenglikning o‘ng tomoni A — 400
da 400 ga uzoqlashadi. Nihoyat, agar p = 1 bo‘lsa,

A

fda: A
— =In—
€T a

tenglikka ega bo‘lamiz va ushbu holda ham limit 400 ga tengdir.
Buni odatda quyidagicha yozishadi:

+o00
dz
I_‘p:-{_m, pS 11 a>0.

a

.Shunday qilib, (6.6.4) birinchi turdagi xosmas integral p > 1 da
yaqinlashib, p < 1 da esa uzoqlashar ekan.

Agar ahamiyat bersak, xosmas (6.6.2) integralning yaqinlashishi
A — 400 da ushbu

A
F(A) = /f(z)d_,,:

§ 6.6. Xosmas integrallar 371

funksiyaning limiti mavjudligini anglatadi. Shuning uchun, xosmas
integralning yaqinlashish kriteriysi sifatida funksiyaning cheksiz-
likdagi limiti mavjudligi uchun Koshi kriteriysini olsak boladi.

6.6.1 - teorema (Koshi kriteriysi). Xosmas (6.6.2) integral-
ning yaginlashishi uchun iztiyoriy € > 0 olganda ham shunday A =
A(e) son topilib, bu son uchun quyidagi implikatsiyaning bajarilishi
zarur va yetarlidir:

A"
f f(z) dz
b

Isbot 3.2.2 - teoremadan bevosita kelib chiqadi.

(A'>AAA">A4) = <E. (6.6.7)

Navbatdagi teoremada xosmas integralning chiziqglilik xossasi
o‘rnatiladi.

6.6.2 - teorema. Agar f va g funksiyalardan a dan +oo gacha
olingan zosmas integrallar yaginlashsa, u holda iztiyoriy A va p
hagigiy sonlar uchun \ f+pg yig‘indidan olingan integral ham yaqin-
lashadi va quyidagi tenglik bajariladi:

400 +oo

+00
/[Af(:e) + pg(z))dz = A f flz)dz + p f g(z)dz. (6.6.8)

a a

Isbot. Yig'indidan olingan integralning yaqinlashishi quyidagi
A"

[ s(@rds

At

A" A"
@)+ g(a)as ] f(z) de
Al Al

tengsizlik va (6.6.7) Koshi kriteriysidan bevosita kelib chiqadi. (6.6.8)
tenglik esa aniq integral va limitning chiziglilik xossasi natijasidir.

< Al + |

2. Agar teoremada xosmas integrallarning yaqinlashishi yoki
uzoqlashishi uchun yetarlilik shartlar o‘rnatilgan bo‘lsa, bunday teo-
rema matematik adabiyotlarda yaqinlashish yoki uzoglashish alo-
mati deb nomlanadi. Navbatdagi yaqinlashish alomati o‘rganilayotgan
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integralni yaqinlashishi avvaldan ma‘lum bo‘lgan integral bilan taqqos-

lashga asoslangandir.

6.6.3 - teorema (tagqoslashning umumiy alomati). Faraz
qilaylik,
g(z) > 0 funksiya berilib,

oC

[o)as (6.6.9)

a

integral yaginlashsin. Agar f funksiya istalgan A > a uchun [a, A]
kesmada integrallanuvchi bo‘lib,

[f(z)] < g(=) (6.6.10)

tengsizlikni ganoatlantirsa, (6.6.2) zosmas integral ham yaginlasha-
di.
Isbot bevosita 6.6.1 - teoremadan kelib chiqadi.

Yuqorida o‘rganilgan 6.6.1 - misol yordamida biz taqqoslayotgan
g(z) funksiyamizni aniq ko‘rinishda tanlab olishimiz mumkin.

6.6.4 - teorema (taqqoslashning xususiy alomati). Faraz
qilaylik, a > 0 bo‘lib, f funksiya har qanday A > a uchun [a, A]

kesmada integrallanuvchi bo‘lsin.
1) Agar biror p > 1 uchun

. C
[f{x)] < ) z2a>0, p>1, C>0, (6.6.11)

tengsizlik bajarilsa, u holda (6.6.2) zosmas integral yaginlashadi.
2) Agar biror p < 1 uchun

C
f(z) > s z2aea>0, p<l, C>0 (6.6.12)

tengsizlik bajarilsa, u holda (6.6.2) zosmas integral uzoqlashadsi.
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Isbot. Agar 6.6.1 - misolning natijasidan foydalansak,'te.oret
maning birinchi gismi bevosita 6.6.3 - teoremadan va ikkinchi gismi

esa, 6.2.3 - teoremadan kelib chiqadi.

3. Navbatdagi alomat asosan integral ostidagi funksiya ossil-
yatsiyalanganda, ya‘ni turli ishorali qiymatlar qabul gilib tebrangan

holda qo‘llaniladi. - .'
6.6.5 - teorema (Dirixle-Abel alomati). Faraz qulaylik,

1) f funksiya x > a yarim to‘g‘ri chizigda uzluksiz bo‘lib, uning
Ffx)i= ff(t) dt (6.6.13)
a

boshlang‘ich funksiyasi shu yarim to‘q‘ri chizigda chegaralangan bo‘l-

sin; ‘ o .
2) g funksiya = > a yarim to‘g‘ri chizigda uzluksiz differensial-

lanuvchi bo'lib, quyidagi shartlarni ganoatlantirsin:

g(z) 20, ¢'(z) L0, lim g(z) = 0. (6.6.14)
U holda i
[ f@)g(a)da (6.6.15)

zosmas integral yaginlashadi. . indsenne
Isbot. Koshi kriteriysidan foydalanish magsadida quyidagi in-

tegralni bo‘laklab integrallaymiz:

AH
[ £(2) g(e) de = F(A")g(A") - F(A')g(4)~
Al

All
- / F(z)g'(z)dz, (6.6.16)
AJ
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bu yerda F funksiya (6.6.13) tenglik orqali aniglangan. Shartga
ko‘ra, bu funksiya chegaralangan:

|F(z)] < M, z2>a.

Shunday ekan, (6.6.16) tenglikka asosan,

.4”

ff z)dz

H_osilasiga. (6.6.14) da qo‘yilgan shartga ko‘ra, |¢'(z)| = —¢/(z).
Shuning uchun, (6.6.17) ning o‘ng tomonidagi integral g(A4’) — g(A")
ga teng. Demak,

AH
< Mig(a) + g(a)]+ M [ 19/(2)ldz. (6:617)

Al'r

/f z)dz

Teorema shartiga asosan ((6.6.14) ga qarang), ¢ funksiyaning
cheksizlikdagi limiti nolga teng. Bundan chiqdi, ixtiyoriy £ > 0 ol-
ganda ham shunday A = A(e) topiladiki, A’ > A bo‘lganda

< 2Mg(4). (6.6.18)

A g |
g(A") < i

tengsizlik bajariladi. Agar bu bahoni (6.6.18) ga qo‘ysak,

A"

f_f z)dx

tengsizlikka ega bo‘lamiz. Demak, Koshi kriteriysiga (6.6.1 - teore-
ma) asosan, (6.6.15) integral yaqinlashar ekan.

<&
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6.6.2 - misol. Quyidagi integralni yaqginlashishga tekshiring:

+o0
sin
f 2 Ldz, p>0. (6.6.19)
1
Agar
: !
f(z) =sinz, g(z)= =

desak, Dirixle-Abel alomatining barcha shartlari bajarilishini tek-
shirish qiyin emas. Demak, bu alomatga binoan (6.6.19) integral
yaqinlashadi.

Dirixle-Abel alomati yordamida xosmas integrallarning uzoglashi-
shini ham ko‘rsatish mumkin.
6.6.3 - misol. Ushbu

+o00

Sll'l I
.f (6.6.20)

xosmas integralning uzoqlashishini ko‘rsating.
Buning uchun quyidagi tenglikdan foydalanamiz:

cos 2z sin? z

1 .
2 42 . (6.6.21)
xI & T

Bu tenglikning o‘ng tomonidagi birinchi kasrdan olingan xosmas
integral Dirixle-Abel alomatiga asosan yaginlashadi. Ravshanki, bu
yerdagi ikkinchi kasrdan olingan xosmas integral (6.6.20) dagi in-
tegralni ikkilanganiga teng. Shunday ekan, agar (6.6.20) integral
yaqinlashganda edi, 6.6.2 - teoremaga ko‘ra, (6.6.21) tenglikning
chap tomonida turgan kasrdan olingan xosmas integral ham yaqin-
lashar edi. Ammo, 6.6.1 - misolda ko‘rsatilganidek, bu integral uzoq-
lashadi. Demak, (6.6.20) integral ham uzoqglashar ekan.
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Shuni aytish zarurki, navbatdagi misolda ko‘rsatilganidek, bi-
rinchi turdagi xosmas integralning yaqinlashishidan integral ostida-
gi funksiyaning na faqat cheksizlikda nolga intilishi, hattoki uning
chegaralanganligi ham kelib chigmaydi.

6.6.4 - misol. Quyidagi xosmas integralni yaqinlashishga tek-
shiring:

+0oo
f z¥sin(2P)de, p>0, ¢>0. (6.6.22)
1

Buning uchun, ko‘paytmasi (6.6.22) integral ostidagi funksiyaga
teng bo‘lgan

f(z) = 2P 'sin(z?), g(z) = 297P!

funksiyalarni qaraymiz.
Ravshanki, f(z) funksiyaning boshlang‘ich funksiyalaridan biri

1
chegaralangan — - cos(zP) funksiya bo‘lib, ¢(z) funksiya esa, g —p+

1 < 0 shart bajarilganda, cheksizlikda nolga monoton yaqinlashadi.
Shunday ekan, Dirixle-Abel alomatiga ko‘ra,

p>q+1

shart bajarilganda (6.6.22) xosmas integral yaqinlashadi.

Ammo, ¢ yuqoridagi shartni qanoatlantirgan holda, istalgancha
katta musbat son bo‘la oladi. Bundan chiqdi, yarim to‘g‘ri chiziqda
yaqinlashuvchi integral ostidagi funksiya shu sohada chegaralanma-
gan bo‘lishi ham mumkin ekan.

4. Xosmas integrallarni hisoblashda o‘rniga qo‘yish (o‘zgaruvchi-
larni almashtirish) va bo‘laklab integrallash usullaridan foydalani-
ladi.

6.6.1 - tasdiq (o‘zgaruvchilarni almashtirish). Faraz qi-
laylik, g(t) funksiya t > o yarim to'q‘ri chizigda uzluksiz differena-
wallanuvchi bo'lib, quyidagi shartlarni ganoatlantirsin:

1) gla) = a;

-3
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2) l!_1:14{1% g(t) = +oo;

3)g'(t) 2 0, a<t<+oo.
Agar f(z) funksiya z > a yarim to'q'ri chizigda uzluksiz bo'lsa,

+00 +o0
/ f(z) de = f Flo®)g'(t) dt (6.6.23)

tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bundan tashgari, bu zosmas integrallarning
birini yaginlashishidan ikkinchisining ham yaqinlashishi kelib chiga-
di.

Isbot. A > ava B > asonlar A = ¢(B) tenglik bilan bog‘langan
bo‘lsin. U holda, 6.5.1 - tasdiqqa ko'ra,

A B
[ f(z) dz = [ Flo(®)]d' (8) dt. (6.6.24)

Yuqoridagi 3) shartga asosan, A — +oc intilish B — +oo intil-
ishga teng kuchlidir, shuning uchun isbotlanayotgan tasdiq (6.6.24)
tenglikdan kelib chiqadi.

6.6.2 - tasdiq (bo‘laklab integrallash). Berilgan u va v

funksiyalar . .
x > a yarim to'q'ri chizigda uzluksiz differensiallanuvchi bo‘lib,

quyidagi limit mavjud bo‘lsin:

lim wu(z)v(z) = B.

z—+00
U holda,
+00 +oo
fu(:t)v'(:r)d:z: = B — u(a)v(a) - fv(:r:)u'(z)d:c, (6.6.25)
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tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bundan tashqari, ikki zosmas integralning
birini yaginlashishidan ikkinchisining ham yaqinlashishi kelib chiga-
di.

Isbot. 6.5.2 - tasdiqqa ko'ra, istalgan A > a uchun,

A A
fu(.r:)v'(.r)d.r: u(A)v(A) — wu(a)v(a) -/.z.-'(r)u'(;c)da'

tenglik bajariladi.
Bu tenglikda A — +oo deb limitga o‘tsak, talab gilingan tas-
digni olamiz.

5. Xuddi yuqoridagidek, (—o0,a) yarim to‘g'ri chiziq bo‘yicha
olingan birinchi tur xosmas integral ham aniqlanadi:

f f@ie = im [ f)d. (6.6.26)
4 J

Xosmas (6.6.26) integral ham xuddi (6.6.2) integral ega bo‘lgan
xossalarga ega.

Endi butun sonlar o‘qi bo‘yicha olingan birinchi tur xosmas in-
tegralni o‘rganamiz:

+oo
/ f(=z) da. (6.6.27)
—00
Agar ikki karrali limit
B
P T f f(z)dz (6.6.28)
A

mavjud bo'lsa, (6.6.27) xosmas integral yaqinlashuvchi deyiladi va
bu limit (6.6.27) xosmas integral qiymati sifatida qabul gilinadi.

} )
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Istalgan hagiqiy @ son uchun

400 a +00
/ YR / Hayde 4 [ fla) de (6.6.29)

tenglik bajarilishini ko‘rsatish giyin emas. Bunda (6.6.29) te:ng!ik-
ning chap tomonidagi xosmas integral faqat va faqat bu tenghknfng
o‘ng tomonidagi har ikkala xosmas integrallar vaqinlashgandagina

yaqinlashadi.

2. Xosmas integrallarning absolyut va shartli yaginlashishi.

Ta‘rif. Faraz gilaylik, f(z) funksiya = > a da aniglangan bo‘lib,
har bir [a, A] kesmada integrallanuvchi bo‘lsin. Agar

+o0

f If(2)| de (6.6.30)
zosmas integral yaginlashsa,

+oo

f f(z)dz (6.6.31)

zosmas integral absolyut yaqinlashadi deyiladi. .
Bevosita 6.6.3 - teoremadan har qanday absolyut yaginlashuvchi
xosmas integralning yaginlashishi kelib chigadi.
6.6.5 - misol. Quyidagi integralni absolyut yaqinlashishga tek-

shiring: "
o0

sin
dz.
z2
1

Bu integral absolyut yaginlashadi, chunki 6.6.3 - teoremaga asosan,
quyidagi integral yaqginlashadi:

+o0 |

[ lsely,
z

1
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Ta‘rif. Agar (6.6.31) integral yaginlashib, (6.6.30) integral
uzoqlashsa, (6.6.31) zosmas integral shartli yaginlashadi deyi-
lad:.

6.6.6 - misol. Quyidagi

+oo

/ 2 dz (6.6.32)

T
1

integral shartli yaginlashadi. Haqiqatan, Dirixle-Abel alomatiga ko'ra,

bu integral yaqginlashadi, ammo, o0‘z-o‘zidan ko‘rinib turgan

| sin z| sinz
=

8 L am>a,

xr T

tengsizlikdan foydalanib, (6.6.20) integralning uzoqlashishini hisob-
ga olsak, ushbu

400

j’ | sin z| dz
x

1

integralning uzoqlashishini ko‘ramiz. Ravshanki, bundan (6.6.32)
integralning shartli yaqinlashishi kelib chiqadi.

3. Xosmas integralning bosh giymati. Ko‘pgina muhim tad-
biglarda (6.6.28) ko‘rinishdagi ikki karrali limitga o‘tayotgan vaqtda
qo‘shimcha ravishda A = —B shart talab qilinadi, ya‘ni integral-
lash chegaralari koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik joylash-
gan deb hisoblanadi. Bunda hosil bo‘lgan xosmas integral maxsus
nomga ega.

Ta‘rif. Berilgan f funksiya R butun sonlar o‘qida aniglangan
bo‘lib, bu o‘qning har bir kesmasida integrallanuvchi bo‘lsin. Agar

A—+4oco

A
lim f(z)dz (6.6.33)
J
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limit mavjud bo‘lsa, u holda f funksiyani R da Koshi bo‘yicha in-

tegrallanuvchi deymaz. . _ '
Bu limit f funksiyadan olingan zosmas integralning bosh giymati

yoki Koshi ma‘nosidagi integral deyiladi va quyidagi ko‘rinishda
belgilanadi:

A—+o0

+00 A
V.p. / f(z)dx = lim [ f(z)dz. (6.6.34)
—00 Ak
Bunda ikki V.p. xarflar fransuzcha «bosh giymat»ni anglatuvchi
«valeur principal» so‘zlarining bosh harflaridir.

6.6.7 - misol. Agar f toq funksiya bo‘lsa, ya‘ni f(-z)=-f(z)
bo‘lsa, u holda

0 A A
| fcaydz=- [ f()ds,
[ f(@) de Of f(~2)da [ f(z) da

shuning uchun,

A—4oo

A A A
i = - 2 = {.
lim :f flz)dz = O/f(a:)d +0/f(:c)d:t

"1 f3)=-1(-%)

'”'""“"""'m""n||m|||\mm’“m’w"Wlwmwuw" .ill“W” il‘l"l"m""'lm”m""“""“"'”

30-rasm
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Demak, toq funksiya uchun quyidagi tenglik bajarilar ekan:
+00
V.p. [ fz)de= 0.
“oc

4. Ikkinchi turdagi xosmas integrallar.

1. Ma'lumki, 6.1.1 - teoremaga ko‘ra, kesmada integrallanuv-
chi har qanday funksiya shu kesmada chegaralangan bo‘lishi shart,
aks holda integral yig‘indilarining limiti mavjud bo‘lmaydi, xuddi
shunday, Darbuning quyi va yuqori yig‘indilari ham ma‘noga ega
bo‘lmaydi. Ammo, ba‘zi muhim hollarda, chegaralanmagan funksiya-
dan ham olingan integralga aniq bir ma‘no berish mumkin.

Masalan,

Hz) = %, 6<z2<1, (6.6.35)

funksiyani qaraylik.

Biz bu funksiyaning [0, 1] kesmada integrallanishi haqida gapira
olmaymiz, chunki bu kesma nuqtalaridan birida, ya‘ni 0 nuqtada,
qaralayotgan funksiya aniglanmagan.

Faraz qilaylik, nol nuqtada biz bu funksiyani f(0) = A deb
aniqladik ham deylik. Endi f funksiya [0, 1] kesmaning barcha nuq-
talarida aniglangan bo‘ldi. Ammo, biz A sonni qanday tanlashimiz-
dan qat'iy nazar, ravshanki, f funksiya [0, 1] kesmada chegaralan-
gan bo‘la olmaydi, natijada, bu kesmada u Riman bo‘yicha integral-
lanuvchi ham bo‘lmaydi. '

Endi boshqacha yo‘l tutaylik. Agar 0 < £ < 1 bo'lsa, (6.6.35)
funksiya ixtiyoriy [¢, 1] kesmada uzluksizdir va demak, integrallanuv-
chi ham bo‘ladi. Bu funksiyani [¢, 1] kesmada Nyuton-Leybnits for-
mulasidan foydalanib integrallaymiz:

1
dx e
‘ﬁ - 2ﬁ I,‘L‘:g = 2 - 2\/5.

€
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Shubhasiz, £ —+ 0 da integral 2 soniga yaqinlashadi va_shuning
uchun, (6.6.35) funksiaydan [0, 1] kesma bo‘yicha (?lingan integral-
ning qiymatini 2 ga teng deb hisoblashimiz tabiiydir. ‘ .

O‘rganilgan misol umumiy holga o‘tish uchun asos bo 15.1 oladi.

Ta‘rif. Berilgan f funksiya (a,b] yarim intervalda aniglangan
bo‘lib, 0 < € < b — a intervaldan olingan har ganday € uchun [a +
£,b] kesmada integrallanuvchi bo‘lsin.

Agar

b
lim /f(a:) da= 1
=040

a+te

limit mavjud bo‘lsa, bu limit f funksiyadan olingan tkkinch: tur
zosmas integral deyiladi. Bunda f funksiya [a,b] kesmada zosmas
ma‘noda integrallanuvchi deb ataladi. :

Bunday xosmas integral uchun odatdagi belgilashdan foydalani-
ladi:

b b
ff(:z)dr-—-e_litr]rio /f(:r)da:. (6.6.36)

a+e

Qayd etish joizki, (6.6.36) tenglik chap tomonda turgan integ-
ralning ta‘rifi deb qabul ilinib, u isbotlanmaydi. -

Xuddi birinchi tur xosmas integrallar kabi, ikkinchi tur xosmas
integrallar uchun ham yaqinlashish alomatlari o‘rnat?la,di, xXususarn,
umumiy va xususiy taqqoslash alomatlari isbotlanadi. ,

2. Agar f funksiya b nuqtada maxsuslikka ega b?‘lsa (va‘ni f
funksiya har ganday £ > 0 uchun [a, b—€] ko‘rinish(.ia.gl -kesmada, Ri-
man bo‘yicha integrallanuvchi bo‘lsa), u holda ikklncl-u tur xosmas
integral giymati quyidagi limit ko‘rinishida aniglanadi:

b—e

lim / f(z)dz. (6.6.37)

=040

Ravshanki, oddiygina o‘zgaruvchini almashtirish yordamida il.;kin-
chi tur xosmas integralni birinchi tur xosmas integralga keltirish
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mumkin. Chunonchi, (6.6.37) integralda

ti= 1
b—=z
almashtirishni bajarsak,
b-e 1/e
f(z)dz = f (b kit
[ f t) 2
- 1/(b—a)

tenglikka ega bo‘lamiz.
Bu tenglikda £ — 0+ 0 deb limitga o‘tsak,

b o
f f(z)dz = f f(b— %) f—: (6.6.38)
a 1/(b~a)

tenglik hosil bo‘ladi. Bunda har ikkala i i
yoki yaqginlashadi yoki uzoqlashadi. Eh i R o
.3, Ikkinchi tur xosmas integrallar uchun ham absolyut va shartli
yaqinlashish tushunchalarini kiritish mumkin. Chunonchi agar | f(z)|
funksiyadan olingan ikkinchi tur xosmas integral yaqin]a:shsa f(z)
funksiyadan olingan xosmas integral absolyut vaqginlashadi de;riladi.
(E;;x:de;.n tashqari, ailar f(z) dan olingan integral yaqinlashib, |f(z)]
olingan integral uzoglashs iyaning i i i
o it deyﬂgadi- oq a, f funksiyaning integrali shartli
6.6.8 - misol. Quyidagi:

/

0

cosld:r
T

5|~

ikkinchi tur xosmas integralning shartli yaginlashishini ko‘rsatamiz.

1
Agart = S deb o‘zgaruvchini almashtirsak,
1 1/e

1 1 cost
./xcosxdz_det

€ 1
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tenglikni olamiz.
Bundan chiqdi,

1 +00
/lcosldz . / c_os;tdt,
T T t
0 1
chunki o‘ng tomondagi integral Dirixle-Abel alomatiga ko‘ra yaqin-
lashadi. Demak, chap tomondagi integral ham yaqinlashar ekan.
Agar berilgan integral ostidagi funksiyani f(z) deb belgilasak,
|f(z)| funksiyadan olingan integral uzoqlashishini ko‘rsatish qiyin
emas. Hagiqatan, agar u yaqginlashganda edi, yana yuqoridagi al-
mashtirishni bajarib,

1
6/
tenglikni olar edik, ammo o‘ng tomondagi integral, xuddi 6.6.6 -
misoldagi singari, uzoglashadi.

Shunday qilib, qaralayotgan integralning shartli yaginlashishi
isbotlandi.

=

1
— COS —
z

| cost|
t

dz dt

8

Il
_\g

Shuni aytish kerakki, manfiy bo‘lmagan f(z) > 0 funksiyadan
(a,b] yarim kesmada olingan integral fagat bitta holda, ya‘ni bu
funksiyadan [a + ¢, b] kesmada olingan integrallar ¢ — 0 da 400 ga
intilgandagina uzoglashadi. Shuning uchun, odatda

b
[ f(@)] dz = +oo

deb yozishadi. Ushbu belgilash fagat manfiy bo‘lmagan funksiyalar-
dan olingan integral uzoglashganda ishlatiladi.

Masalan,
1
f 1 1
0

— CO0Ss —
T I

dz = +oo.




386 Aniq integral VI Bob

4. Berilgan funksiya [a,b] kesmaning biror ichki ¢ nuqtasida
maxsuslikka ega bo‘lganda ham bu funksiyadan olingan ikkinchi tur
xosmas integrallar o‘rganiladi. Chunonchi, agar f funksiya ixtiyoriy
€ > 0 uchun [a, ¢~ €] va [¢ + ¢, b] ko‘rinishdagi kesmalarda integral-
lanuvchi bo‘lsa, u holda f funksiyadan olingan xosmas integral ikki
xosmas integralning yig‘indisi sifatida aniqlanadi:

b ¢ b
ff(w)dz =ff(r) dz +/f_(x)dz.

Burfda.y aniglangan ikkinchi tur xosmas integrallar uchun Koshi
ma‘nosidagi yoki bosh qiymat ma‘nosidagi integral tushunchasini
kiritish mumkin. Chunonchi,

b c—e b
V.p.ff(m)d:r:e_légio (f flz)dz + /f(a:)d:c). (6.6.39)

cte
6.6.9 - misol. Agar f funksiya [—1, 1] kesmada toq bo‘lib (ya‘ni
barcha z € [~1,1] lar uchun f(-z) = - f(z) bo‘lib), z = 0 nuqtada
maxsuslikka ega bo‘lsa, uning Koshi ma‘nosidagi xosmas integralini
hisoblang.
Berilgan funksiyaning ta‘rifiga ko‘ra,

o : :
_fl f(z)dz = f f(=a)de =- f f(z) do

tenglikka ega bo‘lamiz. Shuning uchun,

- 1
ff(:c) dz + ff(:r) dz = 40.
=1 &
Demak, nolda maxsuslikka ega bo‘lgan toq funksiya uchun

1
V-p-ff(x)d:r =0
=1
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: 11q -4 I 1 :

ho‘lar ekan.

6.6.10 - misol. Agar a < ¢ < b bo‘lsa, navbatdagi tenglikni

ishotlang:
b

L. —
\'.p./ s lnb -4 (6.6.40)

T —C c—a

a

Agar £ > 0 yetarlicha kichik bo‘lsa, quyidagini olamiz:

c—e b
dr dz 3 b—c b—e
+ —  =In +1n = In ¥
T—c z—c la — ¢ £ c—a

a c+e

Demak, ynqoridagi (6.6.39) ta‘rifga ko‘ra, talab gilingan (6.6.40)
tenglik bajarilar ekan.

§ 6.7. Haqiqiy argumentli kompleks giymatli
funksiyalardan olingan aniq integral

1. Berilgan [a,b] kesmada aniglangan f : [a,b] — C funksiya
komleks giymatlar qabul qilsin deylik. Bundan chiqdi, shunday ikki
haqiqiy funksiyalar u : [a,b] = R va v : [a,b] = R mavjudki, ular
uchun quyidagi tenglik o‘rinli bo‘ladi:

f(z) = u(z) + iv(z), a<z<b (6.7.1)

Bunday aniglangan f funksiyadan Riman bo‘yicha aniq integral
xuddi hagiqiy giymatli funksiyalar holidagidek olinadi. Chunonchi,
[a, b] kesmaning istalgan P bo‘linishini qaraylik:

P={a=z9< a1 <23<..< 2z, =b}.
Har bir gismiy [zx—1, 2] kesmada biror { nuqtani tanlaymiz:

Th-1 < &k < Tk
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Endi integral yig‘indini tuzamiz:

n

op(f) = op(f,{&}) = D_*f(&) Az, (6.7.2)

k=1

bu yerda Az = x5 — Tp_1.

Agar ixtiyoriy € > 0 olganda ham shunday § > 0 topilsaki,
diametri d(P) < & bo‘lgan har qanday P bo‘linish va & € [zx—1, 2]
nuqtalarni ixtiyoriy tanlanishi uchun

|0P(f1{£.7}) i Il <€

tengsizlik bajarilsa, I kompleks son (6.7.2) integral yig‘indilarning
P bo'linish diametri d(P) nolga intilgandagi limiti deyiladi.

Agar f funksiyaning integral yig‘indilari limiti mavjud bo‘lsa, bu
funksiya [a,b] kesmada Riman bo‘yicha integrallanuvchi deyiladi.
Aynan shu limit f ning aniq integrali deb ataladi:

b
/f(z) de = lim op(f). (6.7.3)

d(P)—0

Kompleks giymatli f(z) funksiya integrallanuvchi bo‘lishi uchun
uning u(z) haqiqiy qismining va v(z) mavhum gismining integral-
lanuvchi bo‘lishi zarur va yetarlidir. Bu tasdigni va bunda bajari-
ladigan quyidagi

b b

fbf(a:)da: = /u(x) dz + i/v(m)dz (6.7.4)

a a

tenglikni isbotlash qiyin emas.
(6.7.4) tenglik yordamida kompleks giymatli funksiyadan olin-
gan integralning barcha asosiy xossalarini keltirib chiqarish mumkin.
Navbatdagi muhim xossani biz bevosita integral ta‘rifidan foy-
dalanib isbotlaymiz.
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6.7.1 - tasdiq. Agar f : [a,b] — C funksiya [a,b] kesmada
integrallanuvchi bo'lsa, | f(2)| funksiya ham [a, b] da integrallanuvchi

bo‘lib,
b
/f(.l']tl.z'
tengsizlik bajarilads.

Isbot. Shartga ko‘ra, u(z) = Re f(z) va v(z) = Im f(z) funksiyalar
integrallanuvchidir. Bundan

5)

=]

b
< [If@)de (6.

If(2)] = Vui(z) + v*(2)

funksiyaning ham integrallanuvchi ekani kelib chigadi. Haqgiqatan,
o‘z-o‘zidan ko‘rinib turgan

1f(z) = f(y)| = VTulz) — w(®)]? + [v(z) — v(y)]? <
< lu(z) — u(y)| + |v(z) — v(y)

tengsizlikdan istalgan A kesma uchun shu kesmadagi tebranish

w(f,A) € w(u,A) + w(v,A)

tengsizlikni qanoatlantirishi kelib chiqadi.

Shunday ekan, Rimanning integrallanish kriteriysiga (6.4.2* -
teorema) asosan, u va v funksiyalar integrallanuvchi bo‘lgani sababli,
| f| funksiya ham integrallanuvchi bo‘ladi.

Endi (6.7.2) formulaga yig‘indining moduli haqgidagi (1.8.14) teng-
sizlikni qo‘llasak,

lop(f)l < D If(&)] Axk
k=1

bahoni olamiz.
Bu tengsizlikda d(P) — 0 deb limitga o‘tsak, talab qilingan
(6.7.5) tengsizlikka ega bo‘lamiz.
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§ 6.8. Misollar

1 " misol. Agar f(z) funksiya [0, +00) da uzluksiz bo'lib,
xkrrw f(z) = A bo‘lsa,

1
Jlm f f(nz)dz (6.8.1)
limitni toping.

I?o‘rsatma. Avval A = 0 holni qarab, (6.8.1) dagi integralni

1
(0, \/f_l) va (— w4 , 1) intervallar bo‘yicha integrallar yig‘indisi sifati-

da yozib oling. So‘ngra umumiy holni o‘rganilgan holga keltiring.

2 - misol. Agar f funksiya T > 0 davrga ega bo‘lgan davriy
funksiya bo'lib, [0, T] kesmada integrallanuvchi bo‘lsa,

1
nllrlrco/fnr _T[f
0

tenglik bajarilishini isbotlang.
.Ko‘rsatma. Avval nz = t almashtirish bajarib, so‘ngra f funksi-
yaning davriyligidan foydalaning.

3 - misol. Agar f(z) funksiya z > 0 da monoton o‘suvchi bo‘lib,

f(z)

zHToo_z_ = 40 bo'lsa,
o
fsin (f(z))dz
0
integral yaqinlashadlml"
Ko‘rsatma. f(z) = (4[z]? + 1)— funksiyani tekshiring.
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3 - misol. Agar [a,b] kesmada f'(z) monoton va [f'(z)| > A
bo'lsa,
b

fsin(f(.'r.)) dr

a

(6.8.2)

e | B

tengsizlikni isbotlang.

Ko‘rsatma. (6.8.2) integralda t = f(z) almashtirish bajaring.
Hosil bo‘lgan integralga (6.5.29) Bonne formulasini qo‘llang (o'sha
verdagi 2 - eslatmaga qarang).

4 - misol. Agar f(z) funksiya (a, b) intervalda monoton bo'lib,
a
f 2P f(z)dz integral mavjud bo‘lsa, lim zP*! f(z) = 0 tenglikni is-
r—+0

botla.ng
Ko‘rsatma. Ikkinchi tur xosmas integral yaqinlashishi uchun
Koshi kriteriysini keltiring va undan foydalaning.

5 - misol. Berilgan [a, b] kesmada g(z) funksiya uzluksiz bo‘lsin.
Agar f(a) = f(b) = 0 tenglikni qanoatlantiruvchi har ganday uzluk-
siz differensiallanuvchi f funksiya uchun

b
[ f(z)g(x)dz =0

tenglik bajarilsa, g(z) = 0 ekanini isbotlang.

Ko‘rsatma. Berilgan kesma,mng biror nuqtasida g(z) # 0 deb
faraz qilib, f funksiyani e~1/7*(1-2)* funksiya yordamida tanlash
hisobiga ziddiyat oling.

6 - misol. Berilgan [a,b] kesmada u(z) uzluksiz differensial-

‘lanuvchi va v(z) uzluksiz bo‘lsin. Agar [a,b] kesmada uzluksiz dif-

ferensiallanuvchi va f(a) = f(b) = 0 shartni qanoatlantiruvchi har
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ganday f funksiya uchun

b

f [u(z)f'(z) + v(z) f(z)] dz = 0 (6.8.3)

a

tenglik bajarilsa, u'(z) = v(z) ekanini isbotlang.
Ko'‘rsatma. Avval (6.8.3) tenglik

b

(@) - v@f@)iz =0

a

munosabatga teng kuchli ekanini ko‘rsating. So‘ngra 5 - misoldan
foydalaning.

7 - misol. Agar f(z) funksiya [0, 1] kesmada integrallanuvchi
bo'lib,
1

[ f@az >0 (684
0

bo‘lszf, u holda shunday [a, b] C [0, 1] kesma topilib, unda f(z) > 0
tengsizlik bajarilishini isbotlang. -

. I'(o‘rsatma. Agar [0, 1] kesma bo‘linishining diametri yetarlicha
kichik bo‘lsa, (6.8.4) tengsizlik Darbuning quyi yig‘indilari uchun
ham bajarilishidan foydalaning.

8 - misol. Agar f(z) funksiya [a,b] kesmada uzluksiz bo‘lsa,

b-h
hgglof f(z +h) - f(z)ldz = 0

ekanini isbotlang.
-Ko‘rsatma. Kantor teoremasiga ko‘ra f funksiya [a, b] kesmada
tekis uzluksiz ekanligidan foydalaning.
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9 - misol. Integrallanuvchi toq funksiyaning istalgan boshlang'ich
funksiyasi juft va juft funksiyaning boshlang‘ich funksiyalari orasida
fagat bittasi toq ekanini isbotlang.

Ko‘rsatma. Berilgan f funksiyaning istalgan F boshlang'ich
funksiyasini quyidagi

F(z) = f f(t)dt +C
0

aniq integral ko‘rinishida yozib oling.

10 - misol. Agar f(z) funksiya [a, b] kesmada integrallanuvchi
bo'lib, biror ¢ € (a,b) nuqtada birinchi tur uzilishga ega bo'lsa, u

holda F(z) = [ f(t) dt funksiya ana shu ¢ nugqtada differensiallanuv-
0
chi emasligini ko‘rsating.
Ko‘rsatma. F(z) funksiyaning ¢ nuqtadagi hosilasi ta‘rifidan
foydalaning.

11 - misol. Agar f(z) funksiya [a, b] kesmada uzluksiz bo'lib,
manfiy bo‘lmasa,

b 1/n
nEToo (f f(z) dm) = Jr1"1;1[';1:3‘;]f(:r:) (6.8.5)

tenglikni isbotlang.
Ko‘rsatma. Agar M = maX,¢[q 4] f(z) va (6.8.5) dagi ketma-

ketlikni a,, desak, a, < M(b— a)% ekanini va istalgan £ > 0 uchun
biror [, 3] kesmada f(z) > M —¢ bo‘lgani uchun a, > (M—¢2)(8-

1 s 8
a)n ekanini isbotlang.

12 - misol. Agar uzluksiz f(z) funksiya [0, 1] kesmada monoton
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kamaysa, istalgan a € (0,1) uchun

/a f(z) dz > a j f(z) dz (6.8.6)
0 0

tengsizlikni isbotlang.

Ko‘rsatma. Avval (6.8.6) tengszlikning chapidagi integralda
¢ = at almashtirish bajaring, so‘ngra uni o‘ngdagi integral bilan
tagqoslang,.

13 - misol. Agar f(z) va g(z) funksiyalar [a,b] kesmada in-
tegrallanuvchi bo‘lsa, quyidagi, Koshi-Bunyakovskiy tengsizligi deb
ataluvchi, tengsizlikni isbotlang:

b b b
f f(2)g(z) dz| < / f(@)? do ] 9@ dz.  (687)

Ko‘rsatma. Istalgan A va B sonlar uchun, ravshanki,

A B
AB < — + —.
T 2 o 2

Demak, agar
Az) = —b |£(z)] , B(z) = - lg(x)|
\/flf(:r)l2 dz 1/_[[9(1')]2 dz

b
/A(:L‘)B(I) dz <1

desak,

bo‘ladi.
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14 - misol. Agar f(z) funksiya [0, 1] kesmada uzluksiz differensiallanuv-

chi bo'lib, f(1) — f(0) = 1 bo'lsa,

1
[ F (@) de > 1
(1]

tengsizlikni isbotlang.
Ko‘rsatma. Ravshanki,

1
£(1) - £(0) = / f(z) dz = 1.
0

Bu tenglikda f’ va 1 funksiyalar uchun Koshi-Bunyakovskiy
tengsizligini qo‘llang.

15 - misol. Agar z # 0 da f(z) = % va f(0) = 0 desak, f(z)

funksiyaning [—1, 1] kesmada integrallanuvchi va F(z) = [ f(t) dt
3

funksiya (—1,1) intervalda differensiallanuvchi ekanini ko‘rsating.
F’(0) ni toping.

Ko‘rsatma. Birinchi ajoyib limitdan foydalanib, 6.2.1 - tasdiq
va 6.5.5 - teoremalarni qo‘llang.



VII Bob. Aniq integralning geometrik
tadbiqglari

§ 7.1. Egri chiziq yoyining uzunligi

1. Biz ushbu bandni [a,b] kesmada aniglangan f : [¢,b] - R
funksiyaning grafigini o‘rganishdan boshlaymiz. Berilgan f funksiva-
ning grafigi I'( f) deganda biz R* tekislikda yotgan quyidagi to‘plamni
tushinishimizni eslatib o‘tamiz:

I(fy={(z,y)eR? : f(z)=y, a<az<b} (7.1.1)

Agar f uzluksiz funksiya bo‘lsa, uning grafigi uzluksiz egri chiziq
bo‘ladi, ya‘ni, sodda qilib aytganda, bunday grafikni chizganimiz-
da qo‘limiz qog'ozdan ko‘tarilmaydi. Shu egri chizigning uzunligini
topishga harakat gilamiz. Buning uchun berilgan [a, b] kesmaning
ixtiyoriy P bo‘linishini olamiz, ya‘ni

P={a=25< 21 <235 ... < 25 =b}.

y

0 X, X X, X, X

31-rasm
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Ravshanki, (z, f(zx)) koordinataga ega bo‘lgan Mj nugtalar
I'(f) grafikda yotadi. Ketma-ket M} nuqtalarni kesmalar bilan bir-
lashtirib, [(P) = MM, M;...M,, siniq chizigni olamiz. Bunda My Mj_,
kesmalar ushbu siniq chizigning bo‘limlari deyiladi. Pifagor teore-
masiga ko‘ra bu bo‘limlarning uzunligi

IMkMi_1| = V(xk — 2k=1)? + [f(2x) = f(2i-1)]?

tenglik orqali aniglanadi.
Demak, butun siniq chizigning uzunligi uchun

1(P)| = Z\/u—rm )2+ [f(@x) = flak-1)l?

tenglikni olamiz.

I'(f) egri chiziqning uzunligi |T'( )| deb I(P) siniq chiziq uzunligi-
ning bo‘limlari uzunligi nolga intilgandagi limitiga aytiladi. Ravshan-
ki, f funksiyaning uzluksizligiga ko‘ra, agar P bo‘linish diametri
nolga intilsa, I(P) siniq chizigning har bir bo‘limining uzunligi ham
nolga intiladi va aksincha. Shunday ekan, quyidagi tenglikka ega
bo‘lamiz:

IT(f)| = lim \/Ek—zk P+ (k) = f(@e_1)]% (7.1.2)

d(P)—0 £

Agar bu limit chekli bo‘lsa, T'(f) egri chizig to‘g‘rilanuvchi deyi-
ladi. Aksincha, limit chekli bo‘lmasa, bu egri chizigni to‘g‘rilanmaydi
deymiz.

Faraz qilaylik, f funksiya [a,b] kesmada uzluksiz differensial-
lanuvchi bo‘lsin. Har bir gismiy [zx_p,zx] kesmada Lagranjning
chekli orttirmalar formulasini qo‘llasak,

f(ex) = flar=1) = f'(&)(zk — ze-1) = f'(E)Azk

tenglikni hosil gilamiz, bunda & - (-1, zx) intervalning biror nug-
tasi.
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Demak, bu holda (7.1.2) tenglik quyidagi ko‘rinishga keladi:
()l = lim Z V1+ (&) Az (7.1.3)

E‘tibor bering, bu tenglikning o‘ng tomonida /1 + [f'(x)]? funk-
siya integral yig‘indilarining limiti turibdi. Bu funksiya, farazimizga
ko‘ra, uzluksizdir va demak, u integrallanuvchidir. Shunday ekan,
(7.1.3) tenglikning o'ng tarafidagi limit mavjud va u quyidagiga
teng:

b
- f VI+[f(2)]dz. (7.1.4)

Shunday qilib, uzluksiz diffrensiallanuvchi f funksiya grafigi
bo‘lgan egri chizigning uzunligi (7.1.4) formula orqali hisoblanar
ekan.

(7.1.4) formulaning qo‘llanishiga misol keltirishdan avval giper-
bolik sinus sh x va giperbolik kosinus ch z funksiyalarining ta‘riflarini
eslatib o‘tamiz:

e.r_eu-:r €I+£—I
ShI: —'2—', chI: ————

Bu funksiyalarning navbatdagi sodda xossalari:
1+ (shz)? = (ch z)?

va
(chz)" = shz, (shz) =chuz,

vuqoridagi ta‘riflardan to‘g‘ridan-to‘g‘ri kelib chigadi.
7.1.1 - misol. Quyidagi

y =chz, 0<2z<eq,

funksiya grafigi zanjir chiziq deb ataladi. Shu egri chiziq uzunligini
toping.
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Agar giperbolik sinus va kosinuslarning yuqoridagi xossalaridan
foydalansak, misolning yechimi bevosita (7.1.4) formuladan kelib

chiqadi:

IL| —f (chz)]zdz—f\/—sTﬂfdx—

=[ch:ca’z= shz|g = sha.
0

2. Agar f funksiya [a,b] kesmada uzluksiz bo'lib, faqat (a,b)
intervaldagina uzluksiz differensiallanuvchi bo‘lsa, (7.1.4) dagi in-
tegral, umuman aytganda, ikkinchi turdagi xosmas integral bo‘ladi.
Bu holda integral yaqinlashishini qo‘shimcha ravishda o‘rganish lo-
zim. Agar integral yaqinlashsa, funksiya grafigi to‘g‘rilanuvchi bo‘ladi.

Eslatma. Ikkinchi turdagi (7.1.4) xosmas integral fagat va faqat
f' funksiya [a,b] kesmada absolyut integrallanuvchi bo‘lgandagina
vaginlashadi. Bu tasdiq, quyidagi o‘z-o‘zidan ko‘rinib turgan

If'(x)] < V1+|f(2)]? <1 + |f(2)] -

tengsizlikka ko‘ra, umumiy taqqoslash alomatidan kelib chiqadi.
7.1.2 - misol. Ushbu

T sin l, agar 0 < z < 1 bo'lsa,
fey=1"" # .
agar ¢ = 0 bo‘lsa,

)

funksiya grafigi to‘g‘rilanmaydigan egri chiziq ekanini ko‘rsatamiz.
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3

0 W x

32-rasm
Hagiqatan, agar ¢ > 0 bo'lsa,
1 ) 1
f'(z) =sin= — —cos—
T 3 -

tenglikni olamiz. Endi f'(z) funksiyaning absolyut integrallanmasli-
gi ravshan. Demak, yuqoridagi egri chiziq to‘g‘rilanmas ekan.

Agar f' hosiladan [a,b] kesmada olingan xosmas integral ab-
solyut yaqginlashsa, yuqoridagi eslatmada qayd qilinganidek, f funk-
siya grafigi to‘g'rilanuvchi bo‘lib, uning uzunligini (7.1.4) formula
yordamida hisoblash mumkin.

7.1.3 - misol. Birlik aylananing P = (1,0) va M = (a,b),b > 0,
nuqtalarini tutashtiruvchi PM yoy uzunligini hisoblang.

Bu yoy, albatta, f(z) = V1 — z? funksiya grafigi bo‘ladi. Modo-

miki
’ 2 & * 7
1+ |f'(z)] —1+(m) T 1 —a8

ekan, quyidagi natijaga ega bo‘lamiz:

1 1
— d
|PM| = f\/1+|f’($)|2d$ = f\/leﬁ (7.1.5)
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Biz M = (-1, 0) bo‘lganda PM yoy uzunligini yunoncha = harfi
bilan belgilagan edik. Shunday ekan,

1
/ dr
T = ;
1-—22
=1

Integral ostidagi funksiya juft bo‘lgani uchun,

1
T j‘ dz
2 ) V1-—2?
Bu tenglik yordamida (7.1.5) formulani

|PM| = (7.1.6)

E_j_L
2 |E]\/1-:1:2

ko‘rinishda yozish mumkin.
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Shuni aytish kerakki, (7.1.6) formula (7.1.5) ga qaraganda ma‘qul-
roq, chunki 0 < a < 1 bo‘lganda (7.1.6) da o'ng tomondagi integral
xos integraldir.

Eslatma. (0,7) intervaldan olingan har qanday t son uchun
birlik aylanada shunday M = (a, b) nuqta topilib, P = (1,0) va M
nuqtalarni tutashtiruvchi yoy uzunligi ¢ ga teng bo‘lishini ko‘rsatish
0so1.

Hagiqatan, masalan, 0 < t < 7/2 bo‘lsin. Quyidagi

T I dx
fa@= 3 -f—/r—

funksiyani qaraylik.

Ravshanki, bu funksiya 0 < a < 1 bo‘lganda uzluksiz bo‘lib,
f(0) = /2 va f(1) = 0. Shunday ekan, a argument (0, 1) interval-
da o'zgarganda f funksiya 0 bilan 7 /2 orasidagi barcha qiymatlarni,
xususan t giymatni ham gabul giladi. Funksiyaning ana shu t qiy-
matni qabul giladigan nuqtasini @ deb belgilaylik, ya'ni f(a) = ¢,
0 <a<1.Endi b= +1- a? deb tanlash kifoya.

3. Har qanday egri chiziq ham biror bir funksiyaning grafigi
bo‘lavermaydi. Shu sababli, umumiy holda egri chiziq uzunligini
hisoblash masalasi nisbatan murakkabdir. Masalan, R? koordina-
talar tekisligida yotuvchi va markazi koordinatalar boshida bo‘lgan
aylana, ravshanki, egri chiziq bo‘ladi, ammo bu egri chiziq hech
qanday funksiyaning grafigi bo‘la olmaydi. Ushbu bandda biz ay-
lanadanda umumiyroq bo‘lgan va uzluksiz yassi egri chizig deb atalu-
vchi egri chiziglarning uzunligini topish bilan shug‘ullanamiz. Bun-
da uzluksiz yassi egri chiziq deganda biror [a, 5] kesmaning uni tek-
islikka uzluksiz akslantirishdagi aksi tushuniladi.

Faraz qilaylik, [a, 3] kesmada ikkita uzluksiz funksiya aniglan-
gan bo‘lsin:

z=p(t), y=9¢(), telapB] (7:1.7)
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Bu ikkita funksiyani [a, 3] kesmada aniglangan va R?* tekislikda
giymat qabul giluvchi bitta

®(t) = (p(t), ¥(t))

vektor-funksiyaning komponentalari sifatida qarash mumkin. Bun-
day vektor-funksiyaning R(®) gqivimmatlar to‘plami koordinatalari (7.1.7)
tengliklarni qanoatlantiruvchi R? tekislikdagi barcha nuqtalar to*pla-
midan iborat bo‘ladi.

Ta‘rif. Faraz qilaylik, [, 5] kesmada aniglangan ®(t) = (@(t), ¥(t))
vektor-funksiya quyidagi shartlarni qanoatlantirsin:

1) o(t) va () funksiyalar [, B] da uzluksiz;

2) ty # ty bo'lsa, ®(t,) # ®(t2).

U holda ®(t) funksiyaning L = R(®) C R? giymatlar to*plami sod-
da yassi egri chiziq deyiladi.

Demak, berilgan L egri chizigning sodda yassi egri chiziq bo'lishi
uchun 1) va 2) shartlarni qanoatlantiruvchi va givmatlar to‘plami L
bilan ustma-ust tushuvchi vektor-funksiyaning topilishi kerak ekan.

Bu ta‘rifdagi t kattalik parametr deb atalib, (7.1.7) tenglamalar
L chizigni parametrlashtiradi deyiladi. Ravshanki, bitta egri chi-
ziqning o'zi turli usullarda parametrlashtirilishi mumkin. Sodda egri
chiziqni yana yoy ham deb atashadi.

Ushbu bandda bundan buyon L egri chiziq deganda sodda egri
chizigni tushunamiz.

Bundan keyingi bayonimizni osonlashtrish magsadida, R? koor-
dinatalar tekisligini C kompleks tekislik deb, ya‘ni barcha z = = +
ty kompleks sonlar to‘plami deb hisoblaymiz. Bunda z va y haqigiy
sonlar = kompleks sonining mos ravishda haqiqiy va mavhum gism-
lari deb ataladi.

Bu holda ®(#) vektor-funksivani kompleks ¢ivmatli funksiya deb
hisoblash mumkin:

B(t) = @(t) + i(t).

Shunday qilib, L egri chiziq

z=¢(t), y=u¢t), te|lapf,
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tenglamalar bilan parametrlashtirilgan bo‘lib, ®(t) = @(t) + 1(t)
bo'lsin.

2

v
wls)

wha) [

> a g

0| ) o) ) o) o) o) 3o

a i
44 L4t L, !
34-rasm

Bundan tashqari, P - berilgan [, 3] kesmaning
Fe— {(1' =l <t} € S = /3} (7.1.8)

ko‘rinishdagi bo‘linishi bo‘lsin.

Ravshanki, My = ®(t;) nuqtalar L egri chiziqda yotadi. Bu
nuqgtalarni ketma-ket kesmalar bilan birlashtirib, L egri chiziqqa
ichki chizilgan quyidagi

I(P) - M()M] M2...Mn

siniq chiziqni olamiz. Bunda har bir Mj._; M} kesma [(P) siniq chi-
ziqning bo‘limi deyiladi. Har bir Mj._; M} bo‘lim uzunligi

| M-y My| = |®(tx) — ®(tk-1)]

tenglik orqali aniglangani uchun, I(P) siniq chizigning uzunligi

(P =" |®B(tk) — B(tes)| (7.1.9)
k=1
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ga teng bo'ladi.
L egri chizigning uzunligi |L| deb L egri chiziqqa ichki chizilgan
siniq chiziglar uzunligining aniq yuqori chegarasiga aytiladi:

IL| =sup > |®(tk) — B(te-1)l. (7.1.10)
p k=1

Agar egri chiziq chekli uzunlikka ega bo'lsa, u to‘g‘rilanuvchi
deyiladi. Ravshanki, har qanday to‘g‘rilanuvchi egri chizigning uzun-
ligi manfiy bo‘lmagan songa tengdir.

7.1.1-teorema. Faraz qilaylik, L C C egri chiziq [a, 5] kesma-
da uzluksiz differensiallanuvchi ® : [a, B] = C funksiyasining aksi
bo‘lsin. U holda L egri chizig to‘q‘rilanuvchi bo‘lib, uning uzunligi
ushbu

B
IL| :‘/|<I>’(t)| dt, (7.1.11)

qiymatga teng bo‘ladi.

Isbot. 1) L(t) orqali ® : [a,t] - C funksiyasining aksini, ya‘ni
L egri chizigning mos qismini belgilaylik va S(t) mana shu L(t) egri
chizigning uzunligi bo'lsin, ya‘ni

S(t) = |L(?)].

Avval S(t) funksiyani [a, 3] kesmada chegaralangan ekanligi-
ni isbotlaymiz. Ravshanki, bu funksiya o‘suvchidir, shuning uchun
S(5) ni chekli ekanligini isbotlash yetarli.

(7.1.8) ko'rinishdagi istalgan P bo‘linish uchun, Nyuton - Leyb-
nis formulasiga asosan, ushbu

t
B(te) - B(te-1) = f &'(s) ds.

tg—y

tenglik bajariladi. Shuning uchun, P bo‘linish orqali aniqlangan I( P)



406 Aniq integralning geometrik tadbiglari VII Bob

siniq chiziq uzunligi, (7.1.9) tenglikka binoan,

n ty

i) =y [{)’(s)ds

k=1 lg_,

ga teng. Demak,

|<Z f[@' Ids_/|<1>' (s)| ds.

k=1 te—1

Endi chap tomondagi ifodaning aniq yuqori chegarasini olsak,

B
|L| g/|<1>'(s)|ds (7.1.12)

tengsizlik hosil bo‘ladi.

Shunday qilib, L egri chiziq to‘g‘rilanuvchi bo‘lib, uning uzunli-
gi (7.1.12) bahoni gqanoatlantirar ekan. Bundan, o‘z-o‘zidan ko‘rinib
turgan S(t) < S(8) = |L| munosabatga ko‘ra, S(t) funksiyani
chegaralanganligi kelib chiqgadi.

2) Endi S(t) funksiyani differensiallanuvchi ekanligini isbotlab,
uni hosilasini topamiz. Faraz qilaylik, t € [, ) va h > 0 sonlar (t+
h) € [e, ] shartni qanoatlantirsin. U holda (7.1.12) tengsizlikning
isbotini @ =t va 3 =t 4+ h lar uchun qaytarib, quyidagi

S(t+h) — S(t /|«I>’ )| ds (7.1.13)

tengsizlikni hosil gilamiz.

Bizga yuqoridagi ayirma uchun quyidan ham baho kerak bo‘ladi.
Agar ®(t+h) — ®(t) ayirma ®(¢) va ®(t + h) nuqtalarni tutashtiru-
vchi vektorni ham ifodalashini hisobga olsak,

|®(t+h) - B(t)] < S(t+h) — S(t) (7.1.14)
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tengsizlikka ega bo‘lamiz. Natijada, (7.1.14) dan

B(t+h) - B()| _ St+h) -SE)
h = h

(7.1.15)

baho kelib chiqgadi.

Demak, h ning ishorasi qanday bo‘lishidan qat'iy nazar, S(t)
funksiyaning monotonligiga ko‘ra, (7.1.13) va (7.1.15) munosabat-
lardan quyidagi

K =
l t+)h ®(t) S(t+h) < /|‘b(s)|ds

tengsizlikni hosil gilamiz.
Hosilaning uzluksizligiga ko‘ra, bu qo‘shaloq tengsizlikning chap
va o‘ng tomonlari h — 0 da |®'(¢)| ga intiladi. Shunday ekan,
dS(t)
Cdt
3) Agar (7.1.16) tenglikni integrallab, unga Nyuton - Leybnis
formulasini qo‘llasak,

= |®'(1)]. (7.1.16)

B B
5(8) - S(a) = /S’(t) dt = f|<b’(t)|dt

tenglikka ega bo‘lamiz. Lekin, S(3) — S(a) = |L| bo‘lgani uchun,
bu tenglik isbot qilinishi talab gilingan (7.1.11) formulaning o‘zidir.

Natija. Agar L egri chizig (7.1.7) tenglamalar yordamida para-
metrlashtirilgan bo‘lib, ¢(t) va ¥ (t) funksiyalar [a, 5] kesmada uzluk-
siz differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda L egri chizig to‘g‘rilanuvchi
bo‘lib, uning uzunlgi quyidagi formula orqali hisoblanadi:

A
Ll = [ VPO + Wor (7.1.17)
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Isbot kompleks qiymatli ®(¢) funksiyaning hosilasi ham kom-
pleks giymatli
¥(t) = ¢'(t)+iv'(t)
funksiya bo'lib, uniug absolyut qivmati

B = VIg'®)P + ¥ ()]
ga tengligidan bevosita kelib chiqadi.

7.1.4 - misol. Quyidagi
BB =a?B 450, >0, y>0,

astroida yoyi uzunligini hisoblang.
Bu egri chizigni quyidagicha paramertlashtirish mumkin:

z(t) = ¢(t) = acos®t, y(t) =v(t) =asin®t, 0<t<n/2.
Ravshanki,
¢'(t) = —3acos’t -sint, ¥'(t) = 3asin®t - cost.

Shuning uchun,

2
[ ()] + [¢'(2)])? = 9a® cos* t sin?t + 9a®sin*t cos? t = 9% sin? 2t.

U holda, (7.1.11) formulani qo‘llab,

”/23 3 il
a a a
|L|=./.351112tdt_—iws2f0 ——

tenglikni olamiz.

4. Ushbu bandda uch o‘lchovli R? fazoda berilgan egri chi-
ziglarni o‘rganamiz ( R? fazoning ta‘rifi §7.3 da keltirilgan). Beril-
gan [a, 3] kesmani ®(t) = (p(t), ¥(t), x(t)) akslantirishdagi aksi-
ga fazoviy egri chizig deb ataladi. Agar bunda hosil bo‘lgan egri chi-
ziqni L orqali belgilasak, u uch o‘lchovli R? fazoning qism to‘plami
bo‘ladi.
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Yassi egri chiziqgqa o‘xshash, L fazoviy egri chizigning uzunligi
ham unga ichki chizilgan siniq chiziglar uzunliklarining aniq yuqori
chegarasi sifatida aniqlanadi.

Agar ®(t) akslantirishning

r = gt), y=v@), z=xt), a<t<p

komponentalari uzluksiz differensiallanuvchi bo‘lsa, L egri chiziq
to‘g‘rilanuvchi bo‘lib, uning uzunligi

TAYE [ VFOP+ W OF + W OF dt (7.1.18)

formula orqali aniglanadi.

Keltirilgan formulaning isboti 7.1.1 - teorema isbotini deyarli
so‘zma-so‘z qaytarish bilan amalga oshiriladi. Bunda ®(t) akslan-
tirishning hosilasi deb

() = (¢t), ¥'(t), X'(1)
akslantirish olinib, unig uchun
1#'() = VIZ@OPR + 0P+ (@)

formuladan foydalaniladi. Natijada (7.1.11) formula singari

B
|Z| =fi@'(t)ldf (7.1.19)

tenglik o‘rnatiladi. Ravshanki, bu tenglik (7.1.18) bilan ustma-ust
tushadi.
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§ 7.2. Yassi shakl yuzi

R? koordinatalar tekisligining ixtiyoriy E' to‘plamini qaraylik.
Bizning galdagi maqsadimiz bu to‘plam yuzini ta‘riflash va uni
hisoblash usulini topishdir.

Avvalam bor shuni qayd etaylikki, berilgan E to‘plamning yuza-
ga ega yoki ega emasligi bu to‘plam chegarasining qanchalik kat-
taligiga bog‘liqdir. Shu sababli biz E to‘plam chegarasi tushunchasi-
ni kiritishdan boshlaymiz.

Faraz qilaylik, b = (b, b2) nuqta R? tekisliknig ixtiyoriy nuqtasi
bo'lsin. Istalgan £ > 0 uchun b nuqtaning s-atrofi deb markazi b
nuqtada bo‘lib, radiusi £ ga teng bo‘lgan doiraga, ya‘ni

|z — b = /(21 -b1)2+ (22— by)2 <& (7.2.1)

shartni qanoatlantiruvchi barcha & = (z,,22) € R? nuqtalar to‘p-
lamiga aytamiz.

Ta‘rif. R? tekislikning iztiyoriy E qismiy to‘plami berilgan bo lsin.

Agar b € R? nugtaning istalgan c-atrofida E to‘plamga ham te-
gishli bo‘lgan, ham tegishli bo‘lmagan nugtalari bo‘lsa, b nugta E
to‘plamning chegaraviy nugtasi deyiladi.

Chegaraviy nuqtalar to‘plami E to‘plamning chegarasi deb ata-
ladi va odatda @F simvoli orqali belgilanadi.

Masalan, agar a, b, ¢, d sonlar @ < b va ¢ < d shartlarni qanoat-
lantiruvchi ixtiyoriy haqiqiy sonlar bo‘lsa,

F={(z,y)eR® : a<z2<b, e<y<d} (7

o

2)

to‘g'ri to‘rtburchak chegarasi quyidagi to‘rtta kesmaning yig‘indisidan
iborat:
OF = S1US;US3U 8y,

bu yerda
Sy ={(z,y)eR?® : a<z<bh, y=c},

52 :{(I‘.?})ER'-?';'.E:a, ('Sygd}’
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S3 ={(:-t,yl)ER2 e y=d}
Sy ={(z,y)eR? : z=b, c<y<d}.

E‘tibor bering, xuddi shu to‘plam quyidagi:
G={(z,y) eR? : a<z<b c<y<d} (7.2.3)

to‘g‘ri to‘rtburchakning ham chegarasi bo‘ladi, ya‘ni 9F = dG. Bu
ikki F va G to‘g‘ri to‘rtburchaklarning farqi shundaki, F to‘plam
barcha chegaraviy nuqtalarini o‘z ichiga olsa, G to‘plam esa biror-
ta ham chegaraviy nuqtasini oz ichiga olmaydi. Oson ko‘rsatish
mumkinki,

G=0F=F\G = {(z,y) € F : (z,y) ¢ G}.

Ta‘rif. Agar biror F to‘plam o‘zining barcha chegaraviy nugta-
larini o'z ichiga olsa, u yopiq to‘plam deyiladi.
Masalan, (7.2.2) to‘g‘ri to‘rtburchak yopiq to‘plamdir.

Ta‘rif. Agar G to‘plam birorta ham chegaraviy nugtasini o'z
ichiga olmasa, u ochiq to‘plam deyiladi.

Masalan, (7.2.3) to‘g‘ri to‘rtburchak ochiq to‘plamdir.

Ixtiyoriy to‘plamning yuzini ta‘riflashdan oldin biz muntazam
to‘q‘ri to‘rtburchak yuzini aniglaymiz. Muntazam to‘g'ri to‘rtburchak
bu (7.2.2) ko‘rinishdagi to‘plamdir. Bu to‘plam [a, b] va [c, d] kesma-
larni ko‘paytmasi ham deyiladi va F = [a,b] X [c,d] ko‘rinishda
belgilanadi.

Shunday gilib, muntazam to‘g‘ri to‘rtburchak deganda, biz
tomonlari koordinata o‘qlariga parallel bo‘lgan iztiyoriy yopiq to‘g‘ri
to‘rtburchakni tushunar ekanmiz.

Ta‘rif. Quyidagi son:

IP| = (b—a)-(d—c) (7.2.4)

(7.2.2) ko‘rinishdagi P muntazam to'q‘ri to‘rtburchakning yuzi deb
ataladi.
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Ravshanki, ixtiyorly muntazam to‘g‘ri to‘rtburchakning yuzi biror

musbat sondir.

Ta‘rif. Chekli sondagi (yopiq) muntazam Py to‘q‘ri to‘rtburchak-
larning birlashmasini, ya‘ni

F = PLUP,U---UP, (7.2.5)

to'plamni yopiq ko‘pburchakli shakl deb ataymiz.

1 .
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Yopiq ko‘pburchakli F shakldan barcha chegaraviy nuqtalarini
olib tashlash natijasida hosil bo‘lgan

G = F\ oF

to‘plamni ochiq ko‘pburchakli shakl deymiz.

Nihoyat, agar biror E C R? to‘plam berilib, u uchun shunday
ochiq ko*pburchakli shakl G topilsaki, ular

G C E C (GUaaG)

munosabatni qanoatlantirsa, E to‘plamni ko ‘pburchakli shakl deymiz.
Bunda G berilgan E ko‘pburchakli shaklning ichki gismi deb atala-
di.
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Shunday qilib, biz aniglagan ko ‘pburchakli shakl chegarasini o'z
ichiga olishi yoki olmasligi, yoki bo‘lmasa, chegaraning biror qis-
minigina o'z ichiga olishi mumkin ekan.

Agar ikki ko‘pburchakli shakllarning ichki qismlari umumiy nug-
talarga ega bo‘lmasa, ularni birt ikkinchisi ustiga tushmaydigan ko'p-
burchakli shakllar deymiz.

Ta‘rif. Agar Q ko‘pburchakli shakl (7.2.5) ko‘rinishga ega bo‘lib,
P, muntazam to‘q'ri to‘rtburchaklar o‘zaro biri ikkinchisini ustiga
tushmasa, u holda bu shaklning yuzi (|Q| orqali belgilanadi) deb
quyidagi songa aytamiz:

Q = D IP. (7.2.6)
k=1

Bu ta‘rifning korrektligi, ya‘ni uning (7.2.4) formulaga zid bo‘lmay.
Q qay tarzda muntazam to‘g‘ri to‘rtburchaklarga bo‘linishiga bog'liq
emasligi, navbatdagi sodda tasdiglardan kelib chiqadi.

7.2.1 - tasdiq. Agar P muntazam to‘q'ri to‘rtburchak quyidagi

P = PUP, (7.2.7)

ko‘rinishga ega bo‘lib, bunda Py va P, biri ikkinchisi ustiga tush-
maydigan muntazam to‘g‘ri to‘rtburchaklar bo‘lsa, u holda

|P| = |P| + |P, (7.2.8)

bo‘ladi.

Isbot o‘z-0‘zidan ko‘rinib turibdi. Haqiqatan, agar masalan, P, =
[a, k] x [¢,d] va P, = [h,b] X [¢,d] bo'lsa, P = [a,b] x [c,d] bo'lib.
(7.2.7) tenglik bajariladi. Shunday ekan, (7.2.4) ta‘rifga ko'ra,

|Pi| +|Py| = (h—a)(d = ¢)+ (b= h)(d - c) = (b—a)(d - c) = |P|.
]
7.2.2 - tasdiq. Agar P muntazam to‘q‘ri to‘rtburchak quyidagi

P = PyUP;---UP,
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ko‘rinishga ega bo'lib, bunda Py, o'zaro biri ikkinchisi ustiga tush-
maydigan muntazam to'q'ri tortburchaklar bo'lsa. u holda

|P| = |P| + |Py| +---+|P.

boladi.

Isbot. Biz nmumiylikni buzmasdan, berilgan P muntazam to'g'ri
to'rtburchak ikki, vertikal va gorizontal, parallel to'g*ri chiziglar
ketma-ketligi yordamida Py larga bo‘lingan deb faraz qilishimiz
mumkin, chunki aks holda P larni vanada kichikroq bo‘laklarga
bo'lib, talab qilingan ko‘rinishga keltira olamiz. Shunday ekan. is-
bot 7.2.1 - tasdigni ketma-ket qo‘llashdan kelib ('Ili(l.’-l(li..

7.2.3 - tas?,diq. Faraz qilaylik, Q ko‘pburchakli shakl ikki zil
usulda o'zaro biri ikkinchisini ustiga tushmaydigan muntazam to‘q'ri
to'rtburchaklar birlashmasi bo‘lib ifodalansin, ya‘ni: ‘

Q =PUbP---UP,

a

Q@ = PiUP;}...UP,

m*

U holda quyidagi tenglik bajariladi:

1Pil + |Py| +---+|Pa| = |P]| + |Pj| +---+|PL.
. .Isbu'at. @ ko'pburchakli shaklni yanada kichikroq o‘zaro biri
ikkinchisi ustiga tushmaydigan to‘g'ri to‘rtburchaklarga shunday
:m.l.a‘uu%ln. bunda P va P; to'g'ri to‘rtburchaklardan har birini
1sil bo'lgan mayda to'g'ri to‘rtburchaklar birlashmasi ko*rinishida
r'f.nsvu'laxh mumkin bo‘lsin. Bundan so‘ng isbot 7.2.2 - tasdigni go‘llash
bilan yakunlanadi.

§7.2 Yassi shakl yuzi 415

7.2.4 - tasdiq. Ko‘pburchakli shakl yuzining (7.2.6) ta‘rifi kor-
rektdir.

Isbot bevosita 7.2.3 - tasdigdan kelib chiqadi.

Ko‘pburchakli shakl yuzining eng muhim xossalari quyidagilar-
dan iboratdir.

19, Musbatligi. Istalgan Q ko‘pburchakli shakl uchun quyidagi
tengsizlik o‘rinli:

el > 0.

20, Additivligi. Agar Q ko‘pburchakli shakl biri ikkinchisi ustiga
tushmaydigan ikki Q, va Q ko‘pburchakli shakllar birlashmasidan
ihorat bo‘lsa, ya‘ni

Q =QuUQ; QNQ; =10

bo‘lsa, u holda
QI = 1Qi1] + Q2]
bo‘ladi.
3%, Monotonligi. Agar P ko‘pburchakli shakl Q ko‘pburchaklh
shaklning gismiy to‘plami bo‘lsa, ya‘ni P C Q bo‘lsa, u holda

|P| < Q|
bo‘ladi.

Endi biz tekislikdagi istalgan geometrik shaklning yuzini o‘rga-
nishga o‘tishimiz mumkin.

Ta‘rif. R? tekislikning istalgan chegaralangan to‘plamini yassi
shakl deymiz.

Aytaylik, E yassi shakl va P biror ko‘pburchakli shakl bo‘lsin.
Agar P C E bo‘lsa, P ko‘pburchakli shaklni E' shaklga ichki chizil-
gan deymiz. Aksincha, agar E C P bo‘lsa, P ko‘pburchakli shaklni
E shaklga tashqi chizilgan deymiz.

Ta‘rif. Berilgan E yassi shakining quyi yuzi |E|. deb bu shakl-
ga ichki chizilgan ko‘pburchakli shakllar yuzlarining aniq yugori chega-
rasiga aytiladi:

|El. = sup |P|. (7.2.9)
PCE
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Agar E shaklga birorta ham ko :
‘ pburchakli shaklni ichki chiz
bo‘lmasa, |E|, = 0 deb qabul qilinadi. aklni ichki chizib

Ta‘rif. Berilgan E ; ' ]
erilga yassi shakining yuqori yuzi |E* deb b
shaklga tfzshqz chizilgan ko‘pburchakli shakilar yuzlan'nirlr.g l.am' i
chegarasiga aytiladi: iy

| Bt = dnf Q). (7.2.10)
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Ta‘rif. Agar yassi shaklning quyi yuzi yugori yuzi bilan ustma-
ust tushsa, u kvadratlanuvchi deyiladi. Bunda

|E| = |E|. = |EJ" (7.2.11)

son kvadratlanuvchi E shaklning yuzi deb ataladi.

7.2.2 - teorema. Berilgan E yassi shaklning kvadratlanuvchi
bo‘lishi uchun iztiyoriy ¢ > 0 olganda ham unga ichki va tashqi
chizilgan shunday mos ravishda P va Q ko‘pburchakli shakllar topi-
lib, ularning yuzlari

@l — |P| < ¢ {7.2.12)

shartni ganoatlantirishi zarur va yetarlidir.

Isbot. 1. Agar E yassi shakl kvadratlanuvchi bo‘lsa, ta‘rifga
ko'ra, istalgan £ > 0 uchun shunday ichki chizilgan P va tashqi
chizilgan Q ko‘pburchakli shakllar topiladiki, ular

(3 E
P> El- 2, 1QI<I|E|+3
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tengsizliklarni qanoatlantiradi. Ravshanki, bundan (7.2.12) tengsiz-
lik kelib chiqadi.

2. Agar (7.2.12) shart bajarilsa, u holda quyi va yuqori yuzlar
uchun quyidagi

|P| < |El. < |EI" < |@Q
o‘z-o‘zidan ko‘rinib turgan tengsizliklardan
|E]* — |El« < €

munosabatni olamiz.

Bu tengsizlikdan, ¢ > 0 ning ixtiyoriyligiga ko‘ra, yuqori va
quyi yuzlarning ustma-ust tushishi kelib chigadi. Demak, E shakl
kvadratlanuvchi bo‘lar ekan.

Natija. Berilgan E yassi shaklning kvadratlanuvchi bo‘lishi uchun
uni chegarasining yuzi nolga teng bo‘lishi zarur va yetarlidir.

Hagiqatan, agar P shakl E ga ichki chizilgan ochiq ko‘pburchakli
shakl bo'lib, @ esa E ga tashqi chizilgan yopiq ko‘pburchakli shakl
bo‘lsa, u holda

S=Q\P={MecQ : M¢P)}

to‘plam, ravshanki, dF chegarani oz ichiga oluvchi yopiq ko‘pburchakli
shakl bo‘ladi. Bundan tashqari,

15| = 1@l - |P|

tenglik o‘rinli. Demak, (7.2.12) shart chegaraning |@E|* tashqi yuzi
nolga tengligini anglatadi. Bundan chiqdi, |0E| = 0 ekan.

Endi egri chizigli trapetsiya deb ataluvchi shakllar yuzini o‘rga-
nishga o‘tamiz.
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Ta‘rif. Agar f funksiya [a,b] kesmada uzluksiz bo'lib, manfiy

bo‘lmasa,
T = {(z,y) € R?: z€ [a,b], 0<y< f(x)} (7.2.13)

ko*rinishdagi to‘plamni egri chizigli trapetsiya deb ataymaz.

1
|
|
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7.2.3 - teorema. (7.2.13) egri chizigli trapetsiya kvadratlanuv-
chi bo‘lib, uning yuzi quyidagicha aniglanadi:

b
IT| = /f(.‘l')d.r. (7.2.14)

Isbot. 6.5.3 - teoremaga ko‘ra, f funksiya [a, b] kesmada uzluk-
siz bo‘lgani sababli u shu kesmada integrallanuvchidir. Endi 6.4.9
- teoremaga asosan, istalgan ¢ > 0 olganda ham [a,b] kesmaning
shunday P bo‘linishi topiladiki, unga mos Darbuning yuqori va quyi
vig'indilari quyidagi:

=]
[SV]
—
(3
—

Sp(f) — sp(f) < ¢ (7.2.1:

shartni qanoatlantiradi.
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Shuni qayd etamizki, Darbuning sp(f) quyi yvig‘indisi egri chi-
zigli trapetsiyaga ichki chizilgan ko‘pburchakli shakl yuziga teng
bo'lib, Darbuning Sp(f) yuqori yig'indisi egri chiziqli trapetsiyaga
tashqi chizilgan ko‘pburchakli shakl yuziga teng bo‘ladi. Shunday
ekan, (7.2.15) shart, 7.2.2 - teoremaga ko‘ra, T egri chizigli trapet-
siyaning kvadratlanuvchi ekanini anglatadi. Bundan tashqari, istal-
gan P bo'linish uchun quyidagi tengsizliklar bajariladi:

sp(f) <IT| < Sp(f).

Bu tengsizliklar va (7.2.15) shart birgalikda Darbuning quyi va
yuqori integrallari o‘zaro ustma-ust tushib, |T'| ga tengligini ko‘rsata-
di. Shunday ekan, 6.4.2 - teoremadan talab gilingan (7.2.14) tenglik
kelib chigadi.

1 - natija. Agar f va g funksiyalar [a, b] kesmada uzluksiz bo'lib,
g(z) < f(z), a<z<b,
tengsizlikni ganoatlantirse, u holda
E = {(z,y) : z€[ab], g(x)<y< f(z))

yassi shakl kvadratlanuvchi bo‘lib, uning yuzi

b
E| = f [£(z) - g(e)] dz (7.2.16)

ga teng bo‘ladi.
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2 - natija (Kaval‘eri prinsipi). Faraz gilaylik,
E; = {(z.y) : z€[a,b], gi(z) <y< filx)}

va
E; = {(z,y) : z€[a,b], g2(z) <y < fal2)}

bo‘lsin. Agar
filz) — q1(z) = fa(z) —g2(z), a<z <,
bo‘lsa, |E,| = |E3| bo‘ladi.
7.2.1 - misol. Quyidagi doiraning yuzi topilsin:
K(r)={(s,y) €R? : 2* +y* <r?}.
Ravshanki, bu tenglikni quyidagicha yozish mumkin:
K(r)={(z,y) eR?: ~1<2 <1, VP2 <y< Vi -2t}

Shuning uchun, (7.2.16) formuladan foydalansak,

1
KO = [V =2+ V=2 da
-1
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hosil bo‘ladi.
Endi z = rsint trigonometrik almashtirishni qo‘llasak,
1 /2
|K(r)] = 2f\/r2 - 22dz = 2r? f V1 -sin?t costdt =
-1 -2
m/2
= 2r? / cos® t dt
—-m/2
munosabatni olamiz.
Demak,
1 t=m/2
|K(r)] =r? [t + —sin Zt] =nrl, (7.2.17)
2 t=—n/2

§ 7.3. Jism hajmi

Ushbu paragrafda biz uch o‘lchovli fazodagi aylanish jismlar deb
ataluvchi maxsus to‘plamlarning hajmini hisoblash bilan cheklana-
miz.

Uch o‘lchovli R? fazo deganda u = (z, y, z) haqiqiy sonlar uch-
ligining tartiblangan to‘plami tushuniladi. Bunda u ni R® fazoning
nuqtasi va z,y hamda z sonlarni u nuqtaning koordinatalari deyi-
shadi. Yana z - absissa, y - ordinata z esa applikata deb ham ataladi.

Agar biror koordinatani tayinlab qo‘ysak, masalan, z = z de-
sak, u holda (o, y, z) ko‘rinishdagi nuqtalar Oz o‘qiga perpendikul-
yar bo‘lib, uni z = z¢ nuqtada kesadigan quyidagi tekislikni tashkil
giladi:

P(zo) = {(z0,y,2), y€R, z€eR}. (7.3.1)

Boshqa koordinatalar o‘glariga perpendikulyar tekisliklar ham
xuddi shunga o‘xshash kiritiladi. Bu tekisliklar bilan chegaralangan

eng sodda shakl bu yopiq parallelepiped bo'lib, u quyidagi ko‘rinishga
ega:

F={(z,y,2)€R® : ay<z<ay, b<y<bh, a<lz<e}
(7.3.2)
bu yerda ay, ag, by, by, 1, ¢3 lar ay < az, by < by va ¢y < ¢ shartlarni
qanoatlantiruvchi ixtiyoriy haqiqiy sonlardir.
Shunga o‘xshash,

G:{(I»U.Z)GR3101<J'<¢IQ, by < y < ba, C1<Z<C'2}
(7.3.3)
to‘plam ochiq parallelepiped deyiladi.
Faraz gilaylik, b = (by, b2, b3) nuqta R? fazoning ixtiyoriy nuq-
tasi bo'lsin. Istalgan £ > 0 uchun b nuqtaning s-atrofi deb radiusi ¢
ga teng bo‘lib, markazi b nuqtada bo‘lgan sharga, ya‘ni

lz — bl =(z1=b1)%+ (z2—b2)2 + (23— b3)2 < ¢

shartni qanoatlantiruvchi barcha z = (zy,72,23) € R® nuqtalar
to‘plamiga aytamiz.

Ta‘rif. R® fazoning iztiyoriy E gismiy to‘plami berilgan bo‘lsin.
Agar b € R*® nugtaning iztiyoriy =-atrofida E to‘plamga ham te-
gishli bo‘lgan, ham tegishli bo‘lmagan nugtalar topilsa, b nugta E
to‘plamning chegaraviy nuqtasi deyiladi.

Chegaraviy nuqtalar to‘plami E to‘plamning chegarasi deyiladi
va odatda JE simvol orqali belgilanadi.

Ta‘rif. Agar F to‘plam o‘zining barcha chegaraviy nugtalarini
o'z ichiga olsa, u yopiq to‘plam deyilad:.

Masalan, (7.3.2) parallelepiped yopiq to‘plamdir.

Ta‘rif. Agar G to‘plam birorta ham chegaraviy nuqgtalarini o'z
ichiga olmasa, u ochiq to‘plam deyiladi.

Masalan, (7.3.3) parallelepiped ochiq to‘plamdir.

Yopiq F parallelepipedning ham, ochiq G parallelepipedning
ham chegarasi quyidagi to‘plamdan iborat:

0G=0F = F\G = {(z,y,2) € F : (z,y,2) € G}.
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Har qanday parallelepipedning chegarasi yoq deb ataluvchi to‘g'ri
to‘rtburchaklardan iboratdir.

Biz (7.3.2) ko‘rinishdagi to‘plamni muntazam parallelepiped dey-
miz. Boshqacha aytganda, muntazam parallelepiped deganda biz
yoqlari koordinatalar o'qlariga perpendikulyar bo‘lgan iztiyoriy yopiq
parallelepipedni tushunamiz.

Ta‘rif. (7.3.2) ko‘rinishdagi muntazam parallelepipedning haj-
mi deb quyidagi songa aytamiz:

|F| = (az —ay) - (b —by1) - (e2 = c1). (7.3.4)

Ravshanki, istalgan muntazam parallelepipedning hajmi musbat
son bo‘ladi.

Ta‘rif. Chekli sondagi Py (yopiq) muntazam parallelepipedlar-
ning birlashmasini, ya‘ni

F=PUPU--:UP, (7.3.5)

to'plamni yopiq ko‘pyogqli jism deb ataymiz.

Yopiq ko*pyoqli F jismdan uning barcha chegaraviy nuqtalarini
olib tashlash natijasida hosil bo‘lgan G to‘plamga ochiq ko'pyoqli
jism deviladi, ya‘ni

G = F \ OF.

Nihoyat, agar biror E ¢ R? to'plam uchun shunday G ochiq
ko'pyoqli jism topilsaki, uning uchun

G C E C (GUaag)

munosabat bajarilsa, E' to‘plamni ko ‘pyoqli jism deymiz. Bunda G
to‘plam E ko‘pyoqli jismning ichki gismi deb ataladi.

Shunday qilib, biz aniglagan ko ‘pyogli jism chegarasini o'z ichiga
olishi yoki olmasligi, yoki bo‘lmasa chegaraning biror gisminigina
o'z ichiga olishi mumkin ekan.

Agar ikki ko‘pyoqli jismlarning ichki gismlari umumiy nuqta-
larga ega bo‘lmasa, biz bu jismlarni biri ikkinchisini ustiga tush-
maydi deymiz.
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Ta‘rif. Agar Q ko‘pyoqli jism (7.3.5) ko‘rinishga ega bo‘lib, P
muntazam parallelepipedlar o‘zaro biri ikkinchi ustiga tushmasa, u
holda bu jismning hagmi (|Q| orqali belgilanadi) deb quyidagi songa
aytiladi:

QI = > IPl- (7.3.6)
k=1

Bu ta‘rifning korrektligi xuddi ko‘pburchakli shakl yuzi ta‘rifining
korrektligi kabi ko‘rsatiladi.

Quyi va yuqori yuz tushunchalari singari quyi va yuqori hajm
tushunchalari kiritiladi.

Faraz qilaylik, B uch o‘lchovli R? fazoning chegaralangan to‘plami
bo‘lsin. Bunday to‘plamni bundan buyon jism deb ataymiz. Jismga
ichki va tashqi chizilgan ko'pyoqli jismlar tushunchalari xuddi ichki
va tashqi chizilgan ko‘pburchaklar singari aniglanadi.

Ta‘rif. Berilgan B jismning quyi hajmi |B|. deb B ga ichki
chizilgan P ko‘pyoqli jismlar hajmlarining aniq yugori chegarasiga
aytiladi:

|Bl. = sup |P|.
PCB

Agar B jism ichiga birorta ham ko*pyoqli jism chizilmasa, |B|. =
0 deb gabul gilinadi.

Ta‘rif. Berilgan B jismning yugori haymi |B|* deb B ga tashqi
chizilgan Q ko‘pyoqli jismlar hajmlarining aniq quyi chegarasiga
aytiladi:

1Bl7 = duk, 4.

Ta‘rif. Berilgan B jismning quyi hajmi uning yuqori hajmiga
teng bo‘lsa, bu jism kublanuvchi deyiladi. Bunda

|B| = |Bl. = |BI’

son kublanuvchi E jismning hagmi deb ataladi.
7.3.1 - teorema. Berilgan B jismning kublanuvchi bo‘lishi uchun
unga ichki va tashqi chizilgan shunday mos ravishda P va Q ko'pyoqli *
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Jismlar topilib, istalgan € > 0 uchun quyidag: shartning bajarilishi
zarur va yetarlidir:

QI - |P| < e. (7.3.7)

Bu teoremaning isboti xuddi 7.2.2 - teorema isbotidek olib bo-
riladi.

Shuni aytish kerakki, jismlar hajmining umumiy nazariyasi kar-
rali integrallar nazariyasida rivojlantiriladi. Shuning uchun, biz bu
yerda hajmlarni fagat maxsus hollarda oddiy Riman integralidan
foydalanib hisoblash usullari bilan tanishamiz.

Faraz qilaylik, P(a) va P(b) tekisliklar Oz o‘qgiga perpendikulyar
bo‘lib, bu o‘qni mos ravishda a va b nuqtalarda kessin. Bundan
tashqari, B C R?® yuqoridagi tekisliklar orasida joylashgan biror
jism bo‘lsin. U holda B(z) simvol orqali B jismning P(z) tekislik
bilan kesishmasini belgilaymiz, ya‘ni

B(z) = BN P(z).

B(z) ni ba‘zan kesim ham deb atashadi. Ravshanki, har bir kesim
vassi shakl bo‘ladi.

Har bir z € [a,b] uchun B(z) kesim kvadratlanuvchi bo‘lsin
deylik va S(z) simvol bilan bu shakl yuzini belgilaylik, ya‘ni

S(z) = |B(z)l.

Navbatdagi teorema jism hajmini hisoblashni biror kesmaga per-
pendikulyar bo‘lgan ko‘ndalang kesimlar yuzidan shu kesma bo‘yicha
olingan integralni hisoblashga olib keladi.

7.3.2 - teorema. (Kaval‘eri prinsipi). Faraz qilaylik, B ik-
ki P(a) va P(b) tekisliklar orasida joylashgan jism bo‘lib, B jismni
P(z) tekislik bilan kesimining S (z) yuzi [a, b] kesmada integrallanuv-
chi funksiya bo‘lsin. U holda B jismning |B| hajmi uchun quyidagi
formula o‘rinli:

b
Bl = [ S()de. (738)
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'

()

40-rasm

Isbot odatda karrali integrallar nazariyasi deb ataluvchi bo‘-li.m—
da keltiriladi. Bu isbot karrali integralni takroriy integralga keltirish
haqidagi teoremani B jismning xarakteristik funksiyasiga qo'‘llashga

asoslanadi. L.
Biz bu teoremadan aylanish jismlarning hajmlarini hisoblash

uchun foydalanamiz. Aylanish jismlar deganda biz egri chizigli trapet-
siyaning abssissalar o‘qi atrofida aylanishi natijasida hosil bo‘lgan
shaklni tushunamiz.

Shunday qilib, agar f funksiya [a,b] kesmada manfiy bo‘lmasa,
B aylanish jism deb quyidagi to‘plamga aytamiz:

B = {(z,y,2) €R® : z€[a,b], ¥+ <f(»)} (7.3.9)

Ravshanki, bu jism (7.2.13) egri chizigli trapetsiyani Oz o‘qi atrofi-
da aylantirishidan hosil bo‘ladi.

7.3.3 - teorema. Agar f funksiya [a,b] kesmada manfiy .bo‘l-
magan integrallanuvchi funksiya bo‘lib, B (7.3.9) ko'r.inisi'ldag: ay-
lanish jism bo‘lsa, u holda B jism hajmi | B| uchun quyidagi formula
o‘rinli:

b
|B| =nff2(x)dr. (7.3.10)
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Isbot. Kaval‘eri prinsipidan foydalanamiz. P(z) yuqorida aniq-
langan tekislik bo'lsin. B(z) orqali B jismni shu tekislik bilan kesish
natijasida hosil bo‘lgan kesimini belgilaylik. Bu kesimning radiusi
f(z) ga teng bo‘lgan doiradan ibcratligi bevosita (7.3.9) ta‘rifdan
kelib chigadi. Shuning uchun, bu kesimning S(z) yuzi

S(z) = nf¥(z) (7.3.11)

ga teng bo‘ladi.

Shartga ko‘ra f(z) funksiya [a, b] kesmada integrallanuvchidir.
Shunday ekan, 6.4.4 - teoremaga ko‘ra, f*(z) funksiya ham va de-
mak, S(x) funksiya ham [a, b] kesmada integrallanuvchi bo‘ladi. De-
mak, biz (7.3.8) formulani go‘llashimiz mumkin. Bu formuladan,
(7.3.11) tenglikni hisobga olsak, talab gilingan (7.3.10) munosabat-
ni olamiz.

|
7.3.1 - misol. Radiusi R ga teng bo‘lgan
B(R) = {(x,y,2) €R’ : &’ + ¢y’ +:* < R?)

sharning hajmini toping.

Ravshanki, bu shar, agar

J(z) = vVR*—2% —R<z<R

deb olsak, (7.3.9) ko‘rinishdagi aylanish jism bo‘ladi.

Shuning uchun, (7.3.10) formulaga ko‘ra,

R R
5 23 =R
|B(R)| =1rff(z)d.’r:rr/(Rz—rz)dm:r[sz—-?] A
“R “R S
Demalk,
|B(R)| = i7*1?‘
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Shuni qayd etamizki, (7.3.10) formulani aylanish jism chegara-
lanmagan bo‘lgan holda ham qo‘llash mumkin. Bunda bu jism hajmi
deganda biz unga yaqinlashuvchi chegaralangan jismlar hajmlari-
ning limitini tushunamiz. Albatta, bu holda xosmas integrallarni
qarashga to'g'ri keladi.

7.3.2 - misol. Quyidagi

1
f(.l) = = & Z 1,
funksiya grafigining abssissalar o'qi atrofida aylanishi natijasida hosil
bo‘lgan B jismning hajmini hisoblang.
Avval (7.3.10) formuladan 1 < z < b kesmada foydalanamiz.
So‘ngra, bu formulada b — +o0c deb limitga o‘tsak,

+c0 +-xd
|B| =ﬂ/f2(1)dx:r/—§dx=w
z
1 1

tenglikni olamiz.
§ 7.4. Aylanma sirt yuzi

Ushbu paragrafda biz aylanish jismlarini chegaralovchi sirtlarni-
gina o‘rganish bilan cheklanamiz.

Uch o‘lchovli fazoda Oz, o'qi atrofida z; = f(z;) funksiya grafi-
gi aylanishi natijasida hosil bo‘lgan S sirtni qaraymiz. Qat‘iyroq ayt-
ganda, bu sirtni quyidagicha ta‘riflaymiz: f berilgan [a, b] kesmada
manfiy bo‘lmagan funksiya bo'lsin. S aylanma sirt deb fazoning
quyidagi ko‘rinishdagi to‘plamiga aytamiz:

S = {(.’L‘l,ﬂ:-z,l'g) € R3 : x§+z§:f2(;r1), a S T Sb}
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Aylanma sirtga muhim misol sifatida kesik konus sirtni olishimiz
mumkin. Bu sirt kesmaning, aniqrog'i, f(z;) = kaz, + ¢ chizigli
funksiya grafigining aylanishi natijasida hosil bo'ladi, ya‘ni

K = {(.1'1,.1'2,-1'3) [ R3 . I%‘}'l‘g = (k.’tl +(‘)2, @ S xry S b}

Ma‘lumki, bu kesik konus yon sirtining yuzi sodda ko‘rinishga
ega:
|K| = 2nrl, (7.4.1)
bu yerda r — konusni asoslari radiuslarining o‘rta arifmetigi, / esa
konus yasovchisining uzunligidir.
Ixt‘l).r'(.".'.l‘ly P={a=1z9 <z <..<z,=>b} bolinishni olaylik.
Bu bo‘linishga mos kelgan har bir -

Ly = {(z,y)eR? : 2 =123, 0<y< gl k=010,

kesmaning abssissalar o*qi atrofida aylanishidan aylana hosil bo‘ladi.
Shuoaylana.larda.n ikki ketma-ket kelganini asos (|iiib Si. kesik konus-
larni yasaymiz. Nihoyat, mana shu kesik konuslardan tashkil topgan
aylanma sirtni S(P) orqali belgilaymiz.

Har bir Sy kesik konus yon sirtining yuzi |Si|, (7.4.1) ga ko'ra
quyidagi formula bilan aniglanadi: 9

o flek—1) + f(xe) ;
sl = 2nFR=E T R T T~ Fana T
Fara:z qila.ylik, f funksiya [a,b] kesmada uzluksiz differensial-
lanuvchi bo‘lsin. U holda, Lagranj formulasiga ko‘ra, shunday & €
(g1, x,) son topiladiki, u uchun ‘

|SL| s Qﬂf(rk—l)2+ f(l'k) /1+[f1(£k)]2 Az

tenglik bajariladi.

: ?\antor teoremasiga asosan f funksiya [, b] kesmada tekis uzluk-
sizdir. Shu sababli, ixtiyoriy £ > 0 olganda ham P bo‘linish di-
ametrini shunday kichik tanlash mumkinki, har bir qismiy kesmada

= I
Bt 128 o pe b oo

tenglikka ega bo‘lamiz, bu yerda |ag| < e. Shunday ekan, o'rgani-
layotgan S(P) aylanma sirtning yuzi uchun

IS(P) = 27 Y [f(&) + a1+ [f'(&)]* A
k=1

tenglikni olamiz.
Demak,

IS(P)| = 27 f(&)VI+f(&)) Azk+O(e).
k=1

Agar S aylanma sirt yuzini P bo‘linish diametri nolga intil-
gandagi S(P) sirtlar yuzlarining limitiga teng deb aniglasak, oxirgi
tenglikdan

b
S| = 2w[f(¢) 1+ f(z)] de (14.1)

formulani olamiz.
7.4.1 - misol. Abssissa o‘qi atrofida
1
f(I)=;, 1SISb, b>1,
funksiva grafigi aylanishi natijasida hosil bo‘lgan S(b) sirt yuzini

toping.
Agar (7.4.1) formuladan foydalansak,

b b
1S (b)] =2:rrff(w) 1+lf'(z)lzdr=2"f§\/1+$d1
1 1

tenglikka ega bo‘lamiz.
Bundan qgaralayotgan sirt yuzi uchun quyidagi bahoni olamiz
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b b
1S(b)] :2#/1\/1-!--1—4(1: > zyrfd—“" = deinb
& I T
1 1

Demak, b — +oo da |S(b)| = +o0 bo‘lar ekan.

Shuni aytish kerakki, qaralayotgan sirt yuzi cheksiz bo‘lishiga
qaramasdan, u chegaralagan jism, 7.3.2 - misolga ko‘ra, chekli hajm-
ga egadir. Xususan, bu sirt chegaralagan <idishga» uch litrdan sal
ko'proq (V' = =) bo‘yoq solish mumkin bo‘lib, bunda bu «idish»
to‘ladi. Ammo xuddi shu «idish» sirtini bo‘yash uchun esa, qancha
ko'p bo'yoq bo‘lsa ham yetmaydi.

§ 7.5. Misollar

1 - misol. Quyidagi

2
y=§\/az+12+%—ln(r+\/a2+m2 ), 0<z<1,

funksiya grafigining uzunligini toping.

Ko'rsatma. (7.1.4) formulani qo‘llang. Hosil bo‘lgan integralda
x = bsht giperbolik almashtirishni bajaring.

2 - misol. Quyidagi

7

'
y-—-g.rs". 0<z<4,

funksiya grafigi uzunligini toping.
Ko‘rsatma. (7.1.4) formulani go‘llang.

3 - misol. Quyidagi
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funksiya grafigi uzunligini toping.
Kof‘rsatma. (7.1.4) formulani qo‘llang.

4 - misol. Quyidagi
Bir.
z= gcosat, = Zsm:‘t

parametrik ko‘rinishda berilgan yopiq egri chiziq uzunligini toping.
Ko‘rsatma. (7.1.7) formulani qo‘llang.

5 - misol. Quyidagi
1 ; 1
= g(t—smt), = —S-(t —cost), 0 <z < 2m,

parametrik ko‘rinishda berilgan egri chiziq uzunligini toping.
Ko‘rsatma. (7.1.7) formulani qo‘llang.

6 - misol. Quyidagi
Y ::23:21 T+ Y =2

egri chiziglar bilan chegaralangan soha yuzini toping.
Kof‘rsatma. (7.2.16) formulani qo‘llang.

7 - misol. Ushbu
ellips yuzini toping.
Ko‘rsatma. (7.2.16) formulani qo‘llang.

8 - misol. Ushbu

$2 yz 32
b ke

ellipsoid bilan chegaralangan jism hajmini hisoblang.
Ko‘rsatma. (7.3.8) formulani qo'llang.
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9 - misol. Quyidagi
y=ginz, y=0, 0<z <,

egri chiziglarning Oy o'qi atrofida aylanishi natijasida hosil bo‘lgan
sirt chegaralagan jism hajmini toping,.
Ko‘rsatma. (7.3.10) formuladan foydalaning.

10 - misol. Quyidagi
™

2

y=cosz, |z|<

funksiya grafigining Oz o‘qi atrofida aylanishi natijasida hosil bo‘lgan
sirt yuzini toping.
Ko‘rsatma. (7.4.1) formulani qo‘llang.

VIII Bob. Tenglamalar ildizlarini va aniq
integrallarni hisoblashning taqribiy usullari

§ 8.1. Tenglamalar ildizlarini hisoblashning taqribiy
usullari

Bu paragrafda biz funksiya ildizlarini va uning ekstremumlari-
ni taqribiy hisoblash usullarini ko‘rib chigamiz. Biz o‘rganadigan
barcha usullarda berilgan funksiyalarni uzluksiz deb hisoblaymiz.

Shunday qilib, f funksiya [a, b] kesmada uzluksiz bo‘lib, f(a) <
0 va f(b) > 0 shartlarni qanoatlantirsin. U holda, 3.5.1 - lemmaga
ko‘ra, (a, b) intervalda shunday ¢ nuqta topiladiki, u uchun f(c) =0
tenglik bajariladi, ya‘ni ¢ soni quyidagi

f(z) =0 (8.1.1)

tenglamaning yechimi bo‘ladi.

Demak, f funksiyaga qo‘yilgan shartlar ¢ ildizning mavjudligini
ta‘minlar ekan. Endi biz mana shu ildizning giymatini avvaldan
berilgan istalgan aniqlikda hisoblash bilan shug‘ullanamiz.

Dastavval biz (8.1.1) tenglama ildizini taqribiy hisoblashning
«vilka usuli» deb nomlanadigan eng sodda usul bilan tanishamiz.

1.”Vilka” usuli. Bu usulga asos qgilib 3.5.1 - lemma isbotida
foydalanilgan jarayon olingan. Ushbu lemmada biror kesmaning
chekkalarida turli ishoraga ega bo‘lgan uzluksiz funksiya grafigi
abssissalar o‘qini kesib o‘tishi isbotlangan edi. Isbotda qo‘llangan
jarayon esa kesmani teng ikki bo‘lakka bo'lib, ulardan qaysi birining
chekkalarida funksiya turli ishoraga ega bo‘lsa, kesmaning o‘sha qis-
mini tanlashdan iborat edi.
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Yuqorida qayd qilinganidek, f funksiya [a,b] kesmada uzluk-
siz bo'lib, f(a) < 0 va f(b) > 0 shartlarni qanoatlantirsin. (8.1.1)
tenglama ildizini topish magqsadida

(8.1.2)

belgilash kiritib, 2 rekurrent ketma-ketlikni quyidagicha aniglaymiz:

To=a (8.1.3)

va k > 0 lar uchun

(8.1.4)

Tk + hryr, agar  f(zx) <0 bo'lsa,
Tht1 =
Tk — hgyy, agar  f(zg) >0 bo'lsa.

b—a . a-+b
va shuning uchun z; =

Ravshanki, h, =

Shunday gilib, berilgan f funksiyaning ildizini topish jarayoni
ketma-ket f(zx) giymatlarni hisoblashdan iborat ekan. Agar bor-
diyn biror natural k uchun f(zx) = 0 tenglik bajarilsa, biz z nug-
tani gidirilayotgan ildiz deb e‘lon qilib, jarayonni tugatamiz. Shu-
ning uchun, bundan buyon f(xzx) # 0 deb faraz gilamiz.

8.1.1 - tasdiq. (8.1.2)-(8.1.4) tengliklar bilan aniglangan zy
ketma-ketlik uchun

flazx — i) <0, flazg + he) >0 (8.1.5)

shartlar o‘rinlidir.

Isbot oddiy bo‘lib, u matematik induksiya usuli bilan olib bo-
riladi.

8.1.2 - tasdiq. (8.1.2)-(8.1.4) tengliklar bilan aniglangan zj
ketma-ketlik (8.1.1) tenglamaning biror c¢ ildiziga yaginlashadi va
bunda quyidagi baho bajariladi:

(b—a)

2!]

|.'1',’n—(‘f <

(8.1.6)
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Isbot. (8.1.2) va (8.1.4) tengliklardan

P P
|Zn4p — Tn] < Z |Zntk — Zatk-1] = Z btk =
k=1 k=1

P P
& (b-a) _ (b-a) 1 (b— a)
—;: ontk = om kZQ—k< on
=1 =1

bahoni olamiz.
Demak, ixtiyoriy natural n va p lar uchun

[ente = 2al < 2 (8.0.7)

baho bajarilar ekan.

Hosil bo‘lgan (8.1.7) baho {z,} ketma-ketlikning Koshi ketma-
ketligi ekanini anglatadi va shuning uchun, bu ketma-ketlik biror ¢
songa yaginlashadi.

Agar (8.1.5) tengsizliklarni hisobga olsak, bevosita f funksiya-
ning uzluksizligidan f(¢) = 0 tenglikni olamiz, ya‘ni bu 2 = ¢ son
(8.1.1) tenglamaning ildizi bo‘lar ekan.

Nihoyat, agar (8.1.7) bahoda p — oo da limitga o‘tsak, talab
qilingan (8.1.6) bahoga ega bo‘lamiz.

L3

Eslatma. Yuqorida f funksiyaga qo‘yilgan (8.1.1) shart tengla-
maning kamida bitta ildizi borligini ta‘minlaydi. Albatta bunda
(a,b) intervalda bir nechta ildiz bo‘lgan hol va hattoki, cheksiz
sondagi ildizlar bo‘lgan hol ham inkor gilinmaydi. Masalan, [-2, 2]

kesmada
fl(z)=2z—|z+1|+ |z -1 (8.1.8)

funksiya uzluksiz bo‘lib,
f(-2)=-2<0, f(2)=2>0

shartlarni qanoatlantiradi.
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3.5.1 - lemmaga ko‘ra, bu shartlardan (-2, 2) interval ichida f
funksiyaning ildizi mavjudligi kelib chigadi. Ammo bu funksiyaning
aniglanishidan —1 < 2 < 1 kesmaning har bir z nuqtasi uning ildizi
ekanligi ko‘rinib turibdi. Bundan chiqdi, (8.1.8) funksiya cheksiz
ko'p ildizlarga ega ekan. Yuqorida ko‘rilgan "vilka” usuli esa bu
ildizlardan faqat bittasini, chunonchi, ¢ = 0 ildizni topish usulini
beradi.

2. Vatarlar usuli. Mazkur bandda biz vatarlar usulini ko‘rib
chigamiz. " Vilka” usulidan farqli o‘laroq vatarlar usulida biz f funk-
siyaning [a, b] kesmada uzluksizligidan tashqari, uning (a,b) inter-
valda qo‘shimcha ravishda differensiallanuvchi bo‘lishini ham talab
gilamiz. Bunda funksiya grafigi vatari deb grafikni ixtiyoriy ikki
nuqtasini birlashtiruvchi to‘g'ri chiziq kesmasiga aytiladi.

Vatarlar usulidagi ildizning aniglangan taqribiy giymatidan yan-
gi taqribiy giymatiga o‘tish g'oyasi quyidagidan iborat. Aytaylik, z¢
yuqoridagi (8.1.1) tenglama ildizining avvalgi qadamda aniglangan
taqribiy qiymati bo‘lsin. Agar f funksiya grafigining (z¢, f(20))
va (b, f(b)) nuqtalarini birlashtiruvchi vatar abssissalar o‘qini z;
nuqtada kessa, mana shu z, son (8.1.1) tenglama ildizining yangi
taqribiy giymati deb olinadi.

Agar zj izlanayotgan ¢ ildizning taqribiy giymati bo‘lsa, keyin-
gi zx4+1 taqribiy qiymat uchun formulani aniglaylik. Buning uchun
grafikning (z, f(zx)) va (b, f(b)) koordinatalik nuqtalaridan o‘tuvchi
to'g'ri chizigning tenglamasini, ya‘ni

b) —
y(x) = fax) + f(;_—ﬁm
tenglamani qaraymiz.

Qayd qilganimizdek, z44; son y(z) = 0 tenglamani ildizi bo‘lishi
kerak. Demak,

(x — zg) (8.1.9)

0= f(ax) + (Thkt1 — k)

f(b) — flax)
b— £k

va bundan chiqdi,

b -z

Thyel = Tk — m_f(f*) (81.10)
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Mazkur rekurrent formula (8.1.1) tenglama ildizini taqribiy hisob-
lashning vatarlar usuli ketma-ketligini aniglaydi. Bunda boshlang‘ich
vaginlashish sifatida

ro=a (8.1.11)

nuqtani olishimiz mumkin.

Agar f funksiyaning [a, b] kesmadagi hosilasi musbat va o‘suvchi
bo‘lsa, yuqoridagi ketma-ketlik korrekt aniglanganligiga, ya‘'ni zx
nuqtalardan birortasi ham [a, b] kesmadan tashqariga chiqmasligiga
ishonch hosil gilamiz.

8.1.3 - tasdiq. Berilgan f funksiya [a,b] kesmada differensial-
lanuvchi bo'lib, uning f'(x) hosilasi shu kesmada o‘suvchi bo‘lsin. U
holda istalgan zq € [a,b] nugta uchun

f(z) = f(zo) (8.1.12)

-2

ayirmali nisbat x ning funksiyasi sifatida * > xo da o‘suvchi bo‘ladi.

Isbot. Har qanday h > 0 uchun z ni z+h ga o‘zgartirganimizda
(8.1.12) ayirmali nisbat gqiymatining kamaymasligini ko‘rsatish yetar-
li. Buning uchun Lagranj formulasidan foydalanamiz. Bu formulaga
asosan, shunday &; € (2o, ) nuqta topiladiki, u uchun

f(z) = f(zo) = f'(&1)(x —20), o< & <z, (8.1.13)
tenglik bajariladi.
Shunga o‘xshash, 2 > 0 uchun shunday & € (z,2 + h) nuqta
topiladiki,
fl+h) - f(z) = fi(§2)h, <& <z+h, (8.1.14)

tenglik o‘rinli bo‘ladi.
Shunday ekan, (8.1.13) va (8.1.14) tengliklarga ko'ra,

f(z+h) = f(zo) = [f(z + k) = f(2)] + [f(z) = f(z0)] =
= f'(&)h + f'(&)(z — 20).
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Endi f'(z) hosila o'suvchi ekanini qayd qilsak, & > & bo‘lgani
uchun f'(&) < f/(&) tengsizlikka ega bo‘lamiz. Demak,

f(z+h) = f(zo) > f'(€)h+ f'(&1)(z — o) = f'(&1)(z + h — 20).
Bu tengsizlikdan, (8.1.13) ga ko‘ra, talab gilingan natijani, ya‘ni

F@ A0 = @) o ey - S2) = Flxo)

T+ h—1xg T — o

munosabatni olamiz.

Navbatdagi tasdiqda (8.1.10)-(8.1.11) tengliklar bilan aniqlan-
gan {z}} ketma-ketlik o‘suvchi bo'lib, yuqoridan (8.1.1) tenglama-
ning izlanayotgan « = c ildizi bilan chegaralangan ekanini ko‘rsatamiz.

8.1.4 - tasdiq. Berilgan f funksiya [a,b] kesmada differensial-
lanuvchi bolib,

fla)<0, f(B)>0, f(z)>0, a<z<b, (8.1.15)

shartlarni ganoatlantirsin. Bundan tashgari, f'(z) hosila [a, b] kesma-
da o‘suvchi bo‘lsin.

U holda (8.1.10)-(8.1.11) tengliklar bilan aniglangan z) ketma-
ketlik o‘suvchi bo'lib, uning barcha hadlari

28 S € (8.1.16)

bahoni ganoatlantirads.

Isbot. Matematik induksiya usulidan foydalanamiz. Buning uchun,
shartga ko'ra zyp = a < ¢ bo'lgani sababli, @ < z; < ¢ deb faraz
qilib, zx < 2441 < e qo'shaloq tengsizlikni isbotlash yetarlidir.

Ma‘lumki, f(e) = 0. Shuning uchun (8.1.10) tenglikni quyidagicha
yvozish mumkin:

b— xp

m[f(d - f(zx)). (8.1.17)

Thy1 = Tk +
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Bu tenglikka ko‘ra, agar zx = ¢ bo‘lsa, 2541 = ¢ ekani kelib
chiqadi. Ya‘ni isbot qilinishi talab qilingan zj < zx4; < ¢ tengsizlik
bajarilar ekan. Shu sababali bundan buyon a < 2 < ¢ deb faraz

gilamiz.
Sodda almashtirishlar vordamida (8.1.17) tenglikni

(b—=zk) fle)— flax)
F) - f(zx) (c—zx) (8.1.18)

c—Tpy1 = (c—ax) |1 -

ko‘rinishga keltiramiz.
e (b ) fle) = flax)
- Tk C)— J Tk
8.1.19
FO = Fan)  (c—z0) L1

deb belgilash kiritsak, (8.1.18) tenglik

=

e=Zpp1 = (€~ k) (1~ 0k) (8.1.20)

ko‘rinishga keladi.

Shartga ko‘ra f o‘suvchi bo‘lgani sababli f; > 0 bo‘ladi. Bundan
tashqari, farazimizga ko‘ra xy < ¢ < b bo‘lgani uchun, 8.1.3 - tasdiq
va (8.1.19) tenglikdan 6 < 1 tengsizlik kelib chiqadi. Demak,

0 ' Byt (8.1.21)

shart bajarilar ekan.
Shunday qilib, 2} < ¢ degan farazimizga ko‘ra, (8.1.20) va (8.1.21)
munosabatlardan

0 € c—zp41 < c— 2

baho kelib chiqadi. Bundan esa, o'z navbatida, (8.1.10)-(8.1.11)
ketma-ketlik uchun talab qilingan

B < Tyt SC

tengsizlikka ega bo‘lamiz.
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Shunday qilib, (8.1.10)-(8.1.11) ketma-ketlik korrekt aniqlangan
ekan.

8.1.5 - tasdiq. Agar 8.1.4 - tasdiq shartlari bajarilsa, (8.1.10)-
(8.1.11) tengliklar bilan aniglangan zj. ketma-ketlik (8.1.1) tenglama-
ning x = c ildiziga yaginlashadi. Bundan tashqari, biror g, 0<
q <1, o‘zgarmas uchun

|zn —¢| < (b—a)-¢" (8.1.22)

baho o‘rinli bo‘ladi.
Isbot. Agar
g =C— Ik
deb belgilash kiritsak, 8.1.4 - tasdigdan {x} ketma-ketlikning ka-
mayuvchi va manfiy emasligi kelib chiqadi. Agar 6 (8.1.19) formula
bilan aniglangan sonlar bo‘lsa, (8.1.20) tenglikdan

ket = (1 — Op)ep (8.1.23)

rekurrent munosabatni olamiz.
Lagranj formulasiga ko‘ra, shunday & € (k. c) va n € (xx,b)
sonlar topiladiki, ular uchun

fle) — f(zx)

o a—— f'(&)
% £(5) = flax)
= ke ()

tengliklar bajariladi.
Yugqoridagi ikki tenglikni (8.1.19) ga qo‘ysak, 6; quyidagi ko‘rinish-
ga keladi: '
L i)
Op = .
f'(m)
f'(a) ’ ubege ;
7(0) desak, f'(z) funksiyaning o‘suvchi bo‘lgani uchun,

Agar a =

(&) - f'(a)
0, =
*= Flm) = Fb)

= o
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bahoga ega bo‘lamiz. Shunday ekan, (8.1.23) dan quyidagi
Ek+1 < (1 - a)ex
muhim tengsizlik kelib chiqadi. Demak,
0 < epsr < (1 - a)Ftie. (8.1.24)
Ravshanki, f funksiyaga qo'yilgan shartlarga ko'ra,
0<a<l.

Endi £g = ¢ — 29 = ¢ — a < b— a ekanini hisobga olsak, (8.1.24) dan
talab gilingan (8.1.22) bahoni olamiz.

Vatarlar usulining ustunligi taqribiy giymatlar ketma-ketligining
izlanayotgan ildizga tez vaqinlashishidadir. Bu usulning yana bir
muhim xususiyati shundan iboratki, rekurrent ketma-ketlikni hisob-
lash vaqtida funksiya qiymatini oldingi nuqtada hisoblashning o‘zi
vetarlidir. Bundan tashqari, biz funksiyaning birinchi hosilasi mav-
judligini talab gilsakda, hech bir nuqtada uning qiyvmatini hisoblash-
ga zaruriyat yo'qdir.

Agar bizda bor ma‘lumotlar hosilaning ham giymatini hisoblash-
ga imkon bersa, taqribiy giymatlar ketma-ketligining ildizga yaqin-
lashish tezligini yanada oshirish mumkin. I.Nyuton taklif gilgan
urinmalar usuli aynan shunday usuldir.

3. Urinmalar usuli (Nyuton usuli). Urinmalar usulining
asosiy g'oyasi quyidagidan iborat. Aytaylik, 2o yuqoridagi (8.1.1)
tenglama ildizining taqribiy qiymati bo‘lsin. Agar f funksiya grafigi-
ga (zo. f(zo)) nugtada o‘tkazilgan urinma abssissalar o'qini z; nug-
tada kessa, ana shu z; nuqtani (8.1.1) tenglama ildizi uchun yan-
gi taqribiy qiymat sifatida olamiz. Bu jarayonni davom ettirib, biz
urinmalar usulining taqribiy qiymatlar ketma-ketligiga ega bo‘lamiz.

Shunday qilib, grafikka (zk, f(zx)) nuqtada o‘tkazilgan urinma
tenglamasini garaylik. Bu tenglama quyidagi ko‘rinishga ega:

y = flax) + f'(2x) (@ — k).
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Agar y(zr4+1) = 0 bo‘lsa,

0= f(ax) + f'(zx) (Ths1 — k)
tenglik hosil bo‘ladi. Demak,
flzx)

Tl = Tk f’(xk) . (8125)

Boshlang'ich yaginlashish z( sifatida odatda ildizga yaqinligi av-
valdan ma‘lum bo‘lgan nuqtalardan biri olinadi. (8.1.25) rekurrent
formula orqali aniglangan ketma-ketlik urinmalar usulining taqribiy
qiymatlar ketma-ketligi deyiladi.

Faraz qilaylik, ildizini topishimiz kerak bo‘lgan f funksiya biror
[a, b] kesmada ikkinchi hosilaga ega bo‘lib, quyidagi shartlarni qanoat-
lantirsin

fla) <0, f(b) >0, fl(z) >m>0,0< f'(z) <M, a<a<b.
(8.1.26)
U holda bu kesma ichida f(¢) = 0 tenglikni qanoatlantiruvchi
¢ nuqta mavjud va yagona bo‘ladi. Biz (8.1.26) shartlar bajaril-
ganda (8.1.25) ketma-ketlikning ana shu ¢ ildizga yaqginlashishini
ko‘rsatamiz.

8.1.6 - tasdiq. Agar (8.1.26) shartlar bajarilsa, u holda (8.1.25)
rekurrent munosabat bilan aniglangan {z;} ketma-ketlik monoton
kamayib, (8.1.1) tenglamaning ¢ = c ildiziga yagqinlashadi.

Isbot. Avval Teylor formulasidan foydalanamiz. Bu formulaga
asosan, ¢ va ry nuqtalar orasida yotgan shunday & nuqta topiladiki,
u uchun

"
£(6) = £@) = £z e~ 28) + L2 (e - a2
tenglik bajariladi. Agar f(c) = 0 ekanini hisobga olib, f'(zx) ga
bo'lib yuborsak,
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T R
= ) - ape)
tenglikka kelamiz.

Endi (8.1.25) rekurrent munosabatni hisobga olsak, bu tenglik-
ning chap tomoni zx4+; ga tengligini ko‘ramiz. Demak,

Thpl —C = ;ff(i’l)] (c — zi)2. (8.1.27)

Hosil bo'lgan tenglikning o‘ng tomoni, (8.1.26) shartlarga ko‘ra,
barcha k larda musbat. Bundan chigdi, boshlang‘ich 2 nuqtaning
qanday tanlanishidan qat‘iy nazar, (8.1.25) ketma-ketlikning z, dan
boshlab barcha nuqtalari (8.1.1) tenglamaning ¢ ildizidan o‘ngda
yotar ekan.

Agar z > ¢ bo'lsa, (8.1.26) shartlardan f(z) > f(c) = 0 ekani
kelib chigadi. Shunday ekan, hosilaning musbatligiga ko‘ra,

M ol P S

f'(z)
Bundan chiqdi, (8.1.25) tenglikka ko‘ra, z; > ¢ bo‘lganda 7341 <
z) bo‘ladi, ya‘ni bu ketma-ketlik monoton kamayuvchi bo‘lar ekan.
Shunday qilib, {z, } ketma-ketlik kamayuvchi va quyidan chega-
ralangandir. Demak, bu ketma-ketlik limitga ega. Bu limitni d orqali
belgilab, (8.1.25) tenglikda k — oo deb limitga o‘tsak,

f(d)
d =d - ——
f'(d)
tenglikka ega bo‘lamiz. Bundan f(d) = 0 ekani kelib chigadi. De-
mak, ildizning yagonaligiga ko‘ra, d = ¢. Bu esa 8.1.6 - tasdiqning
hagligini ko‘rsatadi.



446 Tagqribiy usullar VIII Bob

Shuni aytish kerakki, urinmalar usulidagi taqribiy giymatlar
ketma-ketligi vatarlar usulidagi ketma-ketlikka qaraganda ildizning
aniq giymatiga ancha tez yaqinlashadi. Navbatdagi tasdiq yaqin-

lashish tezligi asosan boshlang'ich yaqginlashishning tanlanishiga bog'liq

ekanini ko‘rsatadi.

8.1.7 - tasdiq. Agar (8.1.26) shartlar bajarilib,

e LR A e (8.1.28)
M

bolsa, (8.1.25) tenglik orqali aniglangan {z\} ketma-ketlik uchun
2 n
|z, — ] < ﬁm-qz , B=01, .. (8.1.29)

baho o‘rinli bo‘ladi, bu yerda
M
q = I.T.'g = Cl g 2_7?1 -z Ik (8.1.30)

Isbot. Agar £t = zx — ¢ deb belgilab, (8.1.27) tenglikdan foy-
dalansak, (8.1.26) shartlarga ko‘ra,

Ert1 < —eb (8.1.31)

tengsizlikka ega bo‘lamiz.
Endi (8.1.29) bahoni matematik induksiya usuli bilan o‘rnatish
giyin emas. Hagiqatan, n = 0 uchun bu baho, (8.1.30) munosabatni

hisobga olsak, 0‘z-0'zidan ko'rinib turgan tenglikka aylanadi. So‘ngra,

bahoni n = k uchun o‘rinli desak, (8.1.31) ga ko‘ra,

M , M (2m »\® 2m .0 2m om
gt Bl I Qe =it g
E"“-zm"—zm(Mq) M7 Mo
Bu tengsizlik n = k£ + 1 da (8.1.29) baho bilan ustma-ust tushadi.

Demak, induksiyaga ko‘ra, (8.1.29) baho barcha n lar uchun o‘rinli
ekan.
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8.1.1 - misol. Ushbu

™ = a (8.1.32)

tenglama ildizini hisoblash uchun Nyuton usulidagi taqribiy qiy-
matlar ketma-ketligini toping.
Agar
f(z)=2z™ -a (8.1.33)

deb belgilash kiritsak, u holda f'(z) = mz™! va f"(z) = m(m —
1)z™~2 bo‘ladi. Demak, (8.1.33) funksiya (8.1.26) shartlarni qanoat-
lantiradi va (8.1.25) rekurrent formula

-0
T4l = Tk — m:c"'_l
k

ko‘rinishga keladi. Bu formulani quyidagicha yozib olish ham mumkin:

1 a
= - — ' 8.1.34
Thkt1 (1 m) Tk + m:r;c“'l ( )

Xususan, agar m = 2 desak, (8.1.34) tenglikdan a sonining
kvadrat ildizini hisoblash uchun bizga ma‘lum bo‘lgan Nyuton for-
mulasini olamiz:

1 a
Tyl = 5 (Ik S ;’:) . (8.135)

Shu o‘rinda (8.1.26) shartlarning muhim ekanligini qayd etish
zarur. Agar bu shartlar bajarilmasa, Nyuton usulidagi taqribiy qiy-
matlar ketma-ketligi (8.1.1) tenglama ildiziga yaqinlashmasligi ham
mumkin.
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8.1.2 -misol. Ushbu
et - 822 -17=0 (8.1.36)

tenglama ildizini [—4, 1] kesmada hisoblash uchun Nyuton usulidagi
taqribiy giymatlar ketma-ketligini toping.

Buning uchun

f(z) =17+ 82% - 2* (8.1.37)
funksiyani garaymiz.
Agar bu funksiya qiymatini # = —4 va z = 1 nuqtalarda hisobla-
sak,
f(-4) = -111 < 0, fll)=24> 0,

munosabatlarga ega bo‘lamiz. Demak, [—4, 1] kesmada (8.1.36) teng-
lama ildizga ega ekan.

Nyuton usulidagi taqribiy qiymatlar ketma-ketligi, (8.1.25) for-
mulaga binoan, quyidagi rekurrent munosabat orqali aniglanadi:

17 + 8z} — z}

Tyl = Tf — .
x 16.1';,-—41'2

(8.1.38)

Agar boshlang‘ich yaqinlashish sifatida zo = 1 ni olsak, u holda
to‘g'ridan-to‘g'ri (8.1.38) formuladan

T = —1. Iy = 1,

ketma-ketlikka ega bo‘lamiz.

Demak, z,, = (—1)". Ravshanki, bu ketma-ketlik uzoqlashadi.
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|

flr)--12z412 | | flg)-12e012

i

41-rasm

Shuni qayd etish joizki, (8.1.37) funksiya [—4, 1] kesmada (8.1.26)
shartlarni ganoatlantirmaydi. Aynan shu sababli taqribiy qiymatlar
ketma-ketligi ildizga yaqinlashish o‘rniga z = 1 va z = —1 orasida
«o‘ralashib qolayapti» ( 41-rasmga qarang).

§ 8.2. Funksiyaning ekstremum nugqtalarini
hisoblashning taqribiy usullari

Berilgan funksiyaning ekstremum nugqtalarini topish masalasi,
IV bobda keltirilgan nazariyaga ko‘ra, statsionar nuqtalarni, ya‘'ni
hosilaning nollarini aniglab, so‘ngra bu statsionar nuqtalarni o‘rga-
nishdan iboratdir. Demak, ekstremum nuqtalarni taqribiy hisoblash
8.1 - paragrafda o‘rganilgan masalaga kelar ekan. Ammo zamonaviy
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kompyuterlar funksiyaning ekstremum nuqtalarini, ularni hosila-
larini topmasdan turib, taqribiy hisoblash imkoniyatini beradi. Ush-
bu paragrafda shunday usullardan biri bilan tanishamiz.

1. Funksiya ekstremum nugqtasini topish algoritmi. Ush-
bu bandda biz funksiya ekstremum nuqtasini taqribiy hisoblashning
shunday usulini o‘rganamizki, u funksiya nollarini topishning av-
valgi paragrafda (1 - bandga qarang) o‘rganilgan «<vilka» usuliga
o‘xshashdir.

Faraz qilaylik, f funksiya [a,b] kesmada uzluksiz bo‘lib, biror
¢ € (a,b) nugta uchun quyidagi shartlarni qanoatlantirsin:

(i) f funksiva [a, c] kesmada qat‘iy o‘ssin;

(ii) f funksiya [c,b] kesmada qat‘iy kamaysin.

Shubhasiz, bu shartlar ostida ¢ nuqta f funksiyaning [a, b] kesma-
dagi maksimum nuqtasi bo‘ladi. Biz yana shuni ta‘kidalashimiz mum-
kinki, bunday aniqlangan f funksiya (a, b) interval ichida lokal mini-
mumga ega emas.

Qo'yilgan shartlar o‘rganiladigan funksiyalar sinfini ancha toray-
tirib qo‘yadi, albatta. Lekin shunga qaramasdan bunday funksiyalar
tadbiglarda ko‘p uchrab turadi. Misol tariqasida gaz molekulalari
uchun tezlik bo'yicha Bol‘'smanning mumtoz tagsimotini olishimiz
mumkin.

Bizning magsadimiz ¢ nuqtaga yaginlashuvchi ketma-ketlikni
tuzishdan iboratdir.

Aytaylik,

b—a
2

ro=a, hg=

(8.2.1)

bo'lsin. Biz ¢ nuqtaga yaqinlashuvchi {z,,} ketma-ketlikni quyidagi
rekurrent formuladan aniqlaymiz:

Lo =BnsvHRnsiv o ii=1:2 o (8.2.2)

bu yerdagi {h,} orttirmalar ketma-ketligi navbatdagi formuladan
topiladi:
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hn-1, agar f(z,)> f(zn-1) bo'lsa,

Y A (8.2.3)
el el =1 agar f(z,) < f(zn-1) bo'lsa.

Bundan ko‘rinadiki, biz f funksiya giymatlarini z¢ = @ nug-
tadan boshlab hisoblab, o‘ngga qarab hy qadam bilan toki funksiya-
ning navbatdagi qiymati oldingisidan kichik bo‘lgunga qadar harakat-
lanamiz. Bunga erishishimiz bilan biz teskari yo‘nalishda ikki marta
kichik gadam bilan harakatlana boshlaymiz. Agar funksiya kamay-
ishdan to‘xtasa, biz yana o‘ngga garab harakatlanamiz. Shunday
qilib, biz goh o‘suvchi va goh kamayuvchi bo‘lgan {z,}52, ketma-
ketlikka ega bo‘lamiz.

Ravshanki, (8.2.2) ketma-ketlik o‘suvchidan kamayuvchiga yoki
bu ketma-ketlikning navbatdagi nuqtasi ¢ nuqtadan o‘ngda bo‘lishi
zahoti, yoki undan keyingi qadamda o‘zgaradi. Bundan so‘ng ketma-
ketlik ikki marta kichik qadam bilan kamaya boshlaydi. Bundan
bevosita ko‘rinib turibdiki, (8.2.2) ketma-ketlik nuqtalari bir tomon-
ga (chap yoki o‘ng tomonga) harakatlanayotganida ikkidan kam
bo‘lmagan va to‘rtdan ko'p bo‘lmagan sonda qadam qo‘yadi.

2. Taqribiy giymatlar ketma-ketligining yaqinlashishi.
Agar (8.2.2) ketma-ketlikning z, elementi o‘zidan oldingi va o‘zidan
keyvingi elementlardan katta bo‘lsa, ya‘'ni

Tp > Tp-1 VA Tp > Tpyl

tengsizliklar o‘rinli bo‘lsa, biz bu elementni (8.2.2) ketma-ketlikning
o‘ng burilish nuqtasi deb ataymiz.

Shunga o‘xshash, agar (8.2.2) ketma-ketlikning z,, elementi o°zi-
dan oldingi va o‘zidan keyingi elementlardan kichik bo‘lsa, ya‘ni

Tm < Tm-1 Va Tm < Tm4l

tengsizliklar o‘rinli bo‘lsa, biz bunday elelmentni ketma-ketlikning
chap burilish nuqtasi deb ataymiz.
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O'ng va chap burilish nuqtalarini biz (8.2.2) ketma-ketlikning
chekka nuqtalari deb ham ataymiz.

Navbatdagi ikki tasdiq yuqoridagi bandda keltirilgan muloha-
zalardan bevosita kelib chiqadi.

1 - tasdiq. Agar z,, nugta (8.2.2) ketma-ketlikning o'ng burilish
nugtasi bo‘lsa, u holda quyidagi

Tn42y Tn43, Tntd

uch nuqtalardan biri (8.2.2) ketma-ketlikning chap burilish nugtasi
bo‘ladi.

2 - tasdiq. Agar z,, nugta (8.2.2) ketma-ketlikning chap burilish
nuqgtasi bo'lsa, u holda quyidagi

Tm+2y Tm43y T4

uch nugtalardan biri (8.2.2) ketma-ketlikning o*ng burilish nuqtasi
bo‘ladi.

Agar z,, orqali (8.2.2) ketma-ketlikning birinchi o‘ng burilish
nuqtasini belgilasak, z,, orqali undan keyingi chap burilish nug-
tasini belgilasak va bu belgilashni davom ettirsak, u holda biz (8.2.2)
ketma-ketlikning barcha chekka nuqtalaridan tuzilgan va navbatma-
navbat nomerlangan gism ketma-ketligini olamiz.

Asosiy tasdiq quyidagidan iborat.

3 - tasdiq. Agar {z,,} ketma-kethk (8.2.2) ketma-ketlikning
navbatma-navbat nomerlangan chekka nugtalaridan iborat qism ketma-
ketligi bo‘lsa, u holda k > 1 lar uchun

ng < 4k -2 (8.2.4)
tengsizlik o‘rinli.

Isbot. Qism ketma-ketlikning tuzilishiga ko‘ra 1 < n; < 2.
Bundan tashqari, 1 - va 2 - tasdiglardan ketma-ketlikning har bir
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o‘suvchi yoki kamayuvchi bo‘lagi 4 dan ko‘p bo‘lmagan gadam nati-
jasida hosil bo‘lishi kelib chigadi. Shunday ekan, qo‘shni chekka
nuqtalar nomerlari oshib borsa 4 taga farq qilishi mumkin, ya‘ni

nj—nj_y < 4. (8.2.5)

Bundan chiqdi, agar o‘z-o‘zidan ko‘rinib turgan quyidagi

k
ng =mny + Z{n; - nj-1)
i=2

ayniyatdan foydalansak, (8.2.5) tengsizlikdan

k
nk <2+ ) 4=2+4(k—1) =4k -2
=2

munosabatni olamiz.

8.2.1 - teorema. Agar f funksiya (i) va (ii) shartlarni ganoat-
lantirsa, (8.2.1)-(8.2.3) tengliklar bilan aniglangan {z,} ketma-ketlik
f funksiyaning x = ¢ maksimum nuqtasiga yaqinlashadi va bunda

ltn — ¢| < A27"4 A =2V2(b- a), (8.2.17)

baho bajarilads.

Isbot. Biz {z,,} orqali (8.2.2) ketma-ketlikning chap va o‘ng
burilish nuqtalari ketma-ketligini belgilaymiz. Faraz gilaylik, ng_ <
n < nj tengsizlik bajarilsin. U holda bevosita chap va o‘ng burilish
nuqtalar ta‘rifidan z,, va ¢ nuqtalarning r,,, _, va z,, nuqtalar orasi-
da votishi kelib chigadi. Shunday ekan,

|zn — €| < |2n, — Tn,_, |- (8.2.7)
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1- va 2 - tasdiglarga ko‘ra, z,,, , nuqtadan z,, nuqtagacha h =

(=1)%-1 2 —ka qadam bilan oshib borsa 4 qadamda borish mumkin.

Shuning uchun, ravshanki,

b—a
2k

|2n, — Ty, | < 4h =4

Bu baho va (8.2.7) tengsizlikka ko‘ra,

b-a

|zn —c] < 4 T

O‘z navbatida 3 - tasdiqqga ko'ra,

k>nk+2>n+2
SR TR |

tengsizlikka ega bo‘lamiz.
Shunday ekan,

b-a 2¢/2

|tn —¢] < 4 (b—a)g;,';

= Taoln+2)/4 T

va demak, talab gilingan (8.2.6) baho isbotlandi.

Shuni aytish joizki, o‘rganilgan usul o‘zining qo‘llanishi soddali-
gi bilan ajralib turadi. Chunki bu usulni amalda qo‘llash uchun
biz funksiya giymatini navbatdagi nuqtada hisoblab, uni oldingi
qadamda hisoblagan giymat bilan solishtirishimiz yetarlidir.
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§ 8.3. Aniq integrallarni hisoblashning taqribiy
usullari

Aniq integrallarni taqribiy hisoblash usullari asosida integralni
integral yig'indilar limiti ko‘rinishidagi ta‘rifi, ya‘ni quyidagi

b n
[f@yde = jim 3 senan
a k=1

d(P)—0

tenglik yotadi.
Bu ta‘rifga asosan biz integralni taqriban unga mos integral
vig'indi bilan almashtirishimiz mumkin. Turli usullar bilan

P={a=29< 21 < ... <2, = b}

bo'linishni va & € [2g—;, 2] nuqtalarni tanlab, biz aniq integral
hisoblashning har xil taqribiy usullariga ega bo‘lamiz.

1. To‘g'ri to‘rtburchaklar usuli. Berilgan [a,b] kesmani n ta
teng bo‘lakka bo‘lamiz (bu bo‘linish odatda tekis to‘r deyiladi):

b—a

rr =a+ kh, k=0,1,2,...,n, buyerda h= (8.3.1)

n
Oraliq & nuqtalar sifatida [24_q, 24| qismiy kesmaning o‘rtasini
olamiz, ya‘ni
g5 = Te-1+ Tk
rio e
U holda aniq integralning taqribiy qivmati I'r(h, f) sifatida quyida-
gi ifodaga ega bo‘lamiz:

(8.3.2)

In(h. f) = h)_ f(&). (8:33)
k=1

To'g'ri to‘rtburchaklar usulining xatoligini (bu xatolik qoldiq
had ham deyiladi) Er(h, f) simvol orqali belgilaymiz, ya‘ni

b
Exlh, f] = [ fa)ds = Tn(h, p). (8.3.4)
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Endi shu kattalikni baholaymiz. Buning uchun uzunligi h ga
teng bo‘lgan [2x_;, zx] qismiy kesmani alohida qaraylik. Dastavval
bu kesmani almashtirish bajarib, [—h/2, h/2] kesmaga keltiramiz.
Faraz qilaylik, f funksiva ana sha kesmada ikki marta differen-
siallanuvchi bo‘lsin. U holda, Teylor formulasiga ko‘ra, biror 1 =
Mz, 0 < || < ||, uchun

1.'2
f(z) = f(O)+ f0)z + f"(ne) 5 (8.3.5)

tenglikni olamiz.
Shunday ekan, simmetrik kesmada integrallab,

h/2 h/2
1.2

[ terde = wso+ [ s d

—h/2 -h/2

tenglikni hosil gilamiz.

Shuni qayd etish joizki, 7 = 7, nuqta r dan uzluksiz bog‘liq
bo‘lmasligi mumkin. Ammo, agar ¢(0) = f"(0) desak, £(z) =
f"(n:) funksiyaning uzluksizligi (8.3.5) tenglikdan bevosita kelib
chiqadi. Shuning uchun, o‘rta qiymat haqidagi formulaga ko'ra.

k/2 ) W2 ,

1 z- i s & — i !."._

[ oG = o) [ Fa = o
—h/2 ~h/2

bu yerda @ — (~h/2, h/2) intervaldan olingan biror nuqtadir. Shun-
day qilib,

h/2 o
[ f@as = ni@)+ f015;. (830
~h/2

Shubhasiz, xuddi shunday tenglik har bir gismiy [zx_y, 2¢] kesma
uchun ham o‘rinli, ya‘ni

f f(z)dz = hf(Ew)+ f”(ek) (8.3.7)
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bu yerda £,— qismiy kesmaning markazi bo'lib, €y esa (zp—1,zk)
intervalning biror nuqtasidir.
Endi qoldiq hadni, (8.3.4) va (8.3.7) tengliklardan foydalanib,

quyidagi ko‘rinishda yozamiz:

Er(h, f) = f flz)de ~ (&) Zf"(e =

(8.3.8)
Ma‘lumki,

tengsizliklar o‘rinli. Demak, ikkinchi hosilaning uzluksizligiga ko‘ra,
[a, b] kesmadan shunday #* nuqta topiladiki, u uchun

Ly e = e, (83.9)
k=1

Bu tenglik yordamida (8.3.8) goldiq had yanada qulayroq ko‘ri-
nishga keladi:

1" h3

Egr(h, = n-f(#)—.

r(h,f) = n-f'(0)3;

Nihoyat, nh = b — a bo‘lgani uchun, (8.3.1)-(8.3.4) munosabat-

lardan va qoldiq hadning (8.3.10) ko‘rinishidan foydalanib, quyidagi
formulani olamiz:

(8.3.10)

b
3 b—
ff(;r hZfa+kh h/2) + f( e')(24 “2) N B e,

(8.3.11)
Bu (8.3.11) tenglik to‘g‘ri to‘rtburcheklar formulasi deyiladi.

Chunki bu holda (8.3.11) dagi aniq integralga teng bo‘lgan egri
chizigli trapetsiya yuzi asosi Azy = h va balandligi f(&) bo‘lgan

n
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to'g'ri to‘rtburchaklar yuzlari yig‘indisi bilan yaqginlashtiriladi. Shu-
ni qayd etish joizki, agar f funksiya [a,b] kesmada chizigli bo‘lsa,
u holda (8.3.11) formuladan ko‘rinib turibdiki, integralning to‘g'ri
to‘rtburchaklar formulasi orqali hiscblangan taqribiy giymati uning
aniq giymati bilan ustma-ust tushadi.

2. Trapetsiyalar usuli. Yana tekis to‘r deb ataluvchi bo‘linishni
olib, endi bu safar f(&) sifatida quyidagi kattalikni olamiz:

fl&) = f(fk—1)2+ f(-"f‘k),

va‘ni, & € [#x-1.2x] nuqtalarni shunday tanlaymiz, yuqoridagi
tenglik o'rinli bo‘lsin. Boshqacha aytganda, [zk—;, 4] qismiy kesma
ustida joylashgan egri chizigli trapetsiya yuzining taqribiy giymati
sifatida biz parallel tomonlarining uzunligi f(zx—;) va f(zx) larga
teng bo‘lgan trapetsiya yuzini olamiz.

U holda aniq integralning taqribiy qiymati I (h, f) sifatida quyida-

gi ifodaga ega bo‘lamiz:

B, ) = b Z f(-l‘k—1)2+ flz) (8.3.12)
k=1

Trapetsiyalar usulining xatoligini hisoblash magsadida yana uzun-
ligi h ga teng bo‘lgan [zj_;, 7] gismiy kesmani alohida qaraylik.
Almashtirish bajarib bu kesmani [~h/2. h/2] ga keltiramiz. Faraz
qilaylik, f funksiya ana shu kesmada ikki marta differensiallanuvchi
bo‘lsin. Dastavval, quyidagi integralni bo‘laklab integrallab, bizga
qulay ko‘rinishga keltiramiz:

x

f (@ - )f'(t)dt = (22 - ) F(B)]5, + 2 ] b (t) dt =

- -z

= Af()|'=r, - Q/f(t)dt = 22f(z) + 22 f(~z) - 2/f(t) dt.
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Shunday ekan, o‘rta qiymat haqidagi formulani qo‘llasak, nav-
batdagi tenglikka kelamiz:

[0t ali-a)+ f@) = 5 [ -0 =

" p 3
= l%f(f—ﬂ)dr L i

Endi bu tenglikda z = h/2 deb,

hf2

= 3
[ty = b HOID g

—h/2

tenglikni olamiz, bu yerda 6 € [—h/2, h/2] bo‘lgan biror nuqta.
Shubhasiz, xuddi shunday baho uzunligi /& ga teng bo‘lgan har
bir gismiy [zx—1,zx] kesmada o'rinli:

2 2

T 3
f flz)dz = hf(-rk—l)+f(1'k) - f"(gk)?—,,‘ (8.3.13)

Bundan, xuddi to‘g‘ri to‘rtburchaklar usulidagidek, (8.3.13) teng-
liklarni yig'ib chigsak, trapetsiyalar usulidagi xatolik uchun

Er( ff Ydz — Ip(h, f) Zf” k)— (8.3.14)

ifodani olamiz.
Ikkinchi tartibli f”(z) hosilaning uzluksizligiga ko‘ra, shunday
* € [a,b] nuqta topiladiki, u uchun (8.3.9) tenglik bajariladi. Agar
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h= ot ekanini eslasak, u holda (8.3.12) ta‘rif va (8.3.14) teng-

likka kg‘ra, quyidagi formulaga ega bo‘lamiz:

/ h & e (b_a)3
[1@)dz = 331+ k-0 + fla+in)] - 60 ETT
a k=1

(8.3.15)

Bu formulani navbatdagi ko‘rinishda ham yozish mumkin:

b n—1 A3
f fe)ae = LAEI0) 4 b3 flatkh) - oS3
’ (8.3.16)

Ushbu (8.3.16) formula trapetsiyalar formulasi deyiladi. Shuni
aytish kerakki, aniq integralni taqribiy hisoblashning trapetsiyalar

usulidagi xatolik tartibi ham xuddi to‘g'ri to‘rtburchaklar usulidagidek.

3. Parabolalar (Simpson) usuli . Agar (8.3.11) va (8.3.16)
formulalarni taqqoslasak, trapetsiyalar formulasining xatoligi to'g‘ri
to‘rthurchaklar formulasi xatoligidan ikki marta katta bo‘lib, yana
ishorasi bilan farq qilishini ko‘rishimiz mumkin. Shuning uchun,
It(h, f) + 2Ir(h, f) yig'indi uchga ko‘paytirilgan f funksiyaning
integraliga yuqori tartibli aniglikda yaqinlashishini kutsak bo‘ladi.
Boshqacha aytganda,

b
[ f@rds = FUrr(h )+ 21al0, 1)) + ot

tenglik o‘rinli bo‘lib, bunda h — 0 da a(h) yuqori tartib bilan nol-
ga intilishini kutish tabiiydir. Bu tenglik gismiy interval bo‘yicha
olingan integralning quyidagi ifodaga yaqinlashishini anglatadi:

f fle)dz ~ %h [f(”'""‘)2+ f@) Loren,  ®317)
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bu yerda & = (k-1 + zi)/2.
(8.3.17) formuladagi yaqginlashish xatoligini baholash magsadida
f funksivani to‘rt martta uzluksiz differensiallanadi deb faraz qilib,

€

I, = f [FO) + FO(~1)] P.(t) dt (8.3.18)

0

integralni qaraymiz, bu yerda P.(t)— to‘rtinchi tartibli quyidagi

polinom:

-t (e-1)
- T
Bu polinomning quyida keltirilgan xossalarga ega ekanini ko‘rish

qiyin emas:

(i) P.(t) 20, 0<t<¢;
(i) P(e) =

(i) P
(iv) P20 = 4e

(v) PP =2

(vij PYt)=-6, 0<t<e;
(

Pe(t) = ¢ (8.3.19)

vii) ushbu tenglik o‘rinli:

Agar
e(t) = f(t) + f(-1)

funksiyani garasak, u
¢ = f1t) = f(=1),, 0 0(t) = F ) + FU (),

va
#'(0) =¢"(0) =0

shartlarni qanoatlantiradi.
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Shunday ekan, bu munosabatlardan foydalanib (8.3.18) integral-
ni uch marta bo‘laklab integrallasak (P.(t) va ¢ funksiyalar xos-
salariga asosan bunda hosil bo‘ladigan barcha integraldan tashqari
hadlar nolga aylanadi),

€ £

L= [0 Pt = [ 0 P e =
] 0

= [¢ 0 Prwae=- [0 PO at
0 0
tenglika ega bo‘lamiz. Yana bir marta bo‘laklab integrallab, (iv) va
(v) shartlarni hisobga olsak, quyidagini olamiz:
[ 4
e = =¢(e) P(€)+ P(0) + [ o(t) PO
0

&

= 26[/(e) + f(-2)] + 86£(0) - 6 [[£6) + f(~t) .
0
Oxirgi integralda almashtirish bajarib, navbatdagi muhim teng-
likka kelamiz:

[ f0de=5irerar0 10l -5 [0+ 0] Pty e
i 0

(8.3.20)
O‘ng tomondagi integralga o‘rta qiymat hagidagi formulani qo'l-
lasak, u quyidagi ko‘rinishga keladi:

1590 + 1901 Pty de =

0

r 5
= (90 + F9-) [ P de=2£90)
0

Shunday qilib, (8.3.20) dan biz o‘rganayotgan integral uchun

ff

tenglik hosil bo‘ladi.
Xususan, € = h/2 deb, (8.3.21) ni quyidagicha yozish mumkin:

5
f(e) +4£(0) + f(—¢)] — f(“)(o)gﬁ (8.3.21)

f.olfn

h/2 :
_h (4)(g) N
[ sty de=Lr-hr2) 4 450) + £0/20] - FOO) gy
~h/2
Xuddi shunga o‘xshash baho uzunligi h ga teng bo‘lgan har bir

[zk—1, &) qismiy kesma uchun o‘rinli ekani turgan gap, ya‘ni:

K5
/ fe)da = S[faea) +41(E) + f(n)] = F00) 5.

(8.3.22)

[ erie = 3 lstenn) 44160 + flav) 288021““’

Shartga ko‘ra f(*)(z) uzluksiz bo‘lgani uchun shunday 6* € [a, b]
nugta topiladiki, u uchun

13106 = F9").
* k=1
Nihoyat, nh = b — a ekanini e‘tiborga olsak, talab gilingan for-

mulani olamiz:

5
ff [f(‘r" 1)+ 4£(&) + flzx)] - fO(6" (28801)4

(8.3.23)
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Bu (8.3.23) tenglik Simpson formulast yoki parabolalar formu-
lasi deyiladi [T. Simpson (1710-1761)]. E‘tibor bering, (8.3.17) for-
mulaning o‘ng tomoni f funksiya grafigining abssissalari xj_;, &
va rj bo'lgan uch nuqtasi orqali o'tuvchi parabola ostining yuziga
teng. Aynan shu sababli (8.3.23) tenglik parabolalar formulasi ham
deb ataladi.

(8.3.1) va (8.3.2) lardan foydalanib, (8.3.23) formulani yana
quyidagi ko‘rinishda ham yozish mumkin:

f oh 2!
] f@)de = Llf(a)+ ) (a+kh) +

.6k=

(b—a)®
28800t

§:fa+m h/2)] — f@(6%) (8.3.24)

Simpson formulasi to‘g'ri to‘rtburchaklar hamda trapetsivalar
usullariga qaraganda ancha yuqori tartibli aniglikka ega va shu
sababli undan zamonaviy hisoblashlarda keng foydalaniladi. Shuni
qayd qilish joizki, uchinchi tartibli algebraik polinom uchun Simp-
son formulasi orqali hisoblangan aniq integral qiymati shu integral-
ning aniq giymati bilan ustma-ust tushadi.

IX Bob. Sonli gatorlar

§ 9.1. Sonli qator yig‘indisi tushunchasi

1. Biror {ax } sonli ketma-ketlik berilgan bo'lsin. Uning element-
laridan formal ravishda tuzilgan

a;+ar+az+ ... +a,+ ...

ko'rinishdagi ifodaga sonli gator (voki oddiy qilib gator) deyila-
di. Ketma-ketlikning a; elementlari gatorning hadlari deb ataladi.
Ushbu gatorni 3 belgidan foydalanib yana quyidagicha ham belgi-

lashadi:
oo
> (9.1.1)
k=1
bunda yig'indining vuqori chegarasi qator hadlari sonining cheksiz
ekanini anglatadi.

2. Sonli qator yig'indisi tushunchasini aniqlash bo‘yicha uchta
vondashishni keltirish mumkin. Birinchisida cheksiz sondagi had-
larni, ular gqanchalik kichik bo‘lishidan gat‘iy nazar, qo‘shib chiqish
jarayoni hech qachon tugamaydi deb hisoblanib, bunday vig'indining
biror ma‘noga ega ekani umuman inkor etiladi. Bunday yondashish,
Axilles va toshbaqa nomi bilan tanilgan, Zenon Eleyskiy (eramizdan
avvalgi &~ 490 — =~ 430 - yillarda yashagan) paradoksida o'z aksini
vaqqol topgan.

Bu paradoksga ko‘ra, Axilles toshbaqaga vetib olish maqsadi-
da, avval toshbaqga boshlang‘ich vaqtda turgan P, nuqtaga kelishi
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kerak, ammo toshbaga bu vaqt ichida boshga biror P, nuqtada
bo‘ladi. Axilles P; nuqtaga yetib kelganda esa, toshbaqa navbatdagi
P, nuqtaga keladi va hokazo. Madomiki Axilles bosib o‘tishi kerak
bo‘lgan yo‘l cheksiz sondagi oraliglardan (ularning uzunligi istal-
gancha kichik bo‘lishiga qaramasdan) iborat ekan, ularni qo‘shib
chiqish jarayoni (Zenon fikricha) cheksiz ko'p vaqt talab giladi va
shuning uchun, Axilles hech qachon toshbagaga yeta olmaydi.

Ikkinchi yondashish tarafdorlari istalgan cheksiz qator yig'indiga
ega va bu yig‘indini hisoblash uchun arifmetikaning oddiy qoidalari
vetarli, deb hisoblaydilar. Aynigsa o‘rta asrlarda bunday qarash
keng tarqalgan edi. Masalan,

S=1-14+1-141-1+...
" belgilash kiritib, biz
S=1-(1-141-1+...)
deb yozishimiz mumkin, ya‘ni
S = 1~-8.

Bundan S = % ekani kelib chiqadi. Qizig'i shundaki, bu yon-

dashish tarafdorlarini butun sonlar yig‘indisining to‘g‘ri kasr bo‘lib
golgani ajablantirmagan.
Ammo bu yondashishning qgoniqarli emasligi quyidagi

S =14+14+141414..
qator misolida yaqqol ko‘zga tashlanadi. Chunki
§* =14+ 0+ 1+141 4.

deb yozib olsak,
St - 1+Su

bo‘ladi va bundan esa shubhasiz noto‘g'ri bo‘lgan 0 = 1 natijani
olamiz.
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Nihoyat. uchinchi yvondashish shundan iboratki, unda barcha
sonli qatorlar ichidan faqgat biror qoniqarli ma‘noda vig'indi tushun-
chasini kiritish mumkinlarinigina ajratib olinib, qolganlarini esa o'r-
ganilmaydi. Limitlar nazarivasiga tayangan bu yondashish XIX asr
matematiklari tomonidan rivojlantirildi va u juda sermahsul bo‘lib
chiqdi. O‘sha vaqtda kiritilgan sonli qator yig'indisi tushunchasi.
vig'indiga ega bo'lgan qatorlar sinfini kengaytirish natijasida, doimo
rivojlantirildi va hozir ham rivojlanib kelmogda.

3. Navbatdagi magsadimiz (9.1.1) cheksiz yig'indiga, xuddi chek-
li sondagi hadlar yig'indisi xossalariga ega bo‘ladigan qilib, ma‘no
berishdan iboratdir. Buning uchun, dastlabki » ta hadning yig-indisi-
ni hisoblab, n cheksiz kattalashganda bu yig'indining o‘zgarishini
kuzatamiz.

Ta‘rif. Berilgan (9.1.1) qatorning dastlabki n ta hadi yig‘indisini
bu qatorning n- gismay yig‘indisi deb ataymiz va S, simvoli orqali
belgilaymiz:

n

Sqp = Z ap = ay+az + ...+ ay,. (912)
k=1

9.1.1 - misol. Ushbu

— 1 1 1, 1
D ¥ =3titst

qatorning gismiy yig'indilari

ga teng.

Demak, bu misolda {S,,} qismiy vig'indilar ketma-ketligi vaqin-
lashuvehi bo'lib, uning limiti 1 ga teng ekan. Shuning uchun ay-
nan ana shu sonni berilgan sonli qatorning yig'indisi deb hisoblash
tabiiydir.
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Shunday qilib, biz sonli qgator yig'indisining quyidagi ta‘rifini
berishimiz mumkin.

Ta‘rif. Agar (9.1.1) sonli qator qismiy yig‘indilaridan tuzilgan
ketma-ketlik limitga ega bo‘lsa, u holda bunday qatorni yaginlashuv-
chi deymiz.

Aksincha, agar gismiy yig indilar ketma-ketligining limiti mavjud
bo‘lmasa, (9.1.1) qatorni uzoglashuvchi deymiz.

Yaginlashuvehi sonli qator yig‘indist deb uning gismiy yig indila-
ri limitiga aytamiz:

S = him 5. (9.1.3)

n—oo
Bunda
o0
g = Z ak
k=1
deb yozamiz, ya'ni bu tenglikning o'ng tomonidagi simvolni nafaqat
qatorni belgilash uchun, balki, u yaqginlashgan vaqtda, qatorning
vigindisini belgilash uchun ham ishlatamiz.
Odatda, agar (9.1.3) tenglik bajarilsa, (9.1.1) gqator S ga vaqin-
lashadi deyiladi.

4. Bevosita yuqoridagi ta‘rifdan vaqginlashuvchi qator hadlari-
ning nolga intilishi kelib chigadi.

9.1.1 - tasdiq. Agar sonli qator yaginlashuvchi bo‘lsa. uning
hadlari nolga yaginlashadi.

Hagiqatan, agar (9.1.1) qatorning (9.1.2) tenglik bilan aniqlan-
gan S, qismiy yig'indilari S soniga vaqinlashsa, n — oc deb limitga
o'tsak,

an = Sn_sn—l = (Sn_s) = (Sn—l _S)‘)U

va'ni talab gilingan natijaga ega bo'lamiz.
Bu tasdiqning teskarisi o'rinli emas. Bunga misol sifatida. gar-
monik gator deb ataluvchi, quyidagi qatorni keltirish mumkin:

— 1
ZI—H +3+ 4
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Ravshanki, bu gqatorning hadlari nolga yaqinlashadi. Lekin, agar biz
bu gatorni

f:l 1+1+( +1)+(1+5+1+1)+
ik 371 56 7 8

( e + - ) ( - b b RRL - e
16 17 18 32
ko‘rinishda yomb olib, har bir qavs ichidagi hadlar yig‘indisi 1/2
dan katta ekanini hisobga olsak, uning qismiy yig‘indilari +o0c ga
intilishiga amin bo‘lamiz.
9.1.2 - misol. Geometrik progressiya hadlaridan tuzilgan quyida-
gl gqatorni qaraymiz:

o0
Yo = 14g+P+ P+ (9.1.4)

Agar [g| > 1 bo'lsa, ravshanki, |¢"| > 1 bo‘ladi. Demak, bu
holda 9.1.1 - tasdiqqa ko‘ra, (9.1.4) qator uzoqlashadi. Agarda |g| <
1 bo'lsa, bu qatorning n-gismiy yig‘indisi uchun

n . o)

o Z q" : H‘I

k=1 q

formula induksiya usuli orqali oson tekshiriladi.

Shuning uchun, [¢| < 1 bo‘lganda (9.1.4) qator yaqginlashuvchi
bo‘lib, uning yig‘indisi

ga tengdir.

Navbatdagi tasdiq yaqginlashuvchi qator yig‘indisi chiziglilik xos-
sasiga ega ekanini anglatadi.
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9.1.2 - tasdiq. Agar
oc oo
s
k=1 k=1

qatorlar yaginlashsa, istalgan haqiqiy A va p sonlar uchun

oo

> (A + puby)

k=1

gator ham yaqinlashadi va uning yig‘indisi

Z(Aak+#bk) =AY ak+pd b (9.1.5)
k=1 k=1 k=1

ga teng bo‘ladi.

Isbot ketma-ketlik limitining chizigliligidan kelib chiqadi. Haqi-
qatan, agar S,(a) simvol orqali Y ax qatorning gismiy yig‘indi-
lari ketma-ketligini, S, (b) simvol orqali esa 3 b qatorning qismiy
vig'indilari ketma-ketligini belgilasak, (9.1.5) ning chap tomonidagi
qator gismiy yig‘indilari uchun

Sn(Aa+pub) = ASn(a) + puSn(b)

tenglikni olamiz.
Bu tenglikda, limit xossalaridan foydalanib, n — oo deb limitga
o‘tsak, talab gilingan (9.1.5) tenglikka ega bo‘lamiz.

5. Sonli qatorlar nazariyasidagi eng asosiy masala berilgan qa-
torning yaqinlashish yoki yaqinlashmasligini aniqlashdir. Navbatda-
gi shart qator yaginlashishi uchun ham zaruriy, ham yetarli shart
bo‘lgani uchun uni kriteriy deb atashadi.

9.1.1 - teorema (Koshi kriteriysi). (9.1.1) sonli qator yaqin-
lashishi uchun istalgan ¢ > 0 olganda ham shunday N = N(¢)
nomer topilib, n > m > N shartni ganoatlantiruvchi barcha natural

m va n sonlar uchun
n

‘Zak

k=m+1

<€ (9.1.6)
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tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.
Isbot (9.1.2) tenglik bilan aniglangan S, gismiy yig‘indilar ket-
ma-ketligi uchun Koshi kriteriysi va o‘z-o‘zidan ko‘rinib turgan

n

8y =GN, g

k=m+1

tenglikdan bevosita kelib chiqadi.

Eslatma. Madomiki Koshi kriteriysi qatorning dastlabki had-
lariga bog'liq emas ekan, qatorning istalgan chekli sondagi hadlarini
o‘zgartirish uning yaqinlashishiga ta‘sir qilmaydi. Chunonchi, agar
(9.1.1) qator berilgan bo‘lsa, istalgan natural N soni uchun

ko‘rinishdagi qatorlar (9.1.1) qator bilan bir vaqtda yaqinlashadi
yoki uzoglashadi.

6. Koshi kriteriysi berilgan qatorning yaginlashishini aniglash
uchun nihoyatda samarali vositadir. Ammo amaliyotda yaqginlashish-
ning tekshirish osonroq bo‘lgan turli yetarlilik shartlaridan ko‘proq
foydalaniladi. Shunday shartlar safiga, o‘rganilayotgan qatorni yaqin-
lashishi avvaldan ma‘lum bo‘lgan boshqa bir qator bilan solishtirish-
ga asoslangan, taqqoslash alomatlari kiradi.

9.1.2 - teorema (taqqoslashning umumiy alomati). Ikki
ar va by haqiqiy sonlar ketma-ketligi

fagl € By *=012.3 . (9.1.7)

tengsizliklarni ganoatlantirsin.
U holda, agar

0o
D b
k=1
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qator yaqinlashsa,
oo
Do
k=1

gator ham yaginlashadi.
Isbot. Bevosita Koshi kriteriysi va

Sibk

k=m+1

n

> a

k=m+1

tengsizlikdan kelib chiqadi.

9.1.3 - teorema (xususiy taqqoslash alomati). Agar 0 <

q < 1 bo‘lsa va C > 0 berilgan o‘zgarmas bo‘lib, biror N nomerdan
boshlab

lax| < C¢*, k>N, (9.1.8)

tengsizliklar bajarilsa,
S
k=1
qator yaqinlashadi.

Isbot. Yuqorida qayd gilinganidek, qatorning istalgan chekli
sondagi hadlarini o‘zgartirish uning yaqinlashishiga ta‘sir gilmay-
di. Shunday ekan, bu tasdiq 9.1.2 - teorema va 9.1.2 - misoldan
bevosita kelib chigadi.

]
9.1.3 - misol. Quyidagi
oc
-1)k. 241
E:L—lﬁf—— (9.1.9)
k=1

qatorni qaraylik.
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Ravshanki, bu qatorning hadlari

(-1)*:2+1| 3
—F |5

bahoni qanoatlantiradi. Bundan chigdi, (9.1.8) tengsizlik ¢ = 1/3
va C' = 3 giymatlar uchun bajarilar ekan. Demak, (9.1.9) qator

yaqinlashadi.

7*. Xuddi yuqoridagi singari kompleks sonli qator tushunchasi
kompleks sonlarning formal cheksiz yig'indisi sifatida aniglanadi,
ya‘ni

=<}
> e (9.1.10)
k=1

Bunda har bir had cx = ai + ibx ko‘rinishga ega bo‘lib, a; va by lar
haqiqiy sonlardir.
Agar

n
lim Z o =48
n—oo

k=1

limit mavjud bo‘lsa, (9.1.10) qator yaginlashuvchi deyiladi, bunda
S soni (9.1.10) qatorning yig‘indisi deb ataluvchi kompleks sondir.

(9.1.10) kompleks gatorning yaqinlashishi quyidagi ikki

oC

by
k=1

)
Zak va
k=1

haqiqiy gatorlarning yaqinlashishiga teng kuchli ekanini ko‘rsatish
qiyin emas. Bunda

f:aszeS va ibk-:hns
k=1 k=1

munosabatlar bajariladi.
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9.1.4 - misol. Moduli |z| < 1 shartni qanoatlantiruvchi istalgan
z = x + ty komleks son uchun

i S N (9.1.11)

1-2z
k=1

tenglikni isbotlang.
Ma‘lumki (9.1.2 - misolga garang),

n

9 1-2"
Sufa) = Y & = e (9.1.12)

Agar bu tenglikda n — oo deb limitga o‘tsak, talab qilingan (9.1.11)
munosabatni olamiz.

1 - eslatma. (9.1.11) ayniyat aynigsa kompleks sonlarning trigo-
nometrik ko‘rinishidan foydalanilgan hollarda ko*p qo‘llaniladi. Chu-
nonchi, istalgan z = z + iy kompleks son uchun r = |z| = \/2? + y?
va @ = arctg(y/z) deb belgilaylik. U holda

z = re*¥ = r(cosp + isinyp)
va natijada

2" = r"e" = r"(cosnep + isinng).

Shu sababli (9.1.11) ayniyatni, soddalik uchun yig‘indi indeksini
bir birlikka surib, quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin:

1
1—r(cosy + tsing)’

Z r¥(cosky + isinky) =
k=0

Maxrajdagi mavhum sondan qutulish magsadida quyidagi

1 _ l-rcosp + irsing
1-r(cosp + ising) (1—rcosp)? + risin’ep

l1—rcosp + irsing
N 1—2rcosp + r?
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tenglikni yvozamiz.
Natijada gatorning haqiqiy gismi uchun

o
1 —rcos
k ¥
;0 il 1 —2rcosyg+ r? ( )

tenglikni va qatorning mavhum gismi uchun, k¥ = 0 ga mos kelgan

hadning nolga tengligini hisobga olsak,

- . B
Bt T rsin ¢ ot
kX—; i 1-2rcosp+r? (9.1.14)

tenglikni olamiz.
Odatda (9.1.13) tenglik quyidagi ko‘rinishda yoziladi:

oo
1-r2
k
kp = LR
+ ; r* cos ke IS ornst (9.1.15)

B =

Bu (9.1.15) tenglikning o‘ng tomonidagi funksiya Puasson yadrosi
deb ataladi. Barcha 0 < r < 1 larda o‘rinli bo‘lgan (9.1.14) va
(9.1.15) munosabatlar matematikaning turli tarmoqlarida muhim
ahamiyatga ega. Misol tariqasida kompleks o‘zgaruvchili funksiyalar
nazariyasini, analitik funksiyalar nazariyasini, xususiy hosilali tengla-
malar uchun chegaraviy masalalar nazariyasini va garmonik tahlilni
keltirish mumkin.

2 - eslatma. (9.1.12) ayniyatdan z = €¢'¥ # 1 bo‘lganda
k=0 1-te®
tenglik kelib chigadi. Bunda haqiqiy qismni ajratsak, quyidagi muhim
munosabatga ega bo‘lamiz: '
sin | n + 1
54

n
+ kz coskp = S . (9.1.16)
=1

2 sin i
2

b | =
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(9.1.16) tenglikning o‘ng tomonidagi kattalik Dirizle yadrosi deb
atalib, trigonometrik funksiyalar nazariyasida markaziy rolni o*ynay-
di.

§ 9.2. Musbat hadli qatorlar

1. Ushbu bandda biz barcha hadlari manfiy bo‘lmagan qator-
larni o‘rganamiz. Bunday qatorlarni, o‘rnatilgan an‘anaga rioya qil-
gan holda, musbat hadli gatorlar deb ataymiz (aslida "manfiy bo‘lma-
gan hadli qatorlar'deb atash mantiqan to‘g‘riroq bo‘lar edi). Mus-
bat hadli qatorni garayotganimizni alohida ta‘kidlash magsadida
qatorning n-hadini bu bandda py simvoli orgali belgilaymiz.

Shunday qilib,

oo
Y om0, (9.2.1)
k=1

qatorni qaraymiz va uning qanday shartlarda yaqinlashishini o‘rgana-

miz. Dastavval musbat hadli qatorlar yaqinlashishi haqidagi nav-
batdagi sodda kriteriyni keltiramiz.

9.2.1 - tasdiq. Musbat hadli (9.2.1) qatorning yagqinlashishi
uchun bu gator qismiy yig‘indilar: ketma-ketligining chegaralangan
bo‘lishi zarur va yetarli.

Hagiqatan, qaralayotgan holda gismiy yig‘indilar ketma-ketligi
monoton o‘suvchi bo‘lib, 2.2.1 - teoremaga ko‘ra, u faqat chegara-
langan bo‘lganda yaqinlashadi.

2. Navbatdagi teorema (9.1.8) ko‘rinishdagi bahoning bajarili-
shini tekshirish yo‘llaridan birini beradi.

9.2.1 - teorema (Koshi alomati). Agar 0 < ¢ < 1 bo'lib,
biror N nomerdan boshlab

Yok <gq, k>N, (9.2.2)

tengsizlik bajarilsa, (9.2.1) qator yaginlashadi.
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Isbot qaralayotgan qator hadlari
p < ¢

shartni qanoatlantirishidan kelib chiqadi. Chunki bu shart, 9.1.3 -
teoremaga ko‘ra, (9.2.1) qatorning yaqinlashishini kafolatlaydi.
9.2.2 - teorema (Dalamber alomati). Agar 0 < ¢ < 1 bo'lib,
biror N nomerdan boshlab
Pkt+1

Pk

tengsizlik bajarilsa, (9.2.1) gator yaginlashadi.
Isbot. Ravshanki, (9.2.3) tengsizlikni

g, k>N, (9.2.3)

Pk+1 Pk k>N,

gt = gfr =

ko‘rinishda yozib olish mumkin. Bu esa p_: ketma-ketlikning k > N

da monoton kamayuvchi ekanini anglatadi. Shuning uchun,

Pk _ PN
—‘<—"'—=C, kZAT.
ol o

Demak, 9.1.3 - teoremaga ko‘ra (9.2.1) qator yaqinlashadi.

3. Navbatdagi alomatni qo‘llash uchun ikki qo‘shni hadlar nis-
batining limitini hisoblash talab qilinadi.

9.2.3 - teorema (Dalamberning limit ko‘rinishidagi alo-
mati). Agar berilgan qatorning hadlari biror nomerdan boshlab mus-
bat bo'lib, -

. Pk+1
— = 9.2.4
kllrn;o Pk Q ( )
limit mavjud bo‘lsa, (9.2.1) gator Q < 1 bo‘lganda yaginlashadi va
Q > 1 bo‘lganda esa uzoglashadi.
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Isbot. Shartga ko'ra, istalgan = > 0 uchun & > N (=) bo‘lganda
Q - ¢ < P:)i < Q-+ E (9.2.5)
A.

tengsizlik bajariladi.

1) Agar Q < 1 bo'lsa, = > 0 ni shunday kichik ¢ilib tanlaymiz-
ki, @+ = ¢ < 1 bo'lsin. U holda (9.2.5) ning o'ng tomonidagi
tengsizlikka ko'ra, barcha k > N nomerlar uchun

Phet
Pk

g8 Y

baho o‘rinli bo'ladi va demak. (9.2.1) qator 9.2.2 - teoremaga asosan
vaqinlashadi.

2) Agar @ > 1 bo'lsa, £ > 0 ni shunday kichik qilib tanlaymizki
@ —= = ¢ > 1 baho bajarilsan. U holda (9.2.5) ning chap tomonidagi
tengsizlikka ko'ra. biror N nomerdan boshlab

Dk
Pk+1 > 1
Pk
tengsizlik bajariladi, ya'ni
Pk+1 2 Pk
Demak. (9.2.1) qator hadlari ketma-ketligi monoton o'sadi. Shu-

ning uchun bunday ketma-ketlik nolga vaqinlashmaydi va natijada.
(9.2.1) gator uzoglashadi.

Yuqorida musbat hadli gatorlar uchun o‘rnatilgan yvaqginlashish
alomatlarini go'llab, nmumiy ko'rinishdagi sonli qatorlar uchun vagin-
lashish alomatlarini olish mumkin. Bunga misol tariqasida navbatda-
gi muhim ahamivatga ega bo’lgan alomatni keltiramiz.

Shunday qilib. vana numumiy ko‘rinishdagi

0
Z ar (9.2.6)
k=1
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sonli qatorni qaraymiz.

9.2.4 - teorema (yuqori limit ko‘rinishidagi Koshi alo-
mati). Agar quyidagi

Jm Yfad = Q (9.2.7)

yugori limit mavjud bo‘lsa, (9.2.6) qator Q < 1 bo‘lganda yaqin-
lashadi va Q > 1 bo‘lganda esa uzoglashadi.

Isbot. 1) Avval @ < 1 deylik. Yuqori limit ta‘rifiga ko‘ra, ix-
tiyoriy € > 0 uchun shunday N(c) nomer topiladiki, £ > N(¢)

bo‘lganda
Ve < Q+¢ (9.2.8)

tengsizlik bajariladi.
Musbat £ > 0 ni shunday kichik qilib tanlaymizki, Q4+ =¢ < 1
bo‘lsin. U holda (9.2.8) tengsizlik

jae|'* < g, k2 N(e),
ko‘rinishga keladi, ya‘ni
lak| < ¢*, k2> N(e).

Shu sababli, 9.1.3 - teoremaga ko‘ra,

(s <]

3 ]

k=1

qator yaqinlashadi. Demak, umumiy taqqoslash alomatiga asosan
(9.1.2 - teorema), (9.2.6) qator ham yaqinlashadi.

2) Endi Q > 1 bo‘lsin. U holda, (9.2.7) tenglikka ko‘ra, shunday
{an, } qism ketma-ketlik topiladiki, istalgan £ > 0 uchun biror N(¢)
nomerdan boshlab (ya‘ni k > N(¢) bo‘lganda)

|am.|l/n* > Q_f

tengsizlik bajariladi.
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Musbat = > 0 ni shunday kichik qilib olamizki, @ —< > 1 bo'lsin.
U holda k > N (=) lar uchun

|an, |Y™ > 1
tengsizlik o‘rinli bo'ladi, ya‘ni
lan,| > 1.

Demak, (9.2.6) qator hadlari nolga intilmaydi va, natijada, ush-
bu qgator uzoglashadi.

4. Qatorlar uchun yuqorida keltirilgan yaqinlashish alomatlari
berilgan qatorni hadlari geometrik progressiya tashkil giluvchi boshqa
bir qator bilan taqqoslashga asoslangan bo‘lib, ular biroz "dag'al"
alomatlar deb hisoblanadilar. Xususan, shuni gayd etish lozimki,
chegaraviy @ = 1 hol uchun bu alomatlar qatorning yaqinlashuv-
chi voki uzoglashuvchi bo‘lishini aniglab bera olmaydi. Navbatdagi
nisbatan "sezgir" alomat sonli qatorlarning ancha keng sinfi uchun
ularning vaqinlashishi to'g‘risidagi masalani hal gilishga imkon be-
radi.

9.2.5 - teorema (Koshi-Maklorenning integral alomati).
Agar f(x) funksiya * > 1 yarim to‘q‘ri chizigda monoton kamayuv-
chi bo*lib, manfiy bo‘lmasa, u holda bu funksiya qiymatlaridan tuzil-
gan

Zf = fQ)+f2)+ f3) +--- (9.2.9)

qatorning yaqmlu.s:hwhz uchun

oo

ff dx (9.2.10)
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zosmas integralning yagqinlashishi zarur va ye starli.
Isbot. Teorema shartiga ko'ra, istalgan natural & va ixtiyoriy

x € [k — 1, k] uchun
k) < fo) < flk—1), k-1<z<k,

qo‘shaloq tengsizlik bajariladi.
Bu tengsizlikni [k — 1, k] kesma bo‘yicha integrallasak,

k
f f(k)dx <
k=1
ga ega bo'lamiz, yoki

k
f(k) < f f(z)de < f(k-1).

Endi, hosil bo‘lgan tengsizliklarni k bo‘yicha m 41 dan n gacha
yig‘ib chigsak,

n k n
> < Y [fad< Y sk
k=m+1 k=m+1 .~ k=m+1

munosabat hosil bo‘ladi, yoki

n—1
ff (z)dz < Y f(k). (9.2.11)

I\_m+1 k=m

Nihoyat, f funksiyaning manfiy emasligini hisobga olib, Koshi
kriteriysini qo‘llasak, (9.2.11) tengsizlikdan (9.2.9) qator faqat va
faqat (9.2.10) xosmas integral vaqinlashgandagina yaqinlashishi ke-
lib chiqadi.
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9.2.1 - misol. Quyidagi qatorni qaraymiz:

Z kL (9.2.12)

Koshi-Maklorenning integral alomatiga asosan, bu qator ushbu

T dz
[ i (9.2.13)
1

re

birinchi tur xosmas integral bilan bir vaqtda yoki yaqinlashadi, yoki
uzogqlashadi.

"Yugorida, 6.6.1 - misolda (9.2.13) integralning o > 1 da yaqin-
lashishi va @ < 1 da uzoqlashishi ko‘rsatilgan edi. Demak, (9.2.12)
qator ham a > 1 da yaqinlashar va a < 1 da esa uzoglashar ekan.

Eslatma. Albatta, 9.2.5 - teoremadagi f(z) funksiya monoton-
ligi haqgidagi shartni « > 1 yarim to‘g'ri chiziqda talab qilishga ehti-
¥0j yoq. Buning o‘rniga bu shartni biror natural N sonidan boshlab
bajarilishini, ya‘ni f(z) funksiyaning z > N yarim to'g'ri chiziqda
monoton kamayishini talab qilish yetarli.

9.2.2 - misol. Ushbu

- 1
Z m (9.2.14)

gatorni garaymiz.
Koshi-Makloren alomatiga ko‘ra, (9.2.14) qator quyidagi

T 1
3_/ pripT (9.2.15)

ko‘rinishdagi birinchi tur xosmas integral bilan bir vaqtda yoki
vaqinlashadi, yoki uzoqlashadi.

Madomiki
A A In 4
/ ~ [d(nz) / if.
r(ln )¢ J (nzx)> ta
3 3 In3

ekan, (9.2.15) integral a > 1 da yaqinlashadi va a < 1 da uzog-
lashadi. Bundan chiqdi, (9.2.14) gator ham a > 1 da yaginlashar

va a < 1 da uzoglashar ekan.

5. Koshi-Makloren alomatini isbotlashda qo‘llanilgan yig'indini
integral bilan almashtirishga asoslangan usul berilgan qatorning na
faqat vaqinlashish yoki uzoqlashishini aniglashga, balki qator uzoq-
lashuvehi bo‘lgan holda uni gismiy yig'indilarining o'sishini baho-
lashga ham imkon beradi. Boshqacha aytganda, ana shu usul yvor-
damida bunday vig'indilarning asimptotikasini aniqlash mumkin.

9.2.3 - misol. Garmonik gatorning n ta hadi yig'indisi uchun

quyidagi

1+%+:1—;+...+% =Inn +C + O (,1—1) n— oo, (9.2.16)
asimptotik bahoni isbotlaymiz. Bu tenglikdagi C' o‘zgarmas soni
Evler o‘zgarmasi deb ataladi.

Avvalo. istalgan natural k soni uchun k — 1 < x < k oraliqda
votuvchi # sonining butun gismi [¢] = k — 1 ga tengligini qayd
etamiz. Shu oraliqda 1/k = 1/([z]+1) tenglik o'rinli bo'lgani uchun

o[- |

k-1

k

Agar bu tengliklarni & bo'vicha 1 dan n gacha yig'ib chigsak,

k n
| i / dr / dr
cromy ke =7 (] +1 J [x] +1
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hosil bo‘ladi.
Bu tenglikdan

In(n+1)

Il
0\3
=9
&

241
tenglikni ayirsak,

n n

Z %-—ln(n+1)=_0/([35]1_|_1 :H—l) f(I]+1 TCFsy dx

k=1
(9.2.17)

munosabatga ega bo‘lamiz.

Endi

_ [ z-[4
C = f ([E]+1)($+l)dx (9.2.18)

deb belgilaymiz.
Ravshanki, bu xosmas integral yaqinlashadi, chunki
0<z-[z]<1
va shu sababli z > 1 bo‘lganda quyidagi
z — [2]
< —
([z]+1)(z+1) ~ 22

qo‘shaloq tengsizlik o‘rinlidir.
Agar bu tengsizlikni integrallasak,

Tde 1
d < | = =2
/( 1‘+1)x_ z? n

n

bahoga ega bo'lamiz. Bundan chiqdi, (9.2.17) tenglikning o‘ng tomoni-
dagi integral uchun quyidagi

./([z]-{—l z+1)dr:c+0(%), n>1,
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tenglikni yozish mumkin ekan.
Demak, qayd etilgan (9.2.17) tenglikdan

n

= In(n+1) +C+O(%), n>1,

ol i

k=1

munosabat kelib chiqgadi.
Talab qilingan (9.2.16) asimptotik bahoni olish uchun

2 |
In(n+1) = Inn + O(;), n>1,

ekanini gayd qilish yetarli.

Shuni aytish joizki, C' = 0,57721566490... sonning arifmetik
tabiati yaxshi o‘rganilmagan. Xatto uning ratsional yoki irratsional
ekani ham noma‘lum.

6. Uzoglashuvchi qatorlar gismiy yig‘indilarining bizga ma‘lum

baholaridan foydalanib, yangi uzoqglashuvchi qatorlar uchun ham
gizigarli formulalar olish mumkin.

9.2.4 - misol. Quyidagi

1 1 1 C 1
1+§+5+---+2n_1 = In(2v/n) + 7 + O (;). n — oo,
(9.2.19)
asimptotik bahoni isbotlaymiz, bu yerda C' - Eyler o‘zgarmasi.
Garmonik gatorni

= 1+3+1+ + . + l+l+l+ +L
N 3'5 T 'op-1 6" " o

ko‘rinishda yozib olamiz.
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Agar g-a.rmonik qatorning birinchi n ta hadining yig‘indisini S,
orqgali belg.ll_asz?k, (9.2.20) ayniyatning chapida S, turganini va o‘ng
tomondagi ikkinchi yig'indi esa S,, /2 ga tengligini ko‘ramiz. Shuning
uchun, bu ayniyatni

1 1 1

1
1 — — —
+3+5-|—...+2n_'1 = S — 55,. (9.2.21)

kabi yozib olishimiz mumkin.
Endi (9.2.16) asimptotik bahoni qo‘llasak,

1
St = 350 = [l“{zn)+c+0(?la')]_%[IHHCJFO(%)] A

- 1 1 1

munosabatga ega bo‘lamiz.

Bu ikki (9.2.21) va (9.2.22) tengliklardan, ravshanki, talab qilin-
gan (9.2.19) asimptotik baho kelib chiqadi.

§ 9.3. Absolyut va shartli yaqginlashuvchi qgatorlar

1: .Xosmas integrallar uchun absolyut va shartli yaqinlashish-
lar kiritilgani kabi, sonli qatorlar uchun ham absolyut va shartli
yaqinlashish tushunchalarini kiritish mumkin. :

Ta‘rif. Agar

o
> laxl (9.3.1)
k=1
qator yaqinlashuvchi bo‘lsa,
oo
> a (9.3.2)
k=1

qator absolyut yaginlashadi deymiz.

Umumiy taqqoslash alomatidan har ganday absolyut yaqginlashuv-
chi qatorning yaginlashuvchi ekani bevosita kelib chiqadi.

Ta‘rif. Agar (9.3.2) qator yaginlashib, (9.8.1) qator uzoglashsa,
(9.8.2) qator shartli yaginlashadi deymaiz.

Avvalgi paragrafda o‘rganilgan Koshi va Dalamber yaqinlashish
alomatlari aslida berilgan qatorning absolyut yaqilashishini kafolat-
laydi. Shartli yaginlashuvchi qatorlarni o‘rganish, ya‘ni ular uchun
vaqinlashish alomatlarini aniglash, ancha nozik masalalardandir.
Quyida biz shunday alomatlardan ba‘zilari bilan tanishamiz.

Navbatdagi yaqinlashish alomati quyidagi

oc
Zﬂkbk (9.3.3)
k=1

maxsus ko‘rinishdagi gatorlarga qo‘llanadi, bunda ay va by lar haqiqiy
sonlar bo‘lib, ulardan biri ishorasini saqlasa, ikkinchisi, masalan ag,
turli ishorali qiymatlar gabul qilishi mumkin. Bu alomat birinchi
tur xosmas integrallar uchun Dirixle-Abel yaqginlashish alomatining
diskret ko‘rinishidir.

9.3.1 - teorema (Dirixle-Abel alomati). Agar a; ketma-
ketliklardan tuzilgan (9.3.2) ko‘rinishdagi qator qismiy yig‘indilari
chegaralangan bo‘lsa, ya‘ni

n

>

k=1

< M (9.3.4)

va by ketma-ketlik monoton kamayib,

by > bgur, K=1,2,. (9.3.5)

nolga intilsa,
bp =+ 0, k— oc, (9.3.6)

u holda (9.5.3) qator yaginlashadi.
Isbot. S,, simvol orqali ¥ ax qatorning gismiy yig'indilarini bel-
gilaylik. U holda
ag = Sk — Sk-1
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bo‘ladi va shu sababli istalgan n > m nomer uchun

n n n n
Yooabi= Y (Si-Se-)b= Y Sibi— Y Siibi=
k=m+1 k=m+1 k=m+1 k=m+1

n n-—1
= Z Skbk“zskbk+l
k=m+1 k=m
tenglikka ega bo‘lamiz.
Demak,

D akbe= Y Sk(bk—bks1) + Subntr — Smbmer.

k=m+1 k=m+1
; Madomiki, (9.3.4) shartga ko‘ra, |S,| < M ekan, oxirgi tenglik-
an

n

Z ag by

k=m+1

n
< ) Mlbe = biga| + Mbpyy + Mbpy,
k=m+1

bahoni olamiz.

(9.3.5) monotonlik shartiga asosan |by — by | = bg — bk+1. Shun-
day ekan, oxirgi tengsizlik o‘ng tomonidagi yig‘indi aynan Mb,,, —
Mb,, 4, ga teng bo‘ladi. Bundan chiqdi,

Z ag by

k=m+1

< 2Mbpyy. (9.3.7)

Ni}'mya't, (9.3.6) shartdan foydalansak, (9.3.7) tengsizlik chap
t0fnomdag1 yig'indining nolga intilishi kelib chiqadi. Demak, Koshi
kriteriysiga asosan, (9.3.3) qator yaqinlashar ekan.
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Ta‘rif. Agar barcha by, k = 1,2,3, ... sonlar musbat bo‘lsa,

Y (-1)¥ b = by —ba+ by~ byt ... (9.3.8)
k=1

ko‘rinishdagi qator ishorasi navbatlashgan qator deyiladi.

9.3.2 - teorema (Leybnits alomati). Agar by musbat sonlar
ketma-ketligi monoton ravishda nolga yaginlashsa, (9.3.8) ishorasi
navbatlashgan gator yaginlashuvchi bo‘ladi.

Isbot. Agar a; = (—1)F~! desak va

n

Se = Ya= Y (-1
k=1

k=1
deb belgilasak, ravshanki, §; = 1, S; = 0 va umuman

52"_1 = 1, Szn = 0, n= 1.2,3,

tengliklar bajariladi.

Shunday ekan, S,, yig‘indilar ketma-ketligi chegaralangan bo‘lib,
biz 9.3.1 - teoremani qo‘llashimiz mumkin. Bu teoremadan esa (9.3.8)
qatorning yaqinlashuvchi ekani kelib chiqadi.

9.3.1 - misol. Ushbu

e 1
y &

k=1

(9.3.9)

)k-I
a

qatorni yaqinlashishga tekshiring.

Leybnits alomatiga asosan, bu qator istalgan a > 0 lar uchun
yaginlashuvchidir. Ammo shuni aytish joizki, 9.2.2 paragrafdagi
misolga ko‘ra, (9.3.9) qator 0 < a < 1 bo‘lganda faqat shartli yaqin-
lashadi.
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2. Ma'lumki, qo‘shish arifmetik amali kommutativlik va assot-
si.ativlik xossalariga ega. Shu sababli, chekli sondagi hadlar vig‘indisi-
ni qarayotganda, ular qaysi tartibda joylashgani ahamiyatga ega
emas. Ammo, cheksiz sondagi hadlarni qo‘shayotganda, l;adlarning
qaysi tartibda joylashgani muhim rol o‘ynaydi.

9.3.2 - misol tarigasida

0 (.1)k=1
Froe il (9.3.10)

k=1 k

1—

W=
]

+

VA

qatorni qaraylik.
Bu gatorning yaqginlashishini ko‘rsatish va uning yig‘indisini hisob-
lash uchun quyidagi

2 3 4
In(l4z) = z - % i 33- - % + ..+ (-1)"? in'i + Rnyy
Te‘y}o'r fc.urmul?sida.n foydalanamiz, bunda R,4, qoldiq had Lagranj
ko‘rinishida olingan bo‘lib, ya‘ni
gntl 1
n+1 (14¢&nH

bo'lib, £ = &,(x) bilan 0 < € < 1 intervalga tegishli biror nuqta

Rn+l = (-'l)n

belgilangan.
Xususan, agar z = 1 bo‘lsa,
1 1 1 1
o O -
In2 1 2+3 4+___+(_1)n l;‘l‘ﬁ'yﬁd
bo'‘lib, qoldiq had
1
|Rnt1] £ — (9.3.11)

n+1
bahoni qanoatlantiradi.
' Endi S, orqali (9.3.10) qatorning gismiy yig‘indisini belgilasak
oxirgi tenglikdan :
Sn = 1!12 — Rn+]

munosabat kelib chiqadi.
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Ravshanki, (9.3.11) bahoga ko‘ra,

lim Rnii = 0.
n—oo

Shuning uchun,
lim S, = In2,
n—oo
ya‘ni (9.3.10) qator yaqinlashar va uning yig‘indisi In 2 ga teng ekan.
Bu gatorning juft 2n nomerli gismiy yig‘indisini quyidagi ko‘rinish-

da yozib olamiz
1 Turll ok 1 1
= (-8) s (-t (2) -

2 1 1
= (___Qk — ﬁ) . (9.3.12)

k=1
Endi (9.3.10) da, har bir musbat haddan keyin ikkita manfiy
had keladigan qilib, hadlarini o‘rnini almashtiramiz:

TR S il Tl N
NP G e S . T S 3.13
- dialt 32808 e 010 013 (3419

Albatta, bunday almashtirish natijasida hosil bo‘lgan qator (9.3.10)
qatordan faqat hadlarining joylashish tartibi bilan farq qiladi.

Agar yangi (9.3.13) qatorning gismiy yig'indisini S], simvol bilan
belgilasak, uning 3n nomerli gismiy yig‘indisini

5" =11 l_l + }._1__]1 4ot 1 = 1 _L —
LA 2 4 4. 6 -8 n-1 4n-2 4n)

n 1 1 1
z ; (2’9—1 _4k—2_ﬁ?) (9.3.14)

ko‘rinishda yozish mumkin.
Bu tenglikni o‘ng tomonidagi har bir qavsda birinchi ikki kasrni

umumiy maxrajga keltirsak,
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2 1 1 = 1 1
S' = ( —-——-) = - —_——
& ; 4k -2 4k 2 ; (2k—1 2k)

munosabatga ega bo‘lamiz.
Hosil bo‘lgan tenglik bilan (9.3.12) tenglikni taqqoslab,

1

Sl;n = 5 52'1

ni olamiz.
Natijada, boshlang‘ich (9.3.10) qator yig‘indisi S va hadlarining

c?‘mi.almashtirilga,n (9.3.13) qator yig‘indisi S’ o‘zaro quyidagi teng-
lik bilan bog‘langanligini ko‘rish qiyin emas:

3

I—-
5_2

S,
.ya‘fli (9-3.10) qator yig'indisi, hadlarining joyi o‘zgargandan keyin,
ikki marta kamayib, In v/2 ga teng bo‘lib qoldi.

3*. O‘rganilayotgan (9.3.10) qator bundanda qiziqarli xossaga
ega: (9.3.10) qatorning hadlarini tegishli ravishda o‘rnini almashtib,
uni istalgan avvaldan berilgan songa yaqinlashuvchi qilish mumkin.

Haqiqatan, agar hadlarining o‘rnini almashtirish natijasida hosil
bo‘lgan qator gismiy yig‘indilari Sp4+m berilgan (9.4.10) qatorning n
ta dastlabki musbat va m ta dastlabki manfiy hadlariga ega bo‘lsa,

n

1 ]
s’ - = ik
Wi 2% -1 kz_; 2k

bo‘ladi.
Bu tenglikdan, (9.2.14) va (9.2.17) asimptotik formulalarga aso-
san,

= [1n(2\/5)+§+0(%)] X [%1nm+§+o(;11.” .

1
=In2 4+ ;ln% + o(1l), n— oo, m — oo,

baho kelib chiqadi.

Ravshanki, istalgan musbat p son uchun (9.3.10) qator hadlari-
ning o‘rnini shunday almashtirish mumkinki, natijada hosil bo‘lgan
vangi gatorning har bir gismiy yig'indisida musbat hadlarining soni
n ni manfiy hadlari soni m ga nisbati p ga yaqginlashadi. Shun-
day ekan, oxirgi asimptotik bahoga ko‘ra, yangi qatorning yig‘indisi
In(2,/p) ga teng bo‘ladi.

Masalan, yangi hosil bo‘lgan qatorda har bir musbat haddan
so'ng bitta manfiy had kelsa, m = n va p = n/m = 1 bo’lib, qator
vig'indisi In 2 ga teng bo‘ladi. Bordiyu, yangi qatorda har bir musbat
haddan so'ng ikkita manfiy had kelsa, m = 2n va p = n/m = 1/2
bo'lib, qator yig'indisi In /2 ga teng bo‘ladi.

Nihoyat, agar (9.3.10) qatorda har bir musbat haddan so‘ng
to'rtta manfiy had keladigan qilib hadlar o'rni almashtirilsa, m =
4n va p = n/m = 1/4 bo'lib, hosil bo’lgan qatorning yig'indisi
In(2 \/1_/1) = 0 ga teng bo‘ladi.

4. Umumiy holda

5 o (9.3.15)

oc
k=

—

qator

ai (9.3.16)

8

k=1

qator hadlarining o'rnini almashtirish natijasida hosil bo‘lgan bo'lishi
uchun my natural sonlar quyidagi ikki shartni qanoatlantirishi ke-
rak:

1) agar k # j bo'lsa, my # m; boladi:

2) istalgan natural » soni uchun my = n tenglikni qanoatlantiruv-
chi my son topiladi.
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Yugqorida shartli yaginlashuvchi qator yig'indisi uning hadlari-
ni qaysi tartibda qo‘shilayotganidan qattiq bog'liq ekani ko‘rsatildi.
Agar qator absolyut yaqinlashsa, u hadlari o‘rnini ixtiyoriy o‘zgarti-
rilganda ham yaqinlashadi va bunda uning yig'indisi o'zgarmaydi.
Boshqacha qilib aytganda, absolyut yaqinlashuvchi qator o'rin al-
mashtirish xossasiga egadir.

9.3.3 - teorema. Agar qator absolyut yaginlashuvchi bo‘lsa, bu
qatorning hadlari o‘rnini istalgancha almashtirish natijasida hosil
bo‘lgan yangi qator ham yaginlashuvchi bo'lib, uning yig‘indisi beril-
gan qator yig‘indisiga teng bo‘ladi.

Isbot. Faraz qilaylik, (9.3.16) qator absolyut yaqinlashib, uning
yvig'indisi S ga teng bo‘lsin. Bu qator hadlarining o‘rnini o‘zgartirish
natijasida hosil bo‘lgan (9.3.15) qatorni qaraymiz va uning yaqin-
lashuvchi bo'lib, yig'indisi aynan S ga tengligini ko‘rsatamiz. Bu-
ning uchun S, orqali (9.3.15) qatorning qismiy yig‘indilarini belgi-
laymiz:

n

5 =% g (9.3.17)

k=1
va istalgan ¢ > 0 olganda ham shunday N = N(¢) nomer topilib.
barcha k > N larda
1S, — S| < ¢ (9.3.18)

tengsizlik bajarilishini isbotlaymiz.

Madomiki (9.3.16) qator absolyut vaqinlashar ekan. Koshi kri-
teriysiga asosan, berilgan ¢ > 0 uchun shunday m = m(s) nomer
topiladiki, barcha natural p sonlar uchun

m+p

Z |r1.k| <

k=m+1

(9.3.19)

|

tengsizlik bajariladi.
Demak, (9.3.16) qatorning S,, gismiy vig'indilari quyidagi teng-
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sizlikni qanoatlantiradi:

m+p m+p "
Smip = Sml = | D @l < D laul < 3.
k=m+1 k=m+1
Bundan, p — oo desak,
IS = Sml € 2, m=m(e), (9.3.20)

(3%

bahoga ega bo‘lamiz.

Yuqgorida aniglangan m = m(e) sonni tayinlab, N = N(e)
nomerni shunday katta qilib olamizki, n > N bo‘lganda berilgan
qatorning hadlari o‘rnini almashtirish natijasida hosil bo‘lg.an qa-
torning (9.3.17) ko‘rinishdagi S}, qismiy yig‘indilari quyidagi

ay, az, az,..., aGm

hadlarni o'z ichiga olsin. Ml 7
U holda, shunday aniglangan ixtiyoriy qismiy yig'‘indini

m

’

P SR
g=1 k

ko‘rinishda yozish mumkin, bu yerda shtrix orqali Sj, ga kiruvchi

k > m nomerli a elementlardan iborat yig‘indi belgilangan.
Shunday ekan, yetarlicha katta p lar uchun, (9.3.19) ga asosan,

m+p

1S), = Sm| < Z lax| < g, n> N,
k=m+1 3

tengsizlik bajariladi. N
Bundan, (9.3.20) ni e‘tiborga olsak, n > N bo‘lganda talab gilin-

gan (9.3.18) tengsizlikka ega bo‘lamiz:

3 €
S, = S| < |Sh = Sm| + 1Sm - S| < 5+ 5 ==
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Natija. Agar musbat hadli qator yaginlashsa, u hadlarining o‘rni-
ni istalgancha almashtirgandan keyin ham zuddi o‘sha yig‘indiga
yaginlashadi.

5. Shartli yaqinlashuvchi (9.3.10) qator hadlarining o‘rnini al-
mashtirish haqidagi yuqoridagi natijani B. Riman umumiy holda
ham isbot gilgan. Chunonchi, agar (9.3.16) qator shartli yaginlash-
sa, uning hadlarini o'rnini o‘zgartirish natijasida uni istalgan avval-
dan berilgan songa yaqinlashuvchi qilish mumkin.

Bu teoremani isbot gilishdan oldin, biz shartli yaginlashuvchi
qatorda musbat hadlari ham, manfiy hadlari ham cheksiz ko*p ekani-
ni ko‘rsatamiz. Aslida biz bundanda kuchliroq natijani, va‘ni bun-
day qatorlarda musbat hadlarining yig‘indisi ham, manfiyv hadlari-
ning yig'indisi ham chegaralanmagan ekanini isbotlaymiz.

Shu magsadda (9.3.16) gatorning n - nomerli gismiy yig'indisi
tarkibiga kiruvchi musbat hadlari yig'indisini P, simvol orqali va
o'sha gismiy yig‘indi tarkibiga kiruvchi manfiy hadlarining absolyut
giymatlari yig‘indisini @,, simvol orqali belgilavmiz.

9.3.1 - tasdiq. Agar (9.3.16) qator yaginlashsa, u holda

lim P(n) = IEn Q(n) = + (9.3.21)

n—=oc
tenglik bajariladi.
Isbot. Ravshanki, P(n) va Q(n) kattaliklar ta‘rifiga ko‘ra, (9.3.16)
qatorning n - nomerli gismiy yig‘indisi

n

Y ax = P(n) - Q(n) (9.3.22)

k=1

ga teng bo’lib, hadlarni absolyut giymatlaridan hosil bo'lgan qa-
torning n - gismiy vig'indisi esa

Z lax] = P(n) + Q(n) (9.3.23)
k=1
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ga teng.
Endi qayd etamizki, (9.3.16) gatorning biror S soniga yaqin-
lashishi )
lim Y =385 (9.3.24)
k=1
tenglik bajarilishini anglatsa, ko‘rsatilgan qatorning shartli yaqin-
lashishi esa, qatorning absolyut yaqginlashmas ekanini, ya‘ni

lim Y lakl = 400 (9.3.25)
k=1
munosabat bajarilishini anglatadi.
Agar (9.3.24) va (9.3.25) tengliklarni (9.3.22) va (9.3.23) teng-
liklar bilan taqqoslasak,
lim [P(n) - QW] = S, lim [P(n) +Q(m)] = +oc
tengliklarga ega bo‘lamiz.
Ravshanki, bu munosabatlardan talab gilingan (9.3.21) tenglik
kelib chiqgadi.

Endi, (9.3.21) munosabatlarga asoslanib, yuqorida qayd etilgan
Riman teoremasini isbotlash qiyin emas.

9.3.4 - teorema (B. Riman). Agar (9.3.16) qator shartli
yaginlashsa, istalgan haqiqiy A soni uchun bu gator hadlari o‘rnini
shunday almashtirish mumkinki, natijada hosil bo‘lgan (9.3.15) qa-
tor yaginlashuvchi bo‘lib, uning yig‘indisi A ga teng bo‘ladi.

Isbot. Faraz gilaylik, (9.3.16) qator shartli yaqginlashsin. U hol-
da, gator yaqinlashishining zaruriylik shartiga ko‘ra, bu qatorning
musbat hadlari ham, manfiy hadlari ham nolga intiladi. Shuning
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uchun gatorning musbat hadlarini kamayuvchi tartibda joylashtiri-
shimiz mumkin. Bunda hosil bo‘lgan ketma-ketlikni {p; } orqali bel-
gilavmiz. Xuddi shunga o‘xshash, manfiy hadlar absolyut ¢iymat-
larini kamayuvchi tartibda joylashtirib, hosil bo‘lgan ketma-ketlikni
{qx} orqali belgilaymiz.

9.3.1 - tasdiq va 9.3.3 - teoremaning natijasidan quyvidagi muno-
sabatlar kelib chiqadi:

20

Yo om =400, Y @ = +oo. (9.3.26)

k=1 k=1

Endi A ixtiyoriy berilgan haqiqiy son bo'lsin. (9.3.16) gator had-
larini o'rnini quyidagi ravishda almashtiramiz.

1) Dastlab musbat hadlarni shunday qo‘shib boramizki, toki
ularning yig'indisi S(n) = py +p2 + ... + pn, berilgan A dan oshsin.
Bunga erishishimiz bilan, hosil bo‘lgan yig'indidan ¢, g2, ..., ¢m, son-
larni shunday ayirib boramizki, toki

S(ni+m) = pr+p2+tPpy — @t —@— ..~ ¢m; (8.3.25)

kattalik 4 dan kichik bo‘lsin. Madomiki (9.3.26) shart bajarilar
ekan, bu har ikki qadamni ham amalga oshirish mumkin.

2) Ikkinchi qadamda yana pp, +1 4 Pn, +2 + ... + Pn, musbat had-
larni shunday qo‘shib boramizki, toki ularning umumiy yig'indisi

Sng+m1) = pr+pa+tpn, — Q=@ — .= Gm +

+ Pny+1 +I)n1+2 +zi +IJ:12

vana A dan oshib ketsin. So‘ngra, hosil bo‘lgan vig‘indidan
Ay +1s Gmy 42+ s Qmy
sonlarni shunday ayirib boramizki. toki
S(nz+mz) = pr+p2+.ctpn — 1 —G@@— .= Gm +

i Pny+1 i Pny+2 - AN Pny — Qmi4+1 — Gmy+2 — +«+ — §my
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givmat A dan kichik bo‘lsin.

k) Bu jarayonni davom ettirib, k-qadamda hosil gilingan S(n-;+
mk—1) vig'indiga musbat hadlarni shunday qo‘shib boramizki, to-
ki umumiy yig‘indi S(ng + mg—1) berilgan A sondan oshib ketsin,
so‘ngra, manfiy hadlarni shunday qo‘shib (ya‘'ni ¢; larni ayirib) bo-
ramizki, toki umumiy yig'indi S(nx + my) o‘sha A sondan kichik
bo'lsin.

Albatta, bu jarayon hech gachon tugamaydi. Chunki har bir
qadamda biz hech bo‘lmasa bitta musbat va bitta manfiy hadni
qo‘shib borayapmiz va bunday hadlarning soni, yuqorida ko‘rsatgani-
mizdek, cheksiz ko‘pdir. Bu jarayon natijasida biz (9.3.16) qator
hadlarining o‘rni almashtirilgan yangi qatorga ega bo‘lamiz.

Mana shu yangi qatorning S(n) qismiy yig'indilari berilgan A
soniga yaqinlashishini ko‘rsatamiz. Ravshanki, hadlar o‘rnini al-
mashtirish jarayoniga asosan, k— qadamdan so‘ng qismiy yig'indilar
A + pm, sonidan oshib ketmaydi va, xuddi shu kabi, A — ¢, dan
kichik ham bo‘lmaydi. Bundan chiqdi, n > ny + my bo'lganda
quyidagi

A - ¢gm < Sn) £ A4+ py, (9.3.27)
qo‘shaloq tengsizlik bajariladi.

Shartga ko‘ra (9.3.16) qator shartli yaqinlashgani sababli, bu
qator hadlari nolga yaqinlashadi. Demak, (9.3.27) dan

lim S(n) = A

n—o0

munosabat kelib chiqadi, ya‘ni hadlarining o'rni almashtirilgan qa-
tor avvaldan berilgan A soniga yaqinlashar ekan.

Eslatma. Xuddi yuqoridagi usul bilan shartli vaginlashuvchi
qatorni +00 yo —oc ga intiladigan, yoki bo'lmasa umuman limit-
ga ega bo‘lmaydigan qilib hadlarini o‘rnini o‘zgartirish mumkinligi
ko'rsatiladi.
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§ 9.4. Ikki karrali qatorlar

Haqiqiy sonlarning {a, } ko‘rinishdagi ikki karrali ketma-ketligi-
ni qaraymiz, bu yerda n va k indekslar barcha natural giymatlarni
qabul giladi. Ushbu

D am (9.4.1)
n; k=1
formal yig'indini yozib, uni ikki karrali gator deb ataymiz.
Oddiy sonli qatorlardan fargli ravishda ikki karrali qator yig'‘indisi
turli usullarda aniglanishi mumkin. Matematik tahlilning tadbiglari-
da (9.4.1) ikki karrali qatorni takroriy qator deb qarash, ya‘ni qator

vig'indisi sifatida
i (Z a"k) (9.4.2)

n=1 \k=1
sonni olish aynigsa ko‘p uchraydi.
Bunday aniqlashda yig'indi olish tartibi muhim ahamiyatga ega,
chunki boshqa tartibda olingan

g = Z (Z a,,k) (9.4.3)
k=1 "\n=1
vig'indi s sonidan farq qilishi, yoki umuman mavjud bo‘lmasligi
mumkin.
9.4.1 - misol. Qator hadlari a,x = (8,x — 02, %) ko'rinishda
aniglangan bo‘lsin, bunda 4, orqali Kroneker del‘ta-simvoli deb
ataluvchi quyidagi kattalik belgilangan:

T = 1, agar n =k bo'lsa,
T 0, agar n#k bo'lsa.

U holda istalgan n nomer uchun

oo
(Onk — O2n,k) = 0 (9.4.4)
k=1
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tenglik bajariladi, chunki (9.4.4) cheksiz yig‘indida faqat ikki had
noldan farqli bo‘lib, bulardan biri (k = n bo‘lgan holda) 1 ga teng
bo‘lsa, ikkinchisi esa (k = 2n bo‘lgan holda) —1 ga teng. Demak,
(9.4.2) qator vaginlashadi va s = 0 bo‘ladi.

Ammo istalgan toq k£ nomer uchun

= =]

00
(6nk-62n,k) = Z Jnk = |l

n=1 n=1

tenglik bajariladi, ya‘ni bu yig'indi & — oo da nolga intilmaydi va
shu sababli (9.4.3) gator uzoqlashadi.

Shuni aytish kerakki, agar (9.4.1) qatorning barcha hadlari mus-
bat bo‘lsa, (9.4.2) va (9.4.3) yig'indilar ustma-ust tushadi.

9.4.1 - teorema. lkki karrali (9.4.1) gatorning barcha had-
lari manfiy bo‘lmasin, ya‘ni apx > 0 bo‘lsin. U holda, agar (9.4.2)
takroriy qator yagqinlashsa, (9.4.3) takroriy qator ham yaginlashadi

va
DD ank = ) ) amk (9-4.5)

n=1 k=1 k=1n=1
tenglik bajariladi.
Isbot. Teorema shartiga ko‘ra, istalgan n > 1 uchun

TR T (9.4.6)
k=
ko‘rinishdagi qatorlar va, bundan tashqari,
o0
s = Z by, (9.4.7)
n=1
qator yaginlashadi.
Shundan foydalangan holda biz istalgan k > 1 uchun
o0
Z Ank = Ck (948)
n=1
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ko'rinishdagi qatorlarning va quyidagi

Z e = s (9.4.9)
k=1

qatorning vaginlashishini ko rsatib,
s" = s (9.4.10)

tenglikni isbotlashimiz kerak.
Avval shuni qayd etamizki, gatorning hadlari manfiy bo'lmagani
sababli, (9.4.6) tenglikdan istalgan N uchun

N
Z ank < by (9.4.11)
k=1
tengsizlik kelib chiqadi.
Bundan. xususan.
Ak S bn

tengsizlikni olamiz. Bu tengsizlik va (9.4.7) qatorning yaqinlashishi-
ga ko'ra esa, istalgan k& > 1 uchun (9.4.8) qatorning vaqinlashishi
kelib chiqadi.

Ikki takroriy vig'indilardan biri chekli bo‘lgan holda, 9.1.2 - tas-
diqqa ko'ra, vig'indi tartibini o‘zgartirish mumkin. Bundan chiqdi,
(9.4.11) tengsizlikka asosan.

N N oo oo N o0
Dok =2 D =33 am <Y o=
k=1 k=1 n=1

n=1 k=1 n=1

munosabatga ega bo'lamiz.

Ravshanki. gqator hadlari manfiv bo'lmagani uchun, N o‘sganda
chap tomondagi vig'indining monoton o'sishi kelib chiqadi. Shunday
ckan. (9.4.9) qator (demak. (9.4.3) takroriy qator ham) vaqginlashadi

Va
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tengsizlik bajariladi.
Endi yuqoridagi mulohazalarni (9.4.3) qatorga qo‘llasak, teskari
tengsizlikni, ya'ni
s < §°
munosabatni olamiz. Demak, talab gilingan (9.4.10) tenglik bajari-
lar ekan.

Agar berilgan gator hadlarining ishorasi o*zgaruvchi bo'lsa, yuqori-
da qavd etilganidek. (9.4.5) tenglik, umuman aytganda. bajarilmay-
di. Ammo gator absolyut vaginlashsa, navbatdagi teorema qayd
etilgan tenglikning o‘rinli bo‘lishini ko‘rsatadi.

9.4.2 - teorema. Agar quyidagi

ZZ }ajkl (9.4.12)

k=1 5=1

takroriy qator yaginlashsa, u holda har ikkala (9.4.2) va (9.4.3)
takroriy qatorlar ham yaqinlashadi va ularning yig‘indilari o‘zaro
teng bo‘ladi.

Isbot. Quyidagi

prk = max{ank, 0}, @nk = max{—an, 0}

belgilashlarni kiritamiz.
Ravshanki. bunda

0 <pu < |ank|- 0 <qnk £ |aﬂk| (9‘4'13)
tengsizliklar va
@uk = Pnk — Gnk: lank| = Pnk + gnk

tengliklar bajariladi.
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Shartga ko'ra

o0

> ai (9.4.14)

J=1

qator absolyut yaqinlashadi. Bundan chiqdi, 9.1.2 - tasdigqga asosan,

00 o0 oc
dowk =Y Pk - G
J)=1 J=1 1=1

tenglik o'rinli, chunki (9.4.13) tengsizlikdan o‘ng tomondagi qator-
larning yaqinlashuvchiligi kelib chigadi. Demak,

o o0 oc o0
DD wk =YY pik -
k=1 3=1

Boshqa tomondan, 9.4.1 - teoremaga asosan, (9.4.12) qatorning
vaqginlashishidan quyidagi

> ik (9.4.15)

k=1 j3=1

:E::E: 'ajkL

=1 k=1

takroriy qatorning ham yaqinlashishi kelib chiqadi. Demak, yuqorida-
gi mulohazalarni takrorlasak,

DD wik = DY ik —ZZ Gk (9.4.16)
: =1 k=1

=1 k=1

tenglikka ega bo‘lamiz.

Endi 9.4.1 - teoremani qo‘llasak, (9.4.16) va (9.4.15) tengliklar-
ning o‘ng tomonidagi qatorlarning o‘zaro tengligini olamiz. Shun-
day ekan, qayd etilgan tengliklarning chap tomonlari ham o‘zaro
tengdir.
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Natija. Ikki karrali {a..} ketma-ketlik indekslari n > k > 1
tengsizlikni ganoatlantirganda aniglangan bo‘lsin. Agar

e <] n

YD lawd

n=1 k=1

qator yaginlashsa, u holda chap va o‘ng tomonlari yaginlashuvchi
qatorlardan iborat bo‘lgan quyidagi

o0 n = <IN <]
DD ank = ) ) ok
n=1 k=1 k=1n=k
tenglik bajariladi.
Bu tasdiqni isbotlash uchun k > n bo‘lganda ikki karrali ketma-
ketlik hadlarini a,; = 0 deb aniqlab, (9.4.5) tenglikni qo‘llash yetar-
li.

Eslatma. Agar qator absolyut yaginlashmasa, xatto (9.4.5) teng-
likning har ikkala tomonida yaginlashuvchi qatorlar tursa ham, bu
tenglikning bajarilishini kafolatlab bo‘lmaydi.

9.4.2 - misol. Hadlari a,x = dnk — 6(n41), x ko'rinishda aniqlan-
gan ikki karrali ketma-ketlikni qaraymiz. Aniqroq tassovur qilish
magsadida bu ketma-ketlik giymatlarini quyidagi

1 -1 0 0@
0 1 -1 0
0 0 1 -1

cheksiz matritsa ko‘rinishida yozib olamiz.

Bu matritsa bosh diagonalida joylashgan barcha elementlar 1
ga teng bo‘lib, undan yuqoridagi diagonalda joylashgan barcha ele-
mentlar —1 ga teng. O‘z-o‘zidan ko‘rinib turibdiki, bunda har bir
satr elementlari yig'indisi ham, ikkinchi ustundan boshlab, har bir
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ustun elementlari yvig'indisi ham nolga teng. Birinchi ustun element-
lari yig'indisiga kelsak, ravshanki, u 1 ga teng. Shunday qilib, qara-
layotgan holda

0 00
ZZ ank =0, ZZ ank = 1,

n=1 k=1 k=1 n=1

va‘'ni har ikki takroriy gator yaqinlashsada, ularning yig'indisi o‘zaro
teng bo'lmas ekan.

§ 9.5*%. Uzoqglashuvchi qatorlarni jamlash

1. Biror ma'noda yig'indini mos qo‘yish mumkin bo‘lgan qa-
torlar to'plamini kengaytirish magsadida bir qator matematiklar
tomonidan sonli qator yig'indisi tushunchasi umumlashtirib boril-
gani yuqorida qayd etilgan edi. Aynigsa ko'p uchraydigan umum-
lashtirishlarni E. Chezaro va N. Abel nomlari bilan bog‘lashadi.

Quyidagi

1=140=14 b= =1k (9.5.1)
k=1
sonli qatorni qaraylik.
Uning qismiy yig'indilari ketma-ketligi
% 0y 05

ko'rinishga ega bo'lib, ravshanki, u uzoglashadi. E. Chezaro bu gis-
miy vig'indilarning o‘rta arifmetiklarini, va'ni
Si+S:4+S53+...4+ 85,

Opn = (9.5.2)
n

ketma-ketlikni qarashni taklif gildi. Ravshanki,

S1+51+5+..45 = [35] = 3 - 6,
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bu yerda 8, sonlar’ n nomerning toq yoki juftligiga qarab, yo nol va
yo 1/2 ga teng. Shu sababli

_1_6

o 2 n’

Demak, 1
wits T A

ya‘'ni (9.5.1) qator gismiy yig‘indilarining o‘rta arifmetiklari 1/2
soniga yaqinlashar ekan. ‘
Endi ixtiyoriy sonli qatorni qaraylik:

i o (9.5.3)
k=1

Odatdagidek S,, simvoli orqali uning gismiy yig‘indilarini belgi-
laymiz:

S" —_ Z:ak. (9.5.4)
k=1

Ta‘rif. Agar r
1
Onp = ; kz—; Sk

ketma-ketlik uchun

m o, = 8
n—00

tenglik bajarilsa, (9.5.8) qator S soniga o'‘rta arifmetik jamlanadi
deyishadi. o

Bu limit (9.5.3) qatorning Chezaro ma‘nosidagi umumlashgan
yig'indisi deb ataladi va

oo

(C,l)z o = 35

k=1

ko‘rinishda belgilanadi.
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Yugqorida biz qator yig‘indisini gismiy yig‘indilarning limiti sifati-

da aniglagan edik. Albatta, 0‘z-o‘zidan savol tug‘iladiki, hozir aniqlan-

gan umumlashgan yig‘indi tushunchasi yuqorida kiritilgan qator
vig'indisi tushunchasi bilan qanday bog‘langan? Boshqacha aytgan-
da, agar qator oddiy ma‘noda yaqinlashsa, u Chezaro ma‘nosida
jamlanuvchi bo‘ladimi, va, agar javob ijobiy bo‘lsa, Chezaro ma‘nosi-
dagi yig'indi oddiy ma‘nodagi yig‘indi bilan ustma-ust tushadimi?
Navbatdagi tasdiq qo‘yilgan savollarga ijobiy javob beradi, ya‘ni bu
tasdiq har bir yaqinlashuvchi qator Chezaro ma‘nosida vig'indiga
ega bo‘lib, bu yig'indi qatorning oddiy yig‘indisi bilan ustma-ust
tushishini ko‘rsatadi.

9.5.1 - teorema (E. Chezaro). Yaginlashuvchi qator gismiy
yig‘indilarining o‘rta arifmetiklari qator yigindisiga yaginlashadi.

Isbot. Berilgan qator gismiy yig‘indilarini S,, va bu yig‘indilar
limitini S orqali belgilaymiz.

Ravshanki,
1 n
23 S=5
n k=1

Shunday ekan, ixtiyoriy N nomerni tayinlab, (9.5.2) o‘rta arif-
metiklar va qator yig'indisi ayirmalari uchun n > N bo‘lganda
quyidagi

n N n
1 1 ¢ 1
a"—5=;E (Sn—85) = —E (5,-8) + - E (S, - 95)
k=1 " k=1 ® k=N+1

munosabatga ega bo‘lamiz.
Shartga ko‘ra {S,,— S} ketma-ketlik cheksiz kichik va shu sababli
u chegaralangan, ya‘ni

S =S| < M, n=1,223,..
Bundan tashqari, istalgan € > 0 uchun n > N = N(¢) bo‘lganda

ISn — S| <&, n=N,N+1,N+2,...
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tengsizlik bajariladi. Demak,

N n I J

- 1 MN n— N MN

|‘7n"S1S'1'§:M+FZ R n te n S n
nk:l nk=N+l

+ £

Bundan chiqdi,

im |0, -S| < ¢
n—00

va e > 0 ning ixtiyoriyligidan yugori limitning nol ekani kelib chiqa-
di. Shunday qilib, {0,,— S} ketma-ketlikning limiti mavjud va u n.ol—
ga teng ekan. Bu esa, o'z navbatida, o‘rta arifmetiklarning S soniga
yaqinlashishini anglatadi.

Eslatma. Isbotlangan teorema o‘rta arifmetiklar usulining mun-
tazamligi hagidagi teorema deb ataladi. Ravshanki, teskari tasdiq
o‘rinli emas, chunki Chezaro usuli bilan jamlanadigan uzoglashuvchi
qatorlar mavjud. Misol tarigasida (9.5.1) qatorni olish mumkin.

2. Qatorlarni umumlashgan jamlashning N. Abel nomi bilan
bog‘liq bo‘lgan yana bir usuli o‘rganilayotgan qator hadlariga qo*-
shimcha z parametr kiritib, hosil bo‘lgan funksiyaning z —+ 1 — 0
dagi limitini hisoblashdan iboratdir.

Yana (9.5.1) qatorni qaraylik. Agar qator n-hadini z"~! ga ko'
paytirsak, hosil bo‘lgan quyidagi

S(z) = 1-z+2°-2°+... (9.5.5)

qator 0 < z < 1 intervaldan olingan ixtiyoriy z uchun yaginlashadi

9.5.6
1+ 2 ( )

Sz} =

tenglik bajariladi. -
(9.5.5) ning o‘ng tomondagi qator z = 1 da (9.5.1) qator bllzm.
ustma-ust tushgani sababli, (9.5.5) yig‘indining z — 1 — 0 dagi
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limitini hisoblashga harakat qilib ko‘rish tabiiydir. Agar bu limit
mavjud bo‘lsa, uni (9.5.1) qatorning umumlashgan yig'indisi deb
atash mumkin. Bunda, (9.5.6) ni e‘tiborga olsak,

1

xklln—u )= rllpttn—ﬂ 14z = 2
tenglikka kelamiz, ya'ni (9.5.1) qatorning bunday aniglangan nmum-
lashgan yig'indisi bu qatorning Chezaro ma‘nosidagi yig'indisi bilan
ustma-ust tushar ekan.
Endi yana umumiy ko‘rinishdagi (9.5.3) sonli qatorni qaraylik.
Ta‘rif. Agar 0 < = < 1 intervaldan olingan iztiyoriy haqiqiy x
uchun

> mzt! (9.5.7)
k=1
qator yaqinlashsa va
oo
3 k-1 __
Jm ) et =S (9.5.5)

=1
tenglik bajarilsa, (9.5.3) qator Abel usuli bilan S soniga jamlanadi
deyiladi.
Bunda S soni (9.5.3) qatorning Abel ma‘nosidagi yig'indisi deb
ataladi va quyidagicha belgilanadi

(4) ) agE=ig, (9.5.9)

k=1

(9.5.7) qatorning yig‘indisi (9.5.3) qatorning Abel o‘rtachasi deyi-
ladi.

Navbatdagi teorema Abel usulining muntazamligini ko‘rsatadi.

9.5.2 - teorema (N. Abel). Agar (9.5.3) qator yaginlashib, uning

yig'indisi S ga teng bo'lsa, u holda bu qator Abel usuli bilan jam-
lanuvchi bo'lib, uning Abel ma‘nosidagi yig‘indisi ham S ga teng
bo‘ladi.
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Isbot. 1) Avval (9.5.7) qatorning 0 < = < it inter\raldan c.)lingan
ixtivoriy z uchun yaqinlashishiga ishonch hosil qilhamlz. Hlaql.qat.an..
( 9.5;.3) gator yaginlashgani uchun {an} ketma-ketlik cheksiz kichikdir
va demak, u chegaralangan, ya'ni

la,] < M.

Bundan (9.5.7) qator hadlari uchun quyidagi
lane™"!| < Mz™!, 0<z<1,

bahoni olamiz. Demak, 9.1.3 - teoremaga ko‘ra, (9.5.7) qator yagin-

lashadi.
2) Ushbu

oo
S(z) = Z apz™t, 0<z <1, (9.5.10)
k=1

belgilashni kiritaylik. Agar (9.5.3) qatorning gismiy yig'indilari S,

bo‘lsa, -
an = Sp — Sn—1 tenglik o‘rinli (bunda biz So = 0 deb oldik). Shu

sababli

— & n n—1 = - xn-l(sn . Sn—l) —
S(z) ; n ;
00 00 o0 : i S
By n—1 i n-—-]Sn_ — Pl Sn = " gk
" ; i Sn n2=:l ‘ 1 ; n=1
Demak, N
S(z) = (1-2)) 2" 'Sa. (9.5.11)
n=1

Shunday ekan, navbatdagi

o0
1-2)) "' =1 0<z<],
n=1
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tenglikdan foydalanib, (9.5.11) dan
oo
S(z)-8 = (1-2))_ =" (5. - S) (9.5.12)
n=1

munosabatni olamiz.

Shartga ko‘ra {S,, — S} ketma-ketlik cheksiz kichikdir va demak,
u chegaralangan, ya‘ni

[Sn—S| < M, n=1,23,...
Bundan tashqari, istalgan ¢ > 0 uchun shunday N nomer topiladiki,
n > N = N(g) bo‘lganda
S, =S| < g, n> N,

tengsizlik bajariladi.

Natijada, agar (9.5.12) ni e‘tiborga olsak,

N 00
1S(2)=S| < (1-2) )" 2"'Sa~5| + (1-z) 3 2" s.~8] <
n=]1

n=N+1
N B o0
< M(1-2))" "' 4 5(1-2) Y 2! <MN(1-z) + 5
n=1 n=N+1

tengsizlikka kelamiz.
Endi 6 = () > 0 sonni

MN(s)-4 <

b | ™

shartdan aniqlaymiz.
U holda 0 < 1 -z < § bo‘lganda

|S(z) -S| <& 1-6<z<]1,

tengsizlik bajariladi.
Bundan, o'z navbatida, (9.5.8) tenglik, ya‘ni (9.5.6) qatorning
Abel usuli bilan S soniga yaqinlashishi kelib chiqadi.

1 - eslatma. Yuqorida biz (9.5.10) qatorda yig‘indi indeksini
1 birlikka surib, (9.5.11) tenglikni oldik. Mana shu almashtirishga
Abel almashtirishi deyiladi.

2 - eslatma. 9.5.2 - teoremaga teskari tasdigning o‘rinli emasli-
gini (9.5.1) gator misolida ko'rishimiz mumkin. Ya‘ni Abel usuli
bilan jamlanadigan uzoqlashuvchi gatorlar mavjud ekan.

Trigonometrik yig'indilar bilan bog'liq bo‘lgan yana bir misolni
qaraymiz.

9.5.1 - misol. Ushbu

[+ <}

+ Z: cos kg (9.5.13)
k=1

=

gatorning har bir ¢ € R uchun uzoglashishi bevosita (9.1.16) for-
muladan kelib chiqadi. Haqiqatan, bu formulaga ko‘ra, n butun
bo‘lganda qismiy yig‘indilar ¢ # 2n7 lar uchun limitga ega emas.
Agar ¢ = 2nrm bo'lsa, (9.5.13) qatorning har bir hadi 1 ga teng
bo'lib, yana, natijada, bu gator uzoglashadi.

Endi, agar (9.1.15) formuladan foydalansak, S(z) Abel o‘rtachala-
rining ¢ # 27n bo‘lganda quyidagi

1- 2?2

ARl 1 -2z cosp + 22

ko‘rinishga ega ekanini ko‘ramiz. Demak,

im S{(z) =0,

r—=1-0

ya‘ni qator Abel usuli bilan jamlanuvchi bo‘lib, uning Abel ma‘nosi-
dagi yig'indisi nolga teng ekan.

Navbatdagi misol Chezaro ma‘nosida jamlanmaydigan, lekin,
shu bilan bir qatorda, Abel usuli bilan jamlanuvchi qatorlar mavjud-
ligini ko‘rsatadi.
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9.5.2 - misol. Ushbu
1-24+3—-44+5—-6+... (9.5.14)

qator Chezaro usuli bilan jamlanmaydi. Haqiqatan, {S,} qismiy
vig'indilar ketma-ketligi, ravshanki, quyidagi

1, =1, 2, =2, 3, =3, .

ko‘rinishga ega, shu sababli {7, } o‘rta arifmetiklar ketma-ketligi

3 n+1
ANEZ L | <l
5 2n

1020
1151

, agar n toq bo'lsa,

0 , agar n juft bo'lsa.

Ravshanki, o,, ketma-ketlik ikki 0 va 1/2 limit nuqtalariga ega
va shu sababli u uzoglashadi. Demak, (9.5.13) qator Chezaro usuli
bilan jamlanmas ekan.

Endi bu qgatorning Abel usuli bilan jamlanuvchi bo‘lib, uning
Abel ma‘nosidagi yig‘indisi 1/4 ekanini ko‘rsatamiz. Buning uchun
0 < z < 1 intervaldagi barcha z larda o‘rinli bo‘lgan

|
1+z
tenglikdan foydalanamiz. Biz 10.9 - § da bu tenglikni hadma-had
differensiallash mumkinligini, ya'ni
1

e 142z —32*+42% - 524 + ...,

tenglikning bajarilishini ko‘rsatamiz. Bu tenglikdan (9.5.13) qatorga
mos keluvchi Abel o‘rtachalarining

EE (e L

i

A el 4 2_ a3 2o
S(z) = 1-22+32°-4z"+5z" — ... = Troe

(9.5.15)
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ko‘rinishga ega ekani kelib chiqadi.

Demak,

Bm: S{z) = 3

r—+1-0

3. Albatta, Chezaro va Abel usullari o‘zaro qanday munosabat-
da, degan tabiiy savol tug‘iladi. Bu savolga javob shundan iborat-
ki, Chezaro usuli bilan biror S soniga jamlanuvchi har bir sonli
qator Abel usuli bo‘yvicha ham aynan o‘sha S soniga jamlanadi.
Hagigatan, (9.5.11) tenglik o'ng tomonidagi qatorga Abel almshtirishi-
ni qo‘llasak,

o0
S(z)-§ = (1-2)*)_ na"Y(on—S) (9.5.16)
n=1
tenglikni olamiz.
Bunda biz (9.5.15) tenglikda z ni —z almashtirish bilan hosil
bo‘ladigan quyidagi

o0
(1-2)?) na"!' =1 (9.5.17)
n=1
ayniyatdan foydalandik ((9.5.12) tenglik isboti bilan solishtiring).
Endi talab gilinayotgan tasdiq isboti xuddi 9.5.2 - teorema is-
boti singari olib boriladi ((9.5.12) tenglikdan keyingi mulohazalarga
qarang).
Isbotlangan tasdiq matematik adabiyotlarda Abel usuli Chezaro
usulidan kuchlirogligi haqidagi teorema deb ataladi.

4. Chezaro, gqismiy yig‘indilarning o‘rta arifmetiklaridan tashqari,
ulardan yana o‘rta arifmetik olish natijasida hosil bo‘lgan gismiy
vig'indilarni ham o‘rgandi. Chunonchi, agar

(29 _%1t0o2+03+..+0,
oy =
n
belgilash kiritsak, quyidagi

lim o) = §
n—oo



516 Sonli qatorlar IX Bob

tenglik bajarilganda (9.5.3) qator S soniga 2-tartibli Chezaro o‘rta
arifmetiklarida jamlanadi deyiladi.

Bu limit (9.5.3) qatorning umumlashgan 2-tartibli Chezaro yig'in-
disi deb ataladi va

o0
(€2)) a =S
k=1
ko'rinishda belgilanadi.
Chezaroning ixtiyoriy natural m-tartibli o‘rtachalari m — 1- tar-
tibli o'rtachalarning o‘rta arifmetigi sifatida induksiya orqali aniqlana-
di, chunonchi,

() a{m-—l)_*_agm—l)_'_o_ém—l)+m+o_im-l)
oL =
n
Bu o‘rtachalar limiti
[ =]
— B (m)
(C,m)g ag nlﬁlgo o,

ko‘rinishda belgilanadi.

Xuddi yuqoridagi singari, agar m > [ bo‘lsa, Chezaroning m-
tartibli usuli Chezaroning [-tartibli usulidan kuchliligi va Abel usuli-
ning ixtiyoriy m-tartibli Chezaro usulidan kuchliligi isbotlanadi.

Shunga garamasdan, hisoblash nuqtai nazaridan Chezaro usuli
Abel usulidan ustunroq hisoblanadi, chunki Chezaro o‘rtachalarini
hisoblash uchun chekli sondagi arifmetik amallar bajarish talab qili-
nadi. Bu esa sonli qator ko‘rinishda tasvirlangan turli kattaliklarni
kompyuter yordamida hisoblashda nihoyatda muhimdir.

§ 9.6. Cheksiz ko‘paytmalar

1. Agar {c} biror sonli ketma-ketlik bo‘lsa, quyidagi ko‘rinish-
dagi
€1 -C32+C3"* v "Cpy*'s

§ 9.6. Cheksiz ko‘paytmalar 517

formal ifodaga cheksiz ko‘paytma deyiladi. Ketma-ketlikning cj ele-
mentlari cheksiz ko‘paytmaning hadlari deb ataladi. Cheksiz ko‘payt-
mani belgilash uchun quyidagi simvolik yozuvdan ham foydalanila-

di: -
IT - (9.6.1)
k=1

Xuddi sonli gqatorlar holidek, (9.6.1) cheksiz ko‘paytmani o‘rganish
magsadida uning dastlabki n ta hadi ko'paytmasini kiritib, bu ko*payt-
ma n cheksiz oshgan sari qanday o‘zgarishini kuzatamiz.

Ta‘rif. (9.6.1) cheksiz ko‘paytmaning dastlabki n ta hadining
ko‘paytmasini, ya'ni

n
Ve — H Ok =5 €T 8 = vor Ca i 05 (9.6.2)
k=1
ifodani cheksiz ko‘paytmaning n- qismiy ko‘paytmast deymiz.

9.6.1 - misol. Ixtiyoriy tayinlangan haqiqiy z uchun quyidagi

cheksiz ko'paytmani qaraymiz:

oo
T @ 2 7
H COS op = €08 5 - COS - - €08 3 (9.6.3)
k=1
Agar z # 0 bo'lsa, n-qismiy ko'paytma

n

& C T g
Palm) = H cos o = cos 3 "008 7 " CO8 oo (9.6.4)

oson hisoblanib, uning quyidagi
1
Pn(r)sin%l— = ESi"I (9.6.5)
tenglikni qanoatlantirishini ko‘rsatamiz.
T
Dastavval, n = 1 da P(z) = cos - bo‘lgani sababli, (9.6.5)
tenglik L

R 1.
cos—sin— = —sinz
2 2 2
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ko‘rinishga kelishini qayd etamiz. Demak, bu holda (9.6.5) shubha-
siz o‘rinli ekan.

Endi matematik induksiya usulidan foydalanamiz. Qismiy ko‘payt-
ma ta‘rifiga ko‘ra,

&
Pﬂ+l(I) = Pn(.'l‘) COSW.
Bundan chiqdi,

T

z 1 -
,,H(z)sm 2n+1 = (:.:)cc'szn+1 o EP,,(:r)sm -

Agar (9.6.5) tenglikni biror n uchun o‘rinli desak,

T 11
Poti(z)sin—— = ——sinz =

1
on+l1 29n 2n+l sin &

munosabatga ega bo‘lamiz. Demak, (9.6.5) tenglik barcha natural
n lar uchun bajarilar ekan.
Isbot gilingan (9.6.5) tenglikdan z # 0 lar uchun

P.(z) = sinz[ (22~ _ﬂ)] (9.6.6)

z sm :c2

munosabat kelib chiqadi.
Agar n — oo bo'lsa, birinchi ajoyib limitga ko‘ra, kvadrat qavs-
dagi ifoda 1 ga intiladi. Demak,
lim P(z) = ——.
n—oc T
Bordiyu z = 0 bo‘lsa, istalgan n nomer uchun, ravshanki, P, = 1
bo‘ladi. Shunday ekan, ixtiyoriy z € R uchun {P,} gismiy ko‘payt-
malar ketma-ketligi yaqginlashuvchi bo‘lib, uning limiti
sin
ey bO‘ ]
Plgy=4"7 1 B=Ex0hals (9.6.7)
1 agar r = ( bo‘lsa,

ga teng bo‘ladi.
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2. Bir qarashda aynan shu (9.6.7) funksiyani qaralayotgan chek-
siz ko'paytmaning giymati deb garash to'g'ri bo‘lar edi. Ammo
matematik adabiyotlarda sal boshqacha ta‘rif qabul qilingan.

Hosil bo'lgan vaziyvatga oydinlik kiritish magsadida quyidagi-
ni qayd gilamiz. Agar cheksiz Lo‘paytmaning hech bo‘lmasa bit-
ta ¢, hadi nolga teng bo‘lsa, boshqa ¢y, k # p, hadlarning qan-
day bo‘lishdan qgat‘iy nazar, shu p nomerdan boshlab barcha qismiy
ko'paytmalar nolga teng bo‘ladi. Shuning uchun. cheksiz ko*paytma-
lar nazarivasida ko'paytmaning barcha hadlari noldan farqgli deb
hisoblanadi. Bundan tashqari, gismiy ko'paytmalarning limiti ham
noldan fargli bo'lsin, deb talab gilinadi.

Shunday qilib, yaqinlashuvchi cheksiz ko'paytmaning quyidagi
ta‘rifiga kelamiz.

Ta‘rif. Agar (9.6.1) cheksiz ko‘paytmaning (9.6.2) gismiy ko'-
paytmalari ketma-ketligt noldan farqli  chekli limit-
ga ega bo'lsa, u holda (9.6.1) cheksiz ko'paytmani yaginlashuvchi
deymaz.

Yaqinlashuvchi cheksiz ko paymaning giymati deb uning qismiy
ko‘paytmalari ketma-ketligining limitiga aytamiz:

P = lim PB,. (9.6.8)
n—o0
Odatda
= H ok (9.6.9)
k=1

deb yozishadi.

Endi yuqorida ko'rilgan misol bo'yicha shuni qayd gilamizki,
keltirilgan ta‘rif bo'yicha (9.6.3) cheksiz ko'paytma, uning (9.6.4)
gismiy ko'paytmalarining limiti istalgan haqiqiv = sonlar uchun
mavjud bo‘lishiga qaramasdan, + # mn bo‘lganda yaqinlashuvchi
bo'ladi, bu yerda m noldan farqli butun sondir.

Ba'zan, qismiy ko'paytmalar limiti nolga teng bo‘lganda, cheksiz
ko'paytma nolga uzoglashadi deyiladi.
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Shunday qilib,

oo sin .
H coszik b o agar r # 0 bo'lsa, (9.6.10)
k=1 13 agar z = 0 bo'lsa,

bundan tashqari, agar * = mr, m = £1,£2, ... bo'lsa, (9.6.10) teng-
lik o‘rinli bo'lib qolsada, cheksiz ko‘paytma nolga uzoqlashadi.

3. Bevosita yuqoridagi ta‘rifdan yaginlashuvchi cheksiz ko‘payt-
maning hadlari birga yaqinlashishi kelib chigadi.

9.6.1 - tasdiq. Cheksiz ko ‘paytma hadlarining birga intilishi bu
ko ‘paytma yaginlashishining zaruriy shartidir.

Hagiqatan, agar (9.6.2) tenglik bilan aniqlangan P, gismiy ko‘payt-
malar P # 0 songa yaqinlashsa, talab qilingan natijani olamiz:

Ehll= Pn — g 1 —
n= P p =L n-oo

1 - natija. Agar (9.6.1) cheksiz ko ‘paytma yaginlashsa, quyidagi

tenglik o‘rinli bo‘ladi:

e =1 + ag, (9.6.11)

bu yerda {a,} - cheksiz kichik ketma-ketlik, ya‘'nin — oo da a, — 0.
2 - natija. Agar cheksiz ko‘paytma yaginlashsa, biror nomerdan
boshlab uning barcha hadlari musbat bo‘lad:.

Navbatdagi tasdiq cheksiz ko‘paytmalar uchun yaqinlashish muam-

mosini sonli qatorlar uchun yaqginlashish muammosiga keltirishga
imkon beradi.

9.6.2 - tasdiq. Agar ¢x > 0,k € N, bo‘lsa, (9.6.1) cheksiz
ko‘paytma yaqinlashuvchi bo‘lishi uchun

a0
Y Ine (9.6.12)
k=1
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sonli gatorning yainlashuvchi bo'lishi zarur va yetarlidir. Bunda
(9.6.1) cheksiz ko‘paytmaning P qiymati (9.6.1 2) sonli qator yig‘indisi
S bilan quyidagi munosabat orqali bog‘langan bo‘ladi:

P = é°. (9.6.13)

Isbot (9.6.1) ning P, gismiy ko‘paytmalari va (9.6.12) ning Sn
qismiy yig‘indilari quyidagi

InP, = S,, P, = €,

tengliklar bilan bog‘langanligidan hamda ko‘rsatkichli va logarifmik
funksiyalarning uzluksizligidan kelib chigadi.

Navbatdagi teorema barcha hadlari 1 dan katta bo‘lgan cheksiz
ko‘paytmalarga doir.

9.6.1 - teorema. Agar ax > 0 bo'lsa,
o0
IT(+a) (9.6.14)
k=

cheksiz ko‘paytma faqat va faqat
Z ak (9.6.15)
k=1

sonli gator yaqinlashganda yaginlashad:.
Isbot. Teorema isbot bo‘lishi uchun, 9.6.2 - tasdiqqa ko‘ra,
(9.6.15) gator faqat va faqat

S In(1 + ) (9.6.16)
k=1

qator yaqinlashganda yaqinlashishini ko‘rsatish yetarli.
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Bizga ma‘lumki, (9.6.15) qatorning va hozirgina ko‘rganimizdek,
(9.6.14) cheksiz ko‘paytmaning ham yaqinlashishi uchun zaruriy
shart aj hadlarning nolga intilishidir. Shuning uchun biz

a. =+ 0, k— oo,

deb hisoblashimiz mumkin.
Xususan, biror nomerdan boshlab,

0 < ap <1

desak bo‘ladi.
Bunday shartni qanoatlantiruvchi ay lar uchun esa quyidagi

1
fak < In(l4+ax) < ag
qo‘shaloq tengsizlik o‘rinli.

Shunday ekan, talab gilinayotgan tasdiq umumiy taqqoslash alo-
matidan kelib chiqadi (9.1.2 - teoremaga qarang).

Eslatma. Xuddi shunga o‘xshash tasdiq barcha a; lar manfiy
bo‘lganda ham o‘rinli, chunki bu holda, agar by = —ax > 0 deb
belgilasak, yetarlicha katta k nomerlar uchun

b < —In(1—bi) < 2bs

tengsizlik bajariladi.

9.6.2 - tasdiq yordamida cheksiz ko‘paytmalar uchun absolyut
vaqinlashish tushunchasini kiritish mumkin. Chunonchi, agar (9.6.12)
qator absolyut yaqinlashsa, (9.6.1) cheksiz ko*paytma absolyut yaqin-
lashadi deyiladi. 9.6.1 - teorema cheksiz ko‘paytmaning bunday
ma‘noda aniglangan absolyut yaqinlashishi uchun navbatdagi zaruriy
va yetarli shartni olishga imkon beradi.
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9.6.2 - teorema. (9.6.14)cheksiz ko‘paytmaning absolyut yagin-
lashishi uchun (9.6.15) sonli gatorning absolyut yaqinlashishi zarur

va yetarli.
Isbot barcha yetarlicha katta k nomerlar uchun o‘rinli bo‘lgan

quyidagi
1
§|ak| < |In(1+ax)| < 2|ax

qo‘shaloq tengsizlikdan va umumiy tagqoslash alomatidan kelib chiqa-
di.

4*. Tub sonlarning zamonaviy nazariyasida quyidagi
o0 1 >
((s) = Z % (9.6.17)
k=1

tenglik orqali aniglangan Rimanning (B. Riemann) zeta-funksiyasi
nihoyatda muhim rol o‘ynaydi. Bu yerda s kompleks qiymatlar ham
qabul gilishi mumkin bo‘lgan son: s = o + it. Bundan tashqari,
butun sonning kompleks darajasi k* = k? k' kabi aniglanib, istalgan
hagiqiy t uchun

kit = etk — cos(tink) + isin(tlnk)

deb hisoblanadi.

Ravshanki, (9.6.17) qator Res > 1 bo‘lganda, ya‘ni, agar s =
o + it desak, o > 1 ochiq yarim tekislikda yaqinlashadi.

Riman zeta-funksiyasining asosiy xossasi Re s = ¢ > 1 da o'rinli
bo‘lgan quyidagi

ey = (1— I—:;)_l (9.6.18)

P

formuladan iborat, bu yerda cheksiz ko‘paytma barcha tub p sonlar
bo‘yicha olib boriladi. Bu formula birinchi marta Leonard Eyler
tomonidan s ning haqiqiy giymatlari uchun isbotlangan.
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(9.6.18) ayniyatning isboti cheksiz kamayuvchi geometrik pro-
gressiya hadlari yig‘indisi uchun o‘rinli bo‘lgan quyidagi formulaga
asoslangan:

4 vl "_1 bpd Akl
—F = +F+F+F+m

Hagiqatan, bu tenglikni p tub sonining turli gqiymatlarida yozib
olib, ularni o‘zaro ko‘paytirsak, hosil bo‘lgan ifodaning chap tomoni-
da (9.6.18) cheksiz ko‘paytma bo‘lib, uning o‘ng tomonida esa quyida-

g
1 1]

kT e )
ko‘rinishda yozish mumkin bo‘lgan barcha hadlar yig‘indisi tura-

di. Bundan, agar har bir butun k sonini yagona usulda tub sonlar
darajalarining ko‘paytmasi:

k= p"-py* - pp"
sifatida yozish mumkinligini hisobga olsak, talab qgilingan (9.6.18)
ayniyatni olamiz.

Sodda almashtirishlar yordamida

o0
£le) = ljs - sf (x = [z]) 2~ " dz
1
ekanini ko‘rsatish mumkin. Bunda [z] orqali, odatdagidek, x soni-
ning butun qismi belgilangan. Ravshanki, bu tenglikdagi xosmas
integral Re s > 0 bo‘lganda yaqinlashadi. Bundan ko‘rinadiki, oxirgi
ifoda Res > 1 da (9.6.17) tenglik orqali aniglangan Riman zeta-

funksiyasining Re s > 0 tekislikka davomini berar ekan.
Rimanning mashhur gipotezasi quyidagidan iborat: zeta-funk-

siyaning Res > 0 yarim tekislikdagi nollari Res = —1- vertikal

to'g'ri chiziqda joylashgan. Bu gipotezani isbotlashga matematik-
lar bir yarim asrdan beri urinishadi. Agar u ishot bo‘lsa (gipoteza
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to‘g‘riligiga hech kimda shubha yo'q), u, zeta-funksiyaning (9.6.18)
Eyler ko‘paytmasi ko‘rinishidagi ifodasi bilan birga, sonlar nazariyasi-
ning ko'pgina muhim masalalarini yechishga imkon bergan bo‘lar
edi.

§ 9.7. Misollar

1 - misol. Ushbu qatorni vaginlashishga bevosita tekshiring va
qator yig'indisini toping:

i(\/n+2—2\/5+1+ﬁ)-
n=1

Ko‘rsatma. Qatorning k - gismiy yig'indisi Sg ni

k k
Sk=Y (Vat2-va+l) =) (Vntl-vn)

n=1 n=1

ko‘rinishda yozib olib, o‘xshash hadlarini gisqartiring.

2 - misol. Har qanday musbat haqiqiy z son uchun gator yaqin-
lashishining zaruriylik shartidan foydalanib

oo

E:COSRI

n=1

qatorning uzoqlashishini isbotlang.

Ko‘rsatma. (1.9.8) bahodan foydalanib, har qanday musbat
haqigiy « son uchun shunday ng va mj o'suvchi natural sonlar
ketma-ketliklari topilib, ular uchun

1
ngr = 2rmi + O(—)
Tk



526 Sonli gatorlar IX Bob

munosabat bajarilishini ko‘rsating. Bundan, gator yaqinlashishining
zaruriylik shartiga zid bo‘lgan,

lim cosn.z =1
k=00

tenglikni keltirib chiqaring.

3 - misol. Agar )~ , a, qator yaqinlashsa, uni hadlarini, qator-
da kelish tartibini saqlagan holda, gruppalashtirish natijasida tuzil-
gan

00 Pnt1—1
Y An buyerda A= ) @, (m=L p<p<-)
n=1 k=Pn

qatorning ham yaginlashishini isbotlang.

Teskari tasdiq o‘rinli emas. Misol keltiring.

Ko‘rsatma. Tasdigni isbotlashda Koshi kriteriysidan foydala-
ning. Teskari tasdigni }_,_,(—1)" gator misolida tekshiring.

4 - misol. Quyidagi

1 1 1
B - -
1000 ~ /1000 = /1000

qatorni yaginlashishga tekshiring.
Kof‘rsatma. Qator yaginlashishining zaruriylik shartidan foy-
dalaning.

5 - misol. Arifmetik progressiva hadlariga teskari sonlardan
tuzilgan gatorning uzoqlashishini ishotlang.
Ko‘rsatma. Garmonik qator hadlari bilan taqqoslang.

6 - misol. Agar Y -, an. (a, > 0) qator uchun

lim 2otl — ¢ (9.7.1)

n—oc ﬂ"
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limit mavjud bo‘lsa,

lim {/a, =q (9.7.2)

n—oo

limit ham mavjud bo‘lishini isbotlang.
Teskari tasdiq o'rinli emas, ya'ni (9.7.2) limit mavjud bo‘lsa,
(9.7.1) limit mavjud bo‘lmasligi mumkin. Misol keltiring.
Ko‘rsatma. Tasdigni bevosita sonli ketma-ketlik limiti ta‘rifidan
fovdalanib isbotlang. Teskari tasdiqgni

— 24 (-1)"
D

n=1

qator misolida tekshiring.

7 - misol. Qatorni yaginlashishga tekshiring:

Zz: n+ 1000

Ko‘rsatma. Leybnits alomatini qo'llang.

8 - misol. Qatorni yaqinlashishga tekshiring:

,sin? n
Z(*

n=1

Ko‘rsatma. (9.1.16) tenglikdan foydalanib, Dirixle-Abel aloma-
tini qo'llang.

9 - misol. Agar ishorasi navbatlashgan (9.3.8) qatorda bx > 0
va n — o0 da by — 0 bo'lsa (ya'ni Leybnits teoremasida by ketma-
ketlik monoton bo‘lmasa), bu qator yaqinlashadimi?

Ko‘rsatma. Quyvidagi

00 —1)n
)y
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qatorni tekshiring. Bunda (9.3.9) qator a = 1 da yaqinlashishidan
foydalaning.

10 - misol. Quyidagi

o0
n
E\/n2+l

cheksiz ko‘paytmani yaqginlashishga tekshiring.
Ko‘rsatma. 9.4.1 - teoremadan foydalaning.

X Bob. Funksional ketma-ketliklar va
gatorlar

§ 10.1. Funksional ketma-ketliklar

1. Funksional ketma-ketlik deb barchasi bitta Ey C R to‘plamda
aniglangan va natural sonlar qatori bilan nomerlangan funksiyalar-
ning sanoqli birlashmasiga, ya‘ni

5i(z)s falz)y s ful@)y et D{fs) = Eoy (10.1.1)

ko‘rinishdagi ketma-ketlikka aytamiz.

Funksional ketma-ketliklar odatda {fx(z)} simvol orqali, yoki,
agar berilgan ketma-ketlikni qaysi indeks orqali nomerlanganligiga
urg‘u berilmoqchi bo‘lsa, { fx(z)}32, simvol orqali belgilanadi.

Argumentning biror z¢ giymatini tayinlab, { f,(zo)} sonli ketma-
ketlikni qgaraylik. Agar bu sonli ketma-ketlik biror b soniga teng
bo‘lgan limitga ega bo‘lsa, (10.1.1) funksional ketma-ketlik zo nuq-
tada b soniga yaqinlashadi deyiladi.

Endi (10.1.1) ketma-ketlik biror E C Ej to‘plamning har bir
nuqtasida yainlashadi deb faraz qilaylik. Bu holda E to‘plamda
tabiiy ravishda

f(z) = klirr;o fe(z), z€E,

ko‘rinishdagi funksiya aniglanadi. Ushbu funksiya (10.1.1) ketma-
ketlikning limit funksiyasi, yoki oddiy qilib, limit: deyiladi. Bunda
(10.1.1) ketma-ketlikni f funksiyaga E to‘plamning har bir nugtasi-
da, yoki E da nugtabay yaqinlashadi deyishadi.
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10.1.1 - misol. Ushbu

funksional ketma-ketlik [0, 1] kesmada quyidagi

0, agar 0 <z <1 bo'lsa,
flz) = il ‘
15+ aghe ' ot =" "bo'laa,

ko‘rinishda aniglangan funksiyaga yaqinlashadi.

2. Agar limitning ta‘rifidan foydalansak, funksional ketma-ketlik-
ni to‘plamda yaqinlashishining quyidagi ta‘rifini olamiz:

agar istalgan z € FE va ixtiyorly ¢ > 0 son uchun shunday
N = N{(&,z) nomer topilsaki, n > N bo‘lganda

|fa(z) — f(z)] < € (10.1.2)

tengsizlik bajarilsa, (10.1.1) ketma-ketlik F to‘plamda f funksiyaga
vaqinlashadi deyiladi.

Ba‘zi hollarda N nomerni z € E giymatga bog'ligmas ravish-
da tanlashga imkon tug‘iladi, ya‘ni, boshqacha aytganda, (10.1.2)
tengsizlik z € E ga nisbatan tekis bajariladi. Bunday hollar alohida
ahamiyatga ega. :

Ta‘rif. Agar istalgan ¢ >'0 olganda ham shunday N = N (<)
nomer topilsaki, n > N bo‘lganda barcha z € E lar uchun (10.1.2)
tengsizlik bajarilsa, (10.1.1) funksional ketma-ketlik f funksiyaga E
to‘plamda tekis yaqinlashadi deymiz.

10.1.2 - misol. Quyidagi
fn(x) = (1_‘?)11! 1’201

funksional ketma-ketlik 0 < a < 1 tengsizlikni ganoatlantiruvchi
istalgan o uchun [a, 1] kesmada yaqginlashadi. Bu tasdiqning haqligi

[fa(z) =0 < (1-a)" < &, n>N(e),
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tengsizlikdan kelib chigadi. Bu yerda N(¢) sifatida

N() = [I;T(I%-ET)] i

sonni olish mumkin (biz £ < 1 deb hisoblaymiz).

Navbatdagi teorema sonli qatorlar uchun Koshi kriteriysining
(2.5.1 - teorema) analogi hisoblanadi.

10.1.1 - teorema (Koshi kriteriysi). (10.1.1) funksional ketma-
ketlikning f funksiyaga E to‘plamda tekis yaginlashishi uchun istal-
gan £ > 0 olganda ham shunday N = N (<) nomer topilib, n > N
bo‘lganda istalgan natural p va barcha z € E larda quyidagi:

|fatp(2) — fu(z)] < €, n2 N, z€E, (10.1.3)

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarl.

Isbot. 1) Avval { f,} ketma-ketlik biror f funksiyaga E to'plamda
tekis yaqinlashsin deb faraz gilaylik. U holda, ta‘rifga ko‘ra, ixtiyo-
riv € > 0 uchun shunday N = N(c) nomer topiladiki, = > N
bo‘lganda

fae) - f@] < 5, n2N, z€E,

tengsizlik bajariladi.
Demak, n > N bo‘lganda istalgan natural p va barcha » € F
lar uchun

! . _ - E &
[fa(2) = farp(2)] < () =f(@)] + 1S (2) = fuspl2)] <5+5 = ¢

tengsizlik bajariladi, ya‘ni (10.1.3) shart o‘rinlidir.

2) Endi (10.1.3) shart bajarilsin. Bu shartdan har bir tayinlan-
gan ¢ € E qiymat uchun {f,(z)} sonli ketma-ketlikning funda-
mental ekani kelib chiqadi. Bundan chiqdi, bu sonli ketma-ketlik,
yuqorida (2.5.1 - teorema) keltirilgan Koshi kriterivsiga asosan, li-
mitga ega. Demak, f,, funksional ketma-ketlik E to‘plamda yaqin-
lashar ekan. Bunda f limit funksiya uchun (10.1.3) bahoda p — oc
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deb limitga o‘tsak,
Ifn('r)_f('r)l S = ”2-'\"1 z € E,

munosabatga ega bo‘lamiz. Bu esa, o'z navbatida, f,(z) ketma-
ketlikning f limit funksiyaga E to'plamda tekis yaginlashishini ang-
latadi.

Eslatma. Shuni gqayd etish joizki, funksional ketma-ketliklarning
tekis yaqinlashishi haqidagi Koshi kriteriysining isboti sonli ketma-
ketliklar uchun bizga ma‘lum bo‘lgan Koshi kriteriysining isboti-
ga asoslandi, qaysiki, o'z navbatida, haqiqiy sonlar to‘plamining
to‘laligi natijasi edi.

3. Navbatdagi tasdiq tekis yaqginlashuvchi ketma-ketliklar nazari-
vasidagi asosiy teoremalaridan biri hisoblanadi.

10.1.2 - teorema. Agar f, funksional ketma-ketlik f funksiyaga
E to‘plamda tekis yaginlashsa va f,, funksiyalar biror ¢ € E nugtada
uzluksiz bo‘lsa, u holda f funksiya ham ana shu ¢ nuqtada uzluksiz
bo‘lads.

Isbot. Aytaylik, E to‘plam nuqtalaridan tuzilgan {z;} ketma-
ketlik ¢ ga yaqinlashsin. Biz f(z;) sonli ketma-ketlikning f(c) ga
yaqinlashisini ko‘rsatamiz. Buning uchun

[f(z;) = f(e)] < |f(z;) = falzi)| + [falz;) = fale)| + |fale) = f(c)|

(10.1.4)
tengsizlikdan foydalanamiz. Funksional ketma-ketlikning tekis yaqin-
lashishiga ko‘ra, istalgan £ > 0 olganda ham shunday N = N(¢)
nomer topiladiki, n > N bo‘lganda barcha z € E lar uchun

[fa(z) = f(z)| < €
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tengsizlik bajariladi. Xususan, bu tengsizlik z = z; va z = ¢ lar
uchun o‘rinli. Shunday ekan, (10.1.4) da n = N desak,

|f(z;) = f(e)| < & + |fn(z;) — fule)| + € (10.1.5)

tengsizlikka ega bo‘lamiz.

Shartga ko‘ra, fy funksiya ¢ nuqtada uzluksiz. Shuning uchun,
(10.1.5) ning o‘ng tomonidagi ikkinchi qo‘shiluvchining limiti nolga
teng. Demak,

lim |f(z;) — f(c)| < 2e.
oo

Modulning manfiy emasligi va € > 0 ning ixtiyoriyligiga asosan,
bu tengsizlikning chap tomonidagi yuqori limit nolga teng. Bundan
chiqdi, limit ham mavjud bo‘lib, u nolga teng bo‘ladi, ya‘ni
im |f(z;) - f(e)] = 0.

—+00

J

Demak, f funksiya ¢ nuqtada uzluksiz bo‘lar ekan.
n

Natija. Agar f, funksiyalar [a,b] kesmada uzluksiz bo‘lib, f ga
shu kesmada tekis yaginlashsa, u holda f funksiya ham [a,b] kesma-
da uzluksiz bo‘ladu.

Eslatma. Ma‘lumki, f funksiyaning ¢ € E nuqtadagi uzluksiz-
ligi
lim f(z) = f(c)

2 £
tenglikning bajarilishini anglatar edi. Shunday ekan, 10.1.2 - teore-
mani quyidagi ko‘rinishda ham aytish mumkin: tekis yaqinlashuvchi
ketma-ketlik uchun

3, 55, ) =, i, 28 Inl)

tenglik o‘rinli.
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Shuni aytish kerakki, agarda ketma-ketlik yaqinlashs'a,—yu. lekin
bu yaqinlashish tekis bo‘lmasa, yuqoridagi tenglik bajarilmasligi
ham mumkin. Masalan,

1

-]-—m. —].S.'I,‘Sl.

fn(-r) =
ketma-ketlik uchun, ravshanki, quyidagi munosabatlar o‘rinlidir:

lim lim f,(z)=0, lim lim f,(z) = 1.

r—0 n—oo n—oo r—0

§ 10.2. Uzluksiz funksiyalar fazosi

1. Biz istalgan [a, b] kesma uchun C[a, b] simvol orqali shu kesma-
da uzluksiz bo‘lgan barcha f : [a,b] — R funksiyalar to‘plamini
belgilagan edik (6.4 - § ga qarang). Istalgan ikki uzluksiz f va
¢ funksiyalar va istalgan ikki haqiqiy A va pu sonlar uchun Af +
ug funksiyaning ham uzluksiz bo‘lishi turgan gap. Shunday ekan,
C'[a, b] ni vektor fazo (yoki chiziqli fazo) deb garash mumkin.

Veyershtrassning ikkinchi teoremasiga (3.5.5 - teorema) ko‘ra,
har qanday f € Cla, b] funksiya uchun quyidagi

Il = lfllcap) = s | f(z)] (10.2.1)

kattalikni aniglash mumkin.
Ushbu kattalik o'z-o‘zidan ko‘rinib turgan navbatdagi xossalarga

ega:
i) istalgan f € C[a,b] funksiya uchun

[[fIl > 0, obunda agar |f||=0 bolsa, f=0 Dbo'ladi;
ii) istalgan f € Cla,b] funksiya va iztiyoriy A haqiqiy son uchun

IASI = 1AL 11 £1]
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tenglik o‘rinli
iii) istalgan ikki f va g uzluksiz funksiyalar uchun

If+all < IIFIl + llgll

tengsizlik o‘rinli.

Bu i)-iii) xossalarga ega bo‘lgan kattalikka norma deyiladi.

Shunday qilib, (10.2.1) tenglik bilan aniglangan kattalik f €
Cf[a, b] funksiyaning normasidir. Bunda C/[a, b] vektor fazoning o‘zini
normallashgan fazo deb atashadi.

Navbatdagi ikki tasdiq norma va tekis yaqinlashish orasidagi
bog‘lanishni ko‘rsatadi.

10.2.1 - tasdiq. Agar f € Cla,b] va e > 0 bo'lsa,
[f(z)] < € (10.2.2)

tengsizlikning barcha z € [a,b] larda bajarilishi uchun
Ifll < € (10.2.3)

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarlidir.

Isbot. Ravshanki, shartga ko‘ra, | f(z)| funksiya [a,b] kesmada
uzluksiz bo‘ladi, va, Veyershtrassning ikkinchi teoremasiga binoan,
shu kesmaning biror z¢ nuqtasida o‘zining maksimumiga erishadi,
ya‘ni

[f(x)! < If(a:O)l! T [G,b].

Shubhasiz, (10.2.2) tengsizlikning barcha z € [a, b] larda bajari-

lishi uchun
|f(zo)| < €

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarlidir.
Shunday ekan, isbotni yakunlash uchun |f(z¢)| = || f|| ekanini
ta‘kidlash kifoya.
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10.2.2 - tasdiq. Berilgan f, € C|a,b] ketma-ketlikning f funksi-
yaga [a,b] kesmada tekis yaginlashishi uchun

Ifa=fll = 0, n— oo, (10.2.4)

munosabatning bajarilishi zarur va yetarlidir.
Isbot bevosita tekis yaqginlashish ta‘rifi va 10.2.1 - tasdigdan

kelib chiqadi.

Agar (10.2.4) munosabat bajarilsa, (10.1.1) ketma-ketlik f funk-
siyaga C|a, b] fazoning normasi bo‘yicha yaqinlashadi deyiladi.

Bundan chiqdi, [a, b] kesmada uzluksiz funksiyalar ketma-ketligi-
ning tekis yaqinlashishi C[a, b] fazo normasi bo‘yicha yaqinlashish
bilan ustma-ust tushar ekan.

2. Uzluksiz funksiyalar ketma-ketliklari uchun, haqiqiy sonlar
ketma-ketliklari singari, fundamental ketma-ketliklar yoki Koshi ket
ma-ketliklari tushunchalarini kiritish mumkin.

Ta‘rif. Agar istalgan = > 0 olganda ham shunday N = N (¢)
nomer topilsaki, n > N va m > N bo‘lganda berilgan f, € Cla,b]
ketma-ketlik uchun

[|fa—fmll < & n2>N, m>N, (10.2.5)

tengsizlik bajarilsa, bunday ketma-ketlik Cla,b] fazo normasi bo‘yi-
cha fundamental ketma-ketlik yoki Koshi ketma-ketligi deyi-
ladi

Navbatdagi teorema C|a, b] fazosining muhim tavsifini beradi.

10.2.1 - teorema (Koshi kriteriysi). [a,b] kesmada uzluk-
siz bo‘lgan {f,(z)} funksiyalar ketma-ketligining shu kesmada tekis
yaginlashishi uchun uning C[a,b] fazo normasi bo‘yicha fundamen-
tal bo‘lishi zarur va yetarli.

Isbot. 1) Agar {f.(z)} ketma-ketlik [a, b] kesmada tekis yaqin-
lashsa, u holda, 10.1.2 - teoremaga ko‘ra, limit funksiya uzluksiz
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bo‘ladi va, 10.2.2 - tasdigga asosan, (10.2.4) shart bajariladi. Shu
sababli,

fn = Fmll < Wfa—=Fl+11f = full = 0, 7, m = co.

Bundan, ravshanki, (10.2.5) shartning bajarilishi kelib chiqadi.
2) Endi (10.2.5) shart bajarilsin deylik. Funksiya normasining
(10.2.1) ta‘rifiga ko'ra,

[fa(z) = fm(2)| < [|fo = fmll

tengsizlikka ega bo‘lamiz. U holda, 10.1.1 - teoremaga asosan, f,(z)
ketma-ketlik [a, b] kesmada f(z) limit funksiyaga tekis yaqginlashadi.

Eslatma. Shunday qilib, C[a, b] fazo normasi bo‘yicha funda-
mental har qanday ketma-ketlik shu fazo normasi bo‘yicha yaqin-
lashadi, ya‘ni shu fazoga kiruvchi limitga ega. Bunday xossaga ega
bo‘lgan va normalashgan vektor fazo to‘la deyiladi. Shu sababli,
10.2.1 - teorema C/a, b] fazoning to‘laligi hagidagi teorema ham deb
ataladi.

§ 10.3. Funksional ketma-ketliklarni differensiallash
va integrallash

1. Funksional ketma-ketliklarni integrallash.

10.3.1 - tasdiq. [a,b] kesmada uzluksiz bo‘lgan istalgan g funk-
siya uchun

b
/ 9(@)ldz < |lg]l- (b-a) (103.1)

tengsizlik o‘rinli.
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Tasdiqgni isbotlash uchun funksiya normasi ta‘rifidan kelib chi-
qadigan quyidagi

lg(2)] < llgll, a<z<b,

tengsizlikni [a, b] kesma bo‘yicha integrallash yetarli.

10.3.1 - teorema. Agar [a,b] kesmada uzluksiz f, funksiyalar
ketma-ketligi f funksiyaga shu kesmada tekis yaginlashsa, u holda

-
Fa@) = [fade
boshlang‘ich funksiyalar ketma-ketligi quyidagi
F(z) = ff(t) dt

boshlang‘ich funksiyaga [a,b] kesmada tekis yaginlashadi.
Isbot. Quyidagi

Fu(z) - F(z) = f [falt) = £(2)]dt

tenglikni yozib, 10.3.1 - tasdiqni ¢(t) = f.(t) — f(t) funksiyaga
qo‘llaymiz. U holda

|F(z) - F(z)] < / fult) — £ dt <

b
Sflfn(t)—f(t)ldté Ufa = Il - (6 - a).

Agar chap tomondan z € [a, b] bo‘yicha maksimum olsak,

”Fn"'F” < ”fn—f”(b_a)
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tengsizlik hosil bo‘ladi.

Bunda o‘ng tomon nolga intilganligi sababli chap tomon ham
nolga intiladi. Bundan chiqdi, 10.1.2 - tasdiqqa asosan, F,, ketma-
ketlik [a,b] kesmada F funksiyaga tekis yaqginlashar ekan.

Natija. Agar [a,b] kesmada uzluksiz f,, funksiyalar ketma-ketligi
shu kesmada f funksiyaga tekis yaginlashsa, u holda quyidagi

b b
nli_}néo./‘fn(r)d:r = ff(:r)dx (10.3.2)
tenglik bajariladi.

1 - eslatma. Ravshanki, agar ¢ — berilgan [a,b] kesmaning
ixtiyoriy nuqtasi bo‘lsa, yuqoridagi teorema kabi tasdiq quyidagi

®,.(z) = [fn(t) dt,

ko‘rinishdagi boshlang‘ich funksiyalar uchun ham o‘rinli.

2 - eslatma. (10.3.2) tenglik [a, b] kesmada tekis yaqinlashuvchi
uzluksiz funksiyalar ketma-ketligi uchun quyidagi

b b
lim. f fulz)dz = / lim fo(z) dz (10.3.3)

tenglikning bajarilishini anglatadi.

Shuni aytish joizki, uzluksiz funksiyaga har bir nugtada yaqin-
lashuvchi uzluksiz funksiyalar ketma-ketligi bunday xossaga ega
bo‘lishi shart emas. Masalan,
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ketma-ketlik [0, 1] kesmaning har bir nuqtasida nolga yaqinlashishi
turgan gap, ammo n — oo da

1 1 n

n’zrdr 1 dt 1 2 T
/fn(l')dl' = /m ] 5/1-}—1‘2 = 5arctgn -"?Z

0 0 0

munosabatga ega bo‘lamiz (bu yerda biz t = n?z? almashtirishdan
foydalandik).

2. Funksional ketma-ketliklarni differensiallash.

Eslatib o‘tamiz, agar f funksiya [a,b] kesmaning har bir ichki
nuqtasida differensiallanuvchi bo‘lib, @ nuqtada f'(a) o‘ng hosilaga
va b nuqtada f’(b) chap hosilaga ega bo‘lsa va bundan tashqari,
shunday aniqlangan f’(z) funksiya [a,b] kesmaning har bir nug-
tasida uzluksiz bo‘lsa, bunday funksiyani [a,b] kesmada uzluksiz
differensiallanuvchi deb atagan edik.

10.3.2 - teorema. Faraz qilaylik, f,(z) funksiyalar [a,b] kesma-
da uzluksiz differensiallanuvchi bo‘lib, { f! (z)} hosilalar ketma-ketligi
shu kesmada tekis yaginlashsin.

Agar { fa(c)} sonli ketma-ketlik biror ¢ € [a,b] da yaqinlashsa, u
holda:

(i) fu(z) funksional ketma-ketlik biror f(z) funksiyaga tekis yagin-
lashads;

(ii) f limit funksiya [a,b] kesmada uzluksiz differensiallanuvchi
bo‘ladi;

(i11) quyidagi

lim fiz) = f(z)
tenglik bajariladi.

Isbot. Agar f/ (z) ketma-ketlik [a, b] kesmada biror g(z) funksiya-
ga tekis yaqginlashsa, 10.1.1 - teoremaga asosan, ¢ limit funksiya shu
kesmada uzluksiz bo‘ladi.
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Faraz qilaylik, f.(c) sonli ketma-ketlik A soniga yaginlashsin.
U holda, quyidagi

fulz) = falo) + [f:,(t)dt

Nyuton-Lyebnits formulasida n — oo deb limitga o‘tsak, 10.3.1 -
teoremaga ko‘ra, o‘ng tomondagi ketma-ketlik tekis yaqinlashadi

va biz
X

lim falz) = A + ] o(t) dt

tenglikka ega bo‘lamiz. Demak, f, ketma-ketlik

x

fa) = A+ [a@a

c

funksiyaga tekis yaqinlashar ekan.
Isbotni yakunlash uchun, 6.5.5 - teoremaning natijasiga ko‘ra,
quyidagi
’ _— T /
f'(2) = g(z) = lim fa(2)

tenglikning bajarilishini ta‘kidlash yetarli.

§ 10.4. Dini teoremasi

Yugorida keltirilgan misollarda ko‘rganimizdek, uzluksiz funk-
siyaga har bir nugtada yaqinlashuvchi uzluksiz funksiyalar ketma-
ketligining tekis yaqinlashishi shart emas. Shu sababli bunday ketma-
ketliklar bir qator noqulayliklarni tug‘diradi. Masalan, ularni, umu-
man aytganda, hadma-had integrallash mumkin emas. Ammo, agar
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uzluksiz funksiyaga har bir nuqtada yaqginlashuvchi uzluksiz funk-
siyalar ketma-ketligi monoton bo‘lsa, quyida isbotlanadigan Dini
teoremasi ta‘kidlashiga ko‘ra, bunday ketma-ketlikning tekis yaqin-
lashishi shart ekan.

10.4.1 - lemma. Faraz qilaylik, [a, b] kesmada uzluksiz g,, funk-
siyalar ketma-ketligi n bo‘yicha monoton kamayib, shu kesmaning
har bir nugtasida nolga yaqinlashsin:

0n(@) > gns1(2) > 0, moroo, a<z<b  (104.1)
U holda istalgan z,, € [a,b] ketma-ketlik uchun
rl11_}1101o gulzs) =10 (10.4.2)

tenglik o‘rinli.

Isbot. (10.4.2) tenglik bajarilmasin deb faraz gilaylik. U hol-
da, (10.4.1) shartga ko‘ra g,(z) funksiyalar manfiy bo‘lmaganligi
sababli, shunday musbat 5 > 0 son va o‘suvchi ngx nomerlar ketma-
ketligi topiladiki,

Iny, (xﬂk) 2 o
tengsizlik bajariladi.

Ravshanki, {z,, } ketma-ketlik chegaralangan va demak, Bolsano-
Veyershtrass (2.4.2 - teorema) teoremasiga asosan, uning biror gism
ketma-ketligi z,,; yaqinlashuvchi bo‘lib, bu ketma-ketlikning z¢
limit nuqtasi [a, b] kesmaga tegishli bo‘ladi. Bundan tashqari, (10.4.1)
kamayuvchilik shartiga ko‘ra, istalgan n nomer uchun m; > n
bo‘lganda

gﬂ(zmj) > .‘?m_,'(wmj) 2 o
tengsizlik o‘rinli.

Endi m; — oo deb limitga o‘tib, z,, j = ¥o ni va g, funksiyaning
uzluksizligini hisobga olsak,

gn(zo) >0 > 0

tengsizlikka ega bo‘lamiz.
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Hosil bo‘lgan tengsizlik (10.4.1) shartga ziddir, chunki bu shart-
ga ko‘ra, n — oo da gn(xg) — 0 bo‘lishi lozim.

10.4.1 - teorema (U. Dini). Faraz gilaylik, [a,b] kesmada
fn uzluksiz funksiyalar ketma-ketligi n bo‘yicha monoton o‘suvchi,
ya‘ni

fn(I) LS fn+l(x)a GSJCSb, n 21,
bo‘lib, shu kesmaning har bir nugtaside yaginlashsin. Agar f -
mit funksiya [a,b] kesmada uzluksiz bo‘lsa, u holda yaginlashish shu
kesmada tekis bo‘ladi.

Isbot. 10.2.2 - tasdiqqa ko‘ra, quyidagi

Wfa=fll = 0, n— oo, (10.4.3)

munosabatni isbotlash yetarli.

Demak, agar gn(z) = f(z) = fu(z) desak, ||gn|| = 0 munosabatni
ko‘rsatishimiz zarur. Shartga ko‘ra, g, funksiyalar uzluksiz bo‘lib,
ular manfiy emas. Shunday ekan, Veyershtrassning ikkinchi teore-
masiga (3.5.5 - teorema) asosan, har bir n nomer uchun shunday
zn € [a,b] nuqgta topiladiki,

gn(zn) = |lgnll

tenglik bajariladi. Boshga tomondan, g, funksiyalar 10.4.1 - lem-
maning barcha shartlarini qanoatlantiradi va shu sababli g,(z,) —
0. Bu esa (10.4.3) shartning o'zi.
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§ 10.5. Askoli-Arsela teoremasi

Ta‘rif. Agar shunday M > 0 o‘zgarmas topilib, {f,(z)} funk-
sional ketma-ketlik uchun

|fa(z)] < M, a<z<b, n2>1, (10.5.1)

tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, bunday ketma-ketlik [a, b] kesmada tekis che-
garalangan deyiladi.

Bol'sano-Veyershtrassning taniqli teoremasiga ko‘ra, har qanday
chegaralangan sonli ketma-ketlikdan yaqinlashuvchi qism ketma-
ketlik ajratish mumkin. Funksional ketma-ketliklar uchun mos tas-
diq, umuman aytganda, o‘rinli emas, chunki biror kesmada chega-
ralangan shunday funksional ketma-ketlik ko‘rsatish mumkinki, un-
dan shu kesmaning har bir nuqtasida yaqginlashuvchi gism ketma-
ketlik ajratib bo‘lmaydi. Lekin shunga qaramasdan, biz navbatda-
gi tasdiqda, Bol'sano-Veyershtrass teoremasini qo‘llab, har qanday
chegaralangan funksional ketma-ketlikdan istalgan sanoqli to‘plam-
da yaqinlashuvchi gism ketma-ketlik ajratish mumkinligini ko‘rsata-
miz.

10.5.1 - tasdiq. Faraz qilaylik, [a, b] kesmaning iztiyoriy sanoqli
E qism to‘plami berilgan bo‘lsin. U holda [a, b] kesmada tekis chegara-
langan istalgan funksional ketma-ketlikdan E to‘plamning har bir
nugtasida yaginlashuvchi gism ketma-ketlik ajratish mumkin.

Isbot. Shartga ko'ra, {f.(z)} ketma-ketlik [a, b] kesmada tekis
chegaralangan bo‘lib,

E = {z1, 23, 23, ...}

berilgan sanoqli to‘plam bo‘lsin.

Birinchi qadamda {f,(z;)} sonli ketma-ketlikni qaraymiz. Bu
ketma-ketlik chegaralangan va Bol‘sano-Veyershtrass teoremasiga
binoan, undan yaqginlashuvchi gism ketma-ketlik ajratish mumkin.
Ushbu qgism ketma-ketlikni { f,,,(z)} deb belgilaymiz.
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Ikkinchi qadamda { fi,(z2)} sonli ketma-ketlikni qaraymiz. Bu
ketma-ketlik ham chegaralangan va yana Bol‘sano-Veyershtrass teo-
remasiga binoan undan yaqinlashuvchi { f2,(22)} sonli ketma-ketlik
ajratish mumkin. Ravshanki, { f2,(z)} funksional ketma-ketlik har
ikki z = 2, va ¢ = z; nuqtalarda yaqinlashadi.

So‘ngra uchinchi qadamda { f5,,(23) } sonli ketma-ketlikni qaray-
miz. Bu ketma-ketlik chegaralangani sababli undan yaqginlashuvchi
{ fan(z3)} sonli ketma-ketlik ajratish mumkin. Shubhasiz, { fan(z)}
funksional ketma-ketlik uchta z = z;, ¢ = z3 va z = z3 nuqtada
yvaqinlashadi.

Bu jarayonni davom ettirib, k-qadamda k ta z;, 2, ..., x nuq-
talarda yaqginlashuvchi fi,(z) ketma-ketlikni olamiz.

Endi

fu(z), fal(z), fss(z), ..

ko‘rinishdagi { fun(z)} diagonal ketma-ketlikni qaraymiz.

Ravshanki, istalgan natural k& uchun n > k bo‘lganda { fun(z)}
diagonal ketma-ketlikning barcha elementlari { fyn () } ketma-ketlik-
ning elementlari bo‘ladi va shuning uchun diagonal ketma-ketlik
T1,3,..., 2k nuqtalarda yaqginlashadi. Bundan, k ning ixtiyoriyligi-
ga ko‘ra, diagonal ketma-ketlikni E' to‘plamning barcha nuqtalarida
vaginlashishi kelib chigadi. Demak, { f,.(z)} qidirilayotgan ketma-
ketlik ekan.

Shuni aytish kerakki, berilgan kesmada tekis yaginlashuvchi qism
ketma-ketlik ajratish masalasi nisbatan ancha murakkabdir. Biror
kesmaning har bir nuqtasida yaqinlashuvchi bo'lib, ammo uning
hech gqanday qism ketma-ketligi shu kesmada tekis yaqinlashmay-
digan funksional ketma-ketlikka misol keltirish qiyin emas.

10.5.1 - misol. Aytaylik, a,, > 0 sonli ketma-ketlik cheksiz
kichik bo‘lsin, ya‘ni n — oo da a,, — 0 bo‘lsin. Manfiy bo‘lmagan
va 1 dan kichik quyidagi
falz) = —=

——+"'"2', -1 S T S 1, (105.2)
(479 T
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funksiyalar ketma-ketligini qaraymiz.
Ravshanki, bu ketma-ketlik [—1, 1] kesmaning har bir nuqtasida

0, agar z #0 bo'lsa,
) = 10.5.3
f=) {1, agar =0 bo‘lsa, ( )

funksiyaga yaginlashadi.

Ushbu funksiya uzilishga ega bo‘lganligi sababli, yaqginlashish
[-1,1] kesmada tekis bo‘la olmaydi. O‘z-o‘zidan ko‘rinib turibdi-
ki, (10.5.2) ketma-ketlikning istalgan qism ketma-ketligi ham xuddi
shu ko‘rinishga ega.

Tekis yaginlashuvchi gqism ketma-ketlikning mavjudlik masalasi-
ni o‘rganish magsadida tekis darajali uzluksizlik deb ataluvchi muhim
tushunchani kiritamiz.

Ta‘rif. [a,b] kesmada uzluksiz { f,(z)} funksiyalar ketma-ketligi
bertlgan bo‘lsin. Agar iztiyoriy € > 0 olganda ham shunday § > 0
topilsaki, shu kesmadan olingan va |z —y| < é shartni ganoatlantiruv-
chi istalgan ikki z va y nuqtalar uchun

lfa(z) = faW)| < &, n=1,23,.. (10.5.4)

tengsizlik bajarilsa, {f.(z)} funksional ketma-ketlik tekis darajali
uzluksiz deyiladi.

Shunday qilib, tekis darajali uzluksizlik Koshi bo‘yicha uzluksiz-
lik ta‘rifidagi & > 0 sonni barcha f,(z) funksiyalar uchun bir xilda
olish mumkinligini anglatadi.

10.5.1 - teorema (Askoli, Arsela)(G. Ascoli, C. Arzeld).
Berilgan [a,b] kesmada tekis chegaralangan va tekis darajali uzluksiz
bo‘lgan har ganday funksiyalar ketma-ketligidan shu kesmada tekis
yaginlashuvchi gism ketma-ketlik ajratish mumkin.

Isbot. Faraz qilaylik, { f,(z)} funksional ketma-ketlik [a, b] kes-
mada tekis chegaralangan va tekis darajali uzluksiz bo‘lsin.

Ma‘lumki (1.6.1 - teorema), [a, b] kesmada yotuvchi barcha rat-
sional nuqtalar to‘plami sanoqli. Shunday ekan, 10.5.1 - tasdiqqa
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asosan, tekis chegaralangan f,(z) ketma-ketlikdan [a, b] kesmada-
gi barcha ratsional nuqtalarda yaqinlashuvchi gism ketma-ketlik
ajratish mumkin. Belgilashlarni soddalashtirish magsadida ajratil-
gan qism ketma-ketlikni yana { f,(z)} simvol orqali belgilab, uning
[a, b] kesmada tekis yaqginlashishini isbotlaymiz.

Tekis darajali uzluksizlik ta‘rifiga ko‘ra, istalgan £ > 0 olganda
ham biz shunday § = (<) > 0 ni ko‘rsatishimiz mumkinki, qarala-
yotgan kesmadan olingan va | — y| < J shartni qanoatlantiruvchi
ixtiyoriy = va y nuqtalar uchun

fa@) - falw)] < 5, n=123,. (10.5.5)

tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi.

Ko‘rsatilgan § > 0 uchun biror natural m > (b — a)/é sonini
tayinlaymiz va [a, b] kesmani m ta teng bo‘lakka bo‘lib, har bir qis-
miy kesma (uzunligi § dan kichik bo‘ladi) ichidan biror ratsional son
olamiz. Natijada m ta &;,&;, ..., &, ratsional sonlarga ega bo‘lamiz.

Faraz qilaylik, z berilgan [a, b] kesmaning ixtiyoriy nuqtasi bo‘lib,
& bu nuqtaga yuqorida tanlangan m ta ratsional nuqtalardan eng
vaqini bo‘lsin. U holda, ravshanki, |z — &| < & bo‘lib, (10.5.5) ga
ko‘ra, istalgan natural n va p lar uchun

|fn+p(:r) _fn(z)l .<_
< |fatp(@) = fatp (&) + | fasp(Ek) = ful(&)] + | fa(&k) — fu(2)] <

< |fa+p(&k) — fal€e)| + g (10.5.6)

tengsizlik o‘rinli bo'ladi.
Belgilashimizga ko‘ra, {f,(z)} funksional ketma-ketlik m ta

1,82 6m

nuqtalarda yaqginlashadi. Bundan chiqdi, N = N(2) nomerni shun-
day tanlashimiz mumkinki, n > N bo‘lganda istalgan natural p
uchun bir vaqtning o‘zida m ta

| frtp (&) — fa(€k)| <

™

k=1,2,..m, (10.5.7)

| ™



548 Funksional ketma-ketliklar va qatorlar X Bob

tengsizlik bajariladi.
Endi (10.5.6) tengsizlikning o‘ng tarifida (10.5.7) bahodan foy-
dalansak, n > N bo‘lganda istalgan natural p uchun

Ifn+p(z)_fn(3)| <& a<z<h,

bahoni olamiz.
Koshi kriteriysiga binoan, hosil bo‘lgan baho {f,(z)} ketma-
ketlikning [a, b] kesmada tekis yaqinlashishini anglatadi.

§ 10.6. Polinomlar bilan tekis yaqinlashtirish

1. Delta-simon ketma-ketliklar. Kvant mexanikasi masala-
larini yechish magsadida, XX asrning yigirmanchi yillarida ingliz
fizigi Pol Dirak «delta-funksiya» deb ataluvchi va é(z) simvoli orqali
belgilanuvchi funksiyani kiritdi. Dirak bu funksiyani z = 0 nuqta-
da 400 qiymatni, bu nuqtadan tashqarida esa, nol qiymatni qabul
qilsin va, bundan tashqari, quyidagi

1
/5(z)dr =1
-1

tenglikni qanoatlantirsin deb anigladi.
Dirakning tasdiglashicha, bunday tanlash natijasida istalgan uz-
luksiz f funksiya va ixtiyoriy @ € R nuqta uchun

1

f&(z)f(z:«}-a)dx = f(a) (10.6.1)

-1

tenglikka ega bo‘lamiz.
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Ravshanki, Dirakning delta-funksiyasi oddiy ma‘noda funksiya
bo‘la olmaydi. Shu sababli, kvant mexanikasi masalalarini yechishda-
gi matematik izlanishlarda bu funksiyadan foydalanmaslikka harakat
qgilinar edi (bu hagida batafsil ma‘lumotni, masalan, Jon fon Ney-
manning 1932-yilda chop etilgan «Kvant mexanikasining matematik
asoslari» deb ataladigan monografiyasida topish mumkin). Ammo,
qizig'i shundaki, delta-funksiya yordamida olingan natijalar to‘g'ri
bo‘lib chiqga boshladi (bu fizik eksperimentlarda hamda keyingi mate-
matik ma‘nodagi «qat‘iy» isbotlarda tasdiglandi). Natijada mate-
matiklarning bu funksiyaga bo‘lgan qiziqishi yanada ortib bordi.

Delta-funksiyaga matematik ravishda qat‘iy ta‘rif berish usulla-
ridan biri «delta-simon» funksiyalar ketma-ketligini kiritishdan ibo-
ratdir.

Ta‘rif. Faraz qilaylik, [-1, 1] kesmada aniglangan 6, (z) ketma-
ketlik quyidagi uchta shartni ganoatlantirsin:

i) ketma-ketlikning har bir funksiyasi manfiy bo‘lmasin:

oa(z) 20, -1<z<1;

ii) ketma-ketlikning har bir funksiyasi [—1,1] kesmada integral-
lanuvchi bo‘lib,

tenglik o‘rinli bo‘lsin;
iii) 0 < a < 1 shartni ganoatlantiruvchi istalgan o uchun 6é,(zx)
ketma-ketlik {z : a < |z| < 1} to‘plamda nolga tekis yaginlashsin.
U holda bunday ketma-ketlik delta-simon ketma-ketlik deyiladi.

Navbatdagi tasdiqda biz ixtiyoriy delta-simon ketma-ketlik uchun
biror ma‘noda limitga o‘tganda (10.6.1) tenglikning bajarilishini
ko‘rsatamiz. Odatda C'(R) simvoli orqali sonlar o*qida uzluksiz bo‘l-
gan barcha funksiyalar to‘plami belgilanishini qayd etamiz.
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10.6.1 - teorema. Agar {6,(z)} — delta-simon ketma-ketlik
bo‘lsa, istalgan f € C(R) funksiya uchun

1

falz) = ] Sn(t)f(t+ z)dt (10.6.2)

=1

ketma-ketlik sonlar o‘qining har ganday kesmasida f funksiyaga tekis
yaqinlashadi.
Isbot. Ravshanki, ii) xossaga ko‘ra,

1
ful@) = £@) = [ Galf+2) - (@)
1

Shu sababli, istalgan a > 0 uchun

fa(z) = f(z) =

> j Sa(O)[f(t +2) - f(z)]dt + [ 5aO)Lf(t +2) — F(2)]dt+

-1

1
+ [ 8@lf+2) - S@)de

Veyershtrassning ikkinchi teoremasiga asosan, C'(R) ga tegish-
li har qanday funksiya ixtiyoriy kesmada chegaralangandir. Shun-
day ekan, iii) xossa va 10.3.1 - teoremaga ko'ra, oxirgi tenglikda-
gi birinchi va uchinchi integrallar n — oo da ixtiyoriy kesmada
z bo'yicha tekis ravishda nolga intiladi. Demak, har qanday [a, b]
kesma uchun z € [a, b] bo‘yicha tekis ravishda quyidagi

falz) - f(z) = ] SaO)f(t+2) - f(2)]dt +0(1)  (10.6.3)

baho o‘rinli bo‘ladi.
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Ma‘lumki, f funksiya uzluksiz bo‘lgani sababli, u istalgan kesma-
da tekis uzluksiz bo‘ladi (6.5.2 - teorema). Bundan chiqdi, istalgan
£ > 0 uchun shunday o > 0 topiladiki,

fz+1) - fla)l <&, a<z<b |f<a,

tengsizlik bajariladi.
Shunday ekan, (10.6.3) va ii) shartga asosan,

\fal2) - F(2)] < f 5O f(t +2) — f(2)] dt + (1) <

< E/ da(t) dt + 0(1) < =+ 0(1).
Ya‘ni
”fn-f”C[a,b] < €+0(1)

va, shuning uchun,
Jm ([ fo = fllcy < e
Bundan, £ > 0 ning ixtiyoriyligiga ko'ra,
lim [|fn = flictas) = 0.

Demak, 10.1.2 - tasdiqqa asosan, (10.6.2) ketma-ketlik f funksiya-
ga [a, b] kesmada tekis yaginlashar ekan.

Eslatma. Agar delta-funksiya deb delta-simon ketma-ketlikni
olsak, u holda (10.6.1) tenglikni quyidagicha tushunishimiz mumkin:

1
lim f 0n(z)f(z+a)dz = f(a).

n—oc
-1
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Shuni gayd etish joizki, hozirgi kunda (10.6.1) tenglikni boshgacha

ma‘noda asoslash kengroq tarqalgan. Bu asoslashga ko‘ra, (10.6.1)
tenglikning chap tomonidagi integral uni o‘ng tomonidagi ifodaning
simvolik ravishdagi belgilanishi del. qabul gilinadi.

10.6.1 - misol. Quyidagi

$.8) = n/2, agar |z|<1/n bo'lsa,
" o, agar |z| > 1/n bo‘lsa,

funksiyalar ketma-ketligi delta-simondir.

Hagiqatan, bu ketma-ketlikning i) —iii) shartlarni qanoatlantirishi
o‘z-o'zidan ko‘rinib turibdi. Demak, 10.6.1 - teoremaga ko‘ra, istal-
gan uzluksiz f funksiya uchun sonlar o‘qining har qanday kesmasida
tekis ravishda quyidagi

1/n
lim g / ft+z)dt = f(z) (10.6.4)
~1/n

tenglik o‘rinli bo‘ladi.

10.6.2 - misol. Agar A,, o‘zgarmasni

1

Ai _ /(1__@2)“@1 ©(10.65)
=t

shartdan tanlab olsak,
Kn(z) = A,(1-2Y)?, -1<z<1, (10.6.6)

ketma-ketlik delta-simon bo‘ladi.
Hagiqatan, i) va ii) shartlarning bajarilishi shubhasiz. Bundan
chiqdi, iii) shartni tekshirish kifoya. Buning uchun

1 1

1

_m2\n = B PR 1L s E .}.

/(1 &%) dx_2f(1 z*)"dz > 2/(1 z) dI_(n«l-l) > .
0

-1 0
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ekanini qayd etamiz.
Shu sababli, 0 < a < 1 bo'lganda a < |z| < 1 to‘plamda z
bo‘yicha tekis ravishda quyidagi

Kn(z) < n(1-2H)" < n(1-a*)" -0, n— oo,

baho o‘rinlidir. Bundan iii) shartning bajarilishi bevosita kelib chiqa-
di.

10.6.3 - misol. Agar B, o‘zgarmasni
1
/ cos— (10.6.7)
-1

shartdan tanlab olsak,

(10.6.8)

TIr\2n
Telz) = By (cos 7)
ketma-ketlik delta-simon bo‘ladi.

Yana faqat iii) shartning bajarilishini tekshmsh yetarli, chun-

ki i) va ii) shartlarning o‘rinli ekanligi o‘z-o‘zidan ko‘rinib tunbd;:
Integral ostidagi funksiyaning juftligini e‘tiborga olib, ¢ = €08 5~
almashtirish bajarsak,

1 1 1
T 2nd ai 2/( m: 4/ t2n dt
f(COS ?) r = cOs 2 - \/_t—2
0 0

1
4 2n e 4
2 Eft = r(2n+1)
0

munosabatga ega bo‘lamiz. Shuning uchun

B, = O(n).
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Endi (0, 1) intervaldan olingan ixtiyoriy a uchun

= COSﬂTI
il i

deb belgilaymiz. U holda a < |z| < 1 lar uchun cos 525 < ¢ bo‘ladi
va 0 < ¢ < 1 bo‘lgani sababli

Kn(z) <Bn-¢®™ = O(n)g®™ =0, n— oo.

Bundan chiqdi, iii) shart ham bajarilar ekan. Demak, (10.6.8)
delta-simon ketma-ketlik ekani isbotlandi.

Shunday ekan, 10.6.1 - teoremaga asosan, istalgan uzluksiz f
funksiya uchun to‘g‘ri chizigning istalgan kesmasida tekis ravishda
quyidagi

1 n
i 2 ¥ =
nllingo B, (cos 5 ) ft+z)dt = f(z) (10.6.9)
-1
tenglik bajariladi.

Yuqoridagi misollarda f sifatida butun sonlar o‘gida uzluksiz
bo‘lgan ixtiyoriy funksiyalar qaraldi. Agar bu funksiyalar qo‘shimcha
xossalarga ega deb faraz gilsak, ularga tekis yaqginlashuvchi funk-
sional ketma-ketliklar uchun ancha qulay integral ko‘rinishlar oli-
shimiz mumkin.

10.6.4 - misol. Faraz gilaylik, f butun sonlar o‘gida uzluk-
siz funksiya bo‘lib, A, (10.6.5) shartdan tanlab olingan o‘zgarmas
bo‘lsin. Quyidagi

1
P.(z) = A, /(1 —t)" f(z +1t)dt (10.6.10)
-1
ketma-ketlikni qaraymiz. Agar (10.6.6) delta-simon ketma-ketlikka
10.6.1 - teoremani qo‘llasak, { P, (z) } ketma-ketlikning f(z) funksiya-
ga sonlar o‘qining har qanday kesmasida tekis yaqinlashishiga ega
bo‘lamiz.
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Endi f funksiya [0, 1] kesmadan tashqarida nolga teng deylik. U
holda y = = + t almashtirish bajarsak,
14z
Pa(e) = An [ (1= (=2 ) dy
-1+
tenglik hosil bo‘ladi.

Ravshanki, agar 0 < x < 1 bo'lsa, [0, 1] kesma uzunligi 2 ga teng
bo'lgan [-1 + 2,1 + 2] kesma ichida yotadi va shuning uchun, f
funksivaga hozirgina qo‘ygan talabimizga ko‘ra, integrallash aslida
fagat [0,1] kesma bo‘yicha olib boriladi. Shu sababli, 0 < z <1
uchun quyidagi

1
Pa(2) = Anf[l—(w.r)?]" fly)dy, 0<z<1, (10.6.11)
0

integral ko‘rinish o‘rinli.
Bu formuladan P, (z) funksiyaning 0 < x < 1 kesmada algebraik
ko‘phad bilan ustma-ust tushishi bevosita ko‘rinib turibdi.

Davriy funksiyalar uchun integral ko‘rinish alohida ahamiyatga
ega.

10.6.5 - misol. Agar B, o‘zgarmas (10.6.7) shartdan tanlab
olingan bo‘lsa, quyidagi

To(z) = %/(H—;"sﬁ)nf(yw)dy (10.6.12)

ketma-ketlikni qaraymiz. Ravshanki, bu ketma-ketlik y = =t al-
mashtirish yordamida (10.6.9) integralning chap tomonidagi ifodaga
keladi.
Agar (10.6.12) integralda t = y + z almashtirishni bajarsak,
T+T
Titz} = %’1% [ [1 4 cos(t — z)]" f(¢) dt (10.6.13)
. ..
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tenglikka ega bo‘lamiz.

Endi f funksiya 27 davrga ega bo‘lgan davriy funksiya bo‘lsin,
deylik. U holda, navbatdagi integralda integrallash sohasini 27 ga
surib, quyidagi ifodani olamiz:

m4x —ntx
/[1+cos(t—:c)]"f(t) df = f [1+4cos(t—z)]" f(t) dt. (10.6.14)

Oxirgi ikki (10.6.13) va (10.6.14) tengliklarni solishtirib, (10.6.7)

ketma-ketlik uchun muhim bo‘lgan quyidagi
B, 1[
Tulz) = - f[l + cos(t — z)]" f(¢t) dt (10.6.15)

integral ko‘rinishni hosil gilamiz.

Shunday qilib, 27 davrga ega bo‘lgan ixtiyoriy f uzluksiz davriy
funksiya uchun (10.6.15) ketma-ketlik sonlar o‘qining har qanday
kesmasida f funksiyaga tekis yaqinalashar ekan.

2. Veyershtrass teoremasi. Ushbu paragrafning asosiy magsa-
di [a,b] kesmada uzluksiz bo‘lgan har qanday funksiyani algebraik
polinomlar bilan tekis yaqinlashtirish mumkinligini ko‘rsatishdan
iboratdir.

Agar z = (1 — t)a + tb deb belgilab, quyidagi

9(t) = fl1-t)a+th] = f(z)

funksiyani qarasak, biz faqat [0, 1] kesmada berilgan uzluksiz funk-
siyalarni o‘rganish yetarli ekaniga ishonch hosil gilamiz. Hagiqatan,

flz)=g (E) bo‘lgani sababli, agar Q(t) polinom [0, 1] kesma-

da uzluksiz bo‘lgan g(t) funksiyaga t bo‘yicha tekis yaqin bo‘lsa, u
holda

a

Pe) = Q) = Q(7=+)
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polihom [a, b] kesmada uzluksiz bo‘lgan f(z) fuksiyaga z bo‘yicha
tekis yaqin bo‘ladi.

10.6.2 - teorema (Veyershtrass). [0, 1] kesmada uzluksiz har
ganday f(z) funksiya uchun unga [0, 1] kesmada tekis yaginlashuvchi
Fulz) algcbv atk polinomlar ketma-ketligi mavjud.

Isbot. 1) Avval f(0) = f(1) = 0 bo'lsin deylik. U holda f
funksiyani [0, 1] kesmadan tashqarida nol deb, butun sonlar o‘qgiga
davom ettirish mumkin. Bunday aniglangan funksiyaning butun
sonlar o‘qida uzluksiz bo‘lishi turgan gap.

Endi (10.6.11) tenglik bilan aniqlangan

1

Pu(@) = An [1- 5= " fW)dy. 0z
0
polinomlarni qaraymiz.
Ravshanki, bu polinomlar ketma-ketligi, 10.6.1 - teoremaga bi-
noan, f funksiyaga [0, 1] kesmada tekis yaqinlashadi.
2) Agar f funksiya [0, 1] kesmada aniglangan ixtiyoriy uzluksiz
funksiya bo‘lsa,

fz) = f(z) - [(1-2)f(0) + =f(1)]

deb belgilab, biz masalani birinchi holga keltiramiz, chunki f 0) =

fi (1) = 0 hamda f va I funksiyalar o‘zaro birinchi tartibli polinomga
farq giladi. Shubhasiz, agar [0, 1] kesmada f funksiyaga tekis yaqin-
lashuvchi polinomlar ketma-ketligi mavjud bo‘lsa, u holda berilgan
f funksiya uchun ham tekis yaqinlashuvchi polinomlar ketma-ketligi
mavjud bo‘ladi.

Odatdagi (algebraik) polinomlardan tashqari trigonometrik poli-
nomlar deb ataluvchi quyidagi

T(z) = co+ Z (ag cos kx + by sin kz) (10.6.16)
k=1
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ko‘rinishga ega bo‘lgan funksiyalar muhim ahamiyatga ega. Bu yerda-
gi ax, by va cg haqiqiy sonlar trigonometrik polinomlarning koeffit-
sientlari deb ataladi.

Misol sifatida

. 3
Ty(z) =1+42cosz + 3sinbz, Ti(z)= %cos%z - -g—sin 100z

polinomlarni olishimiz mumkin.

Trigonometrik polinomlarning chiziqli kombinatsiyasi, shubha-
siz, trigonometrik polinom bo‘ladi. Trigonometrik polinomlarning
ko‘paytmasi ham trigonometrik polinom bo‘lishini tekshirish giyin
emas. Buning uchun, agar n va m sonlar natural bo‘lsa, quyidagi

COSNT - COSMZ, COSNZ-sinme, sinnc-sinme

ko‘rinishga ega bo‘lgan ko‘paytma trigonometrik polinom bo‘lishini
gayd etish yetarli.

Ravshanki, har bir trigonometrik polinom 27 davrga ega bo‘lgan
uzluksiz davriy funksiya bo‘ladi. Shunday ekan, trigonometrik poli-
nomlarning ketma-ketligi faqat 27 davrga ega bo‘lgan uzluksiz davriy
funksiyaga tekis yaqginlashishi mumkin. Veyershtrass teoremasin-
ing navbatdagi ko'rinishi hagigatan har bir 2 davrga ega bo‘lgan
uzluksiz davriy funksiyani trigonometrik polinomlar bilan tekis yaqin-
lashtirish mumkinligini ko‘rsatadi.

10.6.3 - teorema (Veyershtrass). [, 7| kesmada uzluksiz
va f(—m) = f(r) shartni gancatlantiruvchi har ganday f funksiya
uchun [~ n] kesmada f(z) funksiyaga tekis yaginlashuvchi T, (z)
trigonometrik polinomlar ketma-ketligi maviud.

Ishot. Agar m = 1, £2, ...uchun berilgan f funksiyani istalgan
[2mm—n, 2mnr+7] kesmaga f(z) = f(z—2mn) tenglik orqali davom
ettirsak, f(—m) = f(r) shartga ko‘ra, butun sonlar o‘qida uzluksiz
va 2m davrga ega bo‘lgan funksiyani olamiz.

Shunday ekan, (10.6.15) tenglik bilan aniglangan

Tal2) = % ‘ % f[l + cos(t — z)]" f(t) dt
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ketma-ketlik f funksivaga [, 7] kesmada tekis yaqinlashadi.
Endi har bir ¢t uchun z o‘zgaruvchining quyidagi

[1+ cos(t — 2)]"

funksiyasi, yuqorida qayd etilganga ko‘ra, (koeffitsientlari t ga bog'‘liq
bo‘lgan) trigonometrik polinom bo‘lib, natijada T, (z) funksiyalar
ham trigonometrik polinom ekanini qayd etish yetarli.

§ 10.7. Funksional gatorlar

1. Funksional qatorning tekis yaqinlashishi. Faraz qilay-
lik, {un(z)} funksional ketma-ketlik bitta E C R to‘plamda aniqlan-
gan funksiyalardan iborat bo‘lsin. Ushbu

> () (10.7.1)

k=1

formal yig'indi funksional gator deyiladi. Dastlabki n ta hadning

yig‘indisi, ya‘ni
n

Salz) = Z uk(z) (10.7.2)
k=1

gatorning n-qismiy yig‘indisi deb ataladi. Har bir tayinlangan z €
E son uchun (10.7.1) sonli qatordir. Agar bu sonli qator biror S
songa yaqinlashsa, u holda funksional gator ¢ nuqtada yaqginlasha-
di va uning yig‘indisi S ga teng deyiladi. Agarda funksional qa-
tor har bir z € EF nuqtada yaqinlashsa, u holda uning yig‘indisi
E to‘plamda aniglangan biror S(z) funksiya bo‘ladi. Shunday qilib,
(10.7.1) funksional qatorning S(z) funksiyaga yaqinlashishi (10.7.2)
funksional ketma-ketlikning shu funksiyaga yaqginlashishini anglata-
di.
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Agar (10.7.2) funksional ketma-ketlik E to‘plamda S(z) funksiya-
ga tekis yaqginlashsa, (10.7.1) funksional qator shu funksiyaga E
to‘plamda tekis yaginlashadi deyishadi. Bunday ta‘rifdan so‘ng, tekis
yaqinlashuvchi funksional qatorlarning barcha xossalarini tekis yaqin-
lashuvchi funksional ketma-ketliklar xossalaridan keltirib chigarish
mumkin.

10.7.1 - misol. Ushbu

2% 2k
(-t — (10.7.3)

=1

funksional qator [0, 1] kesmada In(1 + z) funksiyaga tekis yaqin-
lashadi. Haqiqatan, Lagranj ko‘rinishidagi qoldiq hadli Teylor for-
mulasiga ko‘ra, [0, 1] kesmadan olingan ixtiyoriy z va istalgan n
nomer uchun 0 < § < 1 intervalda shunday £ nuqta topiladiki,

( 1)n+1 .7:"'“

k- 1"‘
In(1+2) = Z( V7%t G wrd

tenglik bajariladi.
Shu sababli, (10.7.3) qator qgismiy yig‘indisini S, () simvol orqali
belgilasak,

1
n+1

[In(14+2) — S,(z)] < il Se g1, (10.7.4)
bahoga ega bo‘lamiz.

Bundan esa, o'z navbatida, (10.7.3) qatorning [0,1] kesmada
tekis yaqginlashishi va

%0 k
In(l1+z) = Y (-)*'.— 0<z<1, (10.7.5)
k=1

tenglikning bajarilishi kelib chiqadi.
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Funksional qatorlarning tekis yaqinlashishi hagidagi eng muhim
tasdiglardan biri Koshi kriteriysidir.

10.7.1 - teorema (Koshi kriteriysi). (10.7.1) funksional qa-
torning E to'plamda tekis yaginlashishi uchun istalgan = > 0 ol-
ganda ham shunday N = N (g) nomer topilib, n > N va istalgan
natural p uchun barcha x € E larda quyidagi:

n+p

Z uk(z)

k=n+1

<e n>N, z€BE,

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarl.

Ushbu tasdiq tekis yaqginlashishning ta‘rifi va funksional ketma-
ketliklarning yaqginlashishi uchun Koshi kriteriysidan bevosita kelib
chiqadi (10.1.1 - teorema).

Navbatdagi tasdiq tekis yaqginlashuvchi uzluksiz funksiyalar ketma-
ketligi limitining uzluksizligi haqidagi 10.1.2 - teoremaga o‘xshashdir.

10.7.2 - teorema. Agar (10.7.1) funksional qator E to'plamda
S(x) funksiyaga tekis yaginlashib, u,(z) funksiyalar biror ¢ € E
nuqtada uzluksiz bo‘lsa, u holda S(z) funksiya ham shu c nugtada
uzluksiz bo‘ladi.

Endigi tasdiq esa, 10.3.1 - teoremaning funksional qatorlar uchun
ko‘chirilgan holidir.

10.7.3-Teopema Agar (10.7.1) funksional qator [a,b] kesmada
S(z) funksiyaga tekis yaqinlashib, u,(z) funksiyalar uzluksiz bo‘lsa,
u holda ularning boshlang‘ich funksiyalaridan tuzilgan gqator [a,b]
kesmada S funksiyaning boshlang‘ich funksiyasiga tekis yaginlasha-
di:

(t)dt = | S(t)dt. (10.7.6)
X wou= |
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Masalan,
I X r tk O : pk+1
4 kb B _1yk-1 '
f111(1+f)df—2( 1) /kdr > (-1 g
0 k=1 0 k=1

Natija. Agar [a,b] kesmada uzluksiz u,(z) funksiyalardan tuzil-
gan gator shu kesmada S(z) funksiyaga tekis yaginlashsa,

uk(z)dz = [ S(z)dx (10.7.7)

tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Galdagi teorema 10.3.2 - teoremaga o‘xshashdir.
10.7.4 - teorema. Faraz qilaylik, u,(z) funksiyalar [a, b] kesma-
da uzluksiz differensiallanuvchi bo‘lib, hosilalardan tusilgan

(]2
s
=

s
L
-

qator [a,b] kesmada tekis yaqinlashsin.
Agar biror ¢ € [a,b] uchun

Z uk(c)

k=1

= <]

sonli qator yaginlashsa, u holda (10.7.1) funksional qator [a, b] kesma-
da differensiallanuvchi biror S(z) funksiyaga tekis yaginlashadi va

iu'k(;r) = 5'(z) (10.7.8)

k=1

tenglik o‘rinli bo‘ladi.

§ 10.7. Funksional qatorlar 563

Yuqorida funksional ketma-ketliklar uchun isbotlangan Dini teo-
remasi (10.4.1 - teorema) funksional qatorlar uchun quyidagi ko‘ri-
nishga ega bo‘ladi. Ravshanki, funksional qator qismiy yig‘indilari
ketma-ketligining o‘sishi qator hadlarining manfiy emasligini anglata-
di.

10.7.5 - teorema (U. Dini). Agar [a,b] kesmada uzluksiz va
manfiy bo‘lmagan funksiyalardan tuzilgan qator shu kesmaning har
bir nuqtasida uzluksiz funksiyaga yaqinlashsa, u holda bu yagin-
lashish [a,b] kesmada tekis bo‘ladi.

Ushbu bandning nihoyasida funksional qatorlarning tekis yaqin-
lashishi uchun shunday yetarlilik shartini keltiramizki, bu shartning
ketma-ketliklar uchun o‘xshashi yoq.

10.7.6 - teorema (Veyershtrass alomati). Faraz qilaylik,
Un(z) funksiyalar [a,b] kesmada chegaralangan bo‘lib,

[un(z)] < ecn (10.7.9)

shartni ganoatlantirsin. Agar
oo
pI (10.7.10)
n=1

sonli gator yaginlashsa, u holda (10.7.1) funksional gator [a, b] kesma-
da tekis yaginlashadi.

Isbot. Agar (10.7.9) bahoni hisobga olsak, istalgan n va p natu-
ral sonlar uchun z € [a, b] bo‘yicha tekis ravishda

n+p n+p
Yo ow@| < Y (10.7.11)
k=n+1 k=n+1

tengsizlik bajarilishini ko‘ramiz.

Shartga ko‘ra (10.7.10) sonli qator yaqinlashadi. Bundan chiqg-
di, Koshi kriteriysiga (10.1.1 - teorema) asosan, (10.7.11) ning o‘ng
tomonini n > N bo‘lganda £ dan kichik gilish mumkin. Bu esa,
10.7.1 - teoremaga ko‘ra, (10.7.1) qatorning tekis yaqinlashishini
anglatadi.
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Natija. Agar u, € Cla,b] bo‘lib,

Y~ llwnllcgas
n=1

sonli qator yaginlashsa, u holda (10.7.1) funksional qator [a, b] kesma-
da tekis yaginlashadi.

Hagiqatan, bu holda ¢, = ||u,|| deb, (10.7.9) bahoning o‘rinli
ekanini gayd etish yetarli.

Agar (10.7.9) baho o'rinli bo‘lsa, (10.7.1) funksional qator (10.7.10)
sonli qator bilan majorirlanadi yoki (10.7.10) sonli qator (10.7.1)
funksional qator uchun majorant qator bo‘ladi deyiladi.

1 - eslatma. 10.7.6 - teorema ko‘pincha quyidagi ko‘rinishda
keltiriladi:

biror kesmada yaqinlashuvchi sonli qator bilan majorirlangan
funksional gator shu kesmada tekis yaginlashadi.

2 - eslatma. Veyershtrass alomati tekis yaqinlashish uchun
yetarlilik sharti bo'lib, Koshi kriteriysidan o‘laroq, zaruriylik sharti
bo‘la olmaydi. Haqiqatan, agar (10.7.1) funksional qator (10.7.10)
sonli qator bilan majorirlansa, ravshanki, quyidagi:

sup |uk(z)| < e
2€[a,b]

tengsizlik bajariladi.

k
Endi u(z) = (-1)**'% deb,

-yt 2
k=1 k
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funksional qatorning [0,1] kesmada yaqinlashishini qayd etamiz.
Boshqa tomondan,

1
sup |uk(z)] = ¢

z€[0,1]

va shuning uchun, agar bu qator (10.7.10) sonli qator bilan majorir-
lansa,
1
k
tengsizlik bajarilishi kerak. Ammo bu holda (10.7.10) qator uzog-
lashadi.

Ck 2

§ 10.8. O‘rtacha yaqinlashish

1. O‘rtacha yaginlashish. Berilgan [a, b] kesmada Riman bo'yi-
cha integrallanuvchi funksiyalarni silliq (va‘ni yetarli marta dif-
ferensiallanuvchi) funksiyalar bilan yaqinlashtirish masalasi muhim
ahamiyatga ega. Lekin, bizga ma‘lumki, Riman bo‘yicha integral-
lanvchi funksivalarning uzluksiz bo‘lishi shart emas, va shuning
uchun, bunday yaqinlashtirish tekis bo‘la olmaydi. Shu sababli bun-
dav hollarda o‘rtacha ma‘noda, ya‘ni integral ma‘nosida yaqinlash-
tivish o'rganiladi

Ta'rif. (2, b] kesmada integrallanuvchy f,(z) funkswyalar ketma
ketligr va tntegrallanuvchi f(z) funksiya berigan bo'lsin. Agar

JL“JJ fu(2) - fz)ldz = © (108.1)

tenglik bajarilsa, f,(z) funksiyalar ketma-ketlige f(v) funcsiyaga o'r-
tacha yaqinlashadi deyiladi.
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Ravshanki, biror kesmada tekis yaqinlashuvchi har ganday funk-
sional ketma-ketlik shu kesmada o‘rtacha ham yaqinlashadi. Haqiqa-
tan, bu tasdiq quyidagi

b
[ 150 - f@)lde < sup 1fu@) - f(a)]- (b= a)
¢ a<z<b
tengsizlikdan bevosita kelib chigadi.
Agar qaralayotgan funksiyalar uzluksiz bo‘lsa, oxirgi tengsizlikni
Cla, b] fazo normasi orqali yozish mumkin:

b
f fale) - f@)ldz < (=) |fo— fllcey.  (10.83)

Shunday qilib, tekis yaqginlashishdan o‘rtacha yaqinlashish kelib
chigar ekan. Ammo bu tasdiqqa teskari tasdiq o‘rinli emas. Hattoki
shunday funksional ketma-ketliklar mavjudki, ular, o‘rtacha yaqin-
lashishiga qaramasdan, birorta nuqtada ham yaginlashmaydi.

10.8.1 - misol. [0, 1] kesmani m ta teng bo‘lakka bo‘lib, wy
simvol orqali k-qismiy kesmaning xarakteristik funksiyasini belgi-
laymiz, ya‘ni

wmk('r) =

k-1

1, agar <z < L bo'lsa,
m m

0, boshga =z lar uchun.

Xususan, [0, 1] kesmadagi barcha z lar uchun wy; (z) = 1. Quril-
gan funksiyalarni bitta ketma-ketlik ko‘rinishida joylashtiramiz:

wit(z), wa(x), waz(z), wai(z), wiz(z), was(z), ...,

va shunday nomerlangan ketma-ketlikni { f,,(z)} simvol orqali bel-
gilaymiz.
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Ravshanki, f,(z) > 0 va agar f,(z) = wmk(z) bo‘lsa,

1
[ @z = —.
0

Bundan {f,(z)} ketma-ketlikning [0, 1] kesmada o‘rtacha nolga
yaqinlashishi kelib chigadi. Boshga tomondan, bu ketma-ketlikning
birorta ham nuqtada yaqinlashmasligi o‘z-o‘zidan ko‘rinib turibdi.
Haqgiqatan, har gqanday z¢ € [0,1] uchun {fn(zo)} sonli ketma-
ketlik cheksiz ko‘p nol va birlardan iborat, ya‘ni bu ketma-ketlik
ikki xususiy limitga egadir va shu sababli u yaqinlashmaydi.

Ma‘lumki, biror kesmada uzluksiz funksiya shu kesmada albat-
ta Riman bo‘yicha integrallanuvchi bo‘ladi (6.5.3 - teorema). Lekin
bu tasdigning teskarisi o‘rinli emas, ya‘ni Riman bo‘yicha integral-
lanuvchi bo‘la turib, uzluksiz bo‘lmagan funksiyalar mavjud. Biroq,
qizig'i shundaki, shunga qaramasdan, har qanday integrallanuvchi
funksiyani uzluksiz funksiyalar bilan o‘rtacha yaqginlashtirish mumkin
ekan. Chunonchi, navbatdagi teorema o‘rinlidir.

10.8.1 - teorema. Agar f funksiya [a, b] kesmada integrallanuv-
chi bo‘lsa, istalgan = > 0 olganda ham berilgan kesmada uzluksiz
bo‘lgan shunday f.(z) funksiya topiladiki, v uchun

b
f |f(z) - fe(z)|dz < € (10.8.4)

tengsizlik bajariladi.
Isbot. Avval har qanday kesmaning xarakteristik funksiyasini,

va‘ni
T 1, z€(a,pf,
0, z ¢4,
ko‘rinishdagi funksiyani ixtiyoriy aniqglikda uzluksiz funksiyalar bi-
lan o‘rtacha yaqinlashtirish mumkinligini ko‘rsatamiz. Bunday uzluk-
siz funksiya sifatida w(z) dan faqat a < z < a+esvaf-sc<z < f8
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intervallarda farq gilib, bu ikki intervallarda chizigli bo‘lgan w.(z)
funksiyani olish mumkin. Ravshanki,

;3
flw(:r)—w,(r”dr =i &,

Xuddi shunga o‘xshab, istalgan [a, 3) yarim interval xarakte-
ristik funksiyasini yaqginlashtirish mumkin.

Endi har qanday pog‘onasimon funksiya turli ko‘rinishdagi kesma
va yarim intervallar xarakteristik funksiyalarining chekli chizigli
kombinatsiyasi ekanini qayd etamiz. Bundan chiqdi, bunday funksi-
yalarni ham uzluksiz funksiyalar bilan ixtivoriy aniglikda o‘rtacha
vaginlashtirish mumkin ekan.

Nihoyat, Darbu nazariyasiga ko‘ra, Riman bo‘vicha integral-
lanuvchi har ganday funksiyani pog‘ona-simon funksiyalar bilan ix-
tiyoriy aniglikda o‘rtacha yaqinlashtirish mumkin (masalan, Dar-
buning quyi va yuqori yig‘idilarini tashkil giluvchi funksiyalar bi-
lan) va demak, yuqorida aytilganidek, uzluksiz funksiyalar bilan
ham yaginlashtirish mumkin.

Riman bo‘yicha integrallanuvchi funksiyalar uchun Veyershtrass
teoremasiga (10.6.2 - teorema) o‘xshash navbatdagi tasdiq o‘rinli.

10.8.2 - teorema. Berilgan [a,b] kesmada Riman bo‘yicha in-
tegrallanuvchi har ganday f funksiya uchun shunday P, algebraik
polinomlar ketma-ketligi topiladiki, bunda

b

lim /|f(;c) — P,(z)|dz = 0 (10.8.5)

n—oo
a

tenglik o‘rinli bo‘ladi.
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Isbot 10.8.1 - va Veyershtrass teoremalaridan kelib chiqadi.
Hagigatan, 10.8.1 - teoremaga ko‘ra, istalgan £ > 0 olganda ham
shunday uzluksiz f.(z) funksiya topiladiki, u uchun

b
[ 1)~ f@d < (1086)

tengsizlik bajariladi.
10.6.2 - teoremaga asosan esa, shunday P.(z) polinom topiladiki,

u uchun £

|fe(z) = Pe(z)| < 26—a) a<z<hbh

Shunday ekan,

[|f£ z)|dr < 2(b&:—a).[dz = -;-

a

Bu va (10.8.6) tengsizliklardan

f|f z)|dz < €

bahoga ega bo‘lamiz.
Endi £ ga navbatma-navbat ¢, = 1/n giymatlar bersak, bu ba-
hodan talab gilingan (10.8.5) tenglikni olamiz.

Riman bo‘yicha integrallanuvchi funksiyalarning muhim xos-
salaridan biri ularning o‘rtacha ma‘nodagi uzluksizligidir.

10.8.3 - teorema. Berilgan [a,b] kesmada Riman bo‘yicha in-
tegrallanuvchi har ganday f funksiya uchun

Jim. f|f{r+h)—f(m)]d:r. =i (10.8.7)
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tenglik bajariladi.

Isbot. 10.8.1 - teoremaga ko‘ra, istalgan £ > 0 olganda ham
shunday uzluksiz f.(z) funksiya topiladiki, u uchun (10.8.4) baho
o‘rinli bo‘ladi. U holda,

b—h

flf(r+h-)—f(ar)|d-r <

a

o b—h
S/If(:ﬂ+h)—fe(r+h)ldx + f|f=(z+h)—ff(r)ldx+

b-h
+ f fu(2) = £(2)] d.

O‘ng tomondagi birinchi va oxirgi integrallar (10.8.4) bahoga
binoan ¢ dan kichik bo‘lgani sababli,

flfr+h z)|dz <2+ flf;x%—h fe(z)| da.

Shartga ko‘ra, f.(z) funksiya [a, b] kesmada uzluksiz va bundan
chiqdi, u shu kesmada tekis uzluksiz ham bo‘ladi. Demak, agar h —
0 desak, oxirgi integral nolga intiladi va shuning uchun,

[ Ifatn) - @)l < 2

Endi = > 0 ni ixtiyoriyligini hisobga olsak, bundan talab qilingan
(10.8.7) munosabat kelib chiqadi.
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Xuddi tekis yaqginlashishdagi singari, o‘rtacha yaqinlashish uchun
ham integral ostida limitga o‘tish mumkin.

10.8.4 - teorema. Agar Riman bo‘yicha integrallanuvchi { f,(z)}
funksiyalar ketma-ketligi integrallanuvchi f(z) funksiyaga o‘rtacha
yaginlashsa, u holda

b b
ﬂan;offn(I)dx = /f(:c)d:r (10.8.8)

tenglik bajariladi.
Isbot o‘z-o‘zidan ko‘rinib turgan

/fn(r)d:r . ffr)dw

tengsizlikdan kelib chiqadi.

< flfn - f(e)|dz

2. O‘rta kvadratik yaqinlashish. Matematik tahlil va uning
tadbiglarida o‘rta kvadratik yaginlashish muhim ahamiyatga ega.

Ta‘rif. [a,b] kesmada integrallanuchi f,(z) funksiyalar ketma-
ketligi va integrallanuvchi f(x) funksiya berilgan bo‘lsin. Agar

b
nig:;/ |fu(z) = f(z){*dz = 0 (10.8.9)

tenglik bajarilsa, f,(z) funksiyalar ketma-ketligi f(z) funksiyaga o'rta
kvadratik yaginlashadi deyiladi.

Biror kesmadagi o‘rtacha yaqinlashish va o‘rta kvadratik yaqin-
lashish orasidagi bog‘lanish navbatdagi tengsizlik orqali o*rnatiladi.
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10.8.1 - tasdiq. [a,b] kesmada Riman bo‘yicha integrallanuvchi
har qanday f va g funksiyalar uchun quyidagi

2

b 1 P 1/
< (f lf(r)lzdx) (f |g(z)|2dx) .

(10.8.10)
Koshi-Bunyakovski tengsizligi deb atalmish tengsizlik o‘rinli.
Isbot. Har qanday haqiqgiv A uchun quyidagi

b
f f(2)g(z) dz

b
P()\) = f[,\f(.r)—g(x)]zd;c (10.8.11)
kattalikni qaraymiz.
Ravshanki,
b b b
PO = ¥ [If@Pdz - 2 [ f)g@)de + [ lg@Par =

= MA-2\B+C, (10.8.12)

va‘ni P(A) kvadratik uchhaddir. Bu uchhad, (10.8.11) ta‘rifea ko'ra.
barcha A € R lar uchun manfiy emas. Shuning uchun, uning diskri-
minanti, ya'ni B? — AC musbat bo'la olmaydi. Demak, (10.8.12)
dagi belgilashlarni hisobga olsak,

b 2 b b
B~ AC = ( f f(r)g(r)dr) L ] £ ()P de- f 9(z)2dz < o.

Ravshanki, hosil bo‘lgan tengsizlik (10.8.10) munosabatning o*zidir.
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10.8.5 - teorema. Riman bo‘yicha integrallanuvchi f(z) funk-
siyaga o‘rta kvadratik yaginlashuvchi integrallanuvchi har ganday
{ fu(2)} funksiyalar ketma-ketligi shu funksiyaga o‘rtacha ham yaqin-
lashadi.

Isbot. (10.8.10) Koshi-Bunyakovski tengsizligida f(z) funksiva
sifatida |f,(z) — f(z)| funksiyani olib va g(z) = 1 deb,

/

b b 1/2
[ |fu(z) = f(z)|dz < V(b-a)- (f | fn(z) “f’?)§2c.’r)

tengsizlikni hosil gilamiz.

Agar ketma-ketlik o'rta kvadratik yaqginlashsa, o'ng tomon nolga
intiladi va shu sababli, chap tomon ham nolga intiladi. Demak, bu
ketma-ketlik o‘rtacha ham yaqinlashar ekan.

Shuni aytich kerakki, biz 10.8.5 - teorema yveordamida o'rtacha
vaginlashuvchi ketma-ketliklar xossalarini o'rta kvadratik yagin
lashuvchi ketma-ketliklar holiga o‘tkazishimiz mumkin. Masalan,
navbatdagi tasdiq o‘rinli.

10.8.8 - teorema. Agar Riman §o‘yiche integrallanunchi { f,.(z]
bsiyalar ketma-ketligi integrallanuvchs fi2) funkeiyaga o'rie kuad
rattk yaginlashsa, navbatdagi
f /
lin j fala)de = l flz) da
n=$00 .
a a

tenglik bajariladi.

Eslatma. Shuni alohida qayd etish joizki, biz o'rtacha yaqin-
lashish uchun Koshi kriteriysini keltirmadik va bu tasodif emas,
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albatta. Aslida o‘rtacha yoki o‘rta kvadratik ma‘noda fundamen-
tal ketma-ketlik ta‘rifini berish oson. Ammo har qanday fundamen-
tal ketma-ketlik ham Riman bo‘yicha integrallanuvchi funksiyaga
vaqginlashavermaydi. Bunga sabab faqatgina limit funksiyani chegara-
lanmagan bo‘lishining mumkinligi emas. Chunki bu sababni bar-
taraf gilish uchun biz xosmas ma‘noda Riman bo‘yicha integrallanuv-
chi (yoki kvadrati xosmas ma‘noda Riman bo‘yicha integrallanuv-
chi) funksiyalarni qo‘shib, qaralayotgan fazoni kengaytirishimiz mum-
kin. Lekin bu yerda boshqa muhim sabab borki, fazoni bunday ken-
gaytirish vaziyatni o‘zgartirmaydi.

Hosil bo‘lgan muammo integralni yangicha aniglash orqali hal
gilinadi. Bunda aniqlanadigan yangi integral Lebeg integrali deb
atalib, u, birinchidan, Riman bo‘yicha integrallanuvchi funksiyalar
uchun Riman integrali bilan ustma-ust tushadi va, ikkinchidan.
Lebeg integrali Riman bo‘yicha integrallanmaydigan ko‘pgina funksi-
yalar uchun ham aniglanadi. Vengriyalik matematik F.Riss (F.Riesz)
va, undan bog‘ligmas ravishda, nemis matematigi E.Fisher (E.Fischer)
tomonidan Lebeg integrali yordamida aniglangan o‘rtacha (xuddi
shu kabi, o'rta kvadratik) yaqinlashish uchun Koshi kriteriysi o‘rinli
ekanligi isbotlangan.

§ 10.9. Darajali qatorlar

1. Quyidagi

o0

X et (10.9.1)

k=0

ko‘rinishdagi funksional qator darajali gator deb ataladi, bunda ¢
haqiqiy sonlar darajali qatorning koeffitsientlari deyiladi.
Har qanday darajali qator uchun

flul et
7 = Jim Vlen| (10.9.2)

n—oo
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tenglik orqali aniglangan R kattalikni kiritamiz. Bunda, agar o'ng
tomondagi yuqori limit 400 ga teng bo‘lsa, biz R = 0 deb hisob-
laymiz, bordi-yu yuqori limit nolga teng bo‘lsa, biz formal ravishda
R = 400 deymiz.

10.9.1 - teorema. Agar (10.9.1) darajali gator berilgan bo‘lib,
R kattalik (10.9.2) tenglik orqali aniglangan bo‘lsa, u holda (10.9.1)
qator |z| < R bo‘lganda absolyut yaginlashib, |z| > R lar uchun u
uzoglashad:.

Isbot. Agar a, = c 2" desak,

Ty S 1
H n = * n - o e
Jim  Ylan| = [z|lim ¥/l]el |zl - &

bo‘ladi.

Yugori limit ko‘rinishidagi Koshi alomatiga (10.2.3 - teorema)
binoan, (10.9.1) qator oxirgi tenglikning o‘ng tomonidagi kattalik 1
dan kichik bo‘lsa (va‘ni |z] < R bo‘lsa), absolyut yaqinlashadi va
o'sha kattalik 1 dan katta bo‘lsa (ya‘ni |z| > R bo‘lsa), uzoglashadi

(10.9.2) tenglik bilan aniglangan R soni (10.9.1) darajali qa-
torning yaginlashish radiusi deyiladi va (- R, R) interval esa yaqin-
lashish intervali deyiladi.

10.9.1 - misol. Ushbu
o0 J.k
I
k=0
darajali qator istalgan « € R uchun yaginlashadi, chunki

al 1
n—oc n!

va shu sababli, yaqinlashish radiusi +00 ga teng.
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10.9.2 - misol. Ushbu
Z k! 2k
k=0

darajali gator = 0 da yaqinlashib, istalgan = # 0 uchun uzoq-

lashadi, chunki
lim \%_fl—' = 4o

n—co

va shu sababli, yaqinlashish radiusi 0 ga teng.

Shuni aytish kerakki, agar 0 < R < oo bo'lsa, darajali qator
vaqinlashish intervalining chegaraviy nuqtalarida yaqinlashi ham
va uzoglashishi ham mumkin.

10.9.3 - misol. Ushbu

>

oo
k=0

darajali qatorning yaqinlashish radiusi birga teng. Ravshanki, qator
har ikkala chegaraviy # = 1 va # = —1 nuqtalarda uzoqlashadi.

Darajali qator yaqinlashish intervalining bir chegaraviy nuqtasi-
da yaqinlashib, ikkinchisida uzoglashishi mumkin.
10.9.4 - misol. Ushbu

00 k
(__l)k—lf_
2 S

darajali qatorning vaqinlashish radiusi birga teng bo‘lib, qator z = 1
da yaqinlashadi va z = —1 da uzoqlashadi.

Navbatdagi misol darajali qator yaqinlashish intervalining har
ikkala chegaraviy nuqtalarida yaqinlashishi mumkinligini ko‘rsatadi.

=~

§ 10.9. Darajali qatorlar 57

10.9.5 - misol. Ushbu

K

~

3

k=0

o

>

darajali qatorning yaqinlashish radiusi birga teng. Ravshanki, bu
gator —1 < z < 1 kesmaning barcha nuqtalarida yaqinlashib, bu
kesmadan tashqarida uzoqlashadi.

Navbatdagi teorema yaginlashish intervali ichida yotgan har
ganday kesmada darajali qatorning tekis yaqinlashishini ko‘rsatadi.

10.9.2 - teorema. Agar (10.9.1) darajali qatorning yaqinlashish
radiusi R > 0 ga teng bo‘lsa, 0 < r < R intervaldan olingan istalgan
r uchun bu qator [—r,r] kesmada tekis yaginlashadi.

Isbot. Ravshanki, agar —r < z < r bo'lsa,

lexz®| < ex|r®

tengsizlik bajariladi.
Bundan tashqari, 10.9.1 - teoremaga asosan,

o0
> lexlr®
k=0

sonli qator yaqginlashadi. Shunday ekan, Veyershtrass alomatiga (10.7.6

- teoremaga) ko‘ra, (10.9.1) qator [—r, r] kesmada tekis yaqinlasha-
di.

Natija. Darajali qator yig‘indisi yaqinlashish intervali ichida
uzluksiz funksiya bo‘ladi.

Haqiqatan, 10.9.2 - teoremaga asosan, darajali qator yig'indisi
vaqinlashish intervali ichidagi har qanday kesmada uzluksiz bo'ladi.
Demak, u bu intervalning istalgan nuqtasida ham uzluksizdir.
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2*. Qayd etish joizki, agar darajali qator yaginlashish intervali-
ning biror chegaraviy nuqtasida yaqinlashsa. u holda gator yig‘indisi
mana shu nuqtada uzluksiz bo‘ladi Ravshanki. isbotni fagat vaqin-
lashish radiusi 1 ga teng bo‘lgan holda keltirish yetarli. Mazkur
holdagi tasdiq Abel teoremasi deb ataladi.

10.9.5 - teorema (N. Abel). Faraz qilayhk, (10.9.1) darajali
gatorning yaqinlashish radiusi 1 ga teng bo'lib,

20

iz} e chxk, -l1<zr <1,
k=0
bo‘lsin.
Agar (10.9.1) qator x = 1 da S soniga yaginlashsa, u holda
i, 1) =

tenglik bajariladi.
Isbot Abel jamlash usulining muntazamligi haqidagi 9.5.2 - teo-
remadan kelib chiqadi.

Eslatma. Xuddi shu kabi tasdiq funksiva * = -1 nuqtada
o‘ngdan uzluksiz bo‘lgan holda ham o‘rinli.
10.9.6 - misol. Ma'lumki,

o0

> (i

k=1
darajali qator —1 < r < 1 da yaqinlashadi va uning yig‘indisi S(z)
quyidagi

S(z) = In(1+2)
tenglik bilan aniqglanadi.
Qator z = 1 nuqtada yaqginlashgani sababli uning vig‘indisi,

Abel teoremasi ta‘kidlaganidek, shu nuqtada uzluksizdir.
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Qayd etish joizki, Abel teoremasining teskarisi o‘rinli emas, ya‘ni
chekli

o0
. k
i, ¥
k=0
limitning mavjudligidan (10.9.1) qatorning # = 1 nuqtada yaqin-
lashishi kelib chigmaydi.
10.9.7 - misol. Ushbu
oo
P
k=0
qatorni qaraymiz.
Ravshanki, |#| < 1 bo‘lganda bu qator yaginlashib, uning yig‘indisi
S(z) quyidagi

ko‘rinishga ega.
Shubhasiz, quyidagi

o0 1
: § : _ank ko o+
rhlln—ﬂ o ( 1) e = 2

limit mavjud, ammo z = 1 nuqtada gator uzoqlashadi.
Qator har ikkala chegaraviy nuqtalarda uzoglashib, ammo bir
tomonlama limitlar bu ikki nuqtada mavjud bo‘lishi ham mumkin.
10.9.8 - misol. Ushbu

qatorni qaraymiz.
Agar |z| < 1 bo'lsa, bu qator, shubhasiz, yaqinlashib, uning
yig'indisi S(z) quyidagi

1

o) = 1+ z2




580 Funksional ketma-ketliklar va qatorlar X Bob

ko‘rinishga ega bo‘ladi.
Chegaraviy = 1 va r = -1 nuqtalarda qator uzoqglashsada,
shunga qaramasdan,

lim S(z) = .lim S(r) =

r=+1-0 r=4=140

B | -

tengliklar o'rinlidir.

3. Funksiyalarni darajali qatorlarga yoyish. Ushlu band-
da biz qanday shartlar ostida berilgan funksivani daraiali qator
ko'rinishida tasvirlash mumkinligini aniglashga harakat gilamiz

Ta‘rif. Agar (-R. R) intervalda umqlm,._gqn __? () funksiya uchun
unga har bir &+ € (-R, R) nugtada yaginleshuvehi darajali qator
mavjud bo'lsa, f funksiya shu intervalda darajali qatorga yoyilads
deymiz.

Avvalo shuni qayd etamizki, 10.9.2 - teoye maning natijasiga

ko'ra, darajali gatorga yoviluvchi bolishi uchun f funks IVALINng

tivlnkate lhatticls | PRV 2= g 18 ' age -
UZEKSIZ DO LS silart. 2. 35 Il. qQu}y ‘.d" 5ot -'i};'j;..:_-:;,'.!_.vl“ ;f i - Te0-
remaga bincan, bu shart yetarhi emas ekan.
10 3 Py . F
10.9.3% - lemma. Berilgan darajali gatorning va wii forinal

ravishda differensiallash natijasida hosil bo'lgan gatorning Hagin-
lashish radiuelari o‘zara tengdir,

Isbot. Aytaylik, R soni quyidagi

b=t

darajall qatorming vaginlashish radiusi bo'lsin
U holda formal ravishda differensiallashdan hosil bo'lgan ator

s o0
Z kepz®! = Z (k + 1)eppq2* (10.9.3)
k=1

k=0

ko‘rinishga ega bo‘ladi.
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Ravshanki,
lim Vk+1 = 1.

k=00
U holda (10.9.2) ta‘rifga asosan, differensiallangan gator yaqin-
lashish radiusi R; uchun

= = fm YFETD) Janl = lim YFFD- fm Y] =
k—oo k=00 k—oo

R,
iyt (k+1)/k 1
— I3 hm [ k+‘\l/ |Ck+1|] = —
k—ro0 R

tenglikka ega bo‘lamiz.
®

10.9.3 - teorema. Yagqinlashish intervali ichida darajali qator
yig‘indisi cheksiz differensiallanuvchi funksiyadir.

Isbot. Faraz gilaylik, R > 0 uchun f funksiya (- R, R) inter-
valda darajali qatorga yoyilsin:

iz} = z azf, -R<z<R. (10.9.4)
k=0

Formal ravishda differensiallash natijasida hosil bo‘lgan (10.9.3)
qator, 10.9.1 - lemmaga asosan, berilgan (10.9.4) gator bilan bir xil
vaqinlashish radiusiga ega bo‘ladi. U holda, 10.3.2 - va 10.9.2 - teore-
malarga ko'ra, darajali qator yig'indisi yaqinlashish intervali ichida
differensiallanuvchidir. Shu sabali, f funksiva differensiallanuvchi

bo'lib,

oo
fi@) = D (k+1)eppat
k=0
tenglik bajariladi.

Demak, darajali qatorga yoyilayotgan funksivaning hosilasi ham
xuddi o'sha yaqinlashish radiusiga ega bo'lib, darajali qatorga yoyi-
lar ekan. Shunday ekan. biz hosila uchun yana avvalgi muloha-
zalarni qaytarishimiz mumkin. Natijada. ravshanki, qaralayotgan
funksiyaning cheksiz differensiallanuvchi ekani kelib chiqadi.
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Eslatma. 10.9.3 - teoremaning ishotidan ko‘rinib turibdiki, dara-
jali gqatorga yoyiluvchi funksivaning hosilasini hadma-had differen-
siallab topishimiz mumkin ekan.

Biror intervalda darajali qatorga yoyiluvchi har qanday funksiya
boshlang'ich funksiyaga ega bo‘lib, bu boshlang‘ich funksiyva ham
o'sha intervalda darajali qatorga yoyilishini ko‘rsatish giyin emas.
Hagiqatan, agar

fx) = Y as*, -R<z<R, (10.9.5)

desak, u holda formal ravishda integrallangan darajali gator quyida-

gi
Pfz) =N -
k=0

ko'rinishga ega bo‘ladi.

Ravshanki, (10.9.5) qator (10.9.6) darajali qatorni formal ra-
vishda differensiallashdan hosil bo‘lgan deyishimiz mumkin. U hol-
da, 10.9.1 - lemmaga asosan, bu ikki qatorning yaqginlashish radius-
lari o‘zaro teng bo‘ladi. 10.9.2 - teoremadan bu ikki qator yaqin-
lashish intervalida yotgan istalgan kesmada tekis yaginlashishi kelib
chiqadi. Shuning uchun,10.9.3 - teoremaga ko'ra.

Fls) = f(x)

-R <z <R, (10.9.6)

tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Bundan F(z) funksiva (—~R,R) intervalda f(z) funksivaning
boshlang‘ich funksiyasi ekani kelib chiqadi.

Shuni aytish kerakki, 10.7.3 - teoremaga asosan, darajali qator-
larni hadma-had integrallash mumkin, ya‘ni

7 o0
ff(t) B k"" -af, LR<2<R, (10.9.7)
k=0 +
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tenglik o‘rinli.

Darajali qatorga yoyiluvchi funksiyaning cheksiz differensiallanuv-
chi ekani gatorning koeffitsientlarini topishga imkon beradi.

10.9.4 - teorema. Agar f funksiya (10.9.4) darajali qatorga
yoyilsa, u holda gator koeffitsientlari quyidagi

(n)
| N (10.9.8)

c, =
a n!

ko‘rinishga ega bo‘ladi.
Isbot. (10.9.4) darajali qatorni n marta dlﬂ'erensmllab 10.9.3 -

teoremaga ko'‘ra,

™) (z) Zk(k—l (k-=n+1)cz*™, -R<z<R,
k=n
tenglikni hosil gilamiz.
Agar z = 0 bo‘lsa, o'ng tomondagi yig‘indida birinchi haddan
tashqari barcha hadlar nolga teng bo‘ladi. Demak,

f(n)(O) = n(n_l)...l-cﬂ — n!'Cn.
|

Natija. (—R, R) intervalda darajali gatorga yoyiluvchi funksiya-
ning darajali qatort quyidagi

o9 (k)
2= %1", _R<z<R, (10.9.9)

ko ‘rinishga ega.

(10.9.9) qator f funksiyaning Teylor gatori deb ataladi. E‘tibor
bering, (10.9.9) qatorning koeffitsientlari xuddi Teylor formulasida-
gi (§ 4.5 ga qarang) ko‘rinishga ega.

Shunday qilib, biror intervalda darajali qatorga yoyiluvchi funksiya
shu intervalda cheksiz differensiallanuvchi bo‘lar ekan. Ammo, nav-
batdagi misoldan ko‘rinib turibdiki, har qanday cheksiz differensial-
lanuvchi funksiya ham darajali qatorga yoyilavermaydi.
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10.9.9 - misol. Quyidagi
-—1/:2 bo*
R LBt B (10.9.10)
0, agar = =0 bo'lsa,

funksiyani qaraymiz.

Ravshanki, bu funksiya sonlar o‘qining barcha nuqtalarida, xusu-
san z = 0 nuqtada ham, uzluksizdir. Bundan tashqari, har qanday
natural m uchun

lim z7™h(z) = 0 (10.9.11)

z—0
tenglik ham o‘rinli.

Agar z # 0 bo‘lsa, (10.9.10) funksiyaning ixtiyoriy h(")(z) hosi-
lasi z=™h(z) ko'rinishdagi funksiyalarning chizigli kombinatsiyasi
bo‘lib, (10.9.11) tenglikka ko‘ra, bu funksiya butun sonlar o‘qida
cheksiz differensiallanuvchidir. Bundan tashqari,

R™0) = 0, n=0,1,2,..

Bundan chiqdi, h(z) funksiyaning barcha Teylor koeffitsientlari
nolga teng bo‘lib, bu darajali qator nolga (ya‘ni z # 0 bo‘lganda
h(z) funksiyaga emas) yaqinlashadi. Shunday qilib, h(z) cheksiz dif-
ferensiallanuvchi bo‘lishiga qaramasdan, birorta ham (—R, R) ko‘ri-
nishdagi intervalda darajali qatorga yoyilmaydi.

Darajali qatorga yoyilish shartini quyidagi

n_ (k)
f@) =Y -'f——k—'@—)x'" 4 Ropi(z), -R<z<R, (10.9.12)

Teylor formulasini kuzatish orqali olish mumkin.

10.9.5 - teorema. Berilgan f funksiyaning (—R, R) interval-
da darajali qatorga yoyilishi uchun (10.9.12) Teylor formulasidagi
Rp41(z) goldig hadning shu intervalda n — oo da nolga intilishi
zarur va yetarli.

Isbot (10.9.12) tenglikdan bevosita kelib chigadi.

§ 10.9. Darajali qatorlar 585

1 - natija. Agar f funksiya (—R, R) intervalda cheksiz diffe-
rensiallanuvchi bo‘lib, biror M > 0 o‘zgarmas bilan

1
Iﬂ“uns.M§; _R<z<R, (10.9.13)

tengsizlik bajarilsa, u holda bu funksiya (—R, R) intervalda darajali
gatorga yoyiladi.
Hagiqatan, agar qoldiq hadni Lagranj ko‘rinishida olsak,

I | ais 3] P z [n+1
|Rn1(z)| = "WM g Mlﬁl

tengsizlikka ega bo‘lamiz. Bundan qoldiq hadning nolga intilishi ke-
lib chiqadi.

2 - natija. Agar f funksiya (—R, R) intervalda cheksiz diffe-
rensiallanuvehi bo‘lib, biror M > 0 o‘zgarmas bilan

If™() < M, -R<z<R, (10.9.14)
tengsizlik bajarilsa, u holda bu funksiya (—R, R) intervalda darajali
qatorga yoyiladi.

Hagiqatan, (10.9.14) tengsizlikdan biror yangi M o‘zgarmas bi-
lan (10.9.13) shart kelib chiqadi.

10.9.10 - misol. Ko‘rsatkichli funksiya quyidagi yoyilmaga ega:
n T
& =y —1 <z < +oo. (10.9.15)

Haqgiqatan, istalgan musbat R uchun
[fP@)| =e"< M = e, -R<z<R,

tengsizlik o'rinli, ya‘ni (10.9.14) shart bajariladi. Ravshanki, (10.9.15)
darajali qatorning yaqinlashish radiusi +oco ga teng.
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10.9.11 - misol. Kosinusning yoyilmasi quyidagi ko‘rinishga
ega:

2k

cosz = Z (et ;k), —00 < & < +00. (10.9.16)

Bu holda butun sonlar o‘gida
(n) ()| = i = :
|f (.r)|_1cos(:l:+2)|$ 1, —co<z<+®

tengsizlik o‘rinli. Bundan (10.9.16) darajali qatorning yaginlashish
radiusi +oc ga tengligi kelib chigadi.

10.9.12 - misol. Xuddi shunga o‘xshash, sinus quyidagi

00 k x2k+l
siny = LZ: (-—1) m, —o00 < T < 400, (10.9.17)
.=0

voyilmaga ega bo'lib, (10.9.17) darajali qatorning vaqinlashish ra-
diusi +2¢ ga tengligi ko‘rsatiladi.

10.9.13 - misol. Logarifmik funksiya quyidagi yoyilmaga ega:

20 g o

= - —, -l<a<l. 10.9.18

In(1+z) Z, (=1) " <r< ( )
Odatda bu tenglikning isboti alohida —1 < z < 0 interval va
alohida 0 < z < 1 kesma uchun amalga oshiriladi. Agar 0 < z <1

bo‘lsa, qoldiq hadni Lagranj ko‘rinishda olib,

1 n-! n+l 1
< €8 < Sl
Rn+1(‘r) ( +1)| (1+E)n+1 ‘T = n+1 ..E rs

bahoga ega bo‘lamiz va bundan qoldiq hadning nolga intilishi kelib
chigadi. Bodiyu —1 < z < 0 bo‘lsa, qoldiq hadni Koshi ko‘rinishida
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olish qulay bo‘ladi, ya‘ni:

(n+1)
Rayilz) = %r(y—f)". -l1<z<€<0. (10.9.19)
Demak,
_ o _ el (lel=lel"
Ross (&) = gy lel e - = L (2=H)

Argumentning qaralayotgan giymatlari uchun qavs ichidagi ifoda 1
dan kichik bo‘lgani uchun, qoldiq had n — oo da nolga intiladi.

4*, Biror intervalda darajali qatorga yoyiladigan funksivani shu
intervalda analitik funksiya deyishadi. Shunday qilib, analitik funk-
siyani nolning istalgancha kichik atrofida bilsak, uning giymatlarini
funksiya analitiklik bo‘lgan intervalning ixtiyoriy nuqtasida aniqla-
shimiz mumkin. Boshqacha aytganda, analitik funksiyaning grafigi-
ni chizar ekanmiz, biz grafikni istalgancha davom ettira olmaymiz,
va‘ni biz uni fagat Teylor qatoriga binoan chizishimiz mumkin. Ay-
nan shunday funksiyalarni matematik tahlil asoschilari XVII-XVIII
asrlarda <«haqiqiy» funksiyalar deyishgan. Grafigi «qo‘lning erkin
harakati bilan» ( «libera manu ducta») chiziladigan funksiyalarni esa,
ular funksiya deb qarashmagan.

Xuddi (10.9.1) ko‘rinishdagi darajali qatorlar singari quyidagi

Y alz—a) (10.9.20)
k=0

ko‘rinishdagi qatorlar ham o‘rganiladi, bu verda a — sonlar o‘qining
istalgan nuqtasi.

Bu (10.9.20) gatorning yaqinlashish radiusi ham (10.9.2) for-
mula bilan aniglanadi, bunda yaqinlashish intervali (a — R,a + R)
ko‘rinishga ega bo‘ladi.

Agar funksiya a € R nuqtaning biror atrofida (10.9.20) ko‘rinish-
dagi darajali qatorga yoyilsa, bunday funksiyva shu nuqtede analitik
deyiladi.
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Agar funksiya (— R, R) intervalda (10.9.1) ko‘rinishdag. darajali
qatorga yoyilsa, u holda bunday funksiya shu intervalning har bir
nuqtasida analitik ekanini navbatdagi teoremada ko'rsatamiz.

10.9.6 - teorema. Agar biror ® > 0 uchun f funksiya (-R. R)
intervalda quyidagi

X flk)
fl{e) = Z lf-—-k!(—).r". -R<z <R, (10.9.21)
k=0
darajali qatorga yoyilsa, u holda istalgan a € (—R, R) nuqta'uch_un
shunday p > 0 son topiladiki, u uchun quyidag: tenglik bajariladi:

2. flk)
@ =Y Qe af, a-pcr<atp (092)
k=

Isbot. Agar

= o}
fg) = ¥ o™ VLR <CE R,

n=0

desak, [a + (z — a)]" ni Nyuton binomi bo‘yicha yoyib,

(=<} oo n ﬂl " "
- eolatz—al™® = . e g N (2 ) =
flz) = Z cnlatz—a) E c,.z PRy sy (x —a)
n= n=0 k=0
o o ! [» =}
= E (x—a)* ——E'm-—--'z"'kf:n = S‘ befe—a)®, (16.9.23)
Y - [ [
‘ -t ki(n — k) bt
k=0 n=k k=0
tenglikni hosil qgilamiz, bu yerda

i SV s s TR
n=k ’
Biz (10.9.23) da yig'ish tartibini o‘zgartirdik. Bunday o‘zgatirish
fagat quvidagi
o0

5 % n! n—k iy bl m|AD
Zﬂ Icnlgmiﬂl |z —al® = r; lenl(lal + |2 — al)".
. - (10.9.24)
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qator yaqginlashgandagina ma‘noga ega. Hozir biz ana shu yaqin-
lashishni ko‘rsatamiz.
Avval (10.9.24) ning o‘ng tomonidagi gatorni

o0
Y lealt” (10.9.25)
=0

ko‘rinishda yozib olamiz, bu yerda t = |a|+ |z —a|. Endi p = R - |
deb belgilaymiz. U holda z € (a — p,a + p) lar uchun

t = la|+|z—a| < |a|+p = R

tengsizlik orinli va shuning uchun, (10.9.25) qator va demak, (10.9.24)
qator ham yaqinlashadi.

Ikki (10.9.22) va (10.9.23) darajali qator koeffitsientlarining o‘zaro
ustma-ust tushishi xuddi 10.9.4 - teorema isbotidagidek ko‘rsatiladi.

1 - eslatma. Teoremaning isbotidan ko‘rinib turibdiki, (10.9.22)
qatorning yaqinlashish radiusi R — |a| sonidan kichik emas ekan.
Lekin (10.9.22) qatorning yaqinlashish radiusi bu sondan katta bo‘lgan
holga va hattoki, bu radius dastlabki qator yaqinlashish radiusi R
dan katta bo‘lgan holga ham misollar keltirish mumkin.

10.9.14 - misol. Agar f(z) = (2+ z)~' funksiyaning (10.9.21)
ko'rinishdagi darajali qatorini

1 L il 1 o z*
e LB TRk (—1)"—2? -2<z<?2,

1+§ 2k:Ci

deb yozib olsak, bu darajali qatorning yaqinlashish radiusi 2 ga teng
ekanligini ko‘ramiz.

Lekin 10.9.6 - teoremaga ko‘ra, xuddi shu funksiya a = 1 nuqta
atrofida ham qatorga yoyiladi va mos yoyilma, ravshanki,

1 1 1 1 1 o k(= 1)
— = —_——e— = - =1}
2+z  3+(e-1) 3, z-1 3;_;( S

% =
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ko‘rinishga ega. Bu qatorning esa yaqinlashish radiusi 3 ga tengligini
ko‘rish giyin emas.

2 - eslatma. Veyershtrass tecremasiga (10.6.2 - teoremaga)
ko‘ra, [-R, R] kesmada uzluksiz har qanday f(z) funksiyani tekis
yaginlashuvchi P,(z) polinomlar ketma-ketligining limiti sifatida
garash mumkin. Demak, agar

Qi(z) = PA(z), Qn(z) = Pulz) = Paoa(z), n=2,3,...,

desak, quyidagi tenglik bajariladi:

i)=Y Qu(s), ~B<zXR.

n=1

Shunday qilib, Veyershtrass teoremasiga binoan, har ganday
uzluksiz funksiyani tekis yaginlashuvchi polinomlar qatori ko'rinishida
yozish mumkin ekan. Ammo bu polinomlar qatorini doim ham dara-
jali qator sifatida yozib olish mumkin emas. Masalan, agar Veyersht-
rass teoremasidagi P, (z) polinomlar ketma-ketligi

Pu(z) — Ph-1(2) = crz"

shartni qanoatlantirsa, biz darajali qatorga ega bo‘lamiz.

Umumiy holda tekis yaginalshuvchi polinomlar qatorini darajali
qatorga faqat yoyilayotgan funksiva yaqinlashish intervali ichida
analitik bo‘lgandagina o‘zgartirish mumkin.

5%, Kompleks o‘zgaruvchili darajali gatorlar. Kompleks
z =z +1iy € C o‘zgaruvchili va kompleks ¢, = ag + iby koeffitsientli
ushbu

o0
Y e (10.9.26)
k=0

ko‘rinishdagi darajali qatorlar muhim ahamiyatga ega.
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Bunday qatorlar uchun yaginlashish radiusi R xuddi haqiqiy
o‘zgaruvchili darajali gqatorlar holidagidek aniglanadi:

1 T B
== T el (10.9.27)

(10.9.26) darajali qatorning |z| < R da yaqinlashib, |z| > R
da uzoqglashishi ham xuddi haqgiqly o‘zgaruvchilik darajali qator-
lardagidek isbotlanadi.

Kompleks tekislikda {z € C : |z| < R} to‘plam radiusi R ga teng
va markazi koordinatalar boshida bo‘lgan ochiq doirani anglatadi
va u yaqinlashish doirasi deb ataladi. Xususan, yaqinlashish radiusi
degan nomning kiritilishiga sabab ham aynan shundadir.

Agar

Fizy = Yovagehy el <R, (10.9.28)
k=0

tenglik o‘rinli bo‘lsa, kompleks o‘zgaruvchili f : C — C funksiya
{|z| < R} doirada darajali qatorga yoyiladi, bunda f(z) funksiya
shu doirada analitik deyiladi.

Masalan,

1 <A
f(z) = —Zzi‘, lzl-< 1,
k=0

P —

funksiva radiusi 1 ga teng bo‘lgan doirada analitik bo‘ladi.

Shuni aytish joizki, agar (10.9.28) gatorning ¢; koeffitsientlari
haqiqiy bo'lsa, f(z) funksiya argumentning haqiqiy z giymatlari
uchun haqiqiy giymatlar qabul giladi:

flz) = ) az*, -R<z<R (10.9.29)
k=0

Bunda (10.9.28) funksiya (10.9.29) funksivani sonlar o‘qining
(=R, R) intervalidan kompleks tekislikning {z € C : |z| < R}
doirasiga analitik davom ettiradi deyiladi.
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Analitik davom ettirish, dastlab argumentning haqiqiv giymat-
lari uchun aniqlangan, asosiy elementar funksiyalarni kompleks qiy-
matlar uchun aniglashning asosida yotadi.

10.9.15 - misol. Argumentning kompleks givmatlari uchun
ko‘rsatkichli funksivani quyidagicha aniglaymiz:

®©  _n
ey =+ z€C, (10.9.30)
n=0

Bu funksivaning kompleks sohada ham xuddi argumentning ha-
qiqiy giymatlari uchun ega bo‘lgan asosiy xossalarga ega ekanini
ko‘rsatamiz. Buning uchun avval, Nyuton binomiga ko‘ra, istalgan
natural n uchun quyidagi

((I+b)" ak pm
= X g
k-l-m n k+m=n

tenglik o‘rinli ekanini eslatib o‘tamiz.

Bu tenglikda yig'indisi n ga teng bo‘lgan barcha manfiy bo‘lma-
gan butun k& va m lar bo‘yicha yig'indi olinayapti

Ushbu tenglikni ixtivoriy kompleks a va b sonlar uchun qo‘llasak,

oo (+b)" o0 k  pm
bzzﬂn! =Zz%n—1'=

n=0 n=0 k+m=n

oc k 2K
Z Z 4 = ¢ -e
=1 = m!

=-|"‘

tenglikni olamiz.

Shunday qilib, kompleks sohada ko‘rsatkichli funksivaning asosiy

xossasi o‘rinli bo‘lar ekan:
et = 2.¢b a€eC, beC. (10.9.31)

Agar z = it desak,

ngn had zktzk o0 j2k4142k41

e Z ln' £ Z (2k+1)"

n=0 : k=0
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Endi i = —1 ekanini hisobga olsak,
oo
r?k oo f2k+l
= {~1) + iy (-1)*——— = cost+isint.
g (2k)! g (2k +1)! 5

Shunday qilib,
€' = cost+isint, —oo <t < 4oo0. (10.9.32)

Bu formula Eyler formulasi deb ataladi.
(10.9.31) va (10.9.32) tengliklardan quyidagi

ef = "t = ¢%(cosy + isiny) (10.9.33)
aynivat kelib chiqgadi.

Ahamiyat bering, agar argumentning mavhum gismiga 27 ni
qo‘shsak, funksiya qiymati o‘zgarmaydi:

et = ¢*. e = ¢*(cos2r + isin 2x) = &,

va'ni (10.9.30) tenglik bilan aniglangan ko‘rsatkichli funksiya davriy
bo'lib, uning davri 27 ga teng ekan. Ma‘lumki, haqiqiy to'g'ri chi-
zigda ko‘rsatkichli funksiya qat‘iy monoton edi.

10.9.16 - misol. Argumentning kompleks giyvmatlari uchun si-
nus va kosinus trigonometrik funksiyalarini quyidagi tenglik orqali
aniglaymiz:

o , 2+
inz = -1)f—, =z 9.
sin kZ::( ) BT €C, (10.9.34)
va
oo ;2k
cosz = Y _(-1) > z€C. (10.9.35)
k=0 (-k)
Bu ta‘rifdan bevosita
sin(—z) = —sinz, cos(—z) = cosz, z€C,
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munosabatlar kelib chiqadi.
Endi, (10.9.30) ta'rifni hisobga olib, har qanday kompleks z
uchun o‘rinli bo’lgan, quyidagi

€* = cosz+isinz, z€C. (10.9.36)

ayniyatni yozishimiz mumkin. Bevosita bu ayniyvatdan navbatdagi
tengliklar kelib chiqadi:
e 4 e~ . et — g—12 -
cosz = ———, sinz = ———oi, zeC. (10.9.37)
i

Ma‘lumki, haqgigiy argumentli sinus va kosinus funksiyalarining
absolyut givmatlari 1 dan oshmas edi. Ammo kompleks tekislikda
(10.9.34) va (10.9.35) tengliklar orqali aniglangan sinus va kosinus
funksiyalari har qanday kompleks giymatni qabul qilishi mumkin.
Masalan, quyidagi

COR 2 == (10.9.38)

tenglamani yechaylik.
Buning uchun A = ¢'* deb belgilash kiritamiz. U holda, (10.9.37)
dagi chap tenglikni hisobga olsak,

i
A+X:4' vani A’—4X+1=0.

Hosil bo'lgan kvadratik tenglama ikki musbat haqiqiy ildizlarga
ega:
1\1‘2 = 2:t \/§

Agar z = 2 + 1y son (10.9.38) tenglamaning ildizi bo‘lsa, u holda
€' = A bo'lib, (10.9.33) ga ko'ra,

e = e VH* = ¢ ¥(cosz +isinz) = A

tenglikni olamiz.

Bundan, A ning musbat va haqiqiy bo‘lgani uchun, sinz = 0
va cosz > 0. Demak, r = 2km, bu yerda k ixtiyoriy butun son.
Shuning uchun,

1

e ¥ = ), vya‘ni =In —.
A i W nA
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Shunday qilib, (10.9.38) tenglama ikki qismdan iborat yechimga
ega ekan:

21k = 2kn+iln(24+V3), 2k = 2kr+iln(2-v3), keZ.

Agar markazi ¢ € C nuqtada bo‘lgan doira mavjud bo‘lib, uning
ichida
o0
f2) = arlz-o)* (10.9.39)
k=0
tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda f(z) funksiya ¢ nugtada enalitik deyi-
ladi.
Yaginlashish radiusi xuddi o'sha (10.9.27) tenglik bilan aniglana-
di.
Yagqinlashish radiusi bilan funksiyaning analitiklik sohasi orasida-
gi bog‘liglik darajali qatorlarni aynan kompleks tekislikda qaragan-

da yaqqol ko‘zga tashlanadi. Masalan, quyidagi

1
1+4 22

flz) =

funksiyani haqigly argumentlar uchun qarasak, u haqiqiy o‘qning
har bir nuqtasida analitik bo‘ladi, ammo uning ushbu

oo

fl@) = Y (-1t

k=0

Teylor gatorining yvaqinlashish radiusi, biz kutgandek +oc ga emas,
balki 1 ga teng. Agar biz argumentning hagiqiy giymatiari bilan
cheklansak, bu holni tushuntirib bo‘linaydi. Bodi-yu biz bu funksiyani
kompleks tekislikda qarasak, boshqacha aytganda, uning kompleks
tekislikka analitik davomini, ya‘ni quyidagi

1 = 30
f@) = 707 = D (D%, el <y,
- k=0
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funksiyani garasak, u holda uning yaqinlashish radiusi yana 1 ga
teng bo'lib goladi, lekin endi yaqinlashish doirasi chegarasida bu
funksiya analitik bo‘lmagan nuqtalar paydo bo‘ladi. Chunonchi, z =
+i nuqtada qaralayotgan funksiya analitik emas.

Umumiy holda, agar funksiya (10.9.39) ko'rinishdagi darajali qa-
torga yoyilsa, kompleks tekislikdagi yaqinlashish doirasining chega-
rasida bu funksiya analitik bo‘lmagan nuqta albatta topilishini is-
botlash mumkin.

Qo‘shimchalar

Umuman aytganda, ushbu matematik tahlil kursida o‘quvchidan
boshlang'ich tushunchalarga ega bo‘lishlik talab gilinmasada, lekin
darslikda matematik mantiq va to‘plamlar nazariyasining hozirgi
kunda an‘anaviy bo‘lib qolgan belgilashlaridan foydalaniladi. Shu-
ning uchun, o‘quvchiga qulaylik yaratish magsadida, ushbu banda
to‘plamlar va matematik mantiqning umumiy nazariyasidan gisqacha
ma‘lumot keltiriladi.

§ Q.1. Matematix mantiq belgilashlari

1. Matematik mantigning asosiy ob‘yekti mulohazalar va ular
ustida bajariladigan turli amallardir. Har bir mulohaza rost yoki
volg'on bo'lishi mumkin. Boshqacha avtganda, har bir mulohaza
uchun quyidagi ikki «<rost» voki <yolg'on» givmatlardan birigina
rost bo'ladi.

Mulehazalar ustidagi eng sodda amallardan biri inkor amalidir.
Inkor amali uchun quyidagi | belgilash ishlatiladi. Masalan, agar A
mulohaza bo‘lsa, uning inkori A orqali belgilanadi va «A emas »
deb o'qiladi. Quyidagi inkorning rost qivmatlari o'z-o‘zidan tushu-
narlidir:

agar A rost bo‘lsa, ] 4 yolg'on;

agar A yolgon bo'lsa, ]A rost.

Mulohazalar ustidagi muhim amallar qatoriga kon‘yunksiya va
diz‘yunksiyalar ham kiradi.

Ikki 4 va B mulohazalarning kon ‘yunksiyasi

AANB
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ko‘rinishda belgilanib ( «A va B» deb o‘qiladi), faqat va faqat har
ikkala A va B mulohazalar rost bo‘lgandagina rost qiymatni qabul
qiladigan mulohazadan iboratdir.

Ikki A va B mulohazalarning diz‘yunksiyasi esa

AVB

ko‘rinishda belgilanib («A yoki B» deb o'qiladi), faqat va faqat A va
B mulohazalardan kamida bittasi rost bo‘lgandagina rost qiymatni
gabul giladigan mulohazadan iboratdir.
Implikatsiya yoki «kelib chigmoglik» mulohazalar ustidagi yana
bir muhim amallardan biridir.
Implikatsiya
A=B

ko‘rinishda belgilanib(«A mulohaza B ni implikatsiyalaydi» yoki
«agar A bajarilsa, B ham bajariladi » deb o‘giladi), quyidagicha
aniglanadigan mulohazani anglatadi:

agar A rost bo‘lsa, B ham rostdir,

agar A yolg'on bo'lsa, B rost ham, yolg‘on ham bo‘lishi mumkin.

Boshgacha aytganda, rost rostni implikatsiyvalaydi, volg‘on esa
har qanday mulohazani implikatsiyalashi mumkin.

Ikki A va B mulohazalar ekvivalentlikligi yoki teng kuchlikligi

A& B

ko'rinishda belgilanib(«A mulohaza B ga ekvivalent» deb o‘giladi),
u faqat va faqat 4 va B bir xil giymat qabul qilgandagina rost
bo‘ladi.

Ekvivalentlikka misol sifatida quyidagi mulohazani keltiramiz:

(A= B) & (|B=]A).

Bu mulohaza teoremalarni teskarisini faraz qilish usuli bilan is-
botlashda asqotadi. Chunonchi, A dan B ning kelib chigishini is-
botlash o‘rniga, biz B yolg‘on, ya‘ni |B rost deb faraz gilamiz va
bundan |A ni keltirib chiqaramiz, ya‘ni bu holda A ham yolg‘on
bo‘lishini ko‘rsatamiz.
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2. Oddiy mulohazalardan nisbatan murakkabroq mulohazalar
tuzilishi mumkin. Murakkab mulohazalarni tushunishni osonlashtirish
magsadida ba‘zi ko‘p uchraydigan ifodalar uchun maxsus belgilash-
lar kiritish qulay bo‘ladi.

Agar P(z) ifoda z ning P xossaga ega ekanligini bildirsa,

VzP(x)

vozuv orqali «ixtiyoriy # uchun P xossa o‘rinli» degan tasdigni
belgilashga kelishib olamiz. Bu yerda V belgisi umumiylik kvantori
deyiladi.
Quyidagi
JzP(z)

ifoda orqali « P xossaga ega bo‘lgan kamida bitta z ob*yekt mavjud»
degan tasdigni belgilaymiz. Bu yerda 3 belgisi mavjudlik kvantori
deviladi.

§ Q.2. To‘plamlar nazariyasi belgilashlari

1. To'plam matematikaning boshlang‘ich, ta‘rifsiz qabu! qili-
nadigan tushunchalaridan biridir. Biz uchun muhimi to‘plamning
o'z elementlari bilan aniglanishidir, ya‘ni har qanday ob*yekt uchun
u berilgan to‘plamning elementi yoki elementi emasligi haqgida aniq
aytish mumkinligidir. Odatda to'plamlarni belgilash uchun katta
(bosh) harflar. to'plam elementlari uchun esa kichik ( yozma) harflar
ishlatiladi. Masalan, 4 = {a,b.c} to‘plam 3 ta elementdan iborat.

Agar a ob‘yekt A to'plamning elementi bo‘lsa, bu tasdiq quyida-
gicha yoziladi:

a € A
Masalan, A = {1, 2, 3} bo‘lsa, 2 € A bo'ladi.
Aksincha, agar a berilgan A to‘plamning elementi bo‘lmasa,

ag A
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deb belgilanadi. Masalan, agar A yuqoridagi to‘plam bo‘lsa, 4 ¢ A
bo‘ladi.

Shuni aytish kerakki, to‘plamda ikkita bir xil element bo‘lmaydi,
va‘ni to‘plam elementlarining qaytarilib kelishi mumkin emas. Masa-
lan, quyidagi oltita element birlashmasi:

{1,2,2,3,3.3)

to'plam bo‘lmaydi. Bu birlashmaga kiruvchi elementlar quyidagi
to'plamni tashkil etadi:

Agar A to'plamning har bir elementi B to‘plamning ham ele-
menti bo'lsa, A to'plam B to‘plamning gismiy to‘plami deb ataladi
va A C B kabi belgilanadi. Masalan, agar A = {1,2,3} va B =
{1,2,3,4} bo'lsa, A C B bo‘ladi. Qismiy to‘plam ta‘rifini matema-
tik mantiq belgilashlari yordamida quyidagicha yozish mumkin:

(ACB) & [(a€e A)= (a€ B)].

Agar bir vaqtning o‘zida A C B va B C A bo'lsa, A va B
to‘plamlar teng deyiladi va A = B deb yoziladi. Boshqacha aytgan-
da, agar ikki to‘plam bir xil elementlardan iborat bo‘lsa, ular teng
deyiladi.

Bunday ta‘rif, o'zining tabiiy ko‘rinishiga qaramasdan, bizni ba‘zi
matematik ob‘yektlar to‘g'risida shakllangan tasavvurimizni qay-
ta ko'rib chigishga majbur giladi. Masalan, agar har bir geometrik
shaklga biror nuqtalar to'plami deb qarasak, ikki geometrik shakl
fagat ustma-ust tushgandagina teng bo‘lar edi. Xususan, bunday
qarashda har bir uchburchak faqat o‘zigagina teng bo‘ladi.

Yuqoridagi ta‘rifdan har qanday to‘plam o‘zining qismiy to‘plami
ekanligi kelib chiqadi. Agar A C B va A # B bo‘lsa, A to‘plam B
ning xos gismiy to‘plami deyiladi.

2. Biz quyida to‘plamlar ustida bajariladigan eng sodda amal-
larni keltiramiz.
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Ikki A va B to'plamlar birlashmasi deb A yoki B to‘plamga
tegishli bo‘lgan, ya‘ni shu to‘plamlardan aqalli bittasiga tegishli
bo‘lgan barcha elementlar to‘plamiga aytiladi. A va B to‘plamlar
birlashmasi AU B simvoli orqali belgilanadi. Masalan, A = {1,2,3}
va B = {3,4,5} bo‘lsa, AUB = {1,2,3,4,5} bo‘ladi. Birlashmaning
ta‘rifini matematik mantiq belgilashlari yordamida quyidagicha yo-
zish mumkin:

(a€c AUB) & (a€ A)V(a€B).

Ikki A va B to‘plamlar kesishmasi deb bir vaqtning o‘zida ham
A, ham B to‘plamlarga tegishli barcha elementlar to‘plamiga ayti-
ladi. A va B to‘plamlar kesishmasi AN B simvoli orqali belgilanadi.
Masalan, yuqoridagi to‘plamlar uchun AN B = {3}, ya‘ni kesishma
bitta elementdan iborat. Matematik mantiq belgilashlari yordamida
kesishma ta‘rifini quyidagicha yozish mumkin:

(e€e ANB) & (a€ A)A(a€ B).

Umuman elementi bo‘lmagan to‘plamga bo‘sh to‘plam deyiladi
va @ ko‘rinishda belgilanadi.

Yuqorida keltirilgan ta‘riflardan foydalanib, ixtiyoriy A to‘plam
uchun quyidagi tengliklar o‘rinli ekanligini ko‘rsatish qiyin emas:

AUA=A, ANA=A AUD=A, And=0.
Agar ikki A va B to'plamlar uchun
ANnB=19

tenglik o‘rinli bo‘lsa, ular kesishmaydigan to‘plamlar deyiladi. Masa-
lan, A = {1,2,3} va B = {4,5,6} bo‘lsa, AN B = § bo‘ladi.

Ikki A va B to'plamlarning ayirmasi A\ B deb, A to‘plamning
B ga kirmagan barcha elementlari to‘plamiga aytiladi:

(€ A\B) & (z€ A)A(z ¢ B).

Boshqacha aytganda, A\ B to‘plam A dan B ga tegishli (agar
shundaylari mavjud bo‘lsa) barcha elementlarni chiqarib tashlash
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bilan hosil gilinadi. Masalan, A = {1,2,3} va B = {3, 4,5} bo'lsa,
A\ B = {1, 2} bo‘ladi. Albatta, agar A va B to‘plamlar kesishmasa,
A\ B = A bo'ladi.

AUB

3. To‘plamlar nazariyasidagi eng muhim tushunchalardan biri
akslantirishdir. Bu tushuncha ham odatda boshlang‘ich tushunchalar
qatoriga kiritilib, ta‘rifsiz qabul qilinadi. Agarikki A va B to‘plamlar
berilib, A to‘plamning har bir a elementiga B to‘plamning biror f(a)
elementi ma‘lum bir qonuniyat asosida mos qo‘yilsa,

f:A—> B

akslantirish berilgan deyiladi.

Agarda f : A — B akslantirish uchun quyidagi ikki shart o‘rinli
bo‘lsa:

(i) har qanday a, € A, az € A va a; # az uchun f(a;) # f(az):

(ii) har qanday b € B uchun shunday a € A topiladiki, u uchun
fla) =b,

u holda bu akslantirish o‘zare bir giymatii deyiladi.

Birinchi shart f akslantirishning turli elementlarga turli ele-
mentlarni mos qo‘yishini anglatadi. Demak, agar bu shart bajarilsa,
biz f(a) elementga a elementni mos go'yuvchi teskart f~' akslan-
tirishni aniglashimiz mumkin.

Ikkinchi shart f ning A to‘plamm B to‘plamning ustiga aks-
lantirishini bildiradi. Shunday ekan. agar ikkinchi shart bajarilsa,
teskari f~! : B — A akslantirish B to'plamning parcha element-
larida aniglangan bo‘lib, quyidagi shartlarni qanoatlantiradi:
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1) har qanday a € A uchun f~!(f(a)) = a tenglik o‘rinli:

2) har ganday b € B uchun f(f~'(b)) = b tenglik o‘rinli.

Shubhasiz, har qanday o‘zaro bir giymatli akslantirishga teskari
akslantirish ham o‘zaro bir giymatli bo‘ladi. Agar ikki A va B
to‘plamlar uchun birini ikkinchisiga o‘zaro bir qiymatli akslantirish
mavjud bo'lsa, bu to‘plamlar ekvivalent deyiladi. Bunday holda ikki
A va B to'plamlarni bir xil quvvatga ega ham deyishadi.

Chekli sondagi elementlarga ega bo‘lgan to‘plam chekli to‘plam
deyiladi. Bunday to‘plamlar bir xil quvvatga ega bo‘lishi uchun
ularning elementlari soni o‘zaro teng bo'lishi zarur. Shu ma‘noda
to‘plam quvvati tushunchasini natural sonlar tushunchasining umum-
lashmasi deyish mumkin.
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Minimum, funksiyaning 171
Modul, haqiqiy sonning 24
Monoton ketma-ketlik 95
Monoton funksiya 156
Murakkab funksiya 164

Natural son 12

Natural logarifm 186

Nyuton binomi 49

Nyuton usuli 443
Nyuton-Leybnits formulasi 317
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Nugqta atrofi 80

Ochiq to‘plam 411

Oddiy ildiz 303

Og'ma asimptota 278
Orttirma, argumentning 210
Orttirma, funksiyaning 210,254

Parabolalar usuli 460
Pog‘onasimon funksiya 327

Qavariq funksiya 27

Qabariglik yvo‘nalishi 271

Qator, sonli 465

Qator, ishorasi navbatlashgan 489
Qator vig'indisi 468

Qator, yaginlashuvchi 468

Qator, uzoglashuvchi 468

Qator, absolyut vaqinlashuvchi 486
Qator, shartli yaginlashuvehi 487
Qator, musbat hadli 476

Qator, garmonik 468

Qator vaginlashishi kriteriysi 470
Qoldiq had 244

Qoldiq had, Shlomilx-Rosh ko‘rinishida 247

Qoldiq had. Lagranj ko'rinishida 246
Qoldiq had, Koshi ko‘rinishidagi 247
Qoldiq had, integral ko‘rinishidagi 362
Qismiy yig'indi 467

Quyi yig'indi 332

Quyidan chegaralangan funksiya 168
Quyidan chegaralangan ketma-ketlik 95
Quyidan chegaralangan to‘plam 32
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Rekurrent ketma-ketlik 99

Riman integrali 316

Riman teoremasi 497

Roll teoremasi 235

Rosh-Shlomilx qoldiq had ko‘rinishi 247

Segment 29
Simpson usuli 460
Soha, aniglanish 131
Sonli qator 465
Sonlar o'qi 28

Takroriy qator 500

Taqqoslash alomatlari 372

Teylor qatori 583

Teylor formulasi 244

Tebranishi, funksivaning 348

Tekis darajali uzluksiz funksional ketma-ketlik 546
Tekis chegaralangan funksional ketma-ketlik 544
Tekis uzluksiz funksiya 354

Tekis yaqinlashish 530

Teskari funksiva 172

Teskari trigonometrik funksiya 193
Trapetsiyalar usuli 458

Trigonometrik funksiya 187

To'g'ri kasr 304

To'g'ri to'rtburchaklar usuli 455

To'g'rilanuvchi egri chiziq 397

To*plam 599

To‘plam, limit nuqtalar 123

Universal trigonometrik almashtirish 308
Urinma 209

Urinmalar usuli 443

Uzilish nugta 159
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Uzilish nuqta turlari 160

Uzilish nugta, birinchi tur 161
Uzilish nugqta, ikkinchi tur 162
Uzilish nuqta, bartaraf etiladigan 160
Uzluksiz funksiya 131

Uzlnksiz funksiya, nuqtada 158
Uzluksiz funksiya, to'plamda 159
Uzluksiz funksiya, bir tomonlama 161
Uzluksiz funksiva, tekis 354

Uzluksiz funksivalar fazosi 534

Vatarlar usuli 438

Vevershtrass alomati 563
Vevershtrass teoremasi 168
Vertikal asimptota 280
Vevershtrass-Bolsano teoremasi 108
Vilka usuli 435

Xarakterigtik funksiva 328
Xosmas integra! 368

Xosmas integral, birinchi tur 369
Xosmas integral, ikkinchi tur 383

Y aqinlashuvchi ketma-ketlik 80
Yaqinlashuvchi integral 369
Yaginlashuvchi gator 468
Yarim to‘g‘ri chiziq 36

Yarim interval 29

Yopiq to‘plam 124
Yon sirt 430

Yoy, aylananing 187
Yoy uzunligi 398

Yugqori yig'indi 333

Yuqoridan chegaralangan to‘plam 32
Yuqoridan chegaralangan ketma-ketlik 95
Yuqoridan chegaralangan funksiya 167
Yuqori tartibli Chezaro o‘rta arifmetiklari 516
Yuzi, yassi shaklning 410

Yuzi, egri chizigli trapetsiyaning 313

* Yuzi, quyi 415

Yuzi, yuqori 416

O*zaro bir giymatli akslantirish 51
O‘suvchi funksiya 155

O‘suvchi ketma-ketlik 94

O‘rta arifmetik jamlash 507

O‘rta kvadratik yaqginlashish 571
O‘rta giymat formulasi, birinchi 366
O‘rta giymat formulasi, ikkinchi 367
O‘rtacha yaqinlashish 565

Shartli yaqinlashuvchi qator 487
Shartli yaginlashuvchi integral 380
Shlomilx-Rosh ko‘rinishidagi qoldiq had 247

Cheksiz o‘'nli kasr 22

Cheksiz katta ketma-ketlik 119
Cheksiz kichik ketma-ketlik 84

Cheksiz katta funksiya 152

Cheksiz kichik funksiya 151
Chegaraviy nuqta 410

Chegaralangan funksiya 168
Chegaralangan ketma-ketlik 82
Chegaralangan to’plam 32

Cheksiz ko‘paytma 516

Cheksiz ko‘paytma, vaqinlashuvchi 519
Cheksiz ko'paytma, nolga uzoqglashuvchi 519
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Cheksiz ko‘paytma, absolyut yaqinlashuvchi 522
Chezaro ma‘nosidagi umumlashgan yig‘indi 507
Chezaro teoremasi 508
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