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Kirish

Ekonometrika fanlar orasida nisbatan yosh bo‘lib, hozirgi zamonda
iqtisodiy jarayonlarni o‘rganishda va ularning keyingi holatini bashorat
gilishda muhim ahamiyat kasb etadi.

Ekonometrika — matematik statistika usullari yordamida iqtisodiyotda
miqdoriy qonuniyatlar va o‘zaro bog'‘lanishlarni tadqgiqot giladigan fandir.
O‘sha usullar asosida korrelatsion-regression tahlil yotadi.

Ekonometrika bo‘yicha birinchi ishlar XIX asr oxirlari — XX asr
boshlarida paydo bo‘ldi. 1897-yilda V. Paretoning turli mamlakatlardagi aholi
daromadlarini statistik usul bilan o‘rganishga bag'‘ishlangan ishi chop etildi.

Bu maqolada kelajakda Pareto nomi bilan atalgan y = A(x - a)“" egri chi-

ziq tavsiya gilingan. Unda x — daromad miqdori; Y — daromadi bor
shaxslar soni bo‘lib, har bir shaxs daromadi miqdori x dan katta deb qaraladi;
a — minimal daromad; A4 va a — munosabatning (funksiyaning) statistik
usullar bilan topiladigan parametrlari. XX asr boshida ekonometrikaga oid
qator ishlar chop etildi. Guker, Pirson, R.Frish va boshqalarning ishlari
shular jumlasidandir.

Ekonometrika fanining asoslarini norvegiyalik olim Robert Frish (1895-
1973) ishlab chigqan. Shu sababli u haqli ravishda ekonometrikaning otasi
hisoblanadi. 1931-yilda Jahon Ekonometrik Jamiyati tuzildi. Shu yil
ekonometrikaning tug‘ilgan yili hisoblanadi. 1932-yildan boshlab ba’zi
mamlakatlarda ekonometrika fani o‘quv rejasiga kiritildi. Shunday ekan,
ekonometrika nima? — degan tabity savol tug‘iladi. R. Frishning o‘zi,
ekonometrika —iqtisodiy nazariya, matematika va statistikaning sintezi, deb
hisoblaydi.

Ekonometrika fan sifatida iqtisodiyot, statistika va matematika orasida
Jjoylashgan. U—iqtisodiy gonunlarmni taqribiy chiqarish bilan bog‘langan fandir.
Ekonometrika bilan shug‘ullanuvchi mutaxassis ekonometrist deb ataladi.

Ekonometrist iqtisodiy nazariyaga yoki empirik ma’lumotlarga asoslangan
holda iqtisodiy modellarni tavsiflaydi, shu modellardagi parametrlarni
(noma’lum miqdorlarni) baholaydi, iqtisodiy ko‘rsatkichlaming keyingi
holatini bashorat giladi. Ekonometrist igtisodiy ko‘rsatkichlar giymatlari
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jadvalini o‘rganib, ular orasidagi empirik munosabatlarni keltirib chiqaradi.
Ekonometristning jadvallami o‘rganish bilan bog‘langan ishi ekonometrikc
analiz deyiladi.

Ekonometrik analiz yordamida igtisodiy jarayonning birinchi modeli
fransuz olimi Fransua Kene (1694-1774) tomonidan yaratilgan. U 1758-
yilda “Igtisodiy jadval”, 1766-yilda uning ikkinchi vananti bo‘Igan “Anfmetik
formula” nomli asarlamni yozdi. F. Kene jadvali XVIII asr o ‘rtalanda igtisodiy
nazariyaning rivojlanishidamuhim o‘ringa ega bo‘ldi. Bu jadvalga K Marks
ham yugqori baho bergan.

O‘quv qo‘llanma “Ekonometrika 1”’ deb nomlangan. Unda o‘rganiladigan
1qtisodiy jarayonlar tasodifiy emas, aniq deb qaraladi. Tasodifiy jarayonlar
“Ekonometrika. 2”’ da o‘rganiladi.

“Ekonometrika. 1’13 bobdan 1iborat bo‘lib, har bir bob misol va masalalar
bilan ta’minlangan hamda nazorat savollani ham keltinlgan.

O‘quv qo‘llanma mavjud dasturga mos bo‘lib, “statistika”, “biznesni
boshqarish” va “iqtisodiyot” mutaxassisliklart bo‘yicha tahsil oluvchi
talabalarga mo‘ljallangan. O‘quv qo‘llanmaning ba’zi materiallaridan
“Iqtisodiy-matematik usullar va modellar”, “Iqtisodiyotda matematik
modellar” kabi predmetlarni bayon etishda foydalanish mumkin.

Muallif o‘quv qo‘llanma qo‘lyozmasi mazmuni vasifatiga oid gimmatli
maslahatlari uchun fizika-matematika fanlari doktori, akademik
V.Q. Qobulovga; iqtisod fanlari doktori, professor T.Sh. Shodiyevga; shu-
ningdek, o‘quv qo‘llanmani tayyorlashdagi yordami uchun fizika-matematika
fanlari doktori, professor A.Abdushukurovga; iqtisod fanlari doktori,
professor F.Egamberdiyevga o°z minnatdorchiligini bildiradi.



1-bob. CHIZIQLI REGRESSION MODEL

1.1-§. Korrelatsiya va regressiya haqida
tushuncha

O‘rganiluvchi erkli parametrlar (faktorlar) x,, x,, ..., x,,, o‘rganiluvchi

o Apo

erksiz parametr (faktor) y bo‘lsin. Alohida hollarda y ni x,,x,,..., x,

faktorlarning funksiyasi deb qarash mumkin, ya’ni

Y= f(x, %, %,) (1)
Agar y hosil hajmi bo‘lsa, u sug‘orishlar soniga, ishlatilgan mineral
ozuga hajmiga, havoning harorati va boshqalarga bog*liq. Bundan ko*rina-
diki, hosildorlik tasodifiy jarayondir. Shuning uchun (1.1) munosabat
tasodifiy o‘zgaruvchini o'z ichiga olishi kerak. Bunday o‘zgaruvchini [/
desak, (1.1) o‘rniga ushbu
Y= f(x,%,...,x,,U) (1.2)
munosabatni yozish mumkin. Bunday munosabat (bog‘liglik) korrelatsion
deyiladi. y va x, x,,..., X, lar orasidagi analitik munosabat regressiya
tenglamasi deyiladi.
Agar (1.1)da p=1 bo‘lsa,

Y= f(x) yoki  y=f(x) (1.3)
munosabat juftlik regressiya tenglamasi deyiladi, unda y — erksiz o*zgaruvchi
(natijaviy belgi), x — erkli (tushuntiruvchi) o‘zgaruvchi (belgi - faktor).
Amalda, har bir alohida olingan holda, u ikki go*‘shiluvchidan tashkil topadi:

Y=Y te, (1.4)
bunda y — natijaviy belgining asl qiymati (berilgan (x, y) nuqtaning
ordinatasi); y, —natijaviy belgining nazariy giymati bo‘lib, u (x, y) nuqta
absissasi uchun regressiya tenglamasidan topiladi; ¢ — tasodifiy migdor
bo‘lib, natijaviy belgining real qiymatidan uning regressiya tenglamasidan
topiladigan nazariy qiymati qanchalik farq qilishini tavsiflaydi.
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Juftlik regressiyada y, = f(x) matematik funksiyaning ko‘rinishini
tanlash uch usul bilan amalga oshiriladi:

1) grafik usul;

2) analitik usul, ya’ni o‘rganilayotgan o‘zaro bog‘liglik nazanyasidan
kelib chigqan holda;

3) tajriba o‘tkazish usuli.

Regressiya tenglamasining ko‘rinishini tanlashda grafik usul eng
ko‘rgazmali hisoblanadi. Quyida bog‘lanishlarni miqdoriy baholash uchun
foydalaniladigan egni chiziglarning asosty turlarini keltiramiz:

a) y, =ax+b, b >0 (yoki b <0) (chizigli bog‘lanish) - to‘g‘ni chizq.

Y Y
a<0 b>0
b a>0

0 x 0

i > | > L
x b

a>0
b<0

Y
0 .

. X

b) y. =ax’, a> 0 (chizigsiz bog‘lanish) — darajali funksiya.

Y, Y Y
a>0,
b =1
a>0 a>
0<b<l1 0
S ~N
OI ,x 0 1 X OI ,x

v) y.=ab*, a>0, b>0 (chizigsiz bog‘lanish) — eksponenta egn

chizag®i (ko‘rsatkichli funksiya).

Y ¥ YA
a a b=1
b< T
___q b>1 !
N ~N Y
OI X OI ,x 0 ,x



b
g) yx=a+;’ a>0, b>0 (chizigsiz bog‘lanish) — giperbola

shoxchasi.
Y

-0

0l X 0 >x

Yugoridagi b), v), g) hollarda bog‘lanishlar chizigsiz. Ular yangi
yordamchi o‘zgaruvchilar kiritish orqali chiziqli bog‘lanishga keltirilishi
mumbkin. Jumladan, b) holuchun ¥, =InY, x, = Inx belgilashlar kiritamiz.
Unda InY =Ina+bInx munosabatga ko‘ra ¥, =Ina +bx; ko‘rinishdagi
chiziqli bog‘lanishga (chizigli funksiyaga) kelamiz. Shunga o‘xshash v)
holida InY =lna+xInbd gako‘ra ¥, =InY va x =x desak, yana
Y, =Ina+ (Inb)x, ko‘rinishdagi chizigli bog‘lanish hosil bo‘ladi. Nihoyat,
g)holda Y=Y, x=x"' desak, ¥, =a+bx, hosil bo‘ladi.

Agar tekislikning birinchi choragida n ta (x,,y,), (X;,¥,), %4,
(x,,¥,), (x, <x, <..<x,), nugta berilgan bo‘lib, tanlangan y = f(x)
funksiya grafigi shu nugtalardan o‘tsa, unda natijaviy belgining asl qiymatlan
(berilgan nuqtalarning ordinatalari) ularning nazariy qiymatlari f(x;) bilan

ustma-ust tushadi, ya’ni y_(x;) =y,. Bu holda goldigli dispersiya nolga

teng bo‘ladi, ya’ni ¢2_ =0, bunda

1 2 1 2
2
Cooa. = ;(y,' - yx(xi)) = ;Z(yi - f(x.)) .
i=1

Ravshanki, qoldiqli dispersiya miqdori qanchalik kichkina bo‘lsa,
regressiya tenglamasida e’tiborga olinmagan faktorlar ta’siri shunchalik
kamligini varegressiya tenglamasi berilgan ma’lumotlarga shunchalik to‘g ‘n
kelishini ko ‘rsatadi.



Kuzatuvlar natijasida olinadigan nugtalar soni o‘zgaruvchi x oldidagi
hisoblanayotgan parametrlar sonidan 7-8 marta ortiq bo*lishi kerak. Ushbu

¥, = a+ bx sodda holda kuzatuvlar soni 7 x 1 =7 dan kam bo‘Imasligi

lozim.
1.2-§. Juftlik regressiya va Korrelatsiyaning chiziqli modeli

Juftlik regressiyaning eng sodda modeli chizigli regressiya bo‘lib, u
igtisodiyotda keng qo‘llaniladi. Buning sababi chizigli regressiya
parametrlarining aniq iqtisodiy izohlanishidadir.

Chiziqli regressiya tenglamasi quyidagi

y,=a+bx yoki y=a+bx+e (1.5)

ko‘rinishga ega. Ushbu y, =a+bx ko‘rinishdagi tenglama berilgan
nuqtalar absissalari bo‘yicha natijaviy belgining nazariy qiymatlarini topishga
imkoniyat beradi. Agar y, = f(x) deb belgilasak, unda f(x)=a+bx
tenglama tekislikda to‘g‘ri chiziqni tavsiflaydi. Shuning uchun
S (x;)=a+ bx, miqdorlar x = x; bo‘lganda to‘g‘ri chiziqdagi nuqtalarming
ordinatalarini anglatadi. Ularni y, = f(x;) deb belgilaymiz. Agar n ta

A (x5 Ay (x5, 32), %, A,(x,,9,), (0<x, <x,<..<x,), nuqta
berilgan bo‘lsa, bu nugtalar, umuman aytganda, bir to*g‘ri chizigda yotishi
ham mumkin. Bu holda chiziqli regressiya to‘g i chizig'i berilgan nuqtalardan
o‘tuvchi to‘g‘ri chizig bilan ustma-ust tushadi. Ammo bunday hol iqtisodiyotda
kuzatilmaydi, chunki igtisodiy o‘sish vaqtining [ 0, T'] oralig‘ida to‘g‘ri
chiziq bo‘ylab ro‘y berishi faqat nazariy jihatdan mumkin. Shu sababli,
A, A, .., A
choragida joylashgan va bir to‘g‘ri chiziqda yotmaydi, deb faraz etamiz.

Chiziqli regressiya to‘g‘ri chizig‘ini qurish uning a va b parametrlarini
((1.5) ga qarang) baholash (topish) dan iborat.

Chizigli va chizigsiz regressiyani qurishga doir sodda misollar ko*‘ramiz.

1-misol. 4,(2;25), A4,(4;15); f(6)="7.

nuqtalar tekislikdagi koordinata sistemasining birinchi

n

Bu misolda » = 2. Chiziqli regressiya tenglamasini y =a+bx
ko‘rinishda izlaymiz. Ko‘rilayotgan holda chiziqli regressiy 1 to'g‘ri chizig‘i



berilgan ikkita nugtadan o‘tadigan to‘g‘ri chiziq bilan ustma-ust tushadi.

Sodda hisoblashlar yordamida topamiz: y, =35-5x.Bundan f(6)=>5.
Endi berilgan nuqtalar bo‘yicha chiziqli regressiya tenglamasini

a
y_,,=;+b ko‘rinishda izlaymiz. @ va b parametrlar

25=24b 15=24+p
2 0 T4

sistemani qanoatlantiradi. Yechim a =40, =15 va chiziqli regressiya

40 2
tenglamasi }’,=7+5 va f(6)=“;.

2-misol. A4,(49), 4,(9;24); f(16)=?

Avval chiziqgli regressiya tenglamasini topamiz: y, = a+bx. Sodda
hisoblashlar yordamida topamiz: @ = -3; b =3,ya’ni y, = -3+ 3x.Bundan
f(16)=45. Ravshanki, iqtisodiy ma’nosi bo‘yicha y>0, ya’ni
—3+3x >0 yoki x > I . Endi chizigsizregressiya tenglamasini y = aJ; +b
ko‘rinishda izlasak, a =15, b =-21 ni topamiz. Demak, y=15J;_21 .

Bundan £(16)=39 (1.1-, 1.2-chizmalar).
E’tibor berib garalsa, !-misolda talab, 2-misolda taklif funksiyalari
qaralgan. 2-misolda chiziqli holda taklif x >1 bo‘lganda, chizigsiz holda

taklif x >1,96 bo‘lganda amalga oshiriladi.

1.3-§. Eng kichik kvadratlar usuli (EKKU) va chizigli
regressiyaning empirik tenglamasi

Chiziqli regressiya parametrlarini baholashning turli usullari mavjud.
Chizigli regressiyaning y_ = a+ bx tenglamasini olaylik. Tekislikning birinchi
choragida bir to‘g'ri chiziqda yotmaydigan nta 4,(x,, y,), 4,(x,,¥,),

Yo, A4,(x,,7,), (0<x <x,<..<x,) nuqta berilgan bo‘lsin. Chizigli
regressiya y =a+bx to‘g‘ri chizig‘idagi ordinatalarning kuzatish
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natijalaridan (berilgan nugtalar ordinatalaridan) farq qilishining o‘lchovi
sifatida quyidagi ifodani olish mumkin:

a 2

1) (D(a,b)=2(yf“a_bxi) —og‘ishlar kvadratlari yig“indisi;
1=1

2) (D(a>b):Z|yi —a—bx,.l —og‘ishlar modullari yig‘indist;
1=

3) (D(a,b)=ZG(y, —a—bx,) , bunda G(a, b) — a va b o‘zgaruv-
=l
chilarning musbat (yoki manfiy) giymatlar qabul qiladigan biror funksiyasi.

Jumladan, ®(a,b)= Y (¥, ~a-bx,) ko‘rinishda bolishi mumkin.

1=1
Chizigli regressiyaning a va b koeffitsiyentlarini baholash uchun kriterty
(belgi) sifatida og “ishlar kvadratlan yig ‘indisini olaylik. Unda tegishli masala
quyidagicha yoziladi:

CD(a,b)=i(y,.—a—bx,.)2 —min, (a,b)eR’ (1.6)
=1
Ravshanki, (1.6) masala chizigsiz dasturlashning shartsiz minimum
masalasidan iborat. Uni yechishga kirishamiz. Avval F(a, &) funksiyaning
statsionar nuqtalarini topamiz. Buning uchun shu funksiyaning g va b
bo‘yicha xususiy hosilalarini topib, nolga tenglashtiramiz:

a(DéZ b)) _ 5. z( ~a=bx,)-(=1)

a(D(a b) ( a—bxi)-(—x,-) ,

||' M:

2'2(}’,‘ '—a—bx,‘)'(_l): 0,

Z'Z(yi —a~bxi)-(—xi):0,
yoki

(Zx,)-a+(2x,2)b=2x,y, ,
na+b-(3x)=3y, .

Bundan ava & lamni topish qivin emas:

(1.7)
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b, - (Ex2)~(5x)(5)

n(Ex)-Cx)} (1.8)
g = ) ) (x) (Fx)
(inyzxi ’ (1.9)

(1.8) va (1.9) formulalar ko‘rsatadiki, F{(a, b)funksiyayagona statsionar
nuqtaga ega. Shu (a,, b,) nuqtada F(a, b) funksiya o‘zining eng kichik
qiymatiga erishadi. Buni isbotlash uchun ikkinchi tartibli hosilalarni hisoblab,
ulardan matritsa tuzamiz:

FRLo)) o? CD
a7 =2n,

,)’ o0 2'(in);

aaab 0b oa

[ 2n 2-(Zx,)]
A=
2'(2".‘) 2'(in2) .

Endi mos kvadratik formani yozamiz (Q = Z'AZ):
2n 2-(Xx N ( 2

2(5x) 2(5x) U
=2.[(Ex2) 22 +2-(x,) 22, +n-22] .

Ravshanki, z?+z2+0 bo‘lganda Q(O,zz)=2(2x,2)222 >0,

Q(zl,zz):(zlazz)'[

0(z,,0)=2n-2z} >0 tengsizliklar o‘rinli. (Xz,2,)>0, V(z,,2,)#0 teng-

sizlik o‘rinli ekanini isbotlaymiz. Buning uchun kvadratik forma diskrimi-
nanti manfiy ekanini ko‘rsatish kifoya:

=(Zx,. )2 —n(fo)=(Zx, )2 —nZ%(Zx,.Z)=

o (B2 -2 |t 20,
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| ’l
bunda A,F-ZX‘ D, = —ZX,-z .Birtomondan, 0<x, <x, <...<x,, ikkin-
n n

chi tomondan, 4, <D, bo‘lgani uchun D <0 bo‘ladi. Shunday qilib,

kvadratik forma Q@ z,) fagat musbat giymatlar qabul giladi (Q(z,,z,) = 0).
Demak, F(a, b) funksiya (a,, b,) nuqtada o‘zining mahalliy minimumiga
erishadi. Ammo F(a, ) funksiya gavariq funksiyadan iborat, chunki yuqorida
topilgan 4 matritsa musbat aniglangan. Shunday qilib, ®(a, b) funksiya (ao, bo)
nuqtada o‘zining eng kichik qiymatiga erishadi. (1.6) masala to‘liq yechildi.

Chizigli regressiyaning koeffitsiyentlari chiziqsiz dasturlash usuli bilan
(EKKU bilan) topilgan tenglamasi empirik tenglama, unga mos to‘g'ri chiziq
empirik to'g 'ri chizig deb ataladi.

Endi sodda misollarni ko‘ramiz:

1-misol. A, A4,, 4, nuqtalar quyidagi jadval bilan berilgan:

X 1 4 7
¥ 3 1 4
(1.8) va(1.9) formulalar yordamida topamiz: a, =2, b, =+ .ya’ni chizigli

regressiya tenglamasi y=2+ x/6 bo‘ladi.
2-misol. 4, 4,, 4, nuqtalar yana jadval bilan berilgan:
x | 2 ] 4 7

_— N .
|
|

3 | 1 | 4

Yana usha (1.8) va (1.9) formulalar yordamida a, =12—9, b, =l% lar

topiladi. Chizigliregressiya tenglamasi y=%+%x bo‘ladi.

_ 1 _
Endi X=—2.x, va ¥==—.Y, belgilashlar kiritamiz.
n n

1.1 — teorema. Empirik to ‘g 'ri chizig (X,y) nugtadan o ‘tadi.
Isbot. (1.7) sistemaning ikkinchi tenglamasini a = a,, b = b, bo‘lganda
yozamiz: Yy, =na, +(Z X, ) b, . Shusonli tenglikning har ikki tomonini »

ga bo'lamiz:

Z'xi bo .

n

1
_Zyr :a0+
n
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Bundan y=a,+b,x kelib chigadi. Teorema isbotlandi.

Eslatib o°‘tamizki, (1.8) va (1.9) kasrlarning maxrajlari bir xil va musbat.
Haqiqatan,

Az | (2] |0

Yana shuni aytib o‘tamizki, a, va b sonlaming ishoralari mos kasrlaming
suratlani ishoralariga bog‘liq. Ammo a, va b lar bir vaqtda manfiy bo‘la

olmaydi, aks holda y = a, + b,x to‘g‘ri chiziq IV chorakdan o‘tgan bo‘lar

edi. Bu x,>0, 1=12,...,n ga zd.

1.4-§. Chizigli regressiyaning asl to‘g‘ri chizig‘i va uni
qurishning geometrik usuli

Chiziqli regressiya tenglamasini chiqarishda chizigli regressiya to‘g‘n

ChiZig‘ining benlgan Al (xl ;yl) H Az (x2 ;yz) 5 % H A'n(xpnyn) H nuqtalarga
«yaqinligini» F(a, b) funksiyaning minimumi ( (1.6) ga qarang) ma’nosida
tushunilgan edi. Endi «yaqinlik» belgisi sifatida berilgan nuqtalar ordinatalan

bilan izlanayotgan to‘g‘ri chiziqdagi ordinatalar ( y, ) ayirmalan yig‘indisi
nolga teng bo‘lgan holni ko‘ramiz, ya’ni

2 -y)=0, (1.10)
i=1
bunda y,- benlgan nugqtalar ordinatasi, }i —izlanayotgan to‘g ‘ni chiziqdagi
nugqtalar ordinatasi. (1.10) belgi bo‘yicha topilgan to‘g‘ri chiziq tenglamasini
y= a+bx 111
ko‘rinishda yozamiz. Ravshanki, .y, = E+gxi ,i=12,... .n.(1.6)va (l.lO)

belgilar yordamida topilgan y=a,+b,x va y=5'+b_x to‘g‘n chizqlar,

umuman aytganda, ustma-ust tushmaydi. (1.10) belgi bilan topilgan (1.11)
tenglama chiziqli regressiyaning as/ tenglamasi, unga mos to‘g‘ri chiziq
esa — asl to'g'ri chizig'i deyiladi.
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1.2 — teorema. Chizigli regressiyaning asl to'g'ri chizig'i (x,y)
nuqgtadan o'tadi.
Isbot. (1.11) to‘g‘ri chiziq uchun (1.10) sonli tenglik bajariladi, ya’ni

> ¥;=>.% va ¥, =a+bx, . Oxirgi tenglikning ikki tomonini i bo‘yicha

_ e~ — 1=
jamlaymiz: 35, =na+b 3 x, hamdan gabo‘lamiz: ;Zy,- =a+—b- 2%

yoki y=g+ bx . Shuni isbot etish talab etilgan edi.

(1.1) va (1.2) teoremalar natijalari: Chiziqli regressiyaning empirik va
asl to*g‘ri chiziglari (¥,y) nuqtada o*zaro kesishadi.

Agar n =2 bo'lsa, empirik va asl to‘g‘ri chiziqlar ustma-ust tushadi,
chunki ikki nugtadan yagona to‘g‘ri chiziq o‘tadi.

Agar n =3 bo'‘lsa, to‘g‘ri chiziglar ustma-ust tushishi ham, tushmasligi
ham mumkin, ammo ular (E,}) nuqtadan albatta o‘tadi. Bu holda chiziqli
regressiya asl to‘g‘ri chizig‘ini geometrik usul bilan qurish, so‘ngra uning
tenglamasini topish mumkin.

Tavsiya etilayotgan geometrik usulning mohiyati quyidagidan iborat.
Tekislikning birinchi choragida bir to‘g'ri chiziqda yotmaydigan 3 ta
A(x, 0)5 A(x%5,)5) 5 A3(x3,¥3), (0<x <x;,<Xx;), nugta berilgan
bo‘lsin. Ravshanki, A2 nugta 4743 to*g‘ri chiziqdan yuqorida yoki pastda
joylashgan bo‘lishi mumkin. Geometrik usulni A2 nuqta 4143 dan yuqorida

joylashgan hol uchun bayon etamiz (mulohazalar 42 nuqta 4743 dan pastda
joylashganda ham o‘xshash) (1.3-chizma).

y
/\ ] 1 1
:l :,1 2x202) E
b } By(x337)
By{x. ) :
nAJ(XJ'yJ)
~ [
o, :C(sz)’z) '
1 1 1 >
X 0 x| Xa X3 X
1.3 - chizma 1.4 - chizma
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A, A, A, nugtalami tutashtirib 4 4 A; uchburchakni hosil gilamiz.
So‘ngra A, nuqtadan abssissa o'qiga perpendikular tushiramiz. U 4 4,

tomonni C'(x,,y,) nuqtada kesib o‘tadi. 4,C kesmani 3 ta teng bo‘lakka
bo‘lamiz. A,C ni 1:2 nisbatda bo‘ladigan nuqtani B,(x,,y,) deb
belgilaymiz. Shuning uchun CB, = LC4, . Endi B,nuqtadan 4 4, ga parallel
chiziq o‘tkazamiz. U x =x, vertikal chiziqni B,(x,,y,) nuqtada, x =x,

chizigni B, (x,,y;) nuqtadakesib o‘tadi. Hosil bo’lgan B B, chiziq chiziqli
regressivaning asl to‘g‘n chizig‘l bo‘ladi, shu chiziq uchun (1.10) sonli
tenglik bajariladi. Hagqiqatan, 1.4-chizmadan ko‘rinadiki,
NW=N=Yy;=Y3=p<0, y,-y,=2p>0. Demak,
0 =3+, =3,)+ s = Y)=p-2p+p=0.
Agar B B to‘grichiziqni4 A, gayoki 4 A4, gaparallel qilib o‘tkazsak,
(1.10) bajarilmaydi.

Endi B B, tenglamasini topish qiyin emas. Buning uchun ¥, Y, nitopish

kerak. Avval C(x,,y,) nuqtaning ordinatasini topamiz. Ravshanki,

n+he Loty A= 0
=X, gakora
1+A & Xy —X,

va y, nitopish mumkin:

5 N + Ay, _ (x; =) +(x, —x)y;
2 1+A Xy - X, :
Keyin 4, va A, nuqtalar ordinatalariga CB, =%(y, —¥,) miqdorni

qo‘shamiz (4, nuqta 4 A, dan pastda joylashgan bo‘lsa, shu CB, miqdor
ayriladi). Shunday qilib,

- 1 _ - 1 _
y1=y1+§(yz-yz), y3=y3+§(yz—yz).

Nihoyat, B, va B, nuqtalardan o‘tuvchi B B, to'g‘ri chiziq tenglamasini
yozish mumkin.

Misol. Ushbu 4,(2; 6), A4,4;9), A/(7:4) nuqtalar berilgan bo‘lsin.
Ular bir to“g ‘ri chizigda yotmasligi ravshan. Shu uchta nuqta uchun chiziqli
regressiyaning empirik va asl tenglamalarini topamiz. Empirik tenglama
koeffitsiyentlari (1.8) va (1.9) formulalar yordamida hisoblanadi:
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ay, =, b,=-1.Empirik tenglama y=11—1x ko‘rinishga ega bo‘ladi.

x, = (133 ;= ) nuqta bu tenglamani qanoatlantiradi.
Endi geometrik usul bilan B, B to‘gri chizigni quramiz va tenglamasini
topamiz. Ravshanki, 4, nuqtaA , danyuqorida joylashgan. Sodda hisoblar

ko‘rsatadiki, A=2, y=2  C4,= 9, CB’2=‘5—9, ;|=6+,l—§="ll°5—9,

S 4 19
Yi=a+5=15.

100 79
Shunday qilib, B[2 s ) B;[ﬁg}. Shu nugtalardan o‘tadigan

121
to‘g‘ri chiziq tenglamasi Y—F——S'x ko‘rinishga ega. Bu to‘g'ri chiziq
319

373 jnuqtadan o‘tadi.

ham (x,))= (

1.5-§. Chiziqli regressiyaning empirik va asl tenglamalari
orasidagi bog‘lanish

Avvalgi 1.4- § daempirik vaasl to‘g‘ri chiziglar (x,y) nuqtadan o‘tishi
hagida 1.1- va 1 2-tearemalar isbotlangan edi. Bu empirik va asl tenglamalar
orasidagi birinchi bog ‘lanish bo‘ladi.

Aytib o‘tilganidek, chiziqli regressiyaning empirik va asl to‘g‘ri chiziglari,
umuman aytganda, ustma-ust tushmaydi. Ammo ular ustma-ust tushadigan
hol ham mavjud. Bunday hol 1.3-teoremada keltirilgan. Bu esa empirik va
asl tenglamalar orasidagi ikkinchi bog ‘lantish bo‘ladi.

Iqtisodiyotda ko‘pincha x,,x,,...,x, (0< X, <X, <...<x,) sonlar

arifmetik progressiya tashkil etgan hollar uchraydi. Masalan, biror mam-
lakat uchun 1991, 1992, ..., 2000-yillar uchun yalpi ichki mahsulot (YAIM)
hajmi berilgan bo‘lsa, x = 1991, x,= 1992, ..., x,=1999, x =2000
bo‘ladi. Bu sonlar arifmetik progressiyani tashkil etadi, unda arifmetik
progressiya ayimasi d= 1.

Faraz etaylik, O<x<x,<..<Xx, va x, x+d, x+2d, ...

X, +(n-1)-d, d>0. Buholdaa, va b larni hisoblash formulalari
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sod dalashadi. Masalan, (1.8) formuladagi kasr suratini M, , maxrajini NV,

deb belgilaymiz. Sodda hisoblashlar yordamida quyidagi formulalarni keltinb
chigarish mumkin:

Mn =n-d|:i(f—l)yi _HT—liy’}, Nn :llzdznz(n2 -1
i=1 =1

Shunday qilib, 5, uchun formula quyidagicha yoziladi:

. [Z(l—l)y ——Zy,]

1=}

(1.12)

dn(n* -1)
1.3 - teorema. Tekislikning birinchi choragida uchta A/(x.,y,),
A, (xy,y,), As(x,ys). (0<x, <x,<x;), nuqta berilgan bo'lsin.
Chizigli regressiyaning empirik va asl tenglamalari ustma-ust tushishi uchun

X,,X,, X, sonlar arifmetik progressiyani tashkil etishi yetarli.

Isbot. Tcoremani ikki usul bilan isbotlaymiz. Ulami algebraik va
geommetrik usullar deb atadik.

Algebraik usul. x, =x, +d, x; =x,+2d, d >0 bolsin. 4, nuqta

4, dan yuqornida joylashgan holni ko ‘ramiz. Avvalgi 1.4 § dabayon etilgan
geometnk usul bilan chizigli regressiyaning asl to‘g ‘ri chizig‘i B, B, ni quramiz
(1.4 -chizmaga qarang). Yasashga ko‘ra quyidagilarga ega bo‘lamiz:

AB, = AB,, A,B,=2A4B,
CA, =y, _%(yl +y3), CB :%CA2 :é(zyz ~“VN—X),

3(’(1) I]{(Syl +2y, _ya))> B.l;(ﬁ +2d, %(5)/3 +2y, _yl))'
Sodda hisoblashlar yordamida B B, tenglamasini topamiz:

Ya =) 1 "
y=32—=1 ¥ ’ x+§(5dyl +2dy, —dy, -3x,y, +3x,,) .
5 Vi }’1 . . .
Bundan ko ‘rinadiki, 9, 2d .Endib ni(1.12) formulayordamida
hisoblaymiz (n = 3 da):
2—-IMNe 101 17



p 1A+ 2y -+ ya+ )l ys-y
’ 3d-8 2d -

Shunday qilib, 50 = b, tenglik o‘rinli.

- +Xx,+ - + v+
Geomeltrik usul'. Ma’lumki, =2 x; xﬂ‘,y:yl ):;2 )’3.

, _ _ 1 - 1
Ko'rilayotgan holda x=x,+d, y=§(}’1+J’2+J’3), Y2 =;(}’1+J’2)

(1.5-chizmaga qarang). Demak, B, ning koordinatalari (x,y) bo'ladi.

maj

Ay(x3,y3)

;Al(xl,)’l) '

0 X x=xtd xy7=x;+2d

X

h
>

[.5 - chizma

Endi quyidagi belgilashlami kiritamiz: 4, D, =m,, A,B, = m, =2t ,

AB, =CB, = A,B, =1, I, = A B} + A,B} + A,B}, 4,D, = m;.
Kiritilgan belgilashlarga ko‘ra, .= A,D] + A,B} -+ A,B; =

=m} + 41> + m:, (1.5-chizmaga qarang).

' Mazkur usul Mirzo Ulug'bek nomidagi O*zMU iqtisodiyot fakulteti talabasi
A.Murtazayev tomonidan tavsiya etilgan.

18



Yuqorida B B, bilan geometrik usul bilan qurilgan as/ to*g'ri chizig,
D D, bilanesa, B, (X, y) nuqtadan o‘tadigan va eng kichik kvadratlar usuli
bilan topilgan (topiladigan) empirik to‘g‘ri chiziq belgilangan. Bu holda
D(a,b) =1L =ml+ 4% +m;.

Shunga o‘xshash B B, uchun ®(a,b) =1, = 4, B} + 4,85 + 4,B; .
1.5 chizmada 4 D DA, to‘rtburchak trapetsiya va 532 esa uning o‘rta
chizig‘idir. Shuning uchun C~’B2 =2(m+m,)=t.

Endi [, va [, larni tagqoslaymiz:

L1, =m}+4° + m} — 617
=m12+m32—2(ml+4m3) :(’"1 _2’"2) >0

Ma’lumki, L. =®(a,b) funksiya a = a,, b = b, bo‘lganda o‘zining

eng kichik giymatiga erishadi. Ushbu /, >/, tengsizlikdan min/, =/,

kelib chigadi. Bundan B, nugta D, bilan, B, nuqta esa D, bilan ustma-ust
tushishi, ya’ni B B, va D D, to*g'ri chiziglar ustma-ust tushishi ham kelib
chigadi. 1.3-teorema isbot etildi.

Agar parametrlar soni 2 tadan ortiq bo‘lsa, Y= f(x,,X,,...x,) munosabat
to 'plamli regressiya deyiladi. Agar f(x,,X,,....X,) = =a,X, + a,x, + ...

..+ax +b bo‘lsa, biz to‘plamli chiziqli regressiyaga ega bo‘lamiz. Shu

non

holda parametrlarni baholash ushbu
Dd(a,a,,...,a,,b)= Z( (ax, +ax, +..+ax, +b)) —min (x)

masala bilan bog‘langan. Bunda X,5Xy, ..., X, sonlar,

A (x5, X550, X, ), 1 = 1,2,...,n, nuqtalarkoordinatalari, y = a,x, +

+a,x, +..+a,x,+besa(n+1)o‘Ichovli Yevklid fazosida tekislik-
dan iborat.
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(*) masala chizigsiz dasturlashning shartsiz minimum masalasidir.

Parametrlarni topish usuli eng kichik kvadratlar usuli deb yuritiladi. Agar

a,o,ag,... a’ va p° giymatlar masalaning yechimi bo‘lsa,

>

y=alx, +adx, +..+a’x, +b°

munosabat empirik tekislik tenglamasini anglatadi.
Misollar
I-misol. 4,(2;6), A.,(49), A,(7;4),
x | 2 | 4 | 7
y [e [ 9| 4
Empirik to‘g‘ri chiziq koeffitsiyentlarini (1.8) va (1.9) formulalar

yordamida hisoblaymiz: aOZ%, by=—% va y=%— x . Ravshanki,

1
2

T —13 ;19 17_113_36_19_3 e €yt F
X=35, Y=35, 5733 =3=5 =Y. Demak, empirik to‘g’ri chiziq
1—3-,-]32) nuqtadan o‘tadi.

Endi chiziqli regressiyaning asl to‘g*ri chizig*ini quramiz (1.6 chizma).

y A2(4;8)

6

0
1.6 - chizma 1.7 - chizma
~ . . o 247
C nugta 4 A4, ni qanday nisbatda bo‘lishini topamiz: Y =4 bundan
) ~ 6+%4 26
7\=§. Bundan foydalanib, y, ni topish mumkin: Y2 =775~ =~ .

3
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~ 15 =~ 19
Shu sababli, CBZ =';, CBZ =A!Bl =A3B3=?. Nihoyat, Bl va B3

nugtalarning koordinatalarini yozish mumkin: B, (2; %), B,(7; %)
Sodda hisoblashlar shuni ko‘rsatadiki, asl to‘g‘ri chiziq tenglamasi

121 2 . L S 13 19

¥ =————Xx ko‘rinishda bo‘ladi. Bu to‘g‘ri chiziq ham (X,y)=| —;—
15 5 3°3

dan o‘tadi. Shunday qilib irik —ﬂ—lx I 212—1*2x
nuqtadan o‘tadi. Shunday qilib, empirik ¥ 5 5 vaas ¥y 5 s
o | 13,19
to‘g‘ri chiziglar topildi. Ular ustma-ust tushmaydi, ammo ?,—3‘

nugtadan o‘tadi.
2-misol. A4,(2;4), A,(4;38), A, 6;6),
x | 2 | 4 | 6
y | 41 8 | 6
Ma’lumotlardan berilgan nuqtalar abssissalari arifmetik progressiyani

tashkil etishi ko‘rinib turibdi. Demak, 1.3 teoremaga ko‘ra mos empirik va
asl to‘g‘ri chiziglar ustma-ust tushishi lozim. Sodda hisoblashlar yordamida

1
empirik tenglama ¥ =4+ Ex ko‘rinishida ekanligini chigarish mumkin.

- l - 1 —

Ravshanki, x=4, y=6, 4+Ex=4+5'4=6=)/.
Endi chizigli regressiyaning asl to‘g‘ri chizig‘ini quramiz. 1.7-chizmadan
ko‘rinadiki, A =1, y, =5, A25=3 , 325:1. B, va B, nuqtalarning
koordinatalarini yozamiz: B,(2; 5), B,(6; 7). B B, to‘g‘ri chiziq tenglamasi

1
y=4+ Ex ko‘rinishda bo‘ladi. Ko‘rinadiki, bu tenglama empirik tenglama

bilan ustma-ust tushadi.
1-bobga oid masalalar
Quyida n =3 bo‘lganda berilgan ma’lumotlar bo‘yicha chizigli

regressiyaning empirik va asl to‘g‘ri chiziglari topilsin vaular (x,y) nuqgtadan
o‘tishi tekshirilsin (javoblar berilgan):
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lxslsls a,=- [ b =2 | y=—1z42y
ylal2l9 | a=—4 b=1 y=—1+x
NIE: 1 ]3] 6 a, =06 b_o=% y=6+1ix
PI81STI0 | ask | b2 | y=—9+ix
x| 215 7 a,=38 bo="% y=8-1x
3 yl 6 8 3 5:% 5:_% y=%—%x
NE: 31618 a,=3 by=1 y=3+ix
yi 51318 a=% by=2 y=2+3x
YT N o
y| 8| 6| 11 a=a9H b=b, y=5+3x
x| 31518 ay =35 by =15 y=%+%x__
COTATET ey [ 53 | yetiens
xl2l4ale a=5 | b=1 y=8+3x
yi4 1715 a=a, b =b, y=Lily
x| 1 [3]5 a, =% | by=-% y=U_1x
Slylel214 [ =g | 5=b, | y=i-ix

1-bobga oid nazorat savollari

1. Korrelatsion munosabat nima?

2. Chizigli regressiya deb nimaga aytiladi?

3. Regressiya egri chiziqlarining asosiy turlarini aytib bering.

4. Qoldiqli dispersiya formulasini yozing.

5. Jufilik regressiyaning chizigli modeli nima?

6. Eng kichik kvadratlar usulining mohiyatini aytib bering,.

7. Chizigli regressiyaning empirik va asl tenglamalari hamda ular orasidagi
bog‘lanishlar hagida bayon qiling.

8. n=3 bo‘lganda asl to‘g‘ri chiziqni qurishning geometrik usuli
nimadan iborat?

9. Empirik vaasl to‘g*ri chiziqlar ustma-ust tushishining yetarli sharti
nimadan iborat?

10. To‘plamli regressiya nima?
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2-bob. CHIZIQLI REGRESSIYA TENGLAMASINI
TANLASHNING SIFATINI BAHOLASH USULLARI

2.1-§. Umumiy belgilashlar

Juftlik chizigli regressiya tenglamasini
y=a+bx 2.1)
ko‘ninishda yozamiz. Statistik kuzatishlar ko‘rsatadiki, kuzatishlar natijasida
olinadigan nugtalar soni » o‘zgaruvchi x oldidagi parametrlar sonidan 7-8
marta ko*p bo‘lishi lozim. Juftlik chizigli regressiya uchun x oldida yagona b
koeflitsiyenti bor. Shuning uchun kuzatishlar soni 7 dan kam bo‘lmasligi kerak.
Ko‘rilayotgan holda masala quyidagicha qo‘yiladi ((1.6) ga qarang):

®(a,b) =3 (y, ~a-bx,)* - min , (a,b) e R”. 2.2)

Masalaning yechimi (1.8) va (1.9) formulalar bilan topiladi. Juftlik reg-
ressiyaning chiziqli tenglamasi y_ = a, + b,x bo‘ladi.

Quyidagi belgilashlami kiritamiz:

] _ ]
F;Zx,, y=;2y,-, y-x=;2x,-y,,
— 1 > — 1
2:_in.’ )":—Zyiz,
n n

y’ :an(zyi)z’

2.3)

bunda
X—X,X,,...,X,, x, >0, i=12,...n,sonlarning o‘rta arifmetigi,

s o

Y=V, Y2r->Vns ¥, >0, i=12. n,sonlarning o‘rta arifmetigi;

yx = XN,% V5., X,Y, sonlaming o’rta arifmetig;
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¥l T XXy, X, sonlarning o‘rta kvadratik miqdori;

)7 ~ ¥i>Y2.-..,Y, sonlarning o‘rta kvadratik miqdori;

Yana quyidagi belgilashlami kiritamiz:

Fl I [ 2
o —xz—x2:;2x,.2—7(2x,) - x=(x,,%5,...,X,)) o‘zgaruv-

chining dispersiyasi,

— 1 1
0} =y = == Ty = (En) - ¥=(hyae ) ozgaruy-

chining dispersiyasi;

cov(x,y)= y- x_;. E:%ZX,‘)’, _(%Zy’ ) (%Zx,) —xva y o‘zgaruv-
chilarning kovariatsiyasi.

Bu belgilashlar yordamida a  va b, koeffitsiyentlar uchun formulalarni
quyidagicha yozish mumkin:

X
bO = %)
x* - y
Kiritilgan belgilashiar chizigli regressiya tenglamasining sifatini tekshirish
uchun olib boriladigan hisob-kitobni yengillashtiradi, ba’zi formulalarni
qulayroq yozishga imkon tug‘iladi.

g 5

—y-b-x.

2.2-§. Chiziqli regressiya tenglamasini tanlashning sifatini
baholash formulalari

Statistik kuzatishlar natijasida olingan ma’lumotlar asosida eng kichik
kvadratlar usuli bilan chizigli regressiya tenglamasi y =a+ bx topilgan
deylik. Butenglama ganchalik sifatli tanlangan? — degan savol tug'iladi. Sifat
yanada yaxshilanishi uchun kuzatishlar sonini ko‘paytirish kerak, — degan
fikrlami muhokama qilish lozim. Qisqacha aytganda, ekonometrik analiz
jarayoni savollarga javob beradi.

Bunda muhim ko‘rsatkichlardan biri chizigli korrelatsiya koeffitsiyentidir.
U quyidagicha hisoblanadi:
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o, cov(x,y) y-x —-y-x
o G,'C — . (2.4)
y y \/xz_fz Jyz_;z

Chiziqli korrelatsiya koeffitsiyenti r,, bog‘lanish zichligi ko‘rsat-

:bo

Ty

kichidir. Aniqrog'i, r_ miqdor berilgan nuqtalar topilgan empirik chiziqqa
ganchalik yaqin joylashganini anglatadi. r,, migdor uchun -1<r, <I
tengsizlik o‘rinli. Shu r,, ning absolut giymati 1 ga yaqinlashgan sari,
AA,,...,A, nuqtalar empirik chiziqqa shuncha yaqin joylashgan bo‘ladi.
Agar Irx ,| =1 bo‘lsa, barcha 4,,4,,...,4 nuqtalar empirik chiziqda yotadi.

Regressiya chizig'ini tanlash sifatini baholash uchun rxzy —chiziqli korre-
latsiya koeffitsiyentining kvadrati hisoblanadi. Ushbu rfy miqdor determi-

natsiya koeffitsiyenti deyiladi. U regressiya yordamida aniglanadigan y
o‘zgaruvchi dispersiyasi ulushini tavsiflaydi. rfy -100% - x o‘zgaruvchi
variatsiyasi yordamida aniqlanadigan y o‘zgaruvchi variatsiyasi protsentini
aniglaydi.

Qurilgan modelning sifati approksimatsiyaning o ‘rtacha xatoligi bilan
aniglanadi:
Y=Y

Vi

i=ly

L

-100% (2.5)

Agar y_=ay+byx bo'lsa, A= lz":A,. bo‘ladi. Bunda
ni=

Yi—4g— boxl
Yi
Approksimatsiyaning o‘rtacha xatoligi 8% — 10% dan oshmasligi kerak.

Regressiya chizig‘i tenglamasi ma’nodorligini baholash, umuman
olganda, Fisherning F - belgisi yordamida olib boriladi. Fisherning F—

A=

1]

100%

belgisi miqdori determinatsiya koeffitsiyenti rfy bilan bog‘langan, u quyidagi
formula bilan hisoblanadi:
2
Flawe =125 _’:2 -(n—-2), n23. (2.6)

xy
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Agar o = 0,05 (besh protsentlik ma’nodorlik darajasi) va erkinlik
darajalari &, =1 va k, =n—2 bo‘lsa, tasodifly miqdorlaming Fisher
tagsimoti keltirilgan jadvallardan Fisheming F — belgisi jadval qgiymatini

topamiz. Agar ushbu F,, > F,

tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, regressiya
tenglamasi statistik ma 'nodor hisoblanadi.

Juftlik chizigli regressiya uchun regressiya koeffitsiyentlarining
ma ‘nodorligi ham baholanadi. Regressiya parametrlarining statistik ma’no-
dorligi bahosini Styudentning 7 ¥ belgisi yordamida ham amalga oshirish
mumkin, undahar bir ko ‘rsatkich uchun ishonchlilik intervali hisoblanadi.

Erkinlik darajasi soni n—2 hamda o = 0,05 bo‘lganda ¢ belgining
jadval qiymatini Styudent tagsimotidan topiladi (Magnus Ya.R. va boshgq.
Ekonometrika. Moskva. Delo. 1998, 2 va 4-jadvallarga qarang, 236-237,
240-241-betlar).

Tasodifiy xatolar M., My, M, — quyidagi formulalar yordamida
hisoblanadi ( # > 3):

m =98

2 oS-y 2

u qold ~
I‘IO':‘_ nox
l i
S — 2 =)
m o= Dl Nn— 2 )
b = — >
o Jn o In
S l—rx_!, .
"x) - n___z 2
=9 =t ol
a =, T rey . @7
ma mb ’ mrx)‘

Agar - belgining topilgan asl qiymatlari uning jadval qiymati £ ,;, dan

katta bo‘lsa (ya’ni 7, > 1., , t, > N

3
o rey > Laay bO'lsa), a va b

parametrlar statistik ma’nodor hisoblanadi.
Endi ava b parametrlamming ishonchlilik intervalini topish mumkin:
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Ya=aiAa’ yb =biAb’ (28)
bunda Au = tjudv ) mu’ Ab = tjmlv . mb, Ya,,,m = a_Aa’

Vomae = 8T Bas Yoy =08y, Yy, =0+A,.

Chiziqli regressiya tenglamacsi uchun olingan baholar undan bashorat
qilishda foydalanish imkonini beradi. Agar o‘zgaruvchi x ning bashorat

qiymati x, =x-1,07 bo‘lsa, o‘zgaruvchi y ning bashorat giymati ¥,
bo‘ladi. Bashorat xatoligi ushbu

1 (x,-X)
mﬁp =Sqald \/1 £

+—;+Z(x-f)z

formula yordamida hisoblanadi.

Limit xatolik 43, ushbu
Aj,’ =1p — m;,
formula yordamida topiladi.
Bashoratning ishonchlilik intervali quyidagi formulalar yordamida
hisoblanadi:
'Y.Fp =yPiA.i'p’ 'Y)_'pmax =yP+A.;'p’ Yj’pmin :yp—Aﬁp’

p:l—a:1—0,05=0,95.

/\

y=ag+ box

=V

2.1- éhizma

Chiziqli regressiya wenglamasini tanlash sifatini to‘liq ekonometrik analiz
qilib chiggandan so‘ng bitta chiziqda berilgan (kuzatish natijalarida topilgan)
nuqtalarni va regressiya to‘g‘ri chizig'ini qurish kerak (2.1- chizma).
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Chizigli regressiya tenglamasini tanlash sifatini baholash usullarining
go‘llanishi “[lova”da berilgan bo‘lib, unda javobini berish lozim bo‘lgan
savollar hamda masalani yechishda hisob-kitoblarni soddalashtiradigan
(qulaylashtiradigan) 2 jadval keltirilgan. Biror mintaga hududi bo‘yicha
muayyan yil uchun quyidagi ma’lumotlar berilgan bo*lIsin.

Tlova
Masalani yechishni yengillashtiradigan 2 ta jadval keltiramiz.
1-jadval
B Mehnatga layoqatli kishilar uchun jon boshi_ga Bir kunlik o'rtacha
Ne bir kunlik o‘rtacha zarur xarajat, maosh,
. __so‘m hisobida s0‘m hisobida
RN o X _ V1
2 | X2 ] »2
n B 'x" - ?)'1

" Juftlik chizigli regressiya uchun 5 > 7 bo'ladi
Quyidagi savollarga javob berish talab qilinadi:

1. Juftlik regressiyaning chizigli tenglamasi tuzilsin ( y = a + bx).

2. Juftlik regressiyaning chizigli korrelatsiya koeffitsiyenti 7,, va

approksimatsiyaning o‘rtacha xatoligi 4 hisoblansin.

3. Fisherning F — belgisi va Styudentning ¢ — belgisi yordamida regres-
siya va korrelatsiyaning statistik ma’nodorligini baholang.

4. O'rtacha darajasiga nisbatan 107 % ni tashkil etadigan x ning jon
boshiga zarur gqiymati bashoratiga qarab, maosh y ni bashorat qiling.

S. Bashorat xatoligini va uning ishonchlilik intervalini hisoblab chiqib,
bashorat anigligini baholang.

6. Bitta chizmada berilgan ma’lumotlarni va chiziqli regressiya to‘g'ri
chizig‘ini quring,.
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Hisoblarni olib borish uchun avval 2-jadvalni to‘Idirish qulay bo‘ladi:
2-jadval

x y yx x % Vs Y=Y, 4, %

13

! X Yo | x| X Y, | aotboxi | yi-ag-box, A,

2 X2 Yo | Var Xy | X% Yy | aotbexs | yraobox | Az

2
n xn yn yn ’ xn xn y,, a0+b0xn yn'GO'boxn An

Jami ):x, ):yi Z}’,‘xi Zx,z Z}’,2 - - 24,
9 2

é g ny Zyl Zylxl ZX? Zyl - — ZA‘
= >

5| n n ] n n n

c o, c, - - - - - -

02 02 02 _ _ _ _ _ _

2.3-§. Chizigli regressiya tenglamasini tanlash sifatini baholash
usullarini qo‘llanishga doir misollar

1-misal.  Aytib otildiki, juftlik chizigli regressiya uchun kuzatishlar
soni 7 dan kam bo‘Imasligi kerak. Bu misolda hisob-kitoblami olib borish
texnikasini namoyish etish uchun n =3 bo‘lgan holni ko‘ramiz.

Uch guruh oilalar bilan olib borilgan savol-javoblar natijasida ularning

daromadi va oziq-ovqatlar uchun xarajati orasidagi bog*lanish ma’lum bo'lsin,
deylik:

Oziq-ovqatlar uchun xarajatlar, 09 1,2 1.8
y , ming so‘m.,
Oila Flarom‘adl, 1,2 3,1 5.3
x, ming so‘m.

Shu ma’lumotlar bo‘yicha avvalgi 2.2 - § da bayon etilgan 6 ta savolga
javob beramiz. Hisob-kitoblami osonlashtirish uchun avval 2-jadvalni
to‘ldiramiz.
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I K 4 516 | 7 8 9
x y Lyx | x| Y| 9| y-3 | 4.%

I 12 | 09| 1,08 1,44 |0,81|088] 002 | 22
2 30 | 12 | 3,72 ] 961 | 144 128] -0,08 | 6,7

3 53 | 1,8 | 9,54 [28,09/324 (1,74 0,06 | 333
Jami | 96 | 39 |143439,14|549[390] 0 | 12,23
Oracha | 35 | 13 | 475 13,05/ 1,83|130] o 4,08

qiymat

o [ e 037] - w | o el = | <

o2 281 (o014 - | - | - | - 3 <

1. 2-jadvalning 2-6 ustunlarini to‘ldirish qiyin emas. Endi b, va a,
larni topamiz.

_yx-yx_ 475-32:13 059 _
= 13,05-3,2-3,2 281
X=X
ay=y—-byx=13-0,21-3,2=0,63.

Juftlik chizigli regressiya tenglamasini yozamiz:

y,=0,63+0,21 x
Shu tenglamadan foydalanib, jadvalning 7-ustunini to*ldirish mumkin:
0,63 +0,21x 1,2=0,63 +0,25=10,88 ;
0,63+0,21x 3,1 =0,63 +0,65=1,28;
0,63+0,21x 53=0,63+ 1,11 =1,74.
8-ustun y -y, ayirmadan tuzilgan:
0,98-0,88=0,02; 1,2-1,28=-0,08, 1,8-1,74=0,06.
Endi 9-ustunni to‘ldirish qoldi:

by 0,21,

a4y =225 100% = 202 100% = 2,2% .

¥, 0,90 ’
Al=—y2_y*Z -100%:1ﬂ -100%=6,7% .
Y2 ’ ’
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y3_.5}13
Y3

0,06

4= 100% =

‘-100%:3,33%_

k)

Shunday qilib, A= %(Al + A, + A;)=4,08% . Bumiqdor 8 10 % dan
kam bo‘lgani uchun qurilgan model sifati yaxshi deb baholanadi.

Endi ox,oi,oy va Gi miqdorlarni hisoblaymiz:
ol=x?-%¥7=13,05-322 =281 0,=y281=162;
ol=y' -y’ =183-1,69=014; ©,=4014=037.

Yugqoridagi hisob-kitoblar yordamida 2-jadval to‘liq to‘ldirildi. Endi
juftlik chizigli regressiya tenglamasining sifatini baholashga o‘tish mum-
kin. Regressiya tenglamasiga ko‘ra jon boshiga minimal xarajat 1 so‘mga
ortsa, o‘rtacha kundalik maosh o‘rtacha 0,21 so‘mga ortadi.

2. Bog'lanish zichligini anglatuvchi korrelatsiya koeffitsiyentini
hisoblaymiz:

G, 1,62
s, 0,21 037 = 0,92; rxzy =0,85.

Bu natijadan ko‘rinadiki, maosh ( y ) ning 85 % variatsiyasi jon boshiga
o‘rtacha minimal xarajat ( x ) ning variatsiyasi bilan tushuntiriladi.

Model sifati approksimatsiyaning o‘rtacha xatoligi bilan aniqlanadi:

Z:%(Al + A, +A4,)=4,08%

r.ry = bO ’

Buholda, yuqorida aytib o‘tilganidek, 4,08 % < 8 % tengsizlikka ko‘ra,
model sifati yaxshi deb baholanadi.

3. Regressiya ma’nodorligini baholashni Fisherning 7 belgisi
yordamida olib boramiz. F' belgining (F[ukl ning) asl qiymatini (n =3
bo‘lganda) hisoblaymiz:

r 0,85
.2_1=
1—r 1-0.85

xy

=5,66; F,, =566

Sfakt

Jakt =
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Endi @ =0,05, k, =1, k,=3-2=1 bo‘lganda F_, =166.

Agar F/a;u > F;adv tengsizlik o‘ninli bo'lsa, regressiya tenglamasi statistik
ma’nodor deb garalar edi. Ammo bu holda 5,66 ¥ 161. Demak, regressiya
tenglamasi Fisherning F - belgisi bo‘yicha statistik ma’nodor emas. Bunga
asosiy sabab n =3 < 7 bo‘lganidadir.

Regressiya tenglamasini tadqigot qilishni davom ettiramiz. Regressiya
parametrlanning statistik ma’nodorligini baholashni Styudentning ¢ — belgisi
yordamida olib boramiz. Erkinlik darajasi k=n-2=3-2=1 va
o = 0,05 (0,15) bo‘lganda ¢ —statistikaning jadval qiymati 3,182 ga teng,

ya’ni Vot = 3,182 .
Endi tasodifiy xatoliklami aniglaymiz:

S =S (y=5)? =0,102 ;

J S
m, :0,102.ﬂ=0,13; , = 2 0,102 =0,063;
31,62 o. 162

m, =J1-r2 =015=0378

Shunday qilib, S, =0,102; m,=013; m, =0,063; m, =0378

Tasodifity xatoliklarning topilgan qiymatlaridan foydalanib, ¢ —belg:
giymatlarini topamiz;

10=L:0’63:4,85; ,bzi:_o_’gL:3,33;
m, 0,13 m, 0,063
T
f, =—=2 :0’92:2,33
* m 0,39

(£

Endi n= 3, n—-2=1 a=005 uchun F}.adv=12,706‘ Quyidagi
tengsizliklar o‘nnli:

1,=4,85<1,, =12,706; 1, =3,33 <1, =12,706;

Jady

1, =2,33<1,, =12,706

Natijalar ko‘rsatadiki, » = 3 bo‘lganda £

ma 'nodor emas.

{, vat  parametrlar stafistik
Xy

>
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ava b parametrlar uchun ishonchlilik intervallarini hisoblaymiz. Avval
har bir parametr uchun limit xatoliklarni topamiz:
A, =1, M, =12,7-0,13=1,65;
A, =t m, =12,7-0,063 = 0,80.
Ishonchlilik intervallari:

Y,=atA,=0,63+165; y,=b+A,=021%080;
Vo, =0,63—1,65=-1,02; 7, =0,63+165=228;

Jja

Yo, = 0,21-080=-0,59; v, =0,21+080= 1,01,

Xulosa. a va b parametrlar mos ravishda (-1,02; 2,28) va ( 0,59;
1,01) intervallarda nolga teng bo‘lishi mumkin. Shuning uchun ular statistik
ma’nodor emas.

4. Yashash uchun zarur minimal daromad va xarajatlar quyidagicha
bashorat qgilinadi:

— oila daromadi: x, =x-1,07=3,2-1,07= 3,424 ming so‘m;
— maosh: ¥, = 0,63+0,21-3,42=1,35 ming so‘m.
5. Bashorat xatosi:
1 (x,-X)
m. =S 14+ —+ =—2——=0,102

Vp quld\/ 3 Z (x _ f)z .
Bashoratning limit xatoligini hisoblaymiz:

Ay =1, m; = 12,7- 0,102 = 01,3 _

Vp

Bashoratning ishonchlilik intervali:
Y5, =§piAyp =1,35+1,30;

=0,05; Y Spmax = 2,65 .

'Yypmin
Maoshning o‘rtacha oylik miqdori bashorati y, =135 ming so‘m
(p=1-a=1-0,05=0,95) (0,05;2,65) intervalga tegishli va shuning

uchun ishonchlidir.
6. Endi beriigan (1,2;0,9), (3,1; 1,2), (5,3; 1,8) nugtalarni va juftlik

regressiya to‘g‘ri chizig'ini, ya’ni y, =0,63+0,21x tenglama bilan
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tasvirlangan to‘g‘ri chizignt bitta koordinata sistemasida chizamiz (2.2-
chizma).

0 1 2 3 4 5 6
2.2-chizma

2-misol. Endi 1-misolga o‘xshash holni » =12 bo‘lganda ko‘ramiz.

q ] 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12
x | 78 | 82 | 87 | 79| 8 | 106 67 | 8 | 73 | 87 | 76 | 115
y | 133|148 | 134 | 154 | 162 | 195 | 139 | 158 | 152 | 162 | 159 | 173

Jadvalda g - oila guruhlari; y — bir kunlik o‘rtacha maosh, x - ish
bilan band bo‘lganlar uchun bir kunlik minimum xarajat.
Berilgan ma’lumotlarga qarab 6 ta savolga javob beramiz,
- 1. 2-jadvalni to‘Idiramiz:

x y | o~ | X Vol s |v-5.] 4% |
1 2 3 4 5 6 7 8 9 |
1| 78 133 | 10374 | 6084 | 17689 | 149 | -16 12,0
2 | 82 148 | 12136 | 6724 | 21904 | 152 -4 27
3| 87 134 | 11658 | 7569 | 17956 | 157 | -23 17,2
4179 154 | 12166 | 6241 | 23716 | 150 4 2,6
51 8 162 | 14418 | 7921 | 26244 | 159 3 1,9
6 | 67 139 | 9313 | 4489 | 19321 | 139 0 0.0
7] 106 | 195 | 20670 [ 11236 | 38025 | 174 21 10,8
8 | 88 158 |139904| 7744 | 24964 | 158 0 0,0
9o [ 73 152 | 11096 | 5329 | 23104 | 144 8 53
0] 87 162 | 14094 | 7569 | 26244 | 157 5 3,1
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1 2 3 4 5 6 7 | 8 | 9
11] 76 159 | 12084 | 5776 | 25281 | 147 12 7.5
12| 115 | 173 | 19895 | 13225 | 29929 | 183 | -10 5.8
7 | 1027 | 1869 |161808] 89907 | 294377 1869 | 0 68.9
O | 85,6 | 1558 | 13484 | 7492.3 [24531.4] - = 5.7
G | 12.84 | 1605 | - = = = = =
ol | 164,94 25776 - - - = - -

Jadvalda J - jami, O° — o‘rta qiymatni anglatadi.
Endi a, va b, larni hisoblaymiz:

yx=y-¥ _13484-1558 856 147,52 _ o
— 74923-85,6° 16494

X —X

ay=y—-byx=1558—0,89-85,6=79,62.

by =

Chiziqli regressiya tenglamasini yozamiz: y_= 79,62+ 0,89x.
Bundan kelib chigadiki, jon boshiga zarur minimal xarajat | so‘mga ortsa,
o‘rtacha kundalik maoshi o‘rta hisobda 0,89 so*mga ortar ekan.
2. Bog*lanish zichligini anglatuvchi korrelatsiya koeffitsiyentini
hisoblaymiz:
12,84

r =b ——089 —0,712; 2 =0,51.

xy s, 16,05 Tiy

Bu maoshning (y) 51 % variatsiyasi jon boshiga zarur minimal xarajat
faktort x bilan tushuntirilishini anglatadi.
Approksimatsiyaning o‘rtacha xatoligi model sifatini aniglaydi:

9%
2

2
Lz | =574%
2 izl -
Ushbu 5,74 % < 8 % tengsizlik o‘rinli bo‘lgani uchun qurilgan model
sifati yaxshi deb baholanadi.

3. Regressiya tenglamasining ma nodorligini, ko‘pincha, Fisherning
F —belgisi yordamida baholanadi. ¥ - belgining asl giymati ( /u) ni
hisoblaymiz:
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2
.
L =1’—’2(12—2)=1i’51—1-10=1o,41.

— rx)' 5
F - belgining ma’nodorlik darajasi 5 % vaerkinlik darajalari k, = 1 va
k,=12 -2 =10 bo‘lgandagi jadval giymati ij =4,96. Shunday qilib,

Fﬁw =10,41 >ij= 496 tengsizlik bajariladi. Shuning uchun regressiya
tenglamasi statistik ma'nodor deb hisobga olinadi.

Endi regressiya parametrlarining statistik ma’nodorligini Styudentning
t — belgisi yordamida baholaymiz.

t — belgining ma’nodorlik darajasi 5 % (« = 0,05 ) vaerkinlik darajast
n-2=12-2=10bo‘lgandagi qiymati F, , =223 bo‘ladi.
My, My, M,  tasodifty xatoliklami topamiz:
xZ
VXX 0T
no, 12-12,84

S
12,6 0,281

m, = = =0,
*on 12,9512

' 1-r? _
m, :" Xy :1’1 0,51 =0,219.
xy n-2 12-2

t - belgining qiymatlarini topamiz:

ma = Sqold ’

>

r, 0712
ta:i:———79’616:3’2; tb :—b—: 0’89 :3’2; t’x :—’) :—:3,3'
m 246 m, 0281 »m 0219

a Xy

Ko‘rinadiki, - belgining qiymatlari uning jadval qiymatidan katta:
t,=3,2>1,,=2,23,1,=3,2>1,, =2,23;

[, =3,3>1,, =223

A Jadv
Shunday qilib, a, b va 7., parametrlar statistik ma’nodor ekan.
Regressiyaning a va b parametrlan uchun ishonchlilik intervallarini

topamiz. Buning uchun har bir ko‘rsatkich uchun limit xatolikni hisoblaymiz:
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A, =1 m,=2,23-24,5=54,64; A, =1, -m,=2,23-0,281=0,62.
Ishonchlilik intervallari:
Y.=atA,=79,621+54,64;
Yo, = 79,62 - 54,64 =2498 ;
Yo, = 79,62 + 54,64 =134,26
Yy =btA,=0,8910,62;
Yo, = 0,89-0,62=10,27;
Yoo = 0,89+ 0.62=1,51,

Ishonchlilik intervallarining yuqori va quyi chegaralarining analizi shunday

xulosaga olib keladiki, a va b parametrlar p=1-a=0,95ga teng

ehtimollik bilan ko‘rsatilgan chegaralarda nolga teng giymatlami qabul
qilmaydi, ya’ni statistik ma 'nodor va noldan anchagina farq giladi.

4. Regressiya tenglamasi uchun olingan baholar undan bashorat gilish-
da foydalanish mumkinligini bildiradi. Agar zarur minimum Xxarajatning
bashorat giymati

x,=x-1,07=85,6-1,07=91,6 ming so‘m bo‘lsa,
maoshning bashorat qiymati
¥, =79,62+0,89-91,6 =161,14 ming so‘m bo‘ladi.

5. Bashorat xatoligi:

m;

4

X —X -
Sy l+l+("—_)22=12,6- |+-I—+M=l3,22
n Yy (x-X) 12 12-12,84° '

Bashoratning limit xatoligi A;j, = fa - m; =2,23-13,22=29,48,
Bashoratning ishonchlilik intervali

Y5, =P, T A5 =161,14+29,48;
Yjpmin = 161’14— 29,48: 13],66 ming SO‘m;

Y9 pmax = 161,14+ 29,48=190,62 ming so‘m .
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Bashoratning limit xatoligi 95 % holatlarda 29,48 dan ortmaydi. O‘rtacha
oylik maoshning topilgan bashorati ishonchli deb hisoblanadi

(p=1-a=1-0,05=0,95) va 131,66 ming so‘m bilan 190,62 ming so‘m
orasida bo‘ladi.

6. Masalalar yechimining nihoyasida bitta koordinata sistemasida berilgan
12 ta nuqta va chiziqli regressiya to‘g‘ri chizig‘ini qurish giyin emas.

2-bobga oid masalalar

Faraz gilaylik, biror mintaqa hududi bo‘yicha bir kunda mehnatga layoqat-
{i kishilar uchun jon boshiga o‘rtacha zarur minimum xarajat ( x so‘'m ) va
kunlik o‘rtacha maosh (y so‘m ) ga oid bir yillik shartli ma’lumotlar berilgan
bo‘lsin. Ma’lumotlar 3-jadvalda keltirilgan, 2.2 - § da bayon etilgan 6 ta
savolga javob berish lozim.

3-jadval
1 Il
itta mehnatga layoqatli kishi . .
ucl?u;tabire}?unlliijonybgsllliga zarur Bir kunlik o‘nzjcha maosh
xarajat (x.so‘m) (y.so'm)
1 2 3 4 ! 2 3 4
1 81 74 77 83 124 122 123 137
2 77 81 85 88 131 134 152 142
3 85 90 79 75 146 136 140 128
4 79 79 93 89 139 125 142 140
5 93 89 89 85 143 120 157 133
6 100 87 81 79 159 127 181 153
7 72 77 79 81 135 125 133 142
8 90 93 97 97 152 148 163 154
9 71 70 73 79 157 122 134 132
10 89 93 95 90 154 158 155 150
11 82 87 84 84 127 144 132 132
12 111 121 108 112 118 165 165 166

3-jadval yordamida variantlar tuzish mumkin. Agar variant (3, 4) deb
belgilangan bo‘lsa, I bo‘limdan 3-ustunni, Il bo‘limdan 4-ustunni olish kerak.
Shu usul bilan 16 ta variant hosil bo‘ladi. Agar variantlar sonini
ko‘paytirmoqchi bo‘lsak, I va II bo‘limlardagi 12 tadan satrlar borligini
e’tiborga olib, satrlar sonini 7, 8, 9, 10, 11, 12 kabi berish mumkin. Bunda
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yuqoridagi (3, 4)-variant o‘rniga (3, 4, 7), ..., (3, 4, 12) uchliklar yordamida
variantlar berish mumkin. Bu holda 6 ta variant hosil bo‘ladi. Har bir (4, /),
i=1,2,3,4, j=1,2,3,4 variant o‘rniga 6 ta variant, hammasi bo‘lib
96 ta variant tuzish mumkin.

2-bobga oid nazorat savollari

1.Ushbu X, y, y-x, x_z, %2, )7, ¥? belgilashlar nimani anglatadi?
2. x va y o‘zgaruvchilar dispersiyasi formulasini yozing.

3. [kki o‘zgaruvchi kovariatsiyasi cov(x, y) uchun formulani yozing.
4. Chiziqli regressiya koefTitsiyentlarini hisoblash formulalarini yozing.
5. Chizigli korrelatsiya koeffitsiyenti 7, , uchun formulani yozing.

6. Bog‘lanish zichligi va determinatsiya koeffitsiyenti nima?

7. Approksimatsiyaning o‘rtacha xatoligi qanday hisoblanadi?

8. Fisherning F — belgisi qiymati qanday hisoblanadi?

9. Qachon regressiya tenglamasi statistik ma’nodor deyiladi?

10. Juftlik chiziqli regressiya ma’nodorligi qaysi hollarda Styudentning
t — belgisi yordamida baholanadi?

11. Tasodifiy xatoliklar 7., m,, m, y ni hisoblash formulalarini keltiring.

12. Qachon a, b va r,, parametrlar statistik ma’nodor hisoblanadi?

I3. a va b parametrlarning ishonchlilik intervallari ganday topiladi?
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3-bob. IQTISODIYOTDA JAMLAMA, O‘RTA VA MARJINAL
MIQDORLAR

3.1-§. Iqtisodiyotda jamlama, o‘rta va marjinal
miqdorlar ta’rifi

Jamlama migdoriar deyilganda erkli o‘zgaruvchi x ning ixtiyoriy F(x)

funksiyasi tushuniladi. Igtisodiyotda turli jamlama miqdorlar uchraydi. Daro-
mad R vaxarajat C ishlab chiqarilgan mahsulot hajmi Q ning funksiyasi

( R(Q), C(Q) ), ishlab chiqarilgan mahsulot hajmi Q o‘zgaruvchi resurs,
masalan, L ning funksiyasi Q(L), foydalilik iste’mol gilinadigan mahsulot haj-

mi x ning funksiyasi U(x) vaboshqalar shular jumlasidandir (3.1-chizma).

A YA Y
y=F (x) AF(x)
o AF(x) (5, AF(D)
L ' < AF( <
g , :F(x) b l x) ‘S‘///'
at \ P S 2
0 X Ty 0 5 ol X X
3.1-chizma 3.2-chizma _+ 3.3-chizma

O 'rta migdor jamlama migdor F(x) ningerkli o‘zgaruvchi x ga nisbati

F
bilan aniglanadi va AF(x) deb belgilanadi: AF (x)=%. Bunda 4

harfi Average (o‘rtacha) so‘zining bosh harfidan iborat. Ba’zida o‘rta miqdor

7 F&)
x

bo‘laoladi: jon boshiga iste’molning o‘rtacha hajmi (jon boshiga iste’mol)

kabi belgilanadi. Igtisodiyotda quyidagilar o‘rta miqdorlarga fﬁiéol

- Z ( C —iste’mol hajmi, L — mehnat resurslari hajmi), qurollanganlik

40



K R©O)
T ( K — asosiy fondlar hajmi ), o‘rtacha daromad AR= 0 - o‘rtache

(%) L
xarajat AC= —Q_ , o‘rtacha mehnat mahsuli 49, = X

va boshqalar.

F(L,K)
L
chiqarilgan mahsulot migdori yoki milliy daromad), fondlar bo‘yicha o‘rtacha

. F(L,K) : . .
unumdorlik 7 kabi o‘rta migdorlar ham mavjud.

Limit (marjinal) miqdor MF(x) jamlama migdor F(x) dan erkli

Bundan tashqari, o‘rtacha mehnat unumdorligi (F (L, K)—ishlab

o‘zgaruvchi x bo‘yicha olingan hosila kabi aniqlanadi, ya’ni
AF(x)
Ax

MF(x)=F'(x)=AIjZIO

bu erkli o‘zgaruvchi x uzluksiz o‘zgarganda. Agar jamlama miqdor diskret
o‘zgarsa, unda MF(x) miqdor quyidagicha aniglanadi:

AF
MF(x)= E ;
Masalan, quyidagi formulaga egamiz:
_R _AR _C _AC
MR(Q)=R(Q) [MR(Q) “ A0 J MC(Q)=C'(Q) [MC(Q) O ]

Iqtisodiyotda jamlama, o‘rta va limit (marjinal) miqdorlar orasi-
dagi bog'‘lanishdan foydalanishga to'g‘ri keladi, ulardan biri bo*yicha qol-
gan ikkitasini topish masalasini yechish kerak bo‘ladi (masalan, jamla-
ma daromad bo‘yicha o‘rta va limit daromadni topish masalasi). Rav-

F(x)

shanki, agar jamlama miqdor F'(x) berilgan bo‘lsa, o‘rta migdor ga, li-

x
mitmiqdoresa F'(x) gateng. Faraz qilaylik, F(x)=ayx*, a,>0, 0<a <]

o

bo‘lsin. Unda AF(x)= =gyx™”

, MF(x)=F(x)=a0 x*".
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Ravshanki, F"(x)= a0 (a—1) x*"2 < 0. Shu sababli, F(x) funksiya gra-
figi koordinata boshidan chigadi va botiqdir(3.1-chizma). 3.1 chizmadan

F(x)

ko‘rinadiki, AF(x)= =1gf.

Bumiqdor B o‘sishi bilan kamayadi (3.2-chizma). O‘rta miqdor ta’rifiga
ko‘ra jamlama funksiya F(x) quyidagi formula bo‘yicha topiladi:
F(x)=x- AF(x). Shu funksiya o‘zgarishi xarakterini o‘rganish uchun
tomonlari x va AF(x) bo‘lgan to‘g‘ri to‘rtburchakni ko‘rib chigamiz.

Uning yuzint S (x) deb belgilaylik (3.3-chizma). Shu yuzning o‘zgarishiga
garab jamlama miqdorning grafigini chizish mumkin. Yuqorida ko‘rilgan

misol uchun F'(x)=x- AF(x)= x-aoxu_l =ayx® (3.4, 3.5- chizmalar).

Marjinal miqdor F'(x)= MF(x) bo‘yicha jamlama miqdor F(x)
topilishi mumkin:

Fix)
MF(x)

3.4-chizma 3.5-chizma

F(x)= [MF(x)dx.
Masalan, agar MF(x)=ayo x*' bo‘lsa,

F(x)= Iaoa x""ld)c=a0xOL +const . Iqtisodiy masala shartlaridan

foydalanib, o‘zgarmasni ( const ni) topish imkoni bo‘ladi.

Endi limit, o‘rta va jamlama miqdorlar orasidagi munosabatlardan
foydalanishga oid misol ko‘ramiz.

Har bir firma quyidagi igtisodiy ko*rsatkichlar bilan tavsiflanadi:

Q — ishlab chiqarilgan mahsulot hajmi, p — narh, R= p(Q) QO -
daromad, C - xarajat, P=R-C - sof foyda.
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Ma’lumki, bozorda raqebatlar 4 turli bo‘ladi. Avval mukammal raqobatni
ko‘raylik. Bunda firma mahsuloti narhi shu firma ishlab chiqargan mahsulot
hajmiga bog‘liq bo‘Imaydi. Narx bozorda aniglanadi va o‘zgarmas bo‘ladi,

ya’'ni p(Q)=p =const. Shuning uchun R= p(0) O=p-Q,ya’niR=p Q,
R ' ro
p>0(’8B="""36chizma). Endi MR=(PQ) = p="""=A4R ¢anini

O o
ko‘rsatish qiyin emas.

Agar monopolistik raqobat ko‘rilsa, ravshanki, p # const . Bu holda
firma o‘z mahsulotiga o‘zi narh qo‘yadi. Mahsulot gqancha ko‘p ishlab
chiqarilsa, uning narhi shuncha kamayadi, ya’ni p(Q) funksiya
kamayuvchidir. Demak, p'(Q)<0.Ammo Q=0 bo‘lgandanarh p=p

dan kamaya olmaydi, chunki bu holda mahsulotni sotishning ma’nosi yo‘q.
Ishlab chiqarilgan mahsulotning minimal hajmi Q, uchun narh p, dan ortib
keta olmaydi, chunki bu holda mahsulot sotilmay qoladi (3.7-chizma).

RA PIOA
RO __________ \ po
o,
0 0 22 0

3.6-chizma 3.7-chizma

3.2-§. Statistik o‘rta miqdorlar va iqtisodiy masalalarni
yechishning tengsizliklar usuli

Ko‘plab iqtisodiy masalalar bir yoki ko‘p argumentli funksiyalarning
ekstremal qiymatlarini topishga keltiriladi. Albatta, bunday masalalarni
yechishning klassik usullari mavjud. Ularda differensial hisobdan foydalaniladi.
Bu holat ko‘plab noqulayliklarga ega. XX asrning 60-yillarida ekstremal
masalalarni yechishda qulaylik tug‘diradigan “geometrik dasturlash” nomli
yo‘nalish yaratildi. Geometrik dasturlash usullari differensial hisobdan
foydalanmasdan, matematikada keng qo‘llaniladigan ayrim tengsizliklar
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yordamida ekstremal masalalarni yechishga asoslangan. Quyida biz
tengsizliklar hamda pozinomlar usulini bayon etamiz va igtisodiyotga oid
masalalarni yechib ko‘rsatamiz. Avval tengsizliklar usuliga to‘xtalamiz.
Quyida ba’zi statistik o‘rta migdorlar ta’rifini keltiramiz.

Faraz gilaylik, x,, x,,...,x, — musbat sonlar yoki biror sohada

aniqlangan va musbat qiymatlar qabul giladigan funksiyalar bo*Isin. Quyida
4 ta o‘rta miqdorni yozamiz:

n . .
H, = T - o‘rta garmonik miqdor;
—t—+.+—

X, X X,
— —n N 1 .
[,=1%x-x,..-x, —o‘rta geometrik miqdor;

X +XxX,+...+X,
4 =——"

— o‘rta arifmetik miqdor;
n

n

D = Jl(x12+x22 o+ xj)— o‘rta kvadratik migdor.
n

Shu o‘rta migdorlar orasida ushbu
H,<T,<A4,<D, 3.1
tengsizliklar o'rinli, unda tenglik ishorasi fagat x, = x, =...= x,_bo‘lgandagina

o'rinli. BizI', < 4, ,ya’ni

1
A S;('Xl+x2-*-"'-*-xn) (32)

tengsizlikni ko‘ramiz. Ba’zi hollarda bu tengsizlikdan matematik
dasturlashning anchagina murakkab masalasini yechishda foydalanish
mumkin. Shu (3.2) tengsizlik yordamida ekstremal masalalarni yechish usuli
tengsizliklar usuli deb ataladi.

Ikki holni alohida-alohida ko‘ramiz.

1° - hol. Faraz qilaylik, x, = x,(#) >0, x, =x,(4)>0,..x, =x,(1)>0,

Vie (a,b) va x, +x, +...+ x, =a, a=const> 0 bo‘lsin. Bu holda (3.2)
a
tengsizlik Y/ X, X3+ ... X, < ;‘ ko‘rinishni oladi. Quyidagi masalani ko‘raylik: .
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X)X, 00X, —>max

X, +x,+..+x,=a, a=const, (3.3)
x, >0, x,>0, .,x, >0.

Bu (3.3) masala chizigsiz dasturlashning shartlari tengliklar bilan berilgan
shartli maksimum masalasidir. Uni sodda hollarda chiqarish usuli bilan,
umumiy holdaesa, Lagranj ko ‘paytuvchilari usuli bilan yechiladi. Bu usullar
differensial hisobdan foydalanadi va ko‘plab hisob-kitoblarni talab etadi.
Ko‘nlayotgan holda, agar masala (3.3) ko‘ninishga keltirilgan bo‘lsa, uning
yechimini darhol yozish mumkin:

n
max (x, - x, -...-xn):(g—] ,

n
3.4)

. _ . _a
X=X, ==X, =—.
n

Masalalar ko‘ramiz.
1-masala. To‘g‘r1 to‘rtburchakning yarim perimetri berilgan:
x, +x, = p . To‘g’ri to‘rtburchakning tomonlari x, va x, qanday bo‘lganda

uning yuzi eng katta bo‘ladi?
Yechish. Masala quyidagi

X, X, —> max,
x, +x,=p, p>0,
ko‘rinishdayoziladi. Unda n = 2, a = p. Masalaning yechimi (3.4) bo‘yicha

2
yoziladi: max(x] 'x2)=('§] y x] :xz =

2-masala. Ushbu f(x)=ax(b—x)—>max, 0 <x<b, a> 0, masala

yechilsin.
Yechish. Quyidagi almashtirishlami bajaramiz: x, = x, x, = b —x. Unda

x, +x, =b=const. Yanax, = x, tenglamani x ganisbatan yechamiz: x=5b-

2
X, ng. Demak, g:gf(x):f(%j:%_
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3-masala. Tomoni p bo*lgan kvadrat shaklida buyum berilgan. Shu
buyumdan shunday usti ochiq to‘rtburchakli parallelepiped yasash kerakki,
uning hajmi eng katta bo*lsin.

Yechish. Kvadratning burchaklaridan tomoni x ga teng bo‘lgan
(ravshanki, 0 <x < p/2) kvadratchalar kesib olamiz va yon tomonidagi
shtrixlangan gismini yuqoriga ko‘taramiz. Natijada parallelepiped hosil bo‘ladi

(3.8-a, b chizmalar). Uning hajmi V' (x)=x-(p— 2x)2.

x/////Axy/:

MW
N

p—2x
X X
3.8a-chizma 3.8b-chizma 3.9-chizma

Biz ushbu V' (x)=x- (p - 2x)? = max, 0 <x < p/2 masalaga keldik.

Uni yechish uchun (3.3) ko‘rinishga keltirish kerak. V(x) funksiyani
quyidagicha yozamiz:

V(x)=x-(p—zx)(p—zx)=%4x-(p~2x)(p—2x)

Endi x, =4x, x,=x;=p-2x desak, x, + x, + x; =2p bo‘ladi.

Unda n=3 va 4x=p—2x dan x= p/6 kelib chiqadi. Shunday gilib,
masalaning yechimini yozish mumkin:

max V(x) = V(E]—M

0<x<Z 6 - 27
2
2-hol. Faraz  etaylik, x=x()>0, x,=x,(6)>0, ...,

x,=x,(t)>0, Vte(a,b) va x;+xy,+..+x,=b, b=const>0
1
bo‘lsin. Bunda (3.2) tengsizlik % b s;(xl+x2+...+ x,) ko‘rinishga
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keladi. Shuning uchun min(x]+x2+_,_+x"):n-§’/3 bo‘ladi, yana

x, =x, =..=x, bo‘lganda x, =2b,i=12, .., ngaegamiz.
Endi quyidagi masalani ko ‘raylik;
X, X, X, —>mn,

X, +x, +..+x,=b, b=const, (3.5)
x>0, x,>0, ..,x,>0.

Ravshanki, (3.5) masala ham chizigsiz dasturlashning shartlari tengliklar
bilan berilgan shartli minimum masalasidir. Ma’lumki, bunday masalani
yechish turli qiyinchiliklar bilan bog‘liq. Ammo ko‘rilayotgan holda (3.5)
masalaning yechimini osonlik bilan yozamiz:

min (x1 "X, -...-x,,):n-%, }

X, =X,=...=X, ;2/3.
4-masala. Yuzasi S bo‘lgan to‘g‘ri to‘rtburchak berilgan. Uning
tomonlari qanday bo‘lganda perimetri eng kichik bo‘ladi?
Yechish. Masala quyidagichayozladi:

3.6)

X, +x, > min, }

X, -x, =35
Masala (3.5) ko ‘rinishda bo‘lgani uchun yechimni darhol yozish mumkin:
min (x,+x,)=2JS, x=x,=1S.

5-masala. (Eng yaxshi konserva idishi haqidagi masala). Hajmi V
bo‘lgan silindr shaklidagi konserva idishi berilgan. Silindr asosining radiusi
r vabalandligi 4 qanday bo‘lganda uning narxi eng arzon bo‘ladi?

Yechish. Silindr hajmi p = . 2}, formulabilan hisoblanadi. Agar silindr-
ning to‘liq sirti eng kam bo‘lsa, uni yasash uchun ketadigan material ham eng
kam bo‘ladi va eng arzon bo‘ladi. Shu sababli masala quyidagicha go‘yiladi:

S=2n-r*+2n-r-h—>min, V=n-rh.

Masalaning go‘yilishini soddalashtirish mumkin. Aniqrog‘i, h= 2
n-r

ni S ga qo‘ysak, masala ushbu

47



S(r)=21t-r2+l—>min, 0<r<+wo
r
2V Vo .
ko‘rinishga keladi. Endi S()ni S(r)=2m-r +7+7 ko‘rinishda yozamiz.

V
Ushbu x]=21[-r2, x2=x3=7 belgilashlar kiritamiz. Unda

14
xl-xz-x3=27r-r2l/~-z=27r-V2 bo‘ladi. So‘ngra 2n-r2=—r
ror

tenglamani yechamiz: r, = 3,/V/ 2rn . Nihoyat, oxirgi masalaning yechimini
yozamiz:

min(2nr +—] Wonv? | g =3

21t

14
Ravshanki, hy= >=21.
nr
Xulosa. Berilgan V' hajmli konserva idishi eng arzon bo‘lishi uchun

V
uning o‘q kesimi kvadrat bo‘lishi kerak, ya'ni hy =2r,, =3 Py

3.3-§. Igtisodiy masalalarni yechishning pozinomlar usuli

Pozinomlar maxsus xossalarga ega bo‘lgan funksiyalarning muayyan
sinfidan iborat.

3.1~ta’rif. Ushbu

f(x)=cx*, ¢>0, aeR, x>0 3.7

ko‘rinishdagi har bir funksiya bir o*zgaruvchili bir hadli pozinom deyiladi.

Ixtiyoriy musbat haqiqiy son s bunga misol bo‘la oladi, chunkis = s x°;
igtisodiyotda uchraydigan Kobb-Duglasning ishlab chigarish funksiyasi uchun
o‘rtacha mehnat unumdorligi f(k)=apk® bir o‘zgaruvchili bir hadli
pozinomdir. Unda a >0, 0<a <1, k> 0— qurollanganlik (3.10q, 3.105,
3.10c-chizmalar).
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A y=sk&) A y=J&) AY
y=c>0
0<a<l a>1 ¢
> > >
0 k0 X 0 X
3.10a-chizma 3.10b-chizma 3.10c-chizma

3.2 —ta’rif. Ushbu

S (@) =cx™ +c,x"? +..+c,x*, ¢;>0, o, €R, i=Ln, x>0 (3.8)

ko ‘rinishdagi har bir funksiya bir o ‘zgaruvchili n hadli pozinom deyiladi.

b o
Masalan, | 4 x5"P 4 xcosB — uch hadli, ax+—, a>0, b>0 - ikki
x

hadli, 207D L L b L (n4 1) hadli bir o*zgaruvehili
x x x

pozinomlar.

Pozinomlaming ba’zi muhim xossalarini keltiramiz:

1°. Chekli sondagi ixtiyoriy pozinomlar yig ‘indisi yana pozinom bo‘ladi.

2°. Chekli sondagi ixtiyoriy pozinomlar ko‘paytmasi yana pozinom
bo‘ladi.

3° Ixtiyoriy hadli pozinomning bir hadli pozinomga nisbati yana pozinom
bo‘lad:.

Natijalar.

1. Ixtiyoriy pozinomning kvadrati va ixtiyorly natural darajasi yana
pozinom bo‘ladi.

2. Ixtiyoriy pozinomning musbat haqigiy songa ko‘paytmasi (bo ‘linmasi)
yana pozinom bo‘ladi.

3.3+a’rif Agar (3.8) pozinom uchun ushbu

ooy 6,0, +...+c,a, =0 (3.9)

sonli tenglik o 'rinli bo ‘Isa, (3.8) regular pozinom deyiladi.

Regular pozinomlar iqtisodiy masalalarni yechishda muhim ahamiyatga
ega. Regular pozinomlarga misollar keltiramiz:
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f(x)=c, c=const >0 ;f(x)=x+%; f(x)=,/';+21_x;

F(x)=x+ xSin’P y eos®B f(x)=£%-)—x+~l-+—l7—+...+ 1" .

3.1-teorema. Agar (3.8) pozinom regular bo ‘lsa, unda shu pozinom
o0 zining eng kichik giymatiga x = 1 bo ‘lganda erishadi, ya’'ni

nf=fM=c¢, +c,+..+¢, ,
bunda p f belgi pozinomlaming eng kichik giymatini anglatadi.

Masalan, p(x+ ] 2 }1(\/_+ x) > p‘(xﬂcSJr\ﬂjo—coszﬂ)zgh

Xt+—t—+..t—
2

PRA R

3.1-teoremaga ko‘ra regular pozinomning eng kichik qiymatini topish
uchun uning qiymatini x =1 bo‘lganda hisoblash kerak. Bundan x =1
nuqta regular pozinom uchun statsionar nugta ekani kelib chiqadi, ya’ni

p(% 1,1 1}@”

SN =0 tenglik bajariladi. Agar qo‘yilgan masalani hosila usuli bilan
yechmogchi bo‘lsak, statsionar nugtalarni topish uchun ushbu:
o™ oo T o, x™ T =0
yoki, baribir:
oo X + 0,0, x % 4t x " =0
tenglamani yechishga to‘g‘ri keladi. Ammo bu tenglamani yechish
n(n+1) x+-1—

katta giyinchiliklar bilan bog‘langan. Masalan, f(x)= 5 .

| nn+l)
== +n. Shu funk-

+x_2+m+F pozinom regular va i f=f(1)=

siyaning hosilasini topamiz:




o, nn+l) 1 2 n-1 n
Endi f'(x)=0 tenglama Ty a2 B T e

ko‘ninishda bo‘lib,u (» + 1 ) - darajali algebraik tenglamadan iborat. Uni
yechish mushkul ish. Ammo x =1 qiymat shu tenglamani qanoatlantiradi.
Hagqiqatan ham,

n(n+l)_ _nn+l) n(n+l)
2 2
Agar (3.8) pozinom noregular bo‘lsa, ya’'ni (3.9) sonli tenglik baja-
rilmasa, unda ba’zi hollarda (3.8) pozinom o‘zgaruvchini almashtinsh
yordamida yangi o‘zgaruvchi bo‘yicha regular pozinomga keltirilishi
mumkin.

1-2—..—(n-D-n 0.

3.2-teorema. Agar (3.8) pozinom noregular bo'lib, o, va @ ;
i # J, sonlarning kamida bitta juftligi uchun o ;-0 ; <0 tengsizlik o ‘rinli

bo‘lsa, unda x=x,y almashtirish yordamida (3.8) pozinom yangi y
o 'zgaruvchiga nisbatan regular pozinomga kellirilishi mumkin, bunda x,
ushbu
a,ox™ +ot,0,x2 +. +a,c,xT =0 (3.10)
tenglamaning musbat yechimi.
Isbot. Soddalik uchun teoremani » =2 bo‘lganda isbotlaymiz. (3.8)

pozinom n=2da f(x)=c,x™ +¢,x*, ca, +c,0, #0 ko‘rinishga ega
bo‘ladi. (3.10) tenglama esa o ¢, x™ +a,¢,x*? =0 ko‘nnishda yoziladi.
Uning yechimi

1

x(,:[—ﬂJ“’"“So. G.11)

€0,

Endi x = x,y almashtirish bajaramiz:

a2 =

JG) = f(xy)= L) =axg' y*™ +ex57 y

c o
—.a - — yq a 1% | en |
--xo‘(clycxl +czxf,le *y* )—xo I:CI.V +Cz’( J Yy ]—

A,
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=X -[c,y“‘ +[—%ﬁ}y°z]
2

Hosil bo‘lgan ifoda y ga nisbatan regular pozinom, haqiqatan, avvalo

oy

>0, chunki o, -a, <0 , golaversa,
2

o, +(-ca, /o, )a,=co, -ca, =0.
Teorema isbot bo‘ldi.

3.1-teoremaning natijasi. u f = f(x,), p fo = fa() = f(x,).
Misollar ko‘ramiz.

1-misol. f(x)=ax +—b— — min.
x

Yechish. Ravshanki, a-1+b-(—1)=a—-b. Agar a—-b=0 bo‘lsa,
S(x) regular bo‘ladi va p f=2a. Agar a-b+#0 bo'lsa, a, =1,
a,=-1 va a, -a,=-1<0 bolgani uchun pozinomni regular ko‘ri-

nishga keltinsh mumkin. x, ni topish uchun tegishli tenglamani yozamiz:

1 . b
a-l-x+b-(=1)-—=0 yoki a-x——=0.
x X

Bu tenglamaning musbat yechimi x,=4b/a . Ushbu x=/b/a-y

almashtinsh bajaramiz.

fiy)=a: -~/—y+£—~/—( y]

y+ J—
Oxirgi funksiya regular pozinomdir. Shuning uchun p.f. = fi(l)=
=2-vab . Jkkinchi tomondan,

pf:f(x0)=a-‘/§+—\/:/=a:2-\/;b__

2-misol. f(x)=x’ +zx+ﬂ+2i2 — min, N>0.
X X
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Yechish. Ravshanki, 1- 2+ 2-1+ N- (-1)- l+ % (-2) Lz= 0.
x x

Ko‘rinadiki, berilgan pozinom N=2 bo‘lganda regularva p /=6
bo‘ladi. Endi N # 2 bo‘lsin. Unda x, ni topish uchun tegishli tenglamani
yozamiz:

1-2-x2+2-1~x+N-(-1)-]—+ﬁ-(—2)-L2=0
x 2 x
yoki 2-x2+2-x+ﬁ—l2=0.
x x

, N - : :
Bu tenglamani (x+1)- 2'x—x—2 =0 ko‘rinishda yozish mumkin.

Uning musbat yechimi x,=3/N/2 bo‘ladi. Endi x=x,y almashtirish

bajaramiz:

2 2
f(x)=f(xo-y)=3,/[§j -y2+%/W-y+2~i/[§] e

y
Hosil bo*lgan pozinomning regularligini tekshirish qiyin emas. Demak,

uf=f(xo)=ﬁ(1)=3-[3\/[i}—f+3\/§}

Endi pozinomlar bilan bog‘langan iqtisodiy masalalarni ko‘ramiz.
1-misol. x-y=S, x+ y—>min,x>0,y>0 (shu bobning 3.2-§ ga
qarang).

Yechish. y=% , f(x)=x+% . Bu pozinom S = 1 bo‘lganda regu-
larva min f(x)=f(1)=2.Agar S#1 bo‘lsa, x,=+/S va x=\/k_S'_-y
almashtirish  f,(y)=+/S-(y+1/y) ga olib keladi. Shu sababli
Wf=f(W$)=f=2-V5 -
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2-misol. S(r)=2r-r>+2-V/r—min, r>0. (3.2-§ ga qarang).

Yechish. Agar V=2x bo‘lsa, S(r) regular bo‘ladi va
pS=S()=6n . Agar V' #2n bo‘lsa, S(r) noregular va o, =2,
a,=-1, va a,-a, =-2<0 . Demak, pozinomni regular ko‘rinishga

keltirish mumkin. r =r, - y dar,ni 45- 2 - = ( tenglamadan topamiz:

r

% :3/V/21r .Endi r=r,y almashtirish bajarsak, ushbu

S(r=S(ry)=S.(»)=¥2mr? .y + Y16ny 2. L
y

regular pozinomga kelamiz. Uning regularligi
Vorv? 2+ %16nv? . (~1y=2-327r% 232712 =0
sonli tenglikdan kelib chiqadi. Shunday qilib,

kS=8(r)=S.)=3V2m¥?, r=yVj2n

Biz yuqorida bir o‘zgaruvchili pozinomlarga to*xtaldik.
3.4 —ta’rif. Ushbu

fx,y)=cx*y*, ¢>0, ae R, BeR, x>0, y>0

ko‘rinishdagi funksiya bir hadli ikki o‘zgaruvchili pozinom deyiladi.
Masalan, 2xy?, x7'y, x®y'™® lar ikki o‘zgaruvchili pozinomdir.

Igtisodiyotda muhim ahamiyatga ega bo‘ladigan Kobb-Duglas ishlab chigarish

funksiyasi F(L,K)=a,K*L"*,a,>0, 0<a<1,K>0,L> 0, ko‘rinishda

yoziladi, unda K — asosiy fondlar hajmini, L — mehnat resurslari hajmini,
F(L, K) esaishlab chiqarilgan mahsulot migdorini anglatadi. Shu F(L, X)
bir hadli ikki L va K o‘zgaruvchili pozinomdir.

3.5 —ta’rif. Ushbu

— Ay %1 %2 o [ —
S(x,xy,,x,)=cx; ' x;2..x,”, ¢>0, a,eR, x;>0, i=l..n

ko‘rinishdagi funksiya bir hadli » o‘zgaruvchili pozinom deyiladi
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3-bobga oid masalalar
I. Quyidagi ekstremal masalalar tengsizliklar usuli bilan yechilsin
(n=1,2,...)

A 1. f(x)=%x3(4—nx)—>max, 0<x<i,
n

2. f(x)=n-xVn-x*> >max, O0<x<+n-
3. f(x):x-i/:amax, O<x<n.

4. f(x)=x2-(n-x*)>max, 0<x<in.
5. f()=x"VYn—x* >max, O0<x<¥n.

6. f(x)zx-(n—i/;)amax, O<x<n’

B. 1. f(x)=£+ 3n2—>min, x>0
n 2-x

2. f(X)=nx2+—3——>min, x>0
n-x

3. f(x)=n~x+—2——>min, x>0

Jx
4 f®=nx+——

—min, x>0

nJ_

5. f(x)=3x+—’3—>min, x>0,
x

6. f(x)= n«./_+

—min, x>0

J‘

I1. Quyidagi pozinomlar regutarlikka tekshirilsin va minimal giymati
topilsin (n=1,2,...):

1. f(x)=ax+—b—, a>0, b>0,
X
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2 2
2. f(x)=x+x7 P 4 xVP

3

nx'

3. f(0=2x"+

4. f(x)=3/;+%_

5. f(x)=x2+2x+£+ nz.
x 2-x
n n’

6. f(X)=x'+x+=+—
X x

1. Muntazam uchburchak shaklidagi materiallardan maksimal hajmli
usti ochiq uchburchakli prizma shaklidagi idish yasalsin.

3-bobga oid nazorat savollari

1. Iqtisodiyotda jamlama, o‘rta va limit miqdorlar ta’rifini keltiring.

2. Jamlama, o‘rta va limit miqdorlar orasidagi bog‘lanishni gapirib bering.

3. Statik o°‘rta migdorlar ta’rifini keltiring.

4. Statik o‘rta miqdorlar orasida qanday bog‘lanish bor?

5.O‘rta arifmetik va o‘rta geometrik migdorlar orasidagi bog‘lanishdan
qanday masalalarni yechishda foydalanish mumkin.

6. Pozinom ta’rifini keltiring.

7. Bir va n hadli bir o‘zgaruvchili pozinom ta’rifini bering.

8. Regular pozinom ta’rifini ayting.

9. Regular pozinomlaming eng kichik giymati hagidagi teoremani ayting.

10. Qanday shart bajarilganda noregular pozinom o‘zgaruvchini
almashtirish yordamida regular ko‘rinishga keltirilishi mumkin?
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4-bob. ELASTIKLIK TUSHUNCHASI VA UNING
MASALALARNI ANALIZ QILISHDA QO‘LLANISHI

Elastiklik tushunchasi igtisodiy ko*‘rsatkichlarning o‘zgarishini analiz
qilishda muhim ahamiyatga ega. Bu tushuncha tatbiqiy masalalami yechishda
keng qo‘llaniladigan differensial hisobdan foydalanadi.

4.1-§. Funksiya elastikligi va uning geometrik ma’nosi

Deylik, x va y lar o‘zgaruvchilar hamda y o‘zgaruvchi x
o‘zgaruvchiga bog‘liq bo‘lsin. Bu bog‘liglik y = f(x) funksiya yorda-
mida tavsiflansin. Bunda, odatda, x — erkli o‘zgaruvchi, y esa erksiz
o‘zgaruvchi (ya’ni x ning funksiyasi) deb ataladi. Erksiz o‘zgaruvchi ikki
yoki undan ko‘p erkli o‘zgaruvchiga bog‘liq bo‘lishi ham mumkin, ma-
salan, z=f(x, y), z=f(x,,x,, .., x, ). Igtisodiyotda erksiz
o‘zgaruvchi erkli o‘zgaruvchi (yoki o‘zgaruvchilar) o‘zgarishiga qanday
ta’sirlanishini aniglash (bilish) muhim ahamiyatga ega. Ko‘pincha, erkli
o‘zgaruvchilar 1 (bir) protsent (foiz) o‘zgarganda erksiz o‘zgaruvchining
o‘zgarishini tekshirishga to‘g‘ri keladi. Ma’lumki, funksiyaning argu-
ment o‘zgarishiga qarab o‘zgarishi uning hosilasi yordamida aniglana-
di. Iqtisodiyotda bunday usul noqulaylikka olib keladi, chunki funksiyaning
son giymati o‘lchov birligini tanlashga bog‘liq. Bu holatni misolda
tushuntiramiz. Faraz etaylik, p— shakar narxi, Q(p) — shakarga bo‘lgan
talab funksiyasi bo‘lsin, Agar shakar narxi so‘mlarda bo‘lsa, ushbu

AQ

= lim —
< a0 Ap

hosilaning o‘Ichov birligini aniqlaylik. Agar Q (p) kilogrammlarda yoki

s
sentnerlarda o‘Ichansa, hosila yoki —— lar bilan aniqlanadi. Bu
so'm

s

, kg
sonlar turlicha, o‘zaro teng emas. Masalan, agar 0 (Po) = 500 o'm
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. s
bo‘lsa, [0 (Po) =5 ;); bo‘ladi. Bu sonlar o‘zaro teng emas. Shu

sababli argumentning bir protsent (foiz) o‘zgarishiga qarab funksiyaning
o‘zgarishini aniglaydigan o*Ichov birliklariga bog‘liq bo‘lmaydigan tushuncha
kiritish zaruriyati tug‘iladi. Bunday tushunchani kiritish uchun nisbiy
o‘zgarishlarni aniglaydigan migdorlarni keltiramiz:

Ay
— —erksiz o‘zgaruvchining (funksiyaning) nisbiy o‘zgarishi;

- erkli o‘zgaruvchining (argumentning) nisbiy o‘zgarishi;

4.1 —ta’rif. Bir o'zgaruvchili funksiya elastikligi deb erksiz va erkli
o 'zgaruvchilar nisbiy o ‘zgarishlari nisbatining Ax nolga intilgandagi
limitiga aytiladi va E (y) kabi belgilanadi:

E.(y)= lim| 22X | i [ X 2 X g &
A0y Yy x A0l Ax y y A0 Ax ’

. A
Agar Alxl_rg Zé mavjud bo‘lsa, unda E (y) uchun formula quyidagi

xy _diny
dinx -’

O‘rta giymatlar ta’rifidan foydalanib, elastiklik formulasini ushbu

E(y)=% f(x)_Mrf
f(x) Af

ko‘rinishda yozish mumkin. Bunda A f— f funksiyaning x nuqtadagi
marjinal giymati, 4 /- f funksiyaning x nuqtadagi o'rta giymati.

Ikki va ko'p argumentli funksiyalarning muayyan argumenti bo‘yicha
elastikligi ham yuqoridagi kabi kiritiladi.

ko‘rinishda yoziladi: E (»=

4.2 —ta’rif. Ushbu z= f(x,,x,,...,x,) funksiyaning x, argumenti
bo'yicha elastikligi deb

limitga aytiladi.



Ta’rifga ko‘ra: E, (z)—a—z x—, i=12,..,n.
ox, =z

t

z=f(x,y) bo‘lgan holda elastiklik uchun
0z x
E(2)=—== naE (z)_a_z Y
dx z dy z
formulaga egamiz.
Ko'*p argumentli funksiyalar uchun ishlab chiqarish elastikligi deb barcha
argumentlar bo‘yicha elastikliklar yig‘indisiga aytiladi va

L0z Xx; _azx dz y
Exhxz»~~-r"n (z)=§¥.7; (1 V)( 2)= Fy.

i

Ox z ay z°

W @|>1, (B (@] >1 ) tengsizlik bajarilsa, ishlab

chiqarish elastik deylladl.

Endi bir argumentli funksiya elastikligining geometrik ma’nosiga
to‘xtalamiz. Ravshanki, y = f(x) funksiya differensiallanuvchi deb garaladi.
Ta’kidlab o*tamizki, iqtisodiy ma’nosi bo‘yicha y = f( x ) funksiya grafigi
birinchi chorakda joylashgan va har bir nuqtasida urinma mavjud. Bu urinma
koordinata o‘qlari bilan albatta kesishadi. Quyidagi 4.1-4.6-chizmalarda
urinmalaming mumkin bo‘lgan holatlari keltirilgan.

Agar |E

X1,X2,

A, o! D “x

4.2-chizma 4.3-chizina

y
y y
Cxy) foll
xy)
B C (x
A b'd X >
IH/ /I{A /A O| ,X
4.4-chizma 4.5-chizma 4.6-chizma
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Shu 6 holning har biri uchun elastiklik formulasini keltiramiz, ular
elastiklikning geometrik ma’nosini anglatadi.

CB CB

E ())=———<0-: E.(y))=——=<0.
1. E.(») o Y 2. E.(y) oY
CB CB
CE.()=—x<1; CE,| =—>1:
3. E.(y) ol b 4 » oAl

CB CB
E.(y)=">1. E =—<l
5. E.(y) ca’ b 6. E,(») TR

Elastiklik uchun keltirilgan formulalardan ko‘rinadiki, elastiklik y = f(x)
funksiya grafigiga C (x, y )}, x> 0, y> 0 nugtada o‘tkazilgan urinmaning
urinish nuqtasidan ordinata o‘qigacha bo‘lgan masofaning shu nuqtadan
abssissa o‘qi bilan kesishish nuqtasigacha bo‘lgan masofaga nisbatiga teng
bo*lib, ishora urinma burchak koeffitsiyenti ishorasi bilan aniqlanadi. Masa-
lan, 1 holda ishora 1g (180° —a)=1g o< 0 ga ko‘ra manfiy bo‘ladi. 2
holda ham ishora manfiy. Qolgan 3-6 hollarda esa ishora musbat ekanini
payqash qiyin emas.

Agar 1-2-hollardaCB = CA bo‘lsa, £, (y)=1 bo‘ladi. Qolgan hollarda

CB+CA .Ammo CB = CA hol urinma koordinata boshidan o‘tgandagina

mumkin, Bunda £ (y)=1 bo‘ladi. 1-2-hollarda urinma koordinata boshidan
o‘tadigan hol ro‘y bermaydi.

: CB s L
Endi I-holda E,(y)= _C_A< 0 formula elastiklikni anglatishini isbot

gilamiz. ADC uchburchakdan f(x)zlg(lgoo_a)z_tga, ya’ni

CD b
tgo.=—f'(x). Shu uchburchakdan ngt=E= fA(;) . Shuning uchun
4 f(x) . AD= f(x) .
-/ xX)==—= k PR § ¢ iZ.
S (x) 1D yoki (%) ifodaga egamiz. CBE va

ACD uchburchaklar o‘xshashligidan

cB_cE . CB_ ,(_f(x)Jz_xf'(x)z
cd 4D 7™ ca T S f(x)
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CB -
Bundan E,(y)= A formula kelib chiqgadi.

Elastiklik uchun 2-6-formulalar ham shunga o‘xshash isbotlanadi.
Shu formulalardan yana uchinchisini isbot gilamiz. 4.3-chizmaga

CD _ f(x) QZOD_x

‘ta tgo= = = i
ko‘ra 1g D Y2 CA AD 4D munosabatlar kelib

o | | )
chiqadi. Avvalo ravshanki, g o = f'(x) . Shuning uchun = fx) V2

Q:x . f(x) =X'f'(X) =
C4 Sx) f(x)

4.3-ta’rif. Elastiklikning absolut migdori |Ex(y)| elastiklik
koeffitsiyenti deyiladi.

E.(%) kelib chigadi.

4.4-ta’rif. Agar biror igtisodiy ko ‘rsatkich uchun elastiklik
koeffitsiyenti birdan katta bo'lsa, tegishli ko ‘rsatkichning o ‘zgarishi
elastik deyiladi.

4.2-§. Elastiklik xossalari va elementar funksiyalarning
elastikligi

Elastiklik quyidagi xossalarga ega:
1°. Elastiklik o‘lchovsiz miqdor, uning qiymati x va y lar o‘lchov
birligiga bog ‘lig emas, ya’ni

E_ by)=E.(y)
Ishot.

dlnby _ 1 pay-Lgax=2Y_F (y)
dlnax by ax y dx .

E . (by)=

2° O‘zaro teskari funksiyalaming elastikliklart ham o°zaro teskari
bo‘ladi, ya’ni
1
E, (x)-

y

E (y)=
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1 1
&y E,\(x)
dy x
Masalan, narx bo‘yicha talab elastikligi talab bo‘yicha narx elastikligi

Isbot. E,()=2 X
dx y

bilan o‘zaro teskan miqdorlar, ya’ni Ep Q)= [EQ (p)] -
3° Bir xil argument x ga bog‘liq ikki funksiya ko‘paytmasining
elastikligi shu funksiyalar elastikliklari yig ‘indisiga teng, ya’ni
E (uv)=E (u)+E_(v).
Isbot.

) -x _@v+w)x _ux vx . (W) +E_(v) .
v

E (u-v)=

uv n
Bu xossa ko‘paytma logarnfmi xossasiga o‘xshash.
4°. Bir xil argument x ga bog‘liq ikki u(x) vav(x), v(x)#0,
funksiya nisbati elastikligi shu funksiyalar elastikliklan ayirmasiga teng,
ya’'ni

E{i}E,(u)—E,(v) |
Vv

Isbot.
¢
— .x ,
E,[ﬁ]: VI Yo MYow X VX _ g )-E,(v)
v u u v u v
v

5°. Ikki funksiyayig ‘indisi (ayirmasi) ning elastikligi quyidagi formula
yordamida hisoblanadi:
uF (u)xvE (v)
utv
Endi elementar funksiyalarning elastikligi uchun formulalarni
keltiramiz:

1. y=C, C=const#0; E_(C)=0.
2. y=x, E (x)=1.

E (uxtv)=

3
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3. y=x%, E,(x")=a.
4. y=a*, E (a")=xlna; E (¢)=x-
5. y=sinx, E (sinx)=xctgx.

6. y=cosx, E (cosx)=-xtgx.

Ushbu tg x, ctg x, In x, arcsin x, arccosx, arctg x, arcctg x funk-

siyalarning elastikligi formulalarini ham chiqarish mumkin.
Endi 1°9-5° xossalar bo‘yicha elastiklikni hisoblashga doir misollar
ko‘ramiz:

L fm=2x%", E,(»)=2-(E,(x*)+E(¢")=2-G3+x).

2. f(x)=3;, E.(3)=E,(3)-E (x*)=xIn3-2.
X

3. f()=3M2%  E ()= E(sin2x)— E,(cosx) = 2xctg2x — xtgx
COSXx

X*E (x*)+e”E (¢¥") 4x*+2xe

4 2x
4. f)=x"+e”, E.(y)= Y i
X +e X +e

Chizigli funksiyaning elastikligiga alohidato‘xtab o‘tamiz. Ravshanki,
agar y = ax + b bo‘lsa, uning elastikligi ushbu

ax
ax+b

E (ax+b)=

formula yordamida hisoblanadi.
a <0 bo‘lganda (narh bo‘yicha talab funksiyasi uchun), uch hol yuz
beradi:

l. 5#0, x=0 bo‘lganda E _(y)=0.

ax
ax+b

b
=-1 agar x=—5‘— bo‘lsa. Buholda E (y)=1.

b
3. x=——; bo‘lganda E (y)=-c bo‘ladi.
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Shunday qilib, a < 0 bo‘lganda chiziqli funksiyaning elastikligi uchun
quyidagi hollar ro‘y berishi mumkin (4.7 chizma)

0, x=0;
-b
-1<E (y)<-1, 0<x<2—; a<0;
a
E =
O Ep=-, Rl
2a a
-1, x=—i.
2a

4.7-chizma

Yugqoridagi mulohazalardan a < 0 bo‘lganda elastiklik chizigli funksiya
grafigining og‘ishiga (burchak kocffitsiyentiga) bog‘liq bo‘lib qolmasdan,
elastiklik ganday nugtada hisoblanayotganiga ham bogliq.

4.3-§. Elastiklik intervali va uning bozor iqtisodiyotiga bog‘ligligi

Ta’rif bo‘yicha elastiklik koeffitsiyenti |Ex ( y)l musbat vax gabog‘liq.

Agar IEX ( y)] > 1 tengsizlik bajarilsa, jarayon elastik bo‘lishini aytib o‘tgan
edik. Shu tengsizlik yechimi biror intervaldan iborat bo‘lib, uni elastiklik
intervali deyiladi.

Elastiklik intervalini topishga doir misollar ko‘ramiz.

1-misol. y=-2x+4 (talab funksiyasi, x — narx, x> 0). Unda
a=-2<0, b=4. Endi ~2x+4>0 dan x <2 kelib chigadi.
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Ex(y)=;2x—; Ushbu —2x >1 tengsizlikni yechamiz. x <2
-2x+4 —2x+4
bo‘lgani uch —2x >1 yoki 4x>4 'ni x> 1 kelib chiqadi
1.
o*lgani uchun ——~== yoki 4 x , ya’ni x elib chiq

Shunday qilib, 1 <x < 2 berilgan chiziqli talab funksiyasi uchun elastiklik
intervali bo‘ladi (4.8-chizma).

yA

>
g7 0
{ 0, 0<x<x,,
2-misol. y =3
|[ Jx—x,, x>0
. ] )
Bu taklif funksiyasi bo‘lib, x # x, da ¥ =-2——, x > x,. Shuning uchun
X=X,
E ()= Lx =—
’ Z\ﬁf—xo-\/x—-xo 2-(x—x,) -

Endi elastiklik intervalini

X
—
2-(x—xp)
tengsizlikdan topamiz. Undan x>2(x-x) va x<2x, kelib chiqadi.
Shunday qilib, berilgan chizigsiz taklif funksiyasi uchun x, <x <2x,
elastiklik intervali bo‘ladi.

Eslatma. Elastiklik intervali haqidagi mulohazalardan kelib chiqadiki,
mahsulotlarni narxi elastiklik intervalini qanoatlantiradigan bozorlarga olib
borish lozim. Har bir bozorga olib boriladigan mahsulotlar tagsimoti daromad
maksimal bo‘ladigan gilib amalga oshiriladi.
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4-bobga oid masalalar
A. Quyidagi talab va taklif funksiyalari uchun elastiklik va elastiklik
intervali topilsin (mahsulot narhi x — musbat):

X
1. y=2\/x-3’ x>3. 2. y=_'3—+11. 3. y=-x+12.
x
4. y=_5+15 5. y:\/x—l’ x>1. 6. y:x2 +1.
I
7.y=—x2+l. 8. y=?+3 9. y=-3x+15.
X ;
10. y=—7+1. 1. y=2Jx+3. 12. y=-33x+4.
B. Quyidagi funksiyalarning elastikligi hisoblansin:
l. y=arctgx. 2. y=cos(lnx) 3. y=arccos x
4. y:xez“‘. 5. y:xze" 6. y=x2 sinx .
a’ a’ COsX
7. ¥Y=—"3. 8. Yy=— 9. y=
x x X
10 y=ln2x _ax+b 2 .
. 1 d . y=2x+3e

V. 4.2; 4.4 -4.6 chizmalardagi hollar uchun elastiklikning geometrik
ma’nosi isbotlansin.

4-bobga oid nazorat savollari

1. Bir argumentli funksiya elastikligi ta’rifini bering.

2. Ikki va ko‘p argumentli funksiya elastikligi ta’rifini bering.

3. Birargumentli funksiya elastiklik koeffitsiyenti nima?

4. 1kki argumentli funksiya uchun ishlab chigarish elastikligi nima?

5. Elastiklikning geometrik ma’nosini (6 ta holni) aytib bering.

6. Funksiya elastikligi xossalarini aytib bering.

7. Elastiklik intervali nima?

Chiziqli, chizigsiz talab va taklif funksiyalarining elastikligi qanday
hisoblanadi?
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5-bob. ISHLAB CHIQARISH FUNKSIYALARI (ICHF) VA
ULARNING IQTISODIY JARAYONLARNI O‘RGANISHDA
TUTGAN O‘RNI

[gtisodiy jarayonlami ICHF yordamida tadgiqot qilish XX asming birinchi
yarmida amerikatik olimlar K.Kobb va P.Duglas tomonidan boshlangan.
Ulardan birinchisi matematik, ikkinchisi esa iqtisodchi bo*lgan. Ular birgalikda
ilmiy-tadqiqot ishlari olib borishgan. Jumladan. AQSH uchun 1900-1922-
yillarga oid makroiqtisodiy statistik ma’lumotlarni sinchkovlik bilan
o‘rganishgan. Ma’lumki, ishlab chiqarish faoliyatini makroiqtisodiy
ko‘rsatkichlarning o*zgarishi belgilaydi. Ishlab chigarilgan mahsulot haj-
mi (milliy daromad hajmi) ¥, asosiy kapital (asosiy fondlar) hajmi K va
sarflangan mehnat (mehnat resurslari) hajmi asosiy makroigtisodiy ko‘r-
satkichlardir. K.Kobb va P.Duglaslar shu ko‘rsatkichlar orasidagi bog* lanishni
iloji boricha aniq ifpdalab beradigan funksiyalarning parametrik sinfini topish
masalasini qo‘yishgan. Matematik K.Kobb bunday funksiyalar sinfini ushbu

Y=a,K*IP
ko‘rinishda izlashni tavsiya etgan va avvaldan a,, o, B parametrlarga
quyidagi

a,>0, 20, (=20, a+p=1 5.1

shartlarni go‘ygan. Ular parametrlarning statistik ma’tumotlarga mos qiymat-
larini eng kichik kvadratlar usuli bilan izlashgan. Ko‘rilayotgan holda ushbu

1922
®(a,,0.B)= > (In¥,~Inag,—alnk, -BIn L)’ — min (5.2)
1=1899

masala qo‘yilgan. Bu (5.2) masala chizigsiz dasturlashning shartsiz
minimum masalasidir. Aniqrog‘i, (5.1) shartlarni ganoatlantiradigan

a,, o va B lar ichidan ®(a,,a,B) funksiyaga eng kichik giymat
beradigan (a,, o, B )uchlikni topish lozim bo‘ladi. Hisoblashlar natijasida
quyidagi a,, o, B lartopildi:
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a, =101, «=025, PpB=0,75.

Endi izlangan funksiyani uzil-kesil yozish mumkin:

Y =101.-K%%.1%" (5.3)

Keyinroq bu funksiyava Y =g oK * 1P ko‘rinishdagi funksiyalar Kobb-
Duglas funksiyasi nomini oldi.

Tadqiqot natijalari 1928-yilda “Ishlab chiqarish nazariyasi” nomli maqo-
lada chop etildi (4 theory of production. — “American Economic Review”,
v.18 Nel, 1928), (5.3) funksiya esa Kobb-Duglas ICHF deb ataladigan
bo‘ldi. Shundan keyin ICHF nazariyasi keng ko‘lamdanvojlanib ketdi. ICHF ning
CES (Solou va boshqalar), Leontev, Sato kabi yangi turlari paydo bo‘ldi.

5.1-§. Bir va ko‘p o‘zgaruvchili ICHF haqida. Eyler teoremalari

Matematikada
y=f(x (5.4)

ko‘rinishda yoziladigan bir argumentli (bir o‘zgaruvchili) funksiya tushun-
chasi ma’lum. Unda x — erkli o‘zgaruvchi, y esa - erksiz o‘zgaruvchi.
5.1 —ta’rif Agar (5.4) da erkli o ‘zgaruvchi x sarf gilinadigan yoki
Joydalaniladigan resurs (ishlab chiqarish faktori ) hajmi qiymatini, erksiz
o zgaruvchi y esa, ishlab chigariladigan mahsulot haymi qiymatini anglatsa,
unda (5.4) bir o zgaruvchili ishlab chigarish funksiyasi (IChF) deyiladi.
Iqtisodiy ma’nosi bo‘yicha x >0, y2>0 va(5.4) funksiyaning grafigi
birinchi chorakdajoylashgan bo‘ladi. / belgi iqtisodiy sistemaning resursni
mahsulotga aylantiradigan xarakteristikasidan iborat. Makroigtisodiyotda y
maksimal ishlab chiqarilgan mahsulot haymi deb qabul gilingan. Ammo
makroiqtisodiyotda parametrlardan foydalanish evaziga bu miqdor yana

ko‘proq bo‘lishi mumkin. Bunday holda y = f(x,a) deb yoziladi. ICHF
parametrlari vektori a deb belgilangan. Masalan, y =ax® funksiyani

olaylik, unda x — sarf gilinadigan resurs miqdori, y = f(x) — ishlab
chiqariladigan mahsulot hajmi, a va o — ICHF parametrlari,
a>0, 0 <a <1.Shufunksiya grafigi botiq vakoordinata boshidan chiqadi

hamda birinchi chorakda joylashgan. Shu bilan birga, funksiya monoton
o‘suvchi va quyidagi shartlami qanoatlantirad::
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W0)=0, y=ax* >0, y=a-a-x*"' >0, Yy =a a@-1)x*?<0,

o, L ao ., L aa
lim ) = lim——=+w. lim )'= lim =0
x>+0 xo+0 72 > x> x>+ x @ :

Ikkinchi hosilaning manfiyligi x ning ortishi bilan y ning kamayishini
anglatadi. Bu holat igtisodiy nazariyada kamayuvchi samaradorlik gonuni
deyiladi.

Bir o‘zgaruvchili ICHF ichida ushbu

f@=0; f(x)>0; f(x)>0; f"(x)<0; Vx>0 (55)
shartlarni qanoatlantiradiganlari ham uchraydi. (5.4) shartlarni qanoat-
lantiradigan ICHF bir o‘zgaruvchili klassik ICHF deyiladi. Agar ICHF

(5.5) dan tashgari f(Ax)=Af(x), A >0 shartni ham bajara olsa, u neo-
klassik deyiladi. Masalan, f(x)= ax,a> 0-neoklassik ICHF. Agar f(x)

funksiya uchun f(}\,x)s}\,af(x) ayniyat bajarilsa, f(x) funksiya bir
o‘zgaruvchili umumlashgan ICHF deyiladi.

Makroigtisodiy darajada sarf va ishlab chigarilgan mahsulotlar ularming
baholari bilan o'lchanadi. Aniqrog‘i, sarf qilinadigan (yoki sarf gilingan)
resurslar va ishlab chiqarilgan mahsulotlar ularning hajmini mos narxlariga
ko'paytmasi orqali o‘Ichanadi. Bir o*zgaruvchili ICHF bir faktorli ICHF
deb ham yuritiladi.

Makroiqtisodiy sistemada, matematikada ikki yoki ko‘p o‘zgaruvchili

y=f(x,%,), y= f(x,,x,,...,x,) funksiyalarga o‘xshash, ikki va ko‘p

faktorli IChF lardan tez-tez foydalaniladi.
5.2 ~ta’rif. Agar ushbu

y=f(x, %5005 %,) (5.6)

formulada x,x,,..,x, o'zgaruvchilar sarf gqilinadigan (yoki
Joydalanadigan) resurslar hajmi giymatini (o zgaruvchilar soni resurslar
soniga leng) , erksiz o zgaruvchi y - ishlab chigarilgan mahsulot migdori
bo lib, (5.6) funksiyaning giymati ma ‘nosini anglatsa, shu (5.6) funksiya
ko'p argumentli ( o zgaruvchili ) ICHF deyiladi.

(5.6) funksiya yana n — resursli yoki » — faktorli (umuman, ko‘p "
faktorli) deb ham ataladi. Iqtisodiy ma’nosi bo‘yicha x,,x,,..., x,, o‘zga-

ruvchilar nomanfiy. Shuning uchun ushbu
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R ={(x;,%;,..,%,): 20, x,20, .., x,20}
to‘plam ko ‘p faktorli ICHF ning aniqlanish sohasi bo‘ladi. Agar x,,x,,...,x,

koordinatali vektomi x deb belgilasak, R to‘plam» o‘lchovli R ” fazoning
barcha nomanfiy vektorlan to‘plamidan iborat.

5.3 —ta’rif. (5.6) funksiya quyidagi shartlarni qanoatlantirsin:

1°. (5.6) funksiya R sohada aniglangan, uzluksiz va birinchi hamda
ikkinchi tartibli uzluksiz xususiy hosilalarga ega.

f(x13x23 * , [30 X "):03 i:Lz,---,n; f(oaozao)zo

s Mi4l o

3 S, Ay, L Ax, ) = A f(x),x,,.0,X,); VxeR!; A>0.

2 n

o L@ o 0@ o 2@ [af(x)>0];VxeRf_

ox, T ox, 7 ax, dx

IS . S <0: Of) . BE ,. i%),VxeR!
ox} ’ ’

ox? ox} " 0x,0 x;

Shu shartlarni qanoatlantiradigan (5.6) funksiya n o ‘zgaruvchili
neoklassik ICHF deyiladi.

3% shartning ma’nosiga alohida to‘xtalamiz. Shu 3° shartni qano-
atlantiradigan funksiyalar n o*zgaruvchili chizigli - bir jinsli deb ataladi.
Quyida shunday funksiyalarga misollar keltiramiz:

1 S(x,x,.x,)=>kx;, k>0, i=12,..n
i=1

2. f(x,%,,..,x,)= aOHx ; a5 >0,a,>0,i=12,..,n; > a, =1

i=]

a+l] a+l
a,xl +a2x2 +.. +ax

3 f(xl5x23 (P n) ’ai>0; b,>0

bix*+b,xy +...+b, x5
'a,. #b,,a>0, i=12,.,n (kamida bitta i uchun).

4. f(x),%5,...,%,) {Za,x, , a,>0, i=12_..n
i=]
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n

1
5. f(x,,xz,...,x")=a0(ia,xf.’j ?, a,>0,i=0),..,n; >a=1,p>-1.
=l

=

Bu misollardan ko*rinadiki, turli “tabiatli” funksiyalar chiziqli-bir jinsli
bo*lishi mumkin. Chiziqli-bir jinsli, umumiy holda, § -tartibli bir jinsli funk-
siyata’rifi shveysariyalik buyuk olim Leonard Eyler tomonidan kiritilgan.

5.1-teorema. Agar (5.6) funksiya chizigli-bir jinsli bo'lib, R da

birinchi tartibli uzluksiz hosilalarga ega bo ‘Isa, u holda quyidagi ayniyat
o'rinli:

6;’(x)x] 0/, .. 5f(x)x = /().
X sz

S.4-ta’rif. Agar (5.6) funksiya uchun ( ¥xe R ) ushbu

X=(X1,X5,.,%,). (5.7)

”

SOx, A%y ,.,0x, ) =A% f(x,,%,,5%,), A>0; 8>0 (5.8)
ayniyat o‘rinli bo‘lsa, uni § -tartibli bir jinsli funksiya deyiladi.

Misollar keltiramiz:

n

L fO, XX, )= kx?, k>0, §>0,i=12,..,n

par i*io
., 5
3 f(x],x2,...,x,,)=[2k,x,J , k;>0, 8>0,i=12..n
i=1

3, S(x,%5,..,%,)=a, r{xf"'; da;=8>0; ay>0; a, >0, i=12,...,n
= i=l

- .
25 )
4, f(x,xp,0,x,)= > a;x”, a;>0, i=12,.,n; >0
i=1

X
n _ p n
SO xenx)=agl 2 a x|, Dla; =1, ay>0,
=1 i=1

a >0, i=1_2

glgens

%]

NS p>-1 6>0.
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5.2-teorema. § >0 tartibli bir jinsli funksiyalar uchun ushbu

(Vxe RY)

6f(x)xl + 6f(x)x2+m+_6f(x)x" =8 f(x)
0x, 0x, ox,
ayniyat o‘rinli.

Agar § > | bo'lsa, ishlab chigarish masshtabini (ko‘lamini) A (A > 1)
marta orttirilsa, bundan ishlab chigarilgan mahsulot migdori A® marta ortadi,
ya’'ni ishlab chiqarish masshtabini orttirishdan samaradorlik bor bo‘ladi.
Agar § < | bo‘lsa, ishlab chigarish samaradorligi ishlab chiqarish masshtabi
ortishidan kamayadi. Nihoyat, § =1 bo‘lganda masshtabning ortishidan
erishiladigan samaradorlik o'zgarmas bo‘ladi.

Yuqoridagi mulohazalar neoklassik ICHF ta’rifidagi 3° shart bilan
bog‘langan edi. Endi 4°, 5° shartlar va ularning igtisodiy ma’nosiga
to‘xtalamiz.

(5.9)

4%shartdan har bir M>0 tengsizlik f(x) funksiya x, bo‘yicha

O0x,
o‘suvchi ekanini, 5%shart esa o°sish tezligining kamayib borishini anglatadi
(5.1-chizma). Albatta, x, resursni qolgan resurslar o‘zgarmas bo‘lganda
xohlagancha orttirib borishning ma’nosi yo‘q. Bu hol 5°shart bilan ifodalanadi.

Bunday hol kamayuvchi samaradorlik gonuni deb ataladi. [CHF grafigi

R ™' sohada sirtni anglatadi. Agar »n = 2 bo‘lsa, ICHF grafigi Ri sohada
Jjoylashgan va qavariqligi yuqoriga qaragan sirtni bildiradi.

f(x)/\ My =1y > 05—y >y — 1 > ...

A 4

5.1-chizma .
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5.2-§. Ikki faktorli ICHF

Biz ikki faktorli ICHF ga alohida to‘xtalamiz. Iqtisodiyotda qabul gilingan
belgilashlardan foydalanib, ICHF ni quyidagicha yozamiz:

Y=F(LK). (5.10)

Ko*plab kitoblar va ilmiy magolalarda F(K, L) deb yozishadi, unda
abssissa (gorizontal) o‘qi deb KX belgilanadi. Bu hol grafiklarni chizishda
ba’zi qiyinchiliklarga (noqulayliklarga) olib keladi.

Ikki faktorli ICHF uchun necoklassik ICHF ning umumiy ta’rifidagi 1°—
5%shartlar quyidagicha yoziladi:

1° F(L,K) funksiya Rf sohada aniqlangan, uzluksiz va birinchi,
ikkinchi tartibli uzluksiz hosilalarga ega.

2°. F(0,K)=F(L,0)=0; F(0,0)=0.
3°. F(ML,AK)=AF(L,K); V(L,K)e RZ.

OF(L,K) 50- OF(L,K) >0

; . V(L,K)e R?
Y 3K (L,K)e R,

2 2
5 ZFLK) F(L;K) F(LZ’I_O<0; 9 F(L.K) 5 g, V(L,K)e R}
oL oK 0L oK
Asosiy ikki faktorli ICHF sifatida Kobb-Duglas va CES sinfidagi
(Constant Elasticity of Subtitution) ICHF larni ko‘rsatish mumkin. Ularni
alohida-alohida o‘rganamiz.
1. Kobb-Duglas ICHF quyidagi ko rinishga ega:

2
<0; 9

Y=F(L,K)=aK*L"™, a,>0, O<a<l. (5.11)
Bu funksiyaning neoklassik 1°-5° shartlarni qanoatlantirishini

tekshiramiz. 1° va 2° shartlar bajarilishi ko‘rinib turibdi. Endi 3°-shartni
tekshiramiz:

Y= FALAK)=a,(AK)*-(AL)™® = ha, K*- L' = AF(L,K) -
Nihoyat, 4° va 5° - shartlar bevosita hisoblashlar orgali tekshiriladi:
OF oF

—=a,-(1-a)K* L'* >0, =g, 0 K >0,
oL 9K :
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? 2
_?9Lf =-a,-a(l-a) K* L% <0, 275:00,(1 (1-a) K* 2™ <0
2

2. CES sinfidagi ICHF quyidagi ko ‘rinishga ega:

I
Y=F(LK)=g[aK®+(-a)L®|, a,>0, 0<a<l, p>—1. (5.12)

Mazkur funksiya 1961-yilda E.Errou, X.Cheneri, B.Minal va R.Solou
tomonidan kashf etilgan ( Capital-labor subtitation and economic efficienc, —
Review Economics and Statistics, v.45, N2, 1961). Qisqalik uchun keyingi
mulohazalarda uni Solou funksiyasi deb yuritamiz. Shu funksiya uchun
t° - 5% shartlarni tekshiramiz. Ravshanki, 1° shart bajariladi. 2° shartni

tekshirish uchun ikki holni ko‘ramiz; 1) p>0; 2) -1<p<0.
[-holda (5.12) ni o‘zgartinb,

ay KL
lar + (1- a)k?
ko‘rinishda yozamiz. Bundan F'(0, K) = F(L,0) =0 ekani kelib chigadi.
Ammo 2-holda F(0,K)=a,aK #0, F(L,0)=a,(l—a)L+#0. Bundan

F(L,K)= G

ko‘rinadiki, —1<p <0 bo‘lganda Solou funksiyasi uchun 2°shart

bajarilmaydi va funksiya neoklassik bo‘Imaydi.
Endi chizigli bir jinslilik sharti, 3° ni tekshiramiz. Bu shart bajariladi.
Hagigatan,

] , .
FOLAO = a,|drK)? - (1=afrLP [ = a1 ak +xPa-a)? o =

1
= agh?|ak® +(1-a)L* |5 =AF (L K)

Shunday qilib, 3° shart ixtiyoriy A>0, p>—1 lar uchun bajariladi.

Endi 4° va 5° shartlaming bajarilishini tekshirish qoldi. Bu ishni bevosita
hosilalarni hisoblash yordamida olib boramiz:

OF(LK) _

oy (UpHa K7 40— 7[5 (-a) (o)L -
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1+p
=a,-(1-a)- L -[aK“’ +(1—a).L‘°]T >05

PLE) (Yo} ok t-a) L] K™ =

!i
=a,-a- K" -[aK"’ +(1—a)-L"’r P >0-
Keyingi hisob-kitoblar murakkabroq bo ‘lgani uchun yozuvni kamaytirish
magsadida ushbu

[=lax* +a-a)-17]
belgilashdan foydalanamiz. Endi ikkinchi tartibli xususiy hosilalarni
hisoblashga kinshamiz:

L e
%za"'(l_a)'{(_p"l)f PP L (-l [T (e ]L

_,_1 _l_
=q, -(l—a)(—p——l){L"p_z[...] ° +(p-1)-(-p)A-a)L* . ]° 2} =

—ay-(1-a) (p-DL.T° (L7 ak +0-aL?)- -l )=

L

=—a,-(1-a)-(p+1)-a-L* 2K .[.]° <O

_lp

Ll 1
%=%ﬂ{(—p—l).r'*’[...]" +K* (-Q+p)fp)[.]1 ° a-(—p)IC'H}=

l+p_l

=a@K ] * {(-p-DK*((+p)fp)-[.J+alp+]) )=

o,
—aa K*.]° {(-p-D-K°la-K?+(-a)-L*)+a-(p+1)}=

1,

=—ay-(1-a)-(p+D)-a-L°K*.[.]° =
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@ KPP f-+)(- A, K- g s
=—ay-a-(p+1)-(I-a)-K**[.]° <0

Endi aralash hosilaning musbatligini ko‘rsatamiz:
9’F
OLOK

=ay (1~ay L (- (p)fp) [ 75 e (o) K =

l+p
=a,-(I—a)-a-(1+p)- L* K [.] % 7' >0
Shunday qilib, Solou ICHF uchun p > 0 bo‘lganda barcha 1°-5°shartlar
bajariladi, ammo - 1<p <0 bo‘lganda 2° shartdan boshqalari bajariladi.
Bizongliravishda p = 0 bo‘lgan holni tushirib qoldirdik. Umuman, p — 0,
p —>—1 va p —+c0 hollar ham ko‘rilishi lozim.

Avval p >0 holni qaraymiz. Buning uchun avval Iin?)lnY ni
p—>

hisoblaymiz:

limlnY = Inao—hr%—ln[aK P+(~a) L ]
p=0p

p—0

1 aL"+(]—a)-Kp
= Ing; —~lim—
p—>0p KP.IP

_ Ina, - Iirr(l)l/p-[ln(aLp +(i—a) K?)-pln(K- L)] =
p—>

In(aL" +(-a) K")
p—>0 p

= Ingy~In(XK-L)—

Bu limitni hisoblash uchun Lopital qoidasidan foydalanamiz:

p N KP
liminY =Ina, + In(XL) - lim al’inL+(l~a) K an:
p—0 p—0 aLP +(1 _ a)- Ko

= In(a,KL)~[aLnL+(1-a) In K]= In(a,KL)~ In K=" L = ln(aoK”Ll_” )
Demak, limin¥ = in{agK °I'™*). Endi uzit-kesil ushbu
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limin? =In{a,K L"), a, >0, 0<a<l

p—0
formulaga ega bo‘lamiz.
Demak, p — 0 da Solou ICHF Kobb-Duglas ICHF ga aylanadi. Xulosa
qilib aytganda, Kobb-Duglas funksiyasi Solou funksiyasining p —> 0 dagi
xususiy holidan iborat.

Endi p —> +9 holni ko‘raylik:

lim InY = a, lim{ak® + (1-a)L| " =

P—>+0 p

=a, lim

' K-L _ a,L, arap L<K 0ynca,
®osiogl? +(1-a)K'P

a,K, arap K<L 6¥nca.

Demak, p —> +o da Solou funksiyasi ¥ =a,min{L; K} funksiyaga
aylanadi. Bu funksiya tayinlangan proporsiyali ICHF deyiladi. U Leontev
ICHF deb yuritiladi. Bunday ICHF ham Solou funksiyasining xusu-siy
holidan iborat.

Nihoyat, p — —1 holni ko‘rish qoldi. Ravshanki,

panJIInY=aO[aK+(l—a)L]_

Demak, p -1 da Solou funksiyasi ushbu Y =a,[a K +(1-a)L]
chiziqli ICHF ga aylanadi.

Oxirgi ikki xususiy holda olingan ICHF neoklassik shartlarni
qanoatlantiradi. Ammo Leontev va chizigli ICHF lar ham iqtisodiyotni
o‘rganishda asqotadi.

5.4-teorema. Ushbu Y=F(L,K)=a,K*["™*, 0O<a<l, a,>0
Kobb-Duglas funksiyasi quyidagi ikkinchi tartibli kvazichizigli differen-
sial tenglamani qanoatlantiradi:
O’F ﬁ o'F
orr I’ 8K*
Isboti bevositahi:ob-kitoblar yordamida olib boriladi.
Ta’kidlab o‘tamizki, O‘zbekiston xalq xo‘jaligi uchun 1961-1990-villarga
mos makroiqtisodiy ICHF hisoblangan edi:

(5.13)
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Y=F(L,K)= eo,on . KO,3616 . L0,6386 ,

bunda o =0,3616, p=0,6386 a,=e’""'. Ravshanki, a+pB=1,002.

5.3-§. 1kki faktorli neoklassik ICHF uchun asosiy iqtisodiy-
matematik xarakteristikalar

Tkki faktorli neoklassik ICHF uchun asosiy iqtisodiy-matematik
xarakteristikalami (ko‘rsatkichlami) keltiramiz.
Faraz qilaylik, Y=F (L, K') — ikki faktorli neoklassik ICHF bo‘lsin.

K 1
1°. T=k — qurollanganlik, Pl ishlab chiqarish quvvati.
Y _F(L,K) .
20, y= I: 1 - o‘rtacha mehnat unumdorligi.
30 Z‘l‘F(K’L) ‘rtacha fond dorligi
. X x  ~ O'rtacha fond unumdorligi.
OF(L,K) . . . .
40 v T mehnat bo‘yicha marjinal (limit) unumdorligi.
OF(L,K) . .. o -
5°. "=T — fondlar bo‘yicha marjinal (limit) unumdorligi.
_OF(L,K) K

6. & oK FLK) ™ fondlar bo‘yicha elastiklik koeffitsiyenti.

_OF(LK) L
7. B= aL F(L.K) —mehnat bo‘yicha elastiklik koeffitsiyenti.

dK_F(LK) (LK)
dL oL = oK
resursni K resurs bilan almashtirishning marjinal (limit) normasi.

g0 S=

— F(L,K) - o‘zgarmas bo‘lganda L
ds RY' _
9. o= x* 3 —F(L,K) - o'zgarmas bo‘lganda L resursni K resurs

bilan almashtirish elastikligi (aslida o°*sha elastiklikka teskari migdor).
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oF
10°. K-— —kapitaldan olingan daromad.

oK
oF .
11°, Lla_L — mehnatdan olingan daromad.
6F oF
0 L—+K-—=F _j
129, BL 3K jarnlama daromad.
ICHF ning chizigli birjinsliligidan foydalansak, quyidagiga ega bo‘lamiz:

F(L,K)= F(L 1,L§J= LF(I,%JzL- FQ,k)=L- f(k),
bunda F(L,K)=Lf(k), ffk) — o‘rtacha mehnat unumdorligi. Keyingi
mulohazalarda tez-tez ushbu:

FL,K)y=L- f(k) (5.14)
formuladan foydalanamiz. Bu formula F(L, K) dan f( k) ga o'tishga va
aksincha, f( k)dan F(L, K) ga qaytishga yordam beradi.

Endi o‘rtacha mehnat unumdorligi f( & ) ning xossalarini ko*‘ramiz. Ikki
faktorli neoklassik funksiyalar uchun yozilgan 1° 5° shartlarni qaraymiz:

aF 0
K aK[L f))=L- f'(k)- ——L £ (k) —f(k).

Bundan f'(k)>0, Vk>0 ekanikelib chiqadi.
0<S2=2HL fOl L ST = Flky+ L Wy 75= F )= k- £k
Demak, f(k)—k- f'(k)>0, ya’ni ushbu muhim:
fi(k)-k
f(k)

0<

0< <1

tengsizlik o‘rinli.

2 (rhy)= /’(k) —

I 2 (o),
oK

oK? OK\9K
’ R o F
Bundan f"(k)<0, Vk>0 kelib chigadi. Shu tengsizlik 3L

<0 eka-
nidan ham kelib chigadi. Hagigatan ham:

79



*F 0
> aL[aL] —[f(k) k' (k)]

(= (k) — Ok __ KL e
= =[ftk)- (k) f'(k)]aL kf()( ] AR

Shunday qilib, o‘rtacha mehnat unumdorligi y = f( k) quyidagi
munosabatlarni ganoatlantiradi:

f(0)=0, f(k)>0, f'(k)>0, f"(k)<0, Vk>0. (5.15)
Bundan tashqari, y=f( k) funksiya uchun ushbu
Nim fk)=+e0 = lim f(k)=+40 = lim f'()=0  (56)

munosabatlar o‘rinli ekanini ko‘rsatish qiyin emas. Shu (5.15) va (5.16) larga
ko‘ray=f( k) funksiyaning grafigi koordinata boshidan ordinata o‘qiga
urinib chiqadi va birinchi chorakda joylashgan bo‘ladi (5.2-chizma). Shu
bilan birga, y =/ (k) funksiya qavariqdir.

¥

y=f(k)

A 4

0! k
5.2-chizma

Misol sifatida Kobb-Duglas funksiyasini olamiz: F(L,K)=a,K*L'™.
Bu funksiya uchun
fl)=ak®, fl(k)=a0 k"' >0, ffk)=ay-a- (@-1)-k**<0,

A= to0 lim £7(k)= Jim :?aa
Asosiy iqtisodiy-matematik xarakteristikalar 1°— 129 larda keltirilgan
ko‘rinishda foydalanishga noqulay. Ulami k, f( k), f'(k) va f"(k) lar

orqali ifodalansa, ICHF bilan bog‘langan turli masalalarni yechishda qulay-
lik tug‘iladi:

llm f'(k)— llm

0

0.
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1° =k.

o LY _FUALK)_
20y 7 7 S k).
30. z:lz—-——F(K’L)ZM'
K K k
, L _OFWLK)_ 8 PN
4. v=—r2=" 6L(Lf(k)) fl)-kf'(k) .
. . _OF(LK)_ 3 L
50 r=— —aK(Lf(k))—f(k).
_OF(LK) K e LK)
6. Tk F(L,K)_[f(k) Y] Lf (k) l fk) -
_OFWLK) L _ _k®)
7 PE=g F(L,K) =/ )Lf(k) fk)
L _OF(LK) OFLK)_fR-KE)_ SR,
8°. oL = K (k) f(k) '
o B UOF 100 S0 )

- dk [f'©F Lr'wF
c,z[_ﬂk)f'(k)_ K '(k) TJ(k)[kf’(k)—f(k)]>0
& fl)-k'k) kf (k) " (k)

o g OFLK) o
100, K oK k-f'(k).
11°. L-M—):L-[f(k)—k-f’(k)]_
aL
L LK) o OFULK) oy

oL oK

6 — Ne 101 81



3-bobda belgilashlar bo‘yicha F/L va F/K lar o‘rta migdorlar, ulami

. . . i . oF OF

A, =F|L, Ay =F/K kabi belgilaymiz; xususiy hosilalar 3L 2 oK

marjinal (limit) migdorlar, ulami M _oF K= oF deb belgilaymiz.
’ oL’ aK

Resurslar bo‘yicha ishlab chiqarilgan mahsulot (milliy daromad) elastikliklari
uchun quyidagi belgilashlami kiritamiz:
E (Y):aF L :M,‘ :l_k-j”(k)
OLF 4, f(k)

OF K _My _k-f'(k)

= kT~ 1)

Ushbu E, + Ex = E, &y yig‘indi ishlab chiqarish elastikligi deyiladi.

Neoklassik [CHF uchun  E gy =1.

Resurslar bo‘yicha elastiklik tushunchasi ixtiyoriy [CHF uchun ham
kiritiladi. Agar £,  >1 tengsizlik o*rinli bo‘lsa, ishlab chiqarish elastik deyiladi.

Masalan, F=aOK°LB, o>0, B>0, a,>0 ICHF uchun

E,xy=0+B.Agar a+B>1 bo'lsa, ishlab chiqarish elastik bo‘ladi.

Jarayonlarni.o‘rganishda Kobb-Duglas va Solou ICHF dan keng
foydalaniladi. Shuning uchun bu ICHF uchun asosiy iqtisodiy-matematik

xarakteristikalarni hisoblab chigamiz: F = aOK“L'"“ , ag >0, 0<a<l.

20 y= f(k)———aoku;
30, z=%=aok“4;

oF
o v=—=ay(l-a)k";
40 v= oL a( )

oF y
0 F=——=qguotk”" :
S ek T
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6°.

7°.

8°.

9°.

OF L

—_—=]-a -
oL F ’
oF K
_—
oK F ’
S(k)=l—_°‘k; ‘_@:1__2;
a dk a
(dS k]"'
o=|——| =1,
dk §

Endi Solou ICHF uchun asosiy xarakteristikalarni hisoblaymiz:
1

F=a)[ak® +(1-a)* o @ >0, 0<a<l, p>-1.

2°.

3°.

y= flk)= % = a, —é[aK"’ +(-a)L® ][> = aglak™ +(1- a)]_pl

Z=%= aok—l l:ak—p +(1_.a)j|_% =a, I:a+(l—a)kpj|-£

40 v=f(k) - k" (k) =

=a, l:ak_p +(l~a)]_é —%[ak'p +(1—a)kpj|_ﬁi>—l a(—p)k‘p" _

= ao[ak“’ +(1—a)}-:>_l-[ak“’ +1 —a—ak"’:' =

= ap-(-a) [k +-a)]7"

oF

1
s r=2s= 0= aak ™ |ak + -

6°.

7°.

OF L _ (-a)k®
L F a+(l-a)k°

oF K _ a

0K F a+(-a)k°
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Natija. 6°- va7°-largako‘ra — =+ —==

oK F oL F
oF oF 1-a
o Sty=2L 8 1o pen gy 100 pen
g0 S(k) 2L oK ; S(k) ” :
as kY' 1 1
P C=|— — =—, c=—, p>—1
dk S p+1 p+l1 '

Foydalanish qulay bo‘lishi uchun neoklassik ICHF lar bo‘yicha olingan
natija va formulalami 1, 2, 3-jadvallarga joylashtiramiz:

l-jadval
Neoklassik shartlardan chiqadigan natijalar

oF k- (k) _

—>0, —=f(K)-k-f'k) » 0<———=

3L S &) —k-f'(k) I0)

oF oF

—>0, —=/'(k) = ['(k)>0

K70 =S = S®)

o'F oO°F 1,

—<0, —=—k"f"(k) = [f"(k)<O0

e 1 S (k) S (k)

o°F O°F 1 O°F 1, »

—— <0, —=—/"(k) = f"(k)<0, =—=i"(k)>0

K> . oK Lf() S k)< ALoK Lf()
3-jadval

Solou ICHF va uning xususiy hollari

1
F(LK)=aJak = +(1-a)L ] %, a,>0, 0<a<l, p>-1

limF(L, K)=a,K°L'™® (Kobb-Duglas)
p—0

lim F(L,K)=a, min{L, K} (tayinlangan koeffitsiyentli ICHF)

p+o

lim1 F(L,K)Y=aq,aK + a,(1-a)l. (chiziqli ICHF)
P~
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c8

2-jadval

Asosly iqtisodiy-

Asosiy iqtisodiy-matematik

oy o . Kobb-Duglas
Ne matematik xarakteristikalaning K. f(K), . Solou ICHF uchun
xarakteristikalar k), (k) orqaliifodasi | ¢ uchun
1° K/L=k - - -
2’ y=F/L S &) agk® aoloh = + 1= "
3° z=F/K S &)k aok®” aola+ - ayer [
4° v=% Sk (k) ag(l—o)-k” ao(l+a)|:a/\""dk(l—a):l_l/p_I
0 _oF . . Vp-1
5 =K J(k) a,a -k’ a(,a[a+(l—a)k*’r
60 a:a_F._L_ k- J'(k) o _a
oL F J&) a+(1-a)k?
0 oF L 1 k- (k) l-a
=—.= — 1- R S
! ar; /&) i ok +(-a)
g0 §=9F .oF —.__f(k)—'k'f'(k) I-a , 1=a en
aL oK J'(k) o a
¢ | oo ( ds k ) S &k SR -1 @) | 1
“\dR § k- f'(k) ["(k) p+l




Biz yuqorida ikki faktorli neoklassik ICHF ning ba’zi xususiyatlan bilan
tanishdik. 5.2-§ da Kobb-Duglas ICHF (5.3) differensial tenglamani
qanoatlantirishini isbotlagan edik (5.3-teoremaga qarang). Endi, aslida, bundan
ham umumiyroq tasdiq o‘rinli ekanini isbotlash mumkin.

S4-teorema. Agar Y =F(L, K) - ikki faktorli neoklassik ICHF bo ‘Isa,
u quyidagi

orr I* K’ (>.17)
ikkincht tartibli kvazichiziqli differensial tenglamaning yechimi bo‘ladi.
F 1, O*F 1
’ i —=—k"f"(k —=—f"(k
Isbot. Ma’lumki, L frk) oK’ Lf (k) .

Bu munosabatlardan (5.17) kelib chiqadi.
Mazkur teoremadan (5.17) tenglamani Solou ICHF ham ganoatlantirishi
kelib chigadi.

5.4-§. Kobb-Duglas va Solou ICHF uchun o‘rtacha mehnat
unumdorligi xossalari

1. Kobb-Duglas ICHF uchun o‘rtacha mehnat unumdorligi, ma’lumki,
flky=ask®, a, >0, 0<a <1, ko‘nnishga ega va quyidagi munosabat-
larn1 qanoatlantiradi (5.3-§ ga garang):

SO)=0, f(k)>0, f'(k)=agak*” >0, f'(k)=a,o(a-1)k**>0,

. . _ . . 1
| ’ k a-1 }o0 ! k)= a.o lim —=
k_,ln+10f ( ) k’l—)lm-H)aoa k ? k]—)“Puof ( ) 0 kl—)l +00 kl_a 0 '

Ko‘rinadiki, y =ay,k* funksiyaning grafigi koordinata boshidan

ordinata o‘qiga urinib chiqadi va botiq egni chiziqdan iborat. k — 400 da
grafik gonzontal holatga intiladi, ammo u gonzontal asimptota emas. Sababi,

lim a k% = +o0 (5.3-chizma).

k—+o
2. Solou neoklassik ICHF uchun o‘rtacha mehnat unumdorligi

1
quyidagicha edi: f(k) =ap|ak™ + (1-a)] %, a,>0, 0<a<l, p>-1.
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o) 70 (k) .

d\ A f=a0-a)°
a(1-a)°, , 1
~l<p<0 By tgB=aya?,
N g p>0
0 k © k™
5.3-chizma 5.4- chizma 5.5- chizma

Avval —| <p < 0 bo‘lgan holni ko‘ramiz. Bu holda elementar hisoblashlar
yordamida quyidagilami hosil gilamiz:

lim f(k)=a,(1—a)™ >0;  lim f(k)=+c.
k—+0 k—>+o0 ’

e
f()=ayd a+1-a)k® | o >0,
Hisob-kitoblar ko‘rsatadiki, ko‘rilayotgan —1<p <0 holda y=f(k)

funksiya grafigi (0; ay(1- a)"/") nuqtadan ordinata o‘qiga urinib chiqadi
(5.4-chizma) va botiq egri chizigdan iborat. Shu bilan birga, grafikka o‘tka-

-fp

zilgan urinma burchak koeffitsiyenti +*“ dan a songacha kamayadi.

Asimptotalar mavjud emas.
Endi p>0 bo‘lsin. Elementar hisoblashlar yordamida quyidagi
formulalarni topamiz:

4y

llm f(k)— kll)TO[ak—p +(- a)]l/p

klimof‘(k)= a,a”" > 0; Jim f'(k)=0 (5.5-chizma).

=0;  lim f(k)=a,(1-a) W

Bu holda funksiya grafigi gorizontal asimptotaga ega:
f(k)—ao(l-a)"/p va koordinata boshidan aoa"/" ga teng bo‘lgan
burchak koeffitsiyenti bilan chigadi. Funksiya grafigi botiq egri chlzlqdan
iborat, chunki f"(k)<0:

£ aga- CYp-1} a+ (=) k2] T2 1= a)p ko1 <0 -
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5-bobga oid masalalar
[. Quyidagi Kobb-Duglas [CHF uchun 1°-5° neoklassik shartlarning
bajarilishi isbotlansin:

. F(L,K)={KL. 4, F(L,K)=‘{/K3L.

2. F(LK)=YKI*. 5. F(L,K)=‘{/K L.

3. F(LK)=YK2L . 6. F(LK)=3YKI*.

II. Quyidagi Solou ICHF uchun 1°-5° neoklassik shartlarning baja-
rilishi tekshirilsin:

2K 4. F(L,K):-——‘EKL .
K+L VK2+I?
YakL

1 ’ T ah e
2 FLK)=gWKI). s FLK S oy

4K L 22 KL

3. F(L,K)=7—7"—""7 6. F(LLK)=—/————-—.
3/(1{3/4 + [ )“

WEI)

III. Yuqorida keltirilgan I va IT bo‘limdagi ICHF uchun asosiy iqtisodiy-
matematik xarakteristikalar hisoblansin (2°— 9° lamni hisoblash yetarli ).

1. F(L,K)=

5-bobga oid nazorat savollari

1. Bir o*zgaruvchili ICHF ta’rifini bering,

2. Bir o‘zgaruvchili ICHF ganday shartiami qanoatlantiradi?

3. Kamayuvchi samaradorlik nima?

4. Ko*p o‘zgaruvchili ICHF ta’rifini bering.

5. Ko‘p o‘zgaruvchili neoklassik ICHF ta’rifini bering.

6. Neoklassik shartlar nima?

7. Chiziqli-bir jinsli funksiya ta’rifini bering va misollar keltiring.

8. Chizigli-bir jinsli va §-tartibli bir jinsli funksiyalar hagida Eyler
teoremalarini aytib bering.

9. Kobb-Duglas va Solou neoklassik ICHF ni yozing.

10. Kobb-Duglas va Solou funksiyalari uchun neoklassik shartlarni
tekshiring.
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11. Solou ICHF uchun p -0, p >+ va p - —1 bo‘lgandagi xususiy

hollami yozib bering.
12. Ikki faktorli neoklassik ICHF uchun asosiy iqtisodiy-matematik
xarakteristikalarni yozib bering.

13. Asosiy iqtisodiy-matematik xarakteristikalarning k, f(k), f"(k)

va f7(k) orqali ifodalarini keltiring.

14. Ishlab chiqarish elastikligi ta’rifini keltiring

15. Kobb-Duglas va Solou funksiyalari uchun asosiy xarakteristikalarni
hisoblang.

16. Kobb-Duglas va Solou ICHF uchun o‘rtacha mehnat unumdorligi
xossalarini keltiring.
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6-bob. ISHLAB CHIQARISH FUNKSIYALARI BILAN
BOG‘LANGAN MASALALARNING EKONOMETRIK ANALIZI

Ekonometrika bo‘yicha mutaxassis (ekonometrist) go‘lida asosiy
fondlar, mehnat resurslari va ishlab chiqarilgan mahsulotlar bo‘yicha statistik
ma’lumotlar bor bo‘lsin, ya’ni quyidagi jadval berilgan deylik. Iqtisodiyotda
bashorat gilish masalasi muhim ahamiyatga ega. Ko‘pincha, bu ish mos
ICHF orqali amalga oshiriladi. Agar berilgan (ma’lum bo‘lgan) statistik
ma’lumotiarga qarab [CHF ni topish mumkin bo‘lsa, bashorat qilish masalasi
yechilgan bo‘ladi. Amerika olimlari K.Kobb (matematik) va P.Duglas
(igtisodchi) (5-bobning kirish gismiga qarang) boshqacha yo‘l tutishgan.
Ular avvaldan ICHF ko'rinishini berib, so‘ngra statistik ma’lumotlardan
foydalangan holda ICHF parametrlarini topishgan. Agar ICHF ni boshqa
ko‘rinishda izlasa ham qandaydir ICHF topilar edi. Shu sababli ularning
yondashuvi empirik (taqribiy) munosabatga olib kelgan. Ammo olimlar
topgan (tavsiya etgan) ICHF yordamida qator muhim savollarga javob berish
mumkin bo‘lgan.

[ ——

L L | ILe L,
K K, K, K, |
Y Y, Y Y,

Agar statistik ma’lumotlar bo‘yicha ICHF ko‘rinishini bilib olish (oldindan
ICHF ko‘rinishini tanlamasdan) mumkin bo‘lib, keyin ICHF parametrlarini
baholansa, bu yondashuv ma’lum ma’noda optimal bo‘ladi. Ko‘p hollarda
L, K va Y larning makroiqtisodiy giymatlariga qarab ICHF ko‘rinishini
aniqlash mumkin. Avval ba’zi xarakteristikalar o‘zgarmas yoki biror qonuniyat
(funksiya) bo‘yicha o‘zgaradigan hollarni ko‘ramiz.

6.1-§. Iqtisodiy ko‘rsatkichlar o‘zgarmas bo‘lgan hollar

1-hol. Fondlar bo'yicha limit unumdorlik o‘zgarmas bo‘lsin, ya’ni

9F(L,K) (ai’K ) fk)=a, a=const>0.Bundan f(k)=ak+c kelib chigadi.
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Ikki tomonini L ga ko‘paytiramiz: L- f (k) =L-a-§+c-L=aK+cL,
ya’ni F'(L,K) =aK + cL - chizgli ICHF.

2-hol. Endi mehnat bo“yicha limit unumdorlik o*zgarmas bo‘lsin, ya’ni

6F(al£K) = f(k)-k f'(k)=a, a=const>0.Buholda f(k) ni topish

uchun f(k)—k f'(k)=a birinchi tartibli chiziqli differensial tenglamani

yechishga to‘g ‘ri keladi. Uni ushbu f7(k) =% k) —7‘:— standart ko‘rinishda

yozamiz vaintegrallaymiz;

fk)= [c +j[—%)-e_ﬁdkdk}-eﬁdk =[C—J.%e_lnkdkj.elnk =

=(c—_|'1—:7dk]-k=(c+%)k=ck+a

Demak, f(k)=ck+a. Ikki tomonin1 [ ga ko‘paytiramiz:
(L, K)=cK+al.Yanachiziqli ICHF hosil bo‘ldi.

3-hol. L resursni K resursga almashtirish limit normasi § o‘zgarmas
bo‘lsin, ya’ni Lk)j%j;(k—)= S, S=const>0.Buholda ham f( k) ni

topish uchun birinchi tartibli differensial tenglamani integrallash lozim
bo‘ladi. Uni

A

(k) S+k
o‘zgaruvchilari almashadigan birinchi tartibli differensial tenglama
ko‘rinishida yozish mumkin. Integrallash natijasida In f(k)=In(S+k)+Inc
yoki f(k)=c-(S+k) funksiya hosil bo‘ladi. Uning ikki tomonini L ga
ko‘paytirish natijasidayana F(L,K)=cS L+cK chizigli ICHF gakelamiz.
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4-hol. Endi L resursni K resurs bilan almashtirish elastikligi o
o‘zgarmas bo‘lgan holni ko ‘raylik, ya’ni
(dS k
o= —-—
de S
dSk 1

Bundan ushbu E{'g?g o‘zgaruvchilari ajraladigan (S ga nisbatan)

_] . -,
J , bunda c=const>0.

: : . ... dS_1 dk . :
differensial tenglama hosil bo‘ladi. Uni §=;';‘ ko‘rinishda yozib

integrallaymiz: S(k)=c k Yo ¢,>0. S(k) o‘miga o°z ifodasini go‘yamiz:
[OELE) e
S (k) '
Bundan ushbu
Sk _ 1 )
F) kick’ ©.1)

ko‘rinishdagi o‘zgaruvchilari ajraladigan tenglama hosil bo‘ladi. Uni
integrallash uchun avval

:JL
k+c,kV°

a-1

noaniq integralni hisoblab olamiz. Quyidagi k © ‘=t almashtirish bajaramiz.

o-1, o
Unda, ravshanki, Tk Yok =dt

_ dk o kdk o . odt
J_'[k'/"(k("")/"+c,)—'[k(°_')/°+c, _c—l'[t+cl

ol ol
=—2 (Int+lnc,)=—2 [ln[k o +q]+lnc,}=—c—lnl:c{k ° +qH
c~1 - oo-1 “l o-1 B )

a-1
Shunday qilib, J = L]n{cz[kT + c,ﬂ .

c-1
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Endi (6.1) tenglamani integrallasa bo‘ladi:

a-1
In f (k) =;(i—lln{c2[k7 +c1]] .

g o-1 ai_
f(k)=c§:'[k7+c,] ;

Shu tenglikning ikki tomonini L ga ko‘paytiramiz. Sodda almashtirish
natijasida F (L, K) uchun quyidagi

Bundan

1
F(LK) = a,JaK™® +(1-a)[*] #
ko‘rinishdagi funksiya hosil bo‘ladi, unda
- 1 c-1
a,=[(1+¢) ¢, |, a=l+q, 1—a=li‘c], S
Demak, o #0, o#1 bo‘lganda biz Solou ICHF ga ega bo‘ldik.

as k . dS _dk .. .
A =1 bo‘lsa, tengl —.—=] yoki —=— ko* hgakeladi.
garg=1 sa,engamadkS yoxS 2 o rinishga keladi

Undan InS=Ink+Inc yoki §=c-k kelib chiqadi. Endi f(k) ga
nisbatan differensial tenglama

Sk _ 1
fU) (+a)k

ko‘rinishda bo‘ladi. Uni integrallaymiz: lnf(k):l—l—lnk+]n.c2 yoki
. +Cl

F(k)=c, k), ¢>0, ¢,>0. Ikki tomonini L ga ko‘paytiramiz:

1 a

FLK)=c, K" L™

Bunda ¢ >0, ¢,>0 bo‘lgani uchun a= I <l, l—a=i<l,

I+¢ I+¢
—l—+ . Shunday qilib, bu holda Kobb-Duglas ICHF hosil bo‘ladi.
l+¢, l+¢
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Agar c—>+0 bo'‘lsa, P ™>*® . Hagqiqatan, lim (1-o)/c=
a—->+0

= lif'fo(l/ﬁ —1)=+o0 . Ma’lumki, p —> +e da biz tayinlangan proporsiyali
[CHF ga egamiz.
5-hol. Fondlar bo'yicha elastiklik koeffitsiyenti o‘zgarmas bo‘lsin, ya’'ni

a—§£-£ Bu holda h a—_k'_f'(lclk‘--hd-
oK F,a=const>0- u holda ham 0 o‘rinishdagi

k
o‘zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamaga kelamiz. Uni ?((k )) = %

deb yozamiz va integrallaymiz: In f(k)=oalnk +Inc yoki f(k)=c-k°.

Tkki tomonini L ga ko*paytiramiz: F(L,K)=c-L-(K/L)* =c-K*1"®.Biz
yana Kobb-Duglas ICHF ga keldik.
6-hol. Endi mehnat bo‘yicha elastiklik koeffitsiyenti o‘zgarmas deylik,

ya’ni a_F._é:g:conspo. Bu holda M:B ko‘rinishdagi
oL F (k)
differensial tenglama hosil bo‘ladi. Uni
f1(k)_1-p
Sy k

kabi yozamiz. Uni integrallab topamiz:
Inf(k)=(1-P)Ink+lnc,c>0 yoki f(k)=c-k"P.
Ikki tomonini L ga ko‘paytirish natijasida yana F(L,K)=c k" PIP,

¢>0, 0<p <1 ko'rinishidagi Kobb-Duglas ICHF ni hosil gilamiz.

Demak, quyidagi xulosalarni bayon etamiz:

1. Fondlar va mehnat bo‘yicha limit unumdorlik o‘zgarmas bo‘lganda
mos ICHF chizigli bo*ladi.

2. Lresursni K resursga almashtirishning limit normasi o‘zgarmas
bo‘lganda mos ICHF chiziqli bo*ladi.

3. L resursni X resursga almashtirishning elastikligi o‘zgarmas bo‘lganda
mos ICHF Solou funksiyasi ko‘rinishida bo*ladi.
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4. Fondlar va mehnat elastikligi o‘zgarmas bo‘lganda mos ICHF Kobb-
Duglas funksiyasi bo‘ladi.

6.2-§. Funksional iqtisodiy ko‘rsatkichlar holi

1-hol. Fondlar bo‘yicha elastiklik ushbu
OF K_k-f'(k)__ak
oK F fk)y ak+b’
ko‘rinishdagi kasr-chizigli funksiya bo‘lsin. Ravshanki,

a>0, b>0

ak__ Agar o(k)=—2_
ak+b 0 Vk>0.Agar ak+b

funksiya quyidagi munosabatlarni ganoatlantiradi:

0< belgilashni kiritsak, @(k)

ab ” 2a2b
_ oky=——=>0 @ (k)=——=<0
¢(0)=0, (ak+b)? > (ak+b) -
Bundan funksiya monoton o‘suvchi va yuqoridan 1 bilan chegaralangan
botiq ekani kelib chigadi (6.1-chizma). Shu bilan birga, gorizontal to‘g'ri
chiziq asimptota bo‘ladi, chunki

klim o(k) =

lim =
k>0 gk + b

. ak . a ak

fim = lim ————=1;

k=gl + b k= g+ blk

Shu funksiyaning grafigi koordinata boshidan ¢'(0)=a/b gateng bo‘lgan
burchak koeffitsiyenti bilan chiqadi (6.1-chizma).

o (k)

A

’

Q(k)=1

l

6.1-chizma

v

y(k)
A y(k)=1

6.2- chizma

[CHF ko‘rinishini aniqlash uchun quyidagi
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k[0 __ak S __a
1) ak+b YKy T ak+s
o‘zgaruvchilan ajraladigan differensial tenglamani integrallaymiz:
In f'(k) =In(ak +b) +Inc yoki f(k)=c(ak+b), s>0.

Ikki tomonini L ga ko‘paytiramiz, natijada F(L, K )=caK+cbL
ko‘ninishidagi chizigli ICHF hosil bo‘ladi.

2-hol. Endi mehnat bo‘yicha elastiklik kasr-chizigli funksiya bo‘lsin,
ya’ni

OF L _, k[ __ak

a F f) ak+b>

a>0, 5>0.

Bundan
kP06 SR b
fk)  ak+b YN 7G0T k(ak+b)

ko‘rinishdagi yana o‘zgaruvchilan ajraladigan differensial tenglama hosil

bo‘ladi. (k)= deylik. Ravshanki, 0< b idagi
o‘ladi. V¥ eyhik. Ravshanki, kb va quyidagi

ak+b
munosabatlar o‘ninli:
ab 2a’b
L1 VR =——2 <0 yn=—22_50
O =1, VT (@k+oy > Vk>0.

Demak, y(k) funksiya monoton kamayuvchi va gavariq. Uning grafigi

y'(0) = —a/b burchak koeffitsiyent bilan (1; 0) nuqtadan chiqadi (6.2-
chizma). Abssissa o‘qi shu funksiya uchun asimptota bo‘ladi, chunki
: . yk) b
1 k=0, Ilm-—"—=Ilm——=0
A, vk P |
tengliklar o‘rinli.
Endi yuqorida hosil bo‘lgan differensial tenglamani integrallaymiz. Uni
ushbu
S *k)_1 a
fk)y k ak+b

ko‘rinishda yozib olamiz. Undan
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ck
ak+b

In £ (k) =In(k) - In(ak +b)+Inc, c>0yoki S(k)=

kelib chiqadi. Ikki tomonini L gako‘paytiramiz:
Le-K[L c-KL

a-K/L+b aK+bL -

Bu Solou ICHF funksiyasidir. Haqiqatan, elementar o‘zgartirishlar
ko‘rsatadiki,

F(LK)=

-1
KL _ [k ak +bL)] =< [ b g1, 2 L“] ,

aK +bL a+bla+b a+b

bunda

g, =—C 50,2 _4s0,—% —1-4 d>0,p=1.
a+b a+b a+b

Shunday qilib, mehnat bo“yicha elastiklik kasr-chizigli funksiva bo‘lsa,
mos ICHF Solou funksiyasidan iborat bo‘ladi.

6.3-§. TCHF ning izokvantalari, izoklinallari va izokostalari

Agar ishlab chigansh faktorlari (makroigtisodiy erkli o‘zgaruvchilar)
K va L o‘zgarishi bilan ishlab chiqgarilgan (ishlab chiqariladigan) mahsulot
miqdor (yoki milliy daromad) o‘zgarmay qolsa, ya'ni F(L, K) =c,
¢ = const > 0, biz bir parametrli egri chiziglar oilasiga egamiz. Xususan, bu
chiziglar to‘g‘ri chiziqglar oilasi bo‘lishi mumkin. Umuman, F(L, K)= ¢
chiziglar oilasining har bir chizig‘i F{L, K) ICHF ning sath chiziglari bo‘ladi.

ICHF ning har bir sath chizig‘i izokvanta deyiladi. I1zokvantaning
nugqtalarida ICHF ning giymati o‘zgarmaydi va s =5, bo‘lganda V(L,K)

uchun F(L,K)=c, bo‘ladi. Har bir s=35, uchun bitta izokvanta mos

keladi, demak, izokvantalar cheksiz ko‘p. Har bir izokvanta grafigi birinchi
chorakda joylashgan.

Endi 1zokvantalarning differensial tenglamasini chiqaramiz. Uning
uchun F(L, K) = ¢ ning ikki tomonini differensiallaymiz:

dF(L,K) :EdL +£dK =0
oL oK ’
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bundan

dK _ aF(L K) /aF(L K) 6.2

dL
tenglik kelib chigadi. (6.2) tenglik 1zokvantalarnmg differensial tenglamasidir.
Misol sifatida Kobb-Duglas va Solou ICHF uchun differensial tenglamani
yozamiz.

Agar  F(L,K)=a,K*L"™® bo'lsa, ushbu

OF _ aa-aker= 2L _ 4 qketre
oL ' 3K
hosilaga ko‘ra
A 6.3
dL a L (6.3)

differensial tenglama kelib chiqadi. (6.3) ning umumiy yechimi
aOK“L"“ = ¢ izokvantalarning tenglamasidan iborat. Hagigatan, (6.3) ..
dK _ 1-a dL
K o L
ko‘rinishda yozamiz va integrallaymiz: an=(— (l—a)/a)lnL+ Inc,c>0.

[-a I-a

Bundan K=cL « yoki K-L® =c kelib chiqadi. Ikki tomonini &

darajaga ko‘taramiz: geyl-@ — .2 . Buesa, izokvantalaming tenglamasidir.
1
Agar F(L,K)=ay| ak ™ +(1-a)L ™| ® bo‘lsa, ushbu

OF(L,K 1 1 o
—faL )=ao(—;]-[...] o (=p)-(l-a)- L

OF(L,K) 1 L -1
——==ay| —— |- (-p)-aK
PY% o[ p}[ ] o (=p)
hosilalarni topamiz. Shunga ko‘ra

OF OF 1-a K™

8L 8K a IPY -
Shuning uchun Solou ICHF uchun izokvantalar differensial tenglamasini
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dK _ l-a _ﬁ’i 6.4

dL a Lp+1 ( . )
ko‘rinishda yozish mumkin. Bu (6.4) o*zgaruvchilan ajraladigan differensial
tenglamadir. Uni integrallasak, yana tzokvantalaming tenglamasiga kelamiz.

Endi neoklassik ICHF izokvantalarining xossalarini bayon etamiz:

1°. Izokvantalar o ‘zaro kesishmaydi.

Hagiqatan, har bir izokvanta (6.2) differensial tenglamaning integral
to‘g‘ri chizig‘idan iborat. (6.2) tenglamaning o‘ng tomoni diffe-
rensiallanuvchi ( L va K bo‘yicha), chunki faraz bo‘yicha F (L, K) funk-
siya L va K lar bo‘yicha ikki marta uzluksiz differensiallanuvchi. Shu

sababli, Koshi teoremasiga ko‘ra, R? sohaning har bir nuqtasidan yagona
egrt chiziq (izokvanta) o‘tadi.

2° Har bir izokvanta bo'ylab K = K (L) funksiya kamayuvchi va
qavariq.

K=K (L) funksiyaning kamayuvchiligi (6.2) tenglamaning o‘zidan

ko‘rinib turibdi, chunki (6.2) ga ko‘ra d’; (LL) <0. Endi shu funksiyaning

qavariqligini isbot etamiz. Buning uchun

d’K (L)
dr>
tengsizlik o‘ninli ekanligini ko‘rsatamiz.

>0

dK
Avval A uchun &, f(k) va f'(k) orqali ifodani yozamiz:

dK __OF [oF __f()-K'(k) __J(k)
d. oL/ ok f'(k) S (k)

Endi d?K(L)/dL* nihisoblaymiz:
ﬁlizi( S, J [ ) - o/ ), } 3
oL

dL? ~dL\ f'(k) [r'@]?

dK _ Sk k]-L—K
_Swrw a K_f(k)f'(k)( & _
L] r TEOE L
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VAR
_ SR

L-K ,
L __ P 1
(/'] L ool L
Shunday qilib,

K __[fe)’ s 1
dLZ [fl(k)] 3 L .
Oxirgi 1foda musbat, chunki f'(k) >0, f"(k) <0. Bu esa, izokvan-
talaming qavarigligini ko‘rsatadi.
3% Izokvantalar gorizontal va vertikal asimptotalarga ega.

Ular abssissa (L) va ordinata (K) o ‘qlaridir.
Buni isbotlash uchun quyidagi munosabatlardan foydalanamiz:

limk=lim X =40 lim k=0 lim f(k)= umf(!i]:m
> L+0 L0 L >

L—>+0 L0 [, 7 Lo+
l' ’ k — 1§ ’ =O . ’ -
Jim f'(k) = lim f'(K/L)=0_ lim f'(K/L)=+o.
Ulardan quyidagi munosabatlar kelib chigadi:

limﬁz lim(— S +kJ=+oo.
Lo dl L0\ f'(k) 4

aK AL +kj:0

lim —= lim| -

L-stoo I, Lo+ Jk)
Oxirgi 1kki tenglik mazkur hossani isbot etadi (6.3-chizma).

Keyingi mulohazalarda F(L, K) = ¢ izokvantani J_deb belgilaymiz.
Ravshanki, ¢, <c, <..<c, <.. bo‘lsa, J, <J, <. ..<J <.
tengsizliklar o‘rinli. Boshqacha aytganda, birinchi chorakda shimoli-sharg
tomonga qarab yuqoriga harakat qilinsa, birin-ketin J,J ..,/ -

izokvantalami kesib o‘tadi va ICHF qiymati ortib boradi (6.3-chizma).
Endi izoklinal ta’nifini keltiramiz.
Ta’rif. Izoklinal deb shunday chizigga aytiladiki, uning grafigi
koordinata boshidan chigadi va izokvantalar bilan kesishgan nugtalarida

100



izokvantalarga o ‘tkazilgan urinmalar parallel bo'ladi. Shu parallel
urinmalar izokostalar deyiladi (6.4-chizma).

Ma’lumki, izokvantalarning differensial tenglamasi osongina topiladi
(6.2-ga qarang). Endi iqtisodiyot uchun muhim bo*lgan izoklinal differensial
tenglamasi, shu bilan birga, izoklinal tenglamasini topish masalasi bilan
shug‘ullanaylik. Ta’rif bo‘yicha izoklinal grafigi koordinata boshidan chiqadi
va I chorakda joylashgan. Izoklinal chizig‘idagi o‘zgaruvchilami L, va K|
deylik. (L,, K,) nuqtadagi burchak koeffitsiyenti dK,/dL, bo‘ladi.
Izokvantalar differensial tenglamasiga ko‘ra kesishish nuqtasida ularning
burchak koeffitsiyenti quyidagicha aniqlanadi:

izoklinal

\ izokosta

H30KBaHTa

, e

0 L
6.3-chizma 6.4- chizma
(d_K) __OF(L,K,) BF(L,K)
dL j.x, oL 8K -

Izoklinalga (L,, K|) da o‘tkazilgan urinma L o‘qi bilan y burchakni,
izokvantaga shu nuqtada o‘tkazilgan urinma L o‘qi bilan ¢ burchak tashkil
qilsin deylik (6.4-chizma). Unda fgo. = 1g(y — @) bo‘ladi. g & = p deb
belgilaymiz, bu holda

de)
(4.X))

__lgy-1g9 _ (dL dr, 6.5)

—1+fg¢-fgw_l+(ﬁJ K,
dL Jju.xy 4L,

(6.5) ni yana ushbu

OF(L,K,) OF(LK,) dK,

e oL, oK,  di, 6.6)
0F(L,,K,) dK, OF(L,K,)
oL, dL, oK,
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ko‘rinishda yozish mumkin. Ma’lumki, (L,, K,) nuqta F(L, K) = C -
izokvantada yotadi. Demak, F(L,, K,) = C bo‘ladi. Endi (6.6) va shu
tengliklardan ixtiyoriy o‘zgarmas C ni chigarib yuborsak, natijada izoklinal
differensial tenglama kelib chiqadi. So‘ngra L, ni L ga, K ni K ga
almashtirib qo*yish mumkin.

Izoklinallar ishlab chiqarishni uzoq vaqt davomida kengaytirib borish
yo'lini ko‘rsatadi. Agar (L,, K) nuqta izokvantada yotsa, unga o‘tkazilgan
urinma (izokosta) tenglamasi

dK

K-K,=— (L-L)
dL [Ll’Ki)
ko‘rinishda bo‘ladi. [zokostalar parallel bo‘lgani uchun ixtiyoriy izokvanta
dK . .. .
uchun — =7v,Y=const bo‘ladi. Shu sababli izokosta tenglamasi
(L Ki)

K—yL=K,—y L, ko‘rinishni oladi. Uni umumiyroq, &, K+®,L=w0,

ko‘rinishda yozsak, ®,K +w,L miqdor ishlab chiqarish resurslari sarfini

anglatadi. Bu esa izokostalar ishlab chiqarish xarajatlar o‘zgarmas bo‘lgan
nuqtalar geometrik o‘mini anglatadi.

6.4-§. ICHF ning magistrallari. Chiziglilashtirish usuli

Faraz etaylik, Y=F(L, K) chiziqli va neoklassik statik ICHF bo‘Isin.
Eslatib o‘tamizki, ICHF ning izokvantalari F(L, K) = C tenglama bilan
tavsiflanadigan chiziqlardan iborat. 1zoklinal esa koordinata boshidan
chigadigan va barcha izokvantalari o‘zgarmas burchak ostida kesib o‘tadigan
chiziqdir. Izoklinallar soni cheksiz ko‘p. Ular ichida magistral deb ataladigan
va iqtisodiyotda muhim ahamiyatli chiziq bor.

Minimal sarflar bilan uzoq muddatga ishlab chiqarishni kengaytirish
sharoitida ishlab chiqariladigan mahsulot (milliy daromad) hajmini
maksimallashtirish masalasi yechimini ifodalaydigan izoklinal chizig‘i
magistral deyiladi. Shunday qilib, cheksiz ko‘p izoklinallar orasidan uzoq
davrga iqtisodiy o*sishni ta’minlaydiganini ajratib olish lozim (6.5-chizma).
Quyida bu masalani yechish uchun optimallik belgisi bayon etiladi. Chizigsiz
ICHF uchun esa chiziglilashtirish usuli keltiriladi.

1. Chiziqli ICHF uchun magistrallami qurish usulini bayon etamiz. Faraz
etaylik, ushbu F(L, K)=aK+ bL, a>0, b>0 chizigli ICHF berilgan bo‘lsin.
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Unda mos izokvantalar aX + bL = C tenglama bilan beriladi. Tenglamada
C — ixtiyoriy musbat 0‘zgarmas son. Shuning uchun ak + bL = C tenglama
bilan parallel to‘g‘ri chiziqlar oilasi berilgan, aniqrog‘i, shu to‘g‘ri chiziqlar-
ning I chorakda joylashgan kesmalari ifodalangan. Masalan, C = C, da
aK+ bL= C; to'g'ri chiziq abssissa o‘qidan C,/b, ordinata o*qidan C /a
kesmani kesadigan, (C,/b; 0) va(C,/a; 0) nugtalami tutashtiradigan kesmani
tasviflaydi (6.6-chizma). Shu kesma izokvanta ekani ravshan.

K K

'
0 ,L 0 Cy/b ,L
6.5-chizma 6.6- chizma 6.7- chizma

Koordinata boshidan chigib, I chorakda joylashgan nurlar cheksiz ko‘p.
Ular to‘g‘ri chiziq kesmalaridan iborat bo‘lgan izokvantalarni albatta kesib
o‘tadi. (6.7-chizma).

Ushbu K =pL, 0<p <+ ko‘rinishda berilgan ixtiyoriy nur koordinata
boshidan chiqadi, I chorakda joylashgan hamda barcha kesma —
ap+ b
bp-—-a-

Ravshanki, o<a<12t.. Masala K=p L ko‘rinishdagi cheksiz ko‘p izoklinallar

izokvantalarni o‘zgarmas burchak ostida kesib o‘tadi: 8 =

(nurlar) ichidan optimal izoklinalni topishdan iborat. Quyida optimallik belgisi
keltiriladi va masala yechiladi.
Quyidagi sistemani ko‘ramiz:

aK+bL=C,,
K = pL .

Bu ikki noma’lumli ikkita chizigli tenglamalar sistemasi.
Elementar hisoblashlar yordamida yechimni topamiz:

Co p‘C
= K =—-0
L ap+b’ " ° ap+b-
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Ushbu

QO=<(L,K): 0<Lc< G, , OgKg:_p'_CO_
ap+b ap + b

to‘g ‘ri to‘rtburchakni olamiz. Uning yuzi quyidagi formula bilan hisoblanadi
(6.8-chizma):

p-C
(ap+b)*
Shu 8¢ p) funksiya uchun ushbu

S(p)>0,0<p<+wo, ﬁﬁzoS(p)= plirymS(p)=0.
munosabatlar o‘rinli. Bu S(p) funksiya (0; +o) intervalda biror
D, € (0; +o0) nuqtada o‘zining eng katta giymatiga erishishini anglatadi.

Shunday qilib, izoklinalning optimallik belgisi sifatida Q to*g ‘n to‘rtburchak
yuzini maksimallashtirish masalasini olish mumkin, ya’ni

S(p)=

>0, 0<p<+oo.

5

S(p):—p'—c"—zamax, 0<p<+o.
(ap + b)
Shu masalaning yechimi p, optimal izoklinalni, ya’ni K = p, L numni aniq-
laydi. Yuqoridagi mulohazalarga ko‘ra bu masala yeckimi mavjud. Endi shu
yechimni (ya'ni p ni) topishga kirishamiz.
S'(p) funksiyaning hosilasini topib, nolga tenglashtiramiz:

1-(ap+b)2—p-2-(ap+b)~a _eo b-ap
(ap+b)'1 ’ (ap+b)3;

S'(p)=0; b-ap=0; p,=bla.

Shunday qilib, masalaning yechimi mavjud va S(p ) funksiya yagona
statsionar nuqtaga ega. Demak, shu p, =5 /anuqtada S(p ) funksiya o°zining
eng katta qiymatiga erishadi. Shunday qilib, K= (6/a)x L magistral
tenglamasidir (6.8-chizma).

Chizigli ICHF izokvantalarining magistrali qiziq hossaga cga. OAB
uchburchak teng yonli, ya'ni OD=AD (RD 1 OA). Hagiqatan, B nuqta
koordinatalarini topamiz. Buning uchun aK + 6L =C,, K=(b/a)- L
tenglamalar sistemasini yechamiz. Ravshanki, L, = C, /(26) , K = C, /(2a).
A nuqtaning abssissasi esa C /b edi. Bundan OD = OA4. Dcmak, A OAB

S'(p)=C; -
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tengyonli ekant kelib chiqadi. Shuning uchun £ BOD = £ BAD. Endi
magistralni geometrik usul bilan topish mumkin bo‘ladi. Buning uchun £ A
burchakni o‘lchaymiz va koordinata boshida shu burchakka teng burchak
yasaymiz. Shu burchakning og‘ma tomonini davom ettiramiz, u AF
izokvantani B nugqtada kesib o‘tadi. OB chiziq magistral bo‘ladi (6.9-
chizma).

KA LN

c E

" LE k=21 K=2L
- a a
[T TNB B
TN, © :
AN = \

0 D 4 7L 0 D A L

6.8-chizma 6.9- chizma

Biz chizigli ICHF uchun uning izokvantalariga mos magistralni qurish
usulini bayon etdik. Ammo bu usulni chizigsiz ICHF lar uchun bevosita
go‘llab bo‘lmaydi. Ba’zi hollarda chiziglilashtirish usuli yordamida masalani
yechish mumkin.

2. Endi ¥ =a,K*L"* Kobb-Duglas funksiyasi uchun magistralni
topamiz va grafigini chizamiz. Bu funksiya chizigsiz, uni chiziglilashtirish
mumkin. Chiziqlilashtirish usulining mohiyati quyidagidan iborat: Kobb—
Duglas funksiyasi izokvantasi a,K*L'™ =(, tenglamasining  ikki
tomonini loganfmlaymiz:

) C
InC,=Inag,+alnK+(1-a)inL yoki ahK +(1-a)inL = lna—“.
0

Ushbu K ,=InK, L =InL belgilashlarn: kiritamiz. Natijada

a K, + (1-a)L, = In(C,/a,) munosabat hosil bo‘ladi. U a K; +(1—ct)[,

ko‘rinishdagi chiziqli ICHF ning 1zokvantalan tenglamasi.
Shu L , K, o‘zgaruvchilar bo‘yicha magistral tenglamasini yozish

mumkin: K, =(1-a)/a-L,. Eski o‘zgaruvchilarga qaytamiz:
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InK =(1-a)/a-InL . Bundan K =L"*’* magistral tenglamasi kelib
chiqadi. Bunda o — parametr. Shu parametrning 0 <o <1 dagi turli
qiymatlariga qarab magistral turli chiziglardan iborat bo*ladi:

1) 0<a<1/2; ya=1/2; 3)12<a<l.

Agara = 1/2 bo‘lsa, K = L . Magistral [ chorak bissektrisasidan iborat
(6.10-chizma). Agar, masalan, o = 1/3 bo‘lsa, K= L? bo‘ladi. Bu holda
magistral K= L2 parabolaning L > 0 bo‘lgandagi yarim shoxchasi (6.11-

chizma). Nihoyat, o = 2/3 bo‘lganda magistral tenglamasi K = JL bo‘ladi.

Bu K= L? ga teskari bo‘lgan K = JL chizig‘ining 1 chorakdagi gismi
(6.12-chizma).

Misollardan chiqadigan natija shuki, ko‘rilayotgan holda magistrallar
grafiklari asosan uch turli bo‘ladi (6.10-, 6.11-, 6.12 chizmalar).

AK AK
K=1 K=dL
a=l1/2 a=2/3
) N
0 L 0 “L
6.10-chizma 6.11- chizma 6.12- chizma

3. Chiziglilashtirish usuli bilan Solou ICHF uchun magistralni topish
mumkin. Ma’lumki,

1
F(LK)=a ak ®+(1-a)L®] 5, a;>0, 0<a<l, p>-1I.
[zokvantalar tenglamasini yozamiz:

1
aJak P+(1—a)L?] P =C, C, >0.

Bu tenglikning ikki tomonini (—p ) — darajaga ko‘taramiz:

a,

-p
aK*+(\-a)l* = [&J .
Quyidagi belgilashlarni kiritamiz:

K®P=K, L*=L,.
Natijadayangi L , K, o‘zgaruvchilarga nisbatan chiziqli ifodaga kelamiz:
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C -P
ak +(1-a)l, =[—°} )
aO
Bu tenglama aK + (1 —a) L, chiziqli ICHF izokvantalari tengla-
masidir. Endi magistral tenglamasini yozish mumkin:

l-a
K=—21,
a
Eski o‘zgaruvchilarga qaytamiz: K™ = (1-a)/a- L® yoki K =[a/(1-
—a)] Y. [ . Oxirgi munosabat koordinata boshidan chigadigan, burchak
koeffitsiyenti [a/(1-a)] "> 0 ga teng bo‘Igan numi anglatadi. Agar a=1/2
bo‘lsa, K =L — I chorak bissektrisasi, p = 1 bo‘lsa, K=[a/(1-a)] L -
burchak koeffitsiyenti af(1—a) ga teng bo‘lgan nur bo‘ladi. Ixtiyoriy a,
0 <a <1 uchun p — +o da magistral K =L holatga intiladi, p — -1 da

magistral K =[(1-a)/a]- L holatga intiladi.

Yuqorida Kobb-Duglas va Solou ICHF ga chiziglilashtirish usulini
go‘llanib, mos magistral tenglamalarini topdik. Bu usulni ixtiyoriy
chiziqlilashtirish mumkin bo‘lgan ICHF ga qo*ilash mumkin.

6.5-§. ICHF ko‘rinishini makroiqtisodiy L, K va Y
o‘zgaruvchilarning statistik qiymatlari bo‘yicha auniqlash

Agar ICHF ni biror ko‘rinishda Kobb va Duglaslardek (5-bobga qarang)
izlamoqchi bo‘lsak, uning parametrlarini EKKU yordamida topish mumkin,
Ammo makroigtisodiy o‘zgaruvchilaming statistik qiymatlari bo‘yicha ICHF
ko‘rinishini aniqlab olish muhim ahamiyat kasb etadi. Buning uchun
qo‘shimcha kuzatuvlar olib borish yetarli ekanini ko‘rsatamiz.

Faraz etaylik, makroiqtisodiy L, K va Y o‘zgaruvchilarning quyidagi
statistik qiymatlari berilgan bo‘lsin:

L L, L, Ls L,

K K] K2 K] e Kn

Y Yy Y2 Y3 Ym |, Y,=FL,K).
Bu jadvalda L <L, , K, <K_,, Y, <Y, . . i=ln-1.Biz

neoklassik shartlarni ganoatlantiradigan ICHF ko‘rinishini aniqlash masalasini
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go‘yamiz. Yuqoridakeltirilgan ¥, , i=1,n-1 , qiymatlar masalani yechish
uchun yetarli emas. Agar yana ba’zi qo‘shimcha kuzatuvlar olib borilsa,
masalani yechish mumkin bo‘ladi. Buni ko*rsatish uchun Y,.j= F(L, K] ), i #J,
giymatlarni ham kuzatuvlar natijasida topib olamiz. Ravshanki, neoklassik
shartlarga ko‘ra quyidagi tengliklar o‘rinli:

Yo =F(L,K,)=F(L,K)+7,, v, >0, K <K,
Y =F(L,K)=F(L,,K,)+7,, ¥,>0, K,<K,,

Y= F(L, ,K)=F(L,_,K,,})+Y.. Yo >0, K, <K,

Yy = F(Ly,K)=F(L,K)+8, 8 >0, L <L,
Yy = F(L,K)=F(L,K,)+8,, 8,50, L,<L,

Y...=F(L,K, )=F(L,_,K,_)+5,, 6,>0, L _ <L.

Kuzatuvlar natijasiday, v,, ..., v,.,, 8,, 8,, ..., 8, , miqdorlar topilgan
bo'ladi. Umuman, kuzatuvlar yordamida quyidagi matritsa elementlarini topib
olish mumkin:

Y, Y, Y,
Y Y. y
A:(Yi_,)— 21 22 2n
Ynl YnZ Yrm

Shu ma’lumotlardan foydalanib, barcha asosiy iqtisodiy-matematik
xarakteristikalarni hisoblab chiqish mumekin. Ular quyidagilardan iborat:

ki=£ yi=F(L,.,K,.) zi:F(L,,K,.) v:aF(L,.,K,)
L~ L Ko oL’
L_OF(L.K) LK) K Y (R
' ek K ALKy & d FL,K)y

_OF(L,K) 3F(L,K) _ _ as, &Y'
e ek " \dk S )
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Bunda k, y, z laruchun 7=1,2,...,n;, v,r,a B, va S, laruchun
i=23,..,nl;, o laruchunesa, i=34,.. . n2
Yuqonidagi formulalardan ko ‘rinadiki, hosilalar qatnashgan hollarda o‘sha

hosilalamni bizga ma’lum ma’lumotlar yordamida hisoblash lozim bo‘ladi.

Jumladan, v, va r; miqdorlar ushbu

i+]>

b= OF(L;,K)) F(L,,,K)-F(L,..,K))

, oL L i+ Li—l
L _OF(L,.K) F(L,K.)-F(L,K,) (6.5)
'K K. -K,

i+l -]
taqribiy formulalar orqali hisoblanadi. Bu (6.5) formulalar xususty hosilalarni
Rf sohaning ichki (7,7 ) tugun nuqtalarida tagriban almashtirish uchun

ayirmali munosabatlar deyiladi (6.13- va 6.14-chizmalar).

K K
/ . y
(0, j+1) )
(L) (L J) (1))
©.5) \f Rf
-
©.-1) gD A
0 (-1,0) (i0) (1,00 L O > & L
6.13chizma 6.14- chizma

Chizmalarda (7,j) tugun nuqta (L, Kj) =(ih, jl)ni anglatadi,
unda # — L o‘qibo‘yicha,/ esaK o°qi bo‘yicha qadamni anglatadi, (0; 0)
tugun nuqta koordinata boshini bildiradi.

Shunday qilib, osongina hisoblanadigan

ki, yi, 2, L,/Yn Ki/YH v, Ba L
miqdorlar yordamida qolgan . , f,, S, va o, miqdorlami ham hisoblash
mumkin. Ulami 12 ta ustunga joylashtiramiz (6.1 jadvalga qarang). 7-

ustundan boshlab, har bir ustunda joylashgan sonlarni sinchiklab kuzatamiz.
Ba’zi ustundagi sonlar deyarli o‘zgarmasligi yoki biror qonun bo‘yicha
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o‘zgarayotganligini payqab qolsak, unda 6.4-§ dagi mulohazalarga asoslanib,
ICHF ning ko‘rinishini aniglab olish mumkin. U funksiya neoklassik ICHF
bo‘lishi kerakligi ravshan.

Yugoridagi mulohazalarni shartli statistik ma’lumotlar uchun misolda
amalga oshiramiz. Avvalo, K val larjadvalini yozamiz:

S 1.0 1.1 12 1.3 1.4 15 |
L 2.0 2,1 2,2 2.3 24 25 |

Endi ¥_lar uchun 4 matritsa elementlarini yozish kerak bo‘ladi. Ammo
masalani yechish uchun shu matritsaning bosh diagonal elementlan Y, ,

i=1,6 , shu diagonalga yopishgan undan yuqorida joylashgan diagonal
clementlari Y, , i=1,6-1 vaundan pastdajoylashgan diagonal elementlari

Y,,,,i=2,6 qiymatlariyetarli bo‘ladi. Shu giymatlamni keltiramiz:

1

Y, =1414; Y, =138, ¥_=1352; ¥, =1330; ¥, ,=1309; Y_=1,290;
Y,=1483; ¥, =1587, ¥, =1691; ¥, =179%; Y_=1,897,

4
Y, =1999;, Y, =155, ¥, =1661; ¥, =166, ¥ _ =187l

s
Endi hosilalami hisoblaymiz ((6.5)-ga qarang):
oF(L,,K,) 1,556-1,483 oF(L,,K,) 1,661-1,587

=0,365 . =0,370,
oL 0,2 ’ aL :

F (LK) _L766-1691_ 570 OFUsKy) 1871-1794 00
oL 0,2 : oL 0,2 '
- 587 — of - 5

oF (L, K;) 1587 L4914 690. AL Ky L691-L556 ) (o
oK 0,2 - 0.2 '

OF (L, K) _1794-1661 ~0,665, H(LsKy) 189121776 ) 655

oK oK
Topilgan qiymatlardan foydalanib, o, va B, lamni hisoblash mumkin:
a,=0,449;, «,=0449; «,=0,500; o, =0,500;
B,=0,504; B,=0,501; PB,=0,449; P, =0,504.
Bundan tashqari, S, i=23,4,5 va o, i = 3,4, qiymatlami ham
hisoblaymiz:

0,2

> 3
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v, 0,365 v, 0,370

S =—+= =0,529; S;=-2=-"—=0,549;
r, 0,690 r, 0,675
Y0375 s s Vs 0385 sgs.
v, 0,665 r, 0,655
o = dS; kY (S-S k) 0563 0,529 0,545 Y
*ldk s, ko—k, S, 0565 0,524 0,549
_(0.034 0545 (18530 Y _,, s
0,041 0,549 22509 ’

o = di'_k_‘,_l NE A 0588 0,549 0,565 Y
Tl s, ko—ky S, 0583 0,545 0,563

=Y

_ (0,039_ 0,565 J” ~ (22035 ]" _ 21394
10,038 0,563) (21394 ) 22035
Shunday qilib, barcha zarur miqdorlar hisoblandi. Natijalarni bitta
jadvalga joylashtiramiz (6. 1-jadvalga qarang).
6.1-jadvaldan ko‘rinadiki, o, =0,5; B, =05 o, +pB,=1.Bundan
makroiqtisodiy L , K va} ko‘rsatkichlarning jadvalda berilgan qiymatlariga

Kobb-Dugtas ICHF mos kelishi kelib chigadi. Biz fondlar yoki mehnat
resurslari bo‘yicha elastiklik o‘zgarmas bo‘lgan holda mos ICHF Kobb-

Duglas funksiyasi ekaniga asoslandik. Demak, ICHF ni Y=a0K°‘LB ,

a,>0,a>0,3>0, a+pB=1 ko‘rinishda izlash kerak, degan xulosaga

kelamiz.
Agar 6.1-jadvalga sinchiklab qaralsa, shartli ma’lumotlar (1,2,3-ustunlar)

y = /K1 ko‘rinishdagi Kobb-Duglas ICHF qiymatlaridan iborat ekaniga
ishonch hosil gilamiz.. Eng kichik kvadratlar usulini qo*llash natijasida

a,~1, a =B =~1/2 giymatlarga ega bo‘lamiz. Hisob-kitoblarni olib

borishni talabaning o‘ziga topshiramiz.
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(44}

N [ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 12
K, L v, | =g y,=-LY'—; z.-=?y‘7 =T ;=%% ﬁ,=%i’—% S, o,

1l oo | 20 ! 1414 | 0,500 | 0707 | 1,414

2 | 1,1 | 21 | 1,520 | 0,524 | 0,724 | 1,382 | 0,365 | 0,690 | 0,499 | 0,504 | 0,529

3| 1,2 | 22 | 1,625 | 0,545 | 0,739 | 1,352 | 0,370 | 0,675 | 0,499 | 0,501 | 0,545 | 1,265
4 | 13 | 23 | 1,729 | 0,565 | 0,752 | 1,330 | 0375 | 0,665 | 0,500 | 0,499 | 0,563 | 0,979
5 1,4 2,4 1,833 | 0,583 | 0,764 | 1,309 | 0,385 | 0,655 0,500 0,504 0,588

6 | 15 | 25 | 1,936 | 0,600 | 0,774 | 1,290




6-bobga oid masalalar

1. Ba’zi igtisodiy-matematik xarakteristikalaming statistik qiymatlari
bo‘yicha ICHF ko‘rinishi aniglansin:

3 k| v |23 |4 | s 6
S0y [ 101 | 1,02 099 | 098 | 1,03 | 0,97

S (k)= const
2. k1|2 |3 | a5 |6

fW-kty | 2 | 201 | 202 | 1,9 | 1,08 ] 1,97
fUk)—k f'(k)=const

3 kv 2 |3 | a5 | 6
f(k)f'_(g(k) ‘ 2 ‘ 2,01 ‘ 2,02 | 1,99 ‘ 1,98 ‘ 1,97
DAL LA ) N
S (k)
4 k|1 | 2| 3 | 4] s | s
k' (k)
/(6 ‘ 2 ‘ 2,01 ‘ 2,02 ‘ 1,99 ’ 1,98 ‘ 1,97
kf'(k)=consl
S (k)

II. Quyidagi ICHF uchun izokvantalarning va ularning differensial
tenglamasi yozilsin. Bundan tashqari, shu ICHF larning magistrallari topilsin
va grafigi chizilsin:

A 1. F(LK)=VKL. 4 F(LK)=VYKL.

2. F(L,K)=vVKI*. 5. F(L,K)z“,/]g} .
3. F(L,K)=3’K2L- 6. F(L,K)=5/ﬂ4-
B. 1. F(L,K)=7(2—K— 2. F(L,K)zﬂL_

+L°

NS

8§ —Ne 101 113



1 4KL
3, -1 , 5. F(LK)=—nt
F(LK) 4UK+JLT (L,K) VT )
4 F(LK)= Va KL 2V2 KL

—_—— 6. F(LK)=s————————.
3’(]{3/2 +L3/2)3 ( ) 3 (K3/4 +L3/4)“

III. Quyidagi statistik ma’lumotlarga asoslanib, asosiy — 1qtisodiy-
matematik xarakteristikalarni hisoblang va ICHF ko ‘rinishini aniglang;

K 2,0 2,1 2.2 2,3 2.4 2,5
L 1,0 1,1 1,2 1,3 1,4 1,5
Y 1414 | 1520 | 1625 | 1,729 | 1853 | 1,936

6-bobga oid nazorat savollari

1. Agar limit unumndorlik (fondlar, mehnat bo‘yicha) o‘zgarmas bo‘lsa,
mos ICHF qanday ko‘rinishda bo‘ladi?

2. Almashishning limit normasi o‘zgarmas bo‘lsa, ICHF qanday
ko‘rimishdabo‘ladi?

3. Almashishning elastikligi 0‘zgarmas bo‘lganda, I[CHF ko‘rinishini aytib
bering.

4. Fondlar va mehnat bo ‘yichaelastiklik o‘zgarmas bo‘lsa, [CHF qanday
ko‘rimishda bo‘ladi?

5. Fondlar va mehnat bo‘yicha elastiklik kasr-chizigli funksiya bo‘lganda
mos ICHF ganday ko ‘rinishda bo‘ladi?

6. Izokvanta, 1zoklinal va izokvetalar ta’rifini bering.

7. Izokvantalar qanday xossalarga ega?

8. ICHF magistrali ta’rifini bering,

9. ICHF ning magistralini topish usullarini tushuntirib bering.

10. Chiziqlilashtirish usuli nima?

11. Kobb-Duglas va Solou ICHF ning magistrallarini toping.

12. Ikki faktorli ICHF ning birinchi tartibli xususiy hosilalarini taqribiy
hisoblash formulalarini yozib bering.

13. Asosty iqtisodiy-matematik xarakteristikalarning qiymatlariga qarab
ICHF ko‘nnishini bilish mumkinligini tushuntirib bering.
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7-bob. ICHF UCHUN OPTIMALLASHTIRISH MASALALARI
7.1-§. Asosiy tushunchalar va masalalarning qo‘yilishi

Mazkur bobda ishlab chiqarishni optimallashtirish masalalarini ko‘ramiz,

bunda ishlab chiqarilgan mahsulot hajmi ikki faktorli neoklassik ICHF
Y = F (L, K)bilan ifodalanadi. Ba’z1 tushunchalar ta’nfini keltiramiz.

Firmaning daromadi R deb aniq vaqt oralig‘ida (biror yil yoki bir
nechayillarda) ishlab chigarilgan mahsulot hajmi F'(Z, K) ni uning bir birlik
narhi p, gako‘paytmasi p, F(L, K) ga aytiladi.

Firmaning umumiy harajati hajmi C deb aniq vaqt oralig‘ida qilingan
barcha xarajatlarga aytiladi, ya’ni C=p K+p,L, bunda K va L — firma
tomonidan xarajat qilinadigan (foydalanilgan) ishlab chiqansh resurslari hajmi,
p, va p, lar esamos ravishda K va L resurslarning bozor narhi.

Firmaning aniq vaqt oralig‘ida qilgan daromadi R bilan uning sarflari
(xarajatlari) C ayirmasi firma foydasi deyiladi va PR=R - C yoki

.. OULK)=pF(LK)-(pK + p,L)
kabi yoziladi.

Agar firma mukammal (50f) raqobat sharoitida faoliyat ko‘rsatayotgan
bo‘lsa, unda shu firma bozor narxlarip, p,, p,gata’sir eta olmaydi. Boshqa
sharoitda narxlarni bozor aniqlamaydi. Istalgan holda firmaning vazifasi
(asosty magsadi) oz foydasini maksimallashtirishdan iborat. Bu masala

O, K)y—->max, L=20, K20, (7.1
ko‘rinishda yoziladi. (7.1) masala chizigsiz dasturlashning shartsiz maksimum
masalasidir.

Resurslaming sarf etiladigan hajmi chegaralangan bo‘lsa,u g(L,K)<b
tengsizlik bilan beriladi. Bu holda foydani maksimallashtirish masalasi ushbu

O(L,K)>max, gL K}<b, L>20, K20 (7.2)
ko‘rinishda yoziladi.

Bu (7.2) masala chizigsiz dasturlashning shartlari tengsizliklar bilan
benlgan shartli maksimum masalasidan iborat.

Ishlab chiqarish xarajatlari funksiyasi p K +p,L ning sath chiziqlari
p,K+p,L =C kabi yoziladi va izokostalar deb ataladi. Agar masala
pK+p,L — minkabi qo‘yilgan bo‘lsa, p K+ p,L = C chiziglar bir vaqtda
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ham 1zokosta, ham izokvanta vazifasini bajaradi. Izokosta p K+ p,L =C
to‘g‘n chizigning [ chorakda joylashgan kesmasidan iborat, uning uchlari

C C
[O; —], [——; 0] (7.1-chizma).
2 P

O‘zgarmas Cning C, C, C,, ... giymatlariga mos ravishda 4 B

00 2

AB,,AB,, ...izokostalar to‘g’ri keladi. Buning har bir A4 B, izokostaga

1771277277

nisbatan «shimoli-sharqda» joylashgan A4, B, nugtasiga 4 B ga qaraganda

#1770
ortiq xarajat mos keladi, ya’ni C, < C, <C,< ... (7.1a-chizma).

KA

5]
N

0 C.o0 T L 0 Ao A dx Ay AT |
P Vi
7.1-chizma 7.1a- chizma

Igtisodiyotda ishlab chiqarilgan mahsulot hajmi berilgan holda umumiy
xarajatlarni minimallashtirish masalasini yechishga to‘g ‘ri keladi. Bu masala
quyidagicha yoziladi:

{G(L,K) =p,K+p,L - min

FULK)=0. (7.3)

(7.3) masala chizigsiz dasturlashning shartlari tengliklar bilan benlgan
shartli minimum masalasidir. Uni umumiy holda Lagranjning ko ‘paytuvchilan
usuli bilan yechiladi. Sodda hollarda u chigarish usuli bilan ham yechilishi
mumkin. Albatta, (7.3) masalani vechishning tagribiy usullari ham mavjud.
Ulardan masalaning o‘lchovlari katta bo‘lganda foydalaniladi. Biz ularga
to‘xtalmaymiz.

7.2-§. Foydani maksimallashtirish masalasi

Bu masalani Kobb-Duglas va Solou ICHF uchun yechamiz.
1. (7.1) masalada ICHF sifatida Kobb-Duglas: ¥ =, K*L'~* funk-
siyasi olingan bo‘lsin. Unda masala ushbu
DL, K) = p,a, K" L™ - (pK + p, L)y >max, L>0, K>0 (7.4)
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ko‘nnishda yoziladi. Masalani yechish uchun avval birinchi tartibli xususiy
hosilalarni hisoblab, nolga tenglashtiramiz:

Poao(I~)K *L™* = p, =0, poa,aK “'L"™ — p, =0
yoki

poao(l—a)-(K/L)"' =p,, poaod.(K/L)m_1 =p.-
Bu tengliklardan K/L uchun ikki turli ifoda kelib chiqadi;

o 1/(a-1)
K _ Pa K P
i AT va T . (7.5)
L \ pa,(l1-a) L \ pyae

Ularni tenglashtirsak, soddalashtirilgandan keyin quyidagi tenglik hosil bo‘ladi:

PPyt =pyagat - (-a) ™. (7.6)
Avvalo (7.6) tenglik p,, p,, p, narxlar orasidagi bog ‘lanishni ifodalaydi. (7.5)
munosabatlar esa, resurslarning optimal tagsimoti (7.5) tenglama bilan
tavsiflanadigan nurda yotishini bildiradi. Ko‘nnadiki, (7.4) masala uchun
cheksiz ko‘p statsionar nuqtalar mavjud va ular o‘sha nurda yotadi. Endi
ikkinchi tartibli hosilalarni hisoblaymiz:

2 2
%:poa0 (l-a)(-a)K *L™, ZK(I; = pya,o(a—DK 2L

o'
oLOK
Kvadratik forma tuzamiz:

Do -a))K L pa (l-o)ok L™ L yl]

P(l-)oK*' L™ puay(a—DoK *2LH
Sodda hisoblashlar natijasida quyidagi kvadratik forma hosil bo‘ladi:

=poa,(1-a)a K *'L™*

O0,12)=00,3,)
Y2

a-2y-a Kz
Q. y2)=—Poay(1-a)K**L (Tyf -2K-»y, +L-y§] .

Bu kvadratik forma uchun Q (y,, y,) < 0 tengsizlik bajariladi. (XL, K)
funksiya botiq ekanini ko‘rsatish giyin emas (bu (XL, K) ning botigligidan
kelib chiqadi). Shu sababli (7.5) nurdagi har bir nugta uchun (L, K)
funksiya o‘zining eng katta qiymatiga crishadi.
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Agar firma K resursni (voki L resursni) fagat g hajmda sarf gilishi
magsadga muvofiq bo‘lsa, 7 ni (g ni) (7.5) dan topamiz. Agar o =1/2

bo‘lsa, (7.6) munosabat pya, =2-./p,p, ko‘nnishni oladi.
2. Endi (7.1) masalani Solou ICHF uchun yechamiz. Masala ushbu

1
LK) = pyao| aK® +(1-a)L?| o — (5K + p,L) >max, L>0, K0
ko‘rinishda yoziladi. Masalani yechish uchun avvalgi holdagidek mulohaza,
hisob-kitoblami bajaramiz. Natijada K va L faktorlar orasida ushbu

k=P._9 |
D l-a

munosabatni topamiz. Agar L =L bo‘lsa, F(L, K) funksiya

pZ a [ . 1 1 i
L, ;—l—_a nuqtada o‘zining eng katta giymatiga erishadi.
|

7.3-§. Umumiy xarajatlarni minimallashtirish masalasi

1. Endi (7.3) masalani Kobb-Duglas ICHF uchun yechamiz. Bu holda
masala quyidagi ko ‘rinishni oladi:

G(L,K)=pK+p,L—>min, aK*L™*=Q. (7.7)

Masala sodda bo‘lgani uchun uni avval chiqarish usuli bilan yechamiz.
Uning uchun Kni L orqali ifodalaymiz:

Bunda G(L, K) funksiya ushbu

o -1

G.(L)=p,- 2 -L* +p,L
aO

ko‘rinishga keladi. Shu funksiya 0 < L < +wo intervalda o°zining eng kichik

giymatiga enishadi. Sababi, avvalo funksiyaning eng kichik qiymati mavjud

ekani quyidagi munosabatlardan kelib chiqadi:
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Jim G.(D)= lim G.(L)=+% va G,(L)>0, VLe/(0;+w).
Endi G,(L) funksiya eng kichik giymatga erishadigan nuqtani topamiz.
Buning uchun G/(L) =0 tenglamani yechamiz:

1/a 1 /o _1_

G'(L)zpl(gj .a___l.La+p2; Pl[_Q—] .a_~l.L0'-+p2=O.

a, o a, o

Bundan statsionar nuqtani topamiz:

L, :(L’L.l__aj Q
p, o ) a

Statsionar nuqta yagona bo‘lgani uchun G, (L) funksiyaning eng kichik
qiymati mavjudligidan shu L, nuqtaizlangan nuqtadir. L dan foydalanib,
K, niham topib qo‘yamiz:

Shunday qilib, aOK“L‘"“ =0 bo‘lganda xarajatlar funksiyasi
G(L,K)=p K+ p,lL topilgan (L, K) nuqtada o‘zining eng kichik
qiymatiga enishadt.

(7.3) masalani Lagranjning ko ‘paytuvchilar usuli bilan yechamiz. Lagranj
funksiyasini tuzamiz:

O(LK) = p,K+ p,L+ 1@,k -0 ).
Xususiy hosilalarni hisoblaymiz:

- -

od 2,0 o-] yl—a
_6L =p,+ha,K*(1-a) L, —6K=pl+x.a0a-K e
ob od .
a0 0 yoki

p,+Aha,(1-a)-K*L* =0,

Tenglamalar sistemasini tuzamiz:

DA g KO L =0,
a, K*I'*-0=0.
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Sistemaning birinchi ikki tenglamasidan

£_P2 a

L l-a )2

tenglik kelib chigadi. Sistemaning oxirgi tenglamasini
g '(K/L)aL =0

ko‘rinishda yozsak, K/L uchun topilgan ifodadan foydalanib, L ni topish
mumkin:

a p,

Bu chiqarish usuli bilan topilgan qiymat bilan ustma-ust tushadi.
Shuningdek, K ni ham topsak, avvalgi qiymatiga teng bo‘ladi. Shunday
qilib, (7.3) masala uchun yagona shartli-statsionar nuqta topildi. Lagranj
funksiyasi qavariq bo‘lgani uchun shu nuqtada F(Z, K) funksiya eng kichik
giymatga enishadi.

7.4-§. Iqtisodivotda optimallashtirish masalalarini yechishning
burchak koeffitsiyentlarni tenglashtirish usuli

Mazkur bobning avvalgi paragraflarida optimallashtirish masalalarini
yechishga klassik bo*lib qolgan chiqarish va Lagranj ko‘paytuvchilar usuli
go‘llandi. Ammo bu usullar turli noqulayliklarga ega. Jumladan, masalani
Lagranj ko‘paytuvchilart usuli bilan yechish uchun avval birinchi tartibli
xususiy hosilalar hisoblanadi va ulami nolga tenglashtirib, hosil bo‘lgan
tenglamalar sistemasini yechiladi. Natijada statsionar nuqtalar (agar ular
mavjud bo‘lsa) topiladi. So‘ngra ikkinchi tartibli hosilalar hisoblanadi va
statsionar nuqtalarda qiymatlan topiladi. Mos matritsa tuzilib, tegishli
kvadratik forma tuziladi. Qo‘yilgan masalaning yechimi kvadratik forma-
ning musbat yoki manfiy aniglanganligiga bog ‘lig bo‘ladi.

Iqtisodiyotda masalalaming qo‘yilishida ICHF ishtirok etadi. Agar
ICHF ning xossalaridan foydalanilsa, optimallashtirish masalalanini yechish-
da qulay bo‘lgan usulni tavsiya etish mumkin. Uni burchak koeffitsiyentlarni
tenglashtirish usuli deb yuritamiz. Mazkur usul ikkinchi tartibli hosilalardan
foydalanmaydi, faqat funksiyalarning gavariqligi va botigligidan
foydalanad:.
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1. Chiziqli budjet chegarasi berilganda ishlab chiqarilgan
(chiqariladigan) mahsulot hajmini maksimallashtirish masalasini
ko‘ramiz.

Masala quyidagicha qo‘yiladi:

F(L,K)—> max,
(7.8)

pK+p,L=I,

bunda F(L, K) — neoklassik IChF, p, - asosiy fondlar birligi narhi, p, -
mehnat resurslan birligi narhi, 7 — xarajatlaming berilgan hajmi. (7.8) ning
ikkinchi tenglamasini chizigli budjet chegarasi deymiz.

Demak, masala asosty fonrdlar K va mehnat resurslari L orasida
shunday taqsimotni topishdan iboratki, ular p K + p L = I ni qanoatlantirsin
va. F{(L, K) IChF ga maksimal giymat bersin.

(7.8) masalani yechish uchun avval ICHF ning izokvantalarini chizamiz.
Ular, ma’lumki, qavanq egri chiziglardan iborat va gorizontal hamda vertikal
asimptotalarga ega (7.2-chizma). Ushbu p K+ p L =1 tenglama esa
burchak koeffitsiyenti k,=~ p, /p, ga teng bo‘lgan to‘g‘ri chiziqni
tavsiflaydi. L>0, K> 0ga ko‘ra biz shu to‘g‘n chizigning I chorakda
Joylashgan kesmasiga egamiz (7.3 chizma). k, deb izokvanta urinmasining
burchak koeffitsiyentini belgilaymiz.

K K

N N
K B I/Pl
N A ~N,
P
0 ,L 0 I/P: L )
7.2-chizma 7.3- chizma 7.4- chizma

Izokvantalar ichida biror C = C  da AB kesmaga urinadigani mavjud.
Urinish nuqtasi (L, K ) masalaning yechimi bo‘ladi (7.4-chizma). Urinish
nuqtasida (L, K) = C izokvanta urinmasining va p K+p[L =1 to‘g'n
chizigning burchak koeffitsiyentlari o‘zaro teng, ya’ni &, = k,. Masalani
yechish uchun
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_OF(LK) |OF(LK) __p,

cL oK D

(7.9)
nK+p,L=1
sistemani yechish yetarli.

Misol. Ushbu /K], —»max, 2K +3L =6 masala berilgan bo‘lsin.
Bunda F(L,K)=+vKL (Kobb-Duglas [CHF). k, vak, lami topamiz:

k:_:@/ﬂz_& .3
oo/ Wk L P2

Tenglamalar sistemasini yozamiz: — K /L=-3/2, 2K+ 3L = 6. Undan
L,=1, K =3/2 yechimni topamiz.

2. Chizigsiz budjet chegarasi berilganda ishlab chigarilgan (chiqarila-
digan) mahsulot hajmini maksimallashtirish masalasini ko‘rib chigamiz.
Masala quyidagicha benladi:

{ F(L,K)—>max,

pK)Y+p,g(L)=1,

bunda ¢ (K )va g (L)—quyidagi shartlammi ganoatlantiradigan chizigsiz
funksiyalar:

®0)=0, K)>0, ¢'(K)>0, ¢"(K)>0 VK>0
g(0)=0, g(L)>0, g'(L)>0, g"(L)>0 VL >0 (7.11)

(7.10)

Quyidagi O(L, K) = p,(K) + p,g(L) — I = 0belgilashni kiritamiz. Shu
O(L, K) = 0 chiziq botiq, uning grafigi I chorakdajoylashgan. ®(L, K) =0
chizigning botigligini isbotlaymiz. (7.10) ning ikkinchi tenglamasini
differensiallaymiz:

dK
(K)—+ "(L)=0
P9 (K)=r+ pag'( )=0.
Bundan
K __ngd)
dL pe(K)
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tengsizlik kelib chiqadi, demak, K= K (L) funksiya kamayuvchi. Endi
ikkinchi tartibli hosilani hisoblaymiz:
» ’ ' ” dK
g'L)9K)-g'l)e (K)-d—L

ar’  p [¢' &)
O‘ng tomondagi kasr surati dK /dL <0 bo‘lgani uchun musbat. Bundan

d’K__p,

2
d If < 0 ekani kelib chigadi. Bu esa, @ (L, K)=0 chiziq botiqligini anglatadi.

®(L,K)=0 yoki, baribir, p,(K)+ p,g(L)=1 egr chizigning uchlari
koordinata o‘qlarida yotadi va (L ., 0), (0, K,) koordinatalarga ega. Bunda
L. va K, lar mos ravishda p,g(L) =1, p,p (K) =1 tenglamalarning
yechimlari. Shu tenglamalar g’ (L) > 0, ¢ (K)> 0 tengsizliklarga ko‘ra bir
giymatli yechimlarga ega (7.5-chizma).

Endi ®(L, K) = 0 chiziq botiq va®@ (L, K) = Cizokvantalar qavariq bo‘l-
gani uchun @(L, X) = 0 chiziqqa urinadigan yagona @ (L, K) = C, izo-
kvanta mavjud. Urinish nuqtasida bu chiziglar umumiy urinmaga ega. Urin-
malaming burchak koeffitsiyentlari o‘zaro teng bo‘ladi, ya'ni (7.6-chizma)

KA
0, K.)
0 L0 L ol L0 L
7.5-chizma 7.6-chizma
oF [oF , __pgWd)
1= , 2T ’ 5 kl =k2 .
oL/ ek oK)
Ushbu

_OF [oF _ p.g'l)
al ok~ pK)

K)+p,g()=1,

(7.12)
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tenglamalar sistemasi yagona (L, K ) yechimga ega. Shu (L, K;) nuqta
masalasining yechimini beradi.

Misol. Ushbu (L, K)=vKL —>max, 2K +51* =10 masalani yechay-
lik. Bunda®(L, K) = 2K + 5L* - 10 = 0. Endi %, va k, lar osongina topiladi:

k=-K - 020D __4
L’ oL/ oK ?
(7.12) sistema bu holda
—£=—5L,
L
2K +512 =10,

ko‘rinishga ega. Bundan, ravshanki, Ly, = V2 13, K,= 10/3 .

3. Endi tavsiya elilgan usul bilan ishlab chigarilgan (chiqariladigan)
mahsulot migdon berilganda umumiy xarajatlami minimallashtirish masalasini
yechamiz. Bu holda masala ushbu

{(I)(L,K) =p, K+ p,L >min,

F(L,K)=0

ko‘rinishida yoziladi. @ (L, K) funksiya chizigli xarajat funksiyasi bo‘lib,
pK+pL=C, C=const>0 chiziglar o*zaro parallel to‘g‘n chiziqlar, ular
L>0, K20 gako'ra I chorakda joylashgan kesmalardan iborat (7.7-
chizma), uchlari (C/p,,0) va (0, C/p,) nuqtalardan iborat. F(L,K)=Q

tengligi esa, F(L, K) ICHF izokvantalaridan biridir. Shu izokvanta kesmalardan
biriga albatta urinadi (7.8-chizma). Uninish nuqtasida p K+p.L = C va

(7.13)

KA
Co
P .
Ko)
>
0 Cy L
Pr
7.7-chizma 7.8- chizma
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F(L, K) = Q chiziglarga o‘tkazilgan urinmalaming burchak koeffitsiyentlar

o‘zaro teng, ya’'ni k, =k, Bunda &, = - QF_ i , k, = _P Shuning
oL/ 6K D,

uchun (LK) y echim quyidagi tenglamalar sistemasidan topiladi (7.8-chizma):

OF [OF _py
Misol. Ushbu
2K +3L -5 min |
VLK -0=0

masala berilgan bo‘lsin. Bundan &, =-3/2, k, =~ K/L hosilbo‘ladi. Yechim

_kK__3 2K =3L,
L )

v ki 5

\/LK:Q K-L=Q

sistemadan topiladi: [ = Vv2/3-Q, K,=+3/2-Q.

4, Nihoyat, ishlab chiganlgan (chiqariladigan) mahsulot hajmi berilganda
xarajatlaming chiziqsiz funksiyasini minimallashtirish masalasini ko ‘raylik.
Masala quyidagicha yoziladi:

®(L,K) = pye(K) + p,g(L) —> min,
F(L,K)=0.
Bunda g(L ) va ¢( K) funksiyalar (7.11) shartlarni qanoatlantiradi.

(7.15)

2

d°‘K
Shunga ko‘ra p @(K)+ p,g(L)=C chiziglar botiq bo‘ladi, e <0

Boshqacha aytganda, p, ¢(K) + p, g(L) = C izokvantalar grafigi I chorakda
joylashgan botiq egri chiziglardan iborat (7.8 chizma). F(L, K) = Q tenglama
bilan esa, F(L, K) = C izokvantalardan bittasi tavsiflanadi. Shuning uchun
bu izokvantaga p, @(K, + p, g(L) = C chiziglardan bittasi urinadi. Uninish
nugqtasi masalaning yechimini beradi. Izlangan urinish nuqtasi koordinatalanni
topish uchun urinma burchak koeffitsiyentini topamiz:
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__OoF JoF . __pgd)
Talek, 7 pe).

Masalaning yechimi (L, K) quyidagi sistemadan topiladi:
_OF / oF _ p,g (L) g'(L)
oLl KT oK)

FILK)=Q. (7.16)

Misol. Ushbu
O(L,K)= p,K3 +p2L2 —min,

F(LLK)=vK-L=Q
masalani yechish talab qilingan bo‘lsin. &, va &, larni topamiz:

k _._£ k =_ﬂ
17 L, 2 3P|K2.

Quyidagi sistemant tuzamiz:
K_2p,L 3p,K*=2p,I*,
L 3pK? ’ .
yoki
/KL =Q KL=0".

Sistemani yechib, masalaning yechimini topamiz;

P LYo PYX'Y
0 ; .
2p, 3p

7-bobga oid masalalar

I. Quyidagi Solou ICHF uchun daromadni maksimallashtirish masalasi
yechilsin;

1. FLk)=2KL 2 FULKy=Y2K L
K+L~ Nz
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1 2 4K -L
. F(LK)y=—WK +-L)", 5. F(LK)=—"+

3 3
4 F(L,K):—M— 6. F(L.K)= W2 KL

3 (K3/2 +L3/2>2 ’ 3,(K3/4+L3/4)4 .

I1. Ishlab chigarilgan mahsulot migdori Q berilganda umumiy
xarajatlarni minimallashtirish masalasi yechilsin F(L, K)=0:

2KL
1. F(LLK)=+KL . 4. F(LK)—K+L
2. F(L,K)=VYKI*, 5. F(L,K)=VK2L .
1 2 4KL
3. F(LK)y=—WK ++L)". 6. F(LK)=F—n
4( ) (JE%/Z)Z

III. Quyidagi masalalar burchak koeffitsiyentlarni tenglashtirish usuli
bilan yechilsin:

YKL - max, 3K +2L —>min
1 4.
3K +2L=12. JK-L=6
(VK- I* - max 2K 430 —>min

2. 5.
{21(3 +300=6 VK- 2 =12

7-bobga oid nazorat savollari

1. Firma daromadi ta’rifini bering.

2. Firma xarajatlan (sarflan) ta’rifini bering.

3. Firma foydasining ta’rifini bering.

4. Firma foydasini maksimallashtirish masalasini bayon eting.

5. Umumiy xarajatlarni minimallashtirish masalasini bayon eting.

6. Foydani maksimallashtirish masalasini yechish usullarni aytib bering.

127



7. Umumiy xarajatlarni minimallashtirish masalasini yechishning chiga-
rish usuli nimadan iborat?

8. Umumiy xarajatlarni minimallashtirish masalasini yechishda
Lagranjning ko*paytiruvchilari usulini aytib bering.

9. Kobb-Duglas va Solou ICHF lar uchun foydani maksimallash-
tirish va umumiy xarajatlarni minimallashtirish masalalarini ekonometrik
analiz qiling.

10. Burchak koeffitsiyentlamni tenglashtirish usulining g‘oyasini so‘zlab
bering.

11. Burchak koeffitsiyentlarni tenglashtirish usuli bilan yechiladigan
masalalaming xususiyatlari nimadan iborat?

128



8-bob. UMUMLASHGAN STATIK ICHF
8.1-§. Umumlashgan statik ICHF haqida

5-bobda chiziqli-bir jinsli, so‘ngra umumiyroq &-tartibli bir jinsli
funksiyalar ta’rifi berilgan va ularming xossalani bayon gilingan edi. Keyin
bir va ko‘p o*zgaruvchili ICHF tushunchasi ham kiritilgan, shu bilan birga,
ICHF bilan bog ‘langan turli masalalar bayon etilgan. O*sha bobda keltirilgan
ICHF tushunchasini oddiy ICHF deb aytish mumkin. Quyida bir va ko‘p
o‘zgaruvchili umumlashgan ICHF tushunchasini keltiramiz.

8.1-ta’rif. Bir o'zgaruvchili umumlashgan ICHF deb quyidagi

f(0)=0, f(x)>0, f'x)>0, f"(x)<0,

fOx)=2f(x), VA>0, x>0, 8>0
shartlarni ganoatlantiradigan y = f(x) funksiyaga aytiladi.

8.1)

Masalan, y=a,x®, a, >0, 0<8<1 funksiya uchun (8.1) shartlar
bajariladi:
ayx’ >0, fi(x)=a,8-x"">0, f(x)=a,6-6-1)-x*2 <0,

fOx)=a,(Mx)° =X f(x), x>0.
Hatto bu funkstya umumlashgan neoklasstk ICHF deb ataladi.

8.2-ta’rif. Faraz etaylik, y= f(x,,x,,..,x,) funksiya quyidagi
shartlarni ganoatlantirsin:
1°. feCz(R:), bunda CZ(R:) - R sohada ikki marta uzluksiz
differensiallanuvchiligini anglatadi.

2% f(x,xy,.0%,0,x,,,,..,x,)=0; i=Ln;, f(0,0,.,0)=0.

3 Xif1s--

3% f(Ax,,Ax,,..,Ax,) = lsf(xl,xz,...,x,,); (x;,%5,.-,X,)ER].
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4 6f(X)>0_’ 6f(X)>O; ’__,a_fm>0; Vx=(x,,x,, JER]
. axl axz 0 .

L TS . TS .
> ox? ox?

n

2
OI0) 0. TS0 is 5 veRr

6x Ox,0x;

Shu 1°-5° shartlarni qanoatlantiradigan funksiya n o ‘zgaruvchili

umumlashgan neoklassik ICHF deyiladi.
Quyida n o‘zgaruvchili umumlashgan neoklassik ICHF ga misollar

)

keltiramiz (x = (x,,x,,...,x,), d>0):

R n
) S =ag-x x5 xpy ay>0; 0, >0, i=1n; Z

n -&p _
2) f(x)=a0[2aixf’} , a,>0,i=0n; Ya=1 p>-1

i=]
n 8 -
3) f(x,,xz,...,x,,)zao(Za,.x,] , 4,>0, a>0, i=ln; 0<8<l;
i=1

4) f(x,x,,.,x,)=a, -(min{ Xy Xg5eeey X,y )8; a,>0,86>0.

Mazkur funksiyalar uchun 1°-5° shartlarmning bajarilishini bevosita
hisoblashlar yordamida tekshirish mumkin.

Umumlashgan neoklassik ICHF ta’rifining 3°-sharti chuqur iqtisodiy
ma’noga ega. Shu shart bo‘yicha &> 0 bo‘lganda ishlab chiqarish
masshtabi (ko‘lami) A marta (A > 1) orttirilsa, ishlab chigarilgan
(chigariladigan) mahsulot hajmi A’ marta ortadi. Boshqacha aytganda, ishlab
chiqarish masshtabi ortishidan ishlab chiqarish samaradorligi ortadi. Ammo
0 <8 <1 bo‘lganda ishlab chiqarish masshtabi ortishidan ishlab chiqarish
samaradorligi kamayadi; 8 = 1 bo‘lganda masshtab ortsa ham, ishlab chiqarish
samaradorligi o‘zgarmay qoladi. Bu holda ICHF chizigli-bir jinsli ICHF ga
aylanadi.

Albatta, A ham, & ham 1| dan ancha katta bo‘la olmaydi, ular 1 dan
katta vaunga yagin qiymatlar qabul qilishi mumkin. Bu iqtisodiy sharoitlardan
kelib chiqadi. Masalan, agar A.=1+¢,8=1+v bo‘lib, £ va v ixtiyony
kichik sonlar bo‘lsa,

W=(1+e)" >1+e=A, yani 3} 5]
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.

130



Qanday hollarda ishlab chigarish masshtabini A marta orttinlsa, ishlab
chiqarilgan (chigariladigan) mahsulot hajmi A dan ortiq marta ortad1? —
degan savol tug‘ilishi tabiiy. Bunga, avvalo, yangi texnologiyalarni qo‘llash
va xodimlaming malakasini oshirish hisobiga erishish mumkin. Igtisodiy
o'sish s - simon egri chiziglar bo‘yicha sodir bo‘lishini ta’minlash kerak
bo‘ladi (qarang: ®octep P. O6HOBIEHUE NPOU3BOACTBA: ATaKYIOILHE
BLIMrpLiBaloT. Mocksa. Ilporpecc. 1987; rapa 4).

Endi umumlashgan ikki faktorli neoklassik ICHF ni alohida o‘rganamiz.
Faraz etaylik, F (L, K)— umumlashgan 1kki faktorli neoklassik ICHF bo‘lstn.
Bunday funksiya uchun quyidagi neoklassik shartlar bajanladi:

1°. F(L,K) funksiya R? sohada aniglangan, uzluksiz hamda birinchi,

ikkinchi tartibli xususiy hosilalargaega.
2 F(O,K)=F(L,0)=0;, F(0,0)=0.

3%, FALAK)=MF(L,K); Y(L,K)eR?; >0, A>0.

40, £>0; £>0; V(L. K)eR?
oL oK
2 2 2
50, aF<0- 6F<0' oOF >0; V(L,K)eR?.

or? T OK? " 8L oK
Misol sifatida umumlashgan Kobb-Duglas va Solou (CES sinfidagi —
Constant Elasticity of Substitution) ICHF ni keltirish mumkin. Ulamni
o‘rganamiz.
1. Umumlashgan Kobb-Duglas ICHF quyidagi ko‘rinishgaega:
Y=F(L,K)=a,K*L*®, a,>0, 0<a<l 0<é-a<l. (82)
Shu (8.2) funksiya uchun 1°-5° shartlar bajariladi. Haqiqatan, (8.2)
funksiya differensiallanuvchi, uning birinchi va ikkinchi tartibli xususiy
hosilalari mavjud va 0 <a <1, 0 <&- a <1 tengsizliklarga ko‘ra
F(0,K)=F(L,0)=0tengliklar bajariladi. 3° shart ham bajariladi:
FLAK)=a,(AK Y (AL)>* = 2% a,K*L5® =A% . F(L,K) .

Nihoyat, 4° va 5° shartlar bevosita hisablashlar yordamida tekshinlishi
mumkin:

6F . oL~ 6F - a
E=ao(6—a)K L7750, EE=a0a~K '"L¥*>0 L>0,K>0,
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O’F oy &-a-2
ﬁ:ao(ﬁ—a)-(ﬁ—a—l)-KL <0, L>0, K>0,
O'F
K?
8.2-teorema. Umumlashgan Kobb-Duglas ICHF quyidagi
O'F (8—0L)-(8—0L—1)_K2 O°F
o7 a-a-l) I oK’ (8.3)
kvazichiziqli differensial tenglamaning yechimi.
Isboti. Ikkinchi tartibli hosilalar uchun topilgan ifodalardan foydalansak,
(8.3) tenglama osongina kelib chiqadi.
2. Umum!ashgan Solou ICHF quyidagicha yozladi:

=aga-(a—1)-K*2L7* <0, > 0, K>0.

Y:F(L,K):a(,[aK_"+(l—a)L“"]_5/p,a0 >0, 0<a<l, p>-1 8>0. (8.4)

Bu funksiya uchun ham 1°-5° shartlar bajariladi, faqat F (0, K) =

=F(L,0)=0 shart p> 0 bo‘lganda o‘rinli. 3°-5° shartlarni tekshiramiz:
FOL,\K) =a0[a(>J()'° + (1—a)(xL)ﬂ’]‘5"’ =

3
=ao[ }C"(aK" +(1—a)L“’)]_6/P :;f’ao[aﬁ +(1—a)L"’] P NFLK).
1-tartibli xususiy hosilalaming musbatligini ko‘rsatamiz:

o ao(—éj-[a-K"’ +(1-a)-L* ]%1 A=a)-(-p)L""' >0
oL P i

%:ao[——z]-[a-K—p +(l-a)-L7* ]_i_‘ a-(-p)-K*""'>0
TIkkinchi tartibli hosilalarga tegishli 5° shart ham bajariladi, uni ham bevo-
sita hisoblashlar yordamida isbotlash mumkin.

Umumlashgan Solou ICHF ning p >0, p—>+00 va p— -1 dagi
xususty hollarini ko ‘ramiz.

Avval p — 0 holni ko‘raylik. Biz ling Y o‘miga lim In ¥ nihisoblaymiz:
p—>

p—0

limlnY =lna, - 1im§1n[aK“’ +(1-a) L"’]i

p—0 p—0 [o)
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p L KP
_Ina, —§limLn 2L A=) KT
p_,op KP_LP

_Ina, +5-In(K - L) —51in?)ln(aL" +(1-a)-K®)-1p =
p—>

al’InL+(1—a)-KPInK
al’ +(1-a)-K® B

= Ina, —8In(K-L)~6lim
P30

=Ina,L°K ¢ -5-[alnL+(1-a)inK |=Ina,k ®L"*®
Oxirgi natlja ko‘rsatadiki, p_)O da lnY=lnaoK08L(1—a)5 . Bundan

Y =a0K"5L(1“")t5 — Kobb-Duglasning umumlashgan ICHF hosil bo‘ladi.
: 5
Agar p— -1 bo‘lsa, ravshanki, m1’=aolaK+(l—a)L] , ya’'ni

FL,K)=aqa, [aK +(1 —a)L]‘S ko‘rinishdagi umumlashgan chizigli ICHF hosil
bo‘ladi:
Agar p — +© bo‘lsa, F(L, K) ni quyidagicha yozib olamiz:
KL

F(L,K)=a
[k +(-a)L?

]5/p .
Ravshanki, bundan

a,K®, K<L,
lim F= OK&
P al®, L<K

Shunday qilib, biz ushbu

a,K®, K<L
al’, L<K

ko‘nnishdagi ICHF ni hosil gilamiz. Bu funksiya umumlashgan proporsiyali
ICHF deyiladi. U Leontev ICHF deb yuritiladi. Bu funksiya umumiy holda

FLK)=min{a-K® -1}, a>0 b>0 §>0
kabi yoziladi.

=a,-[min{K;L}]®, 8>0
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8.2-§. Umumlashgan ikki faktorli neoklassik ICHF uchun asosiy
igtisodiy-matematik xarakteristikalar

Avvalo, 3° shartga ko‘ra F (L, K) ni quyidagicha yozish mumkin:
F(LK)= F(L 1, L%) = -F(l, %): L FLky=Lf(k)
Shunday qilib, keyingi mulohazalarda tez-tez foydalaniladigan formulalarga

egamiz;

F(L,K) K

F(LK)=L'f(k), f(k)——-—-, k=",

bunda: f(k) — umumlashgan ICHF uchun o‘rtacha mehnat unumdorligi.
Endi umumlashgan ikki faktorli ICHF uchun asosiy iqtisodiy-matematik
xaraktenstikalarmi yozib chigamiz:

F
1°. y=—5=f(k) - o‘rtacha mehnat unumdorligi.

LB
F LW _f0)

2° z:Ks— s

— fondlar bo‘yicha o‘rtacha unumdorlik.

oF . L. . .
30 v=—=L""[8- f(k)~k- f'(k) ] - limit mehnat unumdorligi.

oL

OF s
4% r= K =L"" f'(k) - fondlar bo‘yicha limit unumdorlik.
L _OF K _kf() o
5°, K Ffk) — fondlar bo‘yicha elastiklik.

OoF L k-J'(k) .
6. B= oL F =8- IT0) — mehnat bo‘yicha elastiklik.

S= dK _oF(LK) oF(LK) _8-f(k)-k-S'(k) .
T a K 10 — L resursni K

resurs bilan almashtirishning limit normasi.
(@_5)"_ SR8 1) ~k-['k) ]

de S) =11 Sk) P~k (K) S1K)
resurs bilan almashtirish elastikligi.

7°.

g, o= — Lresursni K
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Endi 1°-5° shartlardan foydalanish uchun ikkinchi tartibli xususiy
hosilalarni hisoblaymiz.
O°’F _
oK*
O'F _ o
) ) §

LS—If»(k)aa_;:Lii—lf-»(k)%:L8—2f»(k);

[L2G- f)—k- £ = (6-DL2[5- £ (k) - k- £(k)]+

+L5-[8- SRy~ 1 (k) ~k- £ (k) ]-(§)=
=152 [6-0 -6 £ -2k £/ + k21 7) ]

2

Shartga ko‘ra 661{12 <0. Shu sababli, yuqoridagi ifodadan f"(k) <0 teng-

2

sizlik kelib chiqadi. Endi %>O va il

e <0 tengsizliklar 1 <6<2 va

8 _kf'K)
2 fk)
Shunday qilib, agar 8> 1 bo‘lsa, 8§ f(k)—k f'(k)>0 tengsizlik;
5 _kf()
2 f(k

<1 munosabatlar bajarilganda o‘ninli bo‘ladi.

1<86<2, <1 bo‘lganda esa,

(B=1)-(8 £ (k)= 2k () +k f"(k) <O
tengsizlik o‘nnli bo‘ladi.
Umumlashgan Kobb-Duglas ICHF uchun 1°-8° xarakteristikalarni
hisoblaymiz. Sodda hisoblashlar yordamida quyidagilami topamiz:

F
1°. y=F=aok5, Fk)=ayk®.
20 z:’K£‘5—=aoka_8.

oF «
30 v=-a=a0(6—a)-LHk _
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4°,

5°.

6°.

7°.

82,

]0

2°,

3°.

4°,

50, &=

6°.

7°.

8. ©

( as k )

c=

dk S

Endi umumlashgan Solou ICHF uchun 1°-8° xarakteristikalarni keltiramiz:

F(L,K)=a0[aK"’+(l—a)L"’]_6/9,a0>0, O<a<l, p>-1.

y:f(k):ao[ak"p+(l—a)]

-8/p

z:%;—=a0[a+(l—a)kp ]_6/9_

/p4

v—g—i—aOS I (-a)[akP+0-a) "

r=%=L‘H-a0-a-8-k“H -[ak"’+(l—a)]—8,p_‘ _

oF K _ a-d
K F a+(1-a)-k°-
oF L (1-a)-8-k°

P F art-ar

s(k)—— ™ p>—l

=L

p+1-
8.3-teorema. Umumlashgan neoklassik ICHF F(L,K) quyidagi
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O’'F _K*&'F K oF 1
+2(6-1)——=8(0-1)—F, 1<d<2 85
oy ( ) oK =D I’ (®5)
ikkinchi tartibli xususiy hosilali drfferensial tenglamani qanoatlantiradi.
Isboti bevosita hisoblashlar yordamida olib boriladi.
Agar 3 =1 bo'lsa, (8.5) dan (8.3) tenglama kelib chiqadi.
Quyidagi F(LJ():"JKZL , a=1/2, B=l-a=l4, a,=1 -

umumlashgan Kobb-Duglas ICHF (8.5) differensial tenglamaning yechimi
ekanini bevosita hisoblash yordamida ko ‘rsatamiz.
Unda 1/4=8-1/2 va 3=3/4;

6F lL 3/4K/ 62F=_i

L-7/4K1/2
a4 el 16 ’
£=lLl/4K—l/2 OF —_Lagep
aK 2 ) G '

Topilgan ifodalarni (8.5) ning chap tomoniga qo‘yamiz:
_iL-7/4K1/2 _(EJZ(_1L1/4K—3/2)+2[_1J£_1_L1/4K-1/2 _
16 L 4 4,L 2
1 1 71 31 31 7 1
__3giga| e e A e A e o 3 ek
16 3 3 16
Endi (8.5) ning o‘ng tomonini hisoblaymiZ'
1 3 1 1
65-(6— l) L4 K2=—RL“K2
Ko‘rinadiki, (8.5) ning chap va o‘ng tomonlari o‘zaro teng. Bu

F(L,K)= "J K21 funksiya(8.5) tenglamaning yechimi ekanini anglatadi.

8.3-§. Umumlashgan iqtisodiy ko‘rsatkichlar o‘zgarmas
bo‘lgan hollar

5-bobda oddiy neoklassik ICHF uchun ba’z igtisodiy ko ‘rsatkichlaming
o‘zgarmas va funksiya ko‘rinishda bo‘lganda ICHF ko‘rinishini aniqlash

bilan shug‘ullangan edik. Endi o°sha hollami umumlashgan ICHF uchun
ko‘ramiz:
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1. Fondlar bo‘yichaelastiklik o0 0‘zgarmas bo‘lsin, ya’ni oo = const > 0.
Bu holda ushbu

kSR
S (k)
o‘zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamaga egamiz. Uni
£ _a
fk) k
ko‘rinishda yozib, integrallaymiz: In f(k) =olnk +InC yoki f(k)=C-k*.
Bu tenglikning ikki tomonini j5 ga ko‘paytirib, F(L,K)=L®f(k) dan

foydalansak, F(L,K)=C-K*L*® — umumlashgan Kobb-Duglas IChF

hosil bo‘ladi.
2. Endi mehnat bo‘yicha elastikhik o‘zgarmas bo‘lsin, ya’ni 3 = const > 0.
Buholda

kS g . f'k) _5-B
fk) YORU fk) Kk

o‘zgaruvchilan ajraladigan differensial tenglamaga kelamiz. Uni integrallab
topamiz;

In f(k)=(@-P)Ink+InC yoki f(k)=C k>P.
Ikki tomonini L* ga ko‘paytirsak, ushbu F(L,K)=C-K*PLP ko‘ri-
nishdagi umumlashgan Kobb-Duglas IChF kelib chigadi.

3. Almashtirishning umumlashgan limit normasi S o°‘zgarmas bo‘lsin,
ya’ni S = const>0.Bunda S =8 f(k)/ f'(k)—k ko‘rinishdagi differensial
tenglama hosil bo‘ladi. Uni

S __ 8

fk) S+k
kabi yozib, integrallaymiz: In f(k)=86In(S+k)+8InC , C>0. Bundan
FLK)=(CS+Ck)® —umumlashgan chizigli ICHF kelib chigadi.
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4. Nihoyat, almashtirishning limit normasi elastikligi 6 o‘zgarmas bo‘l-

-1
gan holni ko‘raylik. Bunda 6= const > 0. Demak, o‘=(§-—§-] =const,

bundan §-£=const>0 ekani ko‘rinadi.
dk S

Boshqacha aytganda, g}g g =l —o°zgaruvchilan ajraladigan differen-
o

sial tenglamaga egamiz. Uni integrallab topamiz:
Inf(k)=1/c-Ink+InC,,C,>0 yoki S(k)=Ck"°.

Endi §=37 (k},‘( ]’:)f (&) ¢ ormulani ¢’tiborga olsak,

5 S)—k S K) _ - o
30) ‘
differensial tenglama hosil bo‘ladi. Uni
SE_ 8
flk) k+CkV
ko‘rinishda yozib olamiz. 6-bobning birinchi paragrafida (8.6) ning o‘ng
tomonidagi funksiya integrali hisoblangan. Shuning uchun (8.6) ni integrallab
topamiz:

(8.6)

S o baf o-1 ;1-
lnf(k)=o____l‘lncz ke +C | yoki f(R)=C'k° +C | |

Bu tenglikning ikki tomonini L ®ga ko ‘paytinb, ba’z o‘zgartirishlarni
bajarsak,

50
&o 1 2’_1 C c_";l_
FWL.K)=|C,1+C) |ou - Ko 44— o
LR=[CA+O)] I(1+q 1+G,
yoki
5

F(L,K)=a, [a K*+(-a)L” ]_7
ko‘rinishdagi umumlashgan Solou ICHF ni hosil gilamiz, unda

139



50
a,=[CA+C)] T, a=ya+C), p=-2"L-L1 .
o} o}

Bundan § —» +0 da p >+, § 3400 da p—>—1. Demak, p>-1.

Yugorida ko‘rilgan 4 taholdan quyidagi xulosalami chiqarish mumkin:

1. Agar fondlar va mehnat bo‘yicha elastiklik o‘zgarmas bo‘lsa, mos
ICHF Kobb-Duglas funksiyasidan iborat bo‘ladi.

2. Agar almashishning umumlashgan limit normasi o‘zgarmas bo‘lsa,
mos [CHF umumlashgan chizigli bo‘ladi.

3. Agar almashtirishning umumlashgan limit normasi elastikligi
o‘zgarmas bo‘lsa, mos ICHF umumlashgan Solou funksiyasi bo‘ladi.

8.4-§. Umumlashgan ICHF ning izokvantalari, izeklinallari va
izokostalari

Umumlashgan neoklassik IChF ning izokvantalari, izoklinallann va
izokostalari ta’rifi 6-bobda shu tushunchalar oddiy neoklassik ICHF uchun
kintilgan ta’nfi kabi kiritiladi.

F (L, K) —umumlashgan neoklassik ICHF bo‘lsin. Ushbu F' (L, K)=C,
C > Otenglama bilan berilgan bir parametrli silliq chiziglar oilasini ko‘ramiz.
Shu chiziglar oilasining har bir chizig ‘i izokvanta deyiladi. Grafigi koordinata
boshidan chiqib, barcha izokvantalarni bir xil burchak ostida kesadigan,
shu kesishish nugtasida izokvantalarga o‘tkazilgan urinmalar parallel
bo‘ladigan chiziq1zoklinal deyiladi. Parallel urinmalar izokostalar deyiladi.

lzokvantalaming diferensial tenglamasi

dK oF [OF
—= 8.7
dL oL/ oK
ko‘rinishda bo‘ladi. Umumlashgan Kobb-Duglas funksiyasi izokvantala-
rining differensial tenglamasi '

K __B-o K

) dL o L’
umumlashgan Solou funksiyasi izokvantalarining differensial tengla-
masi €sa,
K _ _1-a K
dL a L
ko‘rinishga ega.
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Umumlashgan ICHFning xossalariga qisqacha to‘xtalamiz.

1. Umumlashgan ICHF ning izokvantalari o ‘zaro kesishmaydi.

Eslatib o‘tamizki, har bir izokvanta (8.7) differensial tenglamaning
integral egni chizig ‘idan iborat. Shu tenglamaning o‘ng tomoni K bo‘yicha

differensiallanuvchi. Shuning uchun Rf sohaning har bir nuqtasidan yagona

1zokvanta o°tadi. Bu hosilaga nisbatan yechilgan birinchi tartibli differensial
tenglamalaming yechimi mavjudligi va yagonaligi haqidagi Koshi teorema-
sidan kelib chiqadi.

2. Har bir izokvanta bo'ylab K = K (L) funksiya kamayuvchi va
qgavariq.

K= K (L) funksiyaning kamayuvchiligi (8.7) tenglamaning 0°‘ng tomoni
manfiy ekanidan kelib chiqadi. Eslatib o‘tamizki,

%:L“f'(k), 3’2 LY[8 Stk f'K)) B>1,
i@:—ﬁ—f'(ﬂ+k
dL JS'(k)

2

d 12( i. Hagiqatan,

d:,:f =_d_[_a 7 (k) +k:|_dk(L)=
arr  dk|  f'(k) dL

[ S -1 R f®) }dK/dLL K
@) L

:(1—6)-[f‘(k)]2+5-f(k)-f'(k)'[( s ), ) K}_
L)’ L\ k) I

3 S ]a-8) rw Prss@)- s (k)J
L e
Bu ifoda § > 1 va f"(k) < 0 tengsizliklarga ko‘ra musbat. Shuni isbot
etish talab qilingan edi.
3. Umumlashgan neoklassik ICHF gorizontal va vertikal asimptota-
larga ega.
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8.5-§. Umumlashgan ICHF ning magistrallari

Umumlashgan ICHF uchun (6.4-§) magistral tushunchasi oddiy ICHF
uchun kiritilgan tushunchadan farq qilmaydi. Eslatib o‘tamizki, magistral
deb minimal sarflar bilan uzoq muddatga ishlab chiqarishni kengaytirish
sharoitida ishlab chiqariladigan mahsulot (milliy daromad) hajmini mak-
simallashtirish masalasi yechimini ifodalaydigan izoklinalga aytiladi. Magis-
tral L va K resurslar optimal munosabatlarga (proporsiyaga) ega bo‘lgan
chizigdir. Shunday qilib, cheksiz ko‘p izoklinallar orasidan uzoq davrga
1qtisodiy o‘sishni ta’minlaydiganini ajratib olish masalasini hal qilish kerak.

Quyida umumlashgan statik ICHF ning uch tun uchun magistrallarni
quramiz.

1. Faraz etaylik, F(L, K)=(aK + bL)® — umumlashgan chizigli ICHF

bo‘lsin. Bu holda izokvantalar ( aK +bL)> = C, yoki aK +bL = Cé’a
tenglama bilan beriladi, C, = const. Bu koordinata o°qlaridan mos ravishda
Zo = C(;/B/b va 1?0 = Cé/a/a ga teng kesmalarni ajratadigan to‘g‘ri

chizigni anglatadi. Koordinata boshidan chiqadigan ixtiyoriy K=plL,
0 < p < o nur parallel kesmalardan tborat barcha izokvantalarni bir xil

burchak ostida kesib o'tadi: fg¢ = Zﬁ jz , 0<¢<90° Ushbu
aK+bL=C)"°,
K=plL ,
sistemani ko‘ramiz. Uning yechimi:
178 178
L, = Cyo K,= Coop
ap+b’ ap +b -

Quyidagi Q to‘g‘ri to‘rtburchakni olaylik:

145 15
o=l wx): o<r,<So_ OSKOSCO p
ap+b ap+b|’

uning yuzi S(p) ni topamiz:

Cz/s_p
S(p)=__P_
(P) =Tty

Shu § (p) funksiya uchun quyidagi munosabatlar o‘rinli:

, O<p<+w.
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Jim S(p)= lim S(p)=0_ §(p)>0, Vpe(0+w).
Bu S(p) funksiyaning eng katta giymati mavjudligini ko‘rsatadi.
Boshqacha aytganda, Lllrg SIL,K)= l}m% S(L,K) = 0 tengliklardan ham

bu tasdiq kelib chiqadi. Endi S(p) ga maksimal qiymat beradigan nuqtani,
ya’ni mos nurni {(magistralni) topamiz. Sodda hisoblashlar bajaramiz:

' b —a, b

S'(py=Ch2P_ . . _ -5

(p)=G (a+bp) > S'(p)=0, Po o

Shunday qilib, izlangan magistral K =4/a- L tenglama bilan ifodalanadi.
2. Umumlashgan Kobb-Duglas ICHF berilgan bo‘lsin:

F(LKy=a,K*I*™, a,>0, 0<d-a<l, O<a<l.
Ravshanki, o <&<l+a. Demak, §>1 bo‘lishi mumkin. Biz 1<§<l+a
holni ko‘ramiz. Magistralni 6-bobdagi kabi chiziglilashtirish usulidan
foydalanib topamiz. Bu holda magistral tenglamasi

K= L(S—U.)/a
ko‘rinishda bo‘ladi.
3. Endi umumlashgan Solou ICHF ni olaylik:
F(LK)=a,|ak®+(1-a) L*]*®, 4,50, 0<a<], p>—1 §>0
Bu funksiyaning magistralini topish uchun ham chiziglilashtirish usulini
qo‘llaymiz. Sodda hisoblashlar ko‘rsatadiki, magistral tenglamasi quyidagt

K=[a/(1-a) ]l/5 L
ko‘rinishda bo‘ladi. Bu — to‘g ‘ri chiziq nuridan iborat.
Umumlashgan ikki faktorli neoklassik ICHF lar haqidagi ma’lumotlar
8.1 — 8.3 —jadvallarga joylashtirilgan.

8. 1jadval

FOLAMK)=XF(L,K);, L>0 6>0, F(L,K)=L%f(k)

F o OF_ 5 o k f'(k)
oL >0, o LB fi)~k )] o 1<8<2, 0<——f(k) <1
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oF OF 51 p .
—>0, —=1L K k>0
P% P% J'(k) S(k)
a-{:<0, a—"’,;:L“-[(1—5)-[5-f(k)-2k-f'(k)]+k2/'(k) ] 1<8<2
oL” oL
OF o ZF 17y = 1'()<0
oK* 7 aK*? ’
f(0)=0, f(k)>0, ['(k)>0, [f"(k)<0, Vk>0
8.2-jadval
[zokvantalar )
Umumlashgan IChF | Z0Kvanalar | i rensial | Magistrallar
tenglamasi . | tenglamasi
tenglamasi
| | Chizigl IChF
- 5 5_ &K__b _b
F(LK)=[aK+bL] [ax+8L)® =C = K="L
a>0, 5>0, 86>0
2 | Kobb-Duglas ICHF
F(L.K)=a.K%[5¢ apa _ K _ S5-ab 5a
(L,K)=a, aK = Z ol k=L=
a,>0, 0<a<], 0<d-axl
3 | Solou ICHF
L3 dK  l-a K™ - -
F =C —_—= _ l-a
ALK =afak? +-ar7fe | FELK Z a1 K‘(T] L
a,>0, 0<a<l, p>-1,6>0
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34!

8 3-jadval

o . - . Umumlashgan
Asosiy igtisodiy- Asosiy Xarakteristikalarning g
- . » Kobb-Duglas ICHF|  Umumlashgan Solou ICHF
Ne mater.na.hk k,f(k),f'(k), (k) uchun asosiy uchun asosiy xarakteristikalar
xarakteristikalar lar quali ifodasi xarakteristikalar
T K_, _ _ -
L
2 F -
y=45 Sk aGk® ao| ak ° +(1-a)L ™"
3 F k - -
2= %2 agk®® ao[a+(l—a)k'p] e
4 oF , . _ ol
=3 L8 S~k £ )] | ap(B-0) L | (1-a)day] ak ? + (1-a)]
5 aF' - '] a _é_
= L' f'(k) ay- oLk | gk a+1-ak?] s
6| (OF K kL) o _ @
K F F103) a+(l-ak?®
T g L 5_k-S(®) 5—q (1-a)8-k°
oL F fk) a+(1-a)k®
8| _aF oF 8 f(k)~k-f'(k) 8-a, 1-a_, pu
oL K f(k) a a
9 _(d_S_ﬁ)'l S®[E- SRk SB)] | 1
“\a's @-0)-[ /&) ]' -k f(k) f"(K) p+l




8-bobga oid masalalar
Quyidagi umumlashgan Kobb-Duglas va Solou ICHF (8.5) differensial
tenglamaning yechimi ekanligi isbotlansin va ularning magistrallari topilsin:

L L F(LK)=KL. 3 F(LK)="YK'I.
2. I:(L,]{):J6 KL, 4. F(LLK)=3K L.
5. F(LK)="VK°I* . 6. F(LLK)=LYK .

]

1 2752
[ 1 FULK)=—VK*+I* 3 F(L,K)zéf_L

V2 2
_1fs a7 |? F(L :ﬂ
2. F(L,K)_4(J?+~/Z) , 4 F(L,K) TR

8-bobga oid nazorat savollari

1. Umumlashgan neoklassik ICHF ta’rifini bering.

2. Umumlashgan neoklassik ICHF ganday differensial tenglamani
qanoatlantiradi?

3. Umumlashgan ikki faktorli Kobb-Duglas va Solou ICHF uchun 1°-5°
shartlaming bajarilishini tekshiring.

4. Umumlashgan Solou ICHF ning p — 0 dagi xususiy holint tekshiring.

5. Umumlashgan Solou ICHF ning p — +o hamda p —> -1 dagi
xususiy hollari chiqarilsin.

6. Umumlashgan ICHF lar uchun asosiy iqtisodiy-matematik
xarakteristikalami aytib bering.

7. Umumlashgan Kobb-Duglas va Solou ICHF lar uchun asosiy
xarakteristikalarni hisoblang.

8. Umumlashgan ICHF lar uchun izokvanta, izoklinal va izokosta
tushunchalarining ta’rifini keltiring.

9. Izokvantalar differensial tenglamasini yozib bering

10. Izokvantalaming uchta xossasini aytib bering.

11. Magistral ta’rifini va uning iqtisodiyotdagi ma’nosini keltiring.

12. Kobb-Duglas va Solou ICHF ning magistrallari tenglamasini yozib
bering.
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9-bob. IQTISODIY DINAMIKANING MATEMATIK
MODELLARI

9.1-§. Igtisodiy dinamikaning modellari hagida

Avvalgi boblarda iqtisodiy jarayonlarning statik modellari ko‘rildi.
Ularda L, KvaY = F(L, K) kabi makroiqtisodiy ko‘rsatkichlar vaqt otishi
bilan o°‘zgarmaydi va biror [0, 7] vaqt davrida o‘zgarmas bo‘lib qoladi.
Statik modellarga oid misollarni ycchish model o°zgaruvchilan orasidagi
optimal (eng foydali) munosabatni izlashdan iborat.

Aslida barcha makroiqtisodiy ko‘rsatkichlar vaqt  gabog‘liq bo‘lad1.
Agar modellarda bunday ko‘rsatkichlarni vaqt ¢ pa bog‘liq deb qaralsa,
iqtisodiy jarayon haqida tolaroq tasavvurga cga bo‘linadi. Ba’z igtisodiy
dinamika modcllarining mazmunini bayon clishdan avval “i1gtisodiyot™
tushunchasiga to‘xtalamiz. Igtisodiyot tushunchasining qisqa va “anmiq”
ta’nfini Rossiya FA ning akademigi V.L.. Makarov quyidagicha bayon etgan:
“Iqtisodivot kishilaming mahsulotlarni ishlab chiqarish, tagsimlash—
ayirboshlash va istc’'mol qilish usullari bilan bog ‘langan faolivati doirasidan
iborat”. Uning ta’bin bo“yichaiqtisodiyotning 4 clcmenti bor:

1) kishilar (igtisodiyotning bosh elementi);

2) mahsulotlar (moddiy, nomoddiy — turli xizmatlar);

3) kishilarning turh faolivatlari (bir xil mahsulotlarni boshqa turga
aylantinish, mahsulotlarni iste’'mol qilish bo‘yicha faoliyat);

4) tashkihy struktura.

Iqtisodiyot tushunchasi shunchalik keng va murakkabki, unga aniq
chegara qo‘yib bo‘lmaydi. Hamma narsa qanday aniq iqtisodivot
ko‘rilayotganiga bog‘liq. Bu csa iqtisodiyotning holatini tavsiflaydigan
o‘zgaruvchilarga bog‘liq. Bu o‘zgaruvchilaming ba’zilari o°zgarmas, ba'zilan
esa o‘zgaruvchi bo‘lishi mumkin. Iqtisodivot elementlarining ¢ vaqtdagi
qiymati iqtisodiyotning shu 1 momentdagi holatini tavsiflaydi. Odatda,
boshlang‘ich 7/, momentda o‘rganilayotgan iqtisodiyot holati berilgan bo‘ladi.

Iqtisodiyot holatining o°zgarishini vaqt uzluksiz o°zgarib borganda ham,
vaqtning butun qiymatlarida ham o‘rganish mumkin. Agariqtisodivot 0 dan
7 momentgacha bo‘lgan vaqt davomida o‘rganilsa, iqtisodiyot holatlarining
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shu vaqt oralig'iga mos majmuasi igtisodiyot trayektoriyast deyiladi. Bunda
T'> O rejalashtirish ufqi deyiladi. Makroigtisodiyotda 7‘yetarli” katta qilib
tanlanad,

Iquisodiyot holatining vaqt o‘tishi bilan o‘zgarishi uning holati
o‘zgaruvchilari orasidagi ba’zi munosabatlar bilan tavsiflanadigan qonunlar
bo‘yicha kechadi. Albatta, bunda iqtisodivot holati fagat empirik (taxminan)
ta'riflanadi. Ammo ko'pincha shuning o°zi ham iqtisodiyotni bashorat gilish
uchun yetarli bo‘ladi. Igtisodiyot modeli, ya'ni iqtisodiy jarayon modeli —
iqtisodiy jaravon kechishini uning o‘zgaruvchilari orasidagi munosabatlar
bilan tavsiflanishidir. Agar igtisodiy jarayonning matematik modelida vaqt
uzluksiz 0" zgarsa — uzluksiz model, agar u diskret (uzlukli) o*zgarsa— diskret
model deyiladi.

Biz iqtisodiy jarayonlaming uzluksiz modellarini, anigrog'i, igtisodiy
dinamikaning matematik modellarini o‘rganamiz. Ular, birinchidan, biror
ma’lum me’yorda abstraktlashtirilgan iqtisodiyot holatining kechishini
tavsiflaydi, ikkinchidan, bunday modellar matematik jiddiylik bilan
o‘rganilgan vamodellarni tavsiflash uchun dastlabki shart-sharoitlar tamomila
aniq iqtisodiy ma’noga ega.

Iqtisodiyotning birinchi modellari yaratilishining gisqacha tarixiga
to'xtalamiz. Eslatib o*tamizki, iqtisodiyot modellarini qurish, o‘rganish va
tatbiq etish igtisodivotni (iqtisodiy jaravonlarni) modellashtirish deyiladi.
Iqtisodiy jarayonlarni modellashtirish o*zining azaliy tarixiga ega. Fransuz
olimi doktor Fransua Keneni bu sohaning pioneri desa bo‘ladi. Fransua
Kene (1694-1774) o*zining “Iqtisodiy jadval” (1758), “*Arifmetik formula™
(1766) nomli asarlari bilan nom gozondi. Shu asarlarda u milliy igtisodivotni
miqdorty jihatdan tavsiflab berishga harakat qildi. Iqtisodiy jarayonlami
modellashtirish sohasida Adam Smitning katta hissasini aytib o tish lozim,
U 1776-yilda Londonda “Xalqlar boyligi, tabiati va sabablari hagida tadqigot™
nomli mashhur kitobni chop etdi. A, Kurno 1838-yilda Parijda “Boyliklar
nazarivasi matematik prinsiplarining tadqiqoti” nomli nodir asarni nashr
qildi. Bu sohada yana V.Geyl, Jon Fon Neyman, L. Valraslaming qo‘shgan
ulkan hissalarini ham eslatib o‘tish lozim. L.Valras o‘zining “Ele-
ments d'Economic Politiqgue Pure™ (Lausanne, 1874) nomli asarida quyidagi
mashhur so‘zlami yozgan: “Sof iqtisodivot nazariyasi butunlay fizika-
matematika fanlarini eslatuvchi fandir™,

Tabity ravishda mutaxassislarni ko’proq iqtisodiyotning shunday
matematik modcllan gizigtiradiki, bu modellar yordamida iqtisodiyotning
o'sishini uning butun trayektoriyasi yoki alohida o‘zgaruvchilari bo‘yicha
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kuzatib borish mumkin bo‘ladi. Tegishli modellar “Iqtisodiy o°sishning
matematik modellari” degan nom bilan ataladi. Bunday modellar dastlab XX
asrning o‘rtalarida paydo bo‘ldi (Ramsey, Solou, Shell va boshqalar
modellari). Birincht bo‘lib Solouning iqtisodiy o‘sish modelida iqtisodiyotning
kechishini tavsiflash uchun “ishlab chiqarish funksiyasi” jalb etildi. Bu
funksiya oxirgi ishlab chigarilgan mahsulot hajmi Y bilan mehnat L va
asosty fondlar K hajmini bog‘laydigan munosabatdir. Ma’lumki, ICHF
tushunchasi amerikalik olimlar K Kobb (matematik) va P.Duglas (1qtisodchi)
nomlari bilan bog‘langan. Birinchi ICHF 1928-yilda xuddi shu olimlar
tomonidan kashf etilgan. Iqtisodiy dinamika modellarida mablag ‘ni optimal
sarflash (optimal kapital qo‘yish) masalalarini o‘rganish R.Solou (1956)
ishlaridan boshlangan. Solou milliy daromad Y ni (ishlab chiqarilgan
mahsulotni) kapital qo‘yishga (investitsiya) va iste’'molga optimal ajratish
masalasi bilan shug‘ullangan, ya’ni ¥ =71+ C =sY + (1-s)Y tenglikda s n1
topish masalasini qo‘ygan, unda I- kapital hayjmi, C — iste’mol hajmi.
Optimallik jon boshiga iste’molni ( s = const ) yoki iste’molning integral
fondini (s = s(f), t € [0; T'] ) maksimum gilish ma’nosida tushuniladi. Bunda
s(t):%, 0<s() <l

miqdor jamg ‘arish normasi (tejash normast) deyiladi.
s() funksiya uchun ikki hol ko‘rilgan:
1) s(t)=s,s=const (0 <s< 1) - jamg arish normasi o0‘zgarmas bo‘lgan
holni R.Solou o‘rgangan;
2) 0 <s(f) <1 — jamg‘arish normasi o‘zgaruvchi, aniqrog‘i, bo‘lakli-
uzluksiz bo‘lgan holni K Shell ko‘rgan.
Har ikki holda ham ICHF lar dinamik funksiya bo‘lgan.

Endi dinamik ICHF lar ta’rifiga to‘xtalamiz:

9.1-t@’rif. Faraz etaylik, ishlab chigarish faktorlari X,,X,,....,X, vagqt
t ning funksiyalari: x,(t),x,(t),...,x,(t), Y esa ishlab chigarilgan
mahsulot migdori bo 'Isin. Unda

Y(O)=F(x,(t),x,(t),..,x,(1); ) ©.1D)
munosabat dinamik ICHF (DICHF) deyiladi.

(9.1) dan ko‘rinadiki, F funksiya fgaoshkorva x,,x,,..., x, lar orqali
oshkormas bog‘liq. Vaqt ¢ ga oshkor bog‘liglikda iqtisodiy jarayonni
o‘rganishda ilmiy-texnik progress (ITP) natijalari hisobga olinadi. Turgan
gap, ITP dan foydalanish iqtisodiy o‘sishga olib kelishi kerak, buesa ¥ (¢)
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funksiyaning monoton o°‘sishini anglatadi. Agar (9.1) funksiya
R] x [ 0 ; T'] sohadauzluksiz differensiallanuvchi bo‘lsa, uning o‘suvchi
bo‘lishi uchun ¢ bo‘yicha to‘liq hosilasi musbat bo‘lishi kerak, ya’ni
Y’ (t)>0, ¥t € [0, T]. Bu tengsizlikning bajarilishi iqtisodiy o°sish sodir
bo‘lishining faqat zaruriy shartidir.

9.1-teorema. Igtisodiy o 'sish bo ‘lishi uchun

dy(t)
dt
tengsizlikning bajarilishi zarur.

Teoremaning ma’nosi shuki, har yili avvalgi yildagidan ko‘proq 1shlab
chiqarish igtisodiy o°sish uchun yetarli shart bo‘la olmaydi. Quyidagi teorema
zarurly vayetarli shartlami ifodalaydi.

9.2-teorema. Igtisodiy o ‘sish bo ‘lishi uchun ushbu

dr(r) Ya) Y-1

a0 1o ey ! -

tengsizliklaming bajanlishi zarur va yetarli.

>0, Vte[o,T] | 9.2)

Mazkur teorema x, =L (1), x,= K (1) bo‘lgan hol uchun yozilgan.
Agar L (t) —aholisoni bo‘lsa, ¥ (¢t) /L (¢t) —jon boshiga ishlab chiqarilgan
mahsulot migdorini anglatadi. Gap shundaki, (9.2) shart bajarilsa ham, aholi
soni shunday ko‘payishi mumkinki, (9.3) ning ikkinchi tengsizligi
bajarilmasligi mumkin. Aksincha, (9.3) ning ikkinchi tengsizligi bajarilsa ham,
(9.2) bajarilmasligi mumkin. Bu iqtisodiy o‘sish sodir bo‘lmaganda, ya’ni
ishlab chigarilgan mahsulot miqdori kamayganda, aholi soni yanada tezroq
kamayganda sodir bo‘ladi.

¥ (1) funksiyaning to‘liq hosilasini yozamiz:

dy() o , or@ aY(t) . Y (1) .

dr ot ox, RO+~ o, Ot ., (0=
_ 62(0 (6}’(!) (’)J
t ox
oY .
unda J'C(’)=de(tt), (_%, x(t)] — skalar ko‘paytma.

Agar F funksiya t ga oshkor bog‘liq bo‘lmasa, unda ushbu
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Y(1)=F(x,(1),x,(1),..,x, (1)) (9.4)
ko‘rinishdagi DICHF avtonom DICHF (ADICHF) deyiladi. Bu holda ITP
natijalan e’tiborga olinmaydi. Barcha masalalar x, (f),x,(1),...,x, (¢)
faktorlar orasidagi optimal munosabatlami topish bilan bog‘langan bo‘ladi.
Makroiqtisodiy jarayonlarda ko‘proq ikki faktorli ADICHF lar uchraydi.
Ular quyidagi

Y(t)=F(L(1),K(1)) (9.5)
ko‘rinishda yoziladi.
Agar (9.5) funksiya (1°-5°) neoklassik shartlami qanoatlantirsa (5-bob,
2-§ ga qarang), uni neoklassik ADICHF deyiladi.
ADICHF ga misollar keltiramiz:
L Y(t)=a,K*(t) (), a,>0, 0<a<l, 1€[0,T] — Kobb-Duglas
ADICHF.

1
2. Y(t):ao[aK"’(t)+(l—a)L“’(t) ]_5, a, >0, O<a<l, p>-1 -
Solou ADICHF.
3.3Y()=aK®)+bL(t),a>0, b>0-chizigh ADICHF.

9.2-§. Iqtisodiy dinamikaning o‘zgarmas jamg‘arish normali
modeli: mehnat resurslari eksponensial funksiya

Quyida biz Solouning sodda dinamik modelini ko‘ramiz. Bu model
quyidagi munosabatlar bilan tavsiflanadi:

K@) =1(t)-pK(@t), 0<p<l, p=const (0,02<p<0,04), (9.6)
L()=nL(r), n=const (0,005<m<0,001), 0.7

Y(r)=F(L(t)K(1))=1(t)+C(t)=sY +(1-5)Y, s=const, 0<s<l, (9.8)
bunda F (L(t), K(¢)) neoklassik shartlarni qanoatlantiradi, I(t) = sY(t) —
investitsiyalar (kapital qo‘yish), C(¢) = (1 —s) ¥(¢)—iste’'mol, K(/)— mavjud
asosty fondlar haymi, L(¢+) — mavjud mechnat resurslari hajmi, s = I(1)/ Y (1)
(= const) —jamg anish normasi, |1 — asosiy fondlaming chizigli varogsizlanishi
koeffitsiyenti. (9.7) munosabat ishchi kuchining o‘sish sur’ati L(r)/L(r)
o‘zgarmas va m ga tengligini anglatadi. Endi jon boshiga iste’mol
tushunchasini kiritamiz:
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_Cw)

L(r)~
Keyingi mulohazalarda jamg‘anish normasi s ning (0 < s <1) optimalligi

jon boshiga iste’mol ¢(f) ning maksimumi ma’nosida tushumladi. (9.9") ni

o‘zgartiramiz (qisqalik uchun argument f ni yozib o‘tirmaymiz):

C (-s5)Y (-s)LF(,K/L)

—_ = = =(1-s k

7 7 7 (1-s) f(k) .

Shunday qilib,

c(f) (9.9

c=(-9/(k), 9.9)
bunda f(#) — o‘rtacha mehnat unumdorligi, ¥ — qurollanganlik.
(9.6) - (9.9) munosabatlar Solouning sodda dinamik modelini to‘liq
tavsiflaydi. Shu modelning trayektoriyasi {¥(¢), C(1), I(t), L(t), K(t)}
funkstyalar majmuasi bilan aniqlanadi.

Modelni o‘rganish uchun k(r), k(r), f(k) belgilashlarga o‘tamiz:

k(r)—i’i—i(ﬁj_KL—KL:(I—PK)L—KL_

Tar a\L) I? I? =
I .

=zz—{[sF(L,K)—pK JL-KL}=s f)—(uem) k.

Shunday qilib, (9.6), (9.7) o‘riga ushbu

k(t)=s f(k)=(u+m)k (9.10)
differensial tenglamaga ega bo‘ldik. Shu (9.10) tenglama uchun
k(0)=£%>0 .11

boshlang ‘ich shart bajaniladi.

(9.10) tenglama iqtisodiy dinamika modelining asosiy differensial
tenglamasi deyiladi. U hosilaga nisbatan yechilgan birinchi tartibli chizigsiz
tenglama, o‘ng tomoni erklt o*zgaruvchi ¢ ga oshkor bog‘lanmagan. Shu
sababli (9.10) avtonom differensial tenglamadan iborat, uning (9.11)
boshlang‘ich shartni qanoatlaatiradigan yagona yechimi mavjud. (9.10)

tenglamaning o‘ng tomoni @k)=s f(k)-(n+n)k differensiallanuvchi
( k bo‘yicha). Koshi teoremasining shartlari bajariladi: ¢'(k)=s f"(k)—(n+m).

(9.6) - (9.8) munosabatlar bilan tavsifilanadigan model
o‘zgaruvchilarining vaqt bo‘yicha o*zganshini tekshinish uchun qurollanganlik
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k ning vaqt bo‘yicha o°‘zgarishini (9.10), (9.11) munosabatlar bo‘yicha
tekshirish yetarli.

(9.10) tenglama avtonom bo‘lgani uchun uning statsionar yechimlari
(muvozanat holatlari) quyidagi tenglamadan topiladi:

s f)=(u+m) k=0. 9.12)

Statsionar yechimlarning mavjudligi haqidagi teoremani bayon etish
uchun quyidagi
lim £(6) = £(+0)
—+0
miqdor hagida gapiraylik. /* (+0) migdor chekli bo‘lishi ham (p > 0 da Solou
funksiyasi uchun), cheksiz bo‘lishi ham mumkin (Kobb-Duglas funksiyasi
uchun).

9.3-teorema. Agar (9.10) asosiy differensial tenglama uchun (9.11)
boshlang ‘ich shart berilgan bo 'lib, ushbu

p+n<s f'(+0) (9.13)
tengsizlik o 'rinli bolsa, unda (9.10) tenglama yagona (sodda yechimdan
tashqari) musbat va asimptotik turg ‘un (Lyapunov bo ‘vicha) [0, T] vaqt
oralig ‘ida aniglangan statsionar yechim k(t)=k,>0 gaega.

Isbot. Statsionar yechimlar (9.12) tenglamadan topiladi. Bu tenglama
yagona musbat yechimga ega. Haqiqatan, ikkita y=s f(k) va y=(utn) k
funksiyani ko‘ramiz. Ulaming grafiklan kesishgan nuqtalar statsionar
yechimni aniqlaydi. Ma’lumki, f(0) =0, shuning uchun k(¢)=0 sodda
yechimga egamiz. Ammo bizni 4> 0 bo‘lgan hol qizigtiradi. Musbat
statsionar yechimni izlaymiz. Har ikki funksiyaning grafigi koordinata boshi-
dan chiqadi va I chorakda joylashgan. Ammo (9.13) ga ko‘ra y=sf(k)
funksiya grafigi urinmasining burchak koeffitsiyenti koordinata boshida
¥ = (u+n) k numning burchak koeffitsiyentidan katta. Undan tashqari, (k)
funksiya neoklassik shartlarni qanoatlantiradi (ya’ni /* (k)>0, /" (k)<O0,
V k>0), shuning uchun y = s f( k) funksiya botiq. Bu y=s/f(k) va
y = (u+n) kfunksiya grafiklan abssissasi k,>0 bo‘lgan nuqtada kesishishini
tasdiglaydi. Shu k, son izlangan statsionar yechim k(¢)=k, bo‘ladi.
Demak, musbat statsionar yechim yagona ckan. Endi uning asimptotik
turg ‘un ckanligini isbotlash qoldi (9.1-chizma).

Agar (9.10) tenglamaning o‘ng tomoni y =5 f (k) — (u+n) £ uchun
¢ (k.) <0 tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, bundan skalar differensial teng-
lama uchun Lyapunov-Puankare teoremasiga ko‘ra (M.Salohitdinov,
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G‘.Nasnitdinov. Oddiy differensial tenglamalar. Darslik. “O‘zbekiston”
nashnyoti, Toshkent, 1994, 11-bob, 11.3-§, 314-bet) k (/) =k, statsionar
yechim asimptotik turg‘un bo‘ladi. Hagiqatan, o¢'(k.)=s f (k.)—
(u+n) < 0. Shuni isbot etish talab etilgan edi. 9.3-teorema to‘liq isbotlandi.

= k
LA A ) y=/(k)
y=sf(k)
- : " : ) y=sf(k)
Y= () k S
:n > : | >

0 k.(s) k CF ks k

9.1-chizma 9.2- chizma

9.2-ta’rif. Iqtisodiy o ‘sishning qurollanganlikning o ‘zgarmas k,
giymatiga mos rejimi balanslangan o ‘sish deyiladi.

Makroiquisodiy sistemaning parametrlani s, p. 1 berilgan bo‘lsa, 4.
migdor bir quymatli aniqlanadi Amalda mehnat resurslari hajmining o‘sish
sur’ati n (0,005 £n £0,01) va yarogsizlanish koeffitsiyenti p
(0,02 < p<0,04)avvaldan ma’lum bo*ladi. Shuning uchun 4, nijamg‘arish
normasining funksiyasi deb gqarash mumkin: &, =4 _(s) .

9.1-lemma. Balanslangan o'sish rejimi k (s) jfunksiya (0,1)
mtervalda amglangan, differensiallanuvchi va monoton o ‘suvchi.

Isbot. Ushbu 2X-(%/

ds

>0, Vs € (0,1) tengsizlikni isbotlaymiz. Uning
uchun s- /" (k,(s)) — (u+n) £,(s) = 0 sonli tenglikni ko‘ramiz. lkki
tomonini s bo‘yicha differensiallaymiz:

dk (S) dak.(s)

S ($))+s 1k () —==~(u+7)- =0.

Bundan

dk.(s) __ f(k(5))
ds  (u+m)=s f(k.(5))
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formula kelib chiqadi, unda kasrning mahraji va surati musbat. Shuning
dk.(s)
ds ,
Shunday qilib, balanslangan o‘sish k,(s), 0 < s < 1 funksiya bilan
aniglanadi. Har bir s ( 0 <5 <1) uchun balanslangan o'sishning bitta rejimini
hosil qilamiz. Bunday rejimiar cheksiz ko p. Ulaming ichidan (9.9) funksiyaga
eng katta qiymat beradiganini topish lozim. Boshqacha aytganda, jamg ‘arish
normasining ushbu
c(s)=(0-5): f(k.(s))>max, 0<s<l] 9.14)
masalaning yechimi bo‘ladigan qiymatini topish kerak. c(s) funksitya (0; 1)
mtervalda aniglangan va ikki marta uzluksiz differensiallanuvchi hamda
c(s)>0, Vse(0,1).
Ravshanki1, quyidagi munosabatlar bajariladi:

l'mc(s)= liﬂl_oc(s)zo, sli’rilok_(s)zo, c(s)>0, Vse(0;1).

I I

Bundan ¢(s)> 0 funksiyaning eng katta qiymati mavjud ekani kelib chiqadi.

uchun >0, Vs e (0,1) tengsizlik o‘rinli.

Endi shu funksiyaga eng katta giymat beruvchi 5 €(0,1) ni topamiz. Buning
uchun avval (9.14) dagi ¢(s) funksiyani o°zgartirib yozamiz (s /' ( £.(s)) —
(1L +n) k.(s) =0 tenglikka ko‘ra):

c(s)= (k. ()~ (n+M)-k.(s). (9.15)
Endi ¢’(s) nihisoblab, nolga tenglashtiramiz:

. dk.(s) _dk.(s) _
f @)= = (ptm)-—==0
yoki
dk
[/ )t F2 0.
s
k
Bundan k. (s) >0 gako‘ra
Sk (9))-(p+m)=0 (9.16)

tenglama kelib chigadi. Bundan statsionar nuqtani topib bo‘Imaydi, chunki
unda s oshkormas qatnashgan. Aslida k ga nisbatan (9.16) tenglamani

SR)=p+n 9.17)
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ko‘rinishda yozamiz. (9.13) gako‘ra s=1 da p+mn<f'(+0) tengsizlik
o‘rinli. Ma’lumki, &> 0 uchun y=f(k) botiq. Shuning uchun biror k da
f(l?) =p+n tenglik o‘ninli. Shunday qilib, (9.16) tenglama yagona musbat
k yechimga ega.
Endi (9.12) tenglamaga k= k ni qo‘yamiz:
sf(k)-(n+n)k=0.

Bundan yagona statsionar nuqta 5§ ni topamiz:

R GRal) k
S(k)
Endi f '(/: ) =(n+n) tenglikdan foydalanib, 5 ni uzil-kesil aniglaymiz:
PAC o1
78 ©

Avvaldan ma’lum ediki, neoklassik ICHF lar uchun oij{%? <l,

Yk >0 tengsizlik o‘rinli. Bundan 0 <5 <1 ekanikelib chiqadi. Statsionar
nugta yagona va c(s) funksiyaning (0; 1) da eng katta qiymati mavjud
bo‘lgani uchun shu s = 5 nuqtada c(s) funksiya o°zining eng katta qiymatiga
enshadi. Shu bilan quyidagi teorema isbotlandi, desak bo‘ladi.

9.4-teorema. Agar k chekli (9.17) tenglamaning yechimi bo ‘Isa,
optimal jamg ‘arish normasi 5§ (9.18) formula yordamida topiladi.

Shunday qilib, igtisodiy sistema trayektoriyasini § va k lar orqali
hisoblash mumkin:

K@) =L(t)-k=Lye"k, L(t)=L,e"", Y()=L(t) f(k)=L,e" f(k),

I)=5Y(@)=L, Ff(/:)-e“', c(t)=(1-5) Y(t)=(1—§)L0f(E)-e“‘.
Oxirgi munosabatlar ko ‘rsatadiki, qurollanganlikning statsionar

trayektoriyasi k(f) = k bo‘ylab modelning barcha asosiy o‘zgaruvchilan
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vaqt bo‘yicha o°zgarmas bo‘lgan holda mehnat resurslarining o‘sish sur’atiga
teng bo‘lgan sur’at bilan o‘sadi.

Endi statsionar yechimdan farq giladigan yechimlar ganday bo‘lishini
tckshiramiz. 9.]-tecoremaga ko‘ra statsionar yechim asimptotik turg un.
Buning ma’nosi shuki, (9.10) differensial tenglamaning ixtiyoriy boshlan-

g‘ich shartni qanoatlantiradigan k(¢) yechimi (k(0)=k., k,#k.) ¢
ning vetarli katta qiymatlarida k(f) = k, — statsionar yechimga intiladi.
Avval k, > k, bo‘lsin. Buholda s f(k,)—(n+m) k, <0 tengsizlik o‘rinli
bo‘ladi. Bundan k(f) <0,t>0 tengsizlik kelib chiqadi. Endi } ni tekshiramiz:
k=s (k) k—(u+m)k=[s S -(n+m) 1k

k, >k, gako‘ra s f'(k)—(n+m) <0 tengsizlik o‘rinli bo*lgani uchun f 5 .
Demak, k, >k, bo‘lganda k(f) traycktorniya qavariq (9.3-chizma).

k(0 p\ \\\ Mo
&( =k, Solou-Neyman

k. / magistrali
k _//’—/: K(t)=k. L(1)
—— k(ty=k
> >
0 ! 0 L
9.3-chizma 9.4- chizma

Endi k, <k, holni ko‘ramiz. Uch hol yuz berishi mumkin:
D ko=k<k.; 2)0<k,<k; 3) k<k <k, .

1) k, =k <k, bo‘lsin. Bunda k(f) =k chiziq (nur) k(1) funksiyaning
burilish nuqtalanidan tashkil topgan bo‘ladi. 2) va 3) hollarni ko‘rganda bunga

ishonchimiz komil bo‘iadi. Agar 2) O<k, <k bo‘lsa, unda, ravshanki,
k=5 f0)-(u+mk>0, k=[5 f#)-(u+m) | k>0 bo'ladi. Bu 0<k, <k da
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k(7) funksiyaning qavariqligini anglatadi. Agar 3) 1?<k0 <k. bo‘lsa, yana
k>0, ammo k<0 bo‘ladi. Bundan k(t) funksiyaning botiqligi kelib
chiqadi. Demak, k = & dan o‘tishda qavariglik botiglikka o‘tadi, ya’ni k, =k
da k()= k chiziq k(¢) funksiyaning burilish nugtalaridan tashkil topgan
bo‘ladi.

L va K o‘zgaruvchilar tekisligida K(#) =k, L(t) nur Solou—Neyman

magistrali deyiladi (9.4-chizma).
1966-yilda E Felps “oltin qoida’ni taklif qildi (ba’zida “optimal qoida”

deganda optimal jamg‘arish normasi § ni topish usuli tushuniladi).
Ko‘nlayotgan holda quyidagicha aytiladi: asosry fondlarga qo ‘yilgan kapital-
mablag * kapitaldan olingan daromadga teng.

Bu quyidagi munosabatlarda ko nnadi:

SLrB=Ik r'd), sREE=-RIEK,
bunda I=5 F(L,K)-asosiy fondlarga qo‘yilgan mablag®, Iz—aF;l]‘(’K) -

kapitaldan olingan daromad.
Misollar.

I-misol. F(LK)=a,K*L"®, a,>0, O<a<l.
Ravshanki, buholda f(k)=a, k%, f'(k)=ca,k*";k ni aa, k* =

=u+ntenglamadan topamiz:

1/(-a)
]';: a,a -
u+,r| > sF=a.

1
2-misol. F(L,K)=a,[aK* +(-a)L™ | %, a,>0, 0<a<l, p>-1

Bunda f(k)=a°[“k_°+(1"a)}_%’ f’(k)zaao[ a+(l1-a)k ] -
Endi ushbu
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e
aao[a+(1—a)k"] P =u+n
tenglamadan topiladi:

N 1 a. (t+p)/p p a
k=(1-a)® ( L J —a BN

p+n r+M
Oxirida optimal jamg ‘arish normasi § ni topamiz:

]’c"f,N(;) . [M"'lep/(lm)

ayc.

Ma’lumki, 0 <3 <1 tengsizlik o‘rinli. Oxirgi formuladan iqtisodiy
sistemaning parametrlan a,a,, 1,1, p orasidagi bog‘lanish kelib chigadi:

1

p+n<a,a °-

9.3-§. Iqtisodiy dinamikaning o‘zgarmas jamg‘arish normali
modeli: mehnat resurslari hajmi chizigli-botiq funksiya

1. Mehnat resurslari (aholi soni) o 'sishining botig gonuni hagida

Igtisodiyotda, asosan, mehnat resurslarining o‘sishi haqida gap boradi.
Ish bilan bandlar soni aholi soniga bog‘lig. Ish bilan bandlar sonining
ko‘payishi (o°sishi) esa faqat aholi soniga bog‘liq emas. Ko‘pgina ilmiy
nsolalarda mehnat resurslan (aholi soni) eksponensial qgonun bo‘yicha o°sadi

deb qaraladi. Bu L(f) funksiyaning hosilasi () shu L(t) gachizigli bog‘liq
deb qaraladi degan so‘z, ya’ni L(t):n-L(t) , bunda n — o'sish sur’ati.
Bundan L(f)=L,-e"", L, >0 kelib chiqadi (9.5-chizma). Shuning uchun

L(n) = L()>0, ya'ni L = L(f) funksiya qavariq (9.5-chizma). Demak,

t ning biror qiymatidan boshlab L(#) ning giymati yetarli katta bo‘lib ketishi
mumkin. Tug‘ilishlar soni haqida L.Eyler quyidagi gipotezani aytgan:
“tug‘1lishlar soni yildan yilga geometrik progressiya bo‘yicha ortib boradi”.
Ingliz ruhoniysi Maltus igtisodiyot bilan, aniqrog‘i, demografiya bilan
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shug‘ullangan. U Eyler gipotezasiga qo‘shimcha qilib, “oziq-ovqat
mahsulotlan arifmetik progressiya bo‘yicha ortib boradi”” degan. Eslatib
o‘tamizki, aholi sonining (umumiy holda mehnat resurslari hajmining)
eksponensial o‘sish qonuni vaqti-vaqti bilan va qisqa vaqt oralig‘ida
rnivojlangan mamlakatlarda sodir bo‘ladi hamda o°sish tezligi vaqt o tishi
bilan barqarorlashadi. Bunda ma’lum vagqt oralig‘ida egri chizigning qavarnq
gismi botiq, aksincha, botiq gismi qavariq qismga o‘tadi (9.6-chizma).
Umuman, o‘sish biror botiq egn chiziq yaqinida S-simon egri chiziq bo‘ylab
sodir bo‘ladi. Tegishli botiq egn chiziq o‘sish tezligining barqarorlashishini
anglatadi (qarang: P.({octep. O6HORIEHHE NPOUIBOACTBA: ATAKYIOILIME
BudrpuBaror. M., Ilporpecc, 1978, r1.4, ¢.78-94) (9.5 - 9.7-chizmalar).

L(D) L(5) L(D)
A AN LD A

L() LO

>
>
1

R
\

0" 4 L i 0 !
9.5-chizma 9.6- chizma 9.7- chizma

Mehnat resurslan hajmining (aholi sonining) o°sish tezligiga qanday
parametrlar ta’sir qiladi? — degan savol tug‘iladi. Umuman, o‘sish tezligi

ko‘pgina parametrlarga bog‘liq. Eyler gipotezasi bo‘yicha L(r) (o‘sish
tezligi) shu L(¢) ning hajmiga bog‘liq: L:nL. Ba’zi mamlakatlarda
aholining yashash sharoitining yaxshilanib borishi, iqtisodiy rivojlanish sodir

bo‘layotganiga sabab ishlab chiqarishga qo‘yilayotgan mablag‘laring
(kapitalning) ortib borishidir, bunday sharoitda ishlab chigariladigan mahsulot

(milliy daromad) hajmi ortib boradi. Demak, L(r) miqdor faqat L(t) ga
bog’liq bo‘lib qolmasdan, yana X(7) ga — kapital sarfga ham bog‘liq. Agar
bu bog ‘lanish L(f) vaK(¢) ganisbatan chizigli bo‘lsa, L(¢) uchun quyidagi
munosabatni yozish mumkin:
Lit)=mLt)+vK(@), n>0, v>0. (9.19)
Ravshanki, Z(f) = n L(t)+v K (1), t> 0. Qanday shartlar bajarilganda
L(t) <0,ya’ni L(¢) funksiyaning grafigi botiq bo‘ladi?
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Ushbu
L) <0 (9.20)
tengsizlikni gqanoatlantiradigan botiq L(f) funksiyani chizigli-botig deb
ataymiz. Chiziglilik [.(¢f) ning L(f) vaK(f) gachiziqli bogligligini, botiglik

esa L(¢) funksiyaning botigligini anglatadi.
Izokvantalar F(L,K) = C C > 0 tenglama bilan beriladi. Undan,
ma’lumki,

K _ oF oF _
dL K "

tengsizlik kelib chigadi. Har bir izokvanta ICHF ning sath chiziglanidan iborat
bo‘lib, qavariq egri chiziqdir (9.8-chizma).

KA L{IOA

C3 ] L(t)y=In(t+e)
(o) /
1

I
—e | —¢ 0

-~V

N,
Ed
0 L

9. 8-chizma 9.9- chizma

Endi (9.19) ning ikki tomonini differensiallaymiz:

.. . . . K . dK
LD=nL = — |= —_
()=mL@®)+vK(@) L(l)[n+vLJ L(n+v dL)_ 9.21)

9.5-teorema. L(!) funksiya botiq bo lishi uchun har bir izokvanta
bo ‘yiab ushbu

—<——<0 (9.22)

tengsizlik bajarilishi yetarli,
Isboti [ ~ 0 va (9.22) tengsizliklardan kelib chiqadi. Haqgiqatan,
(9.21)ga ko‘ra
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I:(t):L-(n+v-%J<L-(n+v-(—%n=0_

Misollar.
1-misol. L(?) =In(z + ), 0 (9.9-chizma) deylik. Unda L(I) =’L >0,
+e

L(’)=-m<0, ¢>0. Quyidagi [ =nL+vK, [=nL+vK muno-
sabatlami ko‘raylik. L(f) va L(t) laming ifodalaridan foydalansak,

(t+1e)2 =n'rie #vK

kelib chigadi. Biz birinchi tartibli differensial tenglamaga keldik. Uni
integrallaymiz:

K= 1 +Din¢+e)
v(t+e) v ‘

Endi dK/dL nihisoblaymiz:

dk K 1 n
— === ———————-In(t+e) |:—=
dL L v(t+e) v t+e v(t+e) v v’

Shunday qilib, ICHF izokvantalarida (9.22) tengsizlik bajariladi . Kobb-Duglas
ICHF uchun (9.22) tengsizlik ushbu
K.n_ o
v l-a

tengsizlik uchun bajanladi.

2-misol. Ikkinchi misol 0‘rmida 1991-2001-yillar davomida O° zbekiston
Respublikasi aholisining o°sish dinamikasini ko ‘raylik. Avval shu yillardagi
aholi soni jadvalini keltiramiz:

Jadvaldan ko‘rinadiki, N (¢) funksiya o‘suvchi, ammo o‘sish tezligi
(A, migdorlar) asosan kamayib borayapti. Faqat 1995 va 1996-yillarda o‘sish
tezroq bo‘lgan. NV (f) funksiya 1991-1994-yillarda botiq, 1994-1996-yillarda
qavariq va 1996-2004-yillarda yana botiq. Demak, N (f) chiziq S-simon
ko‘rinishda (9.9a chizma).
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i Yillar Aholi sani (mln) N, Ay =N,, - N,
1 1991 20.862
2 1992 21,360 0.498
3 1993 21,852 0,498
4 1994 22,828 0,430
5 1995 23,002 0,720
6 1996 23,444 0,442
7 1997 T 23,867 0,423
8 1998 24231 0,364
9 1999 24,583 0,352
10 | 2000 24,908 0325
11 | 2001 25211 0,303
12 | 2002 25,523 0,312
13 | 2003 25,803 0,280
14 | 2004 26,116 0,313
(Ma’lumotlar “O‘zbekiston Respublikasi Davlat statistika qo‘mitasi,
2005” dan olingan).
N(1)
A

N,

0

1991 1994 1996

7

2004

{

9.9a-chizma

I1. Igtisodiy dinamikaning mehnat resurslari hajmi chizigli-botiq
bo'lgan modeli.
Iqtisodiy sistema (i1qtisodiy jarayon) quyidagi munosabatlar bilan
tavsiflansin, deylik:

K=I-pK, 0<p<l,

L=nL+vK, n=const>0, v=const>0,

Y=F(LK)=I+C=s5sY+(1-5)Y, s=const>0, O0<s<l,

C(!):ﬂt—)

L(1)

—-max, 0<s<l.
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Bu munosabatlardan ko‘rinadiki, asosiy fondlarning chizigh
varogsizlanishi va mehnat resurslarining hajmi chizigli-bog ‘liq bo*lgan hollarga
egamiz. Masala jon boshiga iste ' molning eng katta giymatini ta’'minlaydigan
(optimal) jamg‘arish normasini topishdan iborat. Endi ko‘rilayotgan
jarayonning asosiy differensial tenglamasini chiqaramiz. (9.23) muno-
sabatlardan ikkinchisim

L
—=m+vk
7 n
. . . o_dk :
ko‘rinishda yozib olamiz. Endi & :E ni hisoblaymiz:
/‘;_i[ﬁ)_KL—KL_(sY—pK)—K(nL+vK)_
a\r) —1* L

=6 LA EOL-K Ly )]s S0~k —vie

Shunday qilib, asosiy differensial tenglama ushbu
k=s fl)—(u+m)k~vk?, k(0) =k, >0 (9.24)
ko‘ninishga ega. (9.24) ixtiyorlty 4(0)=4k, >0 boshlang‘ich shart uchun
vagona yechimga ega. Bu tasdiq Koshi teoremasidan kelib chigadi, chunki
(9.24) ning o'ng tomoni (k) =s f(k)—(u+n) k~v k* uzluksiz diffe-
rensiallanuvchi (4 bo‘yicha), ya’m
P'(k)=s f'k)—(p+1) -2V k.
9.6-teorema. Agar asosiy differensial tenglama uchun

n+n<s f'(+0) (9.25)
tengsizlik ((2.13) bilan tagqoslang) o ‘rinli bo'lsa, unda (9.24) tenglama
yagona (sodda yechimdan tashqari) musbat va asimptotik turg ‘un statsionar

yechimga ega, ya'ni k(t)=k,.
Isbot. Quyidagi (k) =0, ya'ni
sfk)—(u+nk—-vk*=0 (9.26)

chekli tenglamani ko‘ramiz. Bu tenglama £ = 0 sodda yechimga egaligi
ravshan. U musbat yechimga ham ega. Shuni isbot etish uchun y, = s/ ( k)
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va y, =(u+m) k+vk’ funksiyalami o‘rganamiz. Har ikki funksiya grafigi
koordinata boshidan chigadi va I chorakda joylashgan. Shu bilan birga,
Yi(k) <0, y3(k)=2v>0 tengsizliklar o'rinli. Demak, y, (k) funksiya
botiq, y,(k) funksiya esa qavariq. Grafiklar koordinata boshidan mos
ravishda ((9.26) ga qarang)
klim s f'(k)=s f'(+0)>0 klimoy; (K)=p+n
—+0 > ko4
burchak koefTitsiyentlar bilan chigadi. Shunday qilib, y, (k) vay, (k) funk-
siya grafiklan I chorakda albatta kesishadi (9.10-chizma).
Ikkinchi funksiya y, (k) =(n+n) k+v k* grafigi paraboladan iborat

bo‘lib, u koordinata o‘qlarini (—(nu+mn)/v; 0) va (0; 0) nuqtalarda kesib

+ +n)?
o‘tadi, uchi [' “2 LR (u+n)

v 4y

parabolaning k > 0 bo‘lgandagi bo‘lagi qizigtiradi, u 9.11-chizmada quyuq
chizig bilan belgilangan.

] nuqtada joylashgan. Bizni shu

y A y A
Vi —’Sf(/‘) ;
Py AT e+
A A >0 4
fr=(urm) k+v i + : .
’ t - | e
I —> v ) 4v
0 k. k
9.10-chizma 9.11- chizma

Grafiklar kesishgan nuqtaning abssissasini £, > 0 deymiz. Bu bilan (9.24)
tenglama yagona musbat statsionar yechimga ega ekani isbot etildi.

Endi shu k(f) =k, statsionar yechimning asimptotik turg‘un ekanini
1sbotlash qoldi. Buning uchun ¢’ (k,) <0 tengsizlikni isbot etish yetarli.
Haqiqatan,

¢k)=s fk)-(u+m)-2vk, <0,

chunki yy(k,)=s f(k.) miqdor y, (k) funksiya grafigiga k, da o‘tkazilgan
urinma burchak koeffitsiyenti, y,(k,)=(u+1)—-2Vvk, esa y,(k) grafigiga
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o‘tkazilgan urinma burchak koeffitsiyenti. Ravshanki, ){(k.) < };(k.)
tengsizlik o‘rinli (9.10-chizma). Teorema isbotlandi.

Ta’kidlab o‘tamizki, &, ning o‘rni (abssissa 0‘qida) s ning giymatiga
bog‘liq, ya’'mi k,(s).

9.2-lemma. Statsionar yechim k (s) monoton o ‘suvchi funksiya (9.10-
chizma).

Isbot. Avvalo k,(s) funksiya (0; 1) intervalda aniglangan va diffe-
rensiallanuvchi, u (9.26) chekli tenglamani ganoatlantiradi, ya’'ni quyidagi
sonli tenglik o‘rinli:

§ £ (ka(9))— (R + 1) k(5) -V K2 (5) =0 . ©.27)

Bu tenglikning ikki tomonini s bo‘yicha differensiallaymiz:
k dk, dk,
Fs 7D e B gy g ()T o,
dk.(s) :
Endi ni topamiz:
k. (s) _ Sk.(5)
ds  p+n+2vk.(s)-s f{k.(s))
k.(s)

(9.10) chizmadan ko‘rinadiki, d >0 . Lemma isbotlandi.

k() =k,(s) funksiya balansiangan o‘sish rejimi bo‘lgani uchun
(s€(0; 1)), bunday rejimlar cheksiz kop. Har bir rejim jamg “arish normasi
s ning (0;1) intervaldan olingan bitta qtymatiga mos keladi. Agar jon boshiga
iste’molni maksimallashtinsh masalasi ko‘rilsa, bu masalaning yechimi
balanslangan o‘sishning optimal rejimini va optimal jamg “arish normasini
aniglab beradi. Masala quyidagicha qo‘yiladi:

dﬂ:%zﬂ—ﬂf&iﬂ%ﬁmﬂ,0<s<L (9.28)

Avval masalaning yechimi mavjudligini ko‘rsatamiz.
Ravshanki, quyidagi munosabatlar bajaniladi:

llmc(s)— lim ¢(s)=0 va c(s)>0, Vse(0;1),

S+ so+1-0

bunda ]imok_(s) =0 tenglik e’tiborga olingan. Bu munosabatlar (9.28)
masalaning yechimi mavjudligini isbotlaydi. Endi ¢ (s) funksiyaning statsionar
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nuqtalarini topamiz. Uning ¢'(s) nihisoblab, ¢’(s) = 0 tenglamani yechamiz.
Dastlab (9.27) ga ko‘ra ¢ (s) funksiya ko‘rinishini o‘zgartirib olamiz:

ols) = f (k. ()~ (n+m k. () =V K2 (s). 9.29)
Endti ¢’(s) ni hisoblaymiz:

¢'(s)=[ /' (k(s))- (ut ) -2vk.(5)
dk.(s)
ds

]dk (s)

9.2-lemmaga ko‘ra >0 Shuning uchun ¢'(s) = 0 tenglama

flk.(5))~(n+m)—2Vk,(s)=0 ko‘rinishni oladi. Bu tenglamadan stat-
sionar nuqta — s ni topib bo‘lmaydi, chunki s oshkormas shaklda
qatnashyapti. Aslida biz ushbu

flk)=(u+m)+2vk (9.30)
k ga nisbatan tenglamaga egamiz. (9.30) tenglamaning yagona musbat k

yechimi mavjud. Hagiqatan, ravshanki, y, =(p+n)k+v k* va y, =/ (k)
funksiyalarning grafigi koordinata boshidan chiqadi, f(£) — botiq va

(},L+n)k+vk2 — gavariq bo‘lgani uchun ularga o‘tkazilgan urinmalar
yagona 4 nuqtada ozaro parallel bo‘ladi, ya’ni f'(l?):p+n+vl? 9.12-
chizma). Shuning uchun k=Fk da

s fE)-(umk -vEi=0

tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bundan yagona statsionar nuqta § ni topamiz:

o (RtmE+vE?
§=———=—>0 (9.31)
f(k)
Endi (9.30) gako‘ra p+n:f'(F)+2vk ni e’tiborga olsak, ushbu
~ k '(l?) vk?
5= f: - —= (9.32)
S (k) fk)
. k f'(k) .
formulani hosil gilamiz, ¥ >0 va 0 <—-——= <1 tengsizliklardan 0 <¥ <1

S(k)
kelib chiqadi.
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A = 2 A
) =) ktuk -
’ Y —“: y=s f(k)
i n=/k) ; Y
P / =)k vk
' ' - ' Vi -
- — Pl ~ ”
0 I- % ky k 0 % keky k
9.12-chizma 9.13- chizma

Ravshanki, 3 >% ((9.18) ga qarang). Demak, | -§>]—-5, ya'ni
iste’molga ajratiladigan bo‘lak kattalashadi. Bunga sabab mehnat resurslan
hajmi chiziqli-botiq funksiya deb qaralishidadir. Shunday qilib, (9.28)
masalaning yechimi mavjud va statsionar nuqta yagona bo‘lgani uchun ¢ = ¥
nuqtada c(s) funksiya eng katta giymatga ega bo‘ladi. Quyidagi teorema
isbot etildi.

9.7-teorema. (9.28) masalaning yechimi mavjud va yagona. Optimal

Jjamg ‘arish normasi § (9.32) formula yordamida, balanslangan o 'sishning

optimal rejimi k (9.30) tenglamaning yagona musbat yechimi sifatida
aniglanadi.

Shunday qihib, (9.23) igtisodiy sistemaning trayektoriyasi quyidagi
munosabatlar bilan tavsiflanadi:

K0)=kL(), K(t)=kL()=k(nL()+VK())=k (n L) +vk L(z)):
=k L(r)(n+ v 1?) Bundan /()= L(r)- (n+ v 1?) L) =L, e(”*V'F)’ ,
K@) =L E - P y(y=1, P sy,

10)=5Y(0)=L, 5™ P £ @y, Clty=1,1-F)-e™F) £F)

Endi quyidagicha xulosa chiqarish mumkin: modelning barcha asosiy

o ‘zgaruvchilari K(t),L(1),Y (1),1(t) va C(t) - statsionar yechim k(1) = k
bo ylab n+vk ga teng bo ‘lgan bir xil sur‘at bilan o 'sadi.
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Mehnat resurslari hajmi chizigli-botiq funksiya bo‘lgan modelni

o‘rganishni oxiriga yetkazish uchun statsionar yechim k(t):f >0 dan
farqli k =k(t) trayektoriyalarni sifat nuqtayi nazaridan tekshiramiz.

Ravshanki, k. >% (9.13-chizma).

Faraz etaylik, k=k(t) funksiya (9.24) tenglamaning ixtiyoriy
boshlang ‘ich shartni ganoatlantiradigan yechimi bo‘lIsin, &, = k(0) > 0. Ikki
hol yuz beradi: 1) k, >k, ;2) k, <k,.Avval 1) k, > k, holni ko‘ramiz.
s = v bo‘lganda (9.24) tenglama ushbu

ke =5f (k) — (n+n)k — vk
ko‘rinishni oladi. Unda ixtiyoriy k, > k, uchun (9.13-chizma)
Ky =5f(ky) - (+mk, —vkZ <0,
shuning uchun k(¢) < 0 tengsizlik kelib chiqadi. Endi f ni hisoblaymiz:
k= [?f’(k)—(pm)—zvk ]-1&>0 .yan k>0, Vk, >k,.

Bu k = k() egr chizigning ixtiyoriy k, > k, da qavariq ekanini angla-

tadi (9.14-chizma).

k.

N

9.14-chizma

Endi 2) k, <k, holni ko‘ramiz. Bunda yana uchta qismiy hollar yuz
berishi mumkin:

a) kozl’c;<k.; b)0<ko<;; v) f<k0<k.;
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Ravshanki, a) holida k(¢) = /7 nur burilish nuqtalaridan tashkil topgan.

Bu b) va v) hollami ko‘rganimizda kelib chiqadi. b) holida (9.13-chizimma)
quyidagi tengsizliklar o‘rinli:

k=5fk)—(n+mk—vk?>0,

F=[3r0) - -2vk | £>0.
Shu tengsizliklar 4 ( f) funksiyaning monoton o‘suvchi va qavangligini
anglatadi. Nihoyat, v) holni ko‘ramiz. Bu holda ushbu

k=5f(k)—(n+nk-vk?>0,

k=[5 (k)-(u+m)-2vk |-k <0
tengsizliklarga egamiz, ular & (f) funksiyaning monoton o‘suvchiligini va
botigligini bildiradi. Yuqoridagi mulohazalar ko‘rsatadiki, k(¢) = ¥ nurda
k (1) funksiyaning ikkinchi hosilasi oz ishorasini (musbatdan manfiyga)
o‘zgartiradi. Shunday qilib, k(z)—=—/? , t>0 nur ].?<k0 <k, da k(1)

funksiyaning bunlish nugtalaridan tashkil etganini isbotlaydi (9.14-chizma).
Igtisodly dinamikaning ko‘rilayotgan (9.23) modeli uchun Felpsning
“oltin goida”’sini chigaramiz. (9.32) gako‘ra

Frk) =k f'ik)-v-k?.
Ikki tomonini ' gako‘paytiramiz:
sRER=-FLRR ik
0K
Endi “oltin qoida’ni keltiramiz: asosiy fondlarga ajratilgan mablag*

?F(f,l?) kapitaldan olingan daromad aF;;K’K)E dan vk K

migdorgakam. v kR migdomi mehnat resurslan hajmi chizigli-botigligidan
olingan “‘yutuq’ deb ataymiz. Eslatib o*tamizki, (9.6)-(9.8), (9.9") modelda

optimal jamg‘arish normasi E:k ff,k) ga, (9.23) modelda esa
S (k)
= , = :2 ~
§ = kf {.k) Y k: ga teng edi. Ravshanki, § <% . Buholda k > k
S(k) (k)
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tengsiziik o‘rinli. Shu sababli aytish mumkinki, mehnat resurslari hajmini
chizigli-botiq funksiya deb qarash samarador ekan.
Shuni ta’kidlab o‘tamizki, statsionar yechimni topish uchun ushbu

s f(K)—(u+m)k—vk®=0

tenglamani yechishga to‘g‘n keladi. Uni analitik usul bilan deyarli yechish
mumkin emas. Masalan, f(k)=ak bo‘lsa, tenglama v k?* +[(u+m)-
~as]k=0 sodda ko‘rinishga keladi va k, =0, k,=l/v[as—(u+r)]. Agar
f(k):aJl: bo‘lsa, sasfl;z(p+n)k+vk2 tenglamaga egamiz. Agar
Jx =k desak, v x* +(u+m) x* -5 x tenglamahosil bo‘ladi. Undan x,=0,
ya’ni k =0 ni topamiz. Qolgan yechimlarni topish uchun
vx +(u+1) x—sa=0 kubik tenglamani yechishga to‘g‘r keladi.

Neoklassik ICHF lar uchun o‘rtacha mehnat unumdorligi f( ¥) ixtiyoriy
bo‘lganda ham s f(k)—(u+n)k—vk* =0 tenglamani yechishning qator
tagribiy usullan mavjud.

9.4-§. Iqtisodiy dinamikaning o‘zgarmas jamg‘arish normali
modeli: mehnat resurslari hajmi chizigsiz-botiq funksiya

Avvalgi 9.3-§ daiqtisodiy dinamikaning mehnat resurslan hajmi chizigli-
botiq funksiya bo‘lgan modeli ko‘nldi. Umumiy holda mehnat resurslart
hajmi chizigsiz-botiq funksiya bo‘lishi mumkin. Faraz etamiz,

L=L[n+vw(%ﬂ [yoki %=n+vw(§j ]

Endi, 1qtisodiy sistema quyidagi munosabatlar yordamida tavsiflan-
sin, deylik:

K=I-pK, 0<pc<l,

L=Ln+v-w(K/L)], n>0, v>0,
Y=F(LK)=I+C=sY +(1-5)Y,s=const>0, 0<s<lI, (9.33)
(,)_ ()

—max, 0<s<l.

Bunda y(K/L) = y(k) funksiya quyidagi shartlami qanoatlantiradi:
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w(0=0; y'(+0)20; wk)>0; ' (k)>0; y'(k)>0; Vk>0. (9.34)
Agar w(K/L)=K/L bo‘lsa, L{n+v-y(K/L)]=Ln+vK bo‘ladi.
(9.33)gakora [ .Endi j nihisoblaymiz:

KL-KL _

izL'[n+vw(k)]+va'(k) Iz

=L'[n+vw(k>—vkw'(k>+vw'<k)‘;—ﬂ.

Faraz etaylik, k-y'(k)— (k) <n/p tengsizlik o'rinli bo‘lsin. Unda L<0
va L(t) funksiya botiq bo‘ladi. Bundan tashqari, (9.34) ga ko‘ra
(k) <k y'(k) tengsizlik o‘nnli. Bu ushbu sodda

k k
k) = [y (dr <[y = /' (k) -k
0 0
mulohazadan kelib chigadi. Shunday qilib,

' ky'(k
0<ky(b)-yihy<  EVE (9.35)
v (k)
Shu bilan quyidagi teorema isbotland.
9.8-teorema. L(1t) funksiya botiq bo 'lishi uchun izokvanta bo 'ylab
ushbu

K pon_ vk
dL vy'(k) k)
tengsizlik bajarilishi yetarli.

(9.36)

dKk 1 : .
Agar (k) =k bo‘lsa, (9.36) dan Z<—;<0 kehb chiqadi ((9.22) ga

qarang). Agar 0<k y'(k)-w(k)<n/v bo‘lsa, (9.36) ning o‘ng tomoni
manfily. Bunga (9.36) ni ushbu

ax n+v[wk) -k (k)]

dL v/ (k)
ko‘ninishda yozib, ishonch hosil qilish mumkin.

Endi (9.36) iqtisodiy dinamika modeli (9.33) uchun asosiy differensial
tenglamani chiqaramiz. Uning uchun £ ni hisoblaymiz:
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k

_d (K]_ KL-KL L-[sLf(k)-pK]-KL _
dr\ L L ' L
=s f(R)-(n+n)k-viy(K).
Demak, asosiy differensial tenglama quyidagi ko‘rinishga ega:
k=s f(k)—(u+Mk-vikyKX). (9.37)
(9.37) tenglamaning o°ng tomoni k£ bo‘yicha differensiallanuvchi
bo‘lgani uchun avval ko‘rilgan modellardagi kabi bu tenglamaning ixtivoriy
boshlang‘ich shartni (£(0) =%, > 0) qanoatlantiradigan yagona yechimi
mavjud. Qolavcrsa, (9.37) — skalar avtonom differensial tenglama. Bizni
uning statsionar yechimlan qizigtiradi. Bunday yechim topilsa, iqtisodiy
sistemaning (iqtisodiy jarayonning) travektornyasint topish mumkin bo‘ladi.
9.9-teorema. Agar (9.37) tenglama uchun ushbu

p+n<s f'(+0) (9.38)
tengsizlik ( (9.25) bilan tagqoslang) o ‘rinli bo ‘lsa, shu tenglama yagona
musbat (sodda yechimdan tashqari) va asimptotik turg‘un k(t)=k,,
te[0;T] statsionar yechimga ega.

Isbot. Statsionar yechimlar ushbu
(w)=) sf)-(u+n)k-vky(K)=0 (9.39)
chekli tenglamaning yechimi kabi aniglanadi. Avval bu tenglama k() =0 dan

tashqart yagona musbat yechimga ega ekanligini ko'rsatamiz. Avvalgi
mavjudlik tcoremalartdagi kabt (9.3-, 9.6-teoremalarga qarang) ikkita

Y, =sf(k) va y, =(u+m)k+vky(k) funksiya grafiklari koordinata
boshidan chiqib, I chorakda albatta k =k, (s) >0 nuqtada kesishishini
ko‘rsatish mumkin. Bu quyidagi munosabatlardan kelib chigadi:

f(0)=0, f(+0)= lim f'(k), »,(0)=0; Y(H0) =p+m,

Yy ()= (u+m)+v [w(k) +k ' (k)]
Vi) =v[2y' (k) +k y"(k)]>0,Vk>0.
Demak, y (k) botia, y,(k) qavariq funksiya va grafiklan koordinata
boshidan chiqadi. (9.38) ga ko‘ra, ular yana bitta &,(s) umumty nuqtaga

ega. Shuning uchun quyidagi sonli tenglik o‘nnli:
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s [k ()= (n+m) k() =V k. (s) w(k.(s))=0. (9.40)
Endi k(¢) = k,(s) statsionar yechimning asimptotik turg “unligini isbot-
lash mumkin. Buning uchun (9.37) ning o‘ng tomonidagi (k) funksiya
\y'(k. (s)) <0 tengsiziikning qanoatlantirishini ko‘rsatish kifoya. Bu
Yk () =3 f'(k.()) = (r+1) - v [wlk. () + k. () w'(k ()] < O
tengsizhikdan kelib chigadi. 9.9-teorema isbot etildi.

9.3-lemma. Statsionar yechim k(t)=k,(s), 0<s<\ intervalda s ning

monoton o 'suvchi funksiyasi.
Isbot. (9.40) ning ikki tomonini s bo‘yicha differensiallaymiz:

di(s) _

ds

dk.(s)
ds

S k() +]s S k() ~ (1) v (Wko () + K. (5) W(K(5)) ] 0.

>0

Bu tenglikda kvadrat qavs ichidagi ifoda manfiy. Ravshanki,

bo‘ladi; lemmaisbotlandi.

Topilgan statsionarvechim £, (s) balanslangan o°sish rejimini anglatadi.
k.(s) funksiya (0, s) intervalda aniglangan. Demak, rejimlar cheksiz ko'p.
Ulaming ichidan jon boshiga iste’molga maksimum qrymat beradiganini ajratib
olish lozim. Optimal jamg‘arish normasini topish uchun quyidagi masalani
ko‘ramiz:

c(s)=(1-9)/"(k.(s)) > max, O<s<l. (941)
Masalani yechish uchun (9.41) dagi c(s) funksiyani ushbu
o(s) = k() ~ (+ D k. (5) =0k (5) Wk (5))

ko‘rinishdayozib olamiz. Endi ¢'(s) nihisoblaymiz:

¢(5) = L/ (.())- G+ 1) = v (ke (5))+ . () Wk (5)) ]-dk.js) |

dk. (s)

9.3-lemmagako‘ra >0 . Shuning uchun ¢'(s)=0 tenglama k ga

nisbatan (chunki s oshkormas gatmashadi) ushbu
S0)= ()= v [wk)+ k w'(k)]=0 (9.42)
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tenglamaga ekvivalent. Avvalgi paragraflardagi mulohazalarga o‘xshash,
(9.42) tenglama yagona musbat k yechimga ega ekanini isbotlash mumkin.
Agar(9.39)da k= k desak, (k <k. (s) ekaniravshan) 5 ni topish mumkin:
(wrm) 2 —vk ylk)
Sk '
Endi (9.42) dan foydalanib, § uchun formulani quyidagi, uzil-kesil
ko‘rinishda yozamiz:

s=

kfk) _vi v
Sk) S k)
(9.33) model uchun topilgan ma’lumotlarni teorema ko‘rinishida
ifodalaymiz.
9.10-teorema. (9.41) masalaning yechimi mavjud va yagona. Opti-

s=

(9.43)

mal jamg ‘arish normasi 5 (9.43) Jormuladan, balanslangan o ‘sishning
optimal rejimi k esa (9.42) tenglamaning musbat yechimi sifatida topiladi.

Topilgan kvas givmatlar yordamida iqtisodiy sistema trayektoriya-
sining barcha o‘zgaruvchilarini topish mumkin. Albatta, avvalgi
paragraflardagi kabi (9.37) differensial tenglamaning k(7) = k yechimidan
farqli yechimlarini ham o‘rganish mumkin. £(#) egri chiziqglaming chiz-
malan 9,14 chizmadagidek bo‘ladi. Nihoyat, “oltin qoida™ ni ham chiqarib,
iqtisodiy ma’nosini bayon etish mumkin. Bu fikrlarning asoslanishini
o‘quvchiga mustaqil ish sifatida topshiramiz.

9-bobga oid masalalar
1. Ushbu

k=sayk®—(m+n)k, 0<s<l, a;>0, 0<a<l
Bernulli differensial tenglamasi integrallansin.

2. Quyidagi berilgan ICHF ga mos iqtisodiy dinamika modellari uchun
optimal jamg‘arish normasi 5 va balanslangan o°sishning optimal rejimi
k topilsin:

2K L

l. F(LLK)=yKL . 2. F(L,K)=K—+—L—.
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3. FULK)=3K I . 6. F(L,K)%(«/?ﬂ/f)z.

4K L
4, F(L,K)=3~/K2L- 7. F(L’K)z—(JE+JZ)2 .

V2K L

5. kD g. F(L,K)= :
F(LK)=y\KL Jm

3. Ushbu

. 2

k:sao[a kP +(1-a) ] p—(n+m)k
differensial tenglamani s = 0,5, a, =1, a=0,5, p=-0,5 bo‘lgandainteg-
rallang (ko‘rsatma: [} = y almashtirish bajaring).

4. Solou JCHF ning turli xususiy hollanda asosiy differensial tenglama-
siniyozing.

9-bobga oid nazorat savollari

1. Dinamik ICHF (DICHF) ta’rifini bering.

2. Ikki faktorli va ko‘p faktorli DICHF ga misollar keltiring.

3. Avtonom DICHF (ADICHF) nima?

4, Iqtisodiy dinamikaning modellari nima?

5. Iqtisodiy dinamikaning sodda modelini tavsiflang.

6. Sodda model uchun asosiy differensial tenglamani chiqaring.

7. Asosty differensial tenglama uchun yagona musbat va asimptotik
turg ‘un yechimning mavjudligi hagidagi teoremani aytib bering,.

8. Statsionar yechim yaqinida integral egri chiziglar ganday joylashgan?

9. Mehnat resurslari hajmining chizigli-botiqligi ta’rifini bering.

10. Chizigli-botiqlik holida asosiy differensial tenglamani chiqaring.

11. Mehnat resurslan haymining chizigsiz-botigligi ta’nifini bering va mos
asosiy differensial tenglaman: yozing.

12. Kobb-Duglas va Solou DICHF gamos iqtisodiy dinamika modellarini
yozib bering.

13. Ko‘rilgan modellar uchun balanslangan osish optimal rejimini topish
tenglamasini va optimal jamg ‘arish normasi formulasini yozib bering.
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10-bob. IQTISODIY DINAMIKANING ISHLAB CHIQARISH
RESURSLARI CHIZIQSIZ YAROQSIZLANGAN MODELLARI

Avvalgi bobda iqtisodiy dinamikaning faqat asosiy fondlar chizigli
yarogsizlangan modellan ko‘rildi. Amalda asosiy fondlar ham, mehna
resurslar ham yarogsizlanishi kuzatiladi. Asosty fondlar (masalan, stanoklar)
eskirishi mumkin, mehnat resurslari esa (ish bilan band bo‘lganlar) ishga
yarogsiz holga kelishi (pensiyaga chiqishi, vaqtincha kasal bo‘lishi, vafot
etishi) tabily. Bunday hollarda mehnat resurslani va asosiy fondlarming
majmuasi yaroqgsizlanishini e’tiborga olish zarur. Ishlab chiqarish
resurslarining yaroqsizlanishini hisobga olganda iqtisodiy sistemani va uning
trayektoriyasini chuqurroq o‘rganish imkoniyati tug‘iladi. Mazkur bobda
1qtisodiy dinamikaning ishlab chiqarish resurslan chizigsiz yarogsizlangan
modellarini ko ‘ramiz.

Faraz etamiz, vaqtning f momentida ishlab chiqarish resurslarining ushbu

u-L(r)-x(%]

formula bilan berilgan qismini almashtirish kerak bo‘lsin, unda
X (-Il%:))] =y (k) funksiya quyidagi shartlami qanoatlantiradi:

x(0)=0, x(k)>0, ' (+0)=0, x'(k)>0, x" (k)=0, Vk>0. (10.1)

Shu (10.1) ga ko‘ra y(k) funksiya monoton o‘suvchi va qavariqdir.

% (k) = k bo‘lgan hol chiqarib tashlanmaydi. Bunda y (0) =0, x' (+0) =1,

x (kK)=1, " (k)=0 bo‘ladi. Shunda ham % (%) funksiyani, odatda, qavariq

deb hisoblashadi. (10.1) ga ko‘ra y(k)—k-%' (¥)<0, vk >0 tengsizlik

- ky'(k
o‘ninli. Bundan X—k() >1 tengsizlik kelib chigadi.

x(
Quyida uch holni ko‘ramiz:
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1) mehnat resurslan hajmi eksponensial funksiya;
2) mehnat resurslari haymi chizigli-botiq funksiya;
3) mehnat resurslar hajmi chizigsiz-botiq funksiya.

10.1-§. Mehnat resurslari hajmi eksponensial funksiya

Iqtisodiy sistema quyidagi munosabatlar bilan tavsiflansin, deylik:

K:I—p-L-x(!{—J, 0<p<l,
L=Lm, n>0,
Y=sY+(1-5)Y=1+C, O0<s<l, s=const>0, (10.2)

c=%:(l—s)f(k)—>max, O<s<l.

KY K
Ravshanki, agar X (_L—] = T bo‘lsa, 9-bobning 9.2-§ dako‘rilgan iqtisodiy

dinamika modelini hosil gilamiz.
(10.2) modelni o‘rganish uchun avvalgi bobdagi kabi asosty differensial
tenglamani chigaramiz:

;;:i(ﬁszzKL:Lz.[(1_“Lx(£j].L_KL]:
dr\ L L L L
-6 0Ly L-K L]=s ) -nk-pn ).

Shunday qilib, (10.2) model uchun asosiy differensial tenglama
k=s f(k)-nk-px k), k(0)=k,>0 (10.3)

ko‘rinishga ega. Uning o‘ng tomoni ¢(k)=s f(k)-nk-pny (k)
differensiallanuvchi (k bo‘yicha). Shu sababli, Koshi teoremasiga ko‘ra,
(10.3) tenglama ixtiyoriy boshlang ‘ich shartni qanoatlantiradigan yagona
yechimga ega.

Optimal jamg ‘arish normasini topish masalasi bilan shug ‘ullanamiz, bunda
optimallik jon boshiga iste’molning maksimumi ma’nosida tushuniladi. Bu
masalani yechishda, avvalgi bobdagiga o*xshash, (10.3) avtonom differensial
tenglamaning statsionar yechimi muhim ahamiyatga cga.
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10.1.-teorema. Agar (10.3) asosiy differensial tenglama uchun ushbu

px' (+0)+n<s f'(+0) (10.4)
tengsizlik bajarilsa, unda (10.3) tenglama yagona musbat (sodda yechimdan
tashgari) va (Lyapunov bo 'yicha) asimptotik turg ‘un statsionar yechimga
ega, yani k()=k, te€]0;7].

Isbot. (10.3) tenglama avtonom, uning statsionar yechimlan ushbu

s flk)-mk—px(k)=0 (10.5)

chekli tenglamadan topiladi. £(¢) =0 —(10.3) tenglamaning sodda yechimi.
y=sf(k)va y,=nk+py(k) funksiyalaming grafiklan koordinata
boshidan mos ravishda s/” (+0) va n+ p 3’ (+0) burchak koeffitsiyentlar
bilan chiqadi. (10.4) gako‘ra n+ u ' (+0) < s/’(+0). Demak, & ning
nolgayaqin qiymatlarida y, (k) ning grafigi y, (£) ning grafigidan pastroqda
bo‘ladi. Shu grafiklar £ > 0 da kesishishini ko‘rsatish mumkin. Bu
¥,= s/ (k) ning botigligi va y,=n k + p % (k) ning qavarigligidan kelib
chiqadi. y, (k) ning qavarigligi ushbu

¥,(0)=0, yy(k)=n+ux (k)>0, y;(k)=py"(k)>0, Vk>0
munosabatlardan ko ‘rinadi.
Grafiklar kesishish nuqtasini (&, , y,) deb belgilaymiz, bunda A, —
(10.5) tenglamaning musbat yechimi. Shunday qilib, (10.3) differcnsial
tenglama yagona musbat statsionar yechim k(1) =k, gaega. Shu vechim-
ning asimptotik turg ‘unligi ham osonginaisbotlanadi. (10.3) ning 0‘ng tomom
¢(k) uchun ¢’'(k,) < O tengsizlik bajarilishini ko‘rsatish kerak. Ravshanki,

§) =515 S0 --u 2 ], =5 /KD -n-k7 (<0, (10.6)

Lyapunov-Puankare teoremasiga ko‘ra, (10.6) tengsizlik k(1) =k,
yechimning asimptotik turg ‘unligini anglatadi. 10.1-tcoremaisbot etildi.

(10.2) iqtisodiy sistema uchun qurollanganlik k, giymati balanslangan
o‘sish deyiladi. Ravshanki, avvalgi bobdagi kabi balanslangan o‘sish rejimi
k. jamg‘arish normasi s ning funksiyasi bo‘ladi: k,=k.(s), 0 <s<1.

10.1-lemma. (10.2) iqtisodiy sistema uchun topilgan balanslangan
o sish rejimi k,(s) (0; 1) intervalda aniglangan, differensiallanuvchi va
monoton o ‘suvchi funksiyadir.
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Isbot. k,(s)ning (0; 1) da aniqlangan, differensiallanuvchi ekani

e e k
ravshan. Monoton o‘suvchiligini isbotlash uchun dk. (9 >0, Vse(0;1)
s
tengsizlikning o‘rinli ekanini ko‘rsatish kerak. Uning uchun ushbu
s fk () k.(s)—ny (k(5))=0 sonli tenglikning ikki tomonini s bo‘yicha

differensiallab topamiz ((10.6) ga qarang):

dk.(s) S ()
ds ¢'(k.(s))
Bundan £, (s ) ning monoton o‘suvchiligi kelib chigadi.
Endi optimal jamg‘arish normasi va balanslangan o‘sish rejimini
topish bilan shug‘ullanamiz. Jon boshiga iste’mol funksiyasini quyidagi
ko‘nnishda vozb olamiz:

c(s)=(1-s) f(k.()) = f(k.())—nk.(s)-ny (k.(5)), 0<s<]. (10.7)
Shu funktsiyaning eng katta qiymati mavjud, chunki ¢(s) uchun ushbu

lime(s)= limc(s)=0, ¢(s)>0, Vse(0;1) munosabatlar o‘rinli. Demak,
5—+0 s1-0

biror ¥ € (0; 1) uchun M&X () =¢(¥) tenglik bajariladi. Shu 5 ni topish

uchun ¢'(s) nitopib, ¢'(s) = 0 tenglamani yechish lozim. Ravshanki,

| Ets)
Cds
(10.1) lemmaga ko‘ra ¢'(s)=0 tenglama f"(k,(s))-n-ux (k.(s))=0
tenglamaga teng kuchli. Ammo undan bevosita s ni topib bo‘lmaydi, chunki
s tenglamada oshkormas qatnashayapti. Aslida biz k ga nisbatan

S E)-m—py (k)=0 (10.8)
tenglamaga egamiz. (10.8) ning chap tomoni hosilasi ( £ ga nisbatan) noldan
farqli, ya'ni f"(k)-puy"(k)=0<0 ¥k >0. Shu sababli oshkormas
tenglamaning bir qiymatli yechilishi hagidagi teoremaga ko‘ra (10.8) ning
yagona k yechimi mavjud. Ikkinchi tomondan, bu tasdiq y,=s/(k) va
y,=nk+px(k) funksiya grafiklan biror f » ( da kesishishidan kelib

c(8)=[ f/k(s)-M—nx (k.(s))

chigadi. (10.4) tengsizlik s=1 da ham bajariladi: px'(+0)+n< f'(+0).
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Ammo k da unga teskari px'(k)+n>s £'(k) tengsizlik o‘rnli. Shu
sababli biror k¥, 0<k <k qiymatda y{(;):y;(l:) tenglik bajariladi.
Topilgan K ni d(k(s)) =0 gaqo‘yamiz. Undan § ni topamiz:

ux(k)+nk >0
S

Endi (10.8) gako‘ra 5 uchun formulani uzil-kesil ushbu

s=

ELE) | R+
Sk f)

L0
G

s =

(10.9)

ko‘ninishda yozamiz. Ravshanki, ¥ <— -, chunki & %'(k)—x(k)>0
Vk > 0. Demak, 0 <5 <1 tengsizlik o‘nnli.

Ko‘rinib turibdiki, ishlab chigansh resurslanning chizigsiz yarogsizlanishi
hisobga olinsa, optimal jamg ‘arish normasi uchun

ko' (K)+y (k)
& (10.10)
miqdorga teng “yutuqqa’” egamiz.
Yuqondagi hisob-kitoblar quyidagi teoremani isbot etadi, desa bo‘ladi:
10.2-teorema. (10.2) munosabatlar bilan tavsiflanadigan igtisodiy
sistema (igtisodiy jarayon) uchun optimal jamg ‘arish normasi 5 (10.10)
formulaga teng yutug bilan (10.9) formula yordamida topiladi,
balanslangan o ‘sishning optimal rejimi }; (10.8) chekli tenglamaning
yechimi sifatida aniglanadi.
Endi “oltin qoida” ni chiqansh qiyin emas. (10.9) formuladan uning ikki
tomonini 7 gako‘paytirib, ushbu

~OF(K,L)

- wIlez@+2®) o1y

SF(LK)=K
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tenglikni hosil gilamiz. Bunda, bilamizki, EF(Z,IZ) — asosiy fondlarga

ajratilgan kapital miqdori, X esa kapitaldan olingan daromad.

~ 0F(K,L)
oK

(10.11) dan quyidagi “oltin qoida™ kelib chiqadi:

asosiy fondlarga qo‘yilgan kapital miqdori kapitaldan olingan daromad

hajmidan

wL ey ®+x ()
miqgdorga kam.

Shu miqdor ishlab chiqarish resurslarining chizigsiz yarogsizlanishi
hisobga olingandagi samaradorlikni anglatadi. Bu holda ishlab chiqarilgan
mahsulot migdorining (milliy daromadning) iste’molga ajratilgan qismi
Solouning sodda dinamik modelidagiga qaraganda (10.10) miqdorga ko‘p
bo‘ladi. Xulosa shuki, qo‘shimcha parametrlami hisobga olish natijasida
iste’'molga ajratiladigan ulushni orttinish va buning uchun ishlab chiqarish
hajmini qisqartirmaslik mumkin ekan.

10.2-§. Mehnat resurslari hajmi chizigli-botiq funksiya

Endi igtisodiy dinamikaning ishlab chiqarish resurslan yaroqgsizlanishi
chizigsiz bo‘lishi bilan birga mehnat resurslari hajmi chizigli-botiq bo‘lgan
modelni ko‘ramiz. Bunday iqtisodiy sistema (iqtisodiy jarayon) quyidagi
munosabatlar bilan tavsiflanadi:

K’:]—p.-L-x(%], O<p<l,
L=nL+vK, n>0, v>0,

Y=sY+(1-s)Y =7+C, 0O<s<l, s=const, (10.12)

c=%=(l—s)f(k)—>max, O0<s<l.

Iqtisodiy dinamikaning (10.12) modeli trayektoriyasini o ‘rganish uchun
avvalgi hollardagi asosiy differensial tenglamani topib olamiz. Sodda
hisoblashlar yordamidatopamiz:

k=s flk)—py (k)—nk—vk?, k(0)=k,>0. (10.13)
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Bu (10.13) differensial tenglama ham avtonom va uning o‘ng tomoni
k bo‘yicha differensiallanuvchi. Koshi teoremasiga ko‘ra (10.13) ning
ixtiyoriy boshlang‘ich k£(0) =k, shartni qanoatlantiradigan yagona yechi-
mi mavjud.
10.3-teorema. Agar (10.13) tenglama uchun ushbu ((10.11) bilan
tagqoslang)
uy (+0)+n<s f(+0) (10.14)
tengsizlik o 'rinli bo ‘Isa, (10.13) tenglama yagona musbat (sodda yechimdan
tashqari) va asimptotik turg ‘un (Lyapunov bo 'yicha) statsionar yechim

k()=k, >0 gaega unda te|0,T].
Isbot. (10.13) tenglamaning statsionar yechimlari

s f(k)—py(k)-nk—-vk?=0 (10.15)

chekli tenglamadan topiladi. Uning yagona musbat k=k, >0 yechimi

mavjudligi avvalgi ko‘rilgan modellardagi kabi isbotlanadi.
Shunday qilib,

s flk)—px (k)-nk-vkl=0 (10.16)

sonli tengsizlik o‘rinli. Bu esa, (10.13) tenglama yagonamusbat k(1) =k, >0

statsionar yechimga ega ekanini anglatadi. Endi shu yechimning asimptotik
turg ‘unligini ko‘rsatish qiyin emas. Uning uchun (10.13) ning o‘ng tomont

@) =5 fl)-py k) —nk-vE
hosilasini k=, dahisoblaymiz:

(k) =s fi(k)-py'(k)-n-2vk,.
Bu miqdor f(k) va ¢ (k) funksiyalaming xossalariga ko‘ra manfiy.
10.3-teorema isbot bo‘ldi.

Iqtisodiy dinamikaning (10.12) modeli uchun k(¢f) =k, statsionar

yechim balanslangan o ‘sish deyiladi.

Ravshanki, balanslangan o°sish jamg ‘arish normasi s ga bog‘liq. Har
bir s ga (0<s<1]) bitta balanslangan o‘sish rejimi mos keladi. Demak,
balanslangan o‘sish rejimlari cheksiz ko‘p. Optimal rejim esa, jon boshiga
iste’molni maksimallashtirish masalasini yechish natijasida topiladi. Shunday
qilib, k,=k,(s), 0<s<l1.
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10.2-lemma. (0; 1) intervalda aniglangan va differensiallanuvchi
k.(s) funksiya shu intervalda monoton o ‘suvchi bo ‘ladi.

Isboti avvalgi paragrafdagi kabi. (10.16) ning ikki tomonini s bo‘“yicha
differensiallaymiz:

dk, (s)

S (s)+[s fks)—po k() -n=2vk(s) ] —==0

Bundan
dk,(s) _ S(k.(5))
ds  px (k(s)+n+2vk.(s)=s [ (k.(5))
formulakelib chigadi. Endi f (k) va y (k) funksiyalaming xossalariga ko‘ra

dk.(s) o : :
" >0 tengsizlik bajariladi. Lemma isbot bo‘1di.

Nihoyat, ushbu
C
c(s):zz(l—s)f(k_(s))—>max) 0<s<]
masalani vechish bilan shug‘ullanamiz. Bu masalaning yechimi mavjud,
chunki quyidagi munosabatlar o‘rinli:
lime(s)= lim c(s)=0_ ¢(5)>0, Vse(0;1).

Statsionar nuqtalarni topish uchun ¢'(s) ni hisoblab, ¢'(s)=0
tenglamani yechamiz: dastavval c(s) ni

c(8)= Sk, () —px (k(8)-nk.(s)~VEZ(s)
ko‘rinishda yozib olamiz. Sodda hisoblashlar ko‘rsatadiki,
d
D0 yoki [S D) -n-2vE )] LoD
s ds

Bundan f7(k,(s))—px'(k.(s))-m—2vk.(s)=0 tenglama kelib chiqadi.

Undan s ni topib bo‘lmaydi, chunk1 s oshkormas qatnashgan. Shuning uchun
biz aslida 4 ga nisbatan

S ) - (k)-m-2vk=0

=0,

yoki
S ) =pxk)+n+2vk (10.17)
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tenglamaga egamiz. Yana (k) va y (k) funksiyalaming xossalariga ko‘ra

(10.17) tenglama yagona musbat I? , 0 <I? <k, yechimga ega. Endi I:c: ni

(10.16) ga qo‘yib, ¥ ni topamiz:

_ p.x(l?)+nl?+vl?2 S

J&)

(10.17) dan n ni topib, (10.18) ga qo‘yamiz:

k (k) _p_/?x’(F)—x(E)_ vk’
Q) sy S

wlil

0, (10.18)

5=

(10.19)

Bundan 5>0 va L:(:k)d bo‘lgani uchun ¥ <1, ya™ni 0<¥ <1
f(k)
tengsizlik kelib chigadi.
Jamg ‘arish normasi bo‘yicha “yutuq”
o (D 7 72
”,k X (k);)((k)+ sz
Sf(k) Sfk)

(10.20)

miqdorga teng.
Ravshanki ( (10.19) ga qarang),

k@ -x) vk k@
GGG

O<p

tengsizliklar o‘nnli.
Shunday qilib, quyidagi teorema isbotlandi.
10.4-teorema. Iqtisodiy dinamikaning (10.12) modeli uchun optimal

Jjamg ‘arish normasi 5 (10.20) yordamida hisoblanadigan “yutuq” bilan

aniglanadi, balanslangan o ‘sishning optimal rejimi I? (10.17) chekli
tenglamaning yechimi sifatida topiladi.

“Oltin qoida” esa, ushbu
E oF ;K L)

FR(L,K) = =

pf-[lcx'(kz)+x(f)]-fvfz (10.21)
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munosabat bilan ifodalanadi: asosiy fondlarga qo ‘yiladigan mablag’
kapitaldan olinadigan daromadga nisbatan

pf-[k 2 )+ (f)}—f v
migdorga kam bo ‘ladi. Bu mehnat resurslarini chizigli-botiq, ishlab chiqarish
resurslari yarogsizlanishini chizigsiz qilib olingan samaradorlikni bildiradi.
Albatta igtisodiy dinamikaning mehnat resurslari chizigsiz-botiq bo‘lgan

modelini ham ko‘rish mumkin edi. Bu ishni mustaqil vazifa sifatida
goldiramiz.

10-bobga oid masalalar

2
1. L:n-L, x(%}(?} bo‘lganda asosiy differensial tenglama
yozilsin.

2.k ni topish uchun tegishli chekli tenglama yozilsin va yechilsin (hech
bo‘lmaganda tagriban).

3. k bo‘yicha ¥ topilsin.
. K KV, . g .
4. L=mL+vK, 3 (-ZJ = (Tj bo‘lganda asosiy differensial teng-
lamayozilsin.

5.k ni topish uchun tegishli chekli tenglama yozilsin va yechilsin (hech
bo‘lmaganda taqriban),

6. k bo‘yicha 5 topilsin.

K 32
7. X (f) = (TJ bo‘lganda yuqoridagi 6 ta savolga javob bering.

10-bobga oid nazerat savollari

1. Ishlab chigarish resurslari chizigsiz yarogsizlanishi qanday ifodalanadi?

2. Mehnat resurslari eksponensial funksiya bo‘lganda ishlab chiqarish
resurslari chizigsiz yarogsizlanishi uchun iqtisodiy dinamika modelini
tavsiflang.

3. Mos asosiy differensial tenglamani yozing.

4. Statsionar yechimning mavjudligi hagidagi teoremani aytib bering.
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5. Optimal jamg ‘arish normasi 5 ni topish uchun formulani yozib bering.

6. Optimal balanslangan rejim k ni aniglaydigan tenglamani keltiring.

7. Mehnat resurslari chizigsiz-botiq bo‘lganda ishlab chiqanish resurslar
chizigsiz yarogsizlanishi uchun iqtisodiy dinamika modelini tavsiflang

8. Mos asosiy differensial tenglamani yozing.

9. Shu model uchun statsionar yechimning mavjudligi haqidagi teoremani

keltining,
10. Optimal jamg*arish normasi 5 ni topish uchun formulani va optimal

balanslangan rejim k ni aniglaydigan tenglamani yozib bering.
11, Ko‘rilgan modellar uchun sodda misollar keltiring.
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11- bob. IQTISODIY DINAMIKANING IKKI SEKTORLI
MODELLARI

Avvalgi ikki bobda ko‘rilgan 1qtisodiy sistema bitta sektordan iborat
bo‘lib, unga mos ICHF ham benlgan bo‘lar va bittagina tur mahsulot (milly
daromad) ishlab chiqarilar edi. Aslida makroiqtisodiy sistemada ishlab
chiqarish ikk1 vaundan ortiq o‘zaro hamkorlik qiladigan sektorlarda amalga
oshinlishi mumkin. Xususan, hatto K. Marks ikki sektorli modellami ko‘rgan.
Unda I sektor ishlab chiqarish qurollarini (asosiy fondlarni), II sektor esa,
iste’mol buyumlarini ishlab chigargan. Bu sodda va kengaytirilgan takror
ishlab chiqarish bilan bog‘langan edi. Quyida biz hozirgi zamonda keng
go‘llaniladigan ikki sektorli modellami ko‘ramiz.

11.1-§. Mehnat resurslari hajmlari yig‘indisi o‘zgarmas bo‘lgan
ikki scktorli model

Makroiqtisodiy sistema ikki sektordan iborat bo‘lib_ ular mos ravishda
ushbu

Yl :Fl(Ll»Kl), Yz =F2(L2,Kz)-

neoklassik dinamik [CHF lar bilan xarakteriansin, deylik. Bunda L, L,
— mehnat resurslari hajmi, K|, K, — asosty {ondlar hajmi, ¥, ¥, - ishlab
chiqarilgan mahsulotlar hajmi. Faraz etaylik, birinchi sektor ishlab chiqarish
vositalarini, ikkinchi sektor esa iste’mol buyumlanni ishlab chiqarsin. [ va
II sektordagi asosiy fondlarga mablag ‘lar birinchi sektorda ishlab chiqanlgan
mahsulot migdori ¥, hisobiga amalga oshiriladi, iste’mol C esa ikkinchi
sektorda ishlab chiqarilgan mahsulot miqdori ¥, bilan ustma-ust tushadi.
Bundan tashqari, mehnat resurslan yig‘indisi L = L (1) + L,(f) o‘zgarmas
deb faraz etiladi, ya'ni L:L({)+[',Z(t)=0 va L(O)=q()L, L) =(1-
g()) L, bunda L =const, 0<q() <1. Biz g({) =const, t€[0; T] holni
ko‘ramiz. Ravshanki, bu holda 0 <g <.

Yugqorida qilingan farazlar bajarilgan deb qarab, iqisodiy dinamikaning
quyidagi munosabatiar bilan tavsiflanadigan ikki sektorli modelini ko‘ramiz:
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K,=s-F(L.,K)-nK,, O<p <l, O<s<l, aLnp

K, =(-8F(L.K)-1,K,. 0<p,<l, 11.2)
L =qL, Li=(1-q)L, 0<g<l, g=consi, (11.3)
C=F(L,K,), L+L,=L L=const. (11.4)
(11.1)—(11.4) modelni o°rganish uchun belgilashlar kiritamiz:
k = K k e
! _Z—, 2 —L_2’ F(L, Ky =L fik), F(L,K)=L,/,(k,).
Shu belgilashlar yordamida (11.1) va (11.2) tenglamalar ushbu
k'l =s fitk) -k, ,
: I-s
kzqu(_q)fl(kl)“li:kz (1.5)

ko‘ninishda yoziladi, (11.4) esa

C=L,f,(k))=(=q) L f,(k;), 0<g<I (11.6)
ko‘rinishga keladi.
11.1-teorema. Agar iqtisodiy dinamikaning ikki sektorli (11.5) modeli
uchun ushbu

K, <s f(+0) (11.7)
tengsizlik o ‘rinli bo ‘Isa, unda normal avtonom sistema (11.5) yagona musbat
(sodda yechimdan tashqari) va asimptotik turg ‘un

k() =k =k (s), ky(1)=k; =k;(5.9)
statsionar yechimga ega.

Isbot. (11.5) sistemaning birinchi tenglamasiga ko‘ra ixtiyony 4 (1)
yechim faqat s parametrga, shu sistemaning ikkinchi tenglamasiga ko‘ra
k(1) yechim ikkita s va g parametrlarga bog‘liq bo‘ladi. (11.5) sistemaning
o‘ng tomonidagi funksiyalar £ va k, lar bo‘yicha uzluksiz diffe-
rensiallanuvchi. Shuning uchun bu sistema ixtiyoriy boshlang‘ich shart-
lami qanoatlantiradigan yagonayechimga ega.

(11.5) sistemaning statsionar yechimlan ushbu

s fi(k) =k, =0,

1- 11.8
ql(_qS)fl(kl)"szz =0 ( )
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chekli tenglamalar sistemasining yechimi bo‘ladi. (11.8) sistemaning birin-
chi tenglamasi faqgat bitta k¥, noma’lumni oz ichiga oladi. U yagona mus-

bat (sodda k, () =0 yechimdan tashqari) k; (s)> 0 yechimga ega. Endi
k, =k (s) bo‘lganda (11.8) ning ikkinchi tenglamasi quyidagi ko‘ri-
nishni oladi:

q (l s)

L1 () = pok,

Undan p, #0 da k;(s,q) ni topamiz:

g(l-s)
2(1_ )
Shunday qilib, (11.5) sistemaning yagona musbat statsionar yechimi
(k, (0); Ky (0)) = (' (5); &5 (5)) mavjudligi isbotlandi.
Endi bu yechimning (Lyapunov bo‘yicha) asimptotik turg‘un ekanini

isbotlaymiz. Buning uchun statsionar yechimning asimptotik turg‘unligi
haqgida Lyapunov-Puankare teoremasini qo‘llaymiz. Quyidagi

q(l-s)
1-

k3 (s,9)=——— f,(k; (s))>0 (11.9)

Pk k) =s fi(k)-mk,, Qkk)= Si(k) = sk,

belgilashlam: kirtamiz. Barcha birinchi tartibli xususiy hosilalami hisoblaymiz:

opP oP
o5 e - “ o
o, s fi(k) - , ok, ,
o0 _q0-s) ., Q0
L _AV70) ruk X __
ok, 1-g H(k) , ok, My
Endi ushbu
( oP oP
ok, Ok,
Q9 99
ok, Ok,

matritsani tuzamiz.
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Agar shu matritsaning k, =k, (s), k, =k, (s,q) bo‘lganda xos sonlan
manfiy haqiqiy qismlarga ega bo‘lsa, unda statsionar yechimning asimptotik
turg ‘un ekani isbot etilgan bo‘ladi. Haqigatan, mos xarakteristik tenglamant
tuzamiz:

s fl'(kl‘)"'Pl -2 0
1-5) . =0
ql( S)fl(kl) —U, - A
-q

Uning yechimlari: A, =5 f'(k;) -, <0, A, =-p, <0, O<p, <l.
Shunday qilib, 11.1-teorema isbotlandi.
Topilgan (k'; k,) statsionar yechim mos ravishda birinchi va ikkinchi

sektorlar balanslangan o*sish rejimlarini anglatadi, ular cheksiz ko ‘p, chunki
s€(0; 1), ge(0; 1). Har bir (s; g) juftlikka bitta balanslangan o‘sish rejimi
mos keladi. Har bir sektor uchun optimal balanslangan o‘sish rejimini topish
masalasini gqo‘yamiz. Optimallik jon boshigaiste’molni maksimallashtinsh
ma’nosida tushuniladi. Shunday qilib, quyidagi masalani ko ‘ramiz:

c(s,q) =%= (1-q) f,(K(s,q)) > max 0<s<l,0<g<l. (11.10)

Avval (11.10) masala yechimining mavjudligini ko‘rsatamiz. I, deb
ochiq kvadratni belgilaymiz, ya’ni
IL={(s;9): 0<s<l, 0<g<l}.
[1, kvadratning tomonlarini G, G,, G, va G, deb belgilaymiz:
G={(s;9): 0<s<l, ¢g=0}, G,={(s;9) s=1, 0<g<l},
G,={(s;9) 0<s<l, g=1}, G,={(s;9) s=0, 0<g<l}.

Kvadratning chegarasini al'{z:l:] +_1:2 +I_‘3 +-I:4 deb belgilasak,
ﬁz =I1, u o1, bo‘ladi, bunda ﬁz — yopiq kvadrat. Ravshanki, (11.9) ga
ko‘ra ushbu

lim &, (s,q) = lim k5(s,9) =0
5—+0 g—»+0
tengliklar o°rinli. Shuning uchun quyidagi tengliklar o ‘ninli:
lim ¢ (s,q) = lim ¢ (5s,q) = lim ¢ (s,q)= lim ¢ (s,9)=0,
5—+0 g—+0 g—1-0 §1-0

0<g<l O<s<l 0<s<l 0<g<l
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ya’'ni lim ¢ (s,q)=0. Bundan tashqari c(s,q)>0, V(s, g¢) eIl,.
(s, g)—l1,

Demak, (11.10) masalaning yechimi mavjud, ya’ni ¢(s,q) funksiya
(5, g) €1, nuqtada o‘zining eng katta qiymatiga erishadi. Endi shu (s, 9)
nugtani topamiz.

Avval statsionar nuqtalarni aniglaymiz. Buning uchun ushbu a5 @

hosilalami k, = k'(s), k, =k, (s,q) dahisoblab, nolgatenglashtiramiz:

oc ok

—=(- "(k,) —=%,

s (1-q) f,(ky) P
6k, /0s uchun ifoda topamiz:

a_

P (1_) [f( )~ ul]—

O‘z navbatida, ok, /3s uchun ifoda chiqaramiz:
A A o

os  p—sf(k)
Endi ok, /@s uchun uzil-kesil formulani yozamiz:
ok k)
U OR T
o (- ) by = £ (k)

Bundan keyin — =0 tenglamagako‘ra k, ganisbatan tenglama hosil bo‘ladi

Os
(unga s oshkormas kiradi):

fitk) -, =0. (11.11)

Bundan yagona musbat ]?] yechimni topamiz. Shu 1;, giymatni (11.8) siste-
maning birinchi tenglamasiga go‘yib, optimal jamg ‘arish normasi § ni topamiz:
WANLINCY.

filk)  Silk)
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F(L,, K ) IChF ning neoklassikligidan f (k) uchun ushbu

k ki (k) (k, ).
f (k)
tengsizlikni yozish mumkin.
dc
Endi E;z 0 ni k, =k (s), k, =k, (s,q) nuqtadahisoblaymiz:

oc

ok
aq'z_fz(kz)"'(l-q)fz(kz)aqu. (11.13)

Bundag: E ni hisoblash uchun (11.8) sistemaning ikkinchi tenglamasini ¢

bo ‘yicha differensiallaymiz:

q Ok,
(1—5)[ Silk)+ f(k) } 2> =0,
(1-g)* "' oq
Bundan &k, /dg = 0 bo‘lgani uchun
6k2
T h(k) 11.14
3 za— y (L1
formula kelib chiqadi. Endi (11.14) ni (11.13) ga qo‘yamiz:
oc
—=-fik)+(-9) f; (k) ——— fi(k)
q 2(1" )
(11.8) sistemaning ikkinchi tenglamasiga ko‘ra
1-s _Ha k,
I-q q fi(k)

tenglik o‘rinli. Shuni e’tiborga olgan holda &c/dq ni uzil-kesil topish
mumkin:

oc 2 k) (k) Kok, ko f; (ky)
_aq J2(ky) 0 77k J2 (k)
Shunday qilib,
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oc  kof;(ky)

== 22k
% . falky) (11.15)
éc
Bundan a_q = 0O tenglamani g ganisbatan yechib topamiz:
ky fy (ky)
=T, 0<g<l. (11.16)

(11.16) va (11.8) ning ikkinchi tenglamasiga ko‘ra s=5, &, =k,
(bunda IFI —(11.11) tenglamaning yechimi) bo‘lganda &, ga nisbatan quyi-
dagi tenglamaga ega bo‘lamiz:

-DAk) [, folk)
253 ky 17 (ky)

Bu tenglamaning o‘ng tomoni ixtiyoriy k,> 0 uchun musbat, chunki

(11.17)

neoklassik shartga asosan
A
ky 12 (ky)
Tenglamaning chap tomoni esa musbat son. Endi (11.17) tenglama yagona
musbat yechimga ega ckanini isbotlash qiyin emas. Avvalo (11.17) ni k, ga
nisbatan bir qiymatli yechish mumkin, chunki (11.17) o‘ng tomonining £,
bo‘yicha hosilasi noldan farqli, aniqrog‘i

A AN
P NI R PR

Shu bilan birga,

. f2(ky)
k}‘flo{ ) )} O (LG0)=0, £(0)>0).

Yuqoridagi munosabatlardan (11.17) ning o‘ng tomoni monoton o ‘suvchi
va uning qiymati 0 dan boshlab o‘sib borib, biror l—c_z da chap tomonga teng
bo‘ladi.
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Endi topilgan ]—‘—2 ni (11.16) ga qo*yamiz:

A
falky) 2

Shunday qilib, (11.10) masala uchun ¢(s, g) funksiyaning yagona stat-

sionar nuqtasi (5, q) €I, topildi. Shu nugtada (11.10) masalaning yechimi

mavjudligi sababli ¢ (s, g) funksiya o‘zining eng katta qiymatiga erishadi.
Topilgan natijalami teorema shaklida bayon gilamiz:
11.2-teorema. Iqtisodiy dinamikaning (11.1)}-(11.4), (11.10) modeli
uchun optimal jamg ‘arish normasi 5 va mehnat resurslari optimal tagsimoti

q= 0<g<l. (11.18)

koeffitsiventi q (11.12) va (11.18) formulalar yordamida hisoblanadi, k,

- (11.11) tenglamaning, };2 esa (11.17) tenglamaning musbat yechimlari.
Endi “oltin qoida” ni chiqaramiz, (11.11) gako‘ra:

5-F(L,K)=
(L, K)) oK, (11.19)
F, (L,,K,) ICHF ning chiziqli-bir jinsligiga ko‘ra
_aﬂ._] + OF; I-Zl :Fi
oL, oK, :
Bundan
51;;,.[“(1 =F _,aFl...Zl
oK, oL, :
Bu ifodani(11.19) ga qo‘yamiz:
o o= = OF(L.K) —
(l—s)-F,(lq,Kl)=M-Ll. (11.20)
oL,
Endi (11.18) dan foydalanib, ushbu
LK) = — o~ =
— LK, =g Fy (LK) (11.21)

oK,
tenglikni hosil qilamiz. Nihoyat, F, (I:2 ,122) ICHF ning neoklassikligidan
foydalanib, yana bir muhim
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oF, (L, K,) — - —
%—ﬂiﬁ(l—ﬂFz(lIz,Kz) (11.22)
2

tenglikni chiqaramiz.

Endi “oltin qoida’ni bayon qilish mumkin:

a) (11.19) gako‘rabirinchi sektorga ajratiladigan mablag* shu sektorning
kapitaldan oladigan daromadiga teng; ikkinchi sektorga ajratiladigan mablag*
(11.20) ga ko‘ra birinchi sektorning mehnatdan olgan daromadiga teng;

b) mehnat resurslari birinchi va ikkinchi sektorlar orasida ikkinchi
sektorning kapitaldan hamda mehnatdan olgan daromadlaniga proporsional
qilib tagsimlanadi. Bu tasdiq (11.21) va (11.22) munosabatlardan kelib
chiqad:.

Misol. ICHF lar o‘rnida ushbu F =gk LM, FZ:azKZ“ZLZOZ ,

a, +f; =1 a,>0, ;>0, i=12, a,>0, a,>0 Kobb-Duglas funksiya-
lanint olaylik. Quyidagilarga egamiz:

Sik)=a k™, S k) =a,o k™ - ,
flk)=a bk, fi(k)=a,a, kzaz—l :

(11.11) tenglamani yozamiz: a, @, klm'_l =W, .Bundan ];l ni topamiz:

L
— a l-a
kl:{‘ 1J '
Hy
(11.12) formula bo‘yicha § =a,. (11.17) tenglamani yozamiz:

a o k&2
1 (-a)——=k,| -1+ —
493 (9 kyo, kyt |

Bundan ]?2 ni topamiz:

%

1 1
/;2 _ aZFl—al)_a:__ul.( &] -0 -
Ho(1-a,) K,
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Endi (11.18) formula bo‘yicha ¢ ni hisoblaymiz
ky - f3(ky) - ky-a -, -kt
f2(ky) a, -ky?

Shunday qilib, 5 =a;, g =, . Kobb-Duglas funksiyasi uchun ko‘ril-
gan misol quyidagi ancha aniqlashtirilgan “oltin qoida™ ni chigarishga imkon
beradi:

a) birinchi sektorga ajrattigan mablag‘lar birinchi scktorda ishlab
chiganlgan mahsulotming o, -qismini, ikkinchi sektorga ajratilgan mablag ‘lar
bininchi sektorda ishlab chigarilgan mahsulotning f3, -qismini tashkil etadi;

b) binnchi sektorning mehnat resurslan hamma mehnat resurslarining
o, -qismini, ikkinchi scktorlar mehnat resurslari hamma mehnat
resurslarining f3, -qismini tashkil etadi.

a: =°’-z_

11.2-§. Mehnat resurslari hajmlari yig‘indisi eksponensial
funksiya bo‘lgan ikki sektorli model

Iqtisodiy dinamikaning ikki scktorli modcllarini mehnat rcsurslan haymlan
vig'indisi o ‘zgarmas bo'lmagan holda o‘rganish shu yig indi
o ‘zgarmas bo ‘lgan holidagiga qaraganda anchagina muhim hisoblanadi.
Mazkur paragrafda mehnat resurslari haymlari vig ‘indisi cksponcnsial, ya'ni
qavariq funksiva bo‘lgan holni ko‘ramiz. Faraz etaylik,

L+ L,()=L({t) va L(ty=nL(t), n>0 (ya'ni L()=L,e" ).

Bu mchnat resurslari hajmlari yig‘indisining o°sish sur’ati o‘zgarmas
ckanini anglatadi. Shunday qilib, iqtisodiy dinamikaning quyidagi munosabatlar
bilan tavsiflanadigan ikki sektorli modelini ko‘ramiz:

K =s-F(L,K)-nK, O<s<l, O<p<], (11.23)
K, =(1-s)F(L,K)-uK, O<np,<] (11.24)
L=nL, L=qL L =(-q)L, 0<gq<l, q=const, (1125)
C=F(L,K,), (11.26)
c=%—>max, 0<s<l, D<qg<l. (11.27)

Mehnat resurslanning sektorlarga tagsimot koeffitsiyenti g o‘zgarmas

va 0<g<1 bo‘lgani uchun ushbu L, =qL, 17 =(-¢9) L tengliklar
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o‘rinli. Endi differensial tenglamalaming asosiy sistemasini chigaramiz.

Uning uchun lél va /éz lami hisoblaymiz:

1 =

d| K _KlLl'"Kle _(SL1ﬁ(k1)_P-1K1)L1_K|L1 _
di| L, L’ Ly

=Sf,(k|)—(},ll +Mk,

_i[£J:K2L2_K2L2 - [(I“S)F; “F‘sz]Lz_szq -

2 =

|\ L, L L
(A-5)L, fi(k)L, L, (-s)qL
= k k -
L Rk =Ty A
1-g)qL q(
—pk, —k ((l_q))qL ql(_q Silky) = (uy + M)k,

Shunday qilib, differensial tenglamalaming asosiy sistemasi quyidagi
ko‘rinishda yoziladi:
ky=s fitk)=(, +1) K,
(11.28)

b = E )+

Biz ikkita differensial tenglamaning normal avtonom sistemasini hosil
qildik. Bu sistema ixtiyoniy k (0)= klo >0, k,(0)= k;’ > 0 boshlang‘ich

shartlarni ganoatlantiradigan vagona yechimga ega, chunki (11.28)
sistemaning o‘ng tomoni Koshi teoremasining shartlarini ganoatlantiradi.
Anigroq aylganda, (11.28) sistemaning o‘ng tomoni k, va k, lar bo‘yicha
uzluksiz differensiallanuvchi va bu Koshi teoremasining asosiy sharti edi.

11.3-teorema. Agar igtisodiy dinamikaning ikki sektorli modeli
(11.28) uchun ushbu

no+n<s £ (+0) (11.29)

tengsizlik o ‘rinli bo ‘Isa, (11.28) sistema yagona musbat (sodda yechimdan
boshqa) va asimptotik turg ‘un (muvozanat holatiga) statsionar yechimga
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ega bo'ladi (11.1-teoremaga taqqoslang), ya'ni k ()=k =k(s),

k,(N=k, =k,(s,q), 0<g<l1, 0<s<l.

Isbot. Mazkur teoremaning isboti 11.1-teoremaning isbotiga o‘xshash.
Shuning uchun mulohazalami gisqacha olib boramiz. (11.28) sistemaning
statsionar yechimlari ushbu

s hk)—(n, +m) £ =0,
g(1-s)

l-q
chekli sistemaning yechimi sifatida topiladi. Shu yechimni quyidagi

S0k = (1, + 1)k, =0 (11.30)

k() =k (s), k,(t)=k,(s,q) ko‘rinishda yozamiz. Statsionar yechim
0<s<l1, 0<g<l intervallarda har ikki sektorning balanslangan o‘sish
rejimlaridan iborat. Bunday rejimlar cheksizkop. Ularning ichidan (11.27)
belgi bo‘yicha optimal rejimni ajratib olish lozim. Boshgacha aytganda,
quyidagi masalani yechish kerak:

C »
c(s,q)=—=>1-q)f,(k, (s, g)) > max,

L (11.31)
D<s<l, O<g<l.

Avvalgi paragrafdan ma’lumki, c(s, ¢) funktsiya P,.= { (s, g):
0<s <1, 0<g<l1} ochiq kvadratda aniqlangan, uzluksiz differen-

siallanuvchi va (5, g) € [1, nuqtada o‘zining eng katta giymatiga erishadi.
11.4-teorema. Iqtisodiy dinamikaning ( (11.23) - (11.27) ) modeli

uchun optimal jamg ‘arish normasi § va mehnat resurslarining optimal
tagsimoti koeffitsiyenti q quyidagi formulalar yordamida topiladi:
s R A ke Sl
Ak) falky)
bunda 1:1 ushbu
K k)= +m)=0

tenglamaning, ]:2 esa ushbu ((11.17) bilan tagqosiang)
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-4 [, £ik)
1, ky f; (k;)
tenglamaning yechimi.

“Oltin qoida” avvalgi paragrafdagi mazmungaega.

11.3-§. Mehnat resurslari hajmlari yig‘indisi chiziqli-botiq bo‘lgan
ikki sektorli model

Mehnat resurslar hajmlan yig ‘indisi vaqt ¢, t € [0; 7] ning chiziqli-botiq
funksiyasi bo‘lsin. Chiziglilik L(() ning L(f) va K(/) ga chizigli bog ‘liglini,
ya'ni L(1)=nL({)+vK()>0, n>0, v>0 ni anglatadi. Botiglik esa,
L(t) funksiyaning botiqligini, ya’ni i(t) <0, t € [0; T] ni anglatadi.
Ravshanki,

Lo o dK
L)=mLO+vK(@)=L() [n+v dL]

11.1-lemma. Agar F (L, K|) va F,(L,,K,) ICHF lar izokvantalarida
ﬂ<—3<0 &<—ﬂ<0 1132
L, v dL, v (11.32)

tengsizliklar bajarilsa, unda L(f) funksiya botiq bo ‘ladi.

Isbot. Ma’lumki, L(t) =L (t)+L,(t), K()=K, () +K,(t), L(t) =
iq(t) +L2 (), K(t)= K', (¢)+ K, (t) . Shuning uchun

o dK, | ; dK,
L(!)—Ll(t)|:n+v L, }+L2(1) {‘rﬁv L, :|

Bundan (11.32) gako'ra, L(f) <0 tengsizlik kelib chigadi.

Agar (11.32) tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, L, (f) va L,(¢) funksiyalar ham

botiq bo‘lishi ravshan.
Endi igtisodiy dinamikaning quyidagi munosabatlar bilan tavsiflanadigan
ikki sektorli modelini quramiz:
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K =sF(L,K)-uK, O0<s<l, O<p <], (11.33)
K,=(1-s)F(L,K )-pK, 0<p,<], - (11.34)
Lj=HLj+VKj, J=12, L1=qL; L2=(1"q)Ly

L=qL, L =(1-¢g)L, 0<gq<l, g=const, (1135)

c=%—)max, 0<s<l, D<g<l. (11.36)

Avvalgi paragrafdagiga o“xshash k-l va k'z lami hisoblab, quyidagi
differensial tenglamalarming asosiy sistemasini hosil qilamiz:

k=5 f(k)—(n, +n) k, — vk},

k'z="l(l__qs)-fl(kl)—(wn)kz—vk;. (11.37)

Bu sistema ixtiyoriy boshlang‘ich shartlami: £, (0) =k°, k,(0) = k;’

qanoatlantiradigan yagona yechimga ega, chunki (11.37) ning o‘ng tomoni
k,, k,larganisbatan uzluksiz differensiallanuvchi bo‘lgani uchun yagonalik
haqidagi Koshi teoremasining shartlari bajariladi.

Keyingi mulohazalarda qulaylik bo‘lishi uchun ushbu

A%

v
(k) =k + k12 , X2(k2):k2+—ﬁk22 , (11.38)

| 2

belgilashlami kintamiz. Natijada (11.37) quyidagi ko ‘rinishda yoziladi:
k= £ (k) = +m) 1 (k)

/éz=ql(l__qs)f1<k,)—<u2+n)x2(k2). (11.39)

Har ikki y,(k,), x,(k,) funksiya ham quyidagi shartlarni qanoatlan-
tiradi (j=1,2, ij> 0):

e y=1s 25 0 )= s0
0:0 I.0=l X. )=14+ > x L= >
X_]( ) > x_[( ) > J J p].'..-r' > J J p]-}-n N
Bundan ko‘rinadiki, y=(w, + 1) (%), y=(, + ) ,(k;) funksiyalar
monoton o‘suvchi va qavariq. Grafiklari koordinata boshidan g, +nvap,+n
burchak koeffitsiyent bilan chiqad: va I chorakda joylashgan.
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Endi (11.39) asosty sistemaning statsionar yechimlarini o‘rganamiz.
11.5-teorema. Agar (11.39)sistema uchun ushbu ((11.29) ga qarang)
M +n<s £ (+0) (11.40)

tengsizhik o‘rinli bo‘lsa, unda shu sistema yagona musbat va asimptotik
turg ‘un statsionar yechimga ega bo‘ladi, ya’ni

k() =k(s), k)=ky(s,q), t1[0;T].
Isbot. Quyidagi chekli sistemant ko‘ramiz;
s fi(k) = (1 +m) X, (k) =0,
g(-s)
I-q
Bu sistemaning birinchi tenglamasi (11.40) ga ko‘ra, s f,(k,) ning

fx(kl)—(uz+n)x2(k2)=0, (“~41)

neoklassikligi va (i, +1) %, (k) funksiyaning gavariqligi uchun yagona
musbat k, =k (s) yechimgaega. (11.41) ning ikkinchi tenglamasi k, = k,(s)
bo‘lganda ushbu
g(i-s)
1-g
ko‘nnishga keladi. Bu tenglamaning chap tomoni o‘zgarmas va musbat,

Sk (8)) = (ny +M) x4 (k)

o‘ng tomoni esa monoton o‘suvchi va (u, +1) %,(0) = 0. Shu sababli
oxirgi tenglama £, ga nisbatan yagona musbat &, = k, (s, q) yechimgaega.
Shunday qilib, (11.41) chekli tenglamalar sistemasi yagona musbat (sodda
k,=0, k,=0 echimdan boshqa) yechimga ega. Bu esa, (11.39) asosiy
sistema yagona musbat &, (f) = k,(s) , k,(t) =k,(s,q) .t € [0; T] statsionar
yechimga ega ekanini anglatad:.

Endi shu yechim asimptotik turg ‘un ekanini isbotlaylik. Qulaylik uchun
ushbu

Pk k) =s filk)= (1 +m) %, (k)

q(1-s)

Q(kpkz): f](kl)"(pz"'n)Xz(kz),

belgilashlamni kiritamiz. P(k , k,) va Q(k , k,) funksiyalaming birinchi
tartibli xususiy hosilalarini hisoblaymiz:
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oP , , 6P
a—kl=sf1(k1)“(“1+n)XI(kl), akz 0,

Q_qG-9) .\ Q0 __ ,
ok, =- 1__q_ './;(kl)’ ok, (P'-z"'"l)Xz(kz),

Endi k =k(s), k,=k(s,9) bo‘lganda binnchi tartibli hosilalardan
matritsa tuzamiz:

an'(kx)—(llﬁﬂ)xi(ky) 0
A= q(l

f (k) -1+ My (k) |-

A matritsaning xos sonlan manfiy va mos ravishda ushbu
Ay =s S R ()= (1 +1) 6 (K (5)) <0,
Ay ==y + 1) A3 (K, (5,9)) <0
sonlarga teng. Bu esa, Lyapunov-Puankare teoremasiga ko‘ra k,(¢) =k, (s),

k,(D=k,(s,9), te [0;T] statsionar yechimning asimptotik turg‘unligini
anglatadi. 11.5-teoremaisbot bo‘ldi.

Ta’kidlab o‘tamizki, statsionar yechim Il = { (5; ¢): 0<s <1,0<¢<1}
ochig kvadratda aniglangan. Har bir (s; ¢) € Il, juftlikkabitta balanslangan
o°sish rejimi mos keladi. Har bir sektor uchun bunday rejimlar cheksizko®p.
Masala optimal rejimni topishdan iborat. Shu munosabat bilan ushbu

c(s,q)=%=(1—q)A(kz(s,q))—max, el  (11.42)

masalani ko‘ramiz. Bu masalaning yechimi mavjudligi avvalgi paragrafdagi
shunga o‘xshash masalaning yechimi mavjudligi isboti kabi olib boriladi.
Biz I1, ochiq kvadratning c(s,q) funktsiya o°‘zining eng katta qiymatiga
erishadigan nugtasini topish bilan shug‘ullanamiz. c¢(s,q) funksiyaning
statsionar nugqtalarini topish uchun yana barcha birinchi tartibli xususiy
hosilalarini topamiz va nolga tenglashtiramiz, ya’ni dc/8s=0, dc/dg=0
sistemani yechamiz. &c/ds = 0 hosila osongina topiladi:

o .ok
Z=(1-q) filk) =2
os os
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Endi (11.41) sistemaning ikkinchi tenglamasining ikkala tomonini s
bo‘yicha differensiallaymiz:

k. k
L[(I—S) f{(kl)—a—'—fl (k.)}—(uz +n) x'z(kz)a—z—=0 _
| os os

Bu tenglamada ok, /ds va Ok, /ds hosilalar ishtirok etgan. Ularning

ifodasini topish kerak. Avvalo, 0k, /@s nitopish uchun (11.41) sistemaning
bininchi tenglamasining ikkala tomonini s bo‘yicha differensiallaymiz:

k k
£tk +s 00 P e k) Froo
os Os

Bundan ok, /s uchun quyidagi ifodani chiqaramiz:
Ok _ Silk)
Os  (w+n)xik)-s f(k)
Endi Ok, /&s nitopsabo‘ladi:

ok, _a( k) - +mxik))ak,  ak,  ak,

Os (-@)p, +Mxsk,) 8 as ds-

S0, k=k(s), k=k(sq).

Ok, /0s uchun shu ifodani e’tiborga olgan holda dc/ds =0 tenglamaga
ko‘ra k, ga nisbatan (s ga nisbatan emas) tenglama hosil gilamiz:

S (k) = (kg + 1) x5 (k) =0, (11.43)
Bu tenglama /(%) va y,(k,) funksiyalaming xossalariga ko‘ra yagona

musbat /Z >0 yechimga ega. Endi &, = /?, ni (11.41) sistemaning birinchi
tenglamasiga qo‘yib, ¥ ni topamiz:
(b 1) 0, ()

k)

Endi (11.43) tenglikdan foydalanib, k, :1?l bo‘lganda ¥ (jamg‘arish

§ =

normasi) uchun chiroyli formula chigaramiz:
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£16) %.0k)
£ith) xitk)

s <1 tengsizlikni qanoatlantiradi. Haqgiqatan,

5=

(11.44)

Shu ¥ migdor 0 <

fk)>k 1 k), Xi(k)<kxiik) tengsizliklarga ko‘ra

O<M<l O<Lk‘)<l
Ahlk) kv (k)

tengsizliklar o‘rinli. Agar § ni
_kfitk) %)
fitk) K xlk)

ko‘rinishda yozsak, 0 < 5 <1 tengsizlik kelib chigadi.
Mulohazalami davom ettiramiz. dc/dq hosilani hisoblaymiz:

wll

Jc ok
—=—f,(k,)+(1—q) fi(k,) =2
2 f()(q)fz()aq,
bunda
ok, 1 x,(ky)
oq q(l-q) x3(k;)"
Shunday qilib,
oc 1, X, (k3)
= =—f,(k,)+— f1(k,)
og = 2+ 1) X (ky)

Endi dc/dg =0 tenglama g ni aniglash uchun formulaga olib keladi:

k) xathy)
S2lky)  xy(ky) -

Bu formulada hozircha k, noma’lum. (11.41) sistemaning ikkinchi

tenglamasiga s = ?l , k= I?, bo‘lganda ¢ ning ifodasini qo‘yamiz. Natijada
k, ganisbatan tenglama hosil bo*ladi:
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zﬁﬁlzéﬁd}

1-5 =
k)=1,k,) | -1
) XAZ)[ ") Xty

Ha

(11.45)

(11.45) tenglama yagona musbat lz echimgaega. Haqiqatan, shu tenglama

chap tomonida musbat son turibdi. O'ng tomoni esa, k, — +0 da nolga

intiladi va monoton o‘suvchi funksiya. Monoton o‘suvchiligi quyidagi
tengsizlikdan kelib chiqadi:

d ﬂ{4+ﬁw»xﬂquﬁwﬂ

. Sk x5 (k)
— k 0
X2 ( 1) 1ok, x5 (ky) ————=—=f](k,)> .

dk, fiky) [fz ]

Shuning uchun (11.45) ning o‘ng tomoni 0 dan boshlab monoton o°sib borib,

biror /Z > 0 dachap tomoniga tenglashadi. Endi k,= Ez bo‘lganda g uchun

I

~

N-
N-

uzil-kesil formulaga egabo‘lamiz;
(k,)

fz = 11.46
fﬂk)xﬂk) (11.46)

Ravshanki, 0 < g < 1. Bunga ishonch hosil qilish uchun (11.46) ni

~Qll

;2 fzr(fz)_ Xz(;‘:z)

fz(l;z) Ez X'z(lzz)
ko‘rinishda yozish kerak. Shunday qilib, qo‘yilgan masala uchun yagona

(5,9),0<5 <1, 0<§ <1 statsionar nuqta topildi. Shu sababli jon boshiga

iste’mol funkstyasi c(s, ¢) xuddi shu (5§, 5) € I, nugtada o*zining eng katta

qiymatiga enishadi. Shunday qilib, yuqoridagi mulohazalar quyidagi teore-
mant isbot etadi.
11.6-teorema. Igtisodiy dinamikaning (11.33) - (11.36) ikki sektorli

modeli uchun optimal jamg ‘arish normasi § va mehnat resurslari optimal
tagsimol! koeffitsiyenti 5 mos ravishda (11.44), (11.46) formulalar
yordamida topiladi, bunda k son (11.43) tenglamaning, k son esa(ll 45)
tenglamaning musbat yechimidan iborat.
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Ko‘nilayotgan model uchun avvalgi paragraflardagi kabi “oltin qoida” ni
chiqarish mumkin edi. Bu ishni mustaqil ish sifatida qoldiramiz.

11-bobga oid masalalar
O‘rtacha mehnat unumdorligi quyidagi ko‘rinishlarda bo‘lganda (11.5),
(11.28) va (11.39) modellar uchun s, g, &k, &, parametrlar hisoblansin:

L filk) =k . -
2 file)=ye

3. fitk)=yk -

- fle) =4k, .

- k) =ik

- fitk)=1/4-(J& +1) .

11-bobga oid nazorat savollari

1. Iqtisodiy dinamikaning ikki sektorli modelida sektorlar orasida qanday
bog ‘lanish bor?

2. Mehnat resurslari hajmlari yig ‘indisi o°zgarmas bo‘lgan ikki sektorli
model tasvifini bering.

3. Differensial tenglamalaming asosiy sistemasini yozib bering.

4_Statsionar yechimni topish uchun chekli tenglamalar sistemasini yozib
bering.

5. Jon boshiga iste’molni maksimallashtinsh masalasi qganday qo‘yiladi.

6. Optimal jamg‘arish normasi va mehnat resurslarining sektorlar orasida
optimal tagsimot koeffitsiyenti uchun formulani yozib bering.

7. Balanslangan o°sishning optimal rejimlarini topish uchun tenglamalami
yozib bering.

8. Mehnat resurslan hajmlari yig‘indisi eksponensial funksiya bo‘lgan
ikki sektorli model tavsifini bering,

9. Shu model uchun 3-7 savollarga javob bering.

10. Mehnat resurslzn hajmlan yig‘indisi chizigli-botiq funksiya bo‘lgan
ikki sektorli model tavsifini bering.

11. Shu model uchun 3-7 savollarga javob bering.

o

L

N
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12- bob. IQTISODIY DINAMIKANING O‘ZGARUVCHI
JAMG‘ARISH NORMALI MODELLARI
VA MAGISTRAL TEOREMALAR

Avvalgi 9,10 va 11-boblarda iqtisodiy dinamikaning o‘zgarmas
Jamg ‘ansh normali bir va tkki sektorli modellarini o ‘rgandik. Ma’lum bo‘ldiki,
balanslangan o*sishning optimal rejimlan qurollanganlik & ning [0; 7] vaqt
oralig‘ida o‘zgarmas bo ‘lgan holatini aks ettiradi. Shu asosda iqtisodiyotning
barcha o zgaruvchilar (iqtisodivot travcktonyasi) kechishini kuzatish imkonti
yaratildi. Agar jamg ‘arish normasi o zgarmas emas, balki o zgaruvchi bo‘lsa,
[0. 7] vaqt oralig'ming har bir momentida 0°z qivmatini o‘zgartinb tursa,
amalda bunday igtisodiyotni (iqtisodiy jarayonni) boshqanb bo‘lmaydi. Shuning
uchun o‘zgaruvchi jamg‘arish normali modellarni o*zgarmas jamg “arish
normah modellarga “vaqinlashtiradigan™ yangi modcllami varatish zarurivati
tug 1ladi. Bundav vangi modellar “magstral tcoremalar” yordanmuida tavsiflanadi.

Iqtisodiy dinamikaning o°zgaruvchi jamg “anish normali modellan birinchi
bo*lib 1967-vilda R Shell tomomidan o‘rganilgan. U akademik L.S. Pontryagin
vauning shogirdlar tomonidan yaratilgan optimal boshgarish nazariyasidan
keng foydalandi. Mazkur bobda biz iquisodiy dinamikaning o‘zgaruvchi
jamg ‘arish normali bir sektorli modelini o°‘rganish natijalarini bayvon etamiz.

12.1-§. Iqtisodiy dinamikaning mehnat resurslari hajmi
eksponensial funksiya bo‘lgan modeli

Masalalarning qo‘yilishi. Iqtisodiy dinamikaning o‘zgaruvchi
jamg ‘arish normali bir sektorli modelini ko‘raylik. Unda mehnat resurslan
hajmi eksponensial funksiya va asosiy fondlaming yarogsizlanishi chizigl
bo‘Isin. Bunday model quyidagi munosabatlar bilan tavsiflanadi:

K(@O)=1(t)-pK(t), 0<p<l, K(0)=K,>0,
L@t)=nL(f), L(0)=L,>0, 1>0,

Y(0)=FLOK)=11)+C)=sOY () +A-sO)Y (1), (12.1)
IN)=s@)Y (), Ct)=(A-s@)Y(), 0<s@t)<l, 0<t<T. |
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(12.1) modelga ko‘ra ishlab chiqarilgan mahsulot (milly daromad)
miqdori ikki gismdan iborat; 7 (f)— asosty fondlarga go‘vilgan (qo‘viladigan)
mablag” (kapital) va S(f) — iste’mol, jamg‘arish normasi s(f) funktsiva
bo‘lakli-uzluksiz, [0; 7] vaqt oralig-ida aniglangan va 0 < s (/) <1
tengsizlikni qanoatlantiradi. Masala bo‘lakli-uzluksiz va 0 <s(/) <1
tengsizlikni qanoatlantiradigan s(/) funksiyalar ichidan ishlab chiganlgan
(chiganiladigan) mahsulot (milliy daromad) miqdorini ma’lum ma’noda
optimal ikki qismga (f va C ga) ajratadiganini topishdan iborat.

Qurollanganlik k()=K(t)/L(t) va jamg‘arish normasi s(),
0<s(n<1, te[0; T] bo‘lsin. Asosiy differensial tenglama (12.1) model
uchun quyidagi ko‘rinishga ega (9-bobga qarang):

k() =s() f(k)=(u+m) k, k(0)=4y, (12.2)
bunda f(4) — neoklassik shartlarni qanoatlantiradigan o‘rtacha mehnat
unumdorligt funksiyast (f(0)=0, /(k)>0, //(k)>0, f["(k) <0,
Vk>0). T - rcjalashtirish ufgi va £.>0 tengsizlikni ganoatlantiradigan,
qurollanganlikning biror holatini anglatuvchi son. Ushbu

k, < k. (12.3)
tengsizlik muhim ahamiyatga ega. Yana
k(T) =2k, (12.4)

tengsizlikni qanoatlantiradigan nuqtalar to‘plami M vaushbu

T T
Jls] =J%)dr =[50 £ k(e (12.5)
Q [4)

jamlama iste’mol funksionali berilgan bo‘Isin.
(12.4) tengsizlik bilan aniqlanadigan M to‘plam (7 £,) nuqtadan
chigadigan va yuqoriga vo‘nalgan (vertikal) nurdan iborat (12.1-chizma).

v y=mk+ n‘,/'
m>0 .7

P l’_”_ ______ Y= [k
Te ¢

(T k)
ko : nk/

l > N
0 T ,{ 0 7

12.1-chizma 12.2- chizma
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O‘zgaruvchi jamg‘arish normasi s(f), 0 < s(¢f) < 1 boshqansh funksiyasi
vazifasini bajaradi. Agar shu funksiya ixtiyorty qiymatlar gabul qilsa, bitta
boshlang‘ich 4 >0 nuqtadan chigadigan barcha holatlar trayektoriyalari
oxirlan M to‘plamni tashkil etadi. Uni oxargi holatlar to*plami deyiladi.

Masalaning qo‘yilishini bayon qilishdan avval optimal boshqarishga oid
ba’zi tushunchalami keltinb o‘tamiz.

Masalaning qo‘yilishini bayon gilishdan avval optimal boshqarishga oid
ba’zi tushunchalami keltirib o‘tamiz.

Avvalo (12.2) da s(¢) funksiyani boshqarish deb ataladi. Agar s(¢) bo‘lakli-
uzluksiz bo‘lib, [0; 7] da 0 < s(f) <1 tengsizlikni ganoatlantirsa, u joiz
boshqanish deyiladi. Agar s(f) joiz boshqarish uchun (12.2) ning trayektoriyasi
k(0)=k, va k(/)e M shartni qanoatlantirsa, u obyektni (iqtisodiy sistemani)
k, boshlang‘ich nuqtadan k(7) € M nuqtaga o‘tkazuvchi joiz boshqarnsh
deyiladi.

Endimasalaning qo‘yilishini bayon gilish mumkin.

Masalaning qo'yilishi: (12.2) - (12.5) obyektni (iqtisodiy sistemani)
qurollanganlikning boshlang‘ich holati £, >0 dan M to‘plamning (nurning)
biror k(1) nuqtasiga o‘tkazuvchi bo‘lakli-uzluksiz boshqarishlar s(z),
0 < s(f) < 1 ichidan (12.5) jamlama iste’mol funksionaliga maksimal giymat
beradigani topilsin.

Masala yechimining mavjudligi. Qo‘'yilgan masala optimal
boshqarishning o ‘ng uchi qo 'zg ‘aluvchi vatayin vaqth masalasidan iborat.
Shu masala uchun optimallikning zaruriy shartini ifodalaydigan
Pontryaginning maksimum prinsipi ifodasini keltiramiz (garang: Pontryagin
L.S. va boshqalar, MaTeMati4yeckas TCOpHS ONTUMAILHLIX [TPOLECCOB,
M.: Hayka, 1983, c1p.79).

12.1-teorema (zaruriy shart). Faraz etaylik, n o‘lchovii Yevklid
SJazosi E" da harakat tenglamasi

k=A(k,0)+Bk,1)-s() (=1). (12.6)
va optimallik belgisi

J[s]= jA (k,t)+ B, (k,t)-s(t)]dr [ [re dt] (12.7)

berilgan bo 'Isin. BundaA, B, A, B,matritsalar E"’ dag7 C’sinfgategishli
va s (t)e U, U — qavariq kompakt.
Gamiltonianni

HO,k,t,5) = o Ok, 1,8) + (w, f(k,1,5)), W=(Wo,¥) (128)
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va qovushgan sistemani
W, =0, Y, =—-— =y, '“"_Z VY (12.9)

tuzamiz.

Agar holat nuqtasini (qurollanganlik holatini) boshlang ‘ich k, > 0
holatdan M = { (1, k). t > T k(T) > k_, k> 0, k, < k, } to ‘plamning biror
nugqtasiga o ‘tkazuvchi joiz boshgarish (12.7) funksionalning maksimumi
ma ’'nosida optimal bo ‘lsa, unda (12.9) govushgan sistemaning shunday

nolmas yechimi \y(t) mavjud bo 'ladiki, quyidagi shartlar bajariladi:
1° H funksiya ixtiyoriy t > 0 uchun s bo'yicha s =s(t)e U nugtada
maksimumga erishadi:

H (), k(1),1,5()) = max H(§(), k(). 1,5) (12.10)

2% t =T da o 'ng uchda transversallik sharti bajariladi, ya'ni
wit) 20, (y(T), k(T)-k,)=0. (12.11)
3% w, =const 20 . (12.12)

Optimallikning vyetarli sharti sifatida biz Li-Markus teoremasidan
foydalandik (qarang: JIu E.B., Mapkyc JI. OcHOBB TeOpUH OITTHMATh-
Horo ynpagietust. M.: Hayka, 1972, c1p. 288 — 4-teoremaning 2-natijasi).
Ko‘rilayotgan 1qtisodiy masalan: e’tiborga olgan holda bu teorema
quyidagichaifodalanishi mumkin.

12.2-tecorema (Li-Markus teoremasi). Harakat tenglamasi (12.6)
va optimallik belgisi (12.7) belgisi berilgan bo 'lsin. Yana ushbu

k()I<b, ytel0;T]

tekis baho mavjud va tayinlangan k hamda t lar uchun

Vik,t)=4 (fo(k,t,s),f(/c,r,s)): sel)}

to'plam s bo'yicha qavarig bolsin, bunda f’= A +Bs, [ A + Bs.

Agar (12.6) obyektni berilgan boshlang ‘ich k holatdan M to ‘plamning
biror nuqtasiga o ‘tkazuvchi hech bo 'Imasa bitta joiz boshqarish mavjud
bo'lsa, unda (12.7) funksionalning maksimumi ma'nosida optimal
boshgarish s () ham mavjud bo ‘ladi.

(12.2) - (12.5) obyekt uchun Li-Markus teoremasining shartlari baja-
riladi. Bunga bevosita teorema shartlarini tekshirish bilan ishonch hosil qilish
mumkin. Shuning uchun qgo‘yilgan masalaning yechimi mavjud bo‘ladi.
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Masala yechimini qurish. Endi qo‘yilgan masala yechimini qurishga
kirishamiz. Buning uchun boshlang ‘ich £, nuqtadan chiqadigan va A/ numing
biror nuqtasiga olib keladigan shunday trayektoriya qurish kerak bo‘ladiki,
shu trayektoriya bo‘ylab jamlama iste’mol funksionali (12.5) o°zining eng
katta qiymatiga erishadi. Demak, bo‘lakli-uzluksiz s(¢), 0 <s(f) < 1
boshqarishlar ichidan optimal boshqarishni topish kerak bo‘ladi. Masalani
yechishga quyidagicha yondashamiz: avval Pontryaginning maksimum
prinsipini ganoatlantiradigan boshqarishni va unga mos trayektoriyani
topamiz. So‘ngra topilgan boshgarish va trayektoriyalaming (12.5) funksio-
nal maksimumi ma’nosida optimalligini isbot etamiz.

Maksimum prinsipini qanoatlantiradigan holatlar trayektoriyasini qura-
miz. Gamilton funksiyasini tuzamiz:

H=y,(1=9)f(k)+y-[s f(k)-(n+n)k |. (12.13)
Yordamchi funksiyalar uchun govushma sistema quyidagicha yoziladi:

Y, =const 20,

b= Ty =0 Wy ls S -] (219

Ong uchdagi transversallik sharti yw(7T) (k(T) - k,) = 0 tenglik bilan
ifodalanadi. Undan (12.4) gako‘ra
w(T)=0 (12.15)
tenglik kelib chiqadi.
H funksiyaning s bo‘yicha maksimumga erishishi shartidan quyidagi
natija kelib chigadi:

0, agar y—y, <0,
s(t)=4 1, agar Y-y, >0, (12.16)
0<s<l1, agar y—vy,=0.

Ta’kidlab o‘tamizki, maksimum prinsipiga ko‘ra y,=const20. y, =0
bo‘lsin. Unda y~ y, =0 bo‘ladigan [t ;1,] < [0; 7] kesma mavjud emas.
Agar y— vy, =0, y/e|[1;1,] bo‘lsa, y=y, =0 bo‘ladi. Ammo v, va
y(7) lar maksimum prinsipiga ko‘ra bir vaqtda nolga teng bo‘la olmaydi.
Shuning uchun y, >0 gaasosan y, deb , =1 ni olish mumkin. Shunday
qilib, (12.6) ni quyidagicha yozish mumkin:

0, agar vy <1,
s(t)=< 1, agar y>1, |
0<s<l, agar y=1. (12.17)
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Agar [1,;1,]c[0; T kesmada y (1) = | ayniyat o 'rinli bo‘lsa, (12.14) dan ushbu

flk)=p+n (12.18)
ayniyat kelib chigadi. Bu ayniyat ¢ ga oshkor bog‘liq emas, shuning uchun
k ganisbatan tenglama deb qarash mumkin. Ravshanki, f'(k) = p+n teng-

lama yagonamusbat j — j yechimga ega. Shunday qilib, (12.2) tenglama

[t,,t,] kesmada yagona musbat statsionar yechim k(1) = k >0 gaega. Unga

mos jamg ‘arish normasining (boshqarishning) o‘zgarmas § qiymati ushbu

(Rtnk _k f(k)
S(k) S (k)
formula bilan topiladi. (k) funksiyaning neoklassikligidan (ya'ni

S =k (k)>0,Vk) 0<s <1 tengsizlik kelib chiqadi.

Demak, y (/) = 1 bo‘ladigan [t , 1,] kesmada jamg ‘arish normasi giymati
o ‘zgarmas va (12.19) formula vordamida bir qiymatli topiladi. Shunday
qilib, s(¢) uchun (12.17) munosabatlami uzil-kesil quyidagi ko‘rinishda
yozish mumkin:

5= (12.19)

0, agar wy<l,
s(1) = 1_, _ _ _ agar wy>1, (12.20)
S=k f(k)/f(k), agar y=1.

Endi y = 1 bo‘lganda (12.14) quyidagi ko‘rinishni oladi:

W==(=5) /')~ f'(k)~(u+m)] w . (1221)

Transversallik sharti (12.15) gako‘ra w(7T) = 0 < 1 kelib chiqadi. Shuning
uchun (12.20)dan s(7) =0 bo‘ladi. w(¢) funksiyaning uzluksizligi
bo‘yicha shunday [t; 7] kesma mavjudki, unda yw(7) <1 tengsizlik
o‘ninli bo‘ladi. Ikki hol yuz berishi mumkiin;

A) y()<l va [t;T]=[0;T];

B) w()<l, te(t;T1c[0;T]; w()=1, [t;T]c[0;T]

A) holida (12.20) ga ko‘ra s(¢) =0, vy t€[0; T], ya’mi barcha resurslar
iste’'molga yo‘llangan va kapital xarajatlarga resurslar ajratilmagan.
Resurslarni bunday tagsimlash faqat matematik ma’nogaega, ammo iqtisodiy
ma’noga ega emas. Shuning uchun bu holni ko‘rmaymiz.

B) holida (12.20) ga asosan s(¢) =0, \/ f€[t;; T]. Unda (12.21)
quyidagicha yozladi:
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y=—f"()+(n+m)y. (12.22)
Bundan (12.15) transversallik shartini ¢’tiborga olib, (12.21) differensial
tenglamani integrallaymiz:

T
w=[/(k(r)- e ™ 0dr (12.23)

bunda k(f) ushbu

k=—(u+n)k (12.24)
differensial tenglamaning yechimi, #(7) = k.. Bu yechim quyidagi
ko‘rinishga ega:

k(t) =k -0 (12.25)

Endi w(1,)=1 bo‘lgani uchun s(t,)=5 va k(-:l):/;, Shuning uchun
(12.25)dan t =t, da

ky LWIT-T) _
kelib chiqadi. Bundan

T-1= L -lni

pn  kr

kelib chiqadi. Shunday qilib, t <T gako‘ra
k, <k (12.26)

tengsizlikka erishamiz. Bu tengsizlik qurollanganlikning rejalashtirilayotgan
potensiali qurollanganlikning statsionar rejimdagi (balanslangan o‘sish
rejimidagi) iqtisodiy potensialidan kam bo‘lishi kerakligini anglatadi. Bundan
tashqari, ushbu

1 k
‘In—>0 (12.27)
pim  kr
tengsizlik o‘rinli bo‘lishi uchun rejalashtirish ufqi 7> 0 yetarli katta bo‘lishi
kerak.
(12.22) ga ko‘ra > 1, migdor y(t) funksiyaning statsionar nuqtasi
bo‘ladi. Hagiqatan,

W(1) =~ k(1) +(u+m) wit) == () + () -

1, =T-
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Shunday qilib, y(¢) funksiyas = 1, nuqtada ekstremumga ega bo‘lishi
mumkin. Haqiqatda ham, shu funksiya ¢ = t, da o°zining mahalliy
maksimumiga erishadi. Buni ko‘rsatish uchun \ ni hisoblaymiz:

P==f"0) k+ ()
Bundan f"(k)<0, 1‘;(‘51)=“(M+71);<0a Y(1,)=0 munosabatlarga

ko‘ra y(t,)<0 kelib chigadi. Shuni isbot etish talab qilingan edi. Yuqoridagi
mulohazalar natijasida y (f) < 1, V t€[1; T'] tengsizlikka ega bo‘ldik.
Endi rejalashtirish davrining boshqa resurslarming taqsimoti bilan
shug‘ullanamiz. Boshlang ‘ich vaqt ¢ = 0 da uch hol yuz berishi mumkin:
a) y(0)=1, b) yO)<1; v) y(0)>1
Ularni alohida-alohida o‘rganamiz:
a)hol. y(0)=1bo‘lganda, o‘znavbatida, uchta kichik hol yuz berishi
mumkin.

Dwy()=1,1€[0; t,]. Unda (12.18) gako‘ra k([):E ayniyat o‘rinli.
Bundan k, =k kelib chigadi. Ammo (12.3) va (12.26) shartlarga ko‘ra

ky < k tengsizlik o‘rinli. Bu & = I_c_ga ziddiyat. Demak, bu hol yuz bermaydi.

DyO0)=1y@)<1(y@)>1), Vte(0; ). Buhol b) vav) hollarda
keltiriladi.

b) hol. y(0) < 1. Bunda yoki yw(¢) <1, V te[0; T], yoki shunday
son 1,> 0 mavjud bo‘ladiki, y(t,) = 1,0 <z <Tbo‘ladi. Agar (/) <1,
Vte[0; T] bo‘lsa, (12.20) ga asosan s(¢) = 0 bo‘ladi, ya’ni barcha
resurslar iste’molga ajratiladi. Yugorida aytganimizdek, bu holning iqtisodiy
ma’nosi yo‘q. Agar shunday t,> 0 son mavjud bo‘lsaki, y(t,) = 1 bo‘lsa,
[0; t,] kesmadas(t) =0 gaegabo‘lamiz. Unda y (¢) uchun mos tenglama
(12.22) bilan, qurollanganlik 4 () uchun esa—(12.24) tenglama bilan ustma-
ust tushadi. Endi (12.24) tenglamaning k(0) =%, boshlang‘ich shartni
ganoatlantiradigan yechimini topish uchun uni integrallab topamiz:

k(t)y=k,e ", (12.28)
Bundan t=t da y(t,) =1, k(10)=1? tengliklar o‘rinli bo‘lgani uchun

k= k,-e” ™% tenglikka egamiz. Uning ikki tomonini logarifmlab, T,

uchun quyidagi formulani chiqaramz:
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1 k
1, =—-In-<
0 htn ok (12.29)

Bundan ;> 0 bo‘lgani uchun k(0)>12 tengsizlik chigadi. Ammo bu

k, <k tengsizlikka zid. Shunday gilib, b) hol ham sodir bo‘la olmaydi.

v) hol. v (0) > 1. Bu holda yoki w(t) > 1, V t€[0; I'], yoki shunday
1,> 0 son mavjud bo‘ladiki, y(z,) =1 bo‘ladi. Agar y(1)>1, te[0; T']
bo‘lsa, (12.20) ga ko‘ra s(¢) =1, t€[0; T'], ya'nit barcha resurslar butun
rejalashtirish davrida kapital harajatga ajratiladi. Bu esaigtisodiy ma’nogaega
emas. Agar shunday 1> 0 son mavjud bo‘lsaki, y(t,) =1 bo‘lsa, s(t) =1,
V t€[0; 1,1 bo‘ladi. Buholda (12.2) tenglama quyidagi ko‘rinishni oladi:

k=fk)-(u+n)k. (12.30)
Biz o‘zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamaga egamiz. Uni £(0) = &,
boshlang ‘ich shart uchun integrallaymiz:

k(1)
t= | &
W JE-(+mE-
Ushbu w(t,) =1, k(t,) =k tengliklamni e’tiborga olib, 1, uchun formula
chiqaramiz:
K
) e e S
k JE)-(R+Mn)E
Ma’lumki, £ <k da f(k)—(r+n)k <0 tengsizlik o‘rinli. Shuning uchun
(12.31)dan t,>0 kelib chigadi.
Endi k(¢) funksiya 1, nuqtada mahalliy maksimumga erishishini
ko‘rsatamiz. Hagiqatan,
k.(t)=f(k)-(n+n)k = f(k)-f(k) k>0
(bunda k_(to) ~ k(1) funksiyaning t, nuqtadagi chap hosilasi). Agar 1> 1,

(12.31)

da k(f)=k =const ayniyatni e’tiborga olsak, k,(1,)=0 bo‘ladi (k,(t,) —
k(¢) funksiyaning 1, nuqtadagi o‘ng hosilasi). Ushbu munosabatlar

],'-_(to)> 0, lé+(10)=0, k()= k = const , 1 >t k(t) funksiya uchun mahal-

liy maksimum nugqtasi ekanini ko ‘rsatadu.
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y(t) funksiya uchun s=1 bo‘lganda (12.21) dan
V=[+n)-0)]w()
differensial tenglama hosil bo‘ladi. Bundan f'(k(t,))=f '(1;) ,w(t)=1
munosabatlarni e’tiborga olib, ushbu
(o) = @ +m- rd@0)] 1=0
tenglikka ega bo‘lamiz. Bu esa, w(/) funksiya /=1 da ekstremumga ega
bo‘lishi mumkinligini ko‘rsatadi. y (¢ ) funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasini
hisoblaymiz:
V=) ky+H e - o).

Bundan /=1, daquyidagiga ega bo‘lamiz:

#(10) == 170 | £ )= (O] wiz) - £06) in(ze) =
=7 @ 7 @®) - @rmb)]
Ushbu f(k)—(u+n)k=f(k)-(k)k >0, f"(k)<0 munosabatlarga

ko‘ra y(t,)>0 tengsizlik kelib chiqadi. Shuning uchun () funksiya
t =1, nuqtada mahalliy minimumga ega va t€[0; t,] da w(/) > 1.

Shunday qilib, biz T, ((12.31) ga qarang) va t, ((12.27) ga qarang)
miqdorlami hisoblash uchun formulalar chigardik. Agar rejalashtirish ufqi
T>0 shunday tanlangan bo‘lsaki, 0 < t, < 1, <T tengsizliklar o‘rinli bo‘lsa,
unda (12.18) tenglama bilan topiladigan balanslangan o‘sish rejimi k()=
ko‘rilayotgan igtisodiy dinamika modeli uchun magistral deyiladi. U (¢; k)
tekislikda [t,;t,] vaqt oralig‘iga mos gorizontal kesmadan iborat. Unda
1, — magistralga go ‘nish, 1, esa magistraldan tushish momentlari deyiladi.

Endi 7> 0 ni qanday tanlanganda t, — 1, musbat bo‘lishi mumkinligini
tekshiramiz. Shu 1, — 1, ayirmani hisoblab, 7> T, tengsizlik bajarilishi
T,-1,> 0 ni ta’minlashga amin bo‘lamiz, bunda

r k
el k&
p+n ki fE)-(n+m)E
1,-1,=7T-T,, T,=1,+(T-1)=T-(1,-1,). Boshqacha aytganda,

1
T, miqdor [0; t)] va [t, T] kesmalar uzunliklan yig‘indisidan iborat.

Shunday qilib, 7, — 7, 20 tengsizlik T- T » 2 0 tengsizlikka ckvivalentdir.
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Agar T=T, tenglik o‘rinli bo‘lsa, t,= 1, va magistral mavjud emas, &,
nuqtadan M to‘plamga harakat bitta o‘tish (boshqarishni bir marta
o‘zgartirish) bilan amalga oshiriladi. Agar 7> T tengsizlik o‘rinli bo‘lsa,

unda k(f) =k magistral mavjud bo‘ladi. Shu bilan birga, T, va T, momentlar

ham mavjud va (12.31), (12.27) formulalar bilan hisoblanishi mumkin. Shu
momentlar boshqarishni o°zgartirish (almashtirish) momentlandir. Agar T
yetarli katta qilib olingan bo‘lsa, T, — 1, — magistral bo‘yicha harakat davri
T> 0 gayetarli “yaqin” bo‘ladi.

Masala yechimining optimalligi. Ta’kidlab o‘tamizki, quyidagi

1, agar 0st<rt,,
S(’)= E, agar t S’<T, 12.32
0, agar r?st<f (1232)

munosabatlar bilan tavsiflanadigan s(¢t) boshqarish zaruriy shartni, ya’'ni
maksimum prinsipini va o‘ng uchda transversallik shartini qanoatlantiradi.
Biz M numing shunday nugqtasini topishimiz kerakki, shu nugtaga obyekt
o‘tkazilishi kerak va (12.5) jamlama iste’mol funksionali eng katta qiymatga
erishsin.

Shu magsadda maksimum prinsipini gqanoatlantiradigan boshqa bosh-
qarishlarni ko‘ramiz. Aniqrog ‘i, quyidagicha aniglangan s (¢) boshgqarishni
olamiz:

E, agar =t <r1<9, 12.33
0, agar eost<T, (12.33)

1, agar 0<t<rt,,
(1) =
bunda 6 quyidagicha aniqlangan: k(T) =k, k; <k, <k , deylik. Unda
k{(t) uchun
k(t) = ky eI -D
y(f) funksiya uchun

y(t) = ?f’(k(t)) e gy

formulaga egamiz. Endi ® ni k(0) =k shartdan, ya’ni
ke LeBHXT-0) _ ];
tenglamadan topamiz. Bundan 6 uchun ushbu
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1,k
el (12.34)

0=T-

formula kelib chiqadi.

Shunday qilib, biz (12.2) obyektni berilgan boshlang‘ich k(0)=%_,
k, <k, <k holatdan M numing biror nuqtasiga o‘tkazuvchi va maksimum
prinsipini qanoatlantiruvchi ikkita (12.32) va (12.33) boshqarishlarga egamiz.
Bunda (12.32) boshqarish obyektni (7, £,) € Mnuqtaga, (12.33) boshqarish
esa, (T, k,) € M, k,> k. nuqtaga o‘tkazadi. Endi shu boshqarishlar uchun
(12.5) funksionalning qiymatini (12.33) boshqarish uchun hisoblaymiz.
Unda (12.5) funksional 6 ning funksiyasi bo‘lib goladi. Uni ®(6), ya’ni
J[s]= D(O)deb belgilaymiz. Sodda hisoblashlar yordamida topamiz:

d(0) = J[s] :]'(l—s(r)) F(k()) dr :To.dr+ T(I—E) F(k)dt+
0 0

To

T — T
+[f k(@) dt =(1-5)f(k)O -1)+ [ [ k(1)) dr (12.35)
0 0

— T
B(1,) = (1-5) £k )T, — 1) [ fk()) lt
bl
Endi M(B), 6 € [1,; T']. funksiyani o‘rganamiz. ®(t,) funksionalning
(12.32) boshqarishdagi qiymati. (12.35) funksiyaning hosilasini 6 bo“yicha
hisoblaymiz:

D'©O)=(1-5)f k)~ f(k)=-F f(k)=const <O (1236)

Bu @(0) funksiyaning chiziqli ekanini anglatadi. Boshqacha aytganda,
@(0) funksiya [t ; T'] kesmada monoton kamayuvchi. Shuning uchun
d(0) ning eng katta qiymatiga kesmaning chap uchida erishiladi, ya’ni
D(1,) > O©), v O € (1; T]. Shunday qilib, (12.5) funksionalning (12.32)
boshqarishga mos qiymati eng katta bo‘ladi, ya’ni (12.32) boshqarish (12.5)
funksionalning maksimumi ma’nosida optimal bo‘ladi. Buning ma’nosi
shuki, optimal holatlar trayektortyasi obyektni (7'; k£, | nuqtaga o‘tkazadi.

Optimal trayektoriyani qurish uchun 4 (f) funksiyani qavarigqlikka

tekshiramiz. [0, 7] kesmada s =1 bo‘lganda k=f(k)_(l»l+11)k

differensial tenglamaga egamiz. 1;5(1) ni hisoblaymiz;
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k(@)= RO -+ O =L k@)~ (4 ][ *@) = (k)]
Ammo [0; 1, ] kesmada f(k(1))>(p+n)k(), fMk(t)>p+n
tengsizliklar o‘rinli (12.3-chizmaga qarang), bunda k(ro):/:,

k()= f(k(t)) - (u+M) k(1) >0 . Shuning uchun k(1)> 0, ya'ni k(1)
funksiya [ 0; t, ] da qavariq (12.4-chizma).

v A k/\
P -
1 ”’ : |(T, kT)
v ko ! D
n JI’ : : :
: > ; N
< > . —
& k k 0 Tn T T !
12.3-chizma 12 4- chizma

Endi ma’lumki, [1,; 7] kesmada s = 0 va ushbu k(t) = —(L+m) k()

diffcrensial tenglamaga egamiz. Bundan foydalanib, k() nihisoblaymiz:

kO == (kO == (41 [ (1D AO]= 1+ k() >0
Bundan k(7) funksiya [t ; 7] kesmada ham qavangq ekani kelib chigadi
(12.4-chizma). Nihoyat, (12.32) optimal boshqarishga mos optimal
traycktoriyani uzil-kesil qurish mumkin. 12 4-chizmadan optimal trayektoriya
quyidagicha qurilgani ko ‘rinadi: obyekt &, holatdan ; holatga (& rdan ham
yuqoriroq holatga) tezkorlik bilan o*tkaziladi, keyin shu j holatda iloji boricha

uzogroq vagqt ushlab tuniladi. Nihoyat, ; holatdan ( [T, k ] nugtadan)
k. holatga ( (T, k,) nuqtaga ) tezkorlik bilan o‘tkaziladi (tushiriladi).
Yuqorida aytib o‘tilganidek, T — +eo da 1, — 1, — +o0. Shuning uchun
yetarh katta 7"lar uchun obyektni (1gtisodiy sistemani) boshqarish usuli iqti-
sodiy dinamikaning o‘zgarmas jamg ‘arish normali modelini boshqarishdagi
usuli bilan “yaqin”. Shuyaqinlik magistral teorema yordamida ifodalanadi.
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12.3-teorema (magistral teorema). Rejalashtirish davri T > 0 yetarli
katta bo'lsin. Unda (12.1) — (12.5) masala (12.5) jamlama iste 'mol
Junksionali maksimumi ma 'nosida optimal boshqarish s(t) mavjud U
quyidagicha qurilgan. rejalashtirish davrining boshida (ya'ni 0 <t <7,
da, bunda v, son (12.31) formula yordamida hisoblanadi) boshqarish
(jamg ‘arish normasi) s (t) = 1 rejalashtirish davrining oxirida (ya’ni
1, <t<Tda, bunda =z, son (12.27) formula yordamida hisoblanadi)
boshqarish s=0 bo'ladi. Qolgan vaqt davomida (ya'ni © <t <1 vaq!
oralig ‘ida) harakat k([)s]; magistral bo'yicha s(t)=s boshqarish
yordamida amalga oshiriladi, bunda } son — (12.18) tenglamaning
yechimi, 5 son esa (12.19) formula yordamida hisoblanadi (12.4-chizma).

Misol ko‘ramiz. Hisob-kitoblami Kobb-Duglas ICHF uchun olib boramiz:
F(L,K)=a,K"“L*, a,>0, 0<a <1. Ma’lumki, o‘rtacha mehnat
unumdorligi (k) = a,k* . Hisoblashlar jarayonidap van parametrlar kichik

H+nm

sonlar ckanini ¢’tiborga olish kerak. Shuning uchun ushbu sa<l
0
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.
Hisoblashlar natijasini keltiramiz:
.
E=(aa0 ]]_d 21, k,<k; <k;
H+n
1(1-a)
a a
k()= ° +[k(;_a - Je~(u+n)(ld)l 1€][0; 7
H+n H+m > (e[0T,
s(N=1;
_ = _ l-a
T, L 1n k"~ ! InZ () k >0

TR g (AR (Ca)@r) al-a)

1 a,o

1, =T+ L Ink; - n >0.
Htm (I-o)(p+m) wp+n -

_ 1 lnOL[ao—(},l+‘r|)k(1)_°‘]
C-a)pt+n) o) ptmh

s=a, 0<ax<l.
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12.2§. Iqtisodiy dinamikaning mehnat resurslari hajmi
chizigli-botiq modeli

Avvalgi paragrafda iqtisodiy dinamikaning mehnat resurslari hajymi
eksponensial (qavariq) funktsiya bo‘lgan modeli to°liq o ‘rganildi. Unda asosiy
fondlaming chiziqli yarogsizlanishi hisobga ohindi.Endi igtisodiy dinamikaning
mehnat resurslari hajmi chizigli-botiq modelini o ‘rganamiz. Asosty fondlaming
yarogsizlanishi yana chizigli deb qaraladi. Anigrog ‘1, 1qtisodiy dinamikaning
bir sektorli modeli quyidagi munosabatlar bilan benlgan bo‘lsin:

K@)=I()-pK(), 0<p<l, K(@0)=K,>0,
LO)=mLO+vK({), >0, v>0, L0)=L,>0,
Y(0)=F(L(1).K(0))=1(t)+C(r), (12.36)

1) =s(OY (1), C)=(1-s()Y(), 0<s()<], 0<r<T. |
Shu model uchun asosiy differensial tenglama quyidagi ko‘rinishga ega:
k(t)y=s(t) f(k)-(n+mk—-vk?, k(0)=ky>0. (12.37)
Rejalashtirish ufqi 7> 0, qurollanganlikning biror holati &, > 0 berilgan
bolsin, &, < k.. Yanak (T') 2 k, (12.4) tengsizlik bilan benlgan M to‘plam
va jamlama iste’mol funksionali (12.5) ham berilgan deylik. Keyingi
mulohazalarda qulaylik uchun ushbu

v

k)=k+ k?
x(k) e k>0 (12.38)
belgilashlarni kintamiz (11.3-§ga qarang). Bu funksiya quyidagi xossa-
largaega:
_ . , 2vk . 2v
x0)=0, y(k)>0, X'0)=1, ¥ (k)=1+=—""2>0, x"(k)=—->0, k 2 0.
| H+n

Endi (12.37) tenglama ushbu

k=50 f(k) = (n+m) x(k), *(0)=ky>0 (12.39)
ko‘nnishdayozladi.
Faraz etaylik,
p+n<s f'(+0) (12.40)

tengsizlik o‘rinli bo‘lsin.
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Masalaning qo‘yilishini bayon etamiz: ((12.39), (12.3)-(12.5))
obyektni (iqtisodiy sistemani) qurollanganlikning boshlang ‘ich holati k, > 0
dan M to‘plamning (numing) biror £(7") nugqtasiga o‘tkazuvchi bo‘lakli-
uzluksiz boshqarishlar s(f), 0 <s(¢) <1 ichidan (12.5) jamlama iste’mol
funksionaliga maksimal qiymat beradigani topilsin.

Masala yechimining mavijudligi Li-Markus teoremasidan (12.2-teoremaga
qarang) kelib chiqadi.

Masala yechimini qurish. Maksimum prinsipini ganoatlantiradigan
trayektoriyalarni avvalgi paragrafda qo ‘llanilgan usul bilan qurish mumkin.
Shuning uchun natijalami qisqacha bayon etamiz.

Gamilton funksiyasi va yordamchi o‘zgaruvchilar uchun govushgan
(govushma) sistema quyidagi ko'rinishga ega:

H=y,(1-5)f(K)+w[s f(K)-(u+mx(k) ], (1241

v, =20, wy,=const,
oH

\il=—E=—\uo(l—S)f’(k)+\u[Sf’(k)—(u+n)x'(k)]. (12.42)

O‘ng uchida transversallik sharti w(T') (k(T') - k,) = 0 kabi voziladi.
Bundan w(7) =0 (12.15) ga qarang). H funksiyasining maksimumi shartiga
ko‘ra (s bo‘vicha) s(f) boshqarish (12.16) formula bilan topiladi. Avvalgi
paragraflardagidek y,#0 ekani va y, deb y =1 ni olish mumkinligi
isbotlanadi. Shu sababli s(#) uchun formula (12.17) ko‘rinishda bo‘ladi.

Agar y() =1, Vte[T,,7,]€[0;T] bo‘lsa, (12.42) ga ko'ra ushbu
S1) = (u+m) x'(k) (12.43)

ayniyatga ega bo‘lamiz. Bu ayniyat s ga oshkor bog‘lanmagan. Shuning

uchun uni & ga nisbatan tenglama deb qarash mumkin. (12.43) tenglama

yagona musbat k=k yechimga ega. Qurollanganlikning k rejimiga
jamg ‘arish normasining ushbu

_(mm)xte) _ k) x'(k)

S(k) S k) x(k)
formula bilan aniqlanadigan qiymati mos keladi. Ravshanki, (<5 «]. Shunday
qilib, w(#) = 1 bo‘ladigan vaqt oralig‘i [t ; 7 ] da jamg‘arma normasining
qiymati (12.44) formula yordamida bir qiymatli aniqlanadi va s(f),
7 t € [0; T] uchun quyidagiga egamiz:

5 (12.44)
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0, _ _ agar wy<l,
o LR) x(B)
1) = = = =, =1,
MW= ) ey Y (12.45)
1, agar y>1.

Endi y, = 1 bo‘lganda (12.42) ni quyidagicha yoziladi:

V=—U-9) " 0)-[s fE) -+ ®]y. (1246
Transversallik shartiga ko‘ra w(7")=0<1 bo‘lgani uchun (12.45) ga asosan
s(T)=0 tenglik o‘nnli. y(¢) funksiyaning uzluksizligiga asosan y(7') < 1
bo‘ladigan [T,;71<[0;7] kesma mavjud. Ikki hol yuz berishi mumkin:

Ay w(T)<lva[7;T]=[0;T];
B) w(I)<1, te(x;T), w(r)=1, [1,T]<[0,T].
A) holini ko‘rmaymiz, chunki bu hol iqtisodiy ma’noga ega emas.
B) holida s(1)=0, Vre[7,;T]. Bunda (12.46) tenglama quyidagicha
yozladi:
y=—f"k)-(n+n) ')y, Vre(T:T). (12.47)
Shu chizigli bir jinsli bo‘lmagan tenglamaning y(7') = 0 shartni

ganoatlantiradigan yechimini yozamiz:

I
em) [ ke (p))dp

w=?f’(k(t))-e : dr, (12.48)

bunda A(f) - (12.39) differensial tenglamaning s(£)=0 bo‘lgandagi yechimi,
ya’ni
k=—(p+n)-xk), k(T)=k, (12.49)
tenglamaning yechimi. y (k) funksiya (12.38) formula bilan aniglanadi,
shuning uchun (12.49) o*miga ushbu
k=—(u+n)-k—vik?, k(T)=k, (12.49°)
Bernulli tenglamasiga egamiz. Uni integrallab yechimini topamiz:

k() = 1 =

[L+LJ_2-(u+nxr~f)_L
kyr utm Bt
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_ k; (u+n)-e‘““‘)‘7"')
- (H+M+V-k)—Vv -k, Lo~ RHAXT-0) - (12.50)

Ushbu y(T,) =1 tenglikdan s(T,) =5 va k(T )=k kelibchiqadi. Shusabali
t =7, da (12.50) dan topamiz:
¢ '[kl+ v ] E-(utntvky)
~ + . +
T-1= 1ln r BTN 1ln hintve
p+n 14k — K+N bk (p+m+vk)
H+1M

Rejalashtirish ufgi 7> 0 yetarli katta bo‘lgani uchun 7 —7,> 0 tengsizlik
o‘rinli va oxirgi tenglikdangi logarifm musbat. Bundan

kpantvl)
ko (pinsvk) YK k>

tengsizlikka egamiz. Endi 7, uchun formulani yozamiz:

% o7 klrnevk)
KN k. (u4n+vk)

(12.51)

Endi(12.43),(12.47) largako‘ra/ =T, nuqta y(¢) funksiyaning statsio-
nar nuqtasi bo‘ladi. Haqiqatan,

Y(E) ==L kG + R+ *(E) w(E) =
=—f'(E)+(n+n)x(k)-1=0.
Shu nuqtada (,) ni hisoblaymiz:
Y == EORE) + (1) [ 1) wE) RE) +x @) W(E) =
=—f"k) k(F) +(n+n)x"(k) k(F)-
(12.39) ga ko‘ra k=—(u+m)-y(k) va k(T)=—(+m-xk)<0.

Shuning uchun ¥(T) < 0. Demak, y(/) funksiya T nuqtada mahalliy
maksimumga erishadi. Shunday qilib, keyingi mulohazalarda muhim bo‘lgan
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v <1, vtre(T; 7, yr)=1 (12.52)
tengsizlikka egamiz. Bu harakatning yakuniy bosqichis (t) =0, t [T, T]
boshqarish bilan amalga oshirilishini anglatadi. Shu bilan birga, w(37)) =1,

k()= k . Harakat tenglamasi quyidagi ko‘rinishgaega ((12.41) ga garang):

k=-(u+n)x(k) yoki k=—(u+nk-vk’.
Bu tenglamaning yechimi £(7°) > k, da(12.50)ko‘ninishdayoziladi. Ammo
K%)=k bo‘lgani uchun k(T)=~u+n)yk)<0 vaVvre(7;T] da
k()=—(u+m) x(k(#)) <O tengsizlik o‘rinli. Demak, k(f) funksiya ( 1,;T]
da monoton kamayuvchi.

Endi rejalashtirish davrining boshida resurslarni optimal boshqarish
masalasi bilan shug ‘ullanamiz. Ravshanky, f = 0 bo‘lganda uch hol yuz beradi:
Ay yw(0)=1;b) w(0)<1;v) w(0)> 1. Avvalgi paragrafdagidek a) va b)
hollar yuz bera olmasligi ko‘rsatiladi.

Biz v) holini ko'ramiz. w(0)> 1 bo‘lsin. Unda yoki y(r) > 1,
v 1€[0; T'], yoki shunday t, > 0 son mavjud bo‘ladiki, y(t,) = 1,0 <t <T
tenglik o'rinli bo‘ladi. Agar w(r) > 1, yite|0,T] bo'lsa, s(t)=1,
v 1€[0; T']. kelib chiqadi. Buning iqtisodiy ma’nosi yo*q. Agar shunday T
mavjud bo-lsaki, T, <7 vaw(t,)=1 bo’lsa, unda [0; T, ] kesmada s(1)=1.
Endi (12.39) tenglama ushbu

k= £ (k)= (u+m) x(k) (12.53)
ko‘rinishga keladi. Bundan £(0)=4k,> 0 da
k(1) dF:

=

i S &)= (n+n)x(&)

kelib chigadi. y(t,) = 1, k(T,) = k bo‘lganda 1, uchun quyidggi formulaga
ega bo'lamiz;
K
%= & :
kS E)—(n+n) ()
Endi k, <k <k da f(k)—(u+mn)x(k)> 0 tengsizlik o‘rinli bo‘lgani
uchun (12.54) integral mavjud.

(12.54)
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Avvalgi mulohazalarga o‘xshash A(f) funksiya ¢ = T, nuqtada mahalliy
minimumga erishishini isbotlaymiz. Hagiqatan ham,

'k
L2k =
X' (k
b ) ),

flk) k()|

chunki f(k)>k f'(k), 3(k)>kx'(k), Vk>0; k (3,)=0, chunki

k_(7y) = )~ (u+m)alk) = f k)~

=ﬂﬂ®

t>7, da k() = k = const . Demak, k(f) funksiya ¢ =T, nugtada mahalliy

minimumga erishadi.
Shunga o‘xshash tasdigni y(t) funksiya uchun ham isbotlaymiz.

Hagqiqatan ham, ¢ > 7T, da s(f) =1 va (12.46) ga ko‘ra ushbu
V==L ®-@+m ' ®] v
differensial tenglama hosil bo‘ladi. f'(k(7,))= f’(l?) , W(7,) =1 bo‘lgani
uchun T, nuqtada ushbu
WG =-Lr® - ® | v =0
tenglik kelib chiqadi. Bu esa, T, nuqta y(f) funksiyaning statsionar nuqtasi

ekanini isbotlaydi.
Endi ¢ =7, da {y(¢) ni hisoblaymiz:

V==[f"(6)-(u+x" O]k v -1 )~ (w+m) x'(0)]- v,
W) = [ 7700 - (e 0] kG wiz)-
@ - @@ ) =
—[ 7@ - @] [ 7 &) - @50
Shunday qilib, (%)= 0, ¥(3,)>0 va w(f) funksiya t=%, nuqtada

mahalliy minimumga erishadi. Shuning uchun w() > 1, v/ 1€ [0,%,].
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Demak, T, moment aniglandi ((12.54) formulaga qarang). Ravshanki,
yetarli katta 7> 0 uchun 0<%, <%, <7 tengsizlik o‘rinli.

Endi T,-7, ayirma musbat bo‘lishi uchun 7 ni 7 >7, deb tanlash

etarli, bunda
~ k- k
Ty=1+T-1,= L lnk (p.+'r]+vkr)+ %

H+n kT(p.+'r]+vl:) kof(E,)—(P’LTI)X(E;)'

Qurollanganlik  ning (7,,7T,) intervalga mos & =k holati magistral
deyiladi. Avvalgi paragrafdagi kabi magistral uchlari (T,,% ) va (T,, k)
nuqtalardan iborat bo‘lgan gorizontal kesmalardan iborat. Agar T = 7~'0 bo‘lsa,

magistral mavjud emas, chunkiunda T,=7,. Agar 7 > 7~‘0 tengsizlik o‘rinli
bo‘lsa, magistral mavjud. Asosiy magsad qurollanganlik holatini iloji boricha
uzogroq shu magistral darajasida (holatida) ushlab turishdan tborat. Shunda
iqtisodiv dinamikaning o‘zgaruvchi jamg‘ansh normali modeli o*zgarmas
jamg‘ansh normali modchiga “vaqin” bo‘ladi.

Biz yuqorida optimallik va transversallik shartlarini qanoatlantiradigan
ushbu

, agar 0<i<rt,,

|
S(’): .;' , agar Ty <l < ‘fl , (1255)
0, agar T, <1<T,

boshgqarish funksiyasini qurdik. Shu boshqarish funksiyasining optimalligi
avvalgi paragrafdagidek isbotlanadi.

Optimal holatlar trayektonyasini qurish uchun uni [0;7,] va [7,; T]
kesmalarda o‘rganamiz. Agar t€[0; T, ] bo‘lsa, k= SR - (n+n)xk)>0,

k=f'(k)k—(u+n)y'(k)k>0. Shunday qilib, [0;7,] kesmada holatlar
trayektonyasi &, nuqtadan chigadi va A(f) funksiya monoton o‘suvchi va
qavariq.

Endi re[ 7 ; T] bo‘lsin. Bunda s(t) =0 va /é:—(p+n))((k)>0,
E:’(P+TI)X'(k)I‘;>0' Bundan holatlar trayektoriyasi [ T, ; 7] kesmada
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qavariqligi vamonoton kamayuvchiligi kelib chiqadi. j > k,bo‘lganiuchun

qurollanganlik holati j dan k, gacha pasayadi (12.4-chizmaga qarang).

Endi magistral teoremant bayon etsa bo‘ladi.

12.4-teorema (magistral teorema). Rejalashtirish ufqi T > 0 yetarli
katta bo'lsin. Unda ((12.39), (12.3)-(12.5)) masala uchun (12.5)
Junksionalning maksimumi ma'nosida optimal boshqarish s(t) mavjud va

u quyidagicha qurilgan: rejalashtirishning boshi (0,3, ) davrida harakat
s(t) = 1 boshqarish bilan, oxiri (T, ; T] da s(t) = 0 boshqarish bilan amalga
oshiriladi. Qolgan vaqt (T,;T,) davomida harakat k(t) = k magistral

bo'ylab s(f) =5 boshqarish, 0 < 5 < | yordamida amalga oshiriladi. Ushbu

1o, T,, § migdorlar mos ravishda (12.54), (12.51) va (12.44) formulalar

yordamida hisoblanadi, balanslangan o 'sish rejimi } esa (12.43)

tenglamaning yechimi.

Biz vugorida iqtisodiy dinamikaning asosiy fondlaming chiziqli
yarogsizlanishi va mehnat resurslart hajmi eksponensial hamda chizigli-
botiq funksivalar bo‘lgan modellarini to‘liq o‘rgandik. Shunga o‘xshash,
1qtisodiy dinamikaning mehnat resurslari hajmi chizigsiz-botiq bo‘lgan
modelini ham o‘rganish mumkin. Bu mavzuni mustagqil sh sifatida qoldiramiz.

12-bobga oid masalalar
I. Quyidagi ICHF lar uchun iqtisodiy dinamikaning mehnat resurslan

hajmi eksponensial funksiya bo‘ladigan modeli uchun /?, 5, T, T

miqdorlar hisoblansin:
2KL
—JKL F(LKy=-="~
1. F(LLK)=VKL . 5. F(L,K) A
2. F(LK)=YKI* . 6. F(L,K)=%(\/E+JZ)2.
3. F(L,K)=YK’L . 7. F(L,K)=VYKL* .
4 FULK) =KL o p k- —Y2KL

(JE+JZ)2 . VK +I2
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[I. [ bo‘limdagi [CHF lar uchun igtisodiy dinamikaning mehnat resurs-
lari hajmi chizigli-botiq funksiya bo‘lgan modeli uchun § ', 5, T,, T

miqdorlar hisoblansin.

12-bobga oid nazorat savollari

1. O‘zgaruvchi jamg *arish normali model uchun masalaning qo‘yilishini
aytib bering.

2. Iqtisodiy dinamikaning mehnat resurslari hajmi eksponensial funksiya
bo‘lgan modeli uchun asosty differensial tenglamani yozing.

3. Jamlama iste’mol funksionalini yozing.

4. Statsionar yechimning mavjudligi haqidagi teoremani aytib bering.

5. O‘zgaruvchi jamg ‘arish normali model uchun mos Gamilton
funksiyasini va yordamchi o*zgaruvchilar uchun qovushma sistemani
yozing,.

6. Balanslangan o°sishning optimal rejimini topish uchun tenglamani
yozing

7. Magistralga go‘nish va undan tushish momentlari uchun formulalarni
yozing.

8. Maksimum prinsipini ganoatlantiradigan boshqarishning optimalligini
1sbotlang.

9. Optimal trayektoriyalar tasvirini chizing.

10. Magistral teoremasini aytib bering.

11. Iqtisodiy dinamikaning mehnat resurslari haymi chizigli-botiq bo‘lgan
modeli uchun 2-10 savollarga javob bering.
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13- bob. IQTISODIY DINAMIKANING ISHLAB CHIQARISH
QUVVATIGA ASOSLANGAN MODELLARINI O‘RGANISH

Avvalgi boblarda iqtisodiy dinamika modellari o‘rganildi va ishlab
chiganilgan mahsulotni (millty daromadni) kapital xarajatga va iste’molga
optimal tagsimlash masalasi yechildi. Unda ICHF dan foydalanildi, ularga
neoklassik shartlar (5-bobdagi 1°-5° -neoklassik shartlarga qarang) qo‘yildi.
Har bir ko‘nlgan holda mos asosiy differensial tenglama yoki differensial
tenglamalarning asosiy sistemasi chiqarildi. Ularda qurollanganlik &(¢) yoki
qurollanganliklar & (f) va k,(f) (ikki sektorli iqtisodiy jarayon uchun)
noma’lum funksiya sifatida i1shtirok etdilar. Jon boshiga is’temolni
maksimallashtirish masalasini yechib, optimal jamg*arish normasini
(s; 0 <s<1) va balanslangan o‘sishning optimal rejimini ( k; k= const)
topdik. Shundan keyin model trayektoniyasini, ya’'ni L(¢), K(1), Y (), C()
funksiyalarni topish mumkin bo‘ldi.

A A. Petrov va uning shogirdlan igtisodiy dinamikaning modellarini
o‘rganish uchun boshqacha yondashishni taklif etishdi (garang: letpon
AA., Ilocnieno K.T"., lllaHaana A.A. OMLIT MATEMATUYECKOLO MOAEIIH -
POBaHHA DKOHOMUKHM. —M.: “DHeproatroMusaar”, 1996). Quyida biz shu
yondashishning mohiyatiga to“xtalamiz va ba’zi masalalami hal gilamiz.

Ishlab chigarish imkoniyatlari ishlab chiqanish guvvati — bir birlik vaqt
davomida maksimal ishlab chiqarilgan mahsulot migdori bilan o‘Ichanadi.
Ishlab chiqarish quvvatini M bilan belgilaymiz. Ishlab chigarish imkoniyatlari
ICHF bilan tavsiflanadi. Bu funksiya bir birlik vaqt davomida maksimal
ishlab chiqarilgan mahsulot migdon Y bilan ishlab chiqarish quvvati M va
foydalanilayotgan (foydalanilgan) ishchi kuchi R orasidagi bog ‘lanishni
beradi. Mos ICHF ni Y = F(M, R) deb belgilaymiz. Shu ICHF uchun
quyidagi xossalar qabul qilinadi:

a) agar M= 0 yoki R =0 bo‘lsa, ¥ = 0 bo‘ladi, agar hech bo‘lmasa bitta
ishlab chigarish faktori bo‘lmasa, ishlab chigarish mumkin emas;
b)R=R" bo‘lsa, Y =Mbo‘ladi, bunda R’= R"(M) — quvvatni to‘liq ishga
tushirish uchun zarur bo‘lgan ishchi kuchi migdon; agar M <M bo'lsa,
Y =Mbo‘ladi, bunda M "= M (R) — ishchi kuchi miqdori R quvvat M"(R)
ni to‘liq ishga tushirib yuboradi;
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oY 17) 4
—>0 - —>0 *bo* > =1 iaa-
v) P, ,agarM > 0; 3R ,agar R < R*bo‘lsa. Ma’nosi —1shlab chiga

rish faktorlari noldan farqli limit unumdorlikka ega;

o*Y
g) .5 <0, agarM>0;

Y
M — <0, agar R < R’- ishlab chiqarish faktorla-

’ azl
2

, oY >0,

OMOR
d) F(AM, ’R) =AF(M,R), L > 0 —1shlab chiqarish masshtabini oshirishdan
samaradorlik yo‘q.
Yuqoridagi d) xossaga ko‘ra quyidagi tengliklami yozish mumkin:

Y=M f(x), x=RIM, f(x)=F(lx), f(0)=0, f(x)=L x"=R"/M.
Quyidagi formulalar o*nnli:

rining kamayuvchi himit unumdorligi qonuni

%:f’(x)>0; —6A——f(x) x-f'(x}>0; 0<x<x":
oYy .,
M—=/1"(0)<0; g<x<x"

Shunday qilib, f(x) funksiyauchun (< y < x* yarim intervalda quyidagi
munosabatlaro’nnli;

f(0)=0} f(x')=1 f(x)>0 f”(x)<0 0< xf(x)
S(x)

lim fix) = { {;O(JFO) - chekli son

Xx—+0

13.1-§. Iqtisodiy dinamikaning ishlab chiqarish quvvati chiziqli
yaroqsizlangan modeli

Iqtisodiy sistemaning (iqtisodiy dinamikaning) shunday modelini
ko‘ramizki, unda ishlab chiqaruvchilar majmuasi o‘zaro mukammal
raqobatda bo‘lads, bir jinsli mahsulot ishlab chiqaradi va ishlab chigansh
faktorlaridan biri sifatida bir jinsli ishchi kuchidan foydalanadi. Bu modelda
ishchi kuchi eksponensial qonun bo‘yicha berilgan va ishlab chiqarish
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quvvatining chizigli yarogsizlanishi ¢’tiborga olingan. Shunday qilib, quyidagi
munosabatlar bilan tavsiflanadigan iqtisodiy dinamika modelini ko ‘ramiz:

le—pM, 0<pu<l,

R=2 R (R =Re™"), 120, R 20,
FMR)=J+C, x=
R<R',

R
VL 13.1
IY; (13.1)

bunda R* — taklif qilingan ishchi kuchi migdon, R — foydalanilgan ishchi
kuchi miqdori, I — vaqtning bir birligida yaratiladigan quvvat, J=541 - b
vaqtda J birlik pulga (fondga) aylanadigan mahsulotdan foydalanish zarur,
FWM,R)=J+ C - ishlab chiqarish va mahsulotni tagsimlash balansi
tenglamasi. Ushbu

A /
S J) (x* 1)

(x= D 1
] _________________

tgB = f'(+0)

S R

a4
=V

0

=]
]

13.1-chizma 13.2- chizma

M=1-pM (13.2)
differensial tenglama ishlab chiqarish quvvatining vagt o“tishi bilan yangi
quvvat kiritilishi hisobiga ortib borishini ifodalaydi, unda ishlab chiqarish
quvvati M(f) ning chizigli yarogsizlangani e’tiborga olingan. F{(M, R) —
neoklassik ICHF, bu funksiya uchun quyidagi munosabatlar o°rinli:

FM,R)=M f(x), f(x)=F(, x), x=R/x, f(0)=0.
Ishlab chiqanladigan mahsulot miqdori ishlab chiqarish quvvati bilan
chegaralangan, ya’ni F\M, R") =M, R 2 R’. Shuning uchun M =M (x")
va f(x") =1, x"= R"/M, bunda R" - ishchi kuchining quvvatni to‘lig
ta’minlash uchun zarur miqdon.
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Ish bilan band bo‘lganlar uchun jon boshiga iste’mol miqdorini
o‘rganamiz. Uni o =C/ R deb belgilaymiz. Eksponensial balanslangan o°sish
traycktoriyasining mavjudligi masalasi quyidagi teorcma bilan yechiladu.

13.1-teorema. Agar (13.1) ob ekt uchun ushbu

b(h,+w)+x"f'(x") <1 (13.3)

tengsizlik bajarilsa, unda eksponensial balanslangan o ‘sish trayektoriyalari
majmuasida o(x) ko'rsatkich (|0; x*|) maksimal qiymaiga erishadigan
trayekioriva maviud, unda x migdor (statsionar nugta) quyidagi tenglama-
ning yechimi bo ‘ladi:
Sx)=b(h,+p)+x f(x). (13.4)

Agar x, nuqta (13.4) tenglamaning yechimi bo‘lsa, unda x <x,<x’
tengsizlik o‘nnli bo‘ladi. Yuqoridagi (13.3) tengsizlik ishlab chigarishning
samaradorligi sharti deyiladi.

Misol sifatida Kobb-Duglas funksiyasini ko ‘ramiz:

FM,R)y=a,M*R"®,a,>0, 0<a<l. Unda f(x)=ax""*, x=RM.
f(x")=1 tenglikkako‘ra x™ = aol/(“_l) . (13.4) tenglama ushbu
1/0-a)
- [b (A, + u)}
0
a,o
yechimga ega. Samaradorlik sharti soddalashtirilgandan keyin
A, +H <%

ko‘rinishgakeladi. Ravshanki, x, < x" tengsizlik o‘nnli. Hagiqatan ham,

Y(1-a) -1/(1-a) .
xg:{M} <[b'°‘/b} =g V0 = "

a,o a,o

13.2-§. Iqtisodiy dinamikaning ishlab chigarish quvvati va ishchi
kuchi chizigsiz-yaroqsizlangan modeli

Igtisodiy dinamika modellarida asosan ishlab chiqarish quvvati chizigli
yarogsizlangan hollar ko‘riladi. Aslida ishlab chigarish quvvatigina emas,
balki ishchi kuchi ham “yarogsizlanadi” (stanoklar eskiradi, sinadi va h.,
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ishchilar kasal bo‘ladi, nafaqaga chiqadi yoki vafot etadi). Biz ishlab chigansh
quvvati va ishchi kuchi majmuyining chizigsiz yarogsizlanishiga oid model
bilan shug ‘ullanamiz.

Iqtisodiy dinamikaning modeli quyidagi munosabatlar bilan tavsiflansin,
deylik:

M=I—uR(p(%), 0<pu<l,

R:=KPR: (R::‘Roelpl), >0, ROZO,
R

FMR)=J+C, x=—,

(MR) Y,

R<R*,
J=b1,

bunda @(v) = ¢(1/x) funksiya (0; 1/x*) intervalda aniqlangan, ikki marta
uzluksiz differensiallanuvchi va quyidagi shartlarni ganoatlantiradi:

(13.5)

HO=0, 40, >0, ¢0)>0, ue(0:-1 | m@@=0. 136)
X u
Shu (13.6) shartlarga ko‘ra ¢(u) funksiya qavariq, grafigi koordinata
boshidan abssissa 0‘qiga urinib chigadi va koordinata tekisligining I choragida
joylashgan, Bunda ¢(0)=0 tenglik M = 0 bo‘lganda ¢ (M/R) = 0 dan kelib
chigadi (13.3-chizma), ya’ni = 0 bo‘lganda M =0 bo‘ladi.
QOO YA

(" )p

1
)
]
]
)
)
]
)

N,

0 1 u 0

)
I
]
]
)
1
'
3
v
.
X

«
=}

13.3-chizma 13.4a- chizma 13.46 - chizma

(13.5) obyekt uchun ham (13.1) obyektdagidek iqtisodiy o°sish trayck-
tontyasi boshlang‘ich shart A/(0) =M, vaI(t), 1= 0 funksiya bilan aniq-
lanadi. Demak, (13.5) model uchun ishchi kuchi R*(t ) dan qanchalik darajada
foydalanilganligiga va ishlab chiqarilgan mahsulotni J (¢} va C (1) ga ganday
tagsimlanganligiga bog‘liq bo‘lgan o°sish trayektoriyalarini o‘rganamiz, Ular,
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odatda, quyidagi shartlar bilan ajralib turadi: to‘liq bandlik sharti R<R* va
x=const, Mf(x)=J+C. Ravshanki, R,=xM, M()=1,M().

Shuning uchun (13.5) ning birinchi tenglamasi ushbu

A MO =1()-pRO)- w(";((’))]

ko‘rimshda yoziladi. (13.5) da balans tenglamasi quyidagi

M) f(x)=b A M) +u1b R(t) (p(-l—j+c
x
ko‘rinishni oladi. Shu tenglikning ikki tomonini M (f) ga bo‘lamiz:

_ D€
f(x)—b[kp+px(p(x]j|+M'

C
=x-0(x) ekanini hisobga olib, quyidagi tenglikni hosil

Bundan ;! =

gilamiz:

:om
tiz

f(x)=b|:}»p+px(p[l\}+xm(x), X — parametr. 37
X/

Bunda w(x) — ish bilan band bo‘lganlar uchun jon boshiga i1s’temol miqdori
(jon boshiga is’temol funksiyasi).

Masala parametr x ning 0 < x < x* yanm intervaldagi giymatlari ichidan
jon boshiga is’temol w (x) = C/R funksiyasiga maksimal qiymat beradiganini
topishdan iborat. Quyidagi teorema bu masalaning yechimini beradi.

13.2-teorema. Agar (13.5) obyekt uchun ushbu

b +bp(p( ! j+x f(x"<1 (13.8)

tengsizlik bajarilsa, unda balanslangan eksponensial o ‘sish trayektoriyalari
majmuasida (13.1-teorema bilan tagqoslang) jon boshiga iste’'mol funk-
siyasi w(x) ga maksimal giymat beradigan trayektoriya mavjud.

Isbot. (13.7) bo‘yicha w(x) ni differensiallaymiz:

p-on[o w1} s,

bunda shtrix’* f’(x) da x bo‘yicha, ¢’(1/x) da ¢ (x) dan u bo‘yicha

d , o adu ) L .
hosilani, ya’ni ;u(g =@, (1) o ni anglatadi. ©(x) funksiyaning statsionar
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(x)

nugqtasini topish uchun =0 tenglamani yechish lozim. do(x)/dx =0

ni qanoatlantiradigan x nuqgtada f '(x) uchun formulaga egamiz:
) 1 1)
S ()=0x)+b P'[fp(—J"x‘P (— ’] (13.10)
X X/
Endi (13.9) ning 1kki tomonini yana differensiallaymiz:

f.(x)=_+_+xdxz ibp [q’(l/)f) @'(/x) w(l/X)( l]]

)
x X X

Bundan dw(x)/dx =0 ekanini hisobga olsak, ((13.6) ga qarang) quyidagi
natijaga kelamiz;

2
‘jix l:f( )— (iﬂ<0, 0<x<x

Agar x, nuqta do(x)/dx=0 tenglamaning yechimi bo‘lsa, x=x, da ®(x)

funksiya mahalliy maksimumga erishadi. (13.10) tenglamani o (x) ga nisbatan
yechamiz va ®(x) uchun topilgan ifodani (13.7) ga qo‘yamiz:

f(x)=bhr +b|u<p( )+xf(x) (13.11)

Shu tenglama musbat x,, 0 <x,<x" yechimga ega. Bu tasdiq quyidagi
mulohazalardan kelib chiqadi. Birinchidan, f(x) funksiya 0 <x<x" da
botiq va f(0) =0, f(x) = 1. Ikkinchidan, 0 < x< x" intervalda
Y(x)=bA,+bp'(l/x)+x f'(x) funksiya musbat. (13.8) ga ko‘ra
¢ (x") <f(x")=1. Shuning uchun (13.11) tenglama musbat x,, 0 <x,<x"
yechimga ega (13.4a,b-chizmalar). Shu x, son balanslangan eksponensial
o‘sishning izlangan trayektoriyasidan iborat bo‘lib, undajon boshigais’temol
funksiyasi @(x) maksimal qiymatga erishadi. (13.8) tengsizlik ishlab
chiqarishning samaradorlik sharti deyiladi.

Misol. Faraz etaylik, ¢ (u) = u* va F(M,R)=aM"R"“, a,>0,

0 <a<] (Kobb-Duglas ICHF). ¢ (x) funksiya uchun (13.6) shartlar
bajariladi. (13.11) tenglama quyidagi ko‘rinishni oladi:

b
a,x"™*=bA, +2—“+ao(l~a) x'™
x
Bu holda f(x)=a,x"™ va f(x")=1 dan x" =a,”™" . Topilgan x" ni
e’tiborga olsak, ishlab chiqarish samaradorligi sharti
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1
b, +2bpag™ <a”
ko‘nnishga keladi.
Agar a =1 bo‘lsa, x=1 bo‘ladi va samaradorlik sharti soddagina
ko‘nnishga keladi, ya’'ni
a
A, +2p< 5

13.3-§. Iqtisodiy dinamikaning ishchi kuchi chizigli-botiq,
ishlab chiqarish quvvati chizigli yarogsizlangan modeli

Avvalgi ikki paragrafda iqtisodiy dinamika modellarida ishchi kuchi
eksponensial qonun R = Roexf" bilan o‘zgargan hol ko‘nldi. Aslida ishchi
kuchi o‘zganishining tczhigi fagat ishchi kuchigagina emas, balki ishlab
chiqarish quvvatiga ham bog‘liq. Bu bog‘lanish R va M larga nisbatan chizigli
yoki chizigsiz bo‘lishi mumkin. Biz bog lanish chizigli bo‘lgan holni ko ‘ramiz.

Faraz etaylik, R=A AREVM A>0,v>0,R~ foydalanilayotgan (yoki
foydalanilgan) ishchi kuchi. Ishchi kuchi o°sishining eksponensial gonum model
o‘rganilayotgan butun vagt oralig‘ida o‘rinli bo‘lmaydi. Odatda R=R(¢) egri
chiziq S-simon ko‘rinishga ega bo‘ladi va vaqt o‘tishi bilan barqarorlashadi
(13.5-chizma) (qarang: P.Qoctep. O6HOBIEHUE NPON3BOICTBA: ATAKYIOIIHAE
BLIMIpLIBatoT. Mocksa. Iporpece. 1987, r1.4). Shuning uchun R=R(!) funk-
siyabotiqbo‘lishini,ya’ni R(f) <0 tengsizlikni ta'minlaydigan shartni topish kerak.

RA PLx) o

Ry

1
1
2

v

0 1 0 Xy X2

13.5-chizma 13.6 - chizma

aM A
13.1-lemma. Agar F(M, R") ICHF ning izokvantalarida R < ——Vp— <0

tengsizlik o ‘rinli bo ‘Isa, unda R'(t) <0 tengsizlik ham o ‘rinli bo ‘ladh.
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Isbot. Neoklassik IChF uchun izokvantalar F(M, R*) = C, C= const
tenglama bilan tavsiflanadi. Bundan

aM __oF oF _
dR OR M
kelib chigadi. Endi R(¢) ni hisoblaymiz:

4

R=X R+M=R| 2 M :R(k +vﬂJ
d PR dR )

M A, , . .
Shartga ko‘ra }7{ < —--- bo‘lgani uchun R(t) <0 bo‘ladi.
v

Agar F(M, R’ ) Kobb-Duglas ICHF, ya'ni F(M,R)=a,M “R"*,a,>0,

0 <a<1. bo‘lsa,

a_ 1-aM
dR a R
bo‘ladi. Shu sababli R(z) ning botigligi ushbu
— A M _ A
My M he
a R v R (I-a)v

tengsizlik bilan ta’mintanadi.
Endi 1qtisodiy dinamikaning modeli quyidagi munosabatlar bilan
tavsiflansin:

M=I-uM, 0<p<l,
R=X,R+VvM, A,>0, v>0,

FMR)=J+C, x=2

R<R?,

J=b-1,

Agar ishchi kuchi R(¢) uchun 13.1-lemmaning sharti bajarilsa, unda

R(t) ni chizzgli-botiq ishchi kuchi deyiladi. Chiziglilik g ning R va M ga
chizigli bog ‘ligligini, botiglik R(¢) ning botigligini anglatadi.

(13.12) obyekt uchun (13.5) obvektdagidek iqtisodiy o‘sish trayekto-

nyasi boshlang ‘ich shart A7 (0) = M, val(t), t=0 funksiyabilan aniglanadi.

>

(13.12)
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Bu (13.12) obyekt uchun ishchi kuchi R*(f) dan qanchalik darajada
foydalanilganiga va ishlab chiqarilgan mahsulotni J(¢) va C (1) ga qanday
tagsimlanganligiga bog ‘liqg bo‘lgan o‘sish trayektoriyalari majmuasi mavjud
ckanini anglatadi.

Iqtisodiy o‘sish trayektoriyalan ichida balanslangan o°sish (noekspo-
nensial) trayektoriyalarini o‘rganamiz. Ular, odatda, avvalgi paragrafdagidek
shartlar bilan ajralib turadi: to‘liq bandlik sharti R< R* va x = const,

M f(x)=J+C, R° =i R+VM R(([)) Bundan
M

M) = lR(z) M) =lR(:)=l[pr(z)+ vM(1)]=

1?(1)

x
Shunday qilib, ushbu

A%
=X, vM(t)=A t +~—1v1 t — (M
(=2, MO)+EM ()= [ x) 0.
Mt)=(x,+v/x)-M()
tenglikka egamiz. M(t) uchun topilgan ifodani (13.12) sistemaning birinchi
tenglamasiga qo‘yamiz:
(A, +Vv/x)}M@)=1-p-M

Bundan /(¢) =(7~P +u+ v/x)'M(t) . Balans tenglamasidan foydalansak,

M) f(x)=b [xp +p+X]M(z)+C(z)
X
yoki
C(1)

f(x)= b[k +u+ jM(z)

Ushbu o(x) = 80)
M

belgilash kiritamiz, u, ma’lumki, 1shlab chigansh bilan
band bo‘lganlar uchun jon boshiga iste’mol miqdonni anglatadi.
—=——=x-0(x)

M R M
ifodadan foydalanib quyidagi tenglamam hosil qilamiz:

f(x)=b[7»,,+u+3+xm(x). (13.13)
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Endi o(x) funksiyaning 0 < x< x" yarim intervalda mahalliy maksimu-
mini izlaymiz, Tekshirishlar natijasini keltiramiz.
13.3-teorema. Agar (13.12) ob 'ekt uchun ushbu

b(r, +u)+%+x'f’(x')<l (13.14)

tengsizlik o ‘rinli bo‘lsa, unda balanslangan o ‘sish trayektoriyalari
majmuasida (13.2-teorema bilan taqqoslang) jon boshiga iste 'mol funk-
siyasi o(x) ga maksimal giymat beradigan trayektoriya mavjud.

Isbot. (13.13) tenglikning ikki tomonini differensiallaymiz:

, bv do
X)=—-—+0(x)+x—
S(x) = (x) E (13.15)
statsionar nuqtada dw(x)/dx = 0 bo‘lgani uchun shu nuqtada

, bv
f (x)=—;2—+w(x) (13.16)
tenglama hosil bo‘ladi. Endi (13.15) ni yana differensiallaymiz:

2bv do do de
=ttt —t—
/) x> dx dx dx?

Bundan dw(x)/dx =0 ni e’tiborga olib, statsionar nuqtada

2bv d*e d*o 2bv

FE=20tn i S0

d’o
tengsizlikka kelamiz. Shunday qilib, F < 0. Demak, statsionar nuqtada

o(x) — jon boshiga iste’mol mahalliy maksimumiga enishadi. Statsionar
nuqtani topish uchun (13.16) tenglamani ®(x) ga nisbatan yechamiz va
(13.13) ga qo‘yamiz

f(x)=b(l,,+u)+%+xf’(x), f(0)=0, f(x)=1. (13.17)

Bu tenglama quyidagi xossalarga ega: uning chap tomonidagi funksiya
y=/f(x) botiq, grafigi koordinata boshidan /’(+0)> 0 burchak koeffitsiyent
bilan chigadi va f(x") = 1. (13.17) tenglamaning o‘ng tomont esa, x> 0 da
musbat, ammo qavariqligi haqida hech nimani aytib bo‘lmaydi. Shunga
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garamasdan (13.14) tengsizlik bajarilganda 0 <x<x' da y=f(x) va
y=b(\,+W+2bv/x+x f'(x) funksiyalar grafiklar o‘zaro albatta kesishadi
(13.4a,b-chizmalar). Demak, (13.17) tenglama musbat x, , 0 < x,<x*
yechimga ega. (13.14) shart igtisodiy dinamikaning (13.12) modeli uchun
ishlab chiqarish samaradorligi sharti deyiladi,

Misol ko‘ramiz. F(M,R)=a,M*R"*,a,>0,0<a <1 bo‘lsin. Unda
f(x)=ayx"™®. f(x)=1 tenglikka ko‘ra x" =g,"*". Endi (13.14)
tengsizlik

b, +n)+2bva,Y? <a (13.18)

ko‘rinishini oladi. Bu samaradorlik shartidir. Endi (13.17) ning o‘ng tomonini
¢ (x)deb belgilasak,

Yo ra,(l-a) x>0

o(x)=b (Xp +p)+

ifodaga ega bo‘lamiz. Ravshanki, 11m (p(x) 11m ¢(x) = +co . Bundan

@ (x) funksiya (0;+) da global mmlmumga ega ekani kelib chigadi, ammo
x € (0; x']. Hisoblashlar ko‘rsatadiki, ¢'(x) = 0 tenglamaning yechimi:

1
2a
X, = LZ 50,
as(l-a)

¢" (x)=0 tenglamaning yechimi (13.6-chizma).

1
2a
x2 = -va >0
aso(l-a)

vax, <x, bo‘ladi. (13.18) shart bajarilganda 0 <x, <x,<x"va 0 <x,<x" teng--
sizlik o‘rinli bo‘ladi. Agar v=0bo‘lsa, 13.1-§ dagi natijalar chigadi, samara-
by ) .
dorlik sharti A +p< 5 ko‘rinishda bo‘ladi va xj =———<x
a,o

tengsizlik bajanladi.

13-bobga oid masalalar

I. Quyidagi neoklassik IChF uchun (13.1) modelga o:d samaradorlik
sharti yozilsin va x° son f(x") = 1 shartdan topilsin. (13.4) tenglamaning
yechimi x topilsin. x, va x* sonlar taqqoslansin:
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1. F(M,R)=JMR . 2. F(M,R)=YMR* .

3. F(M,R)=YM*R . 4. F(M,R)=VYMR* |

s. Fom,Ry=2MR 6. F(M,R)=—~(v3 +R)"
M+R 4

7 PR = MR g pag Ry = —Y2MR

(Var+4R)" NIYEE

I. I bo‘limda berilgan neoklassik IChF uchun ¢ (¥) =#? bo‘lganda
(13.5) ga oid samaradorlik sharti yozilsin va x" son f(x') =1 shartdan
topilsin. (13.11) tenglamaning yechimi x, topilsin. x, vax® sonlar taggoslansin.

II. I bo‘limda berilgan neoklassik IChF uchun (13.12) modelga oid
samaradorlik sharti yozilsin va x* son f(x") =1 shartdan topilsin. (13.17)
tenglamaning yechimi x, topilsin. x va x” sonlar tagqoslansin.

Eslatma. Agar (13.4), (13.11) va (13.17) tenglamalami analitik usul
bilan yechishning iloji bo‘Imasa, tenglamalarni taqribiy yechish usullaridan
foydalanilsin.

13-bobga oid nazorat savollari

1. A_A. Petrov va shogirdlarining iqtisodiy dinamika modellanni o‘rganish
uchun o‘ziga xos yondashishi nimadan iborat?

2. A A. Petrov bo‘yicha ICHF xossalarini keltiring.

3. Iqtisodiy dinamikaning mehnat resurslari hajmi eksponensial bo‘l-
ganda ishlab chiqarish quvvati chiziqli yarogsizlanadigan modeli tavsifini
keltiring.

4. Eksponensial balanslangan o‘sish trayektoriyasining mavjudligi
haqidagi teoremani aytib bering.

5. Ishlab chiqarishning samaradorlik sharti nimadan iborat?

6. Iqtisodiy dinamikaning mehnat resurslan (ishchi kuchi) va ishlab
chiqarish quvvati chizigsiz-yarogsizlangan modeli tavsifini keltiring.

7. 13.2-§ dako‘rilgan model uchun 4 va 5 savollarga javob benng.

8. Iqtisodiy dinamikaning ishchi kuchi chizigli-botiq funksiya bo‘lganda
ishlab chiqarish quvvati chizigli yarogsizlangan modeli tavsifini bering.

9. 13.2-§ da ko‘rilgan model uchun 4 va 5 savollarga javob benng.

10. 13.2-, 13.2- va 13.3-paragraflarda ko‘rilgan modellarga misollar
keltiring.
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