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Устоаим - профессор 
{(учцорбой Бойкузиевни нг 
хотирасига багишлаймап

Маълумки, олий таълимни икки боск;ичли кцлиб ташкил 
этилганлнги, яъни бакалавриат ва магистратура боскичлари- 
дап иборатлиги олий малакали мутахассислар тайёрлаш сифа- 
тини кутаришга хизмат килмокда. Хакикатан хам, бакалавриат- 
да маълум йуналиш буйича у ёки бу касбни эгаллаш учун зарур 
булган фундаментал фанлар пухта урганилса, мах'истратурада 
шу йуналишга мос бирон бир мутахассисликни эгаллаш учун за­
рур булган фанларни чукур узлаштириб, бу фанлар ривожининг 
хозирги замон даражасигача урганиш имкони мавжудцир. Мана 
шу нуктаи назардан Караганда, магистратуранинг хар бир му- 
тахассислик фанлари буйича укув адабиётлари яратиш хрзирги 
кунда таълимнинг долзарб вазифаларидан бири булиб к,олмок,- 
да. Мазкур укув кулланма бу вазифани бажаришдаги бир кдцам 
булиб, магистратуранинг "Математика"(дифференциал тенгла- 
малар) мутахассислиги стандартига мос холда тузилган. Уни 
озишда муаллифнинг Фаргона давлат университетида олиб бор- 
ган назарий ва амалий машгулотлари асос килиб олинган.

Укув кулланма турт бобдан иборат булиб, у оддий дифферен­
циал тенгламалар учун классик ва ноклассик чегаравий маса- 
лаларни ва уларнинг ечиш усулларини урганишга багишланган.

Биринчи бобда оддий дифференциал тенгламалар учун икки 
пук,гали чегаравий масалалар урганилган. Унда берилган тенг- 
лама учун икки нук,тали чегаравий масала тушунчаси, унинг 
Грин функциясини тузиш усуллари, масала ечимини топиш фор­
мул аси келтирилган ва мисоллар ёрдамида мустахкамланган.

Иккинчи боб оддий дифференциал тенгламалар учун ноло- 
kiui шартли чегаравий масалаларни Урганишга багишланган бу­
либ, бу ерда аввал Фредгольм ва Вольтерра интеграл тенгла-



малари х,ак,идаги маълумотлар келтирилган. Сунгра дифферен­
циал тенгламалар учун Бицадзе-Самарский масаласи ва унинг 
умумлашмалари, биринчи ва иккинчи тур интеграл шартли ма- 
салалар баён к,илинган ва уларнинг ечиш усуллари келтирилган.

Учинчи боб интегро-дифференциал тенгламалар учун чега­
равий масалаларни Урганишга багишланган булиб, Фредгольм 
ва Вольтерранинг интеграл операторлари ва каср тартибли диф­
ференциал операторлар иштирок этган дифференциал тенгла- 
малар учун чегаравий масалалар баён кцлинган ва уларнинг 
ечиш усуллари келтирилган. Бу бобда каср тартибли дифферен­
циал оператор кдтнашган тенгламалар учун Вицадзе -Самарс­
кий ва интеграл шартли масалалар х,ам Урганилган.

Туртинчи бобда оддий дифференциал тенгламалар учун 
спектрал масалалар урганилган. Бунда аввал Штурм-Лиувилл 
масалалари сунгра эса нолокал чегаравий шартли спектрал ма­
салалар каралган. Боб сунгида умумлашган спектрал масалалар 
баён килинган ва уларнинг ечиш усуллари курсатилган.

Шуни таъкидлаб утамизки, ушбу кулланмада баён килин­
ган баъзи масалалар биринчи марта эълон килинмокда. Бундан 
ташкари, бу ерда Урганилган баъзи масалалар хусусий хрсила- 
ли дифференциал тенгламалар учун куйилган чегаравий маса­
лаларни урганишда фойдаланилиши мумкин.

Мазкур Укув кулланма кулёзмасини Укиб чикиб, уз фикр ва 
мулохазаларини билдирган физика-математика фанлари докто- 
ри Г.М.Муминовга. физика-математика фанлари номзодлари, 
доцентлар З.А.Ахмедовга ва Т.Г.Эргашевга, Укув кУлланмани 
нашрга тайёрлашда ёрдам берган укитувчилар А.И.Исмоиловга 
ва М.С.Азизовга муаллиф уз миннатдорчилигини билдиради.

Кулланмадан бакачавриатнинг "Математика" , "Амалий ма­
тематика ва информатика" йуналишларида таълим олаётган 
талабалар ва дифференциал тенгламалар билан шугилланувчи 
илмий тадкикотчилар х,ам фойдаланиши мумкин.

Муаллиф



I Б О Б

АСОСИЙ ЧЕГА РА ВИ Й  М А СА Л А Л А Р

1.1-§.Чегаравий масалалар х;ак,ида умумий тушунча

Дифференциал тенгламалар учун куйилган Коши (бошлан- 
гич) масаласи ни эслаб утайлик. Содда кдлиб айтганда, Коши 
масаласи кдралаётган дифференциал тенгламанинг берилган 
пуктадан утадиган интеграл чизигини излашдан иборат эди. 
Агар дифференциал тенгламанинг бирор бир интеграл чизигини 
берилган икки нукдадан утиши талаб этилса, бу масала Коши 
масаласидан фарк, кцлиб, берилган икки нукданинг х,ар бири 
учун алохдда олинган Коши масаласи ечимга эга булса х,ам, бу 
масала ечимга эга булмаслиги мумкин.

Биринчи тартибли дифференциал тенглама учун бу масала 
к,искача

/ (х > I/) > у ( х о )  =  уо, V { x i )  =  yi

каби ёзилади, бу ерда х0, Х\, у0, уj-берилган сонлар булиб. 
г„ ф Х\. Бу масалани Урганишда., агар к,аралаётган дифферен- 
HHfui тенгламанинг у (а;о) = уо шартни к,аноатлантирадиган ечи- 
ми мавжуд булса, у ечим у (жi) =  у\ шартни хам к,аноатлантира- 
дими ёки йук,ми? деган саволга жавоб бериш лозим булади. Бу 
х,олда тегишли саволга бевосита текшириш билан жавоб бериш 
мумкин. Масалан, у' =  ж-1, ж > 0, у (е) =  1, у{1) = 1 масала 
«•мимга эга эмас. Х,акикатан х;ам, берилган тенгламанинг умумий 
гчими у — In ж +  С  куринишга эга булиб, ундан у (е) =  1 шартга 
к .Ура 1 = In е+С , яъни С  — 0, келиб чикдди. Демак, у — In ж ечим 
I/ (с) — 1 шартни каноатлантиради. Аммо бу функция у (1) — 1 
шартни каноатланткрмайди, чунки у (1) =  In 1 =  0 ^  1. Демак, 
fiy функцияга мос интеграл чизик, (1.1) нукдадан утмайди. Шу­
ши и' учун Урганилаётган масала ечимга эга эмас. Аммо, юк,ори-



даги мулохдзалардан куриниб турибдики, ушбу у1 =  ж"1, х > О, 
у (е) =  1, у (1) =  0 масала ягона у =  In я ечимга эга.

Маълумки, иккинчи тартибли у" — / (х, у, у') дифференциал 
тенгламалар учун Коши (бошлагич) масаласи у (хо) =  уо, 
у' (хо) =  yi шартлар билан куйилади. Бу масала геометрик нук- 
таи назардан, берилган дифференциал тенгламанинг (хо, уо) нук- 
тадан у\ бурчак коэффициент билан утувчи интеграл чизиги- 
ни топишдан иборат. Каралаётган тенглама учун у (х0) = Уо, 
у (x j) =  ух чегаравий шартли масала куйилиши х,ам мумкин. 
Бу масалада тенгламанинг интеграл чизиги (х0) у0) ва (xi, ух) 
нукталардан утиши талаб килинаётган булиб, бу нукталардан 
бу интеграл чизик кандай бурчак коэффициент билан утиши 
аввалдан берилган эмас. Мисол сифатида ушбу

у" + у =  0, у (0) = 0, у(хг) =  ух

масалани текширайлик. Берилган дифференциал тенгламанинг 
умумий ечими у =  Сх cos х + С2 sin х дан иборат, бу ерда Сх ва 
С2 - ихтиёрий узгармаслар. Бундан у (0) =  0 шартни каноатлан- 
тирадиган ечим у =  Со sin х экани келиб чикади. Агар х\ = ктт 
(к - берилган ихтиёрий бутун сон) булса, у (kn) =  sin ктт =  0 
булади. Демак, бунда у =  С'2 sin х функция С2 - ихтиёрий сон 
булганда хдм каралаётган масаланинг ечими булади, яъни бун­
да масала чексиз куп ечимга эга булади. Агар х\ ф ктт булса, 
sinxj Ф 0 булиб, ух — С гэтхх тенгликдан С*2 =  у\/sinxj ке­
либ чикади. Бу хрлда к,арал аётган масала у — (j/i/sinх\) sinх 
куринишдаги ягона ечимга эга булади. Хусусий хрлда, у (0) = 0, 
у (7г/2) = 0 шартларни каноатлантирадиган ечим факатгина 
Ух — 0 булганда мавжуд булиб, у у (х) =  0 функциядан иборат 
булади.

Юкорида дифференциал тенгламалар учун кУйилган маса­
ла Коши масаласидан фарк киладиган масала булиб, уни икки 
нуцтпали чегаравий масала ёки, тугридан-тугри, чегаравий м а­
сала деб юритилади.



1„2-§. Икки нуктали чегаравий масала

Ушбу

у" +  Pi (х) у1 +  р2 (х) у = (х) , x e ( x 0,xi) (1.1)

дифференциал тенгламанинг

y(xo) = yo, у(х1) = у 1 (1.2)

шартларни каноатлантирадиган ечимини топиш масаласи (1.1) 
тенглама учун икки нуцтали чегаравий масала деб аталади. 
Бунда (1.2)-чегаравий шартлар деб юритилади. (1.1) тенглама 
ва (1.2) тенгликларда х0, у0, y-L - берилган сонлар, р\(х), 
р2(х), ip(x) лар эса берилган фунциялар булиб, хо < хх ва р\(х), 
р2(х), ip(x) G С[Хo.Zi].

{(1.1), (1-2)} масалани номаълум функцияни алмаштириш 
билан соддалаштириш мумкин. Хакдкдтан х,ам, у(х) номаълум 
функцияни

У\ ~  Уо , \z ~ У Уй-------------(х -  Хо)xi -  х0
тенглик билан янги z(x) номаълум функцияга алмаштирсак,
(1.1) тенглама яна иккинчи тартибли куйидаги куринишдаги

z" + pi (х ) z! + p2 (x)z =  гр (x)

чизикди дифференциал тенгламага, (1.2) чегаравий шартлар эса 
г(х0) = О, 2 (х\) — 0 куринишга келади, бу ерда

ij>(x) =  (p {х) -  у0р2 (х) -

-  \рх (х) + (х -  х0)р 2 (х)] (ух -  уо) (xi -  хо)”1.
Купинча (1.1) тенгламани текширишга кулай булган бонща 

к.Уринишда ёзилади. Агар (1.1) тенгламанинг икки томонини 
exp f  pi (х) dx функцияга к^пайтириб, баъзи шакл алмаштириш- 
ларни бажарсак,

[p (x )y ' j  + q (x )y  =  / (х ), х € (х0, Xi) (1.3)



куринишдаги тенгламага эга буламиз. Бу ерда

f  (х) = р (х) ip (х ) , q{x) = р {х )-р 2 (х), р (х) =  ехр / р х (х) dx.

Юкоридаги мулохазаларни эътиборга олиб, умумийликни че- 
гараламаган хрлда, {(1.1), (1.2)} масала Урнига (1.3) тенглама- 
нинг

шартларни к,аноатлантирадиган ечимини топиш хакидаги чега­
равий масаласини урганиш етарли деган хулосага келамиз.

Агар / (х) ф 0 булса, {(1 .3), (1.4)} масала бир жинсли брл- 
маган масала, / (х) =  0 булганда эса бир жинсли масала деб 
юритилади.

Юкррида баён килинган масала (1.3) тенгламанинг ушбу

чегаравий шартларни кдноатлантирувчи ечимини топиш хдк,и- 
даги масаланинг хусусий холидир, бу ерда а\, а2) b\, b2, с г, с2 
-берилган узгармаслар булиб, +  Ь\ ф 0 ва а\ + Ъ\ ф 0. Агар 
Ci =  с2 =  0 булса, {(1.3), (1-5)} масала бир жинсли чегаравий 
шартли масала дейилади, cf 4- с\ ф 0 булганда эса тегишли ма­
сала бир ж инсли булмаган чегаравий шартли масала деб юри­
тилади.

Демак, икки нуктали чегаравий масалада берилган диффе­
ренциал тенглама карал аётган кесма чегарасида нафакат но- 
маълум функциянинг киймати, балки унинг хрсиласининг кий- 
мати ёки узи ва хрсиласининг бирор чизикли комбинациясининг 
киймати берилиши мумкин экан. Одатда (1.3) тенглама учун 
(1.4) шартлар билан куйилган масала биринчи чегаравий маса­
ла, у' (0) =  0, у' (1) = 0 шартлар билан кУйилган масала иккинчи 
чегаравий масала, колган хрлларда эса аралаш чегаравий масала 
деб аталади.

у {х 0) =  0, у(х  i) =  0 (1.4)

а \У (хо) +  Ь\у' (х0) =  сь 
d2y (x i)  + Ь2у' (xi) =  с2

(1.5)



1.3- §. Икки ну катали чегаравий масаланинг

Грин функцияси

Дифференциал тенгламалар учун бирор бир чегаравий ма- 
салани урганишда унга мос Грин функцияси му^им ахамиятга 
эга. Мисол сифатида {(1 .3), (1.4)} чегаравий масаланинг Грин 
функцияси ва унинг хоссалари билан танишиб чикдмиз.

Таъриф. Куйидаги шартларни цаноатлантирувчи икки ар- 
гументли G (х, s) функция {(1.3), (1.4)} чегаравий масаланинг 
Грин функцияси деб ат,алади:

1°. G (х , s) функция ихтиёрий тайинланган s  £ (х0, xi) учун 
х аргументи буйича [хо, Х\] оралщда узлуксиз:

2°. G (z, s) функция х аргументи буйича (z0, s) ва (s, Х\) 
оралщларда угибу

Ь (х) У'\х + ч (х) у =  0. х € (жо, s) U (s, i i )
бир жинсли тенгламани цаноатлантиради;

3°. G (x ,s) функция s £ (zo,Zi) брлганда

G (x0,s) =  0, G (x i,s )  = 0

чегаравий шартларни цаноатлантиради;
4°. G'x (x. s) функция х т£ s да узлуксиз, x = s булганда эса 

биринчи тур узилишга эга булиб, унинг сакраши 1 /p{s) га тенг, 
ят и

G'x (s +  0, s) — G'x [s — 0 ; s) =

ё.ки
G'x (s. s +  0) — G'x (s, s -  0) =

Таърифланган Грин функцияси куйидаги хоссаларга эга.
1. G (х, s) функция $з аргументларига нисбатан симметрик- 

дир. Буни исботлаш учун

d (  dy\ , / \ г г 1 d (  dz



белгилашларни киритамиз. Ихтиёрий у € С2, г € С2 функция- 
лар учун

zL [у] -  yL [z] =  [р(zy' -  yz')\ r= f ( x ) z - g  (x ) у (1.6)

Грин формуласи уринли булади. Бу формулада 2 =  G (х, £) 
ва у =  G (х, s) десак, (xq,Xi ) ораликдинг £ ва s нукдаларидан 
ташкари барча нукдаларида Ь[у] =  0 ва L [z] =  0 тенгликлар 
уринли булиб, (1.6) тенглик куйидаги кУринишни олади:

^  {р {х) [G(x, i)G'x{x , s) -  G(x, s)G'x(x , О ]} = 0- (1-6')

Умумийликни чегараламаган хдлда s <  £ деб фараз к,илиб. 
[хо, хх] ораликни s ва (  нукдалар ёрдамида уч булакка, яъни 
[xq, s ] ,  [s , £],[£, Хх) ораликдарга булиб, сунгра ( 1 . 6 ' )  тенгликни 
бу оралик;лар буйича интегралласак,

V [G (х, О G'x (х, s) -  G (х, S) С ; (х, О ] С  +

+  Р [G (х, О G'x (х, s) -  G (х, s) G'x (х, £)] lf+S +

+  р [g (х, о  с?; (х, s) -  g  (х, s) g ;  ( х , О] |Jio =  о
тенгликка эга буламиз. Грин функциясининг хоссаларини эъти- 
борга олсак, бу ердан куйидаги тенглик келиб чикади:

р [G (х, О G'x (х, s) — G (х, s) G'x (х, ОЩ+о +

+ Р [G (х, О G'x (х, s ) - G  (х, s) G'x (х, OllfZo = 0
ёки

р (s) с  (5, о  [g ; (S -  о, S) -  g ;  (S +  о, S)j -

- p ( s ) G ( s ,s ) [G; (s , o - g ; m ) ]  + 

+ p ( O G ( ^ o [ G x ( ? ,e ) - G ;( e ,3 ) ] -

- p  (O  g  (e, S) [g ;  (e -  о, о  -  g ;  (^ +  o, o ]  =  o.



Бундан G {x ,s ) функциянинг 4° хоссасига асосан

тенглик, яъни G (s,£) =  G (£,s) тенглик келиб чикади. Демак, 
Грин функцияси уз аргументларига нисбатан симметрик экан.

2. {(1.3), (1.4)} масаланинг G (x ,s)  Грин функцияси мавжуд.
I рин функциясининг мавжудлигини уни бевосита тузиш билан 
исботлаймиз. Бунда Грин функциясининг мавжудлигини таъ- 
минлайдиган етарли шартлар х,ам келиб чик,ади. Ушбу

\р(х)у'}' +  q {x )y  =  0 (1.7)

бир жинсли тенгламанинг у (хо) — 0, у (xi) = 0 чегаравий 
шартларни цаноатлантирувчи ечими фацатгина у =  0 функ- 
циядан иборат булсин, деб фараз килайлик.

(1.7) тенгламанинг у(х0) =  0 бошлангич шартни каноатлан- 
тирадиган гривиал булмаган ечимини у\ (х) деб белгилайлик. 
Бундай ечим мавжуд, чунки р(х ), р' (х) ва q (х) лар хо нукта 
атрофида узлуксиз. Бу ечим, умуман олганда, иккинчи 
у (xi) =  0 чегаравий шартни ханоатлантирмайди. Аникки, 
У =  Cj уу (х) (бу ерда С\ - ихтиёрий узгармас сон) функция (1.7) 
тенгламани ва у (хо) =  0 чегаравий шартни ханоатлантиради.

Худци шунга ухшаш (1.7) тенгламанинг у (xi) =  0 чегаравий 
шартни каноатлантирадиган тривиал булмаган у2 (х) ечимини 
тоиамиз. С2У2 (х) функция хам у (xi) = 0 чегаравий шартни ха- 
иоатлантиради (бу ерда С2-ихтиёрий узгармас сон).

Юкоридагиларни эътиборга олиб, Грин функциясини куйи­
даги к^ринишда излаймиз:

ч _ Г С1У1 (х ) , х0 ^ х < s,
X,S \С2У2 (2;), s^x^xi-

Бу ердаги Сх ва С2 - ихтиёрий узгармасларни шундай тан- 
лаймизки, натижада G (х, в)-Грин функцияси 1° ва 4° шартлар­
ни хам каноатлантирсин, яъни 1) G (x ,s) функция тайинланган



s Е (xq. Xi ) учун х буйича [хо, х^ораликда узлуксиз, хусусий 
холда х — s булганда хам узлуксиз:

C m  (s) -  с 2у2 (s) = о (1.8)

ва 2) G'x (х, s) функция х =  s нуцтада узилишга эга булиб., унинг 
сакраши l /p ( s )  га тенг:

С2У'2 ( з ) - С 1у'1 (в) =
p {s)

(19)

Равшанки, у\ (х) функция билан чизикли боглик булган функ- 
циялар C\V\ (х) куринишга эга булади. у\ (х\) Ф 0 булганидан 
С\У\ (х) =£- 0 (Ci ф 0) булади. Шу билан бирга у2 (хх) =  0. Бу- 
лардан у\ (х) ва ?/2 (я) функцияларнинг чизикли эрклилиги ке- 
либ чикади. Демак, уларга мос Вронский детерминанта

W  (х) = 2/1 У2 
У[ У2

текширилаётган х =  s нуктада нолдан фаркли булади. Шунинг 
учун {(1.8), (1.9)} системадан Ci ва С2 лар бир кийматли топи- 
лади:

У2 (s ) _  ух (s)
Сх С2 =

W (s )p ( s y  W (s) p (s )
Буларни эътиборга олсак, Грин функцияси

У2 (s)yx (х)

G (х, s ) =  <
W {s)p {s)  ’
У\ (а) У2 (ж)

„ W  (s ) p ( s ) ’

куринишга эга булади.
Ух (х) ва т/2 (^) функцияларга (1.6) формулани кулласак,



к'пгликка эга буламиз. W(x) ф О ва р(х) Ф О эканлигини эъ- 
гиборга олсак, охирги тенгликдан W  (х ) р (х) =  const ^  0, х € 
|.То, т, ] эканлиги келиб чикади. ух (х) ва г/2 {х) хусусий ечимларни 
шундай танлаш мумкинки, натижада W  (х )р {х ) =  1, х £ [x<),xi] 
тенглик Уринли булади. Демак, урганилаётгаи {(1-3), (1-4)} ма- 
галанинг Грин функцияси

v Г У2 (s) Ух (х ) , X0 ^ X ^ S ,
G (х, s) — <

I 2/1 (s) У2 ( х ) ,  S ^ X ^ X x

формула билан аникланади. Бу формуладан куйилган масала 
учун Грин функциясининг симметриклиги куриниб турибди.

3. {(1.3), (1.4)} масаланинг G (x ,s ) Грин функцияси ягона. 
1>у хоссасининг исботини 1.5-§ да келтирамиз.

1-эслатма. Биз (ру1)1 + qy =  0 тенгламанинг у (хо) = О, 
У (;,:i) = 0 шартлар ни каноатлантирувчи тривиал булмаган ечи- 
ми мавжуд эмас деб фараз кцлдик. Бу шарт {(1-3), (1-4)} маса- 
па ечимининг мавжудлигини ва ягоналигини таъминлаш билан 
бирга, куйилган масала Грин функциясининг ягоналигини хам 
таъминлайди.

2-эслатма. Агар урганилаётгаи чегаравий масалада (1.5) дан 
келиб чикувчи бонща чегаравий шартлар олинган булса, бу ма- 
аиншинг Грин функциясидан уша чегаравий шартга мос бир 
жинсли шартларни бажариши талаб килинади.

3-эслатма. {(1.3), (1.4)} масаланинг юкорида таърифланган 
G (х , s) Грин функциясини баъзида L(y) =  \р (х) у'\ + q(x)y диф­
ференциал оператор (ифода)нинг (1 -4) шартларни цаноапиаан- 
тирувчи Грин функцияси деб юритилади,

Юкорида каралаётган чегаравий масалага мос бир жинсли 
масала факат тривиал ечимга эга деб фараз килиб, бу маса­
ла Грин функциясининг’ мавжудлигини ва ягоналигини исбот- 
ладик. Одатда бундай Грин функцияси оддий Грин функцияси 
деб юритилади.



1.4-§. Грин функциясини тузиш га дойр мисоллар

Бу параграфда оддий Грин функциясини тузишга дойр бир 
неча мисоллар келтирамиз.

1. Куйидаги

чегаравий масаланинг Грин функциясини топайлик.
Ечиш . Берилган тенгламага мос бир жинсли у" +  у =  0 тенг­

ламанинг умумий ечими у =  C\sinx +  C^cosx куринишга эга, бу 
ерда С\ ва С2 ихтиёрий узгармаслар. Вундан у (0) =  0 шарт- 
ни каноатлантирув чи у\ = С\ sin х ечимини тонамиз. Сунгра шу 
бир жинсли тенгламанинг у (7Г / 2) = 0 шартни каноатлант и ру в ч и 
у2 =  С'2 cos х ечимини топамиз. Булар асосида куйилган масала­
нинг Грин функциясини куйидаги куринишда излаймиз:

муносабатга, хосиласи эса х — s да. узилишга эга булгани учун, 
р (х) =  1 эканлигини хисобга олиб,

муносабатга эга буламиз. Бу икки алгебраик тенгламалар сис- 
темасидан С\ =  — cos s, С2 — — sin s тенгликлар келиб чикади. 
Демак, куйилган масаланинг Грин функцияси куйидаги форму­
ла билан ифодаланади:

y" + y = f ( x ) ,  у {0) =  0, у (тг/2) — 0

Г С\ sin х, 0 ^ х < s,
\ С2 cos х , s ^ х ^ (тг/2).

Грин функцияси х — s нуктада узлуксиз булгани учун

Ci sin s — Ci cos s — 0

{

C2 sin s — Ci cos s — 1



2. Ушбу L  [у] =  у" дифференциал ифоданинг у {0) = 0, у (1) =
0 чегаравий шартларни каноатлантирувчи Грин функциясини 
тупинг.

Бчиш. у" — 0 тенгламанинг умумий ечими у — С\х -1- Сг 
жпнлигини ва чегаравий шартларни эътиборга олиб, куйилган 
масаланинг Грин функциясини

куринишда излаймиз.
х = s нуктада G (х, s) функция узлуксиз, лекин унинг бирин- 

чи тартибли хрсиласи G'x (х, s) узилишга эга булгани учун

тснгликлар уринли. Бу алгебраик тенгламалар системасини 
ечиб С\ — s — 1, Сг =  — s ларни топамиз. Демак, изланаётган 
Грин функцияси куйидагича ёзилади:

3. Ушбу L  [у] = у" дифференциал ифоданинг у(0) =  0, 
ц'( 1) = 0 чегаравий шартларни каноатлантирувчи Грин функ­
циясини тузинг.

Ечиш: у" — 0 тенгламанинг у = С\х +  Сг умумий ечими- 
дан унинг у(0) = 0 шартни каноатлантирувчи ечими уг — Сгх, 
//(1) = 0 шартни каноатлантирувчи ечими эса у2 =  Сп эканлиги 
келиб чикади. Шунинг учун куйилган масаланинг Грин функ­
циясини

х > s
х < s

C-\S — Ci (1 — s ) ,
- С т. -  C i  =  р - 1 ( s )  =  1

х < s, 
S <  X .

S <  X

X < s



куринишда излаймиз. Грин функциясининг 1° ва 4° хоссасига 
асосан

C i-s  =  С\ 
-Ci =  1{

тенгликлар Уринли. Улардан Су =  —1, Сг =  — s келиб чикдци. 
Демак, изланаётган Грин функцияси куйидагича ёзилади:

G (х , s )
Г - х ,

I -я,
X  <  S , 

S <  X .

4. Ушбу L\y] =  у" дифференциал ифоданинг у (—1) =  О, 
у (1) = 0 чегаравий шартларни кдноатлантирадиган Грин функ­
циясини куйидаги

G (х , s) =
Ci (1 + х ) , х < s,
С2 (1 — х ) , х > s

куринишда излаймиз. Натижада юкоридаги баён к;илинган усул 
билан Ci ва С2 ларни топиш учун ушбу

Ci (1 +  s) =  С2 (1 — s ) ,
- С 2 -C i  =  1

тенгламалар системасига эга буламиз. Бу системани ечиб, 
Ci — (s — 1) /2 ва Ci = — (1 + s) /2 ларни топамиз. Демак, изла­
наётган Грин функцияси куйидагича ёзилади:

f I  (s ~ ! ) ( !  + х ) ,  х < s,
G(x,s) =  \ \

I 2 + s ) ( x -  i) > x >  s -

5. Ушбу L[y ] =  у" дифференциал ифоданинг y (0) = —у (1), 
у '(0) =  — у' (1) чегаравий шартларни каноатлантирадиган Грин 
функциясини тузинг.



G (х , s) =

Ечиш. у" — 0 тенгламанинг умумий ечими у — ах  + /3 кури­
нишга эга булгани учун куйилган масаланинг Грин функцияси- 
ни

аух + Pi, х < s,
а 2х +  Р2, х > s

куринишда излаймиз.
Бу функцияни чегаравий шартларга буйсундирсак, а\ = — а 2, 

Pi = — (а2 + Р2) тенгликлар келиб чик,ади. Грин функциясининг 
узлуксизлиги ва хрсиласининг 1 - тур узилишга эгалиги шартла- 
ридан ушбу

—а 2 (1 +  s) — р2 =  а 2s + Р2, 
а 2 — c*i — 1

алгебраик тенгламалар системаси келиб чик,ади. Бу системани 
ечиб, а 2 =  (1/2), Р2 = — (1 + 2s) /4 ларни хрсил к,иламиз. Топил- 
ганларни урнига куйиб, сунгра ихчамлаштирсак, Грин функ­
цияси учун

G (x ,s)

1
z ) ~  i '  

5 (*-*)-?.
X <  s,

S <  X

СКИ

G (x ,s) = -  \x s -  -

ифодани топамиз.
1-эслатма. Бу масаладаги чегаравий шартлар (1.5) дан ке­

либ чик,майди. Улар номаълум функция ва унинг хрсиласининг 
(О, 1] оралик; четки нук;таларидаги кийматларини богламокда.
I >ундай шартли масалалар билан кейинги бобларда туларок, та- 
мишамиз.

6. Ушбу L  [у] =  (ху')' дифференциал ифоданинг \у (0)| < +оо,. 
1/(1) =  0 чегаравий шартларни каноатлантирадиган Грин функ- 
циясини тузинг.

Г



Ечиш. L [у] — 0 дифференциал тенглама умумий ечимининг 
к^риниши у — a  In х 4-/3. х > О булгани учун, Грин функциясини 
куйидагича излаймиз:

Унда |у(0)| < +оо шартдан a i  — О, у (I) =  0 шартдан эса 
/3'2 =  0 келиб чикади. х — s нуктада G (х , s) функциянинг узлук- 
сизлигидан ва G'x (х, s) функциянинг узилишга эга эканлигидан, 
р(х) =  х булгани учун,

алгебраик тенгламалар системаси келиб чикади. Бу еистемадан 
«2 =  1, Pi =  Ins ларни топамиз. Шундай килиб, изланаётган 
Грин функцияси куйидагича ёзилади:

7. Ушбу L [у] =  (ху')' — (п2/ х ) у ,п ф  0 дифференциал ифода­
нинг 1у(0)| < +оо, j/(l) = 0 чегаравий шартларни каноатланти- 
радиган Грин функциясини топинг.

Ечиш. хп ва х~п функциялар L [у] — 0 тенгламанинг чизик- 
ли эркли ечимлари булишига бевосита текшириш билан ишонч 
хрсил килиш мумкин. Шунинг учун Ь\у] — 0 тенгламанинг уму­
мий ечими у — а х п + /Зх~п б^лади (бу ерда а  ва /3-ихтиёрий 
узгармаслар).

Грин функциясини куйидаги куринишда излаймиз:

х < s, 
х > s.

Pi =  « 2 In S,
Q2S_1 = s ' 1

X < s, 
X > s.

X > s.
X < s



|у(0)| < -foe чегаравий шартдан (3i = 0 тенглик, у(1) = О 
шартдан эса а 2 = —02 тенглик келиб чикади. Буларни эътиборга 
олсак, Грин функцияси куйидагича ёзилади:

х — s нуктада G (x ,s ) функциянинг узлуксизлигидан ва 
С.1', (х, s) хреиланинг узилишга эгалигидан фойдаланиб,

тенгламалар системасини хосил киламиз. Бу системани ечиб, 
(Yi = (sn -  s~n) /2п, а 2 = sn/2п  ларни топамиз. Демак, излана- 
ётган Грин функцияси куйидаги формула билан аникданади;

2-эслатма. 6 - ва 7-мисолларда биринчи чегаравий шартда 
номаълум функциянинг киймати берилиши урнига, уни чегара- 
ланганлиги талаб кдлинмокда, К,аралаётган тенгламанинг ечим- 
лари ичида баъзи нукталарда чегараланмаган ечимлар мавжуд 
булган ^олларда ана шундай шартлар олинади. Бундай шартли 
масалалар билан кейинги параграфларда тулик танишамиз.

1.5-§. Икки нук,тали чегаравий масала 
ечимининг формуласи

1. К,уйидаги икки нуктали чегаравий масалани карайлик:

X > S.

X <  S

a is n -  а 2 (sn -  s ") = О,
а 2п (,sn_1 + 5~n_1) — n a isn~l — s_1

x < s

x > s.

[p (x) y'\ + q (x) у -  f  (x ) , x € (x0, X\), 

У (xo) =  0, y {x i) =  0.

(1.10)

( 1.11)



Бу масаланинг ечими куйидаги теорема асосида топилади. 
Гильберт теоремаси. Агар {(1.10), (1.11)} масаланинг 

G (x,s) Грин функцияси маълум ва / (х) € С  [х0, Xi] булса, бу 
масаланинг ечими

формул,а билан анщ ланади, аксинча, агар у =  у (х ) функция 
{(1.10), (1.11)} масаланинг ечими брлса, уни (1 .12)  куринишда 
ифодалаш мумкин.

Исбот. Х,ак,ик,атдан х,ам, (1.12) формула билан аникданган 
у(х) функция (1.11) чегаравий шартларни каноатлантиради, чун- 
ки Грин функциясининг таърифига кура G (x0,s) =  G  (хь s) =  0 
булгани учун

Энди (1.12) формула билан аникданган у(х) функция (1.10) 
тенгламанинг ечими эканлигини курсатамиз. Бунинг учун аввал 
(1.12) ни куйидагича ёзиб оламиз:

( 1.12)

X
у(х) =  J  G (х, s) / (s) ds +  J  G (x, s) f  (s) ds

Бундан у' (x), у" (x) хрсилаларни х,исоблаймиз:
X X\

у' (x) =  J  G'x (x, s) f  (s) ds +  J  G'x (x, s ) f  (s) ds+
X

4-G (x, x — 0) / (x) — G (x, x +  0) / (x) =



XI II
I  G'x (x ,s ) f ( s ) d s  +  j  G'x (x , s ) f ( s ) d s = J  G'x (x,s) f  (s)ds\

X () X  XQ

X  X \

у" (ж) =  J  G'xx (*> S) / (S) ds +  J  G"xx (*> S) / (S) rfs+
XO x

+ \G'X (re. x -  0) -  G'x (x , x +  0)] f  (x) =
X l

= [  Gxx( x ,s ) f ( s ) d s  +  -^ - r f(x ) .
J  P{x)
xo

I/ (x), у' (x), у" (x) ларнинг кдйматини (1.10) га куямиз. Унда

Ь (*) у')' + я (х) у —
XI

J  \р (х) G'xx (х, s) +  р' (х) G'x (х , s) + qG (х, s)] / (s) d s + f  (x) =
XO

X

= J  \p{x) Gxx (x, s ) + p (x) G'x (x, s) + qG (X, s)] / (s) ds+
XQ

xi
J  [p (a?) Gxx (x, s) + p' (x) G'x (x, s ) + qG (z, s)] / (s) ds + f  (x ) .
X

Интеграл остидаги ифодалар нолга тенглигини эътиборга ол- 
ciiK, охирги тенгликдан (1.10) тенглик келиб чикади. Теорема- 
минг биринчи к,исми исботланди.

Энди теореманинг иккинчи к,исмини исботлаймиз, яъни 
((1.10), (1.11)} масаланинг ечими мавжуд булса, уни (1.12) фор­
мула билан ёзилишини исботлаймиз. у (х) функция куйилган 
{(1.10), (1.11)} масаланинг ечими булсин. Бу масаланинг Грин



функциясини G (x, s) билан белгилайлик. (1.10) тенгламани 
G (х , s ) га,

[р (ж) G'x]' + q {x )G  =  0, х £ (х0, s ) U (s, Xi)

тенгламани у (ж) га купайтириб, биринчисидан иккинчисини 
айирсак,

~  \р (х) y'(x)G{x, s ) - p  (х ) y(x)Grx{x , s)] -

= G (x, s) f ( x ) , x €  (x0, 5) U (s, Xx)

тенгликка эга буламиз.
Бу тенгликни (x0,s) U (s, Xi) ораликда интеграллаймиз:

Ь  (x ) y'(x )G ( z ,s ) — У ( z )  P И  G ; ( x ,  a ) ]| *o 0 +
Xl

\p ix ) y'(x)G(x, s) — у (x)p  (x) G'x (x, -s)]|»+0 = j'  G(x, s)f(x)da

у (x) ва G (x, s) функциялар (1.11) чегаравий шартларни к,а- 
ноатлантиришини р(х) ва у'(х), функциялар эса (xq, Xi) оралик­
да узлуксизлигини эътиборга олсак, охирги тенгликдан

- у  (s) р (s) G'x (s -  0, s) + у (s) р  (s) G'x (s + 0 , s) =
Xl

тенглик келиб чикади. Бу тенгликни, G'x (x ,s ) функциянинг 
х — s булгандаги хоссасига асосан.

ii
У (s) =  J  G  (х, s) / (х) dx

XQ



куринишда ёзиш мумкин.
By ерда л ва х узгарувчилар Уринларини алмаштирсак,

XI
у{х) = j  G (s. х) / (s) ds

Хо
(|»<)1)мула хосил булади.

Куйилган масаланинг Грин функцияси учун G(x, s) = G(s, х) 
кшглик Уринли эканлигини эътиборга олсак, охирги тенгликдан 
(112) тенглик келиб чикади.

Гильберт теоремаси тулигича исботланди.
2. Энди икки нуктали чегаравий масала учун оддий Грин 

функциясининг ягоналигини исботлаш мумкин. Х,ак,ик,атдан 
х а м , {(1.10), (1-11)} масаланинг иккита G\ (х , s) ва G2 (х, s ) од­
дий Грин функциялари мавжуд деб фараз кдлсак, (1.12) форму- 
лнга асосан, куйилган масаланинг бу Грин функцияларига мос 
ечимларини куйидагича ёзиш мумкин:

X I  X I

У\{х) =  J  G i { x , s )  / ( s ) d s ,  y2 (x) =  J  G 2 (x , s ) f  { s ) d s .

XO zo

1>уларнинг айирмасидан иборат булган ушбу
X!

У г ( х )  -  У2 ( х )  =  J  [Gi (х, з)  -  G2 ( х ,  в)] / (s) ds

Хо

(функция бир жинсли тенгламани ва (1.11) чегаравий шартларни 
кдиоатлантиради. Маълумки бундай функция айнан нолга тенг. 
яъни

J  [Gi (x,  s)  -  G2 ( х ,  s)] /  (s) ds =  0 ,  х € [х0, X l ] .

хо



Бу айният ихтиёрий / (ж) € С  [х0, Х\] функция учун бажарилган- 
лиги учун, ундан G i (х, s ) —G2 (х , s) =  0, яъни Gi(x, 5) = G2(x , s) 
эканлиги келиб чик,ади. Демак, {(1.10), (1.11)} масаланинг од­
дий Грин функцияси ягона экан.

1.6-§. Умумлашган Грин функцияси

Виз аввалги мавзуларда

L[y\ =  [р (х) у'\ +  q (х) у = 0, х €  (x0,x i),

у(хо) = 0 ,  у (xi) = 0
масала тривиал булмаган ечимг'а эга эмас деб фараз к,илдик. 
Куп холларда бу масаланинг тривиал булмаган ечими мавжуд 
б^лади, яъни шундай у0 (х) ф 0, х £ [х0, хг] функция топила- 
дики, Ь[у<>{х)\ =  0, уо(х0) — 0, y0 {xi) — 0 тенгликлар Грин­
ли булади. Бу х;олда оддий Грин функциясини тузиш мумкин 
булмай. умумлашган Грин функцияси деб аталадиган функци- 
яни тузишга тугри келади. Кейинги мулохазаларда у0 (х) деб 
юкррида эслатилган масаланинг тривиалмас ечимини белгилаб, 
умумлашган Грин функциясининг таърифини келтирамиз.

Таъриф. Куйидаги шартларни каноатлантирувчи икки ар- 
гументли G (x ,s ) функция {(1.10), (1.11)} масаланинг умум­
лашган Грин функцияси дейилади:

1°. G (х, s) функция ихтиёрий тайинланган s € (xo,Xi) учун 
х аргументи буйича [хо, Xi] оралщда узлуксиз;

2°. G (x ,s )  функциях аргументи буйича (x0,s) ва (s, х 1) сра- 
ликларда бир жинсли булмаган ушбу

L [у] =  Уо (х) у0 (s) , x e ( x 0, i ) U ( s ,x 1) (1.13)

тенгламани к^аноатлантиради;
3°. G (x ,s) функция s €  (xo,Xi) б^лганда

G (xo,s) =  0 , G(xx,s) =  0



чс/иравий шартларни ца,ноатлант.иради;
'1°. G'x (x ,s) функция х ф s да узлуксиз, х — s булганда эса 

тк]Х1шга эга булиб.

G'x (S  + 0 ,S) - G ' X( S - 0 , S) =  - ^
p (s)

t>KU

G'x (s, s + 0) — G'x (s, s — 0) =  ~ p

ттгликлар i/ринли;
5°. G (x, s) функция [xo,£i] интервалда уо (x) ечим билан op- 

тогонал, ят и
X l

J  G (x, s ) y0 (x) dx =  0 .
xo

Умумлашган Грин функциясини тузиш оддий Грин функци­
ясини тузиш каби бажарилади. у0 (х) функция L [у] = 0  тен- 
гламани ва у (х0) =  0 , у ( x j  = 0 чегаравий шартларни к,ано-

X I

нтлантирадиган нормалланган, яъни J  у\ (х) dx =  1 тенгликни
XQ

кдноатлантирувчи тривиалмас ечим булсин. ух (х) эса бир жинс- 
ли булмаган (1.13) тенгламанинг бирор хусусий ечими булсин. 
Унда (1.13) тенгламанинг умумий ечимини

у (х) =  уг (х) + ау0 (х) + /Зг (х)

куринишда ёзиш мумкин, бу ерда г (х) функция L[y] =  0 бир 
жинсли тенгламанинг у0 (х) функция билан чизик,ли боглик, бул- 
маган бирор ечими. z (х) ечимни

V (^) [Уо (х) z' (х) -  z (х) Уо (ж)] =  1

тенгликни кдноатлантирадиган килиб танлаш мумкин.



Юкоридагиларга асосланиб, умумлашган Грин функциясини 
ушбу куринишда излаймиз:

Бу ерда Д  ва /32 номаълум узгармаслар чегаравий шартлар- 
дан фойдаланиб аникланади. G  (х, s)  функциянинг х  — s  нукда- 
да узлуксизлигидан а 2 микдор а у микдор оркдли ифодаланади. 
Шундай килиб, Грин функциясида факат а>х номаълум к;олади. 
Уни тогшш учун 5° шартдан фойдаланиш лозим.

{(1.10), (1.11)} масаланинг умумлашган Грин функцияси щам 
симметрикдир, яъни G (х , s)  — G (s , х). Х,ак;ик,атдан хам, ушбу

L  [G (х , s)] =  уо (х)  уо ( s ) , х €  (х 0, s)  U (s, X j)

тенгликни G (x ,t ) га,

тенгликни эса G (х, s) га купайтириб, х,осил булган тенгликлар- 
ни х,адлаб айирамиз. Сунгра s <  t деб фараз к,илиб, Грин фор- 
муласидан ва Грин функциясининг хоссаларидан фойдаланиб, 
х,осил булган тенгликни х буйича (хо, s) U (s, t) U (t , Xi) ораликда 
интеграллаймиз. Натижада ушбу тенгликка эга буламиз:

!х =  0

2/1 (х) +  сцуо ( * )  +  P i z  ( х ) , x < t ,  
yi  (х) +  а 2у0 (х)  +  f c z  ( х ) , х  >  t.

L  [G (х, <)] = уо (х) уо (t), х  G (х 0, t) U (t, Xi)

р (х )  [G (х, s) G'x (x,t) -  G (x , t) G'x (x, t)] |*o 0 +

+p  (x) [G (x, s) G'x (x, t ) - G  (x, t) G'x (x, e)]|*^J +  

+ p  (x )  [G (x, s) G'x (x, t ) - G  (x, t) G'x (x, s)]|^0 =



+р  (х) [G (х, s) G'x {х, t) — G (х, t) G'x (х, s)] |t+0 =  О
тгнгликни хосил кдламиз. Бу тенгликдан, 1° ва 4° хоссаларни 
п.тиборга олиб, G(t, s) = G (s,t) тенгликни, яъни G (x ,s )  функ­
ции симметрик эканлигини келтириб чикариш к,ийин эмас.

Умумлашган Грин функцияси хам ягонадир.
Теорема. Агар {(1.10), (1.11)} чегаравий масалага мос бир 

жинсли масала тривиалмас ечимга эга булса, бир жинслимас 
мигала ечимга эга б$лиши учун f  (х) ва у0 (х) функциялар узаро 
ортогонал булиши зарур.

Исбот. (1.6) тенгликда z — уо(х) десак, д (х) =  0 булади. 
Пуни эътиборга олиб, (1.6) ни [xo,xi] ораликда интеграллаймиз:

X I

Р (х) W (х) Уо (X) -  у (ж) у'о (0 )]£  =  J  f { x )  Уо (х) dx.
*о

у(х) ва уо(х) функциялар (1.11) чегаравий шартларни к,а- 
поятлантиришини эътиборга олсак, охирги тенгликдан теорема- 
иинг тасдиги келиб чикади.

К,аралаётган чегаравий масаланинг умумлашган Грин функ­
цияси G (х. s) мавжуд булганда Гильберт теоремаси куйидаги-

Х\

ча баён килинади: агар f  (х) £ С [хo,Xi] ва Уо (х) dx =  0

шартлар бажарилган брлса, { ( 1.10), (1 .11)} чегаравий масала­
нинг ечими (1.12) тенглик билан анщланади ва аксинча.

Энди умумлашган Грин функциясини тузишга дойр мисол- 
лар келтирамиз.

1 . L[y\=  [((1  — а:2) у'У\ — h2( 1 — х2)-1у дифференциал ифо- 
данинг \у(—1)| < +ос, [?/ (1)| < +оо чегаравий шартларни кано 
нглантирувчи Грин функциясини тузинг, бу ерда h — const. 

Ечиш. Дастлаб h > 0 деб фараз кдлайлик. У холда 
( I  +  х\ h^

С\ [ -— -  J функция L  [у] = 0 тенгламанинг х = — 1 да чега-



раланган ечими булади. Худди шунга ухшаш, бу тенгламанинг
/1 — х \ fc/2 

х — 4-1 да чегараланган ечим С2 ( -------  |
\1 + *У

булади. Буларга асосланиб, Грин функциясини

функдиядан иборат

G (х , s ) =  <
Ci

С о

14-х 
1 — х 

1 — х 
1 4- х

h/2

h/2

X < s,

X > s

куринишда излаймиз. х = s да G (х, s) функциянинг узлуксиз- 
лигидан ва G'x (х, s ) хрсиланинг эса биринчи тур узилишга эга 
эканлигидан фойдаланиб, ушбу

Сг 1 4- s h/2

-С2-
h f  1

-Cl-

2 \ 1 4- s 

h ( 1  -j- s
2 VI - s

1 —

1 4- s

2

(1 + s)2

h/2

)  '

(l -  s y 1 -  S 2

тенгламалар системасига эга буламиз. Бу системани ечиб,

—1/1 — s \ ^ 2 — 1 /1 4- s \ h 2̂с- = 2к(тт7 ) • Сг = ж(г )̂
ларни топамиз. Демак, изланаётган Грин функцияси



к Уринишга эга.
Ну усул h =  0 булганда ярамайди, чунки h — О булганда

I, |j/j =  О тенглама у — 1/л/2 тривиалмас нормалланган ечимга 
п н булиб, бу ечим чегаравий шартларни хдм кдноатлантиради.

Ну хрлда оддий Грин функцияси мавжуд эмас. Шунинг учун 
умумлашган Грин функциясини тузишимиз керак. Бунинг учун

г>и|> жинслимас тенгламанинг умумий ечимини топамиз:

б у орда а  ва (3 лар ихтиёрий узгармас сонлар. Бунга асосланиб. 
Грин функциясини куйидагича излаймиз:

||/( — 1)1 < +оо шартдан ai =  (1/2) тенглик, |г/(1)| < +оо шарт- 
дан эса а 2 =  (—1/2 ) тенглик келиб чикдди. a i  ва а 2 ларнинг 
Г.у к,ийматларини эътиборга олсак, G (x,s) функция куйидаги 
куринишни олади:

X  <  S,

X >  S.

Грин функциясининг узлуксизлигидан ушбу

In (1 -  s) +  А  =  - i  In (1 +  s) +  p2

муносабатга эга буламиз. Бундан

Pi — —-  In (1 +  s) + С, p2 — —-  In (1 — s) + С



ларни топиб, Грин функциясини куйидаги куринишда ёзамиз:

G  ( х , s ) =  <

— - 1 п [ ( 1  — х )  ( 1  +  s ) ]  +  С ,  х  <  s ,

I n  [ (1  +  х )  ( 1  -  s ) ]  +  С ,  X >  S.

(1.14)

Бу ердаги ихтиёрий узгармас С ни Грин функциясининг 5° хос- 
сасига мос келувчи ушбу

I

/
-1

G  ( х ,  s )  — iz-.dx  =  0  х/2

шартдан ани^лаймиз:

1 S

О =  J  G (x.s)dx — J  | —̂  In [(1 — х) (1 + s)] + c|cfa;+
- 1  - 1

+  J  | - ^ l n [ ( l  +  x ) ( l - s ) ]  +  c| d x  =

=  -  In 2 +  +  I  ( i  _  д) in (1 -  в) -

— — (1 + s) In (1 + s) +  С (s +  1) +  — (1 + s) In (1 + 5) + 
z z

+\  (1 -  s) -  \ In (1 -  s) (1 -  s) -  In 2 +  С  (1 -  s ) .

Натижада 1 — 2 In 2 4- 2С =  0 тенгламага келамиз. Уни ечиб, 
С =  In 2 — (1/2) ни топамиз. Демак, куйилган масаланинг умум­
лашган Грин функцияси (1.14) формула билан берилиб, унда 
С  =  In 2 — (1/2) булади.



2. Ушбу L[y\ =  у" дифференциал ифоданинг у(—1) =  у(1), 
//'( 1) = у'(1) шартларни каноатлантирувчи Грин функциясини 
тузинг.

Ечиш. у =  (1/\/2) функция Ь[у] =  0 тенгламани ва чегара- 
iiiid шартларни каноатлантирувчи тривиалмас функция булга- 
ми учун умумлашган Грин функциясини тузишга тугри келади. 
I {унинг учун у" — (1/2) тенгламанинг умумий ечимини топамиз. 
Пундай ечим осонгина топилади: у =  (1/4).х2 + ах  + /3. Демак, 
умумлашган Грин функциясини куйидаги куринишда излаймиз:

G (х, s) —
Г (1/4)х2 +  а 1х + Р1, 
j  (1/4)х2 4- а 2х 4- /32,

х < s, 
х > s.

Чегаравий шартлардан ва Грин функциясининг узлуксизли- 
гидан фойдаланиб,

а2 + «1 = А ~ 02;
СЧ-2 — а 1 — — 1)
P i  -  0 2  =  s ( a 2 -  a i )

алгебраик тенгламалар системани хрсил к,иламиз.
Бу системани ечиб, cci =  (1 -  s ) /2, a 2 =  —(1 + s)/2, 
= p2 — s тенгликларга эга буламиз. Шунинг учун

G (х, s) — <
1 2 1
т Х 2 +  -

2
1 +  S

X — S +  0 2 ,  

X 4- 0 2 ,

X <  S , 

X >  S.
4 2

1>у ердаги 02 ни Грин функцияси учун 5° шартдан топамиз:

1 S

О =  J  G (x ,s )d x  =  J  [^х2 4- * 2~~х — s +  Р2 dx 4-



+
S

~2

Р2 га нисбатан биринчи тартибли булган бу тенгламани ечиб, 
уни бир хийматли топамиз:

Pi
S S  1Т + 2 + 6 '

Буни эътиборга олсак, изланаётган Грин функцияси учун 
узил-кесил куйидагини хосил киламиз:

G (ж, s ) =  <

1 . ч2 X  — S 1
- ( X - S )  +  —  +

1 . , 2 S  — X  1

I 4 ( I + —  + 6 '

X  <  S , 

X  >  S.

О3. L [у] =  у" дифференциал ифоданинг у' (0) =  0, у' (1) 
шартларни кдноатлантирувчи Грин функциясини тузинг.

Ечиш. Бу ерда оддий Грин функцияси мавжуд эмас. Чун- 
ки у =  1 функция у" =  0 тенгламани ва чегаравий шартларни 
каноатлантиради. Демак, биз умумлашган Грин функцияси ту- 
зишимиз зарур.

у" =  1 тенгламанинг умумий ечими у =  (1/2) х2 +  ах  +  Р 
куринишга эга, бу ерда а  ва Р ихтиёрий узгармаслар. Шунинг 
учун Грин функцияси куйидаги куринишда изланади:

G (х, s) =
^х2 + а гх + Ри 

~х2 +  а 2х + Р2,

х < s.

х > s.

Равшанки, чегаравий шартлардан c*i = 0, а 2 =  — 1 келиб чикади. 
Грин функциясининг узлуксизлигидан Р\ — Р2 — —s ни топамиз.



Ну хрлда Грин функцияси куйидаги куринишга эга булади:

{ l- x 2 - s  +  0 2, х  <  s,
1

- X 2 -  X  +  /?2, х  >  S .

1>у ердаги /?2 Грин функцияси учун 5° шартдан топилади:

о о
1

+ / ( ^ - 1 + А)*=А-1 " 5 '
S

1>ундан (32 — (s2/2) + (1/3). Демак, Грин функцияси куйидаги 
куринишга эга:

(  ̂ (х2 + s2) -  s +  jL х < s,
G ( x , s ) = {  2 ' 3

-  (x2 +  s2) - Х  + - ,  x > s .

1.7-§. Юкрри тартибли дифференциал тенгламалар 
учун чегаравий масалалар

1. Умумий тушунчалар. Юкори тартибли оддий диффе­
ренциал тенгламалар учун куйилган чегаравий масалани ечиш- 
да янги кийинчиликлар деярли келиб чик,майди. Шунинг учун 
бир типик мисолни текшириш билан чегараланамиз. Куйидаги

L[y] =  У(4)(х) =  f ( x ) , х е ( х 0,х 1) (1.15)

дифференциал тенглама берилган булсин.
L [у] = (х) дифференциал ифоданинг

У (х0) =  0, у {х i) = 0, у' (х0) = 0, у'(х0  = 0 (1.16)



чегаравий шартларни кдноатлантирувчи Грин функцияси 
куйидагича таърифланади:

Таъриф. Икки аргументли G (х , s ) функция куйидаги 
шартларни цаноатлантирсин:

1°. G (x ,s ) , G'x (x,s) ва Gxx(x ,s ) функциялар s нинг ( x 0 , X i )  

орсипщдаги барча циймапиарида х аргументи буйича узлуксиз; 
2°. G (x ,s )  функция (1.16) чегаравий шартларни бажаради; 
3°. Gxxx(x ,s ) довила х нинг (хо,s) ва ( s , X i )  орал.ицлардаги 

барча цийматларида узлуксиз, лекин х =  s нуцтада биринчи 
тур узилишга эга булиб, унинг сакраши 1 га тенг, яъни

4°. G ( x , s )  функция (x q ,s ) ва ( s , x i) оралщларда y ^ fa )  =  О 
тенгламани щноатлантиради.

торнинг (1.16) чегаравий шартларни цаноатлантирадиган 
Грин функцияси дейилади.

Грин функциясининг энг характерли хусусиятларидан бири 
унинг учун Гильберт теоремасининг Уринли л игидир, яъни агар 
у{х) функция (1.15) тенгламани ва (1.16) чегаравий шартлар­
ни щноатлантирса, уни

куринишда ифодалаш мумкин ва, аксинча, (1.17) формула би­
лан берилган у (х) функция (1.15) тенглама ва (1.16) чегаравий 
шартларни г^апоатлантиради (бу ерда / (х) [хо, х \] ораликда 
аникланган узлуксиз функция).

Gxxx (5 + 0>s ) ~ Gxxx (s — 0 , s) — 1

еки
G l ( v  + 0 ) - C ( M - 0 )  = - i .

У щолда G (x ,s) функция L[y\ =  у^\х) дифференциал опера-

(1.17)



(1.18)

Эслатиб утамизки, (1.16) чегаравий шартлар урн ига умумий 
чегаравий шартлар, масалан, куйидаги

9i [У Ы  , У' (х0) , у" (х 0) ,  у"' (х0)] =  0 , '

91 [У (хо), у' Ы ) , у" (х0) , у'" (x0)j = О, 
hi [у (a?i), у' ( z i ) , у" {x i) , у"' (xi)] =  О, 
h2 [У (x i) , у' {x i) , у" {хх), у"1 (xi)] = О

чегаравий шартлар олиниши х,ам мумкин. Бу шартлардан 
9\ =  У{х0), 92 =  У (хо), Ы =  у'{х i), h2 =  y '(x j) булганда (1.16) 
чегаравий шартлар келиб чикади.

2.Туртинчи тартибли оддий дифференциал тенглама­
лар учун Грин функциясини тузишга дойр мисоллар.

1 . Ь[у] = у ^  (х) дифференциал операторнинг у (0 ) = 0 . 
у" (0 ) =  0, у( 1) =  0 , у" {1) =  0 чегаравий шартларни каноат­
лантирувчи Грин функциясини тузинг.

Ечиш. Энг аввал L[y\ — 0 тенгламанинг умумий ечимини 
топамиз. Равшанки, у куйидаги куринишга эга:

у(х) =  Cix3 +  С2х2 +  C^x + С4.

Бундан фойдаланиб курсатиш мумкинки, L [у] — 0 бир жинс­
ли тенгламанинг бир жинсли чегаравий шартларни каноатлан­
тирувчи ечим у(х) =  0 булади. Шунинг учун оддий Грин функ­
циясини тузамиз.

Грин функциясини куйидаги куринишда излаймиз:

G (х, s)
а 2х3 + Of2x2 +  a 3x + a4, 
P i X 3 +  P 2 x 2 +  /З3Х +  /З4, 

Чегарвий шартлардан ушбу 

a 4 = 0,
a2 = 0 ,
P i  +  P 2  +  Р з  +  P i  =  0 ,  

6px +  2 p2 =  0

X  < s, 
x > s.

\



алгебраик тенгламалар системаси келиб чикади. Бу системадан
02 =  —3/?i ва /34 =  2/3i — ft-i ларни топамиз. Демак, Грин функ­
цияси куйидаги куринишга эга:

G  ( х , s )  =
а\хъ -f а 3х, х < s,
01 (х3 -  Зх2 +  2) + 0 з (х -  1) ,  х > s.

Грин функцияси учун биринчи ва учинчи шартларга кура 
ушбу алгебраик тенгламалар системасини хрсил к,иламиз:

QfjS3 +  Q3S =  0 i (s3 — 3s~ -f 2) -f- 0 з (s — 1) ,
3qiS2 +  0:3 =  0\ (3s2 — 6s) +  0з,
6CI1S =  0 i (6s — 6) ,
60i — 60:1 =  1 .

Бу системани ечиб, куйидагиларга эга буламиз:

s — 1 s3 s2 s s s3 +  2s
a i — х—; «з = - г  — тг + Pi = рз = —т.— •6 6 2 3 6 6

Топилганларни Урнига куйсак, урганилаётган масаланинг Грин 
функцияси тула аникданади:

s — 1 з /s3 s2 s

G (х, s)
х + ------------i—  х, х < s.

6 V б 2 3 1 '
х — 1 , ( X3 х2 X

2. L  [у] =  (x) дифференциал операторнинг у' (0) =  0, 
у " '(0) = 0 , у '(1) =  0 , у"'(1) = 0 чегаравий шартларни кдноат- 
лантирувчи Грин функциясини тузинг.

Ечиш. Маълумки, у ^ (х )  — 0 бир жинсли тенгламанинг уму- 
мий ечими у(х) — С\х3 +  С2х2 + С3Х -f- куринишда ёзила­
ди. У хрлда у (х) =  ЗС1Х2 + 2С2х +  С3, у"{х) =  6CiX -I- 2С2, 
у"’(х) =  6С1 булади. Буларни ва чегаравий шартларни эъти­
борга олиб, Сз =  0, С\ — 0, 3Ci +  2Сг +  С3 =  0 тенгликларга



эга буламиз. Демак, С\ = Сч =  Сз = 0. У хрлда у^(ж) = 0 
тенх'ламанинг бир жинсли чегарвий шартларни каноатлантирув­
чи ечими у(х) =  Сц булади. Агар С\ — 0 булса, тривиал ечим­
га, С4 ф 0 булса, тривиал булмаган ечимга эга буламиз. Шу- 
нинг учун умумлашган Грин функциясини тузиш лозим булади. 
у {х) — С4 ф 0 ечимни нормаллаштирсак, у0 (ж) =  1 келиб чика­
ди. Энди L [у\ = yo(x )yo(s), яъни y(n) (ж) =  1 тенгламанинг 
умумий ечимини топамиз:

у(ж) = —  + Cix3 4- С2Ж2 4- С3Х -I- С4.

Демак, умумлашган Грин функциясини куйидаги

+ aix3 + azx2 + азх + а4, х < s,
G (ж,s) — 4!

е!
4!
00

4- Ьхх3 4- Ь2х2 +  63ж + Ь4, х > s

куринишда излаймиз: Бу функцияни чегаравий шартларга буй- 
сундирсак, а3 =  0 , а* =  0 тенгликлар ва

f gj + 36] + 26г + 63 = О,
\ 1 +  66i =  О

тенгламалар системаси келиб чикдди. Охирги системани ечиб, 
&1 ва Ь3 ларни топамиз: Ьх =  —(1/6), Ь3 =  (1/3) — 26г. Шунга кура 
умумлашган Грин функцияси куйидаги куринишга келади:

ж4 2
—  +  (2.2ж +  04 , X <  S,
4!С(ж, s) =

Буни умумлашган Грин функцияси таърифининг биринчи

4 , - g - +  (х 2 -  2ж) 62 +  - +  64 , ж >  s.



шартларига буйсундириб,

f  S 3 S
a 2s2 +  й4 = —т г + т 'Ь  f 2̂ — 2s) 62 +  4̂)

D O
s2 1

2a2s =  — — +  -  +  (2s — 2) b2,

*2u2 — —s ~Ь 26 2

алгебраик тенгламалар системасини хрсил к;иламиз. 
Бу системани ечиб, куйидагиларни топамиз:

S S 1 
о, 2 — — — — ~ : 

4 2 6
s i i sЬ2 — — +  о4 — о4 — — 
4 6 б

Буларни урнига куйсак, умумлашх'ан Грин функцияси 

G (ж, s) =  <

” Х А
+

X 2
+

S2X 2 X 2 S S 3

4 ! У 4 ~  т 6
х 4

+
X 2

+
X 2 S 2 S 2X ж3

, 4! ~6 4 ~  ~2 6

х < s, 

х > s

куринишга келади. Ь4 номаълумни топиш учун умумлашган 
Грин функциясининг нормалланган г/о (х ) — 1 ечим билан ор- 
тогонал булиш шартидан фойдаланамиз, яъни

G (х, s )d x  — О

тенгликдан фойдаланамиз. G(x, s ) ни бу шартга куйиб,

_  s4 s2 1 
4 ~  24 +  б" ~ 45

ни топамиз. Ь4 нинг бу кийматини G (x ,s ) функциянинг охир- 
ги формуласига куйсак, урганилаётган масаланинг умумлашган



Грин функцияси хрсил булади:

G (х, s) =

х4 + s4 x2s2 s3 х2 +  s2 x2s 1
24 + ~4 "б +  6 2 45’ X < S ’

S4 +  X4 s2x2 X3 s2 +  X2 S2X 1
24 + ~ 4 ~  ~  ~6 +  6 2 45’ X > S '

1.8-§. Чегарада бузиладиган иккинчи тартибли 
дифференциал тенгламалар учун чегаравий масалалар

Агар р (х) ва }  (х) функциялар [0,1] оралик,да анщланган ва 
узлуксиз булиб, р (0) = О булса, ушбу

L[y\ = -\р(х)у'(х)}'=  f ( x ) ,  х €  (0 ,1) (1.19)

тенглама чегарада бузиладиган иккинчи тартибли дифферен­
циал тенглама дейилади. Бунда купинча р (х) функция учун 
р (х) ^ Роха , Po — const > О, а  > О тенгсизлик бажарилади деб 
Карал ади.

(1.19) дифференциал тенглама учун куйидаги чегаравий 
шартлар билан куйилган масалалар кдралади:

агар О ^ а  < 1 булса,

у (0) =  2/(1) = 0 ; (1.20)

агар 1 ^ а  < 2 булса,

\у (0)| < оо, у (1) = 0 . (1.21)

{(1.19), (1.20)} масалани кдрайлик. Агар {(1.19), (1.20)} ма­
саланинг ечилшни

1

у (х) =  J  G( x , s ) f ( s ) ds

куринишда ифодалаш мумкин булса, бу формуладаги G (х, s) 
функция {(1.19), (1.20)} масаланинг Грин функцияси дейилади.



G( x , s ) функцияни тузишга киришамиз. Бунинг учун (1.19) 
тенгламанинг умумий ечимини топамиз. (1.19) ни интеграллаб,

- y { x )  =  I w ) I f ( t ) d t  +  C l I  P i s )
0 0 о

тенгликка ёки бу ерда Дирихле формуласидан фойдаланиб,
X X  X

^ ) - f , m f b .  +  Cl f £ + C, (1.22)
О t о

тенгликка эга буламиз. Бундан у (0) = 0 чегаравий шартга асо- 
сан С2 — 0 тенглик, у (1) = 0  чегаравий шартга асосан эса

Ъ { 1 ) С г =  -  J  f ( t )dt  J
о

тенглик келиб чикади, бу ерда

1
ds

p { s )

b(x) = J

X

ds

p(*Y0

Тоиилганларни (1.22) га куямиз:

- y (x)  =  j  / т }
ds

p (s)' (*)
Бу ердаги [0,1] оралик, буйича интегрални [0, ж] ва [х, 1] ора- 

ликлар буйича интегралларга ажратсак ва



г О О

тенгликларни эътиборга олсак, (*) тенглик
X

- у  0*0 = J  f  (t) [b (x) -  b (t)] dt—
о

( x 1 \

/  +  /  / | 1) щ | ( Ч 1 ) - 1 « Р  =

куринишда ёзилади. Бу ерда

Ь{х)

G (x,t) =
[6(1) -  6(х)],

b { i y
X < t ,  

X > t

белгилаш киритсак, охирги тенгликни куйидаги
t

у (х) =  J  G (х, t) / (<) dt

куринишда ёзиш мумкин булади. У холда юкрридаги таърифга 
асосан G (х , s ) функция {(1.19), (1 20)} масала учун Грин функ­
цияси булади. Бу ерда

ds
p {s)



тенгликларни эътиборга олсак, Гркн функциясининг куйидаги- 
ча куринишига эга буламиз:

1
ds
/ Г ) х  t ,

Р \s ) J  P(S)оG (х , t) = <

1 Г ds Г
) 1  p ¥ ) Jо t

t i 
1 f  ds Г

' ( ! )  J  P ( s )  J

(1.23)
ds

p(s)'
x  >  t.

Бу Грин функцияси кз’йидаги хоссаларга эга эканлиги осон- 
гина исботланади:

1) Грин функцияси {(х, t) : 0 ^ x ^ l , 0 ^ t ^ l }  квадратда 
узлуксиз;

2) х ф t булганда (р GT) J  = 0 тенглик бажарилади;
3) Грин функцияси (1.20) шартларни к,аноатлантиради;
4) Gx (t + 0, t) — Gx (t — 0, t) =  —[1 /р  (£)].
Энди {(1.19), (1.21)} масаланинг ечимини топамиз. (1.19) 

тенгламанинг умумий ечими (1.22) формула билан аникданади. 
Ундан \у{0)\ < +оо чегаравий шартга асосан С\ — 0 тенглик, 
у(1) = 0 чегаравий шартга асосан эса

1 1 

c2 = -J f { t ) d tJ ds
p(s)

тенглик келиб чик,ади.
Топилганларни (1.22) га куйиб,

-У (х )
X X

J  J
ds 

p ( s ) / /(‘,<й/ ^  = и t о t

- f fit)dtI I nt)dtI IG{x’t)nt)dt



тенгликка эга буламиз, бу ердаги G(x. t) функция

1

G (х, t ) =  <
/
t
1

/

ds
p (s ) ’

ds
p{s)'

X  <  t ,

X > t

куринишга эга булиб, у {(1.19), (1-21)} масаланинг Грин функ­
цияси булади. Бу функциянинг хоссаларига тухталамиз:

1) Грин функцияси {(ж, £) : 0 < <5 < ж < 1, 0 < £ < 1} тугри 
туртбурчакда узлуксиз (бу ерда 5 = const > 0);

1 1
2) J  J  G2 (ж, t)dxdt < +эо тенгсизлик уринли.

о о
Бу тенгсизликни исботлаймиз:

1 1  i i  1 1  

/  /  G2 (x ,t)dxdt = J  dx J  G2 (ж ,t) dt+ J  dx J  G2 (x,t) dt.
0 0 0 0 0 I

Бу ерда иккинчи кушилувчида интеграллаш тартибини узгар- 
тириб, сунгра ж ни t билан, t ни эса ж билан алмаштирсак ва 
G (ж,t) = G (t, ж) тенгликни эътиборга олсак,

1 1  i i  
J  J  G2 (x,t)dxdt =  2 /  dx J  G (ж, t) dt
oo o o

тенглик келиб чикади. У холда



= 2 t d x l  ! т  d t = 2 J x ( l i

< 2

pH i -  a)
+3 - a  2 ( 2 - a )

< +oo;

3) x Ф t булганда (pG'x)x =  0 тенглик бажарилади;
4) Грин функцияси (1.21) чегаравий шартларни бажаради;
5) с ;  (<+о,о — о. (‘ -  о, <) = -  [i/p (t)\.
Охирги 3), 4) ва 5) хоссалар хам Грин функциясининг фор- 

муласидан фойдаланиб кцйинчиликсиз исботланади.

1.9-§. Кесманинг икки четида бузиладиган иккинчи 
тартибли дифференциал тенгламалар учун чегаравий

масалалар

Агарр'ух) ва f  (х) функциялар [—1,1] оралик,да анщланган ва 
узлуксиз б'улиб, р {  — 1) =  р  (+1) — 0 булса, у щолда

L [y] =  -\ p (x )y '(x )}'=  f ( x ) ,  х € ( - 1 , 1 ) (1.24)

тенглама [—1,1] кесманинг иккала четида бузиладиган иккин­
чи тартибли дифференциал тенглама дейилади. Бу тенглама 
учун чегаравий масалалар р (х )  функциянинг х =  ±1 нукда- 
ларда нолга айланиш тартибига боглик, хрлда куйилиб, купинча 
р (х) ^ р0(1 — х)“(1 + х )0, ро =  const > 0 ,  0 < a < 2 ,  0 < /3 < 2 
деб олинади. Бунда (1.24) дифференциал тенглама учун куйи­
даги шартлар билан чегаравий масалалар кУйиш мумкин:

1) у (—1) =  0, у (1) =  0, агар 0 < а , (3 < 1 булса;
2) | у (—1)| < +оо, у (1) =  0, агар 1 < а < 2 ; 0 < / ? < 1  булса;
3) |у(—1)| =  0, |з/ (1)1 < +оо, агар 0 < а < 1 ; 1 < / ? < 2  булса;



4) \у(—1)| < +оо, |у (1)! < +оо, агар 1 < а , 0  < 2 булса.
Бу ерда 4) хрлни кдраймиз, яъни 1 < а,(3 < 2 деб фараз 

килиб, L  [у] — 0 тенгламанинг |у(±1)| < +оо шартларни к,ано- 
атлантирувчи Грин функциясини топиш масаласини к,араймиз. 
Бу масала тривиалмас у (х) =  С ф 0 ечимга эга булгани учун 
умумлашган Грин функцияси тузилади. Бунинг учун у (х) — С  
ечимни нормаллаштирамиз. Бу хрлда уо (х) =  (l/-\/2) булиб,

L[y] = ~ \р(х)у'(х)}' =  (1/2) 

бир жинслимас тенгламанинг умумий ечимини топамиз:

1 f s  + Сг
p{s)

-ds +  С2,

бу ерда С\ ва С2 - ихтиёрий узгармаслар.
Масаланинг Грин функциясини ушбу куринишда излаймиз:

G (x,t) = <

X

и
1
X

-1

s +  А\ 
p(s)

i +  Bi  
p {s)

ds + A2, x > t,

ds +  Bi, x > t.

(rc, i)| < +oo булганлиги учун Ai =  —1, B\ 
Грин функциясининг x = t да узлуксизлигидан

1 Ь " 1 ,  , 1 f s +  1 ,-  / —j —ds + А2 — -  / —7~r^s +  2 
2 J  p (s) 2 J  p (s)

1 -1

тенглик келиб чикдди Бу тенгликка асосан

1 булади.



деб олиш мумкин, бу ерда 7 - кандайдир узгармас сон.
Топилганларни Грин функциясининг формуласига куямиз:

1 [ s — 1 1 Г 8 + 1
2 J  p (s) S +  2 ]  p {s)

G (x, t) — <
1 f s  + 1I2 J  p (s)

ds -Ь
- l

ds +  7 , x > t, 

1 f  8 -  1 ,
2 J  m  ъ  X < L

Номалум узгармас 7  ни f  G (x, t) dx =  0 шартдан топамиз:
- l

/  \Sw)ds+\!w;ds+1 dx+S Umds+
-1 L -1

1 Г x

+ 1 f  3 +  1
2  J  p { s )

ds + 7 dx
I  X

UdxJs +  1 t + 1
- ——ds -\---- —
p(s) 2

t

J  P(s)
ds+

+ ( ( + i ) t  + \ J i x  j  5-̂ d s + 1-^ - J  i ± i *  + 7 (1 -  t) =  0. 
t 1 -1

Демак,

- 27

t  X

1 4
- 1  - 1

s +  1 t + 1
—TV S ---o-P (s)  2

t

[  —J  P(s)
ds+

1 /л Xf S ~ l A l - f ( 8 +  l A
+ 2 l d x l w i d s + — } w ) i s -t 1 - 1



Такрорий интегралларда интеграллаш тартибини узгарти- 
риб, куйидагига эга буламиз:

- 27
=  \ j p(s)

ds 4" / p{s)
ds-

1 f  (s — 1) (t — s) 1 — t

\ J p ( s ) ds +
[ 8 + 1

J  p ( s )

ds

1 f ( S +  1) (1 - s ) ,  , 1 f ( s - l )  (1 + 5)
\ s

-1
p (s)

-ds +
\ !

1 f  (1 +  s) (1 -  s)
I I

dsp {s)  2

P(s)

1  f  1  —  s 2

-ds

I p{s)
ds.

Бу тенгликдан 7  бир к,ийматли топилади:

7  — A f ^ l ds
4 J  p(s)

-1

Демак, кдралаётган масаланинг умумлашган Грин функцияси

1 f a -  1 , 1 f s  + l ,  1 f  s2 -  1 ,
О / ~ T T ds + О / —ГТ + 7 / — T V ds' x > t ' 2 J  p (s) 2 J  p (s) 4 J  p{s)

1 -1 
x £

I I

G (x , f) =  <

\ !

s + 1ds + s — 1
p(s) 2 У p(s)

1 /V -  1
4 J  p(s)

формула билан аникланади.
Энди бу Грин функциясининг хоссаларига тухталамиз.



1) G (х , t) функция уз аргументларига нисбатан симметрик- 
дир. Бу бевосита G (х, t) нинг формуласидан куриниб турибди.

2) G2(x ,t) функция {(ж, t) : — 1 < х < 1, — 1 < t < 1} сощада 
интегралланувчи.

Х,ак,ик,атан х,ам,

1 г
J  J  G2 (x ,t)d x d t =  2 J  dx J  G2 (x, t) dt

- l  - l

l
- l  - l

+ 7= 2 f  dx [  l - f  ^-T^ds + \ [
J  J  2 j  p ( s ) 2 J  p { s )-l -l L l -l

*1h i  (1шА +(/йН+v
-l - l  L \i

dt £

1 x /  x

1 1 4  I
- 1  - 1  

1

s -  1
p {s)

d s  I dt +
f  X

f s +  1
J  p (s )

ds I d t+ 472

~Ц1х+1)[(1ш J dx+(Iil̂ ds/ + 1272.

p(x ) ^ Po (1 — x)“(l + x )0 ва 1 < a,/3 < 2 тенгсизликларга 
кура, охирги тенгсизликнинг ^нг томони чегаралангандир. Хос- 
са исбот этилди.

3) |G (±1, t)\ < +оо;
4) G* (t +  0, t) -  Gx (t -  0, t) =  -[1  /р  (*)];
5) x ф t булганда \j>{x) G'x]'x = (1/2) тенглик Уринли;
Бу хоссаларнинг исботини хам Грин функциясининг форму­

ласидан фойдаланиб кийинчиликсиз к^рсатиш мумкин.



1.10-§. Чегарада бузиладиган юк;ори тартибли 
дифференциал тенгламалар учун чегаравий масалалар

1. Масаланинг куйилиши. Визга куйидаги

L[y\ =  { - 1)" [p (x )y ^ (x )] {n) =  J ( x ) ,  х € (0,1) (1.25)

дифференциал тенглама берилган булсин, бу ерда п -  берилган 
натурал сон, р(х) ва /(ж) лар эса [0.1] ораликда аникланган ва 
узлуксиз функциялар булиб, р(0) =  0, 0 < х < 1 да эса р(х) ^ 
р0ха тенгсизлик уринли, бунда р0 =  const > 0, 0 < а  < 2п.

Бу тенглама учун чегаравий шартлар а  нинг кийматига караб 
турлича куйнлади. Чегаравий шартлар, масалан, 0 < а  < п 
булганда

у0)(0) =  0, j  =  0,п -  [а] -  1; 

jу ^  (0)| < -foe, к = п — [а], п — 1; (1-26)
(1) = 0 , т  =  0 , п — 1 

куринишда, п < а  < 2п булганда эса

|yw>(0)| < +оо, j  =  0 , ( n - l )  +  ( n -  [а]); ^  ^
y(m> (1) = 0, т  — бТпГ^Т

куринишда куйилиши мумкин.
(1.25) тенглама учун (1.26) ва (1.27) шартлар билан берилган 

чегаравий масалалар [1] монографияда батафсил урганилган.
Агар (1.25) тенглама учун у ёки бу шартлар билан куйилган 

чегаравий масаланинг ечими
1

У (х) =  J  G (x ,t ) f { t )  dt
о

формула билан анщланса, у х1олда G (х, t) функция уша масала­
нинг Грин функцияси дейилади.



Виз куйида юкрридаги масалаларга батафсил тухталмаймиз. 
Аммо бир неча мисолларда 4-тартибли дифференциал тенглама­
лар учун Грин функциясини тузиш билан шугулланамиз.

2. Чегарада бузиладиган 4-тартибли дифференциал 
тенгламалар учун Грин функциясини тузишга дойр ми- 
соллар.

1 . Ушбу L[y] =  (хау")", 0 < а  < 1 дифференциал опера- 
торнинг у(0) =  0 , у'(0 ) =  0 , у"( 1) = 0 , у'"( 1) =  0 чегаравий 
шартларни каноатлантирувчи Грин функциясини тузинг.

Ечиш. L\y\ =  0 тенгламанинг умумий ечимини топамиз:
✓7 „ З - а  „ 2 - а

У =  (2~— а )  (3 — а) +  +  Св*  +  С +  (L28)

Агар L  [у] =  0 тенгламанинг бир жинсли чегаравий шарт­
ларни каноатлантирувчи ечими факат у (х) =  О булса, у хрл- 
да оддий Грин функцияси тузилади. Буни текширайлик. (1.28) 
функцияни чегаравий шартларга буйсундирсак, С4 =  О, С3 =  О, 
С\ + С2 =  О, С\ (1 — а)  — С2а  =  0 тенгликлар келиб чикади. Бу- 
лардан эса С\ =  С2 — Сз — С4 =  0 ларга эга буламиз. Демак, 
чегаравий шартларни фак,ат тривиал ечим, яъни у (х) =  0 функ­
ция каноатлантиради. Шунинг учун оддий Грин функциясини 
Куйидаги куринишда излаймиз:

G(x, s) =

а гх3 а а2х2 а
+  7 i--------- w o-------- \ +  ° з х  +  а 4: х < s\(2 — а) (3 — а) (1 — а )(2 — а) 

bix3~a b2x2~a
(2 — а)(3 — а) (1 — сс) (2 — а)

(1.29)
Чегаравий шартларга кура а4 =  0, аз =  О, Ьх =  О, Ь2 — О 

эканлиги келиб чикади. Буни хисобга олсак, Грин функцияси

G (x ,s) =  <
a i x 3 а a 2x 2~Q

+  J - ----------r - r - --------- г ,  X <  S,(2 — a) (3 — a) (1 — a) (2 — a) ’ 
b3x +  b4, x > s



куринишга келади. Грин функцияси учун биринчи ва учинчи 
шартларга асосан х — s булганда

алгебраик тенгламалар системасига эга буламиз. Бу системани 
ечиб, куйидагиларни топамиз:

Топилганларни (1.29) га куйиб 1-масаланинг Грин функциясини 
куйидаги куринишда топамиз:

2. Ушбу L  [у] =  (xay " f,  1 < а  < 2 дифференциал опера- 
торнинг у (0 ) =  0 , |у'(0)| < +оо, у (1) =  у" (1) — 0 чегаравий 
шартларни каноатлантирувчи Грин функциясини тузинг.

Ечиш. L [у\ = 0 тенгламанинг умумий ечими (1.28) куриниш­
га эга. Ундан чегаравий шартларга асосан С\ =  С2 =  Сз = =
0 келиб чик;ади. Демак, оддий Грин функциясини тузиш лозим.

Грин функциясини (1.29) куринишда излаймиз. (1.29) дан че­
гаравий шартларга асосан а4 — 0 , а2 =  0 тенгликлар ва

— b3s +  64,
Й1(2 - a )  (3 -a) +a2(l-a) (2 -a)

s 2 - a  s l - a

a  1 s 1 a +  a 2s a -  0 , 

k —a i ( l  — a )  s~°  -I- a 2a s ~a ~1 =  s~a

a\ — — 1; a2 — s, 63 —

x < s .

. (2 -  a) (3 -  a) +  (1 — a) (2 -  a)'
x > s.

1 1



алгебраик тенгламалар системаси келиб чикади. 
Бу системани ечиб, куйидагиларни топамиз:

Ьз-4 (1 -  а) (2 -  а) (3 -  а)

У хрлда Грин функциясининг куриниши куйидагича булади:

+ а3х. х < s,
a ix3-с*

G (х, s ) = < bix 2—а
(2 -  а) (3 -  а)

б!Х3“а
(2 -  а) (3 -  а) ~ (1 — а) (2 -  а) 

2ЪХ

(*)
(1 — а) (2 — а) (3 — а)

— Ь3, х > s.

х — s булганда бу функцияни Г рин функцияси учун биринчи 
ва учинчи шартларга буйсундирсак.

ais'3 - a

+ a3s =
hi s3 —a b i  S2—a

(2 -  a) (3 -  a)

+ 63S — 63 +
0 — /Vai5

(2 - a )  ( 3 - a )  (1 — a) (2 — a) 
2bx

(1 — a) (2 — a) (3 — a) ’
6 j S 2 a  t j S 1 a + b3,

2 — a 2 — a  1 — a
aas1-® = 6is1_a — bis~a ,

bi (1 — a) s~a + bias~(a+1) — a x (1 — a) s-a  = s~a

алгебраик тенгламалар системаси келиб чикади. Бу системани 
ечиб, куйидагиларга эга буламиз:

„ З - а

аз + 2s „2—а

(2 - а )  ( З - а )  (1 - а) (2 - а )  ( З - а )  (1 - а ) ( 2 - а ) ’

ах — s — 1, bi — s, 63 — 2s D3—a
+ -(1 - a) (2 - a )  ( 3 - a )  (2 - a )  ( 3 - a ) '



Топилганларни (*) формулага куйсак, 2-масаланинг Грин 
функцияси учун формула келиб чик,ади:

(s — 1) ж

G (х, s)

З - а S2 а х

(2 - а )  ( З - а )  (1 — а ) (2  — а) 
х s3~a 2 s х

+ —---- ГТ̂---- Г +

+

(2 -  а) (3 -  а) (1 - а )  (2 -  а) (3 -  а) 
( х  — 1 ) s

, X <  S ,

З - а S X 2 - а

(2 - а )  ( З - а )  (1 — а) (2 — а)
+

+ s  X'З - а

+ 2 sx
(2 - а )  ( З - а )  (1 - а )  (2 - а )  ( З - а ) :

х  >  s .

3. L  [у] = (хау")" дифференциал операторнинг (1 < а  < 2) 
у(0 ) =  0 , |у'(0)| < + сю; у"( 1) — 0 , у"'( 1) = 0 чегаравий шартлар­
ни кдноатлантирувчи Грин функциясини тузинг.

Ечиш. Ь[у] — 0 тенгламанинг умумий ечими (1.28) куриниш- 
га эга. Ундан чегаравий шартлар1'а асосан С\ — 0, Сг =  О, — О 
С3 -  ихтиёрий сон эканлиги келиб чикдци. Демак. L [у\ — О 
тенгламанинг бир жинсли чегаравий шартларни каноатланти­
рувчи тривиалмас у (х) = С3х ечими мавжуд, бу ерда Сз ф 0. 
Шунинг учун умумлашган Грин функцясини тузамиз. Бунинг 
учун аввал у — С3х функцияни нормаллаштириб, уо (х) — \/Зх 
функцияга эга буламиз. Сунгра L [у] = л/Зху/Зs — 3xs тенгла­
манинг умумий ечимини топамиз:

sx5~a , C ix3“a , C2x2”q ( п  ( п  
У ~  2 ( 4 - а )  ( 5 - а )  (2 -  а) (3 -  а) (1 - а ) ( 2 - а )  3 4‘

Шунинг учун умумлашган Грин функцияси куйдаги кури-



нишда изланади:

■SX5—а
+ О\Х'З - а

2 (4 -  а) (5 -  а)  (2 -  а) (3 -  а)
„2- а

+

+
G (х, s) =  < (1 - а )  (2 - а )  

sx5~“

+  а з х  +  <24, 

h x 3~a

X < s,

+
2 ( 4 - а )  (2 - а )  (2 -  a) (3 -  а) 

b2x2~a
к (1 - а )  (2 - а )

г  +  ЬзХ  +  Ь4 , X >  S.

Чегаравий шартлардан а4 =  0, а2 =  0, bx =  — 3s/2, b2 =  s 
тенгликлар келиб чикади. Буларни G(x, s) нинг юкоридаги фор- 
муласига куйсак. умумлашган Грин функцияси куйидаги кури­
нишга келади:

SX,5 —Q
+ а\х,3—а

G (х, s) — <

2 ( 4 - а )  (5 -  а) (2 -  а) (3 -  а) 
'•5~а 3 sx3~°sx

2 (4 -  а) (5 -  а) 2 (2 -  а) (3 -  а)
„2—а

+ азх, х < s,

+

+- SX
+  ЬзХ +  64, X  >  S .

(1 - а )  (2 - а )

Умумлашган Грин функцияси учун х = s даги шартлардан

вз - а  _  з  s 4 - aais“
+  a s s  —

(2 - a )  ( 3 - a )  ' 2 (2 - a )  ( 3 - a )
53 - a

+ 71------------ г “Ъ -f 64,
(1 -  a) (2 -  a)

„2-a
ai + аз —

— 3s3_a S 2~ a+
2 -  a  ' J 2(2 -  a) 1 -  a  

axs1- 0 =  (—3/2)s2_or +  s1- "

+ b3,



алгебраик тенгламалар системаси келиб чикади. Бу системани 
ечиб, куйидагиларга эга буламиз:

„2—а3 5  S‘
а 1 1 "ТТ" j « 3 ~7~-\ \ /гч Т2 (1 — а) (2 — а)

„3—а
+ Ь3, &4 (2 — а) (3 — а)

Энди топилганларни Грин функцияси ифодасига куйиб,

3sx3_a

(7(2:, 5) =

5Ж

2(4 -  а) (5 -  а) 2(2 -  а) (3 -  а)
..3—а

+ + XS 2—а

( 2 - а )  ( З - а )  ( 1 - а )  ( 2 - а )  
sz5~“ 3sx3~Q

X <  S ,

2(4 -  а) (5 -  а) 2(2 -  а) (3 -  а)

+ sx,2—а „ З - а

. (1 -  а) (2 -  а) (2 -  а) (3 -  а)
+ Ь'зх, х > s

формулани хосил килам из. Бу формуладаги Ь3 ни умумлашган 
Грин функциясининг уо(х) — \/Зх функция билан ортогоналлик 
шартидан, яъни

1

, s)xdx — О
о

1

J  G(X

муносабатдан топамиз. Содда хисоблашлар ёрдамида

Ъя =
18 (За -  11) s 35З - а „5—а

+
3 Г7 m W   ̂ 2 (2 -  а) (3 — а) ' 2(4 -  а) (5 — а)

(7 -  а) П О ~ а ) 
k— 1

эканлигига ишонч хосил килиш кийин эмас. Энди 63 нинг кий- 
матини G(x, s) функциянинг охирги формуласига кМиб, 3-маса-



ланинг умумлашган Грин функциясини хрсил к;иламиз:

Ut sx5~Q +  xs5~a 3 (sx3 a +  xs3 Q)
2 (4 -  a) (5 -  a) 2 (2 -  a) (3 -  a)

r3—a
+ + xs 2—a

+
(2 — a) (3 — a )  (1 — a) (2 — a )  

18sx (3a — 11)

+

G (x ,s) — <
(7 -  а)  П (k ~ a) 

k= 1
S X 5 Q +  X S 5 a 3 (xs3 a + sx3 a )

2 ( 4 - a )  ( 5 - a )  2 (2 -  a) (3 -  a)V  +

D3 - a
+ + sx 2 - a

(2 — a) (3 — a) (1 — a) (2 — a) 
18sx (3a — 11)

( 7 - a )  П ( k - a )  
k=1

S,

x > s.

Эслатиб утамизки, мазкур бобни тайёрлашда асосан диф­
ференциал тенгламалар назарияси ривожланишига улкан х,исса 
кушган забардаст олим, улуг устоз, профессор К-Б.Бойкузиев- 
нинг 1983 йили "Ук,итувчи" нашриёти томонидан чоп этилган 
"Дифференциал тенгламалар" китобидан [2] фойдаланилди.



II БОБ

НОЛОКАЛ Ш АРТЛИ  ЧЕГАРАВИЙ М АСАЛАЛАР

2 .1-§* Интеграл тенгламалар хдк;идаги аеосий 
маълумотлар

Номаълум, функция интеграл ишораси остида булган тенг­
ламалар интегрсы тенгламалар деб аталади.

Механика, математик физика ва техниканинг куп масала- 
лари ушбу

куринишдаги интеграл тенгламларни текширишга олиб келина- 
ди, бу ерда ip (х)-номаълум функция, К  (х, у) ва / (х) функция­
лар эса мос равишда {а  ^ х < 6, а < у ^ 6} ва а ^ х ^ b 
(а,Ь -узгармас сонлар булиб, а < 6) ёгшк, туггламларда берилган 
узлуксиз хакикий функциялар.

(2 .1) тенглама чизицли интеграл тенглама ёки иккинчи тур 
Фредголъм интеграл тенгламаси дейилади. / (х) функция (2.1) 
интеграл тенгламанинг озод щади, К  (х, у)-унинг ядроси, сонли 
А купайтувчи эса тенгламанинг параметри дейилади.

(2 .1) интеграл тенглама / (х) = О булган хрлда, яъни

6

V?(x)-  A J  К  {x,y)ip(y)dy  =  / (х) (2 .1)
а

Ь

(2 .2 )

а

тенглама бир жинсли интеграл тенглама, / (х) ф 0 булган хрл­
да эса бир жинсли булмаган интеграл, тенглама дейилади.



Куйидаги бир жинсли интеграл тенглама

ь
гр (ж) -  А У  К  (у, ж) ф {у) dy =  0 (2.3)

а

(2 .2 ) тенгламага к;ушма интеграл тенглама дейилади.
Текшириб курит кийин эмаски, агар иккинчи тур Фредгольм 

интеграл генгламасининг умумий ечими Ф(ж) мавжуд булса, у

Ф(ж) =  <р0(х) + ip(x) (2.4)

куринишга эга булади, бунда ipo(x) - бир жинсли (2 .2) тенглама­
нинг умумий ечими, if(ж) эса бир жинслимас (2 .1) тенгламанинг 
хусусий ечимларидан бири.

Х,ак;ик,атан х,ам, агар Ф(ж) ва <р(х) мос равишда бир жинсли 
булмаган (2 .1) тенгламанинг умумий ва хусусий ечимлари булса, 
буларнинг айирмаси (fo(x) =  Ф(ж) — <р(х) бир жинсли (2.2) тенг­
ламанинг ечимидан иборат булади. Бундан дархол (2.4) тенглик 
келиб чикади.

Куйидаги белгилашни киритайлик:

ь

|К (х , y)\dy =  М.

Агар А параметр куйидаги тенгсизликни

|л| < J j  w

кдноатлантирса, (2 .1) тенгламанинг ечими мавжуд ва ягона бу­
либ, уни кетма-кет якинлашиш усули билан топиш мумкин.

(2.1) интеграл тенгламада К (х ,у )  ядро {(ж, у) : а < х < Ь, 
а <  ж < Ь} квадратда узлуксиз булса, куйидаги фикр Уринли 
булади [11, 12].

max
аСх<Ь I



Фредгольм альтернативаси. Агар (2.1) тпенгламага мос 
бир жинсли  (2.2) тенглама А нинг щар бир тайин цийматпи 
учун фак,ат тривиал (айнан нолга тенг) ечимга эга булса, (2 .1) 
тенглама ихтиёрий узлуксиз f(x )  озод щад учун ягона ечим­
га эга булади; агарда бир жинсли  (2 .2) тенглама тривиалмас 
ечимларга эга брлса, (2.2) тенглама щам ва унга щушма (2.3) бир 
жинсли тенглама цам бир хил чекли сондаги чизикли боглщ  
булмаган тривиалмас ечим.парга эга булади; у хрлда (2 .1) тенг­
лама ихтиёрий узлуксиз /(х) озод щад учун ечимга эга булавер- 
майди; (2 .1) тенгламанинг ечимга эга бЦлиши учун f(x )  озод 
:щд узлуксиз ва бир жинсли к/угима (2.3) тенгламанинг барча 
ечимларига ортогонал булиши зарур ва етарлидир, яъни

бунда ipj(x), j  =  1, 2,..., k - (2.3) бир жинсли тенгламанинг бар­
ча чизщли боглиц булмаган тривиалмас ечимлари.

Равшанки, тривиал функция бир жинсли (2.2) тенгламанинг 
ва унга к^шма булган (2.3) тенгламанинг ечими булади. А па- 
раметрнинг бир жинсли (2 .2) тенглама тривиалмас <р(х) ечимга 
эга булган киймати К (х , у) ядронинг ёки (2 .1) тенгламанинг хос 
сони, (р{х) функция эса шу ядро ёки тенгламанинг А хос сонига 
мос хос функцияси дейилади.

ь
(2.6)

а

Ушбу

ь
К\(х,у) = К (х, у), K d(x,y) =  J  K (x ,t) K j-i(t ,y )d t, j  =  2,3,. ..

a

рекуррент муносабатлар билан аникланган K j(x, у) функциялар
(2 .1) тенгламанинг итерацияланган (такрорланган) ядролари 
дейилади.



Агар К (х, у) ядро {(х , у) : а ^ х ^ Ь, а ^ у ^ Ь} сохдда узлук­
сиз ва (2,5) тенгсизлик бажарилган булса, у хрлда бу сох,ада

ОО

] Г А ^ ( х , у )  (2.7)
j = 1

катор текис якинлашади. (2.7) кдторнинг йигиндиси (2.1) тенг­
ламанинг ёки К (х ,у )  ядронинг резолъвентаси  ёки щал цилувчи 
ядроси дейилади ва R(x, у; А) каби белгиланади, яъни

СЮ

R(x, у; А) = У^АJ~l K j{x ,y ). (2.8)
j=i

Агар (2.1) тенгламанинг ечими мавжуд ва ягона булса, бу 
ечим R{x. у; А) резольвента ёрдамида

ь
<р{х) =  /(х) + A J  R (x,y ,\ ) f{y )d y  (2.9)

а

куринишда аникланади.
(2.1) тенгламанинг К (х .у )  ядроси ушбу тенгсизликни

ь ь
J  J  \K(x,y)\2dxdy =  М 2 < +оо (2 .10)
а а

ёки куйидаги тенгликни

K ( * ’ V) =  0 < О < 1  (2.11)
кдноатлантирса, уни мос равишда квадрати билан жамланув- 
чи ёки кучсиз махсусликка эга брлган ядро дейилади, бу ерда 
Н (х, у) - {(х, у) : а ^  х < Ь, а ^ у ^ Ь} сохада узлуксиз булган 
функция.



(2 .1) интеграл тенгламанинг ядроси (2 .10) ёки (2 .11) шарт­
ларни бажарганда хам Фредгольм альтернативаси Уринли бу­
либ, (2.1) тенгламанинг ечими (2.9) тенглик билан анихланади.

Агар (2.1) тенгламада интеграл чегараларидан биттаси, ма- 
салан, юкори чегара узгарувчи булса, яъни тенглама

X
4> ( x ) - \  J  К  (X, у) ip (y)dy =  f { x )  X > а

а

куринишда булса, уни Вольтерранинг иккинчи тур интеграл 
тенгамаси дейилади.

Вольтерранинг иккинчи тур интеграл тенгамаси, унинг ядро­
си К  (ж, у) ва озод хади / (х) узлуксиз булганда, А параметрнинг 
хар бир чекли киймати учун ягона ечимга эга булади.

Бундай тенгламалар учун якднланшиш усули кУлланганда 
итерацияланган ядролар

X
К\(х,у) = K ix,y), Kj (х,у) =  J  K(x,t)Kj-iit,y)dt, j  =  2 .3,...

у

куринишда аникланиб, (2.7) кдтор А нинг ихтиёрий чекли к,ий- 
матида абсолют ва текис якинлашади. Унинг йигиндиси бу ерда 
хам тенгламанинг резольвентаси деб аталиб, R(x, у; А) каби бел- 
гиланади ва тенгламанинг ечими

X
tp(x) = f(x)  +  A J  R ix,y;X )f(y)dy

а

формула билан аникланади.
Вольтерранинг иккинчи тур интеграл тенгламасининг 

К {х,у) ядроси (2.10) ва (2.11) шартларни каноатлантирганда 
хам юкоридаги фикрлар уринли булаверади.



Эслатиб утамизки, агар К (х,у )  - ядро мазкур параграфда 
келтирилган шартларни бажарувчи функция булса. у хрлда
Ь х
J  К (х , y)ip(y)dy ва f  К (х, y)(p{y)dy ифодалар мос равишда Фред-
а а
гольм ва Вольтерранинг интеграл оператори деб номланади.

2.2-§. Бицадзе-Самарский масалалари

Куйидаги оддий дифференциал тенгламани кдрайлик:

Ро{х)у" + Р\{х)у' + р2(х)у  =  /(ж), х  €  (а, Ь), (2.12)

бу ерда у =  у(х) - номаълум функция, р0(х), P i(x), р2{х), f ( x ) 
лар эса [а, 6] ораликда аникданган ва узлуксиз функциялар бу­
либ, р0(х) ф 0 .

Маълумки, (2.12) дифференциал тенглама учун [а, 6] оралик,- 
да куйиладиган чегаравий масалаларда к,аралаётган оралик, уч- 
ларида, яъни х = а ва х  = b нукталарда номаълум функциянинг 
ёки унинг х;осиласининг киймати ёки улардан ташкил топган 
кандайдир чизикли комбинациянинг киймати берилар эди. Бу 
чегаравий шартларнинг хусусияти шундан иборатки, х,ар бир 
шартда номаълум функциянинг ва унинг хрсиласининг факат 
х — а нуктадаги ёки х  — Ь нуктадаги киймати иштирок этади. 
Одатда бундай шартлар локал (мащаллий) шартлар дейилади, 
уларга мос масалалар эса баъзида локал чегаравий масалалар 
деб юритилади.

Дифференциал тенгламалар учун локал булмаган шартли, 
яъни нолокал шартли масалалар куйиш ва Урганиш х,ам мум­
кин. Масалан, 1.4-§ нинг 5-мисолида Ь[и] =  у" оператор учун 
кУйилган у(0) =  —?/(1), у'(0) =  —у'(1) шартлар нолокалдир, 
чунки бу чегаравий шартлардан бирида номаълум функция­
нинг, иккинчисида эса унинг хрсиласининг икки чегаравий нук- 
талардаги кийматлари иштирок этмокда.

Нолокал шартларда номаълум функциянинг ёки унинг хрси­
ласининг нафакат чегаравий нукталардаги кийматлари, балки



карал аётган ораликнинг ички нукдал ар и даги кийматлари х,ам 
иштирок этиши мумкин. Шунга карамай, бошлангич шартлар- 
дан фаркдаш максадида, нолокал шартларни хам чегаравий 
шартлар деб хцсоблаймиз. Бунга мос равишда, нолокал шартли 
масалаларни нолокал чегаравий масалалар ёки тугридан-тугри 
нолокал масалалар деб атаймиз.

Нолокал шартли масалалардан бир тури Бицадзе-Самарский 
масалалари булиб, унда берилган нолокал шартлар функция­
нинг ёки унинг хрсиласининг каралаётган ораликнилг чегара­
вий ва ички нукталаридаги кийматларини боглайди [3].

Содцалик учун куйидаги масалани карайлик:

у"(х) =  f  (х) , 0 < х < 1 (2.13)

дифференциал тенгламанинг [0 , 1] оралщда узлуксиз ва

у(0) =  ко, у (1) = ку (£) + fci (2.14)

шартларни цаноапглантирувчи ечими топилсин, бу ерда к, ко, 
кХ) £ - берилган сонлар булиб, 0 < £ < 1.

Агар к — 0 булса, бу масаладан (2.13) тенгламанинг у(0) = ко, 
у( 1) =  к\ чегаравий шартларни цаноатлантирувчи ечимини то- 
пиш х д к и д а ги  масала келиб чикади. Агар к /  0 булса, бу маса­
ланинг (2.14) шартларидан иккинчиси номаълум функциянинг 
[0 , 11 ораликдинг четки х =  1 ва ички х =  £ € (0 , 1) нуктала­
ридаги кийматлари орасидаги богланишни ифодалайди. Одат- 
да бундай шартлар Бгщадзе-Самарский шартлари деб аталиб. 
улар нолокалдир.

Бу масалани ечишда (2.13) дифференциал тенгламанинг уму­
мий ечимини аникловчи куйидаги формуладан фойдаланиш 
мумкин: X

у(х) =  Со + Cxx +  J  (х -  t)f(t)dt, (2.15)
о

бу ерда со, сг - ихтиёрий узгармаслар.



(2.15) функцияни (2.14) шартларнинг биринчисига буйсун- 
тирсак, Со =  kg келиб чикади. Сунгра (2.15) формуладан фойда- 
ланиб, у(1) ва у(£) ларни топамиз:

У(1) = Co + Ci+ У  (1 - t ) f ( t ) d t ,  у(£) = co+c^-h J  ( £ - t ) f ( t ) d t .

о 0

Буларни (2.14) шартларнинг иккинчисига куйиб, масалан 
к =  1 булганда, С\ ни бир кийматли топамиз:

с 1 =

Со ва Ci ларнинг топилган кийматларини (2.15) формулага 
куйиб, {(2.13), (2.14)} масаланинг к = 1 булгандаги ечимига эга 
буламиз:

у (х ) = А:0 +  J  {х t) f  (t) dt+

+
l - £

dt

Бу ечимни топиш жараёнидан келиб чикадики, у ягонадир. 
Демак, {(2.13), (2.14)} масала к =  1 булганда коррект куйилган. 
Бу масалани к нинг бошкд кийматларида хдм Урганиш мумкин. 

Энди юкорида урганилган масаладаги (2.14) шартлар урнига

2/(0 ) =  к0, у'(1) =  у'(£) + к1 (2.16)

шартлар олинган масалани карайлик.
Бу ерда х,ам (2.13) тенгламанинг (2.15) умумий ечимидан фой- 

даланамиз. Аникки, со =  к0. (2.15) формуладан у'(1) ва у'(£)



ларни топамиз:

1

1/(1) =  с1 +  /  /(t)di, у'(О = С1 +  /  / (*)* . (2.17)
о о

Буларни (2.16) шартларнинг иккинчисига куйсак,

1

J  f(t)dt = k\ (2.18)

тенглик келиб чикади. Демак, {(2.13), (2.16)} масала ечимга эга 
булиши учун (2.18) шарт бажарилиши зарур экан.

Юкоридагилардан келиб чикадики, агар (2.18) шарт бажа- 
рилмаса, {(2.13),(2.16)} масала ечимга эга эмас, (2.18) шарт 
бажарилганда эса у

куринишдаги чексиз куп ечимларга эга булади, бу ерда е;- ихти­
ёрий узгармас сон. Демак, {(2.13), (2.16)} масала коррект 
куйилган эмас.

Бицадзе-Самарский масалаларини чегарада бузиладиган 
дифференциал тенгламалар учун хам куйиш мумкин. Мисол си- 
фатида, [ху' (х)\ — (п2/х)у(х) =  0 дифференциал тенгламанинг 
[0 , 1] оралицда узлуксиз ва

шартларни каноатлантирувчи ечимини топиш хакидаги маса­
лани карайлик, бу ерда п, £, кл - берилган сонлар булиб, п 6  N,

X
(2.19)

о

у(0 ) < +оо, у(1) =  » ( 0  +  *1 (2.20)

£ 6 (0 , 1).



Бу хрлда берилган дифференциал тенгламанинг умумий ечи­
ми у(х) — С\Хп +  с2х~п куринишга эга булиб, С\ ва с-2 - ихтиё­
рий узгармаслар. Бундан (2.20) шартларнинг биринчисига асо­
сан сг =  0 келиб чик;ади. Буни эътиборга олиб, умумий ечимдан 
2/(1) = сь у(£) =  ci£n ларни топамиз. Буларни (2.20) чегаравий 
шартларнинг иккинчисига куйсак, С] =  Cifn4- ki тенгликка, бун­
дан эса Ci =  fci/(l — £п) га эга буламиз. Демак, к,аралаётган ма­
саланинг ечими мавжуд ва ягона булиб, у у(х) =  (1 — £п)~1хп 
функция дан иборат экан.

Энди ŷ IV\x) — 120а: дифференци<ы тенгламанинг [0,1] ора- 
лщда узлуксиз ва

шартларни цаноатлантирувчи ечимини топайлик.
Бу ерда берилган дифференциал тенгламанинг умумий ечи­

ми куйидаги куринишга эга:

тенгликларга эга буламиз. Булардан эса Ci =  —4, С2 =  3, с3 =  1, 
Сц — 1 ларни топамиз. Демак, масаланинг ечими ягона ва у 
у(х) = х5 — Ах3 + Зх2 + х 4- 1 функциядан иборат.

Эслатиб утамизки, бу масалада берилган (2.21) шартларнинг 
биринчи ва учинчиси локал шартлар, иккинчиси ва туртинчи- 
си эса Бицадзе-Самарский шартлари булиб, нолокалдир. Демак, 
масала хам нолокал.

(2 .2 1 )

у(х) = х5 + С\Х3 + с2х2 +  с3х 4- с4.

Бу функцияни (2.21) шартларга кУйиб,

3
с4 =  1, с3 — -c i — с2 =  1, 3ci + с2 =  —9, ci =  - 4



Юкррида урганилган масалалар ечимини топишда х,ар до­
им к,аралаётган дифференциал тенгламанинг умумий ечимидан 
фойдаланилди. Бицадзе-Самарский масалалари ечимини топиш- 
нинг бу усулидан ташкари Грин функциялари усули хам мав- 
жуд. Куйидаги масалани шу усул билан ечамиз:

~[хау'(х)]' =  f{x ), 0 < х < 1 (2 .22)

дифференциал тенгламанинг [0 , 1] оралщда узлуксиз ва

у (0 ) = ко, у (1) =  у ( 0  +  * 1. (2-23)

шартларни цаноатлантпирувчи ечими топилсин, бу ерда ко, 
кг, а, £ - берилган х;ак,ик,ий сонлар булиб, — const 6  (0 . 1), 
f{x )  эса берилган узлуксиз функция.

{(2.22), (2.23)} масалани Грин функциялари усули билан 
ечиш учун уни бир жинсли чегаравий шартли масалага кел- 
гириб оламиз. Бунинг учун {(2.22), (2.23)} масалада куйидаги 
алмаштиришни бажарамиз:

z(x) =  у(х) - к 0 -  [yiO +  кг -  к0] х.

Натижада. {(2.22) ,(2.23)} нолокал масала

— [x^z (x)f = fi (х ) , 0 < х < 1, (2.24)

z(0) = 0, г(1) =  0 (2.25)
локал чегаравий масалага алмашади, бу ерда

fi (х) =  f i x )  + а [у (О + ki -  к0) xQ_1.

Агар у (С) ни маълум деб фараз килсак, /i(x) - маълум функ­
ция булиб, {(2.24), (2.25)} чегаравий масаланинг ечими

1

z(x) =  J  G{x,t)fi(t)dt (2.26)
о



формула билан аникланади, бу ерда

j V - ^ l - ^ X l - a ) - 1, x < t ,
[Х’ ’ [  t1-a ( l — re1-") (1 — a ) -1 , x > t

-каралаётган масаланинг Грин функцияси (1.8-§ га кдранг). 
(2.26) га z(x) ва /х(х) функцияларнинг ифодаларини куйсак,

у(х) =  к0 + [?/(£) + кх -  ко) х+

1

+ J  G(x,t){f(t)-\-a[y(^) +  kl -ko} ta~l}dt
о

тенглик келиб чикади. Бу ердан G (x,t) функциянинг курини­
ши ни эътиборга олиб, баъзи хдеоблашлардан сунг

1

у (х) = ко +  [у (£) +  кг -  ко] x 1_a + J  G (х, t) / (t) dt (2.27)
о

тенгликни х,осил килам из. (2.27) да х = £ деб,

1

У (О (1 -  = ко + {ki -  ко) С '"  +  J  G { i , t ) f  (t) dt (2.28)
о

тенгликка эга буламиз.
г/(£) нинг коэффициенти (1 — £1_“) Ф 0 булгани учун (2.28) 

дан у(£) бир кийматли топилади. Топилган у(£) ни (2.27) 
тенгликка куйиб. урганилаётган масала ечимига эга буламиз.

Маълумки, х,ар доим хам берилган дифференциал тенгла­
манинг умумий ечимини аник куринишда топиб булавермайди. 
Демак, хар кандай дифференциал тенглама учун кУйилган че­
гаравий масаланинг Грин функциясини аник куринишда топиб 
булавермайди. Бундай вактда юкорида куриб утилган иккала



усулдан хам фойдаланиб булмайди. Бундай хрлларда берилган 
дифференциал тенглама учун куйилган нолокал масала ечими­
нинг мавжудлигини, берилган дифференциал тенгламанинг би- 
рор хуеусий холига мос келувчи чегаравий масаладан (агар бу 
масаланинг Грин функцияси маълум булса) фойдаланиб курса- 
тиш мумкин. Айтилганларни исботлаш максадида

у"(х) +  ху'(х) — ху(х) = х, 0 < х < 1 (2.29)

дифференциал тенгламанинг [0 , 1] оралщда узлуксиз ва

1/(0)  =  (1/2  )у (0  +  1, 7/(1) =  2 (2.30)

шартларни цаноотлантирувчи ечимини топиш хакидаги ма­
салани карайлик.

Аввал {(2.29),(2.30)} масала ечимининг ягоналигини исбот- 
лаб оламиз. Бунинг учун унга мос бир жинсли масала, яъни

у''(х) + ху'(х) — ху(х) =  0, 0 < х < 1, (2.31)

2/(0) =  (1/2)у(0, У(1) -  0 (2.32)
масала факат тривиал ечимга эга эканлигини курсатиш етарли.

Тсскаридан фараз килайлик, яъни {(2.31), (2.32)} масаланинг 
у0 (х) ф 0, х  € [0,1] ечими мавжуд булсин дейлик. У холда, 
Уо(х) £ С [0,1] булгани учун, Вейерштрасс теоремасига асосан,

sup\у0 (x)j = \у0 (х0)| > 0 , 0 ^ х0 ^ 1 
(ОД)

булади. 2/(0) =  0 ,5у(£) ва у( 1) =  0 булгани учун хо ф 0 ва хо ф 1. 
Демак, х0 G (0 ,1). У холда, уо{х) G С2(0,1) булгани учун уо(х0) 
сон Уо(х) функциянинг мусбат максимуми ёки манфий мини- 
муми булади. Агар уо(хо) мусбат максимум (манфий минимум) 
булса,

Уо (хо) < 0 (^ 0), у'0 (х0) = 0,
(-хо)у(хо) < 0 (> 0)



муносабатлар Уринли булади. Буларни эътиборга олсак,

Уо(хо) +  ХоУо(хо) -  хоуо(хо) < 0  (> 0)

тенгсизликка эга буламиз. Бу эса (2.31) га зиддир.
Юкрридагилардан келиб чикддики, {(2.31),(2.32)} масала­

нинг [0 , 1] ораликда узлуксиз булган уо(х) ф 0 ечими бу ора- 
лик,нинг хеч бир нуцтасида абсолют киймати буйича энг катта 
мусбат кийматга эришмайди. Бу эса Вейерштрасс теоремасига 
зиддир. Бу кдрама-кдршилик уо(х) ф 0 деган фаразимиз но- 
тугри эканлигини курсатади. Демак, уо(х) =  0, х 6  [0,1].

Энди {(2.29), (2.30)} масала ечимининг мавжудлигини исбот- 
лашга утамиз. Бунинг учун аввал {(2.29), (2.30)} масалада

z(x) =  y (.г ) +  [1 +  0,5у (£)] (х -  1) -  2х (2.33)

алмаштириш бажариб, уни бир жинсли локал шартли ушбу

z"(х) +  xz'(x) -  xz(x) =  fi  (х ) , 0 < х < 1, (2.34)

2 (0 ) =  0, z( 1) =  0 (2.35)
масалага келтириб оламиз, бу ерда f\(х) — x + x 2+y(Q (x—0 , 5х2).

Х,осил булган {(2.34), (2.35)} масалага тугридан тугри Грин 
усулини куллаб булмайди, чунки унинг Грин функцияси бизга 
маълум эмас. Шунинг учун (2.34) дифференциал тенгламани

z"(x) — / 2 (х) , 0 < х < 1 (2.36)

куринишда ёзиб олиб, {(2.35), (2.36)} масаланинг Грин функци- 
ясидан фойдаланамиз, бу ерда / 2 (х) =  х + х 2+у  (£) (х — 0 , 5х2) —
— xz1 + xz.

Агар /2(х) ни вацтинча маълум функция деб х;исобласак, 
{(2.35),(2.36)} масаланинг ечими

1

z(x) =  J  G (x ,t)f2(t)dt (2.37)
о



куринишида аникланади, бу ерда (1.4- § даги 2-мисолга к,аранг)

т  ^ ~ 1)х ’ x < t '
(Ж’ ) ~  \ (х -  l)t, х > t.

(2.37) формулага аввал /2(х) функция ифодасини, сунгра 
z(x) нинг ифодасини куйсак, баъзи хдсоблашлардан сУнг

1

у (х) =  1 + 7-х -  ” Х3 +  (О { 1 - х ) -  J  G (х, £) £ [у1 (t) -  у (01 dt
о

тенгликка эга буламиз.
y'(t) иштирок этаётган интегрални булаклаб интегралласак 

ва G(x, 0 ) =  G(x, 1) = 0 эканлигини инобатга олсак, охирги тенг­
ликдан куйидаги тенглик келиб чикади:

у (х) =  1 +  -х  -  ^х3 + \у (О (1 -  х) +

1

+ J  [ [t + l)G (x ,t )  + tG’t (x,t)]y{t)dt. (2.38)
о

(2.38) да х =  £ деб,
1

3(1 +  0 у ( 0  = 6 + 7 £ -£ 3+6 J  [(t + l)G  (£, t) + tG't (Z,t)}y{t)dt

(2.39)
тенгликка эга буламиз.

£ е (0,1) булганлиги учун (2.39) да у (£) нинг коэффициенти 
нолдан фаркли. Шунинг учун у (£) ундан бир кийматли тони- 
лади. Топилган у (£) ни (2.38) куйиб, у(х) функцияга нисбатан

1

у (х) + J  Gi (х, t) у (t) dt =  /о (х) (2.40)
о



куринишидаги иккинчи тур Фредгольм интеграл тенгламасига 
эга буламиз, бу ерда

Gi (х, t) =  — [(1 +  t)G (£, t) + tG't (£, £)] +  Y + t )  ’

,  / ч 7  1 ,  1 - X  (  7  1 ЛA(x) = l + - x - - x  + _ ^ l  + - ? - - 5  j

булиб, /о (ж) - узлуксиз функция, G i(x,t) эса £ ф х да узлуксиз 
ва t — х  да чекли сакрашга эга булган функция.

{(2.31),(2.32)} бир жинсли масалага
1

у(х) +  J  Gi(x, t)y(t)dt — 0 (2.40')
о

бир жинсли интеграл тенглама мос келади. {(2.31),(2.32)} маса­
ла факат тривиал ечимга эга булганлиги учун (2.40') интеграл 
тенглама х,ам факат тривиал ечимга эга. У хрлда Фредгольм 
альтернативасига асосан (2.40) бир жинслимас интеграл тенг­
ламанинг ечими мавжуд, ягона ва уни

1

У(х) = fo(x) -  J  R (x ,t)f0{t)dt (2.41)
о

куринишда ёзиш мумкин, бу ерда R (x,t) функция Gi{x,t) яд- 
ронинг резольвентаси.

/о(х) ва R(x,t) [Gi(x, t)] функцияларнинг хоссаларига асо­
сан охирги тенгликдан келиб чикдцики, топилган у(х) функция 
С  [0,1]ПС2(0 ,1) синфга тегишли. Бундан танщари (2.41) [(2.40)] 
тенгликни келтириб чицариш жараёнидан келиб чикдцики, то­
пилган у(х) функция (2.29) тенгламани к.аноатл антиради.

Изох;. Юкррида курилган масалаларда нолокал шарт факат 
кдралаётган оралик;нинг бир четки нуктаси ёрдамида берилди.



Лекин нолокал шартларни ораликнинг иккала четки нукталари 
ёрдамида хам бериш мумкин.

2.3-§. Бицадзе - Самарский масаласининг 
умумлашмалари

Аввалги параграфда берилган дифференциал тенглама учун 
кУйилган Бицадзе-Самарский шартларида номаълум функци- 
якинг тенглама каралаётган ораликнинг четки ва ички нукта- 
ларидаги кийматлари богланган эди. Б}' ерда куйидагича савол 
пайдо булади: Бицадзе-Самарский шартларида номаълум функ- 
циянинг кийматлари олинаётган ички нуцталар биттадан ор- 
тгщ брлиш.и мумкинми? Бу ерда шу саволга жавоб берамиз.

1 . Ички нукталар сони чекли булган х,ол. Бицадзе-Са­
марский шартларида номаълум функциянинг каралаётган ора­
ликнинг бир неча ички нукталаридаги кийматлари иштирок 
этиши хам мумкин. Масалан, (2.16) даги иккинчи ва (2.30) даги 
биринчи шартлар урнига мос равишда

3/(1) =  aiy(Ci) +  а 2 у ( 6 )  +  +  а„у(£п) +  h ,  (2.42)

у(0) =  Ь\у{т)\) +  Ь2у ( г )2) +  ... +  bmy ( r )m) +  fc0

шартлар олиниши мумкин, бу ерда п,т  € N ва fcp, fcj, ал £j, b{, 
rji - берилган сонлар булиб, £j, Tji € (0 , 1) j  =  1, n, i =  1, m.

Фикримизнинг исботи сифатида

у" (х) -  Ау(х) =  0, 0 < х < 1 (2.43)

дифференциал тенгламанинг [0 , 1] оралщда анщланган, узлук­
сиз ва у (0) =  /с0, (2.42) шартларни к;аноатлантирувчи ечимини 
топиш а;ацидаги масалани карайлик, бу ерда А =  const.

Аввал масаланинг ечими ягоналигини исботлаймиз.
Бунинг учун (2.43) дифференциал тенгламанинг



шартларни к,аноатлантирувчи ечими факдт тривиал функция
булишини исботлаш керак.

Агар {(2 .43), (2.44)} масаланинг ечими уо(х) ф 0, х € [0,1]
деб фараз к,илсак, sup\у0 (х)| =  |у0 (ж'о)| > 0 , х0 6  [0 , 1] деган ху- 

{0 , 1}

лосага эга буламиз. Худцй {(2.31), (2.32)} масаладаги каби му- 
лохдзалар юритиб, курсатиш мумкинки, А > 0 да Хо t  (0,1) 
булади. Буни ва уо (0) = 0 тенгликни эътиборга олсак, Хо — 1 
эканлиги, яъни Ух G [0,1) учун \у0 (х)| < \у0 (1)| эканлиги келиб 
чикади. У холда, (2.44) тенгликларнинг иккинчисидан

ft
\Уо (1)1 =  \а\Уо (6 ) + а2Уо (6г) + ••• + апу0 (£„)| < \уо (1)| |а*|,

fc=i
П

яъни [уо (1)1 <  \уо (1)| lflfcl куринишдаги тенгсизлиКка эга
*=i

П

буламиз. Агар ^  |afc| ^ 1 булса, охирги тенгсизликдан 
к = 1

(уо (1)1 < \Уо (1)! куринишдаги нотугри тенгсизликка келамиз. 
Демак, бунда у0 (х) Ф 0, х G [0,1] деган фаразимиз нотугри, 
яъни {(2.43), (2.44)} масала факат триЕиал ечимга эга.

Энди А =  0 булсин. Унда (2.43) тенгламанинг умумий ечими 
Уо (х) =  Qj +  с\х булади. г/ (0) =  0 шартдан с0 =  0 келиб чикади. 
(2.44) шартларнинг иккинчисидан эса

Ci [1 — ( a i £ i  + 0 2 ^ 2  +  •••  - f  a n £ n ) ]  =  0

тенглик келиб чикдци. Агар (ai£i -I- a2£2 +  ... +  an£n) ф 1 булса, 
Ci =  0 булиб, {(2.43), (2.44)} масала тривиал ечимга эга булади. 

Юкрридагилардан келиб чикдцики, агар

А > 0, |ai| + |a2| + ... +  |о„| ^ 1

ёки



шартлар бажарилса, {(2.42), (2.43), ?/(0) = к0} масала биттадан 
ортик, ечимга эга б^ла олмайди.

Масала ечими мавжудлигини (2.45) шартлар бажарилган хрл­
да курсатамиз. Бунда (2.43) дифференциал тенгламанинг 
у (х) — Со +  Сух умумий ечимини у (0) —  ко ва (2.42) шартлар­
га куйсак, со = к0 ва сх = сi [а^х + а2£г + ••• + fln£n] + h  тенг­
ликлар келиб чикдди. (2.45) шартларнинг иккинчисига асосан 
охирги тенгликдан номаълум С\ бир к,ийматли топилади. со ва 
Ci ларнинг топилган кийматларини умумий ечимга куйиб, урга­
нилаётган масала ечимига эга буламиз.

2. Ички нук,галар сони санокди булган х,ол.

дифференциал тенглальанинг [0 , 1] оралицда узлуксиз ва

шартларни цаноатлаптирувчи ечимини топиш х,ак,идаги маса­
лани карайлик, бу ерда к0, кг, ап, £„ (п £ 7У)-берилган сонлар 
б^либ, 0 < £i < £2 < 6  < < 1-

(2.46) тенгламанинг умумий ечимидан фойдаланамиз:

о
бу ерда со ва Ci ихтиёрий узгармаслар.

Бу функцияни (2.47) шартларга куйсак, со — к0 тенглик ва

у" (х) =  / (х ) , 0 <  х  <  1 (2.46)

ОО

у (0) = ко- 2/(1) = апу (£„) + Ат (2-47)
7 1 =  1

X
у (х )  = Со + с-уХ +  У  ( x - t ) f  (t) dt,  (2.48)

1

о

о



тенглик келиб чикиб, С\ ни (2.49)дан аниклаш зарур булади.
ОО

Фараз килайлик, к0 ф 0 , / (ж) G С  [ 0 ,1 ]  ва Y1 !а п! катор якип-
71=1

лашувчи булсин. У хрлда 0 < ( n < l J ( i ) e C  [0,1] булгани учун

|®п| 5 ап /  ( f n -  t )  /  ( t )  dt ^  |a„| M i l  <  M  \a n
j
0

|®п^п| ^  |®п

тенгсизликлар уринли булиб,

оо оо

^ 2  а^ п > Y l an i  w  (*)
п - 1  — 1

dt
71 =  1

каторлар абсолют якинлашувчи булади. Шунинг учун, Риман 
теоремасига асосан, (2.49) тенгликнинг унг томонидаги каторни 
хадлаб йигиш мумкин, яъни уни

1Л. vjsj л

ко ^  ̂&п "Ь С\ 'У  ̂ ^ ' Ощ I (£п )̂/ (i)
п=1 п=1 п—1 q

куринишда ёзиш мумкин.
Буни эътборга олсак, (2.49) тенгликдан

dt

п=1
Ci ' -ко 

&

> - Е '
7 1 = 1

+

+
/* л

У (г — 1) / (г) dt+ ^  а„ j  (£„ -  4) / (*) dt (2.50)
о n=1 о

тенглик келиб чикади.
ОО

Агар ^  каторнинг йигиндиси 1 дан фаркли булса, (2,50)
7 1 = 1

тенгликдан номаълум сг бир кийматли топилади ва уни (2.48) 
га кУйиб, урганилаётган масаланинг ечимига эга буламиз.



Энди £  \ап\ к,атор узоклашувчи, аммо V п € N  сон учун
П=1

ja„| ^ а — const < +эо. тенгснзлик уринли булсин. У х;олда,
ОО

агар ко =  0 в а £  £п к,атор як;инлаш};вчи булса,
7 1 = 1

|&п<ъп| ^  ч

тенгсизликларга асосан

оо

 ̂0"П̂П

ап j {(п ~ t)f  (t) dt

ва
ГС=1

ОО
Y l an ( £ n - t ) f ( t )
n= 1 ^

dt

каторлар абсолют ящшлашувчи булади.
Буларни ва Со =  /с0 = 0 эканлигини эътиборга олиб, (2.49) 

тенгликдаги каторга Риман теоремасини кулласак,

ОС * j. 00
1 - £ « » & .  Cl=z ( t -  1) f  (t)dt + '*T/ an / (,Z n -t)f (t )d t

n=l J  0 " = !  0

(2.51)
тенгликка эга буламиз.

ОО

Агар an£n Ф 1 тенгсизлик бажарилган булса, (2.51) тенг-
71=1

ликдан Ci номаълум бир кдйматли топилади ва уни (2.48) га 
кУйиб, Урганилаётган масаланинг ечимига эга буламиз.

Шундай к,илиб, куйидаги теорема исботланди.
Теорема. Агар / (х ) € С  [0,1] булиб, цуйидаги шартлар гу- 

рущларидан бири бажарилса, {(2.46), (2.47)} масала ягона ечим­
га эга булади:

1). £  Ы  < +°°>
7 1 = 1

Xv Ф 1)
П = 1



оо
2)- Y1 !ап| =  +эо, аммо к0 — 0 , |ап| < о =  const,

< +оо, £  Ф 1.

2.4-§. Интеграл шартли масалалар

Аввалги параграфларда ^рганилган масалалардаги Бицадзе- 
Самарский шартларида каралаётган оралик ичидан олинаётган 
£„ нукталар туплами чекли ёки санокди эди. Бу нукталар туп- 
лами континуум кувватга эга булган холда Бицадзе-Самарский 
шарти кандай берилади? деган савол тугилади. Куйидаги маса­
ла бу саволга бериладиган жавобларнинг биридир:

дифференциал тенгламанинг [0 , 1] ораликда узлуксиз ва у(0) = 
ко,

шартларни цаноатлантрувчи ечими топилсин, бу ерда ко, к\, 
а, /3-берилган сонлар булиб, 0 < а < /3 < 1.

(2.53) шартдан куриниб турибдики, у(х) номаълум функция- 
нинг х =  1 нуктадаги киймати шу функциянинг [а,/3] (С [0,1]) 
кесманинг нукталаридаги кийматлари билан интеграл амали ор- 
кали богланмокда. Демак, (2.53) шартда номаълум функция­
нинг (0 , 1) кесма ичидаги континуум кувватли тупламдаги кий­
матлари иштирок этмокда. Агар (2.53) даги интеграпни [а, 0\ 
ораликда у (х) функция учун тузилган интеграл йигиндининг 
лимити сифатида каралса, у хрлда (2.53) ни (2.47) даги Бицадзе- 
Самарский шартининг умумлашмаси деб караш мумкин.

Масала ечимини топишга утамиз. (2.52) дифференциал тенг­
ламанинг умумий ечими

у"{х) -  3у'(х) -г 2у(х) =  0, 0 < х < 1 (2.52)

(2.53)
О



куринишга эга. бу ерда CiBa с2 - ихтиёрий узгармаслар. Бу функ- 
цияни у (0) — ко ва (2.53) шартларга кУйсак, с\ ва с2 номаълум- 
ларга нисбатан

{
С1 +  с2 — к0,

d  ( е - е 0 + еа) +  с2 ^е2 -  ^е20 + ^е2“ )̂ = кх

алгебраик тенгламалар систеМасига эга буламиз.
Бу сйстеманинг асосий детерминанта

(е2 -  е) +  (е* -  е«) -  \ (е«  -  е2") ф 0

булгани учун (буни мустакил исботланг), ундан сх ва с2 номаъ- 
луМлар бир кийматли тоиилади. Топилган с\ ва с2 ларни (2.54) 
га куйиб, урганилаётган масаланинг ечимига эга буламиз.

1-изох;. (2.53) шартдаги интегралга Урта киймат хакдцаги 
теоремами татбик к,илсак, шундай £ G [а, в] сон топиладики.

0
унинг учун f  y{t)dt = у(О(0 ~ а) тенглик Уринли булиб, (2.53)

а
интеграл шарт Бицадзе-Самарский шартига алмашади. Шунинг 
учун баъзида интеграл шартли масалани Бицадзе-Самарский 
масаласига келтириб урганиш х;ам мумкин. «Пекин бу усулни хар 
доим хам куллаб булмайди, чунки бу ердаги £ € [а,/3] нукта 
аник булмаганлиги учун Бицадзе-Самарский масаласини ечиш- 
да £ га Нисбатан хрсил буладиган кУшимча шартларнинг бажа- 
рилишини текшириш кийин булиши мумкин.

2-иЗох- Юкорида Урганилган масалани (2.53) шарт урнига
0

у{\) = J  y{t)dt +  ku 0  е  (0 , 1) , (2.55)
О
1



2/(1) =  J y { t ) d t  +  kx (2.57)
о

шартларнинг бирини олган хрлда хам урганиш мумкин.
3-изох,. {(2.52), (2.53), у(0) =  &о} масалада у (0) = ко шарт

2/(0) = J y ( t )d t  +  k0, а и 0! 6 (0,1), ац /  a, Ф (3, (2.58)
Q 1

/?1

у(0) = Jy { t )d t  + k0, А е  (0,1), (2.55')
о
1

2/(0 ) =  J  y(t)dt +  /с0, € (0 , 1), (2.56')
ас 1

1

„(0) =  J  y(t)dt + к0 (2.57')
о

шартларнинг бири билан алмаштирилиши мумкин.
(2.56) ва (2.57) ((2.55') ва (2.57')) шартларда номаълум функ­

циянинг х =  1 (х — 0 ) нуктадаги киймати икки марта кдтнаш- 
мокда, яъни чаи томонда у ошкор равишда, унг томонда эса 
интеграл ёрдамида ошкормас равишда иштирок этмокда. Агар 
улардан чапдагисини ташласак, янги нолокал шарт, яъни

1 /?i
J  у (t) dt =  ки 0 < а  < 1; J  y(t)dt =  ко, 0 < & < 1 (2.59)
а О

куринишдаги нолокал шарт келиб чикдб, бундай шартли маса- 
лаларни хам юкоридаги усулда урганиш мумкин.



Одатда (2.53), (2.55)-(2.59), (2.55') — (2.57') нолокал шартлар 
интеграл шартлар деб аталиб, (2.59)- биринчи тур интеграл 
шартлар, (2.53), (2.55) - (2.58), (2.55')-(2,57') лар эса иккинчи 
тур интеграл шартлар деб аталади. Шуни таъкидлаб ути in 
лозимки, (2.53) [(2.55)-(2.57)], (2.58) [(2.55') -  (2.57')] ва (2.59) 
шартлар мос равишда уларга нисбатан умумий булган ушбу

куринишдаги шартларнинг хусусий холидир, бу ерда к. ко ва кх
- берилган сонлар, д (t) эса берилган функция. Дифференциал 
тенгламалар учун бундай шартлар ёрдамида Kj/йилган масала­
лар хам юкоридаги усулда Урганилиши мумкин.

Бу параграф сунгида биринчи тур интеграл шартли куйидаги 
масалани урганамиз:

дифференциал тенгламанинг [0 , 1] оралицда узлуксиз ва

шартларни цаноатлантирувчи ечими мавжуд ва ягона экан­
лиги исботлансин, бу ерда к0 ва кх - ихтиёрий берилган сонлар.

а

а

у"(х) — (1 + х)у(х) =  0 , 0 < х < 1 (2.60)

1

(2.61)
о



Ечиш. Аввал куйидаги теоремани исботлаймиз.
1-теорема. Ушбу масала фащт тривиал ечимга эга:

1

у"(х)-(1+х)у(х) =  0 , 0 < х <  1; 2/(0 ) =  0 , J  y(x)dx — 0 . (2,62)
о

Исбот. (2.62) даги интеграл шартдан келиб чикддики, ёки 
у(х) =  0 , х £  [0 , 1] ёки (0 , 1] ораликда х,еч булмаса битта 6  нукда 
мавжудки, у(£i) =  0 булади. Охирги холда, (2.62) га асосан,

у"(х) -  (1 +  х)у(х) =  0 , 0 < х < 6 ; г/(0 ) =  0 , у(6 ) =  0
(2.63)

масалага эга буламиз.
Бу масала факат у(х) =  0, х £ [0,6] ечимга эга. Х,ак,икатан 

хам, агар (2.63) масаланинг у(х) ф 0 ечими мавжуд деб фараз 
кил сак, Вейерштрасс теоремасига кура, sup \у{х)\ — |у(х0)| > 0,

{°i€i]
zo £ [0 , 6 ] булади. у(0) =  2/(6 ) =  0 булгани учун ж0 ф 0 , 
хъф i\- Демак, ж0 £ (0 ,6 ) . У холда, х — х0 нуктада у(х) функ­
ция мусбат максимумга ёки манфий минимумга эга булади. Агар 
у(х0) > 0 (< 0 ) булса, 2/"0го) ^ 0 (^ 0), (1 +  ж0)у(ж0) > 0 (< 0 ) бу­
либ, у"(жо)-(1+ж0)2/(жо) < 0 (> 0) тенгсизликка эга буламиз. Бу 
эса (2.63) даги теигламага зид. Бу кдрама-каршилик у(х) ф О, 
х £ [0,6] деган фаразимиз нотугрилигини курсатади. Демак, 
(2.63) масаланинг ечими у(х) =  0, х £ [0, 6 ]-

Агар 6  — 1 булса, у(х) =  0, х £ [0, 1] булиб, теорема исбот 
булади. Агар 6  €  (0, 1) булса, у(х) =  0, х £  [0, 6 ] тенгликни 
эътиборга олсак, (2.62) тенгликлардан

у"(ж) -  (1 +  х)у(х) =  0 , 6  < х <  1;
1



масала келиб чикади. Худци (2.62) масала устида юритилган му- 
лохдзаларни такрорлаб, (2.64) шартлардан фойдаланиб, шундай 
6  €  (fi, 1] нукта мавжудки, у(х) =  0 , х £ £2] деган хулосага 
келамиз.

Агар £2 =  1 булса теорема исбот булади. Акс холда у(х) ~  О, 
х £ [£i, £2] тенгликка асосан (2.64) тенгликлардан

у"(х) — (1 +  х)у(х) =  0 , £2 < ж < 1,'

У(6 ) =  0 , J  y(x)dx =  0

&

муносабатлар келиб чикади.
Юкоридаги мулохазаларни такрорлаб, (2.65) муносабатлар- 

дан фойдаланиб, шундай £3 £ (£2) 1] нукта топамизки, у(х) =  0 , 
х G [̂ 2, Сз] булади. Агар £3 = 1 булса, теорема исбот булади, акс 
холда юкоридаги жараённи давом эттирамиз.

Натижада ёки чекли кадамлардан сунг у(х) =  0, х € [0, 1] 
эканлигини топамиз ёки [0, 1] ораликда ичма-ич ётувчи шундай 
[0, £1] С  [0, £2] С ... С [0, £п] С ... кесмалар кетма-кетлигига эга 
буламизки, улар учун у(х) =  0, а: € [0, £„], п € N ва 
lim Cn =  1 муносабатлар Уринли булади. у(х) 6  С\0, 1] эканли-

п—>оо
гини эътиборга олсак, охирги муносабатлардан у(х) =  0 , 
х £ [0, 1] тенглик келиб чикади. Демак, (2.62) масала факат 
тривиал ечимга эга. 1-теорема исбот булди.

2 -теорема. Агар {(2.60), (2.61)} масаланинг ечими мавжуд 
булса, у ягонадир.

Исбот. Фараз килайлик, {(2.60), (2.61)} масала yi(x) ва уг(х) 
ечимларга эга булсин. У холда уларнинг айирмаси булган 
у(х) =  yi(x) — уг(х) функция (2.62) масаланинг ечими булади. 
Аммо, 1-теоремага асосан бу масала факат у(х) =  0, х € [0, 1] 
ечимга эга. Демак, yi(x) =  у2(х), х £ [0, 1]. Теорема исботланди.

3-теорема. {(2.60), (2.61)} масаланинг ечими мавжуд.



Исбот. (2.60) дифференциал тенгламада х ни t га алмашти- 
риб, сунгра уни t буйича [0 . гг] ораликда икки марта интеграл­
лаб, г/(0 ) = &о шартни хдсобга олсак,

X
у(х) =  k0 + у'(0)х + J  (х -  t)(l -|- t)y(t)dt (2 .66 )

0
тенгликка эга буламиз.

(2 .66) ни (2.61) шартга куйиб, баъзи хцсоблашлардан кейин 
2/(0 ) ни

1

2/(0 ) = 2 (ki -  kD) -  J  (1 -  t)2( 1 + t)y(t)dt.

К (х, t) —

куринишда топамиз. Буни (2.66) тенгликка кУйиб,

£(1 +  t)(2x — xt — 1), х > t, 
х (1 +  t){ 1 — t)2, x < t

белгилаш киритсак, y(x) номаълум функцияга нисбатан 
i

у(х) + J  К (х, t)y(t)dt =  k0 + 2(ki -  k0)x (2.67) 
о

куринишдаги интеграл тенгламага эга буламиз.
(2.67) - Фредгольмнинг иккинчи тур интеграл тенгламаси бу­

либ, у {(2.60), (2.61)} масалага эквивалентдир. (2.67) га мос бир 
жинсли

1

у(х) + j  К (х, t)y(t)dt =  0 (2.68)
о

интеграл тенглама, (2.62) бир жинсли масалага мос келади (эк­
вивалент). (2.62) масала факат тривиал ечимга эга булгани учун



(2.68) интеграл тенглама хам факдт тривиал ечимга эга. У хрл­
да Фредгольм альтернативасига асосан бир жинсли булмаган
(2.67) интеграл тенгламанинг ягона ечими мавжуд. Бу ечимни 
К (х, t) ядронинг резольвентаси R(x, t) ёрдамида

1

у(х) = к0 4- 2(кг -  к0)х -  J  R(x, t)[k0 +  2 (ki -  k0)t}dt (2.69)
о

куринишида ёзиш мумкин.
Курсатиш хийин эмаски, (2.69) функция (7(0, 1] П С2(0, 1) 

синфга тегишли. (2.67) интеграл тенглама {(2.60), (2.61)} маса­
лага эквивалент булганлиги учун, (2.69) функция {(2.60), (2.61)} 
масаланинг хам ечими булади. 3-теорема исботланди.

2.5-§. Интеграл шартли масаланинг бир умумлашмаси
Хак,ида

Аввалги мавзуда урганилган масалалардаги шартларда бит- 
та интеграл иштирок этган эди. Бу параграфда битта шартда- 
ги интеграллар сони чекли ёки санокли булиши мумкинлигини 
курсатамиз. Шу максадца ушбу

у"{х) =  / (х) , 0 < х < 1 (2.70)

дифференциал тенгламанинг [0 , 1] оралщда узлуксиз ва

оо в '‘

у(0) =  ко, у (1) =  / y(x)dx +  k\ (2.71)
71 = 1 а̂с„

шартларни каноатлантирувчи ечимини топиш хдкдцаги ма­
салани караймиз, бу ерда ко, ап, ап, (Зп, к\ - берилган хакикий 
сонлар булиб, 0 < а\ < 0\ < а2 < 0i < ■■■ < < Рп < ■■■ < 1-



Агар у (х) <Е С [0,1] эканлигини эътиборга олиб, (2.71) шарт- 
ларда иштирок этаётган интегралларга урта киймат хдкидаги 
теоремани кулласак, х,ар бир [а„,/?п], п £ N  ораликда 
шундай 6  [а„, /?„] нукта мавжуд буладики. бу нукта учун

тенгликлар уринли булиб, (2.71) шартлар (2.47) куринишни ола- 
ди. Шунинг учун у ердаги теорема шартлари бажарилганда 
{(2.70), (2.71)} масала х,ам ягона ечимга эга булади, Аммо бу 
ерда лар аник булмаганлиги учун {(2.46), (2.47)} масала ечи­
мининг мавжудлиги ва ягоналиги хдкидаги теореманинг £п га 
боглик шартларини текшириш кийин булади. Бу ерда куйидаги 
теорема уринли.

Теорема. Агар / (х ) £ С [0,1] брлиб, куйидаги шартлар гу- 
рух1ларидан бири бажарилса, {(2.70), (2.71)} масала ягона ечим­
га эга булади:

Исбот. Бу теоремани исботлаш учун х,ам (2.70) тенгламанинг

умумий ечимидан фойдаланамиз, бу ерда Со ва С\ ихтиёрий уз-

ОО ОО

!)• Е  1ап| <  + 0 0 , Е  аМ  -  а£) Ф 2 ;71=1
оо

2)- 2  1ап| =  +оо, аммо \ап\ < а =  const,
П= 1

ОС ОО

У! (/?п ^ +00 Е  «п -  а2п) ф 2.
П = 1

X
у (х) =  с0 +  схх + J ( x  — t )f (t )d t  (2.72)

о



гармаслар. Бу функцияни (2.71) шартларга куйсак, cq = к0 ва
1

ко + Ci + J  (1 — t) f  (t) dt —

0пГ x
ко ■+■ С\Х +  /  ( x - t ) f  (t) 

n=l n
dt dx +  ki (2.73)

тенгликлар келиб чик;иб, сл ни (2.73) тенгликдан аникдаш за- 
рур булади. (2.73) тенгликни, унинг унг томонидаги интегрални 
хдсоблаб, куйидагича ёзиш мумкин:

1

ко + Ci + J  (1 — t)f(t)dt — ki +

an71=1
ko(0n ~ a„) + - c M  -  a 2)+

+
an Pn

\ f  (A  -  <*n)(Pn + a„ -  2t)f(t)dt + l f ( 0 n -  t)2f(t)dt

(2.74)

|an| < +oo булсин. У холда
71=1

I&71 ( P n  & п )  I ^  |̂ 7l| ? |®7l { f i n  ^7l) I ^  1̂ ™! ’

OCn

an J  (Pn -  an) (Pn + an -  2t)f(t)dt+

P n

+an J  (pn -  t)2f(t)dt < 3 |an| sup I/ (x)| 
[o,i]



тенгсизликлар уринли булгани учун (2.74) даги катор ва унинг 
хадларидан тузилган к,аторлар абсалют як,инлашади.

Шунинг учун (2.74) тенгликдан

с 1
1 00

1 -  ~ Пп ( #  ~ ап)
П = 1

СХп

1 /
= о X ]  а" I а ") (А» + ~ / ( 0  dt+

п=1 0

0п
+  J  (рп -  t)2/ (f) df

1 -  ^ 2  Q„ (/?„ -  «п) +  f  ( t -  1) /  (t) Л
n=i J i

(2.75)

тенглик келиб чикади. Теореманинг 1) шартларидан иккинчи- 
сига асосан бу ердан сг бир кийматли топилади.

Энди теореманинг 2) шартлари бажарилган булсин. У холда 
|а„| < а, 0 < /Зп, ап < 1 булганлиги учун

|а п ( Р п ~~ а п )  ! ^  а  { 0 п  ~  & п )  !

Рп

ап J  (Рп -  »п) (Рп + а п -  2t)f(t)dt + ап J  (рп -  t f  f(t)dt <

< За (Рп -  ап) sup \f(x)\
[o.i]

тенгсизликлар уринли булади. Буларни ва
ОО

^  ^ ( f in  Ctn) ^  +ОС
П=1



эканлигини эътиборга олсак, (2.7-5) даги катор ва унинг хадла- 
ридан тузилган кдторлар абсолют ящшлашади. Шунинг учун
(2.74) ни (2.75) куринишда ёзиб, С\ ни бир кийматли топиш мум­
кин. Со ва Ci ларнинг топилган кийматларини (2.72) га куйиб, 
масала ечимига эга буламиз. Теорема исбот булди.

1-изох,. {(2.70), (2.71)} масалани урганиш жараёни ва (2.75) 
тенгликдан келиб чикадики, агар (2.71) шартдаги интеграллар 
сони чекли булса, яъни (2.71) шартларнинг иккинчиси урнига

шарт олинса, куйилган масала ечимга эга булиши учун,

/ (.х ) G С [0,1] ва /2  ап (Рп — ап) Ф 2 шартларнинг бажарили-

ши етарли булади.
2-изох,. Бу ерда урганилган масалаларни умумий ечимини 

топкш мумкин булган мураккаброк тенгламалар учун хам ку- 
йиш ва Урганиш мумкин.

т — const 6  N

т

71 =  1



И Н Т Е ГР О  - Д И Ф Ф Е РЕН Ц И А Л  Т Е Н ГЛ А М А Л А Р  
У Ч У Н  Ч ЕГА РА ВИ Й  М А С А Л А Л А Р 

3.1-§. Ердамчи маълумотлар

Функциянинг каср тартибли интеграли ва хрсиласи тушун- 
чаларини киритишда Гёльдер шарти ва функциянинг абсолют 
узлуксизлиги тушунчалари кенг фойдаланилади.

1. Гёльдер шарти. Функцияларнинг На (Д) синфи. / (х )
функция [а, Ь] оралщда анщланган булсин. Агар [а, Ь] оралщдан 
олинган ихтиёрий х\ ва х2 сонлар учун

\f (xi) -  f  (х2)\ < К  \xi -  х2\а (1)

тенгсизлик балсарилса, f  (х) функция [а, b] оралщда Гёльдер 
шартини (цисцача, На шартни) щноатлантиради дейгллади. 
бундаги а, К-мусбат узгармас сонлар булиб, 0 < а <  1. Одатда 
К-Гёльдер узгармаси, а-Гёлъдер курсаткичч деб аталади.

Агар / (х) функциянинг (а. Ъ) ораликда узлуксиз ва чегара- 
ланган хрсиласи мавжуд булса, бу функция [а, 6] ораликда Н 1 
шартни каноатлантиради. Хдкикатан х,ам, (а, Ъ) ораликда f  (х) 
хрсила узлуксиз булганлиги учун, чекли срттирмалар хакида 
теоремага асосан, шу ораликдан олинган ихтиёрий х\ ва х2 
[х\ < х2 } сонпар учун шундай х0 € (^ь^г) сон топиладики,

/ (zi) -  / (х2) =  /' (х0) (xi -  х2)

тенглик уринли булади. |/'(х0)| < К  эканлигини эътиборга ол­
сак, бу тенгликдан дархрл ушбу

!/(zi) -/(^г)| < К\х 1 х2J

тенгсизлик, яъни Н 1 шартнинг бажарилиши келиб чикади. Баъ- 
зида Я 1 шартни Липшиц шарти деб хам юритилади.



Агар / (х) функция [а, b] ораликда а > 1 кУрсаткич билан 
Гельдер шартини кдноатлантирса, у узгармасдир. Ханд катан 
х;ам, бунда таърифга асосан [а. b] ораликдан олинган ихтиёрий 
х ва хо (х ф Хо ) сонлар учун

/ О) ~ I  (хо)
X — Хо

тенгсизлик Уринли. Бу тенгсизликда а > 1 эканлигини эъти­
борга олиб, х —► Хо да лимитга утсак, /' (хо) = 0 тенгликка эга 
буламиз. Бу тенгликда х0 - (а, 6) ораликдан олинган ихтиёрий 
сон булгани учун увдан / (х) = const тенглик келиб чикади.

2 . Абсолют узлуксиз функциялар синфи. Одатда [а, Ь\ 
ораликда абсолют узлуксиз функциялар синфи АС ([а,Ь\) би­
лан белгиланади. Маълумки, [а, Ь] ораликда абсолют узлуксиз 
функциялар синфи шу ораликда Лебег маъносида интегралла- 
нувчи функцияларнинг бошлангичлари синфи билан устма-уст 
тушади, яъни

х Ь

f  (х) G АС ([а, Ь}) •*=> / (х) =  С  +  J  у  (t)dt, J  |<р (t)\dt < +оо.
а а

Демак, абсолют узлуксиз функциялар (а, Ь) ораликнинг де- 
ярли барча нукдаларида интегралланувчи f  (х) хосилаг’а эга.

Агар функция Липшиц шартини бажарса, у албатта абсолют 
узлуксиз булади, яъни Я 1 ([а, Ь}) С АС([а,Ь]). Бунинг теска- 
риси эса хар доим хам уринли булавермайди. Хдкикатан х,ам, 
/(х) = (х — а)а Е АС([а,Ь]), аммо а Е (0,1) булганда эса 
(х — а)а  ̂ Я х([а, 6]). Чунки х2 =  а, х х эса а га етарлича як,ин сон 
булса, куйидаги муносабатлар уринли булади:

|/ (xj) -  / (х2)| =  |(xi -  а)" -  (а -  а)“| =  |хх -  а\а ^ |х: -  а|.

Худди юкоридаги каби, АСп ([a,b]), п Е N  оркали (п — 1)- 
тартибгача узлуксиз дифференциалланувчи, (та — 1)-тартибли

< К  \х — Хо|“ 1



хрсиласи эса абсолют узлуксиз булган функциялар синфини бел- 
гилаймиз. Аникки, АС1 ([а, Ь]) =  АС ([а, 6]). Бундан ташкари

/ (х ) € АСп ([а, Ь\) f  (ж) =  Cq + cix +  с2х Н------- f  c„_ixn_1 +

X  x i  S n - 1  6

+ J  dX! I  dx2 ■ * * (t) dt, J  (t) I dt ■'C +oo
а а а а

Шуни таъкидлаб утамизки, кейинги параграфларда келти- 
рилган масала, лемма ва теоремаларга хавола (мурожаат)лар 
мавжудлиги учун уларни кетма-кет номерлаб борамиз. Бунда
З.п -  белги учинчи бобдаги п- масалани (леммани ёки теорема­
ни) билдиради.

3.2-§. Каср тартибли интегро-дифференциал 
операторлар ва уларнинг хоссалари

1. Каср тартибли интеграллар. Математик анализ курси- 
дан маълумки, n-каррали интеграл учун куйидаги тенгликлар 
Уринли:

X  X l  2 „ _ 1  X

J  dx 1 J  dx2... J  p(t)dt = ^  J  (x -  t)n~l^p(t)dt, n €  N,
a a a a

b b b b

J  dxi J  dx2... J  <p(t)dt = j— J  (t — x)n~lip{t)dt, n G N.
X Xl XTL-l X

(3.1)
(3.1) тенгликларнинг унг томонидаги интеграллар п нинг 

мусбат каср кийматлари учун хам якинлашувчи булади. Буни ва 
(п — 1)! =  Г (п) эканлигини эътиборга олиб, (3.1) тенгликларга 
мос равишда каср тартибли интегралларни куйидагича кири- 
тиш мумкин.



Таъриф. а  - мусбат каср сон ва tp(x) £ Ьг(а, Ь) (а < Ъ < +оо) 
булсин. Ушбу

куринишдаги ифодалар Риман-Лиувилл. маъносидаги а (каср) 
тартибли интеграллар дейилади [13,15].

(3.2) формулалардан ку’ринадики, а =  п € N  булганда 
D~jip(x) за D~°tp(x) белгилар (3.1) тенгликларни ифодалаб, tp(x) 
функниянинг п (натурал) каррали интегралларини аниклайди.

ва D~^'p(x) функциялар (а.Ь) ораликдинг деярли 
барча нукталарида аникланган булиб, Li(a, b) синфга тегишли.

Агар 0 < й'ь «2 < со булса, деярли хамма х € (а, Ь) учун

X

X

X

а

1
х \

г  (ах) Г (а 2)
(t -  s)“1_ V  (в) (х -  t)a2~ldt

X X

Г Ы  Г (а 2)
f  <p(s) ds f  (x — t)a2 1(t — s)ai ldt. (3.4)

j
a s



Охирги ички интегралда t =  s +  (x — s) т алмаштириш бажа- 
риш натижасида куйидаги тенгликни хосил киламиз:

Буни ва (3.2) белгилашларни эътибрга олсак, (3,4) тенглик­
дан (3.3) тенгликларнинг биринчиси келиб чикади.

(3.3) тенгликларнинг иккинчиси х,ам шундай исботланади. 
Таъриф сифатида

деб кабул киламиз.
Агар </? (х) функция [а, Ь] ораликда е (> 0) курсаткичли Гёль­

дер шартини каноатлантирса, (3.5) тенгликлар (3.2) тенгликлар- 
дан келиб чикади. Хдкикатдан хам, (3.2) тенгликларнинг бирин- 
чисини куйидагича ёзиш мумкин:

ip (х) функция е (> 0) тартибли Гёльдер шартини каноатлан- 
тирганлиги учун tp(t) — tp (х) =  К  (х, t) (х — t)e тенглик Уринли, 
бу ерда К  (х, £)-узлуксиз функция. Буни эътиборга олиб ва ик­
кинчи интегрални хисоблаб, охирги тенгликни

X

(х -  s)ai+a^  J  r Ql-1(l -  r )a2_1dr =
о

= В (а1,а 2){х  -  s)'ai+«2- l  _ .01+02-1

Dax'P (X) =  ¥> И  , DlbV (*) =  V? (x) (3.5)

X X

a a

X

a



+ : -tp (х ) (х — а)а (3.6)
Г (1 + а )  

куринишда. ёзиш мумкин.
Бу ердаги биринчи интеграл Va ^ 0 учун узлуксиз функция 

булиб, у чегаралангандир. Буни ва

lim Г (а) -- 4-оо, lim Г (1 + a) = 1Q—>0 Q—*0
тенгликларни эътиборга олиб, (3.6) тенгликда (х > а деган фа­
раз билан) а —* 0 да лимитга утсак, lim D~x tp (х ) = <р (х), яъниа—>0
D°axip (х) ip (х) тенгликка эга буламиз.

2. К аср тартибли х,осилалар.
Таъриф. О < а =  const < 1 ва ip (х) эса [a, 6] оралщда 

анщло,нган функция б'улсин. Ушбу
X

1 d
Daax<f(x)

Г (1 — a) dx

Daxb< p (x)^ ~ Г(1

f  ^ (t) dt 
J
a

b
1 d f  ip (t) dt 
— a) dx J (t — x)01'

0 < a < 1,

0 < a < 1

(3.7)

к'уринишдаги ифодалар ip (x ) функциянинг Лиувилл маъносида- 
ги а (каср) тартибли хосилалари дейилади [13,15].

3.1-лемма. Агар о; € (0,1) в a ip(x) G АС([а,Ь]) булса, [а,Ь] 
оралщнинг деярли барча нуцталарида (р(х) функциянинг 
а (каср) тартибли щосилалари мавжуд булиб, цуйидаги фор- 
мулаяар уринли булади:

DaxV(x)

£>xbV{x)

Г(1 -  а)
У(°) + j  

(х -  а)а J  (х -
ip'(t)d,t 

t)°

1 Ч>(Ь)
Ь
Г ip' (t) dt

Г(1 - а ) (Ь - х ) а J
X

(t -  x T

О < а < 1,

О < а < 1 .



М исол. ip(x) =  (х — а)а 1 булсин. У хрлда (3.7) тенгликларга 
асосан

Интеграл узгарувчисини t =  а +  (ж — a) z формула билан ал- 
махитирсак,

тенглик келиб чикади. Демак, (х — а)° 1 функция а  (каср) тар­
тибли хрсила учун узгармас сон вазифасини бажаради.

Энди а ^ 1 булиб, [а] - унинг бутун щеми, {а }  - эса каср 
кисми булсин. Агар а - бутун сон бутса, берилган <р{х) функ­
циянинг а тартибли хреилалари сифатида оддий хосилаларни 
оламиз, яъни

Агар а  - бутун сон булмаса, берилган ip(x) функциянинг а 
тартибли хреилалари сифатида куйидагиларни кабул киламиз:

X
J  (х -  t)~a(t -  a) " -1 dt
а

1

о

Г (1 — a) dx
1

■ -̂В (а, 1 — а) =  О

(3.8)

D g - ' Ф )

Dib}~l(P{x)-



(3.9) хрсилалар мавжуд булиши учун
X Ь

а х

булиши, бунинг учун эса <р(х) € АС^  {{а, Ь\) булиши етарли.
(3.7), (3.8) ва (3.9) тенгликларни эътиборга олсак, умумий 

холда, агар а > 0 ва п — [а) +  1 булса, берилган <р(х) функция­
нинг а тартибли хрсиласи дейилганда

тенгликлар оркали ифодаланувчи функцияларни тушунамиз.
Умумийликни чегараламай, ip(x) функциянинг 0 - тартибли 

хрсиласи сифатида, (3.8) тенгликларга мос равишда, (3.5) тенг­
ликларни кабул киламиз. Бу тенгликларни (3.7) формулалар ёр­
дамида келтириб чикаришни 3-бандда курсатамиз.

а(>  0 ) каср тартибли интеграллар куринишида ифодаланув­
чи функциялар синфини D~®(LP) билан белгилайлик, яъни

D a x ( L p) ~  i f ( X) '■ f ( X) =  Da?{P(X)i 4>(x ) €  6) ,  1 <  P  <  CO}.

У хрлда куйидаги теоремалар уринли [13].
3.1-теорема. f(x ) функция D~°(Li) синфга тегишли брли-

k =  0 , 1, 2 ,..., те — 1 булиши зарур ва етарли, бу ерда те = [а] + 1.
3.2-теорема, а > 0 булсин. У %олда

(3.10)П

ши учун fn-a{x) =  D ° x n ( f ( x )  € АС'4'1 ([а, Ь]), <fnL(a) =  0 ,



тенглик эса барча
ф )  Е D~X(L\) (3.12)

функциялар учун бажарилади.
Агар (3.12) Урнига (р(х) €  Li(a,b) б^лса. (3.11) тенглик уму- 

ман олганда котугри булади ва у куйидаги формула билан ал- 
машади:

К х Щ х Ф )  = Ф )  ~ Y 1  и\ <РпЛк~1)(а),
к=о 1 (а ~ я)

бу ерда п =  [а] +  1 , <рп- а(х) = И^х пф ) .
3. К аср тартибли интегро-дифференциал оператор­

лар ва уларнинг хоссалари. (3.2) тенгликлар билан аникла- 
нувчи D~x ва D~b ифодалар, умумий хрлда, каср тартибли 
интеграл операторлар, (3.10) тенгликлар билан аникланувчи 
D“x ва Dxb ифодалар эса каср тартибли дифференциал опе­
раторлар дейилади, бу ерда a  G (0 ,+оо). Бу таърифдан ва 
(ЗЛО) тенгликлардан куринадики, каср тартибли дифференци­
ал операторларни бутун тартибли дифференциал оператор ва 
каср тартибли интеграл операторнинг суперпозицияси сифа- 
тида ёзиш мумкин экан. 3.2-теоремадан келиб чикадики, агар 
а  > 0 булса, Ьг (а, Ь) синфда D%x оператор D~° операторга, 

(L i) синфда эса D~x оператор D“x операторга тескаридир. 
Бундан тапщари бу операторлар куплаб хоссаларга эга булиб, 
бу ерда биз уларнинг биттасини келтирамиз.

3.2-лемма [11,15]. [а, Ъ] оралщда ш (t)- камаймайдиган мус­
бат узлуксиз функция, ip (t) эса узлуксиз функция булсин. Агар 
а  G (0 , 1) брлиб, (а, 6) ораликнинг t xq нуцтасида tp (t) функ­
ция мусбат максимум (м.анфий минимум) га эришса ва бу нук,- 
танинг етарли кичик атрофида и> (t) ip (t) купайтма 7  (> а) 
кррсаткич билан Гёльдер шартини цаноатлантирса. у х,олда 
•щуйидаги тенгсизлик рринли булади:



Исбот. (3.7) тенгликларнинг биринчисига асосан

dx
г  (1 -  a) D%,u(x)f(x) =  Г (1 -  а) ~  \D,j' ”>w(j:)v (i)] =

=  Г (1 -  а) 4- F - i —  [  = ± (
' dx Г (1 — a) J  (х — t) dx J  (х — t)

а а

Куйидаги тенглик х га нисбатан текис бажарилиши аник;:

d г ^ щ м =  lim d 7 ^ м щ Л ,
dx J  (х — t) £—+о dx J  (х — t)

а а

Бу тенгликни эътиборга олиб, Г (1 — a) (х ) <р (х) ифода тар- 
кибида куйидаги шакл алмаштиришларни бажариш мумкин:

г (1 - ° ) D > ( * ) Г W  =  й Тх 7  =
I

х - е  

/

_  Iim У v ( x - £ ) < p ( x - £ ) - w ( x ) ip  (х) + , +

(ж -  t f +a

х) V (X) )
с "  ' (.X - t ) a  J

+ a l i m T " ( l ) y W ~ ^ t)y( (>^  (3-14)
«-о У ( ж - 0 т

а

Энди ш (х — е) (р (х — е) — ш (х) <р (х) =  е10  (1), и> (х) iр (х) —
—ui(t)ip(t) =  (х — £)70 (1) тенгликларни ва 7  > е эканлигини 
эътиборга олиб, (3.14) да е —+ 0 да лимитга утсак, куйидагига 
эга буламиз:

Г (1 -  a) D°xuj (х) ip (х) =



х

а

х—6 х
dt+a

Х — 6

co(x)ip(x) -  и> (i) If (t) dt

a

бу ерда 6 - етарлича кичик мусбат сон. Бу тенгликда х = х() деб, 
uj(x0)ip(xо) > 0 (< 0 ), ш(х0)ч>(х0) — u(t)ip(t) > 0 (< 0 ) тенгсизлик- 
ларни эътиборга олсак, (3.13) тенгсизлик дархрл келиб чикади.
3.2-лемма исботланди.

Одатда 3.2-лемма каср тартибли дифференциал операторлар 
учун экстремум принципи деб аталади.

Агар и> (t)- [а, 6] оралщда рсмайдиган мусбат узлуксиз функ­
ция б^лса, юкорида исботланган экстремум принцшгада айтил- 
ган тасдик Dxb оператор учун щам рринли брлади.

1-изох,. (3.15) тенгликдан со (х) =  1 булганда 7 (> а) тартибли 
Гёльдер шартини канотлантирувчи р̂(х) функциянинг а € (0,1) 
тартибли хрсиласи учун

тенгликнинг уринли эканлиги келиб чикади. Худди шу каби бун- 
дай функция учун

тенглик х,ам Уринли эканлигини курсатиш мумкин.
2-изох,. (3.15) ва (3.16) тенгликлардан а —► 0 да (3.5) тенг­

ликлар келиб чикади.

X

1 (1 — а) {х — о)
а

(3.16)



3.3-§. Интегро-дифференциал тенгламалар х,ак,ида 
асосий тушунчалар

Номаълум функция дифференциал (хрсила) ва интеграл бел- 
гилари остида катнашган тенглама интегро-дифференциал тенг­
лама дейилади. п - тартибли чизикли интегро-дифференциал 
тенгламаларнинг энг содда вакили куйидаги

р0(х)у(п)(х) + pi(x)y(n_1)(x) + ... + p n_l(x)y'(x)-l-

+pn(x)2/(ж)-^P[y] = /(х) ,  х<=(а,Ь)
куринишга эга булиб, бу ерда a,b G R, а < Ь,у = у(х) - номаълум 
функция, / (х) ва pj (х ) ( j =  0 , п) лар эса [а, 6] ораликда берил­
ган узлуксиз функциялар булиб, Ро{х) ф 0, х € [а, 6]; Р[у\ эса 
каидайдир чизикли интеграл ёки каср (п дан кичик) тартибли 
дифференциал оператор.

Агар Р[у) Фредгольмнинг интеграл оператори булса,

Ро (х) У(п'(х) +  Pi (х) lj{n~l)(x) + ----- f  Р п -1 (х) у'(ж) + рп (х) у(х)+
ь

+  j  К  (x,t)y (t)dt =  / (х) х € (а, Ь) (3.17)
а

куринишдаги интегро-дифференциал тенгламага эга буламиз, 
бу ерда К  (х, t) -  Д = {(х, t) : а < х < b,a < t < Ъ) туртбурчакда 
каралувчи функция.

(3.17) тенгламада К  (x,t) ^  0, (х, t) е  Д булиши шарт, акс 
хрлда (3.17) дифференциал тенглама булиб колади.

Агар (3.17) тенгламада К  (х, t) ~ 0, f 6  [х, Ь] булса, Вольтер­
ранинг интеграл оператори катнашган

Ро (х) у 1п)(х )  +  Pi (х) у(п_1) (х) Ч--------- Ь Р п -1 (х) у'(х) + рп (х) у(х) +
X

+ [  К  (x,t)y  (t) dt =  / (х) ,х  € (а,Ь) (3.18)



куршшшдаги интегро-дифференциал тенгламага эга буламиз.
(3.18) куринишдаги интегро - дифференциал тенгламани 

[а, +оо) ораликда х,ам к,араш мумкин.
Р[у] - каср тартибли интеграл ёки дифференциал оператор 

булса,

Ро(х)у{п)(х) +  pi(x)y{n~1)(x) + ... + p ,i_i(x)y/(a:) +

+ Р п {х )у {х )  +  w{x)D2x uj{x)y  (х) =  f ( x ) ,  х € (а, b) (3.19)

куринишдаги интегро-дифференциал тенгламага эга буламиз, 
бу ерда w (х) ва ш (х) берилган функциялар булиб, w (х) ф 0 , 
и (х) ф 0, х Е [а, Ь]; a G ( 0 ,  п) - бутун булмаган берилган сон.

(3.17), (3.18) ва (3.19) интегро-дифференциал тенгламалар 
учун бошлангич масала куйидагича баён кцлинади: (3.17) [(3.18) 
ёки (3.19)] тпенгламанинг [а, Ь\ оралицда узлуксиэ ва

у (а) =  к0, у' (а) =  ки (а) =  кп- г

бошлангич шартларни цаноатплантирувчи ечими топилсин, бу 
ерда kj = const, j  =  0 ,n  — 1 - берилган сонлар.

Агар (3.18) ва (3.19) тенгламалар [а, +ос) ораликда к,аралаёт- 
ган булса, у хрлда унинг юкоридаги бошлангич шартларни к,а- 
ноатлантирувчи ечими х;ам [а, +оо) ораликда топилиши талаб 
килинади.

Изох,. (3.18) ва (3.19) интегро-дифференциал тенгламаларда
X

J  K{x,t)y{t)dt ва D°xu(x)y(x)
а

операторлар Урнига мос равишда 
ь

J  K(x,t)y(t)dt ва D°buj(x)y(x)



операторларни олиш хдм мумкин.
Интегро-дифференциал тенгламалар учун бошлангич маса- 

лалар ечимларини топишнинг к^плаб усуллари мавжуд булиб. 
куйида уларпинг бири билан мисоллар ёрдамида танишамиз.

3.1-масала.

у" (х) + \ sin а: у' (х ) + \у (ж) +I (
!  }  (3-20)

+ -  / sin (ж — t) у (<) dt = cosx, х € (0 , 1)
0

тенгламанинг [0 , 1] оралщда узлуксиз ва

У (0) =  1, У'(0) =  2 (3.21)

бошлангич шартларни щноатлантирувчи ечими топилсин.
Ечиш. (3.20) тенгламада х ни г билан алмаштириб, хрсил 

булган тенгликни г буйича [0, х] ораликда интеграллаймиз. Бун­
да (3.21) бошлангич шартларни хдсобга олсак,

X

1 I f
у'{х) 4- -  sin ху{х) +  -  / (1 -c o s  z)y(z)dz+

о

1

+ ̂  J  [cosz — cos (x — z)]y(z) dz — 2 +  sinx 
о

тенглама келиб чикдци. Бу тенгламани хам юкрридаги каби [0 , х] 
ораликда интеграллаб ва у (0 ) = 1 шартни эътиборга олиб,

X  X t

у(х) +   ̂J  sin ty {t) d,t +  i  /  dt J  (1 — cos z) у (z) dz+ 
о o o



1

J  [a; cost — sin (х — t) — sin £] у (t) dt =  2 (x +  1) -  cos a; 
о

тенгламага эга буламиз.
Бу ердаги такрорий интегралда интеграллаш тартибини уз- 

гартириб, {(3 .2 0 ),(3 .2 1 )} масалага (ечимининг мавжуд б^лиши 
маъносида) тенг кучли булган

X
y{x) +  \j J  [sin t + (х — t) (1 — cos t)]y (t) dt+ 

о

l
J  [x cos t — sin (x — t) — sin t)y (t) dt =  2 (x +  1) -  cos x

тенгламани хрсил киламиз. Бу ерда, агар

х — t +  t cos t — sin (ж — t) , x >  t,
(3.22)

x  cos t — sin (x — t) — sin t, x  <  t
К  (x,t) =  <

белгилашни киритсак, охирги тенглама куйидагича ёзилади:

1

У(х)  +  K ( x , t ) y ( t ) d t  =  2 ( х +  1) - c o s r r ,  а: €  (0 ,1 ). (3.23) 
о

(3.23)-у (х) номаълум функцияга нисбатан иккикчи турдаги 
Фредгольм интеграл тенгламасидир. х, t G [0,1] эканлигини ва 
jsina:| <  1, |cosa:| <  1 тенгсизликларни эътиборга олсак, (3.22) 
дан sup j К  (х, t)| <  3 тенгсизлик келиб чикади.

Аникки, (3.23) интеграл тенгламанинг параметри Л — (1/7) 
сон [sup \К (х, <)|]-1 дан кичик, яъни (1 /7 ) < (1 /3 ). Буни ва



К  (х , t) ядро х  ф t да узлуксиз, х — t да эса чекли сакраш- 
га эга эканлигини хамда (3.23) тенгламанинг унг томони узлук­
сиз функция эканлигини эътиборга олсак, 2.1-§ да таъкидланган 
Фредгольм альтернативасига асосан (3.23) интеграл тенглама­
нинг ечими мавжуд ва ягонадир.

Фараз кдлайлик, уа (х ) функция (3.23) тенгламанинг ечими 
булсин, яъни

1

Уо (я) 4  J  К  (х, t) уо (t) dt =  2 (х +  1) -  cos х 

о

тенглик уринли булсин. Бу тенгликни
X

Уо{х) =  J  K ( x . t ) y 0 { t )d t -

о

1

— ~ J  К  (х, t) уо (t) dt +  2 (ж +  1) — cos х
X

куринишда ёзиб олиш мумкин. (3.22) ни ^исобга олсак, охирги 
тенглик

X

Уо (х) — —^ J  [х — t +  t cos t — sin (x — £)] yQ (t) dt— 

о
l

-  ̂  J  [x cos t — sin t — sin {x — t)] y0 (t) dt +  2 (x +  1) — cos x
X

к$финишни олади. Бу тенгликдан фойдаланиб ва у0(х) 6 С[0,1] 
эканлигини эътиборга олиб, бевосита х,исоблаш билан к^рса- 
тиш мумкинки, Уо (х) е  С 2 [0,1]. Буни ва (3.23) интеграл тенг- 
лама {(3 .2 0 ),(3 .2 1 )} масалага эквивалентлигини хисобга олсак,



(3.23) интеграл тенгламанинг ечими {(3.20),(3.21)} масаланинг 
хам ечими булиши келиб чикдци.

3.2-масала.
X

у" (х) +  ху (х) + х3у (х) + [  (1 + t 2) y{t)dt =  — , х € (0 , 1)
J  1 +  х
о

тенгламанинг [0,1] орсигит̂ да узлуксиз ва (3.21) бошлангич 
шартларни цаноатлантирувчи ечими топилсин.

Ечиш. Бу ерда хдм берилган тенгламада х ни 2 билан алмаш- 
тириб, сунгра z буйича [0 , х] ораликда икки марта интеграллаб,

X

(я) +  У  + (*3 -  1) (х -  t) +  1  (1 + 12) (х -  ty у (t) dt =

— (1 + х) In (1 4- х) + х, х € (0,1) (3.24)

куринишдаги Вольтерра типидаги иккинчи тур интеграл тенг- 
ламага келамиз. оосил булган (3.24) интеграл тенгламанинг яд- 
роси булган

К  (х, t) = t +  [t3 -  1) (x -  t) +  ^ ( l  + t2) (x -  t)2

функция { (x, t) : 0 < x <  1, 0 < t < 1} квадратда узлуксиз ва ик­
кинчи тартибли х,осилаларга эга, тенгламанинг унг томони бул­
ган / (х) =  (1 +  х) In (1 +  х) + х функция эса [0 , 1] ораликда уз­
луксиз ва иккинчи тартибли узлуксиз хосилаларга эга. Шунинг 
учун, Вольтерра типидаги интеграл тенгламалар хакида 2.1-§ 
да айтилганларга асосан (3.24) тенгламанинг уо (х) € С2 [0 , 1] 
ечими мавжуд ва у 3.2-масаланинг х,ам ечими булади.



3.4-§. Интеграл оператор кдтнашган 
интегро-дифференциал тенгламалар учун чегаравий

масалалар

Аввалги параграфда интегро-дифференциал тенгламаларга 
куйиладиган бошлангич масалалар ва уларни урганишнинг бир 
усули билан танишдик. Худди оддий дифференциал тенглама­
лар каби интегро-дифференциал тенгламалар учун х,ам чегара­
вий масалалар куйилиши мумкин. Бу параграфда биз бундай 
чегаравий масалаларнинг куйилиши ва уларнинг ечиш усуллари 
билан мисоллар ёрдамида танишамиз.

3.3-масала.

у”{х) + ^х2у'(х) +  уху(х)+

1

j/" {х — t)2y(t)dt — 6х, х £ (0,1) (3.25) 
о

тенгламанинг [0 , 1] оралщда узлуксиз ва

2,(0) = 1, 2/(1) -  2 (3.26)

чегаравий шартларни цаноатлантирувчи ечими топилсин. 
Ечиш. Бу масалани икки хил усул билан урганиш мумкин.
1-усул. Берилган тенгламани [0.x] ораликда интеграллай- 

миз. Натижада у(0) =  1 ва у\0) эса номаълум эканлигини x̂ i- 
собга олиб,

X 1

y\x) + j V { x ) + l-  j  ty(t)dt+± J  [ ( x - t ) 3 + t3}y(t)dt = y’( 0)+3x2 
о 0

тенгламага эга буламиз. Бу тенгламани яна [0, х] ораликда



интеграл л аб, у{ 0 ) — 1 чегаравий шартни инобатга олсак,
X 1

У(х ) + \ J  х1У(1) +  ^ У + 4t3x]y{t)dt =
о о

-  у'(0)х + х3 + 1 (3.27)

тенглик келиб чикади. (3.27) да х — 1 деб ва у(1) =  2 эканлигини 
хдсобга олсак, у\0) ни куйидаги куринишда топамиз:

X

у'(°) =  \ J ( !  -  +  6i2) y(t)dt.
о

у'(0) нинг бу ифодасини (3.27) га куйсак,

1

+ -  J  х (х3 — 4х2£ + бxt2 — 6 i2 +  3t — l) y(t)dt =  x3 +  1

K(x,  t) =

тенгламага эга буламиз. Агар

х (х3 — 4x2t -f 6х£2 — 6£2 +  At — l ) , x > t; 
x (x3 — Ax2t -f 6xt2 — 6t2 +  3f — l)  , x < t

белгилаш киритсак, охирги тенгламани ушбу
1

у(х) + ^ J  К ( х , t)y(t)dt =  х3 +  1, х е  [0 , 1] (3.28) 
о

куринишда ёзиш мумкин булади. (3.28) у(х) функцияга нисба- 
тан Фредгольмнинг иккинчи тур интеграл тенгламасидир.



K(x,t)  функцияни куйидагича ёзиш мумкин:

' x ( l - x )  [(1 - х ) -  (х -  2t)2 -  2(1 -  t f ]  , х > t;
K(x,t)  =  < -x (1 -  x) [(re -  2t f  +  2(1 -  t)2] +

k + x  [(1 — x)2 — t] , x < t.

Бундан фойдаланиб курсатиш мумкинки, sup\K(x,t)\ < 6 . 
У хрлда (1/7) < (1/sup \K(x,t)\) тенгсизлик уринли булади.

Бу тенгсизликни, K(x,t)  функциянинг булакли узлуксиз ва 
чегараланганлигини хдмда а;3 + 1 - узлуксиз функция эканли- 
гинн эътиборга олсак, 2.1-§ да келтирилган Фредгольм альтер- 
нативасига асосан (3.28) интеграл тенгламанинг ечими мавжуд 
ва ягона эканлиги келиб чик,ади. (3.28) интеграл тенгламанинг 
ечими икки марта узлуксиз дифференциалланувчилиги ва 3.3- 
масалакинг х;ам ечими булиши 3.1-масаладагидек исботланади.

2-усул, Бу усулни Грин ф-ункциялари усули деб аталади. Уни 
берилган тенгламанинг бирор хусусий хрли учун берилган че­
гаравий шартлар билан куйилган чегаравий масаланинг Грин 
функцияси мавжуд б^лган хрлда к^ллаш мумкин. Бу ерда бе­
рилган тенгламанинг хусусий холи булган у"(х) — 0 тенглама 
учун (3.26) шартлар билан куйилган масаланинг Грин функци- 
ясидан фойдаланиш мумкин. Бу функция

G (х ,<) = {
x ( t — 1) ,  х < t; 
(х — 1) t, X > t

куринишга эга булиб, G (х,0) = G (х, 1) — 0 тенгликлар Уринли- 
дир (1.4 параграфдаги 2-мисолга кдранг).

{(3.25),(3.26)} масалани z (х) — у{х)  — х — 1 алмаштириш 
ёрдамида бир жинсли чегаравий шартли куйидаги

z"(x) +  ^ x V (x ) + ^xz(x)+



+ У  J  (х  — tfz{t)dt =  - у ( 2 2 х 2 -  59х +  7) (3,29)
о

г(0) = 0, 2(1) =  0 (3.30)

масалага келтириб оламиз. (3.29) тенгламани

2" (х) =  /  (х) (3.31)

куринишда ёзиб оламиз ва {(3 .3 0 ),(3 .3 1 )} масалани кдраймиз, 
бу ерда

f ( x )  =  - I  (22х2 - 5 9 х  + 7) -

1

" x V  (х) -  “ Х 2  (х) -  у  J  (х -  t ) 2 Z ( t )

О
Агар вак,тинча / (х) ни маълум функция деб фараз к;илсак. 

{(3 .3 0 ),(3 .3 1 )} масаланинг ечими

1

(х) =  J  G (х, t) / (t) dt

формула билан аникданади. Бу тенгликка аввал / (х) функци- 
янинг, сунгра эса 2 (х) функциянинг ифодасини куйсак,

1 1 

у{х) +  j  J  G(x, t) t2y'(t) +  3у (t) +  12 j  ( t -  О 2 У (О

=  1 +  2х — х

dt =

(3.32)

тенгликка эга буламиз. Бу ердаги у'(£) иштирок этган хддни 
булаклаб интсграллаб хамда такрорий интеграл иштирок эт­
ган хддда интеграллаш тартибини алмаштариб, у(х) номаълум



функцияга нисбатан ушбу
1

у(х) +  ̂J  К\ (х, t)y (t) dt — 1 +  2х +  —х3 (3.33) 
о

куринишдаги интеграл тенгламага эга б^ламиз, бу ерда

1

К х (.х , 4) =  (3 -  21) G{x, t) -  t2G't(x, t) +  12 J  G(x, £)(£ -  £)2d£.
о

(З.ЗЗ)-иккинчи турдаги Фредгольм интеграл тенгламаси бу- 
либ, {(3.25),(3.26)} масалага ( ечимга эга булиш маъносида) эк- 
вивалентдир. Унинг ягона ечими мавжудлиги худди 1-усулда- 
гидек тадк,ик, кдлинади.

(3.25) тенгламадаги [0,1] оралик, б^йича интеграл урнига [0, х] 
оралик, буйича интеграл иштирок этган холда хам 3.3-масала 
юкррида кулланилган икки усул билак урганилиши мумкин. Ка- 
ралаётган тенгламанинг интегралли к,исми махсус куринишлар- 
га эга булган хрлларда масалани ечишга бопща усулларни хам 
куллаш мумкин.

3.5-§. Каср тартибли дифференциал оператор 
кдтнашган интегро-дифференциал тенгламалар учун 

чегаравий масалалар

Бу параграфда берилган интегро-дифференциал тенглама­
нинг таркибида. каср тартибли дифференциал оператор ишти­
рок этган холда чегаравий масалаларнинг куйилиши ва улар- 
нинг ечиш усуллари билан танишамиз. Аслида бундай тенгла­
малар каср тартибли дифференциал тенгла­малар деб аталувчи 
тенгламаларнинг хусусий хрлидир.

3.4-масала.

У" (х) +  Pi (х) у' (х) +  р2 (х) у (х) +



+Рз (х) (х) у (х) =  /  ( х ) , X е  (а, b) (3.34)

тенгламанинг [а, Ь] оралщда узлуксиз ва

у (а) =  k\, y{b) =  k2 (3.35)

чегаравий шартларни цаноатлантирувчи ечими топилсин, бу 
ерда а, а, Ь, /сь  /с2 берилган х;ак,икий сонлар булиб, 0 < о; < 1 , 
а <  Ь\ pi (ж), Р2(х), Рз (х) лар эса [а, 6] ораликда аникданган 
берилган функциялар булиб, рз(х) Ф 0 , и) (х) ф 0 , х  €  [а, 6];

- (3.7) куринишдаги каср тартибли дифференциал оператор.
(3.34) куринишдаги тенгламалар учун чегаравий масалаларни 
Урганишда D °x каср тартибли дифференциал операторлар учун 
экстремум принципидан фойдаланишга тугри келади.

3 .3 -л ем м а. Агар и;(х ) , p i(x ), Р2 (х), Р з(х )  €  С [а, 6] брлиб, 
Р2 (х) < 0, рз (ж) <  0 , Vx € (а, b) тенгсизликлар Цринли, ш(х) эса
7  (>  а) тартибли Гёльдер ихартини щноатлантирувчи камай- 
майдиган мусбат функция брлса, у щолда

У" (х) +Pi (х ) у' (х) + р ъ {х )у  (х) + р 3 (х) D°xuj (х) у (х) =  0 (3.36)

интегро-дифференциал тенгламанинг ечими (а, b) оралщда 
мусбат максимум ва манфий минимумга эригимайди.

Исбот. Тескаридан фараз кдлайлик, яъни (3.36) тенглама­
нинг ечими х0 £  (а, Ь) нук;тада мусбат максимум (манфий мини­
мум) га эга булсин дейлик. У хрлда

у" (хо ) < 0 ( > 0 ) , у' (х0) =  0 , у (х0) > 0 (< 0 ) ,

Da z ^ (x )y {x ) |Х=Х0 > 0 (< 0 ) 

муносабатлар Уринли булади. Буларни эътиборга олсак,

[у"(х) +  рх{х)у'(х) + Р 2{х)у(х) +  р3(х)2}“хо;(х)у(х)]|х=хо < 0 (> 0 )

тенгсизлик Уринли булади. Бу эса (3.36) тенгликка зид. Демак, 
фаразимиз нотугри. Лемма исботланди.



3.3-теорем а. Агар 3.3-лемма шартлари бамсарилган булса, 
{(3.34),(3.35)} масала биттадан ортиц ечимга эга бЦлмайди. 

Исбот. Бу теоремани исботлаш учун (3.36) тенгламанинг

у(а) =  0, 2/(6) =  0 (3.37)

шартларни каноатлантирувчи ечими фак,ат у (х ) =  0 эканлиги­
ни исботлаш етарли. Тескаридан фараз кдлайлик, яъни 
{(3.36),(3.37)} масала кдндайдир уо(х) ^ 0 х €  [а,Ь] ечимга эга 
булсин. У холда, у0 (х) €  С  [а, Ь] булгани учун Вейерштрасс тео- 
ремасига асосан, [а, Ь] ораликда шундай х0 сон мавжуд б^лади- 
ки, sup |уо(х)| =  |yo( ô)i > 0 муносабат уринли б^лади. (3.37)

[а,6]
га асосан хо ф а ва х0 ф Ь. Унда а < х0 < b булади, Демак, 
Хо нуктада у (ж) функция мусбат максимумга ёки манфий ми- 
нимумга эришади. 3.3-леммага асосан эса буни булиши мумкин 
эмас.Бу к,арама-к,аршилик фаразимиз нотугри эканлигини кур- 
сатади.Демак, у0 (х ) =  0, х €  [а, Ъ]. 3.3-теорема исбот булди.

{(3.34),(3.35)} масаланинг ечими мавжудлигини исботлашга 
утамиз. Шу ма.к,садда (3.34) тенгламани [а, х] оралик буйича ин- 
теграллаймиз ва

у\х ) =  ^ У ( х )> Daxw 0*0 У (х ) =  ^ D2 *luJ y №  =

X

-TxW=a)S(x- tr°u{t)y[t)dt
a

лар иштирок этган хадларни булаклаб интеграллаймиз. Сунгра 
у (а) =  fci эканлигини эътиборга олиб ва хосил б^лган такрорий 
интегралда интеграллаш тартибини ^згартириб, куйидаги 
тенгликка келамиз:

X

у\х) +  Pi{x)y{x) +  J  j p 2(i) -  p\(t) +  [рз(г)(ж -  t)~a-



X X

-  J  p'3(z)(z -  t y adz\ } y(t)dt =  J  f(t)dt  +  у'(a) -f kxpi(a),
t a

бу ерда у'(a) - номаълум сон.
Бу тенгликни яна [а, х) оралик, буйича интеграллаймиз:

X

У (х ) +  J  {p i(t)  +  \pi{t) -  p i( 0  (х -  t)+
а

х

' J  Рз (z) (z -  t)~a (1 +  х -  z )d z }y  (t) dt =
Г (1 — a )

t
X

— J  ( x - t ) f ( t ) d t  +  y'(a)(x — a) +  kipi(a)(x — a) +  ki. (3.38)
a

(3.38) тенгликда x =  b деб ва у (6) =  k2 эканлигини хисобга 
олсак, номаълум у1 (а) ни куйидаги куринишда топамиз:

ь

У'(а) = kb-ki- J  {pi (t) + [рг (t) -  р\ (t)] (b -t) +

ь

J  Рз (О (£ -  0 “ a (1 +  Ь -  О I/ (<) Л +

+

о

/  ( 4 - o / w dt (b — a) 1 — fcipj ( a ) .

г/(а) нинг бу ифодасини (3.38) тенгликка куйиб, уни 
6



куринишда ёзиш мумкин, бу ерда К  j (x ,t)-{(x , t) : а < х < b ,  
а < t < b} туртбурчакда чегараланган ва булакли узлуксиз бол­
тан маълум функция, Д (х) эса [а, Ь] ораликда узлуксиз булгак 
маълум функция.

(3.39) у (ж) номаълум функцияга нисбатан иккинчи турдаги 
Фредгольм интеграл тенгламасидир. Агар {(3.36),(3.37)} бир 
жинсли масалани кдрасак,

курикишдаги бир жинсли интеграл тенгламага эга буламиз. 
{(3.36),(3.37)} масала факдт тривиал ечимга эга булганлиги 
учун (3.40) тенглама хам факдт тривиал ечимга эга. У хрл- 
да Фредгольм альтернативасига асосан (3.39) тенглама ягона 
ечимга эга булади. Агар /(ж) € C[a,b], Р\(х) € С 1[а,Ь], рг(ж), 
Рз(х) 6  С 2[а,Ь] булса, (3.39) тенгликдан фойдаланиб курсатиш 
мумкинки, у (х) € С 2 [а, Ь] булади. У хрлда, {(3.34),(3.35)} маса­
ла ва (3.39) тенглама эквивалент булганлиги учун, (3.39) тенг­
ламанинг ечими {(3.36),(3.37)} масаланиг х,ам ечими булади. 3.4- 
масала тула х,ал булди.

3.6-§. К аср  тартибли диф ф еренциал оператор 
кдтнаш ган интегро-диф ф еренциал тенгламалар учун 

В и ц адзе - С ам арский масалалари

Бу мавзу билан мисоллар ёрдамида танишамиз.
3 .5-м асала. (3.34) тенгламанинг [а, Ь] оралщда узлуксиз ва 

куйидаги шартларни цаноатлантирувчи ечими топилсин:

ь

(3.40)

О

y{a) =  ku у{Ь) =  q y (0  +  к 2,

бу ерда h ,k 2)q ,^  берилган сонлар булиб, £ €  (а, Ь).



Эслатиб утамизки. q =  0 да бу масаладан аввалги мавзудаги
3.4-масала келиб чикдци. Агар q ф 0 булса, (3.41) шартларнинг 
иккинчиси номаълум функциянинг [о, Ь] ораликнинг четки х — Ь 
ва ички х — £ нукталаридаги кийматлари орасидаги муносабат- 
ни ифодалайди, демак, у Бицадзе-Самарский шартидир.

3.4-теор ем а. Агар 3.3-лемма шартлари бажарилган ва 
jg) ^ 1 булса, 3.5-масала биттадан ортиц ечъимга эга булмайди.

Исбот. Бу теоремани исботлаш учун 3.5-масалага мос бир 
жинсли масала ечимини, яъни (3.36) тенгламанинг

У (а) = 0 ,  у (Ъ) =  qy (£) (3.42)

шартларни кдноатлантирувчи ечими факдт у(х) =  0 булишини 
исботлаш етарли. Тескаридан фараз килайлик, яъни 
{(3.36),(3.42)} масала уо(х) ф 0, х  €  [о,6] ечимга эга булсин.
3.3-леммага асосан, у0 (х) функция (а, Ь) ораликда мусбат мак- 
симумга ва манфий минимумга эришмайди. Вуни эътиборга ол­
сак, Вейерштрасс теоремасига асосан sup|y0(x)| > 0 булиб, у

[а,61
[а, 6] оралик,нинг четки н укталари да эришилади. у (а) =  0 бул- 
гани учун sup|j/o(®)| к,иймат х  =  Ъ нук,тада эришилади. Демак,

[а,Ь]
V£ € [а,Ь) учун |?/(0| < |у(Ь)! тенгсизлик уринли булади. Бу- 
ни ва |g| ^  1 тенгсизликни эътиборга олсак, (3.42) шартларнинг 
иккинчисидан |у(Ь)| =  |gj/(OI < |у(&)! куринишдаги нотугри 
тенгсизликка келамиз. Бу к,арама-к,аршилик у0 (х) ф 0, х  6  [а, Ь} 
деган фаразимиз нотугрилигини курсатади. Демак, у0 (х) — 0, 
х £  [а, Ь]. Бундан 3.4-теореманинг тасдиги келиб чикали.

3 .5-теор ем а. Агар 3.3-лемма шартлари бажарилган ва

f{x )  G C[a,b], рх(х) е  С 1 [а, 6], р2{х ),р 3 (х) <Е С 2[а,Ь} (3.43)

брлса, 3.5-масала ягона ечимга эга булади.
Исбот. 3,5-масаланинг у (х) ечими мавжуд деб фараз к,илай- 

лик. У холда (3.34) айният Уринли булади.у (а) =  кл шартни



эътиборга олиб, (3.34) айниятни [а, ж] ораликда икки марта ин- 
теграллаб, (3.38) тенгликка эга буламиз. Бу тенгликни куйида- 
гича ёзиш мумкин:

6

у (ж) =  J  К 2 (ж, t) у (t) dt +  f 2 (ж) -I- у' (а) (х -  а) , (3.44)
О

бу ерда К 2(ж. t) ва / 2 (ж)-маълум функциялар булиб. (3.39) тенг- 
ламадаги К\ (ж, t) ва /2(ж) функциялар каби хоссаларга эга. 

(3.44) тенгликдан ж =  Ь ва ж =  £ деб, у{Ь) ва у(£) ни топамиз:

ь

У (Ь) =  J  К г (Ъ, t) у [t) d t+ f2 (b) +  у'(а) (Ъ -  а) , (3.45)
а

У (О =  J  К 2 (£, t) у (t) d t+ f2 ( 0  +  у'(а) (  ̂ -  а ) .
а

Буларни (3.41) шартларнинг иккинчисига кУямиз:

[6 -  а -  д(£ -  а)] у'(а) =

=  k2 -  J  K 2(b,t)y(t)dt +  q J  K 2{£, t)y(t)dt — f 2(b) +  qf2(0-
a a

b — a — q(£ — а) Ф 0 булганлиги учун бу тенгликдан у'(а) бир 
кийматли топилади. Топилган у'(а) ни (3.44) тенгликка куйиб, 
баъзи шакл алмаштиришлардан су к г, у (ж) га нисбатан Фред- 
гольмнинг иккинчи тур интеграл тенгламасига эга буламиз. Хо- 
сил булган интеграл тенглама 3.5-масалага эквивалент булган­
лиги учун унинг бир кдйматли ва кушимча шартларсиз ечим­
га эга булиши 3.5-масала ечимининг ягоналигидан келиб чик;а- 
ди. (3.43) шартлар хрсил булган интеграл тенгламанинг ечими 
С 2 [0 ,1] С2 [0,1] синфга тегишли булишини гаъминлайди.



1-изох,. 3.5-масала (3.41) шартларнинг иккинчиси

У (Ь) =  qiy ( 6 )  +  Я2У ( 6 )  +  +  ЧпУ Цп)

шарт билан алмаштирилганда х,ам юкрридагидек урганилади, 
бу ерда q.j, (j  — I, n) -  берилган сонлар булиб, €  (а, 6),

j  =  1,п  ва Y1 \Я:\ <  1 - 
j =l

2-изох,. 3.4- ва 3.5- параграфларда урганилган масалаларда
(3.34) тенглама Урнига куйидаги тенгламаларни

У" И  +  Pi (я) у' (х) +  р2 (х) у (х) +  рз (х) D9xb7  (х) у (х) =  / ( х ) , 

у” (х) +  Р! (х) у (х) +  Р2 (х) у (х) +

4-рз (х) (х) у (х) +  pi (х) D f67  (х) у (х) =  / (х) 

хам олиш мумкин, бу ерда pj (х) (j  =  1 ,4 ) , и  (х), 7  (х) - берилган
функциялар, а,(3 €  (0 ,1) - берилган хакикий сонлар.

3.7-§. Каср тартибли дифференциал оператор иштирок 
этган интегро-дифференциал тенгламалар учун 

интеграл шартли масалалар

Бу мавзуни хам мисоллар ёрдамида баён к,иламиз.
1. Аввал иккинчи тур интеграл шартли масалани к,араймиз.
3.6-масала. (3.34) тенгламанинг [а, Ь] ораликда узлуксиз ва 

куйидаги шарт.гарни цаноатлантирувчи ечими топилсин:

бу ерда ki, k2, q, а,(3 -берилган сонлар булиб,а <  а  < /3 <  о.
(3.46) дан куриниб турибдики q =  0 да 3.6-масаладан 3.4- 

масала келиб чикдди. Агар 0 < \ q \ ^ l B a a < a < / 3 < b  булса,

П

0
(3.46)

а



у хрлда (3.46) шартларнинг иккинчисини ундаги интегралга ур- 
та к,иймат хдкдцаги теоремани татбик; кдлиб, у (6) =  qy (£) +  к2 
куринишда ёзиб олиш мумкин булади, бу ерда £ - (а, Ь) оралик,- 
даги кандайдир тайинланган сон. Демак, бу хрлда, 3.6-масала
3.5-масалага келади ва аввалги параграфдагидек урганилади. 
О < |gj <  1 ва [а,/3] — [а, Ь] булган холда хам 3.6-масала 3.5- 
масалага келтириб урганилиши мумкин.

Юкрридагиларни эътиборга олган холда 3.6-масалани 9 = 1 ,  
а =  а, в =  Ъ булган холда, яъни (3.46) шартлар

ь

у(а) =  к 1, у(Ь) =  J  y (x )d x  +  k2 (3.47)
а

куринишга эга булган холда урганамиз.
Бу масаланинг ечими мавжуд ва ягоналигини курсатиш учун 

худди 3.4-масаладагк каби, (3.34) тенгламани [а, х] ораликда ик- 
ки марта интеграллаб ва у(0) =  ki шартни эътиборга олиб, (3.44) 
ва (3.45) тенгликларга эга буламиз. (3.44) дан куйидаги тенг- 
ликни топамиз:

Ь Ь b ь

[  у (х) dx =  J  dx J  К2(х : t)y(t)dt+ J  f 2(x)dx +  ^y'(a )(b ~  a f .

Буни ва (3.45) ни (3.47) шартларнинг иккинчисига куйиб,

iy ' (а) (6 -  а) (2 -  Ъ +  о) =

Ь Г Ь "I ь
- /  / *  (х, t) dx — К 2 (b, t) y(t)dt — /2  (b) +  J  /2  (х ) dx -I- k2

a La J  a

тенгликка эга буламиз.



Агар Ъ — а ф 2 булса у'(а) номаълум сон охирги тенгликдан 
бир кийматли топилади. Уни (3.44) га куйиб, баъзи шакл ал- 
маштиришлардан сунг у (х ) га нисбатан (3.39) куринишдаги ик­
кинчи тур Фредгольм интеграл тенгламасига эга буламиз. Агар 
берилганларга куйилган баъзи шартларда \К\ (х, £)j < 1 булса, 
у холда бу тенглама, демак, 3.6-масала ягона ечимга эга булади.

И зох. 3.6-масалаии (3.46) шартларнинг иккинчиси

шарт билан алмаштирилган холда хам урганиш мумкин, бу ерда 
k2, qj, oc-j, /3j, j  =  1,2- берилган сонлар булиб. [q j, f3j] € [а, 6], 
j  =  172; [aj, fa] П [am, 0m] =  0 ,  j, m  =  Т Д  j  ф m.

2. Биринчи тур интеграл шартли масалани к,арайлик.
3 .7 -м асал а . (3.34) тепгламаниниг [а, Ь] ораликда узлуксиз ва 

к,уйидаги ьшртларни цаноатлаптирувчи ечими топилсин:

бу ерда h  ва к2 - берилган сонлар.
3,6-теор ем а. Агар 3.3-лемма шартлари бажарилган булса,

3 .7-масала биттадан ортщ ечимга эга булмайди.
Исбот. Бунинг учун 3.7-масалага мос бир жинсли масала, 

яъни (3.34) тенгламанинг

шартларни кдноатлантирувчи ечимини топиш хак,идаги м аема 
фак,ат тривиал ечимга эга эканлигини исботлаш етарли.

/?1 02 0п

Ь

(3.48)
а

Ь

(3.49)
а



Агар у (ж) ^  0 0), ж € [а, Ь] деб фараз килсак, (3.49) шарт­
ларнинг иккинчисидан бирданига у (ж) =  0, х  €  [а,Ъ\ келиб 
чикдди. Акс хрлда, у(х) е  С[а. 6] булгани учун (3.39) даги ин- 
тегралга урта киймат хакидаги теоремани татбик, кддиб, шун- 
дай € (о, Ь] нукдага эга буламизки, y(£i) =  0 тенглик урин- 
ли булади. Агар — b булса, у хрлда {(3.36), (3.49)} масала
3.4-масалага мое бир жинсли масала булиб, у факдт у(х) =  О, 
х £ [а, Ь) ечимга эга. Фараз кдлайлик, ф Ь, яъни а <  < Ъ. 
Бунда {(3.36), у(а) =  0, y(£i) =  0} масалага эга буламиз. {(3.36), 
(3.37)} масалада исботланганига асосан бу масала [a,£i] оралик,- 
да факат тривиал ечимга эга. Буни эътиборга олсак, 
{(3.36), (3.49)} масаладан куйидаги масала келиб чикади:

Бу ерда х,ам {(3.36),(3.49)} масалада юритилган мулохазалар- 
ни такрорлаб, ёки у (х) =  0, х  £ [£ъ&] эканлигини ёки шундай 
£2 €  (Сь 6] нукта мазжудки, у (£г) =  0 булишини топамиз. Охир- 
ги холда (3.50) масаладан

масала келиб чикади. Бу масалага юкррида кулланилган усулни 
кетма-кет куллаб, п - кддамда ёки у (ж) =  0 х £  [а, 6] эканлигини 
ёки (а, Ь) да шундай 6  < 6  < Сз < < £« нукдалар мавжудки, 
[а,6 ] , [ & ,6 b - >  Kn-i.Cn] ораликдарда у (ж) =  0 эканлигини,

у" (ж) +  pi (х ) у' (х) +  р2 (х) у (ж) +  
+р3 (х) хи  (ж) у (ж) =  0, ж €(& ,& )

ь (3.50)

у" (ж) +  pi (ж) у' (ж) + ;  
+р3 (ж) Dabxuj (х) у (ж) =  С



яъни у (х) =  0, х  €  [а. £п) эканлигини топамиз. Охирги холда 
бу жараённи чексиз давом эттириб, lim — b ва у (х) £  С  [а, 6]
эканлигини эътиборга олсак, у (х) =  0, х € [а, b] деган тасдикда 
келамиз. Теорема исбот булди.

3.7-теор ем а. Агар 3.3-лемма шартлари ва (3.43) шартлар 
бажарилган булса, 3 .7-масаланинг ягона ечими мавжуд булади.

Исбот. Бу теоремани исботлаш хам 3.4-масала ечими мав- 
жудлигини исботлашга ухшаш булиб, берилган тенгламани [а, х\ 
ораликда икки марта интеграллаб ва у (а) =  ki шартни эътибор­
га олиб. (3.44) тенгликка келамиз. Бу тенгликни [а, Ь] ораликда 
интеграллаб, (3.48) шартларнинг иккинчисига асосан 

ь г ь ь

тенгликка эга буламиз. Бу тенгликдан у' (а) ни топиб, уни (3.44) 
тенгликка куйиб, баъзи хисоблашлардан сунг, у (х) функцияга 
нисбатан Фредгольмнинг иккинчи тур интеграл тенгламасига 
эга буламиз. Хрсил булган интеграл тенглама ечимининг мав- 
жудлиги, демак, 3.7-масала ечимининг мавжудлиги 3.4-масала 
охирида юритилган мулохдзаларни такрорлаб исботлакади.

Эслатиб утамизки, (3.34) тенгламанинг баъзи хусусий хол- 
ларида (3.38) тенгламадан у (х) функция [у' (а) ни маълум деб 
хисоблаймиз] аник формула билан топилади. Бунда куйилган 
масаланинг тадк,ик;оти бироз енгиллашади. Куйида шунга дойр 
икки масалани куриб утамиз.

3 .8-м асал а.

П—»оо

у" — \DQXy(x) — 6х, 0 < х <  1 

тенгламанинг [0,1] ораликда узлуксиз ва

(3.51)



шартларни щаноатлантирувчи ечими топилсин, бу ерда а  ва 
Л берилган сонлар булиб, 0 < а < 1 , А > 0 .

3.8-масала 3.7-масаланннг хусусий хрлидир. А > 0 булганли­
ги учун унинг ечими биттадан ортик эмаслиги 3.6-теоремадан 
келиб чикади. Шунинг учун масала ечимининг мавжудлигини 
исботлаш билан шугулланамиз. 

у(0) =  1 чегаравий шартни ва
X

в^М = г(тЬо^/(х“ ‘г“9(‘)л
О

тенгликни эътиборга олиб, (3.51) тенгламани [0, х] оралик; 
буйича интеграллаймиз:

X

у' (х) -  г  f  (х ~ г)~а у Wdt =  3x2 +  ^ (0)’ 
о

бу ерда у'(0) - хозирча номаълум сон.
Бу тенгламани яна [0, х] ораликда интеграллаб ва хрсил бул­

ган такрорий интегралда интеграллаш тартибини алмаштириб,
X

У (х) -  г  ^ Л_  a j J ( x ~ )̂1_“ У (*)dt =  х3 +  1 +  y'i0^  (3-53) 
о

интеграл тенгламага эга буламиз. Агар (3 =  2 — а  белгилаш ки- 
ритсак. (3.53) тенглама ь^уйидаги куринишни олади:

X

У (х) -  J  ( x - t f  1 у (t)dt =  X3 + 1 + у'(0)х.
о

/? > 0 булганлиги учун бу тенглама ягона ечимга эга [13] ва у
X



куринишда аникданади, бу ерда Е а (г)- Миттаг-Леффлер функ- 
дияси:

тг=0

(3.54) тенгликни [0.1] оралик, буйича интеграллаб ва (3.52) 
шартларнинг иккинчисини инобатга олиб, куйидагини топамиз:

олсак, охирги тенгликдан у'{0) бир к,ийматли топилади:

Буни (3.54) га кУйиб, 3.8-масаланинг ечимига эга буламиз.
Эслатиб утамизки, бу масала ечимининг ягоналигини алохи- 

да исботлаш зарур эмас. Чунки бу ерда ечимнииг ягоналиги 
(3.53) ва (3.55) тенгламалар ечимининг ягоналигидан бевосита 
келиб чик,ади. Крлаверса, бу масала ечимининг мавжудлиги- 
ни исботлашда ечимнинг ягоналигидан фойдаланишга эхтиёж 
тугулмайди.

3 .9 -м асал а . (3.51) тенгламанинг[0,1] ораликда узлуксиз ва 
Ъуйидаги шартларни цаноатплантирувчи ечими топилсин:

ОО

E a(z) =  zu/ r ( a n  +  1).

1

J  Е 0 [А(1 -  t f  [i3 +  1 +  у' (0) t] dt =  2. (3.55)
о

A > 0 булгани учун f  tE$ А(1 — t 'f  dt > 0. Буни эътиборга 
о *•

1

о



бу ерда а  ва Л - берилган сонлар булиб, 1 < а < 2, А > 0. 
Ечиш. 1 < а < 2 булганда Dqx оператор

D0xV ( * ) Г(2
dt

куркнкшга эга булади. Бу ердаги интегрални булаклаб инте­
граллаб, у (0 ) =  1 шартни эътиборга олсак, Dgxy (х) ни

X

Г(1 — а)

куринишда ёзиш мумкин булади. Буни (3.51) тенгламага куйиб, 
сунгра хрсил булган тенгламани [0 , х] оралик, буйича интеграл- 
ласак, у' (х) га нисбатан

У' (х) - Г (2 — а) 
о

=  Зх2 +  у' (0 ) +

J  (х -  t f~ ny' (t)dt =

Xxl~a
(3.57)

Г (2 -  а)
тенгламага эга буламиз. Бу-(3.53) куринишдаги тенглама булиб, 
унинг ечими (3.54) га асосан

Е в Х(х -  t)L 312 +  у'(0) +
Xt1—а

Г(2 — а)
dt (3.58)

куринишда аникданади. Буни яна [0, х] оралик, буйича интеграл­
лаб ва у(0 ) =  1 эканлигини хамда интеграл остидаги функция- 
лар интегралланувчи эканлигини эътиборга олсак, у(х) куйида- 
гича топилади:

X 1—аxt
Г (2 -  а)



(3.59) тенгликдан келиб чик,адики,

■а> - / Ел А (1 -  i f 3t2 +  у'(0) +
A t1—а

Г(2 — а)_,
U

1 1 Х ^
/  У (ж) Лг =  у' (0) ш *  |а(х — i)^ jdt ld x +

dt H- 1,

■П
+  / з t2 +

A tl~a 
Г ( 2 - a ) .

о о 
' l

J  Ep ĵ A(x — t)^j dx
к  t

> dt +  1.

Буларни (3.56) шартларнинг иккинчисига куйиб, куйидаги тенг­
ликка эга буламиз:

! 1
у\0) J  I Ер [А(1 -  ж)'3] -  J  Е0 [\(х -  ^ dt ) dx — 2+

зг2 + А г1-0 
Г ( 2 - а )

1

Ер [а(1 — i)̂ J -  J  E p [ \ ( x - t y dx > dt.

(3.60)

А > 0, (3 > 0, х е  [0 ,1] эканлигини эътиборга олиб ва Ер (Az0) 
функциянинг ёйилмасидан фойдаланиб, курсатиш мумкинки, 
у1 (0) нинг коэффициенти нолдан фаркли, яъни

Ер [А(1 -  х )0] — J  Ер |а(х — if j  dt > dx Ф 0 .

Шунинг учун (3.60) тенгликдан у’ (0) номаълум бир к,ийматли 
топилади. Бу ердан топилган у' (0) ни (3.59) га куйиб, 3.9-масала



ечимига эга буламиз. Бу ечимнинг ягоналиги (3.57), (3.58) ва
(3.60) тенгламалар ечимининг ягоналигидан келиб чикади.

Изох;. 3.9-масала ечимининг ягоналигини 3.3-леммадан фой­
даланиб иеботлаб булмайди. Чунки бу ерда 1 < а < 2 булиб, 
Dqx операторга 3.2-леммани куллаб булмайди.

3.8-§. Каср тартибли дифференциал оператор 
кдтнашган интегро-дифференциал тенглама учун 

интеграл шартли бир масала х,ак,ида

Ушбу дифференциал тенгламани (а, Ь) ораликда карайлик:
П

y "{x)+ p l (x )y '(x )+ p 2{x)y(x) +  Y ^ eh(x)D2£fk(x)y(x) =  0, (3.61)
fc=i

бу ерда а, Ь, ак (к =  1,п) - берилган хдкдаий сонлар булиб, 
а < Ь, 0 < а к < 1 {к — 1, n); f k(x) ва ек(х) (к — 1, п)-[а, Ь] ора­
ликда аникданган функциялар булиб. ек{х) ва f k(x) функциялар 
к нинг х,еч булмаса битта к,иймати учун айнан нолга тенг эмас.

0 < ак < 1 булгани учун Z)q* - каср тартибли дифференциал 
оператор булиб, куйидаги формула билан аннкданади:

X

D S h  (х) Я (I) =  Г ( 1  [  а /  (х -  ( )"“* Л  (0  У W *• (3.62)
а

3.10-масала. (3.61) тенгламанинг [а, 6] оралицда узлуксиз 
ва куйидаги шартларни к;аноатлантирувчи ечими топилсин:

т &

у (а) =  къ  у(Ъ) =  Y^q*  / У (х ) dx +  (3-63)
«=1 Уа»

бу ерда /С], к2. a s, Д,, <7.,-берилган сонлар булиб, а < а3 < Д, < Ь, 
[otj, /3j\ П [а„&] = 0, s, j  = T7m; 5 Ф j.



3 .4 -лем м а. Агар р\ ( х ) , Рг{%), е-к{х), fk{%) €  С[а,Ь\ ва 
/fc(x) £ С 1 (а, b), к =  1, п булиб,

р2{х) <  0, ек(х) <  О, f k(x) > О, f'k(x) ^  0 ,х  е  (а, Ь), к =  Т~гс (3.64)

шартлар бажарилса, у щолда. 3 ,10-масаланипг к\ =  ко ~  О бул- 
гандаги ечими (а, Ь) оралщда мусбат максимумга ва манфий 
минимумга эришмайди.

Исбот. Тескаридан фараз кдлайлик, яъни 3.10-масаланинг 
ечими ki =  k2 =  0 булганда х =  х0 €  (а, Ь) нукдада мусбат 
максимумга (манфий минимумга) эришсин. У холда, [а, Ь) ора­
ликда узлуксиз дифференциалланувчи функцияларнинг, берил­
ган fk(x) функциянинг хамда D%£ каср тартибли дифференциал 
онераторнинг хоссаларига асосан

Т1
у"(хо) ^  0 (р  0), у1 (хо) =  о, [D ^fk  (;х ) у (х)]|х=Т0 > 0 (< 0 ).

fc=i

муносабатлар Уринли булади. Буларни ва (3.64) тенгсизликлар- 
ни эътиборга олсак,

у"(хо) +р\ (хо)у'(хо) +  р2(хо)у{х0)+

П
+  Y 1  в к  ( Х ° ) lD a x f k  ( х )  У  (ж )] |х=*0 <  0  ( >  0 )  

к= 1
тенгсизликка эга буламиз. Бу эса (3.61) тенгламага зидцир. 

Демак, фаразимиз нотугри. Лемманинг хулосаси тугри.
3 .10-теор ем а. Агар 3.4-лемма шартлари бажарилган булиб,

т
^ | < ь | ( Д - а , ) < 1  (3.65)
3  =  1

теигсизлик х;сил бажарилса, 3.10-масала биттадан ортиц 
ечимга эга брлмайди.



Исбот. Бунинг учун бир жинсли масала, яъни ki =  к2 =  О 
булгандаги масала факдт тривиал ечимга эга булишини исбот­
лаш етарли. Фараз ки лай лик, бир жинсли масала уо (х ) ф О, 
х G [а, Ъ] ечимга эга булсин. У хрлда Вейерштрасс теоремасига 
асосан sup|yo(x)| =  |уо(жо)| > 0 »  £ [а,Ь]- 3.4-леммага асо-

[а,6]
сан ус(х) ечим (а, 6) интервалда мусбат максимум ва манфий 
минимумга эришмайди. Буни ва у0 (а) =  0 тенгликни эътиборга 
олсак, х0 =  b эканлиги келиб чикади. Демак, Vx € [а, Ь) учун 
1Уо(х)| < (уо (Ь)| тенгсизлик уринли. Бу тенгсизликни, (3.65) 
шартни ва к2 =  0 эканлигини хисобга олсак, (3.63) тенгликлар- 
нинг иккинчисидан

Ь(Ь)| dx < \vo (ь)| Ы  (Д» - а«) < \у о  (&)1.
5=1

яъни |уо(6)| < \уо(Ь}\ куринишдаги нотугри тенгсизликка кела- 
миз. Бу карама-кдршилик фаразимиз нотугри эканлигини кур- 
сатади. Демак, у0 (х) =  0, х G [а, Ь]. 3.10-теорема исботланди.

3.11-теорем а. Агар 3 .10-теорема шартлари ва цуйидаги 
шартлар бажарилса, 3.10-масала ягона ечимга эга булади:

2 ( Ь - а ) ф ^ 2 д 3 (в3 -  a s) (Д, +  а а -  2а), (3.66)
5=1

fk ( х ) , Р2 (х) €  С 1 [а, b] ; рх ( х ) , ек (х) 6 С 2 [а, Ь\. к — 1,п. (3.67)

Исбот. (3.61) тенгламада х ни t га алмаштириб, сунгра хо- 
сил булган тенгликни t буйича [а,х] ораликда интеграллаб ва 
у (а) =  кг шартни хисобга олиб, ушбу тенгламага эга буламиз:

X



бу ерда у' (а) - хрзирча номаълум сон.
П

Go (х, t) =  ^ 2  Г -1 (1 -  а к) f k (t) х
к=О

х

ек (х) (х -  t)~ak -  J  е'к (z) (z -  t)~°kdz -  pi (t) + p2 (t)

(3.68) да x ни £ билан алмаштириб, с^нгра хосил булган тенг- 
ликни f  буйича [а, х] ораликда интеграллаймиз:

X

у(х) +  J  Gi(x,£)y(Z)dt =  \pi(a)k1 + y , {a ) ] (x -a )  + k1, (3.69)
а

бу ерда
X

Gi (x ,0 = P i (*) + J  G0 (t,£)dt.

(3.69) тенгликдан куйдагиларни тонамиз:

ь

У (b) =  -  J  G i ( 6 ,0  у (О df +  b i (а) +  У' (°)] (6 “  а) +
а

0а а ,  0н

J  y(x)dx =  —J  у (£) J  G i(x ,£ )dx-
схя a q s

A. А

- J  y(Od( J  Gi (x, f) cte+

+  ̂  bx (a ) X̂ +  y' (a)] (A> -  a e) (/?, +  as -  2a) +  kx (j3s -  a s) .



Буларни (3.63) шартларнинг иккинчисига куйиб ва у'(а) нинг 
коэффициентларини йигиб, куйидаги тенгликка эга буламиз:

(3.66) шартга асосан (3.70) тенгликда у' (а) нинг коэффициен­
та нолдан фаркди. Демак, (3.70) дан у'(а) бир к,ийматли то- 
ггалади. у' (а) нинг топилган к,ийматини (3.69) га к^йиб, баъзи 
шакл алмаштиришлардан сунг, у (х ) га нисбатан Фредгольм- 
нинг куйидаги иккинчи тур интеграл тенгламасига эга буламиз,

бу ерда w (х) ва G2 (ж, £) - маълум функциялар булиб, 
tv(х) G С[а, b], G2(x, £) эса {(х , £) : а ^  х ^ Ь, а ^ ^  6} сохднинг 
£ =  ж, (; =  ah, £ — /Зь, к =  1 ,п  тугри чизикдардан ташкаридаги 
нук;таларида узлуксиз, бу чизикдардаги нук,таларида эса бирин- 
чи тур сакрашга Э1’а.

(3.71) тенглама 3.10-масалага эквивалент булиб, бир жинсли

~kiPi(a)(b - a )  J c n  (Ь, £) у (О (3.70)
а

Ь

y (x) +  j  G2 ( х . О у (О dd =  w ( х ) , (3.71)
О



масала ушбу
ь

у (х ) +  J  С 2 ( х , О у ( 0 #  =  0 (3.72)
а

бир жинсли тенгламага мос келади. Бир жинсли масала факат 
тривиал ечимга эга булганлиги учун (3.72) бир жинсли тенгла- 
ма хам факат тривиал ечимга эга булади. У хрлда Фредгольм 
альтернативасига асосан (3.71) бир жинсли булмаган тенглама 
ягона ечимга эга булади.

(3.67) шартларни эътиборга олиб, (3.69) тенгликдан фойда- 
ланиб курсатиш мумкинки, уникг ечими С  [а, 6] ПС 2 [а, 6] синфга 
тегишли. Шунинг учун (3.71) интеграл тенгламанинг ечими
3.10-масаланинг хам ечими булади. 3.11-теорема исботланди. 

Изох,. 3.10 масалани (3.61) тенглама урнига ушбу

У" И  +  Pi (я) У' (х) +  р2 (х ) у (х) +
Т1 I

+  ^  efc (х) D % fk (х) у (х) +  ёк (х) D ^ fk  (х)у  (х) =  0 
fc=l fc=l

тенглама олинганда хам урганиш мумкин, бу ерда ек (х), jk (х) 
[к =  1 ,п ), ёк (х) , fk (х) (fc =  1,1) - берилган функциялар, 
ах. а 2, . . . ,а п, o-i, а 2,...,а/ лар эса (0.1) ораликдан олинган 
ихтиёрий хак,ик,ий сонлар.



С П ЕК ТРА Л  М АСАЛА ЛА Р

4.1-§. Спектрал масалалар х,ак,ида умумий тушунча

Куйидаги чегаравий масалани карайлик:

у"(х) +  Ау(ж) =  0, 0 < х <  1; у(0) =  0, у(1) =  0, (4.1)

бу ерда А-сонли параметр.
Аникди, (4.1) масала А параметрнинг ихтиёрий к,ийматида 

тривиал уо(х) =  0, х €  [0,1] ечимга эга. Лекин А параметрнинг 
баъзи кийматларида (4.1) масала тривиал булмаган ечимга эга 
булмши х;ам мумкин. Масалан, А =  тг2 булганда (4.1) масала 
Уо(х)  = 0 ,  х £  [0 ,1] тривиал ечимдан ташкдри тривиал бул- 
маган у\{х) =  sin(7rx) ечимга х,ам эгадир. Шунинг учун А пара­
метрнинг кдндай кийматларида (4.1) масала тривиал булмаган 
ечимга эг а булади? деган савол тугилади. Буни текшириб курай- 
лик. Бунда учта холни алохида-алохида кдраймиз.

1) А < 0 булсин. Бу хрлда берилган дифференциал тенглама­
нинг умумий ечими куйидаги куринишда аникданади:

у(х) =  с1е^ х +  с2е - ^ х, (4.2)

бу ерда Ci ва с2 ихтиёрий узгармаслар.
Бу функцияни у(0) =  0 ва у(1) =  0 чегаравий шартларга 

буйсундирсак. Ci ва с2 номаълумларга нисбатан

Г С1 + с2 — О,
\ C i e ^  +  =  О

алгебраик тенгламалар системасига эга буламиз. А < 0 булгани 
учун бу система факдт Су — с2 =  0 ечимга эга. У холда (4.2) 
формулага асосан (4.1) масала хам факдт у(х) =  0, х  €  [0.1] 
ечимга эга булади.



2) А =  О булсин. Бунда к,аралаётган дифференциал тенгла­
манинг умумий ечими у(х) =  сл +  с2х  куринишга эга булади. Бу 
ечимни чегаравий шартларга куйсак, С\ =  0, ci +  с2 =  О, яъни 
ci =  с2 =  О тенгликлар келиб чикдди. Демак, (4.1) масаланинг 
ечими у(х) =  О, х £  [0 ,1].

3) А > О булсин. Бунда урганилаётган дифференциала тенгла­
манинг умумий ечими

у(х) =  с\ cos(y/\x) +  c2sin(\/Ax) (4.3)

куринишга эга булади, бу ерда Ci ва с2 ихтиёрий узгармаслар. 
(4.3) ни у(О) =  О шартга куйсак, С\ =  О эканлиги келиб чик,а- 
ди. Демак, у(х) =  c2 sin(\/Ax). Бу функцияни у(1) =  О шартга 
буйсундирсак,

с2 sin VA =  О (4.4)

тенгликка эга буламиз.
Агар sin уД  ф О, яъни А ф п2тт2, п £ N  булса, (4.4) тенг- 

ликдан с.2 — О эканлиги келиб чикади. Демак, А ф п2тг2, п £  N  
булганда (4.1) масала факдт у(х) =  0, х £ [0 ,1] ечимга эга.

Агар sin ч/А =  0, яъни А =  n27r2, п £  N  булса, (4.4) тенглик 
с2 Ф 0 булганда хам бажарилаверади. Шунинг учун бу хрл- 
да с2 ф 0 ва X =  Хп — п27г2, п £  N  десак, (4.1) масаланинг 
Уп{х) =  с2 sin(ri7rx), п £  N  куринишдаги тривиалмас ечимлари- 
га эга буламиз, бу ердаги с2 узгармас сон х,ар бир п £  N  учун 
х;ар хил танланиши мумкин.

Шундай к,илиб, (4.1) масала А параметрнинг факатгина 
А„ =  (я7г)2, п £ N  кцйматларида yn(x) =  an sin(n7rx), п £ N  
куринишдаги тривиал булмаган ечимларга эга булар экан, бу 
ерда an =  const ф О-ихтиёрий сон.

Энди бизга аникланиш сохдси [а, Ь] оралик, булган у(х) функ­
ция ёрдамида тузилган

L  [у] =  р0(х)у(п)(х) +  P i(x)y (n 1}(х) +  . ..4-pn-i (x )y '(x )  + р п(х)у (х)



дифференциал ифода ва у(х) функциянинг хдмда унинг (п — 1) 
-тартибгача хрсилаларининг х =  а ва х  =  b нуцталардаги кдй- 
матлари ёрдамида тузилган

Е т [у] =  о ^ ]у{а) +  а[т)у\а) +  ... +  ai™iS/(n_1)(a)+

+ 4 т )У (Ь) +  в[т>у' (6) +  ... +  /3^\у(п~1) (£>), т =  Т/п

куринишдаги чизикди боглик, булмаган п-та алгебраик ифода 
берилган булсин, бу ерда P j(x ),j  =  0. п - берилган функциялар, 

/З'кт\ к =  0, п — 1, т =  1, n-берилган сонлар. 
р(х) - [а, 6] ораликда аникданган ва узлуксиз функция, А эса 

кандайдир сонли параметр булсин. У хрлда, худди (4.1) маса­
лага ухшаб, куйидагича масалани хдм урганиш мумкин булади: 
А параметрнинг шундай кийматлари топилсинки, бу к,иймат- 
ларда

Ь[у\ =  -А р(х)у{х), х G (а, Ь) (А)

дифференциал тенгламанинг [а, Ь] ораликда узлуксиз ва

Е т[у}=  0, т = 1 , п  (Б)

чегаравий шартларни к,аноатлантирувчи тривиал булмаган 
ечими мавжуд булсин.

Одатда бундай тарзда куйилган масалалар спектрал маса­
лалар деб аталади. А параметрнинг {(А )(Б )} масала тривиал 
булмаган ечимларга эга булган кийматлари, бу масаланинг хос 
к,ийматлари (сонлари) деб, бу к,ийматларга мос тривиал булма- 
ган ечимлар эса хос функцги^хари деб аталади.

Маълумки, (А) куринишдаги дифференциал тенгламалар 
учун чегаравий масалалар Урганишда чегаравий шартлар на- 
факат (Б) куринишда, балки бопща кУринишларда хам берили- 
ши мумкин. Шунга мос равишда спектрал масалаларда чегара­
вий шартлар (Б) дан бошкдчарок, берилиши хдм мумкин.

Бу бобда турли куринишдаги чегаравий шартлар ёрдамида 
куйилган спектрал масалалар билан танишиб чикдмиз. Бунда



юкррида киритилган тушунчаларни сакдаб к;оламиз.

4.2-§. Штурм-Лиувилл масаласи

А параметрнинг (4.1) масала тривиалмас ечимларга эга була- 
диган кийматларини топиш х;ак,идаги масала куйида баён к,или- 
надиган спектрал масаланинг содца бир хусусий холидир.

Ш турм-Лиувилл масаласи. А параметрнинг шундай ций- 
матлари т,опилсинки, бу цийматлс.рда

^  \р(х)у'{х)\ +  [Ар(х) +  q{x)\ у{х) =  0, 0 <  х < I (4.5) 

дифференциал тенгламанинг

ау( 0) +  (Зу'( 0) =  0, 7  y(l) +  Sy'(l) =  0 (4.6)

чегаравий шартларни к,аноатлантирувчи тривиалмас ечими 
мавжуд булсин, бу ерда p (x),q (x ), р(х)~берилган функциялар,
I, а , /3 ,7 .6  эса берилган сонлар булиб, р(х) ^  р0 =  const >  0, 
р{х) ф 0, х €  {0,1}; р(х) Е С 1 [0,/] р{х), q(x) е  С[0,/]; I > 0, 
а 2 +  /?2 ф 0, 72 +  82 ф 0.

Бу масала А параметрнинг хдр кдндай кийматида хам ай- 
нан нолдан фаркли, яъни тривиалмас ечимга эга булавермай- 
ди. А параметрнинг {(4.5), (4 .6)} масала тривиалмас ечимлар­
га эга булган цийматлари, 4.1-§ да номланганидек, масаланинг 
хос цийматлари (сонлари) деб, бу кийматларга мос тривиалмас 
ечимлар эса хос функциялари деб аталади.

{(4.5), (4.6)} масала хос функциялари вахос кцйматларининг 
асосий хоссаларини куриб утамиз.

1) щар бир А̂  хос цийматга узгармас купайтувчи аницлиги- 
да Ук(х) хос функция мос келади, яъни А*, га иккита Ук{х) ва 
Ук{х) хос функциялар мос келса, у а;олда Ук{х) =  сук(х) тенглик 
уринли булади, бунда с - узгармас сон.



Исбот. Фаразимизга асосан Ук{х) ва у к(ж)функциялар учун

тенгликлар уринли. Бу ерда а 2 +  в 2 ф 0 булгани учун (4.5) тенг­
лама Ук(х) ва ук{х) ечимларининг Вронский детерминанта

х =  0 нук,тада нолга тенг булади. Шунинг учун, Ук(х) ва Ук{х) 
функциялар чизикди богликдир.

Юкорида айтиб утилган с кунайтувчини шундай танлаш 
мумкинки,

тенглик уринли булади. Одатда бу шартни к,аноатлантирувчи 
хос функциялар нормалланган функция дейилади.

2) Турли хос цийматпларга мос келувчи хос функциялар [О, Z] 
кесмада р(х) вазн билан ортогонал б’рлади.

Исбот. Фараз к,илайлик,

Бу тенгликларнинг биринчисини ут{х) га, иккинчисини эса у*(х) 
га купайтириб, сунгра хдцлаб айирсак, куйидагига эга буламиз;

аУк(О) + / V * (0 ) = О, 
аук(О) +  /Зу'к( 0) =  0

Ук Ук_ 
У'к Ук

(4.7)
о

^  \р{х)у'к(х)} +  (Акр{х) +  д(х)] Ук{х) =  0, 

d
— \р(х)у'т(х )] +  [Ат р(х) +  <?(х)] ут{х) =  0.

Ут~1~ &{Х)У'к{х)} -  У к(х)^  \р(х)у'т(х)} +  

+ (А к -  Ат)р(х)ук(х)ут(х) =  О,



яъни
d

(А* -  Аm)p(z)yk(x)ym(x) =  ^ р (ж ) [ym(®)l/jfc(a:) -  У к ф у 'тИ ]-

Бу тенгликни а; буйича 0 дан I гача интеграллаймиз:
i

(Ак ~  Ато) J  p(x)yk(x)ym(x)dx =
0

=  р(яО [ym(x)y'fc(x) -  ук(х)у'т(х)] Й  • (4-8)
(4.6) чегаравий шартларга биноан

[ а у т (0) +  0у'т (0) =  О, Г 7  j/то (/) +  6 у т (I) =  О,
\ а ук (0) + /? у'* (0) =0, 1 7 У* (0 +  ̂у'к (0 = О

тенгликлар Уринли. а 2 +  /З2 ^  0, 7 2 +  <)2 ф 0 булгани учун 
бу тенгликлардан ут (0) у'к (0) -  ук (0) у'т (0) =  0, ут (I) у'к (,I) -  

у к (О У™ (0  — 0 муносабатлар келиб чикдци. Буларни эъти­
борга олсак, (4.8) тенгликнинг унг томондаги ифода нолга тенг 
эканлиги келиб чикдди. Демак,

1

(Ак -  Am) J  p{x)yk(x)ym{x)dx =  0 . 
о

У холда А* ф Хт булгани учун, 
i

J  p{x)yk(x)ym{x)dx =  0. 
о

3) q ^ 0, ад  < 0, 7*5 > 0 булганда барча хос цийматлар 
%ацщий ва мусбат булади.

Исбот. Бу хоссани исботлаш учун Хк хос к,ийматга мос ук{х) 
хос функцияни нормалланган деб хдсоблаймиз. ук(х)- хос функ­
ция булгани сабабли

^  \р(х)у'кН \ + q {x )y k(x) =  -А кр(х)ук(х).



Бу тенгликнинг хар икки томонини ук{х) га купайтириб. сунг- 
ра 0 дан I гача интеграллаймиз. Натижада (4.7) тенгликни 
эътиборга олсак, куйидаги тенглик келиб чикади:

о

Бундан, биринчи кушилувчини булаклаб интеграллаб, ушбу

i

h  =  J  {р  (х)[у'к (ж)]2 - д  (х) [yk ( x ) f } d x -
о

-  \р{х)ук {х)у'к{х)}\хх^  (4.9)

тенгликка эга буламиз. (4.6) ва р(х) > Ро > 0, а/в <  0, уд >  О 
шартлардан фойдаланиб курсатиш мумккнки, интеграл ташкд- 
рисидаги ифода мусбат эмас, яъни

\р{х)ук{х)у'к{х)]\хх% ^  0.

Бунн ва р(х) ^  ро > 0, q(x) <  0 тенгсизликларни эътиборга 
олсак, (4.9) тенгликдан дархрл {(4.5), (4.6)} масала хос кдймат- 
ларининг мусбат эканлиги келиб чикади. Хосса исбот булди.

Бу ерда исботлангал 3) хосса, масалан, татбикда энг куп уч- 
райдиган 1) у(0) =  0, у{1) =  0; 2) г/(0) =  0, у'{1) = 0;
3) у'(0) — hiy(0) =  0, у (I) +  h2y(l) =  0, h\ >  0, h2 >  0 чега­
равий шартлар билан берилган масалаларнинг хос к,ийматлари 
учун Уринли булади.

Ю кори да келтирилган таърифларга асосан, А =  (шг)2, п €  N  
лар (4.1) масаланинг хос сонлари, уп =  ansm(mrx), п €  N  лар 
эса унинг хос функциялари булади. Бу хос сонлар ва хос функ­
циялар х,ак,ик,атан х,ам юкррида санаб утилган 1)- 3) хоссаларга 
эга эканлигини текшириб чик,иш к,ийин эмас.

\р(х)Ук(х)} +  q(x)yk{x) \yk{x)dx.



Хакикдтан хдм, 1) ва 4) хоссаларнинг бажарилиши аник. 2) 
хоссани текширайлик. р{х) =  1 булгани учун , An =  (гиг)2 хос 
сонларга мос келувчи хос функциялар ортогоналлиги

хос функциялар системаси ортонормал булиши келиб чикэди.

4.3-§. Ш турм-Лиувилл масаласини ечишга дойр
мисоллар

Бу параграфда бир неча Штурм-Лиувилл м ас ал ал ар и и и н г 
хос сонлари ва хос функцияларини топамиз. Бунда Урганилади- 
ган масала шартини тула баён к,илиш Урнига кискалик учун ма- 
салада кдралаётган дифференциал тенглама ва чегаравий шарт- 
ларни келтирамиз холос.

1-масала. у" +  Ху =  0, 0 <  х < I; у' (0) =  0, у'{1) — 0, Z > 0.
Маълумки, кдралаётган дифференциал тенгламанинг уму­

мий ечими куйидаги тенгламалар билан аникданади:

J  sin(mnx) s\n(mrx)dx =  0 п ,т  € N ,n  ф т
о

тенгликдан келиб чицади.

1

' c i e ' ^  +  с2е - '/1:Хг 
у{х) =  Ci +  с2х,

агар А < 0 булса, 
агар А =  0 булса, (4.10)

4Ci cos \/~\х 4- с2 sin \/~Хх, агар A > 0  булса.



(4.10) дан хосила олиб, куйидагига эга буламиз:

-  v/-Acoe_vCr5':r. агар А < 0 булса, 
с2, агар А =  0 булса,
— y/XiCi sin \f\x +  у/Хс2 cos \/~Хх. агар А > 0 булса.

(4.11)
(4.11) функциями у’{0) =  0, у'(1) =  0 чегаравий шартларга 

куямиз. Натижада
1) А < 0 булганда Ci — с2 =  0, С\е'^'1 -  с2е~^~^1 =  0 алгебрик 

тенгламаларга эга буламиз. Бу тенгламалардан эса ci =  0, с2 =  0 
тенгликлар келиб чикади. Демак, у(х) =  0, х  G [0,/].

2) А =  0 булганда с2 =  0 тенглик Уринли булиб, Cj- ихтиё- 
рийлигича колади. Буни эътиборга олсак, кдралаётган масала 
у =  Ci ечимга эга эканлиги келиб чикади. Агар С\ ф 0 булса, 
бу ечим тривиалмас булади. Демак, А =  0 к,аралаётган масала 
учун хос сон экан.

3) А > 0 булганда с2 =  0, — %/Aci sin(\/A/) =  0 тенгликлар- 
га эга буламиз. С\ =  0 булса, масаланинг тривиал ечимига эга 
буламиз. Ci ф 0 десак, охирги тенгликдан sin(\[Xl) =  0 тенглик­
ка келамиз. Бундан VXI — тт, п €  N  ёки А =  (nn /l)2, п €  N  
ни топамиз. Демак, А =  (птг/1)2, п € N  сонлар кдралаётган ма­
саланинг хос сонлари экан. Бунда с2 =  0 эканлигини эътибор­
га олиб ва хдр бир п учун с2 =  ап деб олсак, (4.10)га асосан 
Уп(х) =  an cos(nnx/l), п 6  N  хос функцияларга эга буламиз. 
Топилган хос сонлар ва хос функциялар формулаларида п =  0 
булиши хдм мумкин десак, улар А =  0 хрлдаги хос сон ва хос 
функцияни х;ам уз ичига олади.

2-м асала. у” +  Ху =  0, 0 < х < 1\ у(0) =  0, у'(1) =  0, I > 0.
Кдралаётган дифференциал тенгламанинг умумий ечими

(4.10) куринишга, унинг хрсиласи эса (4.11) куринишга эга. 
А < 0 булганда (4.10) ва (4.11) формулалардан чегаравий шарт­
ларга асосан сх -f с2 =  0, C ie '^ 1 — c2e " vC:ii =  0 алгебрик тенг­
ламалар системаси келиб чикади. Бу система факат Ci =  с2 =  0 
ечимга эга булиб, Урганилаётган масала у(х) =  0, х  €  [0, Z]



ечимга эга булади. Агар А =  О булса, у(0) =  0 шартга асосан
(4.10) дан ci =  0 тенглик, у'(1) =  0 шартга асосан эса (4.11) дан 
с2 =  0 тенглик келиб чикади. Демак, у (ж) =  0, ж € [0, Zj. А < О 
булгакда (4.10) ва (4.11) формулалардан чегаравий шартлар- 
га асосан С\ =  0, л/Хс2 cos(\/AZ) =  0 тенгликлар келиб чикдди. 
с2 Ф 0 десак, cos(\/AI) =  0 булади. Бундан \/ХI — ±(тг/2) +  2тпт, 
га € Z келиб чикдци. %/АZ мусбат эканлигини эътиборга олсак, 
л/АI — (2га — 1)7г/2, га G N  булади. Демак, Ап =  [(2га — 1)7г/2/]2, 
га € N  сонлар урганилаётган масаланинг хос сонлари экан. Улар- 
га мос хос функциялар эса, Ci =  0 тенглик ва (4.10) формулага 
асосан, у„(ж) =  a„sin [(2п — 1)пх/21}2. га € N  лардан иборат.

3-м асала. х 2у" +  (0,25 — А)у =  0,1 < х <  е; у(1) =  0, у(е) =  0.
Берилган дифференциал тенглама Эйлер тенгламаси булиб, у 

х =  е1 алмаштириш билан ytt — у[ +  (0, 25 — А)у — 0 куриниш- 
га келади. Охирги дифференциал тенгламанинг характеристик 
тенгламаси k(к — 1) +  (0, 25 — А) =  0 булиб, к^2 — (1/2) ±  у/Х 
ечимларга эга. Бу ерда уч холни курамиз.

1) А =  0. Унда fci =  к2 =  (1/2) булиб, берилган дифференци­
ал тенглама умумий ечимининг куриниши у (ж) =  (сг +  c2t)e0,5t, 
яъни у(ж) =  V®(ci +  с21пж) булади. Бу фунцияни чегаравий 
шартларга кУйсак, с\ =  0, (ci +  с2)у/ё =  0, яъни с\ =  с2 — О 
тенгликлар келиб чикади. Демак, у (ж) =  0, ж €  [1, е].

2) А > 0. Унда к\ =  (1/2) +  у/Х, к2 =  (1/2) — у/Х булиб, 
умумий ечим у(ж) =  y /x (c ix ^  +  с2х ~ ^ )  куринишга эга була­
ди. Чегаравий шартларга асосан охирги тенгликдан ci +  с2 =  О, 
y /e (cie^  +  c2e-v^) =  0 алгебраик тенгламалар системаси ке­
либ чикдди. Бу система фак,ат ci =  с2 =  0 ечимга эга. Демак, 
у(ж) =  0, ж е  [1, е].

3) А < 0. Бу холда кг =  (1/2) +  iyf^X, к2 — (1/2) — iyf^ А 
булиб, берилган дифференциал тенгламанинг умумий ечими­
нинг куриниши у(ж) =  [ci cos(\/—Xt) +  c2s i n ( v ^ ) ] e ° ’5t була­
ди, яъни у(х) =  у/х [d cos(V ^A lnx) +  c2sin(\/^-Alnx)]. Бундан 
чегаравий шартларга асосан Ci =  0 ва с2 sin(i/—А) =  0 тенглик-



ларга эга буламиз. Биз тривиал булмаган ечимни кидираётгани- 
миз учун с2 ф- 0 деб фараз кдлсак, sin у/—Х =  О булиши келиб 
чикади. Бундан эса А =  пп, п €  N, яъни Л =  — (пп)2, 
п £ N  га эга буламиз. Буни ва Ci =  О эканлигини эътиборга 
олсак, Л„ =  — (п7г)2, п €. N  лар куйилган масаланинг хос сонла- 
ри, у„(х) =  anV/rsm(n7rln x), п Е N  лар эса хос функциялари 
эканлиги келиб чикдди.

4-м асала. х2у" — Ху' -=0, 0 < х < 1\ у( 1) =  0, у{1) =  0, I >  1.
Бу ерда берилган дифференциал тенглама х,ам Эйлер тенгла- 

масидир. Унинг умумий ечими 3-мисолдаги каби топилади:

" у/ х (ci +  6*2 In х ) ,  агар А =  (—1 /4), булса,
у/ х ( c 1x V A+1/ 4 +  С2Х~^А+1/4  ̂ , агар А > (—1/4), булса, 

у/ х L  cos( /̂—А — 1/41пх)+

—|— с2 sin (\/-А — 1/4 In х) , агар А < (—1/4), булса.
(4.12)

А =  (—1/4) ва А > (—1/4) булганда (4.12) ни чегаравий шарт- 
ларга куйсак, мос равишда фак,ат тривиал ечимга эга булган 
куйидаги

У{х)

Cl 0, j ci + с2 — 0,
|ci +  c2 lnZ = 0 , \ c i / 4 A ^  +  C2Z - V ^  = 0

алгебрик тенгламалар системалари келиб чикдци. Бу хрлларда 
у(х) =  0, х €  [0,1]. X <  (—1/4) булганда эса чегаравий шарт- 
лар ва (4.12) формуладан С\ =  0, с2 sin(i/^A — 1/4 In I) =  0 тенг- 
ликлар келиб чикади. с2 ф 0 десак, sin (y  — А — 1/4InI) =  0, яъни 
у/ - X  — 1/4 In I =  тс, п €  Z булади. Бу ерда -у/—А — 1/4 In I > 0 
булгани учун А =  — ( пп/ Ы1) 2 — (1/4), п €  N.  Буни ва Ci =  0, 
Vc2 Ф 0 эканлигини эътиборга олсак, (4.12) формуладан масала­
нинг хос сонлари А„ =  — (ггтг/ ln i)2 — (1/4), п €  N  лардан, хос 
функциялари эса yn{x) =  any/x sin(n7r In х/ In/), n & N  лардан 
иборат эканлиги келиб чикади.



5-м асала. у'" +  у" +  А {у' 4- у) =  0, у(О) =  у"(0) =  О, у( 1) =  О. 
Ечиш . Бу масалани А > О деган фараз билан Органам из, Бе­

рилган дифференциал тенгламанинг характеристик тенглама- 
сининг куриниши (fc -I- l)(fc2 4- А) =  О булиб, кх =  — 1, к2 =  г\/А, 
к3 =  —iy/X илдизларга эга. У хрлда берилган дифференциал 
тенгламанинг умумий ечими

у(х) — схе~х 4- с2 cos(\/Ax) +  с3 sin(%/Ax) (4.13)

куринишда аникланади. Бундан у'{х) ва у"(х) ларни топамиз:

у'(х) =  — схе~х — VXc2 sin(\/Ax) 4- \/Ас3 cos(\/Ax),

у"(х) ~  схе~х — Ac2 cos(\/Ax) — Ac3 sin(\/Ax).

(4.13) ва (4.14) ларни чегаравий шартларга куямиз: ci4-c2 =  О, 
Ci — Ас2 =  О, схе~1 4- c2cos v̂ A 4- C3 sin-\/A =  0. Дастлабки икки 
тенгламадан сх =  с2 =  О келиб чикади. Буни эътиборга олсак 
ва Сз ф О десак, sin \/Х =  О тенгламага эга буламиз. Демак, 
у/Х =  птг, п €  N , яъни А =  Ага =  (птг)2, п €  А” булганда к;а- 
ралаётган масала тривиал булмаган y„(x) =  an sin(n7rx), п €  N  
ечимларга эга булар экан, бу ерда ап ф 0 - ихтиёрий сон, п €  N.

6-м асала. y(/v) +  Ау =  О, у(О) =  у"(0) =  0, у' (1) =  у'"(1) =  0. 
Ечиш . Бу масалани А < 0 фараз билан Урганамиз. Берилган

дифференциал тенглама характеристик тенгламасининг кури­
ниши А;4 +  А =  0 булиб, у кх =  ц, к2 =  —ц, к3 =  ifi, к4 =  -ifi  
ечимларга эга, бу ерда ц =  у '—А. Шунинг учун берилган диф­
ференциал тенгламанинг умумий ечими

у(х) — схе^  +  с2е~^х +  с3 cos(/хх) 4- с4 sin(^x) (4-15)

функциядан иборат. Бундан хрсилалар олиб, куйидагиларни то­
памиз:

у'(х) =  цсхе111 -  fic2e ~*** — /лс3 sin(/ix) 4- /гс4 cos(/ix), 
у"(х) =  ц2схе^х 4- р?с2е~,1Х — ц2с3 cos(px) — ц2с4 sin(fix), 
у"'(х) =  ц3схе^х — д3с2е~М1 +  д3с3 sin(/xx) — /i3c4 cos(/ix).

(4.14)



у(х). у'(х), у”(х) ва у"'(х) ларни чегаравий шартларга куйиб.

{Cl +  С2 +  Сз =  О,
Cl +  С2 — Сз =  О,

cie^ -  С2е~м — Сз sin /л +  с4 cos ц =  О,
CieM — С2в-М +  сз sin /I — С4 cos // =  О

алгебраик тенгламалар системасига эга буламиз. Бу система- 
нинг дастлабки икки тенгламасидан с3 =  0, са =  —с2 тенгликлар 
келиб чикади. Буларни эътиборга олсак, охирги икки тенгла- 
малардан cL =  с2 =  0, с4 cos fi =  0 тенгликларга эга буламиз. 
с4 ф 0 десак, cos/i =  0 булади. Демак, ц сон cos/i =  0 тенг­
ламанинг ечими булганда, яъни fj, — (2га — 1)7г/2, п Е N  бул­
ганда, каралаётган масала у(х) =  с4 sin [(2га — 1)7гх/2], п £ N  
куринишдаги тривиалмас ечимларга эга булади. /1 =  А тенг- 
ликни хисобга олсак, урганилаётган масаланинг хос сонлари 
А„ =  —[(2га — 1)7г/2]4 лардан иборат эканлиги, хос функциялари 
эса уп(х)  — ап cos [(2га — \)жх/2] лар эканлиги келиб чикдди, бу 
ерда ап ф 0 - ихтиёрий сон, га 6 N.

4.4-§. Чегарада бузиладигин дифференциал 
тенгламалар учун спектрал масалалар

Эслатиб утамизки, урганилаётган дифференциал тенглама­
нинг ечими ёки ечимининг хосиласи кдралаётган ораликцинг 
четларида чегараланмаган булса, бу тенглама учун (4.6) шарт- 
лар билан Штурм-Лиувилл масаласини куйиб булмайди. Бун- 
дай вахтларда чегаравий шартлар бопщачарок,, масалан,

|у(0)| < +оо ёки lim f(x )y '(x )  =  0 (4-17)
х—*0

ва бонща кУринишларда берилади. Бунда хам А параметрнинг 
Урганилаётган масала шартларини к,аноатлантирувчи тривиал­
мас ечимлари мавжуд булган кийматлари шу масаланинг хос



кийматлари (сонлари), уларга мос тривиалмас ечимлар хос 
функциялари деб аталаверади. Одатда (4.17) куринишдаги чега­
равий шартлар чегарада бузиладиган дифференциал тенглама­
лар учун масалаларни куйишда ишлатилади. Буни мисолларда 
куриб утамиз.

1-масала. А параметрнинг шундай кийматлари топилсин- 
ки, бу цийматларда

дифференциал тенгламанинг |у(0)| < +оо,у(1) =  0 чегаравий 
шартларни щноатлантирувчи тривиал бЦлмаган ечими мав­
ж уд булсин, бу ерда 0 <  и =  const £  Z.

Ечиш. А =  0 булганда (4.18) тенгламанинг умумий ечими 
у(х) =  C\XV +  с2е~и булиб, чегаравий шартлардан сх =  с2 =  О 
келиб чик;ади. Демак, А — 0 булганда у(х) =  0, х  €Е [О, 1] булади. 
Шунинг учун А =  О Урганилаётган масала учун хос сон эмас.

А Ф 0 да (4.18) тенгламани куйидаги куринишда ёзиш мум­
кин:

куринишга эга, бу ерда ,/±„(:г)-биринчи тур Бессел функцияси:

Г(г) - Эйлернинг гамма функцияси, с1: с2 - ихтиёрий сонлар.
Формуласидан куриниб турибдики, х — 0 да J v{x) чегара- 

ланган, J - l/(x) эса чегараланмаган. Шунинг учун |у(0)| <  +оо 
чегаравий шартга асосан (4.19) да с2 =  0 деб олиш зарур. Де­
мак, у(х) =  c M V X x ) .  Бу функцияни у( 1) =  0 шартга буйсун- 
дирсак, J„ (V А) =  0 тенгламага эга буламиз. Маълумки [5], агар

х 2у" +  ху1 +  (Аж2 — v2)y — 0, 0 < х < 1  (4.18)

Бу Бессел тенгламаси [5], булиб унинг умумий ечими

у(х) =  Ci M V \ x) +  c2J_  v{\/\x) (4.19)



и > — 1 б^лса, J„ (z) =  0 тенглама санокди сондаги к,арама-к;арши 
ишорали х,ак,ик,ий илдизларга эга булади. Бу тенгламанинг п- 
мусбат илдизини ап билан белгиласак, J„(\/А) =  0 тенгламадан 
An =  а 2, п g N  илдизларга эга буламиз. Булар 1- масаланинг хос 
сонлари булиб, улар га мос хос функциялар уп{х) =  anJ v(anx), 
п €  N  лар булади. бу ерда ап =  const ф О-ихтиёрий сон.

2-м асала. А параметрнинг шундай кийматлари топилсин- 
ки, бу цийматларда

х(1 -  х)у" +  [(1/2) +  р -  (1 +  2р)х] у' +  Ху =  0, 0 < х <  1 (4.20) 

дифференциал тенгламанинг (бу ерда 0 <  (3 <  1/2) 

lim \х0+1^у'(х) 1 =  0, у( 1) =  0
у — *о 1

чегаравий шартларни цаноатлантирувчи тривиалмас ечими 
мавжуд булсин.

Ечиш . (4.20) - Гаусснинг гипергеометрик тенгламаси [4] бу­
либ, унинг (0,1) ораликда аникданган умумий ечими

у(х) =  d F  ( р  + ш , р ~ ш , р  +  ^]х^ +

+c2x 1̂/2)~0F  Q  +  ш, ^ -  ш, ^ -  Р; (4.21)

куринишга эга, бу ерда и  =  л//?2 +  A, F(a,b,c\x) - Гаусснинг 
гипергеометрик функцияси:

F (a ,6 ,c ;x )  =  f ; ^ % x n,
„ (с)„ • п\п = 0  4 , п

(ап) =  Г(а -(- п)/Г(а)-Похгаммер белгиси [4].
(4.21) функцияни дифференциаллаб, сунгра



-j- \х° (а, Ь, с; ж)] =  (с — 1)хс 2F (a , Ъ, с — 1; х) 
ах J

формулалардан фойдалансак [4],

у'(х) =  [2(/32 -  w2)/(l +  2,5)] Ci х 

х .F (/3 -I- 4" 1, /3 — ш +  1, /3 4- 3/2; х) 4- 

(1 -  2/3) c j a T ' - ^ F ^  +  w, I  _  w> I  -  /3; х) 

тенглик келиб чикди. Бу тенгликни х0+1!2 га купайтириб, 

aJJ+a/a)^^) =  [2(/32 -  и 2) / {1  + 2/3)] х

y.c\x0Jr^^2^F (/3 4- cj +  1, /3 — w 4-1, /3 4- 3/2; х) +

+  [(1/2) -  /3] c2F  [(1/2) +  ы, (1 /2) -  w, (1 /2) -  /3; х]

тенгликка эга буламиз.
Бу тенгликдан lim \х0+ 1̂̂ у'(х)\ — 0 чегаравий шартга ва

х ~ *0  L J
F  (а. Ь, с; 0) =  1 тенгликка асосан с2 =  0 эканлиги келиб чика­
ди. Буни эътиборга олиб, (4.21) функцияни у( 1) =  0 чегаравий 
шартга буйсундириб, CiF((3 +  ш, (3 -  to, /3 4- 1/2; 1) =  0 тенглик­
ка келамиз. Биз тривиал булмаган ечимни кддираётганлигимиз 
учун Ci ф 0. Унда F{(3 +  to, /3 — to, (3 4- 1/2; 1) =  0. Бу тенгликка

F ( a A c ; 1} =  г д а 1 -  G) =Г(с — а)Г(с — о) sin air

формулаларни [4] кетма-кет кулласак, sin [ton) =  0 тенгламага 
эга буламиз. Бу тригонометрик тенглама ечимларининг форму- 
ласидан, ш ^ 0 эканини эътиборга олиб, to =  п  — (1/2), п €  N, 
яъни — п — (1/2),  п €  N  тенгликларни топамиз. Бу
тенгликлардан келиб чик,адики, Ап =  [гг — (1 /2)]2 — /З2, п € N  
лар 2- масаланинг хос сонларидан иборатдир. (4.21) формулада



Л =  А„ =  [га -  (1/2)]2 — /32, ci =  ап, с2 =  0 деб ва и  =  \J в2 +  А =  
п — (1/2) тенгликни эътиборга олиб,

уп(х) =  anF[/3 -  (1/2) +  та, 0  +  (1/2) -  га, 0  -  (1/2); ж], та € N  

хос функцияларга эга буламиз. Агар

P?(z) =  2"(г2 -  1 )-^ 2F  [1 + I/ -  /х, -I / -  м, 1 -  /х; (1 -  г)/2]

ф орм уладан фойдалансак [4], топилган хос функцияларни

2/п (ж) =  6„[х(1 -  х )](1_2/3)/4Р^ 1/12)_0(1 -  2аг), га е А г

куринишда ёзиш мумкин, бу ерда Ьп ф 0 - ихтиёрий сон, Р£(х) 
эса Лежандр функцияси [4].

4.5-§. Нолокал шартли спектрал масалалар

Маълумки, у ёки бу дифференциал тенглама учун (4.6) ёки 
унинг хусусий холлари ёрдамида куйилган чегаравий масала ло- 
кал чегаравий масала дейилади. 4.4-§ да курилган чегаравий 
масалалар хам локалдир. Чегаравий масалалар каби спектрал 
масалалар хам нолокал шартлар ёрдамида куйилиши мумкин. 
Бу холда хам А параметрнинг урганилаётган масалада топили- 
ши талаб этилган к;ийматлари хос сонлар, масаланинг унга мос 
тривиалмас ечимлари хос функциялар деб аталаверади. Шун- 
дай спектрал масалаларга мисоллар келтирамиз.

1-масала. А парметрнинг шундай цийматлари топилсинки, 
у" +  Ху =  0, 0 < х <  1 дифференциал тенгламанинг у(0) =  у(1), 
у'( 1) =  0 шартларни каноатлаптпирувчи тривиалмас ечими 
мавжуд булсин.

Ечиш. Одатда бу ерда берилган чегаравий шартларнинг би- 
ринчиси даврийлик шартлари деб аталади. Берилган диффе­
ренциал тенгламанинг умумий ечими ва унинг хосиласи (4.10) 
ва (4.11) куринишларга эга. Агар А =  0 булса, (4.10), (4.11) фор- 
мулалар ва чегаравий шартлар Ci =  ci +  сг, с2 =  0 тенгликлар- 
ни беради. Бундан с2 =  0, сх эса ихтиёрий сон эканлиги келиб



чикади. Буларни ва А =  0 ни умумий ечимга куйиб, узгармас 
сон аниклигида у(х) =  1 функцияга эга буламиз. Демак, А0 =  0
1-масаланинг хос сони, уо(х) =  1 эса хос функцияси булади.

Энди А > 0 х;олни кдраймиз. (4.10) формуладан, у(0) =  С\, 
у{ 1) =  Сх cos у/Х +  с2 sin у/Х тенгликлар келиб чикади. (4.11) фор­
муладан </(1) =  — \/Aci sin л/А +  \/Ac2 COS\/A тенгликни оламиз. 
Топилганларни чегаравий шартларга куйсак, с\ ва с2 ларга нис- 
батан

fc 1( l - c o s v /A ) - c 2 sinv/A =  0, ^  ^
lc iV A s in V A -c 2^ c o s V A  =  0 

алгебраик тенгламалар системаси келиб чикади.
Урганилаётган 1-масала тривиал булмаган ечимга эга булиши 

учун (4.22) система нолдан фаркди ечимга эга булиши керак. 
Бунинг учун бу системанинг асосий детерминанти нолга тенг 
булиши зарур, яъни

1 — cos VA — sin л/А _  
л/Asinv/A — \ZAcos-\/A

Демак,
— \/Х(1 — cos у/Х) cos у/Х +  л/Asin2у/Х =  0,

яъни 1 — cos у/Х =  0 тенгламага эгамиз. Бу тенглама у/Х ~  2п7г, 
п е  N  куринишдаги мусбат ечимларга эга. У хрлда урганилаёт- 
ган масаланинг хос сонлари Ап =  (2п7г)2, п  €  N  булади. Бу 
хос сонларни (4.22) га куйиб, хосил булган алгебраик тенгла­
малар системасининг тривиал булмаган ечимларини топамиз. 
X =  Хп =  (2птг)2, п =  1 ,2 ,... булганда (4.22) система

Г Cl • 0 -  с2 • 0 =  0,
|с! • 0 — с2 • 1 =  0

куринишни олади. Бу система, масалан, тривиал булмаган 
Ci =  1, с2 =  0 ечимга эга. Буни ва А =  An, п =  1 ,2 ,... ларни уму­
мий ечимга куйиб, узгармас сон аниклигида, уп{х) =  cos(2nTra:), 
п =  1 ,2 ,... хос функцияларга эга буламиз.



Урганилаётган масала А < 0 булганда хос сонларга эга бул- 
майди (буни мустакдл исботланг).

2-м асала.

у" +  Ху =  0, 0 < х <  7г;

3/(0) =  о, у(ж/2) =  у( тг).

Ечиш . Эслатиб утамизки, бу ерда берилган иккинчи чега­
равий шарт Бицадзе-Самарский шартидир. Берилган диффе­
ренциал тенгламанинг умумий ечими булган (4.10) функцияни 
А ^ 0 булганда чегаравий шартларга куйиб, с\ =  =  0, яъни 
у(х) == 0, х €  [0,7г] эканлигига ишонч хрсил кцлиш кийин эмас 
(буни мустакил исботланг).

А > 0 булсин. Унда (4.10) умумий ечимни чегаравий шартлар­
га буйсундирсак, ci =  0, с2 sin(7r\/A/2) =  sin(7r\/А) тенгликлар- 
га эга буламиз. С2 ф 0 деб, охиргидан sin(7r\/A/2) — sin(7r\/A) 
куринишдаги тригонометрик тенгламага эга буламиз. Бу тенг-
ламани sin(7r\/A/2) 1 — 2cos(7r\/A/2) =  0 кУринишида ёзсак, у

sin(7r\/A/2) =  0, cos(7r\/A/2) =  (1/2) тенгламаларга ажрайди. Бу 
тригонометрик тенгламаларни ечиб, урганилаётган масаланинг 
а £ } =  4га2, Ai2) =  [(12га — 2)/3]2, Ai3) =  [(12га — 10)/3]2, та €  N  
хос сонларига эга буламиз. Бу хос сонларни ва ci =  0 ни (4.10) 
умумий ечимга куйиб,

Уп\х ) =  ап ] sm{2nx), у^\х) =  4 2) sin [(12га -  2)х/3],

Уп\х) =  a®  sin [(12га — 10)ж/3], га € N

куринишдаги хос функцияларга эга буламиз.
3-м асала.

у" -Ь Ху — 0, 0 <  х < 1;



Ечиш . Бу ерда интеграл шартли масала кдралмокда. А > О 
булсин. У хрлда (4.10) формула ва у(0) =  0 шартга асосан С\ — 0 
булади. Демак, у(х) =  с2 sm(y/\x). Буни масаланинг интеграл 
шартига куйсак, с2А'"'1/2)(— cos у/\ +  1) =  0 тенглик келиб чика­
ди. Бу ердан, с2 Ф 0 деб ва А >  0 эканлигини хисобга олиб, 
cos\/A =  1 тригонометрик тенгламага эга буламиз. Уни ечиб, 
v/A =  2п7г, п €  N  ни топамиз. Демак, 3-масаланинг хос сонлари 
Ап =  (2п7г)2, п  <Е N, хос функциялари эса уп(х) =  ап sm(2mrx), 
п £  N  лардан иборат экан.

А =  0 булса, (4.10) га асосан умумий ечим у — С\ + с2ж 
булади. Буни у(0) =  0 шартга куйсак, Ci =  0 эканлиги, интег­
рал шартга куйсак эса, с2 =  0 эканлиги келиб чикади. Демак, 
у(х) =  0, х  G [0,1], яъни А =  0 - хос сон эмас.

А < 0 булсин. Унда умумий ечим у(х) =  Cie^~^x +  с-2.е~'^~^х 
булади. Буни масала шартларига кУйсак, С\ ва с2 ларга нисбатан

ГCl +  с2 =  О,
\ c i ( e ^  -  1) -  с2( е -  1) =  0

алгебраик тенгламалар системаси келиб чикади. Бу системанинг 
асосий детерминанта 2 — е4̂  — ф 0. Демак, бу система
факат Ci =  с2 =  0 ечимга эга. Унда у(х) — 0, х  €  [0,1]. Шунинг 
учун А < 0 булганда хос сон мавжуд эмас.

4-масала.

У1" +  у" +  А {у1 +  у) =  0, 0 < X <  1; 

2/(0) =  0, i/ ( 0 )  =  0, у ( 1 ) = у"(1).

Ечиш . Бу масалани А > 0 деган фараз билан урганамиз. 
Урганилаётган тенгламанинг умумий ечими (4.13) куринишга, 
унинг хосилалари эса (4.14) куринишларга эга. Уларни масала 
шартларига кУйсак, —с\ +  с3\/А =  0, с2 cos +  C3 sin\/A =  0, 
Ci +  с2 =  0 тенгликларга эга буламиз. Бу тенгликларнинг даст- 
лабки иккисидан с2 ва с3 ларни ct оркали топамиз: с2 =  — ci,



с3 =  c i / V А. Буларни с2 cos VX +  с3 sin vX =  0 тенгликка куйиб, 
Ci ф 0 деган фараз к,илсак, sin VX — VX cos л/Х =  0, яъни 
tgy/X =  ч/Л тенгламага эга буламиз. Бу тенглама санокли сонда- 
ги хдкикий илдизларга эга булиб, унинг п  - чи мусбат илдизини 
рп билан белгилайлик.

У хрлда, юкоридагиларга асосан, куйидаги хулосани чикд- 
риш мумкин: А -- А„ =  р2, п £  N  булганда 4-масала

уп(х) =  ап '̂е~х -  cos\хпх +  —  sinpn£^ , п е  N

куринишдаги ечимларга эга, бу ерда ап ф О-ихтиёрий сон.
5-м асала.

ŷ iys> +  Ау =  О, 0 <  х  < 1;

2/(0) =  у(1/2), у"(0) =  у"(1/2), у'(1) =  У'"(1) =  0, А < 0.

Ечиш . Берилган тенгламанинг умумий ечими (4.15) кури­
нишга, унинг хрсилалари эса (4.16) к^ринишларга эга. Уларни 
масала шартларига куйсак, сь  с2, Сз, ва с4 ларга нисбатан

fci +  с2 +  с3 =  CieM,/2 +  с2е_д/2 +  с3 cos (р/2) +  с4 sin (р/2),

Cl +  с2 -  с3 =  сае^/2 4- с2е~м/2 -  с3 cos (р/2) -  с4 sin (р/2), 
Cie  ̂ — с2е-р — Сз sin р -I- с4 cos р =  0, 

k CieM — с2е~" +  с3 sin р — с4 cos р =  0

тенгламалар системаси келиб чикдди. Бу системенинг дастлабки 
икки тенгламасини хадлаб куптиб ва хадлаб айириб,

rci ( l -е " / 2) + с 2 ( 1 - е - ^ 2) = 0 ,
 ̂ с3[1 -  cos(p/2)] -  с4 sin(p/2) =  0,

Cie" — с2е_й — Сз sin р +  с4 cos р =  0,
CieM — с2е~м +  с3 sin р — с4 cos р =  0



алгебраик тенгламалар системасига эга буламиз. Бу система- 
нинг дастлабки икки тенгламасидан С\ =  Сге- ^ 2, сз =  c\ctg(p,l4) 
ларни топиб, уларни охирги икки тенгламага кУямиз:

ГСг (е ^ 2 — е ~ +  с4 [cos ц — sin р, • сЬд(ц/4)] =  О,
\с2 (е ^ 2 — e~fl) — с4 [cos/i — sin/i • ctg(/i/4)] =  0.

Бу тенгламаларни хддлаб кушиб, с2 =  0 эканлигини, хадлаб 
айириб эса, с4 ф 0 фараз билан, cos ц  — sin ц ■ ctg(p,/A) =  0, яъни 
sin(/z/4) cos p  — sin/xcos(/z/4) =  0 ёки sin(3/i/4) =  0 тенгликка эга 
буламиз. Маълумки, охирги тенглик jи =  4п7г/3, п £ N  сонлар 
учун уринли булади. Бу ердан р  =  v/—А эканлигини эътибор­
га олиб, Урганилаётган масаланинг хос сонларига эга буламиз: 
А„ =  — (4п7г/3)4, п €  N.

(4.15) формулада Ci =  0, с2 =  0, сз =  ctg(p /4) • с4, с4 =  ап ^  0, 
/х =  4mr/3, п £  N  деб, бу хос сонларга мос хос функциялар

Уп(х ) — ап[cos(4n7ra:/3) • ctg(mr/3) +  sin(4n7rz/3): =

=  an • cos[n7r(43; — 1)/3], n £ N

лардан иборатлигини топамиз, бу ерда ап, ап ф 0 - ихтиёрий 
сонлар.

4.6-§. Умумлашган спектрал масалалар

Юкрридаги параграфларда куриб утилган масалаларда спек­
трал параметр А фак,ат берилган дифференциал тенгламада кат- 
нашиб, у чегаравий шартларда ошкор к^тнашмади. 
Баъзида спектрал параметр Урганилаётган масаланинг тенгла- 
масида хам, чегаравий шартларида хам ошкор к,атнашади. Бун- 
дай масалаларни оддий спектрал масалалардан фарклаш учун 
умумлашган спектрал масалалар деб юритилади. Бу масала­
ларда хдм А параметрнинг топилган кийматлари ва унга мос



функциялар тегишли масаланинг хос сонлари ва хос функция­
лари деб аталаверади. Мисоллар келтирамиз.

1-м асала.
у" +  Ау =  0, 0 < х <  7г;

у(тг) -  0, у '(0) =  у/Х sign Ау(О).

Ечиш . А < О булсин. Унда берилган тенгламанинг умумий 
ечими ва унинг хрсиласини аникловчи (4.10) ва (4.11) формула- 
ларга асосан куйидаги тенгликлар уринли булади:

у(0) =  сх +  с2, у'(0) =  V=A(ci -  с2), у(7г) =  Cie'/r~*n +  c2e-v/=br

Буларни чегаравий шартларга куйиб,

y/—X(ci -  с2) =  v/-A (ci +  с2), ciey/r~*7r +  с2е ~ '^ *  -  О

тенгликларга эга буламиз. Булардан ci =  с2 =  0 келиб чикади. 
Демак, у(х) =  0, х  G [0,7г], яъни А < 0 булганда масала хос сонга 
эга эмас.

А =  0-хос сон эмаслигини курсатиш хдм кцйин эмас.
А > 0 булсин. Унда (4.10) ва (4.11) формулаларга асосан 

у{0) =  Ci, у'(0) =  у/Хс2, у(тг) =  CiCos(\/A7r) +  C2sm(V/A7r). Булар 
ва чегаравий шартлардан ci ва с2 номаълумларга нисбатан

ci — с2 =  0, Ci c o s ( v /Att) + с2 sin(\/A7r) =  0 (4-23)

алгебраик тенгламалар системаси келиб чикади. Бу система фа- 
кдтгина ci =  с2 Ф 0 ва cos(\/A7r)+sin(\/A7r) =  0 булганда тривиал 
булмаган ечимга эга булади. Охирги тенглик tg(y/Xп) =  — 1 бул­
ганда Уринли булади. Бундан у/Х тг =  —(тг/4) +  пп, п £ N, яъни 
А =  (п — 1/4)2, п G N  эканлиги келиб чикади. А нинг бу киймат- 
ларини (4.10) формулага куйиб, сх =  с2 эканлигини эътиборга 
олсак, Урганилаётган масаланинг

уп{х) =  ап {cos [(тг -  1/4)х] +  sin [(гг -  1/4)ж]} =



=  ап sin [(п — 1/4)х +  7г/4] , n e N

тривиал булмаган ечимларига эга буламиз. бу ерда ап, ап ф О 
ихтиёрий сонлар. Демак, А„ =  (п — 1/4)2,п € N  лар масаланинг 
хос сонлари экан.

2-м асала
у" +  Ху — 0, 0 < х < 7г; 

у'(0) =  у/XsignX ■ у{0), г/'(тг) =  у/XsignX у{тг).

Ечиш . Бу ерда хам (4.10) формуладан фойдаланамиз.
А < 0 булганда хос сон йуклигини курсатиш кийин эмас.
А =  0 эса хос сон булиб, унга узгармас сон аникдигида 

Уо{х) =  1 хос функция мос келади.
А > 0 булганда (4.10) формула ва чегаравий шартлардан С\ 

ва с2 номаълумларга нисбатан

Г С! -  С2 = 0,

ъ sin(7rV',A) + cos(7r\/A)j + с2 sin(7r\//A) — cos(7r\/A)j

алгебраик тенгламалар системаси келиб чикади. Бу системанинг 
асосий детерминанти 2 sin \[Хтх — 0 булганда, у тривиал бул- 
маган ечимга эга булади. Охиргидан \[Хт\ — пп,п  €  N , яъни 
А =  п2,п € N  келиб чикади. Демак, X — Хп =  п2, п € N  булган­
да Урганилаётган масала тривиал булмаган ечимга эга. Буни ва 
сг =  с2 тенгликни эътиборга олиб, (4.10) формуладан тривиал 
булмаган ечимларни топамиз:

уп(х) =  an(cosnx  +  sinnx) =

=  у/2а п sin(nx +  7г/4), ап — const ^ 0 ,  п €  N.

Юкоридагиларни умумлаштириб, Урганилаётган масаланинг 
хос сонлари А„ =  п2, п — 0, 1, 2, ... л ардан, хос функция лари 
эса уп(х) =  6„sin(nx +  7г/4), п =  0,1, 2,... лардан иборат деган 
хулосага келамиз, бу ерда bn — const Ф 0-ихтиёрий сон.



3-м асала. у” =  Ау =  О, О < х < 7г;

у{ 0) =  О, у'(О) =  л/ XsignX у (к/2).
Ечиш . Бу масалани ечишда х,ам (4.10) формуладан фойда- 

ланамиэ. А ^  0 булганда масаланинг хос сони йук (текширинг!).
А >  0 булганда (4.10) ва (4.11) формулалардан у(0) =  сь  

■у'{0) =  \/Ас2, у(7г/2) =  Ci cos(7r\/A/2) +  С2 sin(7r\/A/2) тенглик- 
лар келиб чикади. Буларни масала шартларига куямиз: ci — О, 
с2л/А =  с2\/А ■ sin(7r\/A/2). с2 ф 0 деб фараз килиб, охирги тенг­
ликдан sin(7r\/A/2) =  1 тригонометрик тенгламага келамиз. Бу 
тригонометрик тенгламани ечиб, урганилаётган масаланинг хос 
сонларига эга буламиз: А„ =  (4п + I)2, гг =  1,2,.. . Уларга мос хос 
функциялар Уп(х) =  ап ■ sin [(4п +  1)х], п =  1,2,. . .  куринишдаги 
тривиалмас функциялардан иборатдир.

4-масала.

у" — 2у' +  Ху =  G, 0 < х <  1;
1

у{0) =  0, у(1) =  A f y(x)dx ; А ^ 1.
о

Ечиш . Бу ерда интеграл шартли масалага эгамиз. Берилган 
дифференциал тенгламанинг характеристик тенгламаси 
к2 — 2к +  А =  0 булиб, kl2 =  1 ±  is/X — 1 ечимларга эга. У холда 
берилган дифференциал тенгламанинг умумий ечими куйидаги 
куринишда аникланади:

у(х) =
(ci +  с2х)ех, А =  1 булганда,

Ci cos(xv7А — 1) +  с2 sin(xv/A — 1) ех, А > 1 булганда.

Умумий ечим ва чегаравий шартлардан фойдаланиб, А — 1- 
хос сон эмаслигини курсатиш кцйин эмас.

А > 1 булсин. Унда умумий ечим ва у(0) =  0 шартдан ci =  0 
келиб чикади. Демак, у(х) — с2ех sin(x\/A — Т). Буни масаланинг



иккинчи (интеграл) шартига куйиб ва

J  ех sin(kx)dx — ех (sin kx — k cos kx) /  (l 4  k2)

формуладан фойдаланиб,

c2esin y/X — l =

=  c2(esin \/A -  1 — ey/X — 1 cos VX -  1 4  \/A -  1),

яъни _____
c2VA — 1 1̂ — e cos VX — 1  ̂ =  0

тенгликка эга буламиз. Бу ердан с2 ф О деб фараз кцлиб ва А > 1 
эканлигини эътиборга олиб,

cos л/А — 1 =  е -1

тригонометрик тенгламага келамиз. Бу тенгламанинг ечимла- 
ридан фойдаланиб, масаланинг куйидаги икки куринишдаги

А^ =  14- [2(га — 1)тг +  arccose-1]2, га G N;

Х ^  =  1 4  [2п7г — arccose-1] 2, п Е N  

хос сонларини топамиз. Буларга мос хос функциялар эса

У ^ (х)  =  а ^ е х sin [(2(п — 1)7г 4  arccose-1 ) ж] , га € N;

Уп \ х ) =  ап^е-Х sin [(2га7г — arccose-1 ) ж] , п Е N

тенгликлар билан аникланади, бу ерда ф 0, j  =  172; га € N- 
ихтиёрий сонлар.
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