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K IR ISH

U shbu  d a rs lik d a  zam o n av iy  eh tim oiiar n azariyasi va  m atem atik  
statistika fan in ing  aso s in i b ay o n  q ilish  m aq sad  q ilib  olingan. 
D arslikda  fanning  a s o s iy  tu sh u n ch a  v a  d a ’vo lari im k on iya t darajasida 
keng  qam rab  o lin g a n  b o ‘lib , un i yozishda m u a llifla rn ing  0 ‘bek iston  
M illiy  u n iv e rs ite tid a  k o ‘p y illa r davom ida olib  b o rgan  m ash g 'u lo tla ri 
m ateriallari asos qil ib o lingan .

D arslikda o liy  t a ’lim  m uassasa larin ing  an iq  va  tab iiy  fakulte tlari 
b akalav ria t ta ’lim  y o ‘n a lish la rid a  tahsil o layo tgan  ta lab a la r m a ’ruza, 
am aliy  m ash g ‘ulo t v a  m u staq il t a ’lim  m ateria llarin i chuqur o ‘zlash- 
tirish la ii uchun  u la r  z a m r tip ik  m asala  va m iso lla r b ilan  ta ’m inlan- 
ganlar. D arslik  tu z il ish i b o ‘y icha nom iga m os rav ishda  ikki q ism dan 
iborat b o ‘lib, u n in g  “ E h tim o iia r n azariyasi” qism i (I-V I boblar) 
p ro fesso r T .M .Z u p a ro v  va  “ M atem atik  sta tistika”  qism i (V II-X III 
bo b la r) p ro fessor A .A . A b dushukurov  tom on idan  yozilgan. M azkur 
darslik  hozirga q a d a r  o ’zb ek  tilidag i m avjud  o ‘quv  q o 'llan m a  va 
darslik lardan  farqli rav ish d a  yagona butunlik  p rin sip iga  am al qilgar. 
ho Ida fanning har ikkala  q ism ida  m agistran tlar va ilm iy xodim lar 
tad q iqo tla r olib  b o r ish la r i  u ch u n  zarui' b o ‘lgan  m ateria llam i ham  o ‘z 
ich iga  clgandir.

H o z rd a  e h tim o iia r  nazariyasi va m atem atik  s ta tis tika  usul- 
la rin in g  qo lianish d o ira s i fan, texn ika  va am aliyo t b ilan  b o g ‘liq 
deyarli barcha tadq  iq o tla rd a  kengay ib  borm oqda v a  u la r tadqiqotlar- 
n ing  m uqarrarlig in i an iq lash d a  yuqori m utasadd i tashk ilo tla r tom oni­
dan  talab  e tilm o q d a . Shu m u nosaba t b ilan  m ualliflar ushbu  darslik 
n a faq a t talabalarga, b a lk i m u taxassisla r uchun ham  foydaii b o 'lish ig a  
ishonch  b ild irad ilar.

M ualliflar k ito b x o n la m in g  darslikka  o id  fikr va m ulohazalarin i 
m innatdorlik  b ilan  q ab u l qiladilar. U shbu darslik  q o ‘lyozm asin i 
tayyorlashda q im m a tli  yo rdam i uchun m ualliflar O 'z b e k is to n  M illiy  
un iversite ti katta i lm iy  xod im -iz lanuvch isi N .S .N urm uxam edovaga 
ta shakkur b ild irad ila r.



I BOB. EHTIMOLLAR FAZOSI

l - § .  T asod ifiy  hod isa . E lem en tar h od isa lar  fazosi

E h tim o lla r  n azariyasin ing  asosiy  tu sh u n ch a la rid an  b iri tasod ifiy  
hod isad ir. B u  tu shuncha ta jrib a  b ilan  cham barehas bog‘ liqdir. T a jrib a  
su n ’iy  ra v ish d a  yara tilu v ch i yok i uni o ‘tk azu v ch i shaxsning  ix tiyoriga  
b o g 'liq  b o ‘lm a g a n  holda v u ju d g a  ke luvch i m a 'lu m  shartlar k o m p lek si 
b a ja rilg a n id a , o ‘tk az ilad igan  s inovdan  iborat. T a jrib a lam i ikki sin fga  
(tu rga) b oM ish  m uinkin . U lam in g  b irid a  ta jriba  na tija la ri tabiat qonun- 
lariga ta y a n g a n  h o lda  o ld indan  aytib  b e rilish i m um kin. B unday  tajri- 
ba la r d e te r m in is tik  (an iq lan gan ) d e g a n  n o m  b ilan  y u n tilad i. T ajriba- 
lan iin g  ik k in c h i sin fída  esa b ir x il  sh art-sharo it bajarilganda hani 
sinov  n a tija s id a  b ir-b irin i rad etuvchi x ilm a-x il h o d isa la r ro ‘y berish i 
m uink in . B u n d a y  x ilm a-x illik  tnasalan, e lek tr lam p o ch k alarin in g  ish- 
d an  c h iq ish  lio d isa s in i kuzatganda, e lem entar zarracha la r b ir-b irlari 
b ilan  to 'q n a sh g a n d a , ind iv idum larn ing  b iro r tib b iy  prepara tga  t a ’sir- 
chan lig i k u z a tilg a n d a  va hokazolarda uch ray d i. B u n d ay  ta jrib a lam i 
o ‘rg an ish  e h tim o lla r  n azariyasin ing  p red m etin i tash k il etadi. U lar 
ta so d ifiy  (s to x a s t ik )  yoki eh tim ollik  ta jriba lari deb ataladi. Biz bun­
day  ta j r ib a la m i is ta lgancha qay tarish  m um kin , deb  faraz q ilam iz.

T a so d if iy  ta jriban ing  h a r qanday  n a tija s i elem en tar  hodisa  
dey ilad i. T a jr ib a  natijasida  ro ‘y berish i m u m k in  b o 'lg a n  barcha ele­
m en ta r b o d isa la rd a n  tashkil topgan  to ‘p lam ni b iz  elem en tar  
h o d isa la r  fa z o s i  yoki tanlanm a fazo deb a tay m iz  va Q orqali 
b e lg ilay m iz , h a r  b ir e lem en tar hod isan i esa  cd, ( ö j e Q )  orqali bel- 
g ilaym iz.

E le m e n ta r  hod isa la r fazosin ing  tu z ilm asin i izohlash  uchun 
quy ida  m iso lla rk e ltira m iz .

1 -m is o l. T ajriba b ir jin s li s im m etrik  tanga  tash lashdan  iborat 
b o ‘lsin . R a q a m n i «r»  va gerbm  «g» orqali belg ilasak , u holda 
e lem en ta r h o d is a la r  o j l = g  va o )2 = r  b o 'lib , e lem en tar hodisalar fazosi 

Q  - {  úl>¡ ,a>2} to 'p la m d a n  ibora t b o ‘ladi.
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2-m isol. T a jr ib a  no m erlan g an  kubni (yoq lari birdan o ltigacha 
nom erlangan  b ir j  in s li k u b n i)  tash lashdan  iborat b o ‘lsin. B unda e le­
m e n ta r  hodisalar fa z o s i Q  =  { 1 ,2 ,3 ,4 ,5 ,6} to ‘p lam dan  iborat.

3 -m iso l. F a ra z  q ilay lik , b iz  te le fon  s tansiyasin ing  ish in i bir soat 
ich ida  kuzatib, c h a q ir is h la r  (talablar) son i b ilan  qiziqaylik . K uza tuv  
v a q tia a  b itta  ham  c h a q irish  kelm aslig i, b itta  chaq irish  kelish i, ikk ita  
ch aq irish  kelishi v a  hokazo  hodisalar ro ‘y  berish i m um kin. B u  
ta jribada  e lem en ta r h o d isa la r  fazosi Q  = { 0,1,2,...} k o ‘rin ishga  ega.

4-m isoI. n t a  sh a rn i m ta tu rli sharlam i o ‘z  ichiga o igan  id ish- 
d an  tan lash  bilan b o g l iq  b o ‘lgan  m urakkab roq  ta jriban i k o ‘rib  o ‘tam iz. 
H a r b ir ta n lo v d a  o l in g a n  sh a r id ishga qay tarib  q o ‘y ilad igan  ta jribaga  
ta k ro riy  (yoki q a y tu v li)  tan lash  deyiladi. B u  ho lda n ta  shardan  
ibo ra t har q an d ay  ta n la n m a  Q  = { u x,u2,...,un) k o ‘rin ishda y o z ilish i 

m um kin , b u  y e rd a  u¡ o rq a li i -qadam da o lingan  sham ing  raqam i bel- 
g ilangan . T ak ro riy  tan lan m ad a  h ar b ir  u,,  1 , 2 , 3 qi ymat l ardan 
b irin i q abu l q ilish i m u m k in . E lem entar hod isa la r fazosini tasv irlash  
b ir xil tarkibli, m a sa la n , (5121234) va (1251243) kabi tan lanm alam i 
b ir  xil tanlanm a y o k i  h ar x il tan lanm a deb  h isob lash im izga  qarab  
tu b d an  farq q ilad i. S hu  m unosabat b ilan  ikki ho ln i farq laym iz: 
tartib langan  ta n la n m a la r  va tartib lan m agan  tanSanm alar.

T artib langan  tan lan m a la r  qara lgan  holda e lem entar hod isa la - 

fazosi Q = {(o;a> =  ( w| 5w2, . =  1,2,...,/m} k o ‘rin ishga ega va e le­

m e n ta r  hodisalar s o n i  N {C l)  = mn ga teng. T artib lanm agan  tan lan- 

m a la m i b iz  co = [z*,,w2, ...,«„] shaklida ifodalasak , b u  holda e lem en tar 

ho d isa la r fazosi {co:co =  [mi,m2,...,w)I];w7. = 1 , 2 , ning elem enl- 

ta ri sonini K(m ,n )  o rq a li be lg ilaym iz , u  h o lda

N  (Q ) =  K(m,n)  =  C ”+n_, (1)

k 1
ten g lik  o ‘rin li b o ‘ lad i. B u  yerda C l  = ------- :—  k - ta e lem entdan

j  ta d a r  tiizilgan g u ru h la r  son iga  teng. (1) ten g likn ing  isboti u sh ’bu

AT(l,/i) =  l ,  K ( m ,n )  = f j K ( m - l , s )  (2)
J=1

5



rek k u ren t m u n o sab a td an  kelib  cliiqadi. (2) teng likdag i K (m  — l , j )  
ä w a l  777 — 1 t a  turli sharli id ishdan  5  ta  shardan  ibora t ta rtib lam n ag an  
tan lan m a  o lib , so ‘ngra m -sharni n — s  m arta  q o ‘shib o lishdan  hosil 
b o ‘lg an  e le m e n ta r  hod isalar soniga teng .

5 -m iso l. B u m isolda endi tan langan  sh a r  id ishga  qay tarib  
q o ‘y ilm ayd i. B unday  ta jribaga  q avtariln ias ta n la sh  dey ilad i. B u  
h o lda  n < 777 deb faraz qilam iz. Qaytarilnnas 77 ta shardan ibora t 
ta r tib lan g an  ta n la sh  0 ‘tk az ilg an  ho lda  e lem entar hod isa lar fazosi

Q  =■[a>;co = (ii,,v2 ,...,un);u] =£u2 ^ un,u,.

to ‘p la m  o rq a li  ifodalanadi va bu  to ‘p la m n in g  elem entlari son i 

(m)n = m(m n + l)

m e le m e n td a n  n tadan o ‘rin lash tirish la r so n i A ’’m g a  teng . Tartib- 
lan m ag an  ta n la sh  o 'tq az ilg an  holda e lem entar hod isa lar fazosi

Q  ={&>;© =  [w,,a2, . . . n2 ^ un\uj  = 1 ,2 ,..../« }

to ‘p lam d an  ib o ra t b o 'la d i v a  h ar b ir  ta rtib lanm agan  turli elem entli 
tan lan m ad an  n\ ta  tu rli ta rtib lan g an  tan lanm ani hosil q ilish  m um kin  
b o ‘lgani u c h u n  barcha e lem en tar hod isa la r soni

( m \  A n
r f ( Q ) = L j ± . = ijiL = c;n

ga ten g  b o ‘la d i.
b -m is o l . N avbatdagi im sol sifa tida  sham oln ing  y o ‘nalishin i 

an iq lash d an  ib o ra t b o ‘lgan ta jrib an i k o ‘raylik . A gar b iz  na tijan i 6 
orqali b e lg ila sa k , u  ho lda  6 [0 ,2n) yarim  in tervaldan q iy m atla r qabul 

qiladi. S h u n d a y  qilib , tab iiy  rav ishda  Q e lem en tar h o d isa la r fazosi 
chek li y a r im  in tervaldan (y o k i a n iq ro g ‘i ay lanam ng  n u q ta la rid an  
ibora t b o T a d i) . B ir vaq tn ing  o ‘zida sham oln ing  y o ‘nalish i 9  va  un ing  
v te z lig in i k u z a tish  yana h am  an iq roq  tajriba b o ‘lar edi. B u  holda 
e lem en ta r h o d isa la r  fazosi Q  ={co = (0 ,v);  O < 0  < 2 tt;v  > 0}, v a ’ni

ikk i o ‘lc h o v l i  vektorlardan tashk il topgan  cheksiz to ‘p lam  orqali 
ifo d a lan a r e d i.
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7-inisoI. B rou n  h a ra k a ti. M ikroskopda molekulalar tom onidan  
k o ‘p miqdordagi zarbalar natijasida tartibsiz (xaotik) harakat qila- 
yotgan kichik zarrachaning holati kuzatilayotgan bo'lsin. Kuzatuv 

[ 0 ,7 ]  vaqt oraligida o ‘tkazilayotgan b o ‘lsin. Bu tajribaning natijasi 

zarrachaning harakat trayektoriyasidan iborat b o‘ladi. Agar bizni zar­
rachaning biror y o 'n a lish  b o ‘yicha siljishi qiziqtirsa, u holda vaqtning 
ixtiyoriy t m om entida ( f e  [0 ,T ]), uni tanlangan y o ‘nalishdagi 
proyeksiyasining v a z iya ti x( t)  koordinata orqali ifodalanadi. Bu holda 

elem en tarhodisalar fa z o s i  Q  = {;r(í);¿e  [0,7’]} =  C[or][ 0 ,J ]  oralig‘ida

aniqlangan haqiqiy u z lu k siz  fiinksiyalar to ‘plamidan iborat b o ia d i.
Demak, e lem entar hodisalar fazosi chekli, sanoqli va hatto 

kontinium  q u w atga  e g a  b o ‘lish i m umkin ekanligi yuqorida keltirilgan  
misollardan yaqqol k o ‘rinadi.

Elementar hodisalar fazosi bilan bir qatorda endi eng muhim  
tushuncha tasod ifiv  h o d is a  yoki (boshqa tipdagi hodisalarni biz bu 
darslikda k o’rm ayotgan lig im iz sababli) hodisa tushunchasini kiri- 
tamiz. Hodisalar e lem entar hodisalardan tashkil topgan to ‘plamlar 
b o‘lib, ular odatda lo tin  alifbosin ing bosh harflari A,B,C,. . .  lar bilan 
belgilanadi. Tajriba natijasida  albatta ro‘y beradigan hodisaga bi/. 
m u q arrar hodisa d ey m iz . A ksm cha hech qachon ro‘y  bermaydigan 
(y a ’ni birorta ham  elem en tar hociisani o ‘z ichiga olm agan) hodisaga 
m um  kin bo'lm agan yok i b ajarilm ayd i^ an  hodisa deb aytaym iz va 
uni 0  orqali b elg ila y m iz . Birorta berilgan hodisalar sinfiga tayanib 
“ yoki”, ” va”,” inkor q ilis h ” kabi mantiqiy bog'lanishlar yordamida 
yangi hodisalarni “h e c h  b o ‘lmaganda” hosil q ilish  mumkin; bu 
m antiqiy bog ia n is h  larga to'plam lar nazariyasida 'birlashma”, 
’ ’kesishm a” va “toT dirm a” kabi amallar m os keladi.

A hodisaga te s k a r i  (qarama-qarshi) A hodisa  deb, A hodisa 
ro‘y bermaganda va fa q a t shundagina bajariladigan hodisaga aytiladi.

A va B hodisalarning yigindisi A + B (yoki A U B ) deb, A yoki 
£  hodisalar, yoki ik k a lasi ham bajarilganda va faqat shundagina baja­

riladigan hodisaga aytilad i. A + A -  Q  -  muqarrar hodisa ekanligi o ‘z- 
c ‘zidan a yon.
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A v a  B hodisalartiing ko‘ paytmasi AB (yoki A f ] B )  deb, A va 
B hodisalar birgalikda bajarilganda va faqat shundagina bajariladigan
hodisaga aytam iz. A A = 0  -  mumkin b o‘ lmagan hodisa ekanligi 
ravshan.

A g a r  A B = 0  b o ‘Isa, A va B hodisalar b irga lik d a  b o ‘Im agan  
(yoki b ir g a lik d a  b ajarilm ayd igan ) h od isa lar deyiladi.

A v a  B hodisalarning A B  ayirmasi deb, A hodisa bajariiib, B 
hodisa bajarilm aganda va faqat shundagina bajariladigan hodisaga  
aytiladi.

A g a r  A hodisaaing ro‘y berishidan B  hodisaning ham  ro‘y  
berishi k e lib  chiqsa, u  holda A hodisa B hodisani ergash tirad i 
deym iz va buni A c . B  ko'rm islida yozam iz.

A g a r  A ^ B  va B ^ A  b o ‘lsa, u holda A va B hodisalar teng  
k u ch li y o k i  ten g  h od isa lar deyiladi va A -  B orqali yoziladi. Teng  
kuchli hodisalar bir xil elementar hodisalardan tashkil topgan ekan- 
ligiga ish on ch  hosil q ilishim iz mumkin.

8-misol. Tajriba simmetrik bir jinsli tan gam  uch marta 
tash lashdan iborat b o ‘lsin. Elementar hodisalar fazosi 
Q ={col,m2 ,ö 3, 0 4,<a5,£<)6,a>7,i98} to ‘plamdan iborat b o iib , unda

®1 = (g g g )5 ®2 = (ggr). ®j = (grg), ®4 = (rgg)> °h = (grr)> co6 = (rgr), 
co1 = (rrg), =  (rrr). .4 hodisa tanga uch marta tashlanganda ikki 
marta gerb tushishidan, B esa kam ida ikki marta raqam tushishidan  
iborat b o ‘Is  in, u holda A  = {co2 ,cü,,ú)4} va B ={co5, a 6 ,a>7 ,cos} ekanligi

ravshan. D em a k , A + B ={co2 ,co} ,o)4,(d5 ,(d6 ,g)7 ,ú)s } -  kam ida bir marta

raqam tu sh ish  hodisasi, AB = 0 ,  A \ B  = A,  A={co 1 ,a)5 ,o)6 ,co7 ,(oH} -
kam ida lkk ita  raqam yoki birorta ham raqam tushmaslik hodisasidan  
iborat.

9 -m i so l. Tajriba birlik Lvadratga tavakkaliga zarracha tash­
lashdan iborat boTsin. A tashlangan zarrachaning doiraga tushishi, 
B esa tash langan zarrachaning kichik kvadratga tushishi hodisalari

b o ‘lsa, u h o ld a  A+B, AB,  A \ B  va A hodisalar zarrachaning mos 
ravishda A  va B figuralam ing birlaslim asi, kesishinasi, ayirm asi va 
birlik kvadratgacha to ‘ldirmasi orqali hosil qilingan (1-shaklda  
tegish li soh a lar  shtrixlangan) solialarga tushishidan iborat.



A + B  A B  A \ B  &

1-shakL

Hodisalarning y ig in d isi va k o ‘paytmasi amallarini ularning 
chekli yoki cheksiz t o ‘plam i ^  Aa (yoki ( J d a ), ]^ [^ a ( yoki f'\Aa )

a a  a  a

uchun kengaytirish m u m k in .
T o‘plamlar u stid a g i am allam ing barcha xossalari hodisalar 

uchun ham c‘rinlidir, m asalan:

Ä = n \ A , ä = 0 ,
a o c a  a

A \ B =  A \ A B  = A B ,  A \ ( A \ ß ) ~  A ß ,  A c B = > ß ^ Ä ,

A + A  = A, (A + ß ) C  = A C + ß C ,  ( A n ß ) u C  = ( A u C ) n ( ß u C ) .

2-§ , T ased ifiy  h o d is a la r  a lgeb rasi va a- a lgebrasi. E htim ollar  
n a z a r iv a s in in g  ak siom alari. E h tim ollik  fazosi

Elementar h od isa lar  fazosi cheksiz boTgan umumiy holda biz  
barcha hodísalam i q  ara sh o ‘rniga, hodisalarning algebralari yoki o— 
algebralari deb a ta lu v ch i b a ’z i sinflarinigina qaraymiz. Shunday qilib, 
elem entar hodisalar fa z o s i  Q. ixtiyoriy to‘plamdan iborat va fl  esa Q 
to ‘p lam ning qism  t o ‘plam laridan tashkil topgan birorta sistem a  
b o‘lsin.

l - t a ’rif. Agar
l . Q e f l -
2 . Ae fl  va B e  f l  m unosabatdan A + B e  fl  ekani kelib chiqsa;
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3 . A e A  m unosabatdan.4e fl  ekani kelib chiqsa, u  holda f l  
sistem a a lg e b r a  deb ataladi.

2 -ta ’j-if. fl  -  hodisalar algebrasi, P = P ( A ); A s  fl esa f l  da 
aniqlangan va [0; 1] to‘plam dan qiymatlar qabul qiladigan to ‘plam  
funksiyasi b o ‘lsin. Agar f l  dan olingan va birgalikda bajarilm aydigan  
ix tiyoriy  A va B hodisalar uchan

P(A  + B) = P(A)  + P(B)

ten g lik  o ‘r in li boTsa, u holda f l  da ch ek li ad d itiv  o‘lch o v  kiritilgan  
deyiladi. P ( Q )  =  1 shartni qanoatlantiruvchi chekli additiv o ‘lchovga  

esa  f l  da aniqlangan c h e k li ad d itiv  eh tim ollik  o ‘lch ov i deyiladi.
A gar f l  hodisalar algebrasi b o ‘lsa, u holda Ae fl va B e  f l

hodisalar n ch u n  A f ] B  = A U B  va  A \ B =  A[] B  munosabatlargao o
k o ‘ra Af]B e  fl  va A \ B & f l  ekanligi kelib chiqadi. Shu kahi 1 va 3 
shartdan 0  =  Q e  fl, yani 0 e  f l  ekanligi kelib chiqadi.

H odisalarning fl  algebrasi b a ’zan hodisalar halqasi deb ham  
ataladi, ch u n k i f l  da halqaning barcha shartlarini qanoatlantiruvchi 
ikkita a lgeb ra ik  amal (q o ‘shish va ko'paytirish: U iP l) kiritilgan. 
H od isa larn in g  f l  algebrasi, flr^Cl = fl  boTgani uchun birlik halqani 
tashkil e ta d i .

A lg eb ra  tashkil q iluvchi hodisalar sistem asining “eng kichigi"  
f l = { 0 ; f l )  ek a n lig i ravshan. Shu bilan birga Q. t o ‘plam ning barcha 
qism  to ‘plam laridan tashkil topgan hodisalar sistem asi JVl(Q) ham  
algebradan iborat ekanligini tekshirish mumkin.

A gar D chekli fazo b o ls a , u  holda uning barcha q ism  to ‘p- 
lam laridan tash k il topgan JVt(Q) sistem a ham chekli to ‘plam  bo‘ ladi.

1 0 -m iso l. Tajriba bir jinsli simmetrik tangani ikki marta 
tashlashdan iborat b o ‘lsin. U  holda elementar hodisalar fazosi 
f2= {gg ,gr,rg ,rr} 4  ta elem entdan tashkil topgan chekli to ‘plamdan  
iborat b o ‘la d i va «M(Q) algebraning barcha hodisalarini yozib  chiqish  
m umkin:

JVl(Q) = { 0 ;  {gg} ;{gr>; {rg}; {rr}; {gg ,gr}; {gg,rg}; {gg,rr}; {gr,rg}; {g r ,n };

{rg ,rr }; {gg,gr,rr};{gg,rr,gr}; {gg,rr,gr};{gr,rg,rr};ft}.
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B u m isolda *M,(Q) algebra 24=16-ta elementar hodisalardan  
tashkil topgan. A g a r  Q uvplam  N  ta elementdan tashkil topgan  
b o ls a , u  holda JVl(Q) to ‘plam  2 a ta elementdan iborat. Haqiqatan  
ham 0 va 1 lardan tashkil topgan uzunliklari N  ga teng b o ‘igan  
ketm a-ketliklam ing soni 2 V ga teng va bunday ketma-ketliklar bilan  
J l(Q )  orasida o ‘zaro birqiymatlik m oslik  o ‘m atish m um kin

(2 "  =  c £ + c J ,+ . . . -h c £ ) .

3 -ta ’rif. A g a r  Q to ‘plam ning qism  to ‘plamlaridan tashkil top­
gan hodisalarning ^ -a lg eb ra s  ida (2 o shart o ‘m ida):

ce

2*. An e JL;n = 1,2,... d an  [ j A ns  A  ekanligi kelib chiqsa, u holda JA a  —
n= 1

algeb ra  yoki B o r e l  a lgeb rasi deyiladi. Q fazo va uning q ism  to ‘p- 
lamlaridan tashkil to p g a n  Jl o  -algebra birgalikda o ‘lchovli fazo  deb 
ataladi v a  {Q j f)  o rq a li belgilanadi.

11-m isol. 1 )  Q  = R = { x ;  - o o <  jc< oo|  sonli to ‘g ‘ri chiziq  

b o ls ín . Tu orqali c h e k li  yoki cheksiz kesmalardan, intervallar va 
yarim  intervallardan tashkil topgan to ‘plamlar sistem asini belgi- 
laym iz. 3  ̂ a lgeb ra  tashkil qilm aydi. Masalan, A = (-oo; —1) va 
J  =  (l;+co) to ‘p lam lar  y ig ‘indisi ( -c o ; - l)w ( l;+ o o )  to ‘plam siste- 

maga kirmaydi. A g a r  ¡?~0 ni, undan olingan to ‘plam lam ing barcha 

chekli y ig ln d ila r i bilan to'ldirsak, u holda hosil b o lg a n  yangi 
to ‘plamlar sistem asi F" algebrani tashkil qiladi.

T  algebrani o ‘z ichiga oigan barcha a  -algebralarni qaraymiz. 
3~ c  1 ( Q )  va sA Í(fi) cr -algebrani tashkil qilgani sababli, algeb­
rani o ‘z ichiga o ig a n  kam ida bitta a  -algebra mavjud. Bunday a  - 
algebralam ing k e s ish m a si (ya’ni cr -algebralarning barchasiga tegishli 
b o lg a n  to'plam lar s in f í)  yana cr-algebrani tashkil qiladi. B u  barcha 
intervallam i o ‘z  ic h ig a  oigan m inim al a  -algebra b o lib , B ore l cr - 
a lg eb ra si deyilad i v a  £B =  £B(R) orqali belgilanadi.

2 )  Q =  /?„= { jc=  (x ,,x 2,...,jcn); xk& R} -  n o lc h o v li  Evklid  

fazosi b o ls in . R: fa zo  nuqtalarini x = (xl,x2 ,...,xn) k o ‘rinishida ifo- 

dalaym iz. /„orqali

11



{ x e  R n; at <  x, <  b ,,a 2 <  x 2 < b2,. . . ,a n <  xn <  bn} (3)

k o ‘rin ishdagi barcha n o ‘lchovli yarim ochiq parallelepipedlardan  
tashkil top gan  to ‘plamlar sistemasini belgilaymiz, bu yerda -oo < a i < b i 
haqiqiy son lar. (3) k o ‘rinishdagi yarim  ochiq parallelepipedlarning  
chekli y ig ‘indilaridan tashkil topgan ¿B, (  Rn) s in f algebra tashkil qili- 

shini tek sh ir ish  q iyin  emas. ¿Bn(R,.) algebrani o !z ich iga  oigan m inim al 

< 7 -algebraning mavjud ekanligini 1 -xossadagi kabi isbot- 

lash m um kin . ¿Bn cr-algebraga n o ‘lchovli Evklid fazosidagi Borei 
to ‘p lam larin ing o  -algebrasi deyiladi.

4 -ta ’r i f .  B izga  (Q j í) -o ic h o v li  fazo berilgan b o ‘lsin. Agar 
er -algebrada aniqlangan P  sonli iunksiya uchun quyidagi aksiomalar 
o ‘rinli b o ‘lsa :

K l.I s t a lg a n  Ae JA uchun P ( A ) >  0 (P  ning nom anfiyligi);
K2. P‘(Q) =  1 (P n in g  normalanganligi);
K3. Juft-jufti bilán birgalikda bo‘ lmagan Al,A 2 ,...,An,... hodi- 

salar k etm a-k etlig i uekun

u holda ß .  e r  -algebrada P  ehtim ollik oT chovi yoki ehtim ol kiritilgan  
deyiladi.

(Q,JZ, P )  uchlikka ehtimollar fazosi yoki ehtim ollik m odeli 
deyiladi, bu  yerda Jl hodisalarning o  -algebrasi, P J  da aniqlangan  
ehtim ol, P(^4) ( A e  JL) songa A hodisaning ehtim oli deyiladi.

D e m a k , ehtim ollik  m odclini yaratish o ‘lchovli fazoda m anfiy  
b o ‘lm agan, san oq li additiv Q fazoning o ic h o r i  1 b o ‘lgan o ‘lchov  
kiritishdan ib ora t ekan.

E h tim ollar  nazariyasinmg, yuqorida kiritilgan, aksiom atikasini 
A .N .K o lm o g o ro v  tak lif qilgan.. K l, K2, K3 aksiomalar sistem asi, 
ulam i qanoatlantiruvchi real obyektlar mavjud b o ‘lgani sababli o'zaro  
zid em as.

\  X
P  | An = y  P(A n) ( P ning sanoqli additivligi)

V n= 1 y n= 1

1 2



3-§. Ehttniolning asosiy xossalari

Yuqorida k eltir ilgan  aksiomalardan ehtim olning quyida kelti- 
rilgan asosiy  xossa lari k e lib  chiqadi.

Io)  P (0 ) = 0 .
l°-xossan in g  isboti 0 u f î = f l  tenglikdan va K l ,  КЗ aksiom a­

lardan kelib chiqadi.
2°) Agar A œ B b o 'lsa , u holda P(B\A) = P(B)-P(A). B = A\J(B\A) 

va A fl (B \ A)= 0  tenglik lardan КЗ aksiom aga k o ‘ra

Bu xossaning isboti A U В  = A U (В \ (А П B)) tenglik  va 2°-xossadan  
kelib chiqadi:

Р Ш  B) = P(A) + P {B  \ (Л П ВУ) = P(A) + P(B) — P(A П B).

5°) P(A) = 1 -  P(A) ten g lik  A\JÄ = C2, Af]A = 0  munosabatlar va 
КЗ aksiomadan kelib  ch iqadi.

6°) Agar An e  A,  /?= 1,2,... bo ‘ Isa, u holda

Quyidagi teorem a ehtim ollik  o ‘lchovi bilan chekli additiv  
to‘plam  funksiyasining u z lu k siz lig i orasidagi b o g ‘lanishni k o ‘rsatadi.

P(B)=  P(A)+P(B \ A).

Bu tenglikdan ushbu  x o ssa n in g  isboti kelib chiqadi: 
3°) Agar Ac.  В b o 'lsa , P(A)< P(B) b o ‘ladi.
4 ° )  Agar A,Be A b o ‘Isa, u  holda

P(A\JB) = P(A) + P(B)~ P(A Л B).

6-xossani isbotlash u ch u n  (J  An = (J tenglikka murojaat etamiz,

bu yerda S, = A t , Z? =  ^ f |  ...ГМ „-Л 4.» « =  2,3,..., B:Ç]B = 0 ,  i * j  
tenglik o ‘rinli. D em ak  Ю  ak sio m a g a  k o ‘ra



1-teorem a. P-JA-algebrada kiritilgan chekli additiv ehtim ollik  
oT ch ovi b o ‘lsin. U h o ld a  ushbu 4 ta shart o ‘zaro ekvivalent:

1 . P a  -additiv (ya ’ni P ß  da kiritilgan ehtimol).
2. P — yuqoridan uzluksiz, ya’ni ß  dan olingan va

Anc z A  t, n =  1,2,..., [ J A e ß.  shartlarni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy
n=l

Aj,A2,... ketm a-ketlik (b u n ib iz  Alt t  orqali belg ilaym iz) uchun

lim P(An~) =  Pj^lJAa

3. P -quyidan uzluksiz, y a ’ni ß  dan olingan va

4 ,  £  «  =  1,2,..., P | Ane ß  shartlarni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy
n=l

A ,,A 2, . . .  ketm a-ketlik uchun (buni biz An I  orqali belgilaym iz)

lim P ( A J = P f H

4. P -  “ noIda uzluksiz”, ya ’n i ß  dan olingan va 

A,,  ̂q  An, n = 1,2,..., P | A„ = 0  shartlarni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy
n=l

A 1,A 2, . . .  ketm a-ketlik uchun (buni biz An 1 0  orqali belgilaym iz)

\im P(An) = 0.
n—KC

Isboti. Teoremani biz ushbu 1)=> 2 ) => 3)=> 4 )  =>1) sxem a  
b o 'y ich a  isbotlaym iz. B u yerda i)=>j) orqali i) shartdan j) shart kelib  
ch iq isfii helg ilangan

x
1)=>2). A n t  va (J  A/:e ß  bo’lsin. B, = A„ B„ = A,, \  A,r_„fi = 2,3,...

n=l
h od isa lam i belgilaym iz. Bn hodisalar juft-jufti bilan birgalikda

X oc
bajarilm aydigan hodisalar va jj.4„ = [ J Br b o ‘igani uchun P  ning cr —

«=1 /7=1
additi v lig ig a  k o ‘ra



2)=>3). An i  va f^Ane ß  b o ‘lsin . Bll = A] \An, n=  1,2,...
n= 1

hodisalam i belg ilaym iz. {Bn} hodisalar ketm a-ketligi uchun Bn f  shart 

bajariladi va Q #,, = A, \ f f ] A n I b o ig a n i uchun 2°- xossaga k o ‘ra

limP(.ß„) = P\ I JB,
U l  y

tenglik o ‘rinli bo'ladi. D em a k ,

= P ( A , ) - P  f l 4 ,

lim PÍA,,) = lim P(A¡ \ Bn) = P(At ) -  lim P(Bn) = «  f]A„n—yx> n->ac n—>x V n-1

3)=>4). Tabiiy.
4)=>1). 4°-x.ossa o ‘rinli b o ‘lsin . Al,A2,... juft-jufti bilan bir-

ac
galikda bajarilm aydigan hodisalar k etm a-k etlig i b o ‘lib, ß

11=1
b oisit). P ning chekli ad d itiv lig id an , ix tiy o r iy  n >  1 uchun

< £ 4 # M f 4 )
ac

tenglikning o ‘rinli ek a n lig i kelib  chiqadi. Bn= \<jA i deylik, u  holda
/=№4-1

{ß„} ketma-ketlik u ch u n  Bn -10  shart bajariladi. Dem ak, 4° ga k o ‘ra 

y jP (4) = l im f '  P ( 4 ) =  limPl Y  A, = lim* II--»Y  ̂ n--Y ( ' I M—»-y.
■j

1 -teorema isbotlandi.

4-§. E le m e n ta r  h o d isa la r n in g  d isk ret fazosi.
E  h tim o ln in g  k la s s ik  ta ’r ifi

Elementar h od isa lar  fazosi ch ek li yok i cheksiz, amm o ulami 
k o‘rinishida nom erlab ch iq ish  m um kin b o ‘lgan fazoga 

elementar hodisalarning diskret fa z o s i deyiladi. B irinchi paragrafda 
k o ‘rib o'tilgan l - ,  2 - ,  3-m isollarda elem entar hodisalar fazosi Q 
diskret fazo tashlcil q ilad i.
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f l  d iskret fazo va ß. = M ( Q )  b o is in . Bu holda ixtiyoriy A e  j? 

h o d isa n in g  ehtim olini quyidagicha kiritish mumkin:
y ' i pm =  1 shartni qanoatlantiruvchi m anfiy bo'lm agan p n
coeCí

sonlar b er ilgan  b o ‘lsin. A hodisaning ehtim olini

P(A)  = Y<P« (4 )
OJS .4

y ig ‘indi shak  1 ida ifodalaym iz. (4) fo m u la  orqali aniqlangan to ‘plam  
funksiyas i  ehtim ol o ‘lchoviga qo'yiigan 3 ta aksiom aning barchasini 
q an oatian tiradi. Haqiqatan ham, K l aksiom a P(A)  miqdorning aniq- 
la n ish id a n  kelib chiqadi. K2 aksiom a ham bajariladi, chunki (4) teng- 
likga k o ‘r a

n f i )  =  2 > „  = ! .
coaQ.

A g a r  A birgalikda bajarilmaydigan ikkita Aí va A2 hodisalarning  
y ig ‘indisi "boTsa, u holda (4) tenglikka k o‘ra

p ( 4 U 4 )  = * ( J ) = X p ~ =  X  í .  = I í . +
coeA í£xe \JA2 cae .4,

üjeA2

bo'ladi, y a ’ni (4) tenglik orqali kiritilgan ehtim ollik o ‘lch ov i chekli 
ad d itivd ir . Xuddi shu kabi P  ning sanoqli additivligini ham isbotlash  
m um kin. D em ak,

A.* Ova Z  P» = 1
ojeQ.

shartlam i qanoatlantiruvchi sonlar yordamida (Q ,ß) o ’lchovli fazoda 
(4) form ixla orqali ehtim ol o ‘lchovin i kiritish mumkin. Bu ta’kidning  
teskarisi h am  o ‘rinli, y a ’ni agar (Q.fl) o ‘lchovli fazoda K l,  K2 , K3 
aksiom alarni qanoatlantiruvchi P  ehtim ol o‘ lchovi kiritilgan b o ‘lsa, u 
holda (5 )  shartlami qanoatlantiruvchi shunday pa >  0 sonlar m av- 

judki, A ^ l fl hodisaning eh tim o li (4) formula orqali ifodalanadi. Haqi- 
qatan harn, A  = {co] — yagona co elementar hodisadan iborat deb 

hisoblab, h iz P(A) = p n = P({co}) tenglikka ega boTamiz. Dem ak, K l
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aksiom aga ko'ra, p m >  0 . S h u  bilan b irg a , agar A = |  ©. ,a>h, . . . } b o ‘lsa, 

u h o ld a  K.3 aksiom adan

^(-4)=  P ( {®;i} + {co¿2} + ...)= X  ^({® })=  X  Pm• CD

ooe A coeA
(4) tenglik kelib  shiqadi. R u n d an  va K 2 aksiom adan A — Q  deb 
hisoblab.

I ä  =  1
taeQ

tenglikka kelam iz.
Agar £1 c h e k li e lem en tar  h od isa lar  fazosi b o ‘lib, pco barcha a> 

elementar hodisalar uchun bir x il b o ‘lsa, u holda (4) form ula

=  (6) 
v ; N(C1)

k o‘rinishga ega b o ‘ladi. Bu yerda N ( A )  orqali A to ‘plarnning ele- 
mentlari son i belgilangan. B u eh tim o ln in g  k ia ss ik  ta ’r if id ir . B u  holda

1 =  P(C2) =  X  p m =  p mN ( C i )

ojeQ.

bo‘lgani uchun
1

P(a ~  iV (Q )

tengük o ‘rinli, y a n i kiassik ia ’rifga oLLb keladigan ehtim ollar fazo- 
sining m odeli ix tiy o r iy  elem en tar  h o d isa n in g  ro ‘y  berish im koniyati 
tajriba xarakterini an iq lo v ch i shartlarga nisbatan bir x i l  b o ‘lgan  
hollarda ishlatiladi. M asalan., sim m etrik  bir jin sli nom erlangan kub

tashlaneanda 1 ,2 ,...,6  e lem en tar  h o d isa la r  uchun p x =  ... =  p 6  =  —, sim-
6

metrik bir jinsli tanga u ch u n  esa  p C g ) ~ P ( r ) = \  deb an iq lash  va

ehtim olning kiassik  ta’rifidan foy d a la n ish  tabiiydir.
Demak, A hodisaning eh tim olin i k iassik  ta’rifdan foydalanib  

hisoblash A hodisani ro‘y  b er ish ig a  o l i b  keluvchi barcha elem entar  
hodisalarning so n in i h isob lash ga  k eltir ilad i. B a ’zan bunday h isob­
lash lar trivial, b a ’zan esa k om b in atorik an in g  qiyin masalasi boMib, uni 
yechish uchun lio z irg i k u n d a  r ivojlantirilgan  nozik  u su llam i q o ‘l- 
lashga to ‘g‘ri kelad i. B u n d ay  s o f  te x n ik a v iy  q iyinchilik lam i yengish
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eh tim ollar  nazariyasi faniga hech qanday aloqasi y o ‘q. Am m o bir 
qancha b u n d ay  holatlam i tekshirmay turib, na o ‘rganilayotgan 
m a v zu n in g  tabiati haqida, na lining am aliy im koniyatlari haqida 
ta sa w u r g a  ega bo'lish  mumkin em as.

Endi ehtim ollikning k lassik  t a ’rifidan foydalanib, b a ’zi hodi- 
sa la m in g  etim ollarin i hisoblaym iz.

1 2 -m iso l. 3 ta nomerlangan kub tashlanganda tushgan ochkolar 
y i g ‘ indisi 11 ga teng bo'lish  ehtim olini toping.

Y ech ish . Agar oclikolar qaysi nomerlangan kubda tushganini 
h iso b g a  olsak, elementar hodisalar fazosi £2 = {co;a> =

Uj = l , 2 , . . . , 6 ; j  =  1.2,3} k o ‘rinishga ega ekanligi kelib  chiqadi. Bu  

y erd a  (w ,,«2,« 3)  orqali mos ravishda birinchi nomerlangan kubda z/p 

ik k in ch i nom erlangan kubda u2 va uchinchisida u} ochkolar tushishi 

b elg ilan gan . D em ak, barcha elem entar hodisalar soni Y (Q )= 6 3=216. 
A g a r  A orqali tushgan ocbkolar y ig ‘indisi 11 ga teng b o ‘lish hodi- 
sa s in i b e lg ila sak , u holda A  =  Q; u, + u2 +  u3 =  11} k o ‘rinishga 

e g a . 11 o ch k o n i 6 ta turli asul bilan olish  m um kin (6+4+1; 6+3+2; 
5 + 5 + 1  5+4+2; 5+3+3; 4+ 4+ 3). Shu bilan birga 6+4+1 kom binatsiyasi 
u sh b u  6 ta elem entar hodisalardan biri bajarilganda va  faqat shundagi- 
na tu sh ish in i k o ‘ramiz: (6 ,4 ,1 ), (6 ,1 ,4 ), (4 ,6 ,1 ), (4 ,1 ,6), (1 ,6 ,4), (1 ,4 .6). 
X u d d i shu k a b i, 6+3+2, 5+ 4+2 kom binatsiyalar ham  6 tadan e le ­
m entar hodisalardan biri bajarilganda ro‘y beradi. 5-5-1. 5-3-3, 4-4-3  
k om b in atsiya lam in g  har biriga m os keluvchi elementar hodisalam ing  
s o n i 3 ga teng ekanlig i ravshan. Shunday qilib, N { A ) = 3-6+3-3=27 va 
eh tim o ln in g  k lassik  ta’rifiga ko'ra

P U ) -  * ( A ) _  27 _ 1  
'  N ( Q )  216 8 '

1 3 -m iso l. 36 ta qartadan iborat b o ‘lgan qartalar dastasidan 
tavak k aliga  3 ta  qarta olinadi. B u  q arta lam ing uchalasi liam bir x il 
tu s li bo‘lish  ehtim olin i toping.

Y ech ish . Qartalarni dastadan olish  tartibi bu m isolda  
aham iyatga  ega b o ‘lm agani uchun elem entar hodisalar fazosi

Q = {co;© =  [u x,u2,u3\,u x ^ i t 2 *  ti3; u : = 1,2,...,36}



. 36^5-34
ko‘rinishga ega. D em a k , N(D.)  = C ¡ 6 =  ^   ̂ . A orqali o lingan qar-

talar dastaäi bir xil tusli b o‘lish hodisasini belgilasak va dastada har 
biri 9 ta qartadan iborat b o ‘lgan 4  xil turli tus borligini hisobga olsak, 
u holda

,  49-8-7
N ( A )  = 4 C 39 = ^ .

Demak,
P , n - m A ) _ 4 C j _  4 

at(Q) c l6 85'

5-§ . B a ’z i k la ss ik  m odellar va taqsim otlar

1. ß inom ial ta q sim ot. Simmetrik tanga n marta tashlangan  
bo‘lib, knzatish n atijasin i (uv u2,...,un) ko'rinishidagi tartiblangan  
ketma-ketlik shakli da ifodalaylik. Bu yerda ut =  1, agar tanga i -marta 

tashlanganda “ g erb ” (”yutuq”) tushsa va w, = 0 , agar ’’raqam” 

(“yutqaziq”) tu sh sa . Jami 2" ta bunday ketma-ketliklar mavjud. 
Elementar hodisalar fazosi ushbu k o‘rinishga ega:

O  = {co;a> =  {ux,u 2,...,u n) ,u j  =  0,1} _

Har bir co e Í2 e lem en tar  hodisaga
n n
T uj n— £ Uj

p{(0) = pJ=l q J=l (7)
eh tin o ln i mos qo‘y a m iz , bu yerda m anfiy b o ‘lmagan p  va q  sonlar 

p  + q = \ ter.glikni qanoatlantiradi. (7) tenglik orqali berilgan sonlar 
o ‘lc h o \/li fazoda ehtim ol o ‘lchovini kiritishini k o ‘rsatish 

uchun (5 )  m unosabatning o ‘rinli ekanligini isbotlaym iz, (7) tenglikka  
ko‘ra p{co) m anfiy  b o ‘lm agani uchun

X p (® )=1
toe Q

ekanligini tek sh ir ish im iz  k ifoya qiladi. Buning uchun

X u ; = k , ( k=  0 ,1 ,2 , . . . ,« )  boTgan barcha a> = (ul,u2 ,...,un) elem entar
H
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hodisalam i ajratamiz. Bunday iiatijalar soni k  ta “bir”m n ta o ‘ringa 
o ‘rinlashtiris.hlar soni C* ga teng. U holda

cae n k=0

Dem ak, Q  fa z o , uning barcha q ism  to ‘plamlaridan tashkil topgan A 
sistem a va unda

ca= A

orqali k iritilgan  ehtiinol o ‘lchovi ehtim ollar fazosini aniqlaydi. Bu  
hosil b o ‘lg a n  m odelni tangani n  marta tashlash jarayonini tasvirlay- 
digan eh tim o llik  m odeli deb atash mum kin.

Endi l e  marta “yutuq” chiqishidan iborat
Ak =  {ct}\(o = (ui,u 2 ,...,un);ul + u 2 +  ... + un = k } , k  = 0 ,1 ...., w 

hodisani k o ‘raylik . Yuqorida aytilganiga k o ‘ra,

P„(k) — P{Ak) =  C knp kq n~k 
ekanligi k e lib  chiqadi. (8) formulaga Bem ulli formulasi deviladi.

P,(k)

(8)

E htim ollarning ( P(Ai)) ,P(AI), . . . ,P(A/l)) to'plam i ehtim ollam ing

(n hajm li tan lan m aia  yutuqlar soni uchun) binom ial taqsim oti 
deyiladi. U  k  = np yaqmida m aksimumga erishadi va k undan o ‘ngga

yoki chapga chetlansi kamayadi. Agar p - ^  b o ‘lsa, binom ial taq-
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sim otsim m etrik , q o lgan  hollarda esa nosimmetrik deyiladi (2-shaklda  

« = 15 va p  = ~ b o ‘lg a n  n osim m etrik binom ial taqsim otning grafigi 

tasvirlangan).
B inom ial taqsim ot am aliy masalalarda k o‘p ucliraydi. Masalan, 

tekshirishdan o ‘tgan sanoat mollarining soni, tanlam adagi qoni 
m a’lum guruhga teg ish li boT gan odamlar soni va boshqalar shular 
jumlasidandix. B in om ia l taqsim otning boshqa xossalari va unga doir 
m iso liar 4-bo'bda keltirilgan.

2. G ip erg eo m etr ik  ta q sim o t. Qarta tarqatish bilan b o g ‘liq 
b o ‘lgan masalaga e ’tib orim izn i qaratamiz, shu bilan birga bir marta 
berilgan qarta qartalar dastasiga qaytarilmaydi deb faraz qilam iz. Bu  
faraz k o‘pincha haqiqatga yaqin. Qartalar dastasida m ta qarta bor 
b o ‘lib, ulardan ml tasi q izil, qolgan tasi esa qora b o ‘lsin. Qartalar 

dastasidan n hajmli tartiblangan qaytarilmas tanlanma olam iz (m>ri). 
Olingan tanlanmada k  ta q izil qarta b o ‘lish ehtim oli nim aga teng?

Elementar hodisalar fazosi bu holda 

Q  =  {©;<y =  [«/,,m2, . . . ,« J ; k, * .k2 =  0,1,

( l-§  dagi 5-m isolga qaralsin) k o‘rinishga ega. Har bir elementar 
hodisaning ro‘y  berish i teng  im koniyatli ekanligim  hisobga olib. 
barcha N {Q ) =  m {"> ta  elem ei. -,r hodisalar bir xil ehtim olga ega deb 

faraz qilamiz.
Ak orqali tanlanm ada k ta qizil qa:xz b o‘lish hodisasini belgi- 

laym iz. Agar qartalarning faqat rangi va ulam ing uchrash tartibinigina 
hisobga olsak, u h o ld a  tanlanmada k  ta qizil va n — k  ta qora qarta 
bo'lish ehtim oli (6) tenglikka k o ‘ra m {k) ■ m2 "~k) /  m {"]. Agar endi 

ranglarning uchrash tartib in i hisobga olm ay, faqat m os rangdagi qar- 
talam ing um um iy son in ig in a  hisobga olsak ( k  ta qizil va n - k  ta 

qora), m(n) ta tiirli tanlanm alar ichida k ta qizil qartani o ‘z ichiga 

olganlarining soni Ckn ga teng. Shunday qilib,

Ik }  (n -k )  C n~k

pn(m , k ) = p ( A k) = c n m' 2 ) — = - J V a -  (9)
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0), Pn{mA),...,Pn(m.jn)) ehtimollar to ‘plami g ip ergeom etrik  

ta q sim o t deyiladi. Bu binom ial taqsim otning qavtarilmas tanlanma 
uchun analogidan iborat b o ‘lib, agar m soni n ga nisbatan juda katta 
b o ‘Isa, bu ikkita taqsimotlar bir-biridan uncha katta farq qilm aydi. 
am m o am aliyotda uchraydigan k o ‘p hollarda m va n solishtirib  
bo'ladigan sonlardan iborat boTadi.

14-m isoI. (K o‘ldagi baliqlar soni haqidagi inasala.) Yuqorida  
k o ‘rilgan ehtim ollik  m odelining qiziqarli tatbiqlaridan b in  qavta  
tan lash  m e to d i deb ataluvchi taftish o‘tkazish usulidan iborat. Buni 
tushuntirish uchun ushbu k o id a g i baliqlar soni haqidagi m asalaga 
e ’tiboringizni qaratamiz.

K oTda m  ta baliq bor. B aliqlar son in i aniqlash uchun koTdan  
ml ta ba liq  tutib olinib (ular birinchi tanlanmani tashkil qiladi), belgi 
q o‘yilib , u lam i yana k o ‘lga qo‘yib yuboriladi. Tutib olingan baliqlar 
belgilanm agan baliqlar bilan aralashib ketishi uchun biroz vaqt o ‘t- 
gach, yana n hajmli tanlanma olinadi. A gar ikkinchi tanlanmada har 
b u  b elg ilangan  va belgilanm agan baliqlarni tutib olishni teng imko- 
niyatli deb faraz qilsak, u holda belg i qo‘yilgan baliqlam ing soni k  ga 
teng b o ‘lish  ehtim oli (9) fonnula orqali ifodalanadi. Agar m ning  
qiym atini (9 )  ehtim olni maksimallashtiradigan qilib tanlasak (bunday 
usul bilan baholash matematik statistikada haqiqatga maksimal 
o‘xshashlik  usuli nom i bilan tanish), u holda k o ‘ldagi baliqlar soni 
uchun

bahoni o lam iz . Agar ko'ldagi belg i qo‘yilgan baliqlar hissasini 
ikkinchi tanlam adagi belgi q o ‘y ilgan  baliqlar hissasiga teng desak, u 
holda yana (10) bahoni olamiz. Bu esa mazkur bahoning m a’qul baho  
ekanligini k o ‘rsatadi.

6-§. G eom etrik  ehtim ollar

E h tim ollik  m odellaiining yana bir muhim sinfi geom etrik  
ehtim ollar deb ataluvchi sinfdir. Q f?-o ichovli Evklid fazosin ing  
chekli w-o‘ lch ov li hajmga ega b o ‘lgan sohasi b o ‘lsin. Q  ning hajmini 
aniqlash m um kin b o‘lgan har qanday qism  to ‘plam iga hodisa deym iz.
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fl  orqali barcha hodisalar sinfini b elg ilaym iz . A hodisaning ehtim oli 
deb ushbu

P(A) = I O i l  (11)
F(Q )

nisbatni qabul q ilam iz . Bu yerda V( A)  soni A  to ‘plam ning n - o ‘l- 
chovli hajmi. (1 1) form ula yordam ida aniqlangan P  to ‘plam funk- 
siyasi ehtim ol o ‘lchovin ing barcha aksiom alarin i qanoatlantirishini 
k o‘rish qiyin em as.

(Q ,A P ) eh tim ollar fazosi, bu yerda P  -ehtim ol o ‘lchovi (11)  
form ula orqali an iq langan, ü  sohaga tavakkaliga (tasodifiy ravishda) 
nuqta tashlashb ila n  b o g ‘liq bo‘lgan m asala lar uchun m odel vazifasin i 
o ‘taydi. Bu yerda ü  elementar hodisalar fazosi kontinium  q u w a tg a  
ega  b o‘lgani uchun k lassik  ta’rifdan foyd alan a  olm aym iz. N uqtaning  
vaziyati ü  sohada tekis taqsimlangan, y a ’ni nuqtani ^ soh aga  tushishi 
bu sohaning n o T c h o v li hajmiga proporsional deb faraz qilinadi.

15-m isol. 2a  uzunlikka ega bo‘ lgan  kesm aga tavakkaliga nuqta 
tashlanadi. Shu nuqtadan kesm aning en g yaqin  uchigacha b o ‘lgan  
masofa a /  2 dan kichik bo'lish  eh tim oli topilsin.

Y'echish. U m um iylikka zarar etk azm ay, kesm aning uchlari 0 va 
2a  koordinatalarga ega deym iz. T ashlangan nuqtadan O  nuqtagacha 
b o ‘lgan m asofani x  orqali b elg ilaym iz . U  holda oizni qiziqtirayotgan  
hodisa x < a i 2 yoki 2a - x <  a / 2 boM ganda va faqat shunda ro'y  
beradi.

Talab qilingan ehtim ol ( «  2-+-a  /  2 )  / 2 a  = 1 /2  nisbatga teng  

(3-shaklga qarang).

////////,____ t_____/ / / / / M l,
0 a/2 a 3a/2 2a

3 - s h a k l .

16-m isol (B yu ffon  masalasi). T ek islik d a  bir-biridan 2a  maso- 
fada parallel to ‘ g'ri chiziqlar o ‘tkazilgan va shu tekislikka uzunligi 
21 (/ < a) bo‘ lgan igna tavakkaliga tashlanadi. Ignaning to‘g ‘ri chiziq- 
lardan birortasini kesib o ‘tish ehtim oli topilsin.

Y echish. Ignaning o ‘tqazilgan to ‘g ‘ri chiziqlarga nisbatan 
vaziyati uning o ‘rtasidan unga eng y a q in  turgan chiziqqacha bo'lgan



x  masofa hamda igna bilan to‘g ‘ri chiziq orasidagi cp burchak orqali 
ifodalanadi (5-shakl). 0 < x < a  va 0<cp<7i bo'lgani uchun ignaning 
barcha holatlari (ya’ni barcha elementar hodisalar) tomonlari 0 va ïï 
bo‘lgan to‘g ‘ri t o ‘rtburchak nuqtalari bilan aniqlanadi (4-shakl).

4-shakl.

Ignaning parallel to‘g‘ri chiziq bilan kesishishi (A hodisa) 
uchun x < / s i n < p  tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarlidir. Izlana- 
yotgan ehtimol, (11) formulaga ko‘ra, 4-shakldagi shtrixlangan soha- 
ning yuzini to ‘g ‘ri to'rtburchak yuziga nisbatiga teng bo‘ladi, ya’ni

P  =  P ( A ) =  — f/sinq>i/cp = — .
an * a n

Byuffon masalasi, snaryadning kattaligi va uning quwatini 
hisobga olish bilan bog‘liq bo lgan otishlar nazariyasining ba’zi 
masalalarini hal etishda asosiy ro lo ‘ynaydi. Bundan tashqari, Byuffon 
masalasi n  sonining qiymatini tasodifiy tajribalar usulidan foydalanib

91topishda ham  ishlatiladi. Haqiqatan ham, yechilgan masaladan n  =  —
P a

fonnula hosil bo‘ ladi. Ignani tashlash yordamida n  ni aniqlash uchun
yetarlicha ko‘p tajriba o ‘tqaziladi va mos n(A) chastota P  =  P ( A )

ehtimolga tenglashtiriladi (bu yerda n tajribalar soni, n (A )  esa 
ignaning parallel chiziqlardan birini kesib tushgan hollar soni).

17-m isol. Tomonlari a  va h  ga (b < a ) teng bo‘lgan to‘g ‘ri 
to‘rtburchakka tavakkaliga nuqta tashlanadi. Tashlangan nuqtadan 
to‘rtburchakning eng yaqin tomonigacha bo‘lgan masofa x  dan katta 
emasligining ehtimoli topilsin.
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Y echish . Umumiylikka zarar keltirmay, to‘g‘ri to‘rtburchak- 
ning uchi koordinatalar boshida va uning tomonlari koordinata o ‘qlari 
bo'y lab yo‘nalgan deb faraz qilamiz (6-shaklga qarang):

n t

b — 

b-x —

. .  M(Vn)

6 - s h a k l .

Tashlangan M  nuqtaning koordinatalarini (^,r/ )  deylik. Hisob- 
lanayotgan ehtimol ushbu A x =  {(^,q);min{^, q, a  — \ , b  — q}<x}  
hodisaning ehtimoliga teng.

A* ={ (^•n);min{^,q,<3-^,6-r|} >  x ) = { { l , r \ ) \ x < i >< a - x , x < ^ < b - x )

tenglik o ‘rinli. Demak, izlanayotgan ehtimol (11) formulaga ko‘ra 6- 
shaklda shtrixlangan sohaning yuzini, to‘g ‘ri to'rtburchakning yuziga

nisbati sliaklida ifodalaaadi, ya’ni J 3( A X) =  F ( x )  =  -^- ,  bu yerda S x

soni A x sohaning yuzi, S  =  a b  esa to ‘g ‘ri to‘rtburchakning yuzi.
A g a r x < 0  bo‘lsa, S x = 0 va x > b / 2  bo‘lsa, S x =  S  muno- 

sabatlar o‘rinli ekanligini ko‘rish qiyin emas. Endi 0 < x < b / 2  
boTsin, uholda S x =  S  -  ( b - 2 x ' ) ( a -  2 x ) . Demak,

0, agar x  <  0,

F ( x ) = <j 1 — (1 - 2 x /  b ) ( \ - 2 x  / a) ,  agar 0<  x <  b  / 2,

•[1, agar x >  b /  2.
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7-§. S h a r t l i  eh tim o lla r. H odis a la m in g  b o g ‘liqsizligi

Shartli ehtimolning ta’rifini kiritishdan oldin bir qancha 
m isollar ko‘ramiz.

18-m isoI. Oilada 2 ta farzand bor. 0 ‘g ‘il bola tug‘ilish ehtimo-

lini — deb olib, ushbu hodisalarning ehtimollari topilsin.

I o. Oiladagi harikkala. farzand o ‘g ‘il (A hodisa).
2 °  Oilada bitta farzand o‘g ‘il ekanligi malum (B  hodisa). Oila­

da ikkinchi farzand ham o‘g£ il.
Y e c h ish . Ikkita farzandli oilalarda bolalami jinslari bo‘yicha 

taqsimoti quyidagicha:
1 )  birinchi bola o‘g‘ il, ikkinchisi kam o ‘g ‘i l ( o ‘o‘);
2 )  birinchi bola o‘g‘il, ikkinchisi qiz (o ‘q);
3 )  birinchi bola qiz, ikldnchisi o ‘g‘ il (qo‘);
4-) birinchi bola qiz, ikkinchisi ham qiz (qq).
Dem ak, elementar hodisalar fazosi Q ={o‘o‘,qo‘,qq} ko'inishga 

ega va bunda barcba elementar hodisalar teng ehtimolli. Klassik

ta’rifga ko‘ra P { A ) - ^ .

o

2  -holda biz qo‘himcha axborotga egamiz (B  hodisa baja- 
rilgan), ya’ni oilada bitta bola o ‘g ‘il. Bu holda endi o V ,  o‘q, qo‘ 
elementar hodisalar teng inakoniyatli, demak, izlanayotgan ehtimol

ga teng deyish tabiiy.

1 9-m isol. Idishda in ta oq va n -  m  ta qora shar bor. Idishdan 
ketma-ket 2 ta shar olingan.

I o. Olingan liar ikkak shar oq (A hodisa) ekanligining ehtimoli 
topilsin.

2 ° . Agar birinchi olingan shar oq ( B  hodisa) ekanligi ma’lum 
boTsa, ikkinchisi ham oq shar ekanligining ehtimoli P ( A / B )  topilsin.

Y e c h ish . Ehtimolning klassik ta’rifidan P ( A )  = ” ^ n‘ ^  ekanligi
« ( / 7 - 1 )

kelib chiqadi. Ikkinchi holda, birinchi olingan shar oq bo‘lgani uchun,
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ikkinchi tanlashdan oldin idishda n - 1 ta shar qolgan va ulardan m  — 1
УП—1

tasi o q ,  demak P ( A  / B )  = ----- .
n—1

Ehtimol ldassik usul bilan kiritilgan holda A ,  B,  A l  В  va AB  

hodisalarning ehtimollari mos ravishda

Р ( А )  =  ^ й ; Р ( А В )  =  O ü d ë l -  р ( £ )  =  Ш . 1; 
iV(fi) N Q )  N ( Q . )

-Р ( Л  /  В )  — N ( A / B )  _  Р ( А В )
’ N(B) Р(В)

ekanligi ravshan. Bu oxirgi tenglik shartli ehtimolga umumiy ta’rif 
berish imkonini b erad i.

5-ta’rif. ÍQ ,A  P )  ehtimollar fazosi berilgan va А,В<=Я;  
P ( B ) >  0  bo‘lsin. A hodisaning В  hodisa ro‘y bergandagi shartli 
ehtimoli deb ushbu

PB ( A )  =  P ( A / B )  =  ^ -  (12)

nisbatga aytiladi.
(12) nisbatni

Р(ЛВ) =  Р{В)Рв (Л) (13)
shaklda qayta yozib, k o ‘p a v tir ish  fo rm ulasi deb ataluvchi tenglikni 
hosil qilamiz. (13) tenglikdan, induksiyaga ko‘ra, hodisalaming 
ixtiyoriy ko‘paytmasíning ehtimolini topishga doir ushbu formula 
kelib chiqadi.

Agar Al , A 2 , . . . , A tl hodisalar uchun P ( A }A2.--A>1__[ ) > 0 boisa, u
holda

P { A xA2...An) =  Р { А х) Р ^ А 2 ) Р А А 2 (<А ъУ - - Р А1А^ Ап_ х( А г, ) .  (14)

20-m isol. 3 ta tuz, 4 ta qirol va 2 ta valetdan iborat bo'lgan 
qartalar dastasidan ikki o ‘yinchi galma-gal tavakkaliga (bittadan) 
qarta olishadi. Qaysi o ‘yinchi birinchi boiib  dastadan tuz olsa, Shu 
o‘yinchí o‘yinni yutgan hisoblanadi. Agar valet chiqsa o ‘yin durang 
bo‘ladi. Olingan qartalar dastaga qaytib qo‘yilmaydi. Birinchi 
o‘yinchining yutish ehtim oli topilsin.

Yechish. Ehtiinoli izlanayotgan hodisani A orqali belgilaymiz. 
U holda A hodisa A=  {t, qqt, qqqqt} ko‘rinishga ega. Bu yerda “t” -  
birinchi o‘yinchiga tu z  chiqqanini, “qqt” — birinchi va ikkinchi
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o ‘yinchiga qirol chiqqandan so'ng birinchi o‘yincliiga tuz chiqqanini 
va nihoyat ’’qqqqt” — birinchi va ikkinchi o ‘yinchilarga ikkitadan qirol 
chiqib, so‘ ng birinchi o ‘yinchiga tuz chiqqanini bildiradi. Klassik 
ta’rifga va shartli ehtimolning ta’rifxga ko‘ra quyidagilami topamiz:

P ( q )  = 4 /9 ,  P ( t )  =  3 / 9 ,  Pq( q )  = 3 / 8 ,  Pqq(?) = 3 / 7 ,

PM( i )  = 2 / 7 ,P w (i ) = l / 6 I PW i( 0  =  3 /5 .

Topilgan ehtimollarni yuqoridagi (14) formukga qo‘ysak
P ( q q t )  = P ( q ) P q( q) P vlO )  = 4 / 9 - 3 / 8 - 3 / 7 = 1 / 1 4 ,

P (qq qq t )  =  P{q)Pq( q ) P J q ) P m {q)I%m {t) = 4/9- 3 /8- 2 /7-1/  6- 3/ 5 =1 /210 
tenglik hosilbodadi. Demak

P ( Ä )  =  P ( t )  +  P ( q q t )  +  P ( q q q q t )  = 1 / 3  +  1/14 + 1/ 210 = 43/105  
ekan.

2 -te o re m a . Agar B e  f l  -  fiksirlaagan hodisa bo‘lsa, u holda 
PK( A )  shartli ehtimol, A e  f l  hodisaning PB funksiyasi sifatida yangi 
( ü , f l ,  PB) ehtimollar fazosini aniq laydi.

I s b o t i .  Teoremani isbotlash uchun PB ning ( Q j t )  o ichovli 
fazoda aniqlangan ehtimol odchovi ekanligiga ishonch hosil qili- 
shimiz, y a ’ni PB uchun K l, (C2, K3 aksiomalar o ‘rinli ekanligini 
ko‘rsatamiz. Haqiqatdan ham, (12) formuladan

P fi( ^ ) > 0  va P B ( n ) = ? l B l ! l  =  J l ? l =  i 
b \  J P (B ) P(B)

munosabatlaming o ‘rinli ekaaligi kelib chiqadi. Agar At, A 2

birgalikda bodmagan hodisalar bo'lsa (.4,- A2 = 0  ), u holda A ß  va
A2B  hodisalar ham birgalikda emas. Demak,

p  , 4  + A  P^ B+A2ß ) -  P(A B) + P (A 2B) _ P(A2B ) _
1 2)  P(B) P(B) P(B)  P(B)

=  P b ( A )  +  P b ( A 2),

ya’ni PB claekli additiv.
A1, A 2, . . . ,An,... hodisalar ketma-ketligi An+] c  An, n =  1,2,... va

rr_

p | Ai:= 0  (ya’ni An -i-0  ) shartlami qanoatlantirsia. U holda {BAn}
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ketma-ketlik uchun ham BAn+] c: BAr va p | BAn =  0  munosabatlar
n=l

o ‘rinli boiadi va P  ning nolda uzluksizligiga ko‘ra

lim PB{ A n) =  lim ^ l  = _ i ^ l i m P(Ä 4n) = 0.
n —M O « - > 0 0  r (  i > )  l i t ) )  t f - * 0 0

Bundan 3-§ dagi 1-teoremaga asosan PB uchun K3 aksiomaning 
o ‘rinli ekanligi kelib chiqadi.

Demak, PB fiinksiya (Q ,A)  o ichovli fazoda aniqlangan ehtimol 
oichovi ekan.

H o d isa ia rn in g  b o g iiq s iz lig i. Hodisalaming bogiiqsizligi ehti- 
mollar nazariyasining asosiy tushunchalaridan bin hisoblanadi. Bu 
xossa ehtimollar nazariyasini oichovli fazolaming umumiy nazariya- 
sidan ajratib turadigan o ‘ziga xos xususiyatini aniqlab beradi.

Agar P ( A /  B )  =  P ( A )  tenglik bajarilsa, u holda A hodisa B 

hodisaga bogiiq emas deyish tabiiydir. Agar P ( A )  > 0 boisa, u holda 
P ( B / A )  shartli ehtimol mavjud va ko‘paytirish teoremasiga k o ia

P ( B I A )  =  ^ = P ( B ) P { A / B ]  =  P ( B )
P ( A ) P ( A )  v

Demak, A  hodisaning B  ga bogiiqsizligi dan B  hodisaning ham
A  ga bogiiqsizligi kelib chiqadi, ya’ni A  va B  hodisalaming
bogiiqsizligi simmetriklik xususiyatiga ega ekan.

Agar A  va B  hodisalar bogiiqsiz boisa, u holda 
P(A B)=  P(A)P(B) tenglik o ‘rinli va bu tenglik A va B hodisalaming 
ehtimollari nol boiganida ham ma’noga ega. Natijada biz ushbu 
ta’rifea kelamiz.

6-ta’rif. Agar
P ( A B )  = P ( A ) P ( B )  

tenglik o‘rinli b o isa  A  va B h o d isa la r b o g ‘liqsiz  deyiladi.
21-misoI. Tajriba simmetrik tangani 2 marta tashlashdan iborat. 

A  orqali birinchi tashlanganda gerb chiqish hodisasini, B  orqali esa 
tanga ikkinchi marta tashlanganda gerb chiqish hodisasini 
belgilaymiz. U holda elementar hodisalar maydoni ß={gg,gr,rg,rr}, 
A  =  { gg,gr} vaß= {gg ,rg} to‘plamlardan iborat boiadi. Agar elementar 
hodisalaming har biri 1 /4  ehtimolga ega ekanligini hisobga olsak, u
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holda P ( Ä )  = 1 / 2, P ( B )  = 1/2,  P ( A B )  =  1 /4  boiadi. Demak, 
P ( A B )  = P ( A ) P ( B )  va AZ? hodisalar bogiiqsiz.

7 -ta ’riff. A ¡ , A 2 , . . . , Á I7 hodisalar berilgan boisin. Agar ixtiyoriy 
1 < /, < i2 < . . .  < i t < n ;  2  < k  <  n sonlar uchun

P { A h A i2 . . . A , k ) =  P ( A  ) P ( A h ) . . . P ( A .  )

tengliklar o ‘rinli bo‘lsa, n holda A ¡, A 2 , . . . , A n b irg a lik d a  b o g ‘liqsiz  
h o d isa la r  deyiladi.

7-ta’rifdan A X, A 2 , . . . ,  A n , birgalikda bogiiqsiz hodisalar bolsa , u 
holda ularning ixtiyoriy qism to‘pkmidagi A f , A ¡ , . . . , A ¡  hodisalar
ham birgalikda bogiiqsiz ekanligi kelib chiqadi. Ushbu misol hodisa- 
laming birgalikda bogliqsizligi ularning juft-jufti bilan bogliqsiz- 
ligiga nisbatan kuchliroq shart ekanliginiko‘rsatadi.

22-m iso l. Tajriba simmetrik tangani 2 marta tashlashdan iborat 
b oisin  (20-misolga qarang). A = { g g , g r } ,  B = { g g , r g }  va 

C = { g g , r r \  —  tanga ikki marta tashlaganda ikki marta bir xil tomon 
tushish hodisasini belgilaymiz. Agar barcha elementar hodisalar bir xil 
ehtimolga ega bo‘Isa, u holda

P ( A )  =  ± ,  =  P ( A B )  =  P ( A C )  =  P ( B C )  =  -i-,

am m o P ( A B C ) =  -  * -  = P ( A ) P { B ) P ( C ) ,  y a ’n i A , B , C  hodisalar ju ft- 
4 8

jufti bilan bogiiqsiz, lekin nlar birgalikda bogiiqsiz emas.
EhtiiÖbffer uazaúyasida ko‘pinclia bogiiqsiz hodisalar bilan 

birga hodisalar sinflarining bogliqsizligini ham qarashga to‘g ‘ri 
keladi.

8-ta’r if. ß . \ J L hodisalarning algebralari (cr-algebralari) 
berilgan b o isin . Agar barcha { A ¡ e J L ¡ , / =  1,2,...,« } hodisalar uchun 
P (A jA 2. . .An) =  P ( A , ) P ( A 2) , . .P (An) tenglik o'rinli bolsa, u holda 

A \ J Í 2, - - ‘,ßn algebralar (rr-algebralar) birgalikda bogiiq siz  deyiladi.
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8-§. Т о ‘1а e h tim o llik  fo rm uiasi. Bayes fo rm ulasí

A i , A 2 , . . . , A n i uft-jufti bilan birgalikda bo‘lmagan va musbat
n

eht i mol larga ega bo‘lgan hodisalar bo‘lsin. Agar bo‘lsa, u
7=1

holda

P ( B )  =  Ÿ , P ( A I) P ( B / A J )  (15)
j=i

formula oVmli. (15) formulaga to ‘la  eh tim o llik  fo rm u iasi deyiladi.
(15) formulani isbotlash uchun В =  A . B  +  A ^ B + ... + A nB  teng- 

likka murojaat qilamiz. B u  yerda A ]B , A 2B , . . . , A tlB  juft-jufti bilan bir­
galikda bo‘lmagan hodisalar ekanligi ravshan. Demak,

P ( B )  =  X  P ( B A j ) .

j-1
Bu tenglikning P(BAj)  qo‘shiluvchilariga ko'paytirish formulasini 
qo‘llab, toTaehtimollik Formulasini hosil qilamiz.

ТоЧа ehtimollik formuiasi, murakkab hodisalaraing ehtimol- 
larini shartli ehtimollami qo‘llab topishda asosiy vosita vazifasini 
bajaradi.

Ehtimolning (T-additivlik xossasidan foydalanib, (15) formulani 
A l , A 2 , . . .  — sanoqli, juft-jufti bilan birgalikda bo‘lmagan hodisalar 
uchun umurriashtirish mumkin.

23-m isol. Birinchi idishda 2 ta oq va 3 ta qora, ilddnchisida esa 
1 ta oq va 4  ta qora shar bor. Birinchi idishdan tavakkaliga 2 ta shar 
olib ikkinchisiga solingandan so‘ng ikkinchi idishdan tavakkaliga 
olingan shar oq shar ekanligi ehtimoli topilsin.

Y echish. A X, A 2 va  A 3 lar orqali birinchi idishdan ikkinchisiga 
olib qo‘yilgan sharlarning mos ravishda har ikkalasi ham oq, har 
ikkalasi qora va tvirli rangda bo‘lish hodisalarini, В  orqali esa ikkinchi 
idishdan olingan shar oq shar bo‘lish hodisasini belgilaymiz. U holda 
ehtiinolning klassik ta’riflga ko‘ra



tengliklar o'rinli bo‘ladi. Izlanayotgan hodisaning ehtimoli, toTa 
ehtimollik formulasiga ko‘ri, quyidagicha bo‘ ladi:

P ( B )  =  P ( A ) P ( B  ! A ,)+  P ( A 2) P ( B  i A2) +  P ( A 3) P ( B  /  A3) =
1 3  3 1 6 1 __6_

To’7  Tó’ y  To '7 ~ 3 5 " '

Ko'paytirish formulasidan ushbu

P ( B ) P (  Ak ! B)  =  P [ B A k) = P ( A k ) P ( B  ! Ak ), k  = 1,..., n,

tenglikning o ‘rinli ekanligi kelib chiqadi. Rundan to‘la ehtimollik 
formulasiga tavanib topamiz:

L , * =  ( ,6 )
I  P(A ,)r<.B I A ,)  

y '= l

(16) formulaga Bayes fonnulasi deyiladi. Bayes formulasi 
matematik statistikada keiig qo‘llaniladi. Statistik qo'llanishlarda 
A l, A 2 , . . . , A n hodisalami ko‘pincha “g ip o teza la r”, P(^¿) ehtimolni ^  
gipotezaning a p r io r  (ta jrib ag ach a ) eh tim oli P ( A k /  B )  shartli ehti­
molni esa uning ap o ste rio r ( ta jr ib a d a n  so4nggi) eh tim oli deb ata- 
shadi.

24-m isol. Shifokor bemomi tekshirib ko'rganda uning A x. A2, A 3 

kasallilclarning biii bilan og‘rigaaligini gumon qildi. Ularning 
ehtimollari m a’lum shartlar ostida mos ravishda quyidagilarga teng: 
P ( A ¡ ) =  1/2, P ( A , )  = 1/6, P ( A 3) = 1/3. Shifokor kasallikning tashxisini 
aniqlash uchun, agar bemor Ay kasallik bilan og‘rigan bo‘lsa. 0,1 
ehtimol bilan, A , kasallik bilan og‘rigan bo' Isa, 0,2 ehtimol bilan va 
A3 kasallik bilan o g ‘rigan boTsa, 0,9 ehtimol bilan ijobiy natija 
beradigan tahlil belgiladi. Jami besh marta tahlil o ‘tkazilib, ulafdaii 
to‘rttasi ijobiy va bittasi esa salbiy natija berdi. Tahlil o‘tkazilgach har 
bir kasallikning ehtimollari bisoblansin.

V e c h ish . B  orqali beshta tahlildan to'rttasi ijobiy va bittasi 
salbiy natija berish hodisasini belgilaymiz. Bemor A. kasallik bilan

P ( B / A ¿  = P ( B / A 2)  = ± ,  P ( B / A 3) =  I



0.01

og'rigan holda (ya’ ni A,  gipotezasi bajariisa) B  hodisaning ro‘y 
berish ehtirnoli Bernulli formulasiga ko‘ra

P (B  /  A,) =  C4 (0, l)4 • 0 ,9  = 5 ■ 0,00009 = 0,00045.
Xuddi shu kabi A 2 va A3 gipotezalar uchun bu ehtimolliklar 

mes ravishda
P (  B  /  A2 )  = C4 (0 .2  y  ■ 0,8  = 5  ■ 0 ,00 1 2 8  = 0,0064

va
P { B / A ^  = C 54(0 ,9 )4- 0,1 = 5-0,06561 = 0,32805

b o 'lad i.
Shunday qilib, Bayes formulasiga ko‘ra, tahlillar o ‘tkazilgach, 

A x kasallik bilan og‘ riganlik ehtirnoli

P ( A X i  B )  = ------------------- 1/2-0.00009------------------ *  0,002,
v 1 7 1/2-0,00009+1/6-0,00128+1/3-0,06561

A kasallik bilan og‘ riganlik ehtirnoli

P ( A 2IB)  = ------------------ 1/6-0.00128-----------------
2 1 J 2 - 0,00009+1/6-0,00128+1/3-0,06561  

va A 3 kasallik bilan o g ‘riganlik ehtirnoli

P (J 3 /  B )  = -------------------0:.-65—----------------------« 0 ,9 8 8
v 3 1 /2 -0 ,00009+ 1/6  -0,00128+1/3-0,06561

ekanligini topamiz.
Bu hisoblashlarni nazarda tutib, shifokor bemor A3 kasallik 

bilan og'rigan deb tashxiz qo‘yishi tabiiydir.

9-§. B og‘l i q  b o ‘lm a g a n  ta j r ib a la r  ketm a-ketlig i

Tajriba deb, b iz  natijasi tasodifíy hodisalardan iborat ekspe- 
rimentni tushunamiz. Biz qabul qilgan aksiomatikada tajriba qan- 
daydir ehtimollar fazosidan iborat. Bir xil tajriba n marta ketma-ket 
o‘ tkazilayotgan b o'lsin  va har bir tajribaning natijasi N  ta elementar 
hodisalardan iborat bo'lsin. Umumiylikka zarar keltirmay, ularni
0,l,...,iV— 1 sonlaridan iborat deyishimiz mumkin. Elementar hodi- 
salar fazosi bu holda diskret fazo bo'lib, ushbu ko'rinishga ega 

Q =  {co;co = (co1,G)2, = 0, l , . . . , iV- V,k = 1,2,...,«}



CO =  (<»!,C02 ,...,CÖ„) elem entar hodisa a k ; k  =  1,2,...,»  äimvolni b i z  k  

nom erli ta jr ib a d a  co- hodisa ro ‘y berdi deb talmin qilamiz.
Har foir coe Cl elementar hodisaga

p ( u )  =  ® „ ) = P ( 0 l P a 2  ••• P m „ (17)
ehtim olni m o s  q o ‘yamiz, bu y erd a  m anfiy bo‘lm agan p 0 . p i , . . . . p v _ l

sonlar quyidagi shartni qanoatlantirsir:
N - l

£ &  =  1- (18)
1=0

(17) ten g lik  orqali berilgan p ( co) sonlar (Q,«K(Q)) o lch o v li fazoda 
ehtim ol o ‘ lchovini kiritishi uchun (5) m unosabatning o ‘rinli 
ekanligini, p ( co)>0 boTgani sababli ^  j5(w ) = l  ekanligini k o ‘r-

oeQ
satish k ifo y a . Haqiqatdan ham, (17), (18) tengliklarga k o ‘ra,

N
X  p ( c0) =  X  _ _ p { Ö>1,CD2, =

1 coj;(a2;...;co„=0,Ar
•V n jV-1

E  __ P o \ P l i ) 2  ' "P«>n Z  P * i
co] ;(02 ,=-0,.V /=1 cof =0

Dem ak, Q  fa z o ,  uning barcha q ism  to plam laridan tashkil topgan JA o -  

algebra va um da
P { A ) =  £ /? (c o )  (19)

cae
form ula o rq a li  kiritilgan ehtim ol o ‘lchovi ehtim ollik modelini 
aniqlaydi. ( 1 8 )  tengiikdagi p i  sonlar alohida olingan (fiksirlangan) 
ta jnbada 7-natijaning ro ‘y  berish ehtiinolidan iborat. Haqiqatan ham, 
agar A k ( i )  =  {co; co¿ = /} boTsa, u holda (19) tenglikka ko 'ra

P ( A k( r)) = X  P ( f 0 i , ( a 2 , . . . , ( 0 k , . . . , ( d n )  =

(aeJk [i)

N - l  N - l  N - l  N - l  N - l

X  •"  X  X  X  X  " P a k _\ P i P<ak+x •■■Pio„ — P i  ■
coj=0 üo¿_i=0coi-=0to¿+i=0 co„=0

F araz  qilaylik, Q k A-tajribanirig elem entar hodisalar fazosi 
A k = M ( Q ) ,  Pk  esa (Q , ,yit ) o ic h o v li fazoda p 0 , p l , . . . , p N _ l sonlar
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yordam ida kiritilgan e h tim o i o ‘lchovi bo ‘lsin. U holda ( C l k , ß k - P t )  

ehtim ollar fazosini /с-ta jrib an in g  m atem atik modeli va (Q , J Í .  , P X),  

( d J i 2 , P 2 ),  (Q п ^ Я „ , Р „ )  ketm a-ketlikni esa tajribalar ketma- 
ketligining modeli deb a ta s h  m um kin.

I B O B G A  D O I R  M A S A L A L A R

1. U ,n  amallariiing quyidagi xossalari isbotlansin:
1) A \ J  В  = P U  A \  А Г \  В  = В  П A  (kommutativlik);

2) (¿Uiï)U C =  ^ и (5 и С ) , (^ П 5 )П С = ^ П (5 П С )
(assotsiativlik);

3) A { \ ( B \ j C ) =  ( / i n S ) U ( ^ n C ) ,

A  U ( В  П C ) =  ( A  U В )  П ( А  fl C) (distributivlik);

4) A [ j  A  =  A , A f ^ \ A  =  A  (idempotentlik);

5) A { j  В  =  A [ ]  В  (iU áiam chilik  prinsipi).

2. Q - ix t iy o r iy  to 'p lam , A , A t , A 2 , . . . v a B . B l , B 2 , . . . - Q  ning 
qism to 'p lam lari b o ls ín .  S im m etrik ayirm a quyidagi xossalarga ega 
ekanligi k o ‘rsatilsin:

3. A  va В  hodisalar birgalikda bajarilishi uchun, 
A  + B , A  +  B . A  +  В  h o d isa larn in g  ko 'paytm asi bo ‘sh bo 'lm aslig i
zaiur va yetarli ekanligi isbotlansin.

4. Idishda к  ta o q  va / ta qora shar bor. Idishdan tavakkaliga 
bitta shar olib chetga q o 'y ila d i. U  oq shar ekan. So‘ngra idishdan yana 
bitta shar olinadi. Bu olingan shar ham oq shar b o ‘lish ehtimoli 
topilsin.



5. n  ta  elem entdan iborat to ‘plam  berilgan. U ndan tavakkaliga 
b o ‘sh b o ‘ lm agan qism  to‘plain  tanlanadi. Tanlaagan qism  to ‘plam dagi 
e lem en tlar soni ju ft b o ‘ lish ehtimolini toping.

6. Ehtim ol tushunchasidan foydalanib, quyidagi ayniyatlar 
isbotlansin:

1) Í c k„ = 2 k; 2) ± ( c k„) 2 =  C n2 „ ,
k =0 Jt=0

3) ¿ ( -1  y - kC*n = C U , m > n - l -

k = 0 Jt=0

_  x \ n - k  r * k

4=0 
m

_now -24) 2  k ( k  - 1  ) C *  = »?(/» -  1)2”  , m >  2 .
*=o

7. Ikkita A  ya.  B  talabalar quyidagi o 'y inn i o 'ynashadi. Bi- 
rinchi qadam da A  talaba uchta nom erlangan kubning oltitadan yoq- 
lariga 1 d an  18 gacha boTgan sonlam i xohlagan tartibda joylashtirib 
chiqadi. Ikk inch i qadam da B  talaba nom erlangan kublarini yaxshilab 
o ‘rganib chiqib, ulardan biriixi tanlaydi. Uchinchi qadamda A  talaba 
qolgan kublax'dan birini tanlaydi. So‘ngra h ar qaysi o‘yinchi o ‘zidagi 
n om erlangan  kubni tashlaydi va katta ochko tushgan talaba o ‘yinni 
yutadi. B ianday o ‘yin qaysi talaba ixchxxn foydaliroq?

8. Tavakkaliga tanlangan butun musbat son tub son boTish 
ehtim oli topilsin .

9. a  -  algebra tashkil etm aydigan hodisalar algebrasiga xnisol 
keltiring.

10. Í5 — sanoqli to ‘plam  va f l  uning barcha qism  to ‘plam laridan 
tashkil to p g an  a -algebra b o ls in . Agar A  chekli b o ‘Isa, f i ( A )  =  0 va 
agar A  ch ek siz  b o ‘lsa / u { A )=qo deylik. /j ( )  to 'p lam  funksxyasi chekli 
additiv, am m o  sanoqli additiv em aslig ik o ‘rsatilsin.

11. H ar b ir « > 1  da A l , A 1 , . . . , A n hodisalar k o ‘paytm asi uchun
ushbu

p f  n  4  - (« -D
\i=l /  ¡=1

tengsiz lik  isbotlansin.
12. P ( A / B )  +  P ( A / B )  =  l ,  P ( A i  B )  +  P ( I / B )  =  ] tengliklar, 

um um an olganda, noto‘g‘ri ekanligini k o ‘rsatuvchi m isollar keltiring.



13. A X, A ^ , . . . ,  A , ,  bogTiqsiz hodisalar va P ( A i ) <  l , i  =  1,2, . . . , n  

bo‘lsin. U  holda sh u n d a y  B  hodisaning m avjudligini ko’rsatirsgki, 
P ( 5 ) > 0  bo‘lib, ix tiy o riy  1 < i < n  uchun B  fl A l = 0  bo ‘lsin.

14. n  ta sh a r  n  ta yacheykaga tasodifiy ravishda joylashLtiril- 
gan. A ynan ikkita y ach ey k an in g  b o ‘sh boMish ehtim oli p n top ilsin .

15. Tanga n  m arta  tashlanadi. Har bir tajribada “gerb” ch iq ish  
ehtimoli p ,  ra q a m  chiq ish  ehtimoli esa q .  n ( n )  orqali ch iq q an  
gerblar soni toq b o 'l i s h  ehtim olini belgilaylik. n ( n )  topilsin.

16. Ixtiyoriy u c h ta  A , B , C  hodisalar uchun
\ P ( A B )  -  P ( A C ) \  <  P ( B A C )  

tengsizlik o‘rinli ek a n lig i isbotlansin.
17. A  hodisa o ‘zi b ilan  bog‘liqsiz b o ‘lsa, uning ehtim oli 0 yok i 

1 ekanligi isbotlansin.
18. A  va B  bogT iqsiz hodisalar boTsin. Bu hod isa larn ing  

ehtim ollari orqali q u y id ag i hodisalarning ehtim ollari hisoblansin.
a) A  va B  h o d isa la rd an  k  tasi ro ‘y  beradi;
b) A  va B  h o d isa la rd an  eng ko ‘pi bilan k  tasi ro ;y beradi;
c) A  va B  hodisalardan eng kam ida k  tasi ro‘y  b e ra d i, 

(0 < A :< 2 ).
19. A , B t , B , hodisalar berilgan. A  va B ] hamda A  v a  B ,  

hodisalar bog'liqsiz: b o is a ,  u no k1 A  va 5, U j8; hodisalar b o g 'l iq s iz  
bc 'lish i uchun A  v a  f l P 2 hodisalarning b og‘liqsiz boMishi za ru r va
yetari.' ekanligi isbo tlansin .

20. A  va B bogTiqsiz hodisalar va P ( / J - 5 )  = l b o 'ls in . U 
holda yoM A  y o k i  B hodisaning ehtim oli 1 ga teng ek an lig i 
ko‘rsatilsin.

T E S T  S A V O L L A R I

1. A  hodisa q a n d a y  b o ‘lganda A \ j A  =  A  tenglik o 'rin li bo‘la d i?
A. A  =  0  B. A  =  Q  C . A  =  Q \ A  D. Hech qachon.
2. A  va B h o d isa la r  qanday bo 'lganda ( A [ j  B) \  B -  A  te n g lik

o ‘rinli?
A. B  =  0  B .  A = 0  C . A B  =  0  D .H ard o im .
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3. Q u y id ag i ifodani sodda Jashtiring: ( A  ■+ B ) (  A  +  B ).
A. A +  B  B. B  C. 0  D . A .

4. Q u y id ag i ifodani soddalashtiring: ( A  +  B ) [ A  + B ).
A. 0  B. A  C .  B  D. fi.
5. A g a r  boTsa, A B  nim aga teng?
A. B  B. A  C. B - A  D. A - B .
6. A c :  B  boTsa. A B C  ifodani soddalashtiring.
A. B  B. B C  C. A  D. A C .

7. Q an d ay  shart bajarilganda A-i- B; A-t- B;  A + B  hodisalar 
b irgalikda b o 'la d i?

A. A *  ( 2  B. A B  = Q  C . A B * 0  D. B * 0 .

8. Id ish d a  3 ta o q  va 7 ta  qora skar bor. Idishdan tavakkaliga 
olingan shar oq shar b o iis h  ehtimoli topilsin.

A. 7/15 B. 0,7 C. 1/15 D. 0,3.
9. 36 ta l ik  qartalar dastasidan tavakkaliga ikk ita  qarta olingan. 

U lam ing h a r  ikkalasi ham  tuz boMish ehtim olini toping.
A. 1/81 B. 1/105 C. 1/9 D. 0.
10. T avakkaliga  tanlangan ikkita raqam lar ichida 0 raqam i yo‘q 

boTish eh tim o li topilsin.
A. 0,8 B. 0 ,9 C. 0,81 D. 0,99.
11. T avakkaliga  tanlangan ikkita raqam lar ichida 0 raqam i yoki 1 

raqam i y o ‘q b o ‘lish ehtimoli topilsin.
A. 0 ,99  B. 0,64 C . 0,98 D .0 ,8 1 .
12. 6 ta  oq va 8 ta qora shar solingan idishda.n tavakkaliga ikkita 

shar olingan Ilckala shar ham  bir xil rangli bo 'lish ehtim olini toping.
A. 4/7 B. 25/49 C . 3/7 D. 43/91.
13. U c h ta  sim metrik tanga bir vaqtda tashlanganda ikki marta 

gerb ch iq ish  ehtim oli qanday?
A. 3/4 B. 1/2 C . 3/8 D. 5/8.
14. A g a r  P ( A )  =  0,6; P ( A  +  B )  =  0,8 bo‘lsa P ( A B ) hisoblansin.
A. 0,2 B. 0,32 C . 0,48 D. 0.4.
15. A  v a  B  hodisalar b og‘liqsiz bo‘lib, P { . 4 )  =  0,6: P ( B )  =  0,5 

b o ‘lsa, P ( A  -h B)  hisoblansin.
A. 0,6 B. 0,5 C. 0,3 D. 0,8.



16. Agar A  v a Z? b irgalikda bo ‘lm agan hodisalar b o ‘lsa, to ‘g ‘ri 
tenglikni ko'rsating.

A. A -B = 0  B. A  +  B  =  Q  C .  A c B  D. AB = 0
17. Agar A  v a  B  b irgalikda b o ‘lmagan hodisalar boTsa va 

P { A ) =  p x\ P ( B )  =  p - 1 b o ‘lsa, P ( A  +  B ) hisoblansin.
A. p, B. A  + p 2 - p ]p 2 C. p ¡  +  p 2 D . p 2 .

18. Agar P ( A )  = 1 / 4 ;  P ( B )  =  2 / 3  va P ( A  +  B )  =  5 / 6  b o ‘lsa, 
P ( / lß )  hisoblansin.

A. 7/12 B. 1/6 C. 1/12 D. 12/15.
19. {(x, y , 0 < x , y < \ }  kvadratga tasodifan nuqta tashlangan. 

Ushbu A = { ( x , y ) ; x <  1 /2 } , ß  = {(x , y ) ; y  >  1 / 2} hodisalar uchun ush-
bu tasdiqlarning q ay sin is i o ‘rinli?

A. A v aB  h o d isa la r b o g ‘liqli
B. A va B h o d isa lar birgalikda emas
C. A v aB  h o d isa la r b o g ‘liqsiz
D. A va B ix tiy o riy  hodisalar.
20. {1, 2,3, 4, 5, 6 ,  7, 8 ,9 ,10} to ‘plam dan 3 ta ketm a-ket (qaytaril- 

mas) íanlovdan ib o ra t b o 'lg a n  tasodifiy tajribaga mos kelgan Q  -ele- 
mentar hodisalar fazo sin in g  elem entlar soni topilsin.

A. 720 B. 1000 C. 30 D. 60.
21. {1, 2,3, 4, 5, 6 ,  7 ,8 , 9,1C] o 'p lam dan 3 ta ketm a-ket (qaytari-

luvchan) tanlovdan ib o ra t  b o ‘lgan tasodifiy tajribaga mos kelgan Q - 
elem entar hodisalar fa z o s in in g  elem entlari soni topilsin.

A. 30 B. 720 C. 60 D. 1000.



II B O B . TASODIFIY MIQDORLAR VA TAQSIMOT 
FUNKSIY ALARI

1 -bobda b iz  ( C J . ß , R )  ehtim ollar fazosini aksiom atik  qurib, b a ’zi 
eng sodda ehtim ollik  m odellam i m uhokam a qildik. Anmio ehtim ollar 
nazariyasi faqat tasodifiy hodisalar va ulam ing ehtim ollarini topish 
b ilangina chegaralanib qolganda edi. u bunday yaksalishga va 
am aliyotda bu qadar keng tatbiq doirasiga ega bo ‘lmag;an b o ‘lar edi. 
E htim ollar nazariyasining boshlang‘ich davriga qaytib qim or o ‘yin- 
larida o ‘y inch ilam i o 'y inning  tasodifiy oqibatigina em as, balki u bilaa 
bogT iq b o ‘ lgan yutiiq yoki yutqazish, y a ’ni shu oqibatga mos qo‘yil- 
gan son q iy m at qiziqtirishini eslaylik. Bunday son qiyiuatni tasodifiy  
m iq d o r  d e b  atash tabiiy. Bu bobda biz shu tasodifiy raiqdor tushun- 
chasini o ‘rganam iz.

l-§ . T asod ifiy  m iq d o rla r

E h tim o lla r nazariyasining asosiy tushunclialaridan biri tasodifiy 
m iqdor tushunchasid ir. Tasodifiy m iqdor tasodifga bogT iq holda u 
yoki bu s o n  qiym atlarni qabul qiluvchi m iqdordir. M asalan, tavak- 
kaliga o lin g an  n  ta m ahsulotlar ichidagi yaroqsizlarining soni, n  ta 
o ‘q u z ilgan ida nishonga tekkan o 'q la r  soni, asbobning be to ‘xtov ish- 
lash vaqti v a  hokazolar tasodifiy  m iqdorlarga m iso l bo‘ la oladi. £  -  
tasodifiy  m iq d o r, tajribaning liar bir m um kin boT gan oqibatiga mos 
qo-yilgan so n d an  iborat. Tajriba natijalarining to^plami elem entar ho 
disalar b i la n  ta ’rifiaagani tufayli tasodifiy m iqdorga Q  elem entar ho­
d isalar fazo s in in g  4 =  (C'J) funksiyasi sifatida qarash mumkin. Taso- 
difiy m iqdom ing  ta ’nfini keltirishdan aw al bir qancha misollar k o ‘ramiz.

1 -m iso l. Tajriba tangani 2 marta tashlaslidan iborat. E lem entar 
hod isalar m ay d o n i

Q  = {gg, g r,rg ,rr}
k o ‘rin ish g a  ega. E, -  gerb chiqishlar soni bo ‘lsin. f  ning qiym ati e le­
m entar hodisalarn ing  £ = £ (< y ) funksiyasidan iborat. ( ¿o j  funksiya- 
ning q iy m atla ri jadvali ushbu ko ‘rinishga ega:
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CO gg gr rg rr

£(co) 2 1 1 0

2-m isol. Tanga foirinchi bor gerb chiqqunicha tashlansin. Bu
h o ld a

ß  = { g , r g , r r g , n r g , . . ,  rrr...g ,...}={© „<y2, - , c o ,

£ -  tanga tashlashlar s o n i  boTsin. U holda £ elem entar hodisalarning 

funksiyasi bo 'lib , agar c d  = c o n (»  = 1,2,...) boTsa, =  n  boTadi.
3-m isol. R ad iusi R  ga teng boTgan doiraviy tekis ekranda 

tasodifiy ravishda za rra ch a  paydo b o ‘lish hodisasi kuzatilayotgan 
b o ‘lsin. £ OTqali za rra ch ad a n  ekran m arkazigacha b o ‘lgan m asofani

belgilaylik. Bu holda f i  = { c o \ c o  = (x , y ) \  x “ + y 2 <  R }  -  to 'p lam dan ibo-

rat bo‘ladi. £  e lem en ta r hodisalarning funksiyasi boTib, ¿(<y)=x2 + y ‘

t e n g l i k  o ‘ r i n l i .

Y uqonda k o ‘r ilg an  m isollar tasodifiy m iqdom i elem entar 
hodisalar fazosining fu n k siy asid an  iborat deb izohlash m um kin 
ekanligini k o ‘rsatadi. A m m o  Q  da aniqlangan ixtiyoriy fiinksiyani 
tasodifiy m iqdor deb cjarash  m um kin emas. Am aliyotda k o ‘pincha 

tasodifiy m iq d o m in g  qiym ati u yoki bu  to ‘plam ga tegishli 
b o ‘lish ehtirnoli n im ag a  teng  degan savolga javob  berishga to ‘g ‘ri 
keladi. Demak, sonlar o ‘qidagi yetarlicha keng {5} to 'p lam lar sinfi

uchun biz B )  to ‘plam  hodisalarning f l  er -algebrasiga

tegishli bo ‘lishiga va d e m a k , P ( { c o ; ä (<y)e B } )  ehtimolni hisoblash 
m um kin ekanligiga ish o n ch  hosil qilishim iz kerak.

l - t a ’rif. ( £ 2 , f l , P )  —  eh tim ollar fazosi va £ = % ( a > )  -  Q  da aniq­
langan sonli funksiya b o T s in . A gar har qanday haqiqiy x  uchun

{ c o ^ ( c o ) < x } e ß  (1)

m unosabat o‘rinli boM sa, u holda bunday £ = £ ((« )  funksiyaga
tasod ifiy  m iq d o r d ey ilad i.

Funksional a n a liz  kursidan  maTumki, (1) shartni qanoatlan- 
tiruvchi, Q  <Ja an iq lan g an  £  =  £ (© ) funksiyaga f l  a  -algebraga nisba-
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tan o ‘lc lio v li funksiva  deyiladi. Shunday qilib, fazodagi taso-
difíy m iq d o r J í a  -algebraga aisbatan o‘ lchovli fimksiyadan iborat ekan.

2 - t a ’rif. Ixtiyoriy x e  R  son uchun aniqlangan

funksiyaga S, tasodifiy miqdorning taqsimot funksiyasi deyiladi.
T aso d ifiy  m iqdorning yana bir eng sodda misoli sifatida A e  JE 

h o d is a n in g  I a ( o j ) in d ik a to rin i qarash mumkin;

m u n o sab a td an  I A {a>)  funksiyaning tasodifiy  m iqdor ekanligi kelib 
chiqadi. TJning taqsim ot funksiyasi (2) m unosabatga ko 'ra

k o ‘r in ish d a  ifodalangan tasodifiy m iqdorga d isk re t tasodifiy  m iq d o r 
deyiladi. Agar (3) y ig ‘indi chekli bo ‘lsa, u holda bunday tasodifiy 
m iq d o rg a  sodda (yoki e lem en ta r) tasodifiy m iqdor deyiladi.

(3 )  tenglikdan diskret tasodifiy m iqdor faqat x ¡ , x 2, . . .  qiy- 
m atla rn ig in a  qabul qilishi kelib chiqadi. A gar p i = P {  A.  ) =  P ( g  = x ¡ )  

b elg ilash  kiritsak, a  holda diskret tasodiñy m iqdor £  ushbu jadval 
orqali to ‘ la aniqlam di.

F ( x )  =  F ( x ) = / > ( { g < x ¡ )

0, agar co <£ A .

0 ,  x  < 0,-

{<y;£(ß>)< x \  = A ,  0 < x < l ,  

Q , x  > 1,
(2)

0, jc <  0,

F { x )  =  \ P { A ) ,  0 < x < 1, 

1, x > \ ,

k o ‘rin ish g a  ega.
CO

E n d i A ¡ & _ A , A ¡ n  A j  = 0 ,  tV  /  , J ' ' A¡  = f í  bo 'lsin , u holda

ce
£(<y) = £ x , / 4 (íy );x¿e  R (3)

i=l
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eS X 1 X2 ... x „ . . .
P P i P 2 . . . P n ...

Yuqoridagi j ad v a lg a  diskret tasodifiy m iqdom ing ta q s im o t

£ (© )  =

q o n u n i deb ataladi. B unda ^  p i = 1 tenglik o ‘riiili.
7=1

Tasodifiy m iqdorlarn ing  yana bir qancha m isollarini ko ‘ramiz.
4-misol. S iinm etrik  b ir jinsli tanga tashlansin. Bu holda 

Q = [ o) 1, o j 2 ] bo ‘lib, b u  yerda <u,=“g” , oj2 = “r” , J l  esa Q  ning barcha

qism  to‘plam laridau iborat. = P({<a2}) = y  •

f 1

1, co — co2 

deylik. B u holda
' 0 , x < - l ,

( a > ) <  x j  =  <j { a 2}, - 1  < x < 1,

'iQ .jc > l

m unosabat o 'rinli. Demalc, % ( & > )  -  tasodifiy m iqdor ekan. U ning 
taqsim ot funksivasi

Í 0, x < —1,

F r  (jc) — •{ 1 /  2 , —  1 < x  < 1,

k o ‘rinishga ega va g ra f ig i 7-shaklda keltirilgan.

1 A
F ( { x )

0,5

- 1

7-shakl.
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5-m is ol. [a , b ] kesm aga tasodifiy ravishda nuqta tashlansin. 
y a ’ni nuqta [a,Z>] kesm aning b irorta qism Lo'plamiga tushish ehtim oli 
u  to ‘p lam ning  Lebeg o ‘lchoviga proporsional b o ‘lsin. B unda 
Q  =  [a,Z?] b o ‘lib, Я  esa [a ,è ] kesm adagi barcha B orei to ‘plam laridan 
iborat b o ‘lad i. Ç  = £ ( ( ' >  ) funksiyani

form ula o rqa li belgilaym iz, y a ’ni ç  -  \ a , b \  oraliqqa tushgan nuqta- 
ning koord inatasidan  iborat. Bunda

m unosabatn ing  o ‘rinli ekanligini k o ‘rish qiyin emas. Shunday qilib,

[1 , x > b .

Bu taq s im o t funksiya (8-shakl) \ _ a , b ]  oraliqda tekis taqsim langan 
tasodifiy m iqdorn ing  taqsim otini aniqlaydi.

ç  ( с о )  = œ , œ e

har qanday x e  R  uchun { œ : ç  ( с о  ) <  x }  e  Д , ya’ni ç  ( fd ) tasodifiy 

m iqdor b o T a r ekan. g ( со ) tasodifiy m iqdorning taqsim ot funksiyasi

0,л■ < a ,

F A x )  =  { ^ - , a < x < b ,  
’ b - a

0 a b x

8- s h a k l.

E ndi ehtim ollar fazosi va unda aniqlangan tasodifiy m iqdor 
bo 'lm agan  funksiyaga m isol keltiramiz.
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6-misoI. Q  = [0 ,1 ], A  -  [0,1] oralig‘idagi Lebeg o ‘lchovli to ‘p- 
lam lam ing a  -a lgeb rasi b o ‘lsin. P ( A )  =  A ( A ) ,  A s  A  deymiz, bu  yerda 
1 ( A )  orqali A  to 'p lam n in g  Lebeg o ‘lchovi belgilangan. U  holda 

( Q , A , P )  -  ehtim ollar fazosi. E  -  [0 ,l]  oraliqdagi Lebeg b o ‘yicha o ‘l- 

chovsiz to‘p lam bo‘Is  in*, £(ío) = I E ( c o )  orqali E  to ‘plamning indika-

torini aniqlaym iz. U h o ld a , agar 0 < x < l  boTsa, { c o; |  ( c o )  <  x )  =  E g .  A -  

Demak, yuqorida tasv irlan g an  ( Q , f l , P )  fazoda aniqlangan £ ( c o )  

fimksiya tasodifiy m iq d o r b o ‘lmas ekan.
c  ( c o ) _ ( Q , A F )  ehtim ollar fazosida aniqlangan tasodifiy m iq­

dor v a S c ü -  so n la r o ‘qidagi to ‘plain  b o ‘lsin. A ?  orqali ushbu 

J k = { B - , B c z R ¿ - l ( B ) s A }  

to‘plam lar sinfini belg ilay lik , bu yerda % ~ l ( B )  =  {a) \£,  (<»)e B )  

to‘plam  B  to ‘p lam n m g  proobrazi. A vvalo shuni aytish lozim ki, £ ( c o )  

tasodifiy m iq d o m in g  ta 'r ifid an  £  = (-co ;x ], x e  R  k o ‘rinishdagi 

yarim intervallar A ?  s in fg a  tegishli ekanligi kelib chiqadi.

Quyidagi teo re m a  B orel to 'p lam larin ing cr -algebrasi A t  sinfida

yotishini ko ‘rsatadi.
1-teo rem a. ( f 2 , A . P )  ehtim ollar fazosi, £ undagi tasodifiy 

miqdor, B  esa so n la r o ‘qidagi ixtiyoriy Borel to 'plam i b o ‘lsin. U 
holda

£ - \ B )  =  { a > £ { a > ) &  B } s A  

m unosabat o ‘rinli, y a ’ni har qanday B orel to ‘plam ining proobrazi 
tasodifiy hodisadan ib o ra t.

Isb o ti. a , b \ a - < b  ixtiyoriy haqiqiy sonlar bo‘lsin. U  holda

{ c o ; ^ ( c o  )e  ( a , b ] j  =  { c o ; a  <  ^  ( c o )  <  b } = { © ;£ (« )<  b } \  { c o ; ^ ( c o ) <  a } 

tengliklardan ^ _1((a ,A ])  =  í -1( ( -o o ,¿ ] ) \^ _I((-oo ,a])6  A  munosabat- 
ning o‘rinli ekanligi k e l ib  chiqadi. Dem ak, ( a , b ]  k o ‘rinishidagi barcha

Sariinsoqov T.A. Haqiqiy o'zgaruvchinmg funksiyalari nazariyasi. -  T.: “O'qituvchi”, 
1968, darslikning 60-§ ga qaralsin.
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yarim  in terva llar J A f  to ‘plam ga tegishli. Shu bilan birga R  sonlar 

o ‘qidagi ix tiyo riy  B ,  B ,, B 2,  . . .  to ‘plam lar uchun
r

£-1b \jBf = U r № ) =  (4)
V/=l V /=1

(5)

| - ' ( i ? )  = Q (6)
tengliklar o ‘rinli ekanligini osongina isbotlash m um kin. (4)—(6) teng- 
liklardan J 4 , to ‘plam lar sinfi barcha ( a , b \  yarim  intervallam i o ‘z 

ichiga o lu v ch i cr -algebra ekanligi kelib chiqadi. Borel to ‘plam larining 
a  -a lg eb ras i ( a , b \  k o ‘rinishidagi barcha yarim  intervallarni o ‘z ichiga 

oluvchi m in im al cr -algebra b o ‘lgani uchun B ( R ) c— A * ■ Demak, teore- 

m aning d a ’ vosi ixtiyoriy B  Borel to‘plaini uchun o ‘rinli ekan.
3 - ta ’ rif. (R , B ( R ))  -  sonii to‘g ‘ri chiziq \ a  undagi B orel to ‘p-

lam laridan tashkil topgan cr-algebra bo‘lib, g  -  g ( c o )  funksiya 

( Q , A P )  faz:oda aniqlangan tasodifiy m iqdor b o ‘lsin.
(R , B ( R )) o ic h o v li fazoda

^ ( J ? )= P ({ © ;£ ( © )e  B e  B ( R )  

form ula o rq a li aniqlangan P z  -ehtim ol o lch o v ig a  g  tasodifiy  miqdor- 

ning e h tim o ll ik  taqsim oti deyiladi.
D em ak , har qaysi g  tasodifiy miqdor yangi ( R . B { R ) , P ;  ) ehti- 

m ollar fa zo s in i vujudga keltirar ekan.

2 -§ . T aq sim o t fu n k siy a la r in in g  xossalari, M iso lla r

F i x ' )  funksiya <£ tasodifiy m iqdom ing taqsim ot iunksiyasi 
b o ‘lsin. U  tio ld a  F ( x )  taqsim ot funksiya quyidagi xossalarga ega:

F 1. M o n o to n lik  xossasi: agar x l < x 2 bo ‘Isa, u  holda 
F ( x ,) < F ( jv , )  b o ‘ladi.

F2. F ' i - oo)= lim F (x )  =  0 ;F (+ oo)=  lim F ( x )  = 1.
X —>—«0 X —>+oo
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F3. 0 ‘ngdan uzluksizlik xossasi: lim F ( x )  =  F ( x 0).
x —>x0+0

Isbo ti. F l x o ssan in g  isb o ti {£ < x,} c  {¿; < x2} m unosabatdan va 
ehtim olning 3-asosiy  x o ssasid an  kelib chiqadi. F2 xossani isbotlash 
uchun biz ikkita { x „ } va {y„} sonli ketm a-ketliklam i qaraymiz, bunda 
xn ketm a-ketlik - o o  ga m o n o to n  kam ayadi ( x r. i - o o ) ,  y n esa +co ga 

monoton o ‘sadi ( y n T -ko). A gar A ?i = {® ;|(iu)<x„} va B „ = { c o \ ^ ( a ) ) < y n )  

deb belgilasak, A n  -1-0 va B n T Q  b o ‘lgani uchun F2 xossa ehti- 
m olning quyidan v a  yuqoridan uzluksizlik  xossalaridan kelib chiqadi 
(1.1-teorem aning 4 -  va 2 -punktlariga qaralsin).

F3 xossa ham  xuddi F2 kab i isbotlanadi: 
A  = { c o ;  % ( c o ) <  x0} A n ={© ; £(& >)- xn} b o ‘lsin, bu yerda {x„} ketma- 
ketlik  monoton k am ay u v ch i b o ‘ lib limx„ =  x0 tenglik o 'rinli. Demak,

/7—>20
oo

A n  hodisalar k e tm a-k e tlig i m ono ton  kam ayuvchi b o ‘lib, f ~ ^ A n =  A
n=l

tenglik o ‘rinli b o 'lg a n i sababli (ya’ni A n - l A ) ,  1.1-teoremaning 3- 
punktiga ko ‘ra lim  P ( A n ) = P ( A ~ )  yoki l im F (x )  = F ( x 0) tenglik kelib

/7—>cO x'lxr,

chiqadi.
F ( x )  = F{ (x)  funksiya  um um an olganda chapdan uzluksiz emas, 

chunki ehtimolning o ‘n g d an  uzluksizlik  xossasidan 
p x = F ( x ) - F { x - 0 ' )  = l im ( / r(x )—F ( x - l / « ) ) =  l i m P ( x - l / f t < £  < x ) =

77—>00
f  0

=  P =  P({£  =  x})( J { £ e  ( x -  l /n ,x ]}  

tenglik  o'rinli.
Bundan bare h a  x e  R  so n la r uchun P { %  =  x } =  0 tenglik o ‘rinli 

b o ‘lsa va faqat shu holdagina / v ( x )  funksiya uzluksiz ekanligi kelib 

chiqadi.
Demak. p 0 =  P ( { l ;  =  x „ } ) =  F ( x 0) ~  F ( x 0 - 0) tenglikdan F ( x )  funk- 

siyaning uzilish n u q ta la r id a  p 0 >  0 tengsizlikning o ‘rinli ekanligi 
kelib chiqadi. Har qanday n a tu ra l n  soni uchun F ( x )  funksiyaning
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p 0 =  P({£, =  x 0 )) > — tengsizlikni qanoatlantiruvchi uzilish nuqtalarining 
n

soni n  dan  k a tta  b o ‘lm agani sababli, taqsim ot funksiyaning uzilish  
nuq talari to ‘p lam i ko‘pi bilan sanoqlidir.

F .  (x) =  F ( x ) taqsim ot funksiyaning uzilish nuqtalarini 
jt,, x2, ... o rq a li belgilaylik. Agar — diskret tasodifiy  m iqdor b o ‘lsa, 

x iho lda  p k  =  =  k  — 1,2,... ehtim ollar

&  = 1 P )
k=1

ten g lik n i qarLoatlantiradi v a  aksincha, agar p k , k =  1,2,... ehtim ollar
(7) ten g lik n i qanoatlantirsa, u  holda tasodifiy m iqdor d iskret taso­
d ifiy  m iqdor b o ia d i.

B, -d isk re t tasodifiy m iqdom ing P-: taqsim oti eng k o ‘pi bilan

sanoqli so n d ag i x k nuqtalarda to ‘plangan b o ‘lib, uni
P4 ( B ) =  X  p ( x k )

{ t ; x ke B }

k o ‘rin ish ida ifodalash mumkin.
E ndi am aliyo tda eng ko 'p  uchraydigan diskret taqsim otli taso­

d ifiy  m iq d o rlam i keltiramiz.
B in o m ia l  taqsim o t. Agar diskret tasodifiy m iqdor ^  uchun 

x k  =  k ,  k  =  0 , l , . . . , n  b o ‘lib,

P k  =  P ({£ = k } )  =  C k„ p k (  1 -  p )n~ \ 0 < p  < 1 

b o ‘lsa, u h o ld a  £, tasodifiy m iqdorga ( n , p )  p a ra m e tr li  b inom ia l 
ta so d if iy  m iq d o r ,  P n ( k )  =  p k ehtim ollarga esa ( j i , p )  p a ra m e tr l i  
b in o m ia l ta q s im o t deyiladi. ( n , p ) param etrli binom ial tasodifiy  
m iq d o m in g  taq sim o t funksiyasi

B ( x , n , p ) = ' £ c l p k ( l - p y - k , x £ R
k<.x

k o ‘rin ishga ega. B inom ial taqsim ot n  ta  bog‘liqsiz tajribada 
k u z a tila y o tg a n  A  hodisaning ro ‘y berishlar soni u  ni A  hodisaning 
h a r  b ir ta jr ib ad a  ro ‘y  berish  ehtim oli p  b o ‘lgan holdagi taqsim otidan 
iborat.
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7-m isol. O raliq n azo ra t uchun o ‘tkazilayotgan yozm a ishda 
talaba /? =  4 ta  m asala o ld i. H ar b ir masalani to ‘g ‘ri yechish ehtimoli 
0,8 bo‘lsin, p  orqali to ‘g‘r i  yechilgan  m asalalar sonini belgilaylik. Bu 
holda biz (4;0,8) p aram etrli binom ial taqsimotga egamiz. Uning 
taqsim ot qonuni va taqsim ot funks iyasi quyidagi jadvalda v a  9-shakl- 
da keltirilgan.

M 0 1 2 3 4

0,0016 0,0256 0,1536 0,4096 0,4096

F ( x )

1”

0 ,5 -

0 1 2 3 4 x

9-shakl.

( n , p ~ )  param etrli b inO ' >ial taqsim otni m aksim allashtiruvchi k  

sonni, y a ’ni ro ‘y berish lar soni niiig • ng katta ehtimol bilan qabul 
qiluvchi qiym atini topam iz. B uning uchun quyidagi nisbatni k o ‘ramiz:

P „ ( k )  __ n—k + \  p  _   ̂ (h+1 ) p - k  

P „ { k - 1) k  1 - p  k ( l —p )

A gar k < ( n  +  \ ) p  b o ‘lsa, P n ( k ) > P „ ( k - 1), y a ’ni k  o 'sish i bilan 
P „ ( t )  funksiya m on o to n  o 'sad i; agar k > ( n  +  l ) p  bo 'lsa, 

P n ( k ) < P „ ( k -  1), y a ’ni P „ ( k )  ehtimollar monoton kamayadi. 
m  =[(/?-(-1)jo] — (« + \ ) p  so n d a n  katta b o im ag an  eng katta butun son 

b o ‘lsin, u  holda k  =  m  da  P „ ( k )  ehtimol eng katta qiym atga erishadi. 

Agar ( n  +  \ ) p  butun son b o 'ls a ,  P „ ( k )  ehtimolni m aksim allashtira- 

digan k  ning q iym ati ikk ita : k  = («  + \ ) p  va k  =  ( n  + 1 ) p  - 1 .
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Y uqoridagi 7-m isolda ( n +  l)/?=5-0,8=4 'oo igan i uchun P 4 ( k )  a i 
m aksim allash tiruvch i k  ning qiymati ikkita: k  =  3 va k  =  4 . Bunda 
P 4 ( k )  =0,4096. D em ak, talaba 3 ta yoki 4 ta m asalani yechish ehtim oli
0 ,8 1 9 2  ga teng  ekan.

P u a s s o n  taq s im o ti. A gar £ -diskret tasodifiy m iqdor x k : 0,1,2,... 
q iym atlam i

p k  = n ( k ; A )  =  P ( { Ç = k } )  =  ^ e - ' - - , Â > 0
k \

eh tim olla r b ilan  qabul qilsa, uni A p a ra m e tr li  P u asso n  qonuni 
b o ‘y ic h a  ta q s im la n g a n  tasod ifiy  m iq d o r yoki qisqacha P u asso n  
ta so d if iy  m iq d o r  deyiladi.

A  param etrli Puasson qonuni b o ‘yicha taqsim langan tasodifiy 
m iq d o m in g  taq sim o t fiinksiyasi

n ( x ; À )  =  X j 7 ^ \ x e  R
k<x k '

k o ‘rin ish g a  ega.
Puasson taqsim oti ba’zan kam  uchraydigan hodisalar qonuni 

degan nom bilan  ham ataladi, chunki u har doira k o ‘p tajriba o ‘tka- 
zilib, u lam ing  h a r  birida kazatilayotgan hodisaning ehtim oli kichik 
b o ‘lg a n  hollarda uchraydi.

G e o m e tr ik  taqsim ot. A gar £ tasodifiy m iqdor x k : 0,1,2,... 
q iym atlam i

r  ( k ; j > )  =  p k =  P ( { Ç  = k } )  =  p ( \ -  p f  \ 0  <  p  < \  (8)
eh tim o lla r bilan qabul qilsa, u  p  p a ra m e tr l i  g eo m etrik  qonun  
b o ‘y ic h a  ta q s im la n g a n  tasod ifiy  m iq d o r deyiladi.

8 -m isol. 0 ‘tkazilayotgan fizikaviy tajribada kutilayotgan natija 
c h iq ish  ehtim oli 0.4 boTsin. i  orqali kutilgan natija birinchi marta 
ch iqquncha o ‘tkazilgan  tajribalar sonini belgilaylik. U ho lda  ¿j taso­
difiy m iq d o r 0,4 param etrli geom etrik taqsim otga ega. Q uyida uning
(8) fo rm u la  orqali hisoblangan taqsim ot qonuni va taqsiinot fiinksiyasi 
(10 -shak lda) keltirilgan.

0 1 2 3

3 0,4 0.24 0,144 0,0864

50



F(x),

0 , 5 .

1 0 -shakl.

ç  -  g eo m etrik  qonun bo‘yicha taqsim langan tasodifíy miqdor 
bo 'lsin , u holda

Р ({£  =  n  +  m / Ç  > и }) = Р({£ = m } ) , m =  1,2,.. (9)

tenglik o 'rinli,
H aqiqatdan h a m ,

n l ( t  n  P { { Ç = n + m 4 > n }) P ( { Ç = n + m } )  
P ( { z  =  п  +  т И ;  > n } )  = ----- -----------------=  ~ щ ц у ~

P O  - р Г *

i o - P Ÿ

P { { £ > n } )  

р ( 1 - р Г  -  P(fe = «})

(9) tenglikni y u q o rid a  keltirilgan m isolda sharhlaylik. 8-misolda
E, tasodifiy m iqdorn i natijani “kutish” vaqti deb sharhlash mumkin. 
Bu holda (9) ten g lik n i ( n  -1 )  ta tajribada natija chiqm aganlik shartida, 
yana r u  — 1 ta ta jrib ad an  so ‘ng birinchi m arta natija chiqish ehtimoli 
m  -tajribada b irin ch i m arta natija chiqish shartsiz ehtimoliga teng deb 
izohlash mumkin. B u  (9) tenglik bilan ifodalanadigan xossa so‘nggi 
ta ’s irn in g  yo‘qligi deb  ataladi.

Kezi k e lg an d a  shuni qayd qilish lozimki, barcha diskret taqsi- 
motlar ichida faqat geom etrik  taqsim otgina so 'nggi ta’sirning yo‘qlik 
xossasiga ega.
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3-§. Uzhiksiz tasodifiy m iqdorlar

A gar ¿f tasodifiy m iqdom ing F c  (.v) taqsimot funksiyasi barcha

I £  R  n u q ta lard a  uzluksiz b o ‘lsa, u  holda bunday tasodifiy m iqdorga 
uzluksiz ta so d ifiy  m iqdor deyiladi.

4 - ta ’r i f .  A gar £ uzluksiz tasodifiy m iqdom ing taqsim ot funk- 
siyasini

X
F ( x )  =  F ç ( x ) =  I  p ( u ) d u  (10)

-QO
ko rinishda ifodalash  m um kin b o ‘Isa, bunday tasodiiiy  m iqdorga 
abso lu t u z lu k s iz  tasodifiy m iqdor deyiladi. Bu yerdagi p ( x )  funk- 
siyaga i  ta so d ifiy  m iqdom ing z ich lik fu n k s iy a s i deyiladi.

(10) ten g lik d an  zichlik funksiyaning quyidagi xossalari kelib 
chiqadi:

1 ° ) F ’(  * )= /> (* );
2°) P ( . x )  ^  0 ;

+CO

3°) J p > { x ) d x  = 1 ;

x2

4°) } p ( x ) d x  =  F ( x 2 ) - F ( x x)  =  P ( { x y < 4 <  x2}), x t < x 2 .

4 °-x o ssag a  k o ‘ra absolut uzluksiz tasodifiy m iqdom ing [x ,,x 2 j 
oraliqqa tu sh ish  ehtim oli son jihatidan 11-shaklda shtrixlangan egri 
chiziqli trap e tsiy an in g  yuziga teng.

11-shakl.
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Endi eng k o ‘p ishlatiladi g an  absolut uzluksiz tasodifiy miqdor- 
larni keltiramiz.

T ekis ta q s im o t. [a , b \  o ra liqda tekis taqsim langan tasodifiy 
m iqdor (5-m isolga qarang) ab so lu t uzluksiz tasodifiy m iqdor b o ‘lib, 
uning zichlik funksiyasi

zichlik funksiyaga ega b o ‘lg an  tasodifiy' m iqdorga A  ( A  > 0) - p a ra -  
m etrli ek sp o n en sia l qonura b o ‘v ich a  taq s im lan g an  tasod ifiy  
m iq d o r deyiladi. B u  ho lda taq sim o t funksiyasi

k o ‘rinishga ega (1 2 -  shakl).

À * )

b - a  f

a O b x

12-shakl.

Tekis taqsim langan  taso d ifiy  iniqdom ing \ a , b \  oraliq ichidagi

(x.,.r2) intervalga tushish  eh tim oli, F ( . r 2 ) —  F ( x l )  =  ~ — — ga teng

boTib. u : hu in tervaln ing  uzun lig iga  proporsional.
E k sp o n en s ia l taq s im o t. Q uyidagi

ko ‘rinishga ega ek an lig in i to p isb  qiyin emas.
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Turli e lem entlar atom larining yem irilish vaqti eksponensial 

taqsim otga eg a . Bunda T =  — son yem irilish vaqtining o‘rtacha qiy-

m atin i b ild irad i.
E ksponensia l taqsim otga ega bo‘ lgan ç  tasodifiy m iqdor so ‘ng- 

g i  ta’sirn ing y o ‘qlik xossasiga ega. £  tasodifiy m iqdom i atom ning 
y em irilish  v a q ti  deb îzohlab, A = { x ] < Ç <  x l +-x,} hodisani k o ‘ramiz 

v a  bu hod isan ing  5  = •[ £  >  x,} hodisa ro ‘y bergandagi shartli ehti- 
m o lin i h isoblaym iz:
P ( A )  =  P ( { x l < Ç < x l + x 2 } )  =  \ -  e - X ( x ^ ) -  (1 -  ) = e * *  (1 -  e * * 1 ) 

P { B )  = P ( { Ç >  *,}) =  1 - P ( { £  < h } ) = e ~ ?̂
teng lik lardan

P ( A  / B )  = - AA‘(17 e À  X l )  =  1 -  e ~ A x i
e ~ À X >

m un o sab atn in g  o‘rinli ekanligi kelib chiqadi, y a ’ni atom  x, vaqt 
yashagach  u n in g  yana x 2 vaqt ichida yem irilish ehtimoli, xuddi shu 
atom ni x 2 v a q t ichida yem irilishining shartsiz ehtimoli bilan bir xil. 
A y n an  shu x o s s a  so 'nggi ta’sim ing yo ‘q lik  xossasidan iborat.

S o ‘nggi t a ’sim ing yo ‘qligi eksponensial taqsim langan tasodifiy 
m iq d o m in g  xarakterlovchi xossasidan iborat. Boshqacha qilib 
ay tganda , b a rch a  absolut uzluksiz taqsim otli tasodifiy m iqdorlar 
ieh id a  faqat eksponensial taqsim otli tasodifiy m iqdorgina so ‘nggi 
t a ’ sir y o ‘qlik  xossasiga ega (geom etrik taqsim otga qaralsin).

N o rm a l taq s im o t. Taqsim ot funksiyasi

0 < v r ( x ) =  J -  I e  2ff2 d uV2 7TŒ ^

k o ‘rinishga eg a  bo‘lgan tasodifiy m iqdorga (a .cr2)  p a ra m e tr l i  n o r­
m a l  (y o k i G a u ss )  qonun  b o ‘v ich a  taq sim lan g an  tasodifiy  m iq d o r
dey ilad i.

NoiTnal taqsim langan tasodifiy m iqdom ing zichlik funksiyasi

1 - (̂ = 4
Va*  (* ) = ---- -T==e  2CT , -OO < X <  +O0

o  V  2k
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ko'rirtishga ega. B iz

<Va.a (■*) > 0 va  f  cpaa ( x )d x  = 1
-CO

ekanligini k o 'rsa tay lik :
—12+X +00+00

\<P a,a ( X) dA, = J 0Ф>а,ст ( y ) d x d y  =
-X J -ОС—X

-+O0

^ П Ч - М - М ^ Г Ь * -
-OO —00 L

j +X-MC Г

= 2í Í H - :L “ ’ i í L W u * .

Oxirgi in teg ra lda  м =  г cosö, v = r s in 0  deb o ‘zgaruvchilam i 
alm ashtirsak,

JV„,CT (x)ífe|1 = ---- j jre x p { -  /-2 /  l \ d r d Q  = - \ d exp{- r 2 / 2} = 1
-CO J  o O O

tenglik kelib ch iqad i. Dem ak, <pa f f ( x )  zichlik  fimksiya, Ф „ст(х) esa 
taqsirnot fimksiya ekan. N orm al qotrun  b o ‘yicha taqsim langan taso­
difiy miqdoming z ic h lik  funksiyasin i turli a  va a  param etrlarga 
bog‘ ! iq holdagi g rafik lari 13-sbiklda keltirilgan .

13-sha  k l.
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Ф а . a  ) zichlik funksiya X  — a  nuqtada eng katta qiym atga eri- 
shadi va u n in g  grafigi x  =  a  to ‘g ‘ri cliiziqqa nisbatan sim metrik joy- 
lashgan. Bu funksiya uchun O X  o ‘q gorizontal asim ptota x = a - r a ,  

x  =  a - c 7  n u q ta la r esa funksiyaning burilish nuqtalaridan iborat.
X u su sa n  0  = 0, c r = l  b o ‘lganda normal taqsim langan tasodifiy 

m iqdom ing taq sim o t funks iyasi

Ф 01 (x) =  Ф (х) = - i =  \ e ~ " 2 / 2 d u  
л/2тг

k o ‘rinishiga eg a  bo ‘ladi va Ф (х) taqsim otga s ta n d a r t  no rm al qonun  
deyiladi (14-shakl).

14-shakl.

^ a , a  0 0 -  j tenglik o ‘rinli b o ‘lgani uchun norm al qo-

nunning a  v a  a  param etrlariga taqsim otning “siljish” va “m asshtab” 
param etrlari d e b  ataladi.

G a m m a  taq sim o t. Zichlik funksiyasi (15-shakl)

0 ,x  < 0;

г 0
1 l i n  )

boT gan taso d ifiy  m iqdor (c t,A ) p a ra m e tr li  g am m a q o nun i b o ‘vicha 
ta q s im la n g a n  tasodifiy  m iq d o r deyiladi. bu yerda

X

Г ( а )  =  \ x a ~ ' e - x d x
0
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Eyler gamma funksiyasi. U n in g  taqsim ot funksiyasi (16-shakl)

f1Г 1 e >Md u , x >  0 ; = У ГС/т"» JF ( x ) =  H Г  ( a )  

'[0 ,x<  0

ko‘rinishga ega.

15-shakl.

>

X

16-shaKl.
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U m u m iy  ho Ida gam m a taqsim ot an iq  ifodalanm asa ham, u 
b a ’z i  juda m u h im  xususiyatlarga ega. M asalan, agar a .  =  k ,  y a ’ni a  

b u tu n  q iy m atlam i qabul qilsa, biz ommaviy xizm at k o ‘rsatish naza- 
r iy a s id a  m u h im  rol o ‘ynaydigan Erlang taqsimotini hosil qilamiz. 
A g a r  a — k  / 2 ,  A  = 1 / 2  bo'Isa, gam m a taqsim ot x 1 (xi-kvadrat) deb 

atalxrvchi taqsim otga aylanadi, bu holda k  soni % 1 taqsim otning 
o z o d lik  d a ra ja s i soni deyiladi. N ihoyat, a  =  1 boTsa, biz eksponensial 
taq sim o tg a  eg a  boTamiz.

K o sh i taq s im o ti. Zichlik funksiyasi

k o ‘r in ish d a  b o ‘ lgan tasodifiy m iqdor ( a , a )  param etrli Koshi qonuni 
b o ‘y ic h a  taqsim langan  tasodifiy m iqdor deyiladi. (0;1) param etrli 
K o s h i  qonun i b o ‘yicha taqsim langan tasodifiy m iqdom ing zichlik 
fu n k siy as i

x u d d i  no rm al qonundagi kabi bu yerda ham a  va <r param etrlarga 
s i l j is h  va m assbtab param etrlari deb qaraladi.

S in g u ly a r  taqsim ot funksiyalar. Zichlik funks iyaga ega b o ‘l- 
m a g a n  uzluksiz: tasodifiy m iqdorlar ham  mavjud. Bunday tasodifiy 
m iq d o rla m in g  taqsim ot funksiyalariga singulyar taqsim ot funksiyalari 
d ey ilad i. S ingulyar taqsimot funksiya uzluksiz bo lib, barcha o !sish 
n u q ta la r id a n  tashkil topgan to ‘plam ning Lebeg oTchovi 0 ga teng, 
y a ’n i  deyarli barcha nuqtalarda F '(x) =  0 va F(+oo) — F ( —c o )  =  l  teng- 
l ik la r  o ‘rin li. B unday funksiyaning m isoli sifatida o 'quvchiga analiz 
k u rs id a n  m a ’lu m  boTgan nshbu K antor funksiyasini o lishim iz mum- 
kin: J F ( x )  = 0 ,  agar x  <  0, F ( x )  =  1, agar x  >  1 .  F ( x )  funksiyani [0,1 ] 
o ra liq d a g i q iym atlarin i aniqlash uchun quyidagi am allarni bajaram iz. 
A w a l  bu oraliq  ni 1/3 va 2 ( 3  nuqtalar bilan teng uch [0; 1/3], [l/3 ;2 /3] 
va [2 /3 ; 1] b o ‘laklarga bo‘lamiz. Ichki oraliqda F ( r ) = l / 2  deymiz. 
Q o lg a n  ikki oraliqning h arb irin i yana teng uch b o ‘laklarga b o ‘lib, har

P * A X) = - - - - - - - - 7----- ~ r R , a  > 0
rro- } , Q ~  a ) -

o

tenglik o‘rin li bo 'lgan i uchun
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bir ichki oraliqlarda F ( x )  fun k siy a  mos ravishda 1/4 va 3/4 qiymat- 
lam i qabul q iladi, deym iz. H a r b ir qolgan oraliqlar o ‘z navbatida yana 
uch bo‘lakka b o 'lin ib , uning ichki bo 'lak larida F ( x )  funksiya uning 
aniqlangan q o ‘shni q iym atla rin ing  o ‘rta  arifm etigiga teng, deb olam iz 
va hokazo ( 17-shakl).

■f*' О к

L

З Л 4

If A

IJ9 ?. 1J9 8/9

17-shakl.

F ( x )  taqsim ot funksiya o ‘zgarm as qiym atlar qabul qiluvchi icliki 
[l/3 ;2 /3], [ l/9 ;2 /9 ] ,[7 /9 ;8 /9 ],. . .  oraliqlam ing uzunliklar y ig‘indisi

1/3+ 2/9 +  4/27 + ... = —(1 + 2 /  3 + 4 / 9  + ...) = —У’ Г—1 = - • — -—  = 1.
3 3 t o l 3 j  3 1 - 2 / 3

Demak, F ( x )  funksiyani o‘s i s h  nuqtalaxining Lebeg o ‘lchovi 0 ga
t e n g  ek an .

Taqsimot fu n k siy a lam in g  m um kin boTgan tiplari haqida 
boshqa to ‘xtalmay, haqiqatda taqsim ot funksiya lar yuqorida keltiril-

59



g a u  uehta tip bilan tu galla ni sh i haqidagi m ulohaza b ilan  kifoyalana- 
mLz. A niqroq  aytganda ixtiyoriy F  ( x )  taqsim ot funksiyasini 

F ( x )  =  c  F ,  (x) +  c 2 F 2 (x )  +  C3F 3 (x) 
k o  ‘rinishda ifodalash  m um kin, bu  yerda c¡ >0 , c:{ + c 2  +  c 3 =  1, F x( x )  -  

d isk ret taqsim ot fimksiya, F J x )  -  absolut uzluksiz taqsim ot funksiya, 
F 3 (x) esa singulyar taqsimot fimksiya.

4-§. K o ‘p o‘lchovli taso d iíly  m iq d o rla r

K elgusida b iz  uchun tasodifíy m iqdorlar bilan bir qatorda taso- 
d ifiy  vektorlar yoki k o ‘p o ‘lchovli tasodifíy m iqdorlar tushunchasi 
h a in  ju d a  zarur.

Faraz qilaylik, ( Q ,A ,P )  ehtim ollar fazosida aniqlangan 
, | 2 tasodifíy  m iqdorlar berilgan b o ‘lsin. ç = ..,£„) vek-

to rg a  ta so d ifíy  v ek to r yoki n  -o ‘lchovli taso d ifíy  m iq d o r deyiladi.
я, < b x , a 2 <  b 2 , . . . , a n < b n tengsizliklarni qanoatlantiruvchi

a . , b ¡ , i  =  1,2 haqiqiy sonlar berilgan b o i s  in. U holda
n

{ o r , a x < £ ,(< »)<  6, < Ç n ( . a>)< b j  = Ç \ { a > - , a : < £ ,(« )  < b J e A (  11)
7 = 1

m un o sab at o ‘rinli. (£t ( й ) ) ,^ ® ) .—>£n(® )) orqali R "  dagi nuqtani, 

A orqali esa A = {xe R " ; a ¡  < x, < a n <  x n <  b j  -  n  o ich o v ii 
y a r im  ochiq  parallelepipedni belgilasak, u  holda (11) m unosabatni

{ o o ; ( ^ ( a ) , . . . 4 n{ c f ) ) e  A } e A  (1 2 )

shak lda ifodalash  mumkin.
R  dan  olingan ixtiyoriy { B k} ketm a-ketlik uchun o ‘rinli bo‘ l- 

g a n  ushbu
n { < » ;(íi(ffl),.- ,5 .(® ))e  B t }  = {co;{Çl ( û ) ) , . . . ,4 n( ( o ) ) e  f ¡ 5 , }  

k * (1 3 )

к к 

ten g lik la rd an  va (12) m unosabatdan foydalanib (12) m unosabatning
A ning R "  dan olingan ixtiyoriy Borei to 'p lam i bo ‘lgan hol uchun 
h a m  o ‘rin li ekanligini isbotlash mumkin.
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5 -ta ’rif. (/?" , £ ( i ? ”)) o ‘lchov li fazoda

P(  ( B )  =  P { ( o  : Ç ( c o  В }, B e  B ( R " )

formula orqali an iq langan  P .  eh tim ol o ich o v ig a  £  = (£ ¡ ,£ 2>•••>£„)

tasod ifly  v e k to rn in g  eh tim o llik  la <jsim oti deyiladi.
(12) m unosabatdan  har q a n d a y  x  =  (x t ,x 2,...,xn)e  R "  uchun 

{ a>;  ¿; t( c o ) <  x,,...,¿;w(fi)) < x n j e A  — hodisadan iborat ekanligi kelib 
chiqadi. Demak, u n in g  ehtim oli haq ida so ‘z yuritishim iz m a’noga ega.

6 - ta ’rif. R "  d a  aniqlangan u shbu

1 , X 2 > - > x „ )  =  P ( l 4 i  <  x x ¿ 2  <  x 2 , . . . , 4 „  < x„})

n  o ‘lchovli funksiya £ =  ( | , , £ 25—>£*) taso d ifiv  vek to rn in g  taq s im o t 
funksiyasi yoki ta so d if ly  m iq d o rla rn in g  b irg a iik d ag i
taq sim o t fu n k s iy a s i deyiladi.

K o ‘p o 'ich o v li taqsim ot funksiyani biz b a ’zan, qulaylik uchun 
Í ,,^ 2 indekslam i tushirib  cqoldirib, F ( x î , x 2 , . . . , x ii) shaklida 
yozaraiz.

A bk orqali F ( x . , x 2 , . . . , x n ) funk siy an in g  A-argumenti b o ‘yicha 

( a k, b k ] yarim  in terv a ld a  olingan ushbu

^ a k ,hk  ^ ( x l , . . . , Xn) — /*\Xj, . . X ^ _ ] , , Xfc_¡_i,..., X n )  — F ( X \ , . . X^_j, , X¿+j, . . Хи) 

funksiya orttirm asin i belgilaylik. Agar
(a , b ] = {xe R " - , a x <  x, < b t , . . . , a n < x n  <  b „ }  orqali R "  dagi yarim  ochiq 
parallelepipedni b e lg ilasak , u  holda

^  ( (a ,¿ ] )  =  \ Да, ,62 •• a„,b„ ( 14)

tenglik o ‘rinli. (14) form ulaning isb o tin i a k , b k argumentlar b o ‘yicha 
birin-ketin o‘tkazish  m um kin:

P { { ° \  < Z \  ^ ^  Х 2 ’ - Л Я &  X r , } ) = P { { Ç \  *  4 ^ 2  *  X 2 ’ " ¿ n  ^  *„})“

-P({4i  <ûi> ^ 2   ̂x 2 ’ - ^ n ^ x n } )  = A ai  h i F ( x u x 2 , . . . , x n ) ,

P (Ц  < < b { ,a 2 < < b 2 &  < x3, < x,,}) =
P ( .  { a i < Ç \  — b } , Ç 2^  b 2 , . . . , Ç n < x „} ) -
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va hokazo.

5-§. IC o 'p  o ich o v li taq s im o t fu n k siy a la rn in g  xossalari

F ( x 1, X 2 , . . - . , xn )  =  F ç i e 2! ' ^ n ( x b x 2 , . . . , x n )  funksiya £  = (£,,£2, . . .4 )

tasodifiy  v ek tom ing  taqsim ot funksiyasi bo ‘lsin. K o‘p o ‘lchovli 
F ( x i , x 2 , . . . , x n )  taqsim ot fim ksiyaning asosiy xossalarini keltiram iz:

F I o. M onotonlik  xossasi: F ( x l , x 2 , . . . , x n) funksiya har qaysi 
argum enti b o ‘yicha kamayuvchi em as v a  o‘ngdan  uzluksiz.

F I o, F 2°, F3° xossalar b ir o ‘lchovli taqsim ot funksiyalarning 
mos x o ssa la r i kabi isbotlanadi, F4° xossaning isboti esa (14) formu- 
ladan kelib chiqadi.

F2° v a  F3° k o ‘p o ich o v li taqsimot fimksiyaning uyg‘un!ik  
x o ssa la ri d e h  ataladi.

F l° -F 4 °  xossalarga ega b o lg a n  ixtiyoriy n  o ic h o v li 
F ( x l , x 2 , . . . , x n )  funksiya birorta - Л „  tasodifiy m iqdorlam m g
birgalikdagi taqsimot funksiyasidan iborat.

B ir o 'ich o v li taqsim ot fim ksiyalar uchun F4° xossa FI ° xos- 
sadan kelib  chiqadi, am m o n  o ‘lchovli taqsim ot funksiyalar uchun 
F4° xossa nxustaqil b o iib , u  birinchi uchta xossadan kelib chiqmaydi.

ikki o ic h o v l i  funksiyani k o ‘raylik. Bu funksiya uchun F l°-F 3° 
xossalar o 'r in l i  ekanligi osongina tekshiriladi. Am m o F (x ,,x 2) 
funksiya F 4 °  xossaga ega em as, chunki

9 -m iso l. U shbu F ( x ¡ , x 2 )
f 0, agar x, +  x2 < 1, 

|l ,a g a r  X, +  x2 > 1
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£,,£2,...,£„ taso d ifiy  m iqdorlar q is m  to ‘plam ini barcha tasodifiy 
m iqdorlam ing ^  ,  (x1,x2,...,.tw) taqsim ot funksiyasi orqali F2°

xossa yordamida k e ltirib  ch iqarilad igan  birgalikdagi taqsim ot funk- 
siyasiga m arg in a l (h u su s iy )  taqsim ot funksiya deyiladi.

7-ta’rif. A g a r  R "  fazoning  chekli yoki sanoqli 
x (k)  =  ( x ^ k ) , x ! ^ ) ) ; k  =  1,2,... nuqtalari uchun

= x (k) E -  x (k) E = r <A)l ) -  n = d1 A1 2  x 2 ) J ~  Fr,“ ’,...jt**1 F x<» 5

S  P = 2  = 1

tengliklar o ‘rinli b o ‘ lsa, u holda ( ¿|,,£2,...,£ n) tasodifiy vektorga 
n  o ‘lchovli d isk re t ta s o d if iy  vek to r deyiladi. D iskret tasodifiy  vek- 
torning taqsim ot q o n u n i R  fazodagi k a b i

P^ 4 2 , . . .4„ W  =  I  P X M >  ( W U  R "
{k;xWeB}

formula orqali b erilad i.
P olinom ial ta q s im o t.  Agar w - o ‘lchovli diskret tasodifiy 

vektor E, uchun x k  =  k  =  ( t 15̂ 2,...,Ä:m), &fe  Z , \  +  k 2 + ... +  k m = n  

b o ‘lib,

p , >  0 , i  =  l , 2 , . . . , n r , p i -+■ p 2 + . . .  +  p m = 1 b o is a ,  u  holda £  vektor 
(n ;p l ,j>2,...,pm)= (n,/?) param etrli p o lin o m ia l qonun b o ‘yicha taq- 
sim langan tasodifiy v e k to r  va b ( k , n , p ], p 2 , . . . , p m )  =  p k ehtim ollarga 
esa ( n : p l , p 1 , . . . , p m )  p a r a m e t r l i  p o lin o m ia l taq s im o t deyilad i. (15) 

tenglikning o ‘ng to m o n i ( p x +  p 2 + . . .+  p m ) "  polinom ning p v p 2 , - - , P m 

sonlarning darajalari b o ‘yicha yoy ilm asin ing  um um iy holidan iborat 
b o ‘lgani sababli, y u q o rid ag i taqsimot p o lin o m ia l taqsimot deb ataladi.

A gar m  =  2 , p 1 = p , p 2 =1 — p  b o ‘lsa, polinom ial taqsim ot 
(n ,p)  -param etrli b in o m ia l taqsim otga aylanadi.
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1 0 -m iso l. Ikki shaxm atchi orasida shaxm at tum iri o 'tkazila- 
yotgan bo ‘ Isin. B irinchi o‘yinchi har b ir o ‘yinni, a w a lg i o 'y in  qanday 
yakun langan idan  q a t’iy nazar, p  ehtimol b ilan  yutib, q  ehtimol bilan 
yutqazadi v a  1 -  p  —  q  ehtimol bilan o ‘yin  durang bo ‘ladi, deylik. U 
holda n  ta  o‘yindan so ‘ng birinchi shaxmatchi o‘yinni k  marta yutib, 
m  m arta y u tq az ish  ehtimoli [ k  +  m < n )  ushbu

s 7 \ H ! k m / 1  \n—k—m
p ( n \ k , m )  =  ——— ------- p  q  ( I - p ~ q )

k\l\(n—k—m)\

songa te n g .
8 - ta ’ rif. Agar ixtiyoriy x  =  ( x , , x 2, . . . ,x ll) e  R "  uchun

-fOO -+CC

F^ 4 2 ,...4„(X\’X2 , - ’Xn ) =  I " ’ \ P b ¿ 2,...JíSUx,u2 , - , u n)du\<iu2 " dlln (16)
-CO —co

tenglikni qanoatlan tiruvchi P ç g ' ,...¿n ( xi->x2 ’—’x n) funks i ya m avjud 

b o ‘lsa, u  holda £  = (£ ,,£2,...,£„) tasodifiy vektorga n  o ‘lchovli 
ab so lu t u z lu k s iz  tasod ifiy  vek to r, ¿  ^ ¡ ( x ] , x 2 , . . . , x „ )  funksiyaga

esa uning z ich lik  funksiyasi deyiladi.
(16 ) m unosabatdan n  o ‘lchovli zichlik  funks iyaning ushbu 

xossalari k e lib  chiqadi:
I o) D eyarli barcha (,\:1,.\:2,...,xn)e  R "  nuqtalarda

tenglik o ‘rin li;
2°) 42r ¿n (X1 ’X2! - • ; )  -  0;

-i-cc +O0

3°) 1 -  1 A ,  = i;
— CO —00

4 o) p ^ ¿ 2 f  ( x l , x 1 , . . . , x n )  zichlik funksiyaning uzluksiz nuq- 

talarida
P({x; <£,. < x, +  Ax, , i  = 1,2,...,«}) =

= P ^ 2,...4„(x i ’x 2’- ’Xn'>A x iAx2- A x n + o ( A x iAx2 ...Ax„) 

max Ax. —> 0  m u n o sab ato ‘rinli.
I
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K o ‘p o‘lc h o v li  n o rm a l  ta q s im o t.  — и o ‘l-

chovli vek tor v a  R  =  |j/;7 j| b iro rta  их  и o ‘lchovli. m usbat aniqlangan, 

sim m etrik m atritsa b o ‘lsin. R  -  m u sb at aniqlangan m atritsa b o ‘lgani 
uchuriuning teskari m atritsasi R ~ l = A  =  Щ...|j mavjud.

Z ich lik fu n k siy asi
ф(хх,хг,...,хп ) = Ф*хдъ..4п (x\,x2,...,xn) =

и 1/2 ! 1 V  / V Л= ————e x p ---- > a:Áx¡ -  m ¡ ) ( x, -  m . )  >
( 2 л ) "  P | 2 ¡ %  1 , л  1

k o ‘rinishga ega b o ‘lgan n  o ‘lchovli ta so d ifiy  vektor £  = ( ^ ¡ , ^ 2 , . . . , g n )  

( m ; R I p a r a m e tr l i  n o rm a l q o n u n  bo ‘y ic h a  taq s im la n g a n  tasodifiy  
v ek to r deyiladi. Bu yerda j/i| =  detyi orqali A  m atritsaning deter­
minant! belgilangan.

R  m atritsaga <!; v e k to m in g  k o v aria tsio n  m at­
ritsasi, m  -  (m,, v e k to rg a  e s a  uning o‘r ta  q iy m at vektori
deyiladi.

£ = (£,,£2, . . . ,£ n) -  n  o ‘lchovli ( m , R )  param etrli norm al taq- 
sim otga ega b o 'ig a n  taso d ifiy  vektor b o ' lsin. U  holda ( я - l )  o ‘lchovli 
(£, , £2, . v e k t o r  ham  o ‘rta q iy m a t vektori va
kovariatsion m atritsasi R  m atritsan in g  oxirgi satr va ustunini 
o ‘ch;rgandan h osil b o 'la d ig a n  R '  m a tritsag a  teng bo ‘lgan norm al taq- 
simotga ega. B uni

CO
^ , ¿ 2 (X1,X2,...,.T„_1)= J Ф̂ .._£п_{ 4n(xv ...xn_{,xn)dxn

—CO

tenglikdan (hu tenglik taqsimot funksiyaning F2 xossasidan kelib 
chiqadi) keltirib chiqarish murnkin.

11-misol. 0 ‘rta  q iy m a t m atritsas i ( m v m 2 ) , kovariatsion mat­
ritsa esa

R -

/ 2  \  T , ПХ ,cr2

ЧГ<Т1<Т2 G 2
(<трсг2 > 0 ;  - 1< r  < 1)

b o ‘lgan normal q o n u n  b o ‘y ic h a  taqsim langan  ikki o ‘lchovli tasodifiy 
vektor bo ‘ lsin. U  holda
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IЩ  =  а * о *  (1 - r 2 ) 

'  1

F  =  R ~ l =

\

c r f ( l - r - )  a  ,ö-2 ( l -T -2 ) 

- r  1

V >\u 2 ( l - r 2 )  <T22( l - r 2)
/

a fCT5 (l~r )
ten g lik la rd an  x 2) zichlik funksiya

ф(х1,х2)  =  фк42(х1,х 2) 

1 Í 1
2 7 R7jCT2 yjl—r 2

e x p
2(1—r2 )

(л-,-/«,)2 2r(.x,-m,)(.T2-7w2) t ( x 2—m 2) 2 ]

- í  Ц.
2 2 СГ, CT2

k o ‘rin ish g a  ega ekanligi kelib chiqadi (18-shakl).

18-shakl.

Ikki o ‘lchovli norm al qonunining zichlik ftm ksiyasi ( m i = m 2 =0 
b o ‘Lgan hoi).

6-§ - Tasodifiy m iq d o ria rn in g  b o g ‘iiqsizlig i

T asod ifiy  miqdoriarning b o g ‘liqsizlik tushunchasi ehtim ollar 
n azariy as id ag i e n g  m uhim  tushunchalardan biri b o ‘lib, u hodisalam ing 
b o g ‘ liqsizligini tasodifiy  m iqdorlarga ko ‘chirishdan iborat.
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9 -ta ’rif. , Ç 2 , . . . Ç n lar ( Q , Ä , P )  ehtim ollar fazosida aniqlangan 
tasodifiy m iqdorlar b o 'ls in . Agar ixtiyoriy B k e  B ( R ) ( k  =  \ , 2 , . . . , n )  

B orei to‘plamlari uchun

tenglik o ‘rinli bo‘ lsa, u  hoîda b og‘liqsiz tasodifiy  m iq d o r la r
deyiladi.

A gar ix tiyoriy  n  va l< z¡ < . . . < i n <00 sonlar uchun ç. ,...ç. 

tasodiñy m iqdorlar b o g ‘liqsiz bo ‘lsa, u  holda -  tasodifiy m iq­

dorlar ketm a-ketlig i b o g ‘liqsiz deyiladi.
(17) tenglikdan B k =  ( - < o , x k \ , k  =  1,2,...,« bo ‘lgan xususiy holda

teng liin ing  o ‘r in li ekanlig i kelib chiqadi. Ikkinchi tom ondan (18) 
mimosabatdan (14) tenglikka ko 'ra , ixtiyoriy a k <  b k sonlar uchun

ekanligi, y a ’ni (1 7 ) tenglikning B k = (cik , b k ] yarim  intervallar uchun 
o 'rin li ekanligi k e lib  chiqadi. Ehtim ollam ing barcha yarim inter- 
vallardagi q iym atlari uning Borei to ‘plam laridagi qiym atlarini yagona 
usul bilan aniqlagani uchun oxirgi tenglikdan (17) m unosabatning 
0 ‘rinii ekanligi k e lib  chiqadi.

Demak, (18 ) tenglikni i , , ç 2 , . . . ç n tasodifiy m iqdorlam ing bog‘- 
liqsizligi uchun t a ’r i f  sifatida qabul qilish mumkin.

, g 2 , . . . ^ n ab so lu t uzluksiz tasodifiy m iqdorlar b o ‘lsin. U  holda

П

P ( {a, < I ,  < a 2 < £ 2 < b 2 , . . . , a n < Ç n < b „ } )  =  Y \ P ( { a k  < Ç k  < b k } )
k = 1

—oc
tenglikdan (18) g a  k o 'ra

=  J . . .  j  p g x ( u x)  p , 2 (m2 ).. , p i n  ( u n ) d u xd u 2 . .  , d u n .
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Aksincha,
X \  Xyj

F { U 2 r . . 4 „ ( x i ’ x 2 , - , x n ) =  J -  I  P ( l  («i ) P Ü  O i 2 ) - - P i „  ( i i n ) d i i , d u 1 . . . d u , ,
—QC —CO

m unosabatdan  (18) tenglikka kelam iz.
Shunday  qilib, £ 1, g 2 , . . . ^ n -  absolut uzluksiz tasodifiy m iqdorlar 

bog‘liqsiz boT ishi uchun n  oTchovli tasodifiy vektor ( § v ^ 2 , . . . , ^ n )  

absolut uzluksiz  bo‘lib,
P s i i 2, - i n ( x v x 2 , . . . , x j  =  p 4 i  { x x ) P i i  ( x 2 ) . . . p i n  ( x n )  

tenglikning o ‘ rinli ekanligi zarur va yetarli ekan.
D iskre t tasodifiy m iqdorlar bogTiqsiz boT ishi uchun

=  ^ ( { i i  =  ^ ’ i ) ^ = 4 * ’ } )  ■ r ( { $ , = 4 * ’ } )

tenglikning o ‘rinli boTishi zarur va  yetarli ekanligini tekshirish qiyin- 
chilik tu g ‘dirm aydi.

T asod ifiy  m iqdorlar yoki tasodifiy hodisalam ing bog 'liqsiz- 
ligini form al t a ’rifi sababli bogTiq boTm agan hodisalarga m ansublilik 
m a’nosidagi rea l bogTiqsizlik tushunchasiga nisbatan ancha keng. Shu 
sababli b o g T iq lik  y o 'q  deyishga hech qanday asosim iz bo ‘ lm agan 
hollarda ham  “ matematik” bogTiqsizlik o ‘rinli boTishi mumkin.

1 2 -m iso l. ^  — ikki oTchovli diskret tasodifiy m iqdor
boTib,

P { { ^ = U 2 =  \ } ) = P ( { ^ = - l , £ 2 = l } )  =  P ( { ^  =  l ^ 2 = - l } )  =  

- P ( { Z - ~  l } ) - l / 4
boTsin. U  holda

P ({?1 =  S X ^ 2 = ^ } ) = P ( { ^  = ^ ^ 2  =  £2 / ^ 0  = 1 / 4  =

= p { { ^ = ^ i } ) P [ { ^ i  = e 2 } ) , e „ e 2 = ± l ,

tenglikdan va ^ , i 2, garchan ular tuzilishiga ko ‘ra bogTiqli boTsalar 
ham, b o g T iq s iz  tasodifiy m iqdorlar ekanligi kelib chiqadi.
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g ( x )  fim ksiya R  da aniqlangan bo 'lsin . g ~ \ B )  orqali B  a  R  

to ‘plam ning proobrazin i belgiiaylik, y a ’ni ( B )  =  {xe R : g (x ) e  B } .

10-ta’rif. A g a r ixtiyoriy B orel to 'p lam i B e  B ( R )  uchun g~ '(x) 
proobraz ham  B orel to ‘plam idan iborat b o ‘lsa, u holda g ( x )  funksiya 
Borel funksiyasi deyilad i.

R  da an iq langan  uzluksiz va bo ‘lakli uzluksiz funksiyalar B orel 
funksiyalariga m iso l b o ‘ladi.

2-teorem a. g ( x ) ,  g ,  (x), g 2 ( x )  Borel funksiyalaridan iborat 
b o ‘lib, £ , va <g2 lar ( Q , A P )  ehtim ollar fazosida aniqlangan taso­
difiy m iqdorlar bo‘ lsin. U  holda ushbu ta ’kidlar o ‘rinli:

1- H  -  g ( % )  fazoda aniqlangan tasodifiy miqdor.
2. Agar ^ v a ^  tasodifiy m iqdorlar bog‘liqsiz bo ‘lsa, u  holda 

r\i = g t( 4 i )  va H i  =  S i (b2) tasodifiy m iqdorlar ham  bog‘liqsiz b o ‘ladi.
Isboti. 1. r) =  r j ( a > )  =  g ( q ( o ) ) )  ni murakkab funksiya deb qaray- 

miz. B e  B ( R )  b o ‘lsin. g ( x )  Borel funksiyasi bo 'lgani uchun 

g-“!(5 )= 5 ,G  B ( R )  m un o sab at o ‘rinli. E, — ( Q , f l , P )  fazoda aniqlangan 

tasodifiy m iqdor b o ‘lgani uchun g ~ ' ( B }) e  B ( R ) , demak 

i f  ( 3 ) = 4 ~ ' ( B 1) e  J \ ,  y a ’ni q - h  , ß , P )  ehtim ollar fazosida aniqlangan 
tasodifiy miqdor.

2. B v  B , e  B ( R )  —ixtiyoriy Borel to ‘plam lari b o ‘lsin. U holda
P ( W ;e B ^ r i 2 e  B 2 } )  =  P ( { g l ( ^ l ) e  B l , g 2 ( ä 2 ) e  B 2 } )  =

=  g x- \ B , U 2 e  g l - \ B 2 ) } )

tenglik o ‘rinli. B undan, g ,_1(2?,) va g 2 ( B )  Borel to 'p lam lari b o ‘l- 
ganligi va £2 b o g ‘liqsiz tasodifiy m iqdorlar ekanligini hisobga 
olsak,

A f a e  ^ , ^ 2e  5 2}) =  p ( & e  g r '( A ) } ) p ({^2G ^ 2_1(s 2)}) =
=  P ( { g ^ ) e  B , } ) P ( { g 2 ( 4 2 ) e  B 2} )  =  P ( { tI] g fl,})/>({;?2e  B 2 } )  

m unosabat kelib ch iqadi. Demak, r j t va r j2 tasodifiy m iqdorlar 
bog‘liqsiz. Teorem a isbotlandi.

7-§. T asodifiy  m iqdorning funksiyalari
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13-m isol. Agar g-(x) funksiya monoton o ‘suvchi funksiya b o ‘- 

lib, g  '(x )  u n in g tesk ari funksiyasi b o ‘lsa, u  holda

F n w  =  p g ( s )  O ) = =  g -1 (*)}) = ^  t e " 1 W ). (19)
B u tenglikdan, agar (x) uzluksiz taqsim ot funksiya bo 'lsa , u  

holda g ( x ) = F ^ ( x )  deb olib, rj =  F ^ ( 4 )  n ing  [0,1] oraliqda tekis taq- 
sim langan tasodifiy  m iqdor ekanligini keltirib chiqaram iz. A ksincha, 
tj [0,1] da tek is  taqsim langan tasodifiy m iqdor b o ‘lsa, c =  (x) ta­
sodifiy m iqdor F ( x )  taqsim ot funksiyaga ega ekan. Demak, biz tekis 
taqsim langan tasodifiy  m iqdor yordam ida oldindan berilgan taqsi- 
motga ega b o 'lg an  tasodifiy m iqdom i qurish imkoniga egamiz.

A § ar g ( x )  =  b x  +  a , b  > 0  bo 'lsa, u  ho lda (19) tenglikdan

F ^ + a ( x )  =  F c  m unosabatni hosil qilamiz. B u m unosabatdan b iz

nonnal va K osh i taqsimot funksiyalarini ko 'rganda foydalangaa edik.
A gar g ( j c )  funksiya q a t 'iy  o 'suvchi funksiya bo 'lib , differen- 

siallanuvchi v a  p ( x )  — £  tasodifiy m iqdom ing zichlik funksiyasi 
bo 'lsa , u  holda 77 = g ( x )  tasodifiy m iqdor ham absolut uzluksiz bo 'lib ,

m unosabat o 'r in li  bo 'lad i. O xirgi tenglik (19) tenglikning har ikki 
tom onidan h o s ila  olib topiladi.

lar ( Q , ß , P )  ehtim ollar fazosida aniqlangan tasodifiy 
m iqdorlar va g-(x1,x2,...,xJJ)e  R "  -  ßo rel er -algebrasiga nisbatan  o ‘l- 
chovli funksiya , ya’ni ixtiyoriy Borei to ‘plam i J3t B ( R ” ) uchun 

g ~ \ ß )  =  { ( x l , x 2 , . . . , x n ) e  Ä"; g ( x v x 2 , . . . , x n ) e  B }  

proobraz R "  dag i Borei to‘plam idan iborat b o 'ls in  (10 -ta’rifga qa- 
ralsin). U  ho lda D da aniqlangan r/ = g ( ^  funksiya tasodifiy
m iqdor b o 'lad i.

H aq iq a tan  ham, ixtiyoriy B e  B ( R )  uchun g ~ l ( B ) e B { R )  

m unosabatdan
{ c o , r ] ( c o) e  B } =  { ü } ; g ( ^ 2 , . . . ^ n ) e  ß }  =  {® ;(^ ,i2 ,...,£i;) e g ~ \ B ) } e  B ( R )  

kelib chiqadi.
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K om pozitsiya  fo rirau la la ri. A gar absolut uzluksiz
taqsirnotga ega b o ‘lsa, u ho lda r j  =  tasodifiy miqdor-
ning taqsim ot funksiyasini

F „ ( x )  =  P ( { g ( £ l ,£ 2, . . . ,£ „ )< x } )  =

= J... J ( X \ , x 2 , . . . , x ii ) d x xd x 2 . . . d x n

g (x t r ..x„)<x

fo m u la  orqali top ish  murrxkin.
4 i  bogMiqsiz taso d ifiy  m iqdorlar va g ( x x, x 2 )  =  x x +  x 2 bo ‘l- 

g an  m uhim  xususiy  holni k o ‘ram iz. p ^ ( x ) , p = 2 ( x )  m os zichlik funk- 
s iy a la rb o ‘ lsin. U  holda va  £2 bo g ‘liqsiz b o ‘lgani uchun

P m  2 <X1 ’* :)  =  P t i  (xi ) P h  (*2) 

tenjjlik o 'rinli. 77 = 4 \  +  | 2 y ig ‘indining taqsimot funksiyasini (20) for- 
mula orqali topam iz:

F S ^ 2 { x )  =  P ( < ^ + 4 2 ^ x } ) =  j |  p M i ( x i 3x 1 ) d x id x 1 =

+OC X-X\

= jf P 4 l ( x x ) P :2 { x ^ ) d x xd x 2 =  \  p i x ( x x) d x x j p h ( x 2 ) d x 2

Xl+Xl^X -00 -00
+co

va

=  J F i S x - x x) p ( ] ( x x ) d x x = j p S t ( x i )  j p , 2 ( x 2 ~ x x) d x 2d x x.
- 0 0  —cO —CO

+ -00  +CO

Ushbu F x+?2( x ) =  J  F s J x - x l ) p 4 i ( x x) d x ] =  J F h  ( x  -  x, ) d F (i (x ,)
—oc - 0 0

+ c c

P ix ( * )  =  J P (x  (*i ) p (2 ( x  - x x) d x x
—GO

Form ulalarga k o m p o z its io n  yoki y ig ‘ish fo rm u ia la ri deyiladi va mos 
ravishda F  ^  = F ^ *  F , _  v a  p ^ 2 = p £l *  P ? 2 kabi belgilanadi.

14-misoI. va £2 tasodifiy  m iqdorlar bogMiqsiz b o ‘lib, mos 

ravishda (a, ,cr,2) va (tf,,cx2) param etrli normal taqsirnotga ega bo ‘l- 
sin. r j  =  + <ü2 tasodifiy m iq d o m in g  zichlik funksiyasini topam iz.
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Y echish. K om pozitsion form uladan foydalanam iz:

-H» + 0 0  (.x-u-a2)2
í  \ C / \  y X 7 1 r Ir r .-  .2

m unosabatdan

Bu yerda ¿7 =  a,-t-¿72,cr: = c r |2+ ö \ 2

funksiya ix tiyoriy  fíksirlangan x uchun

( ) j  param etrli normal zichlik funksiya bo 'lgani uchun un-

dan (—oo,+oo) ora!ig‘ida olingan integral birga teng va (21) tenglikdan

kelib  cliiqadi.
Shunday  qilib, b o g ‘liqsiz n o n aa l taqsim langan tasodifiy m iq- 

d o rlam in g  y ig ‘indisi yana normal taqsim otga ega eM n.

II B O B G A D O I R  M A S A L A L A R

1 . T anga uning gerb tom oni tushgunga qadar tashlanadi. Ele­
m en tar hodisalar fazosi Q  aniqlansin. g  =  g ( o j )  -  tanga tashlashlar 
so n in in g taq s im o t qonuni topilsm.

2 .  D iskret £  tasodifiy m iqdom ing taqsim oti

form ula orqali aniqlanadi. k  = 1,2 ,....
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Quyidagilarni top ing : a) o ‘zgarm as C sonni; b) P ( §  >  3) ni;
c) P ( r \  < £ , < n 2)  n i.

3. B  tasodifiy  nuqta markazi A ( 0 ; a )  bo ‘lgan x 2 +  ( y  -  a ) '  =  r 2 

aylanada tekis taqsim langan , C  = (c ,0 ) tasodifiy nuqta esa A  va B  

nuqtalardan o ‘tuvch i to ‘g ‘ri chiziq bilan absissa o ‘qining kesishgan 
nuqtasidan iborat. £ tasodifiy m iqdom ing taqsim ot funksiyasi va 
taqsim ot zicliligi to p ils in  ( £  ning taqsim oti Koshi taqsimoti deyiladi).

4. Ind ikatorlam ing  quyidagi xossalarini tekshiring I A = / , ( « ) :

^0= 0 , I n  = 1 > IA IA ~  1 ’ V *  ~~ IAB ’  ^AUB ~  IA +  I  B ~  ^AB ’

u Ak k = 1 U  Ak k= 1

*=1 i=l

5. 0,1,2,... q iym atlam i qabul qiluvchi £, tasodifiy m iqdor 
geom etrik taqsim otga ega b o ‘lishi ucnun ushbu

P { £  =  k  + r / Z > k }  = P{ 4  = r } , ( r >  1)
xossaning o ‘rinli b o 'l is h i  zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.

6 .  b o g ‘liqsiz tasodifiy m iqdorlar F j ( x ' )  =  P ( 4 ¡ < x ) ,

/ =  1, 2 ,...,« va £ =  m a x { |p . . . , |n}, 77 =  m i n ^ , b o ‘lsin. £  va /7
tasodifiy m iqdorlam ing  taqsim ot funksiyalari topilsin.

7. I  tasod ifiy  m iqdor o ‘zi bilan b og‘liqsiz b o ‘lishi uchun 
P ( t ;  =  c o n s t )  =  1 sh artn in g  bajarilishi zarur va yetarli ekanligi isbot­
lansin.

8. Qanday shart bajarilganda c va sin£ tasodifiy m iqdorlar 
bog‘liqsiz bo ‘ladi?

9. D  = [0,1], 21 esa [0,1] oraliqdagi Borel to ‘plam larining a  -  

algebrasi va P  -  L eb e g  o ‘lchovi bo ‘lsin. (Q ,2 l ,P )~  ehtim ollar fazo- 

sida £ n = a ) " , ( n =  1, 2,...) tenglik yordam ida | , , ^ 2,... tasodifiy m iq­

dorlar ketm a-ketlig i aniqlangan. A gar A n = { c o e  Q  :<!;„ <  1 /« }  bo‘lsa,
77 CO

[ J  A k va p | A n h o d isa la r topilsin.
it=l n= 1
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10. (Q , 21.  P )  -  elitimollar fazosi [0,1] kesm a, undagi Borel 
to ‘plam larining a -  algebrasi va Lebeg o'lchovidan tashkil topgan. Agar

' 114, co e  [0;1 /  4),

a) g = {  1 / 2 , a t e  [1/ 4 ;3 /4 ) ,b o ‘lsa,

[3 /  4;1]
b) g = c o  / 2  b o ‘lsa; c) £  =  1 / 2  bo‘lsa, £  yaratgan a -  algebrani 

tasvirlang.
11. |  v a  r] bog‘liqsiz tasodifiy m iqdorlar b o ‘lib, F(x) va G ( x )  

mos ravishda ularning taqsim ot funksiyalari b o ‘lsin. grj  va Urj  
tasodifiy m iqdorlam ing  taqsim ot funksiyalarini toping.

12. £ v a  r] tasodifiy  m iqdorlar mos ravishda f ( x )  va ^(jc) 
taqsim ot zichliklariga, F ( x )  va G ( x ) taqsim ot fuoksiyalarga ega.

= tasodifiy  vektor. p { x , y )  =  f { x ) g { y ) ( \  +  r (F (x ) ,G (y ))) ,
taqsim ot zich lig iga ega, bu yerda r(x ,y )  funksiya

i i 
m in r(w ,v )> — 1, \ r ( u , v ) d v  =  \ r ( u , v ) d u  = 0
0<»<! n 0<v<l 0 0

shartlam i qanoatlantiradi. c  vektor kom ponentalari bo ‘lgan q t va g 2 

tasodifiy m iqdorlam ing  taqsim ot zichliklari topilsin.
13. 0 <  x < a ,  Q < y < b  to 'rtburchakdan tasodifan, tekis taqsi- 

m otga ega b o ‘lgan  nuqta tanlanadi. Uning ( g  , r j )  koordinatalari b o g ‘- 
liqsiz ekanligi isbotlansin.

14. x 2 +  y 2 <  R  doiradan tasodifan, tekis taqsim otga ega b o ‘ l- 
gan nuqta tanlanadi. Uning ( g  , q )  koordinatalari bog‘liqli ekanligini 
ko'rsating.

15. ehtim ollar fazosi b o ‘lib, bunda Q  —har b iri mus- 
bat ehtim olga ega b o ‘lgan n  ta nuqtadan iborat. B u faz;oda aniqlangan 
va har qaysisi n  ta turli qiym atlarni qabul qiluvchi ikkita b o g iiq s iz  
tasodifiy m iqdorlar m avjud emasligi isbotlansin.

16. Q  = [0,1] oraliq, 21 uning Borel to‘plam laridan tashkil top­
gan cr — algebrasi, P - L e b e g  o ‘lchovi b o ‘lsin. (0 ,2 1 ,P )  —  ehtim ollar 
fazosida b ir ehtim ol bilan o ‘zgarm as songa teng va g  (a> ) =  a> bilan 
bog‘liqsiz b o ‘lg an  tasodifiy m iqdorm avjudm i?
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T E S T  SA V O L L A R I

1. £  -  s im m etrik  tangani 3 marta tashlanganda tushgan g e rb la r
so n ib o ‘lsa, E, ning taq s im o t qonuni yozilsin.

A. < g : 0  1 2 3 B. 4 : 0  1 2 3 
P . : 1/8 3 /8  3/8 1/8 R  : 1/4 1/4 1/4 '/4=3 ■=

0 1 2  3 D. £ :  I 2 3C . £

F : : 1/8 1 /4  3/8 1/4 R  : 1/3 1/3 1/3

2 . [ a ,6 ] o ra liq d a  tekis taqsim langan tasodifiy m iqdom ing z ic h -  
lik funksiyasi va taq s im o t funksiyasini toping.

0 , x <  a .

A .  f ( x )  =
f. 0, x -e  [ a , b ] ,

1 , x e [ a , b ]  '

f 0, x  e  [ a , b ]

B. f ( x )  =  k  1

f 0. x  
1

D. / ( * )  =

[a , b ]  

[ a , b \ ,

f, 0. x  e  [0,1], 
U e  [0,1]

F ( x ) H f A  * < * < & ,
b - a

[1, x >  b  

0 , x  <  a ,

F ( x )  =  ^ a <  x < b ,  
b - a

[1, x >  b  

0 , x <  0,

F ( x )  =  •{ x ,  0 < x <  1, 

\ l , x > l  

0 , x <  0 ,

F ( x )  =  -j x ,  0<  x <  1, 

\ l , x > l .

3. Qanday sh a r t bajarilsa tasodifiy m iqdor o ‘zi bilan b o g ‘- 
liqsiz b o ‘ladi?

A. Har doim  B. Hech qachon
C. A gar P ( 4  = c o n s t ) =  1 b o ‘lsa D. T o ‘g ‘ri javob y o ‘q.
4. 1 1 4 { c o ) —  A  hodisaning indikatori. N o to ‘g ‘ri m unosabatn i 

k o ‘rsating.

I  A-.B ^ I  a ' I B
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B. / , 0 ) < / ß (0 ) tengsizlik  barcha c o e  C l  lar uchun A a B  

b o ‘lganda va faqat shundagina bajariladi.

5. M um kin  bo 'lgan  qiymatlari ayrim  ajralgan sonlar b o ‘lib, 
ulam i tayin eh tim ollar bilan qabul qiladigan m iqdorga . . .  deyiladi.

6 . T aq sim o t funksiyaning qiym atlari qaysi oraliqda o‘zgaradi? 
A. (0 ,1 )  B. (0,2) C. (-a ,+ o o ) D. [0,1].
7. X u z lu k siz  tasodifiy m iqdor b o ‘lsa, quyidagi tengsizliklarning 

qaysinisi to ‘g ‘ri?
A. P ( & <  x <  b )  =  F ( b ) + - F ( a )  B. P ( a <  x <  b )  — F ( b ) / F ( a )

C. P ( a < x < b )  =  F { b ) - F { a ) D. P ( a  <  x <  b )  =  F ( b ) F ( a ) .

8 . T aqsim ot funksiya uchun quyidagi xossalardan qaysi biri o ‘rinli?
A. u z lu k s iz  B. o ‘suvchi C. davriy D. chegaralangan.

9. A g a r  diskret tasodifiy  m iqdor uchun P{£ =  £} = — 

k =  1 ,2 ..,« — 1 boTsa, o‘zgarm as c  ning qiymatini toping.

12. I A  =  I A ( a ) )  -  A hodisaning indikatori. T o‘g‘ri m unosabatni

A. s in g u ly ar tasodifiy m iqdor B. diskret tasodifiy  m iqdor
C. uzlxiksiz tasodifiy m iqdor D. norm al taqsimot.

A  «4-2 B _ n _  c  n + l  D
nn  n + 2  /7—1 n

10. T aso d ifiy  m iqdor zichlik funksiyasi
f 0 . agar x  <  0

bo 'lsa, o 'z g a rm a s  so n C  ning qiym atini toping.

A. 4 - B. 1  ’ D.
' i +1

11. I A  - A  hodisa indikatori. To‘g ‘ri tenglikni ko‘rsating.
A. 70 =1 B. T0  =  O  C . I 0 > 0 D. I 0 > 1 .
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13. ( R , B ( R )) o ‘lchovli fazoda aniqlangan singulyar ehtimol 
o ‘ lchovining ta’r if in i  k o ‘rsating.

A. M os taq s im o t funksiyasi uzluksiz, lekin uning o‘sish nuq- 
talaridan ta sh k il topgan to ‘plamning Lebeg o ‘lchovi nolga teng

B. M os taq s im o t funksiyasi uzluksiz, lekin absolut uzluksiz 
boM magan ehtim ol o ‘lchovi

C. M os taq s im o t funksiyasi diskret, ammo uning o ‘sish nuqta-
laridan ta sh k il topgan to ‘plam  m usbat Lebeg o 'lchoviga ega

D. M os taq s im o t funksiyasi uzluksiz va uning o ‘sish nuqtala- 
ridan ta sh k il  topgan  to ‘plam ning Lebeg o ‘lchovi birga teng.

14. (-Q.21, P )  —  ehtim ollar fazosi. T o‘g ‘ri ta ’kidni k o ‘rsating.

A. £1 da an iq lan g a n  v a  diskret qiym atlam i qabul qiluvchi har 
qanday fu n k s iy a  tasodifiy m iqdor bo ‘lmaydi

B. H ar qan d ay  21 o ‘lchovli funksiya tasodifiy m iqdor b o ‘ladi
C. £1 da aniqlangan har qanday funksiya tasodifiy miqdor bo‘ladi
D. £~2 da an iq lan g an  har qanday ( R , B ( R ) )  o 'lchovli funksiya 

tasodifiy m iq d o r  b o ‘ladi.
15. Q anday q  tasod ifiy  m iqdor o ‘zi bilan bog‘liqsiz b o ‘ladi?
A. ^  har d o im  o ‘zi b ilan  b og‘liqli
B. A gar u u z lu k s iz  b o ‘lsa
C. Agar P ( 4  =  c o n s t )  =  lb o is a

D. T o ‘g ‘ri ja v o b  y o ‘q.
16. A gar ^  va H b o g ‘liqsiz tasodifiy m iqdorlarbo ‘lib, P l ( x )  va 

p 2 { x )  lar mos rav islida  ulam ing zichlik funksiyalari b o ‘lsa, % + r /  nin§ 
zichlik iunksiyasini to p in g .

00
A - P i+V (*) = P i (x ) P i (*) B. p i+n ( x )  =  |  p x (x + y ) p 2 (x ) d y

-co

CO

c - P e * , ( x ) =  J P 2 ( . y - x ) p 2 ( y ) d } ’
—o o

OO

D. p ;.T7(x )=  J P [ ( x - y ) p 2 ( y ) d } ’ .

77



17. -  ixtiyoriy ehtim ol fazosi bo 'lsin . Ushbu 

t , : ( Q , ^ )  —> ( R ,  B \  R )) uchun qanday shart bajarilsa, a  tasodifiy miq- 

dor d ey ilad i?
A. o ‘lchovli funksiya B. sodda funksiya

C. u z lu k s iz  funksiya D. o ‘zaro bir qiym atli flxnksiya.

18. -x (i) fazodagi uslibu = k o ‘rinishda 

an iq lan ad ig an  P £ eiitimol o 'ichov i £  tasodifiy m iqdom ing ( R . £ ( R  )) 

fa z o d a g i... deyiladi. ta ’r i fn i to ‘ldiring.
A. z ic h lik  fiinksiyasi B . taqsim ot funksiyasi
C. B o re l  fiinksiyasi D . ebtim ollik taqsimoti.
19. A g a r  F ( x )  =  P ( £  < x), x e  R  -  c; tasodifiy iniqdorning taq- 

sim ot fu n k siy asi bo‘lsa, u holda P ( q  >  x) ehtimolni F  ( x )  yordamida 
ifodalang.

A. F ' ( x )  B. F ( x - O )  C. 1 - F ( x )  D. F(jc +  0).

20. C h ek li yok i sanoqli sondagi { x k j qiymatlarni 

{ P k \ [ ^ L , P k  = 1 j ehtim ollar bilan qabul qiluvchi tasodifiy  miqdor ...

deyiladi. T a ’rifni to‘ldiring.
A. u z lu k s iz  B. absolut uzluksiz C. singulyar D. diskret.

A'
21. T aqsim ot funksiyasini F .  ( r )  = J p [ y ) d y  ko‘rinishda ifoda-

lash m umkrin b o ‘lgan tasodifiy m iqdor ... tasodifiy m iqdor deyiladi. 
ta 'rifn i lu' Idii îng.

A. a b so lu t uzluksiz B. uzluksiz C. diskret D . singulyar.

22. (^Q, J3 ,P ) -  ehtim ollar fazosi. T o ‘g ‘ri ta’kidni k o ‘rsating.

A. C l  da aniqlangan har qanday ( R , B {  R ) )  o ‘lchovli funksiya

ta so d ifiy  rniqdor bo ‘ladi
B. Q  da aniqlangan har qanday funksiya tasodifiy funksiya 

b o ‘ladi
C. I-lar qanday J L  o ‘lchovli funksiya tasodifiy m iqdor bo‘ ladi
D. T o ‘g ‘ri ja ro b  y o ‘q.
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I l l  B O B . T /V S O D I F I Y  M I Q D O R N I N G  S O N L I  
X A R A K T E R I S T I K A L A R I .  M A T E M A T I K  K U T I L M A

H ar b ir tasodifiy m iqdor o ‘zining taqsim ot funksiyasi orqali to ‘la 
aniqlanishini biz a w a lg i  bobda k o ‘rgan edik. K uzatuvchi nuqtayi 
nazaridan, bir xil taqsim ot funksiyaga ega b o ‘lgan tasodifiy 
m iqdorlarai, garchan ular turli ehtim ollar fazosida aniqlangan b o ‘Iib, 
tnrli hodisalam i tasv irlasa la r ham  bir-biridan ajratib b o ‘lmaydi. 
Am m o taqsim ot funksiyalari turlicha b o ‘lgan tasodifiy m iqdorlar 
berilgan bo ‘lib, u lam i taqqoslash  talab qilinsa, m a’lum qiyinchiliklar 
paydo b o ‘ladi. B a ’zi hollarda bunday qiyinchiliklar oson yechiladi. 
N asalan , agar B ernu lli sxem asida bizni yutuqlar soni qiziqtirayotgan 
b o ‘lsa, u holda ikk ita  B em ulli sxem asidan qaysi birida yutuqning 
ehtim oli katta bo isa, xuddi shunisini tanlash kerak ekanligi tabiiy. 
U m um iy holda esa ikkita taqsim ot funksiyani qanday taqqoslash 
tushunarli emas va shun ing  uchun ham  har bir tasodifiy m iqdom i biror 
son (balki bir qancha sonlar) bilan xarakterlash maqsadga m uvofiq 
bo"lib, ular tasodifiy m iqdorlam i m a’lum  m a’noda tartiblashga sabab 
b o ‘lar edi. T asodifiy  m iqdorning bunday xarakteristikalaridan biri 
lining o‘r ta  q iym ati y o k i m a te m a tik  k u tilm asid ir.

M azkur bobda b iz  tasodifiy  m iqdom ing m atem atik kutilm asini 
o 'rganam iz.

l-§ .D isk re t ta so d if iy  m iq d o rn in g  m a tem a tik  ku tilm asi

4  tasodifiy m iq d o r chekli sondagi a l , a 1 , . . . , a r qiym atlarni 
p k =  P ( 4 k  = ch ) eh tim o lla r b ilan  qabul qilsin. £ tasodifiy m iqdom i n  

ixiarta o‘tkazilgan ta jrib ad a  kuzataylik  va uning bu tajribalarda qabul 
qilgan qiym atlarini x l ,x2,...,xtl orqali belgilaylik. U  holda bu kuza- 
tilgan qiymatlarning o ‘rta  qiym atini ushbu k o ‘rinishda ifodalash 
mumkin:

(1)
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bu yerda k .  va N n ( A ) orqali mos ravishda biz o 'tkazgan  tajribalar 

seriyasidagi A  = {^ = a ,}  hodisaning ro ‘y  berish lar soni va chastotasi
belgilangan. ( 1) form ulada chastotalam i ehtim ollar bilan alm ashtirib, 
biz E, tasod ifiy  m iqdorning îm tem atik  kutilm asi (yoki o‘rta  qiymati) 
deb ataluvchi ushbu

qiym atni hosi! qilamiz. Ixtiyoriy diskret tasodifiy  miqdorning mate- 
m atik  ku tilm asi ham  yuqoridagi kab i aniqknadi.

l - t a ’r i f .  {xj,} qiym atlarnip k ehtim ollar bilan qabul qiluvchi q  

diskret ta so d ifiy  m iq d o rn in g  m a tem a tik  k u tilm asi deb

y ig ‘indiga aytiladi. Shu bilan birga, agar tasodifiy miqdor sanoqli 
sondagi q iym atlarn i qabul qilsa, u  hol da (2) qator absolut yaqin- 
lashuvchi b o ‘lishi zarur, aks holda q  tasodifiy miqdorning matem atik 
ku tilm asi m av ju d  emas deb hisoblanadi.

1 -izo h . D iskret tasodifiy m iqdom i ta’riflashda u  qabul qiluvchi 
qiym atlarin ing  tartibi b iz  uchua aham iyatga ega em as, shuning uchun 
ham  (2) qatorn ing  yig 'indisi qo 'shiluvchilam ing tartibiga bog‘liq 
em asligi tafciiy, bu  esa qator absolut yaqinlashgandagina o 'rin li.

A gar > 0  bo ‘lsa, u holda (2) tenglikning o 'n g  tom onidagi qator 
yoki ab so lu t yaqinlashadi yoki +°o ga uzoqlashadi. Oxirgi holda 
M E  =  +co deb  hisoblanadi.

D isk re t tasodifiy m iqdorlam ing matematik kutilm asini hisob- 
lashga d o ir  bir qancha m iso lla rk o ‘ramiz.

1-m iso l. E, tasodifiy miqdor x ,,x2, . . . ,x n qiym atlarni bir xil

p . =  P ( E ,  ~  x ,) =  — ehtim ollar bilan qabul qilsin. U holda ̂ vt

(2 )
k

n

bö‘lib, m atem atik  kutilm a x [, x 2. , . . . , x n sonlarning o ‘rta (arifm etik) 
qiym atiga ten g  b o ‘ladi.
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2-m isoI. ( л ; p )  p a ram e trli binom ial taqsim otga ega b o ‘lgan ц п 

tasodifiy  m iqdoming m a te m a tik  kutilm asini topamiz:

= I  k P M )  = Ê  kCknP\ l - P y - k = X -  р Г к =
*=0 k = 0 *=0 * ! (« -* ) !

n-1

y=0
3-m isol. £ p a ram etri Я b o ‘lgan Puasson taqsim otiga ega bo‘lsin. 

U  ho Ida
cc 2 к oo л к—1 со л j

M ç  = У  к — е Г х  =  X e ~ Á У  ——  = Яе~А ¿  —  =  A e V A = Я . 
á  *! Й ( И ) !  ¿ у !

Demak, P u a sso n  taqsim otining m atem atik kutilm asi uning 
param etri a  ga ten g elcan .

4 -in i s о I. p  -p a ram  c tr 1 i geom etrik qonun b o ‘yicha taqsim langan E, 

tasodifiy m iqdom ing m a te m a tik  kutilmasi
1

f 00 ^
k -1 _____I V  J  I _____  1 1 _  p ci_  =  £4_= ±

( i - c Y  p
Щ  =  Y kp q  = p q ' Z * a i  = w  E î  r w r

A-0 A=0 • i=0 7? V1 c!

q  =  í -  P-.  

ya’ni Ш  =  —— ko‘ rin ishga ega.

5-m isol. M usbat b u tu n  sonlarni qabul qiluvchi £ -tasodifiy miq- 

dor uchun p k =  P((g =  £ )  =   ̂ 1 ^  (& = 1,2,...) bo ‘lsin. U  holda

Z % = Z t T 7  = +co ¿=1 i= l/c+1
va demak, M E ,  -  +oo.

6-m isol. E, - ta so d ifiy  m iqdor x k -  ( — l ) k k  qiym atlarni p k =

elitim ollar bilan qabul q ils in ,£  =  1,2,.... U  holda
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k ( k + l )  £ x k +1
b o ‘lgani Lie him £  tasodifly m iqdom ing m atem atik kutilm asi mavjud 
emas.

2-§. D is k re t  tasodifiy  m iq d o r m a te m a tik  k u tilm asin in g  asosiy
xossalari

( o > )  - ß , P )  ehtim ollar fazosida aniqlangan tasodifiy 
m iqdor bo‘lsin. Agar Q  fazoni chekli yoki sanoqli

= A  PI A i = 0,zV j  y ig ‘indi shaklida ifodalash m um kin b o ‘-
/'

lib, har b i r  A t e j l  hodisada 4 ( a )  o ‘zgarm as qiym atni qabul qilsa: 

€ ( a )  =  x i ,  © € A j} u holda £, s o d d a  t a s o d i f i y  m i q d o r  deyiladi. 
Tushionarliki, sodda tasodifiy m iqdor

£ = £ ( ® ) = 2 > A . H  3)
i

k o ‘r in ish d a  ifodalanadi.
Ix tiy o riy  diskret tasodifiy  miqdor sodda tasodifiy  m iqdor va 

aksincha, h a r  qanday sodda tasodifiy m iqdor diskret ekanligini k o ‘rish 
qiyin e m a s .

H aqicjatdan ham, agar diskret tasodifiy m iqdor x l , x 2 , . . .  qiymat- 
lam i q a b u l  qilsa, uni (3) yig‘ indi shaklida yozish m um kin, bunda 
A i =  jcy :<f ( o )  =  x t J e  ß .

1- ta ’r ifd a n  sodda tasodifiy m iqdom ing m atem atik kutilm asi

M ^ Y . X A A )  (4)
i

y ig ‘ind iga teng  ekanligi kelib chiqadi.
S o d d a  tasodifiy  m iqdor matem atik kutilm asining yuqoridagi (4) 

form ula o rq a li  keltirilgan ta ’rifi m a’noli b o ‘lishi uchun uning to ‘g ‘ri 
ek an lig ig a , y a ’ni M £ ,  c, tasodifiy m iqdom ing faqat o ‘ziga b o g liq  
b o ‘lib, u n in g  (3) ko ‘rinishida ifodalanishiga b og‘liq em asligiga 
ishonch  h o s il  qilisliim iz zarur. £ = £(< ») sodda tasodifiy  m iqdor (3) 
ifodadan  ta sh q a r i yana boshqa



4  = g ( c o )  = Y , y J1B (co)

ko‘rinishga ega bo 'Lsin, bu  yerda ^  ß , = f i  va ß  B k = 0 , j i £ k .
j

C j  =  A j  fl B j  d e y m iz  va C  to 'p lam da £ ( o )  m iqdorning z tJ 

qiym ati b ir v aq tn in g  o ‘zida ham  x .  ga, ham y l g a  teng  va har qanday

i  uchun A i = va  har bir j  uchun B j = ' ^ j A iB j b o ‘lgani
k

sababli
CO co CO co

2 > , . p M ) = 2 > , 5 > ( - 4 a ) = 2 ;  l y ’f c , )  = S ^ ( c ä ):
i= i  / = i  y = i  /= 1  j —\  y  i , j = \

c o / c o  \  co f  co  \ o o

= E l  E V ’ t e )  = 2 > ,  I p ( ^ )  = S ^ ( « , ) .
y=i

m unosabat o ‘rinli, c h u n k i absolut yaqinlashuvchi qatom ing hadlarini 
ixtiyoriy tartibda y i g ‘ish m um kin.

Endi diskret ta so d if iy  mxqdorlar m atematik kutilm asining asosiy 
xossalarini ke ltiram iz .

1-teorem a. 1°. Agar £, va 77 — diskret tasod ifiy  m iqdorlar boMib. 
M g  , M r i  matemati k  kutilm alar mavjud bo 'lsa, u  holda ixtiyoriy a  va 
b  haqiqiy sonlar u c h u n  a c  + b i7 tasodifiy m iqdorning m atem atik 
kutihnasi inavjud b o ‘lib,

M  ( aE, + b ?]) = a M  i  + b M i )  

tenglik o ‘ rinli b o ‘lad i.
2°. Agar £ >  0 b o 'lsa , A /£ > 0 . Agar M £ ,  va M i 7 m atem atik 

kutilm alar m avjud b o ‘lib, £ > r j  b o ‘lsa, u holda M E ,  > M i )  b o ‘ladi.
3°. Agar |£ | <  77 b o ‘lib, M r j  chekli bo ‘Lsa, M g  ham  chekli 

bo ‘ladi. A gar M g  v a  M r j  m atem atik kutilm alar ch ek li b o ‘lsa, u  holda 
M ( g  -f 77) ham ch ek li.

Isb o t, 1°. £ (* » )  va /7(0 ) tasodifiy  m iqdorlar A i , A 2 , . . .  va 
B l , B 1 to‘p lam la r indikatorlarining chiziqli kom binatsiyalaridan 
iborat bo‘ lsin, y a ’ni

£ (® ) = £  x iJ Ai (® )> n  H = £  y , 1  b ,  (® )•
¡=1 7=1 '
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c  = A , ß . etib belgilaymiz. [ J .1 / i  =  Q  va © e C.. uchun
U j

( c o )  +  b i j ( c o )  =  a x ,. + b y ,  tenglik o 'rin li. B undan m atem atik kutilm - 

aning ta ’r i f ig a  k o ‘ra:

M ( a £  + b q  )  = ox,. +  ö j ;) p ( q )  = £ ¿ ( 0* ,+ ^
/=1 7=1 M  7=1

"  £  m . X y>( )  •+ S  b y ' ^ l ' l . A . B t )  = a t  v / ’d )  +
/=1 7=1 7=1 /=1 /=1

X
+/?]T y j P ( B j ) =  a M i  +  b M t ] .

j = \

2 ° .  A g a r  E  > 0  bo 'lsa , (3) m unosabatdan x,. > 0  b o 'lg an i sa- 
babli M E ,  > O. A gar E  > r /  bo 'lsa , u  holda E, = r /  +  (£ - r j )  tenglikdan 

1° -xossaga k o ‘ra  M E .  —  M t j  +  M ( E  - t j )  bo‘lgani sababli M E , > M r j  

kelib  c h iq a d i, chunki i  > q  tengsizlikdan M ( E ,  -  77 )>  0 .

3°. I  =  x,/4 (®),7 = Y i y JI B (® ) va \ 4 \ < T ]  b o ls in . U holda
i=l y=l

cue yi;i? m u n o sab atd an  ixtiyoriy z,y u ch u n !x ,|< y  ekanligi kelib 

chiqadi. Shu b ilan  birga

f j P ( A jB / ) = P ( B j )  va ¿ i » ( 4 5 7) = P ( 4 )
M .=1

tenglik lar o ‘r in li .  Bundan foydalanib va absolut yaqinlashuvchi qator- 
ning h a d la r in i ixtiyoriy tartibda y ig 'ish  m um kin ekanligini hisobga 
olib, q u y id ag in i topam iz:

= f J x iP ( A i ) < f j \ 4 P ( A i ) =  X | x , | y / t 4 , 5 ;) <
/=1 i=l i= l j=\

*  X  = I  y A B j ) = M n  <  ™  •
M  M j= 1
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2-teorem a. A g a r { !„ (« )}  -  diskret tasodifiy m iqdorlar ketma- 

ketligi 4 ( 6J )  taso d ifiy  m iqdorga tekis yaqinlashsa, u holda M g n m ate­
m atik kutilm alar ketm a-ketlig i Koshi m a’nosida fundam ental bo'ladi. 

Isbo ti. 4  ~  d isk re t tasodifiy  m iqdor uchun

3-§. Tasodifiy m i<|dorning m atem atik kutilm asi (um um iy hol)

\ M g \ £ > , m )
;=i ' 1=1

su p |* J= su p |£ (© )| (5)
i coeQ

m unosabat o ‘rinli. B u n d  an foydalanib, quyidagini topamiz:
|M £ „ - M £ m \ =  |M ( |„  s u p |^ ( f ö ) - |m(© )| ->  0 , n , m  ->  co.

ö>eQ
Demak, { } ketm a-ketlik  fundamental ekan. Teorem a is- 

botlandi.
3 - ta ’rif. 4  = 4  ( c o ) - ( Q J L , P )  ehtimollar fazosida aniqlangan 

tasodifiy miqdor, 4  „  (0J) esa 4  ( 0 ) )  tasodifiy m iqdorga tekis yaqin- 
lashuvchi diskret ta so d ifiy  m iqdorlam ing ixtiyoriy ketm a-ketligi bo‘l- 
sin. U  holda 4  taso d ifiy  m iqdorning matematik kutilm asi deb ushbu

M 4  = lim M 4 n

qiym atga aytiladi.
2-izoh. Y e ta rlich a  katta n  sonidar boshlab M 4 „  m atem atik 

kutilm alar bir v a q td a  yoki mavjud, yoki m avjud em asligi ravshan. 
Oxirgi holda M 4  m av ju d  em as deyiladi.

4  tasodifiy m iq d o rn in g  yuqorida keltirilgan ta ’rifi m a’noli 
ekanligini ko ‘rsa tam iz .

B irinchidan ( Í2  , ß ,  P  ) fazoda aniqlangan ixtiyoriy 4  tasodifiy 
m iqdor uchun unga tekis yaqinlashuvchi diskret tasodifiy m iqdorlar- 
ning ketm a-ketligi m av ju d .

Haqiqatan ham , har qanday natural n  va butun k  sonlar uchun
" k  i + f e  ß

va X  4t"' ~ Q  m unosabatlar o'rinli.
—oo
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^(fl,)=Z -V (® ) (6)k=-̂r. n
deb b e lg ila y m iz . U  ho lda  I E; (co)—g(o))\ <  -  .i v a  n

Ik k in c h id a n , agar En ( co) va 77 B (o j) diskret tasod ifiy  m iqdorlar 

k e tm a -k e tlig i  tasodifiy  m iqdorga  tekis yaq in lashsa, u holda

lim  ME,n =  lim  M ijnn—>CO W—>GO

ten g lik  o ‘r in l i ,  y a 'n i  ¿1/ c , tasod ifiy  m iqdorga tek is  yaq in lashuvch i 

(© ) k e tm a -k e tlik n i tan lashga b o g 'liq  em as.

H a q iq a ta n  ham , (5) teng lik d an

0  ^ | M 4„ ~ Mri„\ = |M (£ , - /? „ ) |<  su p \E„ (to) -  7 7„ (a  )| <
coefl

^ i s u p |^ ( ® ) - 5 ( ö ) |+ s u p |c ( ® ) - ^ ( ß > ) |  )->  0, w->o>
V o e f i  oeQ y

m u n o sa b a tn in g  o ‘rin li ekan lig i kelib  chiqadi.
M a te m a tik  ku tihn an in g  ta ’rifidan  va 1-teorem adan  b evosita  

u sh b u  te o re m a  ke lib  chiqadi.
3 -te o re m a . 1 °. E, va 77 ta so d ifiy  m iqdorlar ME, va M q  m a te ­

m atik  k u tilm a la rg a  ega b o ‘ lib, a va b — ix tiyoriy  son lar b o ‘lsin. U  
ho ld a  M (a g  +br7 ) m a v ju d b o iib ,

M(aE, + bij) =  aME, +  bMr)

ten g lik  o ‘r in l i  b o ‘ladi.
2 °. A g a r  £ > 0  b o ‘lsa, u h o lda  M g >  0 Aga r  ME, va  M q  

m atem a tik  k u tilm a la r  m ay jud  bo lib , E > q  b o ‘lsa, u holda M g > M q  
b o ‘ladi.

3°. A g a r  ME, chekli b o ‘lsa, u  holda M i7 ham  chek li b o ‘ladi. 

A g ar |^ | < q  b o ‘lib M q  chekli b o ‘Isa, u ho lda h am  chekli 
b o ‘ladi.

B u  te o re m a  d isk re t tasodifiy  m iqdorla r uchun  isbo tlangan  1-teo- 
rem an in g  a n a lo g id a n  iborat.

‘ Musbat tasodifiy? tniqdorlaming matematik kiitUmasi har doim mavjud.
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4-teorem a (m a te m a tik  ku tilm an in g m u ltip lik ativ lik  xossasi).
A g a r  c  va ij b o g ‘liq s iz  tasod ifiy  m iqdorlar b o ‘lib, MS, va  Mi] 
m atem atik  k u tilm a la r  ch ek li b o ‘lsa, u  holda

M S ,  ■ i j  — M g  ■ M r \

ten g lik  o ‘rinli.
Isboti. £ va r) ta so d ifiy  m iqdorlar b o g ‘liqsiz b o ‘lsin. A g ar £ va

00 PC

x] d isk re t ta so d ifiy  m iq d o rla r b o ‘lib, £  = ^ x kIAk (oy
k=1 j =1

k o ‘rin ishga  ega b o ‘lsa , u ho lda ix tiyoriy  k, j  bu tun  son lar uchun 

P ( A kBj) = P(Ak)- P( Bj )  teng lik  o 'rin li. D em ak,

Y X - w / a s , H V I l w A ) = ) p ( B j )=
 ̂k=l j=1 J b=\ k—1 j—1

=  £ xkP (A k) Y i y jPi.Bj ) =  ■ M i7 .
¿=i >i

A gar |  va 77 ta so d if iy  m iqdorlar b o g ‘liqsiz b o ‘lsa, u  ho lda  (6 ) 
fo rm ula o rqali ifo d a la n g a n  g n ( o j )  va

d isk .e t tasodifiy  m iq d o r la r  ham  b o g 'liq s  7  b o ia d i .  D em ak, yuqorida  
isb o rb n g an ig a  ko ‘ ra, M!grin =  M g nijn t t  v iik  o ‘rinli. £„ (a>) ketm a- 

k e tlik  |(fö>) ga rjn(co) ketm a-ketlik  ^ ( iy ) g a  tekis yaq in lashgan i 

uchun  £ n(co)-rinQco) ke tm a-k e tlik  £(&>)• 77 (® )g a  tekis yaq in lashadi. 

D em ak, m a te m a tik  k u tilm an in g  ta ’rifiga  k o ‘ra

M e  ■ i] = lim M q n , ,  = lim  M g j ] n = lim M g n lim M r ] , ,  =  M g  • M r ] .n—xo n—t00 n—>00 »1—><»

Teorem a isbot bo‘ ldi.
1-natija . A g a r  bogM iqsiz taso d ifiy  m iqdorlar b o 'l ib ,

u la r chekli m a te m a tik  k u tilm alarg a  ega b o is a la r ,  u  holda 

teng lik  o ‘rinli.
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5 - te o r e m a  (M o n o to n  y a q in la s li is h  h a q id a g i teo r em a  )• £ , ( » ) -

m an fiy  b o ‘lm ag an  tasod ifiy  in iqdorlar k e tm a-k e tlig i uchun
4n — 4'tM*n =  h 2 ; — va lim e ( © ) = | ( « )  m unosabatlar o ‘rin li b o ‘lsin./».—»«• \  '

A g ar M£ln m atem atik  k u tilm a la r m av jud  b o ‘lib, sup ME,n <  cc b o ‘lsa,
n

u  holda E, ta so d ifiy  m iq dom ing  m atem atik  k u tilm asi chekli b o ‘lib , 
ME =  l im ME, tenglik  o ‘rin.fi b o ‘ladi.

n—>co
I s b o ti .  0  < E „ ( c o ) < ^ o j )  b o lg a n i  uchun  3 te o re m a n in g  2 -  

x o ssasig a  k o ‘r a  0 <  ME,n <  ME va

l im M E „ < M E  . (7)
n —»=o

va bo 'lsin . U

holda E,nk < 4„'k+v lim E,nk = E,n m unosaba tla r o 'r in li. rjk = m a x ^  sod-
ä-ko l<n<k

da ta so d if iy  m iq d o r  va 0 < t ] k =  m ix ^ nk < m ax  £  , - 77 , , b o ‘lgani
!<«££ l<M</t+l ’ T"

uchun r\k  m onoton  o‘sadi. 7 =  lim 7 , boTsin. U holda har bir k  uchun
k —>co

r¡k <  Ek ekanligidan
lim MEk -  Mtj < lim ME,.. (8)
¿—>00 k—

Shu b ilan  b irg a , « < /c b o ‘lsa ,£ ni <r¡k < 7  va bundan A-—» 0o deb  b ar- 
cha /1 la r u c h u n  E n - H  ten gsiz likn ing  o ‘rinli ekanlig in i h o sil qilam iz. 
D em ak , E,<r¡ va ME,<Mr¡  tengsizlik lar, (7) va ( 8 ) m u n o sab a tla r 
b ilan  b irg a  te o re m a n i isbotlaydi.

D isk re t ta so d if iy  m iq dom ing  m atem atik  ku tilm asi

M f = 2 l x k P { Z = X k )
k

F o m iu la  o rq a li  ifodalanishi b izga m a ’lum. Q uyida  ab so lu t uzluksiz  
tasod ifiy  m iq d o rla m in g  m atem atik  k u tilm asin i h isob lash  form ulas ini 
ke ltirib  ch iq a ram iz .

6- te o re m a . Agar E, tasodifiy m iqdor p A x )  zichlik funksiyaga
ega b o ‘lib,

3C
[  \x\p¿ ( x)cbc <cc

—3D
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co

= \ xPc_ ( x ) d x  (9)
—00

ten g lik  o ‘rinli.

Isboti. Biz p ¿ (x ) Reiman m a'nosida integrallanuvchi va (9) teng-

likning o ‘n g  to m oni da R im an  xosm as integrali turibdi deb, faraz 
qilamiz (teorem aning isb o ti Lebeg integrali uchun ham  o ‘rinli).

hodisalar va I A k ( c o ) sodda
I l ¿ ) k=-nl" ¿

tasodifiy m iqdorlar ketrrxa-ketligini kiritam iz. U holda lim M £ )n  — M Sn—>00

tenglik o ‘rinli. Shu bilan b irga
k+1

n  2" - l  u n2T- \  k  2"
I  ^ T P ( 4 - ) =  I  ^

t=-íi2" Z Jt=-n2” ^
2"

boTsa , u holda

va
*+1 k+1 

n n2B—1 2" n l P - \  i, , i 2"
I x p { x ) d x  =  V J x p ( x ) d x <  2 Í p ( x ) d x <

-»  k = - n 2 ' '  k_ k=-f>2n  ^  —
2" 2"
t+1

J n 2 n 2" j 00
< — + ^  f p ( x ) d x < —+  f x p(x) dx  

n  k=- „ 2 "  ± _  n  -®
2"

m unosabatlar o‘rinli.

J x p ( x  ) d x  — ~  <  M % „  < J x p ( x ) d x

—tl —CO
tengsizliklardan n  — > ooda (9) tengsizlikning o ‘rinli ekanligi kelib chi- 
qadi.

Endi absolut u z lu k s iz  tasodifiy  m iqdorlam ing matematik kutil­
masini hisoblashga doir b i r  nechta m isollar keltiramiz.
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7-m iso l. £ - [ *  ,è] o ralig‘ida tekis taqsim langan tasodifiy miqdor 

b o ‘lsin. Bu holda x < a  yoki x > b  bo‘ lsa, /?(.*) =0  ekanligini hisob- 
ga o lsak ,

M g  = f x p ( x ) d x  -  f ———  = 
b J ’  h - a  2 b - a  2—co a

K utganim izdek . M g  soni [a ,f t]  oraliqning o‘rtasi bilan ustm a-ust 
tushar ekan .

8-m iso l. ( а . с т )  parametrli norm al taqsim otga ega b o 'lg an  £ ta- 
sod iñy  m iqdorn ing  m atem atik kutilm asini topam iz:

Щ  -  I ХФа.ст (x )dx  =  I — - ( Л •J. -¿ow** L 2<j 2 J
O x irg i integralda у  = ^л alm ashtirish bajarib, quyidagiga 

ega b o ‘lam iz :

M í= l 5S r expH } í4’=í s 4 ^ l ‘*’+a

= J J;exp 5 ~ \ d y +  a  J ^ ( у ) ф  =  a .
L J —cc

B u y e rd a  birinchi integralda integrallanavchi funksiya toq funks iya 
bo ‘lgan i sababli nolga teng, ikkinchisi esa standart normal zichlik 
fu n k siy ad an  olingan integral bo ‘lgani uchun birga teng. Shunday qilib 
M Ç = a ,  y a ’ni normal taqsim otning birinchi parametri uning m ate­
m atik  ku tilm asidan  iborat ekan.

9 -m iso l. £ tasodifiy m iqdor Koshi zichJik funksiyasiga ega 
b o ‘lsin:

K ( x )  =
л ( \ + х )

00 I
U  ho lda  f ———— = o o  bo ‘Lgani uch rn , g  ning m atem atik kutilm asi

)
m a v j u d  e m a s .

10-m iso l. ( а Д ) -param etrli gamma taqsim otning m atem atik 
k u tilm asin i hisoblaym iz. Gamma taqsim otning zichlik funksiyasi
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P { ( x )  =  j  A a x a - 1e ~ ; x ’ * >  0 
\  r ( a )

b o ‘lgani sababli

% A a x o c  - X x ,  1 "f a  - u , r ( a + 1) a
M e -  ----------e dx = ----------  u s  du = — -----

■ 0J T(cO A -r(a)J  Â F (a ) A

4- §. T asod ifiy  m iq d o r  funksiyasin ing  m a tem a tik  k u tilm asi

Ç ( Ç i . A P )  eh tim o lla r fazosida aniqlangan tasodifiy miqdor 
b o iib , g ( x )  esa R  d a  aniqlangan biror Borel funksiyasi va rj  -  g ( Ç )  

b o is in . U holda 77 h a m  (Q  J l , P )  fazoda aniqlangan tasodifiy miqdor 
b o ‘ladi (II bob, 2 -teo rem a). U ning m atem atik kutilm asini hisoblash 
uchun II bob 7-§ d a g i form ulalardan 77 tasodifiy m iqdom ing taqsi- 
m otini topib, s o 'n g ra  avvalgi paragrafdagi ta ’rifdan foydalanish 
m um kin. Am m o biz fooshqa, qulayroq usulni q o ‘llaymiz.

A vval x x, x 2 , . . .  q iym atlarni p k  =  R ( ç  =  x t  ) ehtim ollar bilan 
qabul qilirvchi £  d isk re t tasodifiy  m iqdom i k o ‘ramiz. B u holda 
7? = g ’(<?) tasodifiy m iq d o r  g(x ,),g (.Y ,),...,g (> t ),... qiym atlarni p k 

ehtim ollar bilan q ab u l qilishi bizga m a 'lum. Shuning uchun ham, agar

/=1

shart bajarilsa, u h o ld a  77 tasodifiy m iqdorning m atem atik kutilm asi

M r )  =  M g ( $ )  =  Y J g { x i ) p i
i=1

fom iula orqali an iq lanad i.
Endi £. ta so d ifiy  m iqdor absolut uzluksiz b o ‘lib, p , ( x )  uning

zichlik funksiyasi bo‘ lgan  holni qaraymiz.
7-teorem a. A g a r £  p £ ( x )  zichlik funksiyaga ega b o ‘lib, g ( x )  R

d a  aniqlangan u z lu k s iz  funks iya b o ‘lib,
00

jr 0 , x < 0 ,

\ \g (x ) \Pp(x)dx
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integral abs olut yaqinlashsa, u hold a
со

Ur¡ =  Mg(4 ) =  ^g(x)pç(x)dx  1 0 )
—«3

tenglik o‘rinli.
Isb o ti. Teorem ani avval [ a .é ]  oraíiqda aniqlangan uzluksiz g ( x )

funksiya n ch u n  isbotlaym iz. Har qaysi n — 1 ,2 ,... sonlar uchun

b  —  а  Г 0, jcÆ Гa , b ) ,  
x*  =  0 4 ----------к  va g n(x ) =  Á deb belgilay miz.

s  > 0  ix tiyoriy m usbat son b o ‘lsin. U  holda faqat e  ga bog‘liq 
b o ‘lgan s lm n d ay  n 0 natural son topiladiki, barcha n  > n0 va h arq an - 
day x e [ ú , ¿ ]  sonlar uchun |g „ ( x ) - ,g ( x ) |< £  tengsizlik o ‘rinli,ya’ni 

g„(x)  ftm lcsiyalar ketm a-ketligi g (x )  funksiyaga [í/,/j] oraíiqda tekis 
yaq in lashad i. r¡n = g n  ( c  ) sodda tasodifiy m iqdorlar ketm a-ketligini 
kiritam iz. Y uqorida isbotlanganiga k o ‘ra  r¡n tasodifiy m iqdorlar 
k e tm a-ketlig i 77 =  g(g  ) tasodifiy m iqdorga tekis yaqinlashadi. Demak, 
m atem atik ku tilm aning  ta ’rifiga k o ‘ra,

'  \ i m M g n(Ç) = Mg(Ç).  ( 1 1 )W-*oo
Ikkinchi tom ondan ,

n  xnk b

M g „ { Ç ) = l L g ( x nk )  J P *(x )dx=  \g „ (x )p s {x)dx.
t=1 Xn ,k -\ a

B u ten g lik d an  va yuqorida isbotlangan |^ и(х) — g(jc)| — E  tengsizlikdan
я -  s o n la r  uchun

J g ( x ) p ¡ ; { x ) d x -  M g n ( Ç ) <  £

tengsizlik  k:elib chiqadi. Bundan, ( 11 ) tenglikga k o ‘ra  (10) formulaga 
kelam iz.

E nd i g ( x )  >  0 b o ‘lgan holga o‘tamiz. U shbu

g(x), Ixl < n ;



funksiyalar Icetm a-ketligini kiritamiz. r]n = g n ( £  ) tasodifïy m iqdorlar 
ketm a-ketligi q  =  g ( 4  )  tasodifiy  m iqdorga m onoton yaqinlashadi. 

M onoton yaq in lash ish  haqidagi teorem aga k o ‘ra M g n ( £  ) î  M g ( ç  ) 
m unosabat o 'rin li. B u n d a n  va

m unosabatdan ( 10) te n g lik  m anfiy bo ‘lm agan g ( x )  funksiyalar uchun 
o 'rin li ekanligi kelib chiqadi.

Umumiy holda,
g ( x )  =  m ax{  g ( x ) ;0} + min{ g (x ) ;0} = g T (x) -  g ~ ( x )

tenglikdan va  teo rem an in g  m usbat g(x) funksiyalar uchun o ‘rinli ekan- 
ligidan,

M g ( Ç )  =  M g +( Ç ) -  M g  ( ç )  =  \ g +( x ) p ( ( x ) d x -  J g  ( x ) p £ ( x ) d x  =

Teorem a isbot boT di.
3-izoh. (10) fo rm u la  g (x ,,x , , . . . ,x n) funksiya R n fazoni R  fazoga

akslantiruvchi n  o i c h o v l i  uzluksiz funksiya b o ‘lgan um um iy holda 
ham  o ‘rin li ek an lig in i yuqoridagi kabi isbotlash mumkin. 
E, = Q l , . . . , Ç ll' ) n  o i c h o v l i  tasodifiy vektor absolut uzluksiz b o iib , 
P ;  : , (x j,...,!,,) u n in g  zich lik  funksiyasi boMsin. U  holda m atem atik 

kutilm a

formula orqali h iso b lan ad i.
4-izoh. T asod ifiy  m iqdom ing  taqsim ot qonunini yozish m a iu m  

qiyinchiliklarga olib kelad igan  b a ’zi hollarda m atem atik kutilm ani 
hisoblash uchun ( 10)  fo rm uladan  foydalanmay, balki boshqa (mate- 
matil< kutilm aning x o ssa la r id a n  foydalanuvchi) turli usullar ishlatiladi.

n

Mg „ ( 0  = J g ( x ) P ç ( x ) d x  —> \ g { x ) p t ( x ) d x

en

i J - Î g ( x l , . . . , x n ) p ^  4 n ( x i , . . . , x j d x l --  d x ,
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11-m iso l. Standart normal taqsimotga ega b o ig a n  E, tasodifiy
m iqdorn ing  matematik kutilm asi

r¡ -  o  ■ E, + a  tasodifiy m iqdor ( a , a 2) param etrli norm al taqsiinlangan

b o is in . U holda, m atem atik  kutilm aning additivlik xossasiga k o ‘ra 
M r ]  — c  ■ +  a  -  a  ekanligi kelib chiqadi. B u tenglikni biz 8-m isol- 
da keltirib  ch iqargan  edik.

1 2 -m iso l. n  ta bog‘liqsiz tai riba lardan iborat b o ‘lgan Bem ulli 
sxem asida, kuzatilayotgan A  hodisaning ro‘y  berishlar soni /u ni 
H = / u t + j u 2 + . . .+ ¡ i n  y ig‘iadi shaklida ifodalash mumkin, bu  yerda 
iU j  — A  hodisaning  y'-tajribadagi ro ‘y  berishlar soni. U holda

M /j = 0 - <7 +1 • p  =  p

boMgani uc bun m atem atik kutilm aning additivlik xossasiga k o ‘ra 
M r ]  =  M r ¡ ,  + M r ] 2 + ...  4- M r \ n =  n p  

tenglik  k e l ib  chiqadi. Bu 2-misoldag¡ natija bilan bir xil, animo ju d a  
kam  h iso b lash la r yordamida olingan.

5-§. D ispersiva . Y u q ori ta rtib li m om en tlar

T aso d ifiy  miqdorni sonli xarakteristikalaridan yana biri uning 
dispersivas id an  iborat.

4 -ta ’r i f .  q  tasodifiy miqdorning d isp ersivasi deb D q  =  M ( ¿ ; - M E ) 2

songa ay tilad i. o  =  ^  D E  qiym atga E, tasodifiy m iqdorning o‘r ta  
k v a iira tik  ch e tlan ish i yoki s tanH art ch e tla n ish  devilarii

D q  d ispersiya  E  tasodifiy m iqdorning qiym atlari uning m atem a­
tik k u tilm as i atrofida qanday tarqalgan elcanligini xarakterlovchi 
sondan ib o ra t.

D isp ersiy an in g  b a’zi xossalarini keltiram iz:

H aq iq a tan  ham,

D q  =  M { q -  M e ) 2 =  M ( 4 2 - 2(4ME, ) + ( M E ) : ) =

= -  2ME ■ M £  +  (M % )2 =  2 -  (M q  )2.
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2 . A gar £ tasodifly m iq d o r  yagona o ‘zgarm as C  sonni 1 ehtim ol 
bilan qabul qilsa, y a ’ni P ( £ - C )  =  l b o is a ,  u holda =  0. Darha- 

qiqat, M C = C  tenglikdan D £  =  M ( £ -  C f  =  (C  -  C )2 • 1 = 0.

3 . Ixtiyoriy C  soni u ch u n  D ( C ^ )  = C 2D $ ,  D ( %  +  C )  =  D %  teng- 
liklar o 'rinli.

Isb oti.

D ( C $ )  =  M ( Q  -  M C £ f  =  M ( C %  -  C M ^ f  = C 2M (£ - M $ ) 2 =  C 2D £ .  

A s  +-O  = M ( c +-C - M ( i 4- C ))2 = M { % - M £  +  C - C f  =  M ( < ; - M 4 ) 2 =  D £ -

4  . Agar 4  va 77 o‘z a ro  b o g ‘liq b o im ag an  tasodifiy m iqdorlar 
bo‘lsa, u  holda D ( E ,  + 77)=  + D r /  tenglik o 'rinli.

Isbo ti. M atem atik  k u tilm an in g  additivlilc xossasidan foydalanib 
quyidagini topam iz:
D ( g  4- 77) = M ( g  -  M e ) 2 +  2 M ( q  -  -  M ^)+ M fa -  M r ] ) 2 =  D g  + D r ] ,  

bu yerda £  -  M £  va 7 7  -  M r ]  tasodifiy m iqdorlam ing b og‘ liq 
em asligidan M ( J ;  -  M ^ X t y  -  M r ] )  =  M(<| -  M % ) M ( r ]  -  M r ] )  =  0 teng­
lik kelib chiqadi.

4-xossa faqat ikkita em as , balk i juft-jufti bilan bog‘liqsiz b o ig a n  
n  ta tasodifiy m iqdorlar y ig ‘indisi uchun ham  o ‘rinli ekanligini ko 'rish  
qiyin em as.

I3-m isoI. ( n , p )  p a ram e trli binom ial taqsimotga ega b o ig a n  /u 

tasodifiy m iqdorn ing  d ispersiyasin i hisoblaymiz.
/ u  tasodifiy m iq d o rn in g  dispersiyasini hisoblash uchun 1 -xos- 

sadan foydalanam iz. M / u  m atem atik  kutilm a 2-m isolda topilgan edi: 
M f x - n p .  Endi M p 2 m a tem atik  kutilm ani hisoblaymiz:

m2 -  i / c „ v o  -  pY~‘ - - nr -
= < x ~ p r ‘ ' = ’v t v + » c L p > < \ - p r ‘  =

=  n p ( M p ( n  —  1)+- 1) — n p ( ( n -  \ ) p  + 1) = ( n p ) 2 + n p q .  ( 12) 

Demak, D p  =  \ 4 p — ( M r ^ y  =  n p q . (12) natijaga quyida keltirilgan 
usu l bilan osongina k e lis li m um kin: p ( n )  tasodifiy m iqdom i n  ta

95



b o g i iq s iz  tajribalardan  iborat b o ig a n  Bernulli sxem asida kuzati- 
layo tgan  A  hodisaning ro 'y  berishlar soni ekanligini hisobga olib, uni

/и = j u ( n )  =  f j . i  +  +

k o ‘rin ish d ag i y ig ‘indi shaklida ifodalash mumkin, bu yerda f i } orqali 

y -ta jr ib a d a  A  liodisa ro ‘y bersa 1, aks holda 0 q iym at qabul qiluvchi 
tasod ifiy  m iq d o r belgilangan. Har bir qo'shiluvchinitig dispersiyasi

D n j  =  ( 0 -  M f U j ) 2 - q  +  ( l - M ¿ i f ) 2 - p  =  { - p ) 2 q  +  ( l - p ) 2 p  =

=  p 2q  + q ~ p  = p q ( p  +  q ) =  р ч

va / и . ,  у = 1,2, . ...w tasodifiy m iqdorlar birgalikda b o g ‘liqsiz bo ig a n i 

u c h u n  4 -xossaga ko‘ra ushbu
D/u = D/u(n)= Д ц , + Dju2 + ...+ DPti=npq

tengl ik k a  kelam iz.
1 4 -m iso l. Я  parametrli Puassoa taqsim otiga ega bo‘lgan ç taso­

difiy m iq d o m in g  dispersiyasi topilsin.
B u n in g  uchun b iz dispersiyaning 1 -xossasidan foydalanam iz. 

B izga М й  =  Я ekanligi ma’lum  (3-misol). M q 1 m atem atik kutilm ani 
h isob laym iz:

oo  -2 A* «  ■) k—1 =o 1 j
M 4 2 =  У  к г — е ~ л = Я Х Л 4 — е - л =  Л £  (у + 1 ) 4 - е - л =

Ь t o  к \ £ х  (* -» ) '  >о  J !

, t  + Е  ] = я • ( ^  + 0 = я2+я- •=  я

S hu n d ay  qilib,
щ  = M £ 2 - ( M f - ) = À 1 + я - я 2 = л ,

y a ’n i Puasson taqsim otining dispersiyasi ham, lining m atem atik 
k u tilm asi kab i Я  param etrga teng ekan.

15 -m iso l, [i?,6] oraliqda tekis taqsim langan £ tasodifiy 

m iq d o m in g  d ispersiyasi (10) fo rm ukga asosan topiladi:

f /  b + a \  1 j  1 / ,  ¿и-a \ / / } + а  V
^ = . Г “ - Г ) ^ Ä = 5 ( i ^ )  ) T ~ ) ' j  12

b + a Ÿ  ¡ í > + a \ 3 ,_ l ( b—a )
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16-misoL ( a , e r 2 ) param etrli norm al taqsim otga ega b o ig a n  £ 

tasodifiy m iqdom ing  dispers iyasin i topamiz:
oo o° . 2  f  ( \ 2  1

D ‘ =  j ( x - a ) 2 <p0 C ( j c ) d x =  J (X- |= --exp< j- ' a ~ \ d x .
Jo [ 2cr J

Bu integralda y  —  — ■ a lm ash tirish  bajarib, quyidagini hosil qilam iz: 
a

oo 2 f 2 ‘
J  ‘J y

Di=ff2 J v s r expi “ “ r

H osil b o ig an  integralni v =  /■ , c h i  = yexp<j — 1> deb olib,
V2a- ' I 2

b o ia k la b  in teg ra ilay m iz :

D * = c r 2 " j - j i= e x p <  \ d y  =  <J 2 ] c / ) ( y ) d y  =  a 2 .

—oc v t J -oo
Demak, param etrli n o rm a l qonun b o ‘yicha taqsim langan taso ­

difiy m iqdom ing dispersiyas i uning ikkinchi param etriga teng ekan.
17-misol.(ctr,A) -param etrli gam m a taqsim otning dispersiyasini

ochisoblaym iz. MS, = — ekanlig in i hisobga olib, dispersiyaning i - 
X

xossasidan foydalanam iz:

2 ^ ^ . e - , X d x =

0J T ( a )  A r ( a )  q ' A T ( a ) A

A A A

5 - ta ’rif. ^  ~  ( Q J U ? )  ehtim ollar fazosida aniqlangan tasodifiy

miqdor va k  > 0 b iro r son b o 'Ism . Agar M  | matematik kutilma mav-

jud  b o is a , u holda a k =  songa £ tasodifiy m iqdom ing A -tartibli

b o sh lan g ‘ieh m o m e n ti,  m k =  M \ g f  songa esa uning A -tarribii

ab so lu t m o m en ti deyiladi.
£ — M t ,  tasodifiy  m iqdom ing m om entlarini m ark aziy

m o m en tla r deyiladi.
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A gar -  O b o is a , u holda m arkaziy m om ent b o sh lan g ich  
m om entga te n g  b o ‘ladi. c  tasodifiy m iqdom ing bii'inchi tartibli 
b o s h la n g ic h  m om enti uning m atem atik kutilm asi bilan, ikkinchi 
tartib li m a rk a z iy  momenti esa dispersiyasi bilan ustm a-ust tushadi.

1 8 -m iso l. (Normal taqsim otning m arkaziy momentlari). taso ­
d ifiy  m iqdor (¿ / ,a ? )parainetrli norm al taqstm otga ega b o is in . U  h o l­

da M ¿ , = a ,  D < 4  = < y '  ekanligi bizga m a iu m . c tasodifiy m iqdom ing 
m ark aziy  m om entlarin i hisoblaym iz.

P m = M ^ - a T  = - \ =  } ( x - a T  expí
l  2cr¿ \

x — o
B u yerda z  =  :-----alm ashtirish bajarib, topamiz:

CT

m * í 7 /\
P m = - j = \ z m ^ - / 2 )dz.

A g ar m  toq b o isa , u holda /3^ = 0  b o ia d i, agar m  juft b o is a  

(m = 2 k ), u  ho lda J32 k  =  M (£ - a ) 2 k  =  — = = - l z 2 k  ex p | ~ — \ d z  da
^  o l 2 J

. 2

~ Y  =  t  alm ashtirish  bajarib quyidagiga ega b o iam iz :

~yk 2 k  00 , i /  _ 2A: / t \
f t *  = M ( 4 - a ) 2 k  = +  =

= 1- 3 -- - (2>k-l)cr2A =  (2Á :-l)!!o-2t.

1 9 -m iso l. A-param etrli k o ‘rsatkichli taqsim otga ega b o ig a n  £  
taso d ifiy  m iqdom ing  yuqori tartibli m om entlari hisoblansin.

Y ech ish . £  tasodifiy m iqdom ing zichlik fünksiyasi

, s. [ A- e- ' 1'* , x >  0 ,
■*) =  ̂

e ;  [0 ,x <  0 .

£  n in g  ¿ - ta rtib li m om entini 7-teorem adagi (10) form uladan foyda- 
lan i b topam iz:
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a k  = M i k = fx ’ /L ■ e  k A d x  =  \  f x k e  / X d x  =  ~ j i k e  1 d t  = - - ■ k  -  .

0 0 *  0 '>l

A gar k  rausbat b u tu n  son b o ‘Isa, r ( £  + l) = A:! va a k  - —j - -
Ä

6-§ . A sosiy  ten gsizlik lar

M atem atik a n a liz  kursidan bizga m a’lum b o ‘lgan y ig ‘indi va 
integrallar uchun isb o tlan g an  ko‘p tengsizliklar ehtim ollar nazariyasi 
va m atem atik statist ik a  kursida bam  keng qo 'llaniladi. Shu bilan birga 
elitimollar n azariyasin ing  o ‘ziga xos b o ‘lgan tengsizliklari ham  
mavjud. B u tengsiz lik la rn ing  barchasida m atem atik kutilm a va yuqori 
tartibli m om entlar ish la tilad i. Bu paragrafda biz bunday tengsizlik- 
larning eng m uhim larin i keltiram iz.

Y en sen  te n g s iz lig i. A gar M |£ |< c o  va g ( x )  botiq funksiya

b o isa , u holda
M g ( Z ) > g { M Z )  (13)

tengsizlik o‘rinli.
Isbo tl. g (x ) fu n k siy a  ( a , b ) ( - 0 0  <  a  <  b  < oo) intervalda aniqlan- 

gan b o 'ls ir . A gar ix tiy o riy  x ,,x2e  ( a , b )  va istalgan 0 < Ö <  1 sonlar 
uchun ushbu

g ( 9 x t +  ( l - 0 ) x 2)<  d ■ g (x ,)  +  ( l ~ d ) g ( x 2 )  (14)

tengsizlik c ‘rinli boc Isa, u holda g ( x )  funksiya ( a , b )  intervalda botiq 

deyiladi.
x0e  ( a , b )  ix tiy o r iy  son  b o ‘lsin. U holda a < x ] < x 0 < x 2 < b  

tengsizlikni qanoatlan tiruvch i ixtiyoriy x ,,x2 sonlar uchun 
g(*i )~g(xQ) ^ g (x2 ) -g (x 0 ) 

xi ~ x 0 x 2 - x 0

tengsizlik o ‘rinli. (1 5 )  tengsizlikni isbotlash uchun (14) itodada

'Y- - X Q. deb o lish  kifoya. (15) tengsizlikdan
x2 - x ,

sup in f
jq < t0 X ,-X 0 x2 >*0 x2 X0
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tengsizlikni qanoatlantiruvchi o ’zgarm as C soni m avjud ekanlxgi kelib 
chiqadi. O x irg i tengsizlik o ‘z  navbatida

g ( x ) > g - ( x 0)  +  C -  ( x - a )  (16)
ko ‘ rin ishdab  o 4 lad i.

5 - iz o h . A gar g(x) funksiya ikkinclii tartibli hosilaga ega b o ‘lsa, 
u holda u n in g  botiqligi g ''(x )> 0  ( a c x < b )  tengsizlik bilan aniq- 
lanadi. B u h o ld a  (16)tengsiz likda C  =  ¿r'(xo) deb olish mumkin.

(16) tengsiz likda x 0 =  M ^ ,  x  =  Ç  deb va uning har ikkala tomo- 
nidan m ate in a tik  kutilm a olsak, (13) tengsizlik kelib chiqadi.

L y ap u in o v  tengsizligi. Ixtiyoriy m usbat r  < s  sonlar uchun

Bu ten g siz lik n i isbotlash uchun g ( x ) = x ' r  botiq funksiya va \ t ; \  

tasodifiy m iqidorlarga Y ensen  tengsizligini q o ‘llash kifoya.
G y o ld e r  tengsizligi. r > \ ,  s >  1, y  + y  =1 sonlar va ¿ , r j

/  1 / S

tasodifiy m iq d o rla r  uchun < oo, A/|r/j < co m unosabatlar o 'rin li
b o is in . U  h o ld a

M \ 4 - q \ < ( M \ ^ \ r Y ' ■ ( M \ r i ][ ) / /s (17) 

Isb oti. .g(;ç) = - ] n x ,x > 0  funksiya (O.oo) intervalda aniqlangan 
botiq fu n k siy a  b o ‘lgani tufayli (13) tengsizlik o 'rin li, ya’n i ixtiyoriy 
x ,,x2 > 0 va ista lgan  0 < 9  < 1 sonlar uckun

ln(xjé? +  x 2 ( 1 - 9 ) )  > 01nxj +- ( l - # ) l n x 2 -  ln^x ,9 • ^

tengsizlik o ‘rin li. Endi x, =  !</ , x-,  -  lil“'  ; 9  = - ,  1 - 0  = -  deb olsak,
1 1 1 1  r  s

u holda

ten g siz lik n in g  o ‘rinli ekanligi kelib chiqadi. Bu tengsizlikda 

a  = ------- — 7- p ^ , b  = ------- — deb (biz M \ Z \  ^  O .M ^T  deb faraz

( w f  ( « w f
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qilam iz, aks holda (17) tengsizlik trivial bajariladi), hosil b o ‘lgan 
tengsizlikning har ikki tom onidan m atem atik kutilm a olsak, biz 
G yolder tengsizligiga kelam iz.

7 -§ . C h eb ish ev  ten gsiz lig i

£ tasodifiy m iqdor va H ( J ; )  =  I ^ >^  esa { £ > 0} hodisaning 

indikatori bo ‘lsin. M (£ ) funksiyaga Xevisayd funksiyasi deyiladi.
g  > 0 -  m anfiy  b o ‘lm agan tasodifiy miqdor va a  >  0 -  ixtiyoriy 

m usbat so n b o ‘lsin. U shbu  bevosita tekshiriladigan

tengsizlikning har ikki tom onidan m atem atik kutilm a olib (3-teore- 
m aning 2 -punktiga k o ‘ra  bunday qilish mumkin), ushbu

M arkov nomi b ilan  ataluvchi sodda, lekin juda ham  foydali teng- 
sizlikni hosil qilam iz. A gar |  musbat va chekli m atematik kutilm aga 
ega b o ‘lsa, bu tengsiz likdan  £  tasodifiy m iqdom ing berilgan a  qiy- 
m atdan katta b o ‘lish  ehtim olin ing yuqori chegarasi kelib chiqadi. Shu 
b ilan  birga M i q a n c h a  k ichik  b o ‘Isa, bu ehe gara shuncha kichik 
b o ‘ladi. Agar M g  <  a  b o ‘lsa, (18) aniq tengsizlik bo ‘ladi, ya’ni 
shunday £  tasod ifiy  m iqdor m avjudki, nning uchun M g  oldindan 
aniqhm gan (berilgan) qiym atga ega va (18) m unosabatda tenglikka 
erishish mumkin. M asa lan , agar £ tasodifiy m iqdor 0 va  a  qiy-

m atlam i, mos rav ish d a  1 - va ehtim ollar bilan qabul qilsa.

bunday tenglik o ‘rin li.
Endi musbat b o ‘lishi shart bo ‘lmagan, ammo M g  va M E , 1 

m atem atik ku tilm alarn ing  qiym atlari chekli b o ‘lgan £ tasodifiy  miq- 
dom i olaylik. Y uqoridag i kabi

(18)

a a

tengsizlikni har ikki tom onidan  matem atik kutilma olib
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m unosibatni hosil qilam iz (bu yerda m  — ixtiyoriy haqiq iy  son), y a ’ni 
biz E, tasod ifiy  m iqdorning m  dan berilgan a  qiym atga chetlanish

ehtim oli uchun  M E ,  va M E , 2 m atem atik kutilmalar orqali ifodalangan
/ \2

yuqori chegarasin i hosil qildik. ( i  — m )  kvadratning m atem atik kutil- 

m asi M (£  — m ) 2 =  M E , 2 — 2 m M £  +  m 2 , i n  b o ‘yicha o ‘zining eng 
kichik q iym atiga m  -  M E ,  b o ‘lganida erishadi.

(19) tengsizlikda m  =  M E ,  deb olsak, biz C hebishev tengsiz- 
ligini hosil qilam iz:

P ( \ Z - M t \ > a ) < ^  ,
a

bu m atem atik  kutilm adan a  qiym atga chetlanish ehtim olini E  taso­
difiy m iqdorning  dispersiyasi bilan b o g ‘laydigan ju d a  m uhim  teng- 
sizlik.

A gar £ tasodifiy m iqdor nolga teng dispersiyaga ega b o ‘lsa, 
y a ’ni M ( E —  M E ) 2 =  0 b o 'lsa . u holda E  o ‘rta kvad ratik  m a ’noda

k\> kv
M E  q iy m atg a  teng deymiz va i \ — ME , \  deb yozamiz. A gar ¿;=M £ 
bo 'lsa , C heb ishev  tengsizligidan ixtiyoriy kichik m usbat son  a  uchun 
P ( |£ - M £ |<  a ) =  1 tenglik o ‘rinli yoki 1 ehtimol biian E, =  M E ,  ekan- 
ligi kelib  chiqadi.

8- te o r e m a . g ( x )  > 0 , E, tasodifiy m iqdorning qiym atlar soha- 
sida kam aym aydigan  fimksiya b o 'lib , M g { c  ) matem atik kutilm a mav- 
ju d  b o ‘lsin. U  holda har qanday a >  0 uchun

Mg(i')

g ( a )

tengsizlik  o ‘rin li.
B u  teo rem a ham  (18) va (19) tengsizliklar kabi

g ( 4 )H ( \ E \ - C J ) <
g ( a )

ifodaning har ikkala tom onidan m atem atik kutilma olib isbotlanadi.



2-n atija . к  ix tiyoriy n a tu ra l son va M |£| <00 b o ‘lsa, u holda har 

qanday m usbat haqiqiy  son  a  uchun

р < \ а \ > а ) ± Щ L
a

tengsizlik o‘rirli.
Bu tengsizlikka Лг - tartib 1 i m om entlar uchun C h eb ish ev  

ten g siz lig i deyiladi.

8-§. S h a rtli e h tim o l va  sh artli m atem atik  kutilm a

( Q . , A , P )  ~  eh tim o lla r fazosi va 2 3 = { t o ‘pl am Q 
fazoni m usbat o ‘lchovli t o ‘p lam larga p arch alan ish i b o ‘lsin (bundan 
keyingi m uloliazalarim izda barcha parch alan ish larn i o ‘lchovli deb 
faraz qilam iz va buni a lo h id a  qayd etib o ‘tirmaymiz). U holda har

qanday A  hodisa uchun P {  A / B k ) =  p ( ß ^ ’ k  =  \ , 2 , - - -  shartli ehti­

m ollar aniqlangan b o ‘ladi.

ç B = Ç B ( c o )  =  t P ( A / B k ) I B k ( c o )
k=\

tasodifxy m iqdorga A  hod isan ing  23 parch alan ish ga  nisbatan shartli 

ehtim oli deyiladi va P  ( A / Q 7 )  yoki P ( A / Q J )  ( с о )  kabi belgilanadi. U har 

bir E  to ‘piarada о ‘zg arm as P (  A  /  B k ) qiym atga ega.
S hartli eh tim oln ing  a s o s iy  xossalari:
1) agar A  va В  b irga likda  b o ‘lm agan hodisalar b o isa , u holda 

P ( A  +  B / V 3 )  =  P ( A / V 3 ) )  +  P ( B / W ) .

Isb o ti. Quyidagi ten g lik d an  kelib chiqadi:

Z a +b  « o ) = ± ( P { A  +  B ) I B k ] l B k ( m )  =
k=I

= 2 ( P ( . A / B t  + P ( B /  B k ) ] l B t ( o ) )  =  £ , ( с о) + £*(ю).
k=\

2) P ( A  I Q ) = P ( A ) ,

3) A f P t A / V 3 )  =  P ( A ) .
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Isboti.

M P ( A  /3 3 )  = M g B (<») = t P ( A ! B k ) P ( B t ) =
k=1

)  =  p \ a ( ( j B k  ) U ( 4  
t =1 ^ \ k = l  ) )

A g ar 2J p a rc h a la n ish  r\ tasodifly m iqdor orqali vujudga kelsa, 

u  h o ld a  c 5 shartli ehrim olga A  hodisaning t j tasodifiy m iqdorga 
m sbatan  shartli ehtim oli, yoki Tj yaratgaa a  - algebraga aisbatan 
shartli ehtim oli deyiladi:

P ( A / j j )  =  P ( A  /  cr{ri)) =  P { A  /  T))(co).
6 -izoh. 77 tasodifiy m iqdor u yaratgan p a rch a lan ish n in g  har 

qaysi e lem entida  o ‘zgarm as b o ig a n i sababli P ( A  / t j )  -  P ( A  / o  (/7)) 
shartli ehtim olni A hodisa va 77 m iqdorlarning (nom aium lam ing) 
funksiyasi shaklida ifodalash mumkin:

P ( A I  77 )(&)) = p ( A , r j ( o j ) ) .

2 0 -m iso l. 1 , 7 7  b o g ‘liqsiz tasodifiy niiqdorlar b o i ib ,  £  esa A 
param etrli Puasson taqsim otiga, 77 esa p  param etrli Bem ulli taqsi- 

m otiga ega b o is in . A k = { iu e  Q  :£ + 77 = k }  hodisalam i kiritam iz. U 
holda

P ( A k / 77), ¿  =  0,1,2,... 
shartli eh tim o lla r hisoblansin.

V e c h ish . A w a l ushbu. tasdiqni isbotlaymiz.
A g ar lkkita bogM iqsiz diskret £ va 77 tasodifiy niiqdorlar mos 

ra v ish d a  { x )  va { j}  qiym atlam i qabul qilsa, a holda

P ( |  +  77 = z /77 = y ) =  P (£  = z - y )  (20)
teng lik  o 'rinli.

I laqiqatan ham, shartli ehtimol form ulasiga k o i a
D i n  , , \  P ( Z + n = Z , r i = y )
P { 4  +  r /  =  z  ¡ n  =  y )  =  ^ —±—

P ( t ] = y )

B u n d a n  E, v a  77 tasodifiy m iqdorlarning bog‘!iasizligidan

P t f  +  77 =  z /77 =  y )  = p ^ +y= = ^ in = y^  =  p (  g = z _ y y
P ( r i = y )
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(20) tenglikni b iz k o ‘rayotgan hoi uchun q o ilab , quyidagini 
topam iz:

P ( A k l r j ) = P (  Ak /rj  = 0 ) / {|?=0} ( a )  +  P ( A k/Tj)I{ri=l] ( « )  =

= P i t  =  k ) I {n=0]( c o )  +  P ( £  =  k - l ) I [n__l}( o j ) .

Bundan, £ tasodifiy m iqdor Я param etrli Puasson taqsim otiga ega 
b o ‘lgani sababli

p k = P ( P = k )  =  e - ; ^ , k  =  0 , 1,2 ,...

v a  shu m unosabat b ila n
P ( A k / n ) =  P j { „ =o }  (°J ) +  Pk-iI{rl=\} (°>) =  Pk ( l ~ n )  +Pk-S l -  

Demak,
P  (4,/T/ ) = Po (1 -  r¡ ) = e~l  (1 -  TJ ),

/>(Л / „ )  = „ - < £ (

»  (1 + ( t -  1)TJ>. i  = 1, 2 ,...

Xuddi yoiqoridagi kabi konstruksiya tasodifiy  m iqdorlar uchun 
ham  0‘rinli. ( Q , ß , P )  -  ehtim ollar fazosida 5 J = { 5 ,,5 2,...} p a rch a - 
lan ish  va chekli yoki sanoqli x ,,x ,,...e  R  qiym atlarni qabul qiluvchi

£ ( ® )  = Z V * *  = {fl»e  0 : ^ ( ш )  = хк } Д  = 1,2 ,...
*=i

tasodifíy miqdor b e r ilg a n  b o ‘lsin. U holda har b ir o e Q  va barcha 
к  >  1 butun sonlar u c h u n

Р{ Ак /33 }  =  P { A k /QJ}(<y) = P{Ç = x k /QJ}(©)

shartli ehtim ollar an iq lan g a n  va ular £ tasodifiy m iqdorning 
x ,,x2,...€  R  q iy m atla r to ‘plam ida ehtim ollar taqsimotini yaratadi. 
£ tasodifiy m iqdom ing  p arch a lan ish ga  nisbatan shartli m atem atik

kutilm asini Q ni R  ga akslantiruvchi funksiya kabi (ya 'n i tasodifiy 
m iqdor kabi) an iq lay m iz :

M Ç  I  Щ { а > ) = ± x k P { A k  /2 3 }(© ) = £ x k P { Ç  =  x k 
k=1 k=l
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B u fo rm ulan i qayta ifodalaymiz:

M {£ / 2T } ( a >) = ¿ x k P { A k  f  ¿  * ¿ p { \ ! B \ l B ( со)  =
*=i *=i y=i

=  ¿ V  ( * O Í > * m  I B j } = ¿ / й, /5 , }.
7=1 Аг=1 7=1

S h u n d ay  qilib, £ tasodifiy m iqdom ing 27 p a rch a la n ish g a  

nisbatan sh a rtli m atem atik kutilm asi bn p arch alan ish n in g  har bir 5  

elem entida M | £  ! B  j g /? ga teng o ‘zgarm as qiym atlarga ega bo 'lgan  

tasodifiy m iqdordan iborat elcan. Demak, J — Ш parchala­

nishga n isb a ta n  (23 p arch a lan ish  yaratgan cr-algebraga nisbatan) 

o ic h o v li  fu n k siy a  ekan. Ixtiyoriy Ш o ich o v li D  to 'p lam  uchun 

{ f f l e n :M { i | /2 J } e D }  hodisa 23 dan olingan 5  to‘plam lam ing 

y ig in d is id a n  iborat bo 'lad i, y a ’ni u 23 p arch a lan ish  yaratgan cr- 
algebraga teg ish li ekanligini qayd etishim iz lozim.

Endi £23 p arch alan ish ga  nisbatan shartli matematik kutilm aning 
asosiy x o ssa larin i keltiramiz. Q uyida keltirilgan tengliklarda uchragan 
tasodifiy m iqdorlam ing  m atem atik kutilmasi mavjud deb faraz qili- 
nadi.

Ix tiy o riy  tasodifiy m iqdorlar, har qandav 03 p a rc h a la n ish  
va ixtiyoriy a , b , c e  R  sonlar uchun:

1) M { a £ ,  + b n  I 23} =  a M { Ç  /03}+- b M { r ¡  /23};

2) A f{? /n }= lM Ç ;
3) M { C /2 3 } =  С;

4) М { 1 Л 1 Щ  =  Р { А 1 Щ .

1)—4) xossalam ing isboti shartli m atem atik kutilm aning ta ’ri- 
fidan b e v o s ita  kelib chiqadi.

5) ix tiy o r iy  tasodifiy m iqdor ç  va 23={ o ich o v li ixti­
yoriy A  h o d isa  uchun

M I J ;  = M { I a M { £ ,  /23}} (21)
form ula o ‘r in li.
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Isboti. Haqiqatan ham , A  hodisa 27 p a rch a la n ish g a  nisbatan 

o ich o v li b o ig a n i uchun , A  =  ( J  B  ■ tenglik o 'r in li va
j ; B j c z A

^  = I i O ) W =  I  =
coe A  j  :Bj c A a e  Bj

= Z I  4 { c o ) P { c o !  B j ) P { B j ) =  ^  M { 4 / B j } P ( B j )  =
j  :B j c~A ex=Bj j ,B jZ iA

=  Z M g l B j )  z  P { c o } = Y M { Z / » 3 } ( o } ) P { c d }  =  M I a M { Z / ”3 } .
j \ B;<zA o>sBj coeA

(21) tenglikdan t o i a  ehtim ol formulasini um um lashtiruvchi 
ushbu m uhim  xossa kelifo chiqadi:

N atija . Ixtiyoriy tasodifiy  m iqdor va ix tiyoriy  27 p a rc h a ­
lan ish  uchun to ia  m atem atik  kutilm a form ulasi o 'rin li:

m $  =  m m { Z  /27}.

27= [ B t , B 2 , . . . ]  p a r c h a la n ish  va 77 =  r j ( c o )  qandayd ir tasodifiy 

m iqdor b o is in . A gar r j  yaratgan 27^ p a rch a la n ish  uchun 27,;c 2 7

m u n o sab a t o ‘rinli b o i s a ,  b u  h o ld a  77 tasod ifiy  m iq d o rn i
00

7  = T l ( G > )  =  ' L y i I B j  (® )
7=1

sliaklida ifodalash m um lcin, bu yerda y ,  larning b a ’zilari teng  ham  
b o iish i mumkin. B o sh q ach a  aytganda, agar /7 taso d ifiy  m iqdor 27 
p a rch a lan ish n in g  eleiraentlarida (atom larida) o‘ zgarm as qiym atlar 
qabul qilsa va faqat sh u n d ag in a  u 27 ga nisbatan o ic h o v li tasodifiy 

m iqdor bo'ladi.
A gar 27 trivial p a r c h a la n ish  (y a ’ni 27= {Q }) b o is a ,  u holda 77 

23 o ich o v li b o iis h i  uch u n  77 = C  =  c o n s t  b o iish i z:arur va yetarli. Shu 

bilan birga, ixtiyoriy 77 tasodifiy  m iqdor o ‘zi yaratgan 27^ 

p arch alan ish ga  n isb a tan  o ich o v lid ir .
6 ) agar 77 ta s o d if iy  m iq d o r 27 o ic h o v l i  b o i s a ,  u  h o ld a  ix tiyoriy  

d isk re t £  tasodifiy m iq d o r  u ch u n
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M { % 1j  / '2J} = 7/A /{£/2J}, 
tenglik  o ‘rinli va xususan,

M { r ) l (3 }  =  Tj ( M { r j /QJ// } =  r j ) .  (22)
00

I s b o t i.  £  =  ^ i x; I aX C0) bo i s  in. U  holda
7 = 1  1

• OC oo

^ n  =  Y T x J y k I A / Bk (® )
7=lt=J

tenglik  o 'r in li va  shu sababli

/ 2T} = l i ^ P { 4 . 5 , / 5 J } =
7=U=1 

y=i ¿=1 /=1

= Z I > 7 >,* p K A / 5 * K b* ( ® ) = £ i > y j v P M /  / £ *  } ;fl (® ) .  (2 3 )
7=1 £-1 7=U=1

Ikk inch i tom ondan, /g ,(< a) = / 5 (&>) va /: ^  j  uchun 
I Bt ( o j ) I ri ( a )  =  0 tengliklam i hisobga olib, quyidagini topam iz:

n * f < £ / m = i : y k I B k ^ X j P { A . I ^  -  ’ '
£ = 1  j= 1

x> co ~| co oo

(® ) ||x 
,*=i J

X2/=1
/2?,}| / * » = E S ^ x yp { ^ « t }/*t ( « ) ,

7 = 1  J * = 1  j
bu (23) ten g lik  bilan birga 6) xossani isbotlaydi.

S lia ili m atem atik kutilm aning yana bir m uhim xossasini kelti-
ram iz:

7 )  2Jr va 2J2 -  ikkita p archalan ish  b o iib ,  © i c ; ^  (212 
p a r c h a la n ish  ga nisbatan “ rnaydaroq”) bo i s  in. U  holda ixtiyoriy 
d iskret tasodifiy m iqdor uchim

M ( M { £ ,  /2 J2}9 Ji)=  A /{£ /2Ji }. (24)
I s b o ti .  (24) tenglikni isbotlash uchun j?n , va

00
2J2= { 5 2i , B 22 , . . }  deymiz. U holda, agar g  = Z X/ ^ -  (® )b o ‘lsa,

7=1 3
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W { | / 2J2} =  £ x yP { ^ . / 9 J 2},
H -

va shuning uchun lia in
M i P { A j l 4 0 2 } ¡ ^ l ] = P { A j l ^ x )  (25)

ekanligini koi'satish y e ta r li.

Р { А / т г  }  =  ± P { A j / B 2 q } I  ( œ )
5=1

b o ‘lgani uchun

M [ P { A j  / 932} /  © ! ] =  ¿  Р Ц .  / 5 2î }P{S2? / 2Ji }=
■7=1

"  1 

_p=i j

-  I  =
p=l g=\

= i  4 ^ )  S  ^ { 4 - /г 2?}Р {г2? / 5 „ } =
/,=1 {<y:Â2(îEfii;.J

. V /  y
P=1 {**1,=*,}

=  i  J B]p(‘» ) P ( A j / B lp) =  P {A J /<S},
F=1

y a ’ni (25) tenglik k e lib  chiqadi.
A ga i (X¡=93rjl, p arch alan ish  r¡x,...,rjk tasodifiy m iqdorlar

orqali yaratilgan b o ‘ls a ,  u  ho lda M { Ç  } shartli m atem atik

kuriim a £ tasodifiy rn iq d o m in g  r¡v ...,i]k tasodifiy  m iqdorlarga nis- 
batan shartli m a tem a tik  kutilm asi deyiladi va uni / r¡x , . . . , q n ^

orqali belgilanadi.
7-xossadan quyicJagi foydali xossaning o ‘rinli ekanligi bevosita  

kelib chiqadi:
8) M [ M { Ç /771,72 }/77,] = M g / /7,}.
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Iz o l i .  D iskret Q  ni har bir chekii yoki sanoqli 
p a r e h a la n ish ig a  u  orqali yaratilgan yagona minimal 
c t (2J ) -  e r -algebra mos keladi va aksincha Q  ni qism  to‘plam laridan 
tashkil to p g an  har qanday er- algebra biror 2J — chekii yok i sanoqli
p a r c h a la n is h  orqali yaratiladi. Boshqacha aytganda, dislcret Q fazo- 
n ing er-a lg eb ra la ri b ilan  uaing barcha p arch alan ish lari orasida 
o ‘zaro b i r  qiym atli m oslik m avjud elcanligini k o isa tish  qiyin einas 
(bu fik m i isbotlashni o ‘quvchiga m ashq sifatida qoldiramiz). Shuning 
uchun  h a rn , g  tasodifiy m iqdom ing cr(*2J )  — <r algebraga nisbatan 

shartli m a tem atik  kutilm asi M { £ ,  / 21} g a  teng ekanligi ravshan.

23 p arch alan ish  biz k o ig a n  chekii yoki sanoqli, ammo

ulam ing  j B  elem entlari 0 dan farqli ehtim olga ega b o ig a n  ho Ida
shartli m atem atik  kutilm a va shartli ehtim olning ta ’rifi konstruktiv 
b o i ib ,  u  j  uda yaqqol ko‘rinishga ega. Amm o ehtim ollar nazariyasida 
“nol” eh tim o llik  hodisalarga nisbatan shartli ehtim ollam i k o iish n i 
taqozo e tu  vchi m asalalar bilan uchrashishga to ‘g‘ri keladi.

(£2 -  ehtim ollar fazosi, © — qandaydir e r - algebra, 6 c j  

( S  — n in g  qism  <x-algebrasi) va £  = g  (co ) ixtiyoriy tasodifiy miqdor 

b o ‘lsin. E n d i  £ tasodifiy m iqdom ing ©  er - algebraga nisbatan shartli 
m atem atik ; kutilm asining (va xususan, shartli ehtim olining) ta ’rifini 
ke ltiram iz .

6- t a ’rif. B, tasodifiy m iqdom ing (3 er - algebraga nisbatan shartli 

m a te m a tik  kutilm asi M { g  / 6 } deb 6  ga nisbatan o ich o v li va ix ti­

yoriy A<= *¿5 uchun

\ Ç d P =  j M { Ç / 6 } d P

A A
tenglikn i qanoatlantiruvchi ixtiyoriy tasodifiy m iqdorga aytiladi. 
B unday ta.sodifiy  m iqdom ing m avjudligini isbotlash ancha m urakkab 
b o i ib ,  u  u sh b u  Radon—Nikodim teoreniasiga tayanadi.

R a d o n -N ik o d im  teo rem asi. ( f 1  ,A P )  — ehtim ollar fazosi va 
A esa P  ga nisbatan absolut uzliksiz, ishorali o ‘lchov (y a’ni 
A = A, — A2 , bu  yerda Aj va A, nom anfiy va juda b o im ag an d a  ulardan
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bittasi chekli) bo‘ lsin . U holda shunday Я  o ‘lchovli
/ =  f ( a  )  :Q - »  [—o o ,+ o o ]  funksiya mavjudki, uning uchun ixtiyoriy 

A &  Я  b o ig an d a

Л ( А )  =  \ f ( c o ) P ( d a > )  (26)
A

tenglik  o iin li .  Shu b ila n  birga o ic h o v i P -  nol b o ‘lgan to ‘plam  
auiqlig ida bunday /  fu n k siy a  yagona. ya’ni agar h  (26) tenglikni 
qanoqtlantiruvchi b o sh q a  funksiya b o is a , u  holda 

P { c o &  Q  : f  ( с о )  Ф  h ( a > )} = 0 .

Bizning holda M { E ,  / 6 } - f ( c o ) ~  A o ich o v n in g  P o ic h o v g a  
nisbatan zichligi. R ad o n -N ik o d im  teoremasi o ich o v la r nazariyasiga 
tegishli: uning isbotini m asa lan  A.A.Borovkovning darsligidan topish 
inumkin.

7 -ta ’rif. A  h o d isan in g  © cr-a lgebraga nisbatan shartli ehtim oli 

P { A / & } deb, J A ( c o )  indikatom ing  © cr - algebraga nisbatan shartli 
m atem atik  kutilmasiga ay tilad i, y a ’ni

P { A / G }  = M { I a / © } .

Boshqacha ay tganda , P { A / & } -  S  o ic h o v li tasodifiy iniador 

b o iib ,  u ixtiyoriy B e  <3 uchun

J mp { A / 6 } d P = P ( A r \ B )

в
tenglikni qanoqtlantiradi.

Bu paragrafning ox irida  © o '-a lgeb raga  nisbatan shartli m ate­

m atik kutilm aning m u h in i xossalarini keltiramiz. Quyida keltirilgan 
xossalarda barcha ko‘r ila y o tg a n  tasodifiy m iqdorlarning m atem atik 
к ut il ma si aniqlangan v a  6 с Я  deb (va xossalarda bu shartlarni 
alohida qayd etm asdan) faraz qilamiz.

1-xessa. A gar С  — o ‘zgarm as son b o iib , £ = С  b o is a , u holda 
M { Ç / 6 }  = C .

2-xcssa. A g a r í  <  r j  b o is a ,  u holda M {£ /  ©} < M { r ¡  I ©  }.

3-xossa. \ M { Ç  /© } |< M { |£ |/© } .



4-xossa. Agar a ,  b e  R  va aMc, + M /77 aniqlangan b o isa , u holda 
M  {a% +- bt) ! ©} =  aM  { %/ &}  + bM  {77 /  6  }

tenglik  o ‘rinli.
5 -x o ssa . Agar S  = { 0 , 0 . }  -  trivial algebra b o is a ,  u holda

M { 4  I G }  =  M 4  .
6-x o ssa . M { % l j l }  =  %.

7 -x o ssa . M { M { 4  / © } }  = |  -

8-xossa . A g a r G ; c S j b o i s a ,  11 holda

M [ M { | / 0 ,} /  6 > ]= A /{£  / 6 1 }.

9 -x o ssa . A gar ©2 b o is a ,  u bo lda

M\_M{£ i<52} /  © /]= M { £  / 6 2 }.

10 -xossa. M atem atik kutilm asi 'V/f m avjud b o ig a n  £  tasodifiy 
m iqdor (S cr-algebraga b og‘liq b o im asin  (ya’ni u  IB, B e &  ga b o g iiq  
em as). Ü  holda

M {£ I 6 }  =  M %  .

11 -xossa. Agar 77 -  G -oichovli tasodifiy miqdor boiib , 

M ^ jc o o  va 00 b o isa , u holda

M g T ] / e }  =  T i M{ Z/ <5} .

I l l  B O BG A  D O IR  M A SA L A L A R

1. F ( x )  —  m anfiy b o im ag an  £ tasodifiy m iqdom ing taqsim ot 
fu n k siy asi b o is a ,  u holda

00
M E ,  =  j ( l  — F ( x ) ) d x

0
va ix tiy o riy  o ‘zgarm as C  uchun lim  i/ M g  " =  max ' x 1, x 2, . . . x k }

n-KC

c

M  ( m in ( |, Q )  = f(l — F ( x ) d x

0
teng iik la  rning o ‘rin liekan lig i isbotlansin.
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2. Polinom ial taq sim o td a

( Р ( ^ щ  , . . 4 k = m k )  =  - J ^ p ?  . . . p ? ,

b u  yerda m . , i - =  \ , . . . , k  m anfiy bo 'lm agan butun sonlar, 
т , ± . . .  +  т к =  n , p ] +  . . .+  p k =  1) M g ¡ ,  D â : va C o v ( 4 , 4 j ) lar topilsin.

3 . £  tasodifiy m iq d o r chekli sondagi nom anfiy x ¡ , x 2, . . . , x k qiy- 
m atlam i qabul qilsin. U  holda

1- M Z n+x / i-l im -------- = max̂  x , , x 7 , . . . x k f ;
> Î-K C  ms, "

ekanligi isbotlansin.
4. E, m anfiy b o ‘lm agan butun qiym atlarni qabul qilsin va 

M ;  <oo b o is in . U  h o ld a

M P = Y P ( 4 > k )
k=l

ekanligi isbotlansin.
5. £  tasodifiy m iq d o r faqat butun m usbat qiym atlarni

ehtimollar bilan qabul qiladi (Paskal taqsimoti). B, tasodifiy miqdo’- 
ning matematik kutilmasi va dispersiyasi topilsin.

6 . ц  -  n  ta bog‘liq s iz  ta jiibada A  hodisaning ro‘y berishlar soni 
bo 'lib , i- ta jr ib a d a  A  hod isan ing  ro ‘y berish ehtim oli p k b o is in . ц  

m iqdorring  m atem atik ku tilm asi va dispersiyasi hisoblansin.
7. ç  va ;/ bog‘liq s iz  tasodifiy m iqdorlar q o ‘shimcha yana qan- 

day shartni qanoatlan tirsa , D g ? ]  = D g D r j  tenglik o 'rin li bo ‘ladi.
8. Tdishda N  ta. shar b o ‘lib, ulardan n  tasi oq. Idishdan m  ta 

shar olinadi va £  o lin g an  sharlar ichidagi oq sharlai soni bo ‘lsin 
( « ; < « ) .  g  tasodifiy m iq d o rn in g  (gipergeom etrik taqsimot) matematik 
kutilm asi va d ispersiyasi topilsin.

9 . £  tasodifiy m iq d o rn in g  m atem atik kutilm asi

¿ Р{1Ф '7}<0°Я=1
b o is a  va faqat sh u n d ag in a  chekli b o iish i  isbotlansin.
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10 . £ tasodifiy m iqdor lognorm al taqsim otga ega, y a 'm

2  x-a )2
p ( x )  =  0, agar x < 0  va /? (* )  = -----=  e 2ir , agar a > 0 ,

xb\]2n

bu yerda a  -  ixtiyoriy haqiqiy son, b  > 0. £ tasodifiy m iqdom ing 
m ate m atik  kutilm asi v a  dispersiyasi topilsin.

1 1 . Agar M B .  chekli b o isa ,
liniA'(l -  F ( x ) )  =  0; lim  x F ( x )  =  0-X->CO X-̂-00

m unosabatlarn ing  o‘rinli ekanligi isbotlansin.
12. R  radiusli sferada tavakkaliga A  va B  nuqtalar olingan. 

A B  v a ta r  uzunligining taqsim ot funksiyasi va m atem atik kutilm asi 
topilsin.

13. Sfera sirtidan tavakkaliga ikkita nuqta olinib, ulami katta 
do iran ing  kichik yoyi bilan tutashtiriladi. Hosil b o ig a n  yoy uzun­
ligining taq sim o t funksiyasi, m atem atik kutilm asi va dispersiyasini 
toping.

14. A bsolut uzluksiz m anfiy b o im ag an  £  tasodifiy m iqdor 
F ( x )  taq s im o t funksiyaga va p ( x )  taqsim ot zichligiga ega bo‘lsin. 
Shu b ila n  birga, F (0 ) = 0  va manfiy bo ‘lm agan m onoton differen- 
siyallanuvch i g ( x )  flinksiya uchun Mg-(£)<oo b o is a , u bolda

oo
Mg{%) =  g-(O) +  jg '(x ) (1 -  F{t) )dt

o
tenglik o ‘r in li ekanligi isbotlansin.

15. |  tasodifiy m iqdor A  param etrli ko ‘rsatkiehli taqsim otga 
ega. /7 =  [4 ]  tasodifiy m iqdom ing taqsim oti topilsin va M r )  hisob- 
lansin.

16. ¿j tasodifiy m iqdor ( 0 ,1) param etrli norm al taqsim otga ega 

bo‘lsin. 77 = —  tasodifiy miqdoming taqsimoti topilsin. M r \  mavjudmi?

17. F ( x ) ~  uzluksiz taqsim ot funksiya b o is in . Quyidagi teng- 
liklar isbo tlansin :



1 1 1

e r¡ e*2 . . . e x"

V„ = d e t  M  = e 2'Xi e 2*2 .. e 2 \ ,

'Yandermond de term inan tidan  iborat b o ia d i. V n — ]~] ( e x < — e 1 )
l<i< j<n

tenglik o ‘rinli. x ¡ ,  J  =  1 , 2 , . . . . n  turli sonlardan iborat b o ig a n i uchun

Y n 0 va A/ -1 — te sk a ri m atritsa m ayjud ekan. Teorem a isbot bo 'ld i. 
H osil q ilu v c h i fu n k siya lar . Tasodifiy m iqdom ing qiym atlari 

=  j ,  j  = 0, 1,2 ,... — m anfiy  b o im ag an  butun sonardan iborat b o ig a n
xususiy, ammo ju d a  m uhim  b o ig a n  holda

g ( t )  =  £  e , lp j
j =o

b o iad i. Agar ox irg i tenglikda z  =  e '  belgilash kiritsak, u  holda hosil 
b o ig a n  funksiyani q u y id ag i

h ( z )  =  Y t z J p j  (2)
1=0

ko‘rinishda ifodalaym iz va uni hosil q iluvchi funksiya  deb ataymiz. 
g ( t )  va h ( z )  funksiyalar.o rasida

h ( z )  = g (log  z), g ( t )  = h ( e ‘ )  

tengliklar o‘rinli. /? (1) =  g^(O) = 1, / ¡ ' ( l )  = g '(0) = a ¡  va 

h " { \ ) =  g ” ( 0 )  ~  g ' ( 0 )  =  a 2 - a ¡ ,

a  =  a l =  M ¿ ; = % (  1) (3)

D£ = h;(l) + %(l)-[h'(l)]2 
tengliklam ing o ‘riixli ekanligini qayd etib o ‘tamiz.

(2) teng likn íng  o ‘ng tom onidagi darajali qator kom pleks sonlar

tekisligining m arkazi 0 nuqtada va radiusi esa r  = ^ l i m i ¡ j \ p n \ \  formula

bilan aniqlanuvchi d o  irada yaqinlashadi.
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p j  =  L h U ) (  0), j  =  0 , 1, 2 ,... (4)

tenglik o ‘r in li b o ig an i uchun (2) va (4) form ulalar £ tasodifiy m iq- 
dom ing { p j  } taqsimot qonuni bilan h ( z ) hosil qiluvchi fanksiyasi

orasida o 'z a ro  bir qiym atli m oslik  o ‘rnatadi.
5-misol. £ diskret tasodifiy miqdoming momentlari qnyidagi

1 2 k
ao = l >% = 2 + ^ ' k ~ l 

form ulalar yordam ida ifodalangan b o is in . U holda uning m om entlar 
hosil q iluvch i funksiyasi

” ak t k 1 Ä i*  1 ^ ,(2 /)*  1 1 t 1 2 ig - ( 7 ) = y _ £ — = l + _ y — + - >  ^— i -  =  - + . - e '  + - e  
t o  2 ^ / r !  4 ^  k\  4 3 4

tenglik  o rq a li ifodalanadi. Bu z =  e' nom aiuirm ing k o ‘p  haddan iborat 
va

j / \ 1 1 1 2h ( z ) - - - - - - 1— z  H— z  .
v '  4 2 4

Dem ak, £  tasodifiy m iqdor {0,1,2} qiym atlam i mos ravishda 

eh tim ollar bilan qabul qilar ekan.

2-§ . M o m e n tla r  hosil q ilu v ch i va h osil q ilu vch i fu n k siy a la rn in g
xossalari

M o m en tla r hosil qiluvchi va hosil qiluvchi funksiyalam ing 
lkkalasi ham  diskret tasodifiy m iqdorlam i o‘rganishda juda foydali 
b o ig a n  k o ‘p  xossalarga ega Biz bu xossalardan asosiylarini kelti 
ram iz.

1 -x o ssa . Agar £ diskret tasodifiy miqdor b o iib , 
r/  =  a 4  +  b ,  a , b s  R  b o ‘lsa, u  holda rj tasodifiy m iqdom ing m om ent­
lar hosil q ilu v ch i va hosil qiluvchi funksiyalari quyidagi 

g n ( t )  =  e ,l’g 4 ( a t )  va \  ( z )  =  z b h 4 ( a z )  

tengliklar o rq a li ifodalanadi.
Isb oti. H aqiqatan ham ,

g n ( t ) = M e , { ^ h)  =  M e a , i e ,b =  e 'hM e atS = e , hg c ( a t ).
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íkkinchi ten g lik  ham  shu  kabi isbotlanadi.
A gar £, va £2 m o s  ravishda P f  v a P .  taqsim otlarga ega b o ig a n

tasodifíy  m iqdorlar b o T ib , ulam ing y ig‘indisi /7 =  £,x +  £ 2 esa P  taq-

sim otga ega b o isa , u  holda P q P ¿ va P £ taqsim otlam ing kompo-

zitsiyasidan iborat v a  uni aniqlash ancha m ashaqqatli ekanligi bizga 
m a iu m  (11-bobga qarang). Quyida keltirilgan 2-xossa diskret 
tasodifíy m iqdorlar u c h u n  y ig ‘ indining taqsim otini topishni ancha 
osonlashtiradi.

2-xossa. Agar £ , , £2, b o g i i s i z  tasodifíy m iqdorlar b o iib , 
g £  ( t )  va h £ ( z ) .  k  = 1, 2 ,...,«  m os ravishda ulam ing m om entlar hosil 

qiluvchi v a  hosil q ilu v ch i funksiyalari b o isa , u holda

■?4,+...+í„ (0  =  í l  S i ,  ( 0  va híi+ +ín(z) =  n ^ ( z )  (5) 
!=i ¡=1

Isbo ti. 4 ¡ , 4 2 , . . . , 4 „  tasodifíy m iqdorlam ing bog iiq siz lig idan  
mos ravishda e r ; > e ' in va z t a s o d i f í y  m iqdorlam ing ham  
b o g iiq siz lig i kelib ch iq ad i. Bundan matem atik kutilm aning multipli- 
kativ xossasiga k o ‘ra (5 )  m unosabatlarga ekvivalent b o ig a n

M e K i i + - + í „ )  =  M e * = p |  M e ' i j  5
M

j = 1

tengliklar kelib ch iqad i.
6-misol. £ va 77 b o g iiq s iz  va mos ravishda ( n , p )  va  (m , p ) 

para me tr larga ega b o i g a n  b inom ial tasodifíy m iqdorlar b o is in . U 
holda

g (  ( 0  =  ( p e '  +  q )" , h .  (t )  =  ( p z  +  q ) n ,

g n ( 0 = ( p e ‘ +  q ) m , h n ( z )  =  ( p z  +  q ) m 

v a  2-xossaga ko ‘ra

£«+„( 0  = g ( (t>gn ( 0  = (pe’ + q Y ¥m,



O x irg i tenglikdan b ir xil p  param etrga ega b o ig a n  b o g i  iqsiz 
binom ial taqsim otga ega b o ig a n  ç va r¡ tasodifiy m iqdorlarning 
y ig ‘ind isi h a m  ( n  + i n ;  p )  param etrli b inom ial taqsim otga ega ek&nligi 
kelib cb iqadi.

7 -m iso l. Agar ç  va i] b og ‘liqsiz, m os ravishda n o m a n f iy  bu- 
tun qiym atlam i qabul qiluvchi p  parametrli geometrik taqsimotga ega, 

ya’ni P ; { k ' )  =  p n ( k ) =  q kp ,  k  = 0,1,2 ,... b o iib , C =  b o isa , u  holda

kelib ch iqad i. Bundan hosil qiluvchi fimksiyaning ta ’rifiga k o ‘ra

D em ak, P_- taqsimot p  param etrli teskari binom ial taqsim otdan iborat 

ekan.
b o g iiq  b o im ag an  b ir xil taqsimlangan. m anfiy b o i -  

m agan butxm qiymatlami qabul qiluvchi tasodifiy miqdorlar ketma-ket- 
ligi h ,  ( z )  h o s il  qiluvchi funksiyaga ega b o is in  v a  v  { £ k , k  > 1} ketm a-

ketlikka b o g i iq  b o ‘lm agan butun nom anfiy qiym atlam i qabul qiluv­
chi ta so d ifiy  m iqdor b o is in .  S 0 = Û va v > l  uchim S v =ç, + c 2 
tasodifiy  so n d ag i tasodifiy m iqdorlar y ig in d is i b o is in .

3 -x o ssa . h s  (2) hosil qiluvchi fimksiya ushbu

va 2-x o ssag a  k o ‘ra,

A gar z  =  e ‘ alm ashtirish bajarsak, u  holda oxirgi tenglikdan,

p ( ( k )  = P { Ç  =  A) =  p \ k +  l ) q k ,  k  =  0,1,2,...

(6)

superpozitsiyaga teng. 
I s b o t i .  Quyidagi
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IV  B O B . H O S I L  Q I L U V C H I  V A  X A R A K T E R I S T I K  
F U N K S I Y  A L A R  

l-§ . D is k re t  taq s im o tla r  u ch u n  m o m en tla r hosil 
q iluvchi funksiya

III bobda b iz  tasodifiy  m iqdom ing ikkita eng m uhim  xarak- 
teristikalari b o ig a n  m atem atik kutilm a va dispersiyani to ‘liq  o ‘rgan- 
gan edik. M atem atik  kutilm a va dispersiya tasodifiy m iqdor haqida, 
aniqrog‘i uning taq s im o t funksiyasi haqida m uhim  m a’ lum otlarni 
qam rab oladi. A m m o u lar tasodifiy m iqdom ing taqsim otini, hatto 
tasodifiy m iqdorlar chekli sondagi qiym atlarga ega b o ig a n  eng sodda 
holda bam  to iiq  an iq lay  olmaydi. Turli taqsim otlarga ega b o ig a n , 
am m o matematik ku tüm alari va dispersiyalari bir xil b o ig a n  sodda 
tasodifiy m iqdorlarga m isollar kcit'.rish qiyin emas.

1- ta ’rif. c ta so d ifiy  m iqdor qiym atlar sohasi {x ,,!,,...}  b o ig a n  
diskret tasodifiy m iq d o r b o is in . £, tasodifiy m iqdom ing m o m en tla r 
hosil qiluvchi fu n k s iy a s i deb

a k f

‘ ■ " ( A ' «  ^ .
funksiyaga aytiladi. B u yerda a k = M£, k, p ( x J )  =  P ( ß  -  x

M om entlar hosil qiluvchi funksiyani ç tasodifiy  m iqdor 
m om entlarini tasv irlashn ing  qulay vositasi deb qarash mumkin. 
H aqiqatan ham, £-(7) funksiyani n  m arta differensiallab, so‘ngra 
r  =  0 deb olsak, u ho lda

k -

' ( 0 ) =  X -
t=0k=0{ k - n ) \ k \

Sodda m iso lla rda  m om entlar hosil qiluvchi funksiyalam i 
hisoblash qiyin em as.

1-misol. l, ta so d ifiy  miqdor {1,2,...,«} qiym atlam i p - ( j )  =  —,1 J s  /7

i < j < *  ehtim ollar b ilan  qabul qilsin (tekis taqsimot). U  holda
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g ( 0  = X - e 9 =  - 0 ' + e 2 ' +  ... 
M n  n

2' ■ ■ e , , r ) :
e ' ( e n , - l )

n ( e '  - 1)

B irinchi tengiikning har ikkala tom onidan liosila olib, quyi- 
dagilam i topam iz:

n + 1
a  =  a x = g ' ( 0) = i - ( l  + 2 -K ..+ n ) = ^ i ;

2 -, (k+1)(2«+1)
«2 = g * ( 0 ) := - ( l  +  4  +  ...+  7J ) =  , n 6

a 2 =  D £  = a 2 -  a 2 =  ( n 2 — 1) / 12.

2-m iso l. |  tasodifiy m iqdor (n \ p )  param etrli binom ial taqsi-

m otga ega b o is in . U holda P * ( j )  =  P n( j )  =  C ' p Jq n ~J , q  =  I — p ,

0 < j < n  ekanligini h isobgaolib , quyidagilam i topamiz:

g ( t ) = ^ e " C ; ip i q " - j = £ C j  { p e  ) '  =  ( p e '  +  9 ) " .
7 = 0 7 = 0

Bundan

«i =  g '( 0)  = «(/*?' + q Y ~ { p e ’ |f=0= n p ,  

a 2 =  g ''(0 ) = n(/i -  l ) p 2 + n p .

Demak, a  =  a x = n p  v a  o  =  a 2 — a x =  n p ( l  — p ) .

3-m iso l. |  tasodifiy m iqdor {l,2,...} qiym atlarni qabul qilib, 

P £ U ) - q J~ ' P ,  7  = 1,2,... b o is in . U  holda

7 = 1  1 - ^

B u yerda,

a ,  = g ' C 0 ) = -
(1- V r

p e  + p q e '

t=0  

,21 l+q

i=0( l - V )

Dem ak, a  =  a x =  \  /  p  v a  <r 2 =  a 2 -  a f  =  q  I  p 2

120



4-m isol. ç ta so d ifiy  m iqdor X > 0 parametrli Puasson taqsimo-

Puasson taqsim otin ing  dispersiyasini bu usul bilan topish  uning 
ta 'r ifidan  foydalanib b e v o s ita  hisoblashga nisbatan ancha qulay ekan.

M o m en tla r m u a m m o si. M om entlar hosil qiluvchi funksiyadan 
foydalanih, biz juda b o im a g a n d a  sodda tasodifiy m iqdorlar uchun 
taqsim ot funksiyalar o  z in ing  m om entlari orqali to ‘la aniqlanishini 
k o ‘rsatishim iz m um kin .

1-teorem a. < d isk re t tasodifiy miqdor \ x v x 1 , . . . , x r i \ qiym at-

larni qabu! qilib, a k = M Ç 1 , к  =  0,1,2,... mom entlarga ega b o is in . U 
holda

m om entlar qatori g { t )  barcha 1 sonlar uchun cheksiz m arta differen- 
siallanuvchi funksiyadir.

П . .
Isboti. a k  —  M f k  = Y x * р ( х Л  tenglik o ‘rinli. Agar M = m a x  x |

J J / I I

, k  =  0 , l , . . .b o ‘lgani uchun

U holda,
n -a x = g ' m  =  e ^ - X)X é \ t^ = X ,

a 2 =  g " ( 0 )  = е л(е 4 >(A~e2í + X e ' ) | f=0= A“ +  X ,

a  =  a x ~  Ä .  va a 2 — a 2 — a 2 = X .

7=1

b o ‘Isa. u  holda

7 = 1

Demak, barcha N  lar uchun



tengsizlik  o‘rin li va bundan barcha t sonlar uchun m om entlar 
qatorining g ( t )  funksiyaga yaqinlashishi kelib cliiqadi. g ( j )  darajali 
qator b o ig a n i  uchun uning yig' indis i cheksiz k o ’p m arta differen- 
siallanuvcliidir.

D em ak, a k , k  =  0,1,... m om entlar g { t )  ftmksiyani t o i a  aniqlar 

ekan. A ksincha a k — g Ul(0 ) b o ig a n i ucbun, g ( t )  ham  a k  moment- 
larni aniq laydi.

2-teo rem a . { x v x 2 , . . . , x n} qiym atlarni qabul qiluvchi sodda 
tasodifiy m iqdor P ,  taqsim otga va g ( t )  m om entlar hosil qiluvchi 

ñm ksiyasiga  ega b o ls in . U  holda g ( t )  P ;  orqali bir qiym atli aniq- 

lanadi va aksincha.
Isb o ti.

g ( t )  =  Y J e x!  p ( x j )

i =i
b o ig a n i u c h u n  P  g ( l )  ftm ksiyani bir qiym atli aniqlaydi. (1) form u­

lada p ( x )  = p  deb belgilaym iz va t  ning n  ta turli t x, t 2 , . . . , t n qiy- 

m atlarini tan lab , b¡ =  g ( t ¡ )  deb, quyidagi chiziqli tenglam alar siste­
m as ini h o s il  qilamiz:

bi = Y d e iXjp j ,  i  = 1,2 ,...,« ,
7=1

yoki uni m atritsav iy  shaklda

B = M P

deb ifodalash im iz  mumkin. B u yerda B  —  ( b ¿) ,  P  —  ( p y ) n  o ich o v li

ustun vek to rla r, M  =  \ e ‘X j ) esa n  x  n  o ich o v li kvadrat matritsa. Hosil 
b o ig a n  m atritsav iy  tenglam ani M  matritsa teskarilanuvchan, y a ’ni 
uning d e te rm inanti noldan farqli b o ig an d ag in a  P  g a  nisbatan yechish 
m um kin. B u  holda

P  = M ^ B

b o ia d i. A g a r  i¡ ni t¡ =  i - 1 k o ‘rinishida tanlasak, u  holda M  

m atritsan in g  determ inanti quyidagi
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18. Agar M g  chekli b o isa , u holda ushbu
CO 0  CO

Щ  =  Jd  -  F ( y ) d y  -  j  F ( y ) d y  =  J (1 -  F ( + y )  + F { - y ) ) d y

О -со 0
tenglik o‘rmli va ak sin ch a , o ‘ng tomondagi in tegrallarning cheklili- 
gidan, M B ,  <  oo ten g siz lik  kelib chiqishi isbotlansin.

19. Har b in  ikk itadan  qiymat qabul qiluvchi ç va í¡ tasodifiy 
m iqdoilarning ko rre ly a tsiy asi 0 b o iish i uchnn ular b o g iiq s iz  b o iish i 
zanir va yetarli ekan lig i isbotlansin.

20. g  v a  q  b u tu n  m anfiy b o im ag an  qiym atlarni qabul qiluvchi 
b o g iiq s iz  tasodifiy m iqdorlar b o iib , M g  <  со b o is in . U  holda

CO
M  m i n { £  , r i }  =  Y < P { %  ^ k ) P { r )  > k )

¿=i
ekanligi isbotlansin.

21. £  va q  — b o g iiq s iz  bir xil taqsim langan tasodifiy m iqdorlar 
b o iib . M Ç  an iq langan b o is in .

M { Ç  / Ç  + V }  =  M { ti  I Ç  + 4 }  =  ^ -

tenglik  k o isa tils in .
22. b o g iiq s iz  bir xil taqsim langan tasodifiy m iqdorlar 

uchun M | | , |  < oo sh a r t bajarilsin. U holda

M { g l / S „ , S I I+l , . . . }  =  ^ -  (d.m.) 

ekanligi isbotlansin , bu  yerda S „  =  £, + ç 2 + . . .+ <g„ ■

T E S T  SA V O L L A R I

1. £ va r f  tasodifiy  m iqdorlarning kovariatsiyasi qaysi 
formulada to ‘g‘ri k o ‘rsatilgan?

C. M ( £  -  M 4 ) 2 (/7 -  M r / f  D. M ^ r ¡ .



2. A g ar £ va H tasodifiy m iqdorlar b o g iiq s iz  v a  D ( §  - \ - r / )  =  10; 
D £  =  6 b o i s a ,  D r )  topilsin.

A. 1 B. 0,4 C .0 ,6  D. 4.
3. A g a r  |  va r \  tasodifiy m iqdorlar b o iib , =  3 ; M r j  =  —2 

b o isa , M (4 £  + 377) topilsin.
A. 18 B. 6 C .-6  D. 30.
4. A g a r £ va r/ tasodifiy m iqdorlar b o g iiq s iz  va D q  =  4 ,  

D r ) = 2 b o i s a ,  D ( 2 £ ,  — 3 r j )  h isobknsin .
A. 44 B. 24 C. 34  D. 16.
5. A g a r  £ tasodifiy m iqdor ( n ; p )  param etrli binom ial taqsi- 

m otga ega b o ‘ Isa, uning matematik kutilm asi va dispersiyas ini toping.
A .0; n p ( l - p ) .  B. n p ; p q  C .  n p q ; n p  D. n p ;  n p ( \  -  p )

6. oraliqda tekis taqsim langan tasodifiy  m iqdorning mate- 
m atik  k u tilm asi va dispersiyasini toping.

^  a+b _ (b—a ) 2 b -a  (a+b)2
2 ’ 12 ' ~~2~ ’ 12

^ , a+b _ (b—a ) 2 b—a_ (a-b)~
' ~ 2 ~ ’  6 12 ‘

7. «  p aram etrli Puasson taqsim otiga ega b o ig a n  tasodifiy m iq- 
dom ing m atem atik  kutilm asi va dispersiyasi topilsin.

A  . a ; —  B. a ; a 2  C . a ; a  D. — . 
a  a  a

8 . a  param etrli eksponensial taqsim otiga ega b o ig a n  tasodifiy  
m iqdorning m atem atik  kutilm asi va dispersiyasi topilsin.

A. - ;  - L  B . a ; -  C. —; -  D. a : a 2 .
or ex. a  a  a

9. (a ,c r2) param etrli norm al taqsim otga ega b o ig a n  tasodifiy  
m iqdorning m atem atik  kutilm asi va dispersiyasi topilsin.

A. 0;1 B. a \ a  C .  0 ;cr2 D. a , a 2

10 4  v a  Tj tasodifiy m iqdorlam ing korrelyatsiya koeffisiyenti
1 ga teng. ^  v a  77 m iqdorlar haqida nim a deyish m um kin?

A. U lar chiziqli b o g iiq li
B. U lar b o g iiq s iz
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C . U lar haq ida hech narsa deb b o im ay d i
D. U lar ix tiyoriy  funksional bog ian ishga ega.
11. Qanday ta so d ifiy  m iqdorlar uchun D ( X  - Y )  =  D X  +  D Y  

tenglik o iin li?
A. Bu tenglik hech qachon bajarilm aydi
B . D iskret taso d ifiy  m iqdorlar
C . Ixtiyoriy ta so d ifiy  miqdorlar.
D .B o g ‘liqsiz tasod ifiy  miqdorlar.
12. tasodifiy  m iqdorlar mos ravishda k  param etrli Puasson 

taqsim otiga ega b o i s a  (£  = 1 ,2 ,...,«), M ( 4 l +  . ..+ £ „ )  hisoblansin.

A . 1 + — + ...+  — B . n k  C. — D. «(« +1).
2  n 2

13. £ va r\ tasodifiy  m iqdorlam ing m atem atik kutilm alari 
ucnun qaysi m unosabat xususan o ‘rinli em as?

A . M C £  =  C M 4  . B. M ( 4  + V )  =  M 4  + M i ]  

C . M 4 r ] - M 4 M r ]  D. £ <77 => < Af??.
14. N oto‘g ‘ri ten g lik n i k o ‘rsating.

a  , D C 4  =  C 2D 4  b  . D 4  =  M 4 2 ~ ( M 4 ) 2

C . D C  > 0  D , D ( 4  +  C )  =  D 4 .

15. 4  -  [0,1] oraliqda tekis taqsim langan tasodifiy m iqdor va 
q  - 2 g  4-1 b o ‘lsa, A/77 topilsin.

A . 2 B .3  C. 5 D. 0,5.
16. Qanday ta so d ifiy  m iqdorlar uchun M 4 q  =  M 4 M t)  tenglik  

o‘rinli?
A . Ixtiyoriy ta so d ifiy  m iqdorlar
B. Diskret taso d ifiy  m iqdorlar
C. Normal taqsim langan  tasodifiy m iqdorlar
D . B ogiiqsiz  ta so d ifiy  miqdorlar.

17. ( a  ,ct ) -  param etr bilan norm al taqsim langan 4  tasodifiy  

m iqdor uchun M (4 — a f  ni toping.

A. a  B .O  C. a 3 D. a < j ~ .



18. A gar <gx Ba | 2 b o g iiq s iz  va har biri mos ravishda (2 ;i)  
ham da (1 ;4 ) param etrlar bilan norm al taqsim langan b o ‘lsa, 
D ( b i ~ h 2) ni toping.

A. 5 B .l C. 2 D. 6 .
19. Q anday  shartda M ( g  + r j )  = M g  +  M r j  tenglik o 'rin ii?
A. H a r doim
B. |  v a  T] b o g iiq siz
C. v a  q  lar uzlnlcsiz taqsim otga ega
D. E, v a  rj diskret taqsim langan.
20. A g ar ¿g va rj b o g iiq s iz  tasodifiy m iqdorlar b o iib , M g  = 1, 

M r j  = 2 , D £  =1, ¿>7 = 4 b o is a .  M ( |  + i] + 1): ni toping.
A. 16. B. 5. C.10.  D. 21.
21. T anga “gerb” tom oni tushgunga qadar tashlanadi. Tashlash- 

lar soni X  n in g  m anem atik kutilm asini toping.
A  2,5 " B. 0,5 C. 4 D. 2.
22. A g ar £, tasodifiy m iqdor N ( a : < y 2) norm al qonun bo 'y icha 

taqsim langan  va M g  =  L M g 1 = 2  b o isa , a  va a ~  lam i toping.
A. 1 v a  1. B. 1 va 2. C. 2 va 1. D. 2 va 2.

23. A g a r M £  =  a ,  - a  b o iib ,  17 = ^ —  ̂ b o isa , M r ]  va D t ]
<7

lam i toping.
A. a , I  B. 0 ;ct2 C. a , \ l a  D. 0;1.
24. A g a r f  tasodifiy m iqdor 5 (2 ;0 ,5 ) binom ial qonun b o ‘yicha 

taqsim langan  b o isa , M ( <g  — I)2rti toping
A. 3/2 B. -3/2 C. 0 D. 1/2.



tenglikni ishlatib, h s  (z )  =  M z ^  hosil qiluvchi funksiyani shartli

m atem atik kutiim a yo rd am id a  aniqlaym iz:

h Sr ( z )  = M z Sv =  m ( w { z il+- +-  / v}) = M [ h ç (z) J  = h v ( h ,  ( z ) ) .

(6) va (3) fo rm u la la rd an  foydalanib S v tasodifîy m iqdom ing 
m atem anik kutilm asi va d ispersiyasin i hisoblaym iz:

h'sv ( - )  =  ( z ) ) hi  O ) ,

hsv ( z )  =  K i h ç  0 ) ) [ ^  (z)]2 +  h[. ( h 4 (z))/£ (z), 

^ ( l ) = / 2l'( l> [A '( l)]2 +  ^ ( l)A :( l) .

Demak,
M S V =  M v M i x.

D S V =  K  (!)[/*' (I)]2 +  h'v  (l)/g  (1) +  M S V -  ( M S V )2 =

= (M v 2 -  M v ) ( M 4 { ) 2 +  M v ( M Ç ?  -  M 4 l )  +  M v M ^  -  

-(M V ')2(M ^, )2 = n v ( M ^ ) 2 + M v D £ , v  

Shunday qilib, 

M S v =  M v M ç t , 

D S V -  D v ' ( M ^ ) 2 +  M v D

Yuqorida M S V va D S V uchun keltirilgan tengliklarga V ald 
ay n iy a tla r i deyiladi va u la r  ehtim ollar nazariyasining k o ‘p masala- 
larida keng k o lam li ta tb iq la rg a  ega.

Bu paragrafning o x ir id a  j p j t  j  = 0,1,...} taqsimot qonunlari

bilan hosil qiluvchi fu n k siy a la r orasida (2) va (4) form ulalar yor­
dam ida am qlangan m oslik n afaq at o ‘zaro b ir qiymatli, shu bilan birga 
u o ‘zaro uzluksiz ekanligi h a q id a g i teorem ani isbotlaymiz.

oc
3-teorerna. h r ( z )  =  ^ T  p inr ) z " , r  =  \ , 2 , . . .  -  j p [  !• taqsimotga mos

w=0
kelgan hosil qiluvchi fu n k siy a la r ketm a-ketligi, h ( z )  esa [ p n ] taqsi- 
m otning hosil q iluvchi f tm k siy as i b o is in . Har qanday n  uchun
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l im  p^J' = p n munosabatlarning o ‘r in l i  b o iis h i uchun ix tiy o r iy
cc

0 < z  <  1 da quyidagi
lim  hr ( z )  =  h ( z )  (7)/--»co

m u nosabatn ing  o'rinli b o iish i zarur v a  yetailidir.
Is b o ti .  lim p ' nr>( z ) =  p n m unosabat o ‘rinli deb faraz qilamiz.

/*—>oo
s  > 0 va 0 <  z < 1 bo'lsin. U  holda

\ h r ( z ) - h { z ) \ <  £  IP [r) -  p k \ z k < Z  |p (k r) -  p k| +
A'=0 k = 0

co N —l . .

\p V - p \
k = H  k=0 1-Z

Z  £  . * .
Tengsizlikning o ‘ng tomonida, a w a l iV ni j — < — tengsizlikni

qanoatlan tirad igan  qilib tanlaym iz, so ‘ngra r0 sormi shunday tanlay-
v-i. . E

m izki, r > r 0 b o ig aad a  ^  ! p k  —  p k \ <  —  tengsizlik  o ‘rinli b o is in .
*=o 2

D em ak , / ' > r 0 tengsizlikni qanoatlantiruvchi r  lar uchun |/?.(-)-/(_)|<£r.

B u n d a n  e sa  teo rem an ing  zaru riy lik  sharti ke lib  chiqadi.
Ehtim ollar nazariyasida m atem atik analizdagi turli b o iim la r-  

ning m eto d la ri va analitik apparatlari keng qo ilan ish in i biz a w a lg i 
b o b la rd a  k o ‘rgan edik. Ehtimollar nazariyasida uchraydigan juda k o ‘p 
m asa la la rn in g  ayniqsa b o g iiq s iz  tasodifiy m iqdorlam ing yig‘indisi 
bilan bog1 liq bo 'lgan  masalalarning sodda yechimlarini, nazariyasi 
m atem atik  analizda rivojlantirilgan va Furye alm ashtirishlari nomi 
bilan  m aituTi b o ig a n  xarakteristik funksiyalar yordam ida topish 
mumlcin.

X arakteristik funksiyalar metodi ehtim ollar nazariyasi analitik 
ap p a ra tin in g  asosiy vositalaridan biri ekanligini V bobda limit teore- 
m a la m i isbotlashda, xususan M uavr-Laplas teorem asini um um lash- 
tiru v c lii m arkaziy limit teorem ani isbotlash jarayotiida yaqqol k o ‘ri- 
s h im iz  m um kin. U shbu bobda biz xarakteristik funksiyalam ing asosiy 
x o ssa la rin i bayou qilish bilan birga, unga tegishli b o ig a n  maxsus 
xossa va teorem aiarni hain isboti b ilan  keltiramiz.
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Haqiqiv q iym atlam i qabul qiluvchi tasodifiy m iqdorlar bilan bir 
qatorda xarakteristik  funksiyalar nazariyasi kom pleks qiym atlam i 
qabul qiluvchi ta so d ifiy  m iqdorlam i jalb  etishni taqozo qiladi. 
Kom pleks q iym atlam i qabul qiluvchi tasodifiy m iqdor deb 
C  (<£>) =  £ , ( ö ) + j £2 ( ® )  k o ‘rinishidagi funksiyaga aytiladi, bu  yerda 
© e f i  va (£ ,,£ 2) — tasodifiy  vektor. Tasodifiy m iqdorlarga oid b o i -

gan ko ‘pgina ta 'r i f  va xossalar kompleks tasodifiy m iqdorlar uchun 
ham  oTinli ekanligini k o ‘rish  qiyin emas. M asalan, agar M va M %2 

m atem atik ku tilm alar m avjud b o isa , u  holda C  = c , + i £ 2 kom pleks 
tasodifiy m iqdorning m atem atik kutilmasini

M £  =  M % l +  i M %2

form ula orqali ifodalash  tabiiy.
A gar («g,,??,) va (<^,,77.,) tasodifiy vektorlar bogTiqsiz b o is a ,  u 

holda c , = £ , + />/, v a  g 2 = g 2 +  i r j 2 kompleks tasodifiy m iqdorlar bog‘- 
liqsiz tasodifiy m iqdorlar deyiladi.

M atematik ku tilm aning  asosiy xossalari kom pleks tasodifiy 
m iqdorlar uchun h a m  saqlanib qoladi.

2-tarif. ta so d ifiy  m iqdorning x arak teristik  fu n k siyasi deb 
haqiqiv I argum entning ushbu

f s  ( 0  = M e ‘tx =  \ e itxd P  =  I e itxd F (  (x ) (8)
Q. -00

funksiyasiga aytiladi.
A gar £ d isk re t taqsim otga ega b o isa , u  holda xarakteristik 

funksiya

f £  (0  =  X  eto* P ( £  = % ) = X  e " x* p ( x k) ( 8' )
k  k

tenglik orqali ifodalanadi.
Agar £  tasod ifiy  m iqdor absolut uzluksiz taqsim otga ega b o ‘- 

lib, p ( x )  uning z ich lik  funksiyasi b o isa , u holda
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1 ( 0 ) =  J  e " x p ( x ) d x  ( 8*)
—co

b o ia d i, y a ’n i absolut uzluksiz tasodifiy raiqdom ing xarakteristik: 
ñinksiyasi p ( x )  zichlik funksiyaning Furye alm ashtirishidan iborat.

E yler formulasiga ko ‘ra, é a  =  c o s a  -+ i s in a  tenglik o ‘rinli b o ‘I- 
gani uchun (8 ) tenglikdan

f¿ ( t )  = M co s ti, + i M  sin t£,

kelib chiqadi.

U shbu |/^ (/)| = ^ M e ' K | < 1 tengsizlikdan ixtiyoriy tasodifiy miq-

dom ing xarakteristik  fuoksiyasi mavjudligi kelib chiqadi.
X arakteristik  funksiyaning b ir  nechta eng sodda xossalarini kel- 

tiramiz.
4-teo rem a . f \ (/)— £ tasodifiy m iqdom ing xarakteristik funk- 

siyasi b o is in . U holda
• ° / { ( 0 ) = i , k ( « ) | s i .

2 o. Ixtiyoriy a  va b  o ‘zgarmas haqiqiy sonlar uchun 
f a + b t { t )  =  e ' a t  f ¡ ( b t )  tenglik o‘rm]i.

3° í ( 0 = / « ( - ' ) = /■*'(')•
4 o. A g a r b o g ‘liqsiz tasodifiy m iqdorlar b o is a ,  u

holda

4 ^  ( ' ) = / ! , « ■  4  ( < ) • • •  4  w

tenglik  o ‘rin li.
5°- f ¡ 0 )  xarakteristik funksiya R  =  (—°o,ao) da tekis uzluksiz.

6°- 0 )  xarakteristik funksiya haqiqiy b o ‘lishi uchun £, taso­

difiy m iqdom ing  F ¿ ( x )  taqsim ot funksiyasi sim metrik b o iis h i  zarur 

va yetarlidir.

Isb ot. l°-xossaning  isboti e'° =  l va |Me"? |<  M \ e ' * * \ =  M \  =  \  

m unosabatlardan  kelib chiqadi. 2o va 3°-xossalar xarakteristik funk- 
siyaning ta ’rifidan  kelib chiqadi. Haqiqatan ham,
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f a +ЬЕ = M e i,ia+b¡) = e ilaM e i,bs = e i,af ( (bt)

va

f t  ( t )  =  M?"’ = M e " *  -  M e  = f e  ( - /) .

4°-x_ossaning isboti. e" ' A , e ,l¡’ 1 , . . . , e “^" kom pleks tasodiñy 
m iqdorlar bog' üqsiz. D em ak ,

Л  + +* ( O  = М е ш л ' ^ 2+- +* " ] = M e ^ ' e il?2 . . . e “s " =J h¡+Í2 +—+Snv '
= M e " ^  M e ' ^ - . . . M e ü í " = 4 ( 0 4 ( 0 - 4  (0-

Bu yerda biz b o g 'l iq s iz  kompleks qiymatlarni qabul qiluvehi 
cíiekli tasodifiy m iq d o rla r k o ‘paytm asining m atem atik kutilm asi mos 
m atem atik ku tilm alarn ing  k o ‘paytm asiga teng ekanligidan foyda- 
landik.

End i ./¿(i) funk siy an in g  tekis uzluksizligini isbotlavmiz. Ixti- 

yoriy haqiqiy x , y e  R  son lar uchun

-  e ‘y  I < 2 (9)

va

le“ — e iy 1 = \ e n,d u <

X

( 10)

tengsizliklar 0‘rinli.
Ar ixtiyoriy m u sb a t son bo ‘lib, A  = { í» e  Q;|¿;(£»)|< N }  bo isin . 

U  holda

If e  ( O -  A C*z)| =  \ M ( -  e i ,2i )| 2  м \ е ? *  -  e i h J \ l A + M \ e ^  -  e i h J \I-A

m unosabatdan b o ‘lsa. (9) va | ^ | </V bo ‘lsa, (10) tengsizlikni

q o ila b , ushbu

\ M ‘ i) - M t 2) \ ^ \ ‘ l - t 2\ K  +  2 P ( ) g \ > N )  ( 11)

tengsizlikning o ‘rinli e k a n lig in i keltirib chiqaramiz.



Ix tiy o riy  s  > 0  son berilgan b o is in . A w a l N  ni shunday

tanlaym izki, P ( \ ^ \ >  N ) < e/ ,  bo‘lsin, so ‘ngra S  =  —  deb olamiz,
 ̂ ' 2 N

natijada \ t x - t 2\ < 8  tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha t{ , t 2 sonlar 
uchun (1 1 ) m unosabatdan

tengsiz likn ing  o ‘rinli ekanligi kelib chiqadi. Shuni isbotlash talab 
qilingan edi.

6°-xossan i isbotlash uchun b iz  turli taqsim ot funksiyalarga turli 
x arak teristik  funksiyalar mos kelishidan foydalanam iz. Darhaqiqat, 
/ ¿ ( 0  = / = ( 0  b o ‘lsa va faqat shundagina / , ( ! ' )  haqiqiy, y a ’ni 3°- 

xossaga k o ‘ra £ va — i  b ir xil xarakteristik funksiyaga ega b o is a  va 
faqat shu n d ag in a  u  haqiqiy. Am m o bu  o ‘z navbatida c  va  —c bir xil 
taq s im o tg a  ega ya’ni, F , ( x )  sim m etrikekanlig iga ekvivalentdir.

X arak teristik  funksiyalarni q o ila sh  asosan 1-teoremadagi 4°- 
xossaga tayanadi. B o g iiq s iz  tasodifiy m iqdorlam i qo ‘shish juda 
m u rak k ab  b o ig a n  am al -  qo ‘shiluvchilar taqsim ot funksiyalarining 
kom pozitsiyasiga keltirilishini biz II bobda k o ‘rgan edik. Xarakteristik 
fu n k siy a la r uchun b u  m urakkab am al xarakteristik funksiyalarni 
k o ‘p ay tir ish  am ali b ilan  alm ashtirilar ekan.

4 - § .  X a ra k ter istik  fu ak siya larn in g  m axsus xossa lari

5 -te o re m a . A gar jWjc|’ <«> b o ‘lsa, u holda f £ ( t )  xarakteristik

funksiya k -tartibli uzluksiz hosilaga ega b o iib , quyidagi munosabat- 
lar o ‘rin li b o iad i:

GC

( 12)
—co

/ / > ( 0  ) = f ' M 4 v , (13)

f (  ( 0  =  I  o(tk), t ->  0. (14)



I s b o t i .  (12) te n g l ik n i  v  =  1 u ch u n  isb o tla y m iz . Q u y id a g i

f { Ç r + h ) - f 4 Q )  _  - I )  

h  h

m unosabatda ( 10) ten g siz lik k a  ko‘ra
e '^ - l < 1 va teorem aning

shartiga k o ‘r a  Л/ j ç  | < go b o ig a n i  uchun Lebegning m ajorant yaqin- 
lashish haqidagi teo re rnasiga  binoan /¡-> 0  da lim itga o ‘tish m um kin 
va demak,

f ,  ( i )  = l im —------------- 2----- - h m M -------1----------= i M g e s
? h-*0 h  h-> 0 h

tenglik o ‘rinli.
( 12) m m osabatn i um um iy ho Ida isbotlash uchun biz ushbu

e  -

V

i LXlH------ и -1!
„  ■ Í, И ” % Г  I< mm-<---- ,---------}

( « - 1 ) ! ^  |[ n\  (« - l) ! jj

/ • \Tt—1 ^( I X )
(15)

tengsizlikdan foydalanam iz.
(15) terigsizlikning n  =  1 bo‘lgan holi (9) va (10) tengsizlik- 

lardan kelib cliiqadi. (1 5 )  m unosabat b irorta n  uchun o i in l i  b o ‘lsin. U 
ho Ida

П / *

0 V a = o  J  l \  k =0 K - 

tenglik o‘rinli bo‘lgani sa b a b li

e  —
Л ОСlH----

1!

/ • \П ^( I X )

r i  k \  0J |[  n\  ’ (it-l)!|Jk=0

im+1 I \n I X,  , Wr J ,  . ( И  , n<m in^ — d u , 2 ----- — d u \  =  mm<¡-----—  , 2 —-
|| o «! Q ( n —\) i jj |j ( « + l) !  n\  y

D em ak, to i iq  m atem atik  induksiya m etodiga ko‘ra (15) teng- 
sizlikning ixtiyoriy n  > Л uchun o ‘rinli ekanligi kelib cbiqadi.

i -> -»



(1 2 ) form ula v <  к  uchun o ‘rinli bo ‘lsin. U holda

S  ( e  _i)
h

■ =  í  M C

teng likdan  (15) tengsizlikga asosan

A e i h t - 1)
LÇV'’ --------- -

IV+l

b o ‘lgani va teorem aning shartiga k o 'ra  M |¿ j' < qo b o ig a n i uchun 

L eb eg n in g  m ajorant yaqinlashish teorem asiga binoan

lim  Г М С
fr->0

itç (  itâ Ae - \ e  1) _ v̂+ 1  v+l

Shuning uchun

A v )  ( t + h ' ) - f - v )  ( t )  

/ . (y+1) ( 0 = l i m  g 4’ *->o h
■ = i v+l M Ç

(1 2 )  m unosabatda t  =  0 deb, biz (13) formulani hosil qilamiz.
(14) m utrosabatda qoldiq hadni baholash  uchun (15) tengsizlikni

A ( 0  =
* ( i l ) v

v=0 V!

ay irm aga q o ilaym iz : 

R k ( t ) <

,ii+i

M

\ v=0 v \

: M ä
\k+l

A k \  Á( k + i y .

bu yerda A  =  {® e £2 :|£(<у)| < TV}.

A g a r  |^ | > JSI b o is a  1 4 = 0 b o ig a n i sababli (16) dan ushbu

i *

(16)

r , a
(*+1)!

tengsizlilc kelib chiqadi. e  >  0 ixtiyoriy m usbat son bo‘ lsin. Avval N  

sonini sh u n d ay  tanlaymizki, natijada
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s  ( k~\~ 1)
tengsizlik 0‘rinli b o is in ,  so ‘ngra <5=----------7- deb olamiz, natijada

2 N M \ ; \

|/|<<5 tengsizlikni qanoatlan tiruvch i barcha t &  R  sonlar uchun

kl*
R k ( / ) <  ' - p - s  ,y a ’ni R k ( t )  =  o { t k ) ,  t - >  0 m unosabatning o ‘rinli ekan-

ligi kelib chiqadi. Shuni isbo tlash  talab qilingan edi.
Endi m isollar ko‘r is h g a  o ‘tamiz.
8-m isol. A gar P ( g  - a )  =  1 b o isa , u holda f ,  ( / )  = e ‘, a .

9-m isol, A gar <§; p )  param etrli binom ial qonun b o ‘y icha taq- 
sim langan tasodifiy m iq d o r b o is a ,  u holda (8 ) formulaga ko ‘ra

M » = t c ‘ p ‘r v ‘ = t c :  ( p ‘ ' 1  p " ‘ = ( /» * + » )■ ■
ä=0 A'=0

10-misol. — ?. p a ram etrli Puasson qonuni b o ‘yicha taqsim lan- 
gan tasodifiy miqdor bo‘ lsin. U  holda

/ .  ( t )  =  M e lri = e - '  = =exp{ /.(e"  - l)} .
4  '  k=0 kl * = 0  k !

11-inisol. —  p  p a ram e trli geom etrik qonun b o 'y icha  taqsim- 
langan tasodifiy m iqdor b o is ir ..  TJ holda

f . W ^ t e ^ p ^ - p f  = p ± ( c "  0 - p ) ) ‘
* = 0  k=0

12-misol. |  - [ - a r , a ]  oraliqda tekis taqsim langan tasodifiy m iq­

dor b o isa , u  holda
a itx

— a 2a  a t

13-m isol. A gar — X  param etrli eksponensial qonun bo 'y icha 
taqsim langan b o is a ,  u t io ld a

f s  ( t )  =  A \ e “x- l x d x  =  -  
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1 4 -m iso l. c standart JV(0, 1) norm al qonun bo ‘yicha taqsim lan­
gan taso d ifiy  m iqdor b o is in . U  holda

/  ( / ) =  *
v2?r ^

f g  ( t )  funksiyani t bo 'y icha differensiallab va b o iak lab  
in tegrallab  ushbu

/ /  ( 0  =  - t= =  J  i x e  Ux ^ d x  =  — ~  T t e " x~X^ d x  = - t f ,  (?);
^ ^  V2 ;r ^

f [  (0 = - f t  (0

differensial tenglam ani hosil qilamiz. Buning um um iy yechimi
2_* /

f t ( t ) = C e  /2 ko‘rinishga ega. / f ( 0) = l boshlang 'ich  shartdan 
C =  1 ek an lig i kelib chiqadi. D em ak,

f A t )  =  e r ^

E n d i r ] - ( a , c r ) param etrli norm al qonuni b o ‘yicha taqsim lan­
gan taso d ifiy  m iqdor bo isin . U holda 77 tasodifiy m iqdom i r / = < r c  - h a  

k o ‘rin ish d a  ifodalash m um kin. ß u n d an  1-teorem aning 2°-xossasiga 
k o ‘ra

? 1 t <J~ ita- -
/ , ( * )  =  * 2

ekanligi k e lib  chiqadi.
1 5 -m iso l. £ - 0  param etrli Koshi taqsim otiga ega b o is in . U

holda



f t  (?) -  ju ft fu n k siy a  b o ‘lgani sababli uning ?>0  nuqtalardagi

qiymatlarini b ilish  kifoya. O xirgi tenglikning har ikkala tom onidan 
? bo ‘y icha hosila  olsak,

(17) va (18) teng lik lam i b irg a lik d a  qo ‘shib quyidagini topamiz:

O xirgi tenglikning  h a r  ikkala tom onidan ?bo‘yicha hosila olib, 
topamiz.

aniqlangan chekli funksiya  b o ‘lgani sababli, c, = 0, f ^  ( 0 ) = 1 shartdan 

c? = 1 ekanligini hosil q ilam iz. Shunday qilib, ?>  0 uchun 

f  { t )  =  e ~ a l . B undan f  ( t ' )  fim ksiyaning ju ft ekanligini hisobga olib,

H ar bir / г (х) taq s im o t funksiya uchun (8) formula orqali aniq­
langan / (?) x a rak teris tik  funksiya mos keladi. Bu fikm ing teskarisi 
ham  o ‘rinli, y a ’ni taq s im o t funksiya xarakteristik funksiya orqali b ir 
qiym atli aniqlanadi.

6- teo rem a  ( t e s k a r i l a s h  f o r m u l a s !). F  =  F ( x )  -  taqsim ot funk­

siya va

(17)

M atem atik analiz kursidan  b izga m a’lumki,
-oc . 00 • 7 .
f —  n i t  > 0 ), shun inguchun  ham  a - —  [ b‘n — d x  (18)
J x  '  /  7Г X

+00 2

f \  (?) =  a 2 f  (?).  D em ak , f ?  (?) = c1e,c" + c 2 e  , t > 0. f , ( t ) — R  da

f ,  (?) =  e ° ^ ,? e  R  ten g lik g a  kelam iz.

5-§. T e sk a r ila sh  form u lasi

(19)

unga m os kelgan  x arak te ris tik  funksiya b o ‘lsin.
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1°) A gar a  va b  ( a < b  ) lar F ( r )  funksiyaning uzluksizlik nuq- 
talari b o is a ,  u ho lda

i sl —ita _ iib
F { b )  -  F ( a ) = lim —  f--------— f ( t ) d t .  (20)

l n  i t-  A
oo

2°) A gar \ \ f { t ) \ d t  <co b o isa , u holda F ( x )  absolut uzluksiz
—oo

taqsim ot fu n k siy a  bo‘lib, uning zichlik funksiyasi

P ( x )  =  - ^ “l e , l x f ( t ) d t  (21)
—oc

fo rm u la  o rqali ifodalanadi.
Isb o ti. A w a l  F ( x )  absolut uzluksiz b o ig a n  holni k o ‘raylik. 

B u n d a  (8”) form ulaga k o ‘ra

f ( t ) =  * \ e , K p ( x ) d x
—cC

va shixning u ch u n  ham  (21) form ula integrallanuvchi / ( / )  funksiya- 
ning F  urye alm ashtirishidan iborat. (21) tenglikning chap va o ‘ng to- 
m onlarin i in tegrallab , hosil b o ‘lgan ifodada integrallash tartibini o ‘z- 
g a r tirib , topam iz:

F ( b ) — F ( a ) =  j p ( x ) d c = - ^ ~  $

-cc
b

j e  llxd x \ d t  =

° J
“i-00 — iat — ibti — iat - ...1 re -e ,

—  -------------- d t
9  tt J  it2 71

D em ak, b u  xususiy holda teskarilash form ulasi Furye integral 
a lm asb tirishm ing  natijasidan iborat.

E n d i (20) form ulani um um iy holda isbotlashga o'tam iz.
I  °. ( 12) form uladan ushbu

j A = f £ ------- !— f
A 2 n {  it  J V  2ti i- A  - A

ten g lik n in g  o ‘r in l i  ekanligi kelib chiqadi.
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(10) tengsizlikdan
-  ita — itb e-Ua_e-itb

i t it
< b  — a

ekanligi kelib chiqadi. Shu  b ilan  birga
А  -к о

J I  (ft — a ) d F ( x ) <  2 A ( b  — a ) < < x >

— A  —со

m unosabat o 'rin li bo‘ lgan i uchun (22) integralda Fubini teorem asiga 
k o 'ra  integrallash ta rtib in i alm ashtirish mumkin. Shunday qilib,

A — ita -  itbj  e —e itr » , I
J A =-

2 n

2 л j
A — / t o  — /rfr

e _ f---- eftrdrl,dF,(x ) =
.-л  " J

j  sin 7 ( x - a  )-sin t ( x - b_l d ^ \ d F  ( ̂

J f J

=—72я  J

b u  yerda

A(x-a)

\
-  A (x - a )

s i n z  ^  j* s i n 1d F ( x )  =  jG ,(x ) ¿ F (x ) ,  (23)
J

G^ ( X ) = 2 7I n

A( x-a) A( x-b)
J ^ ± d z -  f ^ ± d z

-  A  (  .r—a ) - A ( x - b ) J
(24)

У .

g ( x , y )  =  ftin k siy a  x  va y  argum entlar b o ‘yicha tekis uz-
X

luksiz va

(25)lim  g ( x , y )  =  7t
X—> —с о  ,  у —> + о о

tenglik o ‘rinli. B u n d an  barcha A  v a  x  sonlar uchun shunday С o ' z -  

garmas son to p ilad ik i, uning uchun j Gj ( x ) | < C< o o  tengsizlikning

bajarilishi kelib ch iq ad i. Shu bilan birga, (24) va (25) tengliklardan

lim  G , (x )  = G ( x )
A-*>о
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lim itning m avjudligini osongina isbotlash m um kin. B u yerda

0 ,  x <  a , x > b ;

G ( x )  =  -[ lÁ , x - a , x  =  b ;

(̂1, a < x < b .

B u n d an  va Lebegning m ajorant yaqm laskish haqidagi teorem a- 
siga b in o a n  integral belgisi ostida A  ->oo da limitga o‘tish  m um - 
k in lig idan  foydalanib quyidagilam i topam iz:

lim ^  = lim f G { ( x ) d F ( r )  = f G ( j c ) d F ( x )  =
A—*cc A —>co J J—ce —ce

a b  co

= \ G ( x ) d F ( x )  +  \ G { x ) d F ( x ) +  jG ( x ) d F ( x )  =
— =c a  b

=  F ( b - ) - F ( a )  +  ± [ F ( a ) - F ( a - ) + F ( b ) - F ( b - ) \

A g a x  a  va b  nuqtalam i F ( x )  funksiyaning uzilish nxiqtalari 
ekanligini e ’tiborga olsak, oxirgi teng] ikdan (13) formulaning o ‘rinli 
ekanligi k e lib  chiqadi.

6-§ . T aq sim ot fu n k siyalar to ‘plam i b ilan  xara k ter isd k  
funksiyalar orasidagi m oslikn ing  uzluksizlig i

U ch u n ch i paragrafda biz tasodiíiy  funksiyalar to‘plam i va xa- 
lak teiistik  funksiyalar to 'p lam ían  orasida o 'zaro  birqiymatlik moslik 
(b iy ek siy a) mavjud ekanligini ko‘rsatgan edik. U shbu paragrafda bu 
m oslik  o ‘z a ro  uzluksiz, y a ’ni u gom om orñzm  ekanlig ini ham  ko‘r- 
satam iz. R  uning uchun b iz  bu to 'p lam larda mos topologiyalar kiri- 
tish im iz z a ru r  b o ia d i. X arakteristik funksiyalar to ‘plam ida nuqtaviy 
y aq in la sh ish  yoki kom paktlarda tekis yaqinlashis’n topologiyasini, 
taqsim ot funksiya lar to ‘plam ida esa sust yaqinlashish topologiyasini 
kiritam iz.

3 - ta r if .  { F n ( x ) , n >  1} va F ( x ) -  taqsimot funksiyalar b o is in . 

A gar F ( x )  funksiyaning ixtiyoriy uzluksiz nuqtasi x uchun
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l im F „ ( x ) = F ( x )

m unosabat o ‘rinli b o i s a ,  u  holda F n ( x )  taqsiniot funksiyalar ketma- 
ketligi F ( x ) taqsim o t funksiyaga sust yaqinlashadi deyiladi va

simvol orqali belg ilanad i.

1-izoh. F (x>  — taqsim ot funksiya b o im ag an  holda ham  yuqo- 
ridagi t a ’rifdan foydalanam iz.

Quyida k e ltirilg an  m isol taqsim ot funksiyalam ing sust limiti 
taqsim ot funksiya b o i i s h i  shart emasligini ko ‘rsatadi.

l i -m is o l .  { F n ( x ) , n  > ]} taqsim ot funksiyalar ketm a-ketligi

form ula yordam ida aniqlangan b o is in . U  holda, F n  (x )  => F ( x ) , bu

yerda F (x )  = 0, x e  R .

1-lem raa. £> to 'p lam  R  da ham m a joyda zieh to ‘plam  b o is in . 
A gar { F i:( x ) , n  >  l} taqsim ot funksiyalar ketm a-ketligi ixriyoriy x e  D  

uchun «->00 d a  F ( x )  taqsim ot funksiyaga intilsa, u  holda

Isboti. x  n u q ta  F ( x )  taqsim ot funksiyaning fiksirlangan uzluk- 
sizlik miqtasi b o is  in .

m unosabatning o‘r in l i  ekanligini k o ‘rsatamiz. D  =  R  b o ig a n i sababli, 
x ?  <  x <  x" ten g siz iik lam i qanoarlantiruvchi x', x” e  D  nuqtalar m av- 
jud . 1-lem m aning sh a rtla rid an

F ( x ' )  = lim F n ( x : ‘ ) < lim  F n ( x ) <  lim F„ (x )  < lim F„ ( x ” ) = F ( x ' ' )

F „ ( x )  => F ( x )

ushbu

F n ( x ) = > F ( x ) .

F M )  “ > F ( x )
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m unosabatlarn ing  o i in l i  ekanligi bevosita kelib chiqadi. x  nuqta 
F (x )  taq sim o t funks iyaning uzluksizlik nuqtasi b o ig a n i uchun F ( x  ) 
va F (x " )  lar bir-biriga is ta lg an ch ay aq in b o iish im u m k in .

7 -te o r e m a  (X ellin in g  b ir in ch i teorem asi). Taqsimot funksiya - 
lam ing ix tiy o riy  ketm a-ketligidan sust yaqinlashuvchi qism  ketma- 
ketlik ajratis b  mumkin. Shu b ilan b irg a  F (x )  limit funksiya quyidagi 
xossalarga ega :

1) F ( x )  monoton kam aym aydigan funksiya;
2) F ( x )  o ‘ngdanuzluksiz;
3) ix tiy o riy  x e  R  uchun 0 < F (x )  < 1.
I s b o ti .  Teorem ani isbotlask uchun Kantorning diagonal lash- 

tirish m eto d id an  foydalanamiz. D  ={ x*} -  R  da ham m a joyda zich 

sanoqli to ‘p la m  boTsin. { F n (Xj)}• sonli ketm a-ketlikni qaraym iz. 
F n ( x )  — taq s im o t funksiya ekanligini hisobga olib, topamiz:

0 < {F n(x ,)} < l, « > 1.

V eyersh trass teorem asiga k o ‘ra bu ketm a-ketlikdan yaqinla­
shuvchi | F n> (x, ) |  qism ketm a-ketlik ajratish mumkin. Bu ketma- 

ketlikning lim itin i F (x ,) orqali belgilaymiz.

Endi { F ;i(x,)} sonli ketm a-ketlikni olamiz, 0<{ F ( (a'2) ] <  1,/7 >1 

tengsizlik lardan  V eyershtrass teorem asini ishlatib, F (x 2)g a  yaqin- 

lashuvchi j F ^2 (x2 ) |  qism ketm a-ketlikning m avjudligiga isbonch ho-

sil qi lamiz -va shu kabi davom  ettirib. j  F^ ( x k) | qism iy ketma 

ketliklarni to p am iz  ham da uning lim itini F ( x k ) orqali belgilaymiz.

N ih o y a t, taqsim ot funksiyalam ing J F n ( i )} diagonal ketma- 

ketligini o lam iz ,

j F nn  (x )}  c={ F n (x)} va yasalishiga ko‘ra. ixtiyoriy x k  e  D  uchun

F„n ( x k )  ->  F ( x k ' ) .
" n - x o

D e m a k , 1-lem m ata  asosan, F  = >  F .
n f f -X K
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F ( x )  funks iya, 4-teorem ada keltirilgan shartlarni qanoatlanti- 
rishi limitlarning xossa larid an  kelib chiqadi.

8-teorem a (X e llin in g  ik k in ch i teorem asi). { F„(a:)} -  taqsim ot 

iunksiyalar ketraa-ketlig i n —» ooda F(+co) -  F (-o o ) = 1 shartni qa- 
noatlantiiiivchi F ( x )  funksiyaga sust yaqinlashsin. U  holda ixtiyoriy 
uzluksiz va chegaralangan  g ( x ) : R  —» R  funksiya uchun

lim \  g ( x ) d F „ ( x )  =  | g ( x ) d F ( x ) (26)

m unosabat o‘rinli.
2-izoh . 5-teorem ani quyidagi k o iin ish d a  ifodalash m um kin: 

F n => F  b o is in , bu yerda F n va F  taqsim ot iunksiyalar. U  holda 
ixtiyoriy uzluksiz va chegara langan  g ( x ) : R —> R  funksiya uchun (26) 
munosabat o ‘rinli.

Isbotni ikki b o sq ichda  o ‘tkazamiz.
1 - b o s q i c h .  F  funksiyanm g ixtiyoriy ikkita a  <  b  uzluksizlik 

nuqtalari uchun

lim  \ g ( x ) d F n ( x )  =  \ g ( x ) d F ( x )  (27)«->00 **a a
munosabatning o ‘rin li ekanligini k o ‘rsatam iz

g ( : r) funksiya [o ,6] oraliqda uzluksiz b o ig a n i sababli, u [ a , b ]  

oraliqda tekis uzlukisizdir. Demak, V f > 0  uchun [ a ,  b ]  oraliqni 
a  =  x 0, . . . , x L  =  b  n u q ta la r  yordam ida shunday oraliqlarga ajratish m um - 
kinki, natijada ix tiy o riy  x e  uchun |g t (jc) — g (x ) | < e  teng-
sizlik o i in l i  b o iad i, b u  yerda g k ( x )  =  g ( x k ) , V x e  k  =  .
F  funksiyaning u z lu k s iz lik  nuqtalari ham m a joyda zich joylashgar.i 
uchun barcha x k lar F  funksiyaning uzluksizlik nuqtalaridan iborat 
deb olishimiz m um kin . E ndi g  funksiyaning chegaralanganligi va 
Riman-Stiltyes in teg ra lin in g  xossasiga k o ‘ra,

f g ( x ) d F n ( x ) -  J g (  x ) d F ( x ) < Jg { x ) d F n ( x ) -  \ g k ( x ) d F „  ( x ) +

+ ] g k ( x ) d F „  ( x ) -  f g t  ( x ) d F ( x ) \ g k  ( x ) d F ( x ) - \ g ( x ) d F ( x )
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* f e w  -  g k ( x ) \ d F n (x )  +
L xk

L
k =1

L  xk

Ê  I £(-** W ( * ) - E  f g ( x k  ) d F ( x )

k-l I Xixk-l

+

- J |g ( * ) -  g k ( x ) \ c ! F  ( x ) < s ( F r ( b ) ~  F K ( a ) )  +  e ( F ( b ) ~  F { a ) ) -

X s ( xk ) [ F* ( xk ) ~ F„ ( xk-1 ) - F { x k ) + F { x k_ 1 )]
A=1

(** ) - ^ ) ) - ( í : u h  w  ))|.

< I s  +

k~l

(27) munosabatni isbotlash uchun, a w a l  L  ni yetarlicha katta 
qilib belgiLaymiz, so ‘ngra w —»<x  va F n taqsimot funksiyalar ketm a- 
ketligini F  taqsimot funksiyaga w -» co d a  x t , k  = 1,2,...,Z , nuqtalarda 
intilishini h isobga olamiz.

2 - b o s q i c h .  (26) ifodaning o i in l i  ekanligini k o ‘rsatamiz. 2-izoh- 
ga k o ‘ra, F ( x )  taqsim ot funksiya b o ig a n i sababli. ixtiyori> £->0 
uchun /-"(je) funksiyaning shuaday - X  va X  uzluksizlik nuqtalari 
m avjudki, u la r  uchun

F ( - X ) < s  1 2 ,  \ - F { X ) < s / 2

va n  —> со d a  F n = >  F  b o ig a n i sababli shunday n,t e  N  son m avjudki, 
barcha n  >  n 0 sonlar uchun

F „ ( - X ) < e / 2 , l - F n ( X ) < s / 2

tengsiz lik lar o‘rinlidir.
Y u q o rid a  aytilganlarai e ’tiborga olib, g ( x )  funksiya chegara- 

langan b o ig a n i  sababli,

] g ( x ) d F n ( x ) ~  J g ( x ) d F ( x )

x\>X

+
x\< X

+  J \ g ( x ) \d F ( x ) £
V\>*.

J g { x ' ) d F n { x ) ~  } |g ( x ) |¿ F ( x )
\i\< X

< M ( Fn ( -  jc)+ ( \ -  F ( x) ) + £ + M ( F ( - X ) +  ( \ - F { X ) ) < 3 M s  + £.

144



8-teorem a isb o tla n d i.

Xellining ikkinchi  teorem asiga teskari teorem a ham  o ‘rinli.

9 -teorem a. A g a r  ixtiyoriy chegaralangan uzluksiz g  : R  - >  R  

funksiya uchun
+00 +GC

km  J  g ( x ) d F n ( x )  =  \ g ( x ) d F ( x )
n—>00—00 —00

bo is a ,  u holda

F n  = > F ,
n—>00

bn yerda F n , n  =  1 ,2 ,... va F  lar taqsimot funksiyalar.

10-teorem a (to4'« '«  lim it  teorem a). Agar {Fn} taqsim ot ftink- 

siyaiar ketnia-ketligi n  —> 00 da taqsim ot funksiyaga sust yaqinlashsa, u 
holda ularga mos k e lg a n  xarakteristik funksiyalar{/,} ketm a-ketligi F  

taqsim ot funksiyaga m o s  kelgan  /  xarakteristik funksiyaga nuqtaviy 
yaqinlashadi.

3-izoh . Bu teo rem ad ag i nuqtaviy yaqinlashishni R  dagi ixti­
yoriy kom paktda tekis yaq in lash ish  bilan alm ashtirish mumkin.

10-teoremaning isboti Xellining ¡kkinchi teoremasi va xarak­
teristik ftmksiyaning t a ’rifidan bevosita kelib ehiqadi. Bu yerda biz 
g ( x )  =  e ltx , x e  R  deb olam iz, 1 va t  larga esa param etrlar deb qa- 
raymiz.

11-teorem a ( te s k a r i  lim it teorem a). ; /„ }  -  xarakteristik 

funksiyalar ketm a-ketl igi 0 da uzluksiz f  funksiyaga nuqtaviy yaqin- 

lashsin. U liolda mos ta q s im o t funksiyalar { F n ] ketm a-ketligi F  taq­
simot funksiyaga sust yaqinlashadi va /  funksiya F  taqsim ot funk­
siyaga m os kelgan x arak te ris tik  funksiya b o iad i.

Isboti. — {/,}  xarakteristik funksiyalar ketm a-ketligiga
mos kelgan taqsim ot funksiyalar ketma-ketligi b o is in . Xellining 

birinchi teoremasidan su s t yaqinlashuvchi [ F r |  c  { Fn } qism ketma- 

ketlikning mavjud ek a n lig i kelib  ehiqadi. F  => F  b o is in . F  -taq-

145



sim ot fiirvksiya ekanligini k o ‘rsatamiz. B uning uchun F (+ '̂ ) — F ( - c o ) =1 
ek an lig in i k o ‘rsatish kifoya. K elgusida isbot uchun bizga quyidagi 
ten g siz lik  kerak b o ‘ladi:

p { ^  | s X >
r r

(28)

TX

t x  =  2  deylik. U  holda (28) tengsizlik

—  Í  f { t ) d t  2 т _ г

’2
r r J / « > * (29)

k o ‘r in ish g a  keladi.
(2 8 )  tengsizlikni isbotlaymiz. X arakteristik funksiyaning ta ’rifi 

va Fub in i teorem asiga k o ‘ra

1 , ,S Ín í£— M ------
2r  I

2 r
j  M e"’ dt —  M  \ e i , ( d t  

2 r  J

1  ,  ,  s i n  r i  
— M ----- - 1 ..sinTi?

— M ----- —

< M
sin  v; r + M

sinrf
t 4 \ \ > A «

O x irg i tengsizlik  (28) bilan b ir xil ekanligini k o ‘r ish q iy in  emas. 
J ( x ) liin k s iy a  0 nixqtada uzluksiz va u { / , ( 0 } xarakteristik funk- 
siyalar ketm a-ketlig in ing  nuqtaviy limiti b o ig a n i uchun / (0) = 1 va 
ix tiyoriy  s  > 0 uchun shunday t 0 > 0 mavjudki, 0 < г  < r 0 tengsizlikni 
qanoa tlan tiruvch i ixtiyoriy т  k r  uchun

> i - t
4

(30)

tengsiz lik  o ‘rinli.
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« -> o o  da /„<7) —» / ( / )  ekanligidan, barcha n  >  n 0 va r e  (O,r0] 
sonlar uchun

2 r
< (31)

tengsizlikning o ‘r in li ekanligi kelib chiqadi. (30) va (31) tengsizlik - 
lardan, ixtiyoriy n  >  n (> va 0 < r  < r 0 shartni qanoatlantiruvchi barcha 
r  sonlar uchun

(32)

(32) va (30) tengsizliklardan, ixtiyoriy « > w0 va 0 < r  < r 0 
shartni qanoatlantiruv chi barcha r  sonlar uchun,

Oxirgi tengsizlikdan , & > 0  va r > 0  ixtiyoriy sonlar b o ig a n i
uchun

F (+ o o )  — F ( —0 0 ) =  1

ten)'k kelib chiqadi. Sunday qi F (jr)n ing  taqsimot funksiya ekan­
ligi isbotlandi.

Y uqorida ay tilgan lardan , to ‘g"ri lim it teorem aga k o ‘ra

lim  f nt  ( t ) =  J e " x d F ( x ) ,  t<= R

M unosabat o ‘ rinli. Am m o teorem aning shartiga ko 'ra 

lim /„ (0  =  / ( 0
n—

+CO
bo 'lgani sababli / ( / ) =  J e " vd F (x ) funksiya F (x ) taqsimot funksiya-

ga mos kelgan x arak teristik  funksiya b o iad i.
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Endi F n => F  m unosabatning o ‘rirdi ekanligini isbotlaymiz.
n—>00

Teskarisini fa raz  qilam iz: F n taqsim ot funksiyalar ketm a-ketligi 
n  — > oo da F  —  taqsim ot funksiyaga sust yaqinlashm asin. U  holda

^ F \ F ' * F ,

shu b ilan  b irg a  F *  va F  taqsim ot funksiyalar. T o ‘g ‘ri limit teorem aga 
ko ‘ra

va yagonalik  teorem asidan / ( / )  *  f ' ( t ) ,  ammo bunday b o iish i m um - 

kin em as, chunki lim  / n(f ) = f ( t )  v a  shuning uchun ham  f { t )  =  f  ( ( ) .
77—» OO

Hosil b o ig a n  qaram a-qarshilik farazimizni no to ‘g ‘ri ekanligini ko 'r- 
satadi. 8-teo rem a isbot b o id i.

IV  B O B G A  D O IR  M A S  AJL A L A R

1- f ( t ) = f ( - t ) , f ( t  +  2 a )  =  f ( t ) , 0 < l < a  bo Isa , / «  =  —
a

tengliklar yordam ida aniqlangan funksiya xarakteristik funksiya 
ekanligi isbotlansin .

2. £2 va £3 turli taqsim langan b o iib , <̂ , +  ^2 va £ j -+-£3 
yig‘in d ila m in g  taqsim ot funksiyalari bir xil, b o g iiq s iz  
tasodifiy m iq d o riam i topish m um ion ekanligini isbotlang.

3. A g ar f ( t ) , t g R  xarakteristik funksiya b o is a . u  holda

/ ( 0 , M ^  a ,

f ( t  +  2a), | t\> a ,

<t>2 ( 0  =  ^ \ f ( u ) d u ,
#

3̂ (/) = exp{/(0 -l}
funksiyalar h a m  xarakteristik funksiyalar ekanligi isbotlansin.
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4. f ( t ) ,  t<E R  xarakteristik funksiya uchun

1 — ¡ / ( 2/)|2 < 4(1 - 1/ ( / ) |) 2, t e  R

tengsizlik o 'rinli ek an lig i isbotlansin.
5. H arqanday  h aq iq iy  f ( t ) ,  /e  R  xarakteristik funksiya uchun

tengsizlik o'rinli ekan lig i isbotlansin.
6. Agar F ( x ) taq s im o t funksiya va f ( t )  uning x arak teristik  

fun lsiyasi b o isa , u  h o ld a  har qanday x e  R  uchun

tenglik isbotlansin.
7. F  taqsim ot fu n k siy a , x k uning sakrash nuqtalari, /  u n g a  

mos kelgan xarakteristik; funksiyasi b o isa , u holda

tenglik isbotlansin.
8 . Absolut u z lu k siz  tasodifiy  m iqdom ing xarakteristik funk­

siyasi t  —»ec da nolga in tilish i isbotlansin.
9. -  x arak teristik  funksiyalar va f j 2 = f f -  b o is in .  

Bundan / 2 =  / 3 tenglik k e lib  chiqadim i?
10. Agar f  va J 1 -  xarakteristik u  nksiyalar b o iib ,  0 < ö < 1 

b o isa , u  holda (1 - 6 )  / \  +  0 f  ham  xarakteristik funksiya ekanligin i 
ko‘ rsating.

11. Agar M E ,  = 0  b o is a ,  u  holda

tenglik isbotlansin. Bu yerda / -  xarakteristik funksiya, R e /  e s a  
/ ning haqiqiy qism i. A g a r  De m avjud b o isa , u  holda

l +  / ( 2/ ) > 2[ / ( 0 ]2

—CO

-0 0

tenglik isbotlansin.
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1 2 . X arakteristik funksiya ju ft funksiya b o iis lii uchun unga 
m os kelgan  F ( x ) taqsimot funksiya

F ( i )  =  1- F ( - j c - 0)
shartni qanoatlan tinsh i zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.

1 3 . B o g liq s iz  tasodifiy m iqdoriam i qo ‘shganda uchinchi mar- 
kaziy m om entlar qo'shiladi, to ‘rtinchilari esa qo ‘shilmasligi isbotlansin.

1 4 . ( t  , t ) =  f t  (?) f n ( t ) , t e  R tenglik dan £ va  r¡ tasodifiy

m iqdorlarn ing  b o g 'liq siz lig ik e lib  chiqm asligi isbotlansin.
1 5 . f ¿ +n ( t , t )  =  ( t )■ f n ( t ) , t s  R  tenglikdan g  v a  r j  tasodiñv

m iqdorlarn ing  b og‘liq siz lig ikelib  chiqm asligi isbotlansin.
1 6 . |  tasodifiy m iqdorlarning no lda differensiallanuvchi elcan- 

lig idan M q  n ing  m avjud ekanligi kelib chiqmasligi isbotlansin.
1 7 . Xarakteristik funksiya haqiqiy qiym atli b o iish i uchun u juft 

funksiya b o iis h i  zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.
1 8 . Quyidagi funksiyalar xarakteristik funksiya b o ia  olinasligi 

isbotlans in:

a) é ' ñ \ b ) e ~ r ;

c) a x cos? + . ..+  a n co s« / + sinf + ... + b n sin n t ,  b , . . . , b n ^  0 , bu 
yerda a ,  , b t e  R .

1 9 . co s í2 funksiya xarakteristik ftmksiyami?
2 0 . £ = £(&>) tasodifiy m iqdor (Q ,9 ? ,.P )-  ehtim ollar fazosida 

an iq langan , bu  yerda f i  =  [0.1],9i = 5R[n — [0,1] oraliqdagi Borei to ‘p - 

lam larin in g  er-algebrasi va P  =  P Á -  Lebeg o ich o v i. Agar
1

a) 4  ( & )  =  ■{

2 (0 , 0  <o ) <  ,
2

i 2o - l ,  - < o  < 1;
l 2

b) 4 (g,) =  lnfl>;£(0) = 0;
Í 1,0 < 0  < 1/ 3 ,

c) 4 (© ) =  !{ 0 ,l/3 < fi)<  2 /3 ,

>(1,2 /3 < ö )<  1 
b o is a ,  u n in g  xarakteristik funksiyasi topilsin.
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21. Zichlik funksiyasi —i— ,- c o < x < o o  b o ig a n  taqsim otning
TTchx

xarakteristik  funksiyasini toping.
22. i  =  ( 4 ,  ) - R n  dagi tasodifiy vektor, 

uning xarakteristik funksiyasi, mos ravishda 
tasodifiy m iqdorlam ing xarakteristik  funksiyalari b o ‘lsin. £ ,,...,£ n ta­
sodifiy m iqdorlar b o g 'iiq s iz  b o iis h i  uchun ixtiyoriy t v . . . , t n lar uchun

i=l
tengliklam ing o ‘rinli bo‘ lishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.

23. £  = ( £ p — R "  dagi tasodifiy vektor, f ( t v . . . , t n )  esa 

uning xarakteristik funksiyasi, f ( t ) , . . . , f n ( t )  lar tasodifiy 
m iqdorlam ing x arak teris tik  funksiyalari bo ‘lsin. Ixtiyoriy haqiqiy 
t e  R  uchun

i=I
tengliklam ing o ‘rinli ek an lig id an  tasodifiy m iqdorlam ing
b o g ‘liqsizligi kelib ch iqm aslig in i ko‘rsating.

24. f ( t  ) , / 2(/),... —xarakteristik  funksiyalar, a , , a 2 , . . .  m anfiy 
b o im a g a n  sonlar b o iib , a, +  a2 + . . . - 1  b o is in . U  holda

g ( o = E a t f i ( 0¿=1
funksiya xarakteristik fun k siy a  b o iish i isbotlansin.

25. F ( x )  -  f { t )  x a rak te ris tik  funksiyaga ega b o ig a n  taqsim ot 
funksiya bo'lsin. R e / ( / )  xarakteristik funksiya ekanligini isbotlab, 
un g a  m os kelgan taq sim o t funksiya topilsin.

26. £, tasodifiy m iq d o r f ( t )  xarakteristik funksiyaga ega bo ‘-

lib, qandaydir a  uchun P { t ;  =  a }  >  1 / 2 b o is in . U holda f ( t )  haqiqiy 
sonlar o ‘qining b irorta  h a m  nuqtasida nolga aylanm asligi isbotlansin.

27. 4  tasodifiy m iq d o r  haqiqiy f ( t )  xarakteristik funksiyaga
ega b o iib , qandaydir a  =£ 0 uchun P{E, = a} < 1 / 4  b o ‘lsin. U  holda 

f ( t )  cheksi2 ko‘p n u q ta la rd a  nolga aylanishi isbotlansin.

151



2 8 . Q uyidagi xarak teristik  funksiyalarga m os kelgan taqsim otlar 
topilsin.

a )  c o s t ; b) cos2?; c) e ~ r  ; d) e ^ ;

\  1 fv 1 . s i n  t  , . _|,|
e) — ~ > f) 7— ; g ) ------; h) e nc o s i.

1+ r  1 - i f  t

2 9 . - b o g i iq s iz  b ir xil taqsim langan tasodifiy m iqdorlar 

ketm a-ketlig i, v -  butun musbat qiym atlam i qabul qiluvchi va ... 
ketm a-ketlikka bog‘liq b o im ag an  tasodifiy iniqdor b o i ib ,  
P k  ~  = k  ) , f  (t ) esa £■ tasodifiy m iqdoining xarakteristik funk- 
siyasi b o ‘lsin. ¿ ¡ \ + . . .  +  g y tasodifiy m iqdorning xarakteristik fiink- 
siyasini top ing .

3 0 . Juft uzluksiz va t > 0  da qavariq, 0 <  f ( t ) < l  va / ( 0 )  = 1 
sh a rtlam i qanoatlantiruvchi ixtiyoriy funksiya xarakteristik funksiya 
b o iis h i  isbotlansin.



V  B O B .  L I M I T  T E O R E M A L A R

Oldingi boblarda keltirilgan fikr-mulohazalardan k o ‘rinadiki, 
ehtim ollar n azariyasin ing  k o ‘pchililc m asalalari tasod ifiy  m iqdorlar 
y ig in d is in i o 'rgan ish  b i la n  b o g iiq  bo ‘lar ekan. Bunga o d d iy  m isol 
sifatida binomial taqsinxotni (polinom ial taqsim otni ham) olish  mum- 
kin. 0 ‘zaro b o g iiq s iz  ta so d if iy  m iqdorlar yig‘indisiiiing taq s im o ti har 
b ir qo‘shiluvchilar taq sim o tla rin in g  kom pozitsiyasi b ilan  aniqlanadi. 
Lcki n taqsimot fu n k siy a la r sinfida aniqlangan bu amal m u rak k ab  va 
shu munosabat b ilan  y i g i n d i  tasodifiy m iqdorning taqsim otin i aniq 
hisoblashga qaratilgan h a ra k a t  befoyda b o i ib  chiqadi. S huning uchun 
tasodifiy m iqdorlar yig‘ in d is in in g  taqsim otini asim ptotik ifodala r yor- 
dam ida approksim atsiyalash  m asalalari m uhim  aham iyat kasb  etadi. 
0 ‘z navbatida taq s im o tla rn i approkshnatsiyalash m asalalari etim ollar 
nazariyasining lim it teo rem ala ri bilan b o g iiq d ir .

A m aliyotda bitta tasodifiy  m iqdor k o ‘p  marta kuz:atilib, natija 
har bir kuzatuv q iy m atla rin in g  y ig ind isidan  iborat b o ig a n  hoi k o ‘p 
uchraydi. Yuqorida q a y d  qilingan qim or o ‘yinlari bilan bir qatorda, 
biroita fizik kattalikn i, o ic h o v  aniqligini oshirish uchun takroriy  
o ichash lar, so 'ngra u la m i  o ‘rtalashtiiishlar, ko 'p  karra b ir jin sli 
sabablar ta ’sirida o ‘tad ig an , vaqtga bog‘liq b o 'lgan  ja ray o n la r va shu 
kabilar bunga m isol bo‘ la  oladi.

Ushbu bobda b u n d a y  hodisalar yagona ehtim ollik n uq tay i naza- 
ridan quyidagi sxem aga asoslanib tavsiflanadi.

B og 'liqsiz . b ir  x i l  taqsim langan b o ‘lishi ham  m um kin  b o ig a n , 
tasodifiy m iqdorlar k e tm a-k e tlig i berilgan b o is in . B izn i ulardan 
birinchi n  ta  y ig in d is in in g , q o ‘shiluvchilar soni o ‘sgandagi (asim pto­
tik) holati qiziqtiradi. Y etarlicha katta n  larda tasodifiy  m iqdorlar 
o‘rta arifm etigi ta so d iily lik  xossasini yo 'qo tib , m atem atik kutilm alar- 
ning o ‘rta arifm etik q iy m a tig a  intilar ekan. Bu tasdiq katta  sonlar 
qommi deb ataladi.

K atta sonlar q o n u n i lklci xil y o ‘nalishda kengaytirilgan. U lardan 
bin  o‘rta  arifm etik m iq d o rn in g  dinam ikasi b ilan  b o g iiq . B u y o ‘na- 
lishning asosiy n a tija la rig a  kuchaytirilgan katta son lar qonuni va
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tak ro riy  logarifm  qonunlarini k iritish lozim. Ikkinchi yo 'nalishning 
boshlan g ‘ich punkti b a ’zan m arkaziy lim it muammosi deb ataluvchi

bunga m is o l b o ia d i. M arkaziy limit m uam m oning yechim i bog‘liqsiz 
ta s o d if iy  m iqdorlar ketma-ketligi y ig ‘indisi har bir q o ‘shiluvchining 
q o ‘s h g a n  hissasi y ig 'ind iga nisbatan cheksiz kichik b o ig a n  holda, 
ta q s im o t funksiyasining limitlaridan tashkil topgan sinfhi tafsiflashga 
im kon b e rad i.

U sh b u  paragraf ehtim ollar nazariyasining eng ajoyib natija-

qaysi q o £shiluvchilari cheksiz kichik b o ig a n  b o g iiq siz  tasodifiy miq- 
d o rla m in g  y ig in d is i keng shartlar bajarilganda norm al taqsim ot funk- 
siyaga (G a u ss  taqsim otiga) yaqin taqsim otga ega. Bu natijaning qiy- 
m ati e h tim o lla r  nazariyasi chegarasidan ju d a  chetga chiqib ketadi. U 
k o ‘p a m a liy  m asalalam i yechish jarayonida norm al taqsim otni 
ish latish  uchun asos vazifasini bajaradi.

( Q , A P )  ixtiyoriy ehtim ollar fazosi va ^  ,£2 unda
a n iq lan g a n  tasodifiy  miqdorlar ketm a-ketligi b o is in .

1- t a ' r i f .  Agar ixtiyoriy j e  R  uchun  ushbu

m u n o sa b a t o ‘rin li b o ‘lsa, u holda ^  ,£2 tasodifiy m iqdorlar
k e tm a-k e tlig i m ark az iy  lim it tenrem ani qanoaflantiradi deb ataymiz.

A v v a l m arkaziy limit teorem aning bir xil taqsim langan bog‘- 
liqsiz ta so d if iy  m iqdorlar ketm a-ketligiga taalluqli b o ig a n  eng sodda 
varian tin i keltiramiz.

1- te o r e m a . tasodifiy m iqdorlar b o g iiq s iz  b ir xil
taq s im lan g an  va M ^ „  =  a  chekli m atem atik kutilm aga ham da chekli 

D¿;„ =  (T2 > 0 , «> 1  dispersiyaga ega b o is in . U holda ular markaziy 
lim it te o re m an i qanoatlantiradi, y a ’ni

m asala hisoblanadi. B izga ra a ’lum  b o ig a n  Muavr—Laplas teorem alari

l-§. Markaziy limit teorema

laridan b iri b o ig a n  m arkaziy limit teorem aga b ag ‘ishlangan. H ar
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Isboti. £ k =  ^ k - a  belgi kiritam iz. U holda M ^ k = 0  va 

M i l  = c j2 - X arak teristik  funksiyalam ing maxsus xossasi (5-teorem a,
(16) m unosabat)ga k o ‘ra

f  ( t )  =  l - ^ -  +  o ( t 2 ) .  ( 1)

Shu bilan birga, S n =  +- +i=h n a  _  ^  4  k tengiik 0 ‘rinli ekanligini
C T \ ! n  Ar=lCTV«

k o r is h  q iyin emas. Shuning uchun ham  S n m iqdom ing xarakteristik 
funksiyasi

4 < ^ n w ' > = n 4 ( ^ ) = K - ( ; ) J
ko 'rin ishga ega va d e m a k  u  o ^ c o d a  e" ' ga nuqtaviy yaqinlashadi.

2
Am m o, e  ' ~ funksiya  (0 ;1) param etrlarga ega b o ‘lgan norm al taso- 
difiy m iqdoming xarakteristik  funksiyasidir. Endi 1-teorem aning 
isboti xarakteristik funksiyalar uchun isbotlangan teskari lim it teore- 
m adan kelib chiqadi.

1-misol. Har b ir tajribada yutuqning ehtim oli p  bo‘lgan Ber-
nulli sxemasini ko‘ra m iz . / u k orqali ¿-tajribadagi yutuqlar sonini bel­
g i laymiz, n holda

M f i k  =  p , D p k =  p { \ - p ) \  k  =  1 ,2 ,...,« .
S n  = n x +  ...+- p . n belgilash kii’itamiz.
1-teoremaga k o ‘ra, ixtiyoriy x e  R  uchun

S„—np 
” < x cD(x).

i,
Bu tasdiq M uavr-Laplasning integral teoremasini aks ettiradi.
2-misol. 0 ‘lc h o v  xatoliklari. Biror a  m iqdom i o ich ag an d a  

taqriban £  qiymat h o s i l  b o ia d i. Y o i  qo ‘yilgan xatolik 8  = |  - a  ikkita 
xatoliklarning ushb u

5 = (4-M 4) + {M 4-a)

y ig ‘indisi shaklida ifodalanishi mumkin. U lardan birinchisi c, - ME, 
tasodifiy xatolik. ik_kinchisi ME,- a esa sistem atik xatolik deb ataladi.
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Y ax sh i o ic h o v  usullari ishlatilgan holda sistem atik xatolik 
nolga teng b o iad i, shu sababli M i  = a  deb olamiz va demak

M ^ — a -  0 .  D g = T 2 b o is in . Tasodifiy S  xatolikni kam aytirish 
uchun n  m arta , qiym atlari E , \ £ i  b o ig a n  b o g iiq s iz  o ic h o v
o ‘tkaziladi v a  a  m iqdom ing qiym ati sifatida

o ‘rta  arifm etik  qiym at olinadi. Bunda qanday xatolikka yo ‘1 q o ‘yiladi? 
1-teo rem aga ko‘ra

0 ‘ng tomonda turgan funksiyaning qiym ati jadvallashtirilgan 
(ilovalar 2-jadvalga qaralsin).

3 -m is« l. Antropologiyada m a’lum  yoshli va jinsli odam ning 
b o ‘yi y o ‘ki vazni odatda norm al tasodifiy m iqdor deb hisoblanadi. 
Am m o k o ‘p  hollarda hu param etrlam ing logarifm lari norm al 
taqsim langan  deb ju d a  katta asos bilan ay tishim iz mumkin. A gar 7 
tasodifiy  m iq d o r uchun £ = lo g q  norm al taqsim otga ega b o is a , u  
holda r/ logarifm ik  norm al taqsim otga yoki qisqacha lognorm al taqsi­
m otga ega deyiladi. B o‘yni yo‘ki vaznni lognormalligini nazariy 
jihatdan  h a m  asoslash mumkin. M asalan, v a z n ju d a  ko ‘p  b o g iiq s iz  
sabablar natijasida hosil bo 'lad i va ular vaznga m ultiplikativ ta ’sir 
k o ‘rsatadi, y a ’ni

Bu yerda r)k lar birga yaq in  b o ig a n  b o g iiq s iz  tasodifiy m iqdorlar. B u 
holda

*=1
va log?; 1-teo rem aga k o ‘ra limitda norm al taqsimotga ega.

4 -m iso l. M arkaziy limit teorema yordam ida so f analitik nati- 
ja lam i ham  isbo tlash  mumkin. M asalan, ushbu

n = n r V 2 ' - - rl „ ’

n

l°g77 = Z log n t

tenglikni isbotlaym iz.
156



Faraz qilaylik, S /t -  param etri n  b o ig a n  Puasson tasodifiy 
m iqdori bo 'lsin. U  holda

k=1 K-
Ammo S „ = 4 t + $ 2  bu yerda £, \ „ -  b o g iiq s iz

b ir xil taqsim langan, p a ram etri 1 ga teng b o ig a n  Puasson tasodifiy 
m iqdorlar b o iib , ME,  = D E  =  1. 1-teoremaga k o ‘ra

lim e~ " X  y -  =  lim  H s „  < n)= — =  jV ' 2d t = ^ .  
m  k \  »-» V27T 2

B a’zi shartlar b a ja rilsa  b o g iiq s iz  turli taqsim langan tasodifiy 
m iqdorlar ketma-ketligi u ch u n  ham  markaziy limit teorem a o ‘rinli. 

A garix tiyo riy  r>  0 uchun

- ¿ - Z  J ( x ~  a k )2 d F k  (■*) -►0

b o is a ,  u holda { g k \ . k  >1 tasodifiy m iqdorlar ketm a-ketligi uchun
U

L in d eb erg  sharti bajarilgan deyiladi, bu yerda a k = M £ k , B ]  =  £  D £ k
k=\

va F k (x )  esa ¿,k  ta so d ifiy  m iqdom ing taqsimot funksiyasi.
2 -teo rem a (L in d e b e rg ) .  Agar b o g iiq s iz  tasodifiy m iqdorlar 

ketm a-ketligi uchun L in d eb e rg  sharti bajarilsa, u holda ixtiyoriy x e  R  

uchun

I  B n

Isb o ti. Quyidagi ta s o d if iy  miqdorlarni kiritam iz:

O ( x ) .

U  holda



ta so d ifiy  m iqdom ing xarakteristik funksiyasini hisoblaym iz. 
i ta  y k  —  1,2 ,... tasodifiy m iqdorlar bogiiqsiz: b o ig an i sababli, xarak- 
teristik  funks iyalam ing xossasiga k o ia

(2)
k=1 A-=l

(2 ) tenglikning h ar lkkala tomonini logariflaymiz:

^ J s S t ) = i f k n O )
k=\

va

A ,n 1

m un o sab atn in g  o i in l i  ekanligini isbotlaymiz. B uniug uchun a w a i 
ix tiy o riy  chekli \ t \ < T  intervalda, k ( l < k < n )  v a  t  lar bo ‘yicha tekis

yoki

l n A - n  ( 0  ->  0

m uno sab atla rn in g  o ‘rinli ekanligini isbotlaymiz.
V  bobdagi (15) tengsiz likdanva

00
\ i tx d F kn{ x ) =  M i t ^  = 0

—00

ten g lik d an  foydalanib quyidagini topamiz:

}<Yy' -1 )dFkn(x) ] ( e m  - \ - i t x ) d F hl  ( x )

x2dFh,(x ) . (3)

U s hbu

F k-n
x~ ak

B„ = p \ x ~ a k

b .
= P = F*(x)

teng likn i hisobga olib, ixtiyoriy r  > 0 uchun
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± i  S  ( i - a f  d F k M  =  ±  J
n  k - \  [jt-a* \>iB„ \x-Qfr I \  n J  V n J

>-

* . i i * i> ,

(3) tenglikning o 't ig  tom onini yuqoridan quyidagi ifoda bilan 
baholash muinkin:

4 * 2+ 4
| :\>e

Shunday qilib , bare ha  yetarlicha katta n  sonlar uchun, 1 < k < n  

shartni qanoatlantiruvchi k  va ixtiyoriy chekli [ ~ T , T ]  intervalda 
yotuvchi t  larga nisbatan tek is ravishda

\ f k>X t ) - \ \ < T- ^ - + T— - D c kn

tengsizlik o 'rinli ekan.
Oxirgi tengsizlikdan  (1 < k  <  n )  ga nisbatan tekis ravishda

lim/te(0 = l (4)
T1—>co

va barcha yetarlicha katta n  larda, ixtiyoriy chekli [ — T , T ]  intervalda 
yotuvchi t  la r uchun

|A „ (0 -1 |< | (5)
tengsizlik o‘rinli. S h u n in g  uchun  ham  biz bu oraliqda quyidagi yoyil- 
m ani yoza olamiz:

i n f s  ( o = z i n / , „ ( o = l i n ( i + ( / f a ( o - D ) =
*=1 k= 1

=  ¿ ( / * » ( 0 - 1  ) + * „ ,  (6)
k= 1

bu yerda R n (t) =  ^ — ( f h , ( t ) - l ) ‘ .
k=\s=2 S

(5) tengsizlikka ko ‘ ra

\r , ( o | ^ i i i .  \ ± * ¿ I / - (») - i f .
k=i s=2 k=\ I J h t V J  *1 i= l

159



am m o

k=1 *=1

2 H

Demak, |/?„ ( 0 |< ^ m a x | / A„ (/) - 1|.
' ' 2 \<k<n 1

(5) dan, ixtiyoriy T  >  0  uchun t & [ — T , T \  oraliqga nisbatan 
tekis rav ish d a  n  ->  co da

^ ( 0 -> o
kelib chiqadi.

Shu b ilan  birga

(7)

bu yerda
2 /? +°° 

P . ( 0 = y + S
£=!_qo

(8)

A ytaylik , 0 <  e — ixtiyoriy musbat son bolsin. U  holda 

± D g kn =  1
i-=i

ekanlig ini hisobga olib, quyidagiga ega bo iam iz :

/ > „ ( < ) = Z  J
i-=l|.r|<£

e,0r -1-ice- (/tt) 2 "\
< ^ 0 0  +

Tl
- Z  J ■ +  e '/A — 1 — z/jt d F kn ( . t ) .
A - l  |a:|> £  V

V  bob 4-§ dagi (15) tengsizlik quyidagi bahoni olishga im kon
beradi:

J3 *
P n  ( 0  =  4 - S  +  j * 2^ 7, ( x ) <

*=1 U-i<£ *=lW>e

< 4 f £ Z  j  x 2^ „ ( x )  + f 2 Z  j  x 2 F k n ( x )  =
£ - 1  jxi<£

N «
= l i L g + i 2 i  \ - ~ e  ) Z  f  x 1d F h ] { x ) .

'  U|>£
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Lindeberg shartiga k o ‘ra

y s ) ±  J x 2dFh, ( x ) , [ - T J ] , s >  0
O Jr.--1 I L _

qo‘sliiluvchimng q iy m a tin i istalgan ¿> > 0 sondan kichik qilib olish 
mumkin. s  ning ix tiy o riy lig id an  foydalan ib , uni shunday tanlaymizki, 
natijada barcha S  >  0 va T, \ T , T ]  so n la r  uchun

tengsizlik o‘rinli b o ‘ lsin. B u  tengsizlik t  ni qiym atining har b ir chekli 
intervalida tekis rav ishda

m unosabat o ‘rin li ek an lig in i k o ‘rsatadi.

(6)-(9) m unosabatL ardan, har q ay si oraliqda tekis ravishda

ekanligi keiib ch iq a d i.T e o re m a  isbotboM di.

L y ap u n o v  tc o re m a s i .  A gar ( | n , tasodifiy m iqdorlar ketma- 

ketligi uchun sh u n d ay  m u sb a t S  m av ju d  b o 'lib , n  —»coda

m unosabat o 'r in li b o ‘lsa , u  holda bu ta so d if iy  m iqdorlar ketm a-ketligi 
uchun markaziy lim it teo re m a  o ‘rinli b o ia d i .

Isbo ti. L yapunov  s h a r tid a n  L indeberg  shartining o 'rin li ekanligi 
kelib chiqishiga ishonch h o sil qilamiz. H aqiqatan ham,

\ p n ( t ) \ < 2 S , (« >  n 0 ( s , 8 , T ) )

lim p ,, (0  — 0 (9)

<
r  °n i-=1

|2+<5 > 0 .
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1 -m a sh q . 1-teorema Lindeberg teorem asining natijasi ekan- 
ligini isb o tla n g .

2- ta ’r if . {£*}feJV- tasodifiy m iqdorlar ketm a-kedigi b o iib ,

£ k n = kR Ck , k  =  l , n ,  n > \  b o ‘lsin, bu yerda a k =  M £ k ,
n

= 0 ( c ,  +  . . . + 4 J .  A gar ixtiyoriy £  > 0 uchun

( 10)
b o i s a ,  ^  tasodifiy  m iqdorlar hisobga olmasa ham boiadigan  
darajada k ich ik  (nolga tekis vaqinlashadi) deyiladi.

L in d e b e rg  sharti

± ( £ k - a k ) / B n
k=l

ta so d if iy  m iq d o m in g  taqsim oti « ^ » d a  N (0, 1) - normal taqsim otga 
in tilish ii uchun zaruriy shart emas. Bu fikm i quyida keltirilgan m isol 
ta sd iq lay d i.

5 -m iso l. %h  =  r i , 4 2 n = . . . = Z m  =  0  b o is in . B u yerda /7 — (0,1) 
p a ram e trli n o rm a l taqsim otga ega bo Igan tasodifiy m iqdor b o is in . U 
holda

=  °> X  1 % * ,  =  1>P ( j,, ^  x  = P ( r ] < x ) =  - ¡ 1 =  } e r  ~ d t
*=1 \ *=1 /  V27T ^

ten g siz  lik lar o ‘rinli, ammo Lindeberg sharti bajarilmaydi.
A m m o , agar

\

\ n =  1 T = r > ~ k -  \ ‘ ~ r r ' d <\ i 27i  _

y a q in la sh ish  b ilan  birga hisobga olm asa ham b o iad ig an  darajada 
k ic h ik lik  sharti bajarilsa, u holda L indeberg sharti zaruriy  shart b o i ib  
qoladi.

3 - t e o r e m a .  Agar b o g iiq s iz  tasodifiy m iqdorlar ketm a-

ketligi CIO) sh a rtn i qanoatlantirsa va har qanday x e  R  uchun

F\ Zifa * A  > -? =  J ̂ i2dtV»=i /  - \ ln
b o is a ,  vi ho lda L indeberg  sharti bajariladi.
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Isb o ti. Quyidagi tengsizliklarning o i in l i  ekanligini k o i is h  
qiyin emas :

| Л ,( 0 - 1 | =  |M>f* - l | <  J \ e" '-\ \ d F Jx) +
\x\>£

+ \\eia -\\àFb { x ) < 2  J  dFh, ( x )  + \\ts\dFkn(x )^ 2 P (\ ck„ \ > s )  + \ts\.
Ы <е U'l^f \x\<£

(10) s lia rtg ak o ‘ra, ixtiyoriy te  Ä uchun 

m a x  I f .  (t) - 1| --------- > 0 .
tc<,„ ' 1 "-*0

Lindeberg teo rem asin in g  isbotlashda q o ila n ilg a n  usuldan 
foydalanib, quyidagini to p am iz :

,,2 , f2
i g / . i O - E U .  ( O - i )

k= 1
<—max|/to( 0 - l |i=l

Quyidagilar ham  o ‘rinli
+00 itx

S U „ ( 0 - 1) =  \ ^ - \ ^ í x l d F k n ( x )  =
k=l i-=l

=  J ----- 3-----d G n ( x ) ,

bu yerda G n (x ) = ¿  j  f 2 ( • ).
=̂1 Г

Demak,

l n / „ ( 0 - -> r  /2
muhosabatdan, /e 7? ucHun nuqtaviy ravishda

<r = i
va G „(x)taqsim ot fiin k siy a  b o ‘lgani uchun

1
1 \

J
-C O

2
J

i/G „ (jr)----------->0 . ̂ 7 и—»со

So‘ngra
e —1—/X < .
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va bu ten g s iz lik  x ^ O  da qat’iy. Shuning uchun ham , agar r > 0  
b o ls a ,  u  holda

bu y e rd a  ¿ > (r)> 0 . Demak, |* |> r  tengsizlikni qanoatlantiruvchi bar- 
cha x  la ru c h u n

A g a r  E ( x )  fimksiya 0 nuqtani 1 ehtimol bilan qabul qiluvchi 
ta so d ifiy  m iqdoming taqsim ot fimksiyasi, y a ’ni

i-vl>r
va Grn( x )  => E ( x ) , bu esa Lindeberg sarti bajarilishiga ekvivalentdir. 
T eo rem a isbotlandi.

M a tem a tik  analiz kursida funksiyalar ketm a-ketligining turli 
y aq in lasliish ia ri k o ‘riladi: tekis yaqinlashish, deyarli barcha nuqta- 
larda yaq in lash ish , o ‘lchov b o ‘y icha yaqinlashish, o ‘rta kvadratik  
y aq in lash ish  va boshqa shular kabi yaqinlashishlar. Xuddi shu kabi, 
e h tim o lla r  nazariyasida ham  (elem entar hodisalar fazosida aniqlangan 
fu n k siy a la r kab i qaraladigan) tasodifiy  m iqdorlar ketm a-ketligi uchun 
va shu b ila n  b ir qatorda taqsim ot funksiyalar ketm a-ketligi uchun ham  
turli y aq in la sh ish la r k o ‘riladi.

U s lib u  paragrafda tasodifiy m iqdorlam ing turli yaqinlashishlari 
k o ‘rilib, u la r  orasidagi b o g ‘lanishlar o ‘rganiladi.

U  holda
J S(t)cIGJx) >0 .

boTsa, u  holda
J 5(t )dE(x) = 0

2-§. T asodifiy  m iq d o rlar ketm a-ketligining 
yaqin lash ish  tu riari
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B ir  ehtim ol b ila n  y a q in la sh ish  (d eyarli m u q arrar 
yaqinlashish).

4 - ta ’rif. ( Q , J A , P )  ehitim ollar fazo sid a  aniqlangan £ = £ ( « )  va 

{b„ = 4 tt( 0 } ) ’ n  —  1} ta so d ifiy  m iqdorlar bcrilgan  bodsin.
A gar

p \ c o e  Q ; lim £„(a>) = £(û>)l = 1
^ /7-»GO )

bodsa, u  holda 4 V4 Z,... ketm a-ketlik 1 ehtim ol b ilan  (deyarli 

m uq arrar) ç ta so d ifiy  mic]dorga y a q in la s h a d i deyiladi va buni

(y o ‘k i )

orqali belgilanadi.
4 -teo rem a . >ç m unosabat o ‘rinli bodishi uchun,

ixdyoriy £ >0 uchun

l im  P i c o & Ç l  :sup|^m(ûj)-^(iy)|>e[- = 0
m>n

bo'lishi zaru rva  yetarli.
Isb o ti. Q u y id ag i ten g lik n i o ‘r in li  ekanligini k o ‘rish qiyin emas:

( « 6  Q; lim£„ ( û > ) = 4 i a y l =  f )  (J P) {&>e Q :|£m ( û j ) - | (© )|< 1 / r } .
I > r=l n=\m=n

Faraz q ilam iz,

P\ cog O  : l im £ n (co ) * ç ( c o ) |  =  0

tenglik o ‘rinli b o d s in . Bu e s a  o ‘z  navba tida

p \  Û f l  Ù  { | ^ ( ® ) - ^ ( " ) | > i M [  = 0
^r=l «=1 m= y? J

tenglikka ekvivalent. Oxirgi tenglik esa, o‘z navbatida, ushbu: 
ixtiyoriy r > 0  uchun

¿ ¡ n  u { i s . - d > i/rU - 0
[_n= 1 m —n

yoki ixtiyoriy r  > 0 uchun



ta ’k id g a  ekvivalent. O x irg ita ’kid esa: ixtiyoriy r  > 0 uchun 

lim P j sup Lgm - £ , \ > \ / r  1=0
m>n J

bilan  teng kuch li. Bu esa ziddiyatga olib keladi. Y uqorida aytil- 
g an lam in g  ham m asidan teorem aning isboti kelib chiqadi.

A , , A 2 , . . . l a r  A  dan olingan  hodisalar ketm a-ketligi b o ls in . 
f A n c A k . J  o rqa li Ai , A 2 , . . . ~  hodisalardan cheksiz k o ‘pi ro ‘y berishini 
ifodaLovchi

___ cç oo
[ i m A n =  lim su p ^„  = f] I M

11 n= 1 k=n

h o d isan i belg ilaym iz.
Q uyidagi B orel-K antelli leinniasi ehtim ollar nazariyasi va m ate- 

m atik  statistika kursining eng m uliim  va am aliyotda keng ko 'lam li 
ta tb iq la rg a  ega bo‘lgan natijalaridan biri hisoblanadi. Bu lemma 
{ A n , n  > l} -  hod isalar ketm a-ketligi limsupligming ehtimolini hisob- 
la s h g a  bag‘ishlangan.

5-teorem a. (B orel-K an telli lem m asi). ehtim ollar
fazosi va { - d „ } n>l — hodisalar ketm a-ketligi b o ‘lsin.

».

(a) agar '^ P (A n)<  oc bo‘lsa ,u  holda P(limsup4 ,) = 0 ,
«=i

(b) ag a r P ( A n ) qator uzoqlashsa (ya’n i ^ P ( y 4 n) =  +oo) va
rr=1 rr= 1

{ A n } hodi sal ar  ketm a-ketligi bog'liqsiz bo isa, u holda 

/ ’( l im s u p /4 J  = 1 .
oc

Isb o ti. (a) A w a l lim sup A r c  [ J  A k Vk  >  1 m unosabatning
m—k

o 'r in li  ekanligini qayd etamiz. Demak, har qanday butun k  > 1 uchun, 
B u l ten g s iz lig ig a  k o 'ra

f  œ "N oo

P (lim sup A t l ' ) < P  J  A m \ < X P ( A , l t )  (11)
\_m=k J m-k
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intiladi, y a ’ni A'-> oo da ^ P ( 4 , ) - » 0 .  Shuning uchun ham (11)  da
n=k

£ — » 0 0  deb, biz kutilgan natijaga ega bo‘ lamiz.

(b) Biz P ( ( l i m s u p ^ ) i ) = 0 ekanligini k o ‘rsatam iz, bu yerda 

A c =  A  . T a’rifga ko‘Ta

JP(An) qator yaqinlashgani uchun lining qoldiq hadi nolga
« = 1

(Umsup^ Y = U f! An,
/7=1 m = n

00 00

Am ’

(M organ qonuni) bo‘ lgan i sababli, biz har bir n  > 1 uchun

H n < . V °  (l2 )\m=n J

ekanligini ko ‘rsa tish im iz  yetarli. « > 1  ni fiksirlaymiz. H ar qanday 
haqiqiy .r uchun l 4 - x < e v tengsizlik o 'rinli. B undan foydalanib, har 
qanday / > 1  uchun { A n }  hodisalar ketm a-ketligining bog‘liqsizligini 

hisobga olsak,

11+j  c i + j

n K  < p  D A cm = n ( 1- ^ ( A , ) ) ^ e x p < j - S P ( 4
ni=u J \ m—n J m-n I m ^

)
\  m —n /  m=n L

« «£/'
P ( A n ) q a to r uzoqlashgani uchun, y -»00 da Z ,  ^ ( 4 , , ) “ >0°-

„ = 1  m = n

lim<?_t =  0 bo 'lgani sababli, j  n i cheksizga intiltirib. biz ( 12) ni hosil
X —»00

qilamiz. Teorem a isb o t b o ‘ldi.
1-izoh. (a) v a  (b) tasdiqlar birgalikda Borel-K antelli lemmasi 

nomi bilan yuritilad i. Bu ikkala natija 1909, 1912-yillarda Borel va 
(1912-yilda Kantelli tom onidan  isbotlangan).

B orel-K antelli lem m asi ehtim ollar nazariyasining (kuchli yaqin- 
lasbishlarbilan  b o g 'l iq  bo 'lg an ) ko ’p m asalalarida juda foydali, xusu- 
san bu lemma k u ch ay tirilg an  katta sonlar qonunlarini va takroriy loga- 
rifm qonunlarini o‘ rnatishda kerak bo‘ladi. Bu lem m aning birinchi
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qism i keng k o ‘lamli tatbiqlarga ega, chunki undagi hodisalar ketm a- 
ketligi m u tlaq  ixtiyoriy b o ‘lib, bog 'liqsizlikka hech qandav shart q o ‘- 
yilm aydi. S hu  bilan birga u ixtiyoriy o ‘lchovli fazolar va undagi ix ti­
yoriy b o sh q a  (ehtimol o 'lchovi bo ‘lishi shart bo 'lm agan) o‘lchovlar 
uchun ham  o 'rin li. chunki (a) tasdiqniag isboti jarayonida ehtimol
о lch o v in in g  m onotonligi va yarim  a  — additivlik xossasigina ish- 
latiladi, x o lo s .

B orel-K an telli lem m asining (a) qisini o ‘lchovlar nazariyasidagi 
m onoton yaqinlashislilar haqidagi teorem aning nom anfiy hadli 
qatorlarga ta tb iq i natijasida kelib chiqadigan xususiy holidan iborat:

(a) n in g  shartiga k o ‘ra,

A s lid a , agar V rc>l uchun ç „ ^ 0  va У  <  oo b o ‘lsa, u

2 -izo h . Borel-Kantelli lem m asining (a) qism iga teskari tasdiqni 
quyidagicha t a ’riflâshim iz m um kin: agar / ( h m s u p ^ )  = U bo‘lsa, u

valentdir. B orel-K antelli lem m asining (b) qismi, agar bunga q o ‘- 
shim cha ra v ish d a  A n hodisalar ketm a-ketligi bo g ‘liqsiz b o ‘lsa, u hol- 
da P ( h m s u p 4 J) = l ekanligini k o ‘rsatadi; shuning uchun ham  (b) 
tasdiq (a) n in g  qism an teskarisi deb yuritiladi. Shu bilan birga, (a) tas-
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(  *  ̂va shuning u ch u n  P \ Y J 4 = °o =  0= 00 =  0.

00

holda У ]ь и q a to r 1 ehtimol bilan yaqinlashishini ko‘rsata olamiz.

holda У] P (4  ) qator yaqinlashadi. Bu esa o ‘z  navbatida ushbu: agar

bo ‘ Isa, u holda /( l im s u p  A n )  >  0 degan tasdiqga ekvi-



diqning teskarisi (y a ’ni ( b )  tasdiq) um um iy ho lda to ‘g ‘ri em as, buni 
quyidagi misol y aq q o l ko‘ rsa tad i.

6-niisoI. í~í = [0 ,l], Я  -  [0,1] oraliqdagi B o re l to ‘plam larin ing 
CT-algebrasi, P  esa A  -  Lebeg o‘lchovidan  iborat b o ‘lsin. 
4 = ( 0 , 1 / и ) ,  V w > l h o d isa la r  berilgan b o ‘lsin. U holda A n 4 ^ 0 ,  
ya’ri lim su p A n = 0  va

=  ¿  —= 00, lekin P (lim su p /í„ )  = 0 .
n п=1 n

Bu m isolda \ / n > m  uchun A n —  (c , c  +1 / n )  deb olsak, bu  yerda

m ; m > —— shaitn i qanoatlan tiruvcb i ixtiyoriy fiksirlangan butun son, 
1—с

СО

u holda ^ Р ( Л „ )  =  с о  v a  / ( l i m s u p ^ )  eh tim oln ing  qiym ati [ 0 , l]
n=i

oraliqdagi ixtiyoriy s o n b o l is h i  m um kinligini ko 'ram iz .

l-n a ti]a . ( Д Д ? )  e h tim o llik  fazosida tasodifíy  m iqdorlar

ketina-ketligi v a  £ ta so d ifíy  m iqdor an iq langan  b o ‘lib,

ketma- ketlk e n  -i 0 , n  -> <x shartni qanoatlantiruvchi m usbat sonlar 
ketm a-ketligi b o ‘lsin. A g a l­

l é  \ * п - 4 \ > е п ) « »
П= 1

bo¿ Isa, u holda

m unosabat o‘rinli.
Isbo ti. А п =  i l  : ¡ 4 „ - £ |> £ „ }  b o ‘lsin. U  holda Borel- 

Kantelli lem m asiga ko‘r a ,  P ( A ti c h . k . )  = 0, bu esa deyarli barcha 

0 e  Q  natijalar uchun shunday N  =  N ( c o )  top ilad ik i, n  > N ( c o )  

uchun \ £ n ( c o ) ~  £ (o?)| < £„ ekanligini bildiradi. A m m o £ „ - Í0  bo 'lgan i 
sababli, deyarli b archa o e O l a r  uchun n  — > oo d a  ( со  )  —» ç (со ) .
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( Q , A , P )  ehtim ollik fazosida tasodifiy raiqdorlar ketma-

ketligi va ^ tasodifiy miqdor aniqlanganbo‘ lsin.

5 - t a ’r if .  A gar har qanday s  > 0 uchun

P ( |£ „ - < |> s r ) - » 0 ,  « -> ° o

m u n o sab a t o ‘r in li b o ‘lsa, u holda { '„ } tasodifiy m iqdoriar ketm a- 

ketligi t ,  taso d ifiy  m iqdorga ehtim ol b o ‘y ich a  yaqinlashadi deyiladi 
va bu  y aq in la sh ish

'00 (yoki £ ,  ^  >4  )

k o ‘rin ish d a  belgilanadi.
B u  yaq in lash ish  ehtim ollar nazariyasida ko‘p ishlatiladi. 

M a sa la n  katta  sonlar qonunida (3-§ ga qarang), limit tasodifiy m iqdor
4  o ‘zg a rm as  sondan iborat b o ‘ladi, y a ’ni P (c = c )  =  1. Analizda bu 
y aq in la  shishni o ‘lchov b o ‘yicha yaqinlashish deb atashadi.

E n d i eh tim o l b o ‘yichayaqin lash .ishningba’zi asosiy xossalarini 
k eltiram iz .

1 -x o ssa . <gn — va /0 0  funksiya R  da aniqlangan 

u z lu k s iz  fu n k siy a  boMsin. U holda f ( g n ) — ^  > f ( g )  m unosabat 
o ‘rinli.

I s b o t i .  / ( j r ) n i n g  R  da uzluksiz bo 'lgani uchun, Kantor 
teo rem asig a  k o ‘r a  u  ixtiyoriy chegaralangan yopiq to‘plam da tekis 
u z lu k s iz  b o ‘ladi. £ > 0 va c > 0  ixtiyoriy m usbat sonlar bo‘lib,
5  =  S ( s  , c )  >  0 shunday tanlauadiki, |jc, | < c ,  |r, -  x 2 [ < 5  tengsizliklar 
b a ja rilg an id a

b o ‘ladi. B undan

{ | / e , ) - / g ) | = { ^ | > c } + { | i , - i | > ä }

m u n o sab a t kelib  chiqadi. Demak,

) - № ) \ > e ) <  P (  Ü \ > c )  +  P { \ £ - i \ > 6 ) .  (13)

T a so d ifiy  m iqdorlarning ehtiiaol bo'yicha yaqinlashishi

170



tasodifiy m iq d o m in g  i  tasodifiy m iqdorga ehtim ol b o ‘- 
yicha yaqinlashishidan, ixtiyoriy fiksirlangan 5  >  0 va ixtiyoriy y  > 0 
uchun shun day n 0 =  n n ( 5 )  sonning mavjudligi kelib chiqadiki, n  > n 0 

b o ig an d a

P ( % - 4 \ > S ) < y

tengsizlik  o 'rin li b o ‘lad i. D em ak, (13) tengsizlikdan n > n 0 uchun

p { \ f ( 4 J - f ( 4 ) \ > z ) ^ n \ 4 \ > e ) + y

kelib chiqadi. Oxirgi tengsiz likda, y  ning ixtiyoriy ekanligini hisobga 
olsak,

l i m P ( | / ( ^ ) - / ^ ) | > e ) < P ( |^ |> C) .

Bu tengsizlikn ing  o ‘ng  tom onidagi m iqdom i c  sonni tanlash 
natijasida istalgancha k ic h ik  qilib olish m um kin ekanligidan

lim P (|/ (s£„ )- / ( i ) |> £ ) = 0 .

2-xossa. { C J  1, k  =  1, 2 ,...,/« ; n  >  1} tasodifiy m iqdorlam ing m  ta 

ketm a-ketligi b o ‘lsin. A g a r  ! g (̂ — — > £ <k) va f ( x t , . . . , x m )  esa ^?"'da 
aniqlangan uzluksiz funksiya  b o ‘lsa, u holda

b o la d i.
Isbo tl. 1-xossaning isboti kabi

+ f a "  -  ? W  | > 8 ))

tengsizlikdan kelib ch iq ad i, bu yerda s  >  0, c > 0 ixtiyoriy musbat 
sonlar, <5>0 sh u n d ay  tanlanganki, natijada, |x ,j<  c,...,|xm|<  c  

v a  |xj -  y l | < <5r ..,jxm -  y m| < S  shartlar bajarilganda 

\ j X x x r . . , x m ) - f ( y „ . . . , y m ) \ < s

bo 'ladi.
3-xossa. Agar ¿ F ----- -— »<? va birorta c > 0  uchunc ~ r‘ «—>cc

/ >(|£ „ |< c ) =  l bo‘lsa, u  ho lda

lim M g r  =  M g .
n—>C0
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Isb o ti. A w a l P (  k“N 0  = 1 ekanligini ko ‘rsatamiz. Haqiqatan 

ham , uzluksiz  / ( x )  funksiya, / ( x ) = 0 , agar |x |< c v a  f i x ' )  >  0, agar 

Jx[>c shartlarn i qanoatlantirsa, u ho lda P ( f ( £ n)  =  0) = 1 va 1-xossaga 

k o ‘ra / ( < g j  ■ > / ( g  ). Shuning uchun ham  

^ | < c )  = P ( / ( O  = 0) = l.
U s h b u

\Zn —  £ |  =  I |< 5 {  +  |b „  -  S  -  5  +  2 c / { |£ „ - e'|><5} •

B undan, g n — ->g m unosabatga ko‘ra. ixtiyoriy ¿ > 0
uchun

lim |M £n -  A/g|<<5
/7—>co

tengsiz lik  kelib chiqadi.
4 -xossa . Agar ->g b o ‘lsa u holda £ ----- -—°  “ « /!—>O0 “ “ —>00 “

b o ‘ladi.
Is b o ti .  4-xossaning isboti 4-teorem adan bevosita kelib chiqadi. 
Ix tiy o riy  tasodifiy m iqdor 77 uchun F rj (x) = P ( r f  <  x ) b o ‘lsin.

Taqsim ot funksiyalar uchun kiritilgan kuchsiz yaqinlashish tushun- 
chasidan foydalanib  quyidagi ta ’rifhi kiritamiz.

6- t a ’rif. Agar «->00  da F £  (x )= > /^ (x )  bo ‘lsa, u holda

tasodifiy  m iqdorlar ketm a-ketligi £  tasodifiy miqdorga taq sim o t 

bo‘ y ich a  yaqinlashadi deyiladi. Bu yaqinlashishni !gn — —> g  

k o ‘rin ish d a  belgilanadi.
5 -x o ssa . Agar tasodifiy m iqdorlar ketm a-ketligi t  tasodifiy 

m iqdorga ehtim ol bo‘yicha yaqinlashsa, bu ketm a-ketlik S, ga taqsim ot 
bo ‘yicha h a m  yaqinlashadi.

K e ltirilg an  teorem ani " g n — — > ä  dan — ">g kelib

chiqadi” k o ‘rinishida ifoda qilish mumkin.
I s b o ti .  A ytaylik  r / „ = £ r — ^  va g n — — >g  bo'lsin. U  holda 
p

V n  — 7~ T r— boi adi ,  ya’ni har qanday e  > 0  uchun

P ( { \ r / n \ > £ } )  - > 0,« -> o c  (14)
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F i„ ( x )  =  F„(*) = p ( < X ) )  =  P ({£„ < x , \ r]n \ <  s } ) + P i { £ H < x , |r?„| >e}) (15)

ko‘rinishda yozam iz. A gar F £ (jc) -  P ( { £ ,  < x } )  =  F ( x )  desak, (13) 

tenglikdan

F „ { x ) < P { { £ ,  < x - t-£ } )  + / 5({|7„ |> e } )  = F (x  + e )  + P({|/7„|>£:}) (16)

tengsizlikni olish m u m kin . Endi (14) m unosabatni hisobga olib, (14) 
tengsizlikda oldin so ‘ng s  —» 0 deb hisoblab, F ( x )  funk-
siyaning uzluksiz x n u q ta la r i uchun

lim F „ (x )< F (x )
«—>co

tengsizlikni yoza o lam iz . (15) va (16) m unosabatlarda £ va <f„ taso­
difiy miqdorlam ing o ‘rin larin i almashtirib,

F i x )  >  P (  { g n <  X  + £}) + P i  {|Tjn I > e  }  )

tengsizlikni hosil q ilam iz . B u yerda x ni x  +  s  bilan almashtirsak,

F ; ( x) > F ( x -£ ) -P ({ |7 7 „ |> £ } )

bo 'lad i va bundan F ( x )  taqsim ot funksiyaning ham m a uzluksiz x 
nuqtalari uchun

l im f „ (x ) > F ( x )n—»00

tengsizlikning o ‘rin !i ekanligi kelib chiqadi. Demak, F i x )  ning 

uzluksiz x nuqtalari u c h u n  n  —> oo da F n { x )  — > F i x ) , y a ’ni
3-izoh. T aqsim ot b o ‘yicha yaqinlashishdan tasodifiy miqdor- 

lam ing ehtimol bo ‘y ic h a  yaqinlashishi kelib chiqmaydi. Buni va q 2

d
tasodifiy miqdorlar u c h u n  F -  (x) = (x ) , y a ’ni £,=£2 bo ‘lsa, 
b o ‘lishi mumkinligi k o ‘rsatadi (boshqacha aytganda bir xil taqsim- 
langan har xil ta so d ifiy  m iqdorlar m avjud). M asalan £, tasodifiy 
m iqdor -1 va 1 q iy m atla rn i 1/2 va 1/2 ehtim ollar bilan qabul qilsin va

£ ,= £ ,  bo‘lsin. U h o ld a  £ ,= £ 2. Endi ¿r2n-i =  l5p % ' n = %2 deb olsak,
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o ‘z -o ‘zidan k o ‘rinadiki, [ g n \  ketm a-ketlik — —» m a ’noda

yaqinlashadi, — — > ma’noda esa. yaqinlashmaydi.
L e k in  limit tasodifiy miqdor q o ‘ zgarma.s bo ‘ lsa, 'ou yaqin- 

lashishlar ekvivalent bo‘ lar ekan. B u tasdiq quyidagi xossadan kelib 
chiqadi.

6-xossa . Agar c n  —  bo 'lib. qandaydir c e  R  uchun,

P ( { £  =  c } )  =  1 b o ‘Isa, >0 ..

I s b o ti .  Haqiqatan ham , £ n — — bo‘ lib, P ( { g = c \ ) ~  1 
b o ‘lsin. 0 ‘zgarm as c  sonini 0 ie b  hisoblash mumkin. U  holda har 
qanday s  >  0  uchun « ->  oo da

F n ( + s ) = F S n ( + s ) ^ l ,  F n ( - e ) - — ,  0 .

Bundan,

tenglikni hisobga olib, ¿n — >• 0 ekanligiga ishonch hosil qilamiz. 

r-  tartibli o ‘¡ tacha yaqinlashish.
(C2,JA,P) ehtimollik fazosida { }  tasodifiy miqdorlar ketma- 

ketligi va £  tasodifiy miqdor aniqlangan b o ‘ lsin.

7 - ta ’r i f .  Agar

( ' > ° )
bo‘ lsa, u h old a {£ „}n>1 -  tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi £  tasodifiy 

miqdorga r — tartibli o ‘rtachayaqinlashadi deyiladi va

orqali ifodalanadi. r  =  2 b o lg an  xususiy holda /--tartibli o ‘rtacha 
yaqinlashish o ‘r t a  k v a d r u t i k y a q i n l a s h i s h  deb ataladi.

7 -x o ssa . Agar c „ ------ — > £  b o ‘lsa, u  holda E „ ----- - — .

Isb o ti. Chebishev tengsizligidan kelib chiqadi:



8-xossa. A gar £ n — b o ‘lsa, u  holda

M £ n - ^ - * M £  va At £ — — + M ? .

Isboti. £  -----^ — > £  b o ‘lsa, u holda
^  n  n -» Q C  ^

t  ->\1/2 
M \ £ n - £ \ < [ M \ £ n - £ \ )

tengsizlikga k o ‘ra £ n >£  yoki M \ £ „ ~ £ \  >0 bo 'ladi.

Endi
M £ , „  =  M  ( £ , „ - £ ,  + £ ) = M £  +  M { £ n - £ )

tenglikdan
|M £ n - M £ \ =  \ M ( £ n - £ ) \ <  M %  - £ \  ¡ ^ —>0 

kelib chiqadi. D em ak, M £ n — — r  —> M £ .  B irinchi tasdiq isbot b o ‘ldi.

Endi ikkinchi tasd iq n i isbotlaymiz. (a  + b ) 2 <  l ^ a 1 +  Z r) teng- 

sizlikdan

£ n2 = [ £ + ( £ n - £ ) ] 2 < 2 [ £ 2 +  ( £ „ - £ ) 2 ]  

kelib  chiqadi. Dem ak,
|M £ 2n -  M l ;  2 \ =  \ M ( £ n - £ ) ( £ „  +  £ ) \ <  

< [ M ( £ n - g ) 2 J 2 [ M ( £ n + £ ) 2 J 2 <  

< [ M ( £ n - g f J 2 [ 2 M ( £ 2 + £ 2 ) J 2 <  

< [ M ( £ n - £ ) 2 J 2 \ 5 M £ 2 + 4 M ( £ n - £ ) 2 J 2 .

Bundan
IM £ 2 - M £ 2 \ ----------->0 voki M £ 2 ---------- >M £ 2

-’ I n —>CC -  -1 n  /7—>oD -7

kelib  chiqadi. 8-xossa isb o t b o ‘ldi.

3-§. Katta sonlar qonuni

Ushbu paragrafda ;; ta tasodifiy m iqdorlar o ‘rta arifm etigining 
h  —» oo dagi lim it holati o ‘rganiladi. K eltirilgan natijalar yaqinlashish 
turlariga, ehtim ol b o ‘y ic h a  yaqinlashish yoki deyarli m uqarrar 
yaqinlashisbga b o g ‘liq ra v ish d a  ikki qism ga ajratilgan.
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->0 , (17)

1. K a tta  sonlar qonuni (K SQ ).

( Q ,  ß ,  P )  -  ixtiyoriy ehtim ollar fazosida N }  tasodifiy

m iqdorlar ketm a-ketligi berilgan bo 'lsin .
8 -ta ’ r if. Agar

| i  +  ... +  |„  M 4 l +  . . . +  M g h __
n  n  "-**

y a ’ni ix tiy o riy  e  >0  uchun

^ ,  + -  + £ , M $ + . . .  +  M Z n 

n  n

b o ‘lsa, u holda {g n }n e  N  tasodifiy m iqdorlar ketm a-ketligi k u i t u  

s o n l a r  q o n u n i g a  bo 'ysunadi deyiladi.
6 -teorem a. f £ n , n e  N | tasodifiy m iqdorlar ketm a-ketligi katta 

sonlar qonuniga bo‘ ysunishi uchun

> e ->0

M - ->0 (18)
f  n \ 2

V*=i
shartn ing  bajarilishi zarur va yetarli.

I s b o ti .  Z a r u r l i g i .  Belgilash kiritamiz:

"  k =1

(1 7 ) shart bajarilsin, y a ’n i r \ n — — »0 m unosabat o ‘rin li bo'lsin.

U h o ld a  ixtiyoriy s  >  0 ucliun

u L - -t- M
1+ r ) l  \ W „  {k|S£} J 1+»? n

= g 2+ P(|?7n| > g ) ...— -» e : ,

bundan  (18) m unosabat kelib chiqadi.
Y e t a r l i l i g i .  (18) shart o ‘rinli, y a ’ni

*ln

< £ 2 4- M I ,{KN}

M -

1-W7;
->0

b o 'ls in . U holda



Е г  l + T ] 2 {И.М s - 

T eorem a isbotlandi.
i + n ;

7-tcorem a (МГa rk o v  teorem asi). Agar
i n  \

->0 (19)
\ k = 1 У

b o ‘lsa, u  holda [ q n , n &  N } tasodifiy m iqdorlar ketm a-ketligi katta 
sonlar qonuniga bo‘y su n ad i.

Isboti. Bu teo re m a  6-teorem aning natijasidan iborat. Haqiqatan
ham

" ^ 
у D i l i ,

\ k = \  У
= ~ м

\ к = \

I  {4к- Щ к )  
k= 1

n - + \  I  <йк - Щ к )
чА-=1

b o lg a n i sababli, (3  9) m unosabatga ko ‘ra, (18) shartning o ‘rinli 
ekanligi kelib ch iqadi.

8-teo rem a (C h e b ish e v ) . ç ]7Ç . tasodifiy m iqdorlar ketma- 
ketligi bog 'liqsiz  va ix tiyoriy  n  ~ 1,2,... sonlar uchun D £ n <  С  shartni 
qanoatlantim vchi С  > 0 o ‘zgarm as son m avjud bo 'lsin . U holda 
{£„}//£ A r tasodifiy  m iqdorlar ketma-ketligi katta sonlar qonuniga 

b o ‘ysunadi.
T eo rem an in g  isb o ti. Chebishev tengsizligidan bevosita kelib 

chiqadi: £  -  ix tiyoriy  m usbat son b o ls ín . U holda
М ^ + . . . + . Щ п

> £  <
D ( Ç l + , . . + 4 „ )  _

D Ç \ + —+ D ç n <  С "

s 2 n 2
-> 0 .

4-izoh. 8- teo rem a o ‘rin li b o lish i uchun



shart ba jarilish i yetarli. A gar

lim - Щ п =0
/7->со П

b o ‘lsa, bu sh a rt bajariladi. chunki S h to ls1 teorem asiga asosan

lim - y S  D %k =  I 'm  , ° ' n  . = lim  =  0 .
Л—>co Yl £_]¡ /7-ХЗО n — (П— lj" 77—>00 An—1

1 -m a sh q . 3-teorem a 6-teorem aning natijasi ekanligini isbot-
lang.

9 - te o re m a  (X inch in  teo rem asi). { ,  н е  Л'} b o g ‘liqsiz b ir  xil 
taq sim lan g an  tasodifiy m iqdorlar ketm a-ketligi b o ‘lib, M £ n - a < o 0 
b o ‘lsin. U  h o ld a  ular katta sonlar qonuniga b o ‘ysunadi, y a ’ni

£,+■■■+{„ P  >a  (20)
Yl 77- K 0

I s b o t i .  Teorem ani xarakteristik fiinksiyalar m etodi yordamida 

isbo tlaym iz . Shu m aqsadda 4 n =  £ n — a ,  S n =  ‘̂ 1’K"+ -,; belgilashlar

kiritam iz. U  holda M £ n =  0, n e  N  va xarakteristik fiinksiyalam ing 
xossasiga k o ‘ra (IV bob, 4-§, (14) formula) f F { t )  =  1-+- o { t ) , n  ->  00 . 
Shu b ilan  b irg a  (20) shart

S „ - ^ r + 0  (21)
shartga ek v iv a len t ekanligi ravshan. Quyidagi tengliklar o ‘rinli:

n

£  -  P ( Ç  ~  0) - l  shartni qanoatlantiruvchi tasodifiy m iqdor 
b o ‘lsin. U h o ld a  f ^ { t )  =  f { t ) =  1 b o ‘ladi. B undan teskari limit teore- 

m aga k o ‘r a ,  S n = > 4 ,  oxirgi m unosabatdan esa 6-xossaga lco‘ra
«-»00

X inchin  teorem asin ing  isboti kelib chiqadi.

4-§. K u ch aytirilgan  katta  sonlar qonuni

9-ta ’ r if .  (Q ,  Д  P )  — ixtiyoriy ehtim ollar fazosida {£и,л е  iV} 

tasodifiy  m iq d o rla r ketm a-ketligi berilgan b o ‘lsin. A gar n  — > 00 da
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Mç\+...+Mçn ]L-hi  ̂g 
n  n

b o ‘lsa, u holda { ¿ ; п } , г г е  N  tasodifiy m iqdorlar ketm a-ketligi k u c h a y t i -  

r i l g a n  k a t t a s o n l a r  q o m m i g a  b o ‘sunadi deyiladi.
10 -ltorem a (G a y e k -R e n i tengsizligi). A gar ç , ,ç 2,..

tasodifiy miqdorlar ketm a-ketligi bog‘liqsiz, M ç k =  a k ,  I J ç k =  c r ; , 
k  =  1,2,... va C ,,C 2, . . . -  m anfiy bo‘lm agan sonlam ing o‘sm aydigan 
ketm a-ketligi b o ‘lsa, u  holda ixtiyoriy £ > 0  va barcha m , n e .  N , m <  n  

sonlar uchun
f

P I max C k Ш - Ч ) > s
1

I  С т а ]
'V i=1 k=m+1^  rn<k<n

tengsizlik o‘rinli.
ïsbo ti. Q u y id ag i belgilashlarni kiritam iz:

S k  = ¿ ( 6  ~ a , ) ,  t j  =  Z  S i ( c i - C l , )  +  S l C ; ,  .

/=1 k=m

T] tasodifiy m iq d o rn in g  m atem atik kutilm asini hisoblab, uni 
q i l  lay shaklga keltiram iz:

n-1
M r t *  Y , ( p l - C L ) M S 2k + C Î M S Î =  Z Z ^ ( Q 2 - Ç L ) + c „ 2Z<x,2 =

k - m  k=m i=l /=1

= Z  Ï ° f ( < ï  - C L ) +  Z  % ° ? ( с 2к - С Ц  +  С ± е г  =
/=1 k=m /=«2+1 k - i  /=1

- i ° ; { c î - c l ) +  I  ¿ i ( c l - c ï ) + c l ± ^  =
/=! /=/17+1 ?=?

//7 /7

C 2 5 > * 2 + I  c r f C f  .
/=1 i=/W+l

Qandaydir e >  0 uchun quyidagi hodisalam i qaraymiz:

A ¡ = [ cl> £  Q . \ C k \ S  k ( a > ) \ < £ , m < k <  / — 1, C ,jS,(<ô)|>£}; i - m , n ,

A i , i = m , n  h o d isa la r  birgalikda b o ‘lm agan hodisalar b o ‘lgani
sababli

V
m ax C k

m <k<n
Z * , - « , > £ =  P

У
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A g a r

M i l  > e 2£ > ( 4 )
i - m

ekanligini k o ‘rsatsak, teorem a isbotlanadi. K o ‘rish  m um kinki,

M i !  >  M r j  Z I Aj = Z  M i ) I A ,
i=m i=m

M n i Ai = I  ( c l - c l , ) M S 2k i Ai + c 2 m s ; i Ai ,
k=m

M S \ l A . = M (S , -  5,- +  S , . )%  >  + 2 M ( S k -  S i ) S iI Ai =  

=  M S - t A i  +  2M ( S k -  S J M S ^  =  M S f l At =  M ^ 1 A  = ^ P ( A , ) .
i 7

1-n a tija  (K olm ogorov tengsizligi). Agar b og‘liqsiz tasodifiy 
m iqdorlar ketm a-ketligi ■,£,„,■■■ chekli maternatik kutikna
ham da c h e k li  dispersiyaga ega b o ‘lsa, u holda

( 1
max.—
\<k<n k /=1

<_L f £ k .
J *2 S  k 2

I s b o t i .  G ayek-R eni tengsizligida C k  -  j  deb olsak, 2-natija-

ning isboti k e lib  chiqadi.
K o lm o g o ro v  tetigsizligini

max
I<k<n £ i= li=i

ko'rirushda qayta ifodalash mumkin.
11-teorema, Agar 4\,£,2, b o g ‘liqsiz  tasodifiy miqdorlar

bo‘lib, M £ n  = 0 , D £ n = a ]  va fr° ‘lsa> u holda
«=i

£ \ + Ç 2 + - ~ + £ „  \ tht .  ? q 
n  »->»

m unosabat o ‘rinli, ya’ni bu  ketm a-ketlik uchun kuchaytirilgan katta 
sonlar q o n u n i o ‘rinli.

I s b o t i .  S n =  £, + £ , +  ■■■+£,„ bo 'lsio . U holda
S . \eht

n—>oo
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bo‘ lishi uchun, ix tiy o riy  s  > 0  uchun 

P \  sup —  > £
U->„ k

shart bajarilishi z a ru r  va yetarlidir. Quyidagi

- > 0 (22)

A „  =< max
12"~l<k<2"

st
>  £ 1

hodisani kiritamiz. U  holda (22) yaqinlashish
(  n 'N

P  { ¡ A t  ---------- > 0
V-' 1 /7—>O0

Vi=l y
m unosabatga ekv ivalen t. K olm ogorov tengsizligiga k o ‘ra

5aP ( A n)  =  P \  m ax

< P | m ax |S ,Jl|> e 2 "  1
VlSfcS2n

d s 2„
e 2

so ngra

chunki

X ? ( A ) <  4 £ - 2 Z 2 - ^ a t < 4 £ - ^ ,  S  2 =
k=\ k=l n=l n=l

=  * T 2 f > >  I  ‘ < 8 ^ l 4 < - ;
n=l {A;->*>„} (2 ) »=> ”

y  2 ~2k <  2 - 2~2i° .

Bundan Z  P {  A k  ) qatom ing yaqinlashishi kelib chiqadi. Demak,
k=\

->0I M  N S  P ( A ) -
k=n J  k —n

va bu esa (6) m u n o sab a tg a  ekvivalentdir. Teorema isbot boTdi.
1-lemma, ¿j taso d ifiy  m iqdom ing m atem atik kutilm asi chekli 

b o lis h i  uchun

Z p№l>w}<cc
b o lis h i  zarur va yetarli.



I s b o t i .  M S ,  m atem atik kutilm aning chekiiligidan A/jcfj<oo 
kelib ch iq ad i va aksincha. Quyidagi

00 X I I 30
Z ( ,? —  l<\S\<n} — W { i = o )  +  r{n-l< |í|< f?} “ X  |<„}?
/7=1 ; j= l  n= 1

tengsizlik  o ‘rinli boMgani sababli.
CO o c

' ^ { n - \ ) P ( n - \ < ] ^ \ < n ) < M \ q \ < ' ^ n P ( n - \ <  | f | < n )  (23)
n= 1 n=l

ammo

¿ > '7 / ,( « - 1 < |^ ¡ < « )  = ¿ p ( | ^ | > « ) < 1 + ¿ p ( ^ |> « ) ,  (24)
»=1 /7=0 /7=1

y .  (TV -  1 )P ( /7 — 1 < |^  ¡ <  w ] =  ¿  77 -  1 <  |^ | < « )  —
»=1 «=1

- P ( | í |> 0 )  = ¿ i > ( | f | > 4  (25)
n=1

(23) -  (25) m unosabatlardan

¿ p ( |£ |> » ) < m |£ |< i + ¿ ¿ > ( |£ |> « ) ,
/7=1 /7=1

bundan esa lem m aning  isboti kelib  chiqadi.
1 2 - te o re m a  (K olm ogorov  teo rem asi). {^n,77e N }  bog‘liqsiz 

bir xil taq sim lan g an  tasodifiy m iqdorlar ketm a-ketligi b o is in . K u- 
chaytirilgan k a tta  sonlar qonuni o ‘rinli b o ‘lishi uchun, ya’ni

I v v  >0
n J_J

b o ‘lishi u c h u n  £ k tasodifiy m iqdorlar chekli M £ k = a , k e  N  m ate- 
m atik k u tih n a g a  ega b o iis h i  z:arur va yetarli.

I s b o t i .  Y e t a r l i l i g i .  Quyidagi belgilashlarni kiritarniz.
X l { \ x \ < n )  fuilk siy a har qaysi n  ucliun Borel fiinksiyasi bo 'lg an i

sababli b og ‘liqsiz tasodifiy m iqdorlar ketm a-ketligidan
iborat. S n =  ¿fj + b o ‘lsin. U holda 

S „ -n a  S„-S„ , Sn-MS„ . f  MS„



tenglik o ‘rinli. T eo rem a  sh artin in g  yetarliligini isbotlash uchun har 
uchala qo ‘shiluvchi ham  n o lg a  1 ehtim ol bilan yaqinlashishini k o ‘rsa- 
tam iz. Uchinchi lia d  uchun

4 1 « - ' ¿ M ) ) - ) '
am m o

( ^ 7{kl>*})'
U holda S h to ls teo rem asidan  J ‘¡  —ii_>x- > 0 .

A n =  | g t^  } hod isa  kiritam iz. U holda, M £„<co b o ‘lgani 

sababli, aw alg i lem m ag a  k o ‘ra, har bir n  uchun

Í ^ K ) = 1 ^ , 1  > « ) = >  « ) < 00 •
/2=1 /7=1 /7=1

So‘ngra

0 < P ( 4 )  = P
^  CC OO s f  00 \
n  U A n

II í "a U 4 -
\  /7=1 m=n /7—>cc V/w=n /

boTgani sababü / >( y f )  = 0 ,  y a ’ni chekíi sondagi n uchun g n ^ £ „ .  

Demak,
J." lgto >0 .J n->3o

Endi
j n  _  S „ ~ A í S n leht. )  q

m unosabatning o ‘rinli ekan lig in i ko^satam iz. Buning uchun, kuchay- 
tirilgan katta son lar qonuni bajarilish ining yetarlilik shartini bem vchi
1 1- teoremadan fo y d a lan am iz . B uning uchun

D i n

e k a n l i g i n i  i s b o t l a y m i z .

J D f r  <  M f „ 2  <  ±  k 2 P ( k  -  1 < |£„|<  k )  
k= 1
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tengsiz lik lar o ‘rinli b o ‘lgani sababli 

"■Æ_2 
,,=i ¡ы n 2n= 1 77 r>=\k=\n  i = l „>(■n=l 77

U shbu
ibr ■t- 1 1 1 ÂT+1
—  va > — < — h— = ----------

i 2 к 2 к 2

tengsiz lik la r o ‘rinli b o ‘lgani sababli,

k = l  П k =1 л k =1

<  2 -b £  (A -  \ ) P { k - 1 < \ г  I < k )  <  2 + М Щ <  00.
Ы

Z a r u r l i g i .  Agar

1 eht.I ”

П k =1
->0

b o ‘ls a ,  u h o ld a  

y a ’n i, 1 ehtim ol bilan

4n _  _£ __1. 1 ehl. Q
n n n n- 1 "->0° ’

\ ( 0 €  Q  : 1»
> ! 1Y\ J

h od isa lardan  fa q a t cheklitasi ro ‘y  beradi.

t ^ f c l > » ) = z ^ f e l > *)<000=1 П= 1
ekan lig in i k o ‘rsatam iz. Faraz qilaylik.

! > « ) = « •
W=1

> '}J? J
> 1> hodisalardaa cheksiz k o ‘p i bajarili-B' orqali j o e Q :

shini b ild iru v ch i tasodifiy hodisani belgilaym iz va tasodifiy miq- 
do rlam in g  b o g ‘liqsizligidan foydalanib, quyidagilarga ega boTam iz:

T i d t

W A  * n—>00 \ i
V />/=« \
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Demak, M % x < 00. Teorem a isbot b o ‘ldi.
2 -na tija . (B o re l  teo rem asi). Yutuqning ehtimoli p  bo ‘lgan 

Bernulli sxem asi bo ‘y ic h a  otkazilayotgan n  ta tajribada yutuqlar soni 
f.in uchun kuchaytirilgan  katta  sonlar qonuni o ‘rinli, y a ’ni

№11 ^ q
n  "_KC

7-misol. B e rn sh te v n  polinom lari. Katta sonlar qonuni, mate- 
m atik  analiz ku rsidan  bizga m a’lum b o ‘lgan uzluksiz funksiya k o ‘p- 
hadlar orqali tekis y aq in lash ish i haqidagi V eyershtrass teorem asini 
isbotlashda ish latilad i. H ar b ir tajribada “yutuq” chiqish hodisasining 
ehtim oli x ,  q aram a-qarsh i hodisaning ehtim oli 1- x ,  (0 < x < l )  
b o ig a n  bo«‘liqsiz ta jr ib a la r  o ‘tkazilayotgan bo 'lib , esa n  ta taj- 
ribada chiqqan “y u tu q ” lar soni / e  C¡-0]1 b o ‘lsin. U holda

B n ( x )  ko ‘p h ad  / ( x )  funksiya uchun B ernshtevn polinom i deb 
ataladi. Bernulli teo re in as ig a  k o ‘ra

leh t .  ^ x

m unosabatning o ‘rinl i ekanlig in i k o ‘rish munikin.
B ernsh tevn  te o re m a s i. (26) form ula orqali aniqlangan 

{ £r(x),  ne F¡} k o ‘p h a d la r  ketm a-ketligi [0, lj oraliqda aniqlangan 

uzluksiz f ( x )  funksiyaga  tek is yaqinlashadi.

P ( M n  =  k )  =  C k x k (  \ - x r k

tenglik o‘rinli b o ‘lg an i sababli

B „ (x) = w ( B l \ = ±  / ( £ ) c k„ x k(1 -  x r *  (26)
V n J k=0 \n !

n

U  holda



I s b o ti .  f  funksiya [0 ,l]  oraliqda uzluksiz b o ‘Igani sababli u 

[0,1] o ra liq d a  tekis uzluksiz bo ‘ladi, ya’ni ixtiyoriy s  > 0 uchun  shun- 

day 8 { e )  s o n  topiladiki, |jc, — x 2 \ < S ( s )  tengsizlikni qanoatlantiruvchi 
barcha Xj v a  x 2 sonlar uchun

| / 0 ] ) - / ( * 2) |< y  

b o ‘ladi. f ( x )  funksiya [0 ,l]  oraliqda chegaralangan b o ‘lgani uchun, 
shunday o ‘zg a rm as son с  topiladiki, uning uchun f ( x ) < c  tengsizlik 
o ‘rinli b o ‘lad i. U shbu

± с У ( \ - х Т к = \
k=0

binom  fo rm u lasi o ‘rinli. Bunga k o ;ra

в „ ( х )  -  /< * )  =  ¿  ( / ( £ )  -  / t o )  С У  (1 -  x ) " ~ k .

va dem ak,

|Д , ( х ) - / ( х ) |< Х
ы  о

С У ( 1 - х У ~ к <

к ; I—x\<S ’

Ckx k( 1 -  x)"~K +n-k

к: I——
/ ( f ) - / Ц С к„хк( 1 - х ) ”-к <

€

2
I  C kx k(1 -  x f ~ k ~ y + 2 c p { £ = - - x

n

IV

I—x|>51 n
C h eb ish ev  tengsizligidan

-  X > S  < п  )  _  *(!-*) < 1
8 2 п 5 2 4 п 8 2

kelib ch iq a d i, chunki 0 <  х < 1 tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha 

sonlar uchun x ( l-x )< -^ - .  N ( ô )  soni
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^ e
4N(5 )S1 '  2

tengsizlikni qanoatlan tiruvch i natural son bo ‘lsin. U holda ixtiyoriy 
x e [ 0 ,l]  uchun

\ B n { x ) ~  f { x ) \ < s

tengsizlik o 'rin li. Shumi isbotlash talab qilingan edi.
8-m isol. M o n te -K a r lo  m etodi. Bizdan. qandaydir uzluksiz 

g ( j t )  funksiya uchun
t
( g ( x ) d x

o

mtegralni liisoblash talab qilinayotgan b o ‘lsin. N} [0; 1]
oraliqda tekis taqsinxlangan tasodifiy m iqdorlar ketm a-ketligi b o ‘lsin. 
U holda

+ c o  I

M g {  4 „ ) =  J  s ( x ) p iu ( x ) d x  =  \ g ( x ) d x .
- o o  0

va kuchaytirilgan k a t ta  sonlar qonuniga asosan, 1 ehtimol bilan

>M g ( |i ) = ) g ( x ) d x  

n  0 
deli ta ’kidlashim iz m u m k in .

l
Shunday q ilib , \ g ( x ) d x  integralni taqribiy hisoblash algorit-

o
mini keltirib ch iq a rish  uchun katta sonlar qonuni nazariy asos vazifa- 
sini baj aradi.

V B O B G A  D O IR  M A SA L A L A R

1. — b o g ‘liqsiz tasodifiy m iqdorlar ketm a-ketligi
bo 'lib , M £ n = 0, n &  JV boUsin. Agar c  =  1 uchun

CO r  C

H£»l
00

b o 'I sa , u holda qator b ir ehtimol b ilan  yaqinlashishini isbotlang,
n=1
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[0 , f c |> c .

2- { F M ) }  , r i d  iV —tasodifiy funksiyalar ketm a-ketligi uzluksiz 
tasodifiy m iq d o rg a  sust yaqinlashsin. U holda bu yaqinlashish tekis 
y aq in lash ish  ekanligi isbotlansin.

3. £ x ,  -  bog‘liqsiz norm al taqsim langan tasodifiy  m iq­

dorlar ketm a-ketlig i b o ‘lib, M £ k  = 0, k s  N ,  D g x =  1, D l k  =  2 k~2, k  >  2  

b o ‘lsin. B u holda Lindeberg sharti bajarilm aydi, am m o m arkaziy limit 
teorem a o ‘r in l i  ekanligi isbotlansin.

4. A g a r  bog 'liqsiz tasodifiy m iqdorlar ketm a-ket­
ligi b o ‘Isa, u  holda

h v a  l i m g „
n - w

tasodifiy  m iq d o rla r xos ekanligini isbotlang.
5 .  -  bog‘liqsiz, b ir  xil taqsim langan tasodifiy m iq­

dorlar ke tm a-ketlig i b o lib , M £ x = 0, M g x =  1 bodsin. U holda

[ U  1̂ .11m ax < f => 0, n  -»  oo
[V« v n J

m u n o sab atn in g  o ‘rinli ekanligini isbotlang.
6 . £ x,  -  bog‘liqsiz b ir xil taqsim langan tasodifiy m iqdor­

lar k e tm a-k e tlig i bo'lsin. Agar D £ n chekli bo ‘lsa va faqat shundagina

=  | |£ n | >  ~ J n |  hodisalardan cheklitasi 1 ehtimol bilan ro ‘y berishi

isbotlansin.
7. bog liqsiz tasodifiy m iqdorlar ketm a-ketligi

b o ‘lib, P ( g n  =1 ) - - , n e  N , P ( £ n = 0 )  = 1— — bo‘lsin. Bu k e tm a-k e t- 
n n

lik r  > 0 ta r tib li  o ‘rtacha m a’noda yaqinlashib, 1 ehtim ol bilan yaqin-
lashm asligi isbo tlansin .

8. £ x , bog‘liqsiz tasodifiy m iqdorlar ketm a-ketligi

bo ‘lib, P (d f  = n 2 r  )  =  r  > 0 ,  we N ,  = 0) =  1 -  — b o ‘lsin. Bu
n  ' 11

k etm a-k etlik  ehtimol bo ‘yiclia yaqinlashib, /■ > 0 tartibli o‘rtacha 
m a’noda yaqin lashm aslig in i ko ‘rsating.



9. =  n 2£, exp{ — n ^ } ,n e  N  bo‘ lsin, bu yerda £, ko ‘rsatkichli 
taqsim otga ega. U  h o ld a  barcha nuqtalarda n-»oo da £>n —>0 b o iib , 
M £ n nolga yaq in lashm aslig in i k o ‘rsating .

10 . ^ n = a n r j ,  bu yerda [ a n , n &  N }  yaqinlashuvchi sonli 

ketm a-ketlik, M i f  = oo , r  > 0 b o ‘lsin. { <£„}, n e  N  tasodifiy m iqdorlar 
ketm a-ketligi 1 eh tim o llik  b ilan  yaqinlashib , r  tartibli o ‘rtacha m a’no- 
da yaqinlashm asligini isbotlang.

11. b o g ‘liqsiz, b ir x i l  taqsim langan tasodifiy miq-

1 ”
dorlar ketm a-ketligi b o ‘lib, = 0, M g  y2 = I va S N = , bo ‘lsin.

V «  y-=l

Bu ketm a-ketlik sust y aq in lash ib , o ‘rta kvadratik  m a’noda yaqinlash- 
masligini isbotlang.

<5—A
12. £ -  A >0 p a ra m e tr li  P uasson  taqsim otiga ega b o ‘lsa, 2_ _

■v/A
ketma-ketlikning A -> oo dagi sust lim itin i toping.

13. — ketm a-ketlik  katta  sonlar qonuniga b o ‘ysinadi. 
U holda |s= , |, |^ |, . . .  k e tm a-k e tlik  katta  sonlar qonuniga b o ‘ysunishi 
shartmi?

14. | j , — b o g 'liq s iz , bir x i l  taqsim langan tasodifiy miq-

" 5  S
dorlar ketma-ketligi b o ‘lib, S n = Y  , rj  -  — , = -p - bo'lsin.

;=I '  » V«
Quyida keltirilgan taq s im o tla r  uchun S',, , r / n , y n -  tasodifiy m iqdorlar 
ketm a-ketliklarining n  -> oo dagi sust lim itlari topilsin.

a) binom ial taq sim o t;
b) Puasson taq sim o ti;
c) [ a , b ]  o ra liq d a  tek is taqsim ot;
d) norm al taq s im o t;
e) Koshi taq sim o ti.
15. [0,1] o ra liq d an  tasodifiy  rav ishda c nuqta tanlanadi va uni 

o‘n lik  kasrga yoyiladi. J y ( | )  + ...+  J n ( £ )  y ig ‘indi
n=i 10

munosib norm alangach, n -> o o  da n o rm al tasolifiy m iqdorga sust 
intilishi isbotlansin.
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V I  B O B .  T A S O D I F I Y  J A R A Y O N L A R

E h tim o lla r nazariyasi kursini o ‘rganish jarayonida k o ‘z o ‘ngi- 
m izdan  o ‘ tadigan tasodifiy obyektlar borgan  sari murakkablashib 
boradi. E n g  a w a l bular tasodifiy  hodisalar b o ‘lib, u lam i 0 va 1 qiy- 
m atlarni q a b u l qiluvchi indikatorlar bilan o ‘zaro bir qiym atíi akslan- 
tirish  m um kin . So‘ngra (haqiqiy qiymatíi) tasodifiy m iqdorlar o ‘rgani- 
lib, u la rd a n  so‘ng chekli o ‘lchovli tasodifiy vektorlar k o ‘z o'ngim izda 
nam oyon b o ‘ladi. N ihoyat, lim it teorem alam i o ‘rganishda tasodifiy 
m iqdorlar ketm a-ketlig i bilan ish olib borishga to ‘g ‘ri keladi.

S h u n d ay  qilib, ehtim ollar nazariyasida bitta yoki bir nechta 
tasod ifiy  m iqdorlam i o ‘rganisbdan tashqari cheksiz k o ‘p sondagi 
tasod ifiy  m iqdorlam i o ‘rganisliga am aiiy  ehtiyojlar tug‘iladi va bu 
m a sa la la rn i tadqiq etish tasodifiy jarayonlar nazariyasini tashkil qiladi 
T asod ifiy  jarayon lar nazariyasi ehtimollar nazariyasining nisbatan 
yosh y o ‘na.lishlaridan iborat bo lib. u  fizika, texnika. m oliyaviy niate- 
m atika va tab iiy  fanlaxning boshqa turli tarm oqlarida rnuhum q o ‘lla- 
n ish larga e g a . Y uqorida qayd etilgan fanlam ing talablari qaralayotgan 
n a z a riy an in g  oxirgi o‘n  yilliklar davom ida keskin rivojlanisliiga sabab 
b o ‘ldi.

Ushfcra bobda tasodifiy jarayonlar nazariyasining asoslari bayon 
etiladi.

l - § .  Tasodifiy  ja ra y o n la r  nazariyasining asosiy 

tushunchalari

O ld in g i boblarda biz tasodifiy m iqdorlaraing bitta ehtim ollar 
fazosida an iq langan  chekli yoki sanoqli sinflarini k o ‘rgan  edik. U shbu 
paragrafda tasodifiy m iqdorlar sinfi kontinual (kontinum  quvvatli) 
b o ‘lishi h a m  m um kin b o 'lg an  hol o 'rganiladi.

( £ 2 , ^ P )  ehtim ollar fazosi berilgan bo‘lsin. (K ,9?)— oTchovli 
fazo b o 'l s in ,  bu  yerda K ixtiyoriy to ‘plam, SJ\ esa £sv to 'piam ning 
q ism  to ‘p lam larid an  tashkil topgan cr-algebra.
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1-ta’ rif. £ =£(<2}) :Q  —»X bo'lsin.
A g ar ixtiyoriy 9? uchun

£ - \ B ) = { c o : $ { c o ) &  B } z A  (1)

b o ‘Isa, u hclda ¿¡ = ¿ ¡  ( c o ) funksiyaga K dan qiym atlar qabul qiluvchi 
tasodifiy elem ent, y o ‘ ki K -q.t.m. deyiladi.

A gar h' =  R '  v a  '•Jl =  B ( R l) -  Borel to ‘plam larining (y -algeb- 
rasidan iborat b o ‘lsa , u  holda £  = q ( c o )  funksiya tasodifiy m iqdor 
bo‘ladi.

2 - ta ’rif. T q an d ay d ir to ‘plam  b o ‘lsin. t e .  T  param etrga b o g ‘liq 
b o ‘lgan K -q iy m a tli tasod ifiy  m iqdorlar oilasiga t a s o d i f i y  f u n k s i y a  

deyiladi.
t e  T  param etrg a  b o g ‘liq b o ‘lgan tasodifiy funksiya odatda 

{ ^ ( t ) , t e  r jo r q a l i  belg ilan ad i. T  cz R  b o i ib ,  t e T  param etrni vaqt

deb talqin qilinsa, u  ho lda { c ( t ) , t &  T \  tasodifiy funksiya t a s o d i f i y  

j a r a y o n  deb ataladi.
1-misol. B u n d an  oldingi paragraf T  =  N  ={1,2,3...} larda k o ‘- 

rilgan ta so d ifiy  m iqdorlar ketm a-ketligi ko‘rinishga ega b o ‘l- 
gan tasodifiy ja ra y o n d a n  iborat. S V S 2 , . . .  ketm a-ketlik haqida ham  
bunday fikm i a y tish  m um kin, bu yerda S k + S 2 +  ■•• + £,k - 

7 c  Z 1,0,1,...] b o ‘lgan bunday jarayonlam i odatda d i s k r e t  

v a q t H  t a s o d i f i y  j a r a y o n l a r  yoki t a s o d i f i y  k e t m a - k e t l i k l a r  deyiladi.
2-m isol. A gar T  b irorta sonli interval bilan ustm a-ust tushsa, 

y a ’ni 7T= [a ,6 ]  ( -o o <  a <  b <  co5 yoki 0 < a < 6 <co) b o ‘lsa,

{c(/‘) , í e  T } ta so d ifiy  m iqdorlar oilasi u z l u k s i z  v a q t l i  t a s o d i f i y  j a r a ­

y o n  deyiladi. t  p a ram e trn i vaqt deb talqin qilish, albatta shart em as. U  
tasodifiy jarayon  tu sh u n ch as in i yuzaga keltirgan tabiiy  nazariy  
m asalalarning k o ‘p ch ilig id a  t  param etr vaqtdan, £ ( t )n in g  qiym ati t  

m om entdagi k u za tu v n in g  natijasidan iborat b o ‘lgani sababli, tarixan 
vujudga kelgan.

M asalan, gaz m olekulasining vaqtga nisbatan harakati, suv 
havzasidagi suvning sath i, sam olyot qanotining tebranishi va boshqa 
shu kabi jarayon lam i tasod ifiy  jarayon deb qarash mumkin.
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£ ( 0  = ¿ % sin k t ,  t & [ 0 , 2 n \
*=o 2

tasodifiy  funksiya  tasodifiy jarayondan iborat, bu yerda c k — o'zaro 
b o g ‘liqsiz v a  b ir x iltaqsim langan tasodifiy m iqdor lar dan iborat.

3 - ta ’ rif. t 0 £  T  — fiksirlangan m om ent b o ‘lsin. 4 0( c o )  = g ( t 0 , c o )  

tasodifiy  m iq d o r t a s o d i f i y  j a r a y o n n i n g  t u e  T  nuqtadagi k e s i m i  deyi- 
ladi.

4 -ta ’ rif. Agar £ ( t , c o )  ixtiyoriy / e  T  ucluin haqiqiy (kornpleks)

qiym atli taso d ifiy  m iqdor bo‘lsa (ya’ni X = R ‘ (X = ü ) ,  bu yerda 
C  — kom pleks tekislik), u holda £ ( t )  h a q i q i y  ( k o r n p l e k s )  t a s o d i f i y  

j a r a y o n  dey ilad i.
5 -ta 5rif. i e  r |  tasodifiy jarayonni ko 'raylik . Ixtiyoriy 

fiksirlangan  co0 e  Q.  uchun %co ( t )  =  % ( t , a 0 ) , t e T  funksiya jarayon­

ning co0 elem entar hodisaga mos kelgan t r a y e k t o r i y a s i  deyiladi. 
T ray ek to riy a lar r e a l i z á i s i y a l a r  yoki t a n l a n m a  f u n k s i y a l a r  deb ham 
ataladi. D em ak , bu  liolda tasodifiy miqdorning qiymatlari sifatida t  ga 
bo g ‘liq fu n k siy a lar yuzaga keladi.

6- t a ’ rif. Agar jarayonning  trayektoriyalari har b ir t e  T  nuqtada 
o ‘ngdan  u z lu k s iz  va chapdan chekli lim itga ega bo 'Isa, u  holda £ ( t )  

r e g u l y a r  t a s o d i f i y  j a r a y o n  deyiladi.
E nd i yuqorida keltirilgan ta ’riflam i izohlovchi b ir nechta 

m isollar k o  ‘ramiz.
3 -m iso l. S , ( t )  tasodifiy funksiya

% ( t p = t X ,  ^ [ U ,! ]

form ula o rq a li aniqlangan bo 'lsin , bu yerda X - [ 0,1 ] oraliqda tekis 
taq sim lan g an  tasodifiy miqdor. q  ( t )  tasodifiy tunksiyaning kesim - 
larin i va trayek to riyalarin i tavsiflang.

Y e c h im i. Fiksirlangan ?(ie  [0, l] nuqta uchun ( c o ) = t t)X ( o j ) - [0 , t0 ] 

oraliqda te k is  taqsim langan tasodifiy m iqdordan iborat. c ( t )  tasodifiy 
fim ksiyan ing  trayektoriyalari ( t )  funksiyalar (0 ,0 ) nuqtadan chi- 

quvchi b u rc h a k  koeffitsiyentlari X ( c o 0 ) b o 'lg an  to ‘g ‘ri chiziqlar. £ ( t )
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tasodifiy funksiya regu lyar, chunki uning barcha trayektoriyalari 
uzluksiz.

4-inisoI. T  =  [0,oo) ,£ ( / )  tasodifiy jarayon quyidagi 
| ( i >  [ n , n  +  \ ) ,  n  = 0 ,1,...

fom iula orqali berilgan , bu  yerda { n „ , n  = 0,1,2 ...} — chekli tasodifiy 
m iqdorlar ketm a-ketlig i. q ( t )  tasodifiy jarayonning trayektoriyalarini 
toping. Bu jarayon regu lyarm i?

Y echim i. { i }  jarayonning trayektoriyalari b o ‘lakli 

o ‘ zgarmas funksiyalardan iborat bo 'lib , ular / = « = 0 ,1,2,... nuqtalarda 
uzilishga ega. T a ’rifg a  k o ‘ra bu funksiyalar o ‘ngdan uzluksiz va 
chapdan barcha co e  Q larda

H p 6 » ( 0  = AVi O )t 1 n

lim itga ega. Shartga ko ‘ra, P |  !//„_, | < oo} = 1 bo ‘lgani sababli bu 

jarayon  regulyar.
7 - ta ’rif. { ^ ( 0 ’ tasodifiy jarayon va n > \  lar uchun

T -c h e k li  v a q t m om entlari guruhi bo ‘lsin. 

tasodifiy vektom ing ta q s im o ti q ( t )  j a r a y o n n i n g  n  o ‘/ c h o v l i  t a q s i -  

m o t i  deyiladi. Turli n  = 1 ,2 ,... va m um kin bo ‘lgan barcha i,.e T  vaqt 
m om entlari uchun an iq lan g ap  taqsim otlar sinfiga i  tasodifiy 
jarayonning c h e k l i  o ' l c h o v l i  t a q s i m o t l a r i  deyiladi.

N orqali q ( t )  ta so d if iy  jarayonning trayektoriyalari joylashgan

^ s= { x (f) ,ie  T ' j  fu n k siy a la r fazosini belgilaymiz. So‘ngra orqali

fazoning ix tiyoriy  n e  N , ixtiyoriy t ] , t 2 , . . . , t n & T  va ixtiyoriy 
Borel to‘p la m la r i  uchun

C  ={ ;*:e N : x (i, )e  S, )e  B n } (2)

kx ‘rinishidagi barcha q ism  to ‘plam lari yaratgan a  -a lg e b ran i belgi­
laymiz. (2 ) k o ‘rin ish id ag i to ‘plam lar s i l i n d r i k  l o ‘p l a m l a r  deyiladi.

<f(/) tasodifiy jarayonni (Q,J?) o 'lchovli fazoni (Ks,9 3 ^ )  
o 'lchovli fazoga B o re l o ‘lchovli akslantirishi deb talqin qilish 
mumkin. Bu akslantiri sh  ) fazoda
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P i ( ß )  =  p { r ' ( B ) ) , ' V B e B ^  

ten g lik  o rq a li  P i  eh tim ol oM chovini yaratadi.

(K ,03^ , P f  ) uchlik t a n l a n m a  e h t i m o l l a r  f a z o s i  deyiladi va bu 

fazoda e lem en ta r hodisa (öj) jarayonning trayektoriyasi bilan aynan 
teng deb  hisoblanadi, P ,  o‘ lchov esa £ ( t )  t a s o d i f i y  J a r a y o n n i n g  

t a q s i m o t i  deyiladi.

£ ( ? )  tasodifiy jarayonning  chekli o‘lchovli taqsim otlari silindrik 
to ‘p la m la r  sinflda aniqlangan. Ushbi; k itobga kirm agan A .N .K olm o- 
gorov to m on idan  isbotlangan m ashkur teoreinaga asosan bu taq- 
s im o tlam i silindrik  to ‘plam lar algebrasi C  dan 53^ er -algebraga 
davom  e ttirish  m um kin va  buning natijasida hosil b o ‘lgan P c (•) taq- 

sim ot b erilg an  jarayonning P .  taqsim oti bilan ustm a-ust tushadi. 

A y tilgan lardan  kelib chiqadiki, P ,  taqsim ot ham m a chekli o ‘lchovli

taq sim o tla r b ilan  bir qiym atli aniqlatiadi. Bizga (II bobning 4-§ga 
qarang) m a ’lumki, chekli o ‘lchovli taqsim ot funksiyalar chekli 
o ‘lchovli taqsim otlarni to ‘la aniqlaydi. Shuning uchun ham  tasodifiy  
ja ray o n n in g  chekli o ‘lchovli taqsim otlarini aniqlash uchun  m os 
taqsim ot funksiyalam i aniqlash yetarli.

S h u n d ay  qilib. oldindan berilgan chekli o lchovli taqsim otlarga 
ega b o ‘lg a n  tasodifiy ja ray o n  inavjud, im m o  um um an olganda bunday 
tasodifiy  ja ra y o n  yagona em as ekan, Boshqa s o ‘z bilan aytganda, 
chekli o ‘ lchovli taqsim otlar tasodifiy jarayonlarning qandaydir 
m a’noda b ii-b ir i bilan ekvivalent bo 'lgan butun bir sinfini yaratadi 
E kv ivalen tlik  tushuachasiga turli yondashishlam i m ukammalroq 
k o ‘rib  ch iqam iz.

{£ ( r ) , t e  T } va T } bitta ( Ü , ß , P )  ehtim ollar fazosida

an iq lan g an  va bir xil o ‘lchovli fazoda (masalan, ( R l , B ( R 1) )  d a )  
q iym atlar qabul qiluvchi ikkita tasodifiy jarayon  b o ‘lsin.

8- t a 'r i f .  B izga { |( / ) ,? e  T )  va { r j ( t ) , t e  T} tasodifiy jarayonlar 

berilgan  b o ‘lsin. A gar ixtiyoriy T ,  B ( R ' ) - ,  «=1,2,... lar
uchun
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P ( Ç { t x) e  B „ . . . , £ ( t n ) &  B „ )  =  P ( q ( t ]) e  B v . . . , ï ] ( t n ) e  B „) (3) 

tenglik o ’rinli b o i s a ,  u holda { £ ( / ) , T } va {77( / ) ,re  T } tasodifiy 
jarayonlar k e n g  m a ’n o d a  s t o x a s t i k  e k v i v a l e n t  deyiladi.

1-izoh. Keng m a’noda ekvivalentlik sharti £  va // tasodifiy 
jarayonlam ing ch ek li o ic h o v li  taqsim otlari ustm a-ust tushishini 
bildiradi.

9-ta’ rif. Agar ix tiyoriy  t e  T  uchun
p ( Ç ( t )  =  i1 ( t ) )  =  1 (4)

b o is a , u  holda ç ( t )  va r j ( t )  tasodifiy jarayonlar s t o x a s t i k  e k v i v a l e n t  

yoki sodda qilib e k v i v a l e n t  tasodifiy jarayonlar deyiladi.
A gar ja ray o n la r stoxastik ekvivalent b o is a ,  u holda ulam ing 

chekli o ic h o v li taq sim o tla ri ustm a-ust tushadi, y a ’ni ular keng 
m a’noda ekvivalent b o ia d i ,  ammo buning teskarisi to ‘g ‘ri emas. 
Trayektoriyalar to‘ g ‘risida gapirsak, ular stoxastik ekvivalent 
jarayonlarda turli b o i i s h i  m um kin ekanligini ushbu misolda ko ‘rish 
mumkin.

5-m isol. Q = [ 0 . l ] ,  ^ = g jn|j - [ 0 , l ]  oraliqdagi Borel tefplam -

larining a -a lg e b ra s i  P —  Lebeg o ic h o v i va 7  = [0 ,l] b o is in . 

(Q , A , P )  ehtimollar fazosida { £ ( t ) j e  7} va [ i i ( t ) , t e  T } tasodifiy

jarayonlarni quy idag icha a n iq L /a iz .  £ ( t , c o )  =  0 va n ( t  <o) = ̂ ’ 1 * C° ’
[1, t = < a ,

{ t , c o ) e  T  > Q. Bu ja ra y o n la r ekvivalent, ammo ulam ing trayektoriyalari 
turli ekanligi k o 'rsa tils in .

Y echim i. Q an d ay d ir fiksirlangan t e  T  uchun
{ o e  Ç l . 4  ( t ,co ) q  ( t ,(»)) = { c o e  Q. \œ =  / } = { ? } .

Bitta nuqtali t o ‘p

I  ( x - a k Ÿ  d Fk { x ) <  i  * J  J  ( x - a k ) 2̂  d Fk (x )< m
B 'n  k = \ \x - a t \>rB„ B-n ( z B n f  k = \\x -a k \>rB„

tiing Lebeg o ich o v i no lga teng  b o ig a n i sababli, \ f t e  T  uchun
P ( £ ( t ) * t 1 ( t ) )  =  0 ,  

ya’ni 4 0 )  va r / ( t )  ta so d if iy  jarayonlar stoxastik ekvivalent. Shunga
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qaram ay g  ( j )  va r j ( t )  jarayonlam ing birorta ham  ustm a-ust tusha- 
digan trayektoriyalari m avjud emas. H aqiqatdan ham . istalgan eye Q  
uchun f  =  co nuqtada shartga k o ‘ra  ä ( C , 6 > )  *  t j ( f ' , c o )  bo ‘lgani 
sababli,

P ( a > &  Q  : 4 ( [ , o ) )  =  r i ( t , C L > y , \ / t e  T )  =  0.
B o sh q a  so ‘z bilan aytganda ä ( t )  va  r j ( t )  tasodifiy  jaray o n ­

lam ing (1 eh tim o l bilan) birorta ham  trayektoriyalari ustm a-ust tush- 
maydi.

Q uy idag i ta ’r if  eng kuchli ekvivalentlik tip in i aniqlaydi.
10- t a ’ rif. { g ( t ) , t < E  T } va 1} tasodifiy  jarayonlar beril-

g a n b o ‘lsin. Agar

P [ s u p £ ( 0 - 7 7 ( 0 |> o ) = l  (5)
V tzT )

b o ‘lsa, u h o ld a  £  va r\  a j r a t i b  b o ‘l m a y d i g a n  tasodifiy  jarayonlar 
deyiladi.

(5) sh artd an  (4) kelib  chiqadi, y a ’ni ajratib bo'lniavdigati jara­
yonlar ekv ivalen t, lekin buning teskarisi um um an olganda to ‘g ‘r i  
emas. A m m o  b a ’zi qo‘shim cha shartlar bajarilsa, 9- va 10-ta’riflar 
ekvivalent b>o‘lib qoladi. Bunday hol. m asalan £(?) va 77(0 lar taso­
difiy ketm a-ketlik lar bo‘lsa bajariladi.

1 - te o re m a . Ekvivalent diskret tasodifiy jarayonlar ajratib 
b o ‘lm ay d ig an  tasodifiy jarayon lardan  iborat.

I s b o t i .  r }  va {7 ( /) ,/€  7"}; T =  Z -  diskret ekvivalent
tasodifiy  ja ra y o n la r  bo 'lsin . (J holda

P ( £ ( t )  ^ r i ( t ) ,  birorta ? e  T  uchun) =

=  P \  U { í ( 0 ^ ( í ) } W ^ ( 0 ^ ( 0 )  = o.
Ver )  rsT

B undan (5) sh a rt kelib chiqadi.
Q u y id ag i m isollar chekli o ‘lchovli taqsim otlam i qanday topish 

m u m k in lig in i ko 'rsatadi.
6-m is o l. X  va Y  lar F v(x ) va F y ( y )  taqsim ot funksiyalarga 

ega b o ‘lg a n  b o g ‘liqsiz tasodifiy m iqdorlardan iborat b o ‘lib,
t e  T ^  tasodifiy jara  yon
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£ (t )  = Xt + Y
foim ula yordamida an iqlangan b o ‘lsin. q ( t )  jarayonning trayekto- 
riyalari tavsiflansin v a  un ing  chekli o ‘lchovli taqsim ot funksiyalari 
topilsin.

Yechim i. Bu ja ra y o n n in g  trayektoriyalari tasodifiy burilishga 
v a  / = 0 dagi b o sh lan g ‘ich tasodifiy shartga ega b o ‘lgan to ‘g ‘ri 
chiziqlardan iborat. ¿ g ( t )  tasodifiy  jarayonning t  > 0 dagi bir o ‘lchovli 
taqsim ot funksiyasini topam iz.

cc

F s ( x ; t )  =  P ( X t  +  Y < x y =  ¡ P ( X t + Y / Y = y ) d F Y ( y )  =
—oo

-  ~ \ P { X t +  y < x ) d F Y { y ) =  ] p { x < ^ A d F y { y )  =

= \ F x \ ± f } d F r { y ) .

Agar / = 0  bo‘ Isa, u holda F (  (jc;t )  =  F y ( x ) .  n  o 'lchovli taqsim ot 

funksiya uchun, agar /, > 0 , 0 bo ‘Isa, u  holda

F ,  ( x, ) = P (£  (i, ) <  x, ,...,£  ( / „ ) < x n ) =
0o

=  p ( X t x + Y < x x, . . . X t n < X „ ) =  \ p ( X t ,  + Y < x , i  =  \ , . . . , n i Y = y ) d F y ( y )  =

cc f
=  \ P [ X t i + y < x , i = \ , . . . , n ) d F Y { y ) =  \ F X \ m i n i ^ , . . . , ! ^  d F r ( y ) .  

-<V -»  V I  > J
7-misol. { £ (« ) ;«  =  l,2 ,...} -k e sm a la ri F (x )  taqsim ot funksiyaga 

ega b o ‘lgan bir xil taq s im lan g an  tasodifiy ketm a-ketlik bo 'lsin . £  ket- 
m a-ketlikning ch ek li o ‘lchovli taqsim otlar sinfi topilsin.

Y echim i. £ { n )  tasodifiy  m iqdorlarning bog‘liqsizligini hisobga
olsak,

F .  (x, , . . . , x k ; «, , . . . , n k  )  =  P ( £ ( n l ) < , x l , . . . , 4 ( n k ) < x k )  =

=  Y\P {%  ( ni ) - X j )  =  F I ^ ( x ,  )•
/=1 1=1
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B u h o ld a  barcha chekli o ‘lchovli taqsim ot fun.ksiyalar bir 
o ‘lchovli F "  ( x )  taqsim ot funks iya orqali ifodalanadi.

8-m iso l. =  1, 2 ,...} tasodifiy ketm a-ketlik

4 («) = « 4 (» - 1) + s „ ,  n  =  1 2 , . . . ,  | ( 0) =  0
rekurrent m unosabat orqali aniqlangan, b u  yerda {s \  -  (0 , c 2) (cr *= 0) 
param etrlarga  ega bo 'lgan  bog 'liq siz  bir xil taqsim langan norm al 
tasodifiy m iq d o rlar ketm a-ketligi bo 'lsin. <£(«) tasodifiy ketm a- 
ketlikning b i r  o ‘lchovli taqsim ot funksiyasi topilsin.

Y e c h im i. £ { n )  tasodifiy ketm a-ketlikning ta ’rifidan foydalanib 
topam iz:

n
4 {n )  = s locn~l +... + e„_la  -hsn = 'Z a n~ks t .

k =1
{£t } — taso d ifiy  m iqdorlarning norm alligidan v a  bog1 liqsizligidan 
£ ( n )  taso d ifiy  m iqdor ham  norm al tasodifiy m iqdor b o ‘lib, 
M £ ( n )  =  0 v a

D- (n^) = D£ {rt)= 'j^Dska 2(n~k) =[ ~ ^ T ,ag ara~ * 1 
A=l l[cr2 77, a g a r a “ =1

ten g lik lam m g  o 'rin li ekanligi kelib chiqadi. Shuning uchun q { n )  

tasodifiy  ketm a-ketlikn ing  b ir o ‘lchovli taqsim ot funksiyasi

Fi  {x - n )= P {4 {n )< x ) = -r  1 - J in]c f y = ® (x / JK ( n ) )
p n D c  (»)_£ V V « /

k o ‘n m sh g a  ega .

2 -§ . Tasodifiy  jarayo n larn in g  xarakteristikalari.

G ilb ert j a r  ay oni

B u p arag ra fd a  k o ‘riladigan tasodifiy jarayonlar kom pleks 
qiym atlam i liam  qabul qilishi m um kin. Tasodifiy jarayonning asosiy 
sinflarini k ir itish  uchun bizga uning eng muhim m om entli 
xarak teristikalari kerak b o ‘ladi. U lar chekli o‘ Ichovli taqsim otlar 
yordam ida h isob lanad i v a  jarayonning sodda xossalarini beradi. q ( j )  

tasodifiy ja ra y o n  bo'lsin.
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m (  ( t )  =  M { 4 ( t ) }  v a  D ' ( t )  =  D { Ç ( t ) }  =  M \ Ç ( t ) - m 4 ( t ) \ 2 

funksiyalarga Ç ( t )  j a r a y o n n i n g  mos ravishda m a t e m a n i k  k u t i l m a s i  

v a  d i s p e r s i y u s i  deyiladi. T asodifiy  jarayonning m uhim  xarakte- 
ristikalaridan biri

K { t  , s )  = C o v ( 4 ( t \ 4 { s ) )  = M ( 4 { t ) ~ n , i ( t ) ) [ ^ { s ) - m t ( s ) )

formula bilan an iq lanad igan  k o v a r i a t s i y a  f u n k s i y a s i  hisoblanadi. 
K oshi-Bunyakovskiy tengsiz lig idan  barcha t , s &  T  lar uchun m , ,  ( t ) ,

D.- ( /)  va К ( t , s )  m iqdorlarn ing  m avjud bo 'lish i uchun

<ooV/g T (6)
shart bajarilishi yetarli e k a n lig i kelib chiqadi.

11-ta’ rif. (6) shartn i qanoatlantiruvchi tasodifiy jarayon G i l b e r t  

j a r t i y o n i  deyiladi.
G ilbert ja ray o n in in g  vaqtn ing  t  m om entidagi qiym atini biz 

£ ,  = £ ,  (Д Д Р )  fazon ing  elem enti deb talqin qilamiz. Bu nuqtayi 

nazarga ko 'ra  { £ ( /) ,/ e  T }  tasodifiy  jarayonni £ ,  fazodagi qandaydir 

egri chiziq deb qarash n ium kin .

B ( t , s )  =  M £ ( t ) ^  =  ( Ç ( t ) , 4 ( 7 ) ) , t , s e  T

funksiya T  jarayon ning kovariatsiyasi deyiladi.

1-tasd iq . Г} tasodifiy jarayonning kovariatsiyasi

quyidagi xossalarga ega:

1) S ( i , / )  =  M |^ ( / ) |2 > 0 , t e  T ; B ( t , s )  =  B ( s , t ) , t , s e  T  ;

2) |Я (М ) |2 < £ ( / \ 0 Я ( ^ ) ,  t , s e T -

3) В  — m usbat an iq lan g an  funksiya, ya’ni barcha с ,,...,ся kom- 
pleks son larva  ix tiyoriy  t l , . . . , t n e  T  vaqt m omentlari uchun

0 .
i=i j=i

Isbo ti. 2 -xossan ing  isboti Koshi-Bunyakovskiy tengsizligidan 
kelib chiqadi, 3-xossani isbo tlash  uchun esa
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¿  ¿  c f  i B  ( t: , t j  ) = A /| £ c ¿  (t, ) ± c ¿  ( t j )
í=l 7=1 V^Fl 7=1

tenglik c rrin li ekanligini qayd etishim iz yetarli.
Ilckita ¿ ( / )  va r j ( t ' ) ,  / e  T  tasodifíy jarayonlarning b i r g a l i k d a g i  

k o v a r i a t s i y a s i  ( k o r r e l y a t s i o n  f u n k s i y c i s i )  deb
B i n ( t , s )  =  M % (t ) r ¡ ( s ) =  M ( ( £ ( t )  - m , ( t ) ) ( r / ( s ) -  thv ( s ) ) )  

funksiyaga aytiladi.
12 - ta ’rif . Agar T  to 'p lam dan  olingan / < /, < <  t .  vaqt m o- 

m entlari uchun

b o ‘lsa, u  holda {£(>),f e  T j  tasodifíy jarayon o r t o g o n a l  o r t t i r m a l i  

t a s o d i f í y  j a r a y o n  deyiladi.
A g ar { $ ( t ) , t &  T } ( í)  = £ (  t ) -  ( t )  jarayon ortogonal orttir­

m ali b o 4lsa, u holda k o r r e l y a t s i y a l a n m a g a n  o r t t i r m a l i  tasodifíy 
jarayon  deyiladi.

( t ) , t e  T } ortogonal o rttirim li tasodifíy  jarayon  va b iror 

f0e  T  u ch u n  £ ( /0) =  0 b o ‘lsin. U holda T  to‘plam dan olingan 
t n <  s  <  t  sonlar uchun

5 ( M )  =  M £ (0 £ (s )  =  M ( 4 ( f ) - £ ( s ) ) ( 4 ( s ) - < í  0»)) + 

+  M \ 5 ( s ) f  = A f \ Z ( O f  =  B ( s , S ) .

Bundan,

B [ t , s )  =  B ( s , t )

ek an lig in i hisobga olib, B Q , s )  kovariatsiya uchun t > t 0 , s > s 0 

b o ‘lg a n d a  quyidagi ifodani okm iz:

£ { t ,  j ,) = S lm in ^ s ) ) ,  bunda B ( t )  =  B ( t , t )  =  M ^ ( t ) f  .

B ( t ) m onoton kam aym aydigan funksiya ekanligini qayd 
etam iz. H aq iq a tan  ham, t > s > t 0 b o ‘!sin. U  holda ¿ , ( t )  jarayoim ing 
o rtogonallig iga  k o ‘ra

B ( t ) = M ^ ( t f  =  № \ ? ( t ) - $ ( s ) + t ( s ) - № 0 ) f  =
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= M ^ ( t ) - 4 ( s ) f  +  M \ £ ( s ) \ -  = M ] £ ( t ) - Z ( s ) f  +  B ( s ) ,  

ya’ni5(7) >  B ( s ) .
2-teorem a. B erilgan

M % ( t )  = ( t ) ,  K £ ( t , s )  =  C o v ( £ ( t ) , ¿ ; ( s ) )  ( 7 )

xarakteristikalarga ega b o ig a n  {<y ( t ) , t e  7"} haqiqiy tasodifiy jarayon 

mavjud boMishi uchun ixtiyoriy t x, . . . , t n & T  va ixtiyoriy z ¡ , . . . , z n e  C  

kompleks sonlar uchun

' ¿ ¿ K ¿ ( t i , t j ) z , z j > 0  (8)
/=1 /=i

shart bajarilishi, y a ’ni K ( t , s ) kovariatsion funksiya m usbat aniqlan- 
gan b o iis h i zarur va y e tarli.

Isbo ti. £ ( / ) - ( 7 )  xarakteristikalarga ega bo 'lgan  tasodifiy

jarayon boMsin. U h o ld a  ixtiyoriy t v . . . , í n e  T  va ixtiyoriy z ,,... ,zwe  C  

kompleks sonlar uchun.

d \ i z  «i  ) 1 = ¿ i  c ° v (z (t‘ k v j  d z>zJ -  °> 
i i=i j i=i j = i

ya’iii K ( t , s )  kovaria tsiya  funksiyasi musbat aniqlangan.
Endi (7) m o m en tli xarakteristikalarga ega b o ig a n  tasodifiy 

jarayonning m avjud b o i i s h i  uchun (8) shart yetarli ekanligini ko ‘r-

satamiz. H aqiqatan h am , (8) shart K  — \ K ¿ [ t ¡  , t  )) m atritsa-
'  '  ’ ’ i ,  j =\ . 2

ning musbat an iq langan lig in i bildiradi. Bundan esa, n  o ich o v li 
taqsimoti F , ( x ] , . . . , x r \ r l , . . . , t l l)  funksiyaga teng bo 'lgan  m  va K  para- 

metrli n  o ich o v li n o rm a l tasodifiy m iqdor N ( m , K ) m n g  m avjudligi 

kelib chiqadi, bu  y e rd a  m  =  {/»_.(/,),..., m £ (?,,)}. Shu bilan birga 

F ¿ ( x ], . . . , x n , t x, . . . , t n )  k o ‘rinishidagi chekli o ‘lchovli taqsim otlar sinfi

IColmogorovning m o slan g an  taqsim otlar haqidagi teorem asining 
shartlarini bajaradi va unga k o ‘ra chekli o ich o v li taqsim otlari yuqo- 
rida k o ‘rsatilgan n o n n a l taqsim otlarga teng va xususan, (7) xarakte­
ristikalarga ega b o i g a n  T } jarayonning m avjudligi kelib chi­
qadi. Teorem a i s b o tb o id i .
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G auss jarayonlari.
1 3 - ta ’rif. 7"} tasodifiy jarayon  b o is in . U  holda ixti- 

yoriy tv tz ,...,tke  T  uchun

f k  1 
f ^ z ] , . . . , z k ; t l , . . . , t k )  =  M  exp j  i  £  ( t j ) j>=  

f k  ]
= | e x p ^ / Z ^ x .  \ d F e  (* , )

i!* I / “« J
m u n o sab a t yordam ida aniqlangan haqiqiy  z x , . . . , z k o 'zgaruvchili 
kom pleks (z , , . . . , z k  ) funksiya g ( t )  jarayon k  o ich o v li

( x j x k ) taqsim otining xaraktcristik funksiyasi deb

ataladi.
2- iz o h . Ic —tartibli xarakteristik funksiya (xuddi b ir  o ich o v li 

holdagi k a b i)  unga mos kelgan k  - ta r tib li  taqsim ot funksiyani 
topishga im kon beradi va shuning uchun ham bu tushunchalar 
tasodifiy jaray o n n in g  ehtim ollik strukturasini tavsiflashda biri ikkin- 
chisining o ‘rnini bosa oladi.

1 4 - t a ’rif . Xarakteristik funrsiyasi
[ k , k k ] 

f t (z, ,...,zk ;tl ,...,tk )=<aq>\iYJzj mi (tj ) - - Y £ K ' ( t i, tj ) z izj  f (9)
L 7=1 '=1 y=l J

ko‘rin ish g a  ega b o ig a n  {£ (?),fe  7} tasodifiy jarayonga Gauss jara - 
yoni dey ilad i.

A w a l  aytganiinizdek, xarakteristik  funksiya tasodifiy m iqdor- 
lam ing b irg a lik d ag i taqsimotini to ’la aniqlavdi R iz ja  m a iu m k i 
(II bob, 5 -§ ) , m atem atik kutilm asi m q va kovariatsion matritsasi K t]

b o ig a n  k  o ich o v li normal tasodifiy vektor rj = ( j j v . . . , r j k )  <pn ( x )

zichlikka e g a  b o iish i uchun uning —kovariatsion m atritsasi xos-

mas, y a ’n i d e tK n > 0  b o iish i zarur v a  yetarlidir. Bu holda zichlik

funksiya

.. .»  &  ^  ) = u ^ r -21(det^ ) exp { 4 (jf~ ^ r  ^ 1 (x ~ ^ }!

k o ‘r in ish g a  ega.
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Shunday a ilib , agar K q matritsa musbat aniqlangan b o isa , u 

holda Gauss ja ray o n i (£ (f, ),...,£ (/*)) kesimining birgalikdagi taqsi- 
moti

f t  { x \ t x,. . . , tk )  = -------------— --------------^ - e x p l - - ( x - m £ )  K 7  ( x - m ¿  )
(2 t t)  (d e tX |) 1 2

taqsim ot zichligiga ega. X arakteristik funksiya bilan /c-tartibli taq- 
sim ot zichligi o rasid ag i b o g ia n ish  ko ‘p o ic h o v li Furye almash- 
tirishiga ko‘ra

<t>5 ( x ; t x , . . . , t k )  =  ( 2 n ) ~ k J e ~ a  ~ f (  ( z \ t x , . . . , t k ) d z

Rk
ko 'rin ishga ega. A g a r d e t/i_ -= 0  b o isa , u holda bu  (£(/,),...,£(7*))

kesim lam ing ch iz iq li b o g iiq lig in i bildiradi va ularning birgalikdagi 
F g  ( x , t x ) taq sim o t funksiyasi zichlikka ega emas.

(9) xarakteristik  funksiyalar oilasiga mos kelgan chekli o i ­
chovli normal taq sim o tla r Kolm ogorov teorem asining shartlarini 
qanoatlaatirishini tek sh irib  k o ‘rish qiyin emas. Demak, Gauss taso­
difiy jarayonining ix tiy o riy  ( 4  ( t x ( t k )) kesim lari norm al taq-
sim otga ega b o ig a n  tasodifiy  vektordan iborat.

Gauss tasod ifiy  jarayonin ing  ta ’rifidan. uning chekli o ich o v li 
taqsim otlari uning ikkita m om ent xarakteristikalari: matematik 
kutilm alari va kovaria tsion  funksiyalari yordamida to i iq  aniqlanadi.

2-teoremani isbotlashda qurilgan jarayon Gauss jarayonidan 
iborat ekaniigi ravshan . G auss jarayoniga yana bitta m isol keltiramiz.

9-m isol. r¡x, r j 2 , . . . , r ] n —birgalikdagi taqsim oti norm al taqsimot- 
dan iborat b o ig an  ta so d if iy  m iqdorlar guruhi va

4í(0 = ¿»7,a(0  
i=!

b o is in , bu yerda g , ( t ) -  tasodifiy bo im ag an  funksiyalar. g ( t )  jara­

yon Gauss jarayoni ekan iig i k o ‘rsatilsin.
Yechim i. B iro r t x , . . . , t k vaqt m omentlari uchun (¿;(?, ),..., % ( t k )) 

kesim larni b irgalikdagi taqsim otlarining xarakteristik funksiyasini 
topam iz. 14-ta’r ifg a  k o ‘ra
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bu yerda a ,  = Y ] g , ( t j ) z r  r / ] , r ] 1 , . . . , r j n tasodifiy m iqdorlam ing birga-
j -1

likdagi taq sim o ti norm al taqsim ot bo‘lgani uchun,
I n 2 n n

f^ (z 1, . . . ,z k-,tl,...,tk) = s x p \ iJ j M ti,al ,ris }a ,a s
I  /=1 ^  /=1 S=1

Endi a , n in g  ifodasini qo ‘ysak,

1=1 y=l

Z  2  Cov{ 77, ,fi, } a ,  a s = £  Z  Cov{ £  0 , 1 4  ( t }  )} ^ l z j  ,
/=1 i  =1 /=1 y=l

b o iib ,  bu y erd a

M { $ 0 ) }  =  i t M 7 l l g i  (0  =  m s  ( 0 ,
/=i

Cov{£ C /) ,£  (5)} = Z  Z  Covj??/ , r j n  } g ,  ( t ) g m ( s )  = K t  i t , s ) .
1=1 m=l

S h n n d ay  qilib, ¿ ( t )  Gauss jarayonidan iborat, chunki uning 
xarak teristik  funksiyasi (9) m unosabatni qanoatlantiradi.

3 -§ . B o g ‘ liqsiz orttirm ali tasodifiy jara yo n la r

B o g iiq s iz  orttirm ali jarayon lar tasodifiy jarayonlam ing  juda 
m uhim  sin flaridan  biri hisoblanadi. Broun harakati, Puasson jarayoni 
va b oshqalar bu sinfga tegishlidir.

1 5 -ta ’r i f .  [q(t),t&  T\ tasodifiy jarayon berilgan b o is in . A gar 
ixtiyoriy n e  N va t0 < t x< . . . < t n shartni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy



,/,,e  T  vaqt m om entlari uchun £(/0) ,| ( / J - £ ( í 0) ,. . . ,£ ( O - £ ( '* - 1) 

tasodifíy miqdorlar b o g iiq s iz  b o isa , u holda £(/) b o g ‘liqsiz 
orttirmali tasodifiy ja ra y o n  deyiladi.

3-izoh. (£(/,),,..,£ (/*)) tasodifiy vektorlami ((£(*,)-£(/„),..., 

£ (/„) — !(?„_,)) vektorlardan xosmas chiziqli almashtirish yordamida 

topish mamkin b o ig a n i  sababli, b o g iiq s iz  orttirmali tasodifiy 
jarayonning taqsim otlarini berish uchun jarayonning bitta c (?) 

nuqtadagi bir o ic h o v li  taqsimoti va s > t  uchun orttirma-

larining taqsimotini b erish  yetarli.

{£ { t ) , t  > 0} tasod ifiy  jarayon berilgan b o isin . Agar bir ehtimol 

bilan £(0) = 0 va s )  tasodifiy miqdoming taqsimoti

s - t  ga b o g iiq  b o i ib ,  t  ga b o g iiq  bo ‘ lmasa, bunday b o g iiq s iz  

orttirmali tasodifiy ja ra yo n  bir jinsli deyiladi.
Birjinsli taso d ifiy  jarayonning xarakteristik funksiyasi

/ 0 , 0  = M e x p { i z £ { t ) } ,  z e  R l (10)
ktrrinishga ega.

3-tec rem a. J \ z , t ) xarakteristik funksiya uslibu funksional 

tenglamani qanoatlantiradi:
f ( z , t  +  s )  =  f { z , t ) -  f { z , s ) ,  t , s >  0 (11)

Isboti. £(/) b ir  jin sli b o g iiq siz  orttirmali tasodifiy jarayon 

ekanligini liisobga o ü b , quyidagini topamiz:

M  exp{ i  ( z , 4 ( t  +  5))}  = M exp{ i ( z ¿ ( t  +  s )  -  £(s))}exp{ i ( z , |( s )}  =

= M  exp{ i( z ¿ ( t  +  s ) - % (5 ))} M exp{ i ( z ¿ (5 ))} =

=  A /e x p { / ( z , | ( 0 ) } M e x p { z ( z , | ( 5 ) ) } .

Teorema isbot b o id i.
Tasodifiy ja ra y o n  £(/) uchun ham uzluksizlik, differensial, 

integral tushunchalarini kiritish mumkin. Bu tushunchalar “ stoxastik 
analiz”  deb nom langan va hozirgi zamon matematikasida katta 
yo'nalish hisoblangan nazariyaning asosini tashkil etadi. Masalan, 
agar tasodifiy jarayon n in g  hamma tanlanma funksiyalari uzluksiz 
b o is a , u holda £(?) uzluksiz deyiladi. U zluksizlik tushunchasini 

boshqacha qilib k iritish  ham mumkin.
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1 6 - ta ’rif . { £ (/) ,fe  J}  tasodifiy jarayon berilgan b o is in . A gar 
a) l i a r  qanday t ,  t  +  h e  T  uchun h  —»Oda

bo i s a  taso d ifiy  jarayon  £ (?) s t o x a s t i k  u z l u k s i z  deyiladi.
b) I . i . m . ^ ( t  +  h )  =  ^ { t ) ,

H->o

y a’ni Hm Af|£ (? + h )  — | ( ? ) j _ =  0 b o ‘Isa. ii holda q  (f) jarayon ? nuq~

tada o  ‘r í a  k v a d r a t i k  m a ’n o d a  u z l u k s i z  deyiladi.
Bu ta ’r i f  faqat ikki o ‘lchovli taqsim otlarga asoslangan xolos 

(?, =  ? , ? ,=  ?+ h ) .  Trayektoriyalari uzluksiz funksiyalardan iborat b o i -  
gan taso d ifiy  jarayonlar stoxastik m a’noda ham  uzluksiz b o ia d i. 
Lekin, ak sin ch a  stoxastik uzluksiz b o ig a n  tasodifiy jarayonlar uzluk­
siz b o im a g a n  trayektoriyalarga ega b o iish i ham mumkin.

4-teorem a. {£(?),?e T )  —  bir jinsli stoxastik uzluksiz jarayon 

b o is in . U  holda f ( z , t )  funksiya ? > 0  o ‘zgam vchiga nisbatan 
uzluksiz.

I s b o ti .  Teorem a da’vosi (11) m unosabat va
l i i a / ( z , s )  = l 12)
s-»0

tenglikdan  kelib chiqadi. Endi o ‘z navbatida, (12) munosabatni isbot- 
lash uchun  esa Vg > 0 uchun

| f ( z , s )  - 1| < M  |exp{ i z ¿  (í)}  - 1| < £  + 2 P ( \ z %  (s)| > s )  

ekanligini q ay d  etamiz. q  —stoxastik uzluksiz jarayon b o ig an i sababli 
■v —»Oda o'Kirgi ehtimol nolga intiladi.

E n d i b o g iiq siz  orttirm ali jarayonlarga doir m isollar ko'ram iz.
10 -m isoI (Puasson jarayon i). { £ (/) ,f e  T  =  [0,oo)| — b o g iiq s iz  

orttirm ali taso d ifiy  jarayon berilgan b o is in . Agar £(0) = 0 (d.m .) va  
ixtiyoriy s , t ( s < t )  vaqt m om entlari uchun tasodifiy
m iqdor a ( t  -  s ) param etrli Puasson taqsim otiga ega b o is a , u holda £ 
ja rayon  a  param etrli Puasson jarayoni deyiladi.

P u asso n  jarayoni turli am aliy tadqiqotlarda, xususan om m aviy 
xizm at k o 'r sa tish  nazariyasida juda katta ahamiyatga ega. 
T rayek to riyasi biror hodisani vaqtning 0 - m omentidan hozirgi t -
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m om entigacha ro ‘y b erish la r soni £ , ( t )  ni qayd etish bilan b o g iiq  
b o lg a n  jarayon P u asso n  jarayoni deb qaralishi mumkin. Bunday 
jarayonlarning aniq m iso lla r i sifatida kimyoviy m oddaning radioaktiv 
b o lin ish id a  ch iqad igan  fo tonlar soni, biror fizik qurilm aning berilgan 
vaqt o ra lig ‘ida ish d an  chiqishlari soni, sug‘urta kom paniyasiga 
tushgan talablar soni v a  shu  kabilarni qarash mumkin.

Puasson ja ra y o n in in g  barcha trayektoriyalari o ‘ngdan uzluksiz 
b o ‘lsa, u hclda u n in g  barcha trayektoriyalari butun qiym atli, kamay- 
m aydigan va o ‘s ish  nuqtalarida sakrashlari birga teng b o ‘lgan 
furiksiyalardan iborat ekanligini isbotlaymiz.

Bun mg uchun y sh b u  hodisalam i kiritamiz:

= jbarcha ikJcili ratsional nuqtalarda = z j ,

B =  {barcha t t <  t 2 ikkili ratsional nuqtalarda £ ( / , ) < £ ( i2)},

Í barcha butun 0 < i < A'sonlar uchun shunday ikkili ratsional | 

л I te  [0,//] nuqta m avjudki, bu nuqtada £(t)  -  i tenglik o'rinli J 

A ,  =  {I  ( t )  butun son }.

U holda
P(A, )  =  P { Ç ( t ) -  butun ) =  P ( £ ( / ) - | ( 0 ) -  b u tu n ) = 

= ¿ p ( í ( / ) - í ( 0 ) = ¿ ) = í e - “ í í f = i .
í = О 1=о  1 ■

A  hodisa A t hodisalam ing sanoqli sondagi kesishm asidan 
iborat b o ‘lgani sab a b li P ( A )  =  1- В  hodisa

hodisalar k e tm a-ketlig in ing  kesishm asidan iborat va 

p [ £ ( l ? H ( |r j > o J = i  bollëani sababli> 1 = P(B„)=P(B) .

C v3  | - ^ )  = 0 yoki l j  bo 'lgani uchun Puasson

jarayonining xossalajriga k o ‘ra,
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P ( C v ) > n V ( f ( ^ ) - i ( £ ) = O y o k i  1 ]=

e"“2 " + a 2 ~ ”e a T
7 2" A

Am m o a  - > 0  da e  °  +  a e  a  = 1 - o { a )  m unosabat o ‘rin!i b o ig an i 
tufayli. n  — >oo da

P (C jV) > [ l - o ( a 2 " " ) ] A2 ------ »1 va P (C V)= 1 .

N ihoyat, £ , ( t )  -  kam aym aydigin, butun qiym atli va o 'sisli nuq- 
talarida sakrash lari faqat birga teng degan m a’aoni bildiruvchi hodisa, 
Ç ( t ) r i m g  o 'n g d a n  uzluksizligiga ko ‘ra, C v hodisa bilan teng

N
kuchli b o ig a n i  uchun uning ehtim oli b irga  teng. Shuni isbotlash talab 
qilingan ed i.

S h u n d ay  qilib, a  param etrli Puasson jarayonin ing  trayekto- 
riyalari (tan lanm a funksiyalari) 1-shakldagi k o iin ish g a  ega. Blinda

-  birinchi sakrash  momenti, ikkinchi sakrash m om enti va 
h okazo la rdan  iborat. Boshqacha aytganda

r„ = m in { ?> 0 ;£  (/) = «} (13)
b o i ib ,  s h u  bilan birga buaday t  m om entlar b o im asa , u  holda 
r n =  +oo deym iz.

(13) tenglik orqali kiritilgan r n -  ([0,ao) dan qiymat qabul 
qiluvchi) ta so d ifiy  miqdordan iborat. Haqiqatan ham,

A .

Ty,x2 - T [ , . . . ,T „  — b o g iiq s iz  b ir xil taqsim langan tasodifiy  
m iqdorlar b o iib , ular a  parametrli k o isa tk ic lili taqsim otga cga 
ekanligini k o is a t i s h  qiyin emas.

1 1 -m iso l. (Viner jarayoni). Y iner jarayoni jarayonlar naza- 
riyasin ing ju d a  muhim m isallaridan biridir. B u tasodifiy jarayon  
qandaydir m a’noda suyuqlik ichidagi zarracha m olekulalarining 
xaotik za rb a la r i natijasidagi harakatining m atem atik modeli vazifasini 
o ‘taydi, shutning uchun ham  uni Broun harakari deb ham atashadi.

{ T  = [0,°o)} -  b o g iiq s iz  orttirm ali tasodifiy  jarayon
berilgan  bo  is in .  Agar w(Û) = G (d.m.) va ixtiyoriy s , t  (0 < s < t )  vaq t 
m om entlari uchun w ( t )  —  w(s) tasodifiy m iqdor matem atik kutilm asi
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0 dispersiyasi Г — s  ga teng  b o ‘lgan norm al taqsim otiga ega bo 'lsa , u 
holda w(t) jarayon 0 d a n  chiquvchi Viner jarayoni deyiladi.

V iner ja rayon in ing  chekli o ‘lchovli taqsimotlarini topamiz. 
Buning uchun 0 < r, < tengsizliklam i qanoatlantim vchi t v . . . , t n

m om entlarni fiksirlaym iz va w — (w ,,...,w n )  vektorni qaraymiz, bu 
yerda w .  =  w ( t . ) , j  =  \ , 2 , . . . , n .  X  =  (w ,,w 2 -  w,,..., w n -  wn_j) vektor-

ning koordinatalari b o g ‘liqsiz va har qaysisi norm al taqsim langan 
tasodifíy m iqdorlardan iborat b o ‘lgani sababii uning quyidagi 
birgalikdagi taqsim otin i hisoblash qiyin emas:

-1 2
c

Р г (л1,...,хк;/),...,?,!) =  П [ 2 л - ( / , - / м )] exPÍ ? ( t _ t  ,
¡= i I i—1 >

bu yerda í 4 = 0 . Shu b ilan  b irga tv=  A X  bo ‘lib, bu yerda

O  0 0 . .  . 0 0 л 

1 1 0 .  . . 0 0
A  =

1 1 1 . . .  1 1 

Bu holda

P - ( x )  =  \ d e t  A \ - '  P x ( A - ]X )  

ekanligi bizga m a’lu m  (II bob. mustaqil yeehish uchun m asalalar). 
Shu bilan birga det/4 =  1 ekani va

f  l  0 0  . .

Oo

- 1 1 0 . . 0 0

A ~ l = 0 - 1 1 . .  0 0

v 0 0 0 . . . -1 y .

teksh irib k o ‘rish qiyin emas. Bundan

A  X  =  (л, , x 2 -  X ] j c n -  x ri_¡ )  va
-12

2 U i - ' i - O

kelib chiqadi, bu y e rd a  x 0 =  0 .
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D em ak, Viner jarayonining chekli o lch o v li taqsim otlari 
norm al (G auss) taqsim otidan iborat ekan.

B r o u n  h a r a k a t i  j a r a j o n i .  V iner jarayonining fizik mohiyati, 
B roun harakati nomi b ilan  m ashhur b o ig a n  jarayonda nam oyon 
b o ia d i. T ark ib i bir jinsli b o ig a n  suyuqlikka solingan zarrachani 
k o ‘raylik. U suyuqlik m olekulalari bilan to ‘qnashishlar natijasida 
uzluksiz tartibsiz harakatlanadi. Broun harakati birinchi b o ‘lib 19- 
asrda ing liz  shifokori Robert B roun tom onidaa kuzatilgan. Broun 
harakatin íng  m atem atik nazariyasi 20-asr boshlarida Bashelye va 
E ynsh teyn lar tom onidan tak lif  qilingan. Bu nazariya tajribalar yor- 
dam ida teksh irish  uchun yetarli b o ‘lib, ammo m atem atik nuqtayi 
nazardan ular yetarlicha asoslangan emas edi. Bu vazifani birinchi 
b o ‘lib 1923-yilda Norbert V inerbajardi.

Bu jarayonning  diskret analogi sifatida, ushbu tasodifiy daydish 
m odelini k o ‘rish muinkm. Zarracha o‘z holatini faqat A t  ga karrali 
b o ‘lgan v aq t m om entlaridagina o ‘zgartiradi. л- nuqtada turgan 
zarracha, undan oldingi holatlariga bog‘liqsiz ravishda, qo ‘shni 
x  +  A x  y o k i X  — A x  nuqtalardan biriga teng ehtim ollar bilan o‘tadi, shu 
b ilan  b irg a  siljish barcha x  nuqtalarda bir xil A xga teng (bir o ‘lchovli 
daydish). M a’lum m a’noda A v -» 0  va A /—»0 b o ‘lgandagi limit 
holatida B ro u n  harakatining fizik raohiyatini xarakterlovchi tasodifiy 
jarayon  h o s il b o ‘ladi.

w ( t ' )  orqali B roun zarrachasining vaqtni 1 m om entidagi holatini 
belg ilaym iz. Vaqtning boshlang 'ich  t =  0 mom entida zarracha л  = 0

nuqtada b o ‘lsm. Diskret sang ‘ishda zarracha t  vaqt davom ida n - ~
At

m arta siljiyd i, ulardan qandaydir S n tasodifiy sondagilari o 'ngga, 
qolgan n  —  S n tasi esa chapga siljishlardan iborat b o ‘lsin. Shunday 
qilib, za rrachan ing  o n g g a  S HA x ,  chapga k o ‘chishi esa ( n - S n ) A x  

b o ‘lib, w ( t ' )  va S n orasida ushbu

w ( t )  = [¿ ’„Дх -  { n  -  S„)Ax] = (2S n —  л ) A x  

tenglik  o ‘rin li, bu yerda t  =  n A t .  A gar w(0) = 0 tenglikni hisobga 
olsak, u  ho Ida ixtiyoriy s , t > 0  uchun

w ( s  +  / ) = [  w ( i ) -  w ( 0 ) ]  +  [ w (?  +  5 )  — M » ]

tenglik  o ‘rLnli.
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K o'rilayotgan day d ish  m odelida vv(.s) — w(0) va w(f + s ) -  w(s) 
tasodifiy m iqdorlar b o g ‘ Iiqsiz b o ‘lib, u lar bir xil taqsim otga ega 
ekanligini k o ‘rish qiyin em as . Shuning uchun ham, ixtiyoriy s , t  > 0 
uchun ushbu

D w ( t  + 5 )  = £)[ vt'(i') -  vi’(O)] + D [ w( t  + s )  -  w(s)] =
= D w ( s ) + D w ( t )

tenglik o ’rinli. D \ v ( r )  d isp ers iy a  t ( t >  0) argumentning funksiyasi 
sifatida qaralganda, ch iz iq li funksiya ekanligi ko ‘rinib turibdi, shuning 
uchun ham

D w ( t )  -  a 2t ,  0 < t < c o ,

b o ‘lib, bu yerda a 1 -  d iffuziya koeffitsiyenti deb ataluvchi biror 
o 'zgarm as sondan iborat. Ikkinchi tom ondan, t  vaqt davom idagi y a ’ni

n  =  —  ta qadam dagi siljish n in g  dispersiyasi 
At

D w { t )  =  (Ax)2 ~

ekanligini k o ‘rsatish  q iy in  em as. N atijada Ax va A /orasida quyidagi 
m unosabatni hosil q ilam iz :

i ^ l  = CT2 .
A t

Zarrachaning siljish lari bir-biriga bog‘liq bcTlmagani sababli, 
u larrr 'yutuq”ning eh tim o li - 1 / 2  ga teng b o ‘lgan Bem ulli tajri- 
balari deb qarash ham  m um kin . Shu bilan birga zanachaning o 'ngga 
siljisl shtimoli /7 = 1 /2  g a  teng. U  holda S -m u sb a t y o ‘nalish tomon 
qo‘yilgan qadam lar (s iljish lar) soni n  ta bog’liqsiz tajribada chiqqan 
“ yutuq”lar soniga teng boTadi. Shu bilan birga. vaqtning t- mo-

m entidagi zarrachaning holati S *  = —j = ( 2 S n — n )  -  norm alangan
v«

m iqdor b ilan  quyidagi b o g ‘lanishga ega:

w ( t )  =  S'* yfnAx =  S ' y f t  — =  -  S ' a  \ l t .
VA t

Demak, w ( t ) tasodifiy  m iqdorning A ?—»0 dagi limit taqsimoti, 
m arkaziy limit teo rem aga k o ‘ra, quyidagi form ula orqali ifodalanadi:

pi x  ) =  lirn PÎS* < x) = - J =  f e - '~,2dx = cD(x). (14)
{ o f t  J  V
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S tasionar jarayonlar tasodifiy  jarayonlarning m uhim  sinflaridan 
b in  h isob lanad i. Statsionarl ik xossasi jarayon kesitnlari sinfining b a ’zi 
x arak teristikalari vaqtga b og‘liq em asligini bildiradi.

1 7 - ta ’r if .  { % ( t ) , t e  7} jarayon berilgan b o is in . A gar n  > 1 larda 

ix tiy o riy  t v . . . , t „  e  T  vaqt m om entlari va Ç { t x +- h ) , . . . , Ç ( t n +  h )  tasodifiy 
m iq d o rlam in g  birgalikdagi taqsimoti, (^ + h)e  T, i= l , . . . ,n  shartlam i 
bajarad igan  barcha h  lar uchun bir xil bo'lsa., u hoida £  ( t )  s t a t s  i o n  a  r  

t a s o d i f i y  j a r a y o n  deyiladi.
S ta s io n a r jarayonning chekli o ‘lchovli taqsim otlari h  ga surish- 

ga n isb a tan  invariantdir. Agar bunday jarayonning inatem atik kutil- 
m asi m av ju d  b o ‘Isa, u o ‘zgarmas,

M Ç ( t )  =  M £ (  0),
va (lklcinchi m om ent m avjud bo 'lsa) K -  ( t , s ) — kovariatsiya funk-

siyasi s ' )  ayinnagaginabogM iq boTadi. Shu m unosabat bilan quyi- 
dagi ta ’ rifni kiritam iz.

1 8- ta ’r if .  Agar ixtiyoriy t , s e  T , t  -  s e  T~ uchun

M Ç ( t )  =  c o n s t ,  C o v ( £ ( t ) , Ç ( s ) )  =  K ( t - s ) 

b o ‘lsa, u  ho lda  {£(?),/ e  7} — k e n g  m a ' n o d a  s t a t s i o n a r  j a r a y o n  deb 
ataladi.

B ir  xil taqsim langan, bog‘liqsiz bo‘ lishi shart b o ‘lmagan 
ta so d ifiy  m iqdorlam ing yig 'indisi statsionar tasodifiy jarayonga misol 
b o ‘ladi. Endi m urakkabroq m isollam i k o ‘ramiz.

1 2 -m iso l. A , r j  > 0 , q )  A , T } , < p  tasodifiy miqdorldi e»a A , i j Uso- 
difiy m iq d o rla rg a  b og‘liq emas va [0 ,27r] oraliqda tekis taqsim langan 
b o ‘lsin.

£ ( t . c o )  =  A c o s ( r j t  +  cp)

fo n n u la  orqali aniqlangan tasodifiy jaray o n  statsionar ekanligini isbot- 
laym iz.

I s b o t i .  Ç ( t )  statsioaar jarayon ekanligini k o ‘rsatish uchun 
ix tiy o riy  n  o ‘lchovli C  Borel to‘plam i va ixtiyoriy h , t l , . . . , t n  vaqt 
m o m en tla ri uchun

4 -§ . S ta s io n a r  ta s o d if iy  j a r a y o n l a r
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P ((^4cos(r7(r, +  h )  +  ( p ) , . . . , A c o s ( r i ( t n Jt - h ) - sr ( p ) ) e  C ) =

= P ( ( ^ c o s ( 77/, + q > \ . . . , A c o s ( r / ( t n +  < p ) ) e  C ) 

ekanligini isbotlash zarur. B  orqali x > 0 ,  y > 0 ,  ze [0 ,2 7 r] va 
(xcos(jtf, -+z),...,xcos(jtfn + z ) ) e  C  shartlarni qanoatlantiruvchi (x , y , z )  

nuqtalar to ‘plam ini, e u  >  orqali esa [0,2 n \  oraliqqa keltirilgan (ya’ni 
2 n k < u  < 2 n ( k  +  \ )  u c h u n  < u > = u - 2 n k )  u  nuqtani belgilaymiz. U 
holda isbotlanayotgan tenglikni

P ( ( A , r i , < ( p  +  r i h > ) < =  B )  =  P ( ( A , T j , ( p ) &  B ) 

ko ‘rinishda yozish  m um kin , yoki

I P v  ( z : ( x , y , < z  +  ÿ h > )e  B ) d F Ar]  ( x , y )  =
0 0

=  l J i > { Z : ( X ’ >; ’ Z ) e  B } d F A,n  
0 0

bu yerda F ^ - ( p  ta so d ifiv  m iqdom ing taqsimoti, F Ar} esa A  va rj

tasodifiy m iqdorlam ing  b irgalikdagi taqsimoti.
Àmmo oxirgi te n g lik  o ‘z -o ‘zidan ravshan, chunki (f> tasodifiy 

m iqdom ing taqsim oti surishga va 2n  modul bo ‘y icha keltirishga 
nisbatan invariant bo‘ Igani sababli, V x,y uchun

F <p { z : { x , y , < z  +  y k  > )e  B )  =  F (p{ z : ( x , y , z ) &  B } .

13-misol. M Ç ( t ) = m  va K 4 (.' s )  =  C ( t - s )  kovariatsion 
funksiyaga ega b o ‘lga.n G auss jarayoni, toi n a ’noda statsionar b o iish i 
isbotlansi».

Yechim i. ç (/) jarayonning  T  uchun n  o ich o v li
taqsim otm ing xarak teris tik  funksivasi

A  ( z „ . . . , z n \ t x ) = exp *X  z j m  - y Z Z  c ( {i  - 1., ) z / z j
\ j=1 ^ /=1 j=l y

\ a  u barcha t ,  la rn i t ,  +  h \  l  —  lar bilan almashtirishda,
c 'zgarm aydi, shuning u ch u n  jarayonning n  o ‘lchovli taqsim otlari ham 
l ! larni t ,  + h  lar b ilan  alm ashtirganda o ‘zgarmaydi, shu bilan birga bu 
barcha n >  1 va t ! - h h & T  shartni qanoatlantiruvchi barcha h  lar 
uchun o‘rinli.
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14-nmisoL { w { t ) , t  > 0 | -  B roun harakati jarayoni va r > 0  

b o ‘lsin. { Z ( t )  =  w ( t +  >  0} keng m a ’noda statsionar jarayon
ekanligini k o ‘rsatib, uning kovariatsiya funksiyasi topilsin.

Y e ch im i. Z ( t )  jarayonning m om entli xarakteristikalarini aniq- 
laymiz. M w ( t )  = M w ( t +  r )  = 0 b o ‘lgani uchun, M Z ( t )  =  0 va

C o v ( £  ( t ) , g { s ) )  =  M ( w ( t - v ) ~  M '(f))(w(;i£:+ 0 ~  M s ) ) =

= m in (7  + r , s  +  r ) — inin(z',5 +  r )  - m i n ( /  +  r, j ) +  m in(A ^) =

i t — |? - s | .  agar
= I n  I ! = K ( t - s ) .![0, ag a r | / - j  > r

Shuday  qilib, Z ( t ) jarayonning kovariatsiya funksiyasi faqat 
t  — s  ga b o g ‘liq boTgani sababli u  keng m a’noda statsionar jara - 
yondan iborat.

5-§. M a rk o v  ja ra y o n la r i

B u p arag ra fd a  biz, am aliyotda keng koTam ii tatbiqlarga ega 
b o ‘lgan, ta so d ifiy  jarayonlarning yana b ir muhim. sinfi liisoblanadigan 
M arkov ja ray o n la ri bilan tanishamiz.

( Q , A , P )  ehtim ollar fazosida {£ (/) , t  >  0} jarayon aniqlangan 
b o is in . M ark o v  jarayoaining ta ’rifini keltirishdan oldin quyidagi 

(u),u </}; 5[,>00) = cr{^(u) ,u>t)  
b e lg ilash lam i kiritamiz. Q aralayotgan cr -  algebralam iug aniqla- 
nishiga k o ‘r a ,  agar u < t  b o ‘lsa, £ (u ) tasodifiy m iqdor 5 , cr-algeb- 

raga n isb a tan  o 'lchovli va agar u > t  bo‘lsa, u  5 lf00) ga nisbatan 

o ‘lchovli b o  ‘ ladi.
1 9 - ta ’ rif. A gar ixtiyoriy t >  0, A e  £ e $ L/ x )  lar uchun 1 

ehtim ol b i la n

P ( A B  Í  £, (0 )  =  P { A  / £ ( t ) ) P { B / g { t ) )  (15)

tenglik o ‘r in l i  b o ‘lsa, u holda /> 0 }  tasodifiy jarayon  M arkov
jarayoni, (1 5 )  xossa esa M arkov xossasi deyiladi.

M a rk o v  jarayonining y an ab itta  ekvivalant t a ’rifini keltiram iz.
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2 0 -ta ’rif. Agar ixtiyoriy chekli /  Borel funksiyasi va 
/, < U  <  - < K - t  tengsizlikn i qanoatlantiruvchi vaqt m omentlari uchun 

<0)|f ( 0 > - .£ ( 0 )  = M ( № ( t ) \ 5 X O )  (16)
b o ‘Isa, u holda {£ (/), / >  0} tasodifiy jarayon M arkov jarayoni deyiladi. 

T a ’rifga k o ‘ra,
P ( s , x , t , B ) = P ( q ( t ) e  B \ S ( s )  =  x )  (17)

va bu funksiya absolut u z lu k siz , ya’ni uni

P ( s , x , t , P )  =  J p ( s , x , t , y ) d y ; V 5 e  £(/?)
B

k o ‘rinishda ifodalash m u m k in  b o ‘lsin.
P ( s , x , t , B ) funksiya  Ç(t)  jarayonning o ‘tish funksiyasi (yoki 

ehtimoli), p ( s , x , t 7B )  e s a  o ‘tish zichligi deyiladi.
5-teorem a. A gar /> 0 }  M arkov jarayoni bo ‘Isa, u holda

P ( s , x , t , B )  = j P ( s , x , u , d y ) P ( u , y , t , B ) , (18)

p ( s , x , t , z ) =  J  p ( s , x , u , y ) p ( u , y , t , z ) d y . (19)
R

Isboti. g ( t )  M ark o v  jarayoni bo ‘lgani sababli, i t  >  s  uchun 
P ( s , x , t , B )  = P ( g ( t ) e  B \ g ( s )  =  x )  =

=  j> ( (£  ( / ) e  g n ç ( i / )  = y ) |^ ( 5) = .v)c/y =
R

=  r P ( Ç ( t y E B n t ( u ) = y n Ç ( s ) - - x )  d  _

J P (£ (i)= *  ;

-  j f ( 8  ( » «  * i { (  » )  -  y  r w  w  - 1 ) °

=  p>(£(<)e  JS|ic«<) = j >)/»(î Ck) = j >|S(j ) =  x)<*> =
R

= § P ( s , x , u , d y ) P ( u , y , t , B ) ,  

j i

y a ’ni (18) tenglik isbo tland i. (19) tenglik ham  shu kabi isbotlanadi.
(18) va (19) ten g lam ala r K olm ogorov-C hepm en tenglam alari 

deyiladi.
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Endi (17) shartni qanoatlantiruvchi £(t) Markov jarayoni 
mavjud bo'lishi uchun P ( s , x , t , B )  funksiya qanday xossalarga ega 
bo‘lishi kerakligini aaiqlaymiz.

2 1 - ta ’r if . (K,SRX) o‘lchovli fazo bo‘lsin. Agar P ( s , x , t , B ) 
funksiya quyidagi shartlami qanoatlantirsa:

1) B ning funksiyasi deb qaralgan P ( s , x , t . B )  liar bir 
s  <  t ,  i s  N  da ehtimollik taqsimotidan iborat;

2) liar qanday y < t  va B e  uchun P ( s , x , t , B )  x ga nisbatan 
oTchovli;

3) O < s < u < t  da, ixtiyoriy x va B e SRj. uchun (18) tenglik 
o‘rinli;

4) agar 5  = t  bo‘ lsa, u holda P ( s , x , t :B )  =  J Y ( B ) , bu yerda

u o ‘tish funksiyasi deb ataladi.
Bu ta’rifdagi 1- va 2-xossalar P ( s , x , t , B ) funksiyani shartli 

taqsimot ekanligini asoslaydi.
Endi g (0) = a  boshlang" ich shartni qanoatlantiruvchi qandaydir 

g ( ' )  jarayonning chekili oTchovli taqsimotlarini P ( s , x , t , B ) funksiya 
yordamida ushbu

formula orqali ifodalaymiz
3- va 4-xossalardan bu chekli oTchovli taqsimotlarning 

moslanganligi kelib chiqadi va shuning uchun ham ular KLolmagorov 
teoremasiga ko‘ra, £(/) jarayonni to‘la aniqlaydi. (2 0 ) fonnula va 
(16) ga k o‘ ra

(20)

Demak, 20-ta’rifga ko‘ra biz
P ( s , x , t , B )  = P ( £  ( t ) e  B ^ { s )  =  x)  

shartni qanoatlantiravchi Markov jarayonini qurdik.
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Agar P ( s , x ,  i , B )  =  P ( 0 , x , t - s , B )  tenglik bajarilsa, u holda 
<£(/) b i r  j i n s l i  M a r k o v  j a r a y o n i  d e y i l a d i  va bunda o ‘tish ebtimolini 
qisqalik uchun P ( x y r , B )  ko‘rinishda yoziladi.

Bir jinsli M arkov jarayonlari uchun Kolmogorov-Chepman 
tenglamasi soddalashadi:

P ( x , s  +  t , B )  =  j P ( x , s  , d y ) P ( y  , t  , B ) ,
R

Maikov jarayonining chekli o'lchovli taqsimotlarini topish 
uchun uning o‘tish ehtimollari va biror boshlang'ich momentdagi bir 
o ‘lchovli taqsimotlarini bilish yetarli, chunki to‘la ehtimol formulasi 
va Markov xossasini ishlatib,

B \ ) G B k )=  | p ( ° >x i A ’ d x i )
p. Bt

... J P ( t k_x , x k_x , tk ,dxk )
Bk

tenglikni hosil qilamiz, bu yerda 0 = t0 < tx <  ...< tk B l , . . . ,Bk e  B(R) ,  

x ( B )  =  P t f ( 0 )e  B).

6-§. M a rk o v  za n jir la r i

Markov jarayonlari nazariyasida fizikadan olingan atamalar 
ishlatiladi: jarayonning qiymatlar to‘plami f a z . a l a r  f a z o s i  (yoki 
h o l a t l a r  f a z o s i ) ,  uning elementlari esa h o l a t l a r  deb ataladi. 
4 ( t ) ,  t e T  -  tasodi fly  jarayonni qarayotganda, vaqtning t mo mentida 
fazaviy holati £ ( t )  foo‘lgan sistema haqida gapiramiz.

Keyinchalik Markov zanjiri deb atalgan jarayonlar birinchi 
marta 1906-1907-yillarda A.A.Markovning rus tilida yozilgan asar- 
larida ucbraydigan unli va undosh harflar ketma—ketligining xossa- 
larini o‘rganishga b a g ‘ishlangan ishlarida ko‘rilgan.

Ushbu paragrafda biz Markov jarayonlarining muhim sinfí 
hisoblanadigan, holatlar fazosi chekli yoki sanoqli to‘plamdan iborat 
bolgan, bir jinsli M arkov zanjirlari bilan tanishamiz va uning asosiy 
xossalarini o‘rganamiz. Umumiylikka zarar keltirmay Markov 
zanjirining holatlari natural sonlardan iborat, deb faraz qilishimiz 
niumkin. 1 parametr manfiy bo‘lmagan butun qiymatlami qabul 
qiladi, ya ’ni T  = {0 ,1 ,2 ,...}  deb faraz qilamiz. U  holda £ ( t )  Markov 
xossasini qanoatlantiruvchi tasodifiy ketma-ketlikdan iborat bo‘ladi.
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3 -izo h . ushbu  {1,2,...,«} to ^ lam d an  qiym atlar qabul

qiluvchi ta so d ifiy  m iqdorlam ing ixtiyoriy ketm a-ketligi b o ‘lsiu. 
Shartli eh tim o ln in g  ta ’rifiga k o ‘ra , ixtiyoriy t  >  0, t e .  N  lar uchun

P ( Z o  = 'o  & \  =  h  =  h ’ 4 t+ \  =  h + \  )  =

=  P(40 = *0 )TJ.P{%?+\ = (s+1 |?0 = Z0 >•■•'4 = h} (21)
5=0

tenglik o 'r in l i .
A gar tasodifiy m iqdorlar bogTiqsiz b o ‘lsa, u  holda

=  L i  |£o = *o. - £ s  = h  } = P ( 4 „ i  =  *«-! )
va b irg a lik d ag i taqsim ot formulasi ancha soddalasliadi:

P ( £ o  =  h 4 i  =  =  i, ¿ , +1 =  Wi) =  t l p ( £ .  =  O -  (22)
5 = 0

M a rk o v  zanjiri — chetki (21) va (22) hollar orasida turgan 
bog‘liqli ta so d ifiy  m iqdorlar ketm a-ketligidan iborat.

M a rk o v  zanjirlari uchun 20- (va 21-) ta ’r if  ancha soddalashadi 
va ushbu k o ‘rin ish g a  ega b o iad i.

2 2 - ta V if . H olatlar to ‘plam i S  chekli yoki sanoqli b o ‘lgan 
d i s k r e t  v a q t l i  M a r k o v  z a n j i r i  deb tasodifiy m iqdorlam ing shunday 
{ 4 „ t -  0 ,1,...}- ketm a-ketligiga aytiladiki, u lar ixtiyoriy /> 0  va 
ixtiyoriy /0,/j i r it+i e S  holatlar uchun

P{4m  =  il+1 %  = 'o *-,4, = *,} = p{ i t+\ = lM %t = h } =
shartni qanoatlan tirad i.

T asu d ifiy  miqdor l ,0 sistem aning boshlang 'ich  holatini bildiradi 
va un ing  taq s im o ti

p ™  =  P & = k ) ,  2 ^  =  1
t

b o s h l a n g  ‘i c h  t a q s i m o t  deyiladi.
A gar J P j P funksiya t  ga bo g ‘liq b o ‘lmasa, u holda M a r k o v  

z a n j i r i  v a q t g a  n i s b a t a n  b i r  j i n s i i  deyiladi.
H o la tla r  to ‘p la mi {1,2,...,«} b o ‘!gan vaqtga nisbatan bir jinsii 

M arkov z a n jir i  uchun (21) form ula
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=  p (£ 0 = V) ) n  p { i k  = h  kV i =  h - i  } =  p [ ° ' f l P i k. , i k (23)
k= 1 4 = 1

ko 'rin ishini oladi. H o la tla r to ‘plami {1,2,...,«} bo‘lgan vaqt b o 'y icha

bir jin sli M arkov z a n jir i  trayektoriyalarining taqsim otlari n 1 +  n  ta 
param etilar

P m  = { p [ 0) =  P { ^  =  k ) , \ < k < n }

va p tj = / J{^i+l =  =  zj o ‘tish ehtim ollari bilan aniqlanadi. p i; ni 

sistem a bir qadam da / -holatdan j  -holatga o ‘tish ehtim oli deb talqin 
qilish nrumkin.

p { £ o = i o ’Z i = h ’- ’Zt = i i )  =

/ Pu— Pi*
O ‘tish ehtim ollari p  , matritsani hosil qiladi.

J ? n \ — P m  y
0 ‘tish m atritsasin ing  barcha elem entlari nomanfiy, har b ir 

satrdagi elementlar y ig ‘indisi birga teng. Bunday m atritsalar s t o x a s t i k  

m a t r i t s a l a r  deyiladi. Barcha satrlarining elem entlari y ig 'm disi birdan 
oshm aydigan va e lem en tla ri nom anfiy bolgan m atritsa esa y a r i m  

s t o x a s t i k  m a t r i t s a  d ey ilad i. Har bir ustun elem entlarining y ig ‘indisi 
ham  bir bo 'lgan  s to x astik  m atritsa i k k i  m a r t a  s t o x a s t i k  m a t r i t s a  deb 
ataladi.

V aqt bo ‘y ich a  b ir jinsli bo ‘hnagan M arkov zanjirlarida
j(') _ II „(')P  =  -  o‘tish m atritsalari t  ga b og‘liq b o ‘ladi.

Sanoqli M ark o v  zanjirlarining o ‘tish ehtimollari guruhini 
o ‘lehovlari cheksiz b o ‘lgan m atritsa shaklida ifodalash mumkin.

Eridi M arkov zanjirlarini tashkil qiluvchi tasodifiy m iqdorlar 
ketm a-ketligi uchun b ir necha m isollar keltiraylik.

15-misol. B u tu n  qiym atlam i qabul qiluvchi b og ‘liqsiz va b ir xil

taqsim langan ta so d ifiy  m iqdorlar ketm a-ketligi {^, }^0 b ir jinsli

M arkov zanjirini h o s il qiladi. Bu ho Ida

p9 = P(4, =  j \ ^  = 0  = P ( |, = j ) -  = J) = pT  >
ya 'm  P  m atritsaning har bn* satri boshlang‘ich taqsim otdan iborat.
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16-m isol. { r ¡ i y _ t - b o g ‘liqsiz bir xil iaqsim langan tasodifiy miq­

dorlar, P ( r j t =  1)= p ,  P(T).  = -1 )  = q  va p + q  —  1 b o ‘lib. { ç ,} ketma-ketlik 

g ,  = m ax{£,_1 + 7 , , 0}, / = 0 ,1,2 ,... 

formula o rq a li ifodalangan boTsin. [ ç t \ ketm a-ketlik 0 nuqtada qay- 
taruvchi ek ran li m anfiy b o ‘lm agan butun sonlar to‘plam ida t a s o d i f i y  

d a y  d i s h  deb ataladi.
i t ke tm a-ketlik  M arkov zanjiri hosil qilishm i k o ‘rish qiyin

emas. Bu h o ld a  P { % Hl = / -I-1|£, =  /} =  /? ,P{£m  = i - i %  =/} =  q ,  i >  1
tengliklar o 'r in li b o ‘lgani sababli bu  M arkov zanjiri

' q p  0 0 0 . . Л  

q  0 pO 0 . . .
0 q 0 p  0 ...

P  =

o ‘tish m atritsasiga ega.
17-m iso l. g n — b og‘liqsiz bir xil taqsim langan nom anfiy butun 

qiym atlar q ab u l qiluvchi tasodifiy m iqdorlar ketm a-ketligi b o ‘lib, 
P ( % „  = k ) =  p k , k -  0,1, 2,... bo‘lsin. U  holda S 0 = 0 . ^  = <£, +

deb qabul q ilsak , {S n ketm a-ketlik b ir  jinsli sanoqli M arkov 

zanjirini ta sh k il qiladi. Bu holda o‘tish ehtimollari

p,j = p { s „ = i | ^ . ,  =  i} = p { s„_x + = J K ,  = i} =

[0 .7  <*
k o ‘rinishga eg a . Bu m isolda o ‘tish m atritsasi

P  =

P o P \ P i P i  —

0 P oP jP j....
0 0 p 0p v . . .

b o ‘lib uning har bix satri oldingi satm ing elem entlarini bir raqam ga 
o ‘ng to m o n g a  surishdan hosil bo ‘ladi.

1 8 -m iso l (Diffuziya uchun Erenfestlar modeli). F iziklar Paul va 
Tatyana E ren  fest no mi bilan ataluvchi bu m odel zanachalarni (bir-biri
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bilan tutashtirilgan) ik k ita  idishda k o ‘chish jarayonini tavsiflaydi va u 
molekulalarning harakati jarayonida klassik mexanika nuqtayi nazari- 
dan qaytariluvchan deb hisoblangan, qaytarilm aydigan o ‘zgarisli- 
larning (tutashtirilgan idishlarda bosim larning tenglashishi natijasida) 
vujudga kelish oq ibatlarin i tuslruntirib berish uchun taqdim  etilgan.

Ikkita idishda n  ta  zarracha bor b o ‘lsin. V aqtning har b ir 
/ = 0, 1,2 ,... m om entida tasodifan  va undan oldingilariga b o g iiq s iz , 
n ta zarrachalardan b itta s i teng  im koniyatli ravishda tanlanadi va u 
1/2 ehtim ol bilan o ‘z id ishida qoladi, yoki b o ‘lmasa 1/2 ehtim ol bilan 

hoshqa idishga o ‘tkazilad i. £ r esa vaqtning t  m om entida birinchi 
idishdagi zarrachalar soni b o ‘lsin. U holda bir jin sli M arkov zan- 
jirin i tashkil qiladi va

tenglik lar o‘rinli bo‘ lgani sababli, o ‘tish matritsasi quyidagi ko ‘ri- 
nishga ega:

r  1 
2

1
2

0 0 ..

ОО

0
\

0

1
2

1
2

n - 1 
2 n 0 ..

ОО

0 0

0
2 

2й
1
2

n —2 

2 n

оо

0 0

0 0 0 0 л-2 1 
" 2  п  2

2
2 ч

0

0 0 0 0 ... 0 í=!
2 п

1
2

1
2 п

0 0 0 0 . . .  0 0 1 1
V. 2 2 )

Endi m  q adam da sistem aning holatlari o ‘zgarishini o 'rganam iz. 
Shu maqsadda p j  ( m ) =  P ( £ m  = y |^0 = / ) — m  qadam da sistem a /'

holatdan J  holatga o‘t i s h  ehtim ollarini k o ‘ramiz.
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{ £ ,} -  holatlar to 'plam i {1,2 ,...,«} va o ‘tish ehtirnollari mat- 
ritsasi P  b o ‘lgan M arkov zanjiri b o ‘lsin. m  qadam da r/tish  ehtimol- 
lari P ( m )  = ||/7iy (w )||,/7i = l,2 ,... m atritsasini va  p ( t )  =  ( p 1 ( t ) , . . . , p n ( t ) )

v ek to rla m i kiritamiz, b u  yerda p k ( t ) =  P ( ^ t =  k ) .

6- teo rem a . 0 ‘tish  ehtim ollari matritsasi P  bo 'lgan bir jinsli 
M arkov  zan jirla ri uchun ixtiyoriy m  > 1 b o ‘lganda

P ( m )  = P m , p { t  + m )  =  p ( t ) P ' " , (24)

o ‘tish ehtim ollari matritsasi P {,,) =  =  /}j| b o ig a n  bir

jin s li b o ‘lm ag an  M arkov zanjiilari uchun esa
II p / e  _  ; | e  _ / l | | _  p (f)p(*+ > ) pU +m -1) .

~  J p t  - l S\\ r  r  —r  > ^5)

p ( t + m )  =  p ( t ) P U ) P u + n  . . . P ( t+m~l 1 
tenglik lar o 'rinli.

Isb o ii. T o 'la  ehtim ol form ulasiga k o ‘ra, istalgan 
Are { l ,2 , . ._ ,w - l}  va ixtiyoriy i , j e  {1,2,...,«} uchan

p..(m  +1) = Z  P,k(m )p kj =  (P (m )P )..
k=\

teng lik  o ‘ rinli, bu yerda ( A ) l} -  A  m atritsaning z-satridagi j -  eie- 

m entini b ild irad i. Shunday qilib, P («7 + 1)= P ( m ' ) P . Bundan, induk- 
siyaga k o ‘ ra, (24) formula kelib cbiqadi. (25) formula ham  shu kabi 
isbo tlanad  i.

Ix tiy o riy  n  -tartibli P H | va Q  =  |M stoxastik m atritsa-

lam ing  k o ‘paytm asi S  = .v(/| P Q yarn  stoxastik m atritsa b o ‘ladi.

H a q iq a ta n  ham, ko 'paytm anm g elem enti nom anfiy ekaniigi o‘z- 
o ‘z idan  ravshan . Shu b ilan  birga

n n n n n n

I > „  P i t  %  =  I  P i k  I  Q a  = 5 > »
J=l  1=1 k=\ !=1 k= 1 /=1

y a ’ni S  m a tritsa  ham  stoxastik m atritsa ckan.
S h u n d ay  qilib, 6-teorem adagi P m va P u r l )  . . . P ' 1 11 

m a tritsa la r  ham stoxastik.
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i . l .  M a rk o v  z a n jir i  h o la tla rin in g  k lassiflkatsivasi

M -  M arkov zanjirining holatlar to ‘plam i, p , j { t )  esa i  -  ho- 

latdan / -holatga t  qadam da o ‘tish ehtimoli b o ‘lsin. M arkov zanjiri 
holatlarini M arkov zanjiri trayektoriyalari, ularga tushish m om ent- 
larining xarakteriga k o ‘ra klassifikatsiyalash mumkin.

23-ta’rif. A g a r  b iror t >  0 uchun /?„(/) > 0  b o isa , u holda b ir

jinsli M arkov zan jir in in g  j  -holati i-holatdan keyin keladi deyiladi 
va buni / ( - > /  s im v o l orqali belgilanadi. A gar i f—> j  va j  \->i boLlsa 
( i ~ j ), z va j  h o la tla r  tutashgan holatlar deyiladi. ~  holatlar to ‘p- 
lam ida ekvivalent m u n o sab at b o ‘lishini tekshirib k o ‘rish qiyin emas.

Quyida k e ltir ild an  tushunchalar M arkov zanjirlari nazariyasida 
k o ‘p ishlatiladi. i e  A 1  holat:

1) agar /?fi (1) =  1 b o ‘Isa, yutib qoluvchi holat deyiladi;
2) agar p n ( /) > 0 shartni qanoatlantiruvchi t  -  vaqt 

m om entlarining eng k a tta  um um iy b o ‘luvchisi d  >  1 b o ‘lsa, d  davrli 
holat deyiladi;

3) agar uning davri birga teng bo ‘lsa, u holda u davriy emas 
deyiladi;

4) agar 3 / e  M \i  M> j , j ^ i  b o ‘lsa, u holda u ahamiyatga 
molik emas deyiladi;

5) agar V y e  M ; {  i  i—» j ]  =>{7 i-> /} b o ‘lsa, u holda u 
ahamiyatga molik h o la t  deyiladi.

Ahamiyatga m o lik  / — holat: a) agar .P{3/<°o;< ^ = /|^0 = /J  =  l 

shait bajarilsa, qaytuvchan; b) bunda agar t —>00 da p H( t ) —>0 
b o ‘lsa, u holda “no! qaytuvchan” deyiladi; c) agar lim supp u ( / ) > ( )

o
shart bajarilsa, / musbat qaytuvchan holat deyiladi.

Barcha tu ta sh g an  holatlar sinflaridan tashkil topgan to ‘plam da 
qisman taxtib mun<psabati o ‘rnatilgan: A  va B  tutashgan holatlar 
sinflari bo'lsin. A g a r eng kam ida bitta /e  A  holat qandaydir j e  B  

holatdan keyin k e lsa , u  holda holatlar sinfi A ,  B  dan so‘ng keladi 
deyiladi va buni B \ — > A  sim vol orqali belgilanadi. Tutashgan sinflar
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uchun A v - ^ B ,  B  A  vaziyat (hoi) A  =  B  bo 'igandagina bajarilishi 
mumkin.

Q aytuvchan  holatlar f i n a l  s i n f  tashkil qiladi: ulardan so ‘ng 
boshqa s in fla r kelishi m uinkin emas. H ar b ir yutib qoluvchi holat 
qay tuvchan , bu bir elem entli tutashgan qaytuvchan holatlar sinfini 
tashkil e tad i.

2 4 - t a ,rif. Bitta tutashgan holatlar sinfidan iborat bo ‘lgan 
M arkov zan jir i y o y i l n t a y d i g a n ,  agar u  bir nechta tutashuvchi holatlar 
sinfidan ta sh k il topgan bo‘ lsa, u y o y i l u v c h i  M a r k o v  z a n j i r i  deyiladi.

^ 0 1 0 '

1 9 -in iso l. a) D a v r i y  z a n j i r l a r .  0 ‘tish m atritsasi P  =  

b o ‘lgan b ir  jin sli M arkov zanjiri berilgan b o ‘lsa, u holda

, P 4 =  P , . . . .

0 01 

1 0 0

P -  =

tengliklar o  ‘rinli. Demak,

P s O )

'oor " 1 0 0
1 00 , F3 = 010

10 , 001\ y

= ' J
f 1, agar j -  i = i  (m od3),

[ 0 , aks hollarda.

x 0 /^ 0  ^

X u d d i shunday effekt blokli P  = OOP,

VP ,0 0  j

m atritsalar uchun

ham  o ‘rin li b o iib , bu yerda P ^ P ^ P ,  -  (kvadrat m atritsa bo 'lish i shart 
bo‘lm ag an ) stoxastik matritsalar. nollar esa mos o ‘lchovlarga ega 
b o ‘lgan  n o lla rd a n  tashkil topgan m atritsalardan iborat.

b) A^hamiyatga m olik boMmagan va yutib qoluvchi holatlar.
'  oc /3 y']

H olatlar t o ‘plam i {1,2,3} va o‘tish m atritsasi P =  0 1 0
0 0 1

a  +  ¡3 +  y  =  I , a  , f l , y >  0 b o ‘lgan M arkov zanjirida 1-holat -  aha- 
m iyatga m o lik  b o ‘lmagan, 2- va 3-holatlar esa yutib qoluvchi holatlar:
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P n (0  = « ' — T 5 ^ ° ’ P i2( i ) = ( l - A i ( 0 )  ^
/S+ r

p  p  pM l  1 2  J  13

0 P22 0 

°  0 0
ko'rinishidagi b lo k li m atritsa la r ham  xuddi shunday xossaga ega, bu 
yerda (J^, P n  P 3 ) ,  P Z 2 , P33 -  s to x as tik  matritsalar: /J, m atritsa aha- 
m iyatga m olik bo' Im agan  h o la tla r sinfiga mos keladi, P 22 va P 33 

m atritsalar esa tu tash u v ch i h o la tla r sinflariga mos kelishi mumkin.
7 -teo rem a. ( B i r  j i n s l i  M a r k o v  z a n j i r i n i n g  q a y t u v c h a n l i k  

k r i t e r i y a s i ) .  M arko 'v  zan jirin in g  j e  M  holati qaytuvchan b o ‘lishi
oC

uchun V  p (/( n )  =  oo b o ‘lishi z a ru r  va yetarli.
n=l

Isbo ti. {<f0 = j )  shartda, zan jim i j  -holatga qaytish m om ent- 

larining ketm a-ketlig in i k o ‘ra tn iz :
r 0 = 0 ,  T k =  min{ t  >  T k_ x : % t =  j } , k  =  1,2,...,

odatdagidek m in{ 0  } = oo deb o lam iz .

1-lem m a. A g a r  bir jin s li M arkov jarayoni b o ‘lsa, u holda 

{£0 - ] shartda A* =  T k - T , _ ,  k  =  1 ,2 ,. ..-  bog‘liqsiz b ir xil taqsim -

langan tasodifiy m icjdorlar ketm a-ketlig idan  iborat.
Isbo ti. {T k = / }  = j } munosab.at o ‘rinli bo ‘lgani sababli, 

M arkov xossasiga k o ‘ra, ix tiyo riy  natural n  va ixtiyoriy 
M  holarlar uchun

P { ^ m  ~  h+m > W ~  ~  *1 ~  h - \  ~  U  ~~

=  =  h+n,  =  j } =  P { % m =  h + m ’ m  =  h - , n \*0 =  j ) .

Shuning u c h u n  ham, 7 \  =  t  b o ‘lganda trayek-
toriyanirg taqsim oti k  ga va t  ga b o g 'liq  emas. Demak, ixtiyoriy 
¿ = 1,2,... uchun A k + l - T M  — T k  tasodifiy oraliqning uzunligi 
Ay = r  - 7 _ , ,y  =  l , 2 , ...,& o ra liq la rn in g  uzunligiga b og‘liq emas va

A, =  JJ tasodifiy m iq d o m in g  taq s im o ti bilan bir xil taqsimlangan.
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A g ar { |o  = 7} b o ‘Isa, u ho Ida

{ co : 3 t  < co: £ ( = j  j ={ a >: A 1 < 00}

ekan lig in i q a y d  etamiz. Shuning uchun ham  qaytuvchanlikni qayta 
q  Liyidagicha ta ’riflash mumkin: j e  M  holat qaytuvchan b o ‘lishi 
uchun

P ( Aj < 00) = 1
b o ‘lishi z a m r  va yetarli.

f  1, agar = 7 bo'lsa 
I J m )  =<j n =  1, 2,... tasodifiy indikatorlar

[0, aks holda,

k e tm a-k e tlig in i kiritam iz, v(jV) -  N  <  00 qadam da j  -holatga qay- 
tish la r  soni b o ‘lsin:

d e f  N

V ( N )  =  (co) =  max{ k : < N }
n=l

-v / i I „  (® ) |£  0 = 7 } =  = 7^0 =  7 } =  P j j  ( « )  bo‘lgani sababli,

M v ( N )  =  ^ P j j  { n ) .
«=1

A gar i ’(A1<co) =  l b o ‘lsa, u  holda ixtiyoriy k  =  1,2,... uchun 
sliunday  N (  k )  <  °o topiladiki, uning uchun

P(7*  <7V(Ä:)) = P {v (iV (Ä :))> A :}> i 

v a  shuning u c h u n  ham
JV(i)

n=I
OC

B undan , k  ni tanlash ixtiyoriy bo ‘lgani uchun ^  P , - ( n )  = 00 kelib
/7=1

cliiqadi.
Ikk inc h i tom ondan, agar P(A , <  00) =  p  < 1 bo ‘lsa, u ho lda { 7̂ .} 

k e tm a -k e tlik  birinchi m arta A k =  cc bo" ¡»an /i d auz ilib  qoladi. Agar

v = lim v ( N )  = m a x f k : T ,  < 00}
A '-» x  1 J

b o 'ls a ,  u h o ld a  yuqorida isbotlangan lem m adan
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P ( v  =  min{ k  : A k  = °o} = m j  =  p " '  1 (1 -  p )

kelib chiqadi, ya’n i  v  tasodifiy m iqdor p  parametrli geom etrik

taqsimotga ega, d em ak , M v = - ^ — . Shuning uchun ham, ixtiyoriy

N <oo uchun

2  P j j  ( « )  = M v { N )  <  M v  <  — 
n = \ 1 P

ya’ni ' ^ p j j { n ) < c o .  7-teorem a isbotlandi.
n=i
20-inisoI. a) bog‘liqsiz tasodifiy m iqdorlar b o ‘lib,

P ( C k  = l )  =  P ,  P ( . £ t = - l )  =  q  =  \ - p , k  =  l , 2 , . . -

bo'lsin. Agar S 0 =  O , S n — C,x +  ■■■ +  £ „ ,  n  — 1,2,... deb belgilasak, u hol­
da {S’,,} ketm a-ketlik  barcha holatlari tutashuvchi M arkov zanjiridan 

lborat. {S',,} ta so d ifiy  daydishning trayektoriyalari 0 holatga qaytishi 

uchun lining o‘n g g a  va chapga q o ‘ygan qadam lari soni bir xil b o ‘lishi 
zarur va yetarli. S h u n in g  uchun ham toq qadam da 0 holatga qaytish 
ehtimoli nolga ten g , 2n  ga teng b o ig a n  ju ft qadamda bu ehtim c) 

>oc da

/  ^ \  n _ n (4  PQ )
Poo ( 2 n )  — C 2 n p  q

i x n )V2

cliunki Stirling fo rm u lasig a  k o ‘ra n  -> oo da

\ ! 2 n 2 n \  —( O  „V ~ I 02«
C l  = f - 4  =  7 ----------^ - ( l  +  o ( l ) ) - ^ _ .

( „ )

Agar p ^ q  t>o‘lsa. u holda A p q < \  va ^ p 00( n ) < c o ,  y a ’ni 0
/7 = 1

holat qaytmas h o la t  b o ‘ladi. Agar 4 p q ~ \ ,  p - q - \ ~  b o ‘lsa va
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CO

X P o o (” ) =  ~I_G0 > y a ’11* bir o 'lchovli sim m etrik daydish uchun 0
n= 1
qaytuvchan b o la t.

b) T ek islikdag i (S10,S20)=(0,0), ( S b, , S 2m) = Y j ^ 2k A 4 2 i ) ,  n = 1,2...
¿=1

tasodifiy d ay d ish n i qaraymiz, bu yerda j ¿1 ,. } a-holatda k iritilgan 

ketm a-ketlik . Bu (5,,,. S 2n j  daydish a-holatda k o ‘rilgan ikkita 

bog‘liqsiz ta so d ifiy  daydishlam ing m ajm uasidan iborat. p  q  b o 'lgan  
holda S ln ta so d ifiy  daydish qaytuvchan em as va shuning uchun ikki

o‘lchovli d ay d ish  ham qaytuvchanm as bo‘ladi. p  = q  = -i b o ‘lgan hol-

ni qaraym iz. (0,0) 2 n  nuqtaga qadam da qaytish ehtimoli, har qaysi 
ikkita dayd ish lam ing  2n  qadam da 0 ga qaytish ehtim ollarining 
ko‘p ay tm asig a  teng:

P ( o , o ) ( o , o )  ( 2 n )  =  ( p o , o  (2 ^ ) )  —(2  C 2 n  ) > c c ~

00

^ j P « >  o)<oo)(2w) qator uzoqlashadi, demak isbotlangan teore-
n=l

maga k o ‘ra, ( 0 ,0 )  holat qaytuvchan.
c) Am m o

P(o.o,o)(o,o,o) ( 2 " )  = ( P o o  (2 « ) )3 = ( 2 ~ 2"  C2"„ f  ~ ^ 7 7  (" -> « > )

CO

va ^ P (0>0,0)tooo)(2") qator yaqinlashuvchi b o ‘lgani uchun uch o ‘l-
n= 1

chovli sim m  etrik  tasodifiy daydish ( S l n ,  S 2n , S 3rr) a-holatdagi uchta 
bog‘liqsiz dayd ish lam ing  guruhi uchun (0,0,0) holat qaytuvchim as 
ekanligi k e l ib  chiqadi.

6.2. C h ek li M ark o v  z a n jir la r i  u ch u n  lim it teo rem a

V a q tg a  nisbatan bir jinsli b o ‘lgan chekli [ c , } M arkov zanjiri 

uchun 1 e h tim o l b ilaa yaqinlashish, { }  ning trayektoriyasi birorta
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holatda “to ‘xtab q o lad i” degan  m a’noni bildiradi, bu  holda u  yutib 
qoluvchi holat b o ‘lishi kerak.

8 -teo rem a. H o latlar to ‘plam i { 1 , 2 b o ‘l gan M arkov zan-

jirin ing c ‘tish m atritsasi P  b o ‘lib, birorta v<oo uchun P '  m atritsa- 
ning barcha elem entlari m usbat b o ‘lsa, u holda

lim p  ( t )  =  n  > 0 , j ' e { l , (26)t-*c v J V J

m unosabat o ‘rinli.
n y , . . . , n n limitlar i  — bosh lang ‘ich holatga bogTiq emas va ular

n

Y j P k i x M = x j '  Y , x k =  l  (27^
k=\ /t=t

tenglam alar sistem asin ing  yagona yechim idan iborat.

Isfcoti. v q adam da o ‘tish matritsasi P v =  | |^ ( v ) | | ni k o ‘ramiz.

Shartga k o ‘ra u  s to x a s tik  va barcha elem entlari musbat.
s  -  m in p . .  (y) > 0 belg i k iritam iz.

i,j J

£ „ = { *  = (* 1 ^ ) : x ,  ,...,x„ > 0 ,x , + ... + x„ = 1 } -{ 1 , 

to ‘plam dagi taqsim otlar sim pleksi bo'lsin. Agar e 1, . . . , e n s  G n birlik 

v ek to rla rb o ‘lsa, u h o ld a  p , ( t ) - ( p  y  =  ( e , P ' )  ■

Ix tiyony x e  G n b o ‘lgancia x P ‘ ->  p  m unosabatni qanoat- 
lantiruvchi p  =  ( n x , . . . , T U n )  vek to r m avjud ekanligini k o ‘rsatam iz.

|  x P ’ j- -  ketm a-ketlik  |  x P m+lv j =  \ ( x P m j P 1 j ,  m  =  0,1,..., v -  1

ko 'rin ish idagi v ta  q ism  ketm a-ketliklardan tashkil topgan, shuning

uchun ham  teorem aning  b irinchi tasd ig 'in i isbotlash uchun x ( P v )

vektorlar ketm a-ketlig in ing p  limiti, ixtiyoriy x e  G n uchun mavjud, 
x ga b o g ‘liq em as v a  (27) sistem ani qanoatlantirishini k o ‘rsatish 
yetarli.

Keyingi isbot 4 t a  tasd iqqa ajratilgan.

a) A x  = x P ‘ ten g lik  orqali aniqlangan chiziqli alm ashtirish G n 

ehtim ollar taqsim oti s im pleksin in i yana o ‘ziga o ‘tkazadi.
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H aqiqatan  ham, agar x —  (xlv . . , x j e  G n b o ‘lsa, u  holda 

y  =  ( 7 p J „ )  =  x P '  vektom ing barcha kom ponentlari m anfiy em as va
n n

Z y j = ZZ % />#(v)=Zx*Z Pkj O) = Z **=1 •
_/=l 7=1 i-=l ¿=1 y=I A=1

n

b) p(x,>>) = 2 ] ^  -  y j \  m etrikada A : G n - > G t I -  koeffitsiyenti
M

1 —£ < 1  dan lcatta b o ‘lm agan siquvchan akslantirishdan iborat, 
H aqiqatan  ham.

P  ( x P v , y P v ) = Z
7=1

i x k P k j ( v ) - ' Z y k P k J ( v )  
k=1 fc=l

= Z | ( r A
7=1

A g a r  x . j e  G bo 'lsa . u holda Z ( r * ~ ) = ® • Shuning uchun
£=i

ham  x k -  y t ay irm alam ing m anfiy b o ‘lm agan va m usbat bo ‘lm agan 
y ig ‘in d ila ri faqat ish o rak ri bilan farq qiladi, y a ’ni

Z  max{ x k -  y k , 0 }  =  — j r  min{ x k  — y k ,»} =  ± Z |x *  “  V k  h i / 7 (*> >’)•
J=i  j =i > i

D em ak, x i v  b o ‘lganda shunday r , s e  j l , h o l a t l a r  
m avjudki, u lar uchun

*r “ JV ^ ^ - i P ( x , y ) > 0 > ~ p ( x , y ) > x s - y s

ten g siz lik la r o ‘rinli. B undan va a , b >  0 bo 'lganda 
\ a  — b \  >  a  +- b —  2min{ a , b ]  tengsizlikniug o ‘rinli ekanligidan ham da 

c  n ing  ta ’r ifid an  bu  i va .v lar va ixtiyoriy y e {  1 , uchun

I (* , -  y r )Pr j (v ) +  <X -  X .)A y (v ) |<  (xr -  y r ) P j ( v )  +

+ K  ~  y \ p Sj ( v )  -  2min{|x,. - y r \ , \ x s  -  y t |}m in | p rj( y ) , p s j { ^ \ .

A x r - y r \ P r j ( y )  +  \ x , - y , \ p , j ( y ) - - P i . x * y ) G

. <

va
" u

Z ( x f i - y * ) P k j ( v ) \ ^  Z  h - y t \ p v  ( v) + K  - y r \ p r j ( v ) -
A -l | k=\

k^r ,s
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1 n 1 
+ k  -----P < x , y ) s = Y i \ x k - y k \ p k/ ( v ) - - p ( x , y ) e .

*=i
D e m a i,

p ( x P v , y P v )  =  ± Z O *  ~ y k  ) P k ,  ( y ) 
<-=i7=1

" (  "  1 
^ Z |  Z k -  - y k \ p * j ( v ) - - p ( x , y ) £  

j = \ \ k = \  n

<

= Z \x k  - y * | Z  P k j  ( y ) - e p { x t y )  =  { \ - e ) p  ( x , y ) .
*=1 7=1

c) G„ kom paktni o ‘ziga o 'tkazuvchi A  siquvchi akslantirish 
yagona p  q o ‘z g ‘alm as nuqtaga ega va bu nuqta ixtiyoriy 

A x ,  r  =  1 , 2 , . . . ,  ,re  G n ketm a-ketlik  uchun limit nuqta b o ‘ladi, 
cliunki r  ->  oo da

p ^ A r x , p }  =  p ( ^ A r x , A '  p } < { \ - £ ) '  p ( x , n  ) >0.

( <]n kom paktning { A ' x  j- nuqtalaridan tashkil topgan  ketm a-ketlik  

kam ida bitta  p  lim it n u q tag a  ega. A p  *  p  deb faraz qilam iz va r  ni 
sliunday tanlaym izki, n a tijad a

p ( A r x , p ) < \ p ( A p , 7t )  va

p ( A r x , A r +' x } <  ( l - £ ) r p ( x , i4 r . r j < l / 3 p ( p , A p )

b o is in . L holda u ch b u rch ak  tengsizligiga ko 'ra , qaram a-qarshilikga 
kelamiz:

p ( A p , p ) < p ( A r x , p ^ + p ^ A r x , A r+lx ) + p ( A r+' x , A p ) < { l - l e ) p ( A p , p ) .

d) r  ->oo da A x  - »  p  va ( A r x ) P  ^  A ' \ x P )  ->  p ,  m atritsaga 

ko‘paytirish esa u z lu k s iz  fnnksiya b o ig a n i uchun p — P  m atritsa 
bilan G n G n chiziq li a lm ash tirish n in g  q o ‘zg ‘alm as nuqtasi. A gar bu 
chiziqli alm ashtirish b o sh q a  q o ‘zg ‘alm as nuqtalarga ega boMganda 
edi. u lar A  ak slan tirish n in g  q o ‘zg ‘alm as nuqtalaridan  iborat b o ‘lar 
edi, bu esa  m um kin e rn as . p - P  m atritsa bilan akslantirishning
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y a g o a a  q o ‘z g ‘alm as nuqtasi b o ‘lgani sababii. u (27) chiziqli teng- 
la m a la r  sistem asining yagona yechim idan iborat. Teorema isbot 
b o ‘ldi.

df0, h o l a t l a r  to ‘plam i {0,1,...,A’} bo 'lgan chekii M arkov 
zan jiri bo‘lib, 0 va N yutib qoluvchi holatlar b o ‘lsin, y a ’ni

P o o  =  P {  £ +, =  0 ^ ( 0  =  0} =  P n n  =  p { ^  = N \ * ( 0  =  N }  =  l , t * 0  (28)

va h a r  qaysi “ ichki” k e  { 1 }  holatdan yoki qo ‘shni 
h o la tla rg a  o ‘tishi yoki o ‘z o ‘m ida qolishi mumkin:

B un day zanjim ing =  k  boshlang‘ ich holatli trayektoriyasi 0 
yoki I V  yutib qoluvchi holatlarga tusliib qolish ehtim olini topamiz. 
k  =  1 ,2 ,..., N  va  t  -*  oo da

O  va iV holatlar yutib qoluvchi b o ‘lgani va p k 0( t )  ham da 
P k A ( t )  o‘tish  chtim ollari monoton kam aym aydigan b u ‘lgani achun, 
Pko ( 0  A'a Pkn( 0  miqdorlarning t  —» oo dagi limiti mavjud.

^ - te o re m a . Agar {£,} holatlar to 'p lam i {0,1,...,A} va o‘tish 
eh tim o lla ri (28), (29) fonm ilalar orqali ifodalanuvchi M arkov zanjiri 
b o ‘lsa, u ho lda %0 = n  bo 'lganda 0 liolatda yutilib qolish ehtim oli 
u n , N  lio la tda yutilib qolish ehtim oli v n lar quyidagi

6.3. M ark o v  z a n jir la r i  y o rd a n iid a  odd iy  tasodifiy  
d ay d is lila rn i tek sh irish

P k M  =  p { =  k ' +  \ \ 4 ,  =  k ]  =  P k  >  0, 

P k k  =  p { z t+1 = * | l ,  ^  *} = r k  >  0, 

Pkk-i = P {£ ,+\ =  k - \ %  = k ) = q k > 0.

(29)

P k O ( t ) = P { Z t = 0 \ * 0 = k } - > u k , 

P№ {*) =  P {€ , = N \*  0 = * } - » V

1 y) q i ...qk

1 + S j t \ P i - P k ’
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к- i  Pi Pk 
fonnulalar orqali ifodalanad i.

Isb o ti. =  O|^0 =  Arj uchun to ‘la ehtim ol form ulasidan foy-

dalanib, l < k < N  bo‘lg a n d a  qu y id ag i tenglam alar sistem asini 
tuzamiz:

p { ç , = 0 \ ç o = k } = p { ç i = k - l \ i ; c) = k } p { Ç ,  = 0 %  = k - l }  +

+  - P { b i  = k + -  l | | 0 = k } p {  4 , = 0 | | t = к  + 1} =

=  q k P {  =  0|£o  = k - l }  +  p k P { ï , _ x = 0 |ç0 = Лг- l } .
Bundan, ? ni cheksizga in tiltirsak ,

u k =  9A -1  -+ » 1 < k < N ;  u 0 =  1, w v = 0. (30) 
Bu tenglam ani b o sh q a  k o ‘rin is lid a  yozib olamiz:

4 k ("л-i -  гЛ ) = Л (м *  -  »*+i X 1 < k < N ;  u 0 =  1, « v = 0. 
Demak,

« I  —  и 2 =  ( w 0 -  « !  ) — .
’ P\

u z — u 3 = ( u 0 -  u x ) - ^ Ц  
P\P2

va induksiyaga k o ‘ra,

щ -  uM  =  («o -  w, ) к  = 1,2,..., V -1 .
P\ - P k

Bu tenglik larni h ad m a-h ad  qo ‘sh ib , quyidagini topam iz:

», - U N  = ( i /0  -w , ) ¿  41 "  Чк =  ( u 0 -Mj )5 . (31)
*=i Л

Shartga k o ‘ra, w0 =  l ,  demak г/, = (w0 -  2/¡)5 = (1 -г /,)5 , yoki
S

w, =  — . Qolgan u k lam í top ish  uchum endi quyidagilam i qayd etish 

yetarti:
Ч\ -Як  _  Ч\ --Як:



]Xuddi yuqoridagi kabi, v ,,v ,,...,vv lar uchun  ham  tenglam alar 
s is tem asin i k e ltirib  chiqarish mumkin, u  (30) dan faqat chegaraviy  
s h a r tla r  bilan fa rq  qiladi:

v k  = y * v k - i  +  P k v M >  \ < k < N ,  v0 =  0, v K  = 1. (32) 
(3 1 )  tenglam agacha chegaraviy shartlar ishlatilm agan edi. 

Y angi ch e g a ra v iy  shartlami hisobga olinsa, (31 ) tenglam a

v , - l = - v , 5 ,  yoki v, = —

k o 'r in ish in i o lad i. vk -  v k+l — — v, ———  b o ‘lgani uchun.,
Pi ■ ■ P k

,  v  î i - î t
Vl -  v„ =  Z  0 *  -  VM  )  = - v ,  1  - — —

*=1 *=!/»! •••/»*
va

^ 1 f , . ÇÎ -9 *  ^V =v,l  1 + y  g|A  = — I l + E -

T e o re m a  isbot b o ‘ldi.
Y u q o rid a g i kabi, ammo uytib qoluvchi holatlarsiz M arkov 

za n jir in in g  lim it taqsim otlarini topamiz.
1 0 - te o re m a . Agar {£ } -b o la tla r  to 'p lam i {0,1,...,W} b o ig a n  

M arko-v zanjiri b o ‘lib, uning o ‘tish ehtimollari
PkMi = Pk > °> Pkjt-i = 'Ik > °> A i  = rk -  °. 

pk + q k +rk =  1 (A =  1,2,. ..,7\f-l) ,

Poi =  Po > /too = ro ^ A) —

P m = r w > Q ’ P n j t - i = c1 k  > 0 > rN +<i N  =  i  

b o ‘lsa , u h o ld a  t v „  = lim p U ,  = « | | 0 = k )  limit eh lim olki qu>idagi
/->oo 1

1 P q. . . P „_] _  y .  Po ■■■ P k-\
^  n 5 Z *9l —In k=\ Ql—Qk

fo rm u la la r o rq a li ifodalanadi.
I s b o ti .  P  o ‘tish m atritsasiga ega b o ‘lgan {£,} M arkov zanjiri, 

p 0 0 >  O , p N N >  O b o ‘lgani sababli, davriv emas, uning barcha 
h o la tla r i  tu tashgan  va N  qadam da u ixtiyoriy holatdan boshqa 
is ta lg a n  holatga m usbat ehtiinol bilan o 'tish i m um kin. Shuning uchun
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ham  unga limit taqsim otn ing  mavjudligi haqidagi um um iy teorem ani 
(8-teorem ani) qo‘lla sh  m um kin: P  o ‘tish m atritsasiga ega b o ‘lgan. 
M arkov zanjirining lim it ehtim ollaridan tashkil topgan n  =  N )

vektor, n P  =  n  teng lam ani, y a ’ni xususiy holda quyidagi tenglam alar 
sistem asini qanoatlantiradi:

=  ro +  Q\ ’

71 k = n k-\Pk-\ + n krk + Kk+\<lk+l > k =  1> — — 1 ,

71q + 7Tj + ...+  71N  — 1.

Birinchi ten e lam ad an  tcx =  tt0 = t t0 —  kelib chiqadi, bun-
<I\ ch

dan va ikkinchi teng lam adan  esa
1 - ,  1 X \ I I l_ rl i I PoPi 

n  = — ( n l ( l - r l ) - 7 r 0p 0 )  =  — 7C0p 0 \ — - 1  -------
<?2 V 01 7 CM2 

va hokazo, nihoyat =  7T0 ;r0 + ... + ^ v■ = 1 b o ‘lgani
q , q 2 ■■■qN

sababli. 7r 0 = — — , va bundan boshqa qolgan ehtim ollar uchun for-
1+5*

m ulalarkelib  chiqadi.
21-misol. D iffuziya uchun Erenfestlar modeli. n  ta zarrachani 

bitta idishdan ikk inchisiga o ‘tishi haqidagi yuqoridagi 18-misolda 
k o ‘rilgan E renfestlar m odeli uchun t  vaqtda birinchi idishdagi 
zarrachalarning son in i ifodalovchi £, -  holatlar to 'p lam i {0,1,...,;?} va 
o ‘tish ehtimollari

P k  ,k+l =  P k  =  =

£
P k , k - i = < l k = j ^  ( k  =  \ , . . . , n ) ,

P k t = \  ( k  =  0 , . . . , n )

bo ‘lganM arkov zan jirin i tashkil etadi.
Bu Markov zanjirin ing statsionar (lim it) taqsim otlarini topish 

uchun lim it teorem adan foydalanam iz. Bu holda
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* * = £
Ÿ  Po- Л - l = 
4=1 Ч г - Я к

п

va

y a ’ni s ta ts ionar taqsimot (и; 1 /2 ) param etrli binom ial taqsim otdan 
iborat. B inom ial taqsim ot uchun 0  va n  qiym atlarning elitimollari 
(ya’ni v aq tn in g  berilgan m om entida barcha zarrachalar birinchi yoki 
ikkinchi id ish d a  yig‘ilib qolish ehtim ollari) 2~" ga teng va n  idishdagi 
m olekulalar soniga teng b o ‘lgan holda bu ehtimollai' shunday 
kichikki, k o in o t vujudga kelganidan boshlab to bozirgi kungacba b o ‘1- 
gan vaqt o ra lig 1 ida bun day m om entni kuzatish am alda m nmkin emas.

Tarm oqlanuvchi jarayonlar nazariyasida kimiyoviy, yadroviy va 
shu kabi bo sh q a  reaksiyalardagi populatsiyalarning rivojlanish jara- 
yonining so d d a  matematik m odeli o ‘rganiladi. B irinchi boTib bunday 
m odel X IX  a s r  boshlarida G alton va V atsonlar tom onidan, ingliz 
lordlari fam iliyalarining y o ‘q  b o ‘lib ketishini o ‘rganish jarayonida 
tak lif etilgan.

f u ( t )  tarm oqlanuvchi jarayonning t  m om entdagi holatini t  

avloddagi zarrachalar soni deb talqin qilinadi. Keyingi avlodga o ‘tish- 
da har b ir za rracha  tasodifiy sondagi keyingi avlod zarrachalarini 
vujudga k e ltirib , o ‘zi y o ‘q bo‘lib ketadi, turli zarrachalam ing avlodlar 
soni o ‘zaro b o g ‘liqsiz deb faraz qilinadi.

T arm oqlanuvchi jarayonni form al ravishda t a ’riflash uchun,
0,1,2,... q iym atlam i qabal qiluvchi bog‘liqsiz b ir x il taqsim langan 
tasodifiy m iqdorlam ing  cheksiz { j t k , t  =  0 ,1,..., к  =  1,2,...} to ‘plam i 
m avjud deb faraz qilamiz ( y tk - t  avloddagi к  -zarrach an in g  
qoldirgan n aslla ri soni). Jarayonning qiym atlari ushbu

7-§. T a rm o q lan u v ch i ja ra y o n la r

Í, Г,1 + 7 , 2  + •••+ ? W  ) ’ / ¿ ( ?)>  0,

rekuiren t m unosabat orqali ifodalanadi.
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Bunday ta ’riflan g an  n ( t )  tasodifiy jarayon M arkov zanjiridan 
iborat boMadi, ch u n k i vaqtning ixtiyoriy t  m om entida jarayonning  
qiym ati aniqlangan b o ‘lsa, uning keyingi holatlari {ysk, s > t ,  k = 1,2,...} 
tasodifiy miqdorlar orqali aniqlanadi, u lar esa aw a lg i holatlarga 
bog‘liq ernas. T arm oqlanuvch i jarayonning holatlar to ‘plam i 
{ 0,1,2,...}-m a n fiy  b o ‘lm agan butun sonlar to 'p lam idan  iborat, shu- 
ning uchur, ham  tarm oqlanuvch i jarayon sanoqli holatli M arkov zan­
jiridan  iborat. 0 h o la t yutib  qoluvchi holat, agar jarayon 0 holatga 
tushsa, u y o  7/ b o  ‘l i b  k e t g a n  deyiladi.

Biologik va sliu n in g d ek  fizik qo ‘llanishlar nuqtayi nazaridan 
quyidagi ikkita sa v o l eng  k o ‘p qiziqish uyg‘otadi: qanday shart 
bajarilsa jarayonning  y o ‘q b o ‘lib ketish ehtim oli birga teng va qanday 
sliart bajarilganda ja ra y o n  m usbat ehtimol bilan y o ‘q b o ‘lib ketm aydi?

Tarmoqli ja ray o n la rn in g  xossalarini o 'rnatishda hosil qiluvchi 
funksiyalaidan fo y d a lan ish  m aqsadga m uvofiq b o ‘ladi. y  -  tarm oqla­
nuvchi jarayondagi b i t ta  zarrachaning nasllar soni bilan bir xil taqsim - 
langan tasodifiy m iq d o r boTsin. Quyidagi hosil qiluvchi funksiyalam i 
kiritam iz:

f  (5) =  M s 7 =  M {  s M(l) I f i  (0) =  l} ,

<??(/,£) =
11-teorem a. ( p ( t , s ) , t  =  0,1,... hosil qiluvchi funksiyalar ketm a-

ketligi
< p ( 0 , s )  =  M s M(0), ç > ( t  +  l , s ) = < p ( t , f ( s ) ) , t  =  0 , l , . . .  

rekurrent m unosabatn i qanoatlantiradi. A gar P ( / u ( 0 )  = 1) = 1 b o ‘lsa, u 
holda

i/)(0 ,j)=  5, <p(t  +  l ,s ) =  f ( ( p { t , s ) ) ,  1 =  0 , 1, . . .

tengliklar o‘rinli.
Isbo ti. T arm oq lanuvch i jarayonning ta ’rifiga k o ‘ra, / u ( t  + 1) 

m iqdor h a r birining ta q s im o ti y  ning taqsim otiga teng b o ‘lgan f j ( t )  ta 
bogTiqsiz tasodifiy m iq d o rla rn in g  y ig ‘indisiga teng ekanligini hisobga 
olib. hosil qiluvchi fu n k siy a lam in g  3-xossasidan (5-bob, (6) form ula) 
foydalanib quyidagin i, topam iz:

( p ( t + l , s ^  =  M s u { ' +' ) = ( p ( t , M s r )  =  < p ( t , f ( s ) ) .
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X u d d i shu  kabi, bosh lang‘ich zarrachaning barcha bevosita (1- 
avlodni ta sh k il etuvchi) nasllari bir-biriga bog‘liqsiz ravishda 
ko 'p ay g an i va boshlang‘ich zarrachaning t + 1 momemtdagi nasllari 
soni / u ( t )  bilan bir xil taqsim otga ega b o ‘lgani uchun, ikkinchi 
tenglikni h o s il qilamiz:

< p ( t + l , s )  =  W , i t ¥ l }  = m ( m [ s ^ u  |^ (0 )} )  =  f ( c p { t , s ) ) .

I - n a t i ja .  Agar (0) = 1 b o ‘lsa. u holda

I s b o t i .  A gar ^ (0 , j )  = M s fl(0> =  M s 1 = s  e tan lig in i hisobga olsak, 
natijaning isb o ti 8-teorem adan bevosita  Icelib chiqadi.

I I-teo rem adan  foydalaaib, M u ( t )  n ing qiym atini topamiz. 
M y  =  A  b o ‘lsin. U  ho Ida ixtiyoriy / =  0,1,2.... uchun

„ = ¿ « - « , / ( 0 )  | „  =M j u ( t  + 1) =<p's  ( / + 1,5)

= ( ? «  (*’w) | U = f u ,  / ' 0 ) ) U i  = A M n i t )

ya ni
M j u ( t )  =  A ' M / u  (0).

D em ak. tarm oqianuvchi jarayon lar bitta zarracha avlodlarining 
o ‘rta q iy m ati A  =  M y  ning turli qiym atlarida turli sifatiy xossalarga 
ega:

agar A  < 1 b o ‘lsa, u  holda M / u  (/) — w  > 0 va bunday jarayon
d o k r i t i k  j a r a y o n  deyiladi;

agar A  =  1 bo ‘lsa, u  holda M / u ( t )  =  M p ( 0) va  bunday jarayon 
k r i t i k  j a r a y o n  deyiladi;

agar A > 1  b o ‘lsa, u  holda ->cc va bunday  jarayon

n a d k r i t i k  j a r a y o n  deyiladi.
B u a tam a la r kim yoviy yoki yadroviy tasniflashga m os keladi: 

reaksiya y o k i  ju d a  tez  tugaydi (odatdagi shartlardagi kabi), yoki 
taxm inan b i r  xil o ‘zgarm as holatda turadi (yadroviy reaktordagi kabi), 
yoki b o T m asa  yadroviy portlash hosil bo‘ ladi.

M atem a tik  kutilm aning holati bilan bir qatorda, tarm oqianuvchi 
ja ra y o n n in g  m uhim  xarakteristikalaridan yana bittasi kam aym aydigan



J> { n  (?) = 0 \ u ( 0 ) =  1} eh tim o ln m g  limitidan iborat b o ig a n  jarayonning 

yo‘q b o ‘lib ketish eh tim o lid an  iborat (0 holat yutib qoluvchi holat 
ekanligini eslatib o ‘tam iz):

q  = l i m P { / / ( 0  =  0|yu(0) =  l } .
t—>°0

12-teo rem a. f ' ( s )  hosil qiluvchi funksiyaga ega b o ig a n  
Galton-V atson ja ray o n in in g  y o ‘q b o ‘lib ketish ehtim oli q  soni 
/ ( s )  =  s  tenglam aning  eng kichik nom anfiy ildizidan iborat.

12-teorem ani isb o tla sh  uchun bizga quyidagi lemma kerak 
b o ‘ladi.

co
2-lem m a, f  (s ) =  ^  p k s k -  nom anfiy butun qiym atli tasodifiy

k=1
m iqdom ing f { s ) ^ s  shartn i qanoatlantiruvchi hosil qiluvchi 
fanksiyasi h o is in .

a) Agar A = f ' ( l ) < \  b o is a ,  u holda 0 < 5 < 1  boTganda 
J ( s ) >  s  tengsizlik o 'r in li .

b) Agar v4 =  / ' ( l ) > l  b o is a , u holda shunday s0e [ 0 , l )  son 
mavjudki, uning uch u n

f ( s )  >  S, 0 <  5 < j0, / (j0) = s0, f ( s ) < 5, s0 < S < 1 
m unosabatlar o ‘rinli.

L em m an in g  isb  o ti. f ( s )  —  hosil qiluvchi funksiya, y ig in d is i 1 
b o ig a n  nom anfiy koefTitsiyentli darajali qatordan iborat, y a ’ni u [0,1] 
oraliqda aniqlangan, n o m an fiy , m onoton o‘suvchi, uzluksiz qavariq, 
barcha tartibii m o n o to n  kam aym aydigan nom anfiy hosilalarga ega 
b o ig a n  funksiya b o i i b ,  shu bilan birga / ( l) = l v a  / ( 0 ) > 0  b o ‘lsin.

a) Agar / ' ( 1 ) < 1  b o i ib ,  f ( s ) * s  b o isa , u holda barcha 
we (0,1] nuqtalarda / ' ( « ) <  1 va f ( u )  >  0 (shu bilan birga /" (w ) =  0 
tenglik faqat / '  (1) <1 b o ig an d ag in a  bajarilishi m um kin) va Teylor 
form ulasiga k o ‘ra, har qanday s &  [0,1) b o ig an d a , b iror 
u  =  u ( s ) e  ( i , l )  uchun

/ ( 5 )  =  y ( l )  +  ( i - l ) / ' ( l )  +  ( 5 - l ) 2 ^ ^ > l - ( l - 5 ) / ' ( l ) > 5 .
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E n d i b-tasdiqni isbotlaymiz. A gar A >  1 bo‘lsa, u  holda 51 l 1 
b o ig a n d a

f ( s )  =  1 -  A ( \ - s )  +  o (l -  s )  

y a ’ni s  b irg a  yetarlicha yaqin b o ig an d a  / ( s ) < s  bo 'ladi. Ikkinchi 
tom ondan ,

/ ( 0 )  = P(<% = 0 )  > 0 
va f ( s )  funksiyaning uzluksizligiga k o ‘ra f ( s )  =  s  tenglama 
50g  [0,1) ildizga ega. f ” ( s )  > 0  b o ig an i uchun f ( s ) flinksiya [0,1] 
oraliqda b o tiq , y a ’ni f ( s )  =  a s  +  b  tenglam a [0,1] oraliqda bittadan 
ortiq ild izga ega b o iish i  m uinkin emas. Ammo f ( s )  =  s  tenglama 
A  >  1 b o ‘ lganda ikkita 1 va s 0 ildizga ega; dem ak s e  [0 .so) b o ig an d a  
f ( s ) > s  -va s e  (s0,l) b o ig an d a  esa f ( s ) <  s .  Lem m a isbotlandi.

12- te o re m a n in g  isboti.

p { n ( t ) = o |m o > = i} =

=  f p { A i ( o = * | A / ( 0 ) = i K U = ^ c /)U = / : ( 0 ) ,
k=0

b o ig a n i u ch u n
i  =  l im / r (0 )

0 0

tenglik  o ‘ rinli.
Ix tiy o riy  / = 0,1,2,... ucbun 0<  / ((0 )< y 0 ekanligini ko ‘rsata- 

miz. t = 0  b o ig a n d a  bu tengsizlik to 'g 'r i  ekanligi ravshan. So 'ngra 
induksiyadan  foydalanam iz. Q andaydir / > 0 uchun 0 < / ( 0 )  < s# 
b o is in . B u  tengsizlikning har ikkala tomoniga f  funksiyani ishlatib 
va un ing  m onotonligini hamda f  (ä0) = s 0 ekanligini hisobga olib, 
topam iz;

0 < / ( 0 ) < / ( / , ( 0 ) )  =  / ^ ,  ( 0 ) < / (.?0 ) = s0.
M onoton  o‘suvchi chegaralangan {f  (0)} ketm a-ketlik ? —><x da 

lim itga eg a . U ni q < s g orqali belgilaymiz. f  ( s )  funksiya uzluksiz 

b o ig a n i sabab li

<7 = lim  / , +1(0 ) = l i m / C / , ( 0 ) ) = / ( l i m / f (0 )) = /(«?)■
/ — > 0 0  / —> 0 0  \l—K C  /

D em ak, g  =  s 0 . Teorema isb o tb o id i.
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2-n a tija . A gar A  =  f ' {  1)>1 b o is a  va faqat shundagina 
tarm oqlanuvchi ja ray o n n in g  y o ‘q b o i ib  ketish ehtimoli q  birdan 
kichik.

13-teorem a. f ( s ) * s  b o ig a n  tarm oqlanuvchi jarayonning 
barcha m usbat ho la tlari aham iyatga m olik emas: agar 0<A :<co 
b o ‘Isa, u holda lim /’{ / i ( / )  =  A:} = 0.

(~>x: ^

Isb o tl. T eskarisin i faraz qilamiz: shunday A '>0 m avjud b o ‘l- 
sinki, u uchun

lim  sup P(/li ( t )  =  k )  =  v k >  0
r—

munosabat o ‘rin li b o i s io .  A lohida ikkita holni ko 'ram iz.
a) p^;/=0) = yrj>0 b o i s in .  U holda P{/i(r + l) = 0|/i(?) = £} = p k  >0 . 

Demak, t o l a  eh tim ol fo rm ulasiga  k o ‘ra

P ( j u ( t +  1) =  0 ) = £ p ( ^ ( 0  = r n ) P {  , u ( t  + 1) = 0 |/ / (0  = >»} *
m =  0

>  P i n  ( t )  = 0) +  P ( M t )  =  k )  />{ M  ( t  + 1) = 0 |/ i (0  = *} =

=  P ( H ( r )  =  0 )  +  p k P { M ( t )  =  k ) .

B u tengsizliklarm  hadm a-had qo ‘shib, quyidagini topamiz:

P ( M ( t  - + \ )  =  0  >  p k Y j p ( v ( r )  =  k ) -
r=0

Agar v* = l im s u p P ( ,u ( O  = * ) > 0  b o ‘lsa, u hoida yetarlicha
/-> 0 0

katta t  uchun oxirgi tengsiz likn ing  o ‘ng qismi birdan katta, bu esa 
bo 'lish i rnum kin em as. D e m a k  v k = 0 ekan.

b) Endi / }(x  = 0) = 0  b o ‘lsin. U holda P ( j > l )  = l va f ( s ) ± s  

b o lg an i uchun P ( y  =  1) < 1 .  Demak,

P ( j u ( t +  1 ) =  y tl + -  + JW ) ^ ( 0 )  = 1
va

P ( ^ ( i  + l)^ife + l|A i(/)  = i t ) ^ l - ( / ,(y  = l))* > \ - P ( y  = l) =  r > 0 .

a) Punktdagi k ab i fikrlashlar yordam ida quyidagilarga ega 
bo 'lam iz:
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P ( / /< y + l)> fc  +  l)>  P ( v ( O Z k  +  l )  +  P ( n ( t ) = k , n ( t  +  l ) > k + 1)>

> P ( f u { t ) >  k  +  l )  +  r P ( / u ( t )  =  k ) .

B u  tengsizlik lam i hadm a-had qo'shsak,

/ ’( / / ( i  +  l ) > ^ f l ) > i 1( / i ( 0 ) > H l )  + r ^  P ( n ( m )  =  k ) .
m=0

A g a r  v k =  limsup.P(/z ( / )  = k )  > 0 b o ‘lsa, u holda yetarlicha
t—>cO

katta t  lar u ch u n  oxirgi tengsizlikning o ‘ng tomoni birdan katta, bu 
esa b o ‘ lishi m um kin einas. D em ak, bu holda ham  v k  = 0. Teorem a 
isbot b o ‘ldi.

1 4 - te o re m a . A gar A  = M y >  1 va a 2 =  D y <  oo bo‘lsa, u holda 
P {  X  >  O) > 0 shartni qanoatlantiruvchi shunday X  tasodifíy m iqdor 

m avjuclki, u uchun

> Q |^ ( 0 ) = l ] = l  va M X  =  1

m u n o sab a tla r o ‘rinli. Shu b ilan  birga X  tasodifíy  m iqdom ing 
i y { u ) =  Me ' " ' * '  xarakteristik Funksiyasi y / ( A u ) =  f ( i f / { u ) )  tenglam ani 
qanoatlan tirad i.

I s b o ti .  X ( / ) =  ' '  - t  = 0 .1 ,2 ,... deb belgilaymiz.
A 1

x ( 0 ) + X ( x ( t + i ) - x ( t ) )
/=0

qator (b u n d a  birinchi k  ta qo‘shiluvchinine vig'indisi \" (< r ) - l)
1 e h tim o l b ilan  absolut yaqinlashuvchi ekanligini k o ‘rsatish yetarli 
(uning y ig ‘indisi lim it tasodifíy  m iqdor X  dan iborat). A gar / u ( t ) =  m  

b o ‘lsa, u ho lda n  ( t )  = y n  +-...+ y tm ekanligidan foydalanib, to ‘la 
m atem atik  k u tilm a formulasidan,



a2( '+D

d2(f+l)

/ 7 7 = 0  V  k=\ (33)

/77=0 U=l

m=0 .'+2

Agar ^  > 1 b o ‘lsa, u holda (33) tenglikka va Chebishev 
tengsizligiga ko‘ra,

£ / >  !*■ (»+ 1 ) - A - ( » ) |> - S i
c t 2 / A ' +2

- i -
<00

va Rorel-Kantelli leirLmasiga asosan

j |X ( f  + 1 ) - X ( 0 |> c r / ^ ' /3}, / = 0,1,... 

hodisalardan 1 eh tim o l b ilan  faqat cheklitasi ro ‘y  beradi. Bundan

PI £ ( A '( £ ‘ + 1) - X ( t ) )  qator absolut yaqinl. =  1

kelib chiqadi, y a ’ni X  =  X 0 4 ( X ( t  +  1 ) - A "(0) tasodifiy miqdor
1=0

deyar ' muqan-ar an iq lan g an  va chekli.
T cjrem aning  o x irg i  ta ’kidini isbotlash uchun quyidagi tenglikni 

ko ‘ramiz:

(« )  = M?'"X('+L) = M e x p j / z /^ - ^ —j = <p /̂ + l ,e x p | i u / A ,+l j j  =

A<(0)
=  f ( < p ( t , e x p { i u l A  })) =  / |  M e x p l i u

(34)

Isbotlanganiga k o ‘ra, A' ( / ) — -■>X , demak barcha haqiqiy 

it lar uchun i//,(w) —  >t¡ / ( u )  m unosabat o ‘rinli. U ndan foydalanib,
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(34) tenglLkning har ikkala tom onida t  b o ‘yicha lim itga o ‘tib, topa- 
miz:

bu esa teorem aning  tasdig‘idan faqat o ‘zgartirísh alm ashtirishigagina 
farq qiladi.

V I B O B G A  D O IR  M A SA L A L A R

1. { ¿ { t ) , t e .  r = [0 ,1 ]} - ta so d if íy  jarayon ( Q , A P) ehtim ollar 

fazosida araiqlangan b o is in , bu yerda £ l= { l.2 } , A  ~  ning barcha 
qism to ‘p lam larid an  tashkil topgan a -  algebra, P -  esa { l} va {2} 
to ‘p lam la rg a  1 /2  ehtim ollam i mos qo‘yadi. A gar E, ( t )  =  c a t  b o ‘lsa, 
s  ( t , a > )  jarayonning  barcha trayektoriyalari va chekli o ‘lchovli taq- 
sim otlari top ilsin .

2. a  -param etrli Puasson jarayonining inatem atik kutilm asi, 
chekli o 'lc fio v li taqsim otlari va kovariatsiya funksiyasi topilsin.

3. n(/)— a  param etrli Puasson ja ray o n i b o ‘lsin. Unga bog‘- 
liqsiz rav ish d a  tanga tashlaym iz va r ¡ ( f )  jarayonni quyidagicha aniq- 

laymiz: a g a r  tanga gerb tom oni bilan tushsa, r¡ ( t )  = (—l ) n ( , \  aks 

holda ^ ( í )  = ( - l ) n|fK1 deb belgilaym iz. {77(f),f> 0 }  tasodifíy ja ra­
yonning  ch e k li o ‘lchovli taqsim otlarini toping.

4. £ (? )  =  X s i n o j t  — tasodifíy  jarayonning m atem atik kutilm asi 
va k o v aria tsiy a  funksiyasi topilsin , bu  yerda co -  o ‘zgannas chastota, 
M X  =  \ , D X  = 0 ,2 .

5. £  ( t )  =  X e ~ ’ jarayonning m atem atik kutilm asi va kova­

riatsiya funksiyasin i toping, b u  yerda X —  tasodifíy miqdor, 
M X  =  2 , H Y  = 0,01.

6. A g a r  {<£(/),f e  T )  -  tasodifíy jarayon. A e  T  -  kom pakt

to ‘p lam da s to x astik  uzluksiz b o ls a , u  sliu to ‘plam da ehtim ol bo ‘yicha 
chegaralangan , y a ’ni N  —>co da

s u p P ( | | ( / ) |>  A/j ->  0
t&A

ekanligi isbotlansin .
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7. £ ( / ) - s to x a s t ik  uzlukziz jarayon  va g ( x )  -  ixtiyoriv uzluksiz 
funksiya bo'lsin. U  holda g ( | ( 0 )  ham  stoxastik uzluksiz jarayon 
ekanligi isbotlansin.

8. ¿ , ( t ) =  y lg l { t )  +  ...+  tasodifiy jarayonning kovariatsiya 
iunksiyasini top ing , bu  yerda g ¡ ( t ) , . . . , g „ ( t )  — notasodifly funksiyalar, 
y l , . . . , y n — e s a  korelyatsiyalanm agan tasodifiy m iqdorlar b o ‘lib, ular 
mos ravishda d v . . . , d n dispersiyalarga ega.

9. £ ,(/) va Ç 2 ( t ) - K } ( t , s )  va K ^ ( t , s )  kovariatsiya funksiyalarga 
ega bo‘lgan ik k ita  b o g ‘liqsiz tasodifiy jarayonlar b o ‘lsin. 
r ¡ ( t )  —  ç1(7)ç,(/) ja ray o n n in g  kovariatsiya funksiyasi topilsin.

10. £ (0  - ta s o d if iy  jarayon o ‘z qiym atini vaqtning tasodifiy mo- 
m entlarida o ‘zgartirad i. Sakrashlar orasida ç ( t )  ning qiymati o ‘zgar- 
m aydi va bu q iym atlarn ing  har qaysisi, m atem atik kutilm asi 0 va 
dispersiyasi cr2 b o ‘lgan b o g ‘liqsiz tasodifiy  m iqdorlardan iborat. Jara­
yonning m atem atik  kutilm asi va kovariatsiya funksiyasi topilsin.

11. G  sohada  vaqtning boshlang‘ich t  =  0 m om entida k  ta  
zarrac lia bor edi. Zarrachalarning har qaysisi A t  vaqt o ralig‘ida 
¡ . l A t - ' r  o(A i) eh tim o l b ilan  G  sohadan chiqib ketadi. Y angi zarra­
chalar paydo b o 'lm ay d i. Bu jarayonni tavsiflovchi tenglam alar sistt 
m asini tuzing. Uni yeching. Vaqfning t  m om entida G  sohada b o ig a n  
zarrac halar son in ing  m a ten ri.:: tilm asi va dispersiyasini toping.

12. P o y a  j a r a y o n i .  G  hada c. ■ ¡aydir zan'achalar paydo 
b o l ib ,  so ‘ngra u lar soham tark c naydi. Agar vaqtning 
boshlang‘ich / = 0 m om entida sohada n  ta  ¿arracha b o ‘lgan b o ‘lsa, u

holda vaqtning ( t , t  +  A t )  intervalida zarrachalar soni  ̂ A t  + o (A /)

ehtimol bilan b ittaga k o ‘payadi, bu yerda a > 0 .  Zarrachalar soni 
ikkita yoki undan  k o ‘pga ko ‘payish ehtim oli o ( A / ) . B u jarayonni 
tavsiflovchi teng lam alar sistem asini tuzing. Uni yeching. V aqtning t  

m om entida G  so h ad a  bo ‘lgan zarrachalar sonining m atem atik 
kutilmasini va d ispersiyasin i toping.

13. P u a s s o n  j a r a y o n i .  Biror fizik sistem a sanoqlita E l , E 2, E } , . . .  

holatlardan birida b o 'lish i mumkin, shu bilan birga vaqtning ixtiyoriy 
t  momentida u  o‘z in in g  holatini o ‘zgartirib, tartib raqami bittaga ko ‘p 
b o ‘lgan holatga o ‘ tishi mumkin. Agar A t  yetarlicha kichik b o ‘lsa, u
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holda sistem aning ( t , t  +  A?) vaqt o ra lig ‘ida E it holatdan E ri+I g ao 'tish  
ehtim oli a  A t  + o(A ?)ga teng, b u y e rd a  A — m u sb a to ‘zgarm as son. Bu 
jarayonni tavsiflovchi tenglam alar sistemasini tuzing, uni yechib, agar 
vaqtning bosh lang‘ich / = 0  m oinentida sistem a E 0 holatda bo ‘lgan 
b o ‘Isa, vaq tn ing  1 m oinentida un ing  E n  holatda b o ‘lish ehtimoli 
p „ ( t )  (n e  N ) ni toping.

14. c ,  — bir jinsli Markov zanjiri va A  tutashgaa holatlar sinfi b o ‘l- 
sin. A  s in fh ing  barcha tutashuvchi holatlari bir xil davrga ega va le a r­
ning h am m asi qaytuvchan yoki ham m asi nol qaytuvchan, yoki b o ‘l- 
masa m usbat qaytuvchan holatlardan iborat ekanligini tekshirib k o ‘ring.

15. V aq tg a  nisbatan b ir jinsli bo‘lm agan M arkov zanjirlari 
uchun 7-teorem ada keltirilgan kriteriy noto‘g ‘ri ekanligini ko 'rsa ting  
M isol sifatida ikkita (0 va 1) holatli, o ‘tish ehtim oli

1 /2 ,« =  0 , / , j e {  0,1}, ,  _2

a) p ' P  =  b) p f  =  1 _ " ' ' = J ' n > 0 ,

\ o ,

b o ‘lgan M ark o v  zanjirlari qaralsin.
16. A g a r M ( t )  —  Galton-Vatsonning kritik jarayoni b o ‘lib, 

f ' ( t )  =  l ,  / " ( / ) =  ¿ e  (0,oo) b o ‘Isa, u holda

M / u  ( t )  - l ) =  , s ) \ s=l =  b t
ds

ekanligini isbotlang.
17. f j . ( / ) - bitta zarrachadaa boshlangan va / ( 5) - M s '  -h o s i l  

qiluvchi tunksiyaga e g a b o ‘lgan Galton-Vatson jarayonida t —  avlod- 
dagi za rrach a la r soni b o ‘lsin.

a) ¡u(0) + ,u ( l ) - f ...-+ / u ( k )  y ig ‘indiniag hosil qiluvchi funksiyasi 
topilsin.

b) / ' ( 1 )  = 1, f ( i )  =  b e  (0,ra) b o ‘lgan kritik jarayon uchun

(  k ^  k f  k 1  k 
M \ ' E M ( j )  va D,  va ^ D j u { j )  miqdorlar

V'=o J  j =0 \ j =0 J  j =0
taqqoslansin.
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T E S T  SA V O L L A R I

1. W ( t )  standart V iner jarayoni uchun quyidagi tasdiqlardan 
qaysi biri o‘rinli?

A. E W ( t ) W ( s ) = t n a x ( t , s )  B. E W ( t ) W ( s ) = m i n ( t , s )

C. E W ( t ) W ( s ) = 0  D. T o‘g ‘risi y o ‘q.
2 .  { w , , t >  0} V in e r jarayon i b o ‘lsa, w, ning taqsim otini toping.

A. N ( 0 , t )  B. 7V (l,l /  2) C. n ( l )  D. n ( 0 ) .
-  a  param etrli Puasson jarayoni b o ‘Isa, P(£(l) = 2)

hisoblansin.

A. B. C. T o ‘g‘ri javob y o ‘q. D . ^ e ~ a a ~ .

4. Quyidagi tasd iq larn ing  qaysi biri to ‘g ‘ri: { £ (/) ,f e  7} va 
{?;(/),/e  7} tasodifiy j  a rayon lar stoxastik ekvivalent deyiladi?

A. agar barcha Q  , t<= T  lar uchun q [ t , c o )  =  i ] ( t , a > )  bo ‘lsa;
B. agar V7e J u c h u n  =  \  b o ‘lsa;
C. agar W e  T  u c h u n  P ^ ( t )  =  r ) ( t ) ] =  1 b o ‘lsa;
D. agar deyarli b arch a  t e  T  uchun V i s e O ;  % ( t , c o )  =  r j ( t , a ) )  

bo 'lsa .
5. { w(i),i > 0} — V iner jarayoni b o ‘lsa, w (2 ) -w ( l)n in g  taqsi- 

m otini toping.
A. N ( 0 , t ) B. A { 1 2 )

C. n ( l )  D. Javoblar ichitic : g ‘risi 3/0‘q.
6. { > 0 }  -  a  param etrli Puasson jarayoni bo 'lsa, / ’(¿;(/) = 2) 

hisoblansin.
— 1 j - a

A. —  B. — e ~ a a 1 C. ----  D. T o‘g ‘ri javob y o ‘q.
2 2 2 w

7. Quyidagi tasd iq larn in g  qaysi biri to ‘g ‘ri? va 
{ i l ( t ) , t e  T} tasodifiy j  a ray o n lar stoxastik ekvivalent deyiladi, agar:

A. W e  T lar u c h u n  P ^ ( t )  ^  r / ( t ) )  =  l  bo 'lsa;
B. deyarli barcha i e  r  lar uchun V<ye Q ; £ ( ^ t , c o )  =  r } [ t , c o )  bo‘lsa;

C. agarW e T u c h u n  =  r/ : )  =  lb o ‘Isa;

D. barcha c o e d , t e  7" lar uchun (<») = /7, ( c o ) b o ‘lsa.
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8. N o to ‘g ‘ri tasdiqni toping:{ w ( t ) j  > 0} Viner jarayoni.

A. w ( / ) -  w (s)e  A ( 0 , / - s ) ;
B. w(Y) — b og‘liqsiz orttirm ali jarayon;
C. w ( t )  -  stats ion ar jarayon;
D. M { t )  -  Gauss jarayoni.

9. { X n , n  —  0,1,2,...} -  butun j  = 0,1,2,... qiym atlam i qabul qi- 

luvchi M arkov  zanjiri b o ‘lsa. u holda X Q -  boshlang‘ich taqsim ot 
deyiladi, . ..

A. ag a r P ( X y =  j ) =  p ° .  > 0 b o lib ,  ^ P°,  =1 b o ‘lsa;
j

B. ag a r P ( X 0 =  j ) =  P j >  0 b o ‘lib, =  ̂ b o ‘lsa;
j

C. />(AT0 = 0) = 1 b o ‘Isa;
D. T o ‘g ‘ri javob y o ‘q.
10. Zarracha [0,3] oraliqning butun nuqtalarida tasodifiy sim- 

m etrik  daydiyotgan  b o ls in , bunda 0 v a  3 nuqtalar yutib qoluvcln 
holatlar b o ‘lsa, bunga mos kelgaii M arkov zanjirining o 'tish  
m a tritsa s in i yozing.

A.

0

0

1

0

0

0

0

0

0 ]

0

/ 2

0 ]  
0

B.

0

0

D.

J

0

0

0 1 1

0 X
0 0

0 0

Y i  0 

0
0 1

11. { >0} — Viner jarayoni. w(2) — iv(l)ning taqsim otini
toping.

A . N ( 2 ) - N ( l )  B. n ( 3 )  C. n ( 2 )  D . 1 1 (2 )— n ( l ) .
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12. { 4 (0 , t  > 0 ]— a  param etrli Puasson ja ray o n i b o ‘lsa, 

P (£ ( l )  =  l )  h isoblansin .

A. —  B. a e °  C. - e ~ a a 2 D. - -  .
2 2 2

13. { T )  jaray o n n in g  trayektoriyasi deb . . .
A. £ ( t 0 ) ta so d ifiy  m iqdorga aytiladi;
B. T  funksiyan ing  grafigiga aytiladi;
C . £(?,&>„) furxksiyaga aytiladi, bu  yerda co0 e  Q fiksirlangan 

elem entar hodisa;
D. £  ta so d ifiy  funksiyaning biror q iym atiga aytiladi.
14. Q uyidag ilardan  to ‘g ‘ri tasdiqni toping.
A. Puasson ja ra y o n i b o g iiq s iz  orttirm ali jarayon;
B. Puasson ja ra y o n i Gauss jarayoni;
C. Puasson ja ra y o n i statsionar jarayon emas;
D. Puasson ja ra y o n in in g  trayektoriyalari uzluksiz.
15. { X n , n  =  0 ,1 ,2 ,...}  -  butun y' = 0 ,l,2 ,... q iym atlam i qabul 

qiluvchi tasodifiy m iq d o rla r  ketm a-ketligi M arkov zan jirin i tashkil 
qiladi, agar:

A. X „  -> X x -»  X 2 — > m unosabat o ‘rinli b o isa ;
B. P ( X n =  j  AAn_j = /) shanli ehtim ol n  ga b o g i iq  b o ‘lmasa;

C. P ( X n =  j  / A 0 =  k 0 , X ,  =  k x , . . . , X „_2 =  k „_2, X ^  =  / )  = 
~ - P ( X „  —  j !  X „ _ x = /');

D. Javoblar ic h id a  to ‘g ‘risi yo ‘q.
16. Zarracha [0 ,3 ]  oraliqning butun nuqtalarida tasodifiy  sim- 

nietrik daydiyotgan b o i s i n ,  bunda 0 va 3 nuqtalar yutib qoluvchi 
holatlar bo 'Isa, b u n g a  m os kelgan M arkov zanjirin ing  aham iyatga 
m olik holatlarini to p in g .

A. bnnday h o la tla r  y o ‘q B. 1 va 2-holatlar
C. hamma h o la tla r  D. 0 va 3-holatlar.
17. Qanday za n jirg a  yoyilm aydigan M arkov zanjiri deyiladi?
A. hamma holatlari ahamiyatga molik b o ig a n  M arkov zanjiriga;
B. bunday M ark o v  zanjiri b o im ay d i;
C. holatlari fa q a t b itta  aham iyatga m olik b o ig a n  holatlar sinfini 

tashkil qilgan M ark o v  zanjiriga;
D. to ‘g‘r i ja v o b  y o ‘q.
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18. { w (i) ,i> 0 }  -  Viner jarayoni 
taqsim ot z ich lig i topilsin.

C - ^ = e x p { - ( j ’- .x ) 2 /8} D.

19. { ^ ( i ) , i € 7 |  jarayoa b o g iiq s
agar:

A. t 0 < t y <  t 2 ;f e  T  uchun £ (/, ) -  
m iqdorlar b o g ‘liq s iz b o ‘lsa;

B. u n in g  kesishm aydigan kesmah 
lari o ‘zaro b o g i iq s iz b o is a ;

C. {<£;(/),/ e  r}  tasodifiy miqdorla.

D. t o ‘g‘ri javob yo‘q.

20. Z a rrach a  [0 ,4] oraliqning bu1 
m etrik d ay d iyo tgan  b o is in , bunda 0  ̂
holatlar b o i s a ,  bunga mos kelgan 
m a tritsa s in i yozing.

‘ X 0
y i

0 0

0
Y i

0
Y i

0

0 0 1 /
/ 2 0

1 0 0 0 0

0 0 0 0 1

1 0 0 0 0
“I

0 Y i  0 0

0 >< 0 }< 0

0 0 >< 0 X
0 0 0 0 1
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. p ( 2 , ' S \ x , y ' )  -  ikki o ic h o v li

to ‘g ‘ri javob yo‘q. 

z orttirtnali j  a rayon deyiladi,

g ( i 0 ) , q ( t 2 ) - ^ ( t , )  tasodifiy

rdan iborat b o ig a n  orttirm a-

■ sinfi b o g iiq s iz  bo ‘ Isa;

un nuqtaiarida tasodifiy sim- 
a 4  nuqtalar yutib qoluvchi 
M arkov zanj inning o ‘tish

0 0 0 0 11
0 Y i 0 Y i 0
X 0 1//2 0 0
0 0 0 1 0
0 0 >< 0 Y i\
'o
y2

1
0

0
X

0 0 
0 0

1

0 0 0 0 1
0 >< 0 >< 0
0 0 0 1 0J



21. •{ w’(/) ,/ > 0 }  — V iner jarayoni. w (3 )-w (2 )  ning taqsim otini 
toping.

A .A '(0,1) B. A ( 0 , l )  C. 7V(2)-7V(1) D. F l(3 ).

22.  Zarracha [ 0 ,4 ]  oraliqning butun nuqtalarida tasodifiy sim-
raetrik daydiyotgan b o is in ,  bunda 0 va 4 nuqtalar yutib qoluvchi 
holatlar b o isa , b u n g a  m os kelgan M arkov zanjirining ahamiyatga 
molik b o im ag an  ho la tlarin i toping.

A. 1 .2 ,4  B. 1 ,2 ,3  C. 0 ,4  D. 2 ,3 ,4 .
23. \ X n , n  =  0 ,1,2,...} — M arkov zanjiri bir jinsli deyiladi, agar:

A - F A n ) = P v { n ~ ^ )  b o ‘Isa;
B. P ( X n =  j / X n_y =  /)  shartli ehtim ol n  ga b o g iiq  b o im asa ;

C. { X „ , n  =  0.1, 2,...} ketm a-ketlik b ir xil taqsim langan b o is a ;
D. javoblar ich ida  to ‘g ‘risi yo‘q.
24.  0} - a  param etrli Puasson jarayoni b o is in . 

P ( 4 ( 2) = 0) h isoblansin .

A. e 2" B. —  C. - e a a 2 D. —
2 2 2

25.]!(/),/■  e  r }  va \ r ] ( t ) j < =  T ]  tasodifiy jarayonlar stoxastik 
ekvivalent b o isa , u h o ld a :

A. ulaming c h e k li  o ic h o v li taqsim otlari bir xil b o ia d i  va 
aksincha;

B. ulam ing trayek to riyalari ham  b ir xil;
C. ulam ing ch ek li o ic h o v li  taqsim otlari bir xil b o ia d i, teskarisi 

o‘rinli emas;
D. yuqoridagi m u lo h aza la r ichida to ‘g ‘risi yo‘q.



VII BOB. STATISTIK MASALANING QO‘YILISHI

l-§ . Tanlanma tushunchasi. Tanlanma fazo

S ta tistik  izlanish asosida kuzatilmalar, y a ’n i statistik tajriba 
natijalari — sonli m a iu m o tla r yotadi. Faraz qilaylik, b iro r tasodifiy 
tajribani kuza tish  natijasida x l , . . . , x n sonlar olingan b o iib ,  ularni 
b o g i iq  b o im a g a n  v a  bir xil taqsimlangan X l , . . . , X n tasodifiy 

m iqdorlam ing  qiym atlari deb qaraylik. U  holda x( ' — ( x x , . . . , x n ) 

vektor AT*n) =  ( X x , . . . , X n ) tasodifiy vektorning qiym ati b o ‘Iadi. 
M atem atik  statistikada X v . . . , X n tasodifiy m iqdorlar n  hajm ga ega 
b o ig a n  t a k r o r i y  t a n l a n m a  yoki shunchaki t a n l a n m a  deb ataladi. 
B unda X <ri> vektor tanlanm a yoki kuzatilayotgan tasodifiy vektor deb 
ham  a ta lad i. 0 ‘z navbatida esa  X ¡  tasodifiy vektorlarni b iror q  taso­
difiy m iq d o rn in g  har b ir tajribadagi am aliy qiym ati deb ham  qaray- 
miz. D e m a k , kuzatilm a deb qiym atlari b iro r ) oTc'novli fazoda

b o ig a n  ^ - X l tasodifiy m iqdor tushunilar ekan. Boshqacha 

aytganda, biror (Q  , ^ , P )  ehtim ollar fazosi m avjud b o iib , 
— l chovl i  akslantirishdir. Bu yerda Q  — elem entar 

hodisalar fazo si, s /  —  hodisalar er -algebrasi v a  P  — ehtim ollik. q  

tasodifiy  m iqdorning asosiy xarakteristikasi — uning da aniq- 
langan q u y id ag i taqsim otidir: P ( B )  = P ( ^  e  B ) ,  B e  6 $  . M atem atik 
s ta tis tik ad a  P  taqsim ot nom a lum b o iib , u  biror m a lu m  {.P} sint 
(oila)ga teg ish li deb hisoblanadi. Bu yerda ( Q . , s S ,  P )  uchlik yor- 
dam chi ro l o ‘ynaydi v a  uni k o ‘p  usullar b ilan  tuzish  mumkin. M asa- 
lan, = £ & ,  P { B ) =  P  ( R )  va c ( c o ) = c o  desak, £, tasodifiy
m iqdor (.-.v ,.vy , P "  )  da aniqlangan b o ia d i. Demak, A*"1 tanlanm ani 
( : t i -  {n\  .5? <"i, P {"] )  tanlanma fazodagi elem entar hodisa deb qarash 
m um kin. B u  yerda J g ‘(")=.í¿Tx...x .Öf>, , ^ i n )  to ‘plam . ^ (n) dagi 
to ‘p lam la rn in g  Borei c-algebrasi, P n) esa A*”1 ning B = B \ x  ...x B „  da 
an iq langan  taqsimoti va B ß .  ¿ ¡ ( f . Qulaylik uchun keyinchalik P ( " ]
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taqsim otning yuqori indeksini tushirib qoldiramiz. Yuqoridagidan 
kelib chiqqan holda q u y id a g i tenglikni yoza olaraiz:

B )  =  P ( X t e  B l t . . , X n e  B n )  =  f \ P { X ^  B , ) .
7=1

Y uqorida ay tilg an lam i cheksiz hajradagi tanlanm a uchun ham  
o ‘rinli ekanligini t a ’kidlab o iam iz . Bu holda Xn) ni Xi,)=(XXz, •••) ning dagi proyeksiyasi deb tushunam iz va
A**ga m os taqsim otn ing  m avjudligi esa K olm ogorovning m oslangan 
taqsim otlar haqidagi teorem asidan  kelib chiqadi.

B iz yuqorida k e ltirg a n  tushunc halar £ -  tasodifiy vektor bo ‘l- 
ganida ham  o ‘z k u ch m i saqlaydi. Demak, agar c  — tasodifiy vektor 
b o is a , u holda Z l ' = R (m), m > \ .

2-§. E m p ir ik  taq s im o t. G livenko-K antelli teo rem asi

M aiu m k i, ix tíy o riy  c  tasodifiy m iqdom ing taqsim ot funksiyasi 
F ( x )  =  P (4 < x ) , x e  R orqali aniqlanadi. H ar b ir x  da F  n o m a iu m  
b c ig a n lig i sababli h o d isa la r  ehtimollari tu rg‘unligi xossasiga asos- 
langan holda { £ < x -}  hodisa ehtimolini A*”’ tanlanm a orqali uning

nisbiy sanog‘i b o i g a n  F n ( x )  -  empirik taqsim ot bilan yaqinlashtirish
m um kin. Empirik ta q s im o t funksiyani indikatorlar yordamida quyi- 
dagicha aniqlaymiz:

F n (x r) =  ̂  = I ¿ / ( Z , .  < * ) ,  R ,  
n  n t \

bu yerda 1 ( A )  o rq a li A  hodisa indikatori belgilangan. Demak, v„(x) 
sanoq x  dan katta b o 'lm a g a n  X ,  lar sonini bildiradi. F „ ( x )  funksiya

X \ ,  X 2, . . . , X „  q iym atla rin i — ehtimol bilan (agar X ¡  lardan biror k  tasi
n

ustm a-ust tushsa. u h o ld a  bu qiym atni —  ehtimol bilan) qabul qiluvchi
n

diskret tasodifiy m ic| dom ing taqsimot funksiyasidir. H ar bir fiksir- 

langan x nuqtada F „ (x )  b ir xil binom ial taqsim otga ega b o ig a n  taso­
difiy m iqdorlam ing o ‘rta arifm etik qiym atidan iborat b o ig an lig i
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uchun unin g  m atem atik kutilm asi va dispersiyasi quyidagicha aniq- 
lanishini k o  ‘rish qiyin emas:

W ( X ,  < x )  =  F ( x ) ,  (1)
n  /=i

D F t l ( x )  =  - ^ f í D I ( X ¡ < x )  =  - F ( x ) ( ] - F ( x ) ) .  (2)
n  ,=I "

D em ak, (2 )  ga asosan C hebishev tengsizligiga ko ‘ra, har b ir x da 
F , , ( x )  ta so d ifiy  m iqdor ketm a-ketligi sifatida F(x)  ga ehtimol 
b o ‘yicha yaq in lashar ekan:

\ / s  >  0 uchun  />(1 F „  ( x ) - F ( x )  |> e )  — > 0. (3)
«->eo

A gar Borelnitig kuchaytirilgan katta sonlar qonuniga asos- 
lansak, q u y íd ag i kuchli d a ’voga ega b o iam iz.

1-teorem a. Tanlanma hajmi « —> 00 da
w  1 e h i

F „ ( x ) - > F  (x ). (4)
Bu yerda b i r  ehtimol bilan yaqinlashish P ) uchlikdagi
P = F i ' 1 taq sim o tg a  nisbatan tushuniladi.

I s b o t i .  Em pirik taqsim ot fuaksiya aniqlashishiga k o ia ,

^  <«„g. deb  o lSak,

j  k2
M = ^ t T . K X , < x )  boladi. Em pirik taqsimotning (1) va (2) 

k  1=1

xossalariga 3co‘ra:
M F k 2 (x) = F(x);

k s  4 /r"£

k=¡1 A' 2

Bu yerda k  = k { n )  va  n  —> 00 da k  —» oc . (5) dan Borel-K antelli
1 eht

lem m asiga asosan F  (x) - ^ F ( x ) .  \ / k ,  k  =  k ( r ¡ )  uchun: 

k 2 <«<(& +- \ y  =  k 2 + 2 k  +  \ .  0 <  n - k ~  < 2 k  b o iad i.
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Demak,

\ F „ ( x ) - F { x ) \ < \ F n { x ) - F k i  ( x )  | + 1 F k 2 ( x ) - F ( x ) |<
¿y ^  1  e h t

< ~ + \  F k 2 ( x ) - F ( x )  | ->  0.
r\

(4) yaqinlashish har b ir x  nuqtada o ‘rinlidir. Am m o F „ { x )  

taqsimot uchun yuq o rid ag i teorem adan ham  kuchli b o ig a n  d a’vo, 
ya’ni (4) yaqinlashish aslida barcha i e  R  uchun tekis bajarilishi 
haqidagi quyidagi G livenko-K antelli teorem asi o ‘rinlidir.

2 -teo rem a (G liv e n k o -K a n te lli) . B k  ehtimol bilan

„¿2 n  n  n  k 2 k

su p
--<X<X<<XI

->0.F „ ( x ) - F ( x )  —

Isbo ti. Z j m  o rq a li x  larning shunday eng kichik qiym atini bel-

gilaymizki, F ( x  -  ())< — < F ( x )  tengsizlik o ‘rinli b o is in . Q uyidagi
m

hodisalarni liritam iz :

CJn, (zJm \ ; l F  i z jm )}, C +jm = { f „  (zjm + 0 ) ^ F ( z Jm + 0 )}, 

1-teoremaga asosan P ( C ~ m ) = P ( C * ) =  1. A gar C * = C 7  PICT desak, u

F < ‘ ( z j m ± 0 ) - F ( z j m  ± 0 ) —> 0 L bu  yerda
m (

holda C m = f ) C J m  =J s u p  
/=1 ([<_/<;«

F ( x + 0 )  =  F ( x ) ,  F n ( x  + 0) = F n ( x ) . Endi ikkilanganlik prinsipiga 
asoslansak,

__ m _ m _
P ( C m)  =  P ( \ j c j m ) <  £  P ( C j m )  = 0 .

j=1 j=1
00

Bu yerdan P ( C m )  =  1. .X uddi shu usul bilan C =  ( ~ } C m hodisa uchun
OT=1

i 5(C ):i  ekanini k o ‘rsa tish  murnkin. Endi x e  (z (m,z ,+l m ] nuqtalar uchunjm5 j+ljn-i
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F ( z f m )  <  F i x )  < F ( V l ,m) ,  F n { z j n i )  < F „ ( x )  <

va har b i r  z jm < z j + i m uchun 0 <  F ( z J + l w ) - F ( z j m  )<  -  . Demak,

F „ (x )  -  F ( x )  < F „ ( z j + l m )  - F ( z ;+1+-0) < F „ ( z M f n ) -  F ( z j m )  + i

va F „ (  x )  -  F ( x )  >  F n (z  ) -  F ( z J+lm) > F „  ( z jm) -  F ( z j m  ) -  -j-. 

B u y e rd an  ixtiyoriy m  uchun
1

su p  F n ( x ) - F ( x ) <  sup
-x<.v<x 1< j<m

ekani kelib  chiqadi. D em ak

P \  sup

F » ( -> » ± ° ) -  F ( * * . ±  ° )

->■0 > P (C )=  1.F n ( x ) -  F (x )

E m p irik  taqsim ot funksiyani X i n )  tanlanm a elem entiari tartib- 
lansa, h iso b lash  uchun qulay k o iin ish d a  ifodalash m um kin. Bulling 
uchun tan lanm aning  X l , X 1 , . . . , X n elem entlarini o ‘sish tartibida joy- 
lash tiram iz va qaytadan raqam lab ch iqamiz. natija.da biz quyidagi 
v aria tsio n  qator deb ataluvchi to 'p lam ga ega b o iam iz :

X (1)< X (2)< . . . < X (ii), (6)

b u y e rd a  X {i) = m in lX , , . . . ,^ } ,

X m  = m a x | min{ X ^ , X M..., }, z = 1 , ,

X („ ,=  max { X P...,Z „} .
(6 )  variatsion qatomi X l0 elem enti /-tartiblangan statistika (yoki 

varian ta) deyiladi. Bunday qatom i am aida olingan .v ’ = (x lv ..,Jf„) 
tan lan m a  elem entiari uchun ham  yozish mumkin:

x(1) < x (2) < ... <  x(n). (6')

Eradi (6 ') to ‘plam yordam ida P„ (x) ni boshqa k o ‘rinishda yoza 
olamiz:

0. x < x (I),

\ V -’ /  n x(l, < x <

I1’ x > x M .
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b o ‘lib, har bir x (i) nuq tada  uning  sakrash kattaligi — ga teng ekan.
n

Tanlanma hajmi ortib  borishi bilan empirik taqsim ot funksiya- 
ning nazariy taq sim o t funksiya F ( x )ga yaqinlashishi grafiklarini 
solishtirishdagi k o ‘rin ish i quyidagi rasmda keltirilgan.

D e m a t, F „ ( x )  g ra f ig i z ina  shaklida sin iq ch iz iq la rdan  iborat

n = 1 0
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X {'?) tanlanm aning turli o ich o v li funksiyalari, xususan, empirik 
taq s im o tg a  b o g iiq  b o ig a n  o ic h o v li funksionaliar odatda tanlanma 
xarakteris tikalari deyiladi. U lar orasida keag  q o ‘llaniladiganlari 
tanlanma (empirik) momentlardir.

& -tartib li bosh lang 'ich  tanlanm a m om ent deb,

v n k =  lx  c i F n ( x ) ~ — Y j f  qiym atga aytiladi.
” i=1

k  - tan ib li m arkaziy tanlanm a m om ent deb,
- £ /V j  n

m nk  =  J(x “ v'„ i ) d F „ ( x )  =  ( X j  - v n X )  qiym atga ay tilad i. v nl
M/=t

— — I «
va m n2 la m im a x su s  x  va S  lar orqali belgilaym iz: x  =  v n l  = —V  X t ;

” i=t
2 1 77 / —5  = m n2 = — — x j . Bu m om entlar tanlanm a o‘rta qiym ati va

d isp ers iy asi deb ataladi. Statistik m asalalarda turli tanlanm a xarak- 
teris tikalaridan  foydalaniladi. Odatda am alda ko‘proq qo ilan ilad igan  
xarak teristikalar quyidagilardir:

1) t a n l a n m a  q u l o c h i : R  =  X {nj -  X , A) tanlanm aning son o ‘qida 
qanchalik  uzoq likda joylashganini k o ‘rsatuvchi kattalik;

f. X(m )> n = 2 m - 1;
2) t a n l a n m a  m e d i a n a s i :  M e  =  < . —

variatsion  qatom ing  o‘rta qiym ati;
3) p - t a r t i b l i  t a n l a n m a  k x a n t i l i  Ç ^ - X ^ ,  /=[«/>]+1. Xususan, n  -

toq va p =  —  bo‘Isa, C(\/2)= M e  -  t a n l a n m a  m e d i a n a s i ;

4) m o d a :  M o  variatsion qator elem entlari orasida eng k o ‘p uch- 
raydigani.

5) k - t a r t i b l i  a b s o l u t  m o m e n t ' .  d nk = J]x|* < d F „  ( x ) =  — f  '■>
n  i=i

k - ta r t ib l i  m a r k a z i y  a b s o l u t  m o m e n t .

S „ k =  ¡ x - v n l f  d F H( x )  =  j - f ] X i  - v „ , |*  .

3-§ . T a n l a n m a  x a r a k t e r i s t i k a l a r
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6 )  variatsiya ko effitsiyentï. V = ^ - 1 0 0 % ,  b u  y e id a  S  =  y fs 2 .

7) a s i m m e t r i y a  : A s  =
"»з 
S 3

8) e k s s e s : E  =  ;??"4 — 3 .

Yuqorida k e ltir ilg an  tanlanm a m om entlar um um lashm alarin i 
ham k o ‘risli mumkin. B u lardan  biri

-  -  ( 00 -  1 f i  «
J g ( x ) d F „ ( * )  = A - S g ( ^ )

^—00 У V” i=l
fiinksionali b o ‘lib, b lin d a  h  v a  g  lar b iror o ‘lchovli fim ksiyalar. 
Quyida tanlanm a xarak teristikalarn ing  yaqinlashishi to ‘g ‘risidagi 
teorem ani keltiramiz. X [n) tanlanm a taqsim ot funksiyasi F (x )  b o ‘lgan 
taqsim otdan olingan b o ‘lsin.

3.1-teo rem a, / и  „ (F „ ) uchun n  oo da quyidagi m unosabat
o 'rinli

^  ^  \  1 e h t

Bu yerda j u ( F )  m av ju d  va h  funksiya M X } nuqtada uzluksiz deb 
hisoblanadi.

Isboti. M ( F ' )  =  h i  Jg (.rW F (x)) b o ‘lsin, u holda

S i F . ) - f g M d F . ( * >  = - 2 > № >  -  b o g 'liq s iz  tasod ifiy  m q dor.ar

yig 'indisi va uning m atem atik  kutilm asi M g ( X }) =  j g ( x ) d F ( x )  ga
/ — \ ^

teng. Kuchaytirilgan k a t ta  sonlar qonuniga asosan Sl F rn \ - >  M g ( X ^ ) . 

Agar A = Í X ln) : S { F n ^ - ^ M g ( X x) ^  bo 'lsa , P ( A ) = 1 v a  X lH)e  A  da 

S ( F „ )  -> M g { X \ ) , /7^5’(F „ ))-> /7 (M g (A '1) ) . Demak, A  to ‘plam da

p n { F n ) ^ ( F ) .

Bu teorem adan tan lan m a m om entlari n  -»  oo da 1 ehtim ol bilan 
mos nazariy m om en tlariga  yaqinlashishi kelib chiqadi:
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_  1 и  l e h t .  .  п 2 l e h t -

X ususan, л  =  —У  X .  ->  M X ,  ; S 2 =  — У  ( X i -  x  ) -*  D X , . 
п ы \  « t ï v '

v n  B O B G A  D O IR  M A SA L A L A R

1. T avakkaliga tanlangan 30 ta talabalam ing b o ‘y uzunliklari- 
dan ib o ra t quyidagi tanlanm a berilgan:

178 160 154 183 155 153 167 186 155 163
157 175 170 166 159 173 182 167 169 171
179 165 156 179 158 171 175 173 172 164

U sh b u  tanlanm a uchun interval variatsion qator tuzing.
2. C h as to ta li taqsim oti berilgan tanlanm aning em pirik taqsim ot 

fu n k siy asin i toping:

a)

X , 15 16 17 18 19

», 1 4 5 4 2

b)

X , 2 3 4 5 6 7 8

n i 1 3 4 6 5 2 1

3. Q u y id ag i tanlanma nchnrv

X i 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
n , 8 14 20 25 30 24 16 12 7 4

nisb iy  ch a s to ta li gistogram m a yasang.
4. Q u y id ag i tanlanm a ucliun:

X , -3 -2 -1 0 1 2 3

n i 2 4 5 6 5 2 1
poligon y asan g .
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lang:
5. Quyidagi tanlanm aning o ita  qiymati va dispersiyasini hisob-

Interval
chegarasi

34-36 36-38 38-40 40-42 42-44 44-46

n , 2 3 30 40 20 5

6. A gar har b ir  variantani: a) d  songa kattalashtirilsa (yoki 
kichiklashtirilsa); b) k  m arta  kattalashtirilsa (yoki kichiklashtirilsa) 
tanlanm a o‘rta q iy m ati va dispersiyasi qanday o ‘zgaradi?

7. T alabalardan 24 savoldan iborat test sinovi o ‘tkazildi. Ushbu 
test natijalariga k o ‘ra ta laba lar quyidagicha taqsimlanishdi:

T o‘g ‘ri 
javoblar soni 10-12 12-14 14-16 16-18 18-20 20-22 22-24

Talabalar
soni

2 4 8 12 16 10 3

Tanlanm a sonli xarak  teristikalarini hisoblang.
8. X í, . . . ,Xn ta n la n m a  taqsim otdan olingan bo‘lsa,

_ 1 " _  _ 
x = — Y X ¡  statistika uchun  M x . D x  larni hisoblang.

" t í

9. X i, . . . ,Xn tan lan m a  .V^0,,022) taqsimotdan olingan bo‘lsa,

-  i » _  _ 
x = - J  X¡ statistika u ch u n  M i ,  Dx  larni hisoblang. 

n  M

10. X t, . . . ,Xn tan lanm a R [ 6 { , 9 2 \  taqsim otdan olingan b o lsa , 
X 0) =  min{Ar1,.. .,X n\  statistika uchun M X m, D X m lam í hisoblang.

11. X „ . . . ,X n tan lanm a taqsim otdan olingan b o lsa , 
X (n) = m a x { X ],. . . ,Xn} statistika uchun M X [n), D X (n) larni hisoblang.

12. X i,. . . ,Xfl tan lan m a  7V(0,,02 ) taqsim otdan olingan b o lsa ,

S 2 = - Y ( X ¡  - x )  , S ~  = —!—V ÍA ”, - x) statistikalar uchun M S2, 
« t í 1 ' '  ’

M S  larni hisoblang.
261



V III BOB. NOM A’LUM PARAMETRLARNÏ 
BAHOLASH

l-§ . S ta tis tik  m odel. S ta tis tik a

M a’lun ik i, X '  1 tan lanma ( . t f  (,!>) o ‘lchovli fazorii 
yaratadi. ( & I S  (n\ &  (n)) fazoda taqsim otlaniing { P }  oilasi aniqlangan. 
b o ‘lib, har bir fiksidangan P  taqsim otda ( > M , : v l  P )  uchlik 
t a n l a n m a  f u z o  deb ataladi.

l - t a ’rif.(-5/> (n>,  { P } )  uchlik statistik m odel deb ataladi.
A gar \ P \  oila param etrlashtirilgan, y a ’n i b iror nom a’lum 

vektor yoki skalyar paratnetr 9  aniqligida { P e, f l e  ©j- k o iin ish d a  
berilgan b o ‘ Isa, u holda ( & ' i n ) , Æ r {n\ { P e , 6e .  0  }) uchlik p a r a m e t r i k  

s t a t i s t i k  m o d e l  deb ataladi.
U m um an , param étrai m os ravishda tanlash  yordam ida taqsi- 

m otlam ing  { P \  oilasini har doim  param etrlashtirish m um kin. Shu 
sababli. b iz a so san  param etrik statistik m o d ellam ik o iam iz .

(n), { P 9, (9e 0 } )m o d e ln i ko ‘raylik. A gar barcha O e  G  

param etrlar uchun  P q  o lch o v la r  u  o ich cv g a  nisbatan absolut uzluksiz 
b o is a , y a ’n i  u ( B ) = Q  ekanidan P e ( B ) = 0, <9e 0  ekanligi kelib chiqsa, 
■53 da an iq langan  cr-chekli // o 'lchov taqsim otlarning \ P r .  6e  0}  
oilasini dom in irlayd i deyiladi. Bu holda R adon-N ikodim  teorem asiga

d P
k o ‘ra n  ga n isb a tan  f ( x , 6 )  =  — — ( x )  taqsiinot zichliklari inavjud va

d / u

barcha B e  /gÿ lar uchun

P e ( ß ) =  \ f { x , 6 ) i i { d x ) .

B

B iz u  o ‘lchov sifatida yoki Lebeg o ’lchovmi (absolut uzluksiz 
taqsim otlar u ch u n ) yoki sanoqli o ‘lchovni (diskret taqsim otlar uchun) 
ishlatam iz. B u n d a y  xossaga ega boMgan P (> va // » ‘lchovlar uchun biz 
{ P e ,  d e  ©} <sc u  belgini ishlatam iz. \ P ;i , O e  0 }  oila uchun dom inant 
o ‘lch o v lam i k o ‘p  usullar b ilan  tanlash mumkin. M asalan, agar u j  va u :
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shim day o 'lchovlar b o ‘1sa, u  holda mos f  ( x , 6 )  va f i ( x , 0 )  zichliklar 9  ga 
bog‘ liq bo‘lmagan k o ‘paytm agagina farq qiladi:

dF& ; ( x )  =  / ^ x ß ) j i  ^  ■ ■ ( x )  =  / ,  ( x ; 9 ) ^
d ( / * l + M 2 ) ' d ( M 1+ H 2 )  “ d { H \ + P 2 )

Statistik iz lan ish lar uchun bunday o" lchovlardan qaysi birini 
tanlash aham iyatga e g a  em as.

{ / J , ö e 0 } « / i  bo 'ls in . U holda aniqlangan
[pg -  P j n ) , 0 e  & }  o ‘lch o v la r oilasi dagi n (n) = j u x ■ ■ ■ x // o‘lchovga
nisbatan absolut u z lu k siz  b o ‘lib, uning ehtim ollik zichlik funksiyalari 
oilasi quyidagicha an iq lanad i: 

dP^n ̂  n
- J b - ( x (" , ) = /„  ( x (-> ;ö )  =  n / ( * i ;ö ); ( * (rt), 0 ) e ^ ' x O . f l )  

’  ¿=1
Bizga ih tiyoriy  ( £ / / ? / ' )  o ‘lchovli fazo berilgan b o ‘lsin.
2 -T a’rit'. statistik modeldagi ihtiyoriy 

T : (  S l  (" \ ^ f  (n)) — , ' ? / )  o 'lchovli akslantirish s t a t i s t i k a  deyiladi.
Demak, tan lan m an in g  ihtiyoriy o ‘lchovli T = T ( X >,:I) funksiyasi 

statistika bo ‘lar ek an . 0 ‘z  navbatida T  statistika ,< ? / , { Q } )  -  

statistik modelni y ara tad i. Bu yerda Q ( A )  =  P ( T ~ ' ( A ) )  -  T-statistika 
yaratgan taqsim ot, A e < ? / .  M asalan, variatsion qator 

( X ( t X ( n) j  s ta tis tik a  b o ‘ladi.

3 -T a’rif. ( (n), £ 8 ' (" J, { P e  , 6e  0  } ),0  c ä ' 5 ' e k s p o n e n s i a l  

s t a t i s t i k  m o d e l  d e b  ataladi, agar f ( x , 9 ) ,  6  =  ( 6 v - - - , 6 j zichlik 
funksiyasi k o ‘rinishi um um iy  o ‘lchov u  uchun quyidagicha b o ‘lsa:

fr*f ( x , 6 ) =  /?(x)exp A i { 0 ) t i ( x )  +  B ( 9 )  Y  (2)

(1) va (2) teng lik lardan  k o ‘rinadiki, ^ " 'tan lam ag a  mos kelgan zichlik 
funksiya ham ek sp o n en sia l oilani tashkil etadi:

f n { ¿ n ) , 9  ) = \  (x (n) )exp^ 1 4  (0)7 ; ( x ( n )  )  +  n B ( 6 ) \ ,  (3)
Im J

bu yerda h n (x ( ,,) ) =  f ]  h ( x i ) ;  7] (x (n )) = ( x j  ). (3) model uchun 
/=1 /= 1

T = ( T \ , . . . , T „) statistika ga m isol b o ‘la oladi.
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M iso lla r .
1. .§t f ,n>= R (" \  M  (''' esa R (n) dagi Borel to ‘plam lari o-algebrasi 

va P = P p  taq sim o t quyidagi n  o 'lchovli taqsimot funk- 
siyasi b ila n  aniqlanadi. A gar biz bir o ‘lchovli F  taqsim ot funksiya- 
sidan uzluksizlik , simmetriklik. ... kabi b iror xossalarni talab qilsak, 
{ P f }  s in f taqsim otlam ing param etrlashtirilm agan (yoki noparam et- 
rik) oilasirxi hosil qiladi. Dem ak, ( R tn),  6$  in\  {P F}) statistik m odel 
b o ‘ladi.

2. { P e  0}  oila zichlik funksiyasi a  — siljish va a  —  m asshtab 
p aram etrla ri bilan berilgan b o ‘lsin:

f ( x ; 6 ) = —  />(— ) ,  9  =  [ c t ,
CJ \  <y )

< j ) e  0 .

B u  y e rd a  p ( x ) berilgan zichlik  funksiya, a  > 0 ,  -  oo < „t < æ , 
0 6 Ä x ( O ,c o ) .  Bunday taqsim otlarga N ( a , a ; ) -norm al taqsim otlar 
oilasi m iso l bo ‘la oladi. Bu oilaning S i ^ ih]~ R ' " ] dagi zichlik iiinksiyasi 
k o ‘rinishi:

-f  (  n ) f  l \ 1 fi 1 \ ’ 2 ^X, v— flOC ̂  , "I / .  ■.
f n ( x  , & ) =  :------ =-exp^—— -T £ x i ------ y - n l n c r  . (4)

s j ( 2 7 t ) "  I  2 c r  / = 1  a - 2  / = I 2 c t "  J

D em ak , (3) ga asosan norm al taqsim otlar oilasi eksponensial 
oilaga m is o l b o ‘lar ekan.

3. 1-m isoldagi {P F } taqsim otlar o ilasi absolyut uzluksiz b o ‘ lib,

f  =  F  ~  z;ichlik funksiyasi bo‘ lsin. X l n ] )  statistika

variatsion  qato rd an  iborat b o ‘lsin. U  holda T  statistika yaratgan { 0 }  

taqsim otla r oilasi quyidagi zichlik funksiyasi bilan beriladi:

n!TT/(* ,- ) ,  t, <  < t  .
M  • (5)

‘[0, aks holda.

2 -§ . S ta tis tik  b ah o lash  m asalasin ing  q o ‘yilishi.
Ta lo fa t va risk  funksivasi

(") (") { p ^ n) , 6  & 0 }) statistik m odel va

(# ) :(© , 03  o ‘lchovli funksiya bo'lsin. N om a’ lum para-
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m etr 6  n i X ' " 1 =  ( X ~ y , . . . , X n )  tanlanm a b o ‘yicha baholash m asalasini 
lco‘ramiz. cp(6 ) Lieh u n  baho sifatida qiym atlari to ‘plam i , J V )  

bo‘lgan tan lanm aning  ixtiyoriy funksiyasi T ( X i n ' )  ni olish mumlcin. 
J M x J V  to ‘plamda an iqiangan W ( u , v )  -  musbat va haqiqiy qiymat- 
lam i qabul qiluvchi i unksiya b o ‘lsin.

cp(6 )ning o ‘rxiiga uning bahosi T ( X i n ] ) dan foydalanganda 
m a’lum yo‘qotish (talofat)ga yo‘l qo ‘yamiz. Bunday y o ‘qotish 
W ( T ( X i,‘ ', ) , 0 ) x \ \  t a l a f a t  f u n k s i y a s i  deyiladi. Talofat funksiyasini turli 
ko ‘rinishlarda b erish  m um kin. Quyida ulam ing ayrirn ko‘rinishlari 
keltirilgan:

W ( T { X (n>) , 6 ) = ( r ( X ,n)) - ö ) 2 -  kvadratik talofat;

W { T ( X w ) , 6 )  = \ T { X {n' ) - e \  -  absolyut talofat;

J V ( T ( X M ) , 6 )  =  \ T ( X <n)) - e \ P -  L p talofat;

agax 9  =  T ( X W )  b o ‘lsa, W ( T ( X w ) , 0 )  =  0 , yoki agar 

9 * T ( X l n ) )  b o ‘lsa, f V ( T ( X (n) ) , 0 )  =  l  -  nol-bir talofat;

W ( T ( X (n)) , 0 )  =  l ( \ T ( X M ) - d \ >  c) -  katta tarqoqlik talofati;

J V ( T ( X { , , )  ) , 9 ) =  J l n f ^ | ' Y| )J / ( x ; g ) ^  -  K ulbak-Leybler ta­

lofati.
Yuqorida k e ltir ilg an  talofatlar funlcsiyalari orasida kvadratik 

talofat funksiyasi ko‘ p  q o ‘llaniladi.
Statistik b a h o la sh  nazariyasida quyidagi xossalam i qanoatlan- 

tiruvchi talofat fu n k siy a larid an  foydalaniladi:
1) W ( u ,  v) =  w C u  — v ) ;

2) fu n k siy a  R s da aniqiangan va m anfiy emas, bu yerda s  -  
param etrik to ‘plam  o ‘ lcham i;

3) k  funksiya sim m etrik : w(-«)=w(w);
4) barcha c  >  ö  uchun{ u  : w { u )  < c j to ‘plam  qavariq.

Bunday w { i t )  fu n k siy a  ham  talofat funksiyasi deydladi.
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T alo fa t funksiyasi W ( T { X  '!i ) , 0  ) ning m atem atik kutilm asi

R ]V{ T , 6 )  =  M e ( W { T ( X M ) , 6 )) (1)

r i s k  ( t a v a k f c a l l i k )  f u n k s i y a s i  deyiladi.
R isk funksiyasi yordam ida ( p i ß )  uchun bahoiarni tartiblash 

m um kin: a g a r  V ö e  0  uchun R w  , 6 ) < R U. { T 2 , 9 ) b o ‘lsa, T ] baho 
T 2 ga n isb a tan  afcalroq bo‘ladi.

3-§. Y e ta rli s ta tis tik a la r

.(}<= 0  }) -  Statistik m odel va & S (n> dagi P e  

taqsim ot yo rd am id a  tuzilgan P 0 { X ' " : e  B  i  T ( X { n ) ) } shartli taqsi- 
m ot b o ‘ls in , B e  <n>.

4 -ta ’r i f .  A gar Pe  ( X ' n ,> e  B  / T )  shartli taqsim otning 9  ga 
b o ‘g ‘liq b o ‘lm agan varianti m avjud bo Isa , u  holda T ( ? 6 "’ )  statistika 
\ P f n 0 < e  0 }  oila (yoki 9  param etr) uchun y e t a r l i  s t a t i s t i k a  deyiladi.

D em ak , T  yetarli statistika b o ‘lsa, T = t  sirtda aniqlangan shartli 
taqsim ot 6  g a  b o g 'liq  b o ‘lmas ekan. B u e s a  o ‘z navbatida 6 param etr 
haqidagi b a rc h a  m a’lum ot T  s tatistika qiym atida ekanini anglatadi. 
A m alda, a g a r  b iz nom a’lum  P e  taqsim ot haqida biror xu losa qil- 
m oqchi b o ‘ lsak, buning uchun katta hajm dagi ) f r )  tanlanm a o ‘rniga 
yetarli s ta tis tik an i qo‘ llashim iz mumkin. Tabiiyki, yetarli statistika 
o ‘lcham i tan lan m a  o ‘lcham i n  ga nisbatan kichik bo‘ lishi zarur. Biz 
yuqorida y e ta r li  statistika uchun keltirilgan ta ’r if  param etrlash- 
tirilm agan taqsim otlar oilasi uchun ham  o‘z kuchini saqlaydi.

Misollar.
1. l - §  ning 3-misdfldagi variatsion qator yetarli statistika bo ‘ - 

ladi. H aq iqa tan ,

—  agar x 00 nuqta t ( n )  )n ing
n \

f  ( x  n ) / T ( x i>!)) =  t >n>) = j  biror o ‘rinalmashtirishidan iborat bo‘Isa;

0, aks holda,
I

Y a ’ni ten g lik n in g  o‘ng tom oni f  ga b o g ‘liq etnas. Demak, 
F = (X (!), . . . ,  X (b)) yetarli statistika bo ‘ladi.
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tanlanm a в  param etrli Puasson taqsim otidan olingan 
bo 'lsin . U ho ldaöe  0 =  (O.=o) uchun

(2)

b u  yerda x ¡ =  0,1,...; i = l , . . . , n .  Puasson taqsim oti ushun T  =  ' ^ X j
/=1

yetarii statistika ek an in i k o isa tam iz . Buning uchun Á A,,> vektom ing 
«

sirtdagi taq s im o ti в  ga bog 'liq  emasligini k o ‘rsatamiz.
í=i
Quyidagi shartli eh tim o ln i hisoblaym iz:

Pe ( X (n)=xin) ,T (X in))=t) _  Pe { X (n)=x(n)) _
T ( X {n)) = t  

) . ,P{ X „= x„ )

pe ( í x „ = t )
1=1

’ n

Pe ( T ( X (n))=t) P9 (T(X^n))=t)

r e - * > ( r £ ) ' П I П

в 'П т т .

2 > ,
i=i

л ' П х, ' .  
;=1

V¡=I

Oxirgi ifoda в  g a  b o g ‘liq  emas. Demak, T  =  ^ X ¡  statistika 0
¡=i

uchun yetarii statistika ekan.
Yetarii sta tis tikasin ing  m avjudligini N eym an-Fishem ing quyi­

dagi f a k t o r l a s h t i r i s h  t e o r e m a s i  yordam ida osongina tekshirish 
m umkin.{ P e ,6 e  0  }« : / л  b o ‘lsin.

1-teorem a. T  s ta tis tik a  6  param etr uchun yetarii statistika bo ‘- 
lishi uchun (x (n) ;í? )  z ich lik  funksiyasining ¡ u <n) o ‘lchovga nisba- 
tan deyarli hamma y e rd a  quyidagicha ifodalanishi zarur va yetarlidir:

/ „ ( ж (");0 )  = Т Д Г ( х ('>';0 ) Я ( х " ’)). (3)
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B u yerda VF'.. > 0, h n >  0 funksiyalar mos ravishda- va i") da

va ^  ‘"’-oM chovli va faqat o ‘z argum entlariga b o g ‘liq furLksiyalardir.
I s b o ti .  B iz faqat diskret va absolut uzluksiz hollam i ko 'ram iz. 

D iskret h o ld a  § 6  ^ -san o q li (/; ‘"’-sanovchi o ‘lch o v )v a  j n : ß  ) =  

=  P e ( X ( n > =  x ( n > ) .  B iror r-statistika uchun P e ( T ( X ( n ) )  =  T ( x { n ) ) ) > 0  

b o ‘lib, (2) tenglik o ‘rinli boUsin. U holda j J*"1 7r(Y ,:'1 ) ^ T ( x " ] )} =

= |  X ' n> -  jc('°  j ekanini e ’tiborga olsak,

' x < * )  =  j L * ) /  }  PR ( x ^ = x { n ) )

T( X(‘‘>)=T(x{"') ) p9(T(X^)=T{*<»>)) 

f„(x{n);6) _ hnU n))
I  f A y [ n ) - ß )  X  K ( / n ) )

{ / "  > :7( " > )=r ( J 1 )} {>■( »> ;r  ( /  ">)=T(xln>)j

O x irg i ifoda 6 ga b o g 'liq  emas. Demak, T  -  yetarli statistika 
b o ‘ladi. A ksincha , T — yetarli s ta tis tik ab o ‘lsin. U h o ld a

f.tf" ;Ö) =  PB (X„ = *w , T(X'n)) = )) =

S h artli ehtim ol <9 ga bog‘ liqem as. Uni h n ( V " 1) orqali va 2- eh- 

tim olni 4/ ,r (r(jc(,,));0) orqali belgilasak, (3) o lrinli b o ‘ladi.
E n d i  absolut uzluksiz bo ‘lgan holni qaraylik. Bu holda 

f n ( x <n), ß )  funksiya J ^ (n)dagi / /" '-L e b e g  o ‘lchoviga nisbatan zich- 

lik fu n k siy a  b o ‘ladi. Faraz qilaylik. T  —  ( X J t . . . , X r ) ,  r < n ( r > n

b o ‘lgan h o l  m a’noga ega emas) bo‘lsin. X (n,da  aniqlangan b iror
5, =  (S 1, . . . ,5 „ _ r ) stadstika tanlab ( T ^ , . . . , T r , 5'1,...,5 fl_,.)-vektor sta­
tistika u c h u n  quyidagi shartlam i bajarilishini talab qilamiz:

a lm ash tirish  o ‘zaro b ir qiym atli b o ‘lib, T  v a  S  ning birgalikdagi 

g T0 S  { w . v )  zichlik funksiyasi m avju i b o ‘lsin. U  holda, m a’lum ki, 

X >l1> va ( T . S )  ning ziclüik funksiyalari uchun
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1 4  / „  ( x ™  , 9  )  =  g Tg  s  ( t (x (n) ) , S ( x { "> ) ) ,  (4)
tenglik o'rinlidir. B u  yerda J  ï  0 -  almashtirish yakobiani. Endi S ning 
7  sharti ostida z ich lik  funksiyasi, mahraji 0 dan farqli deb faraz qilsak,

S  . s ,
P S  T=I <V V ï =  gg (ft ,vt6 v 1 >*••? n—r )  t  S  / t \ t  ̂ '

i ge ' (h ’" ¿ r  >V1 — ’v»-r )^ i  A -r
tenglik  bilan an iqlanadi. (3) o 'rinli bo ‘lsin. U  holda (4) va (5) teng- 
liklardan

p s,T=< (v )  =  ' V - A f f i ) K ^ Y \ A  =

( / £ ) * ,  ( x (n) ) |J |^ v' {^„ (x (n) ) | j | j v '  '

Oxirgi ifoda 9  ga b o g ‘liq emas. Demak, 5  ning va o ‘z navbatida 
A*” 'ning T  ga n isbatan  shartli taqsimoti 0 ga bog‘liq emas. Bu esa T  -  
yetarli statistika ek an in i anglatadi.

Aksincha, T  -  yetarli statistika b o ‘lsa, P g  ' 6  ga bog‘liq b o ‘l- 

m aydi. Bu holda

f ( x (n) ; 6 )  =  ■ P eSÎT=‘ ( y )  Jg \ ] ' s  ( t , v ' ) d v ' .

Endi bu ifodadag i integralni vF n(r;0 ) orqali va qolgan kasrni 
h n{ x {" ])  orqali belgilasak, (2) ifoda hosil b o ‘ladi.

M isollar.
3. 8-bobning l-§  dagi (3) fonnuladan k o ‘rinadiki, eksponensial 

m odel uchun T = ( T [ , . . . , T k )  statistika yetarli statistika bo ‘lar ekan. 
D em ak, (3) ifodani qanoatlantiruvchi Puasson, Bem ulli, norm al, 
m asshtab param etri b ilan  berilgan ko ‘rsatkichli va shu kabi ekspo­
nensial oilalar uch u n  b iz faktorlashtirish teorem asiga asosan yetarli 
statistikani osongina aniqlashim iz mumkin. M asalan, (4) ga asosan

f  11 n ^
norm al taqsim otning 0 = (a ,< j2) param etii uchun

V ¡=1 /=]
vektor yetarli s ta tistika b o ‘lar ekan.

4. (0 ,,i9 ,)oraiiqdagi tekis taqsim ot zichlik funksiyasi:



T anlanm a zichlik funksiyasini variatsion qatorning X ( \ X (n) 

elem entlari v a  indikator funksiyasi yordam ida quydagicha ifodalash 
m um kin:

/ „  (* ( " > ;0 )= (0  2 - 9 l ) - ' l ( 6 l < x ( l ) < x ( n ) < 6 2 ).

D em ak, (2) ga asosan f n ( x [n] ;£) = ¥ „  (x(1) , x (n)  ; d \ h n ( x [ ) = 1 

va T  =  { X ^ , X [ n ) )  vektor 9  = ( 0 , , 9 2 )  uchun yetarli statistika bo'ladi.

5. (5) form uladan ko‘ rinadiki, zichlik funksiyaga ega b o ig a n  
ixtiyoriy taqsim ot uchun Tt =  ( X (l) , . . . , X {n) )  variatsion qator yetarli

statistika b o i a r  ekan. Uni odatda trivial yetarli statistika deb ataladi. 
Um um an, T 2 =  X ' " '  tanlam aning o ‘zi ham  ixtiyoriy taqsimot uchun 
trivial yetarli statistika bo ‘ladi va siru sababdan 7] va T, lar ekvivalent 
bo 'lad i. Shunday taqsiniotlar ham  borki, u lar uchun T.  yoki T2 dan

boshqa y e tarli statistika m avjud emas. M asalan. 0  = { a , c i ~  ) 
param etrli quyidagi Koshi:

f  ( x ; 0 )  = —------------------ - ,ta r |< o c  ,6(E Q = A x  (0,oo)
rrrr S  .. V 1

taqsim oti u ch u n  (2) tenglik ( x i n )  \ 9 )  =  x¥ tt ( x l' r,>\ 0 ) ,  h n ( x i>,])  -  1 
bo ‘lgan ho ldag ina o ‘rinli bo‘ladi. X ususan, agar a  = 0  v a  8  = <r2 b o i -  
sa, u  holda f  ( x ; 9 )  =  f  ( - x ; 6 )  y a ’ni taqsimot sim m etrik b o ‘ladi va (2)

tenglikdan T  =  | Y,2 ) yetarli statistika ekanligi kelib chiqadi.

4 - § .  jV I u k a m m a l ,  « ¿ u d  v a  i i i i i i i i i i a l  y e t a r l i  s i t t i i s t i k a l a i

l - t a ’riff. o 'lchovli fazoda aniqlangan {Q e . 0 e  0 }
taqsim otlar o ilasi m u k a m m a l  deb ataladi. agar ixtiyoriy ¿ ? /  o ‘lchovli 
<p(y) funks iya Uchun

\ ( p ( y ) Q d  ( t / j )  = O ,6 » e 0 . (1)

tenglikdanj Q # } ga nisbatan deyarli ham m a yerda ( p { y )  -  0 ekanligi 

kelib chiqsa.
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2 -ta 'r if . ( Г  ' / j  {п\ { Р в . в е  0 } ) statistik modelda aniqlangan, 
l'")—>(■// / У / )  statistika m u k a m m a l  deb ataladi, agar

uning

Q ß ( A )  =  P e ( x (n) : T ( x i n ) ) e  A ) ,  A e  U ,

ehtim ollar taqsimotlari oilasi m ukam m al b o ‘lsa.
A gar 1-ta’rifda cp funksiya chegaralangan b o ‘lsa. u  holda 

i Q o  , ö e  ©} oila c h e g a r a l a n g a n  m u k a m m a l  deb aytiladi.

1-ta’rif (7j , . . . , T k ) -  vektor statistika va 0  = ((9р ...,0л) — vektor 
param etrlar uchun ham  o'rinlidir. Odatda k > s  b o ‘ladi. 
( ' / t , < 2 / ) =  { R f k ) , , € ÿ  ik>)  va q > : R i k )  -> i? ( i ) -o ‘lchovli funksiya b o ‘lsin. 
Bu holda ( 1) tenglik v e k to r  k o ‘rinishda b o ‘ladi.

K o‘p  hollarda dagi {Р в , в е @ } oila m ukam m al

emas, ammo I  s ta tis tik a  orqali hosil b o ‘lgan ©} oila m ukam ­
mal b o ‘ladi.

3 - ta ’rif. B e  to 'p lam  {P e , O e ® } oilaga nisbatan o z o d  

deb aytiladi, agar P0 ( t í )  taqsim ot 0 ga bog‘liq b o ‘lmasa.

4 - ta ’rif. A gar T  j statistikaning taq-

simoti 0 g a b o g ‘liq b o ‘ lm asa, y a ’ni j x ^ : r | j c ^ j e  a \ to ‘plam  ozod

bo‘lsa, u holda T  i n \,<6 ÿ  statistika o z o d  deb ay­

tiladi.
Demak. ozod s ta tis tik a  nom a’lum 0 param etr haqida hech 

qanday m a ’lumotga e g a  b o ‘lm as ekan. Aksincha, yetarli statistika esa

0  haqida Ä  ^ d a  q an ch a  m alum ot b o ‘lsa, o ‘shancha m a’lum otga ega 
b o ‘lar ekaa.

M isollar.
П

1. в  e  © = ( 0, l) p a ram e trlik  binom ial taqsimot uchun 7 ' = ^ 1 |
/=1

statistikaning taqsim oti
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а ( ' > - ' . < Г  =  '> Ц aks ho ld a .

berilgan. (2 ) ga asosan T  yetarli statistika bo‘ladi.
(p=cp (/) haqiqiy funksiya uchun

Ê H 0 a ( ' ) = ( i - « ) ' î c > ( ' ) ( r ? )  = o , 9 S e ,
í=0 Í=0 W » /

b o ‘lsin. B u  tenglaim ni chap tom onida darajasi « dan oshmagan 

I—— ning polinomi turibdi. Ba polinom  k o ‘pi bilan n  ta turli nuq-

talarda no lga teng bcfladi. Arnmo bu tenglik barcha ¿ 9 e © la r uchun 
o ‘rinli b o ‘lm oqda. Bu esa, o ‘z navbatida barcha t  = 0 ,1 ,....n lar uchun

П

q } ( j )  =  0 ekan in i k o ‘rsatadi. Demak, {O, 0 |  oila va T  =
i=l

statistika m ukam m al b o ‘lar ekan.
2. ( Ф / , { Q e , 9 &  © }) m odelda = {-1 ,0 ,1 ,2 ,...} , to ‘p-

lam f / /  ning to ‘plam ostisidan iborat, © =[0, l) , 7 (x )  = x va

О в { * )  =  1% { т =  t )  taqsimot:

Q , ( - l ) = 0 ,  Q g  ( n )  = ( l  - 6 ) 2  6 "  , n  = 0 , 1 , 2 , . . .

bo 'lsin . B iz  T ( x )  ni chegaralangan m ukam m al ekanini, ammo mukam- 
m al b o ‘lm aslig in i ko ‘rsatamiz. Integrallanuvchi (p uchun barcha 
9  e  0  la rd a

со oo -,

£  (P { t ) Q e { t )  =  (P { - l ) e  +  ^ ( п ) ( 1 - 9  У  e "
t=-1 и=0

tenglik b a j arilsin. #=0 da t p ( 0) = 0, demak,

< p ( - l ) 0 + -(1 -0 )"  = 0 ,  O < 0 < 1 ,
n=l

y a ’ni

± ? { п ) в " - 1 =  - < р { - \ ) ± п д ^  , 0<6> < 1.
/7=1 ( 1 - 0  ) «=1
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Demak, ( p ( r i )  =  - ( p { — \ ) n ,  /2 = 1,2,.... Agar cp -ch eg ara lan g an  b o ls a ,  u 
holda ixtiyoriy n  u ch u n  c p ( n )  =  0 . Bu esa T  ning chegaralangan m u- 
kam m al ekanini b ild irad i. Am m o T  m ukam m al emas. M asalan, agar 
^ ( -1 )  =  - 1 ;  ( p { n )  =  n , ;7 =  1,2,... desak, yuqoridagi tengliklar bajari-

laveradi, ammo (p *  O .

3. £  va j j  b o g ‘liq b o ‘lmagan va b ir xil { F e  , 0 e 0 j  taq- 

simotga ega. D em ak , T  =  ( % , ? ) )  vektor taqsim ot funksiyasi 

{ Q o ( x , y )  = F &{ x ) F 0 ( y ) ,  0 6  0 }  oilaga tegishli. <p =  < p ( % )  funksiya 

Q e  ga nisbatan in tegrallanuvchi bo ’lib, uning dispersiyasi barcha 
6 e  0  larda chekli v a  noldan farqli b o ‘lsin. U  holda

J J M * )  - ^ ( . y ) ]  d F 6 { x ) d F 6 (-v) = 0 ’ 6 e  e -

Ammo Pe ^ ( p ^ ) ^ ( p { r j ) ) >  0 barcha <9e0 lar uchun. Aks holda 

^  va i ) bcgMiq b o 'l a r  edi. Demak, {Q e  ( x ,v )  = F e  (x )F e (y ) ,  0 &  ©} 

oila m ukam m al b o ‘lm a s  ekan.

Endi shu m iso ld a  F e  =  n ( cc ,< t ')  b o ‘lsin. M alum ki, T ' = ^ + r j  

tasodifiy m iqdor taq sim o ti Q 0  =  N ^ I a  , 2 c r ~  j -  noiTnai taqsim otdan

iboratdir. [ Q g  , 9  = ( « , c r 2 ) e  J?x(0,oc)} oilaning m ukammal b o ‘li- 

shini ko‘rsatamiz. Integrallanuvchi (p funksiya uchun barcha 

( a , a '  jla id a

^ ' M ^ [ - ^ x- 2aA dx=o’
ya’ni

00 f x2 1
J e x p { r x } < p ( x ) e x p | — ~ = r | d x  =  

f J -  1
Demak, g (x )  = <p(  .x )ex p j -  j - y  j  funksiyaning lkki tom onlam a

Laplas alm ashtirislii t = oc/ c j ~ g ( - oo,co) ning barcha qiym atlarida
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nolga teng ekan. Bu yerdan F e  —  deyarli hamma yerda g'(-v) = 0 , 
y a ’ni <p {x )  =  0 ekani kelib chiqadi.

4. X i n )  tanlanm aning har b ir elem enti N [ a  , a ~  )  -  norm al taq-

sim otga eg a  b o ‘lsin, 9  = ( a  ,c r  ) e  0  = £  x (0 ,c o ) . Biz

A x [ n ) ) =
a  a

• • . 1 n 
statistikani o zo d  ekanini ko'rsatam iz. B u yerda x = — ̂  X _ r j , , . . . . r j n

n  ;=t
b o g liq  b o ‘Lmagan va bir xil standart M (0 ,l)  norm al taqsim otga ega 

b o ‘lgan ta so d ifiy  m iqdorlar bo 'lsin . U holda X i =  arjl,+ a  ,i  =  \,...,n va

r ( ^ " 1 ) =  T ( j ) ^  Demak, T  ning taqsim oti a  va o  ga bogMiq
emas.

Endi statistikaning yana bir muhim turlaridan biri -  m inim al 
yetarli s ta tis tik an i ko 'ram tz. M a’lum ki, yetarli statistika taqsim ot 
haqidagi m a ’lum otni kam aytirm agan holda, tanlanm a m a ’lum otni 
kam aytirish imkonini berar ekan. Ammo, har b ir  taqsim otlar oilasi 
uchun b u n d ay  yetarli statistikalar yagona b o ‘lm asligi mumkin. Bu 
holda u la rd a n  qaysi birini tanlash kerak degan savol tug‘ilishi 
tabiiydir. A lb a tta , bu holda tanlanm ani eng k o ‘p qisqartirish imkonini

beruvchi s ta tis tik an i tanlash lozimdir. r ( x ^ ^ )  —» ( '^ '/ ’4')

statistika | / ^ , 0 e 0 }  oila uchun yetarli statistika b o ‘lsin. U hoida 

ixtiyoriy S  =  ¿’(7 ’) statistika z a r u r i y  statistika deb ataladi I imuman, 
zaruriy S  s ta tis tik a  9  param etr haqidagi burun m a ’lumotga ega 
b o lm aslig i, y a ’ni yetarli statistika b o ‘lm asligi rntimkin.

5 -ta ’ r i f .  A gar S  =  S ( T ) zaruriy v a  yetarli statistika b o ‘lsa, u 
m i n i m a l  y eta rli statistika deb ataladi.

D e m a k , 5  -  m inim al yetarli statistika tanlanm a m a’lum otini 
m um kin q a d a r  eng  ko ‘p qisqartirish im konini berar ekan. orqali 
qiym atlari ( t y / S / )  da b o ‘lgan T  yetarli statistikalar sinfm i:

3 r ~  =  { T )  belg ilaym iz. / T  = T ~ l to ‘plam  a  -algebra ning T
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akslantirishdagi p ro o b raz i b o ‘lsin. Biz 3-§ da B / T j shartli

taqsim ot orqali yetarli statistika ta ’rifini bergan edik 0 ‘sha ta ’rifni a  - 
algebralar tilida quy idag icha ifodalash mumkin: “ 7  statistika 6  uchun

yetarli statistika deb a ta lad i, agar Pg ( e  B /  , T ), d e  0  , 5 e , 0  l"1,
shartli ehtim olning 9  g a  b o g ‘liq bo ‘lmagan varianti mavjud bo ‘lsa” .

,r c ^  ("> -  CT - a lgebra  y e t a r l i  o  - a l g e b r a  deb ataladi. Agar T  v a  S

yetarli statistikalar bo‘ lib, S ~ S ( T ) b o ‘lsa, /sç  / T bo ‘ladi. Demak,

“ 70-  m inim al yetarli d ey ilad i, agar ixtiyoriy T e  uchun z  - /T

b o ‘Isa”. M inimal y e ta r li statistika har doim  mavjuddir. Biz uni izlash- 
ning b ir usulini k o ‘rib  o ‘tam iz. { Pe , 6 e  0 }  « ; M  bo ‘lsin. Ixtiyoriy 7

statistika, xususan ye tarli statistika, tanlanm a fazoni ekviva-

lentlik sinflariga, y a ’n i  7 ( x ^ )  qiym atlari bir xil b o ‘lgan x (n> nuqtalar 
to ‘plam iga bo ‘lin ish in i hosil qiladi. Agar S  =  S ( T ) b o ‘lsa, u holda 7  
r in g  ekvivalentlik sin flari S  ning ekvivalentlik sinflari ichida yotadi. 
Demak, minimal yetarli statistikaga mos kelgan bo 'lin ish  yetarli 
statistikalar hosil q ilg an  b o ‘linishlarining “ eng kattasi” bo‘lar ekan.

jc("> nuqtani o‘z ic liiga oluvchi ekvivalentlik sinfini c i x 1' 1) orqali 
belgilaym iz. C  s in flarga  b o ‘linishir.i yetarli bo ‘linish deymiz, agar

À  ( * (n> <Pn ß ) h n ) 

b o ‘lib, bunda / ' ' e C j i J “')  uchun ( p , A *  ' .0 )  =  <p„ (*o* \ 0 )  bo‘lsa.

Demak, yetarli s ta tis tikaga  yetarli b o ‘linish mos kelar ekan. Endi

c(jCo” ') ni quydagicha tuzam iz: x {n)e  ) deb olamiz, agar

f n ; 9 ) j  \ 6  ) =  \  '* ) nisbatga bog‘ liq bo lmasa, y a ’ni

c ( 4 ^  ) 4  *<"> 6 ( * (n) ; 4 n) ), ©¡}.

l[ f n V o ’9 ) lj

Agar .Yp,) e  ) boMsa, u holda ) =  c [ x ^  ) =  ).

Quyidagi da’voni isbo tsiz  keltiram iz.
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1 -teo rem a. A gar T e  uchun r (x [" ) )  = t ( x [” ]) ,  x ,W ,

x \  e  c ( x q  '), x' b o ‘lsa. u holda T  — m inim al yetarli sta­
tistika.

M iso lla r .

5. ("\{Pe, 6 e  statistik m odelda = {0 ,1 } ,/^  -

binom inal taqsimot, <9e 0  =  (O ,l) b o ‘Ism. Demak.

f ( x , e ) = p 9 ^  = x ) = e ^ \ - e f x .
Q uyidagi yetarli statistikalarni k o ‘ram iz:

T \ =  ( * , X X  X ,  =  0,1; i = 1__ »»;

T 2 ( ^ )  =  ( X l +  X 2, X 3 , . . . , X n ) ,

T 3 ( - X ^  0  =  (X , + X 2 +  X 3 , X 4 , . . . , X n ) ,

T 0 ( ^ n) )  =  x t +  . . . + X n .

■% =  T k ' 1 ) -  cr-algebralar ichida ^ ¡ r j .  m aksim al va

'-^ r0 m inim ald ir. Demak, T0 -  m inim al yetarli statistika. Buni quyi-

, ■ ¡ß) I f) ” n n
7  ( («).a r ( T ^ ) ^ ~ ^ Xi0 nisbat 6  ga faciat Z ^ = Z % = W’Jn\x0 $) 1=1 i_1 i=1 ¡=1

w e  { 0 ,1 ,...,«} , b o ‘lganidagina bog‘liq emasligidan ham  ko 'rish  m um - 
kin. B u h o ld a

6. 3 -§  ning 5-m isoldagi sim metrik Koshi taqsim oti uchun 

T  =  y X ^ , . . . ,  X ^  ) yetarli statistika ekanini k o ‘rgan edik. U shbu

f  i  r(") ß )  17 v2 2
/ \ l-l 2 2 ’ ^  j

/7 \
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nisbat G  ga va (x,20 ,...,x* 0 j nuqtalar bir-biridan faqat va

faqat koordinatalari o ‘m ini alm ashtirish bilangina farq qilgandagina 
bog‘liq bo ‘lmaydi. D em ak , T -  minimal yetarli statistika ekan.

Endi biz m u k am m al va m inim al yetarli statistikalar orasidagi 
m unosabatni ko‘rsa tu v ch i quyidagi teorem ani isbotlaymiz.

2 -teo rem a. T  : { . t ? ( n ) , { P e  , 9 s  0 } )  -» ( * ? / , ' ? ( , {  Q e  , 6 s  ©}) 

statistika {P 0 , 0 <s 0 }  o ila uchun yetarli statistika bo 'lib , {Q e , 6 e  0 }  
oila m ukammal b o ‘ls in . U  holda T -  minimal yetarli statistika bo'ladi.

Isfcoti. statistika { P e , O e  ©} oila uchun
ixtiyoriy boshqa y e ta r li  statistika bo ‘lsin. / T  -  oMchovli 
< p { T )  =  T -  M { T / S )  funksiyani ko ‘ramiz. S  yetarli statistika bo ‘lgan- 

ligi uchun < p ( T )  fu n k siy a  { P e , 0 e  0 }  ga bog‘liq emas. Shartga ko ‘ra

\ v { t ) Q e ( d  0  = 0 ’ 0

va T  ni rig m ukam m al ekanligidan | ^ , ô e © }  ga nisbatan deyarli 

hamma yerda c p ( T ) =  0 , y a ’ni T  = M ( T / S )  tenglik kelib chiqadi. Bu 
esa T ning >s  — o ‘lch o v li, y a ’ni zaruriy ekanini k o ‘rsatadi. Demak, T -  

statistika { P e , 9 & Q \  uchun zaruriy va yetarli, y a ’ni minimal yetarli 
statistika bo 'lar ekan.

Shuni ta ’k id lab  o 't is h  lozimki, yetarli statistikaning mukammal 
ekani uning m in im al yetarli statistika bo 'lish in i anglatsada (2-teo- 
lema), am ine te sk a ri d a ’vo  o ‘rinli em as, y a ’ni minim al yetarli 
statistikaning m ukam m al b o ‘lishi shart emas.

M isol. 7. 3-§ n in g  4-m isolida 6 X = 0 , 6 - ,  =  1 +  0 ,  |é*|< oo bo'lsin.

U holda T = j yetarli statistikaning m inim al yetarli b o ‘lishini

ham 1-teorema y o rd am id a  osongina k o ‘rsatish mumkin, chunki 

f l t ( x ^ ; 6 j  =  l ( 9  ^  ■*(„) < 1 + 0 j. Ammo T  m ukammal statistika

/7—1emas. Buni teksh irish  uchun 1-ta’rifda < p ( T )  = X ^ n  ̂ -  ------ - deb

tanlasak, (1) tenglik b a ja rilad i, ammo ( p ( T ) - - f X ) . Endi o‘z navbatida
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(1) teng lik  bajarilishiiii k o ‘rsatish uchun biz dastlab T  ning zichlik 
funksiyasi q g ( u , v )  ni hisoblaymiz. Q uyidagi m unosabatlar o ‘rinlidir:

Q d { u , v )  =  P g ( X <  u , X (n)  < v ) = P e  [ X {n) <  v) ( u  , v ) ,

Q *  (w ,v )  = P0 (X (1) > u , X (n)  <  v) = r ] P ö ( X ,  e  [ « , v ) ) = ( v - « ) " ,
;=1

u > 9  , Y  < \ + G  , v > u .

i \ 620 (U ,V )  , n (n —1)( v— uY 2 .u > 9 ,  v < 1+ 9 .  v > u, 
q g ( u , v ) = ------ i_ =  J

o u o v  |[ 0 ,  qolgan hollarda.

A g a r  / =  —-¡=-, z  =  Y - J L  alm ashtirishlar baiarsak. u holda
V2 - J l

A  =  { u  > 9 ,  v < l  +  9 , v >  u }  soha b o ‘yicha hisoblovchi (1) integral, 

ixtiyoriy 0  =  (-co,co) uchun:

v — u  — ( u , v ) d u d v  =  « («  — ! )  f ix --^ —j-jx"-2 ( l -  x ) d x =  0.

Dem ak, m in im a l yetarli T  = j X ^ y  X ^  j statistika m ukam m al emas.

5-§. Eksponensial model uchun inukaimnal statistika

, { P g  , ö e 0 } ] , { ^ , 0 e  0 } « ^  -  eksponensial Sta­

tistik  m o d e l  zichlik funksiyasi

f * 1 
f n ( x , " ' : 9 ) = h n ( x l n ) ) ex p \  X  A , ( 9  ) T , ( r '1,0) +  n B { 6 ) J.

I ■=! J
form ula b ilan  berilgan b o ‘lsin. Faktorlashurish teorem asidan 

T = ( T 1, . . . , r k ) ,  T ,  =  £ " =1 f i ( X j ) ,  i = \ , k -vektor d  =  ( e l , . . . , 6s )  param etr

uchun y e ta r li statistika ekani kelib chiqadi. Demak, X ^ ’1] tan- 
lanm aning iia jm i n  qanday b o ‘lishidan qat’iy nazar, /c-o‘lch o \ii yetarli 
statistika rxxavjuddir.
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Yetarli statistika T  =  ( T x , . . . , T k )  yordaniida A^"*ni yetarlili 
b o ‘linm alar birlashm asi k o ‘rinishda yozish mumkin:

M i n )  = U { x (n) : r ( x W )  =  ?} (1 )
t

Quyidagi

J a ^  ) ;ö) = expij 1 4  (0  )|Y , U (n) ) - 7 ]  ( 4 n) )|
I ;=i

(2)
J n { * oB) ; ö )

nisbat 0  ga ikki holda b o g ‘liq b o ‘lmaydi: agar T \ x ^ )  =  r ( . x ^ )  

b o ‘lsa, yoki { I ,  A ]  ( 0 A / . ( û ) j  sistem a chiziqli bog‘liq bo ‘lib,

C, = T ¡ ( x ( " ] ) - 7 ] (x J )"' ) , i —  koeffitsiyentlar uchun

C l A l ( 0 )  + . . .+  C k A k ( G )  = C o n s t , © (3)

bo 'lsa . A g a rb iro r C1,...,C *  lar uchun C¡2 + ... + C* > 0  va (3) bajaril- 

sa, u holda j l ,  A l ( 6 ) , . . . , A /c (0 )}  sistem adan maksimal chiziqli b o g ‘liq 

bo 'lm agan sistema ostini o lib , (3) dagi qolgan /1,(0) larni bu sistem a 
orqali chiziqli ifodalash  b ila n  biz modelni qisqartirishim iz mumkin. 
Shu sababli biz -  sistema 0  da chiziqli b o g ‘liq

em as, deb faraz qilam iz. D e m a k , (2)ga nisbatan ekvivalentlilik sinf- 
lariga bo 'linish (1) yetarii b o ‘lim sh bilan ustm a-ust tushadi va 1-teo- 
remaga asosan u  m inim al y e ta rli T  statistikaga mos keladi. Endi (3) 
ifoda (7j,.... TL. ) ga n isb a tan  sim m etrik  funksiya bo‘lgani uchun tartib- 

langan ( r (1),...,ru ) ) — v ek to r m inim al yetarli statistika bo ‘ladi. Shuni 

ta ’kidlash lozimki, n  =  \  b o ‘lgan holda, ( t 1( x ) , . . . , t n ( x ) )  statistika (2) 
m odel uchun m inim al yetarli b o ‘ladi. Ixtiyoriy n  uchun quyidagi ikki 
holni farqîash kerak: 1) k  > n  b o ‘lganida, tanlanm a m a’lumotni

qisqaitirish ruqtay i nazaridan , m inim al yetarli ( 7 ^ , . . . , 7 ^  j statistika

j  ga ekvivalen td ir. 2) k < n  bo 'lgan  holda esa,

statistika tanlanma m a’lum otn i m a’lum darajada qisqartirishga olib 
keladi.
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/  ( x ; 0 )  = h( x) txv < Y 9 itI ( x )  + B (6 l k )
Lf=i

— zicbdik funksiya, k -  p a r a m e t r i k  e k s p o n e n s i a l  t i p d a g i  (Darrnua- 
K upnren  oilasi) yoki k a n o n i k  k o ‘r i n i s h i d a g i  oila deb ataladi. Bu 
holda, 0  -  param etrik to ‘plam  k  ta chiziqli bog‘ liq b o ‘lm agan 
vek to rlam i o ‘z ichiga oladi, deb faraz qilamiz. Bunday k  -  o ‘lchovli
0  t o ‘plam ni t a h i i y  p a r a m e t r i k  f a z o  deb ataladi, A slida (2) 
k o ‘rin ishdagi um um iy eksponensial m odeldan (4) k o ‘rinishga 
Y j  =  A j ( 9 ) , i  =  l , . . . , k  -  qayta param etrlashtirish yordam ida o‘tish 

m um kin. Chunki, (2)dagi exp{_5(0)} ifoda norm allovchi ifoda bo ‘lib, 

u  a s lid a  v4((0 ) ,/  =  1 , k  lam ing fiinksiyasidir:
r k  ]

e x p { - 5 ( ö  )} = J exp ‘<jXi4 ( 6 ) t j (x )  \ h ( x ) p ( d x ) .
.y l< i J

Shu sababli, b iz quyida (4) oilani o ‘zini o ‘rganish bilangina chega- 
ralananuz.

Biz oldingi paragrafda m inim al yetarli statistikaaing m ukaim nal 
b o ‘Im asligi shart emasligini ta ’kidlab o 'tg an  edik. Axnmo, ekspo­
n en s ia l m odel uchun © ga q o ‘yilgan shartlarda T  = sta-
tis tikan ing  m ukam m al b o ‘lishini ko 'rsa tish  mumkin. Demak, 4-§dagi
2 -teorem aga asosan, T  ning minim al yetarli b o ‘lishini quyidagi 
teo rem adan  osongina keltirib chiqarishim iz mumkin.

1-teorem a. X {n] =  ( X x , . . . , X tanlanm aning elem entlari < j- 

cbekli ¡2 o ‘lchovga nisbatan son  o ‘qida (4) k o ‘rinishdagi zichlik 
funksiyaga ega bo 'lsin . A gar 0  to ‘plam k  -o lch o v li parallelepipedni 

o ‘z ich iga olsa, u holda t { X ' r , ) ) =  ( ^ ) )  statistika

m ukam m al b o ‘ladi.
Isb o ti: 4-§dagi 2-ta’rifga asosan, biz T  statistikaning 

\ Q , :, ß  (E © | taqsim otlari oilasi m ukam m al b o ‘lishini tekshiram iz, 
y a ’ni 1-ta’r i f  shartlarimng bajarilishini k o ‘rsatishim iz lozim. 
( & / , c ' // )  =  ( R i k )  , ê $ ( k )  )  da T  statistika taqsim oti O e  n ing zichlik 
funks iy asi

Xususan, Ai(ß) = 0 j, i  =  b o ‘lgan holda
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V ( A ) =  J h n ( x ( n ) ) M ( n ) ( ¿ x l n ) ) ’ A e m ( k ) ,

T ~ l ( A )

o‘lchovga nisbatan

q ( f . 9 )  =  ? x ¿ p \ y Q 1t i + w i? (0 ) j ,f  = (i, , . . . , t k )e  R { k \  (5)
L <=i

ko‘rinishga ega. B u  esa, o ‘z navbatida quyidagi m unosabatlardan 
kelib chiqadi.
Q , ( A ) = J > e ( x (n)  : T ( x ( n ) ) e A } =  J q [ T ( x {n) ) - ß ) h n ("jc(n) ) / J r , ) { d x ( n ) )  =

Т( х{ п ) ^ А

= \  q { f , e y ( d t ) .

te A

{ 2 „ ,6 e 0 }  o ila n in g  mukam m al ekanini k o ‘rsatish uchun 

"1 dagi ixtiyoriy o ‘lchovli ( p { t ^ , . . . , t k )  funksiya uchun, barcha 

9 e  0  larda
J < p ( t 1 , . . . , t k ) Q g ( d t l . . . d t 2 )  =  0 ,  ( 6 )

я с* Ï
tenglikdan {Q 0 . 9  e  ©} ga nisbatan deyarli ham m a yerda 

p( i l9. . = 0 e k a n in i k o ‘rsatamiz. f  v a c p ~  lar mos ravishda cp ning

musbat va manfiy q ism la ri bo ‘lsin: <p =  - c p ~ , ( p > 0 .  Um um iy- 
likka zarar y e tk azm ag an  holda, biz 0  fazo к  -o ‘lchovli 
I ( k )  - j #  : \ 9 ¡ \ < a , i =  1 ,£ J ,  0 < ¿7 < со parallelepipedni o ‘z ichiga oladi,

deb faraz qilamiz. A .gar 0  bunday bo ‘lmasa, uni ï ( k )  ni o ‘z ichiga 
oladigan qilib o ‘zg a rtirish  mumkin. U holda (6) dan ix tiy o riy ö e  I {k)  

uchun

J j  9 ~ ( * \  , - - ; h ) Q e { d t \ ’ - - - ’ d t k )  (y) 
R (k) R{kï

er -chekli v ± ( d t x . . , d t k  )  =  <p± (i, ) v ( d t x , . . . , d t k  ) o ‘lchovlarni 

kiritsak, и holda (5) v a  (7)dan

J e x p ^ X 0 /O К  ( d t i , . . . , d t k )  =  { expj Y ß j t j  | v ~ { d t \ »• • - ’ d t k )• (8 ) 
д( к ) V=1 J rI k ) J
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j  v + ( d t l , . . . , d t k ) =  [  (9)
R ( k)  R(k)

(9) in teg ra lla r qiym atini 1 ga teng  desak b o la d i (chunki agar bu 
qiym at b iro r  C ,  0 <  C <oo ga teng b o ‘lsa, (p ni С  ga b o ‘lib bunga har

doim  e r ish ish  mumkin). Demak, v +,v~ lar ehtimol o ‘lchovlari b o ‘lar 
ekan:

Vs ( A ) =  J  q r  ( t ) v ( d t ) ,  /<= R { k )  , A e  .

t€ А

M a’lumki,

J e x p S ¿ Z / y \ v ± ( d t l , . . . , d t k )

X u s u s a n ,  в  =  O, j  =  1 , к , b o ‘ lg a n d a ,

j = i

integrallar Z x, . . . ,Zk , Z j = O j  +  i u ¡  -  kom pleks o‘zgaruvchilam ing 

11ß j  |< а , I и j  |<oo,y =  l.&j oraliqdagi analitik funksiyalari bo ‘ladi. Bu 

esa (8) in tegra llarn i oraliqqa analitik  davom  ettirish im konini beradi. 
X ususan, =  0,|i/y |<oo,y =  l,Ä:| oraliqdagi haqiqiy u x , . . . , u k  lar 

uchun (8) d a n

f i l  f  к  }
1 G x p U ^ U j t j  \v + (d t )=  J exp U J ^ U j t j i v  (dt) .  (10)

д(*> L M  J l  j =' J

(10) ten g lik  v + va v~ ehtim ollik o ‘lchovlariga m os kelgan 
xarak teristik  funksiyalam ing tengligini ko 'rsatadi. U  holda xarakte 
ristik fu n k s iy a  va  uning taqsim ot funksiyasi orasidagi o ‘zaro b ir qiy- 
m atli m o s lik k a  asosan, v + va v~ lar ham  deyarliham m a yerda ustma- 
ust tushar ek a n . B u  esa, o ‘z navbatida. {Q ñ . O &  0 }  ga nisbatan deyarli

ham m a y e rd a  ( p ( t )  =  ( p ^  ( t ) - c p ~  ( t )  =  0 ekanini, y a ’ni ( T x, . . . , T k )  ning 
m ukam m al s ta tis tik a  ekanini ko 'rsatadi.

282



6-§. Param etrlarni baholash. Nuqtaviy baholar va 
ularning xossalari

Aniqlanisb sob asi { P \  -taqsirnotlar oilasidan iborat b o ‘lgan 
skalyar yoki vektor funksional g ( P )  ni qaraymiz. \ P )  oila param etrik 
yoki nopaianietrik b o ‘lishi mumkin. Statistikada bu  oila n o m a’lum  
bo 'lgani uchun g ( / ¡ )  ílinksional ham  nom a’lumdir. M asalan, P  -  
taqsim otning k v an tilí, m om entlari g ( P )  ga m isol bo ‘la  oladi. 

g ( P )  :{F} -»  VP b o ls ín .  X ( n)  tanlanm a yordam ida qiym atlari to ‘p- 

lam i v|( b o ig a n  ix tiy o riy  g n  =  g l!( x { n ) )  statistikalar ketm a-ketligi 

g (P )  íunksional u ch u n  b a h o  (yoki n u q t a v i y  b a l i o )  deb ataladi. 
Demak, g ( P )  uchun b a h o  yagona emas ekan.

Misollar.
1. Em pirik taq s im o t funksiyasi F n  (x) taqsim ot funksiya 

F ( x ) =  P (4  < x )  ga baliodir. B u yerda *F = [0, l ] .
+OO

2. g ( P ) =  |  a ( x ) d F ( x )  bo 'lsin . U holda
-OC

-  +°° 1 n
g =  \ a ( x ) d F n { x ) = - T a ( X i ) .

-<K " (=1

Xususan, t_ ning k -  ta rtib li m om enti uchun V h ¡  bahodir (I bobdagi 
3-§ ga qarang).

3. ( 9 , 1 + 9 )  o ra liq d ag i tekis taqsim ot uchun g ( P e )  =  0 ,  

0 6 0  =  T  = (-o0,00) b o ‘lsin, 6  uchun g lr¡ =  X m  va g l n  =  X ^ - \  lar 
balio b o ‘la oladi.

4. P e  = N ( a , o ~ )  norm al taqsirnotlar oilasi, = ( a  ,cr2 ) s  0  = 

=  R {11 x (0 ,o o ), g ( ^ )  = 0 , ^  = 0  b o ‘lsin. Bu holda g !n = ( x , S 2),

g  2 n ~  ( ) lar g ( ^ )  ga baho bo ‘la oladi. Bu yerda

x = I ¿ X , , S2 =  i t { X ,  -  x ) 2 , S 2 =  - L ± ( X ¡  -  x ) 2 .
" 1=1 77 /=1 ¡=1



N u q tav iy  baholashda biz g ( P )  iiiksional uchun biror aniq g  

ketm a-ketlikn i tak lif etamiz.
N u q tav iy  baholam ing xossalarini k o ‘rib o‘tainiz. M P (yoki 

M e ) o rq a li P  (yoki P e  )  taqsim otiga nisbatan liisoblaagan m atem atik 
kutilm a operato rin i belgilaym iz.

1 - t a ’rif . g n baho g ( P )  uchua s i l j i m a g a n  baho deb ataladi, 

agar bare h a  P &  { P )  uchun quyidagi tenglik bajarilsa:

M P [ g { ^ ) }  =  g ( P )  (1)

A g a r  (1) bajarilmasa, g n  baho s i l j i g a n  deb ataladi. A gar 

n  —» oo d a  barcha P e  { P }  lar uchun

M P [ g { x { n ] ) } - g ( P )  =  B t l ( P ) - >  0, (2)

b o ‘lsa, g  baho g ( P )  uchun a s i m p t o ä k  s i l j i m a g a n  baho deb ataladi.

2 - t a ’rif. g  n  baho g ( P )  uchun c t s o s l i  (yoki k u c h l i  a s o s l i )  baho
deb a ta lad i, agar n — > x>  da ehtim ollik (yoki bir ehtimollik) bilan

~  P Ä leh t
g n - t g i - F 3)- Biz buni g n- > g { p ) (y°ki g „ - * g { p ) )  orclali bel-
gilaymiz. Bu yaqinlashishlar ( 3 ^ °°\ ^ ^ \ p ^ J' ^ )  ehtim ollik fazosida 
tushun ilad i.

D em ak , F  n { x )  empirik taqsim ot funksiya F ( x )  uchun (VII 
bob, 2-§ g a  qarang) siljim agan va tekis kuchli asosli baho b o ‘lar ekan.

T aq sim o tla r oilasi {/*} -  noparam etrik bo‘lsa, g ( P )  uchun 
qaralayo tgan  baho lar ham  noparam etrik deb ataladi. Xususan, 1-, 2- 
va 4 -m iso  llardagi baho lar aslida noparam etrikdir. M asalan, 4- misol-

dagi g \ n > g 2 n  baholar ixtiyoriy P  taqsimotda g ( P )  =  ( M p £ ,  D p % )  

uchun b a h o  b o ia d i  va barcha P  larda



Demak, £ ln va g  2 ) , baho lar g ( P )  uchun mos ravishda siljigan va 

siljim agan baholar ekan. ( g ¡ri -  asimptotik siljim agan, chunki 

M p S 2 - + D p Ç ) .  (1) teng lik  siljimaganlik tenglam asi deb ataladi.

B erilgan g ( P )  u ch u n  b u  tenglam ani qanoatlantiruvchi g  baho mav-
jud  b o ‘lmasligi ham m um kin .

M i sol.
5. { Р в , в е  © }— Puasson  taqsim otlari oilasi b o ‘lsin:

f ( x ; 6 )  =  Pe ^ = x )  =  ~ e - 9 , Q  =  ( O.oo), x e  = { 0 ,1 ,2 ,...} .

1 л
g { P ß )  =  —  funksiya uchun  siljim agan g n bahoni qidiram iz. (1) ga

asosan

ы ,  ¿ ( r < * » ) =  S  v e s  0 ,

yoki

x¡ >0 
i=\~ñ

x¡ >0 i=l x i ! в

tenglik  bajarilishi k e rak . A m m o bu mumkin emas. Demak. ^  uchun

siljim agan baho mavj ud  em as ekan.
B aholanayotgan g ( P )  funksional uchun bir necha baho taklif 

etilganda, ulaming ic h id a n  “ eng yaxshisini” tanlash m asalasi tabiiy 
ravishda kelib ch iqad i. D em ak, biz b iror alomatga asoslangan holda 
baholar orasida ta rtib  o ‘m atish im iz kerak. Bunday alom atlardan biri 
baholam i o‘rtacha k v ad ra tik  chetlanish yordamida solishtirishdir. Biz 
batafsil { P } = { F ö , 0 e 0 } , © e Ä ( s , , <?( JPe )  = 0 = ( 0 1 , . . . , 0 J ) -  para-
m etrik  holni ko‘rib ch iq am iz . Dastlab, s  = l ,  ya’ni skalyar param etrik 
baholanayotgan b o ‘ls in . 9  uchun qurilgan baholam ing С  sinifidan 
bir xil В „ ( 9 )  s iljishga ega b o ‘lgan baholam ing C B  s in f ostini belgi- 
laym iz. ( C 0-  siljim agan  baholar sinfí: C 0 c C 8 c C ) .
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3 - ta ’r i f .  6 * g  C  baho C  s infida e f f e k t i v  deb ataladi, agar 

ixtiyoriy b oshqa 0 C  baho uchun barcha Gn e 0  larda

M e  (ö* - ö ) "  < M e  (ö„ - 0  ) o 'rinli b o ‘lsa.
D em ak , <C0 dagi effektiv baho m i n i m a l  d i s p e r s i y a l i k  

s i l j i m a g a n  b a h o  (M DSB) ekan.
4 - ta ’r i f .  9 *  e  C  baho  C  sinfda a s i m p t o t i k  e f f e k t i v  deb ataladi,

^ *
agar ix tiy o riy  boshqa 0 „ e C  baho uchun har b ir 6  e  0  da

lim  su p -------------- j  < 1,

tengsizlik  bajarilsa . 0  =  ( 0 , . , 9 S) vektor param etr uchun ham  yuqo-

rida k e ltirilg an  ta 'riflar o ‘rinlidir. Bu holda ixtiyoriy v=(v,,. R {

vektor u ch u n  (v ,0 )=  Vj0t 4-... + v s0 5 -  skalyar param etrga baho

( v ,0 „ ) ,  0 „ e C ,  b o ‘lib, 0 * e  C  ning effektivligi barcha 6 e  © larda 
o ‘rtacha k v ad ra tik  tarqoqliklar uchun

m ö (v ,0; - 0 )2 < M g [ v , 9  „ - 9 ) 1 ,

ya’ni

Z _  M 6 ( ö *  -  0/ ) ( ö ;  -  9 j  ) V,.V • < V _ M e (ö  , r  0, )(ö  j n -  0 } ) v,vy
i .7=1,5 i j = l s

tengsizlikn i o 'rin li bo ‘lishi bilan amqlanadi.
M is o l.
6. 4 -m iso ldan  0 =  <r2 uchun ikkita baho 9 U  ~ S 2 . 9 l n  =  S ’ lam i 

olaylik. a  =  0 b o ‘lsin. H isoblash  natijasida
D  * 2  _  2cr4(^—l) _  2ctj

0 “ ------ 2 ’ 0 «-1 ’n

ekanini k o ‘rish  mumkin. Ammo,

r f |„ ( » )  = M » (ö |.  - 0 ) 2 = D ,-5 : + [ w »S ! -<t 2] ’ =

cr4(2n-l)

n1
< d 2 n ( 6 )  =  M e ( 0 2 n ~ e Y  = D e S : 
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Demak, S ~— siljigan va <S" -  siljimagan baho b o ‘lsada, S 1 baho
— 2
S  ga nisbatan e ffek tiv  ekan. Bu baholar asim ptotik ekvivalentdir, 
chunki

d \ n { Q ) \ _ d 2 n { 0 ) \ /7—>GC

5 -ta ’rif. g  n  b a h o  g ( P )  uchun a s i m p t o t i k  n o r m a l  b a h o  deyi-

r ( ~  s \  , y /ñ(g„-g(P )) 
ladi. agar V n(g„ ~ g ( ^ ) )  =>iV(0;<72) (yoki — ----- ¿------ -= > W (0 ;1 ))

<J
shart bajarilsa.

V I I I  B O B G A  D O IR  M IS O L L A R

1. Quyidagi taq sim o tla r oilasi eksponensial oilaga tegishlim i?

a ) . R [ ~ e , e  ] .  b ) . ~ B i ( r , 0 ) .

d ) . f ( x , o ) = \ e ’ x - e
\{ o, x < 6 .

2. Quyidagi taq s im o tla r uchun yetarli statistikalarni ko ‘rsating.

a ) .R (e „9 2) .  tí). E(6).  

c ) . N ( e ^ e l ) .  d). f ( x , e ) Á ex& *e ^°;1)’0>0’
\[ o ,  JE (0;1).

n
3. E ( 6 )  taqsimot uchun to‘la statistika boslishini ko‘rsating.

/=1
•? —~  1 ■*” ,

4. N ( 0 ; é 2 )  taq s im o t uchun x 2 =  — X \ x f  statistika to ‘la sta-
”  mi

tistika b o ‘ladimi?

í  ee ~x x > 9
5. Zichlik fu n k siy as i f ( x , 0 )  =  j. ’ ~ b o ‘lgan taqsim ot

|[ 0 ,  x < 6

uchun X (l) statistika to‘ la statistika bo ‘ladimi?
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6. ^ j , . . . ,X Btanlanm a /?[O;0] taqsim otdan olingan b o ‘lsin, no-

/7 + 1
m a’lum  p a ra m e tr  0  uchun -------X , n) bahoai siljimaganlik va asos-

n

lilikka tekshiring .
7. tanlanm a taqsim otdan olingan bo'lsin, x

va S 1 larrti mos ravishda d,  va <92 lar uchun siljimaganlik va asos- 
lilikka tekshiring .

[  e 6 -* x > 6
8. tanlanma zichligi f ( x , 9 )  =  \  ’ bo‘ lgan

1 " V 7 [ 0, x < 6

taqsim otdan  olingan b o ‘lsin, nom a’lum param etr 6  uchun quyidagi 
baholarni siljimaganlik va asoslilikka tekshiring: a) X [Y); b) x  —  1.

9. tanlanm a M X ] = a  m a 'lu m v a  M X f  chekli boMgan 

taqsim otdan  olingan b o ‘lsin. =  x  -  a 2 statistika nom a'lum  

dispersiya. uchun siljimagan va asosli baho bo‘ladimi?
10. X , , . . . , X  tanlanma M X . = a  m a’lu m v a  M X 2 chekli b o ‘l-

17 ~ n I 1

1 , - _. ?
gan taq sim o td an  olingan bo'lsin. r ( j r f" ') = ------ ^  ( X i  — x } statistika

n  —  1 ,=i
nom a’lu m  dispersiya uchun siljim agan va asosli baho b o ‘ladimi?

11. Quyidagi Pareto taqsimoti nom a’ lum parametri 9  = ( a , X )  

uchun m in im al yetarli statistikani toping.

/ ( x , 0 )  =  , x > a , a >  0,A > 0.
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I X  B O B .  S I L J I M A G A N  B A H O L A S H

l-§. E n g  yaxshi siljimagan baholar

B aholanayotgan  g ( 9 ) , 9 e & g z R  funks iya uchun b ir necha 
siljim agan baho ta k l i f  etilganda, ularning ichidan “eng yaxshi 
siljim agan” bahoni ta n la sh  m asalasi tabiiy ravishda kelib chiqadi.
^  jjc
g  n, g n e  C (l -  s iljim agan  baholar b o ‘lsin.

l - t a ’rif. g  n baho g ( 9 )  uchun M D S B  deb ataladi, agar 

V g *  g  C 0 baho u ch u n  quyidagi tengsizlik bajarilsa:

D eS n̂ DeS'n- (1 )
1-teorem a. 6 br ,0 ?„g  C 0 -  bahoiar MDSB lar b o ‘Isin. U holda 

6 ln va 6 2 n  baholar ekv ivaien td ir, y a ’ni

P e K = 9 .  2„) = 1 ,V 0 g 0 .

Isboti. d n { 9 )  =  D e 9 i n , i  = 1,2 va 03„ = \ ( 9 ln +  9 2 n ) bo 'lsin . U 

holda M e 9 h l =  9 ,  D 0 9 3 n  >  d „ { 9 )  Ammo

D ( A n  = \ [ p e e Xa +  D e 9 l n  + 2  C o v a ( 0 l n  , 9 2 „ ) ] <  d „  ( 0 ) ,  

chunki K oshi-B unyakovskiy  tengsizligiga k o 'ra

C o V q  ( 9 x n  , 9 2 n  )< [ D e0,„ • D00 2n]2 = d i: ( 9  ). 

Shunga asosan, D e 6 l n  =  d n ( 9 ) , C o v 0 ( 9 l n , 9 l n )  =  d n { 9 )  va 

De [Oxn~ n) = + De92n -  2Cov0 (9 ln,92n) = 0.

Bn esa o‘z  navbatida P e  = 9 ln ) = 1 tenglikka ekvivaientdir. 

M iscllar.
1. X [, . . . , X t: ta n la n m a  B i ( \ : 9 )  taqsimotdan olingan bo 'lsin. 

9 " , m < n  uchun M D S B ni toping.

289



n

M a ’lum ki, T ( x {, , ) )  =  statistika nom a’him  param etr 9

¿=1
uchun yetarli va to‘ la statistika b o ‘Iadi hamda uning taqsim oti 

B i ( n ; 9 )  d ir. M ( g  „ ( ! ) )  =  6 m  shartdan g  n ( T ) nitopam iz:

M ( g „ ( . T ) ) =  t  c k„ g n ( w k ( i - e y - k .

^ k=0 
M (g - n ( T ) )  -  0 m  ekanligini inobatga olsak,

i  c * g n ( k ) e k - m (  = i
A=0

b o ‘ladi. A g a r  m < k  b o ‘lsa, 9 k~m ekanligidan g „ { T )  =  0 , Ar=0,l 
olishim iz k erak . Bulam i inobatga olsak,

± c kn = i
k=m

b o ‘ladi. B in o m ia l taqsim ot xossasiga ko ‘ra :

Z  C k„ - Z  g  „ ( k ) 9 k- m = J .
k=m

B u ikkala tenglik lan ii tenglaslitirsak, C k  g  „(7) = C k ~ ' ” , k  =  m , . . . , n  

ifodaga ega b o ‘lamiz. D em ak, 9 " ‘ , r n <  n  uchun M DSB
s - ik -m

g , l T ) = \  c k

I 0, T  = 0 , l , . . . ,m - 1
b o ‘ladi.

2. X , t a n l a n m a  A'(a;CT2) taqsim otdan olingan b o ‘lib, 
a e  i? n o m a ’lum  va a 2 >  0 ma' lum b o is in .

a) a ’ va a 4 laming M D SB larini toping.

b) P ( X x < t )  va ~ P ( X ,  < t  ) (7e R  fiksirlangan son) lam ing
at

M D SB la r in i  toping.
a) B u  taqsimot uchun x  statistika yetarli va to‘la statistika 

b o ‘ladi. A g a r

0 = A f ( x — a)  = m { x  - 3  a x  +  3 a 2 x — a )  = A f ( x  ) — 3 a a 2 ¡n - 3
a

290



ekanligini inobatga o lsak , u holda

m { x 3 -  3 ( c r 2 /  n ) x )  =  A /( x  ) -  Ъсхт2 in  =  a -'

bo 'ladi. Demak, a 3 u c h u n  x — з(сг2 / « )x  baho MDSB bo‘ladi.
Xuddi sh undav,

3<74 = м ( х - а )  = Л < /[х (х — a )  j = м ( х 4 - Ъ а х  + 3 a 2 x - a 3 x ) =

= iVf(x ) -З а (З о с г 2 / n  +  a 3 ) + 3 a2 (cr2 / w + ) - a 4 =

=  Л / ( х 4 ) - 6 < 7 2сг2 /  и —  4 a 4 =  m ( x 4 ) - ( б < т 2 /  п ) м [ х ~  -  a 2 / n ) - 4 a 4

Deniak, a 4 u ch u n  !_(x ) —(бег" / и )(х  — er“ / «) — 3<t 4 j / 4 baho 
M DSB bo'ladi.

b) \ f ( P { X x < r / x ) ) = P { X x < t )  ekanligidan P ( X { <  t )  uchun 

M DSB P ( X x <  t  /  x )  b o ‘ladi. Normal taqsimot xarakterizatsion xos- 

sasiga k o ‘ra I X x , x )  ta so d if iy  vektor m atem atik kutilmalari ( a , a )  va

?kovariatsion m atritsasi cr - l  - l 
\ n  n J

b o ig a n  ikki o 'lchovli norm al

taqsim otga ega. B u la rd an  foydalanib, X ¡  ning x shartli taqsimot

n Îx , ^ l - n  !)ст2|  ek an lig in i topamiz. Demak, P ( X ¡  <  t )  uchun

b o ‘ladi. Bu yerda Ф (0  standart norm al
Í

M DSB CD t—x

taqsim ot funksiyasi. E n d i
r  -  VIt—x 1

VO-V l -  n~'
=  M d  r u  I— Ф

d t СГ V I-  n

ni inobatga olsak, u h o ld a  — P ( X ,  <  t )  uchunat

-Ф
d t

baho MDSB bo'ladi.

f  — 
Î - X

>

-  1 . . .  - r h '

f  — \  t -x

71b

>

7
s;1b

1

y(7  \l 1-  rTX ,
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2-§. Minimal riskga ega bo'lgan siljimagan baholar

Pe , O e  0 } V © e  /?(i)-param etrik statistik i  < del

va g ( 0 ) : 0  — c A 1'* , r - o ‘lchovli vektor funksiya b o ‘lsin. g * 6 )  

fu n k siy an i effektiv baho lash  tnasalasini qaraymiz. V III bob 5-> da 
k e ltir ilg an  effektivlik haqidagi ta 'r if la r  albatta g ( 0 ) vektor fu rksiya  
uchun h a m  o ‘rinlidir.

V ( & ) -  r x r  —  o ‘lchovli m usbat aniqlangan m atritsi va

g  J y X ( n ^ )  — statistika g ( 6 ) uchun )aho

b o ‘lsin. B u  yerda j f  to ‘plam  W  ning to ‘plam  ostilari o-alg< b asi. 
? x . y  da aniqlangan kvadratilc tarqoqlik funksiyasini ru tr i ts a  

k o ‘rin ish id a

L ( g n , g ) = ( g  , , ( x M ) - g ( 6 ) ] v ( ~ g  ni x ^ ) - g ( e ) )

v a  uning m atem atik qutil m asi -  r i s k  f i m k s i y a s i n i  kiritam iz:

^ ( g  „ ,g ) = M ez ( g „ , g j ,

(bu y e rd a  t  — transponirlash belgisi).
B iz  risk funksiyasiga ega kichik qiym atni beruvchi — effektiv  

bahoni q u rish  m asalasi b ilan  shug‘ullanam iz. B uning uchun dastlab 
quy idag i lemmani isbotlaymiz.

1 -lem m a , g  j vektor g ( 0 )  uchun baho va

7 ( jS f (n)) : ( j * f ("\.€g' M , { P , , 6 e  0 ) )

b iror s ta tis tik a  b o ‘lsin. U hnlda

bu  yerda ^  ( 7 )  = M e  ( g  „/ <?/T ) .

Isfooti: L  ni quyidagicha ifodalaym iz:

i ( g n , g ) =  4 ^ » ^ i?( r )) +

+L ( $ , ( 7 ) , g )  + 2 (g  „ - $ , ( 7 ) /  V [ $ e { T ) - g ) .
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1 ' ? ( r )  fun csiy a  -o‘lc’novli va

d e { g  n № ) - V g ( T ) l & r } = 0
(deyarb am m a y :rd a  V 0 e  0  uchun) ekanidan va shartli m atem atik 
kutilm  i  xossasidai foydalansak,

= M ,fA ^ { iL (g  „ ( 7 ) ) / ^ / r }} + M e { l ( $ e (7 -),g )} .

Bu le rma< a n  foydalangan holda siljim agan baholash naza- 
riyasij ing ei ig aso ;iy  teorem asini isbotlaymiz.

l- te o < m a  "B lekuell-R ao-L em an-S heffe). g  J ^ X ^ ' j  -  baho 

g { 0 )  ichur, iror s iljim ag an  baho va ^ / r esa { ^ e ^ e  0 }  oila uchun 

yetarli <7-al, t >ra o s ti  b o ‘lsin. U holda lF ( r )  = M 9 ( g  n I  # / T 'j baho 

g ( 0 )  uchun i jim agan  baho bo ‘lib, barcha 6 e  0  uchun

/ ? ( ? ( r ) , g ( 0 ) ) < / ? ( i  „ (* < "> ),* (* ))  (2)

bo ‘ladi. Bu /erda teng lik  frqat va faqat g  „ ( x ^ )  baho i y / r -  

o ich o v li bo .ganidagina erish'ladi.
Isbovi. ’' / /  -  yetarli c-aigebra osti ekanidan y / ( T ) statistika

0  ga b og‘liq < mas ' a  dem ak g ( 0 )  ga baho bo ‘ladi. U  siljim agan 
ba lodir:

M e T ( r ) =  M e {  A 9 ( g  n ( x ^ ) / & s T j \  =  M g g  n( x ^ ) = g ( d ) .

1-lem r adan \  i L ^ g  > 0  ekanidan

m 9 - z . ( g ( ^ " )) , li ; ( r ) ) / ^ r j > o ,  d e e .

Bu 1 m gsizlil dan  va (1) dan (2) kelib chiqadi. Endi (2) da 

lenglik faq t va faq a t g  „ (X (" 0  baho ^ //^ -o ieh G v li bo 'lgandagina 

eiishiladi. E i  holda deyarli ham m ayerda

g  w( A r(n)) =  v? ( r ( A r(', ) ) ) .
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1 -n a tija . 5=1, r= l ,  g^(0) = Q , g  n =  6  we  C B  va r ^ i7)) -  yetarli

statistika b o ‘lsin . U ho Ida:

1. 6 * „  =  M g ( 9 n / T ) e C B .

2. B archa V 0 e  0  uchun —  <  M g i ß n — ö ]  b o ‘ladi.

Agar P e  ga n isbatan  deyarli ham m a yerda 6 n =  9  „ bo"Isa, bu yerda 
Tenglik bajariladi.

D em ak , C B -sinfda 0  „  ga M e  ( • / 7 )  operatom ing qo 'llan ish i

ö n b ah o n i tek is  yaxshilar ekan va VIII bob 6-§ dagi 3 -ta ’rifdan 6 n  

baho C B  da effek tiv  bo 'ladi.

Endi 9 n  bahoning yagonaligi haqidagi quyidagi d a ’voni isbot- 
laymiz.

2 - te o re m a  (Leman-Sheffe). T ^ X ^ n> , i 0 ^ n) ,{ P e  , 0 &  ©}) —> 

— Q q - 9 ^  ©}) -  m ukam m al yetarli statistika va

-  nom a’lum g ( 6 )  uchun siljimagan baholar sinfi 

bo ‘lsin. U  h o ld a  sinfda 9  bo 'y icha tekis m inim al kvadratik riskka 

ega b o ‘lgan  yagona baho m avjuddir.

Isb o t. V g  C §  b o ‘lsin, u holda 4* ( r )  =  M 9 ^ g  J  2"je C j j  va

(2) bajarilad i. Faraz qilaylik, 'i* ( l ’) e  C f i  ixtiyoriy boshqa baho 
bo ‘lsin A m m o shartga ko‘ra I ß - i f  fl}  oila mukammaidir. Demak. 

V 0 e  0  u c h u n

J [ ? ( / ) - y ( ; ) ] £ ( * )  = 0,
№

ekanidan \ Q q  ,(9e © }ga nisbatan deyarli ham m a yerda VF ( t ) -  'F ( t )

tenglik kelib chiqadi.
D em ak , 1-natijada, agar T  m ukam m al yetarli statistika b o ‘lsa, u

holda 6 *  e  C B  baho yagona effektiv (yoki optim al) baho b o ia r  ekan.
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M isoL
1. (0 ,0 ) ,  6>e 0  =  (0,co) oraliqdagi tekis taqsim otni qaraymiz. 

Bu holda, f j ^ x [n \ 0 ^ = 9 ~ n l ( 0 < x (r i)< 9 y  demak T =  X (n) =inax{X x, . . . , X n )

yetarli statistika. 9  ni b a h o la sh  uchun
8

M , x > = } \ x d x = l

tenglikdan foydalanam iz. B u yerdan 9 „  = - T X  -  siljim agan bahoni
n t i

e 2
topamiz. Hisoblab k o ‘rish  m um kinki, D e 9 , , = ------ > 0 ,« -» o o  va3 n
Chebishev teng liksiz lig idan  0 „ n in g  asosli baho ekanini topam iz:
- p

9 „ - ^ > 9 , n ^ > oo. D em ak , 0  „ yaxshi baho ekan. Ammo bu baho

optimal emas. Biz o p tim al 9 n  bahoni T  yordamida qidiramiz.

1-teorem adan 9 „  = M e  { o , ,  /  T )  -  eng yaxshi baho ekanini 
topamiz. T -m u k a m m a l ekanini k o ‘rsatamiz:

'  0,

Qe { t )  =  F 9 { T < t )  =  P e ( j ( i < t j  =  l j ; )  =  Y \ P d ( X i < t )  =  { l L
/•=] \ V0  

1 1

t <  0, 

0< /<6> , 

t > 9 .

3 ^ ( 0
Ot

0, t < 0 , t > 9 ,

~ l — t n- ' , 0 < t < 9 .
■li?"

M e c p ( T ) = j c p ( t ) c i ( t , 9 ) d t  =  - ^ l < p { t ) t " - ] d t  =  0 , V 0 e 0 .
0 y 0

Oxirgi teng lam ani ikki tom onini 6  ga nisbatan differensial- 
laymiz va natijada c p ( 9  ) 0 ' ,_1 =  0 , y a ’ni ( p ( 9 )  = 0,V£?e (0,oo) ekannini

topamiz. Demak, T  -  m u k am m al va M e T { x ( n ) ) = — • Bu yerda
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vF n ( r ) =  1- ^ - X ( n )  ham 9 uchun siljim agan baho b o ‘lar ekan. Demak,

1 ehtimoLlik b ilan

e*n = M e [ 9 n i T ) = ^ * n { T ) .

*
va 9 n -  op tim al baho b o ‘lar ekan.

3-§. Lokal minimal dispersiyali siljimagan baholar

B i z  avvalgi paragrafda M D SBlarni k o ‘rib o‘tdik. M DSBlar 
m avjudlig in ing  asosiy sharti ko 'rilayotgan statistik m odeldagi taq- 
sim otlar o ilasining m ukam m alligidir. Taqsim otlar oilasi m ukam m al 
b o ‘lm asa M DSB mavjud b o ‘lmaydi, lekin l o k a l  m i n i m a l  d i s p e r s i y a l i  

s i l j i m a g a n  b a h o l a r  (LM DSB) m avjud b o ‘lishi mumkin.
l - t a ’rif . Agar g  ne  C 0 v a  V g' e  C 0 baho uchun quyidagi 

ten g siz lik  bajarilsa:

D o0 g < D ^ g n (1)

u  holdag- ;|baho 6  nuqtada LM DSB deb ataladi
X u d d i shunday, lokal m inim al riskga ega baliolam i ham  

aniqlash m um kin.

3 - te o re m a . g n siljim agan baho g  ( 9  ) uchun LM DSB b o ‘ladi 

faqat va faqat, agar cov6( ( g  „ (x (,,) ), f ( x ('!) ) )=  0 b o ‘lsa, bu yerda 

/ ( x (n)) no ln in g  ixtiyoriy siljim agan bahosi, D e  / ( x ("') < oo .

I s b o ti .  / ( x 1'” ) no ln ing  ixtiyoriy notrivial siljim agan bahosi 

b o ‘lsin. g n bahoning 0  = nuqtada LM D SB b o lis h i uchun

covöo ( g  „ ( x (n) ) , / (x <n) ) ) =  0 shart zarur va yetarli ekanligini ko 'r- 

satam iz.

Z a r u r l i g i .  Leskarisini faraz qilaylik: g n baho 6  -  6 0 nuqtada 

LM D SB , lekin cove(j [ g  „ (x (n1 ) , / ( x (n> ) ) > 0  b o ‘lsin. Q uyidagi sil­

jim ag an  bahoni k o ‘ram iz: g, =  g „ +  X  f , b u  yerda
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c°v 0o g | ning (9 = #0 nuqtadagi disper-

siyasiquyidagi k o ‘rin ishga ega:

D Ba( g , ) =  D Bt ( g  „) -+ 2A c o v ^ (g  „ , / )  + A2Z),o ( / ) .  (2) 

A ga qo‘yilgan sh a r tg a  k o ‘ra

2Acove(| ( g n , / ) + A2£>9o (/)= 2A cov9o ( g n A  l+A - ^ - | l < 0 . (3)

Bundan, < D g¡)g n  keli bchiqadi. B u esa g  n ning

LM DSB ek an lig ig a  z id . X uddi shunday, agar 

cov0o U « ( * (") ) > / ( > (” ) ) ) <() b o ‘Isa, g  n baho 9  =  0 O nuqtada 

LM DSB b o ‘lm aslig in i k o ‘rsa tish  m um kin.
Y e t a r l i l i g i .  no ln in g  ixtiyoriy siljim agan bahosi uchun

cove„ )) =  0 o ‘rinli b o ‘lsin. g n  bahoning 0 = 6 ^  nuq­

tada g ( 6 )  uchun L M D S B  b o ‘lish in i k o ‘rsatam iz. g, baho g ( 0 )  uchun

biror siljimagan b a h o  va U =  g  g ¡  b o ‘Is in. U  nolning silgim agan 
bahosi ekanligidan

cove0 ( g  J U )  =  c ° v eo ( g  g  g l ) = D 6o (g  n)  -  cov,c ( g  g , ) = 0 . (4)

Shvars tengsizlig iga k o ‘ra:
/xv v r- xv nl/2

^ ( g n, g ^ [ D e o ( g n) . D 9o ( g i ) \  . (5)

(4) v a  (5) lardan

D e , t g , £  D e0g t (6)

ifoda kelib ch iqadi. D em ak, g  baho 0  =  0 0 nuqtada g ( 9 )  uchun 
LM DSB b o ‘ladi.

M isol.
l . X x , . . . , X n  ~ W ( a ; o f ) ,  YX , . . . J „  ~ N ( a : a ¡ )  hamda 

va Y { , . . . , Y n lar o‘z a ro  b o g 'l iq s iz  bo 'lsin . Bu yerda a , a f  , a \ , p = o \  / o f
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p aram etrla r n o m a ’lum. U shbu m odelda Tn = j c , y ,  X ( X t - x f Z f X - y j
V /=1 i—i

statis tika  m in im al yetarli statistika b o ‘ladi. a  param eter uchun

a  ( p 0 ) = ———  bahoning LM D SB  b o ‘lishini ko ‘rsatamiz.
1+Po

/  =  / ( T /7)  nolning ixtiyoriy siljim agan bahosi boMsin, u holda

cov Po x + y

1+Po J  \ =
Po

1+Po
cov

b o ‘ladi. x ~  N ( a , c j 2 /« ) ,  y ~  N ( a , c r 2p  /  n )  ekanligidan c o v ( ^ , / )  = 

=  p 1' 2 c o v ( x , / ’) bo‘ladi. U holda

co v
f  ~  ~  \  1/2/1 . \y2

P a x + y  r  \ CTPo (1+Po .)
1+Po

/ cov ( « > / ) .V«(l+p0)

b u  yerda z /~ 7 V (0 ,l). /  = / ( T )  nolning ixtiyoriy siljimagan bahosi 
b o ‘lsa, u s iljish g a  nisbatan invariant bo 'lish i kerak, ya’n i

A x , y , f ^ ( X i - x f ^ Y - r f  W  '
V i=i /=1

n ___ /7 __  _  __

Bxindan ta sh q a ri ^ ( X ( - ; r ) 2 va ^ ^ ¡ — y ) 1 lar x — y  ga bog‘liq
/=1 f=i

em as, ham da (cr^er? j uchun m ukam m al ekanligidan deyarli har 

y e rd a

- x ) 2, -  j ) 2 / ¿ ( X *  - x ) \ £ ( i ;  -  j ) 2 ]= 0  
V f=i <=1 /  1=1

b o ‘ladi. B u n d a n  deyarli har yerda

/ i x - ^ E ( Z , - i ) 2 , f ( ^ - v ) 2 1=

/=]

/=1 /=1

/  - ( x - ^ Z C x . - x f ^ C y . - y f
1=1 /=1

b o ‘lishi k e lib  chiqadi. x  — y  ning taqsimoti simmetrik ekanligidan 
foydalansak ,
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Bu esa a ( p 0 )  b ah o n in g  LM D SB ekanligini bildiradi. A gar bu xossa 

barcha p (] larda bajarilsa , u  holda a ( p n ) baho MDSB b o ‘ladi.

IX  B O B G A  D O IR  M A SA L A L A R

1. X X ntan lan m a  B i ( l ; p )  taqsim otdan o lin g an b o ‘lsin.
a) P ( X , + . . .  + K m =  k ) \  m , k <  n  uchun MDSBni toping.
b) I ( X l +  . . .  + X n_ x > X n )  uchun MDSBni toping.

2. X ] t . . . , X m tan lan m a N ( a r ; c r x )  taqsimotdan, Y v . . . , Y u tanlan- 

raa N ( a r ; < r l )  taq sim o td an  olingan b o iib , X f va Y i lar bogMiqsiz 

bo‘ lsin.
a) a x — a r va o x /  a  v lar uchun M DSBlarini toping;

b) agar a 2 = c r 2  b o ‘lsa, a 2x  va ( a x - a r ' j / a xlar uchun 

M DSBlarini topmg;
c) agar a x  = a  ,  ham da a \ l a \ = y  m a’lum b o ‘lsa, a x  uchun

M DSBni toping;
d) agar a x =  a v  b o ‘Isa, a x  uchun MDSB m avjud emasligini

ko‘rsating;
e) P ( X x < i^) u ch u n  M D SB ni toping;
f) agar crv = er, fc>o‘lsa, P ( X x <  Y^ )  uchun M DSBni toping.

3. X {, . . . , X n tan lan m a R ( 9 X- 9 1 , 6 l + d 2 ) ,  9 x e  R ,  d 2 > 0  taqsi­
motdan olingan va n > 2  b o ‘lsin. 0 ,,0 , va 9 X I 9 2 lar uchun M DSB­
larini toping.
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4. X ’l , . . . , X n tanlanma z ich lik  funksiyasi

l[ 0 , x < / 3

bo‘lgan taqsim otdan  olingan b o is in .
a) ag a r p  m a’lum b o isa , a  uchun M DSBni toping;
b) ag a r a  m a’lum b o isa , uchun M DSBni toping
c) a  va p  lar uchun M DSBlarini toping;
d) a g a r  (1 m a'lum  bo 'isa , fiksirlangan t > a  d a  P ( Y t > t )  va 

—t P ( X x >  t )  lar uchun M DSBlarini toping;

e) fiksirlangan  t  > a  da P ( X x > t )  uchun M DSB ni topin, .
5. X ' 1 , . . . , X n tanlanm a zichlik  funksiyasi

b o ‘lgan taqsim otdan  olingan b o ‘lsin.
a) ag a r P  m a’lum  b o is a , a  uchun M DSBni toping.
b) a g a r  a  m a’lum b o isa , P  uchun M DSBni toping.
c) o c  vay3 lar uchun M D SBlarini toping.
6. X v . . . , X m tanlanma E ( a x , / 3 x ) taqsim otdan, Y ^ , . . . , Y n tanlan­

ma E ( a y y f } y ) taqsim otdan o lingan  b o iib ,  X i va i , lar bog liqsiz

a) or - a ,  va p x  //? , lar uchun M DSBlarini toping;

b) a g a r  P X = ( 3 V b o isa , p xv a ( a x- a y) /  P x lar uchun M DSBlari- 

ni toping;
c) a g a r  a x - a ,  va lekin n o m alu m  b o is a , a x uchun M DSB

m avjud em aslig in i ko'rsating.
7. X x, . . . , X m tanlanma R { O ; 0 X)  taqsim otdan, Yx , . . . , Y n tanlanm a

taqsim otdan  olingan b o iib . X j va Yt lar b o g iiq siz , « > 1

b o is in . 9 X  19  Y uchun M D SBni toping.
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X  B O « .  E F F E K T I V  B A H O L A S H

l-§. E ffektiv bah >'ash. Kramer-Rao tengsizligi

Biz nuqtaviy statistik  . 'i  ho’am i ig xossalarini o ‘rganishda ular- 
ning asosligi, s iljim ag an lig i *v risk frnksiyalariga alohida e 'tib o r 
berib o ‘tdik. B ah o n in g  asosli bo  !ish xos^asi tanlanm a hajmi cheksiz 
orttirilgandagina n a m o y o n  bo si da, kici ik hajm da baho xossasi 
asosan risk fu n k siy asi va xusu>an k v td ra t.k  risk orqali o ‘rganiladi. 
S iljim agan baho u c h u n  kvadra i1- risk dis oersiya bilan ustm a-ust 
tushadi. B\i holda d isp e rs iv a s i e a, iich ik  . 'o i .  r,an baho eng yaxshi deb 
hisoblanadi. T aq sim o tla r oilasi i hun itu ’iu i i  shartlar qo ‘yilganida 
bunday d isp ers iy a la r uchun  qi; /  c legaram  kc rsatish mumkin ekan. 
U shbu paragrafda biz skal> ar pi ram etr bo lgan holda Kramer— 
Raoning tengsiz lig in i isbotlayi liz.

— param etrik  s ta tis tik  m odelni qaraymiz. Har bir kuzatilm aning 

f \  x ,0 )  zichlik fu n k siy as i uchut r e g u l y a r l i k  s h a r t l a r i  kiritamiz:

(I) ^ ( / ) = {  j c : / ( x , 6 i) > 0 |  -  to 'p lam  9  ga b og‘liq emas;

(II) Q  =  R  y o k i  0  - t o ‘pIam R  dagi interval;

funksiyasini q a ray o tg an im izd a  (I)—(V) shartl ird a / o ‘rm da /„ ni ishla-
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(III) -  hosila n a v ju d  va { P e , 9 e  @}ga nisbatan
8 0

deyarli hamma y e rd a  V O  e  © uchun hekli;
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f  FI I 2
(V) V 0 e  0 :  0 < l ( 9 ) = M e  ^ - l n  <oo.

Biz X (-n )  tan lan m an in g  f n ( x {n> ,i ’) = 0 / ( xi ~  zich 'ik



tamiz va integrallar to'plam  bo'yicha tushumladi. i(  u ) funksiya

£ t.m.dagi it parametr haqidagi F ish er informutsiyasi deyiladi.

U sh b u

t M " ] . e ) = ^ f „ W - \ e ) = ± i ( x „ e ) ,
°  i=l

i { x i >e ) = j e l a f « ( x - ^ ) ,  / = 1,-■ •

-  fun ksiyalar inform antlar deb ataladi.

1-lem m a. Agar (I)-(IV ) shartlar bajarilsa,u  holda

M 9/(^ ,ö) = 0, V ö e 0 ,  (1)

I s b o t i .  f / ( x ,0  ) / /(< * )  = 1 tenglikni u  b o ‘yicha differensial- 

laym iz:

A  U i x , 9 ) ^ i ( d x )  =  0 y 6 e  0  
d O  J

yoki

/ ¿ / ( i ,  e ) M( d x ) =  ¡ ¡ ( x , e ) p , ( J x ) =  m , i ( 4  ^ ^ o . w e e e  

bu  esa 1 -len im an i isbotlaydi.

/  inj  ( 9  ) =  M 9 | ln ,& )  | -  tanlanm aga raos kelgan F isher 

inform ats i y  a  funksiyasi b o is in .

2-lem m a, , 6 e  ©} uchun (I)-(v ) shartlar bajarilsin. 

U holda
I x(H)( 6 )  =  n l { 9 ) , 9 e e .  (2)

I s b o t i .  Induksiya metodi bilan osongina o ‘matiladi. Demak, 
inform ats iy a  funksiyasi additivlik xossasiga ega ekan.

3-lem m a. Agar ( IH V )  shartlar bajarilsa. u holda V 0 e 0
uchun

In /(< ;;(? ) )  = - M 0 ^ l n / ( ^ ; ö )  j .  (3)
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Isbo ti. М в I — r l n / ( £ ; 0 )  I ifodani quyidagi ko ‘ rinishda yo-
8 6 2

zish  mumkin:

O'i2

----------------/ « * * < * ) ■

» J—  / ( { , o ) / . ( * ) - M , f - t i l l }
C o

(IV) xossaga ko ‘r a

^ T j f ( x , e ) M{c/x)  =  \ - ^ T f ( x , e ) M ( d x ) = o ,  v e G©.

Bu esa 3-lemmani isbo tlayd i.

) : \  (и), { ^ , 0 е 0 } ) - > ( ^ , ^ , { а , 0 € 0 } )

-  statistikaning in fo rm atsiya  funksiyasi / j ( ö )  b o is in . Isbotsiz quyi­
dagi m uhim  da'voni keltiram iz .

4-Iernma. { / J , 0 e  0 }  v a { ^ , 0 e 0 }  taqsim otlar qoidasi uchun 
(I)-(V ) regulyarlik sh artla ri bajarilsin. U holda

1г ( е ) < 1 х { л ) ( е ) у е  e © .  (4)

Bu yerda tenglik faqat v a  faqat T  — yetarli statistika b o ‘lganidagina 
erishiladi.

Demak, T —  v a ria tsio n  qator b o ‘lsa, (4) da tenglik bajarilar ekan. 
Bu esa kuzatm alam i ta rtib lash  natijasida inform atsiyaning kam aym as- 
ligíni bildiradi (chunki b u  holda T  va X м  ekvivalent trivial yetarli 
statistikalardir).

Quyidagi teo rem ad a  siljim agan baholar dispersiyasi uchun quyi 
chegara mavjudligi k o ‘rsa tilg an .

1-teorem a (K ram er-R ao). { f n { x ( n ) , в ) , в & ©} oila uchun (I)-

(V) shartlar bajarilsin v a  differensiallanuvchi g ( 0 )  fim ksiyaga silji­

m agan g  J X  ) bahosi uchun V 0 e  0  larda

303



( V I ) .  ¡ g  n U n ) ) - ^ / « ( x ( n )  , e ) j u ( n ) { d x ( , l ) ) « o  v a  D e g  „

shartlar о  'r in li b o ‘lsin. U holda V 0 e  0  uchun

D e g a ( X i n ) ) >
п 1 { в )

.< oc

( 5 )

(5 )d a  tenglik bajarilishining zarur va yetarli sharti f n { x " ) . в )  -  

zichlik  quy id ag i eksponensial oilaga tegishli bo‘lishidan iboratdir:

/ ; ,  (х (и) .0 ) =  ex p { g (! (*<»> ) ц > 1 (0 )  + 4 2 ( e )  +  k n ( x {l,))} (6)

bu yerda 4 ^  ( 6 ) Ф  0.
Isb o ti .  (1) ni e ’tiborga olgan holda Koshi—Bunyakovskiy 

ten g siz lig id an  foydalansak,

c o v e (in ( x in)£ ) , g № * ' ) )  = M e [ia ( x i ”>,e)(i,,(j[<n)) -g {0 ) )_

i
< [ n l ( e ) D e g  , L x ( n ) ) } ( 7 )

B u  yerda 

M o [ l n \ s n - g { e ) ] \ ^ M e I  ' crln n =  l ( x ^ e f X x {n \ e ) ^ d M  =

=  ^ M e g = g ' { 6 ) (8)

(7) va (8 )  dan (5) kelib chiqadi. Endi (5) da tenglik bo‘lishining zarur 

va y e tarli sharti g  n v a  In ning chiziqli b o g iiq  b o ‘lishidir:

B u  tenglikni b iro r ( в 9 i ) c 0  interval bo 'y icha integralaymiz

va n a tijad a  (6) ni okm iz. Demak, V6>e 0 :
в

vF i(9 ) =  \ ^ a [ u ) d u ,  /= 1 ,2 ; T', ( 0 ) ^ 0 .

1 -n a ti ja . Agar g ( d )  =  6 , g  „Е C B bo‘lsa, u holda V 0 e 0 :

uchun M e { g n - e ) = D e  g n +  В 2 п ( в ) >  B 2 n ( 6  ) + -  £ ( e ) ~ '
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1
n r t ß )

Xususan, g n= 6 „ e  C 0 uchun

De 9  „ > — , V 0 e 0 .

Agar (5)da ten g lik  o ‘rin li b o isa . g  n baho e f f e k t i v  (Kram er- 
Rao m a’nosida) deb ataladi. n —»ooda baholarning asim ptotik effek- 
tivligini quyidagi katta lik  b ilan  hisoblash mumkin:

0 < e ff (g n,9 )=  ' .  < 1 .
ni(e)D0 g„

M isollar.
1. (0 ,0 )  dagi tekis taqsim ot uchun (I) shart bajarilmaydi. 

Dem ak, bu oila u ch u n  (5) o ‘rinli emas.
.r

2. f { x , d )  =  <j ^  ö ^ e . ^ = ( M , 0 e 0=(O ,oo),

¡[0, x €  M .  1=1

m ukam m al yetarli s ta tis tik a ; g ( 9 )  =  9  ; 6 „  = — T ( x i , : > )  -  MDBS;

M ,

n

l " 1
-e 9 „ = 6 \  [ D e 9 n ]  = A r \ l { 0 ) ^ \ \ e f f ( e „ ß )  =  V,

0  6

/ „ (  J t<,,j,0 )  = e x p |0 „ | - ^ j - / 7 l n 0 j .  

Dem ak, 6 „  -  effektiv baho.

2-§. Battaclrariyaning quyi chegaralari sistemasi

Kram er-Rao ten g siz lig in i (III)-(V ) regulyarlik shartlarini ku- 
chaytirish  natijasida y ax sh ila sh  mumkin. Biz siljim agan baholar dis- 
persiyasi uchun an iqroq b o ig a n  Battachariya quyi chegaralar 
sistem asini kiritamiz. Shunday M D SBlar borki, ularning dispersiyasi 
Kram er-Rao quyi ch eg arasig a  erishm asada, Battachariyaning biror k -  

tartibli (/<>1) quyi ch e g a ra s ig a  teng b o iish i mumkin. Kram er-Rao 
chegarasi B attachariyaning  £= l-tartib li chegarasiga tengdir. Battacha- 
riyaning regulyarlik sh a r tla r i  quyidagi teorem ada keltirilgan. Ushbu 
paragrafda biz ska lyar param etrlik  statistik modelni ko ‘ramiz.
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1 -teo rem a . (Battachariya teorem asi). \ f n { x i n ) , O ) , 0 ( i  © ) — oila

uchun K rarner-R aoning (I), (II) regulyarlik shartlari va quyidagilar 
bajarilsin:

(H I)*  H ar b ir i =  l . . . , k  va V ö e ©  uchun —  f „ { x ( n ) , e )
3 8 '

hosilalar m avjud . { P0 , 6  e  0 }  ga nisbatan deyarli ham m a yerda chekli;
(IV ) *  Har bir i  =  l , . . . , k  v a V ö e  ©  uchun:

Jd e
< oc;

(V)* "barcha i , j = l , . . . , k  v a V ö e  © laruchun

< 00;

(V I)*  k  m arta differensiallairuvchi g i ß  )  funksiyaning siljim a-

§an bahosining dispersiyasi chekli b o ‘lib, quyidagi shart
bajarilsin:

B arc lia  i = l , . . . , k  va © laru ch u n

i i  .0 )
C u

M { n ) ( d x i n ) ) < ° o .

V ( 0 )  =  ||j^. ( ö ) | .  — -  m usbat aniqlangan matritsa, <9 — nuqtada 

b o ‘lmasin,

xos

V , ( 0 ) = M a

U holda V9 <= 0  uchun

D 0 g n ( j C i n ) ) >  ] T  r ij' ( O ) g ^ ( 9 ) g i j ) ( 0 )  ( 1)
i j = l

B u y e rd a  (0 ) ||. =  V ~ l -  m atritsa V  uchun teskari,
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g l i ï l ( û )  =  d ' g ( 0 ) / d ô l , i  =  l , k  . (1) da tenglik bo iish in ing  zarur va 
yetarli shaiti

g „ U<- ) - g ( 0 ) = ¿ C ,  ( .V<"> , e ) , x ^  e  , (2)
••=! , / „ U '  ’ , в ) с в

tenglikdan iborat bo£ lib, C, koeffitsiyentlar

Y j v 4 e ) c j ( e )  =  g { i ) ( e ) j  =  k  (3 )
7=1

-  sistem ani qanoatlantiradi.
1-natija. H isob lab  k o ‘rish m umkinki,

) .

-  vektom iiig k o v an y a ts iy a  m atritsasi ]T (0 )n m g  determinanti

De g n *°\ • .. ^
det{S(0)}=

a«Ö V\ i , ••-, vlk >0

Г*> - -, vkk
Bu tengsizlikdan foydalan ib , ; : o ‘niiga quyidagini yozish mumkin:

о & 4 e ) ,  .... g a ) ( e )  

g ^ W )  vn ( e ) ,  f n. ( e )
D e g „ ( X ( ) ) >  det| F ^ ^

g(*>(e) vn { e ) ,  ..., v ^ e )

1) g [ e )  =  e  b o i s a ,  (4) dan

v22( e )  vu ( e )

■ ( 4 )

D e Í n{ x ( n ) ) ^ \
d e t{ F (0 )}

1
[ п К в )

v2k( e )  vkk( e )
k > 2 .

, k  =  1.
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2) A g a r  k =2 b o is a , (4) n i quyidagi k o ‘rinishda ham  yozish  
m um k in :

D e % A X  I 2  „ u p )  +

S (X\ 0 )  V x t { 9 ) 2 

g (2\ e )  v22( e )

V n ( 6 )
M 9 )  M ° ) }

v 12 ( 0)  v 2 1 [ e )

bu yerda Ĵ ¡ ( 9 )  =  n J ( 9 ) . Demak, Battachariyaning 2-tartibli quyi 
chegarasi K ram er-R ao quyi chegarasini yaxshilar ekan.

(5) tengsizlikda tenglik b o iish in in g  zam r va yetarli sharti 
f n ( x ( n \ 9 ) n in g  (6) eksponensial k o ‘rinishda bo 'lish i edi. Q uyidagi 
teorem adan eksponensial tipdagi oila uchun (1) da tenglik bajarilish i 
shartlari keltirilgan .

2 - te o re m a  (Fend). { f n ( x l n )  , d ) , 9 e © j oila uchun Battachariya 

regulyarlik  sh artla ri o 'rinli va u eksponensial tipda b o ‘lsin:

f „ { x (n \ d  )  = expj x M  ) ’Y , ( 9 ) + T 2 ( 9 ) + Jfcil(x<")) j ,4 " , ( 9 ) ^ 0 ,

k  m a r ta  differensiallanuvchi g ( 9 )  fim ksiyaning siljim agan g  n  

bahosi u c h u n  (VI)* shart bajarilsin. A gar V ( 0  ) m atritsa m usbat 

aniqlangan b>o‘lib, g  „ning dispersiyasi Battachariyaning (/c— 1)- em as, 

¿ -ch eg a rasig a  erishsa, u  holda g  n{ x in)) baho f„( A ^ O n in g  k-  da-

rajali k o ‘p h a d i bo 'lad i. Aksincha, i „ ( x ”̂•*)rung ¿-darajali ixtiyoriy 
k o ‘phadi d isp ers iy asi t-chegaraga erishadi.

Shuni ta’kidlab o ‘tamizki, regulyarlikning (I) shartni quyidagi 
kuchsizroq s h a r t  bilan alm ashtirishim iz mumkin:

(I)* sup¿> Í  X < n ) (E ( J  { x ( n ) e & f (n)  : f n { x ( n \ d ) =  o ) V o .
fe®  V fee J

M is o lla r .
_L  { _ i l

1. f ( x , 9 )  =  9  '" ex p l- .x #  m ) ,  6 6 0  =  (O,oo),xg .^ r  = (0,oo), 
m  > 1 — b u tu n  son. Bu yerda
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f ,  , e ) = e x p i  - ± X i 9 ~ - - \ n o \
z=l

" m  ''J
g ( 0 )  = 0  uchun g n C x ( n ) )  =  — -

in:

X, -  m ukam m al yetarli statistikaning m -darajali ko 'p-
i=l

liadidir. Demak, D e g  n — B attachariyaning w-quyi chegarasiga teng 

va g  n -  yagona M D SB .

2. 1-misolda m = 1 desak, / ( x , 0 )  -  ko‘rsatkichli taqsim ot b o ‘-

,T
ladi. g ( 0 )  =  0^ uchun  g n ( l w ) = j ” ^ ’J  ~ yagona M DSB

{ n +  H m  j
va uning dispersiyasi Battachariyaning /r-tartibli quyi chegarasiga teng.

TJ ho Ida g  [ 0 )  -  y a j 0 J uchun g  ^) — ¿ f l y  —-—~-~
■„ -y

7=i j = \ J (« + M !L 5 X; Ĵ
-  yagona M DSBning d ispersiyasi o ‘zining k -  tartibli quyi chegarasiga 
teng.

V ( 0 ) -  m atrisa B a t t a c h a r i y  a n i n g  i n f o r m a t s i y a  m a t r i t s a s i  deb
ataladi. k  = 1 b o lg an id a  u Fisher informatsiyasi bilan ustma-ust tushadi.

3-§. Ko‘p o‘lchovli pararaetr bo‘lgan holda Kramer-Rao va 
Battachariya tengsizliklari

e © }  — zichlik  funksiyalar oilasi vektor param etr 

0 = ( 0 l, 0 2, . . 0 l ) e  ga b og‘liq b o ‘lsin.

i,
,■1— :------ 7~  =  * ' J  — i  ( ''/( :•  -  differensiallash ope-
||a e f  . . . s e l f  |j

ratorlar sistemasini k iritam iz .
B iz K ram er-R ao  tengsizligini B attachariya tengsizligining 

xususiy holi sifatida k e  ltirib chiqaramiz.
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Q uyidag i tasodifiy funksiyalam i qaraymiz:

'  v ( - ' / „ ( z 1-1̂ ) .  i s » , i t .

B undan  nisbatlar um um iy sonini r  bilan belgilab, ulardan quyi­
dagi v ek tom i tuzam iz:

M asalan , ® ■, s  = 2 ,  uchun /• = 5 ,

h = ( c . c ‘ , h u , i " , i : - 2 H h ..... u
B attachariya regulyarlik shartlarini kiritam iz,

(I)̂ =5= K ram er-Raoning (I) (yoki (I)*) sharti o‘rinli b o ‘lsin;

(II)* *  ©  =  yoki © fazo 1 ^  ' dagi parallelepiped;

(III)**  Barcha i e 0  v a 1 < m % < k  uchun V  \ f n  ( j t1“1 ; $ )  —

hosilalar m av jud  va { P e , 6 e .  0 |  ga nisbatan deyarli haraina yerda 
chekli;

(IV ) ** Barcha fie © va 1 < m s  <  k  uchun

JV K ) /„  (,v(n) ;6>) / u {" ] ( d x ( n ] ) < x

(V )* *  Barcha 0 e  © va 1 < i ,  j < r  uchun J y  ( & )  —  1 

m avjud, ch e k li va ||j^ (0)j| _  -  matritsa V 0 6  0  uchun

m usbat an iq langan  b o is in .
(V I)**  Baholanayotgan G ($) = (g, (0),...g-m (0 )) vektor va

uning siljim ag an  bahosi G n v { x ^ n 7( ^ ^ ) )  uchun

Vt"’ )G (0) =  (v (" ' . . . V l"‘ ^„ ,(0 )) hosilalar m avjud va barcha 

j  = l,/n ;  1 <  k ;  9  e  © larda

j j g y,,(A-w  ) v K ) /„ ( x {, l ) ;e)|//(n)(ife(") )<oo

b o ‘lsin.



D i d )  orqali ! V*""Gr(0), \ < m 5 < k \  hosilalardan tuzilgan ( r x m ) -

da D { 6 )  m atritsaning satrlaridagi hosilalam ing tartiblanishi L n vek- 
tordagidek.

1-teorem a (B olshev). (I)*-(IV)** shartlari o i in li  bo 'lsin . U  
holda B ( 9 ) -  D { 6 ) W ~ ] ) D T i d )  nom anfiy aniqlangan, y a ’ni 

V z = (z ,  , .. .r ra) e  R u ch u n

tengsizlik o ‘rinli. ( l)d a  teng lik  bajarilishi zarur v a yetarli sharti

tenglikdan iborat.

1 -na tija . 1) к  =  1 b o ‘lganida, (1) tengsizlik Kram er-Raoning 
vektor param etr uchun q u y i chegarasini aniqlaydi. Bu holda (2) 
tenglikni quyidagi ekv ivalen t form ada ham yozish mumkin:

B u  tengsizliklar sistem asi esa o ‘z navbatida, m axsus 
eksponensial oilani an iq laydi:

2) m =  1, y a ’ni sk a ly ar funksiya uchun (2) tenglikni quyidagi

m atritsani va в { е ) = м в {  Э „ Ы " ) ) - Э г„ ( х (") )} ni belgilaymiz. Bun

z B ( e ) z T > z L > ( d ) W ~ \ e ) t f  ( e ) z T , 0  (1)

G „  ( x ( n ) ) - G - i e )  =  L ( x (n)  - e ) w - 1 i e ) D T { б )  (2)

f n  (* (n )  )  = exP ̂  ¿  s  j S  *(n) ï ' * '  j  ( # ) + %  (0 ) + К  (* (,,) )}• (3 )

ko‘rinishda yozish m um kin: v (.v (,,);0 )e  X(,,)x© ,

(4)
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A gar (1) da tenglik bajarilsa, baho e f f e k t i v  ( k  =  1 da Kram er- 
Rao v a  k  > 1 da Battachariya m a’nosida) deyiladi.

MisoIIar.
l .  p9  = N ( e v e 2 ), e = ( 0 1;02 ) e 0 = # x ( o , « , ) ,  g l ( e ) = 9 l , g 2 ( 6 ) = 9 2 

b o ‘lsin . G(6») = (g 1(0 ),g -2(6»)) uchun G „ ( g l n , g 2n) baho siljim agan

bahodir. B u yerda g U t = x  =  - T K i ,  g  S 2 =  — - x )  .
77 ;=I "  1 ¡=1

A m m o  G „ baho K ram er-Rao m a’nosida effektiv baho emas, ya’n i 
k  =  I d a  ( l )d a  tenglik  bajariLmaydi. B uning sababi esa (2) ning bajaril- 
m aslig idan  kelib  chiqadi:

f № ' l ]  # ) = e x p |g ,„ (x (") ) ^ + g 2 „ \ ~ ^ 2 J+  x("] ) 26,

v
^ l l + " ln 0 ,  11 
2 6 - , 2 2

'J
- ; „ ( 2 tr

— eksponenta ostida g \ n qatnashm oqda. Ammo to 'g iid a n - to ‘g ‘r i

h isoblab , G „  ning K ram er-Rao m a’nosida asim ptotik effektivligini 
k o ‘rsa tish  m um kin. Bu holda

'  0 ,

B (Q ) =

f  ft  ̂
0

n

0 M L
n - 1

1 0
D { 0 ) =  o i f  r _ , ( 0 )

0

2 0 ;  

n  ;

D em ak,

- =  1 — — ->  1.
f t  n —>oc

r \  de t{ Z)C Ö )Z)r  (6«)} de t{ (6»)}

e / / , c " ; G , = ------------ s < s p ö ) ------------ :

2 , p s = N { e , , e l ) , k = 2, g ( f l)= e ;2 ,ö = (6 i1,e2), m = i
b o ‘ls in . g  H=  S 2 baho siljim agan bo 'lad i. B u holda (4) bajariladi:

g „~g{ Q)  =
1 I q \  8fn e 24 8 - f n \

f„ |j n- 1 dd2 n(n- \ )  dd}

312



Demak., D g g  „ B attachariyaning 2-tanibli quyi chegarasiga teng 

va g n  baho Battachariya m a ’nosida effektiv b o ‘lar ekan.

4-§. A s im p to tik  effektiv baho lash

K o 'p  hollarda b ah o la rn i asim ptotik m a’noda solishtirishga 
to ‘g ‘ri keladi.

1 - ta ’rif. A gar n  - >  co da ixtiyoriy g '  e  0  uchun

M 9 ( g K- g ( 6 ) )  
l im s u p ------------------V - l

m unosabat o ‘rinli bo‘ls a ,  g  ne  0  baho g ( 0 )  uchun a s i m p t o t i k

e f f e k t i v  deyiladi.
Ushbii ta’rifni m a ’lum baholar sinflari uchun ham  keltirish 

m um kin. Agar C (J -  s iljim ag a n  baholar sinfini olsak, (1) ifodani 
quyidagicha yozish m um kin:

l i m s u p ^ % < l .  (2)
D g

C 0  -  asimptotik norm al b ah o la r sinfi b o ‘lsin. y a ’ni V 0 " e  C 9  uchun

( 0 * - e ) \ n = > N ^  0 ;^ -

o‘rinli.
2 - ta ’rif. O '  baho 0  uchun asim ptotik effektiv deyiladi, agar 

ixtiyoriy 6 fl e C,j, uchun
cr2 (6>)<cr,2 ( 6») (3)

m unosabat o‘rinli b o ‘lsa . B u yerda cr2(ö )  va cr.2(0 )  lar mos ravishda 

6 ~  va O r baholarning ta rq o q lik  koeffltsiyentlaridir.
Bu ikki ta ’r i f  ekv ivalen td ir: O ' e. b o ‘lsin, u holda n  —»ocda

M e  { O '  - 9 ) '  = ^ - ( l  + r„(6 » ), r „ (0 ) -> O .

(J )  ifodaga asosan

M e ( o ' - e ?  < M e { o n - e ) 2 ( \ + r ; { e ) ) ,  r ; ^ > o,



ix tiy o riy  6  e  C q  da (3) ga ekvivalent. C K o rqali quyidagi shartlar 
o 'r in li boMadigan baholar sinfini qaraylik:

|6 ( 0 ) |< e ( 0 ; « ) / y f n ,  |ä '( ö ) |<  s ( 6 \ r i ) ,  M e ( d * )  < c < o o , 

bu  y erd a  n  —>oo da £ (0 .rc )= O (l)  va b ( 6 ) siljish Icattaligi, y a ’ni

M e { d * - e )  =  b { 6 ) .

T e o re m a . Regulyarlik shartlari o ‘rinli b o ‘lsin. U holda C K da 
ix tiy o riy  K ram er-Rao m a’nosidagi asim ptotik effektiv baho <CK da 
asim pto tik  effektiv b o ‘ladi.

I s b o ti .  6  Kram er-Rao ma’nosida asim ptotik effektiv baho 
b o ‘lsin, u holda

M J e - - e ) 2
I „ 1 ( 0 )

K ram er-R ao tengsizligiga k o ‘ra  barcha 0 * e  C K uchun: 

lira in f M g n ( 6 ’ - ß )  >  / _ l( 0 )  =  Iim M e n ( 6 n - 0 ) ~  ■
o »-»«>

5-§. Bahadur bo4yicha asimptotik effektivlik

j-j statistik  model va T n nom a’lum

p a ra m e tr  9  uchun baho b o ‘Is in.
{ T n ] baholar asim ptotik effektivligini P e ( ^ T n — 6 \ < y )  ehti- 

m ollik  b ila n  o ‘lchashni R .Bahadur taklif qilgan.
H a r b i r  kuzatilm aningzichlik  funksiyasi f ( x \ Q ) bo 'lain. 
T e o re m a . T n n o m a’lxtm param etr 6  uchun asosli baho b o ‘lsin. 

U  ho lda \ / y '  > y  uchun quyidagi tengsizlik o ‘rinli:

i™ i lnpe {K e\ > y) * + y')v (<*) • W

I s b o ti .  Yensec tengsizligiga ko‘ra:

-  K  =  -  f  { x - , 6  + y ' ) d v  < \ n \ f { x - , 6 ) d v  =  0 .
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v I l, IT „ - e \ > y ,
A .„ = A „(x ,,...,x„ )=  <j , bo 'lsin , u  holda ixtiyoriy d >  0

| \ 0 ,  | r „ - 0 | < r ,

uchun quyidagi ten g s iz lik  o ‘rinli:

i j{  I t - 9 \  >  ;•} =  M .A >  M : \ A x \ i \  < ^ f ' i   ̂ >
'  ■ ' I  • f ( x A e )  Ijij

> e

It l i -  / M )  Ijij

^ , { 1 ^ , - 0 | > 5 f l  / ( ^ --! r / ) > 4
V -  / ( * , ; 0 )  |j

T  -  asosli b a lio  ekanligidan l i m i ^  . { — öl >  y ]  =  1 tenglik

o ‘rinli b o ‘ ladi. Bu y e rd a  d  =  n ( K  +  s ) , s > 0 ixtiyoriy k ich ik  son. 
Katta sonlar q o n u n ig a  k o ‘ra

[ r r A x J  ;0+r ')  J  o U v ' i ,  A x J  ’e + y ' )
P e + y

53 A x j ’°)

- M e n ' ln

> e r - n

A xj # +r') 1 l]

ln-
f a * )

> s ' }  —> 0.
n —>00/ ( * /  # )

Demak, barchil katta  n  larda

P o { \ T n - e \ > y } > \ e - d  = l e - * K+E)  

tengsizlik quyidagi B ahadur bo ‘yicha asim ptotik  e ffek tiv  bahoga

(1)

keladi: V T  -  asosli foaho uchun

lim lim — \ n P g  { IT  — 9 \ > y \ >  lim —  fin- ;■ / (  -x;0 +  y ) d v  . (2)
1 ' >  y ^ 0 y a  } f ( x \ 9 + y )

f ( x , 6 )  ch ek li 1 ( 6 )  Fisher inform atsiyasiga ega b o ‘lsin. U 
holda (2) ifodada a  =  2 deb olish kerak.
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Г  b ah o n in g  effektiv stan d art o g ‘ ish i r„ =  г n ( в  ; у , Tn )

P e { \ T n - 9 \ > y \  =  J -  Í e u 4 l d u = P ^ ^  У7 Í F 1̂ ) '
ifoda o rq a li  aniqlanadi. B u yerda f  ~ ¥ (0; 1 ).

D e m a k , T n — asosli baho b o ‘lishi uchun zarur va yetarli shan  
V y  > 0 : ти -»  0 . A gar

1+z
Г — m“/2 i 1 -<  e d u < — e

z /2

ten g siz lik d an  foydalansak, u  holda 

l i m  l i m  1

y --->00 и—КО

o ‘rinli b o la d i .

1  l i m  l i m

2 Y — 77—>oo

X B O B G A  D O IR  M A SA L A L A R

Q u y id ag i m odellarda keltirilgan baho lara i effektivlikka tekshi-
rmg.

№
1.

2.

3.

4.

5.

6.

M odel
# ( 0 ;< т 2)

N ( a ; é ) 2)

G e ( Q )

г ед

/ ( * , 0 )  =  е_х+в(1 + е " " *  )_2;x ,0 e  Ä 

Е { в )

B aho

6  = X ,

в  = S 2 

ê  = i / (i -f x)
ê  = X / л

ê = X 
i
-V
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X I  B O B . N U Q T A V I Y  B A H O L A S H  U S U L L A R I

l-§ . 0 ‘rn iga  qo‘yish usuli. Momentlar usuli

Statistik m ode 1 dagi taqsim otlam ing \ P )  oilasi

bilan berilgan b o 'ls in . B iz VIII bob 6-§ da baholam ing ta ’rifi, 
xossalarini va u la rg a  m isollar k o ‘rgan edik. Endi nuqtaviy baholam i 
qurishning b a ’zi k e n g  tarqalgan usullari bilan tanishib chiqam iz. Biror 
9  = 8 { P )  (vektor y o k i  skalyar) funksionalni baholash m asalasini

qaraymiz. P „  orqali em pirik  taqsim otni belgilaymiz:

M * )  =  i I l { X ] e B ) ,  B e Z T .
n j=i

Bu yerda F «(x) = P n  ((-oo ,*)) (VII bobni 2-§iga qarang). 9  ni baho- 

lashning tabiiy u su lla rid an  b iri -  o ' r n i g a  q o ‘y i s h  u s u l i d k .  Bu usulga 

ko‘ra, 9 „ = d { p „ )  b a h o  P  o ‘ m iga P„ni qo ‘yish yordam ida quriladi. 
Bunday baholam ing xossalari. albatta 9 ( P )  funksionalning xossala-

riga bo g ‘liqdir. M asa lan , VH-bob 3-§ oxirida ko 'rilgan  j u n { F „ )  sta- 

tistika / i ( l )  =  h y  J g ( f u n k s i o n a l  uchun o ‘rniga qo 'y ish  usuli

bahosi b o ‘ lib, h  -  fu n k s iy a  uzluksiz b o ‘lgan holda kuchli asosli baho 
boMadi. K o‘p h o lla rd a  Ö(-P) funksional b iror E ( 9 , P )  =  0 tengla- 

maning yechim i s ifa tid a  noaniq shaklda beriladi. Bunday hollarda 

9 = 9 ( P ) uchun b a h o  E ( d , P „ )  =  0 tenglam aning yechimi sifatida

aniqlanadi. Endi o ‘m ig a  qo^yish usulining b a ’zi xususiy hollari bilan 
tanishib chiqam iz.

Statistik m o d el { ? f l , 0 e © } ,  0 C Ä 1’ 1 oila bilan berilgan bo ‘- 

lib, 0 = (0 , .0 2,...,ö ,) n o m a ’lum  param etr b o ‘lsin.
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M o m e n tla r  usuli. G ( 6 )  =  (g , (0 ) , . . . , g s  ( 0 ) )  vektor funksiya 

uchun biror a so sli G n ( x * " 0  = (g ,„  ( A'* •) ) , . . . g sn (aT^'O) baho m avjud 

b o ls in . M o m en tlar usuliga asosan, 9  =  { 6 i , . . . 6 s) uchun 9  =  

baho sifa tida  G ( 9 )  =  G n  tenglamaning, y a ’ni

^ .(0 ) = g in( ^ " )), / =  1,. . . ,s, (1)

sistem aning yech im i olinadi. B undaybaho lam ingxossalari g ( , i  =  l , s ,  

funksiya lam in g  xossalari bilan aniqlanadi, Odatda g ; (0 )  =  M 0 a ,  (if), 

/ = 1,5, (m asa lan , a ( £ )  = £ ')  ko‘nnishda tanlanadi. Bu holda katta 

sonlar q onun idan  foydalanib. g jrl sifatida a ,  ( c  ) ning em pirik m om en- 
tini tanlash  m um kin:

j= 1
1 -te o re m a . Faraz qilavlik, g ,  ( 0 )  i  =  \ , s  funksiyalar © d a u z lu k -

'  [siz h o s ila la rg a  ega b o ‘ lib. J g ( 9  ) = det <{ ^d 8 , ( 0 )

8 9  j
!> - yakobian nol-

dan farqli b o l s in .  Agar (1) sistem a yechimi 6 n yagona bo ‘lsa, u holda 
bu yechim  B  uchun asosli baho bo ‘ladi.

I s b o ti .  G  :© ->  J t  desak, G ~ l : —> 0  -  bir qiymatli va uzluk- 
p  __

sizdir. g in — >  g i , i = l , s ,  ekanidan, 1 ga yetarlicha yaqm ehtim ollik
n—>CC

bilan G n g  j j jr .  U  holda (1) dan 9 „  =  G ~ l ( G n ] va G ~ '  n ing  uzluksiz 

~ P
ekanidan, n  —>ooda 6 n —>G ( G ( $ ) ) = 0  .

M is o lla r .
1. P6 — M ( 9 i ,0,2) , 9  = (0 , ,6>2)e  0  = /?x (0 ,°o ) nom a’lum  para- 

m etm ing m o m en tla r usuli bahosini topam iz: g, ( # )  =  M e c  = <3, , 

gn ( # ) =  ~ Q \ ~  + @2 ekanidan
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Demak, 9 n  = ( x , s )  baho ( d t , d 2 )  uchun asosli baho b o ‘lar
ekan.

2. Pg =  R ( O , 0 ) ,  9  > 0 m odelda nom a’lum  param etm ing 
m om entlar usulida b ah o s in i topamiz. Avval m om entlar usuli bahosini

61-m om ent orqali topam iz. M a ’lumki, g, ( 6 ) =  M f)c  = -  ekanligidan,

9 { „ =  2 x  m om entlar usuli bahosi b o ‘ladi. Endi m om entlar usuli baho- 
si A-tartibli momenti o rq a li  topam iz:

u holda 0 irt = ‘. ¡ ( k  + l)jc* m om entlar usuli bahosi bo 'ladi.

3 . F ^  =  N ( 6 , i y ,  6 >  0  bo ‘lsin, nom a’lum param etrni m om ent­

la r  usuli bahosini to p am iz : g ( 0 )  =  M g£, = 0  ekanligidan 0 n =  x  m o­

m entlar usuli bahosi b o ‘ladi. Shartga k o ‘ra 0 >  0 , lekin x  manfiy 
b o lis h i  ham m um kin. S huning uchun agar x <  0 bo ‘lsa, baho sifatida 
0 ni olish kerak va a g a r  x  > 0 b o ‘lsa, baho sifatida x  olinadi. Demak, 
0 * =  m axj 0 ,.rj -  m o m en tla r usulining “to ‘g ‘rilangan” bahosi b o ‘ladi.

2-§. H aqiqatga maksimal o‘xshashlik usuli

dP
F araz qilaylik, { P e  , 9 e  ©} « / u ,

0 2 e  © uchun P9 ] * F £ 2 , 9 „ 9 2 e  © bo 'lsin . Biz G  = (0, , . . . 9 S ) e  0  e t f (s)

-  vektor param etrni baholash  m asalasini qaraym iz. H a q i q a t g a  

o ‘x s h a s h 1 i k  f u n k s i y a s i  deb, ("'x© da aniqlangan nom anfiy 

f „  ;# )=  C f n  (,rf " ) ; & ) ,  ( x , " ) - , 0 ) e  . /  x © ko ‘rinishdagi funk-



siyaga ay tilad i. Bu yerda C e  (O ,» ) — k o ‘paytuvchi 9  ga bog'liq 

em as, am m o r (" 'g a  bo g ‘liq b o ‘lishi lTiumkin va

f n ( x (,i) ; 6 )  = Y \ f n  {x i ' ß )  - tan lanm aaingzich likfunksiyasi.
;=i

1 -ta ’r i f .  H a q i q a t g a  m a k s i m a l  o  ‘x s h a s h l i k  u s u l i  b a h o s i

(HM CyUB) deb, qayidagi m unosabatni qanoatlantiruvchi 

o ‘lchovli statistikaga aytiladi:

f : ( x ^  ■ d ^ = r m A f ; { x ^ - e ) } .  (i)
Og &

D em ak , 0 „ n i  topish, f ‘ ning maksimumini topishga ekvivalcnt

m asala ek an . f *  va In f *  funksiyalar bir xil nuqtalarda ekstremum ga

erishishi sabab li, ( l) te n g lik n i In f *  uchun ham quyidagi ekvivalent 
k o ‘rin ishda yozish mam kin:

0 n { x ^ " ] )=  A r g m z x i  |ln /(x ;0 )P » (iÄ :) | = ̂ 4?g-maxl-<—y  ln / ( X f ;6>) 1. (2)
# E 0  I  /  I W /= |

B a’z i hollarda (1) tenglam a yechim ga ega boMmasligi ham  

m um kin. O d a td a  H M O ‘UB fiksirlangan x ^  e  /¿T 1"1 da / „  . 0 )  -
0  ning  uzlulcsiz funksiyasi b o 'lg an  hollarda q o ‘llaniladi. H M O ’UBlari 
yagona b o ‘lm aslig i m um kin. Endi bahoning bunday nom lanishini biz 
faqat d is k re t  holdagina { ¡ i  -  sanoqli o ‘lchov) tusliuntiramiz. Bu holda 
f ( x \ 6 )  =  P g (%  = x )  va

/„  { x {n) - & ) = p e ( * (n) =  ) = m  ( 4 = X,-).
i=i

D em ak, b iz  9 « sifatida f n ehtim ollikni m aksim allashtiruvchi para- 
m etr q iy m atin i tanlar ekanmiz.

1. A g a r  0 c i ? (i) b o ‘lib, ixtiyoriy x ^  e  uchun

f * { x ^ ‘, d )  funksiya 0  b o ‘yicha differcnsiallanuvchi va o‘z  rnaksi- 

m um iga 0  ning ichki nuqtasida ( 0 g a  biror o ra lig ‘i bilan tegishli 

b o 'lg an  n u q tad a ) erishsa, u holda 6 „  baho quyidagi shartni qanoat- 
lantiradi:
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d / n ( x ^ ;e )

8 6
= 0 yoki

£ 9

bu y e r d a
e = S n 

c  In f n

=  0 , (3)

S  In /„  01n/„
c<9 ^ ß<9, 06»,

2. Agax K ram er-R ao  m a’nosida effektiv baho mavjud b o ‘lsa, uni 
HM O‘UB yordamida to p ish  mukin (X-bob 3-§ dagi 1-natijaga qarang).

3. Yana shuni t a ’kidlab o‘tam izki, agar H M O ‘UBsi 9 „ yagona 
bo‘lsa, u yetarli s ta tis tik a  T  ning fonksiyasi bo ‘ladi. Haqiqatan ham, 
V lll-bob 3-§ dagi N eym an-F isher alom atiga asosan:

= 0.
din f n Sln^

T
*)

ee
0=0»

86
0=0,,

Ammo 9 „  n in g  o ‘zi yetarli statistika b o iish i  shart emas. Bunga 
biz quyida niisol ke ltiram iz .

H M O 'U B sin in g  yana bir m uhim  xossalaridan biri -  uning para- 
metmi alm ashtirishga nisbatan invariantligidir. Bu trivial d a ’voning 

isbotsiz keltiramiz. 0  -  fazo A dag' interval bo'lsin.
1-teorema (Invariantlik prinsipi iZexna)). g {9 \ .® —> M

funksiya berilgan bo ‘ lib, #  -  fazo R [k] ( /c< s)dag i interval bo'lsin.

Agar 0 „  baho 6  p a ram e tr  uchun H M O 'U B si bo ‘lsa, u holda g { 0 )

uchun g n = g { e „ )  H M O 'U B  bo‘ladi.
Misollar.
1. ^  -  b in o m in a l taqsim ot b o ‘lsin:

f„ ( x (,,) ; d )  =  C 9 t U '"' ( I - 9  f " 7 * 1 , C  =  n  C *  ,

Bu yerda 6  6 0 =  ( 0 ,  l ) , t ( x ^  ) =  ^ l f -  yetarli statistika. (3) dan
i=l
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¥ = ^ 4  т ( х щ - ± и - т ( ^ ) и .

Demak, в п  = ~ т { х { п )  ) -H M O ‘UB. 
п

2. Р в  -  R ( ü , 9 ) ,  (0 ,0 )  intervaldagi tekis taqsim ot b o ‘lsin. 

ö  -  ^"(н) -  0 e  0  =  (O,oo), bu yerda

т { х ( п ) )  = -^ (п) = max{ X .} -  yetarli statistika.

C h izm ad an  k o ‘ramizki, 

H M O ‘U B sid ir.

9 „  =  X ,(») baho 9  uchun

3. P e  taqsimot ^  j intervaldagi tekis taqsimot uchun

f A * (n)  x(1) < r(n) < f i + I ) ^  / ( .V ) -  I  < 0  < Tl) + I ) ,

б е  © = ( -с о  ,o o ). Bu holda H M O ‘UBsi y ag o ia  emas. в „  sifatida 

( x (nj -  + -i-| intervaldagi ixtiyoriy nuqtani olish murnkin:

= т(^0 ) +^ (")); _ т ) +(^ (1) ~ Xn  +\)Cos2Xx ;

ê } i] = ( x (1) + } ) - ( * ( , >  - X w  + l ) C o s 2 X ,



y V >S (2.)
Bu holda 7 \ X ( n ) ) = (  X ^ \ X ^ ) yetarli statistika, am m o 6 „  ,

0).
9  „ lar T  ning funksiyasi em as.

4. Pe  = N ^ 9 ] , 6 ;  ^ , 6  =(£?,,02)e  0  = R(l> x (0,oo). U holda

va
Q { '  ( 2 n ) i  

31n 1
e l

5  In f

]
T x i ~ > A  | = ° ,
<=i J

C72 Ĉ2 /=1
_  -2

B u  sistem adan 0 i „ = x , ( 9 i „ = 5  baholami topam iz. B u b ah o la r 

yetarli statistika t ( x ^  ) = ^  X i A' 2 j ning funksiyasidir.
V / = i  ¡= 1  7

5. ¿q = ( $ ! ,# ; )  -  param etrli logarifmik norm al taq s im o t 

bo 'lsin . U holda Y  = lnc^ taqsim oti A ) bo 'ladi. M a’lumki.

g l ( 6 ) = M g % —  exp! 0 X 4- —~

g 2 ( 6 )  = D 0 % = g , 2 (0 )[ex p (6 'f  ) -

1-teorema va 4 -m iso ld an  g ( 6 )  =  ( g l ( 6 ) , g 2 ( d ) )  uchun b a lio

8  n = ( g \ n ’ S i n )  b u y e r d a

« i „  =  g i ( ^ » )  =  ex p (y  + y S j ) ,

8  2»= 8 i  ( ^ » )  = ^ f „ [ e x p ( ^ ) - l ] .

^ ± l n X r , S l ^ l i [ \ n X ^ y ] 2 . 
n /=i n  /=i



B iz  u shbu  paragrafniag oxirida H M O 'U B larin ing eng m uhim  
xossalarídan  biri -  asim ptotik effektivligi haqidagi quyidagi da’voni 
isbotsiz keltiram iz. B unday xossaga ega baholar eng yaxshi asim ptotik 
n o n n a l b ah o la r deb ataladi.

2 - te o re m a . Q „  =  (#i„ , . . . , 6 Sn ) baho 0 = ( 9 l t . . . 6 s )  param etr 

uchun  H]VIO‘UBsi quyidagilar o‘rinli b o ‘lsin:
O  e t t - e = o p { \ ) n - > < o -

2 )  B archa 7 =  1 ,..,5  va 9 e  ©  lar uchun

h o s ila la r  m avjud va 1 ehtim ollik bilan chekli b o ‘lsin;

3 ) £—>0 da

8 2 \ n f n { x ^ - e )  d 2 \ n f n [ x ^ - , e )

cln

sup
\o —e ^ s

< H ( ^ n ) ; 6  ) o  (1)

bu  y e rd a  h ( x ^ ; 0  ) > 0  — tasodiñy funksiya P&ug a  nisbatan  in- 

teg ra llanuvch i;

4 )  Fisher informatsiya matritsasi / ( $ ) =  jj/  ̂ (0 )|| _  — m usbat 

an iq langan .

B  u  yerda I t] ( 0  ) =  M g

U holda y í ñ i d n  - d )  — > '( 0 ) ) .  Bu yerda v (u ,/

ta q s im o ti 7V(0,/ “'( $ ) )  b o 'lg a n s -o lc h o v li tasodifiy vektor.

5 -m iso ld an  g  „ =  ( ^ » S 2), g { 6 )  =  { 6 ^ 2  ) uchun H M O ‘U Bsi

ekani m a iu m . X  bob 3-§ dagi 3-m isoldan Fisher m atritsasiga teskari 
m a tritsa  ko‘rinishi

61n / „ ) № - ß 3 1 ln / „

86 ¡ 8 9 j  J

/ »  =
o N

0 29* j
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2-teoremadan

f  x - 6 x '  

\ S 2 -Q \  j

P

—̂  V/7-»=C

Demak, va ( x .S 2) baholar asimptotik ekvivalent eka-

nidan ulam ing eng yaxshi asim ptotik norm al baholar ekanligi kelib 
chiqi r  ekan.

3-§. Bayes b ah o lash  usuli

l ’arametmi b ah o lash n in g  Bayes yondashuvi mohiyati nom a’lum  
parairu.tr 9  ni ta so d iü y  m iqdor deb qarashdan iborat. Bu param etm ing 
zichlik fiinksiyasi a p r i o r  z i c h l i k  (aprior -  tajribadan oldingi) deb 
ataladi. Bayes y o n dashuv ida  nom a’lum 9  param etr zichlik funksiyasi 
h ( 9 )  bo ‘lgan taqsim otdan  tasodifiy ravishda tanlangan deb faraz 
qilinadi.

Bayes sx em asid a  yechim  qabul qilishning to‘rt asosiy ele- 
m entlarini k o ‘rib o ‘ tam iz:

1. (  , P )  statistik m odelda P  taqsim ot ^  = { P g , 9 e  &} 
oilaga tegisnli, © e s a  k  -o ‘lchovli Evklid fazosidagi intervaldir.

2 . / / ( J ) n in g , ;^ - a p r io r  taqsim otlar oilasi ( 0 , ^  ) o ‘lchovli 
fazoda aniqiingan, b u  yerda ,J? ~  — 0  dagi c  -algebra.

3. -boMishi  m um kin b o ‘lgan shunday yechim lar to 'p lam iki, 
ixtiyoriy e l e m e n t é  dagi M  -o ‘lchovli funksiyadir.

4. L ( 6 , d )  ta lo fa tla r  funksiyasi © x ^  da aniqlangan.

T anlanm aning zich lik  fiinksiyasi / n(x ln);0 ) ,  X "  ning 0  beril- 
ganidagi shartli taq s im o t zichligi, aprior zichlik funksiya esa h ( 9 )  

boMsin. U holda X 0 , )  va 9  ning birgalikdagi zichlik funksiyasi

g { x (" \ 9 )  =  f n { x M - ß ) h { 9 )

b o ‘ladi. Bayes fo rm u lasig a  ko ‘ra 9  ning Ar(") = x in) berilganidagi 
shartli zichlik funksiyasi
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ü ( f l / r < " ) )  =  - M f (. ' ) ^ ( 9 )  ( 1 )
J / „  ( x ( "' ;d  ) h  ( 6  )  d 9  

©
ga teng. (1) z ich lik  funksiya a p o s t e r i o r  z i c h l i k  (aposterior -  tajribadan 
keyingi) deb ataladi. Shartli m atem atik kutilm a xossasiga k o ‘ra:
barcha ß  = c p ( x 1 " ' )  funksiyalar orasida 9  uchun eng yaxshi balio 
kvadratik r is k  funksiyasi M ( 9  -  c p ( x (n )) z n i  m inim allashtirish m a’no- 
sida

9*H = M ( e  I  x ( n ]  ) =  \ 9 h ( 6 / x { n ) ) d 9  (2)
0

hisoblanadi.
l - t a ’r i f .  (2) va (1) formulalar orqali 6  uchun aniqlangan GH

baho aprior z ich lik  funksiyasi h ( 0 )  b o ’lgan B a y e s  b a h o s i  deb ataladi.

M iso l. X l , . . . , X n ~  N ( 0 ; l )  va 9  param etr taqsim oti ;V(0;cr' j

(er" — m a’lu m ) b o ‘lsin. N o m a’lum  param etr 9  ning B ayes bahosini 
tuzam iz.

N o m a 'lu m  param etr 9  taqsim oti iV(0;<x‘ ) bo ‘lganligi uchun

uning z ich lik  funksiyasi h ( ß )  -  — J —  e ~ ~CT~, 6<b  R ,  e r  >  0 bo ‘ladi.
V2 n u

X ' u) tan lanm an ing  zichlik funksiyasi esa

1
e  2 -=i

(2  * J

h ( 9 ! x (' n ) )  aposterior zichlik h i ß )  ■ f  ga proporsional:

i, e 2 i j , ,e x p  •{- - - - - - - ----- > (x
I 2er 2 m

, \ A  ( ö 2( i / c t ; + «)  -  n x * l
> )  |  =  e x p  ^ ---------------------------L  +  x n 9  _  _ |  .

H ar ik k a la  tom on darajalarini tenglashtirsak,

(*"). . -  • i , .---- r  r /  1 1 /  — ------------------------- -I---------:----
2 ^ a '  )  2 V er' 1 / a 2 + n  . 2 ( l  / a ~  + n )

hosil b o i a d i .  Bu lenglikdan h ( 9  /  x(n1) aposterior zichlik
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N taqsim otga ega ekanligi kelib  chiqadi. Demak, 6

jс п и 2

1 +  na  ‘  1 +  na  

ucbun B ayes bahosi q u y id ag ig a  teng:

Q \  =  \ 6 h ( 6  /  x ( n ) ) d 6  =
g  1+WC7'

Endi Bayes m a’n o s id a  yetarli statistikalarni aniqlaym iz.
2-ta’rif. S ( x (" 0  : (  ? ■ & , & , P ) —> ■ ( $ / , 'Я' ,Q J)  statistika ■ / /

ucliun Bayes m a’n o sid a  yetarli deyiladi, agar barcha H e  <3? uchun, 
deyarli ham  ma yerda

h ( e  /  S ( x ('n ) ) )  =  h ( e  / x ( , , ) )  (3)
m unosabat o ‘rin]i b o ‘lsa.

Demak, B ayes yo n d ash u v id a  yetarli statistika orqali hosil bo ‘l- 
gan aposterior zichlik tan lan m a  orqali hosil bo ‘lgan aposterior zieh- 
likka ekvivalentdir.

M isol.

2. n (^01 ) rnodeln i k o ‘raylik, bunda 0  = ( 0 , ,0 2) nom a’lum

param etrva 0 = | (Ö, Д  ) :-°o< 0 , <+°o, 0 < 6 2 <  +00}. = ( X } , . . . , X n )

tanlanm a berilgan в  =  (  <9, ) larda shartli zichlik funksiyasi quyidagi 
ko 'rin ishga ega:

/ ( л ,  : в х , 6 2 ) =  ( 2 т г У "  2 в ~ п exp ĵ -  - x f  ~ Z ¿ l ( x ~ e i f } •
{ 202 м 20, J

Ö, va 0, lar a p r io r  zich lik  funksiyasi /г(0,,02) bo 'lsin , u holda 
ular uchun aposterior z ich lik  funksiya quyidagi ko‘rinishda bo 'ladi:

,02 )exp^-(«/202 p - 0 ,) 2- ( 1/20,2) i ( z , - x ) 2

Â(4 A  ! x , , . . . , x n )  = ------------------- — — -------------------------- ------------- -
j î/0, j der e2nKP\ fii)

—oc ®

х е х р | - ( и /  20,2) ( x - 6 > )  - ( l / 2 0 j ) X ( x , - x )  j .  (4)
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(4 )  ifodadan k o ‘rinadiki, (0  ,6, ) ning aposterior zichlik funk-

siyasi j х , ^ ( х ,  -* )~  ¡ statistikaga bog‘liq. Bu statistika Ar( 0 ¡ ,0 , )
V /=1 )

m odel u c h u n  Bayes yondashuvi bo‘ lm agan holda m inim al yetarli 

statistika edi. M a’lumki, x  v a  statistikalar bog‘liqsiz va

ulam ing zich lik  funksiyalari inos ravishda

ga teng. Ç5) va (6) ga ko‘ra berilgan | -  x j  | da (0, , 6 2 ) ning
\  i=l )

ap o ste r io r zichligi

9  2 " h ( e t , 6  je x p j - ( l l W ; ) ± { x - x ) \

_  ] d e < f t z  Д ) ехр|{{( r , I W ¡ ) { x - 9 ^ - ( И 2 в 1 ) ± ( х - х ) ) } m 2

k o ‘rin ish d a  b o ‘ladi. (4) va (7) n i solishtirsak,

h { e ,  Д  / - л )  )=  A (0 ,,в \ /л ,..... x,. ) (8)

b o ‘ladi.

D e т а к .  ( х , Х ( х _ л ) ) Bayes m a’nosida yetarli statistika ekan.
Bu m isolda Bayes va nobayes m a ’nosidagi yetarli statistikalar 

b ir xil ek an . Quyida keltiriladigan da’voda bu ikki statistikalar 
ta ’riflari ekv ivalen t ekanligini k o ‘rsatiladi.

T e o re m a . ehtim ollik fazosidagi ixti-

yoriy  B ay es m odelida S ( x l") ) : ( . ^ ' , ê d . P ) — > ( ^ / , ô ^ . Q s )  statistika
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. ? /  uchun Bayes m a 'n o s id a  yetarli statistika b o ‘ladi, agar u faqat va 
faqat 5^ uchun y e ta r li statistika bo is a .

Isbtiti. A w a l, agar 5  statistika &  uchun yetarli b o ‘lsa, u 
holda u Bayes m a’n o s id a  ham  yetarli statistika b o iish in i ko ‘rsatamiz. 
Agar 5 — yetarli s ta tis tik a  b o ‘lsa, faktorlashtirish teorem asiga k o ‘ra:

kelib chiqadi. D em ak . 5  -  Bayes m a’nosida yetarli statistika b o ‘lar 
ekan.

Endi, agar 5  B a y e s  m a’nosida yetarli statistika b o ‘lsa, u noba- 
yes m a’nosida ham  yetarli statistika b o ‘lishini ko ‘rsatamiz. T a’rifga 
ko‘ra h ( 6  /  x) ap o ste rio r zichlik funksiya & s -  oMchovli funksiya 0  

\a  ftksirlangan 0 O d a  h { 9 ) >  0 va /?(<90) > 0 bo ‘lsin. U holda (1) ga 

ko‘ra

Bu yerda y /  (x (,,) ,6») = ln[ f n  ( x(n) , d ) !  f n (x (n) ,0O) ] ~  haqiqatga o‘x-

(9)
kenglik o ‘rinli. U h o ld a  aposterior zichlik

(10)

©

(9) ga l<o‘ra s ( x ^ " 0  statistika hosil qilgan zichlikni quyidagi 
ko ‘rm ishda yozish  n rum kin :

iS’(x (”) )=  5 dag i 0  n ing  aposterior zichligi

h ( e o ' x )  h ^ '
(12)

shashlik funksiyasi Logarifm i. Ixtiyoriy fiksirlangan

329



funksiya -o ‘lchovlidir. U  holda /7( 6 ) > 0, h ( 9 0 ) >  0 lar o ‘rinli 

b o ‘lgan ix tiy o riy  9  va 9 0 lar hamda (12) ga ko ‘ra:

/ „ (*(,,] >0 ) = (*W  ,0O W f s C x W  ),0 ), (13)
bu yerda

V I  h (00 Ix )  h(eQ )  cucv

va k { x "̂] ) =  f n , 9 0 ) deb olsak, u holda

/„  ( x (n)  , 9 )  =  A'(x(n))exp{t//(Js ( x (',) ),(9)}. 

o ‘rinli bo‘lad i. Demak, - (n o b ay es) yetarli statistika ekan.

D em ak , agar s(jc^"*) statistika g ?  uchun yetarli statistika bo ‘ 1- 

sa, u  holda H { 9  / x ('!l)  = H ( 6  / S ) b o ‘larekan .

4-§. Minimaks baholash

T, v a  T 2 baholam i “yom on” nuqtalarda solishtirib, m inim aks 
baho tu shunchasiga  kelam iz. R ( T , 9 ) funksiya 6  ni baholashda T  

statistika q o ‘llanilgandagi risk funksiyasi bo ‘lsin.
T a ’rLf. A gar V i 's  0 ,  uchun

sup R w ( T 0 ; 6 )  =  in f  sup < _ T ;9 ) , ( 1)
0e©, T  &=©j

tenglik o ‘r in l i  b o ‘lsa, u  holda r , e 0 , c 0  baho nom a'lum  param etr
9  uchun m in im ak s baho deviladi

1 -m iso l. X i , . . . , X K ~  B i ( l ; 8 )  bo ‘lsin. M a’lumki, S <'n) =  ' ^ X j
i=i

statistika b u  taqsim ot uchun yetarli statistika bo ‘ladi va uning  taq- 
sim oti

P(S<"> ^ k )  =  C k„ 6 k  ( \ - e y - k ,  k  =  0 , l , . . . , n  

bo‘ladi. D em ak , S (n) ~  B i ( n \ 6 ) .  N om a’lum param etr 6  ni baholash 

m asalasini k o ‘ram iz. B u  taqsim ot nom a’lum  param etrik 9  uchun
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m om entlarva haqiqatga m aksim al o ‘xshashlik usullari bahosi tanlan-

1 11m a o ‘rta  qiym atidir: T ( X i n )  )  =  — ^ [ d X j . 0 ‘rta qiymat baho sifatida
11 7=1

quyidagi xossalarni qanoatiantiradi:

s i l j i m a g a n l i k :  M 9  T  =  — M X i = M X l =  6  ;

R a o - K r a m e r  m a  ’n o s i d a  e f f e k t i v I i k :  uni ng dispersiyasi

d 9 t  =  ± ± d x ! =  (2)
n i=l 17 ”  „  1 n I i ° )

0 ( 1 - 9 )

a s o s l i l i k :  C hebisliev  katta sonlar qonuniga lco‘ra V s  > 0  uchun

e A n s  «-*»
Lekin tanlanm a o ‘rta qiym ati m inim aks baho b o ‘lmaydi. Buni 

k o ‘rsatish uchun quy id ag i bahoni ko 'ram iz:

r  T ( x i n ) ) n + - j a

T \ x ( n ) )  =  T ( x ( n ) ) - ^ J ^ + — -¡L— = ------------ = 4 — . (3)
V«+1 2(v»+ l) n + y /n

(3) bahoning m atem atik  kutilm asini hisoblaym iz:

n\ifqT+—\]n n0+—sfn j=
M „ r =  -  2  = — ^ - = - ^ . - > 9 .  ,4)

n + y j n  n + y jn  i ._L_  n->=°

Demak, (3) baho  asim ptotik  siljim agan baho ekan. Endi (3) 
bahoning kvadratik risk in i hisoblash uchun daslab 2-tartibli m om enti- 
ni hisoblaymiz:

n M 0 [ 4 ~ n T

?

n M e
( n + y f n ) 2 (n + yfn)2

9 - 9 2 -2,1 i I------- +  6> + y j r ? 6 + — >
n  IJ 4
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0(1 - 9 )  +  n 9 2 +  yfnd + i - j j ,
(1+ y fn  )2

(4 ) va ( 5 )  ni inobatga olsak, kvadratik risk funksiyasi

M d ( r*  - e f  = m 9  ( r * ) 2 - 2 0 - m 9 t '  + o 2 =  

0 ( 1 —9 )  +  ir6>2 + y f n O  + ^ |j

(5)

(1+V«)

-20

1

r  r  1 
2 + 0 2 =

9 2 n d 2 \/«0
- + ------ r- + -

2N/*02

( 1 + J n  )2 (1+Vw)2 (l-+>/»)2 (1+v«)2

i 2>/n

■ +

4(1+V« )2 1+Vn 1+V«

+ 0

=0*
(1+Vn)2 (1 + ^ )2 1+n/» 

1 .1 1

+

(l+\/rc)2 (l-t-\/n)2 1+ \/m J 4 (l+ x /« )2

-1+jj—2 Vn (, l + 'J n  )+(1+-Jrt )" 1

(i+V^)2 'J
+ 0 1 + y fn --1—V«

( l + V « ) 2 J
+

k o ‘ra

+ _ _ 1 ____ = ____ I___(6)
4(1+nJ n f  4(1+nfn)2

(6 )  tenglik nom a’lum param etr 6  ga bog‘ liq emas. (1) va (6) ga

supM 0 ( T —9 Y  = sup
tee fe©

\2 1

0(1-4)  _  1
4«

1

ya ni

sup M e  ( T  — 9 y  = -------->
g j  4 ( 1  + f n )  4»

supA/s (7’' - 0 ) 2 <supM 0 (T  - 0 ) 2.
060 SeS

(7)

(7 )  ga ko ;ra f  baho I  bahoga nisbatan kichik riskga ega ekan. 
Dem ak, T o ‘rta qiym at nom a’lum param etr 6  uchun m inim aks baho 
boMfflas ekan. T *  baho T  ga nisbatan yaxshi ekan. Endi T  baho Bayes 
bahosi h am  b o iish in i ko 'rsatam iz. H ( Q )  aprior taqsim ot va uning 
zichlik  fu n k siy as i [0, 1] da



b o 'ls in . M a’lumki, B ay es bahosi:
\ e f „ ( X i n ) \ 9 ) h ( e ) d e

=  ^ ------- — ----------------, (9)
\ f n ( X ( n ) ; 6 ) h ( 6 ) d e

©
tenglikdan hisoblanadi. f n ( X ( n )  ; 9 )  =  P e  ( S ( X ( n )  ) = k )  va (8) ni (9) 
ga qo ‘ysak. Bayes b a h o s i k o ‘rin ishi quyidagicha b o ‘ladi:

}  в k+i ( 1-0 )"■* в°~1 ( 1 - 6  )*"* d 6  

f(AГ(" , )=■^i--------------------------------------- =  ~ ^ ~ ,  (10)
1 , t i  h i a + b + n
\ e k ( i - е  ) n~k e a~ l ( i-б» r _1 d e  

о
b u y erd a  a =  b  =  — y f ñ  ,  k  =  S ( X in) )  =  ^ i X j .

2  i=i

7 — y f ñ + п Т  Т - п + — 4 п
a + k  2  2

а+Ъ+п 1 /— , 1 /— , n+yfñ
- \ J n - \ --- s l n + n  N
2 2

r{n) \  _  y *  f  у л ( п )y a ’ni: T ( X ["  ) = T  ( X (n) ) .  Shunday qilib, T  baho ham  Bayes

1 ”
m a’nosida ham  m in im ak s baho  va demak, T ( X ( " ] ) =  — ̂  X ¡  uchun

nisbatan opimal baho b o ‘la r ekan.
1-misolda b in o m ia l taqsim ot nom a’lum  param etri 6  ni baho- 

lashda barcha yaxshi x o ssa la rg a  ega b o ‘lgan va eng k o ‘p qo 'llanila- 
digan o ‘rta  qiym at m in im ak s baho b o ‘la olm asligi ko ‘rsatildi. Quyida 
biz baholam ing m in im ak slik  xossasini batafsil o ‘rganam iz. Odatda 
m inim aks baholar B a y e s  baholari orasidan qidiriladi. M inimaks 
bahoni topayotganda ta y in  aprior taqsim ot H ( 0 )  da quyidagi o‘rtacha 
riskni m in im allash tirish  m uhim  ahamiyat kasb etadi:

r w ( H ) =  \ M e W ( T - , e ) d H i ß ) =  ¡ R n. ( T - e ) d H ( 0 ) . (11)



\Rw(T;0)dH(0)  = supR(T;0)  ( 12)
i

U liolda:
( 1) 1 — minimaks baho;
(2) agar aprior taqsimot H  ga mos T yagona yechim bo‘lsa, u 

holda u yagona baho bo'ladi.
(2) shartga ko‘ra, Rw (T,0) riskning o‘rtachasi uning maksimu- 

miga teng. Bu teoremaning qayidagi foydali natijalarmi keltiramiz.
1-natija. Agar aprior taqsimot N  ga mos TH -  TH( .V ) Bayes 

bahosi o ‘ zgarmas riskga ega bo'lsa, u minimaks baho bo‘ladi.
2-natija . TH bahoning risk fiinksiyasi maksimum qiymatini 

qabul qiluvchi parametrlari to‘plami QH bo‘lsin:

QH J \ e s e : R w (T;d) = supRw(TH; 0 ' ) \  (13)
L 0 'e© J

Agar Th -  minimaks baho bo'lsa, u holda
H { Q b  ) =  \ h { 6 ) d 0  = \ .  ( 1 4 )

&
1 -misoldagi T bahoning kvadratik riski o ‘zgarmas M g ( X  - 0 ) 2 =

= -------------  bo‘leani uchun 1 -teoremaga ko‘ra bu baho minimaksdir.
4(1+y[n)1

Arifmetik o‘rta qiymatning kvadratik riski esa M e ( T - 0 ) 2 =De T =

—  -  ga teng va shuning uchun u minimaks baho emas.
n

3-natija . Bayes bahosining minimaksligi xossasi talofat funk- 
siyasi W  (u,v) ni tanlashga bog'liqdir.

A gar 1-misolda talofat funksiyasini

W(u;v)= ^  V\ -, u,ve  (0,1) (15)
v(l-v)

ko'rinishda tanlasak. u holda o 'rta qiymatning riski

<16>
ga teng, ya’ni o ‘zgarmas va T  baho (15) taiofat tunksiyasiga nisbatan 
minimalcs baho bo‘ladi.

1 - t e o r e m a  (L em an ). U sh b u  te n g lik  o ‘r in li  b o ‘lsm :
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T  -  Т { Х [,п ) statistika aprior taqsimot H  ga nisbatan Bayes 
bahosi bo‘lsin.

2-teorema (Leman). Agar T = T ( X M ) uchun в  e  0  da

Me W (T;9 )  < limsup j Me W (T (k) -,e)dH[k) (0 ) ,
«0 0

munosabat o'rinli bo 'lsa , u holda T minimaksdir.
Bu teoremadan Xodjes va Lemanning quyidagi natijasi kelib 

chiqadi. — [ в  e  ©  : 0 <  H (в  ) < l j  — H  taqsimotning bardori 
bo‘lsin.

3-teorema (Xodjes, Leman). Agar:
( 1 ) 0 € 0 „  uchun M eW(T,9) = C ;
(2) barcha в<=& lar uchun M eW (T ,0 )< C  bo‘Isa, u holda T — 

minimaks baho bo‘ladi.
2-misol. X¡,.. . ,JCn ~ N ( 6 ,  1) bo‘lsin. U holda X 1"  ̂ tanlanma- 

ningzichlik funksiyasi

V (2 * )"  I 2 M J

bo‘ladi. —T (k) ( X (n) ),k = 1,2 ,...} -  aprior normal taqsimot

[ H ( (0)= A’(0,k),k = 1,2,...} ga nisbatan Bayes baholari ketma- 
ketligi bo'lsin:

J 0f„ (X( J
 ̂ w)  ̂_ -со _—00 *—1 2 к. у

Í /„  (A1 "  } ;0 )dHa > (0) I expí — X (^ ,-0 )2- — — li/0
^  |[ 2 «  1 2 * |j

J <9 expjj 6» ¿  ^ -  (¿+l)° Idg
H <=■ 2* IJ _ n k T ( X {n))

» Г «  Í  i t + H Ö 2  il и А ' + 1
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bu yerda T ( X {n) ) =—Y  X ¡ . Shu sababíi, 
« t í1=1

+CO / j \ 2  't-со
} M e (.T (k) - e ) 2d H {k)(9)  = \^-^-] I j  Мв [ T - в ) 2 d H {k) (6)  +

nk2 +k _  к _ 1 1
(„*+1)2 (и*+1) J_ 

/Г
Barcha <9 e  0  uchun

Afe (r(JT (- ) ) - 0 ) 2 =-ÍD e Jri = i  =

= lim í (Г ( A) ( " ’ ) - Ö )2 dH (k' (9  )
— 00

1 ,7
B o'lgani sababli 2-teoremaga ko’ra T { X (n) ) = — ̂ X ¡  o‘rta

П í-l

qiymat N ( 6 ,1 ) taqsimot noma’lum parametrik 0 uchun minimales 
baho bo‘ladi.

Shunday qilib, risk funksiyasi noma’lum parametr в  ga bog‘liq 
bo‘lm agan Bayes baholarini topish minimaks baholashning asosiy 
masalasi h  isoblanadi.

1 Quyidagi taqsimotlar nomalum para.metrlarini mornentlar 
usulida bahosini tuzing:

XI B O B G .V  D O IR  M A S A L A b A R

e ) R [ e xß 2\ .  f ) F ( x , 9 ) A l ~ e 9 2  ’ x  - & i ' & 2  >  0 <
O ,  x < 0 , .

3 3 6



2. Quyidagi taqsimotlar noma’lum parametrlarini haqiqatga 
maksimal 0‘xshashIik usu li bilan baholang:

a) r ^ .  b)Bi(r ,9 ) .

c) N{ex, e l \ .  d ) R [ e - i , e - h \ ] .
x —0 l

~~e7e ) P ( 9 ],e2). f ) F ( x , 9 )  = \ l - e  ^  , x >0,, 9t,02 > 0,
0 , x < 0 {.

3. X i,...,Xn ~ n( 6 )  va 9 parametr aprior taqsimoti Bi( l ; l / 2 )  
bo‘lsin. Noma’lum param etr 6  ning Bayes bahosini tuzing.

, . . , , [e6- \ x > 9
4. X^,...,Xit ta n la n m a  z ic h lik  firaJcsiyasi J ( x ; 6 ) = '

0 , x < 9
bo‘lgan taqsimotdan olingan va 0 parametr aprior taqsimoti /?[0,1 ] 
bo‘isin. Noma’lum param etr 8 ning Bayes bahosini tuzing.

5. X i)...,Xn ~ E { 9 )  va 0param etr aprior taqsimoti £ ( l )  
boMsin Noma’lum param etr 6 ning Bayes bahosini tuzing.

6. X,,. . . ,Xn ~ f i/( l ;0 )  va 6  parametr aprior taqsimot i
[ 0 - 1 / 2  1 /3
<! bo’lsin. Noma lum parametr 6 ning Bayes bahosini
[Pe :1 /2  1/2

tnzing.
7. X l,...,Xa ~ GQ0)  va 9 parametr aprior taqsimoti

~ 1i 4 2 4 bo‘]sin, Noma’lum parametr 9 ning Bayes bahosini
V i  i  i
L ’ '3 3 3 

toping.
i

8. X,,. .. ,Xn ~ n ( 0 )  va 9 parametr aprior taqsimoti Bi 1;-
3

bo‘lsin. Norna’lum param etr 9 ning Bayes bahosini tuzing.

"7



X I I  B O B .  I N T E R V A L  B A H O L A S H

l-§. I shonchlilik intervaliarini qurish. 
A n iq  ishonchli in tervallar

Oldingi paragraflarda noma’liutn parametrlarni nuqtaviy baho- 
lash usullari va baholaming xossalan bilan tanishdik. Lekin ba’zi hol- 
larda param etrga bahoni taldif etishdan tashqari shu parametmi biror 
oldindan berilgan 1 ga yaqin ehtimollik bilan qoplovchi sohani ko‘r- 
satish ta lab  qilinadi.

Statistik model { i j ,0 e © }  taqsimotlar oilasi bilan berilgan
bo iib , 9 — skalyar parametr bo‘lsin, O eQ czR  (© fazo R dagi biror 
interval).

1 - t a ’rif. \_Q ( 1 ),# ’ (A*1" ')Je  0  interv’al y — me’yoridagi 
ishonchli interval deyiladi, 0 < v < l ,  agar barcha 0 e 0  va 1 ga 
yetarlicha yaqin y uchun

p j e < e ~ ( x {n)) , e +{ x H ) >y  ( 1)

tengsizlik bajarilsa.
O ldindan berilgan son y  ni ishonch me’yori, 0~,6+ statistikalar 

esa mos ravishda quyi va yuqori ishonch chegaralari deb ataladi. Ba’zi 
hollar uchun faqat quyi yoki yuqori diegarani aniqlash talab qilinadi.
Bunday hollar da 1 ehtimollik bilan yoki 0 ‘ (x^”')=oo yoki

0 - ( ^ ”O =  -oo etib tanlanadi.
Ishonchli interval [9 ,9'] noina ’ lum parametr 0 uchun interval 

baho deb ataladi. Odatda 1-y sifatida kichik son olinadi. 9 ± 

statistikalar as lida y ga bog liq  bo‘ladi: 9" =9~  ̂ . [9~ ,6+ j -

tasodifiy interval qurilganidan so'ng biz 9<e [_6~ ,9+ \ ekanini e’lon 
qilamiz. B unda biz yo‘l qo‘ygan xatolik 100( 1 — ;/)%  ga teng bo‘ladi.



Ishonch me’yor у g a  bir necha ishonchli intervallar mos kelishi 
mumkin. Bu holda albatta bunday intervallardan uzunligi eng 
kichigini tanlashimiz kerak. Ishonchli intervalning o‘rtacha uzunligi
deb Me L6 +(x*", ) - 0 “ (a"("))] kattalikka aytiladi.

Demak, j  model в parametr uchun

£(лГ(и,)с:©, 5- 1(0 ) = {л:('’) :0 e s(x(,,))}e &  (n),V0 e © shartlarni
qanoatlantiruvchi akslantirish interval baho deb atalar ekan.

Ishonchlilik intervallarini tuzishning asosiy usullari nuqtaviy 
baholardan foydalanishga asoslanadi. Endi haqiqatga eng katta o‘x- 
shashlik prinspining inteival bahosini ko‘rib o‘tamiz. {P9 , 0 e 0 } « / j

va f n (х("л0 ) -  tanlanmaning zichlik funksiyasi bo‘lsin.

2-ta’rif. Si.*1"’ ) — interval baho haqiqatga eng katta o‘xshashlik
bahosi deyiladi, agar 0] e  s (x ^ ) ,  / г(х ("';0; ) > /„ (x ^ 1;#,) ekanidan

= ko‘rinishida bo‘ladi, a  -b iro r funk-

Misollar. 1. / ^  = ЛГ(0,1) bo'lsin. Ma’lumki, ч /и (х -0 )  taso- 
difiy miqdor taqsimoti 7V(0,1) siandart normal taqsimotdir. U holda

Masalan, cy =  3 bo‘lsa, = 0,99730... -  ehtimollik bilan

6>2e s{x^'‘ ) munosabat kelib chiqsa. Bunday baho

siya.

pe IF  ~0\< cyn(I

kesmada yotar ekan. Demak, kamida 99,7% ishonch bilan в е  S(x>n)) 
desak bo‘lar ekan.

2. -P9 - k o ‘rsatkichli taqsimot bo‘lsin:
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Ma’lumki, T = ^ lXi statistikaning taqsimoti C, -  29%2 (2k) taso-
M

difiy m iqdor taqsimotiga tengdir. Bu yerda / 2 ( ß )  -  ozodlik darajasi 
ß bo‘lgan ;xi-kvadrat taqsimotiga ega tasodifiy miqdor. Agar c^(2«)

orqali / ( 2 / 7) -  taqsimotning y  -me’yordagi kvantilini belgilasak, u 
holda

Demak. 0 uchun y -ishonchli chegara g - (^(") ) = T[x i  ^  va
Cy (2 n)

d e m a k ,  S ( A T ( , , )  ) = [0~ ( X (n) ) . + o o ]  e k a n .
Endi ishonchlilik intervalini tuzishning umumiy prinsipiarni 

ko‘rib o‘tamiz.
S ta tis t ik a  yordamida ishon chlilik  in tervalin i tuzish. Quyida- 

gi shartlami qanoatlantiruvchi G (x(n) ;9) statistika berilgan bo‘lsin:
1. G ( x  "]-ß)  statistikaning taqsimoti H ( x ) noma’lum parametr 

6 g a  bog‘liq emas.
2 . G ( jk('!) ;6 ) fiinksiya 6 bo‘yicha uzluksiz va qat’iy  monoton.
3-ta’r i f .  Yuqoridagi shartlami qanoatlantiruvchi G(xw ;ö) sta­

tistika markaziy statistika deyiladi.
i ’Xx) funksiya G ( x [r,],6 )  ning zichlik fimksiyasi bo‘lsin. U 

holda ixtiyoriy 0 < y < 1 uchun g ] va g, lami

P ( g x < G (x (n);0 ) < g 2) = ) g ( O d t = Y  (2)
«i

tenglik o‘rin li bo‘ladigan qilib tanlash mumkin. (2) dagi 
g x < G ( x tn  ̂ ; 0 ) < g 2 tengsizlikni 9 ga nisbatan yechib, 

7] (x ("' ) < 9  <T2 ( x (n] ) ishonchlilik intervalini liosil qilamiz.

1-teorem a. G(x,0 ) statistika taqsimoti H(B) = Pg( c ( ^  ',d)e ß) 
noma’lum param etr 9 ga bog‘liq emas; har bir x da G (x;9) funk-
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siya 6 bo‘yicha uziuksiz va monoton bo‘lib, r  , r + lar 
= y  ni qanoatlantirsin. U holda:

agar G(- ;6) o‘ suvchi bo‘lsa, 9~ =G"'(.i/'') ;r~), 0+ =G~] („x̂ 1 ;r+)

va agar G(- ;&) kamayuvchi bo‘lsa, 0~ = G~l ( x ^  ; r +),

6 ' = G~ ( j '"1 \ t ~  ) statistikalar ishonchlilik intervali chegaralari bo‘- 
ladi.

Bu yerda G“] ( x ^ ; r )  statistika G(d:x(n)) = T  tenglamaning 
yechimi.

Isboti. G (x ;0 ) monoton bo‘lganligi uchun

{g~‘ ( x ^  ;r~ ) <6 < G ~l ( x ^  ; r + )} hodisa A = [ y ~ < G { d ; x ^ ) < y +} 
hodisa bilan teng kuchlidir. U holda

Pg{6~ < e  < e^ )  = pe(G- '(y - ,x (',))< o  <

< G_1 (y+ ,x(n))) = Pe ( A )  = H((y~ , y + )) = y .

Izo h . Teoremaning asimptotik analogini ko‘rish mumkin. 

{Glt ;&)} ketma-ketlik 6 bo‘yicha monoton va uziuksiz hamda

n —>co . Pe (g„ (x ("* ;£?)e -S) —>H(B)  ekani yetarlidir, bu yerda //(•) 
funksiya 6 ga bog‘liq emas.

Endi G(x;6>) ni tanlash usulini keltiramiz.
2-teorema. ( x )  = Pd (X, < x) quyidagi shartlarni qanoatlan­

tirsin:
1) Fe (x) funksiya x bo‘yicha V 0e 0  lardauziuksiz;
2) Fe (x)  funksiya fiksirlangan x da 6 bo‘yicha uziuksiz va 

monoton.
U holda

G ( e , ^ ) = - i l n ( F 8( ^ ) )
/=1

funksiya 1 -teoremaning shartlarini qanoatlantiradi.
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' T) x r l e * d x = y  (3 )
r(«)

munosabatni qanoatlantirsa, a holda ( f  = G-1 ( t 1"'1 ; t  ~ ) lar ishonch- 
lilik intervali chegaralari bo‘kdi.

Isboti. 1-teoremaning shartlarini bajarilishini tekshirauiiz. 1-shart- 
ga ko‘ra Fg ( X l ) iunksiya [ 0,l] da tekis taqsimlangan ekanidan

- l n i ^ ( x ; ) ~ r n  va ; ö ) - T, „ va H = T ln bo‘ladi. Demak.

Pg ( g ( x ^  ;9)e b ) = F, n (5 ) ,  ya’ni 6 ga bog‘liq emas. G(x;9)  ning
har bir x da  monoton va uzluksizligi 2-shartdankelib chiqadi. Bundan 
tashqari (3) ga ko‘ra

2-§. A sim p totik  ishoncltli in tervallar

1-ta’ rif. \_9~ ( x tn) ),6+ ( x (n) )]e © -  interval y — me’yori- 
dagi asimptotik ishoachli interval deyiladi, 0 < 7 < 1, agarbarcha 9e& 
va 1 ga yetarlicha yaqin Y uchun

liminf Pg {öe [ V  { x {n)),9^  ( x (n)) }  > y
n-><x

tengsizlik bajarilsa.
Biz Ji bob 4-§ da asimptotik normal baholar bilan tanishgan 

edik. Quyida biz asimptotik normal baholar asosida asimptotik 
ishonchlilik intervallarini qurishni ko‘rib o ‘tamiz.

9 — asimptotik normal baho, ya’ni ( d *  — 6)~Jn =>iv(o;cr~ (* ) )
P

va a  ( 9 ) — uzluksiz funksiya bo‘lsin. U holda 0  —>6 munosabatdan
P

cr(0*)—>cr (0) o ‘rinli ekanligi kelib chiqadi. Demak,

{9 (!)
ct( 6*1

A g a r  v~ sonlar
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í]_s orqali standart normal taqsimotning 1 -5  tartibli kvantilini 

belgilaymiz: ф ( ( - с с , /1<5. )) = 1 - 5  (yoki agar ç ~ A r( 0,l) bo'lsa, u 

ho Ida P (  |^| <íj_¿ )=  1 - 2 5 ) .
U  holda ( 1) ga ko‘r a

lim /^«—>CO
( e ' - e ) < t \-y_

2 ;
= y.

Bu itbdani quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin:

Á e * Vlim Pa в  - t cr\ - Q ^Q* , , CTV
b L  Л  < в < в  + /^  Гп — У ■

Shunday qilib, quyidagi statistikalar

,  Лв*)
4 -  4~n

(2)

ishonchlilik darajasi у b o ‘lgan asimptotik ishonchlilik intervalining 
chegaralari bo‘la r ekan.

M iso l. X l, . . . ,Xn tanlanm a Г 9| -  gamma taqsimotdan olingan
* Yl—1boisin. Bu taqsimot nom a’ium parametri в uchun в  = —— baho

effektiv bahodir. (2) ga к о 1 ra

9 n—\
nx

1 ± tx_Y N n (3)

Endi bu interval ishonchlilik darajasini topamiz. Buning uchun



tengsizlikning ehtimolligini hisoblash kerak. Ma'lumki. agar 
X x ,-..,-Xn ~ r ö , bo‘lsa, n 6 x ~ T ln va 2n6x  ~ F 1/2 n =  H2„ bo‘ladi.
(3) intervalning ishonchlilik darajasi quyidagiga teng

J  ^ 1 / 2  ,n ( x )dx  (4)

i—t\_Y /4n

bu yerda kl2 t, ( a:] -  gamma taqsimot zichlik funksiyasi. (2 ) ishotich- 
lilik intervali 6 * bahoni tanlashga bog‘liq. Interval chegaralarining 
ko‘rinishiga ko 'ra . tanlanma hajmi n ni kattalashtirish yoki a  (O' ) ni 
kichiklashtirish hisobiga interval uzunligini kichraytirish mumkin. 
Demak, agar tanlanma hajmlari teng bo‘lsa, eng yaxshi ishonchlilik 
intervalini tarqoqligi kichik fc>o‘lgan baho yordamida tuzish mumkin. 
Eng yaxshi asimptotik ishonchlilik intervallari asimptotik effektiv 
baholar yordamida tuziladi.

(?' baho <CK n C g  sinfga tegishli bo‘lib, Kramer-Raoning 
regulyarlik shartlari o 'rinli bo‘lsin. U holda chegarasi

6~ =6 ± t l_y /\Jnl(d  ),
2

bo‘lgan interval eng yaxshi asimptotik ishonchlilik intervali bo‘ladi. 
Bu yerda 9 ' — ixtiyoriy asimptotik effektiv bahodir.

3-§. N o rm a l taqsim ot bilaa b o g ‘liq taqsim otlar

I -  G am m a taqsim ot va uning xossalari. 
l - t a ’ r if . Agar |  tasodifiy miqdor zichlik funksiyasi

a ''-
A ; V  a \  X > 0 ,

f; ( X)=  ■) T(A) ’ ’ (1 )
^0 . x<  0,

ko‘rinishda bo 'lsa, u holda g tasodifiy miqdor gamma taqsimotiga ega
cc

deyiladi, bu yerda a > 0 , A > 0  va r ( 2 )=  ^tA~le~f dt -  gamma
o

funksiya: T (x )  = ( ^ - l ) r ( l - l ) ,  r ( « )  = (w -l) ! ,  T (1 / 2) = y/x . 
G am m a taqsimotni Y'a A orqali belgilaymiz.

344



i% ~ T o} tasodifiy iniqdor xarakteristik funJcsiyasini hisoblaymiz:
rA -

T(A) '  ”  T(A)

w A A J
(t) = M ( e “ 4 )= \e ‘,x ^ — Xx-xe a:t d x = ——  f j c ^ V ^ 0 ' cbc = v ’ J \ r< A -I J

- - - - - - —— — -  U ( a - i t  ) . v ) A  l e  <a " )  v d ( a  — i t ) x  = — — — —  =  ( 1  —  —r(A)(a—//) 0J ( a - i t ) V «
TU)

Demak, cp, (t )= Aie,ri = | l  ——  j . Xarakteristik funksiya yor- 

damida gamma taqsimot momentlarini oson hisoblash mumkin:

Me  = —. D ;=  —  . a  cr
X ossalari:

1) Agar ,--?4n bog‘liqsiz tasodifiy miqdorlar bo‘lib,
n

£» > i = l , — boi sa,  u holda Sn = ning taqsimoti
' V 7=1

F boladi.
“ Si f,-

Bu xossani isbotlash uchun xarakteristik funksiyalardan foydala- 

nainiz. r a ^  taqsimotning xarakteristik funksiyasi ^ ( i ) =  1 - — ga

teng. Bog‘liqsiz tasodifiy miqdorlar yig‘indisining xarakteristik funk­
siyasi xarakteristik funksiyalar ko‘paytmasiga teng  ekanligidan foyda-

tl
lansak, S„ = X ‘=7 tasodifiy miqdor xarakteristik funksiyasi

7=1

M O - n ^ w - n K p - K j r 5 '’7=1 7=1

1  A7
bo ladi. 11---- ) ;=l xarakteristik funksiya esa taqsimotning

xarakteristik funksiyasidir.
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2) Agar c standart normal taqsimotga ega bo' Isa. u ho Ida 
tasodofry miqdor F 1/2 1/2 taqsimotga ega bo‘ ladi. Buni ko‘rsatish

'y
uchun a w a l  tasodifiy miqdoming taqsimotini topamiz. Agar x<  0 

bo‘lsa: F , (x ) = p (^ 2 < x )  = 0 , x >0 bo‘lsa:

F 2 (  x ) = P ( q 2 < x )  =  P ( - 4 x < %  < y f x )  =  F* ( \ l x )  - F4 ( -V x )

boiadi. Bu yerda F ä ( x ) ~  standart normal taqsimotning taqsimot

funksiyasi. Endi tasodifiy miqdoming zichlik funksiyasini topamiz. 
x > 0 da:

f A x H Fe  « ) ’ T , +F‘ ( - r x y W >  =

2VxV s 5 > ylx * V2*x

x <0  da: / i2 (x ) = 0.
's

£-2
Dexnak, 5 “ tasodifiy miqdoming zichlik funksiyasi

/  (  v )  = ____ — e - * 12 =  ( 1 / 2 ) ^  l / 2 - l  - . r / 2  0

V 1 J 'J T r r x  r(l/2) ’ * > 0 ’

r , /2,i/2 taqsim ot zichlik funksiyasiga teng ekan.
3) r a i taqsimot a parametrli ko'rsatkichli taqsmotdir.

A gar <*~TaX bi>‘lsa, lining zichlik funksiyasi

i. o c e~ a x , x  > 0 ,
I O 0 _  a  Parametr** i*0‘rsiitkiehli taqsimot zichlik

funksiyasidir.
4) A gar | j  ,£2, . . . ,§k bog‘liqsiz va standart normal taqsimotga 

ega tasodifiy miqdorlar bo‘lsa, u holda 77 = £ 2 +¿,1 +- ...+ £ Ä2 ~ r ,,2 k!2 
bo‘ladi.

Bu xossaning isboti 1- va 2-xossalardan kelib chiqadi.
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II. X i-kvad rat taq sim o t va  uning xossalari.
Gamma taqsimotning 4-xossasiga ko‘ra:
agar 4] v - 5̂ k bogTiqsiz standart normal taqsimlangan tasodifiy 

miqdorlarbo‘lsa, uho lda

x l  = £ + . . . + £

Tasodifiy miqdor.ri/' 2>/2 taqsimotga ega bo‘ladi.
k ta standart normal taqsimlangan t.m.lar kvadratlarining yi- 

g‘indisining taqsimoti ozodlik darajasi k bo‘lgan xi-kvadrat taq- 
simotdir va um H k  deb belgilaymiz. Natijaga ko‘ra, Hk = T Xj2 ka

bo‘ladi. Demak, H.  taqsimot zichlik funksiyasi:
L-i

f  ( x ) =  . '------x 2 e 2 , x > 0 , (2)
J K } 2k' 2T(k/2)

va asosiy sonli xarakteristikalari M r/l = (k / 2 ) / ( 1/ 2 ) = k , 
D%1 2) /( l /2): = 2 k  ga teng.

Xossalari:

1) Agar XI ~ H k , x l ~ H w, hamda va tasodifiy
2 2miqdorlarbogiiqsiz b o isa , u holda Xk + Xm ~ H k+m-

Buni ko'rsatish uchun x l  + -  + fk va x l= % L i +-+ % Ln  

deb bilish yetarlidir. Bu holda Xk + Xm ~ ^\ + ■■■+4k+m !,niS taqsimoti 
H k+m bo‘ladi.

2) Agar <3[ r . . , 4  bogTiqsiz va N (a m  2 ) taqsimlangan taso­
difiy miqdorlar bo‘lsa, u holda

x l = t
1=1

$i~a

ning taqsimoti H k — xi-kvadrat taqsimoti bo‘ladi.
III. Styudent ta q sim o ti va  uning xossalari.

Agar r—*%k bog‘liqsiz va standart normal taqsimlangan 
tasodifiy iniqdorlarbo‘lsa, uholda

347



£  f

i l '
tasodifiy miqdor taqsimotini ozodlik darajasi A- bo‘lgan Styudent 
taqsimoti deyiladi va uni Tk bilan belgilaymiz. Ozodlik darajasi k 
bo‘lgan Styudent taqsimotining zichlik fanksiyasi

l+ T  I ■ (3)y f i r k T f k / i ) \
/CBu taqsunotning sonli xarakteristikalari: M t k =0, Dtk = -——.

K atta sonlar qonuniga ko‘ra k —>oc da:

f  =  i ,

u ho Ida A: —>00 da tk =>jV(0,1) bo‘ladi.
IV . F ish e r  taqsim oti va  lining xossalari.

A gar x l  ~ H k, x l ~ H m va Xk va bog‘liqsiz tasodifiy 
miqdorlar b o ‘lsa, u holda

f  _ x l i k  _ mx i
Jk .m 2  I i 2 '

Xrnlm kXm
Tasodifiy miqdoming taqsimoti ozodlik darajalari k  va m 

boTgan Fisher taqsimoti deyiladi va uni Fkj* bilan belgilaymiz. 
Ozodlik darajalari k va m bo‘lgan Fisher taqsimoti zichlik funksiyasi

/ \ F(k+m)
f k m { x )  = - - - - - - - ;- - - - - - ■■ x >  0 .  ( 4 )J k ,m \  ) (1+x)Jr+m r (fr)r ( m) ’ W

Agar j k m tasodifiy miqdor Fk m Fisher taqsimotiga ega bo‘lsa, u 
holda 1 ifk m tasodifiy miqdorning taqsimoti Fm k Fisher taqsimoti bo‘ladi. 

Yuqorida keltirilgan xossalardan quyidagi natija kelib chiqadi. 
l-n a tija . X, , X 2 , . . . ,X lt bogiiqsizva Ar(a,<r~) normal taqsim-

langan tasodifiy miqdorlar va x = -'YA'' , S2 = — Y ( x  -  x \  ,
fl 1 tn '  1 '=1
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_  ̂ 1 fl ^
S  = ~ ~ ^ L ,[ X j~ x ) bo'lsin. U holda yuqoridagilarni e ’tiborga

n ‘ m
olsak, har bir n uchun:

1. 4 n  —  ~ iV (0 ,l) . (5)<J

~ H n. (6)

<5- /=1
" x-a

' w
4- ~  • (8)

4-§. P a r a m e tr  fu n k siy a la ri uchun delta usulning 
q o ila n ilish i

Delta usul baholanayotgan noma’lum parametr funksiyalarni 
Teylor qatoriga yoyishga asoslanadi. Faraz qilaylik, biz  £ tasodifiy
miqdomi n ta bog‘liqsiz tajribada kuzatib, X [n) = ( X v ...,Xn) statistik

tanlanmaga ega bo‘laylik va unga mos statistik model ,£8(n) ,.<?) 
noma lum 9 = (0{ ,...,6S ) parametr aniqligida berilgan bo‘lsin:

£?={/> ,0 e 0 }.

Bu holda matein_atik statistikaning asosiy masalasi X <n) tan- 
lanma bo‘yicha noma’lum  0 parametmi baholashdan iboratdir. Bu- 
ning uchun biz haqiqatga maksimal o‘xshashlik usuli, momentlar 
usuli, Bayes usuli, kichik kvadratlar usuli va boshqa usullami qo'llab, 
6 uchun biror 6n =(*9|„ ) bahoni tuzib olishimiz mumkin.
Agarda bizdan 6 ning funksiyasi i//(0 ) ni baholash talab etilayotgan 
bo'lsa, tabiiyki, uning bahosini >//(■) ning xossalarini e’tiborga olgan 
holda o‘miga qo‘yish usuli asosida kabi qurishimiz mumkin. U
holda i n i n g  ga baho sifatida asimptotik xossalarini uning
Teylor qatoriga yoyilmasi
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ц / ( в и )  =  у / ( 9 ) + Чг , ( 9 ) ( в „ - в ) + . . .  (1)

orqali Qn aing 9 ga qanchalik yaqinligini e ’tiborga oigan holda 
polinomial approksimatsiyaga asoslangan holda aniqlashimiz mum- 
kin. Aynan mana shu usul delta usulning mohiyatini tashkil etadi. 
Albatta urnumiy holda (1) qatorni vektor funksiyani vektor parametr 
bo‘yicha qatorga yoyilmasi deb qarashLozim.

Ushbu usulni yaxshiroq aniqlash uchun biz в parametr va 
uning funksiyasi 4>{9) skalyar, ya’ni bir olchovlik bo'lgan holga 
to'xtalib o ‘tamiz.

Quyidagi miso Ini ко'rib o'taylik. Ma’lumki, agar tanlan- 
ma 0 =(é?,,É?2) parametrlik .v{0, ,022) normal taqsimotdan olingan

bo‘lsa, 9y = M e£, 92 = De£ e ( 0,oo) bo‘lib, в2 ma’luinligida 0, ning

bahosi -  o 'rta  arifmetik qiymat 6Ul = x = — £  X, ning asimptotik taq-
n ;=i

simoti markaziy limit teoremaga asosan standart tiormaldir:

гУ'1 (1—6, ) d
------ —> 7V(0,l). (2)Un rt-KC

Ammo ko‘p hollarda bizni x o ‘miga uning biror fanksiyasi 
p ( x )  ning asimptotik xossalari qiziqtiradi. Bunday- hollarda mate- 
matik statistikada delta usuldan foydalaniladi. Biz bu usul mohiyatini 
quyidagi teoremada asoslab beramiz.

T eorem a (delta usul). Faraz qilamiz, {7n,n > l}  shunday 
statistikalar ketma-ketligiki. u iichun n —>x> da

0 ,1)
o „

bo‘lsin. B tiyerda a biror o‘zgarmas va 1} esa shunday sonlar
ketma-ketligiki, n —> x  da cfn —> 0 . Agar i//(.x) — haqiqiy o‘zgaruv- 
chining funksiyasi x  — a  nuqtada differensiallanuvchi va w (а)Ф0  
bo‘lsa, u bolda

Д  w (0 1 ) , (3)
I / /  y ü ) c f¡ и —y x

350



Demak. biz (3) yaqinlashishni Tn —x uchun qo‘llasak, u holda
(2) ga asosan.

.... V w f e  (4)
Endi (4) ga asosan yetarlicha katta n larda taqsimot bo‘yicha 

quyidagi

Y £ ) ~ N { v { e ^ \ y ’{ 0 ^ . e l / n )  (5)

taqribiy tenglikka ega b o ‘lamiz. Masalan, i//(x) = x2 bo‘lsa, u holda

(5) dan a" statistikaning taqribiy taqsimotini normal taqsimot orqali 
quyidagidek aniqlaymiz:

x 2 ^ n {6 2 , AOfil In) .  (6)
Demak. delta usul mohiyatida (// (x )  tunksiyaning Teylor qato- 

riga yoyilmasi

+ . . .

yotibdi. Yuqorida biz mana shu yoyilmaning yuqori tartibli hadlarini 
tashlab yuborish natijasida olinadigan

i j j ( x )*x i / (a )+ y/ ' (a ) (x -a )
— chiziqli approksimatsiyasidan foydalandik. Agarda yoyilmada
if/ ( a ) = 0  bo'lib qolsa, u holda biz delta usulni quyidagi kvadratik
approksimatsiyaga asoslangan holda amalga oshiramiz:

i f / (x ' )^i / / (a)  + \ i f / " ( a ) ( x - a ) 2 (7)

va h.k. Shuni ta’kidlaymizki, (6) taqribiy tenglik 0 ,^ 0  da o ‘rinlidir. 

Agarda 0, = 0 bo‘lsa, u ho lda (2) dan x2 ~ jV^O, 6\  / n) va (7) dan esa

n x 2 -  ( -> f n x )  -»  N 2 (0 ,Q\ ) = r , ,
n—X» ' ' —. ----

2 2d\

ya ni x ‘ ~ r , n . Bu yerda Fab -  gamma taqsimot.



Demak, delta usul orqali ko‘plab murakkab funksional xarak- 
teristikalaming taqribiy (asimptotik) taqsimotlarini aniqlashda foyda- 
lanish qulay ekan.

IVIashq. Markaziy limit teorema shartlarida 

B; =D0g e  (0,°o) = ning taqribiy taqsimotini aniqlang.

Javob:
X  v 1 @1 n J

5-§. N orm al taqsim ot p aram etrlari uchtin 

ishonchlilik ia te rv a lla r i

a ) n {o ,cr I model ( c '- m a ’lum). Noma’lum parametr 6 
uchun ishonchlilik intervalini tuzamiz. Normal taqsimotning xarak- 
terizatsion xossasiga ko‘ra: agar £, ~ N ( a l .cr,2 ), | 2 -  N ( a 2 .cr22 ) va 

1 £ 2 bo‘lsa, 17 = a£ , + 4- y tasodifiy miqdor ham normal 
taqsimotga ega va uning parametrlati Mrj =ccal + (3a2 -+y, 

Dr) = a 2’a 2 + /32cr2 bo‘ladi. Ushbu xarakterizatsion xossadan foyda- 
lanam iz:

&  — statistikaning taqsimoti N ( nG .na 2 );
/=1

n
E > ,  — na -  statistikaning taqsimoti N (O.na );

JZ X; -net _
L_---- = *Jn - —  -  statistikaning taqs imoti N (  0,1).
4ncT a

/*“— Y - ■ Q ' , .
I>emak, V«—  standart normal taqsimotga ega, y a m  taqsimot 

a
noma’him  parametrga bog'liq emas. Markaziy statistika sifatida aynan 
shu statistikani olamiz:
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pe U i  ^  G C  x (n> ; < 9 ) <  g 2 ) =  Pe | g ,  <  y f n ^ - < g 2 |  =  

=  Pe I x - J ^ L c r  < 0 < x  +  4 L c 7 (1)

Bu yerda g, < g-, lar 0 (g \)  — O (_§•,) = y shartni qanoatlan- 
tiruvchi normal taqsimot kvantillari. g, va g 2 lami interval uzunligi

minimal bo'ladigan qilib tanlash kerak: -^=-(g2 ~ g \ ) —»m in. Buning
V«

uchun Lagranj funks iyasini k o ‘ramiz:

L ( i \  >82 >'l ) = -7 = (g : -  S \ ) + A(ct> (^ 2 ) - ct,(^i ) ~ r ) , A  > 0-v/n

Z,(g,,g2,/l) funksiyaning statsionar nuqtalarini aniqlaymiz:

) = + a„ U 2 ) . o ,
° ? 1  \ i r r  C g 2 s j n

bu yerda cp(x) scan dart normal taqsimot zichlik funksiyasi. Bundan 
cp{8\) =(Pi8^) ekanligi kelib chiqadi. Barcha ;ce R da (p(x) = <?(--v) 
o'rinliligidan, gj = g 2, yoki g\ = ~gi bo'ladi. Lekin 
^ ( ^ 2) —̂ (^i) = X -  O dan g, = - g 2 bo‘ladi. # ( g 2) -<& (-g2) = y va

1+r<t>(---x) = 1 — <£>(*) tengliklardan foydala’ b. <t>(g2 ): tenglikni

-  1 1+y Ahosil qilamiz. Demak, g , = <3> ‘| J  j. Kvantillami (1) ga qo‘ysak, 

quyidagi tenglikni hosil qilamiz:

t \ - y  /l+ j-

X----p-*7 ^ 0  < X+-f^<7
\ln \ln

Demak. A'(0,cr: ) modelda (<7- -  ma’lum) noma’lum parametr 6
tl+ r  t \- r r  \

uchun x -----^ = - < 7  ; x  h—
s i n  V n

ishonchlilik intervali bo‘ladi.



b) A /(a ,# 2) model (a -  m a’lum). Noma’lum dispersiya 9~ 
uchun ishonchlilik interval ini tuzamiz. M a’lumki, agar

x l , . . . , x n ~  a , G 2)  bo‘lsa, ~ H „  bo'ladi.
¿=i

«5rDemak, markaziy statistika sifatida G( x ,0 )  = —— ni olamiz. Buv > e i
i n „

yerda 5, = — ( x i -  a )  , g, va g 2 lar ozodlik darajasi n boigan xi-

kvadrat taqsimot kvantillari. g: va g2 kvantillami J kn (x)dx = y
81

( k  n (x) — xi-kvadrat taqsimot zichligi) shartdan aniqlaymiz:

\ k ( x ) d x ^ \ k { x ) d x = 1- ^ .  Demak, g l  = x * , =
«.  -n ------nU S2 2 2

Yuqoridagilarni inobatga olib,

n S f f  nSl
Si

-<6* <■nSf
Si

=  P
-\+y

- < e l <

V 2

nSy
~~2 X\-y

J

tenglikni hosil qilamiz. Demak. N (a ,62) (a  -  ma'lum) modelda 

nom a’lum dispersiya 9 1 uchun ishonchlilik intervali hS|2 nS? '-M
2 ’ 2 Xl+y
--- ,11 ----

V  2  2 y

b o 4 lar ekan.
Yuqoridagilar va qolgan modellar uchun markaziy statistika, 

uning taqsimoti va ishonchlilik intervalining chegaralari quyidagi jad- 
valda keltirilgan.
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L*JUl

Model
Noma’1 um 
parametr

Markaziy stalislika va uning taqsimoli (7¡,7’, )  -  y ishonchlilik intervali

N ( 0 , n 2) в
G (x(n) -, в )  = у [п ^ — \

N ( 0 ,1 )

C|+r

t’kz -  x T < r ^ ñ ~

N ( a , 9 2) e 2

í ( X r a ) 2 
G ( x in ) ; 0 )  =  M , ;

ß 2

н „

n f 
И Х , - « ) 2

7* _ »=1
г
Ml„2

m ^ D ö,
G ( x ^ - , 9 )  =  ^ r - _ '% M

N ( 9 „ 6 ¡ ) в ;
G (x M - 9 ) = ~ - ,

2

/ с ,

-r _ "S1 
1 , 2 ?

2

N ( e ° \ c r f ) ,

N ( e a \ o - ¡ )
r=É>( , , - ü ,2)

С (х (и) , У я) ;r ) = x~y ~x ;

N ( 0 , 1 )

-  — 2 ° í  ° 2  
TÎ.2 + сгс|+/’ CT 

2

N ( e ¡ ' \ e ¡ ) ,

N ( e ¡ 2\ e ¡ )
т = 0 ¡ n - ú t 21

G (x(" \ y M - ,r ) - J " m(m+n- 2 ) - t x- y ~T. .
V w+" JnS¡+mSj

Tm+n-2

1̂ . 2  = -* — J7 + *l+j- X--- ,/я+я—2
2

X / m+" («S 2 +wS,2) 
\ ¡m n (m + n -2 ) \  1  1 >

N (G U, 6 ; J ,

Щ 2& )
т =  0 l  / 0 ¡ 2 

. . .

G ( ДГ1"’ , v |0> ;r ) =- ",_l )S< j z  ;
m ( и - 1  ) 5 ; /

F

-r _  n (m -l)S 2 / , .
1 , 2  m ( и- l  ) S 2 /  ^p»“i



X I I  B O B G A  D O IR  M A S A L A L A R

1. X <n) = (X\ , . . . ,Xn) tanlanma jV(0j,#|) taqsimotdan olingan 
bo‘lsin. Norna’lum parametr 9\  uchun ishonchliiik intervalini tuzing.

2. X ^ n) = ( X x, . . . ,Xn) tanlanma R[0,0],9>Q taqsimotdan olin­
gan bo‘lsin. Noma’lum parametr 9 uchun ishonchliiik intervalini 
tuzing.

3. X ^  — (A”!,...,X n) tanlanma taqsimotdan olingan bo‘l-
sin. Noma’lum  parametr 6 uchun asinrptotik ishonchliiik intervalini 
tuzing.

4. X (-n'> = (X i , . . . ,Xn) tanlanma E[6) taqsimotdan olingan bo‘1- 
sin. Noma’lum parametr 6 uchun asimptotik ishonchliiik intervalini 
tuzing.

5. X ^ t  = (X¡, . . . ,Xa) tanlanma 3 i(n \6 ) taqsimotdan olingan 
bo‘lsin. N orna’lum parametr в uchun asimptotik ishonchliiik inter- 
valini tuzing.

6. X (” ] = ( X l,...,X„') tanlanma G eiß ) taqsimotdan olingan 
bo‘lsin. N om a’lum parametr в uchun asimptotik ishonchliiik inter­
valini tuzing.
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XIII BOB. STATISTIK GIPOTEZALARNI 
TEKSHIRISH

l- § .  Statistik g ip o te z a la rn i tekshirish nazariyasin ing um um iy
tushunchalari

Matematik statistikaning eng asosiy bo‘limlaridan bin -  
statistik g ip o tezalarn i teksh irish  nazarivasid ir. Statistik gipoteza -  
knzatilayotgan tasodifiy miqdor taqsimot qonuni (agar u butunlay no­
ma’lum boisa) yoki uning parametrlari (agar u parametrlar aniqligida 
berilgan boisa) haqidagi taxmindan iboratdir. (- / 
statistik model va F ( jc)= P(£ < xj £ tasodifiy miqdoming taqsimot 
funksiyasi bo‘lsin.

1) F ( x )  -  uniuman noma’lum. biror oilaga tegishli 
boisin. Bu hoi noparametrik hoi deb ataladi.

2) ^ (x )  -  taqsimot fiinksiya biror noma’lum 6>=(65,...,0s)e© ci?' 
parametr aniqligida berilgan bo‘lsin Bu hoi para-
metrik hoi deb ataladi.

Yuqoridagi ikki holatni c riborga olgan holda gipotezalar ham 
noparametrik va parametrik ko‘rinishda ^o‘lishi mumkin. Nopara­
metrik gipoteza aynan taqsimot haqida, parametrik gipoteza esa para­
metr haqida bo‘ladi. Bunday gipotezalarga masalan, “bosh to‘plam- 
ning taqsimoti normal taqsimotdan iborat” yoki “statistik tanlanma 
matematik kutilmasi O  bo igan  normal taqsimotdan iborat”, degan 
taxminlar misol b o ia  oladi. Bunda birinchi gipoteza taqsimot qonuni 
haqida bo‘Isa, ikkinchisi esa uning parametri haqidadir. Demak, agar 
gipotezada aniq taqsimot haqida biror ma’iumotlar bo‘lmasa u 
itoparamelrik gipoteza  va aksincha bunday ma’lumot mavjud boisa, 
u parametrik gipoteza  deb ataladi. Bundan tashqari, har ikki 
ko‘rinishdagi gipoteza lam ing o‘zi ham ikki turga boiinadi: sodda va 
murakkab gipoteza. Gripotezalarning murakkablik darajasi ham tur- 
lic’na boiishi mumkin. Masalan, gipotezalar yuqorida keltirib
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o‘tilganidek kuzatilayotgan tasodifiy miqdoming taqsimoti haqida: 
ikki yoki undan ortiq statistik tanlanmalar bir jinsliligi haqida; 
o‘rganilayotgan bosh to ‘plamning biror sonli xarakteristikalari haqida 
va hokazo turlicha boiishi muinkin. Masalan, agar A eksponensial 
taqsimot parametri boiib , biz taxminni A = 1 ko‘rinisiida yozsak. u 
sodda gipotezaga, anrmo agar A > 1 ko‘rinishda yozsak, u liolda u 
murakkab parametrik gipotezaga misol b o ia  oladi. 1-holda gipoteza 
aniq taqsimotni, 2-hoIda esa taqsimotlar oilasini ifodakydi. Statistik 
gipotezalar H  harfl bilan belgilanadi. U Hypotesis -  gipoteza so‘zidan 
olingan. Odatda asosiy gipotezani H 0, alternativ (qarama-qarshi) 
gipotezani H x bilan belgilanadi.

Demak, murakkab gipotezani chekli yoki cheksiz sondagi sodda 
gipotezalar ko‘rinishida ham ifodalash mumkin ekan. Bundan tash- 
qari, yana gipotezalar asosiy (yoki nolinchi) va alternativ (konku- 
rent, qarama-qarshi) gipotezalarga ham boiinadi. Odatda asosiy 
gipoteza M q orqali, alternativi esa H x orqali belgilanadi.

M isollar. 1) F e  ,ß~ boisin. H 0 :F = F0; H x : F *  F0 gipoteza- 
lami ko‘raylik. Bu yerda H 0 -  asosiy gipoteza sodda gipoteza, H x esa 
murakkab gipoteza boiadi.

2) & * = { P g,0 e © } ,  F ( x )  = F (x ,6 )  boisin.
a) H (i :9 =90, Hx :9 = 9V 90 * 9X; &0, 0, e  0  gipotezalaming 

ikkalasi ham  sodda gipoteza boiadi.
b) H 0\ d e  0 O; Hx :9e  ©,, 0 {lu 0 ] =  0 , 0 on 0 1 = 0  gipote­

zalaming har ikkisi ham murakkab gipoteza boiadi.
Demak, alternativ gipoteza ma’no jihatidan asosiy gipotezaga 

zid, ya’ni -uni inkor etar ekan. Masalan, yuqoridagi H 0: A = 1 gipo­
tezaga, H,  J . ^ l  yoki H 2 :A < 1 yoki H 3: A > 1 gipotezaiar alternativ 
bo iish i xmimkin ekan. Animo, ko‘rish mumkinki H 2 va H 3 gipo­
tezalar H, ni ergashtiradi, chunki {A*= 1}= {A< 1}u{A>1} .

A gar biz parametrik gipotezalami qarayotgan boisak, 6 esa 
nom aium  parametr va © — unga mos parametrik fazo, ya’ni 9 ning 
barcha mumkin boigan qiymatlari to‘plami bo isa, u holda 
H 0 : 9 e & 0 va H x :9e <dx, 0 O n 0 t = 0 ,  gipotezalar asosiy H 0 va



unga alternativ H l gipotezani aniqlaydi. Bunda 0 O U 0 , = 0  bo'lishi 
ham mumkin. Doimo asosiy / / 0 gipotezaga qarama-qarshi H y gipo­
tezani tuzish mumkin. Odatda asosiy gipoteza sifatida sodda gipo- 
tezalami olish maqsadga muvofiqdir, chunki qat’iy da’voni tekshirish 
amaliyotda qulaydir.

Demak, yuqoridagi fikrlami jamlab, statistik gipotezalar para- 
metrik yoki noparametrik, sodda yoki murakkabligiga k o ia  quyidagi 
turlarda boiishi mumkin ekan:

- kuzatilayotgan tasodiiiy miqdor taqsimoti ko‘rinishi haqida;
- o ‘rganilayotgan bosh to‘plam sonli xarakteristikalari haqida;
- ikki va undan ortiq statistik tanlanmalar bir jinsliligi yoki ular 

sonli xarakteristikalari ustma-ust tushishi haqida.
Faraz qilaylik, bizni qiziqtirayotgan tasodifiy miqdor X  boiib , 

uni n ta bogiiq b o im ag an  va bir xil sharoitda o‘tkazilgan tajribalarda 
olingan qiymatlari {X , , X 2 . , X n } bo iib , u biror chekli yoki cheksiz 
N  hajmdagi bosh to‘plamdan olingan boisin  (1< n< iV<co). Statis­
tik gipotezalarni tekshirish = ( X { , . . . ,Xn) tanlanma orqali 
amalga oshiriladi va asosiy gipoteza ma’nosidan kelib chiqqan holda 
biror T^x* !J statistika kiritiladi. Bu statistikaning qiymatlari to‘plami

boisin, ya’ ni . / / / (̂ j  = l. Endi to‘plamning

shunday q ism  to'plam ini ajratamizki, ] a  . agar

b o is a , H 0 -  gipoteza rad etiladi va H x tajriba natija- 

lariga zid emas, deb qabul qilinadi. Aks holda, agar 
t ( x^ j e  boisa, u holda H 0 qabul qilinadi.

Yuqorida keltirilgan iarayon statistik kriteriy (alomat) deyiladi. 
Demak. .ßtf{n) = u -€^{n), rs (,,) = 0  , .i^ <n) - H k, k = 0,1 

gipotezaga mos to ‘ plam:

= |  x1"* e 1 : H 0 gipoteza qabul qilinadi j ,

= |  x<n,e  : H0 gipoteza rad etiladij.
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щ  П _ asosiy  gipoteza Я0 rad etiladigan to‘plam kritik to ‘plant 
deyiladi.

t o ’plam m aium  ehtimollik asosida inaxsus tanlanadi. 
Gipotezalarni tekshirish jarayonida im ’Ium xatolikka yo‘l qo‘yishimiz 
mumkin. Ba’z i hollarda asosiy gipoteza /-/0 rad etilib qolinishi mum- 
kin, ammo aslida bosh to‘plam bo‘yicha u to‘g‘ri (o‘rinli) boiishi 
mumkin. Bunday xatolik l-tur xatolik, uning ehtimolligi esa 
qiymatdorlik m e ’yori (sathi) deb ataladi va a  orqali belgilanadi. Bu 
holda a  xatol ik bilan //, gipoteza qabul qilinadi. 2-tur xatolik ß  
ehtimollik b ilan  belgilanadi va u to‘g ‘ri boimagan H 0 gipotezani 
aslida H i to‘g ‘riligida qabul qilingan holda ro ‘y beradi. Ishonch ehti­
molligi I - a  b o iib , u to‘g ii  bo igan  /7() gipotezani qabul qilib, l-tur 
xatolikka yo‘l qo‘ymaslikdan iboratdir. 1 - /?  ehtimollik statistik 
kriteriyning quvvati deb ataladi: 1-  ß = P(H, / H l ).

Asosiy / / f) gipotezaga nisbatan qabul qilingan yechimni quyi- 
dagi jadvalda tasvirlash mumkin.

G ipoteza tekshirishdagi lu lo sa lar

Asosiy 
gipoteza H 0

Nolinchi H 0 gipotezaga nisbatan qabul qilinadigan 
yechim

To‘g ‘ri Rad etiladi Qabul qilinadi
l-tur xatolik, uning 
ehtimolligi 
a  = P ( H l I H 0)

To‘g ‘ri yechim, uning
ehtimolligi
1 - a  = P ( H 0 / H 0 )

N oto ‘g‘ri To‘g ‘ri yechim, uning
ehtimolligi
1 - ß  = P ( H l / / / , )

2-tur xatolik, uning
ehtimolligi
ß =  P (H 0 / Я , )

Tushunurliki, amaliyotda har ikki xatolik ham yetarlicha kichik 
bo‘ishi maqsadga muvofiqdir. Ammo bu o‘ta murakkab masaladan 
iboratdir. Shu sababli, amaliyotda tajriba shunday tashkil qilinishi va u 
asosida tuzilgan statistik kriteriy shunday bo‘lishi zarurki, asosiy 
hisoblangan l- tu r  xatolik ehtimolligi ex kichik boiishi lozim. Odatda
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a  ning qiymatlari sifatida. quyidagi sonlar olinadi: 0,1; 0,05; 0,025;
0,01: 0.005; 0,001 . Yuqoridagi masala yechiim kriteriy tanlash orqali 
amalga oshiriladi. Bu xatoliklarning ehtimolliklarini hisoblaymiz: I tur 
xatolik ehtimolligi

P(Pll IH 0) =  ■/>7,x / / / 0j = a  -  kriteriyning mu-

hirnlik darajusi deyiladi. Demak, kritik to‘plamni shunday
tanlash kerakki, 1 tu r xatolik ehtimolligi a  juda kichik boiishi zarur.
II tur xatolik ehtimolligi:

P {H n / / / , )  = P ( T ( x("])  e  (n) / / / , )  = P( T( x(n) )e ¿Zf w / / / , )  =

= 1 -  F>{ x(n) e J« f(n) / / / , )  = P 

bo‘lib, undan 1—/? -  ehtimollik kriteriyning quvvati hisoblanadi. 
Demak, a  va/? xatoliklar X 1,"1 -  kritik to'plamga bo iiq  ekan.

2-§. S tatistik  g ip o te z a n i teksh irish  uchun kriteriy  tanlash

prinsiplari

Biz endi eng m uhim  masala -  statistik kriteriyni tuzish masa- 
lasini k o iib  o‘tamiz. Statistik kriteriy -  tanlanma natijalari ilgari 
surilgan H q gipotezaga mosligini aniqlovchi qoidadir. H 0 gipotezani 
tekshirish uchun m axsus tanlangan tasodifiy miqdor (statistika) qoila- 
niladi. Uning taqsimoti aniq  yoki taqriban maium boiishi zarur. Bu 
statistikani o ‘zi ham  sta tistik kriteriy deb ataladi. Demak, nolinchi H 0

gipotezani tekshirish uchun ishlatiladigan T = T ( X <n) ) statistika statistik 
kriteriy (yoki kriteriy) deb ataladi. H 0 gipotezani tekshirish uchun T 
kriteriyni tanlagandan so 'n g  uning barcha mumkin boigan qiymatlari 
to‘plami . V  kesishmaydigan ikki qism to‘plamlarga ajratiladi:

= J T q kj , -jJro r \ . J ^ = 0 .  (1)

Bu yerda, agar T e  ^  b o ‘lsa, u holda H0 inkor etiladi, aks holda 
( r g  , Y 0 ) H 0 qabul qilinadi. H 0 gipotezani rad etuvchi T ning 
qiymatlari to‘plami, ya’ni to‘plam kritik to ‘plum  deb ataladi.
Bunda JTq to‘p lam  H 0 ni qabul qilimshi to‘plam i deb ataladi.
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Demak, statistic kriteriy, ya’ni HQ ni tekshirish qoidasi quyidagicha 
ekan: agar T <= boisa, u ho Ida / / 0 radetiladi (ya’ni H] qabul qi- 
linadi); agarda T i  (ya’ni Te J f 0 ) boisa, u holda H 0 qabul 
qilinadi. Odatda, T statistika bir oichovli boiib , .JT' to‘plam inter- 
vallardan iborat boiadi. Demak, va to ‘ plamlar ham interval- 
lardan iborat ho iib , ulaming chegaralari nuqtalardan iborat boiadi. 
Bunday nuqtalar kritik nuqtalar deb ataladi. Kritik nuqtalar — bir 
tom onlam a ( o ‘ng tomonlama yoki chap tomonlamd) va ikki 
tom onlam a  bo iad i. Ulami quyidagi diagrammalarda ifodalaymiz:

a) ■ i-------------t----------------p- o ‘ns tomonlama
-hr 0

b)  f----------------1 .........  ► chap tomonlama
0 tkr

! | , i n —..I,......  I, ikki tomonlama
~ tk r  0  tk r

Demak, o‘ng tomonlik kritik to ‘p lam ¿ ^ = { T > t kr] tengsizlik 
bilan, chap tomonlik kritik to‘plain .J i\= {T < th7.} tengsizlik bilan 

va ikki tomonlik kritik to‘plam esa u . J r ; (2) =

- { t  </¿1' } tengsizliklar bilan aniqlanar ekan. Xususan,

agar —t(̂  = t(b2> boisa, u holda tabiiyki, kritik to‘plam <^T={j^|>42)} 
tengsizlik b ilan  aniqlanadi, ya’ni simmetrik boiadi.

Endi kritik to‘plamni tanlash masalasiga to'xtalib o‘tamiz. 
Tabiiyki, bu masala kritik nuqtalarni tanlashga ekvivatentdir. Bu 
nuqtalar shunday tanlanishi lozimki, bunda har ikki tur xatoliklar 
ehtimolliklari a  va /3 lar yetarli darajada kichik boiishi lozim. Am­
mo am aliyotda bir vaqtda har ikki ehtimollik minimalligini ta’minlash 
o 'ta  o g i r  masala boiganligi sababli, xatdiklardan birini (masalan, 
a  ni) oldindan qiymatini tanlab (fiksirlab qo‘yib), ikkinchisining 
kichik ligini . , ni tanlash hisobiga amalga oshiriladi. Ammo p  ni

362



kiclraytirish 1 — ß  ni kattalashtirish, ya’ni kriteriy quvvatini oshi- 
rishga ekvivalentdir. De male, . vi'x n i shunday tanlash lozimki, berilgan 
a  —a 0 uchun (masalan, or = 0,05) l - ß  ehtimollik 1 ga yetarlicha 
yaqin boiishi lozim. Bunday kriteriy a  sathdagi eng katta quvvatli 
kriteriy deb ataladi. Shu sababli, ni a  ga qarab tanlash

(. /r:=. Af(a  |) o ‘z navbatida kritik nuqtalar th. lami [ th. =tkr (a ) )a  ga 
qarab taniasliga ekvivalentdir. «

ßiz yuqorida ta ’kidlab o ‘tgan statistik kriteriyni amalga oshirish 
jarayonini soat strelkasi harakati bo‘ylab quyidagi diagrammalarda 
tasvirlashimiz mumkin. Bu jarayon asosiy H 0 va alternativ 
gipotezalami tanlashdan boshlanadi.

Bu 6 ta diagrammadan koiinadiki, gipotezalarni tekshirish 
kriteriylari xilma-xil bo iish iga  qaramasdan, ulami qurish sxemasi 
mantiqan yagonadir.

Endi kritik to ‘plam ni qanday tanlash kerak, mazmunidagi 
savolga javob beramiz. Biz yuqorida ta’kidlab o‘tkanimizdek, ki'itik 
to'plamni aniqlash unga mos kritik nuqtani topish masalasidan 
lboratdir. Kritik to‘plam lar uch tipda boiishini e'tiborga olgan holda 
ulami tanlaslming quyidagi uch usulini koLrib o'tamiz:
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a) 0 ‘ ng  tom onlik k ritik  to ‘plam ni anitjlash.
M a’lumki, o‘ng tomonlik kritik to‘plam T  > th. tengsizlik 

bilan aniqlanadi, buyerda th >0 . Demak, buyerdafAr —kritik nuqtani 
aniqlash kifoyadir. Bu uchun dastlab qiymatdorlik sathi a  ni 
yetarlicha kichik tanlab, t ,̂ ni nolinchi H Q gipoteza o'rinliligi 
shartida 7 >  ^.tengsizlik ehtimolligi cc ga teng qilib olinadi:

P ( T > t h. / H 0 ) = a .  (2)

S o ‘ng (2) tenglik T aing aniq yoki taqribiy (ya’ni yetarlicha 
katta n da limit) taqsimoti jadvalidan tkr ga nisbatan yechib olinadi. 
Bunday jadvallar deyarli barcha matematik statistika bo 'yicha 
yozilganL adabiyotlar oxirida ilova sifatida keltiriladi. Bunday 
jadvallami o ‘z ichiga oigan asosiy adabiyotlardan biri L. Bolshev va 
N .Smimovlarning [4] kitobiiir. Biz endi (2) tenglik asosida quyidagi 
xulosalami qilamiz. tkr -nuqta aniqlanganidan so‘ng kuzatilgan (1) 
tanlanma bo‘yicha T  statistika (kriteriy) qiymati Tktr hisoblanadi. 
Agar T km > th. bo' Isa, u holda H0 gipoteza rad etiladi, agarda 
Tkuz -  fkr bo isa, u holda bizda H 0ni rad etishga asos boimaydi. T 
kriteriyning Tkuz qiymati tkr — kritik auqtadan katta bo‘lishi nafaqat u 
o‘rinli boim aganligi uchun, balki boshqa sabablarga ko‘ra, masalan, 
tanlanma hajmi n kichikligi, tajriba uslubiyati kamchiliklari mav- 
judligi v a  boshqalarga ko‘ra ham boiishi mumkin. Bu holda to ‘g‘n 
bo igan  H0 gipotezani rad etib, a  ehtimollik; bilan 1-tur xatolikka 
y o i  qo‘yiladi.

Faraz qilaylik;, H 0 gipoteza qabul qilingan bo'lsin. Arrimo 
bunday gipoteza to 'g‘ri degan fíkr noto'g'ridir. Haqiqatan ham, biror 
umumiy da’voni tasdiqlovchi birgina misol un i isbotlay olmaydi. Shu 
sababli, quyidagicha fikr yuritish to‘g‘ri b o ia ii: agar Tktr < tkT bo‘lsa, 
u holda (1) tanlanma H 0 gipotezaga inos kelaii va demak u Ha ni rad 
etishimizga asos bo‘lmas ekan. Shuning uchun, amaliyotda //„ ning 
qabul qilinishi ishonchli bo‘ lishi ucliun uní yana boshqa knteriylar 
bilan ham  yetarlicha katta n larda tekshiriladi. M a’lumki, biror 
da’voni rad etish uchun yago na misol yetarlidir. Shu sababli, biror T 
kriteriy nchun Tkta > tkr boiishi H 0 ni rad etishga asos boiadi.
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b) Chap to m o n lik  v a  ikk i tom onlik k ritik  to ‘p lam larni 
aniqlash. Bu hollarda mos kritik nuqtalami aniqlaymiz. Chap 
tomonlik kritik to‘plamni T < th. ( t^  < 0) tengsizlik bilan aniqlaymiz. 
Ih. ni berilgan qiymatdorlik sathi a  ga mos qilib

P { T < t h. / H 0) = a  (3)
tenglikdan T ning aniq yoki limit taqsimotidan aniqlaymiz.

Ikki tomonlik kritik to‘plam T < ( t ^  < 0) va 

T > tfr' ' > 0) tengsizliklar yordamida aniqlanadi. Bunda kritik 

nuqtalar /^" va t[2) larni

p {t < C / H 0) + p ( T > t £ ) / H 0) = a  (4)

tenglikdan aniqlaymiz. Bu holda (4) tenglama ikki nomaiumga 
nisbatan birgina tenglama boiganligi uchun kritik nuqtalami ko‘pgina 
usullar bilan tanlash mumkin. Agar T  kriteriy taqsimoti nolga 
nisbatan simmetrik bo‘ Isa, u holda - t (̂  = t (2) =tkr deb, th  ni (4) ga 
asosan

P ( T < - , kr / H Q) = P { T > t kr / H n) = ^  (5)
tengliklardan tanlash mumkin.

Endi yuqorida a va b-hollarda aytilgan ko‘rsatmalami T 
statistikaning H Q gipoteza oTinliligi shartidagi aniq yoki taqribiy
(limit) taqsimoti zichligi / 0(i) va uning taqsimot funksiyasi

t
( 0  ~ J fo ( u) du orqali tushuntirib o‘tamiz. Demak,

—cc

0̂ (O  = (y o k i~ )/5( 7 '< i / / / 0). (6)

Odatda (6) taqsimot yoki uning zichligi / 0 jadvallashtirilgan 
boiadi. 0 ‘ng tomonlik kritik nuqta !kr (2) tenglik, ya’ni

+oo
J f 0 (n)du - a  (7)

<kr
tenglikdan jadval yordamida aniqlanadi. (7) tenglikni grafik bilan 
tasvirlash mumkin ( 1-rasm).
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1-rasm.

Chap tomonlik lcritik nuqta th. (3) tenglik, ya’ni
“ ¡kr

J f 0 (u) chi = a  (8)
—cc

tenglikdan jadval yordamida aniqlanadi. (8) tenglikni grafik bilan 
tasvirlash mumkin (2-rasm).

2 -ra sm .



ASar J o ( 0  ftinksiya simmetrik bo‘lsa, ( /„  ( - / )  = f Q ( /) ) , u 
holda th. ni (4) va (5) tengliklar, ya’ni

fyr +co
j  f 0 { u ) d u =  f  f 0 ( u ) d u  = ^  ( 9 )

hr
tengliklar orqali aniqlanadi. Bu holda grafik tasvir 3-rasmdagi kabi 
bo‘ladi.

3-§. O p t im a l k r ite r iy  qu ris li

Faraz qilaylik, bizni qiziqtirayotgan £ tasodifiy miqdomi kuza- 
tib, logMiqsiz X x , X 2 , . . . ,X n tanlanma hosil qilingan boisin. Ushbu 
tanlanma yordamida kriteriy kuzatiladi. Odatda kriteriy asosiy 
gipoteza ko'rinishiga qarab quriladi. Bu kriteriy orqali H 0 gipoteza 
qabul qilinishi yoki rad etilishi mumkin. Statistik kriteriy yordamida 
S  kritik soha aniqlanadi. A.gar kuzatilmalar, ya’ni kriteriyning kuza- 
tilmalar bo‘yicha qiymati kritik soha S  ga tegishli b o isa , asosiy H 0 
gipoteza rad etiladi va alternativ H [ gipoteza qabul qilinadi. Aksincha 
bo Isa, ya’ni kritik sohaga tegishli boim asa, u holda asosiy gipoteza 
qabul qilinadi. A w algi paragraflardan ma’lumki, statistik gipoteza- 
larni tekshirishda biz ikki turdagi xatolikka yo‘1 qo‘yamiz:
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- asosiy gipoteza //, to‘g'ri boiganhgi shartida ulami rad eti- 
lishi 1-tur xatolik deb ataladi va a  bilan belgilanadi:

a = p { x {n)e S / H 0) = P0( x {n)B s ) .

- alternativ gipoteza H,  to‘g‘riligi shartida uni rad etib asosiy 
gipoteza H 0 ning qabul qilinishi 2-tur xatolik: deb ataladi va ß  bilan 
belgilanadi:

ß = p (  X (,:) ¿ S I H , )  = PX (xH  5 ).

w - l - ß  = P ^ A ^  e s )  ehtimollikka kriteriy quwati deb 
ataladi.

Agar w < a  boisa, 11 holda kuzatilmalami S ga nisbatan tuzi- 
lishi H x gipoteza to‘g‘riligi shartida H 0 gipoteza to 'g ‘riligi shartiga 
nisbatan qiyinroq. Shuning uchun S kriteriyr.i w > a  tengsizlik o'rinli 
bo iad igan  qilib tanlash kerak.

Agar
a  <  w  = 1 — ß

shart o‘rinli bo‘lsa statistik kriteriy siljimagan kriteriy deb ataladi. 
Odatda ikkala ehtimolliklar a  va ß  larni bir vaqtda kichiklashtirish 
mumkin emas. Shuning uchun 1-tur xatolik a  fiksirlanadi va 2-tur 
xatolikni kichiklashtirishgaliarakat qilinadi:

\ a< oc0 | a  < a 0

|  ß  -> min ( a ° fiksir,angan S°n) y°kl -> max

M isol. (a , 1) parametrli normal taqsimotni kuzatish natijasida 
X x kuzatilma olingan boisin. H 0 .a  = 0 va H l : a = l  sodda gipo­
teza larni quraylik. Statistikkriteriyni quyidagicha olamiz:

agar X } < c boisa, H0 ni,
agar X { > c boisa, Hl ni qabul qilamiz.
U holda 1-tur xatolik a  = Pe ( X, > c ) va 2-tur xatolik 

ß  = Px (yX l < c) lar va gipotezalarga mos zichliklami grafik ifoda- 
laymiz (4-rasm).



4 -ra sm .

Rasmdan koi'inadiki c ni kattalashtirsak, 1-tur xatolik a  ka- 
mayadi, lekin 2-tur xatolik ß  esa kattalashadi, aksincha c ni kichik- 
lashtirsak. 2-tur xatolik kamayadi, lekin 1-tur xatolik kattalashadi.

Demak, statistik kriteriyni shunday tanlash kerakki, 2-tur 
xatolik ß  eng kichik: (yoki w = \ —ß  eng katta) qiymatni qabul qilsin. 
Agar S0 Icriteriydagi 2-tur xatolik ß n ning qiymati ixtiyoriy boshqa S  
kriteriydagi 2-tur xatolik ß  ni qiymatidan katta boimasa:

ß o * ß >
u holda ,S0 kriteriy e n g  quw atli kriteriy deb ataladi. Ushbu tengsizlik
ixtiyoriy S0 uchun o ’rinli boisa, u holda S0 kriteriy tekis eng 
quwatli kriteriy deb ataladi.

£ tasodifiy miqdomi küzatish natijasida = ( X {, X 2 ,...,Xn ) 
bogiiqsiz tanlanma hosil qilingan bo‘lsin. Quyidagi ikki sodda 
gipotezani ko‘ramiz: H 0 : X i kuzatilmalat taqsimoti F0(x) va H  :X.  

kuzatilmalar taqsimoti F ^ x ) .  f Q va f x orqali mos taqsimotlar zichlik 
funksiyalarini belgilaymiz. Har ildcala taqsimot F0 va Fi lar bir vaqtda 
yoki diskiet yoki uzluksiz boisin. H 0 gipoteza o‘rinliligida

^ 0 ( ^ n)) = n / 0 ( x ; ), (1)
/=1

H j gipoteza o iin lilig ida esa

pH i ( x in)) = f i f l ( x i ) ,  (2)
1=1

liaqiqatga o‘xshashlik funksiyalari boisin. Maiumki, haqiqatga 
o'xshashlik funksiyasi bu tanlanmaning zichlik funksiyasidir.
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jX r("> )= - V “ - M--------- (3)

% (x(n)) n / . U , )  i=l
nisbatga liciqiqatga o ‘x:shashliknisbati statistikasi deb ataladi.

T e o re m a  (N eym an-Pirson). Sodda gipoteza H 0 ni unga alter­
nativ b o ig an  sodda gipoteza boigan holda tekshirish uchuntekis eng 
quwatli kriteriy mavjud va uning kritik sohasi quyidagicha aniqlanadi:

! , f U  U M * , )
S0 x(n), =  M---------> c \ ,  (4)

n / o ( ^ )  lj

bu yerda C7 kritik nuqta ^ o (/(x (n0 > c )  = oc shartdan aniqlanadi.

M is o l. X^n- = [ X { , X 2 ,...,X n) tanlanma parametrli

normal taqsimotdan olingan boisin. Noinaium  parametr 6 to ‘g‘risida 
quyidagi lk k i sodda gipotezani ko‘ramiz:

H g :9 =9n va H 2 '.0 = 9X (6Ü < ) .
1-tur xatoligi a  bo igan  tekis eng quw atli kriteriy qurish masa- 

lasini ko‘ram iz: Neyman-Pirson teoremasiga ko‘ra kritik sohani aniq- 
laymiz:

■ T
|lM  2» |, c  

1 T ^ (^ -ö o ) ------I exp<{ -  7 -------- ---- }
^y/2na J |[̂  ¿=1 2a |j

yoki

_ 1 n
bu yerda x  -  — ̂  X } -  tanlanma o‘rta qiymati tengsizlikning har ikki

” M
tomonini logarifmlab, 0, >60 ekanligini hisobga olib, quyidagi 
ekvivalent tengsizlikni hosil qilamiz:



x > C ,,

bu yerda C, -  I ( 0 O 4- 0, ) + ~  .
1 vöi _öo)n

Cx -  kritik nuqta boiib , u 1-tur xatolik a  orqali aniqlanadi. 
Odatda a  = 0,05 beriladi va u orqali C, hamda ß  -  2-tur xatolikni 
topamiz.

Normal taqsimot xarakterizatsion xossasiga ko‘ra: agar
X x, X 2 ,...,Xn lar b o g iiq siz  tasodifiy miqdor boiib , har biri (0 ,c t2 )
parametrli normal taqsimlangan boisa, u holda:
x, + x 2 +...+ x „  ~ n ( b „  ',<ŷ  n) boiadi. Bu xossani inobatga olsak,
1 -  ( 2 \~ ( X x + JT, +... + X  )  = x  ~ N  0 boiadi ,  chunki,

V n )

m ( ^ ( X x + . . .  + X n ) ^ = ]- ( M X ,  +  . . . +  M X „ )  =  b 9 - n  =  e, 
d ( U x x + . . .  +  J C a ) \  =  ± ( D X l +  . . .  +  D X 2 )  =  \ a 2 n  =  ^ - .

\ 11 I n  n n
Demak,

bu yerda <&(•) standart normal taqsirnotning taqsimot funksiyasidir. 
Agar f. orqali a  - ta r t ib li  kvantilni belgiiasak, <&(ta ) = a ,  u holda

^  = (5)
(5) tenglikdan c, -  kritik  chegarani topamiz:

c ,= 0 o + ^ .  (6)
v»

(6) tenglikdan ko‘rinadiki, c ,, soni 0O ga bogiiq, lekin 0, ga bogiiq 
emas. Endi 2-tur ehtimollik ß  ni aniqlaymiz:

//, gipoteza o‘rinliligida

_ Í r \jr 1̂  \ A r ( n (7 1 ^
X ( X x + X 2 + ...+ X „ ) ~ N
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e k a n l ig id a n

ß  -  ( :x< ci ) — P>h]
x ~ @ i  ^  c i ~ ^ i  1

xa !\jn G />/77 J

boiadi.
Endi n = 25, cr2 =  25, 0O =  0, a  =0,05 bo'lganda 2-tur xatolik 

ß  ning qiy matini hisoblaymiz:

Yuqorida keltirilganlardan ko‘rinadiki, 0, ni 0O dan uzoq- 
lashtirsak, 2-tur xatolik ehtimolligi kichiklashar ekan.

A sosiy va alternativ gipotezalar sodda bo'lgan hollar nisbatan 
kam uchraydi. Ko‘p hollarda asosiy va alternativ gipoteza laming har 
ikkalasi ham  (yoki ulardan bin) murakkab bo‘lgan hol uchraydi. 
Quyidagi k o ‘p uchraydigan holni ko‘rainiz: X , , X 2,.. . ,Xn tanlanma 
noma’lum parametr aniqligida berilgan va asosiy gipoteza H e — 
sodda, alternativ gipoteza esa murakkab.

bu yerda 0 — noma’ Iura parametr, 0  -  nomaium parametr 0 
aniqlangan soha, ya’ni parametrik fazo, 0[ = © \{0 O}.

asosiy gipoteza H0 '.9=90 ni unga alternativ gipoteza H, :9 - 6 t 
bo igan  ho Ida eng quwatli kriteriy qurish mumkin.

A g ar eng quwatli kriteriylar aynan shu S  kritik sohaga ega 
bo isa, u holda statistik kriteriy alternativ gipotezaning ixtiyoriy
0 , dagi qiymatida kriteriy quwatini maksimallashtiradi. Shuning
uchun bunday kriteriyni sodda gipoteza U 0 ni tekshirishda unga 
alternativ gipoteza H x :0e  0 , b o ‘lgandagi tekis eng quw atli kriteriy 
deb ataladi. Agar 5 alternativa ö, ga bog‘liq bo ‘lsa, u holda V0, e  ©j

agar 0, = 5 bo‘lsa, ß  = <X>| V 25-^= +1,645 j=  0,001
/

H 0 :O=69 , H . - O e Q ^

Ney m an Pirson teoremasiga ko‘ra, V(0U ,0: ) , 0, e 0 t nuqtadan
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uchun eng yaxshi kritik soha mavjud emas. Bu esa ushbu holda tekis 
eng quvvatli kriteriy mavjud emasligini bildiradi. Quyida tekis eng 
quvvatlikriteriy qurishga misol ko‘ramiz:

Misol. A"*"- = (X , , X2 X n) tanlanma (ö ,cr2) parametrli 
normal taqsimotdan olingan boisin. Alternativ gipoteza H l :ß > ß 0 
boiganda asosiy gipoteza H. :ß = ß0 ni tekshirish masalasini ko‘ra- 
miz. Neyman-Pirson kriteriysini qoilab ikki sodda gipoteza uchun
H ] : ß = 90 va H { : ß = <9,, ß0 < ßv x > c, kritik sohaga ega boiam iz ( S 
kritik sohani topish yuqorildagi misolda keltirilgan).

Bu yerda c, = £?0 +ta -?=■, ya’ni alternativ ß{ ga bogiiq emas.
v»

Shuning uchun S kriteriy sodda H l :ß= ß0 va murakkab 
i/ , :0 e  0j larni teksbirishda tekis eng quvvatli kriteriy boiadi. Ushbu 

kriteriy quwati

w = = + ^  j  (7)

gateng. ß0—ß < 0  ekanligidan, \ / 8 > ß 0 da
w ----------»1.77-KO

Ru xossa o i in l i  bo igan  kriteriy asosli kriteriy deb ataladi. (7) 
kriteriy grafigi 5-rasmda keltirilg ¡.

5-rasm.
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9 ni в0 ga intilisliida quw at a miqdorgacha kichiklashadi: 
w  —> 1 — Ф (ta ) = 1 —(l — a ) - a ,  

hamda 2-tur xatolik /3 = 1 -  w  csa 1 - a  ga intiladi.
Qurilgan misolda kritik soha bir tomonlama edi. endi ikki 

tomonlama boigan holni ham ko‘ramiz.
Avvalgi misol shartida Я } :в = в 0 va H, :9 ï  в0 boisin. Bu 

holda 6 <@0 v a в  > 0f) qiymatlar uchun Meyman-Pirson kriteriysi turli 
kriteriylami beradi: x < c  va x > с , ya'iii barcha 9 Ф90 nuqtalarda w 
quvvatni maksimallashtiruvchi kriteriy mavjud eraas. Shu sababli ikki 
tomonlama kriteriydan foydalanishga to‘g‘ri keladi:

i i  ̂ &
7 >/»

Kvantilni t a tanlash 1-tur xatolikni oc ga teng boiishini taminlaydi.

Ushbu kriteriyning quvvati

w = 1 — Ф в n + + Ф
2 У

в 0-0 yfñ — i
2 У

ga teng, grafígi 6-rasmda keltirilgan.

H a q i q a t g a  o v x s h a s h l i k  k r i t e r i y s i n i n g  a s i m p t o t i k  t a q s i m c t i .

Biz statistik gipotezalami tekshirisbda haqiqatga o ‘xshashlilc nisbati 
statistikasiga asoslangan kriteriy eng quvvatli boiishini ко 'rib o ‘tdik. 
Endi haqiqatga o‘xshashlik nisbati statistikasining asimptotik taqsi- 
motini topishni ko‘rib o‘tamiz.
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parametr 9 aniqligida berilgan boisin. 9 s  0  c  R s , s > 1. Quyidagi 
gipoteza lami ko'ramiz: //,, z 6  = 8() va H¡ :0 &90. Ushbu gipoteza- 
larni tekshirish uchun haqiqatga o‘xshashlik statistikasini kiritamiz:

= n  4 ~ Í  (D,=1 J[Xi “ 0 )
bu yerda 6n -  haqiqatga malcsimal o ‘xshashlik usuli bahosi.

Teorema (Uilks). Regulyarlik shartlari hamda asosiy gipoteza 
H 0 o‘rinliligida (l)-haqiqatga o'xshashlik nisbati statistikasi uchun

2 Ln { x (n)) ^ > Y ~ x l  (2)
munosabat o ‘rinli.

d
Bu yerda => taqsimot bo‘yicha yaqinlashishni, %\ ~ ozodlik 

darajasi 1 bo'lgan xi-kvadrat taqsimotni bildiradi.
Isboti. Teorema shartlari va H 0 gipoteza o‘rinliligida

MS.-e0) i w ( o , r ' ( e ) )
munosabat o‘rinli, ya’ni 6n -  haqiqatga maksimal o‘xshashlik usuli 
bahosi asimptotik normal baho boiadi. Bu yerda

/ ( # ) =  M {  = _ m { ‘3 1 l0 8 /№

X =( X 1 ,X-, ,...,X n )  b o g i iq s iz ,  ta k ro r iy  ta n la n m a  n o m a iu m

d0 )  \  86 
bitta kuzatilmaning Fisher informatsiyasi (1) ni logarifmlab, Teylor 
qatoriga yoyamiz:

log A, (  ^ (,,)) =  t h o g f ( x ,  ) -  log f ( X ,  A  )
/=1

1=1
1 i n  n  V  1 v ’ 32 log/(x, ,6 *)

^ ~ n\ O' : - 0o) - L -------^ 2 -------’

b u  y e r d a  6* e (&„ ,0O ) .

11 = 1 86 2
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ал2 e„  ̂ ?fl2 I V  o;

RegulyarLik shartlari o ‘rinliligida va /7,, gipoteza o ‘rinliligida

^ а 2 1 оg f ( x i ß l ) p  _ ^  f s 2  i o g / ( x x ,0 O) 

aez

Ikkinchi toraondan,

" ( í - e j
\2 d y

Щ )

Slutskiy teoremasidan teoreinaning tasdig‘i kelib chiqadi.
Misol. X,  ,X2 ,.... X r, tanlanma 9 parametrli Puasson taqsimo- 

tidan  olingan b o ‘lsin. H 0 :ff =в0 va H  : в ф в 0 gjpoteralarni tekshi- 
rish masa las ini k o ‘ramiz.

M aium ki, bu taqsimot нота ' кип parametri 6  uchun haqiqatga 
maksimal o ‘xshashlik usuli bahosi вп = х dir. Haqiqatga o‘xshashlik 
nisbatí statistikasini yozib olamiz:

/  (  .у*"1 ) - Г Т ^  ̂ ' а^ п  ̂ -  e ” t~t !
i  А г /  y  n  \ ßn„ ,  YX: 1 1  Y. Ii f  f i X i ß o )  е ^ ' - в ^  í=i X j  ! 

• expj и(х-0о)}

21ogLn № ) = l \  ± X ,  logí f 1+ n(~x-90)

— aZ x¡ X_ f t
*0

- 2 n \ ñ og[ |*-(x-0o)

Uilks teoremasiga ko‘ra

lr i\ xlog| ^  J+(-t-6>0 ) ' t í -

Demak, asosiy gipoteza H Q ni tekshirishda 1-tur xatolikni 
a  = 0,05 olsak, kritik soha
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Sa = j x : 2n^x log \  j -  j + ( x - e0 ) |  > Zi , (0 ,9 5 ) | =

= | * : 2«  ̂xIo§ ^ -  + ( * ~ 0o ) j ^ 3,84 j .

ga teng bo‘ladi.

4-§. B a 'z i  m uhirn statistik k rite riy lar

Amaliyotda keng q o ‘llaniladigan kriteriylar odatda bir tanlan- 
malik va ikki tanlanmalik bo‘ladi. Bir tanlanmalik kriteriylar tanlanma 
to ‘p lam gipotetik bosh to ‘plam bilan solishtiriladi. Bunda bosh 
to‘p  lam xarakteristikalari gipotezada aniqlanadi yoki bosh to‘plam 
orqali hisoblanadi. Ikki tanlanmalik kriteriylar ikkita tanlanmani so- 
lishtirish, raasalan biologik, tibbiy, pedagogik sohalarda nazorat va 
tajriba guruhlariga mos tanlanmalari solishtiriladi. Bunda ikki tanlan­
ma to‘plamlarni solishtirishdan ko‘ra ular o‘rta qiymatlari farqi 0 ga 
nisbatan, dispersiyalari nisbati 1 ga nisbatan yoki umumiy holda ular- 
ning taqsimotlari farqi biror funksionali 0 ga nisbatan solishtiriladi.

Masalan:
a) Z-kriteriylar. Tanlanma normal taqsimotga ega va lining 

dispersiyasi rna’lumligida tanlanma o‘rta qiymat va bosh to'plam o'rta 
qiymatlarini solishtirishdan iborat. U ikki tanlanmalik boiishi ham 
murnkin;

b) z-kriteriylar turli shartlarda o'rta qiymatlami solishtirishdan
iborat;

v) proporsivalar k r ite r iy la r i o‘rta qiymatlar kriteriylariga 
o‘xshash bo‘lib, ehtimolliklami solishtirishdan iboratdir;

g) x i-kvad rat k r ite r iy la r i  ham bir tanlanmalik va ikki tanlan­
malik bo‘lib, nisbiy chastotalar farqlari kvadratlarini o‘rganishdan 
iboratdir;

d) F -k riteriy  (dispersiyani tahlil qilish: ANOVA (analysis of 
variance));

Endi quyidagi jadvalda biz ba’zi keng qo‘llaniladigan 
kriteriylarn in 2 mos statistikalari va ularning qo‘llanish shartlarini 
keltiiamiz.
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B ir  v a  ik k i ta n la n im a l ik  k r i t e r i y l a r

K r i t e r i y l a r n  n o m i S t a t i s t i k a  f o r m u l a s i  v a  V  —  o z o d l i k  

d a r a j a s i

Q o ' l l a n i l i s h i

s h a r t l a r i

B i r  t a n l a n m a l i  

Z  - k r i t e r i y
z  _  x ~ V o  

a  / y i n

B o s h  t o ‘ p l a i n  

N ( / u , c r 2 )  n o r m a l  

t a q s i m o t g a  e g a  y o k i  

n  >  3 0  v a  a  -  

m a ’ l u m

I k k i  t a n l a n m a l i  

Z  - k r i t e r i y
( j t j  - x 2 ) - d 0 

V n l n 2

d 0  =  M i ~ M i

I k k i 7 V ( / i 1 , < 7  2  )  v a

N ( / U 2 , < t |  ) b o g ‘ l i q  

b o ' l m a g a n  n o r m a l

?
b o s h  t o ‘ p l a m l a r  C j "

v a  C T j  d i s p e r s i y a l a r i  

m a ’ l u m

B i r  t a n l a n m a l i k

/ - k r i t e r i y

( S t y u d e n t ,

K r a m e r - U e l c h )

t

s / J i ’

S 1 = - ^ - ± ( X i - x ) 2 , 

« - 1 /=1 
v  =  n - 1

B o s h  t o ‘ p l a m  

N ( / u , a 2 )  n o r m a l  

t a q s i m l a n g a n  y o k i  

« > 3 0  v a  < y -  

n o m a ’ h i m

J u f t l a n g a n

/ - k r i t e r i y

( S t y u d e n t ,

K r a m e r - U e l c h )

d - d c v  .
t =  "  d 0 - M i - M 2 >

S d [ y j n

v  =  n — 1 ,  

d  —  a y i r m a l a r  o ‘ r t a  a r i f m e t i g i ,  

S j  —  a y i r m a l a r  d i s p e r s i y a s i

A y i r m a l a r  b o s h  t o ‘ p -  

l a m i  n o r m a l  y o k i  

« > 3 0  v a  <t  

n o  m a ’ l u m

I k k i  t a n l a n m a l i k  

b i r l a s h t  i r i l g a n  

/ - k r i t e r i y ,  d i s p e r -  

s i y a l a r  t e n g  

( S t y u d e n t ,  

K r a m e r - U e l c h )

( x ,  - x 2 ) - d 0

z M ’V n i n 2 

V  —  n } - f  n 2 — 2 ,

- 2  ( , 7 , - 1 )  J 2 +  C » 2 - l ) 5 22  

P  « , + « 2 - 2

I k k i  t a n l a n m a  b o g ‘ -  

l i q s i z  N ( n j  ,C T j2 )  v a  

n o r m a l  

t a q s i m o t l a r g a  e g a  

y o k i  « j  +  n 2  > 4 0  v a  

a -  =  a - ,  n o m a ’ l u m
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Ik k i tan lan m a lik  
b ir la sh tir ilg an  
/- k n ie r iy , d isper­
s iv a  lar tu rlicha  
(S ty u d en t, 
R ra rn e r-U e lch )

, - i
TI X 2 ) L

l i A
V "1 ” 2

" i "2

'0

a

Ik k i ta n la n m a  b o g 1- 

liqsizT V í^i.íX i ) v a
2

N ( ß 2 - a 2 ) n o rm al 
taq s im o tla rg a  ega  
yok i ;?] +  /?2 >  4-0 va  

ctj ^  o"2 lar n o m a ’- 

lu m7 \2 

—  1
n2- z У

«I — 1 И2 _  1
B ir p ro p o rsiy a lik  
Z  -k iite r iy fp - P o

JpoO- P o )

»/»0 >  10  va 

W (l~ /70 ) > 1 0

Ik k i p ro p o rsiy a lik  
va H 0 :/), = p 2 

b o ‘y ich a  b irlash ti- 
rilgaii Z -k r i te r iy

( P i - P i )
>  5 va 

» i ( l - P i ) > 5  ; 

f¡2 P2 >  5 va

n2 0 - ^ 2 ) > 5 ; 
tan lam n a la r b o g ‘liq  
em as

p ( l - p ) f  l  + ±
V n2 )

Z _  щ + т 2 

»1 +  «2

Ikk i p roporsiya lik  
b irla sh tirilm ag an  
Z -  k iite r iy

( P \ ~ P 2 t - rf0
«1/?1 >  5 va 

nl ( l - p l ) > 5 ;

П2Р2 >  5 va 

" 2 ( ! —^ 2 ) > 5 ; 
tan lan m a la r b o g ‘liq  
em as

j P\ ( I - P l )  , P2Q-P2) 
V "1 n2 

-  m \  -  P  1 = — . P2 =
«1 «2

M o slik h a q id a g i
x i-k v ad ra tk rite riy
(P irscn )

2 (k u z a tilg an -k u tilay o tg an )2 

kutilayo tgan  

^ ( V/- V;.)2

;=i
7 -  in te rv a l la r  soni,

V,- — e m p ir ik  va v \  =  n p t — 

k u t i l a y o tg a n  ch as to ta

B arch a  k u tila y o tg a n  
m iq d o rla r  5 d a n  k am  

em as ( y ¡ ,v ’¡ >  5). 
K rite r iy  o z o d lik  
d a ra jas i v  = l - s - \  
b o ‘lib , b u  y e rd a  
5 - b ah o lan ay o tg an  
n o m a ’lu m  p a ra m e tr-  
lar so n i
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Ikki taralanmali

f 4
dispersiyalar
tenglig i haqidagi S2
F  -kriteriy
(Fisher-Snedekor)

Bosh to‘plam normal 
taqsimlangan.

S[>s I .Hq.o-x=<j2
gipoteza

F>Fkp|^|;«i-1;«2- i )

bo‘lganida rad 
etiladi

Izoh. V"uqoridagi jadvalda qnyidagi belgilar ishlatilgan: 0 indeksi H 0 ga 
mos keladi, 1 va 2 lar esa 1- va 2-tanlanmalarga mos keladi; 
a — I tu r  xatolik ehtimolligi (kriteriy iiajmi); 
nl ,n2, n  - tanlanmalarhajmlari;
x , , fj.x — birinchi tanlanma va bosh to'plamiar o‘rta qiymatlari;

X 2 , n-, — ikkinclii taalanma va bosh to‘plamlar o ‘rta qiymatlari;

x va S ~  -  tanlanma o'rta qiymati va to‘g‘rilangan dispersiya;
/u0 — nolinchi gipotezadagi o'rta qiymat; 
cr2,(t 2 ,a \  -  bosh to‘plamlardispersiyalari;

p  =  — ,  p = , p 7 = —2_ -  tanlanmalar proporsiyalari; 
n »1 «2

n?I =np>\, = nPi ~ kutilayotgan ckastotalar;
5 2 va £ ;  -  tanlanma 1 arning t o ' g‘ ril angan dispersiyalari:

S k1 =  - ± - f i { X u - x t ) 2 , k  =  1,2. 
n*-l H

Endi biz yuqoridagi jadvalda keltirilgan statistikalarni kriteriy 
tuzishcia qo‘llanilishiga doir bir qator misollar keltirib o ‘tamiz.

A ., (i haqidagi gipotezani tekshirish (Z  va  f-kriteriylar).

1-h o l. Z -kriteriyn in g  bosh to ‘plam  iisp e rs iy a si cr" m a’Ium- 

lig id a  cjo ‘ llanilishi.
¡\Tasala. Oziq-ovqat shoxobchalari rahbariyati quyidagi xulo- 

saga kelgan: xaridorlarga xizmat ko’rsatish normal taqsimlangan 
bo‘lib, xizmatni o‘rtacha vaqti 3,5 minut va standart og'ishi esa 1,3
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minutga teng. Xizm at sifatini nazorat qiluvchi boshqarma 40 ta 
xaridorga xizmat ko'rsatilishini tahlil qilib, o‘rtacha xizmat vaqti 4,8 
min. ekanini aniqladi. «  = 0,05 qiymatdorlik sathi bilan oziq-ovqat 
shoxobchalari rahbariyatining o‘rtacha xizmat vaqti haqidagi xulo- 
sasini teksliiring.

Y echim . Demak, = 3 ,5 ; cr = l,3; « = 40; x = 4,8 va 
a  = 0,05. Biz H 0 :fj. =  /u0 gipotezani Z statistika orqali tekshiramiz. 
Dastlab ikki tomonlama kriteriyni ko‘rib o ‘tamiz. Demak, 
H x : li ^ ju(r Normal taqsim ot jadvalidan ikki tomonlama kritik nuq- 
tani topib olamiz:

*kr = ± za! 2 = ±20,25 =±1,96.
Statistikani hisoblaymiz

_ x -Hq _  4 ,8 -3 ,5  _  1,3 Q

"kuz cr / yj~n 1,3/740 0,2055 
Ammo z iaz> 1 . 96 ,  demak H 0 gipotezani ( \ - a  )100% = 95% 
ishonch bilan rad etainiz. Bu esa o‘rtacha xizmat vaqti 3,5 min. 
emasligini ko‘rsatadi.

2-hol. S  in a ’ lu in lig id a  t  kriteriyn in g  q o ila n ish i.
Miscl. 12 ta tajribada quyidagi tanlanma kuzatilgan: 

4,3,2,2,3,5,2.3,3,4,4,6. Bosh to‘plam o‘rta qiymati fj. = 3 degan 
taxminni a  = 0,01 — kriteriy hajmida tekshiring. Alternativani 
H { : fi>3 -  o‘ng tomonlama oling.

Yechim . Demak,  « = 12; x = 3,4167; S 2 =1,538;
— — S~S’= 1,2401 va S-  = - = -  = 0,3580. t — statistikani hisoblaymiz:

v - i n

=  3 ,4167-3
ku~ S- 0,3580

t -  statistika ozodlik darajasi v — n —1 bo‘lgan Styudent taqsimotiga 
ega bo‘lgari uchun uning a  = 0,01 ga mos kritik nuqtasi

tkr = *11:0,1 =2,7181.
Amrno, tkuz =1,1640 < = 2,7181 boigani uchun H 0 :/2 -  3 

gipotezani qabu) qilamiz.
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V. Bog‘liq bo‘lmagan tanlanm alarga mos bosh to‘plam lar 
o‘rta  q iyrnatlari farqlari haqidagi gipotezani tekshirish.

1-h «1. Bosh to‘plamlar uchun cr, va cr, lar m a’lum ekanida
Z-statistilianing qo‘Hanilishi.

M asala . Biror kompaniya o‘z ishchilarining ishlash sama- 
radorligini aniqlash maqsadida mahalliy aholi va chet eldan kelib 
ishlayotgan xodimlari ishlab cliiqayotgan mahsulotlari o‘rtacha sonini 
solishtirdi. Ularga mos standart xatoliklar mos ravishda cr, =8 va 
cr, =10 bo‘lib, mahalliy ishchilardan nx — 32 va chet elliklardan 
n2 = 38 krishi faoliyati solishtirildi. Bn ikki gurah ishchilardan har biri 

uchun o‘rta mahsulotlar soni x, =50 va x 2 = 40  birlikdan iborat. 
Rriteriy satxini « = 0 ,0 1  deb tanlab, guruhiar samaradorligini aniq- 
lang.

Y echim . Demak, nl = 32 ; x, =50; <7, =8 va n2 =38; x 2 = 40; 
cr2 = 10; a  =  0,01. Biz asosiy / / 0 : = / i2 gipotezani H x \ ^  /u2 
altemativga qarshi tekshiramiz. Ikki tanlanmali Z-statistika qiymati

Zhiz = (p  ~XA = 5°~40- . = -----=4,6466.
p?  a? 61+M  <*/2+2,6316 

^ 2 38
Ammo, =4,6466 > zkr =2,33 , demak, H 0 gipoteza rad etiladi va 
H } gipoteza qabul qilinadi. Bu esa mahalliy aholining ish samara- 
dorligi ch e t elliklarnikidan yuqoriligini ko‘rsatadi.

?-hnl Agar tantanma laming va ,S': — standart og‘ishlari

ma’lum v a  ular cr,2 va u \  dispersiyalari teng bo‘lgan (cr, = cr2) bosh 
to'plamlardan olingan bo‘Isa, H 0 \/u1=/i2 gipotezani /-kriteriy 
yordam ida tekshiring.

M asala^ Ikki oliy o‘quv yurtida bir xil fan bo‘yicka maksimal 
ball 50 bo'lganida test-sinovlari o tkazilib, ulaf uchun o‘rtacha 
o‘zlashtirish ko‘rsatkichlari x, =41,93 va =44,56 hamda ularga 

mos standart og‘ishlar S', =2,86 va S2 =1,42 lardan iborat. Har bir 
o‘quv yurtida «, =n2 =40 talaha bilimi tekshiriladi. Ushbu ma’lumot-
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larga asoslangan test-sinovlari o ‘tkazuvchilar har ikki guruh talabalari 
bilimlari orasida sezilarli farq  yo‘q, degan fikrni (ya’ni H Q gipo- 
tezani) ilgari surdilar. Qiymatdorlik sathini a  = 0,05 deb tanlab 
yuqoridagi fikr to‘g‘riligini tekshiring.

Yechim. Demak, и, = 4 0 ;  x, =41,93; 5, = 2,86 va я2 = 40; 

x 2 =44,56; S2 = 1,42 ; a  = 0,05 . Biz ikki tanlanmalik birlashtirilgan 
/ -kríteriyni qo‘llaymiz. Bu holda ozodlik darajasi v = + n2 -  2 = 78 
va unga mos (1 - a  )100% =  5% lik kritik nuqta Styudent taqsimoti 
jadvalidan topiladi: tb. =  ± i(7 8 ;0 ,5 /2 )  = ±r(78;0,25) = ±l,9908 . 
Standart og‘ishni hisoblaymiz:

S- - = S I—  + — 
P V «1 «2

/</(п1_1)5Г+(«2_1)5'2 í 1 , O
¡{ n¡+n2-  2 yUl "2 J

/( (40-1X2,86)2+(40-l)(l,42)2 V j
- ¡ ^ + — ï = 0,5049. 

4 0 + 4 0 -2  Л 4 0  4 0 /

Alternativ gipotezani ikki tomonlama qilib tanlaymiz: 
H x : jul Ф Ц2 . t -statistilcani hisoblaymiz:

x, -.r2 41,93-44 ,56tkuz = ~ ----^ =  ’ =-5,2090.
S- - 0,5049

1 2

Kriteriy ikki toinonlamilik v a  thlz -  -5,2090 <tkr = -1 ,9908 . Demak, 
H (} gipoteza rad etiladi v a  / / ,  gipoteza qabul qilinadi. Bu esa 
( l-a )1 0 0 %  = 95% ishonch bilan ikki oliy o‘quv yurtida tekshirilgan 
fan bo‘yicha bilim ko‘rsatkichlari farqli degan xulosaga kelamiz.

D. Bosli to ‘ p la m la r p r o p o r s iy a la r i haqidagi gipotezani tek- 
shiram iz. Quyidagi kriteriy binomial (dixotomik) taqsimotlar uehun 
katta hajmdagi tanlanmalar ( n  > 30) uchun qo'llaniladi.

MisoL Hodisa ro ‘y berish ehtimolligi nolinchi gipotezada 
/?>0,8 deb faraz qilinadi. Tajriba « = 600 marta o‘tkazilganida 
ushbu hodisa /77 = 468 marta ro‘y beradi. Demak, nisbiy chastota,

ya’ni tanlanma proporsiya /? = — = - ^  = 0,78 va standart og‘ish
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<7 Po \,
Po (1-Pü)

n
Q: — — =0,0163 . Bu holda np0 -  600- 0.8 = 480 

600

va n ( \ - p 0 ) = 600- 0,2 = 120. Hodisa ro'y berish ehtimolligi haqidagi 
H 0 : p > 0,8 gipotezani alternativ # , : / ? <  0,2 gipotezaga nisbatan 
a  = 0,05 kritik hajmda tekshiring.

Y ech im . Demak, pv = 0 ,8 ; /7 = 0,78; (7^=0,0163 va a  = 0,05. 

Kritik nuqtani hisoblaymiz: th. =z0 05 = —1,65. Statistikani hisob- 

laymiz:

Ammo, Zkuz = -1,2247 < -1 ,65  = fkr bo‘lgani uchun f f 0m qabul 
qilaxniz.

D. Ik k i bosh to ‘pli»mlar proporsiyalari p , va  p 2 lar  farq i 

h a q id a g i gipotezani tekshirish.
Ushbu kriteriy binomial taqsimotga ega tanlanmalar hajini katta 

( « > 3 0 )  bo'lgan holda qollaniladi.
M a sa la . Talabalar shaharchasida o’t'kazilgan so'rovnomada 

tavakkaliga tanlangan 200 yigitdan 40 ta va 250 qizlardan 85 tasi 
O 'zbekiston Milliy universiteti ( 0 ‘zMU) talabasi ekanligi aniqlandi. 
a  =  0,1 qiymatdorlik sathida talabalar shaharchasidagi O'zMU talaba 
qizlari proporsiyasi p} O'zMU talaba yigitlari proporsiyasidan katta. 
degan taxminni tekshiring.

Yechim. Demak, « j= 2 0 0 ; «z1= 4 0 ; p ,= 0 ,2 ;  /í2 = 250;

Asosiy gipoteza H0 : p ] = p  , alternativa esa H x : p x< p 2- 
Berilgan kritik hajm a  =  0,1 ga mos Z-kriteriy kritik nuqtasi 
tkr = —/(0 ,1) = —1.28. Z-statistika qiymati
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Zkm er 0.0163
Po

?Hi+/k2  _  40+85 = 0,2778. Mos disper-

siyani hisoblaymiz:



PI P 2

Pi ~P2

0 ,2 -0 ,34
0,0425

= -3,2941.

Amino zkuz = —3,2941 < -1 ,2 8  = /Ar, demak f /0 rad etiladi va 
/ / | ni qabul qilamiz, ya’ ni yigitlar proporsiyasi qizlarnikidan kain 
ekan.

E. Ikkita norm al ta q s im o tg a  ega bosh to‘p lam larning dis- 
persiyalarini solishtirish.

Berilgan a  kritik hajm da ikki bosh to‘plamlar dispersiyalari 
tengligi haqidagi nolinchi / / O:cr2 = o \2 gipotezani Fisher-Snedekor 
statistikasi

-  nisbat bilan hisoblanadi, bu yerda suratda dispersiyalaming kattasi 
olinadi. /'-kriteriyning kritik nuqtasi ozodlik darajalari v, = n, -1  va 
v2 =/72 —1 boiganida Fisher-Snedekor taqsimoti jadvalidan aniq- 
lanadi.

Misol. Ikki korxonalar guruhi (har birida 13 tadan korxonalar) 
oylik ishlash vaqtlari (kunlarda) quyidagi ko‘rsatkichlarda ifodalanadi: 
.v, =23 kun, x 2 = 26  k un , S,2 = 3 kun va S,2=6 kun. a  = 0,1 
qiymatdorlik sathida har ikki Luruh korxonalari uchun o'rtacha ish 
vaqtlaridan ogMshlari bir xilligi liaqidsai H 0 :crf =(T2 gipotezani 
teks hiring.

Yeciiins. Biz altem ativ gipotezani ikki tomordama H l :crf 
deb tanlaymiz. Ozodlik darajalari v 1 = v2 =13 — 1 = 12. F  -statistikani 
hisoblayrniz:

k i c h i k

Tkki tomonlama kriteriy kritik nuqtalarini ^- = —  = 0,05 sath va 

—v7 = 12 bo‘lganholda jadvaldan aniqlaymiz:

F f r ( f ; v i ; v 2 )  = / v ( 0 ,0 5 ;1 2 ;1 2 )  = 2 ,6 9 .
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Ammo FVuz = 2 < Fkr =  2,69, demak bizda H Q gipotezani rad 
etishga asos yo‘q.

M asala . Maktab o‘quvehilari ikki guruhiga arifmetikadan 
masalalar berilib, ulardan biriga ijobiy natija, ya’ni testdan o‘tganlar 
haqida, ikkinchisiga esa salbiy natij a, ya'ni testdan o‘tmaganlar haqida 
m a’lumot beriladi. Tajriba natijasida vaqt ko‘rsatkichlari bo‘yicha 
ma’lumotlar quyidagicha: nv =13; S,2 = 4,06 ла « ,= 12 ; S? =20,25. 
K riteriy hajmi a  = 0,01 bolganida H0 :a^ =o¿ gipotezani H{ :of >cr; 
altemativaga qarshi tekshiring.

Yechim. F -  statistika qiymati: F. = ^ -  = j 0,25 » 4 99,
4 J kuz 4,06

a  = 0, 01 ga va Vj = 12 - 1  = 11, v2 = L 3 -1  = 12 larga mos kritik nuqta
FkT (0 ,01 ; 11;12) = 4,22 < F ^  = 4,99. Demak, H0rad etilib, Я, qabul
qilinadi.

5-§. Muvofiqlik kriteriylari

Faraz qilaylik, X¡, X 2, ..., X„ lar bog‘liqsiz n ta tajriba natijasida 
X  tasodifiy miqdoming olingan kuzatilmalaii bo‘lsin. X  tasodifiy 
miqdoming taqsimoti noma’lum F{x) funksiyadan iborat boisin. 
Taqsimot ko‘rinishi to‘g ‘risidagi gipotezani gistogramma yokipoligon 
ko'rishiga ko‘ra ham aniqlash mumkin:

4 «>• <b' Or ¿V <o-^ sQ>- <Ç' <Ъ‘ «£• -'S4V «{? ■£* 0? <y ̂ <y <b- <Jr  ̂ ^

Izoh: a) normal taqsimot; b) ko‘rsatkichli taqsimot; v) tekis taqsimot.
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Noparametrik asosiy gipotezaga ko‘ra Ho'.F(x)=F0(x). Mana shu 
statistik gipotezani tekshirish talab etilsin.

1 . A . K o lm o g o ro v n in g  m uvofiqlik  alom ad

X¡,X2, X„ kuzatilmalar asosida F „ (x)  empirik taqsimot 
funksiyasini tuzamiz. Faraz qilamiz. F(x) uziuksiz taqsimot funksiyasi 
bo‘lsin. Quyidagi statistikani kiritamiz

Dn = D H{ X X9X 2 ,.. .,Xn)= sup F „ ( x ) - F ( x )

Glivenko-Kantelli teoremasiga ko‘ra «'yetarli katta bo‘lganida 
D„ kichik qivmat qabul qiladi. Demak, agar asosiy gipoteza H0 o‘rinli 
bo‘Isa Dn statistika kichik bo‘lishi kerak. Kolmogorovning muvofiqlik 
alomatiD,, statistikaning shu xossasiga asoslangandir.

Teorema (Kolmogorov). Ixtiyoriy uziuksiz F(x) taqsimot funk- 
siyasi va a uchun

lim p{yfnDn < X \  = K ( A )=  £  (—1)' e~2'2'’2
,=-x

bo‘ladi.
D„— statistikaga asoslangan statistik alomat kritik to‘plami quyi- 

dagicha aniqlanadi

Sla ={ * :t = Dn O l >*2 >•••>*„ )>*«}•
Bu yerdan 0 < a < 1 -  alomatning qiyma- 'orlik darajasi.

Kolmogorov teoremasidan quyidagi xulosalar kelib chiqadi:
a) D„ statistikaning H0 gipoteza to‘g‘ri bo‘lgandagi taqsimoti 

F(x} ga bog‘liq emas;
b) amaliy nuqtayi nazardan n > 20 bo‘lgandayoq teoremadagi

yaqinlashish juda yaxshi natija beradi, ya’ni P\ 4nD n < a}  ni K(a)
bilau almashtirishdan y o ‘l qo‘yiladigan xatolik yetarlicha kichikdir.

Bu xulosalardan kelib  chiqadiki, n > 20 bo‘lsa kritik chegara 
ta ni ga teng deb  olish mumkin. Bu yerda koKQ^) = 1 -a
tenglamaning ildizlaridan iborat. Haqiqatan ham berilgan 0<a<l 
uchi.m

P f o e S i a / H * }  = p { 'f"D n > Xa / H 0} ~ 1 -  K ( au ) - a  .

387



Shunday qilib, Kolmogorov aloinati quyidagicha aniqlanadi:
1) berilgan a  orqali K(ka) — 1 -a tenglama yechimi Xa jadval 

yordaitiida topiladi;
2 )  berilgan tajriba natijalari xj, x 2, x„ larga ko'ra i=D„(xj, x 2, 

.... x„) qiymati hisoblanadi,
3 ) ypnt va Xa solishtiriladi, agar \lnt > la bo‘lsa, asosiy gipo- 

teza Ho rad etiladi, aks holda tajriba H  ni tasdiqlaydi.
1 .  K .P irso n n in g  x i-k v ad rat m uvofiqlik  alom ati.
Amaliyotda Kolmogorov statistikasini hisoblash ancha murak- 

kab va undan tashqari Kolmogorov alomatini qo'llash faqat taqsimot 
funksiya F(x) uzluksiz bo‘lgandagina mumkindir. Shuning uchun, 
amaliyotda ko‘p hollarda Pirsonning xi-kvadrat alomati qo‘llaniladi. 
Bu alomat universal xarakterga ega bo‘lib, kuzatilmalami guruhlash 
usuliga asoslangandir.

Faraz qilaylik, — kuzatilayotgan va taqsimot funksiyasi 
noma’lum  F(x) bo‘lgan X  tasodifiy iniqdorning qiymatlari to‘p la mi 
bo‘lsin. Jffni k  ta kesishmaydigan oraliqlarga ajratamiz: 

k
= U s i ’ £ iC \ s j  i=t j ’ i , j = h 2 , . . . , k  

/=i
Takrorlanishlar vektori deb ataladigan v = (vx ,...,vk ) vektomi 

olaylik. Bu vektoming i -koordinatasi kuzatilmalardan v f tasi 
oraliqqa tushganligini anglatadi. Ko rinib turibdiki, takrorlanishlar 
vektori v tanlanma ( X x , . . . ,Xn) orqali bir qiymatli aniqlanadi va 

+ v 2 -b ... + v k = /7. Asosiy gipoteza H 0 to ‘g‘ri bo‘lgandagi kuzatil- 
maning s, oraliqqa tushish ehtimolligini pi0 bilan belgilaylik:

p i0 = P { X e S' / H ^ ,  i=
Q uyidagi statistikani kiritamiz:

= y  _(v4 ~W(l)2
;=i "Pio

va H 0'. F  = Fq asosiy gipotezani to ‘g ‘riligini tekshiramiz.
KLuchaytirilgan katta sonlar qotiuniga asosan nisbiy chastota 

v r / n b i r  ehtimollik bilan nazariy ehtiinollik pr 0 ga intiladi. Demak,

agar H r> gipoteza o‘rinli bo‘lsa, u holda statistikaning qiymati



yetarli darajada kichik b o ‘lishi kerak. Demak, Pirsonning j : mezoni 
X~ statistikaning katta «qiymatlarida asosiy gipoteza H0 ni rad etadi, 
ya’ni alomatning kritik sohasi Sla = { t \ t> ta ) ko‘rinishda bo‘ladi.

Asosiy gipoteza H 0 to‘ g ‘ri boiganida Y; statistikaning aniq taq- 
simotini hisoblash ancha murakkab, bu esa o‘z navbatida alomatning 
kritik chegarasi ta ni topishda qiyinchilik tug‘diradi. Ammo, n yetarli

katta bo‘lsa H0 gipoteza to ‘g‘ri bo‘lganida x l  statistikaning taqsi- 
motini limit taqsimot bilan almashtirish mumkin.

Teorema(Pirson). Agar 0</?;0<1, i = \,2 ,...,k  bo‘lsa, u holda

Jim P ( % l < t / H ü ) =  p { x l l < t } .

Bu yerda xl~\ erkinlik darajasi k- 1 bo'lgan xi-kvadrat taqsimotiga ega 
bo‘lgan tasodifiy miqdordir:

p {x l-\ < í } = = - í t ^ -------\ x l e 2 d x ’
2 - T ^ y

bu yerda, F( n) -  gamma funksiya.
Amaliyotda bu teorema natijasidan n > 50, v, >45, i - \ ,2 , . . . , k  

bo‘lganda foydalanish mumkin. Bu holda ta kritik nuqta

P{ x l-\ y ta \ ~ a  , 0 < a  <1 tenglamadan topiladi.

6-§. S ta tis t ik  k rite r iy  quvvatini hisoblash 
(.Z -k riteriy  m isolida)

Biz oldingi bobda qiymatdorlik sathi (yoki kriteriy hajmi) a  
bo‘lgan kriteriy quvvati alternativ gipoteza H x to‘g‘riligi shartida 
asosiy gipoteza H 0 ni rad etish va demak H x ni qabul qilishdan iborat 
to‘g ‘ri yechim ehtimolligi 1 -/3  = P ( H ] / / / , )  = P (T e  . ^ / H x )dan 
iborat ekanini ko‘rdik. B u  formuladan ko‘rinadiki, kriteriy quvvatini 
hisoblash T statistikaning alternativ gipoteza H x o ‘rinligi shartidagi 
aniq (yoki taqribiy) taqsimotini büishni talab qiladi. Statistik gipo- 
tezalarni tekshirish nazariyasida bu yechilishi qiyin bo‘lgan masalalar
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toifasiga kiradi. Ushbu paragrafda biz kriteriy quvvatini hisoblashni 
Z-kriteriy misolida ko'rib o ‘tamiz. Bu kriteriyning Z-statistikasi 
quyidagicha aniqlanadi. X (" ' - ( X l .. ...X.. ) tanlanma o ‘rta qiymati

noma’lum  ¡1 parametrdan va dispersiyasi m a’lum cr2 = 4 normal taq-
— 1 «

simotga ega bo‘lgan bosh to ‘plamdan olingan bo‘lib, x  = —’y X ¡
n ,=\ '

tanlanma o'rta arifmetik qiymati /u uchun statistik bahosi bo‘lsin. U 
holda Z-statistika standart normal <E>0 (?) taqsimotga ega va

x-» _ -  x~'u_  
aH n 2Nn

formula bilan aniqlanadi. Biz tanlanma hajmini n = 25 deb tanlaymiz 
va asosiy H0 va alternativ Hl gipotezalarni quyidagicha ifodalaymiz:

H0 \\i = 0 ; H1 :p > 0 .
Demak, / / () sodda va H- esa murakkab gipotezalar ekan. Biz qiymat- 
dorlik sathi (1-tur xatoükni) a  = 0,05 deb tanlab, unga mos kiitik 
nuqtani integral funksiyasi jadvalidan

1 - a  =0,95 = 0,5 + <l>o(iKp) 
tenglama yechimi sifatida tkl. =1.645 — kritik nuqtani aniqlab olamiz. 
Endi H 0 ni rad etuvchi kritik to‘plamni ' = { Zkllz > tb } tengsiz- 
likdan i r () 0‘rinliligi shartida aniqlab olamiz:

y _  _ X\¡25_. ^ 1  /r/¡c _ tkuz — , /— — T — 2 , 5„\ > 1,645 — tfa. , 
cr/sln  ¿

bu yerdan, H u gipoteza x  > i '^~- = 0,658 bolganida rad etilishini

bilib olamiz. Endi alternativ gipoteza Hx \u =  1 bo‘lganida kriteriy 
quvvatini hisoblaymiz:

1-/3 = P (Z kuz 6 H x ) = P(Zkuz > 1,645/fu = 1) = p {x > 0,658//1 = l) =

= = ‘) = > -® . < -°-855>=

= O 0 (0,855) =0,5 + <Dg (0,855) -  0 ,5+ 0,3 = 0,8 .
Bu yerdan 2-tur xatolik ehtimolligini topamiz: /3 =  1—0,8 = 0 ,2 .
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Endi yuqoridagi gipotezalarni tekshirish uchun Z  -kriteriy 
qiymatdorlik sathini 1% lik etib, y a ’ni « = 0 ,0 1  etib oldingidan 5 
marta kam tanlaymiz. U holda Z-kriteriy kritik nuqtasi tkl= 2,32 ni 
jadvaldan aniqlab, PT 0 ni quyidagi tengsizlik orqali rad etiladi:

7   X—/Uq  ̂ Xyj25 _ ^ 1 TO
kuz — , i~ ~ 2,5.x > 2,32.<r/v« ^

-  2,32
Demak, x = ^ ^ 1 = 0 ,928  tengsizlik bajarilganida H0 gipoteza rad

etiladi. Bu holda biz kriteriy quvvatlarini H } alternativalar ^ = 1  va 
fj. = 2 bo‘lganida quyidagicha hisoblaymiz:

l - ß  = p (x> 0 ,928 l /u= i )  = P ^ - ^ > ^ ^ / ^  = i y P(Z >-0 , lS )  =

= 1 - 0 0(-0,18) = cD0 (0,18) = 0 ,5 Tct>o (0,18) = 0,5+ 0,0714 = 0,5714 

va 2-tur xatolik ß  = 1 — 0,5714 = 0,4286. Shu kabi

1-/3 = />(x>0,928l/u = 2) = P \ - - ^ >  °'92S~2 ¡y. = 2 1= P ( Z > - 2,68) =
Kcr/y/n 2/>/25 J

= l-ct»0 (—2,68) = cD0 (2,68) = 0,5 + 3>q (2,18) = 0,5 + 0,4963 =0,9963.

Bu yerdan 2-Uir xatolik ß =  1 -0 ,9 9 6 3  = 0,0037 ni topamiz. 
Endi tanlanma hajmini « = 100 ga orttirib, 1-tur xatolik «  = 0,01,
alternativ /u = 1 va dispersiya qiymatJari er2 = 4  va <j2 =1 bo‘lgan 
ho Hardt* yuqoridagi jarayonni takrorlab, kriteriy quvvatlarini hisob­
laymiz:

_ ______________

2/ylCX)
Demak, H 0 gipoteza

x >  2,32- — =  0,464
1 0

bo‘lganida inkor etiladi va bunday kriteriyning u — 1 dagi quvvati
f  x - u  0,464-1 ---- ______ i__
Kcr/Jn 2/VlÖÖ

l-3 > 0 ( -2 ,6 8 )  = <i>0 (2,68) = 0 ,5 + 0 ;  (2,68) = 0,9963.
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S h u  kabi, er = 1 da 
x-fio—p - — p=^= 10x>2,32 = í, 

/V^ l/VlOO
1Bu holda H 0 gipoteza x  > 2,32- — = 0.232 tengsiziik o‘rinli

bo‘lganida rad etilib, bu kriteriyning li =1 alternativa qiymatidagi 
quvvati

\ - ß  = p (^x> 0.232 / fu = l) = P\ - ^ > °'2^ I 1/ ^  = 1 ]= P (Z > -7 ,68) =
\a /\/n  lA/100 7

= 1 - O 0 (-7 ,6 8 ) = ® 0 (7,68) = 0,5 + 0 j(7 ,6 8 )  = 0,5 + 0,5 =  l.

Bundan 2 -tu r xatolik qiymati ß  = 0  ekanini ko'ramiz.
Yuqoridagi barcha hisoblami e’tiborga olib quyidagi jamlovchi 

jadvalni tuzib  olamiz.

A s o s i y  g i p o t e z a :  H0 :n=0

№ Tanlanma
hajm i

Disper­
siva Alternativ

Qiymat- 
dorlik sathi 

(1 -tur 
xatolik)

Kriteriy
quw ati

1. «=25 II
rsb : / i= l a  = 0,05 1-/3  =0,8

2.

CNIIK

(7 =4 : H = l a  =0,01 1 -  ß =0,5414
3.

'S)(NIIc

o-2 = 4 \\j.=2 a  =0,01 1 -/?  = 0,9963
4 «=100 <r2 4 H :u = 1 « = 0 .0 1 1-/3  = 09963
5.

oor-HIIs

CT2 = 1 :u = l OL =0,01 \ - ß  =  \

Bu jadvaldan ko‘rinadiki, normal taqsimot o ‘rta qiymati haqi- 
dagi H 0 :/u = 0  gipotezani uning dispersiyasi a~  ma’lum bo'lganida 

x-nZ  =
/4~n

statistikaga asoslangan kriteriyning qiymatdorlik sathi

1% (a  = 0 ,0 1 )  bo‘lgan holda taalanma hajmi ortgani sari eng katta 
quw atga eg a  bo‘lar ekan.
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Biz ikkitanianma o‘rta qiymatlari tengligi haqidagi quyidagi 
Z-kriteriy (dispersiyalar ma'luinligida bosh to‘plamlar normal 

taqsimotlarga ega);
/-kriteriy (Styudent kriteriysi, dispersiyalar noraa’lumligida bosh 

to‘plamlar normal taqsimotlarga ega);
t -kriteriy (Kram er-Uelch kriteriysi, dispersiyalar noma’lumligida 

bosh tokplamlar ixtiyoriy taqsimotlarga ega);
hamda dispersiyalar tengligi haqidagi Fisher-Snedekoming F - 

kriteriylari bilan tanishib, ularga turli misollar ko‘rib o‘tdik. Ularni 
ikki tanlanma sonli xarakteristikalar tengligi haqidagi parametrik 
gipotezalar deb qaraymiz.

Ushbu paragrafda biz ya na harr» umumiy masala, ya’ni ikki 
tanlanmaning taqsimotlari ustma-ustligi haqidagi gipotezalami tekshi- 
ríshga doir kriteriylarni ko‘r ib  o ‘tamiz. Bular noparametrik kriteriy- 
lardir.

Tajribalar natijasida olingan ikki statistik tanlanmalar 
= { X x , X 2 , . . . ,X n ) va F*'") = (Y \ ,Y 2 ,—,Ym) larning bir jinsliligi,

ya’ni yagona bosh to‘plamdan olinganligini tekshirish statistik 
gipotezalami tekshirish nazariyasining asosiy masalalaridan biridir. 
Biz X <,,) ni taqsimot ftmksiyasi F ( x) b o ig an  X  tasodifíy miqdomi

va Y[m) ni esa taqsim ot funksiyasi G ( y )  bo‘lgan Y tasodifíy miq­
domi kuzatish natijasida olingan mos n va m hajmlardagi statistik 
tanlanmalar deb qaraymiz. A sosiy gipoteza:

H 0 : F (x )  =  G (x ) , barcha x  larda; (1)
bu ikki taqsimotlar ustma-ust tushishi haqidadir.

Asosiy H0 gipotezaning bajarilmasligi, ya’ni tanlanmalaming
bir jinslik emasligi hech boTinaganda b iro r x0 uchun
gipoteza o ‘rinli ekanini anglatadi. Agar tanlanmalar bir jinsliligi asos- 
lansa. u holda ular yagona b o sh  to ‘plam dan olingan deb hisoblanib, 
ulami birlashtirib yuborish mumkin. Agarda (1) gipoteza o‘rinli 
bo‘lsa, u holda tanlanmalaming o‘na qiymatlari tengligi haqidagi

A'»

7 -§ . T a n l a n m a l a r  b i r  j i n s l i l i g i n i  t e k s h i r i s h  u c h u n  n o p a r a m e t r ik
k r i t e r i y l a r



H'0 : ßl = /i , gipoteza ham o'rin 1 i bo'ladi, ammo teskarisi o ‘rinli 
em as. H 0 gipotezani Styudent va Kramer-Uelch kriteriylari orqali 
tekshirib bo‘lmaydi, chunki ular yordamida H'0 nigina tekshirish 
mumkin. (1) gipotezani tekshirish uchun noparametrik kriteriylar 
Smirnov, omega-kvadrat (Leman-Rozenblatt), Vilkoksok-Mann-Uitni, 
V an -de r-Varde n , Sevij, xi-kvadrat (Pirson) va shular kabi statistikalar 
asosida qurilishi mumkin.

a) Sm irnov kriteriysi. F  va G taqsimotlar uzluksiz bo‘lsin. 
X (f7) va y'"'-1 tanlanmalar bo‘yicha /7(x) va G (y ) laming mos empi- 
rik baholari, ya’n i empirik taqsimot fimkiyalarini hisoblaymiz:

FnU )  = ̂ p ( X i < x ) ,  x ^ R ,

n  7 = 1

bu yerda I {A)  orqali A hodisa indikatori belgilangan. Smirnov sta- 
tistikasi

Dn,m = su p |F „ U )-G m (x)| (2)
xe  R

formula bilan aniqlanadi. (2) statistikaning kritik nuqtalari jadvali
[4] da  keltirilgandir. Jadvaldan alternativ gipoteza asosida bir yoki 
ikki tomonlama kritik nuqtalar aniq[langani(ian so‘ng H 0 ni qabul 
q ilish  yoki inkor etilishi odatdagi uslubiyatda amalga oshiriladi. (2) 
statistika 1939-yilda N.V.Smirnov tomonidan tavsiya etilgan.

b) L em a n -R o zen b lattn in g  omega kvad rat kriteriysi. Omega 
kvctdiat statistika

^ ] ( F „ ( x ) - G j x ) f  dH n, (3)it J '

form ula bilan aniqlanadi. Bu yerda

Hn m (x ) = —  Fn U )  + —  G i x )
n + m  " n+m

- birlashtirilgan tanlanma bo‘yieha tuzilgan empirik taqsimot funk- 
siyadir. (3) statistikaning ham kritik nuqtalari jadvali [4] da keltiril- 
gan. (3) statistika 1951-yilda E.Leman va 1952-yilda M.Rozenblatt 
tomonidan tak lif  etilgan.
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X l,!) va Ÿ"'] tanlanmalar elementlarini guruhlarga taqsimlab olamiz. 
L orqali guruhlar sonini belgilab, ni va m. lar orqali z-guruhga

tushgan X {n) va У('"’ tanlanmalarga mos kelgan elementlar sonini bel­

gilab olamiz. U holda — va —  lar i - guruhga tushgan tanlanma
n m

elementlari nisbiy takrorlanishlar sonini anglatadi. Bu yerda
L  i

Y .ni =t1’ Yami = m -
!=1 1=1

lkki tanlanma uchun xi-kvadrat statistikasi
Ÿ

v) Ikki bog‘liqsiz tanlanma uchun xi-kvadrat kriteriysi.

f a m,
u m

», + 171:
1^2 nr1 V " ,n J s л\X n,m=r>- ----7----- (4)

i—l /
amaliyotda juda keng q o ‘llaniladi va shu sababli uning taqsimoti (xi- 
kvadiat taqsimot) kritik  nuqtalari jadvali ko‘pgina adabiyotlarda va 
xususan [4] da ham keltirilgandir. Bu statistika kritikasi nuqta berilgan 
qiymatdorlik sathi a  v a  ozodlik darajasi v = L — 1 ga qarab jadvaldan 
tanlanadi. Biz misol sifatida a  = 0.05 uchun bu kritik nuqtalarning 
9 tasini quyidagi jadvalda keltiramiz.

X i-kvadrat k r ite r iy n in g  a  = 0,05 uchun k ritik  nuqtalari

v = l - 1 1 2 3 4 5 6 7 8 9
2

*кр ¿0,05 3,84 5,99 7,82 9,49 11,07 12,59 14,07 15,52 16,92

Xi-kvadrat kriteriyning amalga oshirilishi quyidagi algoritm 
asosida olib horiladi:

1. Xi-kvadrat statistika qivmati (4) formula asosida hisoblanadi.
2. qiymati t^  nuqta qiymati bilan solishtiriladi: agar

< 2o.o5 = tkr bo" Isa, u holda solishtirilayotgan tanlanmalar 
taqsirnotlari 0,05 qiymatdorlik sathida ustma-ust tushadi;

agarda = hr boisa, u holda solishtirilayotgan
tanlanmalar farqlanishi muqarrarligi 95% ni tashkil etadi.
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M a s a la .  Ikki tum anda bir fan b o ‘yicha test-sinov ishlari olib 
borildi. T a jrib ad a  har ik k i tum andan n  =  m  =  50 tadan o'qirvchilar 
ishtirok e td i. M ashqlam i bajarilishiga qarab, har bir o ‘quvchi quyi, 
o ‘rta, y ax sh i va  yiiqori, deb ajratilgan guruhlardan biriga o ‘tadi. Biz 
birinchi h a r  ikk i tum an o ‘<juvchilari bilim lari deyarli farqlanm aydi, 
y a ’ni u la m in g  bilim  darajalari sonli k o ‘rsatkichlari m os taqsim otlari 
F  va G  l a r  tenglig i haqidagi (1) gipotezani ikki tomonlama alternativ 
H X \ F ^ G  ga n isbatan tekshiram iz. Test-sinov natijalari quyida- 
gichadir:

T an lanm alar quyi o ‘rta yaxshi yuqori
1-tanlanm a

«=50
«i=3 «2=19 «3=18 «4=10

2-tan lanm a
w =50

/«i=9 «ji=24 m i =  12 m  4=5

X i-k v a d ra t statistikani hisoblaym iz:

O z o d lik  darajasi = 4 - 1  = 3 . U holda c c  = 0,05 uchun jadval- 
dan k ritik  n uq tan i topainiz:

*kr =  % 0 .0 5  =  ^  5 ^ 2 .

A m m o  2so-5o =  6 ,4 5 <  7 ,82 , deinak qabul qilinadi. Bu esa 

bizda m a’ lum  b ir fan bo 'yicha o ‘quvchilar bilim lari farqlanadi, degan 
taxm inni in k o r  e tish g a a so sb o ia d i.
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X I I I  B O B G A  D O IR  M A S A L A L A R

1. X in> =  ( X l , . . . , X n )  tanlanm a N { a , 9 2 )  taqsim otdan olingan 
b o is in . N om a’lu m  param etr 9  to ‘g ‘risida quyidagi ikki sodda 
gipoteza k o ‘ram iz: H 0 : 9  =  9 0 v a H l \ 9  =  9 X (9 X > 9 0 ) .  I tur xatoligi a  

b o ‘lgan tekis eng  q u w a tli  kriteriy quring va II tur xatolik P  ni 
hisoblang.

2. X ,n) =  ( X i 9 . . . , X n )  tanlanm a B i ( n ; 9 )  taqsim otdan olingan 
b o is in . N o m a iu in  param etr 9  to ‘g ‘risida quyidagi ikki sodda gipo­
teza k o ‘ramiz: H 0 \ 9 = 9 0 va / / ,  : 9  =  9 X ( 9 X > 9 Q ) .  I tur xatoligi a  

b o ig a n  tekis eng q u w a tli  kriteriy quring va II tur xatolik ¡ 3  ni 
hisoblang.

3. X (" '  =  ( X i , . . . , X n )  tanlanm a n ( 9 )  taqsim otdan olingan b o is in . 
N onia 'lum  param etr 9  to ‘g ‘risida quyidagi ikki sodda gipoteza 
ko 'ram iz: H 0 : 6  =  & 0 va H { \ 9 = 9 { (0, > 9 0). I tur xatoligi a  b o ig a n  
tekis eng quw atli k r ite r iy  quring va II tur xatolik ¡3 ni hisoblang.

4 . £ tasodifiy  m iqdorning taqsim oti F ( x )  to"g‘risida quyidagi 
ikki sodda g ipo teza ko ‘ram iz: H 0 : F ( x )  =  R [ - a \  a ]  va 

H x : F ( x )  =  N ( 0 \ a ~  ) .  I tu r xatoligi a  b o ig an  tekis eng q u w a tli 
kriteriy quring va I I  tur xatolik /? ni hisoblang.

5 . £ tasodifiy m iqdorning taqsim oti F ( x )  to ‘g‘risida quyidagi 

ikki sodda gipoteza ko 'ram iz : H 0 : f ( x ) = ~ , \ x \ <  1 va H x : F ( x )  =  N ( 0;1).

I tur xatoligi a  b o ig a n  tekis eng q u w a tli kriteriy quring va II tur 
xatolik p  ni hisoblang.

6. X 1" 1 = ( X y , . . . , X n )  tanlanm a zichlik funksiyasi f ( x ; 6 )  =  e ~ {x~e ) , 

x > 6  b o ig a n  taqsim otdan  olingan b o is in . N o m aiu m  param eter 9  

to ‘g ‘risida quyidagi ikki sodda gipoteza ko‘ram iz: H 0 : 9 = 9 0 va 
B i : 9 = 9 i ( 0 ,> 0 O) .  I tu r xatoligi a  b o ig an  tekis eng q u w a tli 
kriteriy  quring va II tu r xatolik  p  ni hisoblang.
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7. X (B) =  ( X v . . . , X n ) tanlanm a zichlik funksiyasi f ( x : 9 )  =  9 x ~ ,  

x > 6  b o ‘lg an  taqsim otdan olingan bo 'lsin . N om a’lum  param eter 6  

to 'g 'n s id a  quyidagi ikki sodda gipoteza k o ‘ramiz: I T Q : 0  = f ) 0 va 
/ / , : #  = 0, (<9,*<90). I tu r xatoligi a  b o ig a ti tekis eng quw atli 
kriteriy qu rin g  va II tur xatolik /3 ni hisoblang.

8. X (n) = ( X l , . . . , X n ) tanlanma zichlik funksiyasi 

f ( x ; 9 )  =  2 9 ~ 2 ( 9 - x ) ,  x e  ( 0 : 9 )  b o ig an  taqsim otdan olingan bo ‘lsin. 
N om a’lum param etr 9  to 'g 'r is id a  quyidagi ikki sodda gipoteza ko 'ra- 
miz: H 0 : 9 = 9 0 va H x \ 9 = 9 , ( 0 1 > 9 0 ). I tur xatoligi a  b o ig a n  tekis 
eng q u w a tli  kriteriy quring va II tu r xatolik ¡3  ni hisoblang.

9. X (n) = ( X ], . . . , X n ) tanlanma zichlik funksiyasi 
J ( x - , 9 )  =  2 ( 9 x + ( \ - 9 ) ( \ - x ) ) ,  Jte (0;1) bo‘lgan taqsim otdan olingan 
b o ‘lsin. N o m a ’lum param eter 9  to 'g ‘risida quyidagi ikki sodda gipo­
teza k o ‘ram iz : H 0 : 9  = 6 0  va H l : 9  =  8 l ( 0 < 9 ] < 9 6 < \ ) .  I tur xatoligi 
a  b o ‘lgan tek is eng q u w atli kriteriy quring va II tur xato lik  ( 3  ni 
hisoblang.

10. X i " '1 = (X ],...,X ,) tanlanm a zichlik funksiyasi f ( x r , d )  =  2 x I Q 1, 

x e  (0 ;9 ) b o ‘lgan taqsim otdan olingan b o ‘lsin. N om a’lum param etr 6  

to ‘g ‘risida quyidagi ikki sodda gipoteza ko 'ram iz: F f 0 : 9 = 9 0 va 
H t : 9 = 9 x ( 0 , > 0 O). I tu r xatoligi cc b o ‘lgan tekis eng q u w a tli 
kriteriy  q u rin g  va II tur xatolik ¡3 ni hisoblang.

11. Q uyidagi m isollarga berilgan tanlanm a bo 'y icha muvofiqlik 
kriteriylari yordam ida / / 0 gipotezani tekshiring.

a) » = 1 0 0  ta detal uzunligini o 'lchatib , quyidagi jadval tuzildi 
( m m  da):

Uzunligi 98 98,5 99 99,5 100 100,5 101 101.5 102 102,5

Chastotasi 2 5 9 16 18 20 14 10 4 2

H 0 : X  ~  ;V ( l  0 0 . 2 5 ;  1 ) .
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b) lasodifiy  s o n la r  jad v a lid an  /7 = 150 ta son tanlanadi. 

[10,,10,. -+ 9](/ = 0 ,1 ,...,9 ) o ra liq q a  tushgan sonlar chastotalari 

n, : 16,15,19,13,14,19,14,11,13,16 ga teng.
H t  /¿[0 .100 ].

v) Telefon s tan siy asid a  h a r  m inutda noto‘g ‘ri ulanishlar soni |  
ustida kuzatishlar o l ib  borilib 1 soat davom ida quyidagi m a’lum otlar 
clindi: 3; 1; 3; 1; 4; 2 ;  2; 4; 0; 3 ;  0; 2; 2; 0; 2; 1; 4; 3; 3; 1; 4; 2; 2; 1; 1; 
2 ;  1; 0; 3; 4; 1; 3; 2; 7 ;  2; 0; 0; 1; 3; 3; 1; 2; 4; 2; 0; 2; 3; 1; 2; 5; 1; 1; 
0; 1; 1; 2; 2; 1; 1; 5.

M uhimlik m e 'y o r in i  a  =  0,05 deb tanlab, bu tanlanm aning 
razariy  taqsim oti P u asso n  taqsim otidan  iboratligi haqidagi H 0 gipo- 
tezani tekshiring.
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T E S T L A R

CNew Y o r k  Universiteti 2-kurs bakalavrlariga 1990-yilda berilgan test
savollari)

1. R . , S  va T  bog 'liqsiz  liodisalar va u lar bir xil I  ehtim ollikka 

ega . P ( P u 5 u i )  ni toping?

A  —  B. -  C . l i  D. —  E . l .
2 7  3 27 27

2. AT va Y  t.m .larning birgalikdagi zichlik funksiyasi berilgan 
b o ls in :

f 2 5 ,0 < x <  2 , x - 2 < y < x

/ ( * , y ) = j  0) ak sh o ld a

M X ~ 3Y  ni hisoblang.
6  4  24

A . —  B. -  C. 2 D. 4 E. — .
5  3 5

3. J s T „ X 2 , . . . , X 36 va i; ,y 2,...,F49 bog 'liqsiz t.m .lar m os m ateina- 
t i k  k u tilm as i A£Y =  30 .4  va A/Y = 3 2 .1 . o 'rtacha kvadratik tarqoqligi 
cr,. =  12 v a  cj) =14 bo'lgan taqsimotga ega bo ‘lsin. P ( x  > y )  ni hisoblang.

A. 2 7  B. 34 C. 50 D. 66 E. 73.
4. A" va Y  diskret t.m.laming birgalikdagi taqsimot qonuni berilgan:

-1 0 1

0
1

1 1 2
1 3 2

C o v (X ,F )  ni hisoblang.
A . -0 ,0 2  B. 0  C. 0,02 D. 0,10 E. 0,12.
5. N om erlangan  kub told 2 raqam i tushm agunga qadar tashla-

nad i. X  t .  m. tashlashlar soni b o ‘lsa, P ( X  <  x ) > —ni qanoatlantinivchi

en g  k ic h ik  x ning qiym atini toping.
A. 2  B. 3 C. 4  D. 5 E. 6.
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6. X  va 7  t.m. l a r  m atem atik  kutilm asi , dispersiyasi <r2 > 0  
b o ‘lgan normal taqsi m o tg a  e g a  va p  bu t.m .lar korrelyatsiya 
koeffitsiyenti. Q uy idag i m u lohazalarn ing  qaysilari to ‘g ‘ri?

I. X  va Y  t.m .lar b og ‘liq siz  b o ‘Iadi. faqat va faqat p  = 0 bo‘lsa; 
II- Y - X  n o rm a l taq sim lan g an  b o ‘ladi, faqat va faqat p >  0 
b o ‘Isa;
III. D { X  +  Y )  < 2 . c r : faqat va faqat p <  0 b o ‘lsa;
A. taqat I va II; B. fa q a t I va III;

C. faqat II va III; D. I v a  III; E. to ‘g ‘ri javob  yo ‘q.

f 0 , a g a r x < 0
7. Zichlik fu n k siy as i =  {  . .  bo ‘lgan t  ta-

¡ 2 A e ,  agar x >  0
sodifiy m iqdor uchun \ 4 q  ni top ing .

A. 1 B. — C . - ;  D. A E. — .
A 2 2 a

8. X j , . . . , X 4 ~  N ( 3 ; c r 2 ) , a 2  — no m a’lum bo‘lsin. A gar tanlanm a-

ning tajribadagi q iy m atla ri 4, 8, 5 va 3 b o ‘lsa, a 2 uchun H M O ‘UB ni 
qiym atini toping.

A. -  B. — C \  —  D. 5 E. — .
2 2  3 2

9. X  va Y  t .m .la m in g  b irg a lik d ag i zichlik funksiyasi berilgan.

/ ( * ,> 0 = ^ 6  ' ~ 1,2’3, -y ~ 2 ' 3’ U  =  X  +  Y  bo Is in, u ho Ida U  

'[ 0, a k s h o ld a . 
t.m . ning zichlik funks i y  as ini to p in g .

2
—, u ~ 3

f 1 3
. —, 3 ,4 ,5 .6  ,

A- ? (« ) =  ■{ 4  B - g(w ) = ^ I , M = 4,5,6
0 ,  a lcsho ida
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— , u  =  3 ,6
6

C .  g ( u )  =  <j j , t /  =  4 , 5  D .  g ( w ) H 5
, u  =  2 , 3 , 4 , 5 , 6

0 , aks h o lda

[0, aks holda

E- g O )  =  ;<;4
[ 0 ,  aks ho lda

1 0 .  X l , . . . , X ll m atcm atik kutütnasi M X  va dispersiyasi D X  >  0  
va Y l , . . . , Y n esa m atem atik kutilma M Y  va dispersiya D Y  > 0  taqsi- 
roo tla rdan  olingan b o ‘lsin. A sosiy H 0  : M X  =  M Y  gipotezani va alter­
nativ H 1 : M X  ^  M Y  gipotezani k o ‘raylik. Z  = X i — Yj ga asoslangan 
S ty u d en t kriteriysi b o ‘yicha H 0 gipotezani tekshirishda quyida kelti- 
rilgan q a y s i  m ulohazadan foydalaniladi?

I. Z i norm al taqsim otga ega. II. c j 2x = c i y .

zichlik fu n k siy as i b o ‘lsin. P ( X t < X 1 <  X 3 )  ni hisoblang.
A . 0,030 B . 0,050 C. 0,167 D. 0,250 E. 0,350.
1 2 .  X  uzluksiz t.m . zichlik  funksiyasi berilgan:

m .  C o v ( X i , Y i ) =  0, i  =  l , . . . , n .

A . I ,I Iv a I I I  B. I C. II D.KI E. to ‘g ‘ri javob yo‘q.

X e  "v a g a r r  > 0 

0 , aks holda.

A . - l n -  B . —ln2
3 2 3

C . 2 ln — D. 31n2 E. 3.
2
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13. M v(/)  fim ksiya X  t.m .ning hosii qiluvchi funksiyasi bo‘l -  
sin .Q uyida keltirilgan m ulohaza lardan  qaysilari to ‘g ‘ri?

I. M V(0) = 1.

III. M x( t ) X  tm .n in g  taqsim otini o ‘zaro bir qiymatli aniqlaydi. 

A. I  va TI B. I va III C. II va  Til D. I,II va III;

E. to ‘g ‘n  javob  y o ‘q.

14. N om a’lum  9  p a ram etr uchun uchta b og‘liqsiz ishonch lik  
intervallari tuzilgan. A gar h a r b ir interval ishonchhligi 0,98 b o ‘lsa, b u  
intervallardan birortasi ham 6  ni o ‘z  ichiga olmasligi ehtim ollig in i 
toping.

A. 0.0192 B. 0,0297 C. 0,0588 D. 0,9412 E. 0,9703.

15. X }, X 2 ~ n ( 6 )  b o ‘lsin. A sosiy gipoteza H 0 : 9  =  5 n i

H x : 9  & 5 alternativ g ipotezaga qarshi tekshirishda x  =  — — -  s ta tis -

tikadan foyalaniladi. A gar | jc - 5 |> 4  kritik soha b o ‘Isa, 1-tur x a to lik  
ehtim olligini toping.

16. X  uzluksiz t.m .n ing  birgalikdagi zichlik funksiyasi berilgan:

X  n in g m o d d asin i toping.

4
A .  -  B .  1

9
C. -  

2
3

D. -  
4

E . 2 .
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1 7 .  X  v a  Y  t . m .  l a m i n g  b i r g a l i k d a g i  t a q s i m o t  q o n u n i  b e r i l g a n :

1 5
Y

2 +  6 1 0, + 2 6 1

4 + 2 0 - , 9 y +  d 2

0 ,  va 6 2 param etrlar birgalikdagi taqsim ot xossalarini va 
- 0 .2 5 <  6 ,  <  0 .2 5 , 0 < 6 2 <  0.35 shartlarni qanoatlantiradi. (0,,i92)n ing  
qanday  qiym atida X  va Y  t.m .lar b o g ‘liqsiz b o ‘ladi?

A. 0,
1 ( 1

B. - . 0  
4 '

C. |
1 4 3

D. I
8  4 ;

E.
W 6 8 )

18. X , Y  v a  Z  bog‘liqsiz norm al taqsim langan tasodifiy 
m iq d o rla r va M X  — 2 ,  M Y  =  1, M Z  = 2 va D X >  0 b o ‘lsin. A gar

W  --

F

4 ( X - 2 f  ,1

( Y - 1) + ( ^ - 2 )  |j
Fisher taqsim otiga ega b o ia d i?

A. 0,25 B. 0,50 C. 1

19. X ,,. . . ,J r i5 ~ va x =

bo‘Isa, c  ning qanday qiym atida W  t.m.

D. 2 E .4 .
15

b o ‘1 sin. A sosiy  gipoteza H 0 : <r2 < 10 ga qarshi alternativ i / ,  :<r2 >  10 
g ipo tezan i k o ‘raylik. 1— a  =  0.05 b o ‘lganda kritik sohani toping.

A. H 0 rad  etiladi, agar T  > 23.69;
B. H 0 rad  etiladi, agar T  > 25 .00 ;
C. / f n rad  etiladi, agar T  >  236.90;
D. H 0 rad  etiladi, agar T >  250.00;
E. H 0 rad  etiladi, agar T >  261.20.
20. Quyida keltirilgan hodisalartiing qaysilari

( B  r ^ C ) ^ J  ( A '  n  B  n  C )  hodisaga teng kuchli:

I .  B r \  ( Ä  ' U  C )  II . ( . i n i ) u ( i n C )  

III. ( / n C ) u ( ^ n C ) .
A. 1 va II B. I va III C. II va III;
D. I, II va III  E. to ‘g‘ri javob  y o ‘q;
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21. Yashikda 100 shardan r  tasi qizil, qolganlari esa oq rangda. 
Tavakkaliga 20 ta shar olinadi. A gar o lin g an  sharlardan hech b o ‘lm asa
10 tasi qizil bo‘lsa, asosiy gipoteza H 0 : r  -  30 rad etilib, / / ,  : r  >  30 
alternativ gipoteza qabul qilinadi. r  = 4 0  b o ‘lsa, 2-tur xatolik ehtim ol- 
ligini hisoblang.

A.

r  40 A 
10

T 70 'Jv 20 A' J
70  ̂

20 - k

^100^1 B. 2 -Ä=I0 f ,0 0 l
----  5 C. 2 L*= 0 f 100l

l  20 J l  20 J

o<N

D . t

'40 Y  60 >
X 2 0 - k )

"100 >

,2 0  J

E . S

"40 Y  60 \

, k l l Q - k )

"100 \

,2 0  J

22. X x, X 1 , . . . , X n tanlanm a z ich lik  funksiyasi 

f j
I -------- , agarö, < x  < # ,

f ( x ) = \ e 2 - e ,  ~ , e 1 > o , o ] < o

I [ 0, aks holda

bo‘lgan taqsim otdan olingan. Asosiy H 0 :<9, = —6 2 va unga alternativ 
gipotezalam i k o ‘raylik. H Q gipotezani tekshirish uchun 

qurilgan haqiqatga o ‘xshashlik nisbati statistikasining kritik sohasini 
toping.

A  m a x ^ J - m i n ^ , . )  
m ax(X;)

c  max(Y ) -  min(X)  ̂^ . 
max \ X i |

max|Ar(.j

B .

D .

maxi \ X , \ -  min[X,.| 
max(X.) 

m ax(X )
m a x ( X l) — m in (X )

< k ; 

< k ' ,

E. - < k .
max(Xi)

23. X t , X 2 , X 3 lar b og‘liqsiz v a  m os ravishda 9 , 2 9 , 3 6  para- 
metrli Puasson taqsim oti bo 'y icha taqsim langan  b o ‘lsin. N om a’lum 
parametr 6  uchun H M O ‘UB toping.
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A. - x  B. r  C. X l  + 2 X >  + ;
2 6

3 X . + 2 X .  +  X ,  _  S X ,  +  3 X 7 + 2 X .j j  ---- i--------=------i  ^  ---- !--------L--------— .
6 11

24. X i , . . . , X „  ~  N ( / u , 5 0 )  boTsin. x > 1 3 .7 5  kritik soha yorda- 
m ida asosiy gipoteza H 0 : /.1 =10 alternativ gipoteza //, : ¡.1 =  15 qarshi 
tekshiriladi. 2 -tur xatolik 0,31 dan k ich ik y o k i te n g b o ‘lisM uchun eng 
kichik tanlanm a hajm ini toping.

A. 2 B. 4 C. 5 D. 8 E. 20.

25. X l , . . . X n tanlanm a zichlik funksiyasi

t 9 ( a —  x f ~ ] a g a rö -1  < x <  a

0, aks holda.
f i x )

a > 0 ,  6  >  0 boTgan taqsim otdan olingan boTsin. A sosiy gipo­
teza H 0 : 9  =  9 0 va unga alternativ gipoteza H  : 6 > 9 0 b o ‘lsin. U 
uchun eng q u w a tli  kritik sohani toping.

A. X l n ( a - X , ) > k  B. £ In O - X ^ k  c . ± x , z k - ,
/=1 /=1

D. ' ¿ X f Z k  E. \n.(Xi -  a ) <  k .

. x  agarO < x <  1
26. X  t.m. zichlik funksiyasi f { x \ 0 )  =  \ \  6  )

! 0, aks holda.

9  > 0 bo ‘lsin. N om a Tum param eter 9  uchun MUB ni toping.

A . i i £  B . b l  C . - L  D . J -  E. 1
X X 1 -  X  X — 1 1 +  X

27. X x, X 2 ~  N(0,1) va M { c \  X } -  X 2 1) = 1 boTsa, c n i toping.

A. B. 4 =  C. ^  D . - L  E.
y f n  4 2

4 0 6



f 0, X  < 0, ( \ \  ]
28. Agar |  t .m . t.f. F ( x ) =  1 bo‘lib, F  — =  —

[ l - e _oc, x  > 0 U j  2
bo‘Isa, c  ni toping.

A. 31n2 B . 21n— C. —ln 2  D. 3 E .l.
2 3

29. X , Y  va Z  lar bog‘liqsiz va Puasson taqsim otiga ega bo ‘l- 
sin. M X  =  3 , M Y  =  l  va M Z  =  4  b o ‘Isa, P ( X + Y  +  Z < \ ) 1

A. 1 3e '12 B .  9e-8 C. —  e v n  D. 9e~l/8 E. - i f 1/8.
12 8

30. Agar c t .m . ;V(2;1) norm al qonun bo ‘yicna taqsim langan 
bo ‘lsa, P ( g  <  M q ) n i  toping.

A. 1/2 B .  1/3 C. 1/4  D. 1/5 E. 1/6.
31. A gar X i , . . . , X l0 t.m .lar d isp ersiy asi a  2 > 0 b o ‘lgan norm al

taqsim otga ega b o ‘ Isa, 95% an iq likda a '  ishonchlilik intervalini 
tuzing.

A. (10.162,oo) B. (8.589,oo) C. (2.00,oo); 

D. (1,848,oo) E. (1.720,oo).

32. Idishda 4  ta  qizil va 6 ta  oq shar bor. Tavakkaliga 3 ta shar 
olinadi. Tanlangan sharla rdan  h ech  b o ‘lm asa 2  tasi oq rangda bo ‘Isa, 
1 ta  qizil va 2 ta  oq s h a r  olinishi eh tim o lin i toping.

A. -  B .  -  C. — D. — E. — . 
2 3 4  11 55

33. A nketa lar tarqatilganda 50%  aholi tezda javob qaytaradi, 
4 0 %  aholi esa 2 -m arta  y u borilganda  javob  qaytaradi. Agar anketa 4 ta 
kishiga yuborilgan b o ‘Isa va 1 t a  anketa takroran javob berm agan 
ixtiyoriy 4 k ish idan  1 tasiga yuborilsa, kam ida 3 ta kishi um um an 
javob berm asligi eh tim o llig in i toping.

A. (0.34) + 4 (0 .3 3)(0.7) B. 4(0.33)(0.7)

C. 0.14 + 4 (0 .13)(0.9) D. 0 .4(0.3)(0.73) + 0.74 

E. 0.94 + 4 (0 .9 3)(0 .1)
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IL O V A
1 - j  a d v a l

1 V —
N o r m a l  t a q s i m o t  q i y m a t l a r i  Ф (.т) =  ,___ \ e  2 d t

л/27Г ¿
X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 .0 0 .0 0 0 0 0 0 0 3 9 9 0 0 7 9 8 0 1 1 9 7 0 1 5 9 5 0 1 9 9 4 0 2 3 9 2 0 2 7 9 0 0 3 1 8 8 0 3 5 8 6
0.1 0 3 9 8 3 0 4 3 8 0 0 4 7 7 6 0 5 1 7 2 0 5 5 6 7 05S 62 0 6 3 5 6 0 6 7 4 9 0 7 1 4 2 ^ 0 7 5 3 5
0.2 0 7 9 2 6 0 8 3 1 7 0 8 7 0 6 09 0 95 0 9 4 8 3 09871 1 0 2 5 7 10642 11026 11409
0.3 11791 1 2 1 7 2 1 2 5 52 12930 1 3 3 0 7 13683 1 4 0 5 8 14431 14803 15173
0.4 1 5 5 42 1 5 9 1 0 1 6 2 76 16640 17 0 03 17 3 64 1 7 7 2 4 18082 18 4 39 18793
0.5 1 9 1 4 6 L 9 4 9 7 1 9 8 4 7 2 0 1 9 4 2 0 5 4 0 2 0 8 8 4 2 1 2 2 6 2 1 5 6 6 2 1 9 0 4 2 2 2 4 0
0.6 2 2 5 7 5 2 2 9 0 7 2 3 2 3 7 23 5 6 5 2 3 8 91 2 4 2 1 5 2 4 5 3 7 2 4 8 5 7 2 5 1 7 5 2 5 4 9 0
0.7 2 5 8 0 4 2 6 1 1 5 2 6 4 2 4 2 6 7 3 0 2 7 0 3 5 2 7 3 3 7 2 7 6 3 7 2 7 9 3 5 2 8 2 3 0 2 8 5 2 4
0.8 2 8 8 1 4 2 9 1 0 3 2 9 3 8 9 29 6 73 2 9 9 5 5 3 0 2 3 4 30 5 1 1 3 0 7 8 5 3 1 0 5 7 3 1 3 2 7
0.9 3 1 5 9 4 3 1 8 5 9 3 2 1 21 323Í51 3 2 6 3 9 3 2 8 9 4 3 3 1 4 7 3 3 3 9 8 3 3 6 4 6 33891
1.0 3 4 1 3 4 3 4 3 7 5 3 4 6 1 4 3 4 8 4 9 3 5 0 8 3 3 5 3 1 4 3 5 5 4 3 3 5 7 6 9 3 5 9 9 3 3 6 2 1 4
1.1 3 6 4 3 3 3 6 6 5 0 3 6 8 6 4 3 7 0 7 6 3 7 2 8 6 37 4 93 3 7 6 9 8 37 9 0 0 3 8 1 0 0 3 8 2 9 8
1.2 3 8 4 9 3 3 8 6 8 6 3 8 8 7 7 3 9 0 6 5 3 9 2 5 1 39 4 35 3 9 6 1 7 3 9 7 9 6 3 9 9 7 3 4 0 1 4 7
1.3 4 0 3 2 0 4 -0 4 9 0 4 0 6 5 8 4 0 8 2 4 4 0 9 8 8 4 1 1 4 9 4 1 3 0 8 4 1 4 6 6 4 1 6 2 1 4 1 7 7 4
1.4 4 1 9 2 4 4 2 0 7 3 4 2 2 2 0 4 2 3 6 4 4 2 5 0 7 4 2 6 4 7 4 2 7 8 5 4 2 9 2 2 4 3 0 5 6 4 3 1 8 9
1.5 4 3 3 1 9 4 3 4 4 8 4 3 5 7 4 4 3 6 9 9 4 3 8 2 2 4 3 9 4 3 4 4 0 6 2 4 4 1 7 9 4 4 2 9 5 4 4 4 0 8
1.6 4 4 5 2 0 4 4 6 3 0 4 4 7 3 8 4 4 8 4 5 4 4 9 5 0 4 5 0 5 3 4 5 1 5 4 4 5 2 5 4 4 5 3 5 2 4 5 4 4 9
1.7 4 5 5 4 3 4 5 6 3 7 4 5 7 2 8 4 5 8 1 8 4 5 9 0 7 4 5 9 9 4 4 6 0 8 0 4 6 1 6 4 4 6 2 4 6 4 6 3 2 7
1.8 4 6 4 0 7 4 6 4 8 5 4 6 5 6 2 4 6 6 3 8 4 6 7 1 2 4 6 7 8 4 4 6 8 5 6 4 6 9 2 6 4 6 9 9 5 4 7 0 6 2
1.9 4 7 1 2 8 4 7 1 9 3 4 7 2 5 7 4 7 3 2 0 4 7 3 81 47441 4 7 5 0 0 4 7 5 5 8 4 7 6 1 5 4 7 6 7 0
2 .0 4 7 7 2 5 4 7 7 7 8 4 7 8 3 1 4 7 8 8 2 4 7 9 3 2 4 7 9 8 2 4 8 0 3 0 4 8 0 7 7 4 8 1 2 4 4 8 1 6 9
2.1 4 8 2 1 4 4 8 2 5 7 4 8 3 0 0 4 8 3 4 1 4 8 3 8 2 4 8 4 2 2 4 8 4 6 1 4 8 5 0 0 4 8 5 3 7 4 8 5 7 4
2 .2 4 8 6 1 0 4 8 6 4 5 4 8 6 7 9 4 8 7 1 3 4 8 7 4 5 4 8 7 7 8 4 8 8 0 9 4 8 8 4 0 4 8 8 7 0 4 8 8 9 9
2 .3 4 8 9 2 8 4 8 9 5 6 4 8 9 8 3 4 9 0 1 0 4 9 0 3 6 49 0 61 4 9 0 8 6 49 1 11 4 9 1 3 4 4 9 1 5 8
2 .4 4 9 1 8 0 4 9 2 0 2 4 9 2 2 4 4 9 2 4 5 4 9 2 6 6 4 9 2 8 6 4 9 3 0 5 4 9 3 2 4 4 9 3 4 3 4 9 3 61
2 .5 4 9 3 7 9 4 9 3 9 6 4 9 4 1 3 4 9 4 3 0 4 9 4 4 6 49 4 61 4 9 4 7 7 4 9 4 9 2 4 9 5 0 6 4 9 5 2 0
2 .6 4 9 5 3 4 4 9 5 4 7 4 9 5 6 0 4 9 5 7 3 4 9 5 8 5 4 9 5 9 8 4 9 6 0 9 4 9 6 2 1 4 9 6 3 2 4 9 6 4 3
2 .7 4 9 6 5 3 4 9 6 6 4 4 9 6 7 4 4 9 6 8 3 4 9 6 9 3 4 9 7 0 2 4 9 7 1 1 4972U 4 9 7 2 8 4 9 7 3 o
2 .8 4 9 7 4 4 4 9 7 5 2 4 9 7 6 0 4 9 7 6 7 4 9 7 7 4 49781 4 9 7 8 8 4 9 7 9 5 49 8 01 4 9 8 0 7
2 .9 4 9 8 1 3 4 9 8 1 9 4 9 8 2 5 4 9 8 3 1 4 9 8 3 6 49 8 41 4 9 8 4 6 49 8 51 4 9 8 5 6 4 9 8 6 1

JC 3 .0 3 .5 4 .0 5 .0

ф «  0 0 0 .4 9 8 6 5 0 .4 9 9 7 7 0 .4 9 9 9 6 8 0 .4 9 9 9 9 9 9 7

N(0,1) — n o r m a l  t a q s i m o t  k v a n t i l l a r i

P 0 .9 0 0.95 0.975 0.99 0.995 0.999 0.9995

1 .2 8 2 1.645 1.960 2.326 2 .576 3.090 3.291

4 0 8



3-jadva !

fr 00 = '2 (1 +
Z 2  к

t  (/с) — S t y u d e n t  t c i q s  i m o t i  k \ ; a n t i l i

к  -  o z o d l i k  d a r a j a s i ;  p  —  k v a n t i l  t a r t i b i

p
к \

0.750 0.900 0.950 0 .^ 75 0.990 0.995 0.999
1 1.000 3.078 6 .3 1 4 12 .706 31.821 63.657 318
2 0.816 1.886 2 .9 2 0 4 .3 0 3 6.965 9.925 22.3
3 0.765 1.638 2 .3 5 3 3.1 82 4.541 5.841 10.2
4 0.741 1.533 2 .1 3 2 2 .7 7 6 3.747 4.604 7.173
5 0.727 1.476 2 .0 1 5 2 .571 3.365 4.032 5.893
6 0.718 1.440 1.943 2 .4 4 7 3.143 3.707 5.208
7 0.711 1.415 1.895 2.3 65 2.998 3.499 4.785
8 0.706 1.397 1.860 2 .3 0 6 2.896 3.355 4.501
9 0.703 1.383 1.833 2 .2 6 2 2.821 3.250 4.297

10 0.700 1.372 1 .812 2 .2 2 8 2.764 3.169 4.144
11 0.697 1.363 1.796 2 .2 0 1 2.718 3.106 4.025
12 0.695 1.356 L.782 2.1 79 2.681 3.055 3.930
13 0.694 1.350 1.771 2.1 60 2.650 3.012 3.852
14 0.692 1.345 1.761 2 .1 4 5 2.624 2.977 3.787
15 0.691 1.341 1.753 2.1 31 2.602 2.947 3.733
16 0.690 1.337 1.746 2.1 2 0 2.583 2.921 3.686
17 0.689 1.333 1 .740 2.1 10 2.567 2.898 3.646
18 0.688 1.330 1.734 2.1 01 2.552 2.878 3.610
19 0.688 1.328 1.729 2 .0 9 3 2.539 2.861 3.579
20 0.687 1.325 1.725 2 .0 8 6 2.528 2.845 3.552
21 0.686 1.323 1.721 2 .0 8 0 2.518 2.831 3.527
22 0.686 1.321 1.717 2 .0 7 4 2.508 2.819 3.505
23 0.685 1.319 1.714 2 .0 6 9 2.500 2.807 3.485
24 0.685 1.318 1.711 2 .0 6 4 2.492 2.797 3.467
25 0.684 1.316 1.708 2 .0 6 0 2.485 2.787 3.450
26 0.684 1.315 1.706 2 .0 5 6 2.479 2.779 3.435
27 0.684 1.314 1.703 2 .0 5 2 2.473 2.771 3.421
28 0.683 1.313 1.701 2 .0 4 8 2.467 2.763 3.408
24 0.683 1.311 1.699 2 .0 4 5 2.462 2.756 3.396
30 0.683 1.310 1 .697 2 .0 4 2 2.457 2.750 3.385
4 0 0.681 1.303 1 .684 2 .021 2.423 2.704 3.307
60 0.679 1.296 1.671 2 .0 0 0 2.390 2.660 3.232
12« 0.677 1.289 1 .658 1 .9 8 0 2.358 2.617 3.160
oo 0.674 1.282 1.645 1 .9 6 0 2.326 2.576 3.090
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4-jadva l

x \ { k )  -  t a q s i m o t i  k v a n t i l i

к  —  o z o d l i k  d a r a j a s i ;  p  —  k v a n t i l  t a r t i b i

p
к

0 .9 0 0 .9 5 0 .9 9 P
к  \

0 .9 0 0 .9 5 0 .9 9

1 2 7 1 3.84 6.63 2 0 28.41 31.14 37.57

2 4.61 5.99 9.21 2 1 29.62 32.67 38.93

3 6.25 7.81 11.34 2 2 30.81 33.92 40.29

4 7.78 9.49 13.28 2 3 32.01 35.17 41.64

5 9 .24 11.07 15.09 2 4 33.20 36.42 42.98

6 10.64 12.59 16.81 2 5 34.38 37.65 44.31

7 12.02 14.07 18.48 2 6 35.56 38.89 45.64

8 13.36 15.51 20.09 2 7 36.74 40.11 46.96

9 14.68 16.92 21.67 2 8 37.92 41.34 48.28

1 0 15.99 18.31 23.21 2 9 39.09 42.56 49.59

11 17.28 19.68 24.72 3 0 40.26 43.77 50.89

1 2 18.55 21.03 26.22 4 0 51.80 55.76 63.69

1 3 19.81 22.36 27.69 5 0 63.17 67.50 76.15

1 4 21.06 23.68 29.14 6 0 74.40 79.08 88.38

1 5 22.31 25.00 30.58 7 0 85.53 90.53 100.42

1 6 23.54 26.30 32.00 8 0 96.58 101.88 112.33

1 7 24.77 27.59 33.41 9 0 107.56 113.14 124.12

1 8 25.99 28.87 34.81 1 0 0 118.50 124.34 135.81

1 9 27.20 30.14 36.19

IXi-kvadrat taqsim oti zichlik funksiyasi /  2( k )  :

Г 0, x < 0 ;  

x ) ~  \ T k n r ~ ' (к  1 2 ) х « - г)1ге - х П , x >  0.
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5-jadva l
F p ( . k ¡ , k 2  )  — F i s h e r  t a q s i m o t i  k v a n t i l i

k rt , k 2 -  o z o c f l i k  d a r a j  a t a r i ;  p  -  k v a n t i  I t a r t i b i

p = 0 . 9 5
k 2 * , 4 6 1 2 2 4 3 0 4 0 6 0 1 2 0 oo

1 2 2 4 .6 2 3 4 .0 2 4 4 .9 2 4 9 .0 2 5 0 .1 2 5 1 .1 2 5 2 .2 2 5 3 .3 2 5 4 .3
2 1 9 .2 1 9 .3 1 9 .4 1 9 .5 19 .5 1 9 .5 1 9 .5 1 9 .5 1 9 .5
3 9.1 8 .9 8 .7 8 .6 8 .6 8 .6 8 .6 8 .5 8 .5
4 6 .4 6 .2 5 .9 5 .8 5 .7 5 .7 5 .7 5 .7 5 .6
5 5 .2 5 .0 4 .7 4 .5 4 .5 4 .5 4 .4 4 .4 4 .4
6 4 .5 4 .3 4 .0 3 .8 3 .8 3 .8 3 .7 3 .7 3 .7
7Í 4.1 3 .9 3 .6 3 .4 3 .4 3 .3 3 .3 3 .3 3 .2
8 3 .8 3 .6 3 .3 3.1 3.1 3 .0 3 .0 3 .0 2 .9
9 3 .6 3 .4 3 .1 2 .9 2 .9 2 .8 2 .8 2 .7 2 .7

10 3 .5 3 .2 2 .9 2 .7 2 .7 2 .7 2 .6 2 .6 2 .5
11 3 .4 3 .1 2 .8 2 .6 2 .6 2 .5 2 .5 2 .4 2 .4
12 3.3 3 .0 2 .7 2 .5 2 .5 2 .4 2 .4 2 .3 2 .3
13 3 .2 2 .9 2 .6 2 .4 2 .4 2 .3 2 .3 2 .3 2 .2
14 3.1 2 .8 2 .5 2 .3 2 .3 2 .3 2 .2 2 .2 2 .1
15 3.1 2 .8 2 .5 2 .3 2 .2 2 .2 2 .2 2 .1 2 .1
16 3 .0 2 .7 2 .4 2 .2 2 .2 2 .2 2 .1 2 .1 2 .0
17 3.0 2 .7 2 .4 2 .2 2 .1 2 .1 2 .1 2 .0 2 .0
18 2.9 2 .7 2 .3 2 .1 2 .1 2 .1 2 .1 2 .0 1.9
19 2 .9 2 .6 2 .3 2.1 2.1 2 .0 2 .0 1 .9 1.9
20 2 .9 2 .6 2 .3 2 .1 2 .0 2 .0 1.9 1 .9 1.8
22 2 .8 2 .5 2 .2 2 .0 2 .0 1 .9 1.9 1 .8 1.8
24 2 .8 2 .5 2 .2 2 .0 1 .9 1 .9 1.8 1 .8 1 .7
26 2 .7 2 .5 2 .1 1.9 1 .9 1 .9 1.8 1 .7 1 .7
28 2.7 2 .4 2 .1 1.9 1 .9 1 .8 1.8 1 .7 1 .7
3 0 2.7 2 .4 2 .1 1.9 1.8 1 .8 1 .7 1 .7 1 .6
40 2 .6 2 .3 2 . 0 1.8 1.7 1 .7 1 .6 1 .6 1.5
60 2 .5 2 .3 1 .9 1 .7 1.6 1 .6 1.5 1.5 1 .4

1 2 0 2 .4 2 .2 1 .8 1.6 1 .6 1.5 1 .4 1 .4 1.3
oo 2 .4 2 .1 1 .8 1.5 1.5 1 .4 1.3 1 .2 1 .0

F { k ^ k 1 ') — F ish e r  taqsim oti zichlik funksiyasi:

0, * < 0

У И *) j ^2 \ r - l A \  г - 1 / ^ л Л  \*1/2;c(*,/2H/j +  ̂ L JC4-(*1*i2)/2 ; c > q

k .

k ,  , k 2 —  n a t u r a l  s o n l a r  .
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