5<9.¢

O ‘'ZBEKISTON R ESPUBLIKASI

oOLIY V A 0O ‘R T A M A X S U S TA’'LIM VA ZIRLIG I

Abdushukurov A.A., Zuparov T.M.

EHTIMOLLAR NAZARIYASI VA

MATEMATIK STATISTIKA

Oliy o gquvy urtlarining bakalavryo ‘nalishi talabalari
uchun darslik

Toshkent Axborot Texnclogiyalari Universitct

Axborot Resurs Markazi

“TAFAKKUR BO‘STONI”
TOSHKENT-2015



UO‘K: 519.2(075)
KBK 22.171
E-97

Tagrizchilar: Shoraxmetov Sh., Toshkent davlat iqtisodiyot
universiteti “Oliy matematika” kafedrasi professori,
fizika-matematika fanlari doktori;

Jamirzayev A.A., Mirzo TJlug‘beknomidagi

0 ‘zbekiston Milliy universiteti “Ehtimoiiar nazariyasi
va matematik statistika” kafedrasi dotsenti,
fizika-matematika fanlari nomzodi.

E-97 Ehtimoiiar nazariyasi va matematik statistika [matn]:
o‘quv qo‘llanma/ A.AAbdushukurov [va boshg.J. —T.:
«Tafakkur Bo‘stoni», 2015. —416 b.

KBK 22.171ya73
ISBN 978-9943-993-21-1

Darslik ehtimoiiar nazariyasi va matematik statistika fani o ‘qi-
tiladigan oliy ta’lim muassasalarining aniq va tabiiy fanlar ta’lim
yo‘nalishlarida tahsil olayotgan bakalavrlar hamda ilmiy-tadqgiqot
ishlari olib borayotgan magistrantlar uchun mo‘ljallangan. Unda za-
monaviy ehtimoiiar nazariyasi va matematik statistika fanining asosiy
da’volari, tushunchalari va tasodifiy tajiibalar natijalarini tahlii gilish
uslubiyatlan namunaviy misollar bilan batafsil bayon gilmgan. Dars-
likda fan bo‘limlari bo‘yicha mavzulami chuqur o‘zlashtirish uchun
mustaqil yechishga mo-‘ljallangan misollar, masalalar va test-topshi-
riglari ham keltirilgan.

Darslikdan ilmiy tadqiqot ishlari bilan shug‘ullanuvchi barcha
mutaxassislar ham foydalanishlari mumkin.

© Abdushukurov A.A., Zuparov T.M.,
2015.
ISBN 978-9943-993-21-1 © «Tafakkur Bo‘stoni», 2015.



KIRISH

Ushbu darslikda zamonaviy ehtimoiiar nazariyasi va matematik
statistika fanining asosini bayon qilish maqgsad qilib olingan.
Darslikda fanning asosiy tushuncha va da’volari imkoniyat darajasida
keng gamrab olingan bo‘lib, uni yozishda mualliflarning 0 ‘bekiston
Milliy universitetida ko‘p yillar davomida olib borgan mashg'ulotlari
materiallari asos qil ib olingan.

Darslikda oliy ta’lim muassasalarining aniq va tabiiy fakultetlari
bakalavriat ta’lim y o ‘nalishlarida tahsil olayotgan talabalar ma’ruza,
amaliy mashg‘ulot va mustaqil ta’lim materiallarini chuqur o‘zlash-
tirishlaii uchun ular zamr tipik masala va misollar bilan ta’minlan-
ganlar. Darslik tuzilishi bo‘yicha nomiga mos ravishda ikki gismdan
iborat bo‘lib, uning “Ehtimoiiar nazariyasi” qismi (I-VI boblar)
professor T.M.Zuparov va “Matematik statistika” qismi (VII-XIII
boblar) professor A.A.Abdushukurov tomonidan yozilgan. Mazkur
darslik hozirga qadar o’zbek tilidagi mavjud o‘quv go'llanma va
darsliklardan fargli ravishda yagona butunlik prinsipiga amal qilgar.
holda fanning har ikkala gismida magistrantlar va ilmiy xodimlar
tadgigotlar olib borishlari uchun zarui' bo‘lgan materiallami ham o°‘z
ichiga clgandir.

Hozrda ehtimoiiar nazariyasi va matematik statistika usul-
larining qo lianish doirasi fan, texnika va amaliyot bilan bog‘lig
deyarli barcha tadq iqgotlarda kengayib bormoqda va ular tadqiqotlar-
ning mugarrarligini aniglashda yuqori mutasaddi tashkilotlar tomoni-
dan talab etilmoqgda. Shu munosabat bilan mualliflar ushbu darslik
nafaqat talabalarga, balki mutaxassislar uchun ham foydaii bo'lishiga
ishonch bildiradilar.

Mualliflar kitobxonlaming darslikka oid fikr va mulohazalarini
minnatdorlik bilan qabul qiladilar. Ushbu darslik qo‘lyozmasini
tayyorlashda gimmatli yordami uchun mualliflar O'zbekiston Milliy
universiteti katta ilmiy xodim-izlanuvchisi N.S.Nurmuxamedovaga
tashakkur bildiradilar.



IBOB. EHTIMOLLAR FAZOSI

I-§. Tasodifiy hodisa. Elementar hodisalar fazosi

Ehtimollar nazariyasining asosiy tushunchalaridan biri tasodifiy
hodisadir. Bu tushuncha tajriba bilan chambarehas bog‘liqdir. Tajriba
sun’iy ravishda yaratiluvchi yoki uni o‘tkazuvchi shaxsning ixtiyoriga
bog'lig bo‘Imagan holda vujudga keluvchi ma'lum shartlar kompleksi
bajarilganida, o‘tkaziladigan sinovdan iborat. Tajribalami ikki sinfga
(turga) boMish muinkin. Ulaming birida tajriba natijalari tabiat qonun-
lariga tayangan holda oldindan aytib berilishi mumkin. Bunday tajri-
balar deterministik (aniglangan) degan nom bilan yuntiladi. Tajriba-
laniing ikkinchi sinfida esa bir xil shart-sharoit bajarilganda hani
sinov natijasida bir-birini rad etuvchi xilma-xil hodisalar ro‘y berishi
muinkin. Bunday xilma-xillik tnasalan, elektr lampochkalarining ish-
dan chiqgish liodisasini kuzatganda, elementar zarrachalar bir-birlari
bilan to'gnashganda, individumlarning biror tibbiy preparatga ta’sir-
chanligi kuzatilganda va hokazolarda uchraydi. Bunday tajribalami
o‘rganish ehtimollar nazariyasining predmetini tashkil etadi. Ular
tasodifiy (stoxastik) yoki ehtimollik tajribalari deb ataladi. Biz bun-
day tajribalami istalgancha gaytarish mumkin, deb faraz gilamiz.

Tasodifiy tajribaning har ganday natijasi elementar hodisa
deyiladi. Tajriba natijasida ro‘y berishi mumkin bo'lgan barcha ele-
mentar bodisalardan tashkil topgan to‘plamni biz elementar
hodisalar fazosi yoki tanlanma fazo deb ataymiz va Q orqali
belgilaymiz, har bir elementar hodisani esa ca, (sjeq ) orqali bel-
gilaymiz.

Elementar hodisalar fazosining tuzilmasini izohlash wuchun
quyida misollarkeltiramiz.

1-misol. Tajriba bir jinsli simmetrik tanga tashlashdan iborat
bo‘lsin. Ragamni «r» va gerbm «g» orqgali belgilasak, u holda
elementar hodisalar ojl=g va o)2 =r bo'lib, elementar hodisalar fazosi

Q -{ &5,a2} to'plamdan iborat bo‘ladi.
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2-misol. Tajriba nomerlangan kubni (yoqlari birdan oltigacha
nomerlangan bir j insli kubni) tashlashdan iborat bo‘lsin. Bunda ele-

mentar hodisalar fazosi Q ={1,2,3,4,5,6} to‘plamdan iborat.

3-misol. Faraz qilaylik, biz telefon stansiyasining ishini bir soat
ichida kuzatib, chagqirishlar (talablar) soni bilan gizigaylik. Kuzatuv
vaqtiaa bitta ham chagqirish kelmasligi, bitta chaqirish kelishi, ikkita
chagqirish kelishi va hokazo hodisalar ro‘y berishi mumkin. Bu
tajribada elementar hodisalar fazosi Q ={0,1,2,...} ko‘rinishga ega.

4-misol. n ta sharni m ta turli sharlami o‘z ichiga oigan idish-
dan tanlash bilan bogliq bo‘lgan murakkabroq tajribani ko ‘rib o‘tamiz.
Har birtanlovda olingan shar idishga gaytarib qo‘yiladigan tajribaga
takroriy (yoki gaytuvli) tanlash deyiladi. Bu holda n ta shardan
iborat har ganday tanlanma Q ={uxu2,...,un) ko‘rinishda yozilishi
mumkin, bu yerda uj orqgali i-gadamda olingan shaming ragami bel-
gilangan. Takroriy tanlanmada har bir u,, 1 , 2 , 3 giymatlardan
birini gabul gilishi mumkin. Elementar hodisalar fazosini tasvirlash
bir xil tarkibli, masalan, (5121234) va (1251243) kabi tanlanmalami
bir xil tanlanma yoki har xil tanlanma deb hisoblashimizga garab
tubdan farq qiladi. Shu munosabat bilan ikki holni farglaymiz:
tartiblangan tanlanmalar va tartiblanmagan tanSanmalar.

Tartiblangan tanlanmalar garalgan holda elementar hodisala-

fazosi Q ={(0;a>= (W 5w2, . =1,2,.../m} ko‘rinishga ega va ele-

mentar hodisalar soni N{CIl) =mn ga teng. Tartiblanmagan tanlan-
malami biz co=[z*,w2,...,«,] shaklida ifodalasak, bu holda elementar
hodisalar fazosi {co:co = [mi,m2,...w)ll;wZ=1 , 2 , ning elemenl-

tari sonini K(m,n) orqali belgilaymiz, u holda

N (Q) = K(m,n) = C™n, (€9)

tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda CIl = - — k-ta elementdan

j tadar tiizilgan guruhlar soniga teng. (1) tenglikning isboti ushbu

AT(LG) =1, K(m,n) =fjK (m -1,s) (2)
H
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rekkurent munosabatdan kelib cliigadi. (2) tenglikdagi K(m —,j)
&wal 77— ta turli sharli idishdan s ta shardan iborat tartiblamnagan
tanlanma olib, so‘ngra m -sharni n—s marta qo‘shib olishdan hosil
bo‘lgan elementar hodisalar soniga teng.

5-misol. Bu misolda endi tanlangan shar idishga qaytarib
go‘yilmaydi. Bunday tajribaga gavtarilnias tanlash deyiladi. Bu
holda n< 7 deb faraz qilamiz. Qaytarilnnas = ta shardan iborat
tartiblangan tanlash o ‘tkazilgan holda elementar hodisalar fazosi

Q =m[a>;co = (ii,,v2,...,un);u]=£u2 ~ unu,.

to‘plam orqali ifodalanadi va bu to‘plamning elementlari soni
(m)n=m(m n+1)

m elementdan n tadan o‘rinlashtirishlar soni A’n ga teng. Tartib-
lanmagan tanlash o'tgazilgan holda elementar hodisalar fazosi

Q ={&>© =[w,a2, . . . n2" unuj =1,2,..../«}

to‘plamdan iborat bo'ladi va har bir tartiblanmagan turli elementli
tanlanmadan n\ ta turli tartiblangan tanlanmani hosil gilish mumkin
bo‘lgani uchun barcha elementar hodisalar soni

r£(Q)= L% = ifiL=c;n

ga teng bo‘ladi.

b-misol. Navbatdagi imsol sifatida shamolning yo-‘nalishini
aniglashdan iborat bo‘lgan tajribani ko‘raylik. Agar biz natijani 6
orgali belgilasak, u holda 6 [0,2n) yarim intervaldan giymatlar gqabul
giladi. Shunday qilib, tabiiy ravishda Q elementar hodisalar fazosi
chekli yarim intervaldan (yoki aniqrog‘i aylanamng nuqtalaridan
iborat boTadi). Bir vagtning o‘zida shamolning yo‘nalishi 9 va uning
v tezligini kuzatish yana ham aniqroq tajriba bo‘lar edi. Bu holda
elementar hodisalar fazosi Q ={co =(0,v); O<0 < 2tt;v >0}, va’ni
ikki o‘lchovli vektorlardan tashkil topgan cheksiz to‘plam orqali
ifodalanar edi.



7-inisol. Broun harakati. Mikroskopda molekulalar tomonidan
ko‘p miqdordagi zarbalar natijasida tartibsiz (xaotik) harakat qila-
yotgan kichik zarrachaning holati kuzatilayotgan bo'lsin. Kuzatuv
[0,7] vaqt oraligida o ‘tkazilayotgan bo‘lsin. Bu tajribaning natijasi
zarrachaning harakat trayektoriyasidan iborat bo‘ladi. Agar bizni zar-
rachaning biror yo'nalish bo‘yicha siljishi qizigtirsa, u holda vaqtning
ixtiyoriy t momentida (fe [0,T]), uni tanlangan yo‘nalishdagi
proyeksiyasining vaziyati x(t) koordinata orqali ifodalanadi. Bu holda

elementarhodisalar fazosi Q ={;r(i);¢e [0,7°]} = C[or][0,J] oralig‘ida

aniglangan haqiqiy uzluksiz fiinksiyalar to‘plamidan iborat boiadi.

Demak, elementar hodisalar fazosi chekli, sanogli va hatto
kontinium quwatga ega bo‘lishi mumkin ekanligi yugorida keltirilgan
misollardan yaqqol ko ‘rinadi.

Elementar hodisalar fazosi bilan bir gatorda endi eng muhim
tushuncha tasodifiv hodisa yoki (boshqga tipdagi hodisalarni biz bu
darslikda ko’rmayotganligimiz sababli) hodisa tushunchasini Kiri-
tamiz. Hodisalar elementar hodisalardan tashkil topgan to‘plamlar
bo‘lib, ular odatda lotin alifbosining bosh harflari A,B,C,... lar bilan
belgilanadi. Tajriba natijasida albatta ro‘y beradigan hodisaga bi/.
mugqarrar hodisa deymiz. Aksmcha hech gachon ro‘y bermaydigan
(ya’ni birorta ham elementar hociisani o‘z ichiga olmagan) hodisaga
mum kin bo‘'lImagan yoki bajarilmaydi®“an hodisa deb aytaymiz va
uni 0 orgali belgilaymiz. Birorta berilgan hodisalar sinfiga tayanib
“yoki”, ”va”,”inkor qilish” kabi mantigiy bog'lanishlar yordamida
yangi hodisalarni “hech bo‘lmaganda” hosil qilish mumkin; bu
mantiqiy bogianishlarga to'plamlar nazariyasida ‘birlashma”,
“’kesishma” va “toTdirma” kabi amallar mos keladi.

A hodisaga teskari (garama-garshi) A hodisa deb, A hodisa
ro‘y bermaganda va fagat shundagina bajariladigan hodisaga aytiladi.

A va B hodisalarning yigindisi A+ B (yoki AU B ) deb, A yoki
£ hodisalar, yoki ikkalasi ham bajarilganda va fagat shundagina baja-
riladigan hodisaga aytiladi. A+ A - Q - mugarrar hodisa ekanligi o‘z-
¢ ‘zidan ayon.



A va B hodisalartiing ko‘paytmasi AB (yoki Af]B) deb, A va
B hodisalar birgalikda bajarilganda va fagat shundagina bajariladigan
hodisaga aytamiz. AA=0 - mumkin bo‘lmagan hodisa ekanligi
ravshan.

Agar AB=0 bo‘lsa, A va B hodisalar birgalikda bo‘Imagan
(yoki birgalikda bajarilmaydigan) hodisalar deyiladi.

A va B hodisalarning A B ayirmasi deb, A hodisa bajariiib, B
hodisa bajarilmaganda va faqat shundagina bajariladigan hodisaga
aytiladi.

Agar A hodisaaing ro‘y berishidan B hodisaning ham ro'‘y
berishi kelib chigsa, u holda A hodisa B hodisani ergashtiradi
deymiz va buni Ac.B ko'rmislida yozamiz.

Agar AB va B™A bo‘lsa, uholda A va B hodisalar teng
kuchli yoki teng hodisalar deyiladi va A- B orgali yoziladi. Teng
kuchli hodisalar bir xil elementar hodisalardan tashkil topgan ekan-
ligiga ishonch hosil gilishimiz mumkin.

8-misol. Tajriba simmetrik bir jinsli tangam uch marta
tashlashdan iborat bo‘lsin. Elementar hodisalar fazosi

Q ={col,m2,63,0 4,<a5/6,a>7,i98} to‘plamdan iborat boiib, unda

@l =(ggg)5 ®2=(ggr). ®j =(grg), ®4=(rgg)> °h =(grr)> cos = (rgr),
cor = (rrg), = (rrr). .4 hodisa tanga uch marta tashlanganda ikki
marta gerb tushishidan, B esa kamida ikki marta ragam tushishidan
iborat bo‘lsin, u holda A ={coz,c, 0)4} va B ={cos,as,a>,cos} ekanligi

ravshan. Demak, A + B ={co02,c0},0)s,(ds,(ds,g)7,0)s} - kamida bir marta

ragam tushish hodisasi, AB=0, A\B = A, A={co1,a)s,0)s,co7,(0H -
kamida lkkita ragam yoki birorta ham ragam tushmaslik hodisasidan
iborat.

9-misol. Tajriba birlik Lvadratga tavakkaliga zarracha tash-
lashdan iborat boTsin. A tashlangan zarrachaning doiraga tushishi,
B esa tashlangan zarrachaning kichik kvadratga tushishi hodisalari

bo‘lsa, u holda A+B, AB, A\B va A hodisalar zarrachaning mos
ravishda A va B figuralaming birlaslimasi, kesishinasi, ayirmasi va
birlik kvadratgacha to‘ldirmasi orqgali hosil qilingan (1-shaklda
tegishli sohalar shtrixlangan) solialarga tushishidan iborat.



A+B AB A\B &

1-shakL

Hodisalarning vyigindisi va ko‘paytmasi amallarini ularning
chekli yoki cheksiz to ‘plami ~ Aa (yoki (Jda), ]*["a(yoki f'\Aa)

a a a a

uchun kengaytirish mumkin.
To‘plamlar ustidagi amallaming barcha xossalari hodisalar

uchun ham c‘rinlidir, masalan:

a oc a a

A\B= A\AB =AB, A\(A\R)~ AR, AcB=>R"A,

A+A=A (A+R)C =AC+RC, (AnB)uC =(AuC)n(BucC).

2-§, Tasedifiy hodisalar algebrasi va a- algebrasi. Ehtimollar
nazarivasining aksiomalari. Ehtimollik fazosi

Elementar hodisalar fazosi cheksiz boTgan umumiy holda biz
barcha hodisalami q arash o ‘rniga, hodisalarning algebralari yoki o—
algebralari deb ataluvchi ba’zi sinflarinigina garaymiz. Shunday qilib,
elementar hodisalar fazosi Q ixtiyoriy to‘plamdan iborat va fl esa Q
to‘plamning qgism to ‘plamlaridan tashkil topgan birorta sistema
bo‘lsin.

I-ta’rif. Agar

I.Qefl-

2 . Aeflva Be fl munosabatdan A+ Be fl ekani kelib chigsa;
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3 .AeA munosabatdan.4e fl ekani kelib chigsa, u holda fl
sistema algebra deb ataladi.

2-ta’j-if. fl - hodisalar algebrasi, P=P(A); Asfl esa fl da
aniglangan va [0;1] to‘plamdan qiymatlar gabul giladigan to‘plam
funksiyasi bo‘lsin. Agar fl dan olingan va birgalikda bajarilmaydigan
ixtiyoriy A va B hodisalar uchan

P(A+B)=P(A) +P(B)

tenglik o‘rinli boTsa, u holda fl da chekli additiv o‘lchov kiritilgan

deyiladi. P(Q) = 1 shartni ganoatlantiruvchi chekli additiv o‘Ichovga

esa fl da aniglangan chekli additiv ehtimollik o‘lchovi deyiladi.
Agar fl hodisalar algebrasi bo‘lsa, u holda Aefl va Be fl

hodisalar nchun Af]B = AUB va A\B= A[]B munosab%tlarg%
ko‘ra Af]B e fl va A\B&fl ekanligi kelib chigadi. Shu kahi 1 va 3
shartdan 0 = Qe fl, yani 0 e fl ekanligi kelib chigadi.

Hodisalarning fl algebrasi ba’zan hodisalar halgasi deb ham
ataladi, chunki fl da halganing barcha shartlarini ganoatlantiruvchi
ikkita algebraik amal (go‘shish va ko'paytirish: UiPIl) Kkiritilgan.
Hodisalarning fl algebrasi, flr*Cl =fl boTgani uchun birlik halgani
tashkil etadi.

Algebra tashkil qiluvchi hodisalar sistemasining “eng kichigi®
fI={0;fl) ekanligi ravshan. Shu bilan birga Q to‘plamning barcha
gism to‘plamlaridan tashkil topgan hodisalar sistemasi JVI(Q) ham
algebradan iborat ekanligini tekshirish mumkin.

Agar D chekli fazo bolsa, u holda uning barcha qism to‘p-
lamlaridan tashkil topgan JVt(Q) sistema ham chekli to‘plam bo*ladi.

10-misol. Tajriba bir jinsli simmetrik tangani ikki marta
tashlashdan iborat bo‘lsin. U holda elementar hodisalar fazosi
f2={gg.,gr,rg,rr} 4 ta elementdan tashkil topgan chekli to‘plamdan
iborat bo‘ladi va «M(Q) algebraning barcha hodisalarini yozib chiqish

mumKin:
IVI(Q) ={0; {gg};{gr>; {ra};{rr};{g9g.9r};{gg,rg};{gg.rr};{gr.rg};{gr,n};

{rg.rr}i{9g.0r.rry:{gg.rr.or}; {9g.rr.orki{or.ro.rry;f.
10



Bu misolda *M,(Q) algebra 24=16-ta elementar hodisalardan
tashkil topgan. Agar Q uvplam N ta elementdan tashkil topgan
bolsa, u holda JVI(Q) to‘plam 2ata elementdan iborat. Hagigatan
ham 0 va 1 lardan tashkil topgan uzunliklari N ga teng bo‘igan

ketma-ketliklaming soni 2V ga teng va bunday ketma-ketliklar bilan
JI(Q) orasida o ‘zaro birgiymatlik moslik o‘matish mumkin

(2" = c£ +cl,+...-hcf).

3-ta’rif. Agar Q to‘plamning gism to‘plamlaridan tashkil top-
gan hodisalarning ~-algebrasida (2o shart o ‘mida):

2*. Ane JL;n=1,2,... dan [jAns A ekanligi kelib chigsa, u holda JA a —
=L

algebra yoki Borel algebrasi deyiladi. Q fazo va uning gism to‘p-

lamlaridan tashkil topgan JI o0 -algebra birgalikda o‘lchovli fazo deb

ataladi va {Qjf) orqgali belgilanadi.

11-misol. 1) Q =R={X; -00< je<oo sonli to‘g‘ri chiziq
bolsin. Tuorqgali chekli yoki cheksiz kesmalardan, intervallar va
yarim intervallardan tashkil topgan to‘plamlar sistemasini belgi-
laymiz. 3™ algebra tashkil gilmaydi. Masalan, A= (-00;—1) va
J = (l;+co) to‘plamlar yig‘indisi (-co;-1)w(l;+00) to‘plam siste-
maga kirmaydi. Agar po ni, undan olingan to‘plamlaming barcha
chekli yiglndilari bilan to'ldirsak, u holda hosil bolgan yangi
to‘plamlar sistemasi F"algebrani tashkil giladi.

T algebrani o ‘z ichiga oigan barcha a -algebralarni garaymiz.
3~c 1(Q) va sAIl(fi) cr -algebrani tashkil gilgani sababli, algeb-
rani o‘z ichiga oigan kamida bitta a -algebra mavjud. Bunday a -
algebralaming kesishmasi (ya’ni cr-algebralarning barchasiga tegishli
bolgan to'plamlar sinfi) yana cr-algebrani tashkil giladi. Bu barcha
intervallami o‘z ichiga oigan minimal a -algebra bolib, Borel cr-
algebrasi deyiladi va B= £B(R) orgali belgilanadi.

2) Q=1/?,,={jc= (X,,X2,...,jcn); xk& R} - n olchovli Evklid
fazosi bolsin. R: fazo nugqtalarini x=(xl,x2,...,.xn) ko‘rinishida ifo-

dalaymiz. /,,orqali
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{ xe Rn; at<x, < b,a2< x2< b2,..., an< xn< bn} 3)

ko‘rinishdagi barcha n o‘lchovli yarim ochiq parallelepipedlardan
tashkil topgan to‘plamlar sistemasini belgilaymiz, bu yerda -oo <ai<bi
haqiqiy sonlar. (3) ko‘rinishdagi yarim ochiq parallelepipedlarning
chekli yig‘indilaridan tashkil topgan ¢(B(Rn) sinf algebra tashkil qili-
shini tekshirish gqiyin emas. BYR,.) algebrani o!z ichiga oigan minimal
<7 -algebraning mavjud ekanligini 1 -xossadagi kabi isbot-

lash mumkin. @ cr-algebraga n o‘lchovli Evklid fazosidagi Borei
to‘plamlarining o -algebrasi deyiladi.

4-ta’'rif. Bizga (Qji)-oichovli fazo berilgan bo‘lsin. Agar
er -algebrada aniglangan P sonli iunksiya uchun quyidagi aksiomalar
o‘rinli bo‘lsa:

Kl.lstalgan Ae JAuchun P(A)>0 (P ning nomanfiyligi);

K2. P‘(Q) =1 (Pning normalanganligi);

K3. Juft-jufti bilan birgalikda bo‘lmagan Al,Az,...,An,... hodi-

salar ketma-ketligi uekun

\' X
P [An =y P(An) (Pningsanoqli additivligi)
Vel y el

u holda . er -algebrada P ehtimollik oTchovi yoki ehtimol kiritilgan
deyiladi.

(QJIZ, P) wuchlikka ehtimollar fazosi yoki ehtimollik modeli
deyiladi, bu yerda Jl hodisalarning o -algebrasi, PJ da aniglangan
ehtimol, P(”~4) (Ae J) songa A hodisaning ehtimoli deyiladi.

Demak, ehtimollik modclini yaratish o‘Ichovli fazoda manfiy
bo‘lImagan, sanoqli additiv Q fazoning oichori 1 bo‘lgan o‘lchov
kiritishdan iborat ekan.

Ehtimollar nazariyasinmg, yuqgorida Kiritilgan, aksiomatikasini
A .N.Kolmogorov taklif gilgan.. KI, K2, K3 aksiomalar sistemasi,
ulami ganoatlantiruvchi real obyektlar mavjud bo‘lgani sababli o'zaro
zid emas.
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3-8. Ehttniolning asosiy xossalari

Yuqorida keltirilgan aksiomalardan ehtimolning quyida kelti-
rilgan asosiy xossalari kelib chigadi.

lo) P(0) =0.

I°-xossaning isboti Ou fi=fl tenglikdan va KI, K3 aksioma-
lardan kelib chigadi.

2°) Agar A B bo'lsa, u holda P(B\A)=P(B)-P(A). B=A\J(B\A)
va Afl (B\A)=0 tengliklardan K3 aksiomaga ko‘ra

P(B)= P(A)+P(B\A).

Bu tenglikdan ushbu xossaning isboti kelib chiqadi:

3°) Agar Ac. B bo'lsa, P(A)< P(B) bo‘ladi.

4°) Agar A,Be A bo‘lsa, u holda

P(A\JB) = P(A) + P(B)~ P(AN1B).
Bu xossaning isboti AUB =AU (B\(ATMB)) tenglik va 2°-xossadan
kelib chigadi:
PL B)=P(A)+P{B\(1NBY)=P(A)+P(B)—P(AMNB).
5°) P(A) = 1- P(A) tenglik A\JA=C, Af]JA=0 munosabatlar va

K3 aksiomadan kelib chigadi.
6°) Agar Ane A, /?= 1,2,.bo‘lsa, u holda

6-xo0ssani isbotlash uchun (J An=(J tenglikka murojaat etamiz,

bu yerda S, =At, Z2="f| ..I'M,,-N4» «=23,., B:C]B =0, i*]j

tenglik o‘rinli. Demak KO aksiomaga ko‘ra

Quyidagi teorema ehtimollik o‘lchovi bilan chekli additiv
to‘plam funksiyasining uzluksizligi orasidagi bog‘lanishni ko ‘rsatadi.



1-teorema. P-JA-algebrada kiritilgan chekli additiv ehtimollik
oTchovi bo‘lsin. Uholda ushbu 4 ta shart o ‘zaro ekvivalent:

1.P a -additiv (ya’ni PR da kiritilgan ehtimol).

2. P — yuqgoridan uzluksiz, ya’ni B dan olingan va
AnczA t, n=1,2,., [JA eQB. shartlarni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy

n=l

Aj,A2,... ketma-ketlik (bunibiz Att orqali belgilaymiz) uchun
lim P(Am= Pj~JAa

3. P-quyidan uzluksiz, ya’ni B dan olingan va
4 £ «=1,2,..., P|Ane 3 shartlarni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy

n=l

A,,A2,... ketma-ketlik uchun (buni biz An 1 orqali belgilaymiz)
limP(AJ=P fH

4. P - “nolda wuzluksiz”, yani B dan olingan
ANg An n=1.2,., P|A,=0 shartlarni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy
ALA2,... ketma-ketlikrFl'Jchun (buni biz An 10 orqali belgilaymiz)
M(An):o.
Isboti. Teoremani biz ushbu 1)=> 2) => 3)=> 4) =>1) sxema

bo'yicha isbotlaymiz. Bu yerda i)=>j) orqali i) shartdan j) shart kelib

chiqisfii helgilangan
X

1)=>2). Ant va (JA:el bo’lsin. B =A,B,=A\Ar,fi=23,...
g=

hodisalami belgilaymiz. Bn hodisalar juft-jufti bilan birgalikda

X @
bajarilmaydigan hodisalar va jj.4,, =[JBr bo‘igani uchun P ning cr—
«“ A

additivligiga ko‘ra

va



2)=>3). Ani va fMAneB bo‘lsin. Bll=A]\An, n=12..
3=

hodisalami belgilaymiz. {Bn} hodisalar ketma-ketligi uchun Bnf shart

bajariladi va Q#,, = A\ ff]An Iboigani uchun 2°- xossaga ko‘ra

limP(.B,) =R 1JB, =P(A,)-P fl4,
ul vy
tenglik o ‘rinli bo'ladi. Demak,

}&PM,,) = lim P(Aj \Bn)= P(At) - lim P(B) = «, f]A,

3)=>4). Tabiiy.

4)=>1). 4°-x.0ssa o‘rinli bo‘lsin. Al,A2,... juft-jufti bilan bir-
x

galikda bajarilmaydigan hodisalar ketma-ketligi bo‘lib, R
ji=|

boisit). P ning chekli additivligidan, ixtiyoriy n> 1 uchun

< £ 4 H#EM f4)

x
tenglikning o‘rinli ekanligi kelib chigadi. Bn= YAideylik, u holda
gL

{R,.} ketma-ketlik uchun Bn-10 shart bajariladi. Demak, 4° ga ko‘ra

y 4P(4) = jim £ P (4)= HpPl Y. A = lim

»Y M

1-teorema isbotlandi.

4-§. Elementar hodisalarning diskret fazosi.
E htimolning klassik ta’rifi

Elementar hodisalar fazosi chekli yoki cheksiz, ammo ulami
ko‘rinishida nomerlab chigish mumkin bo‘lgan fazoga
elementar hodisalarning diskret fazosi deyiladi. Birinchi paragrafda

ko‘rib o'tilgan -, 2-, 3-misollarda elementar hodisalar fazosi Q
diskret fazo tashlcil giladi.
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fl diskret fazo va B. =M (Q) boisin. Bu holda ixtiyoriy Ae j?
hodisaning ehtimolini quyidagicha kiritish mumkin:
y'i pm= 1 shartni ganoatlantiruvchi manfiy bo'Imagan pn

ooed

sonlar berilgan bo‘lsin. A hodisaning ehtimolini
P(A) = Y<P 4
(A) ®r )

yig‘indi shak lida ifodalaymiz. (4) fomula orgali aniglangan to‘plam
funksiyas i ehtimol o‘lchoviga qo'yiigan 3 ta aksiomaning barchasini
ganoatiantiradi. Hagigatan ham, KI aksioma P(A) miqdorning anig-
lanishidan kelib chigadi. K2 aksioma ham bajariladi, chunki (4) teng-
likga ko‘ra

nfi)=2>, =1.

Agar A birgalikda bajarilmaydigan ikkita Aiva A2 hodisalarning
yig‘indisi "boTsa, u holda (4) tenglikka ko‘ra

p(4U4)=*(J)=Xp~= X {.=17. 4
coeA

itxe \JA2 cae 4,

bo'ladi, ya’ni (4) tenglik orqali kiritilgan ehtimollik o‘lchovi chekli
additivdir. Xuddi shu kabi P ning sanoqli additivligini ham isbotlash
mumkin. Demak,

A.*Ova Z P»=1
g

shartlami qanoatlantiruvchi sonlar yordamida (Q,R) o’lchovli fazoda
(4) formixla orgali ehtimol o‘lchovini Kiritish mumkin. Bu ta’kidning
teskarisi ham o‘rinli, ya’ni agar (Q.fl) o“Ichovli fazoda K, K2, K3
aksiomalarni ganoatlantiruvchi P ehtimol o‘lchovi kiritilgan bo‘lsa, u
holda (5) shartlami ganoatlantiruvchi shunday pa> 0 sonlar mav-
judki, A~™I1fl hodisaning ehtimoli (4) formula orgali ifodalanadi. Haqi-
gatan harn, A ={co] —yagona o elementar hodisadan iborat deb
hisoblab, hiz P(A) =pn = P({co}) tenglikka ega boTamiz. Demak, Kl
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aksiomaga ko'ra, pm> 0. Shu bilan birga, agar A =|©. ,a>h,...} bo‘lsa,

uholda K3 aksiomadan
A-4)= p ({®;i}+{coi2t+..)= X "{®}= X em
e A @A

(4) tenglik kelib shiqadi. Rundan va K2 aksiomadan A —Q deb
hisoblab.

taeQ
tenglikka kelamiz.
Agar £1 chekli elementar hodisalar fazosi bo‘lib, p® barcha &

elementar hodisalar uchun bir xil bo‘lsa, u holda (4) formula

= (6)

v : N(C1)

ko‘rinishga ega bo‘ladi. Bu yerda N(A) orgali A to‘plarnning ele-
mentlari soni belgilangan. Bu ehtimolning kiassik ta’rifidir. Bu holda
1= P(C2)= X pm = pmN (Ci)
IQ
bo‘lgani uchun

1
P(a ~ iV(Q)
tenguk o‘rinli, yani kiassik ia’rifga oLLb keladigan ehtimollar fazo-
sining modeli ixtiyoriy elementar hodisaning ro‘y berish imkoniyati
tajriba xarakterini aniqlovchi shartlarga nisbatan bir xil bo‘lgan
hollarda ishlatiladi. Masalan., simmetrik bir jinsli nomerlangan kub

tashlaneanda 1,2,...,6 elementar hodisalar uchun px= ..=peé = 5 sim-

metrik bir jinsli tanga uchun esa pcg)~P(r)=\ deb aniglash va

ehtimolning kiassik ta’rifidan foydalanish tabiiydir.

Demak, A hodisaning ehtimolini kiassik ta’rifdan foydalanib
hisoblash A hodisani ro‘y berishiga olib keluvchi barcha elementar
hodisalarning sonini hisoblashga keltiriladi. Ba’zan bunday hisob-
lash lar trivial, ba’zan esa kombinatorikaning qiyin masalasi boMib, uni
yechish uchun liozirgi kunda rivojlantirilgan nozik usullami qo‘l-
lashga to‘g‘ri keladi. Bunday sof texnikaviy qiyinchiliklami yengish
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ehtimollar nazariyasi faniga hech qanday alogasi yo‘gq. Ammo bir
gancha bunday holatlami tekshirmay turib, na o°‘rganilayotgan
mavzuning tabiati hagida, na lining amaliy imkoniyatlari haqida
tasawurga ega bo'lish mumkin emas.

Endi ehtimollikning klassik ta’rifidan foydalanib, ba’zi hodi-
salaming etimollarini hisoblaymiz.

12-misol. 3 ta nomerlangan kub tashlanganda tushgan ochkolar
yig ‘indisi 11 ga teng bo'lish ehtimolini toping.

Yechish. Agar oclikolar gaysi nomerlangan kubda tushganini
hisobga olsak, elementar hodisalar fazosi £2= {co;a>=
U =1,2,...,6;j = 1.2,3} ko‘rinishga ega ekanligi kelib chigadi. Bu
yerda (w,,«2,«3) orqgali mos ravishda birinchi nomerlangan kubda z/p
ikkinchi nomerlangan kubda u2 va uchinchisida u} ochkolar tushishi
belgilangan. Demak, barcha elementar hodisalar soni Y (Q)=63=216.
Agar A orgali tushgan ocbkolar yig‘indisi 11 ga teng bo‘lish hodi-
sasini belgilasak, u holda A= Q;u, + uz+ us= 11} ko‘rinishga
ega. 11 ochkoni 6 ta turli asul bilan olish mumkin (6+4+1; 6+3+2;
5+5+1 5+4+2; 5+3+3; 4+4+3). Shu bilan birga 6+4+1 kombinatsiyasi
ushbu 6 ta elementar hodisalardan biri bajarilganda va faqat shundagi-
na tushishini ko‘ramiz: (6,4,1), (6,1,4), (4,6,1), (4,1,6), (1,6,4), (1,4.6).
Xuddi shu kabi, 6+3+2, 5+4+2 kombinatsiyalar ham 6 tadan ele-
mentar hodisalardan biri bajarilganda ro‘y beradi. 5-5-1. 5-3-3, 4-4-3
kombinatsiyalaming har biriga mos keluvchi elementar hodisalaming
soni 3 ga teng ekanligi ravshan. Shunday qilib, N{A)=3-6+3-3=27 va
ehtimolning klassik ta’rifiga ko'ra

PU)- *(A)_ 27 _1
N(Q) 216 8

13-misol. 36 ta gartadan iborat bo‘lgan qartalar dastasidan
tavakkaliga 3 ta qarta olinadi. Bu qartalaming uchalasi liam bir xil
tusli bo‘lish ehtimolini toping.

Yechish. Qartalarni dastadan olish tartibi bu misolda
ahamiyatga ega bo‘lmagani uchun elementar hodisalar fazosi

Q = {co;© = [uxu2,u3\,ux™it2* ti3;u:=1,2,...,36}



. 3675-34
ko‘rinishga ega. Demak, N(D.)=Cije= ~ ~ . A orqgali olingan qar-

talar dastadi bir xil tusli bo‘lish hodisasini belgilasak va dastada har
biri 9 ta gartadan iborat bo‘lgan 4 xil turli tus borligini hisobga olsak,
u holda

. 49-8-7
N(A)=4C8= ~

Demak,
P,n-mA)_4Cj_ 4
at(Q) clé 85
5-8. B a’zi klassik modellar va tagsimotlar
1. Rinomial taqgsimot. Simmetrik tanga n marta tashlangan

bo‘lib, knzatish natijasini (uvu2,...,un) ko'rinishidagi tartiblangan
ketma-ketlik shakli da ifodalaylik. Bu yerda ut= 1, agar tanga i-marta
tashlanganda “gerb” (”yutuq”) tushsa va w =0, agar ’ragam”

(“yutgaziq”) tushsa. Jami 2" ta bunday ketma-ketliklar mavjud.
Elementar hodisalar fazosi ushbu ko‘rinishga ega:
O ={coa>= {uxu2,...,un),uj = 0,1} _
Har bir coe 12 elementar hodisaga
JP . n
uy n—<£ Yy
p{O)=pH q H (7

ehtinolni mos go‘yamiz, bu yerda manfiy bo‘lImagan p va q sonlar
p +q=\ terglikni qganoatlantiradi. (7) tenglik orgali berilgan sonlar

o‘lchoV/li fazoda ehtimol o‘lchovini kiritishini ko ‘rsatish
uchun (5) munosabatning o ‘rinli ekanligini isbotlaymiz, (7) tenglikka
ko‘ra p{co) manfiy bo‘Imagani uchun

X p(®)=1
Q
ekanligini tekshirishimiz kifoya giladi. Buning uchun

X u;=k,(k=0,1,2,...,«) boTgan barcha a = (ul,uz,...,un) elementar
H
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hodisalami ajratamiz. Bunday iiatijalar soni k ta “bir’m n ta o‘ringa
o ‘rinlashtiris.hlar soni C* ga teng. U holda

@n k=0
Demak, Q fazo, uning barcha gism to‘plamlaridan tashkil topgan A
sistema va unda

@A
orgali kiritilgan ehtiinol o‘lchovi ehtimollar fazosini aniqglaydi. Bu
hosil bo‘lgan modelni tangani n marta tashlash jarayonini tasvirlay-
digan ehtimollik modeli deb atash mumkin.
Endi le marta “yutuq” chigishidan iborat
Ak = {ct\(o = (ui,uz,...,un);ul +uz+ ... +un=k},k =0,1....,w

hodisani ko‘raylik. Yuqorida aytilganiga ko ‘ra,
P..(k) —P{AK) = Chp kqmk (8)
ekanligi kelib chigadi. (8) formulaga Bemulli formulasi deviladi.

P.(k)

Ehtimollarning ( P(Ai),P(Al),...,P(A/l)) to'plami ehtimollaming

(n hajmli tanlanmaia yutuglar soni uchun) binomial tagsimoti
deyiladi. U k =np yagmida maksimumga erishadi va k undan o‘ngga

yoki chapga chetlansi kamayadi. Agar p - bo‘lsa, binomial tag-
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simotsimmetrik, qolgan hollarda esa nosimmetrik deyiladi (2-shaklda
«=15va p =~ bo‘lgan nosimmetrik binomial tagsimotning grafigi

tasvirlangan).

Binomial tagsimot amaliy masalalarda ko‘p ucliraydi. Masalan,
tekshirishdan o‘tgan sanoat mollarining soni, tanlamadagi qoni
ma’lum guruhga tegishli boTgan odamlar soni va boshqgalar shular
jumlasidandix. Binomial tagsimotning boshga xossalari va unga doir
miso liar 4-bo’bda keltirilgan.

2. Gipergeometrik tagsimot. Qarta targatish bilan bog‘lig
bo‘lgan masalaga e’tiborimizni garatamiz, shu bilan birga bir marta
berilgan qarta qartalar dastasiga gaytarilmaydi deb faraz gilamiz. Bu
faraz ko‘pincha hagigatga yaqin. Qartalar dastasida m ta qarta bor
bo‘lib, ulardan ml tasi gizil, golgan tasi esa qora bo‘lsin. Qartalar

dastasidan n hajmli tartiblangan gaytarilmas tanlanma olamiz (m>ri).

Olingan tanlanmada k ta qizil garta bo‘lish ehtimoli nimaga teng?
Elementar hodisalar fazosi bu holda

Q = {©<y = [«/,,m2,...,«J; Kk, *. K2 = 0,1,
(I-8 dagi 5-misolga gqaralsin) ko‘rinishga ega. Har bir elementar
hodisaning ro‘y berishi teng imkoniyatli ekanligim hisobga olib.
barcha N{Q) = m{">ta elemei. -r hodisalar bir xil ehtimolga ega deb

faraz gilamiz.
Ak orgali tanlanmada k ta qizil ga:xz bo‘lish hodisasini belgi-

laymiz. Agar gartalarning fagat rangi va ulaming uchrash tartibinigina
hisobga olsak, u holda tanlanmada k ta qizil va n—k ta gora garta

bo'lish ehtimoli (6) tenglikka ko‘ra m{kmm2"k)/ m{"]. Agar endi

ranglarning uchrash tartibini hisobga olmay, fagat mos rangdagi gar-
talaming umumiy soninigina hisobga olsak (k ta qizil va n-k ta

gora), m(n ta tiirli tanlanmalar ichida k ta qizil gartani o‘z ichiga
olganlarining soni Ck ga teng. Shunday qilib,

Ik} (n-k) C n~k
pn(m,k)=p(AKk)=cnm' 2 )— =-JV a- 9)
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0), Pn{mA),...,Pn(m.jn)) ehtimollar to‘plami gipergeometrik
tagsimot deyiladi. Bu binomial tagsimotning gavtarilmas tanlanma
uchun analogidan iborat bo‘lib, agar m soni n ga nisbatan juda katta
bo‘lsa, bu ikkita tagsimotlar bir-biridan uncha katta farg qilmaydi.
ammo amaliyotda uchraydigan ko‘p hollarda m va n solishtirib
bo'ladigan sonlardan iborat boTadi.

14-misol. (Ko‘ldagi baliglar soni haqgidagi inasala.) Yuqorida
ko‘rilgan ehtimollik modelining qizigarli tatbiglaridan bin gqavta
tanlash metodi deb ataluvchi taftish o‘tkazish usulidan iborat. Buni
tushuntirish uchun ushbu koidagi baliglar soni haqidagi masalaga
e’tiboringizni garatamiz.

KoTda m ta balig bor. Baliglar sonini aniglash uchun koTdan
ml ta baliq tutib olinib (ular birinchi tanlanmani tashkil giladi), belgi
go‘yilib, ulami yana ko‘lga qo‘yib yuboriladi. Tutib olingan baliglar
belgilanmagan baliglar bilan aralashib ketishi uchun biroz vaqt o‘t-
gach, yana n hajmli tanlanma olinadi. Agar ikkinchi tanlanmada har
bu belgilangan va belgilanmagan baliglarni tutib olishni teng imko-
niyatli deb faraz gilsak, u holda belgi qo‘yilgan baliglaming soni k ga
teng bo‘lish ehtimoli (9) fonnula orgali ifodalanadi. Agar m ning
giymatini (9) ehtimolni maksimallashtiradigan qilib tanlasak (bunday
usul bilan baholash matematik statistikada haqigatga maksimal
o‘xshashlik usuli nomi bilan tanish), u holda ko‘ldagi baliglar soni
uchun

bahoni olamiz. Agar ko'ldagi belgi qo‘yilgan baliglar hissasini
ikkinchi tanlamadagi belgi qo‘yilgan baliglar hissasiga teng desak, u
holda yana (10) bahoni olamiz. Bu esa mazkur bahoning ma’qul baho
ekanligini ko ‘rsatadi.

6-8. Geometrik ehtimollar

Ehtimollik modellaiining yana bir muhim sinfi geometrik
ehtimollar deb ataluvchi sinfdir. Q f?-oichovli Evklid fazosining
chekli w-o‘Ichovli hajmga ega bo‘lgan sohasi bo‘lsin. Q ning hajmini
aniglash mumkin bo‘lgan har ganday gism to‘plamiga hodisa deymiz.
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fl orgali barcha hodisalar sinfini belgilaymiz. A hodisaning ehtimoli
deb ushbu

P(A)=10 il (11)

F(Q)

nisbatni gabul gilamiz. Bu yerda V(A) soni A to‘plamning n- o‘l-
chovli hajmi. (1 1) formula yordamida aniglangan P to‘plam funk-
siyasi ehtimol o ‘lchovining barcha aksiomalarini ganoatlantirishini
ko‘rish giyin emas.

(Q,AP) ehtimollar fazosi, bu yerda P -ehtimol o‘lchovi (11)
formula orgali aniqlangan, U sohaga tavakkaliga (tasodifiy ravishda)
nuqta tashlashbilan bog‘lig bo‘lgan masalalar uchun model vazifasini
o ‘taydi. Bu yerda U elementar hodisalar fazosi kontinium gquwatga
ega bo‘lgani uchun klassik ta’rifdan foydalana olmaymiz. Nuqtaning
vaziyati U sohada tekis tagsimlangan, ya’ni nuqgtani ~sohaga tushishi
bu sohaning noTchovli hajmiga proporsional deb faraz gilinadi.

15-misol. 2a uzunlikka ega bo‘lgan kesmaga tavakkaliga nugta
tashlanadi. Shu nuqtadan kesmaning eng yaqgin uchigacha bo‘lgan
masofa a/ 2 dan kichik bo'lish ehtimoli topilsin.

Y'echish. Umumiylikka zarar etkazmay, kesmaning uchlari 0 va
2a koordinatalarga ega deymiz. Tashlangan nuqtadan O nuqtagacha
bo‘lgan masofani x orqgali belgilaymiz. U holda oizni qgizigtirayotgan
hodisa x<ai2 yoki 2a- x<a/2 boMganda va fagat shunda ro'y
beradi.

Talab gilingan ehtimol (« 2-+-a/2)/2a=1/2 nisbatga teng
(3-shaklga garang).

/1171117 t )
0 alz a 3a//é/ o 2|a

3-shakl.

16-misol (Byuffon masalasi). Tekislikda bir-biridan 2a maso-
fada parallel to‘g'ri chiziglar o‘tkazilgan va shu tekislikka uzunligi
21(/<a) bo‘lgan igna tavakkaliga tashlanadi. Ignaning to‘g‘ri chiziqg-
lardan birortasini kesib o ‘tish ehtimoli topilsin.

Yechish. Ignaning o‘tgazilgan to‘g‘ri chiziglarga nisbatan
vaziyati uning o ‘rtasidan unga eng yaqin turgan chiziggacha bo'lgan



x masofa hamda igna bilan to‘g‘ri chiziq orasidagi ¢ burchak orgali
ifodalanadi (5-shakl). 0<x<a va 0<cp<7i bo'lgani uchun ignaning
barcha holatlari (ya’ni barcha elementar hodisalar) tomonlari 0 va i
bo‘lgan to‘g ‘ri to ‘rtburchak nuqtalari bilan aniglanadi (4-shakl).

4-shakl.

Ignaning parallel to‘g‘ri chiziq bilan kesishishi (A hodisa)
uchun x</sin<p tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarlidir. lzlana-
yotgan ehtimol, (11) formulaga ko‘ra, 4-shakldagi shtrixlangan soha-
ning yuzini to‘g‘ri to'rtburchak yuziga nisbatiga teng bo‘ladi, ya’ni

P =P(A)=— flsing>ifcp=—.

an * an

Byuffon masalasi, snharyadning kattaligi va uning quwatini
hisobga olish bilan bog‘lig bo lgan otishlar nazariyasining ba’zi
masalalarini hal etishda asosiy rolo‘ynaydi. Bundan tashqgari, Byuffon
masalasi n sonining giymatini tasodifiy tajribalar usulidan foydalanib
topishda ham ishlatiladi. Hagigatan ham, yechilgan masaladan n = 5
Pa

fonnula hosil bo*ladi. Ignani tashlash yordamida n ni aniglash uchun

n(A)

yetarlicha ko‘p tajriba o‘tqaziladi va mos chastota P = P(A)

ehtimolga tenglashtiriladi (bu yerda n tajribalar soni, n(A) esa
ignaning parallel chiziglardan birini kesib tushgan hollar soni).
17-misol. Tomonlari a vah ga (b<a) teng bo‘lgan to‘g‘ri

to‘rtburchakka tavakkaliga nuqgta tashlanadi. Tashlangan nuqgtadan
to‘rtburchakning eng yaqin tomonigacha bo‘lgan masofa x dan katta
emasligining ehtimoli topilsin.
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Yechish. Umumiylikka zarar keltirmay, to‘g‘ri to‘rtburchak-
ning uchi koordinatalar boshida va uning tomonlari koordinata o ‘glari
bo'ylab yo‘nalgan deb faraz gilamiz (6-shaklga garang):

nt

. M(Vn)

6 -shakl.

Tashlangan M nuqtaning koordinatalarini (~,r/) deylik. Hisob-
lanayotgan ehtimol wushbu Ax= {(*,q);min{",d,a—\,b —q}<x}
hodisaning ehtimoliga teng.

A* ={ ("en);min{",q,<3-",6-r|} > x)={{l,r\)\x<i><a-x,x<"<bh-x)

tenglik o ‘rinli. Demak, izlanayotgan ehtimol (11) formulaga ko‘ra 6-
shaklda shtrixlangan sohaning yuzini, to‘g‘ri to'rtburchakning yuziga

nisbati sliaklida ifodalaaadi, ya’ni J3(AX) = F(x) =-~-, bu yerda Sx
soni Ax sohaning yuzi, S = ab esa to ‘g ‘ri to‘rtburchakning yuzi.

Agarx<0 bo‘lsa, sx=0 va x>b/2 bo‘lsa, Sx=S muno-
sabatlar o‘rinli ekanligini ko‘rish qiyin emas. Endi 0<x<b/2
boTsin, uholda Sx=S- (b-2x')(a- 2x). Demak,

0, agar x < Q,
F(x)=941—1- 2x/b)(\-2x /a), agar 0< x< b /2,
o[1, agar x> b/ 2.
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7-8. Shartli ehtimollar. Hodisalaming bog‘ligsizligi

Shartli ehtimolning ta’rifini kiritishdan oldin bir qgancha
misollar ko‘ramiz.
18-misol. Oilada 2 ta farzand bor. 0 ‘g ‘il bola tug‘ilish ehtimo-

lini — deb olib, ushbu hodisalarning ehtimollari topilsin.

| 0. Oiladagi harikkala. farzand o‘g ‘il (A hodisa).

2 ° Oilada bitta farzand o‘g ‘il ekanligi malum (B hodisa). Oila-
da ikkinchi farzand ham o“gfil.

Y echish. Ikkita farzandli oilalarda bolalami jinslari bo‘yicha
taqsimoti quyidagicha:

1) birinchi bola o‘g“il, ikkinchisi kam o‘g‘il(o0‘0*);

2) birinchi bola o“g‘il, ikkinchisi qiz (o0°q);

3) birinchi bola qiz, ikldnchisi o‘g“il (qo*);

4-) birinchi bola giz, ikkinchisi ham giz (qq).

Demak, elementar hodisalar fazosi Q={o‘0‘,qo‘,qq} ko'inishga
ega va bunda barcba elementar hodisalar teng ehtimolli. Klassik

ta’rifga ko‘ra P {A)-~.

2" -holda biz go‘himcha axborotga egamiz (B hodisa baja-
rilgan), ya’ni oilada bitta bola o‘g‘il. Bu holda endi oV, o‘q, qo*
elementar hodisalar teng inakoniyatli, demak, izlanayotgan ehtimol

ga teng deyish tabiiy.

19-misol. Idishda in ta oq va n- m ta gora shar bor. Idishdan

ketma-ket 2 ta shar olingan.
| o Olingan liar ikkak shar og (A hodisa) ekanligining ehtimoli

topilsin.
2°. Agar birinchi olingan shar oq (B hodisa) ekanligi ma’lum
boTsa, ikkinchisi ham oq shar ekanligining ehtimoli p (A/B) topilsin.
Y echish. Ehtimolning klassik ta’rifidan p(A) = "~n ~ ekanligi
«(17-1)

kelib chigadi. Ikkinchi holda, birinchi olingan shar og bo‘lgani uchun,
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ikkinchi tanlashdan oldin idishda n - 1 ta shar golgan va ulardan m —1
. !
tasioq, demak P(A /B) = --—- )
n—

Ehtimol Idassik usul bilan kiritilgan holda A, B, A1 B va AB

hodisalarning ehtimollari mos ravishda
P(A) iV(?i)’ P(AB) ONug)eI p(£) I’_\IIJ(Q)l
-P(/1/ B) —N (A/B) _ P(AB)
’ N(B) P(B)
ekanligi ravshan. Bu oxirgi tenglik shartli ehtimolga umumiy ta’rif
berish imkonini beradi.
5-ta’rif. 1Q,A P) ehtimollar fazosi berilgan va A,B<=4;
P(B)> 0 bo‘lsin. A hodisaning B hodisa ro‘y bergandagi shartli
ehtimoli deb ushbu

PB(A)= P(A/B) =~ - (12)

nisbatga aytiladi.
(12) nisbatni
P(/1B) = P{B)Ps()1) (13)
shaklda gayta yozib, ko‘pavtirish formulasi deb ataluvchi tenglikni
hosil gilamiz. (13) tenglikdan, induksiyaga ko‘ra, hodisalaming
ixtiyoriy ko‘paytmasining ehtimolini topishga doir ushbu formula
kelib chigadi.
Agar Al,A2,..., Atl hodisalar uchun P(A}A2.--AX[)>0 boisa, u
holda
P{AXA2...An)= P{AX)P ~ A 2)PAA2KABY --P AIA* An_x(Ar,). (14)

20-misol. 3 ta tuz, 4 ta girol va 2 ta valetdan iborat bo'lgan
gartalar dastasidan ikki o‘yinchi galma-gal tavakkaliga (bittadan)
garta olishadi. Qaysi o ‘yinchi birinchi boiib dastadan tuz olsa, Shu
o‘yinchi o‘yinni yutgan hisoblanadi. Agar valet chigsa o‘yin durang
bo‘ladi. Olingan qartalar dastaga gaytib qgo‘yilmaydi. Birinchi
o‘yinchining yutish ehtimoli topilsin.
Yechish. Ehtiinoli izlanayotgan hodisani A orgali belgilaymiz.
U holda A hodisa A= {t, qqt, qqqqt} ko‘rinishga ega. Bu yerda “t” -
birinchi o‘yinchiga tuz chigganini, *“qqt” — birinchi va ikkinchi
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o‘yinchiga girol chiggandan so'ng birinchi o‘yincliiga tuz chigqanini
va nihoyat qqqqgt” —birinchi va ikkinchi o ‘yinchilarga ikkitadan qirol
chigib, so‘ng birinchi o‘yinchiga tuz chiqqanini bildiradi. Klassik
ta’rifga va shartli ehtimolning ta’rifxga ko ra quyidagilami topamiz:

P(q) =4/9, P(t) = 3/9, Pqg(q) =3/8, Pg?)=3/7,
PM(i) =2/7,Pw (i )= 1/6 IPWi(0 = 3/5.
Topilgan ehtimollarni yuqoridagi (14) formukga qo‘ysak
P(qqt) =P(q)Pq(q)Pvi0) =4/9-3/8-3/7=1/14,

P(qqqqt) = P{q)Pq(q)PJq)Pm {q)1%m {t) =4/9- 3/8-2/7-1/ 6-3/5=1/210
tenglik hosilbodadi. Demak
P(A) = P(t) + P(qqt) + P(qqqqt) =1/3 + 1/14 + 1/ 210=43/105

ekan.

2-teorema. Agar Be fl - fiksirlaagan hodisa bo‘lsa, u holda
PK(A) shartli ehtimol, Ae fl hodisaning PB funksiyasi sifatida yangi
(a,fl, PB) ehtimollar fazosini aniq laydi.

Isboti. Teoremani isbotlash uchun PB ning (Qjt) oichovli

fazoda aniqglangan ehtimol odchovi ekanligiga ishonch hosil qili-
shimiz, ya’ni PB uchun KIl, (C2, K3 aksiomalar o ‘rinli ekanligini

ko‘rsatamiz. Haqgigatdan ham, (12) formuladan

Pfi(")>0 vaprB(n)=21B1!1=3121= 1|
by 3 P(B) P(B)

munosabatlaming o‘rinli ekaaligi kelib chigadi. Agar At,A2
birgalikda bodmagan hodisalar bo'lsa (.4,- A2=0 ), u holda Ar va
A2B hodisalar ham birgalikda emas. Demak,

p .4 +A PA B+A23) - P(AB)+P(A2B) _ P(A2B)_
1 2 P(B) P(B) P(B) P(B)

=Pb(A) +Pb(A2),

ya’ni PB claekli additiv.
AL A 2,... An,. hodisalar ketma-ketligi Amjc An, n=12,.. va

p7|Ai:=0 (ya’ni An-i-0 ) shartlami ganoatlantirsia. U holda {BAn}
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ketma-ketlik uchun ham BAnjc: BAr va p|BAn=0 munosabatlar
=

o‘rinli boiadi va P ning nolda uzluksizligiga ko‘ra
lim PB{An)= lim~ | =_i~limP(A4n)=0.

n—Mo «->00 1 (i>) lit)) tf-*00

Bundan 3-§ dagi 1-teoremaga asosan PB uchun K3 aksiomaning
o ‘rinli ekanligi kelib chigadi.

Demak, PB fiinksiya (Q,A) oichovli fazoda aniglangan ehtimol
oichovi ekan.

Hodisaiarning bogiigsizligi. Hodisalaming bogiigsizligi ehti-
mollar nazariyasining asosiy tushunchalaridan bin hisoblanadi. Bu
xossa ehtimollar nazariyasini oichovli fazolaming umumiy nazariya-
sidan ajratib turadigan o ‘ziga xos xususiyatini aniglab beradi.

Agar P(A/ B) = P(A) tenglik bajarilsa, u holda A hodisa B
hodisaga bogiig emas deyish tabiiydir. Agar P(A) > 0 boisa, u holda
P(B/A) shartli ehtimol mavjud va ko‘paytirish teoremasiga koia

P(BIA) =~ = P(B)P{A/B] = P(B)
P(A) P(A) v
Demak, A hodisaning B ga bogiigsizligidan B hodisaning ham
A ga bogiigsizligi kelib chigadi, ya’ni A va B hodisalaming
bogiigsizligi simmetriklik xususiyatiga ega ekan.

Agar A va B hodisalar bogiigsiz boisa, u holda
P(AB)= P(A)P(B) tenglik o‘rinli va bu tenglik A va B hodisalaming
ehtimollari nol boiganida ham ma’noga ega. Natijada biz ushbu
ta’rifea kelamiz.

6-ta’rif. Agar

P(AB) =P(A)P(B)
tenglik o‘rinliboisa A va B hodisalar bog‘ligsiz deyiladi.

21-misol. Tajriba simmetrik tangani 2 marta tashlashdan iborat.
A orgali birinchi tashlanganda gerb chiqish hodisasini, B orqali esa
tanga ikkinchi marta tashlanganda gerb chigish hodisasini
belgilaymiz. U holda elementar hodisalar maydoni B8={gg,gr,rg,rr},
A ={gg,0r} vaB={gg,rg} to‘plamlardan iborat boiadi. Agar elementar
hodisalaming har biri 1/4 ehtimolga ega ekanligini hisobga olsak, u
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holda p(Ay=1/2,p(B) =1/2,pP(AaB) =1/4 boiadi. Demalk,
P(AB) =P (A)P(B) va AZ? hodisalar bogiigsiz.

7-ta’riff. Ai.a2,....Ar hodisalar berilgan boisin. Agar ixtiyoriy
1</, <i2<...<it<n; 2<k <n sonlar uchun

P{AhA2..A,K)= P(A )P(Ah)...P(A. )

tengliklar o‘rinli bo‘lsa, n holda a;a2,....an birgalikda bog‘ligsiz
hodisalar deyiladi.

7-ta’rifdan axa2,..., an, birgalikda bogiigsiz hodisalar bolsa, u
holda ularning ixtiyoriy gism to‘pkmidagi A f, Ai,..., Ai hodisalar
ham birgalikda bogiigsiz ekanligi kelib chigadi. Ushbu misol hodisa-
laming birgalikda bogligsizligi ularning juft-jufti bilan bogligsiz-
ligiga nisbatan kuchliroq shart ekanliginiko‘rsatadi.

22-misol. Tajriba simmetrik tangani 2 marta tashlashdan iborat

boisin (20-misolga garang). A={gg.gr}, B={gg.rg} va
C={gg.rr\v — tanga ikki marta tashlaganda ikki marta bir xil tomon

tushish hodisasini belgilaymiz. Agar barcha elementar hodisalar bir xil
ehtimolga ega bo‘lsa, u holda

P(A) = %, = P(AB) =P (AC) =P (BC) = -,

ammo P(ABC)= -4* i = pP(A)P{B)P(C), ya'ni a,8,c hodisalar juft-

jufti bilan bogiigsiz, lekin nlar birgalikda bogiiqsiz emas.

EhtiiObffer uazalyasida ko‘pinclia bogiigsiz hodisalar bilan
birga hodisalar sinflarining bogligsizligini ham qarashga to‘g‘ri
keladi.

8-ta’rif. & .\ J L hodisalarning algebralari (cr-algebralari)
berilgan boisin. Agar barcha {AjeJLi,/=1,2,...,« } hodisalar uchun
P(AjA2...An) = P(A,)P(A2),..P(An) tenglik o'rinli bolsa, u holda
A\J12--*,8n algebralar (rr-algebralar) birgalikda bogiigsiz deyiladi.

30



8-8. To‘laehtimollik formuiasi. Bayes formulasf

Ai,A2,...,An iuft-jufti bilan birgalikda bo‘lmagan va musbat
n
ehtimollarga ega bo‘lgan hodisalar bo‘lsin. Agar bo‘lsa, u
A
holda

P(B)=Y,P(AI)P(B/AJ) (15)
j=i
formula ovVmli. (15) formulaga to‘la ehtimollik formuiasi deyiladi.
(15) formulani isbotlash uchun B = A.B+ A*B+ ..+ AnB

likka murojaat gilamiz. Bu yerda A]B,A28B,...,AtB juft-jufti bilan bir-
galikda bo‘lmagan hodisalar ekanligi ravshan. Demak,

P(B) =X P(BAj).
j-1
Bu tenglikning P(BAj) go‘shiluvchilariga ko'paytirish formulasini
go‘llab, toTaehtimollik Formulasini hosil gilamiz.

ToYa ehtimollik formuiasi, murakkab hodisalaraing ehtimol-
larini shartli ehtimollami qo‘llab topishda asosiy vosita vazifasini
bajaradi.

Ehtimolning (T-additivlik xossasidan foydalanib, (15) formulani
al,a2,... —sanoqli, juft-jufti bilan birgalikda bo‘lmagan hodisalar

uchun umurriashtirish mumkin.

23-misol. Birinchi idishda 2 ta oq va 3 ta qora, ilddnchisida esa
1ta oqg va 4 ta qora shar bor. Birinchi idishdan tavakkaliga 2 ta shar
olib ikkinchisiga solingandan so‘ng ikkinchi idishdan tavakkaliga
olingan shar oq shar ekanligi ehtimoli topilsin.

Yechish. ax a2 va as lar orqgali birinchi idishdan ikkinchisiga

olib go‘yilgan sharlarning mos ravishda har ikkalasi ham oq, har
ikkalasi qorava tvirli rangda bo‘lish hodisalarini, B orgali esa ikkinchi
idishdan olingan shar oq shar bo‘lish hodisasini belgilaymiz. U holda
ehtiinolning klassik ta’riflga ko‘ra

teng-



P(B/A¢ = P(B/A2)=+, P(B/A3)=I

tengliklar o'rinli bo‘ladi. lzlanayotgan hodisaning ehtimoli, toTa
ehtimollik formulasiga ko‘ri, quyidagicha bo* ladi:

P(B)=P(A)P(B !A,)+ P(A2P(BiA2 +P(A3)P(B/A3)=
13 31 6 1_6
To'7 Té'y To'7~35"

Ko'paytirish formulasidan ushbu
P(B)P(Ak!B) = P[BAK) =P(Ak)P(B ' Ak), k =1,...,n,

tenglikning o‘rinli ekanligi kelib chigadi. Rundan to‘la ehtimollik
formulasiga tavanib topamiz:

L.*= (.6)
I P(A)r<.BIA))
y'=1
(16) formulaga Bayes fonnulasi deyiladi. Bayes formulasi

matematik statistikada keiig qo‘llaniladi. Statistik qo'llanishlarda
Al,A2,...,An hodisalami ko‘pincha “gipotezalar”, P(®¢) ehtimolni »
gipotezaning aprior (tajribagacha) ehtimoli P(Ak/B) shartli ehti-
molni esa uning aposterior (tajribadan so4dnggi) ehtimoli deb ata-
shadi.

24-misol. Shifokor bemomi tekshirib ko'rganda uning AxA2,A3
kasallilclarning biii bilan og‘rigaaligini gumon qildi. Ularning
ehtimollari ma’lum shartlar ostida mos ravishda quyidagilarga teng:
P(Aj)=1/2, P(A,)=1/6, P(A3)=13. Shifokor kasallikning tashxisini
aniglash uchun, agar bemor Ay kasallik bilan og°‘rigan bo‘lsa. 0,1
ehtimol bilan, A, kasallik bilan og‘rigan bo' Isa, 0,2 ehtimol bilan va
A3 kasallik bilan og‘rigan boTsa, 0,9 ehtimol bilan ijobiy natija
beradigan tahlil belgiladi. Jami besh marta tahlil o ‘tkazilib, ulafdaii
to‘rttasi ijobiy va bittasi esa salbiy natija berdi. Tahlil o‘tkazilgach har

bir kasallikning ehtimollari bisoblansin.
Vechish. B orqali beshta tahlildan to'rttasi ijobiy va bittasi
salbiy natija berish hodisasini belgilaymiz. Bemor A Kkasallik bilan



og'rigan holda (ya’ni A, gipotezasi bajariisa) B hodisaning ro‘y
berish ehtirnoli Bernulli formulasiga ko‘ra
P(B/A,) = C40,1)4<0,9 =5m0,00009 = 0,00045.
Xuddi shu kabi A2 va A3 gipotezalar uchun bu ehtimolliklar
mes ravishda
P(B/A2) =C4(0.2y m0,8 =5m0,00128 =0,0064
va
p{B/a~ =CH§(0,9)4-0,1 =5-0,06561 =0,32805
bo'ladi.
Shunday qilib, Bayes formulasiga ko‘ra, tahlillar o ‘tkazilgach,
Ax kasallik bilan og* riganlik ehtirnoli

P(AXi B) = —----mmmmmmmmeee 1/2-0.00009------------------ * 0,002,
v 1 7 1/2-0,00009+1/6-0,00128+1/3-0,06561
A kasallik bilan og* riganlik ehtirnoli
P(A21B) = —--m-m-mmmmmmmem- 1/6-0.00128----------------- 0.01
2 1J2-0,00009+1/6-0,00128+1/3-0,06561
va A3 kasallik bilan og ‘riganlik ehtirnoli

P(J3/B)= «0,988
v 3

1/2-0,00009+1%_%,?0128“/3-0,06561
ekanligini topamiz.

Bu hisoblashlarni nazarda tutib, shifokor bemor A3 kasallik
bilan og'rigan deb tashxiz go‘yishi tabiiydir.

9-8. Bog‘liq bo‘Imagan tajribalar ketma-ketligi

Tajriba deb, biz natijasi tasodifiy hodisalardan iborat ekspe-
rimentni tushunamiz. Biz qabul qilgan aksiomatikada tajriba qan-
daydir ehtimollar fazosidan iborat. Bir xil tajriba n marta ketma-ket
0 ‘tkazilayotgan bo'lsin va har bir tajribaning natijasi N ta elementar
hodisalardan iborat bo'lsin. Umumiylikka zarar keltirmay, ularni
0,1,...,iV—1 sonlaridan iborat deyishimiz mumkin. Elementar hodi-
salar fazosi bu holda diskret fazo bo’lib, ushbu ko'rinishga ega

Q = {oo;0= (c01,G2, =0,l,...,iV-vk=1.2,..,«}



®= (<»!,02,...,CO,,) elementar hodisa ak;k = 1,2,...,» &aimvolni biz «
nomerli tajribada oo hodisa ro‘y berdi deb talmin gilamiz.
Har foir coe d elementar hodisaga

p(u) = ®,)=P(0IPa2 **pPm, a7)
ehtimolni mos qo‘yamiz, bu yerda manfiy bo‘lmagan po.pi,.... pv_lI
sonlar quyidagi shartni ganoatlantirsir:

N -1
£ & =1- 18
1=0 (18)

(17) tenglik orqgali berilgan p(co) sonlar (Q,«K(Q)) olchovli fazoda
ehtimol o*Ichovini Kkiritishi uchun (5) munosabatning o ‘rinli
ekanligini, p(co)>0 boTgani sababli ~ j5(w)=1 ekanligini ko‘r-

0eQ
satish kifoya. Hagigatdan ham, (17), (18) tengliklarga ko ‘ra,
N
X p(@= X __p(01ax, =
1 €0j;(@2;...;c0,,~0,Ar
BV n jv-1

Po\Pli)2 ""P«>n i

g@ " =ov md=0"
Demak, @ fazo, uning barcha gism to plamlaridan tashkil topgan Jao-
algebra va umda
p{Aa)= £/?(co0) (19)
cae
formula orqgali kiritilgan ehtimol o ‘Ichovi ehtimollik modelini
aniglaydi. (18) tengiikdagi pi sonlar alohida olingan (fiksirlangan)
tajnbada 7-natijaning ro‘y berish ehtiinolidan iborat. Hagigatan ham,
agar ak (i) = {co; co;, =/} boTsa, u holda (19) tenglikka ko'ra

P(AK(r)= X P(foi,(a2,...,(0k,...,(dn) =

(aeJk[i)
N -1 N-I N-I N-I N -1
o X X X "Pak_\PiP<ak+x *mmPio,, — Pi =

X

coj=0 (o;_i=0coi-=0to;+i=0 co,,=0

Faraz qilaylik, qx A-tajribanirig elementar hodisalar fazosi
Ak=M(Q), Pk esa (Q,,yit) oichovli fazoda po,p1,..., pN _1 sonlar
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yordamida kiritilgan ehtimoi o‘lchovi bo‘Isin. U holda (cik .gk-pt)
ehtimollar fazosini fctajribaning matematik modeli va (Q,Ji.,pPx,
(dJiz2,p2), (Qnrsa,.,p,) ketma-ketlikni esa tajribalar ketma-
ketligining modeli deb atash mumKkin.

| BOBGA DOIR MASALALAR

1. U,n amallariiing quyidagi xossalari isbotlansin:

1) AvaB =PU Aavaryve =8 Ma (kommutativlik);

2) (¢UiT)U C= ~un(5uC),(*N5)NC=~M(5MNC)
(assotsiativlik);

3) A{\(B\jc)= (/inS)U(~nC),

AU@®MNC)=(a Us) Na flC) (distributivlik);

4) ALj A =A,Afr A = A (idempotentlik);

5 a{je = Aa[1 8 (iUadiamchilik prinsipi).
2. Q-ixtiyoriy to'plam, A,At,A2,...vaB.BI,B2,...-Q hing

gism to'plamlari bolsin. Simmetrik ayirma quyidagi xossalarga ega
ekanligi ko ‘rsatilsin:

3.A va B hodisalar  birgalikda  bajarilishi uchun,
A +B,A +B.A +8B hodisalarning ko'paytmasi bo‘sh bo'Imasligi
zaiur va yetarli ekanligi isbotlansin.

4. ldishda « ta oq va / ta qora shar bor. Idishdan tavakkaliga
bitta shar olib chetga qo'yiladi. U oq shar ekan. So‘ngra idishdan yana
bitta shar olinadi. Bu olingan shar ham oq shar bo‘lish ehtimoli
topilsin.



5. n ta elementdan iborat to‘plam berilgan. Undan tavakkaliga
bo‘sh bo‘Imagan gism to‘plain tanlanadi. Tanlaagan gism to‘plamdagi
elementlar soni juft bo‘lish ehtimolini toping.

6. Ehtimol tushunchasidan foydalanib, quyidagi ayniyatlar
isbotlansin:

1) Tck=2k; 2) x(ck)2=ca,,
k=0 =0

3 ¢(-1Y-%Ch=cu,m>n-I1-
4=0

m
4) 2 k(kx -lyc~ :»#BW_%)Z” ,m> 2.
*=0
7. lkkita A ya. B talabalar quyidagi o'yinni o'ynashadi. Bi-
rinchi gadamda A talaba uchta nomerlangan kubning oltitadan yoq-
lariga 1 dan 18 gacha boTgan sonlami xohlagan tartibda joylashtirib
chigadi. Ikkinchi gadamda s talaba nomerlangan kublarini yaxshilab
o‘rganib chigib, ulardan biriixi tanlaydi. Uchinchi gadamda a talaba
golgan kublax'dan birini tanlaydi. So‘ngra har gaysi o‘yinchi o‘zidagi
nomerlangan kubni tashlaydi va katta ochko tushgan talaba o‘yinni
yutadi. Bianday o ‘yin qaysi talaba ixchxxn foydaliroq?
8. Tavakkaliga tanlangan butun musbat son tub son boTish
ehtimoli topilsin.
9. a - algebra tashkil etmaydigan hodisalar algebrasiga xnisol
keltiring.
10. i5—sanoqli to‘plam va f1 uning barcha gism to‘plamlaridan
tashkil topgan a -algebra bolsin. Agar A chekli bo‘lsa, fi(a) =0 va

agara cheksiz bo‘lsa /u{a)=qo deylik. ;i () to'plam funksxyasi chekli

additiv, ammo sanoqli additiv emasligiko ‘rsatilsin.
11. Har bir «>1 da Aal,Aa1,...,an hodisalar ko ‘paytmasi uchun

ushbu
pfn 4 -(«-D
\i=l / =
tengsizlik isbotlansin.
12. P(AIB) +P(A/B)=1,P(AiB)+P (I/B) =] tengliklar,

umuman olganda, noto‘g‘ri ekanligini ko ‘rsatuvchi misollar keltiring.



13. AxAr, .., A,, bogTigsiz hodisalar va p(ai)< 1,i=1,2,....n
bo‘lsin. U holda shunday 8 hodisaning mavjudligini ko’rsatirsgki,
P(5)>0 bo‘lib, ixtiyoriy 1<i<n uchun s flA1=0 bo‘lsin.

14. n ta shar n ta yacheykaga tasodifiy ravishda joylashLtiril-
gan. Aynan ikkita yacheykaning bo‘sh boMish ehtimoli p n topilsin.

15. Tanga n marta tashlanadi. Har bir tajribada “gerb” chiqish
ehtimoli p, ragam chiqish ehtimoli esa . n(n) orqali chiqgan
gerblar soni tog bo'lish ehtimolini belgilaylik. n(n) topilsin.

16. Ixtiyoriy uchta A,8,c hodisalar uchun

\P(AB) - P(AC)\ < P(BAC)
tengsizlik o‘rinli ekanligi isbotlansin.

17. A hodisa o‘zi bilan bog‘ligsiz bo‘lsa, uning ehtimoli 0 yoki
1 ekanligi isbotlansin.

18. A~ va B bogTigsiz hodisalar boTsin. Bu hodisalarning
ehtimollari orgali quyidagi hodisalarning ehtimollari hisoblansin.

a) A va B hodisalardan « tasi ro‘y beradi;

b) a va B hodisalardan eng ko‘pi bilan « tasi ro;y beradi;

¢) A va B hodisalardan eng kamida « tasi ro‘y beradi,
(0<A:<2).

19. A,Bt,B, hodisalar berilgan. A va B] hamda A va B8,
hodisalar bog'ligsiz: boisa, uno kil A va 5, Uj8; hodisalar bog'ligsiz
bc'lishi uchun A va fIP 2 hodisalarning bog‘ligsiz boMishi zarur va
yetari.' ekanligi isbotlansin.

20. A va B bogTigsiz hodisalar va P (/J-5) =1 bo'lsin. U
holda yoM a yoki B hodisaning ehtimoli 1 ga teng ekanligi
ko“rsatilsin.

TEST SAVOLLARI

1. A hodisa ganday bo‘lganda aAvja = a tenglik o'rinli bo‘ladi?

A.Aa=0 B. a=Q C.a=q\a D.Hechgachon.

2. A va B hodisalar ganday bo'lganda (a[j B)\B- A tenglik
o0 ‘rinli?

A .8 =0 B. A=0 c.ae =0 D.Hardoim.



3. Quyidagi ifodani soddaJashtiring: (A m+B)(A + B ).

A A+ B B. B C.0 D.a.

4. Quyidagi ifodani soddalashtiring: (» + B)[A + B).

A. 0 B. A c. B D. fi.

5. Agar boTsa, A nimaga teng?

A. B B. A C.B-A D. A-B.

6. Ac: B boTsa. ABC ifodani soddalashtiring.

A. B B. BC C. A D. AC.

7. Qanday shart bajarilganda A-i- B; A-t- B; A+ B hodisalar

birgalikda bo'ladi?

A.A* (2 B.aB=Q <c.aAB=*0 D.B=*0.

8. Idishda 3 ta ogq va 7 ta qora skar bor. Idishdan tavakkaliga
olingan shar oq shar boiish ehtimoli topilsin.

A. 7/15 B. 0,7 C. 1/15 D. 0,3.

9. 36 talik qartalar dastasidan tavakkaliga ikkita garta olingan.
Ulaming har ikkalasi ham tuz boMish ehtimolini toping.

A. 1/81 B. 1/105 C. 1/9 D. 0.

10. Tavakkaliga tanlangan ikkita ragamlar ichida 0 ragami yo‘q
boTish ehtimoli topilsin.

A. 0,8 B.0,9 C. 0,81 D. 0,99.

11. Tavakkaliga tanlangan ikkita ragamlar ichida 0 ragami yoki 1
ragami yo‘g bo ‘lish ehtimoli topilsin.

A. 0,99 B. 0,64 C. 0,98 D.0,81.

12. 6 ta oq va 8 ta qora shar solingan idishda.n tavakkaliga ikkita
shar olingan llckala shar ham bir xil rangli bo'lish ehtimolini toping.

A. 477 B. 25/49 C.3/7 D. 43/91.

13. Uchta simmetrik tanga bir vaqtda tashlanganda ikki marta
gerb chigish ehtimoli ganday?

A. 3/4 B. 1/2 C. 3/8 D. 5/8.
14. Agar p(a)=0,6; p(A +8B) = 0,8 bo‘lsa p (A B) hisoblansin.
A. 0,2 B. 0,32 C. 0,48 D. 0.4.

15. A va B hodisalar bog°‘ligsiz bo‘lib, P{.4)=0,6: P(B) =0,5
bo‘lsa, P(A -h B) hisoblansin.
A. 0,6 B. 0,5 C.0,3 D. 0,8.



16. Agar A va Z? birgalikda bo‘lmagan hodisalar bo‘lsa, to‘g‘ri
tenglikni ko'rsating.

A. A-B=0 B. A+8B =0 C. AcB D. AB=0

17. Agar A va B birgalikda bo‘lmagan hodisalar boTsa va
P{A)= px\ P(B) = p-1 bo‘lsa, p(A + B) hisoblansin.

A. p, B. A+p2-p p2 C.pi+p2 D.po2.

18. Agar p(A) =1/4; p(B)=2/3 va P(A+B)=5/6 bo‘lsa,
P (/IB) hisoblansin.

A. 7/12 B. 1/6 C. 1/12 D. 12/15.

19. {(Xx,y.0<x,y<\} kvadratga tasodifan nuqta tashlangan.

Ushbu A= {(x,y);x< 1/2}, B ={(X,y);y > 1/ 2} hodisalar uchun ush-
bu tasdiglarning gaysinisi o‘rinli?

A. AvaB hodisalar bog‘ligli

B. A va B hodisalar birgalikda emas

C. A vaB hodisalar bog-‘ligsiz

D. A va B ixtiyoriy hodisalar.

20. {1, 2,3,4,5/6, 7,8,9,10} to‘plamdan 3 ta ketma-ket (gaytaril-
mas) fanlovdan iborat bo'lgan tasodifiy tajribaga mos kelgan Q -ele-
mentar hodisalar fazosining elementlar soni topilsin.

A. 720 B. 1000 C. 30 D. 60.

21. {1, 2,3,4,56, 7,8, 9,1C] o'plamdan 3 ta ketma-ket (gaytari-
luvchan) tanlovdan iborat bo‘lgan tasodifiy tajribaga mos kelgan Q-
elementar hodisalar fazosining elementlari soni topilsin.

A. 30 B. 720 C. 60 D. 1000.



I1BOB. TASODIFIY MIQDORLAR VA TAQSIMOT
FUNKSIYALARI

1-bobda biz (cs.g,r) ehtimollar fazosini aksiomatik qurib, ba’zi
eng sodda ehtimollik modellami muhokama qildik. Anmio ehtimollar
nazariyasi fagat tasodifiy hodisalar va ulaming ehtimollarini topish
bilangina chegaralanib qolganda edi. u bunday yaksalishga va
amaliyotda bu gadar keng tatbiq doirasiga ega bo‘lmag;an bo ‘lar edi.
Ehtimollar nazariyasining boshlang‘ich davriga qaytib gimor o‘yin-
larida o*yinchilami o'yinning tasodifiy ogibatigina emas, balki u bilaa
bogTig bo*‘lgan yutiig yoki yutgazish, ya’ni shu ogibatga mos qo‘yil-
gan son giymat qgiziqgtirishini eslaylik. Bunday son giyiuatni tasodifiy
migdor deb atash tabiiy. Bu bobda biz shu tasodifiy raiqdor tushun-
chasini o‘rganamiz.

I-8. Tasodifiy migdorlar

Ehtimollar nazariyasining asosiy tushunclialaridan biri tasodifiy
migdor tushunchasidir. Tasodifiy migdor tasodifga bogTiq holda u
yoki bu son giymatlarni gabul qiluvchi migdordir. Masalan, tavak-
kaliga olingan n ta mahsulotlar ichidagi yarogsizlarining soni, n ta
0‘q uzilganida nishonga tekkan o'glar soni, asbobning beto‘xtov ish-
lash vaqti va hokazolar tasodifiy migdorlarga misol bo‘la oladi. £ -
tasodifiy miqdor, tajribaning liar bir mumkin boTgan ogibatiga mos
go-yilgan sondan iborat. Tajriba natijalarining to”plami elementar ho
disalar bilan ta’rifiaagani tufayli tasodifiy migdorga Q elementar ho-
disalar fazosining 4= (CJ) funksiyasi sifatida garash mumkin. Taso-
difiy migdoming ta’nfini keltirishdan awal bir gancha misollar ko ‘ramiz.

1-misol. Tajriba tangani 2 marta tashlaslidan iborat. Elementar
hodisalar maydoni
Q ={gg, gr.rg.rr}
ko‘rinishga ega. e - gerb chiqgishlar soni bo‘lsin. f ning qiymati ele-
mentar hodisalarning £=£(<y) funksiyasidan iborat. (:0j funksiya-
ning giymatlari jadvali ushbu ko‘rinishga ega:
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@® gg gr rg T
£(co) 2 1 1 0

2-misol. Tanga foirinchi bor gerb chigqunicha tashlansin. Bu
holda

R ={g.,rg,rrg,nrg,.., 1r...g,..}={©,<y2- co,
£ - tanga tashlashlar soni boTsin. U holda £ elementar hodisalarning
funksiyasi bo'lib, agar ca =con (» =1,2,...) boTsa, =n boTadi.
3-misol. Radiusi R ga teng boTgan doiraviy tekis ekranda

tasodifiy ravishda zarracha paydo bo‘lish hodisasi kuzatilayotgan
bo‘lsin. £ OTaqali zarrachadan ekran markazigacha bo‘lgan masofani

belgilaylik. Bu holda fi = {co\co = (x,y)\ x“+y2< R} - to'plamdan ibo-
rat bo‘ladi. £ elementar hodisalarning funksiyasi boTib, ¢{(<y)=x2+y"
tenglik o “rinli.

Yugonda ko‘rilgan misollar tasodifiy migdomi elementar
hodisalar fazosining funksiyasidan iborat deb izohlash mumkin
ekanligini ko‘rsatadi. Ammo Q da aniglangan ixtiyoriy fiinksiyani
tasodifiy migdor deb cjarash mumkin emas. Amaliyotda ko‘pincha

tasodifiy migdoming qiymati u yoki bu to‘plamga tegishli
bo‘lish ehtirnoli nimaga teng degan savolga javob berishga to‘g‘ri
keladi. Demak, sonlar o ‘gidagi yetarlicha keng {5} to'plamlar sinfi
uchun biz B) to‘plam hodisalarning 1 er-algebrasiga

tegishli bo‘lishiga va demak, Pp({co;a(<y)e B}) ehtimolni hisoblash

mumkin ekanligiga ishonch hosil gilishimiz kerak.
I-ta’rif. (¢2,11,p) — ehtimollar fazosi va £ =% (a>) - Q da anig-
langan sonli funksiyaboTsin. Agar har ganday haqiqiy x uchun

{cor(co)<x}eB 8

munosabat o‘rinli boMsa, u holda bunday £ =£((«) funksiyaga

tasodifiy migdor deyiladi.
Funksional analiz kursidan maTumki, (1) shartni ganoatlan-
tiruvchi, Q <aaniqglangan ¢ = £(©) funksiyaga fi a -algebraga nisba-
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tan o‘lcliovli funksiva deyiladi. Shunday qilib, fazodagi taso-
difiy migdorJi a -algebraga aisbatan o*Ichovli fimksiyadan iborat ekan.
2-ta’rif. Ixtiyoriy xe r son uchun aniglangan

F(x) =F(x)=/>({g<xi)
funksiyaga s, tasodifiy migdorning tagsimot funksiyasi deyiladi.

Tasodifiy miqdorning yana bir eng sodda misoli sifatida a e JE
hodisaning 1a(0j) indikatorini garash mumkin;

0, agar o< A.

0, x < 0,-
{<y;EB>)<xv = A, 0<x<lI, 2)
Q, x>1

munosabatdan 1a¢a>) funksiyaning tasodifiy migdor ekanligi kelib
chigadi. TJning tagsimot funksiyasi (2) munosabatga ko'ra

01 jC< 01
F{x) =\P{A), 0<x<1],
], x>\,

ko‘rinishga ega.

Endi Ai&_a.ain aj=o0, tV /,3a; =fi bo'lsin, u holda

®
£E(<y) =£x,/4 (iy);xée r (3)
i=l
ko‘rinishda ifodalangan tasodifiy migdorga diskret tasodifiy migdor
deyiladi. Agar (3) yig‘indi chekli bo‘lsa, u holda bunday tasodifiy
migdorga sodda (yoki elementar) tasodifiy miqdor deyiladi.

(3) tenglikdan diskret tasodifiy miqgdor fagat xi,x2,... qiy-
matlarnigina qabul qilishi kelib chigadi. Agar pi =P{A )=P(g =xi)
belgilash kiritsak, a holda diskret tasodifiy migdor £ ushbu jadval
orgali to‘ laaniglamdi.
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§ X1 X2 X,y

P Pi P2 Pn
Yuqoridagi jadvalga diskret tasodifiy migdoming tagsimot

gonuni deb ataladi. Bunda ~ pi= 1tenglik o‘riiili.
=
Tasodifiy migdorlarning yana bir gancha misollarini ko ‘ramiz.
4-misol. Siinmetrik bir jinsli tanga tashlansin. Bu holda

(135 1]

Q = [9)1,0j2] bo‘lib, bu yerda <u,=“g”, oj2="“r”,31 esa Q ning barcha
gism to‘plamlaridau iborat. =P({<a2})=y

fl
£(©) = L N
deylik. Bu holda
0,x< -1,
(a>)< xj = §{a2},-1 < x<1
iQ.jc>1
munosabat o'rinli. Demalc, w(&>) - tasodifiy miqdor ekan. Uning
tagsimot funksivasi
i0,x<—q
Fr (jc) —{1/2,—1<x <],

ko‘rinishga ega va grafigi 7-shaklda keltirilgan.

1A
F({x)

0,5

7-shakl.
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5-misol. [a,b] kesmaga tasodifiy ravishda nuqta tashlansin.
ya’ni nuqta [aZ>] kesmaning birorta gism Lo'plamiga tushish ehtimoli
u to‘plamning Lebeg o‘lchoviga proporsional bo‘lsin. Bunda
Q =[a,Z?] bo‘lib, s esa [a,e] kesmadagi barcha Borei to‘plamlaridan

iborat bo‘ladi. ¢ =¢(('>) funksiyani

¢ (co)=c ,@e
formula orqgali belgilaymiz, ya’ni ¢ - \a,b\ oraligga tushgan nuqta-
ning koordinatasidan iborat. Bunda

munosabatning o‘rinli ekanligini ko‘rish giyin emas. Shunday qilib,
har ganday xe rR uchun {e:¢(co)<xte 4, ya'ni ¢ (fd) tasodifiy

migdor boTar ekan. g (co ) tasodifiy migdorning tagsimot funksiyasi

0,Nm< a,

FAx)={"-,a<x<b,
b-a

[1x>b.

Bu tagsimot funksiya (8-shakl) \_a,b] oraligda tekis tagsimlangan
tasodifiy migdorning tagsimotini aniglaydi.

8-shakl.

Endi ehtimollar fazosi va unda aniglangan tasodifiy miqdor
bo'Imagan funksiyaga misol keltiramiz.
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6-misol. Q =[0,1], A - [0,1] oralig‘idagi Lebeg o‘Ichovli to‘p-
lamlaming a -algebrasi bo‘lsin. p(A) = A(A), As A deymiz, bu yerda
1(A) orqgali A to'plamning Lebeg o‘lchovi belgilangan. U holda
(Q,A,P) - ehtimollar fazosi. e - [0,l] oraligdagi Lebeg bo‘yicha o‘l-

chovsiz to‘plam bo‘lsin*, £(io) = 1€e(co) orgali e to‘plamning indika-

torini aniglaymiz. U holda, agar 0<x <1 boTsa, {co; | (co) < x) = Eg. A-
Demak, yuqorida tasvirlangan (q,f1,r) fazoda aniglangan £ (co)
fimksiya tasodifiy migdor bo‘Imas ekan.

C(co) _ (Q,aF) ehtimollar fazosida aniglangan tasodifiy miq-
dorvasS ci - sonlar o‘gidagi to‘plain bo‘lsin. A» orgali ushbu

Jk={B-,BczR¢-1(B)sA}

to‘plamlar sinfini belgilaylik, bu yerda ®%-~1(8) = {a)\z, (<»)e B)
to‘plam B to‘plamnmg proobrazi. Avvalo shuni aytish lozimki, £ (co)
tasodifiy migdoming ta'rifidan £ =(-co;x], xe rR ko‘rinishdagi
yarim intervallar a» sinfga tegishli ekanligi kelib chigadi.

Quyidagi teorema Borel to'plamlarining cr -algebrasi A t sinfida
yotishini ko ‘rsatadi.

1-teorema. (f2,a.p) ehtimollar fazosi, £ undagi tasodifiy

miqgdor, B esa sonlar o‘gidagi ixtiyoriy Borel to'plami bo‘lsin. U
holda

£-\B) = {a>£{a>)& B }sA
munosabat o‘rinli, ya’ni har ganday Borel to‘plamining proobrazi
tasodifiy hodisadan iborat.

Isboti. a,b\a-<b ixtiyoriy haqiqiy sonlar bo‘lsin. U holda
{co;"(co )e (a,b]lj = {co;a <" (co) < b}: {©;£(«)< b}\ {co;"(co)< a}
tengliklardan ~_1((a,A]) =1 -1((-00,;])\"*_I((-00,a])6 A munosabat-
ning o‘rinli ekanligi kelib chigadi. Demak, (a,b] ko‘rinishidagi barcha

Sariinsogov T.A. Haqiqiy o'zgaruvchinmg funksiyalari nazariyasi. - T.: “O'gituvchi”,
1968, darslikning 60-8 ga qaralsin.
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yarim intervallar jaf to‘plamga tegishli. Shu bilan birga r sonlar
o‘gidagi ixtiyoriy B, B,, B2, .. to‘plamlar uchun

E1 \jBf =UrNe)= @
\V/= VAN =i

©
-'(i?) = Q (6)

tengliklar o ‘rinli ekanligini osongina isbotlash mumkin. (4)—6) teng-
liklardan 34, to‘plamlar sinfi barcha (a,b\ yarim intervallami o‘z

ichiga oluvchi cr-algebra ekanligi kelib chigadi. Borel to‘plamlarining
a -algebrasi (a,b\ ko‘rinishidagi barcha yarim intervallarni o ‘z ichiga
oluvchi minimal cr-algebra bo‘lgani uchun B (rR)c— A *mDemak, teore-
maning da’vosi ixtiyoriy 8 Borel to‘plaini uchun o ‘rinli ekan.

3-ta’rif. (rR,B(R)) - sonii to‘g‘ri chizig \a undagi Borel to‘p-
lamlaridan tashkil topgan cr-algebra bo‘lib, ¢ - g(co) funksiya
(q.ar) faz:oda aniglangan tasodifiy miqdor bo‘lIsin.

(R .,B (R)) oichovli fazoda

NINN=P({O©;£(©)e Be B(R)

formula orqgali aniglangan pz -ehtimol olchoviga ¢ tasodifiy migdor-
ning ehtimollik tagsimoti deyiladi.

Demak, har qaysi ¢ tasodifiy migdor yangi (r.B{R),P; ) ehti-

mollar fazosini vujudga keltirar ekan.
2-§. Tagsimot funksiyalarining xossalari, Misollar

Fix') funksiya < tasodifiy migdoming taqsimot iunksiyasi
bo‘lsin. U tiolda F(x) tagsimot funksiya quyidagi xossalarga ega:

F1. Monotonlik xossasi: agar «xl<x2 bo‘lsa, u holda
F(x,)<F(jv,) bo‘ladi.

F2. F+i-00)= XILm«OF(x): 0;F(+00)= lim F(x) = 1

X—>+00
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F3. 0 ‘ngdan uzluksizlik xossasi: lim F(x) = F(x0).
X —>x0+0

Isboti. FI xossaning isboti {£ < x,} ¢ {; < x2} munosabatdan va

ehtimolning 3-asosiy xossasidan kelib chigadi. F2 xossani isbotlash
uchun biz ikkita {x,, } va {vy..} sonli ketma-ketliklami garaymiz, bunda

xn ketma-ketlik-oo ga monoton kamayadi (xri-00), yn esa +co ga
monoton o ‘sadi (ynT-ko). Agar a2 ={®;|(iu)<x,} va B, ={co\*(a))<yn)

deb belgilasak, an -1-0 va Bn T Q bo‘lgani uchun F2 xossa ehti-

molning quyidan va yuqoridan uzluksizlik xossalaridan kelib chigadi
(1.1-teoremaning 4- va 2-punktlariga garalsin).
F3 X0ssa ham xuddi F2 kabi isbotlanadi:

A ={co; %(co)< X0} A n ={©; £(&>)- xn} bo‘lsin, bu yerda {x,} ketma-
ketlik monoton kamayuvchi bo‘lib H_%x = x0 tenglik o'rinli. Demalk,

@
an hodisalar ketma-ketligi monoton kamayuvchi bo‘lib, f~ran=a
H

tenglik o‘rinli bo'lgani sababli (ya’ni an-1a), 1.1-teoremaning 3-
punktiga ko‘ra /I7|_gwop (An)y=p(A~) yoki !c'leF(X) = F(x0) tenglik kelib
chigadi.

F(x) = F{ (x) funksiya umuman olganda chapdan uzluksiz emas,

chunki ehtimolning o‘ngdan uzluksizlik xossasidan
px =F (x)-F{x-0") = lim (/r(x)—F (x-1/«))= lim P (x-1/ft<£ <x) =

t 0
=p (J{f£e (x- l/n,x]} =P{HE=x})

tenglik o'rinli.

Bundan bareha xe r sonlar uchun p{% = x}= 0 tenglik o‘rinli
bo‘lsa va fagat shu holdagina /v(x) funksiya uzluksiz ekanligi kelib
chigadi.

Demak. po= P({l; = x,,})= F(x0)~ F(x0- 0) tenglikdan F(x) funk-
siyaning uzilish nuqtalarida p o> 0 tengsizlikning o‘rinli ekanligi
kelib chigadi. Har ganday natural n soni uchun F(x) funksiyaning
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p0 = PHE, = x0))>—tengsizlikni ganoatlantiruvchi uzilish nuqtalarining
n
soni n dan katta bo‘lmagani sababli, tagsimot funksiyaning uzilish
nuqtalari to‘plami ko‘pi bilan sanoqglidir.
F. (X) = F(x) tagsimot funksiyaning uzilish nuqtalarini
jt., x2,... orqgali belgilaylik. Agar — diskret tasodifiy migdor bo“lsa,

xiholda p k = = k —1,2,... ehtimollar
& =1 P)
k=1

tenglikni garLoatlantiradi va aksincha, agar pk, k= 1,2,.. ehtimollar
(7) tenglikni ganoatlantirsa, u holda tasodifiy miqdor diskret taso-
difiy miqdor boiadi.

B -diskret tasodifiy migdoming r: tagsimoti eng ko‘pi bilan
sanoqli sondagi xk nuqtalarda to‘plangan bo‘lib, uni

P4 (B)= X p(xk)
{t;xkeB}
ko ‘rinishida ifodalash mumkin.
Endi amaliyotda eng ko'p uchraydigan diskret tagsimotli taso-
difiy migdorlami keltiramiz.
Binomial tagsimot. Agar diskret tasodifiy migdor ~ uchun

xk =k, k=0,1,..., n bo‘lib,

pk =P({£ =«k}) =ckpk(l- p)n~\0<p <1
bo‘lsa, u holda £ tasodifiy migdorga (n,p) parametrli binomial
tasodifiy miqdor, pn(k) = pk ehtimollarga esa (ji,p) parametrli
binomial taqsimot deyiladi. (n,p) parametrli binomial tasodifiy
miqdoming tagsimot funksiyasi

B(x,n,p)="£clpk(l-py-k,x £R

ko‘rinishga ega. Binomial tagsimot n ta bog‘ligsiz tajribada
kuzatilayotgan a hodisaning ro‘y berishlar soni v ni A hodisaning
har bir tajribada ro‘y berish ehtimoli p bo°‘lgan holdagi tagsimotidan
iborat.
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7-misol. Oralig nazorat uchun o-‘tkazilayotgan yozma ishda
talaba /= 4 ta masala oldi. Har bir masalani to‘g‘ri yechish ehtimoli
0,8 bo‘lsin, p orqgali to‘g‘ri yechilgan masalalar sonini belgilaylik. Bu
holda biz (4;0,8) parametrli binomial tagsimotga egamiz. Uning
tagsimot qonuni va tagsimot funksiyasi quyidagi jadvalda va 9-shakl-
da keltirilgan.

M 0 1 2 3 4
0,0016  0,0256 0,1536  0,4096 0,4096

9-shakl.

(n,p~) parametrli binO" >ial tagsimotni maksimallashtiruvchi k
sonni, ya’ni ro‘y berishlar soni niiig *ng katta ehtimol bilan gabul
giluvchi giymatini topamiz. Buning uchun quyidagi nisbatni ko ‘ramiz:

P,(k) __ n—k+\ p _ "~ (h+l)p-k
P.{k-1) k l-p k(1—p)

Agar k<(n +\)p bo‘lsa, pn(k)>P, (k-1), ya’ni k o'sishi bilan
P, (1) funksiya monoton o'sadi; agar k> (n +1)p bo'lsa,
Pn(k)<P, (k- 1), ya’ni P, (k) ehtimollar monoton kamayadi.
m =[(/?-(-1)jo] —(« +\)p sondan katta boimagan eng katta butun son
bo‘lsin, u holda k = m da r,(x) ehtimol eng katta giymatga erishadi.
Agar (n+\)p butun son bo'lsa, p, (k) ehtimolni maksimallashtira-
digan k ning qiymati ikkita: k = («+\)p vak = (n +1p -1.

49



Yuqgoridagi 7-misolda (n+ 1)/?=5-0,8=4 'ooigani uchun pr4(k) ai
maksimallashtiruvchi k ning giymati ikkita: «k =3 va « = 4. Bunda
pa(k) =0,4096. Demak, talaba 3 ta yoki 4 ta masalani yechish ehtimoli

0,8192 ga teng ekan.
Puasson tagsimoti. Agar £ -diskret tasodifiy miqdor xx: 0,1,2,...

giymatlami

Pk =n(k;A) =P ({G=kK})=re-"-- A>0
k\

ehtimollar bilan qabul qilsa, uni A parametrli Puasson qonuni
bo‘yicha tagsimlangan tasodifiy miqdor yoki gisgacha Puasson
tasodifiy miqdor deyiladi.

A parametrli Puasson gonuni bo‘yicha tagsimlangan tasodifiy
migqdoming tagsimot fiinksiyasi

n(x;A) =X j7*~\xe R
k<x k'
ko‘rinishga ega.

Puasson tagsimoti ba’zan kam uchraydigan hodisalar qonuni
degan nom bilan ham ataladi, chunki u har doira ko‘p tajriba o‘tka-
zilib, ulaming har birida kazatilayotgan hodisaning ehtimoli kichik
bo‘lgan hollarda uchraydi.

Geometrik tagsimot. Agar £ tasodifiy migdor x«x: 0,1,2,...
giymatlami

r(Gi>) =pk=PHC =k}) =p(\-pflo<p <\ (8)
ehtimollar bilan gabul qilsa, u p parametrli geometrik gqonun
bo‘yicha tagsimlangan tasodifiy miqgdor deyiladi.

8-misol. 0 ‘tkazilayotgan fizikaviy tajribada kutilayotgan natija
chiqgish ehtimoli 0.4 boTsin. i orgali kutilgan natija birinchi marta
chigquncha o‘tkazilgan tajribalar sonini belgilaylik. U holda ¢j taso-
difiy migdor 0,4 parametrli geometrik tagsimotga ega. Quyida uning
(8) formula orgali hisoblangan tagsimot qonuni va tagsiinot fiinksiyasi
(10-shaklda) keltirilgan.

0 1 2 3
0,4 0.24 0,144 0,0864
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F(x),

10 -shakl.

¢ - geometrik gonun bo‘yicha tagsimlangan tasodifiy miqdor
bo'lsin, u holda

PH{E= n+mic >u})=PHE=my) m= 1,2, 9)
tenglik o'rinli,
Hagigatdan ham,
nl(t n P{{C=n+m4>n}) P({{C=n+m})
P({z=n+TW,; >n})=-—— E’_{_{_E_;n_i_) """ s~ omouy -

PO P  p(i-pr - P(fe =«})

(9) tenglikni yuqorida keltirilgan misolda sharhlaylik. 8-misolda
e tasodifiy miqgdorni natijani “kutish” vaqti deb sharhlash mumkin.
Bu holda (9) tenglikni (n -1) ta tajribada natija chigmaganlik shartida,
yana ru—1 ta tajribadan so‘ng birinchi marta natija chigish ehtimoli
m -tajribada birinchi marta natija chigish shartsiz ehtimoliga teng deb
izohlash mumkin. Bu (9) tenglik bilan ifodalanadigan xossa so‘nggi
ta’sirning yo‘qligi deb ataladi.

Kezi kelganda shuni gayd qilish lozimki, barcha diskret taqgsi-
motlar ichida fagat geometrik tagsimotgina so'nggi ta’sirning yo‘qlik
Xo0ssasiga ega.
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3-8. Uzhiksiz tasodifiy migdorlar

Agar ¢f tasodifiy migdoming rc (\v) tagsimot funksiyasi barcha

I£ r nuqtalarda uzluksiz bo‘lsa, u holda bunday tasodifiy migdorga
uzluksiz tasodifiy migdor deyiladi.
4-ta’rif. Agar £ uzluksiz tasodifiy migdoming tagsimot funk-
siyasini
X
F(x)=Fc¢(x)= | p(u)du (20)
@®
ko rinishda ifodalash mumkin bo‘lsa, bunday tasodiiiy miqdorga
absolut uzluksiz tasodifiy miqdor deyiladi. Bu yerdagi p(x) funk-

siyaga i tasodifiy migdoming zichlikfunksiyasi deyiladi.

(10) tenglikdan zichlik funksiyaning quyidagi xossalari kelib
chigadi:

LOYR(*)=/>(*);

2°Y P(.x)~ 0;

+CO

30) Jp>{x)dx = 1;

X2
4°) }p(x)dx = F(x2)-F (xx)= P ({xy<i4< XZ}), Xt<x2.

4°-xo0ssaga ko‘ra absolut uzluksiz tasodifiy migdoming [x,,x2j

oraligga tushish ehtimoli son jihatidan 11-shaklda shtrixlangan egri
chizigli trapetsiyaning yuziga teng.

11-shakl.
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Endi eng ko ‘p ishlatiladi gan absolut uzluksiz tasodifiy miqdor-
larni keltiramiz.

Tekis tagsimot. [a,b\ oraligda tekis tagsimlangan tasodifiy
miqgdor (5-misolga garang) absolut uzluksiz tasodifiy migdor bo‘lib,
uning zichlik funksiyasi

ko‘rinishga ega (1 2- shakl).

12-shakl.

Tekis tagsimlangan tasodifiy inigdoming \a,b\ oraliq ichidagi
(x.,.r2) intervalga tushish ehtimoli, F(.r2)—F(x1)=~ —— ga teng

boTib. u :huintervalning uzunligiga proporsional.
Eksponensial tagsimot. Quyidagi

zichlik funksiyaga ega bo‘lgan tasodifiy' miqdorga A (a > 0)-para-
metrli eksponensial qonura bo‘vicha tagsimlangan tasodifiy
miqdor deyiladi. Bu holda tagsimot funksiyasi

ko‘rinishga ega ekanligini topisb giyin emas.
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Turli elementlar atomlarining yemirilish vaqti eksponensial
tagsimotga ega. Bunda 1= — son yemirilish vaqtining o‘rtacha qiy-
matini bildiradi.

Eksponensial tagsimotga ega bo‘lgan ¢ tasodifiy migdor so‘ng-
gi ta’sirning yo ‘glik xossasiga ega. £ tasodifiy migdomi atomning
yemirilish vaqti deb izohlab, A = {x1<¢ < xI1+-x,} hodisani ko ‘ramiz
va bu hodisaning 5 =4£ > x,} hodisa ro‘y bergandagi shartli ehti-
molini hisoblaymiz:

P(A)=P({xl<C<xl+x2})=1\-e-x(xr )- (L- )=e*> (- ex*1)

P{B) =P({C>*})=1-P({£ <h})=e~-?"
tengliklardan

Pp(AlB)y=- AA(7e AXl) = 1- e~Axi
e~AX>

munosabatning o‘rinli ekanligi kelib chigadi, ya’ni atom x, vaqt
yashagach uning yana x2 vaqt ichida yemirilish ehtimoli, xuddi shu
atomni x2 vaqt ichida yemirilishining shartsiz ehtimoli bilan bir xil.
Avynan shu xossa so'nggi ta’siming yo‘qlik xossasidan iborat.

So‘nggi ta’siming yo‘qligi eksponensial tagsimlangan tasodifiy
migqdoming xarakterlovchi xossasidan iborat. Boshgacha qilib
aytganda, barcha absolut uzluksiz tagsimotli tasodifiy miqdorlar
iehida fagat eksponensial tagsimotli tasodifiy migdorgina so‘nggi
ta’siryo‘qlik xossasiga ega (geometrik tagsimotga qaralsin).

Normal tagsimot. Tagsimot funksiyasi

0 <vr(x)= \/]27-TCEAI e 22 au

k o ‘rinishga ega bo‘lgan tasodifiy miqdorga (a.cr2) parametrli nor-
mal (yoki Gauss) qonun bo‘vicha tagsimlangan tasodifiy miqgdor
deyiladi.

NoiTnal tagsimlangan tasodifiy migdoming zichlik funksiyasi

1 =4
var(*) =~ T==e L ,-00< X<+
0V 2k
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ko'rirtishga ega. Biz

-0
Yaa(w*) >0 va fcpaa(x)dx=1
ekanligini ko'rsataylik:
+X 2 o
\<Paa (X)dA, = J 0D>a,CT (y)dxdy =
X J X

N - - N *
co-tll)llvl M N b

i +xMC r
[TEE e *
—2% i H L : LW u*.
Oxirgi integralda m=rcos6, v=rsin0 deb o‘zgaruvchilami
almashtirsak,

IV, Ax)ife|]l = ---- jjrexp{- -2/ ndrdq = -\d exp{-r2/2}=1

tenglik kelib chiqadi. Demak, <patf(x) zichlik fimksiya, @ ,c(x) esa

tagsirnot fimksiya ekan. Normal gotrun bo‘yicha tagsimlangan taso-
difiy migdoming zichlik funksiyasini turli a va a parametrlarga
bog*lig holdagi grafiklari 13-shiklda keltirilgan.

13-sha kl.
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oa.a ) zichlik funksiya x —a nugtada eng katta giymatga eri-
shadi va uning grafigi x = a to‘g‘ri cliizigga nisbatan simmetrik joy-
lashgan. Bu funksiya uchun o x o0°‘q gorizontal asimptota x=a-ra,

x = a-c7 nuqtalar esa funksiyaning burilish nuqtalaridan iborat.
Xususan 0=0, cr=1 bo‘lganda normal tagsimlangan tasodifiy

migdoming tagsimot funksiyasi

POL(X)= D(X)=-i= \e-"2/2du
n/2tr

ko‘rinishiga ega bo‘ladi va ®(x) tagsimotga standart normal gqonun
deyiladi (14-shakl).

14-shakl.

r"a,a 00 - j tenglik o‘rinli bo‘lgani uchun normal go-

nunning a va a parametrlariga tagsimotning “siljish” va “masshtab”
parametrlari deb ataladi.
Gamma tagsimot. Zichlik funksiyasi (15-shakl)
0,x <0;
ro
1 lin)

boTgan tasodifiy miqdor (ct,A) parametrli gamma qgonuni bo‘vicha
tagsimlangan tasodifiy miqdor deyiladi. bu yerda

X
M(a) = \xa~'e-xdx

0
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Eyler gamma funksiyasi. Uning tagsimot funksiyasi (16-shakl)

M le >sMiu, 0;
Foo= Mgy T M

‘[0,x< 0
ko‘rinishga ega.

15-shakl.

16-shaKl.
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Umumiy holda gamma tagsimot aniq ifodalanmasa ham, u
ba’zi juda muhim xususiyatlarga ega. Masalan, agar a. = k, ya’ni a
butun giymatlami gabul gilsa, biz ommaviy xizmat ko ‘rsatish naza-
riyasida muhim rol o‘ynaydigan Erlang tagsimotini hosil gilamiz.
Agar a —k /2, A =1/2 bo'lsa, gamma tagsimot x 1 (xi-kvadrat) deb

atalxrvchi tagsimotga aylanadi, bu holda « soni %1 tagsimotning
ozodlik darajasi soni deyiladi. Nihoyat, a = 1 boTsa, biz eksponensial
tagsimotga ega boTamiz.

Koshi tagsimoti. Zichlik funksiyasi

ko‘rinishda bo“‘lgan tasodifiy migdor (a,a) parametrli Koshi gonuni
bo‘yicha tagsimlangan tasodifiy migdor deyiladi. (0;1) parametrli
Koshi gqonuni bo‘yicha tagsimlangan tasodifiy migdoming zichlik
funksiyasi

tenglik o‘rinli bo'lgani uchun

xuddi normal gonundagi kabi bu yerda ham a va <« parametrlarga
siljish va masshtab parametrlari deb garaladi.

Singulyar tagsimot funksiyalar. Zichlik funksiyaga ega bo‘l-
magan uzluksiz: tasodifiy miqgdorlar ham mavjud. Bunday tasodifiy
migdorlaming tagsimot funksiyalariga singulyar tagsimot funksiyalari
deyiladi. Singulyar tagsimot funksiya uzluksiz bo lib, barcha olsish
nuqtalaridan tashkil topgan to‘plamning Lebeg oTchovi 0 ga teng,
ya’ni deyarli barcha nuqgtalarda r '(x) = 0 va F(+00) — (—co) = I teng-
liklar o‘rinli. Bunday funksiyaning misoli sifatida o'quvchiga analiz
kursidan ma’lum boTgan nshbu Kantor funksiyasini olishimiz mum-
kin: Jr(x) =0, agar x < 0, F(x) = 1, agar x >1. F(x) funksiyani [0,1]
oraligdagi giymatlarini aniglash uchun quyidagi amallarni bajaramiz.
A w al bu oralig ni 1/3 va 2(3 nuqtalar bilan teng uch [0;1/3], [1/3;2/3]
va [2/3;1] bo‘laklarga bo‘lamiz. Ichki oraligda F(r)=1/2 deymiz.
Qolgan ikki oraligning harbirini yana teng uch bo‘laklarga bo‘lib, har
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bir ichki oraliglarda r (x) funksiya mos ravishda 1/4 va 3/4 giymat-
lami qabul giladi, deymiz. Har bir golgan oraliglar o ‘z navbatida yana
uch bo‘lakka bo'linib, uning ichki bo'laklarida r(x) funksiya uning
aniglangan qo‘shni giymatlarining o‘rta arifmetigiga teng, deb olamiz
va hokazo (17-shakl).

O «

IfA

17-shakl.

F (x) tagsimot funksiya o ‘zgarmas giymatlar gabul giluvchi icliki
[1/3;2/3], [1/9;2/9],[7/9;8/9],... oraliglaming uzunliklar yig‘indisi
1/3+ 2/9+4/27 + .= —1+2/3+4/9+.)=—Y'[—1 =-e—-— =1

3 3tol3] 3 1-2/3
Demak, r(x) funksiyani o‘sish nuqtalaxining Lebeg o‘lchovi 0 ga

teng ekan.
Tagsimot funksiyalaming mumkin boTgan tiplari hagida
boshga to‘xtalmay, hagiqatda tagsimot funksiyalar yuqorida keltiril-
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gau uehta tip bilan tugallanishi hagidagi mulohaza bilan kifoyalana-
mLz. Aniqgroq aytganda ixtiyoriy F (x) tagsimot funksiyasini

F(x) = cF, (X)+ c2Fr2(x) + CaFs(X)
ko ‘rinishda ifodalash mumkin, bu yerda ¢ >0, c{+c2 +c3=1 Fx(x) -
diskret tagsimot fimksiya, F3x) - absolut uzluksiz tagsimot funksiya,
F3 (X) esa singulyar tagsimot fimksiya.

4-8. Ko‘p o‘lchovli tasodiily migdorlar

Kelgusida biz uchun tasodifiy migdorlar bilan bir gqatorda taso-
difiy vektorlar yoki ko‘p o‘lchovli tasodifiy miqgdorlar tushunchasi
hain juda zarur.

Faraz qilaylik, (Q.A,p) ehtimollar fazosida aniglangan

|2 tasodifiy migdorlar berilgan bo‘Isin. ¢ = .E,) vek-
torga tasodifiy vektor yoki n -o‘lchovli tasodifiy migdor deyiladi.

A, <bx,a2<b2,..., an < bn tengsizliklarni ganoatlantiruvchi
a..bj,i=1.2 haqiqgiy sonlar berilgan boisin. U holda

n

for,ax<£,(<»)< 6, <¢n(a>)<bj =¢\a>-,a: <E,(«) <bJeA(1l)

munosabat o‘rinli. (£t(in)),"®).—En(®)) orqali r* dagi nuqtani,
A orgali esa A= {xe Rr";aj <X, < an<xn<bj - n oichovii
yarim ochiq parallelepipedni belgilasak, u holda (11) munosabatni
{o0;(~(a),...4n{cf))e A}eA (12)
shaklda ifodalash mumkin.
R dan olingan ixtiyoriy {8 k} ketma-ketlik uchun o‘rinli bo‘l-

gan ushbu
n{<»:(ii(ff1),.-,5.(®))e Bt} = {co;{CI(Q)).....4n((0))e Fi5,}
k * (13)
K K

tengliklardan va (12) munosabatdan foydalanib (12) munosabatning
A ning r" dan olingan ixtiyoriy Borei to'plami bo‘lgan hol uchun
ham o‘rinli ekanligini isbotlash mumkin.
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5-ta’rif. (/2" ,£(i?”)) o‘lchovli fazoda
P( (B) = P{(0 :G(co B} Be B(R")

formula orqgali aniglangan p. ehtimol oichoviga £ = (£j,E2>s>f))

tasodifly vektorning ehtimollik la<jsimoti deyiladi.
(12) munosabatdan har ganday x = (xt,x2,...xn)e R* uchun

{a>; ¢it(co)< X,y W(fi)) <xnje A — hodisadan iborat ekanligi kelib
chigadi. Demak, uning ehtimoli haq ida so‘z yuritishimiz ma’noga ega.
6-ta’rif. R da aniglangan ushbu

1Ix2>->x,)= P(14i < xx¢ 2<x2,..., 4, <X,})

n o‘lchovli funksiya £ = (],,£ 25—>£*) tasodifiv vektorning tagsimot
funksiyasi yoki tasodifly migdorlarning birgaiikdagi
tagsimot funksiyasi deyiladi.

Ko‘p o'ichovli tagsimot funksiyani biz ba’zan, qulaylik uchun
i,n2 indekslami tushirib cqoldirib, F(xi,x2,..., xii) shaklida
yozaraiz.

A o orgali F(x.,x2,....xn) funksiyaning A-argumenti bo‘yicha
(ak,bk] yarim intervalda olingan ushbu
rak.hk A (xI,..., xN) —*\Xj, .. x~_] , X, Xn) — F(X\, XN, X, L X0)
funksiya orttirmasini belgilaylik. Agar
(a,b] ={xe r"-,ax< X, <bt,...,an <xn < b,} orqali r* dagi yarim ochiq
parallelepipedni belgilasak, u holda

(D) =0 Da, &« a.b, (14)
tenglik o‘rinli. (14) formulaning isbotini ak,nk argumentlar bo‘yicha
birin-ketin o‘tkazish mumkin:

P{{°\ <z\ N A X2'- N A& Xr,})=P {{G\* 472 * x2°" s ~ * P
-P({4| <0i>’\2 AxZ’— An A xon})=Aai hiF (xux2,..., xny,
P(LL< <baz< <v2& <x3,  <x.})=
P(. {ai<C\ —b},c2" b2,..., Cn<x,})-
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va hokazo.
5-8. ICo'p oichovli tagsimot funksiyalarning xossalari

F(x1,X2,..-.,xn) = Fgie2l' " n(xbx2,..., xn) funksiya £ =(£,,£2,...4)

tasodifiy vektoming tagsimot funksiyasi bo‘lsin. Ko‘p o‘lchovli
F(Xi,x2,..., xn) tagsimot fimksiyaning asosiy xossalarini keltiramiz:

Flo. Monotonlik xossasi: F(xI,x2,...,xn) funksiya har qaysi
argumenti b o ‘yicha kamayuvchi emas va o‘ngdan uzluksiz.

Flo, F2°, F3° xossalar bir o‘lchovli tagsimot funksiyalarning
mos xossalari kabi isbotlanadi, F4° xossaning isboti esa (14) formu-
ladan kelib chigadi.

F2° va F3° ko‘p oichovli tagsimot fimksiyaning uyg‘unlik
xossalari deh ataladi.

Fl°-F4° xossalarga ega bolgan ixtiyoriy n oichovli
F(xl,x2,..., xn) funksiya birorta -n,, tasodifiy miqdorlammg
birgalikdagi tagsimot funksiyasidan iborat.

Bir o'ichovli tagsimot fimksiyalar uchun F4° xossa FI° xos-
sadan kelib chigadi, ammo n o°‘lchovli tagsimot funksiyalar uchun
F4° xossa nxustaqil boiib, u birinchi uchta xossadan kelib chigmaydi.

) fO,agar x, +x2<1,
9-misol. Ushbu F(xi,x2)
[l,agar X, +x2>1

ikki oichovli funksiyani ko‘raylik. Bu funksiya uchun FI°-F3°
xossalar o'rinli ekanligi osongina tekshiriladi. Ammo F(x,,x2)
funksiya F4° xossaga ega emas, chunki
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A0AQF(0,0) = A0, <1,0)- F(0,0)] =F<11)- F(0,1)- F(1,0)+ F(0,0) =-1.
£,£2..£, tasodifiy miqgdorlar gism to‘plamini barcha tasodifiy
miqgdorlaming A , (xLx2,...,.tw tagsimot funksiyasi orqali F2°
xossa yordamida keltirib chiqariladigan birgalikdagi tagsimot funk-
siyasiga marginal (hususiy) tagsimot funksiya deyiladi.
7-ta’rif. Agar R" fazoning chekli  yoki sanoqli
x (k) = (x"k),x!%) ); k = 1,2,... nuqtalari uchun

17780 B, - 390 B SrA): g joe1=¢,o5
S P =2 =1

tengliklar o‘rinli bo‘lsa, u holda (¢|,,£2,...,£n) tasodifiy vektorga

n 0‘lchovli diskret tasodifiy vektor deyiladi. Diskret tasodifiy vek-
torning tagsimot qonuni r fazodagi kabi

= | P XM> (W U R"
{k;xWeB}

formula orgali beriladi.

Polinomial tagsimot. Agar w-o‘lchovli diskret tasodifiy
vektor £ uchun xk =« = (t15"2,.,Axm), &e Z, \ +«k2+...+km=n
bo‘lib,

p.>0,i=1,2,..., nr.pi-#p2+...+pm=1 Dboisa, u holda £ vektor
(n;pl,j>2...,pm)= (n,/?) parametrli polinomial gonun bo‘yicha tag-
simlangan tasodifiy vektor va b(k.n,pl.p2, ..., pm) = p k ehtimollarga
esa (n:pl,pi,..., pm) parametrli polinomial tagsimot deyiladi. (15)
tenglikning o‘ng tomoni (px+p2+...+ pm)" polinomning pvp2, --,Pm
sonlarning darajalari bo ‘yicha yoyilmasining umumiy holidan iborat

bo‘lgani sababli, yugoridagi tagsimot polinomial tagsimot deb ataladi.
Agar m=2,p1=p,p2=1—p bo‘lsa, polinomial tagsimot

(n,p) -parametrli binomial tagsimotga aylanadi.
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10-misol. Ikki shaxmatchi orasida shaxmat tumiri o'tkazila-
yotgan bo*‘Isin. Birinchi o‘yinchi har bir o‘yinni, awalgi o'yin ganday
yakunlanganidan qgat’iy nazar, p ehtimol bilan yutib, ¢ ehtimol bilan
yutgazadi va 1- p —q ehtimol bilan o‘yin durang bo‘ladi, deylik. U
holda n ta o‘yindan so‘ng birinchi shaxmatchi o‘yinni « marta yutib,
m marta yutqazish ehtimoli [k + m <n) ushbu

H! k m /(1| \n—k—m

S 7 \
p(nik,m) = p~aq)

songa teng.
8-ta’ rif. Agar ixtiyoriy x = (x,,x2,...,xI)e rR" uchun
-foo -+CC
FA42,.4,00'X2,-"Xn)= 1" \Pb2,..JiSUx,u2,-,un)duku2"dlin (16)
@O &

tenglikni ganoatlantiruvchi Pg¢g',..;n(xi-x2’—'xn) funksiya mavjud
bo‘lsa, u holda £ =(£,£2....£,) tasodifiy vektorga n o‘lchovli
absolut uzluksiz tasodifiy vektor, ¢ Mi(xlx2,..., x,,) funksiyaga

esa uning zichlik funksiyasi deyiladi.

(16) munosabatdan n o‘lchovli zichlik funksiyaning ushbu

xossalari kelib chigadi:
lo) Deyarli barcha (\:1.\:2,...,xn)e r" nuqtalarda

tenglik o‘rinli;
2°) 42r ;n(XUX21- ;) - 0;
Hec 10

3°) 1- 1 A, =i
40) prg2 f (x1,x1,...,xn) zichlik funksiyaning uzluksiz nug-

talarida
P({X;<E,. <x +AX,i=12..«) =

=P N 2.4,Xi’x2- "Xn>AxiAx2- Axn+0(AxiAx2...Ax,,)
mzlalx AX. —>0 munosabato‘rinli.
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Ko‘p olchovli normal tagsimot. —n o'l
chovli vektor va Rr = |j;i7j) birorta mx n o °‘lchovli. musbat aniglangan,

simmetrik matritsa bo‘lsin. R - musbat anigqlangan matritsa bo ‘lgani
uchuriuning teskari matritsasi r~1=a = Ll.[j] mavjud.
Zichlikfunksiyasi
(XX XT,...,XM) = dab.4n (X\,X2,...,XN) =
:—M'—]'IZ-—GXEJ“-:Ly aﬁé(l - mi)}’S(, - m.)fb
(2n)" P 2i% 1 oo
ko‘rinishga ega bo ‘lgan n o ‘Ichovli tasodifiy vektor £ = (»i,~2,...,9n)
(m;r I parametrli normal gqonun bo‘yicha tagsimlangan tasodifiy
vektor deyiladi. Bu yerda j/i|= detyi orgali A matritsaning deter-
minant! belgilangan.
R matritsaga < vektoming kovariatsion mat-

ritsasi, m - (m,, vektorga esa uning o‘rta giymat vektori
deyiladi.

£ =(£,£2,....En) - n o ‘lchovli (m ,r) parametrli normal tag-
simotga ega bo'igan tasodifiy vektor bo' Isin. U holda (a-1) o‘lchovli
(£,,£2, .ve ktor ham o ‘rta giymat vektori va
kovariatsion matritsasi R matritsaning oxirgi satr va ustunini

o‘ch;rgandan hosil bo'ladigan r* matritsaga teng bo‘lgan normal tag-

simotga ega. Buni
©

N2 (XX, T, D= Jan_fn{4n(xv..xn {,xn)dxn

tenglikdan (hu tenglik tagsimot funksiyaning F2 xossasidan kelib
chigadi) keltirib chigarish murnkin.
11-misol. 0 ‘rta giymat matritsasi (mv m2), kovariatsion mat-

ritsa esa

I+ , I'IX,cr2\

R- (<tpcr2 >0; - 1<r <)

U<TKR 2
bo‘lgan normal qonun bo‘yicha tagsimlangan ikki o‘lchovli tasodifiy
vektor bo‘lsin. U holda

65



by =a*o* (1-r 2)

1 \
crf(l-r-) a ,0-2(I-T-2)
F=R~I= o 1
v 2(1-r2) <12(1-r2)
afCh(l~r )
tengliklardan x2) zichlik funksiya
Pp(x1,x2) = dqx42(x1,x2)
1 expi 1 (n--1<)2  2r(x,-m)(T2-™WD t (x2—m2)2]
2 7r7jCT2 Yjl—F2 2(1—2) ; - L

ko‘rinishga ega ekanligi kelib chigadi (18-shakl).

18-shakl.

Ikki o‘lchovli normal gonunining zichlik ftmksiyasi (mi=m2=0
bo*‘Lgan hoi).

6-8- Tasodifiy migdoriarning bog‘iigsizligi

Tasodifiy migdoriarning bog-‘ligsizlik tushunchasi ehtimollar
nazariyasidagi eng muhim tushunchalardan biri bo‘lib, u hodisalaming
bog“ligsizligini tasodifiy migdorlarga ko‘chirishdan iborat.
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9-ta’rif. .¢2,...¢cn lar (q,A,p) ehtimollar fazosida aniglangan
tasodifiy miqdorlar bo'lsin. Agar ixtiyoriy Bke B(R) (k =\,2,..., n)
Borei to‘plamlari uchun

tenglik o‘rinli bo‘Isa, u hoida bog‘ligsiz tasodifiy migdorlar
deyiladi.
Agar ixtiyoriy n va I<zj<...<in<00 sonlar uchun g¢. ,...¢.

tasodifiy migdorlar bog‘ligsiz bo‘lsa, u holda - tasodifiy mig-

dorlar ketma-ketligi bog‘ligsiz deyiladi.
(17) tenglikdan Bk = (-<o,xk\,k = 1,2,...,« bo‘lgan xususiy holda

tengliining o‘rinli ekanligi kelib chigadi. Ikkinchi tomondan (18)
mimosabatdan (14) tenglikka ko'ra, ixtiyoriy ak < bk sonlar uchun
n
p({a <I,< a2<£2<up2,..., an<Cn<b,}) =Y\P ({ak <Ck <bk})
ekanligi, ya’ni (17) tenglikning Bk = (cik,bk] yarim intervallar uchun
o'rinli ekanligi kelib chigadi. Ehtimollaming barcha yarim inter-
vallardagi giymatlari uning Borei to‘plamlaridagi giymatlarini yagona
usul bilan aniglagani uchun oxirgi tenglikdan (17) munosabatning
O‘rinii ekanligi kelib chigadi.
Demak, (18) tenglikni i,,¢2,...¢cn tasodifiy migdorlaming bog*-
ligsizligi uchun ta’rif sifatida gabul gilish mumkin.
,g2,...~n absolut uzluksiz tasodifiy miqdorlar bo‘lsin. U holda

tenglikdan (18) ga ko'ra

= J... j pogx(ux)p,2(m2)..,pin (un)duxdu2...dun.
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Aksincha,

X\ Xyi

F{u2r..4,(xi’x2,-,xn)= J- lprp@a(«i)pU 0i2)--Pi, (iin)dii,dul...du,,
- —@©

munosabatdan (18) tenglikka kelamiz.
Shunday qilib, £1,92,...n - absolut uzluksiz tasodifiy miqdorlar

bog‘ligsiz boTishi uchun n oTchovli tasodifiy vektor (sv~2,...,2n)
absolut uzluksiz bo‘lib,
Psii2-in(xv x2,..., xj = pdi{xx)Pii (x2)...pin (xn)
tenglikning o ‘rinli ekanligi zarur va yetarli ekan.
Diskret tasodifiy migdorlar bogTigsiz boTishi uchun

=a(gii= i) o =4y ({8,240
tenglikning o ‘rinli boTishi zarur va yetarli ekanligini tekshirish giyin-
chilik tug‘dirmaydi.

Tasodifiy miqgdorlar yoki tasodifiy hodisalaming bog'ligsiz-
ligini formal ta’rifi sababli bogTiq boTmagan hodisalarga mansublilik
ma’nosidagi real bogTigsizlik tushunchasiga nisbatan ancha keng. Shu
sababli bogTiqlik yo'q deyishga hech ganday asosimiz bo‘lmagan
hollarda ham “matematik” bogTigsizlik o ‘rinli boTishi mumkin.

12-misol. » —ikki oTchovli diskret tasodifiy miqdor
boTib,
P{{"=U2=\})=P ({*"=-1,£2=1})=P ({~ =17r2=-1}) =
P ({Z-~ 1})-1/4

boTsin. U holda
PHL =sxr2=1r})=p({~ =M2=£2/"0 =1/4 =

=p{{"="})P[{"i =e23),e,e2 =21,
tenglikdan va ~,i2, garchan ular tuzilishiga ko‘ra bogTiqli boTsalar
ham, bogTiqsiz tasodifiy migdorlar ekanligi kelib chigadi.



7-§. Tasodifiy migdorning funksiyalari

g (x) fimksiya r da aniglangan bo'lsin. g~\8) orgali B a R
to‘plamning proobrazini belgiiaylik, ya’ni (B) = {xe r :g(x)e B1}.
10-ta’rif. Agar ixtiyoriy Borel to'plami Be B(R) uchun g~'(x)
proobraz ham Borel to‘plamidan iborat bo‘lsa, u holda ¢(x) funksiya

Borel funksiyasi deyiladi.

R da aniglangan uzluksiz va bo‘lakli uzluksiz funksiyalar Borel
funksiyalariga misol bo ‘ladi.

2-teorema. g(x), g, (X), g2(x) Borel funksiyalaridan iborat

bo‘lib, £, va <@ lar (q.apr) ehtimollar fazosida aniglangan taso-
difiy migdorlar bo“lIsin. U holda ushbu ta’kidlar o ‘rinli:
1-H - g(%) fazoda aniglangan tasodifiy migdor.

2. Agar “va” tasodifiy migdorlar bog‘ligsiz bo‘lsa, u holda
Ni =g t4i) va Hi = si(b2) tasodifiy migdorlar ham bog‘ligsiz bo ‘ladi.

Isboti. 1 r = rja>) = g(q(o0))) ni murakkab funksiya deb qaray-
miz. Be B(R) bo‘lsin. g(x) Borel funksiyasi bo'lgani uchun
g-“(5)=5,G B(R) munosabat o‘rinli. & —(q.f1,r) fazoda aniglangan
tasodifiy migdor bo‘lgani uchun g~'(BNe B(R), demak
if (3)=4-~(B)eJ\, Ya'ni g-n ,8,p) ehtimollar fazosida aniglangan

tasodifiy miqgdor.
2.BvB,e B(R) —ixtiyoriy Borel to‘plamlari bo‘lsin. U holda

P (W;e BArri2e B2}) =P ({gl(~l)e Bl,g2(4a2)e B2}) =
= gx\B ,U 2e gl-\B 2)})

tenglik o‘rinli. Bundan, g, 1(2?) va g2 (8) Borel to'plamlari bo‘l-
ganligi va £2 bog-‘ligsiz tasodifiy migdorlar ekanligini hisobga
olsak,

Afae " "2 52} =p(&e gr'(A)})p({"26"2Xs2}) =

=P ({g")e B,})P({g2(42)e B2}) = P({u1g FLY/>({;?2e B2})
munosabat kelib chigadi. Demak, rjt va rj2 tasodifiy miqgdorlar

bog‘ligsiz. Teorema isbotlandi.
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13-misol. Agar g-(x) funksiya monoton o‘suvchi funksiya bo*-

lib, ¢ '(x) uningteskari funksiyasi bo‘lsa, u holda
FaW =pg(s)0)= = g -1} =" W), (19)
Bu tenglikdan, agar (x) uzluksiz tagsimot funksiya bo'lsa, u
holda g (x)=F~(x) deb olib, rj= Fr(4) ning [0,1] oraligda tekis taq-
simlangan tasodifiy miqdor ekanligini keltirib chigaramiz. Aksincha,
4 [0,1] da tekis tagsimlangan tasodifiy migdor bo‘lsa, ¢ = (x) ta-
sodifiy migdor r(x) tagsimot funksiyaga ega ekan. Demak, biz tekis

tagsimlangan tasodifiy miqgdor yordamida oldindan berilgan tagsi-
motga ega bo'lgan tasodifiy migdomi qurish imkoniga egamiz.
A8ar g(x) =bx+a,b >0 bo'lsa, u holda (19) tenglikdan

Fr+a(x) = Fc munosabatni hosil gilamiz. Bu munosabatdan biz

nonnal va Koshi tagsimot funksiyalarini ko'rganda foydalangaa edik.

Agar g(jc) funksiya gat'iy o'suvchi funksiya bo'lib, differen-
siallanuvchi va p(x) —¢ tasodifiy miqdoming zichlik funksiyasi
bo'lsa, u holda 77=g¢(x) tasodifiy migdor ham absolut uzluksiz bo'lib,

munosabat o'rinli bo'ladi. Oxirgi tenglik (19) tenglikning har ikki
tomonidan hosila olib topiladi.
lar (@.s,p) ehtimollar fazosida aniglangan tasodifiy
migdorlar va g-(x1x2,...,xJ)e r* - Rorel er-algebrasiga nisbatan o‘l-
chovli funksiya, ya’ni ixtiyoriy Borei to‘plami J3t 8 (r ) uchun
g~\RB) = {(xI,x2,....xn)e A" g(xvx2,..,xn)e B}

proobraz r" dagi Borei to‘plamidan iborat bo'lsin (10-ta’rifga qga-
ralsin). U holda D da aniglangan r = g (» funksiya tasodifiy
miqdor bo'ladi.

Hagigatan ham, ixtiyoriy Be B(R) uchun g-~i(B)eB{R)
munosabatdan
{corl(co)e BY= {u}:;g(r2,...ome B} = {®;(",i2,....Ei)e g-\B)}e B(R)
kelib chigadi.
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Kompozitsiya foriraulalari. Agar absolut uzluksiz
tagsirnotga ega bo‘lsa, u holda rj = tasodifiy miqdor-
ning taqsimot funksiyasini

F.(x) =P ({g(£1,£2,....£,)<x}) =
= J.. J (X\,x2
g (xtr..x,)<x

..... xii)dxxdx2...dxn

fomula orgali topish murrxkin.
4i bogMigsiz tasodifiy miqdorlar va g (xxx2) = xx+ x2 bo‘l-

gan muhim xususiy holni ko‘ramiz. p~(x),p=2(x) mos zichlik funk-
siyalarbo‘lsin. U holda  va £2 bog‘ligsiz bo‘lgani uchun

pm XXU*:) = pti (Xi)yph (*2)

tenjjlik o'rinli. 7=4\ +| 2 yig“‘indining tagsimot funksiyasini (20) for-
mula orqgali topamiz:

FS A 2{x)=P(< A+ 42" x})= j| pM i(xi3x1)dxidx1l=
T X-X\
= jf P4l(xx)P :2{x")dxxdx2 = \ pix(xx)dxx j ph (x2)dx2
XI+XI7X 0 0
+0
= JFis x-x X)p (J(xx)dxx = j p St(xi) jp,2(x2~xx)dx2dxx.
-00 —0 —0
+-00 +CO
Ushbu F x+22(x)= J FsJ x - x I)p4i(xx)dx]1= JFh (x - X,)dF((X,)
—ec -00

va

+ce

P ix (*): \JP(X(*i)p(Z(x—xx)dxx
—G0

Formulalarga kompozitsion yoki yig‘ish formuialari deyiladi va mos
ravishda F ~ =F~* F_ va p ~ 2=psa* p22 kabi belgilanadi.

14-misol. va £2 tasodifiy migdorlar bogMigsiz bo‘lib, mos
ravishda (a,,cr,2) va (tf,,cx2) parametrli normal tagsirnotga ega bo‘l-
sin. rj = +<e tasodifiy migdoming zichlik funksiyasini topamiz.
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Yechish. Kompozitsion formuladan foydalanamiz:

+H» +00 (.X-u-a32
i\ C /o y X 7 1 r Irr.- 2
munosabatdan

Bu vyerda o= a,-t-;R2,cr:=cr|2+06\ 2
funksiya ixtiyoriy fiksirlangan x uchun

( ) j parametrli normal zichlik funksiya bo'lgani uchun un-

dan (—o0,+00) oralig‘ida olingan integral birga teng va (21) tenglikdan

kelib cliigadi.
Shunday qilib, bog‘ligsiz nonaal tagsimlangan tasodifiy miq-
dorlaming yig‘indisi yana normal tagsimotga ega eMn.
Il BOBGADOIR MASALALAR

1. Tanga uning gerb tomoni tushgunga gadar tashlanadi. Ele-

mentar hodisalar fazosi o aniglansin. g = g(oj) - tanga tashlashlar

soniningtagsimot gonuni topilsm.
2. Diskret £ tasodifiy migdoming tagsimoti
formula orqgali aniglanadi.k = 12,....
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Quyidagilarni toping: a) o‘zgarmas C sonni; b) p(s > 3) ni;
c) p(r\ <£, <n2) ni.

3. 8 tasodifiy nuqta markazi A(o;a) bo‘lgan x2+ (y - a)' =r2
aylanada tekis tagsimlangan, c = (c,0) tasodifiy nuqta esa A va B

nuqgtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq bilan absissa o‘gining kesishgan
nuqtasidan iborat. £ tasodifiy migdoming tagsimot funksiyasi va

tagsimot zicliligi topilsin (¢ ning tagsimoti Koshi tagsimoti deyiladi).
4. Indikatorlaming quyidagi xossalarini tekshiring 1a=/,(«):

~0=0,In=1>IA IA~1"V * —IAB’ "AUB~ IA+ IB~ "AB’

u K k-1 U ko
=1 i=I

5 0,1,2,.. giymatlami gabul qiluvchi ¢ tasodifiy miqgdor
geometrik tagsimotga ega bo‘lishi ucnun ushbu

P{E=k+r/Z>k} =P{4=r},(r>1])
xossaning o ‘rinli bo'lishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.

6. bog‘ligsiz tasodifiy migdorlar Fj(x)=pP (4i<x),
/=12,..,« vaf=max{|p....In}, 7=m in ~ , b o ‘Isinn £ va /7
tasodifiy migdorlaming tagsimot funksiyalari topilsin.

7. | tasodifiy miqgdor o‘zi bilan bog‘ligsiz bo‘lishi uchun
P(t; = const) = 1 shartning bajarilishi zarur va yetarli ekanligi isbot-
lansin.

8. Qanday shart bajarilganda ¢ va sinf tasodifiy miqdorlar
bog‘ligsiz bo‘ladi?

9. D =[0,1], 2 esa [0,1] oraligdagi Borel to‘plamlarining a -
algebrasi va p - Lebeg o‘lchovi bo‘lsin. (Q,2I,P)~ ehtimollar fazo-
sida gn=a)",(n= 12,..) tenglik yordamida [,,”2,.. tasodifiy mig-

dorlar ketma-ketligi aniglangan. Agar An={coe Q <, < 1/«} bo‘lsa,

[Jak va p|an hodisalar topilsin.
it=l n=1
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10. (Q, 21.p) - elitimollar fazosi [0,1] kesma, undagi Borel

to‘plamlarining a - algebrasi va Lebeg o'lchovidan tashkil topgan. Agar
" 114,coe [0;1/ 4),
a)g={ 1/2,ate [1/ 4;3/4),bo " lsa,
[3/4;1]

b) g =co /2 bo‘lsa; c) £ = 1/2 bo‘lsa, £ yaratgan a- algebrani
tasvirlang.

11.| va f bog‘ligsiz tasodifiy migdorlar bo‘lib, F(X) va G(x)
mos ravishda ularning tagsimot funksiyalari bo‘lsin. grj va Urj

tasodifiy migdorlaming tagsimot funksiyalarini toping.
12. £ va 1] tasodifiy migdorlar mos ravishda f(x) va ”(jc)

tagsimot zichliklariga, F(x) va G(x) tagsimot fuoksiyalarga ega.
= tasodifiy vektor. p{x.,y) = f{x)g{y)(\ + r(F(x),G(y))),
tagsimot zichligiga ega, bu yerda r(x,y) funksiya
i i
minr(w,v)>—1 \r(u,v)dv = \r(u,v)du =0
== 8 0

shartlami ganoatlantiradi. ¢ vektor komponentalari bo‘lgan qt va g2

tasodifiy migdorlaming tagsimot zichliklari topilsin.
13. 0<x<a, Q<y<b to'rtburchakdan tasodifan, tekis tagsi-

motga ega bo‘lgan nuqta tanlanadi. Uning (g.rj) koordinatalari bog*-
ligsiz ekanligi isbotlansin.

14. x2+ y 2< r doiradan tasodifan, tekis tagsimotga ega bo“l-
gan nuqta tanlanadi. Uning (¢ ,q) koordinatalari bog‘ligli ekanligini
ko'rsating.

15. ehtimollar fazosi bo‘lib, bunda Q —har biri mus-
bat ehtimolga ega bo‘lgan n ta nuqtadan iborat. Bu faz;oda aniglangan
va har qaysisi n ta turli giymatlarni gabul giluvchi ikkita bogiigsiz
tasodifiy migdorlar mavjud emasligi isbotlansin.

16. Q = [0,1] oralig, 21 uning Borel to‘plamlaridan tashkil top-
gan cr —algebrasi, P-Lebeg o‘lchovi bo‘lsin. (0,21,r) — ehtimollar
fazosida bir ehtimol bilan o‘zgarmas songa teng va g (a>)=a> bilan
bog‘ligsiz bo‘lgan tasodifiy migdormavjudmi?
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TEST SAVOLLARI

1. £ - simmetrik tangani 3 marta tashlanganda tushgan gerblar
sonibo‘lsa, £ ning tagsimot qonuni yozilsin.

A. <g:0 1 2 3 B. 4 :0 1 2 3
Py 1/8 3/8 3/8 1/8 Rg: /4 14 14 /A
C.£ 0 1 2 3 D. £: | 2 3
F:: 1/8 1/4 3/8 1/4 R 13 1/3 1/3
2. [a,6] oraligda tekis tagsimlangan tasodifiy migdoming zich-

lik funksiyasi va tagsimot funksiyasini toping.

f0,x-e [a,b],
A. f(x) =
Ixe[ra.b]

fO,x e [a,b]

B.f(x)=x 1
[a.b]

f 0.x
1

[a,b\,

D /(*)_f,o.x e [0,1],
' ~ Ue [01

3. Qanday shart bajarilsa
ligsiz bo‘ladi?
A. Har doim

C.Agarp(4 =const)=1bo‘lsa

0,X< a.

F (x)Hbf_,g\ *<R< &,
[l,x> b

0,x < a,

F(x) :Ab-a a< x<b,
[Lx>0b
0,x< 0,
F(x)=9x, 0<x< 1,
Vx>
0,x< 0,

F(x):-jx, 0< x< 1,
Vx> 1.

tasodifiy migdor o‘zi bilan bog*-

B. Hech gachon
D. To‘g‘rijavob yo‘qg.

4. 1 14{co)— A hodisaning indikatori. Noto‘g ‘ri munosabatni

ko ‘rsating.

IAB™1a'lB
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B. /,0)< /B(0) tengsizlik barcha coe c1 lar uchun A as
b o ‘lganda va fagat shundagina bajariladi.

5. Mumkin bo'lgan giymatlari ayrim ajralgan sonlar bo‘lib,
ulami tayin ehtimollar bilan gabul giladigan miqgdorga ... deyiladi.

A. singulyar tasodifiy migdor B. diskret tasodifiy migdor

C. uzlxiksiz tasodifiy migdor D. normal tagsimot.

6. Tagsimot funksiyaning giymatlari gaysi oraligda o‘zgaradi?

A. (0,1) B. (0,2) C. (-a,+00) D. [0,1].

7.x uzluksiz tasodifiy migdor bo‘lsa, quyidagi tengsizliklarning
gaysinisi to‘g ‘ri?

A. P(& <x< b)=F(b)+-F(a) B. P(a< x< b) —F(b)/F (a)

C.P(a<x<b)=F{b)-F{a) D. P(a<x< b)=F(b)F(a).

8. Tagsimot funksiya uchun quyidagi xossalardan gaysi biri o ‘rinli?

A.uzluksiz B.o‘suvchi C. davriy D. chegaralangan.

9. Agar diskret tasodifiy miqdor uchun P{f=£}=—

k= 1,2..,«—1 boTsa, 0o‘zgarmas ¢ ning giymatini toping.

A «4-2 B _n_ C n+l D
n n+2 17—1 n

10. Tasodifiy migdor zichlik funksiyasi
f0. agar x <0

bo'lsa, o'zgarmas sonC ning giymatini toping.

A s B. 1 D.
! Vi

11. 1a - a hodisa indikatori. To‘g ‘ri tenglikni ko‘rsating.

A.70 =1 B.10=0 <c.10>0 D. 1o >1.
12. 1A =1A(a)) - A hodisaning indikatori. To‘g‘i munosabatni
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13. (r,B(R)) o0°‘lchovli fazoda aniglangan singulyar ehtimol
o ‘Ichovining ta’rifini ko ‘rsating.

A. Mos tagsimot funksiyasi uzluksiz, lekin uning o‘sish nug-

talaridan tashkil topgan to‘plamning Lebeg o‘Ichovi nolga teng

B. Mos tagsimot funksiyasi uzluksiz, lekin absolut uzluksiz

boMmagan ehtimol o ‘Ichovi

C. Mos tagsimot funksiyasi diskret, ammo uning o‘sish nuqta-

laridan tashkil topgan to‘plam musbat Lebeg o'lchoviga ega

D. Mos tagsimot funksiyasi uzluksiz va uning o‘sish nugtala-

ridan tashkil topgan to‘plamning Lebeg o‘lchovi birga teng.

14. (-Q.21,r) — ehtimollar fazosi. To‘g‘ri ta’kidni ko ‘rsating.

A. £1 da aniglangan va diskret giymatlami gabul giluvchi har

ganday funksiya tasodifiy migdor bo‘Imaydi

B. Har ganday 2lo‘lchovli funksiya tasodifiy migdor bo ‘ladi

C. £1 daaniglangan har ganday funksiya tasodifiy migdor bo‘ladi

D. £2 da aniglangan har ganday (r.,s(r)) 0O'lchovli funksiya

tasodifiy migdor bo ‘ladi.

15. Qanday g tasodifiy migdor o ‘zi bilan bog°‘ligsiz bo‘ladi?

A.~ hardoim o°‘zi bilan bog‘ligli

B. Agar u uzluksiz bo‘lsa

C. Agar p(4 = const) = |boisa

D. To‘g‘rijavob yo‘qg.

16. Agar ~ va H bog-ligsiz tasodifiy migdorlarbo‘lib, pi(x) va
p2{x) lar mos ravislida ulaming zichlik funksiyalari bo‘lsa, % +r/ ning
zichlik iunksiyasini toping.

()

A-pivv(*)=pPi(x)rPi(*) B. pitn(x) = | px(X+y)p2(x)dy
-Co

co

C-Pe*,(x)= J P2(.y- x)p2(y)d}’
—00

00

D. p;T7(x)= J P[(x-y)p2(y)d} .
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17. - ixtiyoriy ehtimol fazosi bo'lsin. Ushbu

t, :(Q ,”) —>(r, B\ R)) uchun ganday shart bajarilsa, a tasodifiy mig-

dor deyiladi?
A. o ‘Ichovli funksiya B. sodda funksiya
C. uzluksiz funksiya D. o‘zaro bir giymatli flxnksiya.
18. -x(i) fazodagi uslibu = ko ‘rinishda

aniglanadigan p¢ eiitimol o'ichovi £ tasodifiy migdoming (R .£ (R ))
fazodagi... deyiladi. ta’rifnito ‘ldiring.

A. zichlik fiinksiyasi B. tagsimot funksiyasi

C. Borel fiinksiyasi D. ebtimollik tagsimoti.

19. Agar F(x) =pP(£ <X), Xe R - ¢; tasodifiy inigdorning tag-
simot funksiyasi bo‘lsa, u holda p(q > x) ehtimolni r (x) yordamida
ifodalang.

A. F(x) B. F(x-0) C. 1- F(x) D. F(jc+0).

20. Chekli  yoki  sanoqli sondagi {xk]j giymatlarni
{py[rL,pk =1 ehtimollar bilan gabul giluvchi tasodifiy miqgdor ..

deyiladi. T a’rifni to‘ldiring.
A. uzluksiz B. absolut uzluksiz C. singulyar D. diskret.
A

21. Tagsimot funksiyasini r. (r) = Jpry)dy ko‘rinishda ifoda-

lash mumkrin bo‘lgan tasodifiy miqdor ... tasodifiy migdor deyiladi.
ta'rifni lu' Idii Tng.
A. absolut uzluksiz B. uzluksiz C. diskret D. singulyar.
22. (*Q,J3,P) - ehtimollar fazosi. To‘g i ta’kidni ko ‘rsating.
A. c1 da aniglangan har ganday (r.,s8{ r)) o0°‘lchovli funksiya

tasodifiy rniqdor bo‘ladi
B. Q da aniglangan har ganday funksiya tasodifiy funksiya
b o ‘ladi
C. I-lar ganday s o‘lchovli funksiya tasodifiy miqgdor bo*ladi
D. To‘g‘rijarob yo‘q.
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11 BOB. T/VSODIFIY MIQDORNING SONLI
XARAKTERISTIKALARI. MATEMATIK KUTILMA

Har bir tasodifiy miqdor o‘zining tagsimot funksiyasi orqgali to‘la
aniglanishini biz awalgi bobda ko‘rgan edik. Kuzatuvchi nugtayi
nazaridan, bir xil tagsimot funksiyaga ega bo‘lgan tasodifiy
miqdorlarai, garchan ular turli ehtimollar fazosida aniglangan bo‘lib,
tnrli hodisalami tasvirlasalar ham bir-biridan ajratib bo ‘Imaydi.
Ammo taqsimot funksiyalari turlicha bo‘lgan tasodifiy miqdorlar
berilgan bo‘lib, ulami tagqoslash talab gilinsa, ma’lum qiyinchiliklar
paydo bo‘ladi. Ba’zi hollarda bunday giyinchiliklar oson yechiladi.
Nasalan, agar Bernulli sxemasida bizni yutuglar soni gizigtirayotgan
bo‘lsa, u holda ikkita Bemulli sxemasidan qaysi birida yutugning
ehtimoli katta bo isa, xuddi shunisini tanlash kerak ekanligi tabiiy.
Umumiy holda esa ikkita tagsimot funksiyani ganday tagqoslash
tushunarli emas va shuning uchun ham har bir tasodifiy migdomi biror
son (balki bir gancha sonlar) bilan xarakterlash magsadga muvofiq
bo"lib, ular tasodifiy migdorlami ma’lum ma’noda tartiblashga sabab
bo‘lar edi. Tasodifiy migdorning bunday xarakteristikalaridan biri
lining o‘rta giymati yoki matematik kutilmasidir.

Mazkur bobda biz tasodifiy migdoming matematik kutilmasini
o'rganamiz.

I-§.Diskret tasodifiy migdorning matematik kutilmasi

4 tasodifiy miqdor chekli sondagi ai,a1,...,ar qgiymatlarni
pk=P(4k =ch) ehtimollar bilan gabul qgilsin. £ tasodifiy migdomi n
ixiarta o‘tkazilgan tajribada kuzataylik va uning bu tajribalarda gabul
gilgan giymatlarini xI,x2,...,xtl orgali belgilaylik. U holda bu kuza-

tilgan qiymatlarning o‘rta giymatini ushbu ko‘rinishda ifodalash
mumkin:

1)
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bu yerda k. va Nnn(a) orgali mos ravishda biz o'tkazgan tajribalar

seriyasidagi A ={" =a,} hodisaning ro‘y berishlar soni va chastotasi
belgilangan. (1) formulada chastotalami ehtimollar bilan almashtirib,
biz £ tasodifiy migdorning imtematik kutilmasi (yoki o‘rta giymati)
deb ataluvchi ushbu

giymatni hosi! gilamiz. Ixtiyoriy diskret tasodifiy miqdorning mate-
matik kutilmasi ham yuqoridagi kabi anigknadi.

I-ta’rif. {xj,} giymatlarnip kx ehtimollar bilan gabul giluvchi q
diskret tasodifiy migdorning matematik kutilmasi deb

(2)
k

yig‘indiga aytiladi. Shu bilan birga, agar tasodifiy migdor sanoqli
sondagi giymatlarni gabul qilsa, u holda (2) gator absolut yagin-
lashuvchi bo ‘lishi zarur, aks holda ¢ tasodifiy migdorning matematik
kutilmasi mavjud emas deb hisoblanadi.

1-izoh. Diskret tasodifiy miqdomi ta’riflashda u gabul giluvchi
giymatlarining tartibi biz uchua ahamiyatga ega emas, shuning uchun
ham (2) qatorning vyig'indisi go'shiluvchilaming tartibiga bog‘liq
emasligi tafciiy, bu esa gator absolut yaginlashgandagina o'rinli.

Agar >0 bo‘lsa, u holda (2) tenglikning o'ng tomonidagi gator
yoki absolut yaginlashadi yoki +°0 ga uzoglashadi. Oxirgi holda
M E = +co deb hisoblanadi.

Diskret tasodifiy miqgdorlaming matematik kutilmasini hisob-
lashga doir bir gancha misollarko ‘ramiz.

1-misol. e tasodifiy migdor x,,x2...,xn giymatlarni bir xil

p.=P(E, ~ X,)= W—ehtimollar bilan gabul gilsin. U holda

bé‘lib, matematik kutilma xpx2.,.., xn sonlarning o ‘rta (arifmetik)

giymatiga teng bo‘ladi.



2-misol. (n;p) parametrli binomial tagsimotga ega bo‘lgan yn
tasodifiy migdoming matematik kutilmasini topamiz:

=] kPM)=E KkCkP\I - Py-k=X -plk=
*0 k=0 *=0  *I(«-*)!

n-1

y0

3-misol. £ parametri 9 bo‘lgan Puasson tagsimotiga ega bo‘lsin.
U holda

(o] 2K o k% ® nj
M¢ =Y k— elx = Xe~AY =fe~A;, — =AeVA=4.
a * nn)! cy !

Demak, Puasson tagsimotining matematik kutilmasi uning
parametri a gatengelcan.
4-inisol.p -paramctrl geometrik qonun bo‘yicha tagsimlangan g

tasodifiy migdoming matematik kutilmasi

1
f@® A )

Sy ) 'Z*aik_l— I ,|1 [ r1 1_ pé =£4_ =42
T A0 Tk M0 7 Vle  (i-ev p
q=1- P-.

ya’ni w = —— ko‘rinishga ega.

5-misol. Musbat butun sonlarni gabul giluvchi £ -tasodifiy mig-
dor uchun pk=P((g= £)=" 1~ (&=1,2,..)bo‘lsin. U holda
0, = =
L0 = Glich =
va demak, Mg, - +oo0.
6-misol. e -tasodifiy migdor xk - (—1)kk giymatlarni p k =

elitimollar bilan gabul qilsin,£ = 1,2,.... U holda
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k(k+1) £ xk+l
bo‘lgani Liehim £ tasodifly migdoming matematik kutilmasi mavjud
emas.

2-8. Diskret tasodifiy migdor matematik kutilmasining asosiy
xossalari

(0>) -8,p) ehtimollar fazosida aniglangan tasodifiy

miqgdor bo‘lIsin. Agar Q fazoni  chekli  yoki sanoqli
= A Plai=0,zVj vyig‘indi shaklida ifodalash mumkin bo*-
/

lib, har bir atej1 hodisada 4 (a ) o0°‘zgarmas qgiymatni gabul qilsa:
€(a)=xi, ©€ ajyuholda & sodda tasodifiy migqdor deyiladi.
Tushionarliki, sodda tasodifiy migdor
£=£(®)=2>A.H 3)

ko‘rinishda ifodalanadi.

Ixtiyoriy diskret tasodifiy miqdor sodda tasodifiy miqdor va
aksincha, har ganday sodda tasodifiy migdor diskret ekanligini ko ‘rish
giyin emas.

Hagicjatdan ham, agar diskret tasodifiy migdor x1,x2,... giymat-
lami gabul qilsa, uni (3) yig‘indi shaklida yozish mumkin, bunda
Ai=jey <f(0) = xtJew.

l-ta’rifdan sodda tasodifiy migdoming matematik kutilmasi

M ~Y XA A) (4)

yig‘indiga teng ekanligi kelib chigadi.

Sodda tasodifiy miqdor matematik kutilmasining yuqoridagi (4)
formula orgali Kkeltirilgan ta’rifi ma’noli bo‘lishi uchun uning to‘g°‘ri
ekanligiga, ya’ni m £, ¢ tasodifiy migdoming fagat o‘ziga bogliq
bo‘lib, uning (3) ko‘rinishida ifodalanishiga bog‘liq emasligiga
ishonch hosil qilisliimiz zarur. £ =£(<») sodda tasodifiy migdor (3)
ifodadan tashqari yana boshqa



4 =g(co) =Y,yJIB (co)

ko‘rinishga ega bo'Lsin, bu yerda » B, =fi va 8 Bk=10,ji£k.
i
cj=ajflej deymiz va C to'plamda £ (o) migdorning :u

giymati bir vaqtning o‘zida ham x. ga, ham yi1 ga teng va har ganday

i uchun ai= va har bir j uchun B j='~jaij bo‘lgani
k
sababli
2>, pM )=2>5>(-4a )=2; Iy ’fc,) =S ~ (c &):
i=i I=i y=i =1 j—\ y ij=\

col/co \ co f co \' o o
ZEIEV "te) =2>, Ip (") =87 («,).
munosabat o ‘rinli, chunki abysC:)Iut yaginlashuvchi gatoming hadlarini
ixtiyoriy tartibda yig ‘ish mumkin.
Endi diskret tasodifiy mxqgdorlar matematik kutilmasining asosiy
xossalarini keltiramiz.
1-teorema. 1°. Agar ¢ va 77 —diskret tasodifiy migdorlar boMib.
Mg , Mmri matemati k kutilmalar mavjud bo'lsa, u holda ixtiyoriy a va
b haqigiy sonlar uchun ac +bi7 tasodifiy migdorning matematik
kutihnasi inavjud b o ‘lib,
M (aE, +b?])=ami +bMmi)
tenglik o“rinli bo ‘ladi.
2°. Agar £> 0 bo'lsa, A/E>0. Agar mz, va mi7 matematik
kutilmalarmavjud b o ‘lib, £ >rj bo‘lsa, u holda me, > mi) bo‘ladi.
3°. Agar |E|< 7 bo‘lib, mrj chekli bo‘Lsa, mg ham chekli
bo‘ladi. Agar mg va mrj matematik kutilmalar chekli bo‘lsa, u holda
M (g -f77) ham chekli.
Isbot, 1°. £(*») va /7(0) tasodifiy miqgdorlar ai,Aa2,.. va
BI,B1 to‘plamlar indikatorlarining chizigli kombinatsiyalaridan
iborat bo*“lsin, ya’ni

£E(®)= £ xidAi(®)> nH =£ y, 10, (®)
i=1 :

7=1
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c =a,s. etib belgilaymiz. [J.1/i =Q va ©e C. uchun
uj
(co) + bij(co) = ax,. + by, tenglik o'rinli. Bundan matematik kutilm-

aning ta’rifiga ko ‘ra:

M (af +bgq )= ox.+ 0j;)p(q) =£ ¢ (0*,+7
/=1 7=1 M 7=1

"E om.X yX )*+S by'r1ri.ABt) =a t v/dd) +

=1 7=1 7=1 /=1 =
X
+?]TyjP(Bj)= aMi +bMt].
j=\
2°. Agar e >0 bo'lsa, (3) munosabatdan x. >0 bo'lgani sa-
babli me, > O. Agar € >r/ bo'lsa, u holda g =r/ + (E -rj) tenglikdan
1° -xossaga ko ‘ra ME. — Mtj + M (E - «j) bo‘lgani sababli MmE,>M rj

kelib chigadi, chunki i >q tengsizlikdan m(e, - 7)> 0.

3.1 = X,/4(®),7 = vyiyus (®) va \a<1] bolsin. U holda
=] A

cue yi;i? munosabatdan ixtiyoriy z)y uchun!x,|<y ekanligi kelib
chigadi. Shu bilan birga

fjP(AjB/)=P(Bj) Va(i» (457=P(4)

M A

tengliklar o‘rinli. Bundan foydalanib va absolut yaginlashuvchi gator-
ning hadlarini ixtiyoriy tartibda yig'ish mumkin ekanligini hisobga
olib, quyidagini topamiz:

= fIxiP(Ai)< fjvap (Ai)= X |X,|y/td 5;)<

=1 = i=l =\
* X = A Bj)=Mn<™e
MM A B e

84



3-8. Tasodifiy mi<|dorning matematik kutilmasi (umumiy hol)

2-teorema. Agar {!,(«)} - diskret tasodifiy miqdorlar ketma-

ketligi 4 (6J) tasodifiy migdorga tekis yaqinlashsa, u holda m ¢ n mate-

matik kutilmalar ketma-ketligi Koshi ma’nosida fundamental bo'ladi.
Isboti. 4 ~ diskret tasodifiy migdor uchun

\Mg\ £>lm )

A ' H
sup[*J=supl£(©)| ()
i coeQ
munosabat o‘rinli. Bundan foydalanib, quyidagini topamiz:
IME,-Mm £m\= M (], S(__ylélé)|"(f6)-|m(©)|-> 0.n,m -> co.
Demak, { } ketma-ketlik fundamental ekan. Teorema is-
botlandi.

3-ta’rif. 4 =4 (co)-(QuL,Pp) ehtimollar fazosida aniglangan

tasodifiy miqdor, 4, (0J) esa 4 (0)) tasodifiy miqgdorga tekis yaqin-
lashuvchi diskret tasodifiy migdorlaming ixtiyoriy ketma-ketligi bo‘l-
sin. U holda 4 tasodifiy migdorning matematik kutilmasi deb ushbu

M4 =limman

giymatga aytiladi.

2-izoh. Yetarlicha katta n sonidar boshlab w4, matematik
kutilmalar bir vaqtda yoki mavjud, yoki mavjud emasligi ravshan.
Oxirgi holda m 4 mavjud emas deyiladi.

4 tasodifiy miqgdorning yuqgorida keltirilgan ta’rifi ma’noli
ekanligini ko ‘rsatamiz.

Birinchidan (i2 ., p ) fazoda aniglangan ixtiyoriy s tasodifiy
miqgdor uchun unga tekis yaqinlashuvchi diskret tasodifiy miqdorlar-
ning ketma-ketligi mavjud.

Hagigatan ham, har ganday natural n va butun « sonlar uchun

ko i+ f
e

va X 4t"" ~Q munosabatlar o'rinli.
-
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" (1) SV (®) ©
deb belgilaymiz. U holda FE, (Fo)—g(o))g <- .
Ikkinchidan, agar En(co) va wB(oj) diskret tasodifiy miqdorlar
ketma-ketligi tasodifiy migdorga tekis yaqginlashsa, u holda
HTO ME,n = Vlvi,ﬂMijn
tenglik o‘rinli, ya'ni a/c, tasodifiy migdorga tekis yaqginlashuvchi
(©) ketma-ketlikni tanlashga bog'lig emas.
Haqigatan ham, (5) tenglikdan

0~ M4, ~Mri,\=|M (£, -/?,,)|< sup\E,(to) - 17,,(a )| <
coefl

ANisup|M(®)-5(0)|+suplc(®)-~(R>)| )-> 0, w->0>
Voefi 0eQ y

munosabatning o ‘rinli ekanligi kelib chigadi.

M atematik kutihnaning ta’rifidan va 1-teoremadan bevosita
ushbu teorema kelib chigadi.

3-teorema. 1°. E va 7 tasodifiy migdorlar ME, va Mq mate-

matik kutilmalarga ega bo‘lib, a va b —ixtiyoriy sonlar bo‘lsin. U
holda M(ag +br7) mavjudboiib,
M(aE, + bij) = aME, + bMr)

tenglik o‘rinli bo *ladi.

2°. Agar £>0 bo‘lsa, u holda Mg >0 Agar Mg va Mg
matematik kutilmalar mayjud bo lib, E>q bo‘lsa, u holda Mg > Mg
bo ‘ladi.

3°. Agar ME, chekli bo‘lsa, u holda Miz ham chekli bo‘ladi.
Agar |*<q bo‘lib Mg chekli bo‘lsa, u holda ham chekli
bo‘ladi.

Bu teorema diskret tasodifiy miqdorlar uchun isbotlangan 1-teo-

remaning analogidan iborat.

“ Musbat tasodifiy? tnigdorlaming matematik kiitUmasi har doim mavjud.
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4-teorema (matematik kutilmaning multiplikativlik xossasi).
Agar ¢ va ij bog‘ligsiz tasodifiy migdorlar bo‘lib, MS, va Mi]
matematik kutilmalar chekli bo‘lsa, u holda
MS, mij — Mg mMr\
tenglik o ‘rinli.
Isboti. £ va r) tasodifiy migdorlar bog‘ligsiz bo‘lsin. Agar £ va
00 C
X] diskret tasodifiy migdorlar bo‘lib, £ = ™ x kl A(oy
k=1 i=1
ko‘rinishga ega bo‘lsa, u holda ixtiyoriy k, j butun sonlar uchun

P(AkBj) = P(AK)- P(Bj) tenglik o'rinli. Demak,

ijiW/as’H }/bz\l WA )=k—1-j—L )p (Bj)=
= £ xkP(Ak)YiyjPi.Bj) = aMi7.
b= >i

Agar | va 77 tasodifiy miqdorlar bog‘ligsiz bo‘lsa, u holda (s)
formula orqali ifodalangan gn(oj) va

disk.et tasodifiy migdorlar ham bog'ligs 7 boiadi. Demak, yuqorida
isborbnganiga ko ‘ra, M!grin= Mgnjn tt viik o‘rinli. £,(a> ketma-

ketlik [(f6>) ga rjn(co) ketma-ketlik ~(iy)ga tekis yaginlashgani
uchun £ n(co)-rinQco) ketma-ketlik £(&>)s 7(®)ga tekis yaginlashadi.
Demak, matematik kutilmaning ta’rifiga ko ‘ra
Me mi] = H%M qn,, = HEM gj]n:HIEOMgnJPi_I;&Mr],, = Mg *Mr].
Teorema isbot bo*Idi.
1-natija. Agar bogMigsiz tasodifiy miqdorlar bo'lib,
ular chekli matematik kutilmalarga ega boisalar, u holda

tenglik o ‘rinli.
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5-teorema (Monotonyaqinlasliish haqgidagi teorema) £ ,(» ) -
manfiy bo‘lmagan tasodifiy iniqdorlar ketma-ketligi uchun
4n—4'tM*n=h2;— va k;_)rg@e (©)= |(<<) munosabatlar o‘rinli bo ‘Isin.

Agar MEIn matematik kutilmalar mavjud bo‘lib, sup MEn< cc bo‘lsa,
n

u holda E tasodifiy migdoming matematik kutilmasi chekli bo‘lib,
ME = LLU,?DME’ tenglik o ‘rin.fi bo ‘ladi.

Isboti. 0 <E, (co)<”oj) bolgani uchun 3 teoremaning 2 -
xossasiga ko‘ra 0< ME,n< ME va
lipgME,, <ME . (7

va bo'lsin. U

holda Enk< 4,'k+v lim Erk=En munosabatlar o'rinli. rjk=m ax”" sod-
a-ko l<n<k

da tasodifiy migdor va 0<t]k= mix~rk< max £ - 77, , bo‘lgani
I<«EE IMAH T

uchun rk monoton o‘sadi. 7 = l!l_%? boTsin. U holda har bir x uchun

rik < Ek ekanligidan
limMEk- Mtj < limME,.. (8)
—D k—
Shu bilan birga, «</c bo‘lsa,Eni <rik<7 va bundan A-—»o deb bar-
cha »n lar uchun En-H tengsizlikning o‘rinli ekanligini hosil gilamiz.
Demak, E,<ri va ME,<Mrj tengsizliklar, (7) va (s) munosabatlar
bilan birga teoremani isbotlaydi.
Diskret tasodifiy migdoming matematik kutilmasi

Mf= 21xkP {Z=Xk)
k

Fomiula orqali ifodalanishi bizga ma’lum. Quyida absolut uzluksiz
tasodifiy migdorlaming matematik kutilmasini hisoblash formulasini
keltirib chigaramiz.
6-teorema. Agar E tasodifiy migdor pAx) zichlik funksiyaga

ega bo‘lib,

K

[ \X\p¢ (x)chc<ce

-D
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boTsa, u holda
®

= \xPc_ (x)dx (9)

—0
tenglik o ‘rinli.
Isboti. Biz p . (x) Reiman ma'nosida integrallanuvchi va (9) teng-

likning o‘ng tomonida Riman xosmas integrali turibdi deb, faraz
gilamiz (teoremaning isboti Lebeg integrali uchun ham o‘rinli).

hodisalar va I Ak(co) sodda
Il $ ) k="
tasodifiy miqdorlar ketrrxa-ketligini kiritamiz. U holda HLnOOM En—MS

tenglik o ‘rinli. Shu bilan birga

ki1
n2'-1 u n2t-\ k2
| _ATP(4-)= I _~A
=-ii2" Z Jt=n2 A
on
va
*+ k+1
n nB-1 2 nlé—\ i i 2
pr{x)dx: V pr(x)dx< |p(x)dx<
-» k=-n2" k_ k=-f>2n * —
2 2
t+l
J n2n 2 i @
<—+ N fp(x)dx<—+ fxp(x)dx
n k=-,,2" +_ n -®
2.
munosabatlar o‘rinli.
Jxp(x)dx — < M%, < Jxp(x)dx

tengsizliklardan n —>o00da (9) tengsizlikning o‘rinli ekanligi kelib chi-
gadi.

Endi absolut uzluksiz tasodifiy migdorlaming matematik kutil-
masini hisoblashga doir bir nechta misollar keltiramiz.
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7-misol. £ -[* ,e] oralig‘ida tekis tagsimlangan tasodifiy migdor
bo‘lsin. Bu holda x<a yoki x>b bo‘lsa, /2(.*) =0 ekanligini hisob-
ga olsak,

Mg = f ax - f =
gb _éloxp(X)’ g Jwa 2 b-a 2

Kutganimizdek. mg soni [a,ft] oraligning o‘rtasi bilan ustma-ust
tushar ekan.

8-misol. (a.ct) parametrli normal tagsimotga ega bo'lgan £ ta-
sodifily miqdorning matematik kutilmasini topamiz:

W Jreertadx= towe L2 -

Oxirgi integralda y ="n almashtirish bajarib, quyidagiga

ega bo‘lamiz:

Mi=l BSrexpH }i4=is 4 ~ | *+a

= JJiexps~\vdy + aJM(y)h=a.
L J -

Bu yerda birinchi integralda integrallanavchi funksiya toq funksiya
bo‘lgani sababli nolga teng, ikkinchisi esa standart normal zichlik
funksiyadan olingan integral bo‘lgani uchun birga teng. Shunday qilib
M ¢ =a, Yya’ni normal tagsimotning birinchi parametri uning mate-
matik kutilmasidan iborat ekan.

9-misol. £ tasodifiy migdor Koshi zichJik funksiyasiga ega
bo‘lsin:

K(x) =
an(\+ x)

|
U holda f——— =00 bo‘Lgani uchrn, ¢ ning matematik kutilmasi

)

mavjud emas.
10-misol. (a [ )-parametrli gamma tagsimotning matematik

kutilmasini hisoblaymiz. Gamma tagsimotning zichlik funksiyasi
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§0,x<0,

P{(x) =] Aaxa-le~;x’ *> 0

\ r(a)
bo‘lgani sababli
%Aa xoc -Xx, 1 "fa-u, r(a+d a
Me- a S — du = —-—---
S 0Teot YT ATENY Y MR R A

4- § Tasodifiy migdor funksiyasining matematik kutilmasi

¢(ci.arp) ehtimollar fazosida aniglangan tasodifiy miqgdor
boiib, g(x) esa r da aniglangan biror Borel funksiyasi va rj - g(¢)
boisin. U holda 7 ham (Q i1,r) fazoda aniglangan tasodifiy migdor
bo‘ladi (Il bob, 2-teorema). Uning matematik kutilmasini hisoblash
uchun Il bob 7-§ dagi formulalardan 7/ tasodifiy migdoming taqgsi-
motini topib, so'ngra avvalgi paragrafdagi ta’rifdan foydalanish
mumkin. Ammo biz fooshqa, qulayroq usulni go‘llaymiz.

Avval xx x2, ...giymatlarni pk = r(¢ = xt) ehtimollar bilan
gabul qilirvehi £ diskret tasodifiy migdomi ko‘ramiz. Bu holda
7=g’(<?) tasodifiy migdor g(x,),q9(.Y,),....,g(>t),... giymatlarni pk«
ehtimollar bilan gabul qilishi bizga ma'lum. Shuning uchun ham, agar

/=1
shart bajarilsa, u holda 77 tasodifiy migdorning matematik kutilmasi

Mr) = Mg ($) =YJg{xi)pi
i=1

fomiula orgali aniglanadi.
Endi & tasodifiy migdor absolut uzluksiz bo‘lib, p,(x) uning

zichlik funksiyasi bo‘ Igan holni garaymiz.
7-teorema. Agar £ pe(x) zichlik funksiyaga ega bo‘lib, g(x) Rr

da aniqlangan uzluksiz funksiya bo‘lib,

m\)\g(x)\Pp(x)dx
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integral absolut yaqginlashsa, u holda
©

Uri = Mg(4 )= "g(x)pg(x)dx 10)
-3
tenglik o‘rinli.
Isboti. Teoremani avval [a.é] orafigda aniglangan uzluksiz g (x)

funksiya nchun isbotlaymiz. Har gaysi n —1,2,... sonlar uchun
b— a [0, jc&Era,b), )
X* = 04 - K va gn(x) = A deb belgilay miz.

s >0 ixtiyoriy musbat son bo‘lsin. U holda fagat ¢ ga bog‘lig
bo‘lgan simnday no natural son topiladiki, barcha n >no va hargan-

day xe[0,;] sonlar uchun |g, (x)-,9(x)|<£ tengsizlik o‘rinli,ya’ni
0. (x) ftmlcsiyalar ketma-ketligi g(x) funksiyaga [i/,/j] oraiiqda tekis
yaqinlashadi. rin =gn(c) sodda tasodifiy miqgdorlar ketma-ketligini
kiritamiz. Yuqorida isbotlanganiga ko‘ra rin tasodifiy miqdorlar
ketma-ketligi 7 = g(g ) tasodifiy miqgdorga tekis yaqginlashadi. Demak,
matematik kutilmaning ta’rifiga ko‘ra,

BMan(©=Mg(C).  (11)

Ikkinchi tomondan,

n xnk b
M g,.{C)=1ILg(xnk) J P*(x)dx=\g,,(x)ps{x)dx.
t=1 Xn ,k-\ a

Bu tenglikdan va yuqorida isbotlangan |*u(x) —g(jc)| — tengsizlikdan
q - sonlar uchun

Jg(x)pi;{x)dx- Mgn(C) <£

tengsizlik k:elib chigadi. Bundan, (11)tenglikga ko ‘ra (10) formulaga
kelamiz.
Endi g(x) >0 bo‘lgan holga o‘tamiz. Ushbu

g(x), IxI < n;



funksiyalar Icetma-ketligini kiritamiz. rn =g n(c) tasodifiy migdorlar
ketma-ketligi ¢ = ¢ (4 ) tasodifiy migdorga monoton yagqinlashadi.
Monoton yaginlashish haqgidagi teoremaga ko‘ra Mgn(z )T Mg(s )
munosabat o'rinli. Bundan va

n

Mg,, (0 = Jg(x)Pg(x)dx —> \g{x)pt(x)dx

munosabatdan (10) tenglik manfiy bo‘Imagan g¢(x) funksiyalar uchun
o'rinli ekanligi kelib chigadi.
Umumiy holda,
g (x) = max{ g(x);0}+ min{g(x);0}=gT(X)- ¢~ ()
tenglikdan va teoremaning musbat g(x) funksiyalar uchun o‘rinli ekan-
ligidan,

Mg(G)=Mg+(G)- Mg (G)= Vg +(x)p((x)dx- JG (x)p£(x)dx =

a

Teorema isbot boTdi.
3-izoh. (10) formula g(x,,x,,...,xn) funksiya r n fazoni r fazoga

akslantiruvchi n oichovli uzluksiz funksiya bo‘lgan umumiy holda
ham o‘rinli ekanligini yuqoridagi kabi isbotlash mumkin.

E=0Ql,.., ¢y n oichovli tasodifiy vektor absolut uzluksiz boiib,
P; 5, (Xj,...,},,) uning zichlik funksiyasi boMsin. U holda matematik
kutilma

i J Tg (x1,..., xn)pr An(xi,..., xjdxl --dx

formula orqgali hisoblanadi.

4-izoh. Tasodifiy migdoming tagsimot gqonunini yozish maium
giyinchiliklarga olib keladigan ba’zi hollarda matematik kutilmani
hisoblash uchun (10) formuladan foydalanmay, balki boshga (mate-
matil< kutilmaning xossalaridan foydalanuvchi) turli usullar ishlatiladi.
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11-misol. Standart normal tagsimotga ega boigan E tasodifiy
miqdorning matematik kutilmasi

ri- o mE +a tasodifiy migdor (a,a 2) parametrli normal tagsiinlangan
boisin. U holda, matematik kutilmaning additivlik xossasiga ko ‘ra
Mr] —c =m +a - a ekanligi kelib chigadi. Bu tenglikni biz 8-misol-
da keltirib chigargan edik.

12-misol. n ta bog‘ligsiz tairibalardan iborat bo‘lgan Bemulli
sxemasida, kuzatilayotgan a hodisaning ro‘y berishlar soni w ni
H=/ut+ju2 +...+jin yig‘iadi shaklida ifodalash mumkin, bu yerda
Uj — A hodisaning y'-tajribadagi ro‘y berishlar soni. U holda

M/j =0-F+lep =p
boMgani uc bun matematik kutilmaning additivlik xossasiga ko ‘ra
Mr] = Mrj, +Mr]2+...4Mr\n =np

tenglik kelib chigadi. Bu 2-misoldagj natija bilan bir xil, animo juda
kam hisoblashlar yordamida olingan.

5-8. Dispersiva. Yugqori tartibli momentlar

Tasodifiy migdorni sonli xarakteristikalaridan yana biri uning
dispersivasidan iborat.

4-ta’rif. ¢ tasodifiy migdorning dispersivasi deb pg=M(;;-ME)2
songa aytiladi. o = ~pE qgiymatga e tasodifiy miqdorning o‘rta
kvaiiratik chetlanishi yoki stanHart chetlanish devilarii

pq dispersiya e tasodifiy migdorning giymatlari uning matema-
tik kutilmasi atrofida ganday targalgan elcanligini xarakterlovchi

sondan iborat.
Dispersiyaning ba’zi xossalarini keltiramiz:

Hagigatan ham,
Dg = M{q- Me)2= M (42- 2(4ME) +(ME):) =
= - 2ME®ME + (M%)2= 2- (Mq)2
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2 . Agar £ tasodifly migdor yagona o‘zgarmas ¢ sonni 1ehtimol
bilan gabul qgilsa, ya’ni P(£-C ) =1 boisa, u holda = 0. Darha-
gigat, MC=C tenglikdan o ¢ =m (£- cf = (C- C)2:1=0.

3. Ixtiyoriy C soni uchun b(c~) =c20$, D(% +C) =D% teng-
liklar o'rinli.

Isboti.

D(C$)=M(Q - MCEf= M(C% -CM~f =CM(E-M $)2=cCc2DE.
As+0 =M(c+-C-M (i4C))2=M{%-Meg +C-Cf=M(<;-M4)2=DE-

4 .Agar 4 va 7/ o‘zaro bog‘lig boimagan tasodifiy migdorlar
bo‘lsa, u holda b(e, + 77)= + or/ tenglik o'rinli.

Isboti. Matematik kutilmaning additivlilc xossasidan foydalanib

quyidagini topamiz:
D(g &T1)=M(g- Me)2+2M(q - - MAN)+ Mfa- Mr])2=Dg +Dr],
bu yerda £-me va 77- mr] tasodifiy miqdorlaming bog‘lig
emasligidan m@; - Mm2rxty - Mr]) = M(<|- Mm%)m(r] - mr]) =0 teng-
lik kelib chiqgadi.

4-xossa fagat ikkita emas, balki juft-jufti bilan bog‘ligsiz boigan
n ta tasodifiy migdorlar yig‘indisi uchun ham o‘rinli ekanligini ko'rish
giyin emas.

13-misol. (n, p) parametrli binomial tagsimotga ega boigan /u
tasodifiy migdorning dispersiyasini hisoblaymiz.

/v tasodifiy miqgdorning dispersiyasini hisoblash uchun 1 -xos-
sadan foydalanamiz. m/u matematik kutilma 2-misolda topilgan edi:

Mfx-np. Endi m p 2 matematik kutilmani hisoblaymiz:

m2-i/c,,vo-pY‘f' -Nnr -

= <X~ p r “'=Evtv+ »cbLp><\-pr-=

=np(Mp(n =D+ D—np((n-p +D=(np)2+npq. (12)
Demak, pp =v4 p —(Mrry =npq. (12) natijaga quyida keltirilgan
usul bilan osongina kelisli mumkin: p(n) tasodifiy migdomi n ta
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bogiigsiz tajribalardan iborat boigan Bernulli sxemasida kuzati-
layotgan A hodisaning ro'y berishlar soni ekanligini hisobga olib, uni

m=ju(n)=fii+ +
ko‘rinishdagi yig ‘indi shaklida ifodalash mumkin, bu yerda i} orgali
y-tajribada a liodisa ro‘y bersa 1, aks holda 0 giymat gabul giluvchi
tasodifiy miqdor belgilangan. Har bir gqo'shiluvchinitig dispersiyasi

Dnj = (0- MfUj)2-q + (I-M ¢if)2-p ={-p)2g+ (l-p)2p =

=p2g tqg-p =pa(p tq)= pu
va /v., y=12,..w tasodifiy migdorlar birgalikda bog°‘ligsiz boigani
uchun 4-xossaga ko‘ra ushbu
D/u =D/u(n)= Au, + Dju2+ ...+ DPti=npq

tenglikka kelamiz.

14-misol. A parametrli Puassoa tagsimotiga ega bo‘lgan ¢ taso-
difiy migdoming dispersiyasi topilsin.

Buning uchun biz dispersiyaning 1-xossasidan foydalanamiz.
Bizga mu =9 ekanligi ma’lum (3-misol). m ¢ 1 matematik kutilmani
hisoblaymiz:

00 28 « H =0 1j
M4a2=Y kr— e~n=AXN4— e-n=NE (y+1)4d-e-n=
b to K\ £Ex  (*-»)' >0 J!
=70t +E ]=a«(" +0=a2+5-
Shunday qilib,
W =ME£2-(Mf-)=A1+4-92=n,

ya’ni Puasson tagsimotining dispersiyasi ham, lining matematik
kutilmasi kabi A parametrga teng ekan.
15-misol, [i?,6] oraligda tekis tagsimlangan £ tasodifiy

migdoming dispersiyasi (10) formukga asosan topiladi:

£/ b+al 1 j 1 !, ewa¥ [ ir42\ | (b—a)
A= D - )y~ A=5(inN) ) T o~ )t 12
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16-misoL (a,er2) parametrli normal tagsimotga ega boigan £

tasodifiy migdoming dispersiyasini topamiz:

00 0° .2 foo( \2 1
D*= J(x-a)2g0cC(jc)dx= J(X-|=--exp<j- ' a~ \dx.
Jo [ 2cr J
Bu integralday — — m almashtirish bajarib, quyidagini hosil gilamiz:
a
® 2 f 2
J J oy

Di=ff2 Jvsrexpi“*“ r

Hosil boigan integralni v= /m , chi = yexp<j— > deb olib,
V2a ' 1 2

boiaklab integrailaymiz:

D*=cr2 "j-jizexp< \dy = <J2 Jc/)(y)dy = a 2.
—&® v t J -0
Demak, parametrli normal gqonun bo‘yicha tagsimlangan taso-

difiy migdoming dispersiyas i uning ikkinchi parametriga teng ekan.
17-misol.(ctr,A) -parametrli gamma taqgsimotning dispersiyasini
hisoblaymiz. MS, =X ekanligini hisobga olib, dispersiyaning i -
X
xossasidan foydalanamiz:

2~ A e-, Xdx=
0 1(a) Ar(a) q " AT(a) A

A A A
5-ta’rif. ~ ~ (Quu~2) ehtimollar fazosida aniglangan tasodifiy

miqdor va k >0 biror son bo'lsm. Agar m» | matematik kutilma mav-
jud boisa, u holda ak = songa £ tasodifiy migdoming A-tartibli

boshlang‘ieh momenti, m k= m\gf songa esa uning A-tarribii

absolut momenti deyiladi.
£ —wmt, tasodifiy miqgdoming momentlarini  markaziy
momentlar deyiladi.
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Agar - O boisa, u holda markaziy moment boshlangich
momentga teng bo‘ladi. ¢ tasodifiy migdoming bii'inchi tartibli
boshlangich momenti uning matematik kutilmasi bilan, ikkinchi
tartibli markaziy momenti esa dispersiyasi bilan ustma-ust tushadi.

18-misol. (Normal tagsimotning markaziy momentlari).  taso-

difiy migdor (¢/,a?)parainetrli normal tagstmotga ega boisin. U hol-
da mM.,=a, D<4 =<y' ekanligi bizga maium. c tasodifiy migdoming
markaziy momentlarini hisoblaymiz.

PM=M ~-aT =-\= }(x-aT Qi
| 2cre \

Bu yerda z = :X-—C_—T—Ealmashtirish bajarib, topamiz:

m * i 7N
Pm=-j=\zm" - [ 2)dz.

Agar m toq boisa, u holda /3* =0 boiadi, agar m juft boisa
(m=2k), u holda J2k=mM (£- a)2k =—==-1z2k €XpP|~—_ \dz da
.2
~y = t almashtirish bajarib quyidagiga ega boiamiz:

~k 2k 00, i/ o t

ft* =m (4-a)2¢ = + =

= 1-3---(2>k-Dcra= (2A:-D!1o-2t.

19-misol. A-parametrli ko ‘rsatkichli tagsimotga ega boigan £
tasodifiy migdoming yuqori tartibli momentlari hisoblansin.
Yechish. £ tasodifiy migdoming zichlik funksiyasi

. s [A-e-'I* x> 0,

e .’?: [0,x< O.

£ ning ¢-tartibli momentini 7-teoremadagi (10) formuladan foyda-
lanib topamiz:
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ak = M ik = fX' /LM kadx =\ fxke /Xdx =~ jike 1dt =- -R -
0 0 * 0 "+

Agar k rausbat butun son bo‘lsa, r(£ +1) = Al va ak - —j--
A

6-8. Asosiy tengsizliklar

Matematik analiz kursidan bizga ma’lum bo‘lgan yig‘indi va
integrallar uchun isbotlangan ko‘p tengsizliklar ehtimollar nazariyasi
va matematik statistika kursida bam keng qo'llaniladi. Shu bilan birga
elitimollar nazariyasining o°‘ziga xos bo‘lgan tengsizliklari ham
mavjud. Bu tengsizliklarning barchasida matematik kutilma va yuqori
tartibli momentlar ishlatiladi. Bu paragrafda biz bunday tengsizlik-
larning eng muhimlarini keltiramiz.

Yensen tengsizligi. Agar M|f£|<co va g(x) botig funksiya

boisa, u holda
Mg(z)>g{MZ) (13)
tengsizlik o‘rinli.

Isbotl. g(x) funksiya (a.b) (-o0 <a < b <o0) intervalda aniglan-
gan bo'lsir. Agar ixtiyoriy x,,x2e (a,b) va istalgan 0<O< 1 sonlar
uchun ushbu

g(9xt+(1-0)x2)<d mg(X,)+ (1~d)g(x2) (14)
tengsizlik c‘rinli boclsa, u holda g (x) funksiya (a,b) intervalda botiq
deyiladi.

x0e (a,b) ixtiyoriy son bo‘lsin. U holda a<x]l<xo<x2<b
tengsizlikni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy x,,x2 sonlar uchun
g(*i )~g(xQ) * g(x2)-g(x0)
Xi~x0 x2-x0

tengsizlik o‘rinli. (15) tengsizlikni isbotlash uchun (14) itodada

Y2 xq. deb olish kifoya. (15) tengsizlikdan
X2-X,

sup inf
jg<to X,-X0 X2>*0 X2 X0
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tengsizlikni ganoatlantiruvchi o’zgarmas C soni mavjud ekanlxgi kelib
chigadi. Oxirgi tengsizlik o‘z navbatida
g(x)>g-(x0) + C- (x-a) (16)

ko ‘rinishdab o 4adi.

5-izoh. Agar g(x) funksiya ikkinclii tartibli hosilaga ega bo‘lsa,
u holda uning botigligi g"(x)>0 (acx<b) tengsizlik bilan anig-
lanadi. Bu holda (16)tengsizlikda ¢ = ¢r'(xo) deb olish mumkin.

(16) tengsizlikda xo=m ~, x =¢ deb va uning har ikkala tomo-

nidan mateinatik kutilma olsak, (13) tengsizlik kelib chigadi.
Lyapuinov tengsizligi. Ixtiyoriy musbat r <s sonlar uchun

Bu tengsizlikni isbotlash uchun ¢ (x)= x'r botig funksiya va i)\
tasodifiy miqgidorlarga Yensen tengsizligini go‘llash kifoya.
Gyolder tengsizligi. r>\, s> 1, /y1+/ys =1 sonlar va ¢,rj

tasodifiy migdorlar uchun < 00,A/[r/j <co munosabatlar o'rinli
boisin. U holda

M\4-g\< (MAA\TY ‘m (M \ri[) /s an

Isboti. .g(;¢) =-]nx,x>0 funksiya (O.00) intervalda aniglangan

botig funksiya bo‘lgani tufayli (13) tengsizlik o'rinli, ya’ni ixtiyoriy
X,,x2> 0 va istalgan 0<9 < 1sonlar uckun

In(xjé? +x2(1-9)) >01nxj +~(I-#)Inx2- In*"x,9e n

tengsizlik o‘rinli. Endi x, =</, x-, - lil*; 9 =-, 1-0 =- deb olsak,
1 1 1 1 r S

u holda

tengsizlikning o‘rinli ekanligi kelib chigadi. Bu tengsizlikda
a = =-——=-—T7.pA,b = ------- — deb (biz m\yzyv ~ O.MAT deb faraz

(Wf («w f
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gilamiz, aks holda (17) tengsizlik trivial bajariladi), hosil bo‘lgan
tengsizlikning har ikki tomonidan matematik kutilma olsak, biz
Gyoldertengsizligiga kelamiz.

7-8. Chebishev tengsizligi

£ tasodifiy miqgdor va H(s;)=1~> esa {£>0} hodisaning

indikatori bo‘lsin. m (£) funksiyaga Xevisayd funksiyasi deyiladi.
g >o0- manfiy bo‘lmagan tasodifiy migdor va a > 0 - ixtiyoriy
musbat sonbo‘lsin. Ushbu bevosita tekshiriladigan

tengsizlikning har ikki tomonidan matematik kutilma olib (3-teore-
maning 2 -punktiga ko‘ra bunday qilish mumkin), ushbu

(18)

Markov nomi bilan ataluvchi sodda, lekin juda ham foydali teng-
sizlikni hosil gilamiz. Agar | musbat va chekli matematik kutilmaga
ega bo‘lsa, bu tengsizlikdan £ tasodifiy migdoming berilgan a qiy-
matdan katta bo‘lish ehtimolining yuqori chegarasi kelib chigadi. Shu
bilan birga Mi gancha kichik bo‘lsa, bu ehegara shuncha kichik
bo‘ladi. Agar mg <a bo‘lsa, (18) anig tengsizlik bo‘ladi, ya’ni
shunday £ tasodifiy miqdor mavjudki, nning uchun mg oldindan
anighmgan (berilgan) giymatga ega va (18) munosabatda tenglikka
erishish mumkin. Masalan, agar £ tasodifiy migdor 0 va a qiy-

matlami, mos ravishda 1 - va ehtimollar bilan gabul qilsa.
a a

bunday tenglik o‘rinli.

Endi musbat bo‘lishi shart bo‘lmagan, ammo Mg va ME,1
matematik kutilmalarning giymatlari chekli bo‘lgan £ tasodifiy mig-
domi olaylik. Yuqoridagi kabi

tengsizlikni har ikki tomonidan matematik kutilma olib
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munosibatni hosil gilamiz (bu yerda m —ixtiyoriy haqigiy son), ya’ni
biz £ tasodifiy migdorning m dan berilgan a giymatga chetlanish

ehtimoli uchun me, va mEe,2 matematik kutilmalar orqgali ifodalangan
yuqori chegarasini hosil gildik. éi —m)\2 kvadratning matematik kutil-
masi M(£ —m)2=ME,2—2mME + m2, in bo‘yicha o‘zining eng
kichik giymatiga m - me, bo‘lganida erishadi.
(19) tengsizlikda m = me, deb olsak, biz Chebishev tengsiz-
ligini hosil gilamiz:
P(\Z-M t\>a)< "
a
bu matematik kutilmadan a qiymatga chetlanish ehtimolini e taso-
difiy migdorning dispersiyasi bilan bog‘laydigan juda muhim teng-
sizlik.
Agar £ tasodifiy migdor nolga teng dispersiyaga ega bo‘lsa,

ya'ni m (e—me)2=0 bo'lsa. uholda € o‘rta kvadratik ma’noda
K> kv
M E qiymatga teng deymiz va i\v—wme,\ deb yozamiz. Agar (;=ME

bo'lsa, Chebishev tengsizligidan ixtiyoriy kichik musbat son a uchun
P(|E-M £]< a)= ltenglik o‘rinli yoki 1 ehtimol biian £ = me, ekan-
ligi kelib chigadi.
8-teorema. g¢(x) >0, g tasodifiy migdorning giymatlar soha-
sida kamaymaydigan fimksiya bo'lib, mg{c ) matematik kutilma mav-
jud bo‘lsin. U holda harganday a> O uchun
Mg(i*)
g(a)
tengsizlik o‘rinli.
Bu teorema ham (18) va (19) tengsizliklar kabi
HO\E\-CJ)< 9(%)
g(a)
ifodaning har ikkala tomonidan matematik kutilma olib isbotlanadi.



2-natija. « ixtiyoriy natural son va m |E|] <00 bo‘lsa, u holda har

ganday musbat haqiqgiy son a uchun

p<lal\>a)=+u L
a

tengsizlik o‘rirli.
Bu tengsizlikka Jr-tartibli momentlar uchun Chebishev
tengsizligi deyiladi.

8-8. Shartli ehtimol va shartli matematik kutilma

(Q.,A,p) ~ ehtimollar fazosi va 2 3 = { t o ‘plam Q

fazoni musbat o‘Ichovli to ‘plamlarga parchalanishi bo‘lsin (bundan
keyingi muloliazalarimizda barcha parchalanishlarni o‘lchovli deb
faraz qilamiz va buni alohida gayd etib o‘tirmaymiz). U holda har

ganday A hodisa uchun p{aA/Bk)= p (B~ k =\,2,--- shartli ehti-
mollar aniglangan bo ‘ladi.
¢B =CB(co)=tP (A /B k)IBk(co)
k=\
tasodifxy migdorga a hodisaning 23 parchalanishga nisbatan shartli
ehtimoli deyiladi va p (A/Q7) yoki p(A/QJ) (co) kabi belgilanadi. U har
bir e to‘piarada o‘zgarmas p (A / Bk) qiymatga ega.

Shartli ehtimolning asosiy xossalari:
1) agar A va 8 birgalikda bo‘Imagan hodisalar boisa, u holda
P(A +B/V3)=P(A/V3))+P(B/W).
Isboti. Quyidagi tenglikdan kelib chigadi:

Za+b K0)=+ (P {A + B)IBKk]IBk(m) =
I

+
k=

=2 (p(.A/Bt+ P (B/Bk)]IBt(0)) = £,(co) +£*(10).
k=\
2) P(A 1Q) =P (A),
3) AfPtA/V3) = P (A).
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Isboti.

MP(A /33) =MgB(<»)=t P (A!Bk)P(Bt)=
K=

y=pla((iBk) U (4
t=1 A \k=1 ))
Agar 2J) parchalanish n tasodifly migdor orgali vujudga kelsa,
u holda c¢5 shartli ehrimolga A hodisaning t tasodifiy migdorga

msbatan shartli ehtimoli, yoki 7 yaratgaa a -algebraga aisbatan
shartli ehtimoli deyiladi:
P(A/jj) = P(A /cr{ri)) = P{A / T))(co).
6 -izoh. 77 tasodifiy migdor u yaratgan parchalanishning har
gaysi elementida o‘zgarmas boigani sababli p(a /tj)- P (A [0 (7))
shartli ehtimolni A hodisa va = migdorlarning (nomaiumlaming)
funksiyasi shaklida ifodalash mumkin:
P(AL 71)(&)=p(A.ri(o])).
20-misol. 1,77 bog°‘ligsiz tasodifiy niiqdorlar boiib, £ esa A
parametrli Puasson tagsimotiga, » esa p parametrli Bemulli tagsi-
motiga ega boisin. ak ={iue Q :£ + 7w =k} hodisalami kiritamiz. U
holda
P(ak /TN, ¢ =0,12,..
shartli ehtimollar hisoblansin.
Vechish. Awal ushbu. tasdigni isbotlaymiz.
Agar lkkita bogMiqgsiz diskret £ va = tasodifiy niigdorlar mos
ravishda {x) va {j} giymatlami gabul gilsa, a holda
P(|+m=zmr=y)=P(E=2z-Y) (20)
tenglik o'rinli.
| lagigatan ham, shartli ehtimol formulasiga koia
R(Zxngz ri=y)
P(tl=y)
Bundan e va 7 tasodifiy migdorlarning bog*‘liasizligidan

Din |, . \
P{4 +r/=12zijn =y) =

Ptf +w=2zmr=y) = p"N +y=="in=y™* =p(g=z_YyYy
P(ri=y)
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(20) tenglikni biz ko‘rayotgan hoi uchun qoilab, quyidagini
topamiz:
P(AKIrj)=P( Ak/rj = 0)/{>=0 (a) + P (AK/Tj)1{rid] («) =
= Pit = k)I{n=0](co)+ P (£ = k - 1) I [n_I}(0j).
Bundan, £ tasodifiy migdor A parametrli Puasson tagsimotiga ega
bo‘lgani sababli

pk=P(P=k)=e-;~,k =0,12,.
va shu munosabat bilan
P(Ak/n)= Pj{,,=0} (°J) + Pk-il{la} (°>) = Pk (I~n) +Pk-SlI-
Demak,
P(4,/T/)=Po(l- ri)=e~l (1- D),

/>N 1,) =,-<£/(

» (1+('[- DTri =1,2,..

Xuddi yoiqoridagi kabi konstruksiya tasodifiy miqdorlar uchun
ham O‘rinli. (@ .8,p) - ehtimollar fazosida 5J={5,,52,...} parcha-
lanish va chekli yoki sanoqli x,,x,,...e R qiymatlarni gqabul giluvchi

£E(®)=ZV ** ={flve 0 :~M(w) =xxk}4 =1,2,..

*=
tasodifiy miqdor berilgan bo‘lsin. U holda har bir oeQ va barcha
k > 1 butun sonlaruchun

P{Ak/33} = P{AKk/QJ}<y) = P{C =xk/QJ}©)
shartli ehtimollar aniglangan va wular £ tasodifiy miqgdorning
x,,x2,...€ R giymatlar to‘plamida ehtimollar tagsimotini yaratadi.
£ tasodifiy migdoming parchalanishga nisbatan shartli matematik
kutilmasini Q ni r ga akslantiruvchi funksiya kabi (ya'ni tasodifiy
miqgdor kabi) anigqlaymiz:

MG Tl {a>)=+xkP{Ak/[23}(©O)=£ xkpP{G¢ = xk
k=1 k=l
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Bu formulani gayta ifodalaymiz:

M{E /2Ty@>)=¢ xkP{Akf & *ep{\VtB\IB (co)=
*= *HooyHE
=¢V o (*OI>*m sj}=g /i, /5, }.
o 0 =4 }

Shunday qilib, £ tasodifiy migdoming 27 parchalanishga
nisbatan shartli matematik kutilmasi bn parchalanishning har bir 5
elementida ™ |£ 18 jg /? gateng o‘zgarmas giymatlarga ega bo'lgan
tasodifiy migdordan iborat elcan. Demak, J— LU parchala-
nishga nisbatan (23 parchalanish yaratgan cr-algebraga nisbatan)
oichovli funksiya ekan. Ixtiyoriy Ll oichovli b to'plam uchun
{fflen:M {i|/2J}eD } hodisa 23 dan olingan 5 to‘plamlaming
yigindisidan iborat bo'ladi, ya’ni u 23 parchalanish yaratgan cr-
algebraga tegishli ekanligini gayd etishimiz lozim.

Endi £23 parchalanishga nisbatan shartli matematik kutilmaning
asosiy xossalarini keltiramiz. Quyida keltirilgan tengliklarda uchragan
tasodifiy migdorlaming matematik kutilmasi mavjud deb faraz qili-
nadi.

Ixtiyoriy tasodifiy migdorlar, har gandav 03 parchalanish
va ixtiyoriy a,b,ce R sonlaruchun:

1) M{ag, +bn123}=am{¢ /03}+-bm{r; /23};

2) Af{?/n}=IM C;

3) M{C/23}= C;

4y M {1n1w =P{ALlL .

1)—4) xossalaming isboti shartli matematik kutilmaning ta’ri-
fidan bevosita kelib chigadi.

5) ixtiyoriy tasodifiy migdor ¢ va 23={ oichovli ixti-
yoriy A hodisa uchun

MI1J; =M {1aM{£, [23}} (21)
formula o‘rinli.
106



Isboti. Hagigatan ham, a hodisa 27 parchalanishga nisbatan

oichovli boigani uchun, A = (J B wmtenglik o'rinli va
j;BjczA
A =1iO0 )W = I =
coeA j :BjcAae Bj
= Z I 4{co)P{co! Bj )P{Bj )= A M {4/Bj}P(Bj)—=
j :Bjc~Aex=Bj J,BjZiA

= Z M glIBj) Z P{co}=YM{Z/»3}(0o})P{cd} = MIlaM {Z/73}.
j\B;<zA 0>sBj coeA

(21) tenglikdan toia ehtimol formulasini umumlashtiruvchi
ushbu muhim xossa kelifo chiqadi:
Natija. Ixtiyoriy tasodifiy miqdor va ixtiyoriy 27 parcha-

lanish uchun toia matematik kutilma formulasi o'rinli:
m$ =mm {z/27}.
27=18t,B2,...]1 parchalanish va 7= rj(co) qandaydir tasodifiy
miqgdor boisin. Agar rj yaratgan 27* parchalanish uchun 27,;c27

munosabat o‘rinli boisa, bu holda 77 tasodifiy migdorni

()]
7 =T1(G>)="'LyilBj (®
(6>)="Lyi i (®)

sliaklida ifodalash mumlcin, bu yerda y, larning ba’zilari teng ham
boiishi mumkin. Boshgacha aytganda, agar /7 tasodifiy miqdor 27
parchalanishning eleiraentlarida (atomlarida) o‘zgarmas qiymatlar
gabul gilsa va fagat shundagina u 27 ga nisbatan oichovli tasodifiy
miqdor bo'ladi.

Agar 27 trivial parchalanish (ya'ni 27={Q}) boisa, u holda =
23 oichovli boiishi uchun 77 =C =const boiishi z:arur va yetarli. Shu
bilan birga, ixtiyoriy # tasodifiy miqdor o ‘zi yaratgan 27"
parchalanishga nisbatan oichovlidir.

6) agar = tasodifiy migdor 27 oichovli boisa, u holda ixtiyoriy
diskret £ tasodifiy migdor uchun
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M %y [0} = TIA{EI23},

tenglik o ‘rinli va xususan,

M{r)1e} =T (M {ri/QII y=rj. (22)
®
Isboti. £ = Nix;laXC0) boisin. U holda
7=1 1
*QC o0

An =Y T xJdykla/Bk (®
R ST @®)

tenglik o'rinli va shu sababli

[2T}=1i~P {4 .5,/5J)} =

7=U=1
V== =1
=ZI1>7>p K A /5*Kb*(®)=£i>yjvPM /[ /[E* }:fl (®). (23)
7-1£-1 7=U=1

Ikkinchi tomondan, /g,(<a)=/5(&) va [”j uchun
1Bt(oj)iri (a) = 0 tengliklami hisobga olib, quyidagini topamiz:

n*f<E/m=i:ykIBkA X jP { A .1 A - ’ (®)ﬂ|x
£=1 ]:1 ,*=i
x> co + o ®
x?_ R2Y1* » = E S Axyp{"«t}t(«),
=1 7=1 J *=1 ]

bu (23) tenglik bilan birga 6) xossani isbotlaydi.
Sliaili matematik kutilmaning yana bir muhim xossasini kelti-
ramiz:

7) 2Jr va 2J2 - ikkita parchalanish boiib, © ic;* (2L
parchalanish ga nisbatan “rnaydaroq”) boisin. U holda ixtiyoriy
diskret tasodifiy miqdor uchim

M(M{e, [2J2}9J0i)= A/{E/2]i }. (24)

Isboti. (24) tenglikni isbotlash uchun im, va

2J2={52i,822,..} deymiz. U holda, agar g = gJX/"- (®)bo“‘lsa,
7=1 3

108



W {[/202}=£ x yP {~./912},

H-
va shuning uchun liain
MiP{Aj1402} i ~1]1=P{Aj1%x) (25)
ekanligini koi'satish yetarli.
P{A/T T r}y==+=P{Aj/B2q}lI (&)
5=1

bo‘lgani uchun

MIP{A] 1932}/ ©1]=¢ PL, ./52}P{S2/2Ji}=

w=l
1
= j
-] =
pH g=\
=i 4 7)) S AN A-IT2}P{r22/5,}=
/A {5 A )
VI y
P4 {**l:*l}
=i JBJp(»)P(Aj/Blp)=P{AJ/<S},
F=1
ya’ni (25) tenglik kelib chigadi.

Agai Xj=93rjl, parchalanish rix...,rjk tasodifiy miqdorlar
orgali yaratilgan bo‘lsa, u holda m¢g } shartli matematik
kuriima £ tasodifiy rnigdoming rjv...,iJk tasodifiy miqdorlarga nis-
batan shartli matematik kutilmasi deyiladi va uni [rix,...,qnA

orqgali belgilanadi.
7-xossadan quyicJagi foydali xossaning o‘rinli ekanligi bevosita
kelib chigadi:

8) MM {c/7T7072H77]=M g /IT}.
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Izoli. Diskret Q ni har bir chekii yoki sanoqli
parehalanishiga u orqgali yaratilgan yagona minimal
ct(2))- er-algebra mos keladi va aksincha Q ni gism to‘plamlaridan
tashkil topgan har ganday er-algebra biror 2J —chekii yoki sanoqli

parchalanish orqali yaratiladi. Boshqacha aytganda, dislcret Q fazo-
ning er-algebralari bilan uaing barcha parchalanishlari orasida
o‘zaro bir giymatli moslik mavjud elcanligini koisatish giyin einas
(bu fikmi isbotlashni o‘quvchiga mashq sifatida qoldiramiz). Shuning
uchun harn, ¢ tasodifiy migdoming cr(*J) —r algebraga nisbatan

shartli matematik kutilmasi m{z, /21} ga teng ekanligi ravshan.
23 parchalanish biz koigan chekii yoki sanogli, ammo
ulaming je elementlari 0 dan fargli ehtimolga ega boigan holda

shartli matematik kutilma va shartli ehtimolning ta’rifi konstruktiv
boiib, uj uda yagqol ko‘rinishga ega. Ammo ehtimollar nazariyasida
“nol” ehtimollik hodisalarga nisbatan shartli ehtimollami koiishni
taqgozo etu vchi masalalar bilan uchrashishga to‘g‘ri keladi.

(E2 - ehtimollar fazosi, © — gandaydir er-algebra, 6 c j

(S — ning gism <x-algebrasi) va £ =g (co) ixtiyoriy tasodifiy migdor
bo‘lsin. Endi £ tasodifiy migdoming © er-algebraga nisbatan shartli

matematik; kutilmasining (va xususan, shartli ehtimolining) ta’rifini
keltiramiz.
6-ta rif. s tasodifiy migdoming (3er-algebraga nisbatan shartli

matematik kutilmasi m {g /6 } deb 6 ga nisbatan oichovli va ixti-
yoriy a<= *5uchun

\CdP= JM {G/6}dP
A A
tenglikni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy tasodifiy migdorga aytiladi.
Bunday ta.sodifiy migdoming mavjudligini isbotlash ancha murakkab
boiib, u ushbu Radon—Nikodim teoreniasiga tayanadi.
Radon-Nikodim teoremasi. (fi,Apr) —ehtimollar fazosi va
A esar ga nisbatan absolut wuzliksiz, ishorali o°‘lchov (ya’ni

A=A —A2,bu yerda Aj va A nomanfiy vajudaboimaganda ulardan
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bittasi chekli)  bo‘lsin. U holda shunday = o‘Ichovli
/= f(a ):Q-» [—oo0,+00] funksiya mavjudki, uning uchun ixtiyoriy

A& A boiganda

N(A) = \f(co)P(da>) (26)
A
tenglik oiinli. Shu bilan birga oichovi p - nol bo‘lgan to‘plam
auiqligida bunday / funksiya yagona. ya’ni agar n (26) tenglikni
ganoqtlantiruvchi boshqga funksiya boisa, u holda
P{co& Q f (co) ® h(a>)}: 0.

Bizning holda mM{E, /6}-f(co)~ A oichovning Poichovga
nisbatan zichligi. Radon-Nikodim teoremasi oichovlar nazariyasiga
tegishli: uning isbotini masalan A.A.Borovkovning darsligidan topish
inumkin.

7-ta’rif. A hodisaning ©cr-algebraga nisbatan shartli ehtimoli

P{A/& } deb, sa(co) indikatoming ©cr-algebraga nisbatan shartli
matematik kutilmasiga aytiladi, ya’ni
P{AIG} =M{la/O}.
Boshgacha aytganda, p {A/& }- S oichovli tasodifiy iniador
boiib, u ixtiyoriy Be <3 uchun
Jp {A/63}dP =P (ATr\B)

B
tenglikni ganoqtlantiradi.

Bu paragrafning oxirida ©o'-algebraga nisbatan shartli mate-

matik kutilmaning muhini xossalarini keltiramiz. Quyida keltirilgan
xossalarda barcha ko‘rilayotgan tasodifiy miqgdorlarning matematik
kutilmasi aniglangan va 6 ¢ a deb (va xossalarda bu shartlarni

alohida gayd etmasdan) faraz gilamiz.
1-xessa. Agar ¢ —o‘zgarmas son boiib, £ = c boisa, u holda

M{GC/6} =C.
2-xcssa. Agari< rj boisa, uholda M{E/©}<m{ri 1© }
3-xo0ssa. \m{¢c /© } <M {|E|/© }.



4-xossa. Agar a, be r va aMc, + M /77 aniglangan boisa, u holda
M {a% +bt) '©} = aM {%/&} +bM @7/ 6 }
tenglik o ‘rinli.
5-xossa. AgarS =¢{o,0.} - trivial algebra boisa, u holda
M{41G} =M4 .
6-xossa. M{%ljl} = %.
7-xossa. M{M{4 /©}} =] -
8-xossa. AgarG;cSjboisa, ILholda
MIM{| /0 } 6>]=A/{E /6 1}
9-xossa. Agar ©2boisa, ubolda
M\_M{£ i<52}/ ©/]=M{£ /62 }
10-xossa. Matematik kutilmasi 'V/f mavjud boigan £ tasodifiy
migdor (Scr-algebraga bog‘lig boimasin (ya’niu IB,Be& gabogiiq
emas). U holda
M{E16} =M% .
11 -xossa. Agar w- G-oichovli tasodifiy migdor boiib,
M ~jcoo va oo boisa, uholda

MgT]/e} = TiM{Z/<5}.
Il BOBGA DOIR MASALALAR

1. F(x) — manfiy boimagan £ tasodifiy migdoming tagsimo
funksiyasi boisa, u holda

()
ME, = j(I —F (x))dx
va ixtiyoriy o‘zgarmas ¢ uchun limimg * = max'x1x2,..xk}
n-KC

C

M (min(,Q) = f(l — (x)dx
0

tengiikla rning o‘rinliekanligi isbotlansin.
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2. Polinomial tagsimotda

(P (™ w .4k =mk)y=- J ~ p? ...p?7,

bu yerda m.i-=\, ..., k manfiy bo'lmagan  butun  sonlar,
T,#...+Tk=n,pl*t..+ pk=1) Mgi, Da:Vva cov(4,4j) lar topilsin.
3. £ tasodifiy migdor chekli sondagi nomanfiy xij,x2,...,xk qiy-
matlami qabul gilsin. U holda
fm Mznec= maxVx, x7...xk 13
>T-kCc ms,
ekanligi isbotlansin.
4. & manfiy bo‘lmagan butun giymatlarni gabul qilsin va
M ; <00 boisin. U holda

MP=YP(4>k)
k=1
ekanligi isbotlansin.
5. £ tasodifiy migdor fagat butun musbat giymatlarni

ehtimollar bilan gabul giladi (Paskal tagsimoti). B tasodifiy migdo’-
ning matematik kutilmasi va dispersiyasi topilsin.

6.y - n tabog‘ligsiz tajiibada A hodisaning ro‘y berishlar soni
bo'lib, i-tajribada A hodisaning ro‘y berish ehtimoli p« boisin. y
migdorring matematik kutilmasi va dispersiyasi hisoblansin.

7. ¢ va ;/ bog‘ligsiz tasodifiy migdorlar qo‘shimcha yana gan-
day shartni ganoatlantirsa, pg?] = pgbprj tenglik o'rinli bo‘ladi.

8. Tdishda ~ ta. shar bo‘lib, ulardan n tasi oqg. Idishdan m ta
shar olinadi va £ olingan sharlar ichidagi oq sharlai soni bo‘lsin
(«;<«). ¢ tasodifiy migdorning (gipergeometrik tagsimot) matematik
kutilmasi va dispersiyasi topilsin.

9. £ tasodifiy migdorning matematik kutilmasi

. Ll < o
mP{ICD <0
boisa va fagat shundagina chekli boiishi isbotlansin.
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10. £ tasodifiy migdor lognormal tagsimotga ega, ya'm

2 X-a)2
p(x) = 0, agar x<0 va /?(*) = - = e 2ir , agar a> 0,
xb\]2n

bu yerda a - ixtiyoriy hagigiy son, b > 0. £ tasodifiy migdoming
mate matik kutilmasi va dispersiyasi topilsin.
11. Agar mB. chekliboisa,

%'(I- F(x)) = 0; k’)mux) =0
munosabatlarning o‘rinli ekanligi isbotlansin.

12. r radiusli sferada tavakkaliga A va B nugqtalar olingan.
aB vatar uzunligining tagsimot funksiyasi va matematik kutilmasi
topilsin.

13. Sfera sirtidan tavakkaliga ikkita nuqta olinib, ulami katta
doiraning kichik yoyi bilan tutashtiriladi. Hosil boigan yoy uzun-
ligining tagsimot funksiyasi, matematik kutilmasi va dispersiyasini
toping.

14. Absolut uzluksiz manfiy boimagan £ tasodifiy miqgdor
F(x) tagsimot funksiyaga va p(x) tagsimot zichligiga ega bo‘Isin.
Shu bilan birga, F(0) =0 va manfiy bo‘lmagan monoton differen-
siyallanuvchi g (x) flinksiya uchun Mg-(£)<oo boisa, u bolda

®
Mg{%) = g-(O) + jg'(x)(1- F{t))dt
0
tenglik o ‘rinli ekanligi isbotlansin.

15. | tasodifiy migdor A parametrli ko‘rsatkiehli tagsimotga
ega. [7=[4] tasodifiy migdoming tagsimoti topilsin va mr) hisob-
lansin.

16. ¢ tasodifiy miqgdor (0,1) parametrli normal tagsimotga ega

bo‘lsin. 7 = — tasodifiy migdoming tagsimoti topilsin. mr\ mavjudmi?

17.F (x)~ uzluksiz tagsimot funksiya boisin. Quyidagi teng-
liklar isbotlansin:



‘Yandermond determinantidan iborat boiadi. wvn— ]-] (ex<—e 1)
I<i<jn

tenglik o‘rinli. xi, 3 =1,2,....n turli sonlardan iborat boigani uchun

vn 0 va A/ -1—teskari matritsa mayjud ekan. Teorema isbot bo'ldi.

Hosil qiluvchi funksiyalar. Tasodifiy migdoming giymatlari
=j,j =0,12,.. —manfiy boimagan butun sonardan iborat boigan

xususiy, ammo juda muhim boigan holda
g(t) = £ elpj
i=o

boiadi. Agar oxirgi tenglikda : = ¢ belgilash kiritsak, u holda hosil
boigan funksiyani quyidagi

h(z) =Ytzlp]j (2)
1=0

ko‘rinishda ifodalaymiz va uni hosil giluvchi funksiya deb ataymiz.
g(t) va h(z) funksiyalar.orasida

h(z) =g(logz), g(1) =n(e)
tengliklar o‘rinli. /?2() = gMO)=1 /i) =9g'(0) = a; va

h*{\)= g7(0) ~g'(0) =a2-aj,
a=al=M¢;=% (1) 3)
DE = hi(l) + %(1)-[h*(1)]2

tengliklaming o ‘riixli ekanligini gayd etib o ‘tamiz.
(2) tenglikning o‘ng tomonidagi darajali gator kompleks sonlar

tekisligining markazi O nuqtada va radiusi esa r = Mimijj\pn\v  formula

bilan aniglanuvchi doirada yaginlashadi.
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pj=1L hu)(0), j=012.. (4)

tenglik o‘rinli boigani uchun (2) va (4) formulalar £ tasodifiy miqg-
doming {pj } tagsimot qgonuni bilan n(z) hosil giluvchi fanksiyasi
orasida o'zaro bir giymatli moslik o‘rnatadi.

5-misol. £ diskret tasodifiy migdoming momentlari gnyidagi

1 2
ao=1>% =2+""k~1I

formulalar yordamida ifodalangan boisin. U holda uning momentlar
hosil giluvchi funksiyasi
S(7y=y Koy 1A AN@DF L 1t 12
9-(1)=s Z?/r! T A
tenglik orqgali ifodalanadi. Bu z= €e' nomaiuirming ko ‘p haddan iborat
va

Demak, £ tasodifiy miqdor {0,1,2} qgiymatlami mos ravishda

ehtimollar bilan gabul gilar ekan.

2-§. Momentlar hosil giluvchi va hosil giluvchi funksiyalarning
xossalari

Momentlar hosil qiluvchi va hosil giluvchi funksiyalaming
Ikkalasi ham diskret tasodifiy migdorlami o‘rganishda juda foydali
boigan ko‘p xossalarga ega Biz bu xossalardan asosiylarini kelti
ramiz.

1-xossa. Agar £ diskret tasodifiy = migdor boiib,
r/=a4 +b, a,bs R bo‘lsa, u holda rj tasodifiy migdoming moment-
lar hosil giluvchi va hosil giluvchi funksiyalari quyidagi

gn(t) =e,g4 (at) va \ (z) =1zbh4 (az)
tengliklar orqali ifodalanadi.

Isboti. Hagigatan ham,

gn(t)y=Me,{® h) = Mea,ie,b = e'hM eatS =e ,hgc (at).

124



ikkinchi tenglik ham shu kabi isbotlanadi.

Agar £, va £2mos ravishda pt var. tagsimotlarga ega boigan
tasodifiy miqdorlar boTib, ulaming yig‘indisi /7=¢x+£2 esa P tag-
simotga ega boisa, u holda pq P, va Pt tagsimotlaming kompo-
zitsiyasidan iborat va uni aniqlash ancha mashaqgqgatli ekanligi bizga
maium (11-bobga garang). Quyida Kkeltirilgan 2-xossa diskret
tasodifiy miqdorlar uchun yig‘indining tagsimotini topishni ancha
osonlashtiradi.

2-xo0ssa. Agar £,,£2,bogiisiz tasodifiy migdorlar boiib,
g£(t) vahe (z). k =1 2,...,« mos ravishda ulaming momentlar hosil

giluvchi va hosil giluvchi funksiyalari boisa, u holda

#+ +H,(0=1lsi, (0 va hii+ +in(z)=n"(z) (5)
15 =
Isboti. 4i,42,...,4, tasodifiy migdorlaming bogiigsizligidan
mos ravishda er ;> e'in va ztasodifiy migdorlaming ham
bogiigsizligi kelib chigadi. Bundan matematik kutilmaning multipli-
kativ xossasiga ko‘ra (5) munosabatlarga ekvivalent boigan

MeKii+-+i,) =M e * =p|Me'ijd

M

j=1
tengliklar kelib chigadi.
6-misol. £ va 7/ bogiigsiz va mos ravishda (n.p) va (m.p)

parametrlarga ega boigan binomial tasodifiy miqdorlar boisin. U
holda

g((0 = (pe+q)", h()=(pz+q)n,

gn(0=(pe*+q)m, hn(z)=(pz+qg)m
va 2-xossaga ko‘ra

£«t,(0 =g ((t>gn(0 = (pe’ +qY¥m



Oxirgi tenglikdan bir xil p parametrga ega boigan bogiigsiz
binomial tagsimotga ega boigan ¢ va r tasodifiy migdorlarning
yig‘indisi ham (n +in; p) parametrli binomial tagsimotga ega ek&nligi

kelib cbiqgadi.
7-misol. Agar ¢ va i] bog‘ligsiz, mos ravishda nomanfiy bu-

tun giymatlami qgabul giluvchi p parametrli geometrik tagsimotga ega,

ya’ni p;{k') =pn(k)= qkp, k = 0,12,... boiib, C= boisa, u holda

va 2-xossaga ko‘ra,

Agar z = ¢ + almashtirish bajarsak, u holda oxirgi tenglikdan,

kelib chigadi. Bundan hosil giluvchi fimksiyaning ta’rifiga ko ‘ra
p((k) =pP{¢C =A)=p\k+ I)gk, k=0,1,2,...
Demak, p_- tagsimotp parametrli teskari binomial tagsimotdan iborat

ekan.

bogiig boimagan bir xil tagsimlangan. manfiy boi-
magan butxm giymatlami gabul giluvchi tasodifiy migdorlar ketma-ket-
ligi n, (z) hosil giluvchi funksiyaga ega boisin va v {£k,k > 1} ketma-

ketlikka bogiiq bo‘lImagan butun nomanfiy giymatlami gabul qiluv-
chi tasodifiy migdorboisin. SO=U va v>1 uchim sv =¢, +c2
tasodifiy sondagi tasodifiy migdorlar yigindisi boisin.

3-x0ssa. hs (2) hosil giluvchi fimksiya ushbu

(6)

superpozitsiyaga teng.
Isboti. Quyidagi
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IV BOB.HOSIL QILUVCHI VA XARAKTERISTIK
FUNKSIYALAR

I-§. Diskret tagsimotlar uchun momentlar hosil
giluvchi funksiya

i bobda biz tasodifiy migdoming ikkita eng muhim xarak-

teristikalari boigan matematik kutilma va dispersiyani to‘lig o‘rgan-
gan edik. Matematik kutilma va dispersiya tasodifiy migdor haqida,
aniqrog‘i uning taqsimot funksiyasi hagida muhim ma’lumotlarni
gamrab oladi. Ammo ular tasodifiy migdoming tagsimotini, hatto
tasodifiy miqgdorlar chekli sondagi giymatlarga ega boigan eng sodda
holda bam toiiq aniglay olmaydi. Turli tagsimotlarga ega boigan,
ammo matematik kutlimalari va dispersiyalari bir xil boigan sodda
tasodifiy migdorlarga misollar kcit'.rish giyin emas.

1-ta’rif. ¢ tasodifiy migdor giymatlar sohasi {x,,!,,...} boigan
diskret tasodifiy miqdor boisin. g tasodifiy migdoming momentlar
hosil giluvchi funksiyasi deb

akf
‘m" (A« °

funksiyaga aytiladi. Bu yerda ak = M£,k, p(xJ)= P (B - «x

Momentlar hosil qiluvchi funksiyani ¢ tasodifiy miqdor
momentlarini tasvirlashning qulay vositasi deb garash mumkin.
Hagigatan ham, £-(7) funksiyani n marta differensiallab, so‘ngra
r = 0 deb olsak, u holda

K-

'(0)= éé{k-n)\k\ =0

Sodda misollarda momentlar hosil qiluvchi funksiyalami
hisoblash giyin emas.

1-misol. 1, tasodifiy migdor {LJ’Z""’«}J giymatlami p - (j) = —

n’
i<j< = ehtimollar bilan gabul gilsin (tekis tagsimot). U holda

119



e'(en,-1)

g(0 =X-29=-0"+¢2 m.. W, r):
M n n n(er- 1)
Birinchi tengiikning har ikkala tomonidan liosila olib, quyi-

dagilami topamiz:
a:ax:y(m:i4r+zK_+m:Rﬁ%
2. (k+D)(2«+])

«2 :g*(O)::ﬁ(I +4+..+7 )= 6

a2=DE =a2- a2= (n2—0/12.
2-misol. | tasodifiy migdor (n\p) parametrli binomial tagsi-
motga ega boisin. U holda p=*(j) =Pn(j)=cC 'pignd,q = 1—p,

O<j< n ekanligini hisobgaolib, quyidagilami topamiz:

g(t)y="e"Cipigq"-j =£Cj {pe )’ = (pe+ )"
7=0 7=0
Bundan

«@=g'(0) = «(I*?' + qv-p e [f=0=np,
a2=g"(0)=n(/i- )p2+ np.
Demak, a = ax=np vao =a2—ax=np(l —p).
3-misol. | tasodifiy miqgdor {l,2,...} giymatlarni gabul qilib,
PEU )-q J~'P, 7 =1,2,... boisin. U holda

7=1 1-n
Bu yerda,
g, =¢9'C0)=-
(l—V I t=0
pe +pge" |+q
(r-v) =0

Demak, a = ax=\/p va<r2=a2- af=gq lp2
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4-misol. ¢ tasodifiy migdor X > 0 parametrli Puasson tagsimo-

, k=0,l,...bo‘lgani uchun

U holda,

N

a2=g9"(0) =enle 4 A~e2 + xe')|f=0= A“ + x,

g'm =¢e M- XX ENtN=X,

a=ax~A. Vda2—a2—a2=X.

Puasson tagsimotining dispersiyasini bu usul bilan topish uning
ta'rifidan foydalanib bevosita hisoblashga nisbatan ancha qulay ekan.

Momentlar muammosi. Momentlar hosil giluvchi funksiyadan
foydalanih, biz juda boimaganda sodda tasodifiy miqdorlar uchun
tagsimot funksiyalar o zining momentlari orqgali to‘la aniglanishini
ko ‘rsatishimiz mumkin.

1-teorema. < diskret tasodifiy migdor \xvx1,....xri\ giymat-

larni gabu! qilib, ak= m ¢ 1, «=10,1,2,... momentlarga ega boisin. U
holda

momentlar gatori g{t) barcha 1 sonlar uchun cheksiz marta differen-
siallanuvchi funksiyadir.

n ..

Isboti. ak — Mfk = ijfp (xn tenglik o‘rinli. Agar M =max X ‘

7=1
bo‘lsa. u holda

7=1
Demak, barcha ~n lar uchun



tengsizlik o‘rinli va bundan barcha t sonlar uchun momentlar
gatorining g¢(t) funksiyaga yaqginlashishi kelib cliiqadi. ¢(j) darajali
gator boigani uchun uning yig'indisi cheksiz ko’p marta differen-

siallanuvcliidir.
Demak, ak,k =0,1,... momentlar g{t) ftmksiyani toia aniqglar

ekan. Aksincha ak —gUI(0) boigani ucbun, g(t) ham ak moment-
larni aniglaydi.

2-teorema. {xvx2,..,xn} giymatlarni gabul giluvchi sodda
tasodifiy migdor p, tagsimotga va g(t) momentlar hosil giluvchi
fimksiyasiga ega bolsin. U holda g¢(t) p; orgali bir giymatli anig-
lanadi va aksincha.

Isboti.

g(t) =YJdex!p(xj)
=
boigani uchun e g(1) ftmksiyani bir giymatli aniglaydi. (1) formu-
lada p (x) =p deb belgilaymiz va t ning n ta turli txt2,..., tn Qiy-
matlarini tanlab, b;j=g(t;) deb, quyidagi chizigli tenglamalar siste-
masini hosil gilamiz:
bi = Y de iXjpj , i=212,...,«,
=1
yoki uni matritsaviy shaklda
B=MP
deb ifodalashimiz mumkin. Bu yerda B — (b), P — (pYy) n oichovli
ustun vektorlar, m =\e ‘xj) esa nx n oichovli kvadrat matritsa. Hosil
boigan matritsaviy tenglamani m matritsa teskarilanuvchan, ya’ni
uning determinanti noldan fargli boigandagina p ga nisbatan yechish
mumkin. B u holda
P=M~"B
boiadi. Agar i ni t=i- 1 ko‘rinishida tanlasak, u holda wm
matritsaning determinanti quyidagi
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18. Agar m g chekli boisa, u holda ushbu

w =Jd-F(y)dy - jE(y)dy = J(L- F(+y) +F{-y))dy
(@] - 0

tenglik o‘rmli va aksincha, o‘ng tomondagi integrallarning cheklili-
gidan, mB, < 00 tengsizlik kelib chigishi isbotlansin.

19. Har bin ikkitadan giymat gabul giluvchi ¢ va fij tasodifiy
miqgdoilarning korrelyatsiyasi O boiishi uchnn ular bogiigsiz boiishi
zanir va yetarli ekanligi isbotlansin.

20. ¢ va g butun manfiy boimagan giymatlarni gabul giluvchi
bogiigsiz tasodifiy miqgdorlar boiib, m g < co boisin. U holda

©
M min{f ,ri} = Y_<iP{% Ak)YP{r) >k)
=
ekanligi isbotlansin.

21. £ va ¢ — bogiigsiz bir xil tagsimlangan tasodifiy migdorlar

boiib. m¢ aniglangan boisin.

M {C/C+V}=M{tilGC+4} =" -

tenglik koisatilsin.
22. bogiigsiz bir xil tagsimlangan tasodifiy miqgdorlar

uchun m ||,] <oo shart bajarilsin. U holda

M{gl/s,,st+,.}=~- (d.m.)

ekanligi isbotlansin, bu yerda s, = £, +¢2+ ...+ <,=u

TEST SAVOLLARI

1 £ va rf tasodifiy migdorlarning kovariatsiyasi qgaysi
formulada to‘g‘ri k o ‘rsatilgan?

C.M(£-Ma)2(7-wmrrs D. MArj.



2. Agar £ va n tasodifiy migdorlar bogiigsizva b (s -\-r1) = 10;
pe = 6 boisa, or) topilsin.

A. 1l B. 0,4 C.0,6 D. 4.

3. Agar | va n tasodifiy migdorlar boiib, =3;Mrj =—2
boisa, M (4£ + 377 topilsin.

A. 18 B.6 C.-6 D. 30.

4. Agar £ va r tasodifiy miqdorlar bogiiqsiz va pq = 4,
pr)=2 boisa, p(2e, — 3rj) hisobknsin.

A. 44 B. 24 C.34 D. 16.

5. Agar £ tasodifiy migdor (n;p) parametrli binomial tagsi-
motga ega bo“lIsa, uning matematik kutilmasi va dispersiyasini toping.

A.Onp(l-p). B. np;pgq c. npg;np D. np;np(\ - p)
6. oraligda tekis tagsimlangan tasodifiy migdorning mate-
matik kutilmasi va dispersiyasini toping.
N atb _ (b—a)2 b-a (a+b)2
2 7 1 "2 12
Aoatbh _ (b—aye2 b—a_ (a-b)~
.2~ 6 2

7. « parametrli Puasson tagsimotiga ega boigan tasodifiy miq-
doming matematik kutilmasi va dispersiyasi topilsin.

A a;— B.a:a2 C.a:a D. —

a a a
8 . a parametrli eksponensial tagsimotiga ega boigan tasodifiy
migdorning matematik kutilmasi va dispersiyasi topilsin.

A -, -L B .a ;- C.—;- D.a:a2.
or ex. a a a

9. (a,cr2) parametrli normal tagsimotga ega boigan tasodifiy
migdorning matematik kutilmasi va dispersiyasi topilsin.
A. 01 B. a\a c. 0:cr2 D.a,az2

10 4 va 7 tasodifiy migdorlaming korrelyatsiya koeffisiyenti
lgateng. ~ va 7 migdorlar hagida nima deyish mumkin?
A. Ular chizigli bogiiqgli
B. Ular bogiigsiz
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C .Ular hagida hech narsa deb boimaydi

D. Ular ixtiyoriy funksional bogianishga ega.

11. Qanday tasodifiy miqgdorlar uchun b (x -y) =bpx + DY
tenglik oiinli?

A. Bu tenglik hech gachon bajarilmaydi

B. Diskret tasodifiy migdorlar

C .Ixtiyoriy tasodifiy miqgdorlar.

D .Bog‘ligsiz tasodifiy miqdorlar.

12, tasodifiy miqdorlar mos ravishda k parametrli Puasson
tagsimotiga ega boisa (£ =1,2,...,«), m (41 + ...+£,) hisoblansin.

A. l+2—-+...+ — B. nk C. —, D. «(« +1).

13. £ va n tasodifiy migdorlaming matematik kutilmalari
ucnun gaysi munosabat xususan o ‘rinli emas?

A.MCE =CM24 . B. M(4 +v)y=M4 +Mi]
C.M4r]-M4Mr] D. £ <77 => < AF?2.

14. Noto‘g ‘ri tenglikni ko‘rsating.

a.,DC4 =C2D4 b.pa=m42-(ma)2

c.oc >0 D.p(4 +Cc)=Da4.

15. 4 - [0,1] oraligda tekis tagsimlangan tasodifiy miqdor va
q -29 41 bo‘lsa, AI77 topilsin.

A.2 B.3 C.5 D. 0,5.

16. Qanday tasodifiy miqgdorlar uchun m4q =m 4m o tenglik
o‘rinli?

A. Ixtiyoriy tasodifiy miqgdorlar

B. Diskret tasodifiy migdorlar

C. Normal tagsimlangan tasodifiy migdorlar

D. Bogiigsiz tasodifiy miqdorlar.

17. (a,ct ) - parametr bilan normal tagsimlangan 4 tasodifiy
miqdor uchun m (4 —a f ni toping.

A. a B.O C. a3 D. a<j~.



18. Agar <« Ba |2 bogiigsiz va har biri mos ravishda (2;i)
hamda (1;4) parametrlar bilan normal tagsimlangan bo‘lsa,
D (bi~h2)ni toping.

A.5 B.I C 2 D. 6.
19. Qanday shartda m (g +rj) = Mg + mrj tenglik o'rinii?
A. Har doim

B. | va 1 bogiigsiz

C. va q laruzinlcsiz tagsimotga ega

D. e va rj diskret tagsimlangan.

20. Agar g va rj bogiigsiz tasodifiy migdorlar boiib, mg =1
Mri =2,0c =1, (>I=4boisa. M (] +i]+ 1):ni toping.

A. 16. B. 5. C.10. D. 21.

21. Tanga “gerb”tomoni tushgunga gadar tashlanadi. Tashlash-
lar soni x ning manematik kutilmasini toping.

A25 " B. 0,5 C. 4 D. 2.

22. Agar ¢ tasodifiy migdor n(a:<y2) normal gqonun bo'yicha
tagsimlanganva mg =L m g1=2 boisa, a va a~ lami toping.
A.1lval B.1lva2 C.2val D.2va2

23. Agar Mm£ = a, -a boiib, T=~—" boisa, mMr] va bpt]
<7
lami toping.
A. a,l B. 0;ct2 C. a,\la D. 0;1.

24. Agarf tasodifiy migdor 5(2;0,5) binomial qonun bo‘yicha
tagsimlangan boisa, m(<g —)2rti toping
A. 3/2 B. -3/2 C.o0 D. 1/2.



tenglikni ishlatib, ns (z) =wm 2z~ hosil qiluvchi funksiyani shartli
matematik kutiima yordamida aniglaymiz:
hsr(z) =Mzsv=m (w {Zil+-+ /v})=mM[nhc¢(2)] =nv(n, (2)).

(6) va (3) formulalardan foydalanib sv tasodifiy migdoming
matemanik kutilmasi va dispersiyasini hisoblaymiz:

s (-) = (z))hi O),

hsv(z) = K ine0))[7 (2)]2+ h (n4(2))/E (2),
ALY = 1205 [A(1)]2+ ~(DA: (D).

Demak,
MSV=MuvMiX
psv=k (N MN]2+nv(D/g@)+msv- (Mmsv)2=
=(MV2- Mv)(M4{)2+MV(MGC? - M4l)+M VM~ -
-(MVY2(MA”,)2=nv (M ~)2+ MVvDE,v

Shunday qilib,

MSv= MVM ¢t,
DSV- Dv'(M™)2+ MvD

Yuqorida msv va bpsv uchun keltirilgan tengliklarga Vald
ayniyatlari deyiladi va ular ehtimollar nazariyasining ko‘p masala-
larida keng kolamli tatbiglarga ega.

Bu paragrafning oxirida jpjtj =0,1,...} tagsimot gonunlari
bilan hosil giluvchi funksiyalar orasida (2) va (4) formulalar yor-

damida amglangan moslik nafaqat o‘zaro bir giymatli, shu bilan birga

u o ‘zaro uzluksiz ekanligi hagidagi teoremani isbotlaymiz.
o

3-teorerna. hr(z) =~T piar)z",r =\,2,... - jp[ » tagsimotga mos
w=0

kelgan hosil giluvchi funksiyalar ketma-ketligi, nh(z) esa [pn] tagsi-
motning hosil qiluvchi ftmksiyasi boisin. Har ganday n uchun
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lim p~AJ'=pn munosabatlarning o‘rinli boiishi uchun ixtiyoriy
«

O0<z< lda quyidagi
'I;_)rg)huz) = h(z) (7

munosabatning o'rinli boiishi zarur va yetailidir.
Isboti. |imp'nr>(z)= pn munosabat o‘rinli deb faraz gilamiz.
Jia= )

s >0 va 0<z<1bo'lsin. U holda

\hr(z)-h{z)\< £ Py - pk\zk < Z [pkr)- p K+
A k=0
® N

WV - op
k=H 0" i rz

*

A £ : .
Tengsizlikning o ‘ng tomonida, awal iV ni j —<— tengsizlikni

ganoatlantiradigan qilib tanlaymiz, so‘ngra ro sormi shunday tanlay-
V-i. . E

mizki, r>r0 boigaada ~ bk —pk\<— tengsizlik o‘rinli boisin.
*=0

Demak, /'>r0 tengsizlikni ganoatlantiruvchi r lar uchun |/?.(-)-/()|<Er.

Bundan esa teoremaning zaruriylik sharti kelib chigadi.

Ehtimollar nazariyasida matematik analizdagi turli boiimlar-
ning metodlari va analitik apparatlari keng qoilanishini biz awalgi
boblarda ko ‘rgan edik. Ehtimollar nazariyasida uchraydigan juda ko‘p
masalalarning aynigsa bogiigsiz tasodifiy migdorlaming yig‘indisi
bilan bogllig bo'lgan masalalarning sodda yechimlarini, nazariyasi
matematik analizda rivojlantirilgan va Furye almashtirishlari nomi
bilan maituTi boigan xarakteristik funksiyalar yordamida topish
mumlcin.

Xarakteristik funksiyalar metodi ehtimollar nazariyasi analitik
apparatining asosiy vositalaridan biri ekanligini V bobda limit teore-
malami isbotlashda, xususan Muavr-Laplas teoremasini umumlash-
tiruvclii markaziy limit teoremani isbotlash jarayotiida yaqqol ko‘ri-
shimiz mumkin. Ushbu bobda biz xarakteristik funksiyalaming asosiy
xossalarini bayou qilish bilan birga, unga tegishli boigan maxsus
xo0ssa va teoremaiarni hain isboti bilan keltiramiz.
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3-8. Xarakteristik funksiyalarning ta’rifi va sodda xossalari

Haqiqiv giymatlami gabul giluvchi tasodifiy migdorlar bilan bir
gatorda xarakteristik funksiyalar nazariyasi kompleks qiymatlami
gabul qiluvchi tasodifiy migdorlami jalb etishni taqozo qiladi.
Kompleks qgiymatlami gabul qiluvchi tasodifiy miqdor deb

c (E)=£,(0)+j£2(®) ko rinishidagi funksiyaga aytiladi, bu yerda
©efi va (£,,£2) —tasodifiy vektor. Tasodifiy migdorlarga oid boi-
gan ko‘pgina ta'rif va xossalar kompleks tasodifiy migdorlar uchun
ham oTinli ekanligini ko‘rish qiyin emas. Masalan, agar m va M %2
matematik kutilmalar mavjud boisa, u holda ¢ =c, +i£2 kompleks
tasodifiy migdorning matematik kutilmasini

ME =M%I+iM %2

formula orqgali ifodalash tabiiy.

Agar («g,??) va (<7, 77,) tasodifiy vektorlar bogTigsiz boisa, u
holda ¢, =£, + A, va g2=g2+ irj2 kompleks tasodifiy migdorlar bog*-
ligsiz tasodifiy miqdorlar deyiladi.

Matematik kutilmaning asosiy xossalari kompleks tasodifiy
miqgdorlar uchun ham saqlanib goladi.

2-tarif. tasodifiy migdorning xarakteristik funksiyasi deb
haqigiv 1argumentning ushbu

fs(O:Me‘tx:\eitde: |eitxdF((x) (8)
Q 2t))]
funksiyasiga aytiladi.
Agar £ diskret tagsimotga ega boisa, u holda xarakteristik
funksiya

f£(0=Xeto*p(c =%) =X e"xp(xk) (8)
k k

tenglik orgali ifodalanadi.
Agar ¢ tasodifiy migdor absolut uzluksiz tagsimotga ega bo‘-
lib, p(x) uning zichlik funksiyasi boisa, u holda
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1(0)= Je"xp(x)dx (8*)
_m

boiadi, ya’ni absolut uzluksiz tasodifiy raigdoming xarakteristik:
fiinksiyasi p (x) zichlik funksiyaning Furye almashtirishidan iborat.

Eyler formulasiga ko‘ra, éa = cosa -+isina tenglik o‘rinli bo‘l-
gani uchun (8) tenglikdan

fi (1) = Mcosti, +im sinte,

kelib chigadi.

Ushbu |/ (/)] = ~me'k |< 1 tengsizlikdan ixtiyoriy tasodifiy mig-
doming xarakteristik fuoksiyasi mavjudligi kelib chigadi.

Xarakteristik funksiyaning bir nechta eng sodda xossalarini kel-
tiramiz.

4-teorema. f\(/)—£ tasodifiy migdoming xarakteristik funk-

siyasi boisin. U holda

e /{(0)=i,k(«)]|si.

20. Ixtiyoriy a va b o0°‘zgarmas haqiqiy sonlar uchun
fa+bt{t) = e'at fj(bt) tenglik o‘rm]i.

3° T (0 =/«(-")=/m*(")e

40. Agar bog-‘ligsiz tasodifiy migdorlar boisa, u
holda

4 n (D=1t cm 4 (eeed w
tenglik o ‘rinli.
5°- 10 ) Xarakteristik funksiya R = (—°0,a0) da tekis uzluksiz.
6°- 0) xarakteristik funksiya haqigiy bo‘lishi uchun ¢ taso-
difiy migdoming F¢(x) tagsimot funksiyasi simmetrik boiishi zarur
va yetarlidir.
Isbot. I°-xossaning isboti e° =1 va |Me"?|< Mie'**\= M\ =\

munosabatlardan kelib chigadi. 20 va 3°-xossalar xarakteristik funk-
siyaning ta’rifidan kelib chigadi. Hagigatan ham,
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fattE= Mei,iathj) =eilaMeibs = ei,af ( (bt)

va

4°-x_ossaning isboti. emA,efi1,...,e~ kompleks tasodifiy
migdorlar bog'lgsiz. Demak,

ﬂi+i2¢_¢§n(,0 S Mewn A2+ +"]=Mer'eil?2.. . evs" =
=Me""Me'r-...Meui"=4 (04 (0-4 (0-
Bu yerda biz bog'ligsiz kompleks giymatlarni gabul qiluvehi
ciiekli tasodifiy migdorlar ko‘paytmasining matematik kutilmasi mos

matematik kutilmalarning ko‘paytmasiga teng ekanligidan foyda-
landik.

Endi ./¢(i) funksiyaning tekis uzluksizligini isbotlavmiz. Ixti-
yoriy haqiqiy x,ye r sonlar uchun
-eyl< 2 9)
va
le —eiyl= \endu < (10)
X
tengsizliklar O‘rinli.
Ar ixtiyoriy musbat son bo‘lib, A ={i»e Q;|¢;(E»)|<n~3} boisin.
U holda

e (0 - A C2)|=™ ( - ei2i )2 mie?* - eihJ\IA+ M \er - eihd\-A

munosabatdan bo‘lsa. (9) va |*</V bo‘lsa, (10) tengsizlikni

goilab, ushbu

M ‘i) - Mt 2)\A\ - t21K + 2P ()g\>N) (11)

tengsizlikning o ‘rinli ekanligini keltirib chigaramiz.



Ixtiyoriy s >0 son berilgan boisin. Awal ~n ni shunday
tanlaymizki, P> N )< &, bo‘lsin, so‘ngra s =E deb olamiz,
N

natijada \tx- t 2\<8 tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha t{,t2 sonlar
uchun (11) munosabatdan

tengsizlikning o‘rinli ekanligi kelib chigadi. Shuni isbotlash talab
gilingan edi.

6°-xossani isbotlash uchun biz turli tagsimot funksiyalarga turli
xarakteristik funksiyalar mos kelishidan foydalanamiz. Darhagiqat,
/¢ (0 =/=(0 bo‘lsa va fagat shundagina /,(:*) haqiqgiy, ya’ni 3°-
xossaga ko ‘ra £ va — bir xil xarakteristik funksiyaga ega boisa va
fagat shundagina u hagiqiy. Ammo bu o ‘z navbatida ¢ va — bir xil
tagsimotga ega ya’'ni, F,(x) simmetrikekanligiga ekvivalentdir.

Xarakteristik funksiyalarni qoilash asosan 1-teoremadagi 4°-
xossaga tayanadi. Bogiiqsiz tasodifiy migdorlami go‘shish juda
murakkab boigan amal - qo‘shiluvchilar tagsimot funksiyalarining
kompozitsiyasiga keltirilishini biz Il bobda ko ‘rgan edik. Xarakteristik

funksiyalar uchun bu murakkab amal xarakteristik funksiyalarni
ko‘paytirish amali bilan almashtirilar ekan.

4-8. Xarakteristik fuaksiyalarning maxsus xossalari

5-teorema. Agar jWjc|’ <«> bo‘lsa, u holda f¢ (1) xarakteristik

funksiya « -tartibli uzluksiz hosilaga ega boiib, quyidagi munosabat-
lar o‘rinli boiadi:

(12)

—0

I1>(0)y=1'Mm 4v, (13)

f(o=1 o(tk), t->o. (14)



Isboti. (12) tenglikni v = 1 uchun isbotlaymiz. Quyidagi
f{Cr+h)-f4Q) _ -1)

h h

"
munosabatda (10) tengsizlikka ko‘ra ¢ I<1 va teoremaning
shartiga ko‘ra /Vj¢ |[<go boigani uchun Lebegning majorant yaqin-
lashish hagidagi teorernasiga binoan /j->0 da limitga o‘tish mumkin
va demak,

f, (|)-I|m—— ------------ 2—-hm M - e =iMges
? h-*0 h h->0 h
tenglik o‘rinli.
(12) mmosabatni umumiy holda isbotlash uchun biz ushbu
. (- \Tl—l-’\ .
N T b AL, (15)
v 1 («-1)n |[ n\ (« N1jj

tengsizlikdan foydalanamiz.

(15) terigsizlikning n = 1 bo‘lgan holi (9) va (10) tengsizlik-
lardan kelib cliigadi. (15) munosabat birorta n uchun oiinli bo‘lsin. U
holda

ni/*
ov a=o J I\ k=0 K-
tenglik o‘rinli bo‘lgani sababli
- N
[ﬂ @ (IX)
e — M-&
1 K 0 [\ (ith
il rbanl
<min® —qu,2W o —d]u’_\_ = mm<(--|/-|-- , 20—
I o« Qn—Yi i J+ 'ty

Demak, toiiq matematik induksiya metodiga ko‘ra (15) teng-
sizlikning ixtiyoriy n >n uchun o ‘rinli ekanligi kelib cbigadi.
i>>»



(12) formula v< « uchun o‘rinli bo‘lsin. U holda

S (e _i)
Biwvc
h

tenglikdan (15) tengsizlikga asosan

L(;V"A _e__i_rlfi_.l)_ M

bo‘lgani va teoremaning shartiga ko'ra M|:]' < oo boigani uchun

Lebegning majorant yaqinlashish teoremasiga binoan

. "% e %_’\ﬁl v+
#_ rm c
Shuning uchun

A V) (t+h')-f-v) (1)
/.(y+D (0 :I,i_% g o4 B v M C

(12) munosabatda t= 0 deb, biz (13) formulani hosil gilamiz.
(14) mutrosabatda qoldiq hadni baholash uchun (15) tengsizlikni

* .
A (O _ (il)v M
v=0 VI \ v=0 v\
ayirmaga qoilaymiz:
JiH
\k+l1
: a 16
Rk (1)< (k+iy. M a A k\ A ( )

bu yerda A = {®e £2 :|E(<y)| < TV}
Agar | > boisa 14=0 boigani sababli (16) dan ushbu

F.a
(*+1)

tengsizlilc kelib chigadi. e > 0 ixtiyoriy musbat son bo‘Isin. Avval n
sonini shunday tanlaymizki, natijada
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- - .. k-1 . .
tengsizlik O‘rinli boisin, so‘ngra <5:--S--(- ----- deb olamiz, natijada
2N M\

|/|<<5 tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha t& r sonlar uchun

Rk (/)< .k_I;_S ,ya’ni rRk(t) =o{tk), t-> 0 munosabatning o‘rinli ekan-
ligi kelib chigadi. Shuni isbotlash talab gilingan edi.

Endi misollar ko‘rishga o ‘tamiz.

8-misol. Agar p(g -a) = 1boisa, uholda , (/) =ea.

9-misol, Agar <§ p) parametrli binomial qonun bo‘yicha taqg-
simlangan tasodifiy migdor boisa, u holda (8) formulaga ko‘ra

M » =$Bc‘p‘r v ‘=A£Oc:(p"1 pri=(/»*+»)mm

10-misol. —. parametrli Puasson gonuni bo‘yicha tagsimlan-
gan tasodifiy migdor bo*Isin. U holda

I
@
|

[. (t) = Meli - = =exp{/.(e" -1)}.
I k=0 ki LEI Y

11-inisol. —p parametrli geometrik qonun bo'yicha tagsim-
langan tasodifiy miqdor boisir.. TJholda

f.W ~terpr-pf =px(c” 0-p))°*
¥z k=0
12-misol. | -[-ar,a] oraligda tekis tagsimlangan tasodifiy miq-
dor boisa, u holda

a itx
_aZa at
13-misol. Agar —x parametrli eksponensial gonun bo'yicha

tagsimlanganboisa, utiolda

fs (t) = Ale “x-Ixdx = -

0 A-lt
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14-misol. ¢ standart JV(0,1) normal qonun bo‘yicha tagsimlan-
gan tasodifiy miqdor boisin. U holda

(= =
v2r A

tg (t) funksiyani t bo'yicha differensiallab va boiaklab

integrallab ushbu

/1 (0 = -/\t:f\ Jixe Ux ~dx = —V"Z‘;rATte"x~X" dx =-tf, (7),
ff (0=-1t(0
differensial gtenglamani hosil qilamiz. Buning umumiy yechimi
/
ft(ty=ce /2 ko‘rinishga ega. /f (0)=1 boshlang'ich shartdan

c = 1 ekanligi kelib chigadi. Demak,

fAt) =e r?

Endi r1-(a,cr) parametrli normal qonuni bo‘yicha tagsimlan-
gan tasodifiy migdor boisin. U holda 77 tasodifiy migdomi r/=<rc -ha
ko‘rinishda ifodalash mumkin. Bundan 1-teoremaning 2°-xossasiga
ko‘ra
?

ita- { <+
[(*)="* 2
ekanligi kelib chigadi.

15-misol. £-0 parametrli Koshi tagsimotiga ega boisin. U
holda



ft (?) - juft funksiya bo ‘lgani sababli uning ?>0 nugqtalardagi

giymatlarini bilish kifoya. Oxirgi tenglikning har ikkala tomonidan
? bo‘yicha hosila olsak,

(17)
Matematik analiz kursidan bizga ma’lumki,
< . m e« 7.
Jf ) —n it >0), shuninguchun ham a - = [b‘X— dx (18)

(17) va (18) tengliklami birgalikda qo‘shib quyidagini topamiz:
#D 2

Oxirgi tenglikning har ikkala tomonidan ?bo‘yicha hosila olib,
topamiz.

f\ (?)=a 2t (?). Demak, 2 (?)=ck¢ +c2¢ ,t>0.f,(t)—r da
aniglangan chekli funksiya bo‘lgani sababli, ¢, =0, t~ (0) = 1 shartdan
c? =1 ekanligini hosil qgilamiz. Shunday qilib, ?>0 uchun

f {t)=e~al. Bundan ¢ (t') fimksiyaning juft ekanligini hisobga olib,

f, (?=e °~,?e r tenglikga kelamiz.
5-8. Teskarilash formulasi

Har bir / r(x) tagsimot funksiya uchun (8) formula orgali anig-
langan / (?) xarakteristik funksiya mos keladi. Bu fikming teskarisi

ham o‘rinli, ya’ni tagsimot funksiya xarakteristik funksiya orqali bir
giymatli aniglanadi.
6-teorema (teskarilash formulas!). F = F(x) - tagsimot funk-

siya va
(19)

unga mos kelgan xarakteristik funksiya bo‘lIsin.
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1°) Agar a va b (a<b) lar F(r) funksiyaning uzluksizlik nug-
talari boisa, u holda

i 4 4 ib
F{b)- F(a)=lim— foomemm- — f(t)dt. (20)
In A it
®
2°) Agar \\f{t)\dt <co boisa, u holda r(x) absolut uzluksiz
_@

tagsimot funksiya bo‘lib, uning zichlik funksiyasi

P(x)=-"49¢e ,Ixf(t)dt (21)
—&

formula orqgali ifodalanadi.
Isboti. Awal F(x) absolut uzluksiz boigan holni ko ‘raylik.

Bunda (8’) formulaga ko‘ra

f(t)y= *\e ,Kp(x)dx

va shixning uchun ham (21) formula integrallanuvchi /(/) funksiya-
ning Furye almashtirishidan iborat. (21) tenglikning chap va o‘ng to-
monlarini integrallab, hosil bo‘lgan ifodada integrallash tartibini o‘z-
gartirib, topamiz:

b
F(b)— F(a)= jp(x)dc=-"~% je lxdx\dt =
R(# o J
|ll-%—|a_e—|'tt ’
o, T [

Demak, bu xususiy holda teskarilash formulasi Furye integral
almasbtirishming natijasidan iborat.

Endi (20) formulani umumiy holda isbotlashga o'tamiz.

I °. (12) formuladan ushbu

A= f £ - — f i
A 2n_i it 7, 2ti_L menxdF(x)\Jdt(ZZ)

tenglikning o‘rinli ekanligi kelib chigadi.
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(10) tengsizlikdan
-ita —itb e-Ua_e-itb
<b —a
it it

ekanligi kelib chigadi. Shu bilan birga

A -ko

J I (ft—a)dF(x)< 2A(b —a)<<x>

—A-8
munosabat o'rinli bo‘lgani uchun (22) integralda Fubini teoremasiga

ko'ra integrallash tartibini almashtirish mumkin. Shunday qilib,
A oita_ =
- ; e _f----eﬁrdrldF, X) =
Az, 5 TR

jsin7(x-a)-sint(x -b_ld~"\dF (~

SN f J

=T e P MR = 6L (x)iF (%), (23)
q 1] A(
- A(x-a) J
bu yerda
A(X-a) A(x-b)
R ANt odz- f ~+d:z (24)
G (X) =2 S A (r—a) -A(x-b) J
y .
g(x,y) = ftinksiya x vay argumentlar bo‘yicha tekis uz-
X
luksiz va

x. Ao = (29)

tenglik o‘rinli. Bundan barcha A va x sonlar uchun shunday C o'z-

garmas son topiladiki, uning uchun jGj(x)|<C<oo tengsizlikning

bajarilishi kelib chigadi. Shu bilan birga, (24) va (25) tengliklardan
lim G, (x) =6 (x)

A-*>0
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limitning mavjudligini osongina isbotlash mumkin. Bu yerda
O x<a,x>b;
G(x)={A x-a,x =b;
NL a<x<b.

Bundan va Lebegning majorant yagmlaskish haqgidagi teorema-
siga binoan integral belgisi ostida a ->00 da limitga o‘tish mum-
kinligidan foydalanib quyidagilami topamiz:

lim”~ =1lim feo{(x)dr(r) = fe(jc)dF(x) =
—*CC A—>m_(J_:e

a b co
= \G (x)dF (x) +\G{x)dF (x)+ JG(X)dF(x) =
_ = a b

= F(b-)-F(a) +2[F(a)-F(a-)+F (b)-F (b-)\

Agax a va b nuqtalami r(x) funksiyaning uzilish nxiqgtalari
ekanligini e’tiborga olsak, oxirgi teng]ikdan (13) formulaning o ‘rinli
ekanligi kelib chigadi.

6-§. Tagsimot funksiyalar to‘plami bilan xarakterisdk
funksiyalar orasidagi moslikning uzluksizligi

Uchunchi paragrafda biz tasodiiiy funksiyalar to‘plami va xa-
lakteiistik funksiyalar to'plamian orasida o'zaro birgiymatlik moslik
(biyeksiya) mavjud ekanligini ko‘rsatgan edik. Ushbu paragrafda bu
moslik o‘zaro uzluksiz, ya’ni u gomomorfizm ekanligini ham ko‘r-
satamiz. R uning uchun biz bu to'plamlarda mos topologiyalar Kiri-
tishimiz zarur boiadi. Xarakteristik funksiyalar to‘plamida nuqtaviy
yaqinlashish yoki kompaktlarda tekis yaqinlashish topologiyasini,
tagsimot funksiyalar to‘plamida esa sust yaginlashish topologiyasini
kiritamiz.

3-tarif. {Fn(x),n> 1} va F (x)- tagsimot funksiyalar boisin.
Agar r (x) funksiyaning ixtiyoriy uzluksiz nuqtasi x uchun
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limF ,(x)=F (x)

munosabat o‘rinli boisa, u holda rn(x) tagsiniot funksiyalar ketma-
ketligi r(x) tagsimot funksiyaga sust yaqinlashadi deyiladi va

F,(x) =>F(x)

simvol orgali belgilanadi.

1-izoh. F(x> —tagsimot funksiya boimagan holda ham yuqo-

ridagi tarifdan foydalanamiz.

Quyida keltirilgan misol tagsimot funksiyalaming sust limiti
tagsimot funksiya boiishi shart emasligini ko ‘rsatadi.

li-misol. {Fn(x),n >]} tagsimot funksiyalar ketma-ketligi

ushbu

formula yordamida aniglangan boisin. U holda, Fn (X) => F (x), bu

yerda F(x) =0, xe R.

l-lemraa. £> to'plam r da hamma joyda zieh to‘plam boisin.
Agar {Fixx),n > [} tagsimot funksiyalar ketma-ketligi ixriyoriy xe b
uchun «->00 da Fr(x) tagsimot funksiyaga intilsa, u holda
Fn(x)=>F(x).

Isboti. x nuqta Fr (x) tagsimot funksiyaning fiksirlangan uzluk-
sizlik miqtasi bois in.

FM) “>F (x)

munosabatning o‘rinli ekanligini ko ‘rsatamiz. o = r boigani sababli,
x? < X< X" tengsiziiklami ganoarlantiruvchi x', x”e o nuqtalar mav-

jud. I-lemmaning shartlaridan

F(x')=limrn(x:*)< limen(x)< limF,, (x) < limF, (x”)=F(x")
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munosabatlarning oiinli ekanligi bevosita kelib chigadi. x nugta
F(x) tagsimot funksiyaning uzluksizlik nuqtasi boigani uchun r(x )
va F(x") lar bir-biriga istalganchayaginboiishimumkin.

7-teorema (Xellining birinchi teoremasi). Tagsimot funksiya-
laming ixtiyoriy ketma-ketligidan sust yaqinlashuvchi gism ketma-
ketlik ajratisb mumkin. Shu bilanbirga F(x) limit funksiya quyidagi

xossalarga ega:
1) F (x) monoton kamaymaydigan funksiya;

2) F (x) o‘ngdanuzluksiz;

3) ixtiyoriy xe R uchun 0<F(x)<1.

Isboti. Teoremani isbotlask uchun Kantorning diagonal lash-
tirish metodidan foydalanamiz. b ={x*} - r da hamma joyda zich

sanogli to‘plam boTsin. {Fn(Xj)}> sonli ketma-ketlikni garaymiz.
Fn(x) — tagsimot funksiya ekanligini hisobga olib, topamiz:
0 <{Fn(x,)}<l, «>1.

Veyershtrass teoremasiga ko‘ra bu ketma-ketlikdan yaginla-
shuvchi |Fn=(X,)| qism ketma-ketlik ajratish mumkin. Bu ketma-

ketlikning limitini F(x,) orgali belgilaymiz.

Endi {F;i(x,)} sonli ketma-ketlikni olamiz, 0<{F((a2)]1< 1/7>1
tengsizliklardan Veyershtrass teoremasini ishlatib, F(x2)ga yaqin-
lashuvchi j F~2(x2)| gism ketma-ketlikning mavjudligiga isbonch ho-
sil gilamiz -va shu kabi davom ettirib. jF*(xk)| qismiy ketma
ketliklarni topamiz hamda uning limitini F (x k) orgali belgilaymiz.

Nihoyat, tagsimot funksiyalaming Jrn (i)} diagonal ketma-
ketligini olamiz,

jFon (X)} ={rFn (X)} va yasalishiga ko‘ra. ixtiyoriy xk € o uchun

Fap (xK) => F (xk').

Demak, I-lemmata asosan, F => F .
n
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F(x) funksiya, 4-teoremada keltirilgan shartlarni ganoatlanti-
rishi limitlarning xossalaridan kelib chigadi.

8-teorema (Xellining ikkinchi teoremasi). {F,(a)}- tagsimot
iunksiyalar ketraa-ketligi n —ooda F(+co)- F(-00) =1 shartni ga-
noatlantiiiivchi F(x) funksiyaga sust yaginlashsin. U holda ixtiyoriy
uzluksiz va chegaralangan g (x):r —»r funksiya uchun

lim \g(x)dF, (x) = | g(x)dF(x) (26)

munosabat o‘rinli.

2-izoh. 5-teoremani quyidagi koiinishda ifodalash mumkin:
Fn=>F boisin, bu yerda Fn va r tagsimot iunksiyalar. U holda
ixtiyoriy uzluksiz va chegaralangan g (x):rR —>r funksiya uchun (26)
munosabat o ‘rinli.

Isbotni ikki bosqgichda o ‘tkazamiz.

1-bosqgich. F funksiyanmg ixtiyoriy ikkita a <b uzluksizlik
nuqtalariuchun

(I(_I%é\g(x)dm(x)=;g(x)dF<x) (27)
munosabatning o ‘rinli ekanligini ko ‘rsatamiz

g(:1r) funksiya [0,6] oraligda uzluksiz boigani sababli, u [a,b]
oraligda tekis uzlukisizdir. Demak, Vf>0 uchun [a,b] oraligni
a=x0,...,xL=b nuqtalar yordamida shunday oraliglarga ajratish mum-
kinki, natijada ixtiyoriy xe uchun |gt(jc)—g(Xx)|<e teng-
sizlik oiinli boiadi, bu yerda gk(x) = g(xk),Vxe k = .
r funksiyaning uzluksizlik nuqgtalari hamma joyda zich joylashgar.i
uchun barcha xk lar r funksiyaning uzluksizlik nuqtalaridan iborat
deb olishimiz mumkin. Endi ¢ funksiyaning chegaralanganligi va
Riman-Stiltyes integralining xossasiga ko ‘ra,

fg(x)dFn(x)- Jg(x)dF(x) < Jg{x)dFn(x)- \gk (x)dF, (x) +

+ logk (x)dF,, (x)- fgt (x)dF (x) \gk (x)dF (x)-\g (x)dF (x)
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L Xk L xk
*few - gk(x)\dFn(X)+ g I EC**W (*)-E fg(xk)dr(x) T
k=1 (Pl

=g (*)- gk(x)\c!F (x)<s(Fr(b)~ FK(a))+e(F(b)~ F{a))-
')‘fpls(xk)[F*(xk)—-F,,(xk-l)- F{xk)+F{xk J] <1s +

*)-"))-(ituh w DIE

k~I

(27) munosabatni isbotlash uchun, awal L ni yetarlicha katta
gilib belgiLaymiz, so‘ngra w—»<x va Fn tagsimot funksiyalar ketma-

ketligini r tagsimot funksiyaga w-»coda xt,k =1,2,...,Z, nuqgtalarda
intilishini hisobga olamiz.
2-bosqich. (26) ifodaning oiinli ekanligini ko ‘rsatamiz. 2-izoh-
ga ko‘ra, Fr(x) tagsimot funksiya boigani sababli. ixtiyori> £->0
uchun /-"(je) funksiyaning shuaday -x va x uzluksizlik nuqtalari
mavjudki, ular uchun
F(-X)<s 12, \-F{X)<s/2
va n —>co da Fn=>F boigani sababli shunday nte ~n son mavjudki,
barcha n > n 0sonlar uchun
F,(-X)<el2,l-Fn(X)<s/2
tengsizliklar o‘rinlidir.
Yuqorida aytilganlarai e’tiborga olib, g¢(x) funksiya chegara-
langan boigani sababli,

Jg(x)dFn (x)~ Jg(x)dF (x)
X>X

toJ g{x)dFn{x)~ F}[g(X)[¢F(x) + JI\g(X)\dF(x)£

x\<X \i\< X Vs,
<M (Fn(-jo)+ (\- F(X))+ £+M(F(-X)+ (\-F{X))<3Ms +£.
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8-teorema isbotlandi.
Xellining ikkinchi teoremasiga teskari teorema ham o‘rinli.

9-teorema. Agar ixtiyoriy chegaralangan uzluksiz g :r -> R
funksiya uchun
+0 5
Km.J g(x)dFn(x)= \g(x)dF (x)
n%_m _@

boisa, u holda

Fn n=_;®F,
bn yerda Fn,n =1,2,... va F lar tagsimot funksiyalar.
10-teorema (tod« '« limit teorema). Agar {Fn} tagsimot ftink-

siyaiar ketnia-ketligi n —oo0da tagsimot funksiyaga sust yaginlashsa, u
holda ularga mos kelgan xarakteristik funksiyalar{/,} ketma-ketligi

tagsimot funksiyaga mos kelgan / xarakteristik funksiyaga nuqtaviy
yaginlashadi.

3-izoh. Bu teoremadagi nuqtaviy yagqinlashishni r dagi ixti-
yoriy kompaktda tekis yaginlashish bilan almashtirish mumkin.

10-teoremaning isboti Xellining jkkinchi teoremasi va xarak-
teristik ftmksiyaning ta 'rifidan bevosita kelib ehigadi. Bu yerda biz
g(x) =celx,xe R deb olamiz, 1 va t larga esa parametrlar deb ga-
raymiz.

11-teorema (teskari limit teorema). ;/,} - xarakteristik
funksiyalar ketma-ketl igi O da uzluksiz + funksiyaga nuqtaviy yagin-
lashsin. U liolda mos tagsimot funksiyalar {Fn] ketma-ketligi F taq-
simot funksiyaga sust yaqinlashadi va / funksiya r tagsimot funk-
siyaga mos kelgan xarakteristik funksiya boiadi.

Isboti. — {/,} xarakteristik funksiyalar ketma-ketligiga
mos kelgan tagsimot funksiyalar ketma-ketligi boisin. Xellining

birinchi teoremasidan sust yaginlashuvchi [Fr | ¢ {Fn} gism ketma-
ketlikning mavjud ekanligi kelib ehigadi.  =>F boisin. r -tag-

145



simot fiirvksiya ekanligini ko‘rsatamiz. Buning uchun r (+") — (-co0) =1
ekanligini ko‘rsatish kifoya. Kelgusida isbot uchun bizga quyidagi
tengsizlik kerak bo‘ladi:

rr

p L~ ]s X > (28)
TX
tx = 2 deylik. U holda (28) tengsizlik
?T_I'rf{t)dt
rrd/«>* (29)
2

ko‘rinishga keladi.
(28) tengsizlikni isbotlaymiz. Xarakteristik funksiyaning ta’rifi

va Fubini teoremasiga ko‘ra

j Memdt — M vei,(dt
21 J

21
1, .,Sinig 1, sinri 1 ..sinTi?
oy 2l ~ - iy e 2
2r |
sinv; sinrf
<M Yo + M
t4 > A «

Oxirgi tengsizlik (28) bilan bir xil ekanligini ko‘rishqgiyin emas.
3 (x) liinksiya 0 nixqgtada uzluksiz va u {/,(0} xarakteristik funk-
siyalar ketma-ketligining nuqtaviy limiti boigani uchun / (0)=1 va
ixtiyoriy s >0 uchun shunday t 0> 0 mavjudki, O0<r <rOQtengsizlikni

ganoatlantiruvchi ixtiyoriy T kr uchun

> -t (30)

tengsizlik o ‘rinli.
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«->00 da /,<7) —»/(/) ekanligidan, barcha n >nova re (O,r0]
sonlar uchun

2r ) (31)

tengsizlikning o‘rinli ekanligi kelib chigadi. (30) va (31) tengsizlik-
lardan, ixtiyoriy n > neva 0<r <ro shartni ganoatlantiruvchi barcha
r sonlar uchun

(32)

(32) va (30) tengsizliklardan, ixtiyoriy «>w) va 0<r <r0
shartni ganoatlantiruv chi barcha r sonlar uchun,

Oxirgi tengsizlikdan, &>0 va r>0 ixtiyoriy sonlar boigani
uchun

F(+00) —F (90)=1

ten)'k kelib chigadi. Sunday qi F(jr)ning tagsimot funksiya ekan-
ligi isbotlandi.
Yugorida aytilganlardan, to‘g"ri limit teoremaga ko‘ra

lim fnt(t)= Je"xdF(x), t<= R

Munosabat o “ rinli. Ammo teoremaning shartiga ko'ra
rI}i_m/,,(O =/(0

L9
bo'lgani sababli / (/)= Je"wF(x) funksiya F(x) tagsimot funksiya-

ga mos kelgan xarakteristik funksiya boiadi.
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Endi Fn :_;>GDF munosabatning o‘rirdi ekanligini isbotlaymiz.
n

Teskarisini faraz gqilamiz: rn tagsimot funksiyalar ketma-ketligi
n —>o0da F — tagsimot funksiyaga sust yaginlashmasin. U holda

ANFEVE R R,

shu bilan birga r*» va r taqsimot funksiyalar. To‘g‘ri limitteoremaga
ko‘ra

va yagonalik teoremasidan /(/) = t'(t), ammo bunday boiishi mum-
kin emas, chunki lim/n(f)=(t) va shuning uchun ham t{t) = f (0.

Hosil boigan garama-qgarshilik farazimizni noto‘g ‘ri ekanligini ko'r-
satadi. 8-teorema isbot boidi.

IV BOBGA DOIR MASAILALAR

I-f(t)y=f(-t), f(t +2a)=f(t),0<1l<a bolsa, [« =—
a

tengliklar yordamida aniglangan funksiya xarakteristik funksiya
ekanligi isbotlansin.
2. £2 va £3 turli tagsimlangan boiib, <+ "2 va £j-+£3

yig‘indilaming taqgsimot funksiyalari bir xil, bogiigsiz
tasodifiy miqgdoriami topish mumion ekanligini isbotlang.
3. Agar (t),tg r xarakteristik funksiyaboisa. u holda

(0, M a,

f(t +2a), [t\>a,
©2(0 ="\f(u)du,

"3(/) =exp{/(0-1}

funksiyalar ham xarakteristik funksiyalar ekanligi isbotlansin.
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4. f(t), <ER xarakteristik funksiya uchun

1—i/(2N)|2< 4 - 1(N)])2, te r
tengsizlik o'rinli ekanligi isbotlansin.
5. Harganday haqiqiy f(t), /e r xarakteristik funksiya uchun

I+/(2/)>2[/(0]2
tengsizlik o'rinli ekanligi ishotlansin.
6. Agar F (x) tagsimot funksiya va f(t) uning xarakteristik

funlsiyasi boisa, u holda har ganday xe r uchun

tenglik isbotlansin.
7. r tagsimot funksiya, xk uning sakrash nuqtalari, / unga

mos kelgan xarakteristik; funksiyasi boisa, u holda

tenglik isbotlansin.

8. Absolut uzluksiz tasodifiy migdoming xarakteristik funk-
siyasi t —»ec da nolga intilishi isbotlansin.

9. - xarakteristik funksiyalar va fj2=1t- boisin.
Bundan /2= /3 tenglik kelib chigadimi?

10. Agar + va 3 1- xarakteristik u nksiyalar boiib, 0<d< 1
boisa, u holda (L-s) /v +0 t ham xarakteristik funksiya ekanligin i
ko“rsating.

11. Agar me, =0 boisa, u holda

—D

tenglik isbotlansin. Bu yerda / - xarakteristik funksiya, Re/ esa
/ ning haqiqiy gismi. Agar De mavjud boisa, u holda

-00
tenglik isbotlansin.
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12. Xarakteristik funksiya juft funksiya boiislii uchun unga
mos kelgan rF (x) tagsimot funksiya

F(i)=1F (-jc-0
shartni ganoatlantinshi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.

13. Bogligsiz tasodifiy migdoriami go‘shganda uchinchi mar-
kaziy momentlar qo'shiladi, to‘rtinchilari esa qo‘shilmasligi isbotlansin.

14. (t,t)= 1t (?) fn(t),te R tenglikdan £ va r; tasodifiy
migdorlarning bog'ligsizligikelib chigmasligi isbotlansin.

15. f¢+n (t,t) = (tmin(t),ts R tenglikdan ¢ va rj tasodifiv
migdorlarning bog‘ligsizligikelib chigmasligi isbotlansin.

16. | tasodifiy migdorlarning nolda differensiallanuvchi elcan-
ligidan m ¢ ning mavjud ekanligi kelib chigmasligi isbotlansin.

17. Xarakteristik funksiya haqiqiy giymatli boiishi uchun u juft
funksiya boiishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.

18. Quyidagi funksiyalar xarakteristik funksiya boia olinasligi
isbotlans in:

a) &'\ bye~r ;

C) axCos?+...+ ancos«/+ sinf+...+bnsinnt, b,..., bn~ O, bu
yerda a,,bte R.

19. cosi2 funksiya xarakteristik ftmksiyami?

20. £ =£(&>) tasodifiy migdor (Q,9?,.P)- ehtimollar fazosida
aniqlangan, bu yerda fi =[0.1],9i = 5R)n —]0,1] oraligdagi Borei top-
lamlarining er-algebrasi va p = PA- Lebeg oichovi. Agar

20,0 <0)< l,

a) 4 (&) =1o 2
i20-1, -<o0 <1;
| 2

b) 4 (g9,) = Infl>;£(0) = O;
11,0<0 <1/3,

c) 4(©) =1{0,1/3<fi)< 2/3,
>(12/3<8)< 1

boisa, uning xarakteristik funksiyasi topilsin.
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21. Zichlik funksiyasi —i—,-co<x<o00 boigan tagsimotning
TTchx

xarakteristik funksiyasini toping.

22. i =(a, ) - R n dagi tasodifiy vektor,
uning xarakteristik funksiyasi, mos ravishda
tasodifiy migdorlaming xarakteristik funksiyalari bo‘lsin. £,,...,En ta-
sodifiy miqdorlar bog'iiqsiz boiishi uchun ixtiyoriy tv...,tn lar uchun

i=
tengliklaming o‘rinli bo* lishi zarur va yetarli ekanligi isbotlansin.
23.£= (£ p — r" dagi tasodifiy vektor, f(tv....tn) esa
uning xarakteristik funksiyasi, f(t),..., fn(t) lar tasodifiy

migdorlaming xarakteristik funksiyalari bo‘lsin. Ixtiyoriy haqiqiy
te R uchun

i=
tengliklaming o‘rinli ekanligidan tasodifiy miqgdorlaming
bog-ligsizligi kelib chigmasligini ko‘rsating.
24. t(t ),/2(/),... —xarakteristik funksiyalar, a,,a2,... manfiy
boimagan sonlar boiib, a, + a2+...-1 boisin. U holda

g (o = Eﬂ-atfi(o

funksiya xarakteristik funksiya boiishi isbotlansin.
25. F(x) - f{t) xarakteristik funksiyaga ega boigan tagsimot

funksiya bo'lsin. Re/(/) xarakteristik funksiya ekanligini isbotlab,
unga mos kelgan tagsimot funksiya topilsin.

26. ¢ tasodifiy migdor (t) xarakteristik funksiyaga ega bo*-
lib, gandaydir a uchun p{t; = a} > 1/2 boisin. U holda f(t) haqiqgiy
sonlar o ‘gining birorta ham nuqtasida nolga aylanmasligi isbotlansin.

27. 4 tasodifiy miqdor haqiqiy f(t) xarakteristik funksiyaga
ega boiib, gandaydir a £0 uchun P{E, =a} <1/4 bo‘lsin. U holda

f(t) cheksi2zko‘p nuqtalarda nolga aylanishi isbotlansin.
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28. Quyidagi xarakteristik funksiyalarga mos kelgan tagsimotlar
topilsin.

a) cost; b) cos2?; C) e-r ; d) enr;
1 1 . Si .
e\) > % 7= ; g )-S-'-rl-t—; R) e‘Hcosi.
Br Lit t
29. -bogiigsiz bir xil tagsimlangan tasodifiy miqgdorlar

ketma-ketligi, v - butun musbat giymatlami gabul giluvchi va
ketma-ketlikka bog‘lig boimagan tasodifiy iniqdor boiib,
Pk ~ =k), f (t) esa =z tasodifiy migdoining xarakteristik funk-
siyasi bo‘lsin. ¢i\+... + gy tasodifiy miqdorning xarakteristik fiink-
siyasini toping.

30. Juft uzluksiz va t> o0 da gavariq, O<f(t)<1 va /(0) =1
shartlami ganoatlantiruvchi ixtiyoriy funksiya xarakteristik funksiya
boiishi isbotlansin.



V BOB. LIMIT TEOREMALAR

Oldingi boblarda keltirilgan fikr-mulohazalardan ko ‘rinadiki,
ehtimollar nazariyasining ko‘pchililc masalalari tasodifiy miqdorlar
yigindisini o'rganish bilan bogiiq bo‘lar ekan. Bunga oddiy misol
sifatida binomial tagsinxotni (polinomial tagsimotni ham) olish mum-
bir gqo‘shiluvchilar tagsimotlarining kompozitsiyasi bilan aniglanadi.
Lckin tagsimot funksiyalar sinfida aniglangan bu amal murakkab va
shu munosabat bilan yigindi tasodifiy migdorning tagsimotini aniq
hisoblashga garatilgan harakat befoyda boiib chigadi. Shuning uchun
tasodifiy migdorlar yig*indisining tagsimotini asimptotik ifodalar yor-
damida approksimatsiyalash masalalari muhim ahamiyat kasb etadi.
0 ‘z navbatida tagsimotlarni approkshnatsiyalash masalalari etimollar
nazariyasining limit teoremalari bilan bogiiqdir.

Amaliyotda bitta tasodifiy miqdor ko‘p marta kuz:atilib, natija
har bir kuzatuv giymatlarining yigindisidan iborat boigan hoi ko‘p
uchraydi. Yuqorida gayd gilingan gimor o‘yinlari bilan bir gatorda,
biroita fizik kattalikni, oichov anigligini oshirish uchun takroriy
oichashlar, so'ngra ulami o‘rtalashtiiishlar, ko'p karra bir jinsli
sabablar ta’sirida o ‘tadigan, vaqtga bog‘liqg bo'lgan jarayonlar va shu
kabilar bunga misol bo* la oladi.

Ushbu bobda bunday hodisalar yagona ehtimollik nuqtayi naza-
ridan quyidagi sxemaga asoslanib tavsiflanadi.

Bog'ligsiz. bir xil tagsimlangan bo‘lishi ham mumkin boigan,
tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi berilgan boisin. Bizni ulardan
birinchi n ta yigindisining, go‘shiluvchilar soni o‘sgandagi (asimpto-
tik) holati gizigtiradi. Yetarlicha katta n larda tasodifiy miqdorlar
o‘rta arifmetigi tasodiilylik xossasini yo'qotib, matematik kutilmalar-
ning o‘rta arifmetik giymatiga intilar ekan. Bu tasdig katta sonlar
gommi deb ataladi.

Katta sonlar gonuni Iklci xil yo‘nalishda kengaytirilgan. Ulardan
bin o‘rta arifmetik migdorning dinamikasi bilan bogiig. Bu yo‘na-
lishning asosiy natijalariga kuchaytirilgan katta sonlar gonuni va
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takroriy logarifm qonunlarini kiritish lozim. Ikkinchi yo'nalishning
boshlan g ‘ich punkti ba’zan markaziy limit muammosi deb ataluvchi
masala hisoblanadi. Bizga raa’lum boigan Muavr—Laplas teoremalari
bunga misol boiadi. Markaziy limit muammoning yechimi bog‘ligsiz
tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi yig‘indisi har bir qo‘shiluvchining
go‘shgan hissasi yig'indiga nisbatan cheksiz kichik boigan holda,
tagsimot funksiyasining limitlaridan tashkil topgan sinfhi tafsiflashga
imkon beradi.

I-§. Markaziy limit teorema

Ushbu paragraf ehtimollar nazariyasining eng ajoyib natija-
laridan biri boigan markaziy limit teoremaga bag‘ishlangan. Har
gaysi qo£shiluvchilari cheksiz kichik boigan bogiigsiz tasodifiy mig-
dorlaming yigindisi keng shartlar bajarilganda normal tagsimot funk-
siyaga (Gauss tagsimotiga) yaqin tagsimotga ega. Bu natijaning qiy-
mati ehtimollar nazariyasi chegarasidan juda chetga chiqib ketadi. U
ko‘p amaliy masalalami yechish jarayonida normal tagsimotni
ishlatish uchun asos vazifasini bajaradi.

(Q.AP) ixtiyoriy ehtimollar fazosi va ~ ,£2 unda
aniglangan tasodifiy migdorlar ketma-ketligi boisin.

1-ta'rif. Agar ixtiyoriy je r uchun ushbu

munosabat o‘rinli bo‘lsa, u holda ~ ,£2 tasodifiy miqdorlar

ketma-ketligi markaziy limit tenremani ganoaflantiradi deb ataymiz.
Avval markaziy limit teoremaning bir xil tagsimlangan bog‘-
ligsiz tasodifiy migdorlar ketma-ketligiga taallugli boigan eng sodda
variantini keltiramiz.
1-teorema. tasodifiy miqdorlar bogiiqsiz bir xil

tagsimlangan va m~, = a chekli matematik kutilmaga hamda chekli
D¢ = (T2 >0, «>1 dispersiyaga ega boisin. U holda ular markaziy
limit teoremani ganoatlantiradi, ya’ni
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Isboti. £k =~k -a belgi kiritamiz. U holda mrk =0 va

M il =cj2-Xarakteristik funksiyalaming maxsus xossasi (5-teorema,
(16) munosabat)ga k o ‘ra

fo(t)y=1-" - +o0(t2). (D
Shu bilan birga, sn = +-+=h na _ "~ 4k tengiik 0‘rinli ekanligini
CT\In AECTW«

korish giyin emas. Shuning uchun ham sn migdoming xarakteristik
funksiyasi

4<”~nw'>=n4(~")=K -(;)J

ko'rinishga ega vademak u o”*coda e ga nuqtaviy yaginlashadi.

Ammo, ¢ ' -~ funksiya (0;1) parametrlarga ega bo‘lgan normal taso-
difiy migdoming xarakteristik funksiyasidir. Endi 1-teoremaning
isboti xarakteristik funksiyalar uchun isbotlangan teskari limit teore-
madan kelib chigadi.
1-misol. Har bir tajribada yutugning ehtimoli p bo‘lgan Ber-
nulli sxemasini ko‘ramiz. suk orqali ¢-tajribadagi yutuglar sonini bel-
gilaymiz, n holda
Mfik =p,.Dpk=p{\-p)\ k=1,2,...,«.
sn =nx+ ...+-p.n belgilash kii’itamiz.
1-teoremaga ko ‘ra, ixtiyoriy xe r uchun
Sp—hP < x cD(x).
1
Bu tasdig Muavr-Laplasning integral teoremasini aks ettiradi.
2-misol. 0 ‘lchov xatoliklari. Biror a migdomi oichaganda
tagriban £ giymat hosil boiadi. Y oi qo‘yilgan xatolik 8 = | -a ikkita
xatoliklarning ushb u
5=(4-M4)+{M4-a)

yig‘indisi shaklida ifodalanishi mumkin. Ulardan birinchisi ¢ - ME
tasodifiy xatolik. ik_kinchisi ME,-a esa sistematik xatolik deb ataladi.

155



Yaxshi oichov usullari ishlatilgan holda sistematik xatolik
nolga teng boiadi, shu sababli mi =a deb olamiz va demak
M r~—a-0. pg=T12 boisin. Tasodifiy s xatolikni kamaytirish
uchun n marta, giymatlari e \¢i boigan bogiigsiz oichov
o0 ‘tkaziladi va a migdoming giymati sifatida

o‘rta arifmetik giymat olinadi. Bunda ganday xatolikka yo‘lqo‘yiladi?
l-teoremaga ko‘ra

0 ‘ng tomonda turgan funksiyaning giymati jadvallashtirilgan
(ilovalar 2-jadvalga garalsin).

3-mis«l. Antropologiyada ma’lum yoshli va jinsli odamning
bo‘yi yo‘ki vazni odatda normal tasodifiy migdor deb hisoblanadi.
Ammo ko‘p hollarda hu parametrlaming logarifmlari normal
tagsimlangan deb juda katta asos bilan aytishimiz mumkin. Agar 7
tasodifiy miqdor uchun £=logq normal tagsimotga ega boisa, u
holda v logarifmik normal tagsimotga yoki gisqacha lognormal taqsi-
motga ega deyiladi. Bo‘yni yo‘ki vaznni lognormalligini nazariy
jihatdan ham asoslash mumkin. Masalan, vaznjuda kop bogiigsiz
sabablar natijasida hosil bo'ladi va ular vaznga multiplikativ ta’sir
ko ‘rsatadi, y a’ni

n=nrVvV2"'"--d,
Bu yerda rk lar birgayaqin boigan bogiigsiz tasodifiy migdorlar. Bu
holda
n

1°g77 = ;_llog nt

va log?; l-teoremaga ko‘ra limitda normal tagsimotga ega.
4-misol. Markaziy limit teorema yordamida sof analitik nati-
jalami ham isbotlash mumkin. Masalan, ushbu

tenglikni isbotlaymiz.
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Faraz qilaylik, s/t - parametri n boigan Puasson tasodifiy
miqdori bo'lsin. U holda

klk
Ammo s,=4t+s$2 bu yerda ¢, . - bogiigsiz
bir xil tagsimlangan, parametri 1 ga teng boigan Puasson tasodifiy
miqdorlar boiib, me, =pE = 1. 1-teoremaga ko ‘ra
~" - =h - —= YA AN
lime rr?( yk\ = LI[T)\)HS,, <n)= T jV' oadt= >
Ba’zi shartlar bajarilsa bogiigsiz turli tagsimlangan tasodifiy
miqdorlar ketma-ketligi uchun ham markaziy limit teorema o ‘rinli.
Agarixtiyoriy r> 0 uchun

-¢-Z J (x~ ak)2drk (@) -» 0

boisa, u holda {gk\.k >1 tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi uchun
U

Lindeberg sharti bajarilgan deyiladi, bu yerda ak =m £k, B] = £ Dzk
k=\

va Fk(x) esa ¢k tasodifiy migdoming tagsimot funksiyasi.

2-teorema (Lindeberg). Agar bogiigsiz tasodifiy miqgdorlar
ketma-ketligi uchun Lindeberg sharti bajarilsa, u holda ixtiyoriy xe r
uchun

O (x).

| Bn

Isboti. Quyidagi tasodifiy miqdorlarni kiritamiz:

U holda



tasodifiy = miqdoming  xarakteristik  funksiyasini  hisoblaymiz.
ita yk — 1,2,... tasodifiy migdorlar bogiigsiz: boigani sababli, xarak-
teristik funksiyalaming xossasiga koia
2
k=1 Ad @)
(2) tenglikning har lkkala tomonini logariflaymiz:

"Jsst)=ifkno)
kKA
va

Ah 1

munosabatning oiinli ekanligini isbotlaymiz. Buniug uchun awai
ixtiyoriy chekli \t\<7 intervalda, k(1<k<n) va t lar bo‘yicha tekis
InA-n (0 >0

yoki

munosabatlarning o ‘rinli ekanligini isbotlaymiz.

V bobdagi (15) tengsizlikdanva
®
\itxdFkn{x)= M it~ =0
—0

tenglikdan foydalanib quyidagini topamiz:

KYY -1)dFkn(x)  1(em -\-itx)dF hi (x)

x2dFh,(x). (3)

Us hbu

~ ~ak —_
F kn XBfk =p\ B = F*(x)

tenglikni hisobga olib, ixtiyoriy r >0 uchun
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£ S (i-af dFkM =% J
n k-\[jt-a* \>iB,, -Qfrl\ n J vV n J
>

* it
3) tenglikning o'tig tomonini yuqoridan quyidagi ifoda bilan
baholash muinkin:

4*2+4

[\>e
Shunday qilib, bareha yetarlicha katta n sonlar uchun, 1<k <n
shartni qganoatlantiruvchi « va ixtiyoriy chekli [~T1,7] intervalda
yotuvchi ¢ larga nisbatan tekis ravishda

\VfkeX t)-\\< T~ - +F -Dckn

tengsizlik o'rinli ekan.
Oxirgi tengsizlikdan (1<« < n) ga nisbatan tekis ravishda

lin/te(0 =1 4
va barcha yetarlicha katta n larda, ixtiyoriy chekli [—1,7] intervalda
yotuvchi t laruchun

|A L, (0-1]<] ©
tengsizlik o‘rinli. Shuning uchun ham biz bu oraligda quyidagi yoyil-

mani yoza olamiz:

ints (o=zin/,,(o=1in(i+ (/fa(o-D)=
k=1

*=]
= ¢ (I*»(0-1)+>,, (6)
k=1
bu yerda rn (t) = A (fh, (t)- D).
k=\s=2 S

(5) tengsizlikka ko‘ra

v, (oM i \ + *oll-(»)-if.
k=is=2 k=\ Bhtvd % =l
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ammo

k= %

Demak, |2, (0]<’\2m ax|/A (/) - 1&
\<k<n
(5) dan, ixtiyoriy 7 >0 uchun t&[—7,7\ oraligga nisbatan
tekis ravishda n -> coda

A (0 ->o0 (7)
kelib chigadi.
Shu bilan birga
(8)
bu yerda
2 P+
P.(O=y+S
( y 2

Avytaylik, 0< e —ixtiyoriy musbat son bolsin. U holda

+ D g kn = 1
i=
ekanligini hisobga olib, quyidagiga ega boiamiz:
2"\
. (/tt)
/> ,(<)=12 J E,O'-l-lce- </\00 +
i<
T

-Z J
A -llal>£ V

V bob 4-§ dagi (15) tengsizlik quyidagi bahoni olishga imkon

m e /A—1—Z/it dFKn (.1).

beradi:
B3 *
pn (0 =4-S + i* 2y T(x)<
*=] Ui<E *=\Wbe

<4fE£Z j x2M,(x) +f2Z j x2Fkn(x) =
£-1 jxi<E
N «
=liLg+i2i\-~e )Z f x1dFh]{x).
' >
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Lindeberg shartiga ko ‘ra

365)“?_]J I:]_XZth,(x),[-TJ],s> 0

go‘sliiluvchimng qiymatini istalgan ¢ >0 sondan kichik gilib olish
mumkin. s ning ixtiyoriyligidan foydalanib, uni shunday tanlaymizki,
natijada barchas >0 va T, 7,71 sonlaruchun

\pn(t)v<2s, («> no(s,8,T))

tengsizlik o‘rinli bo“lIsin. Bu tengsizlik t ni giymatining har bir chekli
intervalida tekis ravishda

limp,, (0 —0 9)
munosabat o ‘rinli ekanligini ko ‘rsatadi.

(6)-(9) munosabatLardan, har gqaysi oraligda tekis ravishda

ekanligi keiib chigadi.Teorema isbotboMdi.

Lyapunov tcoremasi. Agar (|n , tasodifiy miqdorlar ketma-
ketligi uchun shunday musbat s mavjud bo'lib, n —»coda

munosabat o'rinli bo‘lsa, u holda bu tasodifiy migdorlar ketma-ketligi
uchun markaziy limit teorema o‘rinliboiadi.

Isboti. Lyapunov shartidan Lindeberg shartining o'rinli ekanligi
kelib chigishiga ishonch hosil gilamiz. Hagigatan ham,

25 >0.

r °n i-=1
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1-mashq. l-teorema Lindeberg teoremasining natijasi ekan-
ligini isbotlang.
2-ta’rif. {£*}eM tasodifiy miqgdorlar ketma-kedigi boiib,

£Ekn= KkRCk ,k = I,n, n>\ bo‘Isin, bu yerda ak=M £k,
n

=0(c, +...+43. Agar ixtiyoriy £ >0 uchun

(10)
boisa, ~ tasodifiy miqgdorlar hisobga olmasa ham boiadigan

darajada kichik (nolga tekis vaqginlashadi) deyiladi.
Lindeberg sharti

+ (£k-ak)/Bn

k=1
tasodifiy migdoming tagsimoti «*»da N(0,) - normal tagsimotga
intilishii uchun zaruriy shart emas. Bu fikmi quyida keltirilgan misol
tasdiglaydi.

5-misol. wh =ri,4a2n=...=zm = 0 boisin. Bu yerda /7—(0,1)

parametrli normal tagsimotga ega bo lgan tasodifiy migdor boisin. U
holda

=°>X 1%* = 1> Nox :P(r]<x):—i1:}er~dt

*] {omg 0 V27T -
tengsiz liklar o‘rinli, ammo Lindeberg sharti bajarilmaydi.
Ammo, agar \
wn=1 T =1r> ~iby }‘~rr‘d<
yaginlashish bilan birga hisobga olmasa ham boiadigan darajada
kichiklik sharti bajarilsa, u holda Lindeberg sharti zaruriy shart boiib
goladi.
3-teorema. Agar bogiigsiz tasodifiy miqdorlar ketma-

ketligi CIO) shartni ganoatlantirsa va har ganday xe r uchun
F\Zifa * A >-2= JN it
= / -\In
boisa, viholda Lindeberg sharti bajariladi.
162



Isboti. Quyidagi tengsizliklarning oiinli ekanligini koiish
giyin emas:
[N1,(0-1]= |M>F-1|<  J\e"'-\\dFJx) +
WE

+ \\eia-\\aFb {x)<2 J dFh,(x) + \\ts\dFkn(x)"2P (\ck,\>s) + \is\
bl<e U'Inf W<E
(10) sliartgako‘ra, ixtiyoriy te Auchun
max . (t)- 1&-—-,—,-_;(-)- >0.

te<,,,

Lindeberg teoremasining isbotlashda qoilanilgan usuldan
foydalanib, quyidagini topamiz:
S - 2 &5 max|to(0-1|
|g/.|O-kE=lU. (O -1i) id
Quyidagilar ham o ‘rinli
4‘@ itx
SU,(0- D= v » - v a1 xIdFkn(x) =
=] i<

buyerda en(x)=¢ jf2 ().
Mo
Demak,
In/, (O - ->r /2
muhosabatdan, /e 7? ucHun nuqtaviy ravishda

i
va G, (x)tagsimot fiinksiya bo‘lgani uchun
l\
i/Ga, (jry—-=sg—->0 .

-co J

e KX

<.
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va bu tengsizlik x~o da gat’iy. Shuning uchun ham, agar r>0
bolsa, u holda

bu yerda ¢>(r)>0. Demak, |*|>r tengsizlikni ganoatlantiruvchi bar-
cha x laruchun

U holda
1 S(1)d¢GJIx) > .

Agar E(x) fimksiya 0 nugtani 1 ehtimol bilan gabul giluvchi
tasodifiy migdoming tagsimot fimksiyasi, ya’ni

boTsa, u holda

J5(t YdE(X) =0

Pbr
va Gn(x) =>€e (x), bu esa Lindeberg sarti bajarilishiga ekvivalentdir.
Teorema isbotlandi.

2-8. Tasodifiy miqdorlar ketma-ketligining
yaginlashish turiari

Matematik analiz kursida funksiyalar ketma-ketligining turli
yaqinlasliishiari ko‘riladi: tekis yaqginlashish, deyarli barcha nuqta-
larda yaginlashish, o‘lchov bo‘yicha yaginlashish, o‘rta kvadratik
yaqinlashish va boshqga shular kabi yaginlashishlar. Xuddi shu kabi,
ehtimollar nazariyasida ham (elementar hodisalar fazosida aniglangan
funksiyalar kabi qaraladigan) tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi uchun
va shu bilan bir gatorda tagsimot funksiyalar ketma-ketligi uchun ham
turli yaginlashishlar ko ‘riladi.

Uslibu paragrafda tasodifiy migdorlaming turli yaqinlashishlari
ko‘rilib, ular orasidagi bog‘lanishlar o‘rganiladi.
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Bir ehtimol bilan yaqginlashish (deyarli  mugarrar
yaqinlashish).

4-ta’rif. (q,1a,p) ehitimollar fazosida aniqlangan £=£(«) va
{b,, = 41t(0})> n — 1} tasodifiy miqdorlar bcrilgan bodsin.

Agar

plcoe Q; Li@oﬁ,,(a>) = £(0>))| =1
bodsa, u holda 4V4Zz.. ketma-ketlik 1 ehtimol bilan (deyarli
mugarrar) ¢ tasodifiy mic]ldorga yaginlashadi deyiladi va buni
(yo‘ki )

orgali belgilanadi.

4-teorema. >¢ munosabat o‘rinli bodishi uchun,
ixdyoriy £ >0 uchun

lim pico& ¢t sup|™m(Gj)-"(iy)|=e[-=0

m>n
bo'lishi zarurva yetarli.
Isboti. Quyidagi tenglikni o‘rinli ekanligini ko‘rish giyin emas:
(«6 Q; limE,, (0>)=4iayl=f) (JP) {&e Q:[Em(0j)-|(©)|<1/r}.
| > A=\
Faraz gilamiz,

P\ cogO :lim£n(co)*¢(co)| =0

tenglik o‘rinlibodsin. Buesa 0°‘z navbatida

P Dflln[]J:y?{|"(®)-’\(")|>iM 5:0

~r=l =
tenglikka ekvivalent. Oxirgi tenglik esa, 0‘z navbatida, ushbu:
ixtiyoriy I'>o0 uchun

(;iLglmqu{is.-dH/rU -0

yoki ixtiyoriy r >0 uchun



ta’kidga ekvivalent. Oxirgita’kid esa: ixtiyoriy r >0 uchun

limPj supigm -£,\>\v/r 1=0

m>n J
bilan teng kuchli. Bu esa ziddiyatga olib keladi. Yuqorida aytil-
ganlaming hammasidan teoremaning isboti kelib chigadi.
A,,A2,...l1ar A dan olingan hodisalar ketma-ketligi bolsin.

faAncak.J orqgali ai,a2,...~ hodisalardan cheksiz ko‘pi ro‘y berishini
ifodaLovchi
- C @
[iman = limsup”, = f] IM
n n=1k=n

hodisani belgilaymiz.

Quyidagi Borel-Kantelli leinniasi ehtimollar nazariyasi va mate-
matik statistika kursining eng muliim va amaliyotda keng ko'lamli
tatbiglarga ega bo‘lgan natijalaridan biri hisoblanadi. Bu lemma

{An,n >I}- hodisalar ketma-ketligi limsupligming ehtimolini hisob-
lashga bag‘ishlangan.

5-teorema. (Borel-Kantelli lemmasi). ehtimollar
fazosi va {-d,,3n>1 —hodisalar ketma-ketligi bo“‘Isin.

(@) agar ‘~ P (A n)< cc bo‘lsa,u holda P(limsup4,) =0,
<«=

(b) agar P(An) gator uzoglashsa (ya’ni "P(y4n)= +00) va
m=1 =1
{an} hodisalar ketma-ketligi bog'liqgsiz bo isa, u holda

[’(limsup/4) = 1.

Isboti. (a) Awal Ilimsupar ¢ [J Ak Vk >1 munosabatning

m—k
o'rinli ekanligini gayd etamiz. Demak, har ganday butun « > 1 uchun,
Bul tengsizligiga ko'ra

f e "N 00
p (limsupatiry<p J Am \< X P (A,I1) (12)
\mk J mk
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JP(An) gator yaginlashgani uchun lining goldiq hadi nolga

«=1

intiladi, ya'ni A'->00 da ~P(4,)-»0. Shuning uchun ham (11) da
K
£-»00 deb, biz kutilgan natijaga ega bo‘lamiz.

(b) Biz P((limsup”)i)=0 ekanligini ko‘rsatamiz, bu yerda

Ac= A . Ta’rifga ko‘Ta

00 00

(Umsup”™Y =U f! Ay

/7=1m =n

(Morgan gonuni) bo*“ Igani sababli, biz har bir n > 1 uchun

Hpes - Y ° (12)
ekanligini ko‘rsatishimiz yetarli. «>1 ni fiksirlaymiz. Har ganday
hagiqiy .r uchun 14-x<ev tengsizlik o'rinli. Bundan foydalanib, har
ganday />1 uchun {an} hodisalar ketma-ketligining bog‘ligsizligini
hisobga olsak,

Thj C i+j
n«k <p Dao =n(1l-~(A,))"exp<j-SP(4 )
(g =TI NiR 0 P L m~
« &
P(An) gator uzoglashgani uchun, y -»00 da z, ~(4,,)“>0°

lim<?_t = 0 bo'lgani sababli, j ni cheksizga intiltirib. biz (12) ni hosil

gilamiz. Teorema isbot bo‘ldi.

1-izoh. (a) va (b) tasdiglar birgalikda Borel-Kantelli lemmasi
nomi bilan yuritiladi. Bu ikkala natija 1909, 1912-yillarda Borel va
(1912-yilda Kantelli tomonidan isbotlangan).

Borel-Kantelli lemmasi ehtimollar nazariyasining (kuchli yaqin-
lasbishlarbilan bog'lig bo'lgan) ko’p masalalarida juda foydali, xusu-
san bu lemma kuchaytirilgan katta sonlar gonunlarini va takroriy loga-
rifm qonunlarini o‘rnatishda kerak bo‘ladi. Bu lemmaning birinchi
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gismi keng ko‘lamli tatbiglarga ega, chunki undagi hodisalar ketma-
ketligi mutlaq ixtiyoriy bo‘lib, bog'ligsizlikka hech gandav shart qo*-
yilmaydi. Shu bilan birga u ixtiyoriy o ‘Ichovli fazolar va undagi ixti-
yoriy boshqga (ehtimol o'lchovi bo‘lishi shart bo'Imagan) o‘lchovlar
uchun ham o'rinli. chunki (a) tasdigniag isboti jarayonida ehtimol
o Ichovining monotonligi va yarim a —additivlik xossasigina ish-
latiladi, xolos.

Borel-Kantelli lemmasining (a) gisini o ‘lchovlar nazariyasidagi
monoton yagqinlashislilar haqidagi teoremaning nomanfiy hadli
gatorlarga tatbiqi natijasida kelib chigadigan xususiy holidan iborat:

(a) ning shartiga ko ‘ra,

. N
va shuning uchun p \v s 4 =69 = 0.

Aslida, agar Vrc>l uchun ¢,~0 va Y <00 bo‘lsa, u

00

holda ¥ ]bu gator lehtimol bilan yaqginlashishini ko‘rsata olamiz.

2-izoh. Borel-Kantelli lemmasining (a) gismiga teskari tasdiqni
quyidagicha ta’riflashimiz mumkin: agar /(hmsup”) =U bo‘lsa, u

holda ¥]r (4 ) gator yaginlashadi. Bu esa o‘z navbatida ushbu: agar

bo‘lsa, u holda /(limsup an) > 0 degan tasdigga ekvi-

valentdir. Borel-Kantelli lemmasining (b) gismi, agar bunga qo*-
shimcha ravishda an hodisalar ketma-ketligi bog‘ligsiz bo‘lsa, u hol-

da P(hmsup4J) =1 ekanligini ko‘rsatadi; shuning uchun ham (b)
tasdig (a) ning gisman teskarisi deb yuritiladi. Shu bilan birga, (a) tas-
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digning teskarisi (ya’ni (b) tasdiq) umumiy holda to‘g‘ri emas, buni
quyidagi misol yagqol ko‘rsatadi.

6-niisol. i~i=[0,I], a - [0,1] oraligdagi Borel to‘plamlarining
CT-algebrasi, p esa A - Lebeg o‘lchovidan iborat bo‘lsin.
4=(0,1/n), Vw>1 hodisalar berilgan bo‘lsin. U holda an4”"0,
ya'ri limsupan=0 va

= ¢ —= 00, lekin P(limsup/i,) = 0.
n =Ln

Bu misolda \7/n>m uchun an—(c.c +1/n) deb olsak, bu yerda

m;m > shaitni ganoatlantiruvcbhi ixtiyoriy fiksirlangan butun son,

L—C

u holda » p(n,)=co va /(limsup”) ehtimolning qgiymati [0,I]
n3

oraliqdagi ixtiyoriy sonbolishi mumkinligini ko'ramiz.

I-natila. (4 4 ?) ehtimollik fazosida tasodifiy miqgdorlar
ketina-ketligi va £ tasodifiy miqdor aniqlangan bo‘lib,

ketma- ketlk en -i 0,n -> <x shartni ganoatlantiruvchi musbat sonlar
ketma-ketligi bo ‘Isin. Agal-

| é \*n-4\>en)«»
n=1
bo¢lsa, u holda
munosabat o‘rinli.
Isboti. an= il :i4,-£|>£,} bo‘lsin. U holda Borel-

Kantelli lemmasiga ko‘ra, p(Atich.k.) =0, bu esa deyarli barcha
Oeq natijalar uchun shunday N = nN(co) topiladiki, n > N(co)
uchun \en(co)~ £ (0?)| < £, ekanligini bildiradi. Ammo £,-i0 bo'lgani
sababli, deyarli barcha o0e O lar uchun n —>00 da  (co) —»¢ (co).
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Tasodifiy miqdorlarning ehtiiaol bo'yicha yaqginlashishi

(Q,A,rP) ehtimollik fazosida tasodifiy raigdorlar ketma-
ketligi va ™ tasodifiy migdor aniglanganbo‘lsin.
5-ta’rif. Agar har ganday s > 0 uchun

P(|£,-<|>sr)-»0, «->°0

munosabat o‘rinli bo‘lsa, u holda {',,} tasodifiy miqgdoriar ketma-
ketligi t, tasodifiy migdorga ehtimol bo'yicha yaqginlashadi deyiladi
va bu yaginlashish

00 (yoki £, N

ko‘rinishda belgilanadi.

Bu yaqginlashish ehtimollar nazariyasida ko‘p ishlatiladi.
M asalan katta sonlar gonunida (3-8 ga garang), limit tasodifiy migdor
4 o0‘zgarmas sondan iborat bo‘ladi, ya’ni P(c =¢) = 1. Analizda bu

yaqginla shishni o‘lchov bo‘yicha yaginlashish deb atashadi.
Endi ehtimol bo‘yichayaginlash.ishningba’zi asosiy xossalarini
keltiramiz.

1-x0ssa. <g — va /00 funksiya r da aniglangan
uzluksiz funksiya boMsin. U holda f(gn)—» >f(g) munosabat
o‘rinli.

Isboti. /(jr)ning Rr da uzluksiz bo'lgani uchun, Kantor

teoremasiga ko‘ra u ixtiyoriy chegaralangan yopiq to‘plamda tekis
uzluksiz bo‘ladi. £>0 va c¢>0 ixtiyoriy musbat sonlar bo‘lib,

5 =s (s ,c) >0 shunday tanlauadiki, |ig|<c, |r,-x2[<5 tengsizliklar

bajarilganida

bo‘ladi. Bundan
{Ire)-1g)I={"I>c}k+ {li,-i|>a}
munosabat kelib chigadi. Demak,
Y-Ne )\>e)< P(U\>c) +P {\E-i\>6). (13)
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tasodifiy migdoming i tasodifiy migdorga ehtimol bo*-
yicha yaqginlashishidan, ixtiyoriy fiksirlangan 5 > 0 va ixtiyoriy y >0
uchun shunday no = nn(5) sonning mavjudligi kelib chigadiki, n >no
boiganda
P(% -4\>5S)<y
tengsizlik o'rinli bo‘ladi. Demak, (13) tengsizlikdan n> no uchun
p{\f(4J-f(4)\>z)"n\4\>¢e)+y
kelib chigadi. Oxirgi tengsizlikda, y ning ixtiyoriy ekanligini hisobga
olsak,
lim P ([/(")-/")]>e)<P(|"]>C0O).
Bu tengsizlikning o‘ng tomonidagi migdomi ¢ sonni tanlash
natijasida istalgancha kichik qilib olish mumkin ekanligidan

IImP(|/(£,)-/(i)|>£)=0.
2-xossa. {cJ 1k =12,..,/«;n> 1} tasodifiy migdorlaming m ta
ketma-ketligi bo‘lsin. Agar 1g¢ — —>E<k VA f(xt,..., xm) esa "?"da
aniglangan uzluksiz funksiya bo‘lsa, u holda

boladi.
Isbotl. 1-xossaning isboti kabi

+ fa" -2w |[>8))
tengsizlikdan kelib chigadi, bu yerda s > 0,c>0 ixtiyoriy musbat
sonlar, <5>0 shunday tanlanganki, natijada, [X,j<cC,...,|]xm<c¢
va |Xj- yiI|<<&r.,jxm- y m<s shartlar bajarilganda
VPX X xroxm) - f(y ..., ym)\<s
bo'ladi.

3-xossa.  Agar g < va birorta ¢>0 uchun
I X|£,,|<c) =1 bo‘lsa, u holda

|imMgr:Mg.
n—X0
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Isboti. Awal p(K‘N O =1 ekanligini ko‘rsatamiz. Hagigatan
ham, uzluksiz /(x) funksiya, /(x)=0, agar |x|<cvartix') > 0, agar
Jx[>c shartlarni ganoatlantirsa, uholda p (f(£n) = 0)=1va l-xossaga
ko‘ra /(<gj m > (g ). Shuning uchun ham

ANl<c)=P(/(0 =0)=1.

Ushbu

\Zn — £| = 1 |[<5{ + |b, - S - 5+ 2c¢/{|f,-€><5} -

Bundan, g¢n— >g munosabatga ko‘ra. ixtiyoriy (>0
uchun

limM£En- Alg|<<b

tengsizlik kelib chigadi.

4-xossa. Agar «, gpxp >g bo‘lsa u holda & --—— T«
bo‘ladi.

Isboti. 4-xossaning isboti 4-teoremadan bevosita kelib chigadi.

Ixtiyoriy tasodifiy migdor 77 uchun ri(Xx)=r(rf < x) bo‘lsin.
Taqsimot funksiyalar uchun Kkiritilgan kuchsiz yaqinlashish tushun-
chasidan foydalanib quyidagi ta’rifhi kiritamiz.

6-ta rif. Agar «->00 da re (x)=>/~(x) bo‘lsa, u holda

tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi £ tasodifiy migdorga tagsimot
bo‘yicha vyaqginlashadi deyiladi. Bu yagqinlashishni 1gn— —g¢

ko‘rinishda belgilanadi.

5-xossa. Agar tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi t tasodifiy
migdorga ehtimol bo‘yicha yaqginlashsa, bu ketma-ketlik s, ga tagsimot
bo‘yicha ham yaginlashadi.

Keltirilgan teoremani "gn— —>s dan —sg kelib
chigadi” k o ‘rinishida ifoda gilish mumkin.
Isboti. Aytaylik r/,,=¢r—» va gn— —>g bo'lsin. U holda
p
vn —7-T—  boiadi, ya’ni har ganday e >0 uchun
P({\r/m>¢£}) ->0,«->0¢C (14)
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munosabat o ‘rinli. % tasodifiy migdoming tagsimot funksiyasini
Fi,(x)= F(®™)=p(<x)) =p({E,<x\Im<s})+Pi{£H<x, |2|>e}) (15)
ko‘rinishda yozamiz. Agar Fz(jo- P({e, <x}) = F(x) desak, (13)
tenglikdan
Folo<pP({e, <x-t-£}) + /X{|7,|>e}) = F(x +e) + PI/7,[>£:}) (16)

tengsizlikni olish mumkin. Endi (14) munosabatni hisobga olib, (14)
tengsizlikda oldin so‘ng s —»0 deb hisoblab, r(x) funk-

siyaning uzluksiz x nuqtalari uchun

limF,, (x)<F(x)

«—0
tengsizlikni yoza olamiz. (15) va (16) munosabatlarda £ va <, taso-
difiy migqdorlaming o ‘rinlarini almashtirib,

Fix)>P({gn< X+EP+ri{minl>e})
tengsizlikni hosil gilamiz. Bu yerda x ni x +s bilan almashtirsak,
F;(x)>F (x-£)-P{|77,|>£})

bo'ladi va bundan r (x) tagsimot funksiyaning hamma uzluksiz x
nuqtalari uchun

Hrpof,,(x)> F(x)

tengsizlikning o‘rin'i ekanligi kelib chigadi. Demak, Fix) ning
uzluksiz x nugtalari uchun n —o00 da Fn{x) —>Fix),ya’ni

3-izoh. Tagsimot bo‘yicha yaqinlashishdan tasodifiy miqdor-
laming ehtimol bo‘yicha yaqinlashishi kelib chigmaydi. Buni  va q2

d
tasodifiy migdorlar uchun r- (x) = (x), ya’ni £,=£2 bo‘lsa,
bo‘lishi mumkinligi ko‘rsatadi (boshgacha aytganda bir xil tagsim-
langan har xil tasodifiy miqgdorlar mavjud). Masalan £, tasodifiy
migdor -1 va lgiymatlarni 1/2 va 1/2 ehtimollar bilan gabul gilsin va
£,=£, bo‘lsin. U holda £,=£2. Endi ¢gh-i=Bp »'n=% deb olsak,
173



0°‘z-o0°‘zidan ko‘rinadiki, [gn\ ketma-ketlik ——» ma’noda

yaginlashadi, — — > ma’noda esa. yaqinlashmaydi.

Lekin limit tasodifiy migdor q o‘zgarma.s bo'‘lsa, 'ou yaqin-
lashishlar ekvivalent bo‘lar ekan. Bu tasdiq quyidagi xossadan kelib
chiqadi.

6-xossa. Agar cn— bo'lib. gandaydir ce r uchun,
P({£ =c})= 1Dbo‘lIsa, >0 ..
Isboti. Hagigatan ham, £n—— bo‘lib, P ({g=c\)- 1

bo‘lsin. 0 ‘zgarmas ¢ sonini 0 ieb hisoblash mumkin. U holda har
ganday s > 0 uchun «-> 0o da
Fn(+s)=FsSn(+s)?I, Fn(-e)-— ,0.

Bundan,

tenglikni hisobga olib, ¢n— >0 ekanligiga ishonch hosil gilamiz.
r- tartibli o‘jtachayaqinlashish.
(C2,JAP) ehtimollik fazosida { } tasodifiy migdorlar ketma-
ketligi va £ tasodifiy migdor aniglangan bo'lsin.
7-ta’rif. Agar

(">°)
bo‘lsa, u holda {£,}r®l - tasodifiy migdorlar ketma-ketligi £ tasodifiy

migdorga r —tartibli o ‘rtachayaginlashadi deyiladi va

orgali ifodalanadi. r =2 bolgan xususiy holda /--tartibli o‘rtacha
yaginlashish o ‘rta kvadrutikyagintashish deb ataladi.

7-xo0ssa. Agar c,,----- -— >¢ bo‘lsa,u holdae,, -—-- -—
Isboti. Chebishev tengsizligidan kelib chigadi:



8-xossa. Agar £n— bo‘lsa, u holda
MEn-~-*M £ VaAs — — +M 2.

Isboti. ¢ -----"—>¢ bo‘lsa, u holda

t ->\1/2
M\YEnNn-£\<[M\En-£\)

tengsizlikga ko‘ra £n > yoki Mg, -~g\ >0 bo'ladi.
Endi

ME,, =M (£,,,-£, +£)=ME£ +M{En-£)
tenglikdan

[MEn- M£\= \M(£n-£)\<M % -£\ j~—0
kelib chigadi. Demak, m £ n— —r—>m£. Birinchi tasdiq isbot bo ‘Idi.
Endi ikkinchi tasdiqni isbotlaymiz. (a+b)2<1~a1+ Zr) teng-

sizlikdan

ER=[£+ (En-£)]2<2[£2+ (£, -£)2]
kelib chigadi. Demak,

M £8- MI; 2\=\M(£n-£) (£, + £)\<
<[M(En-g)2) 2[M(£n+£)2) 2<
<[M(En-g fJ 2[2M (£2+£2)J2<

<[M(E£n-£)2) 2\6M£2+4M (£n-£)2J 2.
Bundan
Me2-M g 2)-—mem- >0  voki VR — SM £ 2
- - -1n —=cD 7

kelib chigadi. 8-xossa isbot bo‘Idi.
3-§. Katta sonlar gonuni

Ushbu paragrafda ;; ta tasodifiy migdorlar o‘rta arifmetigining
» —» 0 dagi limit holati o ‘rganiladi. Keltirilgan natijalar yaginlashish
turlariga, ehtimol bo‘yicha yagqginlashish yoki deyarli muqarrar
yaqginlashisbga bog‘lig ravishda ikki gismga ajratilgan.
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1. Katta sonlar gonuni (KSQ).

(Q, &, P) - ixtiyoriy ehtimollar fazosida N} tasodifiy
miqdorlar ketma-ketligi berilgan bo'lsin.
8-ta'rif. Agar
[i +..+], M4l+ ..+ Mgh___
->0, (17)
n n o
ya’'ni ixtiyoriy e >0 uchun
A -
, +- +£, M$+...+MZn>e >0

n n
bo‘lsa, u holda {gn}ne n tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi kuitu

sonlar qonuniga bo'ysunadi deyiladi.
6 -teorema. fenne N | tasodifiy migdorlar ketma-ketligi katta

sonlar gonuniga bo‘ysunishi uchun

M - >0 (18)
f n \2
V=i
shartning bajarilishi zarur va yetarli.
Isboti. zarurtigi. Belgilash Kkiritamiz:

" k=1
(17) shart bajarilsin, ya’ni rnn——»0 munosabat o‘rinli bo'lsin.
U holda ixtiyoriy s > 0 ucliun
uL - tM™ <f£24-wm1,
Ly Wi, {KSE} 1 I {KN}
=g2+ P(?/n|>g)..— -»e:,

bundan (18) munosabat kelib chigadi.
vetarliligi. (18) shart o‘rinli, ya’ni

M - *In _>0
1W:
bo'lsin. U holda



Er 1+712 {M s -

Teorema isbotlandi.
7-tcorema (Mrarkov teoremasi). Agar

in \
->0 (19)
w=1l Yy

bo‘lsa, u holda [gn,n& N } tasodifiy migdorlar ketma-ketligi katta
sonlar gonuniga bo‘ysunadi.

Isboti. Bu teorema 6-teoremaning natijasidan iborat. Hagigatan
ham

-I|I- ,\: . k|=l{4|<-LI_I,K)
yD\klz\I, Y = n-+\ | o<iik- W)
WA

bolgani sababli, (3 9) munosabatga ko‘ra, (18) shartning o-‘rinli
ekanligi kelib chigadi.

8-teorema (Chebishev). ¢ ¢ . tasodifiy migdorlar ketma-
ketligi bog'ligsiz va ixtiyoriy n ~ 1,2,... sonlar uchun b £n< ¢ shartni
ganoatlantimvchi ¢ >0 o°‘zgarmas son mavjud bo'lsin. U holda
{£,,}//£ ar tasodifiy miqgdorlar ketma-ketligi katta sonlar gonuniga
bo‘ysunadi.

Teoremaning isboti. Chebishev tengsizligidan bevosita kelib
chigadi: ¢ - ixtiyoriy musbat son bolsin. U holda

MA+ ...+ .U n D(Cl+,..+4,) _
> <

DG\+—+D¢n < C"
s 2n2
4-izoh. 8-teorema o‘rinli bolishi uchun

->0.



shart bajarilishi yetarli. Agar

Iim-m, n=

/7-=co N

bo‘lsa, bu shart bajariladi. chunki Shtolslteoremasiga asosan

H—%_\dy I;Sji b ok = /I7-I)Ia)n’—o(ll'ln—lj" - %An—lz 0.
1-mashqg. 3-teorema 6-teoremaning natijasi ekanligini isbot-
lang.
9-teorema (Xinchin teoremasi). { , He J} bog‘ligsiz bir xil
tagsimlangan tasodifiy migdorlar ketma-ketligi bo‘lib, Mm£n-a<o0
bo‘lsin. U holda ular katta sonlar gonuniga bo ‘ysunadi, ya’ni
£, +mmm+{, P >a (20)

i 0
Isboti. Teoremani xarakteristik fiinksiyalar metodi yordamida

isbotlaymiz. Shu magsadda 4n=£tn—a, sn= "1K"+-; belgilashlar
kiritamiz. U holda m£n=0,ne N va xarakteristik fiinksiyalaming
xossasiga ko ‘ra (IV bob, 4-8 (14) formula) f F{t) = I+o{t),n -> 00 .

Shu bilan birga (20) shart

S,-"r+0 (21)
shartga ekvivalent ekanligi ravshan. Quyidagi tengliklar o ‘rinli:

n
g - p(c ~0)-1 shartni ganoatlantiruvchi tasodifiy miqgdor

bo‘lsin. U holda ~{t) =t{t)= 1 bo‘ladi. Bundan teskari limit teore-

maga ko‘ra, LB X oxirgi munosabatdan esa 6-xossaga Ico‘ra

Xinchin teoremasining isboti kelib chigadi.

4-§. Kuchaytirilgan katta sonlar qonuni

9-ta'rif. (Q, 4 P) — ixtiyoriy ehtimollar fazosida {Enne iv}
tasodifiy migdorlar ketma-ketligi berilgan bo‘lsin. Agar n —>o0 da
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Mg\+...+M¢gn  Jth g
n n
bo‘lsa, u holda {¢;ny,rre n tasodifiy miqgdorlar ketma-ketligi kuchayti-
rilgan kattasonlar gommiga bo‘sunadideyﬂadL
10-ltorema (Gayek-Reni tengsizligi). Agar ¢,,¢2,.

tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi bog‘ligsiz, ™ ¢k =ak, 13¢k =Cr;,
k =1,2,.. va C,,C2...- manfiy bo‘Imagan sonlaming o‘smaydigan
ketma-ketligi bo‘lsa, u holda ixtiyoriy £ >0 va barcha m,ne. N, m < n
sonlar uchun

f 1
PA w7 AR k=Im+1CTa]
tengsizlik o‘rinli.
isboti. Quyidagi belgilashlarni kiritamiz:
sk=¢(6 ~a,), tj=Z si(ci-Cc1,) +slIc;, .
/=1 k=m
1 tasodifiy migdorning matematik kutilmasini hisoblab, uni
g lay shaklga keltiramiz:

n-1
Mrt* Y ,(pl-CL)M se+Ccimsi= ZZ"(Q 2-CL)+c,2Z<x,2=

k-m k=m i=l =ik
=Z i°f(<i -cL)+ Z % °?2(cR-C U +C +er =
[=1k=m [=2Hk-i =1

i s f{ci-cl)y+ I gi(el-ci)y+ clx A =

C25>*2+ | crict .
A =N

Qandaydir e > 0 uchun quyidagi hodisalami garaymiz:

Ai=[a>£ Q \Ck\Sk (a>)\<£, m < k< [—L C,jS,(<O)[>£}; i-m ,n,

Ai, i=m,n hodisalar birgalikda bo‘lmagan hodisalar bo‘lgani
sababli
maXCkz*_« >£ =P Ua }=1p(a,)
\freksn T Yy =l y <«



Agar
Mil >e2E£ > (4)

i-m

ekanligini ko ‘rsatsak, teorema isbotlanadi. Ko ‘rish mumkinki,

Mil >MrjZ 1A=Z Mi)lA,
i=m i=m

MniAi=1 (cl-cl,)MSRIA *+c2ms;iAi,
k=m

Ms\IA.=M(S,- 5-+S,.)% > +2M (Sk - Si)Sil Al =

= MS-tAi + 2M (Sk- SJM S~ = MSFIA=M ~1 A =rP (A,).
i 7
1-natija (Kolmogorov tengsizligi). Agar bog‘ligsiz tasodifiy

miqgdorlar ketma-ketligi nt,mm  Chekli maternatik kutikna
hamda chekli dispersiyaga egabo ‘Isa, u holda
(
max.i <_Lf£ k.
\<k<n k I=i} J *2S k2

Isboti. Gayek-Reni tengsizligida ck j deb olsak, 2-natija-

ning isboti kelib chigadi.
Kolmogorov tetigsizligini

max
Kk<n £ i=l
ko'rirushda gqayta ifodalash mumkin.
11-teorema, Agar 4\,£,2 bog‘ligsiz tasodifiy migdorlar
bo‘lib, Mm en =0,pen=a] va fre‘lsa>u holda
«a
E\+G2+-~+£,  \tht. ?(
n »=>»

munosabat o ‘rinli, ya’ni bu ketma-ketlik uchun kuchaytirilgan katta
sonlar gonuni o‘rinli.
Isboti. sn=£, +£,+ =mm+£,,, bo'lsio. U holda

S. \eht *Q
=D
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bo“lishi uchun, ixtiyoriy s >0 uchun

P\ SUPp — >¢ ->0 (22)
U->,, «

shart bajarilishi zarur va yetarlidir. Quyidagi
A, =< max st .1
12"~l<k<2"

hodisani kiritamiz. U holda (22) yaginlashish
(n N

P \;i At mmmmm—mmee >0
- 1 [7—CD
=y

munosabatga ekvivalent. Kolmogorov tengsizligiga ko ‘ra

P(An) =P\ max Sa
ds2,
< P| max|SJ|>e2" 1
MSfcSh e 2
S0 ngra
X?2(A)< 4g-2Z 2 -rat< 4¢-~, S 2 =
k=\ k=1 n=I n=l
=*T2f>> | < 8N4 < -
n=l  {A>>3(2 ) »=> "
chunki y  2~2k < 2-2-2i°.

Bundan Z p{ A k) gatoming yaginlashishi kelib chigadi. Demak,
k=\

IM NSP(A)- -0

k=n J k—n

va bu esa (6) munosabatga ekvivalentdir. Teorema isbot boTdi.
l-lemma, ¢j tasodifiy migdoming matematik kutilmasi chekli

bolishi uchun

Z pNel>w}<cc

bolishi zarur va yetarli.



Isboti. ms, matematik kutilmaning chekiiligidan A/jcfj<oo
kelib chigadi va aksincha. Quyidagi

® X1 D
zZ (2— I<QS\<n} — W {i=o0) + r{n-I<Ji|<f?} “ X K.}?
17=1 =1 n=1

tengsizlik o ‘rinli boMgani sababli.

o0} oc
"Adn-\)P (n-\<]M\<n)<M\g\<'"*nP (n-\< |f|<n) (23)
n=1 n=1

ammo

(TSNS = ¢ p ([N O<1Hgp (Mp«),  (24)

»=1 17=0 17=1
y. (V- DP(7—1<]hi< wl=¢  T- 1< M |< «) —
»=1 «l
-P(|i|>0) =¢i> (|f|> 4 (25)
n=1

(23) - (25) munosabatlardan

¢ PUEIP»)<m |E|<i+¢¢>(|E]> «),
M

bundan esa lemmaning isboti kelib chigadi.

12-teorema (Kolmogorov teoremasi). {*n, 7N} bog‘ligsiz
bir xil tagsimlangan tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi boisin. Ku-
chaytirilgan katta sonlar gonuni o ‘rinli bo‘lishi uchun, ya’ni

lv v >0
nJJ

bo‘lishi uchun £k tasodifiy miqdorlar chekli m £k=a,ke N mate-

matik kutihnaga ega boiishi z:arur va yetarli.
Isboti. vetartitigi. Quyidagi belgilashlarni kiritarniz.
xi{\x\<n) fuilksiya har qaysi n ucliun Borel fiinksiyasi bo'lgani

sababli bog‘ligsiz tasodifiy miqdorlar ketma-ketligidan
iborat. sn=¢fj + bo‘lsin. U holda
S,,-na S,,-S,, , Sn-MS,, . f MS,



tenglik o‘rinli. Teorema shartining yetarliligini isbotlash uchun har
uchala gqo‘shiluvchi ham nolga 1ehtimol bilan yaginlashishini ko‘rsa-
tamiz. Uchinchi liad uchun

4 1 o« - TiM) ) - )
ammo
(N H{KI>*})
U holda Shtols teoremasidan 3¢ —ii > >0.

An =gt } hodisa kiritamiz. U holda, M£,<co bo‘lgani

sababli, awalgi lemmaga ko ‘ra, har bir n uchun

HK ) = }]7;1",1 > « /)7;1: > «)< Qe

So‘ngra
FT @ S fo o\
0<P(4)=P n Unar === U4-
anz A" BT g

boTgani sababi /Xyf) =0, ya’ni chekii sondagi n uchun gn»¢, .
Demalk,
25 Jag, >0.
Endi
jn _ S,~AiSn leht. ) gq

munosabatning o ‘rinli ekanligini ko”satamiz. Buning uchun, kuchay-
tirilgan katta sonlar qonuni bajarilishining yetarlilik shartini bemvchi
11- teoremadan foydalanamiz. Buning uchun

y 2P«

ekanligini isbotlaym iz.

JDfr < Mf,2 < k2p (k - 1<|E,|< k)

+
k=1
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tengsizliklar o ‘rinli bo‘lgani sababli
||%2
R=ll 7 F\KBn 2 i=l S
Ushbu
iPr va g_—l <lh—l = AFEI'

I2 K 2 K2

tengsizliklar o‘rinli bo ‘lgani sababli,

k=1 n k=1 n k=1

<2-bE (A- )P ik-1I<vil<k)y<2+muw < 00
bl
zarurligi. Agar

bo‘lsa, uholda
4n _ £ 1. hl. Q

ya’ni, lehtimol bilan

1»
\ :
(e Q : 7 -1y

hodisalardan faqgat cheklitasi ro‘y beradi.

N — 2 N\ *
b fel>»)=z1fel>*)<00
ekanligini ko ‘rsatamiz. Faraz qilaylik.

I>«)=«e

B' orqgali joeQ : 2 ;,}; hodisalardaa cheksiz ko‘pi bajarili-

shini bildiruvchi tasodifiy hodisani belgilaymiz va tasodifiy miqg-
dorlaming bog‘ligsizligidan foydalanib, quyidagilarga ega boTamiz:

Tidt

>/>l:« !
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Demak, m%x<00. Teorema isbot bo‘ldi.
2-natija. (Borel teoremasi). Yutugning ehtimoli p bo‘lgan
Bernulli sxemasi bo‘yicha otkazilayotgan n ta tajribada yutuglar soni
fin uchun kuchaytirilgan katta sonlar gonuni o‘rinli, ya’ni
Nd1 ~q
n " KC
7-misol. Bernshtevn polinomlari. Katta sonlar gonuni, mate-
matik analiz kursidan bizga ma’lum bo‘lgan uzluksiz funksiya ko ‘p-
hadlar orqgali tekis yaqginlashishi hagidagi Veyershtrass teoremasini
isbotlashda ishlatiladi. Har bir tajribada “yutuq” chigish hodisasining
ehtimoli x, garama-qarshi hodisaning ehtimoli 1-x, (0<x<lI)
boigan bo«‘ligsiz tajribalar o‘tkazilayotgan bo'lib, esa n ta taj-
ribada chiggan “yutuq”lar soni / e Cj0L bo‘Isin. U holda

P(Mn = k) =Ckxk(\-xrk
tenglik o‘rinli bo‘lgani sababli
B.(X)= w (Bnn==z /(£ kxk(l- = (26
) V'™ o (\n?c wk-re (26)
Bn(x) ko‘phad /(x) funksiya uchun Bernshtevn polinomi deb

ataladi. Bernulli teoreinasiga ko ‘ra
I&I. Nox

U holda

munosabatning o ‘rinl i ekanligini ko‘rish munikin.
Bernshtevn teoremasi. (26) formula orgali aniglangan

{£r(x), ne [} ko‘phadlar ketma-ketligi [0,lj oraligda aniglangan
uzluksiz f(x) funksiyaga tekis yaginlashadi.



Isboti. ¢+ funksiya [0,I] oraligda uzluksiz bo‘lgani sababli u
[0,1] oraligda tekis uzluksiz bo ‘ladi, ya’ni ixtiyoriy s > 0 uchun shun-
day s{e) son topiladiki, |ic, —2\<s(s) tengsizlikni ganoatlantiruvchi
barcha Xj va x2 sonlaruchun

[101)-1(* 2)|<y
bo‘ladi. r(x) funksiya [0,I] oraligda chegaralangan bo‘lgani uchun,

shunday o‘zgarmas son ¢ topiladiki, uning uchun f(x)< ¢ tengsizlik
o‘rinli bo‘ladi. Ushbu

+cY (\-xTk=\

k=0
binom formulasi o‘rinli. Bunga ko;ra
B, (x)-1<*)=¢ (/(E)-/to)cy (- x)"~-«k.

va demak,

|,lZl.,(x)-/(x)|<x0 CY(1-xY~k<

Ckxk(L- XK+
K; F—x\<s’

[(f)-/L4 CKxK(1l-x)"-k<
K —

) |
e

Chebishev tengsizligidan

Ckxk(l- xf~k~y+2cp{£=--x 2
n

ny_ *(-*)< 1
82 n52  4ns2
kelib chigadi, chunki 0< x < 1 tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha

- X >S5 <

sonlar uchun x(I-x)<-"-. N (o) soni
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Ne
4AN(5)S1"' 2
tengsizlikni ganoatlantiruvchi natural son bo‘lsin. U holda ixtiyoriy
xe[0,I] uchun
\Bn{x)~ f{x)\<s
tengsizlik o'rinli. Shumi isbotlash talab gilingan edi.
8-misol. Monte-Karlo metodi. Bizdan. qgandaydir uzluksiz
g(jt) funksiya uchun
t

(g (x)dx
o

mtegralni liisoblash talab gilinayotgan bo‘lsin. N} [0; ]

oraligda tekis tagsinxlangan tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi bo‘Isin.
U holda

+co I

Mg{4,)= Js(x)piu(x)dx = \g(x)dx.

-00 0

va kuchaytirilgan katta sonlar gonuniga asosan, 1lehtimol bilan

>M g (]i)=)g (x)dx
n 0
deli ta’kidlashimiz mumKkin.
|
Shunday qilib, \g(x)dx integralni taqribiy hisoblash algorit-
0
mini keltirib chigarish uchun katta sonlar gonuni nazariy asos vazifa-

sini baj aradi.

V BOBGA DOIR MASALALAR

1. — bog‘ligsiz tasodifiy miqgdorlar ketma-ketligi
bo'lib, m £n=0, n& JV boUsin. Agar ¢ = 1 uchun
© rcC
HEx»I
®
bo'lsa, u holda gator bir ehtimol bilan yaginlashishini isbotlang,
n=1
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[0,fc|>c.

2- {F M)} ,rid iIV—asodifiy funksiyalar ketma-ketligi uzluksiz
tasodifiy migdorga sust yaqginlashsin. U holda bu yaqinlashish tekis
yaqinlashish ekanligi isbotlansin.

3. £x, - bog‘ligsiz normal tagsimlangan tasodifiy miq-
dorlar ketma-ketligi bo‘lib, m £k =0,ks N, Dgx= 1D 1k = 2k2,k > 2
bo‘lsin. Bu holda Lindeberg sharti bajarilmaydi, ammo markaziy limit

teorema o‘rinli ekanligi isbotlansin.
4. Agar bog'ligsiz tasodifiy migdorlar ketma-ket-

ligi bo‘lsa, u holda

h v a limg.,
n-w
tasodifiy migdorlar xos ekanligini isbotlang.
5. - bog‘ligsiz, bir xil tagsimlangan tasodifiy miq-

dorlar ketma-ketligi bolib, m £x=0, m ¢ x = 1bodsin. U holda
maxEU 1/\-]-}-:> O,n -»m

[V« Vnl
munosabatning o ‘rinli ekanligini isbotlang.
6. £ x - bog‘ligsiz bir xil tagsimlangan tasodifiy migdor-

lar ketma-ketligi bo'lsin. Agar pen chekli bo‘lsa va fagat shundagina
=||En|> ~un| hodisalardan cheklitasi 1 ehtimol bilan ro‘y berishi

isbotlansin.
7. bog ligsiz tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi

bo‘lib, P(gn =1)--,ne N,Pp(£n=0)=1——hbo‘lsin. Bu ketma-ket-
n n

lik r >0 tartibli o‘rtacha ma’noda yaqinlashib, lehtimol bilan yaqin-
lashmasligi isbotlansin.
8. tx, bog‘ligsiz tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi

bo‘lib, P(df =n2r)= r >0, we N, =0)=1- — bo‘lsin. Bu
! n

n
ketma-ketlik ehtimol bo‘yiclia yaginlashib, Mm> 0 tartibli o‘rtacha
ma’noda yaqginlashmasligini ko ‘rsating.



9. =n2 exp{—n"},ne n bo‘lsin, bu yerda ¢ ko‘rsatkichli
tagsimotga ega. U holda barcha nugtalarda n-»o00 da &n —0 boiib,
M £n nolga yaginlashmasligini ko ‘rsating.

10.~n =anrj, bu vyerda r[an,n& N3} yaginlashuvchi sonli

ketma-ketlik, m if =00, r >0 bo‘lsin. {<£,}, ne N tasodifiy miqgdorlar

ketma-ketligi 1ehtimollik bilan yaqginlashib, r tartibli o‘rtacha ma’no-
da yaqginlashmasligini isbotlang.
11. bog-‘ligsiz, bir xil tagsimlangan tasodifiy mig-
dorlar ketma-ketligi b o ‘lib, =0,mMgye =1 va sn=
Vo« y-=I
Bu ketma-ketlik sust yaqginlashib, o‘rta kvadratik ma’noda yaqinlash-
masligini isbotlang.

, bo‘lsin.

12. £- A>0 parametrli Puasson tagsimotiga ega bo‘lsa, ﬁi/_
A

ketma-ketlikning A-> oo dagi sust limitini toping.

13. — ketma-ketlik katta sonlar gonuniga bo ‘ysinadi.
U holda |s,],|*|,... ketma-ketlik katta sonlar gonuniga bo‘ysunishi
shartmi?
14. | j , —bog'ligsiz, bir xil tagsimlangan tasodifiy miqg-
’ 5 S
dorlar ketma-ketligi bo‘lib, sn=Y - =, =-p- bo'lsin.
= » V«

Quyida keltirilgan tagsimotlar uchun S',, ;rin,yn - tasodifiy migdorlar
ketma-ketliklarining n -> oo dagi sust limitlari topilsin.

a) binomial tagsimot;

b) Puasson tagsimoti;

) ra,b] oraligda tekis tagsimot;

d) normal tagsimot;

e) Koshi tagsimoti.

15. [0, oraligdan tasodifiy ravishda ¢ nuqta tanlanadi va uni

o‘nlik kasrga yoyiladi. J3y(|) +..+3n(£) vyigindi
n=i 10

munosib normalangach, n->o00 da normal tasolifiy migdorga sust

intilishi isbotlansin.



VIBOB. TASODIFIY JARAYONLAR

Ehtimollar nazariyasi kursini o‘rganish jarayonida ko‘z o°‘ngi-
mizdan o ‘tadigan tasodifiy obyektlar borgan sari murakkablashib
boradi. Eng awal bular tasodifiy hodisalar bo‘lib, ulami 0 va 1 giy-
matlarni qabul qiluvchi indikatorlar bilan o‘zaro bir giymatii akslan-
tirish mumkin. So‘ngra (haqiqiy giymatii) tasodifiy migdorlar o ‘rgani-
lib, ulardan so‘ng chekli o‘lchovli tasodifiy vektorlar ko‘z o'ngimizda
namoyon bo ‘ladi. Nihoyat, limit teoremalami o°‘rganishda tasodifiy
miqdorlar ketma-ketligi bilan ish olib borishga to‘g ‘ri keladi.

Shunday qilib, ehtimollar nazariyasida bitta yoki bir nechta
tasodifiy miqgdorlami o°‘rganisbdan tashqgari cheksiz ko‘p sondagi
tasodifiy miqdorlami o‘rganisliga amaiiy ehtiyojlar tug‘iladi va bu
masalalarni tadqiq etish tasodifiy jarayonlar nazariyasini tashkil giladi
Tasodifiy jarayonlar nazariyasi ehtimollar nazariyasining nisbatan
yosh yo-‘na.lishlaridan iborat bo lib. u fizika, texnika. moliyaviy niate-
matika va tabiiy fanlaxning boshqa turli tarmoglarida rnuhum qo‘lla-
nishlarga ega. Yuqgorida gayd etilgan fanlaming talablari qaralayotgan
nazariyaning oxirgi o‘n yilliklar davomida keskin rivojlanisliiga sabab
bo“ldi.

Ushfcra bobda tasodifiy jarayonlar nazariyasining asoslari bayon
etiladi.

I-§. Tasodifiy jarayonlar nazariyasining asosiy
tushunchalari

Oldingi boblarda biz tasodifiy migdorlaraing bitta ehtimollar
fazosida aniglangan chekli yoki sanoqli sinflarini ko ‘rgan edik. Ushbu
paragrafda tasodifiy migdorlar sinfi kontinual (kontinum quvvatli)
bo‘lishi ham mumkin bo'lgan hol o'rganiladi.

(¢2,~p) ehtimollar fazosi berilgan bo‘lsin. (K,9?)— oTchovli
fazo bo'lsin, bu yerda K ixtiyoriy to‘plam, 3\ esa £ to'piamning
gism to‘plamlaridan tashkil topgan cr-algebra.
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1-ta’rif. £ =£(<2) :Q —»X bo'lsin.
Agar ixtiyoriy 9? uchun
£-\B)={co:3${co)& B}zA (1)

bo‘lsa, uhclda ¢ =¢i (co) funksiyaga K dan giymatlar gabul giluvchi
tasodifiy element, yo‘ki K -g.t.m. deyiladi.

Agarh'=r' va = =18 (rI) - Borel to‘plamlarining (y-algeb-
rasidan iborat bo‘lsa, u holda £ =q(co) funksiya tasodifiy miqdor
bo‘ladi.

2-ta’rif. T qandaydir to‘plam bo‘lsin. te. T parametrga bog‘liq
bo‘lgan K -giymatli tasodifiy migdorlar oilasiga tasodifiy funksiya
deyiladi.

te T parametrga bog‘lig bo‘lgan tasodifiy funksiya odatda
{~(t),te rjorqali belgilanadi. 1 czr boiib, teT parametrni vaqt
deb talgin qilinsa, u holda {c(t),t& T\ tasodifiy funksiya tasodifiy

jarayon deb ataladi.
1-misol. Bundan oldingi paragraf 7 = n ={1,2,3...} larda ko‘-

rilgan tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi ko‘rinishga ega bo‘l-
gan tasodifiy jarayondan iborat. svs2,.. ketma-ketlik hagida ham
bunday fikmi aytish mumkin, bu vyerda s« +S2+ W+ Lk-
7¢c Z 1,0,1,...] bo‘lgan bunday jarayonlami odatda diskret

vagqtH tasodifiyjarayonlar yOkI tasodifiy ketma-ketliklar deylladl
2-misol. Agar 71 birorta sonli interval bilan ustma-ust tushsa,

ya’ni 7T=[a,6] (-00< a< b< cobyoki O<a< 6<co) bo“lsa,
{c(/9,ie T} tasodifiy miqgdorlar oilasi uziuksiz vaqtli tasodifiyjara-

yon deyiladi. + parametrni vaqt deb talgin qgilish, albatta shart emas. U
tasodifiy jarayon tushunchasini yuzaga keltirgan tabiiy nazariy
masalalarning ko‘pchiligida t parametr vagtdan, £(t)ning giymati t
momentdagi kuzatuvning natijasidan iborat bo‘lgani sababli, tarixan
vujudga kelgan.

Masalan, gaz molekulasining vaqtga nisbatan harakati, suv
havzasidagi suvning sathi, samolyot ganotining tebranishi va boshqga
shu kabi jarayonlami tasodifiy jarayon deb garash mumkin.
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£(0 =¢ % sinkt, t&[0,2n\
*02

tasodifiy funksiya tasodifiy jarayondan iborat, bu yerda ck —o'zaro

bog‘ligsiz va bir xiltagsimlangan tasodifiy migdorlardan iborat.
3-ta’'rif. toe 1 —fiksirlangan moment bo‘lsin. 4o0(co) = g (t0,co)

tasodifiy miqdor tasodifiy jarayonning tue T nuqtadagi kesimi deyi-
ladi.

4-ta’rif. Agar £(t,co) ixtiyoriy /e 1 ucluin haqgigiy (kornpleks)
giymatli tasodifiy migdor bo‘lsa (ya’ni X =r* (X =0), bu yerda
C —kompleks tekislik), u holda £(t) hagiqgiy (kornpleks) tasodifiy
jarayon deyiladi.

5-ta5rif. ie r| tasodifiy jarayonni ko'raylik. Ixtiyoriy
fiksirlangan cooe Q. uchun ww (t) = % (t,a0),te T funksiya jarayon-

ning coo elementar hodisaga mos kelgan trayektoriyasi deyiladi.

Trayektoriyalar realizaisiyalar yOki tanlanma funksiyalar deb ham
ataladi. Demak, bu liolda tasodifiy migdorning giymatlari sifatida t ga
bog‘lig funksiyalar yuzaga keladi.

6-ta’rif. Agarjarayonning trayektoriyalari har bir te 7 nuqtada
o‘ngdan uzluksiz va chapdan chekli limitga ega bo'lsa, u holda £ (t)

regulyar tasodifiyjarayon deyiladi.
Endi yuqorida keltirilgan ta’riflami izohlovchi bir nechta

misollar ko ‘ramiz.
3-misol. s,(t) tasodifiy funksiya

% (tp=tx, “[U,!]
formula orgali aniglangan bo'lsin, bu yerda x -[0,1] oraligda tekis
tagsimlangan tasodifiy migdor. q (t) tasodifiy tunksiyaning kesim-

larini va trayektoriyalarini tavsiflang.
Yechimi. Fiksirlangan e [0,[] nugta uchun  (co)=ttx (0j)-[0,t0]

oraligda tekis tagsimlangan tasodifiy migdordan iborat. c(t) tasodifiy
fimksiyaning trayektoriyalari (t) funksiyalar (0,0) nugtadan chi-

quvchi burchak koeffitsiyentlari x(coo) bo'lgan to‘g ‘ri chiziglar. £(t)
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tasodifiy funksiya regulyar, chunki uning barcha trayektoriyalari
uzluksiz.

4-inisol. 7 =[0,00),£ (/) tasodifiy jarayon quyidagi

[(i> [n.n+\, n=01..

fomiula orqali berilgan, bu yerda {n,.n =0,12..}— chekli tasodifiy
miqgdorlar ketma-ketligi. q(t) tasodifiy jarayonning trayektoriyalarini
toping. Bu jarayon regulyarmi?

Yechimi. { i} jarayonning trayektoriyalari bo‘lakli
o‘zgarmas funksiyalardan iborat bo'lib, ular / =« =0,12,... nuqtalarda

uzilishga ega. Ta’rifga ko‘ra bu funksiyalar o‘ngdan uzluksiz va
chapdan barcha coe Q larda

Hp6»(0 =AViO)

limitga ega. Shartga ko‘ra, P| Y/, ,|<oo}=1 bo‘lgani sababli bu
jarayon regulyar.
7-ta’rif. {"~ (0’ tasodifiy jarayon va n>\ lar uchun
T -chekli vagt momentlari guruhi bo“lsin.
tasodifiy vektoming taqsimoti q(t) jarayonning n o ‘/chovli tagsi-
moti deyiladi. Turli n =1,2,... va mumkin bo‘lgan barcha i,.e T vaqt
momentlari uchun aniglangap tagsimotlar sinfiga i tasodifiy

jarayonning chekli o'lchovli tagsimotlari deyiladi.
N orgali q(t) tasodifiy jarayonning trayektoriyalari joylashgan

Ns={x(f),ie 1j funksiyalar fazosini belgilaymiz. So‘ngra orqgali
fazoning ixtiyoriy ne N, ixtiyoriy t],t2,..., tn& T va ixtiyoriy
Borel to‘plam lari uchun

C ={;*:e N :x(i, )e S, Je Bn} (2)

kx‘rinishidagi barcha qism to‘plamlari yaratgan a -algebrani belgi-
laymiz. (2)ko‘rinishidagi to ‘plamlarsitindrik 1optamiar deyiladi.

<f(/) tasodifiy jarayonni (Q,J?) o'lchovli fazoni (K5,93%)

o'lchovli fazoga Borel o‘lchovli akslantirishi deb talgin qilish

mumkin. Bu akslantiri sh ) fazoda
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Pi (B) =p{r'(B)),'VBeB"
tenglik orgali pi ehtimol oMchovini yaratadi.

(K,03~ ,pf ) uchlik tantanma ehtimollar fazosi deyiladi va bu
fazoda elementar hodisa (6j) jarayonning trayektoriyasi bilan aynan
teng deb hisoblanadi, p, o‘lchov esa £(t) tasodifiy Jarayonning
tagsimoti deyiladi.

£(2) tasodifiy jarayonning chekli o‘Ichovli tagsimotlari silindrik

to‘plamlar sinflda aniglangan. Ushbi; kitobga kirmagan A.N.Kolmo-
gorov tomonidan isbotlangan mashkur teoreinaga asosan bu taqg-

simotlami silindrik to‘plamlar algebrasi c dan 53~ er -algebraga
davom ettirish mumkin va buning natijasida hosil bo‘lgan pc (¢) tag-
simot berilgan jarayonning p. tagsimoti bilan ustma-ust tushadi.
Avytilganlardan kelib chigadiki, p, tagsimot hamma chekli o‘lchovli
tagsimotlar bilan bir giymatli aniglatiadi. Bizga (Il bobning 4-8ga
garang) ma’lumki, chekli o‘lchovli tagsimot funksiyalar chekli
o‘lchovli tagsimotlarni to‘la aniglaydi. Shuning uchun ham tasodifiy
jarayonning chekli o‘lchovli tagsimotlarini aniglash uchun mos
tagsimot funksiyalami aniqlash yetarli.

Shunday qilib. oldindan berilgan chekli o Ichovli tagsimotlarga
ega bo‘lgan tasodifiy jarayon inavjud, immo umuman olganda bunday
tasodifiy jarayon yagona emas ekan, Boshqga so‘z bilan aytganda,
chekli o‘Ichovli tagsimotlar tasodifiy jarayonlarning qandaydir
ma’noda bii-biri bilan ekvivalent bo'lgan butun bir sinfini yaratadi
Ekvivalentlik tushuachasiga turli yondashishlami mukammalroq
ko‘rib chigamiz.

{e(r)y,te T} va T} bitta (v,s,p) ehtimollar fazosida

aniglangan va bir xil o‘lchovli fazoda (masalan, (r1,8 (R 1) da)
giymatlar gabul giluvchi ikkita tasodifiy jarayon bo ‘Isin.
8-ta'rif. Bizga {|(/),?e 1) va {rj(t).te T} tasodifiy jarayonlar
berilgan bo ‘Isin. Agar ixtiyoriy T, B(R)-, «=1,2,... lar
uchun
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P(C{txe B...., £(tn)& B,) =P (q(t)e Bv...il(tn)e B, 3)
tenglik o’rinli boisa, u holda { £ (/),7} va {7(/),re v} tasodifiy
jarayonlarkeng ma’'noda stoxastik ekvivalent deylladl

1-izoh. Keng ma’noda ekvivalentlik sharti ¢ va // tasodifiy
jarayonlaming chekli oichovli tagsimotlari ustma-ust tushishini
bildiradi.

9-ta’'rif. Agar ixtiyoriy te T uchun

p(C (1) =i1()) =1 4)
boisa, u holda ¢(t) va rj(t) tasodifiy jarayonlar stoxastik ekvivalent
yoki sodda qilib ekvivalent tasodifiy jarayonlar deyiladi.

Agar jarayonlar stoxastik ekvivalent boisa, u holda ulaming
chekli oichovli tagsimotlari ustma-ust tushadi, ya’ni ular keng
ma’noda ekvivalent boiadi, ammo buning teskarisi to‘g‘ri emas.
Trayektoriyalar to‘g‘risida gapirsak, ular stoxastik ekvivalent
jarayonlarda turli boiishi mumkin ekanligini ushbu misolda ko‘rish
mumKkin.

5-misol. Q =[0.1], ~=gjn|j -[0,I] oraligdagi Borel tefplam-

larining a -algebrasi p — Lebeg oichovi va 7 =[0,I] boisin.
(@.A.p) ehtimollar fazosida {z£(t)je 7} va f[ii(t),te T} tasodifiy
jarayonlarni quyidagicha aniqL/aiz. £(t,co) = 0 va n(t Q=" "1+ >

t=<a,
{t.co)e T >Q. Bu jarayonlar ekvivalent, ammo ulaming trayektoriyalari

turli ekanligi ko'rsatilsin.
Yechimi. Qandaydir fiksirlangan te 7 uchun

{oe Cl.4 (t,co) q(t,(») ={coe Q\e =/}={?}.
Bitta nuqtalito ‘p

| (x-akV dFk{x)< i * J (x —ak)2r dFk(x)<m
B'n k=\\x-at\>rB,, Bn (zBnf k=\\x-ak\>rB,,

tiing Lebeg oichovi nolga teng boigani sababli, \fte T uchun
P (£(t)>ti(t)) =0,
ya’ni 40) va r/(t) tasodifiy jarayonlar stoxastik ekvivalent. Shunga
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garamay g (j) va rj(t) jarayonlaming birorta ham ustma-ust tusha-
digan trayektoriyalari mavjud emas. Haqgiqatdan ham. istalgan eye Q
uchun + = ¢ nuqtada shartga ko‘Tra a(c.,6>) * tj(f',co) bo‘lgani
sababli,

P(a>& Q :4([.0)) = ri(t,cL>y,\/te T) = O.

Boshga so‘z bilan aytganda a(t) va rj(t) tasodifiy jarayon-
laming (1 ehtimol bilan) birorta ham trayektoriyalari ustma-ust tush-
maydi.

Quyidagi ta’rifeng kuchli ekvivalentlik tipini aniglaydi.

10-ta’rif. {g(1),t<e T} va 1} tasodifiy jarayonlar beril-
ganbo‘lsin. Agar

PIRUPE(0-77(0]>0)=I (5)

bo‘lsa, u holda £ va rn ajratib bo‘imaydigan tasodifiy jarayonlar
deyiladi.

(5) shartdan (4) kelib chigadi, ya’ni ajratib bo'lniavdigati jara-
yonlar ekvivalent, lekin buning teskarisi umuman olganda to‘g‘ri
emas. Ammo ba’zi qo‘shimcha shartlar bajarilsa, 9- va 10-ta’riflar
ekvivalent b>o‘lib goladi. Bunday hol. masalan £(?) va 7/0 lar taso-
difiy ketma-ketliklar bo‘lsa bajariladi.

l-teorema. Ekvivalent diskret tasodifiy jarayonlar ajratib
bo‘Imaydigan tasodifiy jarayonlardan iborat.

Isboti. r} va {7(/),/€ 7"}; 7= Z - diskret ekvivalent
tasodifiy jarayonlar bo'lsin. (J holda

P(£(t) ~ri(t), birorta ?e T uchun) =

=pPpv U {i(0ONM(I)}W ~(0"~(0) =o0.
Ver ) rsT

Bundan (5) shart kelib chigadi.

Quyidagi misollar chekli o ‘Ichovli tagsimotlami ganday topish
mumkinligini ko'rsatadi.

6-misol. x va v lar Fv(x) va ry(y) tagsimot funksiyalarga

ega bo‘lgan bog‘ligsiz tasodifiy miqdorlardan iborat bo‘lib,
te T /™ tasodifiy jarayon
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£(t) = Xt+Y
foimula yordamida aniglangan bo‘lsin. q(t) jarayonning trayekto-
riyalari tavsiflansin va uning chekli o‘lchovli tagsimot funksiyalari
topilsin.

Yechimi. Bu jarayonning trayektoriyalari tasodifiy burilishga
va /=0 dagi boshlang‘ich tasodifiy shartga ega bo‘lgan to‘g°‘ri
chiziglardan iborat. ;g(t) tasodifiy jarayonning t« > 0 dagi bir o‘Ichovli
tagsimot funksiyasini topamiz.

cc
Fs (x;t) = P (Xt+Y<xy= iP(Xt+Y/Y=y)dFY(y) =
—@&

= ~\P{Xt+ y<x)dFY{y)= 1p{x<"AdFy{y)=

= \Fx\tf}dFr{y).

Agar /=0 bo‘lsa, u holda rF¢(jc;t) = Fy(x). n 0o'lchovli tagsimot

funksiya uchun, agar /, > 0, 0 bo‘lsa, u holda
F, (X, )=P(£ (i,)< X, ,....E(/,,)<xn)=
®
Sp(XtxtY <xx...Xtn<X,)= \p(Xt, +Y<x,i=\,..., niY=y)dFy(y) =
c f
= \P[Xti+y<x,i=\,..., n)dFEY{y)= \Ex\m ini”,....,!'"N dFr (y).
</ -» \Y | >]

7-misol. {£(«);« =1,2,...}-kesmalari F(x) tagsimot funksiyaga
ega bo‘lgan bir xil tagsimlangan tasodifiy ketma-ketlik bo'lsin. £ ket-
ma-ketlikning chekli o‘lchovli tagsimotlar sinfi topilsin.

Yechimi. £¢n) tasodifiy migdorlarning bog‘ligsizligini hisobga
olsak,

Fo(X, ..., xK;«, ..., nk)=P(E(nl)< xl,..., 4(nk)< xk)=



Bu holda barcha chekli o‘lchovli tagsimot fun.ksiyalar bir
o‘lchovli F(x) tagsimot funksiya orqali ifodalanadi.

8-misol. =12,.} tasodifiy ketma-ketlik
4 ()=«a(»-D+s,, n=12,., [(0)=0
rekurrent munosabat orgali aniglangan, bu yerda {s \ - (0,c 2) (cr =0)
parametrlarga ega bo'lgan bog'ligsiz bir xil tagsimlangan normal
tasodifiy miqgdorlar ketma-ketligi bo'lsin. <£(«) tasodifiy ketma-
ketlikning bir o‘lchovli tagsimot funksiyasi topilsin.
Yechimi. £{n) tasodifiy ketma-ketlikning ta’rifidan foydalanib

topamiz:
n
4{n) =slocrHd +...+e,_la -hsn="'Zankst .
k=1

{£t} —tasodifiy miqdorlarning normalligidan va boglligsizligidan
£(n) tasodifiy miqdor ham normal tasodifiy migdor bo‘lib,
Me(n) =0 va

D- (n”™) =DE£ {rt)= 'j~Dska 2(nk) =[ ~~NT,agara~* 1
A I[cr27, agara“ =1
tengliklammg o'rinli ekanligi kelib chigadi. Shuning uchun q¢n)
tasodifiy ketma-ketlikning bir o “Ichovli tagsimot funksiyasi

Fi {x-n)=P{4{n)<x)=-r

1 - J i fy=® (x/IJK
pnDc (»)_£ inje fy V(XV «(n))/

ko‘nmshga ega.

2-§. Tasodifiy jarayonlarning xarakteristikalari.
Gilbertjarayoni

Bu paragrafda ko‘riladigan tasodifiy jarayonlar kompleks
giymatlami liam qgabul gilishi mumkin. Tasodifiy jarayonning asosiy
sinflarini  kiritish uchun bizga uning eng muhim momentli
xarakteristikalari kerak bo‘ladi. Ular chekli o‘lchovli tagsimotlar
yordamida hisoblanadi va jarayonning sodda xossalarini beradi. q(j)

tasodifiy jarayon bo'lsin.
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m( (t) =M{4(t)} Va D '(t) =D{C(t)} =M\C (t)-m4 (t)\2
funksiyalarga C(t) jarayonning IMOS ravishda matemanik kutilmasi

va dispersiyusi deyiladi. Tasodifiy jarayonning muhim xarakte-
ristikalaridan biri

K{t ,S) =Cov(4(t\4{s)) =M (4{t)~n,i (t))[*{s)-mt (s))
formula bilan aniglanadigan «kovariatsiya funksiyasi hisoblanadi.
Koshi-Bunyakovskiy tengsizligidan barcha t,s& 7 lar uchun m,, (t),
D- (/) va « (t,s) migdorlarning mavjud bo'lishi uchun

<ooVI/g T ©)
shart bajarilishi yetarli ekanligi kelib chigadi.

11-ta’rif. (6) shartni ganoatlantiruvchi tasodifiy jarayon ciibert
jartiyoni deyiladi.

Gilbert jarayonining vaqtning t+ momentidagi giymatini biz
£, =£, (4 A4P) fazoning elementi deb talgin gilamiz. Bu nuqtayi
nazarga ko'ra {£(/),/e 73 tasodifiy jarayonni £, fazodagi gandaydir
egri chizig deb garash niumkin.

B(t,s) =M £ (t)" =(C(t),4(7)),t,se T

funksiya T jarayonning kovariatsiyasi deyiladi.

l-tasdig. '} tasodifiy jarayonning kovariatsiyasi
guyidagi xossalarga ega:

1) S(i,/)=M|™(/)|2>0, te T; B(t,s) =B (s,t),t,se T;

2) [AM)2<E(/NOA (M), t,seT-

3) 8 —musbat aniglangan funksiya, ya’ni barcha c,,...,ca kom-
pleks sonlarva ixtiyoriy t,...,tne T vaqt momentlari uchun

i= j=i
Isboti. 2-xossaning isboti Koshi-Bunyakovskiy tengsizligidan
kelib chigadi, 3-xossani isbotlash uchun esa
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i ¢ ctiB(t,tj)=AlEc¢ (t,)x cy¢ (L))
i=7=1 VAR =

tenglik crrinli ekanligini gqayd etishimiz yetarli.
lickita ¢ (/) va rjt'), /e 7 tasodifiy jarayonlarning birgalikdagi
kovariatsiyasi (korrelyatsion funksiycisi) deb
Bin(t,s) =M% (Dri(s)=M ((£(t) = m,(0))(r/(s) = thv(s)))

funksiyaga aytiladi.
12-ta’rif. Agar 1 to'plamdan olingan / </, < <t vaqgt mo-
mentlari uchun

bo‘lsa, u holda {£(>),fe 1j tasodifiy jarayon ortogonal orttirmali
tasodifiy jarayon deyiladi.

Agar {s(t),t& 7} (I)=£(1)- (t) jarayon ortogonal orttir-
mali bo4lsa, u holda korrelyatsiyalanmagan orttirmali tasodifiy
jarayon deyiladi.

(t),te T} ortogonal orttirimli tasodifiy jarayon va biror
foe T uchun £(/0)=0 bo‘lsin. U holda T to‘plamdan olingan
tn<s <t sonlaruchun

5(M)=ME(E(s)= M (4(F)-£(s))(4(s)-<i0»))+
+M\5(s)f =Af\Z(Of =B(s,S).

Bundan,
B[t,s) = B(s,t)
ekanligini hisobga olib, 8q,s) kovariatsiya uchun t>1t0,s>s0
bo‘lganda quyidagi ifodani okmiz:
£{t,j,)=SImin”s)), bunda B(t) = B(t,t) =M ~(t)f .

B (t) monoton kamaymaydigan funksiya ekanligini qgayd
etamiz. Hagigatan ham, t> s> to bo‘lsin. U holda ¢,(t) jarayoiming
ortogonalligiga ko‘ra

B(t)=M "~ (tf =N \?2(t)-$(s)+ t(s)-N 0)f=
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SMA(t)-4(s)f FMVE(s)\- S MTE(L)-Z(s)f + B(s),
ya’ni5(7) > B(s).
2-teorema. Berilgan
M % (t) = (t), KE£ (t,s) =Cov(E(t),¢:(s)) (7)
xarakteristikalarga ega boigan {5 (t).te 7% haqiqiy tasodifiy jarayon
mavjud boMishi uchun ixtiyoriy tx....tn& T va ixtiyoriy zi,..., zne C
kompleks sonlar uchun
"o ¢ Ke(titj)z,zj>0 (8)
A=
shart bajarilishi, ya’ni «k(t,s) kovariatsion funksiya musbat aniqlan-
gan boiishi zarur va yetarli.
Isboti. £ (/)-(7) xarakteristikalarga ega bo'lgan tasodifiy
jarayon boMsin. U holda ixtiyoriy tv....ine T va ixtiyoriy z,,...,zwe c
kompleks sonlar uchun.

dliz «i )1l =¢icov(z(t'kvjdzxl- o>
i i=i i =i

ya’iii k (t,s) kovariatsiya funksiyasi musbat aniglangan.

Endi (7) momentli xarakteristikalarga ega boigan tasodifiy
jarayonning mavjud boiishi uchun (8) shart yetarli ekanligini ko‘r-
satamiz. Hagigatan ham, (8) shart k —\k¢ [ti .t )) L matritsa-

ij=\

ning musbat aniglanganligini bildiradi. Bundan esa, n oichovli
tagsimoti F,(x1...., xrirl,..., tiy funksiyaga teng bo'lgan m va k para-

metrli n oichovli normal tasodifiy miqdor ~n(m ,k)mng mavjudligi
kelib chigadi, bu yerda m ={/»_.(/,),...m£(2,)}. Shu bilan birga
Fe(x1..., xn,tx,...,tn) ko ‘rinishidagi chekli o‘lchovli tagsimotlar sinfi

IColmogorovning moslangan tagsimotlar hagidagi teoremasining
shartlarini bajaradi va unga ko‘ra chekli oichovli tagsimotlari yugo-
rida ko‘rsatilgan nonnal tagsimotlarga teng va xususan, (7) xarakte-
ristikalarga ega boigan T } jarayonning mavjudligi kelib chi-
gadi. Teorema isbotboidi.
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Gaussjarayonlari.
13-ta’rif. 7% tasodifiy jarayon boisin. U holda ixti-

yoriy tvtz ,...,tke T uchun

frz],..., zk ;th,..., tk) = M exp}(ié( (tj)lP:

f o« ]
= lexp™/ZAXx.\dFe (*, )
i1 I /%« J
munosabat yordamida aniglangan haqiqiy :zx,....,zk 0'zgaruvchili
kompleks (z,...., 7k y funksiya g¢(t) jarayon «k oichovli
(x jxk ) tagsimotining xaraktcristik funksiyasi deb

ataladi.
2-izoh. 1c —tartibli xarakteristik funksiya (xuddi bir oichovli
holdagi kabi) unga mos kelgan « -tartibli tagsimot funksiyani
topishga imkon beradi va shuning uchun ham bu tushunchalar
tasodifiy jarayonning ehtimollik strukturasini tavsiflashda biri ikkin-
chisining o ‘rnini bosa oladi.
14-ta’rif. Xarakteristik funrsiyasi
[ k kK 1
ft (z, ,....zk;tl ... tk)=<ag>\iYxjm (tj)--Y £K ' (ti,tj)zizj T (9)
L7 =1y=| J
ko‘rinishga ega boigan {£(?),fe 7} tasodifiy jarayonga Gauss jara-

yoni deyiladi.

A w al aytganiinizdek, xarakteristik funksiya tasodifiy miqdor-
laming birgalikdagi tagsimotini to’la aniglavdi Rizja maiumki
(Il bob, 5-8), matematik kutilmasi mq va kovariatsion matritsasi « q

boigan « oichovli normal tasodifiy vektor rj = (jjv...,rjik) <mn(x)
zichlikka ega boiishi uchun uning —kovariatsion matritsasi xos-
mas, ya’ni detk n >0 boiishi zarur va yetarlidir. Bu holda zichlik

funksiya

o> e N )=u”r-20det® )exp {4 (jf~ ~r N Ux~ "}

ko‘rinishga ega.
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Shunday ailib, agar k ¢ matritsa musbat anigqlangan boisa, u
holda Gauss jarayoni (£(f,),....E(/*)) kesimining birgalikdagi tagsi-
moti

ft {x\tx,..., tk) = e — s Neexpl--(x-m£) K7 (x-myg)
(2tt) (detX]) 12
tagsimot zichligiga ega. Xarakteristik funksiya bilan /c-tartibli taq-
simot zichligi orasidagi bogianish ko‘p oichovli Furye almash-
tirishiga ko‘ra

45 (X tX, ..., tk)=(2n)~k Je~a ~f( (z\tx,..., tk)dz
Rk
ko'rinishga ega. Agar det/i_-=0 boisa, u holda bu (£(/,),....£(7%*))
kesimlaming chiziqli bogiiqligini bildiradi va ularning birgalikdagi
Fg (x,tx ) tagsimot funksiyasi zichlikka ega emas.

(9) xarakteristik funksiyalar oilasiga mos kelgan chekli oi-
chovli normal tagsimotlar Kolmogorov teoremasining shartlarini
ganoatlaatirishini tekshirib ko‘rish giyin emas. Demak, Gauss taso-
difiy jarayonining ixtiyoriy (4 (tx (tk )) kesimlari normal tag-
simotga ega boigan tasodifiy vektordan iborat.

Gauss tasodifiy jarayonining ta’rifidan. uning chekli oichovli
tagsimotlari uning ikkita moment xarakteristikalari: matematik
kutilmalari va kovariatsion funksiyalari yordamida toiiq aniglanadi.

2-teoremani isbotlashda qurilgan jarayon Gauss jarayonidan
iborat ekaniigi ravshan. Gauss jarayoniga yana bitta misol keltiramiz.

9-misol. rixrj2,...,r1n —birgalikdagi tagsimoti normal tagsimot-
dan iborat boigan tasodifiy miqdorlar guruhi va

4i(0=¢»7,a(0
=

boisin, bu yerda g¢,(t)- tasodifiy boimagan funksiyalar. g(t) jara-

yon Gauss jarayoni ekaniigi ko ‘rsatilsin.

Yechimi. Biror tx,..., tk vagt momentlari uchun (¢;(?,),....%(tk))
kesimlarni birgalikdagi tagsimotlarining xarakteristik funksiyasini
topamiz. 14-ta’rifga ko‘ra
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bu yerda a, =v1g.(tj)zr r/1r11,....rin tasodifiy migdorlaming birga-

j-1
likdagi tagsimoti normal tagsimot bo‘lgani uchun,
I n 2 nn
f~(z),...,zk-H,...,tk) = sxp\iJjMti,al fris}ta,as
I =l A ELSEL

Endi a, ning ifodasini qo‘ysak,

j=i y=I

%:“2:1Cov{77, fi, }a, as :/£:15:|Cov{£0,14 (3 iz,

boiib, bu yerda

M {$0)} =itm7iigi (0 =ms (0,
/A

Cov{E C/),£ (5)}=Z Z Covj??/ ,rin }g, (t)gm (S) =Kt it,s).
1=1 m=l

Shnnday qilib, ;(t) Gauss jarayonidan iborat, chunki uning
xarakteristik funksiyasi (9) munosabatni ganoatlantiradi.

3-§. Bog'ligsiz orttirmali tasodifiy jarayonlar

Bogiiqsiz orttirmali jarayonlar tasodifiy jarayonlaming juda
muhim sinflaridan biri hisoblanadi. Broun harakati, Puasson jarayoni

va boshqalar bu sinfga tegishlidir.
15-ta’rif. [q(t),t& T\ tasodifiy jarayon berilgan boisin. Agar

ixtiyoriy ne N va tO<tx<...<tn shartni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy



J/,,e T vagt momentlari uchun £(/0),|(/J-£(i0,...,£(O-£('*-)
tasodifiy miqdorlar bogiiqsiz boisa, u holda £(/) bog'ligsiz
orttirmali tasodifiyjarayon deyiladi.

3-izoh. (£(/)),,...E(/*)) tasodifiy vektorlami ((E(*))-E£(/..),...,
£ (/,)—"?.._,)) vektorlardan xosmas chizigli almashtirish yordamida
topish mamkin boigani sababli, bogiigsiz orttirmali tasodifiy
jarayonning tagsimotlarini berish uchun jarayonning bitta c (?)
nuqtadagi bir oichovli tagsimoti va s>t uchun orttirma-
larining tagsimotini berish yetarli.

{£ {t),t > 0} tasodifiy jarayon berilgan boisin. Agar bir ehtimol
bilan £(0) =0 va s) tasodifiy migdoming tagsimoti
s -t ga bogiig boiib, t ga bogiiq bo‘lmasa, bunday bogiigsiz
orttirmali tasodifiy jarayon birjinsli deyiladi.

Birjinsli tasodifiy jarayonning xarakteristik funksiyasi

/0,0 =wMexp{ize{t)}, ze RI (10)
ktrrinishga ega.

3-tecrema. J\z,t) xarakteristik funksiya uslibu funksional
tenglamani ganoatlantiradi:

f(z,t +s)="f{z,t)- f{z,s), t,s> 0 (11D

Isboti. £(/) bir jinsli bogiigsiz orttirmali tasodifiy jarayon
ekanligini liisobga olb, quyidagini topamiz:

moexp{i(z.4(t+5))} =m exp{i(ze (t +s)- £(s))}exp{i(z.[(s)} =
=m exp{i(zc (t+s)-% )M exp{iczc O)}=

= Alexp{/(z,[(0)}M exp{z(z,[(5))}.
Teorema isbot boidi.

Tasodifiy jarayon £(/) uchun ham uzluksizlik, differensial,
integral tushunchalarini kiritish mumkin. Bu tushunchalar “stoxastik
analiz” deb nomlangan va hozirgi zamon matematikasida Kkatta
yo'nalish hisoblangan nazariyaning asosini tashkil etadi. Masalan,
agar tasodifiy jarayonning hamma tanlanma funksiyalari uzluksiz
boisa, u holda £(?) uzluksiz deyiladi. Uzluksizlik tushunchasini

boshgacha qilib kiritish ham mumkin.
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16-ta’rif. {£(/),fe J} tasodifiyjarayon berilgan boisin. Agar
a) liar ganday t,t+ he T uchun n —»0Oda

boisa tasodifiy jarayon £ (?)stoxastik uzluksiz deyiladi.

b) 1.iim.A(t+h) =2{1),
) H->0

ya’ni Hm Af|E (?+n) —(?)j_= 0 bo‘lsa. ii holda q (f) jarayon ? nug~

tada o ‘ria kvadratik ma’noda uzluksiz deyiladi.

Bu ta’rif fagat ikki o‘lchovli tagsimotlarga asoslangan xolos
(? =7?,?,= ?+n). Trayektoriyalari uzluksiz funksiyalardan iboratboi-
gan tasodifiy jarayonlar stoxastik ma’noda ham uzluksiz boiadi.
Lekin, aksincha stoxastik uzluksiz boigan tasodifiy jarayonlar uzluk-
sizboimagan trayektoriyalarga ega boiishi ham mumkin.

4-teorema. {£(?),?e 1) — bir jinsli stoxastik uzluksiz jarayon
boisin. U holda f(z,t) funksiya ?>0 o°‘zgamvchiga nisbatan
uzluksiz.

Isboti. Teorema da’vosi (11) munosabat va
liia/(z,s) =1 12)
s»0

tenglikdan kelib chigadi. Endi oz navbatida, (12) munosabatni isbhot-
lash uchun esa Vg >0 uchun
[f(z,s) - A<m |exp{ize (D} - U<e +2p(\z% (S)]>s)

ekanligini qayd etamiz. ¢ —stoxastik uzluksiz jarayon boigani sababli
w—»0Oda o'Kirgi ehtimol nolga intiladi.

Endi bogiiqgsiz orttirmali jarayonlarga doir misollar ko'ramiz.

10-misol (Puasson jarayoni). {£(/),fe 1 = [0,00)]—bogiigsiz
orttirmali tasodifiy jarayon berilgan boisin. Agar £(0) =0 (d.m.) va
ixtiyoriy s,t(s<t) vaqt momentlari uchun tasodifiy
miqdor a(t - s) parametrli Puasson tagsimotiga ega boisa, u holda £
jarayon a parametrli Puasson jarayoni deyiladi.

Puasson jarayoni turli amaliy tadgiqotlarda, xususan ommaviy

xizmat ko'rsatish nazariyasida juda katta ahamiyatga ega.
Trayektoriyasi biror hodisani vaqtning O-momentidan hozirgi t-
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momentigacha ro‘y berishlar soni £,)ni gayd etish bilan bogiiq
bolgan jarayon Puasson jarayoni deb garalishi mumkin. Bunday
jarayonlarning aniqg misollari sifatida kimyoviy moddaning radioaktiv
bolinishida chigadigan fotonlar soni, biror fizik qurilmaning berilgan
vaqt oralig‘ida ishdan chiqgishlari soni, sug‘urta kompaniyasiga
tushgan talablar soni va shu kabilarni garash mumkin.

Puasson jarayonining barcha trayektoriyalari o‘ngdan uzluksiz
bo‘lsa, u hclda uning barcha trayektoriyalari butun giymatli, kamay-
maydigan va o‘sish nuqtalarida sakrashlari birga teng bo‘lgan
furiksiyalardan iborat ekanligini isbotlaymiz.

Bunmg uchun yshbu hodisalami kiritamiz:

=jbarcha ikJcili ratsional nuqgtalarda = zj,

B = {barcha tt< t2 ikkili ratsional nuqtalarda £(/,)<£(i2)},

I barcha butun 0 < i< A'sonlar uchun shunday ikkili ratsional |
n Ite [0,//] nugta mavjudki, bu nugtada £(t) - itenglik o'rinli J

A, ={l (t) butun son}.
U holda
P(A)) = P{C(t)- butun)=P (£(/)-|(0)- butun)=
=ep (I()-i(0)=¢)=le-“ifif=1.
i=0 1=0 im

A hodisa At hodisalaming sanogli sondagi kesishmasidan
iborat bo‘lgani sababli p(a) = 1- B hodisa

hodisalar ketma-ketligining kesishmasidan iborat va
P[E(I?H (|rj>0J=i bolléan sababli> 1=P(B,,)=P(B).
cv3 [-~) =0 yoki Ij bo'lgani uchun Puasson

jarayonining xossalajriga ko ‘ra,
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P(CV)>nV (f(~)-i(£)=0yoki 1]=

72'A
e""2"+a2-7e arT

Ammo a ->0 da e °+ae a=1-0¢{a) munosabat o‘rinli boigani
tufayli. n —>o00 da
P(CM>[l-0(a2"")] A2 -——-- »lva P(CV)=1.

Nihoyat, £,(t) - kamaymaydigin, butun giymatli va o'sisli nug-
talarida sakrashlari fagat birga teng degan ma’aoni bildiruvchi hodisa,

¢(tyrimg o'ngdan uzluksizligiga ko‘ra, Cv hodisa bilan teng
N

kuchli boigani uchun uning ehtimoli birga teng. Shuni isbotlash talab

gilingan edi.

Shunday qilib, a parametrli Puasson jarayonining trayekto-

riyalari (tanlanma funksiyalari) 1l-shakldagi koiinishga ega. Blinda
birinchi sakrash momenti, ikkinchi sakrash momenti
hokazolardan iborat. Boshgacha aytganda
r, =min{?>0;£ (/) = «} (13)

boiib, shu bilan birga buaday t momentlar boimasa, u holda
rn=+00 deymiz.

(13) tenglik orgali kiritilgan rn- ([0,a0) dan giymat gqabul
giluvchi) tasodifiy migdordan iborat. Hagigatan ham,

A.

Ty,x2-T[,..., T, — bogiiqsiz bir xil tagsimlangan tasodifiy
miqgdorlar boiib, ular a parametrli koisatkiclili tagsimotga cga
ekanligini koisatish giyin emas.

11-misol. (Viner jarayoni). Yiner jarayoni jarayonlar naza-
riyasining juda muhim misallaridan biridir. Bu tasodifiy jarayon
gandaydir ma’noda suyuqlik ichidagi zarracha molekulalarining
xaotik zarbalari natijasidagi harakatining matematik modeli vazifasini
o‘taydi, shutning uchun ham uni Broun harakari deb ham atashadi.

{ T =[0,°0)} - bogiigsiz orttirmali tasodifiy jarayon
berilgan bo isin. Agar w(U)=G (d.m.) va ixtiyoriy s,t (0 <s<t) vaqt
momentlari uchun w(t) — w(s) tasodifiy miqdor matematik kutilmasi

208



0 dispersiyasi r—s ga teng bo‘lgan normal tagsimotiga ega bo'lsa, u
holda w(t) jarayon 0 dan chiquvchi Vinerjarayoni deyiladi.

Viner jarayonining chekli o‘lchovli tagsimotlarini topamiz.
Buning uchun 0<r,< tengsizliklami ganoatlantimvchi tv ... tn
momentlarni fiksirlaymiz va w — (w,,...,.wn) vektorni garaymiz, bu
yerda w. =w(t.),j =\,2,....n. x =(w,W2- W,,....,wn- wnj) vektor-
ning koordinatalari bog‘ligsiz va har gaysisi normal tagsimlangan
tasodifiy miqdorlardan iborat bo‘lgani sababii uning quyidagi
birgalikdagi tagsimotini hisoblash giyin emas:

c
Pr(ni...xx;/),...,2,! :I?:i[Zn-(/,-/M )] exPII O g
bu yerda i4=0. Shu bilan birga tv= a x bo‘lib, bu yerda
O00...00n
110...00
A =
1 11

Bu holda
P-(x) = \det A\-* Px (A-1X)

ekanligi bizga ma’lum (Il bob. mustaqgil yeehish uchun masalalar).
Shu bilan birga det/4 = 1 ekani va

f1 00.. ©0O
-110. .00
A-1= 0-11. 00

v0 00.. .-1y.
tekshirib ko‘rish giyin emas. Bundan
A x =(,,x2- X Jijen- xrij) va
-12
2Ui-'i-0
kelib chigadi, bu yerda xo = o.
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Demak, Viner jarayonining chekli olchovli tagsimotlari
normal (Gauss) tagsimotidan iborat ekan.

Broun harakati jarajoni. Viner jarayonining fizik mobhiyati,
Broun harakati nomi bilan mashhur boigan jarayonda namoyon
boiadi. Tarkibi bir jinsli boigan suyuqglikka solingan zarrachani
ko‘raylik. U suyuglik molekulalari bilan to‘gnashishlar natijasida
uzluksiz tartibsiz harakatlanadi. Broun harakati birinchi bo‘lib 19-
asrda ingliz shifokori Robert Broun tomonidaa kuzatilgan. Broun
harakatining matematik nazariyasi 20-asr boshlarida Bashelye va
Eynshteynlar tomonidan taklif gilingan. Bu nazariya tajribalar yor-
damida tekshirish uchun yetarli bo‘lib, ammo matematik nuqtayi
nazardan ular yetarlicha asoslangan emas edi. Bu vazifani birinchi
bo‘lib 1923-yilda Norbert Vinerbajardi.

Bu jarayonning diskret analogi sifatida, ushbu tasodifiy daydish
modelini ko ‘rish muinkm. Zarracha o‘z holatini fagat At ga karrali
bo‘lgan vaqt momentlaridagina o ‘zgartiradi. 7 nuqtada turgan
zarracha, undan oldingi holatlariga bog‘ligsiz ravishda, qo‘shni
x + Ax yoki x —ax nuqtalardan biriga teng ehtimollar bilan o‘tadi, shu
bilan birga siljish barcha x nuqtalarda bir xil Axga teng (bir o“Ichovli
daydish). Ma’lum ma’noda Av-»0 va A/—»0 bo‘lgandagi limit
holatida Broun harakatining fizik raohiyatini xarakterlovchi tasodifiy
jarayon hosil bo‘ladi.

w(t') orgali Broun zarrachasining vaqtni 1 momentidagi holatini
belgilaymiz. Vaqtning boshlang'ich t= 0 momentida zarracha n =0
nuqtada b o ‘Ism. Diskret sang‘ishda zarracha t vaqt davomida n - At
marta siljiydi, ulardan gandaydir sn tasodifiy sondagilari o'ngga,
golgan n — sn tasi esa chapga siljishlardan iborat bo‘lsin. Shunday
gilib, zarrachaning ongga swx, chapga ko‘chishi esa (n-sn)ax
bo‘lib, w(t') va sn orasida ushbu

w(t) = [¢WAX- ¢n- S,)AX]= (2sn—n)Ax
tenglik o‘rinli, bu yerda t=nat. Agar w(0)=0 tenglikni hisobga
olsak, u ho lda ixtiyoriy s,t>0 uchun
w(s+/)=[w (i)- w(0)]+[w(?+5)—M »]
tenglik o ‘rLnli.
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Ko'rilayotgan daydish modelida w(.s)—w(0) va w(f+s)- w(s)
tasodifiy miqdorlar bog‘ligsiz bo‘lib, ular bir xil tagsimotga ega
ekanligini ko‘rish giyin emas. Shuning uchun ham, ixtiyoriy s,t >0
uchun ushbu

Dw(t+s) = E)[ vt'(i") - vilO)]+ D[ w(t +s) - w(s)] =
:Dw(s)+Dw(t)
tenglik o’rinli. bp\v(r) dispersiya t(t> 0) argumentning funksiyasi
sifatida qaralganda, chiziqli funksiya ekanligi ko‘rinib turibdi, shuning
uchun ham

Dw(t) - a2 O<t<co,

bo‘lib, bu yerda a 1- diffuziya koeffitsiyenti deb ataluvchi biror
o'zgarmas sondan iborat. Ikkinchi tomondan, t vaqt davomidagi ya’ni

n = ta qadamdagi siljishning dispersiyasi

At
pw{t) = (AX)2-

ekanligini ko ‘rsatish giyin emas. Natijada Ax va A/orasida quyidagi
munosabatni hosil gilamiz:

i’;tl = CI2.

Zarrachaning siljishlari bir-biriga bog‘lig bcTImagani sababli,
ularrr 'yutug”ning ehtimoli -1/2 ga teng bo‘lgan Bemulli tajri-
balari deb garash ham mumkin. Shu bilan birga zanachaning o'ngga
siljisl shtimoli /7=1/2 ga teng. U holda S -musbat yo‘nalish tomon
go‘yilgan gadamlar (siljishlar) soni n ta bog’ligsiz tajribada chiggan
“yutuq”lar soniga teng boTadi. Shu bilan birga. vaqgtning t- mo-
mentidagi zarrachaning holati s* = —j=(2sn —n) - normalangan

V«
miqgdor bilan quyidagi bog ‘lanishga ega:

w(t) = S*yfnAX = s'yft —= - s'a\Ilt.
VAt

Demak, w(t) tasodifiy miqdorning A?—0 dagi limit tagsimoti,
markaziy limit teoremaga ko‘ra, quyidagi formula orqgali ifodalanadi:
pi x )= lirn PIS* < x)=-J= fe.'~2dx =cD(X). (14)
{oft J Vv
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4-8, Stasionar tasodifiy jarayonlar

Stasionar jarayonlar tasodifiy jarayonlarning muhim sinflaridan
bin hisoblanadi. Statsionarl ik xossasi jarayon kesitnlari sinfining ba’zi
xarakteristikalari vaqtga bog‘liq emasligini bildiradi.

17-ta’rif. {%(t),te 7} jarayon berilgan boisin. Agar n >1 larda

ixtiyoriy tv....t,e T vaqt momentlari va ¢{tx+n),..., ¢ (tn + h) tasodifiy
miqdorlaming birgalikdagi tagsimoti, (*+h)e T,i=l,...,n shartlami
bajaradigan barcha n lar uchun bir xil bo'lsa., u hoida £ (t) statsionar

tasodifiyjarayon deyiladi.

Stasionar jarayonning chekli o‘lchovli tagsimotlari h ga surish-
ga nisbatan invariantdir. Agar bunday jarayonning inatematik kutil-
masi mavjud bo‘lsa, u o ‘zgarmas,

MG () =Me(0),
va (lklcinchi moment mavjud bo'lsa) k- (t,s) —kovariatsiya funk-

siyasi s') ayinnagaginabogMiq boTadi. Shu munosabat bilan quyi-
dagi ta ’rifni kiritamiz.

1 8-ta’rif. Agar ixtiyoriy t,se T,t- se T~ uchun

MG (t) =const, Cov(£(t),C(s)) =K (t-s)
bo‘lsa, u holda {£(?),/e 7} —keng ma'noda statsionar jarayon deb
ataladi.

Bir xil tagsimlangan, bog°‘ligsiz bo‘lishi shart bo‘lmagan
tasodifiy migdorlaming yig'indisi statsionar tasodifiy jarayonga misol
bo‘ladi. Endi murakkabrog misollami ko ‘ramiz.

12-misol. A,rj >0,q) A,T},<p tasodifiy miqdorldi e»a a,ij Uso-
difiy migdorlarga bog‘lig emas va [0,27r] oraliqda tekis tagsimlangan
bo‘lsin.

£(t.co) = Acos(rjt + cp)
fonnula orgali aniglangan tasodifiy jarayon statsionar ekanligini isbot-
laymiz.

Isboti. ¢(t) statsioaar jarayon ekanligini ko‘rsatish uchun
ixtiyoriy n o‘lchovli ¢ Borel to‘plami va ixtiyoriy n,t1,....tn vaqt
momentlari uchun



P((™4cos(rf(r, + n) + (p)..... Acos(ri(tnd-h)-s(p))e C)=

=P(("cos(Tl, +q>\...,Acos(r/(tn+ <p))e C)
ekanligini isbotlash zarur. 8 orgali x>0, y>0, ze[0,27r] va
(xcos(jtf, -+2),...,xcos(jtfn+ z))e c shartlarni ganoatlantiruvchi (x.,y,z)
nuqtalar to‘plamini, e v > orqali esa [0,2n\ oraligga keltirilgan (ya’ni
2nk<u <2n(k +\) uchun <u>=u-2nk) u nuqgtani belgilaymiz. U
holda isbotlanayotgan tenglikni

P((A,ri,<(p +rih>)<= B) = P((A,Tj,(p)& B )
ko‘rinishda yozish mumkin, yoki

IPV (Z:(x,y,<z +yh>)e B)dFAr] (x,y) =
00

= (I)g)l >{Z:(X’>’Z)e B}dFAnN
bu yerda r~-(p tasodifiv migdoming tagsimoti, Far} esa A va i
tasodif[y migdorlaming birgalikdagi tagsimoti.

Ammo oxirgi tenglik o‘z-o‘zidan ravshan, chunki ¢ tasodifiy
migdoming tagsimoti surishga va 2n modul bo‘yicha keltirishga
nisbatan invariant bo‘ Igani sababli, Vx,y uchun

F<p{z :{x,y,<z +yk >)& B) = F(p{z:(x,y,2)& B}.
13-misol. M ¢ (t)=m va k4 (' s)=C (t-s) kovariatsion
funksiyaga ega bo‘lga.n Gauss jarayoni, toi na’noda statsionar boiishi

isbotlansi».
Yechimi. ¢ (/) jarayonning T uchun n oichovli

tagsimotming xarakteristik funksivasi

A (z,..., zn \tx )=eXp _*X zjm - c ({i - 1, )z/zj
\ J=1

ZZ
y"/=1j:|
\a u barcha t larni ¢ + n 1 — lar bilan almashtirishda,

c'zgarmaydi, shuning uchun jarayonning n o‘lchovli tagsimotlari ham
i larni t, + nh lar bilan almashtirganda o‘zgarmaydi, shu bilan birga bu

barcha n> 1 va ti-nnh& 7 shartni ganoatlantiruvchi barcha n lar
uchun o‘rinli.
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14-nmisoL  {w¢t),t > 0| - Broun harakati jarayoni va r>0
bo‘lsin. {z (t) = w(t+ > 0} keng ma’noda statsionarjarayon

ekanligini k o ‘rsatib, uning kovariatsiya funksiyasi topilsin.
Yechimi. z(t) jarayonning momentli xarakteristikalarini aniq-

laymiz. mw (t) =mw(t+ r) =0 bo‘lgani uchun, mz(t) =0 va
Cov(e (1),9{s)) =M (w (t-v)~- M'P))W(E+o - m s))=
=min(7+r,s+ r)—inin(z'5+ r)-min(/ +r,j)+ min(A?) =
it—|?-s|. agar
- Ifb agar ’/-j !>r
Shuday qilib, z (t) jarayonning kovariatsiya funksiyasi fagat

t—s ga bog‘liq boTgani sababli u keng ma’noda statsionar jara-
yondan iborat.

=K (t-s).

5-§. M arkov jarayonlari

Bu paragrafda biz, amaliyotda keng koTamii tatbiglarga ega
bo‘lgan, tasodifiy jarayonlarning yana bir muhim. sinfi liisoblanadigan
Markov jarayonlari bilan tanishamiz.

(Q.a.p) ehtimollar fazosida {£(/),t> 0} jarayon aniglangan
boisin. Markov jarayoaining ta’rifini keltirishdan oldin quyidagi
(u),u</}; S[LA=cr{"(u),u>t)
belgilashlami kiritamiz. Qaralayotgan cr - algebralamiug aniqgla-
nishiga ko‘ra, agar u<t bo‘lsa, £(u) tasodifiy miqdor 5, cr-algeb-
raga nisbatan o'lchovli va agar u>t bo‘lsa, u 5I1f00) ga nisbatan

o‘lchovli bo ‘ladi.

19-ta’rif. Agar ixtiyoriy t> 0, ae £es ux) lar uchun 1
ehtimol bilan

P(ABIg (0)=PgAale(t))P{B/g{t)) (15)

tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda />0} tasodifiy jarayon Markov

jarayoni, (15) xossa esa Markov xossasi deyiladi.
M arkov jarayonining yanabitta ekvivalanttarifini keltiramiz.
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20-ta’rif. Agar ixtiyoriy chekli / Borel funksiyasi va
/,<u <-< k -t tengsizlikni ganoatlantiruvchi vaqt momentlari uchun
<0)|f(0>-.£(0) =M (N (t)\5X0) (16)
bo‘lsa, u holda {£(/), /> 0} tasodifiy jarayon Markov jarayoni deyiladi.
Ta’rifga ko‘ra,
P(s,x.t,B)=P(q(t)e B\S(s) = x) (17)
va bu funksiya absolut uzluksiz, ya’ni uni

P(s,x,t,P) = Jp(s,x,t,y)dy; V5e £(/?)
B
ko‘rinishda ifodalash mumkin bo‘Isin.
P(s,x,t,B) funksiya C(t) jarayonning o‘tish funksiyasi (yoki

ehtimoli), p(s.x,t78) esa o ‘tish zichligi deyiladi.

5-teorema. Agar />0} Markov jarayoni bo‘lsa, u holda
P(s,x,t,B) :jP(s,x,u,dy)P(u,y,t,B), (18)
p(s.x.t,2)= J p(s,x,u,y)p(u,y,t,2)dy. (19)

R

Isboti. g(t) Markov jarayoni bo‘lgani sababli, it > s uchun

P(s,x,t,B) = P(g(t)e B\g(s) = x) =

= j>((£ (/)e gng(i/) =y)|"(5) = v)ly=

R
= rP(C(tyEBnt(u)=ynC(s)--x) d _
J P(E(i)=* :
- jf(8 (v« *i{(»)-yrww -1 ) o

= p>(£(<)e JSlic«<) = j>)»(1 O<) =j>[S( ) = x)<>=
R
= §P(s,x,u,dy)P(u,y,t,B),
ji
ya’'ni (18) tenglik isbotlandi. (19) tenglik ham shu kabi isbotlanadi.
(18) va (19) tenglamalar Kolmogorov-Chepmen tenglamalari
deyiladi.
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Endi (17) shartni ganoatlantiruvchi £(t) Markov jarayoni
mavjud bo'lishi uchun r(s,x,t,8) funksiya ganday xossalarga ega
bo‘lishi kerakligini aaiglaymiz.

21-ta’rif. (KSRX) o‘lchovli fazo bo‘lsin. Agar e (s,x.t,8)
funksiya quyidagi shartlami ganoatlantirsa:

1) B ning funksiyasi deb qaralgan e (s,x,t.8) liar bir
s <t, IS N daehtimollik tagsimotidan iborat;

2) liar ganday y<t va e uchun p(s,x,t,8) x ga nisbatan
oTchovli;

3) O<s<u<t da, ixtiyoriy x va Be . uchun (18) tenglik
o‘rinli;

4) agar s =t bo‘lsa, uholda p (s,x,t:8) =3v(8B), buyerda

u o ‘tish funksiyasi deb ataladi.
Bu ta’rifdagi 1- va 2-xossalar P(s,x,t,B) funksiyani shartli

tagsimot ekanligini asoslaydi.
Endi g (0) =a boshlang™ ich shartni ganoatlantiruvchi gandaydir

g(") jarayonning chekili oTchovli tagsimotlarini P(s,x,t,B) funksiya
yordamida ushbu

(20)

formula orqgali ifodalaymiz

3- va 4-xossalardan bu chekli oTchovli tagsimotlarning
moslanganligi kelib chigadi va shuning uchun ham ular KLolmagorov
teoremasiga ko‘ra, £(/) jarayonni to‘la aniglaydi. (20) fonnula va

(16) ga ko‘ra

Demak, 20-ta’rifga ko‘ra biz
P(s,x,t,B) =P (£ (t)e B~{s) =x)
shartni ganoatlantiravchi Markov jarayonini qurdik.
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Agar P(s,x, i,B) =P(0,x,t-s,B) tenglik bajarilsa, u holda
<E()bir jinsli Markov jarayoni deyiladi va bunda o‘tish ebtimolini
gisqalik uchun P (xyr,B) ko‘rinishda yoziladi.

Bir jinsli Markov jarayonlari uchun Kolmogorov-Chepman
tenglamasi soddalashadi:

P(x,s +t,B) = jP(x,s, dy)P(y,t,B),
R

Maikov jarayonining chekli o'lchovli tagsimotlarini topish
uchun uning o‘tish ehtimollari va biror boshlang'ich momentdagi bir
o ‘Ichovli tagsimotlarini bilish yetarli, chunki to‘la ehtimol formulasi
va Markov xossasini ishlatib,

B\ )G Bk )= |p (°>iA "dxi)
p. Bt
v JP (tkox,xk x,tk ,dxk)
Bk
tenglikni hosil gilamiz, bu yerda 0=1t0< tx< ...< tk Bl,...,Bke B(R),

x(B) =Ptf(0)e B).
6-8. Markov zanjirlari

Markov jarayonlari nazariyasida fizikadan olingan atamalar
ishlatiladi: jarayonning gqiymatlar to‘plami faz.alar fazosi (yoki
hotatiar fazosi), uning elementlari esa nhotatiar deb ataladi.
4(t), te T - tasodifly jarayonni garayotganda, vaqtning t momentida
fazaviy holati £(t) foo‘lgan sistema hagida gapiramiz.

Keyinchalik Markov zanjiri deb atalgan jarayonlar birinchi
marta 1906-1907-yillarda A.A.Markovning rus tilida yozilgan asar-
larida ucbraydigan unli va undosh harflar ketma—ketligining xossa-
larini o‘rganishga bag ‘ishlangan ishlarida ko‘rilgan.

Ushbu paragrafda biz Markov jarayonlarining muhim sinfi
hisoblanadigan, holatlar fazosi chekli yoki sanoqli to‘plamdan iborat
bolgan, bir jinsli Markov zanjirlari bilan tanishamiz va uning asosiy
xossalarini  o‘rganamiz. Umumiylikka zarar keltirmay Markov
zanjirining holatlari natural sonlardan iborat, deb faraz qilishimiz
niumkin. 1 parametr manfiy bo‘lmagan butun giymatlami gabul
giladi, ya’ni T ={0,1,2,...} deb faraz gilamiz. U holda £(t) Markov
xossasini ganoatlantiruvchi tasodifiy ketma-ketlikdan iborat bo“ladi.
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3-izoh. ushbu {1,2,....«} to”~lamdan giymatlar qgabul

giluvchi tasodifiy migdorlaming ixtiyoriy ketma-ketligi bo‘lsiu.
Shartli ehtimolning ta’rifiga kora, ixtiyoriy t > 0, te. N lar uchun

P(Zo ="'0 &\ =nh = h’4t+\ = h+\) =
= P(4O=’0)15':%.P{°/O?-P\ =G0 =>4 =h} (21)
tenglik o'rinli.
Agar tasodifiy migdorlar bogTiqgsiz bo‘lsa, u holda
=Li|fo=*.-£s =h }=P(4,i = %I)

va birgalikdagi tagsimot formulasi ancha soddalasliadi:

P(£o =hai = =i, I=Wi)=t1p(£. =0- (22)

5=0

M arkov zanjiri — chetki (21) va (22) hollar orasida turgan
bog‘ligli tasodifiy miqgdorlar ketma-ketligidan iborat.

M arkov zanjirlari uchun 20- (va 21-) ta’rifancha soddalashadi
va ushbu ko‘rinishga ega boiadi.

22-taVif. Holatlar to‘plami s chekli yoki sanoqli bo‘lgan
diskret vaqtli Markov zanjiri deb tasodifiy migdorlaming shunday
(4, t- 0,1.} ketma-ketligiga aytiladiki, ular ixtiyoriy />0 va
ixtiyoriy /0,/j ir itsi€ s holatlar uchun

P{4m = iM% ='0*-4, =*}=p{itA=IM% =h}=
shartni ganoatlantiradi.

Tasudifiy migdor 1,0 sistemaning boshlang'ich holatini bildiradi
va uning tagsimoti

p™ =pa&=k), 2" =1
t

boshlang ‘ich taqsimotdey“adi.
Agar Jpjerfunksiya t ga bog‘lig bo‘lmasa, u holda Markov
zanjiri vaqgtga nisbatan birjinsii deyiladi.
Holatlar to‘plami {1,2,...«} bo‘!gan vaqtga nisbatan bir jinsii
Markov zanjiri uchun (21) formula
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p{£o=i0’Zi =h’-"Zt =ii) =

=p(£O:\/))|£I_lp{ik =h kVi=n-i}=pr° Pik.,ik (23)

o

4=l
ko'rinishini oladi. Holatlar to‘plami {1,2,....«} bo‘lgan vaqt bo'yicha
bir jinsli Markov zanjiri trayektoriyalarining tagsimotlari n1+n ta
parametilar

Pm={p[0)=P{" =k),\<k<n}

va pi=/J{"id= = zj o‘tish ehtimollari bilan aniglanadi. pi ni
sistema bir gadamda /-holatdan j -holatga o‘tish ehtimoli deb talgin
qilish nrumkin.

| Pu—Pi*
O ‘tish ehtimollari p |, matritsani hosil giladi.

J?2n\—Pm Y

0 ‘tish matritsasining barcha elementlari nomanfiy, har bir
satrdagi elementlar yig‘indisi birga teng. Bunday matritsalar stoxastik
matritsalar deyiladi. Barcha satrlarining elementlari yig'mdisi birdan
oshmaydigan va elementlari nomanfiy bolgan matritsa esa yarim
stoxastik matritsa deyiladi. Har bir ustun elementlarining yig‘indisi
ham bir bo'lgan stoxastik matritsa ikki marta stoxastik matritsa deb
ataladi.

Vaqt bo‘yicha bir jinsli bo‘hnagan Markov zanjirlarida
() 2 1.()  otish matritsalari ga bog‘lig bo‘ladi.

Sanoqli Markov zanjirlarining o‘tish ehtimollari guruhini
o‘lehovlari cheksiz b o ‘lgan matritsa shaklida ifodalash mumkin.

Eridi Markov zanjirlarini tashkil giluvchi tasodifiy miqdorlar
ketma-ketligi uchun bir necha misollar keltiraylik.

15-misol. Butun giymatlami gabul giluvchi bog‘ligsiz va bir xil

tagsimlangan tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi {* }*0 bir jinsli
Markov zanjirini hosil giladi. Bu holda
p9 =P, = j\» =0=P(|, =j)- =J)=pT >
ya'm p matritsaning har bn* satri boshlang‘ich tagsimotdan iborat.
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16-misol. {riiy_t-bog ‘ligsiz bir xil iagsimlangan tasodifiy mig-

dorlar, p(rjt= 1)=p, p(m). =-1) =q vap+q —1bolib. {¢,} ketma-ketlik
9. =max{f,_1+7,,0}, /=0,1,2,..

formula orgali ifodalangan boTsin. [¢t\ ketma-ketlik O nuqgtada gay-

taruvchi ekranli manfiy bo‘Imagan butun sonlar to‘plamida tasodifiy
daydish deb ataladi.
it ketma-ketlik Markov zanjiri hosil gilishmi ko‘rish giyin

emas. Bu holda p{wH =/-I-4E, = }=/?,P{Em = i-i%w =/} =q, i>1
tengliklar o'rinli bo‘lgani sababli bu Markov zanjiri
'qp000..N1
g 0pO O0...
T 0q0,0...

o ‘tish matritsasiga ega.

17-misol. gn—bog‘ligsiz bir xil tagsimlangan nomanfiy butun
giymatlar gabul qiluvchi tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi bo‘lib,
P(%, =k)= p Kk, k- 0,1,2,... bo‘lsin. U holda s0=0." =< +

deb gabul gilsak, {sn ketma-ketlik bir jinsli sanoqli Markov
zanjirini tashkil giladi. Bu holda o‘tish ehtimollari
pj =p{s,=i|"., =i}=p{s, x+ =JIK, =i}=
[0.7 <*
ko‘rinishga ega. Bu misolda o ‘tish matritsasi
PoP\PiPi —
_ 0OPPPj....
00 p O v..

bo‘lib uning har bix satri oldingi satming elementlarini bir ragamga
o‘ng tomonga surishdan hosil bo‘ladi.

18-misol (Diffuziya uchun Erenfestlar modeli). Fiziklar Paul va
Tatyana Eren fest nomi bilan ataluvchi bu model zanachalarni (bir-biri
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bilan tutashtirilgan) ikkita idishda ko‘chish jarayonini tavsiflaydi va u
molekulalarning harakati jarayonida klassik mexanika nuqtayi nazari-
dan gaytariluvchan deb hisoblangan, gqaytarilmaydigan o‘zgarisli-
larning (tutashtirilgan idishlarda bosimlarning tenglashishi natijasida)
vujudga kelish oqgibatlarini tuslruntirib berish uchun tagdim etilgan.
Ikkita idishda n ta zarracha bor bo‘lsin. Vaqtning har bir
/=0,12,.. momentida tasodifan va undan oldingilariga bogiigsiz,
n ta zarrachalardan bittasi teng imkoniyatli ravishda tanlanadi va u

1/2 ehtimol bilan o‘z idishida goladi, yoki bo‘lImasa 1/2 ehtimol bilan
hoshga idishga o‘tkaziladi. £r esa vaqgtning t momentida birinchi
idishdagi zarrachalar soni bo‘lsin. U holda bir jinsli Markov zan-
jirini tashkil giladi va

tengliklar o‘rinli bo‘lgani sababli, o‘tish matritsasi quyidagi ko‘ri-
nishga ega:

\
r 11
2,0 0. 0000
1 10-1
;S5 . 000 0
2 1 n2
o O
20 2 2n 00
000 o 212,
2n 2 2y
000 0 . o=t 2+1
2n 2 2n
000 0 ..0 11
v 2 2)

Endi m gadamda sistemaning holatlari o‘zgarishini o'rganamiz.
Shu maqgsadda pj (m)= Pp(em =y[*0=/)—m gadamda sistema /

holatdan s holatga o‘tish ehtimollarini ko ‘ramiz.
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{£,}- holatlar to'plami {12,...,«} va o‘tish ehtirnollari mat-
ritsasi P bo‘lgan Markov zanjiri bo‘lsin. m qgadamda r/tish ehtimol-
lari P (m) =||[/R(wW)||,/A=1,2,... matritsasini va p(t) = (p1(t),..., pn (1))
vektorlami kiritamiz, bu yerda p k(t) =P (2t = k).

6-teorema. O ‘tish ehtimollari matritsasi P bo'lgan bir jinsli
M arkov zanjirlari uchun ixtiyoriy m >1 bo‘lganda

P(m)=Pm, p{t+m)=p(t)pP'", (24)

o ‘tish ehtimollari matritsasi p¢,) = =/} boigan bir
jinsli bo‘lImagan Markov zanjiilari uchun esa

ip/e - ;lpet T/I|§|\_ rEJ(f)pr(*+>) _Fu+m-1) S ~5)

p(t+m) =p(t)P U)P u+n ...P(t+m=-11

tengliklar o'rinli.
Isboii. To'la ehtimol formulasiga ko ‘ra, istalgan
Are {l,2,.._,w-1} vaixtiyoriy i, je {1,2,...,«} uchan

p..(m +1) =Z Pk(m)pk= (P(m)P)..
k2
tenglik o‘rinli, bu yerda (a)y- A matritsaning z-satridagi j- eie-
mentini bildiradi. Shunday qilib, P («7+ 1)= p(m")p. Bundan, induk-
siyaga ko‘ra, (24) formula kelib cbigadi. (25) formula ham shu kabi
isbotlanad i.

Ixtiyoriy n -tartibli » H | va Q =y stoxastik matritsa-

laming ko ‘paytmasi s = M/| pq Yarn stoxastik matritsa bo‘ladi.

Hagigatan ham, ko'paytmanmg elementi nomanfiy ekaniigi o°‘z-
o‘zidan ravshan. Shubilan birga

n n n n n n
1>, pitw =1 Pikl =5>»
J=I 1=1 k=\ e 1=1 I klea ?:l
ya’nis matritsa ham stoxastik matritsa ckan.
Shunday qilib, 6-teoremadagi pm va purl)y ...p'1 1L

matritsalar ham stoxastik.
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i.l. Markov zanjiri holatlarining klassiflkatsivasi

M - Markov zanjirining holatlar to‘plami, p,j{t) esai- ho-
latdan /-holatga t gadamda o‘tish ehtimoli bo‘lsin. Markov zanjiri
holatlarini Markov zanjiri trayektoriyalari, ularga tushish moment-
larining xarakteriga k o ‘ra klassifikatsiyalash mumkin.

23-ta’rif. Agar biror t> 0 uchun /?,,(/) >0 boisa, u holda bir
jinsli Markov zanjirining j -holati i-holatdan keyin keladi deyiladi
va buni /(->/ simvol orqali belgilanadi. Agar if>j va j \->i bolsa
(i~ ]), zva j holatlar tutashgan holatlar deyiladi. ~ holatlar to ‘p-
lamida ekvivalent munosabat bo‘lishini tekshirib ko‘rish giyin emas.

Quyida keltirildan tushunchalar Markov zanjirlari nazariyasida
ko“p ishlatiladi. ie A1 holat:

1) agar /?fi() = 1lbo‘lsa, yutib goluvchi holat deyiladi;

2) agar pn(/)>0 shartni  ganoatlantiruvchi t- vaqt
momentlarining eng katta umumiy bo‘luvchisi ¢« > 1bo‘lsa, ¢« davrli
holat deyiladi;

3) agar uning davri birga teng bo‘lsa, u holda u davriy emas
deyiladi;

4) agar 3/e M\iM>j  j~ i bo‘lsa, u holda u ahamiyatga
molik emas deyiladi;

5) agar Vye m;{ii»j] =>{7i>/} bo‘lsa, u holda u
ahamiyatga molik holat deyiladi.

Ahamiyatga molik /—holat: a) agar .P{3/<°0;<”" =/|"0=/] =1
shait bajarilsa, gaytuvchan; b) bunda agar t—00 da pH(t)—0
bo‘lsa, u holda “no! gaytuvchan” deyiladi; c) agar limsuppu(/)>()

0

shart bajarilsa, / musbat gaytuvchan holat deyiladi.

Barcha tutashgan holatlar sinflaridan tashkil topgan to‘plamda
gisman taxtib mun<psabati o‘rnatilgan: a va s tutashgan holatlar
sinflari bo'lsin. Agar eng kamida bitta /e a holat gandaydir je B

holatdan keyin kelsa, u holda holatlar sinfi A, B dan so‘ng keladi
deyiladi va buni B\—> a simvol orqgali belgilanadi. Tutashgan sinflar
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uchun av-~8, B A vaziyat (hoi)a = B bo'igandagina bajarilishi
mumKkin.

Qaytuvchan holatlar finat sinf tashkil giladi: ulardan so‘ng
boshga sinflar kelishi muinkin emas. Har bir yutib qoluvchi holat
gaytuvchan, bu bir elementli tutashgan gaytuvchan holatlar sinfini
tashkil etadi.

24-ta,rif. Bitta tutashgan holatlar sinfidan iborat bo‘lgan
Markov zanjiri yoyilntaydigan, agar u bir nechta tutashuvchi holatlar
sinfidan tashkil topgan bo‘lsa, Uyoyiluvchi Markov zanjiri deylladl

~"010"
19-inisol. a) pavriy zanjirtar. 0 ‘tish matritsasi p = 001
100
bo‘lgan bir jinsli Markov zanjiri berilgan bo ‘Isa, u holda
‘oor "100
o2 100, F3=010 , ra-s. ..
10, \QOLy
tengliklar o ‘rinli. Demak,
:.Jf 1, agarj- i=i (mod3),
PsO) 10, aks hollarda.
x 0/r0 A
Xuddi shunday effekt blokli p = OOP, matritsalar uchun
VP,00 j

ham o‘rinli boiib, bu yerda p~p~p, - (kvadrat matritsa bo'lishi shart

bo‘lmagan) stoxastik matritsalar. nollar esa mos o‘lchovlarga ega
bo‘lgan nollardan tashkil topgan matritsalardan iborat.
b) A”hamiyatga molik boMmagan va yutib qgoluvchi holatlar.

'ac/3y']
Holatlar to ‘plami {1,2,3} va o‘tish matritsasi p= 010
001
a +i3+y = 1,a ,fl,y> 0 bo‘lgan Markov zanjirida 1-holat - aha-

miyatga molik bo‘lmagan, 2- va 3-holatlar esa yutib goluvchi holatlar:
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Pn(0 = «'—T 5~ °pii)=(I-Ai(0) N
n( i2(i)=( i )/S

+r
1P Py
0 P20
° 0 0

ko'rinishidagi blokli matritsalar ham xuddi shunday xossaga ega, bu
yerda (3N pn P 3), pz2, PB - stoxastik matritsalar: /J, matritsa aha-

miyatga molik bo'Imagan holatlar sinfiga mos keladi, p2 va p33
matritsalar esa tutashuvchi holatlar sinflariga mos kelishi mumkin.

7-teorema. (Bir jinsli Markov zanjirining gaytuvchanlik
kriteriyasi). Marko'v zanjirining j e m holati gaytuvchan bo‘lishi
«C
uchun V p ¢(n) =00 bo‘lishi zarur va yetarli.
n=l

Isboti. {<f0=j) shartda, zanjimi j -holatga gaytish moment-

larining ketma-ketligini ko ‘ratniz:
r0=0, 7k = min{t > Tkx:%t=j}.k =1,2,...,

odatdagidek min{0 } = oo deb olamiz.

l-lemma. Agar bir jinsli Markov jarayoni bo‘lsa, u holda
{£0 - ] shartda A* = 71k-1,_, « = 1,2,...- bog‘ligsiz bir xil tagsim-
langan tasodifiy micjdorlar ketma-ketligidan iborat.

Isboti. {Tx =/} =j } munosab.at o‘rinli bo‘lgani sababli,

Markov xossasiga  ko‘ra, ixtiyoriy natural n va ixtiyoriy
M  holarlar uchun

P {"m~ h+tm >W ~ ~* ~ h-\ ~ U~

= = h+n, = j}=P{%m=h+m'm =h-,n\*0=j).
Shuning uchun ham, 7\ =1t bo‘lganda trayek-

toriyanirg tagsimoti k ga va t ga bog'lig emas. Demak, ixtiyoriy

¢=12,... uchun aAk+1-T M —71k tasodifiy oraligning uzunligi

Ay=r -7_,,y =1,2,..,& oraliglarning uzunligiga bog‘lig emas va
A, = ) tasodifiy migdoming tagsimoti bilan bir xil tagsimlangan.
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Agar {|Jo =7} bo‘lsa, uholda
{co:3t<co:£(=jj={a>:Al< 00}
ekanligini gayd etamiz. Shuning uchun ham gqaytuvchanlikni gayta
q Liyidagicha ta’riflash mumkin: je ™ holat gaytuvchan bo-lishi
uchun
P(Aj<0) =1

b o ‘lishi zam r va yetarli.

i 1, agar = 7bo'lsa
:<J

[0, aks holda,
ketma-ketligini kiritamiz, v(jV)- n <00 gadamda | -holatga qay-
tishlar soni bo ‘Isin:

1Jm) n= 12,.. tasodifiy indikatorlar

def N
V(N) = (co)=max{k: <N}
=l
v/, (®)E0=T7}= =770 =7}=rjj («) bo‘lgani sababli,
M v (N)="Pjj {n).
«=.

Agar i’(Al<co)=1 bo‘lsa, u holda ixtiyoriy « = 1,2,... uchun
sliunday N ( k) < °0 topiladiki, uning uchun

P(7* <7V(A)) = P{v(iV(A:))>A:}>i
va shuning uchun ham
V(i)
=

Bundan, k ni tanlash ixtiyoriy bo‘lgani uchun ”~ p,-(n) =00 Kkelib

cliigadi.
Ikkinchi tomondan, agar P(A, < 00)=p < 1bo‘lsa, u holda {7}
ketma-ketlik birinchi marta Ak= cc bo"j»an /i dauzilib goladi. Agar
v =limv(n) =maxfk:7, <0}
A'-»x 1 J

bo'lsa, u holda yuqorida isbotlangan lemmadan
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P(v = min{k :Ak=°}=mj = p* A1- p)

kelib chigadi, ya’ni v tasodifiy migdor p parametrli geometrik
tagsimotga ega, demak, m v=-~— . Shuning uchun ham, ixtiyoriy

N <00 uchun

2 Pii(«)=MV{N)<MvVv <—
n=\ P

ya’ni "~ pjj{n)<co. 7-teorema isbotlandi.
H

20-inisol. a) bog‘ligsiz tasodifiy migdorlar bo ‘lib,
P(Ck=1)=P, P(Et =-1)=q=\-p, k =1,2,.-
bo'lsin. Agar so=0,sn—cx+ mm+£,, n—12,.. deb belgilasak, u hol-
da {S’} ketma-ketlik barcha holatlari tutashuvchi Markov zanjiridan

Iborat. {S',} tasodifiy daydishning trayektoriyalari 0 holatga gaytishi

uchun lining o‘ngga va chapga qo‘ygan gadamlari soni bir xil bo ‘lishi

zarur va yetarli. Shuning uchun ham toq gadamda O holatga gaytish

ehtimoli nolga teng, 2n ga teng boigan juft gadamda bu ehtimc)
>oc da

n_n (4PQ)

JEAA
Poo(2n) —C2np q
ixn)V2

cliunki Stirling formulasiga ko‘ra n -> 00 da

(O,,V \12n2n\ — | 02«

Cl = f-4 = 7eeee AL +o(l))-n .
(»)

Agar p~q t>0‘lsa. u holda Apg<\ va » p 00(n)<co, ya’ni 0

17=1

holat gaytmas holat bo‘ladi. Agar 4pg-\, p-q-\~ bo‘lsa va
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@

leoo("):~|_G)> ya’l¥* bir o'lchovli simmetrik daydish uchun 0
n=
gaytuvchan bolat.

b) Tekislikdagi (S10S20=(0,0), (sb,,s2n) = v j~ Z&A4 2i), n=1,2...

A

tasodifiy daydishni garaymiz, bu yerda j«.} a-holatda Kkiritilgan
ketma-ketlik. Bu (5,,.s2nj daydish a-holatda ko‘rilgan ikkita
bog‘ligsiz tasodifiy daydishlaming majmuasidan iborat. p ¢ bo'lgan
holda sin tasodifiy daydish gaytuvchan emas va shuning uchun ikki

o‘lchovli daydish ham gaytuvchanmas bo‘ladi. p =q =-i bo‘lgan hol-

ni gqaraymiz. (0,0) 2n nuqtaga qadamda gaytish ehtimoli, har qaysi
ikkita daydishlaming 2n qadamda 0 ga qaytish ehtimollarining
ko‘paytmasiga teng:

P(o0,0)(0,0) (2n) = (po,0 (2’\)) —(2 C2n) >cc~
o0

’\nj:li’«> 0)<00)(2w) qator uzoglashadi, demak isbotlangan teore-

maga ko ‘ra, (0,0) holat gaytuvchan.
c) Ammo

P(0.0,0)(0,0,0) (2") = (Poo (2«))3=(2~2" C2,f ~ ™77 ("->«>)

@

va * P (00tooo)(2") qator yaginlashuvchi bo‘lgani uchun uch o‘l-

n=
chovli simm etrik tasodifiy daydish (sin, sz ,s3r) a-holatdagi uchta
bog‘ligsiz daydishlaming guruhi uchun (0,0,0) holat gaytuvchimas
ekanligi kelib chigadi.

6.2. Chekli Markov zanjirlari uchun limit teorema

Vaqtga nisbatan bir jinsli bo‘lgan chekli [¢,} Markov zanjiri
uchun 1 ehtimol bilaa yaginlashish, { } ning trayektoriyasi birorta

228



holatda “to‘xtab goladi” degan ma’noni bildiradi, bu holda u yutib
goluvchi holat bo‘lishi kerak.

8-teorema. Holatlar to‘plami { 1 , 2 bo‘lgan Markov zan-

jirining c‘tish matritsasi p bo‘lib, birorta v<oo uchun p' matritsa-
ning barcha elementlari musbat bo‘lsa, u holda

imp ®=n,;>0, j e, { | . (26
munosabat o ‘rinli.
ny,....nn limitlar i —boshlang‘ich holatga bogTig emas va ular
n
\I((:j\PkixM:xj' \h:txk:I 2m

tenglamalar sistemasining yagona yechimidan iborat.

Isfcoti. v gqadamda o ‘tish matritsasi pv=||"(v)|| ni ko‘ramiz.
Shartga ko‘ra u stoxastik va barcha elementlari musbat.
s - mi’ijn p.J(y) >0 belgi kiritamiz.

£,={*=(*1 "):x, ,..X, >0,x, +...+x, =1}-{1,
to‘plamdagi tagsimotlar simpleksi bo'lsin. Agar el,....ens cn birlik

vektorlarbo‘lsa, u holda p . (t)-(p y =(e,P') =

Ixtiyony xe en bo‘lgancia xp‘ ->p munosabatni ganoat-
lantiruvchi p = (nx,...,Tun) vektor mavjud ekanligini ko ‘rsatamiz.

| xP ' j- ketma-ketlik | xPm+lvj=\(xPmjP1j,m=01,.,v-1
ko'rinishidagi v ta gism ketma-ketliklardan tashkil topgan, shuning

uchun ham teoremaning birinchi tasdig'ini isbotlash uchun x(p v)

vektorlar ketma-ketligining p limiti, ixtiyoriy xe en uchun mavjud,
X ga bog‘lig emas va (27) sistemani ganoatlantirishini ko ‘rsatish
yetarli.
Keyingi isbot 4ta tasdiqqga ajratilgan.
a) ax =xp -« tenglik orgali aniglangan chizigli almashtirish cn
ehtimollar tagsimoti simpleksinini yana o‘ziga o ‘tkazadi.
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Hagigatan ham, agar x— (xlv..,xje ecn bo‘lsa, u holda

y =(7pJ,) =xp' vektoming barcha komponentlari manfiy emas va
n n
Zyi =ZZ YHV)=ZXZ pij O) =Z **=1e
_I= =1 1-= o= y=

b) p(x,>>)=21" - yj\ metrikada A:c n->cti- koeffitsiyenti
M
1—£<1 dan lcatta bo‘lmagan siquvchan akslantirishdan iborat,

Hagqigatan ham.

P (xPV.YyPV)=Z i ypkj(v)-'ZykPkd(v) =Z|(rA
=l k=1 fe=l 7=1

Agar x.je G bo'lsa. uholda Z (r*~ )= ®e Shuning uchun
£=i

ham xk- y t ayirmalaming manfiy bo‘lmagan va musbat bo‘Imagan
yig‘indilari fagat ishorakri bilan farg giladi, ya’ni
Z max{xk - yk,0t=—jr min{xk —yk »}p=2Z|x* “vkh i/ 7(*>>")
J=i j=i >i

Demak, xiv bo‘lganda shunday r,sejl,holatlar

mavjudki, ular uchun
FreIVANCiP(Xx,y)>0>~p(X,y)>XSs-ys

tengsizliklar o ‘rinli. Bundan va a,b> 0 bo'lganda

\a—b\>a +-b—2min{a,p] tengsizlikniug o‘rinli ekanligidan hamda

¢ ning ta’rifidan bu i va v lar vaixtiyoriy ye{1 , uchun
I(*, - yr)Prj(v) + <X - X)Ay(v)I< (xr- yr)Pj(v) +

+K -~ yrpgv) - 2min{|x,. -y rixs - ytImin|poricy), psig » <

AXr-yr\Prj(y) +\x,-y,\p,j(y)--Pi.x*y)G
va
u
Z (xfi-y*)Pkj(v)\r Z h -y ti\pv (V)+K -y riprj(v)-
A-| | k=\

k~r s
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1 n 1
+k - P<x,y)s=Yi\xk—yk\Pk/(V)-'p(X!y)e'
*
Demai,
p(xPVv,yPv)==% ZO* -yk )Pk, (Y)<
7=1 <A
"
NZ | ZK- osyk\pri(v)--p(x.y)E
j=\k=\ n

=Z wk =Y *|Z Pki(y)-ep{xty) ={\-e)p (x,y).
A
c) G,, kompaktni o ‘ziga o'tkazuvchi a siquvchi akslantirish

yagona p go‘zg‘almas nuqtaga ega va bu nuqta ixtiyoriy
Ax, r=1.2,., e en ketma-ketlik uchun limit nuqgta bo‘ladi,
cliunki r -> 0o da

PAATX,p} =p(rArX, A pr<{\-£)" p(x,n ) >0.
(<n kompaktning {A'xj- nuqtalaridan tashkil topgan ketma-ketlik
kamida bitta p limit nuqtaga ega. Ap » p deb faraz gilamiz va r ni
sliunday tanlaymizki, natijada

pP(Arx,p)<\p(Ap,7) Va

p(Arx,Ar+xt< (I-E)rp(x,idr.rj<1/3p(p.Ap)

boisin. L holda uchburchak tengsizligiga ko'ra, qarama-qgarshilikga
kelamiz:

p(Ap,p)<p(Arx,pr+prArx,Ar+lx)+p(Ar+'x,Ap)<{l-le)p(Ap,p).

d) r ->00 da Ax -»p Vva (Arx)P ~ A'\xP) ->p, matritsaga
ko‘paytirish esa uzluksiz fnnksiya boigani uchun p —p matritsa
bilan en cn chizigli almashtirishning go‘zg‘almas nuqtasi. Agar bu

chizigli almashtirish boshga qo‘zg‘almas nuqtalarga ega boMganda
edi. ular A akslantirishning qo‘zg‘almas nuqtalaridan iborat bo‘lar
edi, bu esa mumkin ernas. p - p matritsa bilan akslantirishning
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yagoaa go‘zg‘almas nuqtasi bo‘lgani sababii. u (27) chizigli teng-
lamalar sistemasining yagona yechimidan iborat. Teorema isbot
bo‘ldi.

6.3. Markov zanjirlari yordaniida oddiy tasodifiy
daydislilarni tekshirish

dfo holatlar to‘plami {0,1,...,A} bo'lgan chekii Markov
zanjiri bo‘lib, 0 va n yutib goluvchi holatlar bo‘lsin, ya’ni
Poo = P{E+H=0"(0=0}=Pnn=p {~» =N\*(0=N}=1,tx0 (28)
va har qaysi “ichki” ke { 1 } holatdan yoki qo‘shni
holatlarga o ‘tishi yoki 0‘z o‘mida qolishi mumkin:

PkM =p { = k'+\\4, = k] = pk >0,
Pkk :p{zt‘|'l:"‘||l A*}=rk>0, (29)
Pkk-i = P{£,x\=k-\% =k)=qgk >0.

Bunday zanjiming =k boshlang*ich holatli trayektoriyasi 0

yoki 1v yutib goluvchi holatlarga tusliib golish ehtimolini topamiz.
k=1,2,...,N Vva t-*o0 da

PkO(t)=P{Zt=0\*0=k}->uk,
PNe {*) = P{€, = N\*0=*}-»V
) va iV holatlar yutib qgoluvchi bo‘lgani va pko(t) hamda
PkA(t) o‘tish chtimollari monoton kamaymaydigan bu‘lgani achun,
Pko(0 Aa Pknco migdorlarning « —»oodagi limiti mavjud.

N-teorema. Agar {£} holatlar to'plami {0,1,...,A} va o‘tish

ehtimollari (28), (29) fonmilalar orgali ifodalanuvchi Markov zanjiri
bo‘lsa, u holda wo=n bo'lganda 0 liolatda yutilib qolish ehtimoli

un, N liolatda yutilib golish ehtimoli vn lar quyidagi

1 y)ai.gk

1+ sjt\Pi-Pk
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ki Pi Pk
fonnulalar orgali ifodalanadi.

Isboti. = O0= Aj uchun to‘la ehtimol formulasidan foy-
dalanib, 1<k< N bo‘lganda quyidagi tenglamalar sistemasini
tuzamiz:

p{c.=0\¢o=k}=pf{gi=k-I\i;c)=k}p{C, =0% =k-I} +

+-P{bi =k+- |||0=kyp{ 4, =0|[t=x+ 1}=

= qkP{ =0/f0 = k-1} +p kP{i,_x=0|cO=JF1}.
Bundan, ? ni cheksizga intiltirsak,
uk=9A-1 -+ »
Bu tenglamani boshqa ko‘rinislida yozib olamiz:
sak(n-i- ) =N(M* - »HX l<k<nN; u0=1 «v=0.

l<k<N; u0= 1, wv=0. (30)

Demak,

«l — n2 = (w0 - «!’)TD\.

uz —u3=(u0- ux)-"L
P\P2

va induksiyaga k o ‘ra,

w- uM = («0 - W) k=12,..,V-1.

P\ -Pk
Bu tengliklarni hadma-had qo‘shib, quyidagini topamiz:

4 " yk = (u0-Mj)5. (31)

Shartga ko ‘ra, wo= |, demak r/,= W0- 2/j)5=(1-r/,)5, yoki
. Qolgan uk lami topish uchum endi quyidagilami gayd etish

S
W =—

yetarti:



1Xuddi yugoridagi kabi, v,,v,,...,vv laruchun ham tenglamalar
sistemasini keltirib chigarish mumkin, u (30) dan fagat chegaraviy
shartlar bilan farqg giladi:
vk =y*vk-i + PkvM> \< k< N, V0= O,VK:l. (32)
(31) tenglamagacha chegaraviy shartlar ishlatilmagan edi.
Yangi chegaraviy shartlami hisobga olinsa, (31) tenglama

v,-l=-v,5, yoki v, = —

ko'rinishini oladi. vk - vk+l ——V,

bo“*lgani uchun.,
Pi mPk

VI-v, =z 0% -wm y=-v, § ML
=1 *=1/5] ovefs*

va
V =v,| 1+y ¢gA "I fsgL 77

Teorema ishot bo ‘Idi.
Yugqoridagi kabi, ammo uytib qoluvchi holatlarsiz Markov
zanjirining limit tagsimotlarini topamiz.
10-teorema. Agar {£ }-bolatlar to'plami {0,1,..,.W} boigan
Marko-v zanjiri b o ‘lib, uning o “tish ehtimollari
PkMi =Pk >°> Pkjt-i ="k >°> A i =rk- °.
pk+gk+rk=1 (A=1,2,...,7\f-1),

Poi = Po> f/too = IO~ A) —

Pm=rw>Q" Pnjt-i =dk >0> rN +<iN =i
bo‘lsa, uholda tv,, =limpu, =«||0=k) limit ehlimolki qu>idagi
>0 |
1 Pq..P,] _y.Po mPk-\
An *

5
d —in A D—
formulalar orqali ifodalanadi.

Isboti. p o‘tish matritsasiga ega bo‘lgan {£,} Markov zanjiri,
poo> O, pnNN> O bo‘lgani sababli, davriv emas, uning barcha

holatlari tutashgan va N~ gadamda u ixtiyoriy holatdan boshqga
istalgan holatga musbat ehtiinol bilan o'tishi mumkin. Shuning uchun
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ham unga limit tagsimotning mavjudligi hagidagi umumiy teoremani
(8-teoremani) qo‘llash mumkin: p o‘tish matritsasiga ega bo‘lgan.
Markov zanjirining limit ehtimollaridan tashkil topgan n = N)
vektor, np =n tenglamani, ya’ni xususiy holda quyidagi tenglamalar
sistemasini ganoatlantiradi:

= ro + Q\

7k = nk-\Pk-\ + nkrk + Kk+\{k+l > k = I>— —1,

71q+ T + ...+ 718N —L

Birinchi tenelamadan tcx = tt0 =tt0— kelib chigadi, bun-
<A\ I

dan va ikkinchi tenglamadan esa

n = A (ni¢ il rl f(—7r0p 0)\= ! 7COp0\II;rI -1i ! PoPi_
2 V Qa 7 12
va hokazo, nihoyat = 7m0 ;r0+...+~vm 1 bo‘lgani
q,q 2 N
sababli. #0 =——, va bundan boshga qolgan ehtimollar uchun for-
1+5*

mulalarkelib chigadi.

21-misol. Diffuziya uchun Erenfestlar modeli. n ta zarrachani
bitta idishdan ikkinchisiga o‘tishi hagidagi yuqoridagi 18-misolda
ko‘rilgan Erenfestlar modeli uchun t vaqtda birinchi idishdagi
zarrachalarning sonini ifodalovchi £, - holatlar to'plami {0,1,...,;?} va

o ‘tish ehtimollari
Pk k+tl = Pk = =
Pk,k-i=<lk=jr (k=\,..., ny,

Pkt=1\ (k=0,..., n)

bo‘lganMarkov zanjirini tashkil etadi.
Bu Markov zanjirining statsionar (limit) tagsimotlarini topish
uchun limitteoremadan foydalanamiz. Bu holda
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¢" Po-/ -l =
* K* —
Zél Yr-gk

va

ya’ni statsionar tagsimot (u;1/2) parametrli binomial tagsimotdan
iborat. Binomial tagsimot uchun 0 va n qiymatlarning elitimollari
(ya’ni vaqtning berilgan momentida barcha zarrachalar birinchi yoki
ikkinchi idishda yig“ilib qolish ehtimollari) 2~" ga teng va n idishdagi
molekulalar soniga teng bo‘lgan holda bu ehtimollai' shunday
kichikki, koinot vujudga kelganidan boshlab to bozirgi kungacha bo‘1-
gan vaqt oraliglida bunday momentni kuzatish amalda mnmkin emas.

7-8. Tarmoglanuvchijarayonlar

Tarmogqlanuvchi jarayonlar nazariyasida kimiyoviy, yadroviy va
shu kabi boshqga reaksiyalardagi populatsiyalarning rivojlanish jara-
yonining sodda matematik modeli o ‘rganiladi. Birinchi boTib bunday
model XIX asr boshlarida Galton va Vatsonlar tomonidan, ingliz
lordlari familiyalarining yo‘q bo‘lib ketishini o‘rganish jarayonida
taklif etilgan.

fu(t) tarmogqglanuvchi jarayonning t momentdagi holatini t
avloddagi zarrachalar soni deb talgin gilinadi. Keyingi avlodga o ‘tish-
da har bir zarracha tasodifiy sondagi keyingi avlod zarrachalarini
vujudga keltirib, o‘zi yo*q bo‘lib ketadi, turli zarrachalaming avlodlar
soni o‘zaro bog‘ligsiz deb faraz gilinadi.

Tarmoglanuvchi jarayonni formal ravishda ta’riflash uchun,
0,1,2,... giymatlami gabal giluvchi bog‘ligsiz bir xil tagsimlangan
tasodifiy migdorlaming cheksiz {jtk,t=0,1,...,« = 1,2,...} to‘plami
mavjud deb faraz qilamiz (y« -t avloddagi « -zarrachaning
goldirgan nasllari soni). Jarayonning giymatlari ushbu

[C1+ 72 + et ?2W )'/e(?)> 0,

rekuirent munosabat orqali ifodalanadi.
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Bunday ta’riflangan n(t) tasodifiy jarayon Markov zanjiridan
iborat boMadi, chunki vaqtning ixtiyoriy t+ momentida jarayonning
giymati aniglangan b o ‘Isa, uning keyingi holatlari {ysk, s>t, k= 12,..}
tasodifiy miqdorlar orgali aniglanadi, ular esa awalgi holatlarga
bog‘lig ernas. Tarmoglanuvchi jarayonning holatlar to‘plami
{0,1,2,...}-manfiy bo ‘Imagan butun sonlar to'plamidan iborat, shu-
ning uchur, ham tarmogqlanuvchi jarayon sanoqli holatli Markov zan-
jiridan iborat. 0 holat yutib goluvchi holat, agar jarayon 0 holatga
tushsa, uyo 7/ bo “lib ketgan deyiladi.

Biologik va sliuningdek fizik go‘llanishlar nuqgtayi nazaridan
quyidagi ikkita savol eng ko‘p qizigish uyg‘otadi: ganday shart
bajarilsa jarayonning yo‘qg bo‘lib ketish ehtimoli birga teng va ganday
sliart bajarilganda jarayon musbat ehtimol bilan yo‘qg bo‘lib ketmaydi?

Tarmogqli jarayonlarning xossalarini o'rnatishda hosil giluvchi
funksiyalaidan foydalanish magsadga muvofig bo‘ladi. y - tarmogqla-
nuvchi jarayondagi bitta zarrachaning nasllar soni bilan bir xil tagsim-
langan tasodifiy miqdor boTsin. Quyidagi hosil giluvchi funksiyalami
kiritamiz:

f (5)=ms7=m{smki(0)=1},

<?(/,£) =
11-teorema. (p(t,s),t= 0,1,... hosil giluvchi funksiyalar ketma-
ketligi
<p(0,s) = MsM(0), c¢>(t+1,s)=<p(t,f(s)),t=0,I,...
rekurrent munosabatni ganoatlantiradi. Agar p(/u(o) =1)=1 bo‘lsa, u

holda
i/)(0,j)= 5, <pet+ I,8)= f((p{t.s)), 1= 0,1,...
tengliklar o‘rinli.

Isboti. Tarmogqlanuvchi jarayonning ta’rifiga ko‘ra, /u(t+ 1)
migdor har birining tagsimoti y ning tagsimotiga teng bo‘lgan fj(t) ta
bogTigsiz tasodifiy migdorlarning yig‘indisiga teng ekanligini hisobga
olib. hosil giluvchi funksiyalaming 3-xossasidan (5-bob, (6) formula)
foydalanib quyidagini, topamiz:

(p(t+1,s* = Msu{'+)=(p(t,Msr)=<p(t,f(s)).
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Xuddi shu kabi, boshlang‘ich zarrachaning barcha bevosita (1-
avlodni tashkil etuvchi) nasllari bir-biriga bog‘ligsiz ravishda
ko'paygani va boshlang‘ich zarrachaning t +1 momemtdagi nasllari
soni /u(t) bilan bir xil tagsimotga ega bo‘lgani uchun, ikkinchi
tenglikni hosil gilamiz:

<p(t+l,s) =W ,it¥I} =m (m [s» u [M(0)})=f(cp{t.,s)).

I-natija. Agar (0)=1bo‘lsa. uholda

Isboti. Agar ~(0,j) =wmsfic>=mMsl=s etanligini hisobga olsak,
natijaning isboti 8-teoremadan bevosita Icelib chigadi.

I I-teoremadan foydalaaib, ™ u(t) ning gqiymatini topamiz.
My = A bo‘lsin. U holda ixtiyoriy /= 0,1,2.... uchun

Miju(t+ 1) =<ps (/ +1,5) w=«-« /(0)], =

=2« (W u=fu, ['0))U i =AMnit)

ya ni
Mju(t) = A'm/u (0).

Demak. tarmogianuvchi jarayonlar bitta zarracha avlodlarining
o‘rta giymati A = my ning turli giymatlarida turli sifatiy xossalarga
ega:

agar A <1 bo‘lsa, u holda m/u (/) —w >0 va bunday jarayon
dokritikjarayon deyiladi;

agar A = 1bo‘lsa, u holda m/u(t) = m p (0) va bunday jarayon
kritikjarayon deyiladi;

agar A >1 bo‘lsa, u holda >cc va bunday jarayon
nadkritikjarayon deyiladi.

Bu atamalar kimyoviy yoki yadroviy tasniflashga mos keladi:
reaksiya yoki juda tez tugaydi (odatdagi shartlardagi kabi), yoki
taxminan bir xil o‘zgarmas holatda turadi (yadroviy reaktordagi kabi),
yoki boTmasa yadroviy portlash hosil bo*ladi.

M atematik kutilmaning holati bilan bir gatorda, tarmogianuvchi
jarayonning muhim xarakteristikalaridan yana bittasi kamaymaydigan



J>fn (?)= 0\ (0)= 1} ehtimolnmg limitidan iborat boigan jarayonning
yo‘q bo‘lib ketish ehtimolidan iborat (0 holat yutib goluvchi holat
ekanligini eslatib o ‘tamiz):

q = |t|_r>nOOP{//(O = Olyu(0) = I}.

12-teorema. f'(s) hosil qiluvchi funksiyaga ega boigan
Galton-Vatson jarayonining yo‘gq bo‘lib ketish ehtimoli ¢ soni
/ (s) = s tenglamaning eng kichik nomanfiy ildizidan iborat.

12-teoremani isbotlash uchun bizga quyidagi lemma Kkerak
bo‘ladi.
@
2-lemma,  (s) =" pksk- nomanfiy butun giymatli tasodifiy
k=1
migdoming f{s)~s shartni ganoatlantiruvchi hosil qiluvchi

fanksiyasi hoisin.

a) Agar a=1f'(1)<\ boisa, u holda 0<5<1 boTganda
J(s)> s tengsizlik o'rinli.

b) Agar vM=/'(1)>1 boisa, u holda shunday sOe[0,l) son
mavjudki, uning uchun

f(s) >s,0< 5<j0,/ (jJO)=s0,f(s)<5so<s<1
munosabatlar o ‘rinli.

Lemmaning isboti.f(s) — hosil giluvchi funksiya, yigindisi 1
boigan nomanfiy koefTitsiyentli darajali qatordan iborat, ya’ni u [0,1]
oraligda aniglangan, nomanfiy, monoton o‘suvchi, uzluksiz gavariq,
barcha tartibii monoton kamaymaydigan nomanfiy hosilalarga ega
boigan funksiya boiib, shu bilan birga /(I)=1va /(0)>0 bo‘lsin.

a) Agar /'(1)<1 boiib, f(s)*s boisa, u holda barcha
we (0,1] nuqtalarda /'(«)< 1 vaf(u) > 0 (shu bilan birga /"(w) =0
tenglik fagat /' (1)<l boigandagina bajarilishi mumkin) va Teylor
formulasiga ko‘ra, har ganday se& [0,1) boiganda, biror
u=u(s)e (i,I) uchun

1(5) =y () +(i-1)/"(1) +(5-1)27A~> 1-(1-5)/"(1)> 5 .
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Endi b-tasdigni isbotlaymiz. Agar a> 1 bo‘lsa, u holda 511 1

boiganda
f(s)y =1-A(v-s) +0(l-5s)
ya’'ni s birga yetarlicha yaqin boiganda /(s)<s bo'ladi. Ikkinchi
tomondan,
/(0) =p<%=0)>0

va f(s) funksiyaning uzluksizligiga ko‘ra f(s) =s tenglama
50g [0,1) ildizga ega. f »(s) >0 boigani uchun f(s) flinksiya [0,1]
oraligda botiq, ya’ni f(s) = as + b tenglama [0,1] oraligda bittadan
ortiq ildizga ega boiishi muinkin emas. Ammo f(s) = s tenglama
A > 1bo‘lganda ikkita 1va soildizga ega; demak se [0.s0) boiganda
f(s)>s -vase (s0,1) boiganda esaf(s)< s. Lemma isbotlandi.

12-teoremaning isboti.

p{n(t)y=0lmo>=i}=

= fJ()){A i(o=*|A/(0)=iK U="c/H)U =/:(0),
k
boigani uchun
i = Iir01;1/r(0)
tenglik o “rinli.

Ixtiyoriy /=0,1,2,... ucbun 0</((0)<yO0 ekanligini ko-‘rsata-
miz. t= o boiganda bu tengsizlik to'g'ri ekanligi ravshan. So'ngra
induksiyadan foydalanamiz. Qandaydir />0 uchun 0</(0) <s#
boisin. Bu tengsizlikning har ikkala tomoniga f funksiyani ishlatib
va uning monotonligini hamda f (40) =so ekanligini hisobga olib,
topamiz;

0</(0)</(/,(0)) =/n,(0)</(?0)=s0.
Monoton o‘suvchi chegaralangan {t (0)} ketma-ketlik ?—<x da
limitga ega. Uni q <sg orqali belgilaymiz. ¢ (s) funksiya uzluksiz

boigani sababli
</=Ilim/,+1(0)=1lim /C/,(O)):/(\Iim /£(0)) =/(«?)m

Demak, g =so. Teorema isbotboidi.
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2-natija. Agar A =f¢{1)>1 boisa va fagat shundagina
tarmoglanuvchi jarayonning yo‘q boiib ketish ehtimoli ¢ birdan
kichik.

13-teorema. f(s)*s boigan tarmoglanuvchi jarayonning
barcha musbat holatlari ahamiyatga molik emas: agar 0<A:<co
bo‘lsa, u holda !j)rxr?/’ili(/) = A}=0.

Isbotl. Teskarisini faraz qilamiz: shunday A'>0 mavjud bo‘l-

sinki, u uchun
lim sup P(/1i(t) = k) = vk > 0

r_
munosabat o ‘rinli boisio. Alohida ikkita holni ko'ramiz.
a) pM;/=0)=yrj>0 boisin. U holda P{/i(r+1)=0}/i(?) =£} =p k >0.
Demak, tola ehtimol formulasiga ko‘ra
PGju(t+ D=0)=£p (M (0 =rn)p{,ut+ 1)=0|//(0 =>}*
m=
>pin(t)=0)+pPp (Mt) =k) Mm@+ 2)=0|/i(0 =*}=
= P(H(r)=0)+ pkP {M(t) = k).
Bu tengsizliklarm hadma-had qo‘shib, quyidagini topamiz:

P(M(t-+\) =0 >pKkY jp (v(r)=k)-
r

Agar v*:lirFUsOupP(,u(O =*)>0 bo‘lsa, u hoida yetarlicha
>

katta + uchun oxirgi tengsizlikning o‘ng gismi birdan katta, bu esa
bo'lishi rnumkin emas. Demak vk = 0 ekan.

b) Endi /Hx =0) =0 bo‘lsin. U holda P(j>1) =1 va f(s)z+s
bolgani uchun p(y = 1) <1. Demak,

PGju(t+ I)y=ytl +-+JW) ~ (0) =1
va
P(~M(i +DNife+ HAI() =it)™M-(/,(y=I)* >\-p(y =1)=r>0.

a) Punktdagi kabi fikrlashlar yordamida quyidagilarga

bo'lamiz:
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P(/l<y+D>fc+ D> P (v(ozk + 1)+ P(n(t)=k,n(t+1)>k+ 1)>

> P(fu{t)> k + 1)+ rP(/u(t) = k).
Bu tengsizliklami hadma-had go'shsak,

[P+ D)>2AfD)>il/i(0)>H 1) +r™ p(n(m) = k).
m=0

Agar vk = limsup.P(/z (/) =x) >0 bo‘lsa, u holda yetarlicha
t—0

katta + lar uchun oxirgi tengsizlikning o‘ng tomoni birdan katta, bu
esa bo‘lishi mumkin einas. Demak, bu holda ham vk =0. Teorema

isbot b o ‘Idi.

l4-teorema. Agar A=My> lva a2=pby< 0 bo‘lsa, u holda
p{x > 0)>0 shartni ganoatlantiruvchi shunday x tasodifiy miqdor
mavjuclki, u uchun

>Q|*(0)=1]=lvamx =1

munosabatlar o‘rinli. Shu bilan birga x tasodifiy migdoming
iy{u)= m™mem* xarakteristik Funksiyasi y/(au)= f(if/{u)) tenglamani
ganoatlantiradi.

Isboti. x (/)= -t=0.1,2,... deb belgilaymiz.
Al

x (0)+X (x (t+i)-x(t))
/=0

gator (bunda birinchi « ta qo‘shiluvchinine vig'indisi \"(<r)-1)
1 ehtimol bilan absolut yaginlashuvchi ekanligini ko ‘rsatish yetarli
(uning yig‘indisi limit tasodifiy migdor x dan iborat). Agar /u(t)= m
bo‘lsa, u holda n (t) =yn +-...+ ytm ekanligidan foydalanib, to‘la
matematik kutilma formulasidan,



a2('+D —
/77=0 V k_\ (33)

aA(H) g Ul
M0 M2

Agar ~>1 bo‘lsa, u holda (33) tenglikka va Chebishev
tengsizligiga ko‘ra,
Ct2/A ' +2
£/> 1*m(>+1)-A -(»)[>-S i : <00
va Rorel-Kantelli leirLmasiga asosan
JIX(f+1)-X(0|>cr/~'/3}, /=0,1,...

hodisalardan 1ehtimol bilan fagat cheklitasi ro‘y beradi. Bundan

PI£E(A'(£+1-x(t)) qator absolut yaginl. =1

kelib chigadi, ya'ni x =x 04 (x(t+ 1)-A"(0) tasodifiy miqgdor
1=0
deyar ' muqan-ar aniqlangan va chekli.
Tcjremaning oxirgi ta’kidini isbotlash uchun quyidagi tenglikni
ko‘ramiz:

(«) = M?"X(+L) = M expjlz/"-N—j=<pY+ l,exp|iu/a +jj =

=f(<p(t,exp{iulA =1 MexpliuA<(0)
(34)
Isbotlanganiga ko‘ra, A'(/)— -wx , demak barcha haqiqiy
it lar uchun i//,(w) — >t /(v) munosabat o‘rinli. Undan foydalanib,
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(34) tenglLkning har ikkala tomonida t bo‘yicha limitga o ‘tib, topa-
miz:

bu esa teoremaning tasdig‘idan fagat o‘zgartirish almashtirishigagina
farq giladi.

VI BOBGA DOIR MASALALAR

1. {¢{t).te. r =[0,1]}-tasodifiy jarayon (q.aP) ehtimollar
fazosida araiglangan boisin, bu yerda £1={1.2}, a - ning barcha
gism to‘plamlaridan tashkil topgan a - algebra, p - esa {I} va {2}
to‘plamlarga 1/2 ehtimollami mos qo‘yadi. Agar g (t) = cat bo‘lsa,
s (t,a>) jarayonning barcha trayektoriyalari va chekli o‘lchovli tag-

simotlari topilsin.

2. a -parametrli Puasson jarayonining inatematik kutilmasi,
chekli o'lcfiovli tagsimotlari va kovariatsiya funksiyasi topilsin.

3. n(/)7 parametrli Puasson jarayoni bo‘lsin. Unga bog*-

ligsiz ravishda tanga tashlaymiz va ri(f) jarayonni quyidagicha aniq-
laymiz: agar tanga gerb tomoni bilan tushsa, r(t) = ()n(,\ aks
holda ~ (i) = (-1)n[fK1 deb belgilaymiz. {7/(f),f>0} tasodifiy jara-
yonning chekli o°‘lIchovli tagsimotlarini toping.

4. £ (?) =xsinojt —tasodifiy jarayonning matematik kutilmasi
va kovariatsiya funksiyasi topilsin, bu yerda co - 0‘zgannas chastota,
M X =\,pDx =0,2.

5. £ (t) = xe~’  jarayonning matematik kutilmasi va kova-
riatsiya funksiyasini toping, bu yerda x — tasodifiy miqdor,
Mmx =2,HY =0,01.

6. Agar {<£(/),fe 1) - tasodifiy jarayon. ae T - kompakt
to‘plamda stoxastik uzluksiz bolsa, u sliu to‘plamda ehtimol bo‘yicha
chegaralangan, ya’ni N —>co da

supP (l[(/)I> Alj->0
t&A
ekanligi isbotlansin.
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7. £(/)-stoxastik uzlukziz jarayon va g (x) - ixtiyoriv uzluksiz
funksiya bo'lsin. U holda g (|(0) ham stoxastik uzluksiz jarayon
ekanligi isbotlansin.

8. ¢, ()= ylg I{t) + ...+ tasodifiy jarayonning kovariatsiya
iunksiyasini toping, bu yerda gi(t),..., g.(t) — notasodifly funksiyalar,
vl yn—esa korelyatsiyalanmagan tasodifiy miqgdorlar bo‘lib, ular

mos ravishda d v...,dn dispersiyalarga ega.

9. £,(/) vag2(t)-K }t,s) va k~(t,s) kovariatsiya funksiyalarga
ega bo‘lgan ikkita bog‘ligsiz tasodifiy jarayonlar bo‘lsin.
ri(ty — ¢1(7)¢,(/) jarayonning kovariatsiya funksiyasi topilsin.

10. £(0 -tasodifiy jarayon o‘z giymatini vaqtning tasodifiy mo-
mentlarida o‘zgartiradi. Sakrashlar orasida ¢(t) ning giymati o°‘zgar-
maydi va bu giymatlarning har gaysisi, matematik kutilmasi 0 va
dispersiyasi cr2 bo ‘Igan bog“‘ligsiz tasodifiy migdorlardan iborat. Jara-
yonning matematik kutilmasi va kovariatsiya funksiyasi topilsin.

11. ¢ sohada vaqtning boshlang‘ich t=0 momentida «k ta
zarraclia bor edi. Zarrachalarning har qaysisi At vaqt oralig‘ida
i.lat-r 0(Ai) ehtimol bilan & sohadan chigib ketadi. Yangi zarra-
chalar paydo bo'Imaydi. Bu jarayonni tavsiflovchi tenglamalar sistt
masini tuzing. Uni yeching. Vagfning t momentida ¢ sohada boigan
zarrachalar sonining matenri.:;:  tilmasi va dispersiyasini toping.

12.Ppoya jarayoni. G hada c.m jaydir zan'achalar paydo
bolib, so‘ngra ular soham tark ¢ naydi. Agar vaqtning
boshlang‘ich /=0 momentida sohada n ta ;jarracha bo‘lgan bo‘lsa, u

holda vaqtning (t,t + at) intervalida zarrachalar soni ~ At +0(A/)

ehtimol bilan bittaga ko‘payadi, bu yerda a>0. Zarrachalar soni
ikkita yoki undan ko‘pga ko‘payish ehtimoli o(A/). Bu jarayonni
tavsiflovchi tenglamalar sistemasini tuzing. Uni yeching. Vaqtning t
momentida ¢ sohada bo‘lgan zarrachalar sonining matematik
kutilmasini va dispersiyasini toping.

13. Puasson jarayoni. Biror fizik sistema sanoqlita e 1,E2,E},...
holatlardan birida bo'lishi mumkin, shu bilan birga vaqtning ixtiyoriy
t momentida u o‘zining holatini o‘zgartirib, tartib ragami bittaga ko‘p
bo‘lgan holatga o “tishi mumkin. Agar at yetarlicha kichik bo‘lsa, u
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holda sistemaning (t,t + A?) vaqt oralig‘ida eit holatdan e«H gao'tish
ehtimoli aat + 0(A?)ga teng, buyerda A—musbato‘zgarmas son. Bu

jarayonni tavsiflovchi tenglamalar sistemasini tuzing, uni yechib, agar
vagtning boshlang‘ich /=0 moinentida sistema e 0 holatda bo‘lgan

bo‘lsa, vaqtning 1 moinentida uning en holatda bo‘lish ehtimoli
p,.(t) (ne N) nitoping.
14. ¢, —birjinsli Markov zanjiri va A tutashgaa holatlar sinfi bo‘I-

sin. A sinfhing barcha tutashuvchi holatlari bir xil davrga ega va lear-
ning hammasi gaytuvchan yoki hammasi nol gaytuvchan, yoki bo‘l-
masa musbat qaytuvchan holatlardan iborat ekanligini tekshirib ko ‘ring.

15. Vaqtga nisbatan bir jinsli bo‘lmagan Markov zanjirlari
uchun 7-teoremada keltirilgan kriteriy noto‘g‘ri ekanligini ko'rsating
Misol sifatida ikkita (0 va 1) holatli, o ‘tish ehtimoli

1/2,«= 0,/,je{ 0,1}, , 2
a) p'P = bypf = 1_" '"=3'n>0,

\o,

bo‘lgan Markov zanjirlari garalsin.
16. Agar wm(t) — Galton-Vatsonning kritik jarayoni bo‘lib,
fr(ty =1, /" (/)= ¢e (0,00) bo‘lsa, u holda

M/u (ty -1) = Js)\s=l = bt
ds

ekanligini isbotlang.

17. f.(/) - bitta zarrachadaa boshlangan va /(5) -m s' -hosil
giluvchi tunksiyaga egabo ‘lgan Galton-Vatson jarayonida t— avlod-
dagi zarrachalar soni bo‘lsin.

a) ju(0) +,u()-f..-+/u(x) yig‘indiniag hosil giluvchi funksiyasi
topilsin.

b) /'(1) =1, f(i) =be (0,ra) bo‘lgan kritik jarayon uchun

MUEMG) ™ va D, ' va *Dju{j) miqdorlar
V'=0 3 i=0 Vi =0 3 i=0
taggoslansin.

246



TEST SAVOLLARI

1. w(t) standart Viner jarayoni uchun quyidagi tasdiglardan
gaysi biri o‘rinli?

AL EW ()W (s)=tnax(t,s) B.EW ()W (s)=min(t,s)
C.EW ()W (s)=0 D. To‘g‘risi yo‘q.
2. {w,,t> 0} Vinerjarayoni bo‘lsa, w, ning tagsimotini toping.
A. N(o,t)y B.7V(ILI/2) C. n(l) D. n(0).
- a parametrli Puasson jarayoni bo‘lsa, P(£(l)=2)
hisoblansin.
A. B. C.To‘g‘rijavob yo‘q. b .7e-~aa-.

4. Quyidagi tasdiqglarning qaysi biri to‘g‘ri: {£(/),fe 7} va
{?;(),/e 7} tasodifiyj arayonlar stoxastik ekvivalent deyiladi?

A. agar barcha Q .t<= T laruchun q[t,co) = i](t,a>) bo‘lsa;

B. agar V7e Juchun =\ bo‘lsa;

C.agar We 1 uchun pr(t) =r)(t)1= 1 bo‘lsa;

D. agar deyarli barcha te T uchun ViseO; %(t,co)=rj(t.a))
bo'lsa.

5. {w(i),i >0} — Viner jarayoni bo‘lsa, w(2)-w(l)ning tagsi-
motini toping.

A. N(0,t) B. A{ 12)

C.n(l) D. Javoblar ichitic :g‘risi 30‘q.

6.{ >013} - a parametrli Puasson jarayoni bo'lsa, /(;;(/)=2)
hisoblansin.

-3 j -a
A — B. —e-aal C. — D. To‘g‘rijavob yo‘qg.
2 2° e 2 g Haver yed
7. Quyidagi tasdiglarning qaysi biri to‘g‘ri? va

{ir(t),te T} tasodifiyj arayonlar stoxastik ekvivalent deyiladi, agar:
A. We T laruchun p ~(t) » ri(t)) =1 bo'lsa;
B. deyarli barcha ie r laruchun V<ye Q; £(*t,co) = r}[t,co) bo‘lsa;
C. agarWe T uchun =)= lbo‘lsg;

D. barchacoed,te 7'laruchun (<»)=/7 (co) bo‘lsa.
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8. Noto‘g‘ri tasdigni toping:{ w (t)j > 0} Vinerjarayoni.

A.w (/)- w(s)e A (0,/-s);

B. w(Y) —bog-‘ligsiz orttirmali jarayon;

C. w(t) - statsionarjarayon;

D. m{t) - Gauss jarayoni.

9. {xnn-012,.3 - butun j =0,1,2,... giymatlami qgabul qi-
luvchi Markov zanjiri bo‘lsa. u holda x ¢ - boshlang‘ich tagsimot
deyiladi, . ..

A.agar p(xy=j)= p°.>0bolib, » pe, =1 bo‘lsa;
i

B.agar p(x0=j)= pPj> 0 bo‘lib, ="bo‘lsa;

C. I>(AT0=0) =1 bo“lIsa;

D. To‘g‘rijavob yoq.

10. Zarracha [0,3] oraligning butun nuqtalarida tasodifiy sim-
metrik daydiyotgan bolsin, bunda 0 va 3 nugqtalar yutib goluvcin

holatlar bo‘lsa, bunga mos kelgaii Markov zanjirining o'tish
m atritsasini yozing.

0 0] 0 0 11
0 0 0
A. B
0 12 0 X
0 0 0
1 0] 0 o 0
0 D. 0 Yi 0
0 0
0 J 0 1
11. { >0} —Viner jarayoni. w(2) —iv(l)ning tagsimotini

toping.
A. N(2)-N(1) B. n(3) C. n(2) D. 11(2)—n (1).
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12. {4(0,t>0]— a  parametrli Puasson jarayoni bo‘lsa,
P(E(l) =1) hisoblansin.

A — B. ae- C.-e~aa2 D. --
2 2 2

13. { T) jarayonning trayektoriyasi deb ...

A. £(to0) tasodifiy miqdorga aytiladi;

B. 1 funksiyaning grafigiga aytiladi;

C. £(?,&>,) furxksiyaga aytiladi, bu yerda cooe Q fiksirlangan
elementar hodisa;

D.¢ tasodifiy funksiyaning biror giymatiga aytiladi.

14. Quyidagilardan to‘g‘ri tasdigni toping.

A. Puasson jarayoni bogiigsiz orttirmali jarayon;

B. Puasson jarayoni Gauss jarayoni;

C. Puasson jarayoni statsionar jarayon emas;

D. Puasson jarayonining trayektoriyalari uzluksiz.

15. {xnn=20,1,2,...}3} - butun y=0,1,2,... giymatlami qabul
giluvchi tasodifiy miqdorlar ketma-ketligi Markov zanjirini tashkil

giladi, agar:
A. x, ->x x-» x 2—> munosabat o‘rinli boisa;
B. p(xn=j AAj=/) shanli ehtimol nga bogiiq bo‘Imasa;
C.p(xn=j /A 0=k0, X, =kx,..., Xp2=ky2, X~ =][)=
~-P(X, —j! X,_x=/;

D. Javoblar ichida to‘g‘risi yo‘q.
16. Zarracha [0,3] oraligning butun nuqtalarida tasodifiy sim-
nietrik daydiyotgan boisin, bunda 0 va 3 nuqtalar yutib goluvchi

holatlar bo'lsa, bunga mos kelgan Markov zanjirining ahamiyatga
molik holatlarini toping.

A. bnnday holatlar yo‘q B. 1va 2-holatlar

C. hamma holatlar D. 0 va 3-holatlar.

17. Qanday zanjirga yoyilmaydigan Markov zanjiri deyiladi?

A. hamma holatlari ahamiyatga molik boigan Markov zanjiriga;

B. bunday M arkov zanjiri boimaydi;

C. holatlari fagat bitta ahamiyatga molik boigan holatlar sinfini
tashkil gilgan Markov zanjiriga;

D. to‘g‘rijavob yo‘q.
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18. {w(i),i>0} - Viner jatayari s\x,y) - ikki oichovli

tagsimot zichligi topilsin.

C-"=exp{-(j’-.x)2/8} D. to‘g‘rijavob yo‘q.

19. {~(i),i€7]| jarayoa bogiiqs z orttirtnali jarayon deyiladi,
agar:

A. t0 <ty<t2;fe 7 uchun £ (/,)- ¢g(i0).q(t2)-~(t,) tasodifiy
miqdorlar bog ‘ligsizbo‘lsa;

B. uning kesishmaydigan kesmah rdan iborat boigan orttirma-
lari 0 ‘zaro bogiigsizboisa;

C. {<£;(/),/e r} tasodifiy miqdorla. sinfi bogiiqsiz bo ‘Isa;

D. to ‘g‘rijavob yo‘q.

20. Zarracha [0,4] oraligning bulun nugtaiarida tasodifiy sim-

metrik daydiyotgan boisin, bunda 0 “a 4 nugtalar yutib goluvchi
holatlar boisa, bunga mos kelgan Markov zanjinning o‘tish
matritsasini yozing.

X y i

o v, 0, 0 OYiOYiO
00/12/0 XO/%OO
1 0 0 0 0 00010
o o0 o 1 0050
100 0 o 'c 1000
0 v 0 O 20X 00
0 < 0 k O 00O0O01
0 0 =< 0 X 0 <0 x0
0o 0 0 0 1 000 10
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21. w{(/),/ >0} —Vinerjarayoni. w(3)-w(2) ning tagsimotini
toping.

A.A'(0,1) B. A(0,I) C.7V(2)-7V(1) D. FI(3).

22. Zarracha [0,4] oraligning butun nuqtalarida tasodifiy sim-
raetrik daydiyotgan boisin, bunda 0 va 4 nuqtalar yutib qgoluvchi
holatlar boisa, bunga mos kelgan Markov zanjirining ahamiyatga
molik boimagan holatlarini toping.

A 12,4 B. 1,2,3 C.0,4 D.2,3,4.

23.\x n,n = 0,1,2,...} —Markov zanjiri bir jinsli deyiladi, agar:

A-FAan)y=pv{n ~~) bo‘lsa;

B. p(xn=j/x ny=/) shartli entimol n gabogiiqg boimasa;
C. {x..n=0.1,2,..} ketma-ketlik bir xil tagsimlangan boisa;
D. javoblar ichida to ‘g ‘risi yo‘q.

24, 0} -a parametrli  Puasson jarayoni boisin.

P (4(2)=0) hisoblansin.

A. e 2 B. — C.- e aa?2 D. —
2 2 2

25.]1(/),/me r} va \ri(vj<= 11 tasodifiy jarayonlar stoxastik

ekvivalent boisa, uholda:

A. ulaming chekli oichovli tagsimotlari bir xil boiadi va
aksincha;

B. ulaming trayektoriyalari ham bir xil;

C. ulaming chekli oichovli tagsimotlari bir xil boiadi, teskarisi
o‘rinli emas;

D. yugoridagi mulohazalar ichida to‘g‘risi yo‘q.



VII BOB. STATISTIK MASALANING QO‘YILISHI

I-§. Tanlanma tushunchasi. Tanlanma fazo

Statistik izlanish asosida kuzatilmalar, ya’ni statistik tajriba

natijalari — sonli maiumotlar yotadi. Faraz qilaylik, biror tasodifiy
tajribani kuzatish natijasida «x1,..., xn sonlar olingan boiib, ularni
bogiiq boimagan va bir xil tagsimlangan x1,..., x n tasodifiy

miqgdorlaming qiymatlari deb qaraylik. U holda x( ' —(xx,..., xn)

vektor AT*n) = (x x,..., xn) tasodifiy vektorning qiymati bo‘ladi.
Matematik statistikada x v...,x n tasodifiy migdorlar n hajmga ega
boigan takroriy tanlanma YOKi shunchaki tantanma deb ataladi.
Bunda x «i> vektor tanlanma yoki kuzatilayotgan tasodifiy vektor deb
ham ataladi. 0 ‘z navbatida esa x; tasodifiy vektorlarni biror ¢ taso-
difiy migdorning har bir tajribadagi amaliy giymati deb ham qaray-
miz. Demak, kuzatilma deb giymatlari biror )oTc'novli fazoda
boigan ~ - x 1 tasodifiy miqgdor tushunilar ekan. Boshgacha
aytganda, biror (Q.,~,pr) ehtimollar fazosi mavjud boiib,

— Ichovli akslantirishdir. Bu yerda Q —elementar
hodisalar fazosi, s/ — hodisalar er-algebrasi va p — ehtimollik. q
tasodifiy miqdorning asosiy xarakteristikasi — uning da anig-
langan quyidagi tagsimotidir: p(B) = P(~e B), Be 6% . Matematik
statistikada e tagsimot noma lum boiib, u biror malum {.P} sint
(oila)ga tegishli deb hisoblanadi. Bu yerda (q.,ss,P) uchlik yor-
damchi rol o‘ynaydi va uni ko‘p usullar bilan tuzish mumkin. Masa-
lan, =£&, P{B)=P (R) Va c(co)=co desak, g tasodifiy
migdor (.-.v ,wvy ,p* ) da aniglangan boiadi. Demak, A*'ltanlanmani
(:ti- {m .5? <"i,p¢+) tanlanma fazodagi elementar hodisa deb garash
mumkin. Bu yerda Jg‘("F.i;Tx..x .Of>  ~in) to‘plam .~ @ dagi
to‘plamlarning Borei c-algebrasi, p n esa A*’1Ining B=8\x ..X B, da
aniglangan tagsimoti va Bg. ¢i(f. Qulaylik uchun keyinchalik p (']
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tagsimotning yuqori indeksini tushirib goldiramiz. Yuqoridagidan
kelib chiggan holda quyidagi tenglikni yoza olaraiz:

B) = P (Xte Blt..,.Xne Bn)=f\P { X * B,).

Yugorida aytilganlami cheksiz hajradagi tanlanma uc ham
ginli anligini ta’kidlab  oiamiz. Bu holda % ni
% ess) Ning dagi proyeksiyasi deb tushunamiz va
A**ga mos tagsimotning mavjudligi esa Kolmogorovning moslangan
tagsimotlar hagidagi teoremasidan kelib chigadi.
Biz yuqorida keltirgan tushunchalar £ - tasodifiy vektor bo‘l-
ganida ham o‘z kuchmi saqlaydi. Demak, agar ¢ —tasodifiy vektor
boisa, uholda zi' =R m), m > \.

2-8. Empirik tagsimot. Glivenko-Kantelli teoremasi

Maiumki, ixtiyoriy ¢ tasodifiy migdoming tagsimot funksiyasi
F(x) =P (4 <x),xe R orqali aniglanadi. Har bir x da F nomaium
bciganligi sababli hodisalar ehtimollari turg‘unligi xossasiga asos-
langan holda {£<x-} hodisa ehtimolini A*¥” tanlanma orqali uning

nisbiy sanog‘iboigan r n(x) - empirik tagsimot bilan yaginlashtirish

mumkin. Empirik tagsimot funksiyani indikatorlar yordamida quyi-
dagicha aniglaymiz:

Fn(xr)y=~n =l¢l(Z2,. <*), R,

n nt\

bu yerda 1(a) orgali A hodisa indikatori belgilangan. Demak, v,,(x)
sanoq x dan katta bo'Imagan x, lar sonini bildiradi. r, (x) funksiya

X\, X 2...,x, giymatlarini — ehtimol bilan (agar x; lardan biror k tasi
n

ustma-ust tushsa. u holda bu giymatni — ehtimol bilan) gabul giluvchi
n

diskret tasodifiy mic|doming tagsimot funksiyasidir. Har bir fiksir-
langan x nuqtada r , (x) bir xil binomial tagsimotga ega boigan taso-
difiy migdorlaming o‘rta arifmetik giymatidan iborat boiganligi
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uchun uning matematik kutilmasi va dispersiyasi quyidagicha anig-
lanishini ko ‘rish giyin emas:

W (X, <x)=F(x), 1)
n /=i

D F ti(x)=-AfiDI(Xi<x)=-F(x)(1-F(x)). 2
n =l "
Demak, (2) ga asosan Chebishev tengsizligiga ko‘ra, har bir x da
F,,(x) tasodifiy migdor ketma-ketligi sifatida F(x) ga ehtimol
bo‘yicha yaqinlashar ekan:

vis >0 uchun M1r, (x)-F(x) [>e) —> 0. (3)
«->e0

Agar Borelnitig kuchaytirilgan katta sonlar gonuniga asos-
lansak, quyidagi kuchli da’voga ega boiamiz.
1-teorema. Tanlanma hajmi «—o00 da
w 1 ehi
F.(x)->F (x). 4)
Bu yerda bir ehtimol bilan yaginlashish p) uchlikdagi
P=Fi' 1taqsimotga nisbatan tushuniladi.
Isboti. Empirik tagsimot fuaksiya aniglashishiga koia,

N <«,,0. deb olSak,
i R

M =~tT .K x ,< x) boladi. Empirik tagsimotning (1) va (2)
k 1=

xossalariga 3co‘ra:
MFk2(x) = F(x);

ks 4/rg
= Ao
Bu yerda k =«k{n) va n—>0 da k —»oc. (5) dan Borel-Kantelli
Tent
lemmasiga asosan F (X) -~F(x). \ik, k = k(ri) uchun:

k2<«<(&+-\y = k2+2k +\. 0<n-k~ <2k boiadi.
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né2 n n n k2 K
Demak,
VF L (X)) -F{x)\<\Fn{x)-Fki (x)|+TFk2(x)-F (x)]<
(.y A 1 eht
<~+\VFk2(x)-F(x) |->0.
r\
(4) yaginlashish har bir x nuqtada o‘rinlidir. Ammo F, {x)

tagsimot uchun yuqoridagi teoremadan ham kuchli boigan da’vo,
ya'ni (4) yaginlashish aslida barcha ie r wuchun tekis bajarilishi
hagidagi quyidagi Glivenko-Kantelli teoremasi o‘rinlidir.

2-teorema (Glivenko-Kantelli). Bk ehtimol bilan

SUPp F., (x)-F(x) — ->0.
Isboti. zjm orgali x larning shunday eng kichik giymatini bel-
gilaymizki, F(x - ())< — < F (x) tengsizlik o‘rinli boisin. Quyidagi
m
hodisalarni liritamiz:

CJn, (zdn\ ; I F izjm)}, Cjgn={f, (zjm+o0)~F (zJdm+0)},

1-teoremaga asosan p(c-m)=p(c*)= 1. Agar C*=C7 PICT desak, u

m (
holda cm=1f)c ym =J SUP F<‘(zjm =+ 0) - F(zjm £0) — OL bu yerda
/A1 (< /<«

F(x+0)=F(x), Fn(x +0)=Fn(x). Endi ikkilanganlik prinsipiga
asoslansak,

P(Cm)=P (\jcjm)< £ pP(cjm)=0.
! A
(0]
Bu yerdan p(cm)= 1. .Xuddi shu usul bilan c= (~-3cm hodisa uchun
H

i§C)i ekanini ko‘rsatish murnkin. Endi xe (Zﬁzj-ﬂjfﬂﬂ nuqtalar uchun
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F(zfm) < Fix) < F(VIM, Fn{zjni) <F,(x) <

va harbir zjm<zj+imuchun 0< F (zJ+lw)-F (zjm )< - .Demak,
F.(X) - F(x) < F.(zi+lm) -F (Z:+1+-0) <F.(zMfn)- F(zjm) +i

va F,(x)- F(x)>Fn(z )-F(zd+Im)>F, (zjm)- F (zjm)- -j-.
Bu yerdan ixtiyoriym uchun

s RO FRF (e ) - F(rx )

ekani kelib chigadi. Demak
P\ sup Fn(x)- F(x) ->m0 >P(C)= 1

Empirik tagsimot funksiyani x in) tanlanma elementiari tartib-
lansa, hisoblash uchun qulay koiinishda ifodalash mumkin. Bulling
uchun tanlanmaning x1,x1,..., x n elementlarini o ‘sish tartibida joy-

lashtiramiz va gaytadan ragamlab chigamiz. natija.da biz quyidagi
variatsion gator deb ataluvchi to'plamga ega boiamiz:

X< X (2)<...< X (ii), (6)
buyerda X {y= minlX,,...,"},

x m = max|min{ x ~,x M..., }z=1

X(,,= max {XP....Z,}.

(6) variatsion gatomi x Io elementi /-tartiblangan statistika (yoki
varianta) deyiladi. Bunday qgatomi amaida olingan v ’=(xlv...Jf,)
tanlanma elementiari uchun ham yozish mumkin:

XM < x@ < ..< x(n). (6"

Eradi (6") to‘plam yordamida P,, (X) ni boshga ko‘rinishda yoza
olamiz:

0. x<x(l),

W X< x< VC-|)’

17 x> xM.
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Demat, F,(x) grafigi zina shaklida siniqg chiziglardan iborat
bo‘lib, har birx¢ nuqtada uning sakrash kattaligi —ga teng ekan.
n

Tanlanma hajmi ortib borishi bilan empirik tagsimot funksiya-
ning nazariy taqsimot funksiya Fr(x)ga yaqinlashishi grafiklarini
solishtirishdagi ko‘rinishi quyidagi rasmda keltirilgan.

n=10 n=25
10
08
06
04
02
5 D 5 Y4 5 10 15 20
n=50 n=10
10
18
K9)
34 /
2
t*
5 10 I f
n=250 n =500
10 10
3 08
¥ |/ 06
K7} / 04 v
2 | | 02
5 10 15 D 5 10 15 20

n=1000 n=2500



3-8. Tanlanma xarakteristikalar

x {2) tanlanmaning turli oichovli funksiyalari, xususan, empirik
tagsimotga bogiiq boigan oichovli funksionaliar odatda tanlanma
xarakteristikalari deyiladi. Ular orasida keag qo‘llaniladiganlari
tanlanma (empirik) momentlardir.

&-tartibli boshlang'ich tanlanma moment deb,

vnk= IX ciFn(x)~=Y jf qgiymatga aytiladi.

k -tanibli markaziy tanlanma moment deb,
- £ N jn
mnk = J(X ¥ V,i) dF, (x) = (Xj - v nX) giymatga aytiladi. vn
M=t
- —_ | «
va mn2 lamimaxsus x va s lar orqgali belgilaymiz: x = vnl =—V x t;
7 it
2 17/ — . . .
5"=mn2 = — —X]j . Bu momentlar tanlanma o‘rta giymati va

dispersiyasi deb ataladi. Statistik masalalarda turli tanlanma xarak-
teristikalaridan foydalaniladi. Odatda amalda ko‘proq goilaniladigan
xarakteristikalar quyidagilardir:

1) tantanma qulochi: R = X {nj- x,A tanlanmaning son o‘gida

ganchalik uzoqglikda joylashganini ko ‘rsatuvchi kattalik;
f. x(m)> n=2m -1

2) tanlanma medianasi: Me =<

variatsion gatoming o‘rta giymati;
3)p-tartibli tanlanma kxantili ¢~-x~, [=[«/>]+1. Xususan, n -

toqg vap= — bo‘lsa, c(/2=Me - tanlanma medianasi;

4) moda: Mo variatsion qator elementlari orasida eng ko‘p uch-
raydigani.
5) k-tartibli absolut moment'. dnk = JX*<dF, (x)= — fow
n =
k-tartibli markaziy absolut moment.

S,k= jx-vnlf dFHx)=j-f1Xi -V,,|* .
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6) variatsiya ko effitsiyenti. V=2-100%, bu yeida S = yfs2.

»3
s3

T)asimmetriya: As =

8) eksses: E = ;7?4 —3 .

Yuqorida keltirilgan tanlanma momentlar umumlashmalarini
ham ko ‘risli mumkin. Bulardan biri

- - ( ® - 1 fi «
Jg(x)dF.,(*) =A-Sg (")

@ y v'id
fiinksionali bo‘lib, blinda n va ¢ lar biror o‘lchovli fimksiyalar.
Quyida tanlanma xarakteristikalarning yaqinlashishi to‘g‘risidagi
teoremani keltiramiz. x [n)tanlanma tagsimot funksiyasi F(x) bo‘lgan
tagsimotdan olingan b o ‘Isin.

3.1-teorema, /« ,(F,) uchun n 00 da quyidagi munosabat
o'rinli

N A\ leht

Bu yerda ju(r) mavjud va n funksiya ™ x} nuqtada uzluksiz deb

hisoblanadi.
Isboti. M(F') = hi Jg(.rWF(x)) bo‘lsin, u holda
SiF .)-fgM dF.(*> =-2>Ne > - bog'ligsiz tasodifiy m gdor.ar

yig'indisi va uning matematik kutilmasi ™M g(x})= jg(x)dF(x) ga

N

teng. Kuchaytirilgan katta sonlar qonuniga asosan SIFm\-> M g (x*).
Agar A=1ix1In:S{Fnr-2~M g (xx~ bo'lsa, p(aA)=1va x IHe A da
S(F,) -=>Mmg{x\), /[7T"5°(F,))->/7(Mg(A')). Demak, a to‘plamda

pn{Fn) " (F ).

Bu teoremadan tanlanma momentlari n -» 00 da 1 ehtimol bilan
mos nazariy momentlariga yaginlashishi kelib chigadi:
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_ 1 leht. | 2 leht-
Xususan, n=—Y x. ->Mx, ;s2=—Y (xi-x) -*DX,.
n bi\ «tiv '

vn BOBGADOIR MASALALAR

1. Tavakkaliga tanlangan 30 ta talabalaming bo‘y uzunliklari-
dan iborat quyidagi tanlanma berilgan:

178 160 154 183 155 153 167 186 155 163
157 175 170 166 159 173 182 167 169 171
179 165 156 179 158 171 175 173 172 164

Ushbu tanlanma uchun interval variatsion gator tuzing.
2. Chastotali tagsimoti berilgan tanlanmaning empirik tagsimot
funksiyasini toping:

a)
X 15 16 17 18 19
», 1 4 5 4 2
b)
X 2 3 5 7 8
ni 1 3 6 5 1

3. Quyidagi tanlanma nchnrv

«i 0 1 2 3 4 5 6 7 8
8 14 20 25 30 24 16 12

nisbiy chastotali gistogramma yasang.
4. Quyidagi tanlanma ucliun:
X -3 -2 -1 0 1 2 3
ni 2 4 5 6 5 2 1
poligon yasang.



5. Quyidagi tanlanmaning oita giymati va dispersiyasini hisob-

lang:
Interval 34-36 36-38 38-40 40-42 42-44 44-46
chegarasi
n, 2 3 30 40 20 5

6. Agar har bir variantani: a) d songa Kkattalashtirilsa (yoki
kichiklashtirilsa); b) k marta kattalashtirilsa (yoki kichiklashtirilsa)
tanlanma o‘rta qiymati va dispersiyasi ganday o ‘zgaradi?

7. Talabalardan 24 savoldan iborat test sinovi o‘tkazildi. Ushbu
test natijalariga ko ‘ra talabalar quyidagicha tagsimlanishdi:

T 042 1214 1416 1618 1820 2022 22-24

javoblar soni

Talaba.llar 2 4 8 12 16 10 3
soni

Tanlanma sonli xarak teristikalarini hisoblang.
8. Xi,...,Xn tanlanma tagsimotdan olingan bo‘lsa,
_ 1 -
x=—Y X j statistika uchun Mx.Dx larni hisoblang.
"t
9. Xi,...,Xn tanlanma .V~0,,02) tagsimotdan olingan bo‘lsa,

i »
x=-J Xj statistika uchun M1, DX larni hisoblang.
n M
10. Xt,...,Xn tanlanma Rr[6{,92\ tagsimotdan olingan bolsa,

X0) = min{ArL....Xn\ statistika uchun MXm,DXm lami hisoblang.
11. X,,...,Xn tanlanma tagsimotdan olingan bolsa,

XM =max{X],...,Xn} statistika uchun MX]n),D X (n) larni hisoblang.
12. Xi,...,Xfl tanlanma 7V(0,,02) tagsimotdan olingan bolsa,

s2=-Y

(xi - X) , s~ =—LVIA” - x) statistikalar uchun MS2,
«tia ' ' ’

MS larni hisoblang.
261



VI1Il BOB. NOMA’LUM PARAMETRLARNI
BAHOLASH

I-§. Statistik model. Statistika

Ma’luniki, x' 1 tanlanma (.tf @ o‘lchovli fazorii
yaratadi. (&1s (m & () fazoda tagsimotlaniing {p} oilasi aniglangan.
bo‘lib, har bir fiksidangan p tagsimotda ( > m,:vI p) uchlik
tanlanmafuzo deb ataladi.

I-ta’rif.(-5/> > {P}) uchlik statistik model deb ataladi.

Agar p\ oila parametrlashtirilgan, ya’ni biror noma’lum
vektor yoki skalyar paratnetr 9 anigligida {re fle ©- koiinishda
berilgan bo“lIsa, u holda (& 'in), £ r{m{Pe,6e. 0 }) uchlik parametrik
statistik model deb ataladi.

Umuman, paramétrai mos ravishda tanlash yordamida tagsi-
motlaming {p\ oilasini har doim parametrlashtirish mumkin. Shu
sababli. biz asosan parametrik statistik modellamikoiamiz.

(n), {p9, (% 0})modelni ko‘raylik. Agar barcha oe ¢
parametrlar uchun pq olchovlaru oichcvga nisbatan absolut uzluksiz
boisa, ya’'ni u(s)=q ekanidan pe(B)=0, <€ 0 ekanligi kelib chigsa,
53 da aniglangan cr-chekli // o'lchov tagsimotlarning \pr. 6e 0}
oilasini dominirlaydi deyiladi. Bu holda Radon-Nikodim teoremasiga
ko‘ra n ga nisbatan f(x,6) = E—(x) tagsiinot zichliklari inavjud va

d/u
barcha se /gy lar uchun

Pe(BR )= \f{x,6)ii{dx).
B
Biz v o‘lchov sifatida yoki Lebeg o’lchovmi (absolut uzluksiz
tagsimotlar uchun) yoki sanoqli o ‘lchovni (diskret tagsimotlar uchun)
ishlatamiz. Bunday xossaga ega boMgan p va // »‘Ichovlar uchun biz
{Pe, de ©} <scu belgini ishlatamiz. \p; , oe 0} oila uchun dominant
o‘lchovlami ko‘p usullar bilan tanlash mumkin. Masalan, agar uj va u:
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shimday o'lchovlar b o “1sa, u holda most (x,6) vafi(x,o0) zichliklar 9 ga
bog‘liqg bo‘Imagan ko ‘paytmagagina farq giladi:
dF&  ;(x) =/~ x B ) ji ™ mx)=/, (x;9)"

d(/*1+M2) d (M1+H2) d{H\+P2)
Statistik izlanishlar uchun bunday o"lIchovlardan qaysi birini

tanlash ahamiyatga ega emas.

{/J,6e0}«/i bo'lsin. U holda aniglangan
[pg - Pjn),0e &} O°‘lchovlar oilasi dagi n () =juxmmx// 0°‘lchovga
nisbatan absolut uzluksiz bo‘lib, uning ehtimollik zichlik funksiyalari
oilasi quyidagicha aniglanadi:

dP~n” n i
-Jb-(x(",)=/1, (X(->;8)=n/(*1i;0); (*(rt),0)er'x O .fl)
» c:i
Bizga ihtiyoriy (£//2/+) o‘lchovli fazo berilgan bo‘Isin.
2-Ta’rit'. statistik modeldagi ihtiyoriy
To(st (\NMF () — ,'21) 0'lchovli akslantirish statistika deyiladi.

Demak, tanlanmaning ihtiyoriy o‘lchovli 7=71(x>1 funksiyasi
statistika bo‘lar ekan. 0 ‘z navbatida T statistika <?l4Q1)
statistik modelni yaratadi. Bu yerda Q(A) = pP(T~'(A)) - T-statistika
yaratgan tagsimot, Ae<?/. Masalan, variatsion gator
(x ¢ t x(njstatistika bo“‘ladi.

3-Ta’rif. ( (M,e83{rpe , 6e 0 }),0Cé&'5cksponensial
statistik model deb ataladi, agar f(x,9), 6 = (6v---,6j zichlik
funksiyasi ko‘rinishi umumiy o‘lchov v uchun quyidagicha bo‘lsa:

f(x,6)=/?(X)eprr* Ai{0)ti(x) + B(9) Y (2)

(1) va (2) tengliklardan ko ‘rinadiki, ~"'tanlamaga mos kelgan zichlik
funksiya ham eksponensial oilani tashkil etadi:

fn{¢n),9 )=\ (X(n))eXD“I1 4 (0)7;(x(n))+ns<6>3 (3)
m

bu yerda nn (x(,,)) = fl]ﬂ_h (xi); 71(x(n))= (xj). (3) model uchun

T=(T\,...,T,) statistikaga misol bo‘la oladi.
263



Misollar.
1. &t m=r¢\ M (" esa r@dagi Borel to‘plamlari o-algebrasi

va p=pp tagsimot quyidagi n o'lchovli tagsimot funk-
siyasi bilan aniglanadi. Agar biz bir o‘lchovli F tagsimot funksiya-
sidan uzluksizlik, simmetriklik. ... kabi biror xossalarni talab gilsak,

¢(pf} sinf tagsimotlaming parametrlashtirilmagan (yoki noparamet-
rik) oilasirxi hosil giladi. Demak, (rw), 6s inn { F}) statistik model
bo ‘ladi.

2. {Pe 0} oila zichlik funksiyasi a —siljish va a — masshtab
parametrlari bilan berilgan bo ‘Isin:

f(x;6)=a/>\(—<y ?, 9 = [ct,<j)e O.

Bu yerda p(x) berilgan zichlik funksiya, a >0, - o<,t<e&,
06Ax(0,co). Bunday tagsimotlarga N (a,a;)-normal tagsimotlar
oilasi misol bo‘la oladi. Bu oilaning si~in~r'"1dagi zichlik iiinksiyasi
ko ‘rinishi:

sj(27t)" 1 2cr =1 a-2 /=1 2ct” J

Demak, (3) ga asosan normal tagsimotlar oilasi eksponensial
oilaga misol bo‘lar ekan.
3. 1-misoldagi {pF} tagsimotlar oilasi absolyut uzluksiz bo‘lib,

t = F ~ z;ichlik funksiyasi bo‘Isin. X In]) statistika
variatsion gatordan iborat bo‘lsin. U holda 1 statistika yaratgan {o}
tagsimotlar oilasi quyidagi zichlik funksiyasi bilan beriladi:

n!TT/(*,-), t< <t .
M (5)
‘Io, aks holda.

2-8. Statistik baholash masalasining go‘yilishi.
Talofat va risk funksivasi

" (M {p"n,6&0 }) statistik model va
(#):(©,03 o‘Ichovli funksiya bo'lsin. Noma’lum para-
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metr 6 ni x "Ml= (Xx-~y,..., x n) tanlanma bo‘yicha baholash masalasini
Ico‘ramiz. cp(6) Liehun baho sifatida giymatlari to‘plami LIV
bo‘lgan tanlanmaning ixtiyoriy funksiyasi 1 (x in') ni olish mumlcin.
JM xJv to‘plamda anigiangan w(u,v) - musbat va haqigiy giymat-
lami gabul giluvchi i unksiya bo‘Isin.

cp(6 )ning o‘rxiiga uning bahosi T (x in])dan foydalanganda
ma’lum yo‘gotish (talofat)ga yo‘l qgo‘yamiz. Bunday yo‘qotish
W (T (Xi),0)x\\ talafatfunksiyasi deyiladi. Talofat funksiyasini turli
ko‘rinishlarda berish mumkin. Quyida ulaming ayrirn ko‘rinishlari
keltirilgan:

W (T{x (>),6) = (r(X ,n)-06)2- kvadratik talofat;

W{T(Xw),6)=\T{X{n)-e\ - absolyut talofat;

JV(T(XM),6) = \T(x<n)-e\P - Lptalofat;

agax 9 =T (X W) bo‘lsa, w (T(xw),0)=0, yoki agar
9 * T (X In)) bo‘lsa, fv (T (x ()),0) =1 - nol-bir talofat;

W (T (X (n),0) = I(\T(xM)-d\>c) - katta tarqgoqlik talofati;

IV(T(X{)),9)= JInfA 'Y Y /(x;9)" - Kulbak-Leybler ta-

lofati.

Yuqorida keltirilgan talofatlar funlcsiyalari orasida kvadratik
talofat funksiyasi ko‘p qo‘llaniladi.

Statistik baholash nazariyasida quyidagi xossalami ganoatlan-
tiruvchi talofat funksiyalaridan foydalaniladi:

D) w(u,V)=wcu —V);

2) funksiyar sda anigiangan va manfiy emas, bu yerdas -
parametrik to‘plam o ‘Ichami;

3) k funksiya simmetrik: w(-«)=w(w);

4) barcha ¢ > & uchun{u :w{u) < cjto‘plam qgavariq.

Bunday w{it) funksiya ham talofat funksiyasi deydladi.
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Talofat funksiyasi w (T {x "i),0) ning matematik kutilmasi
RIVIT,6)=M e(W {T(XM),6)) (1)
risk (tavakfcallik) funksiyasi deyiladi.
Risk funksiyasi yordamida (pig) uchun bahoiarni tartiblash
mumkin: agar Ve 0 uchun rw ,6)<RU{T2,9) bo‘lsa, 11 baho
T2 ga nisbatan afcalroq bo°‘ladi.

3-8. Yetarli statistikalar

0<=0 }) - Statistik model va & s (» dagi re

tagsimot yordamida tuzilgan po{x '":e B i T (x {n)) } shartli tagsi-
motbo‘lsin, Be <>,

4-ta’rif. Agar pre(x'n>e B /T1) shartli tagsimotning 9 ga
bo‘g‘liq bo ‘Imagan varianti mavjud bolsa, u holda T(26") statistika
vprino<e 0} oila (yokie parametr) uchunyetarli statistika deyiladi.

Demak, 1 yetarli statistika bo‘lsa, 7=t sirtda aniqlangan shartli
tagsimot 6 ga bog'lig bo‘Imas ekan. Buesa 0 ‘z navbatida 6 parametr
hagidagi barcha ma’lumot 1 statistika gqiymatida ekanini anglatadi.
Amalda, agar biz noma’lum pre tagsimot haqgida biror xulosa qil-
mogqchi bo“lsak, buning uchun katta hajmdagi )fr) tanlanma o ‘rniga
yetarli statistikani qo‘llashimiz mumkin. Tabiiyki, yetarli statistika
o‘lchami tanlanma o‘lchami n ga nisbatan kichik bo‘lishi zarur. Biz
yuqorida yetarli statistika uchun keltirilgan ta’rif parametrlash-
tirilmagan tagsimotlar oilasi uchun ham o‘z kuchini saglaydi.

Misollar.
1. 1-8 ning 3-misdfldagi variatsion gator yetarli statistika bo“-

ladi. Hagiqgatan,

— agar x00 nugta t(n) )ning
n\

fo(x n)IT (xi>)=t>n>) =j biror o‘rinalmashtirishidan iborat bo‘lsa;
0, aksholda,

|
Ya’ni tenglikning o‘ng tomoni f ga bog‘lig etnas. Demak,
F=(X(®),..., X (b)) yetarli statistika bo‘ladi.
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tanlanma s parametrli Puasson tagsimotidan olingan
bo'lsin. U holdade 0 = (O.=0) uchun

)

bu yerda xij= 0,1,...; i=1,....,n. Puasson tagsimoti ushun 1 :'/_"1Xj
yetarii statistika ekanini koisatamiz. Buning uchun Aa> vektm;]ing
,«. sirtdagi tagsimoti s ga bog'lig emasligini ko‘rsatamiz.
i=i

Quyidagi shartli ehtimolni hisoblaymiz:

Pe (X (n)=xin) ,T(Xin))=t) _ R {X(n)=x(n)) _

T(X{n))=t Pe (T(X(n))=t) RO (T(X"n))=t)
re-*> (r£)' ' n 1 n
). P{X0=x, ) BT TT.
ix, =t
pe (iX.,=1) 2>,
=
n'nx,". Vi:'

=

Oxirgi ifoda s ga bog‘lig emas. Demak, 1 = A X statistika o
=

uchun yetarii statistika ekan. |

Yetarii statistikasining mavjudligini Neyman-Fisheming quyi-
dagi faktorlashtirish teoremasi Yyordamida osongina tekshirish
mumkin.{ re,6e 0 }«: /n bo‘lsin.

1-teorema. 1 statistika 6 parametr uchun yetarii statistika bo*-
lishi uchun (x(n) ;i?) zichlik funksiyasining ju<) o°‘lchovga nisha-
tan deyarli hamma yerda quyidagicha ifodalanishi zarur va yetarlidir:

L,k ("):0) = TAT (Xx(*0)A (x"). @)
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Bu yerda W..>0,nn> 0 funksiyalar mos ravishda- va i")da

va ~ “’-oMchovli va fagat 0‘z argumentlariga bog‘liq furLksiyalardir.
Isboti. Biz fagat diskret va absolut uzluksiz hollami ko'ramiz.

Diskret holda se6 "~-sanoqli (/; “’-sanovchi o‘lchov)va jn R )=
= Pe (X (n> =x (n>). Biror r-statistika uchun pe (T (X (n) = T (x{n)))>0

bo‘lib, (2) tenglik o‘rinli boUsin. U holda jJ*"1 TY DT (x"1)}=

=| x 'n>- jc(*° j ekanini e’tiborga olsak,

"X <*) = jL*)/ } PR(x = x {n))
T(X(*>)=T(X{™) ) BO(T(XN)=T*<»>))
f,,(x{n);6) _ hnU n))
| fAy[n)-R) X K (/n))
(e =7 ">)=r@ ) £ai>r (1 ">)=T(xIn>)

Oxirgi ifoda 6 ga bog'lig emas. Demak, 7 - yetarli statistika
bo‘ladi. Aksincha, T — yetarli statistikabo‘lsin. Uholda

f.tf";0) = FAX,=*w, T(Xn) = )=

Shartli ehtimol <Oga bog‘ligemas. Uni nn (V "1) orqali va 2- eh-
timolni 4/r (r(jc(,));0) orqgali belgilasak, (3) olrinli bo ‘ladi.

Endi absolut uzluksiz bo‘lgan holni qaraylik. Bu holda
fn(x<n,8) funksiya J~ (n)dagi //"'-Lebeg o‘lchoviga nisbatan zich-
lik funksiya bo‘ladi. Faraz qilaylik. T —(xJt...,xr), r<n(r>n

bo‘lgan hol ma’noga ega emas) bo‘lsin. X(nda aniglangan biror
5 =(S%...,5,,_r) stadstika tanlab (7t~,....,7r , 5'1...,5f_,.)-vektor sta-
tistika uchun quyidagi shartlami bajarilishini talab gilamiz:

almashtirish o‘zaro bir giymatli bo‘lib, ™ va s ning birgalikdagi
g Ds {w.v) zichlik funksiyasi mavjui bo‘lsin. U holda, ma’lumki,

x s=va (7.s) ning zicliik funksiyalari uchun
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147, (x™ 9)=97s (t (X()),s(x{">)), 4)
tenglik o'rinlidir. Bu yerda 3 i 0 - almashtirish yakobiani. Endi S ning
7 sharti ostida zichlik funksiyasi, mahraji 0 dan farqli deb faraz gilsak,

S .s,
PSGTzl :Vl >*--’?Vn—r I) - t Sgg (ft / 'Vtt vt
ige' (h™er M—"v»-r)™i A-r
tenglik bilan aniglanadi. (3) o'rinli bo‘lsin. U holda (4) va (5) teng-
liklardan
psT=<(v) = 'V-Affi)KAY\A =
(JE)*, (x(m))IIMV N (x(n)) liliv:
Oxirgi ifoda ¢ ga bog‘lig emas. Demak, 5 ning va o ‘z navbatida

A*’'ning 1 ga nisbatan shartli tagsimoti 0 ga bog‘lig emas. Bu esa 1 -
yetarli statistika ekanini anglatadi.

Aksincha, T - yetarli statistika bo‘lsa, pg ' 6 ga bog‘liq bo‘l-
maydi. Bu holda
f(x(n);6)= BPesiT=* (y) Jg\I's (t,v')dv".

Endi bu ifodadagi integralni W n(r;0) orgali va golgan kasrni
hn{x¢] orgali belgilasak, (2) ifoda hosil bo ‘ladi.

Misollar.

3. 8-bobning 1-8 dagi (3) fonnuladan ko‘rinadiki, eksponensial
model uchun Tt=(7[,...,Tk) statistika yetarli statistika bo‘lar ekan.

Demak, (3) ifodani ganoatlantiruvchi Puasson, Bemulli, normal,
masshtab parametri bilan berilgan ko‘rsatkichli va shu kabi ekspo-
nensial oilalar uchun biz faktorlashtirish teoremasiga asosan yetarli

statistikani osongina aniqglashimiz mumkin. Masalan, (4) ga asosan
fu n N
normal tagsimotning 0=(a,<j2) parametii uchun
Vel H
vektor yetarli statistika bo ‘lar ekan.
4. (0,,i9,)oraiigdagi tekis tagsimot zichlik funksiyasi:



Tanlanma zichlik funksiyasini variatsion gatorning x (\ x (n
elementlari va indikator funksiyasi yordamida quydagicha ifodalash
mumKkin:

[, (*(">;0)=(02-9 1)-"1(61 <x(l)<x(n)<62).

Demak, (2) ga asosan fn(x[n] ;£) =¥, (X@ .x(n) ;d\hn(x[ )=1
va T = {x ~,x [n) vektor 9 = (0,,92) uchun yetarli statistika bo'ladi.

5. (5) formuladan ko‘rinadiki, zichlik funksiyaga ega boigan
ixtiyoriy tagsimot uchun tt=(xq,..., x {n)) Vvariatsion gator yetarli
statistika boiar ekan. Uni odatda trivial yetarli statistika deb ataladi.
Umuman, 12 = x'** tanlamaning o‘zi ham ixtiyoriy tagsimot uchun
trivial yetarli statistika bo‘ladi va siru sababdan 7] va T,lar ekvivalent
bo'ladi. Shunday tagsiniotlar ham borki, ular uchun 1. yoki Tt2dan

boshga yetarli statistika mavjud emas. Masalan. o ={a,ci~ )
parametrli quyidagi Koshi:
f (x;0) :—------------------V-,tzir|<oc ,6(E Q =Ax (0,00)

reer S .

tagsimoti uchun (2) tenglik (xin)\9) = # tt (xIr,»\0), hn(xi>]) - 1

bo‘lgan holdagina o ‘rinli bo‘ladi. Xususan, agar a =0 va 8 =<r2 boi-
sa, u holda t (x;9) =t (-x;6) ya’nitagsimot simmetrik bo‘ladi va (2)

tenglikdan 7 =|VY,2 ) yetarli statistika ekanligi kelib chigadi.
4-§. jVIiukammal, «,ud va iiiiiiiiiial yetarli sittiistikalai
I-ta’riff. o'lchovli fazoda aniglangan {qe .0e 0}

tagsimotlar oilasi mukammal deb ataladi. agar ixtiyoriy ¢2/ o‘lchovli
<p(y) funksiya Uchun

\(p(y)Qd (t/j) =0,6»e0. (1)
tenglikdanj o #} ga nisbatan deyarli hamma yerda (p{y) - 0 ekanligi

kelib chigsa.
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2-ta'rif. ( r ‘1j fm{Pse.se 0}) statistik modelda aniglangan,
I")—(m/l 1y ) statistika mukammal deb ataladi, agar

uning
QB (A) = Pe(x(n) :T(xin))e A), Ae U ,

ehtimollar tagsimotlari oilasi mukammal bo ‘Isa.

Agar 1-ta’rifda ¢ funksiya chegaralangan bo‘lsa. u holda
iQo ,0e ©} oila chegaralangan mukammal deb aytiladi.

1-ta’rif (7j.....,7x ) - vektor statistika va o = ((9...,0n) —vektor
parametrlar uchun ham  o'rinlidir.  Odatda k> s bo‘ladi.
(‘It,<21)= {Rfk),,€y ik>) Va g>:Rik) ->i?(i)-0‘lchovli funksiya bo°‘lsin.
Bu holda (1) tenglik vektor ko ‘rinishda bo ‘ladi.

Ko‘p hollarda dagi {rs.se@ } oila mukammal
emas, ammo | statistika orgali hosil bo‘lgan ©} oila mukam-
mal bo ‘ladi.

3-ta’rif. Be to'plam {re,o0 e ®} oilaga nisbatan ozod

deb aytiladi, agar po(ti) tagsimot 0 ga bog‘lig bo‘Imasa.

4-ta’rif. Agar 1 j statistikaning taq-
simoti 0 gabog‘liq bo‘Imasa, ya’ni jx *:r|jc”je a\ to‘plam ozod

bo‘lsa, u holda T in\,<6y statistika ozod deb ay-

tiladi.
Demak. ozod statistika noma’lum 0 parametr hagida hech
ganday ma’lumotga ega bo‘lmas ekan. Aksincha, yetarli statistika esa

0 hagida & ~da gancha malumot bo‘lsa, o‘shancha ma’lumotga ega
bo‘lar ekaa.

Misollar.
n
1.Be ©=(0,1) parametrlik binomial tagsimot uchun 7 '= ~ 1|
/=1

statistikaning tagsimoti
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a('>-'.<r=> 1 aks holda.

berilgan. (2) ga asosan T yetarli statistika bo‘ladi.
(p=cp (/) haqiqgiy funksiya uchun

1 00 O= (-0 > Ogr) =095e,

bo‘lsin. Bu tenglaimni chap tomonida darajasi « dan oshmagan

l——ning polinomi turibdi. Ba polinom ko‘pi bilan n ta turli nug-

talarda nolga teng bcfladi. Arnmo bu tenglik barcha ¢9e®lar uchun
o‘rinli bo‘Imoqgda. Bu esa, 0‘z navbatida barcha t+ =0,1,....n lar uchun

n
q}(j) = 0 ekanini ko ‘rsatadi. Demak, {O, 0| oilava 1=
i
statistika mukammal bo‘lar ekan.
2.(® / .{Qe,9& ©}) modelda ={-1,0,1,2,...}, to ‘p-
lam 7/ ning to‘plam ostisidan iborat, ©=[0,1), 7(x)=x va

0B{*) = 1%{T =t) tagsimot:

Q.(-1)=0, Qg (n) =(1 -6)26" ,n =0,1,2,...
bo'lsin. Biz 7(x) ni chegaralangan mukammal ekanini, ammo mukam-
mal bo‘lmasligini ko‘rsatamiz. Integrallanuvchi ( uchun barcha
9e 0 larda

co 00

£ PEOQef=@L-1)e+ s (M1 9Y e

tenglik baj arilsin. #=0 da tp(0) = 0, demak,

<p(-N0+-(1-0)" =0, O<0<1,
n=I
ya’ni
£ 2{n)s"-1 =-<p{-\)xngr , 0<6>< 1
=1 (1-0) «
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Demak, (p(riy = -(p{— \)n, ~=1,2,.... Agar ¢p -chegaralangan bolsa, u
holda ixtiyoriy n uchun cp(n) = 0. Bu esa 1 ning chegaralangan mu-
kammal ekanini bildiradi. Ammo 1 mukammal emas. Masalan, agar

N-1)=-1; (pfn)=n , ;7=1,2,.. desak, yuqoridagi tengliklar bajari-
laveradi, ammo ¢ *» O .

3. £ va jj bog-‘lig bo‘Imagan va bir xil {Fe ,0e 0 j
simotga ega. Demak, 71 =(%,?)) vektor tagsimot funksiyasi
{Qo(x,y) =F&{x)Fo0 (y), 06 0} oilaga tegishli. <= <p%) funksiya
Qe ga nisbatan integrallanuvchi bo’lib, uning dispersiyasi barcha
6 € 0 larda chekli va noldan fargli bo‘Isin. U holda

JIM *) -~M(.y)] dFe {x)dF6 (-v)=0" 6e e -

Ammo pe ~(p~r)r(p{rj))> 0 barcha <9e0 lar uchun. Aks holda
N va i) bcgMiq bo'lar edi. Demak, {qe (X,v) =Fe (X)Fe(y), o& ©}
oila mukammal bo‘Imas ekan.

Endi shu misolda Fe = n (cc,<t') bo‘lsin. Malumki, T'=2+rj

tasodifiy miqdor tagsimoti Qo = N ~1a ,2¢cr~ j- noiTnai tagsimotdan

iboratdir. [Qg .9 =(«,cr2)e J?x(0,0c)} oilaning mukammal bo°‘li-
shini  ko‘rsatamiz.  Integrallanuvchi (o funksiya uchun barcha

(a,a' jlaida
AMOA T - N x-28A d=0’
ya’ni
fox21
Jexp{rx}<p(x)exp|—~=r] dx =

L
Demak, g(x) =<p(.x)expj-j-y j funksiyaning Ikki tomonlama

Laplas almashtirislii ¢ = oc/ cj~g¢ (-00,c0) ning barcha giymatlarida
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nolga teng ekan. Bu yerdan re — deyarli hamma yerda g'(-v)=0,

ya’ni <pgx) = 0 ekani kelib chigadi.
4. x in) tanlanmaning har bir elementi N[a ,a~ ) - normal tag-

simotga ega bo‘lsin, 9 = (a ,cr )e 0 = £ x(0,c0).Biz

A x [n))=
a a

statisti.kani ozod ekanini ko'rsatamiz. Bu yerda x = Ay  rjerin
n =
bogliq bo‘Lmagan va bir xil standart M (0,l) normal tagsimotga ega

bo‘lgan tasodifiy migdorlar bo'lsin. U holda x i= arjl+a ,i=\,...,n va
r(~"1)=r1gn~ Demak, 1 ning tagsimoti a va o ga bogMiq
emas.

Endi statistikaning yana bir muhim turlaridan biri - minimal
yetarli statistikani ko'ramtz. Ma’lumki, yetarli statistika tagsimot
hagidagi m a’lumotni kamaytirmagan holda, tanlanma ma’lumotni
kamaytirish imkonini berar ekan. Ammo, har bir tagsimotlar oilasi
uchun bunday yetarli statistikalar yagona bo‘lmasligi mumkin. Bu
holda ulardan qaysi birini tanlash kerak degan savol tug‘ilishi
tabiiydir. Albatta, bu holda tanlanmani eng ko ‘p gisqgartirish imkonini

beruvchi statistikani tanlash lozimdir. r(x») —» ('M'4Y
statistika |/~,0e 0} oila uchun yetarli statistika bo‘lsin. U hoida
ixtiyoriy s = ¢’(7’) statistika zaruriy statistika deb ataladi limuman,

zaruriy s statistika 9 parametr hagidagi burun ma’lumotga ega
bolmasligi, ya’ni yetarli statistika bo ‘Imasligi rntimkin.

5-ta’rif. Agar s =s (7 ) zaruriy va yetarli statistika bo‘lsa, u
minimalyetarli statistika deb ataladi.

Demak, 5 - minimal yetarli statistika tanlanma ma’lumotini
mumkin gadar eng ko‘p gisqgartirish imkonini berar ekan. orqgali
giymatlari  (tysss) da bo‘lgan 1 yetarli statistikalar sinfmi:

3r~={T1) belgilaymiz. /1 =1-~1 to‘plam a -algebra ning T
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akslantirishdagi proobrazi bo‘lsin. Biz 3-8 da B /T shartli
tagsimot orqali yetarli statistika ta’rifini bergan edik 0 ‘sha ta’rifni a -
algebralar tilida quyidagicha ifodalash mumkin: “7 statistika 6 uchun
yetarli statistika deb ataladi, agar pg ( e B/ ,T),de 0 ,5e,0 I"]
shartli ehtimolning 9 ga bog‘lig bo‘lImagan varianti mavjud bo‘lsa”.

¢ (>- O- algebrayetarti o -algebra deb ataladi. Agar 7 va s
yetarli statistikalar bo‘lib, s ~s (7 ) bo‘lsa, /s¢ /7 bo‘ladi. Demak,
“70- minimal yetarli deyiladi, agar ixtiyoriy Te uchun Z -7
bo‘lsa”. Minimal yetarli statistika har doim mavjuddir. Biz uni izlash-
ning bir usulini ko‘rib o‘tamiz. {re,6e 0} «; m bo‘lsin. Ixtiyoriy 7
statistika, xususan yetarli statistika, tanlanma fazoni ekviva-
lentlik sinflariga, ya’ni 7 (x”) qiymatlari bir xil bo‘lgan x (> nuqtalar
to‘plamiga bo‘linishini hosil giladi. Agar s = s (1) bo‘lsa, u holda 7
ring ekvivalentlik sinflari s ning ekvivalentlik sinflari ichida yotadi.

Demak, minimal yetarli statistikaga mos kelgan bo'linish yetarli
statistikalar hosil gilgan bo‘linishlarining “eng kattasi” bo‘lar ekan.

jc(> nuqtani o‘z icliiga oluvchi ekvivalentlik sinfini cix 11 orqali
belgilaymiz. ¢ sinflarga bo‘linishir.i yetarli bo‘linish deymiz, agar
A (* (> <Pn R ) hn )

bo‘lib, bunda /'e C jiJ*“) wuchun (p,ax '.0) =<, (*0*v0) bo‘lsa.

Demak, yetarli statistikaga yetarli bo‘linish mos kelar ekan. Endi

c(jCo”") ni quydagicha tuzamiz: «x{n)e ) deb olamiz, agar
fn 19)j \6) =\ *) nisbatga bog‘lig bo Imasa, ya’ni
c(4n )4 *=<>6 (*;4n), ©i}.
I[ fnVo9) I
Agar .Yp) e ) boMsa, u holda )=c[x" )= ).

Quyidagi da’voni isbotsiz keltiramiz.
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1l-teorema. Agar Te uchun r(x["))=t(x D, xW,

x\ e c(xq "), x bo‘lsa. u holda T — minimal yetarli sta-
tistika.

Misollar.

5. ("\{Pe,s € statistik modelda ={0,1},/™ -

binominal tagsimot, <9e 0 = (O,l) bo‘lsm. Demak.

f(x,e)=p9™ =x)=e\-efx.
Quyidagi yetarli statistikalarni ko ‘ramiz:

™ =, X x X, =01;i=1_
T2( ~ ) =(XI1+X2,X3,..., Xn),

T3(-x~» 0 = (X, +X 2+ X 3,X4,..., Xn),

TO( » n)) =x t+ ...+ Xn.
"% = Tk'1 ) - cr-algebralar ichida ~irj., maksimal va

“Ar0 minimaldir. Demak, TO - minimal yetarli statistika. Buni quyi-

, m N 1M ” n n
En\)ﬁ)g{ (T "ﬁ" ~ i‘lxio nishat & ga faciat IZ:i‘ = H/O =W

we {0,1,...,«}, bo‘lganidagina bog‘liq emasligidan ham ko'rish mum-
kin. Bu holda

6. 3-§ ning 5-misoldagi simmetrik Koshi tagsimoti uchun
T=yX", ..., x ~ ) yetarli statistika ekanini ko ‘rgan edik. Ushbu
fir(yR) T v2 2

/ \ -2 2 N
1\
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nisbat ¢ ga va (x,D,...,x*0j nuqtalar bir-biridan fagat va

fagat koordinatalari o ‘mini almashtirish bilangina farq gilgandagina
bog‘lig bo‘Imaydi. Demak, v - minimal yetarli statistika ekan.

Endi biz mukammal va minimal yetarli statistikalar orasidagi
munosabatni ko‘rsatuvchi quyidagi teoremani isbotlaymiz.

2-teorema. T :{ . t 2 ( n){Pe,9s 0}) -» (*2/,'2(,{Qe .65 ©})
statistika {ro ,0 <0} oila uchun yetarli statistika bo'lib, {Qe ,6¢ 0}
oila mukammal bo‘Ilsin. U holda T - minimal yetarli statistika bo'ladi.
Isfcoti. statistika {pe,0e ©} oila uchun
ixtiyoriy boshga yetarli statistika bo‘lsin. /T - oMchovli
<p{T)=T - ™M {T/s) funksiyani ko‘ramiz. s yetarli statistika bo‘lgan-

ligi uchun <p(1) funksiya {pe,0e 0} gabog‘lig emas. Shartga ko‘ra

\wi{t)Qe(d 0 =0~ 0
va 17 nirig mukammal ekanligidan |*,6e © } ga nisbatan deyarli
hamma yerda cp(7)= 0, ya’ni T =wm (7/s) tenglik kelib chigadi. Bu
esa 1 ning > —o‘lchovli, ya’ni zaruriy ekanini ko ‘rsatadi. Demak, 71-
statistika {pe ,9& @\ uchun zaruriy va yetarli, ya’ni minimal yetarli

statistika bo'lar ekan.

Shuni ta’kidlab o'tish lozimki, yetarli statistikaning mukammal
ekani uning minimal yetarli statistika bo'lishini anglatsada (2-teo-
lema), amine teskari da’vo o‘rinli emas, ya’ni minimal yetarli
statistikaning mukammeal bo ‘lishi shart emas.

Misol. 7. 3-8 ning 4-misolida sx=0,6-, = 1+ 0, |6*|<00 bo'lsin.

Uholda T= j yetarli statistikaning minimal yetarli bo ‘lishini
ham 1-teorema yordamida osongina ko‘rsatish mumkin, chunki
FIL(x A ;6] =1(9 N w()<1+0j. Ammo 1 mukammal statistika

emas. Buni tekshirish uchun 1-ta’rifda <p(T) = x~n~ - —=1 deb

tanlasak, (1) tenglik bajariladi, ammo (p(T)--fx). Endi 0‘z navbatida
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(1) tenglik bajarilishiiii ko‘rsatish uchun biz dastlab 1 ning zichlik
funksiyasi qg(u,v) nihisoblaymiz. Quyidagi munosabatlar o ‘rinlidir:

Qd{u,v) =Pg (X< u,X(n)<v):Pe[X{n)<V) (u,v),

Q* (W,v)=PO(X@ >u.x(m <Vv)=r]Pdé(x, e[«,v))=(v-«)",

u>9 Y <\+G ,v>u.
i } 620(yJV) ,n(n—=1)(v—uY 2.u>9, v<1l+g. v>u,

ouov I[ 0, qolgan hollarda.

Agar [=—j4=, z =v-3L almashtirishlar baiarsak. u holda
V2 -3

A={u>9, v<l+9,v> u} Soha bo‘yicha hisoblovchi (1) integral,

ixtiyoriy 0 = (-co,co) uchun:

vV—u— (u,v)dudyv :«(« —') fiX--’\—j-jX"-Z('- x)dx= 0.

Demak, minimal yetarli 7 = jx ~y x ~ j statistika mukammal emas.
5-8. Eksponensial model uchun inukaimnal statistika

{rg ,0e03}],{",0e 0} «” - eksponensial Sta-

tistik model zichlik funksiyasi
f o> 1
fon(x,":9)=hn(xin)exp\ X A,9)7,(rL0+ne{6)d
(N J

formula bilan berilgan bo‘lsin. Faktorlashurish teoremasidan

T=(T1,..., rk ), T, =£ " =fi(xj), i=\,k-vektor d = (el,...6s) parametr

uchun yetarli statistika ekani kelib chigadi. Demak, x~'g tan-
lanmaning iiajmi n ganday bo‘lishidan gat’iy nazar, /c-o‘lcho\ii yetarli
statistika rxxavjuddir.

278



Yetarli statistika T = (7x,....,Tk) yordaniida A~**ni yetarlili
bo‘linmalar birlashmasi ko ‘rinishda yozish mumkin:

Min) =U{x() :r(xW)=7% (1)
t
Quyidagi
Jar)30) =expijl 4 (0)Y,UM)-7](4n) (2)
Jn{*0B);0d) 1=

nisbat 0 ga ikki holda bog‘lig bo‘lmaydi: agar T\x~) =r(.x")
bo‘lsa, yoki {i1,a1( O ars.ca)j sistema chizigli bog‘lig bo‘lib,

C, = 1i(x("1)-71(xI)").i— koeffitsiyentlar uchun

cial(0) +...+ CkAk(G) =Const, © 3)
bo'lsa. Agarbiror CL...,C* lar uchun Ci2+ ..+ C* >0 va (3) bajaril-
sa, u holda jl, ai(s),..., Aalc (0)} sistemadan maksimal chizigli bog‘lig
bo'Imagan sistema ostini olib, (3) dagi golgan /1,(0) larni bu sistema

orqgali chizigli ifodalash bilan biz modelni gisqgartirishimiz mumkin.
Shu sababli biz - sistema 0 da chizigli bog°‘liq

emas, deb faraz gilamiz. Demak, (2)ga nisbatan ekvivalentlilik sinf-
lariga bo'linish (1) yetarii bo‘limsh bilan ustma-ust tushadi va 1-teo-
remaga asosan u minimal yetarli 1 statistikaga mos keladi. Endi (3)
ifoda (7j,.... TL) ga nisbatan simmetrik funksiya bo‘lgani uchun tartib-

langan (r(1),...,ru)) —vektor minimal yetarli statistika bo‘ladi. Shuni
ta’kidlash lozimki, n =\ bo ‘lgan holda, (t1(x),..., tn(x)) statistika (2)

model uchun minimal yetarli bo‘ladi. Ixtiyoriy n uchun quyidagi ikki
holni fargfash kerak: 1) «k >n bo‘lganida, tanlanma ma’lumotni

gisqaitirish ruqtayi nazaridan, minimal yetarli (7”",...,7" ] statistika

j ga ekvivalentdir. 2) k< n bo'lgan holda esa,

statistika tanlanma ma’lumotni ma’lum darajada gisqartirishga olib
keladi.
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Xususan, Ai(B) =0j,i = bo‘lgan holda
/ (x;0) = h(x)txv< Y 9 itl(x) + B(61 k)
L=

— zichdik funksiya, k- parametrik eksponensial tipdagi (Darrnua-
Kupnren oilasi) yoki kanonik ko‘rinishidagi oila deb ataladi. Bu
holda, 0 - parametrik to‘plam « ta chizigli bog‘lig bo‘lmagan
vektorlami o‘z ichiga oladi, deb faraz gilamiz. Bunday « - o°‘lchovli
0 to‘plamni taniiy parametrik fazo deb ataladi, Aslida (2)
ko‘rinishdagi umumiy eksponensial modeldan (4) ko‘rinishga
Yi= Aj(9),i=1,..., k - qayta parametrlashtirish yordamida o‘tish

mumkin. Chunki, (2)dagi exp{_5(0)} ifoda normallovchi ifoda bo‘lib,

u aslida W((0),/ = Lk laming fiinksiyasidir:
rk ]
exp{-5(0 )} = JexpkjXi4 (6)tj(x) \h(x)p(dx).
y I< i J
Shu sababli, biz quyida (4) oilani o‘zini o‘rganish bilangina chega-
ralananuz.
Biz oldingi paragrafda minimal yetarli statistikaaing mukaimnal
bo‘Imasligi shart emasligini ta’kidlab o'tgan edik. Axnmo, ekspo-

nensial model uchun © ga qo‘yilgan shartlarda 1 = sta-

tistikaning mukammal bo‘lishini ko'rsatish mumkin. Demak, 4-8dagi
2-teoremaga asosan, T ning minimal yetarli bo‘lishini quyidagi
teoremadan osongina keltirib chigarishimiz mumkin.

1-teorema. x {n] = (X x, ..., x tanlanmaning elementlari <j-
cbekli 2 o‘lchovga nisbatan son o‘gida (4) ko‘rinishdagi zichlik
funksiyaga ega bo'lsin. Agar 0 to‘plam « -olchovli parallelepipedni
0‘z ichiga olsa, u holda t{x 'r)) = (™)) statistika
mukammal bo ‘ladi.

Isboti: 4-8dagi 2-ta’rifga asosan, biz 1  statistikaning
\Q,.8 (€ ©]| taqgsimotlari oilasi mukammal bo-‘lishini tekshiramiz,
ya’ni  1l-ta’rif shartlarimng bajarilishini ko‘rsatishimiz lozim.
(& /,¢c'lly = (Rik) ,e$(k)) da T statistika tagsimoti oe ning zichlik
funksiyasi
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V(A)= J hn(x(M)M(n)(exIn))” A em (k),

T~1(A)
o‘lchovga nisbatan
q(f.9) =2x¢p\yQ ui +wi?(0)j,f=(, ..., tk )& R {k\ (5)
L

ko‘rinishga ega. Bu esa, 0‘z navbatida quyidagi munosabatlardan
kelib chigadi.

Q.(A)=3>e(x(n) :T(x(n))eA}= J o arT(x{m)-6)nn (jon)) /3 r){dx(n)) =
T(x{n)"A

= \Vqg{f,ey(dt).
teA

{2,,6e0} oilaning mukammal ekanini ko‘rsatish uchun

"Idagi ixtiyoriy o ‘lchovli (p{t~,..., tk) funksiya uchun, barcha
9e¢ 0 larda

J <p(t1,..., tk)Qg (dtl...dt2) = o, (6)

ac*l
tenglikdan {Qo.9 e ©}ga nisbatan deyarli hamma yerda
p(il9. . =0 ekanini ko‘rsatamiz. f vacp~ lar mos ravishda ¢ ning
musbat va manfiy qgismlari bo‘lsin: <= -cp~, (p>0. Umumiy-

likka zarar yetkazmagan holda, biz 0 fazo  « -o‘lchovli
1(k) - j# \v9iv\<a,i= 1,EJ, 0< {<co parallelepipedni o‘z ichiga oladi,
deb faraz gilamiz. A.gar 0 bunday bo‘lmasa, uni i () ni 0‘z ichiga

oladigan qilib o‘zgartirish mumkin. U holda (6) dan ixtiyoriyde 1 {k)
uchun

J J o9~V .--ihyQefdty--—rdtk) (Y)
R (k) R{Ki
er-chekli v+ (dtx .. .dtk)= <pt (i, yv(dtx,..., dtk ) o°‘lchovlarni

kiritsak, nholda (5) va (7)dan

J exp”"X0/0 K (dti,..., dtk)y= { expjyrjtj [ V~{dti»e-dtk)e (8)
A(K) V=1 J rik) 5
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Xususan, 8 = 0O, j =1 «,bo‘lganda,
jovedn,diy= | 9)
R(k) R(k)

(9) integrallar giymatini 1 ga teng desak boladi (chunki agar bu
giymat biror ¢, 0< C<oo ga teng bo‘lsa, (¢ ni ¢ ga bo‘lib bunga har

doim erishish mumkin). Demak, v+,v~ lar ehtimol o ‘Ichovlari bo‘lar
ekan:

Vs (a)= Jagr (t)v(dt), [<=R{k) ,Ae

€A
M a’lumki,
JexpS¢Zly = (dtl,..., dtk)
j=i
integrallar Z x...,Zk, Zj=0j + iu; - kompleks o‘zgaruvchilaming

1kj |<a,lnj |<o00,y = |.&j oraligdagi analitik funksiyalari bo‘ladi. Bu
esa (8) integrallarni oraligga analitik davom ettirish imkonini beradi.
Xususan, = 0,]ily |<oo,y = ILA:| oraligdagi haqiqiy ux.... uk lar
uchun (8) dan

f il fook }
1 GxpUANUjtj \v+(dt)= JexpUINUjtjiv (dt). (10)
,Cl(*> Lwm J | j= J
(10) tenglik v+ va v~ ehtimollik o ‘lchovlariga mos kelgan

xarakteristik funksiyalaming tengligini ko'rsatadi. U holda xarakte
ristik funksiya va uning tagsimot funksiyasi orasidagi o ‘zaro bir qgiy-

matli moslikka asosan, v+ va v~ lar ham deyarlihamma yerda ustma-
ust tushar ekan. Bu esa, 0‘z navbatida. {o#.0& 0} ga nisbatan deyarli

hamma yerda (p(t) = (p* (t)-cp~ (t) = 0 ekanini, ya’ni (Tx...,Tk) ning

mukammal statistika ekanini ko'rsatadi.
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6-8. Parametrlarni baholash. Nuqgtaviy baholar va
ularning xossalari

Aniglanisb sobasi ¢p\ -tagsirnotlar oilasidan iborat bo‘lgan

skalyar yoki vektor funksional g (p) ni garaymiz. \p) oila parametrik
yoki nopaianietrik bo‘lishi mumkin. Statistikada bu oila noma’lum
bo'lgani uchun g(/j) filinksional ham noma’lumdir. Masalan, p -
tagsimotning kvantili, momentlari g¢(p) ga misol bo‘la oladi.

g(p) :{F} -»\P bolsin. x (n tanlanma yordamida giymatlari to‘p-

lami V( boigan ixtiyoriy g n=g 1( x {n)) statistikalar ketma-ketligi
g(P) fiunksional uchun baho (yoki nugtaviy balio) deb ataladi.
Demak, g(p) uchun baho yagona emas ekan.

Misollar.

1. Empirik tagsimot funksiyasi F n(x) tagsimot funksiya
F(x)=P(4 <x)ga baliodir. Bu yerda *F=[0,1].

D
2.g(P)= | a(x)dF (x) bo'lsin. U holda
-0C
- +° 1n
g = \a(x)dFn{x)=-Ta/(Xi).
K "E

Xususan, t ning k- tartibli momenti uchun vn; bahodir (I bobdagi

3-8 ga garang).
3. (9,1+9) oraligdagi tekis tagsimot wuchun g(pe)=o0,

060 =T =(-00,00) bo“lsin, 6 uchun giri=xm va gin=x ~ -\ lar
balio bo‘la oladi.

4. pe =N (a,o~) normal tagsirnotlar oilasi, =(a,cr2)s 0 =

=R {11x(0,00), g(~) =0, =0 bo‘lsin. Bu holda g In=(x,S2),

g 2n-( ) lar ¢ (»~) gabaho bo‘la oladi. Bu yerda

X=leégx,,82=10t{x, -X)2,S2=-1L = (Xi- X)2.
" = =1



Nugtaviy baholashda biz ¢ (p) iiiksional uchun biror aniq ¢

ketma-ketlikni taklifetamiz.
Nugtaviy baholaming xossalarini ko‘rib o‘tainiz. m p (yoki

M e ) orgali p (yoki pe) tagsimotiga nisbatan liisoblaagan matematik
kutilma operatorini belgilaymiz.
1-ta’rif. g n baho g(rp) uchua siljimagan baho deb ataladi,

agar bareha p& {pr) uchun quyidagi tenglik bajarilsa:

MP[Lg{")} =g(P) (1)

Agar (1) bajarilmasa, ¢ n baho siljigan deb ataladi. Agar

n —»00 da barcha Pe {r} laruchun
MP[g{x{n])}-g(P) =Bti(P)-> 0, 2)

bo‘lsa, ¢ baho g(p) uchunasimptoak siljimagan baho deb ataladi.

2-ta’rif. ¢ nbaho g(p) uchun ctsosli (yoki kuchli asosli) baho

deb ataladi, agar n —>x> da ehtimollik (yoki bir ehtimollik) bilan
P A leht

gn-tgi-F3- Biz buni g n>g{p) (Y°ki g.-*g{p)) orclali bel-
gilaymiz. Bu yaqinlashishlar (3 » °2 ~ ~ \ p » yr) ehtimollik fazosida
tushuniladi.

Demak, r n{x) empirik tagsimot funksiya r (x) uchun (VII

bob, 2-8 ga garang) siljimagan va tekis kuchli asosli baho bo ‘lar ekan.
Tagsimotlar oilasi {*} - noparametrik bo‘lsa, g(p) uchun

garalayotgan baholar ham noparametrik deb ataladi. Xususan, 1-, 2-
va 4-miso llardagi baholar aslida noparametrikdir. Masalan, 4- misol-

dagi g\n>g2n baholar ixtiyoriy p tagsimotda g(P) = (Mp£, Dp%)

uchun baho boiadi va barcha p larda



Demak, £1In va g 2), baholar g(p) uchun mos ravishda siljigan va
siljimagan baholar ekan. (g iri - asimptotik siljimagan, chunki
Mps2-+Dp¢). (1) tenglik siljimaganlik tenglamasi deb ataladi.

Berilgan g(p) uchun bu tenglamani ganoatlantiruvchi ¢ baho mav-

jud bo‘lmasligi ham mumkin.
M i sol.
5. {ps,se ©}— Puasson tagsimotlari oilasi bo‘Isin:

f(x;6)=pPe"r=x)=~c¢-9,Q =(0.00), xe ={0,1,2,...}.
1 n

g{pt)=— funksiya uchun siljimagan g n bahoni gidiramiz. (1) ga
asosan

, o (r<*»)='§ ves 0,

) C( ) xi>0 id xi! B
yoki

Xi>o

i=\~fi

tenglik bajarilishi kerak. Ammo bu mumkin emas. Demak. ~ wuchun

siljimagan baho mavj ud emas ekan.

Baholanayotgan g¢(p) funksional uchun bir necha baho taklif
etilganda, ulaming ichidan “eng yaxshisini” tanlash masalasi tabiiy
ravishda kelib chigadi. Demak, biz biror alomatga asoslangan holda
baholar orasida tartib o‘matishimiz kerak. Bunday alomatlardan biri
baholami o‘rtacha kvadratik chetlanish yordamida solishtirishdir. Biz
batafsil {P}={F6,0e0}, ©eA (s,,<2(Pe)=0=(01,..., 0J)- para-
metrik holni ko‘rib chigamiz. Dastlab, s =1, ya’ni skalyar parametrik
baholanayotgan bo‘lsin. 9 uchun qurilgan baholaming C sinifidan
bir xil 8, (9) siljishga ega bo‘lgan baholaming c 8 sinf ostini belgi-
laymiz. (C 0- siljimagan baholar sinfi: COcC 8cC ).
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3-ta’rif. e*xg ¢ baho C sinfida effektiv deb ataladi, agar

ixtiyoriy boshga 0 ¢ baho uchun barcha ocne O larda

Me (6* -0)" <me (6, -0 ) o'rinli bo‘lsa.

Demak, <@ dagi effektiv baho minimal dispersiyalik
siljimagan baho (MDSB) ekan.

4-ta’rif. 9 e ¢ baho ¢ sinfda asimptotik effektiv deb ataladi,

*

A

agar ixtiyoriy boshga 0,, e C baho uchun harbiree 0 da

tengsizlik bajarilsa. 0=(0,.,9S) vektor parametr uchun ham yuqgo-

rida keltirilgan ta'riflar o ‘rinlidir. Bu holda ixtiyoriy v=(v,,. R{
vektor uchun (v,0)= Vj0t4-... +vsos - skalyar parametrga baho

(v,0,), 0,,eC, bo‘lib, 0*e ¢ ning effektivligi barcha ¢ ¢ © larda
o‘rtacha kvadratik targoqliklar uchun

mo(v,0; - 0)2<mMgv,9 ., -9)1,

ya’'ni
Z_ M6(6* -0/)(6; -9j)VVe< V_Me(0,r 0,)(0jn- 0})V,vy
i.7=1,5 ij=1Is
tengsizlikni o'rinli bo‘lishi bilan amqglanadi.
Misol.
6. 4-misoldan 0 = <r2 uchun ikkita baho su ~s2.91n = S’ lami
olaylik. a = 0 bo‘lsin. Hisoblash natijasida
D *2 _ 2crd~h _2ctj
0 - 2 0 «1’

ekanini ko‘rish mumkin. Ammo,
rfl,,(») =M»(6]. -0)2 =D,-5: +[w»S! -<¢2]’ =
cr4(2n-1)

<d2n(6)=Me (02n~eY =DeS:
nl
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Demak, s ~—siljigan va <S' - siljimagan baho bo‘lsada, s 1 baho

s ga nisbatan effektiv ekan. Bu baholar asimptotik ekvivalentdir,
chunki
d\n{Q)\_d2n{0)\ s

5-ta’rif. ¢ n baho g(P) uchun asimptotik normal baho deyi-

ladi. agar Vi(g, ~ g ) =5iv<7?) (yoki 29PN 0:1y)
<J

shart bajarilsa.
VIl BOBGA DOIR MISOLLAR

1. Quyidagi tagsimotlar oilasi eksponensial oilaga tegishlimi?

a).R[~e,e]. b).~Bi(r,0).

d).f(x,0)=\e "X - e
{ 0, x<6.

2. Quyidagi tagsimotlar uchun yetarli statistikalarni ko ‘rsating.

a).R(e,92). th). E(6).

c).N(e”el). d). f(x,e)Aex&  *e”°;1)°’0>0’
\[ o, JE(0;D.
n

3. E(6) tagsimot uchun to‘la statistika boslishini ko ‘rsating.
=i

@ . — 1w, L
4. N(0;¢2) tagsimot uchun x2= —x \xf statistika to‘la sta-
”omi
tistika bo ‘ladimi?

5. Zichlik funksiyasi f(x,0) = I eex,x>9 bo‘lgan tagsimot
|[0 X <6

uchun x @) statistika to* la statistika bo‘ladimi?
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6. *j,...,.X Banlanma /?[O;0] tagsimotdan olingan bo‘lsin, no-
1T+1 L .
ma’lum parametr 0 uchun ------- x ,n) bahoai siljimaganlik va asos-

lilikka tekshiring.
7. tanlanma tagsimotdan olingan bo'lsin, «x

va s 1 larrti mos ravishda 4, va <® lar uchun siljimaganlik va asos-
lilikka tekshiring.

[e6—*,x > 6
=\

8. tanlanma zichligi f(x,9) bo‘lgan

1 " V 7 [0,x<s
tagsimotdan olingan bo‘lsin, noma’lum parametr 6 uchun quyidagi
baholarni siljimaganlik va asoslilikka tekshiring: a) x [Y); b) x — 1.

9. tanlanma m x1=a ma'lumva wm xft chekli boMgan

tagsimotdan olingan bo‘lsin. =x - a2 statistika noma'lum

dispersiya. uchun siljimagan va asosli baho bo‘ladimi?

10. x......x_tanlanma m x ,=a ma’lumva wm x 2 chekli bo‘l-
1 , - _.?
gan tagsimotdan olingan bo'lsin. r(jrf"") = -—-- " (xi—x } statistika
n—14

noma’lum dispersiya uchun siljimagan va asosli baho bo‘ladimi?
11. Quyidagi Pareto tagsimoti noma’lum parametri 9 = (a,x)
uchun minim al yetarli statistikani toping.

/(X,O): x>a,a> 0,A>0.
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IX BOB. SILJIMAGAN BAHOLASH

I-§. Eng yaxshi siljimagan baholar

Baholanayotgan g¢(9),9e& gzr funksiya uchun bir necha

siljimagan baho taklif etilganda, ularning ichidan “eng yaxshi
siljimagan” bahoni tanlash masalasi tabiiy ravishda kelib chiqgadi.

g n,gfe c (- siljimagan baholar bo‘lsin.
I-ta’rif. ¢ n baho g(9) uchun mpbpse deb ataladi, agar
Vg*, CO0 baho uchun quyidagi tengsizlik bajarilsa:

DeS m DeSn (1)
1-teorema. 6br ,0?,,g c 0o - bahoiar MDSB lar bo‘lsin. U holda

61n va 62n baholar ekvivaientdir, ya’ni
Pek =09.2,)=1,vV0gO0.

Isboti. dn{9) = De9in,i =1,2 va 03,=\(91n +92n) bo'lsin. U
holda Mmeoni =9, D09 3n>d,.{9) Ammo
D(An =\[pee Xa+ DedlIn +2 Cova(0lIn,92,)]< d, (0),
chunki Koshi-Bunyakovskiy tengsizligiga ko'ra
Covg (9xn ,92n )<[De0,, *D002N]2 =di: (9 ).

Shunga asosan, pe6in = dn(9),Cov0(9In,9In)=dn{9) va

De[Oxn~ n) = +De92n- 2Cov0(91n,92n) =0.
Bn esa 0°‘z navbatida pe =9ln) = 1tenglikka ekvivaientdir.
Miscllar.
1. XL..., xt tanlanma Bi(\:9) tagsimotdan olingan bo'lsin.

9", m<n uchun MDSBni toping.
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Ma’lumki, T(x{.) = statistika noma’him parametr o
P!
uchun vyetarli va to‘la statistika bo‘ladi hamda uning tagsimoti

Bi(n;9) dir. m (g .. (1)) =6 m shartdan g n(7) nitopamiz:

M (g, (.T))= 1t ckgn(w k(i-ey-k .

~n k=0
M (g- n(T)) - o m ekanligini inobatga olsak,

i c*gn(k)ek-m( =

A0
bo‘ladi. Agar m <k bo‘lsa, 9 k-m ekanligidan g, {1) = 0, Ar=0,
olishimiz kerak. Bulami inobatga olsak,

+ ¢ k =i

k=m

bo‘ladi. Binomial tagsimot xossasiga ko Ta:

Z ck-zg.(k)9km =1J.

k=m
Bu ikkala tengliklanii tenglaslitirsak, c kg ,(7) =ck~", k=m,..., n
ifodaga ega bo‘lamiz. Demak, 9" *,rn< n uchun MDSB

s-ik-m

g.,.1T)=\ c k
I 0, 7=0,,.,m-1

bo‘ladi.

2. X ,tanlanma A'(aCT2) tagsimotdan olingan bo‘lib,
ae i? noma’lumvaa2 >0 ma'lum boisin.

a) a’ va a4 laming MDSB larini toping.

b) P (xx<t) va ~tP (x, <t) (7e r fiksirlangan son) laming

a

MDSB larini toping.

a) B u tagsimot uchun x statistika yetarli va to‘la statistika
bo‘ladi. Agar

0=Af(x—a) =m{x -3 ax +3azx—a) =Af(x )—3aazjn- a°
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ekanligini inobatga olsak, u holda
m {x3- 3(cr2/n)x) =A/(x )- bexT2in = a-

bo'ladi. Demak, a3uchun x —3(cr2/«)x baho MDSB bo‘ladi.
Xuddi shundav,

3<74=m (x-a) =N</[x(x—a) J=m (Xx4-bax +3a2x -a3x)=
= iVf(x )-3a(3ocr2/n +as3)+3a2(cr2/w+ )-ad=
= N/(x4)-6<72cr2/ n— 4a4=m (x4)-(6<72/n)m[x~ -a2/n)-4a4

Deniak, a4uchun ! (x )—6er" /un)(x —er*“/«)—3¢4j/4 baho
MDSB bo'ladi.

b) Vi(P{Xxx<r/x))=P {xx<t) ekanligidan p (x{<t) uchun

MDSB rp (xx<t/x) bo‘ladi. Normal tagsimot xarakterizatsion xos-

sasiga ko‘ra 1x x,x) tasodifiy vektor matematik kutilmalari (a,a) va

kovariatsion matritsasi cr | | boigan ikki o'lchovli normal

\'n n J
tagsimotga ega. Bulardan foydalanib, x; ning x shartli tagsimot

nMix,M-n Det2|  ekanligini topamiz. Demak, Pp(xi <t) uchun

i
MDSB @O = bo‘ladi. Bu yerda ® (0 standart normal

tagsimot funksiyasi. Endi
r - \Y/|
—x 1: M ifﬂ |
VOV 1- N~ dt avi-n

ni inobatga olsak, u holda EP (x, <t) uchun

f . > f — \
7-X , t-x
- . N 1. .\.‘-rvh
e - s yo Mz FTX,

baho MDSB bo'ladi.



2-8. Minimal riskga ega bo'lgan siljimagan baholar
pe,oe 0}V ©e /?2(i)-parametrik statistik i <del

va g(0):0 — cA1* r-o‘Ichovli vektor funksiya bo‘lsin. g»s6)
funksiyani effektiv baholash tnasalasini garaymiz. VIII bob 5>da
keltirilgan effektivlik haqgidagi ta'riflar albatta ¢ (o) vektor furksiya

uchun ham o ‘rinlidir.
V(&)-rxr — o0°lchovli musbat aniglangan matritsi va

g JyX(nA ) — statistika g (s6) uchun )aho
bo‘lsin. Bu yerda jf to‘plam w ning to‘plam ostilari o-alg< b asi.
?7X.y da aniqlangan kvadratilc tarqoqlik funksiyasini rutritsa
ko‘rinishida
L(gng)=(g ,.(xM )-g(6)]Jv(~g nix")-g(e))
va uning matematik qutilmasi - risk fim ksiyasini Kiritamiz:
(9 ,»,9)=Mez(9,.9],

(bu yerda « —transponirlash belgisi).

Biz risk funksiyasiga ega kichik giymatni beruvchi —effektiv
bahoni qurish masalasi bilan shug‘ullanamiz. Buning uchun dastlab
quyidagi lemmani isbotlaymiz.

l-lemma, g j vektor g (o) uchun baho va

7(SFM):(j*FC\EY M (P . 6e 0))

biror statistika bo‘lsin. U hnlda

bu yerda » (7)=wme (g ,/<?T).

Isfooti: L ni quyidagicha ifodalaymiz:
i(gng)= 47> Mir))+

+L($,(7),g)+2(g n_$1(7)/ VIi$e{T)-g).
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1'?2(r) funcsiya -0‘lchovli va

def{g ne ) -V g(T)I1& r}=0

(deyarb amma y:rda V0e 0O uchun) ekanidan va shartli matematik
kutilm i xossasidai foydalansak,

=M, fAM{IL (g (TN R+ Me{ I ($e(7-),9)}.

Bu lerma< an foydalangan holda siljimagan baholash naza-
riyasij ing eiigaso ;iy teoremasini ishotlaymiz.

I-teo<ma "Blekuell-Rao-Leman-Sheffe). ¢ s~x~'j - baho
g{o) ichur, iror siljimagan baho va " /resa {~e~e 0} oila uchun
yetarli <7-al, t >ra osti bo‘lsin. U holda IF (r) =m 9 (g n1# /7 baho
g(0) uchun i jimagan baho bo‘lib, barcha s e 0 uchun

172(2(r),g(0))</2(i ,(*<">),*(*)) (2)

bo‘ladi. Bu /erda tenglik frqat va fagat ¢ . (x~) baho iy/r-
oichovli bo .ganidagina erish'ladi.

Isbovi. /1 - yetarli c-aigebra osti ekanidan y/(7) statistika

0 ga bog‘liq <mas 'a demak g (o) ga baho bo‘ladi. U siljimagan
ba lodir:

MeT(r)= Me{A9(g n(x*)/& sTj\=Mgg n(x")=g (d).

1-lemr adan \ i L~g >0 ekanidan

m9-z.(g(")Ndi;(r))/™rj>0, dee.

Bu 1mgsizlil dan va (1) dan (2) kelib chigadi. Endi (2) da
lenglik fag t va faqat ¢ ,(x ("O baho ~//*-oiehGvli bo'lgandagina
eiishiladi. E i holda deyarli hammayerda

g WAr(n) = (r(Ar(\))).
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1-natija. 5=1, r=1, g*(0)=Q ., g n=6 Ve c B va r " i7)- yetarli
statistika bo‘Isin. U ho lda:

l6e*, = Mg(9n/T)e CB.

2. Barcha V0e 0 uchun — <Mgitn—06] bo‘ladi.
Agar pe ga nisbatan deyarli hamma yerda sn =19 , bo"Isa, bu yerda
Tenglik bajariladi.

Demak, cs-sinfda o.,ga m e (*/7) operatoming qo'llanishi
onbahoni tekis yaxshilar ekan va VIII bob 6-§8 dagi 3-ta’rifdan 6n
baho c B da effektiv bo'ladi.

Endi o9n bahoning yagonaligi hagidagi quyidagi da’voni isbot-
laymiz.

2-teorema (Leman-Sheffe). 12rx~n> ,i0~n) {Pe ,0& ©}) —

— Qq-9~ ©}) - mukammal yetarli statistika va

- noma’lum g (e) uchun siljimagan
bo‘lsin. U holda sinfda 9 bo'yicha tekis minimal kvadratik riskka
ega bo‘lgan yagona baho mavjuddir.

Isbot. Vg cs bo‘lsin, u holda 4*(r) =mo9rg 3 2"je cjj va

(2) bajariladi. Faraz qilaylik, 'i* (1’)e cti ixtiyoriy boshqa baho
bo‘lsin Ammo shartga ko‘ra I8 -if flI} oila mukammaidir. Demak.
V0e 0 uchun

J[?(N-y()IE(*) =0,

Ne
ekanidan \q q ,(9¢ ©}ga nisbatan deyarli hamma yerda V¥ (t)- 'F (t)

tenglik kelib chigadi.
Demak, l-natijada, agar T mukammal yetarli statistika bo‘lsa, u

holda 6~ e c 8 baho yagona effektiv (yoki optimal) baho boiar ekan.
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MisoL
1.(0,0), 6> 0 = (0,co) oraligdagi tekis tagsimotni garaymiz.
Bu holda, fjrx[mor=9-~ni(0o< x(rij< 9y demak 1= x (n) =inax{x x...,x n)

yetarli statistika. 9 ni baholash uchun
8

Tx >= }\xdx=1

tenglikdan foydalanamiz. Bu yerdan 9,, = -T X - siljimagan bahoni
nti
topamiz. Hisoblab ko ‘rish mumkinki, Deg,,:%g———>0,«-»00 va
n
Chebishev tengliksizligidan 0,ning asosli baho ekanini topamiz:
- P

9,-~>9,n">00. Demak, o, yaxshi baho ekan. Ammo bu baho

optimal emas. Biz optimal 9n bahoni T yordamida gidiramiz.

1-teoremadan 9, =Me{o,, /T) - eng yaxshi baho ekanini
topamiz. T - mukammal ekanini ko ‘rsatamiz:
-0, t< O,
Qe {t) = FO{T<t) =Pe(j(i<tj=1j;)=Y\Pd(Xi<t)={IL 0</<6>,
11 t>9.
0, t<o,t>09,
37 (0
Ot ~l— tn-',0<t<9.

ali?"

M ecp(T)=jep(t)ci(t,9)dt =-*1<p{t)t"-1dt =0, V0e 0.
0 y 0
Oxirgi tenglamani ikki tomonini & ga nisbatan differensial-
laymiz va natijada cp(e )0',_1=0, ya’ni (p(9) = 0,VE?e (0,00) ekannini

topamiz. Demak, T - mukammal va MmeT {x (n))=— ¢ Bu yerda
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Wn(r)= 1~-x (n) ham 9 uchun siljimagan baho bo‘lar ekan. Demak,

1 ehtimoLlik bilan

en =M e[9niT)="*n{T).
*

va 9n - optimal baho bo‘lar ekan.

3-8. Lokal minimal dispersiyali siljimagan baholar

Biz avvalgi paragrafda MDSBIlarni ko‘rib o‘tdik. MDSBIlar
mavjudligining asosiy sharti ko'rilayotgan statistik modeldagi tag-
simotlar oilasining mukammalligidir. Taqgsimotlar oilasi mukammal
bo‘Imasa MDSB mavjud bo‘lmaydi, lekin tokal minimal dispersiyali
siljimagan baholar (LMDSB) mavjud bo‘lishi mumkin.

I-ta’rif. Agar g e co va Vg'e co baho uchun quyidagi
tengsizlik bajarilsa:

Dodg < D ~gn (1)

u holdag- ;lbaho ¢ nuqtada LMDSB deb ataladi

Xuddi shunday, lokal minimal riskga ega baliolami ham
aniglash mumkin.

3-teorema. ¢ n siljimagan baho ¢ (9) uchun LMDSB bo‘ladi
fagat va fagat, agar covf (g ,,(x(,)), f(x(')))= 0 bo‘lsa, bu yerda
/(x (n)) nolning ixtiyoriy siljimagan bahosi, pe /(x (") < 00.

Isboti. /(x I") nolning ixtiyoriy notrivial siljimagan bahosi
bo‘lsin. gn bahoning o = nugtada LMDSB bolishi wuchun

covdo (g ,,(x(n)),/(x<n)))= 0 shart zarur va yetarli ekanligini ko'r-
satamiz.
zarurligi. Leskarisini faraz gilaylik: ¢ n baho 6 - 60 nuqgtada

LMDSB, lekin covejrg ,,(x(Ml),/(x (™))>0 bo‘lsin. Quyidagi sil-

jimagan bahoni ko‘ramiz: g, =0g,+ xft , bu yerda
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c°vlo g| ning (@=#0 nuqtadagi disper-
siyasiquyidagi k o ‘rinishga ega:
pea(g,)=pbp8t (g ,)-+t+2Acov”™(g ., ./) + A22),0(/). 2)
A ga go‘yilgan shartga ko‘ra

2Acove| (gn,/)+ A28 (/)=2AcovP(gna I+A- 7~ -|1<0. (3)
Bundan, <D gj)g n keli bchigadi. Bu esa g n ning
LMDSB ekanligiga zid. Xuddi shunday, agar

covl U «(*(")>/(>(")))<() bo‘lsa, ¢ n baho 9 =00 nuqtada
LMDSB bo‘Imasligini ko ‘rsatish mumkin.

Yetarliligi. nolning ixtiyoriy siljimagan bahosi uchun
cove, )) =0 o ‘rinli bo‘lsin. g n bahoning 0=s6~ nug-
tada g(s) uchun LMDSB bo‘lishini ko‘rsatamiz. g, baho g (o) uchun

biror siljimagan baho va u= ¢ gi bo‘lsin. u nolning silgimagan

bahosi ekanligidan

coved(g Ju)= c°veo(g g gl)=bpe(gn- cov,e(g g,)=0.(4)

Shvars tengsizligiga ko ‘ra:

% vV - b nl:
A (g ngA~[D eo(gn).D9%g(gi)\ . (5)
(4) va (5) lardan
De,tg ,£ DeOgt (6)
ifoda kelib chigadi. Demak, ¢ baho o =00 nugtada g¢(9) uchun
LMDSB bo‘ladi.
Misol.

. X x,..., Xn"W(a;Of), YX,...J,, ~N(a:aij) hamda
va v{,..., vn lar o‘zaro bog'ligsiz bo'lsin. Bu yerda a,af,a\,p= o\ /Of
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parametrlar noma’lum. Ushbu modelda ™= je,y, X (X t-xfZ fX -y j
v H H-

statistika minimal yetarli statistika bo‘ladi. a parameter uchun

a (po)=——— bahoning LMDSB bo ‘lishini ko‘rsatamiz.
1+Po
/ =1/ (17 nolning ixtiyoriy siljimagan bahosi boMsin, u holda
Pox+y Po
1+P0 ° 7 14po

bo‘ladi. x~ N(a,cj2/«), y~ N(a,cr2p /n) ekanligidan cov(",/) =

cov cov

= pl2cov(x,/”) bo‘ladi. U holda
! Pa;+; r \\ @Oﬂy&'i'PO yz
1+Po V«(I+p0)

bu yerda z/~7V(0,I). / =/(T) nolning ixtiyoriy siljimagan bahosi
b o ‘Isa, u siljishga nisbatan invariant bo'lishi kerak, ya™ni

cov COV(«>/).

A x,y 2 (Xi-x fr Y —rfW

Y, i= H
n . n _ _ —
Bxindan tashgari ~ (X (-;r)2 va »~ ~ i —y)1 lar x—y ga bog‘lig
/41 =l

emas, hamda (cr*er?j uchun mukammal ekanligidan deyarli har

yerda
-X)2, -j)2/¢(X*-X)\£/](i;-j)2]=0

V f=i <=1 | 1=
bo‘ladi. Bundan deyarli har yerda

Jix -~NE (Z ,-i)2,f(h-v)2 1=
= 1

/ -(x-AZﬁx.-foley.-yf
b o ‘lishi kelib chigadi. x —y ning tagsimoti simmetrik ekanligidan
foydalansak,
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Bu esa a(po) bahoning LMDSB ekanligini bildiradi. Agar bu xossa
barcha p q larda bajarilsa, u holda a(pn) baho MDSB bo ‘ladi.

IXBOBGA DOIR MASALALAR

1 x x ntanlanma Bi(l1;p) tagsimotdan olinganbo‘Isin.

a) P(X,*...+K m=k)\ m,k< n uchun MDSBni toping.

b) 1(x 1+ ...+x nx>xn) uchun MDSBni toping.

2. x 1t....,xm tanlanma N (ar;crx) tagsimotdan, vv...,vyu tanlan-
raa N (ar;<rl) tagsimotdan olingan boiib, x f va vi lar bogMigsiz
bo*lIsin.

a) ax—ar Va ox /a vlaruchun MDSBIlarini toping;

b) agar a2=cr2 bo‘lsa, a2 va (ax-ar'jraxlar uchun
MDSBIlarini topmg;

c) agar ax=a , hamda a\ia\yv=y ma’lum bo‘lsa, ax uchun
MDSBni toping;

d) agar ax=av bo‘lsa, ax uchun MDSB mavjud emasligini
ko“rsating;

e) P (x x< i") uchun MDSBni toping;

f) agar crv=er, fc>o'lsa, p (x x< v+ uchun MDSBni toping.

30X {.... xn tanlanma R(9Xx-9 1,61+d2), 9xe R, d2 >0 tagsi-
motdan olingan va n> 2 bo‘lsin. 0,,0, va 9xi92 lar uchun MDSB-
larini toping.
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4. X 1,...,Xn tanlanma zichlik funksiyasi

|[ 0, x</3

bo‘lgan tagsimotdan olingan boisin.
a) agar p ma’lum boisa, a uchun MDSBni toping;

b) agar a ma’lum boisa, uchun MDSBni toping
c)a vap laruchun MDSBIarini toping;
d) agar ¢ ma'lum bo'isa, fiksirlangan t>a da P (Yt>t) va

—tpP (x x> 1t) lar uchun MDSBIarini toping;

e) fiksirlangan t>a da p (x x>t) uchun MDSB nitopin, .
5. x'1,..., x n tanlanma zichlik funksiyasi

bo‘lgan tagsimotdan olingan bo ‘Isin.
a) agar p ma’lum boisa, a uchun MDSBni toping.

b) agar a ma’lum boisa, P uchun MDSBni toping.
€) oc vay3 lar uchun MDSBIlarini toping.

6. X v...,xm tanlanma e (ax,/3x) tagsimotdan, v~,..vn tanlan-

ma E (ayyfly) tagsimotdan olingan boiib, xi va i,lar bog ligsiz
boisin.

a) or -a, vapx//?, laruchun MDSBIlarini toping;

b) agar px=(3vboisa, pxva(ax-a y)/ pxlaruchun MDSBIari-
ni toping;

c) agar ax-a, va lekin nomalum boisa, ax uchun MDSB

mavjud emasligini ko'rsating.
7. X %x,..., x m tanlanma R{o;0x) tagsimotdan, vx,..., Yn tanlanma

tagsimotdan olingan boiib. x j va vt lar bogiigsiz, «>1

boisin. 9 x 19y uchun MDSBni toping.
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X BO«. EFFEKTIV BAHOLASH

I-§. Effektiv bah >'ash. Kramer-Rao tengsizligi

Biz nuqtaviy statistik .'i ho’ami ig xossalarini o°‘rganishda ular-
ning asosligi, siljimaganligi *v risk frnksiyalariga alohida e'tibor
berib o‘tdik. Bahoning asosli bo lish xos™asi tanlanma hajmi cheksiz
orttirilgandagina namoyon bo sida, kici ik hajmda baho xossasi
asosan risk funksiyasi va xusu>an kvtdrat.k risk orgali o‘rganiladi.
Siljimagan baho uchun kvadra i1 risk dis oersiya bilan ustma-ust
tushadi. B\i holda dispersivasi e a iichik .'0oi. tan baho eng yaxshi deb
hisoblanadi. Taqgsimotlar oilasi i hun itu ’iuii shartlar go‘yilganida
bunday dispersiyalar uchun qi;/ c legaram kc rsatish mumkin ekan.
Ushbu paragrafda biz skal>ar pirametr bo Igan holda Kramer—
Raoning tengsizligini isbotlayi liz.

—parametrik statistik modelni garaymiz. Har bir kuzatilmaning

f\ X,0) zichlik funksiyasi uchut regulyarlik shartiari Kiritamiz:
m~H={jc:/(x,60)>0]| - to'plam 9 ga bog‘liq emas;
(I @ =r yoki 0 -to ‘plam r dagi interval;

(1) - hosila navjud va {re.9e @}ga nisbatan
80

deyarli hamma yerda vo e © uchun hekli;

lu
fnr 12
(V) VOe 0: O<i1(9)y=me "™-In <00.
Biz x ¢) tanlanmaning fn(x{>,i)=0/ ( xi ~ zich'ik

funksiyasini garayotganimizda (I)—V) shartl irda/ o‘rmda /, ni ishla-
3



tamiz va integrallar to'plam bo'yicha tushumladi. i( u) funksiya
£ t.m.dagi it parametr haqidagi Fisher informutsiyasi deyiladi.
Ushbu

tM " ]l.e)="~f,W -\e)==%i(x,¢e),
o i

i{xie)=je laf« (x-"), /=1

- funksiyalar informantlar deb ataladi.
1-lemma. Agar (1)-(1V) shartlar bajarilsa,u holda

M9/(",6) =0, VbeO, (1)
Isboti. f/(x,0)//(<*)=1 tenglikni v bo‘yicha differensial-
laymiz:

A Uix,9)%i(dx)=0y 6e O
do J

yoki
/ ¢/ (i,e)Mdx)= ji(x,e)p,(IJX)=m,i(4™~"0.weee
bu esa 1-lenimani isbotlaydi.
[ inj (9)= M9 | &) | - tanlanmaga raos kelgan Fisher
informatsiya funksiyasi boisin.

2-lemma, ,6e ©} uchun (1)-(v) shartlar bajarilsin.

U holda
Ix(H)(6) =nl{9),9¢ce. (2)
Isboti. Induksiya metodi bilan osongina o‘matiladi. Demak,

informatsiya funksiyasi additivlik xossasiga ega ekan.
3-lemma. Agar (IHV) shartlar bajarilsa. u holda V 0eO0

uchun

In/(<3:(?)) =-M O~ In/7(":6) j. ©
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Isboti. MBIl —r In/(£;0) I ifodani quyidagi ko'‘rinishda yo-
862

zish mumkin:
&

» J— J({,0)/.(*)-m f-till}

Co

(IV) xossaga ko‘ra
AT if(x,e)M{c/x) = \-~Tf(x,e)M(dx)=o, VeGO.

Bu esa 3-lemmani isbotlaydi.

)i\ wm),{~,0e0})->(~,~,{a,0€0})

- statistikaning informatsiya funksiyasi /j(6) boisin. Isbotsiz quyi-
dagi muhim da'voni keltiramiz.

4-lernma. {/J,0e 0} va{~,0e0} tagsimotlar qoidasi uchun
(D-(V) regulyarlik shartlari bajarilsin. U holda

1ir (e)<1x{n)(e)ye €© . (4)

Bu yerda tenglik fagat va fagat T —yetarli statistika bo‘lganidagina
erishiladi.

Demak, T — variatsion qator bo‘lsa, (4) da tenglik bajarilar ekan.
Bu esa kuzatmalami tartiblash natijasida informatsiyaning kamaymas-
ligini bildiradi (chunki bu holda 7 va x m ekvivalent trivial yetarli
statistikalardir).

Quyidagi teoremada siljimagan baholar dispersiyasi uchun quyi
chegara mavjudligi ko ‘rsatilgan.

1-teorema (Kramer-Rao). {fn{x(n),s),s & ©} oila uchun (I)-
(V) shartlar bajarilsin va differensiallanuvchi g(0) fimksiyaga silji-

magan g J X ) bahosi uchun V0e 0 larda

303



(ViI1). ig nU n))-~/l«(x(n),e)ju(n){dx(l)) «o va Deg .
shartlar o ‘rinli bo‘Isin. U holdaV 0e 0 uchun
D X i 5
e g a( in))> nl{B) ()
(5)da tenglik bajarilishining zarur va yetarli sharti fn¢x").s) -
zichlik quyidagi eksponensial oilaga tegishli bo‘lishidan iboratdir:
I, (x() .0)= exp{gl (*<»>)uy>1(0) +4 2(e) +kn (x{l))}  (6)
bu yerda 47 (s ) o 0.
Isboti. (1) ni e’tiborga olgan holda Koshi—Bunyakovskiy
tengsizligidan foydalansak,
cove(in(xin)E£),g Ne *')) =Me[ia(xi”>,e)(i,,(j[<n))-g{0))_
i
<[ni(e)Deg ,Lx(n)} (7)
Bu yerda

g =1 (x » efX x{n\e )rd M =

Mof[ln\'s n-g{e)]\~Me In" Ty

="M eg=9'{6) (8)

(7) va (8) dan (5) kelib chigadi. Endi (5) da tenglik bo‘lishining zarur
va yetarli sharti g nva nning chizigli bogiiq bo‘lishidir:

Bu tenglikni biror (s9i) ¢ 0 interval bo'yicha integralaymiz

va natijada (6) ni okmiz. Demak, V6>e 0:
B

Wi(9)= \rafu)du, /=1,2; T, (0)~o0.
l-natija. Agar g(d)=6, ¢ ,E CB bo‘lsa, u holda V0eO:

uchun m e{gn—e) =Degn+ B2n(s)> BZn(6)+- £(e)~"
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Xususan, g n=6,,e C 0 uchun

1
De9,, > — ,V0eO.

nrti)

Agar (5)da tenglik o‘rinli boisa. g n baho effektiv (Kramer-
Rao ma’nosida) deb ataladi. n —»ooda baholarning asimptotik effek-
tivligini quyidagi kattalik bilan hisoblash mumkin:

O0<eff(gn9)= . <1,
ni(e)DO g,,
Misollar.
1. (0,0) dagi tekis tagsimot uchun (I) shart bajarilmaydi.

Demak, bu oila uchun (5) o‘rinli emas.
.r

2. f{x,d)y=4" 062e."= (M ,0e 0=(0,00),

i[0,xe M . 1=
mukammal yetarli statistika; g¢(9) =9 ; 6, =—7 (xi.:> - MDBS;
n
"1
Meg,=6\ [Deoan] =Ar\i{o)r\\eff(e, RB) =V,
0 6

/,(Jt<,j,0) =exp|0,|-~j-/7In0j.
Demak, s, - effektiv baho.
2-8. Battaclrariyaning quyi chegaralari sistemasi

Kramer-Rao tengsizligini (111)-(V) regulyarlik shartlarini ku-
chaytirish natijasida yaxshilash mumkin. Biz siljimagan baholar dis-
persiyasi uchun aniqroq boigan Battachariya quyi chegaralar
sistemasini kiritamiz. Shunday MDSBIlar borki, ularning dispersiyasi
Kramer-Rao quyi chegarasiga erishmasada, Battachariyaning biror «-
tartibli (/<>1) quyi chegarasiga teng boiishi mumkin. Kramer-Rao
chegarasi Battachariyaning £=I-tartibli chegarasiga tengdir. Battacha-
riyaning regulyarlik shartlari quyidagi teoremada keltirilgan. Ushbu
paragrafda biz skalyar parametrlik statistik modelni ko‘ramiz.
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1-teorema. (Battachariya teoremasi). \fn{xin),0),0(i ©) —oila

uchun Krarner-Raoning (1), (Il) regulyarlik shartlari va quyidagilar
bajarilsin:

(HD)* Har bir i=1...,k va V6e© uchun — £, {x(n),e)
38"
hosilalar mavjud. {rPo .6 e 0} ga nisbatan deyarli hamma yerda chekli;
(IVy* Harbiri=1,..., k vaVde © uchun:
< 0C;
Jde
(V)* "barcha i, j=1,..., k vaV oe ©laruchun

< 00;

(V1)* « marta differensiallairuvchi g is ) funksiyaning siljima-

8an bahosining dispersiyasi chekli bo‘lib, quyidagi shart
bajarilsin:
Barclia i=1,..., k va ©laruchun
|| _0)M{n)(dxin))<°o.
Cu
v(o) =|j*(6)]. — - musbat aniglangan matritsa, ©—nuqtada xos
bo‘lImasin,
V,(0)=Ma

U holda V9 <0 uchun

pog n(icing> JT rir(0)gr(9)gii)(o) ()

Bu yerda 0)]]. =v~l - matritsa v uchun teskari,



g lifl(0) = d'g(0)/dol,i=1k.

yetarli shaiti

(1) da tenglik boiishining zarur va

g,U<-)-g(0)=¢cC, (M> ey, xn e , (2)
oozl J,Uu' ' ,B)CB
tenglikdan iborat bo£lib, C, koeffitsiyentlar
Yivae)ci(e)=g{ie)= k 3)

7=1
- sistemani ganoatlantiradi.

1-natija. Hisoblab ko ‘rish mumkinki,

).

- vektomiiig kovanyatsiya matritsasi ]T(0)nm g determinanti

Degn *\
@« Wi,

(S (0)}=
*>

Bu tengsizlikdan foydalanib, ;:

0]
NW
Deg., (X())> det|F""g )
g(*>(e)
1D gre) =e boisa, (4) dan
v22(e)
d F(O
Del n{x (n)) "\ e{F(0)} V2k(6)
1
[nKB)
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o= vk >0
-5 VK
o‘niiga quyidagini yozish mumkin:
&4e), ga)(e)
vn (e), fn.(e
(e) (e) a(t)
vn {e), .., Vv”'e)
vu (e)
k>2.
vkk(e)
k = 1.



2) Agar k=2 boisa, (4) ni quyidagi ko‘rinishda ham yozish
mumKkin:

S(X\0) Vxt{9)2
g(2\e) v22(e)
De % A X 1 2 L,up) Mo9) Mooy )
vi2(0y vaife) V()
bu yerda »i(9) =nJ(9). Demak, Battachariyaning 2-tartibli quyi

chegarasi Kramer-Rao quyi chegarasini yaxshilar ekan.
(5) tengsizlikda tenglik boiishining zamr va yetarli sharti

fn(x(m9)ning (6) eksponensial ko‘rinishda bo'lishi edi. Quyidagi
teoremadan eksponensial tipdagi oila uchun (1) da tenglik bajarilishi
shartlari keltirilgan.

2-teorema (Fend). {fn(xIn),d),9e ©] oila uchun Battachariya

regulyarlik shartlari o'rinli va u eksponensial tipda bo ‘Isin:
f,{x(\d )=expj] xMm )Y ,(9)+T 2¢9)+Xl(x<")j,4",(9)70,

k marta differensiallanuvchi g (9) fimksiyaning siljimagan g n

bahosi uchun (VI)* shart bajarilsin. Agar v (o ) matritsa musbat
aniglangan b>o‘lib, ¢ ,ning dispersiyasi Battachariyaning (/c—1)- emas,
¢-chegarasiga erishsa, u holda ¢ n{x in)) baho f,(A”Oning k- da-

rajali ko‘phadi bo'ladi. Aksincha, i, (x~**rung ¢-darajali ixtiyoriy
ko‘phadi dispersiyasi t-chegaraga erishadi.
Shuni ta’kidlab o‘tamizki, regulyarlikning (I) shartni quyidagi
kuchsizroq shart bilan almashtirishimiz mumkin:
(D* supe> Tx <n)E (J{x(n)e & f(n :fn{x(md)= 0)VoO.
fe® Y, fee J
Misollar.
L { _il
1. f(x,9) =9 "expl-x# m), 66 0 =(0,00),xg .“r =(0,00),
m > 1—butun son. Bu yerda
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f ,e)=expi-+ Xi9 ~ --\no\
z

g(0) =0 wuchun gnc x (n)) = —-
in: " m "

_ X, - mukammal yetarli statistikaning m-darajali ko'p-
i
liadidir. Demak, peg n —Battachariyaning w-quyi chegarasiga teng

va g n - yagona MDSB.
2. 1-misolda m = 1 desak, /(x,0) - ko‘rsatkichli tagsimot bo*-

T
ladi. g(0) =0” uchun gn(lw)=j 7 ~1 ' ~yagona MDSB
{n+ H m i
va uning dispersiyasi Battachariyaning /r-tartibli quyi chegarasiga teng.
u, _y
TJ holda g [0) - yajo s uchun g N — fly ——-~

7 i=vi («+MIL5X;3
- yagona MDSBning dispersiyasi o‘zining «- tartibli quyi chegarasiga

teng.
V(O) - matrisa Battachariyaning informatsiya matritsasi deb

ataladi. k =1bolganida u Fisher informatsiyasi bilan ustma-ust tushadi.

3-8. Ko‘p o‘lchovli pararaetr bo‘lgan holda Kramer-Rao va
Battachariya tengsizliklari

e ©} —zichlik funksiyalar oilasi vektor parametr

0=(01,02,..01)e ga bog‘lig bo‘Isin.
i
7oz =] —i ( "I(:» - differensiallash ope-
||aef ...self |_|

ratorlar sistemasini kiritamiz.
Biz Kramer-Rao tengsizligini Battachariya tengsizligining

xususiy holi sifatida ke Itirib chigaramiz.
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Quyidagi tasodifiy funksiyalami garaymiz:
v (-, (zL1). is» it

Bundan nisbatlar umumiy sonini r bilan belgilab, ulardan quyi-
dagi vektomi tuzamiz:

Masalan, ® . s =2, uchun p=5,

h = (c .c “,hu,i",i:-2H h ... u
Battachariya regulyarlik shartlarini kiritamiz,
("=5=Kramer-Raoning (1) (yoki (1)*) sharti o‘rinli bo‘Isin;

(n** © = yoki © fazo 1~ ' dagi parallelepiped;
(1n)** Barcha ie0 va l<mw®<k uchunV \in(jt1“1;$) —

hosilalar mavjud va {pe,6e. 0| ga nisbatan deyarli haraina yerda

chekli;
(V) ** Barcha fie © va 1<ms <k uchun

JVK)/, (v(n) ;6>) ru{"1(dx(n]) < x

(V)** Barcha 0e © va 1l<i, j<r uchun gy (&)— 1
mavjud, chekli va [li* (0)j] _ - matritsa V06 0 uchun

musbat aniqlangan boisin.
(vI)** Baholanayotgan G($) =(g, (0),...0-m(0)) vektor va

uning siljimagan bahosi cn v{x"n A(~")) uchun
vt")G(0)= (v(" '...V I"",,(0)) hosilalar mavjud va barcha
i =L 1 <k; 9e© larda

Jig Y. Aw )vK )/, (xn se)l//(n)(ife(") )<oo

bo‘lsin.



pid) orgali 'V*"Gr(0),\<ms<k\ hosilalardan tuzilgan (rxm)-

matritsaniva s {e)=ms{ 3, bl "))-3r, (x ("))}ni belgilaymiz. Bun
da b {6) matritsaning satrlaridagi hosilalaming tartiblanishi Ln vek-

tordagidek.
1-teorema (Bolshev). (D)*-(IV)** shartlari oiinli bo'lsin. U

holda B (9)- D{6)W ~] YD Tid) nomanfiy aniglangan, ya’ni
Vz=(z, ,..rra)e r uchun

zB(e)zT >zL>(d)W ~\e)tf (e)zT, 0 (1)
tengsizlik o‘rinli. (lI)da tenglik bajarilishi zarur vayetarli sharti

G, (x(n)-G-ie)=1L(x(n-e)w-1lie)D T{6) (2)
tenglikdan iborat.

1-natija. 1) « =1 bo‘lganida, (1) tengsizlik Kramer-Raoning
vektor parametr uchun quyi chegarasini aniglaydi. Bu holda (2)
tenglikni quyidagi ekvivalent formada ham yozish mumkin:

Bu tengsizliklar sistemasi esa 0‘z navbatida, maxsus

eksponensial oilani aniglaydi:

(% ) =exPre s js i (#)+% (0)+k (*())} (3)

2) m=1, ya’ni skalyar funksiya uchun (2) tenglikni quyidagi
ko‘rinishda yozish mumkin: v(.v(,);0)e X(,)x©,

(4)
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Agar (1) da tenglik bajarilsa, baho effektiv (k = 1 da Kramer-
Rao va k > 1da Battachariya ma’nosida) deyiladi.
Misollar.

l. pd =N(eve?2), e=(01,02)e0=#x(0,«,), gl(e)=91,92(6)=9?
bo‘lsin. G(6») = (g1(0),g-2(6»)) uchun &, (gin,g 2n) baho siljimagan
bahodir. Bu yerda g uUt=x =-T K i, g S2=— - x)

A 1A

Ammo G, baho Kramer-Rao ma’nosida effektiv baho emas, ya’ni
k = Ida (lI)da tenglik bajariLmaydi. Buning sababi esa (2) ning bajaril-
masligidan kelib chigadi:

the 11 #)=explg,,,(X(M") A+ g2, V- n 204 x("]) 26
A+ %In0, L -
2o ” n » ; i (2 4

— eksponenta ostida ¢ \n gatnashmogda. Ammo to'giidan-to‘gfi

hisoblab, &, ning Kramer-Rao ma’nosida asimptotik effektivligini

ko‘rsatish mumkin. Bu holda
f ft N ‘o

0 : 0
1 0
B(Q)= " _
0 wmL p{o)= o if r_,(0) 20;
n-1 Nl
Demak,
r\ det{ 2CO)Z)r (6«)} det{ (6»)} _ -
L A C R ——— LD e — T ftnoses

2 ,ps =N{e,,el), k=2, g(f)=e2,0=(6il,e2), m=i
bo‘lsin. g H s 2 baho siljimagan bo'ladi. Bu holda (4) bajariladi:

11 g\ 8fn e2 8-fn\

9.~9{Q) = ¢ jin1dd2 n(n-\) dd
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Demak., pgg , Battachariyaning 2-tanibli quyi chegarasiga teng

va g n baho Battachariya ma’nosida effektiv bo‘lar ekan.

4-8. Asimptotik effektiv baholash

Ko'p hollarda baholarni asimptotik ma’noda solishtirishga
to‘g Ti keladi.
1-ta’rif. Agar n -> co da ixtiyoriy g¢'e 0 uchun

. M9 (g K-g(6))
lim sup --------=-m=mmmmm- \VA

munosabat o‘rinli bo‘lsa, ¢ ® 0 baho g(o) uchun asimptotik

effektiv deyiladi.

Ushbii ta’rifni ma’lum baholar sinflari uchun ham keltirish
mumkin. Agar C( - siljimagan baholar sinfini olsak, (1) ifodani
quyidagicha yozish mumkin:

limsup”™% <. (2)
Dg

co - asimptotik normal baholar sinfi bo‘lsin. ya’ni V0"e c9 uchun

(0*-e)\n=>nnr 0"

o‘rinli.
2-ta’rif. o' baho o wuchun asimptotik effektiv deyiladi, agar
ixtiyoriy s fie C,j, uchun

crz (s>)<crz (o») (3)
munosabat o‘rinli bo‘lsa. Bu yerda cr2(6) va cr.2(0) lar mos ravishda
6~ va or baholarning tarqoqlik koeffltsiyentlaridir.

Bu ikki ta’rifekvivalentdir: o'e. bo‘lsin, u holda n —ocda

Me{O"'-9 )' :A'(I+r”(6»)| r,,(O)->O.
(J) ifodaga asosan

Me(o '-e? <M e{on-e)2(\+r;{e)), r;~> 0,



ixtiyoriy 6 e cq da (3) ga ekvivalent. c k orgali quyidagi shartlar
o'rinli boMadigan baholar sinfini qaraylik:

[6(0)|<e(0;«)/ytn, |&'(0)|< s(6\ri), M e (d*) <c<00,
bu yerda n —00 da £(0.rc)=0(l) va b (e) siljish Icattaligi, ya’ni
Me{d* -e) =b{6).

Teorema. Regulyarlik shartlari o‘rinli bo‘lsin. U holda c k da
ixtiyoriy Kramer-Rao ma’nosidagi asimptotik effektiv baho <ck da
asimptotik effektiv bo‘ladi.

Isboti. & Kramer-Rao ma’nosida asimptotik effektiv baho
bo‘lsin, u holda

MJe--¢e)2
| »1(0)

Kramer-Rao tengsizligiga ko ‘ra barcha 0*e ¢ k uchun:
lirminfmMmgn(e”-2) >/_I(0O)=IlimMen(6n-0)~ m
o MHXES

5-8. Bahadur bo4yicha asimptotik effektivlik

ji statistik model va Ta noma’lum

parametr ¢ uchun baho bo‘lsin.
{7 n1 baholar asimptotik effektivligini pe (*Tn —6\<y) ehti-

mollik bilan o ‘Ilchashni R.Bahadur taklif gilgan.
Harbir kuzatilmaningzichlik funksiyasi f(x\q ) bo'lain.
Teorema. tTn noma’lxtm parametr 6 uchun asosli baho bo‘lsin.

U holda \sy' >y uchun quyidagi tengsizlik o‘rinli:

i™j Inpe{K e\>y)* +HY'W (<) W
Isboti. Yensec tengsizligiga ko‘ra:

- K =- f {x-,6 +y')dv <\n\f{x-,6)dv = 0.
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v Il o, -evsy, . T
A= ALK, ... X, )= 9 , bo'lsin, u holda ixtiyoriy d¢> 0
NO, |r,-0]<r,

uchun quyidagi tengsizlik o‘rinli:

ij{lIt-9v>:}= MAA >M :\Ax\i\ <~ f i N >
''m "l e f(xAe) 1jij
It li- /M ) ljij
e A L1M-0]> 5fFl /(~ -'r])> 4
V- [(*,0) I

T - asosli balio ekanligidan lim i~ .{ —0l >y1 =1 tenglik

ofinli bo‘ladi. Bu yerda d =n(k +s),s>0 ixtiyoriy kichik son.
Katta sonlar gonuniga ko‘ra

[rrA xJ ;O+r') J 0 U V'i,InA xJ e+y')
Pe+y h

53 AXj®) ser - n fa*)

A xj# ) 1>s'u—_;])0.

1(*] #) "

Demak, barchil katta n larda
Po{\Tn-e\>y}>\e-d = le-* K+E) (_‘]_)

tengsizlik quyidagi Bahadur bo‘yicha asimptotik effektiv bahoga
keladi: v 1 - asosli foaho uchun

limlim— wwpg {h — 9\l> y\> lim— fin- W(-x0+y)ydv . (2)

> y~Oya } f(x\9+y)

f(x,6) chekli 1¢(e6) Fisher informatsiyasiga ega bo‘lsin. U
holda (2) ifodada a = 2 deb olish kerak.
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r bahoning effektiv standart og‘ishi r, = rn(s ;y,Tn)

Pe{\Tn-9\>y\ =1 I’leu4|du= p_nn 3'

F»

ifoda orgali aniglanadi. Bu yerda f ~ ¥ (0;1).
Demak, tn —asosli baho bo‘lishi uchun zarur va yetarli shan
Vy >0: 11 -» 0. Agar

C—a/2 i 1-zPR
[¢] du< —e

<
1+z

tengsizlikdan foydalansak, u holda

lim lim 1 1 lim lim

y--—>00 U—KO 2y— T
o‘rinli boladi.
X BOBGA DOIR MASALALAR

Quyidagi modellarda keltirilgan baholarai effektivlikka tekshi-

rmg
Ne Model Baho
1 #(0;<T12) 6 =X,

2. N(a;e)2 B =52

3. Ge(Q) € =i/(i¥x)
4 rep g =X/n

5  J(*,0)=ex+B(l+e""* ) 2;x,0e A g =X
i

6. E{s)
vV
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X1 BOB.NUQTAVIY BAHOLASH USULLARI
I1-§. 0 ‘rniga qgo‘yish usuli. Momentlar usuli

Statistik mode 1 dagi tagsimotlaming \p) oilasi

bilan berilgan bo'lsin. Biz VIII bob 6-§ da baholaming ta’rifi,
xossalarini va ularga misollar ko‘rgan edik. Endi nuqtaviy baholami
qurishning ba’zi keng targalgan usullari bilan tanishib chigamiz. Biror
9 =8¢{pP) (vektor yoki skalyar) funksionalni baholash masalasini

garaymiz. p, orgali empirik tagsimotni belgilaymiz:
M *) =i | 1{xleB), BezT.
n j=i

Bu yerda F«(x)=rpn ((-00,*)) (VII bobni 2-8iga garang). s ni baho-
lashning tabiiy usullaridan biri - o'rniga goyish usulidk. Bu usulga
ko‘ra, 9,,=d{p.,,) baho P o‘miga P,ni qo‘yish yordamida quriladi.
Bunday baholaming xossalari. albatta 9(p) funksionalning xossala-
riga bog‘ligdir. Masalan, VH-bob 3-8 oxirida ko'rilgan jun{F,) sta-
tistika /i(1) =hy Jg(funksional uchun o‘rniga go'yish usuli
bahosi bo‘lib, n - funksiya uzluksiz bo‘lgan holda kuchli asosli baho
boMadi. Ko‘p hollarda O(-P) funksional biror e(9,p) =0 tengla-
maning yechimi sifatida noaniq shaklda beriladi. Bunday hollarda
9=9(P) uchun baho €e(d,p,) =0 tenglamaning yechimi sifatida
aniglanadi. Endi o‘miga qo”yish usulining ba’zi xususiy hollari bilan
tanishib chigamiz.

Statistik model {?fl,0e©®}, 0C A 1’1 oila bilan berilgan bo*-
lib, 0=(0,.02,...,6,) noma’lum parametr bo‘lsin.
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Momentlar usuli. ¢ (6) =1(g, (0),..., gs (0)) vektor funksiya
uchun biror asosli en(x*"0 =(g,,, (A* 9),...gsn (aTN0O) baho mavjud
bolsin. Momentlar usuliga asosan, 9 ={s6i,...6S) uchun 9 =
baho sifatida c (9) = en tenglamaning, ya’ni

A0) =gin(MM)), /=1, (1)

sistemaning yechimi olinadi. Bundaybaholamingxossalari ¢ (,i = 1,s,
funksiyalaming xossalari bilan aniglanadi, Odatda g¢;(0) =™ oa, (if),

/=15 (masalan, a(£) =£') ko‘nnishda tanlanadi. Bu holda katta

sonlar gonunidan foydalanib. g jn sifatida a, (¢ ) ning empirik momen-
tini tanlash mumkin:

=1
1-teorema. Faraz qgilavlik, g, (0) i =\,s funksiyalar ©dauzluk-

siz hosilalarga ega bo‘lib. 3 g (9 )= det ’\ds’(_o ) b -yakobian nol-

dan fargli bolsin. Agar (1) sistema yechimi sn yagona bo‘lsa, u holda
bu yechim 8 uchun asosli baho bo‘ladi.
Isboti. ¢ :©->Jt desak, c~1: —>0 - bir giymatli va uzluk-

P
sizdir. gin —> g. i=1,s, ekanidan, 1 ga yetarlicha yagm ehtimollik

bilan e ng jjjr. U holda (1) dan 9,, = ¢~1(cn] va &~ ning uzluksiz

ekanidan, n —>o00da 60 —>G (G(%))=0.

Misollar.
1. p6 —M (9i,0,2), 9 =(0, B2)e 0 =/?x(0,°0) noma’lum para-

metming momentlar usuli bahosini topamiz: g, (#)=Mec =],
gn (#)= ~Q\~ + @2 ekanidan
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Demak, 9 n =(X,S) baho (dt,d2) uchun asosli baho bo‘lar
ekan.
2. pPg=RrR(0,0), 9 >0 modelda noma’lum parametming

momentlar usulida bahosini topamiz. Avval momentlar usuli bahosini
1-moment orqgali topamiz. Ma’lumki, g, (6)= M fic =? ekanligidan,

9{,,=2x momentlar usuli bahosi bo‘ladi. Endi momentlar usuli baho-
si A-tartibli momenti orqali topamiz:

u holda oirt = j(k +1)jc* momentlar usuli bahosi bo'ladi.

3. FA=N(6,iy, 6> 0 bo‘lsin, noma’lum parametrni moment-
lar usuli bahosini topamiz: g(0) =™ g =0 ekanligidan on= x mo-
mentlar usuli bahosi bo‘ladi. Shartga ko‘ra o> 0, lekin x manfiy
bolishi ham mumkin. Shuning uchun agar x< 0 bo‘lsa, baho sifatida
0 ni olish kerak va agar x > 0 bo‘lsa, baho sifatida x olinadi. Demak,
o*= maxj 0,.rj - momentlar usulining “to‘g‘rilangan” bahosi bo ‘ladi.

2-8. Hagigatga maksimal o‘xshashlik usuli

dp
Faraz qgilaylik, {re ,9¢ ©}« /u ,

02e © uchun pPo]*Fe2,9,92¢ © bo'lsin. Biz ¢ =(0,,...95)e 0 etf(s)

- vektor parametrni baholash masalasini qgaraymiz. Hagigqatga
oxshashilik funksiyasi deb, ("x© da aniglangan nomanfiy

f,, #)=cin (rivy &), (X,")-0)e ./ X © ko‘rinishdagi funk-



siyaga aytiladi. Bu yerda Ce (O,») —ko‘paytuvchi 9 ga bog'liq
emas, ammo r("'ga bog‘liq bo“lishi ITiumkin va
fn (x(,i);6) =v\fn gxi'8) - tanlanmaaingzichlikfunksiyasi.
=i
1-ta’rif. Haqigatga maksimal o%shashlik wusuli bahosi
(HMCyUB) deb, gayidagi munosabatni ganoatlantiruvchi

o‘lchovli statistikaga aytiladi:
fo(x" mdr=rmATf;{x"-e)}. (i)
Og &

Demak, o,ni topish, + + ning maksimumini topishga ekvivalcnt
masala ekan. = va Inf~ funksiyalar bir xil nuqtalarda ekstremumga
erishishi sababli, (lI)tenglikni Inf+= uchun ham quyidagi ekvivalent
ko‘rinishda yozish mamkin:

on{x~"1)= Argmzxi [IN/(x;0)P»(iA:)| ="2g-maxk—y In/(X fe>)1 (2)

#EO0 | W /=]
Ba’zi hollarda (1) tenglama yechimga ega boMmasligi ham
mumkin. Odatda HMO‘UB fiksirlangan x~ e /;T1'1da /, 0) -

o ning uzlulcsiz funksiyasi bo'lgan hollarda go‘llaniladi. HM O UBlari
yagona bo‘lmasligi mumkin. Endi bahoning bunday nomlanishini biz
fagat diskret holdagina {ii - sanoqli o‘lchov) tusliuntiramiz. Bu holda

f(x\6) = Pg (% =x) Va

L txqmy -&)y=pe (* (M= )=m  (4=X).
=

Demak, biz 9 « sifatida f n ehtimollikni maksimallashtiruvchi para-
metr giymatini tanlarekanmiz.

1. Agar O0ci? (i) bo‘lib, ixtiyoriy x» e uchun
f={x~:d) funksiya o bo‘yicha differcnsiallanuvchi va o‘z rnaksi-
mumiga O ning ichki nuqtasida (Oga biror oralig‘i bilan tegishli
bo'lgan nuqtada) erishsa, u holda s, baho quyidagi shartni ganoat-
lantiradi:
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d/in(x ~ se)

o6 =0 yoki co =0, (3)
e=Sn
bu yerda
¢ Infn s In/,, 01n/,,
9 N 06»,
2. Agax Kramer-Rao ma’nosida effektiv baho mavjud bo‘lsa, uni

HMOUB yordamida topish mukin (X-bob 3-8 dagi 1-natijaga garang).

3. Yana shuni ta’kidlab o‘tamizki, agar HMO‘UBsi 9 ,, yagona
bo‘lsa, u yetarli statistika 1 ning fonksiyasi bo‘ladi. Hagigatan ham,
VIll-bob 3-8 dagi Neyman-Fisher alomatiga asosan:

dn. Sin? *)
.
ee 86
(€3 0=0,

Ammo 9, ning o°‘zi yetarli statistika boiishi shart emas. Bunga
biz quyida niisol keltiramiz.

HMO'UBsining yana bir muhim xossalaridan biri - uning para-
metmi almashtirishga nisbatan invariantligidir. Bu trivial da’voning

ishotsiz keltiramiz. 0 - fazo A dag' interval bo'lsin.
1-teorema (Invariantlik prinsipi iZexna)). g{9\.® —=M

funksiya berilgan bo “lib, # - fazo r[q (/c<s)dagi interval bo'lsin.
Agar o, baho ¢ parametr uchun HMO'UBsi bo‘lsa, u holda g¢{o)
uchun gn =g{e,) HMO'UB bo‘ladi.

Misollar.
1.~ - binominal tagsimot bo‘lsin:

f,, (x(,);d)y =cotu(1-9f"7* 1, C=n Cc~* ,

Buyerdase 6 0= (0,1),c(x ~ )=" 1|f - yetarli statistika. (3) dan
i=l
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¥ = N 4 T (X W

I+
=
-

(")
Demak, & n =;T {x{m)-HMO‘UB.
2. P8 - R(u,9), (0,0) intervaldagi tekis tagsimot bo‘lsin.
0 - N'(H) - 0e 0 = (0,00), bu yerda

T {x(n) = -~(n) = max{ X .} - yetarli statistika.

Chizmadan ko ‘ramizki, 9, = X, baho 9 uchun

HMO‘UBsidir.

3. pe tagsimot ~j intervaldagi tekis tagsimot uchun

fA * (n) XY <rn)y<fi+1)M/I(V) -1 <0<TI) +1),
6e © =(-co ,00). Bu holda HMO‘UBsi yagoia emas. &, sifatida

(x (nj - + -i-| intervaldagi ixtiyoriy nugtani olish murnkin:

=1("0) +~("); _T)+(~ ()~ Xn +\)Cos2Xx:

8ril=(x@+})-(*(,> -X w +1)Cos2X,



\Y

y _ o 3(2)
Bu holda 7\x (n))=(x ~\x ~) yetarli statistika, ammo s,

9 ,,O)Iar 1 ning funksiyasi emas.

4. pe =N"91,6; ~,6 =(£?,,02)e 0 = R(>x (0,00). U holda

Q{' (2n)i
va
31n 1
T xi~>A =7,
el < J
5 Inf
@2 CHA

-2
Bu sistemadan 0i,=x,(9i,=5 baholami topamiz. Bu baholar

yetarli statistika ¢« (x ~ )= " xi A'2 jning funksiyasidir.

Vi=i i=1 7

5. iq=(%"',#;) - parametrli logarifmik normal tagsimot
bo'lsin. U holda vy = Inc" tagsimoti A ) bo'ladi. Ma’lumki.

gl(6)=M gw —exp! ox4—

g2(6) =D o% =¢,2(0)[exp(6'f) -
1-teorema va 4-misoldan g(6) =(gl1(6),g2(d)) uchun balio
8 n=(g\n'sin) buyerda
«i, = gi("») = exp(y +ySi),
8 2»=38i ("»)="f,,[exp(")-I1].

At ln X r,SIAMTi[\n X My ] 2.
n /=i n /4



Biz ushbu paragrafniag oxirida HMO'UBIlarining eng muhim
xossalaridan biri - asimptotik effektivligi haqgidagi quyidagi da’voni
ishotsiz keltiramiz. Bunday xossaga ega baholar eng yaxshi asimptotik
nonnal baholar deb ataladi.

2-teorema. q, = (#i, ....., 6sn) baho o= (91t...65) parametr
uchun H]VIO‘UBsi quyidagilar o‘rinli b o ‘Isin:

O ett-e=o p{\)n-><o0-

cln
2) Barcha 7=1,.,5 va 9¢ © lar uchun
hosilalar mavjud va 1 ehtimollik bilan chekli bo‘lIsin;
3) £—0da
sup 82\nfn {x"-e) d2\nfn [x"-,e) < H ("n):6 )0 (1)
\o—e s

bu yerda nh (x ;0 )>0 —tasodifiy funksiya p&ga nisbatan in-
tegrallanuvchi;

4) Fisher informatsiya matritsasi /($)= jj”~ (0)|| —musba

aniglangan.
61n/,, )Ne -8 31iIn/,,

Bu yerda 1(0 )= ™
y (0 ) g 86 8] ;

U holda yididn -d) —> '(0)). Bu yerda v(u,/
tagsimoti 7V (0,/ “($)) bo'lgans-olchovli tasodifiy vektor.

5-misoldan ¢ ,= ("»S2), g{6) ={6~2 ) uchun HMO‘UBsi

ekani maium. X bob 3-8 dagi 3-misoldan Fisher matritsasiga teskari
matritsa ko‘rinishi

o N
0 29%j



2-teoremadan

fx-6x P
Ny

\s2-Q\ j/»€

Demak, va (x.S2) baholar asimptotik ekvivalent eka-

nidan ulaming eng yaxshi asimptotik normal baholar ekanligi kelib
chiqgi r ekan.

3-8. Bayes baholash usuli

I’arametmi baholashning Bayes yondashuvi mohiyati noma’lum
parairu.tr 9 ni tasodiiy miqgdor deb garashdan iborat. Bu parametming
zichlik fiinksiyasi aprior zichlik (aprior - tajribadan oldingi) deb
ataladi. Bayes yondashuvida noma’lum o parametr zichlik funksiyasi
h(9) bo‘lgan tagsimotdan tasodifiy ravishda tanlangan deb faraz

gilinadi.

Bayes sxemasida yechim qabul qilishning to‘rt asosiy ele-
mentlarini ko‘rib o tamiz:

1. ( ,p ) statistik modelda p tagsimot » ={pg,9¢ &}
oilaga tegisnli, © esa k -o‘Ichovli Evklid fazosidagi intervaldir.

2.//(J)ning,;"-aprior tagsimotlar oilasi (0,” ) o‘lchovli
fazoda anigiingan, bu yerda 2~ —0 dagi ¢ -algebra.

3. -boMishi mumkin bo‘lgan shunday yechimlar to'plamiki,
ixtiyoriy elementé dagi M -o‘lchovli funksiyadir.

4. L(s,d) talofatlar funksiyasi © x* da aniglangan.

Tanlanmaning zichlik fiinksiyasi /n(xIn);0), x* ning o beril-
ganidagi shartli tagsimot zichligi, aprior zichlik funksiya esa n(9)
boMsin. U holda x o,)va 9 ning birgalikdagi zichlik funksiyasi

g{x("\9) = fn{xM -B)h{9)

bo‘ladi. Bayes formulasiga ko‘ra 9 ning Ar(")=xin) berilganidagi
shartli zichlik funksiyasi
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i(fl/ir<™))y =-M f ()~ (9) (1)
J/, (X(™ ;d)h(6)d9
©
gateng. (1) zichlik funksiya aposterior zichlik (aposterior - tajribadan

keyingi) deb ataladi. Shartli matematik kutilma xossasiga ko ‘ra:
barcha 8 =cp(x1"') funksiyalar orasida ¢ wuchun eng yaxshi balio
kvadratik risk funksiyasi ™ (9 - cp(x(n))zni minimallashtirish ma’no-
sida

9H = M (e Ix(n])= \9h (6/x{n))d9 (2)

0
hisoblanadi.

I-ta’rif. (2) va (1) formulalar orgali ¢ uchun aniglangan cH
baho aprior zichlik funksiyasi h(o) bo’lgansayesbahosi deb ataladi.

Misol. x1,..., Xn~N(0;1) va 9 parametr tagsimoti ;V(0;cr'j
(er" —ma’lum) bo‘lsin. Noma’lum parametr 9 ning Bayes bahosini
tuzamiz.

Noma'lum parametr 9 tagsimoti iV(0;<x‘) bo‘lganligi uchun

uning zichlik funksiyasi h(®) - —s— e ~~J 6w R,er >0 bo‘ladi.
V2nu

x 'u tanlanmaning zichlik funksiyasi esa

1
e 24
(23
h (9 txcn)) aposterior zichlik nhig) mf ga proporsional:
explf—tbioc 5 - e (. B2(ifeti+«q 5o
m

Har ikkala tomon darajalarini tenglashtirsak,

o =T T 11 — e et (*")

2 Na .7) 2 \er' 1/a 2+n 2(|/a~+n

hosil boiadi. Bu lenglikdan n(9 /x(nl) aposterior zichlik
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N tagsimotga ega ekanligi kelib chigadi. Demak, 6
1 + na' 1+ na

ucbun Bayes bahosi quyidagiga teng:
_ jcnmz
Q\ = \6h(6 /x(n))d6 =
g 1A\CT

Endi Bayes ma’nosida yetarli statistikalarni aniglaymiz.

2-ta'rif.  s(x(o :(?2m&,&,P)—>u(s/,'A",QJ) statistika my
ucliun Bayes ma’nosida yetarli deyiladi, agar barcha 1 ¢ <32 uchun,
deyarli hamma yerda

h(e /S (x(n))=h(e /x(.) (3)
munosabat o ‘rin]i bo ‘Isa.

Demak, Bayes yondashuvida yetarli statistika orqgali hosil bo‘l-
gan aposterior zichlik tanlanma orqgali hosil bo‘lgan aposterior zieh-
likka ekvivalentdir.

Misol.

2. n (01 ) rnodelni ko‘raylik, bunda 0 =(0,,02) noma’lum

parametrva 0=|(0, 4 ) :-°0<0, <+°0, 0< 62 < +00}. = (X3}....xn)
tanlanma berilgan s =( <9 )larda shartli zichlik funksiyasi quyidagi
ko'rinishga ega:

/(}'I, ZBx,62):(2TrY"23~n€Xp’\j{- 202 m - x f ~226,I(x~eif 3'

O, va 0, lar aprior zichlik funksiyasi /r(0,,02) bo'lsin, u holda
ularuchun aposterior zichlik funksiya quyidagi ko‘rinishda bo'ladi:

,02)exp™-(«/202 p-0,)2-(/202)i(z,-x)2
18(4 A X, o, XN ) = ==mm=mmmmmmmmmmmmem — - - -
j /0, j der e2nKP\ fii)

—ec ®

xexp|-(n/ 20,2)(x-6>) -(1/20j)X (x,-x) j. (4)
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(4) ifodadan ko ‘rinadiki, (0 ,6, ) ning aposterior zichlik funk-

siyasi jx,n~(x, -*)~ j statistikaga bog°‘lig. Bu statistika Ar(0j,0,)
vV H )
model uchun Bayes yondashuvi bo‘lmagan holda minimal yetarli

statistika edi. Ma’lumki, x va statistikalar bog‘ligsiz va

ulaming zichlik funksiyalari inos ravishda

ga teng. C5) va (6) ga ko‘ra berilgan | xj |da(0,,62) ning

\iEl )
aposterior zichligi
9 2"h(et,6]EXP] SCITW )= {x-x)\
_lde<ftz O )expflr W i){x-92-(N281)(x-x))yp 5

ko‘rinishda bo‘ladi. (4) va (7) ni solishtirsak,

h{e, 4 / -n) )= A0,8\/n,....x.) (8)
bo ‘ladi.

Detak. (X,X(x_n) ) Bayes ma’nosida yetarli statistika ekan.

Bu misolda Bayes va nobayes ma’nosidagi yetarli statistikalar
bir xil ekan. Quyida keltiriladigan da’voda bu ikki statistikalar
ta’riflari ekvivalent ekanligini k o ‘rsatiladi.

Teorema. ehtimollik fazosidagi ixti-

yoriy Bayes modelida s(x1m):(.~",6d.P)—>(~/,6~.Qs) statistika
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.2/ uchun Bayes ma'nosida yetarli statistika bo‘ladi, agar u fagat va
fagat 5 uchun yetarli statistika boisa.

Isbtiti. Awal, agar 5 statistika & uchun yetarli bo‘lsa, u
holda u Bayes ma’nosida ham yetarli statistika boiishini ko‘rsatamiz.
Agar 5 —yetarli statistika bo‘Isa, faktorlashtirish teoremasiga ko ‘ra:

9)

kenglik o‘rinli. U holda aposterior zichlik
(10)

©
(9) ga I<o‘ra s(x”™"0 statistika hosil qilgan zichlikni quyidagi
ko‘rmishda yozish nrumkin:

iS(x())= 5dagi o ning aposterior zichligi

kelib chigadi. Demak. 5 - Bayes ma’nosida yetarli statistika bo‘lar
ekan.

Endi, agar 5 Bayes ma’nosida yetarli statistika bo‘lsa, u noba-
yes ma’nosida ham yetarli statistika bo‘lishini ko‘rsatamiz. Ta’rifga

ko‘ra nh(e / x) aposterior zichlik funksiya & s - oMchovli funksiya o

\a ftksirlangan 00da h{9)> 0 va /A(<®)> 0 bo‘lsin. U holda (1) ga
ko‘ra

(12)
h (eo'x) h»

Bu yerda y/ (x(,) ,6») =In[fn (X(M).,d)!fn(x(n),00]~ hagigatga o‘x-

shashlik funksiyasi Logarifmi. Ixtiyoriy fiksirlangan
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funksiya -o‘lchovlidir. U holda /7(6) >0, n(90)> 0 lar o‘rinli

bo‘lgan ixtiyoriy 9 va 9o lar hamda (12) ga ko‘ra:

/,(*(]0)= (*W ,00W fsCxW ),0), (13)
bu yerda
Vv | h(00Ix) h(eQ) cucv
va k{x™]) = fn ,90 ) deb olsak, u holda
Ly (x(m,9) = A'(X(n))exp{t//(3(x(,)).(9)}
o‘rinli bo‘ladi. Demak, -(nobayes) yetarli statistika ekan.

Demak, agar s(jc""*) statistika g» uchun yetarli statistika bo “1-

sa, u holda H {9 /x('"'l) =H (6 /s ) bo‘larekan.
4-§. Minimaks baholash

T, va T2 baholami “yomon” nuqtalarda solishtirib, minimaks
baho tushunchasiga kelamiz. r(7,9) funksiya & ni baholashda T

statistika q o ‘llanilgandagi risk funksiyasi bo‘Isin.
Ta’rLf. Agar Vi's 0, uchun

SUPR w (T0;6) = infsup  <_T;9), (D

0e®©, T &Q
tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda r,e 0 ,c O baho noma'lum parametr
9 uchun minimaks baho deviladi

1-misol. xi,..., XK~ Bi(l;8) bo‘lsin. Ma’lumki, s &)= "2 x j
i=

statistika b u tagsimot uchun vyetarli statistika bo‘ladi va uning taqg-
simoti
P(S<"> ~rk) =ck6k (\-ey-k, k=0,1,..., n
bo‘ladi. Demak, s ®m ~ Bi(n\6). Noma’lum parametr ¢ ni baholash
masalasini ko ‘ramiz. Bu tagsimot noma’lum parametrik 9 uchun
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momentlarva hagigatga maksimal o‘xshashlik usullari bahosi tanlan-

ma o‘rta qiymatidir: T ( x in) ) = —1"][1de . 0 ‘rta giymat baho sifatida
nA

quyidagi xossalarni ganoatiantiradi:
siljimaganlik: M9 T =— MXi=MXI=6 ;

Rao-Kramer ma nosida effektiviik: uning dispersiyasi

d9t = + dx! = (2)
i=l 17 ” " 1 nlie)
0(1-9)

asoslilik: Chebisliev katta sonlar gonuniga Ico‘ra vs >0 uchun

s+

eA ns «=*y»
Lekin tanlanma o ‘rta giymati minimaks baho bo‘Imaydi. Buni
ko ‘rsatish uchun quyidagi bahoni ko'ramiz:

r T(xin))n+-ja
TAx (n)=T (x (n))-23r+ — -ib— = ez 4 — 0 (3)
V«+l 2(v»+l) n+y/n

(3) bahoning matematik kutilmasini hisoblaymiz:

n\ifgT+—\Jn  nO+—sf =
M o, r= - 2 = — N-= N >0 4)
n+yijn n+yjn i. L =

Demak, (3) baho asimptotik siljimagan baho ekan. Endi (3)
bahoning kvadratik riskini hisoblash uchun daslab 2-tartibli momenti-
ni hisoblaymiz:

?
nMO[4~nT
nMeT1+VnMFl7’+ -il =
(n+yfn)2 (n+yfn)2
.82, &-2’1+ yjr?6+—|>I
(w+\/n)2 n 1 4
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0(1-9) +n92+yfnd +i-jj, (5)
(L+yfn )2

(4) va (5) ni inobatga olsak, kvadratik risk funksiyasi

Md(r*-ef =mo(r*)2-20-mot'+o02=

0(1—9) + ire>2 +yfno +7|j

(1+V«)
ror 1
2 92 nd?2 \/«0
-20 +02= B r-+ -
(1+3n )2  (A+Vw)2  (I-+>/»)2  (1+v«)2
1 2N*02 . i 2>n N
4(1+V« )2 1+Vn 1+« (1+Vvn)2 (1+7)2 I+d»
1 1 1

(I+Vrc)2  (I-t-\in)2  1+\/imJ  4(l1+x/«)2

“AHj—2Vn (1+an )+ (1+-art )" 1 +0 1+yfn--1—V«
(i+vn)2 " (I+V«)2 3

+

+_ 1 = 1 (6
4(1+ndnf  4(l+nfn)2

(6) tenglik noma’lum parametr s ga bog‘lig emas. (1) va (6) ga

ko‘ra
SupM 0 (T—9Y = sup 0(1-4) _ 41
tee fe© «

2 1 1

SUPM e (T —9y =-———- >
gj 4(1+fn) 4»

ya ni
SUpA/s (7" -0)2<supM 0(T -0) 2. @)
060 SeS

(7) ga ko;ra f baho I bahoga nisbatan kichik riskga ega ekan.

Demak, To‘rta giymat noma’lum parametr 6 uchun minimaks baho
boMfflas ekan. 7= baho T ga nisbatan yaxshi ekan. Endi 7 baho Bayes
bahosi ham boiishini ko'rsatamiz. H(Q) aprior tagsimot va uning

zichlik funksiyasi [0, 1] da



bo'lsin. Ma’lumki, Bayes bahosi:

Vef, (Xin)\9)h(e)de

= A — . (9)

VEn(X (n);6)h(6)de
©

tenglikdan hisoblanadi. fn (x (n);9) = Pe (s (X (n))=k) va (8) ni (9)
ga qo‘ysak. Bayes bahosi ko ‘rinishi quyidagicha bo‘ladi:

} B kH (1-0 )'mFB°~1(1-6 )** d6

fAT(", )= =-- (0
1 f t i . hi a+b+n
ve k (i-e )n~kea~l (i-O>r lde
0
buyerda a=b=—yfa, k = S(Xin))=rixj.
2 i=
—yfi+nT T-n+—4n
a+k 2 2

a+-b+n —S'J 'r{_\ ’2—15 (n_+’n n-lxrn

yani: 1 (xfP )=+ [ X"(M)). Shunday gilib, T baho ham Bayes

. - 1
ma’nosida ham minimaks baho va demak, 7 (x (*1)=— x; uchun

nisbatan opimal baho b o ‘lar ekan.

1-misolda binomial tagsimot noma’lum parametri 6 ni baho-
lashda barcha yaxshi xossalarga ega bo‘lgan va eng ko‘p go'llanila-
digan o‘rta giymat minimaks baho bo‘la olmasligi ko‘rsatildi. Quyida
biz baholaming minimakslik xossasini batafsil o‘rganamiz. Odatda
minimaks baholar Bayes baholari orasidan qidiriladi. Minimaks
bahoni topayotganda tayin aprior tagsimot H (o) da quyidagi o‘rtacha
riskni minimallashtirish muhim ahamiyat kasb etadi:

rw(H)= \M eW (T-,e)dHiB)= jRn(T-e)dH (0). (11)



l-teorema (Leman). Ushbu tenglik o ‘rinli bo‘lsm:
\Rw(T;0)dH(0) =supR(T;0) (12)
i
U liolda:
(1) 1 —minimaks baho;
(2) agar aprior tagsimot H ga mos T yagona yechim bo‘lsa, u
holda u yagona baho bo'ladi.
(2) shartga ko‘ra, Rw(T,0) riskning o‘rtachasi uning maksimu-
miga teng. Bu teoremaning gayidagi foydali natijalarmi keltiramiz.
1-natija. Agar aprior tagsimot N ga mos TH- TH(.V ) Bayes
bahosi o ‘zgarmas riskga ega bo'lsa, u minimaks baho bo‘ladi.
2-natija. TH bahoning risk fiinksiyasi maksimum giymatini
gabul giluvchi parametrlari to‘plami QH bo‘Isin:

QHJ\ese:Rw(T;d) =supRw(TH;0")\ (13)
L 0'é® J
Agar Th- minimaks baho bo'lsa, uholda
H{Qb )= \h{6)d0 =\. (14)
&

1-misoldagi T bahoning kvadratik riski o ‘zgarmas Mg(X -0)2=

T - bo‘leani uchun 1 -teoremaga ko‘ra bu baho minimaksdir.

Arifmetik o‘rta giymatning kvadratik riski esa Me (T-0)2=DeT =
— . ga teng va shuning uchun u minimaks baho emas.

3-natija. Bayes bahosining minimaksligi xossasi talofat funk-
siyasi W (u,v) ni tanlashga bog'ligdir.
Agar 1-misolda talofat funksiyasini
W(u;v)= 1" I\)\)—, u,ve (0,1) (15)
v

ko'rinishda tanlasak. u holda o'rta giymatning riski

<16>

ga teng, ya’ni o‘zgarmas va T baho (15) taiofat tunksiyasiga nisbatan
minimalcs baho bo“ladi.
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T- T{X[,n) statistika aprior tagsimot H ga nisbatan Bayes
bahosi bo“Isin.
2-teorema (Leman). Agar T=T(XM) uchun s e 0 da

MeW (T;9) < Iims%p(%MeW(T(k) -,e)dH[K) (0),

munosabat o'rinli bo'lsa, u holda T minimaksdir.
Bu teoremadan Xodjes va Lemanning quyidagi natijasi kelib

chigadi. —[Be © :0<H (B)<Ij —H tagsimotning bardori
bo‘lsin.

3-teorema (Xodjes, Leman). Agar:

(1)0€0, uchun MeW(T,9)=C;

(2) barcha B<=& lar uchun MeW(T,0)<C bo‘lsa, uholda T—
minimaks baho bo‘ladi.

2-misol. Xj,...,JCn~N(6,1) bo‘lsin. U holda X I tanlanma-
ningzichlik funksiyasi

V(2*)" I 2M J

bo‘ladi. —T® (X)) k=12,.} - aprior normal tagsimot
[H( (0)= A’(0,k),k=1,2,...} ga nisbatan Bayes baholari ketma-
ketligi bo'lsin:

A WA_%]oOf"(X( _—é *1 2 Ky
i/, (Al' };0)dHa X0) | expi— X(*,-0)2 1i/0
Nl 2« 1 2 =
J Dexjj ¢ N - (¢+1)° Idg
H <m 2* D _nkT(X{n))
» T« fitsHO2i HA'+1
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bu yerda T (X {n)) :—}éiix i . Shu sababii,
«

N19) I i\ to
YMe (T (K) -e) 2dH{k)(9) =\*-A-]I j MB[T-8)2dH{K) (6) +

nk2+ kK 1 1
(+1)2  (n*+1) L
r
Barcha €©e 0 uchun

Afe (r(JT(-))-0)2=-iDedri=i =

=lim i (F(A(C" *)- O)2dH(K'(9)
0

. . 1.1
Bo'lgani sababli 2-teoremaga ko’ra T{X(n)):—’}IXi o‘rta
ri-

giymat N(6,1) tagsimot noma’lum parametrik 0 uchun minimales

baho bo‘ladi.

Shunday qilib, risk funksiyasi noma’lum parametr 8 ga bog‘liq
bo‘Imagan Bayes baholarini topish minimaks baholashning asosiy
masalasi h isoblanadi.

X1 BOBG.V DOIR MASALADAR

1 Quyidagi tagsimotlar nomalum para.metrlarini mornentla
usulida bahosini tuzing:

e)R[exB 2\. fYF(x,9)Al~e 92 '"Xx-&i'&2 >0<
0, x<0,.



2. Quyidagi tagsimotlar noma’lum parametrlarini hagiqatga
maksimal 0‘xshashlik usuli bilan baholang:

ayrn. b)Bi(r,9).
c) N{exel\. d)R[e-i,e-h\].
x—01
e)P(9]e2). f)F(x,9) =\1-e "7 x>0,, 9t,02>0,
0, x<0{

3. Xi,...,Xn~n(6) va 9 parametr aprior tagsimoti Bi(l;1/2)
bo‘lsin. Noma’lum parametr 6 ning Bayes bahosini tuzing.
)_,[ee\x> 9

0, x<9
bo‘lgan tagsimotdan olingan va O parametr aprior tagsimoti /?[01 ]
bo“isin. Noma’lum parametr 8 ning Bayes bahosini tuzing.

5 Xi..,Xn~E{9) va Oparametr aprior taqsimoti £(I)
boMsin Noma’lum parametr 6 ning Bayes bahosini tuzing.

6. X,,....Xn~ fi/(1;0) wva 6 parametr aprior tagsimoti

4. XN, Xit tanlanma zichlik firaJcsiyasi J(X;6

LO—l/Z 1/3 . . .
t bo’lsin. Noma lum parametr 6 ning Bayes bahosini
[Pe:1/2 1/2

tnzing.

7. XI,..,Xa~GQ0) va 9 parametr aprior tagsimoti

i 4 2 ]4 bo‘lsin, Noma’lum parametr 9 ning Bayes bahosini
Vi i
L3 3 3
toping.
i
8. X,,..,Xn~n(0) va 9 parametr aprior tagsimoti Bi 1;-3

bo‘lsin. Norna’lum parametr 9 ning Bayes bahosini tuzing.



X111 BOB.INTERVAL BAHOLASH

I-8. Ishonchlilik intervaliarini qurish.
Aniq ishonchli intervallar

Oldingi paragraflarda noma’liutn parametrlarni nuqgtaviy baho-
lash usullari va baholaming xossalan bilan tanishdik. Lekin ba’zi hol-
larda parametrga bahoni taldif etishdan tashqgari shu parametmi biror
oldindan berilgan 1 ga yaqin ehtimollik bilan goplovchi sohani ko‘r-
satish talab gilinadi.

Statistik model {ij,0e© } tagsimotlar oilasi bilan berilgan
boiib, 9 —skalyar parametr bo‘lsin, OeQczR (© fazo R dagi biror
interval).

1-ta’rif. \Q( 1),#7(A1")Je 0 interval y— me’yoridagi
ishonchli interval deyiladi, o<v<I, agar barcha 0e 0 va 1 ga
yetarlicha yagin y uchun

pje< e~(x{n),e+{xH) >y (1)

tengsizlik bajarilsa.
Oldindan berilgan son y ni ishonch me’yori, 0~,6+ statistikalar

esa mos ravishda quyi va yuqori ishonch chegaralari deb ataladi. Ba’zi
hollar uchun fagat quyi yoki yuqori diegarani aniglash talab gilinadi.

Bunday hollarda 1 ehtimollik bilan yoki 0°‘(x"™=o00 yoki
0- ("™ ”0= -00 etib tanlanadi.

Ishonchli interval [9 ,9'] noina’lum parametr 0 uchun interval
baho deb ataladi. Odatda 1-y sifatida kichik son olinadi. 9%

statistikalar aslida y gabogliq bo‘ladi: 9" =9~7 . [9~ ,6+) -
tasodifiy interval qurilganidan so'ng biz 9<e [ 6~,9+ \ ekanini e’lon
gilamiz. Bunda biz yo‘l go‘ygan xatolik 100(1—/)% ga teng bo ‘ladi.



Ishonch me’yor y ga bir necha ishonchli intervallar mos kelishi
mumkin. Bu holda albatta bunday intervallardan uzunligi eng
kichigini tanlashimiz kerak. Ishonchli intervalning o‘rtacha uzunligi

deb Mels+(x*",)-0 “(a"("))] kattalikka aytiladi.
Demak, j model B parametr uchun

£(nr(n)c:©, 5-1(0) ={n(") 0e s(x(,))}e & (n),Voe © shartlarni
ganoatlantiruvchi akslantirish interval baho deb atalar ekan.

Ishonchlilik intervallarini tuzishning asosiy usullari nugtaviy
baholardan foydalanishga asoslanadi. Endi hagigatga eng katta o‘x-
shashlik prinspining inteival bahosini ko‘rib o‘tamiz. {P9,0e0} «/j
va fn(x("no) - tanlanmaning zichlik funksiyasi bo‘Isin.

2-ta’rif. Si.*1”) —interval baho hagigatga eng katta o‘xshashlik
bahosi deyiladi, agar 0]e s(x”), / r(x(";0;)>/,(x"1#,) ekanidan
62e s{x"'*) munosabat kelib chigsa. Bunday baho

= ko‘rinishida bo‘ladi, a -biror funk-
siya.

Misollar. 1 /~ = {0,1) bo'lsin. Ma’lumki, 4/n(x-0) taso-
difiy miqdor tagsimoti 7V(0,1) siandart normal tagsimotdir. U holda

pe [F ~0\<cyn

Masalan, cy= 3 bo‘lsa, =0,99730... - ehtimollik bilan

kesmada yotar ekan. Demak, kamida 99,7% ishonch bilan Be S(x>)
desak bo“lar ekan.
2. M-k o ‘rsatkichli tagsimot bo‘lsin:

339



Ma’lumki, T="IXi statistikaning tagsimoti G- 2992 (2k) taso-
M

difiy miqdor tagsimotiga tengdir. Bu yerda / 2(g) - ozodlik darajasi
R bo‘lgan ;xi-kvadrat tagsimotiga ega tasodifiy migdor. Agar c”(2«)
orgali / ( 2/7 - tagsimotning y -me’yordagi kvantilini belgilasak, u
holda

Demak. 0 uchun y -ishonchli chegara g- (*(") )= T[xi ~ va
g (2n)

demak, S(AT(,))=[0~(X(n)).+o0] ekan.

Endi ishonchlilik intervalini tuzishning umumiy prinsipiarni
ko‘rib o‘tamiz.

Statistika yordamida ishonchlilik intervalini tuzish. Quyida-
gi shartlami ganoatlantiruvchi G (x(n) ;9) statistika berilgan bo‘lsin:

1 G(x "}B) statistikaning tagsimoti H (x) noma’lum parametr

6 ga bog‘lig emas.

2. G(jk( ;6) fiinksiya 6 bo'yicha uzluksiz va gatliy monoton.

3-ta’rif. Yuqoridagi shartlami ganoatlantiruvchi G(xw ;6) sta-
tistika markaziy statistika deyiladi.

i Xx) funksiya G (x[r],6) ning zichlik fimksiyasi bo‘lsin. U
holda ixtiyoriy 0<y <1 uchun g]va g, lami

P(gx<G(x(n);0)<g2)=)g(Odt=Y 2
<
tenglik o‘rinli  bo‘ladigan qilib tanI;sh mumkin. (2) dagi
gx<G(xtn*;0)<g2 tengsizlikni 9 ga nisbatan  yechib,
71 (x(")<9 <T2(x(n]) ishonchlilik intervalini liosil gilamiz.
1-teorema. G(x,0) statistika tagsimoti H(B) =Rg(c (" ',d)eR)
noma’lum parametr 9 ga bog‘liq emas; har bir x da G(x;9) funk-
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siya 6 bo‘yicha wuziuksiz va monoton bo‘lib, r , r+ lar
=y ni ganoatlantirsin. U holda:

agar G(- ;6) o‘suvchi bo‘lsa, 9~=G"'(.i/");r~), 0+=G~]()*1;r+)
va agar G(-;& kamayuvchi  bo‘lsa, 0~ =G~I(x”" ;r+),
6 ' =G~ (j™u- ) statistikalar ishonchlilik intervali chegaralari bo*-
ladi.

Bu yerda G“](x " ;r) statistika G(d:x(n))=r tenglamaning
yechimi.

Isboti. G (x;0) monoton bo‘lganligi uchun
{9~ (X" ;r~)<6 <G~I(x" ;r+)} hodisa A=[y~<G{d;x")<y+}
hodisa bilan teng kuchlidir. U holda

Rif6~ <e <e”) =pe(G-'(y-.x())<0 <
<G_1(y+ X() = Pe(a) =H((y~ y+) =Y.

Izoh. Teoremaning asimptotik analogini ko‘rish mumkin.
{Gt &)} ketma-ketlik 6 bo‘yicha monoton va uziuksiz hamda
n—0. R (g, (X("*;£?)e -S) —=H(B) ekani yetarlidir, bu yerda //(¢)

funksiya 6 gabog‘lig emas.
Endi G(x;6> ni tanlash usulini keltiramiz.

2-teorema. (x) = (X, <x) quyidagi shartlarni ganoatlan-
tirsin:

1) Fe (x) funksiya x bo‘yicha V0e 0 lardauziuksiz;

2) Fe(x) funksiya fiksirlangan x da 6 bo‘yicha uziuksiz va

monoton.
U holda

G (e,N)=-iln(F8("))
A
funksiya 1-teoremaning shartlarini ganoatlantiradi.
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Agar v~ sonlar

"y Mxrle*dx=y (3)

r(«)

munosabatni ganoatlantirsa, a holda (f = G-1 (t1"1;t ~) lar ishonch-

lilik intervali chegaralari bo ‘kdi.
Isboti. 1-teoremaning shartlarini bajarilishini tekshirauiiz. 1-shart-

ga ko‘ra Fg(XI) iunksiya [0,I]] da tekis tagsimlangan ekanidan
-Inir(x;)~rn va ;0)- T,,, va H=TIn bo‘ladi. Demak.

Pg(g(x” ;9)e b)=F,n(5), ya’ni 6 gabog‘ligemas. G(x;9) ning
har bir x da monoton va uzluksizligi 2-shartdankelib chigadi. Bundan
tashqari (3) gako‘ra

2-§. Asimptotik ishoncltli intervallar

1-ta’rif. \ 9~(xtn)),6+(x(n))]e © - interval y —me’yori-
dagi asimptotik ishoachli interval deyiladi, 0<7<1, agarbarcha 9e&
va 1 ga yetarlicha yagin Y uchun

rminfpg{be [V {x{n),9" (x ()} >y

tengsizlik bajarilsa.

Biz Ji bob 4-§ da asimptotik normal baholar bilan tanishgan
edik. Quyida biz asimptotik normal baholar asosida asimptotik
ishonchlilik intervallarini qurishni ko‘rib o ‘tamiz.

9 —asimptotik normal baho, ya’ni (d* —6)~Jn =>iv(o;cr~ (*))
va a (9) —uzluksiz funksiya bo‘lsin. U holda 0 i>6 munosabatdan

cr(O*)—p>cr (0) o‘rinli ekanligi kelib chigadi. Demak,

{9 (M
ot(6*1
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il_s orgali standart normal tagsimotning 1-5 tartibli kvantilini
belgilaymiz: ¢ ((-cc,/:&5))=1-5 (yoki agar ¢~Ar(0,l) bo'lsa, u
holda P(|" <ij_¢)=1-25).

U holda ( 1) ga ko‘ra

" (e¢) <ty =V

2,
Bu itbdani quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin:
cn - Q1 Q* dva*V

lim Pa -
I B tbL N <s<B +/~ I —"

Shunday qilib, quyidagi statistikalar

NB*)
4- 4 @

ishonchlilik darajasi y bo‘lgan asimptotik ishonchlilik intervalining
chegaralari bo‘lar ekan.
Misol. X I,...,Xntanlanma 9| - gamma tagsimotdan olingan

.. . . . * Y1
boisin. Bu tagsimot noma’ium parametri 8 uchun B =—— baho

effektiv bahodir. (2) gakolra

9 n— 1+tXYNnN 3)
nx

Endi bu interval ishonchlilik darajasini topamiz. Buning uchun



tengsizlikning  ehtimolligini  hisoblash kerak. Ma'lumki. agar
XX,-..,-Xn~r0, bo‘lsa, n6x~TIn va 2n6x ~F12n= H2,, bo‘ladi.
(3) intervalning ishonchlilik darajasi quyidagiga teng
3 120 (X)dX 4)
i—& Y/4n

bu yerda kl2t (a:;] - gammatagsimot zichlik funksiyasi. (2) ishotich-

lilik intervali 6* bahoni tanlashga bog‘lig. Interval chegaralarining
ko‘rinishiga ko'ra. tanlanma hajmi n ni kattalashtirish yoki a (O') ni
kichiklashtirish hisobiga interval uzunligini kichraytirish mumkin.
Demak, agar tanlanma hajmlari teng bo‘lsa, eng yaxshi ishonchlilik
intervalini targoqligi kichik fcd'lgan baho yordamida tuzish mumkin.
Eng yaxshi asimptotik ishonchlilik intervallari asimptotik effektiv
baholar yordamida tuziladi.

(?* baho <«KnCg sinfga tegishli bo‘lib, Kramer-Raoning
regulyarlik shartlari o'rinli bo‘lsin. U holda chegarasi

6~ =6 =tly/\Jnl(d ),
2

bo‘lgan interval eng yaxshi asimptotik ishonchlilik intervali bo ‘ladi.
Bu yerda 9' —ixtiyoriy asimptotik effektiv bahodir.

3-§. Normal tagsimot bilaa bog'‘lig tagsimotlar

I- Gamma tagsimot va uning xossalari.
I-ta’'rif. Agar | tasodifiy miqdor zichlik funksiyasi

a- A;V a\1 X>0,7

f; (X)= #T(A) (1)
NO. X< 0,

ko‘rinishda bo'lsa, u holda g tasodifiy migdor gamma tagsimotiga ega
cC

deyiladi, bu yerda a >0, A>0 va r(2)= MAde~fdt - gamma
0

funksiya: T(x) = (*-Dr(l1-1), r(«)=(w-D!, T@/2)=y/x.
Gamma tagsimotni Y'a A orqali belgilaymiz.
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Po~T o} tasodifiy inigdor xarakteristik funJcsiyasini hisoblaymiz:

w A rA J
&t),—m (e“a )= }e ’XT(TA)XX_XB atgx—ﬁ)lj‘]c V A0 de=
ceeo— —— U (a-it).v)A I "Jvd(a —it)x == — == [l — -
r(A)(a—#) o (a-it).v]Ale =)vd(a —it)x (a-it) K} «
TU)
Demak, cp, (t)= Aieyni =|1——j . Xarakteristik funksiya yor-

damida gamma tagsimot momentlarini oson hisoblash mumkin:

Me=—D;=— .
a cr
Xossalari:
1) Agar ,--?4n bog‘ligsiz tasodifiy miqdorlar bo‘lib,
n
£ >i=1,— boisa, u holda Sn= ning tagsimoti
'V H“
F. Sif- boladi.

Bu xossani isbotlash uchun xarakteristik funksiyalardan foydala-
nainiz. ra” tagsimotning xarakteristik funksiyasi ~(i)= 1- — ga

teng. Bog‘ligsiz tasodifiy miqdorlar yig‘indisining xarakteristik funk-
siyasi xarakteristik funksiyalar ko‘paytmasiga teng ekanligidan foyda-
i

lansak, S,, =X =7 tasodifiy miqdor xarakteristik funksiyasi
7=

M O n”*w_onKp-Kjrs”
1K
bo ladi. 11----) A xarakteristik funksiya esa tagsimotning

xarakteristik funksiyasidir.
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2) Agar ¢ standart normal tagsimotga ega bo'lsa. u holda
tasodofry miqdor F12 12 tagsimotga ega bo‘ladi. Buni ko‘rsatish

y
uchun aw al tasodifiy migdoming tagsimotini topamiz. Agar x< 0
bo‘lsa: F ,(X)=p (~2<x) =0, x>0 bo‘lsa:

F2(x)=P(g2<x)=P(-4x<% <yfx)=F*(\Ix) - F4(-VX)
boiadi. Bu yerda Fa(x)~ standart normal tagsimotning tagsimot

funksiyasi. Endi  tasodifiy migdoming zichlik funksiyasini topamiz.
X >0 da:

fA xH Fe «)’ T,+F (-rxyW> =

2VxV s 5 > ylx * V2*x

X <0 da: /gz (x) =o0.

Dexnak, 52 tasodifiy migdoming zichlik funksiyasi
/ (v)= __— e-*12= (1/2)~ l2-1 -2 0
V 1 J g1rrx r(I/2) T*>0’

r,/2i2 tagsimot zichlik funksiyasiga teng ekan.
3) r ai tagsimot a parametrli ko'rsatkichli tagsmotdir.
Agar <*~TaX bi>‘Isa, lining zichlik funksiyasi

i.oce~ax, x >0,
10 0 _ a Parametr®*0‘rsiitkiehli tagsimot zichlik

funksiyasidir.

4) Agar |j ,£2,...,8k bog‘ligsiz va standart normal tagsimotga
ega tasodifiy miqdorlar bo‘lsa, u holda 7=£2 +;, 1 +..+£2R ~ r ,2Kk2
bo‘ladi.

Bu xossaning isboti 1- va 2-xossalardan kelib chigadi.
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Il. Xi-kvadrat tagsimot va uning xossalari.
Gamma tagsimotning 4-xossasiga ko ‘ra:

agar 4] v-5*k bogTigsiz standart normal tagsimlangan tasodifiy
migdorlarbo‘lsa, uholda

Xl =£+ ... +£
Tasodifiy miqdor.ri# 2>/2 tagsimotga ega bo‘ladi.

k ta standart normal tagsimlangan t.m.lar kvadratlarining yi-
g‘indisining tagsimoti ozodlik darajasi k bo‘lgan xi-kvadrat tag-
simotdir va um Hk deb belgilaymiz. Natijaga ko‘ra, Hk =TX2ka

bo‘ladi. Demak, H. tagsimot zichlik funksiyasi:

f0= o I 2 x>0, @)
(k/2)
va asosiy  sonli xarakteristikalari Mr/l =(k/2)/(¥2)=k,
D%1 2)/(1/2): =2k ga teng.
Xossalari:
) Agar XI ~Hk, x|~ Hw, hamda va tasodifiy

miqdorlarbogiiqsiz boisa, u holda Xk2 +an1 ~ Hk+m

Buni ko'rsatish uchun x| +-+fk MAxI=%Li +-+%Ln

deb bilish yetarlidir. Bu holda Xk +Xm ~"\ + mm4k+m |niS tagsimoti
H kimbo“ladi.

2) Agar 8[r..,4 bogTigsiz va N (am 2) tagsimlangan taso-
difiy migdorlar bo‘lsa, u holda

ning tagsimoti H k —xi-kvadrat tagsimoti bo‘ladi.
I11. Styudent tagsimoti va uning xossalari.
Agar r—%k bog‘ligsiz va standart normal tagsimlangan

tasodifiy inigdorlarbo‘lsa, uholda
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il
tasodifiy migdor tagsimotini ozodlik darajasi A bo‘lgan Styudent
tagsimoti deyiladi va uni Tk bilan belgilaymiz. Ozodlik darajasi k
bo‘lgan Styudent tagsimotining zichlik fanksiyasi

yfirkak/i)\|+T I u (3)

Bu tagsunotning sonli xarakteristikalari: Mtk =0, Dtk = /C—

Katta sonlar gonuniga ko‘ra k—cc da:

u holda A—>00 da tk =>jV(0,1) bo‘ladi.
IV. Fisher tagsimoti va lining xossalari.
Agar x| ~Hk, xI~Hm va Xk va bog‘ligsiz tasodifiy
miqdorlar bo ‘Isa, u holda
f o _ xlik _ mxi .
KM inlm ki
Tasodifiy miqdoming tagsimoti ozodlik darajalari k va m
boTgan Fisher tagsimoti deyiladi va uni Fkj* bilan belgilaymiz.
Ozodlik darajalari k va m bo‘lgan Fisher tagsimoti zichlik funksiyasi

[\ . F(k+m)
MO = @ dem el - W
Agar j km tasodifiy migdor Fkm Fisher tagsimotiga ega bo‘lsa, u

holda lifkm tasodifiy migdorning tagsimoti Fmk Fisher tagsimoti bo ‘ladi.
Yuqorida keltirilgan xossalardan quyidagi natija kelib chigadi.
I-natija. X, ,X2,...,Xlk bogiigsizva Ar(a,<r~) normal tagsim-

langan tasodifiy miqgdorlar va x=-'YA" & S2=_Y (x - X\,
fl - 1 n 1
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AN 1 -ﬂ VAN

S =~~"L,[Xj~x) bo'lsin. U holda yugoridagilarni e’tiborga
n‘m
olsak, har bir n uchun:
1. 4n—<] ~iV (0,1). (5)
~Hn. (6)
$ H
"X-a
4- ~ . (8)
"W

4-8. Parametr funksiyalari uchun delta usulning
qoilanilishi

Delta usul baholanayotgan noma’lum parametr funksiyalarni
Teylor gatoriga yoyishga asoslanadi. Faraz gilaylik, biz £ tasodifiy
migdomi n tabog‘ligsiz tajribada kuzatib, X [))=(Xv...,Xn) statistik

tanlanmaga ega bo‘laylik va unga mos statistik model £8(N) ,.<?)
noma lum 9 =(0{,...,6S) parametr anigligida berilgan bo‘lsin:

£2={/> ,0e 0 }.

Bu holda matein_atik statistikaning asosiy masalasi X <) tan-
lanma bo‘yicha noma’lum 0 parametmi baholashdan iboratdir. Bu-
ning uchun biz hagigatga maksimal o‘xshashlik usuli, momentlar
usuli, Bayes usuli, kichik kvadratlar usuli va boshga usullami go'llab,
6 uchun biror 6n =(*9|, ) bahoni tuzib olishimiz mumkKin.

Agarda bizdan 6 ning funksiyasi i//(0) ni baholash talab etilayotgan
bo'lsa, tabiiyki, uning bahosini >/(w) ning xossalarini e’tiborga olgan
holda o‘miga go‘yish usuli asosida kabi qurishimiz mumkin. U
holdai ning ga baho sifatida asimptotik xossalarini uning
Teylor gatoriga yoyilmasi
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LW/ (Bn)=y/(9)+Uur (9)(B,-B)+... (]

orgali On aing 9 ga ganchalik yaqinligini e’tiborga oigan holda
polinomial approksimatsiyaga asoslangan holda aniglashimiz mum-
kin. Aynan mana shu usul delta usulning mobhiyatini tashkil etadi.
Albatta urnumiy holda (1) gatorni vektor funksiyani vektor parametr
bo‘yicha qatorga yoyilmasi deb garashLozim.

Ushbu usulni yaxshiroq aniglash uchun biz B parametr va
uning funksiyasi 4>{9) skalyar, ya’ni bir olchovlik bo'lgan holga
to'xtalib o ‘tamiz.

Quyidagi misolni ko'rib o'taylik. Ma’lumki, agar tanlan-
ma 0 =(é?,E?2) parametrlik .v{0,,02) normal tagsimotdan olingan

bo‘lsa, 9y =Me£, 92 =Def e (0,00) bo‘lib, B2 ma’luinligida 0, ning

bahosi - o'rta arifmetik giymat 6U =x=—£ X, ning asimptotik tag-
nA
simoti markaziy limit teoremaga asosan standart tiormaldir:
ry1(1-6,) d
----- -
th nkKC
Ammo ko‘p hollarda bizni x o‘miga uning biror fanksiyasi
p (x) ning asimptotik xossalari gizigtiradi. Bunday- hollarda mate-
matik statistikada delta usuldan foydalaniladi. Biz bu usul mohiyatini
quyidagi teoremada asoslab beramiz.
Teorema (delta usul). Faraz qilamiz, {7n,n>1} shunday

statistikalar ketma-ketligiki. u iichun n—> da

7V(0,)). @)

0,1)

o,
bo‘lsin. Btiyerda a biror o‘zgarmas va 1} esa shunday sonlar
ketma-ketligiki, n—=x da cfn—0. Agar i//(.x) —haqiqiy o‘zgaruv-
chining funksiyasi x —a nuqtada differensiallanuvchi va w (a)®0
bo‘lsa, u bolda
A w(01) , 3)
1y i)cfi n—yx
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Demak. biz (3) yaginlashishni Th—x uchun go‘llasak, u holda
(2) ga asosan.

..V wfe (4)
Endi (4) ga asosan yetarlicha katta n larda tagsimot bo‘yicha

quyidagi
YE)~N{v{er\y{0".el/n) (5)
tagribiy tenglikka ega bo ‘lamiz. Masalan, i//(x) =x2 bo‘lsa, u holda
(5) dan d' statistikaning taqribiy tagsimotini normal tagsimot orqali
quyidagidek aniglaymiz:
x2"n {62, AOfil In). (6)
Demak. delta usul mohiyatida (/ (x) tunksiyaning Teylor gato-
riga yoyilmasi
+

yotibdi. Yugorida biz mana shu yoyilmaning yuqori tartibli hadlarini
tashlab yuborish natijasida olinadigan

ijj(x)*xil(a)+y/*(a)(x-a)
—chizigli approksimatsiyasidan foydalandik. Agarda yoyilmada
iff (a)=0 bo'lib golsa, u holda biz delta usulni quyidagi kvadratik

approksimatsiyaga asoslangan holda amalga oshiramiz:

if/(x")"ill(a) +\if/"(a)(x-a)2 )
va h.k. Shuni ta’kidlaymizki, (6) tagribiy tenglik 0,20 da o ‘rinlidir.
Agarda 0, =0 bo‘lsa, uholda (2) dan x2~ jV*O, 6\ / n) va (7) dan esa

nx2- (->fnx) &)N 2(0,Q\)=r,__,__
2 2d\

yani x‘~r, n .Buyerda Fab - gamma tagsimot.



Demak, delta usul orgali ko‘plab murakkab funksional xarak-
teristikalaming taqribiy (asimptotik) tagsimotlarini aniglashda foyda-
lanish qulay ekan.

IVIashg. Markaziy limit teorema shartlarida

B; =D0ge (0,°0) = ning taqribiy tagsimotini aniglang.

Javob:
X vi1@anl

5-8. Normal tagsimot parametrlari uchtin

ishonchlilik iatervallari

a) n{o,cr I model (c'-ma’lum). Noma’lum parametr
uchun ishonchlilik intervalini tuzamiz. Normal tagsimotning xarak-
terizatsion xossasiga ko‘ra: agar £, ~N(al .cr2), |2- N(a2.cr2) va

1£2 bo‘lsa, r=af, + 4y tasodifiy migdor ham normal
tagsimotga ega va uning parametrlati  Mrj =ccal +(3a2-+y,

Dr) =a 2a2 + /32c2 bo‘ladi. Ushbu xarakterizatsion xossadan foyda-
lanamiz:

&  —statistikaning tagsimoti N (nG.na 2);
/=1

n
E >, —na - statistikaning tagsimoti N(O.na );

JZ X -net _
L_-—=*)n-— - statistikaning tagsimoti N(0,1).
ancT a

[ ; , :
I>emak, V«— = standart normal tagsimotga ega, yam tagsimot
a

noma’him parametrga bog'liq emas. Markaziy statistika sifatida aynan
shu statistikani olamiz:
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peUi ™ GC x(n>:<9)< g2)= Pe|g, <yfnr-<g2|:=
Pelx-JMLcr <0 <x +4LcT (1)

Bu yerda g, <g, lar 0(g\) —O(&)=y shartni ganoatlan-
tiruvchi normal tagsimot kvantillari. g, va g2 lami interval uzunligi

minimal bo'ladigan qilib tanlash kerak: —\’;:—(92~g\)—»min. Buning
«

uchun Lagranj funksiyasini k o ‘ramiz:
L(i\ >82 >l )=-V7/n=(g: - S\)+ At ("2) - ct,(Ni)~r),A >0-
Z,(9,,02/1) funksiyaning statsionar nuqgtalarini aniglaymiz:
)= +a,U2).o0,
221 \irr Co2 sin

bu yerda cp(x) scandart normal tagsimot zichlik funksiyasi. Bundan
cp{8\) =(Pi8") ekanligi kelib chigadi. Barcha ;ce R da (p(x) =<?(--v)
o'rinliligidan, g =92, yoki g\ =~gi bo'ladi. Lekin
ANNY—L(M)=X-0 dan g, =-g2 bo‘ladi. #(g2)-<&(-g2)=y va

tH--x) = 1—E(* tengliklardan foydala’ b. <t>(g2): b tenglikni

hosil gilamiz. Demak, g, =<3 il 13ypjf Kvantillami (1) ga go‘ysak,

quyidagi tenglikni hosil gilamiz:

t\-y N+j-

Xy e =X

Demak. A'(O,cr:) modelda (<- - ma’lum) noma’lum parametr 6

tl+r t\-rr \
uchun x =<7 :x h— ishonchlilik intervali bo‘ladi.

sin Vn



b) A/(a,#2) model (a - ma’lum). Noma’lum dispersiya 9~
uchun ishonchlilik  intervalini  tuzamiz. Ma’lumki,  agar
xl,..., xn-~ a,G2) boisa, ~H, bo'ladi.

A

Demak, markaziy statistika sifatida G(,x,0)>=iesir— ni olamiz. Bu

i .
yerda 5, = " (xi- a) , g, va g2 lar ozodlik darajasi n boigan xi-

kvadrat tagsimot kvantillari. g: va g2 kvantillami Jkn(x)dx =y

8l
(kn(x) — xi-kvadrat tagsimot zichligi) shartdan aniqlaymiz:
Vk (x)dx~Vk{x)dx=1". Demak, gl =x * , =
U R 2" 2
Yuqoridagilarni inobatga olib,
nsf fnS_I_<6* <.nS_f b <el< '8
Si S _\+y X\_y
VvV 2 J

tenglikni hosil gilamiz. Demak. N(a,62) (a - ma'lum) modelda

noma’lum dispersiya 91 uchun ishonchlilik intervali hS2 ,”32?4 '

X
[

v ¢ 2 y
bo4lar ekan.
Yuqoridagilar va golgan modellar uchun markaziy statistika,
uning tagsimoti va ishonchlilik intervalining chegaralari quyidagi jad-
valda keltirilgan.
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Model

N (0,n2)

N (a,92)

N(9,6i)

N (e°\crf),

N (ea\o-j)

N(ei'\ei),

N(ei2\ej)

N(GU,6;J,

W 28 )

Noma’lum
parametr

e2

r=E>(,,-1,2)

T=0jn-0t2A

T=01/0j2

Markaziy stalislika va uning tagsimoli

G (x(n);8) =y[n™*—\

N(0,1)
i(Xra)2
G(xin);0) =M , ;
B2
H,,
G(x"N-,9)="r-
G(xM-9)=~ -,
2
/c,
C(x(M) Y 5);r) = x~y~x;
N (0,1

G(X("\yM -,r)-3"m(m+n-2)- tx-y~T..
AVARR'T . JnSj+mSj

TnH-n-2

G(M™, vio>;r) = m("v’m' ;%f)z

F

(7i,73) - vy ishonchlilik intervali

g+
tkz - xT<rrfi~
n f
NX,-«)2
" 1
- r
'% M
- %t
2
- = 2 °i "
TI2 +crc|2+/’0'

NI =5 X
2

i/mn(mt"n-Z)g«Slz +WS’F;

-+ _n(m-NS?2 /,.
12 mul1)S2/ ~p»-i



XIIBOBGADOIR MASALALAR

1 X 9= (X\,...,Xn) tanlanma jV(0j,#|) tagsimotdan olingan
bo‘lsin. Norna’lum parametr 9\ uchun ishonchliiik intervalini tuzing.

2. XAn) = (Xx...,Xn) tanlanma R[0,0],9>Q tagsimotdan olin-
gan bo‘lsin. Noma’lum parametr 9 uchun ishonchliiik intervalini
tuzing.

3. X M —(A1,...,Xn) tanlanma tagsimotdan olingan bo‘l-
sin. Noma’lum parametr 6 uchun asinrptotik ishonchliiik intervalini
tuzing.

4. X tn>=(Xi,...,Xn) tanlanma E[6) tagsimotdan olingan bo‘l-
sin. Noma’lum parametr 6 uchun asimptotik ishonchliiik intervalini
tuzing.

5 X"t =(Xj,...,Xa) tanlanma 3i(n\6) tagsimotdan olingan
bo‘lsin. Norna’lum parametr B uchun asimptotik ishonchliiik inter-
valini tuzing.

6. X (”]=(XI,...,X,,") tanlanma Geil}) tagsimotdan olingan
bo‘lsin. Noma’lum parametr B8 uchun asimptotik ishonchliiik inter-
valini tuzing.
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X111 BOB. STATISTIK GIPOTEZALARNI
TEKSHIRISH

I-§. Statistik gipotezalarni tekshirish nazariyasining umumiy
tushunchalari

Matematik statistikaning eng asosiy bo‘limlaridan bin -
statistik gipotezalarni tekshirish nazarivasidir. Statistik gipoteza -
knzatilayotgan tasodifiy miqdor tagsimot qonuni (agar u butunlay no-
ma’lum boisa) yoki uning parametrlari (agar u parametrlar anigligida

berilgan boisa) hagidagi taxmindan iboratdir. (- /
statistik model va F(jc)= P(£ <xj £ tasodifiy migdoming tagsimot
funksiyasi bo‘lsin.

1) F(x) - uniuman noma’lum. biror oilaga tegishli

boisin. Bu hoi noparametrik hoi deb ataladi.
2) M(x) - tagsimot fiinksiya biror noma’lum 6>=(65,...,0s)e©ci?"
parametr anigligida berilgan bo‘lsin Bu hoi para-

metrik hoi deb ataladi.

Yugoridagi ikki holatni c riborga olgan holda gipotezalar ham
noparametrik va parametrik ko‘rinishda “~o‘lishi mumkin. Nopara-
metrik gipoteza aynan tagsimot hagida, parametrik gipoteza esa para-
metr hagida bo‘ladi. Bunday gipotezalarga masalan, “bosh to‘plam-
ning tagsimoti normal tagsimotdan iborat” yoki “statistik tanlanma
matematik kutilmasi O boigan normal tagsimotdan iborat”, degan
taxminlar misol boia oladi. Bunda birinchi gipoteza tagsimot gonuni
hagida bo‘lsa, ikkinchisi esa uning parametri hagidadir. Demak, agar
gipotezada aniq tagsimot hagida biror ma’iumotlar bo‘lmasa u
itoparamelrik gipoteza va aksincha bunday ma’lumot mavjud boisa,
u parametrik gipoteza deb ataladi. Bundan tashqari, har ikki
ko‘rinishdagi gipotezalaming o°‘zi ham ikki turga boiinadi: sodda va
murakkab gipoteza. Gripotezalarning murakkablik darajasi ham tur-
licha boiishi mumkin. Masalan, gipotezalar yuqgorida keltirib
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o‘tilganidek kuzatilayotgan tasodifiy migdoming tagsimoti hagida:
ikki yoki undan ortig statistik tanlanmalar bir jinsliligi haqida;
o‘rganilayotgan bosh to ‘plamning biror sonli xarakteristikalari haqgida
va hokazo turlicha boiishi muinkin. Masalan, agar A eksponensial
tagsimot parametri boiib, biz taxminni A=1 ko‘rinisiida yozsak. u
sodda gipotezaga, anrmo agar A >1 ko‘rinishda yozsak, u liolda u
murakkab parametrik gipotezaga misol boia oladi. 1-holda gipoteza
aniq tagsimotni, 2-holda esa tagsimotlar oilasini ifodakydi. Statistik
gipotezalar H harfl bilan belgilanadi. U Hypotesis - gipoteza so‘zidan
olingan. Odatda asosiy gipotezani H 0, alternativ (garama-qgarshi)
gipotezani Hx bilan belgilanadi.

Demak, murakkab gipotezani chekli yoki cheksiz sondagi sodda
gipotezalar ko‘rinishida ham ifodalash mumkin ekan. Bundan tash-
gari, yana gipotezalar asosiy (yoki nolinchi) va alternativ (konku-
rent, garama-qarshi) gipotezalarga ham boiinadi. Odatda asosiy
gipoteza M gorqali, alternativi esa H xorgali belgilanadi.

Misollar. 1) Fe ,8~ boisin. HO:F =F0, Hx:F* FO gipoteza-
lami ko‘raylik. Bu yerda HO- asosiy gipoteza sodda gipoteza, Hx esa
murakkab gipoteza boiadi.

2)&*={Pg,0e©}, F(x)=F(x,6) boisin.

a) H (:9=90,Hx:9 =9V 90*9X&0,0,e 0 gipotezalaming
ikkalasi ham sodda gipoteza boiadi.

b) H O\de 0 QHx:9¢e ©,, 0{lu0]=0,00n01=0 gipote-
zalaming har ikkisi ham murakkab gipoteza boiadi.

Demak, alternativ gipoteza ma’no jihatidan asosiy gipotezaga
zid, ya’ni -uni inkor etar ekan. Masalan, yugoridagi HO:A=1 gipo-
tezaga, H, J.~ 1 yoki H2:A <1 yoki H 3:A>1 gipotezaiar alternativ
boiishi xmimkin ekan. Animo, ko‘rish mumkinki H2 va H3 gipo-
tezalar H, niergashtiradi, chunki {A*=1}= {A< 1}u{A>1}.

Agar biz parametrik gipotezalami qarayotgan boisak, 6 esa
nomaium parametr va © —unga mos parametrik fazo, ya’ni 9 ning
barcha mumkin boigan qgiymatlari to‘plami boisa, u holda
H0:9e&0 va Hx:9e <k, 0On 0 t=0, gipotezalar asosiy HO va



unga alternativ HI1 gipotezani aniglaydi. Bunda 0 OU 0, =0 bo'lishi
ham mumkin. Doimo asosiy //0 gipotezaga garama-garshi Hy gipo-

tezani tuzish mumkin. Odatda asosiy gipoteza sifatida sodda gipo-
tezalami olish magsadga muvofiqdir, chunki gat’iy da’voni tekshirish
amaliyotda qulaydir.

Demak, yuqoridagi fikrlami jamlab, statistik gipotezalar para-
metrik yoki noparametrik, sodda yoki murakkabligiga koia quyidagi
turlarda boiishi mumkin ekan:

- kuzatilayotgan tasodiiiy migdor tagsimoti ko ‘rinishi haqida;

- o‘rganilayotgan bosh to‘plam sonli xarakteristikalari hagida;

- ikki vaundan ortiq statistik tanlanmalar bir jinsliligi yoki ular
sonli xarakteristikalari ustma-ust tushishi hagida.

Faraz qgilaylik, bizni gizigtirayotgan tasodifiy migdor X boiib,
uni n ta bogiig boimagan va bir xil sharoitda o‘tkazilgan tajribalarda
olingan giymatlari {X,,X2 .,Xn} boiib, u biror chekli yoki cheksiz
N hajmdagi bosh to‘plamdan olingan boisin (1< n<iV<co). Statis-
tik gipotezalarni tekshirish =(X{,...,Xn) tanlanma orqgali
amalga oshiriladi va asosiy gipoteza ma’nosidan kelib chiggan holda

biror Tx* 1] statistika kiritiladi. Bu statistikaning giymatlari to ‘plami
boisin, ya’ni ") =1, Endi to‘plamning
shunday gism to'plamini ajratamizki, ]a . agar

boisa, HO- gipoteza rad etiladi va Hx tajriba natija-

lariga zid emas, deb gabul qilinadi. Aks holda, agar
t(x"je boisa, u holda HO gabul gilinadi.

Yuqorida Kkeltirilgan iarayon statistik kriteriy (alomat) deyiladi.
Demak. .Btffn) = u -€7Mn), rs  ()=0 , .i"9¢)- Hk, k=01
gipotezaga mos to ‘plam:

=| xI*e 1:HO gipoteza gabul gilinadij ,
= | x<ne :HO gipoteza rad etiladij.
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w M _ asosiy gipoteza #0 rad etiladigan to‘plam kritik to plant
deyiladi.

to’plam maium ehtimollik asosida inaxsus tanlanadi.
Gipotezalarni tekshirish jarayonida im *lum xatolikka yo‘l go‘yishimiz
mumkin. Ba’zi hollarda asosiy gipoteza /-/0 rad etilib golinishi mum-
kin, ammo aslida bosh to‘plam bo‘yicha u to‘g‘ri (o‘rinli) boiishi
mumkin. Bunday xatolik I-tur xatolik, uning ehtimolligi esa
giymatdorlik m e yori (sathi) deb ataladi va a orqgali belgilanadi. Bu
holda a xatol ik bilan //, gipoteza gabul gilinadi. 2-tur xatolik B

ehtimollik bilan belgilanadi va u to‘g‘ri boimagan HO gipotezani
aslida Hi to‘g ‘riligida gabul gilingan holdaro‘y beradi. Ishonch ehti-
molligi I1-a boiib, uto‘gii boigan /7( gipotezani gabul gilib, I-tur
xatolikka yo‘l qo‘ymaslikdan iboratdir. 1-/? ehtimollik statistik
kriteriyning quvvati deb ataladi: 1- 8 =P(H, /HI).

Asosiy //1) gipotezaga nisbatan gabul gilingan yechimni quyi-
dagi jadvalda tasvirlash mumkin.

Gipoteza tekshirishdagi lulosalar

Asosiy Nolinchi HO gipotezaga nisbatan gabul gilinadigan
gipoteza HO yechim

To‘g"ri Rad etiladi Qabul gilinadi
I-tur xatolik, uning Tof ‘ri yechim, uning
ehtimolligi ehtimolligi
a=P(HIIHO) 1-a =P(HO/HO0)

Noto‘g‘ri Tog ‘ri yechim, uning 2-tur xatolik, uning
ehtimolligi ehtimolligi
1-8 =P(HI1//1)) B= P(HO/HA,)

Tushunurliki, amaliyotda har ikki xatolik ham yetarlicha kichik
bo‘ishi magsadga muvofigdir. Ammo bu o‘ta murakkab masaladan
iboratdir. Shu sababli, amaliyotda tajriba shunday tashkil gilinishi va u
asosida tuzilgan statistik kriteriy shunday bo‘lishi zarurki, asosiy
hisoblangan I-tur xatolik ehtimolligi ex kichik boiishi lozim. Odatda
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a ning giymatlari sifatida. quyidagi sonlar olinadi: 0,1; 0,05; 0,025;
0,01: 0.005; 0,001 . Yuqoridagi masala yechiim kriteriy tanlash orgali
amalga oshiriladi. Bu xatoliklarning ehtimolliklarini hisoblaymiz: | tur
xatolik ehtimolligi

P(PIIITHO) = WZx ///0j=a - Kkriteriyning mu-

hirnlik darajusi deyiladi. Demak, kritik to‘plamni shunday
tanlash kerakki, 1 tur xatolik ehtimolligi a juda kichik boiishi zarur.
Il tur xatolik ehtimolligi:

P{Hn//l,) =P (T(x(]) e m//1,)=P(T(xM)ecZfw /1)) =
= 1- F{x(Ne J«f(m///,) =P

bo‘lib, undan 1—/? - ehtimollik kriteriyning quvvati hisoblanadi.
Demak, a va/? xatoliklar X 1'1- kritik to'plamga boiiq ekan.

2-§. Statistik gipotezani tekshirish uchun kriteriy tanlash
prinsiplari

Biz endi eng muhim masala - statistik kriteriyni tuzish masa-
lasini koiib o‘tamiz. Statistik kriteriy - tanlanma natijalari ilgari
surilgan Hq gipotezaga mosligini aniglovchi qoidadir. HO gipotezani
tekshirish uchun m axsus tanlangan tasodifiy miqdor (statistika) goila-
niladi. Uning tagsimoti aniq yoki tagriban maium boiishi zarur. Bu
statistikani o ‘zi ham statistik kriteriy deb ataladi. Demak, nolinchi HO
gipotezani tekshirish uchun ishlatiladigan T =T (X <)) statistika statistik
kriteriy (yoki kriteriy) deb ataladi. HO gipotezani tekshirish uchun T
kriteriyni tanlagandan so'ng uning barcha mumkin boigan giymatlari
to‘plami .V kesishmaydigan ikki gism to‘plamlarga ajratiladi:

=JTqkj , Pror\.J*=0. (@)

Bu yerda, agar Te ~ bo‘lsa, u holda HO inkor etiladi, aks holda

(rg ,YO) HO gabul gilinadi. HO gipotezani rad etuvchi T ning

giymatlari to‘plami, ya’ni to‘plam kritik to plum deb ataladi.

Bunda JTq to‘plam HO ni gabul gilimshi toplami deb ataladi.
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Demak, statistic kriteriy, ya’ni HQni tekshirish qoidasi quyidagicha
ekan: agar T< boisa, u holda //0 radetiladi (ya’ni H] qgabul qi-

linadi); agarda Ti (ya’ni Te Jf0) boisa, u holda HO gabul
gilinadi. Odatda, T statistika bir oichovli boiib, .JT' to‘plam inter-
vallardan iborat boiadi. Demak, va to ‘plamlar ham interval-

lardan iborat hoiib, ulaming chegaralari nuqgtalardan iborat boiadi.
Bunday nugqtalar kritik nuqtalar deb ataladi. Kritik nuqgtalar —bir
tomonlama (ofng tomonlama yoki chap tomonlamd) va ikKki
tomonlama boiadi. Ulami quyidagi diagrammalarda ifodalaymiz:

a) ] i t £  ons tomonlama
-hr 0
b) Fommmmm - 1 » chap tomonlama
0 tkr
! | , i n—l,...... | ikki tomonlama

Demak, o‘ng tomonlik kritik to plam ¢ ~={T > tkr] tengsizlik
bilan, chap tomonlik kritik to‘plain .JI\={T <t} tengsizlik bilan
va ikki tomonlik kritik to‘plam esa u.Jr; =
-{t </l } tengsizliklar bilan aniglanar ekan. Xususan,

agar —t¢ =tb2> boisa, u holda tabiiyki, kritik to‘plam < "T={j*>42)}
tengsizlik bilan aniglanadi, ya’ni simmetrik boiadi.

Endi kritik to‘plamni tanlash masalasiga to'xtalib o‘tamiz.
Tabiiyki, bu masala kritik nugtalarni tanlashga ekvivatentdir. Bu
nuqtalar shunday tanlanishi lozimki, bunda har ikki tur xatoliklar
ehtimolliklari a va /3 lar yetarli darajada kichik boiishi lozim. Am-
mo amaliyotda bir vaqtda har ikki ehtimollik minimalligini ta’minlash
o'ta ogir masala boiganligi sababli, xatdiklardan birini (masalan,
a ni) oldindan giymatini tanlab (fiksirlab qo‘yib), ikkinchisining
kichik ligini ., ni tanlash hisobiga amalga oshiriladi. Ammo p ni
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kiclraytirish 1—8 ni kattalashtirish, ya’ni kriteriy quvvatini oshi-
rishga ekvivalentdir. Demale, .vi'x ni shunday tanlash lozimki, berilgan
a —a 0 uchun (masalan, or=0,05) |- ehtimollik 1 ga yetarlicha
yaqgin boiishi lozim. Bunday kriteriy a sathdagi eng katta quvvatli

kriteriy deb ataladi. Shu sababli, ni a ga qarab tanlash
(./r:=. Af(a |) 0z navbatida kritik nuqtalar th. lami [th.=tkr(a))a ga
garab taniasliga ekvivalentdir. «

RBiz yuqgorida ta’kidlab o ‘tgan statistik kriteriyni amalga oshirish
jarayonini soat strelkasi harakati bo‘ylab quyidagi diagrammalarda
tasvirlashimiz mumkin. Bu jarayon asosiy HO va alternativ

gipotezalami tanlashdan boshlanadi.

Bu 6 ta diagrammadan koiinadiki, gipotezalarni tekshirish
kriteriylari xilma-xil boiishiga garamasdan, ulami qurish sxemasi
mantigan yagonadir.

Endi kritik to‘plamni ganday tanlash kerak, mazmunidagi
savolga javob beramiz. Biz yuqorida ta’kidlab o‘tkanimizdek, Kki'itik
to'plamni aniglash unga mos kritik nuqgtani topish masalasidan
Iboratdir. Kritik to‘plamlar uch tipda boiishini e'tiborga olgan holda
ulami tanlaslming quyidagi uch usulini kolrib o'tamiz:
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a) 0‘ng tomonlik kritik to‘plamni anitjlash.

M a’lumki, o‘ng tomonlik kritik to‘plam T >th. tengsizlik
bilan aniglanadi, buyerda th >0. Demak, buyerdafA —kritik nugtani
aniglash kifoyadir. Bu uchun dastlab qiymatdorlik sathi a ni
yetarlicha kichik tanlab, tY ni nolinchi HQ gipoteza o'rinliligi
shartida 7> ~.tengsizlik ehtimolligi ac ga teng gilib olinadi:

P(T>th./HO)=a. )

So‘ng (2) tenglik T aing anig yoki taqribiy (ya’ni yetarlicha
katta n da limit) tagsimoti jadvalidan tkr ga nisbatan yechib olinadi.
Bunday jadvallar deyarli barcha matematik statistika bo'yicha
yozilganL adabiyotlar oxirida ilova sifatida keltiriladi. Bunday
jadvallami o‘z ichiga oigan asosiy adabiyotlardan biri L. Bolshev va
N.Smimovlarning [4] kitobiiir. Biz endi (2) tenglik asosida quyidagi
xulosalami gilamiz. tkr-nuqta aniglanganidan so‘ng kuzatilgan (1)
tanlanma bo‘yicha T statistika (kriteriy) giymati Tktr hisoblanadi.
Agar Tkm >th. bo'lsa, u holda HO gipoteza rad etiladi, agarda
Tkuz - fkr boisa, u holda bizda HOni rad etishga asos boimaydi. T
kriteriyning Tke giymati tkr— kritik augtadan katta bo‘lishi nafagat u
o‘rinli boimaganligi uchun, balki boshga sabablarga ko‘ra, masalan,
tanlanma hajmi n Kkichikligi, tajriba uslubiyati kamchiliklari mav-
judligi va boshqalarga ko‘ra ham boiishi mumkin. Bu holda to‘g‘n
boigan HO gipotezani rad etib, a ehtimollik; bilan 1-tur xatolikka
yoi qo‘yiladi.

Faraz qilaylik;, HO gipoteza gabul gilingan bo'lsin. Arrimo
bunday gipoteza to'g‘ri degan fikr noto'g'ridir. Hagigatan ham, biror
umumiy da’voni tasdiglovchi birgina misol uni isbotlay olmaydi. Shu
sababli, quyidagicha fikr yuritish to‘g‘ri boiaii: agar Tkr <tkT bo‘lsa,
u holda (1) tanlanma HO gipotezaga inos kelaii va demak u Hani rad
etishimizga asos bo‘lmas ekan. Shuning uchun, amaliyotda //,, ning
gabul qilinishi ishonchli bo*lishi ucliun uni yana boshqga knteriylar
bilan ham vyetarlicha katta n larda tekshiriladi. Ma’lumki, biror
da’voni rad etish uchun yagona misol yetarlidir. Shu sababli, biror T
kriteriy nchun Tkta > tkr boiishi HO ni rad etishga asos boiadi.
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b) Chap tomonlik va ikki tomonlik Kkritik to‘plamlarni

aniglash. Bu hollarda mos kritik nuqtalami aniglaymiz. Chap
tomonlik kritik to‘plamni T <th. (t* <0) tengsizlik bilan aniglaymiz.
Ih. ni berilgan giymatdorlik sathi a ga mos gilib
P{T<th./HO)=a (3)
tenglikdan T ning aniq yoki limit tagsimotidan aniglaymiz.
Ikki  tomonlik  kritik  to‘plam T< (t"» <0) va
T > tfr' '>0) tengsizliklar yordamida aniglanadi. Bunda Kkritik

nuqtalar /A" va t[2) larni
p{t<C /H 0)+p(T>t£)/HO0)=a 4)

tenglikdan aniglaymiz. Bu holda (4) tenglama ikki nomaiumga
nishatan birgina tenglama boiganligi uchun kritik nugtalami ko‘pgina
usullar bilan tanlash mumkin. Agar T kriteriy tagsimoti nolga

nisbatan simmetrik bo‘lsa, u holda -t{ =t(2) =tkr deb, th ni (4) ga
asosan
P(T<-,kk/HQ=P{T>tkh/Hn)=" (5)

tengliklardan tanlash mumkin.

Endi yuqorida a va b-hollarda aytilgan ko‘rsatmalami T
statistikaning HQ gipoteza oTinliligi shartidagi aniq yoki taqribiy
(limit) tagsimoti zichligi /0(i) va uning tagsimot funksiyasi

t
(0 ~ Jfo(u)du orgali tushuntirib o‘tamiz. Demak,

~0 (0 =(yoki~)/Y7'<i/ll0). (6)
Odatda (6) tagsimot yoki uning zichligi /0 jadvallashtirilgan
boiadi. 0 ‘ng tomonlik kritik nuqgta 'k (2) tenglik, ya’ni

mJOfO(n)du -a O
&

tenglikdan jadval yordamida aniglanadi. (7) tenglikni grafik bilan
tasvirlash mumkin (1-rasm).
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1-rasm.

Chap tomonlik Icritik nugta th. (3) tenglik, ya’ni

i

J fO(u) chi=a 8)
_e:

tenglikdan jadval yordamida aniglanadi. (8) tenglikni grafik bilan

tasvirlash mumkin (2-rasm).

2-rasm.



ASar Jo(0 ftinksiya simmetrik bo‘lsa, (/,, (-/) =fQ(/)), u
holda th. ni (4) va (5) tengliklar, ya’ni

' 40)
jfo{u)du= ffo(u)du =~ (9)
hr

tengliklar orqgali aniglanadi. Bu holda grafik tasvir 3-rasmdagi kabi
bo“ladi.

3-8. Optimal kriteriy qurisli

Faraz gilaylik, bizni giziqtirayotgan £ tasodifiy migdomi kuza-
tib, logMigsiz X x,X2,...,Xn tanlanma hosil gilingan boisin. Ushbu
tanlanma yordamida kriteriy kuzatiladi. Odatda kriteriy asosiy
gipoteza ko'rinishiga garab quriladi. Bu kriteriy orqali HO gipoteza
gabul gilinishi yoki rad etilishi mumkin. Statistik kriteriy yordamida
S kritik soha aniglanadi. A.gar kuzatilmalar, ya’ni kriteriyning kuza-
tilmalar bo‘yicha giymati kritik soha S ga tegishli boisa, asosiy HO
gipoteza rad etiladi va alternativ H [ gipoteza gabul gilinadi. Aksincha
bo Isa, ya’ni kritik sohaga tegishli boimasa, u holda asosiy gipoteza
gabul gilinadi. Awalgi paragraflardan ma’lumki, statistik gipoteza-
larni tekshirishda biz ikki turdagi xatolikka yo‘lqo‘yamiz:
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- asosiy gipoteza //, to‘g'ri boiganhgi shartida ulami rad eti-
lishi 1-tur xatolik deb ataladi va a bilan belgilanadi:

a=p{x{nNeS/HO)=POx{NBs).

- alternativ gipoteza H, to‘g‘riligi shartida uni rad etib asosiy
gipoteza HO ning gabul gilinishi 2-tur xatolik: deb ataladi va & bilan
belgilanadi:

B=p(XEe¢SIH,) =PXxH 5).

w-1-B =P"*A”"es) ehtimollikka kriteriy quwati deb
ataladi.

Agar w<a boisa, % holda kuzatilmalami S ga nisbatan tuzi-
lishi Hx gipoteza to‘g‘riligi shartida HO gipoteza to'g‘riligi shartiga
nisbatan qiyinrog. Shuning uchun S kriteriyr.i w>a tengsizlik o'rinli
boiadigan qilib tanlash kerak.

Agar

a<w=1-—R
shart o‘rinli bo‘lsa statistik kriteriy siljimagan kriteriy deb ataladi.
Odatda ikkala ehtimolliklar a va B larni bir vagtda kichiklashtirish
mumkin emas. Shuning uchun 1-tur xatolik a fiksirlanadi va 2-tur
xatolikni kichiklashtirishgaliarakat gilinadi:

\a<ocO | a <ao0
| B -> min (a° fiksir,angan S°n) y°kl -> max

Misol. (a, 1) parametrli normal tagsimotni kuzatish natijasida
X x kuzatilma olingan boisin. H0.a =0 va HIl:a=I| sodda gipo-
tezalarni quraylik. Statistikkriteriyni quyidagicha olamiz:

agar X }<c boisa, HOni,

agar X {>c boisa, HI ni gabul gilamiz.

U holda 1-tur xatolik a =Pe(X, >c) va 2-tur xatolik
B = PxgX lI<c) lar va gipotezalarga mos zichliklami grafik ifoda-
laymiz (4-rasm).



4-rasm.

Rasmdan koi'inadiki ¢ ni kattalashtirsak, 1-tur xatolik a ka-
mayadi, lekin 2-tur xatolik B esa kattalashadi, aksincha c¢ ni kichik-
lashtirsak. 2-tur xatolik kamayadi, lekin 1-tur xatolik kattalashadi.

Demak, statistik Kkriteriyni shunday tanlash kerakki, 2-tur
xatolik R eng kichik: (yoki w=\— eng katta) giymatni gabul gilsin.
Agar SO Icriteriydagi 2-tur xatolik 8 n ning giymati ixtiyoriy boshga S
kriteriydagi 2-tur xatolik 8 ni giymatidan katta boimasa:

Bo*R >
u holda S0 kriteriy eng quwatli kriteriy deb ataladi. Ushbu tengsizlik
ixtiyoriy SO uchun o’rinli boisa, u holda SO kriteriy tekis eng
quwatli kriteriy deb ataladi.

£ tasodifiy migdomi kuzatish natijasida =(X{,X2,...,Xn)
bogiigsiz tanlanma hosil gqilingan bo‘lsin. Quyidagi ikki sodda
gipotezani ko‘ramiz: HO0 :X i kuzatilmalat tagsimoti FO(x) va H :X.
kuzatilmalar tagqsimoti F~x). fQva fxorgali mos tagsimotlar zichlik
funksiyalarini belgilaymiz. Har ildcala tagsimot FO va Fi lar bir vaqtda
yoki diskiet yoki uzluksiz boisin. HO gipoteza o‘rinliligida

A0(Nn)=n/0(x;), 1
(" m)=n/0(x;) 1)
Hj gipoteza oiinliligida esa
pHi(x in)=fifl(xi), (2)
H

liagigatga o‘xshashlik funksiyalari boisin. Maiumki, hagigatga
o'xshashlik funksiyasi bu tanlanmaning zichlik funksiyasidir.
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IXT(">)= -V “ - Moo (3)
% (x(n) n/.U,)
nisbatga licigigatga o X:shashliknisbati statistikasi deb ataladi.
Teorema (Neyman-Pirson). Sodda gipoteza H 0 ni unga alter-
nativ boigan sodda gipoteza boigan holda tekshirish uchuntekis eng
quwatli kriteriy mavjud va uning kritik sohasi quyidagicha aniglanadi:

! ,fu UM=*))
SO0 x(n), = M----m--- >c\, 4)

bu yerda C7 kritik nugta » o (/(x(n0 > ¢) = ac shartdan aniglanadi.

Misol. X"n=[X{,X2,...,.Xn) tanlanma parametrli

normal tagsimotdan olingan boisin. Noinaium parametr 6 to‘g‘risida
quyidagi Ikki sodda gipotezani ko ‘ramiz:
Hg:9=9nva H2'0=9X (6U< ).
1-tur xatoligi a boigan tekis eng quwatli kriteriy qurish masa-
lasini ko‘ramiz: Neyman-Pirson teoremasiga ko‘ra kritik sohani anig-
laymiz:

M  2» | c

A Tooq. 7 (1-060)-
Ay/2na J A=} ﬁ

yoki
1n : : e o
bu yerda X - — X} - tanlanma o‘rta giymati tengsizlikning har ikki
” M

tomonini logarifmlab, 0, >60 ekanligini hisobga olib, quyidagi
ekvivalent tengsizlikni hosil gilamiz:



x>C,,

buyerda C, - 1(0O4-0,)+~ .
1 Oi_odo)n

Cx - kritik nuqgta boiib, u 1-tur xatolik a orgali aniglanadi.

Odatda a =0,05 beriladi va u orgali C, hamda R - 2-tur xatolikni

topamiz.
Normal tagsimot xarakterizatsion xossasiga ko‘ra: agar

Xx,X2,...,Xn lar bogiigsiz tasodifiy migdor boiib, har biri (0,ct2)
parametrli normal tagsimlangan boisa, u holda:
X, +X2+...+x, ~n(v, ,<'n) boiadi. Bu xossani inobatga olsak,

1 - 2 .. .
~(Xx+JT, +...+X )=x~N (0 \b0|ad|, chunki,
V n)
m(“(Xx+.4.-|-><n)A:](M><,+...+MX,,):b9-n:e

d\U X xX+...+JCa)\=+ (D X I+ ...+DX2)=\a 2n=

1 I n n n
Demak,

bu yerda <& standart normal tagsirnotning taqsimot funksiyasidir.
Agar f. orgali a -tartibli kvantilni belgiiasak, <&ta ) =a, u holda

no= ()
(5) tenglikdan c, - kritik chegarani topamiz:

c,=0o0+ \’/‘». (6)

(6) tenglikdan ko‘rinadiki, c,, soni 00ga bogiiq, lekin 0, ga bogiiq
emas. Endi 2-tur ehtimollik 8 ni aniglaymiz:
/1, gipoteza o‘rinliligida

o TP x 24 ) - f(n @17



ekanligidan

x~@i ~ ci~"i 1

B - (x<c)—PBl yanjn  GH77J

boiadi.
Endi n=25, cr2= 25, 0G= 0, a =0,05 bo'lganda 2-tur xatolik
B ning qiy matini hisoblaymiz:

agar 0,=5 bo‘lsa, B =<¢ V25-"= +1,645}': 0,001

Yuqorida keltirilganlardan ko‘rinadiki, 0, ni 00 dan uzog-
lashtirsak, 2-tur xatolik ehtimolligi kichiklashar ekan.

Asosiy va alternativ gipotezalar sodda bo'lgan hollar nisbatan
kam uchraydi. Ko‘p hollarda asosiy va alternativ gipotezalaming har
ikkalasi ham (yoki ulardan bin) murakkab bo‘lgan hol uchraydi.
Quyidagi ko ‘p uchraydigan holni ko‘rainiz: X,,X2,...,Xn tanlanma
noma’lum parametr anigligida berilgan va asosiy gipoteza He —
sodda, alternativ gipoteza esa murakkab.

HO0:0=69, H.-OeQ"
bu yerda 0 —noma’lura parametr, 0 - nomaium parametr 0
aniqlangan soha, ya’ni parametrik fazo, 0[ =©\{00}

Neyman Pirson teoremasiga ko‘ra, V(0U,0:), 0, e 0 t nugtadan
asosiy gipoteza HO0'.9=90 ni unga alternativ gipoteza H, :9-61t
boigan holda eng quwatli kriteriy qurish mumkin.

Agar eng quwatli kriteriylar aynan shu S kritik sohaga ega
boisa, u holda statistik kriteriy alternativ gipotezaning ixtiyoriy
0, dagi giymatida kriteriy quwatini maksimallashtiradi. Shuning
uchun bunday kriteriyni sodda gipoteza U Oni tekshirishda unga
alternativ gipoteza Hx:0e 0, bo‘lgandagi tekis eng quwatli kriteriy
deb ataladi. Agar 5 alternativa 6, ga bog‘ligbo‘lsa, u holda VO, e ©j
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uchun eng yaxshi kritik soha mavjud emas. Bu esa ushbu holda tekis
eng quvvatli kriteriy mavjud emasligini bildiradi. Quyida tekis eng
quvvatlikriteriy qurishga misol ko ‘ramiz:

Misol. A*L =(X, ,X2 Xn) tanlanma (6,cr2) parametrli
normal tagsimotdan olingan boisin. Alternativ gipoteza HI :8>R0
boiganda asosiy gipoteza H. :8 =R0 ni tekshirish masalasini ko‘ra-
miz. Neyman-Pirson kriteriysini qoilab ikki sodda gipoteza uchun
H]:BR=9va H{:B =<9, BO<Rv x >c, kritik sohaga ega boiamiz (S
kritik sohani topish yuqgorildagi misolda keltirilgan).

Bu yerda c¢, =£?0 +ta -?—m, ya’ni alternativ B{ ga bogiiq emas.
V»

Shuning uchun S  kriteriy sodda HI:B=R0 va murakkab
i/, :0e 0j larni teksbirishda tekis eng quvvatli kriteriy boiadi. Ushbu

kriteriy quwati
w= 3 N (7)

gateng. B0— <0 ekanligidan, \/8>R0 da

Ru xossa oiinli boigan kriteriy asosli kriteriy deb ataladi. (7)
kriteriy grafigi 5-rasmda keltirilg i

5-rasm.
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9 ni B0 ga intilisliida quwat a miqgdorgacha kichiklashadi:
w—1—®(ta)=1—+Hl—a)-a,
hamda 2-tur xatolik /3=1- w csa 1-a ga intiladi.

Qurilgan misolda kritik soha bir tomonlama edi. endi ikki
tomonlama boigan holni ham ko‘ramiz.

Avvalgi misol shartida A}:8=80 va H, :971 B0 boisin. Bu
holda 6 <@0va B >01% giymatlar uchun Meyman-Pirson kriteriysi turli
kriteriylami beradi: x<c va x >c,ya'iii barcha 9 ®90 nuqtalarda w
quvvatni maksimallashtiruvchi kriteriy mavjud eraas. Shu sababli ikki
tomonlama kriteriydan foydalanishga to‘g ‘ri keladi:

[ i &
7 >»
Kvantilni ta tanlash 1-tur xatolikni oc ga teng boiishini taminlaydi.

Ushbu kriteriyning quvvati

w=1—0 S BO'Oyfﬁ_i

2y 2Y
ga teng, grafigi 6-rasmda keltirilgan.

Haqgigqatga ovxshashlik kriteriysining asimptotik tagsim cti.
Biz statistik gipotezalami tekshirisbda hagigatga o ‘xshashlilc nisbati
statistikasiga asoslangan kriteriy eng quvvatli boiishini ko'rib o ‘tdik.
Endi hagigatga o°‘xshashlik nisbati statistikasining asimptotik tagsi-
motini topishni ko‘rib o‘tamiz.
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X =(X1,X- ,..., Xn) bogiigsiz, takroriy tanlanma nomaium

parametr 9 aniqligida berilgan boisin. 9s 0 ¢ Rs, s>1 Quyidagi
gipotezalami ko'ramiz: //,, z6 =8( va Hj:0 &90. Ushbu gipoteza-
larni tekshirish uchun hagiqatga o‘xshashlik statistikasini Kiritamiz:

= §1xi “J) (D

bu yerda 6n - hagiqatga malcsimal o ‘xshashlik usuli bahosi.

Teorema (Uilks). Regulyarlik shartlari hamda asosiy gipoteza
HO ofrinliligida (1)-hagigatga o'xshashlik nisbati statistikasi uchun

2n{x (n)*>Y ~x| )]
munosabat o ‘rinli.
d
Bu yerda => tagsimot bo‘yicha yaginlashishni, %4 ~ ozodlik
darajasi 1bo'lgan xi-kvadrat tagsimotni bildiradi.
Isboti. Teorema shartlari va HO0 gipoteza o‘rinliligida

MS.-€0)iw (0.r"(e))

munosabat o‘rinli, ya’ni 6n - hagigatga maksimal o‘xshashlik usuli
bahosi asimptotik normal baho boiadi. Bu yerda

[(#)= M = m{81108/Ne

(#) { do ) % 86
bitta kuzatilmaning Fisher informatsiyasi (1) ni logarifmlab, Teylor
gatoriga yoyamiz:

IogA("(,,)):t/:gogf(x, )- logf(X, A )

=
1 in n v 1lv’32log/(x, .6 %)
N~ [ | o ND e ?
n\O : - 00) uL=1 552

bu yerda 6*¢ (&, ,00).
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RegulyarLik shartlari o ‘rinliligida va /7,, gipoteza o ‘rinliligida

Nallogf(xigl) p  _~ fsliog/(xx0O
QQE g " 2f12 IV o

Ikkinchi toraondan,
W 2d
i-e
RS
Slutskiy teoremasidan teoreinaning tasdig‘i kelib chigadi.

Misol. X, ,X2,..Xr, tanlanma 9 parametrli Puasson tagsimo-
tidan olingan bo“lsin. HO:ff =80 va H :BpBO gjpoteralarni tekshi-
rish masalasini ko ‘ramiz.

MaiumKki, butagsimot HoTa 'kun parametri 6 uchun hagigatga
maksimal o‘xshashlik usuli bahosi Bn=x dir. Hagigatga o‘xshashlik
nisbati statistikasini yozib olamiz:

—

[ (y-LTA et et
L fIinhy R A

X ¥ i
*0

[y

!
Y,\
Xy !

]

cexpj n(x-00)}

2loglnNe )=I\£X, logif 1+n(~x-90)

-2n\fog[ |*-(x-00)
Uilks teoremasiga ko‘ra
Iri\xlog| » J+(-t-6>0) 'ti-

Demak, asosiy gipoteza HQ ni tekshirishda 1-tur xatolikni
a = 0,05 olsak, kritik soha
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Sa =jx :2n”xlog\j - j+(x- e0)|>2Zi ,(0,95)|=

=|* :2« "xlo§"-+(*~00)j " 3,84j .
ga teng bo‘ladi.

4-8. Ba'zi muhirn statistik kriteriylar

Amaliyotda keng qo ‘llaniladigan kriteriylar odatda bir tanlan-
malik va ikkitanlanmalik bo‘ladi. Bir tanlanmalik kriteriylar tanlanma
to‘plam gipotetik bosh to‘plam bilan solishtiriladi. Bunda bosh
to‘plam xarakteristikalari gipotezada aniqglanadi yoki bosh to‘plam
orgali hisoblanadi. Ikki tanlanmalik kriteriylar ikkita tanlanmani so-
lishtirish, raasalan biologik, tibbiy, pedagogik sohalarda nazorat va
tajriba guruhlariga mos tanlanmalari solishtiriladi. Bunda ikki tanlan-
ma to‘plamlarni solishtirishdan ko‘ra ular o‘rta giymatlari fargi 0 ga
nisbatan, dispersiyalari nisbati 1 ga nisbatan yoki umumiy holda ular-
ning tagsimotlari fargi biror funksionali 0 ga nisbatan solishtiriladi.

Masalan:

a) Z-kriteriylar. Tanlanma normal tagsimotga ega va lining
dispersiyasi rna’lumligida tanlanma o‘rta giymat va bosh to'plam o'rta
giymatlarini solishtirishdan iborat. U ikki tanlanmalik boiishi ham
murnkin;

b) z-kriteriylar turli shartlarda o'rta giymatlami solishtirishdan
iborat;

V) proporsivalar kriteriylari o‘rta giymatlar kriteriylariga
o‘xshash bo‘lib, ehtimolliklami solishtirishdan iboratdir;

g) xi-kvadrat kriteriylari ham bir tanlanmalik va ikki tanlan-
malik bo‘lib, nisbiy chastotalar farglari kvadratlarini o‘rganishdan
iboratdir;

d) F-kriteriy (dispersiyani tahlil gilish. ANOVA (analysis of
variance));

Endi quyidagi jadvalda biz ba’zi keng go‘llaniladigan
kriteriylarnin2 mos statistikalari va ularning qo‘llanish shartlarini
keltilamiz.
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Bir va ikki tanlanimalik kriteriylar

K riteriylarn nom i Statistika form ulasi va V — ozodlik Qo'llanilishi
darajasi shartlari
Bir tanlanm ali Bosh to‘plain
z _ x~Vo
z -kriteriy . N (/u,cr2) norm al
a lyin
tagsimotga ega yoki
n >3o0 va a
m a’lum
Ik ki tanlanm ali
(jtj -x2)-do0 Ikki7V (/il1,<72 ) va
Z -kriteriy
N (/U2 ,<t] )bog'lig
bo'Im agan norm al
v nl n2 ”

. . bosh to‘plamlar C j"
d0=Mi~Mi

va CTj dispersiyalari

m a’lum
Bir tanlanm alik t Bosh to‘plam
/ -kriteriy . N (/u,az2 norm al
s /1 (fu,a2)
(Styudent, N
tagsim langan yoki
Kramer-Uelch)
S 1= -"A"-x(Xi-x)2, «>30 va <y-
«-1ﬂ. nom a’him
v =n 1
Juftlangan d-dcv X A yirmalar bosh to ‘p-
/ -kriteriy t= " d0o-M i-M 2> lam i norm al yoki
Sd[yjn
(Styudent, «>30 v a <
Kramer-Uelch) v=n-—1, nom a’lum
dfayirm alar o‘rta arifm etigi,
Sj —ayirmalar dispersiyasi
Ik ki tanlanm alik (x,-x2)-do0 Ikki tanlanma bog*
birlashtirilgan ligsiz N(HJ‘CTJZ) va
/ -kriteriy, disper-
’ norm al
z .
siyalar teng VMI n2
tagsim otlarga ega
(styudent, V—n}-tn2— 2, a g 9
Kramer-Uecelch) yoki «j + N2 >40 va
-2 (,7,-1)J1 2+C »2-1)52
a- =a-, noma’lum
P «,+«2-2



Ikki tanlanmalik
birlashtirilgan

/- knieriy, disper-
sivalar turlicha
(Styudent,
Rrarner-Uelch)

Bir proporsiyalik
Z -kiiteriy

Ikki proporsiyalik
va HO:/), =p2
bo‘yicha birlashti-
rilgaii Z-kriteriy

Ikki proporsiyalik
birlashtirilmagan
Z- kiiteriy

Moslikhagidagi
xi-kvadratkriteriy
(Pirscn)

TI X2) LO
I i A
V1 "2
a
1 "2
7\2
— 1
n2y

«l —1 w_1

fp-Po
JpoO- po)
(Pi-Pi)

p(l-p)fl +=%
\% n2)

Z_ w+ T2

»l + «2
(P\~P2t- rfO

jP\(i-r1) , P2Q-P2)

vV n2

- m\ -

p1="" o=
«l «2

(kuzatilgan-kutilayotgan)2
kutilayotgan
AN (V- V)2
=i
7 - intervallar soni,
V- — empirik va v\ = npt —

kutilayotgan chastota
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Ikki tanlanma bogl
ligsizTViriLiXi )  va

N(Bz-a??) normal
tagsimotlarga ega
yoki 2+ /2> 4-0 va
ctj ~ o"2lar noma’-

lum

»/»0 > 10 va
W(l~/70) >10

> 5va
»i(l-Pi)>5;
fi2pr2> 5 va

n20-"2)>5;
tanlamnalar bog‘liq
emas

«1/71> 5 va
nl(l-pl)>5;
P2>5va

"2('—"2)>5;
tanlanmalar bog ‘liq
emas

Barcha kutilayotgan
migdorlar 5dan kam
emas (yi,vi> 5).
Kriteriy ozodlik
darajasi v=1-s5-\
bo‘lib, bu yerda

5 - baholanayotgan
noma’lum parametr-
lar soni



Ikki taralanmali Bosh to‘plam normal

dispersiyalar tagsimlangan.

tengligi hagidagi | % s2 S[>sl.Hq )

F -kriteriy . o :
gipoteza

(Fisher-Snedekor)
F>Fkg|;«i-1;«2- i)

bo‘lganida rad

etiladi
Izoh. V"uqoridagi jadvalda gnyidagi belgilar ishlatilgan: 0 indeksi HO0 ga
mos keladi, 1va 2 lar esa 1- va 2-tanlanmalarga mos keladi;

a — tur xatolik ehtimolligi (kriteriy iiajmi);
nl,n2,n - tanlanmalarhajmlari;

X, , fjx —birinchi tanlanma va bosh to'plamiar o‘rta giymatlari;
x2, n-, —ikkinclii taalanma va bosh to‘plamlar o ‘rta giymatlari;

X va S~ - tanlanma o'rta giymati va to‘g‘rilangan dispersiya;
/u0 —nolinchi gipotezadagi o'rta giymat;
cr2,(t 2 ,a\ - bosh to‘plamlardispersiyalari;

p=—, p = , p7=—2_- tanlanmalar proporsiyalari;
n »L Q@
2l =np>\, = nPi ~ kutilayotgan ckastotalar;
52 va £; - tanlanmalarningto'g‘rilangan dispersiyalari:
SK=-3 -fi{Xu-xt)2, k =1,2.
n*-1 H

Endi biz yuqgoridagi jadvalda keltirilgan statistikalarni kriteriy
tuzishcia qo‘llanilishiga doir bir gator misollar keltirib o ‘tamiz.

A., (i hagidagi gipotezani tekshirish (Z va f-kriteriylar).

1-hol. Z-kriteriyning bosh to‘plam iispersiyasi cr'* ma’lum-
ligida cjo‘llanilishi.

i\Tasala. Ozig-ovqgat shoxobchalari rahbariyati quyidagi xulo-
saga kelgan: xaridorlarga xizmat ko’rsatish normal tagsimlangan
bo‘lib, xizmatni o‘rtacha vaqti 3,5 minut va standart og'ishi esa 1,3
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minutga teng. Xizmat sifatini nazorat giluvchi boshgarma 40 ta
xaridorga xizmat ko'rsatilishini tahlil gilib, o‘rtacha xizmat vaqti 4,8
min. ekanini anigladi. « =0,05 giymatdorlik sathi bilan ozig-ovgat
shoxobchalari rahbariyatining o‘rtacha xizmat vaqti hagidagi xulo-
sasini teksliiring.

Yechim. Demak, =3,5; oa=1,3; «=40; x=4,8 va
a =0,05. Biz HO . = /u0 gipotezani Z statistika orgali tekshiramiz.
Dastlab ikki tomonlama kriteriyni ko‘rib o‘tamiz. Demak,
Hx:1i ~ju(r Normal tagsimot jadvalidan ikki tomonlama kritik nug-
tani topib olamiz:

*kr =+zal2=+202%5=+1,96.
Statistikani hisoblaymiz
_ x-Hqg_ 4,8-35_ 13 Q
“kz cr/yyn 1,3/740 0,2055

Ammo ziaz>1.96, demak HO gipotezani (\-a )100% = 95%
ishonch bilan rad etainiz. Bu esa o‘rtacha xizmat vaqti 3,5 min.
emasligini ko‘rsatadi.

2-hol. S ina’luinligida t kriteriyning goilanishi.

Miscl. 12 ta tajribada quyidagi tanlanma kuzatilgan:
4,3,2,2,352.3,3,4,4,6. Bosh to‘plam o‘rta giymati fi. =3 degan

taxminni a =0,01 — Kkriteriy hajmida tekshiring. Alternativani
H{:fi>3 - o‘ng tomonlama oling.
Yechim. Demak, «=12; x=3,4167; S2=1,538;
§=1,2401 va S- = Sg =0,3580. t —statistikani hisoblaymiz:
\ -in
= 3,4167-3
k- S- 0,3580

t - statistika ozodlik darajasi v—n—i1 bo‘lgan Styudent tagsimotiga
ega bo‘lgari uchun uning a = 0,01 ga mos kritik nuqtasi
tkr = *1101 =2,7181.
Amrno, tke =1,1640< =2,7181 boigani uchun HO:/2- 3
gipotezani gabu) gilamiz.



V. Bog‘lig bo‘lImagan tanlanmalarga mos bosh to‘plamlar
o‘rta giyrnatlari farglari hagidagi gipotezani tekshirish.

1-h «L Bosh to‘plamlar uchun cr, va cr, lar ma’lum ekanida
Z-statistilianing qo ‘Hanilishi.

Masala. Biror kompaniya o‘z ishchilarining ishlash sama-
radorligini aniglash magsadida mahalliy aholi va chet eldan kelib
ishlayotgan xodimlari ishlab cliigayotgan mahsulotlari o‘rtacha sonini
solishtirdi. Ularga mos standart xatoliklar mos ravishda cr, =8 va

cr, =10 bo‘lib, mahalliy ishchilardan nx—32 va chet elliklardan
n2 = 38 krishi faoliyati solishtirildi. Bn ikki gurah ishchilardan har biri
uchun o‘rta mahsulotlar soni x, =50 va x2 =40 birlikdan iborat.
Rriteriy satxini «=0,01 deb tanlab, guruhiar samaradorligini anig-
lang.

Yechim. Demak, nl =32; x, =50; <7,=8 va n2=38; x2=40;
cr2=10; a =0,01. Biz asosiy //0: =/i2 gipotezani Hx\ " /u2
altemativga garshi tekshiramiz. Ikki tanlanmali Z-statistika gqiymati

Zhiz=(p A = 5-~40-.= - =4,6466.
p? a? 61+M <*2+2,6316
N2 38
Ammo, =4,6466 >zkr =2,33 , demak, HO gipoteza rad etiladi va

H} gipoteza qabul gilinadi. Bu esa mahalliy aholining ish samara-
dorligi chet elliklarnikidan yuqoriligini ko ‘rsatadi.

?-hnl Agar tantanmalaming va S: —standart og‘ishlari
ma’lum va ular cr,2 va u\ dispersiyalari teng bo‘lgan (cr, =cr2) bosh
to'plamlardan olingan bo‘lsa, HOVul=/i2 gipotezani /-kriteriy

yordamida tekshiring.
Masala” Ikki oliy o‘quv yurtida bir xil fan bo‘yicka maksimal
ball 50 bo'lganida test-sinovlari o tkazilib, ulaf uchun o‘rtacha

o‘zlashtirish ko‘rsatkichlari x, =41,93 va =44,56 hamda ularga

mos standart og‘ishlar S, =2,86 va S2 =1,42 lardan iborat. Har bir
o‘quv yurtida «, =n2=40 talaha bilimi tekshiriladi. Ushbu ma’lumot-

382



larga asoslangan test-sinovlari o‘tkazuvchilar har ikki guruh talabalari
bilimlari orasida sezilarli farq yo‘q, degan fikrni (ya’ni HQ gipo-
tezani) ilgari surdilar. Qiymatdorlik sathini a = 0,05 deb tanlab
yuqoridagi fikr to‘g‘riligini tekshiring.

Yechim. Demak, n,=40; x, =41,93; 5 =2,86 va 92=40;
x2 =44,56; S2=1,42;a = 0,05 . Biz ikki tanlanmalik birlashtirilgan
[ -kriteriyni qo‘llaymiz. Bu holda ozodlik darajasi v= +n2- 2=78
va unga mos (1-a )100% = 5% lik kritik nugta Styudent tagsimoti
jadvalidan topiladi: th.= +i(78;0,5/2) =+r(78;0,25) =+1,9908 .
Standart og‘ishni hisoblaymiz:

S- - =S 4 HALDEMH«2 152 [1,0
PVd @  {{ ni+n2-2. yul "2)

( (40-1X2,86)2+ (40-1)(1,42)2 V ]

"+ —T1=0,5049.
40+40-2 nao 4o/

Alternativ  gipotezani ikki tomonlama qilib tanlaymiz:
Hx:jul ®dLl2. t-statistilcani hisoblaymiz:

X, -2 41,93-44,56 52090,
S- - 0,5049
1 2
Kriteriy ikki toinonlamilik va thlz - -5,2090 <tk =-1,9908. Demak,
H(} gipoteza rad etiladi va //, gipoteza gabul gilinadi. Bu esa
(1-a)100% =95% ishonch bilan ikki oliy o‘quv yurtida tekshirilgan
fan bo‘yicha bilim ko ‘rsatkichlari fargli degan xulosaga kelamiz.

D. Bosli to‘plamlar proporsiyalari haqidagi gipotezani tek-
shiramiz. Quyidagi kriteriy binomial (dixotomik) tagsimotlar uehun
katta hajmdagi tanlanmalar (n > 30) uchun go'llaniladi.

MisoL Hodisa ro‘y berish ehtimolligi nolinchi gipotezada
/?>0,8 deb faraz qilinadi. Tajriba «=600 marta o‘tkazilganida

ushbu hodisa /7=468 marta ro‘y beradi. Demak, nishiy chastota,

ya’ni tanlanma proporsiya /?=—=-" =0,78 va standart og‘ish
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- Po(1-Pl) @ ——=0,0163 . Bu holda np0- 600- 0.8 =480
Po \, n 600

va n(\-p0)=600- 0,2 =120. Hodisa ro'y berish ehtimolligi hagidagi
HO :p>0,8 gipotezani alternativ #,:/?< 0,2 gipotezaga nisbatan
a = 0,05 kritik hajmda tekshiring.

Yechim. Demak, pv=0,8; /7=0,78; (7=0,0163 va a = 0,05.
Kritik nugtani hisoblaymiz: th.=z006=—1,65. Statistikani hisob-
laymiz:

Zkm erPO 0.0163
Ammo, Zkz =-1,2247 <-1,65 =flk bo‘lgani uchun ffOm qabul
gilaxniz.
D. Ikki bosh to‘pli»mlar proporsiyalari p, va p2 lar farq

hagidagi gipotezani tekshirish.

Ushbu kriteriy binomial tagsimotga ega tanlanmalar hajini katta
(«>30) bo'lgan holda gollaniladi.

Masala. Talabalar shaharchasida o’tkazilgan so'rovnomada
tavakkaliga tanlangan 200 yigitdan 40 ta va 250 gizlardan 85 tasi
O'zbekiston Milliy universiteti (0 ‘zMU) talabasi ekanligi aniglandi.
a = 0,1 giymatdorlik sathida talabalar shaharchasidagi O'zMU talaba

gizlari proporsiyasi p} O'zMU talaba vyigitlari proporsiyasidan katta.
degan taxminni tekshiring.
Yechim. Demak, «j=200; «1=40; p,=0,2; [i2=250;

PHi+/k _ 40+85 - 9778, Mos disper-

siyani hisoblaymiz:

Asosiy gipoteza HO:p]=p , alternativa esa HXx:px<p2-
Berilgan kritik hajm a =01 ga mos Z-kriteriy kritik nugtasi
tke = —(0,1) = —1.28. Z-statistika giymati
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Pi P2 02034 - 35941,
0,0425

Pi ~P2
Amino zkr =—3,2941 <-1,28 =/Ar, demak f/0 rad etiladi va
/l] ni gabul gilamiz, ya’ni yigitlar proporsiyasi gizlarnikidan kain
ekan.
E. Ikkita normal tagqsimotga ega bosh to‘plamlarning dis-

persiyalarini solishtirish.
Berilgan a kritik hajmda ikki bosh to‘plamlar dispersiyalari

tengligi hagidagi nolinchi //O:cr2=0\2 gipotezani Fisher-Snedekor
statistikasi

kichik
- nisbat bilan hisoblanadi, bu yerda suratda dispersiyalaming kattasi
olinadi. /'-kriteriyning kritik nuqtasi ozodlik darajalari v, = n, -1 va
v2 =/72—1 boiganida Fisher-Snedekor tagsimoti jadvalidan anig-

lanadi.
Misol. Ikki korxonalar guruhi (har birida 13 tadan korxonalar)
oylik ishlash vaqtlari (kunlarda) quyidagi ko‘rsatkichlarda ifodalanadi:

v, =23 kun, x2 =26 kun, S,2=3 kun va S2=6 kun. a =0,1
giymatdorlik sathida har ikki Luruh korxonalari uchun o'rtacha ish
vaqgtlaridan ogMshlari bir xilligi liagidsai HO:crf =(T2 gipotezani
tekshiring.

Yeciiins. Biz altemativ gipotezani ikki tomordama H1 :crf
deb tanlaymiz. Ozodlik darajalari v 1=v2 =13 —1=12. F -statistikani
hisoblayrniz:

Tkki tomonlama kriteriy kritik nuqtalarini ~~=— =0,05 sath va

—v7=12 bo‘lganholda jadvaldan aniglaymiz:
Ffr(f;vi;v2)=/v(0,05;12;12)=2,609.
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Ammo FJz= 2< Fk= 2,69, demak bizda HQ gipotezani rad
etishga asos yo‘q.

Masala. Maktab o‘quvehilari ikki guruhiga arifmetikadan
masalalar berilib, ulardan biriga ijobiy natija, ya’ni testdan o‘tganlar
haqida, ikkinchisiga esa salbiy natija, ya'ni testdan o‘tmaganlar hagida
ma’lumot beriladi. Tajriba natijasida vaqt ko‘rsatkichlari bo‘yicha

ma’lumotlar quyidagicha: nv=13; S2=4,06 na «,=12; S? =20,25.
Kriteriy hajmi a = 0,01 bolganida HO:a" =o¢, gipotezani H{:.of >cr;
altemativaga qarshi tekshiring.

Yechim. F- statistika ﬂigmati: Fkuz =N~ =j400265 » 4 99,

a=0,01gavaVj=1-1 =11, v2=L3-1 =12 larga mos kritik nugta
FKr(0,01;11;12) =4,22 <F" =4,99. Demak, HOrad etilib, {1, gabul
gilinadi.
5-8. Muvofiqlik kriteriylari
Faraz gilaylik, Xj, X2 ..., X,, lar bog‘ligsiz n ta tajriba natijasida
X tasodifiy migdoming olingan kuzatilmalaii bo‘lsin. X tasodifiy
miqdoming tagsimoti noma’lum F{x) funksiyadan iborat boisin.

Taqsimot ko‘rinishi to‘g risidagi gipotezani gistogramma yokipoligon
ko'rishiga ko‘ra ham aniglash mumkin:

A g dP © \?‘A#’#‘Qm/ﬁ/

Izoh: a) normal tagsimot; b) ko ‘rsatkichli tagsimot; v) tekis tagsimot.
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Noparametrik asosiy gipotezaga ko‘ra Ho'.F(x)=FQ(x). Mana shu
statistik gipotezani tekshirish talab etilsin.

1. A. Kolmogorovning muvofiglik alomad

Xi, X2, X,, kuzatilmalar asosida F,,(x) empirik tagsimot
funksiyasini tuzamiz. Faraz gilamiz. F(x) uziuksiz tagsimot funksiyasi
bo‘lsin. Quyidagi statistikani kiritamiz

Dn =DH{XX9X 2,...,Xn)= sup F,,(x)-F(x)

Glivenko-Kantelli teoremasiga ko‘ra «'yetarli katta bo‘lganida
D,, kichik givmat gabul giladi. Demak, agar asosiy gipoteza HO o rinli
bo‘lsa Dn statistika kichik bo‘lishi kerak. Kolmogorovning muvofiglik
alomatiD,, statistikaning shu xossasiga asoslangandir.

Teorema (Kolmogorov). Ixtiyoriy uziuksiz F(x) tagsimot funk-
siyasi va a uchun

limp{yfnDn <X\ =K(A)= £ () e2272
=X

bo‘ladi.
D,—statistikaga asoslangan statistik alomat kritik to‘plami quyi-
dagicha aniglanadi

Sla ={ *:t =DnOI 32> )>*«}o
Buyerdan 0 < a < 1- alomatning giyma- 'orlik darajasi.

Kolmogorov teoremasidan quyidagi xulosalar kelib chigadi:

a) D,, statistikaning HOgipoteza to‘g‘ri bo‘lgandagi tagsimoti
F(x} ga bog‘liqg emas;

b) amaliy nuqtayi nazardan n > 20 bo‘lgandayoq teoremadagi
yaginlashish juda yaxshi natija beradi, ya’ni P\4nDn<a} ni K(a)
bilau almashtirishdan yo ‘I go‘yiladigan xatolik yetarlicha kichikdir.

Bu xulosalardan kelib chigadiki, n > 20 bo‘lsa kritik chegara
tani ga teng deb olish mumkin. Bu yerda koKQ") = 1-a
tenglamaning ildizlaridan iborat. Hagigatan ham berilgan O<ac<I
uchi.m

PfoeSia/H*} =p{'f"Dn>Xa/H0}~ 1- K(au)-a
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Shunday qilib, Kolmogorov aloinati quyidagicha aniglanadi:

1) berilgan a orgali K(ka) — 1-a tenglama yechimi Xa jadval
yordaitiida topiladi;

2) berilgan tajriba natijalari xj, x2 X, larga ko'ra i=D,,(Xj, X2
... X,,) qiymati hisoblanadi,

3) ypnt va Xasolishtiriladi, agar \Int > la bo‘lsa, asosiy gipo-
teza Ho rad etiladi, aks holda tajriba H ni tasdiglaydi.

1. K.Pirsonning xi-kvadrat muvofiglik alomati.

Amaliyotda Kolmogorov statistikasini hisoblash ancha murak-
kab va undan tashqgari Kolmogorov alomatini qo'llash fagat tagsimot
funksiya F(x) uzluksiz bo‘lgandagina mumkindir. Shuning uchun,
amaliyotda ko‘p hollarda Pirsonning xi-kvadrat alomati go‘llaniladi.
Bu alomat universal xarakterga ega bo‘lib, kuzatilmalami guruhlash
usuliga asoslangandir.

Faraz qilaylik, — kuzatilayotgan va tagsimot funksiyasi
noma’lum F(x) bo‘lgan X tasodifiy iniqdorning giymatlari to‘plami
bo‘Isin. Jffni k ta keiishmaydigan oraliglarga ajratamiz:

=U.si'£iC\sj i=t ' i,j=h2,... K
A

Takrorlanishlar vektori deb ataladigan v =(vx,...,vk) vektomi
olaylik. Bu vektoming i-koordinatasi kuzatilmalardan vf tasi

oraligga tushganligini anglatadi. Ko rinib turibdiki, takrorlanishlar
vektori v tanlanma (XXx,...,Xn) orqgali bir giymatli aniglanadi va

+v2-b..+vk =/7. Asosiy gipoteza HOto‘g‘ri bo‘lgandagi kuzatil-

maning s, oraligqga tushish ehtimolligini pi0 bilan belgilaylik:
pi0=P{XeS'/H", i=
Quyidagi statistikani kiritamiz:
=y W4~W(l)2
=i "Ho
va HO.F =Fq asosiy gipotezani to ‘g ‘riligini tekshiramiz.
KLuchaytirilgan katta sonlar qotiuniga asosan nisbiy chastota

vr/n bir ehtimollik bilan nazariy ehtiinollik pr0 ga intiladi. Demak,

agar Hr> gipoteza o‘rinli bo‘lsa, u holda statistikaning qiymati



yetarli darajada kichik b o ‘lishi kerak. Demak, Pirsonning j : mezoni
X~ statistikaning katta «qiymatlarida asosiy gipoteza HO ni rad etadi,
ya’ni alomatning kritik sohasi Sla ={t\t>ta) ko‘rinishda bo‘ladi.
Asosiy gipoteza HO to‘g‘ri boiganida Y; statistikaning aniq tag-
simotini hisoblash ancha murakkab, bu esa 0‘z navbatida alomatning
kritik chegarasi ta ni topishda giyinchilik tug‘diradi. Ammo, n yetarli
katta bo‘lsa HO gipoteza to‘g‘ri bo‘lganida x| statistikaning tagsi-
motini limit tagsimot bilan almashtirish mumkin.
Teorema(Pirson). Agar 0</?;0<1, i=\,2,...,k bo‘lsa, u holda

JmP (% I<t/HuU)=p {xIl<t}.

Bu yerda xI~\ erkinlik darajasi k-1bo'lgan xi-kvadrat tagsimotiga ega
bo‘lgan tasodifiy migdordir:

2 -T Ny

bu yerda, F(n) - gamma funksiya.
Amaliyotda bu teorema natijasidan n> 50, v, >45, i-\,2,...,k
bo‘lganda foydalanish mumkin. Bu holda ta kritik nuqta

P{xl-\ yta\~a , O0<a <1 tenglamadan topiladi.

6-§. Statistik kriteriy quvvatini hisoblash
(.Z-kriteriy misolida)

Biz oldingi bobda giymatdorlik sathi (yoki kriteriy hajmi) a
bo‘lgan kriteriy quvvati alternativ gipoteza Hx to‘g‘riligi shartida
asosiy gipoteza HOni rad etish va demak Hx ni gabul gilishdan iborat
to‘g‘ri yechim ehtimolligi 1-/3 =P(H]///,) =P(Te .~ /H x)dan
iborat ekanini ko‘rdik. Bu formuladan ko‘rinadiki, kriteriy quvvatini
hisoblash T statistikaning alternativ gipoteza Hx o‘rinligi shartidagi
aniq (yoki taqgribiy) tagsimotini buishni talab giladi. Statistik gipo-
tezalarni tekshirish nazariyasida bu yechilishi giyin bo‘lgan masalalar
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toifasiga kiradi. Ushbu paragrafda biz kriteriy quvvatini hisoblashni
Z-kriteriy misolida ko'rib o‘tamiz. Bu kriteriyning Z-statistikasi

quyidagicha aniglanadi. X ("'-(X 1. ...X..) tanlanma o‘rta giymati

noma’lum ;1 parametrdan va dispersiyasi ma’lum cr2 = 4 normal tag-

1 «
simotga ega bo‘lgan bosh to‘plamdan olingan bo‘lib, x=—¥ X j
nAa '
tanlanma o'rta arifmetik giymati /u uchun statistik bahosi bo‘lsin. U

holda Z-statistika standart normal €0(?) tagsimotga ega va

X-» - x~u

aHn 2Nn
formula bilan aniglanadi. Biz tanlanma hajmini n =25 deb tanlaymiz
va asosiy HO va alternativ HI gipotezalarni quyidagicha ifodalaymiz:

HOWi =0; H1l:p >0.
Demak, //() sodda va H- esa murakkab gipotezalar ekan. Biz giymat-
dorlik sathi (1-tur xatoukni) a =0,05 deb tanlab, unga mos Kiitik
nugtani integral funksiyasi jadvalidan
1-a =0,95 = 0,5 + <I>0(ik0)
tenglama yechimi sifatida td.=1.645 —kritik nugtani aniglab olamiz.
Endi HO ni rad etuvchi kritik to‘plamni '={ZWlz > tb } tengsiz-
likdan ir () o‘rinliligi shartida aniglab olamiz:
Yg= =" 55 1 -
¢

cr/sln
bu yerdan, Hu gipoteza x > i'"*~-=0,658 bolganida rad etilishini
bilib olamiz. Endi alternativ gipoteza Hx\u=1 bo‘lganida kriteriy
quvvatini hisoblaymiz:
1-/13=P(Zke6 Hx)=P(Zke >1,645/fu=1)=p {x >0,658//1=1) =

= == >-®. <-°-855>=

=00(0,855) =0,5+<xy(0,855) - 0,5+ 0,3=0,8.
Bu yerdan 2-tur xatolik ehtimolligini topamiz: /3= 1—0,8=0,2.
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Endi yuqoridagi gipotezalarni tekshirish uchun Z -kriteriy
giymatdorlik sathini 1% lik etib, ya’ni «=0,01 etib oldingidan 5
marta kam tanlaymiz. U holda Z-kriteriy kritik nugtasi tkl=2,32 ni
jadvaldan aniglab, PTO ni quyidagi tengsizlik orgali rad etiladi:

7 X—A.h AXyj2s A
kuz — yJ —25x>%\’:’>|5D
<er«

- 2,32 - . . .
Demak, x=7"1=0,928 tengsizlik bajarilganida HO gipoteza rad
etiladi. Bu holda biz kriteriy quvvatlarini H} alternativalar *=1 va
fi. = 2 bo‘lganida quyidagicha hisoblaymiz:
[-B =p(x>0,928l/u=i)=P ~ -~ > AN [N =jy P(Z>-0,IS)=

=1-00(-0,18) =d» (0,18) =0,5Tct>0(0,18) = 0,5+ 0,0714 =0,5714
va 2-tur xatolik B =1—0,5714 =0,4286. Shu kabi

113 = 1>(x>0,9281/u =2)=P\-- " > 9252y, =21=P(Z>-2,68) =
Ker/y/n 2/>125

=l-ct»0(—2,68) =d» (2,68) = 0,5 +3>q(2,18) = 0,5 +0,4963 =0,9963.
Bu yerdan 2-Uir xatolik = 1-0,9963 =0,0037 ni topamiz.
Endi tanlanma hajmini « =100 ga orttirib, 1-tur xatolik « =0,01,

alternativ Ju=1 va dispersiya giymatJari er2=4 va <j2=1 bo‘lgan
hoHardt* yuqoridagi jarayonni takrorlab, kriteriy quvvatlarini hisob-
laymiz:

Demak, HO gipoteza
x> 2,32- T 0,464
bo‘lganida inkor etiladi va bunday kriteriyning u —1 dagi quvvati

f x-u 0[4641
l-y3 = P(x>0,464/7i =1) = P =P (Z>-2,68)=
y3=Px =D =P i 1=P( )

1-3>0(-2,68) = <90(2,68) = 0,5+0; (2,68) =0,9963.
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shu kabi, er=1da

X-fi A .
Ng\ - Wo—é‘— 10x>2,32 =1,

Bu holda HO gipoteza x>2,32——l:0.232 tengsiziik o‘rinli
bo‘lganida rad etilib, bu kriteriyning 1i =1 alternativa giymatidagi
quvvati

\-R =p(*x>0.232/fu=1)=P\ - A > °28[1/A =1]=P(Z>-7,68) =
\a/\/n” IA/100

=1-00(-7,68)=®0(7,68)=0,5+0j(7,68) =0,5+0,5=I.

Bundan 2-tur xatolik giymati 8 =0 ekanini ko'ramiz.
Yuqoridagi barcha hisoblami e’tiborga olib quyidagi jamlovchi
jadvalni tuzib olamiz.

Asosiy gipoteza: HO:n=0

Qiymat-
. Tanlgnr_na D|s_per- Alternativ dorlik sathi Krlterl)_/
hajmi siva (1-tur quwati
xatolik)
1 «=25 =% = Ji=| a =0,05 1-/3 =0,8
2. == 7 = “H = a =0,01 1- B =0,5414
3 o= 0-2=4 \\j.=2 a=0,01 1-/? =0,9963
4 «=100 <2 4 H u=1 «=0.01 1-/3 =09963
S =30 =1 u=I a=0,01 V-R o=

Bu jadvaldan ko‘rinadiki, normal tagsimot o‘rta giymati haqi-
dagi HO:/lu =0 gipotezani uning dispersiyasi a~ ma’lum bo'lganida
Z= x/—4n statistikaga asoslangan kriteriyning giymatdorlik sathi

-.f]

1% (a =0,01) bo‘lgan holda taalanma hajmi ortgani sari eng katta
qguwatga ega bo‘lar ekan.
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7-8. Tanlanmalar bir jinsliligini tekshirish uchun noparametrik
kriteriylar

Biz ikkitanianma o‘rta giymatlari tengligi haqgidagi quyidagi
Z-kriteriy (dispersiyalar ma'luinligida bosh to‘plamlar normal
tagsimotlarga ega);

/-kriteriy (Styudent kriteriysi, dispersiyalar noraa’lumligida bosh
to‘plamlar normal tagsimotlarga ega);

t-kriteriy (Kramer-Uelch kriteriysi, dispersiyalar noma’lumligida
bosh tokplamlar ixtiyoriy tagsimotlarga ega);

hamda dispersiyalar tengligi hagidagi Fisher-Snedekoming F -
kriteriylari bilan tanishib, ularga turli misollar ko‘rib o‘tdik. Ularni
ikki tanlanma sonli xarakteristikalar tengligi hagidagi parametrik
gipotezalar deb garaymiz.

Ushbu paragrafda biz yana harr» umumiy masala, ya’ni ikki
tanlanmaning tagsimotlari ustma-ustligi hagidagi gipotezalami tekshi-
rishga doir kriteriylarni ko‘rib o‘tamiz. Bular noparametrik kriteriy-
lardir.

Tajribalar  natijasida  olingan  ikki statistik tanlanmalar

={Xx,X2,...,Xn) va F*") =(Y\,Y2,—Ym) larning bir jinsliligi,
ya’ni yagona bosh to‘plamdan olinganligini tekshirish statistik
gipotezalami tekshirish nazariyasining asosiy masalalaridan biridir.
Biz X <,) ni tagsimot ftmksiyasi F (x) boigan X tasodifiy migdomi

va Y[m ni esa tagsimot funksiyasi G(y) bo‘lgan Y tasodifiy mig-
domi kuzatish natijasida olingan mos n va m hajmlardagi statistik
tanlanmalar deb garaymiz. Asosiy gipoteza:
HO :F(x) = G(x),barchax larda; Q)

bu ikki tagsimotlar ustma-ust tushishi haqidadir.

Asosiy HO gipotezaning bajarilmasligi, ya’ni tanlanmalaming
bir jinslik emasligi hech boTinaganda biror x0 uchun
gipoteza o ‘rinli ekanini anglatadi. Agar tanlanmalar bir jinsliligi asos-
lansa. u holda ular yagona bosh to‘plamdan olingan deb hisoblanib,
ulami birlashtirib yuborish mumkin. Agarda (1) gipoteza o‘rinli
bo‘lsa, u holda tanlanmalaming o‘na giymatlari tengligi hagidagi
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HO :R1=/i, gipoteza ham o'rinli bo'ladi, ammo teskarisi o‘rinli
emas. HO gipotezani Styudent va Kramer-Uelch kriteriylari orgali
tekshirib bo‘lmaydi, chunki ular yordamida HO nigina tekshirish

mumkin. (1) gipotezani tekshirish uchun noparametrik Kkriteriylar
Smirnov, omega-kvadrat (Leman-Rozenblatt), Vilkoksok-Mann-Uitni,
Van -der-Varden, Sevij, xi-kvadrat (Pirson) va shular kabi statistikalar
asosida qurilishi mumkin.

a) Smirnov kriteriysi. F va G tagsimotlar uzluksiz bo‘Isin.
X (f7) va y"-1ltanlanmalar bo‘yicha /7(x) va G(y) laming mos empi-

rik baholari, ya’ni empirik tagsimot fimkiyalarini hisoblaymiz:

FnU) =" p (X i<x), X"R,

n 7=1
bu yerda 1{A) orgali A hodisa indikatori belgilangan. Smirnov sta-
tistikasi
Dnm=sup]|F, U)-G m(x)| 2
xe R

formula bilan aniglanadi. (2) statistikaning kritik nuqtalari jadvali
[4] da keltirilgandir. Jadvaldan alternativ gipoteza asosida bir yoki
ikki tomonlama kritik nugtalar anig[langani(ian so‘'ng HO ni gabul
gilish yoki inkor etilishi odatdagi uslubiyatda amalga oshiriladi. (2)
statistika 1939-yilda N.V.Smirnov tomonidan tavsiya etilgan.

b) Leman-Rozenblattning omega kvadrat kriteriysi. Omega
kvctdiat statistika

21(E . (x)-G jx)fdHn, ®)

formula bilan aniglanadi. Bu yerda
Hnm(x)=— FnU)+— G ix)
n+m n+m

- birlashtirilgan tanlanma bo‘yieha tuzilgan empirik tagsimot funk-
siyadir. (3) statistikaning ham kritik nugtalari jadvali [4] da keltiril-
gan. (3) statistika 1951-yilda E.Leman va 1952-yilda M.Rozenblatt
tomonidan taklif etilgan.
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v) Ikki bog‘ligsiz tanlanma uchun xi-kvadrat Kriteriysi.

X 1) va Y™]tanlanmalar elementlarini guruhlarga tagsimlab olamiz.
L orgali guruhlar sonini belgilab, ni va m. lar orgali z-guruhga

tushgan X {n) va Y("” tanlanmalarga mos kelgan elementlar sonini bel-
gilab olamiz. U holda ry va ™ lar i-guruhga tushgan tanlanma

elementlari nisbiy takrorlanishlar sonini anglatadi. Bu yerda

L i

Y . ni =t1’ \ﬁmi: m-

=
Ikki tanlanma uchun xi-kvadrat statistikasi
fa mY
N2 nrly" _h J
M A g

amaliyotda juda keng qo ‘llaniladi va shu sababli uning tagsimoti (xi-
kvadiat tagsimot) kritik nuqtalari jadvali ko‘pgina adabiyotlarda va
xususan [4] da ham keltirilgandir. Bu statistika kritikasi nuqgta berilgan
giymatdorlik sathi a va ozodlik darajasi v =L —1 ga garab jadvaldan
tanlanadi. Biz misol sifatida a =0.05 uchun bu kritik nuqtalarning

9 tasini quyidagi jadvalda keltiramiz.

Xi-kvadrat kriteriyning a =0,05 uchun kritik nuqtalari

v=l-1 1 2 3 4 5 6 7 8 9
40 (;8,(5 384 599 7,82 949 1107 1259 1407 1552 16,92

Xi-kvadrat kriteriyning amalga oshirilishi quyidagi algoritm
asosida olib horiladi:
1. Xi-kvadrat statistika givmati (4) formula asosida hisoblanadi.

2. giymati t* nuqta giymati bilan solishtiriladi: agar

< 2006 =tkr bo"Isa, u holda solishtirilayotgan tanlanmalar
tagsirnotlari 0,05 giymatdorlik sathida ustma-ust tushadi;

agarda =hr boisa, u holda solishtirilayotgan

tanlanmalar farglanishi muqarrarligi 95% ni tashkil etadi.
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M asala. Ikki tumanda bir fan bo‘yicha test-sinov ishlari olib
borildi. Tajribada har ikki tumandan n =m = 50 tadan o'girvchilar
ishtirok etdi. Mashqglami bajarilishiga garab, har bir o‘quvchi quyi,
o‘rta, yaxshi va yiiqori, deb ajratilgan guruhlardan biriga o‘tadi. Biz
birinchi har ikki tuman o ‘<juvchilari bilimlari deyarli farglanmaydi,
ya’ni ulaming bilim darajalari sonli ko‘rsatkichlari mos tagsimotlari
F va ¢ lartengligi hagidagi (1) gipotezani ikki tomonlama alternativ
HX\F ~G ga nisbatan tekshiramiz. Test-sinov natijalari quyida-

gichadir:
Tanlanmalar quyi 0‘rta yaxshi yugori
1-tanlanma «i=3 «2=19 «3=18 «4=10
«=50
2-tanlanma . S ) _
/«i=9 «ji=24 mi= 12 m 4=5
w=50

Xi-kvadrat statistikani hisoblaymiz:

Ozodlik darajasi =4-1 =3. U holda ¢cc =0,05 uchun jadval-
dan kritik nuqtani topainiz:

*kr = %0.05 = ~ 572,

Ammo 2so-50 = 6,45< 7,82, deinak gabul gilinadi. Bu esa

bizda ma’lum bir fan bo'yicha o‘quvchilar bilimlari farglanadi, degan
taxminni inkor etishgaasosboiadi.
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X1l BOBGA DOIR MASALALAR

L Xine=(Xx1,..., xn) tanlanma N {a,92) tagsimotdan olingan
boisin. Noma’lum parametr 9 to‘g‘risida quyidagi ikki sodda
gipoteza ko‘ramiz: Ho:9 =90vaH I1\9 =9x (9x>90). | tur xatoligi a
bo‘lgan tekis eng quwatli kriteriy quring va Il tur xatolik p ni
hisoblang.

2. X )= (xi9...,xn) tanlanma Bi(n;9) tagsimotdan olingan
boisin. Nomaiuin parametr 9 to‘g‘risida quyidagi ikki sodda gipo-
teza ko‘ramiz: Hovo=90 va //,:9 =9x(9x>9Q). | tur xatoligi a
boigan tekis eng quwatli kriteriy quring va Il tur xatolik i3 ni
hisoblang.

30X ("= (Xi, ..., x n) tanlanma n(9) tagsimotdan olingan boisin.
Nonia'lum parametr o to‘g‘risida quyidagi ikki sodda gipoteza
ko'ramiz: Ho:6 = &0 va H {\9=09¢ (0, >90). I tur xatoligi a boigan
tekis eng quwatli kriteriy quring va Il tur xatolik {3 ni hisoblang.

4. £ tasodifiy migdorning tagsimoti r(x) to"g‘risida quyidagi
ikki sodda gipoteza ko‘ramiz: HO:F(x)=R[-a\al va
Hx:F(x) =N(ova~ ). | tur xatoligi a boigan tekis eng quwatli
kriteriy quring va Il tur xatolik /? ni hisoblang.

5. £ tasodifiy miqgdorning tagsimoti r(x) to‘g‘risida quyidagi
ikki sodda gipoteza ko'ramiz: Ho:f(x)=~,\x\< 1lva Hx:F(x) =N (0;1).

| tur xatoligi a boigan tekis eng quwatli kriteriy quring va Il tur
xatolik p ni hisoblang.

6. X 1"1=(Xy,..., x n) tanlanma zichlik funksiyasi f(x;6) = e~{x-e),
x>6 boigan tagsimotdan olingan boisin. Nomaium parameter o
to‘g ‘risida quyidagi ikki sodda gipoteza ko‘ramiz: Ho:9=90 va
Bi:9=9i (0,>00). | tur xatoligi a boigan tekis eng quwatli
kriteriy quring va Il tur xatolik p ni hisoblang.
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7. XB = (xv....xn) tanlanma zichlik funksiyasi f(x:9) = 9x~,
x> 6 bo‘lgan tagsimotdan olingan bo'lsin. Noma’lum parameter s
to'g'nsida quyidagi ikki sodda gipoteza ko‘ramiz: 17Q:0 =f)o va
/1,:# =0, (<9,*<90). | tur xatoligi a boigati tekis eng quwatli
kriteriy quring va Il tur xatolik /3 ni hisoblang.

8. x )= (xX1,..., X n) tanlanma zichlik funksiyasi
f(x;9) =29~2(9-x), xe (0:9) boigan tagsimotdan olingan bo‘Isin.
Noma’lum parametr 9 to'g'risida quyidagi ikki sodda gipoteza ko'ra-
miz: Ho:9=90Va Hx\9=29, (01>090). |turxatoligi a boigan tekis
eng quw atli kriteriy quring va Il tur xatolik ;3 ni hisoblang.

9. X (M) =(X1..., X n) tanlanma zichlik funksiyasi
J(x-,9)=2(9x+ (\-9)(\-x)), Jte (0;1) bo‘lgan tagsimotdan olingan
bo‘lsin. Noma’lum parameter 9 to'g‘risida quyidagi ikki sodda gipo-
teza ko‘ramiz: Ho0:9 =60 va H1:9 =81 (0<9]<96<\). | tur xatoligi
a bo‘lgan tekis eng quwatli kriteriy quring va Il tur xatolik (3 ni
hisoblang.

10. x i"1=(X],...,X,) tanlanma zichlik funksiyasi f(xr,d) = 2x1Q 1,
xe (0;9) bo“‘lgan tagsimotdan olingan bo ‘Isin. Noma’lum parametr s
to‘g‘risida quyidagi ikki sodda gipoteza ko'ramiz: Ffo:9=90 va
Ht:9=9x (0,>00). | tur xatoligi ¢ bo‘lgan tekis eng quwatli
kriteriy quring va Il tur xatolik i3 ni hisoblang.

11. Quyidagi misollarga berilgan tanlanma bo'yicha muvofiglik
kriteriylari yordamida //0 gipotezani tekshiring.

a) »=100 ta detal uzunligini o'lchatib, quyidagi jadval tuzildi
(mm da):

Uzunligi 98 985 99 995 100 1005 101 1015 102 1025
Chastotasi 2 5 9 16 18 20 14 10 4 2

Ho:x =~ V(100.25;1).
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sonlar jadvalidan /7=150 ta son tanlanadi.

b) lasodifiy
sonlar chastotalari

[10,,10,. +9](/=0,1,...,9) oraligga  tushgan
n :16,15,19,13,14,19,14,11,13,16 ga teng.

H t /¢[0.100].

v) Telefon stansiyasida har minutda noto‘g‘ri ulanishlar soni |
ustida kuzatishlar olib borilib 1 soat davomida quyidagi ma’lumotlar
clindi: 3; 1,3; 1,4;2; 2;4;0;3;0;2;,2;0;2; 1,4, 3;3; 1,4;,2,2; 1, 1;
2; 1,0, 3;4,1,3,2,7,2,0,0;, 1,3;3;, 1,2, 4, 2;0,2, 3, 1,2,5; 1, 1,
0; L 1,2;2; 1, 1, 5.

Muhimlik me'yorini
razariy tagsimoti Puasson tagsimotidan iboratligi hagidagi H o gipo-

a = 0,05 deb tanlab, bu tanlanmaning

tezani tekshiring.
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TESTLAR

CNew Y ork Universiteti 2-kurs bakalavrlariga 1990-yilda berilgan test

savollari)
1. r.,s va 1 bog'ligsiz liodisalar va ular bir xil I ehtimollikka
ega. P (P u5ui) nitoping?
A — B. - C .li D. — E.Il
27 3 27 27

2. ATva v t.m.larning birgalikdagi zichlik funksiyasi berilgan

bolsin:
f25,0<Xx< 2,Xx-2<y< x
I(*,y)=j 0) aksholda
M X ~ 3y ni hisoblang.
6 4 24
A .— B. - C.2 D. 4 E. —
3 5
3. JsT,X2,..., x3% va i;,y2,...,F® bog'ligsiz t.m.lar mos mateina-

tik kutilmasi AEY = 30.4 va A/Y =32.1. o'rtacha kvadratik targoqligi
cr,. = 12 va ¢j) =14 bo'lgan tagsimotga ega bo‘lsin. p (x >y) ni hisoblang.

A. 27 B. 34 C. 50 D. 66 E. 73.
4. A" va v diskret t.m.laming birgalikdagi tagsimot qonuni berilgan:
-1 0 1
0 1 1 2
1 1 3 2

Cov(X,F) ni hisoblang.
A .-0,02 B.0 C. 0,02 D.o,10 E. 0,12.

5. Nomerlangan kub told 2 ragami tushmagunga qadar tashla-

nadi. x t. m. tashlashlar soni bo‘lsa, P (x < x) >—ni ganoatlantinivchi

eng kichik x ning giymatini toping.
A. 2 B. 3 C. 4 D. 5 E. 6.
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6. x va 7 tm. lar matematik kutilmasi , dispersiyasi <r2>0
bo‘lgan normal tagsimotga ega va p bu t.m.lar korrelyatsiya
koeffitsiyenti. Quyidagi mulohazalarning qaysilari to‘g‘ri?

I. x vavy t.m.lar bog‘ligsiz bo‘ladi. fagat va fagat p = 0 bo‘lsa;

II- v -x normal tagsimlangan bo‘ladi, fagat va fagat p> 0

bo“‘lsa;
. b {x + v) <2.cr: fagat va fagat p < 0 bo‘lsa;
A. tagat | va Il; B. fagat | va IlI;
C. fagat Il va IlI; D. 1 va lll; E. to‘g‘rijavob yo‘q.
o ) ) f0,agarx<o
7. Zichlik funksiyasi = { .. bo‘lgan t ta-
i2Ae, agarx>20
sodifiy migdor uchun v4 q ni toping.
A 1l B. — cC .-; D. A E.— .
A 2 2a
8 xij,..., X4~ N(3;cr2),a2 —noma’lum bo‘lsin. Agar tanlanma-

ning tajribadagi giymatlari 4, 8 5 va 3 bo‘lsa, a 2 uchun HMO“UB ni
giymatini toping.
A. - B. — c\ — D.5 E. —.
2 2 3 2
9. x vay tm.laming birgalikdagi zichlik funksiyasi berilgan.

[(*,>0="6 '~12'3 y~2'3 wu-=x +v bolsin, u holda v
1 0, aksholda.
t.m. ning zichlik funksiy asini toping.

2 43
fi1
—, 3,4,5.6
A- 2(«) = {4

0, alcshoida

B-gw)="1,M=4,56

[0, aks holda
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—,u = 3,6
6

U =2,3,4,56
C. g(u)= 9 j,t/ =45 D.g(w)HS5
0, aksholda
[0, aks holda
E- g0)=:<4
[ 0,aksholda
10. X 1., x I matcmatik kutlitnasi m x va dispersiyasi bpx >0
va vi,..., vyn esa matematik kutilma m v va dispersiya bpy >0 tagsi-

rootlardan olingan bo‘lsin. Asosiy Ho :m x =M vy gipotezani va alter-
nativ H 1 :m x ~ m vy gipotezani ko‘raylik. z = x i—yj ga asoslangan
Styudent kriteriysi bo‘yicha H o gipotezani tekshirishda quyida kelti-
rilgan gaysi mulohazadan foydalaniladi?

I. zi normal tagsimotga ega. Il. ciax=ciy.
m. cov(xivi)=0, i=1,..., n.
A. Lillvalll B.1 C.Il D.KI E.to‘g‘rijavob yo‘q.

zichlik funksiyasi bo‘lsin. p (x t< x 1 < x 3) ni hisoblang.
A. 0,030 B. 0,050 C. 0,167 D. 0,250 E. 0,350.
12. x uzluksiz t.m. zichlik funksiyasi berilgan:
xe ‘'Vagarr >0
0, aksholda.

A. -In- B. —n2 C. 2In— D. 31n2 E. 3.
3 2 2



13. Mv(/) fimksiya x t.m.ning hosii giluvchi funksiyasi bo‘l-

sin.Quyida keltirilgan mulohazalardan qaysilari to‘g‘ri?
I. MV(0) =1

I. Mx(t)X tm.ning tagsimotini o‘zaro bir giymatli aniglaydi.

A.lvaTl B. Iva lll C.llvaTil D. LIl valll

E.to‘g™m javob yo‘qg.

14. Noma’lum 9 parametr uchun uchta bog‘ligsiz ishonchlik
intervallari tuzilgan. Agar har bir interval ishonchhligi 0,98 bo‘lsa, bu
intervallardan birortasi ham 6 ni o‘z ichiga olmasligi ehtimolligini
toping.

A.0.0192 B. 0,0297 C. 0,0588 D.0,9412 E. 0,9703.

15. X}, X2~n(6) bo‘lsin. Asosiy gipoteza Ho:9 =5 ni
H x:9 & 5 alternativ gipotezaga qgarshi tekshirishda x = — —- statis-

tikadan foyalaniladi. Agar |jc- 5|>4 kritik soha bo‘lsa, 1-tur xatolik
ehtimolligini toping.

16. x uzluksiz t.m.ning birgalikdagi zichlik funksiyasi berilgan:

x ningmoddasini toping.

4 3
AL - B. 1 C. - D. - E. 2.
4

9 2



17. x va Yy tm.laming birgalikdagi tagsimot qonuniberilgan:

1 5
Y
2 +61 0, +261
4 +20-, 9y+d2

o, va 62 parametrlar birgalikdagi tagsimot xossalarini va
-0.25< 6, < 0.25, 0<62<0.35 shartlarni ganoatlantiradi. (0,,i92)ning
ganday giymatida x va vy t.m.larbog‘ligsiz bo‘ladi?

1 (1

A. 0, B. -.0 C.| D. | E.

4' 1 43 8 4, W6 8)

18. x ,vy va z bog‘ligsiz normal tagsimlangan tasodifiy
miqdorlar va mMmx —2,Mmy=1mz =2 va b x> 0 bo‘lsin. Agar

" - 4(x -2f 1 bo‘lsa, ¢ ning ganday giymatida w tm.

(Y- +("-2) |
F Fisher tagsimotiga ega boiadi?
A. 0,25 B. 0,50 C. 1 D. 2 E.4.

15

19. X,,....Jrib~ va X=

bo‘lsin. Asosiy gipoteza H 0:<r2< 10 ga qarshi alternativ i/, :<r2> 10
gipotezani ko ‘raylik. 1—a = 0.05 bo‘lganda kritik sohani toping.

A. Ho rad etiladi, agar 7 > 23.69;

B. H o rad etiladi, agar 7 >25.00;

C. /fnrad etiladi, agar 1 > 236.90;

D. H o rad etiladi, agar 7> 250.00;

E. H o rad etiladi, agar > 261.20.

20. Quyida keltirilgan hodisalartiing gaysilari
(B rrc)r3 (A'n B n c) hodisaga teng kuchli:

I.Br\ (A 'UucC) I.(.ini)u (inC)
. (/nC)u(®~ncC).

A. lva ll B. Iva lll C. Il va lll;

D. I, I1valll E. to‘g‘rijavob yo‘q;
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21. Yashikda 100 shardan r tasi gizil, qolganlari esa ogq rangda.
Tavakkaliga 20 ta shar olinadi. Agar olingan sharlardan hech bo‘Imasa
10 tasi qizil bo‘lsa, asosiy gipoteza H o:r - 30 rad etilib, //, :r > 30
alternativ gipoteza qabul gilinadi. r =40 bo‘lsa, 2-tur xatolik ehtimol-
ligini hisoblang.

¢ 40A . 70 A
A D I/ZPAJ5 20-«
. B. 2- C.
1001 Fo o0 0 f1001
1207 120 ] 2
40Y 60 > "40Y 60 \
X20-k) Sk 11 -k
Dt 00> E.S 100
20 1 20

22. X x,X 1,..., x n tanlanma zichlik funksiyasi

| - , agarg, <x <#,
f(x)=\e2-¢e, ~,el>0,0]<o

I[ 0, aks holda

bo‘lgan tagsimotdan olingan. Asosiy H 0:<9 = —62 va unga alternativ
gipotezalami ko‘raylik. v @ gipotezani tekshirish uchun

qurilgan hagigatga o°‘xshashlik nisbati statistikasining kritik sohasini
toping.

A max™J-min?”,.) B max\x ,\- min[X,,|
. <
max(X;) max(X.)
¢ max(Y)- min(X) . D max(X)
. <
max\ Xi| max(x )—min(X)
£ max|Ar(i_< .
max(Xi)

23. xt,x2,x 3 lar bog‘ligsiz va mos ravishda 9,29,36 para-

metrli Puasson tagsimoti bo'yicha tagsimlangan bo‘lsin. Noma’lum
parametr 6 uchun HM O ‘UB toping.
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A. -X B.r C.XI+2XE+ ;

jjoAXit2X.srX i SXyr3X [ r2X. :
6 11

24, X i,..., X, ~ N(/u,50) boTsin. x>13.75 kritik soha yorda-
mida asosiy gipoteza H o:/1=10 alternativ gipoteza //, :j1= 15 qgarshi
tekshiriladi. 2-tur xatolik 0,31 dan kichikyoki tengbo‘lisM uchun eng
kichik tanlanma hajmini toping.

A. 2 B. 4 C.5 D. 8 E. 20.

25. x 1,...xn tanlanma zichlik funksiyasi

) to (a— xf~Jagard-1 <x<a
fix)
0, aks holda.
a>0, 6 >0 boTgan tagsimotdan olingan boTsin. Asosiy gipo-
teza Ho:9 =90 va unga alternativ gipoteza H :6>90 bo‘lsin. U

uchun eng quw atli kritik sohani toping.

A. XIn(a- X,)>«k B.£ InO-x » «k c. .t x,zk-,
= H
D. "¢ XfZk E. \n.(Xi- a)< k.
o o . X agarO <x< 1
26. x t.m. zichlik funksiyasi f{x\0) =\\6 )
! 0, aks holda.
9 >0 bo‘lsin. NomaTum parameter ¢ uchun MUB ni toping.
Aiit B. b 1 c .-L D .J- E. 1
X X 1- X X —1 1+ X

27. x x,x 2~ N(0,1) va m {c\ x }- x 21)= 1 boTsa, cni toping.

A. B. 4= c.n D.-L E.
yfn 4 2



f0, x<0, ) (Vv
28. Agar | tm. tf. F(x)= 1 bo‘libh, F — = —
[I-e_oc, x>0 uj 2

bo‘lsa, ¢ ni toping.
A. 31n2 B. 21n2— C. —3In2 D. 3 E.l

29. x,v va Z lar bog‘ligsiz va Puasson tagsimotiga ega bo‘l-
Sin.MX =3,MY =1 vaMz =4 bo‘lsa, P(x+Y +z<\)1

A. 13e'2 B. 9e-8 C. TZE vn D. 9e~I8 E. -8if]/&

30. Agar ¢ t.m. ;V(2;1) normal gonun bo‘yicna tagsimlangan
bo‘lsa, p(g < ™M g)ni toping.

A. 1/2 B. 1/3 C. 1/4 D. 1/5 E. 1/6.

31. Agar xi,..., x 1o t.m.lar dispersiyasi a 2> 0 bo‘lgan normal
tagsimotga ega bo‘lsa, 95% aniqglikda a* ishonchlilik intervalini
tuzing.

A. (10.162,00) B. (8.589,00) C. (2.00,00);

D. (1,848,00) E. (1.720,00).

32. Idishda 4 ta gizil va 6 ta oq shar bor. Tavakkaliga 3 ta shar

olinadi. Tanlangan sharlardan hech bo‘lmasa 2 tasi oq rangda bo‘lsa,
lta qizil va 2 ta og shar olinishi ehtimolini toping.

A. - B. - C. — D. — E. —.
2 3 4 1 55

33. Anketalar targatilganda 50% aholi tezda javob gaytaradi,
40% aholi esa 2-marta yuborilganda javob gaytaradi. Agar anketa 4 ta
kishiga yuborilgan bo‘lsa va 1 ta anketa takroran javob bermagan
ixtiyoriy 4 kishidan 1 tasiga yuborilsa, kamida 3 ta kishi umuman
javob bermasligi ehtimolligini toping.

A. (0.34) + 4(0.33)(0.7) B. 4(0.33)(0.7)
C. 0.14+ 4(0.13)(0.9) D. 0.4(0.3)(0.73)+ 0.74
E. 0.94+ 4(0.93)(0.)

407



ILOVA

l-jadval
V —
Normal tagsimot giymatlari ®(T)= ,  \e 2dt
A21T ¢
X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0.0 0.00000 00399 00798 01197 01595 01994 02392 02790 03188 03586
0.1 03983 04380 04776 05172 05567 05S62 06356 06749 07142 07535
0.2 07926 08317 08706 09095 09483 09871 10257 10642 11026 11409
0.3 11791 12172 12552 12930 13307 13683 14058 14431 14803 15173
0.4 15542 15910 16276 16640 17003 17364 17724 18082 18439 18793
0.5 19146 L9497 19847 20194 20540 20884 21226 21566 21904 22240
0.6 22575 22907 23237 23565 23891 24215 24537 24857 25175 25490
0.7 25804 26115 26424 26730 27035 27337 27637 27935 28230 28524
0.8 28814 29103 29389 20673 29955 30234 30511 30785 31057 31327
0.9 31594 31859 32121 323i51 32639 32894 33147 33398 33646 33891
1.0 34134 34375 34614 34849 35083 35314 35543 35769 35993 36214
11 36433 36650 36864 37076 37286 37493 37698 37900 38100 38298
1.2 38493 38686 38877 39065 39251 39435 39617 39796 39973 40147
1.3 40320 4-0490 40658 40824 40988 41149 41308 41466 41621 41774
1.4 41924 42073 42220 42364 42507 42647 42785 42922 43056 43189
15 43319 43448 43574 43699 43822 43943 44062 44179 44295 44408
1.6 44520 44630 44738 44845 44950 45053 45154 45254 45352 45449
1.7 45543 45637 45728 45818 45907 45994 46080 46164 46246 46327
18 46407 46485 46562 46638 46712 46784 46856 46926 46995 47062
1.9 47128 47193 47257 47320 47381 47441 47500 47558 47615 47670
2.0 47725 47778 47831 47882 47932 47982 48030 48077 48124 48169
2.1 48214 48257 48300 48341 48382 48422 48461 48500 48537 48574
2.2 48610 48645 48679 48713 48745 48778 48809 48840 48870 48899
2.3 48928 48956 48983 49010 49036 49061 49086 49111 49134 49158
2.4 49180 49202 49224 49245 49266 49286 49305 49324 49343 49361
2.5 49379 49396 49413 49430 49446 49461 49477 49492 49506 49520
2.6 49534 49547 49560 49573 49585 49598 49609 49621 49632 49643
2.7 49653 49664 49674 49683 49693 49702 49711 49720 49728 49730
2.8 49744 49752 49760 49767 49774 49781 49788 49795 49801 49807
2.9 49813 49819 49825 49831 49836 49841 49846 49851 49856 49861
i 3.0 3.5 4.0 5.0

B« 00 0.49865 0.49977 0.499968 0.49999997

N(0,1) —normal tagsimot kvantillari

p 0.90 0.95 0.975 0.99 0.995 0.999 0.9995
1.282 1.645 1.960 2.326 2.576 3.090 3.291
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© O~ O NRWNE

K -

t (/lc)—Styudent tcigsim oti k\;an tili

ozodlik

fro0=

0.750

1.000
0.816
0.765
0.741
0.727
0.718
0.711
0.706
0.703
0.700
0.697
0.695
0.694
0.692
0.691
0.690
0.689
0.688
0.688
0.687
0.686
0.686
0.685
0.685
0.684
0.684
0.684
0.683
0.683
0.683
0.681
0.679
0.677
0.674

0.900

3.078
1.886
1.638
1.533
1.476
1.440
1.415
1.397
1.383
1.372
1.363
1.356
1.350
1.345
1.341
1.337
1.333
1.330
1.328
1.325
1.323
1.321
1.319
1.318
1.316
1.315
1.314
1.313
1.311
1.310
1.303
1.296
1.289
1.282

z

0.950

6.314
2.920
2.353
2.132
2.015
1.943
1.895
1.860
1.833
1.812
1.796
L.782
1.771
1.761
1.753
1.746
1.740
1.734
1.729
1.725
1.721
1.717
1.714
1.711
1.708
1.706
1.703
1.701
1.699
1.697
1.684
1.671
1.658
1.645

darajasi;p

— kvantil tartibi

0.~75

12.706
4.

303

3.1 82

2

2

776
2.
447

571

2.3 65

2
2
2
2

.306
.262
.228
.201

2179
2.1 60

2

.145

21 31
2120
21 10
2101

2.

2

NN NDDNDNDDNDDNDNDN

2
2
2

093

.086
.080
074
.069
.064
.060
.056
.052
.048
.045
.042
.021
.000

1.980
1.960
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0.990

31.821
6.965
4.541
3.747
3.365
3.143
2.998
2.896
2.821
2.764
2.718
2.681
2.650
2.624
2.602
2.583
2.567
2.552
2.539
2.528
2.518
2.508
2.500
2.492
2.485
2.479
2.473
2.467
2.462
2.457
2.423
2.390
2.358
2.326

K

0.995

63.657
9.925
5.841
4.604
4.032
3.707
3.499
3.355
3.250
3.169
3.106
3.055
3.012
2.977
2.947
2.921
2.898
2.878
2.861
2.845
2.831
2.819
2.807
2.797
2.787
2.779
2.771
2.763
2.756
2.750
2.704
2.660
2.617
2.576

3-jadva!

0.999

318

22.3

10.2
7.173
5.893
5.208
4.785
4.501
4.297
4.144
4.025
3.930
3.852
3.787
3.733
3.686
3.646
3.610
3.579
3.552
3.527
3.505
3.485
3.467
3.450
3.435
3.421
3.408
3.396
3.385
3.307
3.232
3.160
3.090



10
11
12
13
14
15
16
17
18
19

0.90

271
4.61
6.25
7.78
9.24
10.64
12.02
13.36
14.68
15.99
17.28
18.55
19.81
21.06
22.31
23.54
24.77
25.99
27.20

x\{k) - tagsimoti kvan tili
K — ozodlik darajasi;p — kvantiltartibi

0.95 0.99 ) 0.90
3.84 6.63 20 28.41
5.99 9.21 21 29.62
7.81 11.34 22 30.81
9.49 13.28 23 32.01
11.07 15.09 24 33.20
12.59 16.81 25 34.38
14.07 18.48 26 35.56
15.51 20.09 27 36.74
16.92 21.67 28 37.92
18.31 23.21 29 39.09
19.68 24.72 30 40.26
21.03 26.22 40 51.80
22.36 27.69 50 63.17
23.68 29.14 60 74.40
25.00 30.58 70 85.53
26.30 32.00 80 96.58
27.59 33.41 90 107.56
28.87 34.81 100 118.50
30.14 36.19

IXi-kvadrat tagsimoti zichlik funksiyasi/ 2(k) :

ro,

x<0;

x)~ \T knr-"(K12)x«-r)ire-xn,
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X

>

0.95

31.14
32.67
33.92
35.17
36.42
37.65
38.89
40.11
41.34
42.56
43.77
55.76
67.50
79.08
90.53
101.88
113.14
124.34

0.

4-jadval

37.57
38.93
40.29
41.64
42.98
44.31
45.64
46.96
48.28
49.59
50.89
63.69
76.15
88.38
100.42
112.33
124.12
135.81



5-jadval

Fp(kik2) —Fisher tagsimotikvantili
krt ,k2 - ozocflik darajatari; p - kvantiltartibi
p=0.95
k2 * 4 6 12 24 30 40 60 120 00
1 224.6 234.0 2449 249.0 250.1 251.1 252.2 253.3 254.3
2 19.2 19.3 19.4 19.5 19.5 19.5 19.5 19.5 19.5
3 9.1 8.9 8.7 8.6 8.6 8.6 8.6 8.5 8.5
4 6.4 6.2 5.9 5.8 5.7 5.7 5.7 5.7 5.6
5 5.2 5.0 4.7 4.5 4.5 4.5 4.4 4.4 4.4
6 4.5 4.3 4.0 3.8 3.8 3.8 3.7 3.7 3.7
f 4.1 3.9 3.6 3.4 3.4 3.3 3.3 3.3 3.2
8 3.8 3.6 3.3 3.1 3.1 3.0 3.0 3.0 2.9
9 3.6 3.4 3.1 2.9 2.9 2.8 2.8 2.7 2.7
10 3.5 3.2 2.9 2.7 2.7 2.7 2.6 2.6 2.5
11 3.4 3.1 2.8 2.6 2.6 2.5 2.5 2.4 2.4
12 3.3 3.0 2.7 2.5 2.5 2.4 2.4 2.3 2.3
13 3.2 2.9 2.6 2.4 2.4 2.3 2.3 2.3 2.2
14 31 2.8 2.5 2.3 2.3 2.3 2.2 2.2 2.1
15 3.1 2.8 2.5 2.3 2.2 2.2 2.2 2.1 2.1
16 3.0 2.7 2.4 2.2 2.2 2.2 2.1 2.1 2.0
17 3.0 2.7 2.4 2.2 2.1 2.1 2.1 2.0 2.0
18 29 2.7 2.3 2.1 2.1 2.1 2.1 2.0 1.9
19 2.9 2.6 2.3 21 2.1 2.0 2.0 1.9 1.9
20 2.9 2.6 2.3 2.1 2.0 2.0 1.9 1.9 1.8
22 2.8 2.5 2.2 2.0 2.0 1.9 1.9 1.8 1.8
24 2.8 2.5 2.2 2.0 1.9 1.9 1.8 1.8 1.7
26 2.7 2.5 2.1 1.9 1.9 1.9 1.8 1.7 1.7
28 2.7 2.4 2.1 1.9 1.9 1.8 1.8 1.7 1.7
30 2.7 2.4 2.1 1.9 1.8 1.8 1.7 1.7 1.6
40 2.6 2.3 2.0 1.8 1.7 1.7 1.6 1.6 1.5
60 2.5 2.3 1.9 1.7 1.6 1.6 1.5 1.5 1.4
120 2.4 2.2 1.8 1.6 1.6 1.5 1.4 1.4 1.3
00 2.4 2.1 1.8 1.5 1.5 1.4 1.3 1.2 1.0
F{k~k1) —Fisher tagsimoti zichlik funksiyasi:
0, *<0
YN*) j M\r-1A\N r-1/Mn 0 \*Y2;c(*,/2H/j + "L X3-(*Fid/2 o>

k.

k, , k2—naturalsonlar .
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