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С 9 3  БОШИ
Математик моделлаштириш, математик 

моделларни куриш (яъни, у ёки бу жараёнларни 
ифода этувчи математик муносабатни келтириб 
чикариш), хисоблаш тажрибаларини утказиш (яъни, 
урганилаётган жараёнларнинг микдорий 
тавсифларини хосил килиш максасида ЭХ.М да 
хисоблаш ишларини бажариш) кабиларни узида 
мужассамлаштиради. Математик моделлар ва 
мухандислик масалаларини сонли ечиш усуллари, 
олий математиканинг мухим булимидан иборат 
булиб, укув фани сифатида техникавий, ик,тисодий 
ва бошка олий укув юртларининг укув дастурларида 
салмокли урин эгаллайди. Маълумки, мухандислик 
масалаларининг математик моделлари математик 
жихатдан ггухта уйлаб курилсагина хамда уларни 
ечиш учун энг макбул усуллар кулланилсагина, 
ЭХ,Мдан окилона фойдаланиш мумкин булади. 
Гарчи, бу борадаги масалаларга багишланган турли 
хил адабиётлар рус тилида етарли даражада мавжуд 
булсада, лекин улар узбек тилида шу пдктгача деярли 
яратилмади. Шу сабабдан, математик моделлар ва 
мухандислик масалаларининг сонли ёчили'шига дойр 
дарсликларнинг узбек тилидеь яратилиши мухим 
ахамиятга эга. Зеро, Рестгубликамизда хозирги давр 
талабларига тула жавоб’ берадиган мухандислар 
тайёрлаш, куп жихатдан уларнинг она тилида 
ёзилган дарслик хамда укув кулланмалар билан 
таъминланишларига бевосита боглик;.

Мазкур дарсликнинг асосий максади, техника 
олий укув юртларининг талабаларини, хисоблаш ва 
лойихалаш фаолиятлари билан шугулланувчи 
мутахассисларни, математик моделлаштириш сохаси 
буйича тадкикот ишлари олиб борувчиларни ва 
мухандисларни, замонавий математик 
моделлаштириш усуллари билан таништириш хамда 
уларни хар хил мухандислик курилмаларини 
хисоблашда кулланиладиган масалаларини ечишга



ургатишдан иборатдир.
Ушбу китобни ёзиш жараёнида муаллифлар, 

бирк;анча йиллар мобайнида, Тошкент Давлат 
Техника университета х;амда Тошкент Давлат 
Авиация института талабаларига утказилган назарий 
ва амалий машгулотлари асосида тупланган 
тажрибаларидан фойдаландилар.

Дарсликнинг кулёзма матнини синчковлик 
билан укиб чик,иб, узларининг кимматбах,о 
маслах,атларини аямаган такризчилар, физика- 
математика фанлари доктори, профессор 
М.Йсроилов х,амда физика-математика фанлари 
доктори, профессор Б.Мардоновларга у з и м и з н и н г  

алох,ида миннатдорчилигимизни билдирамиз.
Шунингдек, табиийки китоб айрим хато ва 

камчиликлардан х,оли эмас, шу сабабли, барча 
танк,идий фикр ва мулох,азаларни муаллифлар 
мамнуният билан к,абул киладилар.



1-БОБ
МАТЕМАТИК МОДЕЛЛАШТИРИШ ВА 
МУХДНДИСЛИК МАСАЛАЛАРИНИНГ 

ЭХ.МДА Х.ИСОБЛАНИШЛАРИНИ 
АВТОМАТЛАШТИРИШНИНГ 
УМУМИЙ ЙУЛ - ЙУРИКДАРИ 

Моделлаштириш усулларининг асосан 
физикавий ва математик моделлаштиришлар деб 
аталувчи иккита синфи мавжуд булиб, к,уйида 
факатгина математик моделлаштиришлар (яъни, 
мухандислик масалаларининг бирор математик 
муносабатлар ёки тенгламалар орк,али 
ифодаланиши) хак,ида суз юритилади. Шунингдек, 
мухандислик масалаларининг ЭХ,Мда 
хисобланишларини автоматлаштириш хак,ида х,ам 
кискача маълумотлар келтирилади.

1.1. МУХДНДИСЛИК МАСАЛАЛАРИНИНГ 
ЭХ.МДА ЕЧИЛИШИНИНГ АСОСИЙ 

БОСК.ИЧЛАРИ
Х,ар кандай мухандислик масаласининг 

ЭХ,Мда батамом ечилиш жараёни бир-биридан 
мух,им фаркланадиган уч боск,ичга булиниб 
бажарилади. Биринчи боскичда унинг математик 
модели курилади, механика тили билан айтилганда 
континуал масаланинг к,уйилиши таърифланади.

Мухандислик масалаларининг математик 
моделлари одатда х;ар хил тенгламалардан ташкил 
топган булиб, улар к,аралаётган масала учун, энг 
мухим булган жараёнда к,атнашувчи жисм ва 
моделларнинг барча тавсифларини к,амраб олиши 
керак. Масалан, ихтиёрий разишда так,симланган юк 
таъсири остида булган ьа четлари к,аттик 
бириктирилган / узунликдаги тусиннинг эгилиши 
хакидаги масаланинг математик моделининг 
курилиш жараёни билан танишиб утамиз.

Гук к,онунига биноан, с  = Ее (1.1.1)



ни ёзамиз. Бу ерда: ст -кучланиш, е -деформация, Е-

эластиклик модули.
Текис кесимлар гипотезасига кура, тусиннинг 

е деформацияси унинг W(x) силжиши оркали 
куйидаги формула билан ифдаланади:

g(x) = -zw"(x) (М.2)
У холда тусиннинг эгувчи моментини (1.1.1) ва (1.1.2) 
формулаларга асосан

11Г h ’ d2w 
М = j z<7 dz = -Е  — ■ — у  Ci.,.3.)

-I./2 1 ~  UA

каби формула билан хисобланади.
Маъумки, тусиннинг мувозанат тенгламаси 

куйидагича ёзилар эди, яъни:
M"(x) + q(x) = 0 (1.1.4.)

ва уни (1.1.3.) га куйсак, тусиннинг эгилишини ифода 
этадиган куйидаги оддий дифференциал тенгламани 
хосил к,иламиз:

h3 ivE - W ,v(x) = q(x) (1.1.5.)

Тусиннинг четлари мустахкам бириктирилган 
булганлиги сабабли,

W(0) = W(/) = 0,W'(0) = W'(0 = 0 (1.1.6) 
каби шартлар бажарилиши лозим булади.

Юк,оридаги (1.1.5.) тенглама (1.1.6.) чегаравий 
шартлар билан биргаликда узгармас кесимга эга 
булган тусиннинг эгилиши хак,идаги масаланинг 
математик моделини ифода этади. Бу тенглама 
к,аралаётган масаланинг барча тавсифлари (Е 
эластиклик модули, h-тусиннинг калинлиги, W(x) 
эгилиш ва q(x) - ташк,и юк)ни к,амраб олади.

хМухандислик масаласининг математик модели 
к,урилаётганда, у ерда к,аралаётган объектнинг барча



хусусиятларини хисобга олиш мумкин булмаганлиги 
сабабли хам у модел хеч цачон объектни айнан 
ифода эта олмайди. Шу билан бирга кдралаётган 
о&ьектнинг математик модели такрибан куриладиган 
булса, уни хисоблаш учун хар кандай усуллардан 
фойдаланилмасин барибир, барча хулосалар 
етарлича аник, булмайди. Айрим холларда эса, хатто 
мутлако нотугри хулосалар вужудга келиши мумкин. 
Масалан, (1.1.5) тенглама тусиннинг тебраниш 
жараёнини текшириш учун яроксиздир, чунки унда 
инерция кучлари хисобга олинмаган.

■ Иккинчи босхич давомида куйилган конти ну ал 
масала бирор дискрет модел оркдли ифодаланади. 
У ерда эса, хисоблаш ишлари борасидаги айрим 
к,ийинчиликларга дуч келинади. Аммо, 
машинасозлик, курилиш конструкциялари ва учиш 
аппаратлари элементларининг хар хил масалалари 
учун бу к,ийинчиликларни хисоблаш 
математикасининг у ёки бу усуллари ёрдамида 
батамом бартараф этиш мумкин (масалан, чекли- 
айирмалар, вариацион - айирмалар; Бубнов- 
Галеркин, чекли элементлар ва бош^а усуллар) 
булади. Бу каби усуллар билан биз китобхонларни 
машинасозлик ва курилиш конструкциялари 
элементларининг муайян масалаларини ечиш 
жараёнида муфассал таништирамиз.

Нихоят, учинчи боск,ич жараёнида, дискрет 
моделни ифодаловчи алгебраик ёки оддий 
дифференциал тенгламалар ва уларнинг тизимлари 
ечилади. Бу ерда хам хисоблаш борасидаги бир кдтор 
цийинчиликлар мавжудки, уларни ЭХ,Мдан 
фойдаланмасдан туриб бартараф этиш мумкин эмас. 
Масалан у2=х ни хисоблаш лозим булсин дейлик, 
энг аввало бу ерда хисоблашнинг аникдиги хакддаги 
с^вол.тугилади. Х,исоблашни эса кетма-кет 
як;инлашишликнинг дискрет алгоритми булган

Уп+1 =0.5 (у„ + х /у п), п = 0,1,2,...; (1.1.7)
каби формула орцали бажариш мумкин. Бу ерда



исботлаш кийин эмаски уп+|^ у п ва у > ч'х 
Шунинг учун (1.1.7) кетма- кетлик чекли лимитга эга:

)™ Yn + i =  c  ёки л/х = С ■ Агар у = 75 ни

б = |уп+) -  у п | = 0,0001 аникдикда ва у0 = 2 бошлангич
як,инлашишликда хисоблаш талаб этилган булса, 
берилган аникдик юз беришлиги учун хаммаси 
булиб атиги учтагина якинлашиш керак булади, 
яъни: п =  3.

Бу (1.1.7) каби алгоритмларни хисоблаш  
алгоритмлари деб  юритилади ва уларнинг 
мухандислик амалиётида кулланилиши эса ЭХ,Млар 
туфайлигина мумкин булади.

ЭХ,Мларнинг яратилиши иисониятнинг энг 
буюк кашфиётларидан бири булиб, улар инсоннинг 
аклий имконияглари ривожини оширади. ЭХ,Млар 
билишнинг янги самарадор усулларининг 
ривожланишига ва табиат к;онунларини урганишга 
кенг и>1кониятлар яратди. Бир суз билан айтганда, 
ЭХ,Млар кейинги ун йиллар давомидаги йЛмий- 
техника ривожининг' энг мухим омилларидан бири 
булиб к;олди.

1.2. МУХДНДИСЛИК КОНСТРУКЦИЯЛАРИНИ 
Х.ИСОБЛАШ ВА МАШИНАВИЙ АЛГОРИТМЛАР. 
БИР К.ОЛИПДАГИ ДАСТУРЛАР КУТУБХОНАСИ 

ХДК.ИДА ТУШУНЧА
Учиш аппаратларининг курилиш механикаси 

ёки машинасозликнинг хар к,андай масаЛалари 
к,уйидагича таърифланади: конструкцияларнинг 
физикавий тавсифлари ва уларга таъсир этадиган 
ташк,и кучлар берилганда, уларда вужудга келадиган 
ички кучланиш (зурикиш) ларни аникдаш талаб 
этилади. Бу масаланйнг ечилиш жараёни икки 
бутиндан иборат: а) бирор ифодалар ва 
муносабатларни амалга оширадиган арифметик



амаллар; б) масаланинг к,уйилишидан бошлаб то 
натижалар олингунича булган х,исоблашлар кетма- 
кетлигини бир бутун боглайдиган мантик^й амаллар. 
Мухандислик масалаларини ечишнинг хдсоблаш 
ишларини ЭХ,Мда амалга ошириш учун бу 
тизимнинг х,ар иккала бугинларини х , а м  
автоматлаштириш зарурати юзага келади.

Масалани ечиш усули аник, булганда уни кулда 
ечишликнинг мантилий жараёни унчалик к,ийин 
эмас ва тадк;икотчи бу жараённи ярим автомат 
тарзида амалга оширади. Бу ерда, инсон 
ахборотл'арни хотирасининг к,айси булагига юбориш, 
шунингдек, у хотирасининг тулиб к,олиш хавфи 
борлиги х,амда у ёки бу оралик, натижалар 
хотирасининг к,айси булагида сакданишлиги 
тугрисида х,еч х,ам к,айгурмайди. Инсон масаланинг 
ечимини микдор жих;атдан тахдил этмай турибок, 
унинг натижасини тула ва аник, бах,олашга курби 
етади. Масалан, агар пойдевор тоштахтасининг 
х,исобига кура унинг барча эгилишлари микдор 
жихатдан манфий ишорали булиб к,олса (яъни, 
тоштахта х,авога кутарилиб коладиган булса), 
табиийки, тадк,ик,отчи х;исоб натижаларини тахдил 
к,илиб утирмасдан, балки х,исоблашлардаги 
хатоликни к,идиради. Бу ерда х;исоб натижалари 
масаланинг физикавий маъносига зид булганлиги 
сабабли, албатта бундан кейинги бажариладиган 
ишлар мухандислик тажрибаларига таянган х;олда 
олиб борилади.

Мух;андислик масалаларининг ЭХ,Мда ечилиш 
жараёни узига хос бир к,атор к,ийинчиликларни 
бартараф этиш билан боглик,. Инсоннинг тафаккури 
учун характерли булган мантикий жараённинг 
аспектлари ЭХ,Мда анча кийинчилик билан амалга 
оширилади. Бу к,ийинчилик биринчи галда, ЭХМга 
так,дим этиладиган ж араённинг даставвал 
формаллаштирилиши х,амда бир к,ийматли 
натижаларга олиб келадиган амалларнинг муайян



кетма-кетлиги шаклида (машинавий алгоритм 
куринишида) ифодаланган булишлиги кераклиги 
билан богликдир.

М азкур банднинг якунида умумий 
характердаги айрим мулохазаларни келтирамиз:
1. Машинавий алгоритмларни ишлаб чицараётганда, 

асосий эътиборни уларнинг машинавий хисоб 
учун кулай булишликларига к,аратиш лозим.

2. Тажрибалар курсатадики, хар бир муайян 
мухандислик масалаларини ечиш учун хусусий 
алгоритмлар тузишдан кура, кенг мик,ёсдаги 
туркум намунавий мухандислик масалаларини 
ечиш учун универсал алгоритмлар тузишликни 
ривожлантириш анча фойдалирок, булади.

3. Хилма-хил хусусиятларга эга булган объектларни 
урганиш, купинча бир хил математик 
масалаларни ечишликка келтирилади. Шу 
сабабдан, амалиётда тез-тез учрайдиган бундай 
масалаларни ажратиб ва уларнинг барча 
хусусиятларини урганиб, улар асосида самарали 
булган алгоритмлар ишлаб чицарилиши хамда 
бу алгоритмларни ЭХ,М учун бир к,олипдаги 
дастур шаклида амалга ошириш мумкин булади.

Бир цолипдаги дастур ёки дастурости деб, 
бирор тугалланган харакатни бажарадиган ва уни 
бир ёки бир цанча дастурларнинг бир неча 
жойларида ишлатиш мумкин буладиган цилиб 
жойлаштирилган буйруклар кетма-кетлигига 
айтилади.

Дастурости бир марта тузилиб куп марта 
ишлатилади. Масалан, е \ sinx, cosx ва шунга ухшаш 
элементар функцияларни хисоблаш учун бир марта 
тузилиб, улар ЭХ,Мнинг хотирасида сакланади. 
Дастуростига мурожаат к,илиш зарурати пайдо 
булганда эса, асосий дастурнинг мос жойида бир 
неча буйрукдар ёзиладики, улар керакли ахборотни 
ташкил этиб, бошцаришни дастуростига узатадилар. 
Тегишли хисоблашлар бажарилгандан кейин



дастурости бошцарувни асосий дастурга цайтаради.
Амалий дастурчилар учун ёрдам тарицасида 

бир цолипдаги дастуростилар билан биргаликда 
бошца дастурлар хам тайёрланиб цуйилади. Бу 
дастурлар ёрдамида бир цанча намунавий 
масалаларни ечиш мумкин булади. Бунга мисол 
тарицасида чизикди алгебра, сонли интеграллаш, 
дифференциал тенгламалар ва махсус амалий 
масалаларга дойр дастурларни караш мумкин.

Шунингдек, муайян ЭХ.М учун тузилиб, 
маълум тартибда бирлаштирилган дастурлар 
туплами, дастурлар кутубхонаси деб юритилади.

1.3. МУХДНДИСЛИК КОНСТРУКЦИЯЛАРИНИ
ЭХ.МДА Х.ИСОБЛАШНИНГ УНИВЕРСАЛ 

ДАСТУРЛАРИ
Хисоблаш жараёнларининг хусусиятларига 

кура, мухандислик конструкцияларини х^соблашни 
автоматлаштириш сохасида икки хил йуналиш 
мавжуддир. Биринчи йуналиш, чекланган 
туркумдаги содда масалаларни ечиш учун 
махсуслаштирилган амалий дастурлар яратиш булса, 
иккинчи йуналиш, амалий дастурлар пакетини барпо 
этишдан иборат.

Дастурлар пакети дейилганда, бирор муайян 
с о х , а н и н г  х;ар цандай масаласини ечиш учун 
мулжалланган ва бир-бирлари билан узвий боглицда 
булган дастурлар мажмуаси тушунилади. Масалан, 
стерженлар тизимининг масалаларини кучлар усули, 
чекли элементлар усули ва бошца усуллар билан 
х,исоблайдиган дастурларнинг пакетлари мавжуд. 
Маълум маънода дастурлар пакети, бир цолипдаги 
дастурлар кутубхонасининг гояларини амалга 
оширувчи восита хисобланади. Улар орасидаги фарц 
шуки, кутубхонадаги дастурлар одатда мустацил 
ишлатилади, пакет дастурлари эса, бирининг 
бошцалари билан хар хил комбинацияларда 
биргаликда цулланишликлигига мулжаллангандир.



Масаланинг хар бир цисмини ечиш учун мос 
алгоритм тузилиб, у асосида дастур ёзилади ва уни 
модул деб юритилади. Модулларнинг мажмуини эса, 
дастурлар пакетининг функционал тулдирилишини 
ташкил этади деб юритилади.

Дастурлар пакетининг яна тизимли 
тулдирилиши мавжуд булиб, у фойдаланувчилар 
учун максимал цулайлик таъминлашига 
мулжаланган хизмат дастурларидан ташкил 
топгандир. Улар дастурлар пакетининг барча 
ишларини бошцариб, фойдаланувчиларнинг 
топширицларини х;ам бажаради ва тахлил этади. 
Шунингдек, улар орцали, модуллар ичидан 
фойдаланувчиларнинг дастурлар йигиши жараёни 
автоматлаштирилади. Модулларга узгартиришлар 
киритилади ва дягтурддр пакетиппиг ту/^крилишига 
имкон яратилади. Фойдаланувчиларнинг амалий 
дастурлар пакети билан мулоцот тили содда ва цулай 
булишлиги мухим адамиятга эгадир.

Дастурларнинг биринчи тоифаси узининг 
тузилиши жихатдан универсал дастурларга нисбатан 
анча содда булиб, уни ишлаб чицариш учун оз мехнат 
сарфланади. Бироц, у дастурлар нисбатан оз 
конструкцияларнинг хисобини автоматлаштиради 
хамда уларнинг цулланиш сохаси анчагина чекланган 
булади. Шу сабабдан х,ам купинча мухандислик 
конструкцияларининг х;исобида ЭХ,Мдан 
фойдаланишликнинг самарадорлиги кескин пасайиб 
кетади. Бундан шундай амалий дастурлар пакетини 
яратиш мацсадга мувофиц эканки, улар дастлабки 
сарф - харажатларга царамасдан кенг тоифадаги 
конструкциялар х,исобини автоматлаштириш х,амда 
уларни оммавий цулланиш натнжасида энг куп 
самара олиш имконларини бериши лозимлиги 
к^финади.



АЛГЕБРАИК ТЕНГЛАМАЛАР ОРКДЛИ 
МОДЕЛЛАШТИРИЛАДИГАН АЙРИМ 

МУХДНДИСЛИК МАСАЛАЛАРИ ВА УЛАРНИ 
ЭХ.МДА ЕЧИШ УСУЛЛАРИ

Х,ар хил ицтисодий, саноатни бошцариш ва 
оптимал жих,озлаш, ракеталарни лойихдлаш, учувчи 
аппаратлар ва транспорт хдракатини тартибга солиш 
каби ва шуларга ухшаш бошца муцандислик 
масалаларини ечишда математик усулларни цуллаш 
учун энг аввало шу жараёнларнинг мохдятини тула 
акс этдирадиган математик моделларини куриб олиш 
зарурдир. М азкур математик моделларнинг 
цурилишларида эса чизицли алгебранинг асосий 
элементларидан фойдаланилади, масалан, 
муцандислик конструкциялари ва цурилмалари 
элементларининг тебраниши х;ацидаги масала х,ам 
чизицли алгебранинг масалаларидан бирига 
келтирилиб ечилади (яъни, мазкур тебранишлар 
билан боглиц булган матрицаларнинг хос  
цийматлари ва хос векторларини аницлаш масаласи).

Шунингдек, мух,андислик конструкциялари ва 
цурилмаларининг бошца купгина масалалари 
математик жи^атдан ёмон шартланган чизицли 
алгебраик тенгламалар тизими орцали 
моделлаштириладилар. Шу боисдан, биз дастлабки 
бобларда, алгебраик тенгламалар ва уларнинг 
тизимлари орцали моделлаштириладиган  
муцандислик масалаларининг айримлари билан 
танишиб, уларнинг ЭХ,Мда ечилиш усулларини баён 
этамиз.



МУХАНДИСЛИК МАСАЛАЛАРИНИ ЕЧИШДА
ЧИЗИКДИ АЛГЕБРАИК ТЕНГЛАМАЛАР 

ШЗИМИНИНГ К^ЛЛАНИЛИШИ ВА УНИ ЕЧИШ 
УСУЛЛАРИ

Купгина мухандислик масалаларининг ечилиш 
жараёнида чизикди алгебраик тенгламалар тизимини 
ечиш усуллари ва матрицаларнинг хос цийматлари 
х,амда хос векторларини топиш каби тушунчалардан 
кенг фойдаланилади. Хусусан, энг мацбул (оптимал) 
бошцаришнинг купгина масалалари математик 
жщатдан чизикди алгебраик тенгламалар тизими 
орцали моделлаиггириладики, улар эса, уз навбатида, 
хисоблаш математикасининг бошца масалаларини 
ечишга асос булиб хизмат цилади (масалан, 
дифференциал тенгламалар ва уларнинг тизимлари). 
Резонансли тебранишлар х;аракатининг тахдилида 
тебранишларнинг хос частоталарига хос цийматлар 
мос келиб, хос векторлар эса тебранишларнинг 
шаклини ифодалайди. К,уйида биз чизицли 
алгебранинг юцорида номлари келтирилган 
булимлапига дойр тутлунчалпрни цисман баён этамиз.

2.1. КРАМЕР ФОРМУЛАЛАРИ. ТУТРИ ВА 
ИТЕРАЦИЯ УСУЛЛАРИ ХДВДДА ТУШУНЧА

Фараз цилайлик, п номаълумли п та чизицли 
алгебраик тенгламалар тизими царалаётган булсин, 
яъни:

а п х ,

<

+ а 12Х2 + ' • + а . „ х п

а „ . х , + а „2Х2 + -••+ а„пХ„

Матрицаларни купайтириш тушунчасидан 
фойдаланиб, (2 .1.1) тизимни цуйидаги куринишда 
ёзиш мумкин:



АХ = В. • (2.1.2)
Бу ерда:

- номаълумлар олдидаги коэффициентлардан тузилган 
квадрат матрица; (уни биз тизимнинг асосий 
матрицаси деб юритар эдик).

V 'ь,'
X, ь,х  = 2, в = 2

,ь„

- лар эса, мос х;олда, номаълумлар ва озод хддлардан 
тузилган вектор-устун матрицалардир.

Юцоридаги (2.1.2) ифода матрицавий шаклдаги 
чизицли алгебраик тенгламалар тизими деб 
юритилади.

Маълумки, агар А номахсус матрица булса, 
яъни, асосий матрицанинг детерминанта det А = д 
нолдан фарцли буладиган булса, (2 .1.1) тизим ягона 
ечимга эга булиб, у Крамер формулалари деб аталувчи

x^A i/A , i = 1,2,....n. 
каби формулалар ёрдамида топилар эди. Бу ерда, 
А; = det А; булиб, А, матрица А матрицадан унинг i- 
сон устун элементларини озод хаддар устуни билан 
мос равишда алмаштириш йули билан хосил цилинар 
эди, яъни:



Крамер формулалари (2.1.1) тизимнинг ечимини 
аник, равишда ифода этадиган булса хам лекин улар 
х,исоблаш нуцтаи назаридан царалганда самарали 
эмас. Чунки, у ерда п тартибли (п+1) та 
детерминантларни хисоблаш лозим буладики, уз 
навбатида бу хисоблашлар жуда хам катта сон 
микдордаги амаллар бажарилишлигини так,озо этади. 
Агар хисобл’ашларда яхлитлашлардан фойдалансак, 
унинг натнжасида анча сезилапли даражадаги 
хатоликлар юзага келади. Шу боисдан амалиётда 
купинча чизикди алгебраик тенгламалар тизимини 
ечиш учун бошк,а усуллардан фойдаланилади. Бу 
усуллар хисоблашни ташкил этиш йулига нисбатан 
тугри ва итерация усуллари деб юритилувчи иккита 
синфга булинади.

Чекли сон микдордаги амалларни бажариш 
оркдли тизимнинг аник, ечимини куришга имкон 
берадиган усуллар тугри усуллар деб юритилади. Улар 
асосида курилган алгоритмлар тизимнинг аник, 
ечимини ифодалашлари учун тизимдаги барча 
к,ийматлар берилган булишлари хамда барча 
Хисоблаш ишлари яхлитлаш хатоларисиз мутлакр 
аник, бажарилишлари керак булади.

Итерация усуллари эса, изланаётган ечимга 
яцинлашувчи буладиган (масалан, (1.1.7) каби 
формулалар) итерация кетма-кетликларининг 
тузилишига асослангандир. Маълум сон микдордаги 
итерацияларни хисоблаб булиб итерация жараёни 
тухтатиладиг.в'&'.натижада эса, тизимнинг олдиндан 
берилган хар Цандай аникдикдаги так,рибий ечимини 
аникдаш.мумкин булади.

Куйида биз аввало, энг куп тарцалган тугри



усуллардан бири булган Гаусс усули билан танишиб 
утамиз.

2.2. ЧИЗИКДИ АЛГЕБРАИК ТЕНГЛАМАЛАР 
ТИЗИМИНИ ЕЧИШНИНГ ГАУСС УСУЛИ
Чизикди алгебраик тенгламалар тизимини Гаусс 

усулида ечишликнинг асосида тизимдаги 
номаълумларни кетма-кет йуцотиш гояси ётади. 
Мазкур усул билан тенгламалар тизимини ечиш икки 
босцичдан иборат булиб, биринчи босцичда тизим 
учбурчак шаклига келтирилади (уни тутри юриш деб 
юритамиз), иккинчи босцичда эса, у учбурчакли 
тизимдан номаълумларнинг цийматлари кетма-кет 
аницланади (уни тескари юриш деб атаймиз).

Биринчи босцич жараёни цуйидагича олиб 
борилади:

Биринчи цадам.
Айталйк, (2.1.1) тизимни ечиш талаб этилган 

булсин. Фараз цилайлик у тизимда ап^0 булсин (агар 
а,, = 0 булса, тенгламаларнинг у р и н л а р и  шундай 
алмаштириладики, натижада юцоридаги шарт 
бажариладиган булсин).

Тизимдаги биринчи тенгламанинг х,ар бир 
хддини ап га хддлаб булиб чициб, янги

х, + cl2x2+...+clnxn = S,,

c.j =Q.j/a.M (j = 2^)> S, = Ь ,/а м (2'2Л)

тенгламани х,осил циламиз ва уни -  (j = 2 , п) га
купайтириб, х,осил булган ифодани мос х,олда (2 .1.1) 
тизимининг иккинчи, учинчи ва х,оказо п- 
тенгламаларига цушиб чицамиз, натижада



а ^ х , + а ^ х 3+...+а;!,'хп = Ь (,|)!

а 32)х 2 + a r , 'X' + ---+ a L?Xn = Ь 13' \
,(|) 4>v -

аГ2, х 2 + < 5>х? + . . .+ а Л 'х и = ь : :til) 1'ц -  к«'>

каби тенгламалар тизими хосил килинади. 
Бу ерда:

а я’ = а л - а лс.,- Ь'/’ ^ - а Д ,  (i, j = 2 ,n ) .

Юк,оридаги (2.2.2) тизимнинг биринчи 
тенгламасини a22f *  0 га булиб юбориб 

х2 + c23x3+'...+c2llxll = S2
(2.2.3)

каби тенгламани хосил циламиз.

Бу ерда: c2j = / o '” , (j = 3,n), S2 = Ъ У / d g  •

Энди эса (2.2.3) тенгламани -  а 2У(] = 3,п) га
купайтириб, х,осил булган ифодани (2 .2 .2 ) тизимнинг 
иккинчи тенгламасидан бошлаб барча тенгламаларга 
кушиб чикамиз, у холда

П ^ х  +  Q ^ x  + + Q ^ X  =  Ь ^U33 А3 T U 34 л 4 ^ - ” ^ и 3п Ан и 3 ’

о ^ х  + cz^x + +Q^X =43 Л3 4 т . . . т и ^ п Лп -  U4 ,

(2.2.4)
а ^ + а Ц 'х 4 + ...+ а ^ х п =Ь1;, ( 2 ) <2>v - M 2'

каби тенгламалар тизими хосил булади.
Бу ерда:

а^2) = а ]'1 -  ajj)c2j, Ь(/> = bj” -  a ^ S ,, (i, j = 3jn). 
Учинчи, туртинчи ва хоказо к,адам



жараёнларини х,ам худди биринчи ва иккинчи цадам 
жараёнлари каби олиб бориб, охири п-цадамда

каби ифЙда х,осил цилинадики, ундан эса цуйидагини 
х,осил цилёмиз •

хм = Ь!,"'' / а шГП = Sn (2.2.5)
Юцоридаги хосил цилинган барча тенгламаларни 
бирлаштириб

Х ;+ С , , Х ; +  С 13Х 3т . . . + С |[1Х 11 =  S„
X, + с,3х3+...+с,„хп = S2, 

х3 +.. ,+с3пхц = S3,

+с111.||„х11 =S„
х„ = S..

(2 .2.6)

каби учбурчак шаклидаги тенгамалар тизимини х,осил 
циламиз, бу ерда:

с к1 (i =  (к + 1),п).

Иккинчи босцич жараёнида (2.2.6) тизим 
ечилади, унинг учун тизимнинг охирги тенгламасидан 
хп нинг циймати топилиб, уни охирги тенгламадан 
олдингисига цуйилади ва натижада хп, нинг циймати 
топилади, яъни:

X,,., = S]M - с ^ х , , .
Бу жараён шу тарица давом эттирилиб, биринчи 
тенгламадан

X, = S, -с,,х , - с 13х3-....-с„|„_11х„, - с 1Шх„ 
топилади ва шу билан (2 .1.1) тизимнинг ечилиш



жараёни якунланади.

2.3. ДЕТЕРМИНАНТ ВА ТЕСКАРИ 
МАТРИЦАЛАРНИ ГАУСС УСУЛИДА Х.ИСОБЛАШ 

ХДМДА УЛАРНИНГ ЧИЗИКДИ АЛГЕБРАИК 
ТЕНГЛАМАЛАР ТИЗИМИНИ ЕЧИШДА 

КУЛЛАНИЛИШИ 
Биз аввалги бандда (2.1.1) тизимнинг (2.2.6) 

тизимга келтирилиш жараёнини Гаусс усулининг 
биринчи боск,ичида баён этиб, у жараён тизим асосий 
матрицасининг учбурчак шаклида ифодала- 
нишлиги билан 6 o f a h k , эканлигини куриб утган эдик. 
Бу бандда эса, у жараёнинг тизим асосий 
матрицасининг детерминантини х;амда тескари 
матрицани хисоблаш учун кулланишлигининг мумкин 
эканлигини курсатамиз. Шу мацсадда (2.2.6) тизимни 
цуйидаги

а,,х, + а 12х, + a 13x3+...+alnxn =в,..

0 - 2 2  х 2  + а^)х3+...+а^)хп = в$'\
а ‘з2)Х з + . . . + а ^ х п = в (32\  

...........................................................  (2.3.1)

Q (n -I)  (п-1)
V п» п п

куринишда ёзиб олиб, унинг коэффициентларидан 
тузилган матрицани эса Р деб белгилаймиз, яъни:

Р =

а „  а ,

а (|)

а 13 а |(п-1)

а (|)U 2 (n - l)

а,

а,,

а (|) 
211

( п - 2 )
(П-1КЧ-0 а (п-2)

(п-1)п
,(п-1)

(2.3.2)

Шуни таъкидлаш лозимки, Гаусс усулидаги



биринчи босцич жараёнининг айрим хрлларида тизим 
тенгламаларининг уринлари шундай алмаштирилар
эдики, навбатдаги цадам бошланиши олдидан а Ц ' 2)
элемент нолдан фарцли булиши керак эди. Лекин 
асосий матрица йул элементларининг уринлари 
алмашадиган булса, унга мос булган детерминант 
цийматининг ишораси тескарига узгаради. Шу 
боисдан х;ам

detА = ( - l ) k detP = (-1)ка иа';)...а 1̂ |) ■ (2.3.3) 
деб ёзиш мумкин булади, бу ерда к орцали А 
матрицанинг Р учбурчакли матрицага узгартирилиш 
жараёнидаги йулларнинг урин алмаштиришлар сони 
белгиланган.

Маълумки, агар А ва А’1 квадрат матрицалар 
учун АА1 ёки А 1 А к^шайтмалар Е бирлик матрицани 
ифода этсалар, яъни АА1 = А 1А=Е каби булса, А’1 
ни А матрицанинг тескари матрицаси деб аталар эди. 
Эслатиб утамизки, махсус матрица учун тескари 
матрица мавжуд булмайди.

Гаусс усули ёрдамида А матрицага А'1 тескари 
матрицани х,исоблаш учун (2.1.2) тизимни АХ = ЕВ 
каби куринишда ёзиб оламиз. Бунга нисбатан Гаусс 
усули кулланилгандан кейин А матрица Е бирлик 
матрицага узгариб, Е матрица эса А'1 тескари 
матрицага узгаради:

ЕХ = А'В ёки Х = А-‘В (2.3.4)
Тенгламалар тизимининг номаълумлар олдидаги 

коэффициентлари ва озод х,адлари устидаги 
алмаштиришларни хисоблаш кулай булсин учун Гаусс 
усулининг жараёнини махсус жадвалга тушириб 
бажарилади. Уларни биз \тизик,ли алгебраик 
тенгламалар тизимининг муайян мисолларида 
батафсил куриб -^амиз.

1 -мисол. К,уйидаги чизицли алгебраик 
тенгламалар тизимини ечиш талаб этилсин:



2 х ,  -г х, -г Зх3 = 1, 
< Зх, -ь х, + 4х, = 1, 

х, + 2х, -  x i  =4.

Ечиш. Бу ерда

( 2 1 -Лj г  ̂
* i (1 0 о"

А = 1 4 ■ X = Х2 , Е = 0 1 0

,1 2 1 U J ,0 0 1

В =
' V

1

и ;
каби булганлиги учун тизимни куйидаги куринишда 
ёзиб оламиз:

1

1

2

j

41 -
J

X

Х2

/ 1 О 0^ 

О 1 О

vO 0 и

( \
1

Л )

еки
АХ = ЕВ. (2.3.5)

Гаусс усули к,ул\анилгандан кейин (2.3.5) тенглама
(2.3.4) каби тенглама куринишига эга булишлиги 
жараёнини цуйидаги 1-жадвалга тушириб ёзамиз.

1-жадвал

Л - м а т р и ц a Е • 5 и р л и к 
м а т р и ц а

В - о з о д  
х а д л а р  

в е к т о р и
2 1 3 j 0 0 1
3 1 4 0 1 0 I
j 2 1 0 0 1 4

Б и р и н ч и / 2 3 / 2 1 / 2  0 0 1 /  2
К а д а м 0 -  1/ 2  - 1 / 2 - 3 / 2  1 0 - 1 / 2

0 / 2 - ! /  2 - 1 / 2  0 1 7 / 2

VI к к и н ч и 1 0 1 -  1 1 0 0
к, а д а м 0 1 1 3 - 2 0 1

а 0 . 2 5 3 1 2
У ч и п  ч н L 0 0 -7 f l  5/ 2 1/ 2 1
К il Л a '2 0 1 1 1/2 -1 / 2  1/2 •)

0 0 1 5/ 2 - 3 / 2  - 1 , 2
-  1



Жадвалдан Р матрицани топамиз:

а,. а 12 а,3" '  1 1 -> А j
р = a 2V = 0 - 1 / 2 - 1 / 2

a i:’ , ,0 0 - 2  ,

Бу ердан
„(П _  i / o  „(2) _

а пкуриняптики, 
с & ' = - 1 / 2 , a £  =  - 2 .  к = 0 .
Энди (2.3.3) формулага асосан А матрица 
детерминантининг цийматини х,исоблаймиз:

det А = (-1)1к det Р = а ,, а $  =  2  • ( -  -j) • (-2) = 2.

У цолда А-1 тескари матрица куриниши цуйидагича 
булади:

А '1 =
' - 7 / 2  5 /2  

1 / 2  - 1 / 2
5 /2

1 / 2  ^ 
1/2 

3 /2  -1 /2 .
Тескари матрицанинг тугри цисобланганлигини

(2.3.5) тенглик ёрдамида текширилади. Жадвалнинг 
охир! и устунидан эса тизимнинг ечимини топамиз: 
х , =  1, х 2 =  2 ,  х 3 =  - 1 .

2гМисол (мустацил ишлаш учун).
К,уйидаги тенгламалар тизими учун жадвал 

тузилиб, det А ни, А'1 ни ва унинг ечими топилсин:

2х, + Зх, -  4х, = 1,
2х, + 2х, -  5х„ = 3,
4х, + 2х, + 2х, г-. 1.

Жавоб: х, =7/36, х2 = -19/18, хч = -17/18.



2.4. МУХДНДИСЛИК КОНСТРУКЦИЯЛАРИ ВА 
К^УРИЛМАЛАРИ ЭЛЕМЕНТЛАРИНИНГ ЭРКИН 

ТЕБРАНИШЛАРИ БИЛАН БОГЛИК, БУЛГАН 
МАТРИЦАЛАРИНИНГ ХОС КДЙМАТЛАРИ ВА 

ХОС ВЕКТОРЛАРИНИ АНИКДАШ 
Маълумки, конструкция ва цурилмаларнинг 

эркин тебранишлари ташци кучларнинг таъсирисиз 
юз беради ва

Bu»(t)+Au(t) = 0 (2.4.1)
каби оддий дифференциал тенглама орцали 
моделлаштирилади.
Бу ерда, В = (Ь.) ва А=(а^) лар квадрат матрицалар 
булиб, улар мос равишда конструкция ва 
курилмаларнинг массалар х;амда мустадкамликлар 
матрицалари деб юритиладилар, u(t) ва u»(t) лар эса 
устун - вектор функциялардир.

Юцоридаги (2.4.1) тенгламанинг ечимини

u(t) = XcosT^t (2.4.2)

каби куринишда излаймиз. Бу ерда, ни доиравий 
частота деб аталиб, X вектор эса тебраниш шакли 
дейилади. Агар (2.4.2) ни ва унинг иккинчи тартибли 
х;осиласини (2.4.1) га цуйсак, цуйидагини х,осил
циламиз: (А -^ -В )-Х  = 0 (2.4.3)

Бу тенглик X векторга нисбатан чизицли бир 
жинсли алгебраик тенгламалар тизими булиб, Х = О 
унинг ечими эканлиги равшан. Лекин, у ечим биз 
учун адамиятсиз ечим (яъни тривиал ечим), чунки бу 
х,олда u(t) = 0 булади. Маълумки, агар (2.4.3) тизимнинг 
детерминанта нолга тенг булсагина, яъни,

% -хь„ Q|2 -̂Ь|2 Чп ^In

\А-Х-Н =
о>, -АЬ,, 0̂ 2 — ̂ -̂ 22 q»„-^b2n

-Ab„i 4i2 _ АЬ„2 Чп-̂ Ьип
каби булса, у тривиал булмаган ечимга эга булади.



Таъриф. Тривиал булмаган ечимга эга булган
(2.4.3) тенгламани цаноатлантирувчи х  нинг 
цийматларини хос цийматлар ва уларга мос келувчи 
X векторни эса хос вектор деб аталади.

Демак, машиносозлик конструкциялари ва 
цурилмалари элементларининг тебраниши хдцидаги 
масала чизицли алгебранинг масалаларидан бирига 
келтирилиб ечилар экан.

Агар (2.4.4) детерминантни х;исоблаб чицилса, 
X га нисбатан n-даражали алгебраик тенгламага эга 
буламиз, яъни:
с„Яп + с,,_1Яп~1 +сп.2Яп-2+...+с,Я +с0 = 0 (2.4.5)
ва бу тенглама (2.4.4) детерминантга мос булган 
матрицанинг хос цийматларини аницлаш учун 
тавсифий тенглама деб юритилади.

Маълумки, n -даражали купх,аднинг п та 
илдизлари мавжуд булиб, улардан айримлари 
комплекс сонлар х,ам булишликлари мумкин. Аммо, 
А ва В матрицалар симметрик матрицалар булса, яъни 
агар А = Ат ва В = Вт каби шартни цаноатлантирса, у 
х ; о л д а ,  чизицли алгебра курсидан маълумки, барча п 
та илдизларнинг х,аммаси цациций сонлардан иборат 
булади. Худди ана шу х,ол машинасозлик 
мух,андислари учун мух,им ахдмиятга эгадир, чунки 
массалар цамда мустах,камлик матрицалари булган 
А ва В матрицалар х,ар доим х,ам симметрик 
матрицалар булади. Ундан ташцари у матрицалар куп 
цолларда мусбат аницланган матрицаларни 
ифодалайди,
(АХ, X) > О, (ВХ, X) > 0VX /  О, X s R", бу ерда: 
(Y, X) = у,х, +у2х2+...+у„х„.
Бу х,олда (2.4.5) тенглама илдизларидан бирортаси х,ам 
манфий сонлар булмайди.

Энди хос векторларни аницлаш масаласини 
куриб утамиз.

Хар бир = 1, о) хос цийматга (А-Х,В)Х = 0



каби тенгламалар тизимининг тривиал булмаган Х: 
ечими мос келади. Бу тизим детерминанти нолга тенг 
булганлиги учун унинг тенгламалари орасида узаро 
чизицли богланиш мавжуд, яъни, улардан бири 
цолганларининг чизицли комбинациясидан иборат 
булади в а шу сабабли х;ам уни ташлаб юбориш 
мумкин булади. Натижада, X. векторнинг ташкил 
этувчилари булган номаълумларга нисбатан (п-1) 
номаълумли (n- 1 )та чизицли алгебраик тенгламалар 
тизимига эга буламиз. У ерда X, векторнинг номаълум 
ташкил этувчиларидан бирини ихтиёрий равишда 

"танлаб олиб, бошкаларини эса цолган (п-1) та 
тенгламаларни ечиб топамиз. Бу келтирилган 
мулохдзалардан куриняптики, хос векторлар узгармас 
купайтувчи аниклигида топилар экан, яъни, X вектор 
ташкил этувчилариыинг сон цийматлари улардан 
бирининг ихтиёрий равишда танланган цийматига 
боглиц булади. К,уйида келтириладиган мисоллар 
тимсолида юцоридаги масалаларни батафсилроц баён 
этамиз.

1-мисол. Узунлиги /, кесим юзаси F ва погон 
массаси qm булган эркин стержень буйлама 
тебранишда булсин (1-расм).

Агар стерженни / /2  узунликдаги иккита 
булакка ажратсак, у булакларнинг х;ар бири 
стерженнинг уц йуналиши буйлаб силжиши мумкин. 
Бу йусинда олинган модел учта эркинлик даражасига 
эга булади, яъни: u(t) = {u,(t), u2(t), u3(t)}.
Масаланинг муста^камлик ва массалар матрицалари 
эса

©_______СП Uz ©  (X ) ©

(1-расм)



1 -1  о' "2 1 0̂
2EF q JА = —— - 1  2 - 1 , в = — 1 4 1

/ 12
V 0 - 1  lj {0 1 2 )

(2.4.7)

каби куринишларга эга булади.
Мазкур масала учун ёзилган (2.4.1) тенгламанинг 

ечими (2.4.2) дек куринишда изланади, бу ерда X уч 
элементдан иборат устун-вектордир. Агар (2.4.7) ларни 
назарда тутиб, (2.4.2) ни (2.4.1) тенгламага цуйсак, 
цуйидаги х;осил булади:

= О

1 -  1 o' Ю О

2 EF л  q in I
-  1 2 - 1 1 4 1 • . X 2

I 121О

,0  1 2, l x 3>

Охирги тенгликни (2EF)/ / га булиб юбориб, к = 
(q,n / 2X)/(24EF) каби белгилаш киритсак, цуйидагига 
эга буламиз:

' (1 -  2 k )  -  (1 + к )  О 

-  (1 +  к )  2(1 -  2 к )  -  (1 *  к )

. О -  (1 +  к )  (1 -  2 к ) ,

X, = О (2.4.8)
'•з'

Бу тизимнинг тривиал булмаган ечимини топиш 
мацсадида унинг детерминантини нолга тенглаштириб 
номаълум к га нисбатан тенгламага эга буламиз;

(1 -  2 к ) -  (1 + к )  О 

-  (1 + к )  2(1 -  2 к )  -  (1 + к )  = О 

О -  (1 + к ) (1 — 2 к )

ёки k(l-2k)(k-2) = 0. Бу тенгламани ечиб, к , = 0. 
к„ = 1 /2  ва к 3 = 2 ларни х,амда уларга мос келувчи

Л,=0, Л =(12EF)/(qm/2). Я, = (48EF)/(qm/2) ларни 
топамиз.



Энди к,, к 2, к з ларга мос келувчи хос векторлар 
булган

( у 21 ( х  )А31
Х,= х 12 , х 2 = х22 X ы II Х32

4Х33У
каби векторларни аницлаймиз.

Агар (2.4.8) тизимда к = к i= 0 Аеб олсак, у х;олда 
у тизим

' 1 - 1 0 ' ( у   ̂А 11

- 1  2 - 1 X to

оII

1

о

1 ,

куринишда булиб, ундан эса цуйидаги тизимни х,осил 
циламиз

хп - х ,2 + 0 • х13 = О, 
х , ,  +  2 х | 2 -  х 13 = 0 ,

0 ■ Х|, - х ,2 + х,з = 0.

Тизимда хи = 1 деб цабул цилсак, у хдлда х]2= 1 ва 
х13=1 ларни х,осил циламиз. Демак, k = ki = 0 хос 
цийматга X, = (1,1,1)т каби хос вектор мос келар экан.

Айнан юцоридагига ухшаш, к = к 2= 1/2 ва 
к = к 3 = 2хос цийматларга Х2 = (1,1,-1)т ва Хэ = (1,-1,1)т 
каби хос векторлар мос келади (бу масалани х;ал этиш 
китобхонларга х,авола этилади).

2-мисол. Узунлиги / булиб, четида массаси М0 
булган юк тупланган консолтусин эгилма тебранишда 
булсин (2 -расм).



f  Ut = o

Ci
U,~ о

2 -расм.

Тусинни иккита эркинлик даражага эга цилиб 
идеаллаштирамиз ва юкнинг умумий инерция 
моментини нолга тенг деб цабул циламиз. Бу ердаги 
мустадкамлик ва массалар матрицалари цуйидагича 
ёзилади:

А =
2EJ 6 - 3 1 '  

- 2 1  2 Г-
В =

210
6(13+ 35х) -11/'

- и / 2 Г-

Бу ерда J, кесимнинг инерция моментини, qm ,
тусиннинг погон массасини ва у  =  M/(qm/) эса юк
массасининг тусин массасига булган нисбатини 
ифодалайди.

К,аралаётган масала учун тавсифий 
тенгламанинг куриниши цуйидагича ёзилади:
35(1 + 12у)к2 -  6(17 + 70у)к + 3 = 0. Бу ерда к орцали

(qm/4A)/(420EJ) каби улчовсиз микдор белгиланган.
Агар у = 0 булса, ki ва к 2 хос цийматлар 

аницлансин. Жавоб: к ] = 0,02972; к 2 = 2,885.



2.5. МАТРИЦАЛАРНИНГ ШАРТЛАНГАНЛИГИ.
ЁМОН ШАРТЛАНГАН ЧИЗИКДИ АЛГЕБРАИК 

ТЕНГЛАМАЛАР ТИЗИМИ
Чизицли алгебраик тенгламалар тизимини 

умумий х,олда ечишлик, ундаги номаълумларнинг 
сони катта микдорда булганлиги сабабли анча цийин 
муаммолардан бири эканлигини би i юкорида куриб 
утган эдик. Масалан, агар тизим Гаусс усулида 
ечиладиган булса, у ерда яхлитлаш хатоликларининг 
руй бериши табиий ва бу хатоликлар тупланиб. 
охирги натижани бузиб курсатиши мумкин. 
Х,ацицатан х,ам, куйидаги икки номаълумли иккита 
чизицли алгебраик тенгламалар тизими

fx, + X, = 1,
[х, + (1 -г е)х.2 = 1 (2.5.1)

царалаётган булсин. Унинг Е * 0 шартни 
цаноатлантирувчи аник, ечими х, = 1 ва х2 = 0 каби 
булади. Аммо бу тизимни Гаусс усули билан 
ечиладиган булса (яхлитлаш хатоликларини 
эътиборга олиб), у х,одла:

х, = (е+52)/(е-?,), х2 = 53/(1 + 5,) (2.5.2)
лар х,осил булади. Бу ерда 6,,52,53 лар яхлитлаш 
хатоликлари булиб, улар ЭХ.М хотирасининг 
бугинларидаги сонлардир,

Агар б ,, 53, е сонлар бир хил тартибдаги 
сонлардан иборат булсалар, у х,олда, (2.5.2) 
формулалар ёрдамида х,исобланадиган х2 нинг 
циймати, х2 = 0  аниц ечимдан исталганча фарц 
цилишлиги мумкин (3-расмда тизимнинг график 
усулида ечилиши тасвирланган). Шуниндек, е кичик 
сон булиб, тенгламаларнинг коэффициентлари ёки 
озод х,адларнинг берилишларида хам кичик 
хатоликлар буладиган булса, улар ечимда жиддий 
хатоликлар юз беришига олиб келиши мумкин.



(3-расм)
Яхлитлаш хатоликлари х,амда юцорида баён 

этилган хатоликларга нисбатан кузатилган бу 
нобаркарорликни, е кичик сон булганда, 3-расмда 
тасвирланган тутри чизикдарнинг к,арийб параллел 
эканликлари билан тушунтириш мумкин.

Энди (2.5.1) тизим асосий матрицасининг хос 
к^шматларини топиш масаласи билан пгугулланамиз. 
Шу мак;садда, асосий матрица А га асосан,

1 -  1det(A-XE)= j 1+ х = (1 -  X)2 + е(1 - X) -  1 = О

ни ёзиб оламиз ва уни соддалаштириб,
X2 -  (2 + е)Х +  е = О каби тавсифий тенгламани х,осил
к,иламиз.

Тавсифий тенглама илдизлари

л ,  =  1 +  2  _  2  ^4  +  е 2 , л 2 -  1 +  2  +  9  л/4 +  е 2

(2.5.3)
лардан куриняптики, агар е -> 0 . уларга мос булган

Е
хос к,ийматлар X, = ^ ва -̂2 = 2 лар булиб, X J X 2 -> 0 .



Таъриф. Агар чизицли алгебраик тенгламалар 
тизимининг асосий матрицасининг минимал хос 
циймати билан максимал хос циймати орасидаги 
нисбатни ифодаловчи микдор кичкина сон булса, у 
тизимни хамда асосий матрицани мос равишда ёмон 
шартланган тизим хамда матрица деб юритилади.

Фараз килайлик, п номаълумли п та алгебраик 
тенгламалар тизимининг асосий матрицаси А 
симметриявий булсин, яъни у п та бир-бирига боглиц
булмаган K.(i = 1дТ) хос векторларга эгаки, у 
векторлар уз навбатида базис векторларни ташкил 
этади. Бошца бирор J. = {<5j,,...,«5'т } базисдан К, 
базисга утиш бошца бирор V матрица орцали амалга

оширилади, яъни: V:K; = V ^. У цолда А

матрицанинг К, базисдаги куриниши д- = VAV"1

каби булади. Шу сабабдан, А ва Д' матрицаларнинг 
детерминантлари бир хил булади:

det А' = det V • det А • det V ' 1 = det А.
Лекин А матрицанинг К. хос векторлар базисидаги
куриниши диагонал шаклда булиб, унинг бош 
диагонал элементлари хос сонлардан иборатдир.

Шунингдек, А матрица ёмон шартланган 
матрица буладиган булса, унинг детерминантининг 
циймати хам кичик булиб, тескари матрица 
элементлари эса катта цийматлардан иборат булади,
яъни: А"' = А у /  det А. Бу ерда, А̂  лар орцали А
матрицанинг элементларига мос булган алгебраик 
тулдирувчилар белгиланган. Шунинг учун хам 
тизимнинг озод х,адларидаги яхлитлашлар 
натнжасида руй берадиган хатоликлар (улар 
цанчалик кичик булмасинлар) га ечимда х,ам катта 
хатоликлар мос келар экан.

Агар (2.5.1) тизимнинг асосий А матрицасининг



детерминанта е га тенг эканлигини эътиборга олсак, 
унинг тескари матрицаси цуйидагича ёзилади:

Фараз цилайлик, (2.5.1) тизимнинг озод х д д л а р и  
тацрибан берилган булсин, яъни, масалан,
Ь, » 1, b2 * 1 каби булсин. У холда тизимнинг ечими
цуйидагича ёзилади:

Бу (2.5.4) дан куфинадики, (2.5.1) тизимнинг ечими 
е -> 0  да барцарор эмас экан.

Мухандислик конструкциялари ва 
цурилмаларининг купгина масалалари математик 
жих,атдан ёмон шартланган чизицли алгебраик 
тенгламалар тизими орцали моделлаштирилади. Улар 
Гаусс усули каби усуллар билан ечиладиган булса, 
яхши натижаларга эриша олмаслигимизни юцорида 
куриб утган эдик. Шу сабабдан, яхлитлаш хамда озод 
хадларнинг берилишларидаги хатоликларга 
царамасдан, уларга нисбатан барцарор булган 
усуллар ёрдамида тенгламалар тизимларини ечиш 
мух;им ахамият касб этади. Ана шундай усуллар 
сирасига итерация усулларини киритиш мумкин.

2.6. ИТЕРАЦИЯ УСУЛЛАРИНИНГ УМУМИЙ 
ТАВСИФЛАРИ

Чизицли алгебраик тенгламалар тизимларини 
ечиш жараёнидаги цисоблашларнинг 
барцарорликларини таъминлаш муаммоларининг 
хал цилиниши муносабати билан вужудга келган 
усуллардан энг куп тарцалгани итерация 
усулларидир.

Маълумки, АХ = В каби тенгламалар тизимини

(2.5.4)



итерация усуллари билан ечиш, тизимнинг 
изланаётган аник, ечими X га яцинлашувчи буладиган 
Х0,Х2,.,.,ХК,...; каби итерация кетма-кетликларини 
куриш жараёнига асосланган эди. ХаР бир бундай 
усул узининг шундай итерация формуласи билан 
тавсифланадики, у навбатдаги Хк+1 тацрибий 
цийматнинг аввал топилган тацрибий цийматлар 
орцали хисобланишга имкон беради. Энг содда 
хрлатда Хк + 1 ни х;исоблаш учун фацат биттагина 
аввалги Хк итерациядан фойдаланилади. Буни биз 
бир цатламли ёки икки цатламли усул деб юритамиз 
ва у учун итерация формуласини куйидагича шаклда 
ёзиш цабул цилинган:

Xk+i- X k
В- ------- L + AXk = B (2 .6 .1)

k + l

Бу ерда: В- ёрдамчи махсус матрица, тк+1 -итерация 
параметрларидир. Уларни биз энг яхши 
яцинлашишликни таъмин этишлик мацсадида 
маълум тарзда танлаймиз. Масалан, (2.5.1) тизим 
учун (2.6.1) формула В = Е ва тк-м= Р цилиб 
танланганда цуйидаги куринишга эга булади:

x‘k+l) = xfk,-p(x‘k)+x‘k)-l),
x‘k+l) = x‘k)-p(xik)+(l + e)x'k,-l). (2 .6.2)

Шунингдек, е = 1 /  р деб олиб, нолинчи яцинлашиш
сифатида х1®1 = 0,9 ва х'201 = 0 ларни танлаймиз.

К,уйидаги 2-жадвалда, вергулдан кейин 9 та 
ишончли рацамларга эришишлик учун зарур 
буладиган итерациялар сонининг итерация
параметри р дан боглицлиги келтирилган.



2-жадвал
р и т ер ац и я л ар  со н и и т е р а ц и я л а р

сони
манфий у зо ц л аш у вчи ли к 0,6 133

0,7 узоц лаш увчи ли к 0,5 53
0,65 275 0,1 200

Б у  ж а д в а л д а н  к у р и н я п т и к и ,  ( 3 = 0 , 7  б у л г а н д а

и т е р а ц и я  у з о к д а ш у в ч и  б у л и б , (3 =  0 ,65 б у л г а н д а  э с а  
9 т а  и ш о н ч л и  р а ц а м г а  э р и ш и ш л и к  у ч у н  м о с  р а в и ш д а  
ат и ги  53 т а  в а  200 т а  и т е р а ц и я л а р  т а л а б  э т и л а р  э к а н . 
Т а ъ к и д л а ш  л о зи м к и , (2.6.2) к а б и  с х е м а  я ц и н л а ш у в ч и

б у л и ш л и г и  у ч у н  3 < 2 / ( Х [ + Х 2) ш а р т  

б а ж а р и л и ш л и г и  к е р а к . Б у  е р д а г и  X, в а  Х2 л а р н и н г  
ц и й м а т л а р и  (2 .5 .3 )  к а б и  ф о р м у л а л а р  о р ц а л и  
х и с о б л а н а д и . Т е к ш и р и ш  ц и й и н  э м а с к и , б у  ш а р т н и

(3 = 0 ,7  ц а н о а т л а н т и р м а с д а н , (3 = 0 ,65  б и л а н  р = 0 ,5  
л а р  ц а н о а т л а н т и р а р  э к а н .  Ю ц о р и д а г и  м и с о л д а н  

к у р и н я п т и к и ,  и т е р а ц и я л а р н и н г  с о н и  р 
п а р а м е т р н и н г  т а н л а н и ш и г а  е т а р л и  д а р а ж а д а  б о гл и ц  
э к а н .

Э н д и  (2.6.1) д а г и  и т е р а ц и я  п а р а м е т р л а р и  тк+, 
л а р н и н г  эн г  м а ц б у л т а н л а н и ш и  н а з а р и я с и н и  у м у м и й  
ц о л д а  б а ё н  э т а м и з .

Т а ъ р и ф .  Б и р о р  X  в е к т о р н и н г  н о р м а с и  д е б

И
V i=i

Т а ъ р и ф г а  к у р а , у  х о л да , б и р о р  X  в а  У  к а б и  
в е к т о р л а р  о р а с и д а г и  м а с о ф а

- J I х \ к а б и  и ф о д а г а  ай ги л а д и .



аник,ланади.
К,уйидаги ифодаларни х,ар доим уринли булсин

деб фараз этамиз: (Au,V) = (u,AV),(Au,u) > О,

Бирор итерация усули кулланиб, Хк+| нинг X 
га яцинлашишлигини х,осил к,илдик деб фараз

Бу ердан куриняптики,Хк + 1 векторлар кетма- 
кетлигининг X векторга яцинлашлигининг зарурий 
ва етарли шартлари булиб, уни ташкил 
этувчиларининг як,инлашишликлари хисобланар 
экан, яъни:

Агар Хк итерация билан X аник, ечим 
орасидаги айирма (уни хатолик деб аталади) ни Zk 
деб белгиласак, у ердаги XK = Zk + X ни эса (2.6.1) га 
к,уйсак, у Zk хатолик учун куйидаги к^финишда 
итерация формуласини х;осил кдламиз:

(Bu, V) = (u,BV),(Bu,u) > 0, (2.6.3)

цилайлик, яъни: ~ ^ ё к и

Бу ердан

^к + l -  ^к+1^ A Z k, (к -  0«п).
ни еки

Z ,  = Z 0 ( е -  т , В  - ' А  ).

Z t = П  (Е -  т Л1В " А  )  -Z „ = T„Z



ларни х,осил циламиз.
Бу ерда:

Т‘ -  Р„(Е -  V B " 4

Норма тушунчасидан фойдаланиб, цуйидагини х;ам 
ёзиш мумкин:

I|z J H |tJM|z 0||
Маълумки, агар (2.6.3) каби ифодалар уринли 

булса, у холда А ва В матрицаларнинг максимал хос 
цийматлари билан уларнинг нормалари ||а || ва ||в|| 
лар бир хил булар эди.

Агар С = В“‘ А деб белгилаш киритсак, у
холда Тк купхад С га нисбатан (к + 1) даражали
булган Тк =Рк(С) купхадни ифода этади ва унинг
хос цийматлари Pk (X t) сонлардан иборат булиб, у

ердаги Л-j(i = 1, к.) лар эса - С матрицанинг хос 
цийматларидир, яъни,

(С + Л.,) ■ X, = О ёки (А + л.,В) - X, = 0, (i = fN) (2-6.4) 
Бу ердаги N, царалаётган фазонинг улчови булиб, у 
алгебраик тенгламалар тизимининг сонига тенг
булади. Энди |[тк I ни осонгина хисоблаш мумкин: 

|тk || = гпах|Рк(Я.а)|, (а = Ш).

Табиийки, ткт1 параметрларни танлаш

цуйидаги шарт |Рк (Х)|, (j = UN) (2.6.5)

га буйсуниши керак, бу ерда у , > 0 , у 2 > 0 лар мос 
равишда юцорида келтирилган (2.6.4) масаланинг 
минимал ва максимал хос цийматларидир. Бу ердаги



шах|Рк| нинг минимумга эришишлиги учун Р к

купхад билан (k + 1) даражали Чебишев к>шх,ади бир
хил булишлиги керак. У ердан эса, ^ параметрлар 
цуйидаги формула орцали аницланади:

+ у2) - ( у2 -Yi)cos-| (2j-l)] .

Бу ерда к царалаётган циклдаги итерациялар сонини 
ифода этади. Оддий итерация хосил булишлиги учун 
к = 1  булишлиги керак, у холда, (2.6.5) дан 
цуйидагиларни ёзиш мумкин булади:

т = 2/(у, + У j ) г У| = У 2  = х 2 - 
Шундай цилиб, итерация параметрларининг 

танланилиши масаласи анчагина цийин масала 
эканлигига ишонч хосил цилдик. Шу муносабат 
билан хисоблашларда итерация параметрларини 
купинча эмпирик цилиб ёки бошца бирор йул билан 
танланади.

К,уйида итерация усулларидан иккитасини 
баён этамиз.

2.7. ОДДИЙ ИТЕРАЦИЯ УСУЛИ.
Фараз цилайликки, яна (2.1.1) ёки (2.1.2) каби 

тенгламалар тизими царалаётган булиб, унинг А 
асосий матрицасидаги бош диагонал элементлари
ql ф  0(i = 1, п) булсин. Тизимга тенг кучли булган 
цуйидаги

Х| + а 12х 2+.
■+ а 1 п Х п

II
■

С
О

х 2 + а 2 1 Х 1 + .
, + а 2 п Х п _ Р2

Х П +
а п 1 Х

+ . •+<*ппх п = Рп
тизимни ёзамиз. Бу ерда:



Р ,  = Ь ; /а„ , а ъ = щ / а й , а,, = 0 .
Агар

а п а )2 . • Ощ р,

а  =
а 21 а 22 1 • <*2п

. р =
р2

«1.1 “ п2 • “ пп Рп

f x ‘] ГР,] ' “ 11 “ 12 < 0
х 2 = р2‘

-

а 2, а 22 ••• а2п х2

U .J .“ nl “ n2

каби белгилашлар киритилса, (2,7.1) тизим цуйидаги 
куринишда ёзилади

(2.7.2)

Матрицавий шаклда эса:
X  = р -  аХ .

Юцоридаги (2.7.2) тизимни нормал шаклга 
келтирилган тизим деб атаймиз ва уни кетма-кет 
яцинлашиш усули билан ечамиз.

Нолинчи яцинлашишлик сифатида озод цадлар 
устунини цабул циламиз, яъни:

ГхГ
х<°> II

f P . ^

Р 2

v(0) VXn v .Рп>

(2.7.3)

Биринчи, иккинчи ва бошца яцинлашишликлар 
учун цуйидаги устун-матрицалдрни тузамиз:



*1 ( V

= f t

A '

а >| 

а , | 

Vanl

яцинлашишлик

а,.

«2п

Y (0)Vх,, J

б и р и н ч и

f x < 2,>
Y<2)2

f P l '
P 2

a \\ ' 

«11 •
•• < 0
.. a 2n

A 1
Y (l)

2

y I2) 
V-X-n У ^ n l  • • « n n  J V n /

иккинчи

яцинлашишлик
ва цоказо шу тарзда давом эттираверамиз.

Умуман, (k+ 1) яцинлашшишликни
Х,к+" = р -  аХ(к) (2.7.4)

каби формула буйича цисоблаймиз. .
Агар а матрица элементлари учун цуйидаги

п п

E k j  <! ,  Е  “ ч < 1' = Vn)
Н  i=i

шартлардан бирортаси бажариладиган булса, X'01 х,ар 
цандай бошлангич вектор булганда х,ам итерация 
жараёни тизимининг аниц ечимига яцинлашувчи 
булишлиги маълум эди, яъни:

lim X(k| = X. (2.7.5)
Шу билан биргаликда, (2.7.4) итерация жараёнининг 
яцинлашувчилиги а матрицанинг нормалари билан 
цуйидаги муносабатлар орцали богланган, яъни, агар

п п

а ,I = m ax^JaJ < 1, ||a2|| = m ax^ jaJ  < 1
1 j=i j



каби шартлардан бирортаси бажариладиган булса, 
чизицли алгебраик тенгламалар тизимининг 
итерацияси ягона ечимга яцинлашувчидир.
Агар X,k| = X каби булса, бу лимит ( 2 .7 .2 )  

тизимнинг ечими булади, чунки, 
lirn X,k+1> = lim((3 -  аХ|к|)
к->х> к-»*

дан X = р -  аХ ни ёзиш мумкин.
1-мисол. К,уйидаги тизимни оддий итерация 

усулида ечамиз.

8 х , + х 2 + х 3 = 26,

• х, + 5 х 2 -  х 3 = 7, 

х , -  х 2 + 5 х 3 = 7.

Ечиш. Тизимни нормал х,олатга келтирамиз:

х , = 3,25 -  0 ,125 х 2 -  0 ,1 2 5 х 3,

• х 2 = 1,4 -  0 ,2 х , + 0 ,2 х 3, 

х 3 = 1,4 -  0 2 х ,  + 0 ,2 х 2.

Бу ерда:
f

0 0,125 0,125 3,25̂
а. = 0,2 0 - 0.2 . Р = 1,4

о 'to - 0,2 0 , 1 1,4,
Энди яцинлашишлик шартларини текширамиз



Демак, якинлашишлик шартлари бажарилар 
экан, шунинг учун нолинчи яцинлашишлик сифатида 
цуйидагини ёзамиз

^y i0|NI '3,25"
v (0)

2 = 1,4
v i0)

VA3 V 1,4,
Биринчи ва иккинчи яцинлашишликлар эса, 

мос равишда цуйидагича ёзилади:

А-у|1Л
A i '3 ,2 э ( 0 - 0 ,1 2 5 -0 ,1 2 5 ' '3 .25 ' ' 2 9 ^
л.2 = 1,4 + - 0 ,2 0 0,2 1,4 = 1,03 1
v(i) 

Чл 3 У у. 1,4 J < -0 ,2 0,2 0  , < 1,4 j

сооч-ч

'x<2)N '3,25'' ' 0 -  0,125 -  0,125" "2,9" г2,992'

х!,21 = 1,4 + - 0 ,2 0 0,2 1,03 = 1,026
y(2) 

Чл 3 ^ , 1,4 j 1 о 'to 0 ,2 0 ,1,03, 0 ,0 2 6 ,

Нихрят учинчи яцинлашишлик учун эса цуйидагини 
ёзамиз:

'х(3>' '3,25' ' 0 -  0,125 - 0,125̂ '2,992' '2,9935"
vl3)Л2 = 1,4 + - 0,2 0 0,2 • 1,026 = 1,0068
Y(3)1Х3 , 1,4 J 1 О "ю о го о ,1,026, ,1,0068,

Бу ердан, х, = 2,9935, х2= 1,0068, х3= 1,0068 ларни ва 
улардан 10'2 аницлик билан х, = 3, х2= х3= 1  ларни 
х,осил циламиз.

2 -мисол (мустацил ечиш учун).
К,уйида берилган тизимни юцоридаги усул 

билан 1 0 3 каби аницликда ечилсин



7.6х, + 0,5x, + 2,4x3 = 1,9,.
• 2,2x, + 91,lx, +4,4x3 = 9,7,
-  l,3x, + 0,2x2 + 5,8x, = -1,4.

Жавоб: xt = 0,236; x.,= 1,103; x3 = -0,214.

2.8. ЗЕЙДЕЛ УСУЛИ
Зейдел усули кетма-кет яцинлашишлик 

усулининг такомиллашган туридан иборат булиб, у 
усул ёрдамида х. номаълумнинг ( к + 1 ) 
яцинлашишлигини цисоблашда х ,, х2, ..., хм 
номаълумларнинг аввал х,исобланган ( к + 1) 
яцинлашишликларидан фойдаланилади.

Айтайлик, яна (2.1.1) каби тизим царалаётган 
булиб, унинг асосий матрицасининг барча диагонал 
элементлари нолдан фарцли булсин. Уни цуйидаги 
куринишдаги нормал шаклга келтирамиз:

X, =  Р . + а. 1Х 1 )Х 2 +.. + Ct 1пХ п 1
х 2 = Р 2 + а 2|Х| + а. ,2х 2+. .+а2пх п,

= Р з + а 31*1 + а 12Х 2 +' •+ а З п Х п,

Х п = Р п + а п.Х + а п2Х 2 + •■+“ ппХп

бу ерда: Ps = bf / а и, a fj = - а ц / a (i, а н = 0 .
Тизим илдизларининг бошлангич

яцинлашишликларини х1,0', х(201.....х1,,01 каби
ихтиёрий тарзда танлаб, уларни (2 .8 .1) тизимнинг 
биринчи тенгламасига цуямиз, у х,олда:

х'11 = р, + а 11х(,°| + а 12х(20)+...+а1пх(п01 
ва бу биринчи яцинлашишликни келтириб 
тизимнинг иккинчи тенгламасига цуямиз, у х,олда:

Х-J1 = Р2 + a 21x,11) + a 22xl°l+...+a2nxln0).



Бу жараённй шу тарзда давом эттириб, охирида 
цуйидагига эга буламиз:

х» = Рп +с£п1х'11) + а п2х',)+...+а п1п_1)х |п1|_1 + а ппх|п0).
Кейин иккинчи, учинчи ва бошка 

итерациялари х,ам шу тарзда цурамиз. Шундай 
цилиб, х: илдизларнинг к - яцинлашишликларини 
маълум деб фараз цилиб, Зейдел усули буйича (к+1) 
яцинлашишлик цуйидаги формулалар билан 
цурилади:

хГ ’ = р 1 + 2 Х х- ,
j=i

j  =  2

................................... (2 .8 .2 )

* Г » = Р .+1 а чх Г +а..х«к>. (к = М),
н

Агар 1 Ы  < ^ _ ёки XI а и <  ̂ (2.8.3)]=i i=i
каби шартлардан бирортаси бажариладиган булса,
(2 .8 .1) тизим учун кетма - кет яцинлашишлик ва 
Зейдел жараёнлари бошлангич векторни цандай 
танланишига боглиц булмаган хдлда ягона ечимга 
яцинлашувчи буладилар.

Агар (2.1.1) тизим учун
i-1 п

la ii| > Х |а и + S  а и > = Ьп) шарт бажариладиган
j= i j= i+ i

булса, (2.8.3) шартнинг бажарилиши, у тизим учун 
кетма - кет яцинлашишлик ва Зейдел 
жараёнларининг якинлашувчи эканликларига тенг 
кучлидир.

1-мисол. Зейдел усули билан цуйидаги тизим



ечилсин:

еки

9,9х, - 1,5х2 + 2,6х3 = О,

• 0,4х, + 13,6х2 - 4,2х3 = 8,2,

0,7х, + 0,4х2 + 7,1х3 = -1,3.

Ечиш. Тизимни нормал цолга келтирамиз:

10х, = 0 + 0,1х, + 1,5х2 + 2,6х3,

20х2 = 8,2 - 0,4х, + 6,4х2 + 4,2х3,

10х3 = -1,3 - 0,7Х[ - 0,4х2 + 2,9х3,

х, = 0 + 0,01х, + 0Д5х2 + 0,26х3,

• х2 = 0,41 - 0,02Х[ + 0,32х2 + 0,21х3, 

х3 = -0,13 - 0,07х, - 0,04х2 + 0,29х3.

Охирги тизим матрицасининг куриниши:

а  =

0,01 0,15 -0,26 

-0,02 0,32 0,21

- 0,07 - 0,04 0,29 ,

каби булганлиги учун (2.8.3) шартнинг 
бажарилишлигини текширамиз:

з
£|cd = 0,01 + 0,15 + 0,26 = 0,42 < 1,
Н

i hi=l

Z kи

= 0,02 + 0,32 + 0,21 = 0,55 < 1, 

= 0,07 + 0,04 + 0,29 = 0,4 < 1.

Бу ердан куриняптики, итерация ж араёни 
яцинлашувчи экан. Нолинчи яцинлашишлик



сифатида озод х,адлар устунини олиб, биринчи 
яцинлашликларни цуйидагича х,исоблаймиз:
х1,11 =0 + 0,01 0 + 0,15 0,41 + 0,26 (-0,13) = 0,0953
х<2" = 0,41 - 0,02 0,0953 + 0,32 0,41 + 0,21 (-0,13) = 0,512
х'11 = -0,13 - 0,07 0.0953 - 0,04 0,512 + 0,29 (-0,13) = -0,1948
ва шу тарзда давом эттира бориб бошца 
яцинлашишликларни х,ам курамиз.

2 -мисол. (мустацил ечиш учун).
К,уйида берилган тизимни нормал куринишга 

келтирилиб, Зейдел усули ёрдамида итерациялар 
цурилсин (биринчи ва иккинчи яцинлашишликлар 
билан чегаралансин).

7,6х, + 0,5х2 + 2,4х3 = 1,9,
■ 2,2х, + 9,1х2 + 4,4х3 = 9,7,
- 1,3х, + 0,2х2 + 5,8х3 = -1,4.

Жавоб:

А1 ' 0,19 ' л | ' 0,2207 ^ ' 0,2354 '
V-I0)

2 = 0,97 1 х<!< = 1,0703 , y(2|
2 = 1,0985

Y|0) vA3 у

о"1 yidVX3 ч- 0,1913; y|2) 4- 0,2118,

3-БОБ
МАК.БУЛААШТИРИШ МАСАЛАЛАРИНИ 

СОНЛИ ЕЧИШ УСУЛЛАРИ
Куп узгарувчи функцияларнинг бир цатор 

шартларга буйсинувчи экстремум цийматларини 
х,исоблаш масаласи, одатда, мацбуллаштириш 
масаласи деб номланади. Шунигдек, у функцияларни 
мацсад функциялари, шартларни эса, масаланинг 
чегараланиш шартлари деб юритилади.

Масалан, лойих;ачи мух,андис уз ишини 
чекланган мавжуд имкониятлар ва ноцулай 
тасодифий вазиятлар доирасида бажаришига тугри 
келадики, натижада у ул олдига цуйилган муаммони



х,ал цилишлиги учун энг мацбул йулларни цидириб 
топади, бошцача айтганда, у мацбуллаштириш 
масаласи билан шугулланади. Шу сабабдан цам 
барча мух;андислар х;амда лойицачилар учун 
мацбуллаштириш масалалари мух,им масалалардан 
цисобланади.

3.1 МАЦБУЛЛАШТИРИШ МАСАЛАЛАРИДАН 
АИРИМЛАРИНИНГ МАТЕМАТИК 

МОДЕЛЛАРИНИ КУРИШ

Куп х,олларда, мацбуллаштириш масалаларини 
ечиш жараёнида ицтисодий жщатларни хисобга 
олиш лозим булади. Бу уз навбатида, 
дастурлаштириш масаласини ечишликни тацозо 
этади. Бу жих;атлар эса, махсус шартлар 
цаноатлантирилганда ва аниц мацсадлар амалга 
оширилганда бирор масалани бажариш учун мавжуд 
имкониятлардан энг яхши фойдаланиш (масалан, 
харажатни минималлаштириш ёки максимал фойда 
олиш кабилар) билан богликдир.

Масалан, х;ар хил цурилма ва конструкциялар 
лойихдлаштирилаётганда, лойих,ачиларни шундай 
цурилма ва конструкцияларни барпо этишлик 
цизицтирадики, биринчидан, улар х,ар хил ички ва 
ташци таъсирларга бардошли булишлари, 
иккинчидан эса, уларга энг кам харажат сарфланган 
булиши керак булади.

Мацбуллаштириш ёки дастурлаштириш 
масаласи математик жих,атдан цуйидагича 
таърифланиши мумкин, яъни, бирор мацсад 
функцияси

z = F(x1,x./ ...,xii) = F(X) ( 3.1.1)

нинг Xj > 0 (j = 1,п) шарт бажарилганда,

(piCXpX,....^) = ср,(Х) < Ь, (3.1.2) 
каби шартларни цаноатлантирувчи экстремум 
цийматларини топиш талаб этилади.



Агар F(X) ва фДХ) функциялар чизицли 
булсалар, (3.1.1) билан (3.1.2) ни чизицли 
дастурлаштириш масаласи деб, акс цолда ночизицли 
дастурлаштириш масаласи деб юритилади. Мацсад 
функцияси, (3.1.2) шартлар билан биргаликда 
царалаётган масаланинг математик моделини ифода 
этади ва у х,ар бир муайян х;ол учун х,ар хил 
куринишларда булади.

Шундай цилиб, ицтисодиёт, корхоналарни 
бошцариш, мацбул лойих,алаштириш, ишлаб 
чицаришни режалаштириш, машина ва аппаратлар 
ёки ракета ва тайёраларни лойих;алаштириш, 
транспорт воситаларининг хдракатини бошцариш 
х,амда бошца турли хил масалаларни ечишда 
математик усулларни цуллаш учун урганиладиган 
жараённи математик муносабатлар билан ифодалаш 
ёки бошкача айтганда, у жараённинг математик 
моделини цуриш лозим булар экан.

Масалан, ишлаб чицаришни режалаштириш 
х,ацидаги масаланинг математик моделини цуриш 
жараёни билан танишиб утайлик. Бу билан ишлаб 
чицариш омилларининг маълум бир ресурслари 
(хомашё, ишчи кучлари, жих;озлар ва бошцалар)га 
эга булган корхонанинг турли хилдаги мах,сулотлар 
ишлаб чицариш режасини тузиш масаласи х,ал 
этиладики, натижада уша корхона энг куп фойда 
оладиган булади.

Айтайлик, корхонада А, ва А2 каби икки 
хилдаги мах;сулотлар тайёрланадиган булсин. Унинг 
учун эса, В,,В2,В3 хиллардаги ишлаб чицариш 
омиллари лозим булсин ва уларнинг корхонадаги 
ресурслари мос равишда в,,в2,в3 бирликларни ташкил 
этсин. Шу билан биргаликда, i(i= 1,2,3) хилдаги 
йшлаб чицариш омилларининг j (j = 1,2,3) хилдаги 
мах;сулот бирлигига булган сарфи gl бирликдан 
иборат булсин. Мах,сулотнинг х,ар бир турига 
корхона мос равишда с, ва с., бирликлардаги фойда 
олади. Корхона энг куп фойда олиши учун х,ар бир



турдаги мах,сулотдан цанча бирликда тайёрлашлиги 
кераклигини аницлаш талаб этилади.

Масаланинг шартини 3 - жадвал куринишида 
ифода этамиз.

3-жадвал

Ишлаб чицариш 
омиларининг 

хиллари

Мах,сулотнинг
хиллари"

.^ш ла& чик.^иш
ресурсларининг

захиралари
А, А2

в, а,, а 12 в,
в2 °21 а27 в2
В3 аз, а32 Вз

Фойда с. с2
Режа х, х2

Масаланинг математик моделини цуриш учун 
корхона А, турдаги мах,сулотдан х, бирликда, А2 
турдаги мах;сулотдан х2 бирликда ишлаб чицарадиган 
булсин деб фараз циламиз. У х,олда, мацсулот 
бирлигини тайёрлаш учун сарф цилинадиган ишлаб 
чицариш омилларининг ресурсларини хисобга олган 
х,олда цуйидагини ёзиш мумкин булади, яъни:

+  QjjX j — В j ,

^21 X | ^22 Х2 — ® 2 ’ 

а 3,х,  +  а 32х 2 <  в 3

ва бу шартлар мах,сулот тайёрлаш учун 
сарфланадиган ишлаб чицариш омилларининг 
мицдори мавжуд ресурслардан ошиб кетмаслигини 
ифода этади. Агар А, турдаги мацсулот ишлаб 
чицарилмаса, х, = 0 булиб, аксинча х ,> 0  булади ёки 
\  мах;сулот учун х,ам мос равишда х2 = 0  ёки х2>0  
дейиш мумкиндир. Умуман, х,>0 х;амда х2>0 деб ёзиш 
мумкин экан.



Махсулотнинг х, бирлигини сотиш натнжасида 
с,х1Г х2 дан эса с2х2 сум фойда олинади, у х;олда 
йиганди фойдани ифодаловчи функция, царалаётган 
масаланинг мацсад функциясини ифода этади, яъни 

z = F(x,, х2) = с,х, + с2х, (3.1.4)
Ечилажак масаланинг асосий мацсади булиб, 

А, ва А2 мах,сулотларни сотишдан олинадиган 
максимал фойда хисобланади, яъни х, ва х2 ларнинг 
шундай мусбат цийматларини топиш лозимки, 
F(x,,x2) мацсад функцияси узининг максимум 
цийматига maxz = maxF(xl,x.,) ни цуйидаги

Ф Д х р Х , )  =  а , , х ,  +  а |2х 2 < в , .

Ф 2( х , , х 2) =  а 2,х ,  + а 22х 2 < в 2 .

Ф з ( х , , х 2 ) = а 31х, + а 32х2 < в3! (3.1.5)
х, > 0 , х2 > О

чегараланишларда эришадиган булсин.
Бу ердаги F(х,,х2) ва ф((х,,х2) функциялар 

чизицли булганликлари учун хам (3.1.4) билан (3.1.5) 
биргаликда чизицли дастурлаштиришнинг 
математик моделини ифодалайди.

Мазкур масалани п хилдаги махсулотни ишлаб 
чицариш холига умумлаштириш мумкин. Айтайлик,
корхона A.(j= 1, п)каби п хилдаги махсулотни ш
хилдаги ресурслардан фойдаланиб ишлаб
чицарадиган булсин. Бу ерда хам Bj(i = 1, m) лар
орцали ресурсларнинг хилларини, Ь( лар орцали
ресурсларнинг зацираларини, а,у лар орцали j
махсулотнинг тайёрланишига кетадиган i ресурснинг 
микдорий бирлигини ва cf орцали эса, j махсулот 
бирлигини сотиш натнжасида олинадиган фойда 
микдори белгиланади (4-жадвалга царалсин).



Ресурсларнинг
хиллари

ма>;сулот хиллари Ресурсларнинг
захиралари

А, а 2 А3 А„
В, а И а 12 а /.1 а т в,
в2 а21 а22 а2з а2п В2

В,„ а т1 атЭ вп,
Ф ойда С| С-) сп
Режа х ! х? ъ хп

Агар х; орцали j мацсулотнинг мицдорий 
бирлигини белгиласак, у цолда масаланинг 
ма тематик моделини цуйидагича ифодалаш мумкин.

И
Z = ICjXj ЧИЗИЦЛИ функциянинг цуйидаги

и

X < V j  X j  > 0 ,  ( i  =  l , m ; j  =  l ,n)
j=i

каби чегараланишлар бажарилгандаги максимал 
цийматини топиш лозимдир.

Энди х,аво йуллари буйича самолётларнинг 
тацсимланиш масаласининг математик моделини 
цуришни урганамиз. Айтайлик, 4 та х;аво йулига 
тацсимлаш учун 3 хил самолёт берилган булиб, х;ар 
бир турдаги самолётларнинг сони, бир ойлик юк 
ташиш цажмининг бирлиги ва самолётларнинг 
ишлатиш учун кетган харажатларнинг сон циймати 
5 - жадвалдагидек берилган булса, самолётларни 
шундай тацсимлаш керакки, энг кам мицдорда 
харажат сарфлаб, х,ар бир х,аво йули буйича мос 
равишда 300,200,1000 ва 500 бирликлардан кам 
булмаган юк ташилсин.



Само­
лётлар­
нинг
тури

Само­
лётлар­
нинг
сони

Х,ар бир х;аво йули 
буйича бир ойлик юк 
ташиш хджми

Х,ар бир х;аво йули 
буйича 
самолётларни 
ишлатиш учун 
кетган харажат

1 50 15 10 20 50 15 20 25 40
2 20 30 25 10 17 70 28 15 45
3 30 25 50 30 45 40 70 40 65
Юк ташиш
бирлигининг
микдори

300 200 1000 500

Ечиш: j - сонли х;аво йули буйича юк ташиш 
учун зарур булган i хилдаги самолётлар сонини ху 
билан белгиласак (i= 1,2,3,4), шу йуллар буйича юк 
ташиш учун кетган х,аражатлар цуйидагича 
куринишда ёзилади:

z l II X + 70x 2i + 40x31,

Z2 =  2 0 x I2 +  2 8 x 22 + 70x 32,

z 3 =  25x,3 +  15x 23 + 40x33,

l Z4 = 40x I4 +  4 5 x 24 +  6 5 x 34.

Бу ерда ъу ъг,ъ^,^ лар, биринчи, иккинчи, учинчи ва 
туртинчи турдаги самолётларнинг мос равишда 
j = 1,2,3,4 йуллар буйича юк ташиш учун сарфланган 
харажатларидир. Умумий харажат эса

4
z = z,  + z 2 + z 3 + z 4 = £ Z i  (3л 7 )

i = l
га тенг булади. Иккинчи томондан, х,ар бир х,аво 
йули буйича мос равишда 300, 200, 1000 ва 500 
бирликлардан кам булмаган юк ташилиши хдмда х,ар 
бир турдаги самолётдан шу йулларнинг х,аммасига 
50, 20 ва 30 тадан беркитилиши керак булганлиги 
учун куйидаги чекланишлар-шартларга эга буламиз:



1 5 x u + 3 0 x 21 + 2 5 x 31 > 300,

1 0 x 12 + 2 5 x 22 + 5 9 x 32 > 200,

2 0 x 13 + 1 0 х  23 + 3 0 x  33 > 1000, (3 .1 .8) 

5 0 x 14 + 17x 24 + 4 5 x 34 > 5 0 0

хдмда

Х П + х 12 + Х 13 + Х 14 =  50,

х 2 . + х 22 + х 23 + Х 24 = 20,

Х 31 + Х 32 + х зз + Х  34 =  30,

Xjj >0, (i = 1,3; j = 1,4).

Ушбу х;осил цилинган (3.1.6), (3.1.8), хдмда
(3.1.9) ифодалар царалаётган масаланинг математик 
моделини ифодалайди.

Демак, (3.1.9) тенгламалар тизимининг 
манфий булмаган ечимлари туплами ичидан шундай 
Xj ларнинг цийматларини танлашимиз лозимки, улар 
п. 1.6) мацсад функциясига энг кичик циймат 
Оерадиган, яъни энг кам харажат сарфланадиган 
булсин.

Юцорида куриб утилгандан ташцари яна, сув 
транспоргида ташишни энг мацбул режалаштириш, 
темир йул ишларини мацбуллаштириш ва бошца 
транспорт турларидан энг мацбул фойдаланиш 
кабиларнинг х,ам математик меделларини цуриш 
мумкин.

3.2. ЧИЗИКДИ ДАСТУРЛАШТИРИШ УМУМИЙ 
МАСАЛАСИНИНГ ТАЪРИФ.ЛАНИШИ ХДМДА 

УНИНГ ХДР ХИЛ ШАКЛЛАРДА ЁЗИЛИШИ.
Айтайлик, цуйидаги чизицли. мацсад 

функцияси цамда унга мос чизицли чегараланишлар 
тизими царалаётган булсин, яъни:



z = c,x, +c2x2+...+cnx n = ICjXj, (3.2.1)

П

Z a ijx j ^ b i ’ x j ^ 0 ,  (i =  l , m ; j  = l ,n) .  ( 3 2 .2)
j=i

Бу ердаги Gf-, Ц, с, лар берилган узгармас хдциций 
сонлардир.

Агар (3.2.2) ни xn̂  > 0(i = 1, ш) каби цушимча
узгарувчилар билан тулдирилса, у х,олда уни 
тенгламалар тизими к^финишида ёзиб олиш мумкин, 
яъни:

п _______  ______

+хп., = Ь,, Х; > 0, X,,., > 0,(i = 1, in; j = l,n) (3 .2 .3 )
j = i

Юцорида царалган (3.2.1) чизицли 
функциянинг (3.2.2) ёки (3.2.3) каби чегараланишлар 
буйича экстремал цийматларини топиш 
масалаларини мос равишда чизицли 
дастурлаштиришнинг бир цолипли ва энг содда 
масалалари деб юритилади. Чизицли 
дастурлаштиришнинг бу хилдаги масалаларида 
х,,х2,...хп номаълумларнинг шундай манфий булмаган 
цийматларини аницлаш талаб этиладики, у 
цийматлар мос равишда (3.2.2) ва (3.2.3) 
чегараланишлар тизимини цаноатлантириб, (3.2.1) 
мацсад функциясининг экстремал цийматларини 
ифода этади. Яна шуни таъкидлаш лозимки, (3.2.3) 
тизимда номаълумлар сони тенгламалр сонига 
нисбатан куп булганлиги сабабли, у тизим чексиз 
куп ечимларга эга буладики, ана шу ечимлар ичидан 
мацсад функциясининг ёки минимал ёки максимал 
цийматларини берадиган ечимларигина танланилади.



Агар

I4 ] f 1! f M
а 2>

0 0
Ь2

= . Е , = > - - Е ,п =
но

<
, 0 , а ;

каби белгилашлардан фойдаланилса, (3.2.2) билан
(3.2.3) чегараланишлар тизимлари цуйидаги 
куринишларда ёзилади:

А,х, + А2х2+...+А„хп < А0, (3.2.4)
А|Х, + А2х2+...+А„хп +E1xnrl+...Emxn+m < А0 (3.2.5) 

У х,олда чизицли дастурлаштириш масаласи
цуйидагича таърифланади: шундай Х= (х,,х2... хп) ва
Y=(xnil, xii+2,..., хп+[п) каби векторларни аницлаш 
лозимки, улар мос равишда (3.2.4) ва (3.2.5) 
куринишдаги чегараланиш шартларини 
цаноатлантириб, z = CX чизицли мацсад 
функциясининг экстремал цийматини 
ифодалайдигаи булсин, бу ерда: С = (с1,с2,...1сп).

.Aiap

Ч ’

1
+X1 1” 
' 

1

Х2
, Y  =

Х„+2 IIо
< Ь 2

X х  ^ Ь
-  п _ _ 11+111 _ _  ш _

каби матрицалар киритилса, у х;олда, чизицли 
дастурлаштириш масаласи цуйидагича 
таърифланади: z = CX каби чизицли мацсад
функциясининг АХ < А0, X > 0 ёки АХ + Y = А0
каби чегараланишларда экстремал цийматларини



аницлаш лозим. Бу ерда цам С= (с,,с2... сп).
1-таъриф. Чизицли дастурлаштириш 

масаласининг режаси ёки мумкин булган ечими деб,
(3.2.4) шартларни цаноатлантирувчи Х =(х )1 х2,...,хп) 
векторга айтилади.

2-таъриф. Чизицли дастурлаштириш 
масаласининг энг мацбул режаси ёки энг мацбул 
ечими деб, мацсад функциясига минимум ёки 
максимум циймат берадиган режа ёки ечимга 
айтилади.

Чизицли дастурлаштириш масалаларида, 
купинча Z чизицли мацсад функциясининг минимал 
циймати эмас, балки максимал цийматини топиш 
талаб этилади. Лекин maxZ = min(-Z) булганлиги 
сабабли, Z ни -Z га алмаштириш орцали биринчи 
масала иккинчисига келтириб ечилади. Шу боисдан 
х,ам бундан буён, чизицли дастурлаштиришнинг 
мацсад функциясининг фацатгина минимал 
цийматини аницлаш билан боглиц булган масалалар 
царалади.

3.3. ЧИЗИКДИ ДАСТУРЛАШТИРИШ 
МАСАЛАСИНИНГ ГЕОМЕТРИК ТАЛКДНИГА 

ДОИР МИСОЛЛАР
1. Чизицли дастурлаштириш масаласининг 

мумкин булган ечимлари сох,аси.
Айтайлик, цуйидаги чизицли мацсад 

функцияси ва унга мос булган чегараланишлар 
тизими царалаётган булсин:

z = -4х, + 6х2 + 2х3-4х4 + 7х5 + Зх6 (3.3.1)

2х, + х2 -  х3 = 4,
х, -  х2 + х 4 = 6,
<Xj + х2 + х5 = 12,

х2 + х6 = 7,_ (3.3.2)

Х| > 0, (i = 1,6).

Ю цорида келтирилган (3.3.2) чизицли



алгебраик тенгламалар тизимининг барча манфий 
булмаган ечимлари ичидан шундай бирини топиш 
лозимки, натижада (3.3.1) чизикди мацсад функцияси 
узининг минимум цийматига эришадиган булсин.

Асосий номаълумлар сифатида хэ,х4,х5,х6 ларни 
ва эркин номаълумлар сифатида х,,х2 ларни танлаб 
олиб, (3.3.2) тизимни куйидаги к^финишда ёзиб 
оламиз:

х3 = -4 + 2х, + х2, 
х4 = 6  -  х, + х2, 
х5 = 12 -  Xj -  х2, 
*6 = 7

(3.3.3)

'-2-

Шунингдек, масала шартига биноан,

х, >0, х2 > 0, 

х3 = -4 + 2х, + х2 >0, 
х4 = 6 - х, + х2 > 0, 
х5 = 12-х, -х, > О, 

х6 =7-х, > 0

(3.3.4)

каби тенгсизликлар бажарилган булишлари керак. 
Ана шу тенгсизликлар тизимининг ечими берилган 
чизикди дастурлаштириш масаласининг мумкин 
булган ечимлари сох,аси деб юритилади.

К,аралаётган масаланинг мумкин булган 
ечимлари сохаси геометрик жихдтдан цандай талкин 
этилишини урганиш мацсадида, текисликдаги х, 0  
х2 тугрибурчакли координаталар тизимини 
киритамиз ( 4-расмга царалсин).

Юцорида келтирилган (3.3.4) тенгсизликлар 
тизимидаги барча тенгсизлик ишораларини тенглик 
ишоралари билан алмаштириб, чегаравий тугри 
чизицлар деб аталувчи тугри чизицларнинг



тенгламаларини хосил циламиз:

х, = О, 
х2 = О,
х3 = -4 + 2х, + х2 =0,
х4 = 6 — Xj + Х 2  = 0, (3 3 5)
х5 = 12 - Х[ - х, = О, 

х6 = 7 - х2 = О

Бу тугри чизицларнинг хар бири х, 0 х2 текисликни 
иккита ярим текисликка ажратади. Улардан 
биринчиси нукталарининг координаталари (3.3.4) 
тизимдаги мос тенгсизликларни цаноатлантириб 
(улар расмда миллар оркали тасвирланган), 
иккинчисининг нукталарининг координаталари эса 
цаноатлантирмайди.

*6~Э
ГГПТТТТПТ

ечимларнинг V,. /

/оулиши мумхиклиги

* а  / * y = °

2. \ у  х г ~ °  "Ку ^
I I ll ( i f

4-расм
Шундай цилиб, (3.3.4) тенгсизликлар 

тизимининг хар бир тенгсизлиги геометрик 
жихатдан (3.3.5) каби чегаравий тугри чизицларга 
мос келувчи ярим текисликни ифодалар экан. Ярим 
текисликлар кесишиб цавариц купбурчак хосил 
цилишлигини эътиборга олсак, чизицли 
дастурлаштиришнинг царалаётган масаласининг



мумкин булган ечимлари сох,аси геометрик 
жихдтдан цавариц купбурчакни ифодалар экан. Уни 
биз Д билан белгилаймиз ва чизикли 
дастурлаштириш масаласининг мумкин булган 
ечимлари купбурчаги деб атаймиз.

2. Чизикди дастурлаштириш масаласининг 
график усулда ечилиши.

Энди юцорида царалган чизицли 
дастурлаштириш масаласининг энг мацбул ечимини 
топиш жараёни геометрик жицатдан цай тарзда 
талцин этилишини баён этамиз. Шу мацсадда, (3.3.1) 
мацсад функциясини х, ва х2 номаълумлар оркали 
ифода этамиз. Унинг учун (3.3.3) ни (3.3.1) га цуйиб, 
цуйидагича мацсад функциясини х,осил циламиз

z = 73-3х1-6х2. (3.3.6)
Бу функция ечимларнинг мумкин булган 
купбурчагидаги хар бир нуцгада аниц бир цийматга 
эга булиб, шу нуцталарнинг бирортасида узининг 
минимум цийматига эришади. Ана шу нуцтани 
топиш мацсадида,

Р ^ З х ^ б х ,  (3.3.7)
каби ёрдамчи функция киритамиз. Агар унинг 
максимум цийматини топиб, уни (3.3.6) га цуйсак, 
мацсад функциясининг zmjii = 73-maxF0 каби минимум 
цийматини Х.ОСИЛ циламиз.

Таъриф. Агар чизицли дастурлаштириш 
масаласи ечимларининг мумкин булган сох,асидаги 
барча нуцталар бирор тугри чизицнинг бир томонида 
ётса хдмда у тугри чизиц билан сох,а х,еч булмаганда 
битга умумий нуцтага эга булса, у тугри чизиц сох,ага 
нисбатан таянч тугри чизиц деб аталади.

Ёрдамчи функцияни нолга тенглаштириб, яъни 
Зх,+ 6х2 = 0  деб олиб, унинг графиги булган тугри 
чизицни ясаймиз. Энди царалаётган масала учун 
цуйидагича геомётрик талцинни бериш мумкин: 
ечимларнинг мумкин булган купбурчаги ичида 
шундай бир нуцтани топиш лозимки, у нуцтада 
Зх:+ 6х2 = const тугри чизиц купбурчакка нисбатан



таянч тугри чизик, булиб, F0 функция эса у нуцтада 
узининг максимум цийматига эришадиган булсин. 

Ёрдамчи функциянинг цийматлари
N = (3;6) вектор йуналишида усиб борганлиги
сабабли, F0 = 0 тугри чизицни узини - узига jsj вектор 
йуналиши буйлаб параллел кучирамиз. 4-расмдан 
куриняптики, F0 тугри чизиц ечимларнинг мумкин 
булган купбурчагига нисбатан икки марта таянч 
тугри чизик буларкан (А ва М нуцталарда) хамда М 
нуцтада максимум цийматга эришар экан. У М(х,; 
х2) нуцтанинг координаталарини аницлаш учун х5 
= 0 билан х6 =  0 тугри чизиц тенгламалари тизимини 
ечамиз:

Г12 -  х, -  х2 = 0 ,
[7 - х2 = 0.

Ундан х, = 5 ва х2 = 7 ларни топамизки, улар 
масаланинг энг мацбул ечими булади.

Ёрдамчи функция учун max F0 = 3-5 + 6-7 = 57 
булганлиги сабабли, minZ = 73-57 = 16,-

Демак, царалаётган масаладаги 
чегараланишлар шартини ифодаловчи тенгламалар 
тизимининг ечими х, = 5, х2 = 7, х3 = 13, х4 = 8 , х5 = О, 
х6 = 0 лардан иборат ва берилган чизицли мацсад 
функциясининг минимал циймати эса Zmin = 16 экан.

3.4. ЧИЗИКДИ ДАСТУРЛАШТИРИШ 
МАСАЛАСИНИНГ СИМПЛЕКС УСУЛДА 

ЕЧИЛИШИ.
Аввалги бандда ечилган масалага асосан айтиш 

мумкинки, чизицли дастурлаштиришнинг 
масалаларидаги чекланишларнинг х,ар цандай 
ноаницлик даражаси n-m = 2 каби булганда х,ам у 
масалаларни график усул ёрдамида х,ал цилиш 
мумкиндир. Лекин чекланишлардаги ноаницлик 
даража n-m > 2  буладиган булса, чизицли 
даструлаштириш масалаларини график усулида ечиб



булмайди, чунки бу х,олни геометрик талцин этиш 
мумкин эмас. Бу х,олга мос келувчи масалаларни 
ечиш учун бошца усуллардан фойдаланиладики, 
улардан бири симплекс усул деб юритилади.

Айтайлик, г  = , 5 с л (3.4.1)

функциянинг =  Bj , Xj >  0 , (i =  l , m )
j=i

(3.4.2)

каби чегараланишлардаги минимал цийматини 
топиш талаб этилсин. Бу масалани симплекс усули 
билан ечиш мацсадида (3.4.2) тизим тенгламаларини 
ш та номаълумларга нисбатан ечилган деб фараз 
циламиз, яъйи:

Х1 -  ^1 +  a i(m+l)x m+l + " - +<^lnXn ’

X, = Ь 2 +  Q2(m+l)X m+l+ -” + ^2nXn’

Х ,л =  K  + a 1', ( ,n+, ) X m+ l + --'+ a m„-4 ,.'

(3.4.3)

Бу ердаги, x,, x2,...,xm номаълумларни тизимнинг 
асосий номаълумлари деб атаймиз ва Б =

|х ,,х 2,...,хт } каби белгилаймиз, цолганларини эса,
эркин номаълумлар деб юритамиз. Ушбу (3.4.3) ни
(3.4.1) га цуйиб,

z = c0 +c^+1xm+1+...+c'xn (3.4.4)
ни цосил циламиз.

Бу ерда:

со = Z cjbj’ ck = Z cja ik + ck,(k  = (m + l),n).
j=i j=i

Барча эркин номаълумларнинг цийматларини 
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ноллардан иборат деб оладиган булсак, (3.4.3)
тизимдан х, = Ь;, х, = Ъ'2......хт = лар х;осил
булади. Тизимнинг бу йул билан хосил цилинган
Б = { b ; , .....b;i,,0,0,...,0) каби ечимини чизицли
дастурлаштиришнинг царалаётган масаласининг 
мумкин булган ечими деб юритилади. Бу х,олда 
мацсад функциянинг циймати С0 , яъни: Z0 = С0 дан 
иборатдир.

Умуман, масалани симплекс усули билан ечиш 
жараёни бирцанча босцичлардан иборат. Симплекс 
усулининг гоясини цуйидаги мисол орцали баён 
циламиз:
1 -мисол.

Берилган
z = x ,+ x 2 (3.4.5)

функцияга максимум ёки
z = -x,-x2 (3.4.6)

функцияга минимум цийматлар берувчи х,ва х2 
ларни х,>0 , х.,>0 шартлар цамда

0.08х, < 160,
0.0 1х ,  +  0.022х 2 <  50,

' 2.1х2 < 4200, (3.4.7)
0.17х, + 0.27х2 < 675

каби чегараланишлар бажарилганда аницлансин.
Симплекс усулни цуллаш мацсадида (3.4.7) 

чегараланиш шартларини цушимча х3>0 , х4>0 , х5>0 , 
х6>0 , шартларни цаноатлантирувчи номаълумлар 
билан кенгайтириб, у шартларни цуйидаги 
тенгликлар куринишида ифодалаймиз, яъни:



0.08х, + х3 = 160,

O.Olx, +  0.022х 2 +  х 4 = 50,

' 2. 1х 2 + х э  =  4200, (3 .4.8 )

0.17Х(  + 0.27х 2 + х6 = 675

ва у тизимни номаълумларга нисбатан ечиб оламиз

х3 = 160 - 0.08х,,
х4 = 50 -  O.Olx, - 0.022х2,

х 5 =  4200 -  2.1х 2 , (3.4 .9 )

хб = 675 - 0.17х, - 0.27х2

Бу ерда, х, ва х2 лар эркин номаълумлар булиб, 
х3, х4, х5, х6, лар эса асосий номаълумлардир. Агар 
х ,=  х2 =  0 деб олсак, мос равишда асосий ечим
Б = {0,0,160,50,4200,675} каби булади. Бу ечимга мос 
келувчи Z нинг циймати 0 булганлиги учун у энг 
мацбул ечим була олмайди.

Эркин узгарувчиларнинг х,ар иккаласи х;ам Z 
мацсад функциясида (-1) га тенг булган 
коэффициентлар билан цатнашганликлари учун х,ам 
улардан бирини асосий номаълумларга ^казиш  
мумкин булади. Агар (3.4.9) да х2 = 0 деб олсак, х, 
номаълумнинг циймати купая бориши билан хг х4, 
х5 номаълумларнинг цийматлари камая борадилар. 
Бу номаълумлардан цайси бири бошцаларга 
нисбатан олдинроц нолга айланишлигини аницлаш 
мацсадида (3.4.9) ифодаларда х3 = 0, х4= х5 = 0 деб 
олинади, яъни:

х3 = 160 - 0.08х, = 0 ,
■ х4 = 50 -  O.Olx, = 0, 
х5 = 675 - 0.17х, = 0

ва уларнинг цар бирини х, номаълумга нисбатан 
ечилади. У цолда цуйидагиларни цосил циламиз:



х, = 2000, х, = 5000, х, = 3970.6. Бу ердан куриняптики, 
х, нинг циймати ошиши билан (х, = 2 0 0 0 ) бошца 
номаълумларга нисбатан х3 номаълум олдинроц 
нолга айланмоцда. Шунинг ' учун 
х3 номаълумни эркин номаълумлар таркибига 
утказамиз, унинг учун (3.4.9) тизимнинг биринчи 
тенгламасини х, га нисбатан ечиб, уни эса бошца 
тенгламаларга цуямиз. У х,олда,

х, = 2000- 12.5х3,
х4 = 30 -  0.022х2 + 0.125х3,

” х5 =4200-2.1х2) (3.4.10)
х6 = 3 3 5 -0.27х2 + 2.125х3

ни х,осил циламиз. Мацсад функцияси цуйидаги 
куринишга эга булади:

z = -2000-х, + 12.5х3 (3.4.11)
х,амда мос асосий ечим Б"1 = {2000,0,0,30,4200,335} 
каби булиб, zE„, = -2 0 0 0  < zB булади.

Мацсад функциясининг янги ифодасида 
фацатгина х2 номаълумгина манфий ишорали 
буляпти, шу сабабли, х̂  нинг цийматини купайтириб, 
Z нинг цийматини эса камайтириб олиш керак 
булади. Лекин х,ар цандай х2>0 циймат учун х4>0, 
х5>0 , х6> 0  булганликлари сабабли, юцоридаги ишни 
эх^иётлик билан бажариш керак булади. Агар (3.4.10) 
ифодада х4 = 0 , х5 = 0 , х6 = 0 , деб олиб х,амда бу 
ифодаларда х3 = 0  эканлигини эътиборга олсак, 
цуйидагини цосил циламиз х2 = 30/0.022= 1363,6; 
х2 = 4200/2.1 = 2000; х2 = 335/02.7 = 1240.7.

Бундан куриняптики, х2 нинг циймати 1240,7 
гача ортиши (ундан куп эмас, чунки х6 манфий 
циймат булиб цолишлиги мумкин) мумкин ва эркин 
номаълумлар таркибига х6 асосий номаълум 
утказилиши керак булади. Унинг учун (3.4.9) нинг



туртинчи тенгламасини олиб, у ерда х2 номаълумни 
х6 орцали ифодалаб, цосил булган натижани эса 
тизимнинг цолган тенгламаларига цуямиз:

х, = 2000 -  12.5х3,
х2 = 1240.7 + 7.8704х3 -  3.7037х6,

' х„ = 2.7046 -  0.04815х3 -  0.08148х6 (3.4.12) 
х5 = 1594.5 -  16.528х3 + 7.777х6.

У х,олда мацсад функциясининг куриниши 
цуйидагича булади:

Z = -3240.7 + 4,0296х3 + 3.7037х6. (3.4.13) 
Энди (3.4.12) ифодалардаги эркин 

номаълумларга ноль цийматлар бериб, цуйидаги 
асосий ечимга эга буламиз:

Б(2) = {2000,1246.7;0;2.7046;1594,5; 0}
Куриниб турибдики, х,осил цилинган бу асосий 

ечим энг мацбул ечимдир, чунки х3 ва х6 каби асосий 
булмаган ечимлар Z нинг таркибига мусбат 
коэффициентлар билан кираяпти. Демак, Z ни 
бошца камайтиришнинг имконияти йуц. Шундай 
цилиб, х 1 = 2000; х2 =  1240; х3 = 0; х3 =  2.7046; х .

- 1594.5; х̂  = 0.
2-мисол (мустацил ечиш учун). Z = -7 х,-5 х2 

каби чизицли функциянинг минимал цийматини 
цуйидаги чегараланишларда топилсин

2х, + Зх2 + х3 < 19, 
х2 -  Зх, + х4 < 13,

^Зх2 + х3 < 15,
Зх, + х6 < 18,
X; > 0 , (i = 1,6 )



ОДДИЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛ ВА ИНТЕГРАЛ - 
ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР ОРКДЛИ 

МОДЕЛЛАШТИРИЛАДИГАН АЙРИМ 
МУХДНДИСЛИК МАСАЛАЛАРИ ХДМДА 

УЛАРНИ ЭХ.МДА ЕЧИШ УСУЛЛАРИ 
Биз юцорида чизикди алгебраик тенгламалар 

тизими ёрдамида математик моделлаштириладиган 
мухандислик масалаларининг айрим намуналари 
цамда уларни ЭХ,Мда ечиш усуллари билан танишган 
эдик. Навбатдаги бобларда, математик моделлари 
оддий дифференциал ёки оддий интеграл 
дифференциал тенгламалар орцали ифодаланадиган 
муцандислик масаларидан айримлари билан 
танишамиз хамда уларни ЭХ,Мда ечишнинг бир неча 
усулларини баён этамиз.

4-БОБ

БОШЛАНГИЧ ШАРТЛАРИ БИЛАН БЕРИЛГАН 
ОДДИЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛ ВА ИНТЕГРАЛ - 

ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАРНИ ЭХ.МДА 
ЕЧИШ УСУЛЛАРИ

Купгина мухандислик масалалари узларининг 
муайян цуйилишларига цараб, бошлангич шартлари 
билан берилган оддий дифференциал ёки оддий 
интеграл - дифференциал тенгламалар орцали 
моделлаштириладиларки, уларнинг аниц ечимларини 
цар доим х,ам цуриш мумкин булавермайди. Бу 
хилдаги тенгламаларни етарлича аницлик билан 
тацрибий ечиш учун турли хил усуллар мавжуд 
булиб, у усуллардан замонавий ЭХ,Мларсиз 
фойдаланиш мумкин эмас.

4.1. БОШЛАНГИЧ ВАЧЕГАРАВИЙ МАСАЛАЛАР 
ХДКДДАГИ ДАСТЛАБКИ ТУШУНЧАЛАР
К,уйидаги

Mu(t) + Bu(t) + Au(t) = f(t) (4-1.1)



каби иккинчи тартибли чизикди оддии 
дифференциал тенгламани цараймиз. Бу ерда, А, В 
ва М лар орцали элементлари мос холда

матрицалар белгиланган (i = 1, n; j = 1, п) хамда u(t)
аникданиши лозим булган ва f(t) берилган п улчовли 
вектор - функциялардир.

1-таъриф. Агар (4.1.1) тенгламанинг берилган 
бошлангич шартларини ифодаловчи

каби шартларни цаноатлантирувчи ечимини топиш 
талаб этилса, у х,олда (4.1.1) тенглама билан (4.1.2) 
бошлангич шартлар биргаликда бошлангич 
шартлари билан берилган масала ёки Коши масаласи 
деб юритилади (бу ерда, и, ва а., лар берилган сонли 
векторлардир).

2-таъриф. Агар (4.1 Л) тенгламанинг берилган

u(t0) + У1 u(t0) = Р,, u(t/) + 7 2 u(t/) = P2 <4Л-3)
каби шартларни цаноатлантирувчи ечимини топиш 
талаб этилган булса. (4.1.1| тенглама билан (4.1.3) 
чегаравий шартлар биргаликда чегаравий масала деб 
юритилади. Бу ерда х,ам Р, ва Р, лар берилган сонли 
векторлар булиб, у, ва у2 лар эса, берилган узгармас 
сонлардир.

Таърифлардан куриняптики, Коши масаласи 
бир нуцтадагина берилган чегаравий шартларга эга 
булган дифференциал тенгламалар билан аникданиб, 
чегаравий масала эса, хеч булмаганда иккита нуцтада 
берилган чегаравий шартларга эга булган 
дифференциал тенгламалар билан аницланар экан.

Юцоридаги тушунчаларни интеграл- 
дифференциал тенгламаларга нисбатан хам

лардан иборат булган квадрат

u(t0) = a ,, u(t0) = а 2 (4.1.2)



келтириш мумкинлигини эслатиб утамиз.
Биз, биринчи навбатда, дифференциал ва 

интеграл - дифференциал тенгламалар учун Коши 
масалаларини ечишнинг х,ар хил сонли усулларини 
баён этишдан олдин, математик жицатдан оддий 
дифференциал ва интеграл-дифференциал 
тенгламалар орцали ифодаланадиган мухандислик 
масалаларининг айримлари билан танишиб утамиз.

4.2. МЕХАНИКАВИЙ ТИЗИМЛАРНИНГ 
ТЕБРАНИШЛАРИ ХДК.ИДАГИ 

МАСАЛАЛАРНИНГ МАТЕМАТИК 
МОДЕЛЛАРИНИ К^УРИШГА ДОИР АЙРИМ 

МИСОЛЛАР
Массалари бир жойга тупланган механикавий 

тизимларнинг' тебранишлари цацидаги 
масалаларнинг математик моделлари, асосан, 
назарий механика курсидан маълум булган 
Гамильтон принципи ёки 2-хил Лагранж 
тенгламасига асосланган усуллар буйича цурилади. 
Бу усуллардан фойдаланиш мацсадида аввало, 
тизимнинг кинетик энергияси, потенциал энергияси 
ва тизимга таъсир этувчи консерватив булмаган 
кучларнинг бажарадиган ишлари учун уларнинг 
математик ифодаларини тузиш лозим булади. 
Маълумки, ишцаланиш кучлари х;амда вацтга боглиц 
булган функцияни ифодаловчи ташци тойилиш 
кучлари консерватив булмаган кучлар сирасига 
киради. Шунингдек, тизимнинг Т кинетик ва П 
потенциал энергияларининг хар бири умумлашган 
q,,q;;,...,qn каби координаталарга боглиц булиб, улар 
эса уз навбатида, вацтга нисбатан функциялар 
булади.

Фараз цилайлик, царалаётган механикавий 
тизимнинг умумлашган qj(j = 1, п) координаталарига 
эга булган ихтиёрий нуцтаси бирор t вацт мобайнида 
г = f(q(, q2,.... qn) радиус - вектор билан



аницланадиган х,олатни эгаллаган булсин. У х,олда 
унинг тезлиги ва кинетик энергиясининг ифодалари 
цуйидаги куринишда ёзилади:

^  дт

н  j

T = ^ S mV2 = 1  £  m ^ q ,
Z I  j,k*l

Бу ерда, mjk = SmSr /  <3qj • Sr /  5qk каби булиб, Sm 
белги орцали эса барча массалар буйича олинган 
йигинди ифодаланган. Шунингдек, mjk лар 4 j
ва qk ларнинг функцияларидир цамда уларни 
кичик тебранишларда узгармас деб х,исоблаш 
мумкин булади.

Айтайлик, координаталар тизим
элементларининг мувозанат хрлатидан четлангандаги 
чизицли ёки бурчак силжишларини ифода этадиган
булсин. Бирор белгиланган вацт мобайнида qj 
силжишларни юзага келтирувчи эластик кучлар

П
тизимини F деб белгиласак, у холда 4 j = Xa jkFk

k = 1

деб ёзиш мумкин булади. Бу ерда, с^клар юмшоцлик
коэффициентларидир.

Агар

и -

1ст
1 аI

_Р
1

Я з «21 t t 2n

р II •)

1 X) 1 1 Р “ пп.

к F  =
F ,

каби белгилашлардан фойдалансак, силжиш
69



матрицавий куринишда ёзилади, яъни: u = aF.
Бу ердаги а  матрицага мос келувчи тескари 

матрицани а 1 деб белгиласак, юкрридаги тенгликдан
F = a~ 'uHfI ёзиб оламиз. Агар

a ' '=  А = (a jk) эканлигини эътиборга оладиган
I)

булсак, бу тенглик F, = X  a ik4k дек куринишга эга
k = I

булади.
Эластик тизимнинг потенциал энергиясини Fj

кучлар билан уларга мос булган q силжишлар 
купайтмалари йигиндисининг ярмига тенг деб олиш 
мумкин, яъни:

n = ^ I F jq, = i l ( X a , kqk)qj =А J; а q qk {4 2  2) 
L  j=l Z, j-1 k = l Z  j,k=l

Маълумки, механикавий тизимга q, 
силжишларни вужудга келтирадиган Р ташци 
тойилиш кучлари таъсир этадиган булса, у 
тизимнинг царакат тенгламаси 2-хил Лагранж 
тенгламаси деб аталувчи

d эт ат ап
dt^aq^  5q j 3q| (4.2.3)

тенглама билан ифодаланар эди. Агар (4.2.1) билан
(4.2.2) ни (4.2.3) га цуйсак,

I)

Z ( m ik4k + а,кЧк) = Р,’ (j = l,n) (4.2.4)
к = 1

ни хосил циламиз. Бу ерда хам агар



каби белгилашлардан фойдалансак, (4.2.4) ни 
цуйидагича ёзиш мумкин

М u+ A u  = F (4-2-5>
Ушбу (4.2.5) тенглама (4.2.1) бошлангич шартлар 
билан биргаликда массалари бир жойга тупланган 
механикавий тизимнинг тебранишлари х,ак,идаги 
масаланинг математик моделини ифода этади.

Агар механикавий тизимнинг тебранишида 
материалнинг ички ишцаланиш кучининг таъсирини 
х,исобга олинадиган булса, у хдлда, Ю.Н. Работнов 
томонидан киритилган гояга асосан, (4.2.2) эластик 
потенциал билан бирга цовушцок, потенциални 
цуйидаги

П, = b j k = b k] (4.2.6)

ёки умумийрок, х;олдаги
п II

П 1 =  =  Х а л<4; х (4.2.7)
j.k = l j,k = l

I

X j R ( t - T ) q k(x)dT
о

каби ифодалар ёрдамида киритиш лозимдир. Бу 
ердаги R(t) наслий ядро деб аталиб, у одатда тажриба 
йули билан аникданади.

Агар (4.2.3) тенгламадаги П нинг урнига П-П, 
ни к,уйиладиган булса, ух,олда (4.2.5) тенглама (4.2.6) 
билан (4.2.7) ларга нисбатан мос равишда куйидаги 
куринишларга эга булади:



Mii + Bu + Au = F, (4.2.8)

Mii + A(1 -  R*)u = F. (4.2.9)

Бу ерда, В орцали элементлари b|k (j, k = l,n) лардан
иборат булган квадрат матрица белгиланган.

Юцорида келтирилган (4.2.8) ёки (4.2.9) 
тенгламалар (4.1.2) бошлангич шартлар билан 
биргаликда механикавий тизимларнинг сунувчи 
тебранишлари х;ацидаги масаланинг математик 
моделини ифодалайди.

Таъриф. Агар номаълум функция х,ам 
дифференицал хам интеграл белгилари остида 
цатнашса,' у номаълумга нисбатан тенгламани 
интеграл - дифференциал тенглама деб аталади.

Демак, таърифга кура, (4.2.9) тенглама интеграл
- дифференциал тенглама экан.

МИСОЛЛАР
Биринчи мисол сифатида массалари бир жойга 

тупланган тусиннинг тебраниши цацидаги масалани 
куриб утамиз.

Фараз цилайлик, узунлиги / булган тусин 
узининг чап таянчидан х,,х2,...,хп масофаларда 
жойлашган нуцталарда мос равишда тупланган
mj,m2... шм каби массалар билан юкланган булиб,
унинг х,ар иккала чеккаси шарнирли таянч билан 
бириктирилган булсин (5-расм).

5-расм
72



Тусиннинг кичик эгилишидаги 
тебранишларини, яъни тусиннинг юкланган 
нуцталаридаги q , ,q2' ■ ■ ■ -Чп ка^и кичкина 
четланишларини цараймиз. Тусин массасини 
тупланган массаларга нисбатан кичик деб фараз 
цилиб, уни эътиборга олмаймиз, фацатгина 
тусиннинг эгилишига нисбатан цаттицлиги EJ ни 
цисобга оламиз. Шунингдек, масала

qj(0) = oc0jl qj(0) = 0 (4.2.10)
каби шартлар билан тулдирилган деб фараз циламиз.

Агар иккала чети хдм шарнирли таянчда булган 
тусиннинг эгилишига нисбатан цаттицлигини
узгармас деб оладиган булсак, a Jk богланиш 
коэффициентлари куйидагича х;исобланади:

_ х ' ( / ~ х .1) 2 2 хк хк _ х3к 
,к 6EJ/ Xj l - x i x j ( l - x p J '

Ихтиёрий Xj нуцтадаги юк, ихтиёрий
п ------

хкнуцтада 4k = £ a kjFj (к = 1, п) ёки матрицавий

куринишда u = aF эгилишни юзага келтиради. Бу 
ерда хдм юцоридаги

’q." ’a ,, “ in ’ _F,
q2 a 2l «2,, f2

U = , a  = , F =

я . . . “ и! a nn . _F„
каби белгилашлардан фойдаланилган. Богланиш 
коэффициентларидан тузилган а  матрицага мос 
булган A = a _1 тескари матрицани топиб,



F = Au = a  u еки Fj -  ларни Х.ОСИЛ
k=l

циламиз. Бу ердаги ад лар яна А = а '‘ тескари 
матрица элементларидир.

Потенциал ва кинетик энергияларнинг 
ифодалари учун яна

Т  = 1 £ т ^
Z  j.k=1 Z j=l

ларни эътиборга оладиган. булсак, царалаётган 
масаланинг математик моделини ифодалайдиган 
цуйидаги Коши масаласини х,осил циламиз:

Mu + Au = 0. [4.2.1 lj

(4.2.12)
\ / и ' \ /

Бу ерда:

a n

М =

u(0) «0 ’ u (0 )  =

m, 0 0 ‘

0 m . 0

0 0 .

> «о  ~

a 02

а On

Таъкидлаш лозимки, тусин четларининг бошца 
усуллар билан х,ам бириктирилишлигини цараш
мумкин, фацат бу ерда a jk богланиш
коэффициентларигина узгаришлари мумкин.

Агар, массалари бир жойга тупланган 
тусиннинг сунувчан тебранишлари х,ацидаги масала 
куриладиган булса, ух,олда, (4.2.11) тенглама урнига



генгламани ёзиш мумкин булади.
Иккинчи мисол тарицасида, чизикди - эластик 

пружиналар билан бириктирилган бир неча цаттиц 
юклардан ташкил этилган механикавий тизим 
тебраниши хдцидаги масалани цараймиз.

Юкларнинг массаларини m,,m2... шп лар билан,
уларнинг мувозанат цолатидан четланишликларини
q,,q2....qn лар билан, i ва ( i+ 1) юклар орасидаги
пружина цаттицлигини cji + 1 билан ва тойилиш
кучларини эса P,(t), P2(t).....P„(t) лар билан
белгилаймиз (6 -расм).

т.

f" л 1Ьх,
с.

v \ .... f\A>r.... jw j.. -iVej
-7-rYY. У  Г Г у  S s ;  / '  . ■ /  / /  /  /~У? / / ) /

* ( Яс-Ч ~ ° l )

-p. a )

6 -расм
Ихтиёрий mi юк учун тизимнинг харакат 

тенгламаси цуйидаги куринишда ёзилади:
m,q, +c,_ll(q, -  q._,) -  с, |т| (q,^, -  q , ) = P,(t), (i = 2, n — 1) (4.2.14)

Биринчи m, юк учун юцоридаги тенгламада q0 
цатнашмайди, чунки пружиналарнинг чап чеккаси 
цузгалмас деб олинади. Агар mn юк учун х;ам у 
тенгламада охирги цушилувчининг иштирок 
этмаслигини эътиборга олсак, у тенгламалар тизимни 
цуйидаги куринишда ёзамиз:

m , q , + ( c ol + c , , ) q ,  - c , , q ; = P,(t),

Hi,Я, + с и+|)ч, - C u r l q lrl =Pj(t),



Агар бу ерда

'ш , 0 0 ' "а„ а т

м =
0 т . 0

, А =
«2.

, f  =
'Р,

0 0 т .._ Я и а ,т . Л .
каби белгилашлар киритсак, (4.2.15) тизим 
куйидагича ёзилади

Mii + Аи = f. (4.2.16)
А матрицанинг элементлари цуйидаги формулалар 
билан цисобланадилар

= _ C i-l,i’ a ii =  C i-I,i + C i,i+l’ (̂ ij =  ®
Ушбу (4.2.16) тенглама билан (4.2.12) бошлангич 

шартлар биргаликда царалаётган масаланинг 
математик моделини ифода этади.

Эластик валларга бириктирилган огир 
гардишларнинг тизими учун буралма тебранишлар 
тенгламаси хдм худди юцоридагидек х,осил цилинади 
(7-расм).

Гардишларнинг бурилиш бурчакларини 
q1,q2,...,qn лар билан белгилаймиз. Оралицдаги i 
гардишга валнинг туташган жойларининг буралма 
моментлари

Мм., = c i.lti(qi - q M),
(4.2.17)

M , i+1 = cji+,(qj+1 - q j
ларнинг хдмда ташци тойилма моментлари M((t) 
ларнинг таъсир этишликларини эътиборга олиб, у i- 
гардишнинг хдракат тенгламасини цуйидаги 
к)финишда ёзамиз:

- J,q, + Mu+1 - Mw, + M,(t) = 0, (i = й )  (4.2.18) 
бу ерда, Jj орцали i-гардиш массасининг инерция 
моменти белгиланган. Энди (4.2.17) ни (4.2.18) га 
цуйиб, цуйидаги ифодани хрсил циламиз:



Мазкур тенглама билан (4.2.14) тенгламалар бир -  
бирларидан фацатгина биринчи х;адларининг 
коэффициентлари билангина фарц циладилар. Агар 
(4.2.19) да J, = гп ва Mi(t) = Pj(t) деб оладиган булсак, 
у х,олда, огир гардишлар тизими учун буралма 
тебранишлар тенгламасини х,осил киламиз.

Шундай цилиб, биз юцорида бошлангич 
шартлари билан берилган оддий дифференциал ёки 
оддий интеграл-диффиренциал тенгламалар орцали 
математик моделлаштирилувчи муцандислик 
масалаларининг энг содда хилдаги айрим 
намуналаринигина куриб утдик.

Куп цолларда, муцандислик масалалари 
ночизикди оддий дифференциал ёки оддий интеграл
- дифференицал тенгламалар орцали математик 
моделлаштириладиларки, уларнинг тацрибий 
ечимларини цуриш учун х,ар хил сонли усуллар 
мавжуд булиб, уларнинг цулланилишини ЭХ,М 
орцалигина муваффациятли амалга ошириш мумкин. 
Биз цуйида сонли интеграллаш усулларининг 
айримлари билан танишиб утамиз.

7-расм.



4.3. РУНГЕ -КУТТА УСУЛИ
М азкур усул энг куп тарцалган сонли 

интеграллаш усулларидан хисобланиб, у асосида 
тузилган дастурлардан фойдаланиб х,ам уцув хам 
мух,андислик тавсифидаги турли хил масалаларни 
ечиш мумкин.

Айтайлик, (4.1.1 )-(4.1.2) каби Коши масаласи 
царалаётган булсин. Агар (4.1.1) тенгламада у, = и,
Еу., = jyj u каби алмаштиришлар киритсак, унга тенг
кучли булган цуйидаги тенгламалар тизими хосил 
булади

М у, =  Е у ,

Е у ,  =  f ( t ) - B M ' ' y 2 “ A y ,

ёки уни цуйидаги куринишда х,ам ёзиш мумкин:

(4.3.1)

Агар

М  О 
О Е,

У =

У,

v y 2

О Е л 
-А  - ВМ-1

О ]

V , D =
'М 0 N-1 ' О Е

l y j чО Еу ч-А -В М -I >

М о  
О Е

-• / 0

каби белгилашлардан фойдалансак, юцоридаги 
ифода цуйидаги куринишга эга булади

у = Dy + q = F(t, у) (4.3.2)
х,амда унинг бошлангич шартлари



y i°) -  U J  ■ “ (4.3.3)

д а й  ё зи л а д и .
Ш у н д а й  ц и л и б ,  б и р и н ч и  т а р т и б л и  о д д и й  

д и ф ф е р е н ц и а л  т е н г л а м а  б у л г а н  (4.3.2) т е н г л а м а н и
(4 .3 .3 )  к а б и  б о ш л а н г и ч  ш а р т л а р  б а ж а р и л г а н д а  
т а к р и б и й  е ч и ш л и к н и н г  Р у н г е  - К у т т а  у с у л и н и  б а ё н

э т а м и з .  Ш у  м а ц с а д д а ,  б и р о р  tj = iAt(ti+1 -  t ( = At) 
в а ц т  м о б а й н и д а г и  Y(t) н о м а ъ л у м  ф у н к ц и я  ц и й м а т и н и  

у о р ц а л и  б е л г и л а б ,  y j4l = y ( t ; + At) ф у н к ц и я  у ч у н  

н и н г  д а р а ж а л а р и  б у й и ч а  Т е й л о р  ц а т о р и г а  б у л га н  
ё й и л м а с и

Yl+I =  Y; + Yj ■ At + Y ,(A t)2 / 2 ! +  Y ;(A t)3 /  3 !+ .. .(4 .3 .4)  

н и  ц а р а й м и з .  Б у  е р д а ,  д а с т л а б к и  и к к и т а  х д д  б и л а н  
ч е г а р а л а н и б ,  ц у й и д а г и  т а ц р и б и й  и ф о д а н и  ё з а м и з :

Yi+1 « Y i + Y j - A t .  (4.3.5)

Ш у н и н г д е к ,  (4.3.2) и ф о д а н и н г  t =  t  б у л г а н д а г и  
ц и й м а т и

Y, = F(t,,y,) (4,3.6)
н и  (4.3.5) га ц у й и б ,  ц у й и д а г и н и  ё з а м и з :

Y„, « Y ,+ Р(1,,у,) А1. (4.3.7)
Б у  (4.3.7) ф о р м у л а ,  б и р и н ч и  т а р т и б л и  Р у н г е  - 

К у т г а  ф о р м у л а с и  д е б  ю р и т и л а д и .  Б и р и н ч и  т а р т и б л и  
д е й и ш л и г и м и з н и н г  б о и с и ,  Т е й л о р  ц а т о р и д а  б и з  
ф а ц а т  At. н и н г  б и р и н ч и  д а р а ж а с и  б и л а н г и н а  
ч е г а р а л а н г а н  эд и к .  М а з к у р  ф о р м у л а  0( м 2) т а р т и б л и  
х а т о л и к к а  э га  б у ли б ,  Fft^Y) д а  б и р  м а р т а  х ;и со б л аш  
б а ж а р и л г а н д а н  к е й и н ,  у  о р ц а л и  н а в б а т д а г и  н у ц т а г а  
у ти л ад и . ,

А м а л и й  х ,и с о б л а ш л а р д а ,  а с о с а н ,  4 - т а р т и б л и  
Р у н г е  - К у т т а  у с у л и  д е б  н о м л а н у в ч и  у с у л  
и ш л а т и л а д и .  Б у  у с у л г а  к у р а ,  t. д а н  t i+1 га  у т и ш л и к



куйидаги формулалар билан амалга оширилади

Yu, = Y| + At • Р; Р = г̂(Р, + 2Р2 + 2Р3 + Р4) (4.3.8) 
Бу ерда:

?| = К 1.’У.); Р2 = F(l . +0.5A t,у, + 0,5At ■ Р ,);

Р, = F(t, + 0 ,5 A t ,y : + 0,5At - Р2); Р4 = F(t, + At, у,  + A t-P ,) .

Бу ерда хатолик 0 (д15)дан иборат ва у (4.3.7) 
формуладаги хатоликка нисбатан ангагина 
кичикдир. Шуни х;ам эътиборга олиш лозимки, 
умумий хатолик интеграллаш кесмасининг узунлиги 
ортиши билан уса боради. Уни камайтириш 
мак,садида д и ад ам  етарлича кичик к,илиб 
танланилади, шу билан баробар машина вак;тининг 
сарфи ошиб кетади. Муайян масалаларда энг мак;бул 
At к,адамни синов х,исоблари ёрдамида аникдаш 
мумкин. Берилган аник,ликдаги ечимни 
таъминлайдиган кддамни автомат тарзда танлайдиган 
алгоритм ва дастурлар мавжуд. Куйида биз Рунге - 
Кутга усули алгоритми асосида тузилган дастурнинг 
блок - схемасини келтирамиз.





4.4. КОШИ МАСАЛАСИНИ ЕЧИШИНГ ТУТТИ 
УСУЛИ

Биз аввалги бандда Рунге - Кутта усули 
дифференциал тенгламаларнинг х,осилага нисбатан 
ечилган булишлигини талаб этишини куриб чикдик. 
Шундай усуллар хдм мавжудки, улар иккинчи 
тартибли дифференциал тенгламалар учун махсус 
таджик, этилган булиб, тенгламаларнинг х,осилага 
нисбатан ечилган булишини талаб этмайди. У 
хилдаги усуллардан бирини куйида баён этамиз.

Агар (4.1.1) тенгламада В = 0 деб олсак, (4.1.1) - 
(4.1.2) Коши масаласининг куриниши куйидагича 
ёзилади:

Mii + Аи = f(t) (4.4.1)

u(t0) = а , , u(t0) = а 2 (4.4.2)
хдмда бу ердаги А матрицани симметрик деб 
кдраймиз. Эслатиб утамизки, п улчовли симметрик 
матрица п та узаро боглик; булмаган хос векторларга 
эга булар эди.

Фараз к,илайлик, дастлабки х;исоблашлар 
натижасида тебранишларнинг хос частоталари билан 
хос тебранишларининг ифодалари аник,ланган 
булсин. Хос частоталарни усиб бориш тартибида,
яъни, < со2 <...< шп каби к;илиб жойлаштириб,
уларга мос келувчи тебранишларни эса,
W,, W2.....Wn лар орк,али белгилаймиз.

Айтайлик, к,уйидаги муносабатлар 
бажариладиган булсин:

W TMW = 1°' агар i « j е^лса. 
1 1 11, агар i = j булса,

(0 , агар i ф \ булса, 
W j A W j = 2 Р  . /

J [со ~, агар 1 = j булса;

(4.4.3)

(4.4.4)

Кдралаётган масаланинг ечимини



еки
u(t) = Z1(t)Wl+...+Zn(t)Wn 

u(t) = WZ(t) (4.4.5)
куринишда излаймиз.

Агар бу ерда
W = (W,.....  W J, Z(t) = (Z,(t).....  Zn(t))T

эканлигини эътиборга олсак, (4.4.3) билан (4.4.4) ларга 
асосан

W TMW = Е, W TAW = Q2 (4.4.6)
ларни х;осил циламиз. Бу ерда, Е - бирлик матрица 
ва

Q 2 =

со; О

О а>~

О О

О

О

со;.

Агар (4.4.5) ни (4.4.1) га к,уйиб, хосил булган 
ифодани чап томондан w T га куттайтирсак,

W TMWZ + W TAWZ = W Tf 
ни хосил к,иламиз ва бу ифодада (4.4.6) ни эътиборга 
олсак, у цуйидагича куринишга эга булади

EZ + Q2Z = F(t) (4.4.7)
Бу ерда:

F(t) = W Tf = (F ,F 2,.,F n)T.
Юк,орида хосил к,илинган (4.4.7) каби 

дифференциал тенгламалар тизими богланмаган 
тизим булиб, унинг хар бир номаълум функциясини 
аниклаш учун

Zi(t) + <o?Zi(t) = Fi(t), (i = Гп) (4.4.8) 
каби тенгламалар интегралланади.



Вак,тнинг бошлангич пайти to = 0 да и(0) ва U(Q) 
лар аник; булганликлари учун (4.4.8) тенгламаларни 
интеграллашда Z i (0) билан Z, (0) ларни улар оркали 
ифодалаш лозимки, уни (4.4.5) га асосан бажариш 
мумкин. Шу мак;садда (4.4.5) ни w TM га чап
томондан купайтирилади, у х,олда, Z(t) = WTMu(t) 
каби муносабат х,осил булиб, ундан биз

Z(0) = WTMu(0), Z(0) = WvMu(0)
каби богланишларга эга буламиз ёки улардан биз 
учун керакли булган куйидаги ифодаларни ёза 
оламиз

Zj(0) = WjMutO), Z,(0) = W,tM u(0). (4.4.9)
У х,олда, (4.4.8) тенгламанинг (4.4.9) каби бошлангич 
шартларини к,аноатлантирувчи ечими куйидагича 
ёзилади:

Z; (t) = Zj(0) c o s  со;t + —  ZJO) s in  со (t +
(0;

1 ы (4.4.10)
+ — J Fj(t -  x js in  to j (t -  x)dT.

ш j 0

Юк,орида келтирилган тенгламани сонли 
интеграллаш х,ам мумкин, уни биз навбатдаги 
бандларда куриб утамиз.

4.5. ЧЕКЛИ АЙИРМАЛАР УСУЛЛАРИ
К,адамба-к,адам интеграллаш усуллари деб

номаълум усуллар ёрдамида бирор t1+l = t, + At 
вак,тга мос ( интеграллаш к,адами) келувчи ва

аникданилиши лозим булган u Uj+|; U|+l ларнинг 
к,ийматлари уларнинг аввалги к;адамлар буйича



топилган цийматлари орцали х;исобланади.
Кулай булсин учун бундан буён (4.4.8) билан

(4.4.9) лардаги индексларни ташлаб юбориб, уларни 
куйидаги куринишда ёзиб оламиз:

u + bu=f(t), (4.5.1)

u(0) = Z(0), u(0) = Z(0). (4.5.2)
Бу ерда:

u ( t )  =  Z,( t ) ,  Ь ^ ш 2, f ( t )  =  Fj(t) .
Ушбу (4.5.1) - (4.5.2) Коши масаласини сонли 

интеграллашнинг чекли айирмалар усулидан 
иккитасини баён этамиз.

1. Марказий айирмалар усули.
Бирор tj = It вацт мобайнидаги

u(t), u(t), ii(t) ларнинг цийматларини мос равишда

и ц|5 ц, лар орцали белгилаймиз х,амда u(t( + т)
функциянинг Тейлор цаторига т нинг даражалари 
буйича ёйилмасидаги т2 цатнашган х,аддан кейинги 
хддларни ташлаб

Т“ "
u(t| + т) и u, -t--cu, + — Ui (4.5.3)

каби тацрибий ифодани х;осил циламиз.
Агар (4.5.3) да, аввал т = -At кейин т = At деб 

оладиган булсак, цуйидаги иккита тенглик х;осил 
булади.

• A t2 •• • A t 2 ••
U;., =  u ; -  A t-U j +  — Ui, u j+1 = +  A t - u i  +  — ui

Бу ифодаларни аввал х,аддаб айириб, кейин хддлаб 
цушиб, цуйидагиларга эга буламиз



1 1 

Ui = 2 A t (Ui+1 _ и м ) ’ Ui =  A t2" ^ 1 " 2Ui +  Lli- ,) - (4-5 -n

Агар (4.5.1.) тенгламанинг t = t F вацт 
мобаГшидаги куриниши

u+ bu, = f, (4.5.5)
]■ ■ -ззиб олиб, унга (4.5.4) нинг иккинчи ифодасини 
к ядиган булсак

u1+l = 2и, -  и,_, -  Ьи,Дг + f,At2 (4.5.6)
ни х;осил циламиз. Бу (4.5.6) ифодадаги i = 0 га мос 
келувчи и , ни аницлаш мацсадида (4.5.4) ифоДвкинг 
биринчи тенглигидан

u_, = u, -2A t • й0 (4.5.7)
ни ва (4.5.6.) дан эса, i = 0 да

и, = 2и0 -  и_, + (f0 -  bu0) • At2 (4.5.8)
ни х;осил циламиз.

Охирги иккита ифодадан эса,

At2
u, = u0 + u0,At + (f0 -b u 0)-—  (4.5.9.)

ни хосил циламиз.

Агар U(0) = ин = Д О ), и(0) = uo = Z„ эканлигини
эътиборга олсак, энди (4.5.6) формула орцали ui+l 
нинг i=  1,2 ,... ларга мос келадиган бошца цийматлари 
х,исобланади.

2. Ньюмарк усули.

Мазкур усул u(t, +x) ва u(t +т) ка би

функцияларнинг Тейлор цаторига х нинг даража\ари 
буйича ёйилмалари булган тацрибий ифодаларига 
асосланган, яъни:



u( t ;  + x ) «  u, + x - U i  + — u + а т ' ’ u, 

u ( t ; + x)=s U,+ x u ,  + p x '  Ui.

Б у  е р д а г и  а  в а  |3 к о э ф ф и ц и е н т л а р  и н т е г р а л л а ш  
ж а р а ё н и н и н г  ш а р т с и з  т у р г у н л и г и н и  т а ъ м и н  
э т а д и г а н  ц и л и б  т а н л а н а д и  (у л ар н и н г  с о н  ц и й м а т л а р и  
х ,ацида ц у й и р о ц д а  с у з  ю р и т а м и з ) .

А г а р  (4 .5 .1 0 )  д а  т = At д е б  о л с а к  в а  ц. н и

(Ui+i - i i , ) / A t  к а б и  т а ц р и б и й  и ф о д а  б и л а н  

а л м а ш т и р с а к ,  у  х;олда

u l+, = u ( +  At • u ,+  A t2 / 2 ■ u, +  a  A t2(u ,+i -  u , ) ,
(4.5.11)

u,+i =» Ui +  At • Ui + (5At(Uj+i + u, J.

Ю ц о р и д а г и  т е н г л и к л а р н и н г  б и р и н ч ц с и д а н

Ll,+ н и  т о п а м и з ,  я ъ н и

1 1 • 1
Ui + | =

a A t
у  ( u 1+, -  u , ) -  — -  u, +  (1 -  — ) и ( (4.5.12)

a A t 2 a '
в а  у н и  у л а р н и н г  и к к и н ч и с и г а  ц у я м и з ,  н а т и ж а д а ,

и .+)н и  а н и ц л а й м и з

Р о •
U.  . = — ( U.  , - U . )  + ( 1 - - ) U .  + 1+1 aAt 1+1 I a 1 I + P 0 - — ) 2a ■yUj (4.5.13)

Э н д и  (4.5.1) т е н г л а м а н и  t = t u , у ч у н

u i+i + b u i+, =  f i+l (4.5.14)

к а б и  к у р и н и ш д а  ё з и б  о л и б ,  у  б и л а н  (4 .5 .12) н и



биргаликда ечсак, натижада, ui+l учун цуйидаги 
ифодани х,осил циламиз

Юцоридаги (4.5.12) билан (4.5.15) лар 
биргаликда Ньюмарк усулининг рекуррент 
муносабатларини ифодалайди.

Таъкидлаш лозимки, Ньюмарк усули, нафацат,

u Uo ларнинг берилишинигина эмас, балки ц0нинг

хдм берилишини тацозо этади. Одатда, ц0 нинг

циймати берилган (4.5.1) тенгламанинг t0 = 0 булган 
х,олга мос келувчи цийматидан топилади, яъни:

Энди u Uo _ Uo ларнинг цийматларини билган

х;олда ul нинг циймати (4.5.15)дан, U| ва ^  ларнинг
цийматлари эса, мос равишда (4.5.13) билан (4.5.12) 
лардан топилади. Бу жараён давом эттирилиб,

Чекли айирмалар усулининг цулланиш 
жараёнида цадам цанчалик кичик буладиган 
булса, ечим ушанчалик аниц булади, лекин шу билан 
биргаликда хисоблашлардаги цийинчиликлар хдм 
орта боради хдмда цадам даврга боглиц булиб, у 
унинг цисмини ташкил этишлиги керак булади 
((4.1.1) дифференциал тенгламаларнинг хдр бири
узининг b = со, цисмига ва Т = 2 п  / со ( га тенг даврига 
эга). Барча (4.1.1) тенгламалар учун чекли айирмалар

ccAt2
-и , = -------------- г

,т| 1 + baAt
(i = l, 2 , 3,...).

Uo = f -  bu0 = f0 -  bZ(0).

u Ui+i,Ui+i ларнинг барча цийматлари топилади.



усули цулланилаётганда цадам бир хил цилиб 
олинади ва у энг кичик давр цисмидан ташкил топган 
булиши керак. Шунинг учун х,ам ечимнинг 
тургунлигини тадциц этишликни фацатгина энг катта
со j даврга эга булган дифференциал тенгламалар 
учунгина у г к а з и ш  керак булади.

3. Энди чекли айирмалар усулининг 
тургунлиги масаласини урганамиз. Шу мацсадда 
(4.1.1) тенгламаларга мурожаат этиб, уларнинг хар 
бирини битта эркинлик даражага эга булган 
тизимнинг хдракат тенгламаси сифатида талкин 
этиш мумкинлигини эътиборга оламиз. Бу 
тенгламалардаги сундиргичлик цобилиятини ифода 
этадиган параметр эътиборга олинмайди, чунки 
х,исоблашлардан маълумки, у интеграллаш 
ж араёнининг тургунлигига мух,им таъсир 
курсатмайди. Ундан ташцари тургунлик 
масаласининг тадцицида тенгламаларнинг унг 
томонини ноль деб цараш мумкин.

Шундай цилиб,

u+032u = 0 (4.5.16)
тенгламани цараймиз. Маълумки, мазкур 
тенгламанинг аниц ечими и = С, coscot + С2 sin cot
каби ёзилар эди ( бу ечимни и = Ае'“’ +Ве_'“' ка^и 
куринишда х,зм ёзиш мумкин, чунки бу ердаги А 
ва В комплекс узгармас сонлардир).

а) Аввало марказий айирмалар усулининг 
х,исоб жараёни тургун эканлигини урганамиз.

Марказий айирмалар усулига асосан цосил 
цилинган

Uj =  1 / A t” • (U|+l - 2 U ;  + и м ) 

ифодани (4.5.16) га цуйиб, цуйидаги муносабат
ui+, + u M + (w 2At2 - 2 )  ■ Uj = 0 

ни х,осил циламизки, у тацрибий ечимни ифода



этади.
Шундай бир u(t) функцияни аницлашни 

мацсад цилиб цуямизки, у
u(t + At) + u(t — At) + (or At2 -2)u(t) = 0 (4.5.17)

тенгликни цаноатлантириб, шу билан бирга (4.5.16) 
тенглама учун интеграл функцияни ифода этадиган 
булсин. Уни цуйидаги куринишда ахтарамиз:

u(t) = Aevl -е10' =Ae(v+lw)t 
(бу ерда А ихтиёрий узгармас комплекс сон).

Бу ифодадаги evl к^шайтувчи вацт утиши билан 
тебраниш амплитудасининг узгаришини белгилайди, 
ечим эса, v<0  булган холдагина тургун булади.

Агар
q = elvi“,lU (4.5.18)

каби белгилаш киритсак, цуйидагиларни ёза оламиз

u(t + At) = Ае(' +̂1)(,+л,) = qu(t), 

u(t -  At) = Ае1',+‘М),|“Л|) = — u(t)
q

Бу ифодаларни (4.5.17) га цуйиб, q га нисбатан 
квадрат тенглама q2 -  2 aq + 1 = 0 ни хосил циламиз.

Унинг ечими эса, q =  а ±  -J a 2 -1  каби ёзилади. Бу

ерда: a = l-c o 2At2 / 2 -
Ечим тургун булишлиги учун v<0 булиши 

кераклиги сабабли, тургунлик сохасининг 
аницланилиши At нинг шундай цийматларини

аницлашга келтириладики, у ерда |q| = e 'Al < 1

булиши керак булади.
Иккита q, ва q 2 илдизларга (4.5.17) 

муносабатни каноатлантирувчи иккита u,(t) ва u2(t)



функциялар мос келадилар, улар тур1ун булишлари 
учун t _> х да уларнинг хар бири чегараланган 
булишлари керак булади. Шундай цилиб, х,ам q, хам 
q2 лар ёки хациций ёки цушма комплекс сонлар 
булиб, At нинг цийматига боглиц булади хамда 
уларнинг мутлак цийматлари хар доим бирдан кичик 
булишлари керак экан.

2Фараз цилайлик, аввало, At < — булсин, яъни,

а 2 -  1 < 0  • Y  х;олда q 1 2 = a ± ib  каби цушма 

илдизларга эга буламиз. Бу ерда, ^ = лJ \ _ q 2 булиб,

а 2 + Ь2 = 1 булганиучун jq,| = |q2j = 1 булади. Бундан 
куриняптики, q, ва q, ларга мос булган хар иккала 
хусусий ечимлар учун v = 0  , яъни бу ерда хосил 
цилинган тацрибий ечим хам худди аниц ечим каби 
узгармас амплитудали гармоник тебранишни 
ифодалайди. У холда, (4.5.18) га асосан цуйидагини 
ёза оламиз:

q12 = er"'~u = cos (.iAt ± i sin |.iAt.
Бу ифодадан куринятики, тацрибий ечимдаги 
тебраниш частотаси cospAt = а  ёки

|л = ^-arccos(l- 0,5co2At2) (4.5.19)

каби булар экан.
Энди а 2 - 1  > 0  булган холни цараймиз, яъни

2 ,---------At > —. Агар и = J n 2 _ 1 деб белгилаш киритсак,
C O  v

q , 2 = а ± b каби иккита хациццй илдизларни хосил 
циламиз. Виет теоремасига кура, 
q, • q., = 1  булганлиги сабабли, у илдизлардан бири



1 дан катга булиб, ечим эса тургун булмайди.
Шундай цилиб, марказий айирмалар усулининг 

тургун булишлиги учун хдр доим At цадам критик 
циймат деб аталувчи At’ = 2 /  to = Т /  я цийматдан 
кичик булишлиги талаб цилинар экан ( бу ерда, 
Т = 2я /  со тебраниш даври). Шунингдек, сонли ечим 
х;ам аниц ечимдаги амплитудага тенг амплитуда, 
лекин со дан фарцли булган доиравий частота билан 
тебраниш жараёнини ифода этар экан.

Умуман эса, (4.1.1) тенгламанинг марказий 
айирмалар усули билан интегралланиш жараёни
At < At* < Tmjn /  я шартда тургун булар экан ( бу
ерда, Tmin царалаётган тизимнинг эркин 
тебранишлардаги минимал давр).

б) Ньюмарк усулининг аницлигини ва 
тургунлигини урганиш мацсадида яна (4.5.16) 
тенгламага мурожаат этиб, у ерда яна (4.5.11) 
ифодалардан фойдаланамиз. Ньюмарк усулида

хосил цилинадиган u(t),u(t) ва u(t) функцияларни

u(t) = A 1elv+iM)' ,u(t) = A2e(v+il,)l, u(t) = A 3e(v+iM)‘ (4-5.20)
каби куринишларда ахтарамиз. Бу ерда, А,, А2, А3 
лар ихтиёрий узгармас комплекс сонлардир.

Агар (4.5.16) тенгламанинг t = t. булгандаги

ифодасининг куриниши Uj-bco2u = 0  Дек 
булишлигини хамда

А 3 -  -co2A j (4.5.21)

ни ва Uj+I = qu,, ui+, = q u,, ul+, = q u, ларни
эътиборга олсак, (4.5.11) нинг иккинчи ифодасига 
асосан,



ни хосил циламиз.
Шунингдек, (4.5.21) билан (4.5.22) ларни 

эътиборга олиб, (4.5.11) ифоданинг биринчи 
тенглигидан q га нисбатан квадрат тенгламани ёзиш 
мумкин.

каби иккита илдизларини топамиз.
Энди чекли айирмалар усулининг сузсиз 

тургунлигини таъминловчи а ва Р параметларнинг 
цийматларини аницлаймиз. Унинг учун цар иккала 
q, ва q 3 илдизларнинг t -> оо да мутлац 
цийматларининг бирдан катта булишини талаб 
этамиз х;амда у, ва у., ларнинг цийматларини (4.5.24)
га цуйганимизда 1 /со2At2 ни ташлаб юборамиз. У 
холда (4.5.24) учун цуйидагини ёзамиз

Аввало, фараз цилайликки, а > 0,25 • (Р + 0,5)2

шарт бажарилган булсин. У холда, q, 2 = О0 ± i b 0

каби иккита бир - бирига цушма булган комплекс 
илдизларни хосил циламиз, у ерда

y , ( l - q ) 2 + y 2( l - q )  + l = 0. (4.5.23)

Бу ерда: у, = а, у2 = -((3 + 0,5).
Бу (4.5.23) тенгламани ечиб, унинг

q li2 = 2“  2а -  (р + 0,5) ± ^(Р + 0,5)'2 - 4а



1 ургунлик шартлари булган jq,j < 1, |q2j < 1 шартлар

а 0 + Ь0<1 тенгсизликнинг бажарилишлигига 
келтириладики, унинг бажарилишлиги учун эса 
Р = 0.5 булишлиги керак булади.

Агар а  < 0,25 • ((3 + 0,5)2 шарт бажариладиган
булса, хар иккала q, ва q2 илдизлар хациций сонлар 
булиб, улардан бири албатта мутлац циймати буйича 
бирдан катта булади. Демак, Ньюмарк усулининг 
шак - шубхдсиз тургун булишлиги учун Р>0.5 ва
а > 0,25 ■ (Р + 0,5)2 каби шартлар бажарилиши керак 
экан.

Шундай килиб, Ньюмарк усули At нинг х,ар 
кандай цийматларида хам тургун булар экан ва у 
усул мутлак 1ургун усул деб аталади.

Марказий айирмалар усули цулланилганда
цадамни At < ТП1М1 /  л шартдан танлаш лозим. Амалий 
масалалар ечилаётганда бу цадам жуда х;ам кичик 
булиши мумкин, бу уз навбатида, жуда хам машина 
вацтининг куп сарфланишига олиб келади. Шу билан 
биргаликда, купинча, юцори частотали ( кичик 
даврли) тебранишларни хисобга олиш талаб 
килинмайди. Шунинг учун хам тебранишларнинг 
юцори шаклларини хисобга олиш керак 
булгандагина марказий айирмалар усулини ишлатиш 
лозим (масалан, тулцин масалалари ёки эркинлик 
даражаси унчалик юцори булмаган масалалар).

4.6. ДАРАЖАЛИ КДТОРЛАР УСУЛИ
Айтайлик, цуйидаги иккинчи тартибли оддий 

дифференциал тенглама

u(t) + b(l)u(t) = f(t) (4-6.1)
узининг цуйидаги



u(0 ) = a 0, u(0 ) = a (4.6.2)
бошлангич шартлари билан берилган булсин. Бу 
ердаги b(t) ва f(t) лар берилган функциялар булиб, 
а 0 ва а, лар берилган узгармас сонлардир.

Шунингдек фараз килайликки, b(t) ва f(t) лар 
бирор [0 ;t] ораликда якинлашувчи булган даражали 
цаторлар оркали ифодаланадиган функциялар 
булсин, яъни:

Бу ерда, bj ва f лар орцали маълум константалар 
белгиланган.

К,аралаётган (4.6.1 )-(4.6.2) Коши масаласининг 
ечимини куйидаги даражали цатор куринишида 
излаймиз

Бу ердаги а к лар аницланилиши лозим булган 
номаълум сонлар булиб, улардан дастлабки иккитаси 
а и ва а, лар (4.6.2) бошлангич шартлардан фойдаланиб
аницланади, яъни: a 0 = a0, a , = a ,  .

Юцоридаги (4.6.4) цаторни кетма - кет икки 
марта дифференциалласак, у х,олда

u(t) = > “(t) = 2 > ( k  -  1)Qktk' 2 (4.6.5)

лар х,осил булади ёки у ерда k-2 = i каби белгилаш 
киритсак,

ни х;осил циламиз.
Агар (4.6.3), (4.6.4) х,амда (4.6.6) ларни (4.6.1) га 

цуйсак ва у ерда

b ( t ) = I b it i, f(t) = Xfrt l.
1 = 0 i=0

(4.6.3)

(4.6.4)

(4.6.6)



■b(t)-u(t) = 5 2 bitj - X a ktk = Х С̂  • (4.6.7)
i=0 k=0 i=0

ни эътиборга олсак, у хрлда цуйидаги ифодага эга
со оо со

буламиз, яъни (i + l)(i + 2)a1+2t
1=0 1=0 i=0

ёки
00 00

£[(i + l)(i + 2)ai+2 H-Cijt' = jfjt'' (4.6.8)
i=0

Бу ерда: с, -  ^ Ь кЦ_к.
к=0

Энди t! ларнинг бир хил даражалари олдидаги 
коэффициентларини тенглаштириб,

а , .2

(i + l)(i + 2 )a i+2 + Cj — fj ни ёки

1
i-k

k=0

, (i = 0 ,1 ,2 ,...)  (4.6.9)

ни Х.ОСИЛ циламиз.
Ушбу (4.6.9) рекуррент формулалар ёрдамида

номаълум булган a, (i = 2,3... ;) коэффициентларнинг
барчаси кетма - кет аницланади ва уларни (4.6.3) га 
цуйиб, (4.6.1) тенгламанинг берилган (4.6.2) 
бошлангич шартларини цаноатлантирувчи ечими 
топилади.

1-мисол.

К,уйидаги [|( t) -  e“lu(t) = е1 - 1  тенгламанинг

берилган бошлангич u(0) = 1, u(0) = 1 шартларини 
цаноатлантирувчи ечими аницлансин. Бу ерда:



b(t) = - e '1, f(t) = el -  1

OD CO ^ 1

ёки b(t) = - ^ ( - l ) 1 —, f(t) = X TT- 
to i! t? i!

Демак, (i = 0,1,2,...); f, = i  (i = 1,2,3,...)
l !  i !

ва (4.6.9) рекуррент формулалар цуйидаги 
куринишларда ёзилади

2-мисол. (мустацил ечиш учун). К,уйидаги

u(0) = 1, u(0) = 1 каби бошлангич шартларини
цаноатлантирувчи ечимини даражали цаторлар 
усулида топилсин.

4.7. КВАДРАТУРА ФОРМУЛАЛАРИНИНГ 
К^ЛЛАНИЛИШИГА АСОСЛАНГАН УСУЛ
Бу усулнинг мохиятини яна (4.6.1)-(4.6.2) Коши 

масаласи учун баён этамиз. Агар (4.6.1) тенгламани
0 дан t гача булган чегараларда интеграллаб юборсак,

Бу цийматларни (4.6.3) га цуйиб

и+ (е 1 sin t -  l)u = sint тенгламанинг



u ( t ) - u ( 0) +  Jb(t)u(t)dt = jf(t)dt
о о

ни х,осил циламиз ёки (4.6.2) га асосан, бундан
t I

u(t)+ Jb(x)u(x)dx = Jf (x)dx+a,  (4.7.1) 
о о

ифода хосил булади. Бу тенгламани хам 0 дан t гача 
булган чегараларда интеграллсак,

( Т I т

u(t) + ||b(S)u(S)dSdx =|Jf(S)dSdx + a , t  + a 0 (4.7.2)
0 0  0 0

ни хосил циламиз,
Математик тахдилдан маълум булган куйидаги

ii...}o(t)dt...dt = -— Ц т т П ^  - т г ' ф ж т
о о о  (П -  i j ! о

формулани эътиборга олсак, (4.7.2) тенглама 
цуйидаги куринишга эга булади

( t

u(t) + J(t -  x)b(x)u(x)dx = J(t -  x)f(x)dx + a , t  + a 0

еки

u(t) = F(t) -  J(t -  x)b(x)u(x)dx. (4.7.3)
0

Бу ерда:

F(t) = J(t -  x)f(T)dx + a , t  + a 0.
0

Бу (4.7.3) каби интеграл тенгламани ечишга 
квадратура усулини цуллаш учун



u( 0  + }<Х -  T)b(T)u(x)dT = F(tn), (n = 1,N) (4 .7 .4)
0

ифодадан фойдаланамиз. Мазкур ифода (4.7.3) 
ифодадан t = tn каби белгиланган цийматлар орцали 
цосил цилинган булиб, уни бошцачарок куринишда 
ёзиб оламиз:

u(tn) = F ( t„ ) -Z  J(tn-T)b(T)u(T)dT (4 7 5)
1=1 1,-,

Агар бу ердаги х,ар бир кушилувчи интегрални 
трапециялар формуласи ёрдамида хисобласак, яъни:

hJ(i„ -x)b(t)u(T)dT = -[(t„ - tjbltjutt.) + (t„ - t,_, )b(ti_,)u(t,_1)], 

у х;олда (4.7.5) ифода цуйидаги куринишда ёзилади:
п-i

1=1 _____ (4.7.6)
А, = h / 2, Ak = h, (k = 2 , n - l ) ,  (n = l ,2 , . . . )

Ушбу хосил булган рекуррент формулалар орцали 
u(t,) = u,, u(t2) = u2,..., u(tn) = un 

сонли цийматлар кетма - кет хисобланади.
Агар машиносозлик хамда цурилиш 

конструкциялари материалларининг ички 
царшиликлари эътиборга олинадиган булса, 
уларнинг элементларининг барча харакат 
масалалари,

u + b
»

и -  JR(t -  т)и(т)с1т = f (0 (4.7.7)

каби иккинчи тартибли оддий интеграл - 
дифференциал тенгламалар орцали ифодаланади. Бу



тенглама, берилган (4.6.2) бошлангач шартлар билан 
биргаликда, 5.6 ва 5.7 бандларда куриб утилган 
усуллар билан ечилади.

Даражали цаторлар усули билан (4.7.7) 
тенгламани, (4.6.2) бошлангич шартлари билан 
биргаликда ечиш учун у ерда цатнашаётган R(t- т ) 
ва f(t) функцияларнинг яцинлашувчи даражали 
каторлар шаклида ифодаланишларини фараз кдлиб, 
яъни:

цамда цуйидаги айниятни эътиборга оламиз

j £ R j(t-T )i - £ a kTkdT = ; \ as_tRj_sВ(i - S + 1,S) t1.

Энди (4.6.3), (4.6.5) ва (4.7.8) ларни (4.7.7) га 
куйиб,

каби ифодани хрсил циламиз. Бу ердаги t нинг бир 
хил даражаларига цараб, улар олдидаги 
коэффициентларни тенглаштирсак, а: номаълум 
коэффициентларни аницлаш учун цуйидаги 
рекуррент формулани х,осил циламиз

R(t -  т) = ZR,(t -  т)‘, f(t)= Zfjt1 (4.7.8) 
i=0 1 = 0

k=0

Бу ерда: B(i - S + 1, S) =
(i -  S)! (S - 1)!

i!

со

X ( i  + l)(i + 2 ) a i+2t' + b ] T a , t
i = 0 i = 0

со

b E  X a s - |R . -SB ( i - S  + l ,S) [t'

Q,+2 ( i + 1)0 + 2)
f i - b ( a ,  - X a S- .R i-sB( i +  S + ] ,S ))  ,

S=l



Номаълум коэффициентларнинг аникланган барча 
цийматларини (4.6.4) га цуйиб, (4.6.2), (4.7.7) каби 
Коши масаласининг аниц ечимини х;осил циламиз.

Энди (4.7.7) тенгламанинг квадратура усулига 
асосланган ечимини цуриш мацсадида, у тенгламани 
кетма - кет икки марта интеграллаб, (4.6.2) бошлангич 
шартлардан фойдаланамиз, у холда

I

u ( t )  +  b J Y ( t -  т)и(т)с1т = F ( t )
о

ни хосил киламиз.
Бу ерда:

f ( t - i )  = t -  T - ‘j T( t - T - S ) R ( S ) d S ,
О

F ( t )  =  f ( t  -  T ) f ( x ) dx  +  a , t  +  a 0 .
о

Умуман, квадратура усулига асосан, (4.7.7) 
тенгламанинг тацрибий ечими цуйидаги формула 
билан хисобланади

u f t , )  =  F ( t ll) - b i > ir ( t 1, - g 4 . ( t , ) '
1=0

Бу ерда:

F ( t „ )  =  j ( t „  - T ) f ( T ) d T  +  a , t „  + a 0 ,
0

n t „  -  t | ) = t n -  t, -  ‘" f  ( tn -  t, -  S)R(S)dS, (n = r ^ )
0

4.8. ЛАПЛАС АЛМАШТИРИШ УСУЛИ
Х,ар хил дифференциал ва интеграл -  

дифференциал тенгламаларни ечишда Лапласнинг 
интеграллар алмаштирилиши деб номланувчи усули 
кенг мицёсда цулланилади. Бу усул операцион 
хисобнинг асосий гояларига асосланган булганлиги



сабабли, аввало, операцион хисобнинг энг мухим 
тушунчаларини цисцача баён этамиз.

1. Лаплас алмаштириши тушунчаси ва. унинг 
асосий хоссалари.

1- Таъриф. Агар хациций t узгарувчили f(t) 
комплекс функция, цисмий - узлуксиз булиб (яъни, 
х;ар цандай чекли ораликда у функция чекли дона 1- 
хил узилишларгагина эга), барча КО лар учун хар 
доим хам айнан 0 булса ва шундай М>0, S0>0 каби 
сонлар мавжуд булганда, барча 0  < t < +°о лар учун
|f(t)j < Mes,,t каби шарт бажарилса, у холда у оригинал 
ёки бошлангич функция деб аталади.

2 - таъриф.
со

Куйидаги F(p)= }К 0е P'dt (4.8.1)
о

хосмас интеграл билан аникданадиган функция, f(t) 
функциянинг тасвири деб юритилади (бу ерда 
p = a + ib каби комплекс узгарувчи микдор).

Оригинал билан тасвир орасидаги богланиш, 
куйидаги ифодаиинг бирортаси орцали белгиланади, 
яъни:

F(pH>f(t), f(t)<*F(p),L{f(t)} = F(p) (4.8.2)
Юцоридаги (4.8.1) билан (4.8.2) ни Лапласнинг 

интеграл алмаштириши деб юритилади.
Энди a 0(t), sintea cost каби функцияларнинг 

тасвирларини урганамиз.
а) ст0 (t) функциянинг тасвири:
Хевисайд бирлик функцияси деб аталувчи 

функция цуйидагича аницлангандир:

Г1, агар t > 0 булса, 
a°(t) -  | 0̂ агар t <-о булса.



Унинг тасвирини хисоблаш учун таърифдан 
фойдаланамиз, яъни,

+00 + х

F (p ) =  J(T0( t )e_p‘dt =  | l  - e " ptd t =

= liin j e 'p,dt = l im ( - - e ~ plC—> +QO * C->+0O\ p
C _ i  
о p ’

8 -расм

F(p) = —. -  +>1. 
P P

6 ) sin t нинг тасвири: 
Таърифга кура:

F(p) =  fs in  te _p,d t =  lim  fs in t  e " ptdt =
с—>-ko 0

e p,(c o s t +  p s m t )  iC 1 
=  -  l im  —

1 +  p 2 lo 1 +  p 2 ’

• w  1Демак: sin *■(- j + p 2 •

в ) c o s  t  нинг тасвири:



1 + p2

Ухшашликтеоремаси. Агар F(p)^)f(t) каби булса, х;ар
доим

i F[P ]+)f(at)
a  va)

Исбот. Х,ак;ик,атан хам а>0 булганда, таърифга 
кура, куйидагини ёза оламиз

L{f(at)} = ]e -p‘f(at)dt =
at = z, dt = — dz a
t = * a

— \ e °zf(z)dz = — f(— a о a va

Демак: fMK*

Бу теоремага аосан, sinat ва cosat каби 
функцияларнинг та£йирлари куйидагича ёзилади:

ос рsinat<+^-----cos at(-r —5-^-— т .
р + а  р + a

Тасвирнинг чизик^лилик хоссаси хамда унинг 
ягоналиги



а) Агар f(t) = C,f,(t)+...+Cnfn(t) каби булиб (С
лар узгармас сонлар), F(p) -̂)f(t),Fi(p)+)fi(t) каби 
буладиган булсалар, у х;олда, хар доим

F(p) = ZCjFi(p).1=1
б) Агар F(p)̂ -)f(t) ва F(p)-H>q>(t) булса, у холда

хар доим хам f(t) s  cp(t) дир.
Юкорида баён килинганларнинг исботларини 

тасвирнинг таърифидан фойдаланиб осонгина 
амалга ошириш мумкин.

Силжиш теоремаси. Агар F(p)+>f(t) каби
буладиган булса, у холда хар доим хам
F(p + ос)-н>е““1 f(t) каби булади ( бу ерда, а  - ихтиёрий
хакик,ий сон).

Исбот. Таърифга асосан:

Бу теоремадан фойдаланиб, куйида биз бир 
цатор функцияларнинг тасвириларини хисоблаймиз

п

L{e-“'f(t)} = Je 'ale"plf(t)dt
о

= Je~(p+“),f(t)dt = F(p + a)
о

a
е ““' --------, еи1(-г-------- , Sha t  =

2 р- - a -p + a  р - a

chat  =

e“al sin at(+
a

, e"al cosa t(+
p + a

(p + a ) ’ + a 2 (р + a ) "  + c r



Тасвирни дифференциаллаш теоремаси.
Агар F(p)-H)f(t) каби булса, у х,олда, хдр доим 

х,ам куйидаги ифода уринли булади:

+>tnf(t)

-•■а
Исбот. Таърифга кура: F(p) = 1 e 'plf(t)dt.О

Бундан эса,
J  +00

~ ^ [ F(p)] = |e ‘pi -t-f(t)dt+)tf(t),

j 2 +ce 
r[F(p)]= Je-pi-t2 -f(t)dt^)t2 f(t),

dp

(- l)n^ r [ F(p)]= je ‘pt • t" ■ f(t)dt+)tn f(t)

ларни ёза оламиз.
Бу теоремадан фойдаланиб куйидагиларни 

ёзиш мумкин булади:
1

^ ар

х,олда,

Агар эканлигини эътиборга олсак, у

dp"
1)" —  - I  = -^V +)tnГ\ I тчЛ+] '

1) п!
Р

Шунингдек, а / ( р 2 + or)+ )sinat,l/(p  + a )2+)te~ 
эканликларини эътиборга олсак, у хрлда



Оригинални дифференциаллаш х,ак,идаги 
теорема.

Агар f(t) ва унинг хосилалари f'(t), f" (t)...  fn(t)
чегараланган функциялар булиб, уларнинг х,ар 
бирининг е'Р‘ га булган купайтмаларидан 
хисобланган хосмас интеграллар як,инлашувчи 
буладиган булсалар, у х;олда, у хосилаларнинг хам 
тасвирлари мавжуд булиб, улар куйидагича ёзилади:

f'(t)<+pF(p) - f(0),
f''(t)<+p2F(p) - pf(0) -  f'(0),

f n(t)<-pnF(p) -  [pn lf(0) + p n'2f '(0)+.. ,+f n-‘(0)].

Уралиш теоремаси.
Агар F,(p) ва F2(p) лар мос холда f,(t) ва f2(t) 

ларнинг тасвирларини ифодаласалар, у холда, хар 
доим хам

F|(р) • F2(p)+)J f,(т) - f2(t - x)dt
О

каби булади.
Исбот. Таърифга асосан:

L |f,(t)- f2(t -  т)ск dt
О

Je”p,fl('c)dT Je pzf2(z)dz = F,(p) F2(p).



Jf, (r)f2 (t -  T)dx(4-F, (p) • F2 (p).
о

Меллинининг интеграли х,ацидаги теорема.
Агар F(p) функция f(t) функциянинг тасвири 

булса, f(t) функция узлуксиз булган барча нуцталарда
* C+I CO

f ( t )  =  —  j e p1F (p )d p
С-1СС

каби тенглик х;ар доим уринли булади. Бу ердаги 
интеграл х,ар цандай Rep = c>S0 тугри чизиц буйлаб 
интегралланиб, унинг (c-i0 , c + i0 ) кесмаси буйича 
интегралининг 0—»оо даги лимитидир. Бу интеграл 
Меллинининг интеграли деб аталади х;амда у Лаплас 
алмаштиришга тескари алмапггиришни ифода этади.

К,уйида асосий элементар функциялар учун 
тасвирлар жадвалини келтирамиз.

1
i f(t) F(P) f(t) F(p)

, 1
1
P 9 t"

n!

sin a1
a

10 t sin a t
2pa

i i p ’ + a 1 (P; + a ’ )2

3 cos a t
P

11 t cos a t
r f - p ;

p 2 + a 2 (p2+ar)2

4 e " “‘
1

12 t e ' ul
1

p + a (P + “ )'2

5 chat

a. 
i 13 t"f(t) М Г ^ г В Д

6 sha t
a

p 2 -  a2 14
1 U  *)(..(' - tJcJt

F.lpl-F.lp)

7 -ul .c sin a t
a 15 ^ ( s i n a t -(p+a): +<r

8 e"“l cos a t

p + a
-  a t  cosat)

1
(p + a ) : +a!

(p2 + a 2)2



Дифференциал ва интеграл - дифференциал 
тенгламаларни Лаплас алмаштириши усули билан 
ечиш учун аввало, уларга мос булган «тасвир» 
тенгламалар хосил цилинади ва улардан «тасвир 
ечим»лар топилиб, уларга нисбатан тескари Лаплас 
алмаштириши цулланилади. Натижада, «оригинал 
ечим»лар хосил цилинадиларки, улар энди 
царалаётган тенгламаларнинг ечимларини 
ифодалайди. Лекин хар доим хам функцияларнинг 
мавжуд тасвирлари орцали оригиналларни топиш 
мумкин булавермайди ёки мумкин булганда хам 
анча катта хажмдаги хисоблаш ишларини 
бажаришга тугри келади. Шу боисдан хам купинча, 
Лапласнинг тацрибий тескари алмаштиришидан 
фойдаланиладики, у ерда ЭХ,Мсиз бу муаммони хал 
этиб булмайди.

2. ИККИНЧИ ТАРТИБЛИ ОДДИЙ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛ ВА ИНТЕГРАЛ - 

ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР УЧУН КОШИ 
МАСАЛАСИНИ ЛАПЛАС АЛМАШТИРИШИ 

УСУЛИ БИЛАН ЕЧИШ 
Айтайлик, коэффициентлари узгармас булган 

иккинчи тартибли чизицли бир жинсли булмаган 
дифференциал тенглама

ii + a , u  + a 2u = f(t) (4.8.3)
нинг берилган

u(0) = a o, u(0) = a, (4.8.4)
бошлангич шартларни цаноатлантирувчи ечимини 
Лаплас алмаштириши усули билан ечиш лозим 
булсин.

Агар u(t) нинг тасвирини u(p), f(t) нинг 
тасвирини эса F (р) орцали белгиласак, хамда 
хосилаларнинг тасвирлари цисобланаётганда 
бошлангич шартлардан фойдалансак, (4.8.3) 
тенгламага мос булган «тасвир» тенглама цуйидаги 
куринишда ёзилади



(р2 + а ,р  + а 2 )u(p) = (р + а, )а 0 + а , +F(p)
ёки

и(р) =

Qiр н—
2 ) a o + l y a o + a i +  F (p )

(  °| \ 2 2 а?р + + 1 а, 2 v 4 V ’ 4  J
— _а1{ ^

х coscot н— - е 2 sin cot н—  |f(t)sinco(t -  т) х 
со со *

- —(1-т) 
хе 2 dx

2 а Г -  QiАгар со = а 2 ва а, = — а 0 + а , каби

белгилашлар киритиб,

Р + ~ ^ Г  С ,1 1 1 ° \2 ч “‘г 1 * 03 v 1 _т ‘ •--------------:----------ь)е 2 c o s c o t ,--------------------г----------ь) — е 2 sincot
(О Г аЛ Ш

P + y j  + » ■  ^P + y j  +®

эканликларини ва уралиш теоремасига асосан,

— F(p)---------71-------+>— [f(t)e 21 ) sinco(t -  x)dx
03 Г . a ,V  2 ю о

P + y J

эканлигини эътиборга олсак, (4.8.3) - (4.8.4) Коши 
масаласининг ечими цуйидагича ёзилади:



0)
1 0| )

+ — [f(x)e 2 sinco(t-x)dx.
W n

Энди цуйидаги иккинчи тартибли оддий 
интеграл - дифференциал тенглама

бошлангич шартларни цаноатлантирувчи ечимини 
Лаплас алмаштириши усули ёрдамида ечиш 
жараёнини баён этамиз.

М азкур масала учун оригинални 
дифференциаллаш ва уралиш теоремаларини 
цуллаб, цуйидаги тасвир/: тенгламасига эга буламиз

й+Ь и -  jR(t —x)u(x)dx = f(t)  (4 .8 .5 )
о

Н И Н Г

и(0 ) = 0 , й(0 ) -  0 (4.8.6)

[Р2 + b(l -  R(p))]u(p) = F(p) (4.8.7)

Бу ерда:

R ( p ) =  Je"1 R (t)d t,
О

u(p)= Je_pl u(t)dt,
0

F(p)  = J e r  f ( t )d t.

Бу тенгламадан эса,
F(P)



ни топамиз.
Ихтиёрий R(p) лардан уларнинг 

оригиналларига утиш жараёни анча мураккабдир, 
чунки улар тайёр утиш формулалари мавжуд 
булмаганлигидан, у ерда Меллинининг интеграли 
кулланиладики, уни эса хар доим хам аник, хисоблаш 
мумкин булавермайди ёки уни хисоблаш учун катта 
хажмдаги хисоблаш ишларини бажариш керак 
булади. Шу сабабли, бу муаммони хал цилиш учун 
купинча, тацрибий асимптотик ёки сонли усулларга 
мурожаат цилинадики, улар эса одатда, у ёки бу 
хилдаги камчиликларга эгадирлар.

Куйида биз, Лапласнинг тескари 
алмаштиришига дойр бир усулни баён этамизки, у 
усул Вольтерра хилидаги интеграл тенгламаларге 
асосланган булиб, интеграл - дифференциа/ 
тенгламаларнинг берилган аницлик даражасидап- 
сонли ечимларини олиш хамда уларнин] 
ядроларининг хар хил куринишларидаги 
соддалаштиришларидан холос булиш 
имк пиятларини беради.

Энди (4.8.7) тенгламани

[1 + Ь(1 / р2 -  R(p) / р2 )]u(p) = F(p) / р2 (4.8.9)
каби куринишда ёзиб олиб, унинг учун уралиш 
теоремасини цулласак, оригпнални топиш учун 
цуйидаги интеграл тенгламани хосил циламиз

(
u ( g  • J r ( t - T ) u ( T ) d x  =  q ( t )  (4 .8 .10 )

U
Бу ерда:

# I
q ( t ) =  J ( t -T) f (T)d(T) ,

I
: — J(t — z)R(z)dzt-

о



Бу ифодаларга асосан, (4.8.10) тенгламанинг 
тугрилиги келиб чицади. Шу билан биргаликда, у
(4.7.11) тенгламадан хеч хам фарц цилмайди ва шу 
боис, (4.8.10) тенгламанинг сонли ечимини топиш 
учун квадратура формулаларига асосланган усулдан 
фойдаланиш мумкин булади, яъни:

r (t„ - 1,) = t n - 1, -  J ( t „ - t , -z)R(z)dz, n = 1,2 ,...;

Квадратура формулаларига асосланган усул, 
етарли дара^када умумий ядроларга эга булган 
интеграл тенгламаларнинг сонли ечимларини хосил 
цилиш имкониятига эга. Масалан, (4.8.10) 
тенгламанинг ядроси суст хусусиятли Абель 
хилидаги ядродан иборат булсин, яъни

муносабатларни ёзиш мумкин:

1 V
Т F(p)+ > J ( t  — T ) f ( x ) d x ,  u(p)->u(t),

0
t - т

J(t — т — z)R(z)dz u(t)dT.
0

ll-l
u(t„) = q(tn) - b X A ir ( t il - t .M tj) . (4.8.11)

Бу ерда:

t n = n • At, q(tn) = j ( t n -T)f(T)dx,

0



r(t) = b t°- '-е-"1, (0 < a < 1) 
Агар (4.8.10) да t = tn деб олсак,

u„ + b {(t,, -  “О0'' ' е"|5(‘"'7) • u(x)dt = q„ (4 .8 .13)

ни х;осил циламиз.
Энди юцоридаги тенгликда цатнашаётган интегрални 
цуйидагича узгартирамиз

j(t„ -  x)a_l ■ е-|3|',,"т| ■ u(x)dT =

\_ I

t„ - T  =  Z“ , T = tn -  z “
1

dx = ----z a dz
a

‘u I-
= — fz u e Cz" u(t„ -  z“) • z u dz =— fe ,,г“ • u(t -  zu )dz = 

a „ a -

= fe Pz" u(tn -  za )dz. (4.8.14)

Бу ердаги хар бир интегрални трапециялар 
формуласи билан хисоблаймиз:

С I

Je"Pzau(tM - z a )dz«
С-i

У холда

t“ -  ta ■ Ч li-i

/(tn -  T)“_le“P(,"“T)u(T)dx

ta 1 11
i i -  Вп+ ' У а Д
2a

(4.8.15)



Бу ерда

А„ =
t“ - 1“L n *” n _ A, =

talj+i ta
(j = in  -1).2 '  ) 2 

Энди (4.8.15) ни (4.8.13) га цуйиб, х,осил булган 
ифодани им га нисбатан ечсак, к,уйидагига эга 
буламиз:

2аи =
2а + bt? Ч„

b А
е pt,u„ (4.8.16)

Бу цурилган (4.8.16) формула ифодалайдиган 
х,исоблаш алгоритми, юк,ори аникдикдаги ва шу 
билан бирликда анча кам микдордаги машина вакти 
сарфланадиган хисоблашларни ЭХ,Мда бажариш 
имконини беради.

К,уйида мазкур алгоритм асосида тузилган 
дастурнинг блок - схемасини келтирамиз:





5-БОБ
ЧЕГАРАВИЙ МАСАЛАЛАРНИ ЭХ.МДА ЕЧИШ 

УСУЛЛАРИ
Биз аввалги бобда чегаравий масалалар 

х,ак,идаги тушунча билан танишган эдик. "Чегаравий 
масалаларни ечиш Коши масалаларига нисбатан 
анча мураккаб булганлиги сабабли, купинча улар 
Коши масалаларига келтириб ечилади. Куйида биз 
чегаравий масалаларни Коши масалаларига 
келтириш муаммосига багишланган айрим усуллар 
билан танишиб утамиз. Бобнинг охирида эса чекли 
айирмалар усулини баён этамиз.

5.1. СУПЕРПОЗИЦИЯ УСУЛИ
Айтайлик,

u(x) + а ( х )  u(x) + b(x)u(x) = f(x) (5ЛЛ)
каби иккинчи тартибли чизикли оддий 
дифференциал тенглама ва

u(a) = Y„, u(b) = Yb (5.1.2)
каби чегаравий шартлар билан берилган чегаравий 
масалани Коши масаласига келтириш лозим булсин. 
Куйидагича алмаштириш киритамиз:

u(x) = Y, (х) + aY2 (х) (5.1.3)
Бу ерда, а орцали х;озирча номаълум булган 
константани белгилаймиз. Юцоридаги (5.1.3) 
ифодадан кетма-кет биринчи ва иккинчи тартибли 
х,осилаларни х;исоблаб, уларни (5.1.1) тенгламага 
куйсак цуйидагини ёзамиз

[Y, (х) + a(x) Y, (х) + b(x)Y, (х) -  f(x)] +
+ a[Y2 (х) + a(x)Y2 (х) + b(x)Y, (х)] = О (5Л‘4) 

ва ундан куйидаги иккита тенгламани х,осил циламиз 
Y, (х) + a(x)Y, (х) + b(x)Y, (х) = f(x), (5.1.5)



Биринчи чегаравий шарт би лан  (5.1.3) дан 
Y,(a) + aY: (a) = Y0

булганлиги учун
Y,(a) = Y0, Y2(a) = О 

(5.1.7а,б) 
деб ёзиш мумкин.

Энди (5.1.3) ифоданинг биринчи тартибли 
хосиласининг х = а булгандаги циймати

u(a) = Y,(a) + aY2(a) (5.1.8)

да Y,(a) = 0,Y,(a) = 1 (5.1.9а,б)
деб олсак, (5.1.8) дан

u(a) = a (5.1.10)
ни топамиз. Бундан куриняптики, номаълум a

константа билан u(a) бошлангич цийматлар бир хил 
экан.

Иккинчи чегаравий шарт билан (5.1.3) дан 
цуйидагини ёзамиз

Y,(b) + aY2(b) = Yb.
Бундан эса,

Yb - Y,(b)
а = ~ш~  ^ 1Л1)

ни топамиз.
Умуман, (5.1.1) - (5.1.2) чегаравий масаланинг 

суперпозиция усули билан ечилиш жараёни 
цуйидагича олиб борилади:

1. (5.1.5) тенгламани (5.1.7а), (5.1.9а) каби 
бошлангич шартлар билан биргаликда а дан в гача
булган чегараларда интеграллаб, Y,(b) нинг
цийматини х,исоблаймиз.

2. (5.1.6) тенгламани (5.1.76), (5.1.96) каби 
бошлангич шартлар билан биргаликда а дан в гача



булган чегараларда интеграллаб, Y2(b) нинг 
цийматини х,исоблаймиз.

3. (5.1.11) дан Y,(b), Y2(b), Yb лар орцали а ни 
топамиз.

4. а  нинг цийматини (5.1.3) га цуйиб, 
царалаётган чегаравий масаланинг ечимини топамиз.

5.2. ДИФФЕРЕНЦИАЛ ПРОГОНКА УСУЛИ
Мазкур усул ёрдамида цам купгина чегаравий 

масалаларни Коши масаласига келтириб ечилади. 
Куйида биз уларнинг айримлари билан танишиб 
утамиз.

1. Айтайлик, цуйидаги иккинчи тартибли 
чизицли биржинсли булмаган оддий дифференциал 
тенглама

u(x) + A(x)u(x) + B(x)u(x) = f(x) (5.2.1) 
билан биргаликда унинг учун

a ,0u(0) + a 20u(0) = л,0> (5.2.2)

a,, u(/) + a 2/u(/) = X, (5.2.3)
каби чегаравий шартлар царалаётган булсин. Бу 
ерда, А(х), В(х) ва f(х) лар берилган узлуксиз
функциялар булиб, a l0, а 20, а„ , а 2/, Х 0, X, лар 
эсс ., маълум константалардир.

Энди a(x)u(x) + p(x)u(x) = у(х) (5.2.4)
каби биринчи тартибли чизицли дифференциал 
тенгламани цараб, бу epAart: номаълум булган
а(х), р(х), у(х) функцияларни шундайтанлаймизки,
натижада и(х) фукция (5.2.1) тенгламани х,амда
(5.2.2) билан (5.2.3) чегаравий шартларни 
цаноатлантирадиган булсин. Шу мацсадда, (5.2.4) 
тенгламани дифференциаллаб, х,осил булган



ифоданинг хар иккала томонини а(х) га булиб 
юбориб, цуйидагини хосил киламиз

й(х) + а  ’(х)[а(х) + р(х)] ■ и (х )+
(5.2.5)

+ а  (х) • (З(х)и(х) = а  (х)-у(х).

Ушбу (5.2.5) хамда (5.2.1) тенгламалардаги и(х) билан 

’ ц(х) лар олдидаги коэффициентлар ва уларнинг озод

хадларини тенглаштириб, а(х), Р(х), у(х) ларни 
аницлаш учун цуйидаги биринчи тартибли 
дифференциал тенгламалар тизимини хосил 
циламиз.

ос(х) = а(х)А(х) -  |3(х),

Р(х) = а(х)В(х), (526)
7(х) = a(x)f(x).

Агар (5.2.4) тенгламада х = 0 деб олиб, уни (5.2.2) 
чегаравий шарт билан таццосласак, (5.2.6) тизим учун 
цуйидаги бошлангич шартларни ёзамиз

а(0) = а 10, Р(0) = а 20, у(0) = Х0 (5.2.7)
Мазкур бошлангич шартлардан фойдаланиб (5.2.6) 
тизимни ечсак, а(х), р(х), у(х) лар аницланади ва 
уларнинг цийматларини (5.2.4) га х =  / деб 
олингандан сунг цуйсак, цуйидаги хосил булади

a  (7) u(/) + (3(/)u(/) = у (/) (5.2.8)
У холда, (5.2.3) чегаравий шарт билан (5.2.8) 

ифодани биргаликда ечсак, цуйидагича куринишда 
булган бошлангич шартларни хосил циламиз

„ч < Х | / У ( 0 - > у в ( 0  ■ > . Д / ) - Х 2;у ( / )

U a uf i ( l ) - a 2iO.(l) ’ U a l/P (/)-a ,/a(/)



Шундай цилиб, (5.2.1) - (5.2.3) чегаравий масала
(5.2.1), (5.2.9) каби Коши масаласига келтириладики, 
уни энди 4 - бобда баён цилинган усулларнинг 
бирортаси билан х,ал цилиш мумкин.

2. Айтайлик, энди куйидаги куринишда булган
4 - тартибли оддий дифференциал тенглама 
царалаётган булсин, яъни:
[P(x)W"(x)]” + Q(x)W"(x) + R(x)W'(x) + S(x)W(x) = F(x)!
Буерда, W(x) - номаълум функция булиб, Р(х), О(х), 
R(x), S(x) ва F (х) лар маълум узлуксиз 
функциялар дир.

Куйидаги белгилашларни киритамиз:

У х;олда (5.2.10) тенгламадан, (5.2.1) тенгламага ухттгант 
булган дифференциал тенгламалар тизими

u (х) + A(x)u (х) + B(x)u(x) = f(x) (5.2.11)
ни хосил циламиз. Мазкур тизим учун чегаравий 
шартларни умумийрок куринишда танлаймиз, яъни, 
х = 0 ва х = / булганда:

Бу ердаги G (х) ва С(х) лар иккинчи тартибли 
матрицалар булиб, уларнинг элементлари дастлабки 
чегаравий шартларга боглиц холда танланади. 
Масалан, агар дастлабки чегаравий шартлар, х = 0  

булганда w  = W '  = 0 в а х = /  булганда эса, 
W" = W'" = 0 булсалар, у холда:

U|(x) = P(x)W"(x), u2(x) = W(x),

G(x)u (x) + C(x)u(x) = 0 (5.2.12)



'0  Г ' 0  ол
G(0) =

,0  1
, С(0) =

,0  ь
( \  0) '0  0"

G(/) = оо , С(/) = J о)
Юцоридаги (5.2.11) тизимнинг ечимини х,ам 

худди (5.2.1) тенгламанинг ечими булган (5.2.4) 
куринишда ахтарамиз, фацат, бу ердаги фарц
шундан иборатки, а(х) ва р(х) лар икки улчовли
квадрат матрицалар булиб, у(х) эса, икки улчовли 
устун-вектордир, яъни:

а(х) = а,2(хГ|
1̂ 21 (X) ^9 2(х)у
(Ч,(х)

Р(Х)
'Рп(х) Р,2(х) у(х) 'Yi(x)'

ог2(х).vP2,(x) P22(x)J

Шу билан биргаликда, (5.2.6) тенгламанинг 
куриниши узгармасдан цолиб, (5.2.7) бошлангич 
шартлар эса,

а(0) = G(0), р(0) = С(0), у(0) = 0 (5.2.13) 
каби куринишга эга булади.

Энди (5.2.6) матрицавий дифференциал 
тенгламалар тизимини юцорида келтирилган (5.2.13) 
бошлангич шартларда ечиб (масалан, Рунге-Кутта
усулида), а(х), Р(х), ва у(х) ларнинг х = /
булгандаги цийматлари а (/), Р(/), у(/) ларни
топамиз. У холда, (5.2.4) билан (5.2.11) лардан и(/)

ва и (/) ларни аницлаш учун цуйидаги алгебраик 
тенгламалар тизимини цосил циламиз:



ja(/)u  (/) + P(/)u(/) = y(/).

{ g ( / ) u ( / )  +  C ( / ) u ( /)  =  0. ( 5 Z 1 4 )

Мазкур тизимни ечиб, цуйидагиларни хосил 
циламиз:

u(/) =  [a(7)C(/) — P(/)G(/)] ' -у(/)С(/),

и'(/) = -[а (/)С (/) -  P(/)G(/)] ' • y(/)G(/).(5-215)

Э н д и  эса, (5.2.11) тенгламаларни (5.2.15) 
бошлангич шартлар билан биргаликда ечиб, и(х) 
номаълум функциянинг сонли цийматларини ва улар 
орцали W(x) нинг цийматларини топамиз.

Дифференциал прогонка усули 
алгоритмининг ЭХ,Мга киритилишининг блок- 
схемасини цуйида келтирамиз (124-бетга царалсин).

1-масала.Агар чегаравий шартлар цуйидагича 
берилган булса, яъни:
w(0) = w'(0) = 0, w(/) = w'(/) = 0 (5.2.16) 
ухрлда, (5.2.10), (5.2.16) чегаравий масаланинг (5.2.6), 
(5.2.13) ва (5.2.11), (5.2.15) каби Коши масалаларига 
тенг-кучли эканлиги исботлансин. Бу ерда 
G(0),C(0),G( / ),С( I ) лар учун цуйидаги матрицалар 
олинсин:

оо

(о Л

II■*

оII

o
'

О

1о 1
,С(0) =  С(/) = оо

1-мисол.
Н

Ушбу [R(x)u"(x)] +S(x)u(x) = F(x)

тенглама u(0) = u'(0) = 0, u(l) = u'(l) = 0 каби 
чегаравий шартлар билан биргаликда ечилсин.







Агар R(x) = 1 + х, S(x) = x, F(x) = x[72 + x2(l -  x2)]

каби булсалар, бу масала u(x) = [х(1 -  х)]" аник, 
ечимга эга.

Рунге - Кутта усули билан ЭХ,Мда (5.2.6), (5.2.13) 
ва (5.2.11), (5.2.15) каби Коши масалаларини



Q(x) = R(x) = 0 булган х,ол учун ечиб, куйидаги 5 - 
жадвалда келтирилган сонли натижаларнинг тугри 
эканлиги текширилсин ( у ерда, юцоридаги цаторда 
аник, ечимнинг сонли цийматлари келтирилган).

5-жадвал.

X и(х) и'(х) и"(х) и"'(х)
0 0.00000

0.00000
0.00000
0.00000

2.00000
2.00000

-12.00000
-12.00000

0.25 0.03515
0.03515

0.18750
0.18750

-0.25000
-0.25000

-6.00000
-5.99983

0.50 0.06250
0.06250

0.00000
0.00000

-1.00000
-1.00000

0.00000
0.00002

0.75 0.35156
0.35156

-0.18750
-0.18750

-0.25000
-0.25000

6.00000
5.99988

100 0.00000
0.00000

0.00000
0.00000

2.00000
2.00000

12.00000
12.00000

2-масала. Айтайлик, (5.2.10) тенглама учун 
цуйидаги чегаравий шартлар цуйилган булсин:

и(а) = и'(а) = 0, 
u"(b) + p,u(b) = 0, 
u"'(b) + p2u'(b) = 0.

(5.2.17)

У х;олда, (5.2.10), (5.2.17) чегарвий масаланинг (5.2.6) 
билан (5.2.13) ва (5.2.11) билан (5.2.15) Коши 
масалаларига тенгкучли эканлиги исботлансин. Бу 
ерда, G(0),С(0),G(/ ) ва С (/) матрицаларнинг 
цийматлари цуйидагича танлансин:

о (Л

о д Чо | ] 'ОДЧ» 

O(', = U-"(0 “; 1-од  =
R ■'(/) Р,

R '( / ) R " 2(/) о



//
Ушбу [p(x)u"(x)] +Q(x)u"(x) + S(x)u(x) = F(x)

тенглама u(0) = u'(0) = 0, u''(i)-6,5u(i) = o, и"'(1)-Зи'(1) = о к а б и  

чегаравий шартларда ечилсин.
Бу тенглама Р(х) = 1 + х, Q(x) = 1, S(x) = -12

х,амда F(x) = 2[25 + 6 x (7 -x2)(2 + x)] булганда

U(x) = [х • (1 + х)]" каби аник, ечимга эга.
Рунге - Кутта усули билан

(5.2.6), (5.2.13) ва (5.2.11), (5.2.15) Коши масалаларини
R(x) = 0, р, = -6.5 ва р, = -3 булганда ЭХ,Мда ечиб, 
куйидаги 6-жадвалда келтирилган сонли 
натижаларнинг тугри эканликларини текширилсин.
У жадвалда, u(x),u'(x), u"(x),u"'(x) лар учун аник, 
(юцоридаги цатор) ва тацрибий цийматлар берилган.

6-жадвал

X и(х) И'(Х) и"(х) и'"(х)
0.00 0.000000

0.000000
0.000000
0.000000

2.000000
2.000000

12.000000
11.999993

0.25 0.097650
0.097650

0.937000
0.937500

5.750000
5.749993

18.000000
18.000004

,0.50 0.562500
0.562500

3.000000
2.999997

11.000000
11.000000

24.000000
23.999997

0.75 1.722656
1.722656

6.562500
6.562499

17.750000
17.749994

30.000000
29.999997'

1.00 4.000000
3.999998

12.000000
11.999998

26.000000
25.999999

36.000000
35.999999

3-масала. Агар (5.2.16) тенглама учун чегаравий 
шартлар



u"(a) + p,u(a) = 0,

u"(b) + p,u(b) = 0, u"'(b) + p2u'(b) = 0. (5 2.i 8) 

u"'(a) + p2u'(a) = 0,
каби берилган булсалар, у х,олда, (5.2.10), (5.2.18) 
чегаравий масаланинг (5.2.6), (5.2.13) ва (5.2.15),
(5.2.11) Коши масалаларига тенгкучли эканлигини 
исботлансин. Бу ердаги, G (0), С (0), G ( /)  ва С (/) 
матрицалар куйидаги куринишда танлансин:

G(0) =
О о

0(0 =  

3-мисол.

-  R (0) р2 

f  О

С(0) =

т  р2

0̂ 1 (  
, С(/) =

R (0) р, 
R'(0)R“2(0) о j

R ■'(/) Р,
R '(/)R '2(/) o j

Ушбу [p(x)u"(x)] +Q(x)u"+S(x)u(x) = F(x) 
тенгламанинг берилган

28
u”(0) - 1 6u(0) = 0, u"'(0) -  — u'(0) = О,j 

28
u"(l) — 16u(l) = 0 , u '"(l)- — ■u'(l) = 0.

j
каби чегаравий шартларни каноатлантирувчи ечими 
топилсин. Бу тенглама, агар
Р(х) = 1 + X, Q(x) = -20, S(x) = 1

F(x) = 24(1 + 5х -  4х2) -  х4 (1 + х) булс алар,

и(х) = х4 ■ (1 + х) дай аник, ечимга эгадир.
Рунге - Кутта усули билан (5.2.6), (5.2.13) ва

(5.2.11), (5.2.15) Коши масалаларини R(x) = 0,



р, = -16 ва р: = булган х,ол учун ЭХ,Мда ечиб,

цуйидаги 7-жадвалда келтирилган сонли 
ечимларнинг цийматларининг тутрилиги 
текширилсин.

7-жадвал

X и(х) U' (х) и " ( х ) и " '( х )

0.00 0 .000000
0 .000000

0 .000000
0 .000000

0.000000
0 .000000

0 .0 00000
0 .0 00000

0 .25 0 .004882
0 .004882

0.080231
0.080231

1.062500
1.062400

9 .750000
9 .750007

0.50 0 .093750
0 .093750

0 .812500
0 .812500

5.500000
5.500006

27 .000000
26 .999993

0 .75 0 .553710
0 .553710

3.269531
3.269531

15.187500
15.187499

51 .7 5 0 0 0 0
51 .749002

1.00 2 .000000
1.999997

9.000000
8.999998

32 .000000
31 .999995

84 .0 0 0 0 0 0
83 .999904

5.3. ЧЕКЛИ АЙИРМАЛАР УСУЛИ
Айтайлик, яна иккинчи тартибли чизикди бир 

жинсли булмаган оддий дифференциал тенглама.
й(х) + а(х)й(х) + в(х)и(х) = f(x) (5.3.1)

узининг и(0) = а , u(/) = Р каби чегаравий шартлари 
билан царалаётган булсин.

Мазкур тенгламани чекли айирмалар шаклида 
ифодалаш мацсадида турни

х0 =0, х„ = x n_, +h, (n = l ,N - l)  к у р и н и ш д а  
аниклаймиз. Бу ердаги N, оралицлар сонини ифода 
этиб, xN+l = /.

Номаълум функция хамда унинг х,осиласининг 
хп нуцтадаги цийматлари цуйидаги муносабатлар 
билан берилади:



u(xn) = un,a (x n) = un = (un+I ~ un_,)/2h,

й ( х м)  =  й п = ( u n+i - 2 u n + u n_ , ) / h : .

У х,олда, (5,3.1) тенгламанинг x = x n нуцтадаги 
ифодаси цуйидаги куринишга эга булади:

- 2 li„ + ип.,) + |^ (и пф, - u n_,) + bnun = fn (5.3.2)

ёки
Anun_, + Bnu„ +Cnull+I = rn.

Бу ерда:

A„ B„ = h 2bn -2 ,

Cn=l + | a B, i'„ =h2f„.

Чегаравий шартларни цуйидаги куринишда 
ёзиб оламиз:

и(0) = u0 = a, u(/) = uN+1 = р (5.3.3)
Агар

( о f p,l f r' -aA , ^

112 p2 r2
11 = . p = —

u i sj U \J - p c N,

( в,с,.
А , В, С , .

М
л а с
* V N I X* S  -I  V- ' N -

.........A n Bn



каби белгилашлардан фойдалансак, (5.3.2) билан
(5.3.3) ларни матрицавий шаклда ёзиш мумкин, яъни:

Ми = Р (5.3.4)
Натижада х,осил цилинган (5.3.4) чизикди алгебраик 
тенгламалар тизимини 2 - бобда баён цилинган 
усулларнинг бирортаси ёрдамида ечиш мумкин. 
Лекин, М матрица уч диагоналли матрица булганлиги 
сабабли, биз анча самарали усул х;исобланган 
факторизациялаш усулидан фойдаланамиз.

Фараз цилайлик, det М*0 булсин. У х;олда М 
матрицани цуйидагича ёзиш мумкин: M = LV (5.3.5) 
Бу ерда:

ГР, 
а2 Р,

А в (5.3.6)
Л П-1 Рп-1

 ̂ А„ Р„ j

1 У 2

V  =

1 У н - ,
(5.3.7)

каби булиб, Рп ва уп номаълумлар цуйидаги 
муносабатлар билан богланган:

Pi — В,, р,у| -  С,,

Р„ =В„ -А пуп.„ (n = 2,n ),

Р„у„=Сп, (п = 2Ж Г1).
(5.3.8)

Агар (5.3.5) эътиборга олинса, (5.3.4) тизим 
LVu = Р шаклда ёзилади ёки бу ерда, Vu = Z (5.3.9) 
деб белгилаш киритсак, у тизим LZ=P куринишда 
булади ёки



р, 1 ( Z  Л ' р , '

А, р2 р2

А3 Р, =

А„.| Pn-i

лС
<

vZN, vPn /

дек ёзилади. Бу тизимни ечиб, цуйидагиларни 
топамиз:

7  _  J j .  7  P n -A.nZ n_|

■ ' Р . *  Рп
(п = 2,n ).

Энди эса, (5.3.4) тенгламалар тизимининг ечимини 
топиш мацсадида, (5.3.9) тизимни ечамиз. Унинг учун 
уни цуйидагича ёзиб олиб, яъни

'1 Y,
1 Уг 

1 Уъ

“ ‘ I
(  Z  \

U2

U j — z 3

U N-I Z f j - I

UN J < Z N j

(5.3.11)

ундан эса цуйидагиларни х,осил циламиз:

uN = z N,u„ = z n-Y„un+l (n = 1,N- 1).
Шундай цилиб, царалаётган чегаравий 

масаланинг ечилиши цуйидаги босцичлардан иборат 
булар экан:

1. Берилган (5.3.1) дифференциал тенгламани, 
(5.3.2) куринишдаги чекли айирмалар шаклида 
ифодаланади.

2. (5.3.4) тенгламалар тизимининг таркибидаги 
Ли, Вп, Сп ва Рп лар аницланади.



3. 15.3.8) муносабатлардан рп ва yn (n = 1,N) 
номаълум цийматлар аницланади.

4. (5.3.10) тенгламалар тизимидан zn (n = l,NT) 
лар аницланади.

5. (5.3.11) тенгламалар тизимидан ип лар

(n = l ,N - l)  аницланадиларки, улар царалаетган
чегаравий масаланинг ечимини ифодалайди.

6-БОБ.
ЧЕГАРАВИЙ МАСАЛАЛАРНИ ЕЧИШНИНГ 

ВАРИАЦИОН УСУЛЛАРИ.

Чегаравий масалаларни ечишнинг 
"вариацион усуллар" деб аталувчи усуллари энг куп 
тарцалган усуллар булиб, улар сирасига Ритц, 
Бубнов-Галеркин усуллари х,амда чекли элементлар 
усули киради. Бу бобда, мазкур усулларнинг 
мох,иятларини баён этиш билан биргаликда, 
вариацион х,исобнинг энг асосий тушунчаларига 
цисцача тухталиб утамиз. Чунки, улар билан 
"вариацион усуллар'' орасида бевосита узвий 
богланишлар мавжуддир.

6.1. ВАРИАЦИОН Х.ИСОБНИНГ АСОСИЙ 
ТУШУНЧАЛАРИ.

1. Купгина масалаларни ечишда, бир ёки бир 
неча х,ациций узгарувчиларга боглиц функциялардан 
фойдаланиш етарли булмайди. Масалан, утказгич 
буйлаб электр токи утганда, утказгич атрофида хосил 
булган электромагнит майдон кучланганлиги, 
утказгичнинг эгри чизиц куринишидаги шаклига 
боглиц булади. Яна бир мисол: учирилаётган турли 
хилдаги коинот кемаларининг Ер атмосферасидан 
чицишида, Ерга цайтиб тушиш вацтида, Ер 
атмосферасига киришида мумкин цадар камроц 
цизиши, мумкин цадар атмосфера царшилигини



кам рок сезиши ва бошца царшиликларни енгиши 
учун уларнинг сиртларининг шакллари кандай 
тузилишга эгалиги мухим ахамиятга эга. Бу 
мисоллардаги катгаликлар, чунончи, кучланганлик, 
царшилик ва бошца катталиклар, эркин 
узгарувчиларнинг цийматларидан ташцари яна 
функция (эгри чизиц, сирт шакли ва х.к.) ларга хам 
боглиц булаяптилар, яъни. цатъиймас цилиб 
айтганимизда, функцияларнинг функцияларидир. 
Шу муносабат билан биз цуйида функциянинг 
умумлашмасидан иборат булган функционал 
тушунчасини киритамиз.

Таъриф. Агар и = и(х) каби функциянинг 
бирор М тупламидан олинган хар бир и(х)

функцияга бирор J = j[u(x)]' сон мос цуйилса, у сон
функционал деб аталади.

Масалан, агар М шундай f(x) функциялар 
тунламидан иборат булиб, унинг хар бир функцияси 
узининг биринчи тартибли х,осиласи билан 
бкргаликда бирор [а;Ь] кесмада узлуксиз буладиган 
булсг:, у холда f(x) эгри чизицнинг [а;Ь] кесмага мос 
к. г-лувчи ейининг узунлигини ифодалайдиган

'СП- JVl + f '4 x)dx формула функционалдир, ёки

тенгламаси z = z(x;y) булган сирт юзини ифода этувчи

була олади (бу ердаги Д , S сиргнинг ХОУ координата 
текислигидаги изини ифодаловчи сохадир).

Функционаллрнинг экстремум цийматларини 
аницлаш масалалари хам худди функцияларнинг 
экстремум цийматларини аницлаш масалаларига 
ухшаш булиб, у масалалар билан олий 
математиканинг вариацион хисоб деб аталувчи

а

формула хам функционал



булими шугул-ланади. Шунингдек, функционалга 
экстремум цийматлар берувчи функцияларни 
аницлаш масаласи, вариацион хисобнинг асосий 
масаласи хисобланади.

2. Дифференциал тушунчаси дифференциал 
хисобда цандай фундаментал ахамиятга эга булса, 
вариация тушунчаси хдм вариацион хисобда шундай 
ахамиятга эгадир.

Таъриф. Бирор u = u(x) функциянинг 
вариацияси деб, царалаётган масала шартлари 
буйича унинг мумкин булган кичик узгаришига 
айтилади ва у 5и каби белгиланади.

Функцияларнинг биринчи, хамда юцори 
тартибли хосилаларига нисбатан вариация 
тушунчаси худди юцоридагидек киритилади, яъни, 
агар u = u(x) функциянинг вариацияси 5и булса, 
унинг хосилаларининг вариациялари 
(5u)' = 8u',(8u)" = 5и" ва хоказо каби булади. Демак, 
вариация белгиси 8 ни дифференциаллаш  
белгисидан ташцарига чицариб ёзиш мумкин экан. 
Бирор J=J[u(x)] функционалнинг таркибидаги 
функция хамда унинг хосилалари вариацияланганда, 
у функционалнинг циймати хам узгаради. Бу 
функционалнинг 8и вариацияга нисбатан 
орттирмаси деб, AJ = AJ(5u) = J(u 4- 8u)-J(u) каби 
микдорга айтилади.

Фараз цилайлик, J функционалнинг 
орттирмаси цуйидаги куринишга эга булсин, яъни: 
AJ = AJ(8u) = L(8u)-0(||8u||).
Бу ердаги L(5u), 8u га нисбатан чизицли функционал 
булиб, 0(||5и||)эса ||5и|| га нисбатан юцорироц 
тартибли булган чексиз кичик микдордир. Ушбу ДЛ 
орттирманинг 5и вариацияга нисбатан чизицли бош 
цисми булган L(8u), J функционалнинг вариацияси 
деб аталади ва 8J каби белгиланади.



6.2. ЭЙЛЕР ТЕНГЛАМАСИ ВА УНИНГ 
БАЪЗИ БИР ХУСУСИЙ Х.ОЛЛАРИ

Энди вариацион х;исобда энг куп учрайдиган 
цуйидаги функционални цараймиз:

Бу ерда, интеграл белгиси остидаги 
функцияни узлуксиз хамда барча узгарувчилар 
буйича керакли тартибдаги узлуксиз хусусий 
хосилаларга эга деб фараз цилинади.

Вариацион хисобнинг асосий масаласига кура, 
ушбу функционалга экстремум циймат берадиган 
шундай бир u = и(х) функцияни аницлаш лозимдир. 
Функция экстремуми мавжудлигининг зарурий 
шартига ухшаш, функционал экстремуми мавжуд 
булиши учун хам зарур шарт булиб, унинг 
вариациясининг нолга тенглиги хизмат цилади.

Мазкур функционал вариацияси

нинг нолга тенглик шартидан фойдаланиб, шундай 
бир дифференциал тенглама ва унга мос келувчи 
чегаравий шартларни хосил цилиш мумкинки, 
аницланиши лозим булган u = u(x) функция 
(чегаравий шартларни цаноатлантирадиган) у 
тенгламанинг ечимини ифода этади. Ана шу тенглама 
ва унга мос чегаравий шартларни аницлаш 
мацсадида, (6.2.2) вариацияда булаклаб интеграллаш 
усулидан фойдаланиб, интеграл белгиси остидаги 
номаълум функция хосиласининг вариациясидан 
холос буламиз:

(6 .2 . 1)

'г д  F д ¥
5J, = — 5и + — гби dx1 J Л 1, Д ..5и <3и (6.2.2)



Бу вариациянинг нолга тенг булиши учун, аввало,

булиши,кейин эса, х = х0 ва х = х, ларда 5и = 0 ёки
д ¥ /  <3и = О нинг бажарилиши лозим булади.

Юцорида х,осил цилинган (6.2.4.) тенгламани 
Эйлер тенгламаси деб юритилади. У иккинчи 
тартибли оддий дифференциал тенглама булиб, 
унинг учун чегаравий шартлар булган и(х0) билан 
и(х,) лар 8и = 0 шартдан х,осил цилинади.

Эйлер тенгламасининг ечимида иккита 
ихтиёрий узгармас иштирок этадики, уни биз 
экстремал деб атаймиз.

га мос булган (6.2.4) Эйлер тенгламаси цуйидагича 
ёзилади:

Ушбу тенглама u(x0) = а  0 и(х,) = а  , каби
чегаравий шартлар билан биргаликда четлари 
мах;кам бириктирилган, узгарувчан Р(х) кесимли

3 u  d x  Эи (6.2.4)

(6.2.5)



стерженнинг буйлама эгилиши х,ак,идаги масалани 
ифода этади (Е-эластиклик модули).

Энди Эйлер тенгламасининг баъзи бир хусусий 
х,олларини куриб утамиз.

1 - Х О Л .  F(x,u.u ) = F(it ) ,  яъни ( 6 . 2 . 1 )  

функционалдаги интеграл белгиси остидаги функция 
фацат и' га боглиц, у цолда ( 6 . 2 . 4 )

тенглама(д 2F(u ) /  Эи )u =0 куринишга келади.

Бундан u = q ва тенглама ечими и = С,х + С7дек 
булади, яъни экстремал чизикди функциядан иборат 
булади.

2-х.ол. F(x.u.u') = F(x.u '), яъни интеграл 
белгиси остидаги функцияда и иштирок этмайди.

d aF(x,u')
Бу х;ол учун Эйлер тенгламаси ^  ^ и .

куринишга эга булади, бундан эса 
dF(x.u')

=  (6.2 .6,

булиб, бу ифода Эйлер тенгламасининг биринчи 
интеграли дейилади ва уни ечиб, u = f(x ,C ,,C 2) 
куринишдаги умумий ечимга эга буламиз.

3-х.ол. F(x,u,u') = F(u,u') булсин, яъни 
интеграл белгиси остидаги функцияда х иштирок 
этмайди. Бу х,олда Эйлер тенгламаси цуйидаги 
куринишга эга булади:

dF(u.u') Э2Р(и,и') 32F(u,u')
— я----- ~ я я ■ ~ — и"=0 (6-2.7)Эи ЭиЭи Эи k '

Агар бу тенгламани и' га купайтирсак,



хосил булади. (6.2.8) тенгламадан

(6.2.9)

булиб, бу Эйлер тенгламасининг биринчи интеграли 
деб аталади ва у биринчи тартибли дифференциал 
тенглама булгани учун уни интеграллаш натнжасида 
яна битта ихтиёрий узгармас иштирок этган
куйидаги u = f(x,C ,,C2) ечимга эга буламиз.

4-хол. F ( x , u , u )  =  F ( x , u )  булсин, яъни
интеграл белгиси остидаги функцияда u иштирок 
этмайди. Бу холда (6.2.4) тенглама 
д  F(x, и)/ д  и = 0 куринишга келади. Бу тенглама эса 
дифференциал тенглама эмас. Тенгламани и га 
нисбатан ечиб, u = f(x) куринишдаги битта ёки бир
нечта экстремалларни топамиз. Бу холда вариацион 
масала умумий холда ечилмайди.

Энди юкррида курилган холларга оид мисоллар 
курамиз.
Мисоллар:
1. Куйидаги

F(x,u,u') = F(x,u') = u'+x^u'”,—  = 1 + 2x2u'
du

J,[u(x)j = J [u '+ x 2u'2]dx ,u(0 ,5)  = 0, u(l) = 0,5



1 + 2x2u' = С,,
, С, -1  du С, -  1 1

2х2 ’dx 2 ‘х2’
С, -1  dx 1-С, ^

du = — ----- г, u = ——  + С,.
2 х 2х

u(0,5) = 0,и(1) = 0,5 ва

Г(1 -С ,) + С2 = о,
|(1 ~ С.) + 2С, = 1.

Бундан эса:

С, = 2,С2 = 1, и = _ 2^ +

*/ 2
2.Ушбу J|[u(x)]= J(u'2- u 2)dx

о
функционалнинг u(0) = 0, u(7t/2) = l шартларига 
буйсинувчи экстремали топилсин.

Ечиш.
F(u,u') = u'2- u 2 булгани учун (6.2.7) га асосан
-2 u -2 u " = 0 , u"+u = 0.
Унинг умумий ечими 
и = С, cosx + С2 sinхкаби булади.
Ечимда иштирок этган С, ва С2 
узгармаслар и(0) = 0,и(я/ 2) = 1 шартлардан

. я
топилади, яъни С, = 0, С2 sm y = 1, С2 = 1.



Демак, берилган функционал u = sjn х функцияда 
экстремумга эришади.

Куйидаги функционалларнинг экстремум- 
ларини топишни китобхонларга мустак,ил бажариш 
учун тавсия этамиз:

V л/1 + и"
1. J][и(х)] = j--------- dx. u(l) = 0. u(2) = 1.

1

2 . J,[u(x)] = |(xu + u’2 )dx, u(x,) = 1, u(x2) = 2

3_ J,[u(x)] = |(u 2 +  li' -2usinx)dx,u(x,) = l.u(x2) = 2

4 , J,[u(x)] = J(u' +12xu)dx,u(0) = 0,u(l) = 1
0

5. J |[u(x)] = }(xu’+u'2 )dx,u(0) = 0,u(2) -  1.
0

6.3.ЮК;ОРИ ТАРТИБЛИ Х.ОСИЛАЛАРГА BOFAHK, 
БУЛГАН ФУНКЦИОНАЛЛАР УЧУН ЭЙЛЕР 

ТЕНГЛАМАСИ
Куйидаги функционални цараймиз:

J ,[u (x ) ]  = | F(x.u,u , u )dx (6.3.1) 
\ .



Бу ерда хам интеграл белгиси остидаги функцияни 
узлуксиз, х,амда барча узгарувчйлар буйича керакли 
тартибдаги узлуксиз хусусий хосилаларга эга деб 
фараз циламиз. Мазкур функционал вариацияси

* I

6 J 2 = j
oF SF 5F 
—--5 u  + —— 5u + — гг 
cu о u Э u

dx (6.3.2)

да хам булаклаб интеграллаш усулини цуллаб, 
цуйидагини хосил циламиз:

с F £F
о J ч = т 5 и| ч1 + — г 5 и

о и " д и
д\: d д?  d дГ
—  5и -  -------- г  6а -  -------------------- 5и
си dx cu dx ди

dx =

cl'-' d oF ] ,*, (5 !•' .,4, (■—r------- - S u| +—-5u +
C LI dx CU J 4,1 ClI •x" J

5 F _ _ d _ £ F  d~ gF 
cu d x d u  dx2 3u

5udx

Бу ердан эса аввалги банддагига ухшаш

д F d 5F d2 5F
+ = 0 (6.3.3)5u dx Эи dx Эи '

тенгламани ва унга хмос булган чегаравий шартларни 
Хосил циламиз. Мазкур тенглама, туртинчи тартибли 
дифференциал тенглама булиб, унинг учун
u(x0),u(x,),u'(x0),u'(X|) лар чегаравий шартлардир.

Умумий холда, функционал таркибида п- 
тартибли хосилалар цатнашсалар, унга мос булган 
Эйлер тенгламаси 2п-тартибли оддий дифференциал 
тенглама булиб, чегаравий шартларнинг сони хам 
2п та булади. Х,ацицатан хам, бизга ушбу 

х|
Jn[L1(x)]= jV(x,u,u ,u",...:utn,)dx (6 34)

функционалга экстремал циймат бериб, чекланиш 
шартлари



Iu(x0) = C0,U (x0) -  C, ,...,ut"‘l)(x0) = C„.
[u(X|) = D0,u (x,) = D ,,...,u(n' l)(xl) = D„_,

ни цаноатлантирадиган ва C2n синфга тегишли булган 
функцияни топиш талаб этилган булсин. Мазкур 
функционал учун хам экстремум мавжудлигининг
зарурий шарти 5  J n -  0 булгани сабабли, унинг хам
вариациясини хисоблаймиз:

S J ,=  j
5F 0F 3F
— 6и + —-5 и  +...+— т-г 5 и('° 
5и ди ди(п)

dx (6.3.6)

Бу ерда хам булаклаб интеграллаш усулидан 
фойдаланиб, юцорида баён цилинганга ухшаш 
цуйидаги тенгламага эга буламиз

5F
д и

d д ¥  d2 3F d"
■ + — — -...+(-1)"dx du dx‘ ди dx" Эи

8 F
~ м =  0 (6.3.7)

Бу тенглама одатда Эйлер-Пуассон тенгламаси деб 
аталиб, 2п-тартибли оддий дифф еренциал 
тенгламадир. Унинг ечимида иштирок этувчи 2п та 
ихтиёрий узгармасларни (6.3.5) чекланиш 
шартларидан фойдаланиб аникданади.

Хусусий холда, агар

F(x,u,u’,u") = yJ(x)u" — f(x)u(x) 

булса, у холда
I

J2[u(x)]= J
*CI

га мос (6.3.3) Эйлер тенгламаси 

[EJ(x)u"(x)]" = f(x)

dx



дек ёзилади. Бу тенглама, u(x0) = и'(х.0) = О»

d
М = EJ(x,)u''(x,) = О, Q = — М(х.) = О

dx
каби чегаравий шартлар билан биргаликда 
узгарувчан кесимли консол тусиннинг эгилиши 
х,ак,идаги масаланинг математик моделини ифода 
этади (J(x) -кесимнинг инерция моменти). 

Мисоллар.
1.Ушбу

ж/г

У2[ы(х)]= J ( u " 2- u 2 +  x 2)dx
о

функционалга экстремум циймат берувчи ва 

u(0) = 1, и' (0) = 0,

и ( ^ )  = 0, и Ч % )  =  - \

шартларни цаноатлантирувчи функция топилсин. Бу 
хдлда Эйлер-Пуассон тенгламаси

d2
-2 u  + — г(2и") = 0 

.dx"
ёки

[V nu -  u = 0
куринишда булади. Бу тенгламанинг характеристик 
тенгламаси к"1 -  1 = 0 булиб, к, = 1, к2 = -1, к 3 = i,
к,, = - i илдизларга эга. Шунинг учун дифференциал 

тенгламанинг ечими ёки экстремали цуйидагича 
булади:

и = С ,/х + С2/;_х.'+ C,Sinx + C,,Cosx.
Масаланинг чекланиш шартларига асосан, С,, С2, Сг 
ва С4 ларни топиш учун



С, + С2 4- С4 -  1, 
Cj — С, "FCj = о,

' c,r- +C2f 2 + С 3 =0,
тс к

С / 1 - С 2£~* - С «  = - 1

тенгламалар тизимини х,осил циламиз. Бу тизимнинг 
ечими С 1 = С2 = С3 = 0, С4=1 булади. Демак, 
функционалга экстремум берувчи функция u = cosx 
экан.

2.К,уйидаги функционалнинг экстремумлари 
топилсин:

I
а) J2[u(x)]= j(l + u"2)dx,

о
u(0) = 0, u'(0) = 1, u(l) = 1, u'(l) = 1.

%
б) J2[u(x)]= }(16u2 - u " 2 +x2)dx

0
u(0) = 0,5; u'(0) = 0; u ( ^ )  = 0; u ' ( n/ 2 ) =  1.

Умуман Эйлер тенгламасининг у ёки бу 
чегаравий шартларини цаноатлантирувчи ечими 
берилган функционалнинг минимумини беради ёки 
аксинча, берилган функционалнинг минимуми унга 
мос келувчи Эйлер тенгламасининг берилган 
чегаравий шартларини цаноатлантирувчи ечимини 
ифода этади. Шу сабабли, куп лолларда Эйлер 
тенгламасини ечиш урнига унга мос булган 
функционални минималлаштириш масаласи 
ечилади, чунки, кейинги масаланинг ечилищи 
олдингисига нисбатан анча цулайрокдир.



Функционалларни минималлаштиришга 
асосланиб чегаравий масалаларни ечиш усулларини 
одатда, вариацион усуллар деб юритилади.

6.4. ЭНГ СОДДА ЧЕГАРАВИЙ МАСАЛАЛАРНИ 
РИТЦ ВА БУБНОВ-ГАЛЕРКИН УСУЛЛАРИДА 

ЕЧИШ.
Мазкур усуллар координата функциялари 

тушунчаси билан боглиц булганликлари сабабли, 
аввал унинг таърифини киритамиз.

Таъриф. Агар u,(x), и2(х), ..., un(x) каби 
функциялар тизимидаги х,ар бир функция узлуксиз, 
х,амда исталган тартибдаги узлуксиз х,осилаларга эга 
булиб, у функциялар чизикди богланмаган булсалар 
ва функцияларнинг тула тизимни ташкил этсалар, у 
х,олда у функциялар тизими координата 
функциялари деб юритилади.

1. Ритц усули.
Айтайлик,

u"(x) + bu(x) = f(x) (6.4.1)
каби иккинчи тартибли чизицли оддий 
дифференциал тенглама узининг

и(х0) = 0, и(х,) = 0 (6.4.2)
каби чегаравий шартлари билан царалаётган булсин. 
Бу ердаги Ь, бирор узгармас сондир.
Мазкур тенгламага мос булган функционал 
цуйидагича булади:

X,
J  I =  J  I [и ( х ) ]  =  J

Х,ацицатан х,ам F(x,u,u') = — (u '2 -  bu2) + fu

3F д¥
булгани учун, — = -  bu + f, ^ 7  = и' эканлйкларини

( u ' 2 - b u 2) +  fu dx (6.4.3)



эътиборга олсак, Эйлернинг (6.3.7) тенгламасига 
асосан, (6.4.1) тенгламани х,осил циламиз. Ритц 
усулига кура, (6.4.1) билан (6.4.2) чегаравий масалани 
ечиш, (6.4.3) функционалнинг
минималлаштирилишига келтирилади. У усулга 
биноан, масаланинг ечими цуйидаги куринишда 
изланади:

П
u(x) = I a , - u i(x) (6.4.4)

i = i

Бу ердаги а лар аницланиши лозим булган номаълум
коэффициентлар булиб, и,(х) лар эса, (6.4.2) 
чегаравий шартларни цаноатлантирувчи аниц 
координата функцияларидир.

Энди (6.4.4) ифодани (6.4.3) га цуйсак,
натижада, (6.4.3) функционал, п та с/,, а 2, . . . , а п 
узгарувчи (номаълум коэффициентлар)ларга боглиц 
булган функцияга узгаради, яъни:

ва а х, а 2, . . . а п коэффициентларни шундай 
аницлаймизки, (6.4.5) ифода минимум цийматга 
эришадиган булсин. Шундай цилиб, (6.4.3) 
функционалнинг минимуми х,ацидаги масала, (6.4.5) 
каби п узгарувчили функциянинг минимуми 
х,ацидаги масалага келтирилди, у эса 
функционалнинг минимумини топиш масаласига 
нисбатан осонрокдир.

J \ { c i \ , a 2, . . . , a n) функция минимуми 
мавжудлигининг зарурий шартига
биноан,номаълум а ^ ,а 2 , . . . а п коэффициентларни 
аницлаш учун алгебраик тенгламалар тизими х,осил 
циламиз, яъни,



га асосан,

Xa,Ab =qk,(k = l,n) (6.4.7)
1=1

. ни х,осил циламиз.Бу ерда:

j / М  щ (x)dx
(6.4.8)

4k = -

У тизимдан аницланган
коэффициентларни (6.4.4) га цуйсак, царалаётган
(6.4.1)-(6.4.2) чегаравий масаланинг тацрибий 
ечимини хосил циламиз.

2. Бубнов-Галеркин усули.
Мазкур усулга кура, (6.4.1)-(6.4.2) чегаравий 
масаланинг ечимини яна (6.4.4) ифода орцали 
излаймиз, яъни, (6.4.4) ни (6.4.1) тенгламага цуямизки, 
натижада, цуйидагини х,осил циламиз

Ушбу ифоданинг х,ар бир хддини uk(x ),(k =  l.n) 

ларга купайтириб, х;осил булган тенгликни д:0 дан 
л', гача булган чегараларда интегралласак,

п
(6.4.9)

п



ни х,осил циламиз.Бу ерда:

Bki = f[u,'(x) + bu,(x)]uk(x)dx,
х«

*1
Рк = Jf(x)uk(x)dx

Х(1

Юцоридаги (6.4.10) алгебраик тенгламалар 
тизимини ечиб, номаълум а, коэффициентларни 
аницлаймиз ва уларни (6.4.4) га цуйсак, (6.4.1 )-(6.4.2) 
чегаравий масаланинг тацрибий ечимини топамиз.

Ритц, х,амда Бубнов-Галеркин усуллари 
орцали ечиладиган мух,андислик масалалари цацида 
кейинги бобларда муфассал суз юритилади.

6.5. ЧЕКЛИ ЭЛЕМЕНТЛАР УСУЛИ.
К^шгина мухандислик масалаларининг ечилиши 

жараёнида х,ал цилиниши анча мураккаб булган 
муаммоларга дуч келинадики(масалан, моделнинг 
мураккаб шаклдалиги,моделдаги мустах,камликнинг 
зинапоясимон тарздаги узгариши ва бошцалар), у 
масалаларни мавжуд сонли ечиш усуллари ёрдамида 
ечиш цоницлари натижаларга олиб келмайди. Бу 
жихдтдан «чекли элементлар усули» деб номланган 
усул, бирцадар, у цийинчиликларни енгишда 
устунликка эга.

Мазкур усулга кура, царалаётган масаладаги 
сох,ани чекли дона булакларга (элементларга) 
булиниб, х;ар бир булак учун масала алохдда ечилади 
ва у натижаларни бир бутун цилиб 
бирлаштирилади.У эса уз навбатида, цуйилган 
масаланинг ечимини тацрибан ифодалайди.

Чекли элементлар усулининг мох,иятини 
соддалик учун стерженнинг чузилиши цацидаги 
масалага нисбатан баён этамиз. Фараз 
цилайлик,чизицли эластик мух,итни эгаллаб турувчи



S сохд бирор S2 айланма сирт, х;амда айланиш уцига
тик жойлашган иккита S 0 ва 5, текис кесимлар
билан чегараланган булсин. Шу билан бирга, S0

кесим мустах,кам бириктирилган булиб, 5, кесим 
эса, кучланишлардан х,оли булсин (9-расм).

Q

9-расм.
Айланиш уци учун, координата боши S0

кесимдаги 0 нуцта булган Декарт координаталар 
тизимининг Ох уцини танлаймиз. Агар Ох ук,к,а
ппрал,\ел булиб, зичлиги F  =  F ( x )  дан иборат 
умумий кучлар берилган булса царалаётган сох,адаги 
барча нуцталарнинг силжишларини аницлашни 
мацсад цилиб цуямиз.

Стержен нуцталарининг Ох уц буйлаб
силжишларини u = u(x) билан, буйлама
деформацияни е  =  d u j  d x  орцали, айланиш уцига
тик кесимлардаги кучланишларни ст = а  ( х )  билан
белгилаб, кундаланг кесимларнинг юзини S ( x )  
билан белгиласак, у х,олда у кесимнинг ихтиёрий 
нуцтасидаги кучланишнинг тула ифодаси цуйидагича 
ёзилади:



d u
ёки Гук цонунига асосан, а  =  Е  е  -  Е —  каби

dx
булганлигидан туда кучланишни куйидагича ёзамиз:

du
Р =  Р ( х )  =  E S { x ) —  (6.5.2)

ах

Энди u = и(х) силжишларни аницлаш 
масаласини тацрибан ечиш мацсадида цуйидаги
усулни цуллаймиз: S  сох,а (уни биз цисцалик учун 
стержен деб атаймиз)ни, хаёлан Ох уцца тик булган 
х п = const кесимлар ёрдамида Д- та булакка буламиз
ва hk орцали xk_ ,< x < x k шартни 
цаноатлантирувчи к булакнинг узунлигини 
белгилаймиз, яъни:

hk = x k ~ x k-1 (6-5-3) 
Х,ар бир булакдаги и(х) силжишни етарлича 

аницлик билан чизикди функция орцали тацрибан 
ифодалаш мумкин деб фараз циламиз:

u(x) = u(k)(x) = а (0к) + а [ к)х  (6.5.4)
Бундай буён, кесимдан кесимга утилганда 

силжишларнинг узлуксизликларини таъминлаш
мацсадида, , а \ к) коэффициентлар урнига

силжишларнинг цийматлари булган uk = u(xk)
ларни киритамиз ва уларни аницланиши лозим 
булган номаълумлар деб юритамиз.

Равшанки,

к_ , =с^к) + а,(к)хк-[>
' }ик = а ^ + а ) к% .



Агарда бу тизимни, (6.5.3) ни эътиборга олиб 
ечсак, цуйидагини топамиз:

1
Оо =  Т— CL,k-rx k - U kX k_, ) ,  

k

Q!kl = r - ( uk 
h k

Демак, k элементнинг силжиши цуйидагича 
ёзилар экан

u (x )W °(x )=  (6 5 5)
i=( k- l) ,k

Бу ерда:
1 1 

4> *-i(*) = Т ~(** - х ) , ( р  к{ х )  =  — { х - х к_\)  
"к "к

Фараз цилайлик, стерженнинг к булагига 
тацсимланган умумий кучлар таъсирининг самараси
билан x k_i ва х к кесимларга мос равишда текис
тацсимланган R k_] ва R k кучларнинг таъсири бир-
бирига тенг кучли булсин. Мазкур сирт кучларини 
топишнинг энг содл,а усули булиб, бу кучларнинг
бйрор мумкин булган силжишда бажарган иши 8  А к 
ни цисоблашдан иборатдир, яъни:

ч

5A k = jS(x)F(x)5udx
4-1

Бу ифодага (6.5.5) ни цуйиб, цуйидаги

5 А = Rk_, 5 uk_, + R k5 uk 
ни х,осил циламиз. Бу ерда:



Rk-i = }s(x)F(x)(p k_:(x)dx,
xk-l

*k
R -=  js(x)F(x)cp k(x)dx.

Энди, к элементнинг ички кучланиш х^собига 
вужудга келадиган эластик потенциал энергиянинг 
вариациясини х,исоблаймиз

хк *. Ни(к)
5 П к = jP(x)5e(x)dx = Е J ^(х) — — 5

(  du(k)
dx =

= EJ,
- u k_,

К

v dx у
*'K-I

8К  - u k_,) = Pk6(uk - u k4)

Бу ерда:

J k =  j^ O )^
■'t-i

Агар к элементнинг ички кучланиши х,исобига 
вужудга келувчи сирт кучининг

Pk = E Jk(uk - uk_,) /  hk эканлигини
эътиборга олсак, к элементга таъсир этувчи йигинди 
куч куйидагича ёзилади:

ф[и = Кк-К=~  j s ( x ) F ( x ) ( x - x k) d x - - ^ ^ T^  (6.5.6)
к х к _, к

У х,олда, х  =  х к кесимдаги барча кучларнинг 

мувозанат тенгламасини ф (к) = ф {к+1) ёки



ф (к) - ф {к^ ] =0 каби куринишда ёзиш
мумкин булади. Бу ифодани (6.5.6) га 
цуйиб,цуйидагини х,осил циламиз

Ушбу (6.5.7) тизимни ечиб, u ,,u?,...,uN

дир, чунки, S0 ва Sv+1 кесимлар мустацкам
бириктирилган эди). Шуни алох,ида таъкидлаш 
лозимки, (6.5.7) тизим, узининг машинавий ечилиши 
нуцтаи назаридан царалганда анча яхши 
тизимдир, чунки унинг матрицаси симметриявий уч 
диагоналлидир. Шунинг учун унинг тескари 
матрицасини х,исоблашнинг тежамли барцарор 
усуллари мавжуд. Чекли элементлар усули баёнини 
китобнинг 9-бобида давом эттирамиз.

ХУСУСИЙ Х.ОСИЛАЛИ ДИФФЕРЕНЦИАЛ 
ТЕНГЛАМАЛАР ОРКДЛИ 

МОДЕЛЛАШТИРИЛАДИГАН АЙРИМ 
МУХДНД ИСЛИК МАСАЛАЛАРИ ВА УЛАРНИ 

ЭХ.МДА ЕЧИШ УСУЛЛАРИ.
Алгебраик тенгламалар тизими ёки оддий 

дифференциал ва интеграл - дифференциал 
тенгламалар орцали моделлаштирилувчи айрим

+

(6.5.7)

ларнинг цийматларини топамиз (и0 = 0 ва uN+1 = 0



мухандислик, масалалари, хамда уларнинг ечилиш 
усуллари билан биз аввалги бобларда танишиб утган 
эдик.

Бундан буён биз хусусий хосилали 
дифференциал тенгламаларга асосланган математик 
моделларнинг айрим масалалари ва уларнинг ечилиш 
усуллари билан шугулланамиз. Хусусий хосилали 
дифференциал тенгламалар асосан, машиносозлик, 
курилиш конструкциялари ва учиш аппаратлари 
элементларининг мустахкамлик, тургунлик ва 
динамикаси каби турли хил масалаларини ечишда 
кулланилади.

7-БОБ.
ХУСУСИЙ Х.ОСИААЛИ ДИФФЕРЕНЦИАЛ 

ТЕНГЛАМАЛАРНИНГ АСОСИЙ ХИЛЛАРИ УЧУН 
АЙРИМ ЧЕГАРАВИЙ ВА БОШЛАНГИЧ - 

ЧЕГАРАВИЙ МАСАЛАЛАРНИНГ К^ЙИЛИШИ.
Маълумки, хусусий хосилали дифференциал 
тенгламаларнинг асосан уч хили мавжуд булиб, улар 
эллиптик, гиперболик ва параболик тенгламалар деб 
юритилади. Биз бу бобда асосан, мазкур тенгламалар 
учун айрим чегаравий ва бошлангич-чегарасий 
масалаларнинг тугри хамда вариацион тарзда 
куйилишлари хамда уларнинг бир-бирларига тенг 
кучли эканликлари хак,идаги масалалар билан 
шутулланамиз.



7.1. ХУСУСИЙ Х.ОСИЛАЛИ ДИФФЕРЕНЦИАЛ 
ТЕНГЛАМАЛАР ХДК.ИДАГИ АСОСИЙ 

ТУШУНЧАЛАР.
Таъриф. Хусусий хосилали дифференциал 

тенглама деб, х р х2,. . . ,хп каби эркли узгарувчиларга 
боглик, булган номаълум u = u ( x l, x 2, . . . , x j  функция ва 
унинг турли хил тартибдаги хусусий хрсилаларини 
богловчи муносабатга айтилади хамда унинг умумий 
куриниши куйидагича ёзилади.

(  дм ди  a k'+kl++k"ii л
F к"

— О

бу ерда, F- узининг аргументига нисбатан берилган 
функциядир.

Таъриф. Хусусий хосилали дифференциал 
тенгламанинг тартиби дейилганда, унинг таркибига 
кирувчи хусусий хосилаларнинг энг юк,ори тартиби 
тушунилади.

Таъриф. Агар бирор u = u ( x l,x 2, . . . , x j  функция 
ва унинг керакли тартибдаги хусусий хосилалари 
тенгламага к,уйилганда, тенглама айниятга айланса, 
у функция, хусусий хосилали дифференциал 
тенгламанинг ечими дейилади.

Таъриф. Агар хусусий хосилали 
дифференциал тенглама номаълум функциянинг 
барча юк,ори тартибли хосилаларига нисбатан



чизикди булса, у квазичизикди тенглама дейилади. 
Масалан,

I  \ Э 2и / \ д 2и
A(x,y,u,u' ,Uy - т  + В х ,у ,и ,и > ; I— -  +

v y j o x ‘ v y / o x o y

+ С(x,у, u, u'x, u' + f (x, y, u, u ', u ;) = 0

тенглама иккинчи тартибли квазичизикди хусусий 
хрсилали дифференциал тенгламадир.

Таъриф. Агар хусусий х,осилали 
дифференциал тенгламадаги номаълум функция ва 
унинг барча тартибдаги хусусий х,осилалари 
факдтгина биринчи даражада цатнашса, уни хусусий 
х,осилали чизицли дифференциал тенглама деб 
аталади.

Масалан,

/ ч Э 2и i  ч 5 2и ( J 2u 
а ( х .у ) ^ Г  + 2в (х .,)— + С (х, у ) ^ т  +

+ D (х . у) J 7  + Е  (х. y ) f ^  + 0  (х. у )“  =  f(x , у)

хусусий х,осилали дифференциал тенглама, и(х,у) 
номаълум функцияга нисбатан иккинчи тартибли 
чизикди тенгламадир.

Одл,ий дифференциал тенгламаларда булгани



каби, хусусий х,осилали дифференциал 
тенгламаларнинг хам ягона ечимларини цушимча 
шартлар берилгандагина топиш мумкин булади. Бу 
шартлар номаълум функция ва унинг хусусий 
хосилаларига нисбатан цуйилишлари мумкин хамда 
улар номаълум функциянинг куриниши ва узгариш 
хусусиятини белгиловчи тенгламанинг хилларига 
боглик, булади.

Мазкур бобнинг асосий масаласини баён 
этишдан олдин, биз китобхонларга оператор 
хацидаги айрим тушунчаларни эслатиб утамиз.

7.2. ДИФФЕРЕНЦИАЛ ОПЕРАТОРЛАР 
ХДКДДАГИ АЙРИМ ТУШУНЧАЛАР.

Таъриф. Агар бирор А  алмаштириш мумкин 
булган и функцияни /=Аи функцияга з^каэса, у 
алмаштириш оператор деб аталади.

Операторлар, одатда, лотин алифбосининг бош 
харфлари билан белгиланади.

Таъриф. Бирор А  операторнинг аникданиш 
сохаси деб, А и  амал аникданган и функциялар 
тупламига айтилади, Аи функциялар туплами эса, А  

операторнинг узгариш сохаси дейилади.
Демак, операторнинг таърифидан куриняптики, 

оператор аницланган булиши учун аникданиш



сох,аси, хамда хар бир и функцияга унинг тасвирини 
мос цилиб цуядиган цонун курсатилган булиши 
керак экан.

Бундан буён, асосан, дифференциал 
операторлар цараладики, улар учун функция ва 
унинг тасвири орасидаги мослик бирор 
дифференциал ифода воситасида берилади (яъни: 
функция ва унинг хосилаларини уз ичига олувчи 
ифода). Масалан, стерженнинг буралиши хацидаги 
масалада А  = д , пластинканинг эгилиши хацидаги

масалада эса, А  = Д 2 каби булиб, уларга мос булган 

дифференциал ифодалар цуйидагича ёзиладилар:

8 1 д2 
А "  Эх2 +  Эу2 ’

2 _ д ^  д 4 д 4 

^  д х 4 ~ д х 2д у 2 д у 4 '

Дифференциал операторнинг аникданиш сохаси 
функциялардан иборат булиб, улар учун 
дифференциал ифода аник, маънога эга хамда улар 
царалаётган масаланинг чегаравий шартларини 
цаноатлантиради.

Таъриф. Иккита А  ва  В  операторлар учун А + В  

оператор ( А - Ь В ) и = А и + В и  тенглик билан, А  В 

оператор (д  ■ В ) и = А ( В и ) тенглик билан, С А  оператор



эса, fC  A j u —C A u  каби тенглик (С-ихтиёрий узгармас 
сон) билан аницланади.

Х,ар бир функцияни узини узига акслантирувчи 
оператор айний ёки бирлик оператор деб аталади.

Таъриф. Агар бирор А операторнинг аникданиш - 
сох,асида и ва W  каби функциялар билан биргаликда 
хар цандай иккита хациций С( ва С 2 сонлар учун 
C(u+C2W функция хам ётадиган булса ва хар доим 
Хам A/'C;u + C,VVrj= C (Au + C,AW  каби тенглик 
бажариладиган булса, у холда, А оператор чизикди 
оператор деб аталади.

Бу А чизикди операторнинг таърифидан келиб 
чицадики, агар А и =0 тенгламанинг ечими айнан 
нолга тенг функция булса, у холда, унга А ‘ тескари 
оператор мавжуд булади.

Таъриф. Агар А операторнинг S  аникданиш 
сохасидаги хар цандай иф 0 функция учун

тенгсизлик бажарилса, А оператор мусбат 
аницланган оператор деб аталади.

Шуни таъкидлаш лозимки, хар цандай мусбат 
аницланган операторга мос булган тескари оператор 
хар доим хам мавжуддир.

Таъриф. Агар хар цандай иккита и ва W



функциялар учун ( A u , W ) = ( A W , u )  каби тенглик 
бажариладиган булса, А  оператор симметриявий ёки 
уз-узига кушма оператор деб аталади.

7.3. ЭЛЛИПТИК ТЕНГЛАМАЛАР УЧУН ЭНГ 
СОДДА ЧЕГАРАВИЙ МАСАЛАЛАРНИНГ

Машинасозлик ва курилиш конструкциялари 
элементларининг, х;амда учиш аппаратлари курилиш 
механикасининг барча статикавий масалалари 
(мембрана, гардиш, самолёт каноти, пластинка ва 
к,обик,ларнинг эгилиши, х;амда стерженнинг 
буралиши каби масалалар)ни ечиш, эллиптик 
тенгламаларни ечишга келтирилади. Бу масалалар, 
бирор ёпик; сох;ада куйилиб, сох;анинг чегарасидаги 
х,ар бир нук,тада чегаравий шартлар берилади.

Эллиптик тенгламалар учун {0 < х < а ;  0 < у < Ь }  

каби тугри туртбурчакли сох;ада куйидаги чегаравий 
масалаларни куриб утамиз:

к у й и л и ш и .

д и  =  и';х + и ; ;  =  f ( x , y )  (7.3.1)

и(0 ,у )  -  и ( а ,у )—0, 

и ( х , 0 ) = и ( х , Ь ) —0 (7.3.2)

еки



б) л2и = uJL + 2u'vxyy + u |^  = f(x,y), (7.3.4)

u(0,у) = и(д,y) = u" (0,y) = u" ( a , y) = 01 
u(x,0) = u(x, b) = u"(x,0) = u" (x, b) = 0 J (7-3-5)

ёки

u(0, y) = u(a, y) = ux (0, у) = u; ( а ,  у) = 0 j  
u(x,0) = u(x, b) = u; (x,0) = u; (x, b) = 0 j <7'3-6)

Бу ерда, д ва д2 лар орцали мос равишда Лаплас 
ва бигармоник операторлар белгиланган.

М ембрананинг барцарор эгилиши ва 
стерженнинг буралиши каби масалаларни ечиш, 
(7.3.2.) ёки (7.3.3) каби чегаравий шартлар билан 
биргаликда (7.3.1.) тенгламани ечишга келтирилади. 
Шунингдек, (7.3.1)-(7.3.2) масалани Дирихле 
масаласи, (7.3.1) билан (7.3.3) эса, Нейман масаласи 
деб юритилади.

Эркин таянчли тугри туртбурчакли 
пластинканинг эгилиши хацидаги масалани ечиш,
(7.3.5) каби чегаравий шартлар билан биргаликдаги
(7.3.4) тенгламани ечишга ёки агар у пластинканинг 
четлари мустацкам бириктирилган булса, (7.3.4) 
билан (7.3.6) масалани ечишга келтирилади.

Булардан ташцари бошца чегаравий масалал'ар 
хам мавжуд, масалан, агар пластинканинг х=0 ва 
х = а  четлари эркин таянчда булиб, у=0 ва у=Ь четлари



эса эркин булса, у холда чегаравий шартлар куйида! и 
к^финишда ёзилади:

и(0,у) = и(а,у) = и" (0,у) = и" (а ,у) = 0, 1 
и;;(х,0) = и" (х,Ь) = и - (х,0) = и"(х.Ь) = 0J (7а7)

Юцорида куриб утилган барча чегаравий 
масалаларнинг куйилишларини, уларнинг эллиптик 
тенгламалар учун тугри куйилишлари деб юритамиз.

Энди эллиптик тенгламалар учун чегаравий 
масалаларнинг вариацион тарзда куйилишининг 
айримлари билан танишамиз.

Теорема. Эллиптик тенглама булган (7.3.1) 
тенглама куйидаги

а  Ь

J = f  jF(x,y,u,u'v,u;)dxdy =

= { |[u;2 + u;2 + 2uf]dxdy (7'3'8)
о 0

функционалнинг экстремуми топилишига тенг 
кучлидир.

•Исбот. Теореманинг шартида келтирилган (7.3.8) 
функционал учун Эейлер тенгламаси куйидагича 
ёзилади:



эканликларини эътиборга олиб, уларни (7.3.9) га 
цуйсак, (7.3.1) тенглама хосил булади.

Энди (7.3.8) функционални цуриш мацсадида, 
цуйидаги ифодани цараймиз, яъни:

J = (-Au,u) -  2(u, f). (7.3.10)
Бу ерда:

а  Ь

( - Д и , и ) =  J J  ( - A u ) - u d x d y ,
о о

а  Ь

( u , f ) = j  jf-udxdy.
о о

Юцоридаги ифодаларнинг биринчисида 
булаклаб интеграллаш усулини цуллаб, 
цуйидагиларни хосил циламиз:

• I Ь b в I)1J u" -udxdy= J(u-u;) Igdy- J Jux2dxdy,
0 0 0 0 0

(7.3.11)
о 1) a a bJ J u" • udxdy = J(u • u;) |Qbdx - J |u;2dxdy.
0 0 0 0 0

Ушбу ифодаларни (7.3.10) функционалга 
цуйиб, ёки (7.3.2), ёки (7.3.3) чегаравий шартлардан 
фойдалансак, (7.3.8) функционал хосил булади.



Умуман, агар (7.3.1) тенглама ечимга эга булса, 
у ечим (7.3.8) функционалнинг минимум цийматини 
ифодалайди, ва аксинча, (7.3.8) функционалнинг 
минимумини ифодаловчи функция (7.3.1) 
тенгламанинг ечими булади.

Куйидаги

а Ь

J=  | jF (x ,y ,u ,u 'x,u" ,u" )dxdy =
о о

°Д (7.3.12)
= J JK x2 + 2 К у  +  <  -  2uf]dxdy

о и

функционалнинг х;ам минимумини топиш масаласи
(7.3.4) тенгламага тенг кучли эканлигини курсатиш 
цийинэмас. Х,ацик;атан хам, (7.3.12) функционал учун 
Эйлер тенгламаси цуйидагича ёзилади, яъни:

3F _5^__5F_ д 1 5F
Эи + Эх2 Эи"х + Эу2 Эи; + ЭхЭуЭи", _ 0 (7-зл з)

Ушбу тенгламадан (7.3.12) функционалга кура,
(7.3.4) тенглама х;осил булади.

Шунингдек, (7.3.4) тенгламага яна цуйидаги
а b

J = Я К К  + и »  У' -  2uf]dxdy (7.3.14)
о о

х;амда бунга нисбатан умумийроц булган



j = J l < ic  +u; ; ) ! -
0 0 (7.3.15)

-2(1-ц)(и" u" ~ u "2) - 2uf]dxdy

каби функционалнинг экстрехмуми масаласи х,ам 
олиб келишини курсатиш мумкин (бу ерда, ц - бирор 
параметр).

Масалаларни тацрибий ечиш усуллари орцали 
ечилаётганда, уларнинг тугри шаклда цуйилишларига 
нисбатан вариацион тарзда куйилишлари мацсадга 
мувофиц, чунки функционал таркибидаги номаълум 
функция хрсилаларининг тартиби тугри шаклдагига 
нисбатан кичикрок булади. Шу боисдан, вариацион 
масалаларнинг Ритц ва чекли элементлар усуллари 
билан ечилиш жараёнлари анча осонлашади.

М асалаларнинг вариацион тарзда 
цуйилишларининг х,ар хил усуллари мавжуд булиб, 
биз учун биринчи навбатда, цараладиган тенгламалар 
билан устма-уст тушувчи Эйлер тенгламаларига олиб 
келадиган усулларни урганиш ах,амиятлидир. 
Функционал танлашда эса, унинг аргументлари 
булган, х;амда ечилаётган масаланинг ечимини ифода 
этувчи функцияларнинг цандай куринишда ва цанча 
булишларини х;исобга олиш мух;им ах,амиятга эга. 
Шу билан биргаликда, функционалнинг экстремум 
хоссалари, х,ар хил цушимча хоссалари



оажарилишининг мураккаблиги ва бошца 
хоссаларни эътиборга олиш мух,им омиллардандир. 
Шу нуцтаи назардан царалганда, Лагранж 
функционали, яъни, минимуми масаланинг ечимида 
эришиладиган тула потенциал энергиянинг 
функционали энг мах,бул функционаллардан 
хисобланади.

Энди, юцорида куриб зт’илган (7.3.12), (7.3.14) ва
(7.3.15) функционалларнинг х,ацицатан х,ам мавжуд 
функционаллар эканликларини исботлаймиз.

Айтайлик, узгармас h цалинликдаги пластинка 
/ контури буйлаб мустах;кам бириктирилган булсин. 
Пластинка эгадлаган фазовий сох,ани S  билан, 5, ва 
5, лар билан эса мос равишда у сох;анинг юцори 
х,амда пастки асосларини белгилаймиз. Шунингдек, 
пластинканинг устки асосига жадаллиги f (x ,y ) булган 
нормал юк таъсир этаётган булиб, унинг пастки 
асоси ташци кучлардан х,оли булсин.

Албатта, пластинканинг / контури буйича

Эи Эи

и  =  0 ' а Г 0 ' ^ Г °  ( 7 'З Л 6 )

каби шартлар ёки уларга тенг кучли булган

Эи
и = О I ^  = 0 (7.3.17)

каби шартлар бажарилган булишлари



табиийдир (бу ерда, v - орцали / контурнинг ташки 
нормали белгиланган).

Бигармоник операторнинг / контур буйича 
(7.3.17.) шартларни цаноатлантирувчи функциялар 
тупламида симметриявий булиб, мусбат аникланган 
эканлигини, хамда (7.3.4) бигармоник тенгламанинг 
эса,

функционалнинг минималлаштирилишига эквива- 
лентлигини курсатамиз.

Бигармоник операторнинг симметриявий 
эканлигини курсатиш мацсадида, Лаплас 
операторига Грин формуласини цуллаймиз, яъни:

Агар (7.3.19) формулада М^=ди/( V = u 2 каби 
белгилашлар киритсак, цуйидагини ёза оламиз:

ва ундан эса, (7.3.17) шартларга кура, цуйидаги 
ифода х;осил булади

J = (Д2и, и) — 2( f , и) (7.3.18)

гг г a w  dV
J J(VAW-WAV)dS = < j(V -^ -W — )d/ (7 .3 .19)

(Д2и,,и2) =

a v  1 a v



Бу (7.3.20) ифоданинг унг томони и , ва и2 ларга 
нисбатан симметриявий булгани учун, бигармоник 
операторнинг (7.3.17) шартларни цаноатлантирувчи 
функциялар тупламида симметриявий оператор 
эканлигига ишонч хосил циламиз, чунки,

(Д2и,,и2) = (и,, Д2и2) •
Агар (7.3.20) формулада и = и = и  деб олсак, у

х;олда

(Д2и,и) = / ^ u ' Auds= II (Au)2ds (7.3.21) 
s s

ёки тугри туртбарчакли пластинка учун
а  Ь

(Д2и,и)= II(Au)2dxdy (7.3.22)
о о

каби ифодани хосил циламиз. Ушбу (7.3.22) ифодани
(7.3.18) функционалга цуйиб, (7.3.14) функционални 
Хосил циламиз.

Энди, (7.3.12), хамда (7.3.15) 
функционалларнинг хам хацицатан мавжуд 
эканликларини курсатиш мацсадида, цуйидаги икки 
улчовли интеграл

Г г <Э2и , Э2и Э2и

s

нинг эгри чизицли интеграл орцали 
ифодаланишини курсатамиз. Уни булаклаб



интеграллаб, цуйидагиларни х,осил циламиз:

д 2 иЯ1 о - и  rrdu Э2и гди Э2и
ь l a x S y J  s = ~ | t e ' a x a y  s / э ^ ' э х э у  х ’

ггЭ2и Э2и ггЭи Э2и гд и  д 2и

J J ^ ' a 7 d s = ' J J & a ^ dsi & ^ dy-

Бу тенгликларни хддлаб айириб,

ffr, d2ii ч, 52и Э2и /Эи Э,Эич1

ни ёзиб оламиз (бу ерда, d p  орцали / контур 
ёйининг дифференциали белгиланган).

*
Агар бу тенгликнинг унг томонидаги контур 

интегралини булаклаб интеграллаш усули билан 
интегралланаётганда, кошурнинг ёпицлиги, хамда 
функция ва унинг х,осилаларининг бир цийматли 
эканликлари эътиборга олинса, интегралдан 
ташцаридаги х,адлар нолга айланади, у х,олда

рр Э2и , Э2и Э2и гЭи d Эи 
j ■ft(dxdy') _ Эх2" Эу S = 7 Эу ' dp Р

Охирги икки тенгликни х;адлаб цушиб, 
цуйидаги ифода цосил цилинади

Г fr/ Э2и ч2 Э2и Э \  
j ■* ЭхЭу Эх2 Эу2 =



1 г du d dii dii d du
= “  g [ ~ ' T -  ( r ~ )  -  — — (— )Jd P2 ' ay  dp dx dx dp dy

Агар и(х ,у ) функциянинг / контурда (7.3.17) 
шартларни кдноатлантиришини эътиборга олсак, у 
х,олда:

гг  д2и . d2u d2u
J J [ta ^ r _ fer ' e 7 lds= 0 i7-3-23's

Ушбу тенгликни иккига купайтириб, уни
(7.3.21)га к,ушсак, у х,олда цуйидаги ифодага эга 
буламиз

2̂
г г О U , О U , 3  11 ,

( Д ч м , )  = + 2 W r  + < v ) ‘ lds  I7 -3 ,2 4 )

Агар (7.3.24) ифодада S  сохдни тугри туртбурчак 
деб царалса ва уни (7.3.18)га цуйилса, (7.3.12) 
функционал хосил булади.

Яна (7.3.23) ифодани 2(1-// )га купайтириб, уни
(7.3.21)га з<адлаб цушиб, цуйидагига эга буламиз:

(Д2 u,u) =

И , 5'u , c*4i 5ч1
, !(^ )- + 2(1-Ю[(— . ^ J } d !(7.3.25)

Бу ифодани (7.3.18) га цуйсак,

J = (Д2и,и) — 2(f, 11) =



Бу ифодада тугри бурчакли координаталарга 
утилса, (7.3.15) функционал х,осил булади.

Бигармоник операторнинг мусбат аникданган 
оператор эканлигини курсатиш мацсадида, и 

номаълум функция ва унинг биринчи тартибли 
хусусий цосилаларига нисбатан Фридрихе 
тенгсизлигини цуллаш мумкин, чунки (7.3.17) 
шартлар билан (7.3.16) шартлар бир-бирлари билан 
тенг кучли шартлардир, яъни:

бу ерда С - Фридрихе константаси.
Агар (7.3.24) тенгликка кура,

(Д2и,и) > С2(и.и) = С21|и||2 
эканлигини эътиборга олсак, ундан бигармоник



операторнинг мусбат аникланган оператор эканлиги 
келиб чицади.

Шундай цилиб, хулоса цилиш мумкинки, 
мустах;кам бириктирилган пластинканинг 
мувозанати хацидаги масала ечимга эга булиб, у ечим 
уз навбатида (7.3.12), (7.3.24) ва (7.3.15) каби 
функционалларнинг минимумларини ифодалар 
экан.

7.4. ГИПЕРБОЛИК ВА ПАРАБОЛИК 
ТЕНГЛАМАЛАР УЧУН ЭНГ СОДДА 

БОШЛАНЕИЧ-ЧЕГАРАВИЙ МАСАЛАЛАРНИНГ 
К.УЙИЛИШИ.

1. Мухандислик амалиётида хусусий хосилали 
дифференциал тенгламалардан энг куп учрайдигани 
гиперболик тенгламалардир. Улар орцали хар хил 
тебраниш жараёнларини ифодалайдиган 
мухандислик масалалари математик 
моделлаштириладилар (масалан, стерженнинг 
кундаланг ва буйлама хамда пластинка ва 
цобицларнинг эркин ва мажбурий тебранишлари). 
Ш унингдек, машинасозлик ва цурилиш 
конструкциялари элементлари, учиш 
аппаратларининг курилиш механикаси кабиларнинг 
харакат масалаларини ечиш учун гиперболик 
тенгламалар цулланилади.



Куйида гиперболик тенгламалар учун айрим 
бошлангич-чегаравий масалаларнинг аввал тугри 
куйилиши, сунгра уларнинг вариацион тарзда 
к,уйилишларини баён этамиз:

а) u" = C u"+ f(x ,t), (7-4.1) 
u(x,0) = u; (х,0) = 0, (7.4.2) 
u(0,t) = u(a,t) = 0. (7.4.3)

б) u ; '+ C u ^  = f(x,t), (7.4.4) 
u(0, t) = u"x (0, t) = u(a, t) = uxx (a , t) = 0, (7.4.5) 
u(0, t) = u; (0, t) = u (a , t) = ux ( a ,  t) = 0. (7.4.6)

в) u" +СД2и = f(x,y,t), (7.4.7)

u(0 ,y ,t)  = u " ( 0 , y , t )  = u (a ,y , t )  = u "  (u,y , l )  = 0,1 

u(x,0,t) = u " (x,0,t) = u (x ,b , t )  = u" ( x .b . i )  = 0, J ^ -4 .8 )

a (0 ,y , t )  = u'x(0 ,y , t )  = u (a ,y . t )  = u ; ( a .y . t )  = 0,1 

u ( \ ,0 , l )  -  u ' ( x ,0 , t )  -  u (x ,b , t )  = u| ( x ,b , l )  -  0. j

Юкпрпдп келтирилган (7.-1.1) - (7.4.3) Maca’Na 
ёрдамида i м-ржспшпи Пупллма :гГраппшп х.ацпдаги 
масала хал кимшадгт Эркитт таят рт ли сторженнинг 
кундаланг геираниши хацидаш масалани, (7.4.4),
(7.4.2) ва (7.4.5) каби масала ёрдамида, агар 
стерженнинг чегаралари мустахкам бириктирилган 
булса, (7.4.4), (7.4.2) ва (7.4.6) каби масала ёрдамида 
ечилади.

Эркин таянчли ва чеккалари мустахкам 
бириктирилган тугри туртбурчакли



аластинкаларнинг мажбурий тебранишлари 
х,ацидаги масалалар мос равишда (7.4.2), (7.4.7), (7.4.8) 
хдмда (7.4.7), (7.4,9) каби масалалар ёрдамида 
ечилади.

Теорема. Юцоридаги (7.4.1) - (7.4.3) каби 
бошлангич- чегаравий масаланинг вариацион тарзда 
куйилиши цуйидаги куринишда ёзилади:

яъни, (7.4.1) тенглама (7.4.10) функционалнинг 
минималлаштирилишига эквивалентдир.

Исбот.
Теорема шартидаги (7.4.10) функционал учун 

Эйлер тенгламаси цуйидагича ёзилади:

эканликларини эътиборга олиб, у ифодаларни
(7.4.11)га цуйсак, (7.4.1) тенглама х;осил булади.

Эллиптик тенгламалардагига ухшаш, (7.4.10)

Т а

0 0

j  J[Cu;2 -  uj2 -  2fu]dtdx (7.4.10)
о о

5F d _ S F _  д dF  

Эи " Эх Эи'ч ’ dt 5uJ — ̂ (7.4.11)

Агар

Эи!
8 F

= “2и; (7.4.12)



функционални х;ам к,уйидагича цуриш мумкин: 
т

J=  J[(-Cu" ,u )-(u ;,u ;)-2 (f,u )]d t (7.4.13)
о

Шунингдек, к;уйидагиларни хдм ёзиш мумкин

(u[, и;,) = J V d t,  (f,u) = Jf-udx (7.4.14)
о о

Агар (7.4.14) ифодаларни (7.4.13) га цуйиб, (7.4.3) 
чегаравий шартларни цулласак, (7.4.10) 
функционални х,осил циламиз.

Стерженнинг кундаланг тебранма харакат 
тенгламасини ифодаловчи (7.4.4) тенгламанинг х,ам 
цуйидаги функционал минимумига эквивалент 
эканлигини курсатиш мумкин:

Т а

J =  JfF(x,t,u,u" ,u;)dtdx =
о о

Т а

=  JJ[Cu"2 - u ;2 — 2fu]dtdx (7.4.15)
о о

Х,ацикатан х;ам (7.4.15) функционал учун Эйлер 
тенгламаси цуйидагича ёзилади:



Текшириш цийин эмаски,

8F dF dF
—  =-2f T — = - 2u' —----= 2Cu" (7 4  17)
a u  ' du[ "  Su"

Ушбу (7.4.17) ифодани (7.4.16)га цуйсак, (7.4.4) 
тенглама х,осил булади, функционалнинг узи эса 
цуйидагича цурилади:

г

J = |[(ClC x >u) -  К »u!) -  2(f, U)]d t  (7 . 4 . 18)
0

Маълумки,
a и

( u ; , u , ' ) =  j u ; 2d t ,  ( f , u ) =  j f - u d x  (7 .4 .19)
о 0

Шуниндек, агар (7.4.18) ифодадаги биринчи 
цушилувчида булаклаб интеграллаш формуласини 
цуллаб, у ерда, ёки (7.4.8), ёки (7.4.9) чегаравий 
шартлардан фойдалансак, цуйидагини ёзиш мумкин:

а

( C u " „ , u ) = c j u l , u d x  =
О

а  а

=  C(u-u"'x -u ;u "  ) [  + c fu "x2dx = С ju " 2dx (7.4.20 )
о о

Агар (7.4.19) билан (7.4.20)ларни (7.4.18) га 
цуйсак, юцоридаги (7.4.15) функционал х,осил булади.

Теорема. Пластинканинг (7.4.7) тебранма 
х,аракат тенгламаси цуйидаги функционалнинг



j = j j bj F ( x , y , , , u , u ; . u : : . u " u " ) d x d y d ,  =
ООО

= j]j[C(Ui:= + 2 1 1 " : -2fU]dxdydt (7.4.211
ООО

Исбот.
Ушбу (7.4.21| функционал учун Эйлер- 

Остроградский тенгламаси цуйидаги куринишда 
ёзилади:

5F д_ dF_ д 2 dF д 2 д ¥
Эи ’ dt du; + dx2 du" + dy2 du" +

а2 dF
+ dxdy du" =0 (7 .4.22)

dF dF
Равшанки, —  = - 2 / ,  = 2Си" |

dF dF
a F  = 2 C u ” ' I7-4 -2 3 )

У У  x y

dF
=  - 2 u :du;

Бу топилган (7.4.23) ифодаларни (7.4.22)га 
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цуйиб, (7.4.7) тенгламани цосил циламиз.
(7.4.21) функционал цуйидагича цурилади: 

т
j = j[C(A2 U, и) -  (и;, и;) -  2(f, u)]dt (7.4.24) 

о

Агар э л л и п т и к  тенгламадагига ухшаш 
чицарилган (7.4.24) формула тугри бурчакли

о

координаталар учун цулланиладиган булса, яъни, 

(Д2 u,u) =

ва
a b а b

( u > ; ) =  11 u;2dxdy, (f;U) = JJf-udxdy,
0 0 0 0

у х;олда, (7.4.24) фун.кционалдан (7.4.21) 
функционал х;осил цилинади:

2. Суюцликнинг сузилиши ва узун стержен 
буйлаб иссицлицнинг тарцалиши ва бошца шунга 
ухшаш мух;андислик масалалари, параболик 
тенгламаларни ечишга келтириладиган 
масалаларнинг намуналаридир.

Бу хилдаги тенгламалар учун энг содда 
бошлангич-чегаравий масалаларнинг куриниши 
цуйидагича ёзилади:

a) u; =Си" +f(x,t),



u(x,0) =  a ( x ) ,

u(0,t) = u(a,t) = 0.

6) u; = C(u" + u" ) + f(x,y,t), 

u(x.y,0) = a(x ,y ).

u( O .v . t )  =  u ( a . y . t )  =  0, 

u (x .O. t )  =  u ( x , b , t )  =  0.

бу ерда, С- аник, узгармас сон булиб, 
а ( х ) ,  а ( х , у ) ,  f ( x , t ) ,  f ( x , y , t ) A & р эса, берилган 
функциялардир.

8-БОБ.
ХУСУСИЙ Х.ОСИААЛИ ДИФФЕРЕНЦИАЛ 

ТЕНГЛАМАЛАРНИ ЭХ.МДА ЕЧИШНИНГ 
ПРОЕКЦИОН УСУЛЛАРИ.

Электрон хисоблаш машиналарининг ривожи, 
дастурлаштириш алгоритмик тилларининг 
яратилиши каби ва бошк,а омиллар, хусусий 
хрсилали дифференциал тенгламалар орк,али 
математик моделлаштириладиган турли хил 
мух,андислик масалаларини ечиш учун х;исоблаш 
математикасининг бой усулларини кенг куламда 
ишлатишга имконият яратди. Аммо, махсус 
математик маълумотга эга булмаган мухдндис учун 
х;исоблаш математикасининг мавжуд

л
адабиётларидан фойдаланиши х,амда уз олдига



цуйилган математик масалани ечиши учун у ёки бу 
усулни танлаши, купинча, анча мушкул масалалардан 
х;исобланади. Шу сабабдан, биз бу бобда юцорида 
баён этилган уч хилдаги хусусий х,осилали 
дифференциал тенгламаларга ухшаш тенгламаларни 
ечишнинг проекцион усулларидан энг 
асосийларининг амалий жихатдан цулланилишлари 
юзасидан айрим тавсияларни келтирамиз. У ерда, 
х;ар бир усулнинг баёнини, асосий алгоритмларини 
ёзиш билан бошлаб, уларнинг назарий жщатдан 
асосланишларини келтирмасдан, царалаётган 
масалаларнинг ишончли ечимларини х,осил цилишга 
имкон берадиган амалий тавсияномалар берамиз.

8.1. ЭЛЛИПТИК ТЕНГЛАМАЛАР УЧУН ЭНГ 
СОДДА ЧЕГАРАВИЙ МАСАЛАЛАРНИ РИТЦ ВА 

БУБНОВ -ГАЛЕРКИН УСУЛЛАРИ БИЛАН ЕЧИШ.
I. Пуассон тенгламаси учун Дирихле 

масаласини ечиш.
Эллиптик тенгламалардан бири булган Пуассон 

тенгламаси учун энг содда чегаравий масалалардан 
бири, Дирихле масаласи х,исобланади. У масаланинг 
тугри ва вариацион тарзда ёзилишлари мос равишда 
цуйидагича булади:

Ди = u;; + и" = f(x,y), (8.1.1)



Уларнинг чегаравий шартлари эса:

fu(O.y) = u(fl,y) = О,
ju(x,0) = u(x,b) = 0. (8,1,3)

Мазкур масала ёрдамида тугри туртбурчакли 
кесимга эга булган стерженнинг буралиши х,ацидаги 
масала ечилади.

Биз бу ерда, (8.1.2) ва (8.1.3) масаланинг Ритц 
усулида, (8.1.1) ва (8.1.3) масаланинг эса Бубнов- 
Галеркин усулида ечилиш жараёнларини куриб 
утамиз.

а) Вариацион тарзда цуйилган Дирихле 
масаласини Ритц усули билан ечиш мацсадида, 
масаланинг ечимини цуйидаги куринишда изланади:

N.M

u(x,y) = I X < p ki(x,y) (8.1.4)
k,i=l

бу ерда, а к1 лар номаълум коэффициентлар булиб, 
<рк1( х , у )  лар эса, аниц координата функцияларидир. 
Координата функциялари учун

„ кто: „ /яу
(pk, { x , y )  =  S in ---- S in ——  ни танлаб, (8.1.4) ни (8.1.2)

a  b

га цуямив:



ah  1

0 0  l z

k n  кто: in y
L  — a klC o s---- S in —

*,;=i a  a  b ,

, ^  i n  кто: in y  
+ L  — a kjS i n ---- C o s —

,i=l b
+

+
кжх in y

f ( x , y ) 2 L a kiS in ---- S in —  \d xd y .
a  о I*./=i

Бу функционал минимум кдйматга 
эришишлигининг зарурий шарти булиб

д Л д а к, =  0. { к  =  \ , N \  i =  \ , M )  

каби тенглик хизмат к,илади. Бундан, к,уйидаги 
тизимга эга буламиз

N.M

X  Akmjdki -  q nj  ’ ( «  =  1; jV; j  = \ , М )  (8.1.6)
t,i=i

бу ерда:
а b

4 nJ =  ~  j \ f ( x , y ) S i n - S i n ^ - d x d y ,
о о а  Ъ

к п п 2 “г кюс ПЛХ г ш у  J7 ty  
Ак,,» = — \— \C o s ------C o s -------dx x  S i n - — Sin—— d y  +

n  J  n  n  •  n n

IQ  , Ьктгх . пях
+  V L  : S m i = S i „ = d x  f c o s - ^ C o s ^ d y .  

b a  a  }  b » b



Amp

fCos— Cos— dx J l '  ^ Р Р 'Ч б у л с а ,
J H A

О, агар р Ф  q булса.

J s i n
p7TX qTix 
—~ S in ——dx =

-  , агар p = q булса,

0 , агарр^булса. 

эканликларини эътиборга олсак, у х,олда:

А,.; = —
a b (  k27r  ' 2 - 21 71"

,агар к = пва i = j булса,
4 v а Ь2

0, ага р  к ?  пеки i * ) булса

каби булиб, (8.1*6) алгебраик тенгламалар тизими 
куйидаги куринишга эга булади:

А , а к, = Я к, (8-1-7)

ва бу тизимдан a kj номаълум коэффициентларни 
топамиз

- ^  =  —  
А ,  аЬ

Як,

71' 2 . 2 \ . а  b

(8 .1.8)

Бу аникданган к,ийматларни (8.1.4) га к,уйиб,



Дирихле масаласининг (вариацион тарзда куйилш;; 
х,оли учун) ечимини хосил к,иламиз

4 ^  qki кях i7iy
u(x’y )= ? 5 ( k V + i V ) SmV SinT  <8 19 '

б) Тугри куринишда куйилган Дирихле 
масаласининг ечимини Бубнов-Галеркин усуляда 
ечиш учун хам ечимни яна (8.1.4) оркдли излаймиз 
ва координата функциялари учун хам яна 
Ф kj (х, у) = S in k n x  /  а  ■ S in in y  /  b ни танлаймиз, у холда

^  J  к 1 ктис in y
^ П' \ ~aI  + ~bI r i n ~ ^ S i n ~ ^ ~ ^ x ' y  ̂ (8 Л 1 °)*./=1 Ь

ни х;осил киламиз.
Мазкур ифоданинг хар иккала томонини 

координата функциялари
<РЩ (•*• v) = SinnTix /  a  ■ S in jn y  l b  га купайтириб, хосил

i
булган ифодани x  х;амда у  узгарувчилар буйича мос 
равишда 0 дан а  гача ва 0 дан Ъ гача булгаь 
чегараларда интеграллаймиз, у х;олда:

NM

^ l^ k i i i ia ki =  Ян]* [ n = l , N ; j = l , M )  (8.1.11)
Л,/si

бу ерда:

= ~ \ \ f { x , y ) S i n — S i n ~ - d x d y ,
оо а  b



Г с  т У J71̂
■ |s , n T s , n T dy

Агар

7iVk2tr + i2a : y
-, аг а р  к = n ва i = j булса, 

ага/? к *  пёки i *  j булса.
A klllJ = •

О,

эканлигини эътиборга олсак, (8.1.11) тизим 
куйидагича ёзилади:

Уни а^га нисбатан ечиб, яна (8.1.8) билан айнан 
бир хилда булган к;ийматларни х;осил кдоамизки, у 
к,ийматларни келтириб (8.1.4) га куйсак, (8.1.1) ва
(8.1.3) масаланинг ечими х,осил булади ва бу ечим 
Ритц усули билан топилган ечимга айнан тенгдир.

2. Пуассон тенгламаси учун Нейман 
масаласини ечиш.

Нейман масаласи, Дирихле масаласидан 
фак,атгина чегаравий шартлар билангина фарк, 
к,илади, яъни (8.1.1) - (8.1.3) масаладаги (8.1.3) 
чегаравий шартлар куйидагича ёзилади:

Л.«*.  =  Яш



u;(0,y) = u'x(fl,y) = 0,| 
u;(x,0) = Uy(x,b) = O.J

Нейман масаласини Ритц ёки Бубнов-Галеркин 
усуллари билан ечишда, координата функциялари 
учун

(Рь (Х ’У )  = C o s ^ - C o s ~  каби 
a  b

функциялар танланади.
Дирихле масаласидагига ухшаш барча

амалларни бажариб, мазкур масала учун куйидаги
ечимни х,осил к,иламиз (уларни бажариш
китобхонларга х,авола этилади):

4 а Ь  ^  qki Ьгх in y
u(x,у) = —Г Е /. i, 2 .2 2\ Cos-—  Cos— , 

тс kii=i(k b +i q  J ci b

Бу ерда:

Чк, = - \ \ f { x , y ) C o s — C o s l- ^ - d x d y .
оо a  b

3. Эркин таянчли пластинканинг эгилиши 
х,ак,идаги масалани ечиш.

Мазкур масаланинг тугри ва вариацион 
тарзларда куйилишлари куйидагича ёзилади:

d4u 54и д Аи

■ ^ + 2 ^ W + W  ( х ’у Х  , а и 2 )



о о 1-

u(0,y) = u"x(0,y) = u(a,y) = iC (a ,y )  = 0,1 

u(x,0) = u" (x,0) = u(x,b) = u" (x,b) = 0. J <8ЛЛ4)

В а р и а ц и о н  т а р з д а  к , у й и л г а н  (8 .1.13)  б и л а н  

(8.1.14) м а с а л а н и  Р и т ц  у с у л и д а  е ч а м и з .

Е ч и м н и  я н а  ( 8 . 1 . 4 )  к у р и н и ш д а  и з л а б ,  

к о о р д и н а т а  ф у н к ц и я л а р и н и

Фк, (*> У)  =  S i n k x x  /  а ■ SiniTzy /  b  к а б и  та н л а б ,  (8.1.4) н и

(8.1.13) г а  к,уйиб,  Р и т ц  у с у л и н и н г  б а р ч а  а м а л л а р и н и  

б а ж а р с а к ,  к у й и д а г и  а л г е б р а и к  т е н г л а м а л а р  

т и з и м и н и  х ,осил к ,иламиз:

N  . М

' ^ h Ĵ kmia ki С1нП [n = \ , N \  7 =  1, М )
kj = I

б у  ерда :

а  Ь

Чп, = J Jf ( x , y ) S i n — S i n - £ - d x d y ,  

Jsin-
7T4( k 2n 2b ‘l +  i M V )  к л х  П71Х

A * m =  -----JSln--------------------- Sm----- dx x

x f S i n ^ S i n ^ d y  +  J n h

о
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2/ r * k n i j  к я х  п я х  , гяу ^  jny.' ,
+ — 7-r;— Cos---- Cos----- ax \ C o s —— L o s — — dy.Q~u " f t  ft  ̂ h h

к я х

a

ПЯХ
a

гяу
J

Агар

Ahnj ~

ab
A k' = ~4 +

171
, а г а р к  = n e a i  = ]булса

О, агар к ф пёки i ф j булса

эканлигини эътиборга олсак, номаълум а к1 

коэффициентлар учун куйидагини х,осил к,иламиз:

4 Чш

я
С

к а 2 + Ь2.

ва уни (8.1.4J га к,уйиб, царалаётган масаланинг 
ечимини топамиз:

4  N ,M

u ( x - y ) = r r S
Qki kmc . in y

. . — r r S m ------ S m — .
tfbk̂“V ( k 2 / a 2 + i2 /b 2) a  b

Агар (8.1.12) билан (8.1.14) ни Бубнов-Галеркин 
усули ёрдамида ечиладиган булса (ечилиш 
жараёнигатухталмаймиз), бу ерда х,ам Ритц усулида 
х,осил к,илинган ечим билан айнан бир хил булган 
ечим х,осил булишини курамиз.

4. Мустахкам бириктирилган пластинканинг 
эгилиши х;ак,идаги масала, эркин таянчли 
пластинканинг эгилиши х,ак,идаги масаладан



чегаравий шартлари билангина фаркданади. Бу 
масала учун чегаравий шартлар куйидагича ёзилади:

ч (0 ,  у )  = и 'Д О.у)  =  и ( а , у )  =  и ' Д а . у )  =  0,1 

и( х.О) =  и; (х.О) =  и(х.  Ь) =  и; ( х . Ь )  =  0. |  (8-1-15)

Бу ерда х,ам (8.1.13) билан (8.1.15) масала Ритц 
усулида, (8.1.12) билан (8.1.15) масала Бубнов- 
Галеркин усулида ечилганда, координата 
функциялари учун

<РкЛх >У) =  ( l  -  C o s ^ ~ ] { 1 ~  C o s ^ f ~

каби функциялар танланади.
К,аралаётган масала х,ар иккала усул билан 

ечилганда х,ам ечимларнинг айнан бир хил 
булишларига ишонч х,осил к,илишни, ва масалани 
мустак,ил бажаришни китобхонларга тавсия 
к,иламиз.

8.2. ГИПЕРБОЛИК ТЕНГЛАМАЛАР УЧУН АЙРИМ 
БОШЛАНЕИЧ-ЧЕГАРАВИЙ МАСАЛАЛАРНИ 
РИТЦ ВА БУБНОВ-ГАЛЕРКИН УСУЛЛАРИДА 

ЕЧИШ.
Гиперболик тенгламалар учун тугри ва 

вариацион тарзда к у й и л г а н  энг содда бошлангич- 
чегаравий масалалардан айримларини келтирамиз:

1. и" =Cu" + f(x,t), (8.2.1)
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u(0,t) = u(tf,t) = 0, 
u(x,0) = a(x), u[ (x,0) = p(x), 

2- u" +Cu‘vxxx = f(x,t),

(8.2.3)
(8.2.4)

(8.2.5)

0 0 >-
(8.2 .6)

u(x,0) = a(x), u;(x,0) = p(x), (8.2.7) 
u(0,t) = u" (0,t) = u ( a , t )  =  u" (a,t) = 0. (8.2.8)

Келтирилган 1- ва 2- масалалар орк,али мос 
равишда стерженнинг буйлама ва кундаланг 
тебранишлари хацидаги масалалар ечилади, 3 - 
масала орцали эса, пластинканинг кундаланг 
тебраниши хацидаги масала ечилади.

Биз куйида 3-масаланинг хам Ритц, хам Бубнов- 
Галеркин усуллари билан ечилиш жараёнини баён

3. и;; + СД2и = f (х, у, t), (8.2.9)

0 0 0 L



JTdMH3.

а) Ритц усулига асосан, (8.2.10) - (8.2.121 
масаланинг ечимини цуйидагича излаймиз:

N.M

u(x,y,t)= 2 l ukl(t>pkj(x,y) (8.2.13)
k ,i= I

бу ерда <pki (jc, >>) лар бизга маълум булган координата 
функциялари булиб, uki(t) лар эса, аникданиши 
лозим булган вацтга боглиц функциялардир.

Координата функциялари учун 
фк1(х,у) = SinkKx /  a  - S i n i n y l  Ьни танлаб, (8.2.13) ни 
(8.2.10) га цуйсак, цуйидагини х,осил циламиз

Ti j  N,M N,M “ Ь

J =  j  т £ и к , ( о £ и |у( 1 ) Л с ( ф ' ' ххф ' ' хх +
О k,i = l n,j=l О О



( О  =  j  \ . f X x , y , t ) < p k l ( x , y ) d x d y ,

11
J =  J p [ u k, ( t ) , u ' kll( t ) ]d t .  (8.2.14)

и

Бу функционалнинг минимумини топиш учун Эйлер 
тенгламаси

<3F d <3F
5 u ki dt  Эи|,,

=  0 (8.1.15)

ни тузамиз. У х;олда, бу тенгламага кура, цуйидаги 
х;осил булади:

4
и ы , ( 0  +  cokiu kl( t )  =  — q kj( t )  =  q k, ( t ) ,  (8.2.16)

бу ерда:

c o l  = С
к к \  ( i n
t J Ч т

М а з к у р  т е н г л а м а н и н г  б о ш л а н г и ч  ш а р т л а р и  

ц у й и д а г и ч а  булади:

u ki( 0 )  =  a kj, u kj|( 0 )  =  P ki, (8.2.17)

б у  ерда:

a h

Щ, =  \ \ a ( x , y ) < p kl{ x , y ) d x d y
о о



Л ,  = \ \ P ( x , y ) ( p kX x ,y ) d x d y .

Юцоридаги (8.2.14) каби иккинчи тартибли 
оддий дифференциал тенгламани (8.2.15) бошлангич 
шартлар билан биргаликда ечиб,

ни хосил циламиз. Агар (8.2.18) ни (8.2.13) га цуйсак, 
пластинканинг кундаланг тебраниши х,ацидаги 
чегаравий масаланинг ечимини топамиз.

б) Энди (8.2.9) билан (8.2.11) - (8.2.12) масалани 
Бубнов-Галеркин усули билан ечамиз.

Ечимни (8.2.13) дек ахтариб, у ерда, координата 
функциялари учун яна
Фк1(х,у) = S in k n x /  а  ■ S in in y  /  b ларни танлаймиз. 
Уларни (8.2.9) га цуйсак,

X  к и  (0фк, (х, у) + Cuki (t) Д2фк1 (х, у)] = f(x, у, t)

ни х,осил циламиз ва бу ифодани 

Фщ(х>У) =  S in n n x  /  а  ■ S in jn y  /  Ъ га купайтириб, 

х;осил булган илтижани мос равишда х  ва у ларга 
нисбатан 0 дан а  гача, х,амда 0 дан Ь гача булган

(8.2.18)

N , M



чегараларда интеграллаб, цуйидаги тизимни х,осил 
циламиз:

эканликларини эътиборга олсак, (8.2.19) тенгламалар 
тизими цуйидаги куринишда ёзилади:

Бу эса, (8.2.16) билан айнан бир хилдир. Уни (8.2.17) 
бошлангич шартлар билан биргаликда ечиб, uki(t)  

номаълум функцияларни топамиз ва уларни
(8.2.13)га цуйиб, царалаётган масаланинг ечимини 
х,осил циламиз.

8.3. ПАРАБОЛИК ВА ГИПЕРБОЛИК 
ТЕНГЛАМАЛАРНИ ФУРЬЕ УСУЛИДА ЕЧИШ.

1. Энг содда куринишдаги параболик тенглама 
учун цуйидаги бошлангич-чегаравий масалани 
цараймиз

N М

(8.2.19)
k,i=l

бу ерда, агар
а  b

О О

а  Ь

О о



u; = Cu" +f(x,t), 
u(x,0) = a(x), (8.3.2)

u(0,t) = u(a,t) = 0 (8.3.3)
ва уни Фурье усулида ечишни мацсад цилиб цуямиз.

Фараз цилайлик, f ( x , t )  в а а ( х )  функциялар 
Фурье цаторига ёйилувчи функциялар булсин, яъни:

бу ерда, f j t )  лар вацтга боглиц булган маълум 
функциялар булиб, а к лаР эса> аниц узгармас 
сонлардир.

Царалаётган масаланинг ечимини

каби цатор куринишида излаймиз. Бу ердаги u j t )  

лар вацтга боглиц булган х;озирча номаълум 
функциялардир.

Юцоридаги (8.3.4) - (8.3.С) ифодаларни (8.3.1) 
тенгламага цуйиб, цуйидагини х,осил циламиз

(8.3.4)

(8.3.5)

(8.3.6)



= Z f k(USin—  (8.3.7)
k=0 a

кях
Мазкур ифодадаги Sin---- ларнинг оддидаги

коэффициентларни таццослаб,

u ^ t)  + СО  ̂LI k (t) = f k ( t )  (8.3.8)

кя ,
ни ёзамиз. Бу ерда: = С (~ )"  •

Бу тенгламалар учун (8.3.2) билан (8.3.5) ларга 
асосан., ик(0) = а к каби бошлангич шартларга эга 
буламизки, уларга кура, (8.3.8) ларни ечсак, uk(t) 

функциялар топилади, хдмда уларни (8.3.6) га цуйсак 
(8.3.1)—(8.3.3) масаланинг ечими аникданади.

2. Иссицлик утказувчанликнинг икки улчовли 
тенгламаси учун цуйилган цуйидаги бошлангич- 
чегаравий масалани цараймиз

и| = С(и" +и" ) + f(x,y,t), (8.3.9) 

и(х,у,0) = ос(х,у), (8.3.10)

u ( 0 , y , t )  =  u ( a , y , t )  =  0,1

u(x,0.t) = u(x,b,t) = 0. j (8.3.11)

Бу ерда х,ам берилган f(x,y,t) ва а(х,у) 
функцияларни цуйидагича куринишдаги Фурье 
цаторларига ёйиладиган функциялар булсин деб 
фараз циламиз:



бу ердаги t .J t )  лар вацтга боглик булган аник, 
функциялар булиб, а к, лар эса, маълум узгармас 
коэффициентлардир. Тенгламанинг ечими

^  кях . i;ry
u(x,y,t) = 2^ик|(0зш sin , (8.3.14)

к ,i=0 а  °

каби изланадики, u j t )  лар аницланиши лозим булган 
функциялар булиб, уларни аницлаш мацсадида,
(8.3.12) - (8.3.14) ларни (8.3.9) га цуямиз ва х;осил 
булган ифодадаги синусларнинг
коэффициентларини тенглаштириб, цуйидаги 
бипинчи тартибли оддий дифф еренциал 
тенгламаларни хосил циламиз.

UB(t) + co;,ul(( t ) = f si(t). (8.3.15)

бу ерда: (01 -

Бошлангич ш артларнинг u ki( 0 ) = aki 

эканликларини эътиборга олиб, (8.3.15)ни ечамиз ва 
у ечимни (8.3.14) га цуйсак, царалаётган масаланинг 
ечимини аницлаймиз.

3. Энди Фурье усулининг четлари мах,цам



бириктирилган торнинг тебраниши хацидаги 
масаланинг ечилиш жараёнига цулланилишини баён 
этамиз.

Бу масалани ечиш куйидаги

5 2u 5 2u
(8.3.16)

at2 д х 2

энг содда гиперболик тенгламанинг
u ( 0 \ ) = u (  I \ ) = 0  (8.3.17)

каби чегаравий ва
u ( x ,0 ) = (p D( x ) ,  и;(х,0)= ф, (х) (8.3.18) 

каби бошлангич шартларни цаноатлантирувчи 
ечимини топиш масаласига келтирилади. Бундан 
буён соддалик учун / = 1 деб оламиз.

Мазкур масаланинг ечимини
сс

U(x,t) = E T k(t)Sink7ix (8.3.19)
k=l

куринишда излаймиз. Бу ерда, T J t )  аницланиши 
лозим булган номаълум функциялардир.

Агар (8.3.19) ни (8.3.16) тенгламага цуйсак,
оо

Z [T k (0 + (kn)2Tk (t)]Sinknx = О
к = 1

ни, ёки ундан
f k ( t ) + k 2 ^ - T J t ) = 0  (8.3.20)

тенгламани хосил циламиз.



Маълумки, (8.3.20) тенгламанинг умумий ечими
T J t ) = a kC o sk n i + b kS in k n t  

дек ёзилар эди (бу ерда, а к ва Ьк лар номаълум 
коэффициентлардир). Бу ифодани (8.3.19) га цуйиб,
(8.3.16) - (8.3.18) масаланинг умумий ечимини х;осил 
циламиз:

да
u(x,t)=  X K C oskm  + bkSink7rt)Sinkroc (8.3.21)

k=l

Таъриф. Агар (8.3.21) цаторнинг йигиндисини 
ифода этувчи u(x,t) ечим, 0 < х <  1 ва £>0 шартларда х 
ва t узгарувчилар буйича икки марта узлуксиз 
дифференциалланувчи булиб, х;ам (8.3.21) цаторнинг 
узи, хзм уни икки марта дифференциаллашдан 
хосил булган цатор яцинлашувчи цаторлар булса, у 
холда, u(x ,t)  ечим, (8.3.16)—(8.3.18) масаланинг мумтоз 
ечими деб юритилади.

Юцоридаги (8.3.21) ни t узгарувчи буйича 
дифференциаллаймиз:

со

u[(x,t)= ^ k7i(—«kSinkTct + bkCosk7it)Sinknx (8.3.22)
k=l

Энди (8.3.21) билан (8.3.22) ифодалардан (8.3.18) 
бошлангич шартларга асосан, цуйидагиларни ёзиб 
оламиз

СО оо

Ф о (х )  = Z a kS in kK X  , ф , ( х )  = X k7lbkSink7TX (8.3.23)
к = 1 к = 1



Фараз цилайлик, фц(х) функция, [0,1] кесмадн 
икки марта узлуксиз дифференциалланувчи булиб, 
цисмий узлуксиз булган учинчи тартибли хосилага 
эга булсин; ф, (х) функция эса, у кесмада бир марта 
узлуксиз дифференциалланувчи булиб, цисмий 
узлуксиз булган иккинчи тартибли хосилага эга 
булсин; шунингдек

Фо(°) = Фо(!) =0 ■ Ф,(0) = ф,(1) =0,
Фо(0) = Фо(1) =0

каби шартлар бажарилсин.
Бу шартларнинг дастлабки иккитаси u ( x , t ) 

функциянинг х=0, t=0, хамда х=1, t= l нуцталардаги 
узлуксизлигидан келиб чицади, кейинги иккитаси 
эса u[(x.t) нинг хам уша нуцталардаги 
узлуксизлигидан келиб чицади. Агар (8.3.16) 
тенгламада t = 0 деб олсак, и['(х,0) = ф"(х)ни ва
(8.3.17) чегаравий шартни икки марта 
дифференциаллаб, u"(0,t) = u"(l,t) =0 ни хосил 
циламиз. У муносабатларнинг биринчисида х=0 
хамда х =  1 деб олиб, иккинчисида эса, t = 0 деб олсак, 
учинчи жуфт шартлар хосил булади.

Энди, (8.3.23) ифодаларнинг Фурье цаторлари 
эканликларини эътиборга олиб, булаклаб 
интеграллаш усули билан ак ва Ьк коэффициентларни 
цуйидагича узгартирамиз, яъни:



а =  - - — ф „ ( х ) с о . ч к я х  j + 7 — p i ( x ) c o s k n x d \  =
к К.71 К71 о

| ф о ( х ) с о з к я х ё х  =  —  j -ф [j ( х )  s in к я х
к я  0J к " я

I

■ О

I

г  с — 2 г
- т г  9[j4x-)sinknxdx =   ̂ -> (Po(x)sinkrcxdx =

к - я -  J к - я -  aJ

2  и  2  г
= - 7 - ^ - ф " ( х ) с 0 5 к я х  ! - т т - г  1фо"(х)c o s k ^ x d x  =

к ля '  0 10 к ' я -  0J

1  1
=  - —г - -  [ ф ц " ( x ) c o s k я x d x  

к  я-' 0J

2 \
ъ =  - т т т  I < p ! " (x ) s i n k 7 tx d x .  

к - я -  0J 

2  V
Агар ак =  j 9 o"(x)coskTOdxi

I

д  =  ——г  j^ '" (x )s in k rc x d x  
71 о

каби белгилашлардан фойдалансак, юцоридаги 
коэффициентлар учун а = а / к 3, bk—^ k/ k J лар х,осил 
булади. Шунингдек а А. ва (3,. ларнинг Ц[0;1] фазога

л/2 V2
тегишли булган - —гФо"(х) ва J —ГФГ(Х)

я '  я



функцияларнинг Фурье коэффициентлари
05 со

эканликларини эътиборга олсак, Х а к . Х а2 каби
к=1 *  = |

цаторларнинг яцинлашувчили клари келиб чицади.
сс  оо

Ухолда, I l a J / k ,  X lP J /k  кабицаторлардам 
к =1 к =1

яцинлашувчидирлар, чунки

l b l 4 ( T T  +  « i ) .к 2 к

Юцоридаги а к ва Ьк ларни (8.3.21) га цуйиб 
цуйидаги

со  ^

u ( x , t j = ] L , ~ ( a к cosknt + Pk sink7it)sinкях 
k = l к

цаторни хосил циламиз. Бу цатор яцинлашувчи 
булгани учун унинг йигиндисидан хрсил булган u(x,t) 

функция узининг х,ам биринчи, х;ам иккинчи 
тартибли хосилалари билан биргалицда узлуксиз 
булади.

Айнан шу мулохазаларни параболик 
тенгламаларнинг Фурье усули билан хосил цилинган 
ечими учун хам исбот цилиш мумцин.



9-БОБ.
ХУСУСИЙ Х.ОСИЛАЛИ ДИФФЕРЕНЦИАЛ 
ТЕНГЛАМАЛАРНИ ЧЕКЛИ ЭЛЕМЕНТЛАР 

УСУЛИДА ЕЧИШ
Маълумки, чекли элементлар усули вариацион 

хисобга асосланган булиб, у ерда, дифференциал 
тенглама хамда унинг чегаравий шартлари 
вариацион масаланинг куйилиши учун ишлатилар 
эди. Мазкур усулни 6-бобда бир улчовли масалалар 
учун урганган эдик. Бу бобда у усулнинг куп улчовли 
масалалар учун кулланилишини баён этамиз.

9.1. УСУЛНИНГ УМУМИЙ ГОЯСИ. 
Айтайлик, соф математик ёки механикавий 
масаланинг куйилиши, бирор куп улчовли 5 сох,ада 
бирор J  функционални минималлаштириш 
масаласининг хал этилишини тацозо этадиган 
булсин. Агар S  соха чегарасининг цисмларини / 
билан белгиласак, J  функционалнинг кдйматини 
к,уйидаги

| 9 ] 1 )

интеграл билан аникдаймизки, бу ерда номаълум 
булиб и функция ёки унинг х,осилалари 
хисобланади.

К,аралаётган S сохани бир цанча майда



сохачаларга буламизки, уларни биз элементлар деб 
атаймиз. Шуни таъкидлаш уринлики, мухандислик 
амалиётида, чегаралари хам тугри чизикди, хам эгри 
чизицли булган учбурчак ва туртбурчаклар 
шаклидаги элементлар айницса куп ишлатилади. 
Шунингдек, хар бир элемент учун номаълум 
функциялар

{u} = [N]{u}' (9.1.2)
куринишда ифодаланадиган булсин (бу ерда, 

хам юцорида, номаълум функция вектор хам булиши 
мумкин эканлигини курсатиш мацсадида уни капа 
цавс ичига олиб ёзилган). Бу ерда, [ N ]  орцали, 
функциянинг координаталарга боглицлигини 
аницловчи матрица белгиланган булиб, {u} I  орцали 
функциянинг тугун цийматлари вектори 
белгиланган.

Соханинг барча {и } параметрлари буйича J  

функционалнинг минимуми цуйидаги тенгламалар 
тизимидан топилади:

д)

3{ч}

' d i _

Эи,

9J
5 т (9.1.3)



Агар функционалнинг айрим элементлар 
буйича олинган жамгармаларнинг йигиндисидан 
иборат эканлигини эътиборга олсак, яъни,

бу ерда йигинди барча элементлар буйича 
олинган. Бу эса, бутун даста учун функционални 
минималлаштириш к,оидасини ифодаловчи 
тенгламалар тизимидир.

Айтайлик, J  функционал (9.1.4) тенглик билан 
ифодаланадиган булсин, у х,олда, / элемент учун 
х;осилани куйидагича ёзиш мумкин булади:

бу ердаги [ К } 1  ва [ q ] l  лар, элементлари узгармас 
сонлардан иборат булган матрицалардир. Энди, 
функционални минималлаштирувчи тенгламалар 
тизимини куйидагича ёзиш мумкин:

бу ерда, [ К ]  коэффициентлар матрицаси булиб, 
одатда у мустах;камлик матрицаси деб юритилади

(9.1.4)

у х,олда, куйидагини ёзиш мумкин

- ^ -  =  [ K ] { u }  +  [q]  =  0 ,  (9.1.5) 
5{u}



ва [ q ]  о г а р л и к  в е к т о р и д и р ,  яъ н и:

/ ' У - Е т а Ч  = 1 ы ' -
Юцоридаги (9.1.5) тенгламалар тизимини ечиб, 

функциянинг тугун цийматлари векторини топамиз 
ва у топилганларни (9.1.2) га цуйиб, {и }  вектор 
функциянинг цийматлари берилган сох,анинг 
ихтиёрий нуцтасида аницланади.

9.2. ПУАССОН ТЕНГЛАМАСИ УЧУН ДИРИХЛЕ 
МАСАЛАСИНИ ЕЧИШ

Аввалги бандда баён этилган асосий гояни 
муфассал тушунтириш мацсадида, цуйидаги соф 
математик масаланинг ечилиш жараёнини куриб 
^амиз, яъни:

5 2u 9 2u
^ T  +  - ^ T = q ( x , y )  (9.2.1)

тенгламанинг бирор S сох,ада, унинг чегараси /да 
и = 0 шартни цаноатлантирувчи ечимини топиш 
лозим булсин (10арасм). Бу масаланинг ечими 
шундай и(х,у) функциянинг аницланишига тенг 
кучлики, у функция, берилган чегаравий шартни 
цаноатлантириб, цуйидаги

г г du , Su ,
J =  /  + % У  “ (9.2.2.)



функционалнинг минимумини ифода этади.
Тенгламанинг ечимини чекли элементлар усули 

билан топиш мацсадида, 5 сохани шундай 
элементларга булиб чицамизки, бу элементларнинг 
х;ар бири учун (10б-расм)

{u} = [N]{u}' = [N ,N | -]■ (9.2.3)

каби тенглик бажариладиган булсин, бу ерда, {u} I  

орцали, х,ар бир элементнинг тугун нуцталаридаги 
и функциянинг цийматлари белгиланган.

10-расм
Юцоридаги (9.2.3) ни (9.2.2) га цуйиб, х,ар бир 

элементнинг юзаси буйича у ифодани интеграллаб 
юборсак, цуйидагини х,осил циламиз:



гг  5N 5N, oN, 5N 3N dN

ёки

дУ
= [K]/ {u}' + {q}/ ,

бу ерда

г г  c N  5N 5N, 5N
К  =  ^  +  ^ r - ^ r ) d x d yv 5 i 8 x  a x  dy  dy  

q  = _  J J q N . d x d y

X,ap бир элементнинг шакли, хамда 
функциялар берилган булса, барча кийматларни 
хисоболаш мумкин булади ва u|,u.„..,uii ларни аввалги 
бандда келтирилган алгебраик тенгламалар тизимига 
^Ьопаш тизимдан аницланадики, унинг ечимидан 
тугун нуцталаридаги силжишларни топиш билан 
масаланинг ечилиши батамом якунланади.

9.3. ГИПЕРБОЛИК ТЕНГЛАМАЛАРНИ ЕЧИШДА
ЧЕКЛИ ЭЛЕМЕНТЛАР УСУЛИНИНГ 

К^ЛЛАНИЛИШИ
Чекли-элементлар усулининг гиперболик 

тенгламаларни ечишга цулланилишини баён этиш 
мацсадида, тусиннинг кундаланг тебраниши 
Хацидаги масаланинг ечилиш жараёнини куриб



утамиз. Маълумки, мазкур масаланинг вариацион 
тарзда таърифланиши,

т /

J =  J J[Cuxx2 - u ; 2 -2qu]dxdt (9.3.1)
о о

функционалнинг минимумини топиш масаласига 
келтирилар эди.

Элемент сифатида бирор / узунликдаги 
тусининнг маълум бир цисмини цараймиз ва уни 
чузилмас деб фараз циламиз (Играем).

а  I (

Ь)

1 ) ^

я м

i f j v

l

J A I

11-расм 
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Айтайлик, элементнинг силжиши, унинг 
кундаланг силжишлари, яъни: 

u ( 0 , t )  =  u , ( t ) ,  

u ( / , t )  =  u 3( t )  

ва бурилиш бурчаклари, яъни: 
u ' ( 0 , t )  =  u , ( t ) ,

U [ ( 1л)  =  u „ ( t )  

билан тула аникланган булсин. У холда, элементдаги 
силжишни тацрибий ифода этадиган ифодани 
учинчи даражали купхдд билан ёзиш мумкин, яъни: 

и = а 0 + а,х  + а 2х 2 + а ,х \  (9.3.2) 
бу ерда, лар орцали t вацтга боглиц

булган номаълум функциялар белгиланган. Бурилиш 
бурчаги эса,

u x =  а \  + 2 а г х  + З а з х 2 

формула билан хисобланади.
Агар х = 0 ва х = / булган холларда (9.3.2) билан

(9.3.3) ифодаларни хисобласак, (9.3.2) купхаднинг 
номаълум коэффициентларини аницлаш мацсадида, 
цуйидаги алгебраик тенгламалар тизимини хосил 
циламиз.

■ 
1 

о
 

о о
1

’« o ' u i
0 1 0  0 a , U2
1 1 Г- г a :
0 1 21 31 \ a i_ .U4.



У тизимни ечиб, цуйидагиларни топамиз 
а 0 = u ,, а, = и2,

1 3 3
а 2 -2 u , + y u 3 - u j ,

1 2 2 
а 3 = 7 (7 U' +U2 " 7 U3 + UJ-

Энди и(хX) силжиш, u j t ) ,  u j t ) ,  u.Jt) ва тугун 
силжишлари ва х га боглиц булган функциялар 
орцали ифодаланиши мумкин, яъни:

U (x ,t)  =  Х ф ; ( х К ( Ч ) ,  (9.3.5)
i = l

бу ерда,

3 , 2 ,
ф | 0 0  =  1 _ т ^ х '  + т г Х ” ■

2 , 1 з
ф 2(х) = х - у х -  + х  ,

3 , 2 ,
Ф з(х )  = -^-х-

1 , 1 , 
ф Д х )  =  - у х -  + у т х -

Агар (9.3.5.) ни (9.3.1)га цуйсак, цуйидаги ифода 
х;осил булади:

т

J =  j F [ t ,  u, ( t ) , . . . ,  u 4 ( t ) ,  u|, ( t ) , . . . ,  u ; ,  ( t ) ]d t  =
0



= J [ Z Z Kuuiuj " Z X muuf.uj. - 2X q,u ,]d t, (9.з.б,
о i=) ,i=i 1=1 j=i 1=1

бу ерда,
i

к »  =  |сф ;чх)ф ;,(х)ёх1
О

/

щ  =  | ф , ( х ) ф , ( х ) а х |
и

q = Jqcp,(x)dx , ( i j ) =  (9.3.7)

(9.3.6) функционалнинг минимумга 
эришишининг зарурий шарти булиб, куйидаги 
тенглама хизмат цилади:

дF d 3F
| 9 -3 -8)

Бундан эса куйидагини ёзиш мумкин
4 А

X  + X  Kjjiij = qi, . ( i j ) =  (м )  (9.3.9)
j=i i=i

ёки уни матрицавий к^финишда ёзиб оламиз 
Ми" + Ки = q , (9.3.10)

бу ерда, М  орцали масса матрицаси, К  орцали эса, 
чекли элементнинг мустах,камлик матрицалари 
белгиланган. М азкур матрицаларнинг 
элементларини (9.3.7) формулалар орцали хдсоблаб,



Г12 6/ -12 6/ ]
! I

с  I 61 41-' -61 21- i
К =  — , i.

/ Ч  -12 -61 12 - 61 !'

I 61 21: -6/ 41: \
L- J

| 156 221 54 -131

I 221 41- 131 -31-
. М  = -----

420 54 131 156 -221

\ \ - J 3 t  - 3 1 : -221  41 : \

Энди (9.3.10) тенгламалар тизимининг берилган 
бошлангич шартларини цаноатлантирувчи ечимини, 
бизга маълум булган усулларнинг бирортаси 
ёрдамида топиш мумкин.

Айтайлик, бирор механикавий тизим 
царалаётган булсин. У тизимнинг умумий 
мустах,камлик, х;амда массалар матрицаларини 
хисоблаш учун, тизимни чекли дона чекли 
элеменгларга ажратиб, хар бир элементнинг узига 
хос булган мустахкамлик хамда массалар 
матрицалари тузилади ва уларнинг барчасининг 
йигиндиси олинади, Масалан, тизимнинг S  элемента 
ичидаги ихтиёрий ‘нуцтанинг силжиши, шу 
элементни боглайдиган тугунларнинг силжишлари 
билан тула аницланадиган булсин, яъни:

Бу ерда, и(5|-нуцта силжишининг бирон-бир изи, usi- 
элементи богловчи тугунларнинг силжишлари, 

ср[5)(х)лар эса, ' элементдаги нуцтанинг



координаталарига 6ofahk, булган функциялардир (бу 
функциялар шундай танланишлари лозимки, 
силжишлар х;ам элемент ичида, хам цушни 
элементларнинг чегараларида узлуксиз равишда 
узгарадиган булсин).

Бутун тизимнинг мустахкамлик ва масса 
матрицалари, уни ташкил этувчи чекли 
элементларнинг мос матрицалари йигиндиларидан 
иборат эканлигини эътиборга олсак, улар куйидагича 
ёзиладилар:

Айтайлик, механикавий тизим сифатида тусин 
элементларининг бирлашмаси царалаётган булсин. 
Тусиннинг / сонли тугунида иккита S  ва (S+1) 
элементлар бирлаштирилган булсин (12-расм). 
Тугуннинг силжишини u jt ва и 2 лар билан 
белгилаймиз (бурилиш ва силжиш), у холда, j l  ва /2 
сатрларга мос келувчи [ К ]  матрицанинг

S + 1

12 -раем



мусгах,камлик коэффициентлари цуйидагиларга тенг 
булади:

=  л:];’ . ^л.17-|)2 =  к {з2]<

К л л  =  K & ' + K i r " '

к , к г .  -  + К 1 Г " '  Х л и + ш  =  К‘*+|),

K j Uj . ui =  /С| 'ГИ'

К / 2 ,  ( . , - 1 ) 1  =  K i 2 , ( i -\)2 =  ^ 4 2 '

Kj2.U + »2 =  +  / |̂(2 + 1) '

K / 2 . J 2  =  К [4 ?  +  У Й Г °  ' £ / 2 . ( ,  +  Ш  =  А з Г 0  ’

к ,г .  (,.1)2 =  а:2(г " .

Бу тенгликларнинг унг томонларидаги 
ифодаларнинг юцоридаги индекслари, мустахдамлик 
коэффициентлари х,исобланиши керак булган 
элементнинг сонини курсатади, цуйи индекслар эса,
(9.3.7) формулаларга мос келади. Умумий масса 
матрицасининг элементлари х,ам шундай 
формулалар билан х,исобланади.

Шуни таъкидлаш лозимки, чекли элементлар 
усулининг алгоритмини ЭХ,Мга киритиш анча 
мураккаб масала булиб, у тадцицотчидан ЭХ,Мда 
ишлашнинг катга малакасини, назарий х,амда амалий 
тайёргарликни ва царалаётган масаланинг 
физикавий, механикавий ва бошца шунга ухшаш 
мох,иятларини билишни талаб этади.



ХУСУСИЙ Х.ОСИЛААИ ДИФФЕРЕНЦИАЛ 
ТЕНГЛАМАЛАРНИ 

ТУГРИ ЧИЗИКДАР УСУЛИДА ЕЧИШ.
Хусусий х;осилали дифференциал тенгламаларни 
хам чекли айирмалар усули билан ечилишининг 
асосида яна хусусий х,осилаларнинг чекли айирмалар 
орцали тацрибий ифодаланиши ётади. Бу эса, куп 
жихатдан, оддий дифференциал тенгламаларнинг шу 
усул билан ечилишига ^Ьсшайди. Айрим холларда, 
хосилаларнинг чекли айирмалар орцали тацрибий 
ифодаланиши, тенгламаларнинг улчовларини 
пасайтириш учун ишлатиладики, ана шундай 
холларда чекли айирмалар усули дифференциал 
айирма ёки тугри чизицлар усули деб аталади.
10.1. ТУГРИ ЧИЗИКДАР УСУЛИНИНГ МОХ.ИЯТИ.

М азкур усулнинг мохиятини энг содда 
чегаравий шартлар билан берилган уч хилдаги 
иккинчи тартибли хусусий хосилали дифференциал 
тенгламалар учун баён этамиз.

( 10. 1. 1.)

u(0,y) = 0(у), иО,у) = 6(у), 
и(х,0) = ц(х), u(x,b) = ц(х).



б) u" =Cu" + f(x,t). (10.1.3.

u(O.t) = 0(t), u(a.t) = 0(t), (10.1.4.

u(x.O) = ц(х). u|(x.O) = ц(х). (10.1.5.

b ) u "  = Cu; + f (x, t ) , (10.1.6.)

u(0,t) = 0(t), u(cr,t) = 0(t). (10.1.7.

u(x,0) = f-L (x). (10.1.8.
Мазкур масалаларни бирор тугри 

туртбурчакли G  сохдда тугри чизиклар усули билан 
ечамиз. Шу макгалла, G сохани л  та тугри чизиклар 
ёрдамида (/7 + 1) та цатламга булиб чицамиз (13- 

расм), яъни: х к =  х и + kh, h =  a / ( n  +  1), ( к  =  1 ,п ) .

I \— -г-

i lli

13-расм.
К,уйидаги белгилашларни киритамиз : 
u(xk + h, у) = uk+1(y), u(xk +h,t) = uk+1(t), 
u(xk -  h,y) = uk_,(y). u(xk -  h,t) = uk.,(t).

Агар цуйидаги Тейлор формуласидан фойдалансак, 
яъни:



, du

U k + l = L l k +  5^
h2 a 2u
2! d x 2

u k = u k

, d u

= u ‘  “
+ ■

h2 a 2u
2! dx

куйидаги ифодани ёзиш мумкин

( 10. 1. 10.)

u kTi " 2 u k + u k-i =  h 2
, *)

( а и ь2 a4u
\

=  1г
ч д х 2

-h
12 Эх

< = х. Jx=xk

+ 0 ( h “ ).

Агар

a - u
Ф,А"ик = uk+I - 2 u k + uk_, (10.1.11.) 

деб белгилаш киритсак, у х,олда:

, а 2Фa 4ii
гг =  1г

x=xk д х ' x=xk

= h2
Фк+, -  2 Ф Ь + Фьк-1

h 2
+ 0(h4).

( 10. 1. 12.)

Агар (10.1.12.) ни (10.1.10.) га куйиб, (10.1.11.) 
белгилашларни эътиборга олсак, х узгарувчига 
нисбатан иккинчи тартибли хусусий х;осиланинг 

0(/г<1) аницликдаги тацрибий ифодасининг 
формуласини х;осил киламиз



Чк+, - 2 u k + uk+1 д \ х

h2 h 2 й х 2

/
i a 2u a 2u 5 2u

d x '
(10.1.13.)

+ 0 ( h 4).

Энди (10.1.1.), (10.1.3.) ва (10.1.6.) тенгламаларда 
x = x k дейилса, у х,олда:

Бу (10.1.14.) - (10.1.16.) ифодаларни (10.1.13.) га 
куйиб, царалаетган уч хил хусусий х,осилали 

дифференциал тенгламаларни 0(/i4) аницлик билан 
тацрибан ифода этувчи оддий дифференциал 
тенгламалар тизимини ёзамиз

d 4 ( y )  1 ^ f d 4 ( y ) )
— —;—  + — А" — —;—dy2 12 I dy: ) + ^  A'  L1k (У) = fk (У) + ] ^  д2 (У).



I , 1 , d ' u ,  С ,
—  Д" u , ( t )  =  f,. ( t )  + —  A" f,. ( t )  +  С ----- Л  +  — A-
Ir  k W  k W  12 k W  d t 2 12

d : u k ( t )  |____ к ’
Atd t 2

1 1 du,(t)
—г Д~ик ( t )  =  f k( t )  +  —  A'f,. ( t )  +  С — +

^  r d M t ) |  -  

12 \  dt /

Бу тизим матрицавий куринишда цуйидагича 
ёзилади

( М\ d2V М
[ E + n ) H s + ¥ V = F' (y ) ' ( 1 0 Л Л Ъ ]

м ( ,\Ас/2г

У г - с 1Е + п ) ^ = к - (,)' I10-1 1 8 -)

М ( M \ d \ '

(1 0 Л Л 9 ')

бу ерда Е  бирлик матрица. Шунингдек, цуйидагилар 

V = [ u , ( y ) , . . , 4 , ( y ) ] , V = [ u , ( t ) , . . , u n( t ) ] ,

F S (t )= [^ ,( t ) ,  ^ 2( t ) , . . ^ n( t ) ] ,  

F2( t) = [ F 2| ( t ) ,F 22(t) , . . . ,F2n(t)J, 

F3( t ) = [ F 31(t),F32( t ) , . . ,F 3n( t ) ] ,

устун-векторлар булиб, уларнинг элементлари 
куйидагилардир: *•



F, i (У) -  f, ( у )  +  Д2 f, ( y )  -  -p-  u 0 ( y ) -

F | , ( y )  =  f , ( y )  +  ^ A 2f , ( y )  ,

(i = 2,3......(n -  I)) ,

f ,„  ( y )  =  f„ ( y ) + ^  A2f„ ( y )  -  - j V  u„+i ( y )  -  u;;+l ( y ) , 

f 2i (0 = f. (t) + ] ^  д2 fi (0 “ ]~r uo W -  uo ( t ) ,

F2l( t )  =  f , ( t )  +  y ^ A 2f , ( t )  ,

(i = 2,3..... (n -D )  ,

F2„ ( t )  =  f„ ( t )  +  ^  A 2f„ ( t )  -  ±  u n+l ( t )  -  y | u " +l ( t )  ,

F31 ( 0  =  f, ( t )  +  A 2 f , ( t )  -  u 0 ( t )  -  ^  u ;  ( t )  ,

F3l( t )  =  f i ( t )  +  ^ A 2f i ( t ) ,

(i = 2,3..... (n -1 )) ,

F3„ ( 0  =  f n ( t )  +  ^  A2 f„ ( t )  -  u n+l ( t )  -  ^  u'n+l ( t )  , 

u o(y )  =  0 ( y ) ,  u " ( y )  =  0 "  ( y )  ,



u n+l( y )  =  9 ( y ) ,  и "+1( у )  =  ё " ( у )  , 

u o( t )  =  0 ( t )  , u " ( t )  =  0 " ( O ,  

U|1+I( t )  =  0 ( t ) . u ;;+1( t )  = 0 , ; ' ( t ) , 

u ; ( t )  =  0 ; ( t ) , u;,+l( t)  =  0 ; ( t ) ,

-2 1 0 
1 - 2  1

0 0 O'] 
0 0 0

M =

0 0 . . .  I - 2

0 0 0 1 -

1 2 ksn
( - | ) * +\ / 1Sln iV п+ 1  п+ I

Куйидаги

я = / г ' = | М  =

матрица ёрдамида М матрица диагонал матрица 
шаклида ифодаланади:

вмв-' = Ц Л _ , . . . Л )  ,

бу ерда,
ктг

Л" = - 2  1 + Сад-—  I , (А = 1,я)
V n + \J

ёки бу тенгликнинг х,ар иккала томони В матрицага 
унг томондан купайтирилса, у х;олда

Агар

/?(/ = [/>,,Л , . j 

B F i =  [ < / ; ! ■ < / , -



каби белгилашлар киритилса, (10.1.17) - (10.1.19) 
лардан п  та узаро боглиц булмаган тенгламаларни 
х,осил циламиз

Pk" ( y ) - a t o ( y )  =  q lk( y h  (Ю.1.21)

P;{t) + co2k Pk(t) = 7] l k {t)  , ( 1 0 . 1 . 2 2 )

TV(t) + w2kPk(t) = q,k(t) . (Ю.1.23)

Бошлангич ва чегаравий шартлар булган
(10.1.2), (10.1.5) ва (10.1.8) лардан фойдаланиб, (10.1.20) 
белгилашларни эътиборга олиб, цуйидагиларни ёзиб 
оламиз

п и

рк (°) = . рк ( h)  =  I X  - (10.1.24)
л-=| V=l

И II

Pk(0) = I b^ s .  P , ( 0 ) . I bks, ,  (10.1.25)
s=l s=l

n

A (0) = IXv/'.v- (10.1.26)'
л=1

бу ерда:

“  П ц 'к ^Ч,к 12 +  я ^ ,  0

Ц, =  =  )-l ( x s),

12?tk , 12Xk —
a '  = - —------------ , cok =  , (k = l,n).
k lr(12 + ?,k) k C(12 + A.k)

Энди (10.1.21), (10.1.22) ва (10.1.23) 
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тенгламаларнинг уларга мос келувчи (10.1.24j 
чегаравий, (10.1.25) ва (10.1.26) каби бошлангич 
шартларни к,ан'оатлантирувчи ечимларини топиш 
цийин эмас.

Агар (10.1.20) белгилашларни эътиборга олсак, 
Рк лар маълум булган х;олда, куйидагиларни топамиз:

и-,
= В-1 Р2

= В

" Р , Л

Р2

vP„ /

еки

u k ( y )  =  I b ksPs(y) ,
s=l

“„ m - i x p . w ,
s=l

uk(t) = Z b ksPs(t)

(10.1.27)

(10.1.28) 

(10.1.29)
S= I

Бу топилган (10.1.27) - (10.1.29) ифодалар мос 
холда (10.1.1), (10.1.3) ва (10.1.6) каби хусусий 
хосилали дифференциал тенгламаларнинг берилган 
бошлангич ва чегаравий шартларини 
цаноатлантирувчи ечимларини ифодалайди.



10.2 TYFPH ЧИЗИКДАР УСУЛИНИНГ
ЯК.ИНЛАШИШИ ВА УНИНГ ХАТОЛИГИНИ 

БАХ.ОЛАШ.
Аввалги бандда биз уч хилдаги энг асосий 

хусусий х,осилали дифференциал тенгламаларнинг 
тацрибий ечимларини тугри чизицлар усули билан 
аницлаган эдик. Бу бандда, у ечимларнинг аниц 

ечимга яцинлашишларини ва йул цуйилган 
хатоликни бах,олашни мацсад цилиб цуямиз. 
Соддалик учун бу мулох,азаларни чегаравий 
шартлари нолдан иборат булган Пуассон тенгламаси 
учун баён этамиз.

К,аралаётган тугри туртбурчакли бирор сохдда 
утказилган х,ар цандай учта кетма-кет параллел тугри 

чизицлар учун цуйидаги тенгликни ёзиш мумкин

Теорема. Агар царалаётган сохдда Luk (у) < 0 

булиб, чегаравий нуцталарда uk(y )> 0  булса, 

сох,анинг барча ички нуцталарида u(xk,y )> 0  

булади.
Исбот. Аниц ва тацрибий ечимлар айирмасини

L u k ( у )  =  u " ( x k , y )  +
Д 2и " ( х к , у )  А 2 и ( х к , у )  

12 +  1 г

(10.2 .1)



8к(у) деб белгилаб, яъни, u(xk,y) -  ик(у) = 5 к( у ) . 

ундан и(хк,у )н и  (10.2.1) г а цуямиз. У х,олда, 

ик(у)нинг унг томонидаги цолдиц х;адни ташлаб 

юборишдан х,осил булган тацрибий тизимнинг ечими 
эканлигини хисобга олсак, хатоликни аницлаш учун 
цуйидаги дифференциал тенгламалар тизимини 

Х.ОСИЛ циламиз.

киритиб ва барча 8к(у) ларни мос 5к(у) ларга 

алмаштириб, цуйидагини х,осил циламиз

Юцоридаги ифодаларнинг айирмасини цараймиз, 
яъни:

(10.22)

х=хк
каби белгилаш

« O ' )  -  Ш + ^  A1 [ S i l y )  -  а д ] +

Бу ердан куриняптики, (10.2.4) ифоданинг унг 
томони нолдан кичик ёки тенг, у х,олда, агар
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царалаётган сохднинг чегарасида 5к(у) - 5к(у) >  О 

булса, теореманинг шартига асосан, сох,анинг барча 

ички нуцталарида хам 5к (_у) -  8к (_у) > 0 булади. Шу 

боисдан, 5к (>■) ни 6к (у) хатолик учун мажоранта 

сифатида цабул цилиш мумкин. У мажоранта (10.2.3) 
тенгламалардан аницланади. У тенгламалар учун 
чегаравий шартлар цуйидагича ёзиладилар:

чунки, чегара тугри чизицларда хар доим и0 (у) ва 

Lln+i (У) тацрибий цийматлар, аниц ечимлар билан 

бир хил буладилар.
Юцоридаги (10.2.3) тенгламалар тизимини 

матрицавий куринишда ёзиб оламиз

бу ерда:

е ( у )  =  [ 5 , ( у ) , 5 2( у ) ........6 п( у ) ] ,

Агар ушбу



Be(y) = [e 1Cy),82(y),...,s„(y)] 

B T  =  [ t „ t , , . . . , t n]

белгилашларни киритсак, (10.2.6) дан п та узаро 
боглиц булмаган тенгламаларни хосил циламиз:

е к ( у )  - а к8 к ( У )  =  t k > (к =  1,п), ( Ю . 2 . 8 )  

бу ерда:

12 Л*
а а =

И- (12 + Лк)
-  \ 2( l 
t, =

36h4M r

12 + Хк 6!(12 + A j fТ.К-

Юцорида киритилган (10.2.7) белгилашларни 

(10.2.5) ларга цулласак, (10.2.8) тенгламалар учун 
цуйидаги чегаравий шартлар хосил булади

е к(Ь) = 0, £к(-Ь) = 0, (10.2.9)

Энди (10.2.8) тенгламанинг (10.2.9) чегаравий 
шартларини цаноатлантирувчи ечимнинг умумий 
куриниши цуйидагича ёзилади

Г _Л л,,6,
1 -

chaky 3h Мл
I X ,

\  chakby 6!A.k s=,

(10.2.7) белгилашларга асосан, юцоридаги ифодадан 

цуйидаги хосил цилинади

8к(У) = Ё ьк̂ (у ) :
j=i

3h6MA
6 !

I b k
j=i

xj(y)ibj,



h M  JL Ил
--------— Y M ^ 'S in  —
5!(n + 1) n + 1 x l( y ) Z ( - 1)J+SSin ■

JSTt

бу ерда:

1
A

l
c h a ty

c h a  .b ,

Бундан эса, цуйидагини ёзиш мумкин:

Н о Ф X

I

* ‘ ч

5!(л + 1) f .

JS 71

к + 1  с .... kjTT(-1 y +JSin
n +  1

(-1 y^'Sin-
n +

<-
h2M , M  a2 M h A

hb <■

oy ерда:

M  = Мь M ], M, = max

5!(« +1) 5\(n+ 1) 

Xj(y)
1 < j  < n 

- b l y < b

Демак, юцоридагиларга асосан , цуйидаги 

тенгсизликни ёзиш мумкин булади:

a 2 M h A 

5\(п +1)

Бу тенгсизликдан куриняптики, параллел тугри 

чизицлар орасидаги масофа камайиши билан, 

хатолик 0(h4) тезликда камаяр экан, демак, тацрибий 

ечим эса аниц ечимга интилар экан, яъни:

<



lim|u(xk,y) -  uk(y)| = lim|6k(y)| = 0.n-»0 11—>0

10.3. СОНЛИ МИСОЛЛАР.
1. Биринчи мисол сифатида мембрананинг 

барцарор деф ормацияси хацидаги масалани 
цараймиз. Маълумки. мембрананинг кундаланг 
деформацияси и, пластинканинг деформациясига 

нисбатан бошцачароц ифодаланади, чунки, унда 
эгилиш х;амда силжиш зурицишлари иштирок 
этмайди х,ам ̂  куйидаги тенглама билан аникданади, 
яъни:

бу ерда Р- босим, Т- узунлик бирлигига келтирилган 

зурициш  (мембранадаги нисбатан кичик 

деформацияларда зурициш ни узгарм ас деб  

хисоблаш мумкин булганлиги сабабли, Р=Т деб олиш 

мумкин).
Юцоридаги (10.3.1) тенглама учун чегаравий 

шартлар цуйидагича ёзилади:

Тугри чизицлар усулига кура, (10.3.1) билан
(10.3.2) масаланинг ечими цуйидаги куринишда

dx2 ду2 Т ’
5 2u д2и Р
- ~ т  -  -  _ (10.3.1)

(10.3.2)



оулади:

J iE .

*  Z ( - l ) J+sSin
s=l

бу ерда:

n + 1

Х\У) = Т
A i v

/ chaly''

c h a p  j

Л, = - 2 1  + Cos ML
n + 1 h\\ 12 + Л. ’

(У = 1>и).
Куйидаги 8- жадвалда мембрана тугри  

туртбурчаги томонларининг х,ар хил нисбатлари учун 

uk (у) нинг цийматлари тугри туртбурчак марказида 

келтирилган ва улар аник, ечимлар билан  

такдосланган. Тахдиллар курсатяптики, амалий 
х,исоблашлар учун п=5 билан чегараланиш етарли 

экан.
2. Иккинчи мисол сифатида Лаплас тенгламаси учун 

Дирихле масаласининг ечимини келтирамиз, яъни:

52u Э2и 
д х 2 + д у 1 ~  ° ’



[Simtx. агар v = ±0,5 булса,
и = 1л л 1 ^- (Ю.3.5)(0. агар х = 0 ва х = 1 оулса.

8-жадвал.

a / b a b
М у )

y = 0 , л = 5

М у )
у = 0 , п = 7

ан ик , еч и м

2.0 1.0 0.5 0 .1138599 0.1138701 0.11387

1.6 0.8 0.5 0.1042404 0 .1042452 0 .10426

1.5 0.75 0.5 0.1007707 0.1007761 0 .10079

1.2 0.6 0.5 0.0867433 0.0867474 0 .08676

1.0 0.5 0.5 0 .0736583 0.0736537 0.07304

0.5 1.0 2.0 0.2947141 0 .2946943 0.29467

Мазкур масаланинг аник, ечими цуйидаги 
куринишда булади:

и(х,у) = Т~7ТГ сЬтту -Sinnx. (10.3.6) спя / 2

Агар

fix,у) =  0,//(х) = //(*) = Sinnx,6(y) = 0 0  0 = О 

деб олсак, царалаётган масаланинг ечими 

цуйидагича ёзилади:

2 Л. ... kj7t cha,y
uL (у) = ------ - У ] ( - 1 )  Sin------ ■-------- :---- х

п + 1 n + 1 ch(a | / 2)



JS7T
2 j(-1 ) Sin-------Sinnx

n +1

К,уйидап? 9- жадвалда, y=0  тугри чизицнинг 
нуцталаридаги х,исоб натижалари п=5 ва п=7 булган 
доллар учун келтирилган, х;амда аник, ва тацрибий 
ечимлар узаро таццосланган.

9- жадвал.

к аник
ечим

чугри чизиклар 
усули буйича ечим

аник, ечим тугри чизиклар 
усули буйича 

ечим

1 U. 1992684 0.1993138 0.1525134 0.152524

2 0.3451430 0.345221'9 0.2818080 0.281828

3 0.3985365 0.3936276 0.3682000 0.368226

4 0.3451430 0.3452219 0.3985360 0.398565

5 0.19926884 0.1993138 0.3682000 0.368226

6 — — 0.2818080 0.281928

7 — — 0.1525134 0.152524 ■

Юцорида келтирилган мисоллардан куриняптики, 
uk(y) нинг тугри чизицлар усули билан хисобланган 
цийматлари, хамда аниц цийматлари орасидаги фарц 
жуда хам кам булар экан.

Умуман, тугри чизицлар усулини хар хил 
куринишдаги юцори тартибли (масалан, 4-тартибли) 
хусусий хосилали дифференциал тенгламаларни 
ечишда цулланилади. Лекин, у ерда, хар доим хам 
тацрибий аналитик ечимни цуриш мумкин 
булавермайди. Тугри чизицлар усулидаги бу 
камчиликни, турлар усули орцали бир цадар 
бартараф этилади, шу боисдан, навбатдаги боб шу 
усулнинг баёнига багишланади.



U -БОБ.
ХУСУСИЙ Х.ОСИЛАЛИ ДИФФЕРЕНЦИАЛ 

ТЕНГЛАМАЛАРНИ ЕЧИШНИНГ ТУРЛАР УСУЛИ.
Куп х,олларда, чекли айирмалар муносабатлари 
орцали хусусий х,осилалар тацрибан ифода  
этиладиларки, улар царалаётган тенгламанинг барча 
узгарувчилари буйича бажарилади. Бундай х,олларда, 
чекли айирмалар усулини турлар усули деб  
юритилади.

11.1. ХУСУСИЙ Х.ОСИЛАЛАРНИ ЧЕКЛИ 
АЙИРМАЛАР ОРКДЛИ ИФОДАЛАШ.

Х усусий х,осилали диф ф еренциал  
тенгламаларни тацрибий ечишнинг энг содда ва шу 
билан бирга кенг тарцалган усулларидан бири, 
турлар усули х,исобланади. Мазкур усул ёрдамида 
хусусий х,осилаларни тацрибий ифодалаш учун 
купинча икки улчовли тугри туртбурчакли турдан 
фойдаланилади.

К,адами h булган икки улчовли квадрат турга 
нисбатан тузиладиган чекли айирмалар андазасини,
5-бобда куриб утилган бир улчовли х,олга ухшаш 
цилиб тузиш мумкин (14-расм).

и

У. л h

i.-i, л-, t,

14-расм.
К,улай булсин учун ufx^h.y^  каби 

белгилашларни uj+JJ лар билан алмаштириб ёзамиз.

[¥
ы



Бу белгилашлардан, х,амда икки узгарувчили u(x,yi 
функциянинг Тейлор цаторига булган ёйилмасидан 
фойдаланиб, хусусий х,осилаларни цуйидагича 
ифодалаш мумкин:

ди U| + , • -  U; , : 1—  _I+|J----- Lk = — г_1 о 1
2h 2h J'

dy 2h 2h

1
0

-1

d 4u u i+2.j - 4 u ,+.,j + 6 u ,j - 4 u MJ  + Ui. 2ij
dx

A — h4

= "77[1 -4  6 -4  1], 
h

d * U  =  U i,j+2 ~ 4 U i.|+ l + 4  ~ 4 и д _,  + U i j _ 2 ^  1 

5y4 " h4 ~ h 4

1
- 4

6
- 4

1

Бу элементларга асосан, диф ф еренциал  
тенгламаларни ечиш учун х,исоблаш андазалари 
тузилади. М асалан, Лаплас тенгламасининг



d 2u <?2u u l + l | - 2 и ,  ( +и ,_  и,- J+I — 2u  + u ,

------ h ------ + ------ ? -------°

Келтирилган барча хисоблаш андазалари h2 
тартибдаги хатоликка эга. К,ушимча тугунлар 
киритиб, ундан хам аницрок, булган хисоблаш 
андазалари тузиш мумкин. Масалан, турнинг п та 
тугуни булса, хар бир тугун учун хисоблаш  
андазасини куллаб, п та алгебраик тенгламалар 
тизими хосил буладики, агар кдралаётган хусусий 
хосилали дифференциал тенглама чизикди булса, у 
хам чизикли булади. Масаланинг чегаравий 
шартларини хисобга олиб, к,уйидаги куринишда 
булган тенгламалар тизими хосил килинади:

Гкоэффициенi.iap l Гтугунлардаги номаълум
I ] ф I '
[матрицаси J [_ кийматлар (устун - вектор)

= [маълум устун -  вектор]

Бу хилдаги алгебраик тенгламалар тизимининг 
ечилиш усуллари билан биз аввалги бобларда 
танишган эдик.

11.2. ЭЛЛИПТИК ТЕНГЛАМАЛАРНИ ЕЧИШ.
Томонларининг узунликлари а ва Ь булган 

тугри туртбурчакли сохада Лаплас тенгламаси учун 
= Дирихле масаласини турлар усулида ечамиз, яъни, 

шундай и(х,у) узлуксиз функцияни топиш талаб 
этиладики, у функция S={(x,y)/(0<x<ci), (0<y<b)} 
соханинг ичида Лаплас тенгламаси



ни цаноатлантириб, сох,а чегарасида эса, цуйидаги 
берилган цийматларни цабул циладиган булсин:

u(0,y)= Q(y), и(а,у)= Q(y), 

и(х,0)=\\(х), и(х,Ь)=/7(х) (11.2.2)

бу ерда, 9(у), в (у), n(xj, Д(х) лар берилган 
функциялардир. Ечимлар сох,асида ОХ уц буйлаб h 
цада!мли, О У уц буйлаб эса р цадамли икки улчовли 
турни киритамиз. Соддалик учун I =h  деб цабул 
цилиб, биринчи банддаги белгилашлардан  
фойдалансак, х,амда (11.2.1) тенгламани айирмали 
тенглама билан тацрибан ифодаласак, у холда, 
цуйидаги чизицли алгебраик тенгламалар тизимини 
х;осил циламиз:

1
u „ =  4 ( u i+i.i +  U- . .J  + u , , - i ) -

U,u=|a(x,). Ulm =jl(xi) . Ll0 , =0(у|), Un-J = ё(у ,),*

i = l.(n — 1), j = l,(m -  1), x, = ih, у j = jh

Бу тенгламалар тизими катта сон микдордаги 
ноллик элементлардан ташкил топган булиб, унинг 
учун итерация усулларидан фойдаланилгандагина 
яцинлашиш шартлари баж арилади. Бундай  
тизимларни ечиш учун Гаусс-Зейдел усули купроц 
цулланади ва у усул одатда, эллиптик айирмали 
тенгламаларга нисбатан Либман усули ёки кетма- 
кет силжиш усули деб  аталади. Итерация  
ж араёнининг тартибини кузатиш мацсадида, 
юцоридаги тизимни цуйидаги куринишда ёзиб 
оламиз:



бу ерда, юцори индекслар орцали 
итерациянинг тартиб сони белгиланган. Одатда,

барча i, j лар учун iijj = 0 деб олинади. Бу (11.2.3) 
тизим ЭХ,Мда осонгина ечилади.

Мисол. Айтайлик, квадрат мембрсГиада



х,ароратнинг барцарор тарцалиши х,ацидаги масала 
царалаётган булсин. Маълумки, ушбу масаланинг 
математик модели, Лаплас тенгламаси эди. 
Чегаравий шартлар цуйидагича берилган булсин:

и(0,у) = 0, и(1,у) = 100 1

и(х,0) = 100х, и(х, 1) = 100х2\ (11'2,4)

Турлар усулини царалаётган масалага цуллаш 
мацсадида, тугунлари орасидаги масофа h =  0.25 дан 
иборат булган икки улчовли турни киритамиз. 
Тугунларнинг жойлашишлари 15-расмда 
курсатилган булиб, у ерда, ички тутунлар рацамлар 
билан белгиланган. Тур 25 тугундан иборат булиб, 
чегаравий шартларга кура у тугунларнинг 16 тасида 
х;арорат маълумдир, цолган 9 та тугунда харорат 
аникданиши лозим.

* a i  - ;0

1 £.25 2ь г 1 = ^ с

П  > 1 У --ICO

i ! ^
г и - i c c

1 1 i 
Ь -  < —  2  -  4  — - 4 0 0

1 1 1 ---------
5 С ?Ь

15-расм.

Лаплас тенгламаси асосида тузилган х,исоблаш 
андазаси ёрдамида х д р о р а т н и н г  тугундаги янги 
циймати топилади:



4=0,25 (uMJ+  и +̂ии+1и.и).

Х,ароратнинг тугунлардаги бошлангич 
цийматлари чизицли интерполяция ёрдамида 
берилади. Тугунлардаги и нинг хациций цийматлари 
эса итерация усулида аницланади.

К,уйидаги 10-жадвалда 30 та итерациядан 
кейинги олинган натижалар келтирилган.

10-жадвал

и те р а ­
ция
сон и

U| Uj Uj u« U3 U« Ui Ui

Вошл 20.313 43.750 70,313 15,625 37,500 65.624 60.953 31,250
1 21.094 44.331 71.094 17,168 39,063 67.188 13.281 33,594
10 23,371 47.709 73,371 20,923 44,287 70.923 16,225 37,687
20 23.439 47,874 73,460 21,068 44,524 71,088 16,343 за. 053
30 23.493 47,879 73,493 21,094 44.531 71.094 16,350 38,058
ан и к
ечим

23.403 47,879 73,493 21,094 44.531 71.094 16,350 з а  o5a

Туццизинчи тугундаги ид нинг цийматлари мос 
равишда цуйидаги натижаларга эга: 60.938; 63.281; 
66.228; 66.347; 66.350; 66.350.

К,аралган холатдаги тугунлар сони унчалик куп 
булмаганлиги сабабли, мазкур масалани тугри 
чизиклар усулида хам ечиш мумкин эди. Бу 
ечимнинг натижаларини таццослаш мацсадида, улар 
Хам юцоридаги жадвалда келтирилди.

11.3. ГИПЕРБОЛИК ТЕНГЛАМАЛАРНИ 
ЕЧИШ.

Умумий холда масала цуйидагича 
таърифланади:

Шундай u(x,t) функцияни топиш лозимки, у 
ирор тугри туртбурчакли S=f(x,t)/(0<x<a), (0<t<T')}



соха ичида и" = и"х тенгламани, х;амда бошлангич 
ва чегаравий шартлар булган куйидаги шартларни 
цаноатлантирадиган булсин, яъни:

u(x,0)=f(x), u; (х,0) = g(x), 

u(0,t)=Q(l), u(a,t)=0(t).

К,адамлари х буйича h, t буйича т булган 
турлардаги марказий айирмалар орцали айирмали 
тенгламага утиб, куйидагина ёзамиз:

u , — 2 u  + U  , u , —2 u  + и  ,
i+ij i,j 1— 1, j i,j+i i,j i.j-i

h2 т-
Агар r=i/h  каби белгилаш киритсак, 

юцоридаги ифодадан uij+I ни аникдаймиз

u itj+ 1=  1-2 (u i+ ij +  и и>)) +  2 (1-г2)и.-и^,. (11 .3 .1 )

Масаланинг бу тенглама орцали ечилиши, уч 
цатламли богланиш орцали ечилиши деб юритилади, 
чунки, у тенглама, и. , нинг учта каби муваццат
цатламлардаги цийматлари орасидаги богланишни 
ифода этади. Бу богланиш ёрдамида и нинг 
цийматлари, и нинг аввалги цатламлардаги 
цийматлари орцали ифодаланади. Шуни таъкидлаш 
лозимки, бошца хисоблаш андазаларига асосланган 
богланишлар хам мавжуд, аммо улар тенгламалар 
тизимини ечишда катта хажмдаги хисоблаш  
ишларини бажаришни тацозо етади.

Тенгламаларни биринчи цатламда ечиш учун 
одатда, бошлангич шартлардан фойдаланиб, 
un = u i0+ x g ( x M ( x J +  tg(xj ни барча ички тугун 
нуцталар учун тугри булган чекли-айирмали (11.3.1) 
ифода ишлатилади. Улар эса уз навбатида, t.+J даги 
ечимни t; ва t даги ечимлар орцали ифодалаидилар. 
Масаланинг бу тарица цуйилиши, биргаликдаги



тенгламалар тизимининг ишлатилмаслигига ва шу 
билан биргаликда итерация усулларининг хам 
цулланмаслигига олиб келади. Чекли айирмалар 
орцали тенгламалар тацрибан ифодаланаётганда h2 
ва х2 тартибларда хатоликларга йул куйилади, чунки 
у ерда шундай тартибдаги хадлар ташлаб юборилар 
эди.

Турнинг томонлари орасидаги муносабат г 
микдор билан аникланар эдики, у хосил цилинган 
ечимнинг тургунлик улчовини ифодалайди. Хатолик 
цандай хосил булишидан цатъи назар, агар у вацт 
утиши билан камаймаса, айирмали богланиш тургун 
булмаган ечимни беради.

Шу сабабли, хисоблаш  андазаларидан  
эцтиётлик билан фойдаланиш лозим.

Агар т>1 булса, ечим тургун булмаган ечим 
булади; агар г<1 булса, гарчи ечим тургун булсада, 
лекин унинг аникдиги г нинг кичрая бориши билан 
камая боради ва нихоят, г=1 булса, ечим тургун 
булиб, у аниц ечим билан бир хил булади. 
Шунингдек, т=1 танловнинг цулайлиги шундаки, 
(11.3.1) ифода анчагина соддалашади, яъни:

Бу формула, хамда бошлангич ва чегаравий 
шартлардан фойдаланиб царалаётган масаланинг 
ечимини аницлаш мумкин.

11.4. ПАРАБОЛИК ТЕНГЛАМАЛАРНИ 
ЕЧИШ

Турлар усулининг параболик тенгламаларни 
ечиш учун цулланишини баён цилиш мацсадида, 
цуйидаги энг содда бошлангич-чегаравий масаланинг 
ечилиш жараёнини урганамиз, яъни, шундай бирор 
u(x,t) функцияни аницлаш лозимки, у тугри



туртбурчакли S={(x,t)/(0<x<a), (0<t<T)} сох,ада; 
цуйидаги тенгламани ва цуйидаги берилган  
бошлангич х,амда чегаравий шартларни 
цаноатлантирадиган булсин:

du <Э2и 
dt дх2 

и(х,0)=[х(х),

u(0,l)=Q(t), и(аЛ)=в (t) 

К,адамлари х буйича h, у буйича эса т булган 
турда, айирмали тенгламани икки хил х;олатда тузиш 
мумкин (16- ва 17-расмлар).

J) и J) ‘ ,л

и. J-0

■L L 14 о. х

Т

]'<■

J

ii. И
и-1,л (иИМV

i-L i 1Н Л  х

16-расм 17-расм

Турт нуцтали андазадаги тацрибийлаштириш 
х,олати ош кормас шаклдаги икки цатламли 
богланишга олиб келади (16-расм):

ГЧi+1, i-(1 + 2 r )U j,j + r u ,_ 1,J =-U i.j_, , r  := T / h 2.

Чегаравий шартлардан х,осил цилинган



u0 =Q(t), ип =в (t),

(j=0,l,2,...)

тенгламалар билан тулдирилган мазкур 
богланиш, г нинг х,аркандай цийматларида х;ам 
тургун булган ечимга эга тенгламалар тизимини 
ечишга олиб келади.

17-расмда келтирилган турт нуцтали андаза 
ёрдамидаги тацрибийлаштириш х,олати, ошкор 
шаклдаги икки цатламли богланишга олиб келади:

u .^ i  = ru M j  + ( 1 - 2 г ) и д +гиМо

Бу богланиш фацатгина г < 0.5 булгандагина 
тургун ечимли тенгламалар тизимига олиб 
келганлиги сабабли, х,исоблапхларни t буйича жуда 
хам кичик цадамлар билан бажариш лозим (масалан,
r < h 2 / 2  билан). Бу эса, уз навбатида, ЭХ,Мнинг куп 
вацти сарф булишини талаб этиб, тезлигини хам 
чегаралаб цуяди. Шу сабабли, параболик  
тенгламаларни ечиш учун ошкор шаклдаги 
богланишга нисбатан ошкормас богланишдан 
фойдаланиш кенг тарцалган.

11.5. ХУСУСИЙ Х.ОСИАААИ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАРНИ ЕЧИШ 

БУЙИЧА УМУМИЙ ТАВСИЯЛАР.

Х,ар бир хусусий хосилали дифференциал 
тенгламанинг узига хос хусусиятлари ва бошлангич- 
чегаравий шартлари, ёки фацат чегаравий шартлари 
булганлиги сабабли, у хилдаги тенгламаларнинг 
ечилишлари буйича умумий бир хил тавсиялар



бериш амалий жихдтдан мумкин эмас. Лекин, шу 
билан бирга цуйида келтирилаётган баъзи  
тавсияларни эътиборга олиш фойдадан х,оли эмас 
деб х;исоблаймиз.

1. Агар ечимларнинг йул куйилиши мумкин 
булган соцаси тугри туртбурчак шаклида булиб, 
масаланинг чегаравий ёки бошлангич-чегаравий 
шартлари ечимга мос келадиган координата 
функцияларни танлашга ёки номаълум  
функцияларни хос функцияларнинг ёйилмаси 
куринишида ифодалашга имкон берадиган булса, 
тацрибий-аналитик ечимларни куриш учун Ритц ёки 
Бубнов-Галеркин усулларидан фойдаланиш мацсадга 
мувофикдир.

2. Агар ечимларнинг йул куйилиши мумкин 
булган сох,аси мураккаб геометрик шаклда булса, 
царалаётган масалани ечиш учун чекли элементлар 
усулидан фойдаланиш мацсадга мувофикдир. Бу 
усулнинг универсаллиги туфайли, унинг асосида, 
ЭХ,Млар учун шундай дастурлар тузиш имкони 
тугиладики, улар ёрдамида хилма-хил масалалар 
ечилади. Лекин, бу усулнинг алгоритмини ЭХ,Мга 
киритилишини амалга ошириш мушкул масала 
булиб, у тадцицотчидан етарлича назарий  
тайёргарликни, масаланинг барча хилдаги  
мохдятларини билишни, х,амда ЭХ,Мда ишлашнинг 
етарлича малакасини талаб этади.

3. Куп улчовли масалани бир улчовли 
масалаларнинг кетма-кетлиги сифатида ечишнинг 
самарали йулларидан бири тугри чизицлар усулидир. 
Агар куп улчовли масалага мос келувчи бир улчовли 
масалаларнинг юцори даражадаги аницлигини 
таъминлайдиган сонли ёки тацрибий-аналитик 
ечимларни цуриш мумкин буладиган булса, хусусий 
х,осилали дифференциал тенгламаларни тугри



чизикдар усули билан ечиш мацсадга мувофикдир.

4.Фазовий ва вацт координатлари буйича 
дискретлаштириш усулларидан энг соддаси-чекли 
айирмалар усулларидан бири булган турлар 
усулидир. Мазкур усулни цуллаб масалани ечишдаги 
асосий омиллардан бири аницлик хисобланади. 
Юцори даражадаги аницлик юз бериши учун 
царалаётган сохдда етарлича кичик турларни тузиш 
ёки уни жуда хам майда элементларга булиш тавсия 
этилади.

5. Агар царалаётган ечимлар сохаси симметрик 
булса, тугунлар сонини икки марта камайтириш, 
агар хар иккала координата укларига нисбатан хам 
симметрия мавжуд булса, турт марта камайтириш 
имкони тугилади. Бу эса уз навбатида, ЭХ,Мнинг 
вактини ва хотирасининг хджмини тежайди.

6. Масалани самарали ечиш учун, у ердаги 
узгарувчи параметрларнинг бошлангич 
цийматларини танлаш катта ахамиятга эга, чунки, 
итерация усулларининг яцинлашиш тезлиги куп 
жих,атдан хам уша танланган бошлангич цийматларга 
боглиц булади.

7. Куп холларда, масаланинг ечилиш  
жараёнини босцичма-босцич олиб бориш мацсадга 
мувофикдир. Масалан, бирор масалани турлар усули 
билан ечиш лозим булса, у ерда дастлабки босцич 
давомида йирикроц турлар тузилиб, улар орцали 
етарли даражада яхши яцинлашиш хосил цилинади, 
кейинги босцич давомида эса, нисбатан майдароц 
турлар тузилиб, улар ёрдамида етарлича аницликдаги 
ечим олинади.



К .У Ш И М Ч А Л А Р .

1. Вариацион х,исобнинг Эйлер теоремаси.

Вариацион муносабатдан, унга тенг кучли 
булган хусусий хосилали дифференциал тенгламага 
утиш жараёни цай тарзда булиши масаласини куриб 
утамиз.

Айтайлик, куйидаги

J =  { F ( x , у , z , u , u x , u y , u z )d v  +  J q u  +  ^ - u 2
S / 4 1

ифода билан аникланган функционал царалаётган 
булсин. Бу ерда:

u=a(x,y,z)~ихтиёрий функция, dv=dxdydz- 

хажм элементи, / орцали фазовий соха чегарасининг 
бирор цисми белгиланган булиб, у ерда и 
функциянинг цийматлари берилмаган, чегаранинг
цолган цисмида эса и = и ,.

Ушбу киритилган функционалнинг биринчи 
вариацияси цуйидагича ёзилади:



5u; = 5
/ duN
dy) dy

5ul = 8| ^
.dz/

= f  (Su)
dz

эканликларини эътиборга олсак, юцоридаги  
вариация цуйидагича ифодаланади:

5J = |
dF dF d dF о

ж 5 и + ж г & (6и )+ ж г ^ (6и)+

dF d
+ ---------- (5u)

du' dz 7
dv + J(q6u + au5u)d/ (2)

Мазкур ифодадаги биринчи интегралнинг 
иккинчи, учинчи ва туртинчи цушилувчиларини 
булаклаб интегралласак, цуйидагилар х;осил 
цилинади:

dF d г d F __ .. г d Г dFг or с г or г
f e ' s (5 u )d v = f c c > d' - Jdu' dx V du'

5udV

fdF d г or r
—  . - ( 5 u ) d v = — c y6ud /-  j

dF
5udV

f dF d ,  , rdF r d f  d F
f---------- (8u)dV = |-----C8ud/- [—  -----

' J du' id z ld u 's du; dz
SudV



бу ерда, Сх, С , C z лар орцали, сирт ташци 
нормалининг координата укдари билан ташкил этган 
бурчакларининг косинуслари белгиланган. Бу 
ифодаларни (2) га цуйиб, куйидагича вариацияга эга 
буламиз

dF д
{ 5 F 1

Э ( dF^ д(  dF^
Эи Эх Idu'J Эу U o dz

5F 5F 5F 
q + аи + С + С + С 
1 х Эи 5 Эи z Эи

5ud/ = 0.
(3)

Маълумки, вариацион х , и с о б н и н г  асосий  
масаласига кура, бирор и=и(х, у, z) функция, (1) 
функционалнинг экстремумини ифода этиши учун
SJ = 0 булиши зарур шарт эди. Ана шу шартга 
асосланиб айта оламизки, (3) ифоданинг нолга тенг 
булиши 8u(x,y.z) вариациядаги ихтиёрий  
цийматлар учун бажарилади. Демак, S  сохднинг 
барча нуцталарида хамда унинг чегараси / нинг бир 
цисмида цуйидагилар мос равишда бажарилган 
булиши керак булади:

5F д_ dF_ _Э_ dF_ д_ 8F 

Эи Эх Эи;. Эу Эи̂  dz Эи',

3F dF dF 
' v С + С + о + оси =0. | с}
s Эи' - Эи z Эи' 4 ^

Булардан биринчиси, яъни, (4) тенглама Эйлер 
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тенгламаси деб аталиб, унинг учун (5) тенглик 
чегаравий шартларни ифода этади. Умуман, 
куйидаги Эйлер теоремаси уринлидир:

Теорема. Агар (4) тенглама (5) чегаравий 
шартларни к,аноатлантирувчи ягона ечимга эга булса, 
у х;олда у ечим (1) функционалнинг экстремумини 
ифодалайди ва аксинча, агар бирорта функция (1) 
функционалнинг экстремумини ифодаласа, у 
функция (5) чегаравий шартларни к,аноатлантирувчи 
функция булиб, (4) тенгламанинг ягона ечими 
булади.

Агар бирор функционал, и =  и(х, у, zj 
функциянинг юк,ори тартибли хосилаларига хам 
боглик; буладиган булса, унга хам мос булган Эйлер 
тенгламаси худди (4) тенгламага ухшаш йул билан 
хосил к,илинади. Айнан шу йусинда, чекли дона 
функциялар ва уларнинг хусусий хосилаларига 
боглик, булган функционал учун хам Эйлернинг 
дифференциал тенгламалар тизимини хосил к,илиш 
мумкин.

2. Механиканйнг вариацион принципга
асосланган функционалларини к,уриш.

Машинасозлик ва курилиш конструкциялари 
элементларининг статикавий масалаларини ечишда, 
купинча, Лагранжнинг вариацион принципи деб 
аталувчи принципидан фойдаланилади, яъни 
геометрик шартлар билан келишилган 
деформацияланувчи жисмнинг барча мумкин булган 
майдонлари ичида шундай майдонлар мавжуд булиб. 
у ерда тула потенциал энергия функционали узининг 
минимум к,ийматига эришадиган булса, у хак,ик;ий 
Хисобланади. Бундай деформацияланувчи тизимнинг 
юкланган холатдаги тула потенциал энергиясининг 
функционали куйидагича аникданади



Материаллар к,аршилиги курсидан бизга 
маълумки, деформацияланувчи жисмнинг потенциал 
энергияси куйидагича аникданар эди, яъни:

V = 2(1- и 2) + 2ЦЕх8у + Е' + V Y0 dS (2>

бу ерда,

du 5V
ех =Зи/Эх ,  еу = 5V / <3у, Yxv = f y + fo"-

Шунингдек, £ ,// ,  G = Е / 2(1 + /л)лар эластиклик 
константаларидир.

Ташк,и кучлар потенциали эса, куйидагича 
аникданади, яъни:

n  = -J(p;u  + p;v)ds (3|
S

Динамика масалаларида эса функционал 
куриш учун ОстроградскийТамильтон принципидан 
фойдаланилади. У принципга асосан, (1) 
функционалнинг куриниши куйидагича ёзилади:

J =  l'{V + n-T)dt,  (4)

бу ерда, Т - деформацияланувчи жисмнинг кинетик 
энергиясидир, яъни:



Энди текис тацсимланган юк таъсири остида 
булган тусиннинг кундаланг эгилиши хдк;идаги 
масалани куриб утамиз.

Айтайлик юкнинг микдори q га тенг булиб, у 
W  мусбат силжишлар томонига йуналган булсин (18- 
расм). У х;олда, ташк,и кучларнинг потенциали 
Куйидагича ёзилади:

18 - раем.

П = ~ j^qWc/x. (6)

Текис кесимлар гипотезасига асосан, 
тусиннинг эгилишидаги ук; буйлаб силжишлар,
и = -уШ 'каби тенглик билан аник,ланганлиги 
сабабли к;уйидагиларни ёзиш мумкин:

<Эи
E* = ^  = - y W"’ стх = Еех = -yEW" (7)



Агар нормал сг зурик,ишни <ух зурик,ишга
нисбатан кичик деб фараз кдлиб, уни эътиборга 
олмасак, потенциал энергия учун куйидаги ифодага
эга буламиз (бу ерда, гп = 0 деб оламиз, чунки, текис 
кесимлар гипотезасидан фойдаланамиз):

Агар юк,оридаги ифодада ех нинг урнига (7) 
формуладан унинг к,ийматини к,уйсак, куйидагини 
ёзиш мумкин булади:

Квадрат к,авс ичидаги интеграл, тусиннинг кундаланг 
кесимининг юзаси буйича интегралланган булиб, 
унинг киймати тусин кесимининг инерция
моментига тенг ва у j  каби белгиланади. Агар

E J  = G  каби белгилаш киритсак, у  х;олда, 
К у й и д а г и н и  ёзамиз

Шундай килиб, (1), (6) ва (8)ларни эътиборга 
олсак, курилиши лозим булган функционал хосил 
булади

(8)



Ушбу функционалнинг биринчи вариациясини 
хисоблаб, уни нолга тенглаштирамиз, яъни:

5J =  {gw;;w ;; -  gw^ sw\  ' +  [ ( gw", -  q)sw =  о .

Бундан эса, тусиннинг кундаланг эгилиши 
хакддаги масаланинг дифференциал тенгламаси - 
Эйлер тенгламаси х,осил булади

G W Z , - q  = 0. (Ю)

Тусиннинг кундаланг тебраниши кдраладиган 
булса, (4) га асосан, куйидаги функционални х;осил 
к,иламиз:

- q w ) d x d t .  ,11]

Бу х,олда кинетик энергия 

т (I ,
T  = j [ W ' dx (12)

формула билан х;исоблангани учун текшириш  
унчалик хийин эмаски, (11) функционалнинг Эйлер 
тенгламаси, тусиннинг кундаланг тебраниши  
х,ак;идаги масаланинг тенгламасига келтирилади.

Энди югща пластинканинг кундаланг эгилиши, 
х,амда тебраниши х,ак,идаги масалани куриб утамиз.

Айтайлик, к,алинлиги h булган пластинками 
тугри бурчакли ХОУ координаталар тизимида 
шундай жойлаштирамизки, координата текислиги 
билан пластинканинг урта текислиги устма-уст 
тушадиган булсин. Юпк,а пластинкаларнинг текис 
кесимлар гипотезасига кура, пластинканинг



деформацияланмаган урта текислигига утказилган 
нормал, пластинка эгилганда хдм к^йшаймасдан яна 
деформацияланган урта текисликка нормаллигича 
к,олаверади. Материаллар к;аршилигидан маълумки, 
бу холда деф ормациянинг компоненталари  
куйидагича аникланар эди:

е , =  - z w ; ; ,  £ у =  - Z W а ху =  - 2 z W ; .

У х;олда (2) га асосан:

'' = [{{к"2 + W :  ■ К + + 2(1~ Ifd^bdy.

Агар оддий к;авс ичидаги интегрални интеграллаб, 
пластинканинг цилиндрик мустахкамлиги деб  
аталувчи катталик булган

D  =  ( E t i ) / \ 2 ( \  - /г )  белгилашни киритсак, у холда 

v = т  I I  К " + к ! + -  A w "2 - К ■ (13)
z  о с 1

Ташк,и кучларнинг потенциал ва кинетик 
энергиялари мос равишда куйидагича аникданади:

a h

П = -\\qWdxdy,  (14)
О о

a h

T  = jl\ir;2dxdy, (15)
0 0



бу ерда, q - пластинкага таъсир этувчи текис 
тацсимланган сирт юки, т - пластинка массаси.

Тула потенциал энергияни, яъни, цурилиши 
лозим булган функционални топиш учун (13) билан 
(14) ифодаларни хадлаб цушиб чицамиз, у холда:

■J=1 ){уГК'+г;;)2+2(1 - ju) ■ (к;- - те)] - ч *W  (i$
о о ^  J

Агар (13) - (15) ифодаларни (4) га цуйсак, 
цуйидаги функционални хосил циламиз

j  = ] | + и' ;:)2 + 2(i  -  //)■ (wf  -  и ^ и ';')]- j i v / 2- qwjdxdydt ( 1 7 )

Функционал экстремуми мавжудлигининг 
зарурий шартига асосан, (16) ва (17) 
функционалларнинг вариацияларини нолга 
тенглаштириб, юпца пластинканинг эгилиши, хамда 
кундаланг тебраниши хацидаги масалалар учун 
диф ф еренциал тенгламалар хамда уларнинг 
чегаравий ва бошлангич-чегаравий шартларини 
Хосил циламиз.

Хулоса цилиб айтганда, механиканинг  
вариацион принципига асосланиб, машинасозлик ва 
цурилиш конструкцияларинийг хар хил 
масалаларини ечиш учун функционаллар цуриш 
мумкин экан. Тула потенциал энергия  
функционалининг экстремумига асосланган, 
деформацияланувчи жисм механикасининг  
масалаларини ечиш усуллари энергетик усуллар деб 
юритилади.

3. Функционалларнинг цайишцоц эгилувчанлик 
назариясннинг вариацион принципи асосида 

цурилиши.

М атериалларнинг цайишцоц эгилувчан



с у н д и р г и ч л и к  цобилияти маш инасозлик  
конструкциялари элементларининг динамикасида 
жуда хам мух,им уринга эга. У эркин  
тебранишларнинг кучли заифлашувига, хамда 
мажбурий тебранишлар амплитудаларининг 
сезиларли даражада пасайишига олиб келади. Шу 
сабабдан, маш инасозлик конструкциялари  
элементларининг динамикавий масалаларини 
математик жихдтдан тугри моделлаштириш, хамда 
уларни ечиш учун самарали усулларни ишлаб чициш 
каби муаммолар мухандислик амалиётидаги энг 
мухим муаммолардан бири хисобланади.

К,айишцоц эгилувчан материаллардан ясалган 
машинасозлик конструкциялари элементларининг 
хар хил динамикавий ва квазистатикавий  
масалаларини ечиш учун вариацион принципга
асосланган Jb белги билан белгиланадиган  
функционални киритамиз. Уни киритишда худди 
идеал эгилувчан тизимларда фойдаланиш учун 
цурилган тула энергия функционалига ухшаш 
усулдан фойдаланамиз, яъни:

а) квазистатика холида

Jb = J - V x (1)

б) динамикавий холда

h

J ^ p - v , - T ) a  ,2)
о

Бу ердаги V,, шартли равишда, цайишцоц 
потенциали деб аталади ва у цуйидагича ёзилади



V1 = + <Vy + < yY8*y)dS’ (3)

сг, = •
\ - М ‘

-R\ex + juEy),

o~r = 1_ 2 R \ e y +fiBx),

t *  = --------- R*y
xy 2(1+ ц) /xy’

R ' f = \ R ( t - T ) f ( T ) d T
о

х;амда R(t) релаксация ядроси деб юритилади.
Биринчи мисол сифатида, текис тацсимланган 

юк таъсири остидаги цайишцоц эгилувчан тусиннинг 
кундаланг эгилиши ва тебраниш и хацидаги  
масалаларни келтирамиз. Агар бу ерда хам 2- 
цушимчадаги цилинган фаразлардан фойдалансак, 
у холда, цуйидагиларни ёзиш мумкин булади:

/ I I

У, = fcr.;&dx= J(EJR*W;;)W"dx= \(GR'W'i)Ŵdx (4]
0 0 о
Ушбу (4) ифодани аввал (1) га , кейин эса (2) га 

цуйиб, 2-цушимчадаги аввал (9) формулани, кейин 
эса (9) билан (12) формулаларни эътиборга олсак, 
мос равишда, цайишцоц эгилувчан тусиннинг 
кундаланг эгилиши, хамда кундаланг тебраниши 
хацидаги масалаларга мос келувчи функционалларни 
хосил циламиз, яъни:



J h = \ g [wx:;( V ” -  R ’w ;:)  -  qw )d x ,
0

о 0
Юцоридаги (5) ва (6) функционалларнинг 

экстремумга эришишларининг зарурий шартидан 
фойдаланиб, мос равишда куйидаги Эйлер  
тенгламаларини- хосил циламиз:

Иккинчи мисол сифатида цайишцоц  
эгилувчан тугри бурчакли пластинканинг кундаланг 
эгилиши ва кундаланг тебраниш и хацидаги  
масалаларнинг функционаллари ва уларга мос 
келувчи Эйлер тенгламаларини цараймиз.

Тусин учун цандай амаллар бажарилган 
булса, худди ушандай амалларни цайишцоц 
эгилувчан тугри туртбурчакли пластинка учун хам 
бажариб, пластинканинг кундаланг эгилиши хамда 
кундаланг тебраниши хацидаги масалалар учун 
цуйидаги мос функционалларни хосил циламиз:

G ( l - R ’)W :;„ -q  = 0 

mW; + G (l-R ')W ';sx- q  = 0 (8 )

(9)
- ( M ’ w x x  +  M y w v "  + 2 M ’x v W x  + qwjjdxdy,

Jb = J]1{ t [(w » + w » ) 2 +2(M(w;:- w~ w;:)* ~ v /0 (I 0 ^



M l  = g r '(W” + /j w ;: ),

m ] = g r ' (w;;; + № ) ,

M'xy = (1 -  M ) G R mW ” ,

G = h3 / 12(1 - ц2).
Булардан эса, (9) билан (10) функционалларга 

мос келувчи Эйлер тенгламаларини х,осил 
циламиз:

G { \ - R ' ) ^ W  = q, (11)

mW;;+G{\-R')tiW = q, (12)

буерда, ^ W  = W Z x + 2 W ^  + W ^ y.

Таъкидлаш лозимки, квазистатика х,амда 
динамиканинг масалаларида ю цоридаги  
функционалларни минимизациялаш учун чекли 
элементлар усулининг цулланиши мос равишда 
цуйидаги интеграл ва интеграл - дифференциал 
тенгламалар тизимларини ечишга олиб келади, яъни

K (l-R *)u(t) =0(t), (13)

Mu" + K (l-R *)u(t) = F(t) (14)

бу ерда, М - масса матрицаси, К - мустах;камлик 
матрицасидир.

Юцоридаги (13) билан (14) тенгламалар 
тизимларини берилган бошлангич шартлар билан 
биргаликда ечилиш усулларини эса биз аввалги 
бобларда урганган эдик.



4. Математик моделлаштиришнинг хозирги 
замон муаммолари ва мухандислик 
конструкцияларининг ноэгилувчан 

элементларини ЭХ,Мда хисоблаш усуллари.

Наслий деформацияланувчи цаттик, жисмлар 
механикасининг назарий ва амалий йуналишлари 
сохасида кейинги йилларда анчагина 
муваффак,иятларга эришилди. Лекин, шу билан 
бирликда, замонавий техниканинг ривожи  
муносабати билан вужудга келувчи масалалар хамда 
мухандислик амалиётида композит материалларнинг 
кулланилиши кабилар ва бошк,а омиллар, бир к,атор 
янги ва мухим, хамда к,ийин муаммоларни келтириб 
чицарди.

Кейинги йиллардаги илмий тадк,ик,отларнинг 
характерли томони шундан иборатки, бир томондан, 
цайипщок; эгилувчанлик назариясннинг асосий 
масалаларини ечиш булса, иккинчи томондан, 
амалиёт учун мухим ахамиятга эга булган, хамда 
турли хил ж исмларнинг узларига хос 
хусусиятларини ва узаро таъсирларини тула хисобга 
оладиган масалаларнинг сафини сезиларли даражада 
кенгайтириш ва уларни текширишдан иборатдир.

Биз бу бандда, математик моделлаштириш, 
хамда ЭХ,Мда хисоблаш усул\ари борасидаги, 
бизнинг назаримизда, хали етарлича урганилмаган, 
лекин назариянинг ривожи ва мухандислик  
муаммоларининг амалий тадк,ик,отлари учун мухим 
хисобланган илмий йуналишларнинг айримларини 
баён этамиз.

1) Наслий чизикди к,айишк,ок, эгилувчанлик 
назариясннинг куплаб муаммолари хал этилган 
булсада, лекин у хали узининг фундаментал  
ахамиятини йуцотганича йук,. Мазкур назария 
ривожининг асосий йуналишларидан айримлари 
цуйидагилардан иборат: бурчаксимон кирралар ва



цирцимларни, кучланишлар тупланишини ва бошца 
хусусиятларни узида мужассамлантирган мураккаб 
шаклдаги сох;а ва жисмлар учун текис ва фазовий 
масалаларни ечиш; кучсиз сингуляр интеграл ва 
интеграл-дифференциал тенгламаларнинг х,ар хил 
ечилиш усуллари билан бирликда, цайишцоц 
эгилувчан тизимларга дойр тургунлик назариясннинг 
статика х;амда динамика масалаларини ечишнинг 
х,ам турли хил усулларини ривожлантириш; 
мураккаб шаклдаги металл цолиплар билан узаро 
таъсирда булган цайишцоц эгилувчан жисмлар 
анизотропиясини, хдмда биржинслимасликнинг хар 
хил геометриясини хисобга олиш; контакт 
масалаларининг тадцици; юпца деворли х;ар хил 
цурилмалар элементларининг мацбуллаштириш 
масалалари; цайишцоц эгилувчанлик назариясининг 
турли хилдаги синфларини ифода этувчи 
масалаларни математик жих;атдан тугри 
моделлаштириш, х,амда у масалаларни ечишнинг 
турли хил самарали усулларини ривожлантириш.

2) Ночизицли цайишцоц эгилувчанлик  
назариясининг турли хил масалаларини ечиш учун 
янги самарали усулларни яратиш борасидаги 
тадцикот ишлари цуйидагилардир: чегараланган 
сох,алардаги чекли деформацияларнинг  
локаллаштирилишини инобатга оладиган  
масалаларнинг ечилиш усулларини ишлаб чициш; 
эгилувчанлик модулининг цийматлари билан узаро 
улчовдош булиб, кучланишлар х,олатидаги цайишцоц 
эгилувчан тизимларнинг тургунлик назариясини 
ишлаб чициш; ночизицли цайишцоц эгилувчан 
цобицлар назариясининг чегаравий масалаларини 
бевосита уч улчовли цайишцоц эгилувчанлик 
назариясининг чегаравий масалалари асосида 
келтириб чицариш ва у жараённи асослаш, х,амда 
унинг цулланиш чегарасини аницлаш; кенг 
туркумдаги чегаравий шартлар учун цайишцоц



эгилувчан пластинка ва цобикдар назариясининг 
чегаравий масалаларини математик тахдил этиш 
(хусусан, х,еч цанаца геометрик шартларга 
буйсунмайдиган эркин тебранишли пластинка ва 
цобицлар х,ацидаги масалаларнинг мавжудлик 
теоремалари); мустахдамлик цирралари билан 
бириктирилган ва цаттиц жисмлар билан туташ 
булган цайишцоц эгилувчан пластинка ва цобицлар 
назариясининг ночизицли чегаравий  
масалаларининг цуйилиши. Ночизицли цайишцоц 
эгилувчанлик назариясининг ва айницса, унинг 
амалиётдаги татбицларининг бундан кейинги 
ривожи, куп жих,атдан, уларни аникдовчи  
муносабатларга кирадиган функция ва константалар 
х,ацидаги тажрибавий ахборотларнинг  
мавжудлигига, х,амда у ёки бошца муайян  
х,олатлардаги уша муносабатларнинг тажрибага 
асосланиб танланишлигига богликдир. Шунинг учун, 
мазкур назариянинг энг асосий масалаларидан бири, 
курсатилган ахборотни х,осил цилишни таъмин 
этс!диган кенг цамровли, х,амда бир мацсад томон 
йуналтирилган тажрибавий тадцицотлар тизимини 
утказишдан иборатдир.

3) Машиналар, конструкциялар ва 
иншоотларнинг улчамлари ва огирликларини 
камайтириш муаммолари, х;амда уларнинг 
мустах,камлик хусусиятларига цуйиладиган талаблар 
билан биргаликда мавжуд материалларнинг- 
хоссаларини тула ва мутаносиб х,исобга оладиган 
х,исоблаш усулларини яратиш зарурлигини тацозо 
этадики, улар эса уз навбатщха, тадцицотчиларнинг 
эътиборини бир жинсли булмаган цайишцоц 
эгилувчан жисмларга дойр масалаларга жалб этади.

Бир жинсли булмаган цайишцоц эгилувчан 
жисмлар назариясининг бундан кейинги ривожига 
дойр тадцоцотлар х,ацида суз юритилар экан, энг 
аввало шуни таъкидлаш лозимки, бу ерда



караладиган масалалар, яъни, коэффициентлари 
узгарувчи хусусий хосилали интеграл- 
дифференциал тенгламалар учун куйиладиган 
чегаравий ва бошлангич-чегаравий масалаларга 
нисбатан анча мураккабдир. Шу боисдан, х,озиргача 
ечилган масалалар координаталар х,амда вацтга 
нисбатан аник, ва етарлича содда богланишдаги 
цайишцоц эгилувчан моделларнинг энг содда 
геометрик шаклдаги жисмларигагина тааллуцлидир. 
Ушбу назариянинг бош масалаларидан яна бири - 
етарлича умумий биржинсли булмаган хоссаларга 
эга цайишцоц эгилувчан жисмларнинг хар хил 
синфларга мансуб булган масалаларини ечишнинг 
умумий самарали усулларини ишлаб чициш 
х;исобланади. Шунингдек, жисмларнинг биржинсли 
булмаган цайишцоц эгилувчанлик хусусиятлари 
билан ташци майдонлар мавжудлиги шартланган 
туркум масалаларни ечишнинг х,ар хил усулларини 
яратиш даркор.

Хусусан, х,арорат узгарганда материалнинг 
иссицлик физикаси, х;амда цайишцоц эгилувчанлик 
хусусиятларининг узгаришини х;исобга оладиган 
термоцайишцоц эгилувчанлик масалаларининг 
ечилиш усулларини ишлаб чициш лозим.

4) К,айишцоц эгилувчан материалдан ясалган 
юпца деворли х,ар хил конструкциялар  
элементларининг назариясида олиб борилаетган 
фаол илмий тадцицотларга царамасдан, х,али у ерда 
х;ал цилинмаган муаммолар талайгина. Масалан: 
пластинка ва цобицларнинг ночизицли цайишцоц 
эгилувчанлик назариясининг масалаларини ечиш 
усулларини ишлаб чициш; кучлар, х;амда хдроратлар 
таъсири остида булиб, узгарувчан цаттицликка эга 
булган юпца деворли цайишцоц эгилувчан стержен, 
пластинка ва цобикдарни х,исоблашнинг самарали 
усулларини яратиш; х;ам тирцишлар ёрдамида 
сусайтирилга?! цобикдарни, х;ам локал юк гаъсири



остида булган цобикдарни хисоблашнинг амалий 
жихатдан цулай усулларини ишлаб чициш; 
цайишцоц эгилувчан материалдан ясалган ва 
минимал огирликда булган юпца деворли  
конструкциялар х,исобининг энг мацбул усулларини 
ишлаб чициш; цайишцоц эгилувчан тизимларнинг 
ночизицли тебранишларининг квазистатикавий, 
хамда динамикавий тургунликларини йуцотиш 
назариясининг бундан кейинги ривожланиши каби 
муаммолардир.

Хилма-хил материаллар деф о-  
рмацияланишининг динамикавий жараёнларини 
математик ифодалаш борасида, хамда наслий 
цайишцоц эгилувчанлик назарияси сохасида, 
тадцицотчиларнинг олдида кенг имкониятлар 
мавжуд. Лекин, бу имкониятларни амалга ошириш 
мутаносиб математик аппарат йукдиги сабабли анча 
цийин. Шунинг учун х;ам, материалнинг х ,а к ;и ц и й  

механик хоссаларини математик ифода этадиган 
рационал моделларни яратиш, хамда наслий 
цайишцоц эгилувчанлик назариясининг хар хил 
динамикавий масалаларини ечиш учун мутаносиб 
хисоблаш алгоритмларини ишлаб чициш каби 
масалалар цайишцоц эгилувчанлик назариясининг 
энг мух;им масалаларидан хисобланади.
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