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I-BOB
BUTUN SONLAR XALQASIDA BO’LINISH NAZARIYASI

Tayanch iboralar: bo’linma; bo’luvchi; qoldigli bo’lish haqidagi teorema;
to’ligmas bo’linma; goldig; umumiy bo’luvchi; eng katta umumiy bo’luvchi; juft-juft
tub sonlar; umumiy karrali; eng kichik umumiy bo’linuvchi; Yevklid algoritmi; mu-
rakkab son; Eratosfen g’alviri; arifmetikaning asosiy teoremasi; kanonik yoyilma;
chekli uzluksiz kasrlar; anig bo’linmalar; munosib kasrlar; butun qism; kasr qism;
antye funksiya; Eyler funksiyasi; Myobius funksiyasi.

1-§. Butun sonlarning bo’linishi

Agar shunday g butun son mavjud bo’lib, a = bg tenglik o’rinli bo’lsa, a bu-
tun son b butun songa (b# 0) bo’linadi yoki b son a sonni bo’ladi deyiladi. Bu yerda
g bo’linma, b bo’luvchi, a bo’linuvchi deb ataladi. a sonning b songa bo’linishini
bla shaklda belgilanadi, agar a son b songa bo’linmasa, uni b | a bilan belgilaymiz.

Bo’linish xossalari:

a) bo’linish refleksiv, ya'ni ala;

b) bo’linish tranzitiv, ya’ni agar bla va clb bo’lsa, u holda cla;

¢) cla dan ixtiyoriy butun b son uchun clab o’rinli;

d) cla va clb dan ixtiyoriy butun x va y sonlar uchun clax+by o’rinli (masalan,
clatb). Bu xossa ikkidan ko’p sonlar uchun ham o’rinli;

e) bla va alb bo’lsa, a = b;

f) bla,a>0,b>0dan b < a kelib chiqgadi.
Qoldiqli bo’lish hagidagi teorema: a — butun son, b — butun musbat son bo’lsin.
a son hamma vaqt b songa bo’linmaydi, lekin hamma vaqt a son b songa goldigli
bo’linadi, ya’ni shunday yagona butun g va r sonlar topiladiki, ular uchun
a=bg+r,0<r<b
tenglik o’rinli bo’ladi, bu yerda g - to’ligmas bo’linma, r - soni a ni b ga bo’lgandagi
qoldiq deyiladi.

I-m1is ol asonni 13 ga bo’lganda to’ligmas bo’linma 17 ga teng bo’lsa, a
ning eng katta giymatini toping.

Yechish. Masala shartiga ko’ra, a = 13-17+r, 0 < r < 13. Demak, r = 12
bo’lganda a eng katta giymatga erishadi, ya’ni 13-17 + 12 =233. B

2-m1s o l. Bo’linuvchi 371, to’ligmas bo’linma 14 ga teng bo’lsa, bo’luvchi va
unga mos qoldiglarni toping.

Yechish. Masala shartiga ko’ra, 371 =b-14 +r, 0 <r< b, bundan 146 < 371,
b < 26. Boshga tomondan 156 > 371, bundan b > 24. Demak, b=25; 26 va r = 21; 7
bo’ladi. l

3-m1is ol. asonni b songa bo’lganda bo’linma g va nolmas qoldiq r ga teng.
a ni qanday natural n songa ko’paytirganda bo’linma »n marta ortadi?



b
Yechish. an = bqgn + rndan rn <bvan<—.
r

4-m 1 s o 1. Uchta ketma-ket natural sonlardan bittasi 3 ga bo’linishini isbotlang.

Yechish. Natural sonni 3k, 3k + 1, 3k + 2 sonlarning bittasi shaklida ifodalash
mumkin. Agar n = 3k bo’lsa, u holda 3ln; agar n = 3k + 1 bo’lsa, u holda 3ln + 2;
agar n=3k+ 2 bo’lsa, u holda 3ln+1. |

5-m1is o l. Agar besh xonali son 41 ga bo’linsa, shu sonni tashkil gilgan ragam-
larni aylanma almashtirish yordamida hosil bo’lgan har ganday sonning 41 ga
bo’linishini isbotlang.

Yechish. Besh xonali son N=10'a+10’b+10°s+10d+e bo’lsin va u 41 ga
bo’linsin. Ragamlarni aylanma almashtirishdan (chapga bir ragamga) quyidagi sonni
hosil qilamiz:

N=10b+ 10°c + 10°d + 10 e + a =
10(10°a +10°b + 10°c + 10d + ¢) - 10° a + a = 10N — 99999 a.
41| N va 41199999 dan 41| N, kelib chigadi. H

6-misol 27 +1 (n=2,3,...) ko’rinishdagi barcha sonlar 7 ragam bilan tu-
gashini isbotlang.

Yechish. 2° +1=17. Agar 2> +1=10g+7, bo’lsa, u holda
n+ n 2
22 1+1=(22 j +1=(10g+6)* +1=(100+6)+1=100 + 7.1

7-misol. 7-11-13=1001 ni bilgan holda 7, 11, 13 ga umumiy bo’linish alo-
matini keltirib chigaring. Bu alomatni 368312 ga qo’llang.

Yechish. N = 1000g + r = 1001g + r — g dan N son 7, 11 va 13 ga bo’linishi
uchun shu sondan uning 1000 ga bo’linganida hosil bo’lgan qoldigdan ayirmasi 7,
11 yoki 13 ga bo’linishi zarur va yetarligi kelib chiqadi, ya’ni 7-11-13/(1—¢). Agar
N =368312 bo’lsa, yuqorida keltirilgan ayirma 368 — 312 = 56.

56 faqat 7 ga bo’linganligi sababli 368312 7 ga bo’linadi, lekin 11 va 13 ga
bo’linmaydi. H

8-m 1 s o 1. To’rtta ketma-ket joylashgan butun sonlar ko’paytmasiga bir
go’shilganda to’liq kvadrat hosil bo’lishini isbotlang.

Yechish. n — 1, n, n + 1, n + 2 — to’rtta ketma-ket keladigan butun sonlar
bo’lsin. U holda

(n-Dnn+1)n+2)+1=(n-D)n+2)n* +n)+1=(n*+n-1). 1

9-misol. 11'—1 sonni 100 ga bo’linishini isbotlang.

Yechish. Nyuton binomini qo’llaymiz:

(1+10)" =1+C. -10+C> -10* +C -10° +...+10".
Bundan
(1+10)° -1=10-10+C. -10° + C}, - 10’ +....+10"
har bir qo’shiluvchi 100 ga bo’linadi. H
10-m i s o 1. Har bir butun n uchun »’ — n son 5 ga bo’linishi isbotlang.
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Yechish. n’ — n = n(n*-1)(n*+1). Butun sonni 5 ga bo’lganda qgoldiglar 0, 1, 2,
3, 4 bo’ladi va bundan butun son 5k, 5k + 1, 5k + 2, 5k + 3, 5k + 4, ko’rinishdan biri-
ga teng bo’lishi kelib chiqadi.

Agar n =5k bo’lsa, n son 5 gabo’linadi; agar n = 5k + 2 yoki
n =5k + 3bo’lsa, (n°+ 1) son 5 ga bo’linadi; agar n = 5k + 1 yoki
n =5k + 4 bo’lsa, (n>-1) 5 ga bo’linadi. W

I1-m 1 s o 1. Ragamlar yig’indisi bir xil bo’lgan ikki son ayirmasi 9 ga
bo’linishini isbotlang.

Yechish. N, =a,...a,a, va N, =b,..bb, bo’lsin.
N, =90, +> a, va N,=90,+ Y b, dan shartga ko’ra,
i =0

> a =Yb, , demak, N,-N,=9(0 -0,) B
12-m i s o 1. Ketma-ket kelgan to’rtta ragam birin-ketin yozilgan bo’lib, dast-
labki ikkita ragam o’rni almashtirilgandan so’ng to’la kvadrat bo’lgan to’rt xonali
son hosil gilingan. Shu sonni toping.

Yechish. Masala shartiga ko’ra,
N?=1000(x + 1) + 100x + 10(x + 2) + (x + 3) = 11(101 x+ 93).

Bundan N = 11k va N to’la kvadrat bo’lganligidan 11k*= 101x + 93, ya’ni

k2—101x+93—9x+8+2x+5
11

11(101-3 + 93) = 4356 = 66°. W

. Bu yerdan x = 3 kelib chigadi. Demak, N =

MASHQLAR

1. Agar bo’linuvchi va bo’linma berilgan bo’lsa, bo’luvchi va goldigni toping:
a)25va3;b)-30va-4.

2%, Isbotlang:

a) toq natural sonning kvadratini 8 ga bo’lganda 1 qoldiq qoladi;

b) ketma-ket ikki natural son kvadratlari yig’indisini 4 ga bo’lganda 1 qoldiq
goladi.

3*. 15 soni har qanday natural darajaga ko’tarilib, 7 ga bo’linsa 1 qoldiq qol-
ishini isbotlang.

4*. Agar mn + pq m — p ga bo’linsa, u holda mg + np ham m —p ga
bo’linishini ko’rsating, bu yerda m, n, p, g € Z.

5*.a, b, ¢, d, n — butun sonlar. ad — bc, a — b sonlar n ga bo’linadi va b, n
sonlar birdan farqli natural bo’luvchilarga ega emas. ¢ —d ni n ga bo’linishini isbot-
lang.

6. Ixtiyoriy butun n son uchun isbotlang:

a) n’ —n son 3 ga bo’linadi; b) n’ —nson 7 ga bo’linadi;

c*) n’ —n son 30 gabo’linadi.



7*. Olti ragamli son 5 bilan tugaydi, agar bu sonni chap tomonga birinchi
o’ringa o’tkazsak, u holda berilgan sondan 4 marta katta son hosil bo’ladi. Shu sonni
toping.

8*. n(n+1)(2n+1) (neN) sonni 6 ga bo’linishini isbotlang.

9%*. Kasr sonning surati ikki toq sonning kvadatlari ayirmasi, maxraji esa shu
sonlar kvadratlari yig’indisiga teng. Shu kasr surat va maxrajini ikkiga qisqartirish
mumkin, 4 ga esa qisqarmasligini ko’rsating.

10*. To’la kvadrat bo’lgan to’rt xonali sonning minglar va o’nlar xonasidagi
ragamlari bir xil, yuzlar xonasidagi raqam birlik ragamdan 1 ga katta. Shu sonni top-
ing.

11%*, Ketma-ket joylashgan beshta butun sonlar kvadratlarining yig’indisi to’la
kvadrat bo’lmasligini isbotlang.

12*. Agar biror sonni 9 ga bo’lganda qoldiq 2, 3, 5, 6, 8 sonlardan birortasi
bo’lsa, shu son to’la kvadrat bo’la olmasligini ko’rsating.

13. S, =7+77+777+..+ w ketma-ketlikning » ta hadlari yig’indisini

n—ta
toping.

14%*. 16 sonning raqamlari o’rtasiga 15 soni yozilgan, 1156 son o’rtasiga yana
15 yozilgan va hokazo. Shu sonlar to’la kvadrat bo’lishini ko’rsating.

15*. Har qanday natural m va n lar uchun mn(m*—n*) sonni 30 ga
bo’linishini isbotlang.

16*. Hech ganday butun x uchun 3x°+2 son to’la kvadrat bo’laolmasligini
ko’rsating.

17*. 3" (ne N) ta bir xil ragamlardan tuzilgan natural sonni 3" ga bo’linishini
isbotlang.

2-§. Eng katta umumiy bo’luvchi va eng kichik umumiy bo’linuvchi

a, b, ..., [ sonlarni bo’luvchi butun son shu sonlarni umumiy bo’luvchisi dey-
iladi.
Shu bo’luvchilarning eng kattasi eng katta umumiy bo’luvchi (EKUB) deyiladi
vad = (a, b,..., [) bilan belgilanadi.
Agar (a, b,...,I) =1 bo’lsa, a, b, ..., [ sonlar o’zaro tub sonlar deyiladi. Agar q,
b,..., [ sonlarning har biri qolganlari bilan o’zaro tub bo’lsa, bu sonlar juft-juft bilan
o’zaro tub sonlar deyiladi.
Yevklid algoritmini gqo’llab, sonlarni EKUB ini topish mumkin, bu usul quyida-
gicha: agar a va b natural sonlar va a > b bo’lsa, u holda
a=bq1+r1, 0< 7"]<b,
b=l"]q]+7"2,0<7"2<7"],
rp=rxqsz+rs; 0<r;<r,
T'na = Tngqn+ Iy 0< In < I'p-1,
-1 = Tnqn+i, rn+l=0-



Noldan farqli oxirgi r, qoldiq a va b sonlarni EKUB ini beradi.

Har ganday g, b,..., [ sonlarga bo’linadigan son berilgan sonlarni umumiy kar-
ralisi deyiladi. Umumiy karralilarning eng kichigi eng kichik umumiy bo’linuvchi
(EKUK) deyiladi va m = [a, b,...,I] bilan belgilanadi.

a va b sonlarni umumiy karralisi

Mz%bt, te Z, d =(a,b)

tenglik yordamida topiladi. Agar # =1 bo’lsa, bu tenglikdan a va b sonlarning
EKUK 1 kelib chigadi, ya’ni
ab
(a,0)
Juft-juft o’zaro tub sonlarning EKUK i shu sonlar ko’paytmasiga teng.
Agar a=pfp..p*  ea b=plp. .p*, Gyepoa p,p,...p, -
turli tub sonlar, ¢, ,B] — butun musbat sonlar bo’lsin. U holda

(a, b) = plmin(“l’ﬁl )p;lin(az,ﬁz)mp;nin(ak Br) ,

m==—, yoki la,b]=

[a,b] = plmax(alﬁl)p;nax(azﬁz)mp;w(ak B )-

quyidagi rekurrent formulalar yordamida bir nechta sonlarni EKUK va EKUB ini
topish mumkin:
(ap a,,....a, ,a, ) = ((a1 yUyyeeensd, )’ a, )’

la,.a,.....a,.,.a,]=[la.a,.....a, ] a,]
Demak bu formulalardan bir nechta sonlarni EKUB va EKUK ini topish ikkita
sonni EKUB va EKUK ini topish masalasiga keltiriladi.
I-misol. (1734, 822) va [1734, 822] ni toping.

Yechish. Bu sonlar uchun Yevklid algoritmini topamiz:

1734 =822 -2 + 90;
822=90-9+12;
90=12-7+6;
12=6-2.

Demak, (1734, 822) = 6.

[1734, 822]= @ =237553. M

2-m 1 s o L. Ikkita ketma-ket juft sonlarning EKUB 1 2 ga, toq sonlarning
EKUB i esa 1 ga tengligini isbotlang.

Yechish.

2n,2n+2)=2(n,n+1)=2

2n+3=02n+1)1+2

2n+1=2n+1

2=12,bundan 2n+1,2n+3)=1. W

3-misol. (aq b)=1dan (a + b, a - b) 1 yoki 2 ga tengligi kelib chiqishini is-
botlang.



Yechish. (a + b, a - b) = d bo’lsin, u holda dl2a va dI2b. (2a, 2b) =

= 2(a,b) =2 bo’lganligi sababli dI2.

Demak, d = 1 yoki 2. H

4-misol Agar uyv, —u v, =1 bo’lsa, (a,b) = (u; a+v,b, ua+v,b) ni isbot-
lang.

Yechish. (a, b) =d va (u;a + vib, u,a + v,b) = d; bo’lsin. dl(u;a + vib), di|(ua
+ vob) va uv, —u,v, =1 dan d; |a, d,|b, kelib chiqadi, demak, d, |d. d|a, d|b dan
d, | d kelib chigadi. Demak, d = d,. W

S-misol.3=(51,21)ni 51x + 21y shaklda ifodalang.

Yechish. 51 =21-2+9,21 =9-2 + 3. Bundan
3=21-29=21-2(51-212)=215-512. W

6-misol. ab va m=[a, b] sonlarni EKUB ini toping.

Yechish. (ab, m) = (dm, m) =m(d, 1) =m, buyerda d =(a,b). |

7-m1 s o l. Uchta ketma-ket natural sonlarning EKUB va EKUK ini toping.

Yechish. m,n+ 1, n+2)=((n,n+1),n+2)=(1,n+2)=1.

[myn+1,n+2]=[[nn+1],n+2]=[nn+1),n+2]=
_ nn+1)n+2) nln+1)n+2)

- (n(n+]),n+2) (n,n+2)
(n,n+2) n ning juft-toqligiga qarab 2 yoki 1 bo’ladi.
Demak, agar n toqbo’lsa, [n,n+ 1, n + 2] =n(n + 1)(n + 2), va agar n juft
n(n+1)(n+2) B

)

bo’lsa, [n,n+ 1, n+ 2] =

8-m1is o l. Ikkita sonning EKUB i shu sonlar ayirmasidan katta bo’lishi mum-
kinmi?
Yechish. a > b va (a, b) =dbo’lsin. Bundan a = dx, b =dy va
x—y>0bo’ladi. Agar d >a-b=d(x-y) bo’lsa, 1 >x—y va
0 < x—y < 1 ni hosil gilamiz. Bu tengsizlik o’rinli emas, chunki x va y — butun son-
lar. Demak, (a, b)< a—b (a > b) bo’ladi. W
: x+y=150 . o
9-misol. sistemani natural yechimlarini toping.
(x,y)=30
Yechish. (x, y) = 30 quyidagi sistemaga teng kuchli.
x=30u
y=30v
(u, v) =1.
Bundan berilgan sistemaning birinchi tenglamasi u +v =35 ko’rinishga keladi va
u=1,2,3,4 giymatlar gabul giladi. Demak, x =30, 60, 90,120 ga teng bo’lishi mum-
kin. y=150-x dan y=120,90, 60, 30. l
10-m1isol. Agar (a, b) =24, [a,b] = 2496 bo’lsa, a va b larni toping.



Yechish. (a, b) =24 dana =24 x,b =24y va (x,y) =1 kelib chigadi. x < y
bo'lsin. [a.b] = -4

(a,b)

2496 =

dan

24x-24y yoki xy=104=2-13.

(x, y) =1 dan xy = 1-104 yoki xy = 8-13 bo’lishi mumkin. Bu yerdan x =1 vay
=104 bo’lganda a =24-1 =24, b =24-104 = 2496; x =8 vay = 13 bo’lganda a = 24-8
=192, h=24-13=312. &

MASHQLAR

18. Yevklid algoritmi yordamida sonlarning EKUB va EKUK ini toping:

a) 546 va 231; b) 1001 va 6253; ¢) 2737, 9163 va 9639;

d) 420, 126 va 525; €) 529, 1541 va 1817.

19. Sonlarni tub ko’paytuvchilarga ajratib sonlarning EKUB ini toping:

a) 360 va 504; b) 220 va 6600; c) 187 va 533;

d) 420, 126 va 525; ¢) 529, 1541 va 1817.

20%, Agar a = cq+r, b = cq;+r; bo’lib, a, b, g, q; r, r; — butun nomanfiy son-
lar; ¢ — butun musbat son bo’lsa,

(a, b,c)=(c, 1, 1))

tenglikni isbotlang. Bu tenglikdan (a,b,c) ni topish qoidasini keltirib chiqgaring va shu
goidani n ta son uchun umumlashtiring.

21. 20-masaladan foydalanib quyidagi sonlarni EKUB ini toping:

a) 299, 391 va 667; b) 588, 2058 va 2849;

c¢) 31605, 13524 , 12915 va 11067.

22. [a,b]= _ab_ formuladan foydalanib quyidagi sonlarning EKUK ini toping:

(a,b)

a) 252 va 468; b) 279 va 372; ¢) 178 va 381;
d) 299 va 234; e) 493 va 221.

23*, Agar (a,b)=1 bo’lsa, quyidagilarni toping:
a) ((a,b), [a,b]); b) (a+b, ab); c¢) (a+Db, [a,b]).

24%*, Ikki son yig’indisi 667, EKUK 1 va EKUB 1 nisbatlari 120 ga teng bo’lsa,
shu sonlarni toping.

25*%, Ikki sonni har birini ularning EKUB iga bo’lganda hosil bo’lgan
bo’linmalar yig’indisi 18 ga teng. Sonlarning EKUK i 975 ga teng bo’lsa, shu son-
larni toping.

26*. a = 899, b = 493 berilgan. d = (a,b) ni toping va shunday x va y larni
aniglangki, d = ax + by ko’rinishda ifodalash mumkin bo’lsin.

27. 26-masalani quyidagi juftliklar uchun bajaring:

a)a=1445,b=629;b) a=903,b="731;c)a= 1786, b ="705.

28*, Sistemalarni natural yechimlarini toping:
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a) (;C’yil:45- {xy=8400‘
37 - (e y)=20
£=§ xy =20

a3y 9  d
(x.y)=28 [x, y]=10.

29%, Agar a, b, ¢ — toq sonlar bo’lsa,
(a,b,c)= (a + b, at < b ; Cj ni isbotlang.

2 2

30%*, Isbotlang:
o) la.b.c]= abc(a,b,c) :
(a,b)(a,c)(b,c)

b) (a,b) (a,c) (b,c)[a,b] [a,c] [b,c] = a’b’c’.

31*. N=10a+b (0 <b <9) natural son m = 10g+1 songa bo’linishi uchun faqat
va faqat a — bg m ga bo’linishi kifoya ekanligini isbotlang.

32%*, Toping:

a)(n2n+ 1);b) (10n+9,n+1);¢c) Bn+ 1, 10n + 3).

33*. N=10a+b (0 £ b <9) natural son m=10g+9 ga bo’linishi uchun faqat va
faqat a+b(g+1) ni m ga bo’linishi kifoya ekanligini isbotlang.

34. Ixtiyoriy natural a va b lar uchun:

(a,b) = (5a+3b, 13a+8b)

tenglik o’rinli ekanligini isbotlang.

35. Agar (a,b)=1 bo’lsa, 1 + — gisqarmas kasr ekanligini isbotlang.
a

a+b
3-§. Tub va murakkab sonlar

Agar natural son fub son deyiladi, u ikkita turli natural bo’luvchiga (bir va 0’zi1)
ega bo’lsa va murakkab son deyiladi, agar uning bo’luvchilar soni ikkitadan ko’p
bo’lsa.

Bir son na tub, na murakkab songa tegishli emas. Tub sonlar (va ularning natu-

ral darajalari) o’zaro tubdir. Murakkab sonning birdan farqli natural bo’luvchisi Ja

dan katta emas. Bu shartdan foydalanib a sonning tub bo’luvchilarini faqgat Ja dan
katta bo’lmagan tub sonlar orasidan izlash kerakligi kelib chigadi.

a sondan katta bo’lmagan tub sonlarni jadvalini tuzish uchun Eratosfen
g’alviri deb ataluvchi usul mavjud. Bu usul bo’yicha sonlar gatorida bi-rinchi topil-
gan p; tub songa karrali bo’lgan sonlarni o’chirish, so’ng ikkinchi r, tub sonni topib,

unga karrali sonlarni o’chirish va hokazo. Bu prosessni Ja dan katta bo’lmagan tub
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songacha davom ettirib, 1 dan a gacha sonlar qatorida o’chirilmay qolgan sonlar a
dan katta tub sonlarni beradi.

Birdan katta har ganday butun a sonni p;, p,,..., p, tub sonlar ko’paytmasi
shaklida ko’paytuvchilar yozilishi tartibi anigligida yagona ra-vishda yozish mumkin
(arifmetikaning asosiy teoremasi):

a=p1p2...pn.

Ba’zi ko’paytuvchilar takrorlanib kelishi mumkin, shuning uchun ularni kar-
ralilarini mos ravishda a;, @,..., &, lar bilan belgilab, a sonning kanonik yoyilma-
sini hosil gilamiz, ya’ni:

a=p py*..p,".
Bundan a sonning har ganday bo’luvchisi

d=pl'pl..p)
ko’rinishga ega bo’lishi kelib chigadi, buyerda0< g <o, 0< o< ....., 0L B
< a,

I-m 1 s o l. Tub sonlar ayirmasi shaklida yoziladigan barcha toq sonlarni top-
ing.

Yechish. Tub sonlardan bittasi albatta juft bo’lishi kerak, shuning uchun N =p
—2, buyerda p — juft bo’lmagan tub son. l

2-misol. N=3m+2 (m=1,2...,) sonning kvadratini natural son kvadrati va
tub son yig’indisi shaklida yozish mumkin emasligini isbotlang.

Yechish. Agar N 2= n2+p bo’lsa, u holda p = (N-n) (N+n), bundan
N-n=1,N+n=p vademak, 2N=1+ p yoki p =2N — 1 = 6m + 3, bu esa mum-
kin emas. l

3-misol. 127 tub yoki murakkab son ekanligini aniglang.

Yechish. /127 dan oshmaydigan 2, 3, 5, 7, 11 tub sonlar 127 ini bo’luvchilari

emas, demak, bu son tub sondir. |

4-misol. 2320 va 2350 sonlari orasida joylashgan barcha tub sonlarni top-
ing.

Yechish. Yechimni soddalashtirish maqgsadida 2321 dan 2349 gacha bo’lgan
sonlar gatorida juft, 0 va 5 bilan tugallanadigan sonlarni yozmaslik mumkin, chun-
ki bu sonlar tub emas. Demak: 2321, 2323, 2327, 2329, 2331, 2333, 2337, 2339,
2341, 2343, 2347, 2349.

Bu sonlar qatoridan 3 ga bo’linadiganlarni o’chiramiz (3 ga bo’linish alomati-
dan foydalanamiz). Bu sonlar:

2331, 2337, 2343, 2349
Qolgan sonlar:

2321, 2323, 2327, 2329, 2333, 2339, 2341, 2347.

Bu gatorda 5 ga karrali son bo’lmaganligi sababli 7 ga karrali sonlarni
o’chiramiz. Bu quyidagicha amalga oshiriladi. Qatordagi birinchi sonni 7 ga
bo’lamiz:

2321 =7-331 + 4.
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Qoldiq 4 dan (7 gacha 3 yechishmaydi) 7 ga karrali son natural sonlar gatori-
dagi 2321 dan keyingi uchinchi sonligi kelib chiqadi, ya’ni 2324 va shu 2324 dan
keyingi barcha 7 chi sonlar bo’ladi. Ya’ni: 2331, 2338, 2345. 11 ga karrali son 2321.
Bundan keyin keladigan 11 ga karrali sonlar 2332, 2343 sonlar o’chirilgan. 13 ga
karrali sonlarni topamiz: qolgan sonlardan birinchi son 2323 ni 13 ga bo’lamiz:

2323=13-178+9.

Demak, 13 ga karrali son natural sonlar qatorida 2323 dan to’rtta keyin kelgan
(9+4=13) bo’ladi, ya’ni 2327. Bu sonni o’chiramiz. 13 ga bo’linadigan keyingi son
2340, bu son o’chirilgan. /2350 <49 bo’lganligi sababli bu prosessni to 47 tub son-
gacha davom ettirish kerak. 2329 — 17 ga karrali, 2323 — 23 ga karrali sonlar. Qolgan
2333, 2339, 2341, 2347 sonlar tub sonlar bo’ladi. W

5-misol. 2"+ 3" yig’indini tub ko’paytuvchilarga ajrating.

Yechish.

21 43 = (22 +32) (2 — 2232 +3*) (27 —2°-3° +3")=
=13-61(212 —-2°0.3° +312)=13-61-488881=13-61-37-73-181. L

6-misol. 3,5 va7 sonlar yagona uch egizak sonlar (ya’ni ayirmasi 2 ga teng
bo’lgan arifmetik progressiya tashkil etuvchi 3 ta tub son) tashkil etishini isbotlang.

Yechish. p,p+2 va p+4 (p>3)sonlarni ko’ramiz. p =3¢g + 1

(g =24,...,) bo’lsa, p + 2 — son murakkab son bo’ladi (3 ga bo’linadi). Agar
p=qg+2(g=12,..) bo’lsa, p + 4 murakkab son bo’ladi.

7-misol 2-1va2"+ 1 (n>2) sonlar bir vagtda tub sonlar bo’laolmasligini
isbotlang.

Yechish. 2" =3q + 1 yoki 2" =3¢ + 2 ko’rinishga ega. Birinchi holda 2" -1 =
3 — murakkab son, chunki n>2 da ¢ >1 bo’lishi kerak. Ikkinchi holda 2"+ 1 =3
g + 3 — yana murakkab son. Il

8misol 3n+2 (n=1,2,...) ko’rinishdagi eng katta tub son mavjud emas-
ligini isbotlang.

Yechish. N = 3-5-7--- p + 2 ko’rinishdagi sonni qaraymiz, bu yerda p =3n + 2
ko’rinishdagi son (N soni ham shu ko’rinishdagi son). N ning kanonik yoyilmasida p
dan katta tub sonlar mavjud va bular orasida 3n + 2 ko’rinishdagi tub son mavjud. 3n
+ 1 ko’rinishdagi tub sonlar ko’paytmasi yana shu shaklga ega bo’lganligi sababli u N
ga teng bo’laolmaydi. Demak, p qanday bo’lishidan qat’iy nazar 3n + 2 ko’rinishdagi
p dan katta tub son mavjud.

9-m1is o l. n > 2 sondan katta bo’lmagan barcha tub sonlar ko’paytmasi n dan
katta bo’lishini isbotlang.

Yechish. p — tub son p <n shartni qanoatlantiruvchi eng katta tub son bo’lsin.
N =2-3-5--(p-1) sonning kanonik yoyilmasi fagat n dan katta tub sonlardan iborat.

Demak, N>n vabundan N=2-3-5--p > n. B

10-mis ol pva8p®+1— tub sonlar bo’lsa, 8 p°+ 2 p + 1 tub son bo’lishini
isbotlang.
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Yechish. p va 8p> + 1 — tub sonlar bo’lganligi sababli p = 3 bo’lishi kerak,
chunki p =3k + 1 yoki 3k + 2 bo’lganda 8p” + 1 tub bo’lmaydi. Demak, 8p°+ 2p + 1
=79 — bu tub son. W

MASHQLAR

36. Sonlar orasida joylashgan tub sonlarni toping:

a) 200 va 220; b) 2540 va 2570; ¢) 1200 va 1250.

37*. n > 1 natural sonlar uchun n* + 4 va n* + n* + 1 murakkab sonlar
bo’lishini isbotlang.

38*. Qanday tub p son uchun 4p”>+ 1 va 6p> + 1 tub sonlar bo’ladi.

39%*, Qanday tub p son uchun p + 10 va p + 14 tub sonlar bo’ladi.

40*, Agar a >3, natural m va n sonlarni 3 ga bo’lganda mos ravishda 1 va
2 ga teng qoldiqga ega bo’lsa, a, a + m, a + n sonlar bir vaqtda tub bo’laolmasligini
ko’rsating.

41*. n va n!/ (n > 2) sonlar orasida hech bo’lmaganda bitta tub son borligini
isbotlang.

42*, Barcha 2p + 1 ko’rinishdagi butun sonlar ichida bitta son to’la kub
bo’lishini isbotlang, bu yerda p — tub son.

43*, Agar tub sonlarni 5 tub sondan boshlab nomerlab chiqilsa, u holda har
bir tub son 0’zini uchlangan nomeridan katta bo’lishini isbotlang.

44*, Agar p > 5 tub son bo’lsa, uning kvadratini 30 ga bo’lganda qoldiq 1
yoki 19 bo’lishini ko’rsating.

45% p va g — 3 dan katta tub sonlar bo’lsa, p> — ¢° son 24 ga karrali
bo’lishini ko’rsating.

46*. Sonlar bir vaqtda tub son bo’laolmasligin isbotlang: a) p +5 vap + 10;
b)p,p+2vap+5.

47*%, Agar toq p sonni ikki son kvadratlari ayirmasi shaklida yagona ravishda
ifodalash mumkin bo’lsa, u tub, aks holda murakkab bo’lishini isbotlang.

48*. 47 masala yechimidan foydalanib toq sonlarni ko’paytuvchilarga ajratish
usulini keltirib chigaring.

a) 6643; b) 1769; s) 3551; d) 6497 sonlarni ko’pay-tuvchilarga ajrating.

49*, Agar N son ikki sonlar kvadratlari yig’indisi shaklida ikki xil ifodalansa,
ya'ni N=a’+ b* = c*+ d*, uholda N murakkab son bo’lishini isbotlang.

50%, 235> + 972% sonni ko’paytuvchilarga ajrating.

51%*, 3'°+ 3’ + I sonni ko’paytuvchilarga ajrating.

52%, Agar 1+2" tub son bo’lsa, k=0 yoki k=2"
(n=0,1,2,...) bo’lishini isbotlang.

53%, O’zaro tub a,b sonlar uchun a* + b tub son bo’lsa, (a, B) =1 yoki (a, B)
= 2" o’rinli bo’lishini ko’rsating.

54. Agar 2"-1 tub son bo’lsa, n — tub son ekanligini ko’rsating.
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4-§. Chekli uzluksiz kasrlar

Agar % — gisqarmas kasr (to’g’ri yoki noto’g’ri) bo’lsa, bu kasrni Yevklid al-

goritmi yordamida quyidagi ko’rinishda tasvirlash mumkin:

1

q_g +
b%

Q1+ 1

.............

bu yerda ¢y — butun nomanfiy son; ¢, q»,..., g, — butun musbat sonlar.

Bu tenglikning o’ng tomonida yozilgan kasr chekli uzluksiz kasr yoki zanjirli
kasr deyiladi.

Bu kasrlarni qisqacha

a
> =(90:0,:43-4,)
ko’rinishda yozish mumkin.

Yevklid algoritmidagi ¢, g»,...,q, lar uzluksiz zanjirning maxrajlari; qo, q;,

q2,---, gn.1 — to’ligmas bo’linmalar; qo, q;, q>,..., q,lar esa anig bo’linmalar deyiladi.

P P 1 P. 1
50:_0:@’ 51:—1:q0+—; 52:—2=q0+ geeesnes
0, 1 o " T T

2
P 1
...... ,§n=Q” =q,+ 7
" q, +
q,
1
+7
q,

n —__

lar munosib kasrlar deyiladi va P

n

: a : Sy : i
Munosib kasrlar va > kasr orasida quyidagi munosibatlar o’rinli:
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PB,_P_P_ _a_ _P _P _P
— < =< — —<.<——<—<—.
0, 0 0 b o o g

Bu tengsizliklardan berilgan % kasr ikkita qo’shni munosib kasrlar orasida joy-

<...<

lashganligi va tartib oshgani sari bu qo’shni kasrlar intervali kichrayib borishi
ko’rinyapti. Shuning uchun ham bunday kasrlar «munosib kasrlar» deyiladi.
Ketma-ket uchta munosib kasrlar suratlari va maxrajlari k£ = 2 dan boshlab quy-
1dagi bog’lanish o’rinli:
i _ Pq + P,
O Qi + Qi
Agar shartli ravishda P.=1, Q1= 0, Qy = 1 qabul qilsak, u holda barcha mu-
nosib kasrlarni quyidagi sxema yordamida topish mumkin:

k 0 1 2 ..k ...|n

9k 9o q1 q>2 qx .. | On

Py | 1| Po=qo | P1 =qoq1 | P.=P\qx+ Py | ...| Px=Pragi + Py | ... | Py
+ 1

Or 10100=1 [O1=q1 | D2=0192+ Q0 | ...| Ox=Pragi+ Qs2 | ... | Qu

Ikkita qo’shni munosib kaslar ayirmasini
Pk+l _ i — (_l)k
Qk+1 Qk Qk Qk+1

formula yordamida topish mumkin.

% kasrni g munosib kasr bilan almashtirganda hosil bo’lgan xatoni
k

b O 0.0

aPk|<1

tengsizlik bilan baholanadi.
I-misol %8;435 sonni shunday munosib kasr bilan almashtiringki, uning xatosi

0, 001 dan katta bo’Imasin.
Yechish. Sonni uzluksiz kasrga yoyamiz:

245 _ (2,1,19,1,3).
83

Demak kasrlarni topamiz:

k 01| 2 | 3 | 4
| |21 19] 1 |3
P, [1]2]3] 59 | 62 |245
O, |0/ 1120|2183

in
vl



245 59 1

20217 1000
0, shartni qanoatlantirmaydl.
0, _62 ni keltiramiz: 245 _062 < ! < : . Demak, masala yechimi 0, =Q.
21 83 21 21-83 1000 21

2-misol. % =(2,1,1,3,1,2) uzluksiz kasrga mos kasrni toping.

Yechish. Munosib kasrlarni topamiz:

k 0] 1 2 3 4 5

qk 21 | 3 1 2

P, |1]12]3 5 18 | 23 | 64

O |01 1 2 7 9 | 25
64

Bu jadvaldan a-,
b 25

Bu masalani yechimini quyidagicha topish mumkin:

ooy ! S P
b 1 1
I+ 1+
1 1
T+ I+
3+ 345
1+ 3
2
SN R PPN )
1+ 3 I+ — 25 25
1+ 14
11

Bu usuldan zanjirdagi sonlar migdori 0z bo’lganda foydalanish mumkin. Il
3-misol. % kasrni kasrga yoyish yordamida gisqartiring.

587

Yechish. Sonni uzluksiz kasrga yoyamiz: =(1,3,4).

Demak, ﬁ—l+¢=l+i 1—7 N
2743 1 13 13°
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: a . :
4-misol.a va b— o’zaro tub musbat sonlar. > ni uzluksiz kasrga yoy-

n—1

P
gandagi oxiridan ikkinchi munosib kasr —= bo’lsin. ax + by = 1 Diofant tenglama-
n—1

sini xususly yechimi

Y =(=1"0,.: y=(=1)'P.. svuu ax,+by,=1
ko’rinishda bo’lishini isbotlang.

Yechish. % ni uzluksiz kasr ko’rinishda tasvirlaymiz:

a
Z = (qo’qp'“’qn)
Ikkita munosib kasrlar orasidagi formuladan
P P —-1)" P 1)
P =( 1) , lekin i:ﬁ, shuning uchun 4 _Tm =( 1) , bundan
Qn Qn—l Qn Qn—l Qn b b Qn—l an—l

aQn—l - an—l = (_ 1)n_1 > y0kl a (_ l)n_1 Qn—l + b (_ 1)" [)n—l = 1 :
Bu tenglikni axy + by, =1 tenglik bilan solishtirsak

x,=(1""0_, y,=(~1)"P_, nihosil gilamiz. W
5-misol. ax + by = ¢ diofant tenglamasi yechimlarini toping.
Yechish. 4-misoldan

Xo = (_ 1)n_1 Q,.C Yo = (_ 1)n b_c
kelib chigadi.

Agar tenglamada b koeffisiyentning ishorasi manfiy bo’lsa, u holda y, formu-
lasida (-1)"" ni olish kerak. Bu x, va y, qiymatlarini x = x,~bt , y = yo+at ga qo’yib
berilgan tenglamani umumiy yechimini hosil qilamiz: ax + by = c.

6-m 1 s o 1. Uzluksiz kasrlar yordamida 38x + 117y = 209 tenglama umumiy
yechimini toping.

Yechish. 38 ni uzlksiz kasrga yoyamiz: 38 =(0,3,12,1,2).
117 117

k o [1 |2 4
O o [3 |12 [1 |2
plolt1]o [1 |12 |13 |38
ot o1 [3 137 [40 [117

kasrlarni topamiz.

Bundan: P,.; =13, Q,.1 =40, n=4.

5-misoldagi formulalardan
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x,=(-1)"-40-209 =-8360,

v, =(=1)"-13-209=2717
ni topamiz. Demak, tenglamani umumiy yechimi:
x =-8360-1171,
y=2717 + 38 1.
Tekshirish: 38 (- 8360) + 117 - 2717 = - 317680 + + 317889 =209. W
7-m1 s o l. Uzluksiz kasrlar yordamida 119 x — 68 y = 34 tenglamani umumiy
yechimimni toping.

Yechish. % ni uzluksiz kasrga yoyamiz: % =(1,1,3). Munosib kasrlarni to-

pamiz:
k 01 |2
qi 1|1 |3
P10 |1 |12 |7
Oy |1 ]0 1|1 |4

Bundan: P,.; =2, Q,., =1, n = 2 ni aniglaymiz.

(119, 68) = 17 va ¢ = 34 son 17 ga bo’linadi. Berilgan tenglamani 17 ga
bo’lib, 7x — 4y = 2 ni hosil gilamiz.
Tenglamaning xususiy yechimi:

xo=(CD'"1-2=2,yo=(-1D"-2-2=-4.
x=-2+4t

y=—4+7t]"
Tekshirish: 7 (2) -4 (-4)=-14+16=2. &

Umumiy yechim esa:

MASHQLAR

55. Kasrlarni uzluksiz kasrlarga yoying:

a) 2,71828; b) 103993; c) 2; d) ﬁ
33102 170 113
56. Kasrlarni uzluksiz kasrlarga yoying:
o 2opy ILog 22 ) I8
74 187 100 33102
57. Uzluksiz kasrlarga yoyilmasidan foydalanib kasrlarni qiqartiring:
3953 6059 6821 10027 3653
a —— b)) —— ) ——-id) —— & ——
871 1241 2147 32671 3107

58. Berilgan kasrni uzluksiz kasrga yoying va uni —* kasr bilan almashtiring.
4
Almashtirish xatosini toping va xatosi ko’rsatilgan holda taqribiy almashtirishga mos
tengligini yozing:
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o 2on 2o 20
37 385 359
59. Ko’rsatilgan chekli uzluksiz kasrlarga mos oddiy gisqarmaydigan kasrlarni
toping:

a) S=(2314) b S=(1234) o +=(324311L5)
b b b
a a
d) += (2.11,2,,6,2,5) ¢ P (0,1,2,3,4,5);
a a
fr $=(231542k o) =(013222117)
60. Tenglamani yeching:
73 19
a x,2,3,4)=—; b 21,2, x)=—.
) (0234)= 2 ) (212.0)=2
61. Diofant tenglamalarini yeching:
a)41x + 114y =5; b) 19x — 15y = 1;
c)23x - 17y =11; d) 53x —47y =11,
e) 35x — 18y =3; H8x—-Tly=5;
g)4lx—-11y="17.

5-§. Sonli funksiyalar

1. Sonning butun qismi

X sonning butun qismi, ya’ni [x] qo’sh tengsizlik bilan [x] <x< [x] +1 yoki
x—1< [x] <x; yoki x= [x] +a, 0<a<1 tenglik bilan aniglanadi va
ant’ye funksiya deyiladi.

Agar x; va x; sonlardan birortasi butun bo’lsa,

[x1 + x2] = [x1] + [x2]

o’rinli bo’ladi.

[ﬁ} — [M} o’rinli bo’ladi.
m m

m! ko’paytmaning kanonik yoyilmasiga p tub son
m m m
H ; H _— H
p p p
darajada keladi, bu yerda S son p°® <m< p**' tengsizlikdan aniqlanadi.
I-misol. 3—2cos 91771[ sonning butun qismini toping.

Yechish. acZ va x Kkasr son uchun [a — x] = a + [-x] formula o’rinli. Bu
formulani qo’llab
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ni hosil qilamiz. I

2-misol. [x hl y} ni [E} + [l} yoki [K} + [l} + 1 ga tengligini isbotlang.
n

n n n n

Yechish. Xxry =[£} +a+ {Z} +
n

n n

bo’lib, bu yerda 0<a <1, 0< f<1. Demak,

<} s
n n n
0<a+ <2 bo’lganligi sababli [+ B] 0 yoki 1 ga teng bo’ladi. M

n dan katta bo’lmagan va p;, p,,..., px tub sonlar bilan o’zaro tub bo’lgan sonlar
sonini quyidagi formula bilan hisoblash mumkin:

B(n;p,,p,sp,.)=In]- {ﬁ} e {ﬁ} + { " } ¥t
P, Py PP,

n n n k n
Jo o et o] 2]
P P pP\P,P; PiaPia Py PiP;----Dy

3-m1is ol. 180 dan katta bo’lsagan va 5, 7, 11 larga bo’linmaydigan sonlar so-
nini toping.
Yechish. n=180vap; =5, p,=7, p3 =11 lar uchun

B(180;5,7,11)=[180] - [120} —[130} {11810} " {;8(7)} ’ [518101} T

o 2801 180 g0 36-25-16+5+3+2-0=113. 0
711 5-7-11

4-m1s o 1. 2002! son nechta O bilan tugaydi.
Yechish. Misol yechimi 2002! Ning kanoniy yoyilmasiga 5 nechanchi daraja
bilan kirishini aniglash masalasiga keltiriladi:

{2002} {2002} {2002} {2002} [2002}

+ + + + =
5 25 125 625 3125
=400+80+16+3+0=499.

Demak, 2002! son 499 ta 0 bilan tugaydi. H

5-misol. (2m)!! ning kanonik yoyilmasiga p tub son nechanchi darajada kiri-
shini aniglang.
Yechish. 2m)!! = m! 2" bo’lganligi sababli p = 2 ga teng bo’lsa,
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p>2bo’lsa,

ga teng bo’ladi. M
2.Haqiqiy sonning kasr qismi

Haqiqiy x sonning kasr qismi {x} quyidagi formula bilan aniglanadi: {x} = x —
[x].

6-misol. {-4,35} ni toping.

Yechish. {-4,35} =—4,35-(-5)=0,65. W

3.Natural sonning bo’luvchilar
soni va ular yig indisi

Ixtiyoriy natural a son uchun t(a) va S(a) funksiyalar mos ravishda a son-
ning natural bo’luvchilari soni va ularni yig’indisini ifodalaydi. Bu funksiyalar uchun
quyidagi formulalar o’rinli:

n

t(a)=(a, +1)(e, +1)..(a, +1) =[] (&, +1)

i=1

o+l g+l o+ n o+l
S(a)zpl 1_p2 1 P, 1_ Pi 1

p-1 p,-1"7" p -1 = p-1"

(){n:
n

n o . . . .
[Ip;" — a sonning kanonik yoyilmasi.
i=1

Bu funksiyalar multiplikativ, ya’ni agar (a,b) =1 lar uchun
T (ab) =1 (a) T (b) va S (ab) = S(a)S(b)

bu yerda a=p py*...p

o’rinli.
7-m1s o 1. 2002 sonni bo’luvchilar soni va ularni yig’indisini toping.
Yechish. 2002 =2 -7 - 11 - 13, bundan
7(2002)=(1+1)(1+1)(1+1)1+1)=16,
2M—1 7 =1 11" =1 13" =1
2-1 7-1 11-1 13-1
8-m1s o l. 2002 sonni barcha bo’luvchilarini toping.

=3.8-12-14=4032. 1

5(2002)=

Yechish. 2002=2-7-11-13 — kanonik yoyilmasidan foydalanamiz:
(A+2)(I+D(1+11)(1+13)=142+7+114+13+14+224+26+774+91+143+154+182+286+100
142001 — 2002 ning barcha bo’luvchilari yig’indisi va demak har bir qo’shiluvchi iz-
lanayotgan bo’linmalarni beradi. l
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9-m 1 s o l. Natural a sonning barcha natural bo’luvchilarining ko’paytmasi
funksiyasi d(a) bo’lsa,

tenglik to’g’riligini isbotlang.
Yechish. d;, d,..., d4,) —a sonning barcha natural bo’luvchilari bo’Isin. U holda

Sa =[1d.=dd,..d,, . ﬁ,i,...,i— sonlar a ning bo’luvchilaridir, bundan
i1 d d, d,,
7(a) a 7(a) 1
ola)=TT==a"“T]—
( i=1 d 11:11d

8(a) uchun hosil bo’lgan tengliklarni ko’paytirib &7 (a)= a™ ni hosil qilamiz,
bundan 8(a)=+va" . W

10-m 1 s o 1. 2002 sonining barcha natural bo’luvchilari ko’paytmasini toping.

Yechish. §(2002)=+/2002" =2002°. H

I1-m i s o I. Barcha natural bo’luvchilari ko’paytmasi 5832 ga teng bo’lgan
natural sonni toping.

Yechish. Na™ =5832=2% .3, bundan a=2" -3’ va
x(1+x)1+y)=6
{y(l+x)(l+ y)=12.

Bu sistemaning yechimi: x = 1, y = 2. Demak, a = 18. |

12-misol. 3 va 4 gabo’linadigan va 14 ta bo’luvchiga ega bo’lgan sonni
toping.

Yechish. Misol shartiga ko’ra, t(a) = 14 = 2.7 == (1+1)(6+1),

demak, a = p™ p%®, ya'ni a=2" -3, buyerda @, =2, &, 1. Demak, a =2° -
3=192. H

3.Berilgan musbat sondan katta
bo’lm agan tub sonlar soni

7 (x) barcha natural x lar uchun aniglangan bo’lib, natural sonlar gatorida x dan
katta bo’lmagan tub sonlar sonni bildiradi. 7 (x) ni qiymatini tub sonlar jadvali yor-
damida aniglanadi yoki yetarlicha katta x lar uchun taqribiy hisoblash mumkin:

()= va z(x)=]2L.
Inx

I13-misol 7L'(x)=£i formula yordamida © (1000) ni qiymatini toping va
nx

natijaning nisbiy xatosini hisoblang.

Resheniye. 7(1000) = 1000 1000
3/n10  6,9078
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Tub sonlar jadvalidan (1000)=168, demak nisbiy xato

Az(1000) _168~145 149 W

7(1000) 168

4. Eylyer funksiyasi

@ (a) — Eyler funksiyasi a sonning barcha natural giymatlarida aniglangan
bo’lib, a dan katta bo’lmagan va u bilan o’zaro tub bo’lgan sonlar sonini bildiradi.
¢(1) =1 deb gabul qilingan. Eyler funksiyasi:

qo(a)=a[l—ij[l—i}..{l—i]= (p = b )p2 = p2 )l - p)

pl p2 n
formula yordamida hisoblanadi, bu yerda a = p;* p5*...pS" — sonning kanonik yoy-
ilmasi.

Xususan, ¢(p®)=p* - p*”', o(p)=p-1.

Eyler funksiyasi multiplikativ, ya’ni o’zaro tub a,b,...,{ sonlar uchun
glab...l)=p(a)@(b)..(¢) shart bajariladi.

I4-misol. ¢ (1956) ni hisoblang.
Yechish. 1956=2%-3-163 bo’lganligi sababli
9(1956)=(2>-2)3-1)(163-1)=2-2-162=648. &

I5-misol.@ (12 -5-1956) ni hisoblang.

Yechish. O’zaro tub ko’paytuvchilarni aniqlash uchun ko’paytmani kanonik
yoyilmasini topamiz:

12-5-1956=2%-3-5-2?-3-163=2"-3*-5-163. Bundan
9(12-5-1956) = (2*-3%-5-163)=(2* —2°)(3* =3)(5-1)(163-1) =
=8-6-4-162=31104. 1

16-misol. ¢(3x -5 )= 600 tenglamani yeching.
Yechish. 600 = 2° - 3 - 5* dan ¢(3"-5°)=2-3-5 Boshga tomondan
pl3'57)= (3" =37 )5 -57).
Demak, 3°'-2.5"".4=2°.3.5? yoki 31571 =3.5% va x=2,
y=3. 1
I7m 1 s ol. a = 72 uchun Gauss formulasini to’g’riligini ko’rsating:

d;(p(d) =a.
Yechish. Gauss formulasi Z(p(d )=a da a =72 deb olamiz: a = 72 = 2°- 3%.

dla
72 ning barcha bo’luvchilari:
(1+2+22+2%)(1 +3+ 3.

Told)=lp()+ ¢(2) + p(2*)+ p(2*)][91) + 9(3) + (3| =
=(1+1+2+4)(1+2+6)=8-9=72=q. B
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18-misol. ¢ (x)=p—1 tenglamani yeching.

Yechish. x = r*y deb olamiz, bu yerda (y, r) = 1.
r® 'o(y)=1,bundan @=1 va @ (y) = 1. Demak, r=2 da tenglama yagona x =2
(chunki bu holda y = 1); r > 2 da tenglama ikkita: x = r; 2r yechimga ega. l

19-m 1 s o 1. Eyler funksiyasining xossalaridan foydalanib tub sonlar soni chek-
siz ko’pligini isbotlang.

Yechish. ry, r,,...,r, — barcha tub sonlar bo’lsin, u holda
a=r;-r..rgsonuchun @ (a) = (r;— 1) (r, — 1)...(r, — 1) bo’ladi. Boshga tomondan
@ (a)=1, chunki ixtiyoriy birdan farqli va a dan katta bo’lmagan son oddiy
bo’luvchiga ega va bu bo’luvchi r; lardan birortasiga teng, shu sababli bu son a bilan
o’zaro tub bo’la olmaydi. Demak, (r,—1)(r,—1)...(r,—1)=1, lekin bu tenglik k =2 dan
boshlab o’rinli emas, (2-1)(3-1) > 1 hosil qgilingan garama-qarshilik tub sonlar soni
cheksizligini bildiradi.

5.Myobius funksiyasi

Barcha natural sonlar uchun aniqlangan
1, azap a=1
mla)=3(-1),aeap a=pp,..p,» p;#p;, i#]j
0, azap amyb cou keadpamuea  OyIUHCA

ko’rinishdagi funksiyaga Myobius funksiyasi deb ataladi.
Bu funksiya multiplikativdir, ya’ni agar (a,b)=1 bo’lsa, u(a,b) = u(a)u(b).

Agar a) — ixtiyoriy multiplikativ funksiya bo’lsa, u holda

I, aeap a=1
dZ/:g,u(d)H(d): ]—/I(I—Q(p)), azap a=#l1.
pla
Agar bu formulada 8(a)=1 va 6(a)= 1 deb olsak quyidagshi formulalarni ho-
a
sil qilamiz:
I, aeap a=1
d)=
%z'u( ) {0, azap a#l

I, aecap a=1

%#: n(

pla

1——} azap a>1.
p

Agar butun a lar uchun f (a) — funksiya birqiymatli bo’lib,
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Fla)=%f(d) (d>0)

dla

o’rinli bo’lsa, u holda

f<a)=2u<d>F(ﬁj

dia d
tenglik o’rinlidir (Myobiusning teskarilash formulasi).
20-m1isol. u(2002) ni hisoblang.
Yechish. 2002 =2-7-11-13 dan u (2002) = (-1)* = 1 kelib chigadi.H
2l-misol
S u(d)=0 a=18 uchun to’g’riligini isbotlang.

dla

Yechish. 18 ning bo’luvchilari: 1, 2, 3, 6,9, 18. Bundan
>ou(d) = 1)+ u(2)+ u(3)+ p(6)+ (9)+ 1(18) =

dl1g

=1+(-1)+(-1)+1+0+0=0

22-mis ol ZM = H(l—lj formula to’g’riligini a =12 uchun tekshir-
p

dla pla

ing.

Yechish. 12 ning bo’luvchilari: 1, 2, 3, 4, 6, 12. Bundan

sHld)_p)  p2)  pl3)  wl4) | pl6) | pl12)_
da d 1 2 3 4 6 12
=1—l—1+0+l+0=l
3 6 3
Hil_l)=(1_lj(1_l)=l.2=z=l..
12 p 2 3 23 6 3
MASHQLAR
62. Toping:
. mem] 7-+/21] 10 ]
o [-27]; b |2+y987] c){ ; } d){3+ \/ﬂ,

e)[l,(3)+2tgﬂ; f)[3+sin37”} o) [2-1g2512];

m2-1gabed]; HN30+V10}  j)[1-1n50]
63*. Barcha haqiqiy x va y lar uchun [x + y] > [x] +[y] to’g’riligini isbotlang.
64*. [ax] = m tenglamani yechimini toping, bu yerda a # 0, xe R.
65*. m ning ganday butun musbat giymati uchun
[12,4 - m] = 86 tenglik o’rinli bo’ladi.
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p p—3

Z} ning giymati

yoki ga tengli-

66*. Agar p > 2 tub son bo’lsa, [ p;l
gini isbotlang.

a—r

tenglikni isbotlang.

m

67%*. a sonni m ga bo’lganda qoldiq r bo’lsa, [ﬁ} =
m

68*. Agar m toq son bo’lsa, [%} = m2 ni isbotlang.

69*. Tenglamani yeching:
a) [x*]=2; b) Bx* —x|=x+1;

c) [x]z%x; d) [x2]= X.

70%. 10° va 10" sonlar orasida 786 ga karrali bo’lgan nechta natural son bor?
71%*. 1000 kichik natural sonlardan nechtasi 5 va 7 gabo’linadi?
72%, 100 dan katta bo’lmagan natural sonlardan nechtasi 36 bilan o’aro tub?
73. 1000! ning kanonik yoyilmasida 11 nechanchi darajada keladi?
74. 1964! soni nechta nol bilan tugaydi?
75. 2311 dan oshmaydiganva 5, 7, 13, 17 larga bo’linmaydigan butun musbat
sonlar soni nechta?
76. Nayti kolichestvo selpix polojitelnbix chisel, ne prevosxodyamiix 110 i
vzaimno prosteix s chislom 36.
77. 12317 dan katta bo’lmagan va 1575 bilan o’zaro tub bo’lgan butun mus-
bat sonlar sonini toping.
78. 1000 dan katta bo’lmagan va 363 bilan o’zaro tub bo’lgan butun musbat
sonlar sonini toping.
79. 7" ! ning kanonik yoyilmasiga p tub son nechanchi darajada keladi?
80. Sonlarni kanonik yoyilmasini toping:
a) 10!; b) 15!; ¢)20!; d)25!; e)30!.
20!
" 10!
82%, a ning shunday eng katta qiymatini topingki, bunda

N = 101-102...1000 — butun son bo’lsin.

70{
83*., (2m+1)!! ning kanonik yoyilmasida p tub son nechanchi darajada
bo’lishini aniglang.
84% a<x<b, 0<y< f(x), egrichizigli trapesiyada butun koordinatali nu-
gtalar soni nechta? Bu yerda a va b — natural sonlar; f (x)— berilgan kesmada uzluk-
siz va nomanfiy funksiya.

85. x> + y* = 6,5” doirada nechta butun koordinatali nuqta bor?
86*. Agar (a,4)=1bo’lsa,

a 2a 3a 3(a—1) ) e e
— |+ = |+]| = |= tenglik to’g’riligini isbtolang.
M {4} {4} p TR TETE -

o ni kanonik yoyilmaini toping.
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87*. Agar (a, m)=1,m=2,a=>2bo’lsa,

[ﬂ{z_ﬂﬁ_ﬁ[(m;)a}:(m_g(a_l)

tenglik to’g’riligini isbotlang.

88*. x ning qanday giymatlarida [x] - 2[%} =1 tenglik o’rinli.

89%*. {1} = {L} tenglamani yeching, bu yerdam =2, 3, 4...
m m—1

90. Qanday shartlar bajarilganda [ax* + bx + ¢] = d tenglama yechimga ega
bo’ladi, bu yerdaa #0, deZ.

91. Toping: a){2,6}; b){%}; o) {7} d){—zé}.

92. Berilgan sonlarni natural bo’luvchilari va ular yig’indisini toping:
a) 375 ;b) 720 ;¢) 957 ; d) 988 ; e) 990 ; f) 1200.
93. Berilgan sonlarning barcha bo’luvchilarini toping:

a) 360 ; b) 375.

94%*. § (m) = 2m — 1 sharti qanoatlantiruvchi natural m sonlar cheksiz ko’pligini
isbotlang.

95%. Agar (m, n) > 1 bo’lsa, T (m n) yoki T (m) T (n) lardan qaysisi katta, S(mn)
va S(m) S (n) larchi?

96. Agar m = 1968 bo’lsa, T (m), S (m), 0 (m) larni toping.

97*. O’zining natural bo’luvchilari ko’paytmasiga teng bo’lgan barcha natural
sonlar to’plami barcha tub sonlar to’plami bilan ustma-ust tushishini isbotlang.

98*. a natural sonning barcha natural bo’luvchilarining n-darajasi (neZ)
yig’indisi S,(a) formulasini keltirib chiqaring.

99. Toping: a) S»>(12); b) S>(18); ¢) S,(16).

100. 28, 496, 8128 sonlar mukammal, ya’ni o’zining bo’luvchilari
yig’indisining yarmiga tengligini isbotlang.

101%*. Yevklid teoremasini isbotlang: 2% (2**' - 1) ko’rinishdagi juft natural son-
lar mukammal sonlardir, bu yerda 2°*' — 1 — tub son.

102*. Eyler teoremasini isbotlang: 2% (2**' - 1) ko’rinishdagi natural sonlar,
yagona mukammal juft sonlardir, bu yerda 2**' — 1 — tub son.

103*. Ferma masalasi: 2% r; r, ko’rinishdagi shunday eng kichik son top-
ingki, uning barcha bo’luvchilari yig’indisi o’zidan uch marta katta bo’lsin, bu yerda
r1 va r, — tub sonlar.

104*. Shunday son topingki, uning ikkita tub bo’luvchisi bo’lib, barcha
bo’luvchilarning soni 6 ta yig’indisi 28 ga teng bo’lsin.

105*. Natural son ikkita tub bo’luvchiga ega. Shu son kvadratining barcha
bo’luvchilari soni 15 ta bo’lsa, uning kubi nechta bo’luvchiga ega?
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106*. Natural son ikkita tub bo’luvchiga ega. Shu son kvadratining barcha
bo’luvchilari soni 81 ta bo’lsa, uning kubi nechta bo’luvchiga ega?
107%*. Isbotlang:
_d+d,+..+d,_ +d,
11 11
— .+
d, d, d d

n—1 n

bu yerda dy, d,,..., d, — N sonning barcha bo’luvchilari.

108.% Agar N = a* b® ... m" (a, b,., me Z) bo’lsa, shu sonni ikkita son
ko’paytmasi shaklida necha xilda yozish mumkin?

109.% N = 2%5P 7" son berilgan. Agar SN N dan kichik 8 ta bo’luvchiga, 8N —
N dan katta .

110. N = 2" 3”7 5% son berilgan. Agar N ni 2 ga bo’lsak, yangi sonning
bo’luvchilari N ning bo’luvchilaridan 30 ta kam; agar N ni 3 ga bo’lsak, yangi son-
ning bo’luvchilari N ning bo’luvchilaridan 35 ta kam; agar N ni 5 ga bo’lsak, yangi
sonning bo’luvchilaridan 42 ta kam. Shu sonni toping.

111. Agar biror son to’la kvadrat bo’lishi uchun fagat va faqat uning
bo’luvchilari soni toq bo’lishini isbotlang.

112. Quyidagilarni aniq giymatini hisoblang:

a) ©(4); b) T (7); ¢) 0 (10); d) ©(12); e) T (25);

f)® (50); g) ® (200); h) 7 (500).

N

X
113. 7@ (x) = g— formula yordamida quyidagilarni taqribiy qiymatini va na-
nx

tijaning nisbiy xatosini toping:
a) T (50), b) w (100); ¢) 7 (500).
114%*. Chebsishev tengsizligi yordamida

@%0 (x — +o0)

X
ni isbotlang.
115%*. Ixtiyoriy p tub son uchun 2(p _11) < 7(p) o’rinli, lekin m - murakkab
p- p
son bo’lsa, 7(m) < 7m 1) o’rinligini ko’rsating.
m m—1
116. Toping:

a) 9(375), b) (720); ) p(988), d) ¢(1200);

e) p(1500)  f) p(4320)

117. Ko’paytma giymatini topmasdan ko’paytuvchilarning Eyler funksiyasini
giymatini toping:

a)GS-7-13);0)0(12-17);¢0) (11 - 14 - 15);

d) ¢ (990 - 1890).
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118. 1 dan 120 gacha sonlar intervalida 30 bilan o’zaro tub bo’lmagan sonlar
nechta?

119*. Agar a = 3* 5877 va @ (a) = 3600 bo’lsa, a ni toping.

120*. Agar a=pq, p—qg=2va @(a)=120 bo’lsa, a ni toping. Bu yerda p
va g — har xil tub sonlar har xil tub sonlar.

121%. Agar a=p° ¢° va @(a)=11424 bo’lsa, a ni toping. p va g — har xil
tub sonlar.

122%, Agar a= p p;2..pom(0>1, o>1,..., o, > 1) va @ (a) = 462000
bo’lsa, a ni toping.

123*. m dan kichik va u son bilan o’zaro tub sonlar yig’indisi S =%m -(m)
formula yordamida hisoblashini isbotlang.

124. § = %a . ¢(a) formulani quyidagi sonlar uchun go’llang: a) 12;

b) 18; ¢) 375.
125%*. Isbotlang:

) pl2*)=2"b) pp”)= p“ ') ) pla®)=a""pla)ac N.

126. @ (2a) ni ¢ (a) yoki 2¢ (a) ga tengligini isbotlang. Shu sonlar o’rinli
bo’ladigan shartlarni toping.

127*. Isbotlang: a) @ (4n +2) =@ (2n + 1);

b) ¢(4n) _ {2¢(n), agar (n,2)=1

20(2n), agar (n,2)=2

128. Tenglamalarni yeching: a) ¢ (5%) = 100; b) ¢ (7") = 294;
)@ (7)=705894;d) @ (r*)=r"", xeN.
129. Berilgan b maxrajli nechta to’g’ri qisqarmas musbat kasrlar mavjud?
130. 129 masala yordamida maxrajlari quyidagilar bo’lgan qisg’armas musbat

kasrlar sonini toping:
a) 10; b) 16; ¢) 36; d) 72.

131. % musbat, to’g’ri qisqarmas kasr bo’lsin. Agar b = 2 dan b = n gacha qi-

ymatlar gabul qilsa, bunday kasrlar nechta?

132. 131 masala shartida b: a) 2 dan 5 gacha; b) 2 dan 10 gacha; c) 2 dan
15gacha qiymatlar gabul qilsa, kasrlar sonini toping.

133*. 300 dan kichik natural sonlar ichida 20 bilan teng umumiy bo’luvchiga
ega bo’lgan sonlar nechta?

134. 1665 dan kichik natural sonlar ichida u bilan 37 ga teng umumiy
bo’luvchiga ega bo’lgan sonlar nechta?

135. 1476 dan kichik natural sonlar ichida u bilan 41 ga teng umumiy
bo’luvchiga ega bo’lgan sonlar nechta?

136*. a =3 lar uchun @ (a) ning giymati doimo juft son bo’lishini isbotlang.

137*. Agar ¢ (x) = a tenglama x = m ildizga ega bo’lsa,
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x =2m ham tenglama ildizi bo’lishini isbotlang, bu yerda (m,2) = 1.
138%*. (m,n) > 1 bo’lsa, ¢ (m n) yoki @ (m) @ (n) larni solishtiring?

139%. ¢ (mn)= ¢(m)¢(n)% tenglikni isbotlang, bu yerda  (m,n)>1.
@
140*. ¢ (m n) = @ (J) @ (w) tenglikni isbotlang, bu yerda
0= (m,n), = [m,n].
141. o (1) + @ (p) + @ (P)+...+ @ (p™), oe N ni hisoblang.

142. ¢(d£]+ ¢(d£]+...+ ¢(§J ni hisoblang, bu yerda d; —a ning barcha

1 2 k
bo’luvchilari?
143. Quyidagi sonlar uchun Z¢(d )=a to’g’riligini tekshiring: a) 80; b) 360;

dla

c) 375; d) 957; e) 2800.

144. Tenglamalarni yeching: a)@ (x) = 2% b)@ (p") =6 - p*~.

145. Tenglamalarni yeching: a) ¢ (x) = 14; b) ¢ (x) =8;

c) ¢(x)=12.

146*. Tenglamani yeching: ¢ (2x) = ¢ (3x).

147. ¢ (5x) = @ (7x) tenglama butun sonlar to’plamida yechimga ega emas-
ligini isbotlang.

148. Tenglamalarni yeching: a) @(x) = @(p x);

b) ¢p x)=pex);

c) @ (px) = @(pxx) (p;, p> — turli tub sonlar).

149*. Tenglamani yeching:

a)q)(x):g; b) ¢ (x)=

150. ¢ (p*) = a tenglamani tekshiring.
151.a =1, 2,..., 100 sonlar uchun # (a) funksiyaning jadvalini tuzing.
152. a = 24 uchun ¥ u(d)=0formula to’g’riligini tekshiring.

1/a

 oplx)=

I

i
3

153. a =18 uchun Z’u Eld) = H(l —lj formula to’g’riligini isbotlang.
dla pla P
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II-BOB
BUTUN SONLAR XALQASIDA TAQQOSLAMALAR NAZARIYASI

Kalit so’zlar va ifodalar: taqqoslanuvchi sonlar; taqqoslamaning ma’nosi
haqidagi teorema; sonlar sinfi; berilgan modul bo’yicha chegirma; berilgan modul
bo’yicha chegirmalarning to’la sinfi, berilgan modul bo’yicha chegirmalarning
keltirilgan sinfi, Eyler teoremasi, Ferma teoremasi; berilgan modul bo’yicha
chegirmalarning additiv gruppasi; berilgan modul bo’yicha chegirmalarning xalqa-
si; modul bilan o’zaro tub chegirmalar sinfi; modul bilan o’zaro tub
chegirmalarningn multiplikativ gruppasi; absolyut psevdotub son; Bir noma’lumli n-
darajali tagqoslama; tagqoslamaning yechimi, teng kuchli tagqoslamalar; birinchi
darajali tagqoslamalar; birinchi darajali bir xil noma’lumli tagqoslamalar sistemasi;
birinchi darajali bir xil noma’lumli taggoslamalar sistemasining yechimlari.

§1. Taqqoslama tushunchasi va uning xossalari

a va b butun sonlarni butun musbat m soniga bo’lganda bir xil qoldiq
goladigan, ya’ni
a=mq;+r va b=mqg,+r,
bo’lsa, a va b sonlar teng qoldigdli yoki m modul bo’yicha o’zaro tagqoslanadigan
sonlar deyiladi va quyidagicha yoziladi:
a =b (mod m)
“a son b bilan m modul bo’yicha taqqoslanadi” deb o’qiladi.

Agar a =b (mod m) bo’lsa, u holda a — b ayirma m ga qoldigsiz bo’linadi, va
aksincha, agar a va b sonlarning ayirmasi m ga bo’linsa, u holda a =b (mod m) o’rinli
bo’ladi (tagqoslamaning ma’nosi haqidagi teorema).

Har ganday butun son m modul bo’yicha o’zining qoldig’i bilan tagqoslanadi,
ya’ni, agar a = mq + r bo’lsa, uholda a =r (mod m) bo’ladi.

Xususiy holda, agar r = 0 bo’lsa, u holda a =0 (mod m) bo’ladi; bu tagqoslama
m | a ekanligini, ya’ni m soni a ning bo’luvchisi ekanligini bildiradi, aksincha ham
o’rinli, agar m | a bo’lsa, u holda a =0 (mod m) deb yoziladi.

Tagqoslamalarning asosiy xossalari
(tengliklarning xossalariga o’xshash)

1. Agar a =s (mod m) va b =c (mod m) bo’lsa, u holda a =b (mod m) bo’ladi.

2. Agara =b (mod m) va c =d (mod m) bo’lsa, u holda a ¢ =b+d (mod m)

bo’ladi.

Agara + b =c (mod m) bo’lsa, u holda a =c - b (mod m) bo’ladi.

4. Agar a =b (mod m) bo’lsa, u holda a #mk =b (mod m), yoki a =b tmk
(mod m) bo’ladi.

W
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5. Agar a =b (mod m) va ¢ =d (mod m) bo’lsa, u holda ac =bd (mod m)
bo’ladi.

6. Agar a =b (mod m) bo’lsa, u holda a" =b" (mod m) (neN) bo’ladi.

7. Agar a =b (mod m) bo’lsa, u holda ixtioriy k£ butun son uchun ak =bk (mod
m) bo’ladl,.

8. Agar ak =bk (mod m) va (k,m) = 1 bo’lsa, u holda a =b (mod m) bo’ladi.

9. Agar fix) =ao X'+ a\ X" + ... + a, (a; € Z) va x =x; (mod m) bo’lsa, u
holda f(x) =f(x;) (mod m) bo’ladi.

Taqqoslamalarninng maxsus xossalari

1. Agara =b (mod m)bo’lsa, u holda keN uchun ak =bk (mod mk) bo’ladi.

2. Agara =b (modm)vaa=a;d, b=b;d, m=m;d bo’lsa, uholda
a; =b; (mod m;) bo’ladi.

3. Agara =b (mod m;), a =b (mod my), ..., a ( b (mod m;) bo’lsa, u holda
a =b (mod M) bo’ladi, bu yerda M = [m;, m,,..., my].

4. Agar taqqoslama m modul bo’yicha o’rinli bo’lsa, u holda bu tagqoslama m
ning ixtiyoriy bo’luvchisi bo’lgan d modul bo’yicha ham o’rinli bo’ladi.

5. Agar tagqoslamaning bir tomoni biror songa bo’linsa, u holda uning ikkinchi
tomoni va moduli ham shu songa bo’linadi.

1-Misol. Quyidagi shartlarni tagqoslamalar yordamida yozing:

a) 219 va 128 sonlarni 7 ga bo’lganda bir xil qoldiq qoladi;

b) (-352) sonini 31 ga bo’linganida qoldiq 20 ga teng bo’ladi ;

c) 487 -7 ayirma 12 ga bo’linadi; d) 20 — soni 389 ni 41 ga bo’lgandagi
goldigdan iborat;

e) N soni juft; f) Nsonitoq; g) N sonining ko’rinishi 4k + 1 dan iborat;

h) N sonining ko’rinishi 10k + 3 dan iborat; 1) N sonining ko’rinishi 8k —
3 dan iborat.

Yechilishi. Tagqoslamaning ma’nosi hagidagi teoremaga asosan:

a) 219 =128 (mod 7); b) —352 =20 (mod 31); ¢) 487 =7 (mod 12); d) 389
=20 (mod 41);

e) N =0 (mod 2), f) N=1yoki-1 (mod?2); g)N=1(mod4), h) N =3
(mod 10);1) N =-3 (mod 8). m

2-Misol. Quyidagi shartni ganoatlantiradigan m ning giymatlarini toping:

20 =8 (mod m).

Yechilishi. m ning qiymatlari (tagqoslamaning ma’nosi haqidagi teoremaga
asosan) 20 — 8 = 12 ning bo’luvchilaridan iborat, ya’'ni: 1; 2; 3; 4; 6; 12. m

3-Misol. 2°" — 1 ning 31 ga bo’linishini isbotlang (n € N).

Yechilishi. 2° — 1 = 31 bo’lganligi uchun 2’ = 1 (mod 31). Bu tagqoslamaning
ikkala tomonini (6-xossaga asosan) n darajaga ko’tarib, 2°" = 1 (mod 31) ni hosil
gilamiz, bu esa 31 | 2= 1) ni anglatadi. m

4-Misol. 2'” sonining oxirgi ikkita ragamini toping.
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Yechilishi. Berilgan sonning oxirgi ikki ragami bu sonni 100 ga bo’lganda hosil
bo’ladigan qoldigdan iborat. Demak, quyidagi tagqoslamani qganoatlantiradigan x
sonini topish talab qilinadi:

2'% = x (mod 100).
Ikkining kichik darajalaridan boshlab, 100 ga bo’lganda hosil bo’ladigan
goldiglarni ketma-ket ajratamiz:
219 = 2191° = (1024)"; (1024)"° = 24)"° (mod 100).
24" = (576)° =76 = (76)"76 = (5776)>76 = (76)*76 = 577676 =76>=5776 =76
(mod 100).
Shunday qilib, 2'® sonining oxirgi ikki ragamir 7 va 6 dan iborat. m
5-Misol. Agar p — tub son bo’lsa, u holda C*, = (-1)" (mod p) taqggoslamani

p-1
isbotlang.
Yechilishi. Ma’lumki, ixtiyoriy p va k sonlar uchun C;_ +C, =C, formula
o’rinli, C; - butun sondan iborat bo’lib, p ga bo’linadi, chunki k < p, p esa tub

sondan iborat, shuning uchun u maxrajning birorta ham ko’paytuvchisi bilan qisqarib
ketmaydi. Shunday qilib, C; =0 (mod p). U holda C;, =(-1) C,7 (mod p).
Bu rekurrent munosabatni ketma-ket qo’llab, yuqori ko’rsatkichni 1 gacha
kamaytiramiz:

k k-1 _ k=2 _ k=3 _

C,.=C1) C, =1 c =0 C, =-=1)"(p-1)=(1)(modp). m

6-Misol. Agar a va b — ixtiyoriy butun sonlar, p — tub son bo’lsa, quyidagi
taqqoslamani isbotlang
(a + b)Y =d” + b’ (mod p).
Yechilishi. Binomni yoyish formulasidan:
(a + b)’ =a” +C;a”‘1b+ Cia”‘zb2 +...+Cz_lab"_l +b".
O’ng tomonda ikkinchi qo’shiluvchidan boshlab, p-/ —nchi qo’shiluvchigacha barcha

go’shiluvchilar p ga bo’linadi, chunki

v _ p(p—D.(p—(k-1)
C, = 12k

Demak, C’; =0(modp), i=1,2, ..., (p-1).
Bu yerdan (a + b’ =a” + b’ (mod p) kelib chigadi. m

,buyerda k< p.

MAShQLAR

1. Qanday modul bo’yicha barcha butun sonlar o’zaro taqqoslanadi?

2. Quyidagi taqqoslamalardan qaysilari to’g’ri:

a) 1 =-5 (mod 6); b) 546 =0 (mod 13); c) 1956 =5 (mod 12);

d) 2° = 1 (mod 4); e) 3m=-1 (mod m)?

3*. Berilgan modul bo’yicha har ganday butun son o’zining qoldig’i bilan
taqqoslanishini isbot giling.
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4. Quyidagi tagqoslamalarni ganoatlantiradigan x ning barcha qiymatlarini
toping:
a)x=0 (mod3); b)x=1 (mod?2).
5. Quyidagi tagqoslamalarni qanoatlantiradigan m ning barcha qiymatlarini
toping: 3r + 1 =r + 1 (mod m).
6. Agar x = 13 soni x = 5 (mod m) taqqoslamani ganoatlantirsa, modulning
mumkin bo’lgan qiymatlarini toping.
7%, Agar n — toq son bo’lsa, u holda n*- 1 = 0 (mod 8) tagqoslama o’rinli
ekanligini ko’rsating.
8*. Agar 100a + 10b + ¢ =0 (mod 21) bo’lsa, u holda a — 2b + 4c¢ =0 (mod
21) tagqoslamaning o’rinli ekanligini ko’rsating.
9. Agar 3" = -1 (mod 10) bo’lsa, u holda 3™ = -1 (mod 10) (neN )
taqqoslamaning o’rinli ekanligini ko’rsating,.
10, 2'"*?" =2 (mod 11-31) tagqoslamaning to’g’riligini ko’rsating.
11*%, Agar x =3n + 1, n =0, 1, 2,.... bo’lsa, u holda 1 + 3" + 9" ning 13 ga
bo’linishini ko’rsating.
12. N = 11-18:2322-13-19 soni 7 modul bo’yicha absolyut giymati bo’yicha
eng kichik ganday son bilan tagqoslanadi?
13. 3" = -1 (mod 29) ni tekshiring.
14. 1532° - 1 ni 9 ga bo’lganda hosil bo’ladigan qoldigni toping.
15%. Agar a = b (mod p") bo’lsa, u holda &’ =1’ (mod p™*') ni isbotlang.
16 Agar ax =bx (mod m) bo’lsa, u holda a = b(modﬁ] ni isbotlang.
17*%. Agar ajasa,a;ap =0 (mod 33) bo’lsa, u holda
ay + aza, + a;ap =0 (mod 33) ni isbotlang. a;,; =0 da a;.;a;, = a;
deb oling.
18*. Berilgan sonning oxirgi ikkita ragamini toping: a) 9° ; b) 7° .
19%. ¥+ (r+2) = 0 (mod 2r+2) tagqoslamani isbot qiling, bu yerda r > 2.
20%*. Quyidagi sonlarni
_pol_p=3 0,1, 222 20t
2 2 2 2
r > 2 modul bo’yicha o’zaro tagqoslanmasligini ko’rsating.
21%, 2° =-1 (mod 3", ne N tagqoslamani isbotlang.
Z%fiN =3 +2vaM=2" +3(n 6N)4n1§9’rinishdagi sonlarning murakkab
sonlardan 1iboratligini isbot giling.
23*, Agar
ac =bd
}(mod m)
a=b
taqqoslamalar berilgan va (a, m) = 1 bo’lsa, u holda birinchi tagqoslamani ikkinchi
taqqoslamaga hadma-had bo’lish natijasida ¢ = d (mod m) ni hosil qilinishini
ko’rsating.
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24. ' = 2 (mod 73) va a'""' = 69 (mod 73) ekanligi ma’lum. a ni 73 ga
bo’linganida hosil bo’ladigan qoldigni toping.
55, 1a+2b 18a +5b

€ Z ifoda berilgan.

€ Z ni isbotlang.

26. 2"+ 7" =19° va2'+ 5" =19° tenglamalar natural sonlarda yechimga ega
emasligini ko’rsating.
27.p > 2 (p — tub son) bo’lganda
12k+1 + 22k+1 + 32k+1 +..+ (p_1)2k+l = O (mOdp)
taqqoslamani to’g’riligini ko’rsating.

§ 2. Chegirmalar sinflari. Eyler va Ferma teoremalari

m natural songa bo’linganida bir xil r qoldiq qoladigan barcha butun sonlar
to’plami m modul bo’yicha sonlar sinfini tashkil qgiladi. Bu sinfning har bir soni
umumiy holda mk+r, keZ ko’rinishda yoziladi. Barcha sinflar soni m ga teng.

Sinfning ixtiyoriy soni m modul bo’yicha chegirma deyiladi (shu sinfning
boshqga sonlariga nisbatan).

Har bir sinfdan ixtiyoriy ravishda bittadan olingan sonlar to’plami berilgan m
modul bo’yicha chegirmalarning to’la sinfi deyiladi.

Odatda chegirmalarning to’la sinfi sifatida berilgan m bo’yicha eng kichik
manfiy bo’lmagan chegirmalar, ya’ni 0, 1, 2,..., m - 1 sistema olinadi.

Ba’zan berilgan m modul bo’yicha chegirmalardan absolyut qiymati bo’yicha
eng kichik musbat bo’lmagan chegirmalarning to’la sistemasi ham qaraladi: -(m-1), -
(m-2),..., -2, -1, 0. m modul bo’yicha absolyut qgiymati jihatidan eng kichik
chegirmalarning to’la sinfi ham ishlatiladi. Masalan, m = 7 bo’lganda bu sistema -3, -
2,-1,0, 1, 2, 3 chegirmalardan iborat bo’ladi; m =8 bo’lganda esa -3, -2, -1, 0, 1, 2,
3,4 yoki—4,-3,-2,-1,0, 1, 2, 3 chegirmalardan tashkil topadi.

Chegirmalarning to’la sistemasidan olingan va m modul bilan o’zaro tub
bo’lgan chegirmalar m modul bo’yicha chegirmalarning keltirilgan sistemasi deyiladi.
Kelitirilgan sistemada chegirmalar soni ¢(m)- Eyler funksiyasining qiymatiga teng.

Chegirmalarning to’la sistemasidagi kabi keltirilgan sistemaning ham uch turi
ishlatiladi: eng kichik musbat chegirmalarning keltirilgan sistemasi, absolyut giymati
bo’yicha eng kichik manfiy chegirmalarning keltirilgan sistemasi va absolyut giymati
bo’yicha eng kichik chegirmalarning keltirilgan sistemasi.

X1, X,..., Xs butun sonlar sistemasi s = m va i #j da x; =x;(mod m) bo’lganda va
fagat shu holda m modul bo’yicha chegirmalarning to’la sistemasidan iborat bo’ladi.
(a, m) = 1 bo’lganda ax + b chizigli formaning qgiymatlari m modul bo’yicha
chegirmalarning to’la sistemasidan iborat bo’lishi uchun x gabul qgiladigan giymatlar
ham chegirmalarning to’la sistemasidan iborat bo’lishi zarur va yetarlidir.

X1, X2,..., Xs butun sonlar sistemasi s = @(m) vai #j, (x, m) =1 da x; =x;(mod
m) bo’lganda va fagat shu holda m modul bo’yicha chegirmalarning keltirilgan
sistemasidan iborat bo’ladi. (a, m) =1 bo’lganda ax chiziqli formaning qiymatlari m
modul bo’yicha chegirmalarning keltirilgan sistemasidan iborat bo’lishi uchun x
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gabul giladigan qiymatlar ham chegirmalarning keltirilgan sistemasidan iborat
bo’lishi zarur va yetarlidir.
m > 1 va(a, m) = 1 bo’lganda quyidagi taqqoslama o’rinli:
a® =1 (mod m),
bu yerda ¢(m) —Eyler funksiyasi (Eyler teoremasi).
p tubson va (a, p) = 1 bo’lganda quyidagi tagqoslama o’rinli:
=1 (mod p) (Ferma teoremasi).
a butun sonni o’zida saqlaydigan m bo’yicha chegirmalar sinfini a mod m bilan
belgilaymiz. Demak,
amodm=a+mZ ={a+km|keZ)].
Z/mZ  bilan m modul bo’yicha barcha chegirmalar sinflari to’plamini
belgilaymiz:
Z/mZ = {0 mod m, 1 mod m,..., (m-1) mod m}.

Bu to’plamda qo’shish va ko’paytirish amallarini quyidagi tengliklar orqali kiriti-
ladi:

amodm + bmodm = (a + b) modm,
(a mod m) - (b mod m) = ab mod m.

(Z/mZ, +) — abel gruppasidan, hamda Z gruppaning mZ qism gruppa bo’yicha
faktor gruppasidan iborat bo’lib, m modul bo’yicha chegirmalar sinfining additiv
gruppasi deyiladi.

(Z/mZ, +, -) — birlik elementli kommutativ xalqadan iborat bo’lib, m modul
bo’yicha chegirmalar sinfinig xalqgasi deyiladi.

Agar (a, m) = 1 bo’lsa, a mod m sinf m modul bilan o’zaro tub bo’lgan
chegirmalar sinfi deyiladi.

m modul bilan o’zaro tub bo’lgan chegirmalar sinflari to’plami ko’ paytirishga
nisbatan abel gruppasi tashkil etadi va u m modul bilan o’zaro tub bo’lgan
chegirmalar sinflarining multiplikativ gruppasi deyiladi.

Agar ab = 1 (mod m) bo’lsa, a chegirma b chegirmaga m modul bo’yicha
teskari deyiladi.

1-Misol. 10 modul bo’yicha chegirmalar to’la sistemasining uchta turini yozing.

Yechilishi. 0, 1, 2, 3, 4,5, 6,7, 8, 9 — 10 modul bo’yicha eng kichik manfiy
bo’lmagan chegirmalarning to’la sistemasi.

-9, -8, -7, -6, -5, -4, -3, -2, -1, 0 — 10 modul bo’yicha absolyut giymati jihatidan
eng kichik manfiy chegirmalarning to’la sistemasi.

-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5 yoki -5, -4, -3,-2,-1,0, 1, 2, 3, 4 — 10 modul
bo’yicha absolyut qiymati jihatidan eng kichik chegirmalarning to’la sistemasi. m

2-Misol. 10 modul bo’yicha chegirmalarning keltirilgan sistemasining uchta
turini yozing.

Yechilishi. 1, 3, 7, 9 — 10 modul bo’yicha eng kichik manfiy bo’lmagan
chegirmalarning keltirilgan sistemasi.

-9, -7, -3, -1 — 10 modul bo’yicha absolyut giymati jihatidan eng kichik manfiy
chegirmalarning keltirilgan sistemasi.
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-3, -1, 1, 3 chegirmalar 10 modul bo’yicha absolyut qiymati jihatidan eng kichik
chegirmalarning keltirilgan sistemasi. m

3-Misol. 20, -4, 22, 18, -1 sonlar ganday modul bo’yicha chegirmalarning
to’la sistemasini tashkil etadi?

Yechilishi. 5 modul bo’yicha berilgan sonlar mos ravishda 0, 1, 2, 3, 4 sonlar
bilan tagqoslanadi, shuning uchun izlanayotgan modul 5 ga teng. m

4-Misol. 3', 3%, 3%, 3% 3% 3° sonlar sistemasi 7 modul bo’yicha chegirmalarning
keltirilgan sistemasini tashkil eitishini ko’rsating.

Yechilishi. Berilgan sonlardan eng kichik musbat chegirmalarni tuzamiz:

3,2,6,4,5, 1, chunki 3 =2 (mod 7), 3’ = 6 (mod 7), 3* = 4 (mod1), 3° = 5 (mod
7),3°=1 (mod 7). m

5-Misol. 383" ni 45 ga bo’lganda hosil bo’ladigan qoldigni toping.

Yechilishi. 383 = 23 (mod 45) bo’lganligi uchun 383'" = 23'” (mod 45). Endi
@(45) =24 va (23, 45) = 1 dan Eyler teoremasiga ko’ra:

23 =1 (mod 45) ni hosil gilamiz. Demak,

237 =23%7+7 = (23*% . 237 = 1. 237 (mod 45).

Shu taxlitda davom etib, 23" = (23%)*- 23=34".23=34%.34 .23 =1156 - 782 =
31-17=527= 32 (mod 45) ni hosil gilamiz.

Shunday qilib, 383'" = 32 (mod 45). Izlanayotgan qoldiq 32 dan iborat. m

6-Misol. x ning har qanday butun qiymatida x’ = x (mod 42) taggoslamani
to’g’riligini ko’rsating.

Yechilishi. Ferma teoremasiga ko’ra, x’ = x (mod 7). Endi x” = x (mod 2 va 3)
ekanligini isbot gilamiz, buning uchun 2 va 3 modullar bo’yicha chegirmalarning
to’la sistemasini, y’ani 0, 1, 2 sonlarni sinash yetarli.

7-Misol. Butun sonning 100-darajasini 125 ga bo’lganda hosil bo’ladigan
goldigni toping.

Yechilishi. Agar (a, 5) = 1 bo’lsa, u holda Eyler teoremasiga ko’ra:

a?1? = ¢! =1 (mod 125).

Agarda (a, 5) = 5 bo’Isa, u holda a'® = 0 (mod 125).

Demak, agar (a, 5) = 1 bo’lsa, u holda izlanayotgan qoldiq 1 ga teng. Agarda
(a,5) =5bo’lsa, u holda a'* soni 125 ga bo’linadi. m

8-Misol. 27~ " ni toq m soniga bo’linganida hosil bo’ladigan qoldigni toping.

Yechilishi. 2°™ ' = r (mod m), 0 <r<m bo’lsin. U holda 2™ =2r=1 (mod

m) yoki r = H% ,buyerdag € Z. 0 <r <m shartni g = 1 da yagona I+ mg

giymat

ganoatlantiradi, bu yerdan r = HTm ni hosil gilamiz. =

9-Misol. 341 soni uchun 2**' = 2 (mod 341) tagqoslamaning o’rinli ekanligini
ko’rsating.

Yechilishi. 341 — murakkab son, 341 = 11- 31. 2= 1 (mod31)va2’= 1
(mod 31) taqqoslamalar o’rinli ekanligini osongina tekshirish mumkin.
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Ferma teoremasiga asosan 21 = 1 (mod 11). 11 va 13 sonlar o’zaro tub
bo’lganligi uchun bu yerdan 2'°= 1 (mod 11-31) kelib chigadi, ya'ni 2'° =1 (mod
341). Demak, 2= (mod 341) va =12 (mod 341) tagqoslamalar o’rinli. m

10-Misol. Agar har bir butun a soni uchun a" = a (mod n) tagqoslama o’rinli
bo’lsa, n murakkab soni absolyut psevdotub son deyiladi. 561 ning absolyut
psevdotub son ekanligini ko’rsating.

Yechilishi. Berilgan sonni tub ko’paytuvchilarga ajratamiz 561 = 3-11-17.
Ferma teoremasiga asosan 561 bilan o’zaro tub bo’lgan har bir butun a soni uchun
a* =1 (mod 3), a =11 (mod 11), a'®= 17 (mod 17) tagqoslamalar o’rinli
bo’ladi. 3, 11, 17 tub sonlardan iborat bo’lganligi uchun va [2, 10, 16] = 80
bo’lganligidan bu tagqoslamalardan quyidagi taqqoslamalar kelib chigadi: a® = 1
(mod 561), =1 (mod 561). Demak, 561 absolyut psevdotub sondan iborat . m

MAShQLAR

28. 10 modul bo’yicha chegirmalaraning hamma sinflarini tagqoslamalar
ko’rinishida yozing.

29. 10 modul bo’yicha chegirmalaraning hamma sinflarini x = 10g + r, 0 < r <
10 ko’rinishda yozing.

30. Quyidagi modullar bo’yicha ko’rsatilgan chegirmalarning sinflarini yozing:
a) 10 modul bilan o’zaro tub bo’lgan; b) 10 modul bilan EKUBI1 2 ga teng bo’lgan;
s) 10 modul bilan EKUBI1 5 ga teng bo’lgan; d) 10 modul bilan EKUBIi 10 ga teng
bo’lgan.

31. Berilgan modullar bo’yicha chegirmalarning to’la va keltirilgan
sistemalarining barcha turlarini yozing: a) m=9; bym=8; ¢c)p=7; dym=12.

32%, 25, -20, 16, 46, -21, 18, 37, -17 sonlarning 8 modul bo’yicha
chegirmalarning to’la sistemasini tashkil qgilishini ko’rsating.

33. 32, -9, 15, 42, -18, 30, 6 sonlarni p =7 modul bo’yicha chegirmalarning
to’la sistemasini tashkil etishini ko’rsating.

34. 21, 2, -18, 28, -19, 40, -22, -2, 15 sonlarning 9 modul bo’yicha
chegirmalarning to’la sistemasini tashkil etishini ko’rsating.

35. 24, 18, -19, 37, 28, -23, -32, 5, 41, -35, -33 sonlarning 11 modul bo’yicha
chegirmalarning to’la sistemasini tashkil etishini ko’rsating.

36. 19, 23, 25, -19 sonlarning 12 modul bo’yicha chegirmalarning keltirilgan
sistemasini tashkil etishini ko’rsating.

37. 11, -1, 17, -19 sonlarning 8 modul bo’yicha chegirmalarning keltirilgan
sistemasini tashkil etishini ko’rsating.

38%*. 24, 14, 25, 37, -8, -19, -40 sonlarning 6 modul bo’yicha eng kichik manfiy
bo’lmagan, absloyut giymati bo’yicha eng kichik musbat bo’lmagan va absolyut
giymati jihatidan eng kichik chegirmalarini toping. Bu sonlar berilgan modul
bo’yicha nechta har xil sinflarga tegishli bo’ladi? Qaysi sonlar berilgan modul
bo’yicha bir sinfga tegishli bo’ladi?
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39. Oldingi masalaning shartini 8 modul bo’yicha 17, -14, 19, -49, -22, 21, -29
sonlarga qo’llang.

40. 100 sonining quyidagi modullar bo’yicha eng kichik manfiy bo’lmagan,
absloyut giymati bo’yicha eng kichik musbat bo’lmagan va absolyut qiymati
jihatidan eng kichik chegirmalarini toping: 5, 7, 11, 25, 120, 200.

41. Oldingi masalani 50 soni va 3, 8, 12, 25, 70, 100 modullarga nisbatan
yeching.

42*, Har ganday ketma-ket keladigan m ta butun sonlar m modul bo’yicha
chegirmalarning to’la sistemasini tashkil eitishini ko’rsating.

43*., 10 modul bo’yicha 3x-1 ko’rinishdagi chegirmalarning to’la
sistemalaridan birortasini ko’rsating.

44. 4 modul bo’yicha 5x ko’rinishdagi chegirmalarning to’la sistemalaridan
birortasini ko’rsating.

45. 5, 52, 5%, 54, 55, 5° sonlar sistemasi 7 modul bo’yicha keltirilgan sistemani
tashkil etishini ko’rsating.

46. m modul bo’yicha chegirmalarning additiv gruppasi Z/mZ ning siklik
gruppa ekanligini ko’rsating.

47. (Z/mZ, +) gruppaning m modul bo’yicha chegirmalar sinfi xalgasining
additiv gruppasidan iborat ekanligini ko’rsating.

48. Agar a va b o’zaro teskari bo’lsa, u holda a mod m - b mod m = 1 mod m ni
ko’rsating, ya’ni a mod m va b mod m chegirmalar sinflari ham m modul bo’yicha
o’zaro teskari bo’ladi.

49. m modul bo’yicha chegirmalar sinfi xalqasining teskarilanuvchi
elementlari gruppasi m modul bo’yicha o’zaro tub bo’lgan chegirmalar sinfining
multiplikativ gruppasi bilan ustma-ust tushishini ko’rsating.

50. m — tub sondan iborat bo’lganda m modul bo’yicha chegirmalar sinfining
xalgasi maydon tashkil gilishini ko’rsating.

51%*, Kanonik yoyilmasi 2 va 5 ni o’zida saqlamaydigan natural sonning 12-
darajasining birlik raqami 1 ga tengligini isbotlang.

52*, Eyler teoremasini quyidagi hollarda tekshiring: a) a=5,m=24; b) a
=2,m=33; ¢)a=3,m=18; d) a=3,m=24.

53*. Eyler va Ferma teoremalaridan foydalanib, quyidagi modullar bo’yicha
tagqoslamalr tuzing va har bir tagqoslamani qanoatlantiradigan a ning qiymatlarini va
chegirmalar sinfini yozing: a) 6; b) 5;¢) 8; d) 7.

54*, a) Agar (a,7) = 1 bo’lsa, u holda a'>— 1 ning 7 ga bo’linishini; b) Agar
(a, 65) = (b, 65) = 1 bo’lsa, u holda a'*— b'* ning 65 ga bo’linishini ko’rsating.

55. a = 0 (mod p) bo’lganda a”' + p —1 sonning murakkab ekanligini
ko’rsating.

-1
56%. Y "Y'+ 1=0 (mod p) tagqoslamani to’g’ri ekanligini isbot qiling.

p
57. (ial) = iai” (mod p) taqgqoslamani to’g’ri ekanligini isbot giling.
i=1

39



58. """ = 4 (mod p) tagqoslamani to’g’ri ekanligini isbot qiling..

59. Bo’linishning qoldiqlarini toping: a) 109°* ni 14 ga; b) 439*" ni 60 ga;
s) 293%™ ni 48 ga.

60. Bo’linishning qoldiglarini toping: :a) 3** + 7% ni 11 ga; b) 3'® + 5'% ni 7
ga;5) 2" + 3" ni 5 ga; d) 57 + 77 ni 12 ga.

61. 243** sonining oxirgi uchta raqamini toping.

62*. (a, m) = 1 bo’lganda a* = 1 (mod m) tagqoslamani ganoatlantiradigan x
ning eng kichik natural giymati ¢(m) sonning bo’luvchisidan iborat ekanligini
isbotlang.

63*. a>® =a (mod 1) ni isbotlang.

64%, x4+ X"V = 0 (mod p) tagqoslamani x ning p > 2 ga karrali qiymatlari
ganoatlantirishini ko’rsating.

65*. 2, 3 va 5 ga bo’linmaydigan m natural soni 11...1 ko’rinishdagi ¢@(m)-
xonali sonning bo’luvchisi ekanligini ko’rsating.

66. a) Agar (a, 561) = 1 bo’lsa, u holda @ = 1 (mod 561) ni isbotlang; b)
21993°1992 = 1 (mod 1093%) ni isbotlang.

67*%. Agar d’ =+ 1(mod p) bo’lsa, u holda ¢’ =+ 1(mod p*) ni isbotlang (r — tub
son).

68*. Agar p va g — 0’zaro teng bo’lmagan tub sonlar bo’Isa, u holda p?"' + ¢
= 1(mod pq) ni isbotlang.

69*. x ning ganday butun giymatida x" = x (mod 2730) taqqoslama to’g’ri
bo’ladi?

70%, Agar 3 a, =0 (mod 30) bo’lsa, uholda Y a* =0 (mod 30) ni ko’rsating.

71%*. Agar m > 1- toq son bo’lsa, u holda 2*""' soni m ga bo’linganida
m - [%} goldiq qolishini ko’rsating.

72%, Agar (a, 10) = 1 bo’lsa, u holda a'™"' = a (mod 1000), n € N ni
ko’rsating.

73%, 2" = 1 (mod 19-73) tagqoslamani to’g’ri ekanligini ko’rsating.

74*, Agar p; va pzpi'lhar xfl=tub sonlar bo’lsa, p; + p» = 1 (mod pip)
taqqoslamani to’g’ri ekanligini ko’rsating.

75%. Agar 2r + 1 (r # 3) — tub son bo’lsa, u holda 4r + 1 = 0 (mod 3) ni
ko’rsating. -

76%. Agar (a, m) = 1 va oy = o (mod ¢(m)) bo’lsa, u holda a=a ~(mod m) ni
isbotlang.

77%. a® + a® =0 (mod 7), m, n € N tagqoslama faqat a soni 7 ga karrali
bo’lganda o’rinli bo’lishini ko’rsating.

78%. Agar (n, 6) = 1 bo’lsa, u holda n* = 1 (mod 24).

79%. Quyidagi shartdan p tub sonni toping:

574120 (mod pP).
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80*. Agar uchta ketma-ket keladigan butun sonlardan o’rtadagisi biror butun
sonning kubidan iborat bo’lsa, bu sonlarning ko’paytmasi 504 ga bo’linishini
ko’rsating.

81%. Agar r> 3, r va2r+1 lar tub sonlar bo’lsa, u holda 4r+1 — murakkab son
ekanligini ko’rsating.

§ 3. Bir noma’lumli algebraik taqqoslamalar.
Birinchi darajali tagqoslamalar.

n-darajali bir noma’lumli taqqoslama deb quyidagi ko’rinishdagi tagqoslamaga
aytiladi:

a" + a X + ..+ ax + a, =0 (mod m),
bu yerda ay=0 (mod m), a; € Z, i = 0,n, n — manfiy bo’lmagan butun son.

Taqqoslamani yechish — uni qanoatlantiradigan x ning barcha qgiymatlarini
topish demakdir.

Agar berilgan taqqoslamani biror x = « gqiymat ganoatlantirsa, u holda bu
taqqoslamani @ bilan m modjul bo’yicha tagqoslanaidgan barcha sonlar ham
ganoatlantiradi: x = & (mod m), yoki, x = mk + &, ya’ni, m modul bo’yicha &
tegishli bo’lgan chegirmalar sinfining barcha chegirmalari ganoatlantiradi. Har bir
sinf bitta yechimni tashkil etadi. Demak, tagqgoslamani yechish — uni
ganoatlantiradigan chegirmalarning barcha sinflarini topishdan iborat.

Har bir sinfdan bittadan olingan chegirmalar to’la sistemani tashkil etganligi
uchun tagqoaslamani qanoatlantiradigan sonlar sinfini topish chegirmalarning to’la
sistemasidan ularga mos keladigan chegirmalarni topishdan iborat ekan. Odatda &
sifatida berilgan modul bo’yicha manfiy bo’lmagan eng kichik yoki absolyut qiymati
jihatidan eng kichik chegirmalar olinadi. Shunday qilib, to’la sistemaning nechta
chegirmasi berilgan tagqoslamani ganoatlantirsa, tagqoslama shuncha yechimga ega
bo’ladi.

Agar bir xil x noma’lumli va bir xil modulli ikkita taqqoslamani x
noma’lumninng bir xil giymatlari ganoatlantirsa, bunday taqqoslamalar teng kuchli
deyiladi.

Berilgan taqqoslamaga teng kuchli tagqoslamalar quyidagi almashtirishlar
natijasida hosil bo’ladi:

a) berilgan tagqoslamaning ikkala tomoniga ham bir xil sonni qo’shish nati-
jasida;

b) berilgan tagqoslamaning ixtiyoriy bir gismiga modulga karrali bo’lgan sonni
go’shish natijasida;

¢) berilgan taqqoslamaning ikkala tomonini modul bilan o’zaro tub bo’lgan
songa ko’paytirish (bo’lish) natijasida;

d) tagqoslamaning ikkala tomonini va modulini bir xil songa bo’lish natijasida.

1-Misol. Quyidagi tagqoslamalarni yeching:

a) x> -2x+6=0 (mod 11);
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b) x* + 2x° + 6 =0 (mod 8);

o) x'-xX—x* +5x-2=0 (mod 6).

Yechilishi. a) 11 modul bo’yicha absolyut qiymati jihatidan eng kichik
chegirmalarning to’la sistemasidan iborat

-5,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5
sonlarni bevosita tagqoslamaga qo’yib tekshirish natijasida 5 soni taqqoslamani
ganoatlantirishini hosil gilamiz. Yechimni x = 5 (mod 11) ko’rinishda yozamiz.

b) 8 modul bo’yicha chegirmalarning to’la sistemasi -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, 4 da
birorta ham chegirma taqqoslamani ganoatlantirmaydi, shuning uchun berilgan
tagqoslama yechimga ega emas.

¢) 6 modul bo’yicha chegirmalarning to’la sistemasi -2, -1, 0, 1, 2, 3 da faqat
ikkita son taqqoslamani qanoatlantiradi: -1 va 2. Berilgan taqqoslama ikkita
yechimga ega: x =-1 (mod 6) va x=2 (mod 6).

Modulning bo’luvchisi bo’yicha olingan tagqoslama berilgan modul bo’yicha
tagqoslamaning natijasidan iborat bo’ladi. m

2-Misol. x° - 5x + 6 = 0 (mod 9) taqqoslamani yeching.

Yechilishi. Modulning bo’luvchisi bo’yicha olingan taqqoslamani qaraymiz: x* -
5x + 6 = 0 (mod 3), bu yerdan X 4x =0 (mod 3) yoki x (x + 1) = 0 (mod 3),
ko’paytuvchilarning har birini alohida yechib x = 0, 2 (mod 3) ni hosil qgilamiz.
Yechimlarni chegirmalar sinfi orqali x = 3g; 3¢ + 2 shaklda yozamiz.

Endi x = 3¢ ni berilgan tagqoslamaga qo’yamiz:

9> — 15¢ + 6 = 0 (mod 9), bu yerdan 3g = 3 (mod 9), ya'ni. g =1 (mod 3) yoki
q =1+ 3¢. Bu yerdan x = 3 + 9¢ yoki x = 3 (mod 9) yechimni hosil gilamiz.

x = 3¢q + 2 da berilgan taqqoslama quyidagi ko’rinishda bo’ladi:

9> +12g + 4 — 15¢ — 10 + 6 = 0 (mod 9). Bu taqqoslamani soddalashtirishlardan
so'ng 3g = 0 (mod 9) yoki g = 0 (mod 3) ni hosil qilamiz. g = 3¢t bo’lganda
berildgan tagqoslamaning ikkinchi yechimi x = 9¢ + 2 yoki x = 2 (mod 9) ni hosil
qilamiz.

Shunday qilib, berilgan tagqoslama ikkita yechimga ega ekan: x =2; 3 (mod 9).
u

3-Misol. Teng kuchli tagqoslamaga o’tish bilan quyidagi tagqoslamani yeching:
13x =5 (mod 47).

Yechilishi. Tagqoslamaning o’ng tomoniga 47 ni qo’shamiz:

13x = 52 (mod 47). Endi tagqoslamaning ikkala tomonini 13 ga qisqartirib,
uning yechimini hosil qilamiz: x =4 (mod 47). m

Birinchi darajali taqqoslamaning umumiy ko’rinishi quyidagicha yoziladi:

ax =b (mod m).

Bu tagqoslamani yechishda quyidagi hollar bo’lishi mumkin:

a) Agar (a, m) =1 bo’lsa, u holda tagqoslama fagat yagona yechimga ega.

b) Agar (a, m) =d > 1 bo’lib, b ozod had d ga bo’linmasa, u holda tagqoslama
yechimga ega emas.

s) Agar (a, m) =d > 1bo’lib, b ozod had d ga bo’linsa, u holda tagqoslama d ta
yechimga ega bo’ladi va bu yechimlar quyidagi formulalar bilan topiladi:
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(k—=1m

X = a+ (mod m), k=1, 2, ..., d

bu yerda & - quyidagi tagqoslamaning yechimidan iborat:

D= k(mod ﬂ).
d d d

ax = b (mod m) tagqoslamani yechish usullarini faqat (a, m) = 1 bo’lganda qarab
chigamiz, uchinchi holda tagqoslama d ga qisqartirilgandan so’ng birinchi holga
keltiriladi.

Birinchi darajali tagqoslamalarni yechishda quyidagi uchta usul qo’llaniladi:

a) yechim m modul bo’yicha eng kichik manfiy bo’lmagan yoki absolyut
giymati jihatidan eng kichik chegirmalarning to’la sistemasidagi sonlarni bevosita
sinash usuli bilan topiladi.

b) Eyler usuli. Yechim quyidagi formula bilan topiladi:

x =ba®" (mod m),
bu yerda ¢m) —Eyler funksiyasi;

s) chekli uzluksiz kasrlar yordamida quyidagi formula bilan yechim topiladi:

x=(-1)"b P, (modm),

bu yerda P, — ™ kasrni uzluksiz kasrga yoyganda hosil bo’ladigan oxirgisidan bitta
a

oldingi munosib kasrning suratidan iborat.

Ba’zi hollarda taqqoslamalarning xossalariga asoslangan almashtirishlar orqali
berilgan tagqoslama oson yechiladi (3-misolga qarang).

4-Misol . Quyidagi tagqoslamani Eyler usuli bilan yeching:

Ox = 8 (mod 34).

Yechilishi. (9, 34) = 1 bo’lganligi uchun berilgan tagqoslama yagona yechimga

ega bo’ladi. ¢ (34) = 16 ni hisoblab quyidagilarga ega bo’lamiz:
x=89"=83"=8.3"=8.(2187)"=811°= 16 (mod 34). m
Misol 5. Tagqoslamani uzluksiz kasrlar orqali yeching:
285x = 177 (mod 924).

Yechilishi. (285, 924) = 3 va 177 = 59-3 bo’lganligi uchun berilgan tagqoslama
uchta yechimga ega.

Taggoslamaning ikkala tomonini va modulini 3 ga bo’lamiz:

95x =59 (mod 308).

308 308

o5 kasrni uzluksiz kasrga yoyamiz: o5 = (@3, 4,7, 1, 2). Munosib kasrlar
jadvalini tuzamiz:
qi 314 |7 1 2

P, 1 | 3|13 |94]107 | 308

Shunday qilib, P, = P, = 107, demalk,
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x=(-1)*107-59 (mod 308),
Bu yerdan natija taqqoslamaning yechimi x = 153 (mod 308) ni hosil gilamiz.
Berilgan tagqoslamaning yechimlari quyidagicha tasvirlanadi:
x=153;461; 769 (mod 924). m

Birinchi darajali tagqoslamalarni birinchi darajali ikki noma’lumli anigmas
tenglamalarni (diofant tenglamalari) yechishga tatbig’ini qarab chigamiz.
Quyidagi anigmas tenglama

ax+by=c; a b ce”Z

ni yechish talab qilinsin. Agar (a, ) = 1 bo’lsa, u holda berilgan tenglama butun
yechimlarga ega bo’lib, uning umumiy yechimi quyidagicha ifodalanadi:

X =x;+ bt,
y=y —at
yoki b manfiy bo’lganda quyidgicha ifodalash qulay:
X = x; - bt,
y=y;+at.

Bu formulalarda x; va y; lar x va y larning tenglamani qanoatlantiradigan qandaydir
giymatlaridan iborat va ¢ € Z.

Agar (a,b) =d>1 va c¢ sonid gabo’linmasa, u holda ax + by = ¢ tenglama
butun sondagi yechimlarga ega emas.

Birinchi darajali anigmas tenglamalar nazariyasidan noma’lumlarni Xxususiy
yechimlarini topishning bir necha usullari mavjud.

Tagqoslamalar yordamida bu xususiy yechim quyidagicha topiladi: ax + by = ¢
dan tagqoslamaning ma’nosi haqidagi teoremaga ko’ra ax = ¢ (mod b) bir
noma’lumli taqqoslamani hosil qilamiz, bu yerda b 0’z ishorasi bilan olinadi,
taqqoslamani ganoatlantiradigan x ning qiymati x; sifatida olinadi, y; ning gqiymati esa
bevosita berilgan tenglamaga x; ni qo’yib topiladi.

Misol 6. Quyidagi tenglamani butun sonlarda yechimlarini toping:

39x — 22y = 10.

Yechilishi. Tenglamadan quyidagi tagqoslama kelib chigadi:
39x = 10 (mod 22).

Bu taqqoslamadagi koeffisiyentlarni 22 modul bo’yicha eng kichik musbat
chegirmalariga keltirsak, 17x = 10 (mod 22) ni hosil gilamiz, bu yerdan x; = 20 ni
hosil gilamiz. Bu giymatni berilgan tenglamaga qo’yib, y; = 35 ni topamiz. Demak,
berilgan tenglamaning umumiy yechimi quyidagicha bo’ladi:

x =20+ 22t,

{ y=35+30r.

7-Misol. Tug’ilgan kunning 12 ga ko’paytmasi va oyning 31 ga
ko’paytmalarining yig’indisi 299 ekanligi ma’lum bo’lsa, tug’ilgan kunni toping.

Yechilishi. x — sana, y — oyning raqami bo’lsin. U holda quyidagi tenglamani
hosil gilamiz

12x + 31y =299.

Bu yerdan 12x = 299 (mod 31) yoki 12x = 20 (mod 31) tagqoslama kelib

chiqadi. Oxirgi taqqoslamani yechib, x; = 12 ni hosil qilamiz. Topilgan giymatni
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berilgan tenglamaga quyib, y; = 5 ni hosil gilamiz. Demak, tug’ilgan kun 12 - may
ekan. m

MAShQLAR

82. Manfiy bo’lmagan eng kichik chegirmalarni bevosita sinash usuli bilan
quyidagi tagqoslamalarni yeching:

a) 5x° = 15x+22=0 (mod 3); b)x*+2x+2=0@mod5); c¢)3x=1 (mod>5);,
d) 8x=3 (mod 14); e)x’-2=0(mod5); f)x*-2x+ 1=0 (mod 4);
) 27x* - 13x + 11=0 (mod 5).

83. Taqqoslamalarning xossalari yordamida dastlab soddalashtirib, so’ngra
absolyut giymati jihatidan eng kichik chegirmalarni bevosita sinash usuli bilan
quyidagi tagqoslamalarni yeching:

a) 12x=1 (mod7); b)8x=1 (mod5); c)3x=13 (mod 11); d)6x=3 (mod7);
e)6x+5=1(mod7); 1) 90x™ +46x" - 52x + 46 =0 (mod 15).

84. Quyidagi tagqoslamalarni yechimga ega emasligini ko’rsating:

a)2x-3=0(mod 6); b)x*-2x+3=0(mod4); c)x’ +x+4=0 (mod>5);
d)x* +2 =0 (mod 5); e) X’ —2x° + 13x - 1 =0 (mod 4).

85. Noma’lumning ixtiyoriy butun qiymatlari quyidagi taqqoslamalarni
ganoatlantirishini ko’rsating:

a) x> - x + 6 =0 (mod 2); b) x(x*= 1) = 0 (mod 6);

c)xt+2x° - x* - 2x=0 (mod 4); d)x" -x =0 (mod r).

86. Tagqoslamaning xossalaridan foydaldanib, almashtirishlar orqali quyidagi
taqqoslamalarni yeching:

a) 2x =7 (mod 15); b) 5x =2 (mod 8); c) 7x=2 (mod 13);
d) 3x =23 (mod 37); ye) 27x = 14 (mod 25); 1) 13x =10 (mod 11);
g) Sx =3 (mod 11); h) 7x =5 (mod 24).

87. x ning qanday butun giymatlarida 5x° + x + 4 kvadrat uchhad 10 ga
bo’linadi?

88. x°-4x + 3 =0 (mod 6) taqqoslamani x* — 4x + 3 = 0 (mod 2) zaruriy
shartdan foydalanib yeching.

89. x”*Y = 1 (mod 30) tagqoslamani yeching.

90. x*™ = 1 (mod m) taqqoslama nechta yechimga ega?

91*, Agar (n, m) = 1 bo’lsa, u holda n-darajali x" + ax"" + ... + a, =0 (mod m)
tagqoslamani yangi y o’zgaruvchini kiritish bilan (n-1) darajali hadi qatnashmaydigan
Y '+ b,y + ...+ b,=0 (mod m) taggoslamaga keltirish mumkinligini ko’rsating.

92+#, Oldingi masaladan foydalanib, x> + 5x* + 6x — 8 = 0 (mod 13)
taqqoslamani uch hadli y’ + ry + ¢ = 0 (mod 13) tagqoslamaga keltiring.

93. Eyler usuli bilan quyidagi tagqoslamalarni yeching:

a) Sx =7 (mod 10); b) 3x =8 (mod 13); c)7x=5 (mod 17);

d) 13x =3 (mod 19); e) 27x =7 (mod 58).

94. Uzluksiz kasrlar usuli bilan quyidagi tagqoslamalarni yeching:
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a) 7x =4 (mod 19); b) 143x =41 (mod 221); ¢) 13x =178 (mod 153);
d) 67x =64 (mod 183); y)89x =86 (mod 241); f)213x =137 (mod 516);
g) 111x =81 (mod 447); h) 186x =374 (mod 422); 1) 129x =321 (mod 471).
95. Qulay usul bilan quyidagi tagqoslamalarni yeching:

a) 12x=9 (mod 18); &) -53x = 84 (mod 219);
b) 20x = 10 (mod 25); £) 90x + 18 = 0 (mod 138);
¢) -50x = 67 (mod 177); g) 78x =42 (mod 51).

d) -73x =60 (mod 311);

Javoblarni berilgan tagqoslamaga qo’yish bilan tekshirib ko’ring.

96*. Birinchi darajali 21 modul bo’yicha quyidagi tagqoslamalarni tuzing: a)
fagat yagona yechimga ega bo’lgan; b) 3 va 7 ta yechimga ega bo’lgan; c¢) 2, 10,
15 ta yechimga ega bo’lgan.

97. Tug’ilgan kunning 12 ga ko’paytmasi va oyning 31 ga ko’paytmalarining
yig’indisi 198 bo’lsa, tug’ilgan kunni toping.

98*. 523 sonning chap tomonidan shunday uch xonali sonni yozingki, hosil
bo’lgan olti xonali son 7, 8 va 9 ga bo’linsin.

99. 629 sonning o’ng tomonidan shunday uch xonali sonni yozingki, hosil
bo’lgan olti xonali son 5, 8 va 11 ga bo’linsin.

100. 723 sonning o’ng tomonidan shunday ikki xonali sonni yozingki, hosil
bo’lgan 5 xonali sonni 31 ga bo’lganda 7 qoldiq golsin.

101. Quyidagi tenglamalarni butun sonlarda yeching:

a) 3x+4y=13; g) 53x+ 17y =25;
b) 8x— 13y =63; h) 47x - 105y = 4;
c) 43x+ 37y =21; 1) 18x-33y=112;
d) 45x—-37y =125; ) 1lx+ 16y = 156;
e) 81x—48y=33; k) 12x - 37y =-3;
f) 26x+3y=13; ) 23x+ 15y =19.

102. Don tashish uchun 60 kg va 80 kg lik qoplar bor. 440 kg donni tashish
uchun shu xaltalardan nechtadan kerak bo’ladi?

103. 14900 so’mga 300 so’mlik va 500 so’mlik chiptalardan nechtadan sotib
olsa bo’ladi?

104. ax + by = c to’g’ri chizigning abssissalari a; va a, ga teng bo’lgan kesma-
sida nechta butun son mavjudligini toping:

a) 8x— 13y + 6 =0; a; = - 100; a,=150;

b) 7x + 29y = 584; a; = -20, a, = 160;

¢) 90x — 74y = 50; a, = -100, a, = 200.

105%*. a va b ning qanday natural qiymatlarida ax — by = 31 tenglama x =5, y =9
yechimga ega?

106*. Uchlari A(x;, y;, V(x, y2) butun nuqtalarda bo’lgan kesmaning ichki
butun nuqtalari soni d — 1 ga tengligini ko’rsating, bu reda d = (y; — y,, x; — x2).

107. Uchlari A (2, 1), B(20, 7), C(8, 15) nuqtalarda bo’lgan uchburchak ning
tomonlari nechta butun nuqtalardan o’tadi?
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108. x ganday butun giymatlarida quyidagi funksiyalar butun giymatlarni qabul
qiladi:
Tx—1
a) fix)==—; b) Flx)=
109*, Fabrikaga 18 ta vagonda 500 tonna paxta olib kelishdi. Vagonlarda 15,
20 va 30 tonnadan paxta bo’lgan. 15, 20 va 30 tonnalik vagonlardan nechtadan
bo’lgan?

9x—1 9

§ 4. Birinchi darajali tagqoslamalar sistemalari

Bir noma’lumli har xil modulii birinchi darajali tagqoslamalr sistemasining
umumiy ko’rinishi quyidagidan iborat:
a,x=b, (mod ml)
a,x=Db, (mod mz)

(1)

a,x=b, (mod mn)

Bu sistema yechimini topishning umumiy usuli quyidagicha: dastlab
sistemaning birinchi tagqoslamasining x = & (mod m;) yechimi topiladi, bu yerda « -
mymodul bo’yicha manfiy bo’lmagan eng kichik yoki absolyut giymati jihatidan eng
kichik chegirmadan iborat, bu yechimni sonlar sinfi shaklida yozib olinadi:

x=mt+a. (2)
(Agar birinchi tagqoslama yechimga ega bo’lmasa, berilgan sistema ham yechimga
ega bo’lmaydi).

So’ngra x ning (2) dagi qiymati sistemaning ikkinchi taqqoslamasiga qo’yilib,

a,(mt +a)=b,(mod m,) 3)
tagqoslama hosil gilinadi . (3) tagqoslamadan ¢ ning sonlar sinfi shaklidagi
t=myt; + ﬁ

ko’rinishi topilib, u (2) tenglikka qo’yiladi va x ning yangi qiymati hisoblanadi. (Agar
(3) tagqoslama yechimga ega bo’lmasa, berilgan sistema ham yechimga ega
bo’lmaydi).

Natijada x ning sonlar sinfi shaklida yozilgan va berilgan sistemaning dastlabki
ikkita tagqoslamasini qanoatlantiradigan qiymati hosil bo’ladi. x ning topilgan
giymati uchinchi taqoslamaga qo’yilib, hosil bo’lgan tagqqoslama #; ga nisbatan
yechiladi va #; ning sonlar sinfi shaklida yozilgan qiymati x ning ifodasiga qo’yladi,
so’ngra x ning bu qiymati to’rtinchi tagqoslamag qo’yiladi va shu taxlitda
sistemaning oxirgi taqqoslamasigacha yechiladi. x ning oxirgi giymati berilgan
sistemaning yechimidan iborat bo’ladl.

Berilgan sistemani yechishda dastavval har bir taqqoslamani alohida yechib,
sistema quyidagi ko’rinishga keltirib olinadi:

xX=q (mod ml)
X=a, (mod mz)

4)
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So’ngra yuqoridagi usul qo’llaniladi.

Agar (1) sistemaning a;x =b; (mod m;) (i = 1, n) taqqoslamalari uchun (a;, m;) =
d; va d;lb; bo’lsa, u holda har bir i-nchi tagqoslamaning hadlarini va modulini d; ga
qisqartirib, (1) sistemaga teng kuchli bo’lgan quyidagi sistema hosil gilinadi:

&xzb—z(modﬂ]
d,” d, dy ). (%)

Bu sistemaning tagqoslamalirini x ga nisbatan yechib, (5) sistemaning yechimini
quyidagi sistemaning yechimiga keltirish mumkin:

xX= al(mod ﬂj
d

1

x=a, (mod d—j] ©6)

xX=a, (mod i j
dﬂ

Agar (4) sistemada m;, my,..., m, modullar juft-jufti bilan o’zaro tub bo’lsa, i
#j da (m;, m;) = 1 bo’lsa, u holda uning yechimini quyidagi formula bilan ham topish
mumkin

M M M
Xog=— 00 +—Y,0 +et—,C,, (7)
1 2 m,
buyerda M = [m;, m,,..., m,] va y;, y2,..., y, lar
M

—; =1(mod mi), i=ln
taqqoslamalarning yechimlaridan iborat. Sistemaning yechimi
X =xy (mod M) taqqoslamadan iborat bo’ladi.
m, - m,
4, d,""d,
sistemani ham yechish mumkin.
Misol 1. Quyidagi tagqoslamalr sistemasini yeching:
x =13(mod 16)
X= 3(m0d 10)
X= 9(m0d 14)
Yechilishi. Birinchi tagqoslamadan:
x=16¢+13.

ni hosil gilamiz. x ning bu giymatini ikkinchi tagqoslamag qo’yamiz:
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16t + 13 =3 (mod 10), yoki 16¢+ 10 =0 (mod 10),
Bu yerdan 8¢ =0 (mod 5), yoki 16f=0 (mod 5) ni hosil gilamiz.
Demak, r = 51,.
t=5tni x=16t+ 13 ifodaga qo’yamiz:
x=16-5t; + 13 =80¢ + 13.
x ning topilgan giymatini uchinchi tagqoslamag qo’yamiz:

80t + 13 =9 (mod 14), yoki 80t; =-4 (mod 14), bu yerdan

80t; = 10 (mod 14), yoki 40t, =5 (mod 7), yoki

8ty =1 (mod7), buyerdan t, =1 (mod7), ya’ni, t; =7t + 1.
t1 =Tt + 1 n1 x=380¢ + 13 ifodaga qo’yib,

x =280 (70, + 1) + 13 = 5601, + 93
ni hosil qilamiz. Shunday qilib, x =93 (mod 560). =

Tekshirish: 93 — 13 ayirma 16 ga bo’linadi; 93 — 13 ayirma 10 ga bo’linadi; 93
— 9 ayirma 14 ga bo’linadi.

Eslatma. 16t = 0 (mod 10) tagqoslamani yechishda biz 8¢ = 0 (mod 5)
taqqoslamani hosil qildik, uning yechimi r+ = 0 (mod 5), yoki t = 5t; berilgan
tagqoslamaning x = 80¢; + 13 yechimiga olib keldi. Ammo 16 = 0 (mod 10)
taqqoslamaning ikkinchi ¢t = 5 (mod 10), yoki t = 10¢; + 5 yechimi ham mavjud
(chunki, d = (16, 10) = 2). Bu yechimni x = 16¢ + 13 ifodaga qo’yib, x = 16(10¢, + 5)
+13 = 160t + 93 yechimni hosil gilamiz. Lekin 93 = 13 (mod 80) bo’lganligi uchun,
ya’ni 93 va 13 sonlari 80 modul bo’yicha bir sinfga tegishli bo’lganligi uchun x ning
bu giymatiga mos bo’lgan yechim qaralmaydi.

Bu eslatmadan (1-misol) agar sistemaning biror taqqoslamasi yoki #; ga nisbatan
biror taqqoslama m modul bo’yicha d ta yechimga ega bo’lsa, u holda sistemani
yechimini topish uchun d ta yechimga ega bo’lgan tagqoslama yechimini unga teng
kuchli bo’lgan m/d modul bo’yicha tagqoslama yechimi bilan almashtirish yetarlidir.

Misol 2. Tagqoslamalar sistemasini yeching:

7x =3(mod 11)
15x = S(mod 35)
3x=2 (mod 5)
Yechilishi. Sistemaning har bir tagqoslamasini alohida yechib, bu sistemaga teng
kuchli bo’lgan quyidagit sistemani hosil qilamiz:
x =2(mod 11)
x=5 (mod 7)
X= 4(m0d 5)
Bu sistemaning modullari juf-jufti bilan o’zaro tub sonlardan iborat bo’lganligi

uchun uning yechimini (7) formula bilan topish mumkin.
M=111,7,5] =385,

sonlarni topib, quyidagi tagqoslamalarni tuzamiz:
35u; =1 (mod 11), 55u, =1 (mod 7), 77usz =1 (mod 5),
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bu yerdan u; =6, u, =- 1, u; = 3 larni hosil gilamiz.
Endi (7) formuladan quyidagini hosil qilamiz:
Xo=35:62+ 55 (-1) -5+ 77-3-4 = 1069 =299 (mod 385).

Shunday qilib, x =299 (mod 385). =

Misol 3. Tagqoslamalar sistemasini yeching:

Sx=7 (mod 9)
4x=3 (mod 7)
3x=8 (mod 12)

Yechilishi. Berilgan sistemaning uchinchi tagqoslamasida (3, 12) = 3, ammo 8
soni 3 ga bo’linmaydi, shuning uchun bu tagqoslama ham berilgan sistema ham
yechimga ega emas.

Misol 4. Tagqoslamalar sistemasini yeching:

x=2 (mod 3)
X= 3(m0d 2)
x=-1 (mod 6)

Yechilishi. Sistemaning dastlabki ikkita taqqoslamasi x = -1 (mod 3) va x = -1
(mod 2) tagqoslamalarga teng kuchli, shuning uchun ularni uchinchi tagqoslamaning
natijasi bo’lganligi uchun tashlab yuborilsa bo’ladi. Shunday qilib, sistema uchinchi
tagqoslamasining yechimi sistemaning ham yechimi bo’ladi, ya’ni. x =-1 =135 (mod
6).m

Misol 5.2, 3, 4, 5, 6 va7 sonlariga bo’linganida mos ravishda 1, 2, 3, 4, 5
va 0 qoldiq hosil bo’ladigan sonni toping.

Yechilishi. Masala yuidagi tagqoslamalr sistemasiga keltiriladi:

x=1(mod 2)

x =1 (mod 2) yoki x = 3 (mod 2) tagqoslama x = 3 (mod 4) tagqoslamaning natijasi
sifatida tashlab yuborilishi mumkin. Xuddi shunday x = 2 (mod 3) taqqoslama ham
olinmaydi.
Shunday qilib, quyidagi sistemani hosil qilamiz:
x=3 (mod 4)
x =4(mod 5)
x = 5(mod 6)
x=0 (mod 7)
Bu sistemani yechib, x =119 (mod 420) ni hosil gilamaiz. m
Misol 6. Quyidagi taqqoslama yechimga ega bo’ladigan a ning qiymatlarini
toping:
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5(mod 18)
8(mod 21)
=a (mod 35)
Yechilishi. Birinchi taqqoslamadan
x=18t+5

ni hosil gqilamiz. x ning bu qiymatini ikkinchi tagoslamaga qo’yib, ¢ ning qiymatini
topamiz:

18t + 5 =8 (mod 21), yoki 18t =3 (mod 21), yoki 6t =1 (mod 7), t=6 (mod 7).
t=-1 (mod 7) ni olish qulayroq, bu yerdan ¢ = 7¢; — 1. Bu qiymatni x ning ifodasiga
qo’yib,

X
X
X

x=16 (7, -1)=5=126¢ - 13.
x ning hosil qilingan giymatini sistemaning uchinchi taqqoslamaga qo’yamiz:
126t, — 13 = a (mod 35), t.ye. 21t; = a = 13 (mod 35).
(21, 35) =7 bo’lganligi uchun oxirgi taqqoslama yechimga ega bo’lishi uchun a + 13
=0 (mod 7) tagqoslama yechimga ega bo’lishi kerak, bu yerdan a =1 (mod 7).
Shunday qilib, berilgan sistema a =1 (mod 7) bo’lganda yechimga ega. m
Misol 7. O’nlik sanoq sistemasida berilgan 4x87u6 soni 56 ga bo’linadi. Shu
sonni toping.
Yechilishi. Masala shartidan quyidagi taqqoslamalarni tuzamiz:
4x87y6 = 0(mod 8)
4x87y6 = 0(mod 7)}
Birinchi tagqoslamadan 7y6 ning 8 ga bo’linishi va 8 ga bo’linish alomatiga asosan y
= 3 va y =7 giymatlarni hosil gilamiz.
Bu giymatlarni ikkinchi tagqoslamag qo’yib,:
4x8736 =0 (mod 7),
4x8776 =0 (mod 7)
tagqoslamalarni hosil gilamiz. Bu tagqoslamalrni quyidagi ko’rinishda tasvirlab
olamiz
400000 + 10000x + 8736 =0 (mod 7), 4x=1 (mod7),
yoki
400000 + 10000x + 8776 =0 (mod 7), 4x =3 (mod 7).

Birinchi tagqoslama x = 2 (mod 7), yoki x = 7t+2 yechimga ega. Bu yerdan =0
da x;=2 va =1 da x,=9 ni hosil gilamiz. ¢ ning boshqa qiymatlariga mo keluvchi x
ning qiymatlari yaramaydi.

Ikkinchi taqqoslama x = 6 (mod 7) yoki x = 7t + 6 yechimga ega. Bundan
yagona giymat x; = 6 ni hosil gilamiz. x ning hosil qilingan qiymatlarini berilgan
sonning ifodasiga qo’yib, 428736, 498736, 468776 sonlarni hosil gilamiz. =

Misol 8. Quydagi tagqoslamani o’zaro tub modullar bo’yicha tagqoslamalar
sistemasiga keltirib yeching:

X +2x+3=0 (mod 15) .
Yechilishi. Berilgan tagqoslama quyidagi sistemaga teng kuchli:
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x> +2x+3=0(mod 5)}
X +2x+3= O(mod 3).

Bu sistemaningn ikkinchi tagqoslamasi (x — 1)x(x + 1) = 0 (mod 3) tagqoslamaga
teng kuchli va u x ning barcha butun giymatlari uchun o’rinli. Demak berilgan
taqqoslama quyidagi tagqoslamaga teng kuchli bo’ladi

X +2x+3=0(mod5),
bu yerdan x = 2; 4 (mod 5) ni hosil qilamiz.

Berilgan 15 modul bo’yicha quyidagi yechimlarni hosil gilamiz:
x=2;7;,12;4;9; 14 (mod 15). m

Misol 9. Quyidagi chiziq gaysi butun nuqtalardan o’tadi:

15u=2x - 5> + dx + 11, buyerda—2<x<8?

Yechilishi. ~ Chiziq tenglamasidan 2x° — 5x* + 4x + 11 = 0 (mod 15)

taqqoslamaga ega bo’lamiz. Bu tagqoslama esa quyidagi sistemaga teng kuchli
2% —5x* +4x + 11 =0 (mod 5)
2’ = 5% + 4x + 11 =0 (mod 3).

Birinchi taqqoslama x = 2; 4 (mod 5) yechimlarga, ikkinchisi esa
x =1; 2 (mod 3) yechimlarga ega.

Endi

x=2modS) (x=2(mod5) (x=4(mod)H) x=4 (mod 5).
{le (mod3) | x=2(mod3) |x=1 (mod?3) x=2 (mod3),
taqqoslamalarni yechib, x =7; 2; 4; 14 (mod 15) yechimlarni topamiz.

Shartda ko’rsatilgan oraligqa x ning quyidagi qiymatlari tushadi: x =7; 2; 4; - 1.
u ning mos qiymatlari chizigningn berilgan tenglamasidang topiladi. m

Misol 10. Tagqoslamalar sistemasini yeching:

u=15
(mod 12),

Tx-3u=1
Yechilishi. Birinchi tagqoslamaning ikkala tomonini va modulini 3 ga
qisqartirib, 3u =5 (mod 4), yoki 3u=9 (mod 4), yoki u =3 (mod 4) ni hosil gilamiz.
12 modul bo’yicha u = 3; 7; 11 (mod 12) yechimlar kelib chigadi.
Bu yerdan quyidagi uchta sistemani hosil gilamiz:
Tx=1+3u Tx=1+3u Tx=1+3u
(mod 12), (mod 12), (mod 12)
u=3 u="T u=11

Bu sistemalarni soddalashtirib,

x=10 x=10 x=10
(mod 12), (mod 12), (mod 12)
u=3 u="7 u=1I1.

yechimlarni hosil gilamiz. m
Misol 11. Tagqoslamalar sistemasin yeching:

xX+2u=3
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(mod 5).
dx+u=2
Yechilishi. lkkinchi taqqoslamani 2 ga ko’paytirib, hosil bo’lgan
tagqoslamadan birinchi tagqoslamani hadma-had ayiramiz: 7x = 1 (mod 5), bu yerdan
x = 3 (mod 5) ni hosil qilamiz. Birinchi taqqoslamani ikkala tomonini 4 ga
ko’paytirib, hosil qilingan tagqoslamadan ikkinchisini ayiramiz: u = 0 (mod 5).

Tekshirish:
x=3
{ (mod 5)
u=2
sistema berilgan sistemaning yechimidan iborat ekanligini ko’rsatadi. m
MAShQLAR
110. Quyidagi tagqoslamalar sistemalarini yeching:

a) x=4 (mod)5) b) x=1 (mod?25) )
x=1 (mod 12) ¢ ; x=2(mod4) |
x=7 (mod 14) x=3 (mod7)

x=4 (mod9) )

¢c) 2x=7(mod13) d) 4x=7 (mod 13) )

S5x=8 (mod 17) x=2 (mod 17) \
3x=7 (mod 31) | ; Sx=3 (mod9) | ;

14x = 35 (mod 19) 8x=4 (mod 14) )

e) 3x=7 (mod10)) f) 4x=1(mod9) )

2x=5 (mod 15) ¢ ; S5x=3(modT) ;;
Tx=5 (mod 12) ) 4x =5 (mod 12))
g) 5x=1 (mod 12)) h) 3x=1 (mod 10))
Sx=2(mod8) 4x=3 (modS) ;
Tx=3 (mod 11) 2x=7 (mod9) )
1) 3x=5@modT) ) 7)) 5x=200 (mod 251)
2x=3 (mod 5) r; 11x =192 (mod 401)
3x=3 (mod9) | 3x =-15 (mod 907)

111. 2, 3, 4 ga bo’linganida 1 qoldiq qoladigan va 5 ga goldigsiz bo’linadigan
barcha natural sonlarni toping.

112. 4, 5, 7 ga bo’linganida mos ravishda 3, 4, 5 qoldiq qoladigan 200 va 500
sonlari orasidagi barcha butun sonlarni toping.

113*. Abssissalar o’qiga perpendikulyar bo’lgan bitta chiziqda yotadigan 4x —
Tu=9, 2x+9u=15va 5x—13u =12 to’g’r1 chiziglarning butun nuqtalarini toping.
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114. Quyidagi tagqoslamalar sistemalarini yeching:
a) x=a (mod 6) b) x=2 (mod6)
x=1(mod8) J; x=a (mod 8)

x=8 (mod 21) x=b (mod5)
x=a (mod 35) x=c (mod 3)
115. Quyidagi sistemalar yechimga ega bo’ladigan a ning barcha giymatlarini
toping:
a) x=a (mod 6) b) x=3(mod 11) c) 2x=a (mod 4)

) XES(mOdIS)} d) x=a(modT) }

x=1@mod10) | ; x=11(mod?20) |; 3x=4 (mod 10)
x=2 (mod?21) x=1 (mod 15)
x=3(mod 11) x=a (mod 18)

116*. O’nlik sanoq sistemasida xuz138 ko’rinishda yozilgan N soni 7 ga
bo’linadi, 138xuz soni esa 13 ga bo’linganida 6 qoldiq qoladi va x1u3z8 sonini 11ga
bo’linganida 5 qoldiq qoladi. N sonini toping.

117*. 13xu45z sonini 792 ga bo’linishini bilgan holda x, u, z larni toping.

118*. Shunday uch xonali sonlarni topingki, ularni har birining 0’ng tomoniga
shu sondan keyin keladigan sonni yozsak aniq kvadrat hosil bo’lsin.

119*. Noma’lum sonni 7 ga bo’lsak, 3 qoldiq hosil bo’ladi, shu noma’lumning
kvadratini 7° ga bo’lsak 44 qoldiq hosil bo’ladi; uning kubini 7° ga bo’lsak 111
goldiq hosil bo’ladi. Noma’lum sonni toping.

120. Quydagi tagqoslamalarni o’zaro tub modullar bo’yicha tagqoslamalar
sistemasiga keltirib yeching:

a) 13x=32 (mod 28); b) 245x =405 (mod 475); c¢) 78x =49 (mod 77);

d) 56x =81 (mod 45); ye) x* =- 1 (mod 20); g) x* =- 1 (mod 85).

121. Quyidagi chiziq qaysi butun nuqtalardan o’tadi:

14y =3x —4x* + 11x+4, buyerda -7< x<7?
122. Quyidagi tagqoslamalar sistemalarini yeching:

a) x+3u=5 b) x=2
(mod7) ; (mod4) ;
4x=5 x—2u=1
c) u=15 3x-Su=1
{ (mod 12) ; (mod 12) ;

3x -Tu=1 {
e) | x+2u=0 ) | 3x +4u=29

(mod 5) ; (mod 143) ;
3x+2u=2 2x—-9u=-84

x+2u=4 h)
(mod 5) ;

g)
(mod 6) .



3x+ u=2 2x+2u=0

123. Quyidagi tenglamalar sistemasini butun sonlarda yeching:

a) x+2y+5z=1 b) x—y—3z:1jr
3x+y +5z=3 x+y-2z=1.J
124.
3x—u+1 2x+3u—1
- va — ifodalar butun son bo’ladigan.
7 7

X va u ninng butun giymatlarini toping,
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JAVOBLAR va KO’RSATMALAR
I-BOB
BUTUN SONLAR XALQASIDA BO’LINISH NAZARIYASI

1-§

l.a)g=7;8 va r=2;6; b)q=38;9 va r=2;6.

2. a) Yechish: 2n+1)* = 4n (n+1) + 1, bu yerdan (n + 1) 2 ga bo’linadi;

b) Yechish: n”* + (n+1)>=2n (n+ 1) + 1, bu yerda n (n + 1) 2 ga bo’linadi.
3. Ko’rsatma. 15 =72 + 1. Agar 15" =7¢+1, u holda 15"*'=5"- 15 =70 + 1.

. . +
4. Yechish. Masala sharti bo’yicha, mnrpq t — butun son.
m-—p

mq+np _mq+np mn+pq _qlm=p)=nlm-p) —gn

m-—p m-—p m-—p m-—p

+ o

Bundan 24P _ q —n+t— butun son. Demak, mq + np m — p ga bo’linadi.

m-—p

S. Yechish. Masala sharti bo’yicha, ad — bc = nt va a — b = nt;. Ikkinchi teng-
likni d ga ko’paytirib, birinchisidan ayiramiz:

b(c-d) =n (dt; - t). Bundan b va n ga qo’yilgan shartlarlarga asosan s—d ni n ga
bo’linishi kelib chiqgadi.

6. c) Yechish. m’ —m=(m-1)mm+1) (m* + )= (m- 1) m (m+ 1). [(m” - 4)
+5]l=m-2)(m-1)mm+1)(m+2)+5@m-1)(m+ 1). Qo’shiluvchilarning har
biri 30 ga bo’linadi, chunki k ta ketma-ket sonlar ko’paytmasi k! ga bo’linadi (bu
CF = nn—-1)n-2)..(n—k+1)

" 1.2.3....k
yig’indi ham 30 ga bo’linadi, demak m’ — m 30 ga bo’linadi.

7. Yechish. 10x + 5 — izlanayotgan sonl bo’lsin. 5 raqamni chap tomondan bi-
rinchi o’ringa qo’yib 5 - 10° + x hosil qilamiz . Berilgan shartlarga ko’ra 5-10° + x
=4 (10x + 5) tenglamaga kelamiz. Bundan
x = 112820 kelib chigadi.

8. Yechish. Masala shartini quyidagicha yozib olamiz: n(n + 1) 2n + 1) =n (n
+ D [n-1D)+m+2)]=m-1)n(n+1)+n(n+1)(n+2). Har bir qo’shiluvchi 6 ga
bo’linishidan (6 masala yechimidan) yig’indini 6 ga bo’linishi kelib chiqadi.

2 2
9. Yechish. (2m +1) ~(2n+1) = 4(m +n+1m—n) 1 hosil bo’lgan kasrni
Cm+1)7 +2n+1) 2[2(m2 +n’+m+ n)J
fagat 2 ga qisqartirish mumkin.
10. Yechish. N* =1000x+100(y +1)+10x+ y =101(10x + y)+100.
(N +10)(N —10)

101

- butun son bo’lishidan kelib chiqgadi). Bundan

Bundan 10x+y= ,N=91, N* =818l.
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11. Yechish. (n-2)"+(n- 1 +n°+(m+ 1)+ (n+2)°=5 (n° + 2) to’la kvad-
rat bo’lishi uchun n”>+ 25 ga karrali bo’lishi kerak yoki »® ning oxirgi ragami 8
yoki 3 bo’lishi kerak, bu mumkin emas.

12. Yechish. Har ganday butun sonni quyidagilardan birortasi shaklida yozish
mumkin: 9k, 9k £ 1, 9k =2, 9k £ 3, 9k = 4. Bu sonlar kvadratlari:
(9k)* = 9(9K%); (9k £ 1)°=9 (9K £ 2k) + 1; (9k £ 2)° = 9(9K* £ 4k) + 4;
(9% +3)*=9 (9* + 6k + 1); (9k = 4)*= 9 (9k* + 8k + 1) + 7. Natijada butun son kvad-
rati 9 gabo’lganda qoldiq faqat O, 1,4, 7 bo’lishi mumkinligi kelib chigadi.

13. Yechish.
1 10°-1 10°-1 10" —1

+ + +..+ =
9 9 9

Sn=7(1+11+111+...+111...l)=7(10_
H,_J 9

n taragam
7
=—10"" - 9n-10).
81( )

14. Yechish.
10" —1 10" —1

10™ +5-10- +6=

111...1555...56 =
—_—

ntaragam ntaragam

n+l 2 n+l_ 2 ’
107 +2) (107 =1 1) _l333 3411
3 3 wtaragam

15. Yechish.mn (m’ —n’)=n(m’ -m)—m (n’ - n) 30 ga karrali
(1 misolga ko’ra).

16. Yechish. y* = 3x" + 2 tenglama butun sonlarda yechimga ega emas. Hagqji-
gatdan ham, ¥ ni y=3n yoki y=3nt 1 shakllardan birortasi ko’rinishida ifodalash
mumkin va bundan y* ni 3 ga bo’lganda qoldiq fagat O yoki 1 bo’ladi masala shar-
tiga ko’ra qoldiq 2 bo’lishi kerak.

17. Yechish. Matematik induksiya usulini qo’llaymiz: aaa son 3 ga bo’linadi,

chunki a + a + a = 3a; Agar aa...a son 3" gabo’linsa, u holda
H,—J

3Wl
3" 3"
aa..a=aa..a ada..a ad...a=ad...a-\10 +aa...a-10° +aa...a=
3n+1 3h 3h 3h 3h 3h 3h

=aa...a-100...0100...01
ga bo’linadi.

3n+l

2-§

18. a) 21, b) 13; ¢) 119; d) 3; e) 23.

19. a) 2520; b) 138600; ¢) 99671; d) 881200.

20. Yechish. (a, b, c) =d bo’lsin,uholda a=cq+r, b=cq, +r dandlr va
dlr; kelib chiqadi. d = (c, r, r) ni isbotlaymiz. (c, r, r;) =D bo’lsin.a = cq + r va
b = cq, + r, tengsizliklardan D | a, D | b va shart bo’yicha Dlc. Bundan D = (a, b, c)
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va demak, D =d. n tason uchun (ay, a,,...,a,) = (a,, r,r2.,r,.1) ni olamiz, bu
yerda ry, ra,...,F, — Ay, da,..., a4, sonlarni a, ga bo’lgandagi qoldiq.

21.a)23; b)7; c)21.

22.a) 3776; b) 1116; c) 67818; d) 5382; e) 6409.

23. a) Yechish. (d,m) = (d, [dx, dy]) =d(1, [x, y]) = d. Agar
d=(ay, ay,...,a,) va m=|ay, ay,...,a,] deb olsak, natija o’zgarmaydi;

b) Yechish. Agar p—a + b va a -b sonlarning umumiy bo’luvchichi bo’lsa,
u holda a yoki b sonlardan birortasi p ga bo’linishi kerak. a + b ni p ga
bo’linishidan p son a va b larni umumiy bo’luvchisi ekanligi kelib chigadi. Bu
masala shartiga zid, chunki (a, b) =1;

c¢) Yechish. (a, b)=d va a=dx, b=dy bo’lsin, bunda (x, y) = 1. Bu holda
(a+b,m)=(d(x+y),dxy)=dx+y, xy) =d. Demak,
(a+b, [a,b]) = (a, b).

24. Yechish. x va y — izlanayotgan sonlar bo’lsin va (x, y) =d, bundan x =
dm va y=dn va (m, n)=1. Shartgako’ra, x+y =d(m+n) =

= 667 = 23-29. Shart bo’yicha Ex’ 4 1 =120, bundan [x,y]=120-(x, y)=120 d, boshqa
X,y

tomondan [, y]= % = % =120d, yoki xy=120d>. Bulardan

x+y=23-29 _ o
sistemani hosil qilamiz. d (m + n) =23 - 29 dan d =23 va d =29

xy =120d*

(d=1yokid=23"-29 - o’rinli bo’lmaydi) bo’lishi mumkin. d = 23 bo’lganda, x =
552, y=115.d =29 da x =435,y =232.
25. Yechish. x va y — noma’lum sonlar va (x,y) = d bo’lsin. U holda

gzm, %zn, bunda (m,n)=1. Shart bo’yicha m + n = 18,
[x,y]:%: - =mnd =975=3-5"-13.
m+n=18 : : o : .
Bundan ni  hosil qilamiz va uning yechimi
mnd =3-5"-13

m=5,n=13,d =15 bo’ladi. Demak, x =75, y=195.

26. Yechish. Shart bo’yicha, a = 899, b =493. Yevklid algoritmiga ko’ra: a =
b-1 + 406, b =406-1 + 87, 406 = 87-4 + 58, 87 = 58-1 + 29, 58 = 29-2 bo’ladi. Oxiri-
dan ikkinchi tenglikdan boshlab: 29 = 87— 58 =87 — (406-87-4) = 87-5-406 = (b -
406)-5-406 = 5b - 406:6 = 5b - (a - b)6 = a(-b) + b-11 ni olamiz. 29 = 899 x + 493 y
bilan solishtirsak, x=-6, y =11 kelib chiqadi.

27.a) 17=a (-10) + b - 23 = ax + by;

by43=a-(-4)+ b -5 =ax + by;

c)47=a-2+b (-5 =ax + by.
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28. a) Yechish. x=45u va y=45v,bu yerda (4, v) =1, Z:% danu=11
v

va v=7,demak x =495 va y=315; b) Yechish. x=20u va y=20v, bu
8400

yerda (u,v) =1, uv=21dan u=1;3;7;21 va x=20; 60; 140; 420. y=
X

bo’lganligi sababli y =420, 140, 60, 20. d) x =140, y =252.
29. Yechish. (a, b, c) =d bo’lsin,uholda a=md, b=nd, c=kd
a+b:m+n _ a+c:m+kd. b+c=n+kd.Bundandson

2 2 72 2 2
a ; b, a ; ¢ bF¢ onlarning umumiy bo’luvchisi bo’lishini ko’rsatadi.
. a+b a+c b+c
Faraz gilamiz, , , =D bundan d|D,
2 T2 7 2
atb _ .4ty pPYC i D Birinchit va ikkinchi tengliklar yigindisidan
2 2 2

uchinchi tenglikni ayirib, a = (m; + n;— k;)D ni hosil qilamiz. Shu usulda b = (m; —
ny + k\)D, ¢ = (-m; + n; + k;)D larni hosil gilamiz. Bu tengliklardan a, b, ¢ larni D
ga bo’linishi kelib chigadi va demak, Dld. Natijada

a+b a+c b+ c]

D=d, SABHU (a,b,c)z( , ,
2 2 2

30. a) Yechish. (a, b, ¢c) =d bo’lsin, u holda (a, b) = md, (a, ¢) =nd, (b,c) =
kd, bu yerda (m, n, k) = 1. Bu tenglikdan adm va dn ga bo’linishi kelib chiqadi, de-
mak, a = dmna. Xuddi shunday: b = dmkf;, ¢ =dnky Buyerda (a, 3,7) = 1.
a'm'n’k*afy  (bmna)dmkf)dnky)d  abc(a,b,c)

[a,b, c] = dmnkafy =

d’mnk dm-dn-dk - (a,b)(a,c)(b,c);
b) Ko’rsatma: [a,b]= (a—i) dan foydalaning.
a,

31. Yechish. gN =100g + bg = 100g + a — a + bqg = am — (a - bg), bundan tas-
diq to’g’riligi kelib chiqgadi, chunki (g, m) = 1.
32.a) 1,
b) Yechish. (10n+9,n+1)=dvalOn+9=dx,n+ 1 =dybo’lsin. U holda
10 (dy - 1) + 9 =dx yoki 10 dy — 1 = dx vanatijada d =1.
c) Yechish. Agar (3n + 1, 10n + 3) = d bo’lsa, u holda
3n+1=dx - [30n+10=10dx
10n+3=dy " |30n+9=3dy
d = 1. Masalani Yevklid algoritmi yordamida ham yechish mumkin.
33. Yechish. (gq+1)N=10a(g+1)+b(g+1)=am+[a+ b (q+ 1)], bu yerda
(g+ 1, 10g +9) =1 (32 masalaga garang).
34. Yechish. (a, b) =d bo’lsin,uholda a=md, b=nd, (m, n)=1.5a + 3b =
(Om +3n)d, 13a + 8b = (13m + 8n)d tengliklardan 5a + 3b va 13a + 8b larning

, bundan 1 =d(10x — 3y) va
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umumiy bo’luvchisi d bo’ladi. (5a + 13b, 13a + 8b) = D bo’lsin, u holda Dld, 5a +
3b=mD, 13a + 8b =n,D.

Bundan a = 8m; — 3n;)D, b = (Sn; — 13my) =D va D a va b larning
bo’luvchisi, demak, Dld. Natijada d = D.

35. Yechish. l+ ! = 2a+b . (a,b) =1 dan (a, 2a + b) = 1 kelib chiqgadi.
a a+b ala+b)

2a + b, a+b)=1ni ko’rsatamiz. (2a+ b, a+ b)=d>1 bo’lsin, u holda 2a + b =
dm, a+b=dn, (m,n)=1vademak, a=d (m - n),
b=d (2n-m),ya’ni d/a, d/b masala shartiga ziddir.

3-8

36.a) 211;

b) 2543, 2549, 2551, 2557,

c) 1201, 1213, 1217, 1223, 1229, 1231, 1237, 1249.

37. Yechish.
n*+4=n"+4n> +4-4n’ =(n2 +2)2 —4n® =(n2 +2n+2)n’ —2n+2).

38. Yechish. Barcha natural sonlarni 5n, 5n £ 1, 5n = 2 ko’rinishda yozish
mumkin. 5z ko’rinishdagi son tub son bo’ladi, agar n = 1 bo’lsa va bu holda p =5,
4p> + 1 =101, 6p> + 1 =151. Bu p ning giymati masala shartini qanoatlantiradi.
Boshqa bunday sonlar mavjud emasligini ko’rsatamiz. Agar p = Sntl bo’lsa, 4p” + 1
= 5(20n*+ 8n + 1) — murakkab son; agar p = 5n + 2 bo’lsa, 6p> + 1 = 5(30n° £ 24 n +
1) — murakkab son.

39. Yechish. Barcha natural sonlarni 6k, 6k £ 1, 6k * 2, 6k £ 3 ko’rinishda yo-
zish mumkin. 2 va 3 dan tashqari 6k = 1 ko’rinishdagi sonlar tub bo’lishi mumkin
(teskarisi hamma vaqt o’rinli emas, ya’ni har qanday 6k + 1 ko’rinishdagi sonlar tub
son bo’lmasligi ham mumkin). Agar p = 6k — 1 bo’lsa, uholdap + 10=6k—-1 + 10
=3 (2k + 3) — murakkab son; agar p =6k + 1 bo’lsa,uholdap + 14 =6k+ 1+ 14 =3
(2k + 5) — murakkab son. Shunday qilib, bir vaqtda p + 10 va p + 14 sonlar tub
bo’ladigan 3 dan katta p tub son mavjud emasligi ko’rsatdik.

Agar p=2 bo’lsa, p+ 10 va p + 14 — murakkab sonlar bo’ladi. Agar p =3
bo’lsa, p + 10 va p + 14 — tub sonlar bo’ladi. Demak, bitta p = 3 son masala
shartini qanoatlantiradi.

40. Yechish. Shart bo’yicha,a >3, m=3t+1,n=3t +2. 2 va 3 dan farqli
tub sonlarni p = 6k = 1 ko’rinishda ifodalash mumkin (39 masalaga qarang). Agar a
=p=6k+1,uholda a+n=6k+1+3t+2=
=3 (2k + t + 1) — murakkab son; agara=p =6k-1,toa+m=6k—-1+3t++1=3
(2k + ) murakkab son.

41. Yechish. p — n! ning tub bo’luvchisi. p <n! -1 bo’lganligi sababli p < n!
Boshga tomondan n! p ga bo’linmaydi, bundan n < p. Shunday qilib, n < p < n! (bu
isbotdan tub sonlar soni cheksiz ko’pligi kelib chiqadi).

42. Yechish. Shart bo’yicha, 2p + 1 — to’la kub, ya’ni
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2p+1=02x+1V=8x+12xX+6x+1=2x@x"+6x+3)+1, bundan p=x (4
x*+ 6x +3). p—tub sonligidan x=1 va p = 13, shuning uchun
2p + 1 =27 =3’ — yagona son.

43. Yechish. Oldin natural sonlar qatorida 5 dan boshlab uchta ketma-ket kel-
gan toq sonlar barchasi tub bo’laolmasligini ko’rsatamiz. Faraz qilamiz, har bir tub
sonlar jufti oralarida bitta murakkab son joylashgan (egzak sonlar). Tub sonlarni
bunday joylashishi yetarlicha ziya bo’ladi. Bu holda tub sonlar 6n — 1 va 6n + 1
shaklida tasvirlash mumkin va ularning nomerlari 2n—1 va 2rn bo’ladi. Hagiqatdan
ham, n=1,2,3,4,5,6, ... deb
6n-1=>5,11, 17,23, 29, 35,...(bu sonlar nomerlari 2n-1=1,3,5,7,9,11,...) va
6n+1=7,13,19, 25, 31, 37,... (bu sonlar nomerlari 2n =2, 4, 6, 8, 10, 12,...). Bun-
dan ko’rinyaptiki, har bir son o’zining nomeri uchlanganidan katta: 6n — 1 > 3 (2n -
1) va (bn+1)>3-2n.

44. Ko’rsatma. Natural sonlar qatoridagi sonlarni 30k, 30k £ =1, 30k + 2, ...,
30k £ 15 shaklida tasvirlaymiz. Bu sonlardan p =30kt 1; 30k+7; 30k 11,30k £
13 lar tub sonlar bo’lishi mumkin.

45. Yechish. Agar p — 1 va p + 1 sonlar orasiga 3 dan katta p son joy-
lashtirilsa, (p - 1)p(p + 1) ko’paytma 3 ga bo’linadi. p>3 bo’lganligi sababli (p -
D)(p + 1) ko’paytma 3 ga bo’linishi kerak. Boshqa tomondan
(p - I)(p + 1)8 ga bo’linadi, chunki agar p — 12 ga bo’linsa, p + 1 —hech bo’lmasa 4
ga bo’linishi kerak.

PP-q=@-1)(p+D-(g-1)(g+1),buyerda(p-1)(p+1)va
(g - 1)(g +1) lar har biri 3 ga va 8 ga bo’linadi, demalk, p2 - q2 24 ga bo’linadi.

46. a) Yechish. Agar p =2 bo’lsa, u holda p + 10 — murakkab son. Agar p = 2¢g
+1(g=1,2,...,) bo’lsa, u holda p + 5 — murakkab son.

47. Yechish. p = 2k + 1 ko’rinishdagi toq son. p = mn (m > n) ko’rinishda
ko’paytuvchilarga ajralsin. U holda shunday x va y sonlar topiladiki, bular uchun
quyidagi sistema o’rinli:

{X ty=m m+n m-—n

, bundan x= , V=
X—y=n 2 2

Demak, murakkab p uchun:
2 2
p=mn=(x+y)x—-y)=x> -y =(m;nj —(m;nj :

Agar p tub bo’lsa, uni p = (2k + 1)-1 yagonashaklda yozish mumkin. Bu hol-
da m=2k+1=p, n=1, demak,

e
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p+1
2

2 2
m;—n) _(m;n) ko’rinishda tasvirlangan bo’lsa, p — murakkab

2 2
Shunday qilib, p =( ] _(p 2_1) ko’rinishda tasvirlanish yagona bo’lsa, p —

tub; agar p =(

son.
48. 47-masala shartidan toq sonlarni (x + y) (x - y) ko’rinishdagi
ko’paytuvchilarga ajratishning quyidagi usuli kelib chiqadi: p = x* — y* tenglikdan p

: : : -1
+y* =x% ya’ni x ni topish uchun p ga shunday vy (ySpT) natural son

kvadratini qo’yish kerakki natijada p + y* yig’indi kvadratdan (x°) iborat bo’lIsin.
Shu usulda y va x ni topib
px+y)(x-y)=mn.

a) Kvadratlar jadvalidan foydalanib 6643 soniga yaqin bo’lgan son
6724 = 82° olamiz. 6724 — 6643 = 81 = 9°. Demak, 6643 = 82> -9 = (82 + 9) (82 - 9)
=91-73 =7-13-73;

b) 1769 =61 - 29; ¢) 3551 =67-53; d) 6497=89 - 73.

49. Yechish. N=a*+b*=c*+d* va a va b, ¢ va d— sonlarning juft togligi
har xil bo’lsin. @ va ¢, b va d - larning juft togligi bir xil deb olamiz. (a - ¢) (a + ¢)
=(d - b) (d + b) tenglikdan

a-c d+b u
+ =—
d-b a+c v
kelib chigadi. Bunda birinchi kasrni ¢ ga va ikkinchi kasrni s ga qgisqartirilgan deb
olsak, ya'ni a—c =tu, d+ b = su, ak = sv, d — b= tv. U holda

a=2 ; Y =" b ladi. Natijada

N=da*+b* =i[(tu+sv)2 +(sn—tv)2]=i(u2 +v2)(t2 +s2)
50. Yechish. 972% + 235> = 1000009 = 1000* + 3% dan 1000009 son ikki usulda

ikki son kvadratlari yig’indisi ko’rinishda yozilishi kelib chiqadi, demak, bu son
murakkab va 293 - 3413 ga teng.

51. Yechish. Quyidagi yoyilmani ko’ramiz:
a”-1_ (a3 —1)(a12 +a’ +a’+a’ +1)

Yia+1= =
¢ a’-1  (a-Dla*+a’ +a* +a+1)

=(a2 +a+1)(a8 —ad +a’-a*+a’ —a+1),
Bu yerda a” +d’ +a® +a*+ 1 kophad o'+ a’ +a* + a + 1 kophadga
ko’phadlarni bo’lish qoidasiga asosan bo’lingan. Natijada 3+ 3 +1=(3*+3 +
D3 -3"+3-3"+3-3+1)=13 - 4561.

52. Yechish. Agar k — toq bo’lsa, 1 +2* son 1+ 2 =3 gakarrali. Agar k —
juft bo’lsa,u k=2" gayoki k=2"m (m=>1 vatoq son), yoki k = 0. Lekin
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1+2=1+27" = (1 + 22’1)” 1+2% ga karrali (agar k = 0 bo’lsa, 2 ga Karrali).

Demak, barcha k = 2" dan farqgli k lar uchun 1+ 2%" son murakkab son bo’ladi.

53. Yechish. (o, B) = 1, (o, B) = 2" shartlarni ganoatlantiruvchi barcha a va 3
lar uchun a®+ bP murakkab son ekanligini ko’rsatamiz. Hagiqatdan ham. (¢ f) =1 —
bo’lib, toq bo’lsa, u holda a=dm, B=dk, (m, k)=1 va a®+ b° = (@™ + B a" +
b* ga karrali. Agar (& B) =2"d juft son bo’lib, d > 1 — toq bo’lsa, u holda o = 2" d
m, = 2" d k bundan

a®+b’ = (azn'm)d + (bznk )Hson a¥" +b¥"* gakarrali.

Demak, (a, B) = 1 va (o, B) = 2" shartlarni ganoatlantiruvchi o va 3 lardan
tashqari barcha hollarda a” +b" son murakkab bo’ladi. Teskari tasdiq noto’g’ri, ma-
salan 2% + 3% =25 — murakkab son.

54. Yechish. n — murakkab son bo’lsin,n =ab (a>1,b>1),uholda2" -1 =
2 — 1 =(2%" - 1 — murakkab son. Teskari tasdiq noto’g’ri: 2° — 1 hamma vaqt tub
emas, masalan 2'' — 1 =23 - 89; 2% — 1 =47 - 178421.

4-§

55. )271828 (2,1,2,1,1,4,1,1,6,10,1,1,2);
b) 103993 _ (3,7,15,1,292);

33102

99

— =(0,1,1,2,1,1,6,2);
€)7o =( )
d)ii (3;7,16).

56. a)%7 (3,2,1,2,2), munosib kasrlari: E,f 115 @ 277,

1373747357 74"

b)—7=(0,2,2,3) munosib kasrlari: 9 1 Z l

2°5712°
333 3 10 333

¢)=—==(3,3,33), munosib kasrlari: —; —; ==
100 1”3°100°

103993 _ (3,7,15,1,292), munosib kasrlari:

33102
3.22 333 355103993
1777106 1137 33102 °

d)

57. a) % sonni uzluksiz kasrga yoyamiz: %=(0,1,3,1,1,1,2). Sxema yor-

damida
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k 0|1 |2 3 4 5 6
i 0|1 |3 1 1 1 2
P. |1 ]0]1 |3 4 7 11 |29
Q|01 |1 |4 5 9 14 |37
kasrlarni topamiz

L Lo b o1 0008<001

Q4 9 Q4Q5 9-14 126

g = (0,78 ortig'i  bilan

7

Shunday qilib, % = 9 (+0,01)=0,78. Py < % bo’lganligidan xatoni + ishora bi-

4

lan olinadi. 7 ni 9 ga bo’lganda bo’linma ortig’i bilan olinishi sababi g jami bilan

yaqinlashishi bo’lganligidir. O’nli yaqinlashish % =~ (,78 da xato ko’rsatilmaganligi

sababi bu xatoni maxsus hisoblashdadir, ya’ni bu + 0, 008 xato va 7 ni 9 ga

bo’lganda yaxlitlash xatolar yig’indisi.

)@ j?(+00003) 16830 )ﬂ %(_0,0005)z1,5909.
43 73 2633 1421
a)—; b) 3 c) )<
T 1810° 552
157 159 893
925 D75 sy

60.a) x=2; b)x=2.

61.a) x=-125-114¢, y =45 + 411,
b)x=4+15t, y=5+19¢
c)x=33+17t, y=44 + 23¢;

d) x=88 +47t, y=99 + 531,
e)x=-3+18f, y=6+ 351
f)x=-25+71¢t, y=-30+ 85,
g@)x=-28+11t, y=-105+41¢ teZ.

5-§

62. a) - 3;
abed >1000, va

63. Yechish.

x=[x]+ 6, Ba

u holda x+y=[x]+[y]+(t91 +€2).Agar0St91 +6, <1,

agar

by 11, ¢ 1, d) 2;

—1,agar abcd =1000; 1)7; j)-3.

=[y]+6, bo'lsin, bu yerda 0<86,<1,0<86, <1,

[x+ y]=[x]+ [y}

64

e) 3, N2 g -2 h) -2
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1<6,+6, <2 bo’lsa [x+ y]>[x]+[y] bo’ladi. Natijalarni birlashtirsak,

[x + y] = [x] + [y] ni hosil gilamiz.
64. Yechish. [x] ni ta’rifiga ko’ra, masala shartiga asosan

ax=m+ 6, buyerda0 < <1 vaa=#0,butenglikdan x = m+6 ni hosil gilamiz.

a
65. Yechish. 124 m = 86 + 0, bu yerda 0 < 6 < 1. Tenglikni 5 ga
430+ 560 58+560

ko’paytiramiz: 62m = 430 + 56, bundan m = o =6+ .0<0<1dan0
e o 58+ 56 e v
<50 <5 va m butun musbat son bo’lishi uchun =t butun bo’lishi lozim. ¢
= 1 deb olsak, € = 4 Bam =" ni hosil gilamiz.
5
66. Yechish. [ﬁ} =n= p_—l; {B} =n= p_—3
p=4n+1 4 4 p=4n+3 4
67. Yechish.
N a r r
a=mg+1, 0<r<m, éxu —=qg+—, 0<—<1, bu yerdan
m m m

2 m=2k+1 2 2

69. a) Yechish. 2 < x> <3 yoki J2< ‘x‘ <3, bundan —+/3<x<—2

va2<x< \/§ ni olamiz;

b) Yechish. x + 1 ning qiymatlari va bundan x ning qiymatlari ham butun
bo’lishi zarur. Bu qiymatlarda 3x” — x ham butun bo’ladi va berilgan tenglama 3x” — x
= x + 1 teng kuchli bo’ladi, bundan x = 1 ni olamiz.

c) Yechish. Berligan tenglamani 0 < x < 4 giymatlar gqanoatlantiradi, bu qiy-

matlarda gx butun giymatlarni qabul giladi, ya’ni x =0; 1%; 2%;
d)x=0; 1.
7 6

70, | 29111911450

786 786

_[9%]
71. Yechish. 999 — [999} - {999} + > I 686.
5 7 7

. e 00- 5] [19], [10]._s,

3 6
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73. 98.

74. 488.

75.B (2311;5,7, 13, 17) = 1378;
76. B (110; 2,3) = 37.

77. B (12317, 3,5,7) = 5634.

78. 393.

79. {p }+{p—2}+...+{ i_l}+|:pn}=pn_l+...+p+1=p -1
p p p p p-1

80.

a)lol=2%.3*.52.7;

M15=2".3.5%.72.11-13;

€)201=2".3%.5*.72.11-13-17-19;

d)25!=22*.319.55. 73 .11 .13-17-19-23;

€)30!=2%¢.3".57 .74 .11 .13%.17-19- 23 - 29.

|
L 2% 211317010

1010
|
82. Yechish. N = 1000!
100

bu yerda

17%°

[1000} [1000} [1000} [100} [100}
+ + = - +o
7 49 301 7 49

shartni ganoatlantiradi, bundan o = 148 kelib chigadi.

! !
83. Yechish. (2m +1)!!= (2(21 +),1,)' = (2m,;m1)' . Agar p > 2 bo’lsa, u holda
i{Zm;i—l}_i{ﬁi} 0y epoa pf<2m+1< p*t.
i=1 p i=1| P

84. Yechish. Ixtiyoriy butun x =k (a < k < b) abssissa uchun [f{x)]+1 butun or-
dinatali va berilgan trapesiyaning ichida va chegarasida joylashadi. Demak, nuqtalar

soni i([f(k)] +1) ga teng.

85. 126.

86. Yechish. Shartga asosan, a = 4q + 1 yoki a = 4g + 3 ga teng. Birinchi holda
[%} + [%Ta} + [%ﬂ =qg+2qg+3g=6qg= @. Ikkinchi hol ham xuddi shunday
tekshiriladi.

87. Yechish. a=mq +r bo’lsinbuyerda0<r<mva(r,m)=1. (r,m)=1
shart barcha m < 2 lar uchun bajarilishidan r = 1 kelib chigadi. Demak,
-1 m— —_ —_ —_ —_
L{q + lﬂ —g%i=2"L. mm=1) _(a=1)m -1)

' m i=1 m 2 2
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88. Yechish. x=[x]+a, 0<a<l1 bo’lganligidan
[x]+[x+l} =2[x]+ [0{+l}, bundan 1 < 0(+l< 1l va [0{+l} 0 gayoki 1 ga
2 2 2 2 2 2
teng. 2x = 2[x]+2a va [2x] = 2[x]+[2] bo’lganligidan
[x]+{x+%} = [2x]—[20(]+[0(+%}.

Bu yerda {OH %} =[2a]=0, yoki {0{+ %} =[2a]=1.
89. Yechish. Tenglamaning har bir qismini Yy deb belgilab,

y< R Ll < y+1 nu onamus,6yanan my < x < (m—1) (y+1). Bu tengsizlikni qa-
m m-—

noatlantiruvchi x lar mavjud bo’lishi uchun
my < (m-1) (y + 1) yoki y < m — 1 shartlar bajarilishi zarur va yetarli. Bundan quy-
ilagi natija kelib chigadi: my<x <(m - 1) (y + 1), bu yerda
y—y < m — 1 shartni qanoatlantiruvchi butun son.
90. Yechish. ax’+ bx + ¢ funksiya va shu bilan birgalikda
[ax® + bx + ¢] funksiya a > 0 da quyidan, a <0 da esa yuqoridan chegaralangan.

4—“}. songa teng. Shu sa-

Ikala holda ham [ax® + bx+c] funksiya chegarasi {—
a

—4ac

2
babli a >0 da berilgan tenglama yechimga ega bo’ladi, agar {— b } <d; shart

4a

2 —
bajarilsa va faqat shartda, agar a < 0 bo’lsa, bu shart quyidagicha: {— %} >1.
a

2 1
91. a)0,6; b)—; 0, d)—.
a) ) 3 c) ) 5

92. a) 624; b) 2418; 30; ¢) 1440; 8; d) 1960; 12; e) 2808; 24;

f) 3844;30.

93.a2)1,2,4,8,3,6,12,24,9, 18, 36, 72, 5, 10, 20, 40, 15, 30, 60, 120, 45, 90,
180, 360;

b) 1,5, 25, 125, 3, 15, 75, 375.

94. Yechish. S (2%) =2""—1=2-2"-1, demak, m = 2% oeN.

95. Yechish. Agar p son m yoki n ning kanonik yoyilmalarining birortasiga o
ko’rsatkich kirsa, u holda © (mn), va T (m) - T (n) da o + 1 ko’paytma mavjud. Agar m
va n ning kanonik yoyilmalarida mos ravishda p" va pB Lar bo’lsa, u holda mn ning
kanonik yoyilmasida ,0°°+B mavjud va T (mn) dagi o + B + 1 ko’paytmaga T (m) -T (n)
da qatnashuvchi (o + B) (B + 1) > o + B + 1 ko’paytma mos keladi. Demak, agar (m,
n)>1, u holda T (m) T (n) > T(mn). Agar r m yoki n ning kanonik yoyilmasiga qat-
nashsa, yuqorida qayd qilinganidek, S (x) ni hisoblash mumkin.
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a+p+1

Ikkinchi holda S (mn) ga kiruvchi P —— ko’paytmaga S (m) S (n) ga kiru-
a+l B+l a+p+2 _ _atl B+l
vehi 2 Lp L _P f + P +21, ko’paytma mos keladi.
p-1  p-1 (p-1) (p-1)
A S Ly )= plp* -1)p” 1)
p - )
p-1 p-1
tenglikni o’rinliligini osongina ko’rsatish mumkin, bundan
a+l B+l a+ -1
p -1 p"-1_p -1
p—1 p—1 p—1

Demak, agar (m, n) > 1 bo’lsa, S (m) S (n) > S (mn) bo’ladi.

96. T (m) =20, S (m) = 5208, & (m) = 1968"°.

97. Yechish. jzining barcha bo’luvchilari ko’paytmasiga teng bo’lgan m natu-
ral son m = \/m’(’"),tenglama yordamida aniqglanadi, ya’ni T (m) = 2. bundan masala
yechimi kelib chigadi.

n(a;+1)

98. S (a)= Ili[p’n—1 Ko’rsatma. Matematik induksiya usulidan foydalan-
=l p;
ing.

99.2a) S, (12) =120; b) S, (18) =455; ¢) S, (16) =341.

101. Yechish. 2°(2°" =1)=m u  2°"' —1= p,bo’lsin, u holda
s(m)=50 p)= " ~1fp+1)= (22" =1 = 2m.

102. Yechish. 101-masalaga asosan, har ganday mukammal son 20‘(20“rl —1),
ko’rinishda bo’lishini isbotshan kerak, bu urda 2**'=1 — tub son. m = 2% bo’lsin, (g,
2) = 1 va S(m) = 2m, ya’'ni 2*"'-1) S (¢) = 2**'- ¢, bundan S(q)= 2" - k va ¢ =
%"= 1)k, keN. k va 2*"' - 1)k sonlar ¢ ning bo’luvchilari bo’lib ular yig’indisi & -
2! = S(g) ga teng, bundan ¢ boshqa natural bo’luvchilarga ega emas. Demak ¢ =
(2% 1)k — tub son, bundan k=1 va2**'— 1 — tub sondir.

103. Yechish. S (m) = 3m tenglama m = 2% -p;p, uchun

Q' - D1 +p)(1 +py) =3 2% pyp,> ko’rinishga ega. Agar o = 0 bo’lsa

(1 4+ py)) (1 +py) =3pp; yoki 1 + p; + py, bundan p; va p, juft son bo’lishi kerak, bu
esa o’rinli emas, chunki 1 + p; va 1 + p, juft sonlar. Demak o0 # 0. Agar v =1 (1 +
p) (L+p2)=2pippyokil +pi+py=pipy yani 1+p;=pr(pi-1);pi—1=2n
bo’lganligidan n + 1 =p, n,bundan n =1 va p, =2, bu esa o’rinli emas. Demak o #
1. Agar o =2bo’lsa,7 (1 +py) (1 + py) =12 pypo yoki 7+ 7 (py + p2) = Sp; p2, bun-
dan p; =7 (yoki p,=7) va p, =2 (yoki p; = 2), bunday bo’lishi mumkin emas. De-
mak ot # 1. o0 = 3 bo’lganda 5(1 + p))(1 + p,) = ¥ pip>yoki 5+ 5 (p + p2) =3 p1 pas
bundan p; =5 va p, = 3. Shunday qilib, masala shartini ganoatlantiruvchi eng kichik
natural son m=2"-3-5 =120 bo’ladi.
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104. Yechish. Shart bo’yicha, m = p p;? va (14p;) (1 + p;) =6,
bo’lganligidan o,,=1, &, =2 va m= p, p;. Bundan tashqari, S(m)=28, ya’ni
(1+pl)(p§ + p, +1)= 28, bundan 1+ p, =4 va p; +p,+1=7, ya'ni
p,=3,p, =2.Demak, m =3 -2* = 12.

105. Yechish. Masala sharti bo’yicha
m=pips, m* = pl p2* u (2a, +1)2a, +1)=15, bundan 2a, +1=3 va
20, +1=5, yani @, =1, @, =2.Demak, T (m*) = Bou+1) 3o+ 1) =47 =28.

106. Yechish. Shart bo’yicha (1 + 20,;) (1 + 2a,) = 81, ikki hol o’rinli bo’lishi
mumkin: (1 + 20)(1 +20,) =3 - 27 va (1 +20)(1+20,) =9 -9, ya’ni oy = 1, 0,=13

va o =0,,=4, bulardan T (m’) = 160 yoki t (m’) = 169.

107. Ko’rsatma. d, Zdﬁ’ d, =di,....dan foydalaning.

n n—1

108.  Yechish. N ning barcha bo’luvchilarini o’sish tartibida yozamiz:

, bular (ot + 1) (B + 1)... (W + 1). Bularni juftliklarga bo’linsa,

.. barcha turli bo’linmalarni hosil gilamiz, ular soni N — to’la
(a+1)(B+1).{u+1)
2

1+ (@+1)B+1).(u+1)
2

kvadrat bo’lganda , ga teng. Bu natijalarni birlashtirib, turli yoyil-

malar soni { } ga tengligini olamiz.

(@+1)(y+1)=8
109. Ko’rsatma. Masala yechimi {(a+1)(8+1)=12 sistemaga keladi. Bun-
(B+1)r+1)=
dan N = 1400.
110.N=2-3-5%
111. Yechish. m= p{" p5>...p;*. bo’lsin, u holda T (m) =(1+ a)(1+ o,)...(1 +
o). Agar T (m) = I(mod 2) bo’lsa, u holda 1 + o; =1(mod 2) bo’ladi, bundan o; =0
(mod 2), bu esa m — butun soni kvadrati bo’lishini ko’rsatadi. Teskaridan, agar m —
butun son kvadrati bo’lsa, u holda o; = O(mod 2) va bundan T (m) = 1 (mod 2) ni hosil
gilamiz.

112.2)2; b)4; c)4; d)5; e)9; f) 15; g) 46; h) 95.
113. a) =13; 13%; b)=22;12%; c) =80; 16%.

114. Yechish. ©(p) < p tengsizlikdagi
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z(p)-1_a(p)

-p<-1(p), pr(p)-p<(p-1)n(p) va " < ni hosil gilamiz.
p

T (p)-1=n(p-1) dan = (p _11) 7P) b chigadi. T(m-1) = T (m) tengsizlikdan
p- p

7z(m) < 7Z(m—1)
m m—1

116. a) 200; b) 192; c) 432; d) 320; e) 400; ) 1152.

ni olamiz.

117. a) 288; b) 24; c) 480; d) 388800.
118. 88.

119. Yechish. Masala sharti bo’yicha, a = 3* 5% 7'. Bu soning Eyler funksiyasi
¢ (a)=3""2.5" 4.7 6=2%3%" 5P 7" ghart bo’yicha ¢ (a) = 3600 = =2° -
3%.5% demak 2* - 3%. 5%1 .71 =2*.32. 5% pundan =2, =3, y=1vaa=3>-5-
7 =17875.

120. Yechish. Shart bo’yicha: ¢ (a) = ¢(pq) =(p-1) (g—1) =120 va

(p-1)g-1)=120

5 ; sistemani hosil qilamiz. Uning yechimi
P—q=

p - ¢ =2. Natijada {

p=13, g=11.Demak, a =p g = 143.

121. Yechish. Shart bo’yicha ¢(a)= ¢(p2q2)= p(p—1)g(g-1) va
@(a)=11424=2°.3.7-17. Demak, p(p—-1)g(g—1)=2-3-7-17, yoki
p(p-1)g(g-1)=17-16-7-6, bundan p=17,g=7 va a=17>-7*> =14161.

122. Yechish. Shart bo’yicha

ola)= p™ (p, = Dps™ (p, = Dp ™ (p, 1) va pla) = 462000 =2*-3-5° -7 -11.
Demak,

pi 7 (p - Dp " (p, = Dp ™ (p, —1)=2%-3-5° -7 -11.

O’ng tomondagi ko’paytuvchilarni chap tomondagi kabi ko’rinishda
ko’paytuvchilarni o’rnini almashtiramiz:

P (p, =P (p, =)0 (p, =1) = (11:10)(7-6)(5* -4}, bundan p, =11 va
a,=2; p,=Tvaa,=2; py=5vaa,=3; a=11"-7-5"=741125.
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123.  Yechish. (a, m)=1 shart bajarilganda (a, m-a) = 1 ni bajarilishini
ko’rsatamiz. Teskarisini faraz gilamiz, ya'ni (@, m - a) =d > 1, u holda a = dk, m — a
= dt, bundan m = d(t + k) va (a, m) =d > 1, bu esa (a, m)= 1 shartga ziddir.

m dan kichik va u bilan tub bo’lgan sonlarni tartib bilan yozamiz:
l,ay,as ....,m—a,,m—a;, m—1;buqatorda @ (m) son bor. Har ganday a; songa m
— a; son mos keladi; ular yig’indisi

a; + (m - a;) = m, bu juftliklar soni %go(m) vademak § = %mgo(m)

124. a) 24; b) 54; ¢) 37500.
125. a) Yechish. a = p" p5*...p;*. bo’lsin. U holda

e e PR R

_ a-l

=a“"¢pla)

126. Birinchi hol (a, 2) = 1 bo’lganda o’rinli, ikkinchi hol esa (a, 2) = 2
bo’lganda o’rinli bo’ladi.

127.a) Yechish. p(4n+2)=02) 9o 2n+1)=¢0 2n + 1);

b) Yechish. Agar (n, 2)=1 bo’lsa, u holda @ (4n) = ¢ (4) ¢ (n) = 2¢ (n). Agar
n=2%k bo’lib, (k,2)=1 bo’lsa, uholda @ “4n)=¢ 2% - k) =2"".@k) =2 -¢
2" k) = 2¢ (2n).

128. a) x = 3; b) x = 3; ¢) tenglama p > 2 da yechimga ega emas.

p =2 daixtiyoriy natural sonlar uchun o’rinli.

129. ¢ (b).
130. a) 4 kasr: i,i,lg c) 12 kasr.
10 10 10 10

131.o2) + 9 (3) +...+ 0 (n).

132.a)9; b)31; ¢)71.

133. Yechish. Shart bo’yicha, (300, x) = 20 va barcha x lar 300 dan kichik, 20
ga qisqartirgandan so’ng (15, y) = 1, bu yerda barcha y Lar 15 dan kichik va 15 bilan
o’zaro tub; ular soni @(15) =8. Buy=1,2,4,7,8, 11, 13, 14 sonlar va bundan x =
20, 40, 80, 140, 160, 220, 260, 280.

134. ¢ (45) = 24.

135. ¢ (36) = 12.

136. Ko’rsatma. @ (a) ning juftligi 123 masala yordamidan kelib chiqadi.

137. Yechish. Agar (m,2) =1 bo’lsa, u holda @ (m) = ¢ (2m).

138. Yechish. m va n larning tub bo’luvchisi p uchun ¢ (mn) sonda l—l,
p

2
ko’paytuvchi bor, a @ (m) ¢ (n) — sonida esa (1 —lJ . ko’paytuvchi bor. 1—l <1,
p p

bo’lganligi sababli @(m)® (n) < @ (mn). Xususiy holda (p2 (m)<o (mz), tenglik m =1
bo’lganda bajariladi.
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139. Ko’rsatma. qi, q»,..., g, — m ning kanonik yoyilmasidagi tub sonlar; p;,
P2,..., pr —m va n ning kanonik yoyilmasidagi tub sonlar va ¢,,7,,...,¢; — faqat n
ning kanonik yoyilmasidagi tub sonlar bo’lsin. U holda

¢(mn) = mnﬁ[l—lj ﬁ[l—LJ : ﬁ[l—ij = {mﬁ[l—ij T [l—iﬂx
i=1 q; ) = p; ) i l, i=1 q; ) i= D,

[l e

P;
l-eslatma. Shu usulda m va n sonlarning umumiy bo’luvchisi A uchun

i=1

@(mn)= @(m)p(n) é‘) munosabatni keltirib chigarish mumkin.
@
2-eslatma. Chiqgarilgan formula yordamida 138 masala yechimi juda osonlik

d
o(a)

bilan topiladi: @(m)e(n)< @(mn), chunki

> 1. Tenglik o’rinli bo’lishi uchun d

=1 zarur va yetarlidir.

140. Yechish. plmn) = plé) = p(8)p(u)- yﬁ - sp(u)

141. p°.

142. m.

144. a) Yechish. Gaussa formulasidan x=2"3*5"(y>0,z=0; 1 va
U = 0; 1) kelib chiqadi. x = 2”; 2* - 3; 2" - 5; 2. 15; 3; 5; 15 imkoniyatlarni tek-
shirishi x = 2*; 2%.3; 2%1.5; 2%%. 15 (> 2); 15 (o = 3)larni beradi;

b) p # 3 da yechim yo’q. r =3 da tenglamalarni ixtiyoriy butun x = 2 qiymat-
lar qanoatlantiradi.

145. a) yechimi yo’q;

II-BOB

BUTUN SONLAR XALQASIDA TAQQOSLAMALAR NAZARIYASI

§ 1.
1. 1 modul bo’yicha. 2. a); v); s); 3. Yechilishi. Agar a =mg+r bo’lsa, u holda

a-r=mq va a=r(mod m). 4. a) x =3q; v) x = 1+2q. 5. 2r ning bo’luvchilari. 6. 8
ning bo’luvchilari. 7. Yechilishi. Agar n toq son bo’lsa, u holda n-1 va n+1- ketma-ket
keladigan juft sonlar. Agar ulardan biri 2 ga karrali bo’lsa, u holda ikkinchisi kaimda
4 ga karrali, shuning uchun: (n-1)(n+1) =n* — 1 =0 (mod 8), yoki n* =1 (mod 8). 8.
Yechilishi. Berilgan taqqoslamani ikkala tomonini 4 ga ko’paytiramiz: 400a + 40b +
4c =0 (mod 21), lekin 400a = a (mod 21), 40b = -2 (mod 21), 4c =4 (mod 21).
Oxirgi uchta tagoslamani hadma-had qo’shamiz: 400a + 40b + 4c = a — 2b + 4c
(mod 21). Bu yerdan a — 2b + 4c = O(mod 21) ni hosil qilamiz. 10. Yechilishi. 11-31 —
1 = 340 = 5-68 va 2° = -1(mod 11) bo’lganligi uchun oxirgi taggoslamani ikkala
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tomonini 638-nchi darajaga ko’tarib: (2° )% = 27 = 21" = [(mod 11) ni hsil
qilamiz. So’ngra 2° = 1(7hod 31) dan (2° )® = 2""*3""! = 1 (mod 31) ni hosil gilamiz. Bu
yerdan 2''°"! = 1(mod 11-31). Bu tagqoslamani ikkala tomonini 2 ga ko’paytirib
izlanayotgan taqqoslamani hosil qilamiz. 11. Yechilishi. x=3n+1
bo’lganda bo’linuvchi 1+3-27" + 9-729" ga teng bo’ladi. Berilgan modul bo’yicha 27"
= 729" = 1, shuning uchun 1 + 3-27" + 9:729" =1 + 3 + 9 = 13. 14. 4. 15. Yechilishi.
Shartga asosan a = b + p"q (¢ =0, 1, 12, ...). Bu tenglikningn ikkala tomonini r —
nchi darajaga ko’tarib, o’ = b’ + p”+1 - (a=0, 1, £2, ...) ni hosil qilamiz. 17.
Ko’rsatma. ay -10" + a3a,-10* + ajay = 0(mod 33) tagqqoslamaning chap tomonidan
modulga karrali bo’lgan 999a, + 99asa, sonni ayirish kerak. 18. Yechilishi. a) 90 =
1(mod 100) bo’lganligi uchun 9'%*" = 9" (mod 100). 9° = 9(mod 10) bo’1ganligi uchun
9° =9° =89 (mod 100). Izlanayotgan ragamlar 8 va 9; b) 7* = 2401 = 1(mod 100)
bo’lganligi uchun 7'® = 1(mod 100), bu yerdan7® = 7% = 7% (mod 100). 7% =
1(mod 100) bo’1ganligi uchun 7% =7 (mod 100). Izlanayotgan ragamlar O va 7. 19.
Yechilishi. r = r + 2 = 1 (mod 2) tagqoslamadan #** + (r+2)" = 0 (mod 2) kelib
chiqadi, r = -1 (mod r+1), r+2 =1 (mod r+1) dan esa r** + +(r+2)" =0 (mod r+1)

kelib chigadi. 20. Ko’rsatma. Noldan tashqari +2 ;x (x =1, 2y, p—2) ko’rinishdagi
sonlar berilgan.
pP—Xx_ P—X _ P™X _
+ 5 =O(m0d p), ) == 5 =O(m0d p),

Tagqgoslamalar mos ravishda noto’g’ri x = r(mod 7r), x; = tx, (mod )
tagqoslamalarga olib keladi. 21. Yechilishi. Matematik induksiya metodini
go’llaymiz. n = 1 da tagqoslama to’g’ri. n uchun tagqoslama to’g’ri bo’lsin. Uni  n
+ 1 da ham o’rinli  ekanligini  ko’rsatamiz. = Haqiqatdan = ham,
2" 41= (23” )3 +1= (23" + 1) (22'3" —2°+ 1)5 0(mod 3"), induksiya faraziga asosan 2* +1 =
0 (mod 3"") va 2°*-2° +1) =0 (mod 3) , chunki 2 = -1(mod 3). 22. a) Yechilishi. 4 =
- 1(mod 5) bo’1ganligi uchun 2*"*' = 2.4*" = 2(mod 5). Shunday qilib, 2*"*' = 2 + 5k,
buyerdake N,vaN=3""+2=9.243"12=0 (mod 11), chunki 243 = 1(mod 11).
Shunday qilib, 11| N va N > 11. Demak, N — murakkab son. b) Yechilishi. 9 = -1(mod
10) bo’lganligi uchun 3*"*' = 3.9%" = 3(mod 10). Demak, 3*"' = 3 + 10k, bu yerda
keN,va M =2""% 43 =832 +3=0 (mod 11), chunki 32 =-1(mod 11). M > 11 va
11| M dan M ning murakkab son ekanligi kelib chiqadi. 23. Yechilishi. Dastavval
agar (a, m) = k bo’lsa, u holda (b, m) = k ekanligini ko’rsatamiz. a =b (mod m)
taqqoslamadan a = mt + b, yoki b = a — mt, bu yerdan ko’rinib turibdiki, agar (a, m)
= k bo’lsa, u holda k | b. Shunday qilib, agar (a, m) = 1 bo’lsa, u holda (b, m) = 1.
Masala shartidagi ikkinchi tagqoslamani s ga ko’paytirib: ac = bc (mod m)
taqqoslamani hosil qilamiz. U holda bc =bd (mod m), bu yerdan (b, m) = 1 ni hisobga
olib ¢ =d (mod m) ni hosil qilamiz. 24. Yechilishi. Shartga asosan, a'® =2 (mod 73);
bu taqqoslamaning ikkala tomonini a ga ko’paytirib, a'”' = 2a (mod 73) ni hosil
qilamiz; ammo, shartga ko’ra, a'”' = 69 (mod 73). Bu tagqoslamalardan 2a = 69 (mod
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73) kelib chiqadi. Bu taqqoslamaninng o’ng tomoniga 73 ni qo’shamiz:
2a =142(mod 73). (2, 73) = 1 bo’lganligi uchuntagqoslamaning ikkala tomonini 2 ga
qisqartirib, a = 71(mod 73) ni hosil gilamiz. Bu yerdan qoldiq 71 ekanligi kelib
chiqadi. 25. Yechilishi. Masala shartidan 11a + 2b = 0 (mod 19) taqqoslamani hosil
gilamiz. Bu tagqoslamaning ikkala tomonini 12 ga ko’paytirib: 132a + 24b = 0
(mod 19) ni hosil qilamiz, bu yerdan esa 18a + 5b = 0 (mod 19).

p—1 p+2 _ _
27. 1,2,3,...,2 ;S s p—2,p—1
p—1
sonlardan 22— ta tagqoslamalrni hosil gilamiz: 1 =-(r-1) (mod r), 2 =-(r-2)
(mod r),
p—1 p+1
- 2 =2 (mod p).

Bu taqqoslamalarning har birini (2k + 7)- nchi darajaga ko’tarib, so’ngra ularni
go’shib talab gilingan tagqoslamani hosil gilamiz.
§2.

28. x= 0;1;2;...;9 (mod 10).30.a)x= 1;3;7;9 (mod 10); b)x= 2;4,
6; 8 (mod 10); s)x= 5 (mod 10); d) x = 0 (mod 10). 31. a) m = 9 da
chegirmalarning to’la sistemalari: O, 1, 2, 3, 4,5,6,7,8; -8, -7, -6, -5, -4, -3, -2, -1,
0; 4,-3,-2,-1,0, 1, 2, 3, 4. Chegirmalarning keltirilgan sistemalari: 1, 2,4, 5,7, 8;
-8,-7,-5,-4,-2,-1; -4,-2,-1,1,2,4. b) m =8 da chegirmalarning to’la sistema-
lari: 0, 1, 2,3,4,5,6,7, -7,-6,-5,-4,-3,-2,-1,0; -3,-2,-1,0, 1,2, 3,4 yoki -4, -
3,-2,-1,0, 1, 2, 3. chegirmalarning keltirilgan sistemalari: 1, 3,5,7; -7,-5,-3,-1; -
3,-1, 1, 3.
32. Yechilishi. Berilgan sinf sonlarining umumiy ko’rinishidan quyidagilarni topamiz:
25=83+1; -20=8(-3)+4; 16=82+0;46=85+6; -21 =8(-3) +3; 18 =82+
2; 37=84+5;-17=28(-3) + 7. Hoslil gilingan goldiglarning hammasi har xil va ular
manfiy bo’lmagan eng kichik chegirmalarning to’la sistemasini tashkil qgiladi: 0, 1, 2,
4,35, 6,7, demak, berilgan sonlar ham chegirmalarning to’la sistemasini tashkil giladi.
38. Yechilishi. Har bir sonni 6 ga bo’lib: 0, 2, 1, 1, 4, 5, 2 qoldiglarni hosil gilamiz.
Topilgan manfiy bo’lmagan chegirmalardan (noldan tashqari) 6 ni ayirib, 0, -4, -5, -5,
-2, -1, -4 —absolyut giymati jihatidan eng kichik musbat bo’lmagan chegirmalarni
hosil gilamiz. Absolyut giymati jihatidan eng kichik chegirmalar O, 2, 1, 1, -2, -1, 2
lardan iborat. 40. manfiy bo’lmagan eng kichik chegirmalar: 0, 2, 1, 0, 100, 100;
absolyut qiymati jihatidan eng kichik musbat bo’lmagan chegirmalar: 0, -5, -10, 0, -
20, -100; absolyut giymati jihatidan eng kichik chegirmalar: 0, 2, 1, 0, -20, 100 ili —
100. 42. Ko’rsatma. Berilgan sonnia + x (x =0, 1, 2, ... , m-1), bu yerda a — ixtiyoriy
butun son, ko’rinishda yozib olib, chiziqli formaning chegirmalari haqidagi teoremani
go’llanilsin. 43. Ko’rsatma. 10 modul bo’yicha qoldiglarning to’las sistemasini
beradigan x ningn giymatlaridan foydalanish kerak. 51. Yechilishi. Shartga asosan x*
= 1(mod 10), bu yerdan =1 (mod 10). 52. Yechilishi. a) (5,24)=1va ¢ (24) =8
bo’lganligidan 5° = 1 (mod 24) kelib chiqadi. Hagigatdan ham, 5° = (5%)* = 25* = 1°
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= 1 (mod 24); s) Yechilishi (3, 18) = 3 > 1 bo’lganligi uchun Eyler teoremasi o’rinli
emas. Haqigatdan ham, ¢ (18) = 6 va 3° = 3*3*=81.9=9.9 = 81 =9 (mod 18). 53.
ﬁ@éﬁgshi. a) @ (6) = 2 bo’lganligi uchun a* = 1 (mod 6). Bu tagqoslamani modul
bilan o’zaro tub bo’lgan a = 1 vaa =5, yoki 6k + 1 va 6k + 5 sonlar sinflari
qanoatlantiradi. 54. Yechilishi. b) a'> = b'> = 1 (mod 13) va a* = b* = 1 (mod 5)
bo’lganligi uchun a'>= b = 1 (mod 5); demak, a'*= b"> = 1 (mod 65) yoki a'* - b"*
ayirma 65 ga bo’linadi. 56. Ko’rsatma. i = 1, p — 1 da "V = 1 (mod p)
taqqoslamalarni hadma-had qo’shish kerak. 57. Ko’rsatma. a = a (mod r)
tagqoslamadan foydalanish kerak. 59. a) 1; b) 19; ¢) 29. 60. a) 2; b) 6; c) 2; d) 2. 61.
049. 62. Yechilishi. ¢ (m)=R,, (a)-q + rbo’lsin,buyerda ¢=0 va 0<r<R,(a)-
1. a Pn(a)= 1 (mod m)dan a®" =a" =1 (mod m) kelib chiqadi, bu yerdan esa r = 0.
63. Ko’rsatma. Oldingi masaladan foydalanish kerak. 64. Ko’rsatma. Agar (x, r) = 1
bo’lsa, u holda x ®"" + x?" =2 (mod p). 65. Ko’rsatma. (m, 10) = 1 bo’lganligi
uchun 107" =1 (mod m) yoki 10" — 1 =99..9= 0 (mod m). (9, m) = 1 bo’1ganligi
uchun hosil gilingan tagqoslamaning ikkala tomonini 9 ga bo’lish mumkin. 66. b)
Ko’rsatma. 1093 — tub son. 67. Yechilishi. ™' —1=(a- D)@ +ad? +.+a+1)=
0 (mod r) bo’lsin. a" =a (mod r) bo’lganligi uchun a" — 1 = a — 1(mod r). Shunday
qilib, agar a" —1 = 0 (mod r) bo’lsa, u holda a — 1 = 0 (mod r). Oxirgi tagqoslamadan
quyidagilarni hosil qilamiz: @' =1 (mod r), d* =1 (mod r), ... ,a=1 (mod r), 1 = 1
(mod r). Bu taqqoslamalarni hadma-had qo’shib: ' + & +..+a+ 1 =r=0 (mod r)
ni hosil gilamiz, demak, a” — 1 =0 (mod r*). Shunga o’xshash agar ¢’ + 1 =0 (mod r)
bo’lsa, u holda @’ + 1 = 0 (mod r*) ni hosil qilamiz. 68. Yechilishi. Ferma teoremasiga
asosan ' — 1 = 0 (mod g), bu yerdan r*' — 1 = gt,. Shunga o’xshash, ¢ — 1 =0
(mod p), bu yerdan esa ¢"' — 1 = pt,. Hosil qilingan tengliklarni ko’paytirib,
izlanayotgan taqqoslamani hosil qilamiz. 69. Yechilishi. 2730 = 2:3:5-7-13. x" =x
(mod 13) ga egamiz. x° = x (mod 2, 3, 5 va 7) tagqoslamalarning to’g’riligi 58
masalaning tagqoslamasidan kelib chigadi.

70. Yechilishi. a’ = a; (mod 2, 3, 5) bo’1ganligi uchun a;’ = g; (mod 30), (58 masalaga

qarang). Shunday qilib, > a’ =>4, =0 (mod 30). 71. Yechilishi.
i=1 i=1

m— [%} =m _mT—l = mT—i-l tenglik to’g’ri. 220 = 1 (mod m).
yoki 29" —1=2r—1(mod m). Ammo Eyler teoremasiga ko’ra 27" = r (mod m).
Demak, 2 r—1=0 (mod m) buyerdan esa 2r — 1 = mt,r = mt;l, r= m;—l. 72.

Yechilishi. Shartga asosan, (a, 10) = 1, bu yerdan (a, 5) = 1 va (a, 2) = 1. 1000 =
125-8 ni hisobga olib, 125 va 8 modullar bo’yicha taqqoslamalarni qaraymiz. 7
masalaning yechilishidan a'® = 1 (mod 125) ni hosil qilamiz. Ikkinchi tomondan Ey-
ler teoremasiga ko’ra a* = 1 (mod 8); bu tagqoslamani 25 —nchi darajaga ko’tarib, '®
= 1 (mod 8) ni hosil qilamiz. Bu yerdan a'” = 1 (mod 1000) kelib chiqadi. Oxirgi
taqqoslamani n-darajaga ko’tarib, so’ngra uning ikkala tomonini a ga ko’paytirib,
a'"™"*! = a (mod 1000) ni hosil gilamiz. 73. Yechilishi. 1973 — 1 = 1386 = 18-77
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bo’lganligi uchun Ferma teoremasiga asosan 2'° = 1 (mod 19). U holda 2'%*"" = 2'**7

“'=1 (mod 19). 2° =512 =1 (mod 73), to 2°°* = 21 = 1 (mod 73) bo’lganligi
uchun bu yerdan 2" = ' = 1 (mod 19-73) ni hosil qilamiz. 74. Ko’rsatma.
pl ' —=1=p,-q, va p’"'—1=p,-q, tengliklarni hadma-hado’ ko’paytirish kerak, bu
yerda q; g; € Z. 75. Yechilishi. (2r + 1, 3) =1 bo’lsa, u holda (2r + 1> =1 (mod
3), bu yerdan 4r + 1 =0 (mod 3). 76. Yechilishi. Shartga asosan a?" =1(mod m) va

a, =a, +¢(m)-q. Demak, a®**"" = 4% (mod m) yoki a® =a® (mod m). 77. Yechilishi.

Agar a soni 7 ga karrali bo’lmasa, u holda (a, 7) = 1, bu yerdan a®=1 (mod 7), bu
tagqoslamadan «”" =1 (mod 7) va a” = 1 (mod 7) tagqqoslamalarni hosil qilamiz.
Oxirgi tagqoslamalarni qo’shib: a”” + a® =2 (mod 7). Bu yerdan talab gilingan shart
kelib chiqadi. 78. Yechilishi. Agar (n, 6) = 1 bo’lsa, u holda (n, 2) = 1. Demak, n —
tog son va (n — 1) (n + 1) ifoda ikkita ketma-ket joylashgan juyaye sonning
ko’paytmasi sifatida 8 ga bo’linadi, ya’ni, n* — 1 =0 (mod 8), yoki n*= 1 (mod 8).
Ikkinchi tomondan (n, 6) = 1 dan (n, 3) = 1 ham kelib chigadi. Shuning uchun =1
(mod 3). Hosil gilingan taqqoslamalardan n”>= 1 (mod 24) kelib chigadi. 79. Yechil-
ishi. r # 5 ekanligi ko’rinib turibdi. Bu yerdan 5"'=1 (mod r), 5" =1 (modr) va
57+ 1= 6 (mod 6). Shartga asosan 6 = 0 (mod r) bo’lsa, u holda r ninng qiymatini 2
va 3 sonlardan izlash kerak. Tekshirishdan r = 3 ni topamiz. 80. Yechilishi. (x’ —
DX’ + 1) =0 (mod 504), yoki x*(x’ — x) = 0 (mod 7-8:9) tagfqoslamalarni
isbotlash kerak. ixtiyoriy xeZ da x —x =0 (mod 7) bo’lganligidan - D@+ 1)
= 0 (mod 7) kelib chigadi. Shu bilan bir vaqtda x ning juft qiymatlari uchun ham toq
qiymatlari uchun ham (x> — Dx’(x’ + 1) =0 (mod 8) o’rinli, @9) = 6 bo’lganligidan
x’(x* = 1) = 0 (mod 9) kelib chigadi. Bu yerdan: (x’ — 1)x’(x* + 1) =0 (mod 504). 81.
Yechilishi. Shartga asosan r va 2r + 1 — lar tub sonlar, shuning uchun (2r + 1) =
1(mod 3), r* = 1(mod 3). Ikkinchi taqqoslamani 4 ga ko’paytirib, birinchisidan
ayiramiz, 4r+1 =-3 = 0 (mod 3), ya’ni. 4r + 1 — murakkab son (3 ga bo’linadi).
82. a) x;= 1(mod 3), x,=2 (mod 3); b) x;= 1(mod5), x,=2 (mod 5); s) x =2 (mod
5); d) yechimlari yo’q; ye) x = 3 (mod 5); f) x; = 1(mod 4), x, =3 (mod 4); g) x| =
1(mod 5), x,=3 (mod 5). 83. a) x =3 (mod 7); b) x =2 (mod 5); ¢) x =-3 (mod 11);
d)x =-3(mod7);e)x = -1 (modT7T), 1) x =-4 (mod 15). 86.a) x =11 (mod 15); b) x
=2 (mod 8); ¢) x =4 (mod 13); d) x =20 (mod 37); e) x =7 (mod 25); f)x =5 (mod
11); g) x =5 (mod 11); h) x = 11 (mod 24). 91. Yechilishi. x = u + o almashtirishni
kiritib, (u +@)" + a;(y + 0()"'] + ...+ a, = 0(mod m) ni hosil gilamiz. Bu yerdan
qavslarni ochib chiqib, qaytadan gruppalashlardan so’ng u”" + (na + a;) Y + ..+
(d'+ a;d"" + ..+ a,)=0(mod m) ni hosil gilamiz. & ni shunday tanlaymizki, na +
a; =0 (mod m) o’rinli bo’Isin. Natijada " ni 0’zida saqlaydigan had yo’qoladi: u" +
b]y"'2 + ... + b, =0 (mod m). 92. Yechilishi. nat + a; =0 (mod m) tagqoslamani
tuzamiz. Shartdan 3+ 5= 0 (mod 13) kelib chiqadi, uning yechimi: =7 (mod 13),
demak, x = u + 7 almashtirish olamiz. Bu almashtirishni berilgn taqqoslamaga
qo’yib, U +7) + 5+ 1)’ +6(u+7)—8=u’ +26y* +223u+ 622 =’ +2u—2 =0
(mod 13) ni hosil gilamiz. 94. a) (5, 10) =5 va 7 soni 5 ga bo’linmagshanligi uchun
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bekrilgan tagqoslama yechimga ega emas. b) x = 7(mod 13); ¢) x =8 (mod 17); d) x
=9 (mod 19); e) x = 11 (mod 58). 94. a) x = 6(mod 19); b) yechimi yo’q; c) x =49
(mod 153); d) x =3 (mod 183); e) x =47 (mod 241). f) yechimi yo’q; g) x = 41,
190, 339 (mod 447); h) x = 61, 248 (mod 422); 1) x =39, 196, 353 (mod 471). 95. a)
yechimi yo’q; b) x =3, 8, 13, 18, 23 (mod 25); c) x =73 (mod 177); d) x =29 (mod
311); e) x =48 (mod 219); f) x =9, 32, 55, 78, 101, 124 (mod 138); g) x = 11, 28, 45
(mod 51). 96. Yechilishi. a) ax =b (mod 21), bu yerda (a, 21) =1, beZ; b) ax =b
(mod 21) tagqoslama yechimga ega bo’lishi uchun, masalan, 3 ta yechimga ega
bo’lishi uchun (a, 21) = 3 va b soni 3 ga bo’linishi zarur va yetarlidir; s) bunday
tagqoslamani tuzish mumkin emas. 97. 1 iyun. 98. Yechilishi. Qo’shib yoziladigan
sonni x bilan beliglaymiz, u holda 523-10° + x = 0 (mod 7-8-9), bu yerdan x = -
523000 = -352 =152 (mod 504), yoki x = 504¢ + 152. x ning qiymati r=0var=1
da uch xonali bo’ladi. Bu yerdan x; = 152, x, = 656. 99. x = 200 (mod 440), ya’ni x
= 200; 640. 100. x = 30 (mod 31), ya’ni x=30,61,42.101.a)x=3+4t,y=1 -3¢
b)x=3+13t,y=-3+8;¢c)x=22-37t,y=-25+43t; d)x=17 +37t,y =20 +
45t;e)x =1+ 161, y =1 + 27t; f) yechimga egaemas g) x =4+ 17t,y =-11 — 53¢,
h) x =47 + 105t, y =21 + 47¢; 1) yechimi yo’q; j)x=4+16t,y=7-11t; k) x=9
+37t, e=3+12t; ) x=-7+ 151,y =12 - 23¢. 102. x=2-4t,y=4+3¢t. t=
0 va t=-1 datalab qilingan hosil bo’ladi. 103. x =3 — 5z, y =28 + 37. 104. a) x = -4
+ 13£,-100 < -4 + 13t < 150, -7 <¢t<11; 19 ta nuqta; b) 7 ta nuqta; s) 8 ta nuqta.
105. Yechilishi. 5a —9b =31 yoki 5a =31 (mod9), bu shartni gqanoatlantiradigan a
ning eng kichik natural qiymati @ = 8 dan iborat. b ning giymatini tenglamadan
topamiz: b =1. 106. Ko’rsatma. AV to’g’ri chizigning burchak koeffisiyenti %
1 2
gisqarmaydigan kasrdan iborat ekanligidan kelib chiqadi, x; = x, bo’lgan hol ko’rinib
turibdi. 107. Oldingi masalaga asoasan (uchburchakning uchlarini ham hisobga
olganda) izlanayotgapn butun nuqtalar soni (18, 6) + (12, 8) + (6, 14)+3 =12 ga
teng. 108. a) 9x =1 (mod 7), bu yerdan x =4 + 7t; b) x =13 + 15¢. 109. Yechilishi.
Shartga asosan 15x + 20u + 30z =500 va x+y+z=18,buyerdan y+3z=46, y=
1 (mod 3) yoki u =1+ 3t. Demak, 3z =45-3¢ va z=15-+¢ Buyerdanx+ 16 + 2¢
= 18 yoki x =2 - 2¢. Faqat t = 0 da natural yechimni hosil gilamiz. Demak, x =2,y
=1,z=15.

§ 4.
110. a) x =49 (mod 420); b) x =4126 (mod 6300); c) x = 85056 (mod 130169);
d) x = 9573 (mod 13923); e) yechimi yo’q; f) yechimi yo’q; g) yechimi yo’q; h)
x =17 (mod 90); 1) x =4 (mod 105); j) x =T7777777 (mod 91290457). 111.

x =25 (mod 60). 112. 299 va 439. 113. Ko’rsatma. 4x =9 (mod 7); 2x = 15 (mod 9);
S5x = 12 (mod 13) taqqoslamalar sistemasini yechish kerak, bu yerdan x = 291 (mod
819). Nugtalarning ordinatalari to’g’ri chiziglarning berilgan tenglamalaridan kelib
chigadi. 114. a) x = 4a - 3 (mod 24), bu yerda a = 1 (mod 2); b) x = 8 — 3a (mod 24),
bu yerda a =0 (mod 2); c) x = 36a - 175 (mod 630), bu yerda a = 1 (mod 7); d) x =
15a + 21b — 35¢ (mod 105). 115. a) a =5 (mod 6); b) a =1 (mod 6); c) a =0 (mod 4).
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116. Yechilishi. Shartdan quyidagi sistemani hosil qilamiz: xyz138 = 0 (mod 7),
138xyz = 6 (mod 13), x1y3z8 =5 (mod 11). Birinchi tagqoslamani 103xyz +138=0
(mod T) ko’rinishda yozib olamiz. U holda 3xyz = 1 (mod 7), bu yerdan xyz =5 (mod
7). Ikkinchi tagqoslama bilan ham xuddi shunday amallarni bajaramiz: 138000 + xyz
= 6 (mod 113), bu yerdan xyz = 1 (mod 13). Endi xyz = 1 (mod 13), xyz =35 (mod 7)
tagqoslamalar sistemasini xyz ga nisbatan yechib, xyz = 40 (mod 91), yoki xyz = 91¢ +
40 ni hosil qilamiz. t =1, 2, 3, ..., 10 da xyz = 131, 222, 313, ..., 950 larni topamiz.
Uchinchi tagqoslamani x-10° + 10* + 4-10° + 3-10*+ z-10 + 8 = 5 (mod 11) shaklda
tasvirlab olamiz, soddalashtirishlardan so’'ng x + y 4+ z =7 (mod 11)ni hosil qilamiz,
yani x+y+z=11t+7.0<x+y+ z<27 tengsizlikni e’tiborga olib, x + y + z =7
va x + y+ z = 18 larni hosil gilamiz. U holda 131, 222, 313, ... , 950 sonlar ketma-
ketligidan shartni qanoatlantiradigan 313138 va 495138 sonlarni topamiz. 117. Ye-
chilishi. Shartga asosan 13xy45z = 0 (mod 792), ammo 792 = 8-9-11, shuning uchun
quyidagi sistemaga ega bo’lamiz:

13xy45z = 0 (mod 8)

13xy45z =0 (mod 9) }

13xy45z=0 (mod 11) J.

Birinchi tagqoslamadan va 8 ga bo’linish alomatidan 450 +z = 0 (mod 8) ni
hosil gilamiz, bu yerdan z = 6 (mod 8). z = 6 ni ikkinchi va uchinchi tagqoslamalarga
qo’yib, sistemani hosil qilamiz:

13xy456 =0 (mod 9)
13xy456 =0 (mod 11)

Bu sistemaning birinchi tagqoslamasidan 9 ga bo’linish alomatiga asosan x + y +
19 = 0 (mod 9), yoki x + y = 0 (mod 9) kelib chiqadi. Ikkinchi tagqoslamani
1300000 + x-10* + w10° + 456 = 0 (mod 11) ko’rinishda tasvirlab olamiz,
soddalashtirishlardan so’ng x — u = 8 (mod 11). U holdaa
xX+u=9t+8
x—y=11,+8
Bu yerdan x = 8 va u = 0 ekanligi kelib chigadi. Shunday qilib, izlangan son
1380456 dan iborat.
118.  Yechilishi. Izlanayotgan sonii x bilan belgilaymiz. U  hol-
dax-1000+(x+1)=1001x+1=N?, yoki (N+1)(N-1)=7-11-13x, bu yerdan
(N+1)(N -1)
7-11-13.
Bu tenglikdan N va x aniglash uchun quyidagi tagqoslamalar sistemalarini hosil
qilamiz:
1) N+1=0 (mod 7)
N-1=0 (mod 143)
Odatdagi usul bilan yechib N=573, N°=328329, x,=328 larni topamiz.
2) N+1=0 (mod 143)
N-1=0 (mod 7)
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Bu yerdan N=428, N’=183184, x,=183.
3) N+1=0 (mod 11)
N-1=0 (mod 91)
Bu yerdan N=274, N°=075076, ammo x=075 ikki xonali son bo’lganligi uchun
yechim emas.
4) N+1=0 (mod 91)
N-1=0 (mod 11)
Sistemadan N=727, N2:528529, x3=528 larni hosil gilamiz.
5) N+1=0 (mod 13)
N-1=0 (mod 77)
N=155, N*=024025, ammo x=025 ikki xonali son bo’lganligi uchun yechim emas.
6) N+1=0 (mod 77)
N-1=0 (mod 13)
Bu yerdan N=846, N’=715716, x,=715.

119. Shartdan quyidagi sistemani hosil qilamiz: x=3 (mod 7), x’=44 (mod 7%),
x’=111 (mod 7°). Birinchi taqqoslamadan x=77+3 ni topamiz. x ning bu giymatini
ikkinchi tagqoslamaga qo’yib, uni 7 ga nisbatan yechamiz: (7t+3)’=44 (mod 7),
soddalashtirishlardan so’ng, 42t =35 (mod 7°). Bu taqqoslamani 7 ga qisqartirib,
61=5(mod 7T) ni hosil gilamiz, bu yerdan =2 (mod 7), ya’ni t=7t;+2 bo’ladi. ¢ ning
topilgan qiymatini x=774+3 tenglikka qo’yib, x=7(7t,+2)+3=49¢,+17 ni hosil gilamiz. x
ninng oxirgi topilgan giymatini uchinchi tagqoslamaga qo’yib (49 #,+17)* = 111(mod
7°) ni hosil qgilamiz. Soddalashtirishlardan so’ng #,=0 (mod 7) ni topamiz, bu yerdan
1,=Tt,+0. t; bu qiymatini x=49¢,+17 tenglikka qo’yib, nihoyat x=(mod 7°) ni topamiz.
120. a) x=24 (mod 28); b) x=54 (mod 95); ¢) x=39 (mod 77); d) x=-9 (mod 45); e)
yechim yo’q; Hx=%13; 47 (mod 85). 121. (-6,-61), (-1,-1), (1,1), (6,41). 122. a)
x=y=3 (mod T); b) yechim yo’q; s) yechim yo’q; d) x;=0(mod 12), y,=7(mod 12) x,=4
(mod 12), y,=T7 (mod 12); x3=8 (mod 12), y;=7 (mod 12). 123. a) x=k+5n, y=2k-2+10n,
z=1-k-5n, bu yerda k=0; 1; 2; 3; 4 va neZ. b) Berilgan shartdan x-u=1 (mod 3),
x+y=1(mod 2) sistemaga kelib chigadi. Birinchi tagqoslamadan y=x - 1+3i (mod 6),
bu yerda i=0; 1 kelib chigadi. Bu qiymatni ikkinchi taqqoslamag qo’yib, 2x=2-3i
(mod 2) ni hosil gilamiz, bu yerdan 3i=0 (mod 2) va i=0 kelib chiqadi. Demak, x=
k(mod 6), y=k-1 (mod 6), k=0; 1; 2; 3; 4; 5, yoki x=k+6n, y=k-1+6m, bu yerda m, n
€ Z Bu qiymatlarni berilgan sistemaning tenglamalariga qo’yib, z=2n-2m=k-
143n+3m ni hosil gilamiz, bu yerdan n=1-k-5m. Shunday qilib, berilgan tenglamalar
sistemasining yechimlari z=6-5k-30m, y=k-1+6m, x=2-2k-12m lardan iborat, bu yerda
k=0; 1; 2; 3; 4; 5 va m € Z 124. Ko’rsatma. Masalani quyidagi tagqoslamalar
sistemasini bilan yechish mumkin:

3Ax—u+1=0(mod7) xXE3 (modT)

2x+3y—-1=0(@mod7), buyerdan u&5 (mod?T).
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